Mathematische
Schiilerzeitschrift

l Volk und Wissen

Volkseigener Verlag
Berlin.
14.Jahrgang 1980
Preis 0,50M

Index 31059




Redaktionskollegium: Prof. Dr. sc. techn.
G. Clemens (Leipzig); Oberlehrer Dr. W.
Fregin (Leipzig); Dozent Dr. rer. nat. J. Gro-
nitz (Karl-Marx-Stadt) ; Dozent Dr. rer. nat.
R. Hofmann (Leipzig); Nationalpreistriger
H. Kistner (Leipzig); Studienrat H.-J. Ker-
ber (Neustrelitz); Oberlehrer Ing. K. Koch
(Schmalkalden) ; Studienrat J. Lehmann, Ver-
dienter Lehrer des Volkes (Leipzig); Ober-
lehrer Dozent Dr. sc. phil. H. Lohse (Léip-
zig); Oberlehrer H. Pitzold (Waren/Miiritz);
Dr. E. Quaisser (Potsdam); Dozent Dr. sc.
nat. E. Schroder (Dresden); Oberstudienrat
G. Schulze (Herzberg/Elster); Dr. W. Stoye
(Berlin); W. Triger (Débeln); Prof. Dr. sc.
paed. W. Walsch (Halle); FDJ-Aktiv der
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Univer-
sitdit Leipzig (Ltg. Diplom-Lehrer C.-P.
Helmholz)

Redaktion:

StR J. Lehmann, V.L.d.V (Chefredakteur)
Anschrift der Redaktion: )
Redaktion alpha - 7027 Leipzig - Postfach 14
Anschrift des Verlags:

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
108 Berlin - LindenstraBe 54a - Tel.: 20430.
Veroffentlicht unter Lizenznummer 1545 des
Presseamtes beim Vorsitzenden des Minister-
rates der Deutschen Demokratischen Repu-
blik.

Postscheckkonto: Berlin 132626. Erschei-
nungsweise:  zweimonatlich,  Einzelheflt
1,50 M, Sonderpreis fir die DDR 0,50 M,
im Abonnement zweimonatlich 1,- M, Son-
derprets fiir die DDR 0,50 M.

Bestellungen werden in der DDR vom Buch-
handel und der Deutschen Post en'tgege_n-
genommen.

Der Bezug fiir die Bundesrepublik Deutsch-
land und Berlin(West) erfolgt iiber den Buch-
handel; fiir das sozialistische Ausland iber
das jeweilige Postzeitungsvertriebsamt und
fiir alle ibrigen Linder iber: Buchexport
Volkseigener AuBenhandelsbetrieb der DDR
701 Leipzig, Leninstr. 16

Fotos: Kreisklub Mathematik des Land-
kreises Brandenburg (S. 3); Foto-Eilers Aken/
Elbe (S. 10)

Typographie: H. Tracksdorf, Leipzig

Das Titelblatt wurde von W.Fahr, Berlin,
nach einer Idee von Dr. L. Stammler gestal-
tet.

)

Gesamtherstellung: INTERDRUCK
Graphischer GroBbetrieb Leipzig — 111/18/97
AN (EDV) 128-1SSN 0002-6395
Redaktionsschluf: 29. Oktober 1979

alpha

Mathematische Schiilerzeitschrift

10

11

12

14

15

16

18

20
23

Inhalt

Jacobi — der Euler des 19. Jahrhunderts [8]*
Dr. H. Pieper, Akademie der Wissenschaften der DDR, Zentralinstitut
fiir Astrophysik

Eine Aufgabe von Prof. Dr. Tamas Varga [8]

Nationales Padagogisches Institut Budapest

Sonderbare Geometrie [8]

Dr. P.Géthner, Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit Leipzig
Eine Aufgabe von Dr. Ludwig Stammler [9]

Sektion Mathematik der Martin-Luther-Universitit Halle
Niherungsverfahren zur Dreiteilung des Winkels [10]

H. Schaper

aufgepaBt - nachgedacht - mitgemacht [5]

Speziell fiir Klasse 5/6

Wie wird die Kugel mit der kleinsten Masse mit méglichst wenig
‘Wigungen gefunden?

Mathematikfachlehrer W. Triger, Clara-Zetkin-Oberschule Dobeln
Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt [8]

alpha stellt vor: Kreisklub Mathematik des Landkreises Brandenburg

Leseprobe aus:

W. Gilde, Gespiegelte Dichtung [6]

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb [5]
Aufgaben zu Mathematik, Physik, Chemie

Eine Aufgabe - verschiedene Losungen [5]
Mathematik und Praxis [5]

Leseprobe aus: H. Kleffe, Wie funktioniert denn das? Was ist Schall?

Zusammenstellung : J. Lehmann/Th. Scholl

In freien Stunden - alpha heiter [5]
Zusammenstellung : J. Lehmann/H. Pétzold

alpha-Wettbewerb 1978/79 [5]

Tréger des Abzeichens in Gold

Losungen [5] '

XVIIL Olympiade Junger Mathematiker der DDR [10]
4, Stufe (DDR-Olympiade) — Lésungen zur Olympiadeklasse 10

III. U.-Seite: Wissen, wo [5]

Inhaltsverzeichnis des Jahrgangs 1979

IV.U.-Seite: 1, 2, 3 — Logelei [5]

Zusammenstellung : J. Lehmann

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Jacobi —

der Euler des 19. Jahrhunderts

Im Winter 1827/28 fanden zuniachst in der
(1810 gegriindeten) Berliner Universitit (der
heutigen ‘Humboldt-Universitit) und dann
in der Singakademie (dem heutigen Maxim-
Gorki-Theater) einundsechzig populdrwis-
senschaftliche Vorlesungen statt. Ein weit-
gereister Mann, der ,,zweite, wissenschaft-
liche Entdecker Amerikas, der hervorra-
gende Naturforscher und Humanist Alexan-
der von Humboldt (1769 bis 1859) erschloB
seinen Horern (hiufig anndhernd 1000 bei
einem Vortrag, darunter Handwerker neben
Professoren und Studenten, Berliner Minner
und Frauen, Biirger und Offiziere, darunter
der preuBische General und deutsche Patriot
Gneisenau, der Baumeister Schinkel, der
Bildhauer Rauch, Fiirsten, der K6nig Fried-
rich Wilhelm III. und der Kronprinz) die Ge-
heimnisse der Natur, machte diesem groBen
Kreis von Menschen einen umfangreichen
Teil des Wissens der Zeit zuginglich.

Im September 1828 reisten vierhundert Wis-
senschaftler nach Berlin um an einem unter
dem Vorsitz von Humboldt stattfindenden
KongreB der zwei Jahre zuvor gegriindeten
Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Arzte teilzunehmen. ,,Der Hauptzweck dieser
Gesellschaft‘‘, so betonte Humboldt in seiner
Eroffnungsansprache, ,,ist die persénliche
Anniherung derer, welche dasselbe Feld der
Wissenschaften bearbeiten; die miindliche
und darum mehr anregende Auswechslung
von Ideen, sie mégen sich als Tatsachen,
Meinungen oder Zweifel darstellen; die Griin-
dung freundschaftlicher Verhiltnisse, welche
den Wissenschaften Licht, dem Leben heitere
Anmut, den Sitten Duldsamkeit und Milde
gewihren.*

Zu den Gisten Humboldts gehorte der
Direktor der Géttinger Sternwarte, der Ma-
thematiker, Astronom, Physiker und Geodit
Carl Friedrich GauB (1777 bis 1855). (,,Ich
zihle diese mir unvergeBlichen Tage zu den
gliicklichsten meines Lebens®, schrieb am
12.10. 1828 GauB aus Gottingen an Hum-
boldt.) Humboldt hatte von GauB 1804 in
Paris gehort. GauB war damals bereits durch
seine zahlentheoretischen Untersuchungen
und durch seine neuen Methoden zur Bahn-
bestimmung, die (1801) dic Wiederauffin-
dung der Ceres, des zuerst entdeckten Pla-
netoiden, erméoglicht hatten, ,,in aller Mun-

de**. (1801 erschien das Buch ,,Disquisitiones
arithmetiquae* — Untersuchungen zur Zah-
lentheorie —. Mit diesem Meisterwerk begann
eine neue Epoche der Zahlentheorie. Der
24jihrige Forscher nahm ,,mit einem Schlage
den Rang neben den groBten Mathematikern
aller Zeiten* ein.)

Auch den Mathematiker Johann Peter Gu-
stav Lejeune Dirichlet (1805 bis 1859) hatte
Humboldt zu dieser Versammlung eingela-
den. Er hatte ihn im Sommer 1825 in Paris
kennengelernt, als Dirichlet dort Vorlesungen
horte und sich mit dem Selbststudium der
,.Disquisitiones arithmetiquae* von Gauf be-
faBte. Dirichlet war der erste Mathematiker,
der die Gaufischen Ideen aus diesem Buch
weiter be- und verarbeitete. Seine ersten Ar-
beiten (1825 bis 1831) schlossen inhaltlich und
methodisch daran an.

Kongresse, Tagungen, auf denen nur Mathe-
matiker iiber ihre Probleme sprachen, iiber
ihre Resultate vortrugen und durch persén-
liche Kontakte Anregungen gaben und emp-
fingen, gab es damals noch nicht. (Mathe-
matische Vortrige populdrwissenschaftlicher
Art, wie Humboldts einleitend erwihnte
- spiter ,,Kosmos-Vorlesungen* genannt —
Vortrige, gab es schon gar nicht.)

Eine Abteilung fiir Mathematik innerhalb der
Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Arzte wurde erst 1843 eingerichtet. Der erste
offizielle internationale Mathematiker-Kon-
greB fand 1897 in Ziirich statt. Der Nutzen
solcher Kongresse in unserer Zeit ergibt sich
aus der Notwendigkeit des persénlichen Ver-
kehrs, des personlichen Gedankenaustau-
sches der Mathematiker untereinander.

Wer hitte damals, im September 1828, neben
GauB (aus Gottingen) und Dirichlet (aus
Berlin) Teilnehmer eines Mathematikerkon-
gresses sein kénnen? (Die Mathematiker die-
ser Zeit standen oft untereinander in leb-
hafter Verbindung durch einen ausgedehnten
Briefwechsel.)

An der Ecole normale (Normalschule) in
Paris lehrte Andrian Marie Legendre (1752
bis 1833). Die in seiner 1798 erschienenen
,»Zahlentheorie** dargestellten Ergebnisse
wurden schon 1801 durch GauBens ,,Dis-
quisitiones* iiberholt. Seit 1786 veréffentlich-
te er viele Arbeiten iiber sogenannte ellipti-
sche Integrale. An der Ecole polytechnique

(Polytechnische Schule) in Paris wirkte der
Akademiker und Professor Augustin Louis
Cauchy (1789 bis 1857). Er arbeitete als einer
der ersten in voller wissenschaftlicher Strenge
und hat entscheidend dazu beigetragen, da}
sich das exakte Verfahren in der Analysis
durchsetzte.

In Paris forschten ferner Jean-Baptiste-Jo-
seph Fourier (1768 bis 1830) und Siméon-
Denis Poisson (1781 bis 1840) (an der Ecole
polytechnique).

Evariste Galois (1811 bis 1832) bemiihte sich
1828 vergeblich, eine Zulassung fiir ein Stu-
dium an der , Ecole polytechnique* in Paris
zu erhalten. Der genial-begabte Schiiler las
einst ein Geometriebuch von Legendre in
einem Zug, ,,wie andere Jungen eine Piraten-
geschichte**. Jetzt war der Siebzehnjahrige
dabei, die Grundziige seiner Theorie der
algebraischen Gleichungen zu entwickeln.
(Galois fiel im Duell im Alter von 20 Jahren.
Sein schwer lesbares Werk wurde erst 1846
der Offentlichkeit zuginglich gemacht.)

Mit Beitrigen zur Theorie der Funktionen
wire der Philosoph und Mathematiker aus
Siidbohmen Bernardo Bolzano (1781 bis
1848) auf dem KongreB aufgetreten.

1827 war das Hauptwerk des Geometers und
Professors der Astronomie an der Universitit
Leipzig August Ferdinand Moebius (1790 bis
1868), ,,eine wahre Fundgrube neuer Ideen*,
erschienen.

Der Rektor der Universitit in Kasan war der
Mathematiker Nikolai Iwanowitsch Lobat-
schewski (1792 bis 1858). Er hatte bereits im
Februar 1826 in Kasan einen Vortrag iiber
die Grundlagen der Geometrie (Nichteukli-
dische Geometrie) gehalten und hitte auf
einem Mathematiker-KongreB sicher auch
dieses Thema gewihlt.

Am Berliner Gewerbeinstitut war der Geo-
meter Jacob Steiner (1796 bis 1863), seit 1834
dann Mitglied der Berliner Akademie, tatig.
Der Geometer Julius Pliicker (1801 bis 1868)
war (1828) Professor in Bonn.

Uber die Grundziige der ,,nichteuklidischen
Geometrie** hitte neben Lobatschewski auch
der ungarische Mathematiker Janos von
Bolyai (1802 bis 1860) berichten kénnen.

An der Universitat in Christiana (dem heuti-
gen Oslo) arbeitete Niels Henrik Abel (1802
bis 1829) intensiv an der Theorie der sog.
elliptischen Funktionen.

Sein ,,Konkurrent* in der Entwicklung dieser
Theorie war der Kdnigsberger Mathematik-
professor Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 bis
1851). Er kiindigte am 8. September 1828 ein
fundamentales Werk iiber diese Theorie an
und war in dieser Zeit konzentriert mit der
Ausarbeitung desselben beschiftigt.

Es gibt in diesen Jahren eigenartige Duplizi-
taten von Ereignissen: Die klassische Frage
nach der Auflgsbarkeit von Gleichungen ist
unabhidngig voneinander von Abel und
Galois beantwortet worden. Lobatschewski
und Bolyai kamen unabhingig voneinander
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zur Einsicht, daB das Parallelenaxiom durch
die iibrigen Euklidischen Axiome der Geo-
metrie nicht beweisbar ist, daB also eine nicht-
cuklidische Geometrie méglich sei. Das Jahr
1828 war eine Epoche angestrengtester K on-
kurrenz von Abel und Jacobi um den Ausbau
der Theorie der elliptischen Funktionen.
(Legendre hatte sich viele Jahre mit ellipti-
schen Integralen beschiftigt, jedoch nicht die
Umkehrfunktionen, die elliptischen Funk-
tionen niamlich, untersucht.) Uber diese drei
Probleme hatte iiberdies GauB viel frither
nachgedacht, doch seine grundlegenden Re-
sultate dariiber nicht publiziert.

Wo hitte 1828 ein MathematikerkongreB
stattfinden konnen? In Paris, in Kénigs-
berg (dem heutigen Kaliningrad), in Géttin-
gen, . ..?Dynk der Wirksamkeit Humboldsts,
seiner Forderung zahlreicher deutscher Ma-
thematiker, wire auch Berlin als Tagungsort
in Frage gekommen.

Humboldt hatte sich (jedoch vergeblich)
bemiiht, GauB8 nach Berlin zu holen; er
konnte die Berufung Dirichlets nach Breslau
(dem heutigen Wroclaw) in die Wege leiten
und ihn 1828 nach Berlin holen. Humboldt
wurde von GauB (in einem Brief vom
27.Januar 1827) auf das Talent Jacobis hin-
gewiesen und brachte diesen dann auf den
Posten, auf dem er seine Fihigkeiten frei ent-
falten konnte. Auf Humboldts Initiative geht
der (nicht verwirklichte) Plan zuriick, in
Berlin ein Polytechnisches Institut einzu-
richten, an das Abel und erst Pliicker, dann
aber Steiner berufen werden soliten.

Das Niveau mathematischer Ausbildung war
an der Berliner Universitit in den ersten
Jahren nach ihrer Griindung auBerordentlich
niedrig. So betonte Jacobi spiter, daB er
(von April 1821 bis Mai 1825) wihrend seiner
»Studentenzeit in Berlin wissenschaftlicher
Anleitung ganz entbehren muBte‘‘. Die Vor-
lesungen hatten einen zu elementaren Cha-
rakter. Jacobi eignete sich im Selbststudium
die Werke von Leonhard Euler (1707 bis
1783), Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813)
und Pierre Simon Laplace (1749 bis 1827) an.
(Auf Grund einer hervorragenden wissen-
schaftlichen Arbeit wurde ihm bereits in sei-
nem 21. Lebensjahr der Doktortitel verlie-
hen.)

Insbesondere dank der Bemiihungen Hum-
boldts wurde Berlin bald ein mathematisches
Zentrum, Bestand im 18. Jahrhundert noch
ein groBer Unterschied zwischen den bahn-
brechenden Leistungen der Forscher (in
Berlin: Gottfried Wilhelm Leibniz [1646 bis
1716}, Euler, Johann Heinrich Lambert [1728
bis 1777] und Lagrange) und dem niedrigen
Niveau der mathematischen Lehre, so setzte
um 1825 ein Wandel ein. Im Herbst 1825 hielt
Jacobi an der Berliner Universitiit seine erste
Vorlesung. Dirichlet berichtete dariiber:
,»Nach dem Zeugnis einer seiner damaligen
Zuhorer muBl sein Lehrtalent bei diesem
ersten Auftreten schon sehr entwickelt ge-
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wesen sein, und er es verstanden haben, sein
Thema mit groBer Klarheit und auf eine
seine Zuhorer sehr anregende Weise zu be-
handeln.* Der Mathematiker Ernst Eduard
Kummer (1810 bis 1893), seit 1855 Professor
und Akademiker in Berlin, betonte, daB
Jacobis erste Vorlesung ,,als Anfang der all-
gemeinen Neugestaltung des mathematischen
Universitdtsunterrichts angesehen werden*
kann.

Von 1826 an wirkte Jacobi 18 Jahrg an der
Universitét in Konigsberg. Hier wurde er der
mitreiBendste Vortragende seiner Zeit. ,,In
seinen Vorlesungen, so wie im engeren wissen-
schaftlicheren Verkehr mit den Studierenden,
wuflte er auf ihre Bildungsstufe vollstindig
einzugehen, und indem er die alt herge-
brachten pedantischen Methoden des Unter-
richts griindlich verschmahte, verstand er es,
auf dem Wege der einfachsten und klarsten
Gedankenentwicklung ... seine Horer mit
sich forizureiBen und bis in die Tiefen der
mathematischen Wissenschaften zu fithren*
(Kummer).

Von 1844 an (bis zu seinem Tode) arbeitete
dann Jacobi als Akademiemitglied in Berlin,
wo er an der Universitit auch Vorlesungen
hielt. Schon seit 1828 entfaltete Dirichlet
(seit 1832 als Mitglied der Berliner Akade-
mie), iiber 30 Jahre mit Humboldt eng be-
freundet, ein reges mathematisches Leben in
Berlin. Auch in seinen Vorlesungen wurden
die Studenten mit den neuesten Forschungs-
ergebnissen bekanntgemacht. Seine Denk-
weise war, ,,mit einem Minimum an blinder
Rechnung, einem Maximum an sehenden
Gedanken die Probleme zu zwingen*. Er
legte groBen Wert auf vollige Strenge. In
einem Brief vom 21.12.1846 an Humboldt
schrieb Jacobi iiber Dirichlet: ,,Er allein,
nicht ich, nicht Cauchy, nicht Gaul} weiB,
was ein vollkommen strenger Beweis ist, son-
dern wir kennen es erst von ihm. Wenn Gaul
sagt, er habe etwas bewiesen, ist es mir wahr-
scheinlich, wenn Cauchy -es sagt, ist es
ebensoviel pro als contra zu wetten, wenn
Dirichlet es sagt, ist es gewiB, ich lasse mich
auf diese Delikatessen lieber gar nicht ein.*

G. G. J. Jacobi —
Lebensdaten

10. Dezember: Geburt in Potsdam.
Zweiter Sohn des Bankiers Simon Jacobi
’ (1772 bis 1832), Vorstandsmitglied der
Jiidischen Gemeinde in Potsdam, und
dessen Frau, geb. Kachel (1774 bis 1848).
November (bis April 1821): Besuch des
Victoria-Gymnasiums in Potsdam.

April (bis Mai 1825): Studium der Philo-
sophie, klassischen Altertumswissen-
schaften und Mathematik an der Uni-
versitat in Berlin.

August: Promotion und Habilitation an
der Universitdt Berlin.

1825/26 (Wintersemester): Erste Vorlesungen
Jacobis an der Universitit in Berlin.

Mai (bis September 1844): In Konigsberg
(zunichst Privatdozent, dann 1827 auBer-
ordentlicher Professor, 1829 ordentlicher
Professor an der dortigen Universitat).
August (bis Oktober): Reise nach Paris.
Persdnliche Bekanntschafl mit Legendre.
11. September: Hochzeit Jacobis; seine
Frau Marie, geb. Schwinck (1809 bis 1901)
ist die Tochter des GroBkaulmanns
Schwinck in Konigsberg. Fiinf S6hne,
drei Tochter.

Marz (bis September): Reise nach Pots-
dam und Berlin. Besuch bei A. v. Hum-
boldt. Umgang mit Steiner, Dirichlet.
Reise nach Marienbad (Kur), Prag, Wien,
Miinchen, Heidelberg, Géttingen (Besuch
bei GauB).

Juni (bis September): Reise nach Man-
chester und London sowie nach Paris.
Schwere Erkrankung Jacobis (Zucker-
krankheit).

Mai: Dirichlet besucht Jacobi in Kénigs-
berg.

9. Juli: Abreise iiber Berlin, Gotha,
Baden-Baden, Freiburg nach Italien,

1804

1816

1821

1825

1826

1829

1831

1839

1842

1843

1843

1843

Italienaufenthalt zeitweise zusammen mit
Steiner und Dirichlet.

1843  16. November: Jacobi trifft in Rom ein.

1843 28. Dezember: Der Papst Gregor XVI.
empfingt Jacobi und Dirichlet in beson-
derer Audienz.

1844  Ende April: Drei Wochen Aufenthalt in
Neapel.

1844  Mai: Abreise aus Rom iiber Genf, Basel,
StraBburg, Frankfurt/Main nach Berlin.

1844  September: Letzter Aufenthalt in Konigs-
berg.

1844  Ende September: Ubersiedlung nach

Berlin. (Ordentliches Mitglied der Berliner
Akademie, seit 1829 bereits korrespon-
dierendes Mitglied, seit 1836 auswirtiges
Mitglied dieser Akademie.)
1848/49 Fortschrittliche politische Betitigung nach
der Berliner Mirzrevolution.
16. Juli: Jacobi'und Dirichlet bei GauB3
in Géttingen.
August: Beginn finanzieller Repressalien
(Entzug der Berlin-Zulage von 1000 Ta-
lern) wegen der politischen Betitigung.
Ende September: Ubersiedlung seiner
Frau und Kinder (3 Jungen von 17, 12,
11 Jahren, 3 Madchen von 9, 7, 4 Jahren,
ein Junge von 2 Jahren) nach Gotha.
Jacobi geht in einem Gasthof (zu Berlin)
in Pension.
November : Die osterreichische Regierung
beabsichtigt, Jacobi nach Prag oder Wien
zu berufen.
Februar: Jacobi nimmt den Ruf nach
Wien an.
5. Mirz: Durch Kabinettsorder werden
alle finanziellen Forderungen erfiiilt, die
entzogene Zulage um 333 Taler erhéht
und die 1333 Taler vom 1. Oktober 1849
riickwirkend bewilligt. Jacobi bleibt in
Berlin.
11. Februar: Erkrankung an Pocken.
18. Februar: Tod Jacobis in Berlin.

1849

1849

1849

1849

1850

1850

1851
1851




Nach den glinzenden Zeiten der Berliner
Wirksamkeit von Euler, Lambert und La-
grange im 18. Jahrhundert, verhalf Dirichlet
zusammen mit Steiner (seit 1834 Mitglied der
Berliner Akademie) und Jacobi der Berliner

Mathematik zu neuem Ruhm. Die erste per-

sénliche Bekanntschaft zwischen Dirichlet
und Jacobi wurde im Sommer 1829 ange-
kniipft. Kurze Zeit vorher war in K6nigsberg
das Buch ,,Fundamenta nova theoriae func-
tionum ellipticarum* (Neue Grundlage der
Theorie der elliptischen Funktionen) erschie-
nen. Dieses grundlegende Werk reihte sich
GauBens ,,Disquisitiones arithmetiquae‘*
wiirdig an und lieB aller Augen auf den Ver-
fasser richten. Der (wie einst Gaull 1801)
24jdhrige Forscher, Carl Gustav Jacob Jaco-
bi, stand von diesem Zeitpunkt an, unbestrit-
ten nidchst GauB, als der erste deutsche Ma-
thematiker da. Legendre, der sich selbst seit
1786 mit der hier behandelten Thematik be-
schiftigt hatte, bewunderte und lobte Jacobis
Meisterwerk. Im Mirz 1829 wurde Jacobi or-
dentlicher Professor fiir das Fach Mathema-
tik an der Universitdt Konigsberg. In seinen
Vorlesungen wurde nicht Fertiges, Uberlie-
fertes von neuem {tiberliefert, ,,seine Vorle-
sungen bewegten sich simtlich auBerhalb des
Gebietes der Lehrbiicher und umfaBten nur
diejenigen Teile der Wissenschaft, in denen er
selbst schaffend aufgetreten war, und das hieB
bei ihm, sie boten die reichste Fiille der Ab-
wechslung* (Dirichlet).

Vom Stil, der mathematischen Denkweise
und der Problematik seiner Forschungsarbei-
ten her, war der groBe Theoretiker Jacobi
geistig eng verwandt mit Euler. Der Mathe-
matikhistoriker E.T.Bell schreibt: ,,Euler,
der Meister genialer Kunstgriffe, fand in
Jacobi einen glinzenden Nachfolger. In der
Fihigkeit zur Durchfiihrung komplizierter
Rechenoperationen sind Euler und Jacobi
uniibertroffen geblieben.*

Seine Schiiler nannten Jacobi den ,,Euler des
19.Jahrhunderts*. Der Mathematikhistori-
ker und A.-v.-Humboldt-Forscher, K.-R.
Biermann, vergleicht: ,,Umfassende Vielsei-
tigkeit, fast unglaubliche Fruchtbarkeit, pha-
nomenales Gedéchtnis, eingehende Literatur-
kenntnis — das alles finden wir bei Euler wie
bei Jacobi, aber auch die bisweilen mangelnde
Strenge ist ihnen gemeinsam.*

Jacobi gilt als einer der fleiBigsten, arbeits-
wiitigsten Mathematiker der Geschichte. Es
seien seine tiefliegenden Untersuchungen
iber elliptische Funktionen, seine funda-
mentalen Beitrdage zur Zahlentheorie, seine
Untersuchungen zu den Prinzipien der ana-
lytischen Mechanik (Theorie der partiellen
Differentialgleichungen und Variationsrech-
nung), seine Arbeiten zur Determinanten-
theorie, seine mathematik-historischen For-
schungen genannt. (Das ,,Mathematische
Waorterbuch** enthilt iiber 45 Stichwdorter, die
mit Jacobis Namen verbunden sind.)

Jacobi griindete 1834 das erste Seminar auf

mathematischem Gebiet. Hier sollten Stu-
denten zu eigener Arbeit angeleitet, ihre
Selbsttatigkeit gefordert und sie in nihere
und fruchtbarere wissenschaftliche Beriih-
rung mit ihren Lehrern (als es durch das
bloBe Anhoren der Vorlesungen geschehen
kann) gebracht werden. Der Jacobi-Biograph
Leo Koenigsberger berichtete spiter (1904)
liber die Art, wie Jacobi das Seminar leitete:
,,Jacobi leitete die Arbeiten damit ein, daB er
in kurzen Vortrigen an einen den Mitglie-
dern geldufigen Zusammenhang ankniipfte
und von da zu einer besonderen Aufgabe hin-
leitete, mit deren Losung sich die Mitglieder
die Woche iiber zu beschiftigen hatten; ihre
Arbeiten wurden im Laufe der Woche dem
Dirigenten abgegeben und am nichsten Sonn-
abend von demselben beurteilt, worauf zu
einer neuen Arbeit‘ﬁbergegangen wurde.**
Den EinfluB Jacobis auf seine Studenten und
Schiiler beschrieb F.Klein in seinen ,,Vor-
lesungen iiber die Entwicklung der Mathema-
tik im 19.Jahrhundert* (1926) so: ,,Die
widerstrebendsten Naturen zwang er in seine
Denkweise hinein, jeden riB er zur Hohe
speziell mathematischen Ehrgeizes, zum bren-
nenden Interesse an der von ihm gegebenen
Problemstellung des Tages mit fort. Nicht nur
fremde Fahigkeiten anregend und weckend
wie etwa GauB oder Dirichlet, sondern jeden
in den Bann seines augenblicklichen Gedan-
kenganges hineinzwingend, war Jacobi der
ausersehene Mann dazu, eine umfangreiche,
auf lange hinaus bliihende Schule zu begriin-
den.*
Das abgelegene K 6nigsberg wurde zum Mit-
telpunkt einer Schule, deren zahlreiche Schii-
ler nach ihrer ,,Lehre* bei ihrem ,,Meister*
Jacobi als hervorragende Mathematiker und
Hochschullehrer an vielen deutschen Uni-
versitiaten wirksam wurden. Diese sog. ,,K6-
nigsberger Schule* ist (nach F.Klein) ,,die
erste derartige Erscheinung in Deutschland,
welche dauernde Bedeutung gewonnen hat‘.
Auch iiber die Grenzen Deutschlands hinaus
(in Frankreich und England) ist Jacobis Ein-
fluB, der Geist seiner Forschung und Lehre,
von groBer Wirksamkeit gewesen.
Die drei wohl groBten deutschen Mathemati-
ker der ersten Hailfte des 19.Jahrhunderts
weilten am 16. Juli 1849 in Gottingen. C. G. J.
Jacobi und J. P. G. Lejeune Dirichlet besuch-
ten C.F.GauB am 50.Jahrestag der Verlei-
hung seiner Doktorwiirde.

H. Pieper

Fotos aus dem Kreisklub Mathematik des
Landkreises Brandenburg, siche Seite 10.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Tamas Varga

Nationales Pddagogisches Institut
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A 1936 A Wir nennen jede natiirliche Zahl
n> 1, die sich als Summe von wenigstens zwei
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
darstellen 148t, eine ,, Treppenzahl®.
(Beispielsweise ist 9 eine Treppenzahl mit
zwei verschiedenen ,, Treppen*:
9=2+3+4und 9=4+5)
Aufgabe: a) Welche natiirliche Zahlen sind
Treppenzahlen?
b) Bestimme die Anzahl verschiedener Trep-
pen [ir eine gegebene Treppenzahl!




Sonderbare Geometrie

Konnt ihr euch eine Gerade vorstellen, die
nur aus drei Punkten besteht, wobei jeder
dieser Punkte Mittelpunkt der durch die bei-
den anderen Punkte bestimmten Strecke ist?
Nun, wir wollen versuchen, eine solche son-
derbare Geometrie durch eine Vorgehens-
weise aufzubauen, welche von einem Mathe-
matiker vollkommen akzeptiert werden wiir-
de.

Im Mathematikunterricht wird gezeigt, daf
das Bild einer linearen Funktion f mit
S(x)=mx+n bzw. das Bild einer Gleichung
Ax+By+C=0(A%2+ B*>0) in einem karte-
sischen Koordinatensystem eine Gerade ist,
wobei man davon ausgeht, dal man genau
weiB, was man unter einer Geraden zu ver-
stehen hat. Doch gerade diese Annahme ist
durchaus nicht selbstverstindlich. Ihr kénn-
tet ja einmal versuchen, eine exakte Definition
des Begriffes ,Gerade* aufzuschreiben.

Es ist in der Mathematik deshalb hiufig
zweckmiBig, den umgekehrten Weg zu gehen:
Die Menge der Punkte, welche einer Glei-
chung y=mx+n geniigen, nennt man Ge-
rade. Punkte sind dabei bekanntlich geord-
nete Paare bzw. geordnete Tripel reeller Zah-
len, je nachdem, ob man Geometrie in einer
Ebene oder im Raum betreibt. Entsprechend
heiBt die Menge der Punkte (x;y), welche
einer Gleichung (x —c)? + (y —d)? =r? geniigt,
Kreis mit dem Mittelpunkt (c,d) und dem
Radius r. Macht euch dies an Beispielen klar!
Uberlegt euch auferdem, wie man zweck-
mifigerweise definieren miifite, unter wel-
chen Bedingungen zwei Geraden 4,x+ B,y
+C;=0und A,;x+ B,y+ C,=0 zueinander
parallel bzw. zueinander orthogonal sein
sollen! Uberpriiflt schlieBlich noch, daf es ge-
ad +X_z;y1 +y2) als den Mit-
2 2

telpunkt und d=J/(x; —x,)?4(y; —y2)? als
die Linge der durch die Punkte (x,;y,) und
(x2:y2) festgelegten Strecke zu bezeichnen!

rechtfertigt ist, (

2

Geht man diesen Weg, geometrische Begrifle
durch geeignete Gleichungen zu definieren, so
kann man nachweisen: Die Eigenschalten be-
kannter geometrischer Objekte stehen nicht
im Widerspruch zu unseren anschaulichen
Vorstellungen. So werden z. B. in der Ebene
zwei nichtparallele Geraden stets genau einen
Punkt gemeinsam haben.

4

Untersuchen wir nun einmal die Frage, wel-
che Folgerungen eintreten wiirden, wenn man
Punkte einer Ebene mit geordneten Paaren
ganzer Zahlen identifizieren wiirde. Der Kreis
k, der durch x?+y%=25 beschrieben wird,
bestinde dann nur aus den 12 Punkten
0:5), (0:=5), (5;0), (=5;0), (3;4), (4;3),
(=3:4), (—=4:3), 3;—4), 4:-3), (-3;-4),
und (—4;—3), er ware dann eine endliche
Punktmenge. Problematisch ist jedoch be-
sonders die Tatsache, daB bei der Berech-
nung von Eigenschalten geometrischer Figu-
ren Schwierigkeiten auftreten wiirden. Wollte
man z. B. den Schnittpunkt (x;y,) der beiden
nichtparallelen Geraden g4;:y=x+1 und
g2 :y=23x—4 berechnen, so erhielt man nach
Subtraktion der ersten Gleichung von der
zweiten
2x; —5=0bzw. x, =§ und y, =z.
2 2
Da x; und y, nicht ganzzahlig sind, ist
(g;) kein Punkt unserer Ebene. Die beiden
nichtparallelen Geraden hitten folglich kei-
nen Punkt gemeinsam.
Durchdenkt man das Beispiel genauer, so er-
kennt man: Die aufgetretene Schwierigkeit
entsteht dadurch, daB im Bereich der ganzen
Zahlen nicht jede Gleichung der Form
a-x=b (mit a=0) durch eine ganze Zahl
l6sbar ist. Die Menge der ganzen Zahlen be-
sitzt — betrachtet 1aan sie beziiglich der Addi-
tion und der Multiplikation - schwichere
Eigenschaften als die Menge der reelien
Zahlen.,
Es ist sowohl die Addition reeller Zahlen als
auch die Multiplikation der von Null ver-
schiedenen reellen Zahlen eine kommutative,
assoziative und umkehrbare Operation, dabei
ist die Multiplikation mit der Addition distri-
butiv verbunden. Man sagt: Die Menge der
reellen Zahlen bildet beziiglich dieser beiden
Operationen einen Korper. Fiir die Menge
der ganzen Zahlen trifft dies jedoch beziiglich
der entsprechenden Operationen aus den
oben genannten Griinden nicht zu.
Wir miissen also versuchen, einen Korper zu
konstruieren, den wir als Basis fiir unsere
Geometric nutzen konnen. Dazu gehen wir
wie folgt vor:
Man teilt die Menge aller ganzen Zahlen in
drei Klassen {0]3, [1]3, [2]5 ein. In [0]5 bzw.

[1]s bzw. [2]5 faBt man diejenigen ganzen
Zahlen zusammen, die durch 3 geteilt, den
Rest 0, den Rest 1 bzw. den Rest 2 ergeben.
Da jede dieser Klassen durch eine in ihr
liegende Zahl charakterisiert werden kann,
ist die Bezeichnung dieser Klassen mit [0]3;
[1]5 bzw. [2]s im folgenden auch kurz mit
0, 1 bzw. 2 gerechtfertigt. In der Menge
G3={[0])3;[1]3;[2]3} wird durch [a];-[b]s
=[a-b]s bzw. [a]s+[b]s=[a+b]s eine
Multiplikation bzw. eine Addition einge-
fiihrt.

Man beachte, daB die Addition (bzw. Multi-
plikation) von Restklassen mit Hilfe der
Addition (bzw. Multiplikation) ganzer Zahlen
definiert wird. Es iibertragen sich deshalb die
bekannten Eigenschaften der Addition und
der Multiplikation ganzer Zahlen aufl das
Rechnen mit Restklassen. Wir wollen noch
bemerken, daB das Berechnen der Diflerenz
[als —[b]s=[x]s der Ermittlung des Sum-
manden [x]s in [a]s=[x]s +[b]s entspricht,
so daB mit Hilfe der Addition von Rest-
klassen eine Subtraktion von Restklassen und
analog mit Hilfe der Multiplikation von
Restklassen eine Division von Restklassen
festgelegt werden kann.

Die folgenden Tafeln geben alle Moglichkei-
ten der additiven bzw. multiplikativen Ver-
kniipfungen der Elemente von G3, der Menge
der Restklassen modulo 3 an. Wir nutzen nun
die vereinbarte Kurzschreibweise und schrei-
ben z.B. | statt [1]s.

+ 0 1 2 01 2
0 01 2 0 00O
1 1 20 1 01 2
2 201 2 0 21

Die Menge G bildet beziiglich der in ihr er-
kldrten Verkniipfungen tatsichlich einen
Korper (Begriindung?).

Entsprechend unserem Prinzip, die Punkte
einer Ebene mit geordneten Paaren zu identi-
fizieren, bezeichnen wir die Menge aller ge-
ordneten Paare von Elementen aus G als
eine Ebene, die wir mit G32 bezeichnen; die
geordneten Paare selbst heiBen Punkte dieser
Ebene.

Die so konstruierte Ebene besteht aus neun
Punkten. Bettet man sie in eine Ebene € un-
serer Anschauung ein, indem man jedem von
neun ausgewidhlten Punkten P;; von € genau
cines der neun Paare (i;f)e G132 zuordnet, so
kann man diese Ebene wie folgt veranschau-
lichen:

Bild 1
x x x
Foz P12 Pz
x x x
Poy Py Por
x x X
P oo Py P

Man beachte, dal} in Bild | nur die neun cin-
gezeichneten Punkte zu unserer Ebene G;?
gehdren, nicht jedoch die ,,Zwischenrdume".



Es wire durchaus moglich gewesen, sowohl
den anschaulichen Abstand zwischen den
Punkten als auch deren Anordnung anders
zu wihlen.

Sucht euch noch andere Anordnungen aus!
Beschiftigen wir uns zunichst mit den Ge-
raden der Ebene G;2. Nach Delinition ist
jede Gerade eine Menge von Punkten, welche
einer Gleichung der Form Ax+By+C=0
geniigen.

In unserer Geometrie sind dabei 4, B und C
irgendwelche Restklassen der oben genannten
Art, wobei wieder der Fall B=A4=0 ausge-
schlossen werden soll.

Zunichst kann man sich leicht iiberlegen, da
jede Gerade genau drei Punkte enthilt, denn
setzt man [iir x die drei Restklassen ein, so
sind die zugehorigen Werte fiir y eindeutig
bestimmt. Die Gerade g : x+ y+2=0 enthiilt
z.B. die drei Punkte (0;1), (1;0), (2;2). DaB
diese drei Punkte anschaulich nicht auf einer
Geraden liegen (siche Bild 1), verwundert uns
schon nicht mehr. Bei der Veranschaulichung
der Ebene G2 lag der Anordnung der Punkte
P;; ohnehin eine gewisse Willkiir zugrunde.
Erstaunlicherweise ist in unserer Geometrie
jedoch jeder Punkt unserer Geraden Mittel-
punkt der beiden anderen Punkte, wie man
sofort nachrechnet.

Dieser Sachverhalt gilt [iir jede beliebige Ge-
rade unserer Ebene G12. Sind ndmlich (x,; y,)
und (x;;y,) zwei Punkte, die auf der durch
Ax+By+C=0 definierten Geraden liegen,

Xy +x
1+ 2.}’1+,V2) auf
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dieser Geraden. Aus Ax;+ By, +C=0 und
Ax,+ By, + C=0 folgt nimlich durch Addi-

ton (22 ) 5" 327) . c -0

Im Zusammenhang mit der Tatsache, daB je-
de Gerade aus genau drei Punkten besteht,
folgt dann unsere Behauptung.

Wir wihlen nun einen Punkt, etwa (0;0)e G32,
aus und untersuchen, wie viele Geraden die-
sen Punkt enthalten. Jede dieser Geraden
wird durch eine Gleichung Ax+By=0 be-
schrieben. Wir stellen alle derartigen Glei-
chungen und die zur jeweiligen Geraden ge-
horenden Punkte in einer Tabelle zusam-
men:

gi Ox+ y=0
[}] x+ y=0 )
g3 x+2y=0 0;0) (I;D) (2;2)
da x+0y=0 0;0) (0;1) (0;2)
Es existieren in G2 also 4 Geraden, die den
Punkt (0;0) enthalten. Eine entsprechende
Aussage gilt fiir jeden der neun Punkte, so
daB, da jede Gerade 3 Punkte enthilt, in G,

so liegt auch der Punkt (

0:0 (1,00 (2;0
0;0) (1;2) (2;1

!y Man beachte, daB die Gleichungen 2x +y
=0 und x+2y=0 nicht voneinander ver-
schieden sind. Die eine geht aus der anderen
durch Multiplikation mit der Restklasse 2
hervor.

zwolf voneinander verschiedene Geraden exi-
stieren.

Unter den 4 Geraden, welche durch einen
Punkt gehen, sind keine zueinander parallelen
Geraden. Es gilt namlich fiir je zwei der oben
genannten Geradengleichungen stets A4,B;
+ A,B,. Damit existieren in unserer Ebene
vier Richtungen.

Jede Gerade legt eine Richtung fest; paralle-
len Geraden wird die gleiche Richtung zuge-
ordnet. Es ist nicht ganz einfach, sich diesen
Sachverhalt an einem anschaulichen Modell
(siehe Bild 1) zu verdeutlichen.

Die beiden Geraden g, und g; sind wegen
—(1-1)=1-2 zueinander orthogonal. Ent-
sprechendes gilt fiir die Geraden g, und g,.
Da auch in Gs? die drei Punkte (0;0), (1;0)
und (0; 1) nicht auf einer Geraden liegen, bil-
den sie ein Dreieck. Der Mittelpunkt der
durch (1;0) und (0;1) bestimmten Dreieck-
seite ist der dritte aul der durch diese beiden
Punkte bestimmten Geraden liegende Punkt
(2;2). Also liegt die zugehorige Seitenhalbie-
rende aul g;. Die Mittelpunkte der beiden

anderen Dreieckseiten sind (2;0) bzw. (0;2).

Die Seitenhalbierenden liegen auf Geraden
mit den Gleichungen y=x+2 und y=x+1,
sie sind zueinander parallel.

Da die drei Seitenhalbierenden keinen Punkt
gemeinsam haben, gilt der Satz aus der Drei-
eckslehre im R?, daB sich die drei Seiten-
halbierenden in einem Punkt schneiden, in
der Ebene G2 nicht. Der Winkel beim Eck-
punkt (0;0) des untersuchten Dreiecks ist ein
rechter; [iir die beiden anderen Innenwinkel
triflt dies nicht zu.

Uberpriift, ob sich die Hohen des gegebenen
Dreiecks in einem Punkte schneiden! Ver-
sucht, euch den Sachverhalt in Bild 1 zu ver-
deutlichen!

Wir wollen schlieBlich noch untersuchen,
welche Eigenschaften ein Kreis (x—c¢)>+
(v—d)*>=r? in der Ebene G,? besitzt:
Betrachten wir fiir den Mittelpunkt (0;0) die
beiden moglichen Fille r=1und r=2.

Der Kreis mit dem Radius 1 besteht aus den
Punkten (0;1),(0;2), (1;0) und (2;0), der Kreis
mit r=2 besteht aus den Punkten (1;1),
(2;2), (1;2) und (2;1). Beide Kreise sind kon-
zentrisch (siehe Bild 2). Mit Hilfe des Ab-
standsbegriffes kann man ndmlich zeigen, dafl
in jedem der beiden Fille die Punkte des
Kreises von (0;0) den gleichen Abstand be-
sitzen.?)

Man kann sich an Hand der Kreisgleichung
(x—c)?+(y—dP=r? liberlegen, daB jeder
Kreis in G32 aus genau vier Punkten besteht.
Man braucht ndmlich nur die beiden Fille
r?=1 und r? =2 zu untersuchen.

2) Im zweiten Fall ist der Abstand [/5 Es sei
bemerkt, daB der Abstand zweier Punkte
auch in G,? eine beliebige nichtnegative
reelle Zahl sein kann.

Bei der Definition der Ebene G2 hatten wir
den Korper der Restklassen modulo 3 zu-
grundegelegt. Erstaunlicherweise [iihrte dies
zu Ergebnissen, die - bis aufl wenige Ausnah-
men - mit den uns bereits bekannten Eigen-
schaften geometrischer Figuren {libereinstim-
men. Da unsere Ebene nur aus neun Punkten
besteht, muB natiirlich auch die Zahl der
Geraden, Dreiecke, Kreise ... endlich sein
und jede dieser geometrischen Figuren kann
nur aus endlich vielen Punkten bestehen.

Bild 2
o o <]
(g2) (12)  (22)
o ° o
(01) 11 (21)
X o o
{o,0) 10) (20}

Warum die ermittelten Ergebnisse hiufig im
Widerspruch zur Anschauung standen, ist
uns inzwischen bewuBt geworden. Die etwas
erstaunliche Tatsache, daB auf einer Geraden
der Ebene G3? jeder Punkt Mittelpunkt der
beiden anderen Punkte der Geraden ist, hat
ihre Ursache darin, daB der Korper G; im
Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen
nicht geordnet ist. Man kann namlich in G;
nicht geeignet [estlegen, wann eine Restklasse
groBer als eine andere ist; beim fortlaufenden
Addieren der Restklasse 1 durchlduft man
zyklisch immer wieder alle Restklassen.

Der Versuch, mit Hilfe der Restklassen
modulo 4 eine Geometrie einer Ebene aufzu-
bauen, wiirde fehlschlagen, da die Menge G,
beziiglich der Restklassenaddition und beziig-
lich der Restklassenmultiplikation keinen
Korper bildet. Es ist z.B. die Gleichung
[2]4 - [x]a=[3]4 durch keine Restklasse mo-
dulo 4 lgsbar, d.h. die Multiplikation der
von [0]4 verschiedenen Restklassen ist keine
umkehrbare Operation.

Man muB sich beim Aufbau endlicher Geo-
metrien aufl Restklassen modulo p, wobei p
eine Primzahl ist, beschranken. Also konnte
man auch Ebenen G,2 oder Gs? oder G,
untersuchen, die aus 4 bzw. 25 bzw. 121 Punk-
ten, namlich allen geordneten Paaren von
Restklassen modulo 2 bzw. modulo 5 bzw.
modulo 11 bestehen. Wer Lust hat, kann ja
einmal Geraden, Dreiecke, Kreise ... in einer
solchen Geometrie untersuchen.

Es ist auBerdem iateressant und auch nicht
allzu schwierig, die lolgenden vier scheinbar
selbstverstidndlichen Aussagen in einer Ebene
G,? zu beweisen. Man muB dabei die Korper-
eigenschaften von G, nutzen, wenn man ,,mit
Geradengleichungen rechnet*.

1. In jeder Ebene G existieren drei Punkte,
die nicht simtlich auf ein und derselben
Geraden liegen.

2. Der Durchschnitt zweier voneinander ver-
schiedener Geraden ist entweder leer oder
besteht aus genau einem Punkt.



3. Zu zwei Punkten P und Q mit P+Q exi-
stiert genau eine Gerade g mit Peg und
Qeg.

4. Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt
P ¢£g existiert genau eine Gerade h mit Peh
und hNg=0. (P ist die leere Menge)

Zum SchluB wollen wir noch einen drei-
dimensionalen Raum konstruieren, dem der
Korper G, zugrundeliegt. Wir bezeichnen
diesen Raum, der aus der Menge aller geord-
neter Tripel von Restklassen modulo 2, den
Punkten dieses Raumes, besteht, mit G,>.
Der Raum besteht aus 8 Punkten, denen wir
das folgende anschauliche Bild zuordnen
wollen (Bild 3).

for Jot

Pa of

Bild 3
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Jede Gerade in G,? besteht aus 2 Punkten.
Insgesamt existieren in G,> genau (3) =28 Ge-
raden, niamlich soviel, wie es Moglichkeiten
gibt, aus 8 Punkten 2 Punkte auszuwihlen
(Problem der Kombination ohne Wiederho-
lung).

Geht man von einem Punkt P aus, so kann
man mit jedem der sieben von P verschiede-
nen Punkte eine Gerade [estlegen, die simtlich
voneinander verschieden sind. Also existieren
durch jeden Punkt sieben Geraden, in unse-
rem Raum gibt es 7 Richtungen, von denen
jede durch vier zueinander parallele Geraden
festgelegt wird.

Eine Ebene des Raumes wird durch eine Glei-
chung Ax+By+Cz+D=0 [estgelegt. Da
man zwei der drei Variablen x, y und z un-
abhingig voneinander mit Elementen von G,
belegen kann, enthiilt jede Ebene G,* genau
4 Punkte.

Fiir eine Ebene durch den Punkt (0;0;0)
geht die Ebenengleichung in Ax+By+Cz=0
iiber. Fordert man schlieBlich noch, daB auch
die Punkte (1;0;0) und 0;1;0) in dieser Ebene
liegen, so erhilt man als Ebenengleichung
z=0. Diese Ebene enthilt (1;1;0) als vierten
Punkt. Nennt man zwei Ebenen parallel,
wenn sie keinen Punkt pemeinsam haben, so
ist die eben genannte Ebene zur Ebene mit
den Punkten (0;0;1), (0;1;1), (1;0;1) und
(1;1;1) parallel, wie dies anschaulich auch
Bild 3 zeigt. Allgemein kann man zeigen: Der
Durchschnitt zweier voneinander verschiede-
ner Ebenen ist entweder leer — man nennt
diese Ebenen dann zueinander parallel - oder
besteht aus einer Menge von zwei Punkten,
d.h. die Ebenen schneiden sich in einer Ge-
raden.

Die beiden in Bild 4 dargestellten Ebenen mit
den Punkten Pggo, P1oo, Por1 und P;qq bzw.
Pl 10 POlOy P001 und PlOl sind ebenfalls zu-
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einander parallel. Insgesamt existieren in G,>
14 Ebenen. .

Im: Raum g,*® gelten — wie auch im Raum
R? — folgende Aussagen, deren Beweis wie-
derum nicht schwierig ist.

B

Pr1q
Bild 4 h 7/
Pﬂh / 100

1. Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt
P ¢4 existiert genau eine Ebene e, die g und P

Fror

P110

2. Im Raum G,3 existieren vier Punkte, die
nicht simtlich auf einer Geraden liegen.

3. Zu jeder Ebene ¢ und zu jedem Punkt
P#e existiert genau eine Ebene ¢, so daB
Pee' und e Ne’ =P gilt.

In Verallgemeinerung der genannten Bei-
spiele kann man Geometrien mit einer belie-
bigen Dimension n unter Nutzung des Kor-
pers der reellen Zahlen oder eines Restklas-
senkorpers modulo p konstruieren. Im letzt-
genannten Fall besitzt der Raum p" Punkte.
Die Untersuchung geometrischer Figuren
wird oft erleichtert, wenn die definierenden
Gleichungen in vektorieller Form vorliegen.
Schiiler der Abiturstufe sollten dies einmal

enthilt. durchdenken. P. Géthner
ﬁ ﬁ = L n¢

Barocke
Fensterformen
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Eine Aufgabe von
Dr. Ludwig Stammler

Zunichst einige Vorbereitungen: Es sei ABC
ein beliebiges Dreieck. Im Innern der Drei-
ecksfliache sei Z ein beliebiger Punkt. Wir be-
trachten alle Kreise mit dem Mittelpunkt Z.
Es sei K die Flidche eines solchen Kreises und
D die Flache des Dreiecks. Wir interessieren
uns fiir diejenigen Flichenstiicke, in denen
entweder D iiber K hinausragt oder K iber D
(Im Bild 1 schwarz gezeichnete Flachen-
stiicke). Mit Formelzeichen der Mengenlehre
bezeichnet man die aus diesen Flichen-
stiicken zusammengesetzte Flache als sym-
metrische Differenz
(DUK) \ (D NK).

DuK
DK .
Bl (DvK)N(DnK) Bild 1

Das bedeutet: Von den beiden Flachen D und
K (die man als Punktmengen versteht), wird
zunichst die Vereinigungsmenge DUK (im
Bild 1 schwarze und schraffierte Flachen-
stiicke) und der Durchschnitt D MK gebildet
(Im Bild 1 schraffierte Fliche) und dann von
diesen beiden Mengen die Differénzmenge,
d.i. die Menge aller derjenigen Punkte, die zu
D UK gehoren, aber nicht zu DN K. (,Sym-
metrisch* heiBt diese Diflerenz, weil sie sich
bei Vertauschung von D und K nicht dndert.)
Denkt man sich nun den Radius des Kreises
von 0 an wachsend bis zu beliebig groBen
Werten, so ist ,,leicht zu sehen* — wir wollen
es ohne Beweis hinnehmen -, daB genau einer
der Kreise um Z die folgende Eigenschaft hat:
Die Bogenlidngen aller auBerhalb D liegenden
Bogen des Kreises ergeben addiert den halben

Kreisumfang. (Im Bild | wurde gerade dieser
eine Kreis gezeichnet. Uberpriife dies durch
Nachmessen der zugehdrigen Zentriwinkel!
Wie groB muf nimlich deren Summe sein?)
Wir wollen kurz sagen : Das Dreieck ,,halbiert
den Umlang" des Kreises.

Nach diesen Vorbereitungen lautet die Auf-
gabe:

Beweise, daf (unter allen Kreisen um Z) genau
derjenige Kreis, dessen Umfang vom Dreieck
halbiert wird, den kleinstmiglichen Fléchen-
inhalt der symmetrischen Differenz liefert!

(Als ,erste Hilfe“ zum Auffinden eines Be-
weises betrachte die Titelzeichnung auf dem
Umschlag dieses Heltes! Nimm an, der dort
gezeichnete Punkt Z wire der Mittelpunkt
der beiden Kreise! Setze zunichst voraus, der
innere Kreis wire gerade derjenige, dessen
Umfang halbiert wird! Warum liefert nun der
dubere Kreis einen groBeren Flicheninhalt
der symmetrischen Dilferenz? Jetzt nimm an,
gerade der duBere Kreis wire derjenige, des-
sen Umfang halbiert wird! Was muf dann
gezeigt werden, und wie gelingt dies?)
Fiir besonders Tiichtige noch eine Zusatzauf-
gabe: In der Titelzeichnung haben die Kreise
nicht Z als Mittelpunkt, wohl aber wird
vorausgesetzt: Alle zu betrachtenden Kreise
gehen aus einem von ihnen jeweils durch
Streckung mit Z als Zentrum hervor.
Finde nun - anstelle der , Umfangshalbie-
rung” — eine Bedingung, die genau von dem-
jenigen Kreis erfiillt wird, der den kleinst-
moglichen Flacheninhalt der symmetrischen
Differenz liefert! Die Bedingung soll darin
bestehen, daB ein bestimmter Flicheninhalt
gleich dem halben Kreis-Flicheninhalt ist.

L. Stammler

Niéiherungsverfahren
zur Dreiteilung
des Winkels

1. Konstruktion der Dreiteilung des Winkels

Gegeben ist ein Winkel a mit dem Scheitel-
punkt S. Ich schlage mit dem Radius r um §
einen Kreis und erhalte aul den Winkel-
schenkeln die Punkte 4 und B. Diese werden
durch eine Strecke verbunden. Es werden,

etwa im Bereich g bis ;’ einige Strahlen durch

S gezogen. Die Schnittpunkte mit der Strecke
AB bezeichne ich mit I,. Ich trage von den
Punkten I, auf den zugehéorigen Strahlen 2r
ab und finde die Punkte H,. Die Punkte H,
werden verbunden. Durch den Punkt A ziehe
ich rechtwinklig zu AB cine Gerade, die die

Kurve durch H in H, schneidet. Die Gerade
durch Ho, und S teilt den Winkel a« in

o a
3 qnd 25.

1I. Beweis

Es wird gezeigt, daB der Abstand der Schnitt-
punkte der Strecke AB und der Senkrechten
zu AB durch A mit der Winkeldrittelnden 2r
betragt.

Bild 1 wird ergénzt (siche Bild 2):

2r

s Bild 2

1. Die Winkelhalbierende und die zweite
Winkeldrittelnde von a werden eingezeich-
net.

2. Die benachbarten Schnittpunkte der Win-
keldrittelnden und der Schenkel mit dem
Kreis um § werden untereinander verbunden.
Das Dreieck AASK ist gléichschenklig, [olg-
lich ist

¥SAK = ¥ AKS. Da {KSA:% ist,

muB <):AKS=90°—%sein.

Weiter ist xKIlgAd= %S1,C=90°— xCS8I,
=90°—%. In dem Dreieck AAILK sind die

Winkel ¥ AKS und £ KIoA gleich, lolglich
ist AK=AI,. Die Dreiecke AAloH, und
AKSD sind dhnlich, weil £ 1oAHo= £ KDS
=90° und ¥DSK =¥ AHyl, (Wechselwin-
kel).

Also ist

Holo:SK=Alo:KD=AK :KD=KL:KD
=2, Weil SK =r ist, folgt Holo=2r.

(Beitrag leicht gekiirzt.)

H. Schaper
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aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fir Klasse 5/6

Wie wird die Kugel

mit der kleineren Masse
mit moglichst wenig
Wiigungen gefunden?

Eine Aufgabe des Lehrbuches Physik der
Klasse 6 lautet:

Auf dem Tisch liegen drei Kugeln, von denen
bekannt ist, daf zwei die gleiche Masse haben,
die dritte aber eine etwas kleinere Masse als
eine der beiden anderen hat. Beschreibe, wie du
durch eine einzige Wigung mit einer Schalen-
waage ohne Wigesatz sofort sagen kannst,
welches die beiden Kugeln mit der gleichen
Masse sind!

¥

[
'

Die Losung lautet : Auf jede Waagschale wird
je eine Kugel gelegt. Ist die Waage danach
im Gleichgewicht, so sind die beiden auf-
gelegten Kugeln die beiden massegleichen.
Ist die Waage danach nicht im Gleichgewicht,
so liegt die Kugel mit der kleineren Masse auf
der nach oben gestiegenen Waagschale und
die Kugel aul der nach unten gestiegenen
Waagschale sowie die nicht auf die Waage ge-
legte Kugel sind die beiden massegleichen.
Eine Verallgemeinerung dieser Aufgabe soll
in diesem Beitrag betrachtet werden.
Problemstellung : Auf dem Tisch liegen n Ku-
geln (ne N, n23), von denen alle bis auf eine,
also n—1 Kugeln, die gleiche Masse haben.
Jedoch eine dieser n Kugeln hat eine etwas
kletnere Masse als die anderen. Mittels einer
Schalenwaage ohne Wigesatz soll die Kugel
mit der kleineren Masse herausgefunden
werden. Zugelassen sind m Wigungen (me N,
mm>0). Zeige: Zu jeder Zahl m von Wigungen
gibt es eine groBte Zahl n,, von Kugeln, so
daB gilt:

1. Fiir n<n, 148t sich bet geeignetem Vor-
gehen stets aus n Kugeln mittels hochstens
m Wigungen die Kugel mit der kleineren
Masse herausfinden.

2. Fiir n>n,, 1dBt sich aus n Kugeln mittels
m Wigungen die Kugel mit der kleineren
Masse nicht bzw. nicht mit Sicherheit be-
stimmen.

Um die Problemstellung zunéchst voll zu er-
fassen und um weiterhin ihre Lésung zu er-
raten, lassen wir n zunichst nur schrittweise
wachsen.

Da zu n=3 am Anfang dieses Beitrags eine
Aufgabenstellung gelost worden ist, werden
jetzt n=4 Kugeln, von denen drei masse-
gleich sind und eine eine etwas kleinere
Masse als die drei anderen hat, betrachtet.
Kann man mit einer Wigung mittels einer
Schalenwaage ohne Wigesatz die Kugel mit
der kleineren Masse stets bestimmen ?

Bei 4 Kugeln gibt es nur zwei aussagefdhige
Maoglichkeiten, diese eine Wagung durchzu-
fihren. Entweder wird auf jede Waagschale
eine Kugel aufgelegt und 2 Kugeln bleiben
auf dem Tisch liegen, oder aul jede Waag-
schale werden genau 2 Kugeln aufgelegt. Ist
im ersten Fall die Waage im Gleichgewicht,
so'sind die beiden aufgelegten Kugeln masse-
gleich und eine der beiden aul dem Tisch
liegengebliebenen Kugeln ist die mit kleinerer
Masse. Es kann jedoch nicht angegeben wer-
den, welche der beiden noch auf dem Tisch
liegenden Kugeln die kleinere Masse hat. Im
zweiten Fall kann die Waage nicht im Gleich-
gewicht sein. Die Kugel mit der kleineren
Masse muB aul der nach oben gestiegenen
Waagschale liegen. Sie ist eine der beiden auf
dieser Waagschale liegenden Kugeln. Welche
von beiden, kann nicht gesagt werden. Bei
keinem Vorgehen ist mit nur einer Wigung
bei n=4 Kugeln der gewiinschte Entscheid
mdéglich bzw. mit Sicherheit méglich.

Durch die bisherigen Betrachtungen wird fol-
gende Aussage als wahr vermutet:

Mit m=1 zuldssigen Wigung 14Bt sich aus
maximal n, =3 Kugeln die Kugel mit kleine-
rer Masse stets bestimmen. Diese Aussage ist
bestitigt, wenn noch gezeigt wird, daB auch
aus n=>5, 6, ... Kugeln mit einer Wigung die
Kugel mit der kleineren Masse nicht heraus-
gefunden werden kann. Indem der Fall n=4
nochmals mit einbezogen wird, soll gezeigt
werden: Es ist unmoglich, aus n Kugeln mit
n=4 mit einer Wagung stets die Kugel mit
der kleineren Masse herauszufinden.

Damit diese eine Wigung aussagefdhig ist,
muB auf jeder Waagschale die gleiche Zahl
von Kugeln liegen. Wenn aul jeder Waag-
schale 2 oder mehr Kugeln liegen, so ergibt
sich in dem Fall, da3 die Waage nicht im
Gleichgewicht ist: Die Kugel mit der kleine-
ren Masse ist eine der Kugeln, die aul der
nach oben gestiegenen Waagschale liegen.
Die Kugel mit der kleineren Masse wiire also
nicht bestimmt worden. Also darf bei einer
zuldssigen Wigung auf jeder Waagschale nur
eine Kugel liegen. Wegen n = 4 bleiben also bei
dieser Wigung mindestens 2 Kugeln auf dem
Tisch liegen. Ist die Waage dabei im Gleich-
gewicht, so ist die Kugel mit der kleineren

Masse eine der aul dem Tisch liegengeblie-
benen Kugeln. Da auf dem Tisch mehr als eine
Kugel liegengeblieben ist, ist wiederum die
Kugel mit der kleineren Masse nicht be-
stimmt.

Die obige Aussage ist damit als wahr erkannt_
worden.

Nunmehr werden m=2 Wagungen zugelas-
sen. Bei n=4 Kugeln ldaBt sich der ge-
wiinschte Entscheid mit m =2 Wigungen stets
fdllen: Bei der 1. Wigung wird aul jede Waag-
schale genau eine Kugel gelegt. Ist die Waage
nicht im Gleichgewicht, so liegt die Kugel mit
der kleineren Masse auf der nach oben ge-
stiegenen Waagschale. Die Kugel mit der
kleineren Masse ist dann bereits bestimmt.
Ist die Waage hingegen im Gleichgewicht, so
ist die Kugel mit der kleineren Masse eine der
beiden noch auf dem Tisch liegenden Kugeln.
In diesem Fall werden bei der zweiten Wa-
gung die beiden Kugeln, die bis jetzt noch aufl
dem Tisch liegen, aufl die Waage gelegt. Die
Kugel, die bei dieser Wigung nach oben
steigt, ist die Kugel mit der kleineren Masse.
Auch aus n=15 Kugeln 148t sich die Kugel mit
der kleineren Masse stets mittels zwei Wi-
gungen herausfinden: Bei der ersten Wagung
bleiben 3 Kugeln auf dem Tisch liegen und
2 Kugeln werden auf die Waage gelegt. Ist die
Waage nicht im Gleichgewicht, so ist die
beim Wigen nach oben gestiegene Kugel
diejenige mit kleinerer Masse und die Be-
stimmung ist erfolgt. Ist die Waage bei der
ersten Wigung im Gleichgewicht, so ist die ge-
suchte Kugel gine der 3 auf dem Tisch lie-
gengebliebenen Kugeln. Mittels der zweiten
Wiigung ist es nach der eingangs betrachteten
Aulgabe moglich, aus diesen 3 Kugeln die
gewiinschte herauszusuchen.

Ebenso liBt sich aus n=6 Kugeln mittels zwei
Wigungen stets die Kugel mit der kleineren
Masse bestimmen: Um dies mit zwei Wa-
gungen zu schaffen, darf man jedoch bei der
ersten Wigung nicht aufl jede Waagschale
nur eine Kugel auflegen. Denn wire bei dieser
ersten Wigung die Waage im Gleichgewicht,
so wiirde sich die gesuchte Kugel unter den 4
zunichst auf dem Tisch liegengebliebenen
Kugeln befinden. Mit der nur noch zur Ver-
fiigung stehenden zweiten Wzgung kann man
jedoch gemdB der zu n=4 gemachten Aus-
sage die gewiinschte Kugel nicht mit Sicher-
heit bestimmen. Das Vorhaben gelingt, wenn
auf jede Waagschale bei der ersten Wigung
entweder 2 oder 3 Kugeln aulgelegt werden.
Hier sollen bei der ersten Wigung auf jede
Waagschale 3 Kugeln aufgelegt werden. (Den
Fall, daB bei der ersten Wigung auf jede
Waagschale 2 Kugeln aufgelegt werden, be-
trachte der Leser als niitzliche Ubung selb-
stindig.) Da alle Kugeln aufgelegt sind, kann
die Waage bei der ersten Wigung nicht im
Gleichgewicht sein. Die gesuchte Kugel liegt
aul der nach oben gestiegenen Waagschale.
Bei der zweiten Wagung wird gemiB bekann-
tem Vorgehen aus den 3 Kugeln, die bei der



ersten Wigung auf der nach oben gestiegenen
Waagschale liegen, die Kugel mit kleinerer
Masse herausgesucht.

Weiterhin 1458t sich auch aus n=7 Kugeln die
Kugel mit kleinerer Masse durch zwei Wa-
gungen ermitteln: Bei der ersten Wigung
werden auf jede Waagschale 3 Kugeln aufge-
legt. Ist die Waage im Gleichgewicht, so ist
die eine auf dem Tisch liegengebliebene Ku-
gel die gesuchte. Ist die 'Waage nicht im
Gleichgewicht, so ist die auf dem Tisch liegen-
geblicbene Kugel eine Normalkugel (also
nicht die Kugel mit der kleineren Masse).

Das weitere Vorgehen geschieht analog wie
oben im Falle n=6. Weiterhin 148t sich auch
aus n=8 Kugeln mit zwei Wigungen die
Kugel mit kleinerer Masse herausfinden: Bei
der ersten Wigung werden auf jede Waag-
schale 3 Kugeln aulgelegt. Ist bei der ersten
Wigung die Waage im Gleichgewicht, so ist
die gesuchte Kugel eine der beiden zuniichst
auf dem Tisch liegengebliebenen. Bei der
zweiten Wigung werden diese beiden Kugeln
allein aufgelegt. Die Kugel, die jetzt nach
oben steigt, ist die gesuchte. Ist bei der
ersten Wigung die Waage im Gleichgewicht,
so sind die beiden zuniichst auf dem Tisch
liegenden Kugeln Normalkugeln. Das wei-
tere Vorgehen geschieht wieder analog wie
oben im Falle n=6.

SchlieBlich 148t sich auch noch aus n=9 Ku-
geln mit 2 Wigungen die Kugel mit der
kleineren Masse heraussuchen: Bei der ersten
Wigung werden auf jede Waagschale 3 Ku-
geln aufgelegt. Ist die Waage im Gleichge-
wicht, so befindet sich die gesuchte Kugel
unter den 3 aufl dem Tisch liegengebliebenen
Kugeln. Ist die Waage nicht im Gleich-
gewicht, so befindet sich die gesuchte Kugel
unter den 3 Kugeln, die auf der nach oben
gestiegenen Waagschale liegen. Bei beiden
Mglichkeiten hat sich ergeben:

Es sind 3 Kugeln bestimmt worden, unter
denen sich die gesuchte befindet. Bei der
zweiten Wigung wird aus den 3 so bestimm-
ten Kugeln nach bekanntem Vorgehen die
gesuchte herausgefunden. Die bisherigen Be-
trachtungen lassen vermuten, daB eine wei-
tere Teilantwort auf die Problemstellung
lautet:

Mit m=2 zuldssigen Wigungen 4Bt sich aus
maximal n; =9 Kugeln die Kugel mit kleine-
rer Masse stets bestimmen. '
Diese Aussage ist bestdtigt, falls noch ge-
zeigt wird: Mit m=2 Wigungen |48t sich aus
mehr als 9 Kugeln die Kugel mit kleinerer
Masse nicht mit Sicherheit bestimmen. Dies
soll jetzt geschehen:

Wiirden bei der ersten Wigung auf jeder
Waagschale gleich vicle, jedoch mehr als
3 Kugeln liegen, so gilt im Fall, daB kein
Gleichgewicht vorliegt: Die Kugel mit klei-
nerer Masse ist eine der Kugeln auf der nach
oben gestiegenen Waagschale. Da auf dieser
Waagschale mehr als drei Kugeln liegen, ist
das Herausfinden der gesuchten Kugel mit

der nur noch zur Verfilgung stehenden zwei-
ten Wigung gemiB der Betrachtungen zu
m=1 mit Sicherheit nicht méglich. Also
diirfen bei der ersten Wigung auf jeder Waag-
schale héchstens 3 Kugeln liegen. Ist die
Waage bei einer so durchgefiihrten ersten
Wigung jedoch im Gleichgewicht, so befin-
det sich die gesuchte Kugel unter den auf dem
Tisch liegengebliebenen Kugeln. Auf dem
Tisch liegen aber wegen n>9 mehr als 3 Ku-
geln. Mit der nur noch zur Verfiigung ste-
henden zweiten Wigung ist wiederum der ge-
wiinschte Entscheid nicht mit Sicherheit mog-
lich.

Die Fille m=3, m=4, ... konnten nun ent-
sprechend betrachtet werden. Man wiirde da-
durch erkennen, daB zu m=3 n3=3% zu
m=4 n,=3% ... gehort, so wie zu m=1 n,
=3'=3und zZum=2n,=32=9 gehsrt. Doch
alle zuldssigen Zahlen m zu betrachten, ist
zeit- und platzmiBig unméglich. Diese Uber-
legungen fithren lediglich einen versierten
Leser friiher, einen weniger geiibten etwas
spiter zu der Vermutung: Mit m Wigungen
1Bt sich aus maximal n,,=3" Kugeln die Ku-
gel mit kleinerer Masse stets herausfinden.
Als Test, ob der Leser sich mit den benutzten
Beweismethoden und Schliissen geniigend
vertraut gemacht hat, sei ihm vor dem Weiter-
lesen empfohlen, zumindest die folgende oder
eine dhnliche Aufgabe zu l6sen.

Aufgabe: Aul dem Tisch liegen 20 Kugeln,
von denen |9 gleiche Masse haben. Eine der
20 Kugeln hat eine etwas kleinere Masse als
die anderen. Wie kann mit einer Schalen-
waage ohne Wigesatz durch 3 Wigungen
die Kugel mit der kleineren Masse heraus-
gefunden werden?

Wer diese Aulgabe nicht bewiltigen kann,
sollte statt weiterzulesen zunichst noch ein-
mal den bisherigen Teil durcharbeiten. Um
fir alle zuldssigen Zahlen m die aufgestelite
Vermutung zu beweisen, wird die Beweis-
methode der vollstindigen Induktion ange-
wandt. Diese besteht aus dem Induktions-
beginn und dem Induktionsschritt.

Im Induktionsbeginn ist die kleinste zulidssige
Zahl m, also m=1, zu betrachten. Es ist zu
zeigen, dal mit m=1 Wigung aus n<3 Ku-

geln stets die Kugel mit kleinerer Masse her-
ausgefunden werden kann. (Da laut Problem-
stellung n> 3 gilt, eriibrigt sich das Betrachten
von n=1 und n=2 Kugeln.)

Und es ist auch zu zeigen, daB aus n Kugeln
mit n=4 mit einer Wigung nicht mit Sicher-
heit die gewiinschte herausgesucht werden
kann. Der Induktionsbeginn ist im Rahmen
dieses Beitrags schon durchgefiihrt.

Im Induktionsschritt ist zu zeigen, daB aus der
Annahme, die aufgestellte Vermutung
(n,=3") gelte fir m, ihre Giiltigkeit [ir m+ 1
folgt (npm+1=3"""'). Der Induktionsschritt
wird jetzt durchgefiihrt.

Induktionsschritt :

Voraussetzung: Fiir m mit meN und m>0
gelten:

1. Aus n Kugeln mit neN, n=23 und n<n,
= 3™ 4Bt sich stets die Kugel mit der kleineren
Masse durch hochstens m Wigungen be-
stimmen.

2. Es ist unmoglich, aus n Kugeln mit ne N
und n>n,=23" mittels m Wagungen die Ku-
gel mit der kleineren Masse stets zu be-
stimmen.

Behauptung: 1. Aus n Kuge:ln mit neN,n=3
und n<n,e,=3"*" ldBt sich stets durch
hochstens m+ 1 Wagungen die Kugel mit der
kleineren Masse bestimmen.

2. Es ist unmdglich, aus n Kugeln mit ne N
und 1>+, =3"*" mittels m+ 1 Wigungen
die Kugel mit der kleineren Masse stets zu
bestimmen.

Beweis: 1. Die natiirliche Zahl n 148t bei der
Division durch 3 entweder den Rest 0, den
Rest 1 oder den Rest 2. Dabei ist im Falle des

Restes 0 auch ; eine natiirliche Zahl.

Ist die Waage bei der ersten Wigung im
Gleichgewicht, so befindet sich'die gesuchte
Kugel unter den auf dem Tisch liegenden
Kugeln. Da auf dem Tisch hochstens 3™
Kugeln liegen, ist es laut Voraussetzung
moglich, mit den weiteren m zur Verliigung
stehenden Wagungen stets die gesuchte Kugel
herauszufinden. Ist dic Waage bei der ersten
Wigung nicht im Gleichgewicht, so liegt die
gesuchte Kugel auf der Waagschale, die nach
oben gestiegen ist. Da aul dieser Waagschale

Beim Legen wir aufl Auf dem Tisch Wegen n<3™* ! gilt fiir die
Rest jede Waagschale bleiben liegen Anzahl der Kugeln
n n n
e = —<3m
0 3 Kugeln 3 Kugeln 3= 3
n—1 n—1 n—1 n
. = — <o Z3m
| 3 Kugeln 3 +1 Kugeln 3 < 3=3 )
also 1~ I +1Z3
3
n—2 n—2 n—-2 n
< m
2 5 +1 Kugeln 3 Kugeln 3 <3=3 N

also—n—3_2+1§3"'




ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

alpha stellt vor:

Kreisklub Mathematik
des Landkreises Brandenburg

Seit 1967 werden jedes Jahr nach der Kreis-
mathematikolympiade die besten Schiiler der
fiinften Klasse in den Kreismathematikklub
aufgenommen. Bei der Auswahl der Schiiler
werden neben den schulischen Leistungen,
den auflerschulischen Aktivititen und den
Ergebnissen bei der Olympiade auch die Er-
gebnisse einer Klausur in den vierten Klassen
beriicksichtigt, die wihrend der Kreisolym-
piade geschrieben wurde.

Alle Mitglieder des Kreisklubs sind ver-
pllichtet, sich regelmiBig an einer Arbeits-
gemeinschaft an der Heimatschule und am
alpha-Wettbewerb ihrer beziehungsweise ho-
herer Klassenstufen zu beteiligen.

Wir — das sind etwa 25 Schiiler der Klassen
5 bis 8 — treffen uns je zwei Wochen in den
Winterferien in Wernigerode, in den Sommer-

hochstens 3™ Kugeln liegen, ist es wiederum
laut Voraussetzung moglich, mit den m wei-
teren zur Verfiigung stehenden Wigungen die
gesuchte Kugel stets zu bestimmen, w.z.b.w.
2. Die natiirliche Zahl n sei mittels zweter
anderer natiirlicher Zahlen no und n; dar-
gestellt als Summe n=no+no+n,. Wegen
n>3"*1 gibt es keine derartige Zerlegung mit
no <3™ und n; £3™ Denn aus diesen beiden
Ungleichungen wiirde der Widerspruch ng
+ho+n; £3"+3"+3"=3-3"=3""*! folgen.
Also muB in n=2n¢+n; no>3" oder n, >3"
gelten.
Wird als erste Wagung eine Zerlegung n=2ng
+n; mit n; > 3™ benutzt, so ist, falls die Waage
im Gleichgewicht ist, die Kugel mit der klei-
neren Masse eine der n, aul dem Tisch liegen-
geblicbenen Kugeln. Wegen n, >3™ und ge-
maB Voraussetzung ist es nicht moglich, mit
den nur noch zur Verfiigung stehenden m Wii-
gungen die Kugel mit der kleineren Masse
stets zu ermitteln.
Also ist die Bestimmung der Kugel mit klei-
nerer Masse bei keiner Wahl der ersten Wi-
gung mit Sicherheit moglich, w.z.b.w.

W. Trdger
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ferien in Lehnin und in den Herbstferien noch
einmal vier Tage.

Bei den Klubveranstaltungen stehen vor-
mittags vier Stunden Mathematik auf dem
Stundenplan, mit den Stoflgebieten Gleichun-
gen, Geometrie, Zahlentheorie und Kombina-
torik/Logik. Logisches Denken wird dabei
von jedem gefordert. Wahrend im Unterricht
sehr oft die Losung einer schwierigen Aufgabe
oder ein problematischer Beweis von den
Schiilern gemeinsam diskutiert und erarbeitet
wird, muB hier jeder einzelne in Kurzklausu-
ren mit einer Aufgabe oder Klausuren dhnlich
den Olympiaden seine eigene Leistung unter
Beweis stellen.

Im Klub entstand ein gutes Kollektiv, in das
sich die neuen Mitglieder schon auf Grund
des gleichen Interesses fiir die Mathematik
schnell einfiigen. Doch nicht nur die Mathe-
matik und sich entwickelnde Freundschaften
unter den Mitgliedern des Klubs, sondern
auch eine interessante Freizeitgestaltung mit
Sport, Museumsbesuchen, Vortrigen und
Exkursionen 148t uns jede Veranstaltung mit
Freude erwarten. Dabei ist ein Klubrat aus
Schiilern jeder Klassenstufe fiir die Planung
und Organisation vieler Veranstaltungen ver-
antwortlich.

Mathematik macht SpaB! — wenn man sie

versteht. Doch um sie zu verstehen, miissen -

wir lernen, und dafiir hilt uns der Mathe-
matikklub viele Voraussetzungen bereit.
Nicht zuletzt durch die Schulung im Kreis-
klub kénnen viele von uns auf gute Erfolge
bei den Mathematikolympiaden verweisen.

Vier Jahre Mitglied im Kreismathematikklub
- da sind die meisten von uns traurig, daB
diese Zeit vorbei ist. Doch das Interesse an

_ der Mathematik ist uns geblieben. Das zeigt

sich auch in den spiteren Berufen: Studenten
der Mathematik und zukiinftige Mathematik-
lehrer sind schon viele von den ehemaligen
Klubmitgliedern geworden!

Schiiler der Klasse 8
Mitglieder des Kreisklubs Mathematik

Das Foto zeigt einen Bildausschnitt

Hier drei Aulgaben aus unserer Arbeit:

Ala Erik besuchte vier Geschifte: Flei-
scher, Milchladen, Bicker und Gemiiseladen.
Er besucht sie jeweils genau einmal in einer
bestimmten Reihenlolge. Dabei haben wir
von dieser Einkaufsrunde folgende Informa-
tionen:

(1) Er war zuerst beim Fleischer oder im
Milchladen.

(2) Wenn Erik nicht zuletzt im Milchladen
war, so war er an zweiter Stelle im Milch-
laden.

(3) Im Gemiiseladen oder beim Fleischer be-
gann er seine Einkaufsrunde.

(4) Er begann zuerst beim Backer und war
nicht zuletzt im Milchladen.

(5) Nachdem er beim Fleischer war, ging er
sofort zum Bicker.

Es stellte sich heraus, daB} die Informationen
nicht alle zuverldssig waren. Genau eine ist
falsch, die restlichen vier sind wahr.

a) Ermittle, welche Information [alsch ist!

b) Finde heraus, an welcher Stelle der Einkauf
im Gemiiseladen in seiner Reihenfolge war!

A2a Gegeben sei eine Gerade g und ein
Punkt A, der nicht aul der Geraden liegt und
ein Kreis K mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius-r in der gleichen Halbebene der Ge-
raden.

Konstruiere einen Punkt P aufder Geraden g
so, daB die Tangente an den Kreis K durch
den Punkt P und die Gerade AP mit g jeweils
den gleichen Winkel bilden!
Lésungshinweise: Spiegelung des Kreises an
g — Fallunterscheidung bei Tangentenkon-
struktionen — Determinationsfrage

A3a Gegeben sei eine Gerade g, ein Punkt
A aul g und ein Kreis K mit dem Mittelpunkt
M und dem Radius r.

Konstruiere einen Punkt P auf der Geraden g
so, daf3 der Abstand zum Punkt A und zur
Kreisperipherie einander gleich sind!
Lasungshinweise: r auf g von A aus abtragen,
so da3 Punkt B entsteht — Mittelsenkrechte
zu BM konstruieren!

vom Mathematikstand der Schulmesse der Oberschule Osternienburg.
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Probleme der Spiegelung und der Symmetrie
werden in den Ober-, Fach- und Hochschulen
im Physikunterricht in der Regel nur mit
Kreide als abstrakte Konstruktion an der
Tafel abgehandelt. Allenfalls kommt der
Spiegel noch als Bauelement optischer Geriite
zur Sprache. Die vielseitigen Verbindungen
von Spiegelung und Symmetrie zum taglichen
Leben, vor allen Dingen zur Technik, werden
im Unlerricht fast nie starker herausgestellt.
Spiegel und Spiegelebenen sind aber nicht nur
bedeutungsvoll fiir viele mathematische und
physikalische Probleme, sondern spielen im
taglichen Leben eine iiberraschend groBe
Rolle. Der Sinn des Buches ist es, diese Zu-
sammenhénge in unterhaltsamer Form zu
schildern.

Leseprobe:
Gespiegelte Dichtung

Dichter haben sich mit Wort- und Satzspie-
gelungen befaBt. Bekannt ist das Gedicht
,,Die Trichter** von Christian Morgenstern :
Zwei Trichter wandeln durch die Nacht.
Durch ihres Rumpfes verengten Schacht
flieBt weiBes Mondlicht
still und heiter
auf ihren
Waldweg
u.s.
w.

Geschickterweise nutzte Morgenstern die
senkrechte Symmetrieebene des W gleichsam
als AbschluB und Gesamt-Symmetrieebene
aus. Er kniipft mit der Form an eine alte
Druckertradition an. Von 1500 bis 1650 war
es selbstverstiandlich, Buchtitel nur nach der
Symmetrie zu drucken. Es stérte nicht, wenn
dabei Worter auseinandergerissen wurden
und wenn aul der nichsten Zeile der Rest des
Wortes in kleineren Buchstaben gedruckt
wurde.

Die ,,wahre Kunst der Wortspiegelung*‘ be-
ginnt aber erst, wenn ganze Sitze gebildet
werden, die von vorn und hinten gelesen den
gleichen Text ergeben. Otto, Anna und
Reliefpfeiler machen in solchen Sitzen natir-
lich keine Schwierigkeiten. Wichtiger sind
Kombinationen, wie neger—regen, ein-nie,
not—ton, eber-rebe.

Weiter muf3 bei Spiegelsiitzen das Zugestind-
nis gemacht werden, daB Worter geteilt wer-
den. Dann sind Satze méglich wie: Ein Neger
mit Gazelle zagt im Regen nie. Aus ,,zagt im*
wird in der Umkehrung: mit gaz(elle).

C. J. Friedrich aus Seifersdorf bei Radeberg
veroffentlichte eine Reihe von Spiegelsiitzen.
Bei Liese sei lieb. Ein Esel lese nie. Ein teuer
Reittier reuet nie. '

Zur Bildung solcher Sitze scheint es giinstig
zu sein, sich vorher ein kleines Spiegel-
worterbuch aufzubauen. SchlieBlich gibt es
auch Umkehrerzidhlungen, die nicht Buchsta-
be fiir Buchstabe, sondern Wort fiir Wort
gespiegelt werden. Eine Geschichte (aus dem
Englischen) beginnt mit ,,Jones bearbeitete
Zeittheorien jahrelang'* und endet ,,Jahrelang
Zeittheorien bearbeitete Jones*. Dazwischen
liegt dann eine etwas konfuse Story, die sich
vorwirts und riickwirts lesen 1aBt.

Eine andere Frage ist natiirlich, ob solche

Spiclereien noch einen Sinn haben, und ob
die Verfasser ihren Scharfsinn und ihre Ar-
beitskraft nicht besser anderen Problemen
zuwenden sollten. Doch wenn jemand acht
Stunden oder linger nur ,verniinftige Sa-
chen** gedacht und erarbeitet hat, besteht
sicherlich mitunter auch das Bediirfnis, ein-
mal nur ,,Unsinn‘‘ zu produzieren.

Falls Sie aber irgendwo lesen: ,,Kaufen sie
Jjede woche vier gute bequeme Pelze x y**, so
handelt es sich nicht um eine Spiegelung,
sondern um einen Priifsatz im Fernschreib-
verkehr. Dieser Satz enthélt alle Buchstaben
des Alphabetes (einige mehrfach, z. B. e). Die
Kolleginnen am Fernschreiber kontrollieren
damit, ob alle Buchstaben richtig durchge-
geben werden.

SchlieBlich spielt der Spiegel selbst in der
Dichtung eine groBe Rolle, vor allem wegen
seines hohen Symbolwertes. Meistens soll er
zur Selbsterkenntnis und Selbstkritik auf-
fordern. Denken Sie nur an Till Eulenspiegel.
Oder denken wir an den berihmten Roman
..Spiegel der Seelahrt* von Joseph Conrad.
Auch die Kriminalliteratur kommt nicht ohne
Spiegel und Spiegelschrift aus. In deutscher
Ubersetzung erschien ein Krimi ,, Motten im
Nerz** von E. St. Garner. Der Held der Story,
Perry Mason, findet in einem Zimmer zwei
mit Lippenstift geschriebene Hillerule. Der
eine ist offen auf einen Spiegel geschrieben,
der andere versteckt unter einer Tischplatte.
Aber nur ciner kann echt sein. Doch wel-
cher?

Die Polizei folgert: Ein echter Hilferuf wird
natiirlich versteckt angebracht, sonst hitten
ihn die bésen Gangster lingst entlernt. Perry
Mason denkt gar nicht, er probiert. Er 148t
seinen Assistenten die Botschaft nochmal
unter die Tischplatte schreiben, und zwar
heimlich**, wie es sich fiir einen echten
Hilferuf gehort. Dazu muf} der Schreiber mit
ruhigem Oberkorper dasitzen (moglichst den
Gangster ablenken!) und ohne hinzusehen
unter den Tisch schreiben. Das geht natiirlich
nur mit dicken Buchstaben, wie sie mit Kreide
oder einem Lippenstift erzeugt werden.
Geiibte Krimi-Leser ahnen bereits, was unter
dem Tisch geschrieben steht. Der Hilferuf
wird bei dieser Schreibart in Spiegelschrift
unter der Platte stehen. In dem Krimi steht er
aber richtig herum. Folglich wurde die Tisch-
platte vorher umgelegt, und daraus folgert
der Meisterdetektiv — wenn das nur mit rech-
ten Dingen zuging!

In der Zeitschrift ,,Der Deutsche StraBen-
verkehr* stand 1962 eine Meldung aus Eng-
land. Danach erhalten in der Stadt Kent alle
Krankentransportwagen die Aufschrift 4m-
bulance nochmals in Spiegelschrift. Damit
soll erreicht werden, daB der Kraftfahrer im
Riickspiegel leichter den Ambulanzwagen
erkennt und ihm Platz macht.

Denkbar ist die Meldung, doch sie stand im
Aprilheft. Daher ist es unklar: Stimmt sie,
oder stimmt sie nicht?
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 9. Mai 1980

x-

Mathematik

Ma5 #1937 Wenn man eine natiirliche Zahl
zunichst mit 7 multipliziert und zum Produkt
9 addiert, so erhilt man das gleiche Ergebnis,
als wenn man diese Zahl zunéchst mit 9 mul-
tipliziert und zum Produkt 7 addiert. Um
welche Zahl handelt es sich?

Schiiler Uwe Schulze, 4. POS Copitz

Ma$5 w1938 Setzt man fiir die Buchstaben
des Wortes ,BERLIN* natiirliche Zahlen ein,

so gilt:

a) E+R+L=16;

b) R-L =18,

c) L+1 =81:R,
d) N=4-L,

e) L=38:19,

] B+E+R+L+I+N=34
Welche natiirlichen Zahlen erfiillen diese
sechs Gleichungen? Sch.

Ma5 ®1939 In dem Schema
OTTO
+ ANNA
ANTON
sind die Buchstaben so durch Ziflern zu er-
setzen, daf eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Verschiedene Buchstaben
bedeuten verschiedene Ziflern, gleiche Buch-
staben gleiche Ziffern.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #1940 In das nachfolgende Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Zi{lern (0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8,9) so einzusetzen, daB fiir
gleiche Buchstaben gleiche Ziflern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
stehen und daB die Rechenaulgabe richtig ge-
16st ist. ’

CB-AB

CAA

CB

1501

Wie lautet in diesem Falle die Jahreszahl fiir
ABCD? Ing. H. Decker, Kéln

Ma5 #1941 Jemand hat eine Additionsauf-
gabe zu 16sen, bei der der erste Summand eine
dreistellige natiirliche Zahl ist, deren drei
Grundziffern alle einander gleich sind. Die
Summe ist gleich dem zehnfachen Produkt
des zweiten Summanden, der ebenfalls eine
natiirliche Zahl ist. Es sind alle Aufgaben an-
zugeben, [ir die das zutrifft! Sch.

Ma5 w1942 Eine Strecke 4D von 91cm
Linge wird so in drei Strecken 4B, BC,
CD eingeteilt, daB die Strecke AB viermal so
lang ist wie die Strecke BC und die Strecke
CD doppelt so lang ist wie die Strecke AB.
Wie lang ist jede der drei Teilstrecken? Wie
lang wire jede dieser Teilstrecken, wenn die
Strecke CD nur halb so lang ist wie die
Strecke AB?  StRH.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 w1943 Aus den sechs Ziffern 1, 5, 6, 7.
8, 9 sind vier Ziffern auszuwihlen, mit deren
Hilfe vierstellige natiirliche Zahlen darzustel-
len sind, die zugleich durch 7, 8 und 9 teilbar
sind. Wie lauten diese vierstelligen Zahlen?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 81944 In dem Bild halbiert die Ge-
rade AC den Winkel & BAD; die Gerade BC
halbiert den Winkel « DBE. Ferner sind fol-
gende WinkelgroBen bekannt: £ ABD =40°,
X ADB=10°.

a) Berechne die GroBe des Winkels < ACB.

E

b) Weise nach, daB die Dreiecke AABD und
AABC gleichschenklig sind.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Thies Ludbsr, 26 Gustrow, Werdersér 22
Kersting-0S, Klawse 7
150

Ma 7e
1369

30

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelést”, ,.gut gelost™ oder ,,geldst™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1979/80 lauft
von Heft 5/79 bis Heft 2/80. Zwischen dem
1. und 10. September 1980 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn ein Riickumschlag mit ausreichender
Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-

tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,

werden in Helt 6/80 verffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80) erhalten hat und diese einsendet, er-
hilt eine Anerkennungsurkunde und ein Ab-
zeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1979/80 einsenden, erhalten das alpha-
Abzeichen in Gold (und die Urkunden zu-
riick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht verges-
sen wird. Redaktion alpha



Ma6 w1945 Das Bild stellt ein rechtwinkli-
ges Dreieck 4 BC mit der Hypotenuse AB dar.
Ein innerer Punkt E der Seite BC wurde mit
A, ein innerer Punkt D der Seite AC wurde
mit B verbunden. Der Schnittpunkt der Ge-
raden AE und BD wurde mit F bezeichnet.
Es betragen ¥ CAE=10° und £ CBD=20"°.
Es ist die GroBe des Winkels < AFB zu be-
stimmen! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

A 8

Ma6 21946 Gegeben seien drei natiirliche
Zahlen a, b und ¢, die folgende Bedingungen
erfiillen:

a+b=90,

a+c=175,

b+c=21.
Es ist das Produkt a - b - ¢ zu ermitteln.

Schiiler Roland Kamke, Rostock

Ma6 81947 Es sind alle natiirlichen Zahlen
n mit 101 <50 zu ermitteln, die, um ihre
Quersumme vermindert, die Zahl 9 ergeben.
Schiilerin Annette Herm,

Karl-Krull-OS Greifswald

Wie viele Flaschen von jeder Sorte kénnen es
gewesen sein, wenn von jeder Sorte minde-
stens eine Flasche dabei war und das Pland
fiir eine Limonadenflasche 0,30 M und fir

eine Milchflasche 0,20 M betrigt?
Mathematikfachlehrer E. N aumann,
Karl-Marx-Stadt

Ma8 ®1953 Von drei vorhandenen Kesseln
sind zwei gefiillt, der dritte ist leer. Wollte
man diesen leeren Kessel fiillen, so brauchte
man den Inhalt des ersten und 209, vom In-
halt des zweiten oder den Inhalt des zweiten
und ein Drittel vom Inhalt des ersten Kessels.
Welches Fassungsvermogen hat jeder der drei
Kessel, wenn alle drei zusammen 14401 auf-
nehmen konnen?

Schiiler Olaf Rémer, RoBlau, K1.7

Ma8 ®=1954 Es seien p eine Primzahl, x eine
reelle Zahl, und es gelte | x |+ 1. Man ermittle
alle x, fiir die die Primzahl p=w
x+1
so klein wie moglich ist.
Elektromonteurlehrling W. Scholze,

Sebnitz

Ma8 m1955 Es ist eine Strecke der Linge

[/Scm zu konstruieren. Der Konstruktion

soll ein Kreis zugrunde gelegt werden.
E.Schulze, Mildenberg

Ma7 ®1948 Zeichne einen Kreis k mit dem}( Ma9 ®1956 Fiir drei verschiedene ganze

Mittelpunkt M und dem Radius r sowie eine
Sehne AB dieses Kreises, die die Linge des
Kreisradius r besitzt! Lege auf der Periphe-
rie von k einen Punkt C fest, der von 4 und B
verschieden ‘st, und verbinde C mit 4 und B!
Beweis., dab die GroBe des Winkels
X ACB = ¢ entweder 30° oder 150° betragt!
Schiiler Holger Réstel, Erfurt, K17

Ma7 81949 Der Umfang eines Dreiecks be-
tragt 36 cm. Die Linge der kiirzesten Seite
verhilt sich zur Ldnge der langsten Seite wie
3:5. Die mittlere Seite ist um 3 cm kiirzer als
die ldngste Seite. Es sind die Lingen der
Dreieckseiten zu berechnen.

Fachlehrer D. Knape, Jessen

Ma7 ®1950 In einem FDGB-Ferienheim
befinden sich 41 Urlauber, di¢ in 2-Bett- und
3-Bett-Zimmern untergebracht sind. Das Fe-
rienheim verfiigt iiber mehr als vier, aber
weniger als zehn 2-Bett-Zimmer. Alle Betten
sind belegi. Uber wieviel 2-Bett- bzw. 3-Bett-
Zimmer verliigt dieses Ferienheim?
Schiilerin Gabriele Miiller,
Schonwalde, KI.7

Ma7 81951 Es sind alle Zahlentripel auf-
einanderfolgender natiirlicher Zahlen zu er-
mitteln, fir die das Produkt aus den drei
Zahlen eines solchen Tripels gleich der
Summe aus den drei Zahlen ist.

Schiiler Mario Koppen, Berlin

Ma8 ®1952 Frank hat nach einer Veran-
staltung leere Limonaden- bzw. Milchfla-
schen gesammelt und dafiir 3,50 M erhalten.

Zahlen a, b, c gilt folgendes:
1) b—a=4
2) c—b=4
3) Das Quadrat der groten Zahl ist gleich
der Summe aus den Quadraten der beiden
anderen Zahlen.
Es sind alle geordneten Tripel [a,b, c] ganzer
Zahlen zu ermitteln, die den Bedingungen
1), 2) und 3) geniigen.
Dipl.-Lehrer f. Math./Ph.
M. Kutschank, Deutschenbora

Ma9 #1957 In der Gleichung xxyy=xx?
+yy?, die eine vierstellige und zwei ins Qua-
drat erhobene zweistellige natiirliche Zahlen
in dekadischer Darstellung enthilt, sind die
Buchstaben x und y so durch Ziffern zu er-
setzen, daB wahre Aussagen entstehen. Fiir
gleiche Buchstaben sind gleiche Ziffern, fiir
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
einzusetzen. Nach ,,Quant*“, Moskau

XMa9 #1958 Man bestimme alle ganzen
Zahlen, fiir die folgendes gilt: Die Summe aus
einer solchen ganzen Zahl, ihrer zweiten und
threr dritten Potenz hat den einunddreiBig-
fachen Wert dieser ganzen Zahl.

Schiiler Axel Kuminski, Riesa, KI.9

Ma9 ®1959 Man beweise folgenden Satz:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die

Summe der Kathetenldngen kleiner oder

hochstens gleich dem [/Efachen der Lange

der Hypotenuse.

In welchem Falle gilt das Gleichheitszeichen?
Axel Schiiler, Kleinmachnow

Ma10/12 1960 Es ist zu beweisen:
Wenn p eine Primzahl ist und p> 2 gilt, so ist
(p+1)> —4(p+ 1) stets durch 48 teilbar.
Schiiler Karsten Petzold,
Lauchhammer, KI. 10

Ma10/12 #1961 Ein Reporter fragte nach
dem Alter eines Mathematikers. Dieser ant-
wortete: ,,Verdreifacht man die Quersumme
der Jahreszahl des Jahres, in dem ich geboren
wurde, so erhdlt man eine Zahl, die gleich
meinem Lebensalter im Jahre 1979 ist. Wie
alt ist der Mathematiker?

Neuyén Xudn Thinh, Hanoi,

2.Z. Student der TU Dresden

Ma10/12 1962 Es ist ein Sehnenviereck

ABCD zu konstruieren, das die folgenden

Eigenschalten besitzt:

1) Der Radius des Umkreises von ABCD ist

3 cmlang.

2) AFB?:BFC:C"-D:D74=1:2:3:4, wobei A’B‘,

BC, €D, DA diejenigen Kreisbogen sind, aul

denen kein weiterer der Punkte 4, B, C, D

liegt. Die Konstruktion ist zu begriinden.
Axel Schiiler, Kleinmachnow

Ma10/12 #1963 Unter welchem Winkel
schneiden sich zwei Raumdiagonalen eines

Wiirfels?
Mathematikfachlehrer E. Naumann,
Karl-Marx-Stadt

Physik

Ph6 ®71 Die Strecke, die das Licht in einer
Sekunde zuriicklegt, betrigt 300000 km. Die-
se Entfernung ist so ungeheuer groB, daB man
sie sich nur sehr schwer vorstellen kann. Eine
Moglichkeit, sich wenigstens ungefahr ein
Bild von dieser riesigen Entfernung zu ma-
chen, ergibt sich, wenn ihr die Ergebnisse der
folgenden Aufgaben damit vergleicht.

a) Wie viele Tage wire ein D-Zug unter-
wegs, der ohne Unterbrechung mit einer

Geschwindigkeit von IZOkTm diese Strecke

durchfahren wiirde, und wie viele Tage wiirde
ein Flugzeug fliegen bei einer Geschwindig-
keit von 900 kT’"?

b) Wie viele Minuten wiirde ein Raumschiff

brauchen bei einer Geschwindigkeit von

g X1,
s
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Ph7 w72 Ein Flugzeug mit einer Geschwin-
digkeit von BOOI(TTn iiberfliegt in einer Hohe

von 16km den Punkt A. 5 Stunden spiter
iiberfliegt es den Punkt B. Wie weit ist 4 von
B entfernt, wenn Hohe und Geschwindigkeit
des Flugzeuges konstant bleiben? (Der Erd-
radius sei 6370 km.)

Schiiler Ingolf Thurm, Gopnitz, KI. 10

Ph8 873 Auf eine stihlerne Welle soll eben-
falls aus Stahl ein Ring aufgeschrumpft wer-
den. Bei 20°C habe die Welle einen Durch-
messer von 80,05mm und der Ring eine
Bohrung vom Durchmesser 79,97 mm. Aul
welche Temperatur muB der Ring erwirmt
werden, damit er mit einem warmen Durch-
messer von 80,25 mm auf die Welle aufge-
schoben werden kann?-
Der lineare Ausdehnungskoeflizient fiir Stahl
betrage 0,0000117 %
Lingenausdehnung ist [; =lo(1+o - A§).

Ing. A. Kérner, Leipzig

Die Formel [ir die

Ph9 74 Aus einem undichten Wasserhahn
tropft Wasser, alle 0,2 Sekunden ein Tropfen.
Welchen Abstand haben zwei nacheinander
fallende Tropfen 0,5 Sekunden nach dem Ab-
fallen des ersten Tropfens?

Schiiler Jorg Miiller, Dresden, K1.9

Ph10/12 #75 Ein Lultballon von 10m
Durchmesser hat -im leeren Zustand ‘ein-
schlieBlich Gondel, Apparaten und Ballast
eine Masse von 300 kg. Er wird mit Wasser-

stofl (Dic_hte 0=0,089 %) gefiillt. Die Luft-

dichte betrage 1,25 %

Wie viele Personen zu je 75 kg kénnen mit-
fahren? Welche Auftriebskraft wirkt dann
noch auf den Ballon?

Adalbert Schatz, Leipzig

Chemie

Ch7 857 Wie ist die Gewichtszunahme,
wenn 12 g metallisches Eisen

a) in Eisen(II}-oxid

b) in Eisen(III)-oxid

c) in Eisen(II, IIT}-oxid iiberfihrt werden?

Ch8 w58 15cm?® einer Losung von Salz-
sdure werden mit Silbernitrat versetzt. Dabei
wird ein Niederschlag von 047g gefdllt.
Wieviel %;ig ist die Salzsiure, wenn man be-
riicksichtigt, daB sie folgendermaBen herge-
stellt wurde:

29,2 g wurden mit Wasser auf 290 cm?® ver-
diinnt?

Ch9 859 Bei der Reaktion von Kochsalz,
96%;iger Schwefelsiure und Braunstein mit
einem Gehalt von 89°%; Mangan(I'V)-oxid bil-
det sich Chlor. Welche Mengen der Aus-
gangsstoffe sind anzuwenden, wenn 34 Liter
Chlor entstehen sollen?
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Ch10/12 w60 Kalkstein, welcher 87,2%;

Kalziumkarbonat enthilt, wird mit. Salz-
sdure versetzt. Das dabei entstehende Kal-
ziumchlorid ist zu 49 durch Kalziumoxid
verunreinigt. Man berechne, wieviel 34%ige
Salzsiure und Kalkstein man einsetzen muB,
wenn 310 kg verunreinigtes Kalziumchlorid
entstehen sollen.

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Wir wollen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu zwei Wettbewerbsaulgaben vorstellen,
die bei uns eingegangen sind. Sie mdgen
unseren aktiven Teilnehmern am alpha-Wett-
bewerb Anregungen zum Losen von Aufga-
ben geben.

Im Heft 1/1979 veroffentlichten wir folgende
Aulgabe:

Ma5 ®1828 Die Schiiler einer Klasse gratu-
lieren im Jahre 1978 ihrem Lehrer, der dlter
als 30 Jahre, aber jiinger als 40 Jahre gewor-
den ist, zum Geburtstag. Auf der Gratula-
tionskarte wurden von den Schiilern in
scherzhafter Weise die beiden Ziflern der
Zahl, die das Lebensalter des Lehrers angibt,
vertauscht. Dadurch wurde dieser Lehrer um
neun Jahre ,jiinger gemacht“. In welchem
Jahre wurde dieser Lehrer geboren?

Im Heft 4/1979 veréflentlichten wir dazu eine
Losung:

Die Zahl des erreichten Lebensalters des
Lehrers 146t sich durch z=3- 10+ y darstel-
len. Nun gilt 3-10+y=10-y+3+9,9y=18,
also y=2. Im Jahre 1978 ist der Lehrer
32 Jahre alt geworden; er wurde somit im
Jahre 1946 geboren.

Wir stellen nun die Losung von 'I:homas
Langenhahn aus Niederwiesa vor, der Schiiler
der Klasse 5b der Wilhelm-Pieck-Oberschule
ist.

Thomas l5ste diese Aufgabe wie folgt:
Angenommen, der Lehrer wurde x Jahre alt;

‘dann gilt 30 <x <40. Der Lehrer kénnte also

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37 38 oder 39 Jahre
alt geworden sein. Durch Vertauschen der

Ziffern erhalten wir ein Lebensalter von 13,
23, 33, 43, 53, 63, 73, 83 oder 93 Jahren. Nur
fir 32—23=9 werden die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt. Im Jahre 1978 wurde der
Lehrer 32 Jahre alt; also wurde er im Jahre
1946 geboren.

Wir stellen nun die Losung von Ines Schon-
berg aus Borna vor, die Schiilerin der Klasse
5¢ der Dinter-Oberschule ist.

Ines l6ste diese Aufgabe wie folgt:

Fiir das im Jahre 1978 erreichte Lebensalter
dieses Lehrers gilt 30 <ab <40, wobei ab eine

_ zweistellige natiirliche Zahl in dekadischer

Schreibweise darstellt. Wegen ab=>ba+9 gilt
ferner ba<ab, und wegen a=3 gilt somit
b=1 oder b=2.

Wegen 31 —13=18 entfillt b=1. Somit exi-
stiert genau eine Losung, ndamlich a=3 und
b=2.(32-23=9)

Aus 1978 — 32 = 1946 folgt, daB3 dieser Lehrer
im Jahre 1946 geboren wurde.

Im Heft 2/1979 verdffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma6 =1860 Rolf liest ein Buch. Am ersten
Tag schafft er 12 Seiten, am zweiten Tag den
vierten Teil der noch zu lesenden Seiten, am
dritten Tag die restlichen 57 Seiten. Wie viele
Seiten umfafBt dieses Buch?

Im Helt 5/1979 veroffentlichten wir dazu eine

Losung:

Angenommen, das Buch umfalt n Seiten;

nach dem ersten Tag hat Roll noch (n—12)

Seiten zu lesen. Davon liest er am zweiten Tag

n—12
4

Seiten. Nun gilt

n—12
4
n—12
4
n—12+276=4n,
\ 264=3n,
n=_88.
Dieses Buch umfaBt 88 Seiten.

12+ + 57=n,

+ 69= n,

Wir stellen nun die Losung von Christiane
Hofer aus Lugau vor, die Schiilerin der
Klasse 6b der Oberschule I ist.

Christiane 16ste diese Aufgabe wie folgt:
Angenommen, dieses Buch umfaBt n Seiten.
Am ersten Tag liest Rolf 12 Seiten; es verblei-
ben somit (n — 12) Seiten. Am zweiten Tag liest
Rolf den vierten Teil, am dritten Tag also
dreimal den vierten Teil der verbliebenen
Seitenzahl; das sind 57 Seiten. Deshalb gilt

3
7 (—12)=57,

57-4

n— IZ_T’
n—12=76,
n=88.

Dieses Buch umfaBt 88 Seiten.



Mathematik und Praxis
Was ist Schall?

Wenn wir sprechen, singen, Instrumente spie-
len oder Gerdusche erzeugen, spielen sich an
winzigen Teilchen der Luft ganz erstaunliche
Vorginge ab, fiir uns allerdings unsichtbar.
Man faBt alle Tone, Klinge und Gerédusche,
kurzum alles, was wir héren kénnen, unter
der Bezeichnung Schall zusammen. Wenn wir
unsere Sprechorgane betitigen, musizieren,
mit dem Hammer schlagen, husten, niesen
oder sonst ein Gerdusch erzeugen, werden die
Teilchen der Luft in sehr feine und schnelle
Schwingungsbewegungen versetzt. Zunichst
geraten nur die der Schallquelle unmittelbar
benachbarten Luftteilchen in Schwingungen.
Sie stoBen dann aber der Reihe nach ihre
Nachbarn zu gleichen Schwingungen an.
Dieses AnstoBen breitet sich von der Schall-
quelle so schnell aus, daB3 schon nach 11—0 s die
Luftteilchen in Schwingungen geraten, die
34 m weit von ihr entfernt sind. In 1 s breitet
sich der Schall in Luft 343 m aus. Man nennt
dies die-Schallgeschwindigkeit. Nicht nur in
Luft und allen anderen Gasen, auch in Fliis-
sigkeiten und Festkorpern breitet sich Schall
aus, zum Teil sogar mit noch erheblich groBe-
rer Geschwindigkeit. Die Luftteilchen iiben
bei ihren Schwingungen einen schwachen
Druck auf das Trommelfell des Ohres aus. Die
feinen Druckschwankungen breiten sich in
den inneren Teilen des Ohres aus und erzeu-
gen Reize, die das Gehirn zu Gehorsempfin-
dungen verarbeitet.

Veranschaulichen wir uns die Schallschwin-
gungen durch den Vergleich mit der Schau-
kel! Ahnlich wie ein Kind auf der Schaukel
bewegen sich die Teilchen der Luft, einer
Fliissigkeit oder eines festen Korpers bei den
$challschwingungen hin und her. Die Teil-
chen bewegen sich dabei aber nicht etwa mit

343? (Meter je Sekunde), sondern nur die

Schallausbreitung erfolgt mit dieser Ge-
schwindigkeit. Der Zustand des In-Schwin-

. m_ .
gung-Geratens wandert also mit 343 " weiter.

Es ist wie beim Abzdhlen der zum Appell an-
getretenen Schiiler. Der Reihe nach ruft jeder
seinem Nachbarn eine Zah! zu und wendet
dabei den Kopf. Es bewegt sich aber nicht der
Kopf des ersten Schiilers die ganze Reihe ent-
lang, sondern nur das Kopfwenden.

Jede Schwingung ist durch zwei GroéBen ge-
kennzeichnet; die Frequenz (Schwingungs-
zahl) und die Amplitude (Schwingungsweite).
Die Frequenz ist die Anzahl der Hin- und
Herbewegungen je. Sekunde. Schaukelt ein
Kind in einer Sekunde von der Mittelpunkts-
lage einmal nach vorn, dann nach hinten und
wieder genau zur Mitte zuriick, so entsprache
das der Frequenz von 1Hz (Hertz). Diese
MaBeinheit ist nach dem Physiker Heinrich
Hertz benannt, der 1886 erstmals jene Art
Schwingungen entdeckte und experimentell
erzeugte, die man fiir den Rundfunk und das
Fernsehen benutzt. Die Frequenzen der fiir

den Menschen horbaren Schallschwingungen
reichen von ungefahr 16 Hz bis 20000 Hz. Die
héchsten dieser Frequenzen kénnen jedoch
nur junge Menschen horen. Mit zunehmen-
dem Alter geht die obere Grenze der horbaren
Frequenzen zuriick. Hunde kénnen noch den
sogenannten Ultraschall mit Frequenzen von
mehr als 20000 Hz héren. Von der Frequenz
hiingt die Tonhohe ab: je hoher die Frequenz,
desto hoher der Ton.

Die zweite kennzeichnende GréBe, die Am-
plitude, entspricht der Wegstrecke zwischen
den Endpunkten der Hin- und Herbewe-
gung der Teilchen, vergleichbar mit der Ent-
fernung zwischen der vordersten und hinter-
sten Stellung einer Schaukel. Von der GroBe
der Amplitude hingt bei den Schallschwin-
gungen die Lautstirke ab: je groBer die
Amplitude, desto groBer die Lautstirke.

Bei der Ausbreitung der Schallschwingungen
bleibt zwar die Frequenz gleich, aber die
Amplitude nimmt ab. Die von der Schall-
quelle weiter entfernten Teilchen werden also
nicht mehr zu Schwingungen von so groBer
Weite angestoBen wie die nahen. Daher wird
die Lautstirke um so geringer, je weiter wir
uns von der Schallquelle entfernen. Nur sehr
lautstarke Geriusche wie den Donner kén-
nen wir viele Kilometer weit horen, die
menschliche Stimme aber nicht. Aus der
Schallgeschwindigkeit in Luft ist librigens
leicht zu errechnen, wie weit ein Gewitter
entfernt ist. Vergehen zwischen dem Blitz und
dem Hérbarwerden des Donners zum Bei-
spiel 24s, so ist das Gewitter 24km: 3 =
8 km entfernt, da sich der Schall in rund 3s
| km ausbreitet.

Leseprobe aus:
HANS KLEFFE

Wie funktioniert denn das?

77 S., zahlreiche Abb., Preis: 6,50 M
Der Kinderbuchverlag Berlin
Bestell-Nr.629 9706

1 AuBerer Gehdrgang
2 Trommelfell
3 Innenohr

S Schwingungsweite

(Amplitude)
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In freien Stunden - alpha heiter

15151 n-Stellen aus dem Kopf

Einen neuen Weltrekord im Behalten von Stellenzah-
len der unendlichen Ludolfschen Zahl =, die das Ver-
haltnis des Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser an-
gibt, hat der 46jiahrige Japaner Hideaki Tomoyori auf-
gestellt. Vor drei Zeugen zéhlte er in Tokio iiber drei
Stunden lang insgesamt 15151 Stellen von =
(3,14159. . .) auf, ohne sich zu irren. Das Ergebnis

wurde sofort mit einem Computer nachgepriift. Den

bisherigen Rekord hielt ein Brite mit 5050 Stellen.

Domino

Es sind zwei Paar Dominosteine so auszuwechseln,
daB die Summe in jeder der drei Spalten und in jeder
der drei Reihen gleich 15 ist.

Aus.: Sputnik 8/79, Moskau

Geschenke verraten Namen

Drei Ehepaare, Meier, Miiller und Schmidt, kaufen
Geschenke.
(1) Jede Person kauft so viel Geschenke wie sie fiir ein
Geschenk in Mark bezahit.
(2) Jede Frau gibt 75 Mark mehr aus als ihr Mann.
(3) Anna kauft ein Geschenk mehr als Willi Meier,
Luise ein Geschenk weniger als Hans Miiller.
(4) Wie heit Maria mit ihrem Familiennamen ?

Aus: WE, Koln, F. Sauer

Wie funktioniert denn das?

In die Zeilen der abgebildeten Figur sollen Worter
folgender Bedeutung eingetragen werden:

1. Eigenschaft natiirlicher Zahlen » mit 9 < n < 100
2. Langeneinheit in der Schiffahrt

3. Eigenschaft von Geraden mit gleichem Abstand

4. deutscher Mathematiker (1487 bis 1567)
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5. Teil etner gekriimmten Linie

6. achter Teil eines Raumes

Sodann trage man in die Figur das Bild der Funktion
y = x* ein. Dabei sei 0 als Ursprung, 0Q als Abszissen-
achse und OR als Ordinatenachse sowie eine Késtchen-
linge als Einheit-angenommen.

R

: L1

0 Q

Die Buchstaben in den Feldern, durch deren Inneres
diese Linie verlduft, ergeben fortlaufend gelesen ein
Mittel zur Darstellung von Funktionen.

Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLdV, Berlin

Zahlenriitsel — dreidimensional

" G
E F
D C
A 8
Breitenrichtung

AB Primzahl zwischen 7 10—3und 7 - 10 +3
DC 33+6° 6

EF (1+6+6+6)-]/64

HG 3,162776*

Hohenrichtung
EA 3332223
FB (6:2)*

GC }/651

HD Ordnungszahl des Schwefels oder 22 - 22



Tiefenrichtung

AD ddes Kreises, wenn u = 238,8
BC a,wennarca=0,3316

FG 3*-32_-1

EH 5,56776*

Die entsprechenden Zahlen unter die gegebenen Buch-
staben geschrieben, ergeben das Geburts- und das
Sterbedatum eines Staatsmannes der DDR.

GEGHHFAD GAGCHCDG
Mathematikfachlehrer W. Knig, Berlingerode

Kryptarithmetik

In den Schemata

a) cha— a =cbf by BBCD—EFD=GBD
-+ = : + -
cfa+ e =ccf G HE = IFJ
bf —cf = df BLD + LBE= IIE

sind die Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, dal3
man sechs richtig geloste Aufgaben erhilt. Dabei sind
jeweils fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern einzuset-
zen.

Schiiler Bernd Winkelmann, OS Kar! Marx, Kil.7 (a), Schmalkalden
Schiilerin Petra Hahn, A..-Diesterweg-0OS, KI.6 (b)

Der Bote und die neun Pakete

Neun Pakete miissen eilig zugestellt werden. Der Bote
sicht sich den Stadtplan an und weil bald, wie er
-fahren muB. Er liefert alle Pakete ab, ohne ein Stiick
des Weges zweimal zuriickzulegen. Wie verlief seine
Route?

Aus. Sputnik, Moskau

Anstatt Punkte sind die Zahlen 1 bis 16 so zu erginzen,
damit die Summe am Umfang jedes Quadrats, jeder
Ellipse und am Umkreis immer die gleiche ist. Ins-

gesamt also 8 gleiche Summen.
Ing. JindFich Pénéik, Praha

Aus: Eulenspiegel 15/70, L. Otto, Leipzig

o-Produkte

In nachfolgenden Gleichungen sind die Buchstaben
so durch Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen, dall wahre Aus-
sagen entstehen. Dabei sind gleiche Buchstaben durch
gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben durch
verschiedene Ziffern zu ersetzen.

PoE=a - oo
RaoT = P - aoa.
OuaaoK = R - oooa
DoooaU = O - aotooeor

UaaaooD =D -

oLoKoLoLoKL
KaooaooO = U - aoooooo
Taoaxxox R = K - aoooooao
FEoaoooooooa P = T - aoooooooo
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

,Es ist genau 4600 Sandkérner nach 16 Uhr. . .«
"‘_

,,Jch muB Sie aufschreiben — Sie parken verkehrt!
Aus: Fiir Dich 32/79, H.-D. Rifler, Berlin
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alpha-Wettbewerb
1978/79

Abzeichen in Gold

Fiir zwolfjihrige Teilnahme

Christoph Scheurer, Glauchau-Gesau; Henrik
Frank, Greifswald; Lutz Piiffeld, Hennigsdorf’;
Eckhard Schadow, Oranienburg

Fiir elfjibrige Teilnahme
Martin Ermrich, Dresden; Bernd Hanke, GroB-
schweidnitz; Guido Blosfeld, Halle

Fiir zebmjihrige Teilnahme

Holger Jurack, Burkau; Ullrich Riedel, Floha;
Angelika Miiller, Greifswald; Rainer Gutsche,
Herzberg =

Fiir neunjihrige Teilnahme

Arno Feuerherdt, Brandenburg; Thomas Jakob,
Gera; Ursula Marker, Greifswald ; Lew Dimenstein,
Leningrad (UdSSR); Norbert Littig, Lichtenberg;
Sybille Baumgart, Léderburg; Uwe Bormann,
Magdeburg; Regina Kupfer, Miltitz; Frank ABmus,
Oranienburg; Rainer Seifert, Pinnau; Bernhard
Tschada, Sondershausen ; Berthold Wettengel, Oels-
nitz; Gudrun Drews, Wobbelin; Marid Helbig,
Frankfurt.

Fiir achtjihrige Teilnahme

Ralf Henze, Arnstadt; Andreas Fittke, Berlin, Ulf
Ritschel, BooBen ; Clemens Jaunich, Cottbus; Wolf-
gang Seeber, Gehren; Irmhild Bittner, Bengt Nol-
ting, beide Greifswald; Ingo Lenz, Hagenow;
Gerald Werner, Meiningen ; Volker Schulz, Nauen;
Axel Miiller, Oberlungwitz; Karsten Kénig, Ro-
stock ; Reinhold Beckmann, Henri Hofmann, beide
Schmalkalden; Birgit Rosenberger, Suhl; Manfred
HauBler, WestgreuBen; Rolf Kuhn, Wintzingerode;
Katrin Richter, Wittenberg; Kurt Oertel, Zschorne-
witz; Lothar Gruber, Linz (Osterreich)

Fiir sicbenjahrige Teilnahme

Volkmar Tiirke, Auerbach; Andreas Gude, Cor-
dula Becher, Andrea Niefen, alle Berlin; Peter
Wiehe, Bischofferode; Rall Ott, Demmin; Frank
Regensburger, Michael Apitz, Werner Jeroch, Rein-
hard Pohl, Ralf Kretschmer, Uwe Hanisch, alle
Dresden; Andrea Puchert, Eichicht; Heidelore
Stallbohm, Eldena ; Eberhard Georgy, Erfurt; Wolf-
hart Umlauft, Freital; Claudia Endtricht, Gorlitz;
Christian Wolf, Greilswald ; Jens Negwer, Grimma ;
Burkhard Rahr, GroB-Neundorf; Giinter Mosel,
Giilze; Jiirgen Hiittner, Kottengriin; Armin K&r-
ner, Leipzig; Steffen Langbein, Lichte; Gabriele
Otto, MeiBen; Thomas Richter, Neuhausen; An-
dreas Massanek, Neusornzig; Thomas Kohler,
Oederan; Michael Thrinhardt, Oranienbaum; Wil-
fried Réhnert, Radebeul; Thomas Apel, Reichen-
bach; Christiane Jordan, Reitwein; Armin Hoell,
Ribnitz; Michael Zwicke, Riesa; Torsten Lowe,
Schleiz; Haiko Miiller, Heinz-Olaf Miiller, Almut
Beckmann, Barbara Gehb, Frank GieBler, alle
Schmaikalden; Bernadette Domaschke, Seifhen-
nersdorf; Hans Dietrich Schwabe, Sondershausen;
Holger Hoppe, Stendal; Dirk Herrmann, Téplitz;
Sylvia Zipf, Waldheim; Sylvia Kunze, WeiBenfels;
Carola Senft, Wingerode; Ralf Becker, Wolmir-
stedt; Ute Scharkowski, Zepernick; Michael Feu-
del, Leinefelde
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Fiir sechsjéhrige Teilnahme

Udo Clemens, Altenburg; Frank Maschke, Alten-
dorf; Henri und Dieter Koch, Amstadt; Olaf
Rausch, Aue; Burkhard MaeB, Bad Doberan;
Hans-Jiirgen Kopf, Bad Frankenhausen; Katrin
Kolliwer, Mario Binkowski, Birgit Ewald, Michael
Prescher, Claudia Ziehm, alle Berlin; Werner K&-
nig, Berlingerode; Adelbert Heddergott, Bittstedt;
Jens Schumann, Coswig; Ralf Hortig, Andrea
Dreyer, Iris Grundke, Ellen Harnath, Jens Purand,
alle Cottbus; Jiirgen Anders, Dahlewitz; Lutz
Friedemann, Angela Jircik, Uta Oelschlagel, Klaus-
Dieter Gloe, Annett Korner, Peter-Alexander P6h-
ler, Frank Wittwer, Matthias Apitz, alle Dresden;
Jérg Bruchertseifer, Dubna (UdSSR); Daina Sem-
per, Thomas Bohme, beide Eisleben; Sabine Liitz-
kendorf, Uwe Kintzel, beide Erfurt; Heike Recken-
beil, Fambach; Thomas Gerlach, Heike Briigge-

mann, Ute Ribbe, Bernd Hartwig, Mike Liebegott,

alle Friedeburg; Viola Richter, Garitz; Sylvio
Klose, Gera; Christof Herrmann, Greifswald;
Bernd Diibe, Gr.-Bademeusel; Matthias Weser,
GroBenhain; Andrea Potthofl, GroB-Wiistenfelde;
Hubert Steinmetz, Griiningen ; André Motz, Griin-
hain; Jens Folgmann, Halle; Ruth Jacobs, Halle-
Neustadt; Doris Planer, Hohendorf; Knut Bauer,
Hohenstein; Undine Nathan, Hoyerswerda; Rolf
Kamieth, Kakerbeck; Ronald Résch, Marko Han-
ke, Arnd Rosch, alle Karl-Marx-Stadt; Jérg PSh-
land, Klingenthal; Alois Weninger, Knittelfeld
(Osterreich); Andreas Bernstein, Lehmitz; Thomas
Richter, Jens Rudolf, beide Leipzig; Heimo Woitek,
Leinefelde; Ute-Barbara Heuer, Leisnig; Barbel
Wintzler, Lobenstein; Annett Weise, Laderburg;
Martina Wolf, Magdeburg; Udo Kretzschmann,
Markneukirchen; Peter Stolze, M&hlau; Volkmar
Riemer, Neubrandenburg; Matthias Theurich, Ol-
bersdorf; Riidiger Diising, Osterburg; Ute Méll-
hoff, Piesau; Volker Steuer, Pirna; Jiirgen Krahl,
Plauen; Carmen Henze, Pratau; Jens Jacobi, Jens-
Uwe Sprengel, beide Potsdam; Sigrid und Jens-
Peter Planke, beide Premnitz; Karsten und Falk
Breuer, beide Radebeul; Ronald Bracholdt, Riesa;
Jana Walter, Rébel; Heiko Lehmann, Andreas
Matthus, beide Rostock; Ina und Uwe Ebert, beide
Ruppendorf; Regina Bricks, Saalfeld; Helmut
Engelmann, Sachsendorf; Ina Spanaus, Schleusin-
gen; Jens Gollmer, Werner Hifner, Christine Doll,
Sabine Endter, Cornelia Schidlich, Martin Teng-
ler, ‘alle Schmalkalden; Siegrid Kretschmann,
Schlagsdorf; Torsten Jeschke, Schwarzheide; Ro-
derich Winkler, Schwerin; Annelic Meyer, Silber-
straBe; Simone Mahlow, Barbara Tschada, beide
Sondershausen; Thomas Eichhorn, Steinach; Si-
mone Teichmiiller, Stéckey; Dietmar Ulbricht,
Velten; Beate Nahler, Ralf Kurch, Beate Seiler, alle
Weimar; Uwe Felsberg, Worbis; Uwe Miiller,
Wroclaw (VR Polen); Christoph Chojetzki, Zeit-
hain; Frank Erdmann, Zeitz; Uwe Langer, Birgit
Thomas, Gabriele Herzig, Regina Kreul, Steflen
Pankow, alle Zittau; Ute Baumann, Zschocken;
Lutz Heinrich, Bad Langensalza

Fiir fiinfjihrige Teilnahme

Frank Kampfer, Holger Herold, beide Altenburg;
Hajo Herbst, -Altenpleen; Guntram Tirke, Auer-
bach; Ralph Miiller, Bad Bibra; Frauke MaeB,
Bad Doberan; Thorsten Thonndorf, Uwe Maaz,
beide Bad Salzungen; Birgit Wollschlager, Berg-
witz; Stefan Berg, Frank Bendin, beide Berlin;
Ulrich Kramer, Bernterode; Astrid Markgraf,
Bischoflerode; Carmen Schneider, Bischofswerda;
Inge Beck, Pia Zimmermann, beide Bleicherode;
Andreas Kraska, Breitenworbis; Birgit Weishaupt,
Biilow; Ralph Voigtlinder, Guido Mehne, beide
Calbe; Maik Weide, Callenberg; Olaf Seifert, Cam-
burg; Andreas Winkler, Cossebaude; Ulrike Bau-
mann, Coswig; Andreas Schlecht, Ralph Bernhardt,
Kathrin Magister, Susanne Liebelt, alle Cottbus;
Karola Sarodnik, Dallgow; Elisabeth Schiiltke,
Dessau; Manfred Kutschank, Deutschenbora; Mo-
nika Nolte, Dingelstadt; Harry Héfer, Dorndorf;
Susanne Miiller, Michael Berton, Michael Giesecke,

Helmuth Goldberg; Thomas Hartwig, Ingolf K 6r-
ner, Michael Pietschner, Jens Rotsch, Carolin En-
gel, Jiirgen Grifenstein, Lutz Jeroch, Jérn Wittig,
Ralph Rénsch, alle Dresden; Peter Weise, Thomas
Marek, Matthias Arbeiter, Mandy Rinklin, alle
Eisenach; Volker Georgy, Uwe Strohmeier, Henrik
Seifert, Renate Liitzkendor(, Dirk-Thomas Orban,
alle Erfurt; Michael Wagner, Iris Abt, beide Fam-
bach; Jorg Butter, Freiberg; Matthias Bar, Steffi
Haucke, Ralf Baumbhekel, alle Freital; Andreas
Fintzel, Friedeburg; Gerd Hackbarth, Gallentin;
Angela Illing, Gersdorf; Yvonne Pforr, Matthias
Kasparek, beide Grifenhainichen; Manuela Heims,
Astrid Renz, Silvia Falk, Andreas Wolf, Katharina
Herrmann, Ines Gath, Gunnar Miiller, alle Greifs-
wald; Michael Katzer, GreuBen; Heike Klitz,
Grimmen; Stefan Géockeritz, Greifswald; Regine
Binder, Halle-Neustadt; Enka Stelzer, Heringsdorf;
Volker Regk, Heiligenstadt; Eike Harmel, Hohen-
ferchesar; Kerstin Hirsch, Holzdorf; René und
Chonchita Schiippel, Mathias Grundmann, alle
Hoyerswerda; Volkmar Liebscher, [lmenau; Horst
Fliegner, Jarmen; Birgit Hofmann, Jens Pénisch,
Anett Mirker, Andreas Hengst, Thomas Mader,
alle Karl-Marx-Stadt; Silke Zimpel, Keflerhausen;
Kerstin Willek, Kriebitzsch; Karsten Drescher,
Leinefelde; Peter Kasper, Stephan Bonewitz, Katrin
Bormann, Ines Bauer, Heiko Rudolf, J6rg Schwar-
zer, alle Leipzig; Manuela Marpert, Markersdorf;
Uwe Zscherpel, Meerane; Thomas Eller, Meinin-
gen; Tobias Liicke, MeiBen; Kerstin Friedrich,
Mittelherwigsdorf; Antke Kdssel, Mittelschmal-
kalden; Angelika “Radtke, Mittweida; Gudrun
Hebestreit, Miihlhausen; Per Witte, Mittenwalde;
Uwe Grasenack, Nauendorf; Torsten Kretschmer,
Naumburg; Kerstin Feigel, Neundorf; Sigrun Mas-
sanek, Neusornzig; Karsten Woike, Neustadt;
Gerald Kothe, Niederorschel; Anett Rabe, Birgit
Uhlmann, beide Oberlungwitz; Kerstin Johannes,
Oranienbaum; Andreas Bollmann, Osteroda; Peter
Seifert, Pinnau; Kerstin Zirnstein, Pirna; Thomas
Mittelbach, Plessa; Claudia Wiirker, Reichenbach;
Ralph Neumann, Ribnitz; Astrid Wruck, Susanne
Forstreuter, beide Rostock; Christiane Dobber-
stein, Rathenow; Birgit Bricks, Saalfeld; Eva Schu-
bert, Schalkau; Cornelia Grulke, Schernberg; Tho-
mas Gerth, Henri Kriechling, Susanne Heuer,
Christoph Wille, alle Schmalkalden; Elke MeiBner,
Sitzendorf; Matthias Schneiderheinze, Sondershau-
sen; Martin Férster, Sollichau; Silke Reuscher,
Roland Goldenbogen, beide Stralsund; Elke R&0-
ner, Strausberg; Peter Pfannschmidt, Suhl; Heidrun
Tiedt, Teterow; Michael Haufl, Teuchern; Margit
Creutzburg, Thal; Annekatrin Heuer, Tieckow;
Ute Bergmann, Katrin Schatz, beide Torgau;
Kerstin Spiegel, Waldheim; Stefan Syring, Warin;
Kerstin Ackermann, Wasungen; Kiaus-Detlef
Gehrke, Warnemiinde; Gudrun Boettcher, Wei-
mar; Olaf Seidel, WeiBwasser; Olaf Lenz, Weix-
dorf; Maik Rehtanz, Wernshausen; Eric Link,
Wismar; Karsten Schlutter, Wittstock; Torsten
Noack, Wittenberg; Birgit Schmidt, Worbis; Birgit
Schultheil, Wiistenbrand; Roland Wehmeier, Tor-
sten Ninebuck, beide Wiisteney; Burkhild Kehn-
scherper, Wustrow ; Michael Holdys, Ziesar; Bernd
Dunger, Heimo Henschelmann, Anett Schulzen-
sohn, alle Zittau ; Bert Hoflmann, Séllichau

Fiir vierjihrige Teilnahme

Frank Baumgart, Aschersleben; Knut Rommel,
Bad Liebenstein; Margret Detsch, Bad Salzungen;
Kirsten Rechner, Baruth:; Jirgen Pommerening,
Ute Huebscher, Marc Schewe, Sabine Mantel, alle
Berlin; Stefanie Lofller, . Blankenfelde; Tilman
Vélzke, Béhlen; Brita und Heike Hoffmann, beide
Boizenburg; Stefanie Began, Breitenworbis; Uta
Boldt, Burg Stargard; Steffen Griitzner, Burkau;
Royald Lenk, Stefan Jakubaschk, Kristina Roeke,
Christine Pompe, Axel Harnath, aile Cottbus;
Petra Sarodnik, Dallgow; Thomas Claus, Demitz-
Thumitz; Ines Fehrmann, Gabriele Fischer, Vero-
nika Enkelmann, Heike Georgi, Heike Taschen-
berger, alle Deutschenbora; Thomas Richter, Dic‘



las; Annette Hindermann, Dagmar Schunck, beide
Dingelstadt; Gabriele Sprotte, Dobeln; Helga Loos,
Dérfel; Manuela Schwenke, Dohna; Asja Niirn-
berger, Birgit Wittwer, Jochen Lattermann, Jérg
Hempelt, Stefan Gartner, Antje Kiihn, Cornelia
Miiller, UIf Riechen, alle Dresden; Siegfried Obst,
Reinhard WeiBnicht, beide Eberswalde; Birgit
RéoBler, Kerstin Mans, Marlies und Petra Patz, alle
Eisenach; Peter Schlag, Steffen Much, beide Eisen-
berg; Volkmar Kolleck, Eisenhiittenstadt; Thomas
Pigorsch, Eisleben; Susanne Schreiber, Matthias
Schreiber, beide Elsterwerda; Thomas Schmidt,
Heike Heber, beide Erfurt; Simone Oetzel, Kathrin
Sievers, Volker Heymel, alle Fambach; Holger
Biichler, Feldberg; Reinhard Walter, Finsterwalde;
Kathrin Schadlich, Floh; Kathrin Hoffmann,
Frankfurt; Elke Jahn, Freiberg; Cornelia Voigt,
Carla Miiller, beide Friedeburg; Matthias Bauer,
Genthin; Sixten Bussemer, Gera; Urte Conrad,
Gielow; Kerstin Schneider, GoBwitz; Thomas Silz,
Grifenhainichen; Wilfried Schleinitz, Greifswald;
Klaus Siemoneit, Grimmen; Kerstin Mauerhof,
Grube; Grit Méckel, Griinbach; Uwe Ansorge,
Griinhain; Giinter Schichinsky, Volker Kunert,
Thomas Reissig, alle Halle; Roger Fischi, Halle-
Neustadt; René Geipel, Hartha;~Gudrun Liebe,
Hartmannsdorf; Barbel PaBler, Kerstin Wickner,
Katrin Ullmann, Frank Eberlein, Heinz Wickner,
alle Hermannsdorf; Thomas Jez, Herzberg; Jens
Fiebig, Hohnstedt ; Frank Thiimmler, Horka; Rigo-
bert Hupach, Hiipstedt; Martin Arnold, Ilmenau;
Marion Endrigkeit, Jessen; Conny und Hanjo
Sauermann, beide Joachimsthal, Birgit Georgi,
Holger Leonhardt, Holger Friedrich, Andreas
Niepel, Frank Hiibler, Andreas Berner, Christiane
Glumann, alle Karl-Marx-Stadt; Dany Eiche, Ma-
nuela Wohlfarth, beide Kieselbach; Axel Schiiler,
Kleinmachnow; Antje Schlosser, Klingenthal; An-
dreas Kardos, Kothen ; Joachim Braun, Uwe Seidel,
beide KoBdorf; Frank Batschon, Krauschwitz;
Dirk Eigenwillig, Lauchhammer; Gerald Pfitzen-
reuter, Roland Bolze, Barbara Surma, Jérg Drech-
sel, alle Leinefelde; Lutz Lammer, Ralph Gruber,
beide Leipzig; AG Math. Kl.10a/b der Wilhelm-
Pieck-OS Lichte; Heike Nowara, Uwe Lauten-
schlager, beide Loéssau; Ute Fischer, Liibbenau;
Birgit Arndt, Loitz; Grit Heyde, Latdorf; Carola
Hénn, Matthias Neundor(, beide Meiningen ; Peter
Kiirbis, MeiBen; Christiane Krause, Menteroda;
Andrea Richert, Miihlhausen; Uwe Wiirker, Miil-
sen; Katrin Wilke, Nauendorf; Thomas Lange,
Neustadt; Dieter Seifert, Pinnau; Math. Zirkel
K1.9/10 der EOS R.Fetscher, Uwe Schulze, beide
Pirna; Axel Schulz, Georg Schreckenbach, Thomas
Schreckenbach, Rainer Rithe, Karsten Milek,
Sigurd Assing, alle Potsdam; Jens Uhlemann,
Prausitz; Tim Planke, Premnitz; Katrin Arnhold,
Radebeul; Lutz Hiibschmann, Raschau; Katrin
Lippuner, Rheinsberg; Hartmut Lipke, Ribnitz;
Ina und Manfred Hille, Uwe Mattutat, alle Riesa;
Uwe Holubek, Rietschen; Dieter Grebner, Rof-
dorf; Ulrike Martin, Anette Miiller, Klaus Vil-
brandt, Sabine Heinze, Ines Dalisda, Sylke Giese,
Anett Becker, Dietlind Stolle, alle Rostock ; Torsten
Kéchy, Rotta; Andreas Hempler, Riidnitz; Katrin
Heim, Astrid Keller, Christine Mangold, Manuela
Recknagel, Sabine Artschwager, Ines Baumeister,
Martina Biichner, Evi Konig, alle Steinbach-Hallen-
berg; Sigrid Schroter, Martina Riihl, beide Schla-
ditz; Anke Grosse, Mathias Brandt, Kerstin Miiller,
Brigitte Schmidt, Yvonne Recknagel, Séren Hol-
land-Cunz, Silke K6llmann, Anka Wilhelm, Andre
Bartsch, Frank Hafner, Matthias Holland-Nell,
Friedo Lohse, Claudia Hifner, alle Schmalkalden;
Markus Wolf, Schonbach; Gunnar Jeschke,
Schwarzheide; Sylvia Schwenke, Schwedt; Rall
Beckert, Schwerin; Jens GlaBer, Seiflen; Michael
Hruschka, Senftenberg; Torsten Roeger, Ekkehard
Breuer, beide Stendal; Thomas Merten, Stralsund;
Katrin Rosenberger, Suhl; Klaus Pfeiffer, Taubach;
Holger Norenberg, Antje Wulf, beide Teltow;
Christine Mohr, Teterow; Lars Hermann, Toplitz;

Kerstin Anschiitz, Waren; Petra Ackermann, Wa-
sungen; Ute Hansmann, Christiane Hotze, beide
WeiBenborn; Birgit Schmidt, WeiBwasser ; Manfred
Petzelis, Wendisch-Rietz; Ralf Brada, Ingo Férster,
Dirk Hilbrecht, Mathias Scharf, Frank Schéne, alle
Wiehe; Carmen Rauscher, Wilkau-HaBlau; Marita
Kalisch, Wismar ; Berrit Richter, Wittenberg; Ralph
Nemitz, Wittenférden; Steflen Klimpel, Uwe Eix,
beide Wolgast; Claudia Groh, Wiistenbrand; Karl
und Jochen Oertel, beide Zeitz; Torsten Eidner,
Uwe Milller, beide Zeulenroda; Olaf Kretschmar,
Kerstin Hoflmann, Ingrid Soblik, Michael Méonch,
alle Zittau; Norbert Welzel, Birgit Schenke, beide
Zschornewitz; Uta Escher, Norbert Schlosser, beide
Zwickau; Peter Damaschke, Reiner Nolte, Rainer
Engel, Carola Giinther, Bettina Hagemann,
Heidrun WeiBenborn, alle Leinefelde; Gotz Kliit-
tig, Guben; Ralf Heubner, Wolfen

Fiir dreijdhrige Teilnahme

Preistrager: Jens und Sven Fache, beide Altenburg;
Karin Griger, Berlin; Thomas Streich, Branden-
burg; Olaf Sasse, Karsten Mittag, beide Cottbus;
Ruth Backhaus, Mario Dette, beide Dingelstidt;
Werner Kirsch, Brigitte Rotter, Catherin Engel,
Giinther Gehre, alle Dresden ; Ralf Amold, Eisenach;;
Andrei Josiek, Eisenhiittenstadt; Elvira Stallbohm,
Eldena; Kerstin Méller, Fambach ; Silke Bochmann,
Frankfurt; Jorn Wintsche, Grimma ; Frank Thieme,
Karl-Marx-Stadt; Bernd Schmutzler, Kirchberg;
Jens-Uwe Eigenwlllig, Lauchhammer; Doris Griin-
ler, Lossau; Torsten Schulz, Merseburg; Heidi
Teidge, Jorg Schmidt, beide Neubrandenburg;
Thomas Heidrich, Oberlungwitz; Dietmar Hennig,
Olbersdorf; Gudrun Zirnstein, Pirna ; Torsten Kiihn,
Olaf Kdbemick, beide Potsdam; Gitta Schine,
Rostock ; Jiirgen Schmalisch, Evelin Neumann, beide
Rotta; Ronald Bojarski, SaBnitz; Michael Gerth,
Schmalkalden; Gabriele Wolf, Trusetal; Evelin
Beyer, Wegefarth; Sylvia Feigl, Ines Hoffmann,
beide Weilwasser; Marens Pannier, Uthausen;
Uwe Pallas, Zella-Mehlis; Jorg Wenzel, Zeulen-
roda

Michael Elte, Ahlum; Petra Kellner, Ammern;
Torsten Schroter, Apolda; Katharina Fischer, Petra
Weinhold, beide Bad Gottleuba; Silke Schroder,
Bad Kleinen; Maike Jorzyk, Bad Kleinen; Susanne
Kd&hler, Markus K ostrzewa, beide Bad Liebenstein;
Jens Tautenhahn, Annett Winter, Marei Hellmann,
alle Bad Salzungen; Esther Goroncy, Bahrendorf;
Silke Rechner, Baruth; Christian Schuhart, Benn-
dorf; Steffen Nowak, Bergen; Sylvia Granzow,
Bergwitz; Joachim GroB, Sylvia Kopstein, Sven
Bienioschek, Michael Griinberg, Michael Kriiger,
Christian Schulze, Ulrich Kriiger, Bert Andree
Zucker, Dirk Grabner, Katrin Prescher, Ines Ste-
phanowsky, Martin Gréger, Thomas Schunke, alle
Berlin; Rosina Nensel, Ina Ficker, beide Permbach;
Heidrun Sourell, Bernau; Holger Schieck, Mike
GroB, Elke Schubert, Bernd Forster, Heike Berger,
alle Bernsbach; Gabriele Kabel, Beyernaumburg;
Roland Hesse, Blankenburg; Uwe Kiihne, Blan-
kenfelde; Astrid Goetzke, Blowatz; Evelyn Schmidt,
Blumberg; Marion Pépel, Danilo Richter, beide
Bockendorf; Andreas Sprigade, Jens Taggeselle,
beide Borna ; Marlis Schréder, Brandenburg; Detlef
Conrad, Braunsbedra; Uta und Fred Heiland,
Breitenbach; Gitta Fischer, Detlef Zilse, beide
Bristow; Ralf Hicker, Sylvia Burgemann, beide
Britz; Georg Lang, Burg-Spreewald ; Torsten Fried-
rich,  Butzow; Uwe Schiitze, Camin; Wieland
Stengl, Calbe; Detlef Baier, Christian Kunze, beide
Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf; Frank Sa-
rodnik, Dallgow; Georg Kirchner, Dermbach;

Ulrich Schuster, Demitz-Thumitz; Uta Schifer, .
-Dessau; Hanna Baumgarten, Beate Meinhardt,

Birbel Biendarra, Petra Biilow, Gabi Stdber, Wolf-
gang Moritz, Simone Marks, Beate Oplermann,
Sabine Rindermann, Astrid Schunck, Ralf Meier,
Beate Jung, alle Dingelstidt; Henry Jahn, Dippol-
diswalde; Mario Japel, Dohna ; Kathrin Wustmann,
André Pohlers, Ingolf Baumann, Rita Lambrecht,

Maja Oelschlagel, Frank Weile, Petra Kohser,
Michael Rockstroh, Annett Friedemann, Stefan
Franze, Grit Kammer, Olaf Schulz, Thomas Miiller,
Ursula Schréter, Karsten Zosel, Ronald Lehmann,
Heike und Lutz-Lauter, Christine Kirsch, Ute
Schulze, alle Dresden; Hardy Kutzscher, Diirren-
hofe; Christine Frei, Ebeleben; Uwe Wollert,
Edderitz; Olaf Hein, Eisenach; Astrid Kafka,
Katrin Schroter, Frank Stefan, alle Eisleben;
Angela Wolter, Elster; Gerd Heber, Matthias
Synold, beide Erfurt; Tino Heber, Falkenberg;
Stefan Danz, Mirko Storch, Silvio Reinhardt,
Biarbel Beder, Elke und Eckhard Petter, Marina
Heller, alle Fambach; Anke Adolf, Feldberg;
Steffen Miiller, Feldengel; Karin Danz, Reinhardt
Herrmann, beide Floh; Regine Stottmeister, Fok-
kendorf; Karsten MeifBner, Forst; Antje Hollstein,
Fred Meltke, beide Frankfurt; Olaf Drewning,
Thomas Leipner, Anett Forberg, Birgit Voigtmann,
alle Freiberg; Jorg Schaarschmidt, Fiirstenwalde;
Conny Steube, Georgenzell; Jens Franke, Gera;
Bernd Brandtner, Gn. Schildau; Volker Winkler,
Torsten Siebert, beide Gorlitz; Kathrin und Sylke
Steinke, Gorzke; Marion Meyer, Goldbeck; Tho-
mas Stoffel, Grabow; Frank Creutzburg, Gransee;
Mike Pfeiffer, Marco Silz, beide Grafenhainichen;
Birgit Fiebach, Frank-Michael Wegener, Annette
Herm, Achmed und Britta Schulz, Rita Déhner,
Anette Peters, Thomas Schubel, Gunther Herrmann,
Heiko Pegel, Martin Herrmann, Karsten Schulz, alle
Greilswald; Frigga Rudloff, Ute Briuer, Barbara
LiBner, Elke Rothe, alle GreuBen; Steflen Lausch,
Matthias Hunger, beide Grimma; Axel Schulz,
Grimmen; Kerstin Steinecke, Uta Tischer, beide
GroBbodungen; Bettina Weser, GroBenhain; An-
nett Fischer, GroBlébichau ; Uta Reger, GroBorner ;
Kerstin Vinke, Gr. Zarnewitz; Kirsten Schlegel,
Griinhain; Christina Otto, Giistrow; Anke Misch,
Michael Schulze, beide Halberstadt; Matthias
Schiinemann, Frank Siebert, beide Halle; Bernd
Stammler, Halle-Neustadt; Cordelia Krippner,
Kerstin Frank, beide Hammerbriicke; Holger Hart-
mann, Hartmannsdorf; Anja Kusserow, Haynrode;
Gerd Schmelz, Haynsburg; Carsten Klug, Hartha;
Frank Pampel, Heinrichsort; Heike Spittier, Hen-
nigsdorf; Sabine Trommler, Ingo Wickner, beide
Hermannsdorf; Barbara Illek, Steffen Frigge, beide
Herzberg; Axel Herbst, Hohendodeleben; Giinter
Dittmar, Hohenseeden; Janett Bratfisch, Uwe
Rahm, beide Hohenstein-E.; Hagen Fritsch, Ho-
sena; Julia Frankenstein, Hundeshagen; Claus
Janke, Ilmenau; Matthias Katzschmann, Jena;
Peter Dittmar, Kaltennordheim; Jutta Ritzke,
Karbow; Jens Kosche, Ulrike Lang, Ralf Lezius,
Matthias Solf, Jens Siegel, Rico Miiller, Heike
FaBl, Steffi Rudolph, Mathias Womacka, Petra
Klemm, Frank Winzer, Frank Kutschebauch, alle
Karl-Marx-Stadt; Hans-Ulrich Hahn, Karlsburg;
Birgit Sandhof, Kasnevilz; Daniela Meyer, Beate
Meyer, Kerstin Soschinka, Iris Niebling, Bodo
Benick, Liane Hagedorn, Dagmar Heublein, Ulrike
Kister, Susanne Wenig, Annette Mey, Ramona
KrauB, Kerstin Schirmer, Simone Wenig, Silvia
Fischer, Birbel KeBler, Kerstin Kern, Heike Josu-
peit, alle Kiselbach; Anett Queck, Kathrin GeBner,
beide Kirchberg; Birgit Plewe, Kleinmachnow;
Gert Wendland, Kleinwolmsdorf; Susanne Strack-
haar, Torsten Steinborn, Kathrin Marr, Susann
Schaede, Corinna Matzdorfl, Karla Behrendt, alle
Klietz; Christoph Hiibel, Kénigsee; Ines Reichert,
Konigs Wusterhausen; Elke Willek, Kriebitzsch;
Vera Montag, Kiillstedt; Olaf Schwiebus, Lauch-
hammer; Ralf Knott, Kerstin Urban, beide Leim-
bach; Carola Pfitzenreuter, Ilona Mehmert, Jiirgen
Bolze, Ralf WeiBe, Sylvia Hahnefeld, alle Leine-
felde; Heike Scherf, Elke Hoffmann, Ingrid Leit-
hold, Uta ZieBmer, alle Leisnig; Uta Hubrig,
Leipzig; Stefan Hahnel, Leuna; AG Math. Wil-
helm-Pieck-OS KIl.7b, Lichte; Barbara Roitner,
Linz (Osterreich); Udo Eckert, Lobenstein; Ingo
Géll, Ralf Schmidt, beide Lossau; Katja Rosen-
bohm, Léwenberg; Karl-Heinz Gohra, Lohsa;
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Jenny Pelzer, Thomas Blaffert, beide Liibbars;
Sabine Gerlach, Liibs; Falk Blaurock, Liibbenau;
Grit Bleil, Lutz Hausdorf, beide Lugau; Peter
Zienicke, Kerstin Hansen, Fritz Truthe, alle Magde-
burg; UIf Brauner, Markkleeb.:rg; Matthias Mén-
nel, Mehltheuer; Sylvia Wessely, Ringo DreBler,
beide Meiningen; Marlies Hahnefeld, MeiBen;
Beate Krause, Menteroda; Dany Zeutzschel, Mer-
seburg; Silke Leutloff, Mestlin; Jirgen Welz,
Meyenburg; Karsten Schumacher, Metschow; Sven
Winkler, Minkwitz; Hilmar Lorenz, Michael Si-
mang, beide Mittelherwigsdorf; Ramona Richter,
Mittelndorf; Monika Eberhard, Miihlhausen; Ina
Prescher, Uwe Marinitsch, beide Neubrandenburg;
Bodo Braune, Neuburxdorf; Andrea Weber, Sylke
Trojovsky, beide Neukirch; Bettina Lohmann,
Neundorf; Axel Weyrauch, Neumiihle; Holger Als-
guth, Neuseddin; Petra Hohlfeld, Christine Hop-
penheit, beide Neustadt; Susanne Ziehnert, Neu-
strelitz; Annett Ludwig, Niederorla; Petra Barthel,
Irene Hesse, Jirgen Siebert, Astrid May, Birgit
Meier, Ines Birkefeld, Tobias Kaufhold, alle Nieder-
orschel; Markus ‘Schulz, Ndr.-Seifersdorf; Jutta
ReiBmann, Niesky; Birbel Wiederhold, Kerstin
Paul, beide Nordhausen; Andrea Friedrich, Niin-
cheritz; Nils Pohler, Oberlungwitz; Gabi Kuhnke,
Petra und Kerstin Kobke, alle Oranienburg; Tom
Schilling, Sabine Oestreich, beide Oschersleben;
Klaus Gehle, Owstin; Margit Mollhofl, Piesau;
Gabriele Lanckau, Steffen Gottschlich, beide Pirna;
-‘Manuela Krause, Plauen; Petra Baldauf, Annette
Ribbeck, Andreas Plétz, Simone Burmeister, Tilo
‘Benens, alle Potsdam; Iljana Planke, Premnitz;
Dirk Lobbes, Pritzerbe; Karl-Heinz Fandrey,
Prenzlau; André Breuer, Tobias Holzapfel, beide
Radebeul; Hartwig Reichel, Frank Berndt, beide
Radeburg; Jorg und Carsten Stiehl, Radewege;
 Andreas Korb, Raschau; Frank Unger, Rackwitz;
Jens Seifert, Lutz Griinig, beide Reichenbach;
Kristian Lauritsen, Reichenberg; Katrin Ungethiim,
Reinsdorf; Gabi Pause, Reitzenhain; Falk von Seck,
Ribnitz; Heike Liittich, Ringleben; Katrin Wisch-
newski, Silke Grubick, Anke Wagner, Dirk Gretzler,
Kathrin Hofmann, alle Rébel; Peter Meng, Ré6blin-
gen; Stefan Wolf, Jens Kellermann, beide Rohr;
Ines Giilden, Roitzsch; Michaela Grob, Ute Hilse,
Annette Weisheit, Sybille Cotta, alle RoBdorf;
Andreas Jahnel, Frank Holle, Anette Voigt, Henry
Hartmann, Peter Kirschner, alle Rostock; Claudia
Lieske, Elke Miemel, Simone Voigt, alle Saalfeld;
Sylvia Grunow, Sangerhausen; Karola Klitsch,
Scharlibbe; Knut Drieschner, Schleiz; Holger Lau-
be, Heike Hader, beide Schlotheim; Sybille Heuer,
Gabi und Beate Rein, Birgit N6Bler, Toralf Simon,
Bert Ilgen, Thomas Moller, alle Schmalkalden;
Simone Eisenbrandt, Schnellmannshausen; Sylke
Liider, Schénborn; Silke MeiBgeier, Schonbrunn;
Bernd Kirchheim, Schéndorf; Liane Pappe, Angela
Béttcher, Heike Beutel, alle Schonfeld; Thomas
Tiedtke, Silke Straubel, beide Schorssow; Sylvia
Borner, Schwabsdorf; Thomas Pfennigschmidt,
Schwerin; Jens Hoffmann, Sebnitz; Urte Tauer,
Heike Nagel, beide Seegrehna; Tino Grau, Andreas
Prpic, Volker Leutheuser, Thomas Vorndran, alle
Sonneberg; Helfried Heubner, Stralsund; Stephan
Meyerhofer, Strasburg; Sabine Dziatzko, Corina
Kaiser, Hans-Peter Fretschen, Stefan Kiihrt, Ma-
rion Hausdérfer, Thomas Weiner; Petra Prei3, Ines
Nothnagel, Katrin Pfannschmidt, Pirka Godau,
Steffi Bahner, Petra Schmidt, Gabi Knebel, Dirk
Walther, Wilfried Beckmann, Iris Campesato,
Frank Kénig, alle Steinbach-Hallenberg; Ramona
Léser, Stendal; Sabine Steddin, Tangerhiitte; Sa-
bine Scheller, Teltow; Thomas Hantel, Toralf
Heene, beide Teterow; Uwe Weillenborn, Teut-
schenthal, Ellen Fleischhauer, Trebra; Heiko van
Schyndel, Olaf Rude, beide Trebsen; Ines Doll,
Trusetal; Falk Winter, Uhyst; Marion Vogt, Ut-
hausen; Monika Hennicke, Vacha; Reiner Burk-
hardt, Voigtsdorf; Hans-Jorg Starkloff, Walters-
hausen; Regine Katzy, Meike Dalliige, Jana Mar-
tens, Birgit Lorenz, Astrid Iwanski, Antje Karwath,
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Christine Fischer, alle Waren; Jens Ackermann,
Wasungen; Jens Kohler, Weida; Hartmut Boett-
cher, Marco Gétz, Thomas und Torsten Ratz,
Dorothee Gebuhr, alle Weimar; Marita Brodhun,
Beatrice Gatzemeier, Martina Griinewald, Heidrun
Tschirner, Guido Hausmann, Reinhard Ritter,
Verena Koch, Carola Zinke, Margit Burian, alle
WeiBenborn; Janett Holub, Steffen K onietzky, Bea-
te Hentschel, Antje Heuckendorf, alle WeiBwasser
René Hirschfeld, Wernigerode; Mario Handke,
Uwe Mauf, beide Wiehe; Petra Braumiiller, Wiener
Neustadt (Osterreich); Cathrin Franke, Wiesen-
burg; Katrin Kriiger, Wildau; Karin Glosse, Anett
Triger, beide Wingerode; Annett Seidel, Agnes
Jorzick, Gundula Lenz, alle Wismar; Doreen
Badge, Guido Kohnke, Kerstin Hintschke, Petra
Zander, Andreas Klappstein, Klaus Kriigel, Steffen
Thiel, Steffen Noack, Susanne Grubbert, Uwe Mai,
alle Wittenberg; Petra Brinkmann, Rall Lemke,
Thomas Reinke, Jens Miiller, Jorg Trojan, Dirk
Michaelis, Bernd Frank, alle Wolgast; Frank
Truckenbrodt, Wolfen; Sonja Giissow, Wollin;
Christine Brandner, Helge Feldmann, beide Wii-
stenbrand; Gabriele Schwarzer, Wulfen; Steffan-
Lutz Bolker, Wusterwitz; Viola Thomala, Wurz-
bach; Dietmar Polster, Zeithain ; Kerstin Kommer,
Zella-Mehlis; Christina VoB, Liane Soecknick,
beide Zepernick; Hilmar Lorenz, Zittau; Sabine
Wolfram, Zoppoten; Sabine Schmidt, Zwenkau;
Jorg Steinbach, Zwickau; Susen Kraink, Weil}-
wasser; Bettina Forster, Neukirch; Jana Klotzek,
Potsdam; Tim Harrison, Margret Vinatzer, beide
Schwaz (Osterreich); Gabi Gold, Petra Wege,
Ullrich Lauerwald, Bertin Borchert, Andrea Hopp-
ner, Betula Wiegand, Angelika Hartmann, alle
Leinefelde; Petra MeiBner, Neustadt; Cornelia
Kopte, Callenberg

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im Werte
von 2300 M fiir die fleiBigsten Wettbewerbsteil-
nehmer zur Verfiigung stellten: BSB B. G. Teubner,
Leipzig; Akademische Verlagsgesellschaft Geest
und Portig, Leipzig; VEB Fachbuchverlag, Leipzig;
Der Kinderbuchverlag, Berlin; Militirverlag der
DDR, Berlin; transpress VEB Verlag fiir Verkehrs-
wesen, Berlin; Verlag Die Wirtschaft, Berlin; Der
Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin; VEB Verlag Die Technik,
Berlin; Volkseigener Verlag Volk und Wissen,
Berlin; Urania-Verlag Leipzig; Polnisches Informa-
tionszentrum, Leipzig; Leipziger Volkszeitung.

Losungen

Ldsungen zur Aufgabe von

Prof. Dr. C. G. J. Jacobi, Heft 6/79:

Lidsung der Aufgabe a)

Vorbemerkung :

Fiir eine Zalil x bezeichne [x] die groBte
ganze Zahl, die nicht groBer als x ist. Bei-
spielsweise ist

[51=5.[7.21=7. V2] =1, [-4,5]= -5

Mit dieser Bezeichnung gilt: Die Anzahl der

natiirlichen Zahlen bis zu einer gegebenen

natiirlichen Zahl N, welche durch eine natiir-

liche Zahl k teilbar sind, ist [%]

Beispielsweise gibt es [2—;0 =125 Zahlen zwi-
schen 1 und 250, die durch 2 teilbar sind,
[%53—0]=7 Zahlen zwischen 1 und 250, die
durch 33 teilbar sind.

I. Losung:

Die Zahl 1 ist durch keine der Primzahlen
2, 3, 5, 7 teilbar. Ferner sind natiirlich auch
alle Primzahlen zwischen 11 und 250 durch
keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teilbar. (Es
gibt 49 Primzahlen zwischen 11 und 250.) Die
einzigen zusammengesetzten Zahlen bis 250,
di¢ durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teil-
bar sind, sind offenbar 112 =121, 132=169,
11-13=143,11-17=187,11-19=209,13 - 17
=221,13-19=247.

Die gesuchte Anzahl ist somit 1 +49+7=57.
2. Lésung:

Wir bestimmen die Anzahl 4 der Zahlen von
1 bis 250, die durch wenigstens eine der Prim-
zahlen 2, 3, 5, 7 teilbar sind.

Die gesuchte Anzahl ist dann 250 — A.

Es gibt ?= 125 Vielfache von 2, [@}=83

3
Vielfache von 3, 2—§0=50 Viellache von §,

[@]=35 Vielfache von 7 zwischen 1 und

250. Darunter gibt es [2—29:|=41 Vielfache

von 2 und 3, %:25 Vielfache von 2 und 5,
250 . 250

I:F:I— 17 Vielfache von 2 und 7, [F]— 16
. 250 .

Vielfache von 3 und 5, ST 11 Vielfache

250 "
von 3und 7, 35 =7 Vielfache von 5und 7.

250
2-3-5
Vielfache sowohl von 2 und 3 als auch 5 sind,

ferner |:2.23—5—'07:|=5 Vielfache von 2, 3 und 7

und [ 250 ]=3 Vielfache von 2, 5 und 7,
2-5-7

250

3-5-7

zwischen 1 und 250). AuBerdem gibt es

250
2-3-5-7

faches von 2, 3, 5 und 7 ist.

210 ist die einzige Zahl, die durch alle vier der
gegebenen Primzahlen teilbar ist. Als Viel-
faches eines Produktes aus 3 der vier Prim-
zahlen tritt 210 insgesamt 4mal auf (210 ist
Vielfaches von 2, 3 und 5, von 2, 3 und 7,
von 2, 5und 7, von 3, 5 und 7). Als Viel-
faches eines Produktes aus 2 der vier Prim-
zahlen tritt 210 insgesamt 6mal auf (210 ist
Vielfachesvon2-3,2-5,2-7,3-5,3-7,5-7).
210 tritt 4mal als Vielfaches einer der vier
gegebenen Primzahlen (Vielfaches von 2,
von 3, von 5 und von 7) auf.

Uberdies gibt es =8 Zahlen, die

=2 Vielfache von 3, 5, 7 (jeweils

=1 Zahl (nimlich 210), die Viel-



210 darf bei der Bestimmung von A aber nur
einmal gezihlt werden!

Analoges gilt {iir die {ibrigen Zahlen.

Man erkennt nun: Bildet man die Summe der
Anzahl der Vielfachen von einer der Prim-
zahlen 2, 3, 5, 7, also 125483+ 50+35=293
(hierbei wird z.B. 210 4mal gezihlt, 105
=3-5-7 wird 3mal gezihlt, 21=3-7 wird
2mal gezihlt), subtrahiert man davon die
Summe der Anzahlen der Zahlen, welche Viel-
fache eines Produktes aus zwei der Primzah-
len 2, 3, 5, 7 sind (die Summe ist 41 +25+17
+16+11+7=117) (210 wird hierbei 6mal
gezihlt, 105 wird 3mal gezihlt, 21 wird 1mal
gezihlt), addiert dazu die Summe der An-
zahlen der Zahlen, welche Vielfache eines
Produktes aus drei der Primzahlen 2, 3, 5, 7
sind (die Summe ist 8+5+3+2=18) (210
wird hierbei 4mal gezihlt, 105 wird 1mal ge-
zihlt) und subtrahiert davon 1 (als Anzahl der
Vielfachen der vier gegebenen Primzahlen)
(210 wird einmal gezihlt), so wird jede der
Zahlen von 1 bis 250, die Vielfaches wenig-
stens einer der Primzahlen 2, 3, 5, 7 ist, nur
einmal gezihlt (210 wird 4—6+4—1=1mal
gezihlt, 105 wird 3—3+ 1=1mal gezihlt,
21 wird 2 — 1 = Imal gezihlt, analog die iibri-
gen Zahlen) und man erhilt 4. Es ist
A=293—-117+18—1=193. Die gesuchte An-
zahl ist 4 —-193 =57.

Losung der Aufgabe b)

Die Losung entspricht der 2.Losung der
Aufgabe a).
Es gibt zwischen 1 und 10000 [IT] =3333

Vielfache von 3, I:E.O—Ojl=909 Vielfache von

11
11, [1—] =2 Viellache von 4001. Darunter

gibt es [1 3 ]: 303 Vielfache von 3 und 11.

Die Anzahl A der Zahlen von 1 bis 10000,
die Viellache wenigstens einer der Primzahlen
3, 11, 4001 sind, ist somit 4 =3333+909+2
—303=3941. Die gesuchte Anzahl ist 10000
— A=6059.

Bemerkung : Es ist bekannt, daB es zwischen |
und 10000 insgesamt 1229 Primzahlen gibt.
(In dem hier benutzten Manuskript bestimm-
te Jacobi unter anderem diese Zahl) Davon
sind 1226 von 3, 11, 4001 verschieden. Die
Zahl 1 ist nicht Vielfaches von 3, 11, 4001.
6059 — 1227 =4832 der Zahlen zwischen 1 und
10000, die nicht Vielfaches von 3, 11, 4001
sind, sind somit zusammengesetzte Zahlen.
Es sind dies alle méglichen Produkte der von
3, 11, 4001 verschiedenen Primzahlen 2, 5, 7,
13, ..., 3989, 4003, ..., 4999, die kleiner als
10000 bleiben.

Lidsung der Aufgabe c)

Vorbemerkungen :
1) FFiir die Potenzen eines Binoms a + b gilt:

(a+b)*=a*+2ab+b?
(a+b)*=a*+3a*b+3ab*+b>
(a+b)*=a*+4a%b +6ab* + 4ab* + b*
(a+b)* =a’+ 5a*b + 10a*b* + 10a2b?

+ Sab* +b°, usw.
Die Koeffizienten der Potenzprodukte von
a und b heiBen Binominalkoeffizienten. IThre
gesetzmiBige Bildung erkennt man aus der
Anordnung im sog. Pascalschen Dreieck:

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 5 6 1
Jede Zahl innerhalb der Randzahlen 1 steht
unter der Liicke der beiden iiber ihr stehenden
Zahlen und ist gleich deren Summe.
Setzt man fur natiirliche Zahlen n>1

n _n(n—l)(n—2)...(n—k+1)r,

k)= [2-3.k ur
n

=1,273, ... d =

k=1,2,3,..., nun (0> 1,

so besteht die (n+ 1)te Zeile des Pascalschen

. n\ (n\ /n
Dreiecks aus den Zahlen 1 —(0),<[), <2>,

h n

ey

S . (n n
[Es gilt die Symmetrie (k)=(’1 —k)':|

Fiir die n-te Potenz des Binoms a + b gilt

(a+b)"=a"+(’ll)a"' ! b+<;>a"'zb2+

+( " )izb"“+b".
n—1

Der Spezialfall a=1, b= -1 liefert

- ooty

oder (mit — 1 multipliziert und <8

beriicksichtigl)

(T)‘(g>+<g>‘<ﬁ)+...+(—1)"“(Z>=1.

2) In der Kombinatorik lernt man:
Aus n verschiedenen Elementen konnen ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge k Stiick

(1<k<n) auf ("

k) verschiedene Arten aus-

gewahlt werden.
3) Es seien a, b, c, ..., p insgesamt n vonein-
ander verschiedene Primzahlen. Es soll das
Produkt aus den n"Faktoren
p=<1_1)(1_1)(1_1)... 1_1)

a b c \ »p
ausmultipliziert werden.
Zunichst zwei Beispiele:

e

S SR
257 357 2357

1 i 1
(1-3)(1=12) (t-s01)

11 1 1 1
=1=3=17" 2001 T3-11 ' 34001
PR B

11-4001 3-11-4011
Allgemein gilt

111 1
P=l—G=p ¢ 7
+1+i+ PN

ab ac " ap bc
sl L1

e T
L1
+(=1 abe...p

jeweils einer Primzahl im Nenner (Vorzei-
chen —); es gibt (;) Summanden mit jeweils
einem Produkt von 2 Primzahlen im Nenner
(Vorzeichen +); es gibt (;) Summanden mit
jeweils einem Produkt von 3 Primzahlen im
Nenner (Vorzeichen —); es gibt <Z> Sum-

manden mit jeweils einem Produkt von
4 Primzahlen im Nenner (Vorzeichen +)

usw.; es gibt (Z) Summanden mit jeweils

einem Produkt von k Primzahlen im Nenner
[ Vorzeichen (— 1)}*].

4) Man multipliziere jedes Glied des aus-
multiplizierten Produktes P mit der gegebe-
nen Zahl N und ersetze jeden Bruch durch
die gleiche oder niichst kleinere ganze Zahl.
Man erhilt:

v )
NEONEE S
_[%}...JF...H—1)"[‘1[,2’__,,]-

Beispiele:
N=250,2,3,57

250 250 250 250
oo 2] 2212
SETETREIEEEY
2-3 2-5 2-7 3-5 3-7
+[35_g]_ 250 250
5-7

G

250
—[ﬁ7]+[m]=250—125—83
—50—35441+25+17+16+11+7—-8—5
—3-2+1=57

N =10000; 3, 11, 4001

10000 10000 10000
oo 2522 | 57|
+[|0000}{ 10000]+[ 10000 }

311 3-4001 11-4001
10000
| 37114001
=10000-3333-909—2+303+040-0
=6059
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' Lissung der Aufgabe c)
Man subtrahiere zuerst von N die Anzahl
der Zahlen bis N, welche Vielfache von einer
der gegebenen Primzahlen sind:

N —Vi, worin Vl=[§]+[%:|+ +[%i|.

([%] ist ja die Anzahl der Zahlen bis N, die

Vielfache von a sind, I:ﬂ] ist die Anzahl der

b
Zahlen bis N, die Vielfache von b sind, usw.).

In V; werden natiirlich einige Zahlen mehr-
fach gezihlt, beispielsweise die, die Vielfache

von a und b sind. (V, enthilt (';):n Sum-

manden.) Jetzt werde die Anzahl der Zahlen

bis N wieder addiert, welche Vielfache eines
Produktes aus zwei der gegebenen Prim-
zahlen sind: N — V; + V4, worin

N N
V,= [E] + [a ] <Vz enthilt (2) Sum-

manden.

Nun werde die Anzahl der Zahlen bis N
wieder subtrahiert, welche Vielfache eines
Produktes aus drei der gegebenen Primzah-
len sind: N — ¥, + V, — V3, worin

N " n
VJ—I:E:I+... (V; enthilt <3> Summan-

den.

Der sich so ergebende Ausdruck wird auch
auf die in den Vorbemerkungen 3) und 4)
beschriebene Art erhalten!

Er ist gleich der gesuchten Anzahl derjenigen
unter den Zahlen bis N, welche durch keine
der Primzahlen g, b, ¢, ..., p teilbar sind. (Satz
von Legendre, 1808.)

In der Tat, im Ausdruck
Vi—Va+Va—=V,a+... wird jede Zahl bis N,
die durch eine oder mehrere der gegebenen

Primzahlen teilbar ist, insgesamt nur einmal

gezihit!

Sei ndmlich h eine Zahl, welche durch genau ¢
der gegebenen n Primzahlen a, b, ¢, ..., p teil-
bar ist (1 <t<n).

Wie oft wird h als Vielfaches eines Produktes
aus s der gegebenen Primzahlen auftreten
(1<s<t)?

Nun, so oft wie man aus den ¢ Primzahlen
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge s
Stiick auswiihlen kann. Das ist (nach der Vor-

bemerkung 2)) auf (2) verschiedene Arten
moglich.
Somit tritt h <;>mal als Vielfaches einer der

gegebenen Primzahlen auf. (Teilsumme <:) :

von Vl), tritt h (;)mal als Viellaches zweier

der gegebenen Primzahlen aul (Teilsumme

(;) von Vz), usw. Die Zahl h wird im
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Ausdruck V;—V,+ V53—V +... somit genau

(-0 (-

1mal (nach Vorbemerkung 1)) gezihlt.
H. Pieper

Lisung zur Aufgabe von Dr. L. Stammler :

Wir [ihren Bezeichnungen fiir einige Fla-
cheninhailte ein: )
In der Titelzeichnung im ,,Ringgebiet” zwi-
schen den beiden Kreisen rot gezeichnete
Flidchenstiicke: R,
rot waagerecht schraffierte Flachenstiicke: r,
weiB gezeichnete Flachenstiicke: W,
rot ,,melierte” Flachenstiicke: w.
Symmetrische Differenz
zwischen dem inneren Kreis und dem Drei-
eck: F;, zwischen dem duBeren Kreis und dem
Dreieck: F..
Mit diesen Bezeichnungen gilt

F,+ W+w=F.-+’R+r
(Bild 2). Halbiert nun das Dreieck den Um-
fang des inneren Kreises, so folgt R=W+w
+r, also

F,=Fi+R+r—-W—w=F;+2r>F;. (1)

mm Bild 2
=5 ~ &
Halbiert aber das Dreieck den Umfang des
duferen Kreises, so folgt

W=R+r+w,also
Fi=F,+W+w—R—r=F,+2w>F, 2)
Mit diesen Aussagen (1) und (2) ist der ver-
langte Beweis erbracht.

fatWev =F; tR+r

Lésung der Zusatzaufgabe: -

Man konstruiere die Verbindungsstrecken
von Z zu allen Schnittpunkten, die der Drei-
ecksrand mit der Kreislinie hat (Bild 3, inne-
rer Kreis). Die auflerhalb D liegenden Bogen

des Kreises schlieBen jeweils zusammen mit
geeigneten solchen  Verbindungsstrecken
sektorférmige” Flichenstiicke ein. Als ge-
suchte Bedingung kann man nun formulie-
ren: Die Summe U; der Flicheninhalte dieser
nsektorformigen* Flichenstiicke ist gleich
dem halben Kreis-Fliacheninhalt. Behauptet
wird wieder: Genau dann, wenn diese ,,Hal-
bierungsbedingung® erfiillt ist, liefert der
Kreis den kleinstmoglichen Flicheninhalt
der symmetrischen Dillerenz.

Der Beweis kann — bei entsprechenden Be-
zeichnungen — genau wie in dem Fall etfolgen,
daB Z der Mittelpunkt ist. Allerdings muB
man, um den Nachweis zu (1) gewinnen zu
koénnen, ausfithrlicher begriinden: Wenn der
innere Kreis die ,Halbierungsbedingung"
erfiillt, warum folgt dann R=W +w+r? Dies
kann etwa so geschehen: Die Differenz zwi-
schen dem Kreis-Flicheninhalt und U; sei V;
(Bild 3). Die ,,Halbierungsbedingung“ besagt
dann U;=V;; wegen der Streckung des inne-
ren Kreises zum dufleren [olgt hieraus U; + R
=V;+W+w+r. (Beweise dies aus deinen
Kenntnissen iber den Flidcheninhalt bei
Streckungen! Daf sich diese Kenntnisse
auch aul krummlinig begrenzte Flachen-
stiicke anwenderr lassen, sei wiederum ohne
strengen Beweis hingenommen. Ebenso wie
fiir die Aussage, daB jeweils genau ein Kreis
die ,Halbierungsbedingung™ erfiillt, gehoren
derartiger Beweise nicht mehr ganz zum
Schulstoff.) Damit hat man die Gleichung
R=W +w+r hergeleitet und kann nun wie
oben (1) erhalten. Zum Nachweis von (2)
setzt man fiir die entsprechend beim duBeren
Kreis auftretenden Sektoren U, die ,,Halbie-
rungsbedingung® U,=V, voraus, gewinnt
wegen der Streckung U,—R—r—w=V,— W
und kann dann den Beweis wie oben beenden.

Léosungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter
(S.16/17):

Domino
Die Steine 2:2 und 3:3 sowie 5:0und 1:5
wechseln ihre Plitze.

Geschenke verraten Namen
x sei die Zahl der Geschenke, die von einer
Ehelrau gekault werden.
y sei die Zahl der Geschenke, die von einem
Ehemann gekault werden.
Ausgangspunkt der nun einsetzenden Uber-
legungen ist Ziffer (1), aus der sich ergibt, daf}
jede Frau fiir ihre Geschenke x* Mark, jeder
Ehemann fiir seine Geschenke y*> Mark aus-
gibt.
Der Ziffer (2) kann man entnehmen, daB x?
—y2=75, also auch (x —y) (x+y) =75 ist.
Nun gilt aber (x—y) (x+y)=1-75 oder 3 - 25
oder 5- 15.
Es gibt also genau drei Moglichkeiten
x—y=1und x+y=75;
x—y=3und x+y=25;
x—y=5und x+y=15.



Fiir sie stellen wir eine Tabelle auf:

Aus x—y=1 Ehefrau  Ehemann
und x+1=75

ergibt sich x=38 y=37,
aus x—y=3

und x+y=25

ergibt sich x=14 y=11,
aus x—y=>5

und x+y=15

ergibt sich x=10 y= 5.

Aus Ziffer (3) der Aufgabe konnen wir
schlieBen;

Meier: Anna 38 37 willi
Miiller: 14 11 Hans
Schmidt: Luise 10 5

Der Familienname der dritten Dame, Maria,
kann also nur Miiller sein.

Wie funktioniert denn das?
Wartehalle:

R
[zTwle[r{s[r e L]i]s]
2lstele|m|e|r (L
slelafr|alL|L]e
4 s|ITr]|Fle|L
s[x[R{e][r]|s]8]ofa]e]N]
6 olkiTlAalN|T

0 a

Zahlenriitsel — dreidimensional

Breitenrichtung AB71; DC 69; EF 38; HG 10;
Hahenrichtung EA 37; FB81;GC 09; HD 16;
Tiefenrichtung AD 76; BC 19; FG 80; EH 31.
Die entsprechenden Zahlen unter die gege-
benen Buchstaben geschrieben, ergibt das Ge-
burts- und das Sterbedatum von Wilhelm

Pieck:

GEG HHFAD GAGCHCDG

03.01.1876 07.09.1960

Kryptarithmetik

a) 142— 2=140 b)1170-260=910
-+ - Do+ -
102+ 8=110 9 - 52=468
40—-10= 30 130+ 312=442

Der Bote und die neun Pakete

Magische Figur
Die Summe betriigt stets 34.
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o-Produkte

Wegen (1) PaE=a-aa scheiden fir o zu-
nichst die Ziffern 1, 2, 3, 5 und 6 aus, da das
Produkt dreistellig ist bzw. nach Voraus-

XVIIL. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen

Olympiadeklasse 10

1. Fiir die genannte Zahl x gilt log; ; (log;1x)

=13, also log; yx=12'3 und daher
x=1112"3,

Wir ermitteln von den Potenzen von 11°

(s=1,2,...) jeweils die letzten beiden Ziffern:

Letzte Ziffer 1 2 3 4 5 6
von 11° 11 21 31 41 51 61
7 8 9 10
71 81 91 01

Daraus folgt: Multipliziert man eine min-
destens zweistellige natiirliche Zahl ¢t mit
1119, so hat die entstehende Zahl dieselben
letzten beiden Ziffern' wie die Zahl ¢. Hieraus
ergibt sich weiter: Hat eine natiirliche Zahl u
die letzte Ziffer w, so hat 11* dieselben letzten
beiden Zilfern wie 11" ; denn mit einer natiir-
lichen Zahl v ist u=10v+w, also entstehe
11*=(11'%)-11” aus 11" durch v-maliges
Multiplizieren mit 111°. '
Die hier (und im vorangehenden Text) [or-
mulierte Begriindung kann auch in Form
einer Periodizititsaussage bei Fortsetzung der
betreffenden Tabelle ausgedriickt werden.
Wir ermitteln nun von den Potenzen 127
(y=1, 2, ...) jeweils die letzte Ziffer:

y 1 2 3 4
Letzte Ziffer
von 12 2 4 8 6

Daraus [olgt: Multipliziert man eine natiir-
liche Zahl z, die die letzte Ziffer 2 hat, mit 12*,
so hat auch die entstehende Zahl die letzte
Ziffer 2.

Hieraus ergibt sich weiter: Die Zahl u=12!3
hat die letzte Ziffer w=2; denn 12!3= (124
12 entsteht aus 12 durch dreimaliges Multi-
plizieren mit 12*.

setzung a+E gilt. Von den verbleibenden
Ziffern 4, 7, 8 und 9 entfallen fir a in (1)
PoE =a - ax auch die Ziffern 4, 7 und 8, da
nach Voraussetzung gleiche Ziffern gleiche
Buchstaben bedeuten, was fiir 4-44=176,
7-77=>539 und 8-88=704 jedoch nicht zu-
trifft.

Es gilt =9, woraus folgt

P=8; R=7; 0=6; D=5, U=4; K=3,;
T=2;E=1.

Somit hat x=11'2"> dieselben letzten beiden
Ziffern wie 112, d.s. die Ziffern 2, 1 (in dieser
Reihenfolge).

Bemerkungen: Die Losungen der 106 Teil-
nehmer [olgten, soweit sie richtig waren, dem
Gedankengang des Losungsvorschlags, viel-
fach unter Verwendung von Kongruenzen
modulo 10. Ein hidufiger Fehler war die
Gleichsetzung von 11'2** mit (11313, Den-
noch schien uns die Aufgabe ziemlich leicht.
Die (verkiirzt wiedergegebene) Losung des
Teilnehmers mit der Startnummer 154 darf
— [iir einen Schiiler der 10. Klasse — als elegant
gelten:

11122 =1 4 102"

13
=l+<1? )-10+...

Entwicklung nach dem binomischen Satz
=1+12'%- 10 mod 100 und — mit
12"3*=2mod 10 -
=21 mod 100.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 6 9 9 6 5 14 57
Dr.G. Schiemann,
Martin-Luther-Universitat Halle

2. a) Wir gehen von dén Volumen V; =a,b,c,
und V, =azb,c, der Quader aus. Offenbar ist
A % V, gleichwertig mit
a1by <azb;
R ®
Damit ist aber bereits eine einfache Losung
vorgezeichnet. Die Terme auf den beiden
Seiten von (1) sind nimlich Strecken. Sie kon-
nen leicht anhand der Strahlensitze kon-

struiert werden.
Wir wihlen also als Strecken P,Q; und P,Q,
a lb

der Linge = bzw.
C2

ash,
¢

f
51 9 A
Konstruktionsbeschreibung: Wir wihlen zwei
von einem Punkt S, ausgehende Strahlen s,,
t1, die nicht auf einer Geraden liegen. Ent-
sprechend wihlen wir zwei Strahlen s, £, mit
gemeinsamem Scheitelpunkt S,.

Durch Streckenabtragung konstruieren wir
die Punkte Pies;; Ry, Tyet; und Pjes;;
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Ry, Tyets, fiir die $,P,=a;, SiRi=c,,
R Ty =b, und R, zwischen §;, T; liegt sowie
§2P2=ay, S;R3=cy, RyT,=b; und R, zwi-
schen §,, T, liegt. Die Parallele zu PR,
durch T, schneidet s, in @y, und die Parallele
zu P,R, durch T; schneidet s, in Q,.
Beweis: Nach dem Strahlensatz ist P10, :a;
=b,:c; und P,Q;:a,=b;:c,. Nun gilt
TQ,EPZQZ genau dann, wenn (1) und damit
4 é V2. Damit ist gezeigt, daB die oben kon-
struierten Strecken P;Q,, P,Q, die Eigen-
schaft (*) der Aufgabenstellung besitzen.

b) Die in a) beschriebene Konstruktion fiihrt
auf P,Q; <P,Q, (siehe Bild) und damit auf
W <V,.

Bemerkungen: Eine Hauptschwierigkeit — das
zeigen die vielen Anfragen und die vorgeleg-
ten Losungen der Schiiler — bestand im Ver-
stiandnis der Aufgabenstellung. Die Problem-
stellung war fuir viele ungewohnt; das ist [iir
einen Leistungsvergleich in dieser Stufe nur

begriiBenswert. Die vorliegende Formulie-
rung jedoch verwirrte; das ist zu iiberdenken.

Entscheidend fiir die Lsung der Aufgabe ist
das Auffinden geeigneter Strecken P,;Q, und
P30,
Einige Schiiler, die den naheliegenden Ansatz
(1) fanden, hatten dennoch Schwierigkeiten
bei seiner konstruktiven Umsetzung. Der
durch (1) gegebene Ansatz ist bei weitem nicht
der einzige. So konnen selbst die Produkte
a;bic; und asb,c, der MaBzahlen der Kan-
tenldngen als MaBzahlen der Strecken P,Q,
bzw. P,Q, gewihlt werden. Offenbar ist dann
auch hier (*) giiltig. Die Konstruktion wirft
aber einige Probleme auf. Zunichst wird zur
konstruktiven Darstellung von P;Q; aus ay,
by, ¢, eine Lingeneinheit bendtigt. (Entspre-
chendes gilt fiir P,Q,.) Die erhaltene Strecke
P Q, hingt von der Wahl der Lingeneinheit
ab. Es ist dann zu zeigen, daB der Lingen-
vergleich von P,0; und P,Q, unabhingig
von dieser Wabhl ist. Einige Schiiler haben fiir
den Teil b) als Lingeneinheit 1 cm gewihlt.
Diese Lange ist aber aus den konkret vor-
gegebenen Lingen im allgemeinen nicht mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.
Ein durch rdumliche Anschauung gewonne-
ner Ansatz besteht in

PiQi=c, und P;0, =222 .,

albl

indem der 2. Quader in einen inhaltsgleichen
Quader mit der Grund(ldche des 1. Quaders
umgewandelt wird und dann nur die Héhen
zu vergleichen sind.
Eine Reihe von vorgelegten Ansitzen muBte
zu falschen Losungen fiihren, so z. B.
PiQ =) at+b}+ci,
P20,=)/a3 +b3+c}
(Linge der Raumdiagonale) oder

TQ1=]/ l/albl 'Ch—PTQ_z=|/ l/azbz'cz-

Offenbar ist bei letzterem fiir a;, by, ¢; =1 und

a, bz=%, ¢2=100 einerseits ¥V, =V, aber

andererseits P;1Q, =1<]/10=P,0,.
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Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 40 2 1 2 2 10 21 28

Dr. E. Quaisser, Pid. Hochschule
Karl Liebknecht, Potsdam

3.A Es sei y eine beliebige reelle Zahl. Fiir x
gelte die Gleichung :

1) %(a’—a")=y,

Durch Muitiplikation mit a* erhalten wir eine
quadratische Gleichung in t=a*>0:
2 —2yt—1=0.
Diese hat die Losungen
t=y+)/y*+1 und t=y—|)/y*+1.
Nun ist y—]/y*+1<0 im Widerspruch zu

t=a*>0. Daher gilt

a*=y+ 1/5’?
bzw. x=log,(y+}/y*+1).
Damit ist fiir beliebiges reelles y ein reelles x
eindeutig bestimmt, denn es ist

/y*+1> | y| 2 —y und somit

y+ ¥ +1>0,
so daB log,(y+]/y>+1) als reelle Zahl defi-
niert ist. Diese reelle Zahl x erfiillt auch die
Gleichung (1). Die Funktion f(x) besitzt also
eine Umkehrfunktion und dies ist

g =log.(y+}/y*+1).
Bemerkungen: Diese Wahlaufgabe haben nur
9 Schiiler bearbeitet, was wohl daraul zu-
riickzufiihren ist, daB der Begriff ,,Umkehr-
funktion® vielen Schiilern unbekannt war. Die
Schiilerldsungen stimmen in etwa mit der
oben angegebenen Losung iiberein. Ein Schii-
ler kannte auch die Funktion

y=sinh(x)=e —¢

und gelangte durch den Ansatz a*=exIng zu

der Gleichung
a*—a™*

fx)=—

=sinh(xIna).

Nun ist bekanntlich die Funktion
In(y+)/y*+1)

die Umkehrfunktion von sinh(x), so daB die

Umkehrfunktion von f(x) lautet:

1
mln(y+ Vy*+1)
=log.(y+ )/ y*+1).

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 1 1 115

Dr. M. Kriippel, Pad. Hochschule
Liselotte Hermann, Giistrow

_exlna—e xlna
2

Die Losungen zu den Aufgaben 3.B bis 6
folgen in Heft 2/80, d. Red.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/79

Ma5 m1881 Angela besitzt 2-350=700,
Jens 700+ 37=737, Ines 2 737= 1474 Briel-
marken. Zusammen sind das 2911 Briefmar-
ken.

Ma5 #1882 Die anfangs erworbenen Fla-
schen Astoria bringen als Plandgeld den Be-

trag von 9,00 M. Nun gilt 900=13 64+ 55.
Der Kunde hat insgesamt 30+ 13=43 Fla-
schen Astoria erworben; ihm verbleibt der
Restbetrag von 0,55 M.

Ma5 a1883 Thomas und Simone kaulten
zusammen drei Kugeln Frucht- und drei Ku-
geln Schokoladeneis. Aus 1,35M:3=045M
folgt, daB eine Kugel Fruchteis und eine Ku-
gel Schokoladeneis zusammen 45 Pl kosteten.
Aus 45 Pf—5Pf=40Pf und 40 Pf:2=20 Pf
folgt, daB eine Kugel Fruchteis 20 Pf, eine
Kugel Schokoladeneis 25 Pl kostete. Thomas
muBte 0,65 M, Simone 0,70 M bezahlen.

Ma5 m1884 Aus 1975=5:5-79 und der
Tatsache, daB es sich bei den Enkeln um
Zwillinge handelt, folgt, daB der UrgroBvater
79 Jahre, jeder Enkel 5 Jahre alt ist.

Ma5 @1885 Ausab—c=d folgta=1.
Aus d+ 1h=bf folgt b=2.
Aus 2+21=2f folgt f =3.
Aus 12:e =2 folgte=6.

Aus6-3 =1hfolgt h=8.
Ausc-3 =21folgtc=7.
Aus 12—7=d folgtd=>5.
12— 7= 5
4 . +
6- 3=18
2+421=23

Ma5 m1886 Eine zweistellige natiirliche
Zahl 1aBt sich darstellen durch 10a+b mit
1<a=<9 und 0Zbh=9. Peter hat folgende
Rechnung auszufiihren:
(5-a+6):2—1+b=2z,
10a+12—1+b=z,
10a+b=z—-11.
Uwe braucht vom Ergebnis z nur 11 zu sub-
trahieren, um die von Peter gedachte Za}
10a + b zu ermitteln.
Beispiel: 10a+b=97,
(5:9+6)-2-1+7=¢2,
51-2+6=z,
108=z.
10a+b=2z—-11=108—-11=97.

Lésungen zu: 1, 2, 3 - Logelei

L14+7+3+6+7+9+8+5+7+8=61
2.Ja; (16-4)+(18-2)=100, sonst (1-3)+
(4-18)+(1-25)=100, aber bei 25:(1-5)+
(5-19)=100.

3. Kopf 6 erfiillt die gestellten Bedingungen.
4. Es sind die Stiicken 2 und 4 einzusetzen.

6. Bild S ist das zur Pyramide zugehorige
Netz.
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4. Von den vier Fliesenstiicken sind die zwei heraus-
zufinden, welche der Fliesenleger einsetzen mufl, um

1 ° 2, 3 — LOgelei wieder eine vollstindige Wand zu erhalten.
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1. Auf nach 61 — und zwar durch Addition von oben
nach unten - also iiber 10 Stationen!
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2. Mit je 6 SchuB jeweils 100 Ringe. Geht das auf allen 5. Wef ﬁ;;det am schnellsten den Weg durch das
drei Scheiben? Labyrinth?

3. Welcher der sechs K 8pfe ist logischerweise an Stelle
des Fragezeichens einzusetzen?

= | |
- 6. Welches der 5 Netze muBl man auf den abgebildeten
' Kérper setzen, damit eine Pyramide (mit quadratischer
— ] Grundfliache) entste?t?
(2)
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Ein ungewohnlicher Computer:

die Billardkugel

1. i)ie Rechentechnik in der Mathematik

Kaum hatte sich der Wunsch vieler Wissen-
schaftler nach modernen elektronischen Re-
chenanlagen in den 40er Jahren unseres Jahr-
hunderts erfiillt, als das neuerstandene Selbst-
bewuBtsein, elektronisch und schnell zu rech-
nen, einen empfindlichen Dampler erhielt:
Ein Asiate war mit dem uralten Rechenbrett,
dem Abakus, schneller als der Computer ge-
wesen. Seine Uberlegenheit beruhte wesent-
lich daraul, daB er die Kugel schneller schob,
als dem Rechner die Zahlen eingegeben wer-
den konnten.

Der Rechenkiinstler und Prolessor der Ma-
thematik A.C. Aitken, der sich ohne groBere
Miihe die ersten 1000 Stellen der Zahl n mer-
ken konnte, bekannte, daB mit dem Auf-
kommen der Tischrechner (50er Jahre) seine
Fahigkeiten im Kopfrechnen durch mangeln-
des Training nachlieBen, und vermutete, daB
in Zukunft das Kopfrechnen nicht mehr so
gut beherrscht werden wiirde.

Wir wollen uns mit einem alten Problem be-.

schﬁftigen, das heute bereits auf einfachen
programmierbaren Taschenrechnern gelost
werden kann. Aber dabei geht eine Menge an
Ideen und Einfillen verloren, die nicht zur
Programmierung gehdren. Wir wollen uns
diesen verschiedenen Losungsmethoden wid-
men, die sich im Laufe der Zeit herausgebildet
haben, wobei wir sogar einen einfachen ,,me-
chanischen“ Computer konstruieren werden.

2. Ein altes Problem

In den aus der Mitte des 13.Jahrhunderts
stammenden. ,Annales Stadenses“ findet sich
die Aufgabe: Ein Diener wird von seinem
Herrn in die nédchste Stadt geschickt, um acht
MaB Wein zu holen. Als er kaum mit seinem
gefiillten GefiB die Stadt verlassen hat, be-
gegnet ihm ein zweiter Diener, der fir seinen
Herrn gleichlalls Wein holen soll. ,,Wieviel
Wein hast Du?" fragt dieser jenen. — ,Acht
MaB.“ — ,Ich soll auch Wein holen. — ,,.Du
wirst keinen bekommen, da keiner mehr da
ist.“ Nun bittet der zweite Diener den ersten,
seinen Wein mit ihm zu teilen; er habe zwei
GefiBe, eins von fiinf, das andere von drei
MaB bei sich. Wie ldBt sich uriter alleiniger
Benutzung dieser drei GefdBe die Teilung
ausfiihren?

Diese Aufgabe ist nachfolgend immer und
immer wieder gestellt worden mit Varianten
in der zu teilenden Fliissigkeit und den vor-
handenen Behiltern sowie anderen Einklei-
dungen (u. a. ist schnellstens [liissiges Diebs-
gut mit vorhandenen Behiltern zu teilen).
Eine 1612 von dem Franzosen Bachet ver-
lfentlichte Losung geben wir im Losungsteil
des Heftes 3/80 an.

3. Eine Auswirkung unseres Problems

Ein junger Franzose, der seiner Familie kei-
nerlei Hoffnung auf eine erfolgreiche Laul-
bahn gemacht hatte, da er sich zum Juristen
nicht eignete und sich als Schiiler eines ver-
wandten Chirurgen eben(alls erfolglos erwies,
soll auf einer Reise ein ihm vorgelegtes Um-
fillungsproblem augenblicklich geldst haben
und so seine tatsichliche Begabung erkannt
haben. Der junge Mann war Siméon-Denis
Poisson (1781 bis 1840), ein spiterer Schiiler
von Lagrange und Laplace und weltbekann-
ter Mathematiker, insbesondere durch seine
Beitrige zur mathematischen Physik. Bei der
Poisson gestellten Aufgabe wiren drei Ge-
fafe mit 12, 8 und 51 Fassungsvermogen so
umzufiillen, daB der Inhalt des 12-Liter-
GefdBes halbiert wurde.

Aufgabe 1 : Gib Poissons Losung in der Form
einer Tabelle an, die den Inhalt der GefdBe
nach dem UmgieBen 1., 2., ...UmgieBen zeigt!

4. Wir gehen systematisch vor

Wir suchen ein Verfahren, mit dem wir fir
beliebige Umfiillungsaufgaben routinemiBig
die Losung angeben koénnen. Anhand des
leicht gednderten Beispiels erliutern wir das
Vorgehen.

Wir haben 3 GeliBe. Das erste faBt 8 Liter

und ist mit Wein gefiillt. In das zweite und

dritte GefdB gehen 5 bzw. 2 Liter ; sie sind leer.

" Ohne weitere Hilfsmittel ist durch Umfiillen

der Wein zu halbieren- oder allgemeiner in
gewisse Teile abzufiillen (ganze Liter). Wir
werden einen ,,Umschiittungsgraphen” zeich-
nen. Dazu geben wir den jeweiligen Inhalt der
drei GefiBe durch ein Zahlentripel (X, Y, Z)
an, wobei X die Menge im 8-Liter-GefdbD,
Ydie im 5-Liter-GefiB und Z die im 2-Liter-
GeldB bezeichnet. (6,0,2) bedeutet also, daB
im 8-Liter-GefdB 6 Liter sind, im 5-Liter-
GefaB ist nichts, und das 2-Liter-Gefd8 ist

gefiillt. Jetzt ist der Graph (Bild 1) verstind-
lich.

Der Ausgangspunkt (8,0,0) stellt die Aus-
gangssituation dar. Von den 8 Litern des
1.GefdBes kann entweder in das 5- oder
2-Liter-GefiB geschiittet werden, was durch
die Tripel (3,5,0) und (6,0,2) angezeigt wird.
Weitere Moglichkeiten gibt es nicht. Beim
nichsten UmgieBen paBt in das volle 5-Liter-
GefdBnichts mehr, und ausdem leeren 2-Liter-
GeliB kann noch nichts gegossen werden, so
daB sich aus dem Tripel (3,5,0) nur die An-
ordnungen (1,5,2) und (3,3,2) ergeben. Ent-
sprechende Uberlegungen fihren fiir das Tri-
pel (6,0,2) auf die Moglichkeiten (1,5,2) und
(6,2,0). Die Aufteilung (1,5,2) hatten wir be-
reits und brauchen sie deshalb nicht weiter zu
verlolgen. So ergibt sich nach und nach der
gesamte Graph. Fett gedruckte Tripel sind
solche, die wie (1,5,2) bereits [riiher im Gra-
phen aufgetreten sind. Nach 7 Umfiillschrit-
ten erhalten wir keine neuen Tripel mehr. Ein
weiteres Umschiitten, wie es auch immer vor-
genommen wird, fiihrt auf schon erhaltene
Anordnungen, und zwar wurden diese An-
ordnungen des Weins auf die drei GefdBe be-
reits durch weniger Umschiittungen erzielt.
Wir listen alle sich ergebenden Tripel auf:

(8,0,0)
(7,1,0) 7,0,1)
(6,2,0) (6,0,2)
(5,3,0) 5,1,2)
(4,4,0) @4,2,2)
3,5,0) 3,3,2)
2,5,1) 2.4,2)
(1,5,2).

Die Tripel geben alle moglichen Aufteilungen
des Weins an, die sich durch Umfiillen aus
dem Tripel (8,0,0) ergeben. Dabei kommen
alle ganzzahligen Literbetréige von 0 bis 8 in
einem der drei GefadBe tatsichlich vor. Unser
Graph gibt uns neben den iiberhaupt mog-
lichen Aulteilungen des Weins auf die drei
Gefifle auch den Weg an, wie das erreicht
werden kann, insbesondere auch, wie das aul-
kiirzestem Weg erreicht werden kann. 4 Liter
ergeben sich zum ersten Mal nach drei Um-
schiittungen, je 4 Liter im ersten und zweiten
GefidB kénnen nicht vor dem 4. Umschiitten
erhalten werden.

Unter den Tripeln fehlen z.B. (6,1,1) oder
(5,2,1), obwohl sie auch denkbare Aulteilun-
gen darstellen, denn die Gesamtmenge Wein
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Bild 3: Eine andere Anzeigemdglichkeit fir zwei GefiiBe

5
3 3
‘ |
Ausgang (8,0,0)
1. Umlfiillen (3,5,0) (6.0,2)
I

2. " (1,5,2)(3,3,2) (1,5.2)(6,2,0)

1
3 W (6,0,2)(5,3,0)(1,5,2) (8,0,0)(3,5,0)(4,2,2)
4, ” (5,1,2) (4,4,0)(6,0,2)(1,5,2)

Pl

5. " @, ll ,0)(1,5,2)(6,0,2) (8,0,0) (2,4[»,2) 35,0)
6. " (8,0,0)(7,0,1)(3,5,0) (6,0,2)(2,5,1)(1,5,2)

I Pl
7. » (2,5,1)(6,0,2)(8,0,0) " (1,52)(7,0,1)(3,5,0)

Bild 1: Umlfiillungsgraph

Bild 4: Anzeigemoglichkeit auf drei GefiBe erweitert

betrdgt 8 Liter und das Fassungsvermdgen
der einzelnen GefidBe wird nicht iiberschritten.
Aus der systematischen Aufstellung des Gra-
phen folgt, daB sich diese Tripel bzw. die Auf-
teilungen des Weins nicht ergeben konnen.
Der Graph vermittelt eine schnelle Ubersicht,
welche Losungen méglich sind und welche es
nicht sind.

Aufgabe 2: Stelle den zum Problem der 8-, 6-
und 3-Liter-GefdBe gehorigen Graphen auf!

5. Eine physikalische Anregung

Der physikalische Hintergrund lenkt unsere
Aufmerksamkeit auf den Vorgang des Um-
schiittens selbst. Wir nehmen im weiteren an,
daB die drei GefiBe Kannen mit gleichem
Querschnitt sind, so daB bei allen drei Ge-
fiBen die Hohen ein einheitliches Ma8 fiir den
Inhalt sind. In dem MaBe, wie der Wein in
einem GefdB zu- bzw. abnimmt, mufB er in

Bild 2: Anzeige der Weinmenge
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einem anderen GefiB ab- bzw. zunehmen.
Wenn wir uns zunichst zwei in einer Ebene
liegende GefédBe vorstellen (von der Wirkung
der Schwerkraft sehen wir ab!), dann 148t sich
das Zu- bzw. Abnehmen in den GefidBen G,
und G, sehr einfach durch die Bewegung einer
Kugel K lings der Geraden h verdeutlichen.
Die Kugel K (oder genauer die durch K ge-
hende und zu h senkrechte Gerade g) zeigt
den Weinstand an (Bild 2), der zu einem
bestimmten Zeitpunkt in beiden GefiBen
vorhanden ist. Die Gesamtmenge an Wein
ist offensichtlich gleichbleibend, wenn wir
nur die GroBe der GefiBe beriicksichtigen,
d.h,, die Kugel nur innerhalb der Strecke AB
laufen lassen. Wenn die Kugel iiber 4 oder
B hinauslduft, dann laufen die Gelife G,
oder G, iiber, und der Wein geht verloren.
Die Uberlaufpunkte A und B grenzen auf der
Geraden h den Anzeigebereich ab.

Um die dritte Kanne unterzubringen, indern
wir die Anordnung der Kannen etwas ab, in-
dem wir die zwei Kannen G, und G; gegen-
einander drehen, wie es das Bild 3 zeigt. Da-
bei wird die Gerade g geknickt, und es ergeben
sich zwei Geraden g, und g,. Der Fliissig-
keitsstand kann immer noch durch die Kugel
K angezeigt werden, wenn wir das sich mit der
Kugel bewegende Geradenpaar g, und g,
dazu benutzen (siehe Bild 3), das im Punkt K
den gestreckten Winkel AKB zu jeder Zeit
drittelt (d.h. ¥AKX=&BKY=60°. (Zu
jedem Ort der Kugel gehdren je zwei Geraden
g1 und g,, und es wire korrekter, diese ent-

L]

sprechend zu unterscheiden. Alle Geraden g,
bzw. g, sind jedoch zueinander parallel, so
daB mit dem Ort der Kugel sofort das
Geradenpaar g,, g, angegeben werden kann.
Deshalb verzichten wir auf diese Unterschei-
dung.) Wir bestimmen nun auf der Geraden h
die Anzeigestrecke AB der Kugel. Den Uber-
laufpunkt A4 legen wir am giinstigsten in den
Boden des GefidBes G, (d. h., wir riicken G,
entsprechend an h heran). Das Dreieck AKX
ist die Hiilfte eines gleichseitigen Dreiecks der
Seitenlinge AK. Aus dieser Beziehung errech-
net sich leicht der Uberlaufpunkt B, da die
Hoéhe von G, die Hohe des gleichseitigen
Dreiecks mit der Seitenlinge A4B ist:

AB = (Héhe von G,) - (%)

Nun ist es einfach, ein drittes GefidB in unsere
Umlfiillvorrichtung einzufiigen, dessen Fliis-
sigkeitsh6he wihrend des Umfiillens von G,
in G, oder umgekehrt ungedndert bleibt
(Bild 4), wenn die Gerade g3 (=h) durch 4
und B die Fliissigkeitshohe in G5 anzeigt.

Nehmen wir z. B. an, daB beim nidchsten Um-
schiitten in G, die Weinmenge nicht verindert
werden soll. Dann darf sich die Kugel K nicht
mehr lings der Geraden g bewegen. Wenn

“wir die Kugel jedoch ldngs g; weiterlaufen

lassen, dann dndert sich die Weinmenge in
G,, und entsprechend der Ab- oder Zunahme
indert sich auch der in G; vorhandene Wein.
Dabei legen wir den Weinstand in G3 durch
eine Gerade fest, die durch K geht und zu gs
parallel ist. (SinngemiB erweitern wir unsere



fiir das Geradenpaar g, g, getroffene Verein-
barung auch auf diese Gerade und bezeichnen
sie ebenfalls wieder durch gs;.) Damit die
laufende Kugel K die Umschiittungen ,,vor-
nehmen" kann, miissen wir noch garantieren,
daB sie nicht iiber die Uberlaufpunkte der
Gefdle hinauskommt, sondern dort irgendwie
die Richtung wechselt. Lassen wir z.B. die
Kugel von A aus zum Uberlaufpunkt B rollen,
so wird G, auf Kosten von G, gefiillt. Der
Punkt B zeigt an, daB G, vollig gefiillt ist.
Jetzt wird weiter mit G, und G; umgefiillt.
Die Kugel darf sich vom Punkt B an nicht
mehr auf der Geraden g; bewegen, sondern
muB in B auf die Gerade g, iiberwechseln.
In diesem Fall wird G, zugunsten von G,
gefiillt. Das ist aber technisch einfach zu be-
werkstelligen, wenn wir durch B eine Bande
parallel zu g, gehen lassen (Bild 5). Das
Reflexionsgesetz garantiert dann <« KBK’
=60°:

Bild 5: Konstruktion einer automatischen
Unmfiillanzeige

Wir haben jetzt nur noch zu beachten, daB K
auf der Geraden g; durch B wieder an eine
Bande trifft, wenn der Uberlaufpunkt C fiir
das GefdB G; erreicht wird. Die Kugel soll
dabei so reflektiert werden, daB der Fliissig-
keitsstand im GefdB G, konstant bleibt. Wir
miissen schlieBlich noch eine Bande parallel
zu der durch B legen, die sichert, daB die
Weinmenge (in G,) nicht unterschritten wird,
aus gleichen Griinden ist dic Strecke 4B als
Bande zu betrachten. Nun kann unser Com-
puter arbeiten!

Wir setzen (fiir unser Beispiel mit den 8-, 5-
und 3-Liter-GefidBen) auf dem Billardtisch die
Kugel K von A aus lings einer Bande in Be-
wegung, und ihr jeweiliger Stand gibt die
Weinaufteilung in den GefiBlen G,, G, und
G3 an. Verfolgen wir den Weg der Kugel, so
erfahren wir, wie umgeschiittet wird. Liuft
die Kugel von A nach B, so flieBt der Wein
aus dem groBten GefdB (G,) in das mittlere
(G2). In B éndert K entsprechend dem Re-
flexionsgesetz die Richtung. Der Wein im
grofen GefdB bleibt ungeédndert, wihrend
vom mittleren (G,) in das kleinere GefaB (G,)
geschiittet wird; danach bleibt der Wein im
mittleren GefdB konstant und wichst im
groBen GefdB auf Kosten des kleinen GefiBes
an usw., bis schlieBlich (fiir unser Beispiel nach
7 Reflexionen [= Umfiillungen]) die ge-
wiinschte Aufteilung erhalten wird. Liuft die

Kugel anfangs von A nach D, so ergibt sich
eine andere Losung mit einem Schritt mehr.
Jeder Punkt des Billardtischs gibt einen mog-
lichen Umfiillungszustand an (Bild 6). Die
Banden AB bzw. CD markieren dabei das
leere bzw. volle GefdB G,, die Banden AD
bzw. BC zeigen geleertes bzw. gefiilltes Gefdl
G, an. Die Ecken 4 und C reprisentieren ein
gefiilltes bzw. geleertes GefiB G,. Punkte
innerhalb des Billardtisches bezeichnen Zu-
stinde wihrend des Umfiillens, das beendet
ist, wenn die Kugel an die Bande trifft. Natiir-
lich sind nur solche Aufteilungen moglich, fiir
die die zugehdrigen Punkte des Billardtisches
von der Kugel wihrend ihres Laufes beriihrt
werden. (Wenn sich die Kugel am Tisch lings
beliebiger Kurven bewegen wiirde, so hieBe
dies, daB wir entweder Hilfsmittel beim Um-
fiilllen zulassen [MeBgerite] oder unkontrol-
liert umschiitten [also nicht wissen, wieviel
sich in den GefiBlen befindet bzw. aus ihnen
herausgeschiittet wird].)

Der Vorgang des Umfiillens wird durch un-
seren Billardtisch modelliert bzw. analog dar-
gestellt. Die rollende Kugel aul einem ent-
sprechend eingerichteten Billardtisch ist also
etwas, was in der Rechentechnik als Analog-
rechner bezeichnet wird.

Aufgabe 3: Richte einen Billardtisch fiir 12-,
8- und 5-Liter-GefiBe ein!

6. Dreieckskoordinaten

Nachdem physikalische Anregungen uns zum
Bau eines Computers gefiihrt haben, wollen
wir auch eine Theorie fiir den Automaten
schaffen. Dazu bendtigen wir einige Hilfs-
mittel.

Nicht ganz so alt wie unser Umlfiillungs-
problem, aber von ebenfalls ehrwiirdigem
Alter ist der fir uns sehr wichtige Satz von
Viviani (1622 bis 1703): In jedem gleichseitigen
Dreieck ABC ist die Summe der Abstinde
eines innerhalb des Dreiecks befindlichen
Punktes P von den Seiten konstant.

Bild 6: Der Billardtisch zum Umlfiillen der
8-, 5- und 3-Liter-GefiBe

Beweis: Wir bezeichnen mit R, S und T die
FuBpunkte der von P auf die Seiten BC, AC
und AB gefillten Lote (Bild 7). Dann wird
behauptet
PR+ PS+PT=const.

Die Fliche des Dreiecks ABC ist einerseits
gleich l/_
= — AB\¥/3
4B 5AB)/3= <T>
und andererseits gleich der Summe der Fld-
chen der drei Dreiecke APC, APB und BPC,
also gilt

—(AB\? 1— == 1o — |- —
1/5(7) =3BCPR+5AC-PS+54B-PT
=2 (PR+F5+PT)
bzw. ﬁ+ﬁ+ﬁ'=A—2B[/§=const.,

w.z.b.w.

Bild 7: Zum Satz von Viviani

In der Ebene kann man die Lage cines Punk-
tes festlegen, wenn man seine Abstinde (Ko-

_ordinaten) von zwei nicht-parallelen Geraden

kennt, und umgekehrt bestimmt jeder Punkt
seine Koordinaten. Im allgemeinen werden
als Geraden zwei zueinander senkrechte Ge-
raden gewihlt; wir wollen jedoch zwei um 60°
gegeneinander geneigte Geraden g und h
wihlen (Bild 8). Der Punkt P mit den Ab-
stinden x bzw. y von ¢ und h (d.h. mit den
Koordinaten (x,y) beziiglich g und h) ergibt
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Bild 9: Dreieckskoordinaten

sich als Schnittpunkt der zu g bzw. h paralle-
len Geraden mit den Abstinden x bzw. y
(innerhalb des Winkelraums von 60°). Wenn
wir noch eine dritte Gerade hinzunehmen,
die beide Geraden schneidet, so ist klar, daB
-der Abstand von P zu dieser Geraden eine
iiberfliissige Koordinate darstellen wiirde,
denn P ist ja bereits v6llig bestimmt. Die
dritte Gerade moge g und h so schneiden, daB
sich ein gleichseitiges Dreieck ergibt. (Bild 9)
Dann liefert der Satz von Viviani gerade den
Zusammenhang zwischen den drei Koordi-
naten x, y und z: x+y+z=const. Gerade
dieser Zusammenhang macht z als dritte Ko-
ordinate interessant, da hier eine Entspre-
chung zu der konstanten Weinsumme be-
steht.

Die drei Angaben (x,y,z) fiir jeden Punkt P
innerhalb des gleichseitigen Dreiecks ABC
nennen wir Dreieckskoordinaten hinsichtlich
des Grunddreiecks ABC. Wir betrachten als
Beispiel die Dreieckskoordinaten in einem

Bild 10: Das Grunddreieck der Dreiecks-
koordinaten

A(0,00)

8(080) R=(053) 035) c(098)
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gleichseitigen Dreieck mit der Seitenkinge
8 Lingeneinheiten. Dann haben die drei
Eckpunkte die Koordinaten 4=(8,0,0), B
=(0,8,0) und C=(0,0,8); der Punkt P=
1,5,2) (Bild 10). Die drei Dreiecksseiten haben
in Dreieckskoordinaten die Gleichungen

AB:z=0,BC:x=0,AC:y=0.

Die zu den Dreiecksseiten parallelen Strecken
bestehen ‘aus Punkten, die jeweils eine ent-
sprechende Dreieckskoordinate konstant ha-
ben. Die Verbindungsstrecke von R=(0,5,3)
mit $=(5,0,3) hat z=3 in x+y+2z=8, also
als Gleichung x+y=35, wobei 0<x<5 und
0<y<Sist.

7. Die Automatentheorie

Wir formulieren nochmals unser Problem:
Gegeben sind drei GefiBe Gy, G, und G; mit
den Fassungsvermégen von a, b und ¢ Litern
(@a>b>c>0;a, b, c natiirliche Zahlen). G, ist
gefiillt und durch Umschiitten soll eine Menge
von d Litern (d natiirliche Zahl) herausgefiillt
werden. Es ist, wenn x, y und z zu einem be-
liebigen Zeitpunkt die Inhalte der GefdBe G,
G, und Gj sind, stets

x4+ y+z=a sowie 1)
0<x<4,0=<y<h 0=z=Zc. )
(1) bedeutet, daB beim Umschiitten kein Wein
verloren geht (durch Verschiitten, Verdunsten
usw.), und (2) gibt einfach die Bedingungen
wieder, die sich aus dem Fassungsvermogen
der GefaBe ergeben. Da stets ein Gefil vollig

leer oder gefiillt ist, gilt in den drei Un-_

gleichungen wenigstens ein Gleichheitszei-
chen; am Anfang gelten sogar drei. Uns inter-
essieren Aufteilungen des Weins durch Um-
schiitten bzw. Losungstripel (x, y, z) mit natiir-
lichen Zahlen x, y, z.

Jetzt ergibt sich der Zusammenhang zu den
Dreieckskoordinaten miihelos. Betrachten
wir ein gleichseitiges Dreieck mit der Hohe a
und einen Punkt P. Dann gibt jeder Punkt
innerhalb des Dreiecks eine mogliche Um-
fiillsituation an, bei der die Summe der
Fliissigkeit konstant, ndmlich gleich a ist. Die
Ecke A symbolisiert die Ausgangssituation:
G, ist gefiillt (x=a), G, und G; sind leer
(y und z=0). Die Ecken B oder C erfiillen
formal gesehen auch die Erhaltung der Wein-
menge beim Umschiitten, aber bei jeder Um-
schiittung sind die durch (2) gegebenen Be-
schrinkungen zu beriicksichtigen. Mithin ist
die ,,GroBe* unseres Billardtisches durch (1)
—d. h. durch a - festgelegt, seine Form ergibt
sich aus den Beschrinkungen (2). Die Be-
schrinkungen (2) sind geometrisch gesehen
im Falle der Gleichheiten 6 Geraden, darun-
ter die drei Dreiecksseiten. Der Tisch wird
also im allgemeinen die Form eines Sechs-
ecks haben. Wie unser Beispiel mit den 8-, S-
und 3-Liter-GefiBen zeigt, kann er auch ein
Parallelogramm sein, wobei sich zwei Gera-
den auf Eckpunkte ,,reduzieren (und zwar

immer dann, wenn a=b+c ist. Wieso?).

Die Begrenzungslinien (Banden) des Tisches
sind: y=0, y=5, z=0, z=3; die Geraden
x=0 und x=8 sind auf dem Billardtisch auf
die Punkte (0,5,3) und (8,0,0) zusammen-
geschrumpft.

Zum Umfiillen kann man sich noch die drei
GefidBe hinzudenken, die jeweils senkrecht zu
einer Dreiecksseite anzuordnen sind (Bild 11).
Je nachdem ob die Kugel von (8,0,0) in
Richtung (3,5,0) oder (5,0, 3) gerollt wird, er-
geben sich bis zum Halbieren der 8 Liter 7
bzw. 8 Umschiittungen. Die reflektierten Bah-
nen sind stets parallel zu einer Dreiecksseite.
Jedes geradlinige Bahnstiick bedeutet das
Umfiillen von einem GefaB in ein anderes,
wobei das dritte unberiihrt bleibt (konstante
Koordinaten der Bahn). Die mit 7 Umlfiillun-
gen ausfithrbare Halbierung lautet symbo-
lisch

8,00 (3,50 (3.23) (602 (62,0
(1,5,2) (1,4,3) (44,0);

die Losung mit 8 Umfiillungen

8,000 (503) (530 (232 (251
(7,0,1) (7,1,00 (4,1,3) (4,4,0).

A8,00)

A /)
/NONES/N/NN/N
NN NN NN/

Yo ¢

8 y-'5 f1s3)

Bild 11: Konstruktion des Billardtisches fir
8-, 5- und 3-Liter-GefiBe aus dem Grund-
dreieck

Wenn wir den Weg der Kugel iiber den
Punkt (4,4,0) hinaus verfolgen, so zeigt sich
(Bild 11), daB jeder Bandenpunkt mit natiir-
lichen Zahlen als Koordinaten tatsichlich er-
reichbar ist.

Das sind die Tripel

(8,000 (7,1,0) (6,2,0) (53,00 (4,4,0)
(3,500 (2,51) (1,52

0,53) (1,43) (233 (3,23)
(5.0,3) (6,0,2) (7,0,1),

und. sie charakterisieren alle méglichen Auf-
teilungen des Weins durch Umschiitten.

R. Thiele

4,1,3)

Die Losungen zu diesem Beitrag sowie drei
weitere Aufgaben verdffentlichen wir im
Losungsteil des Heftes 3/80, d. Red.



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematik-
Wettstreit
Szczecin— Rostock

Der Mathematikwettbewerb zwischen Schii-
lern der Partnerbezirke Szczecin und Rostock
erlebte im vergangenen Jahr ein kleines
Jubildum: Zum f(iinften Mal trafen sich die
Schiiler zum gemeinsamen Kriftemessen an
mathematischen Problemen. Vom 2. bis zum
S. Februar 1979 waren fiin[ Schiiler der Klas-
sen 11 und 12 sowie zwei Betreuer aus
Szczecin in Rostock zu Gast. Die Schiiler
16sten am 3. und 4. Februar unter den glei-
chen Bedingungen, unter denen die Jungen
Mathematiker des Bezirkes Rostock die Aul-
gaben in Angrifl nahmen, die Aufgaben der
Bezirksolympiade Junger Mathematiker der
DDR. Zuvor wurden die Aufgaben selbstver-
stindlich ins Polnische iibersetzt. Die Losun-
gen der polnischen Freunde wurden durch
einen deutschen und einen polnischen Be-
treuer, die jeweils die Sprache des anderen
beherrschten, bewertet. Wie auch in den ver-
gangenen Jahren belegten unsere Giste vor-
dere Plitze, auch wenn sie mit dem Ab-
schneiden in diesem Jahr nicht ganz zulrieden
waren. Neben der Teilnahme an der Mathe-
matikolympiade gab es fiir die vom Bezirks-
kabinett fir auBerunterrichtliche Tatigkeit
betreute polnische Delegation zahlreiche Ver-
anstaltungen, die es den Gésten ermdglichten,
Rostock und seine Einwohner etwas niher
kennenzulernen.

Vom 22. bis 25.Mirz 1979 weilten finf
Schiiler der Klassen 10, 11 und 12 sowie zwei
Betreuer aus dem Bezirk Rostock zum Gegen-
besuch anliBlich der ,Kopernikanischen
Spiele” in Szczecin. Am 24. Mirz fanden die
Wettbewerbe auf Bezirksebene statt. Sie glie-
dern sich fiir die polnischen Schiiler in drei
Teilwettbewerbe. Zunichst findet [iir alle Teil-
nehmer ein Aulgabenwettbewerb (4 Aufgaben
sind in drei Stunden zu 16sen) statt. Daran

schlieBt sich nach einer kurzen Pause ein
sogenannter Test an. Dabei sind innerhalb
von 45 Minuten zwanzig Fragen zu beant-
worten. Fiir die polnischen Schiiler, die aus
diesen beiden Teiletappen als beste hervor-
gehen, findet dann ein Quiz, das Finale, statt.
Hier muB innerhalb von 4 Minuten eine Aul-
gabe gelost werden und innerhalb von 15 Se-
kunden auf eine Frage, die oft scherzhafter
Natur ist und manchmal kein mathemati-
sches Problem direkt beriihrt, geantwortet
werden. Die Schiiler aus der DDR beteiligten
sich jedoch nur an den ersten beiden Teil-
etappen. Dabei hatten sie zunehmend, nach
anfanglichen Problemen mit den doch unge-
wohnten Aufgabenstellungen, Erfolge zu ver-
zeichnen.
Neben dem mathematischen Wettstreit, den
Begegnungen beim Auswerten der Aufgaben
gab es fiir die Schiiler und die Betreuer viel-
fdltige Moglichkeiten, Land und Leute ken-
nenzulernen, Freundschaften zu schlieBen.
Fiir die Schiiler unseres Bezirkes ergibt sich
mit der Moglichkeit der Teilnahme an den
»Kopernikanischen Spielen” in Szczecin ein
zusitzlicher Anreiz beim Losen der Aufgaben
der Bezirksolympiade, denn die Besten fahren
nach Szczecin und erhalten dort die Gelegen-
heit, ihre Fihigkeiten in einem internationa-
len Wettbewerb nachzuweisen. Dariiber hin-
aus ist der Aufenthalt in Polen fir alle Teil-
nehmer ein groBartiges und unvergeBliches
Erlebnis.
Zur Illustration mochte ich die Aufgaben der
diesjahrigen Spiele, einige Fragen aus dem
Test sowie eine Fragestellung aus dem Finale
fir die Klassen 11/12 vorstellen. Die Autoren
der Aulgaben und Fragen sind Mgr. S. Kle-
kowski und Dr. Z. Zalewski.

E. Herbst

I. Test

AlA Welchen Wahrheitswert hat die Im-
plikation

(sina=]/3)=(log,5=]/2)?
A2aA Man schreibe das Produkt ﬁ k

K=1
in einfacherer Form!
A3 A Besitzt die Gleichung x* —3x3 +x?
—x—2=0rationale Wurzeln?
A4 A Fir welche Werte des Parameters a
gilt die Gleichung
. sinax

Im = =%
AS5A Unterder Voraussetzung sin x + cosx
=c¢ bestimme man sin 2x.
A6A Man skizziere den Verlauf der Funk-
tion y=logx2—log|x|!
A74a Man konstruiere den Verlauf der

log =x
L5

Funktion y =(%)

A8A Man berechne den Winkel zwischen
den Vektoren a =[—7] und 5 =[3].

A9a Die Kanten 4B und CD des regel-
miBigen Tetraeders ABCD sind schielwink-
lig zueinander. Man berechne das Skalar-
produkt der Vektoren AB und CD!

Al10A Wieviel Kanten hat ein regelmaBi-
ges Pentagondodekaeder?

Alla Essei y=sinx. Bestimme dy!
Al12a Man differenziere die Funktion

F(x)=}/1, wobei x+0 gilt!
413a Man bestimme die Ableitung der

3
X—X
dx!
T+x°%

Funktion f(x)=
2 2
Al4a Man berechne J logxdx—Jlogtdt!

1
Al5a Man l6se die Gleichung

b a
|x| + lj;(x)dxl =1+ |y(x)dx|!

Al6A Aus wieviel Punkten P (x,y,z) be-
steht der dreidimensionale Raum, wenn
xe{1,2,3},y€{2,5},2¢{3,7,8,9}?

Al7a Ein gleichschenkliges Trapez mit
den Grundseiten a und b, a>b, der Hohe h
rotiert um seine Mittellinie. Man bestimme
das Yolumen des dabei entstehenden Rota-
tionskorpers!

A18a Was fiir ein geometrisches Gebilde
wird von den Punkten M (x,y,z) gebildet, die
der Gleichung x2+ y?=0 geniigen?

A19A Eine Fabrik produziert Schrauben.
Die Wahrscheinlichkeit dalfiir, daB eine fehler-
hafte Schraube produziert wird, betrigt 0,015.
Wie groB ist die wahrscheinliche Anzahl
fehlerhafter Schrauben in einer Sendung von
3000 Stiick?

A20A Welche Hohe muB das schrafTierte
Rechteck (siche Bild) haben, damit sein
Flicheninhalt mit dem Inhalt der durch die
Kurven y=f(x), x=a, x=b, y=0 begrenzten
Fldche iibereinstimmt ?

y i
5

7z

a| a b x

II. Aufgaben

Besteht die Implikation:
Fiir alle «, ﬂe(O, g) gilt:
a<f=pacota<fcotf?
A2a Welche Kurve wird durch die Glei-
chung
6xy+8y? —12x—26y+ 11 =0 dargestellt?
A3a Man leite eine Rekursionsformel fiir
S™(x) her, wenn f(x)=sinx ist!
A4a Man bestimme den Tangens des
Schnittwinkels der Kurven y=sinx, y=cosx,

xe[O,E] und berechne die Flache zwischen

Ala

2
den Kurven und der Geraden x=;!

Fortsetzung auf Seite 47
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Leon Lichtenstein -
ein Leipziger
Mathematiker

Die angewandte Mathematik hat an der Leip-
ziger Universitat eine groBe Tradition. Das
betriflt insbesondere die Astronomie (z.B.
Karl Brandau Mollweide 1774 bis 1825 und
~August Ferdinand Mébius 1790 bis 1868) und
die Physik (z.B. Carl Neumann 1832 bis
1925). Von hervorragender Bedeutung fiir die
mathematische Beschreibung astronomischer
und physikalischer Erscheinungen sind auch
die Forschungen von Leon Lichtenstein, der
seit 1922 — in seinen letzten 11 Lebensjahren —
an der Leipziger Universitat wirkte. Es war
die Zeit zwischen Inflation und Herrschaft
des Faschismus, wobei gerade letzteres fiir
Leon Lichtenstein besonders folgenschwer
war, worauf wir noch zuriickkommen.
Wie kam es nun eigentlich zur Berufung
Lichtensteins als Professor fiir Mathematik
nach Leipzig? In Leipzig existierte schon um
1920 ein sehr gut ausgestattetes Mathemati-
sches Institui, an dem auch der bekannte
Geometer Karl Rohn (1855 bis 1920) titig
war. Mit dem Tode von Rohn wurde eine
Professorenstelle frei, die neu zu besetzen war.
Wie iiblich wurde eine Kommission gebildet,
die begrﬁndete personelle Vorschlige zu
machen hatte. Man nannte an erster Stelle
Leon Lichtenstein, der gerade erst (1920)
ordentlicher Professor an der Universitit in
Miinster geworden war. Dieser Vorschlag
wurde aber aus bis heute ungeklarten Griin-
den von der zustindigen Fakultat der Uni-
versitit Leipzig micht akzeptiert. Auch ein
zweiter Vorschlag, in dem Lichtenstein nicht
genannt wurde, konnte aus personlichen
Griinden der vorgeschlagenen Mathematiker
nicht realisiert werden.
In dem nun folgenden dritten Vorschlag stand
allerdings Leon Lichtenstein wieder an erster
Stelle. Lichtenstein nahm die hiernach an ihn
ergangene Berufung nach Leipzig dankend
an, wie einer seiner Briefe beweist.
Der neue ordentliche Professor der Mathema-
tik in Leipzig und Mitdirektor des Seminars
und Instituts — Leon Lichtenstein — war
44 Jahre alt, als er vor nunmehr 57 Jahren am
1. April 1922 seine Tatigkeit in der Messe-
stadt aufnahm. Die Kollegen an der fiir ihn
neuen Universitdt waren Otto Holder (1859
bis 1937), Gustav Herglotz (1881 bis 1953),
*Walter Schnee (1885 bis 1958), Paul Koebe
(1882 bis 1945), Ludwig Neder (1890 bis
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1960), Friedrich Levi (1888 bis 1966) und
spiter auch Bartel Leendert van der Waerden
(geb. 1903). Alle brachten sie ihm hohe Wert-
schitzung entgegen. 1928/29 war er Dekan
der Abteilung II der philosophischen Fakul-
tit. Auch seine Frau Stephanie, mit der er
seit 1908 verheiratet war, fand als 'promo-
vierte Physiologin gute Arbeitsméglichkeiten
an der Leipziger Universitit.

Geboren wurde Leon Lichtenstein am 16. Mai
1878 in Warschau. 1894 ging er mit einem
Realschulreifezeugnis zum Studium an die
Technische Hochschule in Berlin-Charlotten-
burg. Neben seinem Studium des Maschinen-
baus und der Elektrotechnik besuchte Lich-
tenstein noch Vorlesungen und Spezialsemi-
nare an der Berliner Universitit bei den
Mathematikern Hermann Amandus Schwarz
(1834 bis 1921), Georg Frobenius (1849 bis
1917), Friedrich Schottky (1851 bis 1935)
und Edmund Landau (1877 bis 1938). Be-
sonders stark beeinfluBte ihn dabei Schwarz,
von dem Lichtenstein auch viele Jahre spiter
noch voller Bewunderung sprach. Nachdem
die Technische Hochschule Leon Lichten-
stein schon 1907 den Titel ,,Dr.-Ing.* verlieh,
promovierte er 1909 an der Berlinier Universi-,
tit iiber ein mathematisches Problem. Schon
1910 habilitierte er sich an der Hochschule in
Charlottenburg fiir reine und darstellende
Geometrie. An dieser Hochschule wurde
Lichtenstein 1917 auch auBerordentlicher
Professor und 1920 Honorarprofessor.
Nicht unbeachtet darf man seine Tétigkeit als
Ingenieur bei der Firma  ,Siemens und
Halske** lassen. Sie machte ihn einerseits
finanziell relativ unabhingig und erhielt ihm
andererseits den Kontakt zur Praxis. Diese
Doppelbelastung — Hochschulmathematiker/
Techniker — begann 1902 und wihrte bis
1923. Neben vielen bedeutenden mathemati-
schen Arbeiten ist sie durch eine Folge von
14 Veroffentlichungen zu elektro-technischen
Problemen gekennzeichnet. Seit 1905 war er
als Chef des physikalischen Labors und des
Kabelwerkes der genannten Firma eingesetzt.
Die groBe Zeit seiner Vielseitigkeit begann
eigentlich erst 1913/14, als er schon einmal
nach Leipzig kommen sollte. Neben den er-
wihnten elektrotechnischen Dingen fiihrte er
zusammen mit Prandt] in dem von Felix Klein
ins Leben gerufenen und zunichst hauptsich-
lich fiir Riistungszwecke gedachten Gottinger
Institut fiir Aerodynamik Windkanalexperi-
mente durch. Bei dieser Gelegenheit stellt er
verschiedene Berechnungen zur K onstruktion
von Luftschiffen und Flugzeugen an.

Diese Arbeiten wurden, ohne erst groB sein
Einverstandnis einzuholen, vom deutschen
Imperialismus im ersten Weltkrieg sofort ge-
nutzt. Lichtenstein hat sich mit politischen
Fragen leider kaum beschiftigt, ganz im
Unterschied zu seinem naturwissenschaft-
lichen Forscherdrang. Die deutsche Staats-
biirgerschaft erhielt er, bevor man ihn noch
1918 zum Militirdienst (Feldartillerie) ein-

zog. Auch persdnlich war ihm mit diesem
,-Eindeutschungsvorgang in keiner Weise
geholfen, wie sich 1933 noch herausstellen
sollte.

Lichtensteins iiberragende Verdienste auf
dem Gebiet der Mathematik werden komplet-
tiert durch eine umfangreiche redaktionelle
Arbeit und Lehrtitigkeit. Das trifft auch auf
die Kriegsjahre zu. Er griindete 1918 die

,,Mathematische Zeitschrift* und leitete die

Herausgabe des ,,Jahrbuches fiir die Fort-
schritte der Mathematik“ von 1919 bis
1927,

Seine mathematischen Forschungen konzen-
trierten sich auf die Theorie der partiellen
Differentialgleichungen, die Variationsrech-
nung und die Potentialtheorie. Das sind Ge-

- biete der hoheren Mathematik, die Lichten-

stein durch eine Vielzahl bedeutender mathe-
matischer Resultate bereicherte, die an dieser
Stelle nur genannt seien.

Von etwa 1918 an wandte sich Lichtenstein,
der die Anwendung seiner mathematischen
Forschungen stets im Auge behielt, immer
stirker einer naturwissenschaftlichen Frage
zu, die ihm weitere groBe Forschungserfolge
und Popularitat einbrachte. Es ist das Pro-
blem der Figur der Himmelskorper, das er zu
ergriinden suchte. Uber die Leipziger Jahre
hinweg bis zu seinem Tode 1933 fesselten ihn
diese Phinomene.

Die ersten Gedanken zu diessm Himmels-
korperproblem stammen von Isaac Newton
(1643 bis 1727) und Christiaan Huygens
(1629 bis 1695). Colin Maclaurin (1698 bis
1746) fiihrte dann als erster einen mathemati-
schen Existenzbeweis fiir eine Gleichgewichts-
figur von der Art eines abgeplatteten Rota-
tionsfliissigkeitsellipsoids (wie sie bei den
Himmelskoérpern vorkommt). Nach weiteren
diesbeziiglichen wichtigen Forschungen im
19. Jahrhundert, gab der Mathematiker Henri
Poincaré (1854 bis 1912) 1885 eine panze
Reihe neuer Gleichgewichtsfiguren an, die er

Leon Lichtenstein 1931 (?) bei einer Vor-
lesung iiber Darstellende Geometrie am
Mathematischen Institut der Universitat
Leipzig. (Quelle: Dr. Helmar Lehmann,
Leipzig)




allerdings nur auf spekulative Art gefunden
hatte. GroBe Verdienste kommen auf diesem
Gebiet der ,,Gleichgewichtsfiguren rotieren-
der Fliissigkeiten‘', wie es nun genannt wurde,
dem russischen Mathematiker Alexander
Michailowitsch Ljapunow (1857 bis 1918)
zu, der einige dieser Poincaréschen Spekula-
tionen mathematisch exakt begriindete und
dabei auch neue Gleichgewichtsfiguren fand.
Ljapunow erhielt die ersten Anregungen zu
diesen Arbeiten von seinem beriihmten Leh-
rer Pafnuti Lwowitsch Tschebyschew (1821
bis 1894).

Lichtenstein baute direkt auf den sehr schwer
zu lesenden Ljapunowschen Schriften auf.
Die hiervon ausgehenden Arbeiten zur Hy-
drodynamik (Lehre von den sich bewegen-
den Fliissigkeiten) verkniipfen den Namen
Lichtensteins fiir alle Zeit mit diesem Gebiet.
Der Reiz der Hydrodynamik bestand fiir
Lichtenstein in der Einheit von hohem ana-
lytischen Charakter (mathematische For-
melsprache) und Anschaulichkeit. Beson-
ders schone Darstellungen dieses Forschungs-
gebietes gab er in den beiden Biichern
,,Grundlagen der Hydrodynamik** von 1929
(Zusammenfassung von Hydrodynamik und
Hydrostatik [Lehre von den ruhenden Fliis-
sigkeiten]) und ,,Gleichgewichtsfiguren rotie-
render Fliissigkeiten‘‘ von 1933.

Die erste Arbeit ist mehr ein umfangreiches
Lehrbuch, das den aktuellen Stand der mathe-
matischen Entwicklung weitgehend berlick-
sichtigt. Die hier an zweiter Stelle genannte
Veroffentlichung, die letzte von seinen weit
iiber 100 mathematischen Arbeiten, stellt im
Prinzip einen Forschungsbericht dar. Sie ist
aus einem von Lichtenstein im Sommer-
semester 1928 an der Universitdt Leipzig
durchgefiihrten Kolleg (Spezialseminar) her-
vorgegangen. Von den Teilnehmern, die meist
in. Form von Dissertationen einen wesent-
lichen Anteil an den Ergebnissen haben,
seien Erich Kihler, Victor Garten, Karl
Maruhn, Ernst Holder und Georg Délling
genannt. So wurden durch Lichtenstein und
seine Schiiler z. B. die von Poincaré behandel-
ten birnenférmigen Gleichgewichtsfiguren
widerlegt und die Existenz ringférmiger
Gleichgewichtsfiguren mit und ohne Zentral-
koérper bewiesen. Von Lichtenstein wird als
erstem die Laplacesche Theorie des Erd-
mondes und Saturnringes streng ausgefiihrt.
Auch eine hochinteressante mathematische
Theorie liber die Gestalt der Weltmeere ver-
danken wir Leon Lichtenstein.

Deutlich ist zu erkennen, wie sich im Verlauf
der Jahre Lichtensteins mathematische Mo-
delle immer genauer den realen Erscheinun-
gen anpassen. So gelangte er mittels der Unter-
suchung nichthomogener Flissigkeitskorper
(unterschiedliche Dichte der Fliissigkeit in
verschiedenen Teilen des Korpers) auch zur
Existenz einer Gleichgewichtsfigur, die aus
zwei Einzelmassen besteht, welche nur einen
gemeinsamen Punkt haben. Das entspricht

etwa der Ablésung eines Mondes vom Mut-
terplaneten. Die Verbindung zwischen Ma-
thematik und Astronomie, wie man sie durch
Mollweide und Maébius zu Beginn des
19.Jahrhunderts in Leipzig schon kannte,
lebte durch Lichtenstein in gewisser Weise
wieder auf. Sein Interesse und sein Vorhaben
auf diesem Gebiet macht Lichtenstein bereits
in seiner sehr lesenswerten Leipziger Antritts-
rede
,,/Astronomie und Mathematik in'ihrer Wech-
selwirkung. Mathematische Probleme in der
Theorie der Figur der Himmelskoérper.*
(1923 bei Hirzel erschienen)
vom 20. Mai 1922 deutlich.
Leon Lichtenstein hatte einen entscheidenden
Anteil bei der Ausbildung der damals jungen
Mathematikergeneration. Die ,,Mathemati-
sche Zeitschrift brachte zu seinem 80. Ge-.
burtstag einen Gedenkband heraus, in dem
24 Mathematiker aus 10 Landern ihm zu
Ehren wissenschaftliche Arbeiten verdflent-
lichten. Der iiberwiegende Teil kommt dabei
aus den USA, wohin viele Wissenschaftler
wahrend der ,,Braunen Diktatur emigrier-
ten. Denn kaum waren die Nazis an der
Macht, da offenbarten sie ihre rassistische
Grundhaltung. Das sogenannte ,,Gesetz zur
Wiederherstellung des Berufsbeamtentums*
sollte jeglichen jiidischen und ausldndischen
EinfluB rigoros beseitigen. So nahm man auch
Leon Lichtenstein aufs ,,Korn*. Der dama-
lige Dekan Prof. Weikmann sandte am 21. 4.
1933 dem Minister anweisungsgemiB einen
Bericht. In dem Schreiben; das Otto Holder
abgefaBt hatte, werden neben der politischen
Inaktivitit alle Verdienste Lichtensteins her-
vorgehoben:
- die groBe internationale Bedeutung
— die Beliebtheit bei den Studenten
— die iiberaus erfolgreiche Lehrtitigkeit. (Er
las fast alle damals iiblichen mathemati-
schen Disziplinen.)
All diese Dinge sollten Lichtenstein nichts

-niitzen. Die offene Hetze gegen ihn nahm zu.

In der Leipziger Tageszeitung vom 4. August
1933 stand zu lesen:

,,2Am mathematischen Institut lehrt heute
noch ungestort ein polnischer oder galizi-
scher Jude, Herr Prof. Leon Lichtenstein!
Prof. Lichtenstein beherrscht die- deutsche
Sprache nur sehr mangelhaft (eine glatte
Liige - K&.). Trotzdem kann er weiter lehren!
... Wir wissen nicht, warum das Gesetz zur
Wiederherstellung des Berufsbeamtentums
an der Universitit Leipzig gerade nicht gelten
soll, bzw. sein Sinn in das Gegenteil verkehrt
wird. ... Wir wundern uns nur, daB die
deutschen Studenten an unserer Universitit
sich so etwas bieten lassen und nicht von sich
selbst aus Ordnung schaffen.«

Kaum drei Wochen spéter verstarb Lichten-

stein in Zakopane. Zwei Tage nach seinem
Tode, am 23. August, stand in der eben zitier-
ten Zeitung eine Notiz von zwei kurzen Sitzen
iber angebliches Herzversagen. Lichtensteins

Frau in der Todesanzeige am gleichen Tag:
,»- . . Yon Beileidsbesuchen bittet man freund:
lichst absehen zu wollen.*

1978 veranstaltete die Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig eine wis-
senschaftliche Tagung aus AnlaB des 100. Ge-
burtstages von Leon Lichtenstein, der seine
Liebe zur Mathematik in die Worte faBte:

,,Was wir an den Meistern unserer Wissen-
schaft bewundern und ehren, ist der Scharf-
sinn und der Weitblick, die sie in den Stand
setzen, tief versteckte Beziehungen zu erken-
nen und ins Licht zu setzen. Das Gefiihl, dem
Schatze des Wissens eine vorher nicht ver-
mutete Wahrheit hinzugefiigt zu haben, ist
das gréBte Glick und die héchste Belohnung,

- die der Mathematiker anstrebt.

(Zitiert bei O.Holder: Lichtenstein-Nekro-
log, Math. Ann. Bd. 38 [1933])

Abschliefend sei ein Auszug aus dem Buch
des Mathematikers Norbert Wiener (1894 bis
1964) ,,Mathematik — mein Leben*, Frank-
furt/M. und Hamburg 1965, wiedergegeben,
der ein plastisches Bild von der Persénlich-
keit Lichtensteins zeichnet.

Auf Seite 79/80 heiBt es u. a.:

,.Ich hatte eine ganze Menge von den Arbei-
ten eines deutschen Mathematikers, Leon
Lichtenstein, gesehen. ... Mein Vater wullte
von einem Vetter Leon, der die Technische
Hochschule in Berlin besuchte. ... Er wulite
auch, daB Leon spéter die Arbeit in der
Industrie aufgegeben und sich der akademi-
schen Arbeit auf dem Gebiete der angewand-
ten Mathematik gewidmet hatte; welche Er-
folge er erzielen konnte oder wo er zur Zeit
tatig war, wubBte er jedoch nicht.

Eines Tages erhielten wir einen Brief von
Tante Charlotte in New York, aus dem her-
vorging, daB Leon in der Mathematik erfolg-
reicher gewesen war, als wir vermutet hatten.
In dem Brief stand auch sein voller Name:
Leon Lichtenstein. Ich zog den naheliegen-
den SchluB, daB héchstwahrscheinlich Vetter

‘Leon und der beriihmte Mathematiker ein

und derselbe waren. Ich schrieb also an
Lichtenstein. ... Er lud mich ein, ihn das
nichste Mal, wenn ich wieder in Europa sein
wiirde, zu besuchen, ...keiner hatte je ein
Bild des anderen gesehen. Er holte mich vom
Bahnhof (Leipzig - K&.) ab und hielt ein
Papier hoch, auf das er, mir zu Ehren, die
Hauptformel der Potentialtheorie geschrie-
ben hatte. Leon Lichtenstein war kahlkdpfig,
trug einen Bart und sah duBerlich meinem
Vater nicht sehr 4hnlich, war aber wie er klein
und energisch, hatte rasche Bewegungen und
sehr entschiedene Meinungen. Er war in vieler
Hinsicht sehr antiamerikanisch eingestellt,
wenn er auch zu mir persdnlich sehr herzlich

war.

F. Konig
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Mathematiker —
ein interessanter
Beruf

Um es gar nicht erst zu verschweigen: Meine
Absicht ist es, diesen oder jenen Leser der
alpha zum Nachdenken dariiber zu veranlas-
sen, ob nicht der Beruf eines Mathematikers
oder eines Mathematik-Lehrers die richtige
Entscheidung fiir die Zukunft wire.

Nun reicht dafiir sicherlich allein der Hinweis
nicht aus, daB seit einigen Jahren immer wie-
der Studienplatze in der Grundstudienrich-
tung Mathematik und fiir das Lehrerstudium
in Fachkombinationen mit Mathematik frei
bleiben.

Wesentlich sind sicher fiir jeden einzelnen
Fragen wie die nach der Rolle der Mathe-
matik in unserer Gesellschaft, nach den beruf-
lichen Aufgaben eines Mathematikers (fiir
den Lehrerberuf diirfte das bei allen Lesern
aus dem eigenen Erleben ohnehin klar sein)
oder die Gewissensfrage: ,,Kann ich ein sol-
ches Studium iiberhaupt bewiltigen 7

Zu diesen Problemen gibt es sehr vieles zu
sagen, und ich mochte Interessenten auf das
1978 im Teubner-Verlag erschienene Biich-
lein ,,Studienwunsch Mathematik** hinwei-
sen, das sich damit griindlich und in an-
sprechender Weise beschaftigt.

Der Entwicklung und Forderung der Mathe-
matik wird in unserer Republik von jeher
groBe Bedeutung beigemessen. Das zeigt sich
zum Beispiel am ,,Mathematik-BeschluB*,
den das Politbiiro des ZK der SED im Jahre
1962 faBte.

Vielfiltige Initiativen wurden damals einge-
leitet, um die mathematische Bildung weiter
zu erhohen und dem modemen Entwick-
lungsstand besser anzupassen. Unter ande-
rem entstand die Mathematik-Olympiade-
Bewegung. Die Ausbildung von Mathemati-
kern wurde entsprechend den sich abzeich-
nenden Entwicklungstendenzen wesentlich
erweitert, so daB seit der zweiten Hilfte der
60er Jahre der Einsatz von Mathematikern in
der Industrie und anderen Bereichen der
Volkswirtschaft betrichtlich erhéht werden
konnte. Das fiihrte — verbunden mit dem Auf-
kommen und dem breiten Einsatz der elek-
tronischen Datenverarbeitungsanlagen — zu
vollig neuen Maoglichkeiten, aber auch zu
neuen Fragen und Problemen, denn bisher
gab es nur wenige und vereinzelte Erfahrun-
gen beim Einsatz von solchen Kadern auBer-

32

halb der Akademie der Wissenschaften, der
Universititen und Hochschulen.

Die Erweiterung des mathematischen Poten-
tials der Industrie, aber auch der Forschungs-
und Bildungseinrichtungen, vollzog und voll-
zieht sich in Ubereinstimmung mit einer ob-
jektiven Tendenz in allen fortgeschrittenen
Industrielindern: der wachsenden Rolle von
Wissenschaft und Technik, mit der sich un-
trennbar gewaltige Aufgaben fiir die Mathe-
matik verbinden.

Die modernen Entwicklungen in der Mikro-
elektronik, im Maschinenbau, der chemi-
schen Industrie, im Bauwesen und anderen
Bereichen der Volkswirtschaft wiren unmég-
lich ohne die schépferische Nutzung und
Weiterentwicklung mathematischer Verfah-
ren und Theorien. Beispielsweise finden in
zunechmendem MafBe wahrscheinlichkeits-
theoretische und Methoden der mathemati-
schen Statistik bei der Erh6hung von Qualitit
und Zuverlissigkeit der Produkte und Tech-
nologien Anwendung, algebraisch-kyberneti-
sche Methoden braucht man u.a. in der
rechentechnischen Industrie, Differentialglei-
chungen spielen eine wichtige Rolle im Ma-
schinenbau, die mathematische Optimierung
wird auf allen Ebenen der Wirtschaftspla-
nung, aber auch zur Optimierung von Pro-
duktionsabliufen erfolgreich eingesetzt.

Die Entwicklung der modernen Rechenelek-
tronik erlaubt es, mathematische Aufgaben
zur Losung theoretischer und praktischer
Probleme in Angriff zu nehmen, die vorher
wegen des hohen zeitlichen Aufwandes fiir
die Rechnung als nicht bearbeitbar galten.
Die EDV stellt aber auch neue und héhere
Anforderungen an die Mathematik, vor allem
im Hinblick auf die Entwicklung leistungs-
fahiger numerischer Verfahren. Uberhaupt
erwachsen aus der fortschreitenden ,,Mathe-
matisierung* verschiedener Wissenschaften
immer neue Anforderungen an die mathe-
matische Grundlagenforschung, die unter
der Fiihrung hervorragender Gelehrter vor
allem an den Universititen, der Akademie
der Wissenschaften, an den Technischen und
Padagogischen Hochschulen betrieben wird.
Zur Verwirklichung der unserer Gesellschaft
gestellten anspruchsvollen Ziele brauchen wir
viele wissenschaftlich hochqualifizierte Ka-
der, die mit schopferischem Elan und hoher
Einsatzbereitschaft den wissenschaftlich-
technischen Fortschritt in den kommenden
Jahren und Jahrzehnten maBgeblich voran-

bringen. Die Nutzung der Mathematik in .

immer mehr Bereichen der Wissenschaft und
Produktion und die Notwendigkeit der Wei-
terentwicklung dieser Disziplin erfordern ins-
besondere die aktive Titigkeit vieler Mathe-
matiker.

Sie werden auch in Zukunft zum groBen Teil
in Kollektiven eingesetzt, wo sie in frucht-
barer Zusammenarbeit mit Ingenieuren, Na-
turwissenschaftlern, Okonomen und anderen
Spezialisten ihren Beitrag zur Bewiltigung

theoretischer und praktischer Aufgaben zu
leisten haben.

,,Die spezifischen Aufgaben des Mathemati-
kers bestehen dabei in

—der schopferischen Mitarbeit an der Konzi-
pierung der Aufgaben, der Planung der Ar-
beitsetappen und der Analyse des betrachte-
ten Systems,

- der schopferischen Mitarbeit beim Auf-
stellen geeigneter Zielstellungen fiir die ma-
thematische Bearbeitung,

- der Auswahl bzw. Entwicklung geeigneter
und vom Aufwand her 6konomisch vertret-
barer mathematischer Methoden zur Lésung
der gestellten Aufgaben,

— der Lésung der mathematischen Aufgaben
bei zweckmiBiger Nutzung von elektroni-
schen Datenverarbeitungsanlagen sowie

- der Teilnahme an der Realisierung der Er-
gebnisse in der Praxis.*

(Studienplan fiir die Grundstudienrichtung
Mathematik zur Ausbildung an Universititen
und Hochschulen der DDR, Berlin 1976)

Es liegt in der Natur der Sache, daB Mathe-
matiker in einem besonders engen Verhiltnis
zur Entwickiung und zum Einsatz der EDV
stehen. Ein groBer Teil von ihnen ist in Re-
chenzentren tétig, in wachsendem MabBe als
,,Problemanalytiker mit dem Hauptarbeits-
gebiet der mathematischen Modellierung rea-
ler Prozesse, aber auch in andeg'en Bereichen.
Die Ausbildung an den Universititen und
Technischen Hochschulen tragt den komple-
xen Erfordernissen des Einsatzes weitgehend
Rechnung. Durch die griindliche theoretische
Ausbildung in klassischen und modernen Ge-
bieten der Mathematik, eine solide gesell-
schaftswissenschaftliche Ausbildung, die Be-
wiltigung von praktischen mathematischen
Aufgabenstellungen unter anderem im 12wé-
chigen Betriebspraktikum, durch die rechen-
technische Ausbildung und das Studium
eines ,,Nebenfachs* (technische, naturwis-
senschaftliche oder 6konomische Disziplin)
werden im Rahmen der finfjahrigen Ausbil-
dung die Grundlagen fiir eine erfolgreiche
Tiatigkeit als Mathematiker in der Industrie,
an einer Universitat oder Hochschule, an der
Akademie der Wissenschaften und in anderen
Bereichen gelegt.

Die Ausbildungskonzeption ist aber nur die
eine Seite. Viel wichtiger ist, was der ¢inzelne
Student ,,daraus macht*:. Selbstverstindlich
wird er wihrend des Studiums von den Pro-
fessoren, Dozenten und Assistenten angelei-
tet, auch in den FDJ-Kollektiven unterstiitzt
und hilft man sich gegenseitig. Aber die beste
Vorlesung nutzt nichts, wenn sie nicht von
jedem einzelnen verstanden und nachgearbei-
tet wird, und selbst das beste Lehrbuch wire
eine Fehlinvestition, wenn man es nicht
griindlich studiert.

Zu den Voraussetzungen fiir das erfolgreiche
Studium in der Grundstudienrichtung Ma-
thematik oder im Lehrerstudium in einer



Fachkombination mit Mathematik gehéren
selbstverstidndlich in erster Linie entspre-
chende schulische Leistungen, FleiB und Aus-
dauer. Eine Grundbedingung ist weiter die
Liebe zur Mathematik, die Freude am griind-
lichen Nachdenken und das Bestreben, die
erkannten theoretischen Zusammenhinge
praktisch nutzbar zu machen.

Der Lehrerberuf schlieBt in besonderem
MaBe nicht nur fachliche Aufgaben ein,
schlieBlich ist der Lehrer verantwortlich fiir

viele Seiten der Bildung und Erziehung der
ihm anvertrauten Schiiler. Daher sollte sich
ein Lehrerstudent der Verantwortung fiir die
Kinder und Jugendlichen bewuBt sein und
Freude beim Umgang mit ihnen haben.
Zum SchluB méchte ich noch darauf hinwei-
sen, daB die Sektionen Mathematik der Uni-
versititen und Hochschulen und sicherlich
ebenso Thre Lehrer gern genauere Auskiinfte
iiber ein Studium in diesen Richtungen geben.
J. Geburtig

Ubersicht iiber die Studienméglichkeiten in den Grundstudienrichtungen
Mathematik und Oberschullehrer fiir Mathematik

Einrichtung Lehrerstudium Ausbildung von
Fachkombination Mathematikern
Humboldt-Universitit zu Berlin Mathem./Physik
Karl-Marx-Universitat, Leipzig Mathem./Physik
Physik/Mathem.
Martin-Luther-Universitdt Halle Mathem./Physik X
Friedrich-Schiller-Universitit Jena Mathem./Physik
Wilhelm-Pieck-Universitédt Rostock Mathem./Physik X =
Ernst-Moritz-Arndt-Universitat Greifswald  Mathem./Physik
Physik/Mathem.
Geogr./Mathem.
Technische Universitit Dresden x
Bergakademie Freiberg X
Technische Hochschule Magdeburg Mathem./Physik X
Physik/Mathem.
Technische Hochschule Karl-Marx-Stadt Mathem./Physik X
Physik/Mathem.
Technische Hochschule Iimenau X
Technische Hochschule Leuna-Merseburg X
Piadagogische Hochschule Potsdam Mathem./Physik
Physik/Mathem.
Padagogische Hochschule Giistrow Mathem./Physik
Physik/Mathem.
Chemie/Mathem.
Padagogische Hochschule Halle Mathem./Physik
Physik/Mathem.
Chemie/Mathem.
Padagogische Hochschule Erfurt Mathem./Physik
‘ Mathem./Kunsterz.
Physik/Mathem.
Pidagogische Hochschule Dresden Mathem./Physik
Mathem./Geogr.
Physik/Mathem.
Geogr./Mathem.
Piadagogische Hochschule Kothen Mathem./Chemie

Unter der Leitung der Sowjetunion entstand
gemeinsam mit der VR Bulgarien, der Unga-
rischen VR, der DDR, VR Polen und der
CSSR das einheitliche System elektronischer
Rechner, kurz ESER. Auf der Briefmarke ist
das Bedienpult der elektronischen Daten-
verarbeitungsanlage EC-2040 abgebildet.
Dieser Rechner kann z.B. mit Lochkarten-
anlagen, Lochbandstationen, Paralleldruk-
kern und Bildschirmeinheiten in verschiede-

nen Konfigurationen ausgeriistet werden. Die
Zentraleinheit wurde vom VEB Kombinat
Robotron gefertigt. Die Rechengeschwindig-
keit betragt 380000 Operationen pro Sekun-
de. Mit dem EC-2040 werden Effektivitats-,
Rationalisierungs-, Planungs- und Leitungs-
fragen bearbeitet. Er dient aber auch der Ab-
rechnung und der Forschung,

Der Sonderstempel ist dem 1. Kolloquium
,.Leitungsorganisation und elektronische Da-
tenverarbeitung* (Abk. LO +EDV) gewid-
met. In 35 Vortrigen wurden Effektivitits-
fragen bei der Anwendung der EDV und
Geriatekonzeptionen und daraus resultieren-
de Anwendungsmoglichkeiten diskutiert. Da-
bei wurden die Pflege und die Nutzung groBer
Datenmengen, Probleme der Informations-
reduktion, Klassifizierungsfragen und Be-
wertungen von Informationen und weitere
Probleme angesprochen.
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Elwin Bruno Christoffel, geboren am 10. No-
vember 1829 in Montjoie, dem heutigen
Monschau, promovierte 1856 an der Berliner
Universitit. Er ist als Schiiler von J. P.G. Le-
jeune Dirichlet aus Diiren/Aachen zu bezeich-
nen. Nach seiner Habilitation 1859 in Berlin
wirkte Christoffel dort bis 1862 als Dozent,
verbrachte die folgenden sieben Jahre als
Professor der Mathematik am Eidgendssi-
schen Polytechnikum zu Ziirich, der jetzigen
ETH, die Jahre 1869 bis 1872 am Gewerbe-
institut zu Berlin, der jetzigen TU Berlin, und
die Zeit ab 1872 bis zu seinem Tode im Jahr
1900 in StraBburg, wo er — wie bereits in
Ziirich — ein Mathematisches Seminar ersten
Ranges aufbaute.

Christoffels groBe Leistungen liegen auf den
Gebieten der Numerik (GauB-Christoffel
Quadraturformel), der Speziellen Funktio-
nen der Mathematischen Physik (Christoffel-
Darboux Summenformel), der Funktionen-
theorie (Christoffel-Schwarz-Formel, Arbei-
ten iiber Theta- und Abelsche Funktionen,
z.B.)). der Theorie der Kettenbriiche, der
Potentialtheorie, der StoBwellentheorie und
der Differentialgeometrie einschlieBlich der
Invariantentheorie (Christoffel-Symbole, Rie-
mann-Christoffel Tensor, Christoffelscher Re-
duktionssatz, z. B.).

Seine Arbeiten haben wesentlich zur Priagung
des modernen naturwissenschaftlichen Welt-
bildes beigetragen.
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Wer 16st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1980

Mathematik

Ma5 81965 Ein Fernsehturm hat eine Ho-
he von 164 m. Der Antennentriger dieses
Fernsehturms ist 52 m kiirzer als sein Beton-
schaft. Welche Linge haben Antennentrager
und Betonschaft dieses Fernsehturms?
Schiiler Wieland Handke, Pulsnitz

Ma5 #1966 Frank wird von seiner Schwe-
ster gefragt, wieviel Jungen und Midchen an
der XVIII. Bezirksolympiade Junger Mathe-
matiker teilgenommen haben. Er antwortet:
~Insgesamt waren es 113 Teilnehmer. Es
waren 11 Jungen mehr als die doppelte An-
zahl der Maidchen.“ Wieviel Jungen und
wieviel Midchen nahmen an dieser Bezirks-
olympiade Junger Mathematiker teil?
Schiilerin Beate Weber, Bernburg

Ma5 #1967 Alfons, Bruno, Christoff und
Dieter gehen in die gleiche Schule. IThre
Nachnamen sind in -anderer Reihenfolge
Decker, Blume, Althoff und Cramer. Von
ihnen ist folgendes bekannt:
a) Alfons ist mit dem Schiiler Cramer be-
freundet.
b) Bruno und der Schiiler Decker sind gleich-
altrig.
¢) Dieter ist jiinger als Bruno, und Bruno ist
jlinger als der Schiiler Blume.
d) Dieter ist jiinger als der Schiiler Cramer.
e) Alfons kennt den Schiiler Blume nicht.
f) Dieter und der Schiiler Decker spielen oft
Zusaramen.
Welchen Familiennamen haben Alfons, Bru-
no, Christoff und Dieter? Ordne diese vier
Schiiler nach ihrem Lebensalter!

Schiilerin Sylke Giese, Rostock

Ma5 @1968 Fiir die Seitenldngen a, b und ¢
eines Dreiecks ABC gilt a+b =464 mm,
b+¢=563 mm und a+¢c=>525 mm.

Welche Lingen haben die Seiten dieses Drei-

Ma5 81969 Aus 16 Stibchen von je lcm

Linge 148t sich ein Quadrat legen, das einen

Flicheninhalt von 16 cm? besitzt.

Lege genau

a) 6 Stabchen, b) 7 Stabchen,

c) 8 Stabchen

so um, daB du eine Figur erhiltst, die jeweils

einen Flicheninhalt von 7 cm? besitzt! Dabei

darf kein Stabchen iibrig bleiben. Fertige fiir

jeden dieser drei Fille eine Zeichnung an!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1970 In 3 Minuten greifen und be-
fordern 4 Bagger 18 m® Erde. Ein Erdarbeiter
wiirde an einem achtstiindigen Arbeitstag
5m?> Erde ausheben. Berechne, wieviel Erd-

.arbeiter durch einen einzigen Bagger ersetzt

werden kénnen! StR H.-J. Kerber

Maé 81971 Von Rostock-Kapuzenhof aus
machen Passagierschiffe Halenrundfahrten
mit Ausfliiglern und Touristen. An einer sol-
chen Fahrt nehmen insgesamt 75 Fahrgiste
teil, und zwar fiinfmal soviel Kinder wie
Frauen. Die Anzahl der mitfahrenden Frauen
und Kinder ist insgesamt viermal so groB wie
die der Minner. Wieviel Kinder, Frauen bzw.
Minner nehmen an dieser Hafenrundfahrt
teil? Dipl.-Lehrer D. Volzke, Greifswald

Maé6 81972 Vier Thilmann-Pioniere ha-
ben Altstoffe gesammelt und einen Erlos von
insgesamt 80 M gehabt. Erik erreichte mit
seinem Sammelergebnis den halben Betrag,
den Katja erbrachte. Katja hat fiir die von ihr
abgefiihrten Altstoffe dreimal soviel Geld wie
Hagen erhalten. Jeder der vier Pioniere fiihrte
einen vollen Markbetrag ab, der weniger als
35M betrug. Wieviel Mark entfallen aul
Claudia?

Schiilerin Kathrin Fessel, Grdfenhainichen

Ma6 #1973 Essind alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die gleich dem
Vierzigfachen ihrer Quersumme sind.

ecks? Schiiler Georg Hein, Berlin, KI. 6 Schiiler Dirk Spiernig, Zittau, K1.8
Thies LuAbar, 26 Guirow, Werdersér 22 Ma 7
Kers#ing-0S, Klasse 7 gl 1369
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle aipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an ’

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufpabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummier ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Lgsung ist ¢in gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder

" gute (d. h. volistandige und richtige) Losung

(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut geldst™, ,gut gelst oder ,,geldst.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1979/80 lauft
von Heft 5/79 bis Heft 2/80. Zwischen dem
1. und 10. September 1980 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,

-wenn ein Riickumschlag mit ausreichender

Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/80 verdffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80) erhalten hat und diese einsendet, er-
hilt eine Anerkennungsurkunde und ein Ab-
zeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1979/80 einsenden, erhalten das alpha-
Abzeichen in Gold (und die Urkunden zu-
riick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht verges-
sen wird. Redaktion alpha



Ma6 ®1974 Uber wieviel Sitzplitze verfligt
ein Autobus, wenn wihrend einer Fahrt der
dritte Teil der Anzahl der Pldtze mit Kindern
besetzt war, sechs Erwachsene mehr als Kin-
der an der Fahrt teilnahmen und neun Pldtze
unbesetzt blieben?

Schiiler Klaus Mohnke, Liibbenau, K1.6

Ma6 1975 An einer LandstraBe liegen in
dieser Reihenfolge die Orte 4, B, C, D, E und
F;dabeiist B von A und E von D jeweils 1 km,
C von B und D von C jeweils 2 km entlernt.
In jedem der Orte 4, B, C, D und E steigt je-
weils ein Fahrgast in den gleichen Linienbus
zu. Diese zugestiegenen Reisenden steigen
alle im Ort F aus dem Bus aus. Die in den
Orten A und C zugestiegenen Reisenden
hatten zusammen den gleichen Fahrpreis zu

entrichten wie insgesamt die iibrigen drei zu--

gestiegenen Fahrgiste. Wieviel Fahrgeld muB
jeder der fiinf zugestiegenen Fahrgiste ent-
richten, wenn fiir 1 km Fahrstrecke 10 Pf zu
zahlen sind?

Schiiler Ralph Kiihlberg, Hennigsdorf

Ma7 ®1976 Zur Familie Lehmann gehoren
fiinf Personen, und zwar der Vater, die Mut-
ter sowie die Kinder Axel, Bernd und Chri-
stine. Addiert man die Zahlen, die das gegen-
wirtige Lebensalter jeder dieser flinf Perso-
nen (in ganzen Zahlen) angeben, so erhilt man
als Summe 71. Die Mutter ist 14mal so alt wie
Axel, Tmal so alt wie Bernd, 4mal so alt wie
Christine, aber zwei Jahre jlinger als der Va-
ter. Wie alt ist gegenwiirtig jedes Familien-
mitglied?

Schiiler Martin Jaekel, Jena, K1.7

Ma7 ®1977 - Susanne geht einkaufen. Sie
hat genau 22,81 M in der Geldborse. Dieser
Betrag besteht nur aus Miinzen. An der
Kasse gibt sie davon 6,15 M der Verkéuferin.
Welche und wie viele Miinzen von jeder Sorte
hatte Susanne bei Eintritt in den Laden, wenn
es von keiner Sorte mehr als zwei Miinzen
waren? In der DDR gibt es Miinzen im Wert
von20M, 10M, 5M, 2 M, 1 M, 50 Pf, 20 P,
10 Pf, 5 Pfund 1 Pf. )

StR'H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 ®1978 Der Erlds eines Betriebes in
einem bestimmten Industriezweig betrigt in
einem Monat 180000 M (Betriebspreis). Ad-
diert man zum Betriebspreis die Produktions-
und Dienstleistungsabgabe, so erhidlt man
den Industricabgabepreis.
Wieviel Mark Produktions- und Dienstlei-
stungsabgabe muB dieser Betrieb entrichten,
wenn in seinem Industriezweig diese Abgabe
10%; des Industriecabgabepreises betrigt?
Folgende Abkiirzurigen sind gebréuchlich:
Betriebspreis: BP
Produktions- und Dienstleistungsabgabe:
PDA
Industrieabgabepreis: IAP

Okonom B. Beckmann, Leipzig

Ma7 81979 In den beiden Schemata

one und four

+ one +one
+ one

five
+ one
four

sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB zwei richtig gelgste Additionsauf-

gaben entstehen, d. h., die Belegungder Buch-

staben mit Ziffern soll fiir beide Schemata
zugleich gelten. Dabei bedeuten gleiche Buch-
staben gleiche Ziflern, verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern.

Nach der sowjetischen Zeitschrift ,Quant"

Ma8 #1980 Aul welche Ziffer endet der
Wert des Terms
17*+13° 2997
Schiilerin Uta Boldt, Burg Stargard, K1.8

Ma8 =1981 Wieviel Zeit vergeht genau, bis
die Zeiger einer Uhr (Stunden- und Minuten-
zeiger), die sich gerade decken, einen ge-
streckten Winkel bilden?

Schiiler Torsten Siebert, Gorlitz, Kl. 10

Ma8 w1982 Es ist zu beweisen, daB in je-
dem rechtwinkligen Dreieck der Inkreis die-
ses Dreiecks die Hypotenuse im Beriihrungs-
punkt so in zwei Abschnitte teilt, daB deren
Produkt den Inhalt der Dreiecksfliche er-
gibt.  Schiilerin Vera Wilhelm, Leipzig, K1.8

Ma8 ®]1983 Von einem konvexen Viereck
ABCD ist folgendes bekannt:

1) Die Diagonalen AC und BD stehen senk-
recht aufeinander und halbieren einander.

2) Die Lingen der Diagonalen AC und
BD verhalten sich wie 2:1.

-3)AC ist 8 cm lang.

a) Wie heiBt ein solches Viereck?

b) Zu berechnen sind die Linge der Seite

AB, der Umfang und der Flicheninhalt von

ABCD. Schiiler Manfred Petzchi,
Wendisch-Rietz, K1.8

Ma9 #1984 Die Summe der Quadrate
zweier aufeinanderfolgender ungerader na-
tiirlicher Zahlen ist um 38 kleiner als das drei-
fache Quadrat der um 1 verminderten kleine-
ren Zahl. Um welche Zahlen handelt es sich?
Aus einem dsterreichischen Lehrbuch

fuir Schiiler

Ma9 w1985 Beim sowjetischen Atomeis-
brecher ,, Arktika“, der als erstes Uberwasser-
schiff den Nordpol bezwang, betragen Linge,
Breite und Tiel[gang zusammen 181 m. Die
Linge des Schiffes betrigt 20 m mehr als die
vierfache Breite. Tiefgang und Breite betra-
gen zusammen 41 m. Welchen Tiefgang hat
der Atomeisbrecher?

Aus einem sowjetischen Lehrbuch fiir Schiiler

Ma9 #1986 Welches ebene konvexe n-Eck
hat 119 Diagonalen? '
Schiiler Steffen Lausch, Grimma, KI. 10

Ma9 #1987 Das Bild zeigt ein Quadrat mit
der Seitenlinge a. Ein Kreis schneidet das

Quadrat in acht Punkten derart, daB samt-
liche acht schraffiert dargestellten' Fldachen
den gleichen Inhalt haben. Es ist der Durch-
messer dieses Kreises zu berechnen.
Dipl.-Ing.-Pdd. W. Gliwa, Stafifurt

p
Z
%
Z
Y

Ma10/12 w1988 Es ist zu beweisen, da der
Ausdruck 9% — 5** fiir alle natiirlichen Zahlen
u durch 4 teilbar ist.

Schiilerin Sylvia Déring, Gotha, K1. 11

Ma10/12 @1989 DieWinkelhalbierende des
Winkels < BAC eines rechtwinkligen Drei-
ecks ABC mit den Katheten CB=6cm und
CA=8cm schneidet BC in D. Es ist der
Fldcheninhalt jedes der Dreiecke AABD und
AADC zu berechnen!.
Aus einem ruméinischen Lehrbuch
Sur Schiiler

Ma10/12 #1990 Im abgebildeten Dreieck
ABC habe der Innenwinkel ¥ ABC eine Gro-
Be von 100°. B set der Mittelpunkt desjenigen
Kreises k, der durch 4 und C geht. Der Kreis-
bogen kleinerer Liange AC sei 5cm lang. Wie
oft ist die Dreiecksfliche in der Kreisfliche
enthalten?
Skizze nicht mafstablich!

Schiiler Axel Kaminski, Riesa, K1. 10

. (2]

Ma10/12 m1991 Gegeben sei ein Parallelo-

gramm ABCD mit einem Flicheninhalt von
A=112,5 cm?, einem Umfang von u=68 cm
und der GroBe des Winkels < DAB von 30°.
Es sind die Lingen der Seiten a=c und d=b
zu berechnen!

Schiiler Jiirgen Seifert, Milkau, K1.8

u=d mu=d-x, .. ,A=r*n, A=r*'m, ...
Endlich eine Methode, nicht mehr zu spit
zu kommen. W ladimir Tilman, Moskau
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Physik

Ph6 876 An der Wand hidngt senkrecht
ein ebener Spiegel. In welcher Entfernung
vom Erdboden muB sich der unterste Rand
des Spiegels hochstens belinden, damit eine
davorstehende Person von 1,50m GroSe
gerade noch ihre FiiBe sieht? Fiihre die ent-
sprechende Konstruktion an einer Zeichnung
aus! (Die Stirnhéhe der Person soll unbe-
riicksichtigt bleiben.) B.

Ph7 ®77 In einem normal vetschlossenen
Finkochglas herrscht im Inneren ein der
AufBlentemperatur entsprechender Innen-
druck. Bei Zimmertemperatur sind das etwa
0,025 at (rd. 2,5 kPa). Berechne die Kralt in
kp, mit der der Deckel aufl das Glas geprelit
wird, wenn dessen Durchmesser 10 cm be-
tragt! Der Luftdruck sei 760 Torr (rd. 10,1
kPa). B.

Ph8 ®78 Zwischen zwei 6 m voneinander
entfernten Punkten einer Starkstromleitung

( Qmm?

Kupfer: ¢=0,0178 — ) ven 70 mm?

Querschnitt wird eine Spannung von 0,23 V
gemessen. Welcher Strom flieBt durch die
Leitung?

Schiiler Frank Endter, Asbach, K1. 10

Ph9 879 Aufder Mondoberfliche befinden
sich zwei Korper mit der gleichen Masse m.
Zu einem bestimmten Zeitpunkt befindet sich
der eine Korper am erdfernsten, der andere
Koérper am erdnichsten Punkt aufl dem
Mond. Ermitteln Sie die Diflerenz der Ge-
wichtskrilte dieser beiden Korper in Ab-
hiingigkeit von ihrer Masse! (Die Werte fir
die physikalischen GroBen findet man in
,,Tabellen und Formeln“,)

" Schiler Ingolf Thum, Géfnitz, K1. 10
Ph10/12 80 &) Mit welcher Hochstge-
schwindigkeit inkkaann man mit einem
Solo-Kraftrad eine ebene StraBenkurve von
200 Meter Radius durchfahren, wenn die
Masse des Kraftrades einschlieBlich Besat-
zung 300kg betrigt und der Haftreibungs-
koeffizient zwischen StraBe und Bereifung des
Kraftrades mit pz = 0,25 angesetzt wird?

b) Berechnen Sie den Winkel, den der Motor-
radfahrer bei der errechneten Geschwindig-
keit gegeniiber der Senkrechten zur StraBe

einnimmt! Ing. A. Kérner, Leipzig
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Chemie

Ch7 861 Wieviel Gramm Magnesium sind
notwendig, um aus 50 g Wasser den Wasser-
stofl vollstandig auszutreiben? Um vollstdn-
dige Reaktion zu gewihrleisten, soll Magne-
sium in 10%(igem UberschuB angewendet
werden.

Ch8 62 Zu 840 kg Kalziumkarbonat, wel-
ches einen Reinheitsgrad von 909, besitzt,
soll Sand gegebenn werden. Wieviel Kilo-
gramm- Sand sind erforderlich, damit eine
Konzentration von 409/ erreicht wird ?

Ch9 =63 Wie grof ist die tatsdchliche Aus-
beute an Athansiureithylester in Prozenten,
wenn aus 12,2 g Athansiure 16,4 g Athan-
sduredthylester erhalten wurden?

Ch10/12 w64 2,52 geines Salzgemisches aus
Kaliumchlorid und Kaliumbromid wurden
mit konzentrierter Schwefelsdure versetzt.
Die ausgewogene Menge Kaliumsulfat be-
trug 2,29 g. Wieviel Prozent Kaliumchlorid
und Kaliumbromid sind in dem Salzgemisch
enthalten?

VIL Physikwettbewerb
in Giistrow

JUNGER

0
n =
<
w
A
m
o)

GUSTROW

An diesem Wettbewerb beteiligten sich 21
Schiiler der Klassen 10 bis 12. Sie waren bei
den Auswahlklausuren im November 1978
als beste hervorgegangen. Wihrend des Wett-
bewerbs muBten sie ihr K6nnen unter Beweis
stellen. Bei den 4 theoretischen Aufgaben
konnten sie je 10 und bei der experimentellen
Aufgabe 20 Punkte, insgesamt also 60 Punkte,
erreichen.
1. Preis: Jirgen Grifenstein, K110, EOS
Martin Andersen Nexd, Dresden; Michael
Heinrich, K1. 12, EOS Heinrich Hertz, Berlin
2. Preis: Hartmut Schifer, K1. 12, EOS Walter
Ulbricht, Halle
3. Preis: Harmut Mix, K1. 12, EOS Friedrich
Engels, Dresden; Frank Marlow und Lutz
Werner, beide K112, EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Andreas Chrobok und Arnd Leike,
beide Kl.12, EOS Martin Luther, Halle;
Ingo Stiebritz, KL 12, EOS Carl Zeiss Jena;
Wolfgang Kiihn, K1. 12, EOS RFT Leipzig.
B. Triger/U. Walta

Aufgaben (Theoretische Klausur):

1. Bekanntlich liegen Kosmonauten beim be-
schleunigten Aufstieg auf dem Riicken, um die
auftretenden Belastungen gleichmédBig auf
den Korper zu verteilen.

In der Absicht, die Druckkrifte auf die ge-
samte Koérperoberflache zu verteilen, wird ein
Vorschlag zum Patent angemeldet. Darin ist
vorgesehen, die Kosmonauten wihrend der
Beschleunigungsphase in einer Fliissigkeit
schweben zu lassen.

Diskutieren Sie diesen Vorschlag auf seine
Brauchbarkeit!

2. Vom Grund eines Sees steigt eine Gasblase
allmihlich nach oben und erreicht schlieBlich
die Oberfliche. ) s

a) Berechne die Beschleunigung, mit der die
Loslésung vom Boden erfolgt!

b) Berechne die (konstante) Geschwindigkeit,
die sich praktisch sofort nach der Loslosung
einstellt!

c) Wievielmal so grofB ist die Geschwindig-
keit an der Oberfliche wie die Geschwindig-
keit am Grund?

Hinweis: Kugelformige Teilchen unterliegen
nach Stokes bei langsamer Bewegung in einem
Medium einer Reibungskraft F,=6n-n-r-v
(r Radius, v Geschwindigkeit, n Zahigkeit,
eine fiir das Medium charakteristische Kon-
stante).

Zahlenwerte:

am Grund: T, =4°C,
71=179-10"%kgs™'m™", r =100 um

an der Oberfliche: T, =20°C,
n2=1,00-10"*kgs 'm™?,

Dichte des Gases: gges=1,3kgm™? bei 0°C
und 10° Pa Luftdruck

Luftdruck: P = 10° Pa

Seetiefe: h = 100m.

3. Bei einem Experiment soll durch ein Gerit
ein konstanter Strom der Stirke I=1,1A
flieBen. Dazu muB eine konstante Span-
nung U =55V anliegen. Als Spannungsquelle
dient eine Steckdose, an der die Spannung U,
um 220 V schwankt. Die Gerétspannung soll
mit einem Widerstand mit verstellbarem Mit-
telabgriff (Potentiometer) geregelt werden,
dessen Kenndaten 620 Q, 350 W betragen.
Geben Sie eine Schaltung an, bei der der
Widerstand nicht iiberlastet wird. Zwischen
welchen Werten darf dabei die Netzspannung
U, schwanken?

4. Eine diinne Bikonvexlinse ist so aufgestellt,
daB sie von einer im Punkt A befindlichen
punktférmigen Lichtquelle ein reelles Bild in
A’ erzeugt. Verschiebt man die Lichtquelle
nach B, dann entsteht ihr reelles Bild in B'.

A, B, A, B sind Eckpunkte eines konvexen
ebenen Vierecks mit den Seitenldingen AB’
=90cm, B'A'=40cm, A'B=40cm, BA=65
cm und der Diagonalenlinge A4’=85 cm.

Fortsetzung auf S. 47



aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Gute Grundkenntnisse
gefragt

Rationell oder unrationell wiederholen —
das ist die Frage!

Ein noch so gutes Gedichtnis ist nicht
soviel wert wie blasse Tinte.
Altchinesisches Sprichwort

Wie die meisten Sprichworter enthilt auch
das oben zitierte chinesische sicherlich eine
wichtige Teilwahrheit. Auf das, was man aul-
geschrieben hat (selbst wenn es in blasser
Tinte ist), kann man immer zuriickgreifen,
auch dann, wenn man es nicht mehr im Ge-
ddchtnis hat. Doch in unserer alltdglichen
Denkpraxis kénnen und sollten wir uns nicht
alles-aufschreiben. Der enorme Wert des Ge-
déchtnisses besteht gerade darin, daB wir eine
groBe Menge von Informationen kurz- oder
langfristig im Gedéchtnis aufbewahren und,
wenn erforderlich, aus unserem Gedichtnis
reproduzieren konnen, ohne auf solche Mittel
wie ein Notizbuch stindig angewiesen zu sein.
Doch die Voraussetzung fiir diese hervor-
ragenden Fihigkeiten des Gedéchtnisses ist,
daB die aufgenommenen Informationen nicht
nur festgehalten (eingeprigt), sondern ver-
festigt werden, um auf diese Weise dauerhaft
im Gedichtnis aufbewahrt zu werden. Die
wichtigste Form der Verfestigung von Infor-
mationen ist euch zweifellos sehr wohl be-
kannt:
das Wiederholen der eingeprigten Informa-
tion. Aber zwischen der spontanen Durch-
fihrung des Wiederholens und einem aufl
rationellen Prinzipien [undierten Wiederho-
len bestehen sehr groBe Unterschiede. Man
kann z.B., wenn man unrationell herangeht,
mit sehr vielen Wiederholungen lediglich eine
oberflichliche Verfestigung erreichen, ande-
rerseits durch eine rationelle Wiederholungs-
methode mit relativ wenigen Wiederholungen
eine intensive Verfestigung und eine hohe
Gedichtnisleistung erzielen. Die Frage ist
also: Wie kann man moglichst rationell die
Wiederholungen eingeprigter Informationen
durchfiihren? Das soll in Heft 3/80 erldutert
werden.
F. Loeser, aus: Geddchtnistraining,
Urania-Verlag Leipzig

Ubungsaufgaben
aus den Klassen 2 bis 4

Ala Bestimme x!
x+18=20;9—x<4; x-7>2; x+x=360

‘A2A.

a b a-b a:b

150 3

180 9

75 0

5 60
A3a’ Rechne um!
500kg= t; 19kg = g
360s = min; S5km = m;
20dt = t; 12cm?*= mm?;
35cm? Smm?= mm?2;
15g =. mg

a4a Wahr oder falsch?
27+14=39+4;13-5-5<114-15;
67+9:3>128:4+3-9;

98+7=7+9-8

AS5A Gib auf jeden Strahl Punkte an, die
von A genauso weit entfernt sind wie B von 4!

o C

5

A

A6A Verschiebe!

A

A7a Rechne!

3200:8;7200:6; 15624 :4;
96—4-9+40; 72 :8+91 —100;
92736:3;276488:5;
2-9:5-2;8:9+7-6;
12-3+7;123+7); 12+3-7

A8A Ordne nach der GroBe!

62705; 499; 7810; 50; 401; 100000;
73427;99999; 7809; 100001; 49; 62704.
A9A Runde auf Vielfache von 10!
17;35;45;2956; 750; 8517; 24279
A10A Setze die richtigen Zeichen (<, >,

=)

28015+13
63-20063-30

© 748-507+(8"5)
8+8+8+808-5

alla Fir welche Zahlen x gelten die
folgenden Ungleichungen?

4898 <x <4901 x={ }

7002> x> 6997 x={ }

Al2a 10:2+0=9
+ + + +
14:2—-0=3
+ 4+ + +

m-8-2=17
36— 7 —mM=0mD

Vervollstindige die beiden, Biume!

Al14a Ersetze die Buchstaben durch Zif-
fern, so daB eine richtige Additionsaulgabe
entsteht! Gleiche Buchstaben bedeuten glei-
che Ziflern.

ABC

+ CC

AAB

Mathematischer Begriff gesucht

Aus jedem der folgenden Worter entnehme
man genau einen Buchstaben so, daB der
Rest (unter Beibehaltung der Reihenfolge)
ein Wort ergibt, das im Mathematikunter-
richt vorkommt. Die entnommenen Buch-
staben ergeben aneinandergereiht einen Be-
grifl, der angibt, wie eine Losung nach Mog-
lichkeit erfolgen soll.

BORGEN, BRAUCH, STUMME, BEI-
TRAG, OMEGA, TANG, ZEHEN,
HOHLE, LACHSE (Losung siehe S. 48)

Zu Ehren des 100. Geburtstages von Albert
Einstein wurde 1979 eine 5-Mark-Miinze in
der DDR herausgegeben (siche stilisiertes
Bild). Legierung: Neusilber; Durchmesser
29 mm; Gewicht: 12,2 g
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Wir bauen
eine Sonnenuhr

Nach der Lage des Zifferblattes unterscheidet
man verschiedene Formen von Sonnenuhren.
Wir erldutern als erstes den Bau einer
Aquatorialsonnenuhr. Sie besitzt ein beson-
ders einfaches Zifferblatt. Es ist regelmiBig
geteilt und liegt parallel zur Ebene des Erd-
dquators. Der Schattenwerler steht senk-
recht aul der Ebene des Ziflerblattes. Den
Aufbau einer Aquatorialsonnenuhr zeigt das
[olgende Bild (Bild 1).

Bei der Anfertigung der Einzelteile unserer
Sonnenubhr ist folgendes zu beachten:

Das Zifferblatt DEFG fertigen wir aus einem
quadratischen Stiick Pappe an. Wir zeichnen
um den Mittelpunkt M auf der Vorderseite
und auch aul der Riickseite der Pappe einen
Kreis, der alle vier Quadratseiten beriihrt.
Diesen Kreis teilen wir bei Punkt B begin-
nend in 24 gleiche Teile durch Antragen von
Winkeln von jeweils 15° mit dem Scheitel-
punkt M. Wir versehen unser Ziflerblatt auf
der Vorderseite und auch auf der Riickseite
mit einer Stundeneinteilung (Bild 2).

Damit wir unser Zifferblatt parallel zur
Aquatorebene aufstellen kénnen, miissen wir
fiir das Stiitzdreieck AABC den richtigen

Unser Foto zeigt die Sonnenuhr vom Rathaus
von Bautzen.

Winkel « wihlen. Aus der [olgenden Abbil-
dung erkennen wir, daB dieser Winkel « gleich
der geographischen Breite ¢ des Aufstel-
lungsortes 4 unserer Sonnenuhr sein muB,
also a=¢ (Bild 3).

Beweis: Wir setzen voraus, bei der Aquatorial-
sonnenuhr soll die Zifferblattebene parallel
zur Aquatorebené liegen. In der Zeichnung
sind also die Geraden RQ und BM parallel.
Der Winkel ¥ RQA im rechtwinkligen Drei-
eck ARQA betrigt 90° — ¢, und der Winkel
¥MBA im rechtwinkligen Dreieck AAMB
betrdagt 90° —a. AuBerdem sind diese beiden
Winkel Wechselwinkel an den Parallelen
RQ und BM. Folglich sind die Winkel kon-
gruent,

¥RQA = £ MBA,und aus 90° — ¢ = 90° —«
folgt ¢p=a.

Zur Konstruktion des Stiitzdreiecks entneh-
men wir einem Atlas die geographische Breite
des Aufstellungsortes unserer Sonnenuhr. Sie
liegt in der DDR zwischen 54°41' (Gellort
nordlich Kap Arkona) und 50° 10’ (Zollhaus
Schonberg im Vogtland). Die GréBe des
rechtwinkligen Stiitzdreiecks ergibt sich aus
der Linge der Strecke BM, also aus der hal-
ben Seitenldnge des quadratischen ZifTerblat-
tes. Wir konstruieren das Stiitzdreieck A4BC
aus folgenden Stiicken ¥BAC=¢, BM=

%ﬁ und ¥ ABC=90° (Bild 4).

Um das Stiitzdreieck in das Zifferblatt ein-
fiigen zu koénnen, schneiden wir sowohl! das
Ziflerblatt als auch das Stiitzdreieck bis zur
Hilfte entlang der Strecke BM ein. Danach
figen wir das Zifferblatt-und das Stiitzdreieck
zusammen und kleben beides auf einer recht-
eckigen Grundplatte fest. Damit ist unsere
Aquatorialsonnenuhr fertiggestellt.

Die Sonnenuhr ist jetzt genau in Nord-Siid-
Richtung aufzustellen, die Grundplatte muf3
waagerecht liegen. Die Kante AC des Stiitz-
dreiecks erzeugt auf dem Zifferblatt den
Schatten, der uns die Zeit angibt. Im Sommer-
halbjahr von 22. Mirz bis 22. September steht
die Sonne oberhalb der Aquatorebene, der
Schatten fdllt auf die Oberseite des Ziffer-
blattes. Dagegen scheint die Sonne im Winter-
halbjahr vom 24. September bis 20. Mirz auf

die Unterseite des Zifferblattes und erzeugt
hier den entsprechenden  Schatten. Am 21.
Mirz und am 23. September ist unsere Son-
nenuhr nicht brauchbar, da die Sonne in der
Aquatorebene steht und kein Schatten auldas
Zifferblatt fallt.

Dieser Nachteil tritt bei der Horizontal-
sonnenuhr nicht aul. Im Unterschied zur
Aquatorialsonnenuhr liegt bei der Horizon-
talsonnenuhr das Ziflerblatt waagerecht. Die
Lage des Schattenwerfers und auch die Tei-
lung des Zifferblattes hingen von der geo-
graphischen Breite des Aufstellungsortes die-
ser Sonnenuhr ab (Bild 5).

Zum Bau einer Horizontalsonnenuhr behal-
ten wir das Stiitzdreieck der Aquatorial-
sonnenuhr bei und versehen die Grundplatte
mit einer Stundeneinteilung. Dazu tragen

wir von der Strecke AB aus nach beiden Seiten
Jjeweils folgende Winkel ab (Tabelle).

Diese Ubersicht zeigt, daB sich die Stunden-
teilungen fiir die moglichen Werte der geo-
graphischen Breite in unserer Republik nur
wenig unterscheiden und beim Zeichnen
kaum von Bedeutung sind. Erst wenn' eine
sehr groBe Sonnenuhr gebaut werden soll,
spielen diese Abweichungen eine Rolle und
das Zifferblatt ist genau zu berechnen. Hin-
weise flir die Berechnungen von Sonnen-
uhren finden wir in dem Buch von K.G.
Steinert: ,,Sphirische Trigonometrie“, Leip-
zig 1977.

Nachdem wir eine der beschriebenen Sonnen-
uhren sorgfiltig gebaut und exakt aufgestellt
haben, werden wir Abweichungen zwischen
der Zeitangabe unserer Sonnenuhr und einer
nach dem Zeitzeichen gestellten, genau gehen-
den Armbandubhr feststellen.

Worauf sind diese Abweichungen zuriickzu-
fithren?

Unsere Sonnenuhr zeigt wahre Sonnenzeit
an, die aus der scheinbaren Bewegung der
Sonne resultiert. Die scheinbare Sonnenbe-
wegung erfolgt aber nicht gleichmiBig. Man
fithrt deshalb eine mittlere Sonnenzeit ein, die
man sich genau gleichférmig ablaufend denkt.
Die Differenz von mittlerer Sonnenzeit und
wahrer Sonnenzeit bezeichnet man als Zeit-
gleichung. Im Laufe eines Jahres nimmt die

Stundeneinteilung aul der Horizontalsonnenuhr

12.00 11.00 1000 900 800 700 600 500 400
' 13.00 1400 1500 16.00 17.00 18.00 19.00 20.00

Winkel 0° 12,3°  252° 392° 547° 71,8 90° 108,2° 125,3°
fiir ¢ =54°41",
Norden der DDR
Winkel 0° 12,0° 246° 384° 540° 71,3° 90° 108,7° 126,0°
fiir ¢=152°30, '
z.B. Berlin
Winkel § 0° 11,6° 239° 37,5 53,1° 708° 90; 109,2° 126,9°
fir ¢=50°10',
Siiden der DDR




Zeitgleichung ungelihr folgende Werte an
(Bild 6):

Aus der wahren Sonnenzeit, die wir an unserer
Sonnenuhr ablesen, erhalten wir mittlere
Sonnenzeit, indem wir zur wahren Sonnenzeit
den durch die Zeitgleichung fir das jeweilige
Datum gegebenen Korrekturwert addieren.
Auch nach dieser Korrektur kénnen noch
Abweichungen zwischen der mittleren Son-
nenzeit und unserer Mitteleuropéischen Zeit
auftreten. Die mit Hilfe unserer Sonnenuhr
und durch Korrektur mit Hilfe der Zeit-
gleichungskurve bestimmte mittlere Sonnen-
zeit ist die mittlere Ortszeit fiir den Auf-
stellungsort unserer Sonnenuhr. In Orten mit
verschiedener geographischer Linge lielern
Sonnenuhren verschiedene Ortszeiten. Fiir
den praktischen Gebrauch sind Ortszeiten
ungiinstig. Man hat deshalb auf der Erde
groBere Gebiete zu Zeitzonen zusammenge-
faBt und eine Einheitszeit festgelegt. In der
DDR benutzen wir Mitteleuropdische Zeit
(MEZ). Hierbei geht man vom 15.Lingen-
kreis dstlicher Linge aus, der durch Gorhtz
verlduft. Die mittlere Ortszeit von Gorlitz ist
gleich der MEZ. Fiir weiter westlich liegende

Orte in unserer Republik mit der geographi-’

schen Linge A tritt eine positive Zeitdifferenz
zwischen MEZ und Ortszeit auf. Einem
Liangenunterschied A4 von 15° entspricht
1 Stunde, 1° entsprechen 4 Minuten. Wir ent-
nehmen einem Atlas die geographische Linge
A des Aufstellungsortes unserer Sonnenuhr.
Sie liegt in der DDR zwischen 9° 54’ (Breiter
Berg westlich Geismar in der Rhon) und
15°02' (NeiBe bei Deska nérdlich Gorlitz).
Aus der Lingendifferenz A1=15°— A berech-
4Min.(15-4)

1° :
Zur mittleren Ortszeit miissen wir die er-
rechnete Zeitdifferenz addieren, um MEZ zu
erhalten.

nen wir die Zeitdifferenz Ar =

Beispiel: Wir nehmen an: Unsere Sonnenuhr
steht in Schwerin A=11,4°, und wir lesen am
6. August aul dem Zifferblatt der Sonnenuhr
eine wahre Sonnenzeit von 13%30™" ab. Wie
groB ist die zugehorige MEZ?
Der Zeitgleichungskurve entnehmen wir fir
den 6. August ungefihr +6 Min. Die mittlere
Sonnenzeit betrigt also 13*30™" 46 Min. =
13#36™". Der Lingendifferenz von Al=15°
—11,4° =3,6° entspricht die Zeitdifferenz von
At~ 14 Min. Als MEZ erhalten wir dann
13736™" 4 14 Min. = 13*50™",

U. Sonnemann

Fiir alle Leser, die sich noch ausfiihrlicher mit
Fragen der Zeitmessung und mit Sonnen-
uhren befassen mochten, empfehlen wir [ol-
gende Literatur: ‘

Klaus Lindner: , Astronomie selbst erlebt®,
Leipiig, Jena, Berlin 1973; Paul Ahnert:
~Kalender fir Sternfreunde 1980, Leipzig
1979
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In freien Stunden - alpha-heiter

Es zieht 1Y

Geheimnisvolle Gravierung

Auf einer alten Dose, die einst einem Seemann gehort
hat, findet sich folgende Gravierung:

4 11- 12 4 23 2

5 9- 13 3— 26 1—
6 7— 14 33— 31 1—
7 6-— 15 3- 37 1-

8 6 16 3 45 1

9 5- 17 2— 65 ——
10 4— 19 2-—- 100 —
11 4- 21 2- 200 -

Gesucht wird eine Deutung dieser Gravur, die mit der
Zeitmessung in Verbindung zu bringen ist.

Mirgeteilt von Prof. Dr. K.-R. Biermann,
Humboldt-Universitét zu Berlin

Sternwanderung

Gehe von einem Zimmer mit Stern aus, und suche den

Weg zum anderen Zimmer mit Stern!
Aus: Fiiles, Budapest

Nur vier Stotinki gespart

Ein Gabrovoer besuchte seinen Sohn, der Schiiler in
Sofia war. Der Sohn erzihlte voller Stolz: ,,Vater,
heute habe ich vier Stotinki gespart, ich bin den ganzen
Schulweg hinter der Straenbahn hergelaufen!*
,Dummkopf!*‘ schalt der Vater. ,,Wirst du hinter
einer Taxe hergelaufen, hittest du das Zehnfache ge-
spart!*

40

Kryptarithmetik
EhaE3a[PRIEOA
0+00- 0Od
oo N -0aa

Aus: Mathematika 4/79, Sofia

Abbildung von M; in M,

Gegeben sind die Mengen
M,={P,0,T,E,N, Z 1, )} und
M;=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)} sowie
das Gleichungssystem

PIP—P=x
PI°—P=axnxn
PIT—_P=nnn

PIE —P=nznn
PIN _P=gnnnnn
PIZ_P=nnnann.
Bilde die Menge M, so in die Menge M, ab, daB samt-
liche Gleichungen zu wahren Aussagen werden!
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Magische Figuren

Bild 1: Anstelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 10
so einzusetzen, dall die Summe am Umfang jedes
Quadrats und jedes Dreiecks stets 24 (oder 26) betragt.

Bild 2: Anstelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 9 so
zu ergidnzen, daB die Summe am Umfang jedes Drei-
ecks immer die gleiche wird. Wer findet die drei Mog-

lichkeiten?
Ing.J. Pénéik, Praha



Zwil

In einer Ebene lebte einmal

ein Wesen, das war zweidimensional

und hieB Zwil. Und hat schon in jungen Jahren
einst den zwielichtigen Lehrsatz erfahren:
,,Unsere Ebenen sind endlich. Unendlich das All.
Und dieser Satz gilt in jedem Fall.*

Doch Zwil hat dann Geometrie getrieben,
Dinge durchdacht und aufgeschrieben,
vieles mit Sorgfalt gewidgt und erwogen —
und ist dann auf eine Kugel gezogen.
Die schien ihm nidmlich unendlich weit

in ihrer endlichen Endlichkeit.
endlose Endlichkeit

Aus: Was sieht die Ringeltaube? Der Kinderbuchverlag,
Gedicht von John Erpenbeck, Vignette von Hans Ticha

Diagonale gesucht

Bei richtigem Finsetzen ergibt die Hauptdiagonale den
Namen des Entdeckers der binomischen Reihe.

1

2

3

1. Teil eines Bruches, 2. FlichenmaB, 3. existiert fiir
Jjeden Satz, 4. Teil der Ké6rperoberfliche, 5. Begriinder
der Mengenlehre, 6. deutscher Mathematiker (1577

bis 1643
) Diplomlehrer D. Vilzke, Greifswald

Geometrische Figur gesucht

Ordne die folgenden Worter so, als handele es sich um
Zahlen, der GroBe nach (mit der ,,groBten* begin-

nend)! Dabei ist jeder Buchstabe als Ziffer aufzufas-
sen, und im iibrigen gelte entsprechend dem Alphabet
a>b>cusw. '
Archimedes, Leibniz, Alpha, Omikron, Meile, Licht-
jahr, Meter, Gerade, Ankathete, Radius, Ellipse,
Parabeliste, Radizieren, Lochkarte
Die Anfangsbuchstaben ergeben, fortlaufend gelesen,
eine geometrische Figur.

OStR K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Beobachtungstest

Die Leute auf dem Bild A warten auf die S-Bahn.
Einer von ihnen konnte aber nicht mehr in die mit drei
Fahrgisten ankommende Bahn einsteigen. Welcher
Fahrgast ist zuriickgeblieben, und welche befanden
sich bereits in der Bahn?

e
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Aus: Fiiles 4/1979, Budapest
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Aus der Praxis
fiir die Praxis

Ausgewiihite Aufgabenbeispiele
aus den ,,Mathematischen Bliittern**
des Bezirks Neubrandenburg

Viel Freude und Erfolg beim Wiederholen
von Grundkenntnissen durch das Losen die-
ser Probleme aus der Praxis!

Al (Kreis Altentreptow) Bei der Zucker-
gewinnung rechnet man etwa 12 kg Zucker
aus 1dt Zuckerrilbben. Von einem Hektar
wurden 250 dt Riiben geerntet.

Wieviel Tiiten WeiBzucker (Inhalt 1000 g)
konnen daraus hergestellt werden?

A2 A (Kreis Anklam) Untenstehende Ta-
belle gibt die Hebeliibersetzung der ELW 200
(Eisenlaulgewichtswaage) bei 190 kp Bela-
stung an. .
Berechne das Laufgewicht F, (Fg; = F;)und
die Gesamtiibersetzung F2: F!

FB=F11 Ly, F21 Ly
190 kp 80 mm 2 590 mm
Fi; Ly, Fy; Ly,
Fyy 108 mm ? 253 mm
Fis Ly, Fyp3=F1 L,
F,, R2mm ? 190 mm

AJ A (Kreis Demmin) Im VEB Stirkefa-
brik Loitz wurden aus 60000t Rohmaterial
etwa 8000t reine Stérke und 12000t Pulpe
fir Viehfutter erzeugt. Das Rohmaterial darl
nach TGL bis 15%; Schmutzanteile besitzen.
Wieviel Tonnen sind dies jihrlich? Was wiir-
de eine Senkung der Schmutzanteile um 5%,
bedeuten? i

A4 A (Kreis Malchin) Bei der produktiven
Arbeit werden durch je 4 Schiiler jihrlich
1250 Kanalabdeckplatten produziert und da-
mit ein Wert von 23000 M geschaffen. Je
Platte werden 10,25 m Rundstahl (@ 6,5 mm)
verbraucht.

Wieviel Tonnen Stahl werden jihrlich be-
notigt?

A5 a (Neubrandenburg) Die 1500 Werk-
tatigen des VEB Reifenwerk Neubranden-
burg sollten nach der Planvorgabe im Jahr
1979 eine Bruttoproduktion von 460 Mio
Mark erwirtschaften.

Welchen Produktionswert erarbeitete danach
durchschnittlich jeder Werktitige dieses Be-
triebes im Jahr.1979?
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A6 A (Kreis Neubrandenburg) Die Tages-
produktion der ZBE' Frischeierproduktion
Bresewitz liegt bei 175000 Stiick.

a) Wie lang wire die ,Eierschlange* von
einer Tagesproduktion? | Ei etwa 5,8 cm.

b) Wann wiren 175000 Eier verbraucht,
wenn jeder Schiiler einer Klasse von 24 Schii-
lern tiglich ein Ei essen wiirde?

A7a (Kreis Neustrelitz) Die Arbeitspro-
duktivitit (AP*) stieg in der Schiffswerft Rech-
lin von 1975 bis 1978 um 16,5 TM, dabei allein
von 1977 bis 1978 um 7,5TM und erreichte
1978 63,5 TM. Wie hoch war 1975, 1976 und
1977 die AP, wenn sie von 1975 bis 1976
doppelt so stark anstieg wie von 1976 bis
19777

*Definition der Arbeitsproduktivitit je Be-
schiftigten: Es sei

AP die Arbeitsproduktivitit

IWP die industrielle Warenproduktion

(in M) g
B die Anzahl der Beschiftigten,
so gelte AP = IV\.!P (in M).

a8 a (Kreis Pasewalk) Eine viereckige
Wiese (ABCD) ist bei A rechtwinklig. Es
wurde gemessen: AB=450m, BC=220 m,
CD=650m, DA=380m.

Berechne den Umfang! Konstruiere das Vier-
eck im geeigneten MaBstab! Berechne die
Fliche, indem du dazu notwendige Stiicke
durch Messung bestimmst !

A9 A (Kreis Prenzlau) Von 20757 Berufs-
tatigen sind beschiftigt: In der Landwirt-
schaft 33,49, Industrie 19,89, Bauwesen
8,6 %, Handel 10,2%;, nichtproduzierende
Bereiche 28 9.

a) Berechne, wie viele Beschiiftigte das jeweils
sind!

b) Stelle die einzelnen Bereiche in einem
Kreisdiagramm dar!

A10A (Kreis Robel) In der LPG (P) Sa-
tow-Kogel werden von 2300 ha Acker 1500 ha
kiinstlich beregnet. Der Druck in den Wasser-

rohren fiir die Felder, die 20 m iiber der
Pumpstation liegen, betréigt etwa 6 at. .
Wie hoch muB der Druck in der Pumpstation
mindestens sein?

alla (Kreis Strasburg) Eine Mih-

drescherkolonne benétigt fiir die rund 90 km

lange Strecke von Teterow nach Oertzenhof
etwa 5 Stunden.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit.
fuhr die Kolonne?

A 12 A (Kreis Templin) Warthe liegt fund
11 km (Luftlinie) nérdlich von Templin und
Lychen westlich von Warthe und 50° nord-
westlich von Templin.

a) Welche Entfernung (Luftlinie) hat Lychen
von Templin?

b) Priife die Rechnung durch eine Konstruk-
tion! ‘

A 13 a (Kreis Teterow) In der KAP Nien-
dorf erreichte 1978 jeder Mihdrescher E 512
eine durchschnittliche Leistung von 244 ha.

a) Es wurden 4148 ha Getreide bestellt. Wie-
viel E 512 waren es?

b) Wieviel Hénger (Ladung 5t) knnen mit
Getreide beladen werden, wenn rund 40 dt/ha
geerntet wurden?

A 14 a (Kreis Ueckermiinde) Bestimme die
Anzahl der Berufstatigen in der Land- und
Forstwirtschaft aus folgenden Angaben:
Besclriftigte

im Bauwesen und in der Industrie 7300,
in der Industrie und in der L.-u.-F.-W. 8500,
im Bauwesen und in der L-u-F.-W.  4800.

Al5a (Kreis Waren) Im Dieselmotoren-

‘werk hat der groBte gegossene Schiflspropel-

ler einen Durchmesser von 6,3 m und eine
Masse von 32t. Der GuB ist eine Legierung
aus etwa 8% Zn, 5,5% Al, 10,59 Mn, 2%, Fe,
3,29, Ni, Rest Cu.

Wieviel Prozent Kupfer und wieviel Tonnen
Kupler enthilt diese Schraube? Wie groB ist
ihr Volumen, wenn die Dichte etwa 7,6i3
betrdgt? em

In eigener Sache

Im Namen des Redak-

. tionskollegiums sagt der
Chefredakteur der alpha
(Bild Mitte) herzlichen
Dank fiir die 13jdhrige
unermiidliche Arbeit als
Gutachter unserer Zeit-
schrift:

Herrn Nationalpreis-
trager Herbert Kdstner
(links) und Herrn Do-
zent Dr. Reinhard
Hofmann, beide Sektion
Mathematik der Karl-
Marx-Universitit
Leipzig.



Losungen

Lisung zu: Mathematischer Begriff

gesucht, S. 37

Bogen, Bruch, Summe, Betrag, Mega, Tag,
Zehn, Hohe, Achse; rationell. (Autor: OStR
K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin)

Losungen zu alpha-heiter,S. 40/41

Geheimnisvolle Gravierung

Seit der Zeit, in der man auf See Sanduhren

zur Zeitbestimmung benutzte, die eine halbe

Stunde liéfen, wurde in der Marine ,,Glasen”

als ZeitmaB benutzt; 1 Stunde =2 Glas.

Die Mafeinheit in der jeweiligen rechten
1

Spalte ist also 1 Glas=30; — =z Glas
=75, - - —lGl s=15; — — — —EGlas
=175 =5 Glas=15; =2

=225

Die Zahlen in der jeweiligen linken Spalte
konnen die empirisch bestimmte Schatten-
linge zu der in der jeweiligen rechten Spalte
angegebenen Uhrzeit (ab 6 Uhr bzw. bis
18 Uhr) angeben.

Zur Erlduterung einige Rechenbeispiele:

gemessene
Langen- Uhrzeit
einheiten Vormittag
4 6h+1 l% Glas
=6h+337,%
=11h37%

8 6h+6Glas=9h
12 6h+4Glas=8h
23 6h+2Glas=7h

200 6h+ % Glas=
6h+75=6h75
gemessene
Lingen- Uhrzeit
einheiten Nachmittag
1

4 —11>

18h—11 i Glas
=18h-337%
=12h 22,5

8 18h—6Glas=15h
12 18h—4Glas=16h
23 18 h—-2Glas=17h

200 18 h —% Glas=

18h—-7,5=17h 52,5
Das Produkt aus den jeweiligen linken und

rechten Spalten ist in jeder Zeile 47+2
(+3 bei 100 und 200).

Stemwaﬁderung

cljiv' E

Kryptarithmetik
124 +48=172
5+12= 17
620 : 4=155

Abbildung von M, in M,

Aus der Struktur des Gleichungssystems 148t
sich fiir die Potenzexponenten die Unglei-
chungskette P<O<T<E<N<Z [olgern.
Da P als Anfangsziffer der Basen und als
Subtrahend aulftritt, scheidet P=0 als wenig
sinnvoll aus.

P22 kommt ebenfalls nicht jn Frage, was
unmittelbar aus der 1. Gleichung hervorgeht.
Es kann also nur P=1 gelten.

P=1 in Verbindung mit der Voraussetzung
und der 1. Gleichung liefert /=0 und ==9.
Hieraus folgt weiter 0=2, T=3, E=4, N=5
und Z=6.

Die Proben 10' —1=9

105 —1=999999
bestitigen die Richtigkeit der Lésung.

Magische Figuren

Bild1l: 7 oder 3
1 6 5 8
4103 2101
9 5 9 7
2 8 4 6

Bild2: 29 oder 15 oder 24

4 9 9

3568 6248 6157
7 1 7 3 8 3

Diagonale gesucht
1‘. Nenner, 2. Hektar, 3. Beweis, 4. Mantel,
5. Cantor, 6. Guldin. Newton

Geometrische Figur gesucht

Parabeliaste, Archimedes, Radizieren, An-
kathete, Lichtjahr, Lochkarte,‘ Ellipse, Leib-
niz, Omikron, Gerade, Radius, Alpha, Meile,
Meter. Parallelogramm

Beobachtungstest

Der Mann mit der Zeitung konnte nicht mehr
einsteigen. — Der Mann mit der Brille am
2. Fenster, die Frau im 4. Fenster, der Mann
neben der Frau am 5. Fenster waren bereits
in der Bahn.

Lésungen zu:
Eine Aufgabe vom Autorenkollektiv des
s Taschenbuchs fiir Mathematik*, III. U.-S.

A1964a a)Esgibt
10!=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10

= 3628 800 Moglichkeiten, zehn voneinander
verschiedene Biicher auf einem Regal anzu-
ordnen (Problem der Permutation ohne
Wiederholung).

b) Wie im Beispiel a) handelt es sich auch hier
um ein ,,Anordnungsproblem®. Es existieren
soviel voneinander verschiedene eineindeuti-
ge Abbildungen einér Menge mit n Elementen
auf sich, wie voneinander verschiedene An-
ordnungen der n Elemente existieren, nim-
lich n! (Problem der Permutation ohne -
Wiederholung)

¢) Auch im Beispiel c) geht es um ein An-
ordnungsproblem. Da iibereinstimmende Zil-.
fern auftreten, fithrt nicht jede Umordnung
der Ziffern 1; 1; 1; 5; 5; 9 zu einer neuen
sechsstelligen Zahl. Da die Ziffer 1 dreimal
und die Ziffer 5 zweimal aultritt, ist die Zahl
aller Anordnungsméglichkeiten (das sind 6!)
durch die Zahl derjenigen zu teilen, bei der

trotz Umordnung von Ziffern die Zahl er-
1

halten bleibt. Es konnen %=60 voneinan-

der verschiedene Zahlen gebildet werden.
(Problem der Permutation mit Wiederho-
lung)

d) Aus 8 Mannschaften sind drei auszuwih-
len und auf den Platz 1, 2 bzw. 3 zu setzen.
Es ist ein Problem der Auswahl von 3 Elemen-
ten aus einer Menge von 8 Elementen unter
Beriicksichtigung der Anordnung. Man mu3
5 E !3)! =336 verschiedene Tips abgeben,
wenn man die Reihenfolge der drei Erstpla-
zierten mit Sicherheit voraussagen will. (Pro-
blem der Variation ohne Wiederholung)

¢) Wie im Beispiel d) geht es um ein Auswahl-
problem. Da jedoch ausgewiihlte Buchstaben
auch wiederholt auftreten konnen, ist die Zahl
der Moglichkeiten zu ermitteln, aus 26 ver-
schiedenen Elementen drei nicht notwendig
verschiedene Elemente auszuwihlen. Es gibt
263 = 17576 aus drei Buchstaben bestehende
,Worter”. (Problem ‘der Variation mit Wie-
derholung)

f) Im Beispiel f) handelt es sich um ein Aus-
wahlproblem ohne Beriicksichtigung der An-

ordnung. Es gibt(l:)=m! verschiedene
Maoglichkeiten der Auswahl von r Elementen
aus k Elementen. Zum Beispiel kann man aul
G) = %lZ)' =3 verschiedene Arten von
drei (unterscheidbaren) Kupgeln zwei aus-
wihlen. (Problem der Kombination ohne
Wiederholung)

g) Soll man aus einer Menge von k Elementen
r nicht notwendig verschiedene Elemente aus-

wihlen, so ist dies auf(k tr- 1) verschiedene
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Weise méglich. Die Aufgabenstellung erfor-
dert die Auswahl von zwei Zahlen aus der
Menge mit den Elementen 1;2;3;4; 5und 6.
6+2—1 N 7-6

2 >= 2 =m=21 ver-
schiedene Méglichkeiten. (Problem der Kom-
bination mit Wiederholung)

Dazu gibt es

Dr. P. Gothner,
Karl-Marx-Universitiit Leipzig

Lissungen zu: Allerlei Kurzweil, V. U.-S.
1. Weitere Legebeispiele

o Tt
oA

2. a) Da die Gesamtfliche der Steine 35cm?
betridgt, kann die Schachtel nur die MaBe
Scm x 7cm haben, wenn man eine | cm breite
»Schachtel” ausschlieBt. Andere MaBe gibt es
nicht.

b) Einzig méglich: 3cm x 13 ¢m.

3. Goethes Hexeneinmaleins. Summe: 1980
241 256 265 260 239 254 235 230
266 263 240 255 234 231 238 253
257 242 261 264 259 236 229 232
262 267 258 243 228 233 252 237
217 244 221 268 251 278 227 274
222 269 218 247 220 275 250 279
245 216 271 224 277 248 273 226
270 223 246 219 272 225 276 249

4. Aus der 1. Bedingung folgt, daB die dritte
Karte, und aus der 2. Bedingung, daB auch die
zweite Karte kein Konig sein kann, Also ist
die erste Karte ein Konig. Aus der 3. Be-
dingung geht hervor, daB die erste und zweite
Karte keine Karokarten sein kénnen, aus der
4. Bedingung, daB die beiden Pikkarten ne-
beneinander liegen miissen. Deshalb sind die
beiden ersten Karten Pikkarten. Mithin lie-
gen folgende Karten vor dir: Pikkonig, Pik-
dame und Karodame.

XVIII. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR

4, Stufe (DDR-Olympiade), Fortsetzung:

3B. Genau dann existiert jede in dem ange-
gebenen Ausdruck auftretende Wurzel, wenn
die Beziehungen
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x21,

x+324)/x—1, (2)

x+826)/x—1 gelten. (3)
(I) Angenommen, fiir eine reelle Zahl x sei
dies der Fall, und fur sie gelte auch

)]

Vxt3-a)/x—1+Vx+8-6/x—1=1. (&

Dann folgt

Vet3—a)/x—1=1-Vx+8-6/x_1,
34X =T=1-2/*FB=6=T
xH3-4y +x+814x6|/x—1,Iﬁ

l/x+8—6]/x—1=3—]/x-l
also J/x-1£3.

Aus (4) und (5) fo_lgt weiter

)
(6)

Vx+3-4 x—1=)/x-1-2, U
also x—122. 8)
Aus (6) und (8) ergibt sich

4<x—-1%9, 9
also 5<xZ10. (10)

Daher kénnen nur diejenigen reellen Zahlen
x, fir die (10) gilt, die geforderten Eigen-
schalten haben.

(II) Umgekehrt gilt: Wenn eine reelle Zahl x
die Bedingung (10) erfiillt, so gilt fir sie (1)
sowie (9), also (6) und (8);

ferner gilt x2—10x+25=(x—5)>20, also
x246x+9216x—16,d.h. (x+3)>=16(x — 1),
und daraus ergibt sich (da aus (10) auch
x+ 3> 0 folgt) die Ungleichung (2). Weiterhin
gilt x2—20x+100=(x—10)220, also x>+
16x+64=36x—36, d.h. (x+8)>2=36(x—1),
und daraus ergibt sich (da aus (10) auch
x + 8> 0 folgt) die Ungleichung (3).

Ferner gilt (/x—1-2)?=x—1—-4)/x—1+4
=x+3—4]/x~—1; hieraus und aus (8) folgt
(7). Weiterhin gilt

(3—]/x—1)2=9—6 x—14x-1
=x+8-6)/x—1,

hieraus und aus (6) folgt (5).

Aus (5) und (7) aber ergibt sich, daB x auch (4)
erfiillt. Somit haben genau diejenigen reellen
Zahlen x, fiir die (10) gilt, die geforderten
Eigenschalten.

Andere Losungswege bestehen darin, aufler
der Diskussion von (1), (2), (3) fiir alle (ver-
bleibenden) x durch Quadrieren die Identi-
taten

Vx+3-4)/x—1= Z—I/XTH
und Vx+8—6)/x—1=3-)x—1]|
herzuleiten und nun die Forderung
[2=)x=1|+|3-Vx-1| =1
durch Fallunterscheidung als dquivalent mit
(6) und (8) nachzuweisen.

Losungsvorschlag der Aufgabenkommission
4. a)
Es gilt a>—2ab+b*=(a—b)*20,
also (a+b)?=a?+2ab+b*24ab,
also wegena>0,b>0

a+b22)/ab,

0> Vab,

womit die erste Behauptung gezeigt ist.
b) Ebenso zeigt man

sowie [ir die Zahlen

(n

@

_a+b c+d

X=—m y="5—

2
STy
Aus (1), (2), (3), (4) folgt

a+b+c+d_x+y>
—3 2 2w

=\/"—;—b-5¥;l/l/ﬁ-l/c_d=i‘/@,
d.h. die zweite Behauptung.
Bemerkungen: Sitze, die ein Schiiler im Ma-
thematikunterricht oder im Mathematikzir-
kel auszusprechen und zu beweisen gelernt
hat, darf er als Teilnehmer der OJM zitieren
und fiir seine Losung voraussetzen.
Nun wird in Mathematikzirkeln gelegentlich
bewiesen, daB das arithmetische Mittel end-
lich vieler positiver reeller Zahlen nicht klei-
ner ist als deren geometrisches Mittel. Daher
mubBte der bloBe Hinweis darauf, daB beide
Behauptungen der Aufgabe Spezialfille die-
ses Satzes sind, schon als Losung anerkannt
werden. Dies geschah bei 5 Teilnehmern und
ist natiirlich unbefriedigend und 148t die Aul-
gabe als nicht gut geeignet fiir Mathematik-
olympiaden erscheinen.
Unter den{alschen Losungen war der hiufig-
ste Fehler der, daB aus der Behauptung
tb,
5 2
sage (a—b)*=0 geschlossen, nicht aber die
Umkehrbarkeit aller Schliisse festgestellt wur-
de.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 6 9 12 3 5 16 55
Dr. G. Schiemann Sektion Mathematik der
Martin-Luther-U niversitit Halle

()

[}5)

4

auch

ab zwar richtig auf die richtige Aus-

5. Die gegebene Gleichung ist &quivalent mit
z2-2"=153. 1))
(I) Angenommen, fur ein Paar natiirlicher
Zahlen (n;z) sei (1) erfiillt.
I.Fall: n ist gerade, d.h., es gilt n=2m mit
natiirlichem m.
Aus (1) folgt dann
(z—=2"(z+2™=153. 2
Da 153 =232 - 17 als Zerlegungen in zwei ganz-
zahlige Faktoren, von denen der erste kleiner
als der zweite und dieser (also auch der erste)
groBer als 0 ist, nur 1-153, 3-51 und 917
besitzt, gibt es fiir (2) hochstens die Maglich-

keiten
z—2"=1,z42"=153; 3)
)

z—2"=3,z42"= 51;
z=2"=9,z+2"= 17. 5)

Hiervon fiihrt (3) auf ‘den Widerspruch

2™ =76 und (4) auf den Widerspruch 2"=24;

(5) fihrt auf z=13,2"=4, alsom=2, n=4.

2.Fall: n ist ungerade. Es gilt

2=1(mod 3), also 2"= — 1 (mod 3).

Ist nun z=0 (mod 3), so folgt
z2-2"=0+1(mod 3);

ist aber z=1 (mod 3)

oder z= —1 (mod 3), so folgt
22-2"=1+1(mod 3). U

Wegen 153=0(mod 3) ergibt sowohl (6) als

auch (7) einen Widerspruch gegen (1).
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Daher kann (1) nur durch (4;13) erfiillt wer-
den.
(II) In der Tat erfiillen diese Zahlen (1);
denn es gilt
2*4+122=16+144=160=169 9.
Also ist genau dieses Zahlenpaar das ge-
suchte.

Lésungsvorschlag der Aufgabenkommission

6. Angenommen, wir haben ein regelmiBiges
Oktaeder mit den geforderten Eigenschaften
konstruiert. Wir betrachten die Umkugel K
dieses Oktaeders. Der Mittelpunkt der Ver-
bindungsstrecke von je zwei diametral gegen-
iiberliegenden Punkten ist infolge des Strah-
lensatzes mit dem Wiirfelmittelpunkt iden-
tisch. Daraus folgt, da der Wiirfelmittel-
‘punkt M mit dem Kugelmittelpunkt notwen-
dig zusammen/allt.

Die Kugel um M mit dem Radius r mit
T2<r<73 schneidet die Kanten des Wiir-
fels u.a. in den Punkten U, V, W, X, Y, Z
(siche Bild). UV WX ist ein Parallelogramm,
da UV und XW zueinander parallel und
gleichlang sind. Da UVW X symmetrisch zur
Ebene durch A4, C, G liegt, giltW:V_X und
damit ist UVWX ein Rechteck. Sei nun
x=AV =AU =GW=GX. Nach dem Satz

des Pythagoras ergibt sich:
VW=V a*+2(a—x)®. Aus der Bedingung
VW =UV =)/2 x ergibt sich x=%a. Uvwx

ist dann nach Konstrukgcgl ein Quadli Wir
withlen nun noch Y auf AE und Z aul GC mit

—7=G_=%a. Es folgt analog YU=YV
=YW=ZU=ZV=ZW=2ZX
Hox §
N
£ 4 l/ Y
FI7N
Y 4}/ N
/1 [L—-—
D,- —4-—A£——F
//ﬂ
A v 8

Dabher sind die Dreiecke UVY, VWY, WXY,
XUY, UVZ, VWZ, WXZ, XUZ gleich-
seitig. Der eingeschlossene Korper ist somit
aus zwei Pyramiden mit derselben quadrati-
schen Grundfliche und simtlich gleichseiti-
gen Seitenflichen zusammensetzbar, d. h., er
ist ein regelmiBiger Oktaeder. Wir berechnen
V. Das Oktaeder setzt sich aus zwei Pyrami-
den mit quadratischer Grundfliche der Kan-

terlinge a 1/5% und der zugehorigen Héhe;

- V2\?a2 1,
zusammen. Damit ist V = aT) Eg—gﬂ .

Analog berechnen wir das Volumen des kon-
2aslaosy,

3 23 2
(392) 33
16 2

Damit erfiillt das konstruierte Oktaeder alle
gestellten Bedingungen.

struierten Oktaeders. Es ist
1

Bemerkungen: 1. Die Aulgabe wurde als noch
angemessen eingeschitzt. Sie hatte die Funk-
tion eines ,,Scharfrichters®.
2. Die Schiiler verfiigen in der Mehrzahl iiber
keine klaren Vorstellungen von geometri-
schen Existenzbeweisen.
3. Verschwommene Darstellungen (z. B. geo-
metrischer Operationen im Raum), der feh-
lende Nachweis der RegelmaiBigkeit und eine
Fiille von Rechenfehlern waren typische
Fehler.
4. Eine Verallgemeinerung, die alle Oktaeder
mit den geflorderten Eigenschaften bestimmt,
erscheint in einem der nidchsten Helte der
,IMO-Ubungsaulgaben®.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 21 68 4 1 2 0 6 4
Dr. W. Moldenhauer,
V EB Kombinat Schiffbau Rostock

Lisungen zum alpha-Wettbewerb
des Heftes 5/79 (Fortsetzung):

Ma6 ®1887 Es seien p; und p, diese Prim-
zahlen, und es gelte ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit p;>p,. Aus der Aulgaben-
stellung folgt dann

4-(p1—p2)=p1+p2,

4p, —4p,=p1+p2,
3p1=5p..

Nun muB 5 Teiler von 3p, und somit Teiler
von p; sein. Das trifft nur zu fir p,=5.
Daraus folgt p,=3.
Die beiden Primzahlen lauten 3 und 5.

Ma6 w1888 Die zweistelligen natiirlichen
Zahlen seien in der Form 10a+ b dargestellt;
dann gilt
10a+b=4-(a+b),
10a+b=4a+4b,
6a=73b,
2a=>b.
Wegen 1 £a<£9 und 0£b<9 erhalten wir fol-
gende vier Losungen: 12, 24, 36, 48.

Maé6 m1889 Aus den Angaben des Auf-
gabentextes ergeben sich folgende Teilneh-
merzahlen:

Klasse Anzahl Klasse Anzahl
7 x 10 y

8 y 11 y+1

9 x+3 12 x

insgesamt 3x+3y+4=p,
Ix+3y+3=p-1,
x+y+1)=p—1.
Daraus folgt, daB p-—1 durch 3 teilbar sein
muB. Wegen 15 < p <25 gilt das nur fiir p=19.
Deéshalb gilt ’
3x+3y+4=19,3x+3y=15,
x+y=5mitx>1und y>1.
Es existieren zwei Losungen, nimlich x; =2
und y; =3 sowie x;=3 und y,=2.

Klasse Anzahl  Anzahl
7 2 3
8 3 2
9 5 6

10 3 2
11 4 3
12 2 3
insgesamt 19 19

Ma6 m1890 Da die Zahl ab (in dekadischer
Schreibweise) Primzahl ist, kann b nur 1, 3, 7
oder 9 sein. Da die Zahl ba ebenfalls Primzahl
ist, kann auch a nur 1, 3, 7 oder 9 sein. aus
ab—ba> 0 folgt a>b.

Fallunterscheidung:

ab ba ab—ba

31 13 18 keine Quadratzahl
71 17 54 keine Quadratzahl
73 37 36=62

97 79 18 keine Quadratzahl

Es gibt genau zwei Primzahlen mit dieser
Eigenschalft; sie lauten 73 und 37, und es gilt
73-37=36=6%

Ma6 w1891 Die gesuchten zweistelligen na-
tiirlichen Zahlen lassen sich darstellen durch
z=10a+b mit 1£a<9 und 0LhZ9; ihre
Quersumme lautet a+b. Nun gilt
10a+b=a+b+54, .

9a =54, also a=6.
Daraus folgt z=10-6+b=60+b.
Weiterhin gilt

7 - (60+b)=60+b+ 396,
420+ 7b=>b+456,
6b =136, also b=6.
Es existiert genau eine solche Zahl; sie lautet
66.

Ma7 w1892 Angenommen, in diesem Haus
wohnen x Familien mit 3 Personen, y Fami-
lien mit 4 Personen und z Familien mit 5 Per-
sonen; dann gilt 3x+4y+5z=41 und
x+y+z=12bzw. x=12—y—z.

Durch Einsetzen erhalten wir
3:-(12—y—z)+4y+52=41,

36 —3y—3z+4y+5z=4I,

y+2z=5,
2z=4+4+1-y,
z=2—y—_1.

2
Wegen x >y >z existiert genau eine Losung,
nidmlich y=3, also z=1 und x=8.
In diesem Haus wohnen 8 Familien mit drei,
3 Familien mit vier und 1 Familie mit [inf
Personen.

Ma7 ®1893 Aus (2) und (4) folgt: Herr
Morosow unterrichtet nicht Biologie. Aus (5)
folgt: Herr Morosow unterrichtet weder Geo-
graphie noch Mathematik.

Aus (3) folgt: Herr Tokarew unterrichtet
weder Biologie noch Franzgsisch. Folglich
unterrichtet Herr Wassiljew Biologie.

Aus (3) folgt: Herr Morosow unterrichtet
Franzdsisch.

Aus (2) und (4) folgt: Herr Tokarew unter-
richtet Mathematik.

Aus (5) folgt:. Herr Wassiljew unterrichtet
Geographie.

Aus (1) folgt: Herr Tokarew unterrichtet
Englisch. Folglich unterrichtet Herr Moro-
sow Geschichte.
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Zusammenstellung:

Name Ficher

Morosow Franzosisch, Geschichte
Tokarew Englisch, Mathematik
Wassiljew Biologie, Geographie

Ma7 #1894 Wir zeichnen ecinen rechten
Winkel mit seinem Scheitel B, tragen auf dem
einen Schenkel von B bis 4 die Linge 4 cm ab,
schlagen um 4 mit dem Radius r=5 cm einen
Kreis, der den anderen Schenkel des Rechten
in C schneidet und verbinden 4 mit C. Die
Parallele zu AB durch C schneidet die Pa-
railele zu BC durch 4 in D.

Das Viereck ABCD ist das zu konstruierende
Rechteck. Durch jeden der Punkte B und D
zeichnen wir eine Parallele zu AC. Die Mittel-
senkrechte von AC schneide die eine dieser
Parallelen in E, die andere in F. Die Dreiecke
AABC und AAEC haben die Seite AC ge-
meinsam und wegen AC || g gleiche Héhe
beziiglich dieser Seite, sie sind somit flichen-
gleich. Das gleiche gilt analog fiir die Drei-
ecke AACD und AACF. Auf Grund der
Konstruktion gilt ferner AE=CE = AF =CF.
Somit ist das Quadrat AECF flichengleich
dem Rechteck ABCD.

Ma7 w1895 Wir stellen folgende Tabelle
auf:

Anzahl Anzahl
Klasse d.Jungen d. Middchen
Ta a a-2
7b b b+7
Tc ¢ c+2
insg. a+b+c a+b+c+7
Nun gilt 2 (a+b+c)+7=89,
2-(a+b+c) =82
a+b+c =41

Diesen drei 7.Klassen
41 Jungen an.

gehdren insgesamt

Ma8 m1896 Fiir den Umfang dieses Recht-
ecks gilt:

1) u=2(a+b).

Wegen a:b=4:3 bzw. a=§-b und u=28
(Ma@zahl) gilt nun

o) 23=z(§b+b) bzw. b=6.

Daraus folgt a=8.

Die Lingen der Seiten des Rechtecks betra-
gen 8 cm bzw. 6 cm. .

Der Flacheninhalt des Rechtecks betrigt
48 cm?.

Sei e die Linge der Diagonalen, dann gilt
nach dem Satz des Pythagoras
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e?=a%+b?, also

e2=64+136,
e2 =100,
e = 10.

Die Linge der Diagonalen betrédgt 10 cn.

Ma8 #1897 Weil m. Mittelsenkrechte auf
AB ist, ist AE 3cm lang. Im rechtwinkligen
Dreieck AED gilt nach dem Satz des Pytha-
goras:

DE=|/AD*— AE?

DE=4cm.

Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks AED

gilt: 4E-ED
2

A=6cm>

Der Flidcheninhalt des Dreiecks AED betrigt

6cm?.

A=

Ma8 #1898 Die Aussageform ist
2-x+x-x+1=(x+1)(x+1)

Durch dquivalente Umformung erhalt man
2x+x2+1=(x+1)%;
x242x+1=x24+2x+1.

Die beiden Terme dieser Gleichung sind
identisch. Daraus folgt, daB fiir alle natiir-
lichen Zahlen x gilt:
2-x+x-x+1=(x+1)(x+1).

Ma8 1899 Man zeichnet die Diagonale
EC, die das Fiinfeck in das Dreieck ECD und
das Viereck ABCE zerlegt. Man verliangert
BC iiber C hinaus und zeichnet zu EC die
Parallele durch D, die die Gerade BC in F
schneidet. Man verbindet E mit F. Das Vier-
eck ABFE hat den gleichen Flicheninhalt wie
das gegebene Fiinfeck, da die Dreiecke
AECD und AECF flichengleich sind (sie
haben die gleiche Grundseite EC, und die
entsprechenden Hohen haben die gleiche
Lénge h;).

Dieses Verfahren wendet man nun auf das
Viereck ABFE an. Man zeichnet die Diago-
nale EB und die Parallele zu EB durch 4,
die die Gerade EF in G schneidet. Das Drei-
eck ABEA hat den gleichen Flicheninhalt
wie das Dreieck ABEG. Daraus folgt, daB
das Viereck ABFE den gleichen Flicheninhalt
hat wie das Dreieck ABFG.

Daraus folgt: Das Fiinfeck ABCDE hat den
gleichen Fliacheninhalt wie das Dreieck
ABFE.

Ma9 #1900 Scien x und y die Preise fiir die
zwei Pampelmusen in Mark. Dann gilt nach
den Bedingungen der Aufgabe

1) x+y=33

p)] x—y=0,1.

Daraus folgt x=1,7 und y=156.

Eine Pampelmuse kostet 1,70 M, die andere
1,60 M. Wenn man [iir 10 Plennig 25 g Pam-

pelmuse erhilt, so erhdlt man fir 1,70 M
425 g und fiir 1,60 M 400 g Pampelmuse. Die
Masse der einen Pampelmuse betrigt 425 g,
die der anderen 400 g.

Ma9 81901 Da die Linge von DB 4 cm be-
triigt, folgtaus AD : DB:BC=1:2:3=2:4.6.
Die Linge von AD betrigt 2cm und die
Linge von BC betrigt 6 cm.

Zwei voneinander verschiedene nicht iiber-
schlagene Trapeze erfilllen die Bedingun-
gen.

(1) Man zeichnet einen rechten Winkel mit
dem Scheitelpunkt A. Der Kreis um 4 mit
dem Radius r=2cm schneidet den einen
Schenkel des rechten Winkels in D. Der Kreis
um D mit dem Radius r=4 cm schneidet den
anderen Schenkel des rechten Winkels in B.
Auf der Parallelen zu AD durch B liegt der
Punkt C, der von B einen Abstand von 6 cm
hat.

(2) Die ersten drei Sitze wie (1), dann weiter:
Man zeichnet die Parallele zu AB durch D.
Der Kreis um B mit dem Radius r=6cm
schneidet die Parallele in C.

Skizzen (nicht maBstablich):

C

[3
D D c
A 8 A 8

Ma9 81902 Der Term 4x*—6x**!42x*+2
kann in ein Produkt umgeformt werden, da
jeder Summand den Faktor x* enthiilt. Die
Gleichung x*:(4—6x+2x?)=0 ist im Be-
reich der rationalen Zahlen zu der gegebenen
Gleichung dquivalent. Ein Produkt ist genau
dann gleich Null, wenn mindestens einer der
Faktoren gleich Null ist. Folglich gilt:

x*=0 oder 4—6x+2x2=0.

x*=0 wird von keiner rationalen Zahl erfiillt,
folglich ist die Losungsmenge L, leer (L,
= Q). o

A ) cx 8
4—6x+2x2=0 wird nur von den rationalen
Zahlen 1 und 2 erfiillt; die Losungsmenge
dieser Gleichung ist also L,={1;2}. Die
Losungsmenge der gegebenen Gleichung ist

. die Vereinigungsmenge von L, und L,.

Esgilt L=L,UL,={1;2}.

Ma9 ®1903 Nach dem Innenwinkelsatz fiir
Dreiecke gilt:

a+B+y=180°. Wegen (1) gilt y=90°. Das
Dreieck ABC ist rechtwinklig. Sei D der FuB-
punkt der Hohe h. und x die Linge der
Strecke AD. Nach dem Hohensatz fiir recht-
winklige Dreiecke gilt:

c\? c?

=) =x-(c—x) bzw. x2—cx+—=0. Die

2 4
Losungsmenge dieser quadratischen Glei-

chung ist L= {g}



Das bedeutet, daB D Mittelpunkt von AB ist.
Daraus folgt die Kongruenz der Dreiecke
AADC und ADBC (sws).

Man konstruiert das Dreieck ABC aus
a=5cm, b=5cm und y=90°. Der Flichen-
inhalt des Dreiecks ABC betriigt 12,5 cm?
(halbe Fliche eines Quadrats mit der Seiten-
linge 5 cm).

Ma10/12 =1904 (1) ist wahr; (2) ist falsch;
(3) ist wahr.

Begriindungen: zu (1): Man formt z=a¢*+a
+17 in z=a(a+ 1)+ 17 um. a(a+1) ist stets
gerade; folglich ist a(a+1)+17 stets un-
gerade.

zu (2): Man findet z.B. a=16. Es gilt
162+ 16+ 17=289 und 289=172, also keine
Primzahl. Dieses Gegenbeispiel geniigt, um
die Falschheit der Allaussage nachzuweisen.
Es gibt noch weitere Zahlen g, fiir die a(a+ 1)
+ 17 keine Primzahl ist.

zu (3): Wir nehmen eine Fallunterscheidung
Vvor.

1. Es sei a eine durch 3 teilbare Zahl, also
a=3k. Dann gilt

z=(3k)? + 3k + 17 =9k>+ 3k +17;
2=3(k*+k+5)+2.

Das heiBt, z 1Bt bei Division durch 3 den
Rest 2.

2. Es sei a eine Zahl, die bei Division durch 3
den Rest 114Bt, also a=3k + 1. Dann gilt
z=03k+1)(3k+2)+17=9k>+9k +19;
2=3(3k*+3k+6)+1.

Das heiBt, z 1aBt bei Division durch 3 den
Rest 1.

3. Es sei a eine Zahl, die bei Division durch 3
den Rest 2 14B8t, also a=3k +2. Dann gilt
z=(3k+2) 3k +3)+17=9k>+ 15k +23;
z=303k>+5k+T)+2.

Das heiBt, z 148t bei Division durch 3 den
Rest 2. Damit haben wir alle méglichen Fille
erfaBt.

Ma 10/12 #1905 Aus(a+1)(b+1)+1
= 1979 folgt (a+ 1) (b+ 1)=1978. Folglich gilt
auch
(@a=2)(b+4)=(a+1)(b+1); (1)
3a-3b=9
a—-b=3. Durch Einsetzen

in Gleichung (1) erhalten wir
(a—2)(a+1)=1978;
a®*—a—1980=0;

a=45;

b=42.
Nur die natiirlichen Zahlen 45 und 42 erfiillen
die beiden gegebenen Gleichungen.

Ma10/12 w1906 Wir nehmen an, es gidbe
ein x € P, fir das gilt:

(1)) sinx+cosx=1,5.

Wir quadrieren beide Seiten der Gleichung
und erhalten

(2)  sin®x+2sinx cosx+cos?x =2725.
Wegen sin’x+cos?x=1 und 2sinx cosx=
sin2x [olgt aus (2):

3) sin2x=1,25.

Die Gleichung (3) wird von keinem reellen x
erfillt. Daraus [olgt, daB die Annahme falsch

ist. Folglich gilt das Gegenteil der Annahme:
Es gibt kein xeP, fir das gilt: sinx+cosx
=1,5,qed.

Ma 10/12 #1907 Das Volumen dieser Pyra-

mide berechnet man nach der Formel
2.

=aTh. Nach dem Satz des Pythagoras

gilt fir die Hohe dieser Pyramide

d
h=\/sz—i 5 , , wobei s die Linge der Seiten-

kante und d die Liange der Diagonalen der
Grundflache bezeichnet.

52497
3

Esgilt V= sV =41,42m3.

Von diesem Volumen ist das Volumen fir
den Beton zu subtrahieren, um das Volumen
des Gesteins zu erhalten. Wir berechnen 559/
von 41,42 cm? und erhalten 22,78 m? fiir das
Volumen des Gesteins. Es seien m die Masse,
V das Volumen und g die Dichte des Gesteins
der Pyramide. Dann gilt

m=V-g

m=2278m?-2,6t-m™3

m=592t .
Die Masse des Gesteins betrigt etwa 59,2 t.
Es wurde mit Niherungswerten gerechnet.

Aus Platzgriinden k6énnen wir zu den Aul-
gaben des Physik- und des Chemiewettbe-
werbs nur die Antwortsétze verdffentlichen.

Ph6 861 Die Lackschicht

dick.

Ph7 862 a) Vom Zeitpunkt des Vorbei-
fahrens am Punkt A gerechnet tiberholt der
Radfahrer den FuBginger nach 65,
Autofahrer den Fulginger nach 2,5s
Autofahrer den Radfahrer nach  5s.

b) Die Abstinde von A sind entsprechend
28,5m, 36 m und 75m.

Ph8 m63 Es stehen rund 411 prom? und h
fur die Beregnung der Gemiisefliche zur
Verliigung.

Ph9 m64 Das Element hat eine Leerlauf-
spannung von 4,5V und einen Innenwider-
stand von 30 Q.

ist 0,075 mm

Ph10/12 w65 Die Geschwindigkeit des a-
Teilchens betrigt etwa 1,52 - 107 ?

Ch7 ®49 Das Gasgemisch enthdlt etwa
9,19 Kohlendioxid.

Ch8 =50 1480 g Sauerstoff sind fiir die Ver-
brennung noch zu liefern,

Ch9 »51 3251Chlorwasserstofl werden un-
ter den gegebenen Bedingungen von 310 ml
15%,iger Natronlauge absorbiert.

Ch'10/12 w52 Die Fiillung kostet rund
13196 Mark.

VII. Physikwettbewerb

Fortsetzung von S. 36: Bestimmen Sie
a) die Lage der Linse,

b) ihre Brennweite,

¢) die Gegenstandsweiten und die Bildweiten!
Die Losung kann rechnerisch oder durch
Konstruktion oder durch Kombination bei-
der Verfahren erfolgen. :
(Auf den Text zur experimentellen Aufgabe
miissen wir aus Platigrijnden verzichten,
d.Red.)

Jiirgen Griilenstein, jiingster Teilnehmer des
Wettbewerbs. Er erreichte sowohl im ex-
perimentellen als auch im theoretischen Teil
unter den 21 Teilnehmern die héchste
Punktzahl. Fiir die experimentelle Aufgabe
erreichte er als einziger die volle Punktzahl
und erhielt dafiir einen Sonderpreis.

JoRbaN

Fortsetzung von Seite 29
I11. Finale

Ala (Aufgabe) Man bestimme die dritte
Wurzel der Gleichung 2x3+mx?—13x+n
=0, wenn 2 und 3 Wurzeln der Gleichung
sind! .
A2a (Fragen) a) Geben Sie Synonyme fiir
das Wort ,,Axiom" an!

b) Die Funktion f(x) = x2 + 2ax + 3 sei gerade.
Bestimmen Sie a!

c) Wie heiBt das Ellipsoid, das mindestens drei
Symmetrieachsen besitzt?

d) Wie nennt man in der Mathematik ein
genaues Schema der Vorgehensweise, das zur
Losung einer bestimmten Aulgabe fithrt?

e) Er war Oberbefehlshaber der russischen
Armee im napoleonischen Krieg. In den Jah-
ren 1757 bis 1759 studierte er an der Adligen
Artillerieschule, an der er spéter Mathematik
lehrte. Wie hei3t der Mann?
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Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Wir stellen auch heute wieder Losungs-
varianten zu Wettbewerbsaufgaben vor, die
bei uns eingegangen sind. Sie mdgen unseren
aktiven Teilnehmern am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum L&sen von Aulgaben geben.

Im Heft 5/1978 verd(lentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 w1778 Die Variablen a, b, ¢ des Terms
a(c—-b)
b—a
so belegt werden, daBl der Wert des Terms

gleich einer positiven ganzen Zahl ist.

sollen mit den Zahlen 13, 15 bzw. 20

Im Heft 2/1979 veroffentlichten wir dazu eine -

Losung:
. alc—b)
Es ist b—a >0 genau dann, wenn entweder

»c>b und b>a* oder ,,c<b und b<a* gilt,
d.h., wenn entweder a<b<c oder a>b>c
gilt. Fiira<b<c,alsofiira=13,b=15,c=20
13-(20—15)
15—-13
ganze Zahl. Fir a>b>c, also fir a=20,
20~(13—15)_8
15-20 :

erhalten wir =32,5, also keine

b=15, c=13 erhalten wir

Wir stellen nun die Losung von Gerd Heber
aus Erfurt vor, der Schiiler der Klasse 7 der
11. POS ist. Gerd loste diese Aufgabe wie
folgt:

Die Variablen g, b, ¢ kénnen wie folgt belegt
werden:
a b ¢

1 13 15 20
@ 13 2 15
(3 15 13 20
@ 15 20 13
(5) 20 13 15
6 20 15 13

Fall (1) liefert eine gebrochene Zahl, nimlich
%‘1;5) = %. Die Fille (2) bis (5) liefern
negative Zahlen und entfallen deshalb, denn
es gilt

(0] ¢—b<Ound b—a>0,

3) c¢—b>0und b—a<0,

4 ¢c—b<Ound b—a>0,

&) ¢—b>0und b—-a<0.

Nur Fali (6) liefert eine positive ganze Zahl,
20(13-15) _

und es gilt 15-20 =8.
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Im Heft 5/1978 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

. Maé6 81775 Ein GroBvater hatte seinen dret

Enkeln einen Korb mit Niissen mitgebracht,
die sie ehrlich teilen sollten. Hans, der allein
im Haus war, nahm sich als erster seinen
Anteil; er entnahm dem Korb den dritten Teil
der Anzahl der Niisse. Bernd, der nicht
wulte, daB Hans sich schon bedient hatte,
nahm von den verbliebenen Niissen den drit-
ten Teil. Elke, die nicht wuBte, daB Hans und
Bernd dem Korb schon Niisse entnommen
hatteri, nahm als letzte von den verbliebenen
Niissen ebenfalls den dritten Teil. Danach
waren noch 16 Niisse im Korb. Wieviel
Niisse hat jeder von ihnen dem Korb ent-
nommen?

Im Heft 2/1979 verdflentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, im Korb Befanden sich an-

fangs n Niisse. Nachdem sich Hans ; Niisse

. . n
genommen hatte, verblieben im Korb n—§

Niisse. Nachdem sich Bernd % Niisse

. . 2n
genommen hatte, verblieben im Korb —

3
— 2'_' =%'1 Niisse. Nachdem sich Elke ;—; Niisse

9
genommen hatte, verblieben im Korb 49—n

—;—:=g—; Niisse. Nun gilt g—:= 16, also n= 54.
Im Korb befanden sich anfangs 54 Niisse.
Hans hat dem Korb 18 Niisse, Bernd 12 Niis-
se und Elke 8 Niisse entnommen.

_n

3

Wir stellen nun die Losung von Jens Beier
aus Grimma vor, der Schiiler der Klasse 6 der
Alfred-Frank-Oberschule ist. Jens 16ste diese
Aufgabe wie folgt:
Es sei z die Anzahl der im Korb anfangs vor-
handenen Niisse. Wegen der gestellten Be-
dingungen ist z ein Vielfaches von 27. Ich
nehme eine Fallunterscheidung vor.
1) Es sei z=27; dann erhilt

Hans 9 Niisse (Rest 18),

Bernd 6 Niisse (Rest 12),

Elke 4 Niisse (Rest 8).

Wegen 8+ 16 entfillt z=27.
2) Es sei z=>54; dann erhilt
Hans 18 Niisse (Rest 36),
Bernd 12 Niisse (Rest 24),
Elke 8 Niisse (Rest 16).
Dies stellt eine Losung dar.
Fiir z=k-27 mit k=3, wobei k eine
natiirliche Zahl ist, verbleibt jeweils
ein Rest, der groBer als 18 ist. Somit
existiert genau eine Losung.

3

Wir stellen nun die Losung von Jan-Martin
Hertzsch aus Geringswalde vor, der Schiiler
der Klasse 6a der Diesterweg-Oberschule ist;
Jan-Martin l6ste diese Aufgabe wie folgt:

16 Niisse sind % der Anzahl der Niisse, von der

1 1 .
Elke = entnommen hat; - entspricht also

3 3

'8 Niissen (16 +8 =24).

24 Niisse sind % der Anzahl der Niisse, von
%entnommen hat; % entspricht also
12 Niissen (24 + 12=36).

der Bernd

36 Niisse sind % der Aﬁzahl d/er Niisse, von
der Hans %entnommen hat; % entspricht also
18 Niissen (36 + 18 =54).

Hans nahm sich 18, Bernd 12 und Elke
8 Niisse.

Biicher helfen beim
Studieren

Drinfel'd

Quadratur des Kreises
und Transzendenz von 7
etwa 180S., zahlr. Abb., Preis: 8,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Bestell-Nr.: 5708950

K.-J. Richter

Methoden der Optimierung

Band I: Lineare Optimierung

189 Seiten mit 18 Bildern und
44 Tabellen,

VEB Fachbuchverlag Leipzig
Bestell-Nr.: 5455877

G. Lochmann

Preis: 7,80 M

‘Nomeographie

140 Seiten, 56 Bilder, 58 Tafeln,

43 Aufgaben mit Losungen sowie eine
Beilage Preis: 9,00 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Bestell-Nr.: 546427 1

H. Simon/K. Stahl/H. Grabowski

Mathematik

Nachschlagbuch fiir Grundlagenficher

13. vollig neubearbeitete Auflage

672 Seiten mit 445 Bildern, Preis: 13,50 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Bestell-Nr.: 5464407

K. Fehringer
Niherungsrechnungen, Gleichungen,

Ungleichungen

Einige Probleme der praktischen
Mathematik

144 Seiten, 75 Abb., . Preis: 3,70M

Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Bestell-Nr.: 7071500

M. Scholltyssek

Hexeneinmaleins

160 Seiten, zahlr. lustige Abb.,

Preis: 6,80 M
Der Kinderbuchverlag Berlin
Bestell-Nr.: 6306590



Buchpremiere
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LEIPZIG

Am 31. Oktober 1979 fand im Konferenzsaal
der Deutschen Biicherei in Anwesenheit zahl-
reicher in- und auslindischer Giste eine
Buchpremiere statt.

AnliBlich der 19. véllig iiberarbeiteten Auf-
lage des Taschenbuches der Mathematik fan-
den sich Wissenschaftler aus der UdSSR und
der DDR, Vertreter der Presse, des Buch-
handels, der Bibliotheken, des AuBenhandels
der DDR und des Graphischen GroBbetrie-
bes Interdruck Leipzig zu einer Feierstunde
zusammen.

alpha stellt vor:

I. N. Bronstein/K. A. Semendjajew
Taschenbuch der Mathematik
Neubearbeitung

860 Seiten, zahlr. Abb.
Erginzende Kapitel zu
Bronstein/Semendjajew
Taschenbuch der Mathematik
Neubearbeitung

218 Seiten, zahlr. Abb. Preis 12,00 M
1958 erschien im Verlag B. G. Teubner, Leip-
zig, die erste Auflage des von V. Ziegler ins
Deutsche iibersetzten Taschenbuches der Ma-

Preis 29,50 M

thematik von I. N.Bronstein und K.A. Se-
mendjajew. Seitdem sind 18 Auflagen mit
insgesamt rund 300000 Exemplaren erschie-
nen. Das Taschenbuch wurde zum unent-
behrlichen Arbeitsmittel wihrend des Stu-
diums und in der beruflichen Praxis nicht
nur fiir Ingenieure, fiir die es urspriinglich

vorgesechen war, sondern dariiber hinaus
fir Mathematiker, Physiker und andere Na-
turwissenschaftler, Okonomen sowie Mathe-
matik- und Physiklehrer.

Die Entwicklung der Mathematik seit der
Konzipierung des Taschenbuches, die Ent-
stehung neuer mathematischer Teilgebiete,
die verstirkte Anwendung der Mathematik
auf vielen Gebieten von Wissenschaft, Tech-
nik und Okonomie, die daraus resultierenden
anspruchsvolleren Studienanforderungen an
die Studenten dieser Fachrichtungen sowie
die Anpassung des Taschenbuches an den
erweiterten Benutzerkreis machten eine
griindliche Uberarbeitung, Erweiterung und
Ergédnzung erforderlich. .
Diese Uberarbeitung erfolgte durch ein Kol-
lektiv von Mathematikern, die zum groBten
Teil der Sektion Mathematik der Karl-Marx-
Universitit Leipzig angehdren, unter Leitung
der Herausgeber G. Grosche und V. Ziegler
in Abstimmung mit den Autoren der ur-
spriinglichen Fassung sowie in Zusammen-
arbeit der beiden Verlage Nauka, Moskau,
und B. G. Teubner, Leipzig.

Die neue Fassung wird als Gemeinschafts-
ausgabe der beiden genannten Verlage gleich-
zeitig in deutscher und russischer Sprache er-
scheinen.

Dariiber hinaus gibt die B.G.Teubner Ver-

lagsgesellschaft noch einen Ergidnzungsband

zu dieser Neubearbeitung heraus, der vor
allem von Studenten der Mathematik, Physik
sowie einiger mathematikintensiver techni-
scher und 6konomischer 'Fachrichtungen be-
notigt wird. Diese ,,Erginzenden Kapitel“
bilden zusammen mit dem Hauptband ein
einheitliches Ganzes.

Unser Foto zeigt den Mitautor der Original-
ausgabe des Taschenbuches der Mathematik,
Prof. K. A.Semendjajew (Mitte), sowie die
beiden Herausgeber Doz. Dr. G.Grosche
(links) und Dr. V. Ziegler (rechts), beide Karl-
Marx-Universitit Leipzig.

Eine Aufgabe des
Autorenkollektivs des Buches
Bronstein/Semendjajew
Taschenbuch der Mathematik
unter Leitung von

Prof. Dr. K. A. Semendjajew

Hydrometeorologisches
Wissenschaftliches Zentrum der UdSSR

4 1964 a Bei vielen mathematischen Unter-
suchungen treten kombinatorische Probleme
auf, deren Eigenart an folgendem Aufgaben-
komplex deutlich wird:

a) Wie viele Méoglichkeiten gibt es, zehn von-
einander verschiedene Biicher auf ‘einem
Regal anzuordnen?

b) Wie groB ist die Anzahl der eineindeutigen
Abbildungen einer n-elementigen Menge auf
sich?

c) Wieviel verschiedene sechsstellige Zahlen
kann man aus den Ziffern 1;1;1; 5; 5; 9 bil-
den?

d) An einem Turnier beteiligen sich 8 Mann-
schaften. Wieviel verschiedene Tips beziiglich
der drei Erstplazierten (in der Reihenfolge des
Wettkampfergebnisses) muB man mindestens
angeben, um eine richtige Voraussage ge-
macht zu haben?

e) Wieviel verschiedene Wérter mit 3 Buch-
staben kann man aus den 26 Buchstaben des
Alphabetes bilden, wobei unberiicksichtigt
bleibt, ob das durch Zusammenstellung der
Buchstaben gewonnene Wort ,.sinnvoll* ist
oder nicht?

f) Wieviel Moglichkeiten gibt es, aus einer
Menge von k (verschiedenen) Elementen
r Elemente auszuwihlen?

g) Wie grof ist die Anzahl der voneinander
verschiedenen Wiirfe mit zwei voneinander
nicht zu unterscheidenden Wiirfeln?

Zum Titelblatt

Die Abbildung zeigt zwei Spalten des Mos-
kauer Papyrus Rhind mit der Berechnung des
Volumens eines Pyramidenstumpfes mit Sei-
ten 2 und 4, und Héhe 6 Ellen.

Oben: der hieratische Text;

unten: die Umschrift in Hieroglyphen.

Der Text lautet:

(1) Addiere du zusammen diese 16

(2) mit dieser 8 und mit dieser 4.

(3) Es entsteht 28. Berechne du

@) % von 6. Es entsteht 2. Rech-

(5) ne du mit 28 2mal. Es entsteht 56.

(6) Siehe: es ist-56. Du hast richtig gefunden.
Der hieroglyphische Text wird von rechts
nach links gelesen. Die obere Lange 2 und ihr
Quadrat 4 sind oben in der Zeichnung ange-
geben, die untere Linge 4 unten, die Héhe 6
und der Inhalt innen. Die Multiplikation von
28 mit 2 steht links neben der Zeichnung.
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1. Gegeben sei ein in Dreiecke und Vierecke
unterteiltes Quadrat, siehe Bild. Wer legt die
sieben Teile so, daB die abgebildeten Figuren
entstehen ?

Aus: matematicki list 4/79, Beograd

2. Die gezeichneten Bausteine sind alle 1 cm

hoch und haben folgende Langen und Brei-

ten:

A:5cmlang, 1 cm breit, ist einfach vorhan-

den,

B: 4 cm lang, 1 cm breit, ist zweifach vor-

handen,

C: 3 cm lang, 1 cm breit, ist zweifach vor-

handen,

D:2cmlang, 2 cm breit, halbiert, ist vierfach

vorhanden,

E:4cmlang, 2 cm breit, halbiert, ist zweifach

vorhanden.

a) Wie groB mubB eine Schachtel sein, in die

alle Bausteine ohne Leerraum gerade hinein-

passen? Wieviel verschiedene Schachteln sind

moglich?

b) Welche MaBe miiBiten die Schachtein ha-

ben, wenn plétzlich noch ein Stein der Sorte B

gefunden wiirde, der auch noch ’rein soll?
Aus: Magazin 11/79, Berlin

—

B

3. Lose den (semimagischen) Rosselsprung,
und setze fiir die Silben des Gedichtes der
Reihe nach die Zahlen 216 bis 279 in die ent-

sprechenden Kistchen! Du erhiltst in jeder
Zeile und in jeder Spalte die gleiche Summe.

du Sie- Neun 1) so Hex, und Zehn
ist bracht : bist mach gehn, und gleich, die
ben reich. ist’s und Acht, Drei macl‘l Zwei
voll- Eins, und Ver- Eins laBl sagt mach
thes lier mal- und S0 mal- Aus das
eins, Zehn He- Aus ein- He- Sechs, eins!
die Goe- keins. muft ein- Fiinf ist stehn!
ist Du Vier! xen- Das ver- xen- und

4. Vor dir liegen drei Spielkarten mit der
Riickseite nach oben. Einiges wissen wir iiber
sie:
1. Rechts vom Kénig liegen eine oder zwei
Damen.
2. Links von der Dame liegen eine oder zwei
Damen.
3. Links von einer Karokarte liegen eine oder
zwei Pikkarten.
4. Rechts von einer Pikkarte liegen eine oder
zwei Pikkarten.
Welche Karten liegen also vor dir?

Aus: Sputnik 11/79, Moskau

5. Die Bewohner dieses Gebirgsortes knnen
nur mit Hilfe der Leiter von einem Haus zum
anderen steigen, aber auch lingere Spazier-

Schuldirektor H. Firg, Schwaz, Osterreich

ginge machen. Wo fiihrt der richtige Weg
von einem Stern (siehe Bild) zum anderen?
Aus: Fiiles 10/79, Budapest

6. Alles nach MaB: Seitdem Frank mit einem
Lineal umzugehen weiB, miBt er alles nach.
Kirzlich fragte er seine Oma: ,,WeiBt du,
wieviel Zahnpaste in einer Tube ist? — Fast
zwei Meter!*

(Losungen siehe Seite 44.)
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Uber
Antipodenpunkte

Unsere Mathematikstudenten Th. Meusel
und G. Wallura aus dem ersten Studienjahr
in Merseburg haben sich fiir den Studenten-
vortragstag mit einem Stoff beschiftigt, der
iber den Vorlesungsinhalt hinausgeht und
auch fiir mathematikinteressierte Schiiler ver-
standlich und interessant ist. Es ging um Anti-
podenpunkte auf Kreisen und Kugeln.

Zwei Punkte P,, P, auf dem Kreisrand S mit
dem Radius 1 um den Nullpunkt eines
(x,yrKoordinatensystems, die ,sich gegen-
iiberliegen®, d.h., die auf der gleichen Gera-
den durch den Nullpunkt liegen, heiBen Anti-
podenpunkte oder auch ein Antipodenpaar
des Kreises S'. Hat also P; die Koordinaten
(x1,1), wobei gilt x,2+y,2=1 (weil P, auf
S liegt), so muB sein Antipodenpunkt P, die
Koordinaten (—x,, —y;) haben. Die Punkte
(%ﬂ -3 1/5) und (-%]ﬁ, %ﬁ) bilden
z.B. ein Antipodenpaar des Kreises S'. Ent-
sprechend-erklidrt man Antipodenpunkte auf
der Oberfliche S? der Kugel mit dem Ra-
dius 1 um den Nullpunkt eines (x,y,z)-Ko-
ordinatensystems. Liegt der Punkt P, mit
den Koordinaten (x;,y;,z;) auf $2, dann gilt

x4 y2 42,7 =1,

und der Punkt P, mit den Koordinaten
(—x3, —y1, —zy) ist der zu P; gehorige Anti-
podenpunkt P, aul der Kugel (vgl. Bilder
1,2).

Bild 1 ,

Bild 2

Wir denken uns zwei Teilmengen M, M, von
S, so daB die Vereinigung M, UM der bei-
den Mengen wieder die gesamte Menge S!
ergibt. M, und M, ,iiberdecken also S!. Die
genannten Mengen sollen ,abgeschlossen®
sein, das heiBt, sie sollen ihre Randpunkte
mit enthalten. Die Frage ist, ob eine der
Mengen ein Antipodenpaar enthidlt (vgl
Abb.3; M, in Bild 3 enthilt sicher keine
Antipodenpunkte!).

Bild 3

Bei der Kugel interessiert uns besonders eine
»Uberdeckung“ ihrer Oberfliche §2 durch
drei Mengen M, M,, M;. Sie seien ebenfalls
abgeschlossen. Um sich den Sachverhalt zu
veranschaulichen, kann man sich drei Men-
gen auf einen Ball aufmalen, die zusammen
den gesamten Ball iiberdecken sollen. Jetzt
fillt die Antwort auf die Frage, ob wenigstens
eine der drei Mengen M, M, M, einen Anti-
podenpunkt enthilt, schon schwerer. Bei der
Diskussion dieser Frage ,direkt am Ball“
wird man feststellen: Wenn man die Kugel-
oberfliche S? mit vier (oder mehr) Mengen
iiberdeckt, so kann der Fall eintreten, daB
keine der erwidhnten Mengen ein Antipoden-
paar enthilt.

Der berithmte ,Antipodensatz* von L. A.
Ljusternik und L. G. Schnirelman (1930) be-
antwortet unsere Fragen (und ist noch in all-
gemeineren Fillen giiltig): Wird die Kreis-
linie S! von zwei bzw. die Kugeloberfliche
S2 von drei abgeschlossenen Teilmengen
iiberdeckt, so enthdlt mindestens eine der
Mengen ein Antipodenpaar.

Der an Mathematik interessierte Schiiler wird
fragen, wie der Beweis eines so einfach zu for-
mulierenden Satzes gefiihrt werden konnte.
Darauf wollen wir am Ende unseres Artikels
zu sprechen kommen.

Dieser Satz ist nicht nur niitzlich zur Losung
solcher geometrischen Probleme, sondern er
ist einer der grundlegenden Existenzsitze der
modernen Mathematik. Dies wollen wir an
zwei Beispielen erldutern. Wir benutzen den
Antipodensatz, um nachzuweisen, da8 soge-
nannte ,ungerade“ Funktionen Nulistellen
auf S! (bzw. 5?) haben.

Beispiel 1:
Wir denken uns die (x,y)Ebene. Jedem
Punkt (mit den Koordinaten (x,y)) ordnen
wir den Funktionswert

n

Sll?l2

f(x’y)=

X'COSE +
FV+y

W 2+1

zu. Die so gegebene Funktion f'ist ungerade,
denn es gilt

f(x’y)= —f(_x’ _y)
Wir fragen, ob die Funktion f Nullstellen hat,
die auBerdem noch auf S! liegen. Wir suchen
also Punkte P* der (x,y)-Ebene, deren Ko-
ordinaten (x*,y*) folgende Bedingungen er-
fiillen:
2  fG*y*)=0
() M +0P=1
Wir brauchen somit die Funktionswerte von f
nur iiber den Punkten von S* zu betrachten.
Nun bilden wir zwei Teilmengen M,, M, von
S'. M, enthalte die Punkte von S!, iiber
denen die Funktion f nichtnegative Werte
hat:
@  Mi={x)eS' / f(x.)20}
und M, sei die Menge der Punkte von S!,
iiber denen f nichtpositive Werte hat:
6 Mi={(x.)eS" / f(x)=<0).
Fiir unsere Funktion f (siche (1)) sicht man,
daB M, nichtleer ist (z.B. liegt der Punkt

(L,0)in M, : f(1,0)=%(sin§)>0), und ebenso

ist M, nichtleer, denn (—1,0)e M,. Beide
Mengen sind abgeschlossen. M; und M,
zusammen iiberdecken S?, denn f kann iiber
§! nur f(x,y)20 oder f(x,y)<0 erfiillen. So
erkennen wir, dafl die Voraussetzungen des
Antipodensatzes erfiillt sind. Eine der beiden
Mengen muB somit ein Antipodenpaar P, P,
besitzen. Nehmen wir an, P; e M, so schrei-
ben wir auf, was wir von P, wissen (die Ko-
ordinaten von P; seien (x;, y;), i=1,2): es gilt
©  flx,y1)=0,

weil P eM,; da P,, P, ein Antipodenpaar
bilden, ist weéiter

M x2=—x1,y2=—n

richtig; da auch P, in M, liegt, ist folglich

(8) S(=x;,—y1)=0

richtig. Wir wissen, daB feine ungerade Funk-
tion ist.

Dabher folgt aus (8)

©®  f(=x1,=y1))=—f(x1,y1)=0,

also

(10)  f(x1,y1)20.

Wir lesen jetzt (10) zusammen mit (6):

(A1) 0=f(x1,y)=0,

dies kann nur fiir

(12)  f(e1,y1)=0

erfiillt sein. Hatten wir angenommen, daB
P, in M, liegt, so erhalten wir (wie man
nachrechnen moge) ebenso f(x;,y,)=0. P,
ist also eine Nullstelle von f, die aul S* liegt.
Nachtriglich sieht man: da P; Nullstelle ist,
liegt P, sowohl in M, als auch in M, (man
schaue sich nochmals (4) und (5) an). Wir
wissen jetzt, daf es eine Nullstelle gibt. Da
fiir den zugehorigen Antipodenpunkt P, gilt
(13)  flea,y2)=—f(x1, 1)

folgt aus (12):

(14)  f(x2,y2)=0,

P, ist somit auch Nullstelle.

Um nun die Koordinaten x,, y; bzw. x,, y,
niherungsweise zu bestimmen, nehmen wir
Bild 4 zu Hilfe. Wir wollen nimlich gemiB
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unserer Tabelle an einige Punkte des Kreises
S* die Funktionswerte von f fiir diese Punkte
schreiben.

x y 10,y
0 1 1
1
1 2
0 2
0 | -1 -1
1
-1 —_
0 2
1 1
52 -3V/2 | -0.206...

Bild 4

Ferner sehen wir aus (1), daB. fir Punkte auf
dem Kreisbogen im 1. Quadranten gilt:
f(x,y)>0, denn alle eingehenden GroBen
sind positiv. Entsprechend gilt fir Punkte
auf dem Kreisbogen im 3.Quadranten, daB
dort f stets negativ ist. Folglich miissen (s.
Bild 4) die gesuchten Antipodenpunkte im 2.
bzw. 4. Quadranten liegen. Zum Beispiel im

4. Quadranten gilt: f hat den Wert % iiber dem

Punkt (1,0) und den Wert —1 iiber dem
Punkt (0}—1). Man denke sich die Funk-
tionswerte iiber dem Kreisbogensﬁick im
4.Quadranten aul einer Schnur angeheftet.
Diese Schnur ist iiber (1,0) in der Hohe
li anzubringen, iiber (0, — 1) in der Héhe —1,
also muB es (mindestens) einen Punkt aul
dem Kreisbogen im 4.Quadranten geben,
durch den die Schnur hindurchgeht (man
modelliere oder zeichne den Sachverhalt, wo-
durch noch besser klar wird, wie man sich
einem solchen Punkt weiter nihern kann).
Da f ungerade ist, ist dies ein Punkt eines
Antipodenpaares, in dem f verschwindet.
Diesen Gedanken mit der Schnur kann man
zu einem exakten Beweis unseres Satzes fii1
die S! benutzen (Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen).

Beispiel 2:
Bereits recht kompliziert wird die Anwen-
dung des Antipodensatzes fiir die Kugelober-
fliche S2. Wir geben uns ein Gleichungs-
system vor, etwa
(15) xysinz+z=0

yzsinx+x=0.
Wir wollen wissen, ob Losungen des Glei-
chungssystems vorhanden sind, die zugleich
auf S? liegen. Ein Punkt P ist folglich solch
eine Losung, falls seine Koordinaten (x, ».2)
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die beiden Gleichungen (15) erfiillen und
ferner noch gilt
(16) x2+y*+z2=1, _
denn dann liegt P auch auf $2. Wenn wir die
linken Seiten in (15) mit fi(x,y,z) bzw.
Sf2(x,y,z) abkiirzen, gilt dhnlich wie in Bei-
spiel 1:fi(~x, —y, —z)= —fi(x,y,z) firi=1,2.
Man geht diesmal so vor: fiir eine feste Zahl
k=1,2, ... bilden wir die zwei Mengen:
(17} Au={(xy.2)eS* / /i(x,y,2)2k™"},
(18)  An={(x.y.2)€$? | fr(x,y,2}2k™"}.
Diese Mengen sind beide nichtleer, dies kann
man nachrechnen, ferner abgeschlossen. Kei-
ne der beiden Mengen kann ein Antipoden-
paar enthalten, denn wire
19  (x,y.2)€A 1 (—X, —y, —2)€A 4
so folgte, daB zugleich gelten miissen
(200  fi(x,y,z2)=k~! und
(21) _fl (x,y,z)ék_l,
dies ist aber nicht mdglich.
Wir iiberlegen uns nun, welche Punkte
PeS? wir mit Ay, und A, noch nicht erfaBt
haben. Fiir diese gelten [olgende Ungleichun-
gen
22) filx,p,2)<k™!
fz(X,y,2)<k_l
Deshalb bilden wir als dritte abgeschlossene
Menge bei Zulassung des Gleichheitszei-
chens
(23) AJk:‘{(x!y’z)Esz Ifi(X,,V»Z)§k_l,
i=1,2}.
Da die drei abgeschlossenen Mengen A,
A2, A3y die S? iiberdecken, enthilt nach dem
Antipodensatz mindestens eine ein Antipo-
denpaar Py, Py Diese Menge kann nach
den obigen Uberlegungen nur Aj, sein. Wir
wollen A3, genauer untersuchen. Wir stellen
fest, daB fiir die Punkte P aus Aa,, fir die
S1(x,y,2)< —k7! oder fo(x,y,2)< —k™! gilt,
die zugehorigen Antipodenpunkte wegen
24 fil=x,—y,—2)= —fi(x,y,2)> k7"
(fir i=1 bzw. i=2) zu A4,, bzw. A, gehoren.
Damit konnen wir die Menge, in der sich ein
Antipodenpaar befinden muB, genauer be-
schreiben. Bezeichnen wir diese Teilmenge
von A3, mit By, so gilt
(25)  Bi={(x,5,2)eS?| — kT < fi(x,9,2)
<kl i=)2},

und fir das Antipodenpaér P, Pa mit den
Koordinaten (x4, y1,214) bzw. (=14, — y1,
—z,) gilt damit ebenfalls
(260) —kT'Zfiliyiz)<kT!

kT L X Y1z Sk
Fiir jedes k=1, 2, ... gibt es ein Antipoden-
paar Py, Py, das (26) erfiillt, B, ist also nicht
leer. Diese Punkte Py (i£1,2; k=1,2,3,...)
liegen alle auf der Kugelfliche! Da wegen
(k+1)"' <k ! stets By, < B, und damit ein
Antipodenpaar aus B,.; auch Antipoden-
paar in By ist, darf man schluBfolgern (unter
Beriicksichtigung der Abgeschlossenheit der
B.), daB ein Antipodenpaar P,, P, existiert,
das allen B, angehort. Dies ist aber wegen (25)
nur moglich, wenn gilt

fiGe,3n2)| =0,i=1,2.

Dieses Antipodenpaar stellt also zwei Losun-
gen unserer Aufgabe dar.

Wiederum wissen wir auf diese Weise nur,
daB Losungen existieren. Wir konnten aber
nun an die (ndherungsweise) Bestimmung
einer Losung herangehen mit der GewiBheit,
daB es auch wirklich eine gibt.

AbschlieBend noch etwas zum Beweis des
Antipodensatzes. Obwohl seine Formulie-
rung so leicht verstindlich ist, ist ein Beweis
schon fiir die S! nicht leicht. Fiir die S! er-
kennt man, daB irgend zwei abgeschlossene
nichtleere Mengen M,, M,, die die S' iiber-
decken, also S'=M, UM, einen gemeinsa-
men Durchschnitt D haben. Sie hiitten nim-
lich sonst einen von Null verschiedenen Ab-
stand voneinander, was dem Zusammenhang
der Kreislinie widerspricht. Ist nun etwa P,
in D, so muB der Antipodenpunkt P, zu P,
in M, oder in M, liegen. Entsprechend ist
dann das Paar P,, P, ein Antipodenpaar in
Ml oder Mz.
Erst recht schwierig wird der Beweis fiir die
hoherdimensionalen Fille. Eine Uberdek-
kung der S? mit drei Mengen M, M,, M;
muB ndmlich nicht die Eigenschaft M,
NM,;NM3+® haben, wiec man am Ball-
modell nachpriift.

A. Gopfert und O. Lange

Uber das Mathematik-
Studium in Merseburg

Zu den Merkmalen der Stadt Merseburg
zihlen nicht nur die interessante Geschichte
(man denke z. B. an die Merseburger Zauber-
spriiche) und die recht bedeutende Industrie,
sondern auch die Technische Hochschule
Carl Schorlemmer*, die heute mit ihren mo-
dernen wissenschaftlichen Einrichtungen und
Wohnheimen ein kleiner Stadtteil fiir sich ist,
der schén am westlichen Stadtrand von
Merseburg gelegen ist. Es geht schon aus un-
serem Artikel iiber Antipodenpunkte hervor,
daB zu dieser Hochschule eine Sektion Ma-
thematik und Rechentechnik gehort, und
manchem wird es gar nicht bekannt sein, daB
man an unserer Technischen Hochschule Ma-
thematik studieren kann.

Die Sektion Mathematik und Rechentechnik
gliedert sich in drei Wissenschaftsbereiche
(Analysis, Numerische Mathematik, Stocha-
stik/Optimierung) und ein Organisations-
und Rechenzentrum. Thre Hauptaufgaben be-
stehen in Forschung, Lehre und Anwendung
der Mathematik auf den eben genannten Ge-
bieten. Vielleicht ist es intereSsant, einiges
iiber das Mathematikstudium in Merseburg
und iiber die Berufsaussichten.nach der
Diplomverteidigung zu erfahren.



Die Ausbildung wird natiirlich entsprechend
dem in der DDR giiltigen Studienplan fiir die
Ausbildung eines Diplom-Mathematikers
vorgenommen, wobei an unserer Hochschule
in den hoheren Semestern stirker Probleme
der Optimierung und Steuerung im Vorder-
grund stehen. Diese sind moderne Gebiete
der Mathematik, welche weit in die Analysis,
Stochastik und numerische Mathematik hin-
einreichen. Sie sind interessante und aktuelle
Forschungsgebiete und kommen in sehr vie-
len Industriezweigen und wissenschaftlichen
Einrichtungen der DDR zur Anwendung.
Auch die Studenten haben daran bereits
aktiven Anteil. Es werden namlich die vielen
Erfahrungen und Verbindungen der Sektion
Mathematik und Rechentechnik in der Zu-
sammenarbeit mit der Praxis und mit Nach-
barsektionen der Hochschule ausgenutzt, um
die Studenten durch dort auftretende mathe-
matische Probleme und kleine Forschungs-
auftrige zu eigener wissenschaftlicher Arbeit
anzuregen. 1979 wurde z.B. ein Studenten-
kollektiv fiir die Losung einer derartigen Auf-
gabe mit einem Ehrenpreis des Ministers [tr
das Hoch- und Fachschulwesen ausgezeich-
net.

Neben Vorlesungen, Ubungen und Semina-
ren erfolgt die Vorbereitung auf den spiteren
Berufseinsatz insbesondere durch ein Prakti-
kum (im 6.Semester), durch die Diplom-
arbeit sowie durch Vorlesungen iiber Ver-
fahrenstechnik (mathematische Grundlagen
von Verfahren vieler Industriezweige). In
Fachseminaren (hier stehen die Diskussionen
zwischen Professoren und Studenten im Vor-
dergrund) werden Probleme der mathemati-
schen Modellierung technischer oder wissen-
schaftlicher Fragestellungen und zu anderen
wichtigen mathematischen Teilgebieten be-
handelt.

Dadurch ergeven sich nach Beendigung des
Studiums gute Startpositionen bei einer Ar-
beit als Diplom-Mathematiker in der Indu-
strie oder an einer Hochschule. Die Berufs-

Anblick des historischen Teils von Merseburg

aussichten sind gut, da der Bedarf an Diplom-
Mathematikern in der Industrie und an den
Universititen und Hochschulen der DDR
sehr groB ist. Geniigend Studienplétze stehen
zur Verflugung, und mathematisch interes-
sierte Schiiler sollten sich zu den Tagen der
offenen Tiir am 11. und 12. April 1981 oder
nach Anmeldung auch zu anderer Zeit selbst
noch genauer informieren.

AbschlieBend wollen wir noch sagen, daB zwi-
schen den FDJ-Studentengruppen und den
Gewerkschaftsgruppen der Mitarbeiter un-
serer Sektion ein aufgeschlossenes Verhiltnis
besteht, das nicht nur durch fachliche Ge-
sprache geprégt ist. So organisieren wir ge-
meinsame Ausfliige, sportliche Veranstaltun-
gen und Diskussionsabende im Studenten-
Club, die von der Vorstellung individueller
Hobbies, iiber Gespriche mit Professoren,
die in engem Forschungskontakt mit Kolle-
gen aus der Sowjetunion stehen, bis hin zu
Gesprichen_iiber philosophische Probleme
der Mathematik reichen. Selbstverstindlich
fiihren die Studenten in ihrem Studenten-
Club, den sie selbst ausgestaltet haben, viel-
faiige kulturelle Veranstaltungen durch. Da
zudem die Wohnheime, in denen fast alle Stu-
denten der TH wohnen, mit den Instituts- und
Hérsaalgebiduden, der modernen Mensa und
den Sportstitten einen gemeinsamen Kom-
plex bilden, kommt - wie die Erfahrung
lehrte — ¢ine anregende Studienatmosphire
zustande, A. Gépfert und O. Lange

* Carl Schorlemmer (1834 bis 1892) war
bedeutender Chemiker und mit Marx und
Engels befreundet.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. A. Gopfert und
Dr. O. Lange

Sektion Mathematik/Rechentechnik der
Technischen Hochschule Leuna-Merseburg

A1993a Wir geben uns einen Kreis vor
und legen auf diesem 4 (bzw. 4+ 2k) Punkte
fest, die sich paarweise gegeniiberliegen sol-
len. Ordnen wir nun jedem Punkt eine der
Zahlen —2, —1, 1, 2 zu, und zwar so, daB sich
bei gegeniiberliegenden Punkten (Antipoden-
paaren) die Summe Null, bei benachbarten
Punkten aber nicht Null als Summe ergibt, so
ist die Anzahl der Paare benachbarter Punkte,
denen die Zahlen 1 und —2 zugeordnet wur-
den, ungerade. Fiir 4 Punkte zeigt Bild 1 eine
mégliche Zuordnung.

Bild 1

Aufgabe: Wie in Bild 2 seien 16 Punkte auf
dem Kreis festgelegt (d.h. k=6).

Bild 2

a) Gebt zwei Moglichkeiten der Zuordnung
der 4 Zahlen fir die 16 Punkte an und iiber-
priilt, daB die Anzahl der Paare benachbarter
Punkte mit | und —2 ungerade ist!

b) Beweist, daB diese Anzahl stets ungerade
ist!

Interessierte Leser konnen die Losung ein-
senden an:

TH- Leuna-Merseburg, Sektion Mathematik-
Rechentechnik, 4200 Merseburg 6. Bei richti-
ger Losung erhilt der Einsender zwei Ant-
wortkarten [iir den Wettbewerb 1980/81,
d.Red.
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Turnierpkine

aus mathematischer Sicht

1. Ein praktisches Problem

Stelit euch vor, an eurer Schule soll ein
FuBballturnier durchgefiihrt werden. Dabei
mogen die folgenden Voraussetzungen erfiillt
sein:

— Die Anzahl n der am Turnier teil-
nehmenden Mannschalten ist gerade.
(neN, n#0, n gerade)

— Im Verlauf des Turniers hat jede Mann-
schaft gegen jede andere genau einmal zu
spielen.

Wenn nach der Eréffnung des Turniers durch
den Sportlehrer alle teilnehmenden Mann-
schaften gleichzeitig mit ihren Spielen begin-
nen sollen, so miissen wir zunichst iiberlegen,
wieviel Sportplitze benotigt werden. Ihr (in-
det die LSsung sicher selbst ganz leicht:

Wir haben »n teilnehmende Mannschaften, auf

jedem Sportplatz konnen jeweils genau zwei

Mannschaften gegeneinander spielen — wir

‘bendtigen also ; Sportplitze (;e N).

Fiir die weiteren Betrachtungen wollen wir

davon ausgehen, daB ; Sportplitze zur Ver-
fligung stehen.

Das Turmier soll in moglichst kurzer Zeit be-
endet werden. Damit entsteht die Frage nach
einem Tumnierplan, bei dem keine Mann-
schaft in irgendeiner Runde spielfrei ist.
Wieviel Runden miissen wir einplanen?

Jede der n Mannschaften hat gegen jede der
ibnigen n—1 Mannschalten anzutreten. Das
gibe zunichst n - (n— 1) Begegnungen. Wenn
aber eine Mannschaft A die Mannschaft B
zum Gegner hat, so hat natiirlich gleichzeitig
B den Gegner A. Unsere ermittelte Anzahl der
Begegnungen ist also noch durch 2 zu dividie-
ren. Es miissen demnach in unserem Turnier
nn—1)
2
von euch den Begrifl ,Kombination vom
Umfang m aus einer n-elementigen Menge“
kennt, ist natiirlich schneller zum Ergebnis

(;)="("2_ D gekommen.)

genau Spiele gespielt werden. (Wer

n
2
gefiihrt ~ das Turnier besteht somit aus genau

nin—1) n_ _
n—IRunden( 3 'f—" l).

In jeder Runde werden genau = Spiele durch-
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Unsere Aufgabe lautet nun:

Die Mannschaften 1, 2, ..., n sind so in ein
Schema (siehe unten) einzutragen, daf

(1) in jeder Runde jede Mannschaft genau ein-
mal auftritt. (Jede Mannschaft spielt in jeder
Runde.)

(2) in zwei verschiedenen Runden keine glei-
chen Spiele auftreten. (Jede Mannschaft spielt
gegen jede andere genau einmal.)

Als gleich gelten auch Spiele

Verbindungsstrecken je zweier Eckpunkte in
das n-Eck ein. Verbindet eine Strecke die
Eckpunkte i und j, so stellt diese Verbindungs-
strecke das Spiel der Mannschaft i gegen die
Mannschaft j dar. Nun firben wir die Ver-
bindungsstrecke so, daB alle Spiele, die in
derselben Runde ausgetragen werden, die-
selbe Farbe bekommen. Zwei Spiele werden
genau dann unterschiedlich gefirbt, wenn sie
in verschiedenen Runden stattfinden.

Eine mégliche Firbung fiir unseren obigen
Tummierplan fiir n=6 ist in Bild 1 angegeben.

Bild 1

Sportplatz 2 Sportplatz g

Sportplatz 1
1. Runde D]
2.Runde Dj
(n—1)- Runde ED

siiss
H:HH

Fiir 4 bzw. 6 teilnehmende Mannschalten {in-
den wir z. B. folgende mdgliche Turnierplane:

Ala Sucht noch andere Pkine fiir n=6!
Versucht selbst, einen Turnierplan fiir n=8
zu finden! Fragt euren Sportlehrer, wie er
derartige Tumnierpline aulstellt!

Wir wollen nach einem Verfahren zum Auf-
stellen solcher Turnierpline fiir eine gerade
Anzahl n teilnehmender Mannschaften su-
chen. Dazu erarbeiten wir im niichsten Ab-
schnitt fir die praktische Aufgabenstellung
eine mathematische Formulierung.

2. Mathematische Formuliennmg
des Problems

In einem regelmiBig ebenen n-Eck numerie-
ren wir die Eckpunkte mit den Zahlen 1,2, ...,
n. Jeder Eckpunkt steht dann [iir genau eine
an unserem Turnier befeiligten Mannschalt
und jeder Mannschalt ist genau ein Eckpunkt
zugeordnet. Wir zeichnen nun alle moglichen

A2A Welche Farbe entspricht welcher
Runde? Sucht selbst weitere mégliche Far-
bungen fir n=6 und n=8!

Da die Menge der Runden cineindeutig auf
die Menge der verwendeten Farben abgebil-
det wurde, bendtigen wir zum Férben der Ver-
bindungsstrecke genau n—1 paarweise ver-
schiedene Farben. Wenn eine Farbung einen
moglichen Turnierplan darstellen soll, so
miissen die Bedingungen (1) und (2) der Auf-
gabenstellung im 1. Abschnitt erfiillt sein.
Dies ist der Fall, wenn an keinem Eckpunkt
zwei Verbindungsstrecken gleicher Farbe zu-
sammenstoflen. Ein Objekt aus Eckpunkten
und Verbindungslinien dieser Eckpunkte
nennt man in der Mathematik einen Graph.
Fiir di/c Verbindungslinien ist die Bezeich-
nung Kante iiblich. Sind in einem Graph
je zwei beliebige voneinander verschiedene
Eckpunkte durch genau eine Kante verbun-
den, so ist der Graph vollstindig (siche auch
den Artikel von Voss ,Aus der Graphen-
theorie®, alpha 6/1972, 1, 2, 4/1973). Mit die-
sen Begriffen kommen wir zu einer ersten
mathematischen Formulierung unserer Auf-
gabenstellung:

Die Kanten eines vollstindigen Graphen mit
n Eckpunkten (n gerade) sind mit n— 1 paar-
weise verschiedenen Farben so zu firben, da8



an keinem Eckpunkt zwei Kanten gleicher
Farbe zusammenstoBen.

A3a Uberlege, daB dann jeweils genau

n .
3 Kanten dieselbe Farbe enthaiten!

Das ,Firben“ ist noch der Umgangssprache
entnommen. Zur rein mathematischen For-
mulierung unseres Problems miissen wir noch
einen Schritt weiter gehen.

Aus unserem vollstindigen Graphen kon-
struieren wir weitere Graphen — diese werden
wir Linearfaktoren nennen:

Die Menge der Eckpunkte eines solchen
Linearfaktors stimmt mit der Eckpunktmen-
ge des vollstindigen Graphen iiberein. Die
Menge der Kanten des Linearfaktors ist eine
Teilmenge der Kantenmenge des vollstandi-
gen Graphens. Sie wird so gebildet, da3 von
jedem Eckpunkt des Linearfaktors genau eine
Kante ausgeht.

Das Bild zeigt als Beispiel vier Linearfaktoren
eines 'vollstindigen 6punktigen Graphen an.

— T /

Bild 2

Wir konnen nun jeden Linearfaktor eines
vollstindigen Graphen mit n Eckpunkten als
eine Runde unseres Turniers fiir n Mann-
schaften auffassen. Damit erhalten wir eine
weitere Formulierung unserer Aulgabenstel-
lung:

Ein vollstindiger Graph mit n Eckpunkten
(neN, n gerade, n+0) ist in n—1 Linear-
faktoren so zu zerlegen, daB jede Kante des
volistindigen Graphen in genau einem Li-
nearfaktor auftritt.

Eine solche Zerlegung fiir n=6 stellt Bild 2
dar, wenn wir die Menge der Kanten einer
Farbe mit der zugehorigen Eckpunktmenge
als einen Linearfaktor ansehen.

Zum AbschluB dieses Abschnitts sollen die
Begriffe der verschiedenen Formulierungen
unserer Aufgabenstellung noch einmal ge-

geniibergestellt werden:
Mannschaft Eckpunkt
Spiel Kante
Runde Menge der Kan- Linear-
ten derselben faktor

Farbe mit der
Menge der zuge-
horigen Eckpunkte

Ad4a Wie spiegelt sich der Begriff ,Sport-
platz“ in der mathematischen Formulierung
wider?

3. Ein Verfahren Aufstellen

eines Turnierplanes
Im Jahre 1947 wurde von dem Mathematiker
W. T. Tutte bewiesen:

Satz: Jeder volistindige Graph mit n Eck-
punkten (ne N, n gerade) a0t sich so in n—1
Linearfaktoren zerlegen, daB jede Kante des
vollstindigen Graphen in genau einem Li-
nearfaktor aultritt. (Genaueres kénnt ihr
z.B. in Sachs, Einfihrung in die Theorie der
endlichen Graphen, Teil I nachlesen.)

Dieser Satz sagt aus, daB es eine Losung fiir
unsere Aufgabenstéllung gibt. Da der Be-
weis dieses Satzes konstruktiv gefithrt wird,
gibt er Antwort auf die Frage, wie man
solche n—1 Linearfaktoren erhaiten kann:
Wir betrachten eine regelmiBige (n-—1)-
seitige Pyramide. Die Eckpunkte der Pyra-
mide bezeichnen wir mit 1, 2, ..., n. Zu den
schon vorhandenen Kanten fiigen wir noch
alle Diagonalen der Grundfliche hinzu (Bild 3
~ n=6). Dadurch erhalten wir einen voll-
stindigen Graphen mit den Eckpunkten 1,
2,..,n

1 2

Bild 3

Wir nehmen nun eine beliebige Seite der
Grundfliche der Pyramide (regelmiBiges
(n—1)-Eck) und alle zu dieser Seite parallelen
Diagonalen. Durch diese ;—I-Strecken wer-
den alle Eckpunkte der Grundfliche bis auf
einen erfaBt. Die Menge der Kanten eines

Linearfaktors besteht nun aus diesen g— 1-

Strecken und der Strecke, die den noch
Hreien* Eckpunkt der Grundlliche mit der
Spitze der Pyramide verbindet.

Durch die Wahl einer Seite der Grundflidche
der Pyramide wird nach obiger Vorschrift
genau ein Linearfaktor bestimmt. Es gibt
n—1 Seiten' der Grundfliche, also auch
n— 1 Linearfaktoren. Diese zerlegen den voll-
stindigen Graphen auch wirklich, denn zu
jeder Kante gibt es genau einen Linearfaktor,
zu dem sie gehort.

Bild 4 zeigt eine solche Zerlegung, die den
oben angegebenen Turnierplan fiir n=6
liefert.

AS5A Welche Farbe entspricht welcher
Runde? Stelit nach diesem Verfahren selbst
Spielpldne fiir n=4, n=6 und n=8 auf!
Sucht selbst andere Verfahren zum Aufstellen
von Spielplinen!

U. Feiste

Eine interessante Disziplin

Mathematische
Psychologie

Vom 6. bis 12. Juli 1980 findet in Leipzig der
XXII. Internationale Weltkongrep fiir Psycho-
logie statt. Das ist ein wissenschaftliches Er-
eignis von liberragender Bedeutung und eine
groBe Ehre und hohe Verpflichtung fir die
Psychologen der gastgebenden DDR. 4000
Wissenschaftler aus etwa 50 Landern werden
daran teilnehmen.
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Die Psychologie (Lehre vom Erleben und
Verhalten des Menschen) ist im Vergleich zur
Mathematik oder zur Astronomie eine ver-
haltnismaBig junge Wissenschaft. Vor etwa
100 Jahren richtete der an die Leipziger Uni-
versitit berufene Wilhelm Wundt ein Labora-
torium fiir experimentelle Psychologie ein,
das erste dieser Art in der Welt. Diese Griin-
dung hatie weitreichende Folgen. Schiiler
Whundts trugen den Gedanken, Erkenntnisse
der Psychologie mit experimentellen Unter-
suchungen auf naturwissenschaftlicher
Grundlage zu gewinnen, rund um den Erd-
ball. Damit ging das vorwissenschaftliche
Stadium der Psychologie, in welchem bloBe
Beschreibungen von Seelenzustinden vor-
herrschten, zu Ende.

Die Psychologie hat in den hundert Jahren
ihres Bestehens groBe Fortschritte gemacht.
Auch dieser Wissenschaft geht es — wie im
Grunde genommen allen anderen — vorrangig
um das Aufdecken von Zusammenhangen
und GesetzmaBigkeiten. Sowohl beim Auf-
finden als auch beim Formulieren solcher
GesetzmaBigkeiten bedient sich die Psycho-
logie in zunehmendem MaBe der Mathema-
tik. Dabei steht sie verstindlicherweise noch
am Anfang, sind doch ihre Gegenstinde nicht
die unbelebte Materie (wie in der Physik)
oder die allgemeinen Lebensprozesse (wie in
der Biologie), sondern das komplizierte
Wechselspiel von Wahrnehmungen, Vorstel-
lungen, Gedanken, Gefiihlen und Empfin-
dungen im Menschen sowie das soziale Ver-
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halten zwischen den Menschen (in der Schul-
klasse, Arbeitsbrigade oder in anderen Kol-
lektiven). Die Mathematische Psychologie hat
also ein weites Feld vor sich.
Unter Mathematischer Psychologie versteht
man die Gesamtheit von Anwendungen mathe-
matischer Methoden bei der Untersuchung
psychischer Prozesse.
Von den anderen psychologischen Teilgebie-
ten (Entwicklungs-, Personlichkeits-, Sozial-
psychologie, Padagogische Psychologie usw.)
unterscheidet sie sich daher nicht durch ihren
Inhalt, sondern durch die Art der Behandlung
und Formulierung psychologischer Fragestel-
lungen. Zur Erkenntnisgewinnung hat dabei
die mathematische Modellierung besondere
Bedeutung. Der Grund fiir die Anwendung
dieser Modellmethode ist vor allem durch
den Forschungsgegenstand selbst bedingt,
denn psychische Zustinde und Prozesse sind
einer unmittelbaren Untersuchung meist
nicht zuginglich. In Verbindung mit der Nut-
zung der modernen Rechentechnik wurden
z.B. Simulationsmodelle fiir komplexe psy-
chische, insbesondere vom Denken beeinflu3-
te, Vorginge erarbeitet.

H. Lohse und I. Kraft

FEine Aufgabe —

verschiedene Losungen

Wir wollen auch heute wieder Lsungs-
varianten zu Wettbewerbsaufgaben vorstel-
len, die bei uns eingegangen sind. Sie mégen
unseren aktiven Teilnehmern am alpha-Wett-
bewerb Anregungen zum Losen von Aufga-
ben geben.

Im Heft 6/1978 veréffentlichten wir [olgende
Aufgabe:

Ma6 1800 In einer Klasse, der mehr als
20, aber weniger als 40 Schiiler angehéren,
wurde eine Klassenarbeit in Mathematik ge-
schrieben, an der alle Schiiler teilnahmen. Der
9.Teil der Anzahl der Schiiler erhielt die
Note 1, der 3. Teil die Note 2, der 6. Teil die
Note 4; kein Schiiler erhielt die Note 5. Wie-
viel Schiiler erhielten die Note 3?

In Heft 2/1979 verdffentlichten wir dazu eine
Losung:

Die Anzahl der Schiiler dieser Klasse muB8 ein
Vielfaches von 9 und von 6, also ein Viel-
faches von 18 sein. Wegen 20<n<40 trifft
dies nur zu [iir n=36. Dieser Klasse gehoren
somit 36 Schiiler an. Angenommen, x Schiiler
haben die Note 3 erhalten; dann gilt
x=36—?—?—1—6, also x=14.

Die Note 3 erhielten 14 Schiiler.

Wir stellen nun die Lésung von Kerstin Kan-
tiem aus Berlin vor, die Schiilerin der
Klasse 6b der 3. Oberschule ,,Erich Weinert“
ist.

Kerstin 16ste diese Aulgabe wie folgt:

Es sei x die Anzahl der Schiiler dieser Klasse;

dann gilt 20<x <40. Es erhielten g Schiiler

die Note 1, X Schiiler die Note 2, % Schiiler

die Note 4 und y Schiiler die Note 3. Nun gilt
x X x .
3+3+y=x, also Y=ig Nur wenn x ein
Viellaches von 18 ist, erhalten wir fir y eine
ganze Zahl. Wegen 20<x <40 gilt x=36,
also y=14.

Es erhielten 14 Schiiler die Note 3.

o+
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Im Heft 6/1978 verdflentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 w1804 Das Motorschiff ,,Bummi* der
WeiBen Flotte in Berlin hat sechsmal soviel

Innen- wie AuBenplitze. Wiirde dieses Schiff
iiber zwei Innenpldtze und sechs AuBenplitze
mehr verfiigen, dann wiren viermal soviel
Innenplitze wie AuBenpldtze vorhanden. Wie
viele Personen finden auf diesem SchifT einen
Sitzplatz?

In Heft 2/1979 veroflentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, es sind x Innenplitze und
y AuBenplitze; dann gilt x=6y (1) und
X+2=4-(y+6) bzw. x=4y+22(2).

Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir
4y+22=6y, 2y=22, y=11. Daraus folgt
durch Einsetzen x=6-11=66.

Das Schiffl hat fiir 77 Personen Sitzplitze.

Wir stellen nun die Losung von Ines Weiche
aus Pinnow vor, die Schiilerin der Oberschule
Birenklau, Klasse 7b, ist. Ines l6ste diese
Aufgabe unter Verwendung von nur einer
Variablen wie folgt:
Angenommen, das Schifl hat x AuBenplitze;
dann hat es 6x Innenpldtze. Nun gilt
6x+2=4"(x+6),
6x+2=4x+24,
2x=22,
x=11
Das Schifl hat 11 AuBenplitze, 6 11 =66 In-
nenpldtze. Auf diesem Schill erhalten 77 Per-
sonen einen Platz.

Wir stellen nun die Losung von Marion Gon-
schorreck aus Dingelstidt vor. Marion ist
Schiilerin der Klasse 4 der Makarenko-
Oberschule I1. Mit Hilfe einer Tabelle 16ste
sie diese Aufgabe wie folgt:

Es sei n die Anzahl der AuBenplitze, also
6-n die Anzahl der Innenplitze. Ich stelle

folgende Tabelle aul:
n 6n n+6 6-n+2 4-(n+6)
1 6 7 8 28
2 12 8 14 32
5 30 11 32 44
9 15 56 60
10 60 16 62 64
11 66 17 68 68

12 72 18 74 72

Nur fiirn=11gilt 6-n+2=4"-(n+6).
Das Schiff hat 11 AuBen- und 66 Innenplitze,
also insgesamt 77 Sitzplitze.
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Kombinierte Figuren
aus Quadraten
und Dreiecken

1. Auf einem karierten Papier mit quadrati-
schen Karos markieren wir Figuren, die sich
aus 5 einzelnen untereinander zusammenhén-
genden Quadraten bilden lassen. Es entstehen
die in Bild 1 dargestellten Mdglichkeiten [iir
die verschiedenen nichtkongruenten Falle.
Durch Anhéingen eines weiteren Karos kann
man sich alle denkbaren 6-Zeller aus quadra-
tischen Zellen aufbauen. Kannst du alle Fille
herausfinden? Dabei muB man beachten, da
aus verschiedenen 5-Zellern durchaus glei-
che, d. h. kongruente, 6-Zeller entstehen kon-
nen. Bild 2 zeigt dazu drei solcher Méglich-
keiten. Die zum 5-Zeller hinzugenommenen
Quadrate sind schraffiert gezeichnet.

Bild 1
@ i

Bild 2
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Unter den 6-Zellern sind welche dabei, die zu
lustigen Zeichnungen dienen kénnen. Wir
geben in Bild 3 einige Beispiele.
Welche Vorschlage fallen dir noch ein?

11

Bild 3

2. Man kann mit den 6-Zellern auch ein
2-Personenspiel spielen. Dazu grenze man
sich vorher ein quadratisches oder rechtecki-

Bild 5

ges Feld auf einem karierten Blatt ab. Die
Seitenlingen wihle man beliebig aus. Um das
Spiel nicht zu lange andauern zu lassen,
schrinke man sich etwa zunichst auf ein
Spielfeld von 10 x 10 oder dhnlich ein. Es
werden nun abwechselnd von den Spielern I
und II Felder markiert, so daB nach je
3 Ziigen von beiden Spielern ein 6-Zeller ent-
standen ist. Die markierten Karos miissen
dabei stets lings einer Quadratseite mit
schon markierten zusammenstoBen. Das
Spiel wird fortgefiihrt. Die entstehenden
6-Zeller sollen alle nichtkongruent sein und
sie sollen sich gegenseitig nicht beriithren. Der
Spieler, dem erstmalig keine Fortsetzung in
der_vorgeschricbenen Weise gelingt, hat ver-
loren. Bild 4a zeigt ein Spielprotokoll. Hier-
nach hitte I verloren, da er keinen neuen
6-Zeller mehr beginnen kann. Wire es jedoch
im Protokoll 4b fiir Spieler I méglich, so zu
ziehen, daB er gewinnt?

Bild4a Bild4b

3. Aus den 6-Zellern sollen durch Falten und
Verkleben raumliche Gebilde hergestellt wer-
den. Das Falten geschehe nur lings einer
Quadratseite, ebenso erfolge das (gedachte)
Verkleben nur lings zweier Quadratseiten.
Was kann alles entstehen? Es sind jedenfalls
Wiirfel méglich. Die 6-Zeller, die zu Wiirfeln
verklebt werden konnen, heien Wiirfel-
netze. Es gibt 11 verschiedene! Ermittle sie!
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Bild5 zeigt zwei Verklebungsmodelle von
6-Zellern, die keine Wiirfelnetze sind. Es ist
im ersten Fall eine eckige Tasse entstanden,
wihrend es im zweiten Falle eine eckige
Schépfkelle ist. Welche 6-Zeller liefern noch
alle das Klebemodell einer Tasse und welche
das einer Schopfkelle?

4. Entsprechend zu den Figuren aus Quadra-
ten kombinieren wir nun gleichseitige Drei-
ecke zu Mehrzellern. Man muB sich zuerst
eine Dreiecksfelderung herstellen. Hierzu
konstruiert man sich mit Zirkel und Lineal
ein groBes Parallelogramm aus zwei gleich-
seitigen Dreiecken und teilt darauf die Seiten
in 10 oder mehr gleiche Teile. Durch Ziehen
entsprechender Verbindungslinien bekommt
man die gewiinschte Felderung aus Dreiecks-
zellen. Von den 5-Zellern gibt es jetzt nur vier
verschiedene Typen. Bild 6 enthilt sie. Von

Bild 6
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den 6-Zellern sind jetzt 12 nichtkongruente
méglich. Finde diese durch Anhingen einer
weiteren Dreieckszelle, wenn du von den
5-Zellern ausgehst! Einige phantasievolle
Zeichnungen mit 6-Zellern und 7-Zellern
zeigt Bild7. Welche fallen dir noch ein?
Bild 8 bringt ein Beispiel fiir ein rdumliches
Klebemodell aus zwei verschiedenen Drei-
ecks-5-Zellern. Es ist eine spitze Tiite mit
einer Lasche entstanden. Behandle eine
gleichartige Aufgabe wie bei den Quadrat-
Zellern! J. Flachsmeyer

Alle Teilnehmer an der 20.OJM der Stadt
Greifswald erhielten einen Ehrenwimpel (sie-
he unseren Beitrag S. 66/67, d. Red.)
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Helft
dem Kosmonauten!

Vor einiger Zeit bekamen wir einen Brief aus
Moskau.

Die Komsomolzin Natascha Shurkowa, Stu-
dentin am Technikum, hatte sich eine Auf-
gabe ausgedacht, die sie den Lesern unserer
Zeitschrift gern stellen mochte. —

Fiir die aktive Bewegung im schwerelosen
Raum gibt es mehrere Moglichkeiten. Am be-
kanntesten ist uns allen die Bewegung unter
Ausnutzung des RiickstoBes, das Prinzip des
Raketenantriebs. Es hat den Schritt des Men-
schen in den Kosmos iiberhaupt erst méglich
gemacht und wurde zu diesem Zweck von
dem russischen Gelehrten Konstantin Eduar-
dowitsch Ziolkowski theoretisch ausgearbei-
tet. Das RiickstoBprinzip findet seine Ver-
wirklichung in Fest- und Flissigstoffraketen,
in ferner Zukunft vielleicht auch eines Tages
in Photonentriebwerken. Fiir Bewegungen
im Orbit selbst, wie sie beim Bau und Betrieb
von Orbitalstationen vorkommen, kann man
sich noch weitere Moglichkeiten denken,
namlich

— die Bewegung unter Ausnutzung des Son-

nenlichtes, mit Sonnensegel,
— Bewegung infolge der Gravitationskraft
zwischen allen Massen und
— die Bewegung unter Ausnutzung elektri-
- scher oder magnetischer Feldkrifte.

Und nun stellt euch einmal die folgende
Situation vor:

Auf einer Umlaufbahn um die Erde wird eine
Orbitalstation montiert. Die Monteure — Kos-
monauten in ihren schweren Raumanziigen -
bewegen sich in unmittelbarer Nihe der Sta-
tion, indem sie sich mit den Hinden an iiber-
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all vorhandenen Griffen oder Kanten fest-
halten oder sich an dem Seil wiedcr heran-
ziehen, das sie mit der Station verbindet.
Plotzlich 16st sich aus irgendeinem Grunde
die Halterung des Seils eines Monteurs, der
damit beschiftigt ist, mit einem elektromagne-
tischen Pickhammer Niete zu setzen. (Ein
solches Geriit ist eine kleine Ausgabe der mit
PreBluft betriebenen Pickhimmer, wie sie
beim Strafflenbau oder im Bergwerk verwen-
det werden.) Zum Gliick hatte er sich zuvor
nur ganz leicht abgestoBen, so daB er jetzt in
einiger Entfernung von der Station im [reien
Raum schwebt und sich nur ganz langsam
weiter von ihr entfernt. Die anderen konnen
keine rasche Hilfe bringen, sie konnen aber
iiber Funk mit dem Verungliickten sprechen,
ihm Mut machen und mit Ratschlidgen ver-
suchen, ihm in seiner miBlichen Lage beizu-
stehen. Alle iiberlegen angestrengt. — Endlich
hat einer eine Idee. ,,Du hast doch deinen
Pickhammer! Der funktioniert doch noch. Er
wird dich zu uns zuriickbringen, wenn du es
richtig anstellst I

Nun, liebe Knobellreunde, denkt einmal mit
und versucht, dem verungliickten Kosmo-
nauten zu helfen! Kann er tatsichlich den
Pickhammer in seiner Hand dazu benutzen,
zur Station zuriickzukommen, und wie muBl
er es anstellen?

Da es uns nur auf das ..\Wie" ankommt und
wir keine genaueren Berechnungen der Riick-
kehrzeit und -geschwindigkeit durchfiihren
wollen, kénnen wir bei unseren Uberlegun-
gen von einem Gerit ausgehen, das nur die
unbedingt notwendigen Konstruktionsele-
mente des wirklichen Pickhammers enthilt.
Wir , idealisieren” also und fihren ein ,,Ge-
dankenexperiment*“ aus.

Die Wirkung eines Pickhammers beruht auf
dem Zusammenspiel dreier Massen:

- Dem Gehiuse, welches die Form eines
beiderseits geschiossenen Rohres hat, und
das der Kosmonaut fest in seinen Hinden
halt, mit einer Gesamtmasse M,

— den beiden gleichgroBen Massen (g) des

insgesamt im Rohr beweglichen Gleiters. Er
hat die Form einer Hantel, bei der die beiden
Massen im Abstand S* voneinander durch
eine Klemmeinrichtung [estgehalten werden,
bei einem StoB aber entlang der Hantelstange
aufeinander zu gleiten konnen (Bild 1).
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Bild 1

Wie arbeitet eigentlich ein solcher
Pickhammer?

Wir beginnen unsere Beobachtungen in dem

Moment, wo sich die beiden Halbmassen %

im Abstand S* voneinander am linken Ende
des K&rpers befinden. (Beschreibung und L6-
sung des Problems verwenden zwar die in
Bild 1 dargestellte Vorstellung von der Form
des Gerites, fassen die Massen aber dann als
punktformig aul, wie das in der Mechanik
iiblich ist, da wir sonst nicht ohne Verwen-
dung von hoherer Mathematik auskommen
konnten!) Durch eine Antriebskraft (PreBluft
oder elektromagnetische Kriifte) werden bei-
de Halbmassen in diesem [esten Abstand in
Richtung auf das andere Ende ,2“ hin be-
schleunigt und stoBen dort nach einer gewis- -
sen Zeit t wie eine Masse m mit dem Gehause
der Masse M zusammen. Durch den Aulprall
wird gleichzeitig eine Sperre gelost, so daB die
linke Halbmasse nun auch noch um die
Strecke S* nach rechts gleiten kann, um nach
einer kurzen Zeit ¢’ aufzuprallen. Der StoB
wird reflektiert und die Halbmasse lduft wie-
der nach links, wird im Abstand S* wieder mit
der zweiten Halbmasse gekoppelt und nun
gleiten beide gemeinsam zum linken Ende,,1*,
wo das Spiel von neuem beginnt.

(Im Bild bedeuten:

P, P, und P, —die Schwerpunkte des Gesamt-
systems, des Hammerkorpers und des beweg-
ten Innenteils,

S, S; und §; - die Abstinde der Schwer-
punkte.

Das Bild ist nur eine Momentaufnahme, alle
GroBen auBer der Gesamtlinge des Korpers
und den beteiligten Massen hingen von der
Zeit ab!)

Problemdiskussion:

(1) Wiirden keine inneren Krifte wirken und
gibe es keine Reibung, dann wiren die Sté8e
an den beiden Enden ,,1* und ,2“ allesamt
vollkommen elastisch und der Gleiter wiirde
mit einer einmal gegebenen Geschwindigkeit
von ,,1* nach ,,2“ laufen, die erste Halbmasse
wiirde dort auftreffen und reflektiert werden.
Inzwischen wiirde die zweite entlang der Han-
telstange auf sie zugleiten und beim Zusam-
mentreffen ebenfalls reflektiert und im Ab-
stand S* arretiert werden und der Gleiter liefe
nach ,,1* zuriick, wo sich das gleiche Spiel

Bild 2




wiederholte. Trotz dieser recht komplizierten
Bewegungsfolge im Inneren wiirde der Ge-
samtschwerpunkt ortsfest bleiben, das Gerit
wiirde also im Takt der inneren Bewegung
um den Schwerpunkt hin- und herschwingen
(Bild 2)!
(2) In einem Pickhammer ist das aber anders!
Der StoB des Gleiters im Punkte ,,2“ ist un-
elastisch, d.h, die Bewegung wird abge-
bremst, die kinetische Energie leistet Arbeit
und wird nach auB3en abgegeben. Im Punkte
,»1* erhilt er in jedem Takt durch eine innere
Kralt (PreBluft, Explosion, elektromagneti-
sche Kralft, ...) einen Impuls nach rechts. Der
StoB der beiden Halbmassen kann als elasti-
scher StoB angesehen werden. (Die Darstel-
lung ist vereinfacht!)
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit, die der
Gleiter in ,,1“ bekommt, mit v, so ist der
Impuls mv. Nach dem Reaktionsprinzip erhilt
das Gehiuse den gleichen Impuls nach links.
Seine Geschwindigkeit Vergibt sich dann aus
der Impulsgleichheit

MV=mov. 1)
Da m sicher kleiner als M ist, ist die Ge-
schwindigkeit des Gleiters wesentlich groBer
als die des Gehiduses. Beim Auftreflen der
ersten Halbmasse auf die Gehidusewand bei
»2 wird die Geschwindigkeit abgebremst.

M und ; zusammen haben danach nur noch

die Geschwindigkeit v’ nach links, die sich
wiederum aus der Gleichheit der Impulse be-
rechnet:

m\ , m M, M
<M+5)v —MV——ED—MV—7 V_TV' )
Die zweite Halbmasse des Gleiters stoBt
elastisch auf die viel gr6Bere Masse (M +g),
ihre Geschwindigkeit wird in der Richtung
lediglich umgekehrt und sie gleitet wieder
.,
2
nach Durchlaufen der Strecke S* auf den
ganzen Gleiter, der nun mit der Geschwindig-
keit v” von der Wand ,,2“ weg nach links lauft.

nach links und iibertrégt ihren Impuls

Es gilt offensichtlich

v =v' +D, 3)

. myv

t D=—-.
mi mb 3 4)

Setzen wir (2) und (4) in (3) ein, dann erhalten

WwIr
L, My
Y=ant T
M+3

Wenn der Gleiter bei ,,1* eintrifft, hat er
gegeniiber der Gehdusewand die Relativ-
geschwindigkeit & und iibertrégt durch elasti-

3

schen StoB den Impuls ; - o auf das Gehiuse.

Dieser Impuls betrdgt nach (1) MTV Da das
Gehiuse nach (2) ohnehin noch die Geschwin-

digkeit v'= - V hatte, hat es also am

M
2M+m
Ende eines Arbeitstaktes noch eine Rest-

geschwindigkeit
V= (1 + _I_)V’
g
M

PR -
T4 2M4m
die fir m<M gréBer als % der durch die

innere Kraft verursachten Anfangsgeschwin-
digkeit ist.

'(3) Die Antwort lautet also:

Der Pickhammer und mit ihm der Kosmo-
naut erfihrt bei jedem Arbeitstakt einen Im-
puls in Richtung der Geriteachse des Pick-
hammers zur Seite des Arbeitspunktes ,,1*
hin.

Der Kosmonaut kann sich also mit seinem
Arbeitsgeriit selbst zur Raumstation zuriick-
mandvrieren!

Eine notwendige Nachbemerkung

Die Komsomolzin Natascha Shurkowa hat
sich diese Aufgabe eigentlich nicht selbst aus-
gedacht. Sie schrieb uns, daB ihr Vater das
Problem untersucht hat, als er vor vielen
Jahren selbst im Bergwerk mit einem PreB-
lult-Pickhammer arbeiten muBte. Ihn hatte
die Frage beschiftigt, ob man sich den schwe-
ren Umgang mit diesem Gerét bei geschickter
Handhabung etwas erleichtern kann! Seine
Losung verwendete die wirklichen Gegeben-
heiten etwas stirker und enthielt die Verwen-
dung der Integralrechnung. N. S. ist ein echtes
Kind unserer Zeit und hat das Problem in den
Kosmos verlagert; sie liebt aber auch Kinder
sehr und hat desbalb versucht, die Aufgabe
so einfach zu machen, daB die Losung mit
den Mitteln der Schule ermoglicht wird.

Es wire schon, wenn ihr die hier nur skizzierte
Diskussion einmal in allen Einzelheiten
durchfithren wiirdet — das schult das physi-
kalische Denkvermogen.

Wir danken Herrn Dr.R.Hofmann fiir die
Ubersetzung des Briefes und seine Umsetzung
zu diesem Artikel, d. Red.

Leserbriefe

® Anbei 15 Antwortkarten und die Urkunde
der letzten vier Jahre. Die Arbeit mit der
alpha macht mir SpaB. In der AG Mathe-
matik, Klasse 4, die ich leite, hilft mir die
alpha sehr.  Pia Zimmermann, Bleicherode

® Seit fiinf Jahren 16se ich die alpha-Aufga-
ben. Sie sind immer sehr interessant und ha-
ben mir besonders bei der Entwicklung mei-
nes mathematisch-logischen Denkens gehol-
fen. Das macht sich auch im Mathematik-
unterricht bemerkbar. Im letzten Schuljahr
erwarb ich 51 Antwortkarten. Ich habe nun
die 8. Klasse an der OS beendet und besuche
nun die EOS in Lichtenstein.

Angela Illing, Gersdorf (K1.9)

® Uns Schiilern bereitet die alpha, besonders
der Wettbewerb, viel Freude, da sie nicht
nur zusitzliches Wissen vermittelt, sondern
weil sie durch ihre Vielfalt anregt, sich mehr
mit der Mathematik zu befassen. )
Karin Lewdon, Lauscha

® Mathematik ist fiir mich Hobby, das mir
manche Freude bereitet in meiner nun schon
vier Jahre wahrenden’,,Verbannung** an Bett
und Wohnung aus gesundheitlichen Griin-
den. Deshalb sind mir besonders die Aufga-
ben des Wettbewerbs Ablenkung und Anre-
gung. Rentner M. Pohl, Leipzig (75 Jahre),

begeisterter ,,Esperantist**

® alpha ist wertvoll in dem Sinne, daB sie die
Maoglichkeit gibt, sein Wissen auBerhalb des
Unterrichts zu vervollkommnen. Ich binz. Z.
Schiiler einer 12.Klasse und habe den
Waunsch, Mathematiker zu werden. Deshalb
ist mir die alpha eine willkommene Bildungs-
moglichkeit. .. Negativ finde ich, daB die
Losungen zum alpha-Wettbewerb erst ziem-
lich spat erscheinen.

Rainer Werner, Ruppertsgriin (K. 12)

® Die L6sung der Aufgaben hat mir nicht nur
Freude bereitet, sondern vor allem gezeigt,
daB mein mathematisches Wissen noch viel-
fach einer Festigung bedarf, um die ich mich
bemihen muB. Die alpha hilft mir dabei in
angenehmer Weise.

Georg Lang, Burg-Spreewald (KI.8)

® Seit 1976 bist Du mein treuer Begleiter.
Dies hat sich in meinen Kenntnissen in Ma,
Ph und Ch bereits mit Erfolgen in der Schule
bis zur Stadtbezirksolympiade, abgesehen
von einer interessanten Freizeitbeschafti-
gung, ausgezahlt.

Lutz Schuppenhauer, Dresden
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® AnlaB for meine sechsjahrige Teilnahme
am alpha-Wettbewerb war mein Sohn Henri,
der seit der 5.Klasse stindig die Aufgaben
auf den Gebieten Mathematik, Physik und
speziell Chemie 16st und so eine solide Basis
in allen Fachern erarbeitete. Lohn waren
etliche Preise in allen Fachern bei Kreis-
olympiaden und sehr gute Noten beim Ab-
schluB der einzelnen Schuljahre. Nun beginnt
er seine EOS-Ausbildung. Wir beide werden

auch weiterhin am alpha-Wettbewerb teil-

nehmen.  Dieter Koch, Arnstadt (42 Jahre)

® Mit viel Freude gehe ich immer an die
Losung der Wettbewerbsaufgaben. Ich muB
allerdings bekennen, daB sie mir meistens
recht schwer fallen und ich oft wochenlang
daran herumknobele. Um so gréBer ist dann
die Freude, wenn die Losung richtig war,
wenn auch mein Lésungsweg wahrscheinlich
umsténdlicher ist als der eines Wissenschaft-
lers. Edith Loffler, Konigshain

® Anbei meine Antwortkarten. Ich bin jetzt
22 Jahre, seit zwei Jahren Verkehrsstudent

und beschiftige mich schon viele Jahre mit .

der Mathe. Die alpha hat mich stets dabei
unterstiitzt. Nicht zuletzt dadurch konnte ich
als Schiiler an den Olympiaden aller Stufen
mit Erfolg teilnehmen und im Jahre 1979
als Hohepunkt einen ersten Preis bei der
DDR-Mathematikolympiade der Studenten
technischer und 6konomischer Fachrichtungen
erringen. .. Anbei eine Aufgabe fiir den
alpha-Wettbewerb aus meiner Studienrich-
tung. " Student Matthias Bir, Freital

® Anbei meine Antwortkarten und eine Auf-
gabe, die Thr vielleicht in Klasse 5 oder 6
stellen konnt. Es ist mein erster derartiger
Versuch. Die alpha st eigentlich toll; es kénn-
ten vielleicht mehr Lustige Logeleien ver-
offentlicht werden.

Marlis Schréder, Brandenburg (KI.8)

® Vielen Dank, daB Sie unseren Artikel ver-
offentlichten. Ich moéchte bemerken, daB Thre
Zeitschrift bei unseren Jungen Mathematikern
sehr populir ist. Ehrlich gesagt, wenn ich
selbst das Material Ihrer Zeitschrift durch-
sehe, erinnere ich mich eines Ausspruchs
David Hilberts (1900 auf dem Internat. Ma-
thematikerkongreB in Paris): ,,Das mathe-
matische Problem muB iiberdies so schwierig
sein, um uns zu fesseln und gleichzeitig so
gemeinverstindlich, um unsere Bemiihungen
nicht hoffnungslos zu machen. Es muBl weg-
weisendes Zeichen auf gewundenen Pfaden
sein, das zu verborgenen Wahrheiten fiihrt
und uns am Ende mit Freude iiber die ge-
fundene Losung belohnt.* .
Diese Aussage wird deutlicher, wenn wir Ge-
lehrten die Jungen Mathematiker in ihrem
Rahmen betrachten.

Prof. Dr. Jeganjan, Jerewan
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Konvexe und
konkave
Funktionen

Fiir das geometrische und das arithmetische
Mittel zweier beliebiger nichtnegativer reeller
Zahlen y; und y, gilt die Ungleichung

Vi 'Y2§%(Vl+.Vz)- (1)

Beweis: Es ist offensichtlich ()/y; — |/y2)? 20,
d.h.y;+y2—2)/y1y220.Darausfolgt y; +y,

22}/71y2 und schlieBlich (v +y2)2 )y,

w.z.b.w.

Ala Gibeine notwendige und hinreichen-
de Bedingung dafiir an, daB in (1) die Gleich-
heit eintritt!

Fiir jede reelle Zahl a> 0 und beliebige reelle
Zahlen x; und x, sind die Zahlen a*1 und
a*2 positiv. Setzen wir nun in (1) y, =a*t und

2 =a%2, so ergibt sich |/a*1a%2= l(a"l +a*2).
Y 2

Mit der Umformung }/a*1a*2=)/a*1**2=

xy +xz
2

a erhalten wir aus (1) di€ Ungleichung

X1+!2
(03]

a ? é%{a‘l+a‘2).
Das Gleichheitszeichen in (2) trifft genau
xl+x
dann zu (d.h, a 2

=%(a’l +a*2) ist eine
wahre Aussage), wenn a*1 =a*2 ist (vgl. Lo-
sung Ala). Da die Funktion mit der Glei-
chung y=a* fiir a+ 1 streng monoton wichst
bzw. fdllt, ist dies genau dann der Fall, wenn
x;=x, ist. (Fiir a=1 gilt g*1=g"2 fiir alle
x; und x,.)
Gibt es' nun auller der Funktion mit der
Gleichung y=a* noch weitere Funktionen f,
fiir die die Ungleichung '
(Xx + xz)sf(xl)'*'f(xz)
S a 2

= gilt?

Definition: Eine Funktion f heiBt konvex im
Intervall I, wenn fiir beliebige Zahlen x,,
x, €1 die Ungleichung (3) erfiillt ist:

j-(Xl ;—xz)éf(xl);’f(xz). Q)
Sie heiBt konkav in I, wenn fir alle
xy,xz€l gilt

f(Xl ;-xz)gf(xl);'f(xz). 3)

Dabei soll die Funktion f streng konvex
(konkav) heiBen, wenn die Gleichheit in (3)
(bzw. (3')) genau dann eintritt, wenn x; =X,
ist.

Gelten (3) (bzw. (3")) fiir alle Elemente x,, x,
des Definitionsbereichs von f, dann heiBt die
Funktion f konvex (bzw. konkav).

Beispiel 1:

Wir untersuchen die Funktion mit der Glei-
chung y=f(x)=x? mit der Menge der reellen
Zahlen als Definitionsbereich (Bild 1).

y

Bild 1

Xg TR20Y ’l

Sie ist streng konvex, wenn (4) fir alle x,,
x,€P erfiillt ist und wenn die Gleichheit
nur fir x, = x, eintritt:

(%)zgg(xluxz’) @

Diese Bedingung ist sicher dann erfiillt, wenn
die Beziehung

.
%aﬁuﬁ—(%) 20

richtig ist. .

Wir formen die linke Seite dieser Ungleichung
um:

x12 x2 x;2 2x1x;  x3?

Offensichtlich gilt fiir alle x;, x,e P T=0 und
T ist genau dann gleich Null, wenn x,=x,
ist.
Damit ist bewiesen, daB die Funktion f mit
der Gleichung y=f(x)=x? streng konvex
ist.

Beispiel 2:
Es soll untersucht werden, ob die Funktion f
mit f(x)=£ im Intervall I={xeP| —oc<x

<0} streng konkav ist (siehe Bild 2). Dies ist’
nach (3') dann erfiillt, wenn die Beziehung

Xi+x2\ fOe)+f(xa)
s 12 z>_ 12 250

fiir alle x,, x, 1 gilt.

Xe 2. X

Bild 2



1 1/1 l)
Aus - —+—
X1+x3 2\x; x,
2

_ 2 1.1
TXikxz 2% 2%
erhalten wir nach weiteren Umformungen

_ (1 — x5)?

T 21— X1 — %)’
Offensichtlich gilt fiir das betrachtete Intervall
(d.h. —x; >0, —x,>0) T>0 fiir x; +x, und
T=0 fir x;=x,. Die Funktion f mit f(x)

1. .
=3 ist also im betrachteten Intervall streng

konkav.

Nach diesen Beispielen wollen wir die ge-
wonnenen Erkenntnisse etwas allgemeiner
betrachten. Es sei y=f(x) die Gleichung
einer reellen Funktion f, und wir wihlen
aus dem Definitionsbereich von f zwei von-
einander verschiedene Elemente x; und x,;
dann liegen die Punkte P, (x,;f(x;)) und.
P (x32; f(x2)) auf dem Bild der Funktion mit
der Gleichung y={(x). Zu den beiden Punk-
ten P, und P, bilden wir ferner die Strecke
PP, (siche Bild 3a, 3b). Der Mittelpunkt
dieser Strecke ist

M(XI +Xz,f(xl)+f(xz))
s )

2
J & (1;y,)
|
|
l
Bild 3a
Q(ln' =
1 x
h ('H}TN J
|
[
I
. b (1,
Bild 3b ! 2 in)
i 1
1 1 x

Die Funktion f'ist konvex (konkav), wenn zu
zwei beliebigen Elementen x; und x; (x; #+ x5)
aus dem Definitionshereich von f der zugeho-
rige Punkt M oberhalb (unterhalb) des Funk-
tionsbildes von f liegt. Die Forderung, daB
alle (inneren) Punkte einer Strecke, deren
Endpunkte auf dem Bild der Funktion f
liegen, oberhalb (unterhalb) des Funktionsbil-
des liegen, ist gleichwertig mit der Konvexitit
(Konkavitit) von f. .
Satz: Eine im Intervall I stetige') Funktion f
mit der Gleichung y=f(x) ist in ] genau dann
konvex (bzw. konkav), wenn fiir beliebige
Elemente x;, x,€! und fir jede Zahl teP
(0 <t < 1) die Bedingung (5) (bzw. (5") erfiillt
ist:
Sxy (1 =) Stf (x1)+(E—1)f (x2)
Sflexy+(1=)x2)2f () +(1—1)f (x2)

O]
)

Beweis: (Fiir den Fall der Konvexitit)

(1) Wir schlieBen aus der Konvexitit von f
auf das Bestchen der Beziehung (5). Diesen
Beweis fiihren wir indirekt, d.h., wir folgern
aus der Annahme, daB (5) nicht fir alle x,,

X3, t (0<t<]) erfiillt ist, einen Widerspruch

zur vorausgesetzten Konvexitit von f. Ist (5)
fiir alle x;, x,, t erfillt, so gibt es Elemente
x;, xel und teP mit 0<t<l, so daB
F(ex1+ (1= 0)x2)>1f(x)) +(1—1)f(x2). Geo-
metrisch bedeutet dies, daB es im Bild von f
einen Punkt P* gibt, der oberhalb einer Sehne
PP, des Funktionsbildes liegt. Dann miiBte
der Graph von f die Sehne P,P, wegen der
Stetigkeit von f an mindestens zwei Stellen
P, und P, schneiden. Man wihle nun P,’
und P’ so, daB auf dem Graph von f

a) P* zwischen P," und P,’ liegt und

b) zwischen P,’ und P, keine weiteren
Schnittpunkte des Graphen von f mit der
Sehne P, P; liegen.

zum Bild einer reellen (stetigen) Funktion f
mit der Gleichung y=f(x) gehort, festgestellt
werden, ob die Funktion f in einer geeignet
gewidhlten Umgebung von x; konvex oder
konkav ist. Dies ermdglicht uns zu entschei-
den, ob an einem relativen Extrempunkt
einer Funktion ein Maximum oder ein Mini-
mum der Funktion vorliegt.

Anezika Wohlmutovd

Aus der CSSR-Zeitschrift rozkledy 1/74/75;
Ubersetzung und Bearbeitung: O.Langer
und C. P. Helmholz

') Die Stetigkeit einer Funktion wird in der
11. Klasse exakt definiert. Hier geniigt es, sich
unter einer stetigen Funktion eine solche vor-
zustellen, deren Bild sich mit dem Bleistift
,ohne abzusetzen“ zeichnen laBt.

Dann lage der Mittelpunkt M’ von P,'P,’ un-
terhalb des Graphen von f - im Widerspruch
zur Definition der Konvexitdt von f (siche
Bild 4). i

(2) Wenn (5) fiir alle te P mit 0<t <1 gilt, so
auch speziell fir t=%. (5) geht dann iiber in
(3), w.z.b.w.

Beispiel 3:

Fiir jede positive reelle Zahl a ist die Funk-
tion mit der Gleichung y=ax? (xeP) in
ihrem Definitionsbereich streng konvex. Um
dies nachzuweisen, muB die Ungleichung
altx, +(1—)x;)? <tax;>+(1 —thax,?

fiir alle x;, x,€P (x;*x;) und alle ¢ mit
0<t<1 erfiillt sein. Dazu bilden wir wieder
die Differenz

(tax, 2 +(1 — f)axz?) — aftx; +(1—1)x2);

nach Umformen erhalten wir daraus
at(1—1)(x;—x2)*=T.

Fiir alle x,, x,, ¢ mit den genannten Eigen-
schaften ist 7>0.

Die im Satz genannten Bedingungen gestat-
ten es, mit elementaren Mitteln die Konvexi-
tit bzw.- Konkavitiit einer reellen (stetigen)
Funktion Rir ein bestimmtes Intervall aus
ihrem Definitionsbereich festzustellen. So
kann z.B. fir einen Punkt P; (x,;y1), der

Bild 4

Lisung zu konvexe und konkave
Funktionen:

Ala (1)istdquivalent zu (1/;—[/}:_2)2 0.
Es gilt ( yl—[/y_;)2=0 genau dann, wenn
[/y_l— y2=0, d.h. 1/yT= y2. Letzteres ist
dann und nur dann der Fall, wenn y, =y, ist.

Weitere Aufgaben:

A2a Untersuche die Funktion f mit der
Gleichung y= | x | auf Konvexitit bzw. Kon-
kavitit!

Losung: f ist konvex, aber nicht streng kon-
vex. ’

Ala Untersuche die Funktion f mit der
Gleichung y=x* auf Konvexitit bzw. Kon-
kavitdt!

Losung: f ist in I;={xeP|—oc <x<0}
streng konkav und in I;={xeP|0<x< o0}
streng konvex.

A4a Die Funktion f mit der Gleichung
y=x2+6x+8 hat den Extrempunkt P (—3;
-1).

Untersuche, ob f an diesem Punkt ein Maxi-
mum oder ein Minimum annimmt!

Laosung: Es liegt ein Minimum vor.,

»
:
N



Ferienzeit

Die Fulwege zum Bruder

Gnom Nils beabsichtigt, seinen Bruder zu besuchen.
Wieviel Marschrouten hat er dafiir? (Nils muB den
Marschweg ,,F-u-B-w-e-g*‘ entlang gehen.)

Architekt A. W. Radunski, Moskau

. . . er sicht den Wald vor lauter Biumen nicht!
Rolf Siegmund, OS Grébers (K1.9)

8uec

Ubersicht

Von A nach B ist ein Weg zu finden, der durch alle
Felder fiihrt. Die Linie darf sich nicht kreuzen oder

doppelt gezogen werden. aus: Troll

B

A

Von 1 bis 8

Trage in die Kreise die Zahlen 1 bis 8 so ein, daB die
Differenz zwischen zwei benachbarten, auf einer Ge-
raden liegenden Kreise mindestens 2 betrigt! Setzt
du beispielsweise in den oberen Kreis 3 ein, so darf in
keinem der drei mit ihm verbundenen Kreise 2 oder 4

stehen. aus: Sputnik, Moskau

Fiir Tiiftler

Das abgebildete Muster soll im nachstehenden leeren
Quadrat nachgezeichnet werden. Hilfsmittel sind Li-
neal und Bleistift. Zu messen gibt es nichts, denn die
Markierungspunkte im leeren Quadrat reichen aus,
um alle geforderten Linien exakt zeichnen zu kénnen.

—t

aus: WE 579, Kéln, M. Junga

L L4A
FEL onKS[L/2NAL



Wunderbare Komposition

Unsere Frage: Welchen der 12 Einginge mufl man
nehmen, um den Stern in der Mitte zu erreichen?

-y

Gleich oder nicht gleich?

Aufden Bildern A, B, C, D scheinen die Figuren gleich
zu sein, jede in anderer Lage. Jedoch gibt es je eine,
die nicht zu den anderen paBt.

N7
RInvice
< LEODAY
TS

Platzwechsel

aus: Fiiles, Budapest

>

vl

Stelle die weiBen und schwarzen Figuren so auf, wie
es das Bild zeigt!

Aufgabe : Die weilen und schwarzen Figuren sind so
auszutauschen, daB die schwarzen alle links oben und
die weiBen Figuren alle rechts unten zu stehen kom-

men. Bedingung: Man darf in waagerechter und senk-
rechter Richtung auf das néchste leere Feld zichen,
soweit notwendig auch hin und her. Man darf sogar
die Figur des Gegners.liberspringen, falls dahinter ein
leeres Feld ist (sogar mehrfach). Mit 46 Schritten ist
das Problem losbar. aus: Fiiles, Budapest

00 OO
00
000

Magische Figur
An Stelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 10 so
einzutragen, daB die Summe der Zahlen an den Ecken
jedes Quadrats und andererseits auf der Kreislinie stets
die gleiche ist, insgesamt also 5 gleiche Summen.

Ing.J. Péncik, Praha

,,Ich seh sie aber so!*
Wiladimir Wiladow, aus: Trud
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Mathematik-
aufgaben
aus Freundesland

10 Aufgaben aus der Sowjetunion

Al A Es ist nachzuweisen, daB es keine
n-stellige natiirliche Zahl z, gibt, aus der man
nach Vertauschen der ersten mit der letzten
Ziffer eine natiirliche Zahl z, erhiilt, die fiinf-
mal so groB ist wie die Zahl z;.

A2A Aljoscha, Kolja, Petja und Wanja be-
streiten das Finale in einem 100-Meter-Lauf.
Drei ihrer Freunde stellen je eine Prognose
auf, die jeweils aus zwei Aussagen besteht.
P,: Petja wird Erster. Aljoscha wird Dritter.
P,: Petja wird Zweiter. Wanja wird Erster.
P;: Kolja wird Erster. Aljoscha wird Vierter.
Nach dem 100-Meter-Lauf stellte sich heraus,
daB in jeder der drei Prognosen genau eine
Aussage wahr, die andere hingegen falsch
war. Keiner von den vier Liufern belegte mit
einem anderen den gleichen Platz.

Welchen Platz belegte jeder dieser Jungen?

A3a Es ist nachzuweisen, daB es keine
dreistellige natiirliche Zahl z; gibt, aus der
man nach Vertauschen der ersten mit der
dritten Ziffer eine natiirliche Zahl z, erhilt,
die viermal so groB ist wie die Zahl z,.

A4 A Essind zwei natiirliche Zahlen zu er-
mitteln, deren Summe 252 betréigt und deren
groBter gemeinsamer Teiler 36 ist. Dabei soll
die groBere dieser beiden Zahlen héchstens
doppelt so groB sein wie die kleinere Zahl.

AS5a Essind alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die sich durch das Pro-
dukt derjenigen Zahlen, die jeweils den beiden
Ziffern entsprechen, ohne Rest teilen lassen.

A6A Eine Schiilerin wolite 187 mit einer
dreistelligen natiirlichen Zahl multiplizieren.
Versehentlich vertauschte sie im zweiten Fak-
tor die Einer- mit der Zehnerstelle und erhielt
als Produkt eine Zahl, die um 6732 kleiner
war als das richtige Ergebnis. Es ist bekannt,
daB im zweiten Faktor die Zahl, die der
Zehnerstelle entspricht, dreimal so groB ist
wie die Zahl, die der Einerstelle entspricht.
Welches ist die kleinste Zahl, die diese Schii-
lerin unter diesen Bedingungen als Ergebnis
erhalten haben konnte?

A7a Es ist zu untersuchen, ob man die
Kanten eines Wiirfels so mit den Zahlen 1, 2,
3, ..., 11, 12 durchnumerieren kann, daB fir
jeden Eckpunkt des Wiirfels die Summe aus
den Zahlen, die zu den drei in diesem Eck-
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punkt zusammenstoBenden Kanten gehéren,
stets die gleiche ist.

a8a Welche zweistelligen natiirlichen
Zahlen, die in dekadischer Darstellung nicht
die Ziffer O enthalten, lassen sich ohne Rest
durch ihre Quersumme teilen?

At

A9A Bei einer vierstelligen natiirlichen
Zahl, die in der dekadischen Darstellung ge-
nau eine Ziffer 0 enthilt, wird diese Ziffer 0
gestrichen. Man erhélt dann eine dreistellige
natiirliche Zahl, die gleich dem neunten Teil
der Ausgangszahl ist.

Man finde eine solche Zahl.

A10a Eine funfstellige gerade natiirliche
Zahl enthilt in ihrer dekadischen Darstellung
keine Zifer 0. Die aus den ersten drei Ziffern
gebildete Zahl ist eine Quadratzahl. Die aus
den letzten drei Ziffern gebildete Zahl ist eine
Kubikzahl. .
Um welche npatiirlichen Zahlen handelt es
sich?

Diese zum Teil anspruchsvollen Aufgaben
stammen aus Mathematikolympiaden (1. und
2. Stufe) der Sowjetunion. Sie wurden zusam-
mengestellt und mit Losungen versehen von
stud. math. O. Langer (Débeln), z. Z. Student
an der Universitdt in Leningrad. Bearbeitet
fiir unsere alpha-Leser hat sie StR Th. Scholl,
Berlin. '

Lisungen:

Ala Angenommen, es gibt eine solche n-
stellige natiirliche Zahl z,, aus der man nach
Vertauschen der ersten mit der letzten Zifler
eine Zahl z, erhalt, fur die z, =5 z, gilt, und
es seien zy =da;a,as...d, und z; =a,4,03...a;
ihre Zifferdarstellungen. Wegen a, +0 endet
z, nicht mit der Ziffer 0. Wegen z,=5-z,
miiBte z, auf die Ziffer 5 enden, also ¢, =5
sein. Daraus folgt weiter z,=5-z, bzw.
8,aa3...5=5"5a,as...a,. Wegen a,<9 und
5-5>9 ist diese Gleichung nicht erfiillbar.
Also war die Annahme der Existenz von z,
falsch, d.h., es gibt keine Zahl mit der gefor-
derten Eigenschalft.

A2A Wir bezeichnen z. B. die beiden Aus-
sagen der ersten Prognose mit P(a) und
P,(b) und nehmen eine Fallunterscheidung
vor.

1. Fall: Angenommen P,(g) ist eine wahre
Aussage. Dann ist P,(b) eine falsche Aussage.
Ferner ist dann P,(a) eine [alsche Aussage
und somit P,(b) eine wahre. Aussage. Das
fithrt jedoch zum Widerspruch zur Annahme.
Diese Mdglichkeit entfillt also.

2. Fall: Angenommen P,(a) ist eine falsche
Aussage. Dann ist P,(b) eine wahre Aussage.
Ferner ist dann P;(b) eine falsche Aussage
und somit P3(a) cine wahre Aussage. Daraus
folgt weiter, daB P,(b) eine falsche und somit
P;(a) eine wahre Aussage ist.

Das fiihrt zu folgendem Ergebnis:
Kolja wurde Erster, Petja Zweiter, Aljoscha
Dritter und Wanja Vierter.

A3A Angenommen, es gibt eine solche
dreistellige natiirliche Zahl z;, aus der man
nach Vertauschen der ersten und dritten.
Ziffer eine Zahl z, erhilt, fir die z,=4"z,
gilt, und es seien z, =abc und z;=cba ihre
Zifferndarstellungen. Wegen z,=4-2z; muBl
z, eine gerade natiirliche Zahl sein und wegen
a+0 auf die Ziffer 2, 4, 6 oder 8 enden.
Wegen 4a<9 gilt a=2. Wegen cb2=4"2bc
konnte c=3 oder c=8 sein.
Andererseits gilt aber c=4a=4-2=8. Folg-
lich muB c=8 gelten. Daraus folgt weiter
8b2=4-2b8 oder in anderer Schreibweise
802+ 10b=4(208 + 10b) mit 0<b <9, also
802 + 10b =832 +40b,

30b=-130,

b=-1. }

Also existiert keine solche dreistellige Zahl z,
mit der geforderten Eigenschaft.

A4a Diezuermittelnden natiirlichen Zah-
len seien x =36k und y=36n, wobei k und n
von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind.
Dann gilt 36k +36n=252, also k+n=17. Es
sei k> n; dann erfiillen folgende Zahlenpaare
(k;n) diese Gleichung:

(6;1), (5;2) und (4;3). Nur das Zahlenpaar
(4;3) erfiillt aber die Bedingung k <2n. Die zu
ermittelnden Zahlen lauten somit 144 und
108.

AS5A Eine zweistellige natiirliche Zahl z
liBt sich darstellen durch z=10a+b mit
0<a<9und 0£5<9. Nun soll gelten

102: b_k, wobsi k ebenfalls cine natiirliche
Zahl ist.

Daraus [olgt weiter b+0. Nun gilt
10a+ b =abk, b=abk — 10a,

also b=a(bk — 10).

Daraus folgt, daB a Teiler von b ist. Es sind
folgende Fille zu unterscheiden:

b a k . z
1 1 11 11
2 1,2 6,171 12
31,3 IT“TI _
4 1,2,4 14‘3,3,14—1 24
5 15 3,% 15
6 1,2,3,6 1?6’]6_3'2'16—1 36
7 1,7 171,17—1 -
s BEZE
s ae BN :

Die gesuchten Zahlen lauten 11, 12, 15, 24
und 36.



A6A Der zweite Faktor 1dBt sich durch
100a + 10b + ¢ darstellen. Nun gilt
187(100a + 10b + ¢)— 187(100a + 10c + b)
=6732,
(100a + 10b +¢)—(100a + 10c +b) = 36,
9b —9¢ =36,

b— c= 4.
Wegen b=3c erhalten wir daraus
3c—c=4,2c=4, also c=2 und somit b=6.
Der kleinste dreistellige zweite Faktor lautet
162, und das kleinste Produkt lautet 187 - 126
=23562, das diese Schiilerin unter diesen Be-
dingungen als Erggbnis erhalten haben kénn-
te.

A7a Essei a die Summe aus den Zahlen,
die zu den drei in einem Eckpunkt zusam-
menstoBenden Kanten gehdren. Da jede
Kante in genau zwei Eckpunkten des Wiirfels
endet und es acht Eckpunkte gibt, gilt
Ba=2(142+...+11+12),
1 12
a=z-7-(1+12),

0¥

7
Da a keine natiirliche Zahl, sondern eine ge-
brochene Zahl ist, lassen sich die Kanten des
Wiirlels mit den gegebenen Zahlen nicht ent-
sprechend der geforderten Bedingung durch-
numerieren.

A8A Eine solche zweistellige natiirliche
Zahl 148t sich durch 10a+ b mit 1 £a<9 und
1<b<9 darstellen; sie hat die Quersumme
a+b. Nun soll gelten 10a+ b=k(a +b), wobei
k eine von Null verschiedene natiirliche Zahl
ist. Daraus folgt

10a +b=ak +bk,

10a —ak=bk —b,
a(10—k)=b(k—1).
Daraus folgt 25k <9.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
Aus k=2[olgt 8a=b,alsoa=1und b=8. Aus
k=3 folgt 7a=2b, also a=2 und b=7. Aus
k=4 folgt 2a=b, also a=1, 2, 3 oder 4 und
b=2, 3, 6 oder 8. Aus k=35 folgt Sa=4b, also
a=4 und b=35. Aus k=6 folgt 4a=>5b, also
a=5 und b=4. Aus k=7 folgt a=2b, also
a=2,4, 6 oder 8 und b=1, 2, 3 oder 4. Aus
k=38 folgt 2a=7b, also a=7 und b=2. Aus
k=9 folgt a=8b, also a=8 und b=1. Es exi-
stieren 14 Zahlen mit der geforderten Eigen-
schaft; sie lauten 12, 18, 21, 24, 27, 36, 42, 45,
48, 54, 63, 72, 81, 84.

A9 a Eine vierstellige natiirliche Zahl 148t

sich darstellen durch 1000a+ 100b+ 10c +4.

mit 1£a4<9,05b<9,0=5c<%und 05d<9.
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.
Es sei b=0; dann gilt
1000a + 10c +d =9%(100a + 10c + d),
100a =8(10c +d),
25a=20c +2d,
2d=25a—20c,
25a
=5 10c.

Fiir a=2 erhalten wir daraus d=25—10c.

also 7’ d

Campingpliitze

vom Rechner vermittelt

Mit Hilfe der EDV konnen jetzt die Zeltplatze
des Campingzentrums in Stralsund vermit-
telt werden. Dafiir wurde ein entsprechendes
EDV-Projekt vom VEB Datenverarbeitungs-
zentrum (DVZ) Rostock entwickelt.

Das Kemnstiick dieses Projektes ist der Algo-
rithmus zur Ermittlung der Reihenfolge, in
der die Antrige vom Rechner abgearbeitet
werden sollen. Dafiir wird eine Reihe von
Prioritéiten aufgestellt, die von ganz bestimm-
ten Faktoren abhingig sind. Dazu gehort
z_B., ob der Antragsteller kinderreich ist, ob
er iiberhaupt schon einmal gezeltet hat, ob er
zum Zelten nur die Vor- bzw. Nachsaison
bisher benutzt hat bzw. jetzt beanspruchen
mochte oder ob er entgegen den Vermitt-
lungsbedingungen mehr als einen Antrag ge-

-stellt hat usw.

Die Beantwortung dieser Fragen wird in einer
Bewertungsziffer festgelegt, die zusammen
mit der Personenkennzahl auf einem Magnet-
band, einem sogenannten Stammband, fir
vier Jahre gespeichert wird. Auf dem Stamm-

. band sind also die Daten jedes Biirgers ent-

halten, der sich um eine Zeltgenehmigung im
Ostseebezirk beworben hat. Es gibt Auskunft
dariiber, wie seine Wiinsche in den letzten
vier Jahren beriicksichtigt worden sind. Die
niedrigste Bewertungsziffer erhalten kinder-
reiche Familien, die hochste der, der mehr als

Nur c¢=2 erfiillt diese Gleichung unter den
einschrdnkenden Bedingungen. Aus ¢ =2{olgt
d=5. Damit haben wir bereits eine solche
Zahl gefunden; sie lautet 2025. Die weiteren
Fille ¢c=0 und d=0 brauchen deshalb nicht
naher untersucht zu werden.

A10A Es gibt genau finf dreistellige Ku-
bikzahlen; sie lauten 5°=125; 6*=216, 7°
=343, 8% =512, 93 =729. Da die zu ermitteln-
de linfstellige natiirliche Zahl gerade sein
soll, kommen nur die Kubikzahlen 216 oder
512 in Frage. Damit muB die aus den ersten
drei Ziffern gebildete Quadratzahl auf die
Ziffern 2 oder 5 enden. Es gibt keine
Quadratzahl, die aul die Ziffer 2 endet. Des-
halb entfillt die Zahl 216. Wegen 5% < 100 und
352> 1000 kommen nur die Quadratzahlen
152 =225 und 25* =625 in Frage. Es existie-
ren genau zwei Zahlen mit der geforderten
Eigenschalt; sie lauten 22512 und 62512.

einen Antrag gestellt hat. Im zuletzt genann-
ten Fall wird der Antrag fiir das laufende Jahr
nicht bearbeitet und der Antragsteller fiir ein
weiteres Jahr von der Vermittlung ausge-
schlossen.

Auf dem Antragformular konnen vier ver-
schiedene Campingplatze und drei verschie-
dene Anreisezeiten angegeben werden. Es be-
stehen dann 12 Méglichkeiten zur Erteilung
einer Genehmigung. Diese MaBnahme ist vor
allem zur Auslastung der Platze in der Vor-
und Nachsaison gedacht; denn wenn diese
als Ersatzzeit angegeben ist, erfolgt in den
meisten Fillen eine Genehmigung. Die Be-
wertungsziffer liegt dann unter der fiir die
Hauptsaison und bietet fiir das Folgejahr
giinstigere Bedingungen.

Das Campingzentrum erhdlt durch dieses
Projekt auBerdem Informationen iber freie
Kapazititen, iiber die Belegung der Plitze in
bestimmten Zeitraumen und eine Ubersicht
iiber Mehrantragsteller und fehlerhaft aus-
gefiillte Antrage. Mit der Einfilhrung des
Projektes konnten beispielsweise die erteilten
Genehmigungen von 486500 im Jahre 1972
auf 603700 im Jahre 1975 ansteigen. Bis auf
wenige Ausnahmen war es moglich, die vor-
handenen Campingplitze im Ostseebezirk
iiber die ganze Saison hinweg auszulasten.
Die guten Ergebnisse, die mit diesem Projekt
erzielt wurden, sollen nicht nur aul die Ostsee-
bezirke beschrinkt bleiben. Im Zusammen-
hang mit der Umarbeitung des Projektes auf
die Datenverarbeitungsanlage es /040 bieten
sich jetzt giinstigere Moglichkeiten an, das
Projekt so zu konzipieren, da8 in einer End-
stufe alle Kapazititen simtlicher Camping-
plitze der DDR gemeinsam mit einem Rech-
nerlauf vergeben werden konnen. Fiir die An-
tragsteller ergibt sich daraus der groBe Vor-
teil, Ersatzplitze aus allen Bezirken der DDR
auswihlen zu konnen. (ADN)




In freien Stunden - alpha-heiter
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Wer liigt? Wer sagt die Wahrheit?

Zwei Zwillingsbriider Erich und Fritz sind duBerlich
nicht zu unterscheiden: gleiche GroBe, gleiche Ge-
stalt, gleichen Gesichtsausdruck, gleicher Haarschnitt,
gleiche Sprache, gleiche Kleidung. Aber man wei8,
daB der eine immer liigt, der andere immer die Wahr-
heit sagt. Wie kann man durch Fragen ermitteln, wer
Erich und wer Fritz und wer der Liigner ist?

Dr.G. Hesse, Radebeul

RiitselspaB mit D

In die folgende Figur sind Worter mit der angegebe-

nen Bedeutung einzutragen: 2. Abkiirzung fiir Dezi-

tonne; 3. Abkiirzung fiir Dekameter; 4. Zahlwort;

5. griechischer Buchstabe; 6. Zeitraum von 10 Tagen;

7. Teil einer Divisionsaufgabe; 8. graphische Dar-

stellung; 9. franzosischer Mathematiker; 10. Fest-
a

legung eines Begriffs; 11. Term der Form g; 12. um-

d
gangssprachlicher Ausdruck fiir arithmetisches Mittel ;
13. Ausdruck, mit dem entscheidbar ist, wieviel L6-
sungen eine quadratische Gleichung hat; 14. spezielles
Viereck; 15. Eigenschaft von Gebilden, die Lange,
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Breite und H6he besitzen; 16. Ergebnis der Multipli-
kation von 17 mit seinem Nachfolger; 17. Name eines
Rechengesetzes; 18. Menge aller Zahlen, fiir die eine
Funktion erklért ist; 19. Darstellungsverfahren; 20.

Teilgebiet der Mathematik.
OS(R K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Wunderbare Arithmetik

Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer, gleiche Buch-
staben sind gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben —
verschiedene Ziffern. (Fiir die verschiedenen Ritsel
kann die Bedeutung von Buchstaben verschieden sein.)

Architekt A. W. Radunski, Moskau




Das Z ahlenquadrat-Spiel
Zeichne drei Zahlenquadrate 4, B, C (siehe Beispiel)!

—-—7—-6~~? 13|11 115 7
1311 (10 141 8 (13

R sl NEGEIKCIR

A ist mit beliebigen natiirlichen Zahlen besetzt. Zu-
sitzlich ist ein Weg eingezeichnet, der alle Kistchen
in einem Zug genau einmal durchlduft. Dieser Weg
schneidet nur die Seiten der Teilquadrate, also nicht
deren Eckpunkte.

B entsteht aus 4, indem man entlang des Weges zu
jeder Zahl die nachfolgende addiert und die Summe
in das betreffende Teilquadrat schreibt. Das heif}t im
obigen Beispiel fiir das erste Teilquadrat 7+ 6 = 13,
fiir das zweite 6 + 5=11, usw. Am Ende des Weges
wird auf die Zahl am Anfang als nachfolgende Zahl
zuriickgegriffen.

C enthilt lediglich die erste Zahl von A.

Damit hast du die Grundlage geschaffen fiir eine
Reihe von Spielen und Knobelaufgaben:

1. Wie viele Wege gibt es, die man im Zahlenquadrat 4
festlegen kénnte? 2. Kénnen Anfang und Ende des
Weges zusammenfallen? 3. Lege deinem Freund die
Zahlenquadrate Bund C vor und lasse ihn 4 ermitteln!
4. Gibt es bei der Aufgabe 3 genau eine Ldsung?
5. Wenn es bei Aufgabe 3 mehrere Losungen gibt, wie
hingen diese zusammen?

Natiirlich lassen sich in der Aufgabenstellung auch
Zahlenquadrate mit 16 und mehr Feldern verwenden.
Es konnen andere Zahlenbereiche festgelegt werden,
z.B. kann die Menge der gebrochenen Zahlen Ver-
wendung finden. Und schlieBlich lassen sich kompli-
ziertere Abmachungen iiber die Wege treffen.

Diplomlehrer E. Schulze, Mildenberg
aus: Journal of Recreational Math., Livermore

Krypto-Knobelei

(1) EPS+I—L—ON =LL
2 E—P—S—I+LO+N=LL
(3) EP—S+IL—O+N =LL
@ EP:S+I+L+0-N =LL

In den Gleichungen sind fiir die Buchstaben Ziffern
von 0 bis 9 so einzusetzen, da3 wahre Aussagen ent-
stehen. Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Diagonale Verkettung

In jeder Zeile des abgebildeten Schemas sind jeweils
zwei Worter folgender mathematischer Bedeutung so
einzutragen, daB immer der eingetragene Buchstabe
der letzte Buchstabe des ersten Wortes und gleichzeitig
der erste Buchstabe des zweiten Wortes ist.

t F

6 ] R

1. Zeile: Zahlwort — Eindeutige Abbildung (Plural).
2.Z.: Freihandzeichnung — Durch Rotation einer
Ellipse entstandener Korper. 3. Z.: Name der Funktion
dritten Grades — Kegelschnitt. 4. Z.: Kegelschnitt —
Franzosischer Mathematiker und Astronom (1749 bis
1827). 5. Z.: Teilgebiet der Mathematik — Mathemati-
ker des Altertums. 6. Z.: Begriff aus der Logarithmen-
rechnung — Vorschrift, Richtschnur.

D.Vélzke, Greifswald

,»Jdeen muB man haben, Kollege!*
aus: Eulenspiegel, Heinz Behling
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

20 Jahre Kreisolympiaden
Junger Mathematiker
in der Stadt Greifswald

Die 2. Stufe der XIX. Olympiade Junger Ma-
thematiker der DDR war zugleich die 20.
Greilswalder Olympiade. Das nahmen Leh-
rer, Schiiler und der Jugendverband zum An-
laB, die Siegerehrung besonders festlich zu
begehen und sich der Anfdnge zu erinnern.

Die 1.Olympiade wurde am 26. Mirz 1961
mit 24 Schiilern der 7. Klassen durchgefiihrt.
(Die Aufgaben findet der Leser unten ange-
geben.) Jetzt nehmen stiandig etwa 220 Schiiler
der Klassen 5 bis 12 an der Kreisolympiade
teil.

Die Siegerehrung findet stets an dem auf dic
Olympiade folgenden Sonntag statt. Sie wird
traditionsgemdB um 9 Uhr mit einstiindigen
Fachvortriigen erdflnet. Wissenschaftler der
Sektion Mathematik der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitat Greifswald sprechen vor
den Teilnehmern der einzelnen Klassenstulen
iber interessante mathematische Probleme.
Professor Terpe, Direktor der Sektion Ma-
thematik, Prolessor Asser und Dr.Domm
sind seit mehr als 15 Jahren herzlich begriiBte
Referenten.

Im AnschluB an die Vortréage treffen sich alle
Gruppen zur ‘Auszeichnung der Preistrager,
die vom Stadtschulrat und der FDJ-Kreis-
leitung vorgenommen wird. Ein gemeinsames
Mittagessen fir die Preistrager, Gaste und
Lehrer beschlieBt die Veranstaltung.

Zur 20.Kreisolympiade hatte das Haus der
Jungen Pioniere, dem die Zirkel des Klubs
Junger Mathematiker angeschlossen sind,
einen Ehrenwimpel (siehe Bild Seite 55) fiir
alle Teilnehmer anfertigen lassen. Mitarbeiter
des Instituts fiir Kunsterziehung schufen eine
Keramikplakette.

Der Schulrat erinnerte an die guten Leistun-
gen, die in den beiden Jahrzehnten von den
Teilnehmern der Olympiade gezeigt wurden.
Als Ehrengast war Dr. Christoph Bandt ein-
geladen, der als Greifswalder an den Inter-
nationalen Olympiaden 1967 in Cetinje (SFR
Jugoslawien) und 1968 in Moskau teilgenom-
men und jeweils einen 1. Preis fiir die DDR er-
rungen hatte. Er ist jetzt Mitarbeiter an der
_Sektion Mathematik der Universitit Greifs-
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wald. Von den drei Lehrern, die die 1. Olym-
piade durchgefiihrt hatten, waren Oberlehrer
Klaus Kriiger, VLdV, Bad Doberan, und
Oberlehrer Erich Walter, Greifswald, anwe-
send, wihrend Studienrat Uwe Unruh wegen
eines Auslandseinsatzes in Alrika der Ein-
ladung nicht folgen konnte.

Die Schiiler der 5., 6. und 7.Klassen freuen
sich jetzt schon auf die 25. Olympiade, an der
sie noch selbst teilnehmen konnen. Aber auch
viele der Teilnehmer aus den hoheren Klas-
senstufen werden gern als Gaste 1984 bei der
Siegerehrung dabei sein. Auch die Lehrer, die
jedes Jahr unermiidlich mitarbeiten, denken
an die Jubildumsolympiade in 4 Jahren. DaB
diese Olympiade und auch die dazwischen-
liegenden mit guten Ergebnissen abschlieBen,
haben sich alle Beteiligten vorgenommen.

Die Aufgaben der 1. Olympiade (Klasse 7)

ala Der Kraftstoflverbrauch bei einer
Fahrt mit dem Motorroller Berlin iiber
235 km betrug 8 1.

Wie hoch ist der Verbrauch fiir 100 km?

A2a Nachdem zwei Traktoren die Friih-
jahrsbestellung auf einem 6,8 ha grofen Feld

in 2’% Tagen durchgefiihrt haben, sollen sie
die gleiche Arbeit auf einem 3,8 ha Acker-
stiick in I%Tagen erledigen.

Ist das zu schaffen?

A3 A Zweigemischte Zahlen sollen so aus-
gewidhlt werden, daB ihr Produkt 100 ergibt!
(Eine Losung geniigt!)

A4a Zeichne einen Winkel von 60° und
trage auf seinen Schenkeln die Strecken
ST=SU=5cm ab! (S ist der Scheitelpunkt
des Winkels.)

a) Konstruiere den Kreis, der die Schenkel in
Tund U beriihrt!

b) Ist diese Konstruktion auch moglich, wenn
sich die GroBe des Winkels dndert ? (Begriin-
dung!)

c) LaBt sich der Kreis beim Winkel von 60°
auch dann konstruieren, wenn ST =7 cm und
SU=5cm ist? (Begriindung!)

Auftakt zur 20.
Aus dem Aufrul des Hauses der Jungen Pio-
niere Greifswald, sich durch Losen (und Ein-
senden) von Aufgaben durch einen Mathe-
Knobel-Wettstreit auf die 20. Kreisolympiade
vorzubereiten:

Klasse 3

Ala Multipliziere die Summe aus 1874
und 562 mit 3!

A2a Peters neue Schuhe kosten 29,50 M.
Vaters Schuhe sind um 13,50 M teurer, Utes
Schuhe dagegen um 5,85 M billiger als Peters
Schuhe. -

Wieviel kosten Vaters
Utes Schuhe?

und wieviel

Ala Lings einer LandstraBe stehen Biu-
me in regelmiBigen Abstinden; vom ersten
bis zum sechsten Baum sind es 60 m.
Wieviel Meter sind es vom ersten bis zum
neunten Baum?

Klasse 4

Ala Zum Quotienten, der durch Division
von 360 und 2 entsteht, ist das Produkt aus
120 und 3 zu addieren!

A2 a Klaus hatte fiinf Zahlen zu addieren.
Er fiihrte seine Rechnung zunidchst auf einem
Zettel aus und schrieb sie dann in sein Heft. .
Dabei vergaB er einen Summanden; nun
stand [olgendes in seinem Heft:

3459

2078

1097

+ 8356

29401
Die Summe ist richtig. Welchen Summanden
hat er aber ausgelassen?

A3 A Ineinem HO-Bekleidungshaus kaul-
ten 3 Kunden von dem gleichen Stofl. Der
erste kaufte 3 Meter, der zweite 5 Meter und
der dritte 9 Meter. Der zweite Kunde be-
zahlte 30 M mehr als der erste.

Wieviel Mark hatte jeder der drei Kunden zu
zahlen?

Klasse 5

Ala Im Betonwerk stellen zwei Fach-
arbeiter zusammen 280 Platten her, wobei der
eine Arbeiter 50 Platten mehr als der andere
fertigt.

Wieviel Platten produziert jeder?

A2a Im Ferienlager sollen von den 6 Jun-
gen.Allred, .Bernd, Dieter, Ehrenfried, Frank
und Gerald drei in der Kiiche helfen.

Wie viele und welche Moglichkeiten gibt es,
jeweils drei Schiiler zur Kiichenarbeit einzu-
teilen?

A3a Ein groBer rechteckiger Platz in
einem Neubaugebiet wurde mit 5000 Platten
ausgelegt. Jede Platte ist 60cm lang und
40 cm breit. Der Platz ist dreimal so lang wie
breit.

Bestimme Linge und Breite des Platzes!

Klasse 6

ala Ermittle die groBte und die kleinste
sechsstellige Zahl, die durch 2, 3,4, 5,6 und 9
teilbar ist!

A2a Die untenstehenden Zifferblitter ge-
héren zu richtiggehenden Uhren. Sie wurden
lediglich aus den Gehiusen herausgenommen
und beliebig hingelegt.

Kann man allein aus der Stellung der beiden
Zeiger die genaue Uhrzeit bestimmen ?

Wo es moglich ist, gib an, wie spat es auf den
angegebenen Zilferblittern ist!



A3 a Fiinf Schiiler, nimlich Karsten, Hen-
ry, Frank, Peter und Andreas wohnen in
einem Internatszimmer im NEG. Ihre Hei-
matorte sind Rostock, Leipzig, Stendal, Berlin
und Wolgast.

Aus ihrem Gesprich erfahren wir:

a) Henry und Frank sind Mitglieder des
Singeklubs, wihrend die Schiiler aus Stendal
und Wolgast in der Kabarettgruppe mit-
arbeiten.

b) Drei Schiiler, nimlich Peter, Frank und
der Schiiler aus Rostock lesen gern.

c) Henry, Andreas und der Schiiler aus
Rostock haben im Fach Mathematik eine
i

d) Peter und der Schiiler aus Wolgast spielen
in ithrer Freizeit gern Schach.

e¢) Henrys Heimatort ist mehr als 300 km von
Greifswald entfernt. Ermittle, in welchen
Orten diese funl Schiiler beheimatet sind!

Klasse 7
aAla Ein Giiterzug legte in der ersten

Stunde 35% km und in den nachlolgenden

2% Stunden weitere 92,7 km zuriick. Fiir die

Riickfahrt auf derselben Strecke bendtigte er
3 Stunden und 12 Minuten.

Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeit
fur die ganze Fahrt! Runde auf eine Stelle
nach dem Komma!

" A2a In einem Aulenthaltsraum stehen
mehrere gleichlange Binke. Setzen sich zu-
nédchst je 6 Pcrsonen auf je eine Bank, so
bleibt eine Bank iibrig, auf der nur 3 Personen
Platz nehmen. Setzen sich hingegen je 5 Per-
sonen auf jede der vorhandenen Binke, so
miissen 4 Personen stehen.

Wie viele Binke und wie viele Personen be-
finden sich in diesem Aufenthaltsraum?

A3 A Gegeben seieine Gerade g und aufihr
ein fester Punkt P sowie ein Kreis k; mit dem
Mittelpunkt M, und dem Radius r,, der mit g
keinen Punkt gemeinsam hat.

Es ist ein zweiter Kreis k, mit dem Mittel-
punkt M; und dem Radius r, zu konstruieren,
der g in P und den Kreis k; von auBlen in
einem Punkt Q beriihrt.

Auf die Aufgaben der Klassenstufen 8 bis 10
miissen wir aus Platzgrunden verzichten,
d.Red.

Weiteres

zur Billardkugel

2
—>
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T( W
Wir erinnern noch einmal an unser Problem
aus Heft 2/80. Gegeben waren drei GefaBe
G,, G, und G, mit den Fassungsvermégen
von genau g, b und ¢ Litern (a>b>c>0;
a, b, ¢ natiirliche Zahlen), dabei sollte G, bis
zum Rande gefiillt sein. Durch Umschiitten
(ohne VergieBen, Verdunsten u.i.) sollten 4
Liter (d ebenfalls natiirliche Zahl) abgeson-
dert werden. Wenn also x, y und z zu irgend-
einem Zeitpunkt dje Inhalte der GefdBe G,
G, und G, sind, so muB gelten

x+y+z=a (1)

mit den Nebenbedingungen, die das Fas-
sungsvermogen der GefdBe beriicksichtigen,
0<x=a,0=<y<bh 0sz=c. 2
Wir betrachten den Fall a<b+c, wie er z.B.
in der Poisson gestellten Aufgabe mit a=12,
b=8 und c¢=35 auftrat. Der Billardtisch hat
die in Bild | gezeigte Form.
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Bild 1: Konstruktion des Billardtisches fir
12-, 8- und 5-Liter-GefiBe aus dem Grund-
dreieck

Ein Beispiel fir den Fall a>b+c zeigt
Bild 2.

Nun geben wir die versprochene Losung von
Bachet an. Dabei ist mit dem ersten, zweiten
und dritten GefdB das 8 MaB, 5 MaB und
3 MaB fassende GefdB gemeint: ,Da es zur
Teilung von 8 MaB in zwei gleiche Teile nétig
ist, daB man auf der einen Seite 4 und auf der
anderen gleichfalls 4 hat, und man diese 4 nur

¥ VVAVV
A VAVVVA
/NN N NN
VVAV \\\/
B(g80) clooy
Bild 2: Billardtisch fiir a=8, b=5 und c=2

(gerasterter Teil). Der eingezeichnete Weg ge-
hort zu dem umrandeten Teil (vergl. Bild 3).

in dem zweiten oder in dem ersten Gefill
bekommen kann, so muB8 man entweder das
eine oder cas andere zu erreichen suchen.
Hiernach ergeben sich zwei verschiedene
Wege. Um den ersteren einzuschlagen, schlie-
Be ich folgendermaBen. Um zu bewirken, daB
in dem zweiten GefdB gerade 4 MaD bleiben,
muB man von diesem Gefi, wenn es voll ist,
gerade 1 MaB fortnehmen. Dies kann aber
nur so ausgefiihrt werden, daB man jenes
MaB in eines der beiden anderen Gefille
gieBt, wenn demselben nur noch 1 MaB fehlt,
um voll zu sein; dies kann bei dem ersten
GefdB nicht vorkommen (denn, wenn das
zweite voll wire und dem ersten nur noch
1 MaB fehlen sollte, um auch voll zu sein, so
wiirde dies schon 12 Ma8 erfordern); es muf}
also das dritte GefdB dasjenige sein, dem nur
noch 1 MaB fehlen soll, um voll zu sein, d. h.
also: es miissen in ihm 2 MaB enthalten sein.
Dieser Zustand kann nun auf zwei Arten er-
reicht werden: 1. indem dem vollen dritten
GefdB 1 MaB genommen wird oder 2. indem
in das leere GefdBl 2 MaB gegossen werden.
Der erste Fall ist unmdglich, denn dann
miiBte ja einem der beiden anderen GefldBe
gerade nur noch 1 MaB fehlen, was wir ja.
bei dem zweiten GefidB gerade erstreben, also
noch nicht voraussetzen diirfen, und was bei
dem ersten GefidB auch nicht moglich ist, weil
dann im ersten GefiB gegen die Voraus-
setzung 7 MaB und im dritten 3 Ma8, also im
ganzen 10 MaB Wein vorhanden wiren. Es.
bleibt also nur der zweite Weg, d. h. es miissen
in das dritte Gefd3 2 MaB gegossen werden.
Diese 2 MaB konnen aber nicht aus dem
ersten Gefd kommen (denn wenn bei leerem
drittem GefdB das erste nur 2 MaB enthielte,
so konnten, auch wenn das zweite ganz voll
wire, nur 7 MaB Wein gegen die Voraus-
setzung vorhanden sein); die 2 MaB miissen
also aus dem zweiten GefdB kommen. Um
nun zu bewirken, daB in dem zweiten GefdlB
gerade 2 MaB sind, muB man, wenn es voll ist,
3 MaB davon abnehmen, was sehr leicht ist,
da wir ein GefaB fiir 3 MaB haben. Geht man
umgekehrt diesen Weg, so wird man die erste
Losung der Aufgabe finden.” — Diese Losung
ist sehr scharfsinnig und widmet sich allen
moglichen Fiillen. Beweistechnisch wird von
der Losung ausgegangen, so daB das Zuriick-
schlieBen tatsichlich erforderlich ist, auch
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wenn es keine Schwierigkeiten bereitet. Die
Losung ist aber in ihrer Linge etwas uniiber-
sichtlich. Wir fassen sie in folgendem Schema
kurz zusammen:

8- 5- 3-
MaB- MaB- MaB-
GefdB GefdB Gefi
urspriinglicher
Zustand 8 0 0
nach 1. UmgieBen 3 5 1]
nach 2. Umgieflen 3 2 3
nach 3. UmgieBen 6 2 0
nach 4. UmgieBen 6 0 2
nach 5. UmgieBen = .1 5 2
nach 6. UmgieBen 1 4 3
'nach 7. UmgieBen 4 4 0

Der erwihnte zweite Weg, auf den wir nicht

eingehen, erfordert ein UmgieBen mehr.

Die Losung der Aufgabe I lautet — in dieses

Schema gebracht — wie folgt:
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Ausgang 12
1. UmgieBen
2. UmgieBen
3. UmgieBen
4. UmgieBen
5. Umgieflen
6. UmgieBen
7. UmgieBen
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Die andere Lésung erfordert 12maliges Um-
gieBen.

Der in Aufgabe 2 gesuchte Graph hat dic
Gestalt:

2,60
2,33 0,6,2
530 503 053 602 053

8,00 503 620

323 8,00 350

naten kommt [ir ein Aufteilen der h=8 Liter
aul die drei GefiBe in Frage. Der einge-
zeichnete Weg in Bild 2 ergibt eine Losung
fir die Halbierung der 8 Liter an (d =4), wenn
anfidnglich das erste GefdB 2, das zweite 5 und
das dritte 1 Liter enthalten.

A (800

BOLLO) (s w8 Clogs

Bild 3: Ein Billardtisch fiir ein allgemeineres
Problem

Das Problem, 10 auf 8-, 6- und 4-Liter-GefdBe
verteilte Liter zu halbieren, fiihrt auf folgende
Erscheinung (Bild 4):

NV \/\
INININENN/NININ/N
; \VAVAVA"AVAVAVAVAV

C
Bild 4: Unlésbare Aufgabenstellung

/800\; >

0,3
\},35,3 0
3,5%,00,«!@2 L%0,0
s,‘mz,s
6m0,3

Unmlfiillungsgraph zu 8-, 6- und 3-Liter-GefiBen

Bild 1 ist die Losung der Aufgabe 3.

Mit unserer Theorie bzw. dem dazugehdrigen
Computer konnen wir auch die allgemeinere
Aufgabe behandeln, in der a, b und ¢ die Be-
deutung von Punkt 7 haben und h Liter mit
hZa>b>c (h natiirliche Zahl) auf die drei
GefiBe in ganzzahligen Mengen verteilt sind.
Wieder sind d Liter herauszufiillen. Zur L6-
sung dindern wir lediglich (1) wie folgt ab:
x+y+z=h (1)
Wir zeichnen also ein Grunddreieck mit der
Seitenldnge h und grenzen in ihm wie bisher
durch (2) den Billardtisch ab.
Fiir h=8, a=7, b=6 und c=3 erhalten wir
den in Bild 3 gezeigten Billardtisch. Jeder
Punkt des Tisches mit ganzzahligen Koordi-
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Zu dem Punkt (5, 5, 0), der die Losung dar-
stellt, fiihrt nur ein in sich geschlossener
Linienzug, der z.B. vom Punkt (8, 2, 0) aus
nicht erreichbar ist. Das scheint zunichst ver-
bliiffend zu sein, ist aber nur Ausdruck der
Tatsache, daB sich ungerade Mengen von
Wein nicht mit geradzahligen MeBgefiBen
ausmessen lassen. Wenn die geradzahligen
MefgefldBe anfangs ungeradzahlige Mengen
enthalten, so kann man damit auf den ge-
schlosscnen Weg gelangen (z. B. vom Punkt
8,1,1).

Aufgabe: Zeige, daB 10 Liter, die in ganz-
zahligen Mengen auf 8-, 7- und 6-Liter-GefiBe
verteilt wurden, kein Herausfiillen von 5 Li-
tern erlauben!

Das Bild § zeigt den zum Problem gehorigen
Billardtisch. Ein Herausfillen von 5 Litern
bedeutet in der Sprache unseres Computers,
daB die Kugel an einem Punkt reflektiert
wird, der als eine Dreieckskoordinate die 5
enthilt. Wie der Billardtisch zeigt, werden die
3 [raglichen Punkte durch einen geschlosse-
nen Linienzug verbunden, auf den die Kugel
von auBen nicht mehr gelangen kann.

A 1000}

8{0100)

Bild 5: Billardtisch fiir 8-, 7- und 6-Liter-
GefdlBe

(955

fogm)

Unser Problem kann auch auf mehr als dret
GefdBe ausgedehnt werden. Wir geben als
Beispiel die [olgende Aufgabe an:

Gegeben sind vier GeliBe mit je 24, 13, 11
und 7 Litern Fassungsvermogen. Das 24-
Liter-GefaB ist gefiillt, und sein Inhalt ist zu
dritteln. Schematische Losung:

241 131 111 7
Ausgang 24 0 (V]
1. Umgiefen 3 0 11 0
2. UmgieBen 13 0 4 7
3. UmgieBen 13 4 0 7
4. UmgieBen 20 4 0 0
5. UmgieBen 9 4 11 0
6. UmgieBen 9 4 4 7
7. UmgieBen 16 4 4 0
8. UmgieBen 16 8 0 0

Danmit ist ein Drittel herausgefiillt. Lassen wir
das mit 8 Litern gefiillte GefiB auBer Be-
tracht, so haben wir eine bekannte Aufgabe
vor uns, nimlich 16 Liter (im 24-Liter-GefaB)
zu halbieren (mit 11- und 7-Liter-GefifBen):

241 111 71
Ausgang 16 0 0
1. UmgieBen 5 11 0
2. UmgieBen 5 4 7
3. UmgieBen 12 4 0
4. UmgieBen 12 0 4
5. UmgieBen 1 11 4
6. UmgieBen 1 8 7
7. UmgieBen 8 8 0

R. Thiele



Liosungen zum alpha-Wettbewerb 6/79:

Ma5 1909 Da alle drei Schoecken mit
gleicher konstanter Geschwindigkeit vor-
wirts kriechen, hingt die Zielankunft nur
von den Pausenlingen ab.

Wegen 20-5cm=100cm legt Schnecke A
19 Pausen ein; wegen 10-10cm=100cm
legt Schnecke B 9 Pausen ein; wegen 5 - 20 cm
=100 cm legt Schnecke C 4 Pausen ein.

Die Dauer aller Pausen betrigt fiir Schnecke
A 19-6s=114s, fir Schnecke B 9-12s
=108 s, fiir Schnecke C 4-25s5=100s. Folg-
lich erreicht Schnecke C als erste, Schnecke B
als zweite, Schnecke A als letzte das Ziel.

Ma5 #1910 36+4+4+4=48
16+16+4+4+4+4=48

254+94+9+14+1+1+14+1=48

Mas a1911 a)

&

b)
0)

A

£ 2N
o P
Y

Allgemein gilt: n sich schneidende Kreise
konnen héchstens [n- (n—1)+1] von Kreis-
bogen begrenzte Flichen erzeugen. In unse-
rem Falle erhalten wir (4- 3+ 1)=13 solcher
Flichen.

Ma5 m1912 Angenommen, Bernd hat n
Briefmarken zu 20Pf, also noch (10—n)
Briefmarken zu 25 Pf gekauft; dann gilt

20-n+25-(10—n)=215,
20n+250—25n=215,
5n= 35,
n= 17.
Bernd hat sieben 20-Pf-Marken und drei
25-P{-Marken gekauft. (7-20 P{+3 25 Pf=
215 Pf=2,15M)

Ma5 11913 Angenommen, an der Sportart
Schach nehmen x Schiiler, an der Sportart
Judo y Schiiler teil; dann gilt

x+y=36:9, also x+ y=4.

Wegen y>0 und x>y existiert genau eine
Losung, ndmlich x=3 und y=1. Es nechmen
3 Schiiler an der Sportart Schach und 1 Schii-
ler am Judo teil. Deshalb nehmen 2-3=6
Schiiler an der Sportart Tischtennis teil.
Angenommen, an der Sportart Leichtathletik
nehmen a Schiiler, an der Sportart Schwim-
men b Schiiler teil; dann gilt

a+b=36—-10, also a+b=26.

Wegen a> 18 und b> 6 existiert genau eine
Losung, nimlich a=19 und b=7. Es nehmen
19 Schiiler an der Sportart Leichtathletik und
7 Schiiler am Schwimmen teil. -

Ma5 w1914 Angenommen, an der Wande-

rung beteiligten sich n Personen; dann gilt
3-n+10=2-n+50.

Nur ftir =40 wird diese Gleichung erfiillt.

An der Wanderung nahmen 40 Personen teil.

Maé6 #1915 Da der ASK und der SCD
gegeneinander unentschieden spielten, erhielt
jede dieser beiden Mannschaften je einen
Punkt aus diesem Spiel. Der SCD erreichte
insgesamt aber nur einen Punkt. Deshalb
muB der SCD alle iibrigen Spiele verloren
haben. Somit endeten die Spiele SCM gegen
SCD, ASK gegen SCD, SCE gegen SCD und
PS gegen SCD simtlich 2:0. Da der PS ins-
gesamt nur zwei Punkte erreichte und diese
aus dem Spiel PS gegen SCD resultieren, hat
der PS alle anderen Spiele verloren. Somit
endeten die Spiele SCM gegen PS, ASK gegen
PS und SCE gegen PS ebenfalls alle 2:0. Aus
den Spielen SCM gegen PS und SCM gegen
SCD erreichte der SCM genau 4 Punkte.
Da der SCM ungeschlagen blieb, muB er aus
den Spielen gegen den ASK und gegen den
SCE insgesamt noch 2 Punkte erreicht ha-
ben. Dalfiir gibt es drei Moglichkeiten: SCM
egen ASK 2:0 oder SCM gegen SCE 2:0
oder beide Spiele gingen unentschieden aus,
also SCM gegen ASK 1:1 und SCM gegen
SCE 1:1. Da der SCE aus den Spielen gegen
den PS und den SCD bereits 4 Punkte er-
reicht hat, muB er das dritte Spiel verloren,
das vierte unentschieden gespielt haben. Das
ist nur moglich, wenn das Spiel ASK gegen
SCE 2:0 ausging. Somit wurden folgende Er-
gebnisse erreicht:

SCM/ASK 1:1, SCM/SCE 1:1; SCM/PS
2:0; SCM/SCD 2:0; ASK/SCE 2:0; ASK/
PS 2:0; ASK/SCD 1:1; SCE/PS 2:0; SCE/
SCD 2:0; PS/SCD 2:0.

o

Ma6 #1916 Aus ab+bc+ca=abc folgt a
=1odera=2.
Dabei gilt 1 <a, b, c<9. Nun gilt
(10a+ b)+(10b+¢)+(10¢ +a)
=100a+10b +c,
1la+11b+11¢=100a+10b+c,
b+10c=89a.
Fiir a=2 erhalten wir b+ 10c=178. Wegen
b, ¢ <9 hat diese Gleichung keine Losung.
Fiir a=1 erhalten wir b+ 10c=89,
10c=80+9-b,
9-b
c=8 +T'
Nour fiir 5=9 und damit fiir c=8 erhalten wir
eine positive ganzzahlige Lsung. Deshalb
existiert genau eine Losung; sie lautet: 19+ 98
+81=198.

Ma6 w1917 Aus a?-(b—c) erhalten wir
durch Einsetzen 49 - (6 —c)=98; daraus folgt
c=4und (@a—b)?-c=(7—6)?-4=4.

Aus (a—b)? - ¢ erhalten wir durch Einsetzen
(6 —b)? - 2=18; daraus folgt b=3 und

a* (b—c)=36-(3—2)=36.

Aus a? - (b—c) erhalten wir durch Einsetzen
a? - (1—0)=16; daraus folgt a=4 und
(@a—b)*-c=(@4—-1)*-0=0.

Aus a? - (b—c) erhalten wir durch Einsetzen
81 - (b—5)=81; daraus folgt b=6 und
(@=b)?-c=(9—6)2-5=45.

Aus a@? - (b—c) erhalten wir durch Einsetzen
a?-(b—0)=1; daraus folgt a=1, b=1 und
@=byP-c=(1—1)2-0=0.

Aus (@a—b)?>-c=1 folgt c=1 und a—b=1,
alsob=a—1.

Aus a? - (b—c)=9 folgt durch Einsetzen
a’-(a—2)=9, also a=3 und somit b=2.

Ma6 w1918 Ausa=b+5cunda+b+c=20
folgt durch Einsetzen
b+5c+b+c=20,
2b+6c=20,
b+3c=10.
Die folgenden geordneten Zahlentripel

[a,b,c] erfiillen die gestellten Bedingungen:
[16,1,3], [14,4,2], [12,7,1], [10,10,0].

Maé6 a1919 Aus xCAD=90° und ¥CAB
=60° folgt % BAD=30°.

Aus ¥CBD=90° und ¥CBA=60" folgt
¥ ABD=30°.

Aus ¥xBAD= x ABD =30 folgt AD=BD.
Analog dazu gilt BE=CE und AF=CF.

Aus der Gleichheit der WinkelgroBen und
aus AB= BC = AC lolgt weiter die Kongruenz
der Dreiecke ABAD, ACBE, AACF. Des-
halb gilt AD~BD~BE~CE=~ AF=~CF.

Ma7 #1920 56x+252=72x+ 196,
72x —56x =252 — 196,
16x =56,
1
x= 35
Belegen wir in der dritten, der im Aufgaben-
text angegebenen Gleichung 7-(8x—28)

=9-(8x—28) die Variable x mit 3% so erhal-
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ten wir 7:0=9-0, also 0=0. Das bedeutet,
der Schiiler hat beim Lésen der Gleichung
durch 0 dividiert, was nicht statthaft ist.

Ma7 w1921 Angenommen, n Schiiler erhiel-
ten die Note 4, dann erhielten 2n Schiiler die
Note 3 und 4n Schiiler die Note 2, also
(25—"7n) Schiiler die Note 1. Nun gilt
1-25-7n)+2-4n+3-2n+4-n=25-1,88,
25—Tn+8n+6n+4n=47,
11n=22,

. on= 2
Es erhielten 11 Schiiler die Note 1, 8 Schiiler
die Note 2, 4 Schiiler die Note 3 und 2 Schiiler
die Note 4.

Ma7 81922 Aus AB:CD=5:4 folgt CD
=‘§“E. Aus ﬁ=%~(ﬁ+ﬁ) folgt durch

Einsetzen -
54=0,5-(4B+0,8 - AB),
108=1,8AB,

AB=6 und somit CD=438. .
Die parallelen Seiten des Trapezes sind 6 cm
und 4,8 cm lang.

Ma7 11923 Es seien b die Basis und s ein
Schenkel; dann gilt s=b+1,5und b:5=2:5.
Durch Einsetzen erhalten wir
b:(b+1,5)=2:5,
5-b=2-b+3,

3b=3, also b=1.
Die Leiterenden stehen am FuBboden einen
Meter, also 100 cm auseinander.

Ma8 ®1924 Es sei g eine ganze Zahl. Wir
formen q® — g dquivalent um und erhalten:

7 -q=4(q*-1)

=q(g+1)(g@—1)

Dieser Term ist ein Produkt aus drei aufein-
anderfolgenden ganzen Zahlen. Da dquivalent
umgeformt wurde, hat der Term ¢*—gq die
gleiche Eigenschaft.
In einem Produkt aus drei aufeinanderfol-
genden ganzen Zahlen ist stets genau eine
durch 3 und mindestens eine durch 2 teilbar.
Somit ist das Produkt durch 6 teilbar,
w.z'b.w.

Ma8 #1925 Nach den Bedingungen der

Aufgabe gilt

1) m=6x+5 und

2) n=6y+5 mitx,yeN.

Es gilt weiter

mn=(6x+5)(6y+5)
=36xy+30x+30y+25
=6(6xy+5x+5y+4)+1, w.z.b.w.

Ma8 ®1926 Wir bezeichnen den Betrag (in
Rubel), den Lena besitzt, mit x und den
von Sweta mit y.

Dann gilt nach Aulgabenstellung

(n 04x+045y=215

) 045x+04y =2,1

Aus (2) folgt nach dquivalenter Umformung
0,4y=2,1-045x bzw. y=5,25—-1,125x. (3)
Setzt man (3) in (1) ein, so erhidlt man
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" Ma8 #1927 Da

2-4=3+5und(-2) 0=

0,4x +0,45(5,25—1,125x) = 2,15,
0,4x +2,3625-0,50625x = 2,15,
0,10625x=0,2125,
x=2,

Das setzt man nun in (3) ein und erhilt
y=525-1,125-2
y=3.

Lena besitzt 2 Rubel, Sweta 3 Rubel.

jedes  Parallelogramm
durch eine Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke zerlegt wird, gilt:

1) AACD= AABC,

) AAEF= AAIE,

(3) AECH= AEGC.

Daraus folgt: Die Parallelogramme IBGE
und FEHD haben den gleichen Flicheninhalt,
w.z.b.w.

Ma9 ®]928 Die beiden Zahlen seien mit x
bzw. y bezeichnet.
Dann gilt nach der Aufgabenstellung:
(1) xy=16
@  Vx+Yy=4
Durch Quadrieren von (2) erhalten wir
x+2)/xy+y=16.
Wegen xy= 16, also l/x_y=4 gilt nun
x+y+8=16bzw.x+y=8bzw. y=8—x (3)
Aus (1) und (3) folgt nach Einsetzen
x(8—x)=16, 8x-x2=16,
x2—8x+16= 0.
Diese quadratische Gleichung hat die L6-
sungen
x1,2=4+)/16-16,
X1 =x;=4. Daraus folgt y=4.
Die Proben in (1): 4-4=16 und in (2):
[/Z+I/Z=4, 2+2=4 zeigen, daB x=4 und
y=4 das Gleichungssystem erfiillen. Die Be-
hauptung stimmt. (Es wurde nicht behaup-
tet, daB die zwei Zahlen verschieden sind!)

Ma9 ®1929 Esseienx,x+1,x+2und x+3

vier aufeinanderfolgende ganze Zahlen. Nun

gilt nach Aufgabenstellung:
x(x+2)=(x+1)+(x+3).

Nach dquivalenter Umformung erhalten wir

x?4+2x=2x+4
x2—4=0 x; =2
(x+2)-(x-2)=0 X=—2

Nun haben wir zwei Fille zu unterscheiden:
1. Wenn x=2,s0 x+1=3 und x+2=4 und
x+3=5
2. Wenn x=—-2,s0x+1=—1und x+2=0
und x+3=1.
Die Quadrupel [2;3;4;5] und [ —2;—1;0;1]
erfiillen die Bedingungen der Aulgabe, denn
(—1)+ 1. Essind die
einzigen Quadrupel, die den geforderten Be-
dingungen geniigen, da x, und x, die einzi-
gen Losungen der Gleichung x(x +2)=(x + 1)
+(x+ 3) sind.

Ma9 #1930 Das arithmetische Mittel der
Zahlen a und b ist a’ih das geometrische

Mittel }/ab. Nun gilt
atb_
=

Durch dquivalentes Umformen erhilt man
' a+b= 2]/a—b

(@+b)*=4-ab
a?+2ab+b*=4ab
a?—2ab+b*=0 a—b=0

(@a—b)*=0 " a=b.

Die gesuchten Paare sind (0;0), (1;1), (2;2),

., (9;9). Alle zweistelligen Zahlen lassen sich
durch 10a+b mit a, be N und 0<a<9 und
0<b=9 darstellen. Wegen a=b gilt 10a+a
bzw. 11g mit 0<a=09. Es gilt stets 11/11a,
w.z.b.w.

Ma9 #1931 Aus 5°4+6°=125+216=341
und 73 =343 folgt 5° + 63 <7°.
Durch dquivalentes Umformen erhalten wir

daraus 5° 6°
it <lI,

3

3 <1. Wegen

O
("< o (©°<(E) o o
(7> (_> <1, also 5'°+6'°<7'°. Die

Aussage ist wahr.

Ma10/12 m1932 Ausdem Text geht hervor,
daB Uwes Schulweg 5 min beansprucht. We-
gen (2) und (3) folgt, daB Uwe 13.04 Uhr oder
13.05 Uhr zu Hause ankommt.

Aus (1) und (2) folgt, daB Uwe 12.59 Uhr oder
13.00 Uhr die Schule verlieB.

Aus (1) und (3) folgt, daB Uwe die Schule
12.59 Uhr verlieB. Uwe kam 13.04 Uhr zu
Hause an.

Ma10/12 #1933 In die Planfigur wurde
DELAB eingezeichnet. Somit gilt DE || CF.
Fassen wir nun B4 und BC als zwei Strahlen
mit -gemeinsamem Anfangspunkt B aul, die
von den Parallelen, die durch E und D bzw.
durch F und C gehen, geschnitten werden, so
verhalten sich BD:BC=ED:FC=1:2. Es
gilt also: DE ist halb so lang wie FC, d.h.
DE ist 2 cm lang. [4

Das rechtwinklige Dreieck AAED ist nach
dem Kongruenzsatz (ssw) konstruierbar.
Der Punkt C liegt auf dem Kreis mit AD als
Durchmesser und auf der Parallelen zu 4B im
Abstand h.=4 cm. Bei der Konstruktion ent-
stehen vier Dreiecke, von denen jeweils zwei
paarweise kongruent sind. Wegen der besse-
ren Ubersicht wurden in der Zeichnung nur
zwei nicht kongruente Dreiecke dargestelit.



Ma10/12 1934 Man zeichnet zu DC durch

B die Parallele. Diese schneidet die Verlin-

gerung von AC in E. Nun gilt

¥ ACD= ¥ CEB (Stufenwinkel an geschnit-
tenen Parallelen)

¥£DCB= ¥ CBE (Wechselwinkel a.g.P.)

Daraus folgt

¥ CEB=~ X CBE; ABCE ist gleichschenklig;

CB=CE.

Nach dem Strahlensatz gilt

AC :CE=AD :DB und wegen CB~CE

AC :CB=AD : DB und somit

CB-AD=ACDB.

Die Flicheninhalte beider Rechtecke sind

gleich groB; sie stehen im Verhiltnis 1: 1.

3

A 0o 8
Ma10/12 #1935 Nachden Bedingungen der
Aufgabe gilt

Ap:Ap:Ar= 1 2212,
wenn Ap, Ap bzw. A1 die Flicheninhalte des
Dreiecks, des Parallelogramms bzw. des Tra-
pezes bezeichnen.
Man teilt eine Seite des Rechtecks in fiinf
gleiche Teile ein und verfihrt wie das Bild

zeigt:

D o= e
A 8
%"'b 1
Nun gilt: Ap= 2 =§ab
2554
Ap= 2 b
R B
Lids 4
A2 i s Zgh,
o e 2 5
Somit gilt

2
1,2,2
Ap:Ap: A1 =§ab.§ab.§ab=l 1232,

Ph6 866 Geg.:
Eigenmasse des Wagens m,=27100 kg

Ladungsvolumen V=52 m?
Dichte der Ladung 0=960 %%

Ges.: Gesamtmasse m in t

Die Gesamtmasse m des GroBraumwagens
berechnet man aus der Summe von Eigen-
masse m, des Wagens und der Masse der
Ladung m,,

also m=m.+m. mitm. =V, -o.

Nun ist m; =52 m? - 960 £g§
m,=49920kg. ™
Daraus folgt
m=27100 kg +49920 kg
m=77020kg
mxT77t.

Die Gesamtmasse des beladenen Wagens
betragt etwa 77 t.

Ph7 867 Geg.:
Zugkraft F=11000kp
T km 90 m
Geschwindigkeit -v=90 W =ﬁ T
Ges.: Leistung P in PS und kW
Die Leistung P der Elektrolokomotive be-
rechnet man nach der Formel P=F v
P=11000kp -90.m
36s
kpm

P=275000 -~
Nun ist noch die MaBeinheit umzurechnen:
P=275000-0,0133 PSx 3666 PS
P=275000-0,00981 kW ~2693 kW.
Die Elektrolokomotive hat eine Leistung
von ungefihr 3670 PS bzw. 2690 kW.

Ph8 68 Geg.: py=75at
T,=288°K
T,=318°K
Ges.: p2 in at und Pa
Da das Volumen konstant bleibt, vereinfacht
sich die Zustandsgleichung der Gase zu
B P2
T T
T
P2 =T
_75at-318°K
P2= 388K
p2x82,8at=82,8-98100 Pa
p>=8122680 Pax8,12 MPa
Der Druck erhoht sich auf 82,8 at oder
8,12 MPa.

Lisungen zu: Ferienzeit
Die Fuflwege .

zum Bruder /\
ED, D

. .. er sieht den Wald vor lauter

Baumen nicht

403144031 =8062; 1043 + 1043 =2086; 2039
+2039=4078; 3591 + 3591 =7902 u. a.

Ubersicht

all . .
T, J
e il andling
T THTO L
I lr
; L B | -

Von 1 bis 8 2

Eine der moglichen Losungen 6 8 5
4 1 3

Wunderbare Komposition 7

Der Weg 12 fiihrt zum Stern.

Gleich oder nicht gleich?

A-2, B-1, C-3, in Bild D dreht sich die Figur
stets um 90°. In Figur 3 ist aber die Schat-
tierung anders.

Platzwechsel
8,H,G,8,6,F,C,6,3,2,H,G,3,7,4,F,C,E,
3,B,A,8,7,4,1,H,G,5C,E,D,7,4,5B,A,
6,52,E,D,2,1,B,A, 1

@@@_. |
QC 00
 |0eo

e CIC))

Magische Figur
I ¢
s 10
2 1
3
° 3
7 6
» s
1 I [}
Ldsungen zu:

In freien Stunden - alpha-heiter

Wer liigt, wer sagt die Wahrheit? .

Es geniigen zwei Fragen:

Frage 1: beliebig an einen gerichtet: Sagt
Erich immer dic Wahrheit?
Fallunterscheidung: Wenn Erich der Liigner
ist, antwortet Erich mit ja, Fritz mit nein;
wenn Fritz der Liigner ist, antwortet Erich
mit ja, Fritz mit nein. Auf Grund der Ant-
wort kann man eindeutig dem Befragten
seinen Vornamen zuordnen:

ja: Erich bzw. nein: Fritz.

2. Frage an Fritz: ﬁbi.]}t du Fritz? Bejaht
Fritz, spricht er die Wahrheit, also ist Erich
dér Liigner. Verneint Fritz, ist er der Liigner.
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Ritselspaf mit D

2. dt; 3. dam; 4. drei; 5. delta; 6. Dekade;
7. Divisor; 8. Diagramm; 9. Descartes;
10. Definition; 11. Doppelbruch; 12. Durch-
schnitt; 13. Diskriminante; 14. Drachenvier-
eck; 15. dreidimensional; 16. dreihundert-
sechs; 17. Distributivgesetz; 18. Definitions-
bereich; 19. Dreitafelprojektion; 20. Diffe-
rentialrechnung

Wuaderbare Arithmetik
4294 —2147=2147; 1975+ 1975+ 1975
=5925; 176 - 176 =30976; 3714 - § =29712

Krypto-Knobelei
E=1,P=2,58=3,1=4,L=5,0=6N=7

Diagonale Verkettumg
1. Zeile: Rinf — Funktionen,
2. Zeile: Skizze — Ellipsoid,
3. Zeile: kubisch — Hyperbel,
4. Zeile: Hyperbel — Laplace,
5. Zeile: Geometrie — Euklid,
6. Zeile: Kennziffer — Regel

Lisungen zu: Die Wunder der Rechenkumst
IV. US. (Originaltext aus dem Buch)

1. Das Buch enthiilt 194 Aufgaben.

10. Die ganze Gesellschaft bestand iiber-
haupt aus 7 Personen. Es war nimlich ein
alter Mann mit seiner Frau, dessen Sohn mit
seiner Frau und ihren drei Kindern; von die-
sen Kindern waren zwet Midchen und ein
Knabe.

21. Man wische von den zwei oberen Eck-
feldern die 4 ZuBeren Winde, und auch von
dem untersten mittelsten Felde die duBere
Wand weg, wodurch noch 3 gleichgroBe Fel-
der bleiben, wie folgende Figur zeigt:

L L

29. Carl hatte 180 Stiick oder 3 Schock; und
verkaufte in jedem Hause 60 Stiick oder
1 Schock; denn % und 15=60 — erster Ver-
kauf — von 180, bleibt 12.0; hiervon % und

20 =60 — zweiter Verkaul - bleibt 60; hiermit
ging er in's dritte Haus und verkaufte davon
% und 30, also sd@mtliche Aepfel —
31. Man [indet die Zahl 211, wonach man die
Zahlen, zu welchen der Spicler die gewonne-
nen Ducaten durchzihlte, bis zur 7, als: 2, 3,
5 und 7, miteinander multiplicirt und zum
Product eins addirt.

34. 180 Stiick Aepfel und eben soviel Niisse
hatte er gekauft und hatte 11 Kinder.

47. 36 Ginse. Man suche die kleinste Zahl,
die sich, wie die Aufgabe lautet, durch 2 und 4
theilen 140t, diese Zahl ist 4; nun vervielfiltige
und zertheile man dieselbe, wie in der Auf-
gabe gesagt wird, also noch einmal soviel,
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halb soviel, ein Viertel soviel genommen,
setze die dadurch erhaltenen Zahlen unter
einander, und addire solche, also

4 verdoppelt giebt 8

die Hiilfte von 4 giebt 2

ein Viertel davon giebt 1

zusammen 11

Hierauf zieht man erst soviel von der ge-
schidtzten Anzahl Ginse ab, als noch dazu-
addirt werden miissen, um die geschiitzte
Anzahl zu erhalten, niimlich 1 von 100 bleibt
99, und sagt nun:
11 giebt 4, wieviel giebt 99, so zeigt das
Herauskommende an, wieviel Ginse es wa-
ren, als-giebt 4
wieviel giebt 99
9

36
mit 11 in 99 dividirt, so bleibt in der Colonne
rechts 4 und 9, zusammen multiplicirt giebt
36; aus soviel Ginsen bestand der herzu-
geflogene Schwarm.

69. Aul dem Tisch lagen 5 Thaler. Fritz hatte
10, Bast 30 und Hans 120 Thilr., folglich alle 3
zusammen 160 Thir.

119. 1 15 14 4
12 6 7 9
8 10 11 5
13 3 2 16

142. Um womdglich jedesmal zuletzt weg-
nehmen zu konnen, merke man folgende Re-
gel, nach welcher allemal derjenige zuletzt
wegnehmen wird, der von den 30 Rechnen-
pfennigen zuerst wegnimmt, wenn beide damit
sich Unterhaltende die Regel kennen. Soll
man zuerst von den 30 Reéhnenpfennigen
einige wegnehmen, so nehme man 2 Stiick
und habe nun ein Auge auf die andere Person,
wieviel sie davon wegnimmt dann nebme
man wieder soviel, daB der Person ihre und
die selbst zuletzt hinweggenommenen zu-
sammen 7 betragen. Wird so wechselseitig
fortgefahren und das Verfahren beobachtet,
so werden, wenn man selbst weggenommen
hat, alle weggenommenen zusammen ent-
weder 2, 9, 16 oder 23, also eine arithmetische
Progression ausmachen: hat man zuletzt weg-
genommen und die Zahl aller weggenomme-
nen Pfennige betrigt 23, so liegen noch 7 da;
weil aber ausgemacht ist, daB nicht iiber
6 Stiick weggenommen werden diirfen, so
mag der Gegner wegnehmen, wie er will man
wird doch zuletzt wegnehmen konnen. Hat
man aber mit einer Person zu thun, welche
diese Regel nicht weiB, so kann man immer
etwa einen Rechnenplennig so lange weg-
nehmen, bis, wenn man das vorletzte Mal
wegnimmt, noch 7 daliegen, um dann gewiB
zuletzt wegnehmen zu koénnen. Z.B., man
nehme der Regel zufolge von den 30 Rechnen-
pfennigen 2, eine zweite Person beliebig 3,
man selbst wieder 4, eine zweite Person be-
liebig 5, man selbst wieder 2, eine zweite

Person beliebig 4, man selbst wieder 3, eine
zweite Person beliebig 3; jetzt sind noch
4 Stiick iibrig, diese nimmt man zuletzt weg
und hat gewonnen.

144. 000000
000000
000000
000009
00090990
000909
160. Durch diese Rechnungsweise bleibt je-
desmal die Hilfte von der geraden Zahl,
welche man dazuaddiren lieB, iibrig; z.B.
die gedachte Zahl sei
7
mit 2 multiplicirt
14
eine gerade Zahl z B. E dazu addirt,
diese 32 halbirt

16
die gedachte Zahl 7 abgezogen

9
Diese Zah! ist die Hilfte von der geraden
Zahl 18. Man spricht also: 9 bleibt iibrig..

194. Den Angaben der Aufgabe nach sollen
immer 3 der unbekannten Zahlen addirt und
eine von deren Summe subtrahirt werden, so
daB jede Zahl 3 Mal addirt und 1 Mal abge-
zogen wird, woraus hervorgeht, dafl die
Summe der angegebenen Reste gerade noch 1
Mal so groB sein muf, als die Summe der
unbekannten 4 Zahlen. Da nun die Reste 79,
61, 39 und 19 zusammen 198 betragen, so ist
daher die einfache Summe aller vier Zahien
=99. Nun bleibt, wenn man die erste Zahl
von der zweiten, dritten und vierten abzieht,
79 iibrig und man erhilt, wenn die erste Zahl
zu 79 addirt wird, den Betrag der 3 iibrigen
Zahlen, folglich muB die erste Zahl noch 1 Mal
dazuaddirt werden, um die Summe aller 4
Zahlen; also 99, zu erhalten, woraus sich
leicht iibersehen 14aB8t, daB die Differenz zwi-
schen 79 und 99 doppelt so gro8 ist, als die
erste Zahl; es ist sonach, wenn man 79 von 99
abzieht, die Hilfte des dadurch bleibenden
Restes 20, also 10, die erste Zahl, und es ist
einleuchtend, daB die iibrigen 3 Zahlen sich
nach derselben Regel berechnen lassen. Nam-
lich: den zweiten Rest 61 von 99 abgezogen,
bleibt 38, die Hilfte davon ist 19, zweite Zahl;
den dritten Rest, 39, von 99 abgezogen bleibt
60, die Hilfte davon ist 30, dotte Zahl; den
vierten Rest, 19, von 99 abgezogen bleibt 80,
die Hilfte davon ist 40, vierte Zahl. Hieraus
ist nun eine Auflsung der Aufgabe gefunden,
es ist nimlich buchstiblich:

Die erste Zahl Zehn, die zweite Neunzehn,
die dritte DreiBig und die vierte Vierzig und
das Wort - von Zehn den zweiten Buch-
staben, e, von Neunzehn den ersten, n, von
DreiBig ebenfalls den ersten, d, und von
Vierzig den dritten, e, zusammengesetzt —
Ende.



Gute
Grundkenntnisse
gefragt

Uber das Wiederholen

Der grifité Informationsverlust liegt
in den frithen Stadien des Einprigens

Auch das Wiederholen der eingeprigten In-
formationen ist, wie die vorangegangenen
Gedichtnisvorgdnge, ein Erkenntnisproze.
Seine Besonderheit gegeniiber der Aufnahme,
der Konzentration und dem Einpridgen be-
steht darin, daB es sich hier nicht um einen
neu zu erlernenden ErkenntnisprozeB han-
delt, sondern um das erneute Durchlaufen
bereits durchgefiihrter Erkenntnisprozesse.
Mit anderen Worten, das Wiederholen der
Information ist das erneute Durchlaufen des
Gedichtnisprozesses von der Aufnahme iiber
die Konzentration bis zum Einprigen der In-
formation. Dieses erneute Durchlaufen des
Gedichtnisprozesses erhoht die Intensitit
der Aufmnahme, der Konzentration und des
Einprigens. Die Information wird auf diese
Weise immer allseitiger und umfassender in
das Informationsnetz des Gedichtnisses ein-
gebunden und dadurch verfestigt. Doch diese
Verfestigung benotigt ihre Zeit. Es wird ange-
nommen, daB der Zeitraum, den das Ultra-
kurzgedichtnis umfaft, nimlich etwa 20 Se-
kunden, nicht ausreicht, um Informationen zu
verflestigen. Informationen, die innerhalb von
20 Sekunden aus dem Gedéchtnis abgestoBen
werden, gehen [ir immer verloren. Der grofite
Informationsverlust liegt deshalb in den er-
sten zwanzig Sekunden. Erst wenn Informa-
tionen langer als 20 Sekunden im Gedéchtnis
verweilen, gehen sie in das Kurzzeitgedicht-
nis iiber und lassen sich fiir eine bestimmte
Zeit verfestigen. Auch hier gilt jedoch das
Prinzip, daB der groBte Informationsverlust
in den friihen Stadien liegt. Je linger Infor-
mationen wiederholt werden, desto intensiver
ist, in der Tendenz, die Verfestigung der Infor-

mation.
aus: Geddchtnistraining, Franz Loeser,
Urania-Verlag

Uber den Wert der Pausen beim Wiederholen
erlihrt der Leser in Heft 5/80, d. Red.

Aufgaben

Klasse 5

Ala a) Stelle fest, ob 15 eine Losung der
Ungleichung 25+ x>20—x ist!

b) Stelle fest, ob die Zahlen 7 und 12 die
Gleichung (a+ 19) - 10=260 erfiillen!

A2A

881! b) Berechne!

.1
a) Vergleiche 1 von 721 mit g von

9

a=2| a—1 a a+!1

297

4600

231

7903

A3a a)Stelle fest, ob die Gleichung
315-210=66150 wahr ist!

b) Ist die Ungleichung 25 -0> 12 - 0 wahr oder
falsch?

A4a a) Die Zeichenreihe (37+65)-8+17
soll'in Worten wiedergegeben werden.

b) Gib lolgende woriliche Formulierungen in
einer Zeichenreihe! Die Summe der Zahlen
37 und 65 ist mit der Summe der Zahlen 8 und
17 zu multiplizieren.

AS5A a) Aul ciner Karte im Malstab
1:50000 ist eine Strecke 12mm lang. Wie
lang ist sie im Gelidnde?

b) Eine Strecke von 1,4 km Linge soll in eine
Karte im Mafistab 1:25000 eingetragen wer-
den. Wie lang ist sie aul der Karte?

A6a Ein Mastschwein von 68 kg soll bis
aul 110kg gelittert werden. Wieviel Tage
mufB es noch gefiittert werden, wenn es tig-
lich 600 g zunimmt?

Klasse 6
ala Losedie Gleichung 3t +4=2r+6!

A2 A Welche gebrochenen Zahlen g erfiil-
len die Gleichung
1 1

—eg==7
3973

A3a Vervollstindige!
a-100

a-10 a- 1000

17

3400

825

7240

A4a Die VR Polen hat eine Fldche von
rund 313000 km? und eine Bevolkerungszahl
von etwa 33 Mill. Die Fliche der CSSR be-
trdgt etwa 128000 km?2, und dort leben etwa
15 Mill. Menschen.

Welches Land ist dichter besiedelt?

AS5A Zur Ausstattung einer Abteilung im
Warenhaus werden 600 m? Teppichausleg-
ware benotigt. Wieviel Meter Teppichausleg-
ware miissen beschafft werden, wenn fol-
gende Breiten in Betracht kommen?

Breite in m 1 2 3
Losungin m ) 600 300
1 m? Teppich kostet 60,00 M

Fliche in m? 3,60

Preisin M

1,00 2,40
60

A64A Ermittle die GréBen n den offen ge-
lassenen Feldern, wenn das [oi tende Paralle-
logramm gegeben ist:

0 C

a) b) c) d)

AB
BC
CD -
DA 45cm |-
xDAB |60° -
X ABC -
¥BCD 90°¢ -
xCDA -
AM _ -

8cm

Jcm - Scm

Scm

75°

MC - _ -
BM _ -
MD _ _ _
X AMB |- - 100° |-
£BMC |- - -
xCMD |- - -
£ AMD |- - -

A7A Ein Kifer krabbelt entlang der Kante
eines Wiirfels. Er beginnt im Eckpunkt 4 und
gelangt aul dem kiirzesten Wege zum Eck-
punkt G des Wiirfels.

Gib an, welche und wie viele Moglichkeiten
der Kifer zum Krabbeln hat. (Die Kanten des
Wiirfels sind mit kleinen Buchstaben be-
zeichnet.)

" (Die Losungen zu diesem Beitrag sieche Heft
4/80, d.Red.)



Die Wunder

Der

Redenkunft

Eine Bufammenitellung der rathjelhafteften, nn-
glaublidyften und beluftigendften arithmetijden
Kunftanfgaben.

Beforderung

Kobh. Chrift. Schdfer.

fidte, verbefferte und vermehrte Wuflage,

85 7.

Weimar, 1

Drud und Berlag von Vernl. Friedr. Boigt.

1. Uncede des Vudbs.

. 3 Badelden bin angeflllt
Rit aritbmer’fhen Sadyen,
Wenn vamit wird dein Wunfdy geflide,
So foll mir's Freude madyen.
Gbh Du nun aber weiter lief’f,
Biclleicbt die legte Rummer ficbft,
So tedyne Du ceinmnal ge[dywind :
MWie viel Aufgaben in miv find. —

Die Kubilwurgel von 12 Million
8 Hundert 12 Taufend 9 Hurdbert und 4,
Dad beift, fo viel fie betrdgt davon,
Finveft Du jwar nidt ganj in mir;
Dody pieht Du ab erft 5 und 2,
Dann wieder 8 wen’ger 3,
Und aud) die 4 fiebenmal,
So findeft Du die vechte Sobl.
Haft Du fie fo berausgerathen,
Dann fehe nad in Refultaten!

10, Die fonderbare Gefelfdaft.

Bei'm Brefafjer tiefed faf an cinem Minter
abenbe cine gany befonbere GefeQfdhaft in der Stube
ug ben Tifdy herum. Gé waren da ndmlidy 1 Grofe
vater, 2 Bdter, 2 Mutter, 4 Kinter, 3 Enlel, 1
Bruder, 2 Sweftern, 2 Sdbne, 2 Tddter, 2 vers
Beirathete Mdnner, 2 verbeirathete Frouen, 1 Schmwie:
geroater, 1 Edymiegermutter und 1 Schwiegertodter.
98ie viel Perfonen mdgen dies wohl gemefen fein?

1. Die Sechofelder-Figure.

o werben von folgenber, mit Leeide ouf ben
Zifd) gejeichneter, etwlfclouxﬁisur 5 Wdnde -wegs
g;v?:hb;, unb amwar fo, baf nod 3 gleichgrofe Feldes

eiben ¢

29. Der Upfelvertaufer.

Sarl verfuddte cinft als DbRbandler fein Heil,
Und bot feine Aefel in brei Haufern feil;
Gr batte babei bas unverhoffte Glid,
Dah ec nidht .einen Apfel bradyte yurid,

Und fdnel oerlanfte ber Fridie ganye 3abl.
Sud’ Lefec mir diefelbe jegt cinmal,
DBeredyne audy babei und gieb e an,
Wie vicle Stade wobl faufle jeder Mann.

Bom gangen Borrath nimmt cin Biertheil ecf heraus
Und funfjebn nod ber Mann im erjten Haus.
Jm yweiten ift ad Glud ibm wieder ginflig,
Man Laufte ba vom Reft ein Drittheil und nods yrwanyig.
Mit ben Uebrigen gtbt er fobann in’8 dritte Haus
Unb bictet fie dafelbft jum Berlaufe aud;
Der WMann, ber ven Borrath nody pu grof finbet,
Nimmt erft die Hdljte. — Doch damit verbirdet
G nody dreifig Stade. — Garl freute ficy fehr,
Denn fein Korb war nun geworden gany leer.

B34, Der glidlidbe Spieler.

Gin Epicler 3dblte eine Summe gewonnener Du-
caten burdy, die weniger a8 400 betrdgt; dbit er
jie yu 3weien, Dreicn, Finjen und Gieben, fo bleibt
allemal ciner; zablt cc fic aber yu 3wdifen, fo bleis
ben ficben ubrig.  Wie vict Ducaten batte e ge:
wonnen ?

84. Dads Weibnadtsgefhen?.

@in Bater hatte Aepfel und Nirffe, von jedem
glcidoiel Stdd gefauft, um damit am Weibnadytée
fefte feine Rinder gu befcbenfen. Sevem Rirve gab
er exit 12 Aepfel und bebielt 48 Stiud Ubrig. Dann
gab tr audy jevem RKinde 15 Nirffe und bebielt ba
15 Stud fbrig. TWie viel Aepfel und Niffe Hatte
er getauft, und wie viel Kinder batte ec?

4%, Der Gdnferidp und der Ganfe:

{dwarm.

@Gin Ganfrid watfdyelte in Rub
Sn cinem Grigefirduche,
Da flog ein Sénfefdhrarm bingu
PBon cinem naben Teidye.
Der Gdnf'ridy fprady: I griif eudy fyon!
Flrmabr, i bin pecrounvert,
Gudy insgefammt alibier u feh'n,
Qbr feib gewif an Hundert!’
Gin Muges Gdnddyen b'rauf verfept:
L,/ Bird viel ju Hunbert fehlen!
Du haft ju hod die Jabl gefhdgt,
D’rum magft du (elbft nun 3ablen.
Berbopple unf’re 3abl, vann fei
Die Halfte nody gervonnen;
Gin Biertel und Du, Freund, dabei,
Wirft Hundert bann betommen.’
Das tuge Gdndlein flog gefbmwind
3u ven verlaff'nen Sdyaaren;
Du aber fage, liebes Kind,
Wicviel e8 Gdnfe waren?

89. Die 8 Freunde.

Fris, Vaft und Hans, bdie fahen Geld
Auf einem Tifche hingeyablt.
Frig fagte drauf: Mein Beutel entbalt
Brocimal foviel, af8 biefes Geld.
Da bab iy dreimal fovicl, fagt Baft,
A3 Du angeblidy im Boutel baft.
Hané wenbet fid) an Baft und fest bhingu:
Und idy hab® viermal foviel, al3 Du.
160 Tbhaler batten fie alle Drei;
Rechne nun aus und fag 6 obhne Sdyen,
Wicoiel Geld auf dem Tiide wobl lag
Und jede Perfon gehabt haben mag? —

119. Jauberquadrvat von 18 Feldern,

Wie werden dic fepéyebn Jablen von 1 big 16
fo in obiged Quadrat vertheilt, dag, wenn man die
3ablen abeirt, meide in den vier Felvern in einer
und oterfelben Reibe ftepen, die Summe immer 34
betrdgt 2

i7%. Wee oon 8y
Ln leten weguiv o

. :Pent venninen
! grwon .,

Bie werben 30 aui bten Tiiy gelegle Rechens
plennige mit nod) Semandom fdinmtlid nadh und nady
fo weggenommen, ba immer einer wn ben andern
vine belicbige Anpapl, aber nidt Wber 6 Stid, neh-
men tarf, und man auf folde Weife pulesr davon
nimmt, intem ter juicht Wegnebmende geroon:
nen bat?

144. Sinftliche Begnabme.

Cin Bater legte 36 Nuffe in in Duadrar
nadbfichenber Geflalt auf den Tiidy und fagte u feic
nem Sobne: |, Kannft Du 6 Stud fo wegnehnien,
baf in jeder ag+ und fenfrechten Reibe cine gerade
Anpabl Nirffe liegen bleiben, fo follen Dir bie 6
Nizffe gefchentt fein.” Der Sobn nabm bierauf audy
wirtlid auf vie ausbedbungene Weife 6 Stiad davon:
welde waren ¢8 wobhl?

Rage der Miffe?

160. Die ervathbene Nedbnung.

24t man Jemand cine bellebige Jabl fidy ben.
ten, Diefe 3abl mit 2 multipliciten, bann ju diefem
$Product {rgend eine gerade Jahl additen, biefe Summe
balbiren oder, wad cineclei iR, dburd 2 bividlren
unb bdle gevadhte Jabhl bavon abjichen; wie fann
man nun dle dbrig gebliebene Jahl, obhne dle Reche
nung felbf yu [ehen, oder {idy etrvad fagen pu lafs
fem, nennen?

194. Wortrdthfel.

Wenn man vier gewiffe 3ahlen mit Budfaden
fcbreibt, und von ber erflen ben pweiten, von bec
awoeiten und dritten den erfien und von der leften
3abl ben dritten Budflaben nimmt und daraud c¢ir
Wort bilbet, fo plebt vag Mort, in Begiebunyg gu
biefem Sdriftdyen und befondird ju biefer Auipabe,
eine tedyt treffende Benennung.  Die vier Jablen
flnd folgendermaGen ju finven: Subtrabirt man ble
ctfie 3abl pon der Sunune der yweiten, dritten und
vierten, fo bleibl 79, die yweite Jabhl von der Summe
ber erfien, dritten und viecten, fo bleibt 61, die dritte
3abl von dec Summe der erften, pveiten und vier:
ten, {o bleibt 39, bdie vierte 3abl von der Summe
ber etfen aweiten und bdritten, fo bleibt 19. Wels
ded find vie Jublen und wie heift das Wont?

Vorrede zur ersten Auflage (1831):

Nicht Eigennutz oder die Sucht, in die Reihen
der arithmetischen Schriftsteller zu treten,
verleiten mich, diese Blitter, die ich friiher
bloB zu meinem Vergniigen gesammelt habe,
dem Drucke zu iibergeben; nur das Zureden
einiger Freunde und der Wunsch, die gesellige
Unterhaltung zu beférdern und der Jugend
in ihren Freistunden eine angenehme und
niitzliche Beschiftigung an die Hand zu ge-
ben, waren die Triebfedern, welche mich dazu
bewogen. Ich schmeichle mir, daBl dieses
Werkchen seinen Zweck nicht ganz verfehlen
werde; erstlich, weil es, wie schon der Titel
zeigt, rithselihnliche und belustigende arith-
metische Kunstaufgaben enthilt, und zwei-
tens, weil das Studium der Mathematik, den
Ausspriichen der groBten Minner zufolge,
eins der vorziiglichsten Bildungsmittel des
menschlichen Geistes ist. .. Der Verfasser
(Losungen zu diesem Beitrag siehe S. 72.)
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Ohne Zirkel geht es auch

Konstruktionen mit beschrinkten Mitteln

Aus der Schule ist es uns geldufig, fir geo-
metrische Konstruktionen auf dem Zeichen-
blatt auBer einem Bleistift die Instrumente
Zirkel und Lineal zu verwenden. Sollen z. B
an eine Kreislinie ¢ von einem auBerhalb ¢
liegenden Punkt Q die Tangenten konstruiert
werden, dann gehen wir in folgender Weise
vor: Ist M der Mittelpunkt von ¢, so halbieren
wir die Strecke M-Q mittels Zirkel und Lineal,
stechen anschliefend mit dem Zirkel im Hal-
bierungspunkt ein und schlagen um diesen
Punkt einen Kreis mit MQ als Durchmesser.
Dieser Hilfskreis k schneidet ¢ in den Punkten
T, und T;. Die mit dem Lineal gezogenen Ver-
bindungsgeraden 1,=¢g(Q7,) und t,=¢(QT>)
sind dann die gesuchten Tangenten an c. Der
Satz des Thales 4Bt sich bei dieser Konstruk-
tion verwenden, weil der Beriihrungsradius
eines Kreises und die zugehorige Tangente
aufeinander senkrecht stehen (Bild 1).

Bild 1

Im folgenden wird nun gezeigt, wie wir die
Tangenten an den Kreis ¢ aus Q auch dann
konstruieren kénnen, wenn wir den Zirkel
einmal vergessen haben und die Kreislinie
nur einer Schablone entnehmen. Der Kreis-
mittelpunkt steht daher ebenfalls nicht zur
Verfiigung. Damit stellt sich uns die Aul-
gabe:

An eine Kreislinie ¢, deren Mittelpunkt nicht
vorliegt, sind von einem auBerhalb ¢ liegen-
den Punkt Q unter alleiniger Verwendung des
Lineals die Tangenten zu konstruieren.
Zunichst werde die Konstruktion rezept-
miBig ohne einen Beweis vorgefihrt. Durch
Q sind zwei Geraden a und b zu legen, von
denen lediglich gelordert wird, daB sie die
Kreislinie ¢ in je zwei Punkten schneiden. Der
Schnitt von a mit ¢ liefert die Punkte 1 und 2.
Der Schnitt von b mit ¢ liefert die Punkte 3
und 4. Jetzt bietel es sich an, Verbindungs-

geraden zu ziechen. Wir erhalten die Geraden
913=9(1.3), g2a=9g(24), gi1a=g(1.3), g:3=
¢(2,3). Das Geradenpaar (g3, g24) schneidet
sich im Punkt U. Das Geradenpaar (g,4, g23)
schneidet sich im Punkt V. Die Verbindungs-
gerade g=¢(U,V) schneidet ¢ in den Punkten
T, und T>. Es wird behauptet, daB die Ver-
bindungsgeraden t; =¢(Q7;) und {;=¢4(QT>)
die gesuchten Tangenten von Q an ¢ sind
(Bild 2).

Bild 2

Bei genauer Konstruktion {inden wir diese
Behauptung durch das Ergebnis zunichst rein
anschaulich bestitigt. Der Mittelpunkt M ist
fur diese Konstruktion entbehrlich. Mit den
folgenden Ausfithrungen soll die Richtigkeit
dieser Konstruktion bewiesen werden. Hierzu
ist etwas weiter auszuholen. Vor allem sind
noch einige grundlegende Begriflle einzufiih-
ren und Sitze zu beweisen.

Pol - Polare, Potenz, Inversion

Hat der Kreis ¢ den Radius r und setzt man
fiir die Linge der Strecken 07 und QM die
Groflen ¢t bzw. s, so folgt nach dem Lehrsatz
des Pythagoras
s2=r?+¢2 oder s>—r*=¢%
Daliir kann man auch schreiben:
(s+r)(s—r)=t? oder
m(AQ) m(BQ)=1? N

Bild 3

Man bezeichnet das Produkt der Lingen der
Strecken 4Q und BQ als die Potenz des Punk-
tes Q beziiglich der Kreislinie ¢ (Bild 3).
Das Lot g auf AB durch T heiBt die Polare
von Q beziiglich c. Andererseits ist der Punkt
Q der Pol der Geraden g beziiglich ¢. Der Lot-
fuBpunkt von g auf AB werde mit P be-
zeichnet. Die Distanz M P sei z. Dann gilt aufl
Grund der Ahnlichkeit der zugeordneten
Dreiecke die Proportion z:r=r:s. Daraus
folgt fiir den Abstand der Polaren vom Kreis-
mittelpunkt:

== @)

s

Von den Punkten P und Q sagt man, sie liegen
invers beziiglich der Kreislinie ¢. Die durch
den Kreis vermittelte Punktverwandtschalt,
welche P in Q iiberliihrt, bezeichnet man als
K reisinversion. Diese geometrische Verwandt-
schaft ist involutorisch, denn sie fihrt auch
den Punkt Q in den Punkt P zuriick.

Doppelverhi]t;lis

Weiterhin ist der Begnill des Doppelverhilt-
nisses von vier Punkten, die auf einer Geraden
liegen, von Interesse. Auf einer orientierten
Geraden g sind die vier Punkte 4, B, P, Q
willkiirlich vorgegeben. Dann versteht man
unter dem Doppelverhiltnis dieser vier Punkte
den Ausdruck

mAP) mBP)
m(AQ) m(BQ)

In (3) bedeutet z. B. m(AP) die Linge der von
A nach P [ihrenden orientierten Strecke. Die
Lingen gehen als vorzeichenbehaftete Gro-
Ben in den Ausdruck aufl der rechten Seite von
(3) ein. Man bezeichnet 4 und B als die
Grundpunkte und P und Q als die Folge-
punkte des Punktequadrupels. Offenbar ist
das Doppelverhiltnis des Punktequadrypels
negativ, wenn sich die Grundpunkte und
Folgepunkte gegenseitig trennen (Bild 4a). °

DV(A,.B;P,Q)=

Bild 4a . ; i
Liegt keine gegenseitige Trennung von
Grundpunkten und Folgepunkten vor, so ist
das Doppelverhiltnis des Quadrupels eine
positive Zahl (Bild 4b und 4c). Fallen zwei
Punkte zusammen, so sind gesonderte Uber-
legungen erflorderlich, die wir noch zuriick-
stellen.

Bild 4b

Bild 4c

Harmonische Lage eines Punkte-
quadrupels

Als Anwendung soll das Doppelverhiltnis
DV(A,B,P,Q) fir das auf dem Durchmesser
von ¢ liegende Punktequadrupel (4,B;P,Q)
bestimmt werden. SchlieBt entsprechend Bild
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3 die Tangente ¢ mit dem Durchmesser s den

Winkel a ein, so findet sich dieser Winkel

zwischen dem Beriihrungsradius und der

Polaren wieder. Damit erhélt man
m(AP)=r(1 +sina),

m(AQ)=r(1+Siﬁ>,

4

m(BP)=r(sina— 1),

1
m(BQ)=r(m— l).

Durch Einsetzen von (4) in (3) findet man
. _ Hl+4sina)
DV(A,B,P,Q)_m (5)
{+5s)
sina
=-1

r(.L—l
Sina

Gilt, wie hier, fir ein Punktequadrupel
DV(A,B;P,Q)= —1, so sagt man, die vier
Punkte liegen harmonisch oder sie bilden
einen harmonischen Punktwurf. Punktequa-
drupel in harmonischer Lage treten in vielen
geometrischen Beziehungen auf.

Invarianz des Doppelverhiiltnisses
bei Zentralprojektion

Es gilt der Satz: Unterwirft man ein Quadru-
pel von Punkten, das auf einer Geraden liegt,
etner Zentralprojektion, so bleibt das Doppel-
verhiltnis ungeindert.

Diese bemerkenswerte Eigenschalt soll be-
wiesen werden. GemiB Bild 5 gehen bei der
Zentralprojektion Ain A', Bin B, P in P’ und
Q in Q' liber. Nach unserem Satz besteht die
Gleichung

DV(A4,B;P,0)=DV(4',B';P,Q") (6)

Bild 5

Bild 5 leistet uns Hilfe bei Aufstellung der geo-
metrischen Beziehungen. Durch Anwendung
des Sinus-Satzes der ebenen Trigonometrie
auf die Teildreiecke des Dreiecks AZAQ er-
geben sich folgende Gleichungen:

m(AP) _sina  m(AQ)_sinf

m(ZA) sing’ m(ZA) siny’
m(BP) _ siny _siny

m(ZB) sin(180—¢) sing’
m(BQ)_siné )
m(ZB) siny"

Dabei ist zu beachten, daB den Winkel-
groBen a, f, y, 8 eine der jeweils gegeniiber-

74

liegenden Seite entsprechende Orientierung
aulzuprigen ist. Setzt man die mittels des
Sinus-Satzes aufgestellten Beziehungen (7) in
(3) ein, ergibt sich
o o Sina siny
DV(A,B,P,Q):W.m (8)
Es sei vermerkt, daB in dem vorliegenden
Beispiel allein dem Winkel y eine negative
Orientierung zuzuordnen ist. Folglich ergibt
sich hier fir das Doppelverhiltnis dieser vier
Punkte eine negative Zahl. Wendet man den
Sinus-Satz der ebenen Trigonometrie auf die
Teildreiecke des Dreiecks AZA'Q' an, so
resultieren folgende Gleichungen:

m(A'P) sina m(4'Q) sinf

mZA) sing” m(ZA) sing”

m(B'P') sin siny

m(ZB) sin(180—¢) sing”

m(B'P’) siné

m(ZB)  sing’ ®
Setzt man (9) in (3) ein, so ergibt sich

' @ p on SIDA SNy
DV(A,B,P,Q):m.m (10)

Aus (8) und (10) folgt die Bestitigung unseres
Satzes, der formelmiBig gefaBt wird durch die
Gleichung

DV(A,B;P,Q)=DV(A’,B/;P,Q). (6)

Doppelverhiiltnis eines Vierstrahles

Aus Bild 5 und den Ergebnissen (8) und (10)
erkennen wir, dal man auch von vier sich in
einem Punkt schneidenden Geraden das
Doppelverhiltnis bilden kann. Nach der von
uns bewiesenen Gleichung (8) resultiert fiir
das Doppelverhiltnis der vier Geraden a,b;
p.a: .
sin ¥ ap
sin £aq
sinbp sina siny
‘sin¥bg sing sino
Aus (11) folgt der Satz: Das Doppelverhiiltnis
von vier Geraden eines Biischels ist gleich
dem Doppelverhiltnis der Sinus der von den
entsprechender’ Geradenpaaren eingeschlos-
senen orientierten Winkel.
Auch hier kann man zeigen, daB das Doppel-
verhiltnis von vier sich in einem Punkt schnei-
denden Geraden bei Zentralprojektion un-
gedndert bleibt. Zu Bild 5 146t sich ein duales
Gegenstiick anfiihren. In Bild 6 sind zwei sich
perspektiv zugeordnete Vierstrahlen mit den
Punkten Z bzw. Z' als Tréger dargestelit.

DV(a,b;p,q)= (11

Bild 6
z I

Offenbar gilt
DV(A,B;P,Q)=DV(a,b;p,q) und
DV(A,B;P,Q)=DV(a,b";p'.q).

Daraus kann man schlieBen’:

DV(a,b;p,q)=DV(d',b';p,q). (12)

Zugang zur Polaren iiber
harmonisches Punktequadrupel

Fiir die folgenden analytischen Untersuchun-
gen werde der Mittelpunkt M des Kreises ¢
in den Ursprung eines kartesischen Koordi-
natensystems gelegt (Bild 7). Die Gleichung
fiir ¢ lautet dann

xX2+y*=r2 (13)

Bild 7

X

Der feste Punkt Q liege auf der x-Achse im
Abstand s vom Ursprung. Eine Gerade all-
gemeiner Lage durch @ hat dann die Glei-
chung

X,y

;+;= 1. (14)
Von der Geraden g werde gefordert, daB sie ¢
in den beiden reellen Punkten X,; und X,
schneidet. Zu den drei Punkten X, X, und Q
suchen wir jetzt einen vierten Punkt X, so da
gilt

DV(X1,X3,X,0)=—1. (15)
Die Rechnung la8t sich dadurch vereinfachen,
daB wir die vier Punkte X, X2, X und Q auf
die x-Achse senkrecht projizieren. Wir er-
halten dann die vier Punkte X {, X ;, X, Q mit
den Koordinaten x,, x;, z und s. Da sich bei
Parallelprojektion (Sonderfall der Zentral-
projektion) das Doppelverhaitnis der vier
Punkte nicht dndert, konnen wir die Forde-
rung (15) auch umschreiben in

—x1+z . —X2 +z

— X145 —X345

—X1+z_ —Xx+z

—X1+5 X3-S5
Aus der Proportion (16) folgt die Gleichung
2x1x2+2z5—(x1 +x3) (z+5)=0. a7
Um den Wert [ur z aus (17) berechnen zu
konnen, fehlen uns noch die Abszissenwerte
x; und x, der Schnittpunkte von g mit c.
Zunichst 16sen wir Gleichung (14) nach y

auf:
x
y=<l —;)v.

Setzt man (18) in (13) ein, so folgt weiter:
x2(s2 4 0*)— 2xs0% + (12 — r?)s? =0.
Diese Gleichung hat die Wurzeln

= —1 oder

. (16)

(18)

(19)



X1 = uzzs—gV.
vt +s
W =s|/ri(s? + vt —v%s? (20)
Fiihrt man diese Werte aus (20) fiir x; und x,
in (17) ein, so erhilt man nach kurzer Zwi-
schenrechnung fiir die Abszisse z des Punk-
tes X

N vis+ W"n't
= mi
=T

r2

=5 (21)
An dem Ergebnis (21) ist bemerkenswert, daB
z unabhingig von v, d.h. fiir jede Gerade des
Biischels durch Q gleich ist. Durchliuft also ¢
das Biischel von Geraden durch Q, so bewegt
sich der vierte harmonische Punkt X auf
einer Geraden parallel zur y-Achse im Ab-
stand .z =r?/s. Riickblickend auf das Ergebnis
(2) stellen wir fest, daB diese Gerade identisch
ist mit der Polaren g des Punktes Q beziig-
lich ¢. Ist also X ein Punkt der Polaren g von
Q beziiglich ¢, dann erfiillt das Punkte-
quadrupel (X;,X,;X,0) die Forderung (15).

4

Konstruktiver Zugang zur Polaren q
mittels Lineal

GemiB Bild 8 ist zuniéchst wieder der Kreis ¢
mit dem auBerhalb ¢ liegenden Punkt Q vor-
gegeben. Von Q werden zwei Sekanten s, und
s, gezogen, die ¢ in den Punktepaaren
(X1,X3) bzw. (Y,, Y3) schneiden sollen. Wir
ziehen fun[ weitere Verbindungsgeraden. Die
Geraden a=g(X,,Y)) und b=g(X,Ys)
schneiden sich in dem Punkt Z,. Die Geraden
d=g(X,,Y;) und e=g(X3,,Y,) schneiden sich
im Punkt Z,. Die Verbindungsgerade f
=g{(Z,,Z,) schneidet s, im Punkt X und s,

im Punkt Y. Wegen der perspektiven Zu-’

ordnung der Punktepaare (X, Y;), (X3, Y2),
(X,Y), (Q,0) mit Z, als Perspektivitits-
zentrum gilt
DV(X,X2;X,0)=DV(Y,Y;Y,0)
_m(¥,Y) m(Y,Y)
T m(Y,0) m(Y2,Q)
Wegen der perspektiven Zuordnung der
Punktepaare (X,,Y:), (X5, Y;), (X,Y) und
(Q,0) mit Z, als Perspektivitdtszentrum gilt
DV(X,X2;X,0)=DV(Y5, 11;Y.0)
_m(2,Y) m(¥,Y)
m(Yz,Q)'m(Yl,Q)'

22)

(23)

Sx

Sy

W
<

Bild 8 /3

Aus (22) und (23) lolgt
1

DV(Xl,Xz;X,Q)=m (24)
oder
(DV(X,, X5, X, Q) =1. (25)

Da sich die Paare von Grundpunkten (X, X ;)
und Folgepunkten (X, Q) nach Konstruktion
gegenseitig trennen, gilt weiterhin

DV(X1,X:X,0)<0. (26)
Aus (25) und (26) folgt
DV(X, X3, X,0)=—1 (27)

d.h. das Punktequadrupel (X, X,:X,Q) bil-
det einen harmonischen Wurf: Die gleiche
Aussage gilt fiir das Punktequadrupel (Y;, Yz;
Y. Q). Mit (2), (21) und (27) ist gezeigt, daB die
Verbindungsgerade f=g(Z,Z,) identisch ist
mit der Polaren q von Q beziiglich ¢. Z, und
Z, sind nach Konstruktion gleichfalls Punkte
dieser Polaren. Diese‘Polare schneidet, wie
oben festgestellt, den Kreis ¢ in den Beriih-
rungspunkten T) und 7; der Tangente aus Q
an ¢. Damit ist der Nachweis der Richtigkeit
der Tangentenkonstruktion gemiB Bild (2)
erbracht.

Verallgemeinerung

Die Tangentenkonstruktion nach Bild 2

scharf begrenzten Lichtkegel einer Taschen-
lampe demonstriert werden. Richtet man die
Taschenlampe senkrecht auf eine Hauswand,
so entsteht ein Kreis als Lichtfleck.

Neigt man die Achse der Taschenlampe ein
wenig gegen die Hauswand, so entsteht zu-
néchst eine Ellipse. Bei weiterer Neigung der
Taschenlampe wird der beleuchtete Teil der
Hauswand von einer Parabel und schlieBlich
von einem Hyperbelast begrenzt. Die von uns
in Bild 2 zur Konstruktion benutzten Gera-
den gehen bei Zentralprojektion wieder in
Geraden iiber. Schnittpunkte von Geraden
bilden sich auf Schnittpunkte von Geraden
ab. Doppelverhiltnisse von den aul Geraden
liegenden Punktequadrupeln bleiben unge-
dndert. Also geht ein harmonischer Punkt-
wurf wieder in einen solchen Wurf iiber. Eine
beriihrende Gerade geht wieder in eine be-
rithrende Gerade (Tangente) iiber. Alle Kon-
struktionsschritte sind damit projektiv-inva-
riant.

Hingegen wird bei der ersten Konstruktion
mit einem rechten Winkel gearbeitet. Dieser
ist nicht projektiv invariant. Auch der Kreis-
mittelpunkt geht bei Zentralprojektion nicht
in den Mittelpunkt des Kegelschnittes liber.
Bild 10 veranschaulicht, wie ein Drehkegel «
von zwei projizierenden Ebenen geschnitten

kommt im Vergleich mit der Konstruktion —wird. Der Schnitt von x mit der Ebene « liefert

nach Bild 1 mit einfacherem Zeichengerit und
weniger Vorgaben aus. Dafiir ist die theoreti-
sche Begriindung der zweiten Konstruktion
wesentlich aufwendiger als die Begriindung
der ersten Konstruktion. Trotzdem hat die
zweite Konstruktion noch eine grundsitzliche
Uberlegenheit gegeniiber der ersten Kon-
struktion. Sie ist ndmlich verallgemeinerungs-
fahig und 4Bt sich aul beliebige Kegel-
schnitte iibertragen.

Bild 9 demonstriert die Ubertragung der Tan-
gentenkonstruktion aul die Parabel. Sie 148t
sich auch bei Ellipse und Hyperbel in analo-
ger Weise anwenden. Als Begriindung der
Ubertragbarkeit dieser Konstruktion vom
Kreis auf beliebige Kegelschnitte ist zundchst
anzufiihren, daB sich jeder Kegelschnitt durch
Zentralprojektion aus einem Kreis erzeugen
1aBt. Am einfachsten kann dies mit dem

einen Kreis, dessen Mittelpunkt in M liegt.
Der Schnitt von x mit B liefert eine Ellipse,
deren Mittelpunkt in N liegt. M und N liegen
nicht auf einem Projektionsstrahl durch Z.
Folglich kénnen Mittelpulikte von Kegel-
schnitten nicht projektiv invariant in Tan-
gentenkonstruktionen einbezogen werden.

Bild 10 z

A~ \

Weitere Anwendungen

Mit Hilfe der oben eingefiihrten Begrilfe und
bewiesenen Sitze ldBt sich nun auch folgende
Aufgabe allein mit Hilfe des Lineals durch
Schneiden und Verbinden 16sen.

Aufgabe

Gegeben ist eine Kreislinie ¢ und ein auf ¢
liegender Punkt T. Man konstruiere die Tan-
gente an ¢ in T allein mittels des Lineals.

Als Vorbetrachtung konstruieren wir die Po-
lare g von einem Punkt Q, der im Inneren
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des Bezugskreises ¢ liegt. Hierzu wird Q mit
zwei Geraden 1 und 2 angegittert. Die Schnitt-
punkte dieser Geraden mit ¢ lassen sich so
miteinander verbinden, daB ein vollstindiges
Vierseit entsteht.

Die dritte, auBerhalb ¢ liegende Diagonale g
des vollstiindigen Vierseits ist bereits die ge-
suchte Polare von Q beziiglich ¢ (Bild 11).

Bild 11

N

Nun gehen wir an die Losung der gestellten
Aufgabe. Hierzu legen wir durch T eine be-
liebige Kreissehne s. Auf dieser Sehne werden
zwei Punkte P und Q willkiirlich angenom-
men. Nach dem oben geschilderten Verfahren
bestimmen wir die Polaren p und g von P
bzw. Q beziiglich c. Diese schneiden sich im
Punkt S. Die Verbindungsgerade von S mit T’
ist bereits die gesuchte Tangente ¢ (Bild 12).

Zur Begriindung der Konstruktion ist die
Tatsache anzufiihren, daB die Polare x fiir

jeden Punkt X s durch S geht. Da Tes gilt,
wird auch die Tangente ¢ an c in T durch S
gehen, denn ¢ ist die Polare von T beziiglich c.

Ausblick

Ein wesentlich gréBeres Feld geometrischer
Konstruktionen in der Zeichenebene be-
herrscht man mit dem Lineal allein, wenn
auBer der Kreislinie ¢ auch deren Mittel-
punkt M vorgegeben ist. Zum Beispiel kann
man dann durch Schneiden und Verbinden
Strecken halbieren, das Lot von einem Punkt
aul eine Gerade [dllen, Parallelen zu einer
Geraden durch einen vorgegebenen Punkt
zeichnen und Winkel halbieren. Aquivalent
mit der Vorgabe einer Kreislinie und ihres
Mittelpunktes ist die Vorgabe von zwei kon-
zentrischen Kreislinien ohne deren gemein-
samen Mittelpunkt. Als Einstimmung aul
diese weiterfiihrende Problematik stellen wir
uns folgende Aufgabe:

Bild 12

Schine Kurve
Gegeben sind zwei konzentrische Kreislinien
¢, und ¢;. Man konstruiere den gemeinsamen
Mittelpunkt dieser Kreislinien unter alleini-
ger Verwendung des Lineals.

Eberhard Schrioder
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Eine Aufgabe von Prof. Dr. sc. nat.

Dierck-Ekkehard Liebscher

Stellvertreter des Direktors des Zentralinstituts fiir Astrophysik
der Akademie der Wissenschaften der DDR, Potsdam-Babelsberg

A 1994 A Uber den Seiten eines Dreiecks
ABC werden nach auBen gleichseitige Drei-
ecke AB,C, A,BC und ABC, errichtet.
Beweise, daB das Dreieck 4,B,C, aus den
Mittelpunkten dieser Dreiecke gleichseitig
ist!

Ay

B,

Cs

Kurzbiographie

Dierck-Ekkehard Liebscher

geb. 6.8.1940 in Dresden

Besuch der Albert-Einstein-OS in Neuen-
hagen, anschlieBend Besuch der OS Carl
von Ossietzky, Berlin-Pankow

1957 bis 1962: Studium der Physik an der
Humboldt-Universitdt Berlin

1966: Promotion zum Dr.rer.nat. an der
Humboldt-Universitdt Berlin

1973: Promotion zum Dr.sc.nat. an der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR

1979: Ernennung zum Professor [iir theoreti-
sche Physik

Biicher

1967 (zus. mit E. Kreisel und H.-J. Treder):
Zur Quantengeometrodynamik, Akademie-
Verlag Berlin

1971 (zusammen mit H.-H.v. Borzeszkowski,
U. Kasper, E. Kreisel und H.-J. Treder):

Gravitationstheorie und Aquivalenzprinzip,
Akademieverlag Berlin 1971, Atomizdat Mos-
kau 1973

1973: Theoretische Physik, Akademie-Verlag
Berlin 1973

1977: Relativitdtstheorie mit Zirkel und Li-
neal, Akademie-Verlag Berlin 1977, Vieweg-
Verl. Braunschw. 1978, [zd. Mir Moskau 1980

Historisch wertvolle Biicher in den
Bibliotheken des ZIAP i

Copernicus: De revolutionibus orbium coe-
lestium (1543); Alphonsinische Tafeln (1483);
Rudolphische Tafeln v. Kepler (1626), Haupt-
werke v. Archimedes (1544), Tycho Brahe,
Galilei, Kepler, Hevelius; Sternatlanten v.
Doppelmayr, Bode u. Schiller.

Das Zentralinstitut fiir Astrophysik

Zwei Schwerpunkte kennzeichnen die Arbeit
des Zentralinstituts fiir Astrophysik. Der eine
ist die Erforschung der kosmischen Magnet-
felder, in Sonderheit die Magnetfelder der
Sterne. Das theoretische Hinterland hierzu ist
die Magnetohydrodynamik, fiir deren mathe-
matische Theoric die magnetischen Sterne
eindrucksvolle ,,Modelle” liefern. Die zweite,
noch umfassendere Aufgabenstellung des In-
stituts ist die Erforschung der Struktur und
der Entwicklung der Metagalaxis, d.h., des

den astronomischen Beobachtungen zuging-
lichen Teil des Kosmos in seiner Gesamtheit.
Diese kosmologische Fragestellung verbindet
die Astrophysik mit der relativistischen Gra-
vitationstheorie als einer der vorderen Fron-
ten der physikalischen Grundlagenforschung.
Mit diesen astronomischen und theoretisch-
physikalischen Arbeiten schlieBt das ZIAP an
die groBen Traditionen der Relativititstheo-
rie, relativistischen Astrophysik und Kosmo-
logie in Berlin und Potsdam an, die fiir immer
mit den Namen von Albert Einstein und Karl
Schwarzschild verbunden sind.

Andromeda-Nebel, aufgenommen mit dem
2-m-Teleskop des Karl-Schwarzschild-
Observatoriums des Z1 Astrophysik

Das Zentralinstitut fiir Astrophysik hat an-
1dBlich des 100. Geburtstages von Albert Ein-
stein die Patenschaft iiber den Mathe-Physik-
Zirkel der OS Albert Einstein in Caputh iiber-
nommen. Alle Abteilungen des Instituts tra-
gen dazu bei. Geometrie, Astronomie (Bau
einer Sternuhr) und Arbeit mit Rechenauto-
maten sind die Gebiete, mit denen die Schiiler
der Klassen 7/8 bisher vertraut gemacht wur-
den.

Sternwarte Babelsberg des Zentralinstituts fiir Astrophysik




Geometrie
pseudoeuklidisch

Auf Grund unserer tdglichen praktischen Er-
fahrungen sind wir es gewohnt, die axioma-
tisch aulgebaute (euklidische) Geometrie in
unserer Vorstellung mit den aul einem Blatt
Papier zeichenbaren ebenen Figuren zu ver-
binden. Zwei Figuren werden als kongruent
angesehen, wenn die eine Bild der anderen bei
einer Bewegung ist, die dem Bewegen ge-
wohnlicher Papierschnipsel entspricht.

In unserer Umwelt spielen rechte Winkel eine
besondere Rolle. Es ist deshalb nicht ver-
wunderlich, daB sich auch eine Reihe von
Satzen der Geometrie aul rechte Winkel be-
zichen; einer der wichtigsten davon ist der
Satz des Pythagoras (Bild 1).

Bild 1

Der Satz des Pythagoras
Flidcheninhalt des Dreiecks ABC:

a-b
As="
Fldcheninhalt des Quadrats CDEF:
a =(a+b)z
Esist Ao=c?+4- Aa,

d.h.(a+b)>=c?+2-ub,

also a’+b?=¢?

Der Begrifl ,rechter Winkel* scheint dabei
kaum Probleme in sich zu bergen. Wir ver-
binden mit ihm vor allem zwei Aussagen

/X
4

Die Teilung des gestreckten Winkels.
v und 6 sind rechte Winkel, o und § nicht.

Bild 2
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a) Zwei rechte Winkel ergidnzen einander
stets zu einem gestreckten Winkel.

b) Ein Winkel ist genau dann ein rechter,
wenn er zu seinem Nebenwinkel kongruent
ist.

Durch die in diesen Aussagen [estgehaltenen
Eigenschaften wird aus der Menge aller
Winkel eine Klasse von Winkeln, eben die
Klasse der rechten Winkel, besonders her-
ausgehoben. Es ist jedoch durchaus méglich,
anstatt der liblichen auch eine andere Klasse
von Winkeln durch Angeben entsprechender
Eigenschaften hervorzuheben und ihr den
Namen rechter Winkel zu geben.

Dies hat seinen Grund darin, daB der Begrifl
,kongruent® und der Begrifl ,,rechter Winkel“
nicht beide abgeleitet sind, sondern einer
axiomatisch gesetzt werden mufl, um den
anderen [inden zu konnen. Haben wir fest-
gesetzt, was kongruent sein soll, leiten wir aus
der Eigenschaft b den rechten Winkel ab.
Umgekehrt bestimmen wir mit b den Kon-
gruenzbegrifl, wenn wir die Klasse der rechten
Winkel festlegen.

Definition I : In der Ebene seien zwei Geraden
e und f'gegeben, die (im iiblichen Sinne) senk-
recht aufeinander stehen. Ein Winkel heiBt
genau dann rechter Winkel, wenn er durch eine
der beiden durch seinen Scheitel verlaufenden
Parallelen zu e bzw. f (im iiblichen Sinne)
halbiert wird.

Legt man der Geometrie diese Definition des
Begriffs rechter Winkel zugrunde, so ist es
iiblich, von pseudoeuklidischer Geometrie zu
sprechen.

(Um die Schreibweise zu vereinfachen, wollen
wir die im Sinne pseudoeuklidischer Geo-
metrie benutzten Begriflsworter kursiv druk-
ken. Nicht kursiv gedruckte Begriffsworter
beziehen sich auf die gewohnlich euklidische
Geometrie.)

Bild 3

Pseudoeuklidisch rechte Winkel

In Bild 3 sind nach dieser Definition « und §
rechte Winkel, 6 und y aber nicht.

Den Begrill ,,Flacheninhalt* benutzen wir wie
gewohnt.

Das diirfen wir, weil wir entweder zeigen kon-
nen, dafl kongruente Dreiecke immer flichen-

gleich sind, oder weil wir mit dieser MaBgabe

einen zum Satz des Pythagoras analogen Satz
beweisen konnen. Dies wollen wir im [olgen-
den tun.

Ein rechtwinkliges Dreieck entsteht, wenn
zwei Strahlen, die einen rechten Winkel bilden,

von einer Geraden in genau zwei Punkten
geschnitten werden (Bild 4).

Bild 4 \
il \\ \

Der Satz des Pythagoras in der pseudo-
euklidischen Geometrie
t=a?+b?

Rhomben, deren Diagonalen zu e bzw. f
parallel sind, sind in der pseudoeuklidischen
Geometrie Quadrate, denn alle ithre Winkel
sind rechte Winkel. In Bild 4 sind tiber allen
drei Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ABC
Quadrate gezeichnet worden.

Benutzen wir die Begrilfe Kathete und Hypo-
tenuse analog zu den entsprechenden Begril-
fen in der iiblichen euklidischen Geometrie,
so kénnen wir den pseudoeuklidischen Satz
des Pythagoras wie folgt formulieren:

Satz: In jedem rechtwinkligen Dreieck unter-
scheiden sich die Flicheninhalte der Kathe-
tenquadrate genau um den Flicheninhalt des
Hypotenusenquadrats.

Beweis: Im rechiwinkligen Dreieck ABC sei
0.B.d.A. £ ACB der rechte Winkel und
CA < CB. (Die Zeichen <, ~.und > werden
im Sinne der iiblichen euklidischen Geome-
trie gebraucht.)

Die Diagonalschnittpunkte der Quadrate iber
AB, BC bzw. CA seien M. K bzw. L. Das
Viereck BK LM ist in der iiblichen Geometrie
ein Rechteck.

Wir stellen (innerhalb der iiblichen Geome-
trie), eine Beziechung zwischen den Flachen-
inhalten der Teildreiecke AACL, ACBK und
ABAM des Vierecks BK LM her (vgl. Bild 5):

f

Bild 5
Ly
3 P g
VAl
e
NZ s}
7
o /
L / M
A

Zum Beweis des pseudoeuklidischen
Analogons des Satzes des Pythagoras

Durch den Punkt L, auf der Strecke KB, fiir
denL,B_AL gilt, zeichner. wir eine Paraliele
zu BM. Diese schneidet die Strecke CB in
einem Punkt C,.

Da die Parallele zu ¢ durch C den Winkel
¥ ACB voraussetzungsgemdf halbiert, ist
¥ LCA= ¥ KCBund somit ACBK~ ACAL.



Zusammen mit LIB;H folgt daraus

ACLA= AC,L,B. (1)
Es gilt also '

Axcc,o=Axkcs—AcLa- (2)
Weiterhin ist

AAMB= ALKL. 3)

Ist N der Schnittpunkt von L—Ll mit CB, so

gilt ALNC= AL,NC,. 4
Aus (3) und (4) folgt

Axcc;L=Aams, (%)
was zusammen mit (2)

Aamp=Axcp— Acpa ergibt. (6)

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung
(6) mit dem Faktor 4, so erhidlt man die Be-
hauptung des Satzes.

Wir definieren nun den Begrill Linge einer
Strecke in der pseudoeuklidischen Geometrie.

Definition 2: Beziiglich einer [estgelegten Ein-
heit ist die MafBzahl der Léinge einer Strecke
gleich der Wurzel aus der Maflzahl des
Flacheninhalts des Quadrats iber dieser
Strecke. Damit konnen wir den Satz des
Pythagoras auch wie folgt formulieren.

Satz: Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist der
Betrag der Differenz aus den Quadraten
der KathetenmaBzahlen gleich dem Quadrat
der Hypotenusenmafzahl.

Auch zu den iibrigen grundlegenden Satzen
der ebenen euklidischen Geometrie (z. B. Satz
des Thales, Peripheriewinkelsatz, Sdtze iiber
die Schnittpunkte der Hohen, Mittelsenkrech-
ten bzw. Winkelhalbierenden eines Dreiecks,
Satz vom Feuerbach-Kreis) lassen sich in der
pseudoeuklidischen Geometrie analoge Sitze
formulieren und beweisen. Dies hat seinen
tieferen Grund darin, daB euklidische und
pseudoeuklidische Geometrie der Ebene
Zwillingstochter der projektiven Geometrie
sind, die allerdings iiber den heutigen Schul-
stoll hinausgeht.

Die pseudoeuklidische Geometrie findet thre
Anwendung als Geometrie der schnellen Be-
wegungen in der Relativititstheorie. Die [e-
sten Richtungen e und f kennzeichnen die
Lage der Bewegungslinien von Lichtsignalen
in ebenen Raum-Zeit-Diagrammen.

Aufgaben
Al a Welche Strecken haben die Linge
Null?

A2a Unter welchen Bedingungen haben
zwei Strecken die gleiche Linge? Welche
Form hat ein pseudoeuklidischer Kreis?

A3 A Beweise, daB sich die pseudoeuklidi-
schen Mittelsenkrechten eines Dreiecks in
einem Punkt schneiden!

A4 a Versuche, weitere von der iiblichen
cuklidischen Geometric abweichende Tat-
sachen in der pseudoeuklidischen Geometrie
zu finden!

A5Aa Formuliere und beweise einige der
am SchluB} des Artikels genannten Sétze der
pseudoeuklidischen Geometrie!

D.-E. Liebscher

Eine Aufgabe -
verschiedene
Losungen

Im Heft 2/79 verdlfentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 ®1863 Zwei FuBballmannschalten A
und B trugen ein Freundschaftsspiel aus. Ins-
gesamt wurden 13 Tore geschossen. Das erste
Spiel verlief unentschieden. Im zweiten Spiel
fielen mehr Tore als im ersten Spiel, und zwar
erzielte Mannschaft 4 im zweiten Spiel dop-
pelt soviel Tore wie Mannschaft B. Es sind
die Ergebnisse beider Spiele zu ermitteln.

Im Heft 5/79 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, im ersten Spiel schof} jede der
beiden Mannschaften x Tore; es lielen somit
2x Tore. Im zweiten Spiel habe Mannschaft B
y Tore, also Mannschaft 4 2y Tore geschos-
sen; es fielen somit 3y Tore. Nun gilt

2x+3y=13,
Jy=12+1-2x,
y=4_2x—1.

3

Nur fir x, =2, y, =3 und x, =35, y, =1 besitzt
diese Gleichung positive ganzzahlige Lo-
sungen.

Spiele  Torverhdltnis. Anzahl der Tore
|.Spiel  2:2 4
2.Spiel 6:3 9

Die zweite Losung entfillt (5:5, 2:1), da in
diesem Fall im zweiten Spiel weniger Tore
ficlen als im ersten.

Wir stellen nun die Losung von Andreas
Israel aus Karl-Marx-Stadt vor, der Schiiler
der Klasse 7 der Heinrich-Heine-Oberschule

‘ist. Andreas loste diese Aulgabe wie [olgt:

Wenn im zweiten Spiel mehr Tore als im er-
sten Spiel gelallen sind, konnen im ersten
Spiel hochstens 6 Tore gefallen sein. Da das
erste Spiel unentschieden ausfiel, kommen
nur die Torverhiltnisse 0:0,1:1,2:2.3:3in
Betracht. Im ersten Spiel konnen also 0. 2. 4
oder 6 Tore gefallen sein: im zweiten Spiel
13, 11.9 oder 7 Tore. Da im zweiien Spiel dic
Mannschaft A doppelt so viele Tore wic die
Mannschaft B scholl, mull die Anzahl der
Tore (2n+n=3n) des zweiten Spiels cine
durch 3 teilbare natiirliche Zahl sein. Das
trifft nur zu fir n=3. also 3n=9. Das crste
Spiel endete 22, das zweite Spiel endete 6 :3
bei einem Sieg der Mannschaft A.

Wir stellen nun die Losung von Axel Schul:z
aus Potsdam vor, der Schiiler der Klasse 6a
der OS 9 ist. Axel l6ste diese Aulgabe wie
[olgt:

Anzahl der Tore im

Mannschaft 1.Spiel 2. Spiel
A x 2y
B X v

Nun gilt 2x+3y=13 und 2x<3y. Daraus
folgt weiter 7<3y=<13, also y=3 oder y=4.
Wegen 3-4=12und 13—12=1 entfillt y=4
als Losung, da im unentschiedenen ersten
Spiel nicht genau 1 Tor gefallen sein kann.
Fiir y=3 erhalten wir 2x+9=13, also x=2.
Das erste Spiel endete 2:2, das zwcite Spiel
endete 6 :3 [ir Mannschalt 4.

Ferientermine
des Schuljahres
1980/81

Es stehen fiir die Erholung und Freizeit-
beschiltigung der Schiiler insgesamt 96 unter-
richtslreie Werktage (davon 23 Sonnabende)
zur Verfiigung.

Herbstferien:

Erster Ferientag:

Sonnabend, 18. Oktober 1980
Erster Unterrichtstag:
Montag, 27. Oktober 1980

Ferien zum Jahreswechsel:
Erster Ferientag:

Sonnabend, 20. Dezember 1980
Erster Unterrichtstag:
Montag, 5. Januar (981

Winterlerien:

Erster Ferientag:
Sonnabend, 7. Februar 1981
Erster Unterrichtstag:
Montag, 2. Mirz 1981

Unterrichts(reie Tage:
Sonnabend, 18. April 1981
Sonnabend, 2. Mai 1981

Friihjahrsferien:

Erster Ferientag:
Sonnabend. 9. Mai 1981
Erster Unterrichtstag:
Montag, 18. Mai 1981

Unterrichtsfreier Tag:
Sonnabend. 6. Juni 1981

Sommerferien:

Erster Ferientag:
Sonnabend, 4. Juli 1981
Erster Unterrichtstag:
Dienstag, 1. September 1981
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nachgedacht

Das arithmetische Mittel

Anita, Bernd und Christine waren fleiBig beim
Suchen nach den Ostereiern, die ihre Eltern
im Garten versteckt hatten.

Christine, die dlteste von den dreien, hatte -

9 Eier gefunden, Bernd hatte 4 aulgespiirt,
aber die kleine Anita hatte nur 2 entdeckt und
war natiirlich traurig.

Christine trostete sie und schlug vor, ihren
Geschwistern so viele ihrer Ostereier abzuge-
ben, daB alle gleich viel besaBen. Und das tat
sie dann auch: Bernd gab sie ein Osterei und
an Anita 3 Eier. Jetzt hatte jeder gleich viel,
und alle waren zufrieden (Bild 1).

Bild | )
Christine OOOOO
(e]e) OO\
/ \ Anita
Bernd OC?O \ 00

Was die drei Geschwister hierbei taten, ist ein
Vorgang, der sich in ganz anderen Zusam-
menhingen hiufig abspielt, manchmal in
wirklicher Ausfiihrung, manchmal in Gedan-
ken. Die drei hatten nimlich von den An-
zahlen der Ostereler, also von 9, 2 und 4 den
Durchschnitt gebildet.

Diesem Begrifl begegnen wir an vielen Stellen.
Wir erfahren, daB das Durchschnittsalter
einer FuBballmannschaft 23 Jahre betrigt,
wir horen, daB die durchschnittliche Korper-
groBe der Menschen allmihlich zunimmt, wir
lesen, daBB die Durchschnittstemperatur des
Monats August unter der iiblichen lag. Um
die Qualitit einer Ernte einzuschitzen, be-
rechnet man den durchschnittlichen Hektar-
ertrag, die stindige Verbesserung unserer Le-
bensbedingungen zeigt sich unter anderem an
dem steigenden Durchschnittsverdienst der
Werktitigen, der Lehrer gibt den Zensuren-
durchschnitt einer Klassenarbeit an, und als
Ergebnis einer Spendenaktion wird bekannt-
gegeben, daB jeder Schiiler der Schule durch-
schnittlich 2,50 M Solidaritatsspenden einge-
bracht hat.

Aber auch dort, wo nicht vom Durchschnitt
die Rede ist, bedeuten Zahlenangaben oft
einen durchschnittlichen Wert. Angaben iiber
z.B. die Geschwindigkeit von Schiffen, die
Leistungen von Betrieben, die Ausgaben des
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Staates fur jeden Schiiler, die Menge der von
einem Haushalt verbrauchten Energie und
vieles anderq mehr sind Durchschnittswerte,
ohne daB das in jedem Falle extra betont
wird.

Wir wollen jetzt sehen, wozu man solche An-
gaben benétigt, wie man sie berechnet und
was sich daraus an Interessantemn ergibt.
Nehmen wir einmal an, zwei Brigaden einer
Klasse haben Altstofle gesammelt, und wir
wollen wissen, welche der beiden Brigaden
die bessere Leistung erreicht hat.

Die vier Mitglieder der Brigade I haben
15kg, 12kg, 20kg und 9 kg Altpapier zu-
sammengebracht. Die fiinf Mitglieder der
Brigade II haben 11kg, 13kg, 10kg, {7 kg
und 14 kg gesammelt. Die beste Einzellei-
stung hat ein Schiiler der Brigade I voll-
bracht. Das sagt aber noch nichts iiber die
Leistung der gesamten Brigade aus. Brigade I
hat insgesamt 56 kg, Brigade 11 65 kg, also
mehr, gesammelt, aber auch das ist noch
nicht zum Vergleich geeignet, denn Brigade II
besteht ja auch aus 5 Schiilern, einem mehr
als Brigade 1. Die bisherigen Betrachtungen
reichen also noch nicht aué, um die Frage zu
entscheiden.

Hier bildet man nun fir jede Brigade das
durchschnittliche Sammelergebnis, d.h., man
nimmt an, jedes Mitglied der Brigade hitte
die gleiche Menge gesammelt und auf diese
Weise die gleiche Gesamtleistung erreicht. Es
konnte also, wie bei dem Beispiel des Oster-
eiersuchens der Schiiler mit dem hochsten
Sammelergebnis an den mit dem schlechte-
sten Sammelergebnis etwas abgeben, und alle
miiften ihre Papiermengen so ausgleichen,
bis jeder gleich viel hat. Das ist natiirlich sehr
umstiindlich, selbst wenn man es nur in Ge-
danken ausfiihrt. Man benutzt daher ein an-
deres Verlahren.

Auch die drei Geschwister hétten eine andere
Mboglichkeit des Ausgleichens gehabt. Sie hit-
ten niamlich alle gelundenen Ostereier zu-
sammenlegen und in drei gleiche Teile auf-
teilen konnen (Bild 2). Dann wiren auch auf
diese Weise auf jeden 5 Ostereier gekommen.
Entsprechend verfahren wir bei dem Beispiel
der betden Brigaden. Wir addieren die von
jeder Brigade gesammelten Einzelmengen
und dividieren diese Summe durch die An-
zahl der Mitglieder.

Bild 2
Christine OJ]O| O O O A
(o] fo] Ne o]
Bernd OO
olo ¥
Anita olo] T~ 2
sls 5

Fiir die Brigade I erhalten wir 56 kg:4=14kg
und sagen, daB in dieser Brigade jeder durch-
schnittlich 14 kg gesammelt hat. Auf die glei-
che Weise erfahren wir, daB in Brigade 11
jeder durchschnittlich 13 kg gesammelt hat
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Bild 3

(65 kg : 5). Jetzt wissen wir, daB Brigade I das
bessere Ergebnis erreicht hat (Bild 3).
Wollte man zum Beispiel im Jahre 1990
priifen, ob die zu dieser Zeit lebenden Men-
schen im Durchschnitt groBer sind als die, die
1980 lebten, dann miiBte man eigentlich zu
beiden Zeitpunkten die GroBen aller dann
lebenden Menschen messen und diese Summe
durch ihre Anzahl dividieren. Das ist nun
allerdings weder zweckmiBig (so koénnte
z.B. zu einem der beiden Zeitpunkte die Zahl
der noch nicht erwachsenen Personen be-
trichtlich gréBer sein) noch notwendig. Man
wiirde sich also darauf beschrinken, die
KorpergroBe von einer hinreichend groBen
Zahl von Personen, etwa von 5000, zu er-
mitteln, hieraus die Durchschnittswerte zu
berechnen und diese zu vergleichen.
Wenn der Lehrer den Durchschnitt einer
Klassenarbeit errechnet, dann addiert er die
erreichten Zensuren und dividiert diese Sum-
me durch die Anzahl der Schiiler, die diese
Arbeit mitgeschrieben haben.
Angenommen, in einer Arbeit wurden 7 Ein-
sen, 11 Zweien, 8 Dreien, 3 Vieren und 1 Fiinf
geschrieben, so wire zu rechnen:
1+1+14+1+1+1+142+4...+4+4+4+5
=70, und diese Zahl wire durch die Anzahl
der Schiiler 7+ 1! + 843+ 1=30 zu dividie-
ren, was den Durchschnitt 2,3 ergibt. Es ist
allerdings praktischer, statt die 30 Summan-
den einzeln zu addieren, vereinfacht zu rech-
nen: .
7-1+11-2+48-343-44+1-5=30.
In der Mathematik nennt man das, was wir
hier als Durchschnitt bezeichnet haben, arith-
metisches Mittel.
Das arithmetische Mittel der Zahlen 5 und 9
ist also 7, weil (5+9):2=14:2="7 ist.
Man legt demnach fest:
Unter dem arithmetischen Mittel m, von n
Zahlen a,, a3, aa, ..., a» versteht man
_01+H1+03+...+a,,

a = n "
Aus all dem bisher Gesagten ergibt sich
folgendes:
Das arithmetische Mittel verschiedener Zah-
len liegt stets zwischen der grofiten und der
kleinsten dieser Zahlen, ist also groBer als die
kleinste und kleiner als die groBte von ihnen.
Diese Erkenntnis kann zum Beispiel fiir eine



Kontrolle genutzt werden. Sie findet auch
bei der Losung der Aulgabe 6 (siche unten)
Anwendung.

Das arithmetische Mittel méhrerer Zahlen ist
stets eindeutig bestimmt. Umgekehrt kann
man im allgemeinen aus dem arithmetischen
Mittel keine Riickschliisse auf die Zahlen
ziechen, aus denen es gebildet wurde. Der
Durchschnitt von 1,7 bei einer Klassenarbeit
schlieBt nicht aus, daB eine ungeniigende
Leistung dabei war.

In einem Teich mit einer durchschnittlichen
Tiefe von einem halben Meter kann ein Er-
wachsener ertrinken. Ein Autofahrer, der eine
Stunde mit einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von 45 kTm gefahren ist, hat gewil nicht
zu jedem Zeitpunkt innerhalb dieser Stunde
diese Geschwindigkeit eingehalten. Er hat
wahrscheinlich einmal anhalten miissen, und
es ist aus dem Mittel nicht ersichtlich, daB
er nicht die zuldssige Hochstgeschwindigkeit
auch einmal iiberschritten hat.

Sind allerdings das arithmetische Mittel von
n Zahlen und n—1 dieser Zahlen (d.h. alle
bis auf eine) bekannt, dann 148t sie sich aus
diesen Angaben errechnen.

Das arithmetische Mittel von sechs Zahlen,
von denen finf 17; 28; 21; 30 und 19 lauten,
sei 25. Dann kann man die sechste Zahl auf
folgende Weise finden:

Wenn das arithmetische Mittel von sechs
Zahlen 25 betrigt, dann mub die Summe die-
ser sechs Zahlen 150 betragen. Die Summe
der fiinf bekannten Zahlen lautet 115. Dem-
nach ist die fehlende Zahl die Zahl 35.

Aufgaben (I)
Ala Berechne c_las arithmetische Mittel
der Zahlen 76; 78, 82 und 84!

A2a Eine LPG hat auf einem 25 ha groBen
Feld 850 dt Weizen geerntet. Bei einer zweiten
LPG wurden 1023 dt Weizen von einem 31 ha
groBen Feld geerntet.

Welche der beiden LPG hatte den besseren
Hektarertrag?

A3 a Dievier Schiiler einer Brigade A spen-
deten als Solidarititsbeitrag 2,50 M, 1,75 M,
3,25M und 3,50 M. Die fiinf Schiiler einer
Brigade B gaben 2M, 2 M, 2,75M, 425M
und 3 M.

Welche Brigade hatte das bessere (Durch-
schnitts)ergebnis?

A44a In vier zylindrischen GefiBen mit
gleichem Durchmesser steht die Wassersiule
15cm, 12 cm, 13,5 cm bzw. 21,5 cm hoch.

Bild 4

Wie hoch wiirde die Wassersiule in jedem
dieser GefdBe stehen, wenn man die GefdBe
unten verbindet, so daB sich die Hohe des
Wasserspiegels ausgleicht und in allen vier
GefiBen gleich ist? (Bild 4)

A5 A Das arithmetische Mittel von 75 und
einer Zahl x ist 81.
Wie lautet die Zahl x?

AG6A Vonden Zahlen 621,915,438 und 53C
ist das arithmetische Mittel errechnet worden.
Es ist eine der folgenden Zahlen:

a) 916, b) 626, c) 420 und d) 530.

Ermittle die richtige Zahl, ohne das arith-
metische Mittel auszurechnen!

A7a Einefinfkopfige Schilfsbesatzung hat
ein Durchschnittsalter von 28 Jahren. Der
Steuermann ist 31 Jahre alt, der Maschinist
28 Jahre, der Mechaniker 23 Jahre und der
jlingste Matrose 19 Jahre alt.

Wie alt ist der Kapitin?

AB8a Das Bild zeigt zwei Strecken a und b.
Konstruiere das arithmetische Mittel ihrer
MaBzahlen, ohne die Strecken zu messen!
(Bild 5)

Bild5 + ~

A9a Eine Folge von Zahlen sei so be-
schaflen, daB jedes Glied (auBer dem ersten
und letzten) das arithmetische Mittel seiner
Nachbarglieder ist.

a) Wie ist die Folge 3; 7; ... weiterzufiihren,
damit sie diese Eigenschaft hat?

b) Gib die ersten 10 Glieder einer solchen
Folge an, die mit der Zahl 0,5 beginnt!

Wenden wir uns jetzt der Frage zu, wie sich
eine Verdinderung der Ausgangswerte auf das
arithmetische Mittel auswirkt.
a) Wenn einer der Ausgangswerte um eine
bestimmte Zahl vergréBert, ein anderer um
die gleiche Zahl verkleinert wird und alle
anderen Werte unverindert bleiben, dndert
sich das arithmetische Mittel nicht. Es leuch-
tet ein, daB die Summe der Ausgangszahlen
dabei keine Verinderung erfahrt. Diese Ge-
setzmiBigkeit wurde im iibrigen ausgenutzt,
als in unserem ersten Beispiel Christine an
ihre Geschwister Ostereier abgab.
b) Wenn jede der Ausgangszahlen um die
gleiche Zahl vergrdBert wird, dann vergroBert
sich auch das arithmetische Mittel um diese
Zahl. Das sei am Beispietl dreier Zahlen a, b
und c gezeigt. Das arithmetische Mittel m,
dieser Zahlen ist
at+b+c

T
Wird nun jede dieser Zahlen um n vergréBert,
dann erhilt man als arithmetisches Mittel m,
dieser neuen Zahlen
m2=a+n+b+n+c+n=a+b+c+n+n+n

3 3
_a+b+c 3n

3 +?=m1 +n.

1=

Der Gedankengang 148t sich leicht auf jede
andere Anzahl von Ausgangszahlen iibertra-
gen. Entsprechendes gilt auch bei Subtrak-
tion der gleichen Zahl von allen Ausgangs-
werten.
Diese Tatsache laBt sich bei manchen Auf-
gaben zu einer vorteilhaften Berechnung des
arithmetischen Mittels ausnutzen. Es sei zum
Beispiel das arithmetische Mittel der Zahlen
64011; 64029 und 64020 gesucht. Dann er-
mittelt man im Kopf das Mittel der Zahien
11; 29 und 20, das ist 20, und addiert dazu
64000. Man erhilt so recht einfach den Wert
64020.
c) Wird jede der Ausgangszahlen mit einer
bestimmten Zahl n multipliziert, so wird auch
das arithmetische Mittel dieser Zahlen n-mal
so groB. Aufeinen Beweis sei hier verzichtet.
Als Beispiel seien die vier Zahlen 11; 16; 17
und ‘20 herangezogen, deren arithmetisches
Mittel 16 betrigt, wihrend man als entspre-
chenden Wert fiir die 10mal so groBen Zahlen
110; 160; 170 und 200 auch das Zehnfache
davon, niamlich 160 erhilt. Auch bei Division
aller Ausgangswerte durch die gleiche Zahl
erhilt man einen entsprechend verinderten
Wert. Hieraus ergeben sich ebenfalls bisweilen
Rechenvorteile.
DaB man in all diesen Fillen vom arithmeti-
schen Mittel und nicht einfach vom Mittel .
spricht, hat seinen Grund darin, daB es auch
Mittelwerte anderer Art gibt. In der Mathe-
matik spielt z. B. noch das geometrische Mittel
eine Rolle.
Das geometrische Mittel m, zweier positiver
Zahlen a und b ist definiert als Quadrat-
wurzel aus dem Produkt der beiden Zahlen,
es gilt also
m,=)/a-b.

So ist zum Beispiel das geometrische Mittel
der Zahlen 2 und 8 die Zahl 4, weil
[/ﬁ=[/ﬁ=4 ist.
Beide Mittelwerte lassen sich geometrisch ver-
anschaulichen. Nimmt man zum Beispiel ein
Rechteck mit den Seiten a und b, so ist das
arithmetische Mittel m, beider MaBzahlen
a und b die Linge der Seiten eines Quadrats,
das den gleichen Umfang hat wie das Recht-
eck. Es gilt dann ndmlich
a+b

7
Diese Quadratseite ist leicht zu konstruieren.
Man konstruiert zunichst eine Strecke der
Linge 2a+2b und teilt diese (z. B. mit Hilfe
der Mittelsenkrechten) in vier gleiche Teile
(Bild 6).

4m,=2a+2b, alsom,=

81



Das geometrische Mittel von g und b erhilt

man als Seitenldnge eines Quadrats, das den

gleichen Flacheninhalt hat wie das Rechteck

mit den Seiten @ und b. Es gilt ndmlich dann
mgl=a-b,

und fiir positive Zahlen a und b folgt daraus
my=)a-b.

Die Seite eines solchen Quadrats laBt sich

z.B. unter Benutzung des Hohensatzes oder

des Kathetensatzes konstruieren (Bild 7).

mg

Bild 7

Bildet man von mehreren Zahlenpaaren so-
wohl das arithmetische als auch das geo-
metrische Mittel, so fillt auf, das letzteres stets
kleiner ist als das erstere, [alls die Zahlen von-
einander verschieden sind. So ist z.B. das
arithmetische Mittel der Zahlen 2 und 18 die
Zahl %: 10, das geometrische Mittel die
Zahl)/2-18=6.

Es 148t sich beweisen, daB das in jedem Falle
SO ist.

Da das Quadrat einer von Null verschiedenen
Zahl stets positiv ist, muf3 gelten

(a—b)? >0,d.h.

a®—2ab+b?*>0. Durch Addition von

4ab auf beiden Seiten erhidlt man daraus

a? +2ab+b?> 4ab und nach Anwendung

der ersten binomischen Formel

(a+b)? > dab. Fiir positive Zahlen

a und b [olgt :

a+b > 2|/ ab und nach Division
durch 2

a+b L.
5= > [/E, d. h. also, daB in jedem

Falle das arithmetische Mittel von a und b
(mit a=+ b) groBer ist als das geometrische
Mittel dieser beiden Zahlen.

Aufgaben (II)

A10A Ermittle (im Kopf)das arithmetische
Mittel der Zahlen 2023;2029; 2021 ; 2027!

All A Berechne von den Zahlen 3 und 27
das arithmetische Mittel und das geometri-
sche Mittel!

A 124 Das geometrische Mittel aus 6 und
einer Zahl x sei 18. Ermittle x!

Al13a Bilde eine Folge von Zahlen, die
mit 2 und 6 beginnt und in der jedes Glied
(auBer dem ersten und dem letzten) geometri-
sches Mittel seiner Nachbarglieder ist!

Al14 A Setze zwischen die Zahlen 1 und 64
zwei Zahlen x und y so ein, daB diese vier
Zahlen eine Folge bilden, in der x und y
a) arithmetisches Mittel,

82

Ein Programm--
ablaufplan

Das Titelbild der alpha 4/80 zeigt die Vor-
schrift bzw. den Algorithmus fiir die Division
rationaler Zahlen in Form einer graphischen
Darstellung. Solche Darstellungen nennt man
auch Programmablaufpline oder Flufbilder.
Sie stellen eine notwendige Grundlage fiir die
programmtechnische Aufbereitung des Ver-
fahrens fiir Rechenautomaten, also fir die
Programmierung des Verfahrens dar. Rechen-
automaten konnen nimlich nur das leisten,
worauf sie eingestellt, programmiert sind.
Schleicht sich ein Fehler in das Programm
ein, so liefern sie die unsinnigsten Ergebnisse.

b) geometrisches Mittel ihrer Nachbarglieder
sind!

Al5a Von drei Zahlen a, b und c ist be-
kannt:

(1) b ist dreimal so groB wie a.

(2) c ist um 8 kleiner als b.

(3) Das arithmetische Mittel der drei Zahlen
ist 30.

Ermittle g, b und c!

Al6A Von drei zweistelligen natiirlichen
Zahlen a, b und c sei bekannt:

(1) a wird weder groBer noch kleiner, wenn
man seine Ziflern vertauscht.

(2) b ist um 44 groBer als a.

(3) a ist das arithmetische Mittel von b und c.

Al7Aa Von zwei positiven Zahlen a und b
ist bekannt:

(1) Ihre Differenz betragt 70.

(2) Die Dilferenz aus dem arithmetischen und
dem geometrischen Mittel beider Zahlen ist
25.

Wie lauten die beiden Zahlen?

Al8a In dem folgenden Kryptogramm
stellt jeder Buchstabe eine der Grundziffern
(von 0 bis 9) dar, gleiche Buchstaben be-
deuten gleiche, verschiedene Buchstaben be-
deuten verschiedene Ziflern, und wie iiblich
ist Null als erste Stelle nicht zugelassen.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, daB die
Zahlen ABC und DA das arithmetische Mittel
DE haben!

K. Lehmann

Zunichst ist sehr wichtig zu wissen, welche
elementaren Operationen die Rechenmaschi-
ne iiberhaupt ausfiihren kann, denn nur sol-
che diirfen in einem Programmabiaufplan
vorkommen. Weiterhin muB man sehr genau
durchdenken, welche Operation die Maschine
in welcher Reihenfolge verrichten soll.

Wir wollen uns nun etwas niher mit dem
Aufbau von Programmablaufplidnen beschaf-
tigen, um das Titelbild zu verstehen.
Programmablaufplidne setzen sich aus ein-
zelnen Bausteinen, auch Sinnbilder genannt,
zusammen.

Die Verbindungslinien zwischen den einzelnen
Kastchen des Programms nennt man Pro-
grammlinien. Die Pfeilrichtung gibt jeweils
die Richtung an, in der das Programm abzu-
arbeiten ist.

Organisationskdstchen dienen der Beschrei-
bung von Anfang und Ende des Programms
(Bild 1).

N

Ein- und Ausgabekdstchen werden verwendet,
um die Groflen, die in die Rechnung ein-
gehen (in unserem Beispiel Dividend a und
Divisor b) und die GroBen, die nach Ablauf
der Rechnung als Ergebnis zur Verfiigung
stehen (in unserem Falle der Quotient Q), zu
erfassen (Bild 2).

Eingabe Ausgabe Q
a,b (b+0) Lj
Bild 2

In Operationskisichen werden die auszulih-
renden Operationen genau beschrieben. Das
kann mit Hilfe von Formeln oder auch durch
Worte geschehen. Haufig wird dabei die
Ergibtanweisung (Symbol ,,:=") verwendet.
Sie besagt, daB aus bekannten GroBen aul der
rechten Seite der Anweisung die links stehen-
de GroBe zu berechnen ist.

Hier einige Beispiele:

x:=|a|

bedeutet, daB von einer beliebigen Zahl g der
absolute Betrag zu bilden ist. Das Ergebnis
wird mit x bezeichnet.

bedeutet, daB x durch y zu dividieren ist und
man das Ergebnis mit z bezeichnet.

Das Symbol f(x) bedeutet in unserem kon-
kreten Beispiel den Ubergang von der ratio-
nalen Zahl x (x=0) zur entsprechenden ge-
brochenen Zahl (Beispiel: f(+2)=2).

Das Symbol f ~!(x) bedeutet demnach den
Ubergang von einer gebrochenen Zahl zu der



entsprechenden rationalen Zahl (Beispiel:
S710,2)= +0,2).

z:= f1 (z)
bedeutet, daB zur gebrochenen Zah! z die ent-
sprechende rationale Zahl anzugeben ist und
diese Zahl der neue Wert von z ist.
Achtung: Das Ergibtzeichen darf nicht mit
dem Gleichheitszeichen verwechselt werden.
Fragekdstchen (auch Alternativkdstchen ge-
nannt) werden verwandt, wenn eine Ent-
scheidung zu treffen ist. Zu dem Kistchen
fiihrt stets genau ein Pfeil hin, und zwei Pfeile
fihren davon weg. Die Kistchen enthalten
solche Fragen, die man nur mit ,ja“ (Sym-
bol: j) oder ,nein* (Symbol: n) beantworten
kann.
Beispiele:
Ist a gleich Null?

symbol: (_a=07
n

Stimmen die Vorzeichen von a und b iiber-
ein? [l

Symbol: (_sgpa = sgn b@.j
‘ n

Nun sind alle Symbole des FluBbildes fiir die
Division rationaler Zahlen erkldrt, und ihr
konnt das Titelbild verstehen.

Das Titelbild stellt allerdings keinen Pro-
grammablaufplan fir eine EDV-Anlage dar.
(Dort wiirde z. B. die hier verwendete Funk-
tion f gar nicht benotigt!) Das FluBbild auf
dem Titelblatt widerspiegelt lediglich das in
der Schule behandelte Vorgehen bei der
Division rationaler Zahlen.

Hier nun noch einige Aufgaben zur eigenen
Kontrolle:

Ala Lose folgende Divisionsaufgaben!
a)(—3,2):(—0,8), b)(—4,2):7, ¢)3,6:(—1,2)
Zeichne jeweils den Weg im Programm-
ablaufplan des Titelblattes ein!

A2a Versuche, einen Programmablaufl
fiir das in der Schule behandelte Verfahren
der Multiplikation rationaler Zahlen zu ent-
werfen!

A3A Wasbedeutet ?

b-7 ] b xi=k+1]

L. Flade

a;[ X =

Millionengewinne

mit mathematischen Tricks?

Mein GroBvater war verspielt. Vor und nach
dem Ernst kam der Spicl-SpaB. Eines der
Spielchen ging so: Wenn mit der Miinze er-
mittelt worden war, wer anfingt, muBte der
erste eine beliebige Zahl von 1 bis 10 nennen.
Der zweite suchte sich ebenfalls eine dieser
Zahlen heraus und addierte sie laut dazu. So
ging es abwechselnd weiter. Wer zuerst die
100 erreichte, war Sieger. GroBvater gewann
immer ... bis er mir sein Gehejmnis verriet.
Aber vielleicht kommst du ohne Hilfe dar-
aul.

Immer, wenn ich einen Lottoschein ankreuze,
frage ich mich, ob es nicht auch fir dieses
Spiel eine geheimnisvolle Methode gibt, die
einen Gewinn garantiert. Wer kdnnte das
besser wissen als einer jener Mathematiker,
die sich mit dem Zufall beschiftigen und sich
deshalb Stochastiker nennen. Rein zufdllig -
wie man so sagt — komme ich mit Prof.
Dr. Hans-Joachim Girlich ins Gesprich, der
dieses Fachgebiet an der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit vertritt. Er winkt
lichelnd ab, als ich meine Gedanken vor-
trage. Lotto ist ein absolut faires Spiel, ver-
sichert er mir. Kein Spieler — auch nicht ein
Mathematiker - kann einen Fiinfer voraus-
sagen. Jeder hat die gleichen Chancen.

Aber, so erfahre ich, mit der Untersuchung
von Gliicksspielen begann die Entwicklung
wichtiger mathematischer Methoden, die heu-
te unter dem Begrifl Stochastik zusammen-
gefaBt werden. Dazu gehoren die mathemati-
sche Statistik und die Wahrscheinlichkeits-
theorie. Sie helfen, mit mdglichst groBer
Sicherheit Voraussagen iiber beliebige zu-
fallsbedingte Massenerscheinungen in Natur
und Gesellschaft, in Wissenschaft und Wirt-
schaft, in Medizin und Technik zu treffen.
Seit langem wird beispielsweise aus Statisti-
ken der Lebenserwartung der individuelle
Versicherungsbeitrag abgeleitet. Die Wahr-
scheinlichkeitstheorie erlaubt es, Wetterpro-
gnosen zu errechnen. Ohne zu wissen, wann
der einzelne Kunde ins Kaufhaus geht, kann
eine solche Minimalbesetzung der Kassen
ermittelt werden, die niemals Schlangen ent-
stehen 1d8t. Das bringt dem Kéiufer Zeit-
gewinn, dem Handel erhthten Umsatz. Ma-
thematiker stellen Stichprobenpliine auf, um
eine optimale Giitekontrolle in der GroB-
produktion zu gewihrleisten.

Nicht jedes Stiick kann auf Herz und Nieren
iiberpriift werden. Dann wiire es unbezahlbar.
Stochastik ist auch im Spiel, wenn iiber In-
vestitionen entschieden wird oder wenn fiir
ein neues Produkt die Absatzchancen aufl
dem Weltmarkt abzuschitzen sind.

So tragen ,,mathematische Tricks" dazu bei,
den Zufall zu beherrschen und Millionen-
gewinne [ur uns alle zu sichern.
Zuriick zu meinem GrofBvater. Hast du in-
zwischen durchschaut, wie er den Zufall aus-
schaltete? Ganz einfach: Derjenige wird Sie-
ger, der die Zahl 89 erreicht oder — noch bes-
ser — vorher die strategischen Zahlen 78, 67,
56, 45, 34, 23, 12 und 1 in Anspruch nimmt.
Stimmt’s?

aus: LVZ v.9./10.2.80
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Preistriiger

Einen ersten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Jorg Pietschmann,
EOS J. J. Winkelmann (K1. 9), Stendal (1);
John Matzke, EOS G. E. Lessing, Erfurt (2);
Jochen Lattermann, EOS Pestalozzi (K1. 9),
Dresden (3); Steflen Deutschmann, EOS
F. Schiller, Bautzen (4). In Klassenstufe 11/12
wurden keine ersten Preise vergeben.

Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Christoph Zimmer-
mann, EOS Friedrich Engels, Karl-Marx-
Stadt; Martin Arnold, Goethe-Schule (EOS),
Ilmenau; Ralf Hortig, 13. OS Cottbus;
Hagen Mrowetz, EOS A. Puschkin, Prenzlau;
Thorsten Eidner, EOS F. Heckert (K. 9),
Zeulenroda; Volkmar Heinrich, EOS H. Ma-
tern, Templin; Horst Schulze, Spezialsch. .
Elektronische Industrie M. A. Nexd, Dres-
den; Karsten Petzold, BBS E. Schneller
(1. Lehrjahr), Lauchhammer-West; Jiirgen
Anders, EOS A. Ladwig (Kl. 9), Ludwigs-
felde; Georg Schreckenbach, EOS 4 (KI. 9),
Potsdam.

In Olympiadeklasse 11/12: Erasmus Scholz,
Spezialsch. f. Elektronische Industrie M. A4.
Nexd, Dresden (5); Andrean Goede, Spezial-
schule {. Math./Phys. der Humboldt-Univer-
sitit zu Berlin (K1. 11) (6); Peter Zienicke,
EOS O. v. Guericke (K1. 10). Magdeburg (7);
Bodo Heise, F.-J.-Curie-Schule (KI. 10), Gor-
litz '(8); Meik Hellmund, EOS Henfling
(KL. 11), Meiningen (9); Norbert Miinch,
Erw. Goethe-OS Bad Doberan; Grit Werner,
Spezialkl. d. Martin-Luther-Univ. Halle (KI.
11); Bernd Kichheim, F.-Schiller-EOS Wei-
mar (KI. 10). ’

21 Schiiler erhielten einen 3. Preis, 42 Schiiler
eine Anerkennungsurkunde fiir gute Leistun-
gen. An der XI1X. OJM nahmen 180 Schiiler,
davon 27 Midchen, teil. 45 Schiiler waren
Friihstarter*, d. h., starteten in einer héhe-
ren Klassenstufe.

Die Aufgaben und Lésungen der Olympiade-
klasse 10 sowie die Aufgabén zur Olympiade-
klasse 11/12 veré(ffentlichen wir in Heft 5/80,
d. Red.
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

der Bezirksolympiade
(9./10. Februar 1980)

Aufgaben

Olympiadeklasse 7

1. Ermittle alle geordneten Paare (x;y) natiir-
licher Zahlen, die folgende Bedingungen er-
fillen:

(1) Die zweite Zah] y ist um 1 kleiner als das
Dreifache der ersten Zahl x.

(2) Das Produkt aus dem Sechsfachen der
ersten und dem Vierfaehen der zweiten Zahl
betragt 1680.

2. Von den drei Kreisen k;, k,, k3 mit dem
gleichen Radius r, aber verschiedenen Mittel-
punkten M,, M, bzw. M; werde vorausge-
setzt: '

k> und k3 schneiden sich in einem Punkt P
und einem Punkt A+ P.

k3 und k; schneiden sich in P und einem
Punkt B+ P.

k., und k, schneiden sich in P und einem
Punkt C#+P.

Beweise, dafl aus diesen Voraussetzungen
stets folgt: Der Umkreis des Dreiecks ABC
hat r als Radius!

3. Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB||CD
aus ag=55cm, c¢=25cm, e=45cm,
f=6,0cm! Dabei seien a bzw. ¢ die Lingen
der Seiten AB bzw. CD; e bzw. f die Lingen
der Diagonalen AC bzw. BD.

Beschreibe und begriinde deine  Konstruk-
tion! Untersuche, ob ABCD durch die gege-
benen Lingen bis auf Kongruenz eindeutig
bestimmt ist!

4. Birgit und Frank erhalten folgende Infor-
mationen iiber die Schiiler einer Schulklasse:
Die Anzahl aller Schiiler dieser Klasse ist klei-
ner als 40. Genau 609 dieser Schiiler neh-
men an der AG ,,Bildende Kunst” teil, genau

66%“,, aller Schiiler der Klasse gehen regel-

miBig zum Schwimmen, genau 509 aller
Schiiler der Klasse sind Leser der Kinder-
bibliothek.

Birgit nennt eine natiirliche Zahl x und meint:
Aus den Informationen folgt, daB3 mindestens
x Schiiler dieser Klasse sowohl an der AG
,Bildende Kunst* teilnehmen als auch regel-
miBig zum Schwimmen gehen; dagegen folgt
nicht, daB mehr als x Schiiler der Klasse
diese beiden Freizeitbeschiftigungen aus-
iiben. )

Frank nennt eine natiirliche Zahl y und meint:
Aus den Informationen [olgt, daB mindestens
y Schiller dieser Klasse an allen drei Formen
der Freizeitbeschiftigung (AG ,Bildende
Kunst“, Schwimmen, Kinderbibliothek) teil-
nehmen.

a) Zeige, daB aus den gegebenen Informatio-
nen die Anzahl aller Schiiler der Klasse ein-
deutig ermittelt werden kann, und gib diese
Anzah] an! _

b) Ermittle eine natiirliche Zahl x so, daf
Birgits Aussagen wahr sind!

c) Beweise, daB Franks Aussagen [ir jede
natiirliche Zah! y >0 falsch sind!

5. Cathrin geht einkaufen. Sie hat genau
18 Geldstiicke, und zwar nur Zweimark- und
Fiinfzigpfennigstiicke. bei sich. Von dem Ge-
samtbetrag dieses Geldes gibt sie genau die
Halfte aus. Nach dem Einkauf stellt sie fest,
daB sie jetzt wieder ausschlieBlich Zweimark-
und Fiinfzigpfennigstiicke bei sich hat, und
zwar soviel Zweimarkstiicke, wie sie vor dem
Einkaul Fiinfzigplennigstiicke besaB, und
soviel Fiinfzigpfennigstiicke, wie sie vorher
Zweimarkstiicke hatte.

Welchen Geldbetrag besaB Cathrin noch
nach dem Einkau(?

6. Es sei ABCD ein Quadrat der Seitenldnge
6cm und E der Mittelpunkt der Seite AD.
Auf CE sei ein Punkt F so gelegen, daB} die
Flache der Dreiecke AFE und BCF inhalts-
gleich sind.

Ermittle den Flicheninhalt des Dreiecks
ABF!

Olympiadeklasse 8

1. Klaus erzihlt: , Als ich kiirzlich einkaulte,
hatte ich genau drei Miinzen bei mir. Beim
Bezahlen stellte ich folgendes lest. Wenn ich
zwei meiner Miinzen hingebe, so {ehlen noch
3,50 M bis zum vollen Preis der gekaulten
Ware, lege ich aber nur die iibrige Miinze hin,
so erhalte ich 3,50 M zuriick.”

Ermittie aus diesen Angaben alle Moglichkei-
ten dafir, wieviel Miinzen welcher Sorte
Klaus bei sich gehabt hat! Dabei sind nur in

~der DDR giiltige Miinzen, d. h. Miinzen zu

1, 5, 10, 20 und 50 PI, sowie zu 1, 2, 5, 10 und
20 Mark zu beriicksichtigen.

2. Gegeben seien ein Punkt M sowie ein
Kreis k mit M als Mittelpunkt. Gesucht ist
ein Quadrat ABCD, das lolgende Eigenschal-
ten hat:

(1) Die Eckpunkte A und D liegen auf der
Kreislinie k.

(2) Die Quadratseite BC beriihrt den Kreis k
in einem Punkt P, der zwischen B und C
liegt.

Begriinde und beschreibe eine Konstruktion,
die (ausgehend von dem gegebenen Kreis k)
zu einem Quadrat mit diesen Eigenschaften
fiihrt! Untersuche, ob es (zu gegebenem k) bis
aul Kongruenz genau ein solches Quadrat
gibt!

3. Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der
Seitenlinge a. Eine Parallele zu 4B schneide
die Seiten BC und AD in den Punkten E
bzw. F, eine Parallele zu BC schneide AB und
EF in den Punkten G bzw. H, und eine
Parallele zu AB schneide die Strecken BE
bzw. GH in den Punkten J bzw. K.

a) Ermittle den Umlang des Rechtecks KJEH
in Abhéngigkeit von a unter der Bedingung,
daB die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und
FECD untereinander flacheninhaltsgleich
sind!

b) Ermittle den Flicheninhalt des Recht-
ecks KJEH in Abhingigkeit von a unter der
Bedingung, daB die Rechtecke AGHF, GBJK,
KJEH und FECD untereinander umfangs-
gleich sind!

4. Beweise, daB das Produkt dreier aufein-
anderlolgender natiirlicher Zahlen, vermehrt
um die mittlere Zahl, stets die 3. Potenz der
mittleren Zahl ergibt!

5. Es sei EG ein Durchmesser eines Kreises k.
Diein E und G an k gelegten Tangenten seien
t bzw. t'. Auf t sei eine Strecke AB so gelegen,
daB E ihr Mittelpunkt ist. Die von 4 und B
aus an k gelegten (und von ¢ verschiedenen)
Tangenten mogen ¢’ in D bzw. C schneiden.
Der Radius von k sei r; die Langen von AB
bzw. CD seien a bzw. c.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
stets die Gleichung

r? =% gilt!

6. Ein Taxifahrer hatte den Aultrag, um
15.00 Uhr einen Gast vom Bahnhof abzu-
holen. Bei einer Durchschnittsgeschwindig-
km
y
erreicht. Aul Grund ungiinstiger Verkehrs-
verhiltnisse konnte er jedoch nur mit einer

keit von 50 hitte er sein Ziel piinktlich

Durchschnittsgeschwindigkeit von 30 kTm fah-

ren und kam deshalb erst um 15.10 Uhr am
Bahnhof an.

a) Berechne die Linge des Weges, den der
Fahrer bis zum Bahnhof zuriickgelegt hat!
b) Berechne die Zeit, die der Fahrer bis zum
Bahnhof bendtigte!
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1. Beim Losen einer Gleichung der Form
ax—6=bx—4

mit gegebenen natiirlichen Zahlen ¢ und b

stellt Matthias lest:

(1) Die Gleichung hat eine natiirliche Zahl x

als Losung.

(2) Die gleiche Zahl ergibt sich, wenn man -

zur Durchliihrung der Probe — jeweils aul

einer Seite dieser Gleichung die gefundene

Losung x einsetzt.

Ermitteln Sie alle Paare (a:b) natirlicher

Zabhlen, [iir die diese Feststellungen (1) und (2)

zutreflen!

2. Gegeben sei ein Rechteck ABCD, fiir das
A_l§=alﬁ und BC=u gilt. Es sei F der
Mittelpunkt der Seite CD.

Beweisen Sie. daB die Strecken AC und BF
senkrecht zueinander verlaulen!

3. Von n Kartons (n eine beliebige natiir-
liche Zahl groBer als 0) werde vorausgesetzt,
daB ihre Abmessungen folgende Eigenschal-
ten haben:

Der erste Karton kann in den zweiten gelegt
werden (falls n=2 ist); die ersten beiden
Kartons konnen nebeneinander in den dritten
gelegt werden (falls n 2> 3 ist):

die ersten drei Kartons kénnen nebeneinan-
der in den vierten gelegt werden (falls n=4
ist);

die ersten n— | Kartons konnen nebeneinan-
der in den n-ten gelegt werden. '
Beweisen Sie, dal} es moglich ist, derartige n
Kartons so ineinanderzulegen, dal3 folgende
Forderungen erfiillt sind:

(1) Jeder Karton enthilt in seinem Innern
eine gerade Anzahl anderer Kartons (wobei
auch 0 als gerade Anzahl zugelassen ist).

(2) Es gibt hochstens zwei Kartons, die in
keinem anderen Karton enthalten sind.

(3) Betrachtet man fiir jeden Karton die
Menge aller in seinem Inneren enthaltenen
Kartons, so gibt es auch in dieser Menge
héchstens zwei Kartons, die in keinem ande-
ren Karton dieser Menge enthalten sind.

4. a) Beweisen Sie, daB es im dekadischen
Zahlensystem keine dreistellige Primzahl gibt,
deren drei einzelne Ziffern sich so anordnen
lassen, daB sie drei unmittelbar auleinander-
folgende natiirliche Zahlen darstellen'

b) Beweisen Sie, daB3 es fiir eine geeignete
natiirliche Zahl n=3 im Zahlensystem mit
der Basis n eine dreistellige Primzahl gibt,
deren drei einzelne Zillern sich so anordnen
lassen, daB sie drei unmittelbar aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen darstellen!

5. Auf dem Arbeitsblatt sind zwei zueinander
kongruente Strecken AB und A'B’ gegeben.
Gesucht ist ein Punkt Z der Zeichenebene
mit {olgender Eigenschaft: Es gibt eine Dre-
hung um Z, die 4 in A’ und B in B’ iiber-
fiihrt.

II

Beschreiben und begriinden Sie eine Kon-
struktion eines solchen Punktes Z (falls ein
solcher existiert)! Untersuchen Sie. ob genau
ein solcher Punkt Z existiert!

6. Fiir gecignete natiirliche Zahlen n gibt es
ebenllichig begrenzte Korper mit n Ecken
und weniger als n Flichen. Zum Beispiel ist
fiir 1=38 ein Quader ein solcher Korper, da er
genau 8 Ecken hat und von genau 6 ebenen
Flichen (Rechtecken) begrenzt wird.
Untersuchen Sie, ob eine natiirliche Zahl N
die Eigenschaft hat, daB es fiir jede natiirliche
Zahl n= N einen ebenllichig begrenzten Kor-
per mit n Ecken gibt, der von weniger als n
ebenen Flachen begrenzt wird! Wenn dies der
Fall ist, ermitteln Sie.die kleinste natiirliche
Zahl N mit dieser Eigenschaft!

Olympiadeklasse 10

1. Das Bild zeigt ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck ABC mit gegebener Kathe-
tenlange a, iiber dessen Seiten nach auBen die
Quadrate BCDE, ABGF, ACJH gezeichnet
sind.

F G

a) Zeigen Sie, daB es eine Kreislinie gibt, aul
der die Punkte D, E, F, G, H und J liegen!
Ermitteln Sie (zu gegebenem «) den Durch-
messer dieses Kreises!

b) Beweisen Sie: Jeder Kreis, der die Punkte
D, E, F, G, H und J in seiner Fliche oder
auf seinem Rande enthilt und einen anderen
Mittelpunkt als der in a) genannte Kreis hat,
hat einen grofBeren Radius als dieser Kreis!

2. Ermitteln Sie alle Paare (x:y) reeller Zah-
len, fiir die erstens in der Gleichung

2 l+x--3_r+3\/2x-»4y+|=2 (1)
der Term auf der linken Seite (als reelle Zahl)
definiert ist und zweitens diese Gleichung (1)
erfiillt ist!

3. Jeder Wiirfel besitzt sowohl eine Umkugel
(d. h. eine Kugel, auf der samtliche Eckpunkte
des Wiirlels liegen) als auch eine Inkugel
d.h. eine Kugel, die jede Seitenfliche des
Wiirfels beriihrt). Ebenso besitzt jedes regu-
lire Oktaeder (siche ..Tabellen und Formeln*,
S. 33) sowohl eine Umkugel als auch eine In-
kugel.

Von einem Wiirfel und einem reguliren
Oktaeder werde nun vorausgesetzt. dal} die
Umkugeln dieser beiden Korper denselben
Radius haben.

Ermitteln Sie unter dieser Voraussetzung das
Verhiltnis r, :r;, wobei r; der Radius der
Inkugel des Wiirfels und r, der Radius der
Inkugel des Oktaeders ist!

4. Sind A. B. C drei verschiedene Punkte aufl
einer Kreislinie vom Radius r und hat
x ACB die GroBe 7, so gilt
4B

sin ,’=—2—r‘ .
5. Von einer Funktion f, die fiir alle von 0
verschiedenen reellen Zahlen erklirt ist, sei
vorausgesetzt, dal [olgendes gilt:
(Y Esistf()=1.

(2) Fiir jedes x+0 istf()—i) =% f(x).

(3)Firalle x,x, mit x,%0,x, £0,x; + x, %0
istf(xy +x2)=f{x1)+f(x2)

Beweisen Sie, daB fiir jede Funktion f, die
diese Voraussetzungen erfullt,

fG) =§ gilt!

6. Beweisen Sie, daB fiir alle reellen Zahlen

a,bund ¢
Via+c) +b7+)/(a—c) +b?

=2/ a®+b? gilt!

Losungen
Olympiadeklasse 7

(1)

1. Angenommen, fir ein Paar (x;y) natiir-
licher Zahlen seien die Bedingungen (1), (2)
erfiillt. Dann gilt

y=3x-1 (1)
und 6x - 4y = 1680, also
xy=70. 2)

Wie man (bei Beachtung von 70=1-2-5-7)
durch systematisches Erfassen aller moglichen
Fille erkennt. wird (2) nur von folgenden
Zahlenpaaren erfiillt:

(1;70), (2;35), (5:14), (7;10), (10;7), (14:5),
(35:2), (70;1). Von diesen Zahlenpaaren er-
{illt aber nur (5;14) auch die Bedingung (1).
Daher kann nur das geordnete Paar (5:14)
alle gestellten Bedingungen erfiillen.

Es erfiillt diese Bedingungen tatsichlich:denn
esgilt 14=3-5-1

und 6-5-4-14=30-56=1680.

2. Nach Voraussetzung gilt
PM;=PM,=PM;=AM,=AM;=BM,
=BM,=CM,=CM,=r. (1
Daher sind PM;AM,, PM3BM,,-PM ,CM,
Rhomben. Also gilt

BM | M\P|CM,, CM, | MP| AM;,
AM, | M3P|| BM,.

Hiernach und wegen (1) sind BCM,M;,
CAM3M,, ABM M, Parallelogramme, also
gilt BC=M,M;, CA=M3M,, AB=M M,
Folglich ist AABC= AM,M,M; (Kongru-
enzsatz sss).




Nun hat AM MM, wegen (1) den Kreis um

P mit r als Umkreis. Also hat das zu
AM MM, kongruente Dreieck ABC eben-
falls r als Umkreisradius, w.z.b. w.

3. I. Angenommen, ABCD habe die verlang-
ten Eigenschalten. Dann schneidet die Par-
allele durch C zu BD die Verlangerung von
AB iiber B hinaus in einem Punkt E, fiir den
BE|| DC und BD || EC gil. Also ist BECD ein
Parallelogramm; daher gilt EC=BD und
BE=DC. Somit hat AAEC die Seitenliingen
E=e,ﬁ=[und AE=AB+BE=a+c.
I1. Daher entspricht ABCD nur dann den Be-
dingungen der Aufgabe, wenn es durch [ol-
gende Konstruktion erhalten werden kann:
(1) Man konstruiert eine Strecke AB der
Lénge a.
(2) Man verldngert AB iiber B hinaus um c;
der erhaltene Endpunkt sei E.
(3) Man konstruiert den Kreis um A mit e
und den Kreis um E mit f. Schneiden sie sich,
so sei C einer ihrer Schnittpunkte.
(4) Man konstruiert die Parallele durch C
zu AB und die Parallele durch B zu EC.
Schneiden sie sich, so sei D ihr Schnittpunkt.
111. Beweis, daB jedes so konstruierte Viereck
ABCD den Bedingungen der Aulgabe ent-
spricht: Nach (4) ist ABCD ein Trapez mit
AB|[CD. Nach (1) und (3) ist AB=g und
AC=e. Nach (2) und (3) ist ferner BE=c,
R:f, und da BECD nach (4) ein Parallelo-
gramm ist, folgt auch DC=BE=c und
BD=EC=f.

D c

el

A B~

IV. Da fiir die gegebenen g, c, e, f je zwei
der Langen e, f, a+ ¢ eine groBere Summe als
die dritte dieser Langen haben, ergibt sich bei
den Konstruktionsschritten (1) bis (3) ein bis
aul Kongruenz eindeutig bestimmtes Drei-
eck AEC; insbesondere wird AB # EC. Hier-
nach ist auch Konstruktionsschritt (4) ein-
deutig ausfiihrbar. Daher ist ABCD durch die
gegebenen Lingen bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt.

3
=%
muf} die gesuchte Anzahl z durch 2, 3 und 5,
wegen der paarweisen Teiler[remdheit dieser
Zahlen also durch 2 -3 - 5= 130 teilbar sein.
Wegen 0 <z <40 folgt somit z=30.

2
£.30=2
3 30=20.

4.a) Da 60%,

2, 2
66§ ,/o—j

und 509 =; gilt,

X
b) Daher und wegen ’3-30=18.

;30: 15 nehmen genau 18 Schiiler an der

AG _,Bildende Kunst™ teil, genau 20 der Schii-
ler gehen regelmiBig zum Schwimmen und

genau 15 der Schiiler sind Leser der Kinder- _

bibliothek.

Hiernach [olgt, daB mindestens 8 Schiiler
dieser Klasse sowohl an der AG ,.Bildende
Kunst* teilnehmen als auch regelmiBig zum
Schwimmen gehen. Wiren es ndmlich weni-
ger als 8, so gibe es unter den 20 regelmiBig
zum Schwimmen gehenden Schiilern mehr als
12, die nicht an der AG ,Bildende Kunst*
teilnehmen. Diese Schiiler und die 18 Teil-
nehmer der AG wiren zusammen bereits
mehr als 30 Schiiler.

Dagegen [olgt nicht, daB mindestens 9 Schii-
ler der Klasse diese beiden Freizeitbeschafti-
gungen ausiiben. Denn nach den Informatio-
nen ist z.B. folgende Verteilung moglich:
Von den 18 Teilnehmern der AG ,,Bildende
Kunst* gehen genau 8 zum Schwimmen, ge-
nau die anderen [0 sind Leser der Kinder-
bibliothek ; die Uibrigen 12 Schiiler der Klasse
gehen simtlich zum Schwimmen, genau 5 von
ihnen sind auBerdem Leser der Kinderbiblio-
thek. Damit ist bewiesen, dal3 Birgits Aussa-
gen fiir die Zah] x=8 wahr sind.

c) Wie das ebengenannte Beispiel zeigt, be-
steht nach den Informationen auch die Mog-
lichkeit, daB3 kein Schiiler der Klasse alle drei
Freizeitbeschdltigungen ausiibl. Fir keine
natiirliche Zahl y > 0 kann daher Franks Aus-
sage wahr sein.

5. Bezeichnet man die Anzahl der Zweimark-
stiicke, die Cathrin vor dem Einkaul besal,
mit x, so hatte sie zur gleichen Zeit (18 —x)
Fiinfzigpfennigstiicke. Der Geldbetrag, den
sic vor dem Einkauf besaB, betrug somit
(2x+(18 —x) - 0,5)Mark =(1,5x + 9)Mark.Da
sie davon genau die Hilfte ausgab, hatte sie
nach dem Einkauf noch (0,7x +4,5) Mark.
Laut Aufgabe setzte sich dieser Betrag aus
(18 —x) Zweimarkstiicken und x Fiinfzig-
plennigstiicken zusammen. Daher gilt
0,75x+4,5=2(18 —x)+0,5x=36—1,5x,
woraus man 2,25x =31,5, also x = 14 erhilt.
Folglich hatte Cathrin vor dem Einkauf ge-
nau 14 Zweimarkstiicke und genau 4 Fiinfzig-
plennigstiicke, das sind zusammen 30 Mark,
bei sich. Nach dem Einkauf besaB sie genau
4 Zweimarkstiicke und genau 14 Fiinlzig-
plennigstiicke, das sind zusammen 15 Mark.

6. Das Lot von F auf CB habe die Lange von
xcm, das Lot von F aul AD hat dann die
Linge (6 —x)cm. Da die Flacheninhaite der
Dreiecke AFE und BCF gleich sind und E

. a1
Mittelpunkt von AD ist, gilt i-3-(6—.\‘i

=% - 6x, also

9— %x =3x, woraus

x =2 folgt.
Fiir die Flidcheninhalte A4pr, Agcp, Ascr»
Aapcp der Dreiecke ABF, ECD, BCF bzw.
des Quadrates ABCD gilt
Aasr=Aapco— Aeco— 2Apcr und

1
A,m(‘p=36 sz, AECD=§ -6-3 Cm2=9 sz,

ABCF=% -2-6cm?=6cm?.
Folglich ist

Aapr=36cm?—9cm? —12cm?=15cm?.

D C

Y F
(6-x) x
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1. Die Differenz zwischen der Summe der
Werte der ersten beiden Miinzen und dem
Wert der dritten Miinze betragt genau 7,00 M.
Deshalb ist der Wert der dritten Miinze
groBer als 7 M, also 10 M oder 29 M.

Wiire die dritte Miinze eine Miinze zu 20 M
gewesen, dann miiBte die Summe der Werte
der beiden anderen Miinzen genau 13 Mark
betragen haben, das ist mit den angegebenen
Miinzwerten jedoch nicht moglich.

Also war die dritte Miinze eine Miinze zu
10 M, und die Summe der Werte der beiden
anderen Miinzen betrug genau 3 M. Das ist
bei den angegebenen Miinzsorten nur mog-
lich, wenn Klaus eine 2-Mark-Miinze und
eine 1-Mark-Miinze bei sich hatte.

Klaus hatte also bei diesem Einkaul eine
10-Mark-Miinze, eine 2-Mark-Miinze und
eine 1-Mark-Miinze bei sich.

2. I. Angenommen, ein Quadrat ABCD habe
die verlangten Eigenschalten. Dann liegt M
wegen MA =MD auf der Mittelsenkrechten
m von AD. Ferner beriihrt die Gerade ¢
durch B, C den Kreis k in P, also ist ¢t senk-
recht zur Geraden durch M, P. Diese steht
somit wegen AD | BC auch auf AD senkrecht
und ist daher die Gerade m; damit ist gezeigt,
daB m durch P geht. Da m auch Mittel-
senkrechte von BC ist, ist [olglich P der Mit-
telpunkt von BC. Wendet man auf ABCD
eine beliebige zentrische Streckung mit dem
Zentrum P an, so entsteht ein Quadrat
A’B’C’D’,g,essen Ecken B', C’ aul ¢ liegen und
dessen Seite B'C’ den Mittelpunkt P hat.

Fortsetzung auf Seite VI

111



3. Durch welchen Ausgang findet das Eichhérnch;n
aus seinem Bau heraus?

1-2-3
Lustige Logelei
alpha-Wandzeitung

1. Eine der vielen Lampen steht in vier Exemplaren auf
den Regalen. Wer findet sie am schnellsten ?

—[|LE

4. Vexierbild, entstanden um 1900: Wo steckt der
Rattenfinger von Hameln?

S|

2. a) Welches der Bilder a bis d gehort logischerweise
an Stelle des Quadrats mit dem Fragezeichen?

<

?

-

7

1

b

b) Welche der Figuren 1 bis 6 gehort logischerweise an
die Stelle des Fragezeichens?

2N
- T
Q0

v




6. Starte von einer Zahl aus und erreiche den Stern in
der Mitte des Irrgartens, ohne unterwegs eine der
eingezeichneten Linien zu kreuzen!

11

s

107

®p

s
~7
oY

7. Die rechte Halfte des Bildes ist Spiegelbild der lin-
ken bis auf fiinf Details, die sich einen anderen Platz
gesucht haben.

Wo sind sie wiederzufinden ?

8. Eines der acht Bilder wurde aus je ciner Einzelheit
der anderen sieben zusammengestellt. Welches?

9. Welches der drei Denkmiler paBt auf den neuen
Sockel?

10. Die sechs Kinderkopfe sehen einander sehr dhn-
lich. Aber nur zwei sind vollkommen gleich. Welche
sind es?

Diese lustigen Knobeleien stammen aus:

Budapest

@ 2

il

Rk

©

i

<



D c
D ¢
m ®
F ™
A’ / -
A B
+* t

II. Daher ist ABCD nur dann ein Quadrat
mit den Eigenschaften (1), (2), wenn es durch
folgende K onstruktion erhalten werden kann:
(3) Man zieht durch M eine Gerade, die m
genannt sei. Einen ihrer Schnittpunkte mit &
bezeichne man mit P.

(4) Man konstruiert die Senkrechte r in P
aul m.

(5) Auf r wihlt man einen beliebigen Punkt
B’ + P und verlingert die Strecke B'P iiber P
hinaus um ihre eigene Lange bis C'.

(6) Auf B'C’ errichtet man das Quadrat
A'B’'C’'D’ (nach der Seite von ¢ hin, aul der k
liegt).

(7) Die Strahlen aus P durch A’ bzw. durch
D' schneiden k in 4 bzw. D.

(8) Man (illt die Lote AB bzw. DC von A4
bzw. D auft.

I11. Beweis, daB jedes so konstruierte Vier-
eck ABCD ein Quadrat mit den Eigenschal-
ten (1) und (2) ist:

Nach Konstruktion liegen A4 und D auf &k,
also ist (1) erfiillt. Ferner beriihrt die Gerade
t, aul der B und C liegen, den Kreis k in P.
Nach Konstruktion ist m die Mittelsenk-
rechte von B'C’ und damit auch von A'D'".
Dabher liegen die Geraden durch P, A’ bzw.
durch P, B’ symmetrisch zu m; dasselbe gilt
fur & und folglich fiir A und D. Somit ist
ADLm,also AD | A'D’. Da nach Konstruktion
auch AB| A'B’ und DC | D'C’ ist, geht ABCD
aus A'B'C’'D’ durch eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum P hervor. Folglich ist auch
ABCD ein Quadrat, und die Seite BC wird
von k in ihrem Mittelpunkt P beriihrt, so daB
(2) insgesamt erfiillt ist.

IV. Konstruktionsschritt (3) ist bis aul Kon-
gruenz eindeutig ausfithrbar. Die Schritte
(5) und (6) fiilhren zwar nicht zu einem ein-
deutig bestimmten Quadrat A'B'C'D’, aber
je zwei der Quadrate, die entstehen konnen,
gehen auseinander durch eine zentrische
Streckung mit dem Zentrum P hervor. Daher
sind die in (7) konstruierten Strahlen fiur alle
in (5), (6) zu erhaltenden Quadrate dieselben,
d.h. durch (k und) P eindeutig bestimmt;
dasselbe gilt somit fir A, D'und nach (8) fiir
B, C. Also gibt es (zu k) bis aul Kongruenz
genau ein Quadrat mit den geforderten
Figenschaften.

3. a) Nach Voraussetzung hat jedes der vier

2
genannten Rechtecke den Flidcheninhalt %.

2
Daraus folgt DF=aZ:

VI

a? —. a* 3a a —+ 2a — g —
e I-=Z».Z=§, l:H=-?. J=T:E
a* 2a 3a
T4 3T®
Also ist der gesuchte Umfang 2EH =2EJ

_4a 3a 25a

3T T

b) Wir setzen BJ =x, KJ=y. Da die Recht-
ecke GBJK und KJEH umfangsgleich sind,
ist2(x+y)=2(JE +).also JE=x. Da AGHF,
GBJK und FECD umlangsgleich sind, ist die
Summe der halben Umfdnge von AGHF und
GBJK gleich dem Umfang von FECD,

also FA+AG+GB+BJ=2(CD+ CE),

d.h. 3x+a=2(a+a-2x).

Daraus [olgt

x=za.
Da AGHF und GBJK umlangsgleich sind,
gilt FA+ AG=GB+BJ,d.h.

6 3

Fata-y=y+za.
Daraus folgt

y=7a.
Also ist der gesuchte Fldcheninhalt
- 1542
xy= T
D a c
F H E
K k4 J
x
A G B

4. Ist x die mittlere der drei aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen, so lauten sie x—1,
x und x+ 1."Bildet man daher ihr Produkt
und vermehrt es um die mittlere Zahl, so
erhdlt man (x—1) x (x+1)+x=x>—x+x
=x3, w.z.b.w.

5. Der Mittelpunkt von k sei M. Bei Spiege-
lung an der Geraden durch E, G geht & in sich
iiber. Ebenso t und ¢, und die Punkte 4, B
werden miteinander vertauscht. Das gilt folg-
lich ebenfalls fiir die von 4 und B an k&
gelegten Tangenten und somit auch fiir D
und C.

Daher ist G der Mittelpunkt der Strecke CD.
Ferner {olgt, daB im Trapez ABCD die Innen-
winkel bei 4 und B beide dieselbe GroBe a
uad die Innenwinkel bei C und D beide die
Grofie y=180°—a haben (Gegenwinkel) an
geschnittenen Parallelen).

Beriihrt & die Gerade durch B, C in F, so gilt

ABEM= ABFM (ssw), also XEBM

= {FBM=;. Ebenso folgt ¥ GCM =1 =90°
— g also xGMC = ; (Winkelsumme im recht-

winkligen Dreieck CGM). Daher sind die
rechtwinkligén Dreiecke BME und MCG
einander dhnlich. und es folgt
BE:EM=MG :GC, also
a ¢ .
3 T -—r.iundsomlt

w.z.b.w.

ac
r? =7

6. a) Bei einer Geschwindigkeit von JOk?m

legte der Taxifahrer in 10 Minuten einen Weg
von 30" é km =35 km zuriick. Fiir diese Strek-
ke hitte er mit einer Geschwindigkeit von
km . . 5 1 .

50 - cine Zeit von 3 h T h=6 min be-
notigt.

Fiir je 5 km bendtigte der Taxifahrer daher
4 min mehr, als er bei einer Geschwindigkeit
km

h gebraucht hitte. Da er genau

von 50

10 min zu spit kam, hatte er wegen % 10

=12,5 insgesamt eine Strecke von 12,5km
zuriickgelegt.
b) Fiir die Wegldnge 12,5 km wird bei einer

Geschwindigkeit von 30lﬂ eine Zeit von

h
125 5 . _
30 h= W h=25 min benotigt.
Olympiadeklasse 9

1. Angenommen, [ur ein Paar (a;b) natiirlicher
Zahlen gelten (1) und (2). Dann ist die Losung
x (siehe (1)) nach (2) gleich der Zahl ax—6,

d.h.es gilt
ax—6=x.
Daraus folgt
ax—x=6,
x(a—1)=6. 3)

Da g—1 eine ganze Zahl ist, ist die natiirliche
Zabhl x ein Teiler von 6, d. h. eine der Zahlen
1,2,3,6.
Ebenso folgt aus (1), (2), daB
bx—4=x,

x(b—1)=4 4)
gilt, also x ein Teiler von 4 ist, d.h. eine der
Zahlen 1, 2, 4. Somit kann x nur eine der
Zahlen 1; 2 sein.
Ist x=1, so folgt aus (3), (4), daB a=7 und

b=35 gilt.
Ist x=2, so folgt aus (3), (4), daBB a=4 und
b=13 gilt.

Also kénnen nut die Paare (4:3) und (7;5)
die Bedingungen (1), (2) erfiillen. Sie erfiillen
diese Bedingungen ; denn die Gleichung 4x — 6
=3x—4 hat die Zahl 2 als Lésung, beim Ein-
setzen von 2 in 4x—6 bzw. 3x —4 ergibt sich
ebenfalls 2; die Gleichung 7x — 6 =5x—4 hat
die Zahl 1 als Losung, beim Einsetzen von 1
in 7x—6 bzw. 5x—4 ergibt sich ebenfalls 1.



Dabher erfiillen genau die Paare (4;3) und
(7;5) die Bedingungen (1). (2).

2. Der Schnittpunkt der Strecken AC und BF
sei H genannt.

D F C
H Q
a
(3 a Y2
A 8
a5 .
v - BC FC

Wegen NI gilt —==—

al/2 @ AB BC
Daher stimmen die Dretecke ABC und BCF
im Verhaltnis zweier Seiten und in der Grole
des von diesen Seiten cingeschlossenen Win-
kels iiberein und sind somit Zhnlich.
Sei nun « die Grofle des Winkels £ CAB,
dann gilt
X FBC=u,also ¥ ABH=90°—«
und somit wegen des Satzes iiber die Winkel-
summe, angewendet aul das Dreieck ABH,
¥AHB=90°, w.z.b.w.

3. Fiir den ersten Karton sind die Forderun-
gen (1), (2).und (3) erfiillt. Wir beweisen nun:
Hat man die Forderungen (1), (2) und (3)
durch eine Anordnung A der Menge M, aus
den ersten k& Kartons erfiillt (k sei eine belie-
bige der Zahlen 1, 2, ..., n—1), so kann man
(1), (2) und (3) auch fiir die Menge M. ; aus
den ersten k+1 Kartons erfiillen. Ist dies be-
wiesen, dann ist daraus ersichtlich, wie man
die Forderungen (1), (2) und (3) [ir die ge-
samte Menge der n Kartons schrittweise
durch Hinzunehmen des zweiten, dritten, ...
Kartons erfiillen kann.

In der Anordnung A4 gibt es, da sie (2) erfiillt.
entweder genau einen oder genau zwei Kar-
tons, die in keinem anderen Karton der
Menge M, enthalten sind.

a) Gibt es genau einen solchen, so lege man
den (k + 1)-ten Karton einfach daneben. Dann
bleiben (1) und (3) erfiillt, da der neue Karton
die gerade Anzahl von 0 Kartons enthdlt und
die Anordnung der iibrigen unverindert
bleibt. Ferner ist auch (2) erfiillt, da nun
genau zwei Kartons in keinem anderen der
Menge M, ., enthalten sind.

b) Gab es aber in 4 genau zwei Kartons K
und K’, die in keinem anderen Karton der
Menge M, enthalten waren, so lege man die
gesamte Anordnung A unverdndert in den
(k+ 1)-ten Karton hinein. Hierdurch wird, da
(2) fir A galt, (3) fir den (k+ 1)-ten Karton
erfiillt, und fiir die iibrigen Kartons bleibt (3)
giiltig, da A unverdndert geblieben war.
Ferner wird (2) erfiillt, da nun genau der neue
Karton in ketnem anderen der Menge M, _,
enthalten ist. SchlieBlich bleibt (1) aus folgen-
dem Grunde erfiillt: Alle Kartons der [riihe-
ren Anordnung A erfiillen (1); zu zeigen ist
noch, daB auch der (k+1)-te Karton eine
gerade Anzahl Kartons enthilt. Dies ergibt

sich wie folgt: Der Karton K enthilt in der
Anordnung A4 eine gerade Anzahl g von
Kartons, der Karton K’ ecine gerade Anzahl
¢'. Daher enthilt der (k + [)-te Karton in der
neuen Anordnung genau diese g +¢' Kartons
zusammen mit K und K'.d. h. genaug+¢'+2
Kartons. und dies ist eine gerade Anzahl.

Anordnung der Menge M, (k=1,2.3.4)

My Mj M3 M,

o O @]
4. a) Alle Mengen aus je drei unmittelbar auf-
einanderfolgenden natirlichen Zahlen mut
der Eigenschaft, daB jede dieser drei Zahien
durch eine Ziffer des dekadischen Zahlen-
systems dargestellt wird, lauten
{0:1:2}, {1:2;3}, {2:3:4}, {3:4;5}. {4:5:0),
{5:6;7}, {6;7;8}, 17:8;9}.
Jede im dekadischen Zahlensystem dreistelli-
ge Zahl, deren Ziflern in irgendeiner Reihen-
folge die Zahlen aus einer dieser Mengen
darstellen, hat also eine der Quersummen
3,6,9,12,15,18,21, 24 .
und ist folglich durch 3 teilbar. Daher ist
keine dieser dreistelligen Zahlen eine Prim-
zahl.
b) Zum Beweis geniigt die Angabe eines Bei-
spiels. Fiir n=3 gilt z.B.: Die Primzahl [1
(dekadisch geschrieben) hat im 3-adischen
Zahlensystem wegen

11=1-3240-3+2
die Zilfern 1, 0, 2, die in der Reihenfolge 0. 1, 2
drei unmittelbar aufeinanderfolgende natiir-
liche Zahlen darstellen.

5. 1. Angenommen, ein Punkt Z habe die ver-
langte Eigenschaft. Dann ist ZA=ZA und
ZB=2ZR', also liegt Z sowohl auf der Mittel-
senkrechten von A4’ als auch auf der Mittel-
senkrechten von BB'.
I1. Daher kann ein Punkt Z nur dann die ver-
langte Eigenschalt haben, wenn er durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann:
Man konstruiert die Mittelsenkrechte von
AA’ und die Mittelsenkrechte von BB'. Da
auf dem Arbeitsblatt 44’ und BB’ nicht zu-
einander parallel sind, sind auch diese beiden
Mittelsenkrechten nicht zueinander parallel;
sie schneiden sich daher in genau einem
Punkt, der Z genannt sei.
[I1. Beweis, daB der so konstruierte Punkt Z
die verlangte Eigenschalt hat:
Nach Konstruktion liegt Z auf den Mittel-
senkrechten von A4’ und von BB, also gilt

ZA=ZA )
und ZB=2ZB. (2)
Ferner gilt nach Voraussetzung AB=A'B'.
Daher ist AZAB=~ AZA'B’ (Kongruenzsatz
sss), also

XAZB=xAZB. 3)
Die Auslithrung der Konstruktion aul dem
Arbeitsblatt ergibt ferner: Die Strahlen aus Z
durch 4, B, 4" und B’ sind so gelegen, dal3

¥AZA und £ BZB' 4)
gleichen Drehsinn haben und daB ¥ AZA’
= XAZB+ ¥ BZA sowie

XBZB = ¥BZA + £ AZB gilt.
woraus wegen (3) auch

¥ AZA = £ BZB [olgt. (5)
Wegen (1) gibt es eine Drehung um Z. die A
in A’ liberfiihrt. Wegen (2), (4) und (5) fihrt
diese Drehung auch B in B’ iiber.
I'V. Alle Konstruktiohsschritie aus I1 sind bei
der vorgegebenen Lage von A4, B. A" und B’
aul dem Arbeitsblatt eindeutig ausliihrbar.
Daher gibt es genau einen Punkt Z mit der
verlangten Eigenschaft.

6. Jeder ebenfldchig begrenzte Korper hat
mindestens vier Ecken. Ist die Eckenzahl
n<5, so gibt es nur [olgende Fille:

1. Der Korper hat genau 4 Ecken 4, B, C, D.
In diesem Fall hat der Korper die Fldachen
der Dreiecke ABC, ABD, ACD, BCD als Be-
grenzungsllachen. Thre Anzahl betrigt 4.

2. Der Korper hat genau 5 Ecken 4,B,C, D, E,
von denen keine vier in einer gemeinsamen
Ebene liegen.

Auch in diesem Fall muB jede ebene Flache
aus der Begrenzung des Korpers eine der
Flichen der Dreiecke ABC, ABD, ABE, ACD,
ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE sein.

Auf folgende Weise kann man ermitteln, wie
viele dieser Dreiecksllachen (mindestens) in
der Begrenzung des Korpers vorkommen:
Jede Ecke des Korpers mull Ecke von min-
destens 3 ebenen Begrenzungsflichen sein.
Zihlt man auf diese Weise die Fldchen auf,
wobei sich eine Anzahl 215 etgibt, so tritt
jede Flidche in dieser Aulzihlung genau drei-
mal aul, ndmlich fir jede ihrer Ecken genau
einmal. Daher ist die Anzahl der Fldchen
(jede genau einmal gezdhlt) = 5.

3. Der Korper hat genau 5 Ecken 4,B,C, D, E,
von denen vier, 0.B.d.A. etwa 4, B, C, D, in
einer gemeinsamen Ebene liegen. In diesem
Fallist die Flache des Vierecks ABCD eine der
Begrenzungsflichen des Korpers. An jeder
ihrer vier Kanten AB, BC, CD, DA muB sich
eine weitere Fliache anschlieBen, woliir nur
die Flachen der Dreiecke ABE bzw. BCE
bzw. CDE bzw. DAE moglich sind. Damit
sind 5 Flichen aus der Begrenzung des Kor-
pers ermittelt.

Mithin gibt es fiir n<5 keinen Korper mit
n Ecken und weniger als n Flichen.

Fiir jedes gerade n= 6, also n=2m mit ganzem
m23, gibt es einen Korper mit n Ecken und
weniger als n Fldchen, namlich z. B. ein Pris-
ma mit m-eckiger Grund- und Deckiliche;
denn wegen m>2 gilt 2m>m+ 2, also ist die
Eckenzahl n=2m groBer als die Zahl m+2
der Flachen.

Vil



Auch fiir jedes ungerade n=6, also n=2m+1
~mit m=3, gibt es einen Kdrper mit n Ecken
und weniger als n Flichen. Um einen solchen
zu erhalten, wihle man z.B. ein Prisma mit
m-eckiger Grundfliche A,A4;A4;...A, und
m-eckiger Deckflache B, B,B;...Bp,.

Ferner wihle man auf den Strecken A;4,
und A;A; je einen Punkt P bzw. Q so, daB
A PQA;...Aein (m+ 1)-Eck wird. Dann kann
man von dem Prisma das Tetraeder B,PQA;
abschneiden und erhilt einen Restkdrper mit
n=2m+ 1 Ecken und (m+2)+ 1 Flichen, der
wegen m> 2, also 2m+ 1>m+ 3 die geforderte
Eigenschaft hat.

Damit ist gezeigt, daB die Zahl N =6 die in
der Aulgabe genannie Eigenschaft hat und
daB sie die kleinste natiirliche Zahl N mit
dieser Eigenschallt ist.

/A

i

Il

Olympiadeklasse 10

1. a) Es sei M der Mittelpunkt der Strecke
AB. Die Gerade g durch C und M ist
Symmetrieachse der gesamten Figur, also
git MD=MJ,ME=MH,MG=MF. (1)
Ferner ist CM zugleich Hohe in ABC, also
hat ABCM bei B bzw. M Winkel von 45°
bzw. 90° und ist daher ebenfalls gleich-
schenklig mit MB=MC. Also liegt M auf der
Mittelsenkrechten von BC; diese ist zugleich
die Mittelsenkrechte von DE, hiernach gilt
MD=ME. )]
ABCD ist gleichschenklig-rechtwinklig mit
X DBC=45°alsoist x DBM =90°= £ GBM,
ferner gilt ﬁ:a[/i=ﬁ. Nach dem Kon-
gruenzsﬁtz sws ist somit ADBM=>~ AGBM,
also MD=MG. 3
Aus (1), (2), (3) folgt, daB der Kreis k um M
durch D auch durch E, F, G, H, J geht.
Sein Durchmesser ist nach dem Satz des
Pythagoras

2MG =2V MB?+ MG?

—\2

=2 /(gl/z) +(a)/2y?

_ ﬂgmz):al/ﬁ
b) Zu zeigen i-sl, daB fir jeden Punkt M'+M
jeder Kreis um M’, der in seiner Flache oder
aul seinem Rande die Punkte D, E, F, G, H,J
enthdll, einen groBeren Radius als k£ hat.
O.B.d.A. liege M’ aul g oder in derjenigen
durch g begrenzten Halbebene, die A enthilt.
Das Lot von M’ auf g habe den FuBpunkt L.

VIII

Ist L=M (also M’ nicht aul g gelegen), so
gilt M'D>MD (siche Bild a). Ist L+ M und
liegt L auf dem Strahl aus M durch C, so gilt
M’G=LG>MG (siche Bild b). Liegt L auf
der Verldngerung von CM iiber M hinaus,
so gilt M'D > LD >MD (siehe Bild c).

Damit ist der verlangte Beweis erbracht.

b Bilda
M LM

4

Bild b
RE Bilde 1€ 2

M'O_\

M M

G el

" 8

¢ ?

2. Der genannte Term ist genau dann defi-
niert, wenn die Ungleichungen

1+x-3y20 )]
und 2x—-4y+120 3)
gelten. Ist dies der Fall, so gelten die Un-
gleichungen

2 1+x-3y gl (4)

und 3'5"'“""‘;1. )
Also kann (1) nur dann erfillt werden, wenn
sowohl in (4) als auch in (5) das Gleichheits-
zeichen steht. Dies trifft nur dann zu, wenn

1+x-3y=0 (6)
und 2x—4y+1=0 W)
gelten. Das Gleichungssystem (6), (7) hat ge-
nau das Paar

11 ..
(x,y)=<§,i) als Losung.
Umgekehrt [olgt fiir dieses Paar aus (6), (7)

auch (2), (3) und (1). Daher hat genau dieses
Paar alle verlangten Eigenschalten.

- 3. Der Mittelpunkt M eines Wiirlels, d.1. der

Schnittpunkt seiner Korperdiagonalen, hat
von allen Ecken gleiche Entfernung und (da
er auch Schnittpunkt der Verbindungsstrek-
ken je zweier gegeniiberliegender Seiten-
flichen-Mittelpunkte ist) zu allen Seitenfla-
chen gleichen Abstand. Er ist daher der
Mittelpunkt sowohl der Umkugel als auch

* der Inkugel. E

Ist a'die Kantenlinge des Wiirfels, also a]/i
seine K 6rperdiagonalenlinge, so ist die Ent-

fernung von M zu den Ecken, d.h. der Um-
kugelradius r=g[/5; der Abstand von M zu

den Seitenflichen, d.h. der Inkugelradius,
istry=2=_"
1 2 l/'a-
miBiges Oktaeder (siche Bild).
Sein Mittelpunkt N, d,i. der Schnittpunkt
von AC, BD und EF, hat von allen Ecken
gleiche Entlernung und zu allen Seitenflachen
gleichen Abstand; er ist daher der Mittel-
punkt sowohl der Umkugel als auch der In-
kugel.
Ist b die Kantenlinge des Oktaeders, also
BD=b}/2, so ist der Umkugelradius r=NB

b
=5 7=

. Weiter sei ABCDEF ein regel-

b2' Ferner folgt: BCEN ist eine

Pyramide mit gleichseitiger Grundfliche
BCE; fiir ihre Spitze N gilt NB=NC=NE.
also handelt es sich um eine gerade Pyramide.
Der FuBpunkt L des Lotes von N aul die
Fliche BCE ist [olglich deren Schwerpunkt.

3

Hiernach gilt E=2 : gl/i=Vb§ Daraus und
aus E=L2 folgt nach dem Satz des Pytha-

goras, daB der Inkugelradius

r2=~—L=Vﬁz_z—£2=\/L’”-”_’= b_r
2 3 Va l/j

ist. Somit gilt ry :rp=1:1.

4. Ist M der Mittelpunkt von k, so gilt nach

dem Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel

m:h.

Ferner gibt es genau die [olgenden Méglich-

keiten:

1. Es gilt 2y 180°,

In dem gleichschenkligen Dreieck ABM ist

die Hohe MD zugleich Winkel- und Seiten-

halbierende. Daher ist AADM bei D recht-

winklig; es gilt AD =% AB und

¥ AMD =% im Falle 2y <180° bzw.

X AMD =180° —y im Falle 2y >180°.

Wegen sin (180° — y)=siny lolgt in beiden Fil-
len somit

. AD 4B
siny=——==—, w.z.b.w.
AM: 2r

‘Q’)V

A L~ A
2. Es gilt 2y=180°. Dann ist AB=2r,

siny=sin90°=1 =¥, w.z.b.w.

5. Aus (1) und (3) folgt
SQ=f0+l)=f)+f(D=1+1=2,
fB)=/2+D)=fQ+/(1)=2+1=3,
168)=/G+2)=f3)+f(2)=3+2=5,
S=f5+2)=fO)+/2)=5+2=T.

Fortsetzung auf Seite 96.



Die Exhaustions-
methode

Bekanntlich bestimmt man den Flidcheninhalt
A eines Kreises mit dem Radius r nach der
Formel A=r?-n. Dabei wissen wir, daB die
exakte Definition des Flicheninhalts krumm-
linig begrenzter ebener Figuren und auch
seine Berechnung einige Probleme aulwerfen,
die eigentlich nur mit den Mitteln der Inte-
gralrechnung gelost werden konnen.

Wir konnen aber den Flicheninhalt eines
Kreises annihernd ermitteln, indem wir in den
Kreis ein regelmiBiges Vieleck einbeschrei-
ben und dessen Flacheninhalt als Ndherungs-
wert fir den Flicheninhalt des Kreises neh-
men. Je mehr Seiten das einbeschriebene re-
gelmiBige Vieleck besitzt, desto genauer ist
der so erhaltene Wert (siehe Bild 1). Fiillt
man die Kreissegmente, die zwischen dem
Kreis und dem einbeschriebenen regelmiBi-
gen Vieleck verbleiben, durch gleichschenk-
lige Dreiecke (z.B. AKFB im Bild 1) aus,
so wird der Kreis schrittweise ausgeschépft.
Ausschopfen heiBt aul lateinisch exhaurire —
deshalb bezeichnet man dieses Verfahren als
Exhaustionsmethode.

M
Bild 1
0 c
N x0 L
G
A 8
E F

K

Der Flicheninhalt des Achtecks AKBLMDN
kommt dem Flicheninhalt des Kreises ndher
als der des Quadrats ABCD. Wird im folgen-
den Schritt ein Sechszehneck AEKFBGL...
konstruiert, so ist sein Flicheninhalt ein noch
besserer Niherungswert fiir den Flidchenin-
halt des Kreises; ein ZweiunddreiBigeck lie-
fert einen noch besseren usw.

Das Verfahren des Ausschéplens war bereits
einige Jahrhunderte vor unserer Zeitrechnung
bekannt und wurde von den Mathematikern
seitdem verwendet; die obengenannte Be-
zeichnung wurde dagegen erst im Mittelalter

eingefiihrt. 1651 erlduterte der belgische Ma-
thematiker Taquet die Exhaustionsmethode
folgendermaBen:

Man sagt, eine bestimmte GroPe (z.B. ein
Flacheninhalt, ein Volumen) wird durch eine
Folge einbeschriebener Grifien ausgeschopft,
wenn sich die einbeschriebenen Grofien ab
einem bestimmten Schritt von der urspriinglich
betrachteten nur um einen Wert unterscheiden,
der kleiner als eine beliebig gewdhite Kon-
Stante ist.

Als theoretische Grundlage dieser Methode
kann ein Satz von Eudoxos (etwa 408 bis
355 v.u.Z) dienen, der besagt:

Wenn man von einer Grofe die Hilfte oder
mehr als die Hilfte wegnimmt und diesen
Vorgang hinreichend oft wiederholt, dann
kann man stets zu einer GroBe gelangen, die
kleiner ist als irgendeine GroBe derselben
Art. ‘

Einer der ersten, die dieses Verfahren ange-
wendet haben, war Antiphon (5.Jh. v.u.Z),
der auch versuchte, das Problem der Quadra-
tur des Kreises zu 1osen. Aul Grund von
Uberlegungen zum Ausschopfen des Kreises
mittels einbeschriebener Vielecke behaup-
tete er: Wenn man ein Vieleck konstruieren
kann, das dem Kreis flichengleich ist, so be-
deutet dies, dal man auch ein entsprechendes

-Quadrat konstruieren kann. Antiphon beriick-

sichtigte aber nicht, daB alle dem Kreis ein-
beschriebenen Vielecke nur Ndherungswerte
fir den Fliacheninhalt des Kreises liefern —
auch wenn sie dem Kreis noch so nahe kom-
men.

Der beriihmte Mathematikhistoriker Hankel
bemerkte, daB Antiphon der erste war, der
sich beim Versuch, den Flicheninhalt krumm-
linig begrenzter Figuren durch Ausschopfen
mit regelmiBigen Vielecken wachsender Sei-
tenzahl zu bestimmen, aul dem richtigen Weg
befand. Die Vorgehensweise Antiphons er-
ganzte dessen Zeitgenosse Brison, indem er
zusitzlich umbeschriebene Vielecke in die Be-
trachtung einbezog. Dadurch wurde die Ex-
haustionsmethode ein mathematisch zuver-
ldssiges Verfahren. Jedoch war sie keine
universale, d.h. auf alle Probleme der Fla-
cheninhalts- bzw. Volumenberechnung an-
wendbare Methode wie beispielsweise die
Integralrechnung. Sie wurde nur als ein be-
quemes Verlahren zur Losung gewisser der-
artiger Probleme verwendet - z. B. mehrmals
von Euklid in seinen Elementen sowie in einer
Reihe von Werken des Archimedes. Der be-
kannte deutsche Mathematikhistoriker H. G.
Zeuthen weist in der Geschichte der Mathe-
matik im Altertum und im Mittelalter darauf
hin, daB Archimedes spiter diese Methode
weniger als ein Beweisverfahrep ansah, son-

dern vielmehr als Hilfsmittel zum Entdecken

von mathematischen Sitzen einschlieBlich ih-
rer Beweise.

In einer der Arbeiten von Archimedes, die man
erst in unserem Jahrhundert entdeckte, wurde

die Fliche als Summe von Strecken und das
Volumen als Summe von Fldchen betrachtet.
Das ist aber ecin Ansatzpunkt fir unsere
heutige Integralrechnung!

AbschlieBend soll die Anwendung der Ex-
haustionsmethode an einem Beispiel demon-
striert werden:

Es ist der Inhalt der Flidche zu berechnen, die
von dem durch die Ungleichung 0<¢<2xn
bestimmten Stiick der Spirale mit der Glei-
chung r=a- ¢ (in Polarkoordinaten — siehe
alpha 5/1977) und der Verbindungsstrecke
von Anfangs- und Endpunkt dieses Spiralen-
stiicks begrenzt wird (Bild 2).

Setzen wir 2%=x und r=y, so-erhalten wir

y=r=a-2nx und

r=a-¢ geht y=2an-x
0<¢<L2n iiber 0=x<1
a konstant in 0<y=2an
- a konstant
™® %

Fassen wir x und y als Koordinaten von
Punkten in einem rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem auf, so wird durch (*¥*)
die Strecke mit den Endpunkten A(0;0) und
B(\; 2an) beschrieben (Bild 3).

y
2a¥ 8
Bild 3
v U S /sn v

In der nachfolgenden Tabelle werden [iir beide
Auffassungen einige Begrilfe einschlieBlich
ihrer mathematischen Beschreibung gegen-
iibergestellt:
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Schopft man nun die uns interessierende
Flache durch eine Folge von aus Kreissekto-
ren zusammengesetzten Flichen gemaB Bild 4
aus, so entspricht dem eine Ausschopfung des
Kegels, der bei Rotation der Strecke AB um

y Bild 5

2a ¥

Mit Zirkel und Zeichendreieck
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die x-Achse entsteht. Der Kegel wird dabei
durch eine Folge von aus Kreiszylindern zu-
sammengesetzten Korpern ausgeschopft
(Bild 5).

Die MaBzahl des Volumens des Kegels kon-
nen wir berechnen:

_l. 2. ] _-4 2 .3
V—3 (2an)*-m- 1; V—ga .

Diese ist nach unseren Uberlegungen gleich-
zeitig die MaBzahl des Flicheninhalts der
uns interessierenden Fliche:

A=§azn3.
Es sei betont, daB wir uns beim Ausschéplen
hier der Anschauung bedient haben. Die
exakten Beweise lassen sich jedoch mit den
Mitteln der 11./12. Klasse fithren. Erst da-
durch sind wir zu unserem Vergleich be-
rechtigt. A. Halameisir/C. P. Helmholz

y B
Sirai | r=a-¢ y=2an-x I Strecke 4B o
piralenstiick 0<d< 0=xsl .0)- . s
| 0sgs2e | B | 400 B0 2a) Seit wann gibt es
| - | N
d 1 =
i | y=ra=re | Strecke s= 0V die Schalttage?
log s2n 0=x<l l U(0: yo): V(1 yo)
MaBzahl des I M.aBzahl 'des VolurTlens des
Fliicheninhalts | - el | bei Rotation der Strecke s
6t k l -0 um die x-Achse
{ entstehenden Kreiszylinders
Kreisbogen b, ; I r=ro yY¥=yo l Strecke s,
(Teil von k) | $1=05¢ X1EXEX | (Teilstrecke von s) Geschaltet wurde auf die verschiedenste
| } Weise schon im Altertum. Kein Kalender-
M'e'leah.l des I I MabBzahl des Volumens versuch kam daran vorbei, weil die Erde sich
Fldacheninhalts s s des bei Rotaticn von s, wiihrend eines Umlaufs um die Sonne (also
des fj"rCh by | mro® —_ myo'a=x1) | | die x-Achse entstehenden | in einem Jahr) eben leider nicht genau 365mal
bestimmien _ | l K reiszylinders um die eigene Achse dreht, sondern fast eine
SElrs vom & 1 | Vierteldrehung mehr macht - genau 365,2422
Sonnentage ist das Jahr lang.

Da die Dezimalstellen einigermaBen genau
einen Vierteltag ausmachen, wurde auch
schon im 3.Jahrhundert v.u.Z. die Idee ge-
boren, aller vier Jahre einen Tag einzu,,schal-
ten*. Darauf basiert auch der Julianische
Kalender, geschaffen von Julius Caesar im
Jahre 46 v.u.Z.

Allerdings hatte sich die , kleine** Ungenauig-
keit von 0,0078 Tagen jdhrlich im 16. Jahr-
hundert schon auf zehn Tage ausgewachsen,
was Papst Gregor XIII. 1582 zu erneuter
Kalenderreform veranlaBte: Die zehn Tage
wurden gestrichen, und aller 400 Jahre sollte
auf drei Tage verzichtet werden, und zwar auf
die Schalttage in den Jahren 1700, 1800, 1900
(den nicht durch 400 teilbaren vollen Jahr-
hundertzahlen). 1600 war also Schaltjahr,
2000 wird auch Schaltjahr sein.
Es bleibt immer noch ein winziger Fehler, der
aber erst im Jahre 4905 wieder einen Tag aus-
machen wird — vorausgesetzt, daB sich weder
Bahn- noch Drehgeschwindigkeit der Erde
dndern.
Ebenfalls schon seit Caesar liegt der Schalttag
am Ende des Februars, allerdings war der
urspriinglich 29 Tage lang und demzufolge
der 30. Februar Schalttag. Seit Kaiser Augu-
stus durfte der ihm zu Ehren August ge-
nannte Monat natiirlich nicht kiirzer als ein
anderer sein, er erhielt einen 31.Tag auf
Kosten des Februars.

R. Mobiys, aus: LVZ v.28.2.80



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Programmiertes
Life-Spiel

Im Rahmen der Pionier- und Jugendakade-
mie Erfurt finden im Haus der Jungen Pio-
niere Otto Grotewohl Mathematikzirkel statt
Fiir die Teilnehmer dieser Zirkel werden in
den Herbst- und Friihjahrsferien Sonderkurse
Numerik durchgefiihrt. Der dritte Numerik-
Kurs erhielt in diesem Jahr die Aufgabe, das
Life-Spiel aus alpha 3/79 und 4/79 zu pro-
grammieren. Dazu stehen uns die program-
mierbaren Kleinrechner Cellatron SER 2c¢
und 2d zur Verfiigung. Es wurde nach zwei
Methoden vorgegangen.

Die Schiiler Gudrun Mdogling, EOS Heinrich-

Mann, und Sylvia Hauptmann, 42.08, ar-
beiteten nach der ersten Methode am Rech-
ner SER 2c. Die zweite Methode wurde von
mir, Dietmar Deimling, EOS G. E. Lessing,
fiir den Rechner SER 2d entwickelt.

Beide Programme sind fertiggestellt.

Der SER 2c ist ein programmierbarer Klein-
rechner. Programme kénnnen iiber einen be-
stimmten Code eingegeben werden. Die klein-
sten Elemente eines Programms nennt man
Befehle.

Der Rechner SER 2c¢ fiihrt an arithmetischen
Beflehlen nur die vier Grundrechenoperatio-
nen aus.

Eingaben erfolgen liber einen Lochbandleser
oder die Funktionstastatur. Ein Programm
wird im Normalfall (codiert) auf ein Loch-
band gestanzt und dann in den Rechner ein-
gegeben. Der Rechner kann Zahlen iiber
einen Lochbandstanzer oder iiber die Schreib-
maschine ausgeben. Im Hauptspeicher kann
man 127 verschiedene Zahlen und 381 Be-
fehle speichern. Die Rechengeschwindigkeit
ist im Vergleich zu modernen GroBrechnern
sehr gering (400 Additionen je 1s).

Der SER 2d verfiigt iiber einen zweiten Loch-
bandleser und einen unwesentlich erweiterten
Befehlsumfang.

Bei der ersten Methode arbeitet der Rechner
SER 2c beim Life-Spiel auf einer Fliche von
6 mal 6 Feldern. Jedem Feld wird eine be-
stimmte Adresse zugeordnet. So hat z. B. das
Feld in der Zeile 2, Spalte 5 die Adresse (2, 5).
Die zu bearbeitende Figur wird in den Haupt-

speicher eingegeben. Es entspricht ein Spei-
cherplatz einem Feld. In einem Speicherplatz
kann eine | oder eine 0 stehen, was bedeutet,
daB das Feld belegt ist oder nicht. Der
Rechner iiberpriift nun jedes einzelne Feld
daraufhin, ob es in der folgenden Generation
belegt sein wird oder nicht. Wenn ja, so spei-
chert er die Adresse dieses Feldes ab. Nach
und nach erhilt er die Adressen aller Felder,
die in der nichsten Generation belegt sein
werden. Die Fliche, in der das urspriingliche
Feld ist, wird dabei nicht verindert. Die vom
Rechner auf diese Weise entwickelten Adres-
sen gibt er an die Schreibmaschine aus. Die
Fliche wird mit der neuen Figur iberschrie-
ben. Nun kann der Rechner an dieser Figur
die Rechnungen zur folgenden Generation
fortsetzen.

Im folgenden soll die zweite Methode nédher
beschrieben werden. Hier arbeitet der Rech-
ner auf einer Fliche von 8 mal 6 Feldern. Die
Adressen der Felder spielen nur bei der Ein-
gabe der Anfangsfigur eine Rolle. Beim
eigentlichen Rechenvorgang arbeitet der SER
2d ohne die Adressen. Das Prinzip unter-
scheidet sich von dem der 1. Methode grund-
satzlich. Bei der 1. Methode wurde die Figur
nicht verdndert und die neue Figur parallel
zur alten errechnet. Bei meiner Methode wird
die Fliche wahrend des Rechnens direkt ver-
andert.

Das Programm besteht aus mehreren Teil-
programmen, die aufeinanderfolgend abge-
arbeitet werden:

Teilprogramm I: Die Fliche, in die die Figur
eingegeben werden soll, wird gel6scht, denn
es konnten noch aus vorhergehenden Rech-
nungen Zahlen enthalten sein.

Teilprogramm II: Die Ausgangsfigur wird
iber die Zehnertastatur eingegeben. Man
gibt der Reihe nach die Adressen der Felder
ein, die belegt sein sollen.

Teilprogramm III: Die Figur wird mit der
Nummer der Generation durch die Schreib-
maschine ausgegeben. Das erfolgt zeilen- und
spaltenweise. Dabei entspricht | einem Stein
und 0 bedeutet, daB das Feld unbelegt ist.

Teilprogramm IV : Der Rechner nimmt di-
rekte Verdnderungen an der Figur vor. Es
wird jedes Feld einzeln bearbeitet. Als Nach-
bar eines Feldes sieht der Rechner ein Feld an,
dessen Inhalt grofler bzw. gleich 1 ist.

So werden z.B. 2 und 1 als Nachbarn ange-
sehen, 0 und —1 jedoch nicht.

Durch Zihlen der Nachbarn kann der Rech-
ner bestimmen, wie das Feld in der folgenden
Generation belegt ist. Stellt der Rechner fest,
daB ein Stein stirbt oder geboren wird, so
wird das entsprechende Feld mit 2 bzw. —1
belegt.

Die alte Figur wird dadurch jedoch nicht be-
einfluBt, denn der Inhalt der entsprechenden
Felder war vor der Verinderung 1 bzw. 0.

Am Ende dieses Teilprogramms ist das Ge-
samtfeld folgendermaBen aufgebaut:

Eine 1 oder 0 steht dort, wo in der Ausgangs-
figur eine 1 oder 0 stand und sich nichts ver-
dndert hat.

Eine —1 steht dort, wo in der Ausgangsfigur
eine 0 stand und ein Stein geboren wurde.
Eine 2 steht dort, wo in der Ausgangsfigur
eine 1 stand und der Stein stirbt.

Teilprogramm V: Uberall da, wo eine —1
steht (neuer Stein), wird diese durch eine 1
ersetzt. Der neue Stein wurde geboren. Uber-
all dort, wo eine 2 steht (Stein stirbt), wird das
entsprechende Feld gel6scht (mit 0 belegt).
Nach Abarbeitung auch dieses Teilpro-
gramms liegt die auf die Ausgangsfigur fol-
gende Generation vollstindig vor.

Teilprogramm VI: Es erfolgt nun noch die
Uberpriifung der ,,Fliche. Bei folgenden
Bedingungen druckt der Rechner jeweils
einen entsprechenden Text gesondert aus und
bleibt selbstindig stehen:
1. Figur ist ausgestorben (keine ,,Steine*
mehr enthalten),

2. Figur lauft iiber (da Flidche begrenzt),
3. Figur ist konstant (Weiterrechnen sinnlos).
Es existiert allerdings keine Abbruchbedin-
gung dafiir, wenn die Figur periodisch ist.
Wenn die Bedingungen 1 bis 3 nicht zutreffen,
beginnt der nichste Zyklus mit dem Teil-
programm III.
Ein Zyklus dauert etwa 6 Minuten. Die Hand-
habung des Programms ist sehr einfach.
AuBer der Eingabe der Anfangsfigur werden
alle anderen Schritte vom Rechner ausge-
fiihrt.
Zur Zeit arbeite ich an der Programmierung
einer Fliche von 28mal 24 Feldern.
Dieses Programm wird gegeniiber dem hier
beschriebenen wesentlich komplizierter.
Die Berechnung einer Generation wird knapp
90 min dauern.

Dietmar Deimling

ARt At ik oo 4 b
\

Hepoe XXII Q

E 1055« noyraccce

S8 28800 Sb 000 80 o

Sport frei!
In der Gleichung
O +L+Y +M +P +1 +A +D +E=1980

stellen die Buchstaben aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen dar, die zu ermitteln sind.
(Losung s. Heft 5,80.)
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In freien Stunden - alpha-heiter

Unterhaltungsmathematik international

Priife deinen Verstand!
a) Ersetze das Fragezeichen durch die richtige Zahl!

b) Welche der Figuren durchbricht eine bestimmte
GesetzmaBigkeit?

1 2 3 4 5

¢) Welche Zahl verletzt eine bestimmte GesetzmiBig-
keit?

625 361 256 197 144
d) Bestimme die fehlenden Buchstaben!

D H L
W S 0 .

aus: lnjbrmation Bulletin, Educational Research
Center, Universitit Addis Abeba ( Athiopien)

Modell einer Datsche

Welches der fiinf Netze gehort zu dem Modell (links

oben)? aus : Fiiles, Budapest
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Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern. (Bei a)
und b) ist die gr6Bte Summe zu finden.)

a) PETER b) WO ¢) WANN
IST "IST O<T<L KOMMT
ZU  SEIN VATER?
HAUSE BALL? W <O
Dirigent J. Péntik, Praha
Magisches Quadrat

Das Bild zeigt eine Schildkrote mit einem magischen
Quadrat. Es stammt aus dem alten China (2000 v.u.Z.).
In das danebenstehende magische Quadrat sind die
Zahlen —4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4 so einzutragen,
daB die Summe waagerecht, senkrecht und diagonal

stets 0 betragt.
aus: Mathematical log, Oklahoma

Verschniirung eines Pakets

Ein quaderformiges Paket ist mit einem einzigen Bind-
faden (stark gezeichnet) auf die folgende Weise zu ver-
schniiren:

| /‘
1 -7 1
W4
XN
1 /
— 4
i 7
// /’r

Die Schnur soll an keiner Stelle doppelt liegen und
an den 6 Treffpunkten (.) auf solche Weise gekreuzt
werden:



e

Auf wie viele Arten ist eine solche Verschniirung még-
lich? (Der AbschluBknoten ist in obiger Skizze nicht

erkenntlich gemacht.)

Mitgeteilt von Prof. Dr. K. Biermann,
Humboldt-Universitdt zu Berlin

Zerlegungsproblem

Gegeben sei ein u-férmiges Stiick Blech (Bild 1a). Es
ist @) in vier rechtwinklige Dreiecke und ein Quadrat
zu zetlegen. Die funf Teile sollen das Quadrat (Bild 2)
voll bedecken. Es ist (Bild 1b) b) in vier form- und
flichengleiche Teile zu zerlegen. Diese vier Teile sollen
das Rechteck (Bild 3) voll bedecken.

aus: Matematicki List, Beograd

a
a
Q
2a b 2a
Bild 1a Bild 2 Bild 1b
2q
a
Bild 3 53

52mal Summe 130

Ein Wiirfel mit 4 dm Kantenlinge ist aus 64 je 1 dm?
_groBen Wiirfeln zusammengesetzt, wobei jedem Wiir-
fel eine der Zahlen 1 bis 64 zugeordnet ist. Die Zu-
sammensetzung besteht darin, daB die Zahlen von je
vier Wiirfeln, die nebeneinander, libereinander oder
hintereinander liegen, die Summe 130 bilden ; ebenfalls
bilden die Zahlen der Wiirfel in den vier Raumdiago-
nalen die Summe 130.

Ordne den verdeckten Wiirfeln die entsprechenden

Zahlen zu!
Schuldirektor H. Férg, Schwaz (Osterreich)

P TR LX)
D 2 R w
SO 28 7 e 12

77 3 L0 57 8

13 | 36 | 20 | 61 61/35"15
5

51| 30|46 3 3/955 4
5

50| 31| 47| 2 21952

6| 33|17 64 |64~

Mach’s mal nach! aus: Pythagoras, Utrecht ( Niederlande)

Rechenmaschine
auch lieferbar als
Rechthandmodell
mit ausfiihrlicher
Anleitung (296 S.)

Euklides (von Alexandria)

Euklid hat in Alexandrien Mathematik gelehrt (um
300 v.u.Z)). Er war ein Zeitgenosse von Konig
Ptolemeios, dem er zu sagen wagte, daB es fiir Konige
keinen besonders bequemen Weg zur Geometrie gebe.
Dies und die Anekdote iiber den praktischen ,,Nutzen*
der Mathematik sind so ziemlich alles, was iiber sein
Leben bekannt ist. E. ist bekannt geworden als der
Autor der ,,Elemente*, jenes bemerkenswerten Lehr-
buches, das tiber 2000 Jahre lang eine Grundlage fiir
den Geometrieunterricht in Schulen und Hochschulen
war.

Ein Schiiler fragte Euklid: ,,Was kann ich verdienen,
wenn ich diese Dinge lerne?* E. rief seinen Sklaven und
sagte: ,,Gib ihm 3 Obolen; der arme Mann muf3 Geld
verdienen mit dem, was er lernt.**

Aus einer Briefmappe

Von welchem der acht Umschldge ist die Briefmarke
(oben rechts) abgel6st?




XX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

A
DDR

N \ 7
\\
\

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1980 \

Achtung : Bis aul solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschal-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prizise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlielich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Sitzen darzulegen.
Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab Oktober 1980 verd(lentlicht.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im [olgenden
die Grolle des Winkels ¥ ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
A und B, wihrend 4B die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

200511 Ralph, ein eifriger Leser der mathe-
matischen Schiilerzeitschrift alpha, stellt in
einer Arbeitsgemeinschaft seinen Mitschiilern
folgende Aufgabe:

In der abgebildeten Figur sind fir a, h, I, p
natiirliche Zahlen so einzutragen. daf} sich in
jeder der beiden Diagonalen D D, die
Summe 135 ergibt. Dabei soll die Zahl p das
Dreilache der Zahl ¢ sein, und die Zahl h soll
das Fiinffache der Zahl ! sein.

0, D,
~N -
FRZZIE
APV
hp o a

Ermittle alle derartigen Eintragungen, und er-
kldre, wie man sie finden kann! Uberpriife
dabei auch, ob alle geforderten Bedingungen
erfiillt sind!

200512 Zum Transport einer bestimmten
Menge Schotter hédtte ein LKW mit 5t Lade-
[ahigkeit genau 105 vollbeladene Fuhren
durchlithren miissen. Nach 35 dieser Fuhren
wurde er durch einen anderen LKW mit 71
Ladelahigkeit abgelost.

Stelle fest, wieviel vollbeladene Fuhren dieser
zweite LKW noch durchzufiihren hat, um die
restliche Schottermenge abzutransportieren!

200513  Annegret, Heidi, Katrin, Lore, Petra
und Ruth bewohnen im Pionierlager gemein-
sam ein Zelt und beschlieBen, die Reihenlolge
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fir ihren Ordnungsdienst nach ihrem Alter
festzulegen, beginnend mit dem éltesten Mid-
chen. Allassechs Midchen sind im gleichen
Jahr geboren, jedes an einem anderen Tag.
Katrin ist dlter als die fiin{ anderen Midchen.
Heidi hat einen Monat nach Annegret Ge-
burtstag, sie ist aber ilter als Petra. Lore ist
Jiinger als Annegret. Ruth ist dlter als Heidi
und hat einen Tag spiater Geburtstag als
Lore.

In welcher Reihenfolge miissen die sechs Pio-
niere ihren Ordnungsdienst versehen, wenn
sie ihren Beschluf3 verwirklichen wollen?

200514 Von den sieben Schiilern Annette,
Beate, Christine, Dieter, Frank, Gerd und
Hans hatte jeder in mindestens einem der bei-
den Facher Mathematik und Russisch die
Note 1. Aufl die Frage, wer in genau einem
dieser beiden Ficher die Note 1 hat, meldeten
sich von diesen Schiilern nur Annette, Chri-
stine, Frank, Gerd und Hans. In Mathematik
hatten von ihnen nur Beate, Christine, Dieter
und Frank die Note 1.

Ermittle aus diesen Angaben alle diejenigen
der sieben Schiiler, die

a) in Mathematik und in Russisch,

b) in Mathematik, aber nicht in Russisch,

¢) in Russisch, aber nicht in Mathematik

die Note 1 hatten!

Olympiadeklasse 6

200611 Petra, eineeilrige Leserin der mathe-
matischen Schiilerzeitschrift alpha, stellt in
einer Arbeitsgemeinschalt ihren Mitschiilern
folgende Aufgabe:

In der abgebildeten Figur sind fiir a. h, I, p
natiirliche Zahlen so einzutragen, daB sich in
jeder der beiden Diagonalen D, D, die Sum-
me 80 ergibt. Dabei soll die Zahl a doppelt
so groB wie die Zahl p sein: fiir [ soll eine
Primzahl eingetragen werden und fiir h eine
Primzahl, die grofer als das Zehnfache von [

ist.
\ Dy Dz/
a L
P
h a

Ermittle alle Eintragungen, die diese Bedin-
gungen erfiillen! Gib an, wie du sie gefunden
hast!

200612 Aus dem Wirtschaftsbuch eines Er-
holungsheimes war ersichtlich, da3 man [ir
25 Urlauber, die 14 Tage lang versorgt wur-
den, insgesamt 21 kg Butter verbraucht hatte.
Berechne, wieviel kg Butter [iir 30 Personen,
die 6 Tage lang versorgt werden sollen, ins-
gesamt bereitgestellt werden miissen, wenn je
Person und Tag eine gleichgroBe Butter-
menge wie im angegebenen Beispiel ver-
braucht werden soll!

200613 Ermittle aus der Menge aller natiir-
lichen Zahlen von 20 bis 39 alle diejenigen,
die durch das Produkt ihrer beiden Ziffern
teilbar sind!

200614 Klaus spielt mit Dominosteinen. Er
legt jeweils vier Dominosteine so zusammen,
wie es das Bild 4 6144 zeigt. Dabei entstehen
zwei waagerechte Streifen W, W, und zwei
senkrechte Streifen S, S,. Jeder dieser vier
Streifen enthélt drei Zahlenfelder. Diese sol-
len fiir jeden der vier Streifen dieselbe Summe
ergeben; in Bild 46145 z. B. ist diese Summe
12. Die sonst iibliche Regel, daB benachbarte
Steine nur mit gleichlautenden Zahlenfeldern
aneinanderstof3en diirfen, braucht nicht be-
folgt zu werden. Anstelle der iiblichen Punkt-
symbole seien die Dominosteine einfacher
mit Zahlenzeichen wiedergegeben; siehe Bild
A 614c.

Nachdem Klaus mehrmals Steine in der ge-
nannten Weise zusammengelegt hat, verblei-
ben ihm noch die acht in Bild A 614d ab-
gebildeten Steine. Er will vier von diesen
Steinen in der beschriebenen Art zusammen-
legen, wobei in jedem der vier Streifen Wy,
W,, S,, S, die Summe 13 entsteht.

Gib mindestens fiin[ Moglichkeiten hierfiir
an! Dabei sollen keine zwei der anzugeben-
den Maoglichkeiten dieselben vier Steine ent-
halten. Eine Begriindung fiir die anzugeben-
den Méglichkeiten wird nicht verlangt.

.78 '.'.
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Olympiadeklasse 7

200711 AnlaBlich der Siegerehrung eines
Mathematikwettbewerbs  begliickwiinschte
jeder Preistrager jeden anderen mit etnem
Handedruck. Insgesamt wurden dabei 91
Hindedriicke ausgefiihrt. und zwar bei jedem
der Gliickwiinsche genau einer.

Ermittle aus dieser Angabe die Anzahl der
Preistriger des Wettbewerbs!

200712 Aus einem alten dgyptischen Re-
chenbuch (1700 v.u.Z.) stammt folgende Aul-
gabe:



Ein Wanderer stellt [est, daB ein Hirt 70 Scha-
fe auf die Weide [ihrt. Er fragt den Hirten:
»dind die Schale, die du hier fiihrst, deine
samtlichen Schafe? - , Nein“, antwortet der
Hirt, ,,ich fiihre nur zwei Drittel von einem
Drittel der gesamten Herde, die mir anver-
traut ist, auf die Weide.“

Ermittle die Stiickzahl der gesamten Herde,
die diesem Hirten anvertraut war!

200713 Vier Geraden g4, g,, g3, g4 mdgen
sich so schneiden, wie es aus Bild 4713 er-
sichtlich ist. Fiir die GroBen o, §, y der dort
angegebenen Winkel gelte x=50°, p=130°,
y="70°.

Ermittle aus diesen gegebenen GroBen die
WinkelgroBe 5!

200714 Beweise folgenden Satz:
Ist M der Mittelpunkt der Seite AB eines
Dreiecks ABC und gilt AM=BM=CM, so
ist das Dreieck ABC rechtwinklig.

Olympiadeklasse 8

200811 Im Bild sind die Buchstaben so
durch Ziffern zu ersetzen, daB alle waagerecht
und senkrecht zu lesenden Aufgaben richtig
gerechnet sind. Dabei sind gleiche Buchsta-
ben durch gleiche Zillern, verschiedene Buch-
staben durch verschiedene Ziffern zu ersetzen.
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

aac—de=ffe
o+ -
gb -gf=dba
het+tig=kgf
200812 Ulrike [ertigt gern Strickarbeiten an.
la 7

T

In der Mitte eines kleinen Deckchens méchte
sie ein Muster erhalten, das im Bild zur
grofleren Deutlichkeit aul quadratisch ange-
ordneten Gitterlinien gezeichnet wurde. Ul-
rike will bei der Herstellung dieses Musters
den Stoff bei jedem Nadelstich genau in
einem Kreuzungspunkt von Gitterlinien
durchstechen und dann den Faden so weiter-
fiihren, daB der Stofl beim nichsten Mal in
einem Kreuzungspunkt durchstochen wird,
der von dem vorangehenden mindestens den
im Bild angegebenen Abstand a hat. Auf
diese Weise soll das Muster mit einem einzi-
gen Faden hergestellt werden, und dieser soll
so kurz wie moglich sein.

Zeichne eine Maoglichkeit fiir die zu durch-

stechenden Kreuzungspunkte und ihre Rei-
henfolge sowie fir den Verlaul des Fadens
auf Vorder- und Riickseite des Deckchens!
Begriinde, daB3 eine kiirzere Fadenfithrung
nicht moglich ist!

200813 Ein Vater, der von seinen Séhnen
Fritz und Heinz begleitet wurde, kaufte sich
im Warenhaus einen Anzug, der mit einem
Schild folgenden Inhalts versehen war: ,Im
Preis um 209/ herabgesetzt.*

Auf dem Heimweg sagte Heinz: ,Vati, da
hast du 25%, des von dir gezahlten Preises
eingespart.“ Fritz, der diese Bemerkung be-
zweilelte, fragte den Vater: , Stimmt das?
Dieser erklidrte ihm daraul: , Das stimmt.
Wire der Preis des Anzugs nur um 109
herabgesetzt worden, dann hitte ich aller-

. 1 . .
dings nur “§0/" des von mir gezahlten Prei-

ses eingespart.*

Beweise, daB} diese Aussagen unabhiingig von
dem speziellen Wert des Preises vor der
Preisherabsetzung wahr sind'

200814 Gegeben sei ein Kreis £ mit dem
Radius r. AB und BC seien zwei Sehnen der
Lédnge r. In 4, B und C seien die Tangenten
an den Kreis gelegt. Diese ergeben Schnitt-
punkte D, E und F, wie im Bild angegeben.
Beweise aus diesen Voraussetzungen, dal das
Dreieck DEF gleichseitig ist!

Olympiadeklasse 9

200911 Entscheiden Sie fiir jede der drei
abgebildeten Figuren, ob sie in einem Zuge
gezeichnet werden kann!

»In einem Zuge“ soll bedeuten, daB beim
Zeichnen jede Strecke genau einmal durch-
laufen wird, keine anderen Linien als die in
der Figur enthaltenen gezeichnet werden und
der Bleistift wihrend des Zeichnens nicht ab-
gesetzt werden mubB.

E E

D co co c

A 8 A 8 A 8

[st ein solches Zeichnen moglich, so geniigt
als Losung die Angabe einer Reihenflolge, in
der die mit Buchstaben bezeichneten Punkte
nacheinander erreicht werden konnen, um
die gestellte Bedingung zu erfilllen. Anderen-
falls ist die Nichtausfiihrbarkeit zu begriin-
den.

200912 Zwei Personen, A und B, spielen
ein Wiirfelspiel nach folgenden Regeln:

Zuniéchst wird eine ganze Zah!l Z vereinbart.
Dann wiirfelt jeder mit 4 Wiirfeln, von denen
jeder, wie iiblich, die Augenzahlen 1 bis 6

trigt. Gelingt es einem Spieler, unter Benut-
zung der von ithm mit den vier Wiirleln ge-
wiirfelten Zahlen (wobei die Zahl auf jedem
Wiirfel genau einmal zu benutzen ist) die ver-
einbarte Zahl Z zu bilden, so erhilt er einen
Gewinnpunkt.

Dabei ist gestattet, die vier Zahlen unabhin-
gig von ihrer Reihenlolge durch die Grund-
vechenarten zu verkniiplen, dic Potenz-
schreibweise zu benutzen, in beliebiger Weise
Klammern zu setzen und auch, die auftreten-
den Zahlen als Ziffern benutzend, aus ihnen
mehrstellige Zahlen zu bilden.

Als bei einer Durchfiihrung dieses Spieles die
vereinbarte Zahl Z = 12 lautete, ergab sich:
Die von A gewiirfelten Zahlen waren vier
unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen.

Die von B gewiirlelten Zahlen waren alle vier
gleich ein und derselben natiirlichen Zahl.
Zeigen Sie, daB fur alle moglichen Wiirfe, die
diesen Bedingungen entsprechen, sowohl der
Spieler A als auch der Spieler B einen Ge-
winnpunkt erreichen konnte!

200913 a) Kann der Bruch % durch eine

(von | verschiedene) néti.lirliche Zahl gekiirzt
werden? ’

b) Beweisen Sie, dafl fiir jede natiirliche Zahl n
der Zihler und der Nenner des Bruches
14n+3
28n+5
Hinweis: Um die Rechnung zu erleichtern,
kann man einen Satz iiber Teilbarkeit von
Differenzen anwenden.

zueinander teilerfremd sind!

200914 Gegeben seien ein Kreis k; mit dem
Mittelpunkt M, und dem Radius r, =4,5cm
sowie ein Kreis k, mit dem Mittelpunkt M,
und dem Radius r;=2,5cm. Es sei M, M,
=7cm.

Konstruieren Sie samtliche gemeinsamen
Tangenten der Kreise k; und k,! Beschreiben
und begriinden Sie Thre Konstruktion!

Olympiadekiasse 10

201011 a) Geben Sie ein Paar (x,y) reeller
Zahlen an, das die [olgenden Ungleichungen
(1), (2) und (3) erfullt!

10y~ x<100, (1
Sy—5x> O, (2)
y+ x= 21 - (3)

b) Beweisen Sie, daB es mehr als zehn ver-
schiedene derartige Paare (x,y) gibt !

201012 Beweisen Sie, daf3
x* ¥4yt
x2=2xy+2y?
fiir alle ganzen Zahlen x, y mit x0und y+0
a) (als reelle Zahl) definiert ist und sogar
b) eine ganze Zahl ist!

201013 Gegeben seien die Seitenlingen a
=BC=15cm,b=AC=14cm,c=AB=13an
eines Dreiecks ABC.

Berechnen Sie die Lidnge h, der durch B ver-

9]



laufenden Hohe und den Fliacheninhalt F
dieses Dreiecks!

201014 Ein WiirfelkGrper ganz aus Glas
(10 Zentimeter KantenmaB),

drin viele Punkte eingeschlossen,

Der Franz probiert schon unverdrossen,
sie allesamt genau zu zihlen.

Der Peter sagt: ,,MuBt dich nicht quilen!
’s sind 26 mehr als 100, ’

und wenn es dich vielleicht auch wundert,
ich sag’ dir, daB es nicht gelingt,

daB man sie so drin unterbringt,

daB nicht ein Pirchen existier’

des Abstand kleiner ist als vier.“

(Er meint natiirlich Zentimeter.)

,»uUnd dies beweis mir mal!“ sagt Peter:
,»uUnd ich verlange dann auch nicht

die Losung dafiir als Gedicht.” -

Olympiadeklasse 11/12

201211 In dem folgenden Schema ist in je-
des leere Feld jeweils eine Zilfer so einzitra-
gen, daB eine richtig gerechnete Divisions-
aulgabe entsteht. Insbesondere darf keine der
mehrstelligen Zahlen des ausgefiiliten Sche-
mas die erste Ziffer 0 erhalten.

(I T ITI=0T T IeI T

Beweisen Sie, daB es genau eine Eintragung
von Ziflern in die leeren Felder gibt, die die-
sen Anforderungen geniigt! Ermitteln Sie die-
se Eintragung!

201212 Vier Personen A, B, C, D machen je
zwei Aussagen iiber eine im dekadischen Po-
sitionssystem geschriebene nichtnegative gan-
ze Zahl x.

Es ist bekannt, daB

(1) von A, B, C genau einer zwei falsche Aus-
sagen macht, wihrend bei jedem der beiden
anderen genau eine Aussage [alsch ist,

(2) D zwei wahre Aussagen macht.

Die von A, B, C, D gemachten Aussagen
lauten:

(A1) Die letzte Ziffer der dekadischen Dar-
stellung von x ist gerade.

(A2) x ist Quadratzahl.

(B1) Die Ziller 9 ist in der dekadischen Dar-
stellung von x mindestens einmal vorhan-
den. ' ’

(B2) x ist vierstellig.

(C 1) x ist durch 10 teilbar.

(C2) x 148t bei Division durch 3 den Rest 1.
(D1) In der dekadischen Darstellung von x
ist, falls x aus mehr als einer Ziffer besteht,
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von links beginnend, jede Ziffer um 1 kleiner
als die jeweils rechts nachfolgende ZifTer.
(D2) Die Anzahl der geraden Ziffern in der
dekadischen Darstellung von x ist nicht gro-
Ber als 2.

Man ermittle alle Zahlen x, die dieses System
von Bedingungen erfiillen!

201213 Eine gerade Pyramide K, mit qua-
dratischer Grundfliche werde durch einen zu
ihrer Grundfliche parallelen ebenen Schnitt
in eine Teilpyramide K, und einen Pyrami-
denstumpf K ; zerlegt. Die Kantenlingen der
Grundflachen von K, und K, seien a; bzw.
a,, die Volumina von K, bzw. K, seien V,
bzw. Vi.

Man ermittle a,:a, so, daB V;:¥;=2:3
gilt!

201214 In einem rechtwinkligen kartesi-
schen x, y-Koordinatensystem seien gegeben:
Die Punkte M (0;0), F, (2;0), F, (—2;0),
A(4;0), B(0;2}/3), die Gerade g mit der Glei-
chung x= —8,

der Kreis k; um M durch A, der Kreis k, um
M durch B.

Unter der ,Ellipse mit Brennpunkten Fy, F,
und halber Hauptachsenlinge MA* versteht
man die Menge E, aller derjenigen Punkte
P(x;y), fir die F, P+ F,P=2MA gilt.

Unter der ,Ellipse mit Brennpunkt F,, Leit-

linie g und Exzentrizitit 5“ versteht man die

Menge E; aller Punkte P(x;y) mit folgender
Eigenschaft: Ist ¢ der FuBpunkt des Lotes

von P auf g, so gilt ﬁ=%@

Unter der ,Ellipse durch A mit Haupt-
scheitelkreis k; und Nebenscheitelkreis k,“
versteht man die Menge E, aller derjenigen
Punkte P(x;y), die durch folgende Konstruk-
tion erhalten werden kénnen: Man zeichne
einen beliebigen von M ausgehenden Strahl.
Er schneidet k; bzw. k; in je einem Punkt R,
bzw. R;. Die Parallele durch R, zur y-Achse
und die Parallele durch R, zur x-Achse
schneiden sich in P.

Beweisen Sie, daB die drei Punktmengen
E,, E,, E, einander gleich sind!

Losungen

Ldsungen zu: Gute Grundkenntnisse

gefragt (Heft 3/80):

Klasse 5

ala a)l5ist Losungder Ungleichung, denn
esgilt 25+15>20—15.

b) Nur die Zahl 7 erfiilit die Gleichung.

A2A a)72:9<8R:R

b) a=2 a—1 a a+1l
297 298 299 300

4599 4600 4601 4602

229 230 231 232

7900 7901 7902 7903

A3 a a) Die Gleichung ist wahr.
b) Die Ungleichung ist falsch.

A4 a a) Die Summe der Zahlen 37 und 65
ist mit 8 zu multiplizieren, und zu diesem Pro-
dukt ist die Zahl 17 zu addieren.
b)(37+65)-(8+17)

ASa

a) 12 mm - 50000 = 600000 mm =600 m

Die Strecke ist im Geldnde 600 m lang.

b) 1,4 km = 1400000 mm, 140000 mm : 25000
=56 mm.

A6A 110kg—68kg=42kg;

42 kg=42000g; 42000:600 g=70 .

Das Mastschwein muB noch 70 Tage gefiit-
tert werden.

Klasse 6

Ala =2

A2A g=g

A3 L a10] a-1000 a- 1000
17 | 10| 1700 17000
4 | 340 | 3400| 34000
825 | 8250 | 82500 825000
742 | 7240 | 72400 724000

ASA 3m

200 m

240 m? 3,60 m?

144M 216 M
AGA

a) b) c) d)

AB 8cm 57cm | — Scm
BC 3cm 45em | — 5cm
CD 8cm 57cm | — 5cm
D4 3cm 45cm | — 5cm
xDAB 60 90 - 105
XABC | 120 90 - 75
X BCD 60 90~ - 105
xCDA | 120 90 - 75
AM - - 7cm -
W — — 7cm —
BM - - 6cm -
MD - - 6cm -
*xAMB | — - 100 -
¥BMC |- - - 80 -
¥CMD | - - 100 -
¥ AMD | - - 80 -

A7 A Espgibt 6 Moglichkeiten, aul kiirzestem
Wege zum Ziel (G) zu kommen:

(a,b.e), (a.k.f), (d.e, 1), (d.m.g). (i,e.f), (i,h.g).



Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 6/79 (Fortsetzung):

Ph9 m69 Geg.:
Masse des Triebwagens my =16 t=16000 kg
Masse des Anhingers m,=8t=8000kg

Konstante k= 60;
Geschwindigkeit v=50 k]l:l = % o
ReibungskoefTizient =02 o8
Fallbeschleunigung g=9812

$

Ges.: a) Bremswiderstand R

b) Wirmemenge Q

¢) Verzogerung a
a). Man vergleicht die mechanische mit der
elektrischen Leistung.

Pmech é P:lehrisdl
2

U

Frovzp

k 2

po- Fn-02®

k?v?
Homr -G ° UZ.T
k2
“Ho-mr-g
60%2V?s?-50m - s?
R=
=0,2-m?-16000kg-9,81 3,65

R=159Q
Der Bremswiderstand muB mindestens 1,59 Q
betragen.

b) Die kinetische Energic wird in Wirme-
energie umgewandelt.

Q=1 (mr+ma)s?

1 50% - m?
Q=§(l6000+8000) kg- 3657
0=~2315-10° Ws
0=0,643 kWh
Beim Bremsen wird eine Wirmemenge von
0,643 kWh (=~ 553 kcal) [rei.

c) Die Bremsverzogerung berechnet man nach
der Formel F =ma, also

Fr=m-(—a)
Fr=(mr+m,)(—a)
Fy
a=-—
mr—+mgy
—_Homr’g
mr+mgy

02-16000kg- 9,81 m
(16000+ 8000) kg s2

m
ax~—131 =
s2
Die auftretende Bremsverzégerung hat den

Wert 1,31 STZ

Ph10/12 w70 Geg.: r=6370km
h=750m=0,75 km
To=24-60-60s
Ges.: Differenz der Schwingungsdauer AT
Aus dem Gravitationsgesetz in der Form

Mm
mg=y'—rz-l'olgt

90=Ty-M und 9=—iy. i
r (r+h)*

1)

Die Pendeluhr kann man als ein mathemati-
sches Pendel betrachten.

Aus der Schwingungsdauer T= 21:\/

Q| =

ae o T2 go
ergibt sich Ey s 2
(1) in (2) eingesetzt, liefert
T2 (r+h)?
To N rz

T r+h

0,75 km

AT= 6370 km
AT=~10,2s

Da AT>0, geht die Uhr tiglich 10,2 s nach.

-24-60-60s

Ch7 s53
220g—192,6 g=27,4 g Wasser sind
entzogen

220g Kohle 2£27,4 Wasser

100 g =m
_274g-100g -
T 220g

m=125g

Die Kohle besitzt nach 2 Tagen noch eine
Feuchtigkeit von 12,5%.

Ch8 854 a)10kgal1%ig
35kgax
10kg _ x
Skg 11%
_10kg- 119,
T 35kg
x=3,14%;
Die neue Losung ist 3,14%ig
b) 10kg-0,11
NaOH + HCl-NaCl + H,0
0,04 kg 0,0585 kg
_ 10kg-0,11-0,0585 kg
- 0,04 kg

m=16kg
Es entstehen 1,6 kg Kochsalz.

Ch9 a55 500 mla40Y;
(500 —x) mi~ 329,
500ml 409
(500—x)ml 327
x=100 ml
Es wurden 100ml Flissigkeit, d.h. 40 ml
Alkohol und 60 ml Wasser entnommen.

Ch10/12 =56
Zimmer=10m-5m-4m=200m?
200000

5000 =401 H;S sind zu vernichten

(Schwefelwasserstoll)
bei 0° und 760 Torr sind das:
Vo - po _ Vi-p

To T
Vi-pi T
Vo=—m——=
? Ty po
401-780 Torr - 273°K
293°K - 760 Torr
m=Mn

v
m=M m

W= =3831

34 miol -3831
m= =58,1 g Schwefel-
224 — wasserstolf sind zu
mol

vernichten.
Laut Gleichung sind fiir 38,31 Schwefel-
wasserstofT auch 38,3 Chlor erforderlich
v

=M
m2 Vm

71-8_.383]
mol

24 mLol
123’;’ E _a05¢g
Zur Reinigung sind 405 g 30%iger Chlorkalk

erforderlich.

my;= =1214¢g

Losungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/80:

Ma5 ®1937 Angenommen, die gesuchte
Zahl sei n; dann gilt n-7+9=n-9+7. Nur
wenn man [ur n=1 setzt, erhilt man eine
wahre Aussage.

Die gesuchte Zahl ist die Zahl 1.

Ma5 ®1938 Aus L=38:19 folgt L=2.
Aus N=4-Lund L=2 folgt N=8.

Aus R-L=18 und L=2 folgt R=9.
AusE+R+L=16und R+ L=9+2=11/olgt
E=S5. .

Aus L+I=81:R und L=2 und R=9 folgt
241=81:9,2+1=9,also I=T7.

Durch Einsetzen erhalten wir aus (f) schlieB-
lich B+5+9+2+7+8=34, B+31=34,also
B=3. Das Wort BERLIN entspricht somit
der Zahl 359278.

Mas #1939 Wegen 9999 +9999 = 19998
gilt A=1. Aus OTTO+INNI=INTON
folgt N=0 und somit 0=9 und T =8.

Wir erhalten 9889 + 1001 = 10890.

Ma5 %1940 Es ldBt sich unmittelbar ab-
lesen, daB 4 =1 gilt. Aus CA+ CB=150 und
A=1 folgt B=9 und somit C=7.

Die Jahreszahl lir ABCB lautet 1979.

Ma5 1941 Der erste Summand konnte
111,222, 333, 444, 555, 666, 777, 888 oder 999
sein. Der zweite Summand sei x, die Summe
also 10- x; dann gilt 9x=111 oder 9x =222
und so weiter bis 9x=999. Nur die Zahlen
333, 666 und 999 sind ohne Rest durch 9
teilbar. Daraus folgt weiter:

x1=333:9=37, x,=666:9=74, x;=999:9
=111.

Die drei Aufgaben lauten somit
333+37=370, 666+74=740,999+ 111
=1110.

Mas #1942 a) Es sei BC=xcm, also AB
=4-xcm und CD=2-4-xcm=8xcm. Wir
rechnen ‘nur mit den MabBzahlen der Strek-
kenlidngen; dann gilt )

4x+x+8x=91, also 13x=91 und somit
x=17. Folglich gilt:

AB=28 cm, BC=17cm, CD =56 cm.

bx x 8x

1 1 4 1
L T

A 8 c D
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b) 4y+y+2y=91, also 7y=91 und somit
y=13. Folglich gilt:

AB=52cm, BC=13cm, CD=26 cm.

- 4y N 2y .
A g ¢ D
Maé6 w1943 Die Quersummeder sechs Zah-
len 1, 5,6, 7, 8,9 lautet 36. Da die gesuchten
Zahlen durch 9 teilbar sein sollen, muB ihre
Quersumme 27 betragen, denn 14+5+6+7
=19>18.

Deshalb entfallen die Ziffern 1 und 8 wegen
1+8=9. Die gesuchten Zahlen sind gerade,
da sie durch 8 teilbar sein sollen; sie enden
demnach aul die Zilfer 6. Die letzten beiden
Zilfern der gesuchten Zahlen konnten 56, 76
oder 96 lauten. Von den moglichen Zahlen
7956, 9756, 5976,9576, 5796, 7596 sind nur die
Zahlen 5976, 9576 durch 8 teilbar. Die Zahl
5976 ist aber nicht durch 7 teilbar. Es gibt
genau eine solche Zahl, sie lautet 9576.

Maé6 #1944 Im Dreieck ABD gilt £xBAD
=180°—40°—70°=70° und £ BAC=70°:2
=135°

Ferner gilt ¥ EBD =180° —40° = 140° als Ne-
benwinkel, also < CBD=140°:2=70° und
somit £ ABC=40°+70°=110°. Im Dreieck
ABC gilt deshalb ¥ ACB=180°—-35°—110°
=35°. Aus ¥BAD= £BDA=70° folgt AB
=BD; aus £¥BAC= £BCA=35° [olgt AB
=BC, d.h., die Dreiecke AABD und AABC
sind gleichschenklig.

Maé6 81945 Im Dreieck DBC gilt xCDB
=90°—-20°=70°. Nach dem AuBenwinkel-
satz gilt fiir das Dreieck AFD ferner
¥DAF + £ DFA= ¥ CDB, also xDFA=70°
—10°=60°. Daraus folgt ¥ AFB=180°—60°
=120° (als Nebenwinkel).

Ma6 81946 Addieren wir die drei gegebe-
nen Gleichungen, so erhalten wir 2a+2b+2¢
=186 bzw. a+b+c=93.

Aus a+b=90und a+b+c=93 folgt c=3.
Aus a+c=75und c¢=3 lolgt a=72.

Aus a+b=90 und a=72 lolgt b=18.

Somit gilta-b-c=72-18 - 3=3888.

Ma6 81947 Die zu ermittelnden natiirli-
chen Zahlen lassen sich darstellen durch
n=10a+b. Ihre Quersumme lautet g+ b. Nun
gilt 10a+b—(a+b)=9,9%a=9,alsoa=1.
Wegen 0<b <9 erhalten wir folgende Zahlen,
die die gestellte Bedingung erfiillen: 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19.

Ma7 81948 Aus AB=AM=BM=r [olgt,
daB das Dreieck 4ABM gleichseitig und somit
gleichwinklig ist. Deshalb gilt ¥ AMB=60°.
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Fallunterscheidung :

1. Liegen C und M auf der gleichen Seite der
Geraden 4B, so gilt x ACB=130°.

2. Liegen C’' und M auf verschiedenen Seiten
der Geraden AB, so gilt x AC'B=150°.
Begriindung :

Zu 1. Jeder Peripheriewinkel ist halb so groB
wie der zum gleichen Kreisbogen gehdrende
Zentriwinkel.

Zu 2. Viereck AC'BC ist ein Sehnenviereck.
Im Sehnenviereck ist die Summe zweier ge-
geniiberliegender Winkel stets 180°.

Ma7 ®1949 Fiir die MaBzahlen der Seiten-
lingen des Dreiecks gelte ohne Einschrin-
kung der Allgemeingiiltigkeit a<b<c.

Aus a:c=13:5 folgt a=¥. Ferner gilt b=¢
-3

Aus a+ b+ ¢ =36 erhalten wir durch Einset-
zen %+(c—3)+c=36 bzw. 1—26=' 39 und so-
mit c=15, also a=9 und b= 12.

Die Dreieckseiten sind 9 cm, 12cmund 15¢cm
lang.

Ma7 #1950 Angenommen, es sind a 2-Bett-
und b 3-Bett-Zimmer;
dann gilt 2a+3b=41 bzw. 3b=39+2—-2aq,

b=13—§-(a—1) mit 4<a<10.
Nurfira=7wird b= l3—§ : 6=9 ganzzahlig.

Das Ferienheim verfiigt somit iiber sieben
2-Bett- und neun 3-Bett-Zimmer.
Probe: 7-2+9-3=41.

Ma7 #1951 Die drei auleinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen seien n, n+1 und n+2;
dann gilt
n-(n+l)(n+2)=n+(n+1)+(n+2),
n-(n+1)(n+2)=3n+3,
n-n+1)(n+2)=3-(n+1),
n-(n+2)=3.

Nur fiir =1 wird diese Gleichung erfiillt. Es
existiert genau ein solches Zahlentripel, und
zwar (1,2,3).

Probe:1-2-3=1+2+3=6.

Ma8 81952 x sei die Anzahl der leeren Li-
monaden- und y die Anzahl der leeren Milch-
flaschen. Dann ist 30x das Pland fir die
Limonadenflaschen in Plennigen und 20y das
Pfand fir die Milchflaschen in Pfennigen. Es

|:(n+1)

gilt nun
30x + 20y =350 bzw.
Ix+ 2y= 35.
Stellt man die Gleichung nach y um, so erhilt
man 2y=35-3x
2y=34+1-3x
Ix—1
y=17- 7

x und y miissen natiirliche Zahlen sein. Damit
y eine natiirliche Zahl wird, muB x ungerade
sein. Wir setzen fir x nacheinander die
Zahlen 1,3, 5,7, ... ein und stellen eine Werte-
tabelle aul:

x 1 3

y 16 13

57 9 11 13
07 4 1 -

Aus der Wertetabelle lassen sich die 6 Losun-
gen ablesen. Es gibt keine weiteren Méglich-
keiten.

Mag8 ®1953 Bezeichnet man die Fassungs-
vermdgen der drei Kessel (in 1) mit x, y bzw. z,
so kann man nach dem Aulgabentext die
folgenden Gleichungen aulstellen:

(1) X+ y+z=1440

1
2) z=x+§~

1 \
3) z=y+§-x.

Setzt man (2) und (3) gleich, so erhdlt man

6
4) X =§y.

. 12
(4)und (2) m(l):?y+x=l440 (&)
R 16 1
(4)und (3) m(l):?y+§x= 1440 (6)
Setzt man (4) in (5) ein, so erhidlt man
122 6
?y+§y= 1440,
18
5= 1440,
_1440-5
RS I
(W) y=400.
Setzt man (7) in (4) ein, so erhilt man
6
x=z 400
x=480.

Durch Einsetzen folgt weiter: z=560.
Die drei Kessel hapen Fassungsvermdgen von
4801, 4001 bzw. 560 1.

Ma8 #1954 Man formt den Term

X+xtx+1 .
“————— wie folgt um:
x+1
X +x?4x+1_ xx+D)+(x+1)
x+1 N x+1
O+ (x+1)
x+1

=x>+1.
(x+1%0 wegen|x]|+11)
Fiir die kleinste Primzahl 2 wiirde x> +1=2
bzw. |x| =1 gelten, was den Bedingungen
der Aulgabe widerspricht.
Die néchstgréBere Primzahl ist 3, und es gilt:
x24+1=3

x?=2 B

x1=|/2; x2= —[/2 .
Die einzigen reellen Zahlen, fiir die p so klein
wie méglich ist, sind }/2 und —}/2.

Ma8 #1955 Man zeichnet einen Kreis k
mit dem Mittelpunkt M und einem Radius
der Linge 2 cm. Man zeichnet einen beliebi-
gen Radius M4 ein und errichtet die Mittel-




senkrechte auf M A. Diese schneidet den Kreis
inC.

Im rechtwinkligen Dreieck MBC gilt nun
nach dem Satz des Pythagoras
BC*=MC?—-MB*

BC?=(2 cm)* —(1 cm)? (B halbiert MA)
BC?=3 cm?

BC =}/3cm.

Ma9 w1956 Aus (1) folgt b=a+4,
aus (2) folgt c=b+4,
durch Einsetzen von (1) in (2) erhilt man
c¢=a+8. Die drei Zahlen lassen sich folglich
darstellen durch a, a+4, a+8. Nun gilt
(@a+8)?2=(@a+4)?+a%
Durch dquivalentes Umformen erhilt man
a*—8a—48=0.
Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen 12 und —4. Die gesuchten geordneten
Tripel sind
[—4;0;4] und [12;16;20].

Ma9 #1957 Wegen xxyy=1000x + 100x
+10y+y=1100x+11y=11(100x+ y) und
xx? =(10x+ x)*>=(11x)* = 121x? und yy?
=121y% gilt
11(100x + y=121(x*+ y?),
100x+y= 11(x*+y?),
x+y= 11(x?+y%)—99x,
¥=xz+yz—9x.
Nun muB x+y ein Vielfaches von 11 sein.
Wegen 1 £x<9und 1 <y<9 trifft das nur zu
fir x+y=11, also fir y=11—x. Daraus
folgt weiter
' 1=x2+(11—-x)*—9x,
1=x2+121-22x+x2—9x,
2x2—31x+120=0,

x’—%x+ 60=0.

Diese Gleichung hat die Losungen x, =8 und
x;=175. Die zweite Losung entfillt, da sie
nicht ganzzahlig ist. Es existiert somit genau
eine Lésung, nimlich 8833 =882+ 332,

Ma9 1958 Nach den Bedingungen der
Aufgabe giit

a+a’+a*=3la bzw. a(a®+a—30)=0.

Ein Produkt ist genaw dann gleich Null,
wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist.
Fallunterscheidung:

1.a=0. Die Probe zeigt, daB 0 eine Losung ist.
2. a*+a~—30=0. Diese quadratische Glei-
chung hat die Losungen 5 und —6.

Die Zahlen 5, —6 und 0 erfiillen die gefor-
derten Bedingungen.

Ma9 ®1959 Bezeichnet man die Linge der
Katheten mit ¢ bzw. b und die der Hypo-
tenuse mit ¢, so heiBt die Behauptung
atb=c- [/5

Beweis:

Es gilt sicher 0<(a—b)?, da das Quadrat
einer reellen Zahl stets nichtnegativ ist. Ad-
diert man auf beiden Seiten der Ungleichung
a*+2ab + b?, so erhiilt man
a?+2ab+b*<2a%+2b% bzw.

a’+2ab+b*<2(a*+b% und wegen a*+b2
=c?(Satz des Pythagoras) a® + 2ab + b% £ 2¢2.
Zieht man auf beiden Seiten der Ungleichung
die Wurzel, so ergibt sich a+b=<]/2 ¢, wo-
mit die Behauptung bewiesen ist. Es gilt
a+b=]/5- ¢ genau dann, wenn das recht-
winklige Dreieck gleichschenklig ist.

Ma10/12 w1960 Fiir p=3 ergibt sich 4°
—16=48. Die Behauptung ist wahr. Prim-
zahlen p>3 sind entweder in der Form
p==6k+ | oder p=6k — 1(k e N) darstellbar.
Es sei p=6k+1. Dann gilt
(6k+2)3 —4(6k+2)
=216k>+216k> + 72k +8 — 24k —8
=216k® +216k? +48k
=24(9k> + 9k + 2k).
Es ist nun noch zu untersuchen, ob der Term
9k3 +9k2 + 2k stets durch 2 teilbar ist. Man
zerlegt den Term wie folgt:
9k (k + 1)k + 2k. Der erste Summand ist auch
stets durch 2 teilbar, da einer der Faktoren
k oder k+1 durch 2 teilbar ist. Es sei
p=6k—1. Dann gilt

(6k)* —4(6k)=216k> — 24k -

=24(9k>—k).

Man zerlegt: 9k* —k=k(3k+1)(3k—1) und
erkennt, daB wenigstens einer der Faktoren k,
3k +1 oder 3k — 1 durch 2 teilbar ist. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Mal10/12 w1961 Die Jahreszahl, die vor
1979 liegt und die groBte Quersumme hat, ist
1899. Es gilt 1 +8+4+9+9=27 und 27-3=81
und 1979 — 81 = 1898. Deshalb wurde er nicht
vor 1898 und auch nicht 1898 oder 1899 ge-
boren. Es gilt
3-(1+8+9+8)=3-26+1979— 1898
3-(148+9+9)=3-27+1979—1899.

Er wurde [olglich im 20.Jahrhundert gebo-
ren, etwa im Jahr 19ab mit a, beN und
0=<a=<7und 0=b=<9 in dekadischer Schreib-
weise. Nun gilt

1979 —19ab=3(1 +9+a-+b) bzw. 1979
—(1900+10a+b)=3(1+9+a+b) bzw. 79
—(10a+5)=30+3a+3b bzw. 49=13a+4b.
Damit die Gleichung erfiillt wird, muB a
ungerade und kleiner als 4 sein. Es kann also
nur entweder a=3 oder a=1 sein.

1. Fall: Es sei a=3, dann gilt
4b=49-139
10

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,
daB be N gelten muB.
2.Fall: Es sei a=1, dann gilt
4b=49-13

b=9
Probe: 1979—-1919=60 und 60=3(1+9+1
+9).
Wie die Probe zeigt, wurde der Mathematiker
im Jahre 1919 geboren und war im Jahre 1979
60 Jahre alt.

Fortsetzung in alpha 5/80

Lésung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. D.-E. Liebscher (Heft 4/80):

1. Der Winkel B,CB ist gleich dem Winkel
ACA,. Die Dreiecke B;BC und 4AA4,C sind
kongruent, insbesondere ist BjB=AA,. Der
gleiche SchluB an den anderen Ecken fihrt
aul BB, =A4A,=CC,.

2. Der Winkel B,CA, ist gleich dem Winkel
B,CB. Weiterhin gilt fiir die Streckenverhalt-
nisse

CBZ _ CA;

CB, CB

_ Umkreisradius des gleichseitigen Dreiecks
" Seitenlinge des gleichseitigen Dreiecks
Die Dreiecke B;BC und B, A4,C sind dhnlich.
Das Verhiltnis der Strecken B;A; zu BB
ist gleich q. Analoges zeigen wir fur die Strek-
ken B,C, und C,A4,. Wegen dieser Ahnlich-
keit und der unter 1. gefundenen Gleichheit
der jeweiligen Bezugsstrecken ist der Satz
bewiesen.

’

Lisungen zu: Das arithmetische Mittel
1. 80;
2. 1.LPG: 34 dt je Hektar;
2.LPG: 33 dt je Hektar.

3. BrigadeI: 2,75 M; BrigadeII: 2,80 M;
4.15,5cm;
5. x=87;
6. b);
7. 39 Jahre;
9.2)3;7;11;15;19; ...;
9.b)z.B.0,5;1;1,5;2;25; ...;
10. 2025;
1. my=9;m,=15;
12. x=54;
13.2;6; 18;54;162; ...;
14.a) 1;4; 16;64;b) 1; 22;43; 64;
15.14;42; 34;
16.55;99; 11;
17. 72 und 2;
18. 103 und 91 haben als Mittel 97;

105 und 91 haben als Mittel 98.

[

Lésungen zu alpha-Wandzeitung:
1 - 2 - 3 Logelei:
1. 1.Reihe: 6.Lampe; 2.Reihe: 10.Lampe;
5.Reihe: 4. und 8.Lampe sind gleiche Mo-
delle.
2. a) Figur c; b) Figur 3
3. Durch Ausgang 7 kommt das Eichhérn-
chen ins Freie.
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4. Stelle das Bild aul den Kopf! Der Ratten-
fanger ist dann in der rechten Hilfte des Bildes
zu sehen.

5. Die Médchen 2 und 6 sehen sich im Spiegel.
6.

7. Der Knopf an der Vogelscheuche ist zum
Fenster des Hauses geworden; der Rauch des
Hauses findet sich auf dem Armel der Vogel-
scheuche wieder: eine Zinke der Heugabel
sitzt an dem Hut der Vogelscheuche; ein
Fliigel des Vogels bildet einen Teil des Stroh-
haufens;.die Tasche des Mannes findet sich
am Stamm des Stockes, der die Vogelscheu-
chen trigt, wieder.

8. Bild 3 erfiillt die Bedingungen.

9. Figur 3 paBt auf den Sockel.

10. Die Kopfe 1 und 5 sind gleich.

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter:

Priife deinen Verstand!
a) Zahl 52; b) Figur 3;c) Zahl 197;d)’}:

Wir danken Herrn Dr. Biichel, I[L Meiningen,
fiir die Einsendung dieses Materials.

Modell einer Datsche
Aus dem Netz D wurde das Model} gebaut.

Kryptarithmetik

a) 69492 + 854 + 13=70359;

b) 10+ 682 + 8763 =9455;

c) 7511 + 28449 = 35960 oder
6411 + 28559 = 34970.

Magisches Quadrat
1,2, —-3;—4,0,4;3, -2, — 1.

Verschniirung eines Pakets

Die Abbildungen sind stark eingezeichnet,
wenn der Treflpunkt erstmals beriihrt wird,
gestrichelt, wenn die zweite Beriithrung erfolgt
und die Kreuzung vollzogen wird.

Wenn an einem willkiirlich gewahlten Punkt
A begonnen wird, die Schnur zu legen, so
kann dies in zwei Richtungen erfolgen (Skizze:
I und II oder 11I und IV). Am ersten spiteren
Trefl[punkt kann rechts (Skizze: 1" und III)
oder links (Skizze: 11 und 1V) abgebogen wer-
den. Ordnet man den weiteren, zum verlang-
ten Resultat fiihrenden Abbiegungen ein r zu,
wenn die Abbiegung nach rechts (in der Rich-
tung des Vorgehens), ein |, wenn sie nach links
erfolgt, so ergibt die Zusammenstellung dieser
Buchstaben in einer Tabelle folgendes Bild:
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Fall Abbiegung
1234567891011 12
I rrrrtrrllr 1
11 I'r111111rl rr
111 rllrcrell 1 1 1
v llrlrrrrrcr I o

Beriicksichtigen wir den Umstand, daB der
Anfangspunkt A beliebig gewidhlt werden
kann, und lassen wir Fall II mit Biegung 3,
Fall 111 mit Biegung 9 und Fall IV mit Bie-
gung 6 beginnen, so ist sofort ersichtlich, daB
sich Fall I und Fall 111, Fall II und Fall IV
entsprechen. Es gibt also zwei zu unterschei-
dende Arten der geforderten Verschniirung.
Numerieren wir die Kreuzungspunkte von 1
bis 6 (wie in der Skizze I eingezeichnet), so
passiert sie die Schnur beim Legen in folgen-
der Reihenfolge:

1 126346145325
II 146326125345
I1I 523541643621

543521623641
(Also I =III riickwirts; [=1V riickwirts.)

Zerlegungsproblem
1 a e
2 2
3 a: 3 1 a :
P *\a 3
o 5 41l°
b 2a
3 4
29
2 J—' 4
5%

52mal Summe 130

4| 45] 29| 52 6219 |35|» 63118 | 34|15
57(2¢| 40| 9 7|42)26)55 6 43|27|54
53| 26| &4) 5 11138 22|59 10|39 23| 58
16| 33| 17 | 64 50|31 |47] 2 s51{30|46| 3

1. Schicht (unten) 2.Schicht 3.Schicht

Aus einer Briefmappe
Von Brief 5 ist die Marke abgelGst.

Fortsetzung von Seite VIII

Aus (2) folgt daher
N_1 'f(7)—1 .7_1
Ng)=p S O=52"7=7

Hieraus und aus (3) folgt

OG5
Q)G
OG-

w.z.b.w.

6. 1.Mdglichkeit: geometrische Interpreta-
tion:
Da nur quadratische Terme in den Radikan-
den auftreten und bei Vertauschung von
(a+c¢) mit (a—c) wieder (1) entsteht, kann
man sich aul positive a, b, ¢ beschrinken.
Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit dem rechten Winkel bei C (siche
Bild). AC habe die Linge ¢. Man triagt nun
auf der Geraden durch B und C von B aus
nach beiden Seiten je eine Strecke der Lange ¢
ab und erhilt die Punkte D und E. Erginzt
man das Dreieck EDA zu dem Parallelo-
gramm EFDA, so gilt nach dem ‘Satz von
Pythagoras

ﬂ:]/ al+b?,

DA=)(a—c)*+b?

EA=)(a+cP +b%
Da B der Diagonalenmittelpunkt des Paralle-
logramms EFDA ist, gilt nach der Dreiccks-
ungleichung, angewandt auf das Dreieck
AFD,

@

DA+FDZ=2BA.
Wegen (2) und FD=EA folgt daraus (1).

A

F
2. Maglichkeit: Es gilt )
(@® +b*+c?)—4a’c? L)
=a* 4+ b* +c* +2a°h* — 2a%c? + 2b%c?
2a*+b*+c* 4+ 2a%b* —2ac? - 2b%?
=(a®+b% -2
Daraus lolgt (die Existenz der nachstehenden
Wurzel sowie)
V@a®+ br+ch)—4d?ciza® + b2 -2,
also
a*+2ac+c2+b?
+2- @+ +b%+2ac) (@ +c* + b> — 2ac)
+a%—2ac+c*+b*24a® +4b2,
(/(@+ P +b*+)/(a— ) + b = 4(a? + b?).
(Diese beiden Wurzeln existieren wegen
(a+c)*+b%20)
Wegen (a2 +5%)20 und |/(a+c)*+b?
+l/la—c)*+b*20
folgt hieraus
Via+clP+b2+)/(a—cP +b*22)/a* + b7,
w.z.b.w.




Mathematik-
aufgaben
aus Freundesland

9 Aufgaben aus der CSSR

Wir stellen einige Aufgaben vor, die der Zeit-
schrift rozhledy entnommen sind. Mit diesen
und &hnlichen Aufgaben werden in der
CSSR die Schiiler aul Mathematik-Olympia-
den vorbereitet. Wir wiinschen allen interes-
sierten alpha-Lesern viel Erfolg beim Losen
dieser Aufgaben aus dem benachbarten
Freundesland.

Aufgaben

ala Die in dekadischer Darstellung auf-
geschriebene dreistellige natiirliche Zahl z
=m sei durch 44 teilbar. Gib alle Zahlen an,
die diese Bedingung erfiillen!

A2A Es sind alle geordneten Paare [a;b]
natiirlicher Zahlen g und b zu ermitteln, die
die Gleichung a - (b— 1)=12 erfiillen.

A3a DieZahl 120 ist als Produkt aus zwei
teilerfremden natiirlichen Zahlen darzustel-
len. Es sind alle Moglichkeiten anzugeben.

A4A Welche geordneten Paare [x;y] na-
tiirlicher Zahlen x und y erfillen die Glei-
chung 2x+ y? =817

A5a DreiKreise ki, k,, k3 mit den Radien
ri=2cm, r;=3cm, r3=10 cm beriihren ein-
ander paarweise von auflen.

Berechne die Abstinde M M, M M3, Mo M,
der Mittelpunkte M,, M,, M3 dieser Kreise
sowie den Fldcheninhalt A des von den Mit-
telpunkten gebildeten Dreiecks MM, M;!

A6a Essind alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich der zweiten
Potenz ihrer Quersumme sind.

A7a Es sind alle dreistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich der dritten Po-
tenz ihrer Quersumme sind.

A8a Essind alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich der vierten
Potenz ihrer Quersumme sind.

a9 4a Esistnachzuweisen,daB eskeine [inf-
stellige natiirliche Zahl gibt, die gleich der
fiinlten Potenz ihrer Quersumme ist.

Losungen

Ala Aus der Aulgabenstellung [olgt
TO0<44 - k<799 fir natiirliche Zahlen k.
Deshalb gilt 16<k<18, also k=16 oder
k=17 oder k=18. Es existieren drei solche
Zahlen; sie lauten z;=16-44=704, z,=17
+44=748, 2, =18 -44=792.

a2a Wegena-(b—1j=12 gilt auch
a(b—-1)=1-12=2-6=3-4=4-3=6-2
=12-1. Daraus folgt weiter a,=1 und
by=13, a,=2 und b,=7, a3=3 und by =5,
as=4 und by=4, as=6 und bs=3, ag=12
und bg=2.

Folgende geordneten Paare erfiillen die ge-
gebene Gleichung:

[1;137,[2:7], [3;5], [4:4], [6:3], [12:2].

A3A 120= 2-60(gemeinsamer Teiler 2),

120= 3-40,
120= 4-30 (gemeinsamer Teiler 2),
120= 5-24,
120= 6-20 (gemeinsamer Teiler 2),
120= 8-15,

120=10"- 12 (gemeinsamer Teiler 2).

Wird die Kommutativitdt der Multiplikation
nicht beriicksichtigt, erhalten wir genau drei
Moglichkeiten

120=3-40=5-24=8"15.

Ad4a Aus 2x+y?=81 erhalten wir 2x-

=81—y2% Nun muB 81—y? durch 2 teilbar
sein. Das ist nur der Fall, wenn y? eine un-
gerade natiirliche Zahl ist, die kleiner als 81
ist.
yi=1,y2= 1, 2x,=80, x, =40;

2= 9,2x,=72, x,=36;
y3=5, y32=25,2x3 =56, x3=28;
ya=T, y42=49, 2x4=32, x4 =16;
ys=9, ys?=81,2x5= 0,x5= 0.
Die geordneten Paare [40;1], [36;3], [28;5].
[16;7], [0;9] erfiillen die gegebene Gleichung.

ASA M M,=(2+3)cm=5cm;

M M3;=(2+10)cm=12cm;

MMy=(3+ 10)cm=13cm.

Die MaBzahlen 5, 12, 13 bilden ein pytha-
goreisches Zahlentripel [5;12;13], und es gilt
52 412%2=132 Das Dreieck M, M, M ist so-
mit rechtwinklig; sein Fliacheninhalt betrigt

A=%-5- 12cm? =130 cm?.

A6a Aus 10a+b=(a+b)* fir 1Z£aZ9
und 0b<9 lolgt 10 (a+b)? £99. Deshalb
konnte (a+ b)? gleich 16, 25, 36, 49, 64 oder 81
sein. Nur fiir 81=(8+1)’=9% werden die
gestellten Bedingungen erfiillt.

A7TA Aus 100a+10b+c=(a+b+c) fir
1<a<9, 0<bh<9, 0=c<9 folgt 100<(a+b
+¢)* £999. Deshalb konnte (a+b +¢)? gleich
53=125,6%=216, 7> =343, 83=512,9°=729
sein. Nur fiir 512=(5+ 1 +2)® =82 werden die
gestellten Bedingungen erfiillt.

ABA Aus (a+b+c+d)*=n* {olgt analog
zu den vorangegangenen Aufgaben 1000 n*
<9999. Deshalb konnte n* gleich 6*=1296,
74=2401, 8*=4096, 9* =6561 sein. Nur fiir
2401 =(24+4 40+ 1)*=7* werden die gestell-
ten Bedingungen erfuillt.

A94 Aus(a+b+c+d+e)’=n’ folgt ana-
log zu den vorangegangenen Aufgaben 10000
<n®<99999. Wegen 6°=7776 <10000 und
10° = 100000 > 99999 kénnte die Quersumme
q einer solchen fiinfstelligen Zahl 7, 8 oder 9
sein. Wegen a0 mufB a wenigstens gleich 1
sein. Es endet 7° auf die Ziffer 7, 8° auf die
Ziffer 8, 9° auf die Ziffer 9.
Fiir die Quersumme g=7 miilte e=7 sein.
Wegen a+e2 1+ 7=8 ist dies nicht mdglich.
Fir ¢q=8 miiBte e=8 sein. Wegen a+e
2148=9 ist dies ebenfalls nicht moglich.
Analog dazu entfillt auch g=9.
Ubersetzt und bearbeitet von
O.Langer, Débeln/Th.Scholl, Berlin

rozhiledy
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Seit 14 Jahren besteht zwischen der tschecho-
slowakischen mathematischen Schiilerzeit-
schrift (sieche Bild) und der alpha ein enger
freundschaftlicher Kontakt.



Z.ahlenzauber — Zauberzahlen

0+ 1= 1 Ix 1= 1
1+ 3= 4 2x 2= 4
4+ 5= 9 3x3= 9
9+ 7= 16 4x 4= 16
16 + 9= 25 5x 5= 25
25 +11= 36 6x 6= 36
36 +13= 49 7x 7= 49
49 +15= 64 8x 8= 64
64 +17= 81 9x 9= 81
81 +19=100 10 x10=100

153=13 +5* +3?
370=3 +7* +0°
3711=3+7 +13
407=4+0* +7°
1634 = 1% +6* +3* +4*
8208 = 8* +2* +0* +8*
9474 =9* +4* +7* +4*
54748 =5° +4° +7° +4° +8°
92727=9"+25+75 +25 +7°
93084 =95 +3° +0° +8° +4°

133=(1 +2 +3) - (12 +3*> +3%

35=3 +1 +5 - (F +12+5)

803 =(8 +0 +3) - (8% +0? +3%)
63=6%+6-3 +32
91=92+9-1+12

1 +3=22

1 +3+5=32
14+34+5+7=47
1+34+5+7+9=52
14+34+54+7+9 +11 =62
1+34+54+74+9+11 +13="77

9 x7=63
99 x77=17623
999 x 777 =1776223
9999 x 7777 = 77762223
99999 x 77777 = 7777622223

:1,61803...=0,61803. ..
:2,41421...=0,41421. ..
©3.30277...=0,30277. ..
: 4,23607. ... = 0,2360678

Lassen sich diese Reihen fortfithren?

1
1
1
1

In den nachstehenden Gleichungen werden
jeweils alle zehn Ziffern verwendet:

2 x3485= 1 x6970
4 %1957 =38 x 206
7 x 1406 = 38 x 259
2 x4589 =13 x 706
5 %2968 =40 x 371
8 x1735=20 x 694
3 x4158 = 6 x2079
6 X1485 =30 x 297
-9 x2754 =81 x 306

Die folgenden Gleichungen sind neue T)';pen
von Umkehrprodukten, d.h., die linke und
die rechte Seite verhalten sich zueinander wie

Bild und Spiegelbild - bis auf das Multi-

plikationszeichen

218 x  9=981 x 2
327 x  8=872x 3
412x  7=T21x 4
424 x T1=742x 4
436 x 7=763x 4
545x  6=654%x 5
5x 295= 59 x25
2x8919= 9 x1982
3x7928= 8 x2973
5 x5946 = 6 x 4955
4x2317= 7 x1324
4 x4627= 7 x2644
4 x6937= 7 x3964
644 x 1= 14x 46

Verbliiffend ist die Ahnlichkeit dieser Glei-
chungen. Nur die Operationszeichen sind aus-
getauscht, und bei der Abwandlung wurde
eine 10 hinzugesetzt:

40:20= 2 40—20= 2-10
45:15= 3 45—15= 3-10
72:12= 6 72—12= 6-10
121: 11 =11 121 —11=11-10

120 = (12 +2% +0?)!
Das Ausrufungszeichen ! (lies: Fakultit)
steht in der Mathematik fiir das Produkt
aller positiven ganzen Zahlen von | bis zur
angegebenen Zahl. Unser Beispiel: 5!=1 -2
-3:4-5=120.
Macht mit euren Freunden, die besonders
fix in Kopfrechnen sind, die Probe aufs
Exempel. Sie méchten folgende Summanden,
die ihr ihnen in gleichbleibendem Tempo
nacheinander ansagt, addieren:

1000 +40 +10 + 1000 +40 + 1000

+10=x.
Als Summe werden die meisten 5000 angeben.
Thr wiBt das natiirlich besser.

aus.: NBI, Berlin
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Das Beriihrungsproblem

des Apollonios

Aus der Planimetrie ist uns bekannt, wie man
mit .Zirkel und Lineal den Aulenkreis bzw.
den Inkreis eines Dreiecks konstruieren kann.
Etwas anders [ormuliert geht es dabei um die
Aufgabe, Kreise zu konstruieren, die durch
drei gegebene Punkte gehen bzw. drei gege-
bene Geraden beriihren.

Diese beiden Konstruktionsaufgaben fithren
uns zu dem Problem, wie man Kreise kon-
struieren kann, die z.B. durch zwei Punkte
gehen und eine Gerade beriihren oder durch
einen Punkt gehen und zwei Geraden be-
rithren. Erweitern wir die Aulgabenstellung
weiterhin dadurch, dal3 auBer Punkten und
Geraden noch Kreise gegeben sind, so kom-
men wir aul ein Beriihrungsproblem, das
Jahrtausende alt ist und schon in der Antike
die Mathematiker beschiltigte.

Als erster befaBte sich Apollonios von Perge
mit diesen ,Berihrungen“. Dieser Mathe-
matiker lebte etwa 262 bis 190 v.u.Z. und ge-
hort zu den groBen griechischen Gelehrten
wie Euklid und Archimedes. In seinen zwei
Biichern iiber ,Beriihrungen“ untersucht er
die Losung der Aufgabe, mit Zirkel und
Lineal die Kreise zu konstruieren, die drei
gegebene Kreise beriihren. In voller Allge-
meinheit dieses ,Beriihrungsproblems des
Apollonios* gelten dann auch die Ausartun-
gen der gegebenen Kreise zu Punkten und zu
Geraden, so daB3 wir diese allgemeine Kreis-
aufgabe auch so ausdriicken konnen:

Wenn von Punkten, Geraden oder Kreisen
irgend drei Stiicke gegeben sind, so sind Kreise
zu konstruieren, die, wenn Punkte gegeben
sind, durch sie hindurchgehen und, wenn Ge-
raden oder Kreise gegeben sind, diese be-
rithren.

Daraus ergeben sich zehn mogliche Aufgaben,
die sich wie folgt zusammenstellen lassen:

Es konnen gegeben sein in der

1. Aufgabe 3 Punkte;

2. Aufgabe 2 Punkte und 1 Gerade:
3. Aufgabe 1 Punkt und 2 Geraden;
4. Aufgabe 3 Geraden;

5. Aufgabe 2 Punkte und 1 Kreis;
6. Aufgabe 1 Punkt, 1 Gerade und 1 Kreis;
7. Aufgabe 1 Punkt und 2 Kreise:
8. Aufgabe 2 Geraden und 1 Kreis;
9. Aufgabe 1 Gerade und 2 Kreise;
10. Aulgabe 3 Kreise.

Gesucht sind in jedem Fall alle moglichen
Beriihrungskreise.

Bei unseren folgenden Untersuchungen wol-
len wir von vornherein aile Sonderfille, be-
sondere Lagen und Ausnahmen der gegebe-
nen Stiicke ausschlieBen. Die gegebenen
Punkte sollen also z. B. nicht auf einer Gera-
den liegen, die Geraden nicht parallel laufen,
die Kreise sich nicht schneiden, beriihren
oder durchdringen usw. Diese Determinatio-
nen der einzelnen Aufgaben iiberlassen wir
dem interessierten Leser.

In jeder der [olgenden zehn Aulgaben wollen
wir immer die Anzahl der méglichen Losun-
gen angeben und, wenn noétig, eine ausfihr-
liche Analysis anfiigen.

Die Angaben iiber die Anzahl der Losungen
beziehen sich also immer aul den allgemeinen
Fall. Bei spezicllen Lagen der gegebenen
Stiicke kann die Anzahl der Ldsungen des-
halb auch kleiner sein. Es sind dann natiirlich
auch andere Arten der Beriihrungen mog-
lich, d.h., daB die gesuchten Kreise die ge-
gebenen nur von auBen oder nur von innen
beriihren. (Siehe auch ASa a und A5ba))

Aufgaben

Ala Esistein Kreis zu kogstruieren, der
durch drei gegebene Punkte P;, P, und P;
geht.

Wir verzichten auf eine Analysis, da die Kon-
struktion allgemein bekannt ist.

A2a Esist ein Kreis zu konstruieren, der
durch zwei gegebene Punkte P, und P, geht
und eine gegebene Gerade g beriihrt.

Analysis: Es sei m; der gesuchte Kreis mit
dem Mittelpunkt M, der durch die Punkte
P, und P, geht und die Gerade g in R, be-
rihrt. Verbindet man P; mit P, und verldn-
gert die Gerade P, P,, bis sie die Gerade g
in T schneidet, so gilt nach dem Sekanten-
tangentensatz TP, TP,=TR,%, wonach
TR, als mittlere Proportionale konstruierbar
ist, und demzulolge ist der Punkt R, bekannt.

_ Der Mittelpunkt M ergibt sich dann als

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von P, P,
und der Senkrechten in R, auf g. Der Radius
von m, ist dann z. B. M P,.

Tragt man TR, von T aus aul g noch einmal
nach der entgegengesetzten Seite ab, so erhalt
man den Beriihrungspunkt R, eines zweiten

Kreises mit dem Mittelpunkt M,, der eben-
fails durch P, und P, geht.
Die Aufgabe hat daher zwer Lésungen.

A2aa Fihre die Konstrukiion an cinem
selbst gewihlten Beispiel aus!

A3a Esist ein Kreis zu konstruieren, der
zwei gegebene Geraden ¢, und g, beriihrt und
durch einen gegebenen Punkt P geht.
Analysis: Es sei m, der gesuchte Kreis mit
dem Mittelpunkt M, der die Gerade g, in R,
und die Gerade ¢, in S; beriihrt und durch
den Punkt P geht. Dann ist M,P=M,R,.
Verlingert man g, und ¢, bis zum gemein-
samen Schnittpunkt A und verbindet A mit
M, so ist die Gerade AM, die Winkelhalbie-
rende des ¥ (¢, ¢2) und somit ein geometri-
scher Ort fiir M, bekannt.

Verbindet man weiter A mit P und nimmt aul
der Geraden AP einen beliebigen Punkt B,
an und zicht durch B, zu M P die Parallele,
so trifft dicse die Winkelhalbierende AM | in
C. Dann fillt man von C aul g;-das Lot.
Dieses schneidet g, in D. Nun gllt nach dem
Strahlensatz B,C : PM, = AC : AM, und
AC:AM,=CD:M,R,.

Da M,P=M,R,, muB auch CBl='CD sein.
Nun ist D bekannt (beliebig auf g,), dann C
als Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
AM, mit der Senkrechten in D aufl g,
weiterhin B, auf AP durch CB,=CD. Jetzt
findet man M, als Schnittpunkt zwischen der
Parallelen zu CB; durch P und der Wink='
halbierenden des Winkels ¥ (g, ¢2)-

Da der um C mit CD gezeichnete Kreis AP
noch einmal in B, triflt, erhdlt man den
Mittelpunkt M, eines zweiten Kreisqs, der ¢,
in R, und g, in S, beriihrt.

Die Aufgabe hat zwei Losungen.

Alaa Fiihre die Konstruktion an einem
selbst gewihlten Beispiel aus!

A4 a Esist ein Kreis zu konstruieren, der
drei gegebene Geraden ¢, g, und g3 beriihrt.
Auch hier verzichten wir auf .eine Analysis.
Wir miissen nur darauf achten, daB es noch
drei weitere Kreise gibt, die die drei Geraden
beriihren. Sie sind auch als Ankreise eines
Dreiecks oder als duBlere Beriihrungskreise
bekannt.

Die Aufgabe hat vier Losungen.

A5 A Esist ein Kreis zu konstruieren, der
durch zwei gegebene Punkte P, und P, geht
und einen gegebenen Kreis & beriihrt.
Analysis: (Bild 1) Es sei m, bzw. m, der ge-
suchte Kreis mit dem Mittelpunkt M, bzw.
M, der durch P, und P, geht und den Kreis &
mit dem Mittelpunkt K in R; von auflen
bzw. in R; von innen beriihrt, dann haben die
Kreise m; bzw. m; und k in R, bzw. R, eine
gemeinsame Tangente. Zieht man durch P,
und P, eine Gerade, so schneidet diese die
gemeinsame Tangente in T. (Uberlege, warum
hier nicht zwei Schnittpunkte 7;, T auftreten,
je nachdem, ob man m, oder m, betrachtet!
Die folgende Rechnung gibt fiir diese Uber-
legung einen Hinweis.)
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Zeichnet man von T aus eine beliebige Se-
kante durch den Kreis k, so schneidet diese k
in den Punkten B und C. Dann gilt nach dem
Sekantentangentensatz

TP, TP,=TR,? bzw. TP, - TP,=TR,?
und TB-TC=TR,2bzw. TB- TC=TR;?,
also TP, TP,=TB-TC,

und Viereck P, P,CB ist ein Sehnenviereck.
Zieht man also durch P,, P, und Punkt B
(beliebig aul k) einen Kreis, so muB er durch C
gehen. Es ist demzufolge Punkt C bekannt.
Ferner ist T bekannt als Schnittpunkt der
beiden Geraden BC und P,P,, dann R, bzw.
R durch die von T an k gezogene Tangenten.
Der Mittelpunkt M, bzw. M, des gesuchten
Kreises liegt also einerseits auf der Mittel-
senkrechten von P, P, und andererseits auf
der Geraden R, K bzw. R,K.

Die Aufgabe hat zwei Losungen je nachdem,
ob der gesuchte Kreis den gegebenen von
aullen oder von innen beriihren soll.

AS5aA Fiihre die Konstruktion fir den
Sonderfall aus, wenn K, P, und P, auf einer
Geraden liegen, P; und P, aber auBerhalb
des Kreises k!

AS5ba Bei welcher Lage von P und P,
gibt es nur einen Beriihrungskreis?

A6a Esist ein Kreis zu konstruieren, der
durch einen gegebenen Punkt P geht und eine
gegebene Gerade g und einen gegebenen
Kreis & beriihrt.

Analysis: (Bild 2) Es sei M, der Mittelpunkt

des gesuchten Kreises m;, der durch P geht,
die Gerade g in R; und den Kreis k& mit dem
Mittelpunkt K von auflen in S, beriihrt. Man
fallt von K auf g das Lot mit dem Fullpunkt A.
Dieses schneidet den Kreis & in B und C. Die
Gerade CP schneidet m; in D;. Zieht man
dann die Zentrale KM, so geht sie durch S,
und verbindet man weiterhin C mit S; und
R;, so miissen C, S, und R, eine Gerade
bilden; denn &R,M,;S,=xS5,KC, da
MR, | CA. Und weil die Dreiecke
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AM,;S,R; und AS,CK gleichschenklig sind,
muBl ¥ M SR, = &CS;K sein.

Verbindet man noch B mit §,, so ist
¥ BS,;C=90° als Winkel im Halbkreis, dem-
zufolge ist auch ¥ BS;R;=90°. Daher gilt
¥BS;R,+ ¥R;AB=180°, d.h. R,S,BA ist
ein Sehnenviereck.

Es gilt also nach dem Sekantensatz CB- CA
=CS, - CR;,unddaCS, - CR,=CD, - CPist,
so muB auch CB-CA=CD, - CP sein, d.h.
PD,BA ist ebenfalls ein Sehnenviereck. Zieht
man demzulolge durch die drei bekannten
Punkte 4, B und P einen Kreis, so ist D,
bekannt als Schhittpunkt dieses Kreises mit
CP.

Es ist also der gesuchte Kreis m; so zu kon-
struieren, daB er durch P und D, verlduft und
die Gerade g beriihrt (siche Analysis A24).
Man erhilt dabei noch einen zweiten solchen
Kreis m; mit dem Mittelpunkt M,, der den
Kreis k von auBlen in S, und g in R, be-
riihrt.

Der gesuchte Kreis kann den gegebenen
Kreis auch von innen beriihren. Ist z.B. M,
der Mittelpunkt eines solchen Kreises ms,
dann beriihrt dieser den Kreis k in S3 von
innen und die Gerade g in R3. Man verbindet
in diesem Fall B mit P und verldngert BP,
bis die Verldngerung den Kreis m3 zum zwei-
ten Mal in D, schneidet. Es 1dBt sich dann
ebenlalls nachweisen, daB Rj, B und S; auf
einer Geraden liegen und das Viereck CS3 AR5
ein Sehnenviereck ist. (Wegen ¥ R3AC
= X R3S3C=90° iiber der gleichen Sehne
R5C.) Dann muB nach dem Sehnensatz wegen
BA-BC=BR;-BS; und BR;-BS;=BD;"
BP auch BA- BC=BD, - BP gelten, und Vier-
eck PCD;,A ist ebenfalls ein Sehnenviereck.
Demzufolge ist Punkt D, bekannt als Schnitt-
punkt dieses Kreises mit BP. Nun sind wieder
die Kreise zu finden, die durch P und D,
gehen und g beriihren (siche Analysis A2 A).

Bild I

-+ ¥AR,S5,=180° d.h, AR,S:B;

Man erhilt also zwei weitere Kreise m; und
mq mit den Mittelpunkten M3 und M,, die g
in R3 bzw. R4 und k in S3 bzw. S4 von innen
beriihren.

Die Aufgabe hat vier Losungen, und zwar
zwei Kreise, die den gegebenen Kreis von
auBen und zwei Kreise, die den gegebenen
Kreis von innen beriihren.

A7aA Esist etn Kreis zu konstruieren, der
durch einen gegebenen Punkt P geht und zwei
gegebene Kreise k; und k;, beriihrt.
Analysis: (Bild 3) Es sei m; der gesuchte
Kreis mit dem Mittelpunkt M, der durch P
geht und die beiden Kreise k; und k; mit den
Mittelpunkten K; und K, von denen k, >k,
sein soll, von auBen beriihrt, und zwar den
Kreis k, in R; und den Kreis k, in S;. Man
zieht die Gerade K,K; (Zentrale der Kreise
ky und k,), dieden Kreis k; in A und den Kreis
k, in B, schneidet und verliangert R;S,, bis
diese Gerade den Kreis k; zum zweiten Mal
in Dy, den Kreis k, zum zweiten Mal in E;
und KK, in Z, trifft. Dann verbindet man
K, mit D, und M,, ebenso K, mit E, und M.
Somit ist

¥KiD\R,= %K R{D;=%M RS,
=¥M,SR;=¥K55,E,,

deshalb giit K,D, || K,S,. Folglich ist Z, der
duBere Ahnlichkeitspunkt der Kreise k, und
k, und daher bekannt.

Verbindet man noch 4 mit R; und B; mit
S, und bezeichnet & B;K,S, mit a, so ist
a.
57
xD KA

—180°+4 und <)<D1R1A:90°+; und

¥K,B:S, =90°—%‘ und ¥ AB,S,=90°+

ferner ist der erhabene Winkel

<):AR1$1=90°—;. Es ist folglich xAB;S,
ist ein
Sehnenviereck. Verldngert man Z; P bis zum
zweiten Schnittpunkt F; mit dem Kreis m,,

soistZ,A-ZBy=Z,R,-Z,8,=2Z,P-Z,F,,
also ist PF,B;A ebenfalls ein Sehnenviereck,




und F, ist bekannt als Schnittpunkt des
durch A, B; und P gezogenen Kreises mit der
Geraden Z, P.

Es ist somit der gesuchte Kreis m; so zu kon-
struieren, daB3 er durch P und F, geht und
einen der gegebenen Kreise beriihrt (siche
Analysis A5 A). Man erhilt bei dieser Kon-
struktion zwei Kreise m; und m, mit den
Mittelpunkten M| und M,;. m, beriihrt k,
in R, und k; in S, von auBlen, und m, beriihrt
k, in R, und k, in S, von innen.

Der gesuchte Kreis kann aber auch k; in Rj
von auflen und k, in S5 von innen beriihren
(Bild 4). Ist M5 der Mittelpunkt eines solchen
Kreises, dann 4Bt sich nachweisen, daBl Z,
innerer Ahnlichkeitspunkt der beiden gege-
benen Kreise ist. Das Viereck AR;B,S5 ist
ebenso wie das Viereck APB,F, ein Schnen-
viereck, und F, ist bekannt als Schnittpunkt
des durch A4, B, und P gezogenen Kreises
mit Z,P.

Es ist somit der Kreis m3 um M so zu kon-
struieren, daB er durch P und F, geht und k,
von aullen beriihrt (siche Analysis A5A).
Man erhdlt bei dieser Konstruktion einen
zweiten Kreis my hit dem Mittelpunkt M,.
der k, in R4 von innen und k, in S4 von aulen
beriihrt.

Die Aufgabe hat vier Losungen, je nachdem
ob duBere oder innere Beriihrung stattfinden
soll.

A7aa Fihre die Konstruktion aus, wenn
ky=k,, also r,=r, gilt!

A84 Esist ein Kreis zu konstruieren, der
zwei gegebene Geraden g; und g, und einen
gegebenen Kreis k beriihrt.

Analysis: Es sei m; der gesuchte Kreis mit
dem Mittelpunkt M,, der g, in R, und g, in
S1 und den Kreis k mit dem Mittelpunkt K
in Q, von auflen beriihrt. Beschreibt man um
M mit MK einen Kreis und zieht an diesen
zu g, und g, die parallelen Tangenten /; und
l2. 11 | g1 und I3 | g2, so ist die Lage von I
und [, bekannt, da ihr Abstand von den ge-
gebenen Geraden gleich dem Radius des ge-
gebenen Kreises ist.

Es ist deshalb zunachst ein Hilfskreis um M

so zu zeichnen, daf} er die beiden Tangenten
Iy und !, berithrt und durch den Punkt K
verlduft (siche Analysis A3a). Man er-
hdlt dabei zwei Hilfskreise mit den Mittel-
punkten M, und M,. Verkiirzt man den
Radius dieser beiden Hilfskreise um den Ra-
dius des Kreises k, erhédlt man die gesuchten
Kreise m, und m,. m, beriihrt g, in R, g, in
S, und & in Q, von auflen.

Der gesuchte Kreis kann den gegebenen Kreis
auch noch von innen beriihren, dann findet
man durch entsprechende Uberlegung noch
zwel weitere Kreise mit den Mittelpunkten
My und M,.

Die Aufgabe hat vier Losungen, je nachdem
ob duflere oder innere Beriihrung stattfinden
soll.

A9A Esist ein Kreis zu konstruieren, der
zwei gegebene Kreise k; und k, und eine
gegebene Gerade g beriihrt.

Analysis: (Bild 5a) Es sei m; der gesuchte
Kreis mit dem Mittelpunkt M, der g in Ry,
den Kreis k; mit dem Mittelpunkt K, in S,
und k, mit dem Mittelpunkt K, in Q, von
auBen beriihrt. Weiterhin sei r, >r, fir die
entsprechenden Radien r; und r,. Dann zeich-
net man um M, mit MK, einen Kreis, der
M K, in N trifft und an diesen Kreis die zur
Geraden ¢ parallele Tangente /. Damit ist
die Lage von [ bekannt; denn der Abstand
zwischen g und [ ist gleich dem Radius von
k,. Zeichnet man weiter um K, mit EW
einen Kreis, so muB dieser den mit M, K, be-
schriebenen Kreis in N, beriihren.

Es ist daher zuerst ein Hiilskreis so zu kon-
struieren, daB er durch K, geht, die Parallele
! beriihrt und den um K, mit r; —r, =K, N,
gezogenen Kreis berithrt (siehe Analysis
A64A) Man erhidlt bei dieser Konstruk-
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tion zwei Hillskreise mit den Mittelpunkten
M, und M,. Verkiirzt man die Radien dieser
beiden Hilfskreise um den Radius von k,, er-
geben sich die gesuchten Kreise mit den
Mittelpunkten M, und M,. m, bzw. m, be-
rihrtgin R, bzw. R,, k, in S; bzw. S, und k,
in Q, bzw. @, von aullen.

Da der gesuchte Kreis die gegebenen Kreise
auch von innen beriihren kann, findet man
analog zwei weitere Kreise mit den Mittel-
punkten M; und M,. Die Konstruktion und
Analysis iiberlassen wir dem Leser. Weiter-
hin kann der gesuchte Kreis den einen gege-
benen Kreis von innen und den anderen von
aullen beriihren. Das Bild 5b zeigt das
Beispiel mit den Kreisen um M5 und M.
Auch hier konnen die entsprechende Analysis
sowie die beiden letzten Losungen mit den
Kreisen um M, und Mg selbst gefunden
werden.

Die Aufgabe hat acht Losungen, je nachdem
ob duBere oder innere Beriihrung stattfinden
soll.

A 10a Esist ein Kreis zu konstruieren, der
drei gegebene Kreise ki, k, und k; beriihrt.
Analysis: (Bild 6) Es sei m; der gesuchte
Kreis mit dem Mittelpunkt M, der die ge-
gebenen Kreise k), k, und k3 mit den Mittel-
punkten K, K, und K; von auBlen beriihrt,
und zwar k, in R,, k; in S, und k; in Q,.
Ferner sei ry>r,>r; lir ihre entsprechen-
den Radien ry, r, und ry. Man beschreibe um
M, mit MK, einen Hilfskreis, der die Ge-
raden M, K, in N; und MK, in H, schnei-
det. Dann ist N;K,=r;—r3 und H,K,
=r,—rs. Zieht man um K, mit N,K, und
um K, mit H,K; je einen Kreis, so miissen
diese den um M, mit MK gezogenen Hilfs-
kreis beriihren.

Es ist daher der Hilfskreis um M, so zu kon-
struieren, daB er durch den Punkt K; geht
und den um K, mit r, —r; sowie den um K,
mit r,—ry gezogenen Kreis von auflen be-
riihrt (siche Analysis A7a). Man erhilt
bei dieser Konstruktion zwei Hillskreise mit
den Mittelpunkten M, und M,. Verkiirzt man
den Radius des ersten um den Radius von
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k3, lindet man den gesuchten Kreis m; mit
dem Mittelpunkt M, der k, in R}, k, in S,
und k3 in Q; von auflen beriihrt. Verldngert
man den Radius des zweiten Hilfskreises um
den Radius von ki3, so erhdlt man einen
zweiten Kreis m; mit dem Mittelpunkt M,
der k, in R,, k; in $; und &, in Q, von innen
beriihrt (Bild 7). Der gesuchte Kreis kann
den gegebenen Kreis k3 auch von innen und
k, und k, von auBen beriihren. Ein solcher
Kreis sei m; mit dem Mittelpunkt Mj, der
k, in R3 und k; in S5 von auBen sowie k3 in
Q5 von innen beriihrt. Dann beschreibt man
um M; mit MK einen Hillskreis, der die
Gerade durch MK, in Ny und M;K; in H,
schneidet. Hier ist nun N?K_,=r,+r3 und
Hng =r+rs.

Es ist daher zuerst der Hilfskreis um M3 so
zu konstruieren, daB er durch den Punkt K3
geht und den um K, mit r; +r; sowie den
um K, mit ry+r; gezogenen Kreis von
auBen beriihrt (siche Analysis A7 A). Man
erhilt bei dieser Konstruktion zwei Hilfs-
kreise mit den Mittelpunkten M5 und M,.
Verldngert man den Radius des ersten Hilfs-
kreises um r;, [indet man den gesuchten
Kreis mit dem Mittelpunkt M3, der k; in R3
und k, in S3 von auBen und k3 von innen
beriihrt. Verkiirzt man den Radius des zwei-
ten Hilfskreises um rs, erhdlt man einen zwei-
ten Kreis my mit dem Mittelpunkt M,, der
ky in R4 und k, in S4 von innen und &; in Q4
von auBen beriihrt.

Es gibt noch vier weitere Kreise, die die gege-
benen Kreise von innen bzw. auBen beriihren.
Die Konstruktion und Analysis sind dhnlich
und vom Leser selbst zu finden.

Die Aufgabe hat acht Losungen, je nachdem
ob duBere oder innere Beriihrung stattfinden
soll.

Al0aa Uberlege, wie die Konstruktion
im Falle ry =r,=r; verlaufen kann!
H. Begander

Eine Aufgabe von

Prof. Dr.
Max Jeger

Eidgendssische
Technische Hochschule Ziirich

A 1995 A Ein rechteckformiger Billardtisch
hat beider Ecke B ein Loch. Wie muBl man
eine Kugel im Punkte 4 anstoBen, damit sie
nach Reflexion an den Randgeraden f, g und
h im Loch B verschwindet? Welchen Weg
legt sie dabei zuriick ?

(A)Zf'fg Xy 2Ay

(A) ZpeZy 2 Ay

(B)Ep=Be

(Ausgehend von dieser kleinen Aufgabe und
ihrer Losung kann man sich selbst viele
schone ,,Billard-Aufgaben“ ausdenken. Etwa
die Frage, ob man von jedem Punkt am
Rande so stoBen kann, daB die Kugel nach
Beriihrung aller anderen Banden wieder zum
Ausgangspunkt zuriickkommt. Wir wiinschen
viel SpaB3!)



Johannes Kepler —
Astronom

und Mathematiker
Teil 1

Im November jdhrt sich zum 350. Male der
Todestag des Astronomen, Mathematikers
und Physikers Johannes Kepler.

Kepler, der stets von der Copernicanischen
Planetentheorie tiberzeugt war. beseitigte de-
ren Mingel, indem er in mathematischer
Form drei Gesetze iiber die Bewegungen der
Planeten um die Sonne aussprach. Er schul
darauf aufbauend mit einer bis dahin nicht
dagewesenen Genauigkeit Taleln fir die
Vorausberechnung der Planetenpositionen.
Bei Keplers Berechnungen erlebten die (von
Biirgi, Neper und Briggs erfundenen) Loga-
rithmen eine ihrer ersten Anwendungen.
Kepler brachte aber nicht nur der Astronomie
groBe Fortschritte. Als Physiker machte er
sich verdient beispielsweise um die Entwick-
lung der Optik und begriindete eine Theorie
des (astronomi'schen) Fernrohrs. ,,Ich glaube,
daB Astronomie und Physik so genau mit-
einander verkniipft sind, daB keine ohne die
andere vervollkommnet werden kann“,
schrieb Kepler an einen dédnischen Astrono-
men. Als Mathematiker lieferte er Beitrage
zur Entwicklung der Theorie der Kegel-
schnitte, zur Entwicklung der Infinitesimal-
rechnung, zur Theorie der Polyeder, zur Be-
rechnung der Logarithmen. ,,Als Mathemati-
ker gehort Kepler unzweifelhaft in die Reihe
jener Personlichkeiten, bei denen das an-
schauliche Element gegeniiber den rein logi-
schen iiberstark in den Vordergrund tritt“,
stellte der Mathematikhistoriker J. E. Hof-
mann zusammen(assend [est.

Im folgenden sollen einige Streiflichter die
mathematischen und astronomischen Studien
und Forschungen Keplers beleuchten. (S.
auch Ubersichten 1. und 2)

Kepler studiert Euklids ,,Elemente*

Eine der verbreitetsten Schriften der Welt ist
die des griechischen Gelehrten Euklid mit
dem Titel ,,Elemente”. Euklid lebte zwischen
350 und 300 v.u.Z. Man weiB, daB er am
Hole des K6nigs Ptolemaios L. (der von 305
bis 285 v.u.Z. regierte) in Alexandria groBe
Hochachtung genoB. Es wird berichtet, da
Ptolemaios einmal den Euklid [ragte, ob es
keinen bequemeren Weg zur Geometrie gébe
als die Elemente; und jener antwortete, es
gibe keinen Konigsweg zur Geometrie. Er
meinte damit, daB auch fiir Konige der Weg

zur Geometrie, zur Mathematik nicht be-
quemer gemacht werden konne.

Die Kenntnis des euklidischen Buches ver-
danken die Européder den Ubersetzungen ara-
bischer Gelehrter (9./10.Jh.). Auf sie geht die
erste gedruckte Ausgabe zuriick, die dem
Giovanni Campano (Mitte des 13.Jh.) zuge-
schrieben wird und 1482 in Venedig erschie-
nen ist. Wahrend der Renaissance erschienen
lateinische Ausgaben, die sich auf griechische
Codices stiitzten, die ihrerseits aus der Be-
arbeitung der ,,Elemente” durch Theon von
Alexandria (um 350 u.Z.) hervorgegangen
sind. (Ein Codex - Plural: Codices — ist
die spdtantike und mittelalterliche Buch-
form, bei der mehrere Lagen von Papyrus-,
Pergament- oder Papierbldttern in einem
Holzdeckelband zusammengefiigt wurden.)
Eine griechische Ausgabe der ,,Elemente” er-
schien 1533 in Basel, bearbeitet von Simon
Gryneaus. Die lateinische Ausgabe des Cla-
vius von 1574 soll 22 Auflagen gefunden
haben. Im Jahre 1808 entdeckte man in durch
Napoleon der Vatikanischen Bibliothek ge-
raubten Archivalien eine vollstaindige Hand-
schrift der ,Elemente”, die aul &dltere und
bessere Ausgaben als die des Theon zuriick-
geht. Hierauf basieren die heutigen Ausgaben.
»Es gab in Europa eine Zeit, da man alles,
was in Euklids Elementen enthalten war, als
bekannt voraussetzen durfte. Die Zeit ist jetzt
nicht mehr. Ich sehe mich daher genétigt, den
Inhalt ... seines Werkes meinen Lesern etwas
ausfihrlicher vor Augen zu fiihren, als es vor
dreihundert Jahren ndotig gewesen wire",
schrieb G. H. F. Nesselmann, €in Schiiler von
C.G.J. Jacobi (vgl. alpha H.1/1980), 1842 in
seinem Buch ,Die Algebra der Griechen®.
Im Mittelalter und bis in die Neuzeit wurde
die Professur fir Geometrie an den Uni-
versitdten hdufig als die des Euklid bezeichnet
(ja, der Name Euklids geradezu mit der Geo-
metrie identifiziert). Die Studenten lasen den
Text, vollstindig oder auszugsweise, und der
Professor kommentierte.

Wihrend seiner zweijdhrigen allgemeinen
Ausbildung an der Tiibinger Artistenfakultit,
an der die sieben ,[reien Kiinste" (artes
liberales: Grammatik, Dialektik, Rhetorik,
Arithmetik, Geometrie, Musik, Astronomie)
gelehrt wurden, hérte Kepler die Vorlesungen
iber Geometrie (und Astronomie) beim Ma-
thematiker und Astronomen M. Maistlin
(1550 bis 1631). Hier lernte Kepler die ,,Ele-
mente” des Euklid kennen. Ob Mistlin in
seinen Vorlesungen alle 13 Kapitel des Bu-
ches behandelte oder nur Ausziige daraus,
ist ungewiB.

Euklids Elemente umfassen dreizehn Kapitel.
Man spricht von den ,,planimetrischen* (Ka-
pitel 1 bis 6), den ,,arithmetischen* (Kapitel 7
bis 10) und den ,stereometrischen” (Kapitel
11 bis 13) Biichern. (Planimetrie — Geometrie
der Ebene, Arithmetik — Zahlentheorie, Ste-
reometrie — Geometrie des Raumes.) Den
Zweck der Elemente beschrieb Proklos (410

Ubersicht 1. Aus der deutschen Geschichte

1517 31.Oktober. Beginn der Relormation.
(Sie richtet sich gegen die Vorherrschaft
der romisch-katholischen Kirche als
Zentrum des Feudalsystems.)

Beginn des deutschen Bauernkrieges.
(Eine Phase der [riihbiirgerlichen Revolu-
tion, mit der der Machtkampf gegen das
Feudalsystem einsetzte.)

Griindung des Schmalkaldischen Bundes.
(Ein von protestantischen Fiirsten und
Stidten zur Verteidigung ihrer religiosen
und politischen Ziele gegen den habs-
burgischen Kaiser Karl V. geschlossener
Bund; er wurde im Schmalkaldischen
Krieg 1546/47 vom Kaiser besiegt.)
Reichstag zu Augsburg. Zwischen Prote-
stanten und Katholiken wird der ,Augs-
burger Religionsfrieden™ abgeschlossen.
(Er bestiitigte den existierenden Glaubens-
zustand in den Fiirstenliimern.)
Griindung der protestantischen Union in
Ahausen. (Ein ZusammenschluB der deut- .
schen protestantischen Fiirsten. auBler
Kursachsen, unter Kurfiirst Friedrich 1V.
von der Pfalz.)

Griindung der katholischen Liga in
Miinchen als Gegenpartei zur Union. (Ein
ZusammenschluB der katholischen Fiirsten.)
Beginn des Dreiligjihrigen Krieges -
verursacht durch die konlessionellen
Spannungen und politischen Gegensitze.

1524

1531

1555

1608

1609

1618

Ubersicht 2.
Johannes Kepler 1571 bis 1630, Lebensdaten

1571 27. Dezember (julianischen Stils =6.Januar
1572, gregorianischen Stils). Geburt
Keplers in der wiirttembergischen Stadt Weil.
Ubersiedlung mit den Eltern nach Leonberg.
Nach der Ausbildung, erst aul einer
Schreibschule und wenig spiter aul einer
Lateinschule in Leonberg, nach Bestehen
des ,Landexamens" dann an den Kloster-
schulen in Adelberg und Maulbronn iegt
Kepler das Examen als Baccalaureus in
Tiibingen ab.

Studium in Tiibingen. Zunichst an der
Artistenfakultdt. Unterweisung in Latei-
nisch, Griechisch, Hebridisch, Mathematik,
Astronomie. 1591 Magister artium (Magi-
ster an der Artistenfakultit). Studium der
Lutherischen Theologie an der theologi-
schen Fakultit.

Noch vor AbschluB des Theologiestudiums
wird Kepler , Lehrer der Mathematik und
der Moral* an der lutherischen Land-
stindeschule in Graz und Mathematiker der
Landesregierung (,,Mathematiker der
Landschalft*) mit der Verpllichtung,
Kalender mit Prognostiken zu verfassen.
Aus religiosen Griinden wird Kepler aus
Graz ausgewiesen. Erst Assistent von
Tycho Brahe und dann als Nachfolger von
Tycho Brahe Holastronom und Kaiserlicher
Mathematiker in Prag. ‘

Die Lage des Protestanten Kepler am

Hofe des katholischen Kaisers wird un-
haltbar. Kepler geht als Mathematiker der
Landschaft Osterreich ob der Ems nach
(dem protestantischen) Linz.

Nach Ausweisung der Protestanten aus
Linz: Stindig wechselnder Aufenthalt
Keplers (Regensburg, Ulm u.a.)

Kepler als Astrologe im Dienste Wallen-
steins im schlesischen Sagan (heute: Zagari).
Im Oktober tritt Kepler eine Reise iiber
Leipzig, Niirnberg nach Regensburg an,
um auf dem dortigen Reichstag seine riick-
stindigen Beziige als Kaiserlicher Astro-
nom einzuklagen. 15. November: Tod in
Regensburg.

1576
1588

1589

1594

1599

1612

1626

1628

1630
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bis 485 u.Z., zeitweise Leiter der Akademie
in Athen) so: Elemente nennt man das, des-
sen Theorie hinreicht zum Verstindnis von
allem anderen und mittelst dessen man im
Stande ist, die Schwierigkeiten, welche das
andere bietet, aus dem Wege zu tdumen.

Der letzte Satz in den Elementen lautet:
,» Weiter behaupte ich, daB sich auBer den be-
sprochenen fiinf Korpern kein weiterer Kor-
per errichten 1aBt, der von einander gleichen
gleichseitigen und gleichwinkligen Figuren
umfaBt wiirde.“ Das war wohl auch ein Ziel
Euklids, in den ,,Elementen* den Nachweis
zu [Uhren, daB es nicht mehr als fiinf regel-
maBige Korper gibt.

Was sind solche, auch ,regulire Polyeder*
genannten Korper?

Uber reguliire Polyeder

Ein von Ebenen begrenzter Korper heiBt
Polyeder. Die Seitenflichen des Polyeders
sind Polygone (Vielecke). Jede Seite eines
Polygons gehort zu zwei Seitenflichen. Diese
Seiten werden als die Kantep des Polyeders
bezeichnet. Jeder Eckpunkt eines Polygons
gehort zu wenigstens drei Seitenflichen. Die
Eckpunkte werden als Ecken des Polyeders
bezeichnet.

Ein Polyeder heiBt konvex, wenn es vollstin-
dig auf einer Seite der Ebene jeder seiner
Seitenflachen liegt. In diesem Fall gehort die
Verbindungsstrecke von zwei beliebigen
Punkten im Polyeder vollstindig dem Poly-
eder an. Ist e die Anzahl der Ecken, f die
Anzahl der Seitenflichen und k die Anzahl
der Kanten eines konvexen Polyeders, so gilt
stets e+f—k=2. (Diesen Eulerschen Poly-
edersatz kannte Kepler noch nicht. L. Euler,
1707 bis 1783. Der Satz wurde iibrigens
schon von R.Descartes, 1596 bis 1650, for-
muliert.)

Sind die Seitenfldchen eines konvexen Poly-
eders untereinander kongruente regelmaBige
Vielecke derselben Seitenzahl und haben
samtliche Ecken dieselbe Kantenzahl, so heiB3t
das konvexe Polyeder regelmiBig oder regu-
lir. Es gibt, wie man beweisen kann, nur fiinf
regulire Polyeder: das Tetraeder mit vier
gleichseitigen Dreiecken als Seitenfldchen, das
Hexaeder (Wiirfel) mit sechs Quadraten als
Seitenflichen, das Oktaeder mit acht gleich-
seitigen Dreiecken als Seitenfliichen (eine
Doppelpyramide mif-quadratischer ‘Grund-
fliche), das Ikosaeder mit zwanzig gleich-
seitigen Dreiecken als Seitenllichen, das
Dodekaeder mit zwolf regelmaBigen 5-Ecken
als Seitenflichen.

Man kann um ein regulires Polyeder eine
Kugel beschreiben, deren Mittelpunkt im
Mittelpunkt des Polyeders liegt und deren
Oberfliche durch alle Ecken des Polyeders
geht. Wir nennen sie Umkugel. Man kann
einem reguldren Polyeder auch eine Kugel
einbeschreiben, deren Mittelpunkt im Mittel-
punkt des Polyeders liegt und deren Ober-
fliche jede Seitenfliche in ihrem Mittelpunkt
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beriihrt. Wir nennen sie Inkugel. Es bezeichne
r den Radius der Umkugel und s den Radius
der Inkugel des Polyeders. Fiir den Quotien-

’
ten 3 kann man folgende Werte ausrechnen:

Fiir das Tetraeder ist £=3; fir den Wiirlel

und das Oktaeder ist ~=]/3=1,7321 (nihe-

rungsweise); fiir das Ikosaeder und das Do-
dekaeder ist

%%(315—1/3)1/ 10+2)/5=1,2584

(n@herungsweise).

Man nennt Wiirfel und Oktaeder bzw. Ikosa-
eder und Dodekaeder duale Polyeder, wih-
rend das Tetraeder als selbstduales Polyeder
bezeichnet wird. Fiir duale Polyeder ist das

genannte Radienverhaltnis g gleich. Die An-

zahl ihrer Kanten ist gleich. Durch Ver-
tauschung von e und f entsteht der duale
Karper. Die Mittelpunkte der Seitenflichen
eines Wiirfels sind die Ecken eines Oktaeders;
die Mittelpunkte der Seitenfliichen eines Ok-
taeders sind die Ecken eines Wiirfels. Die
Mittelpunkte der Seitenflichen eines Ikosa-
eders sind die Ecken eines Dodekaeders;
die Mittelpunkte der Seiten(lichen eines Do-
dekaeders sind die Ecken eines Ikosaeders.
Fiir das Tetraeder ist e=f. Die Mittelpunkte
der Seitenflichen eines Tetraeders sind die
Ecken eines (anderen) Tetraeders.

Die Pythagoreer (anonyme Mathematiker zw.
500 und 440 v.u.Z.) kannten wahrscheinlich
nur drei regukire Polyeder, nimlich Tetra-
eder, Wiirfel und Dodekaeder, wihrend Okta-
eder und Ikosaeder wohl erst von Theaitetos
(etwa 410 bis 368 v.u.Z) entdeckt worden
sind. Oft werden die reguliren Polyeder

&

Oktaeder

//I_‘—--

Hexaeder

Ay, ~
&

Ikosaeder  Pentagondodekaéder

Tetraeder

d

e d'

TN ]
— =
- .
Ebenes Netz
des Wiirfels

Ebenes Netz
des reguldaren Tetraeders

Ebenes Netz des reguldren Dodekaeders

Ubersicht 3. Die fiinf reguliiren Polyeder (M. Miller, Stereometrie, Leipzig 1957)

Tetra- Wiirfel Okta- Ilkosaeder Dodekaeder
eder eder

Anzahl der Ecken der Seitenfliichen 3 4 3 3 5

Anzahl der Seitenflichen

in einer Ecke 3 3 4 5 3

Anzahl f der Seitenflichen 4 6 8 20 12

Anzahl e der Ecken 4 8 6 12 20

Anzahl k der Kanten 6 12 12 30 30

Oberfliche (a - Kantenlinge) 3 6 223 sa/3 3a2V/5(5+2/3)

Volumen (a — Kantenlinge) f—;[/s a® f1;[/5 15—20’(3 + 1/5) 2(15 +1/5)

Radius r der Umkugel

;l/ 10+2)/5 §1/5(1+1/§)

Radius s der Inkugel

V3345 /10 25+ 11)/5

Radienverhiltnis g 3

Viory/s Vio+2/50/3-11)

-3)3-Y15)




Ebenes Netz des reguldren Ikosaeders
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Dualitét zwischen Wiirfel und Oktaeder

nach dem griechischen Philosophen Platon
(427 bis 347 v.u.Z.)) bezeichnet, in dessen
Dialog ,,Timaios* sie vorkommen: Platoni-
sche Weltkorper, kosmische Korper. In der
griechischen Naturphilosophie, und vor al-
lem bei Platon, spielten die Platonischen
Korper eine bedeutende Rolle. Aristoteles
(384 bis 322 v.u.Z.) berichtete, daB der Philo-
soph Empedokles (um 440 v.u.Z.) der erste
war, der annahm, daB alles aus vier Ele-
menten — Erde, Luft, Feuer und Wasser -
zusammengesetzt sei. Der platonische Dialog
»Timaios" zeigt, daB} Platons Lehrer Timaios
von Lokri diese Hypothese iibernommen
hatte. Er gab den vier Grundstolfen beson-
dere Gestalten. Der Wiirfel wurde der Erde
zugeordnet, das Oktaeder der Luft, die
Pyramide dem Feuer (die Bezeichnung Tetra-
eder stammt erst von Heron - um 125 u.Z.),
das Ikosaeder dem Wasser. Der Weltschopfer
habe die ganze Welt in Form eines Dodeka-
eders angelegt.

Kepler findet das ,,Weltgeheimnis*‘

Im Juli 1595 glaubte der dreiundzwanzig-
jahrige Kepler in Graz (s. Ubersicht 2), das
»Weltgeheimnis“ gefunden zu haben. Ein
Jahr spiter erschien dariiber sein Erstlings-
werk ,,Weltgeheimnis* (Mysterium cosmogra-
phicum). Danach gibe es einen Zusammen-
hang zwischen den Bahnen der sechs damals
bekannten Planeten um die Sonne und den
In- und Umkugeln der fiinl reguliren Poly-
eder.

In einem nachgelassenen Bericht (November
1595) heiBt es:

»Wie kommt es zur Sechszahl der Wandler,
wie zu dem Abstand dieser Gestirne, warum
ist des Jupiters Laufbahn vom Mars so weit
entfernt, da im AuBersten beide? Nimm
Pythagoras hin, er lehrt’s mit seinen finf
Korpern. Zwischen Saturn und Jupiter steht
ein Wiirfel so, daB die Innenfliche der
Saturnsphire die dem Wiirfel umschriebene,
die AuBenfliche der Jupitersphire die ein-
geschriebene Kugel ist. Ebenso steht zwischen
Jupiter und Mars ein Tetraeder, zwischen
Mars und Erde das Dodekaeder, zwischen
Erde und Venus das lkosaeder, zwischen
Venus und Merkur das Oktaeder. Auch die
mittleren Bewegungen stehen in Beziehungen

zueinander. Sie verhalten sich nimlich wie die
Quadrate der Abstinde.“ Kepler nahm die
Planetenbahnen - wie Nicolaus Copernicus
(latinisiert aus Kopernik, 1473 bis 1543) —
als kreisférmig an. Er dachte sich um die
Sonne eine Kugel beschrieben, deren Radius
gleich dem Radius der Kreisbahn des Merkur
ist. Diese werde als Inkugel eines Oktaeders
betrachtet. Die Umkugel dieses Oktaeders
habe einen Radius, der gleich dem Radius der
Kreisbahn der Venus ist. Diese Umkugel des
Oktaeders werde als Inkugel eines Ikosaeders
betrachtet. Die Umkugel dieses Ikosaeders
habe einen Radius, der gleich dem Radius der
Kreisbahn der Erde ist. Diese Umkugel des
Ikosaeders wiederum werde als Inkugel eines
Dodekaeders angesehen. Die Umkugel dieses
Dodekaeders habe einen Radius, der so groB
ist wie der Sonnenabstand des Mars, der also
gleich dem Radius der Kreisbahn des Marses
ist. Diese Umkugel des Dodekaeders werde
als Inkugel eines Tetraeders betrachtet. Auf
der Umkugel dieses Tetraeders bewege sich
der Jupiter auf einer Kreisbahn, Diese Um-
kugel des Tetraeders werde als Inkugel eines
Wiirfels angesehen. Die Umkugel des Wiirfels
habe dann einen Radius, der gleich dem Ra-
dius der Kreisbahn des Saturn ist. Auf ihr
bewege sich also der Saturn.

In der Ubersicht 4 wird die Hypothese Kep-
lers mit den uns heute genau bekannten
Werten verglichen: Die Verhiltnisse h von

Um- und Inkugelradius werden den wirk-

lichen Verhiltnissen w der mittleren Sonnen-
abstdnde der aufeinanderfolgenden Planeten
gegeniibergestellt.

Wir wissen heute, daB die Vorstellung von
durch die reguliren Polyeder bestimmten
Planetenbahnen vollig irreal ist, auch wenn
sie in gewisser Weise ,,schon® und ,,harmo-
nisch* erscheint. Das Buch ,,Weltgeheimnis“

Ejsuc‘nn;u 2008

brachte Kepler jedoch die Anerkennung vie-
ler Gelehrter, darunter Galileo Galilei (1564
bis 1642) und Tycho Brahe (1546 bis 1601).
Kepler selbst beschrieb spéter die Bahnen
der Planeten genauer in drei (heute nach
ihm benannten) Bahngesetzen.

Nach Brahes Tod 1601 kam Kepler in den
Besitz der Braheschen Beobachtungsergeb-
nisse. Er versuchte zunichst, die Beobachtun-
gen mit Copernicus’ Vorstellungen von ex-
zentrischen, kreisformigen Planetenbahnen
(um die Sonne) in Einklang zu bringen. Nach
vielen Rechnungen fand er schlieBlich, daB3
sich eine Ubereinstimmung mit den Beob-
achtungen ergibt, wenn man die Giiltigkeit
der beiden folgenden Gesetze annimmt, die er
1609 in der ,Neuen Astronomie” veroffent-
lichte.

Erstes Keplersches Gesetz: Die Planeten be-
wegen sich auf Ellipsen, in deren einem

Ubersicht 4. Keplers Planetenkugeln und die Wirklichkeit

Planeten Keplers Hypothese: Keplers Hypothese h: Mittlerer  Verhiltnis w
Der Planet bewegt sich Verhiltnis der Radien Sonnen- der W
auf der der Kreisbahnen abstand mittleren h
o T . der Abstinde
= Verhiltnis - (Radiusr Planeten
s
der Umkugel zu Radius s
der Inkugel)
Merkur Inkugel eines Oktaeders r 0,3871
— (Oktaeder)=1,7321 1,8685 1,0787
s
Venus Umkugel des Oktaeders
=Inkugel eines Ikosaeders 0,7233
— (Tkosaeder)~ 1,2584 1,3826 1,0987
s
Erde Umbkugel des lkosaeders
= Inkugel eines Dodekaeders 1,0000
- (Dodekaeder) =~ 1,2584 1,5237 1,2108
s
Mars Umkugel des Dodekaeders
=Inkugel eines Tetraeders 1,5237
— (Tetraeder)=13 34145 1,1382
s
Jupiter  Umkugel des Tetraeders
=Inkugel eines Wiirfels . 5,2026
~ (Wiirfel) =~ 1,7321 —— 11,8365 1,0603
s
Saturn  Umkugel des Wiirfels 9,5548
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Brennpunkt die Sonne steht. (Die Ellipse
ist als Kurve definiert, bei der die Summe
der Abstinde eines beliebigen Kurvenpunk-
tes von zwei bestimmten Punkten, den Brenn-
punkten, konstant ist.)

Zweites Keplersches Gesetz: Die Verbin-
dungslinie Sonne—Planet iiberstreicht in glei-
chen Zeiten gleiche Fldchen. (Die Planeten
bewegen sich also in Sonnenndhe schneller.)
Nun war in gewissem Sinne eine Ordnung
am Planetenhimmel gewonnen. Jedoch die
Frage nach der Harmonie der Welt blieb in
Kepler lebendig. Was war die Ursache fiir die
Bahnformen und ihre Verhéltnisse? Kepler
versuchte, in seiner ,, Weltharmonik* (Harmo-
nices mundi 1619) eine Antwort auf diese
Frage zu geben. Seine Harmonielehre basiert
auf Geometrie, Musik und Astronomie. Im
Laufe der Uberlegungen zur ,,Weltharmonik®
beschiftigte Kepler immer wieder das Pro-
blem, wie etwa die Umlaufzeiten der Planeten
mit ihren Sonnenabstinden zusammenhin-
gen konnten. (Diese Fragestellung geht bis in
die Zeit der Arbeit am ., Weltgeheimnis“
zuriick!) Im Mai 1618 gelang ihm die Lo6-
sung; publiziert wurde sie in der , Welt-
harmonik*: ,Nachdem ich in unablassiger
Arbeit einer sehr langen Zeit die wahren
Intervalle der Bahnen mit Hilfe der Beobach-
tungen Brahes ermittelt hatte, zeigte sich mir
endlich die wahre Proportion der Umlauf-
zeiten in ihrer Beziehung zur Proportion der
Bahnen.“

Drittes Keplersches Gesetz: Die Quadrate
der Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich
wie die dritten Potenzen ihrer Abstinde von
der Sonne. (Als Abstand von der Sonne sail
die Linge der groBen Halbachse der Bahn-
ellipse genommen werden.) Bezeichnen T,
ry Umlaufzeit und Abstand des einen Pla-
neten und T, r, Umlaulzeit und Abstand
eines anderen Planeten, so gilt
le r 13

T

Kepler ermittelte die Gesetze induktiv aus
den Beobachtungsergebnissen Brahes. Kep-
ler hat zwar diese Gesetze entdeckt, konnte
sie jedoch nicht erkldren. Es fehlte ihm der
Begrill der Masse und das Wissen um die
Anziehung (Gravitation). Spiter konnte Isaac
Newton (1642 bis 1727) die drei Planeten-
gesetze rein logisch aus seinem Gravitations-
gesetz herleiten. Ausgangspunkt zur Formu-
lierung des Gravitationsgesetzes waren aber
- andererseits die Keplerschen Gesetze. In sei-
nen ,,Mathematischen Prinzipien der Natur-
philosophie* (Principia mathematica ...,
1714) zeigte Newton, daB der Sonnenkorper
die Quelle Kraft der Planetenbewegung wire,
wie Kepler es gefordert hatte.
Kepler [iel iibrigens bereits die groBe ,,Liicke*
zwischen Mars und Jupiter auf. (Fortsetzung
im Heft 6/1980)
H. Pieper
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Die Mathematik
und die Inquisition

Am Ende des 15. Jahrhunderts wurde einmal
der beriihmte Mathematiker Paolo Walmes
von einem Adligen in Madrid eingeladen.
Man sprach iiber die Lésung der Gleichun-
gen.

,.Ich habe angefangen, das Losen der Glei-
chungen 2.Grades zu erlernen‘’, erkldrte
stolz der Hausherr, der fiir seine Zeit als ge-
bildeter Mensch galt. , Es stellte sich heraus,
daB das Quadrat der unbekannten GroéBe
kein uniiberwindbares Hindernis fiir die Be-
stimmung dieser Unbekannten war. . .*

,,Es gibt sogar Verfahren fiir die Losung
komplizierterer Gleichungen*’, bemerkte vor-
sichtig Walmes, der kurz vorher ein Verfahren
zur Losung der Gleichungen 4. Grades ge-
funden hatte. Vielleicht hatte er mehr gesagt,
aber ... unter den Gisten war auch Torgue-

‘mada, der spanische Inquisitor. Konnte er das

wohl als Ketzerei auffassen?

Aber Torquemada hatte dem Gesprich schon
zugehort und kam naher. ,,Sie haben recht*,
gab er einschmeichelnd zu, ,,man kann auch
die Gleichungen 3. Grades losen. Alles jedoch,
was dariiber ist, ist dem menschlichen Ver-
stand unzuganglich.*

,,Und trotzdem fand ich sogar die Moglich-
keit der Losung von Gleichungen 4. Grades!**
konnte Walmes sich nicht enthalten zu sagen.
,,Und ich hofle, bei der Diskussion am kom-
menden Donnerstag, das zu beweisen.**
Torquemada antwortete nicht darauf. Er ging
bald weg. Aber im Morgengrauen wurde der
Mathematiker aus dem Bett geholt und auf
das ,,heilige Gericht* geschleppt.

,»Also, Thnen ist ein Verfahren zur Lésung
der Gleichungen 4. Grades bekannt?*
wiinschte der michtige Inquisitor zu wissen.
,»Haben Sie das schon irgend jemandem mit-
geteilt 7

,Ich hoffe, daB ich das Verfahren beherr-
sche*‘, antwortete der Gelehrte bescheiden.
,,Auf jeden Fall habe ich damit verschiedene
Gleichungen 4. Grades gelost. Leider konnte
ich nicht wissen, daB sich die Kirche auch fir
Mathematik interessiert ; deshalb habe ich mir
vorgenommen, dariiber wihrend der Diskus-
sion zu reden, die am kommenden. Donners-
tag stattfinden soll.*

,,Nun, wie ist das méglich, Herr Professor?*
fragte saskastisch lichelnd Torquemada. ,,Der
liebe Gott erlaubte den Menschen nur, Glei-

chungen des 1., 2. sowie 3. Grades zu l6sen.
Und alles, was dariiber ist, auch Gleichungen
4. Grades, kann nur der Teufel verstehen.
Oder hat Ihnen der Teufel geholfen?* .
,,Aber ich bitte Sie!* entgegnete der Mathe-
matiker, den groBe Angst erfaBte (denn die
Erkliarung, daB er mit dem Teufel im Bunde
sei, konnte die Folter bedeuten). ,,Ich habe
nur einige mathematische Berechnungen aus-
gefiihrt. .. Wenn Sie und der liebe Gott es
erlauben, kann am kommenden Donnerstag
jeder Scholar nach meinem Verfahren rech-
nen..."
,,Jeder Scholar, sagen Sie? Und koénnen Sie
darauf auch nach dem heiligen Evangelium
schworen?* fragte Torquemada mit hinter-
listiger Stimme. ,,Na gut, wir werden eine
Kommission einberufen. ..
Die Diskussion am Donnerstag fand nicht
statt. Walmes wurde dem Gericht iibergeben
und fiir schuldig befunden, mit dem Teufel
im Bunde zu sein, weil er wider den Willen
Gottes die Grenzen des menschlichen Ver-
standes iiberschreiten wollte. Er wurde zum
Tod auf dem Scheiterhaufen verurteilt und als
Ketzer verbrannt. Das Verfahren zur Losung
der Gleichungen 4. Grades wurde ein halbes
Jahrhundert spiater von dem italienischen
Mathematiker L. Ferrari wiederentdeckt.
Es sei noch bemerkt, daB das Verfahren von
dem Lehrer Ferraris, dem Mathematiker
Gerolamo Cardano, ver6ffentlicht wurde. Die-
ser nahm die Entdeckung fiir sich in An-
spruch.

A. Halameisdr

Bis in das 19. Jh. brannten die Scheiterhaufen
der Inquisition, wurden Manner und Frauen
gequilt, weil sie sich gegen kirchliche Dog-
men wandten.




Wissenswertes
ilber das Dreieck

Wir wollen durch diesen Beitrag unsere
alpha-Leser in Form von Aufgaben mit geo-
metrischen Zusammenhingen vertraut ma-
chen, die nicht Gegenstand des Unterrichts
der Schule sind. Dabei soll zugleich das
Beweisen geiibt werden.

Aufgabe

Es seien A der Flicheninhalt eines Dreiecks
ABC, a, b und ¢ die Lingen seiner Seiten,
2s=a+b+c die Linge seines Umfangs, h,,
hy und h, die Langen seiner Hohen, «, § und y
die GroBen seiner Innenwinkel, ¢ die Linge
seines Inkreisradius, g,, ¢» und g, die Lingen
seiner Ankreisradien; dann gilt
(1) A=e:s
) A=)/s(s—a)(s—b)(s—c)
() A=g.'(s—a)=0s"(s—b)

=g."(s—¢)
4) l = i + l + l
@ Qi @ O
l 1 1 1

+

Q he

(_Eﬂ_)s —

" s(s—a)

tan— \/is a)(s—c)
s(s
(an§=\/_—[sa }[S_:

s(s—¢)
Diese sechs Formeln wollen wir nun am Bei-
spiel eines spitzwinkligen Dreiecks herleiten.
Fiir stumpfwinklige bzw. rechtwinklige Drei-
ecke gelten diese Formeln ebenfalls. Die Her-
leitungen dafiir wird der interessierte Leser in
analoger Weise sicher selbst finden.

®
©

Ldsungen
(1) Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks ABC
gilt
A=Aupm+ Ascu+ Acam,
1 1 1
A=§c e+xa Q+§b'Q,

=%g~(a+b+c),

A=%g-25,
A=¢-s(Bild 1).

Bild 1 c

(2) Nach dem Satz des Pythagoras gilt

h2=b*-p* und h2=a?—(c—p)®. Daraus

folgt durch Gleichsetzen
b?—p*=a’—(c-p)’,

bz—p2=a2—c2+2::p-p2,
2cp=b*+c*~a?,
Ii—(Bﬂd 2).

Bild 2

Aus h? bl-p =(b+p)(b—p) und
bz+c
2c

2 2,2 24 2 2
P b+b +c’—a b—b +ct~a i
2c 2c

2bc+b* +c2—a® 2bc—b?—c*+a®

folgt durch Einsetzen

he = 2c 2c '
h2=(b+c)2—a2'az—(b—c)2
‘ 2c 2c ’
P (b+c+a)b+c—a)a+b—c)la+c— b)
¢ 4(.2

Aus a+b+c=2sfolgt
a+b—c=2(s—c),a+c—b=2(s—b),
b+c—a=2(s—a).

Durch Einsetzen erhalten wir dann

hz_25-2(s—a)-2(s—b)~Z(s—c)
< 4c?

_4s(s—a)(s=b)(s—c)

c? ’

2
h. = s(s—a)(s—b)(s—c).
Nun gilt
A-%"‘=§i s(s—a)(s—b) (s—c),
also

s(s—a)(s—b)(s—c).
(3) Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks ABC
gxlt A=A,43M+AcAM—ACBMa

c b a
A—E Qa+§ Qa_§ Qa,
1
A_f . (b+c—a),

1
A_iQn ) Z(S—a),

A=¢, (s—a).
Analog dazu gilt A=g, (s—b)=0. (s—¢)
(Bild 3).

(o

Jo
D Fo

Bild 3

.(4) Nach der bereits hergeleiteten Formel (1)

1 s

g11t—=Z.

Nach Formel (3) gilt ——%a,
1 _s-b 1 _s—c

e A e. A
Daraus folgt weiter

1141 _s-a s=b_ s=c
Ca O Qt— A - A A
3s—(@+b+c) Is—2s_s
= A T4 a4
Durch Gleichsetzen erhalten wir
1 1 1.1

—=—t—t—,

0 C O Q¢

1 1, 1
(5) Aus A =§ah.=§bh,_§ch‘

a 1 b 1 ¢
ha Yy hy Y h. T4
Durch Addition erhalten wir
1 '1 1 _a+b+c_2s_s

hahy TR
1 os
Nach Formel (1) gilt A

folgt

Durch Gleichsetzen folgt daraus

11 1.1 1 +l

2 h bR
(6)WegenAE=A_F.ﬁ=ﬁundﬁ=ff
gilt a+b+c=2-(4F+BD+CD)
=2-(AF +a),
2s=2-(ﬁ+a),ﬁ=

AE=s5-a.

Bild 4

A F B
Analog dazu gilt BD=BF=s—b und CD
=CE=s—c (Bild 4).

Aus dem nachfolgenden Bild wird [olgendes
ersichtlich:
a_@

tan-=——.
2 s—a

Wegen ¢ —é erhalten wir durch Einsetzen

A Vs(s—a)(s—b)(s—c)

o
tal-lf_s(s—-a)_ s(s—a) ’
tan®= sG—a)(s—b)(s—0)
2- s’ (s—a)?
_ [6=bH=-0
- s(s—a) ¢
Bild 5
M
! f
2 4
A s-a D B
Analog dazu gilt
\/is aiis ci
tan =

\/‘s “Hs D) (Bild 5),

D. Gandel, D. Hetsch, Th. Scholl

105



Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1981

I[- KT+ -'sj |

!-»-4

2 1

Mathematik

Ma5 ®1996 An einer Arbeitsgemeinschalt
Junge Mathematiker einer Schule nehmen
insgesamt 40 Schiiler der 5., 6. und 7. Klasse
teil. Der fiinfte Teil der Anzahl der AG-Teil-
nehmer sind Schiiler der 5.Klasse. Aus der
6. Klasse nehmen 8 Schiiler mehr als aus der
7. Klasse an der AG teil. Wie viele Schiiler
aus jeder dieser drei Klassen nehmen an die-
ser AG teil?

Schiilerin Sabine Kupczyk, Bad Sulza, K1.6

Ma5 @1997 Ein Holzwiirfel mit der Kan-
tenldnge 30 cm, dessen Oberfliche schwarz
geférbt ist, soll so zersigt werden, daB man
‘kleinere Wiirfel mit einer Kantenldnge von je
10 cm erhalt.
a) Wieviel Sdgeschnitte sind dazu erforder-
lich? (Die anfallenden Sigespédne sollen un-
beriicksichtigt bleiben.)
b) Wieviel kleinere Wiirfel von je 10 cm Kan-
tenldnge erhilt man?
c) Wie viele dieser kleineren Wiirfel haben
genau vier, drei, zwei, eine bzw. keine
schwarze Begrenzungsfliche?

Schiilerin Anke Heymann, Pirna

Ma5 1998 Klaus und Peter gehen einkau-
fen. Klaus kauft 5 Bleistifte und 3 Hefte,
Peter 2 Bleistifte und 10 Hefte. Wieviel Mark
muB jeder von ithnen bezahlen, wenn 2 Blei-
stifte genausoviel kosten wie 4 Hefte und
wenn Peter 11 Pfennige mehr bezahlen muBte
als Klaus?

Schiiler Peter Hermann, Hoyerswerda, K1.5

Ma5 #1999 Klaus hat ausreichend Stiibe
von 3dm und 5 dm Linge. Er behauptet, daB
er unter Verwendung von genau fiinf dieser
Stidbe Strecken von

a) 21dm, b) 9dm, c) 1 dm

Linge auf einer Geraden abmessen kann.
Wie macht er das?

Ma$5 #2000 Sonderwettbewerb —
siehe IV. Umschlagseite

Ma5 #2001 Einer der gréBten von Men-
schenhand geschaffenen Seen ist der Ziml-
jansker Stausee in der Sowjetunion. Er hat
eine Wasseroberfliche von rund 2600 km?.
Jemand meint: ,,Hitte dieser See die Form
eines Quadrates, so kénnte man auf einer
200 km langen Autostrecke um diesen See
herumfahren.” Begriinde, daB} diese Aussage
falsch ist! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2002 In das nachfolgende Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8, 9) so einzusetzen, daB fiir
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
stehen und daB man sechs richtig geldste Auf-
gaben erhilt.
ab-cd=dfgd

sd'sd= shh

a-b= s p Sch.
Ma6 82003 Die erfolgreichste Mannschaft
bei der VII Kinder- und Jugendspartakiade
der DDR in den Wintersportarten wurde die
des Bezirks Karl-Marx-Stadt mit insgesamt
749 erreichten Punkten. Im Skilaul erreichte
diese Mannschaft 14mal soviel Punkte wie im
Eiskunstlauf. Im Biathlon wurden von dieser
Mannschaft 26 Punkte weniger als im Eis-
kunstlauf, im Rennschlittensport aber 2 Punk-
te mehr als die zwol{fache Anzahl der Punkte
aus dem Biathion erzielt. Im Eisschnellauf
erreichte sie 41 Punkte mehr als im Eis-
kunstlauf. Wieviel Punkte erzielte diese

Mannschaft in den einzelnen Disziplinen?
Schiilerin Sabine Oestreich, Oschersleben,
KlL7

Maé6 82004 Eine Mutter hat Erdbeeren, Jo-
hannisbeeren und Stachelbeeren eingeweckt.
Hiitte sie ein Glas Johannisbe¢ren mehr ein-

W'OS Klayse 7

Thies Luabor, 2600 Gitrow, Werdorstr 22
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Pradikas:
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost™, ,gut gelost” oder ,,pgeldst™.
Schiiler,” welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost**.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1980/81 lduft
von Heft 5/80 bis Heft 2/81. Zwischen dem
1. und 10. September 1981 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Helte
5/80 bis 2/81 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/81 verdffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/80
bis 2/81) erhaltan hat und diese einsendet,
erhélt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-

" bewerbs 1980/81 einsenden, erhalten das

alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB
alle Postsendungen richtig frankiert sind und
daB die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. Redaktion alpha



geweckt, so hitte sie doppelt soviel Gliser
Johannisbeeren wie Erdbeeren; sie hat aber
dreimal soviel Gliser Stachelbeeren wie Erd-
beeren. Wie viele Gliser Erdbeeren, Johannis-
beeren bzw. Stachelbeeren hat diese Mutter
eingeweckt, wenn sie insgesamt 17 Glaser
dieser Obstsorten eingeweckt hat?

Schiilerin Marion Reek, Wittstock, Kl. 6

Maé6 82005 Rolf kaulte insgesamt 13 An-
sichtskarten, und zwar einige zu 20 Pf und
einige zu 30 Pf das Stiick. Fiir die Ansichts-
karten zum Preise von 30 P zahlte Rolf ins-
gesamt 10 Pf weniger als fiir die Ansichts-
karten zum Preise von 20 Pf. Wie viele An-
sichtskarten zu 20 Pf und wie viele zu 30 Pl
das Stiick hat Rolf gekauft?
Schiiler Bernd Leifheit, Eigenrieden,
Kl.6b

Ma6 82006 Es ist nachzuweisen, daBl der
Flacheninhalt eines spitzwinkligen Dreiecks

ABC stets kleiner als % ab ist, wenn a und b

die Langen der Seiten BC und AC sind.
Schiilerin Angelika Drauschke,
Neustrelitz, KI. 6

Ma6 82007 Zeichne ein Dreieck ABC mit
den Seitenldngen a=7cm, b=9%cm und ¢
=5cm! Konstruiere die Winkelhalbierende
‘AD =w des Innenwinkels ¥ CAB! Auf dieser
Winkelhalbierenden ist nun ein Punkt P zu
konstruieren, der von der Geraden BC den
gleichen Abstand hat wie vom Eckpunkt 4
des Dreiecks ABC. Die Konstruktion des
Punktes P ist zu begriinden. Sch.

Ma6 #2000 Sonderwettbewerb —
siehe IV. Umschlagseite

Ma7 82008 Es ist nachzuweisen, daB es in
jedem Jahr mindestens einen ,Freitag, den
13.“ gibt. Schiiler J. Grafenstein, Dresden

Ma7 #2009 Konstruiere einen Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r
=3 cm! Lege an diesen Kreis zwei Tangenten,
dieaufleinander senkrecht stehen! Der Schnitt-
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punkt der Tangenten sei S, die Beriihrungs-
punkte der Tangenten mit dem Kreis k
seien P und Q. Von den Tangentenabschnit-
ten SP.und E und von dem kiirzeren Kreis-
bogen PAQ wird eine Fliache begrenzt, deren
Fldacheninhalt zu bestimmen ist. .
Schiiler Michael Nitsche, Dresden, KI. 6

Ma7 82010 Es sind alle geordneten Tripel
[a, b, c] natiirlicher Zahlen anzugeben, die
zugleich die Gleichung a-b+8=c¢ und die
Ungleichung 91 <a+ b+ ¢ <94 erfiillen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 w2011 Setzt man zwischen die beiden
Ziffern einer zweistelligen natiirlichen Zahl
eine dritte Ziffer, so erhilt man eine dreistelli-
ge natiirliche Zahl, die dreizehnmal so groB ist
wie die zweistellige natiirliche Zahl. Um wel-
che Zahlen handelt es sich? Sch.

Ma7 82000 Sonderwettbewerb —
siehe IV. Umschlagseite

Ma8 #2012 In einem Dreieck ABC sei die
Seite AB doppelt so lang wie die Seite BC, und
die GroBe des Winkels £ ABC betrage 60°.
Man driicke den Flicheninhalt dieses Drei-
ecks allein durch die Linge a der Seite BC
aus! Schiiler Volker Leutheuser, Kl. 10

Ma8 #2013 Von einer sechsstelligen Tele-
fonnummer weiB man folgendes:
(1) Je zwei auleinanderfoigende Ziffern bilden
in der vorgegebenen Reihenflolge eine Prim-
zahl.
(2) Die von den ersten beiden Ziffern gebil-
dete Primzahl ist kleiner als 29.
(3) Die von der zweiten Ziffer dargestellte
Zahl ist gleich dem Quadrat der von der
vierten Ziffer dargestellten Zahl.
(4) Es folgen keine zwei gleichen Ziffern auf-
einander.
(5) Die dritte Zifler stellt eine Zahl dar, die
gleich der Summe der durch die letzten drei
Ziffern dargesteliten Zahlen ist.
(6) Die Ziffern 0 und 2 sind nicht in der
Telefonnummer enthalten.
Wie lautet die Telefonnummer?

Schiiler Rainer Wichmann, Weimar, K1. 8

Ma8 #2014 Es ist zu beweisen:

Wenn die Dillerenz zweier natiirlicher Zahlen

n, und n; durch 7 teilbar ist, so ist auch die

Differenz ihrer Quadrate stets durch 7 teilbar.
Dr. G. Hesse, Radebeul

Mag #2015 Gegeben sei eine beliebige na-
tiirliche Zahl n in dekadischer Schreibweise.
Man bilde durch eine beliebige Umstellung
von Ziffern der Zahl n eine Zahl n'. Es ist zu
beweisen, daB die Dilferenzen n—n’ und
n' —n stets durch 9 teilbar sind! (Die Null als
erste Zifler ist auszuschlieBen!)

Dr. G. Hesse, Radebeul
Mag8 22000 Sonderwettbewerb —
siche [V. Umschlagseite

Ma9 ®2016 Man konstruiere einen Rhom-
bus, in dem die Linge des Radius seines

einbeschriebenen Kreises kleiner als die halbe

Seitenldnge des Rhombus ist. Die Konstruk-

tion ist zu beschreiben und zu begriinden.
Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma9 m2017 Esist zu beweisen, daB es keine
Quadratzahl gibt, die bei Division durch 5
den Rest 2 oder 3 ldBt.

Schiilerin Sylvia Déring, Gotha, Kl. 10

Ma9 ®2018 Es ist zu beweisen, daB die

Summe der Quadrate von vier beliebigen

Primzahlen, von denen jede groBer als 2 ist,
stets durch 4 teilbar ist.

Dipl.-Lehrer f. Math./Phys. R. Otto,

Zschopau

Ma9 #2019 Man berechne den Wert des
Terms

(D0 (5

Sch.
Ma9 #2000 Sonderwettbewerb — ¢
siche IV. Umschlagseite

Ma10/12 #2020 Es ist ein Dreieck ABC zu
konstruieren, von dem die [olgenden Stiicke
bekannt sind:
b (Linge der Seite AC), a (GroBe des Winkels
BAC)und
r, (Ldnge des Radius desjenigen Ankreises,
der die Seite AC beriihrt).
Die Konstruktion'ist zu beschreiben und zu
begriinden!

Dipl.-Lehrer f. Math./Phys. R. Otto,

Zschopau

Ma10/12 #2021 Der zehnte Teil der Sum-

me aller Quadrate der natiirlichen Zahlen

von 1 bis 20, vermehrt um 13, ist das Zehn-

fache der Anzahl der Schiiler einer Klasse.
Wieviel Schiiler gehen in diese Klasse?

Schiilerin Claudia Mérhdel und

Beatrix Flemming, Halle-Neustadt, K|. 5

Ma10/12 w2022 Von einem Dreieck sind
gegeben: o= 74°, =53°, hy=15 cm.
Es ist der Flacheninhalt des Dreiecks zu be-
rechnen.

Aus einem rumdnischen Mathematiklehrbuch

Ma 10/12 w2023 Von einem Quader mitden
Kantenldngen a, b, ¢ (a>b>c) ist folgendes
bekannt:
Die Linge f der Diagonalen der Begrenzungs-
fliche mit dem kleinsten Fldcheninhalt be-
tragt ]/Ecm, die Lange g der Diagonalen
der Begrenzungsfliche mit dem groBten Fla-
cheninhalt betrdgt 15 cm, und die Linge der
Raumdiagonalen ist e=17cm. Es ist das
Volumen dieses Quaders zu berechnen.
Schiiler Jiirgen Seifert, Milkau, K1. 8

Ma10/12 w2000 Sonderwettbewerb —
siche IV. Umschlagseite

Physik

Ph6 81 Lutz méchte das Volumen eines
wiirfelférmigen Holzkl6tzchens aus dem Bau-
kasten seines kleinen Bruders bestimmen.
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Dazu miBt er die Kante des Wiirfels mit
44 mm. Er weil aber, daB} sein MeBstab nicht
genau ist und sich ein MeBfehler von 1 mm
oder weniger ergeben kann.

a) Berechne das groBte und das kleinste
Volumen des Holzklétzchens, das innerhalb
dieser Fehlergrenze moglich ist!

b) Berechne das Volumen mit dem gemesse-
nen Wert! Um wieviel mm? unterscheidet es
sich von dem Durchschnittswert der Ergeb-
nisse von a)?

Ph7 82 Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
von Rundfunkwellen betragt 300000 kTm Wer

hort in einer Intervisionssendung aus Mos-
<au die Musik friither, der Zuhorer in Mos-
kau, der 40 m vomn Orchester entfernt im Saal
sitzt oder der Fernsehzuschauer in Berlin in
einer Entlernung von 1600 km, der 3 m vor
seinem Fernsehapparat sitzt? Um wieviel
Sekunden wird die Musik frither wahrgenom-

men? (Schallgeschwindigkcit: 340 ?)

Ph8 #83 In einem Industriebetrieb werden

die anfallenden Abwisser iiber vier Rohr-

leitungen einem Sammelbecken und von

dort durch einen offenen Kanal der Abwas-

serreinigung zugeleitet. Es seien bekannt:
Rohr Rohr Rohr Rohr
1 2 3 4

Durchmesser (cm) 30 30 50 68
Stromungs-
geschwindigkeit

)

Wie gro8 ist die Stromungsgeschwindigkeit

in % im AbfluBkanal des Sammelbeckens,

wenn der Kanal rechteckigen Querschnitt hat,
seine Breite b=1,25m betrdgt und das Ab-
wasser darin eine Hohe von h=50 cm hat?

Bemerkung: Es wird vorausgesetzt, daB pro
Minute aus dem Sammelbecken dieselbe
Menge abflieBt, die aus den Rohrleitungen
zuflieBt. Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph9 @84 Bei einer mit Gleichstrom be-
tricbenen elektrischen Bahn betrigt die Fahr-
leitungsnennspannung U,=3000 Volt. An
den Stromabnehmern der Triebfahrzeuge
muBl bei maximaler Strombelastung eine

minimale Fahrleitungsspannung von Uy,
=2800 Volt gewihrleistet sein. Der Fahr-
draht hat einen Querschnitt von A = 180 mm?
und einen spezilischen Widerstand von g

2
=0,0178 % Die maximale Stromentnah-

me aus dem Fahrdraht durch das Triebfahr-
zeug betrégt I, =900 Ampere,

51 5:

|
- | .
Einspeisung = Einspeisung
3000 Voit Jom voit
- | i
Unterwerk

In welchen Abstinden a miissen an der Fahr-
leitung Einspeisungspunkte von den Unter-
werken des Bahnkraltwerkes vorgesehen wer-
den, um die minimale Fahrleitungsspannung
zu gewihrleisten? Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph10/12 w85 In welcher Hohe muf3 sich
ein Korper iiber der Erdoberfliche befinden,
. . . 111 1
damit seine Gewichtskraft aufl 73 10° 50°
1 1 1
100’ 1000’ 1000000 des Wertes auf der Erd-

oberfliche abgesunken ist? (Erdradius: 6370
km)

Chemie

Ch7 w65 Neusilber besteht aus 529, Kup-
fer, 26%; Zink und 229 Nickel.

Wieviel Kilogramm von jedem Bestandteil
sind in 580 kg der Legierung enthalten?

Ch8 w66 Kalziumcyanamid (CaCN,) fin-
det als wertvolles Diingemittel Verwendung.
In den Handel kommt es unter der Bezeich-
nung Kalkstickstoff.

a) Wieviel Prozent der Elemente sind in die-
sem Diingemittel enthalten?

b) In der erzeugten Menge Kalkstickstofl im
Jahre 1979 sind 16940 t Stickstofl gebunden.
Welcher Menge Kalkstickstofl entspricht die-
se Menge Stickstofl?

Ch9 m67 Fiir die Bauindustrie soll ein
Portlandzement, welcher zu 689 aus Tri-
kalziumsilikat (Ca3SiOs) besteht, hergestelit
werden. Wieviel kg Kalkstein und Sand miis-
sen zur Reaktion gebracht werden, damit
7000 kg dieses Produktes entstehen?

Ch10/12 w68 6kg einer 35,5%igen Salz-
sdure sollen mit einer 8,2 igen Salzsdure so
verdiinnt werden, daB eine 25%ige Sdure
entsteht. Wieviel kg 8,2%ige Salzsdure miis-
sen zugesetzt werden?

In eigener Sache

Die Aufgabe 2000 gibt uns AnlaB, einmal all
den fleiBigen Hellern zu danken, die seit
1967 in miihevoller Kleinarbeit den alpha-
Wettbewerb in hervorragender Weise unter-
stiitzten: Fiir die Bearbeitung der eingegan-
genen Aufgaben, ihre Zusammenstellung nach
Klassenstufen zeichneten bzw. zeichnen ver-
antwortlich: NPT OStR Dr. R. Liiders, Ber-
lin, Klassenstule 8 bis 10/12 (1967 bis 1977);
OL Dr. W. Fregin, Leipzig, Klassenstufe 8
bis 10/12 (ab 1978); StR Th. Scholl, Berlin,
Klassenstufe 5 bis 7 (seit 1967); Mathematik-
fachlehrer H. Begander, Leipzig (Physik);
Diplom-Lehrer Christa Reuter, Erfurt (Che-
mie). Die Korrektur der rund 750000 Losun-
gen lag in den Hianden von: OStR G. Schulze,
Herzberg, Klassenstufe 9 und 10/12 (1967 bis
1977), auch Klassenstufe 8 (1975 bis 1977);
Mathematikfachlehrer W. Unze, Leipzig,
Klassenstufe 7 und 8 (1967 bis 1974); Diplom-
Lehrer Christa Déhler und Diplom-Physiker
Christian Ddohler, beide Leipzig, Klassen-

“stufe 8 bis 10/12 (ab 1978); StR J. Lehmann,

VLAV, Leipzig (Chefredakteur) Klassenstufe
5 und 6 (ab 1967), auch Klassenstule 7 (ab
1976).

Unser besonderer Dank gilt Wirtschafts-

-kaufmann Rosemarie Schubert (Redaktions-

assistent), die die ordnungsgemafBe und ter-
mingerechte technische Bearbeitung der Lo-
sungen vornahm.

Ein MMM-Exponat

Unsere Arbeitsgemeinschaft , Praktisches
Rechnen* wurde 1978 gegriindet. Um die
Schiiler unserer Schule auf unsere Arbeit auf-
merksam zu machen und fiir sie zu interessie-
ren, beschlossen wir, etwas zu entwickeln und
zu bauen, das fiir unsere Schule einen bleiben-
den Wert hat. Aufder MMM 1979 stellten wir
unser Modell ,,Der Zahlenstrahl** aus. Mit
ihm ist es moglich, Dezimalbriiche, echte und
unechte Briiche geometrisch zu veranschau-
lichen. Nachdem wir uns zunéchst theoretisch
mit dem Problem beschiftigt hatten, ging es
an die praktische Arbeit: Wir stellten eine
mit einem Zahlenstrahl versehene Holzleiste
(mit eingeschlagenen Négeln) sowie mit De-
zimalzahlen bzw. Briichen beschriftete Holz-
tifelchen (mit Loch zum Aufhangen) her.
Uns dient das Modell zur Wiederholung,
unseren jiingeren Mitschiilern als Anschau-
ungsmittel bei der "Arbeit mit dem Stoff-
gebiet ,,Gebrochene Zahlen'*.

AG-R Diesterweg-OS Geringswalde



Ordnung
ist das halbe
Leben!

Leseprobe aus:
Rund um die Mathematik

Susi feiert ihren dreizehnten Geburtstag und
hat dazu noch vier Freundinnen eingeladen:
Inge, Helga, Karin und Dagmar. Beim Kal-
feetrinken scherzt man miteinander:

(1) Susi: ,,Komm du erst mal in meine Jahre,
Karin!*

(2) Inge: ,,Gib doch nicht so an, Susi! Auch
wenn du heute Geburtstag hast, fehlen dir
immer noch einige Wochen bis zu mir, genau
soviel wie mir bis zu Dagmar.“

(3) Karin:"Ich finde, du kannst eigentlich
gar nicht mitreden, Helga. Bei euch ist
Mathematik doch noch ein Kinderspiel.“

(4) Helga: ,,Haha, wenn Inge das gesagt hiitte,
aber du?*

Wir wollen einmal probieren, ob wir aus die-
sen vier Satzen die Middchen nach ihrem Alter
ordnen kénnen. Damit wir eine bessere Uber-
sicht behalten, kiirzen wir den Namen durch
den Anfangsbuchstaben ab, und fiir ,,ist idlter
als“ schreiben wir das Zeichen >. Dem er-
sten Satz konnen wir entnehmen, daB Susi
alter als Karin ist, also kurz:

) S>K

Satz (2) gibt uns gleich zwei solche Kurz-
Zeilen:

(2a) I>S

(2b) D>I.

Aus Satz (3) konnen wir erkennen

3) K>H.

Und schlieBlich zeigt uns Satz (4)

@) I>H.

Und nun ist es nicht mehr schwer, die finf
Midchen dem Alter nach in die richtige
Reihenfolge zu bringen:

Offenbar muB diejenige die ilteste sein, die in
den finf Zeilen (1) bis (4) niemals rechts steht,
denn sie hat dann keine dltere vor sich. Das
ist Dagmar. Sie ist nach (2b) dlter als Inge;
nach (4) und (2a) ist Inge dlter als Helga und
Susi.

Nach (1) ist Susi dlter als Karin, und nach
(3) ist Karin wieder dlter als Helga. Im ganzen
also:

D>I>S>K>H.

Helga ist also die jiingste. Und das kdnnen
wir noch iiberpriifen: H steht in den (unf
Zeilen (1) bis (4) niemals auf der linken Seite,
Helga ist also nicht dlter als irgendeins der
anderen vier Midchen.

Von fiinf Jungen haben wir vier Bilder.
Leider sind die Jungen auf keinem Bild
alle beieinander. Trotzdem kann man die
finl der GroBe nach ordnen.

Und nun iiberlege bitte selbst: -

a) Welcher der vier Sdtze von Susi, Karin,
Helga und Inge war iiberfliissig?

b) Wenn Karin nichts gesagt hitte, welche
Moglichkeiten fir die Altersreihenfolge hit-
ten dann bestanden?

Ubrigens, wer hat bemerkt, daB wir folgenden
SchluB gezogen haben:

»Wenn Dagmar ilter als Inge ist und Inge
alter als Susi, dann ist Dagmar auch ilter als
Susi?

Freilich muB man sich gut iiberlegen, ob man
so schlieBen darf, denn immer klappt das
nicht. Beim FuBball-Toto zum Beispiel kann
man damit einen Reinfall erleben. Soll man
sich etwa vor dem Spiel Motor Zwickau

gegen Lok Stendal fiir einen Tip entscheiden,
so kénnte man moglicherweise denken: Sten-
dal hat vor zwei Wochen FC Hansa Rostock
geschlagen.- Rostock hat vor vier Wochen
Zwickau geschlagen, also muf auch Stendal
gegen Zwickau siegreich bleiben. Man darf
sich nur nicht wundern, wenn Stendal trotz-
dem verliert, weil hier nicht gilt:
Wenn A vor Bund B vor C, so auch 4 vor C.
An der [olgenden Aufgabe soll jeder allein ein
biBchen knobeln.
In einem Schachklub wollen die sechs Spieler
Schachner, Schachert, Schachtel, Schachbum,
Schachmat und Schachlis versuchen, an
einem gemiitlichen Abend unter sich ganz
zwanglos eine Reihenlolge zu ermitteln. Dazu
soll jeder zwei Partien gegen verschiedene
Gegner spielen, die unter den iibrigen fiinf
ausgelost werden. Nach einiger Zeit hat sich
folgender Spielstand ergeben:

Schachner schldgt Schachtel

und unterliegt Schachlis.

Schachtel schldgt Schachbum

und unterliegt Schachner.

Schachlis schldgt Schachner

und unterliegt Schachert.

Schachbum schldgt Schachmat

und unterliegt Schachtel.
Wie viele Spiele wurden bisher ausgetragen?
Wie viele fehlen noch? Bisher stehen vier
Spieler punktgleich. Fiir eine Zwischenwer-
tung will man die Reihenfolge von eins bis
sechs nach dem Motto ,Wer hat wen be-
siegt 7" festlegen, also genauso, wie wir vorhin
die Médchen nach dem Alter geordnet haben.
Wer belegt nun die Plitze eins bis sechs?
Welches Resultat muB sich beim Rest der
Spiele ergeben, damit diese Reihenfolge be-
statigt wird?

Autorenkollektiv

Rund um die Mathematik

160 Seiten, zahlreiche farbige Abb.

Preis 9,80 M, Bestell-Nr. 628790 |

Der Kinderbuchverlag Berlin
(Mathematische Schiilerbiicherei Nr. 34)
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Symmetrie-
eigenschaften von
Funktionsgrofien

Ist von dem Graphen einer Funktion bekannt,
daB er symmetrisch zur y-Achse liegt, so bietet
das sicher Vorteile beim Zeichnen des Gra-
phen. Beispiele solcher Funktionen sind
Sf(x)=x? und f(x)=x* (Bild 1).

y f(x)ax4

Bild 1

Kann man diese Symmetrieeigenschaft des
Graphen einer Funktion formulieren, ohne
auf den Graph der Funktion Bezug zu neh-
men?

Liegt der Punkt [x, y] auf dem Graphen einer
Funktion f, und ist der Graph von f symme-
trisch zur y-Achse, so muB auch das Spiegel-
bild [ —x,y] von [x,y] beziiglich der y-Achse
auf dem Graphen von f liegen (Bild 2). Be-
zeichnen wir den Funktionswert an der Stelle
x mit f(x), so muB also f(—x)=f(x) gelten,
und zwar fiir beliebiges x aus dem Defini-
tionsbereich von f.

Bild 2

Gilt umgekehrt f(—x)=f(x) fir alle x aus

dem Definitionsbereich von f, so liegt der

Graph von f symmetrisch zur y-Achse.

Wir kommen nun zu den Ausgangsbeispielen

zuriick.

Sx)=x?

Fiir beliebiges x ist
f=x0)=(—xpP=x>=f(x).

fx)=x*

Fiir beliebiges x ist

S(=x)=(—x)*=x*=f(x).

Wir finden damit bestitigt, daB die Graphen

der Funktionen f(x)=x? und f(x)=x* sym-

metrisch zur y-Achse liegen. Ist f(x)=x"
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(n eine natiirliche Zahl, n> 1), so gilt im Falle
gerader n fiir alle x
J(=x)=(=xf'=x"=f(x).

Die Graphen aller Potenzfunktionen mit
geradem natiirlichem Exponenten liegen sym-
metrisch zur y-Achse. Man nennt deshalb
auch eine Funktion fmit der Eigenschaft, daB
S(—x)=f(x) fiir alle x aus dem Delinitions-
bereich von x gilt, eine gerade Funktion.

Aufgaben

ala Untersuche, ob folgende Funktionen
gerade sind!

a) flx)=x2+1

b fix)=x|

c) f)=x2+x

A2a Fir welche Zahlen m und n ist die
Funktion f(x)=mx+n eine gerade Funk-
tion?

A3a Fiir welche Zahlen q, b und c ist die
Funktion f(x)=ax*>+bx+c eine gerade
Funktion?

Wie verhalten sich Potenzfunktionen f(x) = x"
mit ungeradem natiirlichem n?
Fiir alle x gilt
f(=x)=(=xf=—x"=—f(X).
Auch hier liegt eine Symmetrieeigenschaft
des Graphen von f vor: mit dem Punkt [x;y]
liegt auch der Punkt [ —x; —y] auf dem Gra-
phen von f. Der Graph von f liegt zentral-
symmetrisch zum Koordinatenursprung
(Bild 3). Eine solche Funktion nennt man
eine ungerade Funktion. So ist zum Beispiel
die Funktion f(x)=x> eine ungerade Funk-
tion, denn fiir alle x gilt
S=x)=(=xP=—x=—f(x).
y

Bild 3

1t %) )

fex)

- X

- f('
)]

A4 a4 Untersuche, ob folgende Funktionen
ungerade Funktionen sind!

a)  fl)=x>—3x

b) flx)=x*+x

9 JW=

ASA Fiir welche Zahlen m und n ist die
Funktion f(x)=mx+n eine ungerade Funk-
tion?

A6 A Fiir welche Zahlen g, b, c und d ist die
Funktion f(x)=ax®+bx?>+cx+d eine un-
gerade Funktion?

A7 A a)Beweise!

Ist f eine ungerade Funktion, die an der
Stelle x =0 definiert ist, so gilt f(0)=0.

b) Gibt es Funktionen, die sowohl gerade als
auch ungerade (weder gerade noch ungerade)
sind?

Aus bekannten Funktionen kann man neue
Funktionen zusammensetzen. Sind f und g
Funktionen, so verstehen wir unter der
Summe der Funktionen fund g jene Funktion
s, bei der

s(x)=f(x)+g(x)
fiir jedes x aus dem gemeinsamen Definitions-
bereich von fund g gilt.
Ist zum Beispiel f(x)=x2 und g(x)= |x|, so
ist die Summe von fund g die Funktion s mit
s(x)=x2+ | x|. In diesem Falle ist sowohl f
als auch g gerade. Fiir die Summe s gilt
s(=x)=f(—0)+g(=0)=(-x?+| - x|
=x?+| x| =f(x)}+g(x)=s(x)
fiir alle x, also ist s ebenfalls eine gerade
Funktion.
Diese Aussage kénnen wir verallgemeinern:
Sind fund g gerade Funktionen, so ist auch
ihre Summe s eine gerade Funktion.
Beweis: Fiir alle x aus dem Definitions-
bereich von s gilt
s(=x)=f(—=x)+g(—x)=f(x)+g(x)=5(x).

A8 A Beweise!
Sind f und g ungerade Funktionen, so ist
auch ihre Summe eine ungerade Funktion.

Analog zur Summe definiert man die Difle-
renz d, das Produkt p und den Quotienten g
von Funktionen fund g. Es ist

d(x)=f(x)—g(x)

pOx)=f(x)"g(x)

q(x) =;% wobet natiirlich

g(x)=+0 gefordert werden muB).

A94a Untersuche, wie sich die Eigenschal-
ten ,gerade” bzw. ,,ungerade” von fund g auf
die Funktionen d, p und q vererben! Trage
deine Ergebnisse in die Tabelle ein!

/ g d P q
gerade gerade

gerade ungerade

ungerade gerade

ungerade ungerade

Sind f und g Funktionen, und ist der Werte-
bereich von f im Delinitionsbereich von g
enthalten, so nennt man die Funktion v mit
v(x)=g(f(x)) die Verkettung von fund g. Ist
zum Beispiel f(x)=x+1 und g(x)=x2, so ist
die Verkettung von f und g die Funktion v
mit v{x)=g(f(x))=(x+1)%

A10A Untersuche, wie sich die Eigen-
schaften ,,gerade” bzw. ,,ungerade” von f und
g auf die Funktion v vererben!

(Fir weitere Uberlegungen und Aufgaben
dieser Art emplehlen wir das Buch ,,Funktio-
nen und ihre graphische Darstellung*, Math.
Schiilerbiicherei Nr.58 von I.M. Gelfand,
E.G.Glagolega und E.Schnol. BSB B.G.
Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1971)



Losungen

Ala a)f(x)=x*+1
Fiir beliebige x gilt f(—x)=(—x)2+1=x2+1

=f(x),
d.h. fist eine gerade Funktion.
b)f(x)= | x|

Fir beliebige x gilt f(—x)=|—x|=|x]|
=f(x), d. h. fist eine gerade Funktion.
Of(x)=x*+x

Wegen f(—x)=(—x)*+(—x)=x? — x+f(x)
fir x+0 ist f keine gerade Funktion.

A2A Esseif(x)=mx+n.

Ist f gerade, so muB f(—x)=f(x) (ir belie-
bige x gelten. Aus f(—x)=f(x) folgt m(—x)
+n=mx+n, also —mx+n=mx+n. Gleich-
wertig damit ist 2mx=0 [ir beliebige x,
woraus m=0 [olgt.

Damit erhalten wir:

Ist f mit f(x)=mx+n gerade, so gilt m=0.
Ist umgekehrt m=0, so gilt f(—x)=m(—x)
+n=n=mx+n=f(x), d.h.fist gerade.
Ergebnis: Die Funktion f mit f(x)=mx+n
ist genau dann gerade, wenn m=0 ist.

A3a Esseif(x)=ax?+bx+ec.

Ist f gerade, so gilt f(—x)=f(x) fiir alle x,
d.h.a(—x)? +b(—x)+c=ax?+bx+cfiiralle
x. Daraus folgt ax*—bx+c=ax?>+bx+c,
also 2bx =0 [ur alle x. Folglich ist b=0.

Ist andererseits b=0, so gilt f(x)=ax** c und
folglich f(—x)=a(—x)*+ c=ax?+c=f(x)
fiir beliebige x, d. h. fist gerade.

Ergebnis: Die Funktion f mit f(x)=ax?+bx
+c ist genau dann eine gerade Funktion,
wenn b =0 gilt.

AdA a)f(x)=x-3x

Fiir beliebige x gilt
f(=x)=(=x)}=3(—x)=—x>+3x .
=—(x*-3x)= —f(x),

d.h. fist eine ungerade Funktion.
b)f(x)=x>+x

Wegen f(—x)=(—x)>+(—x)=x*—x+ —(x?
+ x) fiir x + 0 ist fkeine ungerade Funktion.

1
C)f(x)=;
Fiir alle x mit x40 gilt
f==t= =1y,

d.h. fist eine ungerade Funktion.

A5a Esseif(x)=mx+n.

Ist fungerade, so gilt f(— x)=1(x) fiir beliebi-
ges x. Fiir die vorliegende Funktion bedeutet
das: m(—x)+n= —(mx+n) bzw. —mx+n
= —mx—n fir alle x. Wir erhalten daraus
2n=0 und folglich n=0. )
Ist andererseits n=0, so gilt f(x)=mx und
deshalb f(—x)=m(—x)=—mx=—f(x) fir
beliebige x, d. h. fist ungerade.

Ergebnis: Die Funktion f mit f(x)=mx+n
ist genau dann ungerade, wenn n=0 gilt.

A6A Esseif(x)=ax*>+bx*+cx+d.

Ist f ungerade, so gilt wegen
f(—x)= —f(x) fur alle x

a(—x)® +b(—x> +c(—x)+d

= —(ax® +bx*+ cx+d) bzw.
—ax®+bx?—cx+d=—ax*—bx?—cx—d,
woraus 2bx? + 2d =0 fiir alle x folgt. Die letzte
Gleichung ist nur dann fir beliebige x er-
fillt, wenn b=0 und d=0 gilt.

Ist umgekehrt b=d=0, so gilt
f(x)=ax?+cx und deshalb
f(=x)=a(=xpP +c(-x)= —ax®—cx

= —(ax*+cx)= —f(x)

fiir beliebige x, d. h. f'ist ungerade.

Ergebnis: Die Funktion f mit f(x)=ax?
+bx? +cx+d ist genau dann ungerade, wenn
b=0und d=0 gilt.

A7a a) Es sei feine an der Stelle 0 de-
finierte ungerade Funktion. Da dann f(—x)
= —f(x) fiir alle x aus dem Definitionsbereich
von fgilt, ist insbesondere f (—0) = —f(0). We-
gen —0=0 gilt f(—0)=/(0) und folglich
f(0)=—f(0). Wir erhalten daraus 2f(0)=0,
also f(0)=0.

b) Nur die ,,Nulllunktion“ f(x)=0 fiir alle x
ist sowohl gerade als auch ungerade. Weder
gerade noch ungerade ist z. B. die Funktion
y=x+3.

A84a fund g seien ungerade Funktionen.
Fiir die Summe s gilt dann
s(=x)=f(-x)+g(—x)=—f(x)—g(x)
=-(f(®)+g(x)=—s(x)

fir alle x, also ist s ebenfalls ungerade.

A94A Wir erhalten folgende Ergebnisse
(G - gerade, U — ungerade):
f g d fa0p

<«
)

f

G
G
u
U

ccoaQ
cacao
ccaao
cacao
accao
caocao
Qccao

G
/
/
u

Die Begriindungen erfolgen wie bet Aufgabe 8.

Al0a Es sei v die Funktion mit »(x)
=g(f(x)) fir alle x aus dem Definitions-
bereich von v. Dann gilt:

f g v

G G G,

denn v(—x)=g(f(—x)=g(f(x))=v(x).

G U G,

denn v(—x)=g(f(—x))=g(f(x))=v(x).

UG G,

denn v(~x)=g(f(—x))

=g(=f(x)=g(f(x)=v(x).

Uuuy,

denn v(~-x)=g(f(—x))

=g9(—f(x))=g(f(x))= —v(x).

Beachte! Es gilt sogar allgemeiner: Ist f eine

gerade Funktion und g eine beliebige Funk-

tion, so ist v stets eine gerade Funktion.
W.Stoye

aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fir Klasse 5/6

Gute Grundkenntnisse
gesucht

ala Kettenaufgabe
a)75:25-12:9-5:10-6:4-5=x
b)(12+13)-3+25-98+12—14=x

A2A Welchen Winkel bilden die Zeiger
einer Uhr? Gib in allen Aufgaben jeweils den
kleineren der beiden moglichen Winkel an!
24.00 Uhr, 3.30 Uhr, 6.00 Uhr, 23.30 Uhr,
3.00 Uhr, 7.20 Uhr, 10.00 Uhr, 8.40 Uhr.

A3a Losedie Gleichungen!

a)  2b+5=55; 2(b+5)=50
2b—5=55; 2(b—5)=50

b)  (42-2):4=x; (28-6):2=z
15:0—10=y; 18:1+3 =v

Ad4a Bestimme x!

a)3x<10; xeN 2<x<6;

b)x?=25 xeN

ASA a=5; b=3 Berechne: 2a+b?!
a=12 Berechne: (a+2)?!

A6A Berechne u und A4 (in mm bzw.

mm?)!

xeN

5 8 »
0 10 1
?
% 10
30 15 1"
Bild 1a Bild 1b ¥
A7a Bestimme den g.g.T. und das k.g.V.!
ggT. LeV.
10|12
16 |20
25|30
6|18
15130
8116

A8A Klaus, Uwe, Michael, Hartmut und
Lutz wollen wissen, wer von ihnen der GroBte
und wer der Kleinste ist. Michael ist nicht
der GroBte, doch er ist groBer als Hartmut,
Uwe und Klaus. Uwe stellt sich neben Kiaus,
und so ergibt sich, daB er kleiner ist. Lutz
iiberragt Hartmut um einen ganzen Kopf,
jedoch Klaus um etwa 5cm mehr. Wie ist
nun die Reihenfolge der GroBe nach?

Fortsetzung auf Seite 119
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In freien Stunden - alpha-heiter

Remis

Fiir dieses Spiel zu zweit benétigt ihr vier weiBe und
vier schwarze Steine sowie 16 Spielfelder, die ihr auf
Pappe aufzeichnet. Auf unserem Bild seht ihr die Aus-
gangsstellung der Steine. Beide Spieler ziechen abwech-
selnd einen Stein ihrer Farbe auf ein unbesetztes
Nachbarfeld, und zwar senkrecht oder waagerecht,
nach oben oder nach unten, aber nicht diagonal.

4le|o]|e |0

- N[

oO|@|oOo|e@®

ABCD

Wer beginnt, wird durch Los entschieden. Jeder Spieler
muB versuchen, drei Steine seiner Farbe nebeneinander
oder diagonal in eine Reihe zu bekommen. Die Ziige
sind moglichst schnell auszufiihren. Sicherlich wird
einer der Spieler gewinnen, obwohl mit Hilfe eines
Computers ermittelt worden ist, daB es bei fehlerfreiem
Spiel keinen Gewinner geben kann und das Unent-
schieden (Remis) unvermeidlich ist.

Aus: NBI, Berlin

,,Es ist nicht einfach fiir mich, in meinem Alter noch
einmal umdenken zu miissen !**

112

Kreuzzahlriitsel

Regeln: Es sind analog zu Kreuzwortritsel Zahlen ein-
zutragen, so daB in jedem Feld eine Ziffer steht.
Ganze Zahlen beginnen stets mit einer Ziffer ungleich
Null. Bei Dezimalbriichen wird das Komma vernach-
lissigt und je nach Platz die ersten Ziffern, beginnend
mit der ersten von Null verschiedenen Ziffer, einge-
tragen. (Es wird also nicht gerundet.)

Waagerecht: 1. Summe der ersten natiirlichen Zahlen
bis zu 13. waagerecht; 4. Quadratzahl; 7. Quadrat-
wurzel aus 9. senkrecht; 10. Quadratwurzel aus
11. waagerecht; 11. Dreifaches von 12. waagerecht;
12. Primzahl; 13. Primzahl; 14. Summe einer natiir-
lichen Zahl mit ihrem Quadrat.
Senkrecht: 2. Kreiszahl; 3. Primzahl; S. Potenz von
9. senkrecht; 6. Quadrat von 13. waagerecht; 7. dritte
Wurzel von 3. senkrecht; 8. Summe aller Ziffern
dieses Ratsels plus 11. waagerecht; 9. natiirliche Zahl;
12. Summe zweier Quadrate.

Dr. A. Felgenhauer, TH Magdeburg

In einem Zug

Jede der beiden Figuren 148t sich in einem Zug nach-
zeichnen, ohne dafl Linien doppelt gezogen werden

oder sich kreuzen.
Aus: Troll

& 4




Logische Ubung

Bei dieser Ubung sind in den beiden oberen Reihen die
Figuren in einer gewissen logischen Folge. Es ist die
rechte Figur der dritten Reihe sinnvoll zu ergénzen.

Aus: Fiiles, Budapest
Inabl0e

O
Bl i s
Nl L

Kryptarithmetik
HULLE A+B=CC
+ MINE + — =
C+A="B
STIFT _
B—C= A
Schiilerin Ulrike Raddak, Berlin
Schiiler Rainer Schiiltke, Dresden (Kl.5)
Diophant (um 250 u. Z.)

Die Buchstaben in dem Namen des griechischen Ma-

thematikers sind so durch die Ziffern 1 bis 8 zu

ersetzen, dal wahre Aussagen entstehen. Dabei be-

deuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und ver-

schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

DD - DDD = DIID DH - DDD = DAAH

DI -DDD = DOOI DA - DDD = DNNA

DO - DDD = DPPO DN - DDD =DTTN

DP - DDD = DHHP DT - DDD = D99T
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Heiteres aus der Praxis

® _Was geschah 17597 — | Da wurde Schiller gebo-
ren!“ — ,,Gut! Und 17627 — ,,Da wurde Schiller drei
Jahre alt!*

® _ Herr Ober, bringen Sie mir bitte ein Eisbein!** -
,,Wiinschen Sie eins zu drei oder zu fiinf Mark? -
,,Was ist denn da fiir ein Unterschied?** — ,,Zwei
Mark, mein Herr. . .**

@® Ein Gabrovoer kam in ein Hotel. ,,Wieviel kostet
ein Zimmer ?* fragte er. ,,Im ersten Stock 10 Lewa, im
zweiten 8, im dritten 6 und im vierten 4 Lewa.* Der
Gabrovoer iiberlegte lange und wollte wieder gehen.
,,Sind Thnen die Preise zu hoch?** — ,,Nein, das Hotel
ist zu niedrig.‘

® Hor mal“, sagte ein Junge zu seinem Schwesterchen,
,,die Hélfte voh deiner Apfelsine muft du mir abge-
ben! —,,Warum?* — ,,Wenn ich dich nicht am Zopf
gezogen hitte, dann hittest du nicht geweint, und
Mutti hiitte dir keine Apfelsine gegeben.*

Verkettungsriitsel

In jeder Zeile des abgebildeten Schemas sind jeweils
zwei Worter der folgenden Bedeutung so einzutragen,
daB immer der letzte Buchstabe des ersten Wortes mit
dem ersten Buchstaben des zweiten Wortes iiberein-
stimmt. Bei richtiger Losung ergeben die sechs mar-
kierten Buchstaben von oben nach unten gelesen ein
FlachenmaB. N

1

2

3

1. Zeile: Name der Funktion dritten Grades — bekann-
ter Mathematiker (1862 bis 1943);

2. Z.: Kegelschnitt — Teil von GroBenangaben;

3.Z.: eine Fliche — eine Seite im rechtwinkligen
Dreieck;

4.Z.: Ergebnis einer Multiplikation — eine Winkel-
funktion;

5.Z.: Teilgebiet der Mathematik — x-Achse;

6.Z.: Uranbatterie — ein Parallelogramm, dessen Sei-

ten alle gleich lang sind.
Dipl.-Lehrer Ing. D. Viélzke, Greifswald

Auf der Suche nach Winkeln
Suche entsprechend der Abbildung zu alpha

1. den Scheitelwinkel; 2. einen Nebenwinkel; 3. den

Stufenwinkel; 4. den Wechselwinkel; 5. den entgegen-

gesetzt liegenden Winkel!

Schreibe die Buchstaben, mit denen diese Winkel be-

zeichnet sind, in dieser Reihenfolge auf! Du erhiltst

den Namen eines geometrischen Korpers.
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, Berlin

Miitter und Tochter

Zwei Miitter und zwei ihrer (erwachsenen) Tochter be-
stellen jede in einer Gaststitte ein Kannchen Kaffee
und ein Stiick Kuchen. Die Bedienung brachte drei
Kéannchen und drei Stiick Kuchen, und alle waren zu-

frieden. Wieso geniigten drei Portionen?
Dr.G. Hesse, Radebeul
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Es seien a, b, ¢ und d beliebig gegebene
reelle Zahlen. f und g seien die fiir alle
reellen x durch
S(x)=c-10%, g(x)=10"**¢

definierten Funktionen. Ermitteln Sie (jeweils
zu gegebenen a, b, ¢, d) alle diejenigen
Punkte, die der Graph von f mit dem Graph
von g gemeinsam hat!

2. Beweisen Sie, daB die f[olgende Gleichheit
gilt!
11,1t 11

2 3 4 U465 466

1 1 1 1 1

=3 35 36Tt aes Tase

3. A. Beweisen Sie, daB fiir alle reellen Zahlen
x, y die Ungleichung

+_

]/4 cos?xcos? y+sin®(x—y)

+ [/4sin2xsin2y+sinz(x—y);2 gilt!
3. B. Beweisen Sie, daB es unendlich viele
natiirliche Zahlen z gibt, fir. die sich die
Gleichung

a?"+ b =2z
nicht durch natiirliche Zahlen a, b, ¢, m, n, k
erfiillen 1406t!

4. Gegeben seien zwei Ldngen a, b und ein

Fldacheninhalt F §%ab. Berechnen Sie aus

diesen gegebenen Werten a, b, F alle dic
jenigen Langen r, die die Eigenschaft haben,
daB ein Dreieck ABC mit BC=a, AC=b,
dem Fldcheninhalt F und dem Umkreisradius
r existiert!

5. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen

x, fur die |/ x? + 5x + 28 (als reelle Zahl) defi-
niert ist und die die Gleichun,
x2+5x+4=5)/x*+5x+28

erfiillen!

6. Vier Kugeln mit gegebenem Radius r seien
so im Raum angeordnet, daB jede von ihnen
jede der anderen drei von auBen beriihrt. Die
vier Tangentialebenen, die jeweils drei dieser
Kugeln beriihren und die vierte nicht schnei-
den, erzeugen dann ein reguldres Tetraeder.
Berechnen Sie das Volumen dieses Tetra-
eders in Abhingigkeit von r!

N
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1. Man ermittle alle Paare (f(x),g(x)) von

Polynomen 3. Grades
f(x)=asx*+a,x*+ayx+ao,
g(x)=b3x3+b;x2+b1x+bo,

deren Koeffizienten ao, ai, a3, as, bo, b1, b2, b3

reelle Zahlen sind und fiir die die [olgenden

Bedingungen erfillt sind:

(1) Jeder der Werte, die f(x) und g(x) fir

x=1, 2, 3 und 4 annehmen, ist eine der

Zahlen O und 1.

(2) Wenn f(1)=0 oder f(2)=1 ist, so ist g(3)

=0und g(4)=1.

(3) Wenn f(1)=1 oder f(4)=1 ist, so ist g(1)

=1lund g(3)=1.

(4) Wenn f(2)=0 oder f(4)=0 ist, so ist g(2)

=0und g(4)=0. ’

(5) Wenn f(3)=1 oder f(4)=1 ist, so ist g(1)

=0.

2. Es sei M die Menge aller derjenigen Qua-
dratflichen Q, die in einer gegebenen Ebene ¢
liegen, einen gegebenen Punkt Z der Ebene ¢
als Mittelpunkt haben und eine gegebene
Streckenldnge « als Seitenldnge haben. Fiir
beliebige Quadratflichen Q, Q' aus dieser
Menge M bezeichne u (Q NQ’') den Umfang
derjenigen Polygonflache, die sich als Durch-
schnitt der Quadratflichen Q und Q' ergibt.
Man untersuche, ob es in M Quadratflichen
0, @' mit kleinstmoglichem u (Q NQ’) gibt.
Ist dies der Fall, so ermittle man (in Abhédngig-
keit von a) diesen kleinstmoglichen Wert von

u(@NQ).

3. Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y,z)
reeller Zahlen, fiir die

2x+x2y=y,

2y +y’z=z,

2z+4z2%x=x gilt.
Dabei sind x, y und z durch Ausdriicke anzu-
geben, die aus gegebenen reellen Zahlen
durch wiederholte Anwendung von Operatio-
nen +, —, -, :; von reellwertigen Potenz-,
Exponentialfunktionen, trigonometrischen
Funktionen oder von deren reellwertigen
Umbkehrfunktionen gebildet sind.

4. Man beweise, daB es keine natiirlichen
Zahlen n, m, b mit n=1, m22 und
(2n)®" — 1 =b™ gibt.

5. Man beweise:

Fiir jede ganze Zahl n>2 und jede ganze Zahl
k=2 gilt

1.1

1 1

k- 1+1+ + ! +l
> 2737 Tn=1"n/)
6. A. Eine Folge (x;) reeller Zahlen heiBe

genau dann C-konvergent gegen eine reelle
Zahl z, wenn

1& .
(— 3 xk>=z gilt.
=1

Eine Funktion fheiBe genau dann C-stetig an
einer Stelle a ihres Definitionsbereiches, wenn
fiir jede Folge (xx), die C-konvergent gegen a
ist und deren simtliche Glieder x, im Defini-
tionsbereich von f liegen, die Folge (f(x4))
stets C-konvergent gegen f(a) ist.

Man zeige:

a) Sind A, B und a beliebige reelle Zahlen, so
gilt: Die durch f(x)=Ax+ B fiir alle reellen
Zahlen x definierte Funktion fist C-stetig an
der Stelle a.

b) Wenn eine fiir alle reellen Zahlen x de-
finierte Funktion f an der Stelle a=0 den
Funktionswert f(0)=0 hat und an dieser
Stelle C-stetig ist, so gilt fiir belicbige reelle
p, g die Gleichung f(p+q)=/(p)+/(g).

6. B. In einer Dunkelkammer liegen ungeord-
net 20 einzelne Handschuhe von gleicher
Grolle, und zwar

5 weiBe Handschuhe fiir die rechte Hand,

5 weiBe Handschuhe fiir die linke Hand,

5 schwarze Handschuhe fiir die rechte Hand,
5 schwarze Handschuhe fiir die linke Hand.
Zwei Handschuhe gelten genau dann als ein
»passendes Paar“, wenn sie gleiche Farbe ha-
ben und der eine von ihnen fur die rechte
Hand, der andere fir die linke Hand ist.
Unter einem ,,Zug“ sei die Entnahme eines
einzelnen Handschuhs verstanden, ohne daB
dabei eine Auswahl nach Farbe oder Form
méglich ist. Ein ,,Spiel von n Ziigen“ bestehe
darin, daB man nacheinander n Ziige ausfiihrt,
die dabei entnommenen Handschuhe sam-
melt und erst nach diesen n Ziigen feststellt,
ob sich unter den » entnommenen Hand-
schuhen (mindestens) ein passendes Paar be-
findet. Genau dann, wenn dies zutrifft, gelte
das Spiel als ,erfolgreich.

a) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl n
mit der Eigenschaft, daB ein Spiel von n Zii-
gen mit Sicherheit erfolgreich ist!

b) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl k
mit der Eigenschaft, daB ein Spiel von & Zii-
gen mit groBerer Wahrscheinlichkeit als 0,99
erfolgreich ist!

lim
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Losungen

Olympiadeklasse 10

1. (Bearbeitung des Vorschlages der Auf-

gabenkommission)

Gegeben sind die reellen Zahlen q, b, ¢, d. Die

Graphen von f'und ¢ haben genau dann den

Punkt mit dem Koordinatenpaar (xo, o) ge-

meinsam, wenn
yo=L"10‘"0=10""0+d (l)

gilt.

I. (Analyse) Angenommen, es gibe ein Paar

(xo0, yo), das (1) erfuillt.

Im Fall ¢<0 ist dies wegen 10*0>0 und

10**0*¢>0 unmoglich, und somit die An-

nahme falsch.

Im Fall ¢>0 existiert Igc, und aus (1) ergibt

sich  10°o*!ac = 10**0*d, 2)

Hieraus folgt (wegen der eindeutigen Um-

kehrbarkeit der Exponentialfunktion)

axo+I1gc=bxo+d.
Im Unterfall a+b folgt weiter

d—lge
Xo= a=b b )
so daB hochstens das Paar (xo,c - 10°%0) mit
X aus (4) die Gleichungen (1) erfiillen kann.
Ist aber a=5 und auch noch lgc+d, so stellt
(3) einen Widerspruch dar, d. h., die eingangs
gemachte Annahme ist falsch.

II. (Synthese, ,,Probe”) Im Fall ¢>0, a=b,
lgc=d ist die Gleichung (2) fiir beliebiges xo
erfiillt, so daB die Paare (xo,y0), xo beliebig
reell und yo=c-10%*0, die Gleichungen (1)
erfiillen.

Im Fall ¢ >0, a+b stellen die Ubergiinge von
der rechten Gleichung (1) iiber (2), (3) nach (4)
dquivalente Umformungen dar, so daB das
Paar (xo, yo), xo aus (4) und yo=c - 10°%0, die
Gleichungen (1) erfiillt.

€]

1I1. Ergebnis: Im Fall ¢ <0 und im Fall ¢>0,
a=b, lgc+d haben die Graphen von fund g
keinen gemeinsamen Punkt.

Im Fall ¢>0/a=b, lgc=d haben die Graphen
von fund g die Punkte mit den Koordinaten-
paaren (x, ¢ - 10°%), x beliebig reell, gemeinsam
(die Graphen [allen zusammen).

Im Fall ¢>0, a+b haben die Graphen von f
und g genau den Punkt mit dem Koordinaten-
paar (xo, ¢ - 10°%0), x, aus (4), gemeinsam.
Bemerkungen: Mit dieser Aufgabe wurden die
Schiiler doch nicht so gut fertig, wie man er-
warten konnte. Es muBte zwar damit gerech-
net werden, daB3 gelegentlich die Synthese
(Probe) ganz fehlte, aber dariiber hinaus
wurde deutlich — auch in Analogie zu ande-
ren Aufgaben — daB vielfach wohl Unklarheit
liber den Stellenwert einer soichen ,,Probe*
besteht, sie lediglich als Rechenprobe verstan-
den wird. Eine Reihe von Punktabziigen muB-
te erfolgen, weil lgc ohne Riicksicht auf ¢ >0
gebildet oder, ‘alls man (1) bei ¢>0 um-

formt zu 10©@~ %0 = E, aus dieser Gleichung

xo=log, oﬂ‘(?) gefolgert wurde, ohne die

Bedingung a#b zu stellen, um die Basis |
fur den Logarithmus auszuschlieBen. Hier-
durch entstanden. unvollstindige Fallunter-
scheidungen, oder es wurden Umformungen
als dquivalent bezeichnet, die keine solchen
waren. Leider trat auch hiufiger der Fall auf,
daB etwa durch ¢ dividiert wurde, ohne ¢+0
vorauszusetzen.
Bei der Korrektur wurde von vornherein ein
strenger MaBstab angelegt, auch z. B. auf eine
iibersichtliche Angabe des Ergebnisses, eine
Angabe der Losungen als Koordinatenpaare
geachtet. So ergab sich — wie gesagt etwas
iiberraschend — eine nahezu gleichverteilte
Punkteskala:
Punkte - 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 2 11 14 15 16 16 33710
Dr. K.-D. Drews, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock

2. Wir formen die Gleichung in der Aul-
gabenstellung dquivalent um wie folgt :

1 1 2 2 2
1_1+—...+—1—=—1—+—1—+...+—1—
2 233 117 118 233
1 1 2 2 2
1—§+—...—m=m m+...+m
R I S S
2 166 59 60 116

Entsprechend ergeben sich folgende weitere
Zwischenergebnisse

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
PL VU N U S
27 14T 89714
l—l+— + 1— 1+ l+ + !
3 et g= gttty
11 1 1

Die letzte Gleichung ist offensichtlich wahr.
Da die Umformungen dquivalent sind, ist da-
mit die behauptete Gleichung bewtesen.
Bemerkungen: Der grofite Teil der Schiiler
folgte im wesentlichen dem obigen Losungs-
weg. Er bietet sich durch die Form der Glei-
chung direkt an. Durch ein und denselben
Algorithmus kann die Ausgangsgleichung
schrittweise in der Anzahl der Summanden
reduziert werden. Die Aufgabe war deshalb
fir die Teilnehmer sehr leicht. Nur wenige ver-
gaben, bei dem obigen Losungsweg auf die
notwendige Aquivalenz der Umlormungen
hinzuweisen. — Mit dem gleichen Reduktions-
verfahren kann man von der Differenz

1 1 1 1 1
D-(“i+*---+m‘m>*<m+m
PRI

ausgehen und erhilt D=0. Hier entfilit der
Nachweis, daB die Umformungsschritte aiich
in umgekehrter Folge einander- zu Folge
haben. Es war zu erwarten, daB einige Teil-

nehmer eine allgemeine GesetzmiBigkeit hin-
ter der speziellen Gleichung erkennen.

In der Tat gilt [ir alle natiirlichen Zahlen
nz1:

1 1 1 1 1

It T mar
2n i 1 2n 1

oder kurz, ) (—1)*'>= ~.
i=1 Loj=at+1]

Diese Aussage wird mit der Methode der
vollstindigen Induktion bewiesen. (Dieses
mathematische Beweisverfahren ist erst in der
11. Klasse Unterrichtsgegenstand; man kann
es sich aber relativ leicht im Selbststudium
anhand des Biichleins J. S. Sominski: ,Die
Methode der vollstindigen Induktion®, Ver-
lag der Wissenschaften (Math. Schiilerbiiche-
rei Band 8) aneignen.) Da mehr als 10 Schiiler
derartigen Losungsgedanken nachgingen,
muB hier auf eine namentliche Nennung ver-
zichtet werden.

(In einem speziellen Heft der alpha zur
XX.OJM (1/81) ist vorgesehen, verschiedene
Losungen zu dieser Aufgabe niher vorzu-

stellen.)
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 4°2 3 - 2 1 9 96

Dr. E. Quaisser, Pddagogische Hochschule
Karl Liebknecht, Potsdam

3. A Fiir reelle Zahlen a, b, ¢, d kann man als
Hilfsligur ein rechtwinkliges Dreieck APB
mit Katheten der Lingen AP = |a|+]c|und
BP=|b|+|d| betrachten. Q und R seien die
Punkte auf den Katheten mit 4@ =|a| und
BR=|d|. Der Punkt C erginze das Drei-
eck QPR zu einem Rechteck (siehe Skizze).

8

ld|
4 R

16}

A lal Q el P

Im Dreieck ABC gilt dann AC +BC>A4B.
Nach dem Satz des Pythagoras ergibt sich
daraus

Va*+b*+)/ c*+d?

2V/(|a]+]cD?+(|b]+]d)?,

2/ (a+c)+(b+d>

Wihlt man entsprechend der Aufgabe

a=2cosxcosy, c=2sinxsiny,

b=d=sin(x—y),

so gilt nach einem Additionstheorem

a+c=2(cosxcosy+sinxsiny)
=2cos(x—y)

und nach dem trigonometrischen Pythagoras

@+ +(b+dP?=4(cos¥x—y)

+sin?(x—y)=4.

Durch Einsetzen in (1) erhdlt man die Be-

hauptung.

Bemerkungen : Fiir die erste Wahlaufgabe ent-

schieden sich 47 Schiiler. Neben L6sungen, die

Ungleichungen fiir reelle Zahlen verwenden

(z.B. (1)), 1aBt sich die Ungleichung auch

®
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durch gezieltes Umformen unter Verwen-
dung geeigneter Additionstheoreme nach-
weisen. Diesen Weg versuchten fast alle
Schiiler. Es gelang jedoch nur sieben Schii-
lern, das Problem zu vereinfachen, zum Ziel
kamen nur zwei. Ein Schiiler versuchte eine
Losung mit Hilfe der komplexen Zahlen, die
der oben angegebenen geometrischen Inter-
pretation entspricht.
Punkte - 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 1 36 2 - 4 2 - - 2
Dr. A. Felgenhauer, Technische Hochschule
Otto v. Guericke, Magdeburg

3. B. Da z die Summe dreier Quadratzahlen,
ndmlich (a™)? +(b")? +(c*)?, sein soll, bietet
es sich an, Teilbarkeitsbetrachtungen [iir sol-
che Zahlen anzustellen. Dabei gelangt man
- eventuell nach einigen nicht zum Ziel [ih-
renden Versuchen — zur Untersuchung der
Restklassen von Quadratzahlen beziiglich 8
und erhilt:
Falls x=0(mod 8) -
oder x=4 (mod 8), so x>=0 (mod 8)
falls  x=1 (mod 8)
oder x=3(mod 8)
oder x=5{(mod 8)
oder x=7(mod 8), so x*=1 (mod 8)
falls  x=2 (mod 8)
oder x=6(mod 8), so x2=4 (mod 8).
Also konnen die drei Summanden jeweils nur
einen der Reste 0, 1 oder 4 lassen, wenn sie
durch 8 dividiert werden. Dann ist aber sofort
zu sehen bzw. kann systematisch durchpro-
biert werden:

0+0+0=0

0+0+1=1

0+1+1=2

1+1+1=3

0+0+4=4

0+1+4=5

1+144=6, daB die Summe

(@™? + (b +(c?
in keinem Fall bei Division durch 8 den
Rest 7 lassen kann. Hiermit haben wir be-
reits unendlich viele Zahlen z, namlich all
jene, fiir die eine natiirliche Zahl z' existiert,
so dal3

z=8z'+7 ist, gefunden.

Einem Schiiler, Alexander Schmidt, der als
Friihstarter aus Klasse 8 teilnahm, gelang
eine prinzipiell andere Losung, die wir hier
noch anfiihren mochten:
Angenommen, es existiert eine natiirliche
Zahl zo und zu diesem z, existieren keine
natiirlichen Zahlen, so daB sich z, darstellen
lieBe als

Zo=a®*"+b?" + ¢, *)
Dann wird behauptet, daB auch fiir die Zahl
4z, keine natiirlichen Zahlen existieren, so
daB sich 4z, in der Form (*) darstellen l4Bt.
Der Beweis dieser Behauptung wird indirekt
gefiihrt. Angenommen 4z, lieBe sich in der
Form (*) darstellen, es existierten also natiir-
liche Zahlen ay, by, co, mo, no, ko, so da

429 =ap?™0 +bo?"0 + co 2o ist.

**
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Nun gilt: Ist x eine natiirliche Zahl, so ist
falls x =0 (mod 4) oder x=2 (mod 4),
x?=0(mod 4) und
falls x=1 (mod 4) oder x= —1 (mod 4),
x2=1(mod 4).
Damit die Summe (**) durch 4 teilbar ist,
muB also jede der Zahlen ao™0, bg", co*o
durch 2 teilbar sein. Es sei ag™0 =2d, bo"o =2¢
und co*o=2f, dann folgt fiir die Summe der
Quadrate (**):
4zo=(2d)* +(2¢)* +(2f )
=4(d*+ e’ +f ) bzw. zo=d* +e* 412
im Widerspruch zur Annahme, daB (ir z,
keine Darstellung existiert. Da mit zo =7 eine
Zahl existiert, die nicht in der Form (*) dar-
stellbar ist, gilt aul Grund der eben bewiese-
nen Behauptung, dafl alle Zahlen der Form
z=7-4" 1=1,2,3,...

nicht in der Form (*) darstellbar sind.
Bemerkungen: Die Aulgabe war fir Schiiler,
die im Rechnen mit Restklassen ungeiibt sind,
sicher viel schwieriger zu bewiltigen als fur
jene, die den Umgang mit Restklassen schon
im Zirkel oder im Selbststudium erlernt hat-
ten. So erklirt sich auch, daB3 etwa 10 Schiiler
tiberhaupt keinen Ansatz zur Losung fanden.
Gehault traten Versuche aul zu beweisen, daf,
falls ein gewisses z eine Darstellung besitzt,
die Zahl z+ 1 oder z— | oder eine sich dhnlich
direkt aus z ergebende Zahl keine Darstel-
lung besitzt, wobei von einer gegebenen Dar-
stellung von z durch gewisse a(z), b(z), c(z),
m(z), n(z), k(z) ausgegangen und iibersehen
wurde, daB} etwa z+ 1 sich mit gidnzlich ande-
ren natiirlichen Zahlen darstellen lassen kann,
diein keiner Weise von a(z), ..., k(z) abhingen
miissen.
Unter Nutzung der ersten Beweisidee wurde
von einer groBeren Anzahl von Schiilern die
Teilbarkeit bzgl. 16 statt der Teilbarkeit
bzgl. 8 betrachtet, was mit einem gewissen
Mehraufwand selbstverstdndlich zum selben
Ziel wie bei der 8 fiihrte.

Dr. Monika Noack, Sektion Mathematik

der Humboldt-Universitét zu Berlin

4. Die Losung zerfallt in zwei Teile. Erstens
ist » durch a, b und F auszudriicken, und
zweitens ist die Existenz eines Dreiecks mit
a, b, r und F nachzuweisen.

1. Angenommen, es existiert ein Dreieck 4BC
mit a=BC, b= AC, dem Flicheninhalt F und
dem Umkreisradius r. Nun gilt mit c=AB

und y= {ACB:siny=% (Bezirksolympiade

Aulgabe 191034), F=%ab siny, (1) cosy

=+]/1-sin?y und nach dem Kosinussatz
c=|/a*+b%—2ab cosy (2).

Damit ergibt sich (3)

r=c(2siny) " '=abc(4F) '=ab(4F)"!

}/ a® +b*—2abcosy

—abldF) 'V a? + b2 +2)/a®b? — 4F>.
IL Wegen0<F§%ab ista?b? > a?h? —4F220

und

a*+b*+2)/a’b? —4F2 2 a® + b?

—2l/a*b* —-4F*>a*+b*—2ab=0,

d.h., jeder der in (3) angegebenen r-Werte

existiert. Da 0<(ab)”')/a®h*—4F?<1 gilt,

existiert ein y mit 0 <y <= und

(4)  cosy=+(ab)” ')/ a*b?—4F?, .

wobei das obere bzw. untere Vorzeichen ent-
sprechend (3) gewdhit wird. Hierzu gibt es

ein Dreieck ABC, in dem (2) mit c=AB gilt.

Wegen siny >0 und (4) folgt
siny= ]/1 —cos?y= [/l —(ab)” }(a*h*—4F?)
=2F(ab)™ !,

also ist F=;ab siny der Flicheninhalt des

Dreiecks ABC. Aus (3), (4) und (2) folgt
r=abc(4F)"!, d.h, r (mit dem entsprechen-
den Vorzeichen) ist der Umkreisradius des
Dreiecks ABC.
Damit haben genau die durch (3) angegebe-
nen Langen r die geforderte Eigenschalt.
Bemerkungen: Die Aufgabe erscheint ange-
messen bis schwer. Mehrere Schiiler driickten
r nicht durch a, b und F aus, sondern hielten
ein Ergebnis, in dem g, b und eine Winkel-
funktion auftraten, [ir ausreichend. Nur ein
Schiiler bemerkte, daB die Existenz des Drei-
ecks ABC mit den Lédngen a, b, r und dem
Flacheninhalt F nachgewiesen werden muBte.
Fiir diesen Nachweis wurden 2 Punkte erteilt.
Ein weiterer typischer Fehler war die [ehlende
Vorzeichenunterscheidung in (1). Als beson-
ders negativ muB vermerkt werden, daB nur
wenige Schiiler die Existenz der Wurzeln in
(3) absicherten. Dies ist um so bedauerlicher,
da die Diskussion praktisch aus dem Ergebnis
ablesbar war.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 34 25 22 31 5§ 0 0
Dr. W. Moldenhauer,
VEB Kombinat Schiff bau Rostock

S. Die Losung zu Aufgabe 5 erscheint in dem
Sonderheft: 20 Jahre Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR, alpha 1/81, d. Red.

6. Die vier Mittelpunkte M, M,, M3, M, der
Kugeln sind die Eckpunkte eines reguldren
Tetraeders mit der Seitenldnge 2r. Es sei Z der
Mittelpunkt dieses reguldren Tetraeders, d. h.
der Schnittpunkt der Lote, die von jeweils
einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seiten-
fldche geldllt werden. Je ein solches Lot hat
nach der Formel fir die Hohenldnge im re-
guldren Tetraeder die Linge

h=§r|/6. )

Z teilt jedes Lot im Verhaltnis 3: 1. ?)
Den Satz (2) kann man z. B. iiber Volumen-
betrachtungen (bei Zerlegung des Tetraeders
in vier kongruente Tetraeder) oder durch An-
wendung des Strahlensatzes beweisen. (Man
darf (2) auch als bekannt voraussetzen.)

Die vier Seitenflichen des von den vier
Tangentialebenen  erzeugten  Tetraeders
ABCD sind jeweils parallel zu den ent-
sprechenden Seitenflichen des Tetraeders



M M,;M3M, im Abstand r (siehe Bild). Da-
mit ist ABCD ein reguldres Tetraeder mit dem

Mittelpunkt Z. Es kommt nun darauf an, die.

Hohe i’ des Tetraeders ABCD in Abhingig-
keit von h zu ermitteln, weil damit dann auch
das Volumen V' des Tetraeders ABCD in
Abhingigkeit von h und nach (1) in Abhiingig-
keit von r zu berechnen ist.

Wir geben dafiir zwei Moglichkeiten an:

1. ABCD geht durch zentrale Streckung mit
dem Streckenzentrum Z aus M, M,M M,
hervor. Das Streckungsverhiltnis K ist we-
gen (2) (mit (1)

K= (ér 6+r):ér[/g
K=1+)/6.

2. Wir verldngern die Kanten M M, M M,,
M,M3; bis zu den DurchstoBpunkten A4’, B,
C’ mit der Ebene durch 4, B, C (siehe Bild).
Das Tetraeder M,A'B'C’ ist wegen der
Parallelitat der Ebenen durch A, B, C bzw.
M,, M,, M; wieder regular und hat die
Hohe h+r. Wiederholen wir diesen Prozell
noch dreimal (bzgl. der anderen Flichen),
so erhalten wir schlieflich das Tetraeder
ABCD mit
hH=h+4r.

3

@

Mit (3) bzw. (4) berechnet man das Volumen
V’=§r3[/5(1 +)/6).

Bemerkungen: Der Punktspiegel besagt, da
es sich um eine fir die Schiiler schwierige
Aufgabe handelte. Damit zeigt diese Aufgabe
einmal mehr, daB es selbst sehr guten Schiilern
schwerfillt, sich Lagebeziehungen im Raum
richtig vorzustellen. Die meisten Schiiler
scheiterten daran, daf} sie falsche Beziehungen
zu ebenen Problemen herstellten!

So fand sich bei sehr vielen Schiilern die
falsche Vorstellung, daB die senkrechte Pa-
rallelprojektion der drei Kugeln um M,,
M, bzw. M3 in die Ebene (durch 4, B, C)
Kreise ergibt, die die Seiten AB, BC, CA
bertihren! Zum Teil wurde statt (2) das [al-
sche Verhiltnis 2:1 (aus dem analogen ebe-
nen Sachverhalt) benutzt, es wurde der
Schnittwinkel zwischen Ebenen falsch inter-
pretiert und sogar falsche Formeln fiir das
Tetraedervolumen benutzt.

Punkl6012345.67
Anzahl 63 6 9 3 5 2 13 16
Dr. H.-J. Sprengel, Pidagogische
Hochschule Karl Liebknecht, Potsdam

Losungen

Ldsung zu: Sport frei, Heft 4/80, S. 87
Aus s=1980,,n=9,d=1 [olgt
s,,=g -[2a, +(n—1)-d],

1980=;-(2a, +8-1),

440=2a, +8,
2a, =432,
a, =216.

216 +217+218+219+220+221 + 222+ 223
+224=1980

(Aufgabe und Losung von StR Th. Scholl,

- Berlin)

Lésungen zu: Geometrie pseudoeuklidisch,
Heft 4/80, S. 79
Ala AlleStrecken, die auf Geraden liegen,
die zu e oder f parallel sind, haben die Linge
Null, da das pseudoeuklidische Quadrat ent-
artet.
A2A Zwei Strecken OA4 und OB haben die
gleiche Linge, wenn A und B auf einer gleich-
seitigen Hyperbel um O mit den Asymptoten
parallel zu e und fliegen.
A3 A Wir zeichnen durch alle Punkte des
Dreiecks Parallelen zu e und f und erhalten
so ein Rechteck, das in vier kleinere zerteilt
ist. Jede Dreieckseite ist Diagonale in einem
Rechteck der Figur. Die Mittelsenkrechte auf
der Dreieckseite ist die zweite Diagonale des
gleichen Rechtecks. Der Schnittpunkt O
zweier Mittelsenkrechten vergroBert das Mu-
ster auf 9 Rechtecke. Mit dem bekannten
Satz, daB} ein Punkt P genau dann aufl der
Diagonale eines Rechtecks liegt, wenn die
durch die Seitenparallelen durch P erzeugten
Nebenrechtecke gleiche Flachen haben, findet
man dann, daB durch M auch die dritte
Mittelsenkrechte geht.

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/80,
Fortsetzung:

Ma10/12 1962 Skizze:

Wenn sich die Lingen der Kreisbogen wie
1:2:3:4 verhalten, so stehen die GréBen der
entsprechenden Zentriwinkel im gleichen Ver-
hiltnis.

Bezeichnet man die GroBe des Winkels
X AMB mit a, so betragen die GréBen der
Winkel x BMC, $xCMD bzw. xDMA 2 -,
3-a bzw. 4-a. Daraus folgt: «a=36° und
BD ist Durchmesser des Umkreises von
ABCD.

Nun Id8t sich das Sehnenviereck ABCD mit
den geforderten Eigenschaften konstruieren.
Man zeichnet einen Kreis & mit dem Mittel-
punkt M und einem Radius der Linge 3 cm.
Ein beliebiger Durchmesser liefert die Punkte
D und B. Nun trigt man in M an DB einen
Winkel der GroBe 36° an, dessen freier Schen-
kel den Kreis in A4 schneidet. Der Bogen AB
wird aufl dem Kreis von B aus zweimal abge-
tragen; man erhéilt den Punkt C. Man erhilt
das Sehnenviereck ABCD.

Ma10/12 w1963 Skizze! Kantenmodell!
H G

A B
Wir betrachten den abgebildeten Wiirfel-

schnitt. Nach dem Kosinussatz gilt
CM?+GM*~CG?

cos xCMG= —
2:CM -GM
Die Linge der Raumdiagonalen des Wiirlels
betrigt a - ]/5 K

Durch Einsetzen erhalten wir

2 2
(67 ) ()
cos ¥xCMG=

a /- a
2-8/3.9/3
cos<):CMG=%. 21/_ 2

Die GroBe des Winkels £ CMG, unter dem
sich die Raumdiagonalen schneiden, betragt
etwa 70,53°.

Ph6 a71 Geg.: Entfernung s=300000 km
Geschwindigkeit des D-Zuges v, = 120k—rn

h
Geschwindigkeit des Flugzeuges

km
U= 900 T
Geschwindigkeit des Raumschiffes
U= 8 k_lTl
s

Ges.: Die Zeiten ty, {2, t3.
Man rechnet mit der Formel s=v-1, also

s . .
t=-~. Dann erhilt man [ur
s

300000 km - h
OIOKM R 5500 ha 104 d.
= 500 h
300000 km - h
=" " 2333h=x14d.
=00 km S
1= 200000 km =S _ 574500 s 625 min.
8 kin
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Das Licht braucht fiir 300000 km die Zeit
von | Sekunde, der D-Zug rund 104 Tage,
das Flugzeug 14 Tage und das Raumschifl
625 Minuten.

Ph7 »72 Héhe h=16km
Erdradius r=6370km
km

Geschwindigkeit v=800 —

h
Zeit t=5h
Ges.:
Die Entlernung auf der Erdoberfldche: x

b
O
B2

Die Linge des Kreisbogens x findet man mit
Hilfe der Proportion

x:2nr=a:360,
den Winkel a mit Hille der Proportion

b '21z(r+h) o:360

n( + w+h (snehe Blld)
Nach (1) ist dann

)]

@

x= _ﬁﬁ und (2) eingesetzt, ergibt
_ nr-180-b
180 n(r+hy
x=br_
r+h’
Nun ist b=v -t und damit ist
_veter
T ¥k
_800km-5h-6370 km
" (6370km+16km)-h’
x=3990 km.
Die Punkte 4 und B sind rd. 3990 km von-

einander entfernt.

Ph8 873 Geg.: Anlangstemperatur
8,=20°C

Ringdurchmesser vor dem Erwidrmen
lo=79,97 mm

Ringdurchmesser nach dem Erwdrmen
{; =80,25 mm

Ausdehnungskoeffizient «=0,0000117 -E

Ges.: Durchmesser des Ringes nach dem Er-

wirmen: §,.

Die Endtemperatur 3, erhdlt man aus der

Temperaturdifferenz nach A3=9, —9,. Zu-

erst jedoch ist die Formel [iir die Léngen-

ausdehnung nach A3 aufzulosen.
Li=l(l+o-A3)

1+oz'A{)l=ﬁ
lo
As=<’_'_1>.l
Io o
A.’;‘——-IQ
ly
o (80,25—7997)mm - “C
A= 3557 - 0,0000117 = 0076
Nun ist A3= 3, — 4,
also F=A9+ Y4,
und 9,=299,26°C+26"Cx319°C.

Der Ring mul3 auf die Temperatur von rd
319°C erwirmt werden.
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Ph9 874 Geg.:
t;=05s
;=035 (wegen Ar=t; —t,]=035)

m
g=981 P

Ges.: Ah

Bezeichnet man mit h; den Weg des ersten

und mit h, den Weg des zweiten Troplens,
dann gilt nach der Formel fiir die beschleu-~

nigte Bewegung s =% gt? des freien Falls

1 1
h, =§gt§ und hz=§gt§.

AuBerdem gilt
=|hy—h,|, daraus folgt
1 1
Ah=§g(rf—t§)=5g(t1 +12) (0
981m-08s-02s
A==
Ah~0,78 m.

Der Abstand der zwei Tropfen betrigt rd.
0,78 m.

- tZ)s

Ph10/12 ®75 Geg.:

Radius des Ballons r=5m
Dichte der Luft er=129 k—g,
Dichte des Wasserstoffs gy = 0089 ke
Gesamtmasse my, =300 kg
Fallbeschleunigung g=9381 sE’

Ges.: Restauftriebskraft
Bevor die Restauftriebskraft berechnet wer-
den kann, muB die Tragkraft F des Ballons
ermittelt werden. Die Auftriebskralt F, be-
tragt nach dem Archimedischen Prinzip
=Gyo. Die Tragkralt F des Ballons ist
dann gleich dem Gewicht der verdringten
Gasmenge Go vermindert um das Gesamt-
gewicht G des Ballons:
F=Go—G. Nun ist
Go=mg g mit mo=g, 'V

Y

und V= ;nﬁ, also

Go=§1t'r3

@

Das Gesamtgewicht des Ballons errechnet
man aus der gesamten Masse des Ballons.
G=m-¢ mit m=mi+m; und my=gw-V
(Masse des Fiillgases), also

G=(mi+my)-g

bzw. G=<ml +ow - ‘—;nr3>g.

oL g

3

ietzt werden (3) und (2) in (1) eingesetzt, und
raan erhilt fiir die Tragkraft
F=G¢—G,
(mi+ow-

oy y—

I= gm'j gm's)g,

. [4 4
F :|V3 e oL —my __in,.J . ow:l - g,

a
F=y¢ !;"’ {QL_QW)_’"I]vF 981 ,
|3

4
IL 314+ 125-(1.29-0,089) ]
Fa3223N,

Jede Person mit der Masse von 75kg hat
eine Gewichtskraft von
GP =mp'g,

Gp=T5 kg-9,31§‘,,

GpxT36 N.
Da 3223 N:736 Nx~4 betrigt, konnen also
4 Personen mitfahren. Wegen 4-736 N=
2944 N und 3223 N—-2944 N=279 N bleibt
eine Restauftriebskraft von 279 N (=28 kp).

Ch7 =57
a)l2g m
2Fe+0;-2FeO
112 g 144
12g m
112g 144g
_12g-144¢
To112g
b)l2g m
4Fe+30,;-2Fe,0;3
224 g 320g
12g m
224g 320¢g
_12g-320g
T 224g
c)12g m
3Fe+202—>Fe304
168 g 232g
12g m
168g 232¢g
12g-232g

m=—leig " =668

Gewichtszunahme
154g—12g=34¢

154¢

17,1g—12g=51¢g

=17,1¢g

166 g—12g=4,6¢

Ch8 =58
m 047g
HCIl+ AgNO;—+AgCl+ HNO;
36,5g 1435g
_365g-047g
T 1435g
m=0,12g
290 cm?® Losung229,2 g
15cm32x
_15cm*-292¢g
- 290 g
x=L15g
0,12g2x%;
1,51 g2100%
_0,12¢g-100%
T 151
Die eingesetzte Losung von Salzsdure ist
7.94%ig.

Ch9 =59
m m;-096 m;-0,89 341
2NaCl+2H,S0, +Mn0,-Cl, + Na,SO,

=794%,

117g  19%¢g 87g 2241
+MnSO,+2H,0
m _ 341
17g 2241
341-117g
m=-——- -—
2241 m,=3099g
m=1776¢g m3 0,89 341
my-096 341 87g 2241
T196g 22,41 _ 341-87g
341-19 g 22.41-089
27 22,41-096 my=1484¢



Zur Bildung von 341 Chlor sind 177,6g
Kochsalz, 309,9 g Schwefelsdure und 1484 g
Braunstein einzusetzen.

Ch10/12 =60
m-034 310kg-0,96
CaCOj3+2HCl-CaCl; +H,0+CO,
73g lllg
_310kg-096-73¢
T 1llg-034
m=575,6 kg
Es miissen 575,6 kg 34%ige Salzsiure ein-
gesetzt werden.
m- 0,872 310kg-0,96
CaCO3+2HCI-CaCl,+H,0+CO, -
100 g I11g
_310kg-096-100g
T 111g-0872
m=307,5kg
m-0,872 0,04-310kg
CaCO,;—-Ca0O
100 g S56g
_0,04-310kg-100g
B 56g-0,872
m=254kg
307,5kg+254 kg=332,9 kg Kalkstein miis-
sen eingesetzt werden.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 2/80:
Ma5 ®[965 Angenommen, der Betonschaft
des Fernsehturms hat eine Linge von x Me-
tern; dann ist der Antennentrédger (x—52) m
lang. Nun gilt

x+(x—52)=164,

2x=216, also x=108.
Der Betonschaft ist 108 m, der Antennen-
trager 56 m lang.

Mas 1966 Wirrechnen 113—11=102;
102:3=34; 2-34=68; 68 +11=79. Es nah-
men 34 Midchen und 79 Jungen teil. Oder:
Es sei x die Anzahl der teilnehmenden Mid-
chen;dann haben (2x + 11) Jungen teilgenom-
men. Nun gilt

x+(2x+11)=113,

3x=102, also x=734.

Ma5 ®1967 Ausc)folgt: Der Schiiler Blume
hat weder den Vornamen Dieter noch den
Vornamen Bruno.

Aus e)folgt: Der Schiiler Blume heiBt mit Vor-
namen auch nicht Alfons. Deshalb lautet der
volle Name Christolf Blume.

Aus a) folgt: Der Schiiler Cramer hat nicht
den Vornamen Alfons.

Aus d) lolgt: Der Schiller Cramer hat auch
nicht den Vornamen Dieter. Da er auch den
Vornamen Christoll nicht haben kann, heiB3t
er mit vollern Namen Bruno Cramer.

Aus f) folgt: Der Schiiler Decker hat nicht den
Vornamen Dieter. Da er auch nicht die Vor-
namen Christoff oder Bruno haben kann,
heiflt er mit vollem Namen Alfons Decker.
Der vierte Schiiler heifit somit Dieter Althofl.
Es seien a, b, ¢ bzw. d die ganzen Zahlen der
'xLebensa[ter von Alfons, Bruno, Christolfl
bzw. Dieter. Dann gilt nach ¢) d<b<c. Aus
b) folgt: a=b. Deshalb gilt: d <a=b<c.

Ma35 m1968 Addieren wir diese drei Glei-
chungen, so erhalten wir 2a+2b+ 2¢=1552
mm, also a+b+c=776 mm. Aus a+b=464
mm und a+b+¢=776 mm folgt c=312 mm.
Aus b+c=563mm und c=312mm folgt
b=251 mm. Aus a+c=525mm und. c=312
mm folgt a=213 mm.

Ma5 81969

a)

Ma5 #1970 In 1 Stunde beférdern 4 Bagger
20- 18 m*=360 m*® Erde; in 1 Stunde befor-
dert 1 Bagger 360m®:4=90m?> Erde; in
8 Stunden bel6rdert 1 Bagger 8-90m?
=720 m? Erde.

Nun gilt 144-5m3®=720m?; deshalb kén-
nen durch einen einzigen Bagger 144 Erd-
arbeiter ersetzt werden.

Ma6 81971 Angenommen, an der Hafen-
rundfahrt nehmen n Minner teil; dann neh-
men noch 4 - n Frauen und Kinder daran teil,
und es gilt n+4n=75, 5n=75, n=15. An der
Halenrundfahrt nehmen also 15 Ménner teil.
Angenommen, unter den Fahrgisten sind
x Frauen, also 5- x Kinder; dann gilt x+5x
=60, 6x=60, x=10. An der Hafenrundfahrt
nehmen 10 Frauen und 50 Kinder teil.

Ma6 #1972 Angenommen. Katja hat 6n
Mark eingebracht; dann entfallen auf Erik
3n Mark, auf Hagen 2n Mark, aufl Claudia
(80— 11n) Mark. Nun gilt

80— 11n<35 und 6n <35, also
und n<52, also

nz5 und n<S.

Daraus folgt n=5. Auf Claudia entfallen so-
mit (80— 11-5) M=25M.

45<11n

Fortsetzung von Seite 111

494A Von den 100 Schiilern der Klassen 1

bis 4 nahmen im letzten Sommer viele an den

ortlichen Ferienspielen und am Schwimmla-

ger teil.

— Nur 10 Schiiler nahmen an keiner der bei-
den Moéglichkeiten teil.

— 75 Schiiler waren Teilnehmer der ortlichen
Ferienspiele.

— 83Schiiler waren Teilnehmer am Schwimm-
lager.

Ermittle die Anzahl der Schiiler, die an beiden

Moglichkeiten teilnahmen!

A10a Berechne a, 8, y!
Bild 2a Bild 2b

e N\ A .\ B

J20°\ | d

50°.
b 40 s b )

b
7 \ /7 \

Alla 15 Pferde bendtigen fiir 6 Tage
900 kg Hafer. Wieviel Hafer benstigen 20
Pferde fir einen Tag und 1 Pferd fiir
20 Tage?

Al12a Wie alt ist das Middchen mit dem
Mittelscheitel ? (obere Gleichung, rechte Seite)

Bild 3 — =

a-b=
b+a=b+b+5

D@D -O@+s

Aus einer Aufgabensammlung (Klasse 6)
fiir tdgliche Ubungen des Kreises Lébau

Ldosung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Jeger, Ziirich, S. 100

A 19954 Das Reflexionsgesetz besagt be-
kanntlich; daB die Kugel nach dem StoB
unter dem gleichen Winkel von der Kante
wegrollt, unter dem sie auf dieselbe aufge-
trolfen ist. Das bedeutet aber gerade, daB sie
sich so bewegt, als wiirde sie vom Bild des
Startpunktes A4 unter der Geradenspiegelung
Y., mit der Fixgeraden f herkommen. Setzt
man diese Uberlegungen [ort, so erkennt man,
daB die gesuchte Bahn dadurch konstruiert
werden kann, daBB A4 nacheinander an den
Geraden f, g und h gespiegelt und das ent-
stehende Bild geradlinig mit B verbunden
wird, wodurch sich zunichst der Beriihrungs-
punkt der Kugel mit der Kante h ergibt. Die
Konstruktion entnimmt man am besten der
Zeichnung. Dort erkennt man auch, daB3 man
die gleiche Losung etwas platzsparender be-
kommt, wenn man auch B spiegelt. Auch die
Beantwortung der zweiten Frage lesen "wir
aus der Zeichnung heraus: Die Linge des
Rollweges ist gleich s= A;B=A4,B,.

(Diese Aufgabe wurde aus einem Original-
artikel des Verfassers aus ,Didaktik der
Mathematik, 3/78, Miinchen“ entnommen
und fir die alpha-Leser von Dozent Dr.
R. Hofmann, Leipzig, bearbeitet.)

Losungen za: Rund um die Mathematik —
Ordnung ist das halbe Leben, S. 109

® a) Helgas Satz ist iiberfliissig.
b) Drei Moglichkeiten hitten dann bestan-
den:

D>I>H>S>K

D>I>S>H>K

D>I>S>K>H
Jetzt ist aber Helgas Satz nicht mehr iiber-
[tiissig.
® Mit dem groften Jungen beginnend: Fritz,
Fridolin, Fred, Frank, Franz.
® Bisher wurden fiinf Spiele ausgetragen,
eins fehlt noch. Bisherige Reihenfolge: Scha-
chert, Schachlis, Schachner, Schachtel,
Schachbum, Schachmat. Sie bleibt erhalten,
wenn beim Nachholen Schachert gegen
Schachmat gewinnt. Verliert er dagegen,
stitrzt alles zusammen.
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Losungen zu: alpha-heiter:

Kreuzzahlritsel
435X81 7141X0
X1X8X3 X51X17
141421 29X1 32
In einem Zug
Logische Ubung
Kryptarithmetik
85006 54+6=I1
CE I
[+5=6
92142 e
Diophant (um 250 u. Z.)
I1-11=1221 15-111=1665
12-111=1332  16-111=1776
13-111=1443 17 -111=1887
14-111=1554 18-111=1998
Verkettungsritsel
1. Zeile: kubisch — Hilbert;

2. Zeile:
3 Zeile:
4. Zeile:

Ellipse - Einheit;
Viereck — Kathete;
Produkt — Tangente;
S.Zeile: Algebra — Abszisse;
6. Zeile: Reaktor - Rhombus;
Lésungswort: Hektar

Auf der Suche nach Winkeln
Kegel bzw. Kugel

Miitter und Tdchter

Die drei Frauen gehorten drei aufeinander-
folgenden Generationen an: Oma, Mutti,
Tochter. Die Miitter sind: Oma und Mutti;
die zwei Tochter sind: Mutti und Tochter.

Losungen zu: Mitgemacht - scharf nach-
gedacht, 111.-U. S.

Ala Das Feld 6-C erfiillt die gestellten
Bedingungen.

A2 A Unterschiedliche Details: 1. Der Ast
iiber der Dachrinne; 2. ein Blatt der linken
Sonnenblume; 3. eine Zaunslatte; 4. ein Zopl
des Midchens; 5. der rechte Strumpf des
Maidchens; 6. ihr rechter Arm; 7. das Hemd
des Jungen; 8. sein rechtes Hosenbein.

A3aA \waagerecht: 4:3-6=6;2-5-3=7;
1+2+1=4.

Ada 2a)24,28;b)50;c)69;d)67.

A5a Figur B gehort zum Bild ganz links
(groBer als A; C, D, E).

A6a Die beiden Quadrate 1-C und 4-B
stimmen iiberein.

A7 a Bildausschnitte von oben nach unten:
3C, 4F, 9B, 5C, 3E.
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Lésungen zu: Zahlenzauber um das Jahr 1980,
IV.U.S.

Magisches Quadrat : In die leeren Felder des
magischen Quadrates sind folgende Zilfern
einzutragen, und zwar jeweils von links nach
rechts:
1. Zeile:
2. Zeile:
3. Zeile:
4. Zeile:
5. Zeile:
6. Zeile:

202,213
212,201
205, 207, 218
210
209, 220
206, 219, 208
7. Zeile: 200, 211
8. Zeile: 215, 217, 204
9. Zeile: 216, 203, 214
Darstellung der Zahl 1980
1980=(111—-1)-(11=1=1)-(1+1)
1980=2222+4+2-222-22

1980=333'(3+3)—3-3-<3—%>
5 5\ §%5
I980—§ 55 (5+§> 5

et6

1980=6 *© ~<66—6—6+g

l980=<.7+7+7—;>-|:(7+7)~7+-;—]

l980=[/8_":<g+§>—8-8— 8+8

99 9:9
1980—(?—9) (999_T)

Ein Dreieck (1+/9 +8+0) cm:

Wegen (1 +|/§+8°)cm=5 cm, (1 +[/§+8
+0)cm=12cm und [(1-9+8-0)+(1+]/9
-8%] cm=13cm bilden die MaBzahlen der
Seitenldngen dieses Dreiecks ein pythagore-
isches Zahlentripel [5;12;13], fiir das 5% + 122
=132 gilt. Das vorliegende Dreieck ist somit
ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten-
langen 5 cmm und 12 cm und der Hypotenusen-
lange 13 cm.

Polygon: (n—2) - 180 = 1980;

n=13.

Das 13-Eck erfiillt die gestellte Bedingung.

Eine Aufgabe —
verschiedene Liosungen

Wir stellen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns
eingegangen sind. Sie mogen unseren aktiven
Teilnehmern am alpha-Wettbewerb Anre-
gungen zum Losen von Aulgaben geben.

Im Heft 5/1979 veroflentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 w1895 Drei 7. Klassen einer Schule
gehoren zusammen 89 Schiiler an. In Klasse
7a sind zwei Jungen mehr als Madchen. In
Klasse 7b sind sieben Jungen weniger als
Midchen. In Klasse 7¢ sind zwei Madchen
mehr als Jungen. Jede Klasse hat hochstens
30 Schiiler. Wieviel Jungen sind insgesamt in
diesen drei Klassen?

Im Heft 2/1980 veroffentlichten wir dazu eine

Losung:
Wir stellen folgende Tabelle auf:

Anzahl Anzahl
Klasse d.Jungen d. Midchen
7a a a—2
7b b b+7
e ¢ c+2
insges. a+b+c a+b+c+7

Nun gilt 2-la+b+¢)+7=89, 2-{(a+b+c)
=82, a+b+c=41.

Diesen drei 7.Klassen gehOren insgesamt
41 Jungen an.

Wir stellen nun die Losung von Kai-Uwe

Walter aus Dobeln vor, der Schiiler der

Klasse 7R der Clara-Zetkin-Oberschule ist.

Kai-Uwe loste diese Aulgabe wie folgt:

In allen drei Klassen sind zusammen 7 Jungen

weniger als Madchen. Angenommen, den drei

Klassen gehoren j Jungen und m Midchen

an; dann gilt '

() j+m=8%und

) Jj+7 =m. Aus (1) und (2) lolgt
J+(+7)=89,2j+7=89,2j=82,j=4l.

In diesen drei Klassen sind insgesamt 41 Jun-
gen.

Wir stellen nun die Lésung von Rall Arnold
aus Eisenach vor, der Schiiler der Klasse 7¢
der 9. POS ist. Rall I6ste diese Aulgabe wie
folgt:

Da jede Klasse hochstens 30 Schiiler hat, 1aBt
sich die Anzahl 89 aller Schiiler nur aul genau
eine Weise in drei Summanden zerlegen; es
gilt 30+30+29=89. Wegen 2|(29—7) hat
Klasse 7b genau 29 Schiiler; zur Klasse 7a
und 7c gehoéren jeweils 30 Schiiler. Nun gilt
(30+2):2=16,(29~7):2=11,(30—2):2=14
und 16+ 11+ 14=41.

In diesen drei Klassen sind insgesamt 41 Jun-
gen.

Wir stellen nun die Losung von Uwe Schwerk
aus Ruthen vor, der Schiiler der Klasse 7 der
Artur-Becker-Oberschule in Passow ist; Uwe
16ste diese Aulgabe wie [olgt:

In Klasse 7a sind zwei Jungen mehr als
Midchen. In Klasse 7¢ sind zwei Madchen
mehr als Jungen, also zwei Jungen weniger
als Midchen. In Klasse 7b sind 7 Jungen
weniger als Médchen. Deshalb sind in allen
drei Klassen 7 Jungen weniger als Madchen.
Aus (89—7):2=41 folgt, daB in diesen drei
Klassen insgesamt 41 Jungen sind.




Mitgemacht —
scharf nachgedacht!

v

Ala Man suche dasjenige Feld des Schachbretts
mit einem eingezeichneten Quadrat, in dessen Nach-
barschaft — also ringsherum — nur Felder mit unter-
schiedlichen Bildern zu finden sind.
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A2a Die beiden Bilder sehen nur auf den ersten
Blick einander dhnlich. In Wirklichkeit unterscheiden
sie sich in acht Details. Wer findet sie am schnellsten?

A3 A Indieleeren Quadrate sind natiirliche Zahlen
so einzusetzen, daB waagerecht wie senkrecht sinnvolle
Aufgaben entstehen.

A4 A Erginze die fehlenden Zahlen in den vier Fol-
gen!

a) 8 12 16 20 ? 7

b) 25 20 15 10 ? ?

c) 4 9 17 35 7 139

d) 7 15 32 7 138 281

A5A Auf dem Bild links verdeckt die Hauswand
den Riicken des Mannes. Eine der mit den Buchstaben
A bis E bezeichneten Figuren enthilt den ,richtigen*
Riicken. Welche?

d EEEE)

A6A Welches sind die beiden Quadrate, auf denen
die gleichen kleinen Bilder wiederzufinden sind ?

A B C D
1 [ST|EEIT N\~
wd|T dl= kN
zrsz\GTw
XT(A d|dk|s =
o §[@®=|T [}
T4 \|r®T=
4aqwrwg\£
=~ FIEN| TR B

A7a Die rechts abgebildeten fiinf Bildausschnitte
stimmen in ihren Einzelheiten mit jeweils einem der
durch Buchstaben und Ziffern gekennzeichneten Qua-
drate des lustigen Campingbildes iiberein. Mit wel-
chem? '




Alles dreht sich
um die Jahreszahl 1980

Mit dieser Jubildumsaufgabe stellen wir un-
seren Lesern Probleme mit zum Teil &hn-
lichem Inhalt mit steizendem Schwierigkeits-
grad fiir die Leser der Klassenstufen 4 bis
10/12 sowie fiir Erwachsene vor.

Wer eine Losung zu einer seiner Klassenstufe
entsprechenden Aufgabe oder einer hSheren
oder einer hoheren Klassenstufe entsprechen-
den Aufgabe einsendet,

erhilt zwei Antwortkarten,

die fiir den alpha-Wettbewert 1980/81 ge-
wertet werden.

Die gestellten Probleme stammen aus der
Feder von StR H.-J. Kerber, Neubranden-
burg, und StR Th. Scholl, Berlin. Viel Erfolg!

Redaktion alpha
Ma4 #2000 In dem Kryptogramm
9.‘
+4Bt
+**7
1980

ist jedes der sechs Sternchen so durch eine
der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu ersetzen, dafl

eine richtig geloste Additionsaufgabe ent-
steht. Dabei soll der erste Summand mog-
lichst groB, der zweite Summand gréBer als
der dritte sein.
Ma5 #2000 In dem Kryptogramm
ELL]
+ E 214
1980
sind die Sternchen so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei diirfen aber nur die
vier Ziffern 1, 9, 8, 0 der Summe benutzt wer-
den, und der erste Summand darf nicht klei-
ner sein als der zweite.
Es sind alle Moglichkeiten anzugeben !
Ma6 82000 In dem Kryptogramm
#8#
+ 9%*
+ **0
%0

sind die Sternchen unter Verwendung von
nur genau zwei verschiedenen Ziffern so zu
ersetzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Es sind alle Moglichkeiten
anzugeben!

Ma7 82000 In dem Kryptogramm

LI LEL]

T

1980

sind die Sternchen so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Subtraktions-
aufgabe entsteht. Dabei diiffen nur drei

der vier Ziffern 1, 9, 8, 0 der Differenz
benutzt werden, keine von ihnen mehr als
dreimal. Es sind alle Mdglichkeiten anzu-
geben!
Mag 82000 Olaf und Ute sind Zwillinge.
Thr Vater ist gegenwirtig 28 Jahre ait. Addiert
man die Zahlen, die das Lebensalter des Va-
ters und das der Mutter (in ganzen Zahlen)
angeben, multipliziert man die so erhaltene
Summe zunichst mit der Zahl, die das Le-
bensalter von Olaf und danach mit der Zahl,
die das Lebensalter von Ute angibt, so erhiilt
man als Ergebnis die Jahreszahl 1980. Wie alt
war die Mutter, als die Zwillinge geboren
wurden?
Ma9 #2000 Welche natiirlichen Zahlen a
erfiillen die Gleichung
(a+1)(a+2)(a+a)=19807

Ma10/12 #2000 Zu ermitteln sind alle vier-
stelligen natiirlichen Zahlen p, fiir die p=33p,
und p=2p, gilt. Dabei ist sowohl p, als auch
p2 jeweils das Produkt aus drei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen, und der klein-
ste Faktor von p; ist dreimal so groB wie der
kleinste Faktor von p;. Matthias 16ste diese
Aufgabe mit Hilfe der Gleichung
33n(n+1)(n+2)=2-3n(3n+1)(3n+2),
wobei n eine natiirliche Zahl groBer als Null

- ist. Als Losung fand er p=1980. Seine jiingere

Schwester Erika 16ste diese Aufgabe nicht mit
Hilfe einer quadratischen Gleichung. Wel-
chen anderen Losungsweg konnte Erika ge-
funden haben?

Zahlenzauber
um das Jahr 1980
1=1°-8° 6=1-1/9+8+0
2=149-8+40 7=—1°+8+0
3=1-)/9+8-0 8=1°-8+0
4=)/—-1494+8-0 9=1-9+8-0
5=1+]/9+8° 10=1-9+8°

Schiiler Andreas Fittke,

EOS Heinrich Hertz, Berlin

226 | 237 259 | 180 | 191 248 224

236 | 247 188 | 190 258| 223} 225

2531229 | 240 251 183 194

256 [186 {232 | 199 221 | 197 234| 245

185 |196 | 242 231 198 | 244( 255

195 243 230 | 241 254| 184

246 | 257 | 222 | 189 187] 233| 235

182 1239 ) 250 252 | 228 193

227 | 192 249 | 260 | 181 | 238

Trage in die leeren Felder des abgebildeten
magischen Quadrates die natiirlichen Zahlen
von 200 bis 220 so ein, daB man in den
senkrechten Spalten, in den waagerechten
Zeilen und in den Diagonalen als Ergebnis
der Addition der entsprechenden Zahlen
stets die Summe 1980 erhiilt!

Schuldirektor H. Forg, Schwaz (Osterreich)

Die Zahl 1980 ist unter Verwendung von
jeweils genau zehnmal der gleichen Ziffer, von
Operationszeichen, von Klammern darzu-
stellen!

Beispiel: 1980=4*-(4+4)—44—4-4—4—4
Finde Beispiele fur die Ziffern 1, 2, 3, 5,6, 7, 8
und 9!
1980=0+12°+45-6—7—8—/9
1980=(—1)-2+34-56+78 - 9°
1980=—2+345-6—78—9+0—1
1980=345-6+(7—8)-90- 12
1980=(—4+5+6+7+8)-90- 12>
1980=(—5)- (67 +8—9° — 1)+2345
1980=678)/9+0-1—2-3-(4+5)
1980 =(7+89+0+1+2)- (3)/4+5+6)
1980=89+0-1—2+3445-6-7
1980=901-2+34-5—(6—7)-8

Schiiler Th. Merten, Stralsund

1980 =MCMLXXX
MC-M=L-XX :X
(MC—-M):I=XX:X
0891 :8019 = 1089 : 9801

1980=442 +44
Ing. H. Decker, Koln
1-9+8=0 1=9-8-0
1°=8° 1=98°
1g1=9-8-0 1d1+)/9=1d8+0

(Id heiBt log,.) Dr.S. Schneider, PH Dresden

Ein Dreieck hat die Seitenliggen (1+]/9+8
+0) cm,
(1+)/9+8% cm und [(1-9+8-0+(1+})/9
-8%9] cm.
Um was fiir ein spezielles Dreieck handelt es
sich in diesem Falle?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Fir welches Polygon ist die Winkelsumme
gleich 1980?  Joharines Paasonen, Helsinki

14+9+8-0+)/9.-8°
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Mit Zirkel, Lineal und Zeichenstift

Wir bestimmen Funktionswerte

und Nulistellen quadratischer Funktionen

1. Problemstellung

Funktionswerte und Nullstellen quadrati-
scher Funktion f mit Gleichungen der Form
y=x%+px+q sollen durch geometrische
Konstruktionen mit Hilfe von Zirkel, Lineal
und Zeichenstift in einer Ebene bestimmt
werden.

2. Beispiel

Von der quadratischen Funktion f mit der
Gleichung y=x2?+4x+3 sind

a) die Funktionswerte an den Stellen x;
=-5;x3=-2;,x3=0,5,

b) eventuell vorhandene Nulistellen x,; und
Xp2 ZU bestimmen.

Yorbemerkung

Zur geometrischen Losung der Beispielaul-
gabe benétigen wir Strecken, deren Lingen
(bzgl. einer gewidhlten Lingeneinheit — z.B.
1 cm) die MaBzahlen 1;4; 3; 5; 2 bzw. 0,5
haben.

Wir betrachten unsere Aufgabe als gelOst,
wenn es uns gelungen ist, Strecken mit den
LangenmaBzahlen |f(x\){, |f(x2)|, |f(x3)]
und | xo1 |, | xo2| zu konstruieren. Aus der
Lage der konstruierten Strecken soll dann
jeweils das Vorzeichen der Funktionswerte
bzw. der Nullstellen abgelesen werden.

Losung

Bestimmung von Funktionswerten
Wir [ertigen eine Zeichnung gemd8 Bild 1 an.
(Bild 1)

]
5

6 5 |-4-3 -2 -1 0 1 1t 3 ¢ 5 6
a4, 4,] N X

Aa

1
014,
-1

Bild 1

Die LingenmaBzahlen der Strecken AgA,,
A Ay, A2A; betragen 1, 4 bzw. 3. ¥ A4 A,
und ¥ A4,;A;A4; sind beide rechte Winkel.
Zum Antragen der x-Werte und zum Ablesen
der y-Werte verwenden wir zwei Skalen, die

entsprechend der gewihlten Léngeneinheit
geteilt sind. Die x-Skale hat ihren Nullpunkt
in A, die y-Skale in 43. Wir tragen nun auf
der x-Skale einen beliebigen Wert x; ab und
bezeichnen den entsprechenden Punkt mit
B;. Den zugehorigen Funktionswert y; (y1
= f(x,)) erhalten wir auf der y-Skale, indem
wir auf der Strecke AoB, in B, die Senkrechte
errichten und deren Schnittpunkt mit der
y-Skale bestimmen. Bezeichnen wir diesen
Schnittpunkt mit B}, so markiert dieser den
Funktionswert y;. (Bild 2)

Bild 2 9

Aus Bild 2 lesen wir ab:

y1=f(=5)=8; y2=f(-2)=—1; y3= f(0,5)
=5,25.

Die Richtigkeit dieser Ergebnisse konnen wir
leicht durch Einsetzen in die Funktionsglei-
chung y=x?+4x + 3 bestitigen.

Natiirlich erhebt sich jetzt die Frage: Erhal-
ten wir so fiir jeden x-Wert den zugehorigen
Funktionswert? Wenn ja — auf Grund wel-
cher GesetzmaBigkeiten?

Begriindung des Verfahrens zur Bestimmung
von Funktionswerten

Unabhangig von der Lage des Punktes B,
gilt AAoA B~ AA,B,B',. (Die Dreiecke
stimmen in ihren Winkeln iiberein, weil die
Schenkel paarweise senkrecht aufeinander-
stehen.) Es ist dann

AoA, : A Bi=A,B,: A,B,. *)
Wir bezeichnen mit r die Mafzahl von
A,B'\ und beachten, daB |(—4)—x,| die
MapBzahl von A4, B, ist.

Damit geht die Verhiltnisgleichung (*) iiber
in

Lixy | =|(—4)—xy |:r. (**)
Beziiglich der GroBe von x; (bzw. der Lage

von B,;) haben wir folgende Fille zu unter-
scheiden: (vgl. Bild 2)

Falll: x, <-4
Es ist dann O0<—4—x;, d.h. |-4-x,|
=—4—x,. AuBerdem ist | x; |=—x,. (*¥)

geht iiber in
1:(—x)=(—x1—4):r
r=x;2+4x;.
Wegen y; =3+r (s. Bild 2)
erhalten wir daraus
y1=x12+4x;+3.
Fall 2: —4<x,<0
Es ist dann —4—x,<0, d.h. | —4-x,]|
=—(—4—x()=4+x;.
AuBerdem ist | x,; | = —x;.
(**) geht iiber in
L:(—=x1)=@+x1):r
r=—x;2—4x,.
Wegen y, =3—r erhalten wir daraus
yr=x12+4x,+3.
Fall 3: 0<x;
Es ist | x;|=x; und wegen x;>0>—4 ist
| —4—x1 | =4+x,. (**) geht iiber in
lixy=(x, +4):r
r=x,2+4x,.
Wegen y; =3+ r erhalten wir daraus
yi=x12+4x;,+3.

Fall 4: x, =0

Nach Konstruktion erhalten wir n= 3=/(0).
Fall 5: x,=—4

Nach Konstruktion erhalten wir sofort y; =3
=f(-9).

Fiir alle x, € P erhalten wir somit nach un-
serem Verfahren
yi=x12+4x;+3= f(x,).

Bestimmung von Nullstellen

Wir suchen alle reellen Zahlen x,, [iir die gilt
Sf(xo)=x02+4x0+3=0.

Dazu sind alle Punkte B; auf der x-Skale zu
konstruieren, denen nach unserem Verfahren
als B’, der Nullpunkt der y-Skale zugeordnet
wird. Das sind genau die Punkte der x-Skale,
fiir die & AoBj A3 ein rechter Winkel ist.

Die Menge aller Punkte C der Ebene, fiir die
¥ AoCAs; ein rechter Winkel ist, ist bekannt-
lich der Thaleskreis iiber der Strecke AoAs.
Die gesuchten Punkte B, erhalten wir somit
als Schnittpunkte des Thaleskreises iiber
ApA; mit der x-Skale. In unserem Beispiel
finden wir die Nulistellen —3 und — 1. (Bild 3)

Bild 3

3. Allgemeines Konstruktionsverfahren

Die Funktionswerte und die Nullstellen einer
quadratischen Funktion f mit der Gleichung
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y=x? + px + ¢ lassen sich mit Hille von Zirkel
und Lineal folgendermaBen finden:

[n der Ebene konstruieren wir zwei senkrecht
aufeinanderstehende orientierte Geraden und
bezeichnen sie — nach Wahl einer gemeinsa-
men Lingeneinheit - als x-Skale bzw. als
y-Skale. Den Schnittpunkt beider Skalen nen-
nen wir 4,.

Aul der x-Skale tragen wir von A, aus die
Strecke 4,4, mit der LingenmaBzahl | p | ab.
und zwar {iir p> 0 in positiver Richtung und
fiir p<0 in negativer Richtung der x-Skale.
Wir erhalten den Punkt A,; diesen verwen-
den wir ais Nullpunkt der entsprechend der
gewdhlten Lidngeneinheit geteilten x-Skale.
Auf der y-Skale tragen wir von A4; aus die
Strecke A, A4 mit der LingenmaBzahl | q| ab,
und zwar fiir >0 in negativer Richtung und
fir <0 in positiver Richtung der y-Skale.
Den so gefundenen Punkt 43 wihlen wir als
Nullpunkt der entsprechend der gewihlten
Lingeneinheit geteilten y-Skale.

Senkrecht zur x-Skale tragen wir in A, die
Strecke 4,4, mit der LangenmaBzahl 1 in
negativer Richtung der y-Skale an und erhal-
ten den Punkt A4,.

Bild 4 veranschaulicht fiir p+0 und ¢ +0 die
Lage der Skalen und Strecken.

Bild 4
p20,q2¢ pr0,9<0
J y
i i
i 0 iql 0
4 Ipl?l‘l 4 A Il TIA« x
it Ao Ay
4,40 !
P<0r g)J P<Or q<9
J y
ot 4,
0 ] iq
A1[1 It A, X A,l1 10l 1A, x
Ay Ny
!
o}y |

Tragen wir nun auf der x-Skale einen beliebi-
gen Wert x,; ab und bezeichnen den ent-
sprechenden Punkt mit B, so finden wir den
zugehorigen Funktionswert y, aul der p-
Skale. indem wir auf der Strecke 4B, in B,
die Senkrechte errichten und deren Schnitt-
punkt mit der y-Achse bestimmen. Bezeich-
nen wir diesen Schaittpunkt mit B’ und die
MaBzahl der Linge von A3B’; mit y. so gilt
vi=x,24px; +q= f(x,). (Da AoB, fiir alle
B, nicht parallel zur x-Skale verlduft, existiert
B, stets und ist eindeutig bestimmt.)

Fiir den Fall p>0: g <0 soll nun bewiesen
werden. daB unser Verfahren fir alle x< P die
zugehorigen Funktionswerte f(x) liefert.

In diesem Fallist | pj =pund|q{= —q.
Unabhingig von der Lage von B, st
AAoA By~ AA,B, B . Demnach gilt  *

ApA:A\By=A;B,:A;B,. Wir bezeichnen
mit r die MaBzah! von 4,8, ; die MaBzahl
von A;B, ist | —p—x, |. Damit erhalten wir
die Verhiltnisgleichung

Uxf=[—-p—x|:r.

(t*#)
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Fall 1:x,<—-p
Esist —p—x;>0und x, <0. (***) geht iiber
in 1:(—x;)=(-p—x,):r. Daraus folgt r

=x;2+px, und wegen y=r—|q|=r+gq
(Bild 5) ist schlieBlich y = x, 2+ px, +4.
Fall2: —p<x,<0

Esist —p—x, <0. (***) geht iiberin | :(—x,)

=(p+x,):r.

Daraus folgt r=—x,2—px, und wegen y
=~(r+|q|)=—r+gq ist schlieBlich y=x,>
+pxi+4q.

Fall 3: x,>0

Es ist —p—x,<0(x,;>0> —p). (***) geht
tiber in l:x,=(p+x):r. Daraus folgt r
=x;?+px, und wegen y=r—|g|=r+q ist
schlieBlich y=x,2 + px, +¢.

Fall4: x;,=0

Wir erhalten sofort y= — | g | =g = f(0).
Fall3: x,=-p

Wir erhalten sofort y= ~ | ¢ | =¢= f(—p).

Im Fall p>0. ¢<0 erhalten wir also nach
unserem Verfahren [iir alle x, € P die zugeho-
rigen Funktionswerte f(x,).

Aufgaben

Ala Fiihren Sie fir die ibrigen Fille
{Bild 4) jeweils den Beweis [iir die Richtigkeit
des Verfahrens!

A2a Istdas Konstruktionsverfahren auch
dann anwendbar, wenn p=0 oder g =0ist”

A3a Bestimmen Sie mit Hillfe des Kon-
struktionsverfahrens die Funktionswerte der
quadratischen Funktion mit der Gleichung
y=x?—3x—2 an den Stellen x,=2, x,=4,
xy=6"

A4 a Beweisen Sie! Besitzt die quadrati-
sche Funktion mit der Gleichung y = x? + px
+4¢ Nullstellen, so erhalten wir diese, indem

der Strecke ApAa mit der x-Skale bestimmen.

A5a Zeigen Sie mit Hilfe des Konstruk-
tionsver(ahrens, daB es fir g<0 stets zwei
Nullstellen x4, und x4, mit unterschiedlichen
Vorzeichen gibt und daB xq, +xo,= —p ist'

A6 A Untersuchen Sie fur g> 0 die Anzahl
der Nullstellen'
U. Sonnemann

ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Pokal-Wettkampf
in Berlin-Lichtenberg

Berlin-
fichtenberg|

T

Seit dem Jahre 1966 - allerdings mit einer
Unterbrechung - fithren wir in unserem
Stadtbezirk neben der Mathematik-Olym-
piade einen weiteren Wettbewerb auf mathe-
matischem Gebiet durch. Er ist in seinem
Aufbau dem Europapokal-Wettbewerb der
Leichtathleten vergleichbar. Es geht auch um
einen von der FDJ-Kreisleitung gestifteten
Pokal, der die Gestalt eines Ikosaeders hat.

Wihrend bei der Olympiade die Einzellei-
stung im Vordergrund steht, geht es hier um
mannschaftliche Geschlossenheit und Aus-
geglichenheit. Jede teilnechmende Schule stellt
eine Mannschaft, die aus je einem Schiiler der
Klassen 4 bis 9 besteht. also sechs Teil-
nehmer umtaBt. Jeder Teilnehmer hat inner-
halb von zwei Stunden zwei Aufgaben zu
16sen. Die Bedingungen entsprechen denen
der Olympiade. Die Losungen werden mit
Punkten bewertet. Insgesamt kann jeder Teil-
nehmer 15 Punkte erreichen. [nnerhalb der
einzelnen Klassen ergibt sich aus den Punkt-
zahlen eine "Rangfolge. Jedem Teilnehmer
wird so eine Platzziffer zugeordnet. Die sechs
Platzziffern der Schule werden addiert, und
die Schule mit der niedrigsten Summe ist
Sieger. Sie erhilt fiir ein Jahr den Pokal. Auf
einer seiner Flichen werden der Name der
Schule und das Schuljahr eingraviert. Mit

Mannschaften wird eine Exkursion oder cin
Theaterbesuch durchgefiihrt.

Dieser Wettbewerb erlreut sich groBer Be-
liebtheit. Im Schuljahr 1979.80 nahmen 26
der 42 zehnklassigen Oberschulen unseres
Stadtbezirks teil. Wir fiihrten daher eine
Vorrunde durch, und aus jeder der 6 Gruppen
gelangten die beiden besten Manaschaften in
die Endrunde.



Die Aufgaben werden von der Fachkom-
mission zusammengestellt. Wir benutzen da-
bei Aufgaben aus der alpha, aus friiheren
Olympiaden und auch aus Biichern, bilden
jedoch einen Teil der Aufgaben auch selbst.
Im folgenden seien einige Aufgaben aus dem
diesjahrigen Wettbewerb vorgestellt.

Aufgaben (Mathematik-Cup 1980)

Klasse 4 — Vorrunde

Al A Seizein jeder Zeile zwischen die Zah-
len Rechenzeichen (in jeder Zeile 3 Zeichen)
so ein, daBl das angegebene Ergebnis ent-
steht!

a) 1 23 4 = |
b) 1 23 4 =2
o 1 23 4 =23
d 1 23 4 =24

A2A Jens mochte aus Papier eine pyra-
midenférmige Turmspitze bauen. Sie ist in
Bild | dargestellt.

Dafiir stehen ihm vier Netze zur Verfiigung
(Bild 2).

Gib fiir jedes dieser Netze (durch ,,ja* oder
.nein") an, ob sich diese Figur daraus
bauen jaBt!

In den Fillen, bei denen das méglich ist, be-
zeichne diejenigen Kantenpaare, die beim
Zusammenbau aneinanderstoBen, mit der
gleichen Farbe oder mit dem gleichen Buch-
staben!

Bild der Turmspitze (Bild 1):

Netze (Bild 2):

Klasse 4 — Endrunde

Al a Erik denktsich eine zweistellige Zahl.
Wenn man die Halfte dieser Zahl mit sich
selbst multipliziert, dann erhilt man das-
selbe, als wenn man die Ziffern der gedachten
Zahl vertauscht.

Welche Zahl hat Erik sich gedacht?

A2 A Zeichne auf Papier mit quadratischen
Kistchen vier Rechtecke, jedes davon 6 Kast-
chen breit und 4 Kastchen lang!

Jedes dieser vier Rechtecke soll in Quadrate
zerlegt werden, und zwar das erste in 3, das
zweite in 6, das dritte in 8 und das vierte in
10 Quadrate. Dabei sollen die Trennungs-
linien entlang der Rinder der Kaéstchen ver-
laufen, also kein Késtchen kreuzen.

Trage in deine Zeichnung eine solche Zerle-
gungein!

Klasse §

Al a An die Tafel ist eine bestimmte An-
zahl von Vierecken gezeichnet. (jber sie ist
folgendes bekannt:

(1) Unter diesen Vierecken ist genau ein
Quadrat.

(2) Genau vier dieser Vierecke sind Parallelo-
gramme.

(3) Ein Drittel der Vierecke sind Rechtecke.
(4) Die Gesamtzahl der Vierecke ist eine un-
gerade Zahl.

Wieviel Vierecke sind an die Tafel gezeich-
net?

Klasse 6
Al a Gibtes einen Bruch mit dem Nenner
20, der groBer ist als 113 und kleiner ist als

3

9
13°

A2 A a)Entscheide, ob es Dreiecke gibt, in
denen zwei der Winkelhalbierenden senk-
recht zueinander stehen! (Beweise deine
Aussage!)

b) Entscheide, ob es Dreiecke gibt, in denen
zwei der Winkelhalbierenden gleich lang
sind! Beweise deine Aussage!

Klasse 7

Ihr habt vor euch 7 Zeilen mit Ziffern:
=1
=1

Ala
1 2 3
1 2 3 4

1 23 456 789 =1

Aus jeder dieser Zeilen soll eine wahre Aus-

sage hergestellt werden. Dazu ist gestattet,

- zwischen Ziffern eines der Rechenzeichen
L= .. oder ,, i einzuftigen,

- Klammern einzusetzen,

- zwischen Ziflern kein Zeichen einzuliigen
und sie so als mehrstellige Zahlen aufzu-
fassen.

Es ist nicht gestattet,

- die Reihenlolge der Ziffern zu dndern,

- das Gleichheitszeichen durchzustreichen.
Fiir jede Zeile ist ein Beispiel anzugeben:
eine Begriindung wird nicht gefordert.

A2a Entscheide fiir jeden der drei ange-
gebenen Fille a), b). und c), ob die von beiden
(richtig) gezeichneten Dreiecke kongruent
zueinander sein miissen oder nicht!

a) Richard und lsolde zeichnen unabhingig
voneinander je ein gleichschenkliges Dreieck
mit einem Innenwinkel von 45° und ei* :r
Basis, die 8 cm lang ist.

b) Ludwig und Leonore zeichnen unabhingig
voneinander je ein gleichschenkliges Dreieck
mit einem Innenwinkel von 90° und einer
Basis, die 8 cm lang ist.

¢) Wolfgang und Susanne zeichnen unab-
hingig voneinander je ein gleichschenkliges
Dreieck mit einem Innenwinkel von 60°. in
dem eine Seite 8 cm lang ist.

Begriinde deine Entscheidungen!

Klasse 8

Al A Von einem Drachenviereck ABCD
sei bekannt:
(1) Seine Diagonalen sind gleich lang.
(2) Eine Seite des Drachenvierecks hat die
gleiche Lange wie eine der Diagonalen.
Berechne die GroBe jedes der vier Innenwin-
kel dieses Drachenvierecks!

K. Lehmann
Loésungen siehe Helt 1/81.

Aus: Pythagoras. Niederlande
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Johannes Kepler —
Astronom

und Mathematiker
Teil 2

Kepler-

Gedenkmiinze (DDR 1971)

Kepler schlofl aus der Tatsache, daB es nur
fiin{ regulire Polyeder gibt, nicht auf das
Nichtvorhandensein weiterer Planeten, son-
dern duflerte schon 1596, daB es zwischen
Mars und Jupiter noch einen Planeten geben
konne. Bekanntlich gibt es zwischen Mars
und Jupiter einen ganzen Giirtel jedoch sehr
kleiner Planeten (Planetoiden genannt).

Die Geschichte der Entdeckung des ersten
Planetoiden sei kurz erzdhlt: In der Neu-
jahrsnacht des Jahres 1801 entdeckte der in
Palermo titige Astronom Guiseppe Piazzi
(1746 bis 1826) im Sternbild Stier ein Objekt
8. GroBe, das seinen Ort am Sternenhimmel
betrichtlich verinderte und das er zunichst
fiir einen Kometen hielt. Vom Berliner Astro-
nomen Bode (1747 bis 1826) wurde es spater
als Planet erkannt und Ceres benannt. Piazzi
beobachtete die Ceres nur 41 Tage bis Mitte
Februar. Der kleine Planet (er hat einen
Durchmesser von 768 km) mit seiner verhalt-
nisméiBig geringen Helligkeit ging verloren
und war nicht mehr zu finden. Es galt, die
Bahn der Ceres aus den wenigen von Piazzi
gefundenen Beobachtungsdaten zu berech-
nen. Mehrere Astronomen begannen mit der
Bahnberechnung. Die bisher angewandten
Methoden gestatteten jedoch nicht eine voll-
standige Bestimmung der Bahn aus Beobach-
tungen, die einen kiirzeren Zeitraum umfaB-
ten. Nachdem Carl Friedrich GauB (1777 bis
1855) durch die Zeitschrift ,,Monatliche Cor-
respondenz zur Beférderung der Erd- und
Himmelskunde* von dem Problem erfahren
hatte, machte er sich im Herbst 1801 an die
Bahnberechnungen. GauB entwickelte dabei
ganz neue Methoden zur Bestimmung einer
Keplerbahn aus wenigen Beobachtungen und
konnte auf Grund der Piazzischen Beobach-
tungen die Bahn der Ceres tatsdchlich berech-
nen und damit die Wiederauffindung des
Objekts erméglichen. Ein Jahr nach der Ent-
deckung fand dann Olbers (1758 bis 1840)
in Bremen den ersten der in der Folgezeit
entdeckten vielen Planetoiden, die sich auf
elliptischen Bahnen zwischen den Bahnen des
Mars und des Jupiter um die Sonne bewegen,
genau an dem Ort des Himmels wieder, an
dem GauB' Berechnung dies vorausgesagt
hatte.

Es sei bemerkt, daB die anderen heute be-
kannten Planeten 1781 (Uranus durch W.
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Herschel), 1846 (Neptun durch Galle nach
Berechnungen von Leverrier) und 1930 (Pluto
durch Tombaugh) entdeckt worden sind,
wahrend die mit bloBem Auge sichtbaren
Planeten von Merkur bis Saturn bereits im
Altertum bekannt waren.

Wandel des Weltbildes

Euklids rund 300 Jahre vor dem Beginn un-
serer Zeitrechnung geschriebenes Buch ,,Ele-
mente* war ein Hohepunkt des geometri-
schen Denkens in der Antike. Die ,Ele-
mente'* wurden in der Folgezeit zum Vorbild
fir die Mathematik und fiir alle anderen
Wissenschaften. Einleuchtende Axiome, ex-
akte Definitionen, strenge Beweise gaben dem
Denken eine Sicherheit, die auf allen Wissens-
gebieten anzustreben war.

Frangois Viéte (1540 bis 1603) und andere
Mathematiker der Keplerzeit (siche auch
Anhang) bemiihten sich, der wissenschaftlich
begriindeten Geometrie eine in entsprechen-
der Weise gesicherte Algebra an die Seite zu
stellen. Es galt insbesondere, aigebraische
Bezichungen geometrisch zu deuten und um-
gekehrt, geometrische Probleme algebraisch
zu l6sen. Eine Verbindung zwischen Algebra
und Geometrie, die sogenannte ,,analytische
Geometrie** wurde 1636/37 gleichzeitig von
Pierre de Fermat (1601 bis 1665) und René
Descartes (lateinisch Cartesius, 1596 bis 1650)
geschaffen.

Konnte Copernicus, den Kepler ,,den Mann
freien Geistes* nannte, der die Vorurteile
seiner Zeit bekdmpfte, den man als ,,Mittler
zwischen antiker und neuer Naturwissen-
schaft‘ bezeichnet hat, im 16.Jahrhundert
sicher sein, daBl das schon von Aristarch von
Samos (etwa 320 bis 250 v.u.Z.) gelehrte he-
liozentrische Planetensystem mit der Sonne
als Mittelpunkt und der planetarischen Erde
im Gegensatz zum geozentrischen Weltbild
des Ptolemius mit der Erde als Mittelpunkt
,.richtig* ist? Erst nachdem Tycho Brahe das
Beobachtungsmaterial entscheidend verbes-
sert hatte, nachdem Kepler auf Copernicus
und Brahe aufbauend seine Planetenbewe-
gungsgesetze formuliert hatte, nachdem die
Grundziige einer neuen Physik von Galilei,
Kepler, Descartes, Huygens entwickelt wor-
den waren, nachdem Newton auf Galilei,

Descartes, Huygens aufbauend die neue
Physik auf die Himmelsbewegung angewandt
und sein Gravitationsgesetz erkannt hatte
(was wiederum durch Fortschritte in der
Mathematik moglich geworden war), konnte
das heliozentrische System — verbessert durch
die Keplerellipsen an Stelle der copernicani-
schen Kreise - als gesichert gelten.

Alsein Irrtum dagegen — und das hatte Kepler
selbst erkannt — erwies sich das Keplersche
Planetenmodell aus In- und Umkugeln der

_ fiinfreguldren Polyeder. Alexander von Hum-

boldt (1769 bis 1859) machte in seinem Kos-
mos (3. Band) darauf aufmerksam, wie Kep-
lers ,,beweglicher Geist Hypothesen aufstellte
und schnell wieder verlieB, um sie mit ande-
ren zu vertauschen. Immer blieb ihm ein
hoffnungsvolles Vertrauen, . . . Zahlengesetze
zu entdecken.*

Kepler gibt eine Theorie
der halbreguliren Polyeder

Es wird berichtet, daB bereits Archimedes
(etwa 287 bis 212 v.u. Z.) nahe Verwandte der
reguldren Polyeder suchte und sich mit so-
genannten halbreguliren Polyedern befal3t
hat. Solche Polyeder haben, wie die fiinf regu-
liren, ebenfalls nur regelmiBige Vielecke als
Seitenflichen, aber, im Unterschied zu diesen,
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Ebene Schnitte im reguldren Tetraeder
zur Konstruktion des abgestumpften
Tetraeders.

Bild 2
Archimedisches Antiprisma mit qua-
dratischen Grundflichen

Bild 3
Archimedisches Trapezoeder



regelmdBige Vielecke verschiedener Art. Als
Beispiel sei das abgestumpfte Tetraeder an-
gefithrt. Man schneide ein Tetraeder mit zu
jeweils einer Seitenfliche parallelen Ebenen,

deren Abstand von der Ecke % der entspre-

chenden Héhe betrigt. Die Seitenflichen des
so abgestumpften Tetraeders sind vier regel-
maflige Sechsecke und vier gleichseitige Drei-
ecke. Ahnlich findet man auch aus den ande-
ren reguliren Polyedern abgestumpfte Poly-
eder, die halbreguldr sind. Ein Antiprisma
genanntes halbregulires Polyeder und den
dazu dualen Korper (Trapezoeder) findet
man als Abbildung.

Eine vollstindige Theorie dieser halbreguli-
ren Polyeder entwickelte Kepler in seinem
Buch Weltharmonik. (Eine Beschreibung und
die Konstruktion der 15 Arten halbregulérer
Polyeder und der dazu dualen Korper findet
man in dem in Teil 1 angefiihrten Biichlein
von T. Roman.)

In der Weltharmonik wird zunichst eine um-
fassende Darstellung des 10. Kapitels der
Euklidischen ,,Elemente* gegeben. In diesem
auf Theaitetos zuriickgehenden Kapitel setzte
Euklid sich das Ziel, die bei reguldren Poly-
edern auftretenden irrationalen Zahlen (wie

V3, V5 15475, V5(5+2)/5), vergleiche

Ubersicht 3, zu kennzeichnen und zu unter-
suchen, unter welchen Bedingungen man auf

WurzelschachtelungeninV a + [/l; verzichten
kann. Die Ergebnisse hatte er dann bei seinen
Konstruktionen reguldrer Polyeder im
13. Kapitel verwendet.

In den folgenden Teilen der Weltharmonik
stehen dann die Untersuchungen zur Theorie
der reguldren und halbreguliren Polyeder,
ferner Betrachtungen iiber sternenformige
Korper, iber die die Ebene liickenlos aus-
fillenden Vielecknetze, {iber die musikalische
Intervall-Lehre, iiber Astrologie und Astro-
nomie.

Y
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Bild 4
GroBes Sterndodekaeder mit konve-
xen Fliachen

Kepler berechnet das Volumen
der Weinfasser

»Als ich im November 1613 meine Wieder-
vermihlung feierte, zu einer Zeit, als an den
Donauufern bei Linz die aus Niederdster-
reich herbeigefithrten Weinfisser nach einer
reichlichen Lese aufgestapelt und zu einem
annehmbaren Preis zu kaufen waren, da war

esdie Pflicht des neuen Gatten und sorglichen
Familienvaters, fiir sein Haus den nétigen
Trunk zu besorgen. Als einige Fisser einge-
kellert waren, kam am vierten Tag der Ver-
kdufer mit der MeBrute, mit der er alle Fisser,
ohne Riicksicht auf ihre Form, ohne jede
weitere Uberlegung oder Rechnung ihrem In-
halt nach bestimmte. Es schien mir als Neu-
verméhltem nicht unzweckmaiBig, ein neues
Prinzip mathematischer Arbeiten, ndmlich
die Genauigkeit dieser bequemen und allge-
mein wichtigen Bestimmung nach geometri-
schen Grundsitzen zu erforschen und die
etwa vorhandenen Gesetze ans Licht zu brin-
gen." Dies schrieb Kepler in der Vorrede
seiner ,,FaBlehre'". Er war iiberaus erstaunt,
daB der Verkaufer den Inhalt des Fasses an-
geben konnte, nachdem er mit der MeBrute
durch den Spund die Entfernung bis zur ent-
gegengesetzten Falwolbung gemessen hatte,
ohne Riicksicht auf die Art der Kriimmung
der Fisser und ohne sonstige Abmessungen.
Kepler dachte nur wenige Tage dariiber nach
und fand die richtige Berechnung des FaB-
inhaltes. ’

Bild 5

Bestimmung des FaBinhalts mit der
MeBrute

In wesentlich erweiterter Form erschienen
seine Resultate 1615 in der lateinischen
Schrift Nova stereometria doliorum vinario-
rum, kurz Fapflehre (die Kepler auf eigene
Kosten drucken lassen muBte) und 1616 in
einer volkstiimlichen deutschen Bearbeitung
(,,Auszug aus der uralten Messekunst Archi-
medis'*). Das Buch besteht aus drei Teilen.
Der erste Teil ist der Inhaltsbestimmung von
92 K érpern gewidmet, zunichst von Korpern,
die bereits Archimedes bekannt waren (Zylin-
der, Kugel, Kegel) und dann von neuen Kor-
pern, von denen einige mit den Namen von
Frichten oder anderen Gegenstinden des
Alltags, denen sie dhneln, versehen wurden
(apfelformiger Korper, zitronenférmiger
Korper, olivenformiger Korper, Kiirbis,
Ring, Spindel u.a.).

Im zweiten Teil wird gezeigt, daB die damals
in Osterreich haufigste FaBgestalt zugleich
die zweckmiBigste sei, d. h. diejenige, welche
bei Verbrauch der geringsten Menge von FaB-
holz den gréBten Inhalt besitzt. Als Beispiel
eines der sich dabei ergebenden Probleme sei
genannt: Es ist der Zylifder gréBten Volu-
mens in einer Kugel gegebenen Durchmessers
zu bestimmen. Dieses Problem 148t sich heut-
zutage durch Anwenden der Differentialrech-
nung einfach erledigen. Kepler, dem dieser
Kalkiil noch nicht zur Verfigung stand,
muBte schwierige rdumlich-geometrische
Uberlegungen bei der Lésung anstellen. In
einem dritten Teil wird beschrieben, wie man

in der Praxis zu verfahren habe, umden Inhalt
von Fissern zu bestimmen.

Kepler schrieb fir Praktiker. Die Aussagen
und Regeln der Fafilehre ergeben sich auf
Grund von Analogieschliissen und durch Be-
trachtungen von Summen, bei denen ins un-
endlich Kleine gehende Grofien eine Rolle spie-
len (sogenannte Infinitesimalbetrachtungen),
durch Zerlegen von Flichen und Koérpern in
viele sehr kleine Teile, nicht auf Grund stren-
ger Beweise (wie bei Archimedes oder heut-
zulage). Sie zeugen aber von .eplers groBer
Erfindungskunst. In der Faflehre sind wich-
tige Keime neuer SchluBweisen, eine Reihe
genialer Ideen und phantasievolle Annahmen
enthalten, die spater in der Integralrechnung
systematisch behandelt wurden.

Die Ergebnisse Keplers diskutierte man in
England, Frankreich und Italien. Henry
Briggs (1556 bis 1630) in London bestitigte
durch Zahlenrechnungen unter Verwendung
von Logarithmen, daB beispielsweise tatsich-
lich (wie Kepler gezeigt hatte) der einer Kugel
einbeschriebene Wiirfel ein groBeres Volumen
besitzt als ein nur wenig von der Wiirfel-
gestalt abweichendes der Kugel einbeschrie-
benes Parallelepiped (Parallelepiped oder
Parallelfliche — ein von drei Paaren von
parallelen Ebenen begrenzter Korper mit
6 Seitenflichen, 12 Kanten, 8 Ecken). In
Deutschland gab es fast keine Reaktionen.
Hier wiitete seit 1618 der DreiBigjahrige
Krieg. Erst in der 2. Hilfte des 17. Jahrhun-
derts gab es in diesem durch den Krieg
materiell und geistig ausgesogenen Land
einen erstrangigen Mathematiker: Gottlried
Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716). Er wurde
zu einem der Begriinder der Differential- und
Integralrechnung. Unabhingig von ihm wur-
de dieser Kalkiil durch Isaac Newton bei der
Herleitung des Gravitationsgesetzes aus den
Keplerschen Planetengesetzen entwickelt.

Kepler berechnet Logarithmen

Kaufménnische Rechnungen, Berechnungen
zur Astronomie, Navigation und Trigono-
metrie stellten oft an die Rechenmeister jener
Zeit hohe Anforderungen. Sie suchten nach
vereinfachenden Rechenverfahren, mit denen
z. B. die Multiplikation von Zahlen auf eine
Addition zuriickgefiihrt werden sollte. Aber
erst nachdem man die dezimale Schreibweise
von Briichen hatte, war die Moglichkeit zur
Herstellung von Logarithmentafeln gegeben.
(Logarithmen besitzen ja die fundamentale
Eigenschaft, die Multiplikation der Zahlen
durch die Addition ihrer Logarithmen zu er-
setzen.)

Der Schotte John Neper (1550 bis 1617)
fiihrte das logarithmische Rechnen ein. Im
Jahr 1614 erschien in Edinburgh seine erste
Logarithmentafel mit dem Titel . Mirifici
logarithmorum canonis descriptio* (Be-
schreibung der bewundernswerten Regel der
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Logarithmen). Im Juli 1619 gelangte Nepers
Descriptio in Linz in Keplers Besitz. Es gab
darin mehrere Dinge, wie z. B. die Anord-
nung der Neperschen Tafeln, die Kepler und
anderen Gelehrten nicht zusagten. So schuf
Kepler seine eigenen Tafeln. Es mufl bemerkt
werden, daB die Descriptio zwar die Tafein
enthielt, aber nicht ihre Herstellung lehrte.
(Erst 1620 wurde Nepers Constructio ~ Her-
stellung der Tafeln der Logarithmen - publi-
ziert, in der sein Verfahren zur Berechnung
der Logarithmen beschrieben wurde. In dem-
selben Jahr erschien in Prag eine Logarith-
mentafel des Schweizers Jobst Biirgi.)

Die Aufstellung von Tafeln fand Kepler somit
unabhingig von Neper. Kepler vollendete
seine die Zahlen | bis 1000 umfassende Tafel
im Winter 1621/22. Spiter verfalte er eine
Anweisung zum Gebrauch der Logarithmen.
Die Logarithmen benutzte er auch in seinen
1627 herausgegebenen astronomischen so-
genannten Rudolphinischen Tafeln. (Dieses
von den beobachtenden Astronomen sehn-
lichst erwartete Werk verdringte die alteren,
langst als unzuverldssig erkannten astrono-
mischen Tafeln und lieferte den entscheiden-
den Beitrag zur Anerkennung der Planeten-
theorie.) Die Verbreitung und Anerkennung
der Logarithmen wurde durch diese Verwen-
dung in der Astronomie durch Kepler we-
sentlich beschleunigt.

Astronomie und Mathematik

Das Leben und Wirken des genialen Johan-
nes Kepler macht die engen Beziehungen
deutlich, die zwischen der Astronomie und
der Mathematik, zwei Wissenschaften mit
jahrhundertelanger Geschichte und Tradi-
tion, damals bestanden. Diese wurden im 17,
18. und in der ersten Halfte des 19. Jahrhun-
derts durch Newton, Euler, GauB, Jacobi,
Bessel und viele andere Astronomen und
Mathematiker noch enger. In diesen Jahr-
hunderten entwickelte sich eine duBerst
fruchtbare Wechselwirkung zwischen der
Astronomie und der Mathematik.
Ohne die Mathematik wire die Astronomie
- nur eine Anhdufung von Erfahrungen und
Beobachtungen und nicht eine Wissenschaft,
die harmonisch aufgebaut ist und einfache
und iibersichtliche Gesetze enthalt.
So wie die Logarithmen ihre ersten Anwen-
dungen bei Keplers astronomischen Berech-
nungen fanden, so waren auch spiter die Fort-
schritte der Astronomie, insbesondere der
Himmelsmechanik, aufs engste verbunden
mit den Fortschritten in der Mathematik.
Andererseits sind die Forschungen in ver-
schiedenen Teilen der Mathematik durch neu-
artige astronomische, speziell himmelsmecha-
nische Fragestellungen ausgelost worden.
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Wiirdigung Keplers durch A. v. Humboldt

Alexander von Humboldt, ein Naturforscher
von universeller Bildung, versuchte das natur-
wissenschaftliche Wissen seiner Zeit in seinem
Hauptwerk ,,Kosmos.: Entwurf einer physi-
schen Weltbeschreibung* zusammenzufas-
sen. Dazu gehdrte auch das astronomische
Wissen. Humboldt ging bei seiner Darstellung
stets auf die historischen Quellen zuriick. So
studierte er im Herbst 1846 zweimal Seite fiir
Seite (wie er im Brief vom 6. 9. 1847-an Jacobi
betonte) Copernicus’ Hauptwerk De revolu-
tionibus. Er bemiihte sich auch, von kompe-
tenten Zeitgenossen iiber Astronomie und
Astronomiegeschichte, verbunden mit Ma-
thematikgeschichte, Auskiinfte zu erhalten.
In den Briefwechseln mit bekannten Astrono-
men wie Herschel, Galle, Encke, Bessel und
Jacobi spielen diesbeziigliche Fragen eine
Rolle. Er hat beispielsweise Auskunft dariiber
erbeten, wie Kepler durch Induktion richtige
Ergebnisse erhalten habe; in seinen Kosmos
gehore auch, wie er am 8. 11. 1846 an Jacobi
schrieb, die ,,leise Beriihrung des Aufkeimens
der Gedankenfolge ohne welche die Gesetze
der Beweglng der Himmelskorper . .. nicht
hétten ergriindet werden kdnnen*‘.

Im 2. Band seines Kosmos (1847) hat er Kepler
dann so gewiirdigt: ,,Wenn ich in diesen Be-
trachtungen iber den EinfluB der unmittel-
baren Sinnesanschauung Kepler vorzugswei-
se genannt habe, so war es, um daran zu er-
innern: wie sich in diesem groBen, herrlich
begabten und wunderbaren Manne jener
Hang *zu phantasiereichen Kombinationen
mit einem ausgezeichneten Beobachtungs-
talente und einer ernsten, strengen Induk-
tionsmethode; mit einer mutigen, [ast bei-
spiellosen Beharrlichkeit im Rechnen; mit
einem mathematischen Tiefsinne vereinigt
fand, der, in der ,Stereometrica doliorum*
offenbart, auf Fermat und durch diesen auf
die Erfindung der Rechnung des Unendlichen
einen gliicklichen EinfluB ausgeiibt hat. Ein
solcher Geist war nicht vorzugsweise vor
allen dazu geeignet, durch den Reichtum und
die Beweglichkeit seiner Ideen, ja durch die
‘Wagnisse kosmologischer Ahndungen Leben
um sich her zu verbreiten; die Bewegung zu
vermehren, welche das siebzehnte Jahrhun-
dert unaufhaltsam seinem erhabenen Ziele
erweiterter Weltanschauung zufiihrte.*
Dieser Wiirdigung diirfen wir uns auch heute
anschlieBen. H. Pieper

Astronomie, Mathematik und Physik
der Keplerzeit

1572 An cinem Novemberabend beobachtet Ty-
cho Brahe am Zenit im Sternbild Cassiopea
einen hellen Stern an einer Stelle, an der zu-
vor kein Stern zu sehen gewesen war (eine
Supernova in unserem MilchstraBensystem,
einen verdnderlichen Stern, der eine pldtz-
liche riesige Helligkeitszunahme aufweist).

Frangois Viéte (lateinisch Vieta) berechnet
im ,,Mathematischen Regelbuch** (Canon
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mathematicus, lateinisch) die Zahl z, die den
fiir alle Kreise konstanten Quotienten von
Kreisumfang und Durchmesser bezeichnet,
auf 10 Stellen.

Die zweite Auflage der ,,Algebra‘‘ des Rafael
Bombelli erscheint. (Verwendung komplexer
Zahlen zur Lésung kubischer Gleichungen.)
Simon Stevin gibt die ,,Arithmetik** des Dio-
phant neu heraus.

Jobst Biirgi benutzt zur Erleichterung seiner
Rechnungen Logarithmen.

Frangois Viéte fiihrt allgemeine Buchstaben-
koeffizienten in Gleichungen ein.

Frangois Viéte gibt die folgende Darstellung

vonr—l! als unendliches Produkt

Die genauere Berechnung der Zahl 7 bildet
den Hauptgegenstand der Schriften Ludolph
von Ceulens, auch des Werkes ,,Van den
Circkel**. (Noch in den Biichern des 19. Jahr-
hunderts wird darum 7 als Ludolphsche
Zaht bezeichnet.)

Der erste periodisch verinderliche Stern
wird entdeckt.

Keplers ,,Mysterium cosmographicum*
(Weltgeheimnis) erscheint.

F. Bacon miBt die Schallgeschwindigkeit der
Luft.

W. Gilberts Werk iiber die magnetischen
und elekirischen Krifte erscheint.

Giordano Bruno wird als Anhénger des
1542 erschienenen Werkes ,,De revolutioni-
bus orbium coelestium* (Uber die Um-
drehungen der Himmelskorper) des Nicolaus
Copernicus auf dem Scheiterhaufen ver-
brannt.

Keplers Spekulationen iiber die elliptische
Marsbahn beginnen.

Arbeiten Keplers tber die Struktur des
Auges und die Theorie des Sehens.

In einer Schrift zur Kegelschnittlehre er-
kennt Kepler die Brennpunktseigenschaften
der Kegelschnitte und faBt die Parabel als
Grenzfeld der Ellipse aul.

Galiteo Galilei findet die Gesetze der Fall-
bewegung.

Kepler beobachtet im Sternbild Ophiuchus
eine Supernova. ,,Wie machtig das Erschei-
nen neuer Sterne . . . die Neugierde gefesselt,
den Anteil an astronomischen Entdeckungen
vermehrt, ja zu phantasiereichen Kombina-
tionen angeregt hat: lehren Keplers Schrif-
ten.* (A. v. Humboldt)

Der Halleysche Komet (nachweislich 466
v.u.Z. erstmals beobachtet) ist sichtbar.
(Die letzte Wiederkehr war 1910; die nichste
wird 1986 erwartet.)

Peter Roth spricht in seiner ,,Arithmetica
philiphica* ohne Beweis den Satz aus, daB
eine algebraische Gleichung héchstens so viel
Losungen haben kann, wie ihr Grad angibt.
Hollindische Brillenmacher erfinden das
Fernrohr.

Galileo Galilei konstruiert aul Grund ihm
zugegangener Berichte ein Fernrohr.
Keplers ,,Astronomia nova‘' (Neue Astro-
nomie) enthalt die ersten beiden Gesetze
der Planetenbewegung.

,,Durch das Studium der Bahn des Planeten
Mars miissen wir zu den Geheimnissen der
Astronomie gelangen oder wir bleiben in
derselben aul immer unwissend. Es ist mir
durch hartnackig fortgesetzte Arbeit gelun-
gen, die Ungleichheiten der Bewegung des
Mars einem Naturgesetz zu unterwerfen®,
schreibt Kepler.

Galilei wird zum Ersten Mathematiker in
Pisa ernannt.

Galilei entdeckt die Jupitermonde.
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Im November meldet Galilei art Kepler, daB
der Saturn aus drei Sternen bestehe, die sich
gegenseitig beriihren (In dieser Beobachtung
liegt der Keim zur Entdeckung des Saturn-
ringes.)

Keplers Schrift ,,Dioptrik*‘ enthilt die Theo-
rie des terrestrischen Fernrohres und die des
von Kepler neu erfundenen astronomischen
Fernrohrs.

Erste Beobachtung der Sonnenflecken.

Der Andromedanebel wird als erster Spiral-
nebel beschrieben.

Die von C. G. Bachet de Méziriac gesammel-
ten iiberlieferten, teilweise uralten zahlen-
theoretischen und algebraischen Aufgaben

inanekdotenmiBiger Einkleidung erscheinen.

Die Logarithmentafeln des John Napier (la-
teinisch: Neper) erscheinen (zusammen mit
einer Erkldrung ihrer Verwendung).
Keplers,,FaBlehre* (Stereometria doliorum)
enthilt Volumenbestimmungen von Dreh-
korpern und zielt aul die zweckmaBigsle
Form von Weinfadssern (dolia) ab. (Kepler
erweist sich als Vorlaufer der Integralrech-
nung.)

Der Kardinal Bellarmin erklart im Februar
vor Galilei, daB die copernicanische Welt-
sicht mit der katholischen Glaubenstehre
unvereinbar sei. Im Mirz kommt Coperni-
cus’ ,,De revolutionibus™ bedingt aul den
Index der verbotenen Biicher.

Henry Briggs, ein Freund Nepers, fiihrt
die Berechnung der Logarithmen mit der
Basis 10 durch und kann die ersten 1000 Lo-
garithmen mit acht Dezimalstellen verdffent-
lichen.

John Neper gibt die erste Beschreibung von
Rechenstédben.

Keplers ,,Harmonice mundi** (Weltharmo-
nie) enthilt das dritte Gesetz der Planeten-
bewegung, aber auch Untersuchungen iber
regelméBige Vielecke und Sternkdrper.

Eine vor 1614 verfaBte Schrift, in der Neper
die Berechnung seiner Logarithmentafeln
erklart, wird mit Anmerkungen von Briggs
herausgegeben.

In Prag erscheinen Logarithmentafeln des
seit 1605 als Kammeruhrmacher am kaiser-
lichen Hof (in Prag) titigen Freunds von
Kepler, J. Biirgi..

W.Snellius abstrahiert aus Messungen das
Gesetz von der Strahlenbrechung (Bre-
chungsgesetz).

Bachet gibt die ,,Arithmetik* des Diophant
in griechischer und lateinischer Sprache mit
beigefiigten mathematischen Anmerkungen
heraus.

Kepler leistet mit seinem ,,Chilias logarith-
morum* einen Beitrag zu dem Fortschritt,
der zur Erleichterung des Rechnens dient.
Es erscheint die ,,Arithmetica logarithmica*
von Briggs mit 14stelligen Logarithmen der
ersten 20000 Zahlen und der Zahlen von
90000 bis 100000.

Keplers astronomische Tafeln ,, Tabulae Ru-
dolphinae* (Rudolphinische Tafeln) erschei-
nen. Sie gehen auf Beobachtungsergebnisse
Tycho Brahes zuriick. Kepler benutzt Lo-
garithmen. (Er hat dadurch die Anerkennung
und Verbreitung der Logarithmen wesentlich
gefordert.)

Mit der ,,RechtmiBigen Lehre von Drei-
ecken* (Doctrina triangulorum canonica)
des W. Snellius erscheint ein systematisches
Lehrbuch der Trigonometrie.

In seiner ,,Invention nouvelle en I'algébre*
(Neue Entdeckung der Algebra) erkennt
Albert Girard neben den positiven Lsungen
auch negative und komplexe Lésungen an
(wobei er sich die Bedeutung negativer Lo-
sungen geometrisch veranschaulicht). Er
formuliert den Satz: Jede algebraische Glei-
chung n-ten Grades hat n Lésungen.

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Im Heft 6/1979 veroflentlichten wir folgende
Auflgabe:

Ma$5 ®1913 Von den 36 Schiilern einer
Klasse nimmt jeder an genau einer der Sport-
arten Leichtathletik, Tischtennis, Schwim-
men, Schach und Judo teil. Der neunte Teil
der Anzahl der Schiiler dieser Klasse nimmt
entweder an der Sportart Schach oder Judo.
teil; dabei ist die Anzahl der Teilnehmer der
Sportart Schach groBer als die der Sportart
Judo. An der Sportart Tischtennis beteiligen
sich zweimal soviel Schiiler wie an der Sport-
art Schach. Mehr als die Hilfte der Anzahl
der Schiiler dieser Klasse betreibt Leichtath-
letik. An der Sportart Schwimmen beteiligen
sich mehr Schiiler als am Tischtennis. Er-
mittle fiir jede dieser Sportarten die Anzahl
der an ihr teilnehmenden Schiiler dieser
Klasse!

Im Heft 3/1980 verdflentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, an der Sportart Schach neh-
men x Schiiler, an der Sportart Judo y Schii-
ler teil; dann gilt x+y=36:9, also x+ y=4.
Wegen y>0 und x>y existiert genau eine
Losung, ndmlich x=3 und y=1. Es nehmen
3 Schiiler an der Sportart Schach und 1 Schii-
ler am Judo teil. Deshalb nehmen 2-3=6
Schiiler an der Sportart Tischtennis teil. An-
genommen, an der Sportart Leichtathletik
nehmen a Schiiler, an der Sportart Schwim-
men b Schiiler teil; dann gilt a+b=36-—10,
also a+b=26. Wegen a>18 und b>6 exi-
stiert genau eine Losung, nimlich a=19 und
b=7. Es nehmen 19 Schiiler an der Sportart
Leichtathletik und 7 Schiiler am Schwimmen
teil.

Wir stellen nun die Losung von Mario Thiel
aus Eilsleben vor, der Schiiler der KI. 5 der
Dr.-Richard-Sorge-Oberschule ist. Mario 16-
ste diese Aufgabe wie folgt:

Zuerst dividiere ich die Anzahl der Schiiler
dieser Klasse durch 9, weil jeder neunte
Schiiler entweder die Sportart Schach oder

Judo betreibt. (36:9=4.) Jetzt muB ich vier

in zwei Summanden so aufteilen, daf der
eine Summand groBer ist als der andere.
Dafir kommen nur die Zahlen 3 und 1 in
Frage. Es nehmen 3 Schiiler am Schach und

1 Schiiler am Judo teil. Nun muB ich die An-
zahl der Teilnehmer am Schach mit 2 multi-
plizieren. (3:2=6.) Am Tischtennis nehmen.
6 Schiiler teil. Ich muB jetzt die Hilfte von
36 ermitteln. (36:2=18.)

Mehr als 18 Schiiler betreiben also Leicht-
athletik, und mehr als 6 Schiiler sind Schwim-
mer. (36 —10=26.) Nur die Zahlen 19 und 7
kommen in Frage. Es betreiben 19 Schiiler
Leichtathletik, und 7 Schiiler gehen schwim-
men.

Wir stellen nun die Losung von Karin Diet-
rich aus Brucke vor, die Schiilerin der Klasse 4
der POS Friedeburg ist. Karin l6ste diese
Aulgabe wie folgt:

Ich weif3, daB3 36 Schiiler dieser Klasse ange-
horen. Der 9. Teil beteiligt sich entweder an
der Sportart Schach oder Judo. (36:9=4.)
Da die Anzahl der Schiiler der Sportart
Schach groBer ist als die fir Judo, miissen
3 Schiiler sich am Schachspiel, 1 Schiiler am
Judo beteiligen. (4 =3+ 1.) Nun stelle ich eine
Tabelle aul. Dabei beachte ich, daB sich an
der Sportart Leichtathletik mehr als die
Halfte der Schiiler dieser Klasse, also mehr
als 18 Schiiler, an der Sportart Tischtennis
zweimal soviel wie am Schach, also 6 Schiiler,
beteiligen. Weiterhin muf} ich beachten, dal3
sich beim Schwimmen mehr beteiligen als
beim Tischtennis.

Anzahl der Teilnehmer an der Sportart

Judo Schach Tisch- Leicht- Schwim-
tennis  athletik men

1 3 6 19 7 *

1 3 6 19 8

1 3 6 20 7

* Losung

Aus der ersten Zeile der Tabelle ergibt sich
die Anzahl der Teilnehmer an den einzelnen
Sportarten.

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im
Werte von 2400 M fiir die fleiBigsten Wett-
bewerbsteilnehmer zur Verfiigung steliten:
BSB B.G.Teubner, Leipzig; Akademische
Verlagsgesellschaft Geest und Portig, Leip-
zig; VEB Fachbuchverlag, Leipzig; Der
Kinderbuchverlag, Berlin; Militirverlag der
DDR, Berlin; Verlag Die Wirtschaft, Berlin;
Der Sportverlag, Berlin; VEB Verlag Die
Technik, Berlin; Volkseigener Verlag Volk
und Wissen, Berlin; Urania-Verlag, Leipzig;
Polnisches Informationszentrum, Leipzig;
Leipziger Volkszeitung; Bezirkskabinett fiir
auBerunterrichtliche Tatigkeit, Leipzig.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Marz 1981

Aus: rozhledy, Prag

Mathematik

Ma5 ®2026 Ineinem Haus wohnen die vier
Familien Ackermann, Brauer, Christensen
und Dahlmann. Jede dieser vier Familien hat
entweder ein Kind oder zwei Kinder. Die
Kinder dieser vier Familien haben die Vor-
namen Egon, Fred, Gudrun, Hans, Inge,
Jochen. Die elljahrige Gudrun und der 13jih-
rige Egon sind Geschwister. Hans ist mit dem
Sohn von Familie Brauer befreundet. Die
beiden Familien Ackermann und Dahlmann
haben je ein Kind. Die beiden Kinder der
Familie Brauer sind Zwillinge. Der 10jdhrige
Sohn der Familie Brauer hat den Vornamen
Fred. Jochen und Fred sind gleichaltrig. Die
Tochter der Familie Ackermann ist 8 Jahre
alt. Welchen Vor- und Nachnamen haben
diese sechs Kinder?
Schiilerin Heide Friedemann,
Kothen, KI. 6

Ma5 82027 Heinz geht einkaufen und er-
hélt dafir von seiner Mutter einen be-
stimmten Geldbetrag. Im ersten Laden gibt
er den vierten Teil dieses Geldes aus. Im
dritten Laden bezahlt er halb soviel Geld wie
im ersten Laden. Im zweiten Laden bezahlt er
dreimal soviel Geld wie im dritten Laden.
Welchen Geldbetrag hat Heinz von seiner
Mutter erhalten, wenn er nach dem Einkauf
10 M iibrig behilt?

Schiilerin Ilona Gléckel, Prora

Ma5 #2028 Jeder der drei Jungen Joachim,
Frank und Thomas haben bei der Spartakiade
1979 an einer der drei Sportarten Tischtennis,
Speerwur( bzw. 100-m-Lauf teilgenommen.
Sie erkdmplten zusammen eine Gold-, eine
Silber- und eine Bronzemedaille, und zwar
jeder eine dieser drei Medaillen.

Es ist [olgendes bekannt:

a) Der Tischtennisspieler, der mit Joachim
befreundet ist, erhielt eine Bronzemedaille.
b) Im Speerwurf erreichte keiner dieser drei
Jungen eine Goldmedaille.
c) Thomas ist kein Leichtathlet.
d) Joachim ist kein Speerwerler.
Wer beteiligte sich an welcher Sportart, und
wer erkdmplte welche Medaille?

Schiilerin Heike Beringer, Nordhausen

Ma$5 2029 Das abgebildete Quadrat um-
faBt neun kleinere Quadrate, denen jeweils
eine der Ziffern 1 bis 9 zugeordnet wurde.

1 2 3 3

415 6 L -1 6

Aus dem groBen Quadrat soll ein oben offe-
ner, wiirfelférmiger Behilter gefaltet werden,
nachdem die kleineren Quadrate mit den
Ziffern 1, 2 und 9 bereits ausgeschnitten wor-
den sind. Welches vierte kleinere Quadrat
mub noch ausgeschnitten werden, um einen
solchen Behilter falten zu konnen? Gib alle
Maoglichkeiten an! Ordne den verbliebenen
fiinf kleineren Quadraten statt der Ziffern die
Buchstaben u, v, h, r, | zu, die zum Ausdruck
bringen, welches Quadrat den Behdlter unten,
vorn, hinten, rechts bzw. links begrenzt!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 ®2030 a) Schreibe alle Dreiecke auf,
die in der abgebildeten Figur den Punkt A
als einen Eckpunkt haben (z. B. AAEI)!
b) Schreibe alle Vierecke auf, die in der ab-
gebildeten Figur den Punkt G als einen Eck-
punkt haben (z. B. Viereck GDNL)!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Thiss LuAber, 2600 Guwtrow, Werdersér 22
Kersting-05, Klawe 7
150

Ma 7
g| 1369

Pradikas:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle ulpha-

Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
len an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gul gelost™, ,gut gelost™ oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1980/81 ldulft
von Heft 5/80 bis Helt 2/81. Zwischen dem
1. und 10. September 1981 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/80 bis 2/81 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Weltbewel:b beteiligen, wer-
den in Heft 6/81 verolfentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/80
bis 2/81) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1980/81 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten daraul zu achten, da3
alle Postsendungen richtig frankiert sind und
daB die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. Redaktion alpha
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Ma5 #2031 Wenn man vor eine einstellige
natiirliche Zahl die Ziffer 8 schreibt, ist die so
erhaltene Zahl um 9 groBer als jene, die man
‘erhdlt, wenn man die Ziffer 8 hinter die
einstellige natiirliche Zahl setzt. Um welche
Zahl handelt es sich? Sch.

Maé 2032 Es sind drei natiirliche Zahlen
a, b, ¢ mit a<b<c zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften besitzen:
a) Die groBte der drei Zahlen ist gleich dem
Quadrat der kleinsten.
b) Die mittlere dieser drei Zahlen ist gleich
dem Dreifachen der kleinsten.
c) Die mittlere dieser drei Zahlen ist gleich
dem arithmetischen Mittel aus den beiden
anderen Zahlen.

Schiiler Eberhard Kerstan, Cottbus

Ma6 u2033 Ein Wanderer begegnete einer
Schulklasse, die einen Ausflug machte. Er
griiBte: ,,Guten Tag, ihr einhundert Schiiler.*
Ein Schiiler antwortete daraul: ,, Wiren wir

noch einmal soviel und noch %mal soviel und
noch gmal soviel Schiiler wie wir sind, und

wiirden wir Sie noch hinzurechnen, dann
wiren wir genau 100 Personen.” Wie viele

Schiiler machten einen Ausflug?
Schiiler Armin Singer, Teichwolframsdorf,
Kl7

Ma6 82034 Bei eciner Klassenarbeit im
Fach Mathematik, an der alle Schiiler teil-
nahmen, wurde folgendes Ergebnis erzielt:
Die Note 2 erhielten doppelt soviel Schiiler
wie die Note 1. Die Note 3 erhielten 14 Schii-
ler weniger als es Schiiler waren, die die No-
ten | oder 2 erreichten. Der fiinfte Teil der
Anzahl der Schiiler dieser Klasse erhielt die
Note 4. Die Note 5 erhielt kein Schiiler.
Dieser Klasse gehdren mehr als 16, aber we-
niger als 24 Schiiler an. Wie viele Schiiler
erhielten die Noten 1, 2, 3 bzw. 4?
Schiilerin Heike Briiggemann,
Friedeburgerhiitte

Ma6 #2035 Im Jahre 1977 war Axels Bru-
der Claus doppelt so alt wie Axel. Wenn man
das damalige Lebensalter (in ganzen Zahlen)
von Claus mit 3 multipliziert, danach 2 ad-
diert und diese Summe durch 4 dividiert, so
erhédlt man Axels Lebensalter im Jahre 1983.
Wie alt war Axel im Jahre 1977?

Schiiler Bernd Winkelmann, Schmalkalden

Maé6 ®#2036 Konstruiere ein gleichschenk-
liges Dreieck ABC mit AC = BC, bei dem die
Linge eines Schenkels 6 cm, die Summe aus
den GroBen eines Basiswinkels und des Win-

kels an der Spitze 110" betrigt! Die Kon-
struktion ist zu begriinden.
Schiiler Daniel Hammer, Berlin, K1. 7

Ma?7 82037 Angela geht einkaulen. Von
dem Geld, das die Mutter ihr gegeben hat,
gibt sie 30°; im Fleischerladen aus. Im
Milchladen gibt sie 29/, weniger Geld aus als
im Fleischerladen. Im Gemiisegeschift gibt
sie weitere 219 des Geldes aus. Beim Bicker
schlieBlich gibt sie doppelt soviel Geld aus,
wie sie’ wieder mit nach Hause bringt. Von
dem verbliebenen Geld gibt die Mutter ihr
die Hilfte als Taschengeld; das waren genau
2,10 M. Welchen Geldbetrag hat Angela von
der Mutter zum Einkauf erhalten?

Schiiler Tom Schilling, Oschersleben, K1. 7

Ma7 #2038 Gegeben sei eine Gerade g und
ein Punkt M, der von ihr den Abstand 1 cm
hat. Bs sind alle Punkte P zu konstruieren, die
von g den Abstand 2 cm und von M den Ab-
stand 4 cm haben. Die Konstruktion ist zu
begriinden. StR H.-J: Kerber, Neustrelitz

Ma7 ®2039 Aus einem Aquarium mit den
InnenmaBen 80 cm Linge und 25 cm Breite
werden fiinf Kannen voll Wasser geschopft.
AnschlieBend werden sechs Liter frisches
Wasser in das Aquarium gefiillt. Danach ist
der Wasserspiegel um 7cm niedriger als
zuvor. Wieviel Liter Wasser a8t die Kanne?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 #2040 Aufeinem Tisch steht ein Wiir-
fel, der aus einer bestimmten Anzahl gleich-
groBer Wiirlel zusammengesetzt ist. Die An-
zahl der kleinen Wiirfel ist gleich der Anzahl
der sichtbaren Flachen der kleinen Wiirlfel.
Aus wieviel kleinen Wiirfeln ist der grofBe
Wiirfel zusammengesetzt?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mag8 ®2041 Ein Urlauberschiff hat Kabi-
nen mit einem, mit zwei oder mit drei Betten.
Der Fahrgast Miiller behauptet, daB es ins-
gesamt 100 Betten sind. Fahrgast Schmidt
aber weil}, daf} es 5 Dreibettkabinen weniger
sind als Einbettkabinen. Er meint, daB Miil-
lers Behauptung (alsch sei. Hat Herr Schmidt
recht? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mag 82042 g aller Schiiler der Klassen 8a

und 8b entschieden sich fiir eine Reise in den
Spreewald; die anderen wollten gern an die
Ostsee fahren. Fiir die Spreewaldreise waren
12 Schiiler mehr als fiir die Ostseereise. Wie-
viel Schiiler sind in Klasse 8a, wieviel in
Klasse 8b, wenn in Klasse 8a zwei Schiiler
mehr sind als in Klasse 8b?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 82043 Fiir welche ein-, zwei- oder
dreistelligen natiirlichen Zahlen, die von 0
verschieden sind, ist die Summe aus zwei die-
ser Zahlen gleich der dritten Potenz des
ersten Summanden? Sch.

Ma8 82044 Gegeben sei ein rechtwinkliges
Dreieck A4BC, dessen Katheten BC und
AC die Lingen 4 cm und 6 cm haben. Es ist
der Umkreis k dieses rechtwinkligen Drei-
ecks zu konstruieren. Durch C ist eine Paralle-
le zu AB zu zeichnen, die k in D schneidet.
Die Geraden BC und AD schneiden sich im
Punkte S. Es ist die Linge der Strecke CS zu

berechnen. Sch.

Ma9 82045 Im Inneren oder auf dem Rand
eines Reehtecks ABCD mit der Lange von
AB=6cm und der Linge von BC=5cm
lassen sich 8 Punkte so einzeichnen, daB jeder
Punkt von jedem anderen einen Absta ’
d>]/8 cm hat. Geben Sie eine solche Lage
der Punkte an, und beweisen Sie die Be-
hauptung! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 m2046 Man konstruiere ein Dreieck
ABC, das folgenden Bedingungen geniigt:
(1) der Radius des Umkreises von ABC habe
eine Linge von r,=4 cm,
(2) die Langen der Seiten des Dreiecks ver-
halten sich wie 2:3:4.

Schiiler Volker Sachse, Miilsen, KI|. 8

Ma9 82047 Die folgende Summe ist aufl
rationelle Weise zu ermitteln:
12-224+32-424+52 -6 +... +99% — 1002,
Schiiler Ralf Krause,
Neubrandenburg, K!. 10

Ma9 22048 Welche der beiden Zahlen 153°
und 30'5 ist die kleinere? Sch.

Ma10/12 2049 Ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC mity=90° habe Kathetenldngen mit
den MaBzahlen a=1,26 und b=0,74. Uber
den Seiten von ABC seien nach auBen die-
jenigen gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-
ecke ADB, BEC und ACF gezeichnet, die
AB, BC und AC jeweils als Hypotenuse ha-
ben. Es ist der Flicheninhalt des Dreiecks
DEF zu berechnen.

Schiiler Volkmar Tiirke, Auerbach

Ma10/i2 w2050 Von einem Dreieck ABC
ist folgendes bekannt:
(1) oy + f§, =240°
(2) u—c=15cm
25

3 4=3)3em?
4) a<b.
Es sind a, b, ¢ die Seitenldngen: «, f§, y die
GroBen der Innenwinkel; a; die GroBe des
Nebenwinkels von «; f; die Grofe des Ne-
benwinkels von f#; 4 der Flicheninhalt und u
der Umfang des Dreiecks ABC. Es sind g, b,
¢, a, B, y zu ermitteln!

Schiiler Tilo Schaarschmidt,

Bad Lauchstddt

Ma10/12 #2051 Man ermittle alle geordne-
ten Paare [p;q] mit p, g€ P, die die Gleichung

[p-a)(p+a)- 2ap—q)]- (p— )2 3p+2q+2
3 +4

—]/4P=0erfiillen!
Schiilerin Katrin Lippuner, Rheinsbery

129



Ma10/12 w2052 Man konstruiere ein Drei-
eck ABC, wenn die folgenden Stiicke gegeben
sind:
Die Winkelhalbierende AD des Winkels
X BAC; ihre Linge w, betrage 5cm;
die 3 cm lange Strecke DE, wobei E Mittel-
punkt von AB ist;
der Winkel X ADB, dessen Grofie 105° be-
trdgt.
Die Konstruktion ist zu beschreiben und zu
begriinden.

Schiilerin Katrin Lippuner, Rheinsberg

Physik

Ph6 @86 An einer Zugfeder hingt ein Kor-
per mit einem Gewicht von 600 N (rd. 60 p)
und hat die Feder dadurch um 3 cm verlidn-
gert. Um wieviel cm wird die Feder ausge-
dehnt, wenn sie mit 1500 N (rd. 150 p) be-
lastet wird? Lose die Aufgabe mit Hilfe eines
Diagramms! ’

Ph7 w87 Ein FuBgédnger lauft gegen den
Wind mit einem Druck von 5§ Pa (rd. 0,5 %)

eine Strecke von 150 m. Die vom Wind ge-
troffene Oberfliche des Menschen nimmt
man mit rd. 0,45 m? an. Welche Arbeit gegen
den Luftwiderstand verrichtet der FuBgin-
ger?

Ph8 m88 Als zu Hause gebadet wurde, stell-
te Jens fest, daB das kalte Wasser eine Tem-
peratur von 20°C und das warme Wasser
eine Temperatur von 80°C hatte. Wieviel kg
von beiden muBte gemischt werden, um
500 kg von 35°C zu erhalten?

Bemerkung: Von Wirmeverlusten durch Er-
wirmen der Wanne und der Lult soll abge-
sehen werden.

Ph9 =89 In dem skizzierten Rollensystem
sei an einer losen Rolle mittels eines geeigne-
ten Verbindungsstiickes eine Stahlkugel starr
befestigt. Diese Kugel tauche in ein mit Was-
ser gefiilltes GefdB vollstindig ein. Wie groB
muf} die Masse mj sein, mit der die einge-
tauchte Kugel mitsamt der Rolle im Gleich-
gewicht gehalten wird?
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Es seien: der Kugelradius r =2 cm, die Masse
der losen Rolle m; =100 Gramm, die Dichte

des Wassers g, =1,0 i,
cm

die Dichte des Stahls g, = 7,85 %5,

das Verbindungsstiick masselos angenom-
men. Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph10/12 90 Eine Glithlampe wandelt be-
kanntlich elektrische Energie in Licht und
Wirme um. Um einen bestimmten Licht-
strom @ [Einheit Lumen (Im)] zu erzeugen,
muB eine entsprechende elektrische Leistung
P.; [Einheit Watt (W)] aufgebracht werden.
Das Verhiltnis @ : P,; wird als Lichtausbeute
n:. bezeichnet. Edisons Kohlefadenlampen
hatten eine Ausbeute von 3 l% Eine moderne
75-Watt-Doppelwendellampe sendet 950 Im
aus. Berechnen Sie die Lichtausbeute, und
geben Sie die Steigerung in % an'

Karl Eichhorn, Steinach

Chemie

Ch7 w69 Kaliumsulfat (K,SO,) ist ein
wichtiger Bestandteil der Kalidiingemittel.
Zur Steigerung der Hektarertriige streute eine
LPG 380 kg Kaliumsulfat auf 5 ha Boden aus.
Wieviel Kilogramm Kaliumoxid wurden auf
diesem Wege jedem Hektar zugefiihrt?

Ch8 w70 Eine Sodaldsung ist bei 20°C ge-
sittigt, wenn sie in einem Liter Losung 182 g

Natriumkarbonat enthilt. (Dichte der L6-

sung 1,19 %5) Wie groB} ist die Gesamt-
stoffmenge in einem Liter Losung?

Ch9 =71 Wie groB ist die Gesamtober-
fliche (in cm?) aller Trépfchen von 1mol
Wasser, wenn jedes Tropfchen einen Radius
von 0,002 mm besitzt?

Ch10/12 #72 Eine Kochsalzlgsung, welche
20 g Natriumchlorid je Liter enthilt, wird ab-
gekiihlt. Bei welcher Temperatur beginnt die
Kristallisation, wenn das Salz zu 709 dis-
soziiert vorliegt? (Ein Mol Kochsalz bewirkt
eine Gefrierpunktserniedrigung des Wassers
von 1,86°C.)

/(’/W/ =

Wir suchen ein Teil des Atoms

a —ach—der —-e—genz—glas—koh-le-lek -
len - li - lin — meB - nen — neu — nungs ~ on —
ord - re — re — sa — sdu — scha — schreib — se -
tan — ter - ti — ti— tra — tro — wei — zahl — zy
Aus vorstehenden Silben sind Worter mit
folgender Bedeutung zu bilden:

1. Eine stabile Elektronenanordnung im
Atom; 2. chemisches Element - 4. Neben-
gruppe; 3. steht im Periodensystem: 4. Gerit
zum Abmessen von Fliissigkeiten; 5. Stolf,
der durch die Formel H,CO; symbolisiert
wird; 6. Ausfithrungsart der chemischen Zei-
chensprache; 7. fir viele Experimente ver-
wendetes chemisches Gerit; 8. die Reaktion
einer Sdurelosung mit einer Basenlosung.

Bei richtiger Losung ergeben die Anfangs-
buchstaben — von oben nach unten gelesen —
ein Teil des Atoms.

Vignetten entnommen aus Quant, Moskau
v
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alpha-Wettbewerb
1979/80

Preistriger

Anka Sommer, Augsdorl; Evelyn Heyer, Aue;
Beate Gossel, Bad Doberan; Tilo Schaarschmidt,
Bad Lauchstidt; Ulrich Ziilicke, Bergwilz; Martin
SchnauBl, Stefan Miiller, Karen BShme, Steffen
Padelt, Stefan Rohl, alle Berlin; Gunnar Bitters-
mann, Bernau; Heiko Prehl, Bernsbach; Helge
Diirschke, Bitterfeld; Stephan Wernicke, Branden-
burg; Guido Siegel, Breitenworbis; Ramona Blank,
Clingen; Uwe Martin, Crossen; Jirgen Anders,
Dahlewitz; Bert Kiihne, Dahme; Michael Nitsche,
Thomas Hiibner, beide Dresden ; Monika Gla8, UIl
Arnold, beide Eisenach; Ute Berthold, Finster-
walde; UIf Winkler, Frankenberg; Henry Kost,
Freiberg; Udo Schulte, Freienbessingen; Mario
Richter, Gadebusch; Annette Grundert, Grifen-
hainichen ; Mathias Schleif, Gransee; Thomas Hom-
mel, Gorlitz; Jens Dietrich, GroBberndten; Silke
Maulhardt, GroBbodungen; Katrin KieBling,
GroBschonau; Erik Opelt, Gerald Ullerich, beide
Giistrow; Beate Thomas, Halle; Heike Reichelt,
Matthias Schidlich, beide Hammerbriicke; Jutta
Schumann, Havelberg; Mirko Schulze, Hoyers-
werda; Silke Umbreit, [lmenau ; Christian Dietrich,
Jena; Jens Steiniger, Kleinmachnow; Gert Kiinzel-
mann, Krina; Martin B6hm-Schweizer, Lauscha;
Cornelia Zinke, Petra Gollewsky, Torsten Tok,
Timo Zenker, Matthias Hiibern, aile Leipzig; Anett
Westland, Leubnitz; Michael Seidel, Leuna; Jorg
Zimmermann, Sandra Ernst, beide Lossau ; Claudia
Popien, Magdeburg; Lutz Biittner, Torsten Ortloff,
beide Martinroda; Volker Sachse, Miilsen; Antje
Krause, Neubrandenburg; Arndt Kritzner, Neu-
stadt; Dorothee Heidrich, Oberlungwitz; Frank
Jager, Oberschonau; Silke Stieber, Olbersdorf.

Weitere Preistriager und Wettbewerbsteilnehmer mit
vorbildlichen Leistungen verdflentlichen wir in
Heft 1/81.

Kollektive Beteiligung

P.-Neruda-OS, Ahlbeck; OS Fritz Weineck, Als-
leben; Haus der JP, Altenburg; W.-Pieck-OS,
Altenweddingen; Walter-Ulbricht-OS, Altwigsha-
gen; Karl-Marx-Schule, Anklam; OS der Botschaf-
ter der ARA, Kairo; OS G. Titow, Arenshausen;
OS Ansbach; Kreis-AG Math., Aschersleben; OS
Bad Bibra; OS Bad Gottleuba; OS H. Duncker,
Bad Kleinen; R.-Schwarz-OS, Bad Liebenstein;
Anton-Saefkow-OS (V), Otto-Grotewohi-OS, Ma-

gnus-Poser-OS, alle Bad Salzungen; OS H. Beimler,
Barenklau; OS Fr. Engels, Barby; OS E. Weinert,
Berka; 39. OS E. Schénhaar, 26. OS, Wolodja-
Dubimin-OS, H.-Weigel-OS, alle Berlin; OS A.
Becker, Berlingerode; Kreis-AG Math., OS Fr.
Mehring, beide Bernburg; Max-Planck-OS, OS
Fr. Schiller, beide Bleicherode; Fr.-Weineck-OS,
Blumberg; OS Blumenthal; Diesterweg-OS, Borna;
OS Brandshagen; OS Breitenworbis; W.-Seelen-
binder-OS, Breitungen; Pablo-Neruda-OS, Britz;
M.-Poser-OS, Biirgel; TOS Bittstedt; OS Burkau;
W.-Pieck-OS, Burow; W.-Estel-OS, Buttlar; Son-
derschule f. kérperbehinderte Kinder, Station Jg.
Naturf. u. Techniker, Klub Jg. Math., beide Cott-
bus; H.-Beimler-OS, Damgarten; OS Deutschen-
bora; OS 1 AG Math., OS Makarenko, beide
Ringelstadt; K.-Birgel-OS, Dobbertin; Marie-Cu-
rie-OS, Dohna; OS K. Niederkirchner, Domers-
leben ; OS Dorfchemnitz ; OS Alexander Matrossow,
Dorndorf; 39. QS Fritz Schulze, 73. OS Hanns
Rothbarth, 38. OS A. Thiele, Paul-Gruner-OS, alle
Dresden; Fr.-Wolf-OS, Ebersdorf; OS Eflelder;
9. OS Geschw. Scholl, Eisenach; J.-Schehr-OS,
Eisleben; E.-Weinert-OS, Empfertshausen; Hugo-
Joachim-OS, Espenhain; Th.-Miintzer-OS, Fam-
bach; OS Janusz K orczak, Finsterwalde ; B.-Brecht-
Floh; OS Fr. hain; OS Fr ; W.-Pieck-
OS, Freital; OS Friedeburg; H.-Heine-Schule, Ga-
debuxch; AG Math. Friedensschule, Gartz; R.-
Arnstadt-OS, Geisa; W.-Pieck-OS, Geilen; E.-
Hartsch-OS, Gersdorf; J.-Brinckmann-OS, Gold-
berg; Kreisklub Jg. Math., Grafenhainichen; Pe-
stalozzi-OS, Greiffenberg; 10. OS Otto Drews,
E.-Thilmann-OS, Karl-Kuell-OS, alle Greifswald;
OS Cl. Zetkin, Groitzsch; OS GroBbodungen;
Hausder JP, AG Math., GroBenhain ; G.-Dimitrofi-
OS, GroB Koéris; Lessingschule, GroBpostwitz; OS
GroBschénau; OS GroBtreben; Dr.-S.-Allende-
OS, GroBweitzschen; J.-Gagarin-OS, Griinhain;
Haus der JP, Hagenow-Land; VI. OS, Haldens-

:leben; M.-Gorki-OS, Hainichen; OS f. Korper-
‘behinderte,

Diesterwegschule, Bezirksklub Jg.
Math., alle Halle; W.-Koenen-OS, Halle-Neustadt;
OS Hammerbriicke; Schule der DSF, Heiligen-
grabe; OS Th. Miintzer, Hermannsdorf; EOS
E. Weinert, 1. OA H. Beimler, beide Herzberg;
OS Hohendodeleben; Goethe-OS, Hohenleipisch;
OS Horka; Kreisklub Jg. Math., Hoyerswerda; OS
Hundeshagen; G.-Ewald-OS, Ivenack; OS A. Bek-
ker, Jatznick ; Fr.-Engels-Schule, Kaltennordheim;
OS _A. Becker, Kamsdorf; Cl.-Zetkin-OS, Kande-
lin; H.-Beimler-OS, Karbow; E.-Thilmann-OS,
Pionierhaus J. Gagarin, Alexander-Matrossow-OS,
P.-Tschaikowski-OS, alle Karl-Marx-Stadt; OS
Cl. Zetkin, Kaulsdorl; Th.-Neubauer-Schule, Kie-
selbach; OS E. Schneller, Kirchberg; OS Kirch-
worbis; OS Kleinberndten; G.-Eisler-OS, Erw.
Spezial-OS, beide Kleinmachnow ; OS Th. Miintzer,
Klettenberg; OS Koénitz; Pid. Hochschule, AG Jg.
math., Kéthen; OS Kiillstedt; OS Kuhfelde; P.-
Fiirnberg-OS, Laage; alpha-Club, Latdorf; Schul-
kombinat, Lauscha-Ernstthal; R.-Teichmiiller-OS,

Leimbach; EOS K. Marx, K.-Liebknecht-OS, Dr.-
S.-Allende-OS, alle Leinefelde; 146. OS, Leipzig;
OS Liebstadt; W.-Pieck-OS, Lichte; Pestalozzi-OS,
Limbach-Oberfrohna; EOS A. Becker, A .-Diester-
weg-OS, beide Lobenstein; Pestalozzi-OS, Lobau;
OS W. Wallstab, Loderburg; R.-Neddermeyer-OS,
Lowenberg; G.-Eisler-OS, Martinroda; Fr.-
Heckert-OS, Milkau; OS Mittelherwigsdorf; OS
Mittelstille/Springstille; OS Naundorf; OS Neu-
haus; OS Neundorf; H.-Beimler-OS, Neustrelitz;
Dr.-Th.-Neubauer-Schule, Niederorschel; W.-
Pieck-OS, Niederwiesa; EOS W. v. Humboldt, OS
J. Gagarin, beide Nordh ; OS Nordh
Niedersalze; Pestalozzi-OS, Oberlungwitz; OS E.
Weinert, Oberschonau ; W.-Seelenbinder-OS, Oech-
sen; OS Osternienburg; W.-Pieck-OS, Osterwieck ;
Station Jg. Naturf. u. Techn. Kreis-Klub Jg. Math.,
EOS, beide Parchim; EOS R. Fetscher, Pirna;
Makarenko-OS, Plessa; A.-Becker-OS, Prenzlau;
Station Jg. Naturf. u. Techn., Pritzwalk ; OS Franz
Plura, Pultitz; OS Quitzébel; Dr.-Th.-Neubauer-
OS, Rackwitz; OS Radis; Pestalozzi-OS, Radebeul ;
Cl.-Zetkin-OS, Raschau; J.-Gagarin-Schule, Fr.-
Engels-OS, beide Ribnitz; H.-Matern-OS, Riesa;
Kreis-AG Rochlitz; Ziolkowski-OS, Rossdorf;
Haus d. JP, 34. OS, beide Rostock; alpha-Club
W.-Pieck-OS, Rotta; OS S. Kosmodemjanskaja,
Rotterode; OS M. Kirchner, Rudolstadt; OS Riid-
nitz; OS Saal; OS II, Saalfeld; W.-Pieck-OS, San-
gerhausen; OS H. Matern, Schernberg; M.-Gorki-
OS, Schkélen; OS Schleiz; J.-G.-Seume-Schule, OS
K. Marx, EOS G. Dimitrofl, alle Schmalkalden;
H.-Beimler-Schule, Schénhausen ; OS Kuba, Schule
der DSF, Schorssow; E.-Thilmann-OS, Sebnitz;
A.-Hennecke-OS, Senfienberg; OS A. Hennecke,
Siersleben ; OS W. Seelenbinder, Sitzendorf; OS W.
Pieck, Sondershausen; OS A. Becker, K.-Lieb-
knecht-OS, beide Spremberg; OS Stadtlengsfeld;
OS E. Thilmann, Steinbach-Hallenberg; O.-Grote-
wohl-OS, Stralsund; 12. OS Dr. R. Sorge, Suhl;
EOS K. Marx, Tangerhiitte; OS E. Schneller,
Taubenheim; W.-Schréder-OS, Teterow; Fr.-Meh-
ring-OS, Tiefenort; E.-Schneller-OS, Téplitz; OS
W. Pieck, Trusetal; OS Uckeritz; Goetheschule,
A.-Nietz-0S, beide Ueckermiinde; H.-Beimler-OS,
Unterbreizbach; OS J.-G. Seume, Vacha; OS Vier-
nau; OS Vitte; EOS J. Futik, Waldheim; Goethe-
schule, Waren; OS Wasungen; OS L. Firnberg,
Wegeleben; Sprachheiloberschule, Weimar; E.-
Thalmann-OS, Weinbdhla; OS WeiBenborn-L.;
Kreisklub Jg. Math., WeiBwasser; OS Wernshau-
sen; OS O. Grotewohl, Westerengel ; Cl.-Zetkin-OS,
Wiehe; alpha-Kollektiv OS Wingerode; OS W. Loh-
mann, Wittenberg; Station Jg. Naturf. u. Techn.,
OS 1V, beide Wittstock; OS H. Heine, Wormlitz;
OS H. Beimler, Wollen; OS Fr. GieBner, Wolf-
leben; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Wolmirstedt; OS 11,
Spezialistenlager d. Kreises, beide Worbis; H.-
Eisler-OS, Wusterhusen; OS Zahna; Peter-Lam-
berz-OS, Zehdenick; Betriebs-OS Robotron, Lu-
therschule, beide Zella-Mehlis; 9. OS, EOS, beide
Zittau; OS Zoblitz; Lenin-OS, Zwenkau.

Entwicklung des alpha-Wett- H 'y ]
bewerbs (absolut) it 1
* umgestellt von Kalenderjahr I 1
auf Schuljahr [ \
** ab 1971/72 nur noch 4 Wett- u \
bewerbe pro Jahr »
- by I}
Fj 1
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1
Herl 1 3 4 5[1 2345 6 1 2 36 1256 s 1 ¢ [; 561 215 s G 2
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Sektion Mathematik
der Ernst-Moritz-Arndt-Universitit

Greifswald

Die 1456 gegriindete Greilswalder Universitit
ist nach denen in Leipzig (1409) und Rostock
(1419) die drittdlteste der heute auf dem
Territorium der DDR bestehenden Universi-
titen und zugleich nach Rostock die zweit-
dlteste im gesamten nordeuropdischen Raum.
Sie trigt heute den Namen des Patrioten und
Kédmpfers gegen die Leibeigenschaft Ernst
Moritz Arndt (1769 bis 1860), der in Greifs-
wald studierte und dort einige Jahre als Pro-
fessor fiir Geschichte wirkte. Greifswald war
jahrhundertelang ein vertrdumtes Stadtchen
am Rande des Weltgeschehens, dessen einzige
Bedeutung in der kleinen, aber ehrwiirdigen
Universitdt bestand. In den letzten Jahren
hat sich die Stadt vor allem auf Grund des
in unmittelbarer Néhe entstehenden Kern-
kraftwerks Bruno Leuschner und der neu-
angesiedelten  elektronischen  Industrie
sprunghaft entwickelt und zihlt heute be-
reits iiber 70000 Einwohner.

Die Mathematik hat in der Greifswalder
Universitit bis zum Ende des 19.Jh. keine
bedeutende Rolle gespielt. Erst in unserem
Jh. gab es hier eine Reihe in der Fachwelt
bekannter Mathematiker. Unter diesen ragt
Felix Hausdorfl (1868 bis 1942, siche Foto)
hervor, der von 1913 bis 1921 in Greifswald

wirkte und zu den Begriindern der Punkt-
mengenlehre und der mengentheoretischen
Topologie zdhlt. Er gilt heute international
als einer der bedeutendsten Mathematiker in
der ersten Hailfte des 20.Jh. Die Topologie
ist ein junges und relativ abstraktes Gebiet
der modernen Mathematik, das dhnlich der
Mengenlehre, der mathematischen Logik und
der allgemeinen Algebra zu den Grundlagen
vieler anderer mathematischer Disziplinen
beitrigt. Vereinfacht gesagt geht es in der
Topologie darum, gewisse sehr allgemeine
geometrische Begriffe wie z. B. Umgebung
eines Punktes, Abstand zweier Punkte, Rand
einer Menge, Dimension einer Menge, zusam-
menhingende Menge u.4. und auf solche
Begrifle beziigliche Sachverhalte von ihrer
urspriinglichen anschaulichen Bedeutung im
gewohnlichen dreidimensionalen Raum auf
mdglichst allgemeine ,Rdume* (d. h. Mengen,
deren Elemente irgendwelche mathematische
Objekte sind) zu iibertragen und damit weite
Teile der Mathematik fiir die geometrische
Denkweise zu erschlieBen. Die Topologie
und .die ihr benachbarten Disziplinen (u. a.
MapBtheorie, metrische Geometrie, Dilleren-
tialgeometrie) haben aber auch viel fiir die
kritische Analyse unserer anschaulichen Vor-

stellungen vom realen physikalischen Raum

geleistet. Zum Beispiel zeigte Hausdorff, daB

es moglich ist, eine Kugel so in drei Teil-
mengen A4, B, C und einen unwesentlichen

Rest R zu zerlegen, daB A, B, C, R paarweise

keine gemeinsamen Punkte besitzen, 4, B, C

paarweise kongruent sind, aber auch AUB

kongruent C ist. Hieraus folgt, daB es un-
mdoglich ist, allen beschrinkten rdumlichen

Mengen ein Volumen V so zuzuordnen, da}

dabei die folgenden Grundforderungen er-

fiillt sind:

1. Fiir jede beschrinkte (d.h. in einem ge-
niigend groBen Wiirfel enthaltene) Punkt-
menge M ist V(M) als nichtnegative reelle
Zahl definiert.

2.Sind M und N kongruent, so ist V(M)
=V(N).

3. Haben M und N hochstens Randpunkte
gemeinsam,soist V(M UN)=V(M)+ V(N).

4. Fiir einen Wiirlel E der Kantenldnge 1 ist
V(E)=1.

Aus der sogenannten ,paradoxalen Kugel-

zerlegung” von Hausdorfl ergibt sich, falls

man annimmt, daB die beteiligten Mengen

A, B, C, R ein Volumen besitzen:

V(A)=V(B)=V(C)=V(A)+ V(B),

d. h. ¥(A4)=V(B)=V(C)=0.Da auch V(R)=0

Das 1747 bis 1750 vom ehemaligen Greifs-
walder Mathematikprolessor Andreas Maier
erbaute Hauptgebdude der Greifswalder
Universitit (Bild links)

Die 1956 anlaBlich des 500jahrigen Bestehens
der Greifswalder Univ. erschienene Brief-
marke, die das Siegel der Univ. zeigt (oben)

Felix Hausdor(l




sein mub, folgt, daB die betrachtete Kugel
(und damit jede Kugel) das Volumen 0 hat.
Dies steht im Widerspruch zu den Forderun-
gen 1. bis 4. Uberlegt selbst, wieso!

Warum wurde in diesem Rahmen so aus-
fGhrlich aufl die Topologie eingegangen? Sie
und die mit ihr nahe verwandte MaBtheorie
(zu der das dargelegte Volumenproblem ge-
hort) werden in Greilswald besonders ge-
pllegt. Von 1950 bis 1971 wirkte in Greifs-
wald der international bekannte Topologe
W. Rinow (1907 bis 1979, sieche Foto) als
Direktor des Mathematischen Instituts bzw.
der 1968 daraus hervorgegangenen Sektion
Mathematik, der 1964 fiir seine Forschungen
auf dem Gebiet der Topologie den National-
preis erhielt. Die durch HausdorfT und Rinow
in Greifswald begriindete Tradition wird heu-
te im Wissenschaftsbereich Analysis der Sek-
tion Mathematik weitergefiithrt und flieBt in
die Ausbildung der Diplommathematiker der
Fachstudienrichtung Analysis ein. Im Wissen-
schaftsbereich Analysis gibt es auBerdem
Forschungskollektive, die sich mit harmoni-
scher Analysis bzw. optimaler Steuerung von
Prozessen beschiftigen. Diese Theorien fin-
den Anwendung u. a. in der Physik der Ele-
mentarteilchen bzw. im Kernkraftwerksbe-
trieb.

W. Rinow

Der Wissenschaltsbereich Mathematische
K ybernetik/Rechentechnik/Grundlagen  der
Mathematik, der der zweiten in Greilswald
bestehenden Fachstudienrichtung fir Di-
plommathematiker entspricht, besitzt eben-
falls eine nun schon 20jdhrige Tradition, die
1960 mit der Berufung von G. Asser nach
Greifswald begann. Eine 1976 unter Leitung
des jetzigen Sektionsdirektors E. Griepentrog
gegriindete Forschungsgruppe dieses Wissen-

schaltsbereiches beschiftigt sich vorwiegend
mit mathematischen Problemen in der Ent-
wicklung der Mikroelektronik. Sie hat in der
VVB Nachrichtenelektronik, speziell im
Greifswalder Betrieb NEG, einen wichtigen
Praxispartner gefunden. Die Studenten bei-
der Fachstudienrichtungen wachsen durch
die enge Verbindung von Lehre und praxis-
verbundener Forschung [riihzeitig in ihre zu-
kiinftigen Einsatzgebiete hinein.
AuBer Diplommathematikern der beiden ge-
nannten Fachstudienrichtungen werden an
der Universitit Greifswald
Diplomlehrer in den Kombinationen Physik/
Mathematik, Mathematik/Geographie und
Geographie/Mathematik
ausgebildet. Die beiden letztgenannten Kom-
binationen gibt es sonst nur an der PH Dres-
den. Sie haben bisher vorwiegend weibliche
Studenten ,angelockt”, was aber von der
Sache her keineswegs begriindet ist. Es gibt
zwischen diesen beiden Féachern kaum weni-
ger interessante Verbindungen als zwischen
dem traditionsreichen Gespann Mathematik/
Physik. Verwiesen sei nur auf mathematische
Aspekte der Kartographie und Geodisie, aul
den Einsatz statistischer Methoden in der
okonomischen, Bevolkerungs- und Verkehrs-
geographie und auf die immer bedeutsamer
werdenden Probleme des Umweltschutzes,
deren erfolgreiche Losung ohne Mathematik
undenkbar ist. Ein weiterer charakteristischer
Zug der Lehrerausbildung an der Greifs-
walder Sektion Mathematik besteht darin,
daB die Studenten im Rahmen der zur
Diplomarbeit filhrenden wahlobligatorischen
Fachausbildung niher mit einem von mehre-
ren kleineren mathematischen Gebieten be-
kannt werden, die in enger Beziehung zur
Schulmathematik stehen bzw. sich besonders
fir Schiilerarbeitsgemeinschaften eignen, z. B.
Mengenlehre, Kombinatorik, Graphentheo-
rie, anschauliche Topologie, geometrische
Konstruktionen.
Nicht zuletzt sei bemerkt, daB die trotz
modernen, pulsierenden Lebens in mancher
Hinsicht immer noch romantische Stadt
Greifswald mit ihren historischen Gebduden
und der nicht nur wegen der nahen Ostsee-
kiiste reizvollen Umgebung und die kleine
Universitat mit ihrem personlicheren Ver-
hiltnis zwischen Studenten und Lehrkriften
manchen Ausgleich fiir die fehlenden Attrak-
tionen einer Grofstadt zu bieten vermag.

P. Schreiber

Kepler-Gedenkmiinze (s. Bild S. 124)

Gesetzliches Zahlungsmittel seit 15. 10. 1971.
Auflage 100000 Stiick ; Nennwert Mark 5,—;
Prégestitte Berlin; Neusilber-Legierung -
Kupfer (Cu 620/1000), Nickel (Ni 180/1000),
Zink (Zn 200/1000); Gewicht 12,2 g; Durch-
messer 29 mm; Darstellung des 2. Kepl. Ge-
setzes mit der elliptischen Erdumlaufbahn
um die Sonne.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. habil.

Horst Melcher

Sektion Mathematik/Physik
der Padagogischen Hochschule
Dr. Theodor Neubauer, Erfurt

42025a Ein rotationssymmetrischer ho-
mogener Koérper der Masse m rollt auf einer
geneigten Ebene abwiirts. Es ist die Energie-
bilanz aufzustellen, aus der die Endgeschwin-
digkeit ermittelt werden kann. Die Gleichung
ist zu erldutern.

Welche Endgeschwindigkeiten erreichen aufl
der geneigten Ebene-(Bild, a=R) [olgende
homogene Rollkdrper gleicher Masse:

A) Vollkugel vk, B) Vollzylinder vy, C) Hohl-
zylinder vy ?

Das Ergebnis ist zu erldutern.

N v % \y;uk
d hel-sin «
’ a=R

mg

a 5

Rollkorper auf der geneigten Ebene (Kugel,
Voll- und Hohlzylinder). MeBstrecke s—so.

Unterhaltsamer Mathe-Unterricht
1. Welches Stundenthema behandelt

RENE VELT
7901 REICHO?

2. Welches Stundenthema behandelt

N.LUNG-GUN
1501 EICHE?

3. Mit welchem Arbeitsmittel arbeitet

M.KESSLER - WIEN

4. Mit welchem Arbeitsmittel arbeitet

J.Z.DRENCKE
EICHE?

5. Welchen Beruf hat

SIEGESMUND REEDERS-
NELFEN
WIEN?

Fachlehrer D. Knape, Jessen
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Mathematik
und Wasserwirtschaft

Der Wasserhaushalt und
das Wasserdargebot der Erde

Die Erde ist auBerordentlich reich an Wasser.
Ihre Gesamtvorrite belaufen sich auf die ge-
waltige Zahl von 1386000000 km®. Leider ist
der groBte Teil davon Salzwasser (Ozeane)
und damit einer direkten Nutzuhg nicht zu-
génglich. Von der Oberfliche der Meere und
des Festlandes verdunsten durchschnittlich
jahrlich 570000km® Wasser. Die gleiche
Menge fallt in Form atmosphirischer Nieder-
schlige.

Im ProzeB des Wasserkreislaufs erfolgt in der
Natur eine Erneuerung und Selbstreinigung
des Wassers, und im Unterschied zu anderen
Ressourcen ist das Wasserdargebot uner-
schépflich. Die Kompliziertheit des Problems
der Wasserversorgung besteht nicht darin,
daB 96,5, Salzwasser sind. Die fiir 100 Jahre
reichenden SiiBwasservorrite der Erde sind
beschrankt, sie betragen nur 35 Millionen km?®
oder 2,57 der gesamten Wasservorrite der
Erde. Dabei ist ihr gréBter Teil (iiber 70 75) in
den Gletschern der Antarktis und Grénlands
enthalten und damit fiir eine Nutzung nur
schwer zuganglich.

Das sich im Kreislauf des Wassers regenerie-
rende SiiBwasserdargebot, das gegenwirtig
die Hauptwasserquelle zur Befriedigung der
vielfiltigen Bediirfnisse der menschlichen
Gesellschaft ist, betrigt nur 45000km* pro
Jahr (ohne den GletscherwasserabfluB der
Antarktis) oder etwas iber 0,003% der ge-
samten Wasservorrite der Erde fiir 100 Jahre.

Die Perspektiven der Wasserversorgungsbi-
lanz: Nach Angaben der Monographie ist in
der Welt der Wasserverbrauch in der Indu-
strie von 1900 bis 1975 um mehr als das
Zwanzigfache gestiegen und steigt weiterhin.
Von 45000 km? sich ernenerndem SiiBwasser
werden gegenwirtig auf der ganzen Erde rund
3000km? jahrlich genutzt. Im Jahre 2000
werden es mindestens 6000 km? sein, was rund
13", ausmacht. Am angespanntesten ist die
Wasserversorgungsbilanz in Europa, wo 7%
des sich regenerierenden SiiBwasserdargebots
der Welt rund 20", der Bevélkerung zur
Verfliigung stehen.
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Auf den ersten Blick kann aus den ange-
fihrten Zahlen der optimistische SchluB ge-
zogen werden, daB sogar in Europa die Nut-
zung des Wasserdargebots im Jahre 2000
25 nicht iibersteigen wird.

Die Monographie zeigt allerdings, da von
den 45000 km? des sich jihrlich regenerieren-
den SiiBwasserdargebots, unter Beachtung
dessen ungleichmaBiger Verteilung in Zeit
und Raum, kaum mehr als 407 praktisch
genutzt werden kdnnen. Folglich betragt der
Anteil des im Jahre 2000 zu nutzenden Was-
serdargebots nicht 13, sondern tiber 30 7%.
Zweitens wird dabei nicht die qualitative Ver-
schlechterung des Wasserdargebots beriick-
sichtigt. Fiir die Verdiinnung sogar gereinig-
ter industrieller, gewerblicher und héuslicher
Abwisser, deren Volumen um die Jahrhun-
dertwende 2000km?® iibersteigen wird, sind
jahrlich iiber 20000 km® frisches Wasser er-
forderlich.

g‘l'.' WASSER 3lm
U
/,: % [WASSER 2

Unter Beachtung des Gesagten wird die Was-
serversorgungsbilanz der Erde im Jahre 2000
duBerst angespannt sein. In vielen Gebieten
wird sich der Wasserbedarf dem realen SiiB-
wasserdargebot nihern.
Erforderliche Mafinahmen: Die Bekimpfung
unwiederbringlicher Verluste, der Kampf
um die Einsparung von Wasser, die Einfiih-
rung wasserfreier Fertigungsverfahren in die
Produktion, die Verhiitung von Wasserver-
schmutzung und die Mehrfachnutzung des
Wassers sind die wichtigsten MaBnahmen.
Novosti Junesko 79

DDR-Wasserwirtschaft

Zur ausreichenden Bereitstellung von Trink-
und Brauchwasser sind der Wasserwirtschaft
unseres Landes folgende Aufgaben gestellt:

1. Gewihrleistung eines stabilen Wasserdar-
gebots in allen Jahreszeiten (Ausgleich des
unterschiedlichen ~Wasserabflusses durch

Speicherung in Talsperren, Speicher- und
Riickhaltebecken, Bau von Wehren, Er-
schlieBen von Grundwasser usw.);

2. Bau von Anlagen zur Uberleitung groBerer
Wassermassen von UberfluB- in Mangelge-
biete;

3. Verstirkung der Mehrfachnutzung des
Brauchwassers in den Industriebetrieben;

4, Erhohung der Kapazitit der Wasserwerke
in den GroBstadten und in Wasserspeicher-
gegenden entsprechend dem steigenden
Trinkwasserbedarf durch eine moderne Tech-
nologie der Aufbereitung von Oberflichen-
und Grundwasser;

5. Erhohung der Kapazitit der Abwasser-
reinigungsanlagen (Kliranlagen der Stidte;
Abwasserreinigung als ,,letzte Produktions-
stufe* in der chemischen Industrie);

6. Durchfiihrung von MaBnahmen zur Uber-
wachung, Reinhaltung und Sanierung der
Gewisser;

7. EinfluBnahme auf die Entwicklung wasser-
sparender oder wasserfreier industrieller Pro-
duktion.

® Tiglicher Wasserbedarf in der DDR 1977:
Industrie 17 Mill. 1, Landwirtschaft 3,8 Mill. |
(13 Prozent der landwirtschaftlichen Nutz-
fiiche werden bewassert, d.s. 800000 ha),
Haushalte 3,3 Mill. . 900 kommunale Klar-
anlagen bereiten tiglich nahezu 2,3 Mill. m®
Abwasser auf. (Sie enthalten etwa 40000t
Stickstoff, 20000t Kali, 15000t Phosphor-
siure, 400000t organische Substanzen.)

® Der Verbrauch in der DDR ist heute
10mal so groB wie zur Jahrhundertwende auf
unserem Gebiet. Fiir 1990 rechnet man mit
einem um zwei Drittel hdheren Wasserbedarf.
5300 Wasserwerke sorgen dafiir, daB 1980
im Durchschnitt tiglich 6,8 Mill. m* Trink-
wasser in das zentrale Netz flieBen.

@ Es bestehen 78 500 km Trinkwasserleitun-
gen mit 1500 Pumpstationen und 31000 km
Kanalisation. 31000 km Wasserlaufe, 13200
Seen und Teiche, 162 Talsperren, Speicher
und Riickhaltebecken, 4200 km Deiche und
die 340km lange Ostseekiiste werden von
den Werktitigen der Wasserwirtschaft be-
treut.

Neun von zehn Biirgern entnehmen ihr Trink-
wasser aus dem zentralen Netz. Mehr als
zwei Drittel der Wohnungen sind an die
Kanalisation angeschlossen.

® In 100 Tagen ist der Verbrauch der Berliner
Bevolkerung so groB wie die Masse an Wasser
im Berliner Miiggelsee (7,5 km?, bis zu 8 m
tief).

Der Wasserverbrauch fiir die Herstellung
einiger Produkte:

1 t Stah1 860001, 1 t Roheisen 1000. ..120001,
1t Aluminium [,2 Mill. 1, 1t synthetischer
Kautschuk 2,3 Mill. | Wasser.

® Das Kombinat VEB Chemische Werke
Buna braucht in einer “Stunde mehr Wasser
als Halle in 24 Stunden.



Mecklenburgische Oberseen im Spiegel
der Mathematik

Auch der Bereich Wasserwirtschaft benotigt
zur L3sung verschiedener Probleme die Ma-
thematik. Am Beispiel der ,,Mecklenburgi-
schen Oberseen* sei das hier gezeigt.

Zu den ,,Mecklenburgischen Oberseen* ge-
héren die Miiritz, der Kolpin-See, der Flee-
sen-See, der Plauer See und das Elde-Quell-
gebiet. Das sind insgesamt 235 km® Wasser-
oberfliche. Davon hat die Miiritz, als gréBter
See unserer Republik, allein 117 km?. Der
FluB Elde, nicht verwechseln mit der- Elbe,
durchflieBt die Oberseen bis zum Plauer See
und miindet dann bei Démitz (Wittenberge)
in die Elbe.

WASSERVERBRAUCH

Altbauwohnungen

Aufgaben der Wasserwirtschaft
1. Wasserreservoir

Die Speicherkapazitdt der ,,Mecklenburgi-
schen Oberseen* betrigt 100000000 m* Was-
ser, das entspricht etwa dem Fassungsvermé-
gen der Rappbodetalsperre, die 105 mal
10°m® Wasser aufnehmen kann. Die Auf-
gabe als Wasserreservoir besteht darin, den
landschaftlich notwendigen Mindestabflul
zu garantieren. Das bedeutet unter anderem,
daB die Elde ab Plau ganzjihrig als Wasser-
straBe erhalten bleibt. Ab Schleuse Mirow
wird durch Wasserabgabe in die Havel eben-
falls der Schiffahrtsverkehr aufrechterhaiten.
Es flieBen in jeder Sekunde 5 m® Wasser in die
Elde und 3,5m>® Wasser in die Havel. Das
sind in jeder Sekunde 8500 Liter Wasser!
Es ist von Fachleuten berechnet worden, daf3
diese Menge 200 Tage im Jahr ohne Gefahr
fiir die Oberseen abflieBen kann.

2. Bereitstellung von Bewiésserungswasser

Neben der Aufgabe, den Schiffahrtsverkehr
auf Elde und Havel zu gewihrleisten, miissen
die Oberseen auch Wasser fiir die Beregnung
und fiir die Einstaubewisserung in Graben
zur Verfiigung stellen. Diese Leistung ist

nicht auf das Miiritzgebiet beschrinkt. Nach
dem Bericht des IX. Parteitages der SED soll
die Miiritz fiir die Beregnung von 40000 ha
Havellandschaft genutzt werden. Man be-
dient sich dabei der ,,Riesenwasserleitung*
Elde-Havel-Kanal!

3. Erholungsfunktion der Gewasser »

Im Miiritz-Seenpark verleben jahrlich etwa
150000 Urlauber mit Zelt oder vom Boot aus
ihren Urlaub. Dazu kommen noch Tages-
urlauber, die mit dem PKW anreisen, und die
Urlauber, die im FDGB-Urlauberkomplex
Klink wohnen. Dem Sportangler bieten die
Seen, neben der Moglichkeit einen guten
Fisch zu fangen, bleibende Naturerlebnisse in
landschaftlich einmaliger Umgebung. Aktiver
Sport wird iiberall auf den Oberseen betrie-
ben, dabei sind Segeln und Wasserski an er-
ster Stelle zu nennen.

4. Fischwirtschaft

Die Fischereiproduktionsgenossenschaften
fangen Zander, Barsch, Aal, Brachsen, Hecht,
Schiei und Karpfen. An verschiedenen Stellen
gibt es Forellenmastanlagen, die bis zu 550t
Forelien jahrlich liefern.

5. Bedeutung als WasserstraBBe

Neben dem Transport von Kies, Getreide,
Steinen und Schrott darf die Funktion als
WasserstraBe fiir die Urlauber nicht unter-
schitzt werden. Von der Miiritz aus kann
man mit dem Sportboot bis Prag fahren, und
man sicht jedes Jahr Boote aus Polen und der
CSSR auf den Oberseen.

6. Einige Zahlen

Richtwasserstand fiir die Oberseen: Am
1. Mai eines jeden Jahres soll der Wasserstand
62,3m iber NH (Normalhohe) betragen.
Anfang Mai ist stets der hochste, Anfang
November stets der niedrigste Wasserstand.
Das Einzugsgebiet fiir die ,,Mecklenburgi-
schen Oberseen* betrdgt 2300km?. Man
rechnet mit 600 mm Niederschlag je Jahr,
davon verdunsten 500 mm, und es bleiben als
Nutzungsmenge jahrlich nur 100 mm.

Der Eldequerschnitt bei Domitz betrigt etwa
18 m?. Bei hohem Wasserstand flieBt die Elde
0,6 m pro Sekunde, bei niedrigem Wasser-
stand nur 0,1 m pro Sekunde.

7. Berufsmoéglichkeiten

1. Wasserbaufacharbeiter oder Wasserwerks-
techniker

Zentrale Ausbildungsstitle: Neubranden-
burg beim VEB WAB (Wasserversorgung
und Abwasserbehandlung)

2. Ingenieur fir Wasserwirtschaft
Ingenieurhochschule fiir Wasserwirtschaft
Magdeburg

3. Hochschulstudium Wasserwirtschaft und
Hydrologie an der TU Dresden.

Aufgaben

Al A Wie groB ist die jahrliche Nutzungs-
menge im gesamten Gebiet der Oberseen in
m?, wenn 100 mm als Nutzung zugrunde ge-
legt werden?

A2 A Die stirksten Beregner, die in der
Landwirtschaft eingesetzt werden, haben eine
Leistung von 16 Liter je Sekunde. Sie bereg-
nen eine kreisférmige Fliache mit einem Ra-
dius von 35m.

a) Wie groB ist die beregnete Fliche in m??
b) Wieviel Kubikmeter Wasser werden bei
einem Einsatz von 80 derartigen Beregnern
in 4 Stunden auf das Feld gebracht?

c) Wie lange miiBte diese Anlage arbeiten,
damit der Wasserspiege! der Miiritz um 1 cm
fallt?

A3a Eine Schleuse ist 38 m lang, 5,40 m
breit und hebt bei jedem Schleusenvorgang
die Schiffe um 3,50 m.

Wieviel Liter Wasser werden dabei jedesmal
vom Oberlauf in den Unterlauf beférdert?

A4a Bei Sturm rechnet man mit der dop-
pelten Tiefe fir die notwendige Lange der
Ankerleine, um einen sicheren Halt des An-
kers zu gewihrleisten. So nimmt man bei
8 m Wassertiefe 16 m Ankertau.

Unter welchem Winkel steht dann die Anker-
leine zum Grund?

A5 A Der Preis fiir einen Kubikmeter Was-
ser betragt 0,30 M. Man rechnet pro Person
und Tag mit einem durchschnittlichen Ver-
brauch von 330 Liter in einem Eigenheim.
Wieviel Haushaltsgeld mufB eine vierkdpfige
Familie fiir ein Jahr fiir diese Ausgabe ein-
planen?

A6 A Ein Abwasserkanal hat einen trapez-
formigen Querschnitt. Dic untere Breite be-
tragt 2,80m, die obere Breite 3,60m. Die
Hohe betragt 1,60 m. Wieviel m®> Abwasser
flieBen in einer Stunde durch den Kanal,
wenn er bis zur halben Hohe gefiillt ist und
die Strémungsgeschwindigkeit 1,8m/s be-
trigt?

H. Pdrzold
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Schriftliche
AbschluBpriifung

Fach Mathematik
Klasse 10 —
Schuljahr 1979/80

Pflichtaufgaben

1. In der sowjetischen Weltraumstation Sa-
Iut 6 arbeiteten bisher drei Stammbesatzun-
gen, die jeweils Weltrekorde im Langzeitflug
aufstellten. Der Flug der ersten Stammbesat-
zung dauerte 96 Tage. Der Flug der zweiten
Stammbesatzung, mit der auch unser Kosmo-
naut Sigmund Jihn zusammenarbeitete, dau-
erte 140 Tage.

a) Um wieviel Prozent {iberbot die zweite
Stammbesatzung die Flugzeit der ersten?

b) Nach internationaler Festlegung muB die
Dauer eines Weltraumfluges mindestens 109
iber der bisherigen Rekordzeit liegen, um als
neuer Weltrekord anerkannt zu werden. Nach
wieviel Tagen ihres Fluges hatte die dritte
Stammbesatzung diese Bedingung erfiillt?

2. Zwei StraBen schneiden einander im
Punkt A. Durch Punkt B auf der einen Strale
wird eine Rohrleitung gelegt, welche die
andere StraBe im Punkt C schneidet (siche
Skizze!).

Bei der Vermessung wurden folgende Werte
ermittelt:
AB=c=4,7km,

¥BAC=a=35°

¥ CBA=pf=85
a) Konstruieren Sie das Dreieck ABC in
einem geeigneten MaBstab!
b) Berechnen Sie die GroBe des Winkels
¥ ACB=1y!
¢) Berechnen Sie die Linge a des Abschnittes
BC der Rohrleitung!
d) Um einen Niherungswert ay fiir die Lange
des Abschnitts BC zu erhalten, wurde fiir den
Winkel ¥ CBA=p der Naherungswert 90
verwendel. Die Werte fir AB=c und ¥ BAC
= blieben unverandert. Berechnen Sie den
Niiherungswert ay!
¢€) Geben Sie den absoluten Fehler ay-a an!

3. Gegeben ist das Gleichungssystem

(1) y=-x+5 (2) 3y=4x-6.

a) Losen Sie dieses Gleichungssystem rech-
nerisch!
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b) Betrachten Sie jede Gleichung des Systems
als Gleichung einer linearen Funktion! Stel-
len Sie die beiden Funktionen in ein und dem-
selben Koordinatensystem graphisch dar!

c) Bezeichnen Sie den Schnittpunkt beider
Graphen mit S! Geben Sie die Koordinaten
von § an, und vergleichen Sie mit dem Er-
gebnis von a)!

4. Die Skizze zeigt ein quader(6rmiges Werk-
stiick mit zwei durchgehenden zylinderférmi-
gen Bohrungen.

a) Berechnen Sie das Volumen des Werk-
stiicks, und geben Sie es in Kubikzentimeter
an!

b) Das Werkstiick besteht aus Stahl

(g= 78 %) Berechnen Sie seine Masse!

ﬁ /

-
| 55;

8 L ;__y'_ﬁi._%* .

5. a) Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt folgende

Aussage:

»Wenn die kleinste von fiinf aufeinanderfol-

genden Zahlen gerade ist, so ist deren

Summe durch 10 teilbar.“

— Geben Sie mit Hilfe von Variablen fiinf
derartige Zahlen an!

— Beweisen Sie, daB die obenstehende Aus-
sage wahr ist!

b) Zeigen Sie, daB folgende Aussage [alsch

ist!

»Die Summe von [inf aufeinanderfolgenden

natiirlichen Zahlen ist immer durch 10 teil-

bar.“

6. a) Gegeben ist die Ungleichung 3x<9,6
(xeP).
- Lé&sen Sie diese Ungleichung!
- Geben Sie alle ungeraden natiirlichen Zah-
len an, die diese Ungleichung erfiillen!

b) Zeichnen Sie eine beliebige Strecke CD,
und konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal
die Mittelsenkrechte dieser Strecke!
¢) Gegeben ist cosx=0,6782 (0°<x<360°).
Geben Sie alle Losungen im vorgegebenen
Intervall an!
b) Berechnen Sie x!

~12-107-45-1072

B 36-10°

Wahlaufgaben

Von den folgenden Aufgaben 7.1, 7.2 und 7.3

brauchen Sie nur eine zu 16sen.

7.1. a) Durch y=x2—2 (x€ P) ist,eine Funk-

tion gegeben.

~ Zeichnen Sie den Graph der Funktion in
ein rechtwinkliges Koordinatensystem
mindestens im Intervall —3<x < +3!

— Geben Sie die Koordinaten des Scheitel-
punktes S dieses Graphen an!

— Geben Sie den Wertebereich dieser Funk-
tion an!

b) Durch die Gleichung
= % x* (xeP)

ist eine weitere Funktion gegeben.

_ Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion in
dasselbe Koordinatensystem mindestens
im Intervall —3=<x< +3!

— Berechnen Sie alle Werte x dieser Funktion,
fiir die der Funktionswert y=4,5 ist!

¢) Die Graphen beider Funktionen schneiden

einander in zwei Punkten. Geben Sie die

Koordinaten des Schnittpunktes an, der im

IL. Quadranten liegt!

7.2. Ein Dreieck PQR soll zentrisch gestreckt
werden.

a) Zeichnen Sie in ein Koordinatensystem
auf Millimeterpapier (Koordinateneinheit:
1 cm) das Dreieck PQR mit P (2;1), @ (5;1)
und R (2;3)!

b) Zeichnen Sie das Dreieck P'Q’R’, das bei
der zentrischen Streckung des Dreiecks PQR
mit dem Streckungszentrum Z (0;0) und dem
Streckungsfaktor k=2 entsteht!

c) Berechnen Sie den Fliacheninhalt 4 des
Dreiecks PQR!

d) Es sei A’ der Flicheninhalt des Dreiecks
P'Q'R’. Geben Sie das Verhiltnis A': 4 an!

7.3. Gegeben ist ein Quader, der von einer
Ebene in den Punkten P, O, R, S geschnitten
wird (siehe Skizze).

H R 6
| \\
]
E 5 —F
0 \
|
\
]
| ‘\
]
_ \e@
/D)— —>7C
4 /
A P 8

AB=BC = 6,0 cm
AE =70cm

AP= HQ— =50cm

ES =HR= 2,0cm
a) Stellen Sie den Quader einschlieBlich der
Schnittfigur in senkrechter Zweitalelprojek-
tion (auf unliniiertem Papier) dar!
Bezeichnen Sie alle Punkte entsprechend der
Skizze!
b) Konstruieren Sie die Schnittfigur in wahrer
Gro68e und Gestalt!
c) Berechnen Sie die Linge der Strecke PS!




VIII.
Physikwettbewerb
1980

Der VIII. Physikwettbewerb der DDR [and
vom 25. bis zum 29. Februar 1980 an der
Pddagogischen Hochschule Liselotte Herr-
mann in Giistrow statt. Es wurden dazu die
50 besten Teilnehmer der Auswahlklausur im
November 1979 eingeladen, je 25 aus den
Klassenstufen 9/10 und 11/12.
Im ersten Teil des Wettbewerbs wurden den
Teilnehmern vier theoretische Aufgaben aus
den Gebieten Mechanik, Warmelehre, Elek-
trizitdtslehre und Optik gestellt. Fiir die Lo-
sung standen ihnen fiinf Stunden zur Verfu-
gung. Im zweiten Teil sollten sie — ebenfalls in
5 Stunden - eine experimentelle Aufgabe
16sen. Fiir die Losung jeder theoretischen
Aufgabe wurden bis zu 10 Punkten, fiir die
vollstdndig richtige Losung der experimen-
tellen Aufgabe 20 Punkte vergeben, so daB
insgesamt hochstens 60 Punkte erreicht wer-
den konnten.
Zum Abschlul des Wettbewerbs wurden die
erfolgreichsten Teilnehmer ausgezeichnet.

B. Trdger/U. Walta

Klassenstufe 11/12

1. Preis: Ralf Muschall (K. 11), EOS Ernst
Abbe, Eisenach; Axel Frohlich (KI. 12), Spe-
zialschule Carl Friedrich Gauf, Frankfurt
(O); Stefan Miiller-Pfeiffer (KI. 11), Spezial-
schule Carl Zeiss, Jena

2. Preis: Peter Wiistner (KI. 11), EOS Karl
Marx, Leipzig; Jirgen Gréfenstein (KI. 11),
Spezialschule Martin Andersen Nexd, Dres-
den; Ralf Fritzsch (KI. 12), Spezialklasse an
der TH Karl-Marx-Stadt; Bernd Konig (K1
12), Thomas-EOS Leipzig

3. Preis: Ralf Malz (Kl 11), Spezialschule
Carl Zeiss, Jena

Klassenstufe 9/10

1. Preis: Volker Leutheuser (Kl 10), EOS
Hermann Pistor, Sonneberg; Ulf Heim (K1. 9),
Spezialschule Carl Friedrich Gauf, Frank-
furt (O); Gert Hagner (KI.9), Spezialschule
Carl Zeiss, Jena

2. Preis: Frank Hietzge (K. 10) und Karsten
Kunze (KI. 10), beide Spezialschule Martin
Andersen Nexd, Dresden; Giinther-Matthias
Trausch (K. 10), EOS Max Klinger, Leipzig;
Jens-Uwe Umbreit, EOS J. W. Goethe, Ilme-
nau

3. Preis: Lutz Hille (KI. 10), EOS Heinrich
Hertz, Berlin; Axel Stiebritz (KI. 10), Spezial-
schule Carl Friedrich Gaup, Franklurt (O);
Arndt Stietritz (KL.9), Spezialschule Car!
Zeiss, Jena; Peter Damaschke (KI. 10), EOS
Worbis; Jorg Neugebauer (K1. 10}, EOS Hein-
rich Hertz, Berlin

Theoretische Aufgaben (Klasse 9 und 10)

Ala Eine 5mm dicke quadratische Alu-
miniumplatte (Seitenldnge 20 cm) hat in der
Mitte ein kreisformiges Loch (Durchmesser
10cm). Auf diesem Loch liegt eine Eisen-

kugel (Durchmesser 10,02 cm). Platte und Ku- .

gel haben zunichst die gleiche Temperatur.
Die Platte wird durch eine elektrische 100-W-
Heizung gleichmiBig erwirmt, bis die Kugel
durch das Loch féllt. Durch Warmeleitung
wird auch die Kugel erwdrmt. Deren Tem-
peratur erhoht sich bis zum Durchlallen
durch das Loch um halb so viel wie die der
Platte. Es wird angenommen, da8 keine
Wirmeverluste auftreten.

Stoffkonstanten fir Aluminium: -~

Dichte g,=2,7gem ™3,

linearer Ausdehnungskoeflizient
oy=234-10"K™1,

spezifische Warmekapazitit

ca=909Jkg ' K.

Stoffkonstanten fiir Eisen:

Dichte gr.=7,86 gcm 3,

linearer Ausdehnungskoeffizient
ape=12,1-10"9K™!,

spezifische Wirmekapazitit

Cre=465Jkg 'K,

Wie lange dauert es, bis die Kugel durch das
Loch fEllt?

A2 A An die Klemmen einer Batterie (Ur-
spannung U=12V, Innenwiderstand R;=
0,5Q) sind zwei parallel geschaltete Wider-
stinde R, und R, angeschlossen. An diesen
Widerstanden wird wihrend 1,5 Stunden eine
Wirme von W, =62,1 kJ rei.

a) Wie groB ist der Gesamtwiderstand von
R, und R;?

b) Wie groB ist die Gesamtstromstirke I im
Stromkreis?

c) Wie groB sind R; und R,, wenn nach dem
Ausschalten von R, die Stromstirke auf die
Halfte sinkt?

A3 a Ein Elektron bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit vy =4 - 107 ms ! auf einer waa-
gerechten Bahn und tritt dann senkrecht zu
den Feldlinien in das elektrische Feld eines
Plattenkondensators ein (quadratische Plat-
ten, Plattenldnge !, =4 cm, Plattenabstand
d=1,6 cm, Langskanten parallel zur Anlangs-
bahn des Elektrons). Die Spannung zwischen
den Platten betrdgt U=910V. Im Abstand
l,=10cm hinter dem Kondensator steht
senkrecht zur Anfangsgeschwindigkeit des
Elektrons ein Fluoreszenzschirm.

a) Welche Kraft wirkt zwischen den Platten
auf das Elektron?

b) Welche Form hat die Bahn des Elektrons
vom Eintritt in das elektrische Feld bis zum
Auftreffen auf den Schirm?

c) Welche Geschwindigkeit hat das Elektron
beim Austritt aus dem elektrischen Feld?

d) Wie groB ist auf dem Schirm der Abstand
zwischen dem Auftreffpunkt des Elektrons
und dem Punkt, auf den es ohne Ablenkung
getroffen wire?

e) Welche Form hitte die Bahn des Elektrons
in einem magnetischen Feld?

Die relativistische Massendnderung kann ver-
nachlissigt werden. Das Elektron bewege
sich immer im Vakuum.

a4a Ein zylindrisches GefiB mit der
Grundfliche A ist bis zur Hohe h mit Wasser
gefiillt und schwimmt auf Wasser. Die Ein-
tauchtiefe ist H.

Wie verdndern sich die Héhen 4 und H,
wenn in das GefaB ein Wiirfel mit dem Ge-
wicht G =12 p gebracht wird, dessen Kanten-
linge a) I, =2,5cm, b) I, =2 cm ist?

Die Dicke der GefiBwand wird vernach-
ldssigt.

Hinweis: Die experimentelle Aufgabe Klasse 9
bis 12 sowie die theoretischen Aufgaben zu
den Klassen 11 und 12 [indet der interessierte
Leser in der Zeitschrift Physik in der Schule,
Heft 6/80, d. Red.

Der beste Teilnehmer
des Wettbewerbs, Rall
Muschall, EOS Ernst
Abbe Eisenach, bei der
experimentellen Klausur
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In freien Stunden - alpha heiter

Gefalztes

Man kniffe einen unbeschriebenen Bogen Papier zwei-
mal, um so ein unaufgeschnittenes ,,Minitagebuch*‘ zu
erhalten. Numeriert nun, ohne das Tagebuch zu ent-
falten, die einzelnen Seiten hintereinander von 1 bis 8!
Faltet den Bogen dann auseinander! Es ergibt sich auf
der Vorder- und Riickseite eine bestimmte Anordnung
der Zahlen (s. die beiden unteren Abbildungen). Ver-
sucht nun, die Aufgabe in umgekehrter Weise zu be-
wiltigen, indem ihr ein weilles Blatt beiderseits in vier
Teile teilt und diese dann so numeriert, daf3 beim
Zusammenfalten des Bogens die Seiten fortlaufend
richtig numeriert sind!

Dann wagt euch an eine schwierigere Aufgabe: Teilt
einen unbeschriebenen (groBeren) Bogen in 8, 16 oder
32 Teile, numeriert diese und faltet den Bogen dann
entsprechend zusammen! Wie miiBte beispielsweise die
Vornumerierung fiir ein 32seitiges derartiges Tage-
buch aussehen? NBI, Berlin

alpha-Produkte

In nachfolgenden Gleichungen sind die Buchstaben so
durch die Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen, dall wahre Aus-
sagen entstehen. Dabei sind gleiche Buchstaben durch
gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben durch
verschiedene Ziffern zu ersetzen.
o o -EVE=PEPE D-a-EVE=UDUD
P-x-EVE=RTRT U-a-EVE=KOKO
R-a-EVE=OKOK K :-a-EVE=TRTR
O '« -EVE=DUDU T :-a EVE=EPEP
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Vier Ziige auf dem Schachbrett

Auf dem leeren Schachbrett (8 X8 Felder) soll die
Schachfigur ,, Turm‘* durch vier Ziige aus dem linken
unteren Eckfeld in das rechte obere Eckfeld gebracht
werden. Man bestimme die Anzahl der Vierziiger,
wenn nur Ziige nach rechts und nach oben verwendet
werden, also keine riickldufigen wie beim Schachspiel.

Dr. G. Hesse, Radebeul

I

~

Logische Uberlegung

Betrachte die beiden Bilder! Welche Buchstaben ge-
horen an Stelle der Fragezeichen?

Aus: Troll, Berlin




Fiillréitsel

Waagerecht :
1. Tschechischer Math. (1781 bis 1848), der u.a. die
Infinitesimalrechnung vervollstindigte
. Ein Kegelschnitt
. Parallelogramm, dessen Seiten alle gleich lang sind
. Begriff aus der Logarithmenrechnung
. GroBenbeziehung in der Mengenrechnung
. GleichmiBig gekriimmte Kurve, die fiir jedes Drei-
eck existiert
7. Deutscher Math. (1646 bis 1716), Begriinder der
Infinitesimalrechnung
8. Deutscher Math. (1728 bis 1777), leistete u.a. Vor-
arbeiten zur Begriindung einer nichteuklidischen
Geometrie
9. GleichmiBig gekriitmmte Kurve, die die Seiten eines
Vielecks beriihrt.

AN bW N

1

2

Die Anfangsbuchstaben, von oben nach unten gelesen,
nennen den Namen einer Schweizer Gelehrtenfamilie,
der groBe Mathematiker entsprangen.

Dipl.-Lehrer Ing. D. Viizke, Greifswald

Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern.

a) Essind die kleinste und die gré8te Summe zu finden.
b) Es ist die groBte Summe zu finden.

c¢) Es ist eine Summe zudinden.

a) WEBER b) UHU
REGER EULE H<K
BERG FALKE
MUS IK VOGEL
¢ LILIE
TULPE P<K
NE LKE Dirigent Jindrich Péncik, Praha
BLUMEN
Zahlenmagie

Fiinf Quadrate mit je vier Zahlen ergeben jeweils die
Summe 27. Viel SpaB!

27 4| 8 ) 2|12 | 16| 25| 24|27

3|9 |B[S5]9|9] 4|2

712126 (1 (11| |6 8]|H

M3 3| 2117 2|23 2 (%

336|102 554|345

3| 811 ([15] 6 |15(26( 18| 3

g1y 24 2|13 9|17 5|25

1120 5 311 (6|14 1|47

1) 20| 43| 72{19|2|10] 9

2F| 2| 1|20 10]12] 5[ 9127

Die Angst der Ochsen

Als seinerzeit im alten Griechenland,

wo Weise gerne von sich reden machten,

Pythagoras zu seinem Lehrsatz fand,

lieB er vor Freude hundert Ochsen schlachten.
Seither, so heilt es, fangen iiberall

auf dieser Welt die Ochsen an zu zittern,

wenn sie, wie'im erwihnten Beispielsfall,

das Werden einer neuen Wahrheit wittern... R.S.

Aus: Freie Welt 12/80
Abschied von 1980

Ein GroBvater, seine Tochter und ihr kleiner Sohn
haben am selben Tag Geburtstag. Bei der Feier stellt
man fest, daB das Produkt aus den Zahlen, die ihre
Lebensalter in vollen Jahren angeben, genau 1980
ergibt.
Die Summe der drei Altersangaben ergibt eine Prim-
zahl. Auch die Summe der Jahre von GroBvater und
Enkel ergibt ebenso wie die Summe der Lebensjahre
von Mutter und Sohn eine Primzahl.
Wie alt sind GroBvater, Mutter und Sohn?
Schuldirektor W. Forg, Schwaz ( Osterreich)
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Losungen

Losung zu: Wir suchen ein Teil des Atoms,
S. 130:

1. Achterschale, 2. Titan, 3. Ordnungszahl,
4. MeBzylinder, 5. Kohlensdure, 6. Elektro-
nenschreibweise, 7. Reagenzglas, 8. Neutrali-
sation. — Atomkern

Zusammengestellt von Schiilern der Poly-
technischen Oberschule Leutnant Lutz Meier,
3706 Schierke. Eingesandt von Ingrid Hinze,
Fachlehrerin fir Chemie.

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. H. Melcher, S. 133

Es wird die Bewegung des Schwerpunktes
betrachtet. Die potentielle Energie wird in
Bewegungsenergie umgewandelt, die sich aus
der kinetischen Energie der Translation und
der kinetischen Energie der Rotation zusam-
mensetzt:

mgh= "1—024———']5(02. (1)

2 2

(Js als Tragheitsmoment beziiglich der Dreh-
achse durch den Schwerpunkt)
Mit der Rollbedingung v=wa folgt aus (1)
nach Umformung fiir die Endgeschwindigkeit

2gh

r= gn_ @
Js
ma

Im speziellen Fall nach dem Bild ist der Ab-
stand der Drehachse von der Schwerpunkt-
achsea=R.

Die Gleichung (2) ergibt sich auch aus dem

2
w . .
Ansatz mgh:J”T mit dem Steinerschen

Satz J,=Js+ma? und der Rollbedingung.
Das Tragheitsmoment der drei Rollkorper

1
ist Js=kmR?2, mit k=§ Volikugel, k=§ Voll-

zylinder und k=1 Hohlzylinder.
Damit ist gemiB Gleichung (2):

[5 [2
A)rg= 7'2{/'1‘ B) vy = 5'29’1,

Cyry= ;-29/1.

Ein Vergleich dieser drei Geschwindigkeiten
ergibt: rx> vy >vy. Bei einem gemeinsamen
Start der drei Rollkorper gleicher Masse pas-
siert dic Kugel als erste das Ziel, der Hohl-
zylinder ist wegen seines groflen Trigheits-
moments am langsamsten.

Weitere 16 Aulgaben im Zusammenhang mit

140

dem Thema: ,Bewegung von Rollkdrpern
aul einer geneigten Ebene“ [indet der inter-
essierte Leser in der Zeitschrift Physik in der
Schule 6/1980.

Lésung zu: Unterhaltsamer Mathe-
Unterricht, S. 133

1. Rechenvorteile; 2. Ungleichungen; 3. Win-
kelmesser; 4. Zeichendreieck; 5. Ingenieur
des Fernmeldewesens.

Losungen zu: Mathematik und Wasser-
wirtschaft, S. 135

Ala Nutzungsmenge:

230000000 m> Wasser

A2 A a)Fldche, die ein Beregner beregnet:
3846,5 m?

b) 80 Beregner verbrauchen in 4 Stunden
18432 m*® Wasser. )

c) Die Anlage miite etwa 369 Stunden un-
unterbrochen arbeiten, das sind rund 15 Tage.
A3a Es werden bei jedem Schleusenvor-
gang 718000 1 Wasser benotigt.

Ad4a Der Winkel ist 30° groB.

ASA 142,56 M bei 360 Tagen.

A6A 15552m? in einer Stunde.

Lésungen zu alpha-heiter, S. 138

Gefalztes
Die Numerierung der Seiten [ur ein 32seitiges
Tagebuch muf} so aussehen:

S |82|62]| 4 £ [og|é2 |9
12 [21]201f13 1119 )22 |1
6 |42 (4|9 Skl 8L|ez | ok
8 125132| 1 2 [31q26( 7

alpha-Produkte

Die Ergebnisse der Multiplikationen sind
vierstellige Zahien mit der Struktur
1000a + 100b+ 10a+ b=1010a+ 101h
=101(10a +b)
[a=1,...9;h=0,...9].
Der in allen Gleichungen auftretende Faktor
EVE muB folglich die Zahl 101 sein.
Wird jede der Gleichungen durch diesen
Faktor dividiert, vereinfacht sich das Glei-
chungssystem zu

o-a=PE

P-a=RT

T-a=EP .
Wegen E=1 kann a in o - «=PE nur 9 sein,
woraus P=8 folgt. P=8 in P a=RT einge-
setzt, lielert R =7 und T =2. Dieses Verfahren
kann bis zur letzten Gleichung fortgesetzt
werden. Die Losung lautet: a=9,P=8 R=7,
0=6,D=5U=4,K=3,T=2,E=1,V=0.

Vier Ziige auf dem Schachbrett

Symbolik: ¥ mit ie(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) bedeutet
einen Zug um i Felder nach rechts, o' um i
Felder nach oben.

Die Folge von vier Symbolen gibt die vier
Einzelziige an, die sich zum Vierziiger zu-

sammensetzen. Ein Vierziiger kann zusam-
mengesetzt werden

a) aus drei r-Ziigen und einem o-Zug,

b} zwei r-Ziigen und zwei o-Ziigen,

c) aus einem r-Zug und drei o-Ziigen.

In der folgenden Aufstellung sind die Symbole
nach steigenden Hochzahlen geordnet.
a)ririrlo” rirrrto? rr3re’  riEo’

In r'r?r*o” kann man 4!=24 Umstellungen
(Permutationen) der Symbole vornehmen, in
den iibrigen drei wegen der Wiederholung je

%= 12 Permutationen. Es gibt also 24 +3 - 12

=60 Vierziiger (a).

b) Man bildet das sogenannte Mengenpro-
dukt

(r'r,r?r, r3r*) - (o' 0%,0%0%,0%0%),

indem man jeden Symbolzweier der ersten
Klammer mit jedem Symbolzweier der zwei-
ten Klammer zu insgesamt 9 Symbolvierern
zusammenfiigt, in denen je 4!=24 Permuta-
tionen moglich sind.

Es.gibt somit 216 Vierziiger der Art (b).

¢) Analog zu (a) findet man 60 Vierziiger der
Art (c).

Ergebnis: Es gibt 60+ 216 +60=2336 Vierzii-
ger, durch die der Turm von links unten
nach rechts oben gezogen werden kann.

Logische Uberlegung

Linke Zeichnung: Zwischen L und N fehit
der Buchstabe M (1), also fehlt beim rechten
Boot das D. - Rechte Zeichnung: Zwischen
A und E fehlen die Buchstaben B, C, D (3),
also fehlt beim rechten Boot P.

Fiillrii¢sel

1. Bolzano, 2. Ellipse, 3. Rhombus, 4. Nume-
rus, 5. Ordnung, 6. Umkreis, 7. Leibniz,"
8. Lambert, 9. Inkreis — Bernoulli

Kryptarithmetik

a) 138324236324+ 8326=45790
27574+47374+ 5743=80691

b) 101+ 4194 +68954=73249

c) 65654 + 73604 4+ 24684 = 163942 oder
60609 +25639+79649=165897

Zahlenmagie
904
6|8
9|2
33610
138
141
20| « 2|10
21

Abschied von 1980
66-30-1=1980

Losungen zu: Gliicksbringer wiinschen

ein frohes und erfolgreiches 1981, S. 144
36,82%, rund 379,

12,39 m® pro kg Brennstoff, rund
12,4 m? pro kg Brennstoff

12,48 m2, rund 12,5 m?

Ala
A2A

A3a



Losungen zu: Knobeleien znm Jahres-
wechsel, IV. U.S.

Silvester 1980

Winterliche Pracht

#

Weihnachtliche Frenden

1. Der Tannenbaumschmuck links hdngt in
der Luft;

2. eine Kerze ist verkehrt gezeichnet;

3. der Baumstamm héngt iiber dem Topf;

4. auf dem Pickchen neben dem Baum ist das
Band nicht vollstidndig;

5. eine Tiir ist kleiner als die andere auf der
Kommode;

6. auf dem Bild an der Wand ragt die Spitze
des Bootes iiber den Rahmen hinaus;

7. die Gardine ist unter dem Arm des Jungen
langer, als sie sein diirfte;

8. ein Fensterriegel ist auf der Fensterscheibe;
9. ein Armel ist langer als der andere auf dem
Hemd des Jungen;

10. der linke Arm des Weihnachtsmannes ist
mangelhalt gezeichnet.

Lasungen zu alpha-Wettbewerb,
Heft 2/80 (Fortsetzung):

Ma6 a1973 Eine dreistellige natiirliche
Zahl 148t sich darstellen durch 100a+ 10b+¢
mit 1<a59, 0£b<9 und 0=Zc<9; ihre
Quersumme betrédgt a+ b+ c. Nun gilt
100a+ 10b+c=40a+b+c),
100a + 10b + ¢ =40a + 40b + 40c,
30b=60a—30c —9c,
3¢
b=2a—c— 10
Nur fiir ¢=0, also [iir b=2a wird diese Glei-
chung unter den einschrinkenden Bedin-
gungen erfiillt. Es gibt genau vier Zahlen mit
der geforderten Eigenschaft; sie lauten 120,
240, 360, 480.

Ma6 ®1974 Angenommen der Autobus

verfiigt iiber x Sitzpldtze, dann waren (1 x)

Plitze von Kindern, (l~x+6> Plitze von

3
Erwachsenen besetzt, und es gilt

1 1
§x+§x+6+9=x,

%x: 15, also x=45.
Der Autobus verfiigt iiber 45 Sitzplitze.

Maé6 w1975 Der Zeichnung ist folgendes zu
entnehmen:

[(6+x)+(3+x)]-10

=[(5+x)+(1 +x)+x]- 10,

2x+49=3x+6, also x=3.

Die Orte E und F sind 3km voneinander
entfernt.

Zusteigeort Fahrstrecke Fahrpreis

A 9km 0,90 M

B 8 km 0,80 M

C 6 km 0,60 M

D 4km 0,40 M

E 3km 0,30 M

Tkm 2km 2km 1km x km

A B ¢ b € F

Ma7 ®1976 Esseien g, b, c, m, v die Zahlen,
die das gegenwirtige Lebensalter von Axel,
Bernd, Christine, ihrer Mutter und ihres
Vaters angeben; dann gilt
a+b+c+m+o=71 1)

m= 14a, also a=2

14
m=1b, also b=§, )
m=4c, also c='zn, 4)
m=v—2, also v=m+2. (5)

Setzt man (2), (3), (4) und (5) in (1) ein, so er-
hilt man

m m m
m+7+z+”'+"”+2’=7"'
m

m m
Tty Tm=69,

2m+4m+ Tm+56m =69 - 28,
69m =069 - 28,
m=28.
Gegenwirtig sind Axel 2 Jahre, Bernd 4 Jahre,
Christine 7 Jahre, die Mutter 28 Jahre, der
Vater 30 Jahre alt.

Ma7 #1977 Fiir den Betrag von 22,81 M
wird mindestens eine 1-Pf-Miinze beno-
tigt. Fiir den Betrag von 22,81 M -0,02M
=22,79 M wiren weitere Pfennigmiinzen er-
forderlich. Deshalb hatte Susanne genau eine
1-Pf-Miinze. Aus 22,81 M—6,15 M =16,66 M
und 10,00 M < 16,66 M <20,00 M folgt, da
Susanne kein 20-M-Stiick und héchstens ein
10-M-Stiick hatte. Wegen

2-5M+2M+1 M+50Pf+20 Pf+10 Pf
+5PN=2-885M=17,70M und 17,70 M
<22,80 M hatte Susanne genau ein 10-Mark-
Stiick. Wegen2281 M—10M-5M—-0,01 M
=780M und 2-2M+1M+50Pf+20Pl
+10P(+5PN)=2-385M=7,70 M und

7,70M <780M hatte Susanne genau zwei
5-Mark-Stiicke. Fiir den Betrag von 6,15 M
wird mindestens eine 5-Pf-Miinze bend-
tigt. Fiir den Betrag von 22,81 M—6,15M
=16,66 M wird eine weitere 5-Pf-Miinze be-
notigt. Deshalb hatte Susanne genau zwei
5-Pf-Miinzen. Nun verbleibt ein Restbetrag
von 2281 M—10M-2-5M—-2-005M
—0,01 M=2,70 M, der niher zu untersuchen
ist. Susanne konnte hochstens ein 2-Mark-
Stiick gehabt haben. Wegen 1 M+2- 50 Pf
+2-20Pf+2-10 Pf=2,60 M und

2,60 M <2,70 M hatte sie genau zwei 1-M-
Stiicke. Wegen 2,70—200 M=0,70M und
2-(20 Pf+10 Pf)=0,60 M und 0,60 M <0,70
M hatte sie genau eine 50-Pf-Miinze. Fiir die
Betrdge von 6,15 M und von 16,66 M werden

Miinzen zu 10 Pf bendtigt. Deshalb hatte
Susanne keine 20-Pf-Miinze, aber zwei 10-Pf-
Miinzen.

Ma7 #1978 Nach den Bedingungen der

Aufgabe gilt:
(1) BP +PDA=IAP
#)] PDA=0,1-IAP

3) 180+ PDA=1AP.
Durch Umstellung erhalten wir
180=14AP— PDA,
180=14P-0,1-14AP
(durch Einsetzen von (2)),
180=0,9-IAP,
200=1AP.
Nun gilt 200000 — 180000 =20000.
Der Betrieb muB 20000 M Produktions- und
Dienstleistungsabgabe entrichten.

Ma7 1979 Wegenr+e=egiltr=0
Wegen e+e+e+e=4e=10k mit ke N gilt
e=S5.

Wegen 0+0=20<10 gilt 0< 5, also 0+o0+0
+0=40<20; somit gilt f =1.

Wegen 40=10+0-3, also 30>7 gilt 0=3.
Aus 3Z0<S5 folgt 0=3 oder 0=4. Es sei
0=4:

Dann gilt 4 - 4+ x =14, was nicht moglich ist.
Also gilt 0=3. Ferner gilt 4n+2=10+u;
wegen n+3 und u=0 erhalten wir n=4 und
somit u=8, also v=2und i=7.

Es gibt also genau eine Losung, ndmlich

345 1380
+ 345 + 345
+ 345 1725
+ 345

1380

Mag w1980 Die letzte Ziffer des Term-
wertes entspricht einer Zahl, die als Rest
bleibt, wenn man den Term durch 10 divi-
diert. Deshalb betrachtet man die Reste, die
die einzelnen Summanden bei Division durch
10 lassen:

1. 17 148t bei Division durch 10 den Rest 7;
wir konnen schreiben: 17=10-1+7.

172 148t bei Division durch 10 den Rest 77
=49, und 49 148t den Rest 9.

173 14Bt den Rest 9 7=63, und 63 148t den
Rest 3.

17* 14Bt den Rest 3-7=21, und 21 146t den
Rest 1.

2. 13 liBt den Rest 3; 132 liBt Rest 9;
133 148t Rest 7; 13* 148t Rest 1; 13° liBt
Rest 3.

3. 29 14Bt Rest 9; 292 14Bt Rest 1; 293 1406t
Rest 9; 29* 148t Rest 1; 29° 1Bt Rest 9;
29° J4Bt Rest 1.

4.17% +13° —29° endet wegen 174 +13° <29¢
auf 7.

Ma8 ®1981 Wir nehmen an, der gro3e Zei-
ger iiberstreicht x Minuten, bis er mit dem
kleinen Zeiger einen gestreckten Winkel bil-

det. In dieser Zeit iiberstreicht der kleine
Zeiger % Minuten. Wenn beide Zeiger einen
gestreckten Winkel bilden, liegt zwischen

ihnen eine Differenz von 30 Minutenstrichen.
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Deshalb gilt:
x
x— o= 30,
12x—x =360,
11x =360,
8
x—32ﬁ.

Die Zeiger bilden nach 32% Minuten einen
gestreckten Winkel.

Ma8 #1982 Die Lingen der Strecken CR
und CQ sind gleich (Satz iiber die Tangenten-
abschnitte) und wurden mit x bezeichnet. Das
gleiche gilt fir die mit y bzw. z bezeichneten
Léngen. Setzt man y=a—x und z=b—x in
¢=y+z ein, so erhidlt man c=a-x+b—x
bzw. c=a+b—2x und damit

(1)

Setzt man (1) in y=a—x und z=b—x ein,
so erhilt man
v=a—b+c undz=-a+b+r.
2 2
Fiir das Produkt yz gilt:
(a—b+c)(—a+b+c)
yz= 3

—a?=b*+ct+2ab
yz=—4q. 2)

bzw

Nun gilt fiir das abgebildete Dreieck 4BC
nach dem Satz des Pythagoras a®+b2=c>
Dadurch geht (2) iiber in
ab

yi==- (3)
Da der Flacheninhalt des rechtwinkligen
Dreiecks ABC nach der Formel A=%I—J be-
rechnet wird, ist die Behauptung bewiesen.

Ma8 #1983 Aus (2) und (3) folgt: BD ist
4 cm lang.
Aus (1) folgt: Das Viereck ABCD ist ein
Rhombus. (Skizze nicht maBstzblich)

D

8
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
AB?=AM? +WZ,
AB?=16 cm?+4 cm?,
AB =|/20cm?,
Ez4,47 cm.
Der Umfang u des Rhombus ABCD ist gleich
der vierfachen Linge einer Seite. Es gilt
u~4-447cm;u~17.88 cm.
Der Flacheninhalt des Rhombus 4BCD ist
gleich dem halben Produkt aus den Lingen
der beiden Diagonalen. Es gilt:
_8cm-4cm
5 ;

A A=16cm?
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Ma9 #1984 (2n—1)>+(2n+1)>+38
=312n-2)?,
n?—6n—7=0,
n=3414,
ny =17,
ny= —1 (entfillt).
Die Zahlen lauten 13 und 15, und es gilt
1324152 +38=3- 122,

Ma9 #1985 Angenommen, das Schiff hat
eine Lange von x Metern, eine Breite von
y Metern und einen Tiefgang von z Metern:
dann gilt

x+y+2z=181, (1)
X =4y+20, (2)
y+z =41, (3)

Wir subtrahieren (3) von (1) und erhalten
x = 140. Durch Einsetzen in (2) erhalten wir
140=4y + 20,
4y =120,
y=30 und damit z=11.
Der Atomeisbrecher ,,Arktika* hat einen Tiel-
gangvon 11 m.

Ma9 ®[986 Da jedes ebene konvexe n-Eck
;(11—3) Diagonalen hat, gilt nach Aulgaben-
stellung

n

5(=3)=1 19.

Nach Multiplikation der Gleichung mit 2 und
Auflosen der Klammer erhilt man die qua-
dratische Gleichung
n*—3n-238=0.

Man wendet die bekannte Losungsformel an
und erhilt schlieBlich die beiden Losungen
17 und —14. Letztere entfdllt. Ein ebenes
konvexes 17eck hat 119 Diagonalen.

Ma9 »1987 Bezeichnet man den Inhalt der
im AufBeren des Quadrats liegenden Flichen
mit A, und den Inhalt der im Inneren des
Quadrats liegenden Fldachen mit A4; und gilt
A= A;, so ist der Flacheninhalt des Quadrats
gleich dem des Kreises.

Folglich gilt:

2.
d . 1r=az;

2.
V;’

d=~1,128 - a.
Der Durchmesser des Kreises ist etwa 1,128-
mal so lang wie die Quadratseite.

Ma10/12 w1988 9 4Bt bei Division durch 4
den Rest 1; also ldBt auch 9° bei Division
durch 4 den Rest 1. Da jede Potenz mit der
Basis 9 und mit einem natiirlichen Exponen-
ten bei Division durch 4 den Rest 1 léiB}, gilt
das auch fiir 9°* unter den Bedingungen der
Aufgabe.

Das gleiche gilt fiir die Potenz 53

Nun liBt der Term 9%“— 5% bei Division
durch 4 den Rest 1 —1=0. Das heiBt aber,

d=

dal3 der gegebene Ausdruck stets durch 4 teil-
bar ist, w.z.b.w.

Ma10/12 ®1989 (Skizze nicht maBstiblich)

Nach dem Satz des Pythagoras gilt

c2=a?+b%,
c?=82+62
c?=100,
¢ = 10

Weiter gilt tan f=8:6= 1,333, also f= 53,12,
somit gilt a=90“— f=136,88° und %a: 18.44°.
Im rechtwinkligen Dreieck ADC gilt
a —
tan§= CD:8,

CD=8-1an18,44°

CD=267.
Da der Flicheninhalt eines rechtwinkligen
Dreiecks gleich dem halben Produkt aus den
Lingen der Katheten ist, gilt weiter:

AAD('=; -8-2,67 =10,66,

AA3(=%'8'6 =24.

A4pp=24—10,66=1334.
Der Flacheninhalt des Dreiecks ABD betrigt
13,34 cm?, der des Dreiecks ADC betrigt
10,66 cm? (alles Ndherungswerte!).

Ma10/12 w1990 Das Dreieck ABC st
gleichschenklig, da AB=BC Radien von k
sind. Man berechnet zuerst die Lidnge r des
Radius von k:
100°:360°=5cm:n-d:

d= 5cm-360°

100°- 7 °

d=5,73 cm, also r=2,86 cm.
Fiir den Flacheninhalt des Kreises & gilt:
Ax=n-1*; Ax=7-2,86 cm?; Ax=25,7 cm?.
Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks ABC
gilt:

1 .
AD=§-a - ¢+ sinff und wegen a=c:

AD=%rz -sin B
1 .
2
Ap=4,03 cm?.

Es gilt Ap: Ax=1:6,38.

Die Fliche des Dreiecks ABC ist in der

Ap==-286%cm? sin100°;

. 1
Fldache des Kreises K etwa 6 zmal enthalten.

2
Ma10/12 #1991 (Skizze nicht maBstiblich)
D N c
d
ho b
/<\ A
A [ 8

Wegen a=c und b=4d gilt fir den Umfang
des Parallelogramms u=2a + 2d bzw.



u

Im rechtwinkligen Dreieck AED gilt h,

=d-sina=d-sin30°=—;-d, also

2-h,=d. (2)
Fiir den Flicheninhalt des Parallelogramms
gilt A=a-h, bzw. 2A=a - 2h,. (3)

Setzt man (2) in (3) ein, so erhdlt man
2A=a-d. Man erhilt ein Gleichungssystem
mit zwei Variablen, das man wie folgt 16st:

a+d=34;d=34—a

a-d=225

a-(34—a)=225

Y4a—a® =225

a?-34a+225=0

a.,z=1718

a, =25;alsod,=9

a; = 9;alsod,=25.
Die Seite 4B ist 25cm, die Seite AD ist
9 cm lang.

Ph6 ®76 Da am ebenen Spiegel der Bild-
punkt B ebenso weit hinter dem Spiegel wie
der Gegenstandspunkt G vor dem Spiegel
liegt, 1Bt sich der Reflexionspunkt P leicht
konstruieren (siche Bild).

Man erkennt, daB sich der unterste Rand des
Spiegels nicht hoher als in der halben GroBe
des Betrachters befinden darf.

Fiir unseren Fall sind das 75 cm.

Ph7 877 Geg.:

Druck im [nneren p, =0,025 at

Luftdruck p2»=760 Torr= 1,033 at
Durchmesser d=10cm

Ges.: Druckkraft F

Die Druckkraft errechnet man nach der For-

) nd?
mel F=p-Amitp=p,—p,und A =T.Also

ist
nd?
F=(p,—p1) =
(1,033 —-0,025) kp - 3,14 - 10% cm?
F= 3
4cm
F=x79 kp.

Der Deckel wird mit einer Kralt von rund
79 kp (rd. 775 N) auf das Glas gepreft.

Ph8 @78 Geg.:
Spannung

2
Spez. Widerstand 0 =00178 Qme

U=023V

Querschnittsfliche A =70 mm?
Linge I=6m
Ges.: Stromstirke [

Nach dem Ohmschen Gesetz gilt I=% mit

ol .
R=%". Alsoist
A SO 1S

1=_'ﬂ

’

= 023V -70 mm? - m

s

0,0178 ; mm?-6m

Ix~150,74 A.
In der Leitung ist ¢ine Stromstiarke von rund
151 A enthalten.

Ph9 @79 Geg.:

Masse des

Mondes: my=7,347- 1022 kg
Masse der

Erde: mg =5979 - 10** kg
Radius des

Mondes: ru =1,738-10° km
Entfernung

Erde-Mond: s =3844-10°km
Gravitations-

konstante: y =667 -107 ' Nm?kg~?

Ges.: Diflerenz der Gewichtskrifte AG

Das Gewicht eines Korpers ist davon ab-
hiangig, welche Fallbeschleunigung auf ihn
einwirkt. Es gilt die Formel G=mg=F. Die
Fallbeschleunigung, die von der Erde aus in
den Punkten K, und K, einwirkt, wird wie
folgt berechnet. Aus dem Gravitationsgesetz

F=Y"TU"2 1 d F=mg ergibt sich
mg=y———. m;m;I
r
Erde _ Mond
EM=s K-m‘:
& W

I unserem Fall gilt dann mit m;=m und
r=(s¥ry)
firK,:
_7mg
T (s~rm)?
_ 6,67kgm’-597910** kg
T 10" kg2s? - (3,82662 - 10%) m?
ge, ~0,002723 ms %,
fir K,:

_oymg
9Es Tis+ra)
_ 6.67kgm®-5979- 10** kg

10" kg2s? - (3,86138 - 108)2 m?
ge,=0,0026747 ms~ 2.
Fiir die Fallbeschleunigung. die vom Mond
aufl K, und K, einwirkt, gilt:
7 My

r’u

6,67 kgm?* - 7,347 - 10*2 kg

~ 10" keZs? (1,738 - 10°)? m?
gm=16223ms 2.
Fiir K, wirken nun gy und ¢¢, genau gegen-
einander. Es gilt:
Gy=m{gu—ge)=m- 16196 N.
Fir K; wirken gy und gk, in gleicher Rich-
tung. Es gilt:
Gr=m{gu+ge,)=m- 1,625 N.
Fiir die gesuchte Dillerenz AG gilt nun:

AG=|G,—G, |
AG =(0,0054 m) N.

9gE,

gu=

Die Diflerenz der Gewichtskrilte G, und G,
der Korper K, und K, betragt (0,0054 m)
Newton.

Ph10/12 =80

Geg.: r =200 m Ges.:a) v
g=9,81552‘ b a
n=0,25

a) Die Geschwindigkeit des Kraltrades er-
rechnet man aus der Formel fiir die Zentri-
fugalkraft F (Fliehkraflt):
Fp=m¥ o _For (1)
r m
Nun ist die Zentrifugalkraft demn Betrage nach
gleich der Zentripedalkraft, und diese ist in
unserem Fall gleich der Haltreibungskralt Fr
(siehe Bild).
Alsoist Fz=Fg,undda Fgr=pu" Fgist, muB
Fp=Fz=pu- Fg sein
bzw. Fz=p-m-g. 2)
Setzt man (2) in (1) ein, erhidlt man
Uz=Fz-r, Dz=p‘m'g~r'

m m
S ——— ¢ { |
v =Yg i1/0,25 9.81-200 .,
v 222,14 2802,
s h

Der Motorradfahrer kann die Kurve mit einer

Geschwindigkeit von rund 80k—hrE durchfah-

ren. Dabei spielt die Masse keine Rolle.

o

AR
b) Um das Kippen des Kraftrades infolge der
Zentrilugalkraft Fz zu vermeiden, muB (im
Idealfall) die Schriglage so groB sein, daB die

Resultierende aus F und der Gewichtskralt

F¢ durch den Beriihrungspunkt der Reifen

mit der Fahrbahn geht (siche Bild).

Also gilt lanz:% mit Fg =mg und nach (2)
4

F
Fz=umg und tana= -z
mg

lanz:‘—l.m.g_ tanx=pu.
m-g * tana=0,25,
ax 14

Der Winkel gegeniiber der Senkrechten be-
tragt rund 14 .

Aus Platzgriinden muB auf die Losungen der
Aufgaben des Chemiewettbewerbs verzichtet
werden.




Berichtigung des Titel-
blattes zu Heft 4/80 nach
den Normen vom
1.1.1976, d. Red.

x:mfx)
y:iefy)

Berichtigung zum Beitrag

,»,Helft dem Kosmonauten*, 3/80, S. 56

Der Impulssatz besagt, daB in einem System,
in welchem nur innere Krifte wirken, der
Gesamtimpuls konstant bleibt. Kosmonaut
und Pickhammer bilden ein solches System —
also driftet er mit konstanter Geschwindig-
keit weiter von der Station weg, wobei der
Pickhammer die im Punkt (1) der Problem-
diskussion beschriebenen Schwingungen voll-
fihrt. Also:

Der funktionierende Pickhammer nutzt dem
Kosmonauten wenig. Nur wenn er das Gerat
als Masse in der richtigen Richtung mit hin-
reichend groBer Geschwindigkeit wegstoBt,
dann kann er sich durch Riicksto8 zur Sta-
tion zuriickbringen.

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. D.-E. Liebscher, Heft 4/80

1. Der Winkel B;CB ist gleich dem Winkel
ACA,. Die Dreiecke B;BC und AA,C sind
kongruent, insbesondere ist ByB=AA,. Der
gleiche SchluB an den anderen Ecken fiihrt
aul BB, =AA4,=CC;.
2. Der Winkel B,CA, ist gleich dem Winkel
B, CB. Weiterhin gilt fiir die Streckenverhilt-
nisse
CB, CA,
CB, CB

Umkreisrad. d. gleichseitigen Dreiecks
= Seitenldnge d. gleichseitigen Dreiecks =4
Die Dreiecke By BC und B;A,C sind dhnlich.
Das Verhidltnis der Strecken B;A; zu B,B
ist gleich g. Analoges zeigen wir fir die
Strecken B,C, und C,A4,. Wegen dieser Ahn-
lichkeit und der unter 1. gefundenen Gleich-
heit der jeweiligen Bezugsstrecken ist der Satz
bewiesen.
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Gliicksbringer
wiinschen

ein frohes und
erfolgreiches 1981

Wer glaubt, daB der Schornsteinfeger nur
zum Kehren der Schornsteine da ist oder ge-
eignet erscheint, als Gliicksbringer zu fun-
gieren, der hat sich nicht nur friiher, sondern
erst recht heute geirrt.

Natiirlich ist es auch heute noch so, daB der
Schornsteinfeger die Feuersicherheit der
Wohn- und Gesellschaftsbauten durch das
Abkehren des feuergefihrlichen RuBes ent-
scheidend mit gewihrleistet. Infolge der Ver-
dnderung der Bauweise nimmt der Anteil der
Wartung und Uberpriifung von Schornstein-
systemen, die der Abfilhrung von Luft aus
den Wohnriaumen dienen, weiterhin zu. Der
Schornsteinfeger reinigt dariiber hinaus auch
Ofen und Zentralheizungskessel. Durch teil-
weise falsche Bedienung von Ofen kommt es
vor, daB sich Teerstoffe im Schornstein ab-
setzen, die den Schornsteinquerschnitt ver-
engen und vor allem eine Brandgefahr dar-
stellen. Mit einem iiblichen Kehrgerit kon-
nen solche festklebenden Teersubstanzen
nicht vom Schornsteinmauerwerk abgekehrt
werden. Hier bedient sich der Schornstein-
feger der Technik des sogenannten Aus-
brennens. Etagenweise wird zum Beispiel
Petroleum eingespritzt, entziindet und der
Teer abgebrannt.

Diese gefahrliche Arbeit darf natiirlich nur
von zwei Schornsteinfegern ausgefiihrt wer-
den, da der Schornstein durch die entstehen-
den hohen Temperaturen stark belastet wird.
GroBes fachliches Konnen und eine ganze
Menge Berufserfahrung gehéren natiirlich
dazu, um zu erkennen, welche Faktoren dazu
beigetragen haben, daB sich solche Teer-
stoffe ablagerten. Oftmals muB der Schorn-
steinfeger dann den einzelnen Biirger tber
das richtige Bedienen der Feuerstatten, na-
tiirlich hoéflich aber deutlich, beraten, damit
groBere Schiaden am Schornstein gar nicht
erst aufkommen. Der Schornsteinfeger unter-
stiitzt aber auch die Gebidudewirtschaft bei
kleineren Instandsetzungsarbeiten, haupt-
sachlich den Arbeits- und Schutzeinrichtun-
gen iber Dach, denn in dieser Hohe wird
Sicherheit ganz groB geschrieben.

Unsichere Zeiten, wie es sie noch im vorigen
Jahrhundert gab und wo die Hausbesitzer
sich fiir die Reinigung der Schornsteine den
Schornsteinfeger mit der geringsten Reini-
gungsgebiihr heraussuchen konnten, gehoren

zum Gliick der Vergangenheit an. Es ist
selbstverstdndlich, daB jeder Schornsteinfe-
ger wie jeder andere Biirger in der DDR ein
gesichertes Einkommen hat. Heute hat auch
jeder Schomnsteinfegerlehrling seine gesicher-
te Perspektive, auch iiber das Jahr 2000
hinaus, da durch den Einsatz von Braunkohle
die Ofenheizung auch zukiinftig keine unter-
geordnete Rolle spielen wird.

Da insbesondere in der berufstheoretischen
Ausbildung die Mathematik eine bedeutende
Rolle spielt, fiige ich einige Aufgaben zum
Knobeln bei:

Ala Ein Schornstein mit einem lichten
Querschnitt von 195 mm - 195 mm wird durch
eine gleichmiBige RuBschicht von 20mm
verengt (siche Bild). Wieviel Prozent betragt
die Querschnittsverengung?

w4
-

RuBschicht g:é / /é

A2A Ein Rauchgas nimmt im Normzu-
stand (273K, 101,3kPa) ein Volumen von
8m? pro kg Brennstoff ein. Wenn dieses
Rauchgas in den Schornstein einstromt, be-
sitzt es eine Temperatur von 150°C. Welches
Volumen nimmt das Rauchgas ein, wenn der
Druck konstant bleibt?

A3a  Welche Reibungsfliche in m? wiirde
sich fiir die entlangstromenden Rauchgase
ergeben, wenn der lichte Querschnitt
260 mm - 260 mm und die Schornsteinh6he
12 m betragen? J. Naumann

Rund 700 Schornsteinfeger aus der gesamten
DDR erhielten seit 1971 in Eilenburg ihre
berufstheoretische Ausbildung. In diesem
Monat absolvierten wiederum 80 kiinftige
,,Gliicksbringer* die dortige Berufsschule
des Leipziger Baukombinates, die einzige der-
artige Bildungsstitte in der Republik. Ins-
gesamt gibt es in der DDR etwa 3000 Schorn-
steinfeger.

19§

alpha-Kalender

Zwischen dem Haus der JP Georg Schwarz
Leipzig und dem Haus der JP Brno bestehen
seit langem partnerschaftliche Beziehungen.
AnlaBlich des 30jahrigen Bestehens des Pio-
nierpalastes Brno wurden an alle interessier-
ten tschechischen Pioniere im Rahmen von
auBerunterrichtlichen Veranstaltungen Mo-
dellbogen - sie enthalten eine Wiirdigung
dieses Jahrestages — als Geschenk iberreicht.
Auch die Leipziger Delegation, die an den
Feierlichkeiten teilnahm, erhielt solche Blit-
ter zum Basteln. H. Scheibe

Die Redaktion alpha entwickelte anliBlich
des 20. Jahrestages des Bestehens der Olym-
piaden Junger Mathematiker der DDR einen
Kalender. Viel Freude und Erfolg beim Bau
des Vielflichners!
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Knobeleien
zum Jahreswechsel

Y -

1—9+8 +1. =1
1948 +1 =2

Il
ISRY-JE- R N

1+9—8+1 =3  —1°+8+1
VI+8—1 =4  1°+8-1 =
1+)/9+8—1=5  19—-8—1 =1

Silvester 1980

Die Uhr ist so in drei Felder einzuteilen, daB die
Summe eines jeden 26 betréigt. Zu jedem Feld gehoren
vier Zahlen.

Winterliche Pracht

Was in der Natur nur ganz selten vorkommt, hier sind
zwei Schneekristalle vollig gleich. Wenn ihr das Bild
genau betrachtet, findet ihr sie heraus.

Gesellschaftsspiel

Ein Wiirfel und fiir jeden Mitspieler eine Figur aus
dem Spielzeugdorf sind notwendig. Die Spieler werfen
nacheinander mit dem Wiirfel und riicken, ausgehend
~.om , Start”, den Augen des Wurfs entsprechend auf
den numerierten Feldern weiter. Sieger ist, wer die
bunte Kugel an der Spitze als erster erreicht hat. Bis
dahin sind aber einige Hindernisse zu iiberwinden:

Derjcnige, dzr auf vin Teld mit dens Fisch triffi, muB
aufs vorhergehende Feld mit dem Fischbild zuriick,
von 5 aus zuriick zum Start. Auf dem Feld mit einem
Herzen darf der Spieler dagegen aufs nichste Feld mit
einem Herzen vorriicken, von 47 auf 56. Beim Stern-
bild muB der Spieler einmal, bei der Glocke zweimal
mit Wiirfeln aussetzen. Beim Bild mit einem Apfel
dagegen darf er zweimal wiirfeln. Viel SpaB!
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Weihnachtliche Freuden

Der Weihnachtsmann spielt mit. Der Vater des Jungen
hat die Szene schnell aufgezeichnet, allerdings nicht
ohne Makel. Er hat ndmlich 10 Fehler begangen.
Findet sie!
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