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Der Moskauer

mathematische Papyrus
Aus der Geschichte der altiigyptischen Mathematik

In jener weit zuriickliegenden Zeit, als der
Moskauer mathematische Papyrus entstand,
war das alte Agypten ein Agrarstaat. Seine
natiirliche landwirtschaftliche Nutzflache war
sehr klein und reichte zur Versorgung der
Bevolkerung nicht aus. Um sie zu vergroBern,
baute man Bewisserungskanile, legte Siimple
trocken und errichtete Damme. Das neu ge-
wonnene Land wurde in Felder aufgeteilt,
deren Grenzen bestimmt werden mubBten,
um das Eigentumsrecht zu kldren. Zur La-
gerung des geernteten Getreides wurden
Speicher errichtet. Dazu muBte man wissen,
wie man die GroBe der erzielten Ernte be-
rechnet und wie die Ernte zu verteilen war.
So erwuchsen aus der tidglichen Praxis all-
mihlich eine Vielzahl mathematischer Auf-
gaben. Die dabei geschaffenen mathemati-
schen Methoden gestatteten es den alten
Agyptern, neben den bereits erwihnten Pro-
blemen bei der Flaichenvermessung von Fel-
dern und beim Bau von Dammen oder Ge-
treidespeichern auch solche zu 16sen, die bei
Bauarbeiten, der Erhebung von Steuern, der
Umwandlung von Gewichts- und Fliissig-
keitsmaBen ineinander u. a. m. auftraten.

Wir besitzen heute nur noch einige wenige
Texte mathematischen Inhalts. Sie sind auf

sprodem Papyrus geschrieben, einem Ma-
terial, das aus den Stengeln der gleichnami-
gen Pflanze hergestellt worden ist. Von der
Vielzahl der einmal wahrscheinlich vorhan-
denen Werke blieben nur jene erhalten, die
in Pyramiden aufbewahrt wurden, damit die
Seelen der dahingeschiedenen hochgestellten
Personlichkeiten, die in diesen Griabern be-
stattet worden sind, ihre geliebten Biicher
auch im Jenseits lesen konnten. _

Die umfangreichste, uns bekannte altigyp-
tische Aufgabensammlung ist der Papyrus
Rhind. Er erhielt diesen Namen nach seinem
Besitzer, einem englischen Archidologen. Seine
Linge betrdgt 5,25 m und seine Breite 33 cm.
In ihm sind 87 Aufgaben zusammengestelit.
Der Papyrus Rhind ist heute im Britischen
Museum in London deponiert. Ein anderer
Text mit einer Lange von 5,44 m, einer Breite
von 8cm und 25 Aufgaben befindet sich im
Staatlichen Museum der darstellenden Kiinste
»A.S. Puschkin“ in Moskau. Deshalb wird
er der Moskauer Papyrus genannt. Beide
Texte gehoren etwa in die gleiche Zeit, in die
Epoche des Mittleren Reiches (2000 bis
1800 v.u.Z.). Die Kultur des Mittleren Rei-
ches hatte ein hohes materielles und geistiges
Niveau erreicht. Schreiber iiberlieferten im
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Dienste des Staates oder der Tempel wissen-
schaftliche Kenntnisse. Sie wurden an Spe-
zialschulen ausgebildet und genossen be-
stimmte Privilegien. In einem der Papyri
kann man iiber sie lesen: ,,Diese Pflicht steht
iiber allen anderen und nichts gleicht ihr in
diesem Land.“

,EinSchreiber leitet alle anderen. Die Schreib-
arbeiten sind nicht mit Steuern belegt.“ heiBt
es in einem anderen Text.

Beide mathematische Papyri waren fiir den
Unterricht bestimmt. Der Moskauer Text
entstammt der Feder eines Schiilers einer
Schreiberschule. Er entstand zwischen 1800
und 1600 v.u.Z. und ist eine Kopie einer
Vorlage aus etwa dem 20.Jh. v.u.Z. Der
Papyrus Rhind, in dem das Material syste-
matischer angeordnet ist, geht auf ein Werk
aus der zweiten Hilfte des 19.Jh. v.u. Z. zu-
riick und wurde in der heutigen Form von
einem Schreiber namens A’hmosé angefer-
tigt. Neben diesen beiden fraglos wichtigsten
mathematischen Papyri sind uns noch einige
kleinere Ausziige aus anderen Werken iiber-
liefert, auf die wir hier aber nicht eingehen
werden.

Da die uns bekannten mathematischen Schrif-
ten alle einer Periode angehoren, haben wir
kaum Vorstellungen iiber die Entwicklung
der altdgyptischen Mathematik. Aber wir
wissen, daB es bereits im 3.Jt. v.u.Z. eine
entwickelte Schrift, ein Zahlen-, ein MaB-
system und einen Kalender gab. Das Jahr
wurde in 12 Monate zu 30 Tagen geteilt.
Das Ende des Jahres beschlossen finf zuséitz-
liche Tage. Diese Jahreseinteilung stammt aus
der Zeit, in der die ersten Pyramiden gebaut
wurden, die die Griechen zu den sieben Welt-
wundern zéhlten.

Betrachtet man die altdgyptische Mathema-
tik, so erscheint sie vom Standpunkt selbst
der Schulmathematik aus gesehen als ziem-
lich primitiv, gelangten doch die Agypter
iiber die Arithmetik gebrochener Zahlen,
iiber lineare und unvollstindige quadratische
Gleichungen nicht hinaus. Da ein Begriff fiir
Gleichungen fehlte, waren diese auch nicht
von der Art, wie wir es heute gewdhnt sind.
In ihrer Mehrheit tragen die Aufgaben einen
konkreten Charakter. Im Mittelpunkt des

Das Foto zeigt zwei Spalten des Moskauer

Papyrus mit der Berechnung des Volumens

eines Pyramidenstumpfes mit Seiten 2 und 4,

und Hohe 6 Ellen. Oben: der hieratische Text;

unten: die Umschrift in Hieroglyphen.

Der Text lautet:

1) Addiere du zusammen diese 16

(2) mit dieser 8 und mit dieser 4.

3) Es entsteht 28. Berechne du

4) % von 6. Es entsteht 2. Rech-

(5) ne du 28 2mal. Es entsteht 56.

6) Siehe: er ist 56. Du hast richtig ge-
funden.



Interesses standen die Rechnungen. Das Zah-
lensystem war recht einfach. Spezielle Zei-
chen gab es lediglich fiir die Zehnerpotenzen
bis zu Zehnmillionen. Die anderen Zahlen
wurden additiv gebildet. Bei 345 beispiels-
weise wiederholt sich das Zeichen fiir Hun-
dert dreimal, das Zeichen fiir Zehn viermal
und das Zeichen fiir Fiinf fiinfmal. Addition
und Subtraktion werden in den Papyri nicht
erldutert, da sie offensichtlich zu einfach wa-
ren. Wenn man addiert, so fiigt man dem
einen Summanden die Anzahl der Zeichen
fur die Einer, Zehner, Hunderter usw. des
zweiten Summanden einfach hinzu. Dabei
geht man von einer Potenz zur niachst héheren
iiber, wenn zehn Zeichen der niederen ge-
schrieben worden sind. Die Multiplikation
mit einer ganzen Zahl wurde auf das Ver-
doppeln und somit auf die Addition zuriick-
gefiihrt.

Beispiel (mit modernen Zahlzeichen):

29x21
/1 29
2 58
/4 116
8 232
/16 464

Ergebnis: 21 609

Die Schrigstriche kennzeichnen die notwen-
digen Summanden. Thre Summe entspricht
dem Produkt der beiden Faktoren. Mitunter
filhrte man die Multiplikation anstelle mit 2
mit 5 und 10 aus.

Die Division wurde als eine Art Umkehrung
der Multiplikation verstanden. Um 297 durch
11 zu teilen, stellte sich ein Schreiber offen-
kundig die Frage:

Mit welcher GroBe muB man 11 multiplizie-
ren, um 297 zu erhalten?

Modern geschrieben ergibt sich:

/111
/2 22

4 M
/8 88
/16 176

Ergebnis: 27 297
War der Quotient keine ganze Zahl, sondern
eine gemischte Zahl oder ein Bruch, ersetzten
die altidgyptischen Rechner die Division m:n

durch die Multiplikation m % Dadurch ge-

langten sie zu einer Klasse von Briichen,
deren Zihler Eins ist. Derartige Briiche wer-
den Stammbriiche genannt und modern, dem
altigyptischen Vorgehen angepaBt, als n ge-
schrieben. Zu dieser Klasse zihlten die

Agypter auch den Bruch %, der durch 3 ge-

kennzeichnet wird. Da alle anderen Briiche
durch diese Stammbriiche dargestellt wurden,
muBten sie in Summen von Stammbriichen
zerlegt werden.

Diese Aufgabe nun hat keine eindeutige Lo-
sung. Aus diesem Grunde entstanden als

2

Hilfsmittel spezielle Tabellen mit derartigen
Zerlegungen. Auf das Potenzieren und Ra-
dizieren stieBen die Schreiber im alten Agyp-
ten bei der Berechnung quadratischer Fla-
chen, kubischer Korper oder der Seite eines
Quadrates aus seiner Fliche. Sie erlduterten
diese Operationen jedoch nicht speziell und
schufen auch keine besondere Terminologie
dafiir.

In den Papyri gibt es Aufgaben, die Theute im
Algebraunterricht in der Schule behandelt
werden: lineare Gleichungen mit einer Un-
bekannten, unvollstindige quadratische Glei-
chungen, arithmetische und geometrische
Progressionen.

Beispiel: Aufgabe 19, Moskauer Papyrus
»Form der Berechnung eines Haufens, ge-

1
rechnet limal zusammen mit 4. Er ist ge-

kommen bis 10. Der Haufe nun nennt sich?
Berechne du die GroBe dieser 10 iiber dieser

4. Es entsteht 6. Rechne du mit I%, um zu

finden 1. Es entsteht % Berechne du von die-
sen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 nennt sich. Du
hast richtig gefunden.“

Modern ausgedriickt bedeutet das:

3
§x+4=10

1. Schritt %x+4‘—4= 10-4=6

2. Schritt 2-2=1

213
.23 2
3. Schritt 3 ix_§-6=4
Losung: x=4.

In der Aufgabe 6 des Moskauer Papyrus
werden die Seiten eines Rechtecks gesucht,

wenn die Breite % der Linge betrigt und die

Fliache 12 ist. In moderner Form heiBt das,
daB die unvollstindige quadratische Glei-
chung ax?=b zu 18sen ist. Der altigyptische
Rechner bewiltigt dieses Problem verbal mit
der Methode des ,falschen Ansatzes*. Der
Schreiber nimmt zuerst an, daB die Linge 1

ist. Dann wird die Breite % Ebenso groB wird

der Flicheninhalt. Aber in der Aufgabe wurde
gefordert, daB er 16mal groBer sein soll, was
bedeutet, daB die Linge gleich [/E=4 und
die Breite 3 sein miissen.

Die Aufgabe 79 im Papyrus Rhind fiihrt zur
Summe einer geometrischen Reihe:
»Inventar eines Haushaltes:

7 Hauser 2401 Getreidedhren
49 Katzen 16807 hekat (ein GetreidemaB)
343 Miuse  zusammen: 19607.“

Diese Aufgabe ist dafiir beriihmt, daB sie sich
mit geringfligigen Anderungen in der Formu-
lierung bei verschiedenen Vélkern zu unter-
schiedlichen Zeiten nachweisen 140t.

Inder Geometrie bestimmten die alten Agyp-
ter Flacheninhalte und Volumina von Kor-
pern. Dabei erzielten sie gute Ergebnisse,
ohne jedoch die Geometrie zu einer selb-
stindigen mathematischen Disziplin zu ent-
wickeln.
Probleme zur Ermittlung von Flicheninhal-
ten ebener Figuren erwuchsen aus der Praxis
der Landvermessung. Da keine Spezialaus-
driicke wie ,,Flache* oder ,,Figur® vorhanden
waren, sprach man in den Aufgaben von Fel-
dern, von Flachenstiicken mit festen Grenzen
- oder mit fester ,,Breite” und ,,Linge“.
Die Flachen eines Rechtecks, eines Dreiecks
oder eines Trapezes werden noch heute nach
denselben Formeln ermittelt, wie es damals
geschah. Ein beliebiges Viereck berechnete
a+c b+d

man approximativ S=T —5 wo a und

¢, b und d die gegeniiberliegenden Seiten des
Vierecks sind. Die Kreisfliche bestimmte man

mit der Formel S=(gd)2, wo d der Durch-

messer ist. Das entspricht der ziemlich guten
Nidherung von 3,1605 fiir . Das Volumen
vieler Korper, z.B. des Wiirfels, des Parallel-
epipeds, des Prismas oder des Zylinders, be-
rechneten die Agypter als Produkt von
Grundfliche und Hohe. Das war nétig, um
die Getreidemengen in Speichern und Lagern
derartiger Form feststellen zu konnen.

Obwohl seit der Veroffentlichung des Mos-
kauer Papyrus einige Jahrzehnte vergangen
sind, streiten sich die Mathematikhistoriker
noch heute und stellen Hypothesen auf, wie
diese oder jene Regel gefunden worden ist,
wie diese oder jene Formulierung einer ein-
zelnen Aufgabe zu deuten ist. Das betrifft
z.B. die zehnte Aufgabe des Moskauer Papy-
rus. V. V. Struve iibersetzte diese Aufgabe so:
»Form der Berechnung eines Korbes, wenn
man dir nennt einen Korb mit einer Miindung
1
2
(Ober)fldche. Berechne du é von 9, weil ja der

zu 4z in Erhaltung. O laD mich wissen seine

Korb die Hilfte eines Eies ist. Es entsteht 1.
Berechne du den Rest als 8. Berechne du

é von 8. Es entsteht §+3+EA Berechne du

den Rest von dieser 8 nach diesen __3_+5+ﬁ.
Es entsteht 74+9. Rechne du mit (7+9)

4%mal. Es entsteht 32. Siehe: es ist seine

(Ober)fliche. Du hast richtig gefunden.“

In der Interpretation von V.V.Struve wird
der in der Aufgabe genannte ,,Korb* zu einer
Halbkugel, und es ergibt sich die exakte For-
mel fiir die Oberflache der Halbkugel (Bild 1).
Diese Deutung wird von einigen Mathematik-

Bild 1



historikern geteilt. Zu ihnen geh6ren B. L. van
der Waerden und R. Gillings.

E.T. Peet iibersetzte die Bedingungen dieser
Aufgabe anders. Seiner Meinung nach ist
der ,,Korb“ ein halber Zylinder. Damit ergibt
sich die richtige Formel fiir die Mantelfliche
eines Halbzylinders (Bild 2).

o

Bild 2

Eine dritte Erklirung gab O.Neugebauer.
Er [aBt den ,,Korb* als einen kuppelférmigen
Getreidespeicher auf, wie er auf dgyptischen
Zeichnungen abgebildet ist. Die Berechnung
interpretiert er als Approximation (Bild 3).

Bild 3

Vielleicht wird sich einer der Leser dieser
Zeitschrift spdter beruflich mit der Ge-
schichte der Mathematik beschiftigen und
seine eigene Ansicht zu dieser und anderen
dgyptischen Aufgaben vorstellen.

Eine bemerkenswerte Leistung der altigyp-
tischen Mathematik ist die exakte Formel
fiir das Volumen eines Pyramidenstumpfes
mit quadratischer Grundfliche, die in Auf-
gabe 14 des Moskauer Papyrus enthalten

i V=g(a2+ab+b2),

h Hohe, a, b Seiten der Deck- und Grund-
flache.

Wir haben gesehen, daB die Mathematik im
alten Agypten sich nicht in Arithmetik, Alge-
bra und Geometrie aufgliederte, sondern sich
als eine Menge von Regeln zur Losung ein-
fachster Aufgaben, die hauptsichlich aus der
Praxis genommen worden sind, darbietet.
Das Ergebnis wird hdufig empirisch, durch
Versuche gefunden. Dadurch IaBt sich die
Schwerfalligkeit vieler Regeln sowie die Tat-
sache erkldren, daB die Lésungen nicht immer
auf dem kiirzesten Weg ermittelt werden.
Gleichzeitig damit wurde Anfang des 2. Jahrt.
v.u.Z, eine intensive theoretische Uberarbei-
tung der Losungsmethoden durchgefthrt. Die
Aulgaben selbst wurden in zunehmendem
MaBe verallgemeinert und nahmen einen ab-
strakten Charakter an. Die Mathematik Alt-
agyptens beeinfluBte ohne Zweifel die weitere
Entwicklung der Wissenschaft, vor allem die
altgriechische Mathematik.
A. 1. Volodarskij (als Autor)/
S. Brentjes (als Ubersetzer und Bearbeiter)

Eine Aufgabe von

Prof. Dr. sc. nat. Volkmar F riedrich

Direktor der Sektion Mathematik der Technischen Hochschule K arl-Marx-Stadt

A2206 A Peter probiert zusammen mit
seinem Vater einen neu gekauften einfachen
Taschenrechner aus, der die vier Grund-
rechenarten ausfiihren kann. Begeistert ist er,
wie ‘schnell jetzt Rechnungen mit mehr-
stelligen Zahlen zu bewiltigen sind.

Bei der Berechnung von (9—[/8T))3 wird es
aber problematisch:
Da der kleine Taschenrechner keine Taste fir
Quadratwurzeln besitzt, greift Peter zu einer
Zahlentafel und entnimmt ihr

|/80~8.9443.
Wihrend Vater direkt

9-1/80=0.0557
und  (9—/80)>~0.000173
berechnet, benutzt Peter die ebenfalls in der
Zahlentafel enthaltene Formel
(@—b)*=a*—3a’b+3ab>—b®
und formt diese zu
(a—b)*=a®+3ab*>—(3a>+b*b
um.
Ihm scheint diese Formel giinstiger, da er
dann a=9 und b?=80 verwenden kann und
nur fiir b den Naherungswert b'=8.9443 be-
nutzen muB. Erschrocken stellt er fest, da
er hiermit
a®+3ab®—(3a*+b?)b' = —0.0089
erhilt, was natiirlich vollkommen falsch ist,
da wegen 9>V8_0 auch (9—]/%)3 >0 gilt.
Vater kennt eine Methode, wie man auch

. ohne eine [/—-Taste auf diesem kleinen Rech-

ner die Quadratwurzel ermitteln kann und
erhiilt |/80~8.9442719.

Die zuerst verwendete Niherung fiir |/8_0 ist
also recht gut. Der Taschenrechner scheint
also nicht richtig zu funktionieren. Beide be-
schlieBen, ihn am kommenden Tag in der
Verkaufsstelle umzutauschen.

Der Verkdufer hort sich die Beschwerde
beider an. Sie probieren alle noch nicht ver-
kauften Taschenrechner an dieser Aufgabe
aus — und alle verhalten sich gleich. Der Ver-
kdufer beschlieBt, alle Rechner als Ausschuf3
an den Herstellerbetrieb zuriickzuschicken.
Doch da [illt Peter etwas ein. Er rechnet
ohne Hilfe des Taschenrechners nach - und
steckt den gekauften Taschenrechner wieder
ein.

Wie erklirte sich Peter, daB er, obwohl er
den gleichen Naherungswert b’ wie sein Vater
verwendet hat, fir (9—1/%)3>0 mit der

negativen Zahl —0.0089 eine wesentlich
schlechtere Naherung (sogar mit [alschem
Vorzeichen!) erhalten hatte?

Welche SchluBfolgerungen zieht er fiir die
Rechnung mit Naherungswerten?

Mit dem letzten Satz weisen wir die alpha-
Leser auf den in Heft 2/81 erscheinenden Ar-
tikel von Dr.J.Gronitz (TH Karl-Marx-
Stadt) hin:

Was jeder wissen sollte:

Probleme, die beim numerischen Rechnen auf-
treten.

1939 in Brunndobra (Kreis Klingenthal)
geboren.

Besuch der Grundschule in Adorf/Vogtl.
und der Oberschule in Lichtenstein,

Abitur 1957 an der ABF 1I Halle.

1957 bis 1962 Mathematikstudium in
Leningrad,

1962 Diplom.

1962 bis 1964 Assistent in Jena,

1964 bis 1965 Zusatzstudium in Leningrad.
1966 bis 1969 Titigkeit als Mathematiker
im VEB Elektronische Rechenmaschinen
Karl-Marx-Stadt (heute Bestandteil des
VEB Robotron).

1969 Promotion (Dr. rer. nat.),

1969 bis 1970 Oberassistent an der
Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt,
1970 bis 1972 Dozent,

1971 Promotion B (Dr.sc. nat.),

seit 1972 Professor fiir Numerische
Mathematik an der Technischen Hochschule
Karl-Marx-Stadt,

seit 1980 Direktor der Sektion Mathematik
der TH Karl-Marx-Stadt, 2 Monographien
und etwa 20 Publikationen in wissen-
schaftlichen Zeitschriften.



Ausbildung

von Diplommathematikern

mit vertieften technischen Kenntnissen
an der Sektion Mathematik

der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt (THK)

Anu der Sektion Mathematik der THK wer-
den seit 1963 Diplommathematiker und seit
1965 Diplomlehrer fiir Mathematik und
Physik ausgebildet (vgl. Schiilerzeitschrift
alpha 5/1976). Ab Studienjahr 1981/82 wer-
den auch Diplommathematiker mit vertief-
ten technischen Kenntnissen ausgebildet.

Warum wurde diese Ausbildungs-

maglichkeit geschaffen?

Die Mathematik dringt in immer mehr Be-
reiche der gesellschaftlichen Praxis ein. In den
Naturwissenschaften, in den technischen Wis-
senschaften, in vielen Bereichen der Volks-
wirtschaft sowie in der Planung und Leitung
werden mathematische Theorien und Ver-
fahren angewandt. Moderne Entwicklungen
auf vielen Gebieten, so z.B. in der Mikro-
elektronik, in der chemischen Industrie, im
Maschinenbau und im Bauwesen, wiren
ohne die Hilfsmittel der Mathematik nicht
moglich. Durch die Entwicklung der EDV,
die es erlaubt, umfangreiche und kompli-
zierte Rechnungen in kurzer Zeit auszu-
filhren, sind die Anwendungsméglichkeiten
mathematischer Modelle und Methoden wei-
ter gewachsen.

Voraussetzung fiir jede Anwendung ist die
richtige mathematische Modellierung von
naturwissenschaftlichen, technischen und

volkswirtschaftlichen Prozessen. Dabei ver-
stehen wir unter Modellierung die Erfassung
der wesentlichen Zusammenhinge in diesen
Prozessen durch mathematische Beziehun-
gen (Gleichungen, Ungleichungen) zwischen
den verschiedenen Ausgangs-, Ergebnis- und
EinfluBgr6Ben, d.h. zwischen den GréBen
(Variable, Funktionen), die Ausgangssitua-
tion und Endzustand beschreiben sowie Gro-
Ben, iiber die wir den ProzeB steuern kénnen
oder die ihn zufillig beeinflussen. Zur Mo-
dellierung gehort auch eine mathematische
Formulierung des angestrebten Zieles (z. B.
Angabe der Abhingigkeit der Ergebnis- von
den AusgangsgroBen als Funktionen bzw.
Funktionswerttabellen, Bestimmung des giin-
stigsten (wirtschaftlichsten) ProzeBablaufs
(Optimierung).) Wenn man solche mathe-
matischen Modelle schaffen will, bendtigt
man vertiefte Kenntnisse auf physikalischemn
und technischem Gebiet, ist die Zusammen-
arbeit mit Physikern und Technikern not-
wendig. Deshalb werden in der Zukunft in
viel stirkerem MaBe Mathematiker mit ver-
tieften Kenntnissen in den wesentlichsten
Anwendungsgebieten benétigt.

Entsprechend dem Profil der THK sollen
bestimmte Erfordernisse des Maschinenbaus
als Grundlage fiir die vertiefte technische
Ausbildung auf ausgewihlten Gebieten als

af
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Schwerpunkte genommen werden. Dicses
Ziel ist deshalb von uns zu verwirklichen,
weil wir uns in den zuriickliegenden Jahren
auch mit unterschiedlichen angewandten Auf-
gabenstellungen befa3t haben. In diese For-
schungsaufgaben sind auch viele Studenten
einbezogen.

Die nachstehenden Beispiele sollen die Viel-
falt technischer und naturwissenschaftlicher
Aufgaben charakterisieren, die von Lehr-
kriften und Studenten der Sektion Mathe-
matik der THK untersucht wurden oder noch
werden.

® Die Berechnung von Temperatur- und
Spannungsverteilungen wihrend der Wirme-
behandlung von GuBkérpern erlaubte dem
SKET Magdeburg bedeutende Energieein-

- sparungen und Erweiterung der Produktions-

kapazitit.

® Temperaturfeldberechnungen sind auch
Grundlage fiir die Verbesserung von Pa-
tentierungstechnologien fiir Stahldrihte im
VEB Draht- und Seilwerke Rothenburg.

® Als Jugendobjekt wurden Methoden zur
Losung grofler Optimierungsaufgaben auf
die Produktionsplanung im VEB Wasch-
gerdtewerk Schwarzenberg angewandt.

® Berechnungen an Ansaugsystemen und
Dieseleinspritzanlagen verschiedener Varian-
ten von Pkw-Motoren ermoglichten wesent-
liche Einsparungen bei Bau und Erprobung
von Versuchsmustern.

©® Mathematische Betrachtungen fiihrten zu
Verbesserungen an der Konstruktion von
Zahnradern und bei der Technologie des
Frasens von Schnecken und helfen bei der
Untersuchung hochproduktiver Schleiftech-
nologien.

® Ein Kollektiv aus Ingenieur- und Mathe-
matikstudenten erhielt fiir Untersuchungen
zur zerstérungsfreien Priifung von GuBstiik-
ken den Jugendneuererpreis.

® Die mathematische Nachbildung einzelner
physikalischer Vorginge bei der Herstellung
und bei der Nutzung mikroelektronischer
Bauelemente unterstiitzt Physiker und Tech-
nologen 1n ihrer Forschung.

©® Untersuchungen zur Genauigkeit, mit der
aus SatellitenmeBwerten die gesamte Tem-
peraturverteilung in der Atmosphére berech-
net werden kann, ermdglichten dem Meteo-
rologischen Dienst SchluBfolgerungen zur
Nutzung spezieller Mefigerite in Satelliten.

Die Erfahrungen aus diesen Untersuchungen
und aus der Einbezichung der Studenten in
diese Anwendungen mathematischer Metho-
den zeigen deutlich, daB es notwendig ist,
Mathematiker mit vertieften naturwissen-
schaftlichen und technischen Kenntnissen

" auszubilden. Fiir eine derartige Ausbildung

besitzen Technische Hochschulen beste Vor-
aussetzungen auf Grund der vorhandenen
engen Zusammenarbeit von Mathematikern
mit naturwissenschaftlichen und technischen
Sektionen sowie mit unmittelbaren Praxis-



partnern. Entsprechend dem Profil der THK
werden in der Mathematikerausbildung die
Fragen der Modellierung an Problemstellun-
gen des Maschinenbaus (im weiteren Sinne)
erdrtert. Die Moglichkeit einer Kombination
der Mathematikerausbildung mit Problemen
der Informationstechnik (mathematische Me-
thoden des Schaltungsentwurfs, der Schal-
tungsanalyse usw.) werden gegenwirtig ge-
priift.

Was ist der Inhalt des Studiums?

Wie sieht der Studienplan aus?

Das Studium dauert 5 Jahre. Es ist ein Di-
plommathematiker-Studium. Der Studien-
plan unterscheidet sich von bisherigen Planen
durch eine verlingerte Grundstudienphase
zugunsten physikalischer und technischer Ge-
biete. Der Plan orientiert auf die Vermittlung
umfangreicher Kenntnisse aus allen wichtigen
mathematischen Disziplinen (Differential-
und Integralrechnung, Differentialgleichun-
gen, Algebra, Geometrie, Niherungsmetho-
den, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ma-
thematische Statistik, Optimierung) und auf
die Entwicklung der erforderlichen Fertig-
keiten in der Handhabung des mathemati-
schen Apparates dieser Disziplinen entspre-
chend den fiir alle Universititen und Hoch-
schulen einheitlichen Zielen in der Mathe-
matikerausbildung.

Eine wichtige Rolle im Studienplan spielen
auch die Kenntnisse und Fertigkeiten in der
Nutzung der modernen Rechentechnik,
Grundlagen fiir die mathematische Modellie-
rung werden vom ersten Studienjahr an vor
allem durch die Ausbildung in Physik (Me-
chanik der Massenpunkte und Starrkoérper
sowie elastischer Korper und stromender
Medien; Wéirmelehre, elektrische und ma-
gnetische Felder) und durch die Diskussion
grundlegender technischer Funktionsele-
mente und der durch sie realisierten physi-
kalischen Grundgesetze geschaffen.

Hierauf aufbauend werden in der Spezial-
ausbildung sowohl analytische als auch nu-
merische Untersuchungsmethoden vertieft als
auch Ergebnisse und Tendenzen der Mo-
dellierung kontinuierlicher und diskonti-
nuierlicher technologischer Verfahren und
Prozesse im Maschinenbau an ausgewihiten
Beispielen behandelt (z. B. durch wahlobliga-
torische Lehrveranstaltungen zu mathemati-
schen Modellen technologischer Verfahren,
zum Stand der mathematischen Beschreibung
von Werkstoffeigenschaften, zu Grundbegrif-
fen der Regelungstheorie und technischen
Regelungen, zur (optimalen) Steuerung tech-
nologischer Verfahren und zu vielfdltigen
Problemen des Einsatzes der Rechentechnik
in der Steuerung von Produktionsprozes-
sen).

Die Studenten haben giinstige Voraussetzun-
gen zur Mitarbeit bei Forschungsaufgaben,
die stark anwendungsorientiert sind und fiir
die Zusammenarbeit mit technischen Sektio-
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Am 22.9. 1836 teilte der Altonaer Astronom
H.C. Schumacher (1780 bis 1850) seinem
Freund Car! Friedrich Gauf (1777 bis 1855)
in Géttingen mit, er habe von dem Hambur-
ger Astronomen K. L. Rimcker (1788 bis
1862) folgende Aufgabe mit Losung erhalten:
Es ist eine Ellipse und in ihrer Ebene aufer-
halb von ihr ein Punkt P gegeben. Von diesem
Punkt sind Tangenten an die Ellipse zu ziehen,
ohne einen Zirkel zu gebrauchen. -

Die Riimckersche Losung sah so aus (siehe
Bild 1): Von P werden 4 beliebige, die
Ellipse schneidende Geraden gezogen. Sie
schneiden die Ellipse in 4 und @, B und b,
Cund ¢, D und d. Nun wird 4 mit b, B mit a,
C mit d, D mit ¢ verbunden. Die jeweiligen
Schnittpunkte sind Q und R. Die Gerade
durch Q und R schneidet die Ellipse in E
und F, das sind die Beriihrungspunkte der
von P an die Ellipse gezogenen Tangenten.

nen und Praxispartnern, insbesondere aus
dem Maschinenbau. Eine solche Arbeit ist
in Vorbereitung auf kiinftige Einsatzmog-
lichkeiten vorgesehen.

Beim Betriebspraktikum, bei der Vergabe der
Themen fiir die Jahres- und Diplomarbeit
sowie beim Einsatz nach AbschluB des Stu-
diums wird die spezielle Ausbildungsrichtung
starke Beriicksichtigung finden.

Welche Einsatzméglichkeiten gibt es

fiir die Absolventen?

Die Diskussion verschiedenartiger Probleme
der mathematischen Modellierung an Bei-
spiclen aus dem Maschinenbau engt das Ein-
satzgebiet des Absolventen jedoch nicht auf
den Maschinenbau ein, sondern erdffnet
gleichzeitig den Zugang zu Anwendungen in
der chemischen Industrie, der Energetik, der
Elektrotechnik und Mikroelektronik ~u.i.
Ebenso bestehen Moglichkeiten einer weiter-
fiilhrenden wissenschaftlichen Entwicklung
an der Sektion auch zur mathematischen
Grundlagenforschung, vor allem zu Nihe-
rungsmethoden (Numerische Mathematik),
zur Mathematischen Physik, zur Optimierung
und zur Wahrscheinlichkeitsrechnung/Stati-
stik. V. Friedrich

Schumacher fiigte hinzu, offenbar habe Riim-
cker eine Gerade zu viel gezogen, denn man
konnte mit 3 Geraden durch P, die die
Ellipse schneiden, auskommen.

Bild 1
Konstruktion von Riimcker

Am 28. 9. 1836 antwortete Gaupl, Riimcker
habe in der Tat zu viele Linien gezogen und
3 Geraden reichten aus. Aber auch das sei
noch zuviel — zwei Geraden durch P, die die
Ellipse schneiden, seien schon hinreichend.
Zugleich gab Gaup seine Losung an. Zu fin-
den ist die zu dieser Auskunft von Gauf
gehorige Konstruktion unter Angabe des
Satzes, auf dem sie beruht (siehe Bild 2).

Bild 2

Losung (Schnittpunkte der Polaren von P
mit der Ellipse sind die Beriihrungspunkte
der Tangenten von P an die Ellipse)

Mitgeteilt von K.-R. Biermann



Mathematiker-Kongref}

der DDR 1981

- Sonderstempel

Aus dem Referat des Ministers fiir Hoch-
und Fachschulwesen der DDR
zur Eréffnung des Mathematiker-K ongresses

...Wenn auf dem X. Parteitag der SED im
April 1981 festgestellt wurde, daB ,,die Mog-
lichkeiten der wissenschaftlich-technischen
Revolution unmittelbar zur Hauptreserve fiir
Leistungswachstum und Effektivitit unserer
Volkswirtschaft geworden'* sind, so gehort
die Mathematik zweifellos zu den unverzicht-
baren Kettengliedern bei der allseitigen Be-
schleunigung des wissenschaftlich-techni-
schen Fortschritts.

Reichen die Wurzeln mathematischen Den-
kens in die Friihzeit der menschlichen Ent-
wicklung zuriick, so konnen wir doch heute
feststellen, daB die Mathematik eine jung
gebliebene und dynamische Wissenschaft ist.
Besonders spiirbare Impulse erwachsen ihrer
Entwicklung und breiten Anwendung aus
den modernen und revolutionierenden Mog-
lichkeiten hochst leistungsfahiger Rechen-
technik in den letzten Jahren.

In neuer Dimension stellen sich heute die
Anspriiche an die Mathematik. Bereits Fried-
rich Engels schrieb dazu im Anti-Diiring
,,Wie alle anderen Wissenschaften ist die
Mathematik aus den Bediirfnissen der Men-
schen hervorgegangen.”

...Aber wie in allen Gebieten des Denkens
werden auf einer gewissen Entwicklungsstufe
die aus der wirklichen Welt abstrahierten
Gesetze von der wirklichen Welt getrennt,
ihr als etwas Selbsténdiges gegeniibergestellt,
als von auBen kommende Gesetze."
Deshalb gelten unsere Aufmerksamkeit und
Forderung stets sowohl dem (undamentalen
theoretischen Fortschritt der Mathematik als
auch der konsequenten Anwendung und Nut-
zung ihrer Ergebnisse und Potenzen. Auf dem
Gebiet der applikativen und interdisziplina-
ren Forschung erschlieBen sich stindig neue
Felder fiir volkswirtschaftlich interessante
produktivititswirksame Anwendungen.

Es ist dahet eine Aufgabe von gesellschaft-
licher Tragweite, die Mathematik in stiarke-
rem MaBe fiir die Entwicklung anderer Wis-
senschaftsdisziplinen wirksam zu machen.

Prof. H.-J. Bihme

Im Jahr des X. Parteitages der SED war die
Karl-Marx-Universitit Schauplatz eines fiir
die mathematische Wissenschaft bedeutsa-
men Ereignisses: Aus AnlaB des 100.Ge-
burtstages des Mathematischen Seminars der
Leipziger Universitit (siche alpha 2/81) fand
in der Zeit vom 28. 9. bis 2. 10. 1981 in Leip-
zig der ,,Mathematiker-Kongre8 der DDR
1981 statt. (Der néchste KongreB wird 1986
in Rostock sein.) Er wurde veranstaltet von
der Mathematischen Gesellschaft der DDR
in Zusammenarbeit mit der Sektion Mathe-
matik der Karl-Marx-Universitit. Dieser
erste ,,KongreB* stellte infolge der gewachse-

‘nen Breite, Leistungsfdhigkeit und Praxis-

wirksamksit der DDR-Mathematik und
durch seinen auch auf Nichtmitglieder der
Mathematischen Gesellschaft und ausldndi-
sche Wissenschaftler erweiterten Teilnehmer-
kreis eine qualitativ und quantitativ neue
Fortsetzung der bisher durchgefiibrten
,,Haupttagungen* der Mathematischen Ge-
sellschaft dar.

Teilnehmer

Am Mathematiker-Kongre8 nahmen etwa
1000 Fachwissenschaftler von den Universi-
titen, Hoch- und Fachschulen der DDR,
Mathematiker und Praktiker aus vielen Be-
reichen der sozialistischen Volkswirtschaft,
Mathematiklehrer aus unserem Volksbil-
dungswesen sowie Wissenschaftler aus der
UdSSR, der CSSR, der VR Polen, der VR
Bulgarien, der Ungarischen VR, der SR Ru-
minien, der SR Vietnam, der VDR Jemen,
aus Kuba, Athiopien, den USA, der BRD,
der Schweiz, aus Japan, Osterreich, Finn-
land, den Niederlanden, Belgien und Frank-
reich teil.

Wissenschaftliches Programm

Der Mathematiker-Kongre verfolgte das
Ziel, den bisher erreichten Entwicklungs-
stand und die Entwicklungstendenzen der
Mathematik einzuschétzen sowie iiber neue-
ste Forschungsmethoden und Forschungs-
ergebnisse sowie ihre Anwendungen, insbe-
sondere in der Physik und in anderen Natur-
und Technikwissenschaften zu informieren.
Er diente der Weiterbildung und Information
fir die in Forschung, Praxis und Volks-
bildung titigen Fachkollegen. Auf dem Pro-
gramm des Kongresses standen etwa 180 Ver-
anstaltungen, darunter 4 Plenar-, 40 Uber-
sichts- und etwa 80 Halbstundenvortrige.
Des weiteren wurden auf 47 Poster-Beitragen
an Ubersichtstafeln bedeutsame Forschungs-
ergebnisse in Kurzform dargestellt. AuBer-
dem fanden sieben Diskussionsveranstaltun-
gen statt, in denen Probleme der Mathema-
tik-Ausbildung in Schule und Hochschule,
der Talenteférderung, der Rolle der Mathe-

Prominente Giste zur Eréffnung des Kongresses (v. 1. n.r.): Prof. Dr. H. Schumann,
Direktor der Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit Leipzig,

Prof. H.-J. Bshme, Minister fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR,

Prof. Dr. L. Rathmann, Rektor der KMU Leipzig,

-Prof. Dr. W. Engel, Vorsitzender der Mathematischen Gesellschaft der DDR (1971 bis 1981),
Dr. D. Keller, Sekretir fiir Wissenschaften der SED-Bezirksleitung Leipzig




matik in der sozialistischen Praxis sowie des
Zusammenwirkens von Mathematik und In-
formationsverarbeitung beraten und dabei
gewonnene Erfahrungen ausgetauscht wur-
den.

Traditionspflege

Aus dem 1881 an der Universitit Leipzig
gegriindeten Mathematischen Seminar, dessen
Grilnder und erster Direktor Felix Klein
(1849 bis 1925) war, gingen das spitere Ma-
thematische Institut und die heutige Sektion
Mathematik hervor. Einige Aktivititen der
Sektion in Vorbereitung auf den 100. Jahres-
tag der Griindung des Leipziger Mathemati-
schen Seminars waren die Einrichtung eines
Traditionskabinetts und die Herausgabe eines
Jubildumsbandes ,,100 Jahre Mathematisches
Seminar der Karl-Marx-Universitit Leipzig*,
der zum KongreB erschienen ist. Auch der
Mathematiker-KongreB stand ganz im Zei-
chen der Pflege fortschrittlicher Traditionen.
Der Eroffnungsvortrag des Kongresses, ge-
halten vom Direktor der Sektion Mathematik
der KMU, Prof.Dr. H. Schumann, ,,Zum
100. Jahrestag der Griindung des Leipziger
Mathematischen Seminars** war ein wiirdiger
Auftakt dazu und gab dem KongreB das
Geprage. Ein weiterer Plenarvortrag war der
mathematikhistorische Beitrag ,,Bernard Bol-
zano zum 200. Geburtstag, Beitrage zur Ana-
lysis* von Prof. Dr. H. WuBing (siehe alpha
6/81). Ebenso war das'wissenschaftliche Pro-
gramm des Kongresses stark ausgerichtet auf
das historisch gewachsene, breite und an-
wendungsorientierte Forschungsprofil der
Leipziger Mathematiksektion, in dem die
Analysis eine dominierende Stellung ein-
nimmt.

Studentenkonferenz

Am Vorabend des Mathematiker-Kongres-
ses, am 25. 9. und 26. 9. 1981, fand in Leipzig
ein weiteres — besonders fiir die studentische
Forschung bedeutsames — Ereignis, die
3. Zentrale Wissenschaftliche Studenten-
konferenz Mathematik* statt. Veranstalter
waren der Wissenschaftliche Beirat fiir Ma-
thematik beim Ministerium fiir Hoch- und
Fachschulwesen, die Mathematische Gesell-
schaft und der Zentralrat der FDJ.

Teilnehmer der zweitigigen K onferenz waren
etwa 200 Mathematik- und Mathematikleh-
rerstudenten von den Universititen sowie
Technischen und Padagogischen Hochschu-
len der DDR, im sozialistischen Ausland
studierende DDR-Studenten sowie auslindi-
sche  Studentenvertreter.  Teilnehmende
Wissenschaftler und Praktiker standen den
Studenten als erfahrene Gesprichspartner
zur Seite. Wie schon bei den vorangegangenen
Konferenzen dieser Art (1977 und 1979 in
Leipzig) stellten die Studenten in 4 Plenar-
und 33 Kurzvortragen Ergebnisse ihrer ma-
thematischen Forschungsarbeit vor, die sie
im Rahmen von Jugendobjekten, Studenten-

zirkeln, Jahres-, Praktikums- und Diplom-
arbeiten oder als Forschungsstudenten in
Dissertationen erzielt haben. Dariiber hinaus
wurden 23 der besten Exponate in einer Aus-
stellung gezeigt. Die vorgetragenen und aus-
gestellten Arbeiten waren durch eine Jury
aus etwa 100 zur Konferenz eingereichten
Arbeiten ausgewahlt worden. Sie wurden mit
Reisen, Geld- und Buchpramien sowie Ehren-
medaillen der Mathematischen Gesellschaft
ausgezeichnet. Auswahikriterien waren dabei
wissenschaftlicher Erkenntniszuwachs, ma-
thematische Originalitit sowie praktische
Nutzbarkeit. Als Beispiele hervorragender
Exponate seien genannt: die im Rahmen eines
Jugendobjekts entstandene Arbeit ,,Einhal-
tung des Komparatorprinzips bei der Her-
stellung mikroelektronischer Bauelemente**
von Norman Bitterlich (FSU Jena), die Di-
plomarbeit ,, Thermoschockvorginge bei me-
tallurgischen Prozessen'‘ von Andreas Schii-
rer (TH Karl-Marx-Stadt), die Diplomarbeit
,Ein relationales Datenbankmodell* von
Christina Adler (KMU Leipzig), die Prak-
tikumsarbeit ,,.Spannungsgeometrie bei Stirn-
zahnrddern* von Eckard Wildgrube (MLU
Halle) und die Dissertationen ,,Spin-Struk-
turen und Dirac-Operatoren von Helga
Baum (HU Berlin), s. Foto, und ,,Grenzwert-

sitze* von Lothar Heinrich (TU Dresden).
Neben dem von Prof. Dr. G. LaBper (KMU
Leipzig) gehaltenen Er6finungsvortrag ,,Zum
mathematisch-physikalischen Weltbild* ge-
horten zum Konferenzprogramm noch zwei
Diskussionsrunden, die sich mit den An-
forderungen der Praxis an einen Mathematik-
absolventen und den Moglichkeiten zur For-
derung begabter Schiiler auf dem Gebiet der
Mathematik beschiftigten. Studentenkonfe-
renzen dieser Art werden auch in Zukunft
alle zwei Jahre stattfinden.

Weitere Veranstaltungen

Zum Geschehen des Mathematiker-Kongres-
ses gehorte auch eine Mitgliederversammlung
der Mathematischen Gesellschaft der DDR,
auf welcher der neue Vorstand der Gesell-
schaft gewihlt wurde. Ebenso wurde auf dem
KongreB erstmalig die Ehrenmedaille der Ma-
thematischen Gesellschaft verliehen, und zwar
an zwei Wissenschaftler und drei ehemalige
Forschungsstudenten. Auch erwartete die
KongreBteilnehmer ein interessantes Rah-
menprogramm : Fiihrungen und Besichtigun-
gen in Leipzig, Ausfliige nach Kohren-Sahlis,
Worlitz, Altenburg und Rochsburg und ein
geselliger Abend. J. Lehmann/R. Mildner

Prof. Dr. sc. nat. Rolf Klotzler, wihrend des
Kongresses zum neuen Vorsitzenden der
Mathematischen Gesellschaft gewahit

Kurzbiographie

Geboren 1931 in Chemnitz (jetzt Karl-Marx-
Stadt), hier Besuch der Grundschule von
1937 bis 1945 und der Oberschule mit
Abitur von 1945 bis 1949.

1949 bis 1953 Studium in Leipzig, 1953
Diplom, Aspirantur bei Ernst Holder,
1956 Promotion zum Dir. rer. nat.,

1960 Habilitation,

1956 bis 1959 tatig am Forschungsinstitut
fiir reine Mathematik der Akademie der
Wissenschaften zu Berlin,

ab 1959 Dozent und von 1963 bis 1965
ordentlicher Professor an der Hochschule
fiir Bauwesen in Leipzig, anschlieBend
(1965 bis 1971) an der Martin-Luther-
Universitdt Halle titig, v

seit 1972 ord. Prof. an der Sektion Mathe-
matik der KMU Leipzig. Hier baute er die

Forschungsrichtung ,,Mathematische
Methoden der Operationsforschung** mit
auf. Sein wissenschaftliches Arbeitsgebiet:
Variationsréchnung und Steuerungstheoric;
bisher etwa 40 Veréffentlichungen, seit An-
fang 1981 Chefredakteur der neugegriinde-
ten internationalen ,,Zeitschrift fiir Analysis
und ihre Anwendungen®. Prof. K. leitete
wihrend seiner Tétigkeit an der Hochschule
fiir Bauwesen Leipzig eine Arbeitsgemein-
schaft zur Forderung Junger Mathematiker
und war stets Forderer der Olympiade-
bewegung.

Prof. Dr. W. Engel iiberreicht Helga Baum
(Humboldt-Universitit zu Berlin) die Ehren-
medaille der Mathematischen Gesellschaft.
Weiter erhielten fiir ihre Beitrige zur
Studentenkonferenz eine Ehrenmedaille:
Albrecht HeB (Ernst-Moritz-Arndt-Uni-
versitdt Greifswald) und Thomas Runst
(Friedrich-Schiller-Universitit Jena). Diese
drei jungen Wissenschaftler werden wir in
alpha vorstellen.



GruBadresse
aus der UdSSR

An den Mathematiker-KongreB
der DDR 1981

Liebe Freunde und Kollegen!

Gestatten Sie mir bitte, den Teilnehmern des
1. Mathematiker-Kongresses der DDR -
einer wichtigen Etappe der Entwicklung der
Wissenschaft in Threm Land - die herzlich-
sten GriiBe zu libermitteln.

Ich bin gliicklich, wenn ich daran denke,
daB ich Anfang der S0er Jahre am Wieder-
apfleben des Hochschulwesens Threr damals
ganz jungen Republik teilnehmen konnte.
Ich bin stolz, daB ich eine Reihe von Mathe-
matikern Ihres Landes zu meinen Schiilern
zdhlen darf und daB sie zu fithrenden Ge-
lehrten herangewachsen sind, die wichtige
Gebiete der Wissenschaft bereichern.

Ich méchte meine groe Bewunderung zum
Ausdruck bringen, welche ich bei der Arbeit
mit der mathematischen Jugend empfand,
denn sie besitzen Fahigkeiten, hervorragend
zu arbeiten, sind gewohnt, eine begonnene
Arbeit bis zum Ende durchzufiihren und drin-
gen in ein vor ihnen stehendes Problem bis
zum Kern ein.

Ohne Zweifel ist, daB Wissenschaft und Bil-
dung zusammengehoéren; es kann keine
wertvolle mathematische Bildung sein, ohne
daB dabei moderne Probleme der Wissen-
schaft aufgezeigt und eine tiefe Klarung der
Rolle der mathematischen Methoden in den
Erkenntnissen der Natur, Entwicklung der
Technik und Organisation der Industrie ge-
zeigt werden.

Fir mich ist ein Ideal der Mathematiker,
welcher erstens der Mathematik in ihren
wichtigsten Entwicklungsrichtungen Fort-
schritt verleiht, zweitens die mathematischen
Methoden fiir die Losung der Aufgaben in
der Praxis benutzen kann und in Anwen-
dungsfragen die Quelle der neuen Méglich-
keiten der Entwicklung der Mathemiatik
selbst sieht und drittens die Schiiler so er-
ziehen kann, daB sie zur Begeisterung des
wissenschaftlichen Suchens fahig sind.

Ich selbst bin gliicklich, daB ich solche
Lehrer - Kolmogorow, Chintschin u.a. -
hatte.

Leider kann ich an Threm KongreB nicht teil-
nehmen. Ich wiinsche Thnen von ganzem Her-
zen grofle Erfolge bei der Arbeit des Kon-
gresses und weitere stiirmische Entwicklung
der theoretischen und angewandten Mathe-
matik in [hrem Land.

Leninpreistrager Prof. Dr. B. W. Gnedenko
Akademiemitglied der Ukrainischen SSR,
Sektion Mathematik der Lomonossow-
Universitit

aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 1/7

Ungleichungen
Klasse 1

Ala a<3

A2A 3+a<7

AlA T—u>3

A4 a4 Vergleiche 62 mit 69!
Klasse 2

Ala Vergleiche 7 mit 11! Begriinde mit
Hilfe der Addition!

A2a 48<x<53

A3 A Vergleiche die Produkte 3:4 und
5-4!

Ada y-4<l1l

Klasse 3

Ala Vergleiche 700 mit 900, und begriinde
das Ergebnis!

A2A Fir welche Zahlen x gilt die Un-

gleichung 5897 < x < 5903?

A3a Ordne die Zahlen 857, 386, 397, 75,
392 der GroBe nach!

Ad4a Welche Zahlen x erfiillen die Un-
gleichung 580< 10 - x <6207

Klasse 4

Ala Vergleiche 70000 mit 40000, und be-
griinde den Vergleich!

A2A Welche Vielfachen von 10000 er-
filllen die Ungleichung 70000 — a <20000?
A3 A Ermittle jeweils die kleinste und die
groBte Zahl x, die die Ungleichung 10000 < x
< 100000 erfiillt!

A4A Gib alle moglichen Zahlenpaare an,
die die Ungleichung m+n <3 erfiillen!

Klasse 5§

Ala Vergleiche die Briiche 10

,—, = mit-
9

Ol &
O] L

1
§ ’
einander!

A2A Gibt es zwischen den folgenden Un-
gleichungen einen Zusammenhang?

a) 2<3und 7<S8,

b) 9> 6 und 99> 66.

A3a Welche natiirlichen Zahlen erfiillen
die folgenden Ungleichungen?

a)27>3 - x-2,

b)3z+3<17,

c)d+4<11,

d)11>a-1,

e)I<x+4<1l.

A4 A Vergleiche 4- 3 mit 43!

AS5A Fiir das Volumen V eines Quaders
gilt ¥V <12cm?

Welche Kantenlidngen a, b, ¢ (gemessen in
cm) mit a<b<c erfiillen diese Ungleichung,
wenn die MaBzahlen natiirliche Zahlen sind?

Klasse 6 _
Al a Fiir welche natiirlichen Zahlen x gel-
ten folgende Ungleichungen?

a) 3<x<8
57573
9 x 8
<3<
3 4 5 .
c) §<;<§1mtx¢0.

A2A Gibmindestens drei gebrochene Zah-
len x an, welche die folgenden Ungleichungen
erfiillen!

Loxdd
a) F<X<p
25 24
b) —7<x<—9,
3 6
c) 6E>x>z.

A3 A Setze zwischen die folgenden Terme
die richtigen Zeichen (<; >; =)!
a) 1,83+0,501,14+1,17,

3 4 36
b 3+397

3 1 .27 22
c) 23_130_5__7'

A4 A Es seien a, b, ¢, d, die Lingen der
Seiten und e, f die Lingen der Diagonalen
eines konvexen Vierecks ABCD.

Weise nach, daB dann stets e+f<a+b+c+d

gilt!

Klasse 7

Ala Esseien g, b, ¢ die Lingen der Seiten
eines Dreiecks ABC und h,, hy, h, die Liangen
der zugehdrigen Dreieckshohen.

Weise nach, daB aus a <b <c stets h,> h,> h.
folgt.

A2A Es sind 3 Liter 70%ige Sdure mit
12%iger Sdure so zu mischen, daB eine
Fliissigkeit entsteht, die weniger als 309,
aber mehr als 209, Séure enthilt.

Wieviel Liter 12%iger Sdure darf man zu-
setzen?

A3 A Esseien a und b beliebige natiirliche
Zahlen mit a<b, die beide von Null ver-

schieden sind.

Beweise, daB dann %<%: gilt!

Ada Lbse die folgenden Ungleichungen
im Grundbereich der rationalen Zahlen!

a) [x| > 2x, c) Ix+2|<12,
b) [x|+2>10, d) [x+1]>1.

Zusammenstellung aus den Mathematiklehr-
biichern der DDR (Klasse 1 bis 7) von
J. Lehmann/Th. Scholl

Die Losungen folgen in Heft 2/82 sowie
weitere Probleme fur die Klassen 8 bis 10,
d.Red.



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Sechs mal sechs

2. Bezirksvergleich Junger Mathematiker
zwischen den Bezirken Cottbus und Potsdam
fiir Schiiler der Klassenstufe 6

Seit vielen Jahren bestehen gute Kontakte
zwischen den Bezirken Cottbus und Potsdam
in der Mathematikbewegung. Eines von vie-
len Beispielen dafiir ist dieser Bezirkslei-
stungsvergleich, der 1980 in Potsdam und
1981 in Cottbus stattfand. Jeder Bezirk dele-
giert dafiir sechs Schiiler aus der Klassen-
stufe 6. Am wichtigsten ist der mathematische
Wettbewerb, aber interessiert und begeistert
werden natiirlich auch alle anderen Ein-
driicke aufgenommen. In Cottbus besuchten
die Schiiler das Raumfahrt-Planetarium, und
mit der Pioniereisenbahn ging die Fahrt in
den Tierpark, den AbschluB der drei Tage
bildete eine Spreewaldrundfahrt.

Aber die Aulgaben des Wettbewerbes moch-
ten wir unseren alpha-Lesern auch noch vor-
stellen:

Aufgaben
Ala Gib alle Teiler der Zahl 777 an!

Spreewaldrundfahrt

A2a Ineinem Quadrat ABCD sind M und
N die Mitten der Seiten BC bzw. CD.

Es ist zu beweisen, daB die Strecken AM und
BN aufeinander senkrecht stehen!

Ala Gib simtliche Geldbetrige bis zu
50 Pfennigen an, die sich unter alleiniger
Verwendung von 1-Pfennig-Stiicken, S-Pfen-
nig-Stiicken und 10-Pfennig-Stiicken (wobei
von jeder Sorte stéts mindestens ein Stiick
zu nehmen ist) auszahlen lassen und bei denen
der in Pfennigen angegebene Geldbetrag
genau doppelt so groB ist wie die bendtigte
Anzahl von Miinzen!

(Beispiel: Ist x die Anzahl der Pfennig-Stiicke,
y die der 5-Pfennig-Stiicke und z die der
10-Pfennig-Stiicke, so erfiillen die Zahlen
x=20, y=4 und z=1 alle gestellten Bedin-
gungen, da 20 Pf+20 Pf+ 10 Pf=50 Pf.)

A4 A Gegeben sei ein Wiirfel der Kanten-
linge g, so wie im Bild veranschaulicht.
P, Q und R seien die Mittelpunkte der
Flichen ABFE, BCGF und EFGH. Axel be-
hauptet, daB P, Q und R die Eckpunkte eines
gleichseitigen Dreiecks sind. Bernd behaup-
tet, daB Axel nicht recht hat.
Wer hat recht?

H q

A £

Das Ergebnis zeigte, daB diese Aulgaben fir
einen solchen Wettbewerb sehr gut ausge-
wihlt waren. Einerseits wurden im Durch-
schnitt 549 der vollen Punktzahl erreicht,
andererseits war es wohl sehr schwer, hohe
Punktzahlen zu erzielen.

Ingo Warnke (aus Oranienburg) erhielt fiir
27 von 30 Punkten einen 1.Preis; einen 2.
und zwei 3. Preise erhielten Schiiler aus dem
Bezirk Cottbus.

Zum nichsten Vergleich 1982 hat nun wieder
Potsdam eingeladen. Vielleicht konnen wir
dann auch eine Delegation aus einem dritten
Bezirk begriiBen? H.-J.Sprengel

Losungen

AlA Man sieht leicht, daB 7 und 3 Teiler
der Zahl 777 sind. 777 : 21=37 ergibt den
restlichen Primfaktor.

Aus der Darstellung 777=1-3-7-37 kann
man alle Teiler ablesen: 1, 3, 7,37,3-7=21,
3-37=111,7-37=259 und 777.

A2a Der Schnittpunkt der Strecken AM
und BN sei S (vgl. Bild). Aus den Quadrat-
eigenschaften folgt: Da die Dreiecke ABM
und BCN in zwei Seiten (4B=BC, BM=CN) -
und dem eingeschlossenen Winkel (90°) iiber-
einstimmen, gilt

AABM = ABCN.
Daraus folgt

¥NBC=xMAB.

) N c

A 8
Daher erginzen sich die Winkel ¥ AMB und
¥ NBC ebenso wie die Winkel ¥ AMB und
¥ MAB zu 90°,d.h. AMLBN.
Al a Sind x, y, z die Anzahlen der Miinzen,
wie angegeben, so gilt [iir die Gesamtzahl a
(1) a=x+y+z
und fiir den Geldbetrag b
2 b=x+5y+10-z.
Aus dem Text folgt dann weiter
3) b=2-a=a+aund

@) b=<50.
Schreibt man [iir (2)
2) b=x+y+z4+4y+9z,

so ergibt sich mit (1) und (3)

) a+a=a+4y+9z.

Vergleicht man die linke und rechte Seite
von (5) miteinander, so ergibt sich

6) a=4y+9z.

Aus (3) und (4) ergibt sich

(@) as2s.

Aus (6) und (7) ergeben sich nun die fiir z und
y moglichen Werte. Fiir z sind nur die Werte
z=1 oder z=2 moglich, da schon 9-3>25.
Es sei z=2: Dann ist fir y nur der Wert
y=1 moglich, da schon 4-2+9-2>25. Es
sei z=2. Dann ist fiir y nur der Wert y=1
moglich, da schon 4-2+9+2>25.

Mit z=2 und y=1 folgt aus (6), daB a=22
(also ist (z) bzw. (4) erfiillt). Aus (1) folgt
x=19. Aus (2) folgt b=44. Damit ist (3) er-
fullt. Also ist x=19, y=1, z=2 eine Lo-
sung.

Fortsetzung auf Seite 24



Was tun, wenn die Formelsammlung
nicht mehr helfen kann?
Losungsverfahren statt Losungsformel

Teil 2

Im ersten Teil, der euch hoffentlich neben
der Arbeit und Knobelei auch Freude ge-
macht hat, nannte ich einige Probleme und
stellte Fragen. Hier sind nun die Antworten
als Bestidtigung fiir diejenigen von euch, die
eine Antwort [anden — eventuell auch als
Korrektur, falls eure Antwort nicht in Ord-
nung ist oder ihr keine finden konntet.

1. Der ,,3A +1“-Algorithmus

Die entstehenden Zahlenfolgen fir 3, 11 und
40 lauten:

3,10, 5,16, 8, 4, 2, 1;
11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1;
40,20,10, 5,16, 8, 4, 2, 1.

In diesen Beispiclen kommt man immer zu
einem Ende. Das nahende Ende erkennt man
sogar schon, sobald eine Potenz von 2 erzeugt
wird, denn dann erreicht man durch dauern-
des Halbieren stets die 1.

In den drei Beispielen war diese Potenz von
2 immer 2*=16. Das muB aber nicht sein.
Manchmal sind auch sehr lange Zahlen-
folgen bis zum Erreichen einer Zweierpotenz
erforderlich:

31,94, 47, 142, 71, 214, 107, 322, 161, 484,
242, 121, 364, 182, 91, 274, 137, 412, 206, 103,
310, 155, 466, 233, 700, 350, 175, 526, 263,
790, 395, 1186, 593, 1780, 890, 445, 1336, 668,
334, 167, 502, 251, 754, 377, 1132, 566, 283,
850, 425, 1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719,
2158, 1079, 3238, 1619, 4858, 2429, 7288,
3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051, 6154,
3077, 9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866,
433, 1300, 650, 325, 976, 488, 244, 122, 61,
184, 92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20,
10, 5, 16, 8,4, 2, 1.

Es kommen auch unerwartet groBe Zahlen
(hier z. B. 9232) vor.

Streicht man die Endevorschrift bei 1, so er-
gibt sich in allen Fillen, die oben bei 1 ende-
ten, am SchluB jetzt ein Zyklus

2, 1,4,2,1,4,2,1,4,2, 1, ...

LiBt man auch negative ganze Zahlen zu,
so entstehen am SchluB andere Zyklen:
—80, —40, —20, —10, =5, —14, -7,

—-20, - 10, =5, ...;

—108, — 54, —27, —80, —40, —20, ...;

-3, -8, -4, -2,—-1,-2,—1,....

10

Es ist aber nicht immer derselbe Zyklus wie
bei positiven Zahlen. Man hat fir negative
Zahlen bis jetzt 3 verschiedene Zyklen ge-
[unden:

-20, —10, -5, — 14, -7,

-2, —-1; )
—272, —136, —68, —34, —17, —50, —25,
—74, —37, —110, — 55, — 164, —82, —41,
—122, —61, —182, -91.

Nimmt man den Zyklus O fiir 0 und den Zy-
klus 4, 2, 1 fiir positive Zahlen dazu, so kennt
man beim 3A+1-Algorithmus 5 Zyklen, in
die er bei Anwendung auf ganze Zahlen ein-
laufen kann. Es gibt dafiir aber keinen Be-
weis. Bereits 1972 hat man mit einem Com-
puter alle ganzen Zahlen im Bereich
—108 < A<6- 107 iiberpriift. Es zeigten sich
keine anderen Zyklen als die angegebenen.
Spéter sollen noch Uberpriifungen fiir
6-10"<A<23~5- 10" und sogar 4 <10%°
durchgefiihrt worden sein. Es gab stets den
Zyklus 4,2, 1.

2. Eine Funktion zur Erzeugung
von Primzahlen

Die ersten 10 ganzzahligen Glieder der Folge

a,=|/24n+1 lauten
n|l 2 5 7 12 15 22 26 35 40
a5 7 11 13 17

Es entstehen fast nur Primzahlen. Lediglich
die 25 stort bis zum 10.Glied die Aussage,
daB nur Primzahlen geliefert werden.
Wir wollen den Sachverhalt niher unter-
suchen. Nach Quadrieren haben wir
a?=24n+1.
Da 24=2*-3 als Primfaktoren die 2 und 3
enthilt, kann 24n+ [ fiir kein positives ganzes
n diese Faktoren auch enthalten. Stets liegt
24n+-1 in den Restklassen 1 modulo 2 und
modulo 3, d.h,, stets liefert 24n+1 bei den
Divisionen durch 2 oder durch 3 die Reste 1.
Der Ausdruck 24n+1 kann also nie eine
Quadratzahl sein, die 2 oder 3 als Primfak-
toren enthilt. Also kann auch a, diese Fak-
toren nicht enthalten. Demnach konnen die
Zahlen
6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26,
27, 28, 30 nicht geliefert werden.
Wird aber jede ganze Zahl >5 ohne Prim-
faktoren 2 und 3 auf diese Weise gewonnen?

19 23 25 29 31

Es muB also ein ganzzahliges n aus

az—1

2% -
bestimmbar sein, d.h. a2—1 muB durch 24
teilbar sein.
Da a, bei Division durch 3 entweder den
Rest 1 oder den Rest 2 14Bt, ist es darstellbar
als
a, =3IM+1
a2 =9M*4+6M+1
az—1=9M?+6M
a, =3M+2
a@  =9M*+12M +4
a2 —1=9M>+12M +3.
In beiden Fillen ist a?—1 durch 3 teilbar.
Da a, ungerade ist, ergibt es bei der Division
durch 4 entweder den Rest 1 oder den Rest 3.
Genau wie eben folgert man
a, = 4N +1
a? =16N*+8N+1
a?—1=16N*+8N
an = 4N +3
a? =16N?4+24N+9
a2—-1=16N2+24N +8.
In beiden Fillen ist a?—1 durch 8 teilbar.
Da 3 und 8 zueinander teilerfremd sind, ist
somit a?—1 durch 24 teilbar, d.h. stets gibt
es ein ganzzahliges n, und alle Zahien ohne
Teiler 2 oder 3 werden durch die Folge er-
zeugt.
Als nidchste (11.) wiirde 35=5-7 fir n=51
zu bilden sein.

oder

oder

3. Drei Anweisungen
A a
1. Schritt A |a+b

2. Schritt A [a+b
3.Schritt A b | B

Die Kistcheninhalte werden vertauscht. Die
drei Schritte werden als Computerbefehie

|
|

w W ow

b
b
a
a

A:=A+B;
B:=A-B;
A:=A-B
geschrieben. Das Gleichheitszeichen be-

kommt durch den Doppelpunkt einen Rich- -
tungssinn und dynamisch-algorithmischen
Charakter. Ein neuer Inhalt von A4 (links)
wird aus dem alten Inhalt von A (rechts)
durch Addition des Inhalts von B gebildet.
Es kommt auch streng auf die Reihenfolge
der Abarbeitung der Befehle oder Anweisun-
gen an. Dies muB ,seriell” in der angegebe-
nen Reihenfolge der Niederschrift geschehen.
Zu verschiedenen Zeitpunkten der Abarbei-
tung sind A und B Namen fiir unterschied-
liche Zahlwerte: Dynamische Anweisungen
gegeniiber statischen Formeln!

Beispiel :
al3] s[5 ]
L4 B[ s ]
Axnlien
a5 w(a]




4. Eine Zahlenfolge

Der angegebene Algorithmus dndert die Zahl
153 nicht.

153=12+5°+3,

- =1 +125+27.

Die Zahl 153 ist fir den Algorithmus ein
»Fixpuokt®. Es ist also sinnvoll, ihn mit 153
abbrechen zu lassen.
Fiir A=9 entsteht die Zahlenfolge

9,27,351, 153.
Sie endet also sehr schnell. Zur Beantwortung
der Frage nach einem gréBten A4, das durch

den Algorithmus vergréBert wird, erinnern.

wir uns an die Bedeutung von Dezimal-
zahlen Z mit den Ziffern z,e{0, 1, ..., 9}.
Eine (K + 1)stellige Zahl Z ist
Z=2zxzx_1...2129

=zg 10 +2zg_ - 105" 42, 104 zg.
Der Algorithmus macht daraus die Zahl Y.
Y=zk+zi_ +...+2]+23.

Die groBte 3. Potenz einer Ziffer ist natiirlich
93=729.

Stand diese 9 in der Hunderterstelle von Z,
d.h. 900=9 - 10?> mit k=2 war ihr Beitrag zu
Z, so ist jetzt ihr Beitrag zu Y nur 729. Es
ist eine Verkleinerung des Beitrages um
900—729=171 eingetreten. Stand sie in der
Zehnerposition, d. h. 90 war ihr Beitrag zu Z,
so ergibt sich eine VergroBerung des Beitra-
ges um 729 —90=639 zu Y. Wir fertigen uns
eine Tabelle an, die diese VergroBerungen
(positiv) bzw. Verkleinerungen (negativ) beim
Ubergang von Z zu Y angibt.

K
Q=ZK+Z'(_1+...+21+Zo=kzozk

ebenfalls durch 3 teilbar. Erhebt man die

Quersumme zur dritten Potenz, so ist diese

natiirlich auch wieder durch 3 teilbar,

QP=(zx+zk—1+...+21+20),

und man schlieBt nun wie folgt. Thr konnt

leicht den binomischen (bi = zwei, Vorsilbe

aus dem Griechischen) Ausdruck

(@a+b)®=a®+3a%b+3ab>+b?

nachrechnen. Wir wenden ihn an fir

a=2k

b=zx-1+...+21+ 2y,

und wenn Q3=(a+b)® durch 3 teilbar ist,

so muB es auch

B +b=z3+(zk-1+... +21 +20)* =0(mod3)

sein.

Man schreibt das so, wie es rechts angegeben

ist und liest es ,kongruent 0 modulo 3“. Das

bedeutet nichts anderes, als daB bei Division

durch 3 der Rest 0 entsteht. Nun wenden wir

dieselbe Uberlegung fiir die in der dritten

Potenz stehende Klammer an, die aber nun

um ein Glied kiirzer ist, usw.

Es entsteht schlieBlich -

22+ 2k -1+ ... +(21 +20)* =0 (mod 3),

und es bleibt noch ein letzter Schritt

2k +2ZR—y+ ...+ 23+ 32220+ 32,28+ 23 =0
(mod 3).

Da Summanden mit dem Faktor 3 in der

Teilbarkeitsbetrachtung weggelassen werden

konnen, hat man endlich

zi+z}_,+...+z?+zg=£nzsso (mod 3),

Stellung Ziffer

der Ziffer in Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Einer 0 0 6 24 60 120 210 336 504 720
Zehner 0o -9 -12 -3 24 75 156 273 432 639
Hunderter 0 -99 -192 -273 -336 -375 -—384 —357 -—288 171
Tausender 0 —999 —1992 —2973 —3936 —4875 —S5784 —6657 —7488 —8271

Aus ihr liest man ab, daB 1999 die groBte
Zah! ist, die noch vergroBert werden kann.
Der Verlust von 999 fiir die 1 in der Tausen-
derstelle wird durch die Gewinne der drei
Neunen 171+639+720=1530 aufgehoben.
Der Verlust 1992 bei einer 2 in der Tausender-
stelle kann nicht mehr kompensiert werden.
Aber 1999 ist nicht durch 3 teilbar. Die
nichstgelegene durch 3 teilbare Zahl, die
noch vergroBert wird, ist 1998 mit
—999+171+639+504=315 als VergroBe-
rung.

Man erkennt ferner den Fixpunkt 153, denn
Verlust und Gewinn heben sich auf
—99+75+14=0.

LaBt man die Bedingung der Teilbarkeit
durch 3 fallen, so wiren z. B. 1, 370, 371, 407
auch Fixpunkte (kursive Werte in der Tab.).
Es ist noch interessant nachzuweisen, daB
aus einer durch 3 teilbaren Zahl auch wieder
eine durch 3 teilbare Zah! entsteht:

Bei einer durch 3 teilbaren Zahl ist die Quer-
summe

daB auch die Summe der dritten Potenzen
der Ziffern einer durch 3 teilbaren Zahl wie-
der durch 3 teilbar ist. Der Algorithmus
filhrt also aus der Menge der durch 3 teil-
baren Zahlen nicht heraus.

Ein Nachweis, daB er stets bei 153 endet,
konnte nun dadurch gefiihrt werden, daB es
einfach fiir alle durch 3 teilbaren Zahlen Z
aus dem Bereich 3<Z <1998,

es sind 666 Stiick, nachgerechnet wird. Dies
ist ein Beispiel fiir den Beweis einer mathe-
matischen Aussage, der nicht mehr kurz und
»elegant®, sondern aufwendig in der Durch-
fihrung — wenn auch trivial — ist. Probleme
dieser Art mit z. T. ungeheurer Beweisarbeit,
die nur noch mit Computern zu bewiltigen
ist, tauchen in alten und neuen mathemati-
schen Fragestellungen auf. Die Mathematik
kommt auch (wie die Technik z.B.) in Be-
reiche der Forschung, wo zwar prinzipiell
etwas zu tun moglich ist, es aber aus 6kono-
mischen Griinden (Zeit, Aufwand, auch Geld)
unterbleiben muB.

5. Eine Funktion, die selbst wieder
zu ihrer Definition verwendet wird

Nach der Definition ist, da 101> 100,
f(101)=91.
Wendet man die Definition fiir das Argument
100 an, £(100)=/(f(111)),
so entsteht zunichst [iir die ,.innere*“ Anwen-
dung auf 111
fain=1oi,
so daB f(100)=/(101)=91 wird.
Fiir die Anwendung auf 99 erhilt man
F99)=£(f(110))=1(100)=91
wieder 91, da uns f(100) schon bekannt ist.
So weiterschlieBend kommt man zu folgen-
der Tabelle fiir die Werte von f(n)

n fin) n fln)

111 101 100 f(f(111)=f(101)=91
110 100 99 f(f(110))=£(100)=91
109 99 98 f(f(109)=/( 99)=91
108 98 97 f(f(108))=f( 98)=91
107 97 96 f(f(107)=f( 97)=91
106 96 95 f(f(106))=f( 96)=91
105 95 94 f(f(105)=f( 95)=91
104 94 93 f(f(104)=f( 94)=91
103 93 92 f(f(103))=f( 93)=91
102 92 91 f(f(102)=f( 92)=91
101 91 90 f(f(101)=f( 91)=91
89 f(f(100)=f( 91)=91

S99 =,( 91)=91

88

3 U 14)=f( 91)=91

2 fC13)=f(91)=91

1 SO 12)=f( 91)=91
Es kommt also fiir n< 101 stets der Wert 91
heraus. In der mathematischen Literatur
wird diese Funktion deshalb auch ,9ler
Funktion” genannt. Wir haben uns bei der
Werteberechnung die Arbeit mit Hilfe der
Tabelle sehr erleichtert. Folgt man lediglich
der Definition ohne Kenntnis schon vor-
berechneter Werte, so verliuft bei n= 100 der
Rechengang der wiederholten Anwendung
der Funktion zwar genau wie oben in der
Tabelle, aber bei n=99 nimmt er die Gestalt
an
F99)=1(f(110))=f(100)=7(f(111))
=f(101)=91,
bei n=97 entsteht sogar
SOD=F(f(108)=f( 98)=f(f(109))

=f( 99)=f(f(110)= f(100)= f(111))
= f(101)=91

und bei n=1 wire der Anfang dieser Kette
von Anwendungen der Funktion

JO=r(fAQ)=f(SUM=S(S(S(SCH))

Dieses wiederholte oder verschachtelte An-
wenden einer Funktion wird in der Mathe-
matik oft durch einen Exponenten angezeigt,
der dann aber nicht das Potenzieren bedeutet,
hier also f(1)=f*%(34)
=f19100)=1"1(111)=1*°(101)=1?(91)
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=f1°(102)=/? ( 92)=f1°(103)=/°(93)
=f'°(104)=1? ( 94)=1"°(105)=1°(95)
=f1%(106)=/° ( 96)="°(107)=/°(97)
=£1°(108)=1* ( 98)=1"°(109)=1°(99)
=f1°(110)=£° (100)=f'°(111)=...
An dieser Stelle ist die Zahl der Anwendun-
gen von f auf das Argument 100 um 1 abge-
baut worden.
Der Zyklus von 21 Anwendungen der Funk-
tionsdefinition (Anzahl der Gleichheitszei-
chen zwischen f1°(100) und f?(100)) muf
noch achtmal wiederholt werden. bis man
schlieBlich f(100)=f%(111)=£(101)=91
erreicht. Das tatsdchliche Berechnen rekursiv
definierter Funktionen ist in der Dynamik
der auf- und.absteigenden Verschachtelungs-
tiefe ein meist arbeitsaufwendiger Vorgang,
auch fiir Computer. Aber rekursive Funktio-
nen sind in der Mathematik und in jiingster
Zeit auch in der Praxis ein interessantes und
wirksames dynamisches Arbeitsmittel.

1.0. Kerner

Eine Schachstudie
Intellektuelles Boxen

Dr. Emanuel Lasker (1868 bis 1941) ist als
groBartiger Schachpraktiker bekannt; er ist
der Weltméister, der die Krone von allen
dreizehn Schachkonigen am lingsten trug,
ndmlich 27 Jahre, von 1894 bis 1921! Lasker,
der 1902 promovierte, legte langere Turnier-
pausen ein und arbeitete an wissenschaft-
lichen Werken. Er galt als bedeutender Ma-
thematiker und Philosoph. Das Schach be-
trachtete er als Geistessport, als ,,intellek-
tuelles Boxen', als Kampf der schopferi-
schen Individualititen.

Dr. Lasker, der aus Berlinchen stammt und
lange Zeit in Berlin lebte, machte auch auf
dem Gebiet des Problemschachs von sich
reden. Er 18ste nicht nur gern Aufgaben und
Studien, sondern komponierte auch.

In der nachstehenden Studi¢ hat Schwarz
einen Turm mehr, doch findet WeiB eine
geistreiche Moglichkeit, das gegnerische
Ubergewicht so zu wandeln, daB Schwarz
nicht gewinnen kann.

Dr. Emanuel Lasker, 1905
WeiB zieht und macht remis
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Aristarch von Samos

EAAAZ HELLAS

0 TYETHMA

EAAAZ  HELLAS

Im Mai 1980 erschienen in Griechenland zwei
Briefmarken zum Gedenken an den griechi-
schen Astronomen und Mathematiker Ari-
starch von Samos (um 320 bis um 250 v.u. Z.).
Aristarch stellte als erster die im 16.Jh. von
Copernicus (1473 bis 1543) erneuerte und
langst als wahr erkannte Hypothese auf, daB
die Sonne und nicht, wie damals allgemein
angenommen, die Erde das Zentrum unseres
Planetensystems bildet. Die Hypothese des
Aristarch fand bei seinen Zeitgenossen keine
Anerkennung, denn sie stand im Widerspruch
zu den damals herrschenden, vor allem von
Aristoteles (384 bis 322 v.u.Z) fixierten
physikalischen Vorstellungen. Zum . Beispiel
meinte man, von einer bewegten Erde miiSten
alle beweglichen Dinge heruntergeschleudert
werden, man miite den ,,Fahrtwind“ spiiren
usw. Die Hypothese des Aristarch ist nur
durch eine Bemerkung in der Schrift ,,Die
Sandzahl“ von Archimedes (287? bis 212
v.u.Z) iiberliefert worden. Sie war Coperni-
cus bekannt, der in seinem -astronomischen
Hauptwerk ,,De revolutionibus* seinen Vor-
gidnger Aristarch riihmend erwihnte. Diese
Bemerkung wurde jedoch beim Druck unter-
schlagen. Sie befindet sich nur im hand-
schriftlichen Manuskript von Copernicus,
das in der Universititsbibliothek in
Warszawa aufbewahrt wird.

Erhalten blieb durch Vermittlung mittel-
alterlicher islamischer Gelehrter eine kleine

astronomisch-mathematische ~ Abhandlung
des Aristarch, in der er fiir das Verhiltnis

_ Abstand Erde-Sonne
Y= Abstand Erde—Mond

die Abschidtzung 18 <v<20 herleitete. (In
Wabhrheit ist v ungefdhr 370.) Aristarch ging
dabei von der richtigen Uberlegung aus, da3
Erde E, Sonne S und Mond M ein bei M
rechtwinkliges Dreieck bilden, wenn wir ge-
nau die Hilfte des Mondes beleuchtet sehen
(siehe Bild): Man braucht also ,nur* den
Winkel & zu messen, um v zu bestimmen.

M

Rechnet aus, wie grofi dieser Winkel bei
v=370 in Wahrheit ist und welche falschen
Abschitzungen fiir a Aristarch gemessen ha-
ben mufl, um zu seiner Abschitzung fiir v zu
gelangen !

Ubrigens gab es zu Aristarchs Zeiten und
noch lange danach keine trigonometrische
Taleln, und als echter Grieche verschméihte
Aristarch auch die naheliegende Methode,
ein geniigend groBes dhnliches Dreieck zu
konstruieren und dann die Seiten einfach zu
messen, bestimmte vielmehr den v-Wert durch
durch umstédndliche, aber streng bewiesene
geometrische Abschidtzungen. Diese machen
den mathematischen Gehalt seiner Arbeit
aus.
Lest liber Aristarch und Copernicus in dem
Buch Entdecker des Himmels von Dieter B.
Herrmann (Urania-Verlag 1978) nach!

P. Schreiber

In der gleichen Abhandlung bestimmte er
den Sonnendurchmesser als das 6,75fache
(in Wahrheit das 109fache des Erddurch-
messers. Die zu dieser Uberlegung gehorige
Skizze ist auf der 10-Drachmen-Marke wie-
dergegeben.

Welche auf der Erde beobachtbare Grofe
muf man messen, um das genannte V erhditnis v
schon hiernach zu bestimmen?

Lest iiber Aristarch und Copernicus in dem
Buch
Dieter B. Herrmann

Entdecker des Himmels

Urania-Verlag, Leipzig 1978
nach!
Aus AnlaB des 2300.Geburtstages des Be-
griinders der heliozentrischen Theorie fand
im Juni 1980 auf der Insel Samos ein wissen-
schaftliches Kolloquium statt.

P.Schreiber



XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben und Losungen der

Kreisolympiade (18. November 1981)

Fortsetzungen von alpha 6/81

Lésung: 1. Wenn ein Paar (a; b) natiirlicher
Zahlen g und b den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, so folgt:

Es gibt natiirliche Zahlen m, n mit

a=15m, b=15n: 1)
Wegen 0 <a <b folgt
O<m<n, 2

wegen ab=7875 [olgt 15m- 15n="7875, also
225mn="17875,

mn=135. (3)
Da 35 die Primfaktorzerlegung 35=5- 7 hat,
gibt es fir (2), (3) nur die Moglichkeiten,
daB entweder m=1, n=35 oder m=5, n=7
gilt. Aus (1) folgt daher, daB nur die Paare
(15; 525), (75; 105) die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen konnen.
II. Sie erfiilien diese Bedingungen; denn es
gilt
0<15<525,0<75<105;
wegen der Primfaktorzerlegungen
15=3-5, 525=3-52-7, 75=3-5%,105=3-5-7
ist 3-5=15 der gg.T. von 15 und 525 sowie
auch der g.g.T. von 75 und 105; schlieBlich
gilt 15-525=7875 und 75 - 105=7875.
Dabher erfiillen genau die Paare (15; 525) und
(75; 105) die Bedingungen der Aufgabe.

4. Albrecht Diirer bringt auf seinem Stich
»Melancholie“ ein ,,magisches Quadrat“ aus
den Zahlen 1 bis 16, d. h. ein Quadrat, in dem
jede Zeile, jede Spalte und jede Diagonale
denselben Summenwert hat.

In den beiden Mittelfeldern der untersten
Zeile ist das Entstehungsjahr des Stiches ab-
zulesen.

16|3) 2|13

8
9 12
4

Im Bild ist dieses Quadrat mit unvollstindi-
ger Eintragung wiedergegeben.

Begriinde, wie das magische Quadrat auszu-
fiillen ist, und gib das Entstehungsjahr an!

Lésung: Wegen 16+3+2+13=34 ist die
Zeilen-, Spalten und Diagonalensumme 34.
Daraus flolgt, daB die fehlende Zahl in der

ersten Spalte 5 und die [ehlende Zahl in der
vierten Spalte 1 betrigt. Fiir die restlichen
6 Felder bleiben die Zahlen 6, 7, 10, 11, 14
und 15 iibrig.

Die Summe der beiden fehlenden Zahlen der
vierten Zeile betrigt 29, sie 148t sich nur mit
den Zahlen 15 und 14 bilden; die Summe der
fehlenden Zahlen der dritten Zeile betrigt 13,
sie 140t sich nur mit den Zahlen 6 und 7
bilden. Die Summe der restlichep Zahlen 10
und 11 betrégt 21. Sie ergibt zusammen mit
den bereits in der zweiten Zeile stehenden
Zahlen die verlangte Summe 34.

Die Anordnung der beiden mittleren Zahlen
der zweiten bzw. dritten Zeile muB nun so
erfolgen, daB auch in beiden Diagonalen die
Summe 34 erreicht wird. Da jeder der beiden
Diagonalen zu dieser Summe noch 17 fehlt,
kann die Anordnung nur

11|10 10 | 11
oder
716 6| 7

lauten.

In der zweiten Spalte fehit an der Summe 34
noch 16 oder 17, je nachdem, ob die zweite
Zahl der vierten Zeile 14 oder 15 lautet.
Daher erfiillt nur die zweite der oben ange-
fihrten Anordnungen die gestellten Bedin-
gungen. Somit ergibt sich als einzige. Mog-
lichkeit die folgende Eintragung:

16| 3| 2113
S|10(11] 8

9| 6| 7|12
bl15)14] 1

Sie erfiillt alle Bedingungen eines magischen
Quadrates. Das Entstehungsjahr des Stiches
lautet mithin 1514.

Olympiadeklasse 8

1. Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zah-
len a, fiir die

1 a 1

4%ar1273
gilt!
Lésung: 1. Wenn eine natiirliche Zah! a die
geforderte Ungleichung erfiillt, so gilt

1 a

i“ar12 M

a 1

FES VRS @

Aus (1) folgt a+ 12 < 4a, also 12 <3aq, [olglich
4<a. 3)

Aus (2) folgt 3a<a+ 12, also 2a< 12, folglich
a<6.

Die einzige natiirliche Zahl, die (3) und (4)

erfiillt, ist a=S. Daher kann nur diese Zahl

die geforderte Ungleichung erfiillen.

und

II. Sie erfiillt diese Ungleichung; denn es
gilt

I 5 L
% g
5 1 5 15 1 17,
&< §’daﬁ_ﬁ und §=ﬁnst.

Daher erfiillt genau a=35 die Bedingungen
der Aufgabe.

17 5

0. .
und ist, sowie

1768

2. Gegeben sei die Seitenlidnge a eines Quadra-
tes ABCD. Um B und D seien mit dem Ra-
dius a Kreisbégen gezeichnet, die in dem
Quadrat ABCD ceine blattartige Figur (im
Bild schrafliert) einschlieBen.

D C

A a 8

a) Berechne fiir a=3,5cm den Flicheninhalt
der schrafTierten Fldche!

b) Ermittle eine allgemeine Formel, die an-
gibt, wie der Flicheninhalt der blattartigen
Figur von der gegebenen Seitenlidnge a ab-
hingt!

Lésung : a) Durch die Diagonale AC wird das
Quadrat und (wegen der symmetrischen Lage
der beiden Kreisbogen) auch die schraffierte
Flache halbiert. Daher ergibt sich die Hélfte
des gesuchten Fldcheninhaltes, indem man
vom Flacheninhalt des um B gezeichneten
Viertelkreises den Fliacheninhalt des Dreiecks
ABC (d.h. den halben Flicheninhalt des
Quadrates) subtrahiert. Also betrigt der ge-
suchte Flacheninhalt

NER 2_1. 2 2
2<4 3,5 23,5)¢m

=<§— 1) -3,5%cm2=0,57 - 12,25cm?

~6,98cm?.

b) Mit derselben Begriindung wie in a) er-
gibt sich fiir den gesuchten Flacheninhalt die
Formel

fm 2 1, {®_q1\ 2
2 (4a 20), (2 l)a.
Hinweise: 1. Man kann natiirlich auch den
Aufgabenteil b) zuerst 16sen und dann durch

Einsetzen von a=13,5cm das Ergebnis a) er-
mitteln.

3. a) Beweise folgenden Satz:
Wenn ein Dreieck ABC gleichseitig ist, dann
ist die Summe irgend zweier zu verschiedenen

13



Ecken gehorender AuBlenwinkel stets doppelt
so groB wie die Summe der zugehdrenden
Innenwinkel.

b) Untersuche, ob auch die folgende Um-
kehrung des in a) genannten Satzes gilt!
Wenn in einem Dreieck ABC die Summe
irgend zweier zu verschiedenen Ecken gehd-
render AuBenwinkel stets doppelt so groB ist
wie die Summe der zugehorigen Innenwinkel,
dann ist das Dreieck ABC gleichseitig.

Losung: a) Wenn das Dreieck ABC gleich-
seitig ist, dann betrdgt jeder Innenwinkel 60°,
jeder AuBenwinkel also 180° —60° = 120°. Die
Summe der zu zwei Ecken gehdrenden
AuBenwinkel betragt mithin 240°, die Summe
der zu diesen Ecken gehdrenden Innenwinkel
betrdgt 120°. Da 240° das Doppelte von 120°
ist, ist hiermit der geforderte Beweis geftihrt.

b) Die zu den Ecken A, B, C gehorenden
InnenwinkelgroBen seien a, § bzw. y; die zu-
gehorigen AuBenwinkelgroBen sind dann
180° —a, 180°—f bzw. 180°—y. In der zu
untersuchenden Umkehrung besagt die Vor-
aussetzung daher, daB die drei Gleichungen
(180° —a) +(180°— B)=2- (¢ + B), 1)
(180°—B)+(180°—y)=2" (B +7), @
(180°—y)+(180°—a)=2"(y+a) 3)
gelten. Aus (1) folgt 360°—a—pf=2a+2p,
also 3a+38=360° und daher,

a+f=120° )
Aus (2) und (3) folgt ebenso

B+y=120° 5)
bzw. a+y=120° (6)

Aus (4) und (5) folgt a=7, )
aus (5) und (6) folgt a=4. 8)
Mit (7) und (8) ist aber die Aussage gewon-
nen, daB das Dreieck ABC gleichseitig ist.
Damit ist bewiesen, daB auch die zu unter-
suchende Umkehrung gilt.

4. Uber den Mitgliederstand einer Betriebs-
sportgemeinschaft (BSG), in der genau fiinf
Sektionen bestehen, wurden folgende An-
gaben gemacht:

Genau 22 Mitglieder der BSG gehdren zur
Sektion Schach.

Genau ein Drittel aller Mitglieder der BSG
gehoren zur Sektion FuBball.

Genau ein Fiinftel aller Mitglieder der BSG
gehoren zur Sektion Leichtathletik.

Genau drei Siebentel aller Mitglieder der
BSG gehoren zur Sektion Tischtennis.
Genau zwei Neuntel aller Mitglieder der
BSG gehoren zur Sektion Turnen.

Genau 8 Mitglieder der BSG gehéren zu je
genau drei verschiedenen Sektionen.

Genau 72 Mitglieder der BSG gehoren zu
mindestens zwei verschiedenen Sektionen.
Kein Mitglied der BSG gehdrt mehr als drei
Sektionen an, aber jedes Mitglied mindestens
einer Sektion.

Untersuche, ob es eine Zusammenstellung
von Mitgliederzahlen sowohl der gesamten
BSG als auch de: fiinf einzelnen Sektionen
gibt, so daB alle diese Aussagen zutreffen!
Untersuche, ob diese Mitgliederzahlen durch
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die Aussagen eindeutig bestimmt sind! Ist
das der Fall, so gib die Mitgliederzahlen an!

Ldsung: 1. Wenn fiir eine Zusammenstellung

von Mitgliederzahlen alle genannten Aus-

sagen zutreflen, so folgt:

Ist x die Mitgliederzahl der BSG, so sind die

Mitgliederzahlen der genannten Sektionen
xx3 2 1)

22, 35°5% TR

Addiert man diese Zahlen, so hat man damit
jedes Mitglied der BSG so oft erfaBt, wie die
Anzahl der Sektionen: angibt, denen das be-
treffende Mitglied angehért. Dieselbe Art der
Erfassung kann man folgendermaBen er-
reichen: Man erfasse jedes der x Mitglieder
zunichst einmal, dann die im Aufgabentext
genannten 72 Mitglieder. noch ein zweites
Mal und schlieflich die zuvor genannten
8 Mitglieder noch ein drittes Mal. Daher gilt

x x 3 2

Durch Subtraktion von 22+x und Multi- -

plikation mit 315 folgt
105x +63x + 135x + 70x — 315x = 18270,
58x=18270,
x= 315.

Nach (1) konnen daher die genannten Aus-
sagen nur dann zutreffen, wenn 315 die Mit-
gliederzahl der BSG ist und

22, 105, 63, 135, 70
die Mitgliederzahlen der Sektionen sind.

Olympiadeklasse 9

1. In der Divisionsaufgabe a:b=c sind a, b,
¢, sg durch natiirliche Zahlen zu ersetzen,
daB eine richtig gerechnete Divisionsaufgabe
entsteht, wobei nur die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5,
und zwar jede genau einmal, verwendet wer-
den sollen:

Ermitteln Sie aile Tripel (a; b; ¢) natiirlicher
Zahlen, die diesen Anforderungen geniigen!
Lésung : Die Tripel (52; 13; 4) und (52; 4; 13)
sind die gesuchten.

2. Gegeben sei ein beliebiger Quader, fir
dessen Kantenlingen a, b und ¢ die Be-
zichung a<b <c gilt.

Untersuchen Sie, ob es einen ebenen Schnitt
durch diesen Quader so gibt, daB die Schnitt-
figur ein Quadrat ist!

Losung: Der  gegebene Quader  sei
ABCDA'BC'D' mit AB=c¢, BC=b und
AA'=a.

' F ¢

I
)]l_E 8’ AN
NG c

e
7
s
e

A 8

- In der Ebene des Rechtecks ABB'A’ zeichne

man den Kreis um B mit dem Radius b. Er
schneidet wegen BB <b<A'B’ die Strecke
A'B’ in einem inneren Punkt, der E genannt
sei. Die Parallele zu B'C’ durch E schneidet

D'C’ in einem Punkt, der F genannt sei.
Dann _gilt EF=BC=b und wegen der Kon-
gruenz der Dreiecke EB'B und FC'C (nach
s, w, s) auch FC=EB=b. Folglich bilden
B, E, F und C die Ecken eines Rhombus.
Da BC auf der Ebene ABB'A’ nach Voraus-
setzung senkrecht steht, steht BC auf jeder
Geraden dieser Ebene durch B senkrecht und
damit auch auf EB. EBCF ist also sogar ein
Quadrat. Damit ist gezeigt, daB es einen
ebenen Schnitt durch den Quader so gibt,
daB die Schnittfigur ein Quadrat ist.

3. Beweisen Sie, daB reelle Zahlen x, y, z
genau dann das System der drei Ungleichun-
gen  x+y+z>0,
x-y-z>0,
xy+xz+yz>0
erfiillen, wenn x, y und z positiv sind!
Lésung: 1. Wenn x, y und z positive reelle
Zahlen sind, dann gelten die genannten Un-
gleichungen
x+y+z>0,
xyz>0, 2)
xy+xz+yz>0, 3)
da Summe und Produkt von positiven Zahlen
stets wieder positive Zahlen ergeben.
II. Wenn x, y und z die Ungleichungen (1),
(2), (3) erfiillen, dann folgt:
Wire x<=0, so ergibe sich aus (1) und (3)
x(x+y+2)S0<xy+xz+yz,
also x2<yz und daher wegen x2=0 erst
recht yz>0. Hieraus und aus x<0 folgte
xyz <0 im Widerspruch zu (2). Somit ist die
Annahme x<0 widerlegt, d.h. x>0 bewie-
sen. Entsprechend erhilt man die SchluB-
folgerungen y>0 und z>0, w.z.b.w.

4. Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC.
Konstruieren Sie eine Parallele zu BC so, daB
sie die Dreieckseiten AB und AC in Punkten
D bzw. E schneidet, fiir die ED=DB+ BC
gilt!

Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob es (zu gege-
benem Dreieck ABC) genau eine Parallele
der verlangten Art gibt!

)

Lésung: 1. Angenommen, eine Parallele zu
BC hat die verlangte Eigenschaft. Wegen
ED=DB+BC gibt es einen Punkt P auf ED
mit PD=DB und PE=EC. Fiir diesen gilt
¥ DBP =% DPB (Basiswinkel im gleichschenk-
ligen Dreieck BPD)=% PBC (Wechselwinkel
an geschnittenen Parallelen); d. h., P liegt auf
der Winkelhalbierenden von < ABC. Ebenso
erhilt man, da3 P auf der Winkelhalbieren-
den von &< ACB liegt.

11. Daraus folgt, daB eine Gerade g nur dann
eine Parallele zu BC mit der verlangten
Eigenschaft ist, wenn sie durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert die Winkelhalbierende
von ¥ ABC und die von ¥ ACB. Sie schneiden
sich in einem Punkt, der P genannt sei.

(2) Man zeichne die Parallele g zu BC durch
P.




II1. Wenn eine Gerade g durch diese Kon-
struktion erhalten wird, so geniigt sie den
Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Es gilt:

¥ EPC=% BCP sowiex DPB=% PBC

als Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len. Ferner gilt laut Konstruktion

¥ BCP =% PCE sowiex PBC =« PBD.

Also gilt

¥ EPC=% PCEsowiex DPB=X PBDd.h.,
die Dreiecke EPC und BPD sind gleich-
schenklig mit EP=EC bzw. PD=DB. Folg-

lich gilt ED=EP+PD=EC+ DB, wz.b.w.
c

A D 8

1V. Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind
eindeutig ausfiihrbar. Daher gibt es genau
eine Parallele der verlangten Art.

Olympiadeklasse 10
1. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist
die zur Hypotenuse AB senkrechte Hohe DC

genau %ma] so lang wie die Hypotenuse AB.

Fiir den HohenfuBpunkt D gilt AD <DB.

In welchem Verhiltnis AD:DB teilt er die
Hypotenuse?

Lésung: Fiir die Lingen AB=c, DC=h,
AD=q, DB=pgilt

h= 3¢ (1)
sowie p+q=c )
und g<p. 3)

.Ferner gilt nach dem Hohensatz
pa="h. @

Setzt man h aus (1) in (4) ein, so folgt

4
Pa=35¢", %)

setzt man q aus (2) in (5) ein, so folgt

4 2
»P(C—P)-gc ,

4
also entweder p=3¢ und dann nach (2) wei-

1
ter q=%c oder p=3¢ und dann nach (2)

. 4
weiter g =3¢

Von diesen beiden Moglichkeiten verbleibt
wegen (3) nur die @ei)aher betrdgt das
gesuchte Verhiltnis AD:DB=g:p=1:4.

2. Uber das Ergebnis eines 100-m-Laufs mit

sechs Teilnehmern, von denen keine zwei die

gleiche Zeit erreichten, wurden folgende vier

Aussagen gemacht:

(1) A wurde nicht Zweiter, oder B wurde
Erster.

(2) A wurde Zweiter, und C wurde Vierter.

(3) A wurde Zweiter, und B wurde Dritter.

(4) C wurde Vierter, oder B wurde Fiinfter.

Entscheiden Sie, ob es moglich ist, daB

a) alle vier Aussagen (1) bis (4),

b) genau drei dieser Aussagen,

c) genau zwei dieser Aussagen,

d) genau eine dieser Aussagen,

e) keine dieser Aussagen gleichzeitig wahr
sind!

Lésung: a) Wenn die Aussagen (2) und (3)

wabhr sind, so wurde A Zweiter und B Dritter,

also ist dann Aussage (1) falsch. Daher ist es

nicht méglich, daB alle vier Aussagen (1) bis

(4) gleichzeitig wahr sind.

b) bis e) Wie die folgenden Beispiele zeigen,

ist es jeweils moglich, daB die genannte Zahl

von Aussagen wahr ist. Dabei bedeute das

Zeichen x irgendwelche von A, B, C ver-

schiedene Teilnehmer.

Zub) BAxCxx (genau (1), (2) und (4) sind

wabhr),

zu ¢) xAxCBx (genau (2) und (4) sind wahr),

zu d) BACxxx (genau (1) ist wahr),

zu e) CAxBxx (alle Aussagen sind falsch).

3. Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x; )
ganzer Zahlen x, y, fir die
x2—y?=1981 gilt!

Lésung: Ein Paar (x; y) ganzer Zahlen hat
genau dann die verlangte Eigenschaft, wenn
es (x—yNx+y)=1981 (8]
erfillt. Wegen der Primzerlegung

1981 =7 - 283 gibt es fiir (1) in ganzen Zahlen
x—y und x+y genau die in der folgenden
Tabelle genannten Moglichkeiten. Durch
Addieren bzw. Subtrahieren und jeweils an-
schlieBendes Halbieren erhilt man, daB nur
die anschlieBend angegebenen Werte von x
und y die genannten Zahlen x—y bzw. x+y
ergeben konnen; eine Probe zeigt jeweils, daB
sie in der Tat diese Ergebnisse liefern.

x—y x+y x y
1 1981 991 990
-1 —1981 -991 -990
1981 1 991 -990
—1981 -1 -991 990
7 283 145 138
-7 —283 —145 -—138
283 7 145 -—138
—283 -7 —145 138

Daher haben genau die Paare (991; 990),
(—991; —990), (991; —990), (—991; 990),
(145; 138), (—145; —138), (—145; 138),
(145; —138) die verlangte Eigenschalft.

4. Uber den Seiten eines beliebigen recht-
winkligen Dreiecks ABC mit dem rechten
Winkel bei C werden gleichschenklig-recht-
winklige Dreiecke errichtet, iiber den Kathe-
ten nach auBen, iiber der Hypotenuse nach
innen.

Beweisen Sie, daB die Spitzen dieser Dreiecke
und der Punkt C dann auf ein und derselben
Geraden liegen!

Lasung: Die iiber BC und AC nach auBlen
errichteten  gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecke seien BCE bzw. ACF. Wegen

¥ FCA+X ACB+¥ BCE=45°+90° +45°
=180° '

liegt C auf der Geraden durch E und F.

Die Mittelpunkte von BC, CA, AB seien U,
V bzw. W. Der Kreis mit AB als' Durch-
messer geht nach der Umkehrung des Satzes
von Thales durch C, ist also der Umkreis
des Dreiecks ABC. Folglich liegt sein Mittel-
punkt W auf den Mittelsenkrechten von BC
und AC. Somit ist WUCVein Rechteck; E, F
liegen auf den Verldngerungen von WU bzw.
WV, und es gilt:!

WE=WU + UE=WU + UC=WV+VC
=WV+VF = WF, (1)
Die Mittelsenkrechte von AB schneide EF
in G. Dann gilt

X FWG=90° - AWV=90°—x WBU
=xEWB 2)
und ¥ GFW=45° =X BEW. (3)
Aus (1), (2), (3) folgt AFGW=A EBW, also
WG =WB. Daher ist A ABG das iiber AB
nach innen errichtete gleichschenklig-recht-
winklige Dreieck. Dessen Ecke G liegt somit
ebenfalls auf der Geraden durch E, F,
w.z.b.w.

DNach den vorangehenden Feststellungen
kann die folgende Gleichung WE=WF auch
aus X EFW=45°=x FEW geschlossen wer-
den.

Olympiadeklasse 11/12

1. Sind a, und d gegebene reelle Zahlen, so
sei {(a,) die -arithmetische Zahlenfolge mit
a,=a;+(n—1)dfir n=1,2,3, ...
Ferner werde fir n=1, 2, 3, ... definiert:

Sn =h; Giy Zn =k; Sk
a) Man ermittle g, und d so, daB s, =4 und
z4=15 gilt.
b) Man beweise, daB fiir beliebige reelle a,, d
und alle n=1,2, 3, ...

7=+ D) <a1+n;31d) gilt.

" 2
2. Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen
x, fiir die

1
2_ 1< g
Y 2x* —1<—gilt.

3. Es sei ABCD ein beliebiges Viereck. Seine
Seitenldngen seien a, b, ¢, d; sein Fliachen-
inhalt sei F.

Man beweise, dal dann stets die folgende
Ungleichung (1) gilt:

Fé%(a2+bz+cz+d2).

(1)

Ferner ermittle man alle diejenigen Vierecke,
fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

4. Man beweise: Fiir jede ungerade ganze

Zahl n=3ist

(1edriees )23 e
23 n—1 ;

eine durch n teilbare ganze Zahl.
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Losungsweg zur Ordnung
des Magischen Wiirfels

Das Losungsbeispiel wurde so gewihlt, daB
die Ubersichtlichkeit jederzeit moglichst er-
halten bleibt. Deshalb werden die Ebenen des

Wiirfels nacheinander von oben nach unten.

geordnet. Die schon richtig stehenden Wiirfel
kehren dabei nach jeder Operation in ihre
Ausgangslage zuriick.

Bezugspunkte des Wiirfels sind immer die
sechs einfarbigen Mittelstiicke. Diese ver-
dndern ihre Lage zueinander nicht und geben
somit die fiir die jeweilige Fliche aufzu-
bauende Farbe an. Alle anderen Kanten-
und Eckstiicke hingegen lassen sich ver-
tauschen.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit muB dzr
Wiirfel bei jeder Operation in der gleichen
Lage gehalten werden. In unserem Beispiel
zundchst immer so, daB weill oben und blau
vorn liegt. Wo diese Regel nicht zutrifft,
witd das im Losungsbeispiel gesondert an-
gegeben.

Die verwendeten Symbole fiir die Drehbewe-
gungen (Darstellung 1) gehen immer von der
Vorderseite des Wiirfels aus und stellen je-
weils eine Vierteldrehung dar.

Haben wir uns mit der Symbolik vertraut
gemacht, kénnen wir mit dem Einordnen
beginnen.

Bild 1 ] [[] Vorderseite nach
] links bzw. rechts
1 drehen

Obere Ebense nach
links bzw. rechts
drehen

Mittelebene nach
links bzw. rechts
drehen

Untere Ebene nach
links bzw. rechts
drehen

Rechte Ebene nach
oben bzw. unten
drehen

Mittelebene nach
oben bzw. unten
drehen

—

Linke Ebene nach
Py oben bzw. unten
| drehen

Aufbau der oberen Ebene

Wir drehen den gesamten Wiirfel so, daB das
weiBe Mittelstiick oben und das blaue vorn
liegt. Dann den Kantenwiirfel blau/weiB nach
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vorn drehen. Steht er nicht zufillig richtig,
kann man ihn mit einem der in Darstellung 2
gezeigten Ziige in die richtige Lage bringen.
Mit den anderen Kantenstiicken verfahren
wir ebenso, nachdem der ganze Wiirfel mit
der entsprechenden Farbe nach vorn gedreht
wurde. ’

Bild 2

b

w
b~

Sind alle Kantenstiicke der oberen Ebene
eingeordnet, ist auf der Oberseite ein weiBes
Kreuz entstanden, und die Seitenfarben stim-
men mit den Mittelstiicken der Seitenflichen
uberein.

Als nichstes sind die vier Eckstiicke einzu-
ordnen. WeiB ist wieder oben und blau vorn.
Ein Eckstiick mit weiBer Fliche (hier blau/
weiB/orange) soll nach rechts oben an seinen
Platz gebracht werden. Dazu wird es zunéchst
nach links unten gedreht und nach Dar-
stellung 3 eingeordnet.

Bild 3

Entsprechend ist mit den anderen Eckstiicken
zu verfahren, nachdem jeweils der gesamte
Wiirfel mit der zugehérigen Seite nach vorn
gedreht wurde.

Nun ist die obere Ebene richtig sortiert.

Aufbau der mittleren Ebene

Hier sind die vier Kantenstiicken einzu-
ordnen. Wieder liegt weil oben und blau
vorn. Ein Kantenstiick blau/orange oder
blau/rot wird durch Drehen der unteren
Ebene nach vorn und nach Darstellung 4 an
die richtige Stelle gebracht.

Bild 4 I
g FRf
i
A}
[:]
-
| ]
bl b P -
0 N
7 e O

Sollten beide Kantenstiicke mit ihrer blauen
Seite nach unten zeigen, wihlen wir eine
andere Seitenfliche fiir diese Operation. Es
kann aber auch vorkommen, daB alle ge-
suchten Kantenstiicke schon in der mittleren
Ebene sind, aber verdreht oder an falscher
Stelle stehen. Dann miissen sie mit den ge-
zeigten Ziigen zunichst nach unten transpor-
tiert und eingeordnet werden.



Aufbau der unteren Ebene

Hierzu drehen wir den Wiirfel um, so daB
die weiBe Flache nach unten zeigt und die
gelbe Fliache nach oben. Zunichst sind wie-
der die Kantenstiicke einzuordnen. Die jetzt
obere Ebene ist so zu drehen, daB ein Kan-
tenstiick zur farbig passenden Seite zeigt.
Dabei ist es gleichgiiltig, ob gelb schon oben
liegt. Befinden sich die anderen Kantenstiicke
noch nicht an ihrem Platz, sind sie nach
Darstellung 5 auszutauschen.

Bild 5 d

1*

Jetzt miissen diese Kantenwiirfel eventuell
noch gedreht werden. Dazu wird der gesamte
Wiirfel so gehalten, daB das erste zu drehende
Kantenstiick rechts oben liegt. Es folgen die
in Darstellung 6 gezeigten Ziige.

Bild 6

—
-
-

iU

Danach kann der Wiirfel recht durcheinander
aussehen. Davon sollte man sich nicht ver-
wirren lassen. Wir drehen die obere Ebene
(nicht den ganzen Wiirfel!) so, daB das néch-
ste zu kippende Kantenstiick nach oben
rechts zeigt, und wiederholen die acht Ziige.
So wird verfahren, bis alle Kantenstiicke
richtig stehen. Danach ist oben ein gelbes
Kreuz entstanden. Die Ebene wird so ge-
dreht, daB die Seitenfarben iibereinstimmen.
Jetzt sind noch die Eckstiicke in die richtige
Position zu bringen (wobei die Seitenfarben
noch vertauscht sein diirfen). Wenn noch
keines der Eckstiicke an der richtigen Stelle
steht, sind die 22 Ziige der Darstellung 7 aus-
zufithren. Wenn danach noch kein Wiirfel an
der richtigen Stelle steht, muB man die 22
Ziige wiederholen.

Bild 7 ]
| L 4
{ -
-+
— o
L{ ¥
- -
1]
-l -y
(TR [
l‘

Wichtig ist, daB die gleiche Seite wieder nach
vorn zeigt. Ist das geschehen, richten wir
den gesamten Wiirfel durch Drehen der
oberen Ebene entsprechend den Seitenfarben
aus und bringen das richtig stehende Eck-
stiick durch Drehen des gesamten Wiirfels
nach links hinten, wie Darstellung 8 zeigt.
diese Eckstiicke
sind
auszutauschen

richliges Eckstiick
Bild 8

Nun sind die 22 Ziige ein- oder zweimal zu
wiederholen. Dann stehen die Eckwiirfel
richtig, aber eventuell noch nicht mit ihrer
gelben Seite nach oben.

Darstellung 9 zeigt die nun auszufithrenden
Ziige.

s HH H
: i |
umajmmy
-
— -
Bild 9

Der Wiirfel wird dabei so gehalten, daB ein
zu drehendes Eckstiick vorn rechts oben
liegt. Zeigt die Operation nicht den ge-
wiinschten Erfolg, muf} sie wiederholt wer-
den.
Zum Drehen des nichsten Ecksticks muB
dieses wieder nach rechts vorn gebracht
werden. Dazu nur die obere Ebene drehen
(nicht den ganzen Wiirfel). Es folgen wieder
die acht Ziige mit eventueller Wiederholung.
So werden alle Eckstiicke in die richtige Lage
gebracht.
Jetzt brauchen wir nur noch die obere (gelbe)
Ebene so zu drehen, daB die Seitenfarben mit
denen der anderen Ebenen iibereinstimmen.
Aus: practic 3/81

Der Zauberwiirfel
hat Nachfolger

Dem Zauberwiirfel, den der ungarische Pro-
fessor Ernoe Rubik entwickelt hat, sind wei-
tere logische Spiele gefolgt. Mit Begeisterung
beschiftigen sich die Ungarn jetzt auch mit
dem Zauber-Domino, der Zauberkugel, dem
Zauberstern und dem Zaubermais. Um neue,
die menschliche Logik entwickelnde Spiele zu
fordern, wurde in Ungarn ein Wettbewerb
ausgeschrieben. Das Ergebnis- iibertraf alle
Erwartungen. Insgesamt trafen 5600 Vor-
schlége fiir neue Spiele ein, die von 2179 Per-
sonen ausgedacht wurden. 30 Ideen wurden
von einer Jury ausgewihlt, von denen fiinf
sogar einen Sonderpreis errangen.

...Das Losen von Aufgaben macht mir so
viel SpafB, daB ich schon sechs Jahre lang re-
gelmiBig am Wettbewerb teilgenommen ha-
be. Fiir die Losung der Aufgaben haben
stets die Schulkenntnisse ausgereicht. Die
Aufgaben haben mir sehr geholfen, mein
logisches Denken zu trainieren. Alle Auf-
gaben habe ich mir aufgehoben, denn viele,
vor allem theoretische Probleme, werden
auch fiir mich als zukiinftigen Physik-Stu-
denten wichtig sein.

Ralf Launhardt, Rathenow

.. .Ist es nicht méglich, dem Schach in alpha
Raum zu verschaffen, um damit jungen Men-
schen die Méglichkeit zu geben, dieses interes-
sante Spiel zu betreiben?

Harald Riidiger, Griinheide

...Das Knobeln an den Aufgaben bereitet
mir viel SpaB. Nicht nur das logische Denken
wird geschult, sondern man lernt auch Ge-
duld und Ausdauer, wenn es beim ersten
Versuch nicht klappt.

Anke Krukenberg, Schinberg

...Seitdem ich mich am alpha-Wettbewerb
beteilige, habe ich nun auch nicht mehr so
groBe Angst vor Mathematikarbeiten. Ich
konnte meine Leistungen durch den Wett-
bewerb verbessern. Ich mache auch kiinftig
weiter mit!  Annett Vogel, Empfertshausen

...Sehr gut gefallen mit die theoretischen
Betrachtungen zu mathematischen Proble-
men und die Seite ,,In freien Stunden - alpha
heiter*‘. Macht weiter so!

Frank Wagner, Hettsted!t

...Unsere Kinder nehmen gern an lhrem
Wettbewerb teil. Wir freuen uns als Eltern,
daf sie durch Ihre Zeitschrift die Moglich-
keit haben, ihre Kenntnisse in Mathematik
und Deutsch zu festigen.

Familie Baitalow, Kasan (UdSSR)

.. .Die Knobelei in alpha macht mir riesigen
SpaB und deshalb vielen Dank fiir die
interessanten Aufgaben.

Jorg Peschke, Sebnitz (KI.6)

...Obwohl ich schon einige Jahre aus der
Schule bin, 16se ich gern Ihre Aufgaben.
Mir macht Mathematik einfach SpafB, ob-
wohl ich arbeitsmaBig nicht viel damit zu tun
habe. Es ist sozusagen ein Hobby von mir.
Klaus-Detlef Gehrke, Warnemiinde
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In freien Stunden - alpha-heiter

Sport frei!

Auf einer Wischeleine hdngen 8 FuBballjerseys einer
Mannschaft. Ermittelt man das arithmetische Mittel
dieser sichtbaren Riickennummern, so erhilt man die
Zahl 7. Die Summe aus den Riickennummern der drei
fehlenden Trikots ergibt die Summe 10. Welche
Dresse mit welchen Riickennummern fehlen auf der
Leine? . Fachlehrer D. Knape, Jessen

Begriffe gesucht

Verindere je Wort einen Buchstaben, so da3 mathe-

matische Begriffe entstehen! Alle neuen Buchstaben

aneinandergereiht ergeben einen weiteren mathemati-

schen Ausdruck!

Keiler, Ur, Miirze, Tal, Sahne, Kenner, Sonne,

Schinkel Mathematikfachlehrer Regina Brincks,
OS II, Saalfeld

Kryptarithmetik

Bei einer Divisionsaufgabe waren alle Ziffern mit Aus-
nahme der ,,1* unleserlich. Wie heiBt die vollstindige
Aufgabe, wenn die Ziffer ,,1* genau an diesen sechs
Stellen auftritt?

xxxxxx:xx = xlx1 C +B =S
x_xl : § e
11x ° B +R =4
ﬁ — — =
xxx C—R =D
1& Schiiler Stefan Lobel, Karow/Liibz
xx
A: B=C
XX

Mathematikfachlehrer Regina Brincks, D +B =F
OS 11, Saalfeld m

Schiilerin Elke Schwetz, Schmalkalden

Peter Gossdnyi, Bratislava

S M b el L i i e il W i s
LI § 3y & 1 ¢ 1 L] 1 .

4, . e
,_! VSIS0 . SR PUSMSEEYL

Rund um Pilze

,,Steinpilze habe ich mit dem Hasen nach dem Regen
gesammelt‘‘, erzihlte der Bir, ,,und wir konnten sie
kaum nach Hause tragen, aber-in der Hauptsache
haben wir Wasser getragen, denn die frisch gesammel-
ten Pilze enthalten 907, Wasser. Als aber die Pilze
ein wenig abgetrocknet waren, wurden sie um 15kg
leichter, denn sie enthielten nur noch 605 Wasser.*

Wieviel kg Pilze brachten Bir und Hase aus dem
Wald?

Aus einem sowjetischen Unterhaltungsbuch

Heimatkunde

Von Berlin aus soll eine Rundreise durch die angege-
benen fiinf Stidte gemacht werden. Welches ist die
kiirzeste Reiseroute? Aus: Magazin 9/81

Kniffliges Zerlegungsproblem

Man zerlege ein rechtwinkliges Dreieck in 7 spitz-
winklige Dreiecke, ein Quadrat in 8 spitzwinklige
Dreiecke und iiberlege sich jeweils, daB eine Zer-
legung in eine kleinere Zahl spitzwinkliger Dreiecke

nicht moglich ist. Dr. P. Schreiber,
E.-Moritz-Arndt-Universitit Greifswald



19 +82=1+98 +2

12 =(1+9):(8 +2) 72=1-98:2
22=1+9—8+2 82=1°-8?2
3?2=19—8-2 92 =—1°+82
42 =1+9+8-2 102 =(1 +9)(8 +2)
52=1-9+8-2 112 =(19—38)?
62=1-9-8:2 122=1-9-8-2

Ing. H. Decker, Kéln
Lesen — denken — ldsen

Von der durch 11 teilbaren Zahl ,,1320*° ausgehend
sind neue vierstellige Zahlen zu bilden, indem jeweils
eine Ziffer entnommen und eine andere hinzugefiigt
wird. Durch Permutieren der Ziffern ergeben sich
dann Zahlen mit nachfolgenden Eigenschaften:

1. GroBte gerade durch 11 teilbare Zahl;

2. kleinste gerade durch 11 teilbare Zahl;

3. groBte ungerade durch 11 teilbare Zahl;

4. kleinste ungerade durch 11 teilbare Zahl;

5. groBte gerade durch 11 teilbare Zahl;

6. kleinste gerade durch 11 teilbare Zahl.

-1 1320 -+
1.1 0 4
2. | 1 5
32 6
4] 3 7.
5. 4 8
6|5 9

Hinweis: Eine Zahl ist genau dann durch 11 teilbar,
wenn ihre alternierende Quersumme durch 11 teilbar
ist. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Silbenritsel

Aus den folgenden Silben sind 12 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben der gefundenen Worter von
oben nach unten gelesen ergeben den Namen eines
genialen Mathematikers des Altertums (275 bis
194 v.u. Z.), wihrend die Endbuchstaben von unten

aren®

- AT
” ~5@v§%g§;fé:e’%f%%%
6;0'%‘ Vladimir Rentin, Praha

nach oben gelesen einen Begriff nennen, der bei der
k. g. V.-Bestimmung auftritt.
a—-a—di-eck-ep—eu-ex—ga—go—haff —jekt—
ki — le — ler — lon — mum — na — na — ob — raum —sa —
sechs — si — stop — ta — the — to — to — tom — tre — uhr.
1. Griechischer Buchstabe;
2. fiir sie gilt: e = |/a> +b% +&;
3. ZeitmeBgerit hochster Genauigkeit ;
4. Spjel, in dem die Kombinatorik eine Rolle spielt;
5. Element einer Menge;
6. ein n-Eck;
7. griechischer Buchstabe;
8. vom Meer abgetrennter flacher Strandsee;
9. Begriff der Differentialrechnung;
10. Hafenstadt in Japan;
11. genialer schweizerischer Mathematiker;
12. Kennzeichnung des Programmendes.

Ing. D. Vilzke, Greifswald

M. Bukowan, Moskau
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1982

Mathematik

Ma5 82179 Von einem rechteckigen Stiick
Pappe mit den Seitenlingen a=90cm und
b=45cm werden an jeder Ecke gleich groBe
Quadrate ausgeschnitten. Es verbleibt danach
eine Fliche mit einem Fldcheninhalt von
3650 cm?.

a) Wie lang ist die Seite jedes der vier aus-
geschnittenen Quadrate?
b) Faltet man das so entstandene Stiick Pappe
um die gestrichelten Linien, so entsteht ein
oben offener Karton. Welchen Rauminhalt
hat dieser Karton?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5 2180 Setze fiir die fiinf Sternchen
finf paarweise voneinander verschiedene Zif-
fern so ein, daB eine richtig geloste Addi-
tionsaufgabe entsteht! Dabei soll der erste
Summand gréBer sein als jeder andere. (Die
erste Ziffer des ersten bzw. dritten Summan-
den darf nicht die Zifler 0 sein.)

x k¥

+ 19*

+ *81

1981
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 82181 In einem Verkaufsregal liegen
vier verschiedene Seifensorten A, B, C und D.
Von Sorte A sind es halb soviel Stiick Seife
wie von Sorte B. Von Sorte B sind es halb so-

viel Stiick Seife wie von Sorte C. Von der
Sorte D sind es 15 Stiick Seife; das sind halb
soviel Stiick Seife wie von den Sorten B und
C zusammengenommen. Wieviel Stiick Seife
liegen im Regal?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2182 Von zwei leeren Zuckerdosen
weiB man folgendes: Die groBere der beiden
Dosen ist doppelt so schwer wie die kleinere.
Fiillt man in die kleinere 300g Zucker und
in die groBere 100g Zucker, so sind beide
Dosen gleich schwer. Wie schwer ist jede der
beiden leeren Zuckerdosen? StR H.-J. Kerber

Ma5 #2183 Ein Winzer schenkte seinen
drei S6hnen (4, B, C) sieben volle, sicben
halbvolle und sieben leere- Weinfésser, die sie
unter sich so aufteilen sollten, daB jeder von
ihnen gleich viel Fisser und gleich viel Wein
erhilt. Wie konnte die Aufteilung vorgenom-
men werden? Schiilerin Bettina Fréhlich,

Manschnow (K1.5)

Ma5 #2184 Die Mutter von Jens wurde im
Jahre 1980 zehnmal so alt, wie sie (vom Jahre
1980 zuriick gerechnet) vor 27 Jahren alt war.
Welches Lebensalter erreicht die Mutter von
Jens im Jahre 19817

Schiiler Jens Taggeselle, Borna

Ma6 w2185 Ein Radfahrer und ein PKW
brechen zur gleichen Zeit im gleichen Ort
auf und fahren dieselbe Wegstrecke mit kon-
stanter Geschwindigkeit, der Radfahrer mit
IZI(Tm,derPKWmittSOkf'll
Fahrzeit macht der Kraftfahrer 2 Stunden
Rast in einer Gaststitte und fihrt danach
den gleichen Weg wieder zuriick. Wieviel
Minuten nach Ablahrt von der Gaststiitte
trifft der PKW auf den Radfahrer?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (KI.8)
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle wipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14,

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ¢in gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost', ,gut gelost™ oder ,.geldst™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelést*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1981/82 lauft
von Heft 5/1981 bis Heft 2/82. Zwischen dem
1. und 10. September 1982 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der: Hefte
5/81 bis 2/82 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/82 veroffentlicht. Wer minde-
stens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/81
bis 2/82) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1981/82 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 2186 Aufeiner Weide grasen Plerde,
Schafe und Ziegen; es sind zusammen mehr
als 30, aber weniger als 36 Tiere. Es sind
zwei Ziegen weniger und 11 Pferde mehr als
Schafe. Wieviel Pferde, Schafe bzw. Ziegen
grasen auf dieser Weide?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K1.8)

Ma6 #2187 Von zwei natiirlichen Zahlen
sei die erste doppelt so grol wie die zweite.
Multipliziert man die Summe, die Differenz,
das Produkt und den Quotienten aus diesen
beiden Zahlen miteinander, so erhélt man
192. Um welche Zahlen handelt es sich?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K1.8)

Ma6 w2188 Fritz fordert seinen Freund
Fred auf: ,,.Denke dir eine beliebige von Null
verschiedene natiirliche Zahl, multipliziere
sie mit 5, addiere zum Produkt 2, multipli-
ziere die so erhaltene Summe mit 4, addiere
zu diesem Produkt 3, multipliziere die nun-
mehr erhaltene Summe mit 5, addiere schlie-
lich 7, und nenne mir dein Ergebnis!* Fritz
gibt nach kurzem Uberlegen dem erstaunten
Fred die von ihm gedachte Zahl an. Wie ist
das moglich?

Schiiler Jens Weber, Karl-Marx-Stadt

Ma6 82189 Gesucht sind alle zweistelligen
natiirlichen Zahlen, die folgende beiden Be-
dingungen erfillen: ~
a) Die Quersumme einer solchen Zahl ist eine
Primzahl.
b) Dividiert man eine solche Zahl durch ihre
Quersumme, so ist der Quotient um 1 groBer
als die Quersumme.

Schiilerin Kathrin Gnatdoski, Miihlhausen

Ma7 #2190 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar. Ein beliebiger innerer Punkt E der
Seite BC wurde mit einem beliebigen inneren
Punkt D der Seite AC verbunden. Es sei AD
genau so lang wie CE. Es habe DE die Linge
5cm, und es sei CD genau Scm lidnger als
AD. Dann wire der gerade Weg von A nach
C genau so lang wie der Weg von A iiber D
und E nach C. Dies kann jedoch nicht sein,

da der gerade Weg AC immer der kiirzeste

ist. Wo steckt der Fehler?
StR H.-J.Kerber

A 8

Ma7 12191 Zeige, daB

a) die in dekadischer Darstellung gegebene
sechsstellige natiirliche Zahl z, = a2b3¢4 nicht
durch 4 teilbar sein kann, wenn z, durch 9
teilbar ist und a+b=c gelten soll;

b) diese Behauptung fir z,=2a3b4c nicht
gilt! SiR H.-J. Kerber

Ma7 ®2192 Ein GroBvater unterhilt sich
mit seinem Enkelkind. Das Enkelkind stellt
folgendes fest: ,,Wenn du von meinem (ganz-
zahligen) Lebensalter den fiinften Teil von 5
subtrahierst und diese Diflerenz mit 5 multi-
plizierst, dann erhélt man genau das Lebens-
alter von dir." Der GroBvater meint darauf:
»Wenn du zu meinem Lebensalter die Qua-
dratzahl von 7 addierst, von dieser Summe
das Zweifache von 7 subtrahierst und das so
erhaltene Ergebnis durch 7 dividierst, so er-
hidlt man das Lebensalter von dir.“ Wie alt
ist jeder? StR H.-J. Kerber

Ma7 #2193 Angenommen, es gibe im
Lande ,,Utopia* nur Geldscheine zu 5 Uto
und zu 7 Uto (angenommene Wiahrung dieses
Landes). Es sollten Wertgegenstande bezahit
werden, die

a) 1 Uto, b) 2 Uto, c) 3 Uto, d) 4 Uto kosten.
Wie kann das geschehen, wenn Kéufer und
Verkdufer geniigend Scheine dieser beiden
Sorten haben? Wie macht man das bei einem
Kaufpreis von 99 Uto? Begriinde, daB jeder
beliebige ganzzahlige Betrag bezahlt werden
kann! StR H.-J. Kerber

Ma8 #2194 In der Gleichung abc=(bc)’
stellt abc eine dreistellige, bc eine zweistellige
natiirliche Zahl in dekadischer Schreibweise
dar. Die Buchstaben a, b, ¢ sind so durch
Ziffern zu ersetzen, daB eine wahre Aussage
entsteht. Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche
Ziffern, fir verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Zilfern einzusetzen. Sch.

Ma8 ®2195 Es ist zu beweisen, dal3 die
Summe aus den Quadraten zweier natiirli-
cher Zahlen a und b mit a>b stets groBer
ist als das zweifache Produkt dieser Zahlen.

Sch.

Ma8 82196 Das Bild zeigt ein Quadrat
ABCD. Die Punkte E und F sind derart
eingezeichnet, daB gilt: BEx~ EF ~ FG. Ist das
Dreieck EFG gleichseitig? Die Vermutung
ist zu beweisen.

Schiiler Axel Schulz, Potsdam (K1.8)
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Mag #2197 In einen Kreis £ wurden zwei
verschieden lange Sehnen 4B und CD, die
sich im Punkte S schneiden, eingezeichnet.
Die Endpunkte dieser Sehnen erzeugen, wie
aus dem Bild ersichtlich, vier Kreisbogen der

by

B

Lange b, by, b3 bzw. b,. Es ist zu beweisen:
Wenn b, +b, =b3+ by, dann ABLCD. Sch.

Ma9 #2198 In der Sowjetunion gibt es
gegenwirtig insgesamt 138 Zirkusse. Es sind
viermal soviel Standortzirkusse wie Wander-
zirkusse, zwei Tierzirkusse weniger als Wan-
derzirkusse, zehn Biihnenzirkusgruppen we-
niger als Standortzirkusse. Wieviel Zirkusse
jeden Typs gibt es gegenwirtig in der Sowjet-
union? Aufgabe aus der UdSSR

Ma9 #2199 Man ermittle das Verhiltnis

des Fliacheninhalts eines Kreises zum FIla-

cheninhalt des ihm einbeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecks.

Studentin Marion Staskowiak,

Pad. Hochschule Kothen

Ma9 #2200 Es ist nachzuweisen, daf3 die
Zahl 1211%°°— 12118 durch 1111 teilbar ist.
Schiiler Jens Grundmann,
Limbach-Oberfrohna (K1.12)

Ma9 #2201 Es ist zu beweisen, daBl der
Term 72" —42" fiir alle natiirlichen Zahlen n
durch 33 teilbar ist.

Schiiler Volker Sachse, Miilsen (K1.9)

Ma10/12 w2202 Man ermittle alle zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen, die genau so
groB sind wie das Produkt aus ihrer Quer-
summe und der Zahl, die ihre letzte Ziffer
darstellt. Andreas Fittke, Berlin, z. Z. NVA

Mal0/12 #2203 Das Bild zeigt ein Quadrat
ABCD. Die Punkte E und F sind derart ein-
gezeichnet, daB gilt: BExEF~FC. Ist das
Dreieck EFG gleichseitig? Die Vermutung
ist zu beweisen.

Schiiler Axel Schulz, Potsdam (K1.8)

14 [o
s F

g

A 8

Mal0/12 2204 Gegeben sei ein Kreis k mit
dem Flicheninhalt A,=19,63cm?. Die drei
Eckpunkte A, B, C des Dreiecks ABU liegen
auf k, wobei AC Durchmesser von k ist. Die
Seite AB ist genau so lang wie der vierte Teil
des Umfangs von k. Der Winkel ¥ BAC hat
die GroBe 35°.
a) Wie lang sind die Seiten des Dreiecks
ABC?
b) Wieviel Prozent der Kreisfliche nimmt die
Flache des Dreiecks ein?

Schiiler André Pohlers, Dresden (K1.10)

Mal0/12 #2205 In einer Entlernung von
a=10m vom Ufer eines Flusses steht ein
Haus. Visiert man von zwei senkrecht iiber-
einanderliegenden Fenstersimsen, deren Ho-
henunterschied e = 8 m ist, das andere Ufer an,
so erhdlt man Neigungswinkel von a=18,4°
und f=24,6°. Wie breit ist der FluB3?
Steffen Lausch,
Grimma ( Elektromechanikerlehrling)
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Victor Kubal, Prag

Physik

Ph6 w111 Betrachte die beiden. Bilder 1
und 2! Welche Strecke ist linger, welcher
Kreisbogen ist kiirzer? Mifl nach! Welche
SchluBfolgerungen muBt du ziehen?

Bild 1

Bild 2 W

~
W

Ph7 ®112 Ein Taucher kann mit einem

Druckluftgerit bis in ungefahr 45 m Tiefe vor-

dringen. Berechne den Schweredruck, dem
der Taucher im Meer (Wichte des Meer-

wassers 1,03 cr:n;’) ausgesetzt ist! Welche

Druckkraft wirkt auf den gleichen Taucher,
wenn man seine K&rperoberfliche mit 1,6 m?
annimmt?

Ph8 ®113 Der Gesamtwiderstand von drei
parallel geschalteten Widerstinden betrigt
28 kQ. Wie groB sind die anderen drei Wider-
stande, wenn man weiB, daB die ersten beiden
gleich sind und der dritte doppelt so groB ist
wie die Summe der beiden anderen?

Schiiler Stefan Franze, Dresden

Ph9 a114 Bei Eisenbahnen, die mit elektri-
scher Oberleitung betrieben werden, muB
der Fahrdraht durch entsprechende Spann-
werke stets in einer bestimmten Héhenlage
gehalten werden. Die Spannwerke haben
also die Aufgabe, Lingendnderungen des
Fahrdrahtes infolge von Temperaturdnderun-
gen auszugleichen. Das Bild zeigt den prin-
zipiellen Aufbau eines sogenannten Rad-
spanners. Dabei wird die konstante Zug-
spannung im Fahrdraht durch das Gewicht

22

G, das aus einzelnen Betonscheiben besteht,
erzeugt. Durch einen soichen Radspanmner
soll ein Fahrdraht von 709m Linge bei
+ 15°C unter einer konstanten Zugspannung

N kp 2) gehalten wer-

mm mm

den. Ermitteln Sie die Anzah! der erforder-
lichen Betonscheiben, wenn der Beton eine

von z=98, 1 5 (10

Dichte von Q=2,25dk% hat, der Durch-

messer der Scheiben dy=30cm betriigt und
jede Scheibe eine zentrische Bohrung von
dy=4cm Durchmesser hat! Die Dicke der
Scheiben sei s=12 cm. Gegeben seien weiter-
hin d; =30 cm, d; =80 cm und der Fahrdraht-
querschnitt 4,=100mm?. Sonstige Details
bleiben unberiicksichtigt. .

Ing. A. Korner, Leipzig
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Ph19/12 115 Ein mathematisches Pendel
wird um die Hillte seiner Lange gekiirzt. In
welchem Verhiltnis steht die Schwingungs-
dauer der beiden Pendel?

Chemie

Ch7 w89 Kupfer(II)}-oxid soll durch Oxyda-
tion gewonnen werden. Es werden 60kg
Kupfer eingesetzt.

a) Wieviel Kilogramm Kupfer(II}-oxid 148t
sich aus dieser Kupfermenge gewinnen?

b) Welcher Sauerstoffmenge ist diese Kupfer-
menge dquivalent?

¢) Die monatliche Planproduktion von Kup-
fer(II)-oxid ist um 200t hher als die, die aus
60 kg Kupfer gewonnen wird.

Wieviel Tonnen Kupfer(IT}-oxid werden bei
einer Planerfiillung von 104%/ produziert?

Ch8 90 Wassergas ist ein Gasgemisch,
welches aus 509, Wasserstoff und 40 Koh-
lenmonoxid besteht. Die restlichen 10%; sind
andere Gase, die in der Rechnung vernach-
lassigt werden sollen.

a) Wieviel m® Wasserdampf sind zur Um-
setzung von 1 kg Hiittenkoks erforderlich?
b) Wieviel m® Wassergas entstehen dabei?
c) Wieviel m® Wassergas werden stiindlich in
einer modernen Wassergasanlage produziert,
t

wenn der Koksdurchsatz 5,8 b

betragt?

Ch9 a91 Kalkmortel, der als Baubindemit-
tel sehr groBe Bedeutung besitzt, wird in
groBen Industriebetrieben produziert. So z. B.
wird ein Kalkmortel geliefert, der zu einem
Drittel aus Loschkalk besteht. Wieviel Ku-
bikmeter Luft sind notwendig, um 2,4kg
Kalkmortel der angegebenen Zusammen-
setzung abzubinden? (1 Liter Luft enthilt
0,039, Kohlendioxid)

Ch10/12 92 Im VEB Chemiewerk Cos-
wig/Anhalt erfolgt die technische Herstellung
von Schwefeldioxid durch Reduktion von
Anhydrit. Als Reduktionsmittel dient Koh-
lenstoff. Die Ausbeute an Schwefeldioxid
betrdgt 94%;. Aus 6t Anhydrit, welches 209
Verunreinigungen enthilt, soll eine 65%ige
Schwefelsdure hergestelit werden. Wieviel
Tonnen Schwefelsiure dieser prozentualen
Zusammensetzung entstehen ?

Gestalt der Erde wurde
prizise vermessen

Der Durchmesser der Erde, von der schon
Newton vermutete, daB sie aufgrund ihrer
Roiation keine ideale Kugelgestalt haben
konnte, ist zwischen den Polen gemessen um
42,77km kleiner als am Aquator. Das stell-
ten englische Wissenschaftler anhand pri-
ziser Vermessungen von Satellitenbahnen fest.
Schon in den sechziger Jahren war ent-
deckt worden, daB die tatsichliche Gestalt
der Erde auch von einer Ellipsoidform ab-
weicht, daB} sie eher die Form einer Birne
hat. Sie ist am Nordpol etwas ausgebeult
und hat am Sidpol eine Senke. Wie die Zeit-
schrift ,,Nature** berichtet, ist nun auch die
Gestalt der Erde genauer bestimmt worden,
als dies bisher moglich war. Wie die engli-
schen Wissenschaftler berichten, ist jetzt die
Gestalt der Erde bis in Breiten von 86 Grad
auf 50 Zentimeter genau bekannt. Den neuen
Daten zufolge ragt der Nordpol um 17,84 Me-
ter iiber die Ellipsoidfliche, und der Siidpol
liegt 27,23 Meter tiefer. Mit diesen Angaben
wird jedoch nicht die tatsdchliche Topogra-
phie wiedergegeben, sondern das sogenannte
Geoid beschrieben. Darunter ist jene Fliche
zu verstehen, die der Meeresspiegel unter
dem EinfluB von Schwerkraft und Rotation
einnehmen wiirde. Die Abweichungen von
der Ellipsoidform sind eine Folge der un-
symmetrischen Verteilung der Massen in der
Erde. Dies fiihrt zu Anderungen der Umlaul-
bahn von Satelliten, aus denen sich die Ver-
zerrungen des Schwerefeldes bestimmen las-
sen.



Differential- oder
Differenzengleichungen?

Bei der mathematischen Modellierung der
unterschiedlichsten Vorginge in Natur und
Technik stellen Differentialgleichungen ein
unentbehrliches Hilfsmittel dar. Zu den élte-
sten Beispielen gehoren die Bewegungsglei-
chungen der Himmelskérper. GroBere. Teil-
gebiete der Theoretischen Physik sind in
ihrem mathematischen Kern nichts anderes
als Folgerungen aus den grundlegenden Dif-
ferentialgleichungen dieser Gebiete. Von mo-
dernen Anwendungeh sei etwa die Beschrei-
bung biokybernetischer Systeme durch Dif-
ferentialgleichungen erwihnt.

Um mit Differentialgleichungen arbeiten zu
konnen, benotigt man zum Verstindnis den
Begriff des Differentialquotienten, der nach
dem heutigen Lehrplan in der 11. Klasse be-
handelt wird. Im Zeitalter der Rechentechnik
haben Differentialgleichungen den Nachteil,
daB sie sich auf digitalen Rechenautomaten
nicht direkt 16sen lassen, sondern dort nihe-
rungsweise durch Differenzengleichungen er-
setzt werden.

Mit Differenzengleichungen kann man sich
schon ab Klasse 8 beschiftigen, denn sie er-
fordern neben dem Funktionsbegriff nur die
vier Grundrechnungsarten. Da das qualita-
tive Verhalten der Losungen von Differen-
zengleichungen dem der Losungen von Dif-
ferentialgleichungen entspricht, hat diese Be-
schiftigung den Vorteil, daB man dabei
schon viel fir ein spiteres Studium der Dif-
ferentialgleichungen lernt. Wegen ihres ele-
mentaren Charakters sind Differenzenglei-
chungen als Gegenstand mathematischer
Schiilerzirkel bestens geeignet, zumal sie in
Form von Rekursionsformeln (vgl. alpha 9
(1975), S.73 bis 75) immer hiufiger in
Olympiadeaufgaben auftreten.
Differenzengleichungen sind aber nicht nur
elementare Approximationen fiir Differen-
tialgleichungen, sondern sie machen ihnen
in Form diskreter Modelle (vgl. Wiss. u. Fort-
schritt 28 (1978) S. 146 bis 149) bereits Kon-
kurrenz. lhre Verwendung zur mathemati-
schen Beschreibung konkreter Vorginge ist
vor allem in solchen Wissenschaftsdisziplinen
angebracht, die sich noch am Anfang der
Mathematisierung befinden. Fiir zahlreiche
weitere numerische Verfahren bilden Diffe-
renzengleichungen die Grundlage, wobei ihre
einfache Programmierbarkeit sie als beson-
ders nutzerfreundlich erscheinen laBt. Eine
Einfiihrung in verschiedene Anwendungs-
moglichkeiten dieser Gleichungen bietet der
Band 97 der Mathematischen Schiilerbiicherei
Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit
Anwendungen, VEB DVW, Berlin 1979.

An drei Stellen des Heftes 3 von alpha
(1981) wurde in dessen Titel das erste Wort
irrtiimlich durch ,,Differentialgleichungen‘
ersetzt, was der AnlaB zu diesem kurzen
Artikel war. L. Berg

Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/81

Ma5 ®2124 1-2+3-4+5-6+7-8=100

Ma5 #2125 Angenommen, Dorothea sam-
melte x kg Altpapier; dann sammelte Astrid
3x kg Altpapier, und es gilt
x+3x=43-19,4x=24, x=6. Dorothea sam-
melte 6kg Altpapier, Astrid 18kg. Beate
sammelte 6 kg+4kg=10kg, Cordula 19kg—
10kg=9 kg Altpapier.

Ma5 #2126 Die finf aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen seien n, n+1, n+2, n+3,
n+4; dann gilt n+(n+1)+@m+2)+(n+3)
+(n+4)=25,
5n+10=25,
5n=15, also n=3.
Daraus folgt weiter 3-4-5-6-7=2520.

Ma5 #2127 Die Rasenfliche sei a Meter
breit, also 2a Meter lang. Das vom ZufBeren
Rand des FuBweges gebildete Rechteck hat
dann eine Breite von (a+2) Metern und eine
Lénge von (2a+2) Metern. Fiir den Umfang
gilt deshalb
2-(3a+4)=248,3a+4=124,3a=120,a=40.
Die Fliche des Rasens betrigt somit
A=2a-a=2a>=2-40’m*=3200m>.

-

2a

2a+2

Ma5 #2128 Eine zweistellige natiirliche
Zahl 148t sich darstellen durch 10a+b mit
1<a=<9und 05 <9. Nun gilt
10a+b+27=10b+a,
9% —9a=27,
b— a= 3.

Es existieren genau sechs solcher Zahlen; sie
lauten 14, 25, 36, 47, 58, 69.

Ma5 #2129 Angenommen, Klasse 8¢ er-
reichte n Ringe, also Klasse 8b (n+ 15) Ringe
und Klasse 8a (n+25) Ringe. Das sind insge-
samt (3n+40) Ringe; nun gilt 3n+-40=901,
3n=861, n=287. Die Klasse 8a erreichte

312 Ringe, die Klasse 8b 302 Ringe und die
Klasse 8c 287 Ringe.

Ma6 #2130 Angenommen, Anna hat n
Aplel gekauft; dann gilt

3-n4+5)-3=10-n,

9n+15=10n, also n=15.
Anna hat 15 Apfel gekauft.

Ma6 82131 177 endet auf die Ziller 3;
123 endet auf die Zifler 8; 152 endet auf die
Ziffer 5; 16* endet auf die Ziffer 6. Wegen
3+8+5—6=10 endet der Wert des Terms
auf die Ziffer 0.

Ma6 82132 Da eine solche Zahl z durch
8 teilbar sein soll, muB sie gerade sein. An
der vierten Stelle kann [olglich nur die Prim-
zahl 2 stehen. An der zweiten bzw. dritten
Stelle konnten die Primzahlen 3, 5 oder 7
stehen. Deshalb sind folgende Zahlen auf
ihre Teilbarkeit durch 8 zu untersuchen:

352, 532, 372, 732, 572, 752. Von diesen
Zahlen sind nur 352 und 752 durch 8 teilbar.
Nur die Zahlen 3752 und 7352 besitzen die
geforderten Eigenschaften.

1 11 4
-+ —4=-==

Ma6 #2133 Aus 5710733

folgt, daB

Frau Heller % der Menge der im Keller vor-
handenen Kohlen verbraucht hat. Es ver-
bleibt somit é des urspriinglich vorhandenen

Bestands an Kohlen; das sind 120 kg Kohlen.
Deshalb waren im Keller 5-120kg=600kg
Kohlen vorhanden. Das sind zw®lf Sacke mit
je 50kg Kohlen.

Mas 82134 Angenommen, Frau Schulze
kaufte a Pfannkuchen und ¢ Streuselkuchen,
Frau Lehmann b Spritzkuchen; dann kaufte
Frau Meier (a+ 3) Pfannkuchen und (b+5)
Spritzkuchen, und Frau Winkler kaufte (c + 2)
Streuselkuchen. Das sind zusammen
(2a+2b+2¢+10) Stiick Kuchen. Nun gilt
2a+2b+2c+10=22,
2a+2b+2c=12,
a+b+c= 6.
Wegen a<b<c existiert genau eine Losung,
niamlich a=1, b=2 und ¢=3.
Frau Meier kaufte 4 Pflannkuchen und
7 Spritzkuchen; Frau Schulze kaufte 1 Pfann-
kuchen und 3 Streuselkuchen; Frau Leh-
mann kaufte 2 Spritzkuchen, Frau Winkler
S Streuselkuchen.

Ma7 #2135 Angenommen, Peter dachte
sich die vier natiirlichen Zahlen a b, c d;
dann gilt
a+b+c=13,
b+c+d=17,
a+c+d=14, 3)
a+b+d=16. 4)
Addieren wir diese vier Gleichungen, so er-
halten wir
3a+3b+3c+3d=60,
a+ b+ c+ d=20.

(M
@
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Durch Einsetzen erhalten wir aus (1) und (5)

134+d=20,alsod=7,

aus (2) und (5)

a+17=20, also u=3,

aus (3) und (5)

b+14=20, also b=6,

aus (4) und (5)

¢+ 16=20, also c=4.
Peter dachte sich die Zahlen 3, 6,4 und 7.
Ma7 #2136 Angenommen, Jiirgen hat die
Zahlen a, b, c, d, e mit a<b<c<d<e ge-
tippt. Dann gilt

(1) a+b+c+d+e=78,
(2) d+e=2-(a+b+c),
3) a+b=c,

@) a+5=b,

(5) d:e=5:8.

Aus (1) und (2) folgt durch Einsetzen
3a+b+c)=78, also a+b+c=26 (6) und
d+e=52 (7).

Aus (3) und (6) folgt 2c=26, also ¢=13 und
somit (8) a+b=13.

Aus (4) und (8) lolgt 2b=18, also b=9 und
somit a=4. Aus (5) und (7) folgt d : (52—d)
=35 : 8, also d=20 und somit e=132. Jiirgen
hat die Zahlen 4, 9, 13, 20 und 32 getippt.

Ma7 82137 Eine zweistellige natiirliche
Zahl 1aBt sich darstellen durch z=10a+b
mit 1 £a<9 und 0£b<9. Die Quersumme
der gesuchten Zahl lautet a+b=9. Nun gilt

(10a+5b)-3—-9=10b+a,

30a+3b—-9=10b+a,
29a—Th=9.

Wegen b=9—a erhalten wir durch Einsetzen

29a—709—a)=9,

29a—63+7a=9,

36a="72,also a=2
und somit b=7.

Die gesuchte Zahl lautet 27, und es gilt
27-3-9=72.
Ma7 #2138 Das Dreieck ABC laBt sich,
wie aus dem Bild ersichtlich, in genau neun
kongruente gleichseitige Dreiecke zerlegen.
Das regelmiBige Sechseck setzt sich aus
sechs dieser kongruenten Dreiecke zusam-
men. Die Flicheninhalte verhalten sich also
wie 6:9=2:3. Der Fldcheninhalt des regel-

miBigen Sechsecks betrdgt somit 66%"o des

Flacheninhalts des gleichseitigen Dreiecks.
¢

Begrifl gesucht
Teiler, Ar, Miinze, Tag, Sehne, Nenner, Tonne,
Schenkel — Tangente

Kryptarithmetik
eeees) - xy= olel]
o]
e
xy
“abc
lde

fy
Xy

«

(1) Da keine weitere ,1“ und der Divisor
zweistellig » a=2.
Da die Differenz f = x sogar einstellig — b=0

und d=9

(2) YY)
11e
Xy - x=9
20e
19¢ - y>5
S xy
xy
3) ssoyey-Oy=s9le]
oe]
3-7oder 7-3 — wegen y>5 y=7;
(C)] 002707:97=3121
291
117
97
"20e
19¢
T 97
97

Ergebnis: 302737:97=3121

8+1=9 8:2=4 8:4=2

- oL+ HE
1+5=6 1+2=3 1+4=5
= = = 8—1=7 8—1=7
8-5=3

Rund um Pilze
0,9x—15=0,6(x—15)
x=20
Bdr und Hase brachten 20kg frische Pilze
mit nach Hause.

Heimatkunde

Berlin — Rostock — Erfurt — Dresden — Cott-
bus — Frankfurt/O. — Berlin oder umgekehrt
(1192 km).

Py A
Victor Kubal, Prag
B h ’7// ) for
I K W)
“ el
A AT VL e
Losungen zu: alpha-heiter 7 ? ¥ .

Sport frei!
Die Zahlen 1, 4 und 5 erfiillen die Bedingun-
gen.
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Kniffliges Zerlegungsproblem

Damit wirklich alle Teildreiecke spitzwinklig
sind, miissen die inneren Zerlegungspunkte
im jeweils schraffierten Gebiet liegen.

Lesen — denken — 16sen
1. 4312; 2. 2354; 3. 6435, 4. 4675; 5. 8756;
6. 6798.

Silbenriitsel

1. Epsilon, 2. Raumdiagonale, 3. Atomubhr,
4. Toto, 5. Objekt, 6. Sechseck, 7. Theta,
8. Haff, 9. Extremum, 10. Nagasaki; 11. Euler,
12. Stop - Eratosthenes ~ Primlaktoren

Fortsetzung von Seite 9

Fiir z=1 erhilt man durch dhnliche Schliisse:

z y a x b

1 1 13 11 26

1 2 17 14 34

1 3 21 17 42

1 4 25 20 50
Die Tabelle enthélt vier weitere Lsungen
(von denen die letzte schon im Text angege-
ben war). Die Fallunterscheidung ist voll-
standig, damit haben wir alle Losungen er-
halten.

A4a Man zerlege den gegebenen Wiirfel
durch drei ebene Schnitte, die durch P, Q
bzw. R gehen und paarweise senkrecht zu-
einander stehen, in acht gleich groBe Wiirfel.
In einem so entstandenen Wiirfel sind P, Q,
R und F Eckpunkte und somit PQ, OR und
RP Flichendiagonalen. Flachendiagonalen
eines Wiirfels sind aber von gleicher Linge,
folglich gilt PO=QR=RP. Das besagt aber
gerade, dafi das Dreieck PQR gleichseitig ist.
Axel hat recht.

Ldsung zu Schachstudie :
Intellektuelles Boxen, S. 12

1. Tb5+ K:d6 2. T:d5+ T:d5 3. Sc3 (interes-
sant, daB der schwarze Turm kein geeignetes
Fluchtfeld hat) 3. ... Sac4 4, S:dS, und
Schwarz kann mit den verbleibenden zwei
Springern nicht matt setzen.



alpha-Wettbewerb - Preistriger

Carla Miller, Friedeburg; Matthias Bauer, Gen-
thin; Urte Conrad, Gielow; Kerstin Schneider,
GoBwitz; Wilfried Schleinitz, Greifswald; Veit-
Thomas Meyen, Grimmen; Grit Mackel, Griin-
bach; Petra Brandstadter, Gistrow; Ginter Schie-
linsky, Roger Fischl, beide Halle-Neustadt; René
Geipel, Hartha; Kerstin und Heinz Wickner, Her-
mannsdorf; Jens Fiebig, Hohnstedt; Rigobert Hu-
pach, Hipstedt; Martin Amold, Ilmenau; Marion
Endrigkeit, Jessen; Ralph Gruber, Frank Hibler,
Andreas Bemer, alle Karl-Marx-Stadt; Andreas
Kardos, Ralf Hintsch, beide Kéthen; Joachim
Braun, KoBdorf; Axel Schiiler, Kleinmachnow;
Antje Schlosser, Klingenthal; Petra Pluta, Lauch-
hammer; Gerald Pfiitzenreuter, Reiner Nolte, Steffi
Begau, Meike Pfutzenreuter, Jorg Drechsel, Dag-
mar Schunk, alle Leinefelde; Lutz Lammer, Petra
Sarodnick, beide Leipzig; Heike Nowara, Ingo
Goll, Uwe Lautenschlager, alile Ldssau; Birgit
Arndt, Loitz; Matthias Neundorf, Carola Hénn,

beide Meiningen; Uwe Wirker, Milsen; Dieter”

Seifert, Pinnau; Sigurd Assing, Karsten Milek,
Axel Schulz, Thomas Schreckenbach, alle Potsdam;
Jens Uhlemann, Prausitz; Tim Planke, Premnitz;
Lutz Hiibschmann, Raschau; Ina und Manfred
Hille, Uwe Mattutat, alle Riesa; Katrin Lippuner,
Rheinsberg; Ines Dalisda, Ulrike Martin, Hans
Nitschke, Klaus Vilbrand(, Anette Miiller, Sylke
Giese, alle Rostock; Sigrid Schrdter, Martina Riihl,
beide Schladitz; Beate und Gabi Rein, Bernd Win-
kelmann, Mathias Brandt, Michael Gerth, alle
Schmalkalden; Anke Krukenberg, Schénberg;
Gunnar Jeschke, Schwarzheide; Klaus Pfeiffer,
Taubach; Christine Mohr, Teterow; Lars Herr-
mann, Toplitz; Reiner Burkhardi, Voigtsdorf;
Birgit Schmidt, WeiBwasser; Ralph Nemitz, Wit-
tenfordern; Steffen Klimpel, Uwe Eix, beide Wol-
gast; Rolf Heubner, Wolfen; Claudia Groh, Wii-
stenbrand ; Karl Qertel, Zeitz; Uwe Miiller, Thor-
sten Eidner, beide Zeulenroda; Olaf Kretschmar,
Gerald Sommer, Gabriele Schubert, Ingrid Soblik,
Kerstin Hoffmann, alle Zittau; Ulrich Zeitzmann,
Zingst; Norbert Welzel, Birgit Schenke, beide
Zschornewitz; Uta Escher, Zwickau

Fiir fiinfjahrige Teilnahme

Michael Elte, Ahlum; Jens und Sven Fache,
Altenburg; Olal Kdbernick, Babelsberg; Roland
Hesse, Bad Blankenburg; Silke Schrider, Maike
Jorzyk, beide Bad Kleinen; Esther Goroncy, Bah-
rendorf; Silke Rechner, Baruth; Michael Kriiger,
Berlin; Heidrun Spurell, Bernau; Andreas Jock,
Blankenfelde; Marlis Schroder, Thomas Streich,
beide Brandenburg; Sylvia Burgemann, Britz; Co-
Telia Kopte, Callenberg; Uwe Schiiize, Camin;
Roland Damm, Christian Kunze, Karsten Mittag,
alle Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf; Ulrich
Schuster, Demitz-Thumitz; Frank Sarodnik, Dall-
gow; Simone Marks, Mario Dette, Ruth Backhaus,
Astrid Schunck, Hanna Baumgarten, alle Dingel-
stadt; Mario Japel, Dohna; Brigitte Rotter, Titus
Ziegler, Cornelia Miiller, Heike und Lutz Lauter,
Maja Oelschlagel, Ute Schulze, Cathrin Engel,
Rainer Schiiltke, Karsten Zosel, Grit Kammer,
Stefan Franze, Christine und Werner Kirsch,
André Pohlers, alle Dresden; Hardy Kutzscher,
Diirrenhofe; Christine Frei, Ebeleben; Uwe Wol-
lert, Edderitz; Olaf Hein, Eisenach; Volkmar
Kolleck, Eisenhuttenstadt; Astrid Kafka, Katrin
Schraoter, beide Eisleben ; Elvira Stallbohm, Eldena;
Anke Adolf, Feldberg; Antje Hollstein, Fred Mett-
ke, beide Frankfurt; Birgit Voigtmann, Thomas
Heidrich, beide Freiberg; Marion Meyer, Gold-
beck; Torsten Knaust, Gossa; Sylvia Déring,
Gotha; Frank Creutzburg, Gransee; Britta und
Achmed Schulz, Greifswald ; Jorn Wintsche, Steffen
Lausch, beide Grimma; Bettina Weser, GroBen-
hain; Kirsten Schlegel, Griinhain; Anke Misch,
Michael Schulze, beide Halberstadt; Dany Linden-
berg, Matthias Schiinemann, Frank Siebert, alle

Halle; Cordelia Kripnner, Kerstin Frank, beide
Hammerbriicke; Holger Hartmann, Hartmanns-
dorf; Frank Pampel, Heinrichsort; Sabine Tromm-
ler, Ingo Wickner, beide Hermannsdorf; Steffen
Frigge, Herzberg; Axel Herbst, Hohendodeleben;
Hagen Fritsch, Hosena; Claus Janke, Ilmenau;
Anita und Felix Baitalow, Kasan (UdSSR); Birgit
Sandhop, Kasnevitz; Eske Réhrich, Ricarda
Ramm, Andreas Niepel, alle Karl-Marx-Stadt;
Bernd Schmutzler, Kirchberg; Christoph Hiibel,
Konigsee; Ines Reichert, Konigs Wusterhausen;
Eike Willek, Kriebitzsch; Jens-Uwe Eigenwillig,
Lauchhamer; Gabi Gold, Karola Pfitzenreuter,
beide Leinefelde; Uta Hubrig, Leipzig; Heiko
Schinke, Stefan Hahnel, beide Leuna; Ralf Schmidt,
Léssau; Karl-Heinz Gora, Lohsa; Jenny Pelzer,
Libars; Sabine Gerlach, Liibs; Beate Krause,
Menteroda; Jirgen Welz, Meyenburg; Michael Si-
mang, Mittel-Herwigsdorf; Olaf Wender, Mihl-
hausen; Andrea Weber, Neukirch; Holger Alsguth,
Neuseddin; Kerstin Paul, Nordhausen; Dietmar
Hennig, Olbersdorf; Kerstin und Petra Kdbke,
Oranienburg; Sabine Oestreich, Oschersleben ; Mar-
git Mollhoff, Piesau; Gudrun Zirnstein, Steflen
Gottschlich, beide Pirna ; Manuela Krause, Plauen;
Rainer Rathe, Torsten Kiihn, beide Potsdam;
Iljana Planke, Premnitz; Tobias Mahlow, Rade-
beul; Frank Berndt, Radeburg; Andreas Korb,
Raschau; Kristian Lauritzen, Reichenberg; Silke
Gubick, Rébel; Ines Giilden, Roitzsch; Bernd
Schentschischin, Annegret Opitz, Gitta Schéne,
Mathias- Slosarek, alle Rostock; Evelin Neumana,
Jirgen Schmalisch, beide Rotta; Claudia Lieske,
Saalfeld; Karola Klitsch, Scharlibbe; Ronald Bo-
jarski, SaBnitz; Holger Laube, Schlotheim; Birgit
NoBler, Bernd Winkelmann, Andre Wiegand, Si-
bylle Heuer, alle Schmalkalden; Sylke Liider,
Schonborn; Angela Béttcher, Liane Pappe, beide
Schonfeld ; Kerstin Freitag, Schwarzheide; Thomas
Bienck, Schwepnitz; Andreas Prpic, Thomas Vorn-
dran, beide Sonneberg; Jens Hoffmann, Sebnitz;
Ralf-Birger Hafner, Theresa Hifner, Corina Kai-
ser, Anke Sauerteig, Sabine Dziatzko, Doreen
Wahl, Ramona Holland-Nell, Stefan Kiirth, Elfi
Recknagel, Ines Nothnagel, Sabine Marr, Frank
Pfannschmidt, Petra PreiB, Uwe Holland-Nell,
Frank Konig, Gabriele Knebel, alle Steinbach-
Hallenberg; Ramona Laser, Stendal; Stephan
Meyerhofer, Strasburg; Sabine Scheller, Teltow;
Doris Griinler, Thierbach; Heiko van Schyndel,
Trebsen; Silke RaBmann, Annette Stephan, beide
Unterbreizbach; Birgit Lorenz, Meike Dalliige,
beide Waren; Jens K6hler, Weida; Hartmut Boett-
cher, Weimar; Beate Hentschke, Ines Hoffmann,
Sylvia Feige, alle WeiBwasser; Marita Kalisch,
Wismar; Steflen Thiele, Steflen Noack, beide
Wittenberg; Petra Zander, Marion Reek, Kerstin
Hintschke, alle Wittstock; Dietmar Polster, Zeit-
hain; Christina Vo8, Zepernick; Henry Jahn,
Zittau; Jorg Steinbach, Zwickau; Markus Ko-
strzewa, Bad Liebenstein; Birgit NoBler, Bernd
Winkelmann, André Wiegand, alle Schmalkalden
Fiir vierjihrige Teilnahme

Arndt Lober, Ahrenshoop; Frank Schénherr, An-
klam; Heike Dittmar, Beate Zimmer, Angelika
Heilgeist, Simone Jung, Kathrin Arndt, Heike
Himmel, Sabine Weisheit, Wolfgang Klee, Mario
Martin, alle Asbach; Eckhard Heinrich, Aschers-
leben; Heike Eckardt, Manuela Winges, beide Bad
Liebenstein; Kerstin Kantiem, Berit Kleinbauer,
Karin Leonhardt, Karin Gréger, Holger Neye,
Andris Moller, René Damm, Thomas Strobel, Udo
Bellack, alle Berlin; Elvira Hundeshagen, Berlinge-
rode; Beate Weber, Bernburg; Peter Réfler, Bi-
schofswerda; Kai Fischer, Bitterfeld; Micaela
Ewert, Boizenburg; Kerstin Westphal, Heike Fi-
scher, beide Borna ; Susanne Kraska, Jens Przybilla,
Mathias Tauscher, alle Breitenworbis; Annegret
Richter, Andrea Fischer, beide Burkau; Heike
Kohler, Callenberg; Peter Strempel, Daniela Syrbe,
Andreas Heinze, Karsten Kehler, Christian Har-
nath, Uta Bolz, alle Cottbus;- Stefan Klinzing,

Creuzburg; Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Ulf Fache,
Culitzsch; Holger Schmidt, Demmin; Wolfgang
Tenor, Katrin und Dieter Horn, alle Dessau;
Heike Rosenthal, Thomas Strecker, Monika Ifland,
Sabine Wetzel, Heike Arnold, Beate Meinhardt,
alle Dingelstidt; Olaf Jenkner, Dorfchemnitz; Jens
Danzer, Ines Lauter, Horst Seidel, Heinz Moll,
Christoph Metzner, Pedro Thiele, Heiko Ringel,
Christian Donath, Astrid Roll, Susann Piry, Ker-
stin Urban, Gerald Eichler, alle Dresden; Annette
Wohner, Eilenburg; Claudia Pleyer, Peter Kallen-
bach, beide Eisenach; Enrico Dietrich, Stefan
Nitzsche, beide Elsterwerda; Lars Monch, Kerstin
Heer, beide Erfurt; Jens Wackernagel, Falkenberg;
Cornelia Kreher, Heidi KahleyB8, beide Floh;
Annett Helbig, Frankfurt; Karsten Thon, Frey-
burg; Mathias Gerlach, Friedeburg; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Kathrin Kohler, Gossa;
Holger Stoffel, Grabow; Christian Réhl, Grafen-
hainichen; Ines Schicker, Greiz; Ingolf Hintzsche,
Gremmin; Thomas Wedekind, Grimma; Bianca
Potthoff, GroB Wiistenfelde; Kerstin Vinke, Gr.
Zarnewanz;, Gunnar Miiller, Giistrow; Thomas
Koch, Halle: Annett Eichner, Andreas Léfller,
beide Halle-Neustadt; Jens Strobel, Hammer-
briicke; Bernd Miiller, Heyerode; Thomas Be-
nusch, Heidrun Schmidt, Hoyerswerda; Gabi Mis-
sal, Insel; Susanne Valentini, Detlef Ritter, beide
Jena; Kai-Uwe Scherer, Jessen; Steffen Herpich,
Ralph Buckisch, beide Kamsdorl; Andreas Pau-
kert, Karbow; Hendrik Pénisch, Tanja Mittag,
Katrin Richter, alle Karl-Marx-Stadt; Silvia Krie-
sche, Klausa; Axel Diibler, Klausdorf; Norbert
Neumann, Kleinmachnow; Thomas Senger, Klo-
sterfelde; Kerstin Vogel, Kmehlen; Sonnfried
Litsch, Edith Loffler, beide Konigshain; Karsten
Rieger, Ingolf Raabe, beide Langengrassau; An-
dreas Helbig, Langenleuba-N.; Frank Herzog,
Langenwolschendorf; Uta Mersiowsky, Sabine
Mersiowsky, beide Langewiesen; Matthi:s Heller,
Lauscha; Solveig Woitek, Sabine Hartung, beide
Leinefelde; Max Pohl, Vera Wilhelm, Torsten Lill,
Petra Polster, Andreas Eifler, Jan Klemm, alle
Leipzig; Elke Hoffmann, Leisnig; Holger Schinke,
Leuna; Jens Grundmann, Limbach-O.; Mathias
Springwald, Loderburg; Andre Kerl, Lossau; Jorg
Ladendorf, Liibtheen; Angela Zschérper, Maltitz;
Gerd Eckstein, Mehltheuer; Norbert Fuchs, Mei-
ningen; Steffen Hirn, Mellenbach-G.; Ute Kram-
pitz, Bettina HeB, beide Mengersgereuth-H. ; Hagen
Haberland, Meschekenhagen; André Wiegand,
Mittelschmalkalden; Detlef-Sven Saar, Miihlhau-
sen; Jorg Fiebig, Miilsen; Michael Minzer, Mi-
chael Glockenstein, beide Neubrandenburg; Uwe
Knispel, Neuburxdorf; André Ewert, Neuhaus;
Eva Hartmann, Neustadt; Dieter Beyer, Neustre-
litz; Heike Engelhardt, Niedersachsenwerfen; Vol-
ker Frank, Petra Hahn, beide Nordhausen; Timo
Kaiser, Niederschmalkalden; Andy Marr, Ober-
schonau; Olaf Winkler, Oschatz; Birgit Seifert,
Pinnau; J6rg Stark, Plauen; Iris Bernhardt, Podel-
witz; Steflen Hoffmann, Potsdam-B.; Friedemann
Domke, Premnitz; Annett Schmidt, Rackwitz;
Antje Hertzschuch, Radebeul; Peter Wenke, Radi-
bor; Ralf Launhardt, Rathenow; Sabine Ehrlich,
Rechlin; Ute Zahn, Reichenbach; Katrin Doren-
dorf, Riesa; Andreas Puls, Robel; Gunter Sieben-
haar, RoBdorf; Ralf Heidenreich, RoBleben; Grit
Maciejewski, Lutz Andrews, beide Rostock; Bodo
Bricks, Sabine Pfeffer, beide Saalfeld ; Rolf Richter,
Schkélen; Annett Spalteholz, Schladitz; Carmen
Meikies, Schlagsdorf; Sabine Schiiler, Schéna;
Petra Joschenak, Schwaz (Osterreich); Heiko
Schulz, Schwedt; Michael Goletzka, Senftenberg;
Frank Zéllner, Sabine Rahner, beide Sondershau-
sen; Birgit Gotz, Sonneberg; Peter Lehmann, Rai-
ner Schwiblein, Kay-Uwe Weber, André Seling,
Ralf Hoffmann, Silke Fischer, Sabine Recknagel,
Heike Nothnagel, Stefan Menz, alle Steinbach-
Hallenberg; Christian Wiegandg Steinheid; Cor-
dula Gottwald, Stendal; Anke und Erhard Zi-
linske, Stralsund; Nicole G6Bner, Syrau
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Steffen Scharnowski, Méser; Volker Sachse, Miil-
sen; Claudia Nosek, Packisch; Michael Taeschner,
Parchim; Diana Schliiter, Parchir; Steffen Scheit-
hauer, Parley; Claudia Tiersch, Heiko Kiihn, beide
Potsdam; Ines Schmidt, Reuth; Dirk Roske, Riesa;
Antje Pohlmann, Rdppisch; Michael Griber, An-
nette Kersten, Heiner Ruser, Anne Ruser, alle
Rostock; Katja Klotsch, Rotta; Knut Marzisch,
Rudolstadt; Annette Polt, Saalfeld; Jorg Fuchs,
Schkolen; Sabine Schwelgien, Anja Bohne, beide
Schénhausen ; Jorn Briickner, Schwarzenberg ; Mat-
thew Harrison, Barbara Ploner, Andrea Schiedl-
bauer, Anke Donau, alle Schwaz (Osterreich);
Kerstin Klement, Schwerin; Mike Selig, Stauchitz;
Beate Neuber, Steinbach-Hallenberg; Frank LeiB-
ring, Tauche; Wolfgang Vogel, Thalheim; Olaf
Gleim, Trinkenberg; Silke Winges, Trusetal; Kati
Pforr, Unterbreizbach; AG Junge Math., Vitzen-
burg; Thomas Vandahl, Vdlkershausen; Edith
Boettcher, Weimar; Lutz Grothe, Andreas Déring,
beide Wiederitzsch; Andrea Maas, Wilhelmsburg;
Chris Térpe, Wilkau-HaBlau; Maren Zech, Zahna;
Angelika Weyh, Zella-Mehlis; Andreas Burkhart,
Zeulenroda; Christine Thomas, Zittau..

Vorbildliche Leistungen

Angela Heiser, Abbendorf; Jana Koschka, Bad
Gottleuba; Marko Jorzyk, Bad Kleinen; Uwe
Volker, Bad Salzungen; Marko Pohl, Matthias
Réder, Karen Bohme, alle Berlin; Thomas Franke,
Barbara Richter, beide Bernsbach; Karsten Kithne,
Blankenfelde; Carsta Patzschke, Bohlitz; Katrin
Schulz, Bohne; Birbel Scholz, Borkow; Anett
Sperling, Braunrode; Jérg Nachilla, Cottbus; Silke
Frohlich, Culitzsch; Yvonne Wagner, Matthias
Ludwig, Michae! Ludwig, alle Dahme; Jutta Schwa-
be, Kathrin Wiehe, beide Diesdorf; Olaf Krause,
Eisenhiittenstadt; Michael Dietsch, Fambach;
Anke Thiel, Farnroda; Michael Scheibe, Ferdi-
nandshof; Wolfgang Kriger, Kai Mettke, beide
Frankfurt; Annemarie Heidrich, Freiberg; Frank
Schulie, Udo Schulte, beide Freienbessingen; Ker-
sten Ehberg, Gebersdorf; Hanka Pruditsch, Geit-
hain; Uwe Knaust, Gossa; Mario Kapp, Grafen-
hainichen; Thomas Bahls, Greifswald; Ralf Kra-
mer, Greiz; Kathrin Henker, Groitzsch, Cordula
Hesse, Halle; Karen Beume, Halle-Neustadt; Su-
san Meinel, Hammerbriicke; Maik Otto, Holz-
thaleben; M la Plunert, Kal dheim; Stef-
fen Miiller, Gesine Festag, beide Kamsdorf; Carla
Unmlauf, Udo Weille, beide Karl-Marx-Stadt; Rolf
Trautmann, Tobias Hoffmann, beide Leinefelde;
Karl Heyde, Leipzig; Silke Blume, Liederstadt;
Jorg Deichsel, Bettina Denecke, beide Lderburg;
Frank Schmidt, Ludwigsfelde; Ute Korell, Liitzen;
Christian Eisele, Mdlkau; Dirk Franke, Miilsen;
Susanne Lind, Christoph Hachtmann, beide Neu-
haus; Michael Herrmann, Oberlichtenau; Ines
Hartmann, Silke Stieber, beide Olbersdorf; Antje
Reichel, Pirma; Peter Mattke, Plauen; Wolfgang
Schneider, Radeberg; Sabine Latsch, Réppisch;
Oliver Eidam, Niels Hansen, Stephan Dittmann,
Martin Wolff, alle Rostock; Bert Exner, Saalfeld;
Katrin Mandel, Schlaitz; Anke Friedrich, Undine
Link, Steffi Peterhinsel, Simone Peterhinsel, alle
Schénbrunn; Jorg Gersonde, Schwerin; Steffen
Jacob, Sondershausen; Uta Linz, Suhl; Petra
Tiersch, Vacha; Lutz Miiller, Weigsdorf; Claudia
Genée, Wiederau; Susann Reichel, Wiesenburg;
Ulrike Korb, Zoppoten; Alexandra Polenz, Schwe-
rin.
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Amo Feuerherdt, Brandenburg; Thomas Jakob,
Gera; Ursula Marker, Greifswald; Rainer Seifert,
Kamenz; Norbert Littig, Lichtenberg; Sybille
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Berthold Wettengel, Oelsnitz; Frank ABmus, Ora-
nienburg; Bernhard Tschada, Sondershausen
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Ralf Henze, Arnstadt; Andreas Fittke, Berlin;
Wolfgang Seeber, Gehren; Bengt Nélting, Greifs-
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Kuhn, Wintzingerode ; Katrin Richter, Wittenberg;
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Volkmar Tiirke, Auerbach; Andrea NieBen, Cor-
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Erfurt; Claudia Endtricht, Gérlitz; Wolfhart Um-
lauft, Freital, Armin Korner, Leipzig; Steffen
Langbein, Lichte; Rainer Bauer, Mittweida; Tho-
mas Richter, Neuhausen; Wilfried Rohnert, Rade-
beul; Thomas Apel, Reichenbach; Armin Hoell,
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Schlegel, Angela Jircik, Peter-Alexander Pohler,
Annett Korner, alle Dresden; Daina Semper, Eis-
leben; Uwe Kintzel, Erfurt; Bernd Diibe, Forst;
Bernd Hartwig, Heike Briiggemann, Ute Ribbe,
alle Friedeburg; Silvio Klose, Gera; Matthias We-
ser, GroBenhain; Andrea Potthoff, GroB Wiisten-
felde; Hubert Steinmeth, Griningen; Jens Folg-
mann, Halle; Ruth Jacobs, Halle-Neustadt; Doris
Planer, Hohendorf; Uwe Miiller, Hohenstein-E.;
Rolf Kamieth, Kakerbeck; Marko Hanke, Karl-
Marx-Stadt; Jorg Péhland, Klingenthal; Alois
Weninger, Knittelfeld (Osterreich); Jens Rudolf,
Leipzig; Ute Barbara Heuer, Leisnig; Bérbel
Wintzler, Lobenstein; Martina Wolf, Magdeburg;
Udo Kretzschmann, Markneukirchen; Gabricle
Otto, MeiBen; Volkmar Riemer, Neubrandenburg;
Riidiger Diising, Osterburg; Uwe Langer, Oybin;
Ute Mdllhoff, Piesau; Sigrid und Jens-Peter Planke,
Premnitz; Ronald Bracholdt, Riesa; Jana Walter,
Robel; Regina Bricks, Saalfeld; Siegrid Kretsch-
mann, Schlagsdorf; Ina Spanaus, Schleusingen;
Thomas Gerth, Henry Kriechling, Susanne Heuer,
alle Schmalkalden; Torsten Jeschke, Schwarz-

Gabriele Herzig, alle Zittau;
Zschocken

Fiir siebenjibrige Teilnahme
Frank Kimpfer, Altenburg; Uwe Maaz, Amnstadt;
Guntram Tiirke, Auerbach; Ralph Miiller, Bad
Bibra; Thorsten Tonndorf, Bad Salzungen; Birgit
Wollschlager, Bergwitz; Stefan Berg, Frank Ben-
din, Claudia Ziehm, alle Berlin; Ulrich Kramer,
Bernterode; Andreas Kraska, Breitenworbis ; Ralph
Voigtlinder, Guido Mehne, beide Calbe; Maik
Weide, Callenberg; Olaf Seifert, Camburg; Andreas
Winkler, Cossebaude; Claudia Kerstan, Susanne
Liebelt, Kathrin Magister, alle Cottbus; Harry
Héfer, Dorndorf; Carolin Engel, Thomas Schind-
helm, Lutz Jeroch, Ingolf Kérner, Karl-Heinz
Jinger, Jirgen Grifenstein, Jorn Wittig, Jens
Rotsch, Uta Oelschliger, Susanne Miiller, alle
Dresden; Volker Georgy, Dirk-Thomas Orban,
Henrik Scifert, Renate Liitzkendorf, Thomas Mit-
telbach, alle Erfurt; AG Math. der Hugo-Joachim-
OS, Espenhain; Jorg Butter, Freiberg; Steffi
Haucke, Ralf Baumhekel, beide Freital; Gerd
Hackbarth, Gallentin; Angela Illing, Gersdorf;
Frank Scheffler, Gnoien; Gunnar Boll, Ines Kath,
Stefan Gockeritz, alle Greifswald ; Michael Katzer,
GreuBlen; Heike Klitz, Grimmen; Regine Binder,
Mathias Berle, beide Halle-Neustadt; Volker Reck,
Heiligenstadt; Enka Stelzer, Heringsdorf; Eike
Harmel, Hohenferchesar; Mathias Grundmann,
René und Chonchita Schiippel, alle Hoyerswerda;
Volkmar Liebscher, Ilmenau; Horst Fliegner, Jar-
men; Birgit Hofmann, Andreas Hengst, Jens
Ponisch, Thomas Mader, alle Karl-Marx-Stadt;
Steffen Rieth, Klostermansfeld ; Peter Witte, K 6nigs
Wausterhausen ; Kerstin Willek, Kriebitzsch; Birgit
Schmidt, Monika Nolte, Astrid Markgraf, alle
Leinefelde ; Stephan Bnewitz, Heiko Rudolf, beide
Leipzig; Thomas Eller, Meiningen; Tobias Liicke,
MciBen; Heidrun Janchen, Mohlsdorf; Gudrun
Hebestreit, Mithlhausen; Uwe Grasenack, Nauen-
dorf; Torsten Kretschmer, Naumburg; Knut Hant-
schel, Neuenkirchen; Kerstin Feigel, Neundorf;
Sigrun Massanek, Neusornzig; Karsten Woike,
Neustadt; Birgit Uhimann, Oberlungwitz; Kerstin
Joh Oranienbaum, And Bollmann, Oste-
roda; Peter Scifert, Pinnau ; Hagen Mrowetz, Prenz-
lau; Claudia Wiirker, Reichenbach; Hartmut Lipke,
Ribnitz; Astrid Wruck, Rostock; Ina und Uwe
Ebert, Ruppersdorf; Birgit Bricks, Saalfeld; Eva
Schubert, Schalkau; Elke MeciBner, Sitzendorf,
Bert Hoflmann, Sollichau; Roland Goldenbogen,
Stralsund; Peter Pfannschmidt, Suhl; Heidrun
Tiedt, Teterow; Margit Creutzburg, Thal; Anne-
katrein Heuer, Tieckow; Klaus-Detlef Gehrke,
Warnemiinde; Stefan Syring, Warin; Gudrun Boett-
cher, Weimar; Olaf Seidel, WeiBwasser; Karsten
Schlutter, Wittstock ; Eva-Maria Heubner, Wolfen;
Birgit SchultheiB, Wiistenbrand; Anett Schulzen-
sohn, Zittau

Fiir sechsiahrige Teilnal

Frank Baumgart, Aschersleben; Kirsten Rechner,
Baruth; Marc Schewe, Berlin; Henry Fischer,
Bitterfeld; Tilman.Volzke, Bohlen; Irene Palm,
Brieselang; Uta Boldt, Burg Stargard ; Royald Lenk,
Christine Pompe, Stefan Jakubaschk, alle Cottbus;
Gabriele Sprotte, Dobeln; Manucla Schwenke,
Dohna; Kathrin Wustmann, UIf Riechen, Stefan
Edelmann, Jorg Hempelt, Birgit Wittwer, Jochen
Lattermann, alle Dresden; Reinhard WeiBnicht,
Siegfried Obst, beide Eberswalde; Marlies und
Petra Patz, Eisenach; Thomas Pigorsch, Eisleben;
Susanne und Matthias Schreiber, Elsterwerda;
Heike Heber, Erfurt; Karsten MeiBner, Forst;

Ute HBaumann,
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Tangentialebenen

an regelméiflige Polyeder

Bevor wir unsere Aufgabenstellung formu-
lieren, mochten wir einige Begriffe und Sach-
verhaite bereitstellen.

1. Regelmipige Polyeder sind konvexe Kdrper
mit kongruenten n-Ecken als Seitenflichen.
Da die Summe der Grofe der Innenwinkel
derjenigen n-Ecke, die in einer Ecke des
regelméBigen Polyeders zusammenstoBen,
kleiner als 360° sein muf}, kann es nur die
folgenden Arten regelmdBiger Polyeder ge-
ben:

In Analogie zu diesem Sachverhalt legen wir
nun an ein regelmiBiges Polyeder mit dem
Mittelpunkt M (d.i. der Mittelpunkt seiner
Umkugel) jeweils durch den Mittelpunkt N
einer Kante AB die Ebene g, fir die MN Le.
Da die Abstéinde [AM| und |BM]| gleich sind,
ist MNLAB, und damit liegt AB ganz in &.
Folglich liegt das regelmaBige Polyeder ganz
auf einer Seite von €.

n-Eck Anzahl der Seiten- S/ k Bezeichnung
flaichen an einer des Korpers
Korperecke
Gleichs. Dreieck 3 4 4 6 regelm. Tetraeder
gleichs. Dreieck 4 6 8 12 Oktaeder
gleichs. Dreieck 5 12 20 30 Ikosaeder
Quadrat 3 8 6 12 Hexaeder (Wiirfel)
regelm. Fiinfeck 3 20 12 30 Pentagondodekaeder

In dieser Tabelle bedeuten e - Anzahl der
Ecken, f — Anzahl der Seitenflichen und
k — Anzahl der Kanten des Polyeders. (Nach
der Eulerschen Polyederformel gilt e+ f
=k+2) Jeder dieser Korper besitzt eine
Umkugel, d.h. eine Kugel, die durch seine
Ecken geht. AuBlerdem haben sie eine In-
kugel, d. h., es gibt eine Kugel, die alle Seiten-
flichen beriihrt. Diese Beriihrungspunkte
sind aus Symmetriegriinden die Mittelpunkte
der n-Ecke.

Beriihrt eine Ebene ¢ eine Kugel (mit dem
Mittelpunkt M) im Punkt N, dann ist die
Verbindungsgerade MN senkrecht zu ¢ (kurz
MNLleg; und dies heiBt, daB jede Gerade
in ¢ die durch N geht, senkrecht zu MN
ist — siehe Bild 1). Man nennt ¢ eine Tan-
gentialebene.

Bild 1

Die Gesamtheit aller so festgelegten Tangen-
tialebenen eines regelméBigen Polyeders be-
grenzt ein konvexes Polyeder. Von Interesse
ist nun, welche Polyeder auf diese Weise ent-
stehen.

2. Wir beginnen mit dem regelmdBigen
Tetraeder

Der hohe Grad an RegelmiaBigkeit 1aBt ver-
muten, daB ein regelmiBiges Polyeder ent-
steht. Da k=6 ist, miiBte der entstehende
Korper ein 6-Flichner sein. Diesen Bedin-
gungen geniigt nur der Wiirfel.

Geht man von irgendeinem Schrigbild eines
regelmiBigen Tetraeders aus, so erscheint
diese Vermutung auf den ersten Blick frag-
wiirdig. Doch sie ist richtig und ld8t sich
recht einfach wie folgt beweisen.

Wir gehen von einem Wiirlel ABCDEFGH
mit dem Mittelpunkt M aus. Die Punkte A,
C, F und H bilden ein regelmaBiges Tetraeder
(Bild 2), denn seine Kanten sind Flichen-
diagonalen des Wiirfels und damit gleich lang.
Der Mittelpunkt dieses Tetraeders féllt mit
dem Mittelpunkt M des Wiirfels zusammen,
da beide Korper die gleiche Umkugel besit-
zen. Die FuBpunkte der Lote von M aul die
Seitenflaichen des Wiirfels sind bekanntlich
die Mittelpunkte der Seitenflichen. Damit

bilden die Seitenflichen des Wiirfels die
Tangentialebenen des regelmaBigen Tetra-
eders ACFH durch die Mitten seiner Kanten,
d.h,, beziiglich des regelmdfigen Tetraeders
ACFH bilden die betrachteten Tangential-
ebenen einen Wiirfel. Da alle regelmiBigen
Tetraeder einander dhnlich sind, gilt diese
Aussage auch fiir jeden dieser Korper.

Bild 2 H a
|
|
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|
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|
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/
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3. Bilden die Tangentialebenen durch die
Mitten der Kanten auch fiir die ibrigen vier
regelmiBigen Polyeder wieder Polyeder die-
ser Art? _

Bei oberllachlicher Betrachtung der vielen
RegelmiBigkeiten dieser Korper konnte man
geneigt sein, eine positive Antwort zu erwar-
ten. Doch bei Ikosaeder und Pentagondo-
dekaeder miite wegen k=30 ein 30-Flachner
vorliegen; ein derartiges regelmaBiges Poly-
eder gibt es jedoch nicht.

Zur Klirung des Sachverhalts betrachten wir
eingehend, wie die neuen Seitenflachen ent-
stehen. Durch die Kanten eines regelmifigen
n-Ecks (n=3, 4 oder 5), das eine Seitenfliche
eines regelmaBigen Polyeders ist, gehen n Tan-
gentialebenen, die sich in einem Punkt §
schneiden.

Denn auf Grund der gleichen Neigung dieser
Ebenen beziiglich der betrachteten Seiten-
fliche entsteht eine gerade Pyramide (siche
Bild 3 fiir =4 und Bild 4 fir n=3).

Eine Seitenfliche des Korpers der aus den
Tangentialebenen gebildet wird, setzt sich
demnach aus zwei kongruenten gleichschenk-
ligen Dreiecken mit gemeinsamer Basis zu-
sammen, ist also stets ein Rhombus (siehe
Bild 3 und 4).

Damit wird deutlich, wie oberfldchlich eigent-
lich unser Hinweis auf die grol3e RegelmiaBig-
keit der zugrundeliegenden Korper mitsamt
ihren betrachteten Tangentialebenen und die
damit ausgesprochenen Erwartungen waren.
Eine erneute Bestdtigung des Resultats fiir
ein regelmiBiges Tetraeder ergibt jetzt der
Nachweis, daB hier die Diagonalen des Rhom-
bus gleich lang sind, d.h. beziiglich des Bil-
des 4, daB |SN|=|4,N| gilt. (Dabei ist N der
Mittelpunkt der Kante 4,4,.) Da der Punkt
S, der Mittelpunkt T des gleichseitigen
Dreiecks A;A,A3 und ‘die Ecke A4 zusam-
men mit dem Mittelpunkt M des Tetraeders
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Bild 3 5
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Bild 4

auf einer Geraden liegen und die Gerade A3 N
durch T geht, liegen 43, A4, N, S und M in
einer gemeinsamen Ebene. AuBerdem ist
MNLA3A, und MNLSN, da die Ebene
durch §, A,, 4, nach Voraussetzung senk-
recht zu MN ist.

Folglich gilt A3A, | SN. Ferner ist
|[AsT|:|TN|=2:1 (Teilverhéltnis der Seiten-
halbierenden!) und damit nach dem Strah-

lensatz schlieBlich |SN| =%|A 3A44] =%|AlA 1,
was zu zeigén war.

4. Liegt ein Wiirfel unseren Betrachtungen
zugrunde, so gilt [ST|=|TM|, da sich seine
Seitenflichen rechtwinklig schneiden und

demzufolge |x SNT|=45"=x MNT| gilt
(Bild 3). Damit ist [SN|=]/|ST]+|TN]?

_ \/2(%|A,A2|7= \/2<%|A1A2|).

Hier liegen also echte Rhomben vor.

Beim Wiirfel bilden die betrachteten Tangen-
tialebenen einen Korper, der von 12 kon-
gruenten Rhomben begrenzt wird, wobei die
Diagonalenldngen dieser Rhomben im Ver-
hiltnis 1:]/2 stehen. Ein derartiges Polyeder
heiBt Rhombendodekaeder.

Ein SchrégriB dieses Korpers 1d8t sich leicht
zeichnen, wenn man vom Wiirfel ausgeht und
[ST1=|TM| fiir die Konstruktion der neuen
Korperecken nutzt. [Beim Schrigril empleh-
len wir den Verzerrungswinkel a =22,5° sowie

das Verzerrungsverhiltnis q=% fir die Tie-

fenlinien (Bild 3)].
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Diese Korperform kommt in der Natur als
Kristallform vor; so kristallisiert der Halb-
edelstein Granat hiufig in dieser Form. Die
Korperform hat auch Verwendung in der

" Technik gefunden. Es zeigt sich, daB sie ein

geeignetes Modell zum Zuschnitt des Ma-
terials bei der Herstellung hohlkugelformiger
Gegenstdnde wie Ballons, Fliissigkeitsbehil-
ter ist.

5. Als nachstes wire zu kliren, welches Poly-
eder die betrachteten Tangentialebenen bei
einem Okzaeder bilden. Hier verhilft uns eine
Betrachtung rasch zum Ziel, die wir beziig-
lich des regelmdBigen Tetraeders unter 2. an-
gestellt haben. Wir gehen vom Rhomben-
dodekaeder aus, das aus dem Wiirfel entstan-
den ist (Bild 3), und betrachten jetzt die Diago-
nalen der Rhomben, die nicht Wiirfelkanten
sind. Diese bilden ein Oktaeder (Bild 5). Es
ist sofort einzusehen, daB die Seitenflichen
des Rhombendodekaeders die Tangential-
ebenen durch die Kantenmitten dieses Okta-

eders darstellen.

Beim Ikosaeder (Bild 6) entsteht wegen k=30
ein Polyeder, das von 30 kongruenten Rhom-
ben begrenzt wird; auch hier ist genau eine
Diagonale in jedem Rhombus eine Korper-
kante des Ikosaeders. Die anderen Diago-
nalen der Rhomben bilden ein Pentagon-
dodekaeder. Also entsteht aus den Tangen-

E.Quaisser-H-1 Sprengel

VEB D

Verlag der Wi

tialebenen durch die Kantenmitten eines
Pentagondodekaeders ein gleiches Polyeder
wie beziiglich des Ikosaeders.

Aufgaben

Ala Um das Wievielfache vergroBert sich
das Volumen, wenn man von einem regel-
méBigen Polyeder zu dem Korper iibergeht,
der von den Tangentialebenen durch die
Kantenmitten gebildet wird? Dieser Faktor
ist gleich |[SM|:|TM|. (Warum?)

A2A Man kann beziiglich der regelmaBi-
gen Polyeder Tangentialebenen durch die
Polyederecken betrachten und wiederum
nach den Korpern fragen, die dabei entstehen.
Diese Aufgabe ist leicht zu beantworten,
wenn man die Polyeder untersucht, die von
den Mitten der Seitenflichen der regelmaBi-
gen Polyeder gebildet werden. (Siehe dazu
auch Bild 6 beziiglich des Ikosaeders.)

E. Quaisser

Prof. Dr. Hans Kaiser, >
Pdd. Hochschule Karl Liebknecht, Potsdam




Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Hans Kaiser

Pédagogische Hochschule
Karl Liebknecht, Potsdam

Informatik

‘Mathematik-Computergrafik-

Prof. Dr. rer. nat. habil. Hans Kaiser wurde
am 31.5.1926 in Nagelstedt/Thiiringen ge-
boren. Das Abitur legte er in Erfurt ab. Nach
der Kriegsgefangenschaft studierte er Mathe-
matik und Physik zunéchst von 1946 bis 1948
in Jena, von 1948 bis 1951 in Berlin. Dabei
wurde er besonders nachhaltig beeinfluBt von
Kurt Schroder, Erhard Schmidt und Karl
Schréter. 1956 folgte die Promotion, 1967
schlieBlich habilitierte sich Prof. Kaiser mit
einer Arbeit zur Lownerschen Differential-
gleichung.

Er war bis 1964 an der Humboldt-Universitit
in Berlin tétig. Seit dieser Zeit arbeitet er an
der Pidagogischen Hochschule Kar! Lieb-
knecht Potsdam. .

Prof. Kaiser ist in den Jahren seiner wissen-
schaftlichen Tétigkeit in auBerordentlich viel-
faltiger Weise wirksam geworden. Leht-
biicher zu angewandten Problemen, die Re-
daktion von iibersetzter Literatur, Lehrmittel
sowie Hochschulfilme sind Ausweis und Er-
gebnis seiner Arbeit.

Unter seiner Leitung hat sich der Wissen-
schaftsbereich Angewandte Mathematik pro-
filiert. Sowohl Aufgaben der Lehre als auch
der Forschung konnten mit beachtlichem
Erfolg gel6st werden.

In der Lehrveranstaltung Numerik werden
u. a. Regeln zur Ermittlung oberer Schranken
fiir die Nullstellen eines Polynoms
P(X)=x"+ay-1X" ' +...+a1x+ao
betrachtet.

Nach der Regel von Lagrange und Maclaurin
erhdlt man z B, daB L=3 eine obere
Schranke fiir die Nullstellen des Polynoms
Pl)=x>+x*—4x3-3x*-2x—4

ist.

Die Ermittlung einer solchen Schranke ist
aber hdufig auch ohne Kenntnis entsprechen-
der Regeln moglich. Damit ergibt sich unsere
Aufgabe.

Aufgabe

A2207 A Man beweise, daB fiir kein x>3
die Gleichung
P(x)=x5+x*—4x3—3x>—2x—-4=0

gelten kann.

Wissenschaft und Technik durchdringen in
zunechmendem MaBe eine immer gréBer wer-
dende Anzahl von Bereichen der mensch-
lichen Gesellschaft. Neben der VergroBerung
ihres Einflusses ist eine Eroberung neuer Ge-
biete zu beobachten. So erleben wir in der
wissenschaftlich-technischen Revolution ein
neu- und einzigartiges Wechselspiel zwischen
der Ausweitung des Erkenntnis- und Wis-
sensstandes der Grundlagenforschung einer-
seits und dessen immer schnellere und um-
[assendere Nutzbarmachung in einem immer
komplexer werdenden ProduktionsprozeB
andererseits. Technische Wissenschaften und
Technik schlechthin haben neuartige Kennt-
nisse und Fertigkeiten zutage gefordert, die
Neuerungen in kurzer Frist massenwirksam
werden lassen, welcheim tdglichen Leben vie-
ler Menschen nicht mehr wegzudenken sind.
Als Beispiel sei auf chemische Produkte und
elektronische Gerdte verwiesen, mit denen
jeder taglich vielfach umgeht. Mathematische
Strukturen und Denkweisen spielen dabei
ebenso eine entscheidende Rolle wie in zu-
nehmendem MaBe Rechner aller Art mit den
zu ihrer Nutzung erforderlichen Program-
men.

So gesehen wundert es uns nicht, daB diese
Entwicklung eine Entsprechung in der Kunst
findet. Wir wollen uns mit diesemn Artikel auf
die darstellende Kunst beschrinken und den
Berliner Maler und Grafiker Horst Barinig
(siehe Bild 1) vorstellen. Er versucht in seinen
Arbeiten Lageverhiltnisse von Elemen-

tarformen und mathematische GesetzmaBig-
keiten zuletzt als Computergrafiken ins Sinn-
lich-Wahrnehmbare zu iibersetzen und so auf’
diese Weise das Zusammenspiel der Elemente
und die Struktur von komplexeren Systemen
erlebbar zu machen. Damit bietet er eine
Maoglichkeit an, die Wirkungsweise kompli-
zierter Objekte und Gerdte zu erahnen oder
gar zu erkennen und sich daher nicht von
ihnen wegen ihrer Undurchsichtigkeit oder
des Unverstdndnisses ihres Aufbaus erdriik-
ken zu lassen. Hingewiesen werden soll je-
doch gesondert aul die Wirkungen, die er
mathematischen Gebilden und rechentechni-
schen Realisierungen abgewinnt. Auch fir
unsere alltigliche Arbeit als Mathematiker
und Programmierer wirken seine Grafiken
anregend und belebend.

Nach einer ersten Begegnung im Jahre 1977
mit seinen Arbeiten auf einer Ausstellung
des Zentralen Akademie-Archivs in Berlin
liber mathematische Formen in der Kunst
entwickelte sich sehr bald eine fruchtbare
Zusammenarbeit mit Mathematikern unse-
res Institutes, die bei einer solchen Kunst-
richtung unerldBlich erscheint, aber auch eine
Bereicherung fiir beide Seiten darstellt. Es
ist schon erstaunlich, wie selbst durch eine
bewuBte Darstellung mathematischer Figu-
ren und GesetzmiBigkeiten mit moglichst
elementaren geometrischen Formen und in
ebenso einfachen Lageverhiltnissen eine der-
artige Vielfalt an optischen Wirkungen zu
erzielen ist.

Fir den Grafiker waren anfangs vor allem
die Aussagen eines Mathematikers zu kom-
binatorischen Problemen von Interesse.
Ihm ging es darum, aus der Vielzahl
maoglicher Kombinationen deckungsgleiche
Elemente auszusondern. So wurden z. B. bei
den ,,Tausendvierundvierzig Variationen‘

Bild 1

Horst Bartnig, Mitglied des Verbandes der
Kiinstler der DDR, wurde 1938 in Militsch
geboren. Nach einer Malerlehre besuchte er
von 1954 bis 1957 die Fachschule fiir ange-
wandte Kunst in Magdeburg. Bartnig be-
teiligte sich mit Arbeiten an der VIII. Kunst-
ausstellung der DDR, an der Akademie-
Ausstellung zum 200. Geburtstag von

C. F. GauB und an der Einstein-Mappe
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(Bild 2 und 3) alle diejenigen Sechzehner-
Gruppierungen ausgesondert, die sich durch
Drehungen in Deckung bringen lieBen. Rech-
ner-Programme und die Rechenanlage selbst
halfen dabei entscheidend, Ordnung und
Ubersicht in die Vielzahl der Mdglichkeiten
zu bringen. Ein weiterer Schritt war die Ein-
beziehung eines Zufallszahlengenerators und
die zufillige Erzeugung von Anordnungen.
SchlieBlich wurde ein mit einem Grafik-
Softwarepaket iiber den Rechner steuerbares
Zeichengerit in die Zusammenarbeit einbe-
zogen. Dabei folgte der Ideenskizze " des
Kiinstlers mit dem darzustellenden Bildungs-
gesetz die Erstellung eines Programms, das
mit Hilfe eines schon in der Programm-
bibliothek vorhandenen Softwarepaketes
bei einem Rechnerlaul eine Folge von Steuer-
symbolen erzeugt, die auf einem Magnetband
oder einem Lochstreifen zwischengespeichert
werden. Dabei wurde auch eine Optimierung
von Leerfahrten auf dem Zeichengerit bei
der Programmierung beriicksichtigt. Die Zeit,
die der Zentralprozessor des Rechners fiir die
Erstellung des Steuerstreifens fiir eine Zeich-
nung bendtigt, betrdgt fiir die Computer-
zeichnungen aller abgebildeten Grafiken 43 .
Fir H. Bartnig stellt die Beobachtung der
Entstehung des Bildes auf dem Zeichentisch
ein ihn inspirierendes Erlebnis dar. Nach der
Fertigstellung der Computerzeichnung iiber-
priilt er die Vorlage und nimmt danach die
grafische Reproduktion vor.

Wie . ordnen sich nun die Arbeiten von
H. Bartnig im Umfeld der bildenden Kiinste
ein? Dazu zitieren wir eine Darstellung von
G. Ziller aus seinem Artikel Prozef als Kunst-
werk aus Sichsische Neueste Nachrichten
vom 22.9.80:

,»Die Arbeiten des Berliners Horst Bartnig
stehen unverwechselbar in der Tradition des
Konstruktivismus, der 1913 mit Kasimir
Malewitschs ,Schwarzem Quadrat' seinen
kunstphilosophischen Urknall erlebte. . ..

Durch Kriegswirren hindurch hielten einige
Kiinstler dem Konstruktivismus und damit
der Faszination rational-dsthetischer Fla-
chen- und Raumordnungen die Treue. Ge-
nannt seien nur der nach Amerika emigrierte
Bauhauslehrer Josef Albers und der Dresdner
Hermann Gléckner.

Inzwischen hatte der in Frankreich lebende
gebiirtige Ungar Victor Vasarely (siehe Titel-
blatt Heft 1/82) die Grundlagen der auf Kon-
struktivismus basierenden Op-Art gelegt. . . .
Aus dem BewuBtsein einer zunehmend ra-
tional komplexen Gesellschaft drang immer
mehr Gedankengut exakter Grundlagenwis-
senschaft auch in die bildenden Kiinste ein.
Pl6tzlich wurden innere Strukturanalysen
optischer Wirkungen und umgekehrt die
optischen Auswirkungen exakten mathema-
tischen Denkens interessant. Von diesen
Ufern stieBen in den sechziger und siebziger
Jahren neue Krifte zu einem neuartig ver-
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Bild 2

Tausendvierundvierzig Variationen,

70 Blitter, Linolschnitt, gelb auf weiBem
Grund (1975 bis 1979). Unser Foto zeigt
davon Blatt 27.

,,In Zusammenarbeit mit Physikern bzw.
Mathematikern habe ich (H. Bartnig) von
den vielen Variationen die herausgenom-
men, die sich in Drehungen wiederholen.
Von 256 blieben 70 ibrig. Auf jedem Blatt
ist eine Variante von diesen 70 zu sehen,
der Ablauf erfolgt von positiv bis negativ.*

Bild 4
Computergrafik 4
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standenen Konstruktivismus. Flichen und
Réume wurden immer ausgekliigelteren ma-
thematischen Programmen unterzogen.*

Immer mehr Grafiker und Programmierer
bedienten und bedienen sich jetzt digitaler
Zeichengerite und grafischer Displays.

H. Bartnig nutzt jedoch ganz bewuBt nicht
die heute zur Verfiigung stehenden techni-
schen Maoglichkeiten der Rechentechnik
ebensowenig wie die Vielfalt mathematischer
GesetzmiaBigkeiten aus. Er beschrinkt sich
in mehrerer Hinsicht, um zu zeigen, wie viel-
filtig eine Kombination von Einfachem sein
kann und wie ausdrucksstark. Alle abgebil-
deten Grafiken befassen sich z. B. mit dem
Quadrat und seiner Auflésung entweder
durch Dreiecke und Trapeze oder durch Li-
nien von einem Knotenpunkt zu Randpunk-
ten des Quadrates. Dabei werden die Grund-
quadrate wiederum in Quadrate zerlegt, z. B.
beiden,, Tausendvierundvierzig Variationen*
und bei den ,,Computergrafiken S und 6* in
4 Teilquadrate. Letztere untergliedern sich bei
allen 6 Computergrafiken erneut, und zwar
in ein Netz von 64 Quadraten. Auf der ande-
ren Seite werden die Grundquadrate auch
wieder zu groBeren Quadraten zusammen-
gefaBt, einmal zu 16 und bei dgn zuletzt ge-
nannten zu 49 Elementen. Durch diese Zer-
gliederung bzw. Zusammensetzung von Ele-
mentarformen kann H. Bartnig nun Gesetz-
mabBigkeiten optisch erlebbar machen. So
werden bei einer Wanderung in einem
Blatt der ,,Tausendvierundvierzig Variatio-
nen vom Ausgangselement in der linken
oberen Ecke bis zum Zielelement unten
rechts je nach dem Weg auf verschiedene
Weise die Teilflichen entgegengesetzt einge-
farbt.

Bei den ,,Computergrafiken 1 bis 6* wandern
dagegen die Zentren in ganz bestimmter
Weise iliber die Knoten des genannten Netzes
von Quadraten hinweg. Mit diesen Gesetz-
maBigkeiten erreicht Bartnig einerseits Span-
nungen, andererseits aber auch Zusammen-
hang und Geschlossenheit und weckt Neu-
gier und Interesse.

Uns beeindruckt immer wieder, wie der Gra-
fiker es versteht, geometrische Figuren und
rechentechnische Moglichkeiten nicht nur
sichtbar, sondern erlebbar zu machen. Ihre
Aussagen bereichern die Betrachtung gegen-
iber derjenigen mit ,,nur‘* mathematischem
Sachverstand. Horst Bartnig beschrankt sich
bewuBt auf ebene Darstellungen und elemen-
tare geometrische Formen sowie aul einfache
Beziehungen und Verhiltnisse. Diese Durch-
sichtigkeit seiner Grafiken und die trotzdem
erzielte Wirkungsvielfalt regen zum eignen
Gestalten an, zum Ausprobieren von opti-
schen und &sthetischen Wirkungen des Zu-
sammenspiels solcher Elementarformen und
der Struktur ihrer Anordnungen. Soliten
Leser dieser Zeitschrift in dieser Hinsicht
aktiv werden, so wire neben dem Bekannt-

werden mit einem Kinstler ein noch hdherer
Zweck dieses Artikels erreicht worden. Wich-
tig fiir die Ausstrahlung der Bartnigschen
Blitter ist ihre Anordnung in Serien. Durch
sie gelangt das Zusammenspiel der Formen
und Strukturen zu voller Entfaltung. Durch
den Versuch, rational gedachte Zusammen-
hénge darzustellen und erlebbar zu machen,
stellen seine Arbeiten eine Mdoglichkeit dar,

Bild 7
Computergrafik 6

auch von der Seite der Mathematik, der
Computergrafik und der Informatik her in
einem schopferischen ProzeB immer neue
Seiten menschlicher Moglichkeiten zu er-
kennen und zu begreifen und sich in unserer
realen und technisierten Welt besser zurecht-
zufinden.

M. Fischer|M.Grabow

Bild 6
Original-Computerzeichnung
fiir Computergrafik 5

(nur waagerechte Strukturen)

Bild 8

(Titelblatt dieser alpha)

Computergrafik 2

Es wurden Computergrafiken des Kiinstlers
verwendet, ausgefiihrt im Siebdruck bzw. als
Strichdtzung
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Spezialklasse fiir
Mathematik, Physik und
Technik

der TH Karl-Marx-Stadt

Unsere Spezialklasse, die bereits 1964 ge-
griindet wurde, ist eine der vier an den Sek-
tionen fiir Mathematik der Universititen und
Hochschulen der DDR bestehenden Einrich-
tungen zur Férderung mathematisch interes-
sierter und begabter Schiiler. Sie dient somit
zugleich der Entwicklung des eigenen wissen-
schaftlichen Nachwuchses in den mathemati-
schen, physikalischen und technischen Fach-
disziplinen.

Ineiner zweijdhrigen Ausbildung, die mitdem
Erwerb des Abiturs abschlieBt, werden durch
die Anwendung hochschulgemiBer Formen
des Lehrens und Lernens die besten Voraus-
setzungen dafiir geschaffen, daB unsere Ab-
solventen im spiteren Fachstudium sowohl
in der gesellschaftlichen als auch lachlichen
Arbeit hohe MaBstibe setzen.

Die Bildungs- und Erziehungsziele der er-
weiterten Oberschule stellen auch fiir uns die
Grundlage der Ausbildung in allen Fiachern
dar. So unterscheidet sich unser Stundenplan
von dem der EOS lediglich darin, daB in
Mathematik wochentlich acht und in Physik
vier Stunden unterrichtet werden.

Eine wichtige Voraussetzung fiir eine hohe
Intensitidt des Unterrichts, der in der Regel
von Hochschulangehorigen, d.h. wissen-
schaftlichen Mitarbeitern, Lehrern im Hoch-
schuldienst, Oberassistenten oder Dozenten,
erteilt wird, ist die niedrige Klassenfrequenz
(15 Schiiler pro Klasse).

Alle Spezialklassenschiiler, die nicht aus
Karl-Marx-Stadt kommen, wohnen mietfrei
in -schénen Zweimannzimmern des Studen-
tenwohnheimes der Sektion Mathematik.
Man hilft sich gegenseitig beim Lernen und
Knobeln, treibt gemeinsam Sport und be-
sucht kulturelle Einrichtungen der Stadt.
Niitzlich ist diese Zusammenarbeit der Besten
auch fiir die erfolgreiche Losung der schwie-
rigen Aufgaben aus den Korrespondenz-
zirkeln oder Arbeitsgemeinschaften fiir Ma-
thematik. Man spornt sich gegenseitig an,
holt sich Rat (manchmal auch in der umfang-
reichen Sektionsbibliothek oder bei den
unterrichtenden wissenschaftlichen Mitarbei-
tern) und entdeckt stets neue, ungeldste
Probleme.

Der beliebteste Ausgleich zur anstrengenden
Lernarbeit und zu den Verpflichtungen, die
sich ‘aus dem Arbeitsprogramm der FDJ-
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Gruppe ergeben, ist bei uns seit Jahren — so-
wohl bei den Médchen als auch Jungen — das
Schachspiel.

Leider ist die Freizeit viel zu knapp, da wir
unseren Spezialklassenschiilern, die in der
Regel aus den Bezirken Karl-Marx-Stadt,
Dresden und Gera kommen, den Ubergang
vom gewohnten Zuhause zum studentischen
Internatsleben erleichtern mdchten, indem
sie wochentlich am Freitagnachmittag nach
Hause fahren konnen. Das bedeutet aber,
daB der gesamte obligatorische Unterricht,
die Arbeitsgemeinschaften oder die FDJ-
Versammlungen an fiinf Tagen absolviert

‘werden miissen.

Dennoch bewiltigen unsere Schiiler ihre Ge-
samtaufgaben gut und sind mit dieser Rege-
lung, wie mit der Spezialklasse iiberhaupt,
sehr zufrieden. Beinahe alle der bisher 250
Absolventen unserer Spezialklassen versi-
chern uns, z. B. auch wihrend der regelmaBig
stattfindenden Wiedersehenstreffen einzelner
Jahrgénge, daB der Spezialklassenbesuch ihre
Personlichkeitsentwicklung entscheidend be-
einfluBt hat.

Die Absolventen der ersten Jahrginge sind
heute bereits erfolgreiche Wissenschaftler
oder Leiter, wie z.B. an unserer Sektion

" Dozent Dr.sc.nat. Georg Heinig oder Dr.

Hans-Jiirgen Fischer, echemaliger IMO-Preis-
trédger.

Jingere Absolventen, wie z. B. Thomas Mai-
wald, mehrfacher Preistrager auf DDR-
Olympiaden, oder Lutz Dietrich, der 1979
auf der IMO einen 2. Preis errang, sind als
Beststudenten an ihren Bildungseinrichtun-
gen bekannt.

Thomas Maiwald leitet erfolgreich einen
studentischen Forschungszirkel an der Sek-
tion Automatisierungstechnik.

Lutz Dietrich studiert, wie sein Klassen-
kamerad Ralf Fritzsch, in der Sowjetunion
(Lutz Physik in Moskau und Ralf Mathe-
matik in Leningrad).

Unsere gegenwirtig an der Spezialklasse stu-
dierenden erfolgreichsten Schiiler sind Detlef
Horbach (Klasse 12) und Bodo Heise (Klasse
11), die iiber den obligatorischen Unterricht
hinausgehend innerhalb der Bestenférderung
durch Wissenschaftler unserer Sektion beson-
ders betreut werden.

Erwihnenswert ist auch, daB im Rahmen der

wissenschaftlich-praktischen Arbeit natur-
wissenschaftliche Praktika in Mathematik,
Physik und Chemie durchgefiihrt werden, die
auf hohem Niveau stehen und die technischen
Maglichkeiten, die eine modern ausgestattete
Hochschule bieten kann, ausnutzen. Zum
Beispiel stehen im Mittelpunkt des mathema-
tischen Praktikums eine Einfithrung in die
Programmierung und die selbstidndige Reali-
sierung der von den Schiilern zu einem mathe-
matischen Problem erarbeiteten Programme
auf dem Kleinrechner.

Die Spezialklassen wirken dariber hinaus in
enger Zusammenarbeit mit der EOS Dr. Theo-
dor Neubauer in Karl-Marx-Stadt und der
LPG Pflanzenproduktion in GroBwalters-
dorf, um die verbindlichen Lehrpline fiir er-
weiterte Oberschulen in jeder Weise zu er-
fiillen.

Dabei beweisen die Spezialklassenschiiler
auch in der vormilitdrischen Ausbildung und
wihrend der Produktionseinsdtze, daB sie
Ausgezeichnetes zu leisten imstande sind.
Fiir die Aufnahme in die Spezialklasse kon-
nen sich Schiiler der Klasse 10 bewerben.
Jéahrlich werden zwei Klassen aufgenommen.
Dabei werden solche Schiiler ausgewihlt, die
sich durch sehr gute schulische Leistungen,
besonders auf mathematisch-naturwissen-
schaftlichem Gebiet, durch vorbildliche Ver-
haltensweise und durch'gesellschaftliche Ak-
tivitat auszeichnen.

Giinstige Voraussetzungen besitzen natiir-
lich diejenigen Schiiler, die seit Jahren-erfolg-
reich an den Mathematikolympiaden oder
den Messen der Meister von morgen oder
anderen wissenschaftlich-technischen Lei-
stungsvergleichen, nicht zuletzt aber auch am
alpha-Wettbewerb teilgenommen haben.
Die Bewerbungen erfolgen in der Regel iiber
die Schulen, sie kénnen aber auch direkt an
uns gerichtet werden. Im letzten Fall bemii-
hen wir uns um die notwendige Zustimmung
der Volksbildungsorgane.

Weiteres iiber die Spezialklasse, z. B. iiber die
finanzielle Unterstiitzung der Schiiler oder
Besonderheiten bei der Férderung und Be-
treuung von ehemaligen Schiilern, die ihren
Ehrendienst bei der NVA leisten, konnen die
Leser der alpha dem Informationsblatt ent-
nehmen, das wir jedem Leser auf Wunsch
gern zuschicken. D. Zaddach




Geometrische Idee
vom Strumpfband

Gesprich mit Prof. Dr. Horst Schumann,
Direktor der Sektion Mathematik der KMU Leipzig

Frage: In der Geschichte der Mathematik
half nicht selten auch der Zufall dem blitz-
artigen Aufleuchten einer Idee nach, die zu
einer neuen Hypothese oder Theorie weiter-
entwickelt wurde. Gibt es dafiir unter den
Leipziger Mathematikern Beispiele?

Prof. Schumann: Der Name eines von vielen
profilierten  Leipziger =~ Mathematikern,
August Ferdinand Mdbius (1790 bis 1868)
ist mit dem mathematischen Begrifl ,,Mdbius-
sches Band* verkniipft. Mobius hatte seine
Frau beim Nihen beobachtet, als sie ein
Strumpfband aus Versehen verdreht zusam-
mennéhte. Dabei ist ihm die Idee fiir eine
bedeutende Bereicherung dér Geometrie ge-
kommen. Er hatte das erste Beispiel einer
sogenannten nicht orientierbaren Fliche vor
sich. Das Band hat nur eine Seite, im Gegen-
satz zu der landlaufigen Vorstellung, daB eine
Flache immer zwei Seiten haben muB (z. B.
,,obere* und ,,untere** Seite, mathematisch
,,positive’* und ,,negative* Seite). Der ma-
thematische Flachenbegriff wurde dadurch
klarer erfaBbar. Auch heute geschieht der
Riemenantrieb bestimmter Maschinen in
Form des Mobiusschen Bandes, was eine
gleichmiBige Abnutzung des Riemens ge-
wibhrleistet.

So wie Mébiussches Band zeugen auch andere
Begriffe — wie Mollweidische Formeln oder
Holdersche Ungleichung — von bleibenden
mathematischen Erkenntnissen, mit denen
Leipziger Gelehrte weltweite Wirksamkeit
erlangten.

Frage: Welche Rolle spielt heute der Zufall
bei der Ausarbeitung einer neuen Theorie?

Prof. Schumann : Sicher wird heute und auch
in Zukunft manche neue Idee durch einen
Zufall gewonnen, doch ist die Erfassung und
Deutung in der Regel nur auf der Grundlage
eines bereits vorhandenen ausgepragten gei-
stigen Potentials moglich. Heute dominiert
in der Wissenschaft beim Suchen nach neu-
artigen theoretischen und experimentellen
L(")sungswegén das zielstrebige und hart-
néckige Vordringen in unbekannte Erkennt-
nisbereiche, wobei der Drang, ein fir die
Gesellschaft nutzbares Resultat zu erzielen,
eine ausschlaggebende Rolle spielt.

Frage: Auf welchen Gebieten hat sich die
heutige Generation der Leipziger Mathema-
tiker einen Namen gemacht?

Prof. Schumann: Die mathematische For-
schung an der Leipziger Universitdt hat be-
sonders auf dem Gebiet der Analysis groBe
Traditionen.” DaB diese fortgefiihrt wurden
und besonders in den letzten 10 bis 15 Jahren
viele stark beachtete Ergebnisse erzielt wer-
den konnten, ist das wesentliche Verdienst
der seit 1969 auf dem Gebiet der Analysis
arbeitenden drei Forschungskollektive der
Sektion. So entwickelte sich die Sektion Ma-
thematik der KMU Leipzig zu einem der
fiihrenden Zentren der Analysis.

Frage: Wohl in keiner anderen Wissenschaft
gibt es so unumstdBliche Gesetze, Theorien
wie in der Mathematik, die iiber Jahrhun-
derte ihre Richtigkeit beweisen. Wandlungen
gab es hinsichtlich des gesellschaftlichen Auf-
trags in Forschung und Lehre. Was vermag
die Sektion Mathematik heute, was den Ma-
thematikern vergangener Zeiten noch nicht
moglich war?

Prof. Schumann : Seit iiber 500 Jahren werden
an der Leipziger Universitit mathematische
Vorlesungen gehalten, doch erst in den letzten
35 Jahren werden die Plitze in den Horsilen

des Mathematischen Instituts auch von Stu-
denten belegt, denen die Brechung des Bil-
dungsprivilegs den Weg dahin erméglichte.
Heute kommen mehr als die Halfte unserer
Studenten aus Arbeiter- und Bauernfamilien.
Erwdhnenswert ist auch, daB Oberschiiler
bisweilen in die Horsile kommen, denn seit
1974 gibt es im Bezirk Leipzig eine Mathe-
matische Schiilergesellschaft (MSG, siehe
alpha 3/81) mit mehr als 20 Zirkeln, in denen
sich aller 14 Tage etwa 200 Schiiler aus den
Klassen 6 bis 12 treffen und unter Anleitung
von Assistenten und Studenten der Sektion
mit Begeisterung arbeiten. Wir beginnen also
schon beizeiten, Talente zu fordern. Eines der
herausragendsten Kennzeichen der Mathe-
matik heute ist ihre gesellschaftliche Wirk-
samkeit, ihre zielgerichtete Anwendung in
der Volkswirtschaft. Das betrifft sowohl die
direkte Nutzung mathematischer Methoden
und Ergebnisse in den verschiedensten Zwei-
gen der Industrie, der Planung und Leitung
als auch die verstarkte Zusammenarbeit mit
Forschungsgruppen an naturwissenschaft-
lichen Sektionen. Wir erfiillen zur Zeit For-
schungsvertrige, die wir mit Kombinaten der
Braunkohle-, chemischen und metallurgi-
schen Industrie abgeschlossen haben.

Frage: Was hat sich dabei besonders be-
wahrt?

Prof. Schumann : Die Praxis stellt zunehmend
komplizierte Aufgaben. Die Bildung einer
Applikationsgruppe vor vier Jahren an unse-
rer Sektion trigt dazu bei, unmittelbar solche
Aufgaben zu 16sen, die vom Vertragspartner
an die Sektion herangetragen werden oder
Forschungsergebnisse fiir die Anwendung
aufzubereiten. So wurde z. B. fiir das Stahl-
werk Unterwellenborn ein Vorhersagemodell
fiir das Verhalten der Stahlschmelze ent-
wickelt, das ermoglicht, Energiekosten und
Nacharbeit einzusparen.”

Nicht zuletzt haben diese Ergebnisse der
Sektion Mathematik dazu beigetragen, den
ersten Kongre der Mathematiker der DDR
an die Karl-Marx-Universitit Leipzig zu ver-
geben.

Text zu dem Bild auf Seite 30:

Fir die Forderriesen eines Tagebaus ist ein
Boschungswinkel notwendig, der Stand-
sicherheit wie maximale Forderleistung
garantiert. Die Leipziger Mathematiker
fanden dafiir eine optimale Variante.




Evariste Galois

nach der Erinnerung ,
gezeichnet von seinem Bruder Allred Galois im Jahre 1848

Der franzosische Mathematiker Evariste Ga-
lois, der ein gliihender Republikaner war,
wurde im Alter von knapp 21 Jahren in einem
von der reaktiondren monarchistischen Po-
lizei inszenierten Duell getStet. Die letzten
Ergebnisse seines sehr kurzen, aber duBerst
fruchtbaren mathematischen Schaffens legte
er in einem Briel an seinen Freund Auguste
Chevalier dar, den er in der Nacht vor seinem
Tode schrieb (siehe Faksimile).

Galois gilt als Mitbegriinder der modernen
Algebra. Es gelang ihm, einen genauen und
vollstindigen Uberblick iiber alle durch
Radikale" auflésbaren Gleichungen
X"+ an- X"+ ...+ a,x+ao=0 beliebigen
Grades? zu geben, und zwar durch eine
geniale Verbindung der von ihm geschaffenen
Gruppentheorie*» mit der Gleichungsiehre.
In dieser nach ihm benannten Galois-Theo-
rie*) wird jeder Gleichung eine Permutations-
gruppe® zugeordnet, deren Struktur dann
dariiber Auskunft gibt, ob sich die Losungen
der Gleichung durch Radikale darstellen las-
sen oder nicht. So sind die algebraischen
Gleichungen bis einschlieBlich zum 4. Grad
stets durch Radikale auflosbar - denkt etwa
an die Losungsformel der quadratischen
Gleichung oder an die Cardanische Losungs-
formel fiir Gleichungen 3. Grades -, wihrend
dies fir Gleichungen héheren Grades allge-
mein nicht mehr der Fall ist.

Auf der Grundlage der Galois-Theorie ist die
Algebra auch in der Lage, erschopfend Aus-
kunft dariiber zu geben, ob eine geometrische
Konstruktionsaufgabe nur mit Zirkel und
Lineal 16sbar ist. Es konnte nachgewiesen

werden, daB die drei beriilhmten Probleme
der klassischen griechischen Mathematik,
einen Kreis in ein flichengleiches Quadrat
zu verwandeln (Quadratur des Kreises), einen
beliebigen Winkel in drei gleiche Teile zu
zerlegen (Dreiteilung des Winkels) und die
Kantenlange eines Wiirfels zu bestimmen,
der den doppeiten Rauminhalt eines gegebe-
nen Wiirlels hat (Verdopplung des Wiirfels),
mit Zirkel und Lineal unldsbar sind.

Die Figur unseres Zahlenritsels stellt — in
richtigem Zusammenhang gesehen - eine auf
der Galois-Theorie beruhende notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Losbar-
keit einer geometrischen Konstruktionsauf-
gabe mit Zirkel und Lineal dar. Es gilt nim-
lich der folgende Satz:

Eine geometrische Konstruktionsaufgabe ist
genau dann mit Zirkel und Lineal ldsbar,
wenn bei irgendeiner (der Aufgabe angemes-
senen) Wahl des Koordinatensystems zu den
Koérpern K und A ein Korperturm
K=AocA,c...cA=Q mit A< Q existiert,
bei dem jeder Teilschritt hochstens vom
Grade 2 ist. K=P(a;, by, az, by, ...) als
Grundkorper ergibt sich dabei aus dem
Korper P der rationalen Zahlen durch Ad-
junktion der Koordinaten der bei der Kon-
struktion vorgegebenen Punkte (a,, b)), (a2,
bs), ..., und A=K(a,, By, a3, B, ...) entsteht
aus K durch Adjunktion der Koordinaten
der bei der Konstruktion gesuchten Punkte
(o1, B1)s (a2, B2), -

Aul weitere Begriffserkldrungen sei hier ver-
zichtet, denn ihr merkt sicher, liebe Freunde,
daB das Verstindnis und die Beherrschung
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der Galois-Theorie ein tiefgehendes Studium
der Mathematik, insbesondere der abstrakten
Algebra, erfordern.

Derjenige von euch, der spiter einmal ein
Mathematikstudium an einer unserer Uni-
versititen oder Hochschulen aufnehmen will,
wird sich dann griindlich mit der modernen
Algebra beschiftigen konnen und auch die
mathematisch exzellente Galois-Theorie be-
greifen lernen. R. Mildner

DUnter einem Radikal versteht man einen
Ausdruck, der durch Ineinanderschachtelung
von Wurzeln mit natiirlichen Wurzelexpo-

3
nenten gebildet wird, z. B. /‘H'l/l;-

Die Koeffizienten a;, i=0, 1,2, ..., n, konnen
dabei einem beliebigen Korper K entstam-
men. Dabei ist ein Korper — grob ge-
sprochen — eine Menge von Elementen, die
beziiglich zweier Operationen (etwa Addition
und Multiplikation) und ihrer Umkehrungen
(etwa Subtraktion und Division) abgeschlos-
sen ist. Denkt dabei etwa an die Menge der
rationalen, reellen oder komplexen Zahlen,
die jeweils beziiglich der Addition und Multi-
plikation Korper bilden!

3Eine Gruppe ist — grob gesprochen — eine
Menge von Elementen, die beziiglich einer in
ihr erklarten Operation (etwa Multiplikation)
und deren Umkehrung (etwa Division) abge-
schlossen ist. So bilden etwa die reellen Zah-
len beziiglich der Addition eine (additive)
Gruppe und (sofern man jetzt die O aus-
schlieBt) beziiglich der Multiplikation eine
(multiplikative) Gruppe. Beides zusammen
macht schlieBlich die Korpereigenschaft der
reellen Zahlen aus.

“Die Galois-Theorie befaBt sich iiber die
Untersuchung der Auflosbarkeit von alge-
braischen Gleichungen hinaus mit gruppen-
theoretischen Strukturuntersuchungen von
Korpern.

5Gruppe, deren Elemente Permutationen
von n Elementen sind, wobei die Gruppen-
operation die Hintereinanderausfiihrung von
Permutationen ist.

Der SchluBteil des Briefes, den Galois in der
Nacht vor dem Duell an Chevalier schrieb.
Die Ubersetzung lautet (siehe nebenan):
Lasse diesen Brief in der Revue encyclopédi-
que abdrucken. Ich habe in meinem Leben
oft gewagt, Behauptungen aufzustellen, deren
ich nicht gewiB war; aber alles, was ich hier
niedergeschrieben habe, ist seit [ast einem
Jahr in meinem Kopfe, und es liegt sehr in
meinem Interesse, mich nicht dem Verdacht
auszusetzen, dalB3 ich Lehrsatze verkiinde, fiir
die ich nicht den vollstindigen Beweis habe.
Richte an Jacobi oder Gaufi die Offentliche
Bitte, ihr Urteil abzugeben — nicht iiber die
Wahrheit, sondern iiber die Wichtigkeit dieser
Theoreme.

Dann werden sich hoffentlich Leute finden,
die es fiir lohnend halten werden, diesen gan-
zen Wirrwarr zu entziffern.

Je Pembrasse avec e[lusion. E. Galois.



Z.ahlenritsel

Waagerecht:

2. dividiert man das Dreifache der gesuchten
Zahl durch 2 und subtrahiert davon 60, so
erhalt man 15,

5. arithmetisches Mittel der Zahlen 12, 33, 35,
37, 39 und 60,

6. natiirliche Zahl n mit 924n? =152,

10. Seitenldnge (in cm) eines gleichseitigen
Dreiecks mit dem Flacheninhalt
A=25/3cm?,

11. neuntes Glied der arithmetischen Folge
(a,) mit dem Anfangsglied a; = — 10 und der
Differenz d=5,

12. Fermatsche Primzahl,

13. groBte Losung der Gleichung

x*—148x2 +576 =0,

14. Anzahl der Permutationen von 4 ver-
schiedenen Elementen,

15. Mersennesche Primzahl,

18. eine Losung der quadratischen Gleichung
x2—13x+22=0,

19. groBter gemeinsamer Teiler der Zahlen
210 und 126,

21. zweistellige Primzahl p, p <70, bei der die
Summe der Quadrate der einzelnen Ziffern 50
betrégt,

23. natiirliche Zahl n mit (;’):286,

25. Anzahl der Diagonalen in einem regel-
méBigen 8-Eck,

26. Anzahl der nichttrivialen natiirlichen
Teiler von 144,

27. Wert von a= sin72—z+ln e? +[logo;5<a}):|2',
29. Anstieg der Geraden 36x—2y+2=0,
x— 2 x+ 1

x—20 x—19’

31. Losung der Gleichung

Senkrecht:

1. kleinste gerade natiirliche Zahl, die durch
13 und 97 teilbar ist,

8. Primzahl p mit 70 <p< 100, deren Quer-
produkt eine gerade und durch 9 teilbare
Zahl ist,

9. eine Losung der kubischen Gleichung
x> —11x?+8x+20=0,

17. Primzahl p mit p=2 (mod 57),

20. Wert der Funktion
y=f()=x*+3x>+2x>*4+1 an der Stelle
x=6,

22. eine vierte Wurzel aus der gesuchten Zahl

ist 7,

28. siebentes Glied der geometrischen Folge
(a,) mit dem Anfangsglied a, =2 und dem
Quotienten g=3,

30. kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches der
Zahlen 154 und 286,

Schrig links nach unten:

3. Basiszahl des Dezimalsystems,

7. Geburtsjahr des franzdsischen Mathemati-
kers Jean d’Alembert,

16. Geburtsjahr des genialen deutschen Ma-
thematikers Carl Friedrich GauB,

24. Summe aller natiirlichen Zahlen von
1'bis 130,

Schrig rechts nach unten:

4. ungerade Permutation der Ziffern 0, I, 2,
7. Geburtsjahr des franzdsischen Mathema-
tikers Joseph-Louis Lagrange,

16. Geburtsjahr des norwegischen Mathe-
matikers Niels Henrik Abel,

24, Zweierpotenz.

Bei richtiger Losung ergeben die Ziffern der
im folgenden angegebenen Kastchen die Le-
bensdaten des genialen franzosischen Mathe-
matikers Evariste Galois:

1,2.3,4.7,8,10, 12-15,16. 17. 21,24,27, 30

Touristische Attraktion

Dieser Irrgarten (GroBe 0,25ha) wurde im
Jahre 1732 auf Veranlassung des Barons
Nicolaus, Leopold von Ende durch einen
franzdsischen Gartenbaufachmann angelegt.
Im Jahre 1945 ging der Park in die Hande
des Rates der Gemeinde AltjeBnitz (Kreis
Bitterfeld) iiber.

Interessanterweise weist der Irrgarten, mitten
im Park gelegen, keine Sackgasse auf. Unter
den ca. 2m hohen Taxushecken befinden sich
kiinstliche Bewisserungsanlagen, die auch
bei trockener Witterung das BegieBen der
dicht geschlossenen Straucherreihen eriibri-
gen. Jahrlich besuchen viele tausend Schau-
lustige das unter der Schirmherrschaft der
Staatlichen - Schlésser und Gdrten Worlitz
stehende Naturdenkmal. Es gehort schon
Geschick dazu, um in weniger als 10 Minu-
ten die im Zentrum gelegene, erhoht ange-
legte, Plattform, von der man den Irrgarten
iiberblicken kann, zu erreichen.

J. Lehmann/U. Passon
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Ungleichungen mit mehreren Variablen,

deren Summe konstant ist

Viele wichtige Aufgaben aus der Okonomie
und aus anderen Anwendungsgebieten der
Mathematik fihren auf das Losen von Un-
gleichungen mit mehreren Variablen. Wir
wollen uns in diesem Artikel anhand einfach-
ster Aufgaben mit wichtigen Gedanken ver-
traut machen, die euch helfen werden, mit
Ungleichungen sicher umzugehen.

Aufgaben iiber die Verteilung
von Mehl auf drei Tiiten

In den ersten Aufgaben geht es um Zahlen-
tripel [a; b; c], fir die a+b+c=1 gilt. Im
letzten Teil behandeln wir dann die zeichne-
rische Darstellung solcher Tripel in einer
Ebene.

Al A Indrei Tiiten befindet sich insgesamt
1kg Mehl. AuBerdem ist bekannt, daBl die
erste Tiite nicht mehr Mehl enthilt als die
zweite und die zweite nicht mehr als die
dritte.

a) Kann die dritte Tiite genau
enthalten?

b) Kann die dritte Tiite genau
enthalten?

¢) Wieviel Mehl muB} die dritte Tiite minde-
stens enthalten?

d) Wieviel Mehl! kann die dritte Tiite hoch-
stens enthalten?

%kg Mehl

!

5 kg Mehl

Lésung: a) Ja. Beispiel: Das Mehl sei wie
folgt verteilt:

- K} .3 L2
1. Tite: Ekg, 2. Tiite: Ekg, 3. Tiite: 5kg.
Damit sind alle Bedingungen erfiillt:
3.3

2 , - . .
m+m.+§=l, in der ersten Tiite ist nicht

mehr Mehl als in der zweiten <£él_g>
und in der zweiten Tiite ist nicht mehr Mehl
als in der dritten (£§g>

b) Nein. Beweis: Wir nehmen an, daB sich in
der dritten Tiite genau %kg Mehl belindet.
Dann enthilt die zweite Tiite nicht mehr als
%kg und die erste Tiite auch nicht. In diesem
Fall befinden sich aber in allen drei Tiiten

zusammen nicht mehr als gkg Mehl, was der
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Aufgabenstellung widerspricht. Folglich ist
1

unsere Annahme <5

kg Mehl in der dritten
Tiite | falsch.
c) In der dritten Tite muB mindestens %kg

Mehl enthalten sein. Beweis: Wir zeigen zu-
nichst, daB in der dritten Tiite nicht weniger

als %kg Mehl sein kann. Dazu nehmen wir
das Gegenteil an: Es sei in der dritten Tiite
weniger als %kg Mehl enthalten. Dann be-

finden sich auch in der 2. und in der 1.Tiite
1
3
allen drei Tiiten zusammen weniger als 1kg
Mehl enthalten ist — im Widerspruch zur
Aufgabenstellung. Folglich befindet sich in
%kg Mehl.

Nun zeigen wir, daB die dritte Tiite genau

%kg Mehl enthalten kann: Wenn man in jede

weniger als kg Das bedeutet aber, daB in

der dritten Tiite nicht weniger als

der drei Tiiten genau %kg schiittet, dann ist

dies insgesamt 1kg In der 1.Tiite befindet
sich nicht mehr als in der zweiten und in
dieser nicht mehr als in der dritten.

d) Die dritte Tiite kann hochstens 1 kg Mehl

enthalten.

Beweis: Mehr als 1kg kann es nach Auf-
gabenstellung nicht sein, aber 1kg erhilt
man, wenn in der ersten und in der zweiten
Tiite iiberhaupt kein Mehl ist.

Die folgenden zwei Aufgaben sind von genau
demselben Typ wie die Aufgabe ala.
Schreibt ihre Losungen auf, indem ihr unsere
Losungen der Aufgabe A1 a als Muster be-
nutzt!

A2 A Es gelten dieselben Bedingungen wie
in Aufgabe Ala.

Beantworte folgende Fragen!

a) Kann die zweite Tiite genau %kg Mehl
enthalten? 3

b) Kann die zweite Tiite genau gkg Mehl
enthalten? ’

Beweise folgende Aussagen ! |

¢) Die zweite Tiite enthdlt hochstens - kg

2

Mehl.

d) In der zweiten Tiite konnen 0 kg Mehl ent-
halten sein.

A3 a Es gelten dieselben Bedingungen wie
in Aufgabe 1.

Beantworte folgende Fragen!

a) Kann die erste Tiite genau %k’g Mehl
enthalten? 12

b) Kann die erste Tiite genau — kg Mehl ent-
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halten?

¢) Wieviel Mehl befindet sich hochstens in
der ersten Tiite?

d) Wieviel Mehl befindet sich mindestens in
der ersten Tiite?

Statt Mehl: Zahlen und WinkelgroBen
Wir wenden uns nochmals der Aufgabe A1 A
zu. Man kann sie auch anders [ormulieren:

A4a Fir Zahlen a, b, ¢ ist bekannt:
a+b+c=1und0=Za<sb=c.

2 .
.a) Kann ¢=_ sein?

5

b) Kann c=é sein?

c) Finde den kleinstmoglichen Wert (das
Minimum) von ¢!

d) Finde den groBtmoglichen Wert (das Ma-

Xximum) von ¢!

Die Ldsung der Aulgabe 4 kann man wie [olgt
aufschreiben:

L2 -
a) ¢ kann gleich 3 sein. Zum Beispiel ist fur

2 =2 p=2 arpre=1 242
=391 100 101075
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<p<d =< =<=
unda=b:c<10=10=5).

b) c=% ist niqht moglich: Wenn c=§, SO ist

bgé, agé und damit a+b+c§%<l —im

Widerspruch zur Aufgabenstellung.

. 1
¢) Der kleinstmégliche Wert von c ist 3

Wir zeigen zundchst, daB c;% gilt. Nehmen

wir das Gegeriteil an (c <%), soist b <% und

1 . e
a<z und somit a+b+c<1, was unmoglich

3
. L 1 . 1
ist. Folglich ist cgj. Fiir a=b=c=§
alle Bedingungen erfiillt.
d) Der groBtmdgliche Wert von c ist 1.

sind

A5 A Formuliere Aufgabe 2 in der Art von
Aufgabe 4! Lose sie so, wie es fiir Aufgabe 4
dargestellt wurde!

Lost jetzt die folgenden Aufgaben, die den
Aufgaben 4 und 5 dhnlich sind!

A6A Fiir Zahlen a,, a, a3 gelte
a;+a;+as=1und 0<qg,La,=<a;.
a) Bestimme das Maximum von 2a, + 3a;!

b) Bestimme das Minimum von 2a, + 3a,!



A7a a) Kann der groBte Innenwinkel in
einem Dreieck 50° betragen?

b) Kann der zweitgroBte Innenwinkel in
einem Dreieck 88° betragen?

c) Kann der kleinste Innenwinkel in einem
Dreieck 66° betragen?

A8A Welches ist der kleinste Wert, den
der grofBte Innenwinkel in einem Dreieck
annehmen kann?

A9a Indrei Tiiten befindet sich insgesamt
1kg Mehl, wobei in der ersten Tiite halb so-
viel Mehl ist wie in der zweiten und in der
zweiten nicht mehr als in der dritten.
Wieviel Mehl kann sich in der zweiten Tiite
hochstens befinden?

A10a Fiinf Geraden liegen 'so in einer
Ebene, daB keine zwei von ihnen parallel
sind.

Zeige, daB es unter diesen Geraden minde-
stens zwei gibt, deren Schnittwinkel nicht
kleiner als 36° ist!

Hinweis: Wihle einen beliebigen Punkt in
der Ebene, und zeichne durch ihn Parallelen
zu den gegebenen Geraden !

All A Beweise, daB es in einem konvexen
Fiinfeck nicht mehr als drei spitze Innen-
winkel geben kann!

Al2aA Fir Zahlen a, b, ¢,
at+b+c+d=4und0gLasbscsd
a) Zeige, daB ¢ <2 gilt!

d gelte

b) Zeige, daB g das Maximum von b +c ist!
c) Bestimme das Minimum von g +d!

A l13a Fiir Zahlen a,, a,, a3, a4, as gelte
a,+az+az+as+as=1und
0ga Ea;Sa3sasZas.

a) Zeige, daB a;é% gilt!

b) Bestimme das Maximum von a; +a; +a,!
¢) Bestimme das Minimum von a; +as!

Aufgaben iiber das gleichseitige Dreieck

A 144 Gegeben sei ein gleichseitiges Drei-
eck. Bestimme die Menge aller seiner inneren
Punkte, die

a) von der Seite AB nicht weiter entfernt sind
als von der Seite BC ;

b) von der Seite BC nicht weiter entfernt sind
als von der Seite R;

c) gleichzeitig die Bedingungen a) und b) er-
filllen!

Die Losung zu Teilaufgabe a) ist durch die
Schraffur in Bild la angegeben, die zu b)
durch die Schraffur in Bild 1b usw. Die Aul-

Bild la c

Bild 1b ¢

Bild 1c

gabe 14c) hingt eng mit der Aufgabe 1 zu-
sammen. Um dies zu verdeutlichen, 16sen wir
die folgende Aufgabe.

Al5a Beweise, daB die Summe der Ab-
stinde eines beliebigen inneren Punktes eines
gleichseitigen Dreiecks ABC von den Seiten
des Dreiecks gleich der Linge der Hohe h
dieses Dreieck ist!

Lésung: Von einem beliebigen inneren Punkt
M des Dreiecks ABC [illen wir die Lote auf
die Dreieckseiten 4B, BC und AC.

Die FuBpunkte dieser Lote bezeichnen wir
mit F,, F, bzw. Fy und die Lingen der
Strecken MF,, MF, bzw. MF; mit h,, h;
bzw. h3 (vgl. Bild 2). A, h, und h; sind dann
die Abstinde zu den einzelnen Seiten des
Dreiecks ABC, und wir haben die Giiltigkeit
der Gleichung h; +h; +h3=h zu zeigen.

Bild 2

Dazu verbinden wir M mit den Eckpunkten
A, B und C des Dreiecks. Fiir die Flachen-
inhalte der so erhaltenen Teildreiecke gilt
Aunm + Apcy + Aucu = Ausc
(mit AB=BC=AC=q)
ahy ah, ahs ah
22t
woraus unmittelbar folgt

hl + hz + h3 = h
Ergdnzung zu Aufgabe 15: Die in dieser Aul-
gabe formulierte Behauptung gilt nicht nur
[ir innere Punkte des Dreiecks, sondern auch
fir Punkte auf den Dreieckseiten einschlieB-
lich der Eckpunkte. (Ein Punkt auf einer
Dreieckseite habe zu dieser Seite den Ab-
stand Null) Zeigt dies selbstindig!

Es sei nun ein gleichseitiges Dreieck 4 BC mit
der Hohe h=1 gegeben. Beim Losen der Aul-
gabe 15 erkannten wir, daB jedem inneren
Punkt des Dreiecks ABC drei Zahlen h,, h,,

bzw.

hs entsprcchen, deren Summe 1 ist. Denkt
selbst iiber den Beweis der ,umgekehrten*
Aussage nach: Wenn drei Zahlen hy, h,, h;
gegeben sind, so daB gilt b, 20, h, 20, h3 =0,
hy+has+h3=1, dann kann man im Innern
oder auf den Seiten des Dreiecks ABC einen
Punkt M finden, dessen Abstand zu AB gleich
h; zu BC gleich h; und zu AC gleich A, ist.
Natiirlich geniigt es, fiir M die ersten beiden
Bedingungen zu stellen, denn der Abstand
von M zur dritten Dreieckseite ist gemi
Aufgabe 15 gleich 1 —h; ~hy=h;.

Somit ist es uns gelungen, Tripel nichtnega-
tiver Zahlen [h,; hy; hs] mit hy +hy +hy=1
geometrisch darzustellen. Wir werden auch
vom Punkt [hy; hy; h3] sprechen. Die Zahlen
hy, ha, hy werden auch baryzentrische Koordi-
naten der Punkte eines gleichseitigen Dreiecks
genannt.

Geometrische Veranschaulichung
der ersten Aufgaben

Ab jetzt setzen wir voraus, daBl die Hohe des
jeweils auftretenden Dreiecks ABC gleich 1
ist.

Sehen wir uns noch einmal Bild 1c zur Aul-
gabe 14 an. Durch die Schraflur werden die
Punkte [h,; hz; k3] hervorgehoben, fiir die
hy<h; und h,<h; gilt. Aul vielen Fragen,
die in den ersten Aufgaben gestellt worden
sind, kann man mit Hille der baryzentrischen
Koordinaten sehr leicht antworten. Nehmen
wir beispielsweise Aulgabe 4:

Mit den verinderten Bezeichnungen a=h,,
b=h,, c=h, miissen wir die Bedingungen der
Aufgabe in der Form 0<h;<h,=<h,,
hy +ha+h3 =1 schreiben.

Frage 4c) kann man jetzt so formulieren:
Welcher Punkt des Dreiecks BOF liegt der
Seite AC am nichsten?

Frage 4d): Welcher Punkt des Dreiecks BOF
ist von der Seite AC am weitesten ent-
fernt?

Al6a Formuliere die Fragen c) und d)
von Aufgabe 2 in der Sprache der Geometrie!

Al7a Bestimme im Innern eines gleich-
seitigen Dreiecks ABC bzw. auf seinen Seiten
Punkte [h;; hy; h3], fir die dilt,

a) hi=2,

C) kl+h2§—:-!

Die geometrische Darstellung zeigt uns an-
schaulich, warum die Extremwerte der Va-
riablen in den ersten Aufgaben dann erreicht
werden, wenn bei den Ungleichungen die
Gleichheit eintritt.

W. Gutenmacher/C. P. Helmholz
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1982

Mathematik

Ma5 ® 2208 Andrea, Beate, Carola und

Doris sind Freundinnen. Ihre Nachnamen

lauten (in anderer Reihenfolge) Mayer, Schulz,

Lehmann und Becker. Jedes dieser vier Mad-

chen gehort genau einér der Klassen 5a, 5b,

6a, 6b der gleichen Schule an.

Von ihnen ist folgendes bekannt:

a) Doris und das Méadchen mit dem Nach-

namen Schulz sind Schiilerinnen zweier Par-

allelklassen derselben Klassenstufe.

b) Andrea und das Middchen mit dem Nach-

namen Mayer sind Schiilerinnen der Klassen-

stufe 5.

¢) Doris und das Midchen mit dem Nach-

namen Mayer gehoren den Klassen 5a oder

6a an.

d) Carola und das Midchen mit dem Nach-

namen Lehmann gehoren den Klassen 5b

oder 6b an.

Wie heiBt jede dieser vier Freundinnen mit

Vor- und Nachnamen?

Welcher Klasse gehort jede von ihnen an?
Schiilerin Dorte Conert, Hosena

Ma$ 82209 Uwekam mit dem Zeugnisheft
nach Hause. Die. Mutter fragte gespannt:
,»Nun, wieviel Einsen sind es diesmal? Uwe
antwortete: ,,Zihle zur Zahl der Einsen vier
hinzu, multipliziere danach mit 4, dann er-
hilst du 4 mehr als 44!“ Die Mutter hatte
es gleich heraus. Schaffst du es auch?

Ma'5 #2210 Es sind alle fiinfstelligen na-
tiirlichen Zahlen zu ermitteln, fir die jeweils
das Produkt aus der Zahl, die von den ersten
beiden Ziffern gebildet wird, und der Zahi,
die von den letzten drei Ziffern gebildet wird,
1111 betragt. Sch.

Ma5 2211 DieSchiiler einer Klasse unter-
hielten sich iiber ihre Ferienerlebnisse. Dabei
stellte sich folgendes heraus:

a) Genau 13 Schiiler dieser Klasse verbrach-
ten ihre Ferien schon einmal an der Ostsee.
b) Genau 15 Schiiler dieser Klasse verbrach-
ten ihre Ferien schon einmal im Harz.
c) Genau 6 Schiiler dieser Klasse verbrachten
ihre Ferien schon sowohl an der Ostsee als
auch im Harz.
d) Genau 4 Schiiler dieser Klasse waren wih-
rend ihrer Ferien weder an der Ostsee noch
im Harz. )
Wieviel Schiiler gehoren dieser Klasse an,
wenn es auller den unter a) bis d) genannten
Schiilern keinen weiteren Schiiler gibt, der
dieser Klasse angehort?

Schiilerin Una Gehrmann, GroB-Glienicke

Ma5 2212 Otto, der 11 Jahre ait ist, sagte
zu seinem Freund Emil: ,Meine Schwester
Inge ist siebenmal so alt wie mein Bruder
Axel. Wenn man die Zahl, die das Lebens-
alter meiner Schwester angibt, mit 6 muiti-
pliziert, zum erhaltenen Produkt 2 addiert
und diese Summe dann noch durch 4 divi-
diert, so erhilt man als Ergebnis genau die
Zahl, die mein Lebensalter angibt.“ Wie alt
sind die Geschwister von Otto?

Schiilerin Carsta Patzschke, Bohlitz

Ma5 ®2213 Gesucht sind alle durch 3 teil-
baren zweistelligen natiirlichen Zahlen, die
bei Division durch 5 und durch 2 jeweils den
Rest 1 lassen.

Schiilerin Kathrin Wagner, Antonsthal

Ma6 #2214 In einer Klasse mit 29 Schii-
lern soll von jedem Schiiler ein Unkosten-
beitrag in Hohe von 6 Mark fiir eine Wande-
rung eingesammelt werden. Einige Schiiler
haben schon 4M eingezahlt; ebenso viele
Schiiler haben noch kein Geld mitgebracht.
Vier Schiiler haben bisher jeder 3 M, die rest-
lichen Schiiler jeder 2M eingezahlt. Wieviel
Geld muB insgesamt noch eingesammelt wer-
den? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Thiss LuAhor, 2600 Gintrow, Werdersér 22

Ma7s
1369

Kers#img -0S, Klaye 7 2
150

10

Pradikas:

______ | Loung:

________________ ]

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénhen sich alle «ipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Pbstleil-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,»sehr
gut gelost', ,.gut gelost™ oder ,.gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBlsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, unibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelést™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1981/82 liuft
von Heft 5/1981 bis Heft 2/82. Zwischen dem
1. und 10. September 1982 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der- Hefte
5/81 bis 2/82 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/82 veriffentlicht. Wer minde-
stens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/81
bis 2/82) erhalten hat und diese einsendet,
erhdlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1981/82 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Maé6 w2215 Ralf und Rita haben jeder
einen Wiirfel aus je 27 kleineren, gleich
groBen Wiirfel zusammengesetzt. Rall hat
danach lings einer Kante des groBen Wiirfels
alle drei kleinen Wiirfel entfernt. Rita hin-
gegen hat von jeder Ecke des groBlen Wiirfels
je genau einen kleineren Wiirfel entfernt. So
entstanden zwei unterschiedliche Restkorper.
Ralf behauptete, daB bei seinem Restkorper
jetzt insgesamt weniger kleine Quadratfld-
chen die Oberlliche bilden als bei dem Rest-
korper von Rita. Hat Ralf recht? Die Antwort
ist zu begriinden! Fertige eine Skizze beider
Restkorper an!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 w2216 Gib alle dreistelligen geraden
natiirlichen Zahlen an, die sich mit Hilfe der
Ziffern 0, 3, 6 darstellen lassen. Jede dieser
Ziffern darl auch mehr als einmal vor-
kommen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 #2217 Gegeben sind folgende sechs

Zahlenfolgen:

1) 4,7,10,13, a, 19
2 1,2, b, 8 16, 32
3) 1,4, 8, ¢ 19, 26
@) d,6, 10, 18, 34, 66
(5) 1,2, 6,24,120, e

6) 1, f, 13, 40, 121, 364

Finde heraus, auf Grund welcher Vorschrift
jede dieser Zahlenfolgen gebildet wurde und
mit welchen natiirlichen Zahlen die vorkom-
menden Variablen a, b, c, d, e, [ belegt werden
miiBiten! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®2218 Peter hat mehr als 400, aber
weniger als 600 Niisse. Zihit er sie zu je 11 ab,
sq bleiben 3 iibrig. Zahlt er sie jedoch zu je
13 ab, so bleiben 11 iibrig. Wieviel Niisse hat
Peter?

Ma7 82219 In der Gleichung aa®=bbcc,
die eine zweistellige und eine vierstellige na-
tiirliche Zahl in dekadischer Darstellung ent-
hilt, sind die Buchstaben so durch Grund-
ziffern zu ersetzen, daBl wahre Aussagen ent-
stehen. Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche
Ziffern, fiir verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern einzusetzen. Sch.

Ma7 2220 Das Produkt dreier aufeinan-
derfolgender natiirlicher Zahlen ist 85mal so
groB wie die Summe dieser Zahlen.

Um welche Zahlen handelt es sich? Sch.

Ma7 ®2221 Zeichne ein Dreieck ABC mit
den InnenwinkelgréBenx CAB=a=70° und
¥ CBA=p=60°! Konstruiere den Umbkreis k
dieses Dreiecks; sein Mittelpunkt sei M!
Zeichne die Geraden AM und BM! Die
Gerade AM schneide BC in D; die Gerade
BM schneide AC in E. Fiihre den Nachweis,
daB das Dreieck DMB gleichschenklig ist!
Nach ,,Quant*

Ma7 m2222 In dem abgebildeten Dreieck
ABC mit den Innenwinkeln a, f und y wur-
den die Mittelpunkte E, F und G der Dreiecks-

‘seiten miteinander verbunden. Es ist die
GroBe jedes Innenwinkels des Dreiecks DEF
zu ermitteln. Die Antwort ist zu begriinden!

Fr.

Ma8 82223 Es sind alle Primzahlen p der
Form p=42*+1 (xe N) zu bestimmen.
Schilerin Vera Wilhelm, Leipzig, K1.9

Mag u2224 Es ist nachzuweisen, daB es
eine einzige dreistellige natiirliche Zahl gibt,
die fiinfmal so groB ist wie das Produkt aus
den drei Zahlen, die ihre Grundziffern dar-
stellen. Thomas Bienetz, Schwepnitz

Ma8 #2225 Das Produkt aus dem Vor-
ginger und dem Nachfolger einer natiir-
lichen Zahl ist gréBer als 3000, aber kleiner
als 4000. Welche natiirlichen Zahlen erfiillen
diese Bedingungen? Sch.

Ma8 m 2226 Beweise, daB die Mittelpunkte
der Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks und
der FuBpunkt einer der Dreieckshéhen Eck-
punkte eines gleichschenk!ligen Trapezes sind!

Sch.

Ma9 ® 2227 Es ist nachzuweisen, daB die
—'ll fir alle natiir-

Sch.

Ungleichung n—lz <"—11—

lichen Zahlen n>2 gilt!

Ma9 ®2228 Es ist zu beweisen, daB das

Produkt aus den drei Zahlen eines pytha-

goreischen Zahlentripels stets durch die
Summe aus diesen drei Zahlen teilbar ist.

Schiiler Guido V ollbeding,

Haldensleben, K1.9

Ma9 #2229 Peter stellte an einem Tag in
einem Jahr, das kein Schaltjahr war, fest:
»Der Quotient aus der Anzahl der verflosse-
nen Tage des Jahres und der vor uns liegen-
den ist um 1 groBer als eine Primzahl. Dabei
rechne ich den heutigen schon zu den ver-
flossenen.“
Es ist das Datum anzugeben, an dem Peter
dies sagte.

Andreas Fittke, Berlin (z.Zt. NVA)

Ma9 2230 Gegehen sei ein Rechteck
ABCD. Die Linge von AB wollen wir mit g,
die Linge von BC mit b bezeichnen. Aufl
BC liege ein Punkt E, so daB die Linge von

= .. 3 .
BE gleich Zb betrigt. Der Mittelpunkt von

AD sei mit F bezeichnet; der Schnittpunkt
von BD mit FE sei G. Es ist der Flichen-
inhalt des Vierecks ECDG in ‘Abhingigkeit
von g und b zu berechnen.
Schiilerin Uta Boldt,
Burg Stargard, K19

Ma 10/12 82231 Man ermittle die Losungs-
menge der Gleichung
3X+ 4! = 51
im Bereich der reellen Zahlen!
Le Anh Dung, SR Vietnam, z. Zt. Weimar

Ma10/12 ® 2232 Es ist zu beweisen, daf
fiir alle reellen Zahlen x, y die folgende Un-
gleichung eine wahre Aussage wird!
X24+y*+1zx+y+xy
Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Dr. W. Moldenhauer, Eisenach
(nach einer Aufgabe aus Lapok, Budapest)

Ma 10/12 w2233 Es sei n eine natiirliche

Zah]. Man beweise, dal dann fur alle positi-
ven reellen Zahlen a und b gilt:

Schiiler Torsten Eidner, Zeulenroda,

Kl 10

Ma10/12 #2234 Es ist ein Winkel der
GroBe 54° nur mit Hilfe von Zirkel und
Lineal zu konstruieren. Die Konstruktion ist
zu begriinden.

Physik

Ph6 @116 Das folgende Temperatur-Zeit-
Diagramm ist beim Erwarmen von Blei auf-
genommen worden. Erklire dieses Diagramm,

b4
n*C
328

D
nr 1
8 C

e
25 + + + + t

A 1 2 3 & inmin

und beantworte die folgenden Fragen!

a) Was zeigt der Bereich von A4 bis B?

b) Welcher Zustand ist in B erreicht?

¢) Welcher Vorgang liegt im Bereich von B
bis C vor?

d) Was zeigt der Bereich von C bis D?

Ph7 @117 Ein quaderformiger Ponton
schwimmt im Wasser und hat ein Gewicht
von 3,5Mp (34,335kN). Seine Grundfliche
hat die MaBe 2,5m mal 4,5m. Wie weit
taucht der Ponton in das Wasser hinein?

Ph8 w118 100 Kilometer Wolframdraht fiir
Glithlampen haben eine Masse von 250g.

Die Dichte von Wolfram betrigt 19,3 %.

Welchen Durchmesser hat demzufolge der
Draht? (in mm) Kar! Eichhorn, Steinach

Ph9 = 119 Bei einem Schulversuch zur De-
monstration der Ausdehnung fester Korper
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bei Erwdrmung wird ein Stiick Vierkantstahl
waagerecht an einem Ende fest eingespannt,
wihrend das andere Ende auf einer waage-
recht gelagerten Rolle aufliegt. An der Rolle
ist ein Zeiger senkrecht zur Rollenachse be-
festigt. Das Stahlstiick sei 1,30 m lang, wobei
10cm fir die Einspannung benétigt werden.
Die Auflageldnge, d. h. der Abstand:
Einspannstelle— Auflagestelle, sei a=1m.
Die Rolle habe einen Durchmesser von
10 mm. Der Zeiger sei 20 cm lang. Das Stahl-
stiick werde von 3, =20°C auf 3, =70°C er-
wirmt.

§A B @

Wie lang ist der Kreisbogen, den die Spitze
des Zeigers infolge der durch die Ausdehnung
des Stahlstiickes hervorgerufenen Drehung
der Rolle auf einer Seite zuriicklegt?
Fiir die Losung der Aulgabe ist die Linge a
zwischen Einspannstelle A und Auflagepunkt
B maBgebend. Das Dilferenzstiick Al=I/—a
trdgt nicht zur Drehung der Rolle bei.

Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph 10/12 # 120 Ein Flugzeug der Abteilung
Agrarflug wird zum Diingerstreuen aus der
Luft eingesetzt. Zum Fiillen des Diinger-
bunkers wird ein Kiibel benutzt, der die Form
eines geraden Kreiskegelstumpfes hat. Die
Abmessungen betragen:
di=75cm,d;=40cm, h=85cm.

ds

C

de

Welche Tragkraft muB der zum Beladen des
Flugzeuges eingesetzte fahrbare Kran min-
destens haben, wenn der Kiibel eine Eigen-
masse von my =60 kg hat und die Dichte des
Diingemittels g=2200% betrdgt? Der Kii-

bel wird stets bis zum Rand gefiillt.
= Ing. A. Kérner, Leipzig
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Chemie

Ch7 =93 100 g Wassergas, welches aus 50%;
Wasserstofl und 40%; Kohlenmonoxid be-
steht, wird verbrannt. Der Rest sind andere
Gase, die in der Rechnung vernachldssigt
werden sollen.

Wie groB ist die Masse der entstehenden Ver-
brennungsprodukte des Wasserstofl- und
Kohlenmonoxidanteils?

Ch8 94 Aus 23g Braunstein entstchen
durch Umsetzung mit Salzsdure 580 ml Chlor-
gas von 17°C und 757 Tarr.

Wieviel Prozent Mangan(IV)-oxid enthilt
der Braunstein?

Projekt Chemiebetrieb
r > rw} - } - -t .
'f e t"":’f

»Na, das hat mir noch gefehlt,
ich habe die Reinigungsanlagen vergessen.*

Ch9 895 In einer Zellstoffabrik fallen tdg-
lich 150t Ablauge mit 29{ Glukose an. Wir
nehmen an, daB die Glukose durch Girung
verlustlos in Athanol umgewandelt wird.
Welche Menge Athanol entsteht aus einer
Tagesmenge Ablauge?

Ch10/12 w96 Ein Schachtofen produziert

in drei Schichten (24 Stunden) 8 t Branntkalk.

Die benétigte Wiarmeenergie betrigt

180000 kcal je 100 kg Branntkalk.

a) Welche Menge Kalkstein muB3 dem Ofen
zugefiihrt werden?

b) Wieviel Kubikmeter Kohlendioxid ent-
stehen dabei?

c) Wie groB ist die benétigte Brennstoff-

menge? (Heizwert der Braunkohlen-

brikettsz4500kcal>

ke

Eines der modernen Forschungsschiffe der
Sowjetunion (1980 in der Briefmarkenserie
»Forschungsschiffe der UdSSR*) triagt den
Namen Akademiemitglied Mstislav Keldysch.
Eine weitere Briefmarke wurde diesem be-
deutenden Mathematiker 1981 in der SU ge-
widmet. M. W. Keldysch (10. 2. 1911 bis
24, 6. 1978) gehdrt zu den bedeutendsten
Vertretern jener schon seit dem 19.Jahr-
hundert fiir RuBland charakteristischen engen
Verbindung der Mathematik mit ihren An-
wendungen in Physik und Technik. Er wurde
in Riga geboren, studierte in Moskau und war
dort ab 1932 als Hochschullehrer an der Lo-
monossow-Universitdt  titig. AuBerdem
arbeitete er in verschiedenen Instituten der
Sowjetischen Akademie der Wissenscha ften,
deren ordentliches Mitglied er 1946 wurde
und deren Prisident er von 1961 bis 1975
war. Keldysch beschiftigte sich mit verschie-
denen Gebieten der Mathematik, u.a. Difle-
rentialgleichungen, Potentialtheorie, Theorie
der konformen Abbildungen, und ihren An-
wendungen in der Mechanik, Aerodynamik,
Schwingungstheorie. Seine hohen Verdienste
um die Entwicklung der sowjetischen Flug-
zeugtechnik wie auch um die Ausbildung des
wissenschaftlichen Nachwuchses und die Wis-
senschaftsorganisation wurden durch zahl-
reiche-hohe Auszeichnungen (u. a. Leninpreis
1957, zweimal Staatspreis, Ziolkowski-
Orden) gewiirdigt. Keldysch war auch Ehren-
mitglied zahlreicher ausldndischer Akade-
mien und ein guter Freund und Helfer der
Mathematiker der DDR. Ubrigens ist auch
seine Schwester Ljudmila (geb.1904) eine
namhafte Professorin der Mathematik.
P.Schreiber



Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Wir wollen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu Wettbewerbsaufgaben vorstellen, die
bei uns eingegangen sind. Sie mogen unseren
aktiven Teilnehmern -am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum Losen von Aufgaben ge-
ben.

Im Heft 2/1980 veroffentlichten wir folgende
Aulgabe:

Ma6 w1971 Von Rostock-Kapuzenhof aus
machen Passagierschiffe Hafenrundfahrten
mit Ausfliiglern und Touristen. An einer
solchen Fahrt nehmen insgesamt 75 Fahr-
giste teil, und zwar fiinfmal soviel Kinder wie
Frauen. Die Anzahl der mitfahrenden Frauen
und Kinder ist insgesamt viermal so grof} wie
die der Minner. Wieviel Kinder, Frauen bzw.
Minner nehmen an dieser Hafenrundfahrt
teil ?

Im Heft 5/1980 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, an der Hafenrundfahrt neh-
men n Minner teil; dann nehmen noch 4-n
Frauen und Kinder darap teil, und es gilt
n+4n=175, 5n=75, n=15. An der Hafen-
rundfahrt nehmen also 15 Minner teil. An-
genommen, unter den Fahrgisten sind
x Frauen, also 5-x Kinder; dann gilt
x+5x=60, 6x=60, x=10. An der Hafen-
rundfahrt nehmen 10 Frauen und 50 Kinder
teil.

Wir stellen nun die Losung von Christian
Kunze aus MeiBen vor, der Schiiler der Klasse
6¢c der Willi-Anker-Oberschule ist. Christian
16ste diese Aufgabe wie folgt:

Angenommen, an der Hafenrundfahrt neh-
men k Kinder, f Frauen und m Minner
teil; dann gilt

k+ f +m=15, 1)
k=55, @
m=g- ket f) ©

Aus (2) und (3) lolgt
m=g Gf+N)=t6f= f @

Aus (1), (2) und (4) folgt
5f+f+%f=75, L;f=75,

f =10 und somit k=5-10=150 und
m=75-10-50=15.
An der Hafenrundfahrt nehmen 50 Kinder,
10 Frauen und 15 Minner teil.

Wir stellen nun die Losung von Andreas
Moller aus HeBles vor, der Schiiler der
Klasse 6a der POS , Thomas Miintzer” in
Fambach ist. Andreas 10ste diese Aufgabe
wie folgt:

Ich stelle eine Tabelle auf:

Anzahl der
Frauen Kinder Minner  Personen
n 5n 6n:4 75
2 10 3 15<75
4 20 6 30<75
6 30 9 45<75
8 40 12 60<75
10 50 15 75=175
An der Hafenrundfahrt beteiligen sich

10 Frauen, 50 Kinder und 15 Ménner.

Olympiade-
Kryptogramm

Die Buchstaben in dem Wort OLYMPIADE
sind so durch die Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen,
‘daB wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeu-
ten gleiche Buchstaben gleiche Ziflern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern.

0-0
00 - 00
000 - 000
0000 - 0000
00000 - 00000
000000 - 000000
0000000 - 0000000
00000000 - 00000000
000000000 - 600000000

= o
OLO
OLYLO
OLYMYLO
= OLYMPMYLO
OLYMPIPMYLO
OLYMPIAIPMYLO
OLYMPIADAIPMYLO
= OLYMPIADEDAIPMYLO
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

I

XXII.
Internationale
Mathematik-
Olympiade

Washington

-(8. bis 20. Juli 1981)

Aufgaben

1. Es sei P ein Punkt innerhalb eines gege-
benen Dreieckes ABC. D, E, F seien die FuB-
punkte der Lote von P auf die Geraden BC,
CA bzw. AB. Bestimme alle P, so daf3

BC CA AB

PD PE PF
am kleinsten ist! )
2. Es sei 1<r=<n. Wir betrachten alle r-ele-
mentigen Teilmengen der Menge {1, 2, ..., n}.
Aus jeder dieser Teilmenge wahlt man das
kleinste Element aus. Es sei F(n, r) das arith-
metische Mittel dieser ausgewahlten Zahlen.
Man zeige, daB

F(n, r)=% ist.
3. Es seien m, n natiirliche Zahlen mit
1=m=<1981 und 1=<nz198l. Es gelte:
(n—mn—m?)?=1.
Man bestimme den maximalen Wert von
m?+n?.

4. a) Fiir welche Werte von n>2 gibt es n
aufeinanderfolgende positive ganze Zahlen,
so daB die groBte dieser Zahlen ein Teiler
des kleinsten gemeinsamen Viellachen der
iibrigen n—1 Zahlen ist?

b) Fiir welche Werte von n>2 gibt es genau
eine Folge mit dieser Eigenschaft?

5. Drei kongruente Kreise gehen durch einen
gemeinsamen Punkt O und liegen innerhalb
eines gegebenen Dreiecks. Jeder Kreis be-
rithrt jeweils zwei Seiten des Dreiecks.

Man zeige, daB der Inkreis-, der Umkreis-
mittelpunkt und der Punkt O auf einer Ge-
raden liegen.

6. Die Funktion f(x, y) erfiillt die Bedin-
gungen

(1 floy)=y+1

2 fx+100=f(x1)

3 SE+LytD=fxfx+1y)
fir alle nichtnegativen ganzen Zahlen x, .
Man bestimme f'(4, 1981).
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In freien Stunden - alpha-heiter

Jez, Jugoslawien

Magische Figur

Ersetze die Buchstaben a bis 1 durch die Zahlen 1, 2,

3, ..., 12, so, daBl die Summe der Zahlen in jedem

Fiinfeck zunichst 28, dann 31, 34 und 37 betrigt!
Dirigent JindFich Péncik, Praha

Mathematische GriiBle

19—)/81=1°-(8 +2)

1—9—8—1=—19+ /8:2
1+409-8)+1=1:9-8+2

1+ -@+1H=(1-9) 8+2)

19+ )1=1+)9+(8-2)

Wir fordern zur Mitarbeit auf: Die Zahlen 0, 1, 2,
3, ..., 20 sind mit Hilfe der in der Jahreszahl 1982
vorhandenen Grundziffern und unter Verwendung
verschiedener Rechenoperationen darzustellen. Fol-
gende Bedingungen sollen gelten:

(1) Jede der in der Jahreszahl darzustellenden Grund-
ziffern tritt bei der jeweils darzustellenden natiirlichen
Zahl genau einmal auf.

(2) Als Rechenoperationen sind zugelassen: Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzieren,
Radizieren. Es diirfen Klammern gesetzt werden.
Beispiele:

0=1+)/9— )8 2;1=(01+)9):)8-2;
.4=1)/8-2;

. 20=(1+9)- 1/8:2

Dr. M. Krebs, PH Dresden/Rainer Bauer,
EOS E. Weinert, Mittweida (Kl. 11)
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Mathematische Begriffe gesucht

Bei einem KongreB entdecken vier der Teilnehmer,
daB sich aus den Buchstaben ihres Namens und
Heimatortes durch Umstellen jeweils mathematische
Begriffe aus ein und demselben Stoffkomplex ergeben.
Welche Begriffe sind das?

(Es ist jeder Buchstabe so oft zu verwenden, wie er auf-

tritt.)
Ernst Geit  Aken Philip Keerer Wien
Kurt Sis Steinach  Sven Renk Eiche
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin
Andreas J. Mueller
Kryptogramme

In die horizontalen und vertikalen Reihen der Krypto-
gramme sind so Ziffern einzusetzen, daB sinnvolle
Aufgaben entstehen. Hierbei bedeuten gleiche Ziffern
auch gleiche Variable.

EINS DREI  VIER
VIER DREI  VIER
FUNF VIER  EINS
ZEHN ZEHN EINS
(S<R) (D<V) ZEHN

Schiilerin
Jarmila Péncikova, Praha

Rodoj Geordow, Gabrowo ( Bulgarien)




Fiillritsel

e
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In die waagerechten Reihen der Figur sind Worter
folgender Bedeutung einzutragen:

1. Zusammenstellung von Werten; 2. Ergebnis einer
Multiplikation; 3. deutscher Mathematiker (1646 bis
1716, Begriinder der Infinitesimalrechnung); 4. eine
Winkelfunktion; 5. ist z. B. a in {x)=f(x+a); 6. eine
Bewegung; 7. tschechischer Mathematiker (1781 bis
1848), vervollstindigte u. a. die Infinitesimalrechnung;
8. dreigliedrige ZahlengréBe (Plural!); 9. Kurve, die
jede Dreiecksseite in genau einem Punkt beriihrt;
10. wird z. B. durch m in der linearen Funktion y=mx
gebildet; 11. kiirzeste Verbindung zweier Punkte;
12. Teil von GroéBenangaben; 13. ein Kegelschnitt.
Die Buchstaben in den Kreisfeldern — von oben nach
unten gelesen — ergeben ein Gebiet der Mathematik,
das sich mit Dreiecksmessung und -berechnung be-

faf3t.
Ing. D. Viizke, Greifswald

Kreuzzahlritsel

Waagerecht:
1. die Quersumme dieser Zahl ist gleich 52)
2. das Quadrat von w7)
5. das Querprodukt von s515)
7. die 3.Potenz der Quadratwurzel aus der Quer-
summe von w10)
9. die Spiegelzahl von 52)
10. die Zahl ist gleich dem Quadrat ihrer Quersumme

11. die Halfte von w19)

12. eine Primzahl

14. eine Quadratzahl

16. die Zahl ist gleich dem Querprodukt von w3)

18. eine Kubikzahl

19. diese Zahl ist das Achtfache ihres Querproduktes

Senkrecht:
1. das Doppelte von w18)
2. eine Primzahl
3. die Quersumme dieser Zahl ist gleich s2)
4. das Querprodukt dieser Zahl ist gleich w10)
6. die Quersumme dieser Zahl ist gleich der Quer-
summe von wl9)
8. eine Primzahl
9. die 3. Potenz der Quersumme von s16)
12. diese Zahl ist gleich dem Querprodukt von s8)
13. der Nachfolger von w10)
15. die Summe aus der ersten und dritten Stelle ist
gleich dem Doppelten der zweiten Stelle
16. die Spiegelzahl von s17)

17. eine Primzah] Ing. H. Decker, Kéin

Magisches Kreuz
F G H | K
A
8
C
D
E

Dieses magische Kreuz ist mit 5 Kreuzen und 10 Krei-
sen so auszufiillen, daB gilt:

(1) Jedes Seitenfeld (BF-DF; EG-EI, DK-BK,
AG-AI) soll 1 Kreuz und 2 Kreise enthalten.

(2) In jeder Zeile (FB-KF; CF-CK; DF-DK) und in
jeder Spalte (AG-EG; AH-EH; AI-EI) sollen sich
auch 1 Kreuz und 2 Kreise befinden.

Schiilerin Claudia Popien, Karl-Marx-OS,
Magdeburg (KI.9)

Viktor Kubal
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Aus dem Haus der
Jungen Pioniere Rostock
berichtet

Die Mitglieder der Arbeitsgemeinschaft Junge
Mathematiker der Klassenstufe 6 treffen sich
seit {iber einem Jahr regelmiBig im Haus der
Pioniere in Rostock. Beim Knobeln ist ihnen
die Schiilerzeitschrilt alpha ein wertvoller
Freund und Helfer. Der Leiter dieser Arbeits-
gemeinschaft, Oberlehrer Rainer Rosel, Fach-
lehrer fiir Mathematik, regte die teilnehmen-
den Schiiler an, selbst interessante Aufgaben
auszudenken und uns zuzustellen. Aus der
Fiille der bei uns eingegangenen Aufgaben
wihlten wir einige aus, die wir allen alpha-
Lesern vorstellen méchten. Sie stammen aus
der Feder der Schiiler Heiner Ruser, Anne
Ruser, Ines Andrews, Meike Wenzel, Oliver
Eidam, Annegret Passargus.

Die Redaktion dankt allen Schiilern dieser
Arbeitsgemeinschaft, auch denen, deren-Auf-
gaben wir nicht verdffentlicht haben, und
wiinscht ihnen viele [rohe Stunden beim
Knobeln und in der Freizeitbeschiftigung
mit der Mathematik.

Aufgaben

Ala In einer Kiste befinden sich genau
15 rote, 17 gelbe, 12 blaue, 16 weille und
19 schwarze Kugeln.

Wie viele Kugeln muB man im Dunkeln nach-
einander aus der Kiste herausnehmen, um mit
GewiBheit zwei Kugeln einer jeden Farbe
zu erhalten?

A2 A Einer Schulklasse gehoren 31 Schiiler
an. Sie sitzen in vier Bankreihen hinter-
einander. In der ersten Bankreihe sitzen halb
so viele Schiiler wie in der zweiten Bank-
reihe. In der zweiten Bankreihe sitzen zwei
Schiiler mehr als in der dritten Bankreihe.
In der dritten und vierten Bankreihe sitzen
gleich viel Schiiler.

Wie viele Schiiler sitzen in jeder der vier
Bankreihen?

A3A Anett geht noch in den Kindergar-
ten; ihre Schwester Brigitte besucht bereits
die Schule. Der Schulweg von Brigitte fiihrt
am Kindergarten von Anett vorbei. Eines
Morgens macht sich Anett bereits vor Bri-
gitte auf den Weg zum Kindergarten. Nach-
dem Anett den dritten Teil ihres Weges zu-
riickgelegt hat, wird sie von Brigitte, deren”
mittlere Geschwindigkeit GkTm
geholt. Fiir den restlichen Weg bis zum Kin-
dergarten, den sie zusammen im langsameren
Tempo von Anett zuriicklegen, bendtigen sie
noch 10 Minuten. Bis zur Schule verbleiben
fiir Brigitte dann noch 400 Meter FuBweg;
das ist gleich dem vierten Teil ihres Schul-
weges.

a) Nach wieviel Minuten hat Brigitte ihre
Schwester Anett eingeholt?

b) Wieviel Minuten bendtigt Anett fir den
Weg zum Kindergarten?

betrégt, ein-
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A4A Zu einer Schulklasse gehoren mehr
als 21, aber weniger als 29 Schiiler. An einer
Klassenarbeit im Fach Mathematik konnten
zwei Schiiler wegen Erkrankung nicht teil-
nehmen. Die Note | erhielten funf Schiiler
weniger als es Schiiler waren, die die Note 2
erhielten. Die Note 4 erhielten halb soviel
Schiiler wie die Note 3. Kein Schiiler erhielt
die Note 5. Die Note 3 erhielt der vierte Teil
derjenigen Schiiler, die diese Klassenarbeit
mitgeschrieben hatten.

Wie viele Schiiler erhielten jeweils die Noten
von 1 bis 4?

A5a Dirk kaufte 13 Ansichtskarten, und
zwar einige zu 20 Pf und einige zu 40 Pf das
Stiick. Er bezahlte dafiir insgesamt 2,80 M.
Wie viele Ansichtskarten zu 20 Pf bzw. zu
40 Pf das Stiick hat Dirk gekauft?

A6A Die Summe aus vier Summanden,
von denen der nichstfolgende stets immer
dreimal so groB wie der vorhergehende, ist
gleich der Summe aus den Quadraten der
natiirlichen Zahlen von 3 bis 9.

Wie lauten diese vier Summanden?

A7A Eine Strecke AE ist 42 cm lang. Auf
dieser Strecke sind drei innere Punkte B, C, D
so festgelegt, daB AB doppelt so lang wie CD,
BC dreimal so lang wie AB, aber nur halb
so lang wie DE ist.

Welche Linge hat jede der Teilstrecken AB,
BC, CD, DE?

A8A Multipliziert man das Quadrat einer
dreistelligen natiirlichen Zahl a mit einer
zweistelligen natiirlichen Zahl b, so erhilt
man als Produkt 1980.

Wie lauten die Zahlen a und b?

A9 A Sechs Schiiler gingen Pilze sammeln;
sie erzielten folgende Ergebnisse: Peter fand
doppelt soviel Pilze wie Heiner. Anja fand
drei Pilze weniger als Heiner. Birgit iiberbot
den dreifachen Pilzertrag von Andreas um
drei Pilze. Andreas brachte es nur auf halb
soviel Pilze wie Heiner. Otto fand genau
sieben Pilze. Zusammen fanden diese sechs
Schiiler fiinf Pilze weniger als das Zehnfache
der Anzahl dieser Kinder.

Wieviel Pilze fand jeder von ihnen?

Al0A Christine geht einkaufen. Sie hat
dafiir von der Mutter einen bestimmten Geld-
betrag erhalten, von dem sie beim Fleischer
den dritten Teil, im Milchladen den sechsten
Teil ausgibt. Im Blumengeschift muB sie halb
soviel Geld wie beim Fleischer bezahlen.
Beim Bicker gibt Christine halb soviel Geld
aus wie im Blumengeschift. Im Gemiiseladen
gibt sie soviel Geld aus wie sie beim Bécker
und im Milchladen zusammen ausgibt.
Welchen Teil des von der Mutter erhaltenen
Geldes bringt Christine wieder mit nach
Hause?



XX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR |
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Beweisen Sie die folgende Aussage! Zu
jeder natiirlichen Zahl n=2 gibt es von Null
verschiedene natiirliche Zahlen a,, a,, ...
und b, [ir die

a2 +a?+.. . +a2=h?

> Qn

gilt.

2. Gegeben sei eine Lénge r,. Konstruieren
Sie ein Trapez ABCD mit CD<AD=AB
=BC, in dem ein Kreis k, mit dem Radius r,
und ein zweiter Kreis k; so liegen, daB sie
einander von auBlen beriihren und daB k,
die Seiten AD, AB und BC beriihrt, k, die
Seiten BC, CD und AD beriihrt! Begriinden
und beschreiben Sie die Konstruktion! Unter-
suchen Sie, ob es bis auf Kongruenz genau
ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften
gibt!

3. A. Ermitteln Sie alle Paare (x; y) reeller

Zahlen mit y>0 und y+1, fir die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfiillt ist!
x-log, ()/3- /2y
=2-log,(5-]/24),
y—x=2

(1
@

3. B. Beweisen Sie, daB fiir keine natiirliche

Zahl n die Zahl ’

625+4-(9%")
eine Primzahl sein kann!

4. Ein ebenflachig begrenzter Korper mit
genau 6 Ecken A4, B, C, D, F, H soll den im
Bild dargestellten GrundriB haben. (4'B'C'D’
ist dabei ein Quadrat von gegebener Seiten-
linge a.) Die Punkte A4, B, C, D sollen in der
GrundriBlebene liegen, die Punkte F und H
im Abstand a tiber B bzw. D.

D'=H' ¢

A B =F'

Jede Kante des Korpers soll im Bild sichtbar
dargestellt sein (entweder als Strecke oder,
wenn sie senkrecht zur GrundriBebene ver-
lduft, als Punkt), auch wenn sie etwa von

oben betrachtet durch andere Flichen ver-
deckt wird.

Stellen Sie zwei Korper, die diese Forderun-
gen erfiillen und voneinander verschiedene
Volumina haben, in schriger Parallelprojek-

tion (a=60°, q=l) dar! Ermitteln Sie fur
jeden der beiden dargestellten Korper sein
Volumen!

S. Tausend reelle Zahlen x;, x;, ..., X1000

seien durch die Festsetzung bestimmt, daB
X = 5

und fiir alle n=1, 2, ..., 999

X2 +16
2x,

Xn+1=

gelten soll.
Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzun-
gen) fiir jedes n=1, 2, ..., 1000 die Unglei-
chung .

4<x,£5
gilt!

6. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zah-
len ¢, fir die das folgende Ungleichungs-
system (1), (2), (3) mindestens eine (aus
reellen Zahlen x, y bestehende) Losung hat!

y>x2-2x+c,

y<x+cg,

y<—2x+1.

M
@
3)

Olympiadeklassen 11/12

1. In einem beliebigén Dreieck ABC seien D,
E, F die Schnittpunkte der Winkelhalbieren-
den dés Dreiecks mit den Dreieckseiten.
Man beweise: Sind I der Flidcheninhalt des
Dreiecks ABC und I, der Flacheninhalt des
Dreiecks DEF,so gilt I, §£.
2. In einem Fischgeschift stehen fiir die Auf-
bewahrung lebender Karpfen drei Wasser-
behilter zur Verfigung. Zum Verkaufsbeginn
sind in jedem dieser drei Behalter genau
20 Karpfen. Am Verkaufsende sind noch
insgesamt 3 Karpfen vorhanden. Die ver-
kauften Karpfen wurden einzeln nacheinan-
der entnommen. Ein Tausch eines Karpfens
von einem Behdlter in einen anderen [and
nicht statt; neue Karpfen waren wihrend des
Verkaufs nicht hinzugekommen.

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem
Komma gerundet die Wahrscheinlichkeit da-
fir, daB am Verkaufsende in jedem der drei
Behilter genau ein Karpfen ist!

Hinweis: Die zu ermittelnde Wahrscheinlich-
keit p ist folgendermaBen definiert: Es sei A
die Anzahl aller verschiedenen Mdglichkei-
ten [ir die Reihenfolge der Entnahme von
57 Karpfen aus den drei Behaltern. Ferner
sei G die Anzah] aller derjenigen unter diesen
Moglichkeiten, bei denen am Verkaufsende
in jedem der drei Behilter genau ein Karpfen
ist. Dabei gelten zwei mogliche Reihenfolgen
der Entnahme genau dann als gleich, wenn
sie fir jedes i=1, 2, ..., 57 in der Angabe
{ibereinstimmen, aus welchem Behilter die
i-te Entnahme eines Karpfens erfolgte: Mit

diesen Bezeichnungen ist p= %

3. Gegeben sei eine reelle Zahl a+0 mit
|a| % 1. Man ermittle alle reellen Losungen x
der Gleichung

(x*+ 1) (x*+6x2+1)
xz(xi— 12

=(a*+1)(a*+6a*+1)

a*a®=1)? '

4. Es sei ay, az, ..., an ... diejenige Folge
reeller Zahlen, fiir die

a;=1und
@ns+1=20,+)/3a,> +1
n=1273..)

gilt.
Man ermittle alle diejenigen Glieder dieser
Folge, die ganzzahlig sind.

5. Fiir jede natiirliche Zahl n>1 sei

m o [Vk—1]
J=3, ————.
1Yk k-1
Man ermittle einen geschlossenen Ausdruck
fir f(n) (d.h. einen Ausdruck, der f(n) in
Abhingigkeit von n so darstellt, daB zu seiner
Bildung nicht wie in (1) eine von n abhédngende
Anzahl von Rechenoperationen verlangt
wird).
Hinweis: Ist x eine beliebige reelle Zahl, so
bezeichnet [x] diejenige ganze Zahl, fiir die
[x]<x<[x]+1 gilt.

(1

Von den nachstehenden Aufgaben 6. A und
6. B ist genau eine auszuwihlen und zu losen.

6. A. Eine Strecke AB von 10m Lénge soll
auf folgende Weise durch ,,wiederholtes Hal-
bieren“ in 10 ndherungsweise gleich lange
Strecken zerlegt werden:

(1) Zunichst wihlt man beliebige Punkte
P, P, Py auf der Strecke 4B und
definiert Po»=4 und P, =B.

(2) Liegen nun flr eine natiirliche Zahl n
bereits als ,n-te Niherung“ Punkte Py™,
P, ..., P1o™ vor, so definiert man

Po*t V=4 P,"*V=Bsowiefirj=1,2,...,9
P+ D als Mittelpunkt der Strecke

P}"_+1l) P}"l 2.
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Es seien Q;, Q,, ..., Qo die Punkte auf 4B
die AB in 10 genau gleich lange Teiistrecken
zerlegen, [ur die also
AQ1=0:02=...=0sQo=0QsB=1m
gilt.
Beweisen Sie, daB eine natiirliche Zahl N so
existiert, daB fiir jede Wahl der Punkte P;®,
P19 ., Py© auf 4B gilt:
Bei der ,,N-ten Niherung“ weicht jeder der
Punkte P/™ (j=1, 2, ..., 9) um weniger als
I mm von der Lage des Punktes Q; ab, d. h,,
es gilt

PiM0;< 1 mm.
6. B. Ist T = ABCD ein Tetraeder, so bezeichne
s die Summe aller Kantenlingen von T.
Dabei sei in dieser Aufgabe jede (in Zenti-
meter zu messende) Kantenldnge nur durch
ihre Malzahl angegeben. Man untersuche,
ob es unter allen Tetraedern T mit den fol-
genden Eigenschalten (1), (2), (3) eines gibt,
fiir das s einen groBten Wert annimmt. Triflt
das zu, so ermittie man diesen groBten Wert
von s. Die geforderten Eigenschaften sind:
(N ¥ BDC=% r DA=¥ ADB=90°.
2) Samtliche Kantenldngen von T sind

nicht kleiner als %

(3) Das Volumen von Tist gleich e

Losungen

Olympiadeklasse 10

I. Zum Beweis kann die Methode der voll-
standigen Induktion herangezogen werden.
Fiir n=2 gilt wegen 3*+42=52 die Aussage
mit a, =3, a, =4, b=>5. Sei nun k eine natiir-
liche Zahl, so daf} die Aussage [iir n=k gilt,
d.h., es gebe von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen ¢y, ¢3, ..., cx, d mitd>1 und

n c 2 4c i+ +el=d

(Wir konnen jedenfalls k =2 setzen.) Aus die-
ser Gleichung folgerten z. B. Matthias Hiib-
ner (Bezirk Leipzig) und Karin Groger (Ber-
lin) durch Multiplikation mit 2> die Be-
ziehung

(2c1)?+2ca)* + ... +(2c)?

=(d)?=(d*+ 1> —(d*- 1)

Setzt man a, =2cy, ..., x=2Cx, Ge+1=d>—1,
b=d?+1, so erhilt man von Null verschie-
dene Zahlen ay, ..., @+, b mit b>1 und der
Eigenschalt a,2+...+ax+:2=b? d.h., die
Aussage gilt auch fir n=k+ L.

Durch den Beweis fiir n=2 und den Schluf3
von n=k aul n=k+1 ist die Aussage fiir
alle natiirlichen Zahlen n, die >2 sind, be-
wiesen.

Varianten und Bemerkungen: Fiir die Aul-
gabe ersannen die Schiiler vielliltige Losungs-
varianten, von denen im [olgenden noch
einige angegeben seien. Vollstdndige Induk-
-tion wurde oft verwendet, und es ist erfreu-
lich, wie gut viele Schiiler (der Olympiade-
klasse 10) schon mit dieser Methode vertraut
sind. Mchrfach wurde dabei die Ungeradheit
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der auftretenden Zahlen b ausgenutzt. So
folgert z. B. Oliver Geupel (Bezirk Dresden)
aus (1) fir d=2p+1 (pe N, p%+0) und somit
d*=4s+1 (s=p*+ p) die Bezichung

i+ ... +al+(25)*=(2s+1)?

und erhilt mit a,=cy, ..., Gx=c¢k, ax+1=25,
b=2s+1 die Aussage fir n=k+1 sowie
gleichzeitig, daB b wieder ungerade ist. Dieser
letzte Nachweis fehlte gelegentlich, wenn
Schiiler denselben Gedanken verfolgten.

" (Ubrigens kann man analog auch einen Be-

weis mit geradzahligen b fiihren.)
Jorg Wenzel (Bezirk Gera) gab die Folge der
hier aultretenden a,, a,, ... rekursiv an:
a;=3,a,=4,
2
a,—=7(ai— L +21) -1 [uri=3,4,....n
(esist a;eN, g;+0), b=a,+ 1.
Andere Schiiler nannten — unabhingig von
der vollstandigen Induktion - explizite L&-
sungen, so Henry Mittel (Bezirk Suhl):
ay=(n—1)c?—1l,a,=...=a,=2c,
b=(n-1)c’+1 mit ¢>1. Setzt man c=1,
wie z.B. Jens Rammbhold (Bezirk Potsdam),
so muBl man zwar den Fall n=2 (wegen
a, =0) extra behandeln, hat aber alle anderen
Fille in der simplen Gleichung
(n—2)2+(n—1)-22=n?erfaft.
Einfach ist auch der Gedanke (fiir n>2) von
Andreas-Maik Wolf (Bezirk Erfurt):
k+D?=k>+(2k+1)-1?
=k*+224+(2k-3)- 12
liefert die Losung fir n=2k+2>4 bzw.
n=2k—1>3, d.h. fir alle geraden bzw.
ungeraden n, die groBer als 2 sind.
Als verbreiteter Mangel in den Bearbeitungen
ist zu erwahnen, daB Induktionsvorausset-
zung oder -behauptung nicht vollstandig oder
nicht sauber als Existenzaussagen [ormuliert
waren. Das fiihrte zu Beweisliicken, [iir welche
etwa der erwdhnte fehlende Nachweis der
Ungeradheit von b als typisches Beispiel
gelten kann.
Die Bewertung hatte folgendes Ergebnis:
Punkte 0 1 2 3 4 S 6
Anzahl 18 9 7 S5 11 8 39
Dr.K.-D. Drews, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitit Rostock

2. I. Angenommen, ein Trapez ABCD mit
den Kreisen k; (Mittelpunkte M;, Radien r;,
i=1, 2) habe die gelorderten Eigenschalten.
Gilt AD|BC, so ist ABCD wegen 4D =BC
ein Parallelogramm im Widerspruch zu
AB>CD. Also gilt AB|CD, und das Trapez
ist wegen AD=BC gleichschenklig. Da k,
und k; die Schenkel AD, BC beriihren, deren
Verlangerungen iiber D bzw. C hinaus sich
in S schneiden, liegen M, und M, aul der
Winkelhalbierenden m des « ASB, die gleich-
zeitig Mitlelsenkrechte von AB und CD ist.
Ferner liegt auch Q (der Beriihrungspunkt
von k; und k;) aul m. Die Parallele zu AB
durch Q ist somit die gemeinsame innere
Tangente von k; und k,, die AD in H und
BC in G schneidet. Das Trapez HGCD,

dessen Seiten von k, beriihrt werden, geht
durch eine Streckung mit dem Zentrum § in
das Trapez ABGH iiber, dessen Seiten von
k, beriihrt werden. Es sei x=r;:ry, a=ﬁ,
b=HG,c=DC.Esistx=DC:HG=HG: AB,
also b=ax, c=bx=ax? U und V seien die
Beriihrungspunkte von k; bzw. k, mit BC.

Es gilt

a=AB=BC=BU+UG+GV+VC
=ﬁ+Q—G+Q—G+ﬁ (nach dem Satz iiber
die Gleichheit der Tangentenabschnitte)

=§+b+§=§ (1+2x + x?). Diese Gleichung

wird wegen x>0 nur von x=[/5—l erfiillt.

Also kann ein Trapez ABCD nur dann den

Bedingungen geniigen, wenn

ra=r1 ([/2—1) gilt. (1)

Weitere Moglichkeiten:

1. Sei W der FuBpunkt des Lotes von U auf

m. Es gilt AM\UW~AM M,Y und hieraus

folgt ri:ry=M M, :M_,Y=m.
(ry—ra)

Dies fiihrt ebenfalls auf (1).

2. Es ist ABM,P=ABM,U~AM,GU=

~AM GO ~AGM,Q0=ACGM,V ~AM,CV=

~AM,CR. Hier kann man z. B. der Reihe

nach W=@=V_G und CV durch r; und
%a=ﬁ=w ausdriicken. Man erhidlt aus

BC=q eine Gleichung zwischen r, und a,

die aul a=2r,}/| +l/§ fihrt.
3. Matthias Hiibner (Bezirk Leipzig) geht
[olgenden Weg:
Es ist ABM;P=~ABM U und somit
sina a 2ry

(+cosa) 2"3= % 2.
2"1 2]‘2

Weiterista=BC=BG+GC=—14+ 22 (3).
) sina  sina

Aus (2) und (3) folgt ¥;=rcosa (4). Im

Dreieck M, Y M, ist

MY _(ri—=r2)_(1—cosa)

MIMZ_(rl +r3) (1 4cosa)

nach (4). Hieraus folgt cosa= [/5— 1.

Dieser Winkel wird dann konstruiert.

II. Konstruktionsbeschreibung

(1) Ausr, konstruiere man rz=r.(l/§— 1).

(2) Man konstruiere die sich von auBen
in Q berithrenden Kreise k; (Mittel-
punkte M,, Radien r;, i=1, 2).

3) Man konstruiere die beiden duBeren
Tangenten ¢ und ¢’ von k,, k,.

cosa =




4) Die Gerade durch M, und M,
schneide die Kreise k;, k; ;us'zitzlich
in R und P. Man errichte die Senk-
rechten auf dieser Geraden in R und
P. Diese schneiden ¢t und ¢’ in 4, D und
B,C.

ABCD ist das gesuchte Trapez.

I11. Beweist, daf3 jedes so konstruierte Trapez
den Bedingungen der Aufgabe geniigt: Nach
Konstruktion ist ABCD ein gleichschenkli-
ges Trapez mit AD=BC. Die Kreise ky, k;
haben die vorgeschriebenen Beruhrungen mit
den Seiten. Wegen r,<r ist CD < AB. Wie
in I. kann man herleiten, daB mit x=r,:r;

die Gleichung ﬁ=g(1+2x+xz) gilt. Da

nach Konstruktionsschritt (1) ra=r; ([/_ -1y,

ist, erfiillt x die Glelchung x?+42x+1=2,und
es folgt BC=a=4B.

IV. Konstruktionsschritt (1) ist eindeutig
ausfiihrbar.

(2) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihr-
bar, und (3) und (4) sind es anschlieBend
auch. Also gibt es bis aul Kongruenz genau
ein Trapez mit den geforderten Eigenschal-
ten.

Bemerkungen: Die Aufgabe erscheint ange-
messen. Der Nachweis der Parallelitdt von
AB und CD fehlte hdufig. Viele Schiiler ver-
suchten, den Zusammenhang r,=f(r,) (oder
dhnlich geeigneter GroBen) zu beschreiben,
ohne ihn explizit angeben zu konnen. Damit
ist eine Aussage liber die Konstruierbarkeit
nur schwer zu gewinnen. Gleiches muB3 zu
den Versuchen gesagt werden, die groBere
Gleichungssysteme bis zu 6 Unbekannten,
darunter nichtlineare oder Gleichungen ho-
herer Ordnung, erhielten, ohne die Wurzeln
bestimmen zu konnen. Die Schritte III. und
IV. fehlten hiufig, wie iiberhaupt einige Be-
weise recht oberflachlich gefithrt wurden.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 52 18 4 0 2 11 3 6 1
=16 Dr. W. Moldenhauer,

Padagogische Hochschule
Dr. Theodor Neubauer,
Erfurt/Miihlhausen

3. A. Angenommen, ein Paar (x; y) reeller
Zahlen mit y>0 und y+1 erfiille (1) und (2).
Wegen ([/5 [/)2 =5— [/ﬁ folgt dann
log, (J/3—1/2)=4- log,(lf—lﬁ)
Da 1/‘y 2 und [/3-)/2+1 ist, ist
log, ([f [/3 definiert und ungleich Null.
Daraus [olgt

x:=4.
Wegen (2) und y>0 ist x=y—2> —2, also
muB x =2 sein.
Nach (2) ergibt sich y=4.
Folglich kann nur das Paar (x; y)=(2; 4)
das Gleichungssystem (1), (2) erfiillen.
Wegen 2 - loga(]/3—|/2)2=2 - log(5—]/24)
und 4—2=2 erfillt es diese beiden Glei-
chungen tatsédchlich.
Dabher ist genau das Paar (2; 4) das gesuchte.

Bemerkungen: Die Aufgabe besitzt einen an-

‘gemessenen Schwierigkeitsgrad. Der hiufig-

ste Fehler bestand darin, daB Exponenten
bei gleichen Potenzen verglichen wurden,
ohne die Basen 0 und 1 auszuschlieBen, bzw.
daB in Produkten die Moglichkeit, daB ein
Faktor den Wert 0 annimmt, nicht ausge-
schlossen wurde.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 5 2 11 2 7 16 35
Dr. Ingeborg Bartsch, Institut
fiir Lehrerbildung Jacques Duclos, Rostock

3. B. Der Versuch, eine Produktdarstellung
mit Hilfe binomischer Formeln zu erreichen,
fihrt auf folgendes:

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt

625+4- (92" =5%+4- 3%

=(52+2 . 32n)2_4 . 52 . 32n,
=(52+2.32n+2. 5 3n)(52+2. 32n_2. 5 .3n)’
=[(5+3"2+3%"]-[(5—-3"2+3%].

Es bleibt zu zeigen, daB beide Faktoren gro-
Ber als 1 sind.

Es gilt jedoch
(5+3"2+32">(5+3%%*>1und

543", also (5—3")2>0,
(5-3"2+32>0+3%=1,

womit auch dieser Teil der Losung erbracht
ist: Die Zahl 625+4-(92") ist in zwei ganz-

zahlige Faktoren, die beide groBer als 1 sind,»
zerlegbar und ist somit keine Primzahl.

Bemerkungen: Von den teilnehmenden 98
Schiilern entschieden sich 19, also etwa ein
Fiinftel, fir diese Wahlaufgabe. Zur Losung
der Aufgabe war eine durchaus nicht un-
mittelbar ins Auge springende Idee fiir die
Zerlegung des Terms 625+ 4 - 97" notig. Ver-
suche, eine natiirliche Zahl zu finden, die als
Faktor in allen Zahlen 625+4-92" — bzw. in
allen, fir die n groBer als ein gewisses no>0
ist — enthalten ist, schlugen fehl. Nur 5 der
19 Schiiler fanden die in der Losung ange-
gebene Zerlegung.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 10 4 0 O O 1 4
Dr. Monika Noack, Ministerium fiir Hoch-
und Fachschulwesen, Berlin

4. Losung des Schiilers Andrei Josiek (EOS
Clara Zetkin Eisenhiittenstadt, bearbeitet):

Der Korper I (siehe Bild) erfiillt die Be-
dingungen der Aufgabenstellung, da er genau
sechs Ecken (4, B, C, D, F, H) und den ange-
gebenen GrundriB besitzt. Letzteres folgt aus
der Lage von AF iiber AB, von HF und DF
iiber BD, von FC iiber BC, von HC iiber CD,
sowie der Lage von F iiber B und der von

I II

A 8 A 8

H iiber D. Damit wird jede Kante entweder
auf eine der Seiten des Quadrates ABCD, auf
dessen Diagonale BD oder - bei senkrechter
Lage zur Grundrilebene — als Punkt auf A,
B, C oder D im GrundriB abgebildet. Nach
Konstruktion liegt F (bzw. H) im Abstand a
iiber B (bzw. D). Der Korper I ist auch — wie
gefordert — ebenflachig begrenzt, da alle
Seitenflichen Dreiecke sind und die Fliche
ABCD nach Voraussetzung eben ist. Analoge
Betrachtungen zeigen, daB auch der Korper I1
den Bedingungen der Aufgabenstellung ge-
niigt.
Es ist noch zu zeigen, daB die Korper I und I1
unterschiedliches Volumen haben, und es sind
diese Volumina zu berechnen. Ergiinzt man
den Korper I durch die Pyramide AFDH,
so erhilt man oflensichtlich den Korper II,
damit unterscheiden sich die Volumina V;
und V;; der Korper um das Volumen V; der
Pyramide AFDH (und sind damit auch
unterschiedlich).

Viu=Vi+Ve : (1)
Den Korper I kann man sich aus den drei
Pyramiden ABDF, DBCF und DCHF zu-
sammengesetzt denken. Ergdnzt man den
Korper I zu einem Wiirfel mit der Kanten-
linge a, so erkennt man, daB fir jede dieser
Pyramiden als Grundflache eine halbe Sei-
tenfliche des Wiirfels und als Hohe die Kan-
tenldnge a gewihlt werden kann. Das gilt
auch [ir die Pyramide AFDH (mit der
Grundlliche ADH). Damit gilt

1 a
=37
1 3
VP—_-gﬂ 2
Dabher folgt
1 3
Vl—ia
und mit (1)
2
Va==d
H 3(1

Bernerkungen: Die vorstehende Losung unter-
schied sich von den anderen durch die Sorg-
falt der Begriindung und die Okonomie der
Berechnung. Der Schiiler erhielt fiir diese Lo-
sung ein Diplom fiir die ausgezeichnete Lo-
sung einer Aufgabe. Insgesamt lOsten etwa
60%; der Schiiler diese Aulgabe richtig. Da-
bei wurden auch noch andere K&rper als die
Korper I und II gewdhit. Etwa 309 der
Schiiler fanden allerdings nur einen solghen
Korper. und gaben als zweiten fdlschlicher-
weise einen mit sieben Eckpunkten an. Der
siebente Eckpunkt war zumeist der Schnitt-
punkt der Strecken DF und HB. Bei einer so
sorgfaltigen Darstellung wie unserer obigen
hitte dieser Fehler erkannt werden miissen !
Fehler bei der Ausfiihrung der schrigen
Parallelprojektion waren gering

Punkte o 1 2 3 4 5
Anzahl 3 - 5 26 7 16 41

Dr. H.-J. Sprengel, Pddagogische
Hochschule Karl Liebknecht Potsdam
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5. Die endliche Folge {x;, ..., Xj000} ist
induktiv vorgegeben, indem das erste Glied
und jedes weitere Glied mit Hilfe des vor-
hergehenden angegeben wird:

x2+16

xi1=5und x4, = P

n=1, ...,999).

Diese Vorgabe in der Aulgabe setzte still-

schweigend voraus, daB stets x,+0 ist.

Zum Beweis der Behauptung

4=<x,<5 fir alle n=1, ..., 1000

bietet sich damit die Methode der voll-

stindigen Induktion an, wobei dann diese

Ungleichung sogar fiir jede natiirliche Zahl

n bewiesen werden kann.

a) Beweis von x,=4. Wir zeigen die Ver-

schirfung x,>4. Fiir n=1 gilt diese Behaup-

tung wegen x;=5>4. Es sei jetzt x,>4.

Dann ergibt sich [fir das folgende Glied

X +1 ebenfalls

eas =)c,f+16=(x,(—4)2
2x 2%y

Demnach gilt x,>4 fiir alle natiirlichen

Zahlen.

b) Beweis von x,<5.

Aus x,>4 folgt x2+16<2x? und damit
x2+16
2x,

die Folge x, ist streng monoton fallend.
Wegen x; =5 gilt dann sogar x,<5 fir alle
natiirlichen Zahlen n> 1.

+4>4,

weiter x,4 ;= <x,d.h.,

Bemerkungen: Fast alle Teilnehmer haben
induktive SchluBweisen benutzt, wenn auch
mit recht unterschiedlich ausgeprigten Dar-
stellungsweisen. (Hier hatten einige Friih-
starter Schwierigkeiten. Die Methode der
vollstandigen Induktion ist erst Unterrichts-
gegenstand der 11.Klasse.) Durch Teile mit
indirekter Beweisfithrung haben dabet einige
Schiiler die logische Struktur ihres Beweises
unnétig verkompliziert.
Fehler traten bei der Behandlung von Un-
gleichungen auf. (So wurden z.B. Unglei-
chungen ohne ndhere Untersuchungen divi-
diert; oder es wurde durch x, dividiert, ohne
vorher zu zeigen, daB x,>0 ist.)
In einzelnen Beweisteilen wurden zum Teil
recht interessante Ansitze vorgelegt. Fiir den
SchluB aus 4<x, <5 auf 4 < x4+ £5 wurden
unter anderem

xy=4+aund x,=5—b

mit0=Zq, b1
gesetzt oder [olgende Umlormungen benutzt

—12x%20,(6—5P <1,
- x¢+16 4
<§ -
T <5 xk<5'

SchlieBlich sei bemerkt, daB sich aus dem
bekannten Vergleich des arithmetischen und
geometrischen Mittels ergibt

x2+16_2)/x% - 16
2%, 2%,
daraus ergibt sich dann leicht x, = 4 fiir alle n.
Die Aufgabe war fir die Teilnehmer leicht;
das unterstreicht der f(olgende Ergebnis-
spiegel:

=4,

)%
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012345 6 17
1 4439 18 59
Dr. sc. E. Quaisser, Pddagogische
Hochschule Karl Liebknecht Potsdam

Punkte
Anzahl -

6. (nach einem Vorschlag der Aufgaben-
kommission)

Angenommen, fiir ein reelles ¢ habe das Sy-
stem (1), (2), (3) eine Losung (x, y). Dann
ergibt sich aus (1) und (3) die. Beziehung
x?—2x+c<—=2x+1,d.h. c<1-x? und so-
mit ¢ < 1. Eine Losung kann daher hochstens
fiir c<1 existieren. Umgekehrt hat das Sy-
stem (1), (2), (3) fir jedes ¢ mit c<1 eine
Lésung, z. B. eine mit y=c. Fiir diesen Wert
von y ist es ndmlich dquivalent zu

x?—2x<0, 4
0<x, (5)
c<—2x+1; 6)
(4) und (5) sind dquivalent mit den Un-
gleichungen
O<x<2, 7
und (6) ist dquivalent mit
1-c
X< ——. 8)
1—c

Wegen c< 1 gilt >0, und demnach sind

2
(7) und (8) durch reelle x erfiillbar.
Das System (1), (2), (3) hat folglich genau fir
alle reellen Zahlen ¢, die kleiner als 1 sind,
eine Losung.
Bemerkuhgen: Einen solchen rein analyti-
schen Weg versuchten nur wenige Schiiler.
Uberwiegend wurde ein Losungsweg be-
schritten, bei dem man die Funktionen

y=x>—2x+c,

y=x+c, 2

y=—2x+1 (3)
graphisch darstellt und die Losungsmenge
des Ungleichungssystems (1), (2), (3) als Menge
aller Punkte mit den Koordinaten (x, y) er-
hilt; die sowohl oberhalb der Parabel (1) als
auch unterhalb der Geraden (2) und unter-
halb der Geraden (3') liegen. Hierbei wurde
jedoch oft die Anschauung zu stark benutzt,
so daB die gezogenen Folgerungen nicht
immer schliissig waren. Insbesondere fehlte
vielfach eine saubere Behandlung des Falles
¢ =1, denn die anschauliche Feststellung, daB
dann die Gerade (3') Tangente der Parabel
(1) ist, bedarf natiirlich einer Begriindung.
Die Bewertung ergab [olgende Punktever-

(1)

teilung:
Punkte 0 1 2 3 4 S5 6 7
Anzahl S5 4 12 9 11 26 11 20

Dr. K.-D. Drews, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock

Ungleichungen
Teil II

Fortsetzung aus Heft 1/82

Klasse 8

Ala Gegeben ist die Ungleichung
3x+4 < 15 mit xe R. Nenne rationale Zahlen,
die nach dem Einsetzen fir x die gegebene
Ungleichung

a) zu einer wahren Aussage,

b) zu einer falschen Aussage werden lassen !
A2 A Ein Vater ist viermal so alt wie sein
Sohn. Addiert man die Zahlen, die das Le-
bensalter des Vaters und das seines Sohnes
(in ganzen Zahlen) angeben, so erhdlt man
als Summe eine Zahl, die groBer als 50, aber
kleiner als 60.ist. Ermittle das Lebensalter

" von Vater und Sohn'!

A3 A Von den natiirlichen Zahlen p und ¢
ist bekannt, dafl 0<p<gq gilt.

a) Ordne die Zahlen 1, Z, % der GroBe nach!

Beginne mit der kleinsten Zahl!
b) Stelle fest, welche der beiden Zahlen Z und

g niher an 1 liegt!

A4 A Welcher der beiden Briiche
5678901234 und 5678901235
6789012345 6789012347

ist der groBere von beiden?

Klasse 9

Ala Stellen Sie ohne Berechnung der

Wurzeln oder Nachschlagen in einer Zahlen-

tafel [est, welche der beiden reellen Zahlen

W+VT6 und ]/§+]/E die groBere von

beiden ist!

A2A Losen Sie das [olgende lineare Un-

gleichungssystem!

3x—4 <x x € P (Menge der reellen
8—-Tx<25 Zahlen)

A3 A Es ist zu untersuchen, ob die' Un-

gleichung 5!°+6!% < 7!° eine wahre Aussage

darstellt!

Klasse 10

Ala Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x,

welche die Ungleichung

% -lg(2x—1)+1g)/x—9>1 erfiillen!

A2A Beweisen Sie, daB fiir alle reellen
Zahlen x stets [sin x+cos x| < [/5 gilt!

A3a Esist zu beweisen, daB [iir beliebige
positive reelle Zahlen g, b, ¢ die Ungleichung

a+b+cz2-)cla+b) gilt!

1
A4 A Beweisen Sie, daBl 6>——+ gilt!
Y

J. Lehmann/Th. Scholl



Losungen

Lésungen zu: Ungleichungen
Teil I und Teil 11
(Klasse 1 bis 7, siehe Heft 1/82 und Klasse 8

bis 10, siehe S. 46)
Klasse 1
Ala a=0, 1, 2; wenn a=0, so a<3;

wenn a=1,s0 a<3, wenn a=2,s0 a<3.
A2A a=0,1,2,3

Ala u=0,1,273

AdA 62<69, denn2<9

Klasse 2

Ala 7<l1l,denn7+4=11

A2A x liegt zwischen 48 und 53, also
x=49, 50, 51, 52

A3a 3-4<5-4,demn3<5

Ada y=0,1,2

Klasse 3

Ala 700<900, denn 7-100<9- 100, weil
7<9

A2A x liegt zwischen 5897 und 5903,
also x=5898, 5899, 5900, 5901, 5902

A3Aa T75<386<392<397 <857

Ada x=59,60,61

Klasse 4
Ala 70000>40000,
denn 7- 10000>4 - 10000, weil 7>4

A2A a=60000, 70000
A3a x;=10001 und x,=99999
Ada (0;1),(0;2),(1;0),(1;1),(2;0)
Klasse 5§

1 4 5 10
Ala 9<9 §<—9,denn1<4<5<10
A2A a) Aus 2<3 folgt 2+5<3+5, also
7<8

b) Aus 9>6 folgt 9-11>6- 11, also 99> 66
A3A 3)x=1,2,3,4,56,7,8,9
b)z=0,1,2,3,4

c)d=0,1,2,3,4,5,6
d)a=1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11

e) x=0,1,2,3,4,56

Ad4A 4-3<4’ dennl2<4-4-4=64
A5A Es existieren genau drei Zahlentripel
(a, b, c); sie lauten (1, 2, 3), (1,2,4)und (1, 2, 5).

Klasse 6

ala a)Aus o<X<dfolgt 3<x<8,
55573

also L={4,5,6,7}

b) 162<99 x<ﬂ
198 198’

also L—Q

¢) Ix<20 und 12 <5x,

also 1<x<6und x=3,

also L={3,4, 5, 6}

A2A a) <l+§>:2=g;

I 5 9. (5 3 11
(z 8> =16’ <8+ ) =16
225 168
b) Wegen < und X< existiert keine
gebrochene Zahl x, die diese Ungleichung

erfullt.

also 162<99 - x< 176,

c)2—7>x>6
3’

8 11
alsox=z'oderx—zoderx——4
A3a a)l,83+0,5>1,14+1,17,
denn 2,33>231

3 4 36 17 18

b) 12 denn _6<_6
1 27 22 31 79
°)2Z_1§ = denn 35<35

wei131~35<20‘79

A4A Aus der Dreiecksungleichung folgt
e<a+b und e<c+d, also 2e<a+b+c+d
bzw. f<a+d und f<b+c, also

2 f<a+b+c+d und somit
2e+2f<2a+2b+2c+2d,

also auch e+f<a+b+c+d.

Klasse 7

a 1
E<1' Aus 54 h,

Daraus folgt weiter

Ala Aus a<b folgt

{
=5"b-h folgt 4

b h,’
%< 1, also h,<h, Analog dazu gilt h.<h,
also auch h.<h, <h, und somit h,> hy> h,.

70 12 30
x —<(3 +Xx) 100 und

2 A X
A2A us3 00+ 1

70
3 m+
210+ 12x<90+30x und

210+ 12x>60+20x, also

1
> 3 +x) — folgt

120<18x und
150> 8x, also x>§ und x<E also

3 4’
%<x<% Es miissen mehr als 6— Liter,

aber weniger als ISZ Liter 12%;iger Sdure zu-

gesetzt werden.
A3A Aus a<b folgt a+ab<b+ab, also
a+1
1 °r.
alb+1)<b(a+1), also b<b+1
Ad4a a)x<0,b)x>8 oder x< —8,

¢) —14<x<10,d) x>0 oder x< —2

Klasse 8

AlAa a)3x<llalsox< E alle rationalen

3
Zahlen kleiner als 1—; lassen nach dem Ein-

setzen fir x die gegebene Ungleichung zu
einer wahren Aussage werden.

b) Alle rationalen Zahlen groBer als %
lassen die gegebene Ungleichung zu einer
falschen Aussage werden.

A2 A Der Sohn sei x Jahre, der Vater also
4x Jahre alt; dann gilt 50 <x+4x <60, also
50<5x<60, also 10<x<12, also x=11.
Der Sohn ist 11 Jahre, der Vater 44 Jahre alt.
A3A a) Aus p<g folgt nach Division
durch p bzw. q zunichst

1<% und 2<1. Daraus folgt Pl
p q q

b) Man bildet g— 1=472

ist, gilt =——=

Dap<qundsomitl<1 a-r_4a- p.
: q p q p

Also liegt ;—J niher an 1 als 4.
P

5678901234 x
6789012345 y’
5678901235 x+1
6789012347 y+2
x x+1_xy+2x—xy—y 2x—y

y y+2 W+ o+
Da 2x>y ist, folgt 2x —y>0

x+1

und wegen y> 0 somit ;—?>0
5678901234>5678901235
6789012345 6789012347

A4 A Setzt man

so gilt und weiter

Es gilt also

Klasse 9

Ala Esgiltﬁ>l/4_9=7.

Also ist 4-70=280<253+20-7

<253+20]/57+4-57

und somit

(2V70)2<(5+2V_)‘/2M7(><5+2f

7+2 70+10<3+2 57+ 19 und damit
1012 <()/3+)/19%,

also 7+[/_0< 3+[/7

A2a Aus 3x—4<x folgt Li={x<2;

xeP}; aus 8—7x <25 folgt Ly={x> —%;

xeP}. Daraus folgt weiter L=L;NL;=

{T%<x<2;xeP}.

A3Aa Aus 53+6°=125+216=341 und
=343 folgt 5* +63<73. Durch édquivalen-

tes Umformen erhalten wir daraus
53 63 5 3 6 3

5 10 5 3 6 10 6 3
Wegen (7) <(7) und <7> <(7)

10 10
gilt somit (;) +<g) <1,

also 519+ 6'% <710, Die Aussage ist wahr.

Klasse 10

Ala Nach der Detinition der Wurzel und
des Logarithmus existiert die linke Seite der
Ungleichung nur, wenn 2x—1>0 und
x—9>0 gilt. Dies ist genau fiir x>9 der Fall.
Nun gilt

1 1
3 lg(2x— 1)+§ lg(x-9)>1,
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lg(2x—1)+1g(x—9)>2,

lg(2x —1) (x—9)>1g 100,

(2x—1) (x—9)> 100, 2x2—19x—91 >0,
2—1—;' x—l§>o, (x—13) (x+3,5)> 0.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
a) x—13>0 und x+3,5>0, x>13 und
x>—35also L,={x>13; xe P}

b) x—13<0 und x+3,5<0, x<13 und
x< —3,5,also Ly={x< —3,5; xeP}.

Wegen x>9 ist nur x> 13 Losung der ge-
gebenen Ungleichung.

X

A24  Aussinx-+cosx|<}/2 folgt
(|sinx+cosx[)?<2.

Nun gilt (sin x + cos x)? =

sinx 42 - sin x - cos x +cos>x

=142 - sinx - cosx=1+sin2x. Daraus folgt
weiter I+sin2x<2, also sin2x<1. Weil
—1<sinx<1 fiir alle reellen x gilt, wird die
Ungleichung erfiillt.

A3a Durch Quadrieren erhalten wir
(@+b+c)=4cla+b)

(a+b)? +2c(a+b)+c*=4cla+b),
(a+b)*—2c(a+b)*+c*20
(a+b+c)*=0.

9
also 6 <3+2)/2,2)/2<3, denn 8 <9

ada Aus—folgt T2 _3,9/3
3-2)/2 -8

Losung der Aufgabe von Prof. Dr. H. Kaiser,

S.23

A2207a Aus x>3 folgt x?2>9 und

x3=x?-x3>9x% Dann gilt
x3—4x3>5x3>0. (1)

AuBerdem folgt aus x*>9, daB
x*=x2x2>9x?
=3x2+2x? +4x? und damit
x*>3x2+2x+4,d.h.
x*—3x2-2x—-4>0. )]
Addiert man die gleichsinnigen Ungleichun-
gen (1) und (2), so erhilt man
x>3=P(x)>0.
Folglich kann fiir x> 3 nicht P(x)=0 gelten.

Lidsung zum Zahlenritsel, S. 33

Waagerecht: 2. 50, 5. 36, 6. 12, 10. 10, 11. 30,
12. 17, 13. 12, 14. 24, 15. 31, 18. 11, 19. 42,
21. 17, 23. 13, 25. 20, 26. 13, 27. 39, 29. 18,
31.29

Senkrecht: 1. 2522, 8. 89, 9. 10, 17. 59,
20. 2017, 22. 2401, 28. 1458, 30. 2002

Schrdg links nach unten: 3. 10, 7. 1717,
16. 1777, 24. 8515

Schrig rechts nach unten: 4. 021, 7. 1736,
16. 1802, 24. 8192

Lésungswort (Lebensdaten von Evariste Ga-
lois): 25.10.1811 bis 31.5.1832

Lésung zu: Olympiade-Kryptogramm, S. 39

Angenommen, es gidbe eine Losung dieses
Gleichungssystems, dann kann 0 nur | sein.
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Das folgt aus Gleichung (1) 0-0=0 und den
Bedingungen der Aufgabe. Durch Einsetzen
von 0=1 in die Gleichungen (1) bis (9) ergibt
sich die Losung:

1-1 = !
-1 = 121
111 - 111 = 12321
1111 - 1111 = 1234321
111t - 11111 = 123454321
11111 - 111111 = 12345654321
111111 - 1111111 = 1234567654321
11111111 - 11111111 = 123456787654321
111111111 - 111111111 = 12345678987654321

Lgsung zu: Geometrische Plaudereien,
IV. Umschiagseite -

Ala 1. b d;2.a,cd
A2A l.aundb;2.aundc;3.a,cundd
A34a 2a)9 Quadrate bzw. 11 Quadrate

b) Diese Figur ist ein Quadrat, dessen Seiten
aus 4 Holzchen bestehen.

A4 A a) 4 Symmetrieachsen;

b) 1 Symmetrieachse;

c) 2 Symmetrieachsen;

d) unendlich viele Symmetrieachsen;

e) 2 Symmetrieachsen;

f) keine Symmetrieachse;

g) 4 Symmetrieachsen;

h) 2 Symmetrieachsen;

A5a Bedeutung Anzahl
der Symmetrieachsen
a) Einfahrt verboten 2
b) EinbahnstralBe 1
¢) Parkverbot 2
d) Fahrverbot fir mehrspurige
Kraftfahrzeuge 1
e) Flugbetrieb 1
) Warnkreuz am Bahniibergang 2
g) Wartepflicht bei Gegenverkehr keine
h) Sackgasse 1
A6 A a) Netz einer Pyramide;

b) kein Netz eines Korpers;
c¢) Netz eines Quaders;
d) Netz eines Wiirfels;

. e) kein Netz eines Kdrpers;

f) Netz eines dreiseitigen Prismas

A7TA b

A8A NO=x=KJ;CD=AB;FE=LM;
A10a a) EHE; b) HEIDE; ¢) El; d) EID;
e) ECKE; ) BEIDE

Lésung zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Mathematische Begriffe gesucht

Kreistangente; Peripheriewinkel; Kreisaus-
schnitt; Sehnenviereck

Kryptogramme
2635+4627+1031=8293

1086 + 1086 + 7680 =9852
18274 1827 42803 + 2803 = 9260

Magische Figur

Summe 28 31 4 37

a 2225558 8 8101111
b 8 747115 (11411
¢ 12 4 9 3 912 3 612 3 6 9

Magisches Kreuz

x OO0
O x |0
0|0 X
X O |0
O xO g
Fiillriitsel

1. Tabelle, 2. Produkt, 3. Leibniz,

4. Tangens, 5. Periode, 6. Drehung,
7. Bolzano, 8. Trinome, 9. Inkreis,
10. Anstieg, 11. Strecke, 12. Einheit, ,
13. Ellipse

Losungswort: Trigonometrie

Kreuzzahlritsel

alpha-Wettbewerb
Abzeichen in Gold

Fiir dreijihrige Teilnahme (Fortsetzung)

Carsten Karl, Aken; Cathrin Miinster, Anklam;
Kathrin Wagner, Antonsthal; Sylvia Kéttig, Apol-
da; Tino Viertel, Auerbach; Anka Sommer, Augs-
dorf; Uwe Schroder, Bad Brambach; Solveig vander
Velde, Ines Wagner, Ralph Voigt, Jens Humpisch,
Jan Reichenbach, Sven StoeBer, alle Bad Gott-
leuba; Steffen Weber, Uta Bittorf, Joachim Krug,
alle Tiefenort, Kathrin Giadke, Torgelow; Ralf
Géossinger, Ray Langlotz, Ole Glénzer, alle Unter-
breizbach; Uwe Landgraf, Vacha; Dirk Wenzlaff,
Heike Schulz, beide Vitte; Gisbert Thiere, Wall-
hausen; Regina Frindt, Udo Michallik, Irene Mi-
challik, Susanne Anschiitz, alle Waren; Margret
Boeticher, Thomas Harz, Stefan Thiter, Dirk Leh-
mann, alle Weimar; Barbara Schiitze, WeiBenfels;
Steffen Konietzky, WeiBwasser; Annett Seidel,
Agnes Jorzick, beide Wismar; Thomas Peuker, J6rg
Angeimann, Karsten Busse, alle Wittenberg; Irene
Zoll, Wittenberge; Thomas Pribus, Wolfgang Beh-
rend, beide Wittstock; Maik Weiss, Kerstin Jung,
beide Wobbelin, Claudia Bock, Wolfen; Astrid
Keller, Wolgast; Udo Riedel, Zeitz; Erika Schrei-
ber, Kerstin Barthelmes, beide Zella-Mehlis; Birgit
Erdmann, Heide Hilse, Ralph Paulsen, Annegret
Linke, alle Zittau; Romi Riedel, Zollschwitz;
Mathias Goltzsche, Zschopau; Elke Goraus,
Zwickau; Hella Gossel, Sénke MaeB, beide Bad
Doberan; Kerstin Messerschmidt, Heiko Stein,
beide Bad Liebenstein; Ute Baumberg, Sybille
Kerner, beide Bad Salzungen; Raik Langlotz,
Birenklau; Kirsten Hantke, Bautzen; Annette
Pietsch, Berga; Ines Vinzelberg, Bergwitz; Chri-
stiane Mayer, Oliver Wenzel, Bernhard Napiontek,



Reinhard Wegener, Rainer Krenzke, Norbert Dorn,
Cathrin Voigt, Carmen Voigt, Jens Prochno, Mi-
chaela und Steffen Padelt, Conelia Woll, Beate
und Stefan Miller, Steflen MeiBner, Thomas Ho-
nigmann, Grit Weber, Tom Pfeiler, Hans-Jorg
Wieser, alle Berlin; Jorg Leine, Berlstedt; Marlies
Reschke, Karen Sourell, beide Bernau; Joachim
Riedel, Oliver Haase, beide Bestensee; Helge
Dirschke, Bitterfeld; Jens Steiner, Bliederstedt;
Susanne Sternberg, Borne; Marlis Schroder, Bran-
denburg; Klaus Asmus, Kati Riedel, Mario Bach-
mann, Ulrike Langer, Lutz Reum, Jens Fissel, alle
Breitungen; Dirk Hampicke, Buchwaldchen; Hei-
drun Boldt, Burg Stargard; Thomas BartmuD,
Burow; Olaf Nitzsche, Callenberg; Bernd Schiitze,
Camin; Christian Sitz, Calau; Ramona Blank,
Angelika Jung, Jorg Rubelowski, alle Clingen;
Matthias Winkler, Cossebaude; Anne Ruprecht,
Silke Riedel, Jens Hofmann, Tina Thimmel, Man-
(red Ertelt, alle Coswig; Andreas Stenzel, Barbara
Konzack, Anke Richter, Iris Forth, Thomas Lin-
dersbausen, Jens Leberwurst, Tino Seidler, alle
Cottbus; Jirgen Baum, Creuzburg; Jorg Uhlig,
Crimmitschau; Uwe Martin, Crossen; Bert Kihne,
Jens Fuchs, Jorg Lorenz, alle Dahme; Ralf-Torsten
Scheel, Dahmen; Katrin Moller, Damgarten; Vol-
ker Schmidt, Norbert Klawuhn, beide Demmin;
Ute Fehrmann, Deutschenbora; Katrin Madler,
Dessau; Gabriele Kruse, Dingelstadt; Kornelia
Tolkemit, Dobbertin; Evelyn Scharf, Ddbeln;
Antje Remke, Déberitz; Carola Schwerdtner, Hei-
ko Scholz, Heiko Merwitz, alle Dohna; Michael
Beetz, Dreetz; Ralf Lagua, Dreileben; René
Pratsch, Martin Jager, Stefan Mattausch, Klaus
Dieter Pursche, Michael Nitsche, Ins Wislicenus,
Oliver Geupel, Peter Forster, Sylvia Gunther, Sa-
bine Monnig, Helmut und Carsten Schreiber, Mi-
chael Gehre, Rolf Dach, Thomas Hiibner, Carola
Matthes, Annegret Wustmann, alle Dresden; Stef-
fen Patzschke, DroyBig; Kathrin Wegner-Repke,
Bert Minske, Norma Koenig, alle Eberswalde;
Sven WeiBbach, Ehrenfriedersdor{’; Thomas K6nig,
Ehrenhain; Monika GlaB, Holger Fey, Winnie
Giinther, Ul Arnold, Jana Schwabe, Bolko Schu-
mann, alle Eisenach; Olaf Leschnik, Anke Edler,
Mario Thiel, alle Eisleben; Jens Kiihne, Elirich;
Bertram Siebenkids, Martina Helms, beide Erfurt;
Thomas Nicklisch, Falkenberg; Heike Morgner,
Falkenstein; Andreas Maller, Silke Weisheit, Astrid
Abt, Manuela Mader, Uwe Weyh, Annette Span-
genberg, Finowfurt; Hans Schrder, Bernd Miiller,
beide Finsterwalde; Roland Lefller, Claudia Niele-
bock, Susanne Herrmann, Ilka Forbrig, Beate
Rothamel, alle Floh; Roberto Hubein, Forst; Jan
Seyfarth, Frankfurt; Heike Voigt, Frauenhain;
Henry Kost, Freiberg; Frank Ribbe, Katrin Pom-
mer, Martina Haeckert, alle Friedeburg; Jordis
Drunk, Jens Lull, beide Friedland; Henry Maider,
Frohburg; Michaela Kohler, Susann Laue, beide
Gerbstedt ; Torsten Pfiitzenreuter, Gerterode; Ans-
gar Heise, Gorlitz; Jens Penzler, Gorsbach; Karola
Suppe, Gotha; Karsten Sonnemann, Grabow; Si-
gurd Werner, Mathias Schleif, beide Gransee;
Signe Orawski, Kathrin WeiB, Andreas Kersten,
Annette Grunert, alle Grifenhainichen; Dirk Lan-
gehr, Annette Surkus, beide Greifswald; Thomas
Rauschenbach, Grochwitz; Ronald Herzog, Rainer
Mielke, beide Gr.Bademeusel; Martina Mager,
GroBharthau; Katrin WeiB, GroBrohrsdorf; Katrin
KieBling, Boris Friedrich, beide GroBschonau;
Ramiro Viertel, Griinbach; Thorsten Hannusch,
Peter Meusel, Uta Riedel, alle Guben; Herbert
Siflohn, Erik Opelt, beide Giistrow; Olaf Zill,
Hainichen; Katrin Strathaus, Dirk Lichtblau, beide
Halberstadt; Guido Vollbeding, Haldensleben;
Henning Salz, Gudrun Schleiff, beide Halle; Kar-
sten Miller, Jorg Oehlschlager, Thomas Hache,
Holger RoBner, alle Halle-Neustadt; Annett Hoch-
muth, Karsten Dressel, beide Hammerbriicke;
Ulrich Mohrke, Uta Schumann, Ina Lenz, Jutta
Schumann, alle Havelberg; Robert Siegel, Heck-
lingen; Uta Reck, Heiligenstadt; Viola Mettner,

Hennigsdorf; Falk Hartmann. Hermannsdorf; Ste-
fan Huth, Herzberg; Mario Laufer, Heyerode;
Katrin Dobel, Hohenleipisch; Annett Neubert,
Carsten Leibnitz, beide Hohenstein; Heike Rose,
Holzdorf; Kai Schréder, Holzengel; Henry Mdller,
Peter Hermann, beide Hoyerswerda; Claudia Doc-
ter, Ilsenburg; Elke Schumann, Jahnishausen;
Christian Engel, Jarmen; Katrin Tschirpke, Ulrich
Scheler, Christian Dietrich, Michael Mannstadt,
alle Jena; Heike Bahls, Kandelin; Susanne Ritzke,
Traute Ziegler, beide Karbow; Ingolf Knopf,
Andreas Israel, Uwe Lippmann, Annegret Schotte,
Riko und Steffen Richter, Andreas Richter, Frank
Ernst, Sebastian Horbach, Hildegard Geisler, alle
Karl-Marx-Stadt; Matthias Schneider, Kemmlitz;
Michael Fiedler, Udo Streller, beide Kleinmach-
now; Anke Drewitz, Klosterfelde; Beate Hiibel,
Helge Miiller, beide Kdnigsee; Friedhelm Reichert,
Heiko Witte, beide K6nigs Wusterhausen; Dorit
Wernicke, Kothen ; Thoralf Blattermann; Kénnern;
Karsten Schmidt, Kolochau; Andreas Blaudzun,
Krakow; Gert Kiinzelmann, Krina; Astrid Mon-
tag, Kiillstedt; Kirsten Flohr, Torsten Biittner,
Cathrin Ziemens, alle Laage; Steflen Heyde, Lat-
dorf; Matthias Polle, Lauter; Diana Dreger, Legde;
Jens-Uwe Lange, Gerald Nachtweih, Dietmar
Schroter, Michael Herrmann, Michael Klaus,
Andre Weber, alle Leinefelde; Ralf Laue, Petra
Gollewsky, Johanna Diiwel, Bianka Schulze, Sylvia
Richter, Steflen Brumme, Thomas Kluge, Cornelia
Zinke, Matthias Hiibner, Stephan, Klemens und
Thomas Rebbelmund, alle Leipzig; Ute Ukat,
Leuna; Peter GroB, Lichtentanne; Lars Lange,
Frank Klingenhofer, beide Limlingerode; Chri-
stoph Kiirner, Linz (Osterreich); Barbel Krieg,
Marion Friedrich, Birgit Miiller, Peter Remmert,
Katrin Busch, Beate Lindig, Sabine Gottschling,
Susann Neumeister, Torsten Matysik, Kerstin
Klee, alle Lobenstein; Elke Springer, Glen Sta-
chowski, Stefan Benada, alle Lobau; Simone
Springwald, Heike Kiihne, Stefan Briinner, alle
Loderburg; Rene Schuster, Jiirgen Hempel, Andrea
Busch, Jorg Kerl, Silke Wiedewilt, alle Lossau;
UIf Brandes, Liiblow; Rainer Gerlach, Liibs;
Christiane Héfer, Lugau; Ekkehard Ludwig, Liih-
mannsdorf{; Jan Fuhge, Frank Wunderling, Peter
Zienicke, Gaby Brandt, Susanne Woll, alle Magde-
burg; Achim Beinroth, Mansfeld; Lutz Thieme,
Wolfram Hoppe, beide Marienberg; Martin Miiller,
Marlow; Lutz Biittner, Martinroda; Simone Brund-
graber, Marxwalde; Joachim Kleinert, Meiningen;
Thomas Baumann, MeiBen; Andreas Strecker,
Mario Steller, beide Merseburg; Gitta Knorre,
Micheln; Beate Bozek, Mildenberg; Utz-Eckart
Henze, Milow; Ramona LinB, Kerstin RoBmann,
Petra Klein, Katrin Bischof, alle Mittelstille; Tilo
Grineberger, Nerchau; Gunnar Moérke, Neubran-
denburg; Arndt Kritzner, Steflen Goldner, Hans-
Dieter Biichler, Anja Vo0, alle Neustadt; Udo
HeinB, Neustrelitz; Frank Schmidtchen, Nieder-
crinitz; Annett Ludwig, Niederorla; Silke Riechen,
Niederseidewitz; Steffen Gobel, Niederwiesa; Tor-
sten LinB, Nordhausen; Matthias Drochner, Nos-
sen; Astrid Hecker, Oberbosa; Frank Jager, Ober-
schonau; Veit Wonneberger, Ohorn; Lutz Urban,
Oppeln; Joern Grell, Oranienburg; Roland Pom-
mer, Oschatz; Steflen Zielinski, Osternienburg;
Gerlinde Lehmann, Pahrenz; Aike Hinrichs, Tibor
Leitz, beide Parchim; Hellmut Schenk, Pirna;
Andreas Denecke, Poggendor{; Heike Neumann,
Henning Schulz, beide Potsdam; René Zimmer,
Premnitz; Annett Brafel, Probstzella; Wieland
Handke, Pulsnitz; Petra Richwien, Monika Miiller,
beide Quitzdbel; Klaus-Peter Lindner, Stephan
Weise, Ingolf Pitz, alle Rockwitz; Jens Papperitz,
Carsten Rabeneck, Ingo Bandemer, Bettina Beu-
rich, Kathrin Prescher, Enrico Handke, alle Rade-
beul; Dietrich Zwicker, Rastenberg; Irma GoB-
mann, Rheinsberg (Rentnerin); Anja Meuser, Jens
Neubert, beide Ribnitz; Axel Kaminski, Frank
Miiller, beide Riesa; Heike Morgenstern, Réblin-
gen; Beate Wichmann, Rodewitz; Uwe Gers, Ro-

senow; Thomas Holzerland, Kristin SaB, Andres
Wiebke, Annett Seliger, alle Rostock ; Sylvia Kirch-
ner, Katrin Anton, Silke Luther, alle RoBdorf;
Frank Schroter, Rotta; Andreas Gahabka, Ruhla;
Sabine Wilk, Kahland; Uwe Schwerk, Ruthen;
Maren Pantzke, Birbel Héssel, Jens Sommermann,
alle Saalfeld; Marian Klima, Jana Musch, Sonja
Mary, alle SaBnitz; Andrea Weidensdérfer, Sayda;
Annette Schubert, Schalkau; Jorg Jahnel, Schko-
len; Sven Hader, Schlotheim; Dirk Kopnick,
Schladitz; Torsten Héfner, André Mau, Beate
Malsch, Saskia Hellwig, alle Schmalkalden; Kurt
Schulze, Schernberg; Petra Vater, Frank Sauber,
Antje Klinder, Regina Schalle, Kornelia Heyer,
Jana Radau, alle Schorssow; Ralf Stentzel, Jan
Dehnel, beide Schwarzenberg; Evi Binder, Schwaz
(Osterreich); Uta Mébius, Schwerin; Delia Wolfert,
Sollichau; Frank Vollborth, Ralf Gretsch, beide
Sondershausen; Heiko Granzow, Spremberg; Mike
Selig, Stauchitz; Andrea Neuber, Beate Nothnagel,
Silke Recknagel, Heike Zimmermann, Michael
Holland-Moritz, Angela Miiller, Rene Bieber, Peter
Luck, Jaqueline Hifner, Katrin Méller, Katarina
Eckstein, Silke Holland-Moritz, Sabine Recknagel,
Gabriele Reum, Katrin Gensler, Sigrid Szegunis,
Michael Zeiske, Jens Wilhelm, Petra Zimmermann,
alle Steinbach-Hallenberg; Math.-Club der Dr.-
S.-Allende-OS, Stralsund ; Heike Fehringer, Helmut
Sauerbrei, beide Suhl; Torsten Schliephake, Sten-
dal; Winfried Ulbrich, Babette Miiller, beide
Schralkalden; Maik und Tobias - Schénherr,
Schmélin; Maik Kiihne, Schwepnitz; Antje Kurtz,
Schénebeck ; Olaf Putensen, Thomas Fittkau, Mat-
thias Herrmann, alle Schwerin; Ralph Huck, Seb-
nitz; Andrea Rosénau, Siegersleben; Susanne Krie-
ger, Arlette Wetzel, beide S6mmerda; Heidi Bott-
ger, Lydia Balzer, beide Sondershausen; Angelika
Frank, Sponholz; Bernd Urbank, Spremberg; Tor-
sten RoBnick, Stendal; Ines Voigt, Stiilpe; Kerstin
Mey, Suhl; Armin Singer, Teichwolframsdorf;
Michael Frenz, Silvia Reinwarth, beide Teltow;
Steffi Herrmann, Tielenort; Grit Rosin, Téplitz;
Wolfram Fischer, Torgau; Andrea Bihr, Torgelow;
Andreas Beleites, Trebnitz; Dorothea Bornschein,
Troglitz; Ralf Kriger, Uebigau; Kerstin Schmidt,
Silvia Schwierske, Christine Fladung, Christine
Becker, Lars Briickner, Ingo Blaurock, Mario Blau-
rock, Mike Herrmarin, Mike Hindermann, Ullrich
Kallenbach, Steffen Limmerhirt, Frank Landsie-
del, Jorg RaBbach, Jan Schneider, Holger Zapf,
Christine Demny, Kristin Giinther, Petra Guth,
Marion Herbig, Christine Hermes, Silke Holerich-
ter, Regina Leineweber, Antje Meister, Doreen
Siebert, Christiane Schmidt, Sabine Ullmann, Olal
Schaub, Mario Fischer, Dirk IBbriicker, Thomas
Matern, Wiebke Fleischhauer, Bettina Landsiedel,
alle Vacha; Petra und Ute Borchers, Uwe und Rall
Dittmar, Edith Kirwitzke, Kerstin Nicolovius, Uta
Michallik, alle Waren; Britta Bernhardt, Warin;
Michael Fries, Wasserthaleben; Jan Herrmann,
Wechselburg; Astrid Liebergesell, Weimar; Gun-
tram Opitz, Weinbohla; Diana Ammann, Weilen-
born; Steffen Schréder, Birgit Kong, beide Weil-
wasser; Ramona Strickbrodt, Westerengel; Jiirgen
Jahns, Wilsleben; Gundel Miiller, Wimmelburg;
Klaus Michel, Wismar; Hans Giihring, Steffen
Pietz, Kerstin Bliithner, alle Wittenberg; Andrea
Hartwig, Ronald Reschke, Mario Bobzin, alle
Wittstock; Astrid Merx, Wischershausen; Ralph
Bock, Wolfen; Antje Grosa, Wollerstedt; Elke
Eix, Cornelia Escher, beide Wolgast; Volker Rich-
ter, Wutha; Maik Schillermann, Zarrentin; Petra
Schliwicke, Zehdenick; Antje Fiebig, Zeithain;
Pier Bierbach, Anka Bénisch, Steffen Wunderlich,
alle Zeitz; Andrea Schmidt, Grit Keiner, beide
Zella-Mehlis; Jiirgen TeBmann, Zerbst; Birgit
Gawlik, Ronald Peschel, Andreas Seidel, Steffi
Spatzier, alle Zittau; Harald Hempel, Zschoppach;
Maik DroBler, Marion Nenczak, Kerstin Ko-
waczek, Riidiger Rabe, alle Zschornewitz; Sven
Moldenhauer, Deutschenbora; Bernd Walter,
Adorf



Speziell
fiir Klasse 5/6

Geometrische
Plaudereien

Al A Gib jeweils an, aus welchen der drei
Figuren man die Ausgangsfigur zusammen-
setzen kann!

a)

c)

»

®
/
\ 4

N ][]

A2A Welcher der Wiirfel a bis d in Bild 2
geht durch Drehung in den Ausgangswiirfel 1,
2 bzw. 3 iiber?

ABBUDIOIE!

A3 A Der Umfang der beiden Figuren wird
durch 16 Holzchen gebildet.
a) Bestimme die Anzahl der eingeschlossenen

Quadrate, deren Seitenldnge mit der Linge
eines Holzchens iibereinstimmt!

b) Lege aus den 16 Holzchen eine Figur mit

A8 A Versuche, nach Augenmal zueinan-
der kongruente Strecken zu finden!

der groBtmoglichen Anzahl von Quadraten, 0 y—-c
deren Seitenldnge mit der Linge eines Holz-
chens iibereinstimmt ! N \

A'\\L

A9a Welche der Figuren sind durch Ver-
schiebungen auseinander hervorgegangen?

A44a Zeichne, falls moglich, in jede der
angegebenen Figuren alle Symmetrieachsen

ein!
oA QO
b c d
<A< )
e t Vg Vh
A10A Welches Wort erhiltst du, wenn du
spiegelst?
AS5A a) Welche Bedeutung haben die ein-

zelnen Verkehrszeichen?

b) Wieviel Symmetrieachsen hat jedes dieser
Zeichen?

Zeichne sie ein!

@=0 ®

&% 1

A6A a) Welche der im Bild gezeichneten £ o'

Figuren sind Netze von Korpern? . C .
A B
a
% " abpa
A B

b) Benenne die Korper, zu denen Netze ge-
L. Flade/H. Knopf

Alla Vollende,so dalB jeweils das Spiegel-
bild der gezeichneten Figur entsteht!

9 h NIy gc
- 9 s_l k

zeichnet sind!

¢ R o=
R,

A7a Jedes Beispiel in Bild 7 zeigt eine
Gerade und zwei Figuren F1 und F2. Bei
welchem Beispiel ist F2 nicht das Bild von F1
bei eiper Spiegelung an der gezeichneten

Das verungliickte
Rechteck

Ein Rechteck fuhr mit dem Quadrat
auf einem schnellen Motorrad.
Doch kamen beide nicht sehr weit!
Zu hoch war die Geschwindigkeit.
Woran sie beide nicht gedacht,

9 .
Geraden? in einer Kurve hat's gekracht.
Sie rammten eine Hiuserwand,
AAAAS an der man sie verungliickt fand.
oM | |:? ,V,V,V,V Nun waren beide Invalid:

ein Rhombus und ein Rhomboid.
Ehrenfried Winkler
(aus : Sdchsisches Tageblatt)
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Was jeder wissen sollte:

Probleme, die beim numerischen

Rechnen auftreten

1. Einleitung

Bei praktischen Aufgabenstellungen muB man
ausgehend von einem Sachverhalt versuchen,
ein mathematisches Modell aufzustellen. (Ein
Modell ist dabei eine geeignete mathemati-
sche Beschreibung der in der Aulgaben-
stellung enthaltenen wesentlichsten natur-
wissenschaftlichen, technischen oder 6kono-
mischen Beziehungen und GesetzmaBigkei-
ten.) Es’ist also die vorliegende Aufgabe ,,in
Formeln oder in Gleichungen zu fassen“.
Dieses Modell wird dann mit Hilfe eines ent-
sprechenden Verfahrens gelost. Dabei geht
es im allgemeinen um eine zahlenmiBige
(numerische) Losung,.

Vielfach verwendet man auch Rechenhilfs-
mittel (z. B. Tabellen, Rechner). Beim zahlen-
miBigen Losen treten eine Reihe von Pro-
blemen auf. Sie sind einerseits bedingt durch
die Tatsache, daB3 die Werte (Daten), die in
die Rechnung eingehen, meist Niherungs-
werte sind (MeBdaten, Werte aus Tabellen
usw.), andererseits dadurch, daB man z.B.
mit Digitalrechnern arbeitet, bei denen die
reellen Zahlen durch eine endliche Ziffern-
folge dargestellt werden und in denen nur
elementare Operationen (Grundrechenopera-
tionen, Vergleichsoperationen) maoglich sind.
Hiufig mull man auch die Ausgangsaufgabe
durch eine ,Ersatzaufgabe” annihern und
zur Losung ein Naherungsverfahren verwen-
den. Das fiihrt dazu, daB sich Fehler ,.ein-
schleichen“ und [ortpflanzen. So muB man
z.B. auch im Laufe der Rechnung stindig
runden. Diese Rundungsfehler konnen sich
aufschaukeln.

Einige Probleme, die beim numerischen Rech-
nen auftreten, sollen hier zusammengestellt
und an Beispielen veranschaulicht werden.

2. Beispiel

Die genannte Problematik soll zunichst an
einem einfachen Beispiel erlautert werden.
Aufgabe: Es ist bei gegebenem Fldcheninhalt
A die Seitenlange x eines Quadrates auszu-
rechnen.

Modell: Es gilt x=]/2, damit erhilt man als
Gleichung f(x)=x?— 4=0. Das mathemati-
sche Modell ist also hier eine Gleichung mit
einer Unbekannten.

Losung: Die erhaltene Gleichung kann man
z.B. so 16sen, daB man [/Z mit Hille einer
Niherungsformel berechnet. (Das Rahmen-
programm fur Arbeitsgemeinschaflten der
Klassen 9 und 10 - Praktische Mathematik —
sieht eine Behandlung der Naherungsberech-
nung von Potenzen und Wurzeln vor.)

Mit Hilfe der Binomischen Reihe erhilt man

b 1 A
=1/k2 ~ =
A=)k +thxk+5y 2—{k+k).

Falls A =24 ist, ergibt sich z. B.

l/ﬂ=|/16+8z%(4+2—:>=5 (Tafelwert:

4,899).
Mit Hilfe einer bereits von Newton ange-
gebenen Vorschrift

1
xi+1=‘<x.‘+£>; i=0,1,2, ...
2 X;

und als Startwert xo, konnte man schritt-
weise eine Folge von Niherungen fir die L6-
sung der Gleichung berechnen. (Man erhilt
ein sogenanntes [terationsverfahren. Unter
gewissen Voraussetzungen konvergiert die
Folge der Niherungslosungen gegen die
exakte Losung.)

Man erhalt mit xo=5:

Xy =%<5+2—2>=4,9 und

1 24
X2 =i<4’9 + E) = 4,899

Bei der Losung der Gleichung treten die fiir
das numerische Rechnen typischen Probleme
auf: Auswahl eines Verfahrens (meist ein
Niherungsverfahren); Rundung; Fortpflan-
zung von Eingangs- und Rundungsfehlern
usw.

Allgemein konnte die Aulgabenstellung unter
der Uberschrilt Numerische Verfahren zur Lé-
sung von Gleichungen mit einer Unbekannten
betrachtet werden.

3. Quellen und Klassifizierung von Fehlern

In einer beliebigen mathematischen Aulga-
benstellung treten meist verschiedene Va-
riable und Parameter auf. Um eine konkrete
L6sung zu erhalten, miissen fiir die Variablen
und Parameter Werte — Zahlen - eingesetzt
werden.

Beispiel: Ay= # ;g=>5cm,

h=10cm; damit Ay=25cm?)

Die Gesamtheit aller Werte, die gegeben sein
miissen, um die geforderte Losung einer Auf-
gabe zu erhalten, heiBen Anfangsdaten oder
Anfangsinformationen.

Die allgemeine Losung einer Aufgabe ist so-
mit eine Funktion der Anfangsdaten (z.B.:
Aa=f(g, h). Bei den meisten Aufgaben sind

_diese Anfangsdaten Niherungswerte. Sie sind

mit Fehlern behaltet, da sie z. B. MeBergeb-
nisse aus Experimenten, Werte aus Tabellen,
durch Runden entstandene Zahlen oder Lo-
sungen anderer Aufgaben sind. Man erhilt
also bei der Losung einer Aulgabe Resultate,
deren Genauigkeit von den Anfangsdaten ab-
Hangt. Die Abweichung der exakten Losung
x von der Niherungslosung X heiBt Fehler
(X —x). Fehler, die beim Losen von Aufgaben
durch ungenaue Anfangsdaten entstehen, hei-
Ben Eingangsfehler.

Die Eingangsfehler hangen nicht von der
mathematischen Theorie ab. Sie pflanzen sich
fort, und man muB deren Auswirkungen auf
das Resultat untersuchen.

Wenn man eine Aulgabe 16st, so muBl man
diese meistens durch eine andere Aulgabe er-
setzen, die praktisch 1osbar ist. Sehr oft ist
eine analytische Losung nicht moglich. AuBer-
dem will man auch Rechenhillsmittel ein-
setzen. Soll z. B. die Quadratwurzel aus einer
Zahl bestimmt werden, verwendet man Nzhe-

rungsformeln ([/; =/k*+bx % (k + %))

oder man bestimmt die Wurzel iterativ.

Die Losung der Ersatzaufgabe muB der der
Ausgangsaulgabe benachbart sein. Es diirfen
keine zu groBen Abweichungen auftreten.
Wenn man genaue Anfangsdaten hat und
anstelle der ‘Lésung der Aufgabe die Losung
der Ersatzaufgabe vornimmt, erhdlt man
natiirlich nur eine Naherung der exakten
Losung.

Fehler, die dadurch entstehen, daB die Auf-
gabe durch eine Ersatzaufgabe angenihert
wird, heiBen Verfahrensfehler.

Bei der zahlenméBigen Losung einer Aufgabe
erhilt man auBerdem Fehler durch Unge-
nauigkeiten im Rechengang selbst. So wer-
den z. B. irrationale Zahlen (1/5, 7, e), die im
RechenprozeB benotigt werden, durch Nihe-
rungswerte ersetzt. AuBerdem entstehen, da
ein Rechner mit Zahlen, die aus endlich
vielen Zillern bestehen, rechnet, weitere Un-
genauigkeiten durch das Runden.

Fehler, die durch Ungenauigkeiten im Re-
chengang entstehen, heien numerische Feh-
ler.

Der vollstindige Fehler einer Losung (x — x)
setzt sich aus Eingangs-, Verfahrens- und
numerischen Fehlern zusammen:

vollstdndiger Fehler

— e,

Eingangsfehler (Anfangsdaten) .
Verfahrensfehler (Ersatzaufgabe) — Losung
numerischer Fehler -
(Ungenauigkeiten im Rechengang)
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Neben den bisher genannten Erscheinungen
konnen noch weitere Probleme beim nu-
merischen Rechnen aultreten. So kdnnen z. B.
kleine relative Fehler in den Anfangsdaten
zu groBen relativen Fehlern im Ergebnis
fiihren. Man spricht dann von einem schlecht-
konditionierten Problem.

Nach diesem Uberblick iiber einige Effekte,
die beim numerischen Rechnen aultreten kon-
nen, sollen diese an Beispielen erldutert wer-
den.

4. Eingangsfehler und deren Fortpflanzung

é=X—x, wobei X der Naherungswert und x

der exakte Wert ist, heiBBt absoluter Fehler;der

Absolutbetrag der maximalen Abweichung

vom exakten Wert heiBt absolute Fehler-

schranke Ax.

Es gilt Je| =% — x| =|x— %| < Ax

und X —Ax<xZ x4+ Ax.

Will man die Fortpflanzung von Fehlern

untersuchen, dann muB man davon ausgehen,

daB der Wert maximal mit dem Fehler +Ax

behaftet sein kann. Man muB also mit

x =X+ Ax rechnen.

Beispiel: Die Linge eines Eisentrigers sei.

x=(134,44+0,01)m. Die absolute Fehler-

schranke ist dann Ax=0,01m. Man kann

das MeBergebnis nur bis auf eine Genauig-

keit von +0,01 m angeben, x liegt zwischen

13443 m und 134,45m.

Die Fortpflanzung von eingangsbedingten

Fehlern 140t sich allgemein untersuchen.

Hier sollen nur Fehler von Summe, Dillerenz

und Produkt betrachtet werden.

Es seien X ynd j die Ndherungswerte, Ax und

Ay die absoluten Fehlerschranken. ¢;=x—x

und &,=y—y die absoluten Fehler.

Es gilt dann:

&x+y=(X+J)—(x+y)=¢;+¢,, damit

[ex+y| < |e<| + 6| < Ax+ Ay und

Alx+y)<Ax+Ay

Ex-y=(X—P)+(—x+y)=¢€:—¢,, damit

Jex—) S ol e S Ax-+ Ay und

Alx—y)SAx+Ay

(X — ey —&y)) =%y — (e + &,% — £5¢,), damit

Exy = ExY + EyX — ExEy,

el SIRl6|+ e + el < Rl + [F{Ax-+
+Ax- Ay

und A(x - y)S|%[Ay+[7]Ax.

Beispiel: Die Seiten eines Quadrates haben

die Linge (113,5+0,1)m. Fiir den Umfang

erhidlt man (454,0+0,4)m, fir- die Fliache

als Fehlerschranke AA =22,7 m2.

-Man kann sich vorstellen, daB bei vielen

Rechenoperationen sich die Eingangsfehler

sehr stark aufschaukeln konnen und damit

das Ergebnis verfiilschen.

Beim Potenzieren erhilt man als Fehler-

schranke

A(x")=n " |x|Ax.

Wenn man ein lineares Gleichungssystem

von n Gleichungen mit n Unbekannten mit

Hilfe des Gaufischen Algorithmus 16st (vgl.:

Schiilerzeitschrift alpha, 1977 3/4, Wir losen
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lineare Gleichungssysteme mit dem GauPschen
Algorithmus), muB man eine Vielzahl von
Operationen (Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen und Divisionen) ausfihren.
Man kann sich also vorstellen, daB sich bei
einem solchen direkten Verfahren, wie es der
GauBsche Algorithmus ist, die Fehler sehr
stark fortpflanzen.

5. Verfahrensfehler

Bei der Losung einer Aufgabe kdnnen ver-
schiedene Verfahren gleichwertig sein. Sie
wiirden bei exagkter Rechnung dasselbe Er-
gebnis liefern, konnen aber beim Rechnen
mit endlicher Stellenzahl (so wie man in der
Praxis tagtdglich rechnet, auch auf Rechnern)
vollig verschiedene Ergebnisse bringen.
Die Auswirkungen solcher Verfahrensfehler
soll an zwei Beispielen demonstriert werden.
Beispiel: Es ist .
S=15-1,3+25-0,7+3,5-05+3,7- 1,5
+4,5-03+(-17)-1,3
Zu berechnen.
Als exakten Wert erhilt man S=10,14.
Wenn man ohne Rundung multipliziert, aul-
summiert und anschlieBend auf eine Komma-
stelle rundet, erhilt man S, = 10,1. Der Fehler
betrigt S; —S= —0,04.
Wenn man multipliziert, nach jeder Teil-
multiplikation das Produkt rundet und dann
summiert, erhilt man S;=10,4. Der Fehler
betrigt S, —S=0,26.
Wenn man auf Einer rundet, anschlieBend
multipliziert und addiert, erhilt man S3=15
mit dem Fehler S5 —$=4,86.
Beispiel: Fiir den Ausdruck z gilt

=)

2-12 (/2-1
=¥ IT P WA (/21
(/2+ 1 (/2-1)? V2-u

=[(/2-1))*=(3-2)/2
=9-12)/2+4-2=17-12)/2.
Berechnet man den Ausdruck mit Hille der
vier verschiedenen Verfahren (Formeln), so
erhélt man mit Viz 1,41
z; =0,0289,
Z3= 0,0283,
z3=0,0324 und
24=0,0800,
also unterschiedliche Ergebnisse.
Wenn man mit ]/5 21,4 rechnet, erhilt man
2, =0,0278,
2,=0,0256,
z3=0,0400 und
24=0,2000.

6. Kondition eines Problems

Beim numerischen Rechnen spielt auch die
Kondition des Problems eine Rolle. Da die
Anflangsdaten im Normalfall mit einem Feh-
ler behaftet sind, weist auch bei exakter

Rechnung das Ergebnis einen gewissen Fehler
auf.

Es kann vorkommen, daB kleine Anderungen
in den Ausgangsdaten zu groBen Anderungen
im Ergebnis filhren. Wenn das der Fall ist,
spricht man von einem schlechtkonditionier-
ten Problem, sonst von einem gutkonditio-
nierten.

Es handelt sich hierbei um eine Eigenschaft
des Problems, nicht aber des verwendeten
Algorithmus. MabBzahlen, die die Begriffe
gut- und schlechtkonditioniert quantitativ
erfassen, heiBen Konditionszahlen.

Zur Erlduterung dieses Effektes betrachten
wir die Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit zwei Unbekannten.

Beispiel :
2x.+6y =8
2x+6,0001y =8,0001.
Man erhilt

0,0001y=0,0001; damit y=1und x=1.
Es werden nun kleine Anderungen in den
Koeflizienten des Gleichungssystems (in den
Ausgangsdaten) vorgenommen und die Aus-
wirkungen auf das Ergebnis betrachtet:

2x+6y =8

2x 45,9999y = 8,0002.
Man erhilt y=—2 und x=10.

2x+6y =8

2x+5,9998y =8,0001.
Man erhilt y=—0,5 und x=55.
Bei 2x+6y=8

2x 45,9999y =8,0004,

erhilt man y=—4 und x=16.
Es ist deutlich zu erkennen, daB bei diesem
Problem kleine Anderungen der Koeffizien-
ten zu wesentlichen Anderungen im Ergebnis
fiihren. Das Gleichungssystem ist schlecht-
konditioniert.

7. Zusammenfassung

An Beispielen wurden einige Effekte demon-
striert, die beim numerischen Rechnen au_l'-'
treten konnen. Von, solchen Effekten muB,
man wissen, wenn man zahlenmaBig ein Pro-
blem 16st. Man muf auch versuchen, solche
Effekte quantitativ zu erfassen, damit man
Aussagen iiber die Giite seiner Ergebnisse
machen kann. Das ist fiir die Praxis von gro-
Ber Bedeutung. Es sind also u.a. Fehlerbe-
trachtungen und Untersuchungen zur Kon-
dition eines Problems notwendig.

"Die Numerische Mathematik, eine wichtige

Disziplin der Mathematik, die Verfahren zur
zahlenmiBigen Losung von mathematischen
Problemen entwickelt und diskutiert unter
Beachtung der Verwendung von Rechen-
anlagen, hat u.a. auch die Aufgabe, die hier
zusammengestellten numerischen Effekte
(Eigenheiten des numerischen Rechnens) zu
untersuchen und quantitativ zu erfassen.

’ J. Gronitz



Fine Aufgabe
und vier Losungen

Drei Orte A, B und C sollen eine gemeinsame
Tralostation erhalten. Aus Gkonomischen
Griinden soll sie so gelegen sein, daB die
Summe der Entfernungen zu den drei Orten
ein Minimum ist (Bild 1). Dieses Problem,
innerhalb eines Dreiecks ABC einen Punkt P
so zu konstruieren, daB PA+PB+PC=s
minimal wird, geht auf Jakob Steiner zuriick
(1796 bis 1863) und 148t sich mit unterschied-
lichen mathematischen Mitteln l6sen.
¢

Bild 1 h

A | 8

Wie die Analyse einer Losung Hinweise auf
weitere Moglichkeiten zur Losung bietet, soll
in diesem Beitrag gezeigt werden. Wir be-
schrinken unsere Betrachtungen zunichst
auf Dreiecke, in denen alle Innenwinkel klei-
ner als 120° sind.

(1) Die Idee zu einer ersten Losung besteht
darin, die Strecken PA, PB, PC zu einem
Streckenzug zusammenzufiigen. Die Linge
dieses Streckenzuges soll dann ein Minimum
werden.

Im Dreieck ABC wird zunichst ein beliebiger
Punkt Q gewidhlt. Dann bilden wir das
Dreieck AQB durch eine Drehung um A mit
dem Drehwinkel 60° auf das Dreieck 4B'Q’
ab. Fiir die betrachtete Summe der Entfer-
nung gilt Q_A+@+®=Q—C+ W+W
(wegen des Drehwinkels von 60° ist das
Dreieck AQQ) gleichseitig).

Ebenso wird das Dreieck BCQ durch eine
Drehung um B mit dem Drehwinkel 60° auf
das Dreieck BC'Q5 abgebildet (Bild 2). Der
entsprechende Streckenzug ist jetzt AQQ3C".
Wegen der willkiirlichen Wahl von Q werden
weder CQQ1B' noch AQQ>C’ in einer Ge-
raden liegen. Wiire das jedoch der Fall, dann
wiire der Streckenzug am kiirzesten, und zwar
gleich CB bzw. AC'. Daraus ergibt sich: Der
gesuchte Punkt P ist der Schnittpunkt von
AC' und CB'. Zur Kontrolle wurde im Bild 2
auch BA''konstruiert.

(2) Die Analyse von Bild 2 fiihrt auf eine
recht einfache Konstruktion des Punktes P.
Uber den Seiten des Dreiecks ABC werden
gleichseitige Dreiecke konstruiert. Die dabei
sich ergebenden Punkte 4’, B’ und C' wer-
den mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten
verbunden. Es gilt dann: Die Transversalen
AC', BA' und CPB schneiden einander in
einem Punkt P, und die Strecken AC', BA'
und CB' sind gleich lang (Bild 3).

%

Bild 3

o
Dieser Sachverhalt soll bewiesen werden.
AC’ und BA’ mogen den Punkt P gemein-
sam haben. Wir beweisen, daB CB’ durch P
geht. Nach dem Kongruenzsatz sws sind die
Dreiecke AC'C und A'BC kongruent. Durch
die Drehung um C mit dem Drehwinkel 60°
kann AAC'C auf AA’'BC abgebildet werden.
Bei dieser Abbildung wird Pe AC' auf P’e A'B
und die Strecke AC’ auf die Strecke A'B ab-
gebildet. Die beiden Strecken sind also gleich
lang, und sie bilden Winkel von 60° bzw.
120°.

AP'PC ist gleichseitig, also ist A'PB Winkel-
halbierende von ¥ APC; denn ¥ APA’' =60°.
Dann ist X ACP=60°~ ¥ PAC =60°
— ¥ PA'C. Weiterhin gilt aber auch AABA’
~AAB'C nach sws. Dann ist % ACB
=X AA'B=60°— X PA'C.

Die Winkel ¥ ACP und ¥ ACB sind also
gleich, d. h., P liegt auf CB'. AuBerdem folgt
aus der Kongruenz der beiden letztgenannten
Dreiecke, daB die Transversalen gleich lang
sind.

(3) Aus der niheren Betrachtung des Bildes 3
wird deutlich, daB P derjenige Punkt im
Inneren des Dreiecks ist, von dem aus jede

"der Dreiecksseiten unter einem Winkel von

120° gesehen werden kann. Diese Eigenschaft
von P legt eine weitere Maoglichkeit seiner

Konstruktion nahe: Es ist der Schnittpunkt
der Kreise zu ermitteln, in denen die Dreiecks-
seiten Sehnen sind und die zugehorigen Peri-
pheriewinkel 120° betragen. Im Bild 4 wurde
die Konstruktion ausgefiihrt. Der dritte Kreis
dient der Zeichenkontrolle.

(4) Zu der Erkenntnis, daB P derjenige Punkt
sein muB, von dem aus man die Dreiecks-
seiten jeweils unter eéinem Winkel von 120°
sieht, kommt man auch durch die folgende
Uberlegung:

Angenommen, im Dreieck ABC sei P der
Punkt, fir den PA+ PB+ PC ein Minimum
ist. Es sei weiter der Kreis kK um B durch P
gezeichnet. Dann muB3 P offensichtlich der
Punkt dieses Kreises sein, fir den PA+ PC
ein Minimum ist (Bild 5). Dazu mul3 P so
gelegen sein, daB P4 und PC mit dem Kreis,
d.h. mit der Tangente in P, gleiche Winkel
bilden. Die gleiche Uberlegung 1d8t sich fir
die Kreise um A bzw. um C anstellen. Von
P aus miissen alle Dreiecksseiten unter dem
gleichen Winkel gesehen werden, d. h., dieser
Winkel betréigt 120°. Im Bild 6 ist an.einem
einfacheren Beispiel erliutert, daB PA+ PC
nur dann am kleinsten wird, wenn P4 und
PC mit g gleiche Winkel bilden. Jeder andere
Punkt P, fihrt zu einem langeren Strecken-
zug (Dreiecksungleichung).

c

(5) Es war vorausgesetzt worden, daB im
Dreieck ABC alle Winkel kleiner als 120°
sein sollten. ‘Sollte ein Innenwinkel gleich
oder groBer als 120° sein, dann ist der ge-
suchte Punkt P der Scheitel dieses Winkels.
Versucht dafiir eine Begriindung zu finden!
W. Jungk
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Internationale
Buchkunst-
Ausstellung,
Leipzig

Ausgezeichnet mit dem Pridikat

Ehrende Anerkennung
wurden 30 Biicher

Folgende vier mathematischen Titel erhielten
die Auszeichnung:

Autorenkollektiv
Mathematika
Finnische Mathematiklehrbiicher

(K11 bis 5)
Verlag: Esselte Herzogs, Naucka 1980

Foud Haji
Mathématiques

libanesische Mathematiklehrbiicher fiir die
Klassen 1 bis 6 in arabisch, franzésisch und
englisch

Editions Librairie St. Paul,

Beyrouth 1980

Autorenkollektiv
It’s a Mathematical World

Mathematiklehrbuch Rir obere Klassen
und Erwachsene

Verlag: Longman Paul Limited,

New Zealand 1980

Johannes Lehmann

Kurzweil durch Mathe

Mathematikunterhaltungsbuch fiir
obere Klassen und Erwachsene
Urania-Verlag

Leipzig - Jena - Berlin, 1980
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Mathematical
World

mnn
il Kurzweil durch
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»Schonste Biicher aus aller Welt* wurden im
Herbst 1963 erstmals in Leipzig ausgestellt.

Veranstalter: Rat der Stadt und Borsenver-’

ein. Im Herbst 1981 wurden 650 Titel einge-
reicht, 30 davon erhielten einen Preis, 30 eine
»Ehrende Anerkennung®.
Gleichzeitig fanden die Besucher eine Sonder-
schau ,,Das mathematisch-naturwissenschalft-
liche Schulbuch* vor. Vier Biicher dieser
Sonderschau erhielten eine ,Ehrende An-
erkennung"”. Aus der Vielfalt der ausgestellten
Mathematikbiicher wurden [iir den alpha-
Leser zehn meist unterhaltsame Probleme
ausgewihlt. Viel SpaB beim Knobeln!

J. Lehmann

Aufgaben

Aus der Fiille des vorliegenden Materials
wihlten wir fiir unsere Leser folgende — meist
unterhaltsame - Probleme aus:

Ala Vier Personen geben folgende Aus-

kunft:

1. Person: ,Ich wiege 5kg weniger als die

dritte Person.*

2. Person: ,,Ich wiege die Halfte von dem, was

die 1.Person und die 4.Person zusammen

wiegen."

3. Person: ,,Jch wiege 29 kg mehr als die 4. Per-

son.”

4. Person: ,Ich bringe ein Viertel von dem aul

die Waage, was die 1., 2. und 3. Person insge-

samt wiegen."

Diirfen die 4 Personen in einem Aufzug [ah-

ren, der 350 kg Masse bef6rdern kann?
(Finnland)

Ein zerbrochenes Fenster

A2a Werwares?

,Ich nicht®, sagte Pete.

»Es war einer der Jungen*®, sagte Jenny.
. Nein, Jessica tat es”, sagte Tim.

Ich tat es nicht®, rief Jessica.

Nur eines der Kinder liigt!

Wer ist schuldig? (Neuseeland)

A3a Aul der Karte des Libanon betragt
die Entlernung zwischen Saida und Beirut
2c¢m. Die wirkliche Entfernung aul der Erde
ist 40 km.

1. Welche Entfernung muB aul der Karte
zwischen Beirut und Jounieh angegeben wer-
den, wenn sie aul der Erde 18 km betrigt?
II. Wieviel Kilometern entspricht ein Zenti-
meter auf der Karte?

IT1. Wie groB ist die wirkliche Entfernung
zwischen Beirut und Sour?

IV. Wie groB ist die wirkliche Entlernung
zwischen Saida und Tripoli? (Libanon)

A4 a Eine Streichholzschachtel hat die
Kanten mitden Langena=17mm,b=37mm,
¢=52mm. Es ist eine Zehnschachtelpackung
zu entwerfen, fir die moglichst wenig Ein-
schlagpapier verbraucht wird. (DDR)

AS5A Berechne in jeder Figur die schral-
fierte Restfldche!



A6A Wie ist es moglich, so durch die vier
duBeren Kreise zu laufen, daB die Summe der
vier Zahlen 100 ergibt? (Bulgarien)

20
/\35 \
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Kreuzzahlritsel
A7A Trage die Losungen der folgenden

Aufgaben, durch Sternchen gekennzeichnet,
in das Kreuzzahlritsel ein! (Indien)
Waagerecht
1. x5 x'°
3.27=,
6.(82-10)+ 1=,
8. 4% a* a*=a*

=x*

9.7-3%=,
11. %% - ¢ =c*
4_
Senkrecht 14,3 o
[P 15.(6-2)°+5=4
2.x%-x%-x*%
X0 =x*
4. (y%) = y* 1. @) =a*
1000 a%-a's
5. o177 =p* 12.T=a*
7.132=, 13.22- 6=,

10.a-a-au=a*

a8A Drehe das Dreieck ABC um den

Punkt § in Uhrzeigerrichtung erst um 60°

und dann noch einmal um 120°!

Wie kann man beide Drehungen vereinigen?
8 (Jugoslawien)

A
A9A Ein LKW muB bei der Zufahrt zu
einer Baustelle iiber eine Briicke fahren, die
fiir eine Belastung von 3t und mehr gesperrt
ist. Der LKW wiegt leer 1,5t.
Wieviel Sack Zement zu je 50kg kann er bei
einer Fahrt hochstens laden? {BRD)

A10Aa Die Winkelsumme eines konvexen
Vielecks ist 2340°.
Wieviel Seiten hat das Vieleck? (Ruminien)

Eine
,,abenteuerliche‘
Aufgabe

Fiinf Réduber erbeuteten eine Kassette mit
Talern und beschlossen, den Schatz am
anderen Morgen gerecht zu teilen. Nachts
befiirchtete jedoch einer, von den anderen
betrogen zu werden. Er versuchte deshalb
heimlich, die Beute in fiinf gleiche Teile zu
zerlegen. Dabei blieb allerdings ein Goldstiick
iibrig. Er nahm sich einen der Teilhaufen so-
wie den restlichen Taler und legte sich wieder
schlafen. Nach einer Weile erging es dem
zweiten Riuber ebenso. Er stand heimlich
auf, bildete aus den in der Kassette liegenden
Talern finf Teilhaufen mit gleicher Taler-
anzahl, und es blieb ebenfalls ein Taler iibrig.
Auch er nahm das einzelne Goldstiick und
einen Teilhaufen an sich.

Nach ihm holten sich der dritte, vierte und
finfte Rauber den ihnen vermeintlich zu-
stehenden Teil Goldstiicke. Den bei jeder
gleichmiBiger Aufteilung ibriggebliebenen
Taler steckten sie sich jeweils ein. Als die
finf Rauber am anderen Morgen sorgenfrei
erwachten, teilten sie die in der Kassette ver-
bliebenen Goldstiicke gleichmiBig unterein-
ander auf (dies war nun méglich).

Aufgabe 1
Wieviel Taler konnen anfangs in der Kassette
gewesen sein?

Aufgabe 2

Wieviel Taler erhielten die einzelnen Riuber,
falls die Kassette hochstens 10000 Gold-
stiicke faBt?

Aufgabe 3
Verallgemeinere die Aufgabe auf den Fall
einer Bande von n Riubern (n == 2). Dabei
versuche wieder jeder Riuber, den Kassetten-
inhalt in # gleiche Teile zu zerlegen und sich
heimlich seinen vermeintlichen Anteil zu neh-
men. Bei den Aufteilungen bleibe jeweils ein
Taler iibrig, den sich auch dieser Riuber
nimmt. Am anderen Tag teilen die # Riuber
den verbliebenen Kassetteninhalt untereinan-
der gleichmiBig auf.
Aus wieviel Talern kann der Schatz bestan-
den haben? Gib fiir jede natiirliche Zahl
n =2 die kleinstmogliche Zahl der Gold-
stiicke des Schatzes an!

W. Schmidt

Gorlitz gibt
die Uhrzeit an

Gorlitz ist die einzige GroBstadt der Erde,
durch die der 15. Meridian verlault.

Unmittelbar vor der Briicke der Freund-
schaft, dem Ubergang iiber die NeiBe zur
VR Polen, steht links im Garten der Stadt-
halle, genau aul dem 15.Léangengrad, ein
Steinglobus mit einem Durchmesser von
105cm, der, wie seine Inschrift verriat, im
Jahre 1961, dem Jahr des ersten Raumfluges
des Menschen, errichtet worden ist. Weiter
erfahrt der Betrachter: ,,Nach der mittleren
Ortszeit des 15. Lingengrades richtet sich die
gesamte mitteleuropaische Zeitzone.
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Die mitteleuropdische Zeit - MEZ - gilt in
Skandinavien, den Staaten Mitteleuropas,
Ungarn, Jugoslawien, Italien, Tunesien, Ka-
merun.**
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Jacob A.
Smorodinsky

Prof. Dr. Smorodirsky wirlt in seinem Beitrag
einige Probleme auf, die im Zusammenhang
mit unserem Kalender stehen.

In den ersten beiden Abschnitten macht er
uns aul Schwierigkeiten aufmerksam, die ent-
stehen, wenn wir von einem bestimmten Tag -
z.B. einem Gedenktag, dessen Datum nach
dem frither iiblichen Julianischen Kalender
angegeben ist, sein Datum im heutigen Gre-
gorianischen Kalender bestimmen wollen.
Nach kurzen Bemerkfmgen zu den Bezeich-
nungen der Wochentage (Abschnitt III) lenkt
er schlieBlich im vierten Abschnitt unser In-
teresse aul Eflekte, die beim Uberqueren der
im Stillen Ozean verlaufenden Datumsgrenze
auftreten.

Kalendergeschichten

I. Das Problem entstand ganz unerwartet.
Man muBte im Kalender einen Gedenk-
tag —den 200. Todestag Leonhard Eulers—ver-
merken. Euler starb in Sankt Petersburg
(heute Leningrad) am 7. September 1783, Der
200. Jahrestag dieses Ereignisses [alit auf den
7.September 1983. Aber das ist gar nicht
so!

Im 18.Jahrhundert galt in RuBland der Ju-
lianische Kalender ( alte.Zeitrechnung), nach
dem die orthodoxe Kirche auch heute noch
ihre Feiertage begeht. Nach der Oktober-
revolution wurde der Julianische durch den
Gregorianischen Kalender abgelost (neue
Zeitrechnung), der bereits damals in den
meisten Lindern der Welt giiltig war.
Bekanntlich geht der Julianische gegeniiber
dem Gregorianischen Kalender nach: Im
18. Jahrhundert betrug dieses Nachgehen
11 Tage.  Deshalb war der Todestag Eulers

nach der neuen Zeitrechnung der 18.Sep- _

tember 1783 (wie er auch in Biichern ver-
merkt ist), und als Jahrestag muBte der
18. September 1983 (nach neuer Zeitrech-
nung) vermerkt werden.

Aber man kann auch noch anders denken.
Der Jahrestag war nach alter Rechnung der
7. September. Im 20.Jahrhundert muBte man
beim Ubergang zur neuen Zeitrechnung
13 Tage einfiigen (die Jahre 1800 und 1900
waren nach dem Julianischen Kalender
Schaltjahre, nach dem Gregorianischen aber
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nicht). Deshalb fdllt nach der neuen Zeit-
rechnung der Jahrestag auf den (7+13).=
20. September 1983.

A2235aa Wann muB man denn nun den
200. Todestag Eulers wirklich in den Kalen-
der eintragen — am 18. oder 20. September?

II. Es scheint so, als sei der Ubergang von
Daten der alten Zeitrechnung zu Daten der
neuen eine einfache Sache: Im 18.Jahrhun-
dert muB man 11 Tage einfiigen, im 19. Jahr-
hundert 12 und im 20. Jahrhundert 13 Tage.

A2235ba  Aber wie ist es, wenn wir aul
eine Jahrhundertwende geraten? Wir wollen
beispielsweise ermitteln, welches neue Datum
dem 25. Dezember 1900 (alter Zeitrechnung)
entspricht.

Es ist dies der 6. Januar 1901 (es wurden - wie
fir das 19.Jh. notig — 12 Tage eingefiigt).
Oder ist es der 7. Januar 1901 (wenn man ent-
sprechend dem 20.Jahrhundert 13 Tage ad-
diert)? Der 25.Dezember 1900 liegt nach
alter Rechnung im 19.Jahrhundert, aber im
20.Jahrhundert nach der neuen Zeitrech-
nung.

III. Friiher nahm man an, daB die Tage der
Woche unter dem Schutz von Himmelskor-
pern stiinden. Montag ist der Tag des Mon-
des, Dienstag der Tag des Mars, Mittwoch -
Merkur, Donnerstag — Jupiter, Freitag — Ve-
nus, Sonnabend - Saturn und schlieBlich
Sonntag — Sonne. Diese Verbindung spiegelt
sich aych in den lateinischen Bezeichnungen
der Wochentage wider: dies Lunae, dies Mar-
tis, dies Mercurii, dies Jovis, dies Veneris,
dies Saturni, dies Solis.

Teilweise blieb dieser Zusammenhang in den
europdischen Sprachen und auch in der
Hindusprache erhalten.

A2235ca Kann man irgendeine Ordnung
in dieser Reihenfolge der Bezeichnungen er-
kennen?

IV. Im Stillen Ozean verlduft die (natiirlich
unsichtbare) Datumsgrenze. Schiffe, die diese
Linie von West nach Ost iiberfahren, ver-
lieren einen Tag: Die Uhren aul Alaska gehen
gegeniiber denen auf der Tschuktschen-Halb-
insel um 24 Stunden nach. Wir stellen uns
vor, daB wir die Erde in Richtung von West
nach Ost sehr schnell - d.h. in wenigen
Stunden — umrunden, z. B. auf einem Breiten-
kreis in der Nihe des Nordpols oder auch
in einem Uberschallflugzeug iiber zivilisierte-
ren Gegenden. .
Wihrend unserer Reise schneiden wir die Da-
tumsgrenze und verlieren einen Tag. Wenn
wir die Reise einige Male wiederholten, so
wiirden wir in die Vergangenheit gelangen.
Natiirlich ist das nicht so. Man verliert den
Tag nur deshalb, weil man beim Uberschrei-
ten der Zeitzonen (aller 24) die Uhr jedesmal
um eine Stunde vorstellen muB. Das Andern
des Datums an der Datumsgrenze um einen
Tag kompensiert dieses Verstellen der Uhr-
zeiger.

Wihrend eines Fluges braucht man seine
Uhr iiberhaupt nicht zu stéren, und auch die
Datumsgrenze braucht man nicht zu beach-
ten. Im Flugzeug lebt man nach einer eigenen
Zeit, oder genauer nach der Zeit des Start-
bzw. des Landeflugplatzes.

Erinnern wir uns jetzt an eine andere Be-
gebenheit. Als das Schifl Viktoria als einziges
die von Magalhaes begonnene Weltumseg-
lung beendete, holte es auf der Insel Santiago
an der Westkiiste Afrikas Proviant. Hierbei
zeigte sich, daB die auf der Insel lebenden
Portugiesen Donnerstag, den 10.Juli 1522
schrieben. Demgegeniiber war der Expedi-
tionsteilnehmer Antonio Pigafetti,der akkurat

Ein Blick in eines der zahlreichen Labors des Vereinigten Instituts
Siir Kernforschung Dubna




Tagebuch gefiihrt hatte, der Meinung, daB
erst Mittwoch, der 9. Juli sei. Erst spiter ver-
stand er, daB das Schifl bei seiner Bewegung
von Ost nach West (von Spanien in Richtung
Atlantik) die Erdachse einmal weniger als die
Erde selbst umkreist hatte und deshalb einen
Tag verlor. Andererseits wuBten die Reisen-
den weder etwas von Zeitzonen noch von
einer Datumsgrenze - sie lebten nach Schiffs-
zeit.

A2235d o Warum zeigten ihre Uhren (und
ihre Kalender) nicht dasselbe an wie die
Uhren an der Kiiste? Warum gingen die
Uhren aufl dem Schiff langsamer als die auf
dem Festland?

Kurze Antworten

A2235aa Der Widerspruch entstand dar-
aus, daB nicht festgelegt worden war, ob
Jahrestage nach julianischen oder nach gre-
gorianischen Jahren bestimmt werden soll-
ten. Das julianische Jahr ist linger als das
gregorianische. Am 18.September sind 200
gregorianische Jahre wyergangen, aber am
20. erst sind 200 julianische Jahre vorbei.

A2235ba  Der zusitzliche Tag ist der
29.Februar 1900. Diesen Tag gibt es im
Gregorianischen Kalender nicht (kein Schalt-
jahr!). Der 25.Dezember liegt spdter, und
man muB zu ihm schon 13 Tage - wie im
20.Jahrhundert - hinzufiigen.

42235ca Die Reihenfolge der Wochen-
tage entspricht der Reihenfolge der Himmels-
korper im System des Ptolemius:

Mond, Merkur, Venus, Mars, Jupiter, Saturn,
Sonne.

A2235d o In Wirklichkeit gab es aul den
Schiffen keine Uhren. Die Vollendung eines
Tages wurde nach der Sonne bestimmt. Da-
mit wurden auf dem Schilf die Zeitzonen
beachtet, nicht aber die Datumsgrenze. Der
Tag, der beim Uberschreiten der Datums-
grenze von Ost nach West nicht eingefiigt
wurde, war der verlorene.

Unser Bild zeigt einen alten arabischen
Tierkreis

Z.ahlen und Fakten

Sach- und
Anwendungsaufgaben

In unserer Republik entstand in den letzten
Jahren ein groBes materielles und geistiges
Potential. Dies gilt es, noch besser zu nutzen.
Wihrend im Jahre 1960 im produzierenden
Bereich der Volkswirtschaft jeder Beschal-
tigte mit Grundmitteln im Werte von 24944 M
ausgestattel war, erhohte sich der Ausstat-
tungsgrad bis zum Ende des Jahres 1979 auf
70597 M.

Ala Um wieviel Mark erhdhte sich der
Ausstattungsgrad mit Grundmitteln, bezogen
auf jeden einzelnen Werktitigen, vom Jahre
1960 bis zum Jahre 1979?

A2a Prille, ob dem Gesamtzuwachs je
Beschiftigten vom Jahre 1960 bis zum Jahre
1979 eine durchschnittliche Zuwachsrate von
rund 2403 M entspricht! Von welcher An-
nahme gehen wir dabei aus?

A3a Vom Jahre 1960 bis zum Jahre 1979
stieg der Grundmittelbestand im produzie-
renden Bereich der Volkswirtschalt von
161,9 Mrd. M auf 456,3 Mrd. M. Wieviel
Beschiftigte gab es etwa im produzierenden
Bereich der Volkswirtschaft im Jahre 1979?
Fiir die VergroBerung des gesellschaltlichen
Reichtums ist entscheidend, daBl mit dem ge-
waltigen Potential an Maschinen und Aus-
riistungen ein wesentlich groBeres Ergebnis
erwirtschaftet wird als bisher. In den 70er
Jahren wurden in dieser Hinsicht die ersten
Schritte getan. Im Jahre 1970 wurden hoch-

produktive Maschinen und Anlagen in der

Industrie im Durchschnitt tdglich 12,5h pro-
duktiv genutzt, im Jahre 1979 waren 14,9h
erreicht.

A4a Wieviel Stunden und Minuten wur-
den die Maschinen im Jahre 1979 im Durch-
schnitt tdglich mehr genutzt als im Jahre
1970?

AS5Sa Nimm an, daB im Jahre 1971 die
Maschinen in dem gleichen Malle wie im
Jahre 1970 genutzt wurden! Schidtze und
priife durch Rechnen mit dem Stab, wieviel
Tage des Jahres 1971 noch zusidtzlich zu
denen des Jahres 1970 notig gewesen wiren,

‘um die gleiche Gesamtzahl der Einsatzstun-

den der Maschirien und Anlagen wie im
Jahre 1979 zu erreichen!

Erkldare, durch welche innerbetrieblichen
MaBnahmen eine Erhdhung der Einsatz-
stunden der Maschinen moglich wird; denn
ein Jahr hat ja nur 365 Tage!

Braunkohle ist unser wichtigster Roh- und
Brennstoff. Von Jahr zu Jahr steigen jedoch
durch den AufschluB neuer Tagebaue, durch
wachsenden Abraum und geringe Michtig-
keit der Floze die Aufwendungen je Tonne
Kohle. Im Jahre 1971 betrugen die Selbst-
kosten zur Forderung 1t Rohbraunkohle
6,70 M, davon muBten 4,26 M [ir den Ab-
raum aulgewendet werden.

Im Jahre 1979 stiegen die Selbstkosten im
Vergleich zum Jahre 1971 um 4,32M, und
allein die Kosten [ir die Abraumbeseitigung
je Tonne Kohle waren im Jahre 1979 um
24 Pfennig hoher als die Gesamtselbstkosten
je Tonne Kohle im Jahre 1971.

A6 A Welche Hohe haben die Selbstkosten
fir 1t Rohbraunkohle im Jahre 1979 er-
reicht?

Welche Kosten je Tonne Rohbraunkohle
werden durch die Abraumbeseitigung ver-
ursacht? H. Rosin

Rohbraunkohlenférderung
‘f$ “#, in Millionen Tonnen

Zuwendungen des Staates
aus geselischaftlichen Fonds

monatlich berectinetauf eine vierkdpfige
Familie
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Unser Haushalt
und die Elektronik

Ob es eines Tages so sein wird, daB} sich aul’
Beleh! des Hausroboters der Tisch mit {ertig
gegarten Speisen deckt? Ob die einzige Miihe
unscrerseits dann nur noch darin besteht, mit
Messer, Gabel und Loffel bewaffnet, tiichtig
zuzulangen? Wohl kaum! Das kann auch
kiinftig nur den Marchen- und Fabelwesen
gelingen. Doch sicher ist, dafl der wissen-
schaltlich-technische Fortschritt mehr und
mehr im Haushalt Ful falt, daB Haushalt-
gerdte zunehmend durch ., Knopfdruck™ die
vielfdltigsten Hausarbeiten iibernehmen, fiir
uns ,,denken‘‘ und handeln. Zwar bleibt der
universelle Hauscomputer eine Vision, aber
sein ,,Schrittmacher**, die Mikroelektronik.
hilt bereits Einzug.

Je kleiner, desto leistungsstiirker

Transistoren, Dioden, Widerstande, Kon-
densatoren - Teile, die sich mit dem Begriff
Elektronik verbinden - sind schon seit langem
bekannt. Das Herzstiick der Mikroelektro-
nik, der sogenannte Chip jedoch, der aul
einem einkristallinen Siliziumplattchen von
wenigen Quadratmillimetern einen ganzen
Schaltkreis beherbergt, bleibt bis heute dem
menschlichen Auge normalerweise verbor-
gen. Mit seinen feinen Strukturen, nur Bruch-
teile eines Millimeters groB, versteckt sich
dieses ,,Wunder* der Technik vor dem
menschlichen Betrachter. Dieser Chip aber,
zum Synonym der Mikroelektronik gewor-
den, beschleunigt den wissenschaftlich-tech-
nischen Fortschritt so enorm, daB die Auto-
matisierung ganzer Produktionsprozesse
moglich ist und Roboter zunehmend schwere
korperliche Arbeit iibernehmen.

Je kleiner die Bauelemente wurden, desto
groBer ihr Siegeszug. Die in den 20er Jahren
zur ,,K6nigin** der Elektronik gekronte Elek-
tronenrohre war groB und brauchte viel
Platz.

Die ersten mit diesen Rohren bestiickten
Rechner benotigten noch viele Tausende von
Roéhren, waren riesengroB, wogen etliche
Tonnen und fraBen Unmengen an Strom.
Schon der in den 40er Jahren erfundene
Transistor verringerte MaBe und Gewichte
wesentlich. Ein Rechner gleicher Leistung mit
Transistoren bestiickt, hitte bereits in einen
normalen Kleiderschrank gepaBt und sich mit
Strom aus einer normalen Steckdose be-
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gniigt. Im Laufe der Zeit hat sich die Halb-
leiterphysik rasant weiterentwickelt, und an-
geregt durch die Erlolge des Transistors
wurde die Miniaturisierung der Bauelemente
soweit vorangetrieben. daBl heute mikro-
elektronisch betriebenc Rechner im Taschen-
tormat weitaus groflere Leistungen vollbrin-
gen als der réhrengespeiste ,.Goliath™ der
20er Jahre.

Erst die Menge macht es moglich

Allerdings - die Kosten fiir die Entwicklung
und die Produktion mikroelektronischer Bau-
elemente sind enorm. Sie rentieren sich nur,
wenn die Produktion héchster Stiickzahlen
maoglich ist, was wiederum die massenhafte
Anwendung der Mikroelektronik voraus-
setzt. Doch nun, da klein genug, 1af3t sich
diese Forderung realisieren, denn dic Mikro-
elektronik kann sich jetzt jene Spharen er-
obern, die ihr bislang versagt bleiben mul3-
ten: die gesamte Industrie, das Biiro, sogar
den Haushalt.

Wenn die durchgingige Anwendung der
Mikroelektronik in Konsumgiitern bis aul
wenige Ausnahmen noch in den Kinder-
schuhen steckt, so beginnt sie doch bereits
in einige Hauptgebiete einzudringen. In der
DDR finden wir sie schon vielfach prakti-
ziert, beispielsweise in der Unterhaltungs-
elektronik, vor allem der Fernsehtechnik, in
Taschenradios und Taschenrechnern, einigen
Fotoapparaten, Schreibmaschinen und ein-
zelnen Haushaltgeriten. Nun ist, wie” der
X. Parteitag feststellte, die Zeit herangereilt,
die Weichen weiterzustellen.

Gesellschaftliche und personliche
Interessen ziihlen

Die Entwicklungsarbeiten fiir die Anwen-
dung der Elektronik in Haushaltgeriten kon-
zentrieren sich hierbei auf vier Schwerpunkte :
die Nahrungsmittelzubereitung, die Nah-
rungsmittellagerung, die Wischereinigung
und die Entstaubung. Griinde hierfiir sind vor
allem volkswirtschaftliche Anforderungen an
eine hohere Material- und Energie6konomie,
denn durch elektronische Schalt- und Steuer-
kreise im Kleinstformat lassen sich MaBe und
Gewichte unserer Haushaltgerite betrdcht-
lich verringern und damit materialsparender
bauen. Waschgerite in Niedrig- und Schmal-
bauweise zum Beispiel, HeiBluftgar- und
Mikrowellengerite, Staubsauger kleinerer
Abmessungen bei gleichzeitiger Erhdhung
des Leistungs-Masse-Verhaltnisses. Mit der
gezielten Anwendung der Mikroelektronik
zur Leistungsregelung, zur Steuerung von
zeitlichen Ablaufen, zur MeBwertgewinnung,
-verarbeitung und -anzeige bis hin zur auto-
matischen Steuerung komplexer Prozesse
(wie bei Waschautomaten, Elektroherden,
Elektrogrills) 148t sich lerner der Energiever-
brauch dieser heute noch relativ energieinten-
siven Haushaltgerite um ein Betrichtliches
v\erringern, was in der heute und kiinftig

Produktion regelbarer Widerstande fiir
Fernseh-, Rundfunk- und Tonbandgerite
im VEB Bauelemente Dorlhain
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Damit die Hausarbeit leichter wird:
Rosemarie Zinke, VEB ,,acosta*, Thal,
bei der Montage von Reglerbiigeleisen




weltweit angespannten Energiesituation ein
Erfordernis der Zeit ist.

Dabei treffen sich — wenn sinnvoll angewen-
det — die volkswirtschaftlichen mit den per-
sonlichen Interessen: Die Gerdte werden
kleiner, leichter, handlicher, haben hoheren
Gebrauchswert bei geringerer Bedienungs-
zeit durch hoheren Bedienkomfort und ga-
rantieren mehr Zuverldssigkeit und lingere
Lebensdauer.

Kochen

Wihrend die gegenwirtig noch allgemein
iiblichen traditionellen Elektroherde per
Hand geschaltet werden und es allein dem
Ermessen des Benutzers obliegt, durch Be-
tatigung der Schalter die Temperatur einzu-
stellen, steuert die Elektronik den Garprozef}
genau dem Charakter und der Menge der
Speisen entsprechend. Die Backrohre eines
elektronisch  gesteuerten  Elektroherdes
kénnte man z. B. so programmieren, daB sie
den Braten kurz und schnell erhitzt, bei klei-
ner Temperatur weiter diinstet und ihm durch
abschlieBendes kurzes Aufheizen knusprige
Briune gibt. Der Benutzer brauchte also nur
den zubereiteten Braten einzuschieben, das
Programm einzuspeichern und darauf zu
warten, bis der Computer signalisiert, daB
alles fertig ist. Zwischendurch lieBe sich unter
Umstdnden noch abfragen und das Pro-
gramm wihrend des Ablaufs dndern. Ahn-
lich wiirde auch der Elektrogrill kiinftig
funktionieren.

Der momentan zeitlich hohe Aufwand von
wochentlich 15,5 Stunden fiir die Speisen-
zubereitung konnte iiber dieses automatische
energiesparende Garen hinaus auBerdem ver-
kiirzt werden durch die Anwendung des
Druckgarens, den Einsatz von HeiBlultge-
riaten, Mikrowellenherden, Induktionskoch-
feldern bei Elektroherden und Kombination
von Garverlahren.

Lagern

Ahnlich sihe auch kiinftig die Wirkungsweise
der Elektronik bei der Nahrungsmittellage-
rung, in den Kithimébeln also, aus, die z. Z.
noch etwa 20" der gesamten Energie eines
Haushaltes verbrauchen. Hier allerdings be-
findet sich der Einsatz elektronischer Steue-
rungs-, Regelungs- und Schutzeinrichtungen
international noch in den Anlingen. Die elek-
tronischen Bauteile wiirden bei Kiihlmdbeln
Regel- und Schutzfunktionen iibernehmen,
indem sie [iir energiesparende, den Lebens-
mitteln entsprechende richtige Lagertempera-
turen sorgen. im richtigen Moment vollauto-
matisch abtauen und unter Umstinden sogar
die maximal mogliche Lagerdauer von Ge-
{riergut signalisieren.

Waschen

Am weitesten hat sich die Elektronik wohl |

das Gebiet der Wischereinigung erobert.
Waschmaschinen mit Steuergerdt und elek-

tronischer Schaltverstarkung machen heute
bereits eine Vielzahl von automatisch ab-
laufenden ~ Waschprogrammen  moglich.
Durch den Einsatz mikroelektronischer
Steuerungs- und Regelungssysteme, unter
Verwendung von Mikroprozessoren, kann
der WaschprozeB hinsichtlich Wischeart,
Waischemenge, Verschmutzungsgrad und
dem gewiinschten Waschergebnis, verbunden
mit dem optimalen Einsatz von Energie,
Wasser und Waschmittel rationell gestaltet
werden. Wihrend der Benutzer gegenwirtig
noch selbst entscheiden muB3, ob mit Vor-
wische oder ohne gewaschen, ob geschleu-
dert werden soll oder nicht und oftmals bei
der Programmwahl Fehlentscheidungen ent-
stehen, fragt dann kiinftig der computerge-
steuerte Waschvollautomat schrittweise die
einprogrammierten Daten ab: Waischeart,
Grad der Verschmutzung sowie Wische-
menge und steuert danach den Waschvor-
gang. Dabei entscheidet er iiber den not-
wendigen Wasserstand, den Rhythmus der
Trommelbewegung und die. Waschtempera-
tur zugunsten des rationellsten Verbrauchs.

Siubern

GewiBl wire wiinschenswert, wenn sich zur
Wohnungsreinigung der Staubsauger allein
durch Knopfdruck dem jeweiligen Saugvor-
gang entsprechend automatisch zusammen-

setzen lassen wiirde: unter Mobeln langes
Rohr und Normaldiise, aufl Polstermébeln
kurzes Rohr und Polsterdiise z. B. Doch so-
weit wird die Elektronik die Staubbeseitigung
vorerst nicht revolutionieren — wenn iiber-
haupt je. Die Grundrichtung des Einsatzes
der Elektronik bleibt hier vornehmlich dem
rationellen Energieverbrauch vorbehalten.
Obwohl bereits 400 Watt fiir die Staubbe-
seitigung ausreichen, nur Bodenstaubsauger
etwa 600 Watt haben und Geritetypen von
800 und mehr Watt immer mehr an Bedeu-
tung verlieren, laBt sich durch die Elektronik
mit der elektrischen Leistung der Gerite

" noch sinnvoller umgehen. Gardinen, Stofle

und leichtere Raumtextilien sdubern sich
schon bei einer Leistungsaufnahme von etwa
200 Watt, werden andernfalls sogar viel zu
sehr strapaziert. Bei einigen Geritetypen hat
man bereits heute dieser Tatsache Rechnung
getragen und sie mit einer elektronischen
Leistungsregulierung versehen, die es mdg-
lich macht, bei geringerem Leistungsbedarf
durch Knopfdruck bzw. Schalter die Watt-
zahlen und damit den Stromverbrauch ent-
sprechend zu verringern. Und hier zeichnet
sich ein weites Feld ab, das leichtere und ge-
rduscharmer laufende Gerite erwarten 148t,
die alle Raumtextilien energiesparend, ma-
terialgerecht und schonend saubern.

Ch. Baran

Mehr Motoren fiir Konsumgiiter - liir Hand- und Bodenstaubsauger - aus dem Werk
Schleusingen des Elektrogerdtewerkes Suhl
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'Die Mathematikerin
Emmy Noether (1882 bis 1935)

Am 23. Mirz 1982 jahrte sich zum 100. Male
der Geburtstag der deutschen Mathematike-
rin Emmy Noether. Sie zahlt zu den hervor-
ragendsten Schopfern der abstrakten axioma-
tischen Algebra und trug wesentlich dazu bei,
daB die strukturtheoretische Denkweise zu
einem beherrschenden Zug der modernen
Mathematik geworden ist. Mathematische
Begriffe, wie Noetherscher Ring, Noetherscher
Fiinf-Axiome-Ring und E. Noetherscher Satz,
sind bleibender Ausdruck ihres &uBerst
fruchtbaren mathematischen Schaffens, das
sie einreiht unter die bedeutendsten Mathe-
matiker des 20. Jahrhunderts. ’
Emmy Noether wurde am 23. Mirz 1882 als
erstes Kind jiidischer Eltern in Erlangen ge-
boren. Sie hatte noch drei Briider. Ihr Vater,
Max Noether (1844 bis 1921), war ein bekann-
ter Mathematiker, der seit 1875 als Professor
der Mathematik an der Universitit Erlangen
wirkte und durch bedeutsame wissenschaft-
liche Arbeiten vor allem zur Theorie der
algebraischen Funktionen, der biniren For-
men sowie zur Eliminationstheorie hervor-
trat.

Emmy Noether war ein kluges und [reund-
liches Kind, das nicht etwa durch eine be-
sondere mathematische Begabung auffiel. Sie
absolvierte von 1889 bis 1897 eine vorwiegend
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sprachlich und hauswirtschaftlich orientierte
Ausbildung an der Stiddtischen Hoheren
Téchterschule in Erlangen. Danach beschif-
tigte sie sich intensiver mit Fremdsprachen
und legte im Jahre 1900 die bayrischen Staats-
priifungen [iir Lehrerinnen der franzdsischen
und englischen Sprache mit der Gesamtnote
sehr gut ab, wodurch sie berechtigt war, an
weiblichen Erziechungs- und Unterrichtsan-
stalten zu unterrichten.

Doch erwachte in dieser Zeit ihr Interesse an
einem Universitatsstudium — in der damali-
gen Zeit ein ganz ausgefallener Wunsch fiir
ein Midchen. Nach den geltenden gesetz-
lichen Bestimmungen namlich konnten da-
mals weibliche Interessenten noch nicht als
ordentliche Studierende immatrikuliert, son-
dern nur als Horerinnen ohne Rechte aul
Priifungen (Hospitantinnen) zugelassen wer-
den, wenn der jeweilige Professor es erlaubte.
So hospitierte sie ~ ihren Wunsch durch-
setzend - in den Jahren 1900 bis 1902 an der
Universitat Erlangen und bereiteté sich in
dieser Zeit auf ihr-Abitur vor, das sie 1903
am Koniglichen Realgymnasium in Nirn-
berg ablegte. Im Wintersemester 1903/1904
hospitierte sie an der Universitiat Gottingen,
dem damaligen fithrenden mathematischen

Zentrum in Deutschland, wo sie Vorlesungen .

bei dem Astronomen Karl Schwarzschild
(1873 bis 1916) und den namhaften Mathe-
matikern Hermann Minkowski (1864 bis
1909), Otto Blumenthal (1876 bis 1944),
Felix Klein (1849 bis 1925) und David Hilbert
(1862 bis 1943) horte.

Inzwischen war das Frauenstudium gesetzlich
erlaubt, und Emmy Noether setzte. ab 1904
als ordentliche Studentin ihr Studium in Er-
langen fort. Sie war im Bereich der Sektion II
der Philosophischen Fakultit (dem der Na-
turwissenschaften) neben 46 minnlichen die
einzige weibliche Studierende. Sie horte auch
Vorlesungen bei ihrem Vater und bei Paul
Gordan (1857 bis 1912), unter dessen Einfluf
sie ihre Dissertation Uber die Bildung des
Formensystems der terndren biquadratischen
Form schrieb.

Im Dezember 1907 legte sie dann die miind-
liche Priifung zur Erlangung der Wiirde eines
doctor philosophiae mit dem Préidikat suntma
cum laude ab..

Inden folgenden Jahren war Emmy Noether —
und zwar ohne Anstellung oder Auftrag —am
Mathematischen Institut in Erlangen titig.
Sie unterstiitzte ihren Vater und widmete
sich eigenen mathematischen Untersuchun-
gen iiber algebraische Invarianten. Ihr eigent-
licher wissenschaftlicher Berater und Forde-
rer in Erlangen war der Mathematiker Ernst
Fischer (1875 bis 1954), unter dessen Einflul
sie die Gordansche Richtung des rein Rech-
nerischen und ausgeprigt Algorithmischen
verlieB und sich der ganz abstrakten Seite der
Algebra zuwandte, die vor allem durch einige
grundlegende Arbeiten von David Hilbert,
in denen er das Fundament-fiir die Theorie
der abstrakten Korper, Ringe und Moduln
legte, initiiert wurde.

Inzwischen als Spezialistin fiir die Theorie
der algebraischen Invarianten anerkannt,
iibersiedelte Emmy Noether im Jahre 1915
nach Gottingen. Und Klein und Hilbert muB-
ten kdmpfen, um sie — als Frau — iiberhaupt
an die Universitat zu bringcn'. Auch konnte
ihre Habilitation - trotz bedeutender Arbei-
ten iber Differentialinvarianten — erst 1919
erfolgen, da bis dahin nach der Privatdozen-
tenverordnung nur mannliche Bewerber habi-
litieren durften. Im Jahre 1922 erhielt sie die
Berechtigung zur Fiihrung der Dienstbe-
zeichnung auferordentlicher Professor, jedoch
ausdriicklich ohne Besoldung und Anderung
ihrer Stellung als Privatdozent. Erst 1923 er-
hielt sie einen Lehraultrag fir Algebfa und
die zugehorigen Ubungen und somit wenig-
stens ein kleines festes Einkommen. Sie lebte
geniigsam und bescheiden von ererbtem Ver-
mogen.

Ihre Géottinger Jahre waren die eigentlich
wissenschaftlich fruchtbaren: Emmy Noether
ver6ffentlichte grundlegende Arbeiten zur
Eliminationstheorie, zur Ideal- und Dar-
stellungstheorie, zur Klassenkdrpertheorie
sowie zur Theorie der Invarianten und Diffe-
rentialinvarianten und zur arithmetischén
Theorie der algebraischen Funktionen. Dabei
lagen ihre besondere Stirke und ihr Schépfer-
tum in ihrer neuen Arbeits- und Auffassungs-
methode:

In der Abkehr vom Rechnerischen und For-
melhaften, in der Bevorzugung des gedank-
lichen SchlieBen mittels abstrakter Definitio-
nen und in der Herausarbeitung und begriff-
lichen Durchdringung der abstrakt-algebrai-
schen Strukturen, wie Gruppe, Ring, Korper,
Modul, Ideal und hyperkomplexes System.
Uber ihre F orséhungsergebnisse hielt Emmy
Noether im In- und Ausland zahlreiche wis-
senschaftliche Vortrige, u.a. auf den inter-
nationalen Mathematikerkongressen in Bo-
logna (1928) und Ziirich (1932). Im Jahre
1932 erhielt sie zusammen mit Emil Artin
(1898 bis 1962) den Ackermann-Teubner-
Geddchtnispreis — eine Anerkennung ihrer
bedeutsamen wissenschaftlichen Leistungen.
Emmy Noether regte in Géttingen eine Reihe

‘von Dissertationen an und f6rderte ihre



Schiiler, die von anderenoft scherzhaft als
Noether-Knaben bezeichnet wurden, uneigen-
niitzig und voller Hingabe. Einer ihrer Lieb-
lingsschiiler, der iiberragende holldndische
Mathematiker B.L. van der Waerden (geb.
1903), charakterisiert ihre Vorlesungen wie
folgt: ,,Die kleine, treue Hoérerschar, mei-
stens bestehend aus einigen fortgeschrittenen
Studenten und hiufig ebensovielen Dozenten
und auswirtigen Gisten, muBte sich unge-
heuer anstrengen, um mitzukommen. War
das aber gelungen, so hatte man weit mehr

gelernt als aus dem tadellosesten Kolleg. Es’

wurden fast nie fertige Theorien vorgetragen,
sondern meistens solche, die erst im Werden
begriffen waren. Jede ihrer Vorlesungen war
ein Programm. Und keiner freute sich mehr
als sie-selbst, wenn ein solches Programm von
ihren Schiilern ausgefiihrt wurde. Vollig un-
egoistisch und frei von Eitelkeit, beanspruchte
sie niemals etwas fiir sich selbst, sondern
forderte in erster Linie die Arbeiten ihrer
Schiiler*.

Und besonders durch ihre Schiiler wurden die
moderne Mathematikauffassung von Emmy
Noether und die von-ihr praktizierte struk-
turelle mathematische Denkweise an fast alle
deutschen Universititen und die auslindi-
schen Zentren der mathematischen For-
schung getragen.

Die Géttinger Zeit, die fir Emmy Noether
ausgefiillt war mit Vorlesungen, intensiver
Forschungsarbeit und vor allem mit frucht-
baren Diskussionen iiber Mathematik im
Kreise ihrer Schiiler, wurde nur durch zwei
kurze Gastprofessuren in Moskau (1928/29)
und Frankfurt/Main (1930) unterbrochen.
Doch dann kam das Jahr 1933 und mit ihm
der Machtantritt der deutschen Faschisten.
Vor allem ihrer jiidischen Herkunft wegen
wurde Emmy Noether noch im gleichen Jahr
die Lehrbefugnis entzogen, ein Los, das auch

viele andere deutsche Wissenschaftler traf..

So ging sie im Oktober 1933 als Gastprofes-
sor an die Frauenhochschule in Bryn Mawr
(USA). Hier wandte sie sich neben ihren
Ausbildungsaulgaben in der wissenschaftli-
chen Arbeit vor allem der nichtkommutati-
ven Algebra zu und hielt auch im nahege-
legenen Princeton, wo u. a. auch Albert Ein-
stein (1879 bis 1955) als deutscher Emigrant
Zuflucht gefunden hatte, Vorlesungen. Nach
einem kurzen Zwischenaufenthalt in ihrer
Heimat iibersiedelte sie 1934 endgiiltig in die
USA.
Am 14. April 1935 ist Emmy Noether in Bryn
Mawr ~ fiir alle ihre Freunde véllig unerwar-
tet und leider allzu frith — an den Folgen
einer Operation versiorben. Doch ihr Name
lebt in der Mathematik fort und bleibt unver-
gessen.

R. Mildner

Die Frau
als Mathematikerin
Vorurteile — Einsichten — Tatsachen

Vorurteile

Sonja Kowalewsky! in einem Brief an ihren
Freund, Prof. G. Mittag-Leffler (1888): ,,Als
Weihnachtsgeschenk erhielt ich ... einen
Artikel von Strindberg (einem bedeutenden
schwedischen Schriftsteller), in dem er so klar
beweist, wie zwei mal zwei vier ist, daB eine
solche Ungeheuerlichkeit wie ein weiblicher
Professor der Mathematik schidlich, unniitz
und unangenehm sei. Ich finde, daB er im
Grunde ganz recht hat, nur gegen eines pro-
testiere ich, daB ndmlich in Schweden eine
groBe Anzahl Mathematiker leben sollen, die
mir weit iberlegen seien, und daB man mich
nur aus Galanterie berufén habe.*

Aus ,,Ueber die Anlage zur Mathematik‘
von P. I. M6bius (1900):

,,Will man sich auf statistische Vermutungen
einlassen, so kann man annehmen, daB im
giinstigsten Falle aul 1 Million weiblicher
Personen | mit mathematischem Talent
komme, Es ergibt also diese Betrachtung das-
selbe, was die tagliche Erfahrung lehrt, daB
die Weiber in der Regel ohne Anlage fiir Ma-
thematik sind. Gewdhnlich sind die Weiber
nicht nur unfihig, mathematische Beziehun-
gen aufzufassen, sondern sie empfinden auch
eine Art von Abscheu gegen alles Zahlen-
miBige. Damit hangt wohl auch die weitver-
breitete weibliche Unpiinktlichkeit zusam-
men. In gewissem Sinne kann man sagen, das
Mathematische ist der Gegensatz des Weib-
lichen. ... Sieht man von den wenigen weib-
lichen Wesen ab, die,,aus der Art geschlagen**
sind, so gibt es kaum einen schrofferen Ge-
gensatz als den Mathematikerkopf und den
Weiberkopf einerseits, den Mathematiker-
geist und den Weibergeist andererseits.*

1Sofia Wasiljewna Kowalewskaja (1850 bis
1891), die sich selbst ,,Sonja* nannte, war
eine bedeutende russische Mathematikerin,
die im Jahre 1888 an der Universitét Stock-
holm (Schweden) eine Professur fiir Mathe-
matik erhielt (erstmals eine Frau als Uni-
versititsprofessor). Sie veroffentlichte vor
allem mathematische Arbeiten iiber partielle
Differentialgleichungen und zur Kreisel- .
theorie. '

Einsichten

Karl Marx in einem Brief an Ludwig Kugel-
mann (1868): ,,Jeder, der etwas von der Ge-
schichte weiB, weill auch, daB groBe gesell-
schaftliche Umwilzungen ohne das weibliche
Ferment unmdglich sind. Der gesellschaft-
liche Fortschritt 148t sich exakt messen an der
gesellschaftlichen Stellung des schénen Ge-
schlechts (die HaBlichen eingeschlossen).

Friedrich Engels in einem Brief an Gertrud

- Guillaume Schack '(1885): ,,Eine wirkliche

Gleichberechtigung von Frau und Mann
kann nach meiner Uberzeugung erst eine
Wahrheit werden, wenn die Ausbeutung
beider durch das Kapital beseitigt und die
private Hausarbeit in eine 6ffentliche Indu-
strie verwandelt ist.*

Tatsﬁchen

— Die Anzahl der Mathematikerinnen an der
Universitit Leipzig betrug im Zeitraum von
1409 pis 1945 gleich Null.

— Der Anteil der Frauen und Maidchen an
der Sektion Mathematik der Karl-Marx-
Universitat Leipzig betrug im Jahre 1981

® bei Lehrerstudenten (Math./Phys.):

54 Prozent,
@ bei Mathematikstudenten: 28 Prozent,
® bei den Wissenschaltlern: 15 Prozent.

Eine Plastik : Schulkinder

PR T I

-

Die Plastik ,,Schulkinder** von Hans Klakow
fand 1967 ihren Platz auf dem Gelinde der
IGA in Erfurt. Offenbar handelt es sich um
Junge Mathematiker, von denen einer den
beiden anderen einen géometrischen Sachver-
halt erklirt. Aber welchen wohl? Auf den
Boden ist die abgebildete Figur geritzt: wir
erwarten eure Deutungsvorschlige.

Jedenfalls freuen sich alle Mathematiker sehr
iiber dieses kleine Kunstwerk, denn Dar-
stellungen der Mathematik und des Mathe-
matik treibenden Menschen in der bildenden
Kunst sind doch recht selten, erst recht solche,
die sich der mathematischen Aktivitit unseres
Nachwuchses zuwenden. In dieser Hinsicht
ist dic Erfurter Gruppe vielleicht einzigartig
in det Welt. P.Schreiber
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Sommerlager
des Bezirksklubs
Schwerin

Vom 17. bis 21. August 1981 [ihrte der Be-
zirksklub Junge Mathematiker Schwerin sein
traditionelles Sommerlager in der Touristen-
station MueB der Bezirkshauptstadt durch.
Neben den Ferienlehrgingen in Giistrow fin-
det dieses Treffen jahrlich an wechselnden
Orten statt. Es kommen hier iiber 40 der
besten Mathematik-Schiiler des Bezirkes aus
den Klassen 7 bis 1l zusammen, um ihr
Wissen und Konnen in der Mathematik zu
erweitern, aber auch, um sich zu erholen und
bei Sport und Spiel einander noch besser
kennenzulernen. Die materiellen Bedingun-
gen werden vom Bezirkskabinett fiir auBer-
unterrichtliche Titigkeit Schwerin geschal-
fen, die inhaltliche Betreuung erfolgt durch
Lehrkrifte der Sektion Mathematik/Physik
der Padagogischen Hochschule Liselotte
Herrmann Giistrow.
Vormittags wurde intensiv gruppenweise Ma-
thematik betrieben. Die Nachmittage und
Abende waren ausgefiillt durch einen Besuch
im Klub-Kino, eine touristische Wanderung,
eine mehrstiindige Dampferfahrt mit Abend-
- brottafel auf dem Schweriner See und eine
Vielzahl von Wettbewerben. Unter starker
Mitwirkung des FDJ-Aktivs wurden ein
Schach-, ein Tischtennis- und ein Skatturnier
sowie ein SchieBwettkampf organisiert. An
einem Tag wurde eine Mathematik-Lager-
olympiade durchgefiihrt.
Trotz des Regens brauchte dank der iiber-

dachten Baude der beliebte Grillabend nicht
auszufallen, an dem auch die Ehrung der
Sieger aus den einzelnen Wettbewerben vor-
genommen wurde. Ein besonderer Hohe-
punkt war der Besuch von Oberstudienrat
J.Lehmann, der Interessantes aus seiner
Arbeit mit der alpha, unterstiitzt durch zahl-
reiche Colordias, berichtete und durch seinen
lebendigen Vortrag die Begeisterung der
Schiiler fir die Mathematik verstarkte.

H. Thamm’

Aufgaben der Lagerolympiade

(Die angegebene Klassenstule bezieht sich
auf das neue Schuljahr.)

Klasse 8

Al A Ineinemspitzwinkligen Dreieck ABC
seien CD die Hohe auf ABund CE die Winkel-
halbierende von £ ACB.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
stets

{DCE’=5(¢ABC— % CAB)gilt!

A2a Ineinem Dreieck ABC seiudie Linge
des Umlangs, und r sei die Linge des Um-
kreisradius.

Beweise, daB dann die Ungleichung r>g gilt!

A3 A Gegeben sei ein Wiirfel mit den Eck-
punkten 4, B, C, D, E, F, G, H. K sei der
Schnittpunkt der Flachendiagonalen AH und
DE.

Beweise: Es gilt DEL BK!

A4 a Beweise folgenden Satz:

Ist k Ankreis eines Dreiecks ABC an die
Seite BC und ist M, der Mittelpunkt von k,
so hingt die GroBe des Winkels« BM,C nur
von der GroBe a des Winkels¢ CAB ab.
Zum Beweis ermittle eine Formel fir die
GroBe des Winkels « BM,C in Abhidngigkeit
von a!

Klasse 9
Ala Wieviel verschiedene siebenstellige
natiirliche Zahlen kann man mit Hilfe von

Historisches Museum Schwerin: Blick auf das Wohnhaus mit Brunnen

sieben verschiedenen Grundziffern bilden,
a) wenn alle Grundziffern von Null ver-
schieden sind,

b) wenn eine der Grundzilfern die Null ist?

A2a Konstruieren Sie ein Dreieck ABC
aus a=50°, h,=3cmund h,=2,5cm!

Stellen Sie einen Konstruktionsplan auf, be-
griinden Sie die Konstruktion, und priifen Sie
ob die Konstruktion eindeutig ausfiihrbar ist!

A3a Essei ABC ein rechtwinkliges Drei-
eck mit dem rechten Winkel bei C. Die Seite
AB habe die Linge ¢=20cm. D sei der
HohenfuBpunkt der Hohe h..

Wie lang sind die Strecken AD=g und
DB= p, wenn h, folgende Lingen annimmt:
a)h.=6cm, b) h.=10cm,c) h,.=11cm?
Ad4a Es sei ABCD ein Rechteck mit den
Seiten AB=a und BC=b. Jede der beiden
Rechteckseiten AB und CD sei in drei gleiche
Teile geteilt, so daB gilt AE=EF=FB und
DH=HG=GC.

Wie verhilt sich der Flicheninhalt A, des
Vierecks PLMN zum Flicheninhalt A, des
Rechtecks ABCD (siehe Bild)?

D H [} c
J
N L
P
A 3 F B
Klasse 10

Al A Welche reellen Zahlen x erfiillen die
Gleichungen

logz(]/)c+-]+1)_3
A A B

a) :

logz x—40
b) 2lgx— 1 + 2lux+ 2= 3lgx -1 + 3|ux’
c) X't *=a%x, aeP*, a+1?

A2A Gegeben sei ein Dreieck ABC mit
der Seitenlinge BC=g und der Hohenlinge
‘AD =h,. Die Gerade g sei die Parallele zu
BC durch A.

Berechnen Sie das Volumen V des Korpers,
der durch Rotation der Dreiecksflichen ABC
um g entsteht, in Abhdngigkeit von a und
ha!

Kiiche mit offenem Herd
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XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 7

1. In einer Mathematikstunde zeichnet der
Lehrer genau zehn Vierecke an die Wand-
tafel und fordert die Schiiler auf, Aussagen
iiber diese zu treffen. Er erhilt folgende Ant-
worten:

Axel: ,,An der Tafel befinden sich mindestens
zwei Quadrate.*

Beate: ,,An der Tafel sind genau doppelt so
viele Rechtecke wie Quadrate.”

Christa:,,An der Tafel ist genau ein Parallelo-
gramm.*

Detlev: ,,An der Tafel sind genau doppelt so
viele Trapeze wie Rechtecke.*

Der Lehrer teilt danach der Klasse mit, daB
genau eine dieser vier Aussagen [alsch war.
a) Von wem kam die falsche Aussage?

b) Ermittle fiir die einzelnen Arten von Vier-
ecken jeweils die Anzahl der Vierecke dieser
Art an der Tafel, soweit diese Anzahl aus
den vorliegenden Angaben hervorgeht!

c) Skizziere, wie nach diesen Angaben das
Tafelbild ausgesehen haben konnte!

2. Ermittle alle Paare (x; y) rationaler Zahlen
mit der Eigenschalt, daB die Summe x+)
dieselbe Zahl wie das Produkt x - y und auch
dieselbe Zahl wie der Quotient x : y ist!

3. Konstruiere ein Drachenviereck ABCD
aus g=3,1cm, 2=100" und f=120°! Dabei
bezeichne a die Linge AB=BC: [erner be-
zeichne a die Grofe des Winkels < BAD und
# die GloBe des Winkels ¥ ABC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Drachenviereck bis aul Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

4. Gegeben sei ein Kreis & mit dem Mittel-

punkt M. Aul k liegen die Punkte 4 und B

derart. daB3 der Winkel £ BMA ein rechter

ist. Weiterhin sei ein Punkt C durch [olgende

Bedingungen festgelegt:

(1 C liegt aul k.

2) Es gilt MB=BC.

(3) Die Gerade durch A und C schneidet
die Strecke M B in einem Punkt D.

Ermittle aus diesen Angaben die GroBe des

Winkelsx CDB!

5. Es sei ABCD ein beliebiges Parallelo-
gramm, und es sei P ein beliebiger Punkt im
Innern dieses Parallelogramms, der nicht auf
einer seiner Diagonalen liegt. Ferner sei S der
Schnittpunkt der Parallelen durch B zu PD
und durch D zu PB.

Beweise, daBl unter diesen Voraussetzungen
das Viereck ASCP stets ein Parallelogramm
ist!

6. Eine Fliissigkeit wird in kleinen, mittleren
und groBen Flaschen verkauft. In jede kleine
Flasche passen genau 200g, in jede mittlere
genau 500g und in jede grofe genau 1000g
der Fliissigkeit. Jede gefiillte 200-g-Flasche
kostet 1,20M, jede gefiillte 500-g-Flasche
kostet 2,80 M. Der Preis der leeren 500-g-
Flasche ist um 50%, hoher als der der leeren
200-g-Flasche. Die leere 1000-g-Flasche wie-
derum ist um 50%; teurer als die leere 500-g-
Flasche. - :

Welcher Betrag wird eingespart, wenn an-
stelle von funf gefiillten 200-g-Flaschen eine
gefiillte 1000-g-Flasche gekauft wird?

Olympiadeklasse 8

1. In dem Schema
ABBC-DCE=FBEG
: 4 —
CD- HE=] DAF
JFK-DDA=JJFC

sollen die Buchstaben so durch Zilfern (0, 1,
2, .... 9) ersetzt werden, daf} alle waagerech-
ten und senkrechten Aufgaben richtig ge-
rechnet sind. Insbesondere soll die Ziffer 0
nicht als Anflangszifler einer mehrstelligen
Zahl auftreten. Gleiche Buchstaben sollert
durch gleiche Ziffern und verschiedene Buch-
staben durch verschiedene Ziffern ersetzl
werden.

Ermittle alle Ersetzungen, dic diese Forde-
rungen erfiilen!

2. Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit
C als Scheitel des rechten Winkels. Der Miltel-
punkt der Seile AC sei M. Der Kreis k um M
durch A schneide die Seite AB aufler in A
auch in E. Die Tangente an k in £ schneide
die Seite BC in D.

Beweise, dal} unter diesen Voraussetzungen
das Dreieck BDE gleichschenklig ist!

3. Gegeben sei ein Dreieck ABC mit den Sei-
tenldngen BC=4cm, AC=5cm und AB=
6cm. Auf der Seite CB sei M, derjenige
Punkt, fir den BM;=3cm ist. Um M, sei
der Kreis k; mit dem Radius 5,5 cm gezeich-
net.

Zu diesen gegebenen Stiicken soll ein dem
Dreieck ABC #hnliches Dreieck A'B'C’ kon-
struiert werden, dessen Eckpunkte samtlich
auf dem Kreis k; liegen.

Beschreibe eine Konstruktion eines solchen
Dreiecks A'B'C’, und beweise, daf es die ge-
forderten Eigenschaflten hat, wenn es nach
dieser Konstruktionsbeschreibung konstru-
iert wird!

Hinweis: Eine ,Analyse“ (SchluBfolgerung
aus der Annahme, ein Dreieck A'B'C’ habe
die verlangten Eigenschalten, zur Herleitung
der Konstruktionsbeschreibung) und eine
~Determination* (Diskussion aul Existenz
und Eindeutigkeit der Konstruktion) werden
nicht verlangt.

4. Von einem Trapez ABCD mit AB|CD,
dessen Diagonalenschnittpunkt S genannt sei,
wird vorausgesetzt, daB AB=2-CD gilt.
Untersuche, ob bereits durch diese Voraus-
setzung das Verhiltnis des Flicheninhalites
des Dreiecks ABS zu dem des Trapezes ABCD
eindeutig bestimmt ist! Wenn das der Fall ist,
so ermittle dieses Verhiltnis!

5. Jemand hebt von seinem Sparkonto einen
bestimmten Geldbetrag ab. Er erhilt diesen
in insgesamt 29 Banknoten ausgezahlt, und
zwar ausschlieBlich in Zehnmarkscheinen,
Zwanzigmarkscheinen und Fiinlzigmark-
scheinen. Dabei ist die Anzahl der 10-M-
Scheine um 1 kleiner als die Anzahl der 20-M-
Scheine. Die Anzahl der 50-M-Scheine ist
groBer als das Zweilache, aber kleiner als das
Dreifache der Anzahl der 20-M-Scheine.
Ermittie die Hohe des abgehobenen Geld-
betrages!

6. Ermittle alle sechsstelligen natiirlichen
Zahlen z mit [olgender Eigenschaft!

Setzt man die erste Ziffer von z an die letzte
Stelle, withrend die Ziffernfolge der iibrigen
fiinf Ziffern unveridndert bleibt, so ist die ent-
sprechende Zahl z' dreimal so grofl wie die
urspriingliche Zahl z.

Olympiadeklasse 9

1. Uber eine natiirliche Zahl x werden vier

Paare von Aussagen gemacht:

Paar A:

(1) x ist eine zweistellige Zahl.

(2) x ist kleiner als 1000.

Paar B:

(1) Die zweite Zilfer der Zah! x ist eine 0.

(2) Die Quersumme der Zahl x ist 11.

Paar C:

(1) x wird mit genau drei Ziffern geschricben,
und zwar mil drei gleichen Ziffern.

(2) x ist durch 37 teilbar.

Paar D:



(1) Die Quersumme der Zahl x ist 27.

(2) Das Produkt der Zahlen, die durch die
einzelnen Ziffern von x dargestellt wer-
den, betrégt 0.

Untersuchen Sie, ob es natiirliche Zahlen x

mit x+0 gibt, fir die in jedem der vier Paare

A, B, C, D eine Aussage wahr und eine Aus-

sage falsch ist! Gibt es solche Zahlen x, so

ermitteln Sie alle diese Zahlen!

2. Ist ABCD ein Rechteck, fir dessen Seiten-
lingen b=AD=6cm und a=AB>b gilt, so
seien E, G diejenigen Punkte auf CD und F,
H diejenigen Punkte auf AB, fir die AFED
und HBCG Quadrate sind.

Beweisen Sie bei diesen Bezeichnungen, dafl
es genau eine Seitenlinge a gibt, fir die
EH L AC gilt, und ermitteln Sie diese Seiten-
lange!

3. Beweisen Sie, daB die Ungleichung
11-2%2-33-4% . -998998.999999. 1000" 000
< 1000390009 gij¢ 1

4. Konstruieren Sie ein Dreieck ABC aus
a=50°, r=4cm und h,=6cm' Dabei be-
zeichne a die GroBe des Winkels ¥ BAC,
r den Umkreisradius und h, die Linge der
auf BC senkrechten Hohe des Dreiecks ABC.

Beschreiben und begriinden Sie Thre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob ein Dreieck
ABC durch die gegebenen Stiicke bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist! Dabei
sollen Dreiecke ABC, A'B'C’ auch dann als
kongruent bezeichnet werden, wenn sie mit-
einander mit beliebiger Reihenfolge der Eck-
punkte zur Deckung gebracht werden kon-
nen.

5. Beweisen Sie den [olgenden Satz!

Die Summe zweier Quadratzahlen ist genau
dann durch 11 teilbar, wenn jede dieser bei-
den Quadratzahlen durch 11 teilbar ist.

6. Bei einem Tetraeder ABCD seien die Kan-
tenldngen AB=10 cm; BC=6 cm, AC=8 cm,
AD=13cm, BD=13cm gegeben, das Lot
von D auf die Fliche des Dreiecks ABC sei
12cm lang,

Beweisen Sie, daB durch diese Angaben die
Lénge der Kante CD eindeutig bestimmt ist,
und ermitteln Sie diese Kantenldnge!

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle Tripel (@, b, ¢) natiir-
licher Zahlen mit folgenden Eigenschaften'!
(1) Esgilt0O<a<b<c:

(2) In einem Quader mit der Linge a cm, der
Breite b cm und der Héhe ¢ cm betrigt die
Summe aller Kantenldngen ebenso viele Zen-
timeter, wie das Volumen Kubikzentimeter
betragt.

2. Beweisen Sie den folgenden Satz (den so-
genannten Satz von Menelaos)! Wenn eine
Gerade g die Seite BC eines Dreiecks ABC
in einem Punkt E zwischen B und C schneidet
und wenn g auBerdem die Seite CA in einem

II

Punkt F zwischen C und A4 schneidet und
wenn g auBerdem eine Verlingerung der
Seite AB in einem Punkt G schneidet, dann
gt BE CF 4G_

CE AF BG
3. Ermitteln Sie alle diejenigen geordneten
Paare (a; b) reeller Zahlen, die das folgende
Gleichungssystem erfiillen!

[al+2b= 6,6,

[2a]+3b=119. .
Hinweis: Ist r eine reelle Zahl, so wird mit [r]
diejenige ganze Zahl g bezeichnet, fir die
g<r<g+1gilt. So ist z. B. '
[401]= 4,da 4% 4,01<5gilt,

[7] = 7,da 7% 7 <B8gilt,
[-n]=-4,da —4< —n < -3 gilt.

4. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zah-
len x, die die Ungleichung

[—)/1-3x2
——xl1 .
x erfiillen!

S. In der 1.Stufe der Mathematikolympiade
gab es im Jahre 1976 in der Olympiade-
klasse 9 folgende Aufgabe:
»Jemand behauptet, daBl es moglich sei, aus
7 Papierstiicken aul folgende Weise genau
1976 Stiicke herzustellen:
Man teile einige der 7 Papierstiicke jeweils in
genau 7 Teile, dann wieder einige der nun-
mehr vorhandenen Papierstiicke in jeweils
genau 7 Teile usw.
Ist es moglich, daB man auf diese Weise,
indem man also das beschriebene Verfahren
geniigend lange fortsetzt, genau 1976 Papier-
stiicke erhilt?
Als Losung muflte bewiesen werden, daB es
nicht moglich ist, genau 1976 Papierstiicke
zu erhalten.
Wir wollen jetzt fiir irgendeine Zahl n>1
von n Papierstiicken ausgehen und diese in
der beschriebenen Weise jeweils in genau
n Teile teilen.
Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen n mit 1 £n<1976, [ur die es auf diese
Weise gelingen kann, genau 1976 Papier-
stiicke zu erhalten!

v

6. Die Eckpunkte A, B, C, D eines Tetraeders
ABCD und ein Punkt P aul der Fliche des
Dreiecks ABC seien so im Raum gelegen,
daB sie bei einer Parallelprojektion die auf
dem Arbeitsblatt angegebenen Bildpunkte
A', B, C', D' bzw. P’ haben. Ein Punkt Q
liege auf der Strecke BC; ein Punkt R liege
aufl der Strecke CD; ihre Bildpunkte seien bei
der Parallelprojektion die auf dem Arbeits-
blatt angegebenen Punkte Q' bzw. R’. Die
Ebene durch P, Q und R schneidet die vier

Seitenflichen des Tetraeders in einer Schnitt-
figur.

Konstruieren Sie auf dem Arbeitsblatt die
Projektion dieser Schnittfigur! Beschreiben
Sie [hre Konstruktion, und beweisen Sie, dal3
eine Figur die gesuchte Projektion der
Schnittfigur ist, wenn sie nach Ihrer Be-
schreibung konstruiert wird!

Olympiadeklassen 11/12

1. Es sei P(x)=asx*+a,x®+a;x+ao ein
Polynom mit rationalen Koeflizienten ao, a;,
a,, as.

Man beweise: Wenn P(x) eine Nullstelle der
Form xo=b+]/; mil rationalen Zahlen b, ¢
besitzt, [ir die ]/E irrational ist, so ist auch
Xy =b—[/£ eine Nullstelle von P(x).

2. a) Beweisen Sie, daBl kein Polyeder exi-
stiert, das genau sieben Kanten besitzt!

b) Beweisen Sie, daB fiir jede natiirliche Zahl
n mit n>7 ein Polyeder existiert, das genau
n Kanten besitzt!

Hinweis: Ein Polyeder ist ein ebenflachig be-
grenzter Korper. Im Sinne der Aufgaben-
stellung wird positives Volumen vorausge-
setzt; weitere Anforderungen wie Konvexitit
werden nicht gestellt.

3. Ermitteln Sie alle diejenigen Tripel (g, b, ¢)
reeller Zahlen, [ir die folgendes gilt!
Die fiir alle reellen x4 —c¢
ax+b
durch f(x)= o
geniigt den folgenden Bedingungen:
(1) Es gibt reelle Zahlen x, fir die f(x),
S(f(x)) und £(f(f(x)) definiert ist.
(2) Fiir jede solche Zahl x mit x=+ — 1

SUGE=51

definierte Funktion f

4. Man ermittle alle diejenigen von O ver-
schiedenen reellen Zahlen g, die die folgende
Eigenschaft haben:

Es gibt eine von 0 verschiedene Zahl a; und
eine natiirliche Zahl k > 3 so, daB in der durch

a,=a,-¢" '(n=1,2,3,..)

definierten Zahlenfolge (a,) das Glied a, gleich
dem arithmetischen Mittel der beiden voran-
gehenden Glieder gy~ und a, -, ist.

5. 37 Karten, von denen jede aul der einen
Seite rot und auf der anderen Seite blau ge-
farbt ist, seien so auf einen Tisch gelegt, daB
genau 9 von ihnen oben ihre blaue Seite zei-
gen. Es sollen nun in ,,Arbeitsgingen® Karten
umgedreht werden, und zwar in jedem ein-
zelnen ,,Arbeitsgang” genau 20 beliebige der
37 Karten.

Untersuchen Sie, ob man mit endlich vielen
»Arbeitsgangen“ erreichen kann, daB alle
37 Karten

a) oben ihre rote Seite,

b) oben ihre blaue Seite

zeigen! Falls das mdglich ist, ermitteln Sie
jeweils die kleinste Anzahl der dafiir hin-
reichenden , Arbeitsgidnge“!
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Welche der Figuren | bis 4
gehort logischerweise an Stelle
des Fragezeichens?

Losungen
Titelseite: 58015 16850
+65412 + 20640
123427 usw.
82193 19845
+ 8364 + 628
90557 usw.
Seite 2

Nr. 1 gehort an Stelle des Frage-
zeichens.

Seite 3

100°; 110°; 110°; 55°; 55°; 100°.
Seite 4

1.L={0, 1,2,3}

2. L={12,13,14, ...}
3.L={—-1,-2,-3 .}

4. L={0}

5. L= mm

6. L=1{8

37490 usw.

20473 usw.

1
1

Seite 5

Aus Gleichung (3) entsteht wegen
280:7=40 u=40.

Aus (2) findet man z=4"40=160.
Aus (4) ergibt sich v= 120,

dann aus (5) y=160+ 120=280.
SchlieBlich findet man aus (1)
x=280:40=7.

Seite6 II +II =1V

VI +1v=X
V1 —IlI=1Il
VII-11 =V
VI —IV£X

Seite 7
Er kann 114 km pro Stunde fahren.

»Was soll bloB mal aus dem werden?*

o

j/,f AN N N S S o
u_.umxA\_m_ x €N

2,29< /\4.5\ y €N
3,20-x>20, x€G

4,30<5s+5 <35, s€a
\ 5,50210u< 55 uw€G@
N 00505 #x|NMm:,_ = €N
N7F M< du+3<22, u

49> 8 )
@u.q
N

NTe, 17< P..wumo.

Auf einen Blick :
Li={.}iL={..};.

i

13

Die rechte Halfte des Bildes ist Spiegelbild
der linken Halfte bis auf fiinf kieine
Details, die sich einen anderen Platz
gesucht haben.

Wo sind sie zu finden?

v
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=M= IV
Vi=IV= X
ViFll=Ill
Vil =V
Vi—=iy=[X

In jeder der fiinf Reihen ist ein
Hdlzchen so umzulegen, daB eine
richtig geloste Aufgabe entsteht!

6

11

x| )

Sie sollten sich auch qualifizieren!

4 222 | %
1 & =0 ' %6
A 1= | 16
4 & 2816
1 4 %81
1% 4 ....dnae
to & 2=
16 & vli.,;“*

E e FFpEFFE

Setze die richtigen Rechenzeichen!

a)

b)

Vervollstindige!

e — e e e —— ——— — o— — — — —— tnen e — — C— — — — — — — — — — — — — — — — ]

»Archimedes, eine Minute!
Was soll diese Schweinerei 7

hd

Von einem der vier Eingédnge [iihrt

ein Weg iiber alle angefiihrten
Buchstaben zu einem anderen Ausgang.
Bei richtiger Losung findet ihr

einen wichtigen mathematischen
Begrifl!

VI



6.A Unter einem ,Stapel“ von Gegenstin-
~en (wie. z.B. Konservenbiichsen) sei eine
Anordnung wie im Bild verstanden, bei der
jeweils fir k=1, ..., m in der k-ten Reihe
genau k Gegenstande stehen. Dabei ist m eine
natiirliche Zahl, die als ,,Hohe* des Stapels
bezeichnet werde. (Die Frage der praktischen
Herstellbarkeit von Stapeln mit groBer Hohe
sei in dieser Aulgabe nicht beriicksichtigt.)
Untersuchen Sie, ob eine Zahl z mit
1000210000 so existiert, daB es einen
Stapel aus z Gegenstinden gibt, der sich in
zwei Stapel von untereinander gleicher Hohe
umordnen ldft!

D 1.Reihe
Oog 2.Reihe
O0agd 3.Reihe

6.B Man beweise fiir jede ganze Zahl n mit
n23: Ist A, die Anzahl aller verschiedenen
Darstellungen von n als Summe dreier positi-
ver ganzzahliger Summanden, so gilt

n? <1

12| "2
Dabei werden zwei Darstellungen genau
dann als verschieden bezeichnet, wenn sich
nicht die eine durch Anderung der Reihen-
folge der Summanden aus der anderen erhal-
ten laBt.

Ay

Aus Platzgriinden verzichten wir aufl die Ver-
Offentlichung der Losungen. Interessierte Le-
ser erhalten sie (zur Einsichtnahme) bei ihrem
Kreisfachberater Mathematik oder bei den
Bezirkskabinetten fir auBerunterrichtliche
Tatigkeit.

Losungen

Losung der Aufgabe von Prof. Dr. V. Friedrich
(aus alpha 1/82,S.3):

Um die unterschiedlichen Niherungswerte
fiir (9 —l/%)3 zu erkldren,
verwenden wir wieder die Bezichung
. (a—by*=a>-3a’b+3ab?-b? (1)
mit a=9, b=|/80. Der Fehler 6=b'—b der
fir b=|/80 verwendeten Niherung b'=
8.9443 ist wegen |/80 ~8.9442719 sehr klein:
420,00003.
Vaters Niherung (¢ —b')* kann wegen
(a—b) =(a—(b+8)*=((a—b)-dy
unter Verwendung von c=a—»b und (1) in
(a—b)*=c>—3c*6+3c6%*-6°
umgeformt werden, so daB ihr Fehler
(a=b) —(a—b)*=—3c26+3c6* -8~
—3:(0,056)* - 0,00003 ~ —0,0000003 (2)
betriigt (die Summanden 3c6*~107!°, &~
10~ '3 sind ohne EinfluB auf die GréBenord-
nung des in (2) angegebenen Fehlers).

Peters Niherung a* + 3ab? — (3a® + b2)b’ weist
dagegen den Fehler

a®+3ab?—(3a* + b2y’
—(a®—3a%+3ab?*-b%)

=—(3a2+ b3’ ~b)= —(3a® + b))

~ —323-0,00003~ —0,0] auf. 3)
Bei der Verwendung von Niherungswerten
kann das Ergebnis wesentlich vom verwende-
ten Rechenweg abhingen, so daB man mit
Uberschlagsrechnungen sich vergewissern
mufl, daB beim gewihlten Rechenweg die
Niherungswerte das Ergebnis nur wenig ver-
filschen konnen. (Nidheres dazu in einem
Artikel in der folgenden Nummer.)

Losungen zu: Internationale
Buchkunstausstellung (IBA), S. 52
Ala Bezeichnet man die vier Personen der
Reihe nach mit g, b, ¢ und d, dann ergeben
sich auf Grund der Aussagen die folgenden
vier Gleichungen:

a=c-5,

1
b—i(a+d),
c=d+29,

|
d—z(a+b+c).

Dieses Gleichuagssystem hat die Losung:
a=89,b=77, c=94,d=65.
Da dann a+b+c+d=2325ist, also 325 <350,
diirfen die vier Personen in dem Aufzug fah-
ren.
A2A (1) Wenn Pete liigt, so wire er es.
Dann sagt aber auch Tim die Unwahrheit.
Es ergibt sich ein Widerspruch.
(2) Wenn Jenny liigt, so kann es nur Jenny
oder Jessica sein. Dann sagt aber Jessica oder
Tim die Unwabhrheit. Es ergibt sich ebenfalls
ein Widerspruch.
(3) Wenn Tim liigt, sagen die drei tibrigen die
Wabhrheit, also ist Tim schuldig.
(4) Wenn Jessica liigt, ergibt sich ebenfalls
ein Widerspruch.
Ala 1.2:40=x:18
x=09
Die Entfernung auf der Karte betrigt 0,9 cm.
II.2cm : 40km = 1cm : 20km
Ein Zentimeter aul der Karte entspricht
20km auf der Erde.
IIl.  Zwischen Beirut und Sour sind es auf
der Karte 3,8 cm.
1:20=38:x

x=76
Die Entfernung betrédgt 76 km.
IV.  Zwischen Saida und Tripoli sind es

5,4cm.
1:20=54:x
x=108

Die Entfernung betrigt 108 km.

A4a Die Kanten der Packungen seien |/,
m und n. Dabei gilt I=a-x, m=b-y und
n=c-z (x, y, z sind die Anzahl der Lingen
einer Streichholzschachtelkante.) Das Vo-
lumen der Packung ist Imn=abcxyz. Das
Produkt xyz gibt die Anzahl der Schachteln
an, und es gilt xyz=10.

Da x, y, ze N, gibt es neun Moglichkeiten:
x 1 1 10112255
y 110 1 2 51512
z 10 1 1 5 2 5121
Da Papierverbrauch und OberflichengroBe
der Packung gleich sind, ist
2In+2In+2mn=2(abxy + acxz + bcyz).
Da die Oberfliche moglichst klein sein soll,
mull auch der Faktor (abxy+acxz+bcyz)
moglichst klein sein. Man berechnet diesen
in allen 9 Fillen und erhidlt den kleinsten
Wert 14558 fir x=5, y=2 und z=1. Das ist
die Skonomischste Packung, wie man sich
beim Kauf leicht tiberzeugen kann.
AS5a a) Die Restfliche A ist gleich der
Differenz A; und der Halbkreisfliche Ax
(siche Bild 1), also
2 2 2

A=AD—AK=4%W—7%=%(2

~0,16a>.
b) Die Restfliche A ist gleich der Differenz
von Quadratfliche A, Halbkreisfllache Ax
und kleiner Quadratflache A4, (siche Bild 2),
also
A=Ag—Ax—A,,

3—m)

A=6’—§31—32=36—4,5 $3,14-9=1287.

¢) Ein Drittel der Restflache A (siehe Bild 3)
ist gleich der Dilferenz von Halbkreis(lache
Ay und der Fliche des Kreissegmentes As.
Das letztere ist wieder die Differenz von der
Kreissektorflliche Ax und der Fliche des
gleichseitigen Dreiecks Ay, also

A
=Ai— As=Ax—(Ax— Ap),

n-42 n~82+82[/§
2 6 4

3
A
3
ﬁzl9,3, A=58.
3
d) Es sind die sogenannten Mondchen des
Hippokrates. Die Summe A4 der Flachen-
inhalte der beiden Mdéndchen ist gleich dem

Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks

Ap, also
ab

A=Ap= 5

Ay ist die Fliche des Halbkreises iiber CB.
As ist die Fliache des Kreissegmentes iiber
CB mit «=60° und Radius AC. ,
Ay ist die Kreissektorfliche mit dem Zentri-
winkel a=60° und dem Radius AC.

VII



A8A Man verlangert A4S, BS und CS um
sich selbst iiber S hinaus und erhdlt A,, B,
und C,, da 60° + 120° = 180°.

A9a Wir schreiben die Variable x fir die
Zahl der Sdcke auf dem LKW.
Bedingung: 1500 + 50x < 3000.
Dann gilt 50x < 1500

x< 30
Der LKW darf hochstens 29 Sack Zement
laden.

A10a Die Winkelsumme eines beliebigen
konvexen Vielecks berechnet man nach der
Gleichung

ws= 180(n —2), wobeti n die Anzahl der Seiten
ist.

B W
Dannist n —m+2,

_2340°
T 180°
n=15. Das Vieleck hat 15 Seiten.

n +2,

Lésungen zu Zahlen und Fakten, S. 55

AlA um45653M;

A2 A ja, Annahme gleicher absoluter
Zuwachsraten;

etwa 6,5 Mill. Beschiltigte;

2h 24 min;

nach 36,5 Tagen;

Selbstkosten je Tonne Rohbraun-
kohle: 11,02 M;

Kosten, die je Tonne Rohbraunkohle durch
den Abraumabbau entstehen: 6,94 M.

X Vol
/fgﬁ'—,f’ié—é“—r
ALt -

Ala
Ada
ASA
AGA

In [reien Stunden - alpha-heiter, S. 64

Erraten des Geburtstages

Wenn du die Geburtskalendertage mit x, den
Geburtsmonat mit » und das Geburtsjahr mit
= bezeichnest, ergibt sich folgender Ansatz:
(200y +2x+7) - 50 +1632- =

10000y +100.x +350 + 1632 — =

10000y +100.x + 1982 --=

Die Differenz 1982 —: gi'bl die Lebensjahre
an.

Durch die Multiplikation der Geburtstags-
angaben mit 10000 bzw. 100 erhalten die An-
gaben einen bestimmten Stellenwert. So kon-
nen — von rechts nach links - in der }. und

VIII

2. Stelle das Alter, in der 3. und 4. Stelle der
Geburtskalendertag und in der 5. und 6. Stelle
der Geburtsmonat abgelesen werden. Bei
Verwendung der Aufgabe im Jahre 1983 muB
anstatt der Zahl 1632 die Zahl 1633 in der Be-
rechnung verwendet werden.

Riitsel mit einem Schliissel

Die verflixte 7

1 2 1

7 j|s 0|7 3
5 5 [
2 2 4

7 3[4 0|7 3
6 6 5
1 1 2

4 2|5 o|? 1
7 4 4

Frohliche Mathematik

Judith hat sich die Zahlen 880 und 88 ge-
dacht. - Beide haben 9 -20min = 180 min
gespielt. - Nein. Auf jedem Telefon mif3ten
siecben Anschlisse sein. insgesamt also 7 - 31.
Da die Verbindung von Telelon 4 zu Telelon
B zugleich Verbindung von B zu A ist. miiite
die Gesamtzah] der Anschliisse, also 7 - 31,
durch 2 teilbar sein. - Fir die Hilite des
Schulwegs braucht Uwe [0 Minuten und Ka-
rin 15 Minuten. Da Karin 5 Minuten Vor-
sprung hatte, holte Uwe sie in 10 Minuten
ein.

Begrifle gesucht

Zahl; Aussage; Hohe; Lineal; eben; Netz;
Teiler; Hundert; Einheit; Olympiade; Ra-
dius; Intervall; EIf — Zahlentheorie

Lidsungen zu: Matt durch die Dame, S. 66

Acht Maglichkeiten gibt es!

a) 1. Db5 Ka8/Kc8 2. De8 matt;

b) 1. Dcl Ka8 2. Dc8 matt;

¢) 1. Dc2 Ka8 2. Dc8 matt;

d) 1. Del Ka8/Kc8 2. De8 matt;

e) 1. De4 Kc8 2. De8 matt;

f) 1. DFfS Ka8 2. Dc8(f8) matt;

g) 1. Dg6 Kc8 2. De8 matt;

h)1. Dh7 Ka8/Kc8 2. Da7(b7, g8, h8)/Dc7
matt.

Andere Versuche scheitern, weil der schwarze
Konig dann iiber c8 nach d7 aus dem Matt-
netz flichen konnte.

Lésung der Aufgabe von Prol. Dr. V. Friedrich:
(aus alpha 1/82, S.3)

alblc|d]|e alblc|d|e
1 X 7 X
2 (X 8 X
3 X 91 X
14 X 10 X
5 X 1 X
6 |X 12 X

Lésungen zu: Zahlenspiel mit
mathematischem Hintergrund, S. 67:

Ala Fir a=3 gilt: z—a=100-3=97.
Da 97 eine Primzahl ist, gibt es keine echten
Teiler und folglich keine Losung fiir n< 15.

a2a Mita=4unda<n<10lassensich bei
z=100als Losungen finden:n=5und n=7.

A3A a=2,z=200,n= 5

n= 8
n=10
a=4,z=200,n=13
a=35,2z=200,n=12

Ad4A Fira=1,a=3,a04=6,a=7und a=9
lassen sich keine Losungen finden.

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im
Wert von 2400 M fiir die fleiBigsten Wett-
bewerbsteilnehmer zur Verfiigung stellten:
BSB B.G. Teubner. Leipzig; Akademische
Verlagsgesellschalt Geest und Portig, Leip-
zig; VEB Fachbuchverlag, Leipzig; Der Kin-
derbuchverlag, Berlin; Militirverlag der
DDR, Berlin; Verlag Die Wirtschaft, Berlin:
Der Sportverlag, Berlin; VEB Verlag Die
Technik, Berlin: Volkseigener Verlag Volk
und Wissen, Berlin: Urania-Verlag, Leipzig:
Leipziger Volkszeitung; Bezirkskabinett [ir
auferunterrichtliche Téugkeit, Letpzig




Spezialschule
physikalisch-
technische Richtung
EOS ,,C.F. Gauff*
Frankfurt (Oder)

Die Spezialschule (phys.-techn. Richtung)
Frankfurt/Oder ist 1964 gegriindet worden.
Gleich von Anfang an gab es eine enge Ver-
bindung zum VEB Halbleiterwerk Frank-
furt/Oder, dem heutigen Leitbetrieb im Kom-
binat Mikroelektronik, unserem Trigerbe-
trieb.

Trotzdem sind wir zunichst eine allgemein-
bildende Schule, die von K1.9 bis zur Hoch-
schulreife fiihrt. Talente und Begabungen, vor
allem aufl mathematischem und physikalisch-
technischem Gebiet, werden bei uns weiter
gefordert mit dem Ziel, daB sie als junge so-
zialistische Personlichkeiten Spitzenleistun-
gen fir unsere Republik vollbringen, wih-
rend der Schulzeit, in der Olympiade- und
MMM-Bewegung, aber auch spéter im Stu-
dium und im Beruf. Dementsprechend sind
unsere Aufnahmebedingungen. Der Bedeu-
tung, die die Mikroelektronik im Rahmen
des wissenschaltlich-technischen Fortschritts
hat, entsprechen Arbeitsgemeinschaften fir
Elektronik fur alle interessierten Schiiler der
Klassen 9 und 10, ein spezieller Lehrgang
Elektronik in Klasse 11, die wissenschaltlich-
praktische Arbeit in der Abiturstufle fir alle
Schiiler im VEB Halbleiterwerk sowie die
engen Verbindungen zwischen Klassen unse-
rer Schule und Kollektiven des Werkes.
Hervorragende Ergebnisse in der MMM-
Bewegung waren in der Vergangenheit ein
Ergebnis dieser Zusammenarbeit.
Besonderheiten, die in gleicher Weise auch
{ir die vier anderen Spezialschulen physi-
kalisch-technischer Richtung in Jena, Dres-
den, Riesa und Kleinmachnow gelten, sind
erst einmal hohere Wochenstundenzahlen in
Mathematik und Physik. .

So werden in Mathematik, Klasse 9, allen
Schiilern nach einem Zusatzlehrplan z.B.
Kenntnisse iliber Determinanten und Kegel-
schnitte vermittelt.

In Klasse 10 ist u. a. ein Lehrgang iiber kom-
plexe Zahlen, Grundlage fiir jedes Studium
in  Richtung  Elektronik/Elektrotechnik,
Schwerpunkt. Die Klasse 11 enthilt u.a.
einen besonderen Abschnitt zur Fehlerrech-
nung, wahrend in Klasse 12 vor allem An-
wendungen zur Vektorrechnung sowie Dille-
rential- und Integralrechnung zusitzlich ver-
mittelt werden.

In Physik ist die selbstdndige experimentelle

Arbeit der Schiiler hervorzuheben, die in die
Ausbildung von Fihigkeiten im schopferi-
schen Anwenden des Wissens und Koénnens
miinden soll.

Im Jahre 1977, anldBlich des 200. Geburts-
tages von Carl Friedrich GauB, erhielt unsere
Schule den ehrenvollen Namen C.F.Gauf.
Die Verleihung war fiir uns Ansporn zu wei-
terer fleiBiger Arbeit. Wir ehren GauB, einen
Revolutionar der Wissenschalt, seither in
einer GauB-Festwoche, in der u. a. die Schul-
MMM sowie ein Mathematik-Mannschafts-
Wettbewerb (1982 zum 14. Mal) stattlinden.
Ein Wettbewerb in Physik, der gleichfalls die
kollektive Arbeit [6rdert, wird 1982 zum
5. Mal stattfinden.

Seit 1977 werden an Schiiler unserer Schule,
die sich bereits bei Olympiaden auszeichnen
konnten, Leistungsauftrige - dhnlich wie im
Sport — vergeben, die eine weitgehende (z. T.
individuelle) Forderung garantieren.
Fiir,Abiturienten, die sich bei tadelloser Hal-
tung durch besondere schopferische Leistun-
gen auszeichnen konnten (z. B. Preistréger der
DDR-Olympiade in Mathematik), haben der
VEB Halbleiterwerk und die Schule einen
Gauflpreis gestiltet, die hdchste schulspezi-
fische Auszeichnung,

1979 feierten wir den 15. Geburtstag unserer
Schule. Viele Absolventen berichteten iiber
ihre weitere Entwicklung nach dem Abitur,
darunter ein Hauptmann unserer Nationalen
Volksarmee, eine Lehrerin fir Mathematik

und Physik und ein Diplomingenieur aus

dem Halbleiterwerk. Es war eine gute Bilanz
zum 30.Jahrestag der Griindung unserer
Republik, die uns mit Stolz erfiillte und uns
Kraft fiir die weitere Arbeit vermittelte.
Wenn Schiiler aus 8.Klassen des Bezirkes
Frankfurt/Oder Interesse haben, an unserer
Schule zu lernen, wenden sie sich an ihre
Klassenleiter bzw. ihren Direktor, die die
genauen Aufnahmebedingungen kennen.
Qberlehrer Dieter Jacob,
Direktor

Mathematik
Aufgaben der Klassenstufe 9/10

Ala Gegeben sei ein Wiirlel mit der Kan-
tenlinge a. Dem Wiirfel werde ein gerader
Kreiszylinder so umbeschrieben, daBl die Zy-
linderachse mit einer Raumdiagonale zu-
sammenféllt und alle Wiirfeleckpunkte auf
der Zylinderoberfldche liegen.

Stellen Sie das Volumen des Zylinders als
Funktion von a dar!

(Ergebnis: V=§R 3 a’)

A2 A Indem nebenstehenden Bild 1 ist die
Anzahl der Wege liangs der Linien von 4 nach
Z ohne Umwege zu bestimmen!
(Ergebnis: 140 Wege)

A

.

Bild 1

Z

A3 A Ein PKW, der ein Kraltstofl-Ol-Ge-
1
3
lich mit 5 Liter reinem Kraftstofl betankt.
Wieviel Liter Gemisch 25:1 sind nachzu-
filllen, um das richtige Mischungsverhéltnis
wieder herzustellen ?

(Ergebnis: 15 Liter)

misch von 33=: 1 benétigt, wurde versehent-

A4 A Von 50 befragten .Schiilern betreiben
8 Schwimmen und Radfahren und Handball,
19 Schwimmen und Radfahren, 17 Schwim-
men und Handball, 20 Radfahren und Hand-
ball, 28 Schwimmen, 34 Radfahren und
31 Handball.
Wieviel Schiiler betreiben genau eine Sport-
art, wieviel Schiiler betreiben keine dieser
Sportarten?
(Ergebnis: 5 Schiiler genau eine,
5 Schiiler keine dieser Sportarten)
Armin Bochmann,
Fachzirkelleiter Mathematik

Fortsetzung aul Seite 72
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell fiir
Klasse 4 bis 6

Ein Knobelheft

Herausgegeben vom Bezirkskabinett
fiir auBerunterrichtliche Titigkeit,
Neubrandenburg.

.

Im Schuljahr 1981/82 ist nun das 3. Knobel-
heft an diejenigen Schiiler des Bezirks Neu-
brandenburg gegangen, die sich fiir mathe-
matische Knobeleien besonders interessieren.
Unsere Pionierhduser oder die Stationen
Junger Naturforscher und Techniker versen-
den diese Heftchen an die Schulen. Bis zu
einem bestimmten Tag miissen dann die an-
gekreuzten Kastchen (siehe Bild 1) zuriickge-
schickt werden. Auf den Mathetreffs in den
Kreisep werden dann die Losungen bespro-
chen und die erfolgreichsten Knobler ausge-
zeichnet.

¢ Bild 1

alb|cid]|e albjcl|d]|e
1 7
2 8
3 9
4 10
5 n
6 12

Wir wissen, daB viele Pioniere nach Be-
kanntschaft mit diesen Heftchen sich auch

weiterhin mit schwierigeren Aufgaben befaB-*

ten. Wir hoflen, daB recht viele dieser Jungen
und Midchen einmal zu den erfolgreichen
Jungen Mathematikern gehoren werden. Dies
zu erreichen, war der Grund fir die Heraus-
gabe der Heftchen. An dieser Stelle sei Herrn
Heinz Schob vom Potsdamer Pionierhaus
herzlich gedankt, der bereits seit 10 Jahren
solche Heftchen fiir die Klassenstufe 3 zu-
sammenstellt und der damit Anregung fir
unsere Heftchen gab. H.-J. Kerber

Nun kénnt auch ihr euer Konnen iiberprii-
fen. Bei jeder der folgenden Aufgaben kénnt
ihr eure Lsungen entweder bei a, b, ¢, d oder
e anstreichen, nachdem ihr gut iberlegt und
alles noch einmal iiberprift habt. Zum
SchluB kreuzt eure Ergebnisse in den Kist-
chen an! (Bild 1) LaBt euch ein wenig Zeit!
An nur einem Nachmittag ist so etwas natiir-
lich nicht zu schaffen.

62

Nach Fertigstellung konnt ihr dann im Lé-
sungsteil dieser Ausgabe eure Losungen kon-
trollieren. ... Ubrigens! 10 Richtige: ,,Gut
gelost, 11 Richtige: ,,Sehr gut gel6st*,
12 Richtige: ,,Ausgezeichnet gelost! Und
nun

Aufgabe 1

»AufgepaBt! MathespaB! Mitgemacht!*
Zihle alle Silben dieser Zeile!

Richtig! Es sind neun. ~ Nun numeriere sie
der Reihe nach mit den Zahlen 1 bis 9! Be-
ginne mit: Auf (1), ge (2) und so weiter!
Jetzt trage die neun Zahlen in die Felder des
Quadrates genau so ein, wie ihre Silben. im
Titelbild auf der Umschlagseite stehen (siehe
Bild 2)! Am besten ist es, wenn du dir die Fi-

-gur noch einmal auf Karopapier zeichnest

und dann nur die Zahlen eintrigst.

Bild 2

&>

Wenn du die Summe von je drei Zahlen
bildest, die in gleicher Richtung stehen, so
erhaltst du stets 15 als Ergebnis. Und das
nicht nur in einem Falle, sondern mehr als
viermal! (Solltest du beim besten Willen je-
doch hdchstens viermal die Summe 15 finden,
so beachte: Es gibt zweimal die Silbe ,,ge*!
Also ,,Auf-ge-paBt. .. 1"

Wieviel Moglichkeiten gibt es, die Summe 15
zu bilden?

Die Anzahl der Moglichkeiten ist

a bc de
56 7 89

Aufgabe 2

Wir betrachten noch einmal die Zahlen 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9. Wihle nun drei Zahlen so
aus, daB du als Summe die Zahl 15 erhiltst!
Die Frage ist nun aber: Wieviel verschiedene
Maoglichkeiten gibt es, um diese Summe zu
bilden? Dabei sollen zum Beispiel
14+54+9%und 14+9+5

zwei verschiedene Moéglichkeiten sein. (Wer
die Aufgabe 1 richtig gelost hat, kommt
schneller zum Ziel!)

Du kommst sicherer zum richtigen Ergebnis,
wenn du ganz ,,systematisch* vorgehst. Ja,
und was ,,systematisch** bedeutet, das muBt
du dir in aller Ruhe iiberlegen!

3
s

Die Anzahl der Mdglichkeiten betrigt
a b ¢ d e
48 40 36 32 24

Aufgabe 3

Wir kommen noch einmal auf unser Quadrat
zuriick, das aus 9 kleinen Quadraten besteht.
(Bild 2)

Zuerst einmal etwas Gedankenarbeit. — Wir
denken uns die groBe Quadratfliche ausge-
schnitten. Dann schneiden wir noch 4 kleine
Quadratflichen ab, so daB nur noch die
Quadrate mit den Silben ,,paBt - auf — the —
macht — mit* ibrig bleiben. Nun faltet die
4 Flichen ,,paBt - auf - macht - mit* so
nach oben, daB ein wiirfelférmiges Gebilde
entsteht, das oben offen ist!

Susanne hat aus Versehen die Felder mit den
Silben ,,auf - ge — ge*; abgeschnitten. Sie
mochte aber auch solch einen Behilter fal-
ten. Nun sollst du hellfen und ihr sagen,
welches 4.Feld sie jetzt noch abschneiden
mufB}! Die Frage ist: Wieviel verschiedene
Moglichkeiten gibt es, um Susanne zu helfen,
damit sie sich noch solch einen Behilter
falten kann?

Die Anzahl der Méglichkeiten ist!

a bc de
1 23 45
Aufgabe 4

Jedem Buchstaben des PioniergruBes
SEID BEREIT!

1234 5262137

ist eine Zahl zugeordnet (S =1, E = 2, usw.).
Rate und rechne! Nur mit diesen 7 ver-
schiedenen Buchstaben sollst du jetzt ein
Wort schreiben:

Es ist eine Pflanze. Sie wird von den meisten
Gartenbesitzern angepflanzt. lhre Frucht ist
rot und befindet sich nicht weit vom Boden
entfernt.

Addierst du bei diesem Wort die Zahlen, die
seinen Buchstaben zugeordnet sind, so er-
hiltst du 29. Kontrolliere das!

Nun sollst du die drei Buchstaben, die du fiir
diese Frucht noch nicht benutzt hast, auf-
schreiben!

Die 3 zugeordneten Zahlen sollst du mit-
einander multiplizieren!

Das Produkt lautet:

a b ¢ d e
12 21 60 84 168

Aufgabe 5§

Sicher ist die Gleichung 1982 =1982
wahr.

Setze zwischen die Ziffern genau drei Plus-
zeichen (+) so, daB auf jeder Seite dieser
Gleichung Summen entstehen. Die neu ge-
bildete Gleichung soll auch wieder eine wahre
Aussage sein. Die Summe auf jeder Seite der

Gleichung betrigt
a b ¢ d e
29 92 101 200 983



Aufgabe 6

Wie miite in der Zahlenfolge die nichste
Zahl lauten?

Die ersten Aufgaben sind zum Uben. Sie
werden immer etwas schwieriger. SchlieBlich
kommt es dann auf die Losung der letzten
Zahlenfolge an. Schau dir dabei immer noch
die bisher gelosten Aufgaben an!

a) 0, 6, 12, 18, 24,

b) 4, 7, 10, 13, 16,

c) I, 2, 4, 8, 16,

d 1, 4, 8 13, 19,

ey 1, 4, 9, 16, 25

)27, 18, I, 6, 3,

g I, 3, 9, 27, 8l

h) 2, 6, 12, 20, 30,

i) 5, 10, 20, 40, 80, ...

Nun aber zur eigentlichen Aufgabe:
3, 5 9, 17, 33,

Welche Zahl findest du bei dieser letzten

Zahlenfolge?

Es ist die Zahl

a b ¢ d e
65 51 50 49 41

Aufgabe 7

Zehn Telefonsprechstellen sollen so miteinan-
der verbunden werden, daB von jeder Stelle
aus mit jeder anderen eine Verbindung be-
steht. Wieviel Verbindungen miissen gebaut
werden? Solche praktische Aulgaben kannst
du l6sen, wenn du weitermachst :

Zeichne dir einen Kreis! Auf diesem Kreis
liegen 3 verschiedene Punkte. Nun soll jeder
Punkt mit jedem anderen verbunden wer-
den. .
Wieviel Strecken muBt du zeichnen?

Richtig gezeichnet, denn es war leicht: Es sind
drei Strecken. Nun sind auf dem Kreis
4 Punkte! Wenn du richtig gezeichnet hast,
so sind es 6 Strecken. Bei 5 und bei 6 Punkten
wirst du das richtige Ergebnis sicher noch
finden. (Schreibe dir alle Ergebnisse schon
untereinander!)

Die Aulgabe lautet: Wieviel Strecken sind bei
10 verschiedenen Punkten zu zeichnen? (Viel-
leicht kénnte man dabei noch einmal an die
Ubungen zur Aufgabe 6 denken!)

Bei 10 Punkten ist die Anzahl der Strecken

a b ¢ d e

36 38 40 45 90

Aufgabe 8

Welche Zahlen kann man fiir a und b setzen,
damit a + b = 4 eine wahre Aussage wird?
Suche alle Méglichkeiten! Hast du alle ge-
funden? Es gibt genau 5 Méglichkeiten!
Nun zur eigentlichen Aufgabe: Die Summe
von 3 natiirlichen Zahlen x, 3 und = soll 12
ergeben. Wir schreiben also:

X+y+z=12

Nun kénnte man fiir x, y, und = eine ganze
Anzahl von Modglichkeiten finden, fiir die
diese Gleichung stimmt. Wir wollen aber

wissen: Welches ist der groBte Wert, den ich
erreichen kann, wenn ich das Produkt x-y -z
mit diesen drei Zahlen bilde?

Solche Aufgaben 16st man leichter mit einer
Tabelle. Wir beginnen mit

x y z Summe  Produkt
10 1 1 12 10
9 e o 12

und so weiter.

(Mit x = 11 oder x = 12 brauchen wir nicht
zu rechnen, denn dann miiBte mindestens
eine weitere Zahl Null sein. Und ein Produkt
mit mindestens einer Null ergibt ja stets
Null - wie jeder weiB!)

Der groBle Wert des Produktes x -y -z,

. den man erreichen kann, ist

a b ¢ d e
48 50 54 60 64

Aufgabe 9

Wir haben einen Wiirfel von 3cm Kanten-
linge aus 27 kleinen Wiirfeln zusammenge-
klebt. Uberlegen, welche Kantenlinge jeder
der 27 kleinen Wiirlel hat! Nun wissen wir:
Jeder Wiirfel hat 6 gleich groBe Quadrat-
flichen. Uberlege, wieviel kleine Quadrat-
flichen -auf jeder groBen Quadratfliche zu
sehen sind!

Und jetzt zur Aufgabe: Von jeder Ecke des
grofBen Wiirfels wird genau ein kleiner Wiir[el
weggenommen. Wieviel kleine Quadratfli-
chen sind nun auf dem gesamten Restk6rper
zu sehen?

Die Anzahl der kleinen Quadrate auf diesem
Restkorper betragt

a b ¢ d e

62 54 46 38 30

Aufgabe 10
Wir schreiben die Zahlen | bis 30 der Reihe

" nach hintereinander.

12345678910111213 ...
... 2829130.

(Schreibe dir die 30 Zahlen erst einmal ordent-
lich hin!) Uberlege, wie viele Ziffern es sein
miiBten! '

a) Streiche 45 Ziffern so, daB die verbliebenen
Ziffern eine moglichst kleine sechsstellige
Zah| darstellen! Die Reihenfolge der Ziflern
darf dabei nicht verindert werden!

Fiir die nichste Aufgabe schreibe dir noch
einmal die 30 Zahlen auf!

b) Streiche jetzt 45 Ziflfern so, daB eine mog-
lichst groBe sechsstellige Zahl ibrigbleibt!
Auch hier darf dabei die Reihenfolge der
Ziffern nicht verdndert werden!

Meinst du die beiden Lésungen gefunden zu
haben, so addiere die beiden Ergebnisse!
Dann ergibt sich die Summe

usw.

a b c d
1028209 1098757 1099050 1100910
e
1111120

Aufgabe 11

Stefan erzdhlt: In meiner Klasse 4a sind
29 Schiiler. Wenn alle Schiiler der Klassen 4a,
4b und 4c da sind und sich ordentlich zum
Schulbeginn auf dem Schulhof aufstellen,
dann ist das so:

Stehen alle in Dreierreihe, dann bleibt einer
iibrig, stehen alle in Viererreihe, dann bleibt
auch einer iibrig, stellen wir uns aber in
Fiinferreihe auf, so bleibt keiner ibrig.

Nun untersuche, wie viele Schiiler auBer uns,
also aus den anderen beiden 4. Klassen, noch
auf dem Schulhof standen!

Die Schiilerzahl aus 4b und 4c betrug

a b ¢ d e

66 61 60 56 5l

Aufgabe 12

Schreibe dir eine ganz beliebige dreistellige
Zahl auf, bei der die erste Ziffer mindestens
um 2 kleiner ist als die dritte Ziffer! (Weil
rhan spiter etwas subtrahieren soll, und das
ginge sonst nicht.) -
Nun setze dariiber die dreistellige Zah! in
genau umgekehrter Reihenfolge der Ziffern!
(Also die aufgeschriebene Zahl , riickwirts*
gelesen!) — Hast du? — Nun subtrahiere!
Als Ergebnis erhiltst du wieder eine drei-
stellige Zahl. Diese Zahl schreibe in genau
umgekehrter Reihenfolge der Ziffern jetzt
darunter! — Addiere jetzt diese beiden Zah-
len!
Das Ergebnis lautet:

a b c d e
999 1089 1150 1159 1299

D. Dimitrov, Sofia

,,Wenn Sie nicht gleichmaBig treten,
bekomme ich laufend ein anderes Ergebnis.*
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In freien Stunden - alpha-heiter

[/

Lothar Schneider, Berlin

Erraten des Geburtstages

Karin behauptet gegeniiber Dirk, den Geburtstag sei-
nes Vaters erraten zu kénnen. Sie sagt:

,Multipliziere den Geburtsmonat deines Vaters mit
200! — Addiere hierzu das Doppelte des Geburts-
kalendertages und die Zahl 7! — Multipliziere die er-
haltene Summe mit der Zahl 50! — Addiere hierzu die
Zahl 1632! Subtrahiere nunmehr das Geburtsjahr
deines Vaters, und nenne mir die erhaltene Zahl!**
Karin zerlegt die erhaltene Zahl von rechts nach links
in Zweiergruppen. Die erste Zweiergruppe — von links
nach rechts gelesen — (kann auch eine ,,Einergruppe*
sein) gibt den Geburtsmonat an, die zweite Zwéier-
gruppe den Geburtskalendertag und die dritte das
Lebensjahr, woraus unschwer auf das Geburtsjahr ge-
schlossen werden kann.

Beweise, daB die Losung fiir jedes beliebige Alter
(auBer bei Personen von 100 und mehr Lebensjahren)
stimmt!

Wie ist die Berechnung zu veridndern, wenn sie auch

im Jahre 1983 gelten soll?
Dr.G. Lorenz, Leipzig

Ritsel mit Schliissel

Unser Bild zeigt ein unterhaltsames Ritsel. Die Rétsel-
gegenstdande kénnt ihr aus verschiedenen Werkstoffen
anfertigen. Die Aufgabe besteht darin, den Schliissel
von Hufeisen und Herz freizubekommen.

Josef Svoboda, aus rozhledy, der mathematischen
Schiilerzeitschrift (9-81/82), Prag

Die verflixte 7

Fertige dir neun quadratische Kastchen mit folgender
Bedingung an!

Die neun Karten sind nun zu einem Quadrat zusam-
menzusetzen, und zwar so, daB3 die zwei Zahlen, die
jeweils an den Kanten zusammenstoBen, immer die
Summe 7 ergeben.  Schiiler Michael Nitsche, Dresden (KI.8)

v [4 13

5 5 6

K4 (1 2

6 [ 5

2 r T

7 4 4
Zahlenspiele
n rl19—(8 -2)
1 13 P=}y1-9—)8:2
2 2} =1+ )98:2
3 3 P=1+)98+2
4 43 #=(1—9—8)y

Ing. H. Decker, Koin



Zollschranken

Die auf dem Bild zu sehenden Inseln sind durch
Briicken verbunden, aber leider sind sie voller Zoll-
schranken. Wer durch diese hindurchgeht, hat soviel
Forint Zoll zu zahlen, wie auf unserem Bild durch
Zahlen angegeben ist. Die Aufgabe ist folgende:

Finde einen Weg iiber die Inseln und Briicken von
einem der drei oberen Einginge zu einem der beiden
Ausginge unten, auf dem man insgesamt 6 Forint Zoll
zu zahlen hat!

aus: Fiiles, Budapest

Frohliche Mathematik

® Judith denkt sich 2 natiirliche Zahlen. Die eine Zahl
endet mit Null. Streicht man diese Null, so erhiilt man
die andere Zahl. Die Summe beider Zahlen ist 968.
Wer weil3, welche Zahlen sich Judith gedacht hat?

® Jana hat mit Jirka Schach gespielt: ,,Wie lange ha-
ben wir gespielt?* fragt Jirka. Jana antwortet: ,,Ich
weiB es nicht, aber ich habe aus dem Fenster gesehen
und gezdhlt, wie oft in dieser Zeit der Bus in Stadt-
richtung an unserem Haus vorbeifuhr. Der erste kam,
als wir zu spielen begannen, der zehnte kam, als wir
gerade fertig waren.* Wie lange haben die beiden ge-
spielt, wenn alle 20 Minuten ein Bus fuhr?

® Lassen sich 31 Telefone so miteinander verbinden,
daB jedes mit genau 7 anderen verbunden ist?

@ Uwe und seine jiingere Schwester Karin haben den
gleichen Schulweg. Karin braucht von zu Hause bis
zum Schultor 30 Minuten. Uwe 20 Minuten. An einem
Tage ging Karin 5 Minuten vor Uwe aus dem Haus.
Nach wieviel Minuten holte Uwe seine Schwester ein?

Dr. M. Rehm (aus: Pionierkalender 1982)

Begriffe gesucht

Zu finden ist jeweils ein Begriff aus dem Mathematik-
unterricht, der fiir den ersten Bestandteil als Schlul
und fir den zweiten als Anfang eingesetzt wird, so
daB sinnvolle Worter entstehen. Die Anfangsbuchsta-
ben dieser Briickenworter ergeben aneinandergereiht
ein Teilgebiet der Mathematik.

(Jeder Punkt entspricht einem Buchstaben.)

Dreh .... Wort
Gleichheits ....... Form
Dreiecks . . .. nsatz
Holz...... Kante
Dan .... flachig
Wiirfel . . . . Hemd
Raum ...... fremd
Jahr ....... Schaft
MaB3....... skreis
Mathematik ......... Sieger
Erd...... Linge
Ton ......... Schachtelung
National . .. Meter
OStR K.-H. Lehmann,
VLdV, Berlin
— Neorealismus!!! Milan Vavro, Belgrad
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der Schiffbauwissenschaft
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Die enge Verbindung der Mathematik mit
ihren Anwendungen in Naturwissenschaften
und Technik besitzt in der Sowjetunion eine
besondere, bis ins 18.Jh. zuriickreichende
Tradition. Zu den bedeutendsten Reprisen-
tanten dieser Tradition gehort Alexej Nikola-
Jjewitsch Krylow, den man mit gutem Recht
zu den Begriindern des theoretisch exakt
fundierten Umgangs mit [ehlerbehalteten ma-
thematischen Objekten (Zahlen, Funktionen
usw.) zdhlen kann.

Hingt das Ergebnis einer Rechnung von ge-
gebenen Zahlen x,, ..., x, ab, so sind bei
Aufgaben der Praxis fiir diese Gréflen meist
nur Niherungswerte und Aussagen iiber
deren maximale Abweichungen Ax; von den
genauen Werten bekannt. Die Fehlertheorie
gewinnt hieraus Abschiatzungen (iir die maxi-
mal mogliche Abweichung Ay des mit den
Niherungswerten berechneten Resultats y
von dessen richtigem Wert. Ist z. B. Ax;=0,1,
so ist es sinnlos, zur Rechnung einen Nahe-
rungswert fur x; mit vielen Dezimalstellen zu
verwenden. Der Rechenaufwand wird un-
notig groB, und die vielen erhaltenen Dezi-
malstellen des Ergebnisses tduschen eine in
Wirklichkeit nicht vorhandene Genauigkeit
des Resultats vor. So notwendig und ver-
dienstvoll es ist, solchen Uberlegungen aus
mathematischer Sicht nachzugehen, so ist
doch ihre breite Anwendung und Durch-
setzung in der Praxis gegen zidhlebige alte
Gewohnheiten ein noch groeres Verdienst.
Werlen wir also einen Blick auf das Leben
eines Mannes, der sich nicht nur einer solchen
wissenschaftlichen Lebensaufgabe verschrie-
ben hatte, sondern schlechthin der Aulgabe,
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seinem Heimatland und der Gesellschaft mit
den Mitteln des Wissenschaftlers zu dienen.

N.A.Krylow wurde am 3.August 1863 in
einem Dorf in der Nihe von Simbirsk (das
heute ihm zu Ehren den Namen Krylowo
tragt) als Sohn eines Gutsbesitzers und ehe-
maligen ArtillerieolTiziers geboren. Bereits als
Kind begleitete er seinen Vater aufl weiten

. Auslandsreisen, wo er neben vielen anderen

Kenntnissen und Erfahrungen eine perfekte
Beherrschung der wichtigsten Fremdspra-
chen Englisch, Franzdsisch, Deutsch erwarb.
Schon 1878 begann seine Ausbildung an der
Marineoffiziersschule in Petersburg, wo ein
hohes Niveau der Ausbildung in Mathematik,
Mechanik, Astronomie, Ballistik und ande-
ren mathematisch orientierten technischen
Fachern herrschte. Nach Beendigung dieser
Schule wurde der frischgebackene Unter-
leutnant Krylow zunichst in die KompaB-
abteilung der Hydrographischen Verwaltung
versetzt, wo er unter der Leitung eines be-
riihmten Fachmannes aul diesem Gebiet an
dem Problem der Deviation des Kompasses
arbeitete. Darunter versteht man die durch
die Eisenmasse des Schilles hervorgerufene
Ablenkung der magnetischen KompaBnadel.
Spiter absolvierte Krylow die beriihmte
Petersburger Marineakademie, an der er an-
schlieBend als Professor Mathematik und
Schiffbautechnik lehrte. 1906 hielt er dort zum
ersten Mal seine legendidre Vorlesung iiber
Approximationstheorie, ‘die 1911 in Buch-
form publiziert wurde und bis heute eine
wichtige Rolle in der mathematischen Aus-
bildung sowjetischer Ingenieure spielt. Ohne
seine pidagogische und wissenschaftliche Ta-
tigkeit an der Marineakademie zu unter-
brechen, wurde Krylow Hauptinspektor [ir
den Schiffbau in RuBland und Vorsitzender
des Marinetechnischen Komitees. Der von
ihm bekleidete Posten war so bedeutend, daB
er das Recht hatte, personlich dem Zaren
Vortrag zu ‘halten. Er wirkte auch direkt an
der Projektierung von Kriegsschiffen mit.

Ungeachtet seiner adligen Herkunft, seines
Generalsranges und seiner filhrenden Stel-
lung in der zaristischen Marinefiihrung ge-
horte Krylow zu den ersten russischen In-
tellektuellen, die sich vorbehaltlos aul die
Seite der Revolution stellten. Er setzte seine
ganze Kraft fiir den Neuvaufbau und die Mo-
dernisierung der nun dem Volke gehdrenden
Flotte ein und wurde 1919 zum Leiter der
Marineakademie ernannt, aber bald daraufl
im Aultrage der sowjetischen Regierung als
Leiter einer Gruppe von Gelehrten ins Aus-
land gesandt, um wissenschaltliche Verbin-
dungen wiederherzustellen, Ausriistungen
und wissenschaftliche Literatur einzukaufen.
Nahezu zehn Jahre verbrachte Krylow mit
solchen wichtigen Aufgaben, fern der Heimat
und fern von seiner wissenschaftlichen Arbeit.
1927 iibernahm er die Leitung des Mathe-
matischen Instituts der Sowjetischen Akade-
mie der Wissenschalten, und ab 1929 konnte

Matt durch die Dame

Um Varianten einer Schachpartie und auch
einzelne Ziige beschreiben zu koénnen, sind
alle Felder des Schachbretts unterschiedlich
gekennzeichnet: Von Weil aus gesehen, ver-
sicht man die senkrechten Linien am Rand
mit den Buchstaben-a bis h und die waage-
rechten Reihen am Rand mit den Zahlen
1 bis 8. Wenn nun bei dieser matrix-dhn-
lichen Systematik z.B. in der abgebildeten
Diagrammstellung die weiBe Dame von bl
nach hl zieht, so heiBt das in der Schach-
sprache Dbl-hl oder abgekiirzt nur Dhl,
indem dann nur das Feld angegeben wird,
auf das die entsprechende Figur gezogen hat.
Bei Figurenziigen wird — im Unterschied zu
den Bauern - stets der Anfangsbuchstabe
(K lur Kénig, D - Dame, T - Turm, L - Lau-
fer und S — Springer) vor die beriihrten Felder
geschrieben.

Ein Zug im Schachspiel (mit Ausnahme der
Rochade) ist die Bewegung eines Steines von
einem Feld auf ein anderes, das entweder [rei
oder von einem gegnerischen Stein besetzt ist.
Zieht ein Stein auf ein vom Gegner besetztes
Feld, so schlagt er mit dem gleichen Zug den
dort befindlichen Stein und entfernt diesen
vom Brett.

Der Konig bewegt sich von seinem Feld auf
ein angrenzendes Feld, das nicht von einem
feindlichen Stein bedroht ist. So kann in der
Diagrammstellung der schwarze Konig b8

er sich wieder voll seiner wissensciwftlichen
und padagogischen Titigkeit widmen. Insge-
samt verdffentlichte Kr$low iiber 300 Lehr-
biicher und wissenschaftliche Arbeiten, haupt-
sachlich iiber mathematische und technische
Fragen, die mehr oder weniger eng mit dem
Schiffbau und der Seefahrt zusammenhéngen,
aber auch zu Fragen der Geschichte der
Mathematik, insbesondere der ErschlieBung
des Erbes von Newton, Euler und GauB fiir
die Angewandte Mathematik. Krylow starb
am 26. Oktober 1945. Sein Andenken echrte
die Sowjetunion u.a. durch die Ausgabe
zweier Briefmarken (1956 anldBlich des
10. Todestages, 1963 zum 100. Geburtstag).
A. Halameisir



nicht nach a7, b7 und c7 ziehen, ebenso der
weiBe Konig.

Die Dame bewegt sich auf den senkrechten
Linien, waagerechten Reihen oder schrigen
Diagonalen.

Im Schach steht der Konig, wenn das von
ihm besetzte Feld von einem feindlichen Stein
bedroht wird (z. B. wenn die weiBe Dame auf
h2 stehen wiirde). Diesem Schachgebot ist im
darauffuigenden Zug zu begegnen (der Konig
'verlaBt das. angegriffene Feld, eine andere
Figur stellt sich vor den bedrohten Konig
oder eine andere Figur schligt die schach-
bietende Figur), andernfalls — matt (z.B.
wire der schwarze K6nig matt, wenn in der
angefiihrten Stellung die weie Dame auf h8
stehen wiirde).

Aufgabe
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,,Und  ;hon vorsichtig fahren,
damit nichts verriickt!**

Z.ahlenspiel mit

mathematischem Hintergrund

Wir gehen von einem Spiel aus, das ihr
vielleicht schon kennt und das man ohne
Schwierigkeiten iiberall spielen kann:

Von zwei Partnern wird einer ausgelost oder
bestimmt, der das Spiel erdflnet. Das ge-
schieht durch Nennen einer natiirlichen Zahl
zwischen 1 und 9 (1 und 9 eingeschlossen).
Nun kommt abwechselnd einer der Partner
an die Reihe und hat zu der vom Vorgénger
genannten Zahl eine der Zahlen zwischen 1
und 9 zu addieren. Sieger des Spieles ist, wer
zuerst die Zahl 100 erreicht.

Beispiel :
1. Spieler 2. Spieler

1. Zug 6

2. Zug 13
3. Zug 21

4. Zug 24
S. Zug 30

6. Zug .39
7. Zug 4

8. Zug 53
9. Zug 62
10. Zug 70
11. Zug 75
12. Zug 82
13. Zug 90
14. Zug 91
15. Zug 100

Fiir dieses Spiel kann man sehr leicht heraus-
bekommen, wie man spielen muB, um zu ge-
winnen (man kann also eine Erfolgsstrategie
entwickeln). Unser Ausgangspunkt ist nicht
der Beginn, sondern das Ende des Spieles.
Wir bedienen uns also zum Finden der Er-
folgsstrategie der sogenannten Methode des
Riickwirtsarbeitens:

Was ist unser Ziel? (Was ist gesucht?)

Wir wollen zuerst die Zahl 100 erreichen und
verhindern, daBB der Gegenspieler zuerst die
100 schafft.

Von welchem naheliegenden Zwischenspiel
kann man das gestellte Ziel erreichen? (Von
welcher Bedingung aus kann man das Ziel
erreichen?)

Hitte man im vorhergehenden Zug als Spie-
ler die Zahl 90 erreicht, dann kann der
Gegenspieler im nachsten Zug’eine der Zah-
len zwischen 91 und 99 erreichen, und der
Spieler kann das Spiel im ndchsten Zug fiir
sich entscheiden.

Welche weiteren Zwischenziele muf8 man an-
streben?

80...70 ... 60 ...... 10

Man muB also oflenbar im Laufe des Spieles
eine der Zahlen 10, 20, ... 70, 80, 90 erreichen.
Dann kann man das Spiel fiir sich entschei-
den. Das bedeutet insbesondere, daB immer
zu gewinnen ist, wenn man nicht selbst be-
ginnt, weil man im 2. Zug die Zahl [0 errei-
chen kann und dann mit Sicherheit die ande-
ren notwendigen Zwischenziele erreicht.
Andert man die Bedingungen des Spieles, so
kann man auch gewinnen, wenn man das Spiel
beginnen muB. Darl man z. B. stets Zahlen
addieren, die zwischen 1 und 10 liegen (I und
10 eingeschlossen), dann kann man gewinnen,
wenn man mit 1 beginnt und iiber die Zwi-
schenziele 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89 das
Spiel fiir sich entscheidet.

Wir wollen jetzt dieses Spiel verallgemeinern,
indem wir andere Bedingungen f[iir Anfangs-
zahl a, Zielzahl z und die hochste der zu
addierenden Zahlen n zulassen (wobei g nicht
groBer als n sein soll). Die Frage, die wir
stellen wollen, ist die, unter welchen Bedin-
gungen jeweils der mit dem Spiel Beginnende
das Spiel fiir sich entscheiden kann.

Wie wir an den Beispielen gesehen haben,
erhdlt man die erfolgsversprechenden Zwi-
schenzahlen, wenn man von der Zielzahl z
jeweils Vielfache der Zahlen n+ 1 subtrahiert
(also im Falle n=9 hatte man von der Ziel-
zahl z=100 jeweils Vielfache von 10 - also
9+ 1 - zu subtrahieren).

Es gilt also die Gleichung:

1) a+k-(n+l)=z

Aus dieser Gleichung kann man fiir vorge-
gebenes z und zu einer vorgegebenen An-
fangszahl a die hochste jeweils zu addierende
Zahl n so bestimmen, daB man als 1. Spieler
mit Sicherheit gewinnen kann. Wir formen
dazu (1) um und erhalten:

2) k-(n+l)=z—a.

Die Teiler von z—a sind dann mogliche Lo-
sungen fiir n+ 1. Betrachten wir die Aufgabe

. fiir z=100 und a=1, so erhalten wir als mdg-

liche Werte fiir n+ 1 die Teiler von z—a=99.
Das sind 1, 3,9, 11, 33 und 99.

Fiir n+ 1 =1ist n=0und damit keine Losung
im gewiinschten Sinne.

Fiir n+1=99 ist n=98, und das Spiel ist in
3 Ziigen entschieden. Man wird deshalb fir n
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groBere Werte ausschlieffen und beispiels-
weise n< 15 fordern.
Es kdmen also fiir unsere Betrachtungen nur

in Frage:
n+1= 3, alson= 2,
n+l= 9, alson= 8§,
n+1=11, alson=10.

In diesen drei Fillen kann man mit der An-
fangszahl 1 das Spiel fiir sich entscheiden.

Zur Weiterfiihrung sollte man folgende Auf-
gaben iiberdenken:

AlA Zeige,daBman fir z=100und n<15
ein Spiel nicht mit Sicherheit fiir sich ent-
scheiden kann, wenn man als Anfangszahl 3
wihlt!

A2A Bestimme fir z=100 alle n mit
1=n<10, mit dem sich Spiele mit der An-
fangszahl a=4 gewinnen lassen, wenn man
selbst beginnen muB und der Gegner optimal
spielt!
A3 A Bestimme fir z=200 und fir n<15
alle n, mit denen sich bei den Anfangszahlen
a=2, 4, 5 Spiele mit Sicherheit gewinnen
lassen, wenn man beginnt!
Ad4a Bei welchen Anfangszahlen a mit
1£a<10 146t sich fir z=200 keine Zahl n
mit n < 15 so finden, daBl man als erster Spieler
das Spiel mit Sicherheit fiir sich entscheiden
kann?
Viel SpaB beim Nachdenken!

K. Reichold

Ferien im Schuljahr 1982/83

1. Zehnklassige allgemeinbildende polytechnische Oberschulen einschlieBlich
Spezialklassen 9 und 10 an Einrichtungen der Volksbildung, Sonderschulen

und Berufshilfsschulen

Herbstferien
Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag

Ferien zum Jahreswechsel
Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag

Winterferien

Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag
Unterrichtsfreier Tag

Frithjahrsferien
Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag
Unterrichtsfreier Tag

Sommerferien
Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag

Sonnabend, 16. 10. 1982
Montag, 25.10. 1982

Mittwoch, 22. 12. 1982
Dienstag, 4. 1. 1983

Sonnabend, 5.2. 1983
Montag, 28.2. 1983
Sonnabend, 2. 4. 1983

Sonnabend, 7.5. 1983
Montag, 16. 5. 1983
Sonnabend, 21. 5. 1983

Sonnabend, 2. 7. 1983
Donnerstag, 1.9. 1983

2.Klassen 11 und 12 der erweiterten Oberschulen und der Spezialschulen

der Volksbildung

Ferien zum Jahreswechsel
Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag

Winterferien

Klassen 11

Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag
Klassen 12

Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag
Unterrichtsfreie Tage

Sommerferien
Erster Ferientag
Erster Unterrichtstag

Mittwoch, 22. 12. 1982
Dienstag, 4. 1. 1983

Sonnabend, 5.2. 1983
Montag, 21.2. 1983

Sonnabend, 12.2. 1983
Montag, 28. 2. 1983
Sonnabend, 2. 4. 1983
Sonnabend, 21. 5. 1983

Sonnabend, 2. 7. 1983
Donnerstag, 1.9. 1983
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~ Losungen

Losungen zu: Arbeitsgemeinschaften
im Blickpunkt, Heft 2/82

Ala Imungiinstigsten Fall entnimmt man
der Kiste 15 rote, 17 gelbe, 16 weiBe und
19 schwarze Kugeln, ohne eine blaue Kugel
erwischt zu haben. Das sind zunichst
15417416+ 19 Kugeln, also 67 Kugeln. In
der Kiste verbleiben in diesem ungiinstigsten
Falle nur noch blaue Kugeln. Also muB3 man
der Kiste noch zwei weitere (blaue) Kugeln,
insgesamt also 69 Kugeln entnehmen, um mit
GewiBheit zwei Kugeln jeder Farbe zu er-
halten.

A2A Angenommen, in der ersten Bank-
reihe sitzen x Schiiler; dann sitzen in der zwei-
ten Bankreihe 2x Schiiler, in der dritten und
vierten Bankreihe je (2x —2) Schiiler. In allen
vier Bankreihen sitzen also [x+2x +(2x—2)
+(2x—2)] Schiiler, also (7x-—4) Schiiler.
Nun gilt 7x—4=31, 7x=35, x=5. In der
ersten Bankreihe sitzen 5 Schiiler, in der
zweiten 10 Schiiler, in der dritten und vierten
je 8 Schiiler.

A3 a  a) Brigitte hat einen Schulweg von

4:400 m = 1600 m = 1,6 km. Der Weg [ir

Anett bis zum Kindergarten betrdgt 1600 m

—400m = 1200m = 1,2km. Nachdem Anett

1,2km: 3=0,4km zuriickgelegt hatte, wurde

sie von Brigitte eingeholt, und zwar wegen
04 4

s .
t=; nach Th—@h—4mm‘

b) Fiir Anett verbleiben danach noch % des

Weges bis zum Kindergarten, wolfiir sie 10 min
bendtigte. Aus 10 min :§= 15min folgt, daB
Anett fiir den Weg zum Kindergarten 15 min
benotigt.

A4 A Esseindie Anzahl der Schiiler dieser
Klasse; dann gilt 22 <n < 28. Da zwei Schiiler
nicht an der Klassenarbeit teilgenommen
hatten, gilt [lir die Anzahl ¢ der teilnehmenden
Schiiler 22<1<26. Angenommen, es haben
x Schiiler die Note 3 erhalten; dann gilt
22<4- x <26, also x==6. Es haben 24 Schiiler
die Klassenarbeit mitgeschrieben. Die Note 3
erhielten 6 Schiiler, die Note 4 erhielten
3 Schiiler. Die Noten 1 und 2 erhielten somit
24—-9=15 Schiiler. Angencmmen, es erhiel-
ten y Schiiler die Note 2, also (y—5) Schiiler



die Note 1; dann gilt y+(y—S5)=15, 2y=20,
y=10. Es erhielten 10 Schiiler die Note 2 und
5 Schiiler die Note 1.

AS5A Angenommen, Dirk kault x Ansichts-
karten zu 20 Pf, also (13 —x) Ansichtskarten
zu 40 Pf das Stiick; dann gilt

20 - x+40- (13 —x)=280,

20x + 520 —40x =280,

20x =240, also x=12.
Dirk kaufte 12 Ansichtskarten zu 20 P{ und
eine zu 40 Pf das Stiick.

A6 A Esseiader erste, also 3a der zweite,
9a der dritte und 27a der vierte Summand;
ihre Summe betrdgt 40a. Die Summe aus den
Quadraten der natiirlichen Zahlen von 3 bis 9
lautet 32+42+524624+72+82+92
=9+16+25+36+49+64+81=280. Nun
gilt 40a =280, also a="7. Es gilt somit fiir die
vier Summanden 7+ 21+ 63 + 189 =280.

A7a Die Teilstrecke CD habe die Linge a;
dann hat die Teilstrecke AB die Linge 2a,
die Teilstrecke DE die Linge 124, die Teil-
strecke BC die Linge 64. Die Summe aller
Teilstrecken betrdgt somit 2la. Nun gilt
21 -a=42cm, also a=2cm.
Somit hat AB die Linge 4cm, BC die Linge
12c¢m, CD die Linge 2cm, DE die Linge
24cm.
A8a Es soll gelten a?:b=1980 mit
1<a=<9und 10=bh<99. Wegen
1980=2-2-3-3-5-11 existiert genau eine
Losung, namlich 62 - 55=1980. Daraus folgt
a=6und b=55.
A9a Angenommen, Andreas fand x Pilze;
dann fand Heiner 2x Pilze, Peter 4x Pilze,
Anja (2x—3) Pilze, Birgit (3x+3) Pilze,
Otto 7 Pilze. Das sind zusammen (12x +7)
Pilze. Nun gilt

12x+7=10-6-5,

12x+7=55, 12x =48, also x=4.
Peter fand 16, Heiner 8, Anja 5, Birgit 15,
Andreas 4, Otto 7 Pilze.
Al0A Vom erhaltenen Geldbetrag gab

1_4
3712

Christine aus beim Fleischer im

. 1 2
Milchladen 8= 1
4

20, 2
§'2=ﬁ’ beim Bicker 5.2
1
miiseladen — + — = —3 Das sind zusammen
1 12 12 12
o= 1. Christine hat das erhaltene Geld voll-
- standig ausgegeben; sie bringt kein Geld
wieder mit nach Hause.

im Blumengeschilt

.
=13 im Ge-

Lésung zum alpha-Wettbewerb, Heft 6/81

Ma$5 ®2151 Der Betrag von 5P, der im
Gesamtbetrag von 42,15 M enthalten ist, kann
nur aus den Kosten fiir Giiterwagen stam-
men. Ferner kauft Peter eine ungerade An-
zahl von Giiterwagen. Da er aber wenigstens
je einen Personen- und Doppelstockwagen
anschafft, gibt er dafiir wenigstens 5,50 M
+19,70 M = 25,20 M aus. Fiir den Kauf von

Giiterwagen verbleiben ihm somit hochstens
42,15M — 2520M = 1695M. Drei Giiter-
wagen kosten 3 - 5,95 M = 17,85 M, also mehr
als 16,95 M. Deshalb kauft Peter genau einen
Giiterwagen. Fiir den Kauf von Personen-
und Doppelstockwagen verbleiben also
42,15M — 595M = 36,20 M. Zwei Doppel-
stockwagen kosten 2 - 19,70 M = 39,40 M,
also mehr als 36,20 M. Deshalb kauft Peter
genau einen Doppelstockwagen. Es verblei-
ben somit 36,20 M — 19.70 M = 16,50 M fiir
den Kauf von Personenwagen. Aus
16,50 M : 3 = 5,50 M [olgt, daB Peter genau
drei Personenwagen anschafft.

Ma$5 #2152 Aus 100cm — 4cm = 96 cm
und 96 cm : 12 =8 cm folgt, daB das ge-
fertigte Drahtmodell eines Wiirfels eine Kan-
tenldnge von 8 cm besitzt.

Ma5 € 2153 Die fiinf abgebildeten Qua-
drate stellen eine mogliche Losung dar.

a) b) c)

[

d) e)

Ma$ » 2154 Wir rechnen nacheinander
7-860M = 6020 M, 7+1=8, 8,60 M—
036 M =824 M,8-824 M = 6592 M,
180,12M — 60,20 M — 6592 M = 54,00 M,
5400M:5 = 10,80 M.

Die Tapete, die fir das dritte Zimmer ver-
wendet wurde, kostet je Rolle 10,80 M.

Ma$5 m 2155 Aus (1+3+5+...437+39)—
(1+3+5+...+17+19)=300 folgt
21+234+254+...437+39
=(21+39)+(23+37)+...+(29+31)
=60-5=300. Nun gilt 10 - n= 300, also n=30.
Dieser Klasse gehoren 30 Schiiler an.

Ma5 82156 x=(1+2—3)+(5+6—4-7)
+O+10—8—11)+(13+14—12—15)+...
+(301 + 302 — 300),

x=0+0+... 4303,

x=303.

Maé ®» 2157 Nach der Aulgabenstellung
mubB die Zahl n—1 ohne Rest durch 2, 3, §
bzw. 7 teilbar sein. Die Zahl n—1 ist deshalb
ein Vielfaches von 2:3-5-7=210. Wegen
n—1<399 kommt nur die Zahl 210 selbst
in Frage. Es gilt also n—1=210, also n=211.
Es gilt 211=105 -2 +1,

201= 70 -3+1,
21= 42-5+1,
21= 30-7+1.

Ma6 82158 Eine zweistellige natiirliche

* Zahl 1aBt sich darstellen durch z=10a+b

mit 0 <a<9 und 0£h<9. Da wir durch Ver-

tauschen der Ziffern a und b eine gerade
natiirliche Zahl erhalten, muB a gerade sein.
Wegen g=a+b=7 muB a<8 gelten. Fiir
a=2 gilt b=35; die Zahl 25 ist aber keine
Primzahl.

Fir a=4 gilt b=3, also z=43. Fiir a=6 gilt
b=1, also z=61. Die gesuchten Primzahlen
lauten 43 und 61.

Ma6 82159 Angenommen, Thomas hat x
Freundinnen, also 2x Freunde; dann gilt
2x-2=4-(x-2),
2x—2=4x-8,
2x =6, also x=3.
Thomas hat drei Freundinnen und sechs
Freunde.

Maé6 ®2160 Als Peter das erste Mal auf
seine Armbanduhr schaute, war es genau
6.30 Uhr. Eine Stunde hat 60 Minuten. Jede
Minute entspricht einer Drehbewegung des
groBen Zeigers um 360°:60=6°. Wegen

—§'360°=150° und 25-6°=150° zeigt der
grofle Zeiger genau auf die Ziffer 5, als Peter
erneut auf seine Armbandubhr schaute. Es
war also 9.25 Uhr. Zwischen 9.25 Uhr und
6.30 Uhr besteht ein Zeitunterschied von
2 Stunden und 55 Minuten.

Ma6 #2161 Da M Mittelpunkt von AB ist,
hat AM die Linge 3 cm. Wir konstruieren
zunichst das rechtwinklige Teildreieck AME
aus AM, EM und dem rechten Winkel
£ AME. Der Kreis um M mit AM als Ra-
dius schneidet die Gerade AB im Punkt B.
Wir tragen in 4 an AE den Winkel ¥ EAM
nochmals an. Der Kreis um B mit BC als
Radius schneidet den [reien Schenkel des an-
getragenen Winkels im Punkte C. Wir ver-
binden B mit C.

c

Ma7 82162 Aufdem Parkplatz seien x Per-
sonenkraftwagen, also (30—x) Motorrdder
abgestellt; dann gilt

4x +2(30 — x)= 100,

4x+60-2x =100,

2x =40, also x=20.
Auf diesem Parkplatz sind 20 Personenkraft-
wagen und 10 Motorridder abgestellt.

Ma7 2163 Angenommen, die Tochter ist
n Jahre, die Mutter also (n+32) Jahre alt:

dann gilt
(n+32):n=7:3,
Tn=3(n+32),
Tn=13n+96,

4n =96, also n=24.
Die Tochter ist 24 Jahre, die Mutter 56 Jahre
alt.
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Ma7 #2164 Aus a+b=67, a+c=33,
b+c=58 folgt durch Addition dieser drei
Gleichungen 2a+2b+2c=158,a+b+c=179.
Wegen a+b=67 ist c=12; wegen a+c=33
ist b=46, wegen b+ c=>58 ist a=21. Deshalb
gilta-b-c=21-46-12=11592.

Ma7 82165 Jedes Quadrat ist auch ein
Parallelogramm, ein Trapez und ein Drachen-

viereck, aber nicht umgekehrt. Jedes Pa- -

rallelogramm ist auch ein Trapez, aber nicht
umgekehrt.

Die Wandtafel A kénnte 8 Quadrate, | Rhom-
bus, der kein Quadrat ist, 1 Parallelogramm,
das kein Rhombus ist, 1 Trapez, das kein
Parallelogramm ist, 1 Drachenviereck, das
kein Rhombus ist, enthalten. Deshalb konnte
die Feststellung fiir die Wandtafel A wahr
sein.

Die Feststellung fiir die Wandtafel B triflt
nicht zu. Diese Wandtafel kénnte hochstens
1 Quadrat und 3 Rhomben, also 4 Parallelo-
gramme enthalten. Hinzu kdmen 2 Drachen-
vierecke, die keine Rhomben sind. Die ver-
bleibenden 6 Vierecke konnten Trapeze sein,
die keine Parallelogramme sind. Deshalb sind
héchstens 10, also nicht 11 Trapeze méoglich.
Die Wandtafel C konnte 5 Quadrate, 1 Pa-
rallelogramm, das kein Rhombus ist, 5 Tra-
peze, die keine Parallelogramme sind, 1 Dra-
chenviereck, das kein Rhombus ist, enthalten.
Deshalb konnte die Feststellung fir die
Wandtafel C wahr sein.

Ma8 82166 Es seien a und b zwei reelle
Zahlen, fir die a—b=1 gilt.

Dann ist
a®*—b*=(a+b)a-Db),
=(a+b)-1,
=a+b,w.z.b.w.
Ma8 #2167 Nach Voraussetzung gilt

a+b=10-n mit a, b, ne N. Daraus folgt
b=10-n—a. 1
Die Differenz der Quadrate der zwei natiir-
lichen Zahlen ist
a’—b2
Wir setzen (1) in (2) ein und erhalten
a’>—(10n—a)?
=a?—100n? + 20an —a?,
=20an— 10012,
=20(an— 5n?).
an—>5n? ist stets eine ganze Zahl, also ist
a® — b? stets durch 20 teilbar, w.z.b. w.

@

Ma8 82168 'Das Dreieck AMB ist gleich-
schenklig und MC ist Hohe zur Basis A4B.
Deshalb hat AC die Linge 4cm. Es habe
AM die Linge r, also hat CM die Linge
(r—3). Nun gilt nach dem Satz des Pythago-
ras P
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r’=(r—3)%+42,
r2=r2—6r+9+16,
6r=25, also r=2—2.

Der Flicheninhalt des Kreises k betrigt so-
625n

itA=——cm?~ 2,
mit 36cm 54,5cm

Ma8 82169 Angenommen, die gesuchte
Zahl heiBit x. Dann ist x— 1 durch 2, 3, 5 und
11 teilbar.

Die kleinste derartige Zahl ist 330 (das k.g.V.
von 2, 3, 5, 11). 330 148t bei Division durch 7
den Rest 1, also 148t das Sechsfache von 330
bei Division durch 7 den Rest 6. 6 - 330+1
= 1981 ist also durch 7 teilbar.

1981 ist die gesuchte Zahl x, denn sie 1408t bei
Division durch 2, 3, S bzw. 11 jeweils den
Rest 1.

Ma9 82170 Die Summe der GroBen der
Innenwinkel der Dreiecke AABD,ABCD und
AADE ist gleich der Summe der GroBen der
Innenwinkel des regelmiBigen Fiinfecks

ABCDE. Folglich hat jeder Innenwinkel des
Fiinfecks die GroBe % 180°=108°. Aus

BC=CD folgt ¥ CDB=% CBD; jeder dieser
beiden Winkel hat somit die GroBe
1

§~(180°-108°)=36°. Nun lassen sich die
GroBen aller iibrigen Winkel, wie sie in der
Abbildung angegeben sind, berechnen. Die
Winkelhalbierende des Winkels x ABD

schneide AD in dem inneren Punkt F. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke AABF und
AABDfolgtx:a=a:(a+x),x:4=4:(4+x),
x2+4x—16=0,also x=2-(/5—1).

Die Diagonale hat, wie jede andere, somit die
2([/5—1)]cm ~ 6,5cm.

Linge [4+

4 r s
Ma9 82171 Durch Anwendungder Potenz-
gesetze erhalten wir

a) 27400= 27200+ 200 _ 27200 . 27200 .

b) 5420(7:(2 . 27)20(): 2200 . 27200‘

Wegen 2290 < 27200 gilt 54200 < 27400,

Ma9 & 2172 Es sei z=(2n—1)* mit ne N.

Der Vorginger von z ist
z—1=(2n-1)*-1,
=4n2—4n+1—1,
=4(n%—n).

Dieser Ausdruck ist stets durch 4 teilbar.
Der Nachfolger von z ist
z4+1=02n—-1)2+1,
=4n®—4n+2.
Da nicht in jedem Summanden der Faktor 4
enthalten ist, ist der Ausdruck nicht durch
4 teilbar.

Ma9 82173 Die ersten drei Ziffern konnen
nur sein: ’

162, 174, 186, 198.

Bei den ersten drei Méglichkeiten kann 2) nie
erfiillt werden. Beim letzten Fall ergibt sich
1983 als einzige Moglichkeit.

1983 ist die einzige Losung der Aufgabe.

Mal0/12 m2174 Sofort folgt a=1.

a b ¢ d kann maximal werden, wenn b=9 ist.
Daraus wiirde d =2 folgen. A
¢=8 ist maximal, denn ¢=9 ist wegen b=9

nicht moglich (Voraussetzung!). Es folgt

dann e=0.

Fiir den Maximalfall gilt a=1, b=9, ¢=8,
d=2,e=0.

Dann ist abed die Zahl 1982. 19+82=101.

Mal0/12 w2175 Nach dem Kosinussatz gilt

T 2bc
. Aus sin;= —;osa folgt durch Einsetzen
'sina— l 1————+c —a
242 2bc ’
sin®— c—b*—c*+a
2 4bc
_ fa*=(b=¢cf <8
- 4bc 2Wbe
.. . B b .
Analog dazu gilt sin- < und
2 "2/ac
. c .
sin = < —~—. Daraus folgt weiter
2 " 2)/ab
sing-siné-sin2<—a—-L-L
272 72 "9)be 2)/ac 2)/ab
_obe 1
" 8abc 8

Mal0/12 #2176 Wir formen die Gleichung
(1) um und erhalten

b_ ’ 2 3 2
c——= |a b?,
! 2_ 2 3 2

1 3
2 _pet-bi=qg?—_2b?
c bc+4b a 4b ,

c24+b%2—bc=a?.
Nach dem Kosinussatz gilt
c2+b%—2bc cosa=a>.
Aus (2) und (3) folgt durch Subtraktion
—bc+2bc cosa=0,
2cosa=1,

@
3

cosa—l
._2_

Wegen 0° <a < 180° erfiillt mur a=60° diese
Gleichung. Somit ist « eindeutig bestimmt.

Mal0/12 #2177 Die ldngere Kathete sei
x cm lang, dann betrdgt die Lange der kiir-
zeren Kathete (x —2) cm und die der Hypo-
tenuse (x+2) cm.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
x24(x—2)? =(x+2)* bzw. x2—8x=0.
Wegen x>0 hat diese Gleichung nur die L6-
sung 8.



Die Hypotenuse ist 10 cm, die lingere Kathete
8 cm und die kiirzere Kathete 6 cm lang.
Fiir die entsprechenden Innenwinkel gilt

tan a=g; a=36,87° und tanﬂ=%; B=53,13°.

Ph6 ® 106 a)Der Korper bewegt sich gleich-

formig. Die Geschwindigkeit betrigt
20m km
<5= 4 —=144 &

b) Der Korper befindet sich in Ruhe. Er steht
in einer Entfernung von 150 m.

c) Der Korper bewegt sich zuerst gleich-
formig und anschlieBend gleich[6rmig mit
der gleichen Geschwindigkeit in entgegen-
gesetzter Richtung.

d) Der Korper bewegt sich zunichst gleich-
formig, ist dann in Ruhe und bewegt sich an-
schlieBend gleichformig mit der gleichen Ge-
schwindigkeit weiter.

e) Der Korper bewegt sich zuerst gleichfor-
mig, bleibt dann in Ruhe und bewegt sich
anschlieBend in entgegengesetzter Richtung
mit kleinerer Geschwindigkeit.

Ph7 = 107

Geg.: —1690kw—172380kp —_

h=1m
| =100m
G=1223Mp
Ges.: v
Die Geschwindigkeit der Lokomotive erhilt
man aus der Gleichung
P=F-v,
also v =£.
. F

Die GroBe F ist hier gleich der Hangabtriebs-
kraft Fy, die man aus der Gleichung fiir die
geneigte Ebene erhilt, also

Fy-I=G-h,

Dann ist

_ l72380kp-m~ 100m
T 1223000kp-s-1m °

u~14o9—~507k"'

Die Diesellokomotive kann eine Geschwin-

digkeit von 50,7kTrn erreichen.
Phg8 = 108
Gen: b = kcal Ges.:
B B " (kg-grd) Wirkungsgrad n
" kcal
v =0 g grg)
e = kcal
(kg grd)
kcal
q =179, 7E
01 =-10°C my =2,77kg
02 =+90°C mg = 3kg
= o 3
fo = OkC | . = 30%
ca
H =300 t =45min

1. Erforderliche Wiifmemengen

1.1. Erwdrmung des Topfes von —10°C auf
+90°C

Q1 =mr- CT'(ez—B )

0:1=277kg- 0,11 kca'

kg'g
Q,—30,47kcal
1.2. Erwdrmung des Eises von —10°C auf
0°C
Q2=mg-cg-(0— 01)
Q,=3kg- 05 d -[0—(-10))°C

Q,=15kcal
1.3. Schmelzwirme des Eises

Q3=mgq
0s=3kg-79.7

kg
Q3=239,1kcal
1.4. Erwirmung des Wassers von 0°C auf
+90°C
Qa=mw - cw (02—
S
Q4=270kcal

1.5. Gesamtwirmemenge
0=01+0:+03+0,
0,=(30,47 +15,0+239,1 +270) kcal
=554,57 kcal

2. Zugefiihrte Wirmemenge Q.
Gasverbrauch in 45 Minuten ist V.
Q.=H-V mit V=
Q.=H x-t

3800kcal - 0,30 m? - 45 min
Q.= o 60min = 855kcal
Fiir die Erwarmung einschlieBlich des Topfes
gilt

[90—-(~10)]°C

o)
(90-0)°C

_9
n 0.’
554,57 keal .
= g55keal 0049 =649%
Der Wirkungsgrad betrigt 64,99, d.h., es
wurden 64,95 der in Form von Gas zuge-
fiilhrten Wirmemenge ausgenutzt.

Ph9 = 109 1.Skizze und Bezeichnungen

Bild |

Bild 2

..E _.:,

Mo,

o

Aus Bild 1 und Bild 2 entnimmt man:
¢ =EckmaB = Durchmesser des Umkreises

des Sechsecks
w = Schliisselweite
k =Koplhohe

| =Stangenlinge
m,=Spannrest (Abfall)
s =Abstechbreite

d =Bolzendurchmesser
a =DBolzenlinge

Geg.: d =10mm Gesucht:
a =60mm Anzahl der
k = 7mm Schrauben g
s = 2mm Materialverlust
w =17mm V. (absolut)
I =5m p (in Prozent)
b =a+k=67Tmm
m,=T74t
g
o = 7,85 m

2.  Berechnung
2.1. Masse der Schraube
2.1.1. Flacheninhalt A¢ des Sechsecks

w. . w
—5 =g ist, gilt r:ﬁ und
Iw?- l/i_wz—zbé
2.

2.1.2. Volumen V der Schraube (nach Bild 1)
d*n

G=

V= Aak+—4' a
d*na_kw?}/3 ad-x
V=Agk+ 4 ——2'+—4—'

1, ad®-m
—§<kw 3+ 2 )

2.1.3. Masse m der Schraube
_v.._@ n/n . adtm
m=V Q—z(kw [/Z_¥+ 5 )

2.2. Anzahl n der Schrauben aus einer Stange
Sechskantstahl. Laut Bild 2 folgt
= n(b +5)+m,,
_I=ma_ 1—m, (5000—m,)mm
" b+s a+k+s (60+7+2)mm
5000 —

=22 it m, <69
i mit m, <69.

Damnstn—ﬂ *=72,46—046=72, da

69 6
neN. (72 Schrauben je Stange)
2.3. Masse m, einer Stange Sechskantstahl
ms=A,- |- g (A, aus 2.1.1)

_wzl/i'l'g
s—f

2.4. Anzahl n, der Stangen bei der Gesamt-
masse
mg__ my2 2
ms .- 1/5
74000kg - |/3 -2 cm? - 1000
~1,7%7cm?-3-500cm - 7,85kg
n,=7533
2.5. Anzahl g der Schrauben aus allen Stangen
q=n,-n=7533-72=542376
Aus 74 Tonnen Sechskant-Stabstahl lassen
sich 542376 Schrauben herstellen.
2.6. Materialverlust V,,
Vp=m,—m;mit m;=m-q

—a -2 kw?
qz(kw

+ad2 ¥
2
542376 - 7,85

2-1000

LR
.(o,7v1,72-1ﬁ+—6 123'14>kg

=46487 kg

ng=

Va=mg—q-m=m,

=7400kg —
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Der Materialverlust betragt absolut 46487kg.
_46487kg

P—m- 100~62,8%;
Der Materialverlust betrégt 62,8%;.
Ph10/12 » 110
Geg.: R, =10Q R¢=10Q
R;=60Q R,=10Q
R3=30Q Rg= 6Q
R,=30Q U =60V
Rs= 8Q Ges.: Rg, I, Uz, I3

Spannung zwischen AC ist U,,
CDist U, =U;3=U,,

DEist Us, ECist Ug=U>,
EBist Ug, ABist U

11 1.1
Re, R; R; Rs

Re. — R3R3R, _
27 R,R;+R:Rs+R3Rs
60-30-30
=5030+60 3043030~ 129
RE R6 'R7_10§)‘ IOQ=SQ

2T R¢—R; 10Q+10Q
Rg, =Rz, + Rs=12Q+8Q =200
_Re, " Re, 5Q-20Q
4 Rg,+Reg, 5Q+20Q
R5=R1+RE4+R3=IOQ+4Q+6Q=20Q

Re =4Q

Uyj=Ig-R;=3A4-10Q=30V
Ug=Ig-Reg=34-6Q=18V
Ug=U—-U,—Ug=60V-30V—-18V=12V
U7=U6

16=g—:=%=1,2A

I7=16

I(;=15+16+I7
Is=lg—I¢—1,=34A—12A-12A4A=0,64
Us=Is-Rs=0,6A4-8Q=48V
Uy=Usg—Us=12V-48V=72V
U3=U4=Uz
Uy 72V
14=I3

Der Gesamtwiderstand des vermaschten
Stromkreises betragt 20Q, die Gesamtstrom-

I

72

starke 3 A, die Spannung U, 7,2V und die
Stromstirke I3 0,24 A.

Ch7 #85 380kg m
Fe,O3 2Fe
160g 112g
380kg-112g
160g
m=266kg
266 kg2 100%;
ma 989,
me 266 kg - 985,
100%;
m=260,7kg
260,7 kg Roheisen lassen sich aus 1t Erz ge-
winnen.

m=

Ch8 #86 1260kg m
a) 2A1,0; — 4Al+30;
204g  108g
_1260kg- 108 g
=" 204g
m=667kg

Aus 2t Bauxit mit 639, Aluminiumoxid-
gehalt gewinnt man 667 kg Aluminium.
b) 1260kg-0,70m
2A1,03 —» 4Al+30,
1260kg-0,70 m
204g  108g
m= 1260kg-0,70 - 108 g
204¢
m=467kg
Nach erfolgter Reinigung des Bauxits kénnen
nur 467 kg Aluminium gewonnen werden.
Ch9 = 87 02-6g 003-x
HCl+AgNO3;—AgCl+ HNO;
36,5¢ 170g
_02-6g-170g
T 36,5g
_0,2-6g-170¢g
"~ 36,5g-0,03
x=186g
186 g 3% ige Silbernitratlosung miissen einge-
setzt werden, damit die Chloridionen restlos
ausgefallt werden.

Ch10/12 = 88

0,03-x

KBr +H,S0,—HBr+ KHSO,
2HBr+H,S0,+MnO, -
MnSO, +2H,0 +Br,
Addition beider Gleichungen
2KBr +2H,50,4+MnO,—
KHSO, +MnSO, +2H,0 +Br;
a)m, m; - 0,95 110g
2KBr +2H,S80, + MnO, -
KHSO, + MnSO, + 2H,0 +Br,
238 g 87¢g 160g
238g-110g
T 160g
m;=164g
87g-110g
M2=760g-095
m,=63g
b) V-1,32g-ml™ - 042 110g
2KBr +2H;S04 +MnO, -
KHSO, + MNSO, +SH,0 + Br,
169g 160g

_ 196g-110g
T 160g-1,32g-mt™ - 042
V=243ml
164 g reines Kaliumbromid, 63 g Braunstein
(95%;ig) und 243 ml 42%ige Schwefelsdure
miissen zur Reaktion gebracht werden, um
110 g Brom darzustellen.

Fortsetzung von Seite 61

Physik
Aufgaben der Klassenstufe 9/10

aAla (Mechanik) Zwei Fahrzeuge bewe-
gen sich von einer Kreuzung aus senkrecht
zueinander gleichmadBig beschleunigt. Nach
einer Fahrzeit von 10 Sekunden haben sie
einen Abstand von 150 m voneinander. Fahr-
zeug 1 ist zu diesem Zeitpunkt doppelt so
weit von der Kreuzung entfernt wie Fahr-
zeug 2.

a) Welche Geschwindigkeit haben die Fahr-
zeuge zu diesem Zeitpunkt?

b) In welchem Verhiltnis stehen die be-
schleunigenden Krilte, wenn sich die Massen
der Fahrzeuge wie 3 :4 verhalten?

(Ergebnis: a) V= 13,4%; Vz=26,8?;

Fi 3
N

A2 a (Elektrizitatslehre) Auseinem Draht
der Linge ! mit dem Widerstand R wird ein
Quadrat mit einer Diagonalen gelotet (Bild 2)!

8

Bild 1
A

Wie groB ist der Widerstand zwischen den
Punkten A und B des Quadrates?

<Ergebnis: Rip=

A3a (Auftrieb) Eine Holzplatte

(o

=0,75-85, I=b=1m, h= 10cm> schwimmt
cm

auf Wasser!

X4qem

Bild 2

a) Wie tief taucht die Holzplatte in das Wasser
ein?

b) Welche Masse muB eine Eisenkugel haben,
die an die Holzplatte angehidngt wird und
diese einen Zentimeter tiefer unter die Wasser-

oberfliche ziehen soll? (g,.;=7,8%) (Er-

gebnis: a) x=7,5cm; by m=11,5kg)
Dr. W. Weiss-Motz,
Fachzirkelleiter Physik

e
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Alljahrlich findet eine umfassende Solidaritatsaktion der Journalisten der DDR,
Bezirksgruppe Siid, auf dem Leipziger Markt statt.

Unser Foto: Der Chefredakteur der alpha, stets eng umringt, verkauft Biicher der Mathe-
mathischen Schiilerbiicherei (MSB). Reinerlos fiirs Solidaritatskonto: 310 Mark.
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Sind Mausefallenbeweise notig?

Teil 1

1. Beweisen muB ich diesen Kis’!

Mathematische Probleme sind uralt, denn als
die Menschen sich bewuBt mit der AuBenwelt
(objektiven Realitdt) auseinanderzusetzen be-
gannen, da muBten sie sich im Raum orien-
tieren und Dinge zu Mengen zusammenfas-
sen, also Geometrie und Arithmetik betrei-
ben. GewiBB mdgen uns heute nach mehreren
tausend Jahren einige der urspriinglichen
Schwierigkeiten als nichtig oder unbegriindet
vorkommen, wie etwa die umstindlichen
Ziffernsysteme der Griechen und Romer ein-
fachste arithmetische Aufgaben zu kompli-
zierten Rechnungen aufblédhten (Probiert ein-
mal, in romischen Ziffern 5321 durch 13 zu
dividieren!), aber die rasante Entwicklung
elektronischer Rechner, die bereits im Ta-
schenformat Unglaubliches leisten, konnte
auch unsere Nachfahren lichelnd auf uns
herabblicken lassen! Und genau wie wir
meinen, unser Bestes zur Losung der an-
stehenden Probleme zu geben, so ist dies
wohl auch zu allen Zeiten gewesen.
Babylonier und Agypter gaben vor rund
4000 Jahren bereits praktische Anweisun-
gen zur Losung von mathematischen Auf-
gaben, aber erst bei den Griechen schilten
sich die bei der Rechnung gewonnenen Er-
fahrungen, die mathematischen Begriffe und
ihre Beziehungen zueinander, als Theorie
heraus. Ein Beispiel hierfir hat uns Euklid
iibermittelt: Jedes Produkt aus geraden bzw.
ungeraden Zahlen ist wiederum gerade bzw.
ungerade. Diese Aussage iiber gerade und
ungerade Zahlen nach Ausfihrung einer
Rechenoperation geht offenbar iiber jede Er-
fahrung hinaus, denn es wird fur alle (also
unendlich viele) natiirliche Zahlen etwas be-
hauptet. Und, das ist wichtig, das Behauptete
wird auch begriindet, oder wie Mathematiker
sagen, bewiesen. Der praktische Umgang mit
Zahlen fiihrte auf widerspruchsfreies Denken
mit mathematischen Begrilfen. Mathemata
(Lehrstiicke) nannten die Griechen solche
kleinen theoretischen Probleme wie das obige
und gaben damit der neuen Wissenschaft
ihren Namen: Mathematik.

Das Ende eines Beweises wurde bei Euklid
stereotyp durch den Satz ,,Hoper edei deixai“
(Was zu zeigen war) kenntlich gemacht. Die
lateinische Version lautet ,,Quod erat demon-

strandum* (Was zu beweisen war), abgekiirzt
g. e. d. (deutsch w. z. b. w.}, und hat sich bis
heute erhalten, auch wenn sie mitunter un-
kenntlich nur noch als typografisches Zei-
chen ® am Ende einer Beweisfithrung er-
scheint. Das Beweisprinzip mit seiner Tradi-
tionslinie von der griechischen Mathematik
bis in unsere Zeit, also die Pflicht, alles Be-
hauptete auch stichhaltig zu beweisen, ist
unverduferlicher Bestand der Mathematik
geworden. Ein zeitgenossischer Mathemati-
ker, Friedrich Wille, hat humorvoll diese
Beweislast in einer bekannten mathemati-
schen Zeitschrift in einer ernsthaften Arbeit
im Stile eines Gedichtes von Wilhelm Busch
beschrieben, aus der auch die Uberschrilt
dieses Abschnitts entnommen ist. Volistin-
diger fihrte Wille aus: , Beweisen muB ich
diesen Kis’, sonst ist die Arbeit unserios®.
In der Mathematik geht es also nicht wie in
der alten preuBischen Anekdote zu, wo ein
neuer und eifriger Mathematiklehrer an einer
Kadettenanstalt sich erkiihnte, einen Offi-
ziersschiiler aufzufordern, den Satz des Py-
thagoras zu beweisen, und prompt zur Ant-
wort erhielt: ,,Bei uns wird nicht bewiesen,
bei uns wird aufs Wort geglaubt!*

2. Fiir Nichtmathematiker kein Zutritt

Diese Uberschrift wiirde uns heute, beispiels-
weise in einem mathematisch orientierten
Institut vor dem Rechnerraum, kaum iiber-
raschen. Das wire nur eins der vielen Ver-
botsschilder. Uberraschender ist aber, dal3
diese Zeile bereits vor rund 2000 Jahren
mathematisches SelbstbewuBtsein artiku-
lierte, indem sie namlich als Inschrift iiber
dem Eingang zu Platons beriihmter Akade-
mie prangte. Zugegeben, dort stand etwas
genauer libersetzt ,,Es trete kein der Geome-
trie Unkundiger ein“, aber beide Sdtze be-
sagen grundsatzlich das gleiche, denn Ma-
thematik und Geometrie waren damals (und
noch bis ins 18.Jahrhundert) Synonyme.
Dieses stolze Motto, das Platon gewihlt
hatte, zeigt uns deutlich, wie sehr sich die
griechischen Mathematiker der Kraft und
Wirksamkeit mathematischen Denkens be-
wuBt waren, und dieses Denken fuBte wesent-
lich auf der Beweisbarkeit mathematischer
Sachverhalte durch logisches Denken.

Die griechische Formel fir ein Beweisende
lautete, wie bereits angegeben, was zu zeigen
war. Vermutlich konnen wir hier noch die
anschaulichen Anfinge der Beweisverlahren
friiher griechischer Mathematiker erkennen:
das Aulzeigen von etwas anschaulich Gege-
benem und ohne weiteres Einsichtigem. Ein
bekanntes Beispiel hierfiir ist der Dialog des
Sokrates mit einem Sklaven, in dem Sokrates
mit seiner Hebammenmethode (d. h. die Lo-
sung nach und nach durch Antworten aul
gezielte Fragen hervorbringt) das Problem
mit dem Sklaven behandelt, wie man wohl
die Seitenlange eines Quadrates finden konne,
das doppelt so groB sei wie ein gegebenes
Quadrat. Natiirlich schldgt der Sklave zu-
nichst ein Quadrat mit doppelt so groBer
Seitenldnge als Losung vor (vgl. Bild 1, wo
AG=2AB) Sokrates zeigt, daB dann die
Fliche vier mal so groB ist, und lenkt auf die
Erkenntnis hin, daB das Quadrat BFED
doppelt so groB wie das Quadrat ABCD ist,
was durch kongruente Dreiecke fast unmittel-
bar einleuchtet. Auch die indische Mathe-
matik liebte solche offensichtliche Beweis-
griinde. In ihr ist den Figuren, die zum Be-
weis der Sdtze dienen, in der Regel nur die
Bemerkung ,,Siehe!" beigegeben, wie z.B. in
Bild 2. Wer Augen zum Sehen hat, der sieht
es: namlich der Flacheninhalt eines Dreiecks
ist gleich der Flache des Rechtecks aus Grund-

|__J___l

A 8 G

Bild 1

Figur zum Dialog des Sokrates. Das Quadrat
BFED hat die doppelte Fliche wie das
Quadrat ABCD.

c

iy

A g 8

Bild 2
Typische Figur fir einen indischen Beweis,
hier zum Beweis der Formel fiir die Dreiecks-

fliche F =%gh. Der beigegebene Text be-

steht in der Aufforderung ,,Siehe!".
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seite mal halber Hohe des Dreiecks (symbo-
lisch: F =%—gh). Ahnlich anschauliche Be-

weise enthilt z. B. die [riihe chinesische Ma-
thematik.

Aber das Sehen hat auch seine Grenzen: Wir
alle kennen optische Tauschungen. Hier sind
einige zur Erinnerung (Bild 3). Der griechische
Mathematiker Euklid zog bereits deshalb
eine logische Ableitung der anschaulichen
vor. Sein begriindender AbschluBsatz ,Was
zu zeigen war" ist also schon eine formale
Floskel. Der Grund fiir.die Zuwendung zur
Logik liegt, wie der zeitgendssische ungari-
sche Mathematikhistoriker A.Szab6é vermu-
tet, in dem Schock, den die Entdeckung ver-
ursacht hatte, daB die Diagonale im Einheits-
quadrat in keinem rationalem Verhiltnis zur
Seite steht. D. h., es gab im griechischen Ver-
stindnis der Zahl eine Krise, denn die an-
schaulich aufweisbaren Strecken hatten kein
gemeinsames (ratl‘onales) MaB, und das py-
thagoreische Dogma ,,Alles ist Zahl*, was ja
bedeuten soll, daB sich alles durch Zahlen
bzw. Zahlenverhiltnisse ausdriicken 14Bt,

Bild 3

Einige optische Tduschungen

a) Man glaubt, eine gekriimmte Kurve zu
schen. In Wirklichkeit besteht die Kurve je-

doch aus 20 Geradenstiicken.

b) Beide Kreise scheinen verschiedene GroBe
zu haben. Das falsche Urteil beruht darauf,
daB wir die GroBe in bezug auf das um-
gebende Quadrat einschitzen.

¢) Wie viele Wiirfel sind zu sehen? Je nach
Einstellung des Lesers 3 oder 5. Nach Dre-
hung der Figur um 180° werden im allgemei-
nen 5 Wiirfel gesehen.
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Bild 4

Die Lange der Diagonale im Einheitsquadrat
ist irrational. Aus dem Satz des Pythagoras
ergibt sich [/E als ihre Linge. Wire [/5 ra-
tional bzw. es bestinde eine Gleichung
]/£=m/n (m und n natiirliche Zahlen, o.B.
d. A. aufl Teilerfremdheit gekiirzt), so folgte
2n? =m?. Also miiBte 2 die Zahl m? und damit
auch m selbst teilen. Folglich wire die rechte
Seite m? durch 4 teilbar, mithin auch die
linke Seite. Damit folgte aber aus 4 teilt 2n?%,
daB 2 die Zahl n teilt. Das widerspréche der
Teilerfremdheit von m und n. Also ist eine
Gleichung der Art [/5=m/n unmoglich.

wurde ziemlich in Frage gestelit. Heute wird
dieser Sachverhalt gern als einfaches Beispiel
eines indirekten Beweises benutzt, um nim-
lich zu zeigen, daB fiir natiirliche Zahlen m
und n eine Gleichung [/§=_m/n nicht moglich
ist.

Die logische Ableitung mathematischer Aus-
sagen filhrte dazu, daf eine bestimmte Menge
an unbewiesenen Grundaussagen, sogenann-
ten Axiomen, als wahr angesehen werden
muBten, denn sonst wiren die Beweise ent-

- weder  ins Endlose zuriickgegangen oder

hitten bereits zu beweisende Sitze irgend-
wann vorausgesetzt (ZirkelschluB8). Aus die-
sen Grundsitzen, den Axiomen, konnen mit
logischen Mitteln alle Sitze einer Theorie
abgeleitet werden, und sie miissen es auch,
wenn sie in die Theorie aufgenommen wer-
den sollen. Die korrekte Ableitbarkeit mittels
logischer Schliisse aus den Axiomen ist ent-
scheidend fiir die Zugehdrigkeit eines Satzes
zu einer Theorie oder fiir die Wahrheit eines
Satzes in dieser Theorie. Euklids geometri-
sches Axiomensystem in seinem Buch ,Ele-
mente” ist hierfir ein Musterbeispiel; das
Buch diente in Europa fast 2000 Jahre als
Lehrbuch der Geometrie.

Den Verlust der Anschaulichkeit und den
hohen Grad abstrakter logischer Uberlegun-
gen wollen wir an einem indirektem Beweis
Euklids aufzeigen, der darlegt, daB es unend-
lich viele Primzahlen gibt.

Beweis: Wir stellen zuniichst fest, daB es
iiberhaupt Primzahlen gibt, z.B. 2,3, Sund 7.
Aus der Erkldrung einer Primzahl folgt: Jede
natiirliche Zahl n (> 1) ist entweder durch eine
Primzahl p (1 < p <n) teilbar oder selbst Prim-
zahl. Nun beginnt der eigentliche Beweis. Wir
nehmen dazu das Gegenteil der im Satz be-
haupteten Aussage an. Es soll also nur endlich
viele Primzahlen geben, insbesondere muB

dann eine groBte Primzahl p vorhanden sein.
Nun bilden wir das Produkt aus den endlich
vielen Primzahlen 2 bis p und addieren die 1
hinzu: )
P=2-3-5-7-...-p+1

Wenn diese Zahl P Primzahl wire, SO wire
offenbar. P>p, also wire p nicht groBte
Primzahl. Wire aber andererseits P keine
Primzahl, so mii8te eine gewisse Primzahl a
die Zahl P teilen. Nun ist aber klar, daB die
Primzahlen von 2 bis p (also alle als bekannt
angesehenen Primzahlen) die Zahl P .nicht
ohne Rest teilen. Also muB P doch Primzahl
sein! Damit ist P eine neue Primzahl mit
P> p. Unsere Annahme, daB es eine groBte
Primzahl gibe, 148t sich nicht halten, folglich
mul} das Gegenteil zutreffen, bzw. es gibt zu
jeder Primzahl eine noch gréBere. (Durch
den Beweis wissen wir zwar, daB es zu jeder
vorgelegten Primzahl eine groBere gibt, aber
es bleibt offen, ob P die nichstgroBere Prim-
zahl nach p ist. Einfache Beispiele zeigen, daB
unser Verfahren nicht alle Primzahlen nach-
einander erzeugt:

p=3, P=2-3+1=7; p=S5, P=2-3-5+1
=31).

Die Struktur dieses Beweises aus der griechi-
schen Mathematik ist recht kompliziert: Man
nimmt das Gegenteil einer Behauptung an
und zeigt durch ein Beweisverfahren, daB das
Gegenteil der Behauptung zu verwerfen ist,
um daraus die Giiltigkeit der unverneinten
Behauptung zu folgern.

3. Ein Einwand aus der Philosophie

Die Mathematik hat bedeutende Personlich-
keiten stdndig zu Stellungnahmen veranlaBt,
wobei entweder enthusiastische Zustimmung
oder kiihle Ablehnung erschien, Gleichgiiltig-
keit gegeniiber der Mathematik gab es kaum.
DaB Naturwissenschaftler, die Gebrauch von
dieser exakten Wissenschalt machten, ihren
Gebrauch lobten, das liegt auf der Hand.
Aber auch Dichter und Philosophen priesen
die Mathematik. Zwei Beispiele: ,Alle gott-
lichen Gesandten miissen Mathematiker sein“
(Novalis); ,,Ich behaupte aber, daB in jeder
besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche
Wissenschaft angetroffen werden konne, als
darin Mathematik anzutreffen ist“ (Kant).
Jedoch gibt es auBerhalb der Naturwissen-
schaften auch haufig kritische Tone; von
Goethe kennen wir distanzierte Stellungnah-
men, und der Dichter Strindberg fiihrte
dilettantische Angriffe gegen die Mathematik.
Der Philosoph Schopenhauer duBerte sich
recht prézise iiber die Unzuldnglichkeiten
der mathematischen Methode, so daB eine
Auseinandersetzung mit ihm moglich ist.
Schopenhauer schrieb in seinem Buch ,Die
Welt als Wille und Vorstellung” (1818) po-
lemisch:

»Erst jetzt konnen wir einsehen, daB des
Euklids logische Behandlungsart der Mathe-
matik eine unniitze Vorsicht, eine Kriicke



fir gesunde Beine ist, daB sie einem Wanderer
gleicht, der nachts, einen helier. festen Weg
fir ein Wasser haltend, sich hiitet, ihn zu
betreten, und stets daneben auf holprigem
Boden geht, zufrieden, von Strecke zu Strecke
an das vermeinte Wasser zu stoBen. Erst jetzt
konnen wir mit Sicherheit behaupten, daB,
was bei der Anschauung einer Figur sich uns
als notwendig ankiindigt, nicht aus der aufl
dem Papier vielleicht sehr mangelhaft ge-
zeichneten Figur kommt, auch nicht aus dem
abstrakten Begrifl, den wir dabei denken,
sondern unmittelbar aus der uns a priori
(= von vornherein) bewuBiten Form aller
Erkenntnis.”

Damit driickt Schopenhauer sein Unbehagen
an unanschaulichen und indirekten Beweis-
fiihrungen aus. Er sagt genauer:

~DaB, was Euklid demonstriert (= beweist),
alles so sei, muf} man, durch den Satz vom
Widerspruch gezwungen, zugeben; warum
es aber so ist, erfihrt man nicht. Man hat
daher fast die unbehagliche Empfindung wie
nach einem Taschenspielerstreich, und in der
Tat sind einem solchen die meisten Euklidi-
schen Beweise auflallend dhnlich. Fast immer
kommt die Wahrheit durch die Hintertiir
herein, indem sie sich per accidens (= zu-
fallig) aus irgendeinem Nebenumstand er-
gibt. Oft schlieft ein apagogischer (= indi-
rekter) Beweis alle Tiiren, eine nach der
anderen, zu und a8t nur die eine oflen, in
die man nun bloB deswegen hinein muB. Oft
werden, wie im pythagoreischen Lehrsatze,
Linien gezogen, ohne daBl man weil warum;
hinterher zeigt sich, daB es Schlingen waren,
die sich unerwartet zuziehen und den Assen-
sus (= Zustimmung) des Lernenden gefangen
nehmen, der nun verwundert zugeben muB,
was ihm seinem inneren Zusammenhang nach
vollig unbegreiflich bleibt.“

Schopenhauers Polemik richtet sich gegen
den Mausefallencharakter, durch den er an
anderem Ort diese Beweisverfahren charakte-
risierte. Fiir den Satz des Pythagoras (In
jedem rechtwinkligem Dreieck ist die Summe
der Kathetenquadrate gleich dem Hypote-
nusenquadrat) schldgt Schopenhauer, der es
nicht bei Kritik bewenden lassen will, an-
stelle der zuschnappenden Mausefallenbe-
weise seine Beweismethode vor:

Bild 5

Schopenhauers Beweisfigur. Das Quadrat
iiber AB ist offenbar [lichengleich den beiden
Quadraten iiber AC und BC.

,Dab es so sei, beweist [reilich Euklid im
35.Satz des dritten Buches: das Warum
steht noch dahin. Ebenso lehrt der pythago-
reische Lehrsatz uns eine qualitas occulta
(= geheimnisvolle Eigenschaft) des recht-
winkligen Dreiecks kennen; des Euklids
stelzbeiniger, ja hinterlistiger Beweis verlalt
uns beim Warum, und beistehende, schon
bekannte, einfache Figur gibt auf einen Blick
weit mehr als jener Beweis Einsicht in die
Sache und innere feste Uberzeugung von jener
Notwendigkeit und von der Abhingigkeit
jener Eigenschaft vom rechten Winkel.

Auch bei ungleichen Katheten mufl es sich
zu einer solchen anschaulichen Uberzeugung
bringen lassen, wie iiberhaupt bei jeder geo-
metrischen Wahrheit, schon deshalb, weil
ihre Auflindung allemal von einer solchen
angeschauten Notwendigkeit ausging und der
Beweis erst hinterher hinzu ersonnen ward."

4. Ein Beweis im Sinne Schopenhauers
fiir den Satz des Pythagoras

Gegen den Beweis Schopenhauers ist mathe-
matisch gar nichts einzuwenden, wenn er als
Begriindung fiir den speziellen Fall eines
gleichschenkligen Dreiecks beim pythago-
reischen Satz gelten soll. Dieser an den er-
wihnten Dialog des Sokrates erinnernde Be-
weis hat auch methodische Vorziige, nim-
lich schnell an einem speziellen Fall die Giil-
tigkeit der allgemeinen Behauptung einzu-
sehen. Wie sieht es aber bei ungleichen
Katheten aus? Hier bleibt uns Schopenhauer
den Beweis schuldig. Wir wollen nicht [ragen
»Warum?, sondern einen anschaulichen Be-
weis selbst gebeli. (Ein 1940 erschienenes
Buch zihlt gegen 370 Beweisvarianten dieses
Satzes auf, so daB schwer nachzukommen ist,
wer zuerst diese oder jene Version erdachte.
In der mathematischen Schiilerbiicherei gibt
es ein Bdndchen von W.Lietzmann ,Der
pythagoreische Satz“, das interessierten Le-
sern erstaunlich viele Beweisvarianten vor-
fidhrt.)

Nun zum Beweis. Wir betrachten ein beliebi-
ges rechtwinkliges Dreieck ABC, wobei iiber
den Dreiecksseiten die Quadrate errichtet
sein sollen. In der Zeichenebene denken wir
uns das Hypotenusenquadrat um die Hypo-
tenuse als Drehachse um 180° herumge-
klappt. Weiterhin verldngern wir die Seiten
der Kathetenquadrate QS und EF bis zum
gemeinsamen Schnittpunkt O sowie denken
uns das Quadrat ABFE lings der Strecke AS
so verschoben, daB F mit O zusammenfillt.
Das umgeklappte Hypotenusenquadrat iiber-
deckt Teile der Kathetenquadrate, namlich

> das Viereck CBUP und das Dreieck ABD.

Wir wollen zeigen, daB die nicht iiberdeckten
Teile der Kathetenquadrate, nimlich die
Dreiecke CQP und PSU sowie das Viereck
AEFD (als Teil I, IIf und V in der Figur be-
zeichnet), sich so in das umgeklappte Hypo-

tenusenquadrat zu den bereits iiberdeckten
Teilen einfiigen lassen, daB das Hypotenusen-
quadrat vollstandig und einfach iiberdeckt
ist. (Der Beweis ist wie ein Puzzlespiel, bei
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Bild 6
Ein Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes
im Stile von ‘Schopenhauer.

dem aus fiinf Teilen ein Quadrat zu legen
ist.) Folgende Flichengleichheiten sind wegen.
der Kongruenz der Figuren offensichtlich und
durch unterlegtes Raster in der Abbildung
besonders kenntlich gemacht:
a)I=1II;
b) (II1 + IV)=(V + VI)=(VII + VIII),

also wegen 1V =V, III = VI schlieBlich

(11 + V) =(VII + VIII);
c) VII=IX,
hieraus folgt, was zu zeigen war.

R. Thiele

(Ein 2. Teil folgt im nachsten Heft.)

Pythagoras

vor der Erfindung seines Lehrsatzes
und nach der Erfindung desselben.

(aus: Miinchner fliegende Blétter 1886, Leser-
einsendung J. Weitendorf, Schwerin)
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Ungleichung
von Erdos-Mordell

Im Dreieck AABC mit den Seiten g, b, ¢ gilt
fiir einen beliebigen im Innern des Dreiecks
gelegeneq Punkt M mit den Abstinden d,,
dy, d. zu den Seiten und R4, Rp, Rc zu den
Eckpunkten des Dreiecks die Ungleichung
R4+ Rs+Rc=2(d,+dp+4d.).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn das
Dreieck gleichseitig ist und M im Dreiecks-
mittelpunkt liegt. (Bild 1)

Bild 1

Die Beziehung formulierte erstmals im Jahre
1935 der ungarische Mathematiker P. Erdds,
der allerdings noch keinen Beweis dafiir er-
brachte. Der erste Nachweis fiir die Giiltig-
keit der Ungleichung gelang dem englischen
Mathematiker L.J. Mordell, einem Speziali-
sten der Zahlengeometrie. Der Beweis von
Mordell, der iibrigens ziemlich kompliziert
ausfiel, benutzte ebenso wie der spiter von
D.F. Barrow gefundene Beweis vorrangig die
Hilfsmittel der ebenen Trigonometrie.

Den ersten rein geometrischen Beweis der
Erdos-Mordell-Ungleichung fiihrte im Jahre
1945 der Amerikaner D.K.Kazarinolf. An-
dere, oftmals recht einfache Beweise dersel-
ben Ungleichung schlugen Ende der SOer
Jahre der Amerikaner L. Bankoff, die Holldn-
der G.R. Veldkamp und H. Bralant, der Eng-
lander Eglestone, der sowjetische Wissen-
schaftler S.A.Skopetz (die von den zuletzt
genannten drei Mathematikern stammenden
"Beweise waren fast identisch) sowie erneut
L.J.Mordell vor. Im folgenden stellen wir
drei verschiedene Beweisvarianten fiir die
betrachtete Ungleichung vor, daran schlieBen
sich einige Folgerungen und Ubungen. Im
Dreieck werden die in der Schulmathematik
iiblichen Bezeichnungen [iir Seiten, Winkel
und Transversalen verwendet.

Wir bendtigen im Beweisverlauf die folgen-
den drei Hilfssitze.

Hilfssatz 1 : Fiir beliebige positive Zahlen a
gilt die Beziehung

a+lg2.
a
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Beweis:
Die Giiltigkeit folgt aus der Identitit

a+l=<]/7—i)z+2.

a Va

Hilfssatz 2: Es seien U, V und W auf den
Seiten BC, AC bzw. AB des Dreiecks AABC
gelegene Punkte, wobei die Gerade UV und
AB, UW und AC sowie VW und BC jeweils
parallel verlaufen. Man zeige, daB3 die Punkte
die Dreiecksseiten halbieren.

Al A Aufgabe: Wende dabei mehrmals den

Strahlensatz an!

Hilfssatz 3: Fiir einen beliebigen innerhalb

des Winkelraums BAC (d.h. innerhalb des

durch die Strahlen 4B und AC gebildeten

Teils der Ebene) gelegenen Punkt M gilt
aRAgbdb+cdc.

Beweis: Die Strecke BC schneide den Strahl
AM in dem Punkt A,. Weiter seien BQ und
CR die Lote von den Punkten B bzw. C auf
die Gerade AM. Dann gilt offenbar
a=BC=BA,+A,CzBO+CR,
da in den (ggf. entarteten) rechtwinkligen
Dreiecken A4, BQ und AA,CR die Katheten
nicht linger als die Hypothenusen sein
konnen. Hieraus ergibt sich
aR,=BC-AMzBQ  AM+CR- AM
=25(AAMB)+2S(ANAMC)
und damit aR 42 cd. + bd,, w.z.b. w. Wir ha-
ben dabei mit S(F) den Flicheninhalt der
Figur F bezeichnet.
Aus dem Beweis ergibt sich, daB das Gleich-
heitszeichen genau dann gilt, wenn die be-
trachteten Dreiecke entarten, d.h. wenn A4,
0 und R identisch sind und somit mit U zu-
sammenfallen, was aber bedeutet, daBl die
Geraden AM und BC einen rechten Winkel
bilden. (Bild 2)

Bild 2 ¢

Beweisvariante 1 :

Zunichst fillen wir die Lote MU, MV und
MW des Punktes M auf die die Dreiecks-
seiten BC, AC bzw. AB enthaltenden Ge-
raden und verbinden ihre Endpunkte U, V
und W miteinander (Bild 3). Der iiber M A
als Durchmesser konstruierte Kreis, dessen

.1
Radius ER‘ betragt, verlauft laut Umkehrung

des Thalessatzes durch die Punkte V und
W. Der zu VW als Sehne gehorige Peripherie-
winkel ist gleich o und der entsprechende
Zentriwinkel demnach 2a. Man erhilt da-
mit die Beziehung VW =R, sina. (Beweise
dies!) Nun projizieren wir die Strecke VW auf

die Gerade BC. Ist U,U, die Projektion, so
gilt offenbar

\

)

Bild 3

Durch eine Fallunterscheidung a8t sich
leicht zeigen, daB die Geraden MV und BC
einen Winkel der Gro8e ]90° - y| einschlieBen
und analog die Geraden MW und BC einen
Winkel der GréBe [90° — . (Fithre den Nach-
weis dafiir ausfiihrlich durch Betrachtungen
der Fille y<90° und y=90°") Daraus lassen
sich die Lingen der Teilprojektionen UU,
und UU, errechnen: UU;=d, siny und
UU,=d,sinB.

Eingesetzt in die obige Ungleichung (1) er-
gibt sich die folgende Abschdtzung der
GroBe R, von unten:
siny

]

sina ~  sina
Aus Symmetriegriinden gelten analoge Be-
ziehungen fir Rp und R¢:
siny sina
Sil’l B da + mdﬂ
Rez SR,  sina,
siny siny
(Zum Beweis die folgende Uberlegung: man
vertauscht die Bezeichnungen der Ecken,
Seiten und iibrigen Stiicke in geeigneter
Weise und betrachtet aber nach wie vor die-
selben Hilfslinien wie oben.)
Addiert man jetzt die erhaltenen Abschitzun-
gen filir die GroBen R; und faBt die Glieder
in geeigneter Weise zusammen, dann folgt die

Ungleichung
siny
sin ﬁ) *

sina  sin
+_")A

sinf  sina

d..

Rz=

b

R4+Rp+ Rcéda<ﬂ+
siny

+ db(s%ﬂ + m) +d

sina
Durch mehrmalige Anwendung des Hilfs-
satzes 1 auf die Klammerausdriicke folgt
schlieBlich die Ungleichung von Erdods-Mor-
dell. Die Ungleichung wird zur Gleichung,
wenn im Hilfssatz 1 das Gleichheitszeichen
sinff siny
siny sinf
f=7vund analog a =y sowie o= f§, mit anderen
Worten, das Dreieck ist gleichseitig. AuBer-
dem muf} in der Ungleichung (1) das Gleich-
heitszeichen gelten, d. h. die Geraden VW und
BC parallel verlaufen, analog die Geraden AC
und UW sowie UV und AB. Nach Hillssatz 2
ist M somit der Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten, also gleich dem Umkreismittelpunkt
des gleichseitigen Dreiecks A4ABC.

gilt, d.h. wenn gilt und damit



Beweisvariante 2:

Bild 4

Wir gehen wie in Variante 1 vor und betrch-
ten die Ungleichung (1). Nun wollen wir die
Strecken UU,; und UU; durch einfachere
Ausdriicke ersetzen (ohne Verwendung der
Trigonometrie). Dazu bezeichnen wir ¢, = UV,
b, =UW sowie a; = VW (Bild 4).

Erneut errichten wir den Thaleskreis iiber

einer der Strecken AM, BM und m, etwa *

CM. Wieder nach Thalessatz verliuft der
Kreis durch die Punkte U und V. Da Peri-
pheriewinkel iiber derselben Sehne (auf der-
selben Seite dieser Sehne) gleich groB sind,
gilt X VUC= & VMC, und die rechtwinkli-
gen Dreiecke AVUU, und ACVM sind
dhnlich. Also gilt UU,:MV =UV:MC, oder
in den gewahlten Bezelchnungen

1ds

>

‘. (Leite die
B

letzte Gleichung her!) Die Ungleichung (1)
schreiben wir in folgender Weise:

A UU;

RaZ Ryt + Ry

Nach Substitution der eben erhaltenen Werte
fir UU, und UU, folgt daraus die Un-
gleichung

biR4

C1R,4
dy+
ale

a]RC
Auf die nun schon bekannte Art lassen sich
analog die Beziehungen

Rz d..

Rg_a’R"d +01R8d und

“biR4 bi1R¢
a;R¢ biRc
Rc= R, dy+ e.Rs d, nachweisen.

Durch Addition und Umformung der er-
haltenen Abschétzungen der R; ergibt sich die
Ungleichung

>
R4+Rp+ RC:db(bch Can

(,‘1R,4 ach blRA alRB
+db(ach+ClRA)+d(<ﬂan +b1RA
und daraus schlieBlich nach Anwendung des
Hilfssatzes 1 die zu beweisende Ungleichung
von Erdos-Mordell. (Ermittle analog zu Be-

weisvariante 1, in welchem Fall Gleichheit
eintritt!)

C1R3+b1Rc)

Beweisvariante 3:

Bild 5

Zunichst ersetzen wir den Punkt M durch
seinen Spiegelpunkt beziiglich der Winkel-
halbierenden des Winkels < BAC und be-
zeichnen diesen mit M’ (siche Bild 5). Jetzt
wenden wir auf das Dreieck AABC und M’
den Hilfssatz 3 an, wonach gilt

aR' 42 cd .+ bd'p, )
dabei ist R'4=AM’ und d'y bzw. d'. sind die
Abstinde des Punktes M’ zu den Geraden
AC bzw. AB. Nun gilt aber R'y=R,, d'.=d,
sowie d'y=d..

A2 A Fiihre den Nachweis fiir diese 3 Iden-
titaten, setze die Werte in (2) ein, und leite
im AnschluB daran die zu beweisende Un-
gleichung nach dem in den vorigen Beweis-
varianten demonstrierten Schema selbstindig
her!

Folgerungen und Aufgaben:

i L+1+1<%1+1 1)

: R4 Rp 2d, dy d,

Zum Beweis wird die Ungleichung von Erdos-
Mordell auf das Dreieck AA'B'C’ und den
Punkt M angewendet, wobei die Eckpunkte
A’, B und C' derart auf den Strahlen m,
— — .
MV bzw. MW pgewihlt werden, daB gilt
vl o
MA = MB' =

1 — 1 .
4 und MC =T Mit ande-

<

ren Worten, es wird zum Dreieck mit den-

jenigen Eckpunkten iibergegangen, die sich

aus der Polartransformation der Ecken des

Ausgangsdreiecks beziiglich des Zentrums M

ergeben.

Beweise, daB dann gilt R4 =l, d’.,=L
da RA

analoge Beziehungen [iir die iibrigen R’; und

d’; und daB daraus die Behauptung folgt!

2. R4RpRcZ8d,dyd,

A3 A Leite diese Beziehung unter Ver-
wendung von Hilfssatz 3 und der Bezichung
zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel von Zahlen her!

und

3. Die bisherigen drei erhaltenen Unglei-
chungen kann man infolge ihrer Symmetrie
bzgl. der Dreiecksseitenlingen noch in fol-
gender Form nijederschreiben
M(Ra4, Rp, R))22M(d,, dy, d.), k= —1;0; 1.
()
Dabei bezeichnet M (x,, x,, ..., x,) das Mittel
k-ten Grades der positiven Zahlen x,, x, ...,

x, nach der Formel 1
k

1
M(x1, X2, .. x,,)=<;(x'i+x'§+...+x£‘,)>
fiir k+0 und 1
Mo(xy, x2, .., Xa)=(X1X2 ... X,)".

Bekanntlich heiBt M, das geometrische, M,
das arithmetische und M _, das harmonische
Mittel der betreffenden Zahlen x;. Im nich-
sten Abschnitt formulieren wir Aufgaben, in
denen die Beziehung (3) noch fiir andere
Werte k nachzuweisen ist. Dabei fallt auf,
daB lediglich fiir k=2, d. h. fiir die quadrati-
schen Mittel die Ungleichung (3) keine Gleich-
heit zuldBt und dabei |/2 anstelle 2 steht! (An-
merkung: Es ldBt sich dafiir zeigen, daB beide

Ungleichungsseiten beliebig nahekommen
konnen!)

4, aR4+bRg+cRc=2(ad,+ bdy+cd,)

A4 a Folgere diese Ungleichung aus dem
Hilfssatz 3!

S. Im gleichseitigen
R, +Rp+chl/§a.

A5A Folgere diese Ungleichung aus der

Ungieichung von Erdés-Mordell !

Dreieck gilt

Weiterfiihrende Ubungen

Wer sich mit weiteren Beziehungen zwischen
Dreiecksstiicken und den GréBen R4, Rp, Re
sowie d,, dy, d. beschiftigen will, sollte sich
an den nun [olgenden Aufgabenvorschligen
versuchen.

Es bezeichne S die Fliche des Dreiecks AABC,
h,, hy und h. seine Hohen und r bzw. R die
Radien von In- und Umkreis des Dreiecks.

1. min(hy, by, h)<da+dp+d.

é max(ha; hbs hc)
A6A Anleitung: Betrachte die Summe der
Flicheninhalte der Dreiecke AMBC,AMAC
und AM AB!

8s?
z da d"d‘=27 bc
A7A Anleitung: Betrachte die ebenge-
nannte Flachensumme (siehe 1.), und wende
die Beziehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel dreier Zahlen an!

’ ZIVTVV;%EW)

A8a Diese Ungleichung entspricht der in
Bemerkung 3. enthaltenen Beziehung (3) fir

k=-;—. Zum Beweis gehe man von der in Be-

weisvariante 3 hergeleiteten Beziehung (2)
aus und benutze ‘die Ungleichung

VXT)’%@ fiir beliebige x; y=0, die

zunichst aber noch nachzuweisen ist.

4. R%+R3+RE>2d?+d2+d?)

A9 A Anleitung: Benutze die Ungleichung
!

Die hier behauptete Ungleichung entspricht
der Beziehung (3) fir k=2 allerdings mit dem
Faktor |/2 statt 2 und l4Bt, wie bereits in
Bemerkung 3. erwihnt, keine Gleichheit,
dafiir aber eine beliebige Anndherung der
beiden Seiten zu.

5. R4RgRc2(d,+dp)(d,+d Ndy+d.)
Al10A Zum Beweis sind Hilfssatz 3 und
Beziehung (2) zu benutZen.

6. RA+R3+RC;6)‘

alla Benutze die Ungleichung von Er-
d6s-Mordell, und leite die Beziehungen
Ri+d.2h, sowie h,+hy,+h.29r her, mit
deren Hilfe dann der Nachweis der Behaup-
tung gelingt.
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. Anmerkung : Diese Aufgabe besitzt im Gegen-
satz zu den bisherigen Aufgaben einen groBe-
ren Schwierigkeitsgrad.

7. R3+RE+RE=1212

Al12a Gehe beim Beweis direkt von der
Ungleichung von Aufgabe alla aus, und
benutze die Beziehung zwischen arithmeti-
schern und quadratischem Mittel dreier Zah-
len!

8. RARB+R,4Rc+RBRc
2(do+dpNda+d)+(do+ dpfdp +d.)
+\dy +d)dp + de)
Wir haben diese Ungleichung bewuBt an den
SchluB dieses Beitrages gesetzt und sie auch
nicht gleich den iibrigen als Aufgabe formu-
hert. Als erster hat A. Oppenheim die Giiltig-
_keit dieser Ungleichung vermutet. Bislang ist
aber der Nachweis dafiir nicht gelungen, es
wurde aber auch noch kein Gegenbeispiel
ermittelt. so daB nach wie vor offen ist, ob
diese natiirlich scheinende Ungleichung tat-
sichlich Giiltigkeit besitzt. Vielleicht ist hier
ein interessantes Feld fur alle. die sich weiter-
gehend mit Beziehungen zwischen den ge-
nannten Dreiecksstiicken  beschiftigen
wollen. F.Rehm

Ein weiterer Algorithmus
zum Ungarischen Wiirfel

Seit mehreren Jahren beschiftigt des Problem
des Ungarischen Waiirfels, viclfach wird er
auch als magischer Wiirfel - magic cube - be-
zeichnet, immer mehr Menschen auf der gan-
zen Weltl. 1975 entwickelte Ernd Rubik. ein
Ungar, diesen Wiirlel. Bei seinem Unterricht
als Lehrer an der Hochschulsektion Typo-
grafie - Planung in Budapest bemerkte er,
daB3 die Schiiler nach Verlassen der Ober-
schule oft nicht rdumlich denken kOnnen,
sondern nur flichenbezogen. Da aber das
rdumliche Denkverm@gen fiir die Absolven-
ten seiner Sektion sehr wichtig ist, lieB er sich
diesen Wiirfel einfallen, ohne allerdings vor-
auszusehen, daB dieser eine explosionsartige
Verbreitung fiaden und zu einem Export-
schlager Ungarns wiirde.

Worin besteht nun das Problem, das so viele
fasziniert? Dieser Wiirfel besteht aus 26 klei-
nen Wiirfeln, wovon auf jeder Seite neun zu
sehen sind. Das Besondere ist, daB jede Seite
des Wiirfels, also jeweils neun kleine Wiirfel,
um ihren Mittelpunkt gedreht werden kann.

/

Bild 1 v

Der Wiirfel besitzt sechs Farben: WeiB, Rot,
Orange, Blau, Griin und Gelb. Im Ausgangs-
zustand sind die sechs Seiten des Wiirfels ein-
farbig. Aber bereits nach 4 bis 5 Drehungen
verschiedener Seitenflichen ist die farbliche

Anordnung so durcheinander, daf} es schwie-
ng erscheint, diese in den Ausgangszustand
zurlichzudrehen. Aber gerade darin besteht
das Problem. In diesem Artikel mochte ich
einen Algorithmus bzw. eine Strategie zum
Ordnen des beliebig verdrehten Wiirfels vor-
stellen. Zundchst aber noch eine interessante
Zahl ~ die Anzahl aller moglichen verdrehten
Zustdnde des Wiirfels -, die ich ecinem Heft-
chen von David Singmaster ,Notes on the
,Magic cube'* entnahm.

Der Wiirfel besitzt 8 Eckwiirfel, diese kénnen
miteinander permutiert werden, also 8! -
Gleichfalls die 12 Kantenwiirfel: 121,

Da aber jede Permutation der Eck- und Kan-
tenwiirfel zusammen eine gerade Permuta-
tion sein muB, halbiert sich die Anzahl aller -
Permutationen. Die Kantenwiirfel besitzen
2 unterschiedlich gefirbte Fldchen, die na-
tiirlich verschieden orientiert werden konnen,
also 2'2. Da aber jeweils mindestens 2 Kan-
tenwiirfel zusammen verdreht werden, ergibt
sich wieder ein Faktor % Andlog erhidlt man

fir die Orientierung der 8 Eckwiirfel den
8

Faktor %— Die Mittelsteine jeder Seite kon-

nen nicht weggedreht werden, ergeben also
keine weiteren Zustinde, bestimmen aber
damit die Farbe ihrer Seite. Insgesamt gibt
81121 38 212

2 3 72°
=432520032744898 56000~4,3 - 10'° ver-
schiedene Zustinde des Wiirfels, von denen
ein einziger zu erreichen ist, bei dem alle
Seitenflichen des Wiirfels einfarbig sind. Ein

es also N=
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Computer, der einen Zustand pro Mikro-
sekunde zihlt, benotigt allein [ir das Zahlen
aller verschiedenen Zustande iiber 1,4 Millio-
nen Jahre.

Zur Beschreibung des Algorithmus bendtigen
wir noch einige Bezeichnungen. Da der Wiir-
fel bez. seiner Farben gleich aufgebaut ist,
wihle ich eine von den Farben unabhéngige
Beschreibungsweise. Der Wiirfel besitzt 6
drehbare Ebenen:

hinten (H) oben (O)
N
. -— rechts (R)
links (L)
«—+1— vorn (V)
t
Biid 2 unten (U)

Die Drehrichtung (bei Draufsicht auf die ent-
sprechende Ebene) und Drehlinge wird als
Exponent bez. des Uhrzeigersinnes ange-
geben. V2 bedeutet 2 Vierteldrehungen der
vorderen Ebene in Uhrzeigersinn, V ™! 1 Vier-
teldrehung entgegen dem Uhrzeigersinn,
V!=V. Mehrere Drehungen werden durch
Aneinanderfolge von links nach rechts be-
schrieben. Ein Eckstein heiBt positioniert,
Talls er sich in der Ecke befindet, die durch
seine 3 Farben bestimmt ist. Ein Eckstein
heift orientiert, [alls die Farben aller 3 Seiten
mit den Farben der zugehorigen Ebenen iiber-
einstimmen. Ein Kantenstein der vorderen
Ebene heilt orientiert, falls die Farbe der auf
der vorderen Ebene liegenden Seite des Kan-
tenwiirfels mit der Farbe der vorderen Ebene
ibereinstimmt.

Nun kann der Algorithmus angegeben wer-
den.

Schritt 1: Ordne den Wiirfel so, da8 2 benach-
barte Schichten vellstindig geordnet sind!
Die durch "die 3.Schicht bestimmte (noch
nicht geordnete) Ebene wird als wvordere
Ebene angesehen.

Schritt 2: Positionierung der Ecksteine der
vorderen Ebene.

Schritt 3: Erzeugung eines Zustandes, bei
dem die Ecksteine positioniert sind (farbliche
Orientierung noch beliebig) und alle Kanten-
steine farblich orientiert sind (Reihenfolge
der Kantensteine zueinander noch beliebig).
Schritt 4: Vollstindige Ordnung des Wiirfels.
Im weiteren werden einige Teilalgorithmen,
die zur Realisierung der Schritte 1 bis 4 ver-
wendbar sind, angegeben.

Um 2 geordnete Schichten zu erhalten, wihlt
man zunichst eine obere Ebene und bringt
alle 4 Kantensteine farblich orientiert an
ihren richtigen Platz. Danach stellt man die
jeweils entsprechenden Eck- und Kanten-
steine der ausgewidhiten 2 Schichten zusam-
men und dreht diese an ihren richtigen Ort.

Zum Beispiel:

Gegeben ist der Zustand in Bild 3. Nun dreht
man so, daB der Zustand von Bild 4 erreicht
18t. Dann ergibt die Drehfolge
LUXL™'V~'U?V den Zustand in Bild 5.
Durch viermaliges Anwenden des eben Ge-
zeigten erreicht man die 2 geordneten Schich-
ten. Da in den Schritten 2 bis 4 nur zwischen-
zeitlich erreichte giinstige Zustinde zerstort
werden, nach AbschluB aber stets die 2 in
Schritt 1 geordneten Schichten gegrdnet sind,
soll im weiteren eine andere Veranschauli-
chung die Algorithmen illustrieren.

5
o) 0 0
L 0
v
L
v
Bild 3
AN
L v []
0 L v
L N
v
v
Bild 4
i
5
Q 0
NS ©
Hvijv
L
vy v
Bild 5

Zur Realisierung von Schritt 2 kann zum
Beispiel der Algorithmus Ila verwendet wer-
den (siehe Bild 6).

(]
V

Bild 6:
Algorithmus Ila

Algorithmus [Ia:

O~'vov 'O 'vOo?
LVL™!'V7!O2V2OLV2L"! -

Aber auch Algorithmus IIb ist moglich.
Algorithmus [Ib:

OV-'0~'VOV !OR™'V !
RVO?V2O~'R™'V?R

Und es gibt zahireiche weitere Moglichkei-
keiten. Wesentlich ist hier, daB zwei benach-
barte Ecksteine vertauscht werden und damit
durch evtl. mehrmaliges Anwenden der Algo-
rithmen II jede beliebige Reihenfolge der Eck-
steine erreichbar ist. Zur Realisierung von
Schritt 3 sind zum Beispiel die Algorithmen
I11a und IIIb geeignet.

Algorithmus [Ila: O~ !'R™'V~'RVOV~!
Algorithmus IT1Ib: OLVL™'V-!0~!V

Die Orientierung von zwei Kantenwiirfeln
wird gedandert. Es ist aber zu beachten, dal
2 gegeniiberliegende Eckwiirfel vertauscht
werden. Deshalb muB8 Algorithmus III im
allgemeinen zweimal angewendet werden.

Fiir Schritt 4 verwende ich folgende drei
Algorithmen:

Algorithmus IVa: O~!'V2QVQO~'vOV?
Algorithmus IVb: V20VO~!'VOV?0~!
Algorithmus IVc:
ov202v-102v-10%v2QV?

Durch Kombination der Algorithmen oder
Anwendung aufl den gedrehten Wiirfel er-
reicht man recht schnell das gewiinschte Ziel.
Vielfach konnen die Algorithmen auch in ent-
gegengesetzter Richtung verwendet werden.
Zum Beispiel ergibt sich ein weiterer Algo-
rithmus als entgegengesetzter zu [Va.

Algorithmus IVd:
VIO~V IOVTIOTV20
Es soll aber noch einmal betont werden, daB
dies nur einige, lingst nicht alle Mdglichkei-
ten sind. Der Leser sollte sich weitere Algo-
rithmen zu den Schritten 1 bis 4 iiberlegen.
Auch das vorgeschlagene Konzept ist nicht
das einzig Mogliche. Ich wiinsche euch viel
Erfolg und SpaB bei der Beschiftigung mit
dem Ungarischen Wiirfel!

G. Scheithauer

NIz

I A0 A0

Bild 7: V
Algorithmus Illa
Bild 8: N‘ V
Algorithmus IVa

Ich habe einen Mann gekannt, der die selt-
same Grille hatte, nach Tisch beim Obst aus
Apfeln regelmiBige stereometrische Korper
zu schneiden, wobei er immer den Abfall
aufaB.

Meistens endigte sich die Auflosung des
Problems mit einer ginzlichen Aufzehrung
des Apfels.

Georg Christoph Lichtenberg
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Mathematik
in Landwirtschaft

und Medizin

Wie kommt es, daBl im Schulunterricht im
Fach Biologie keine Mathematik bendtigt
wird, die biologischen Wissenschaften aber
heute ohne Mathematik nicht mehr aus-
kommen?

Ein wichtiger Grund besteht darin, daB die
mathematischen Teilgebiete, die in den bio-
logischen Wissenschaften am stirksten einge-
setzt werden, im Mathematikunterricht der
erweiterten Oberschulen nicht behandelt
werden. Es handelt sich um die Wahrschein-
lichkeitsrechnung und um die Mathematische
Statistik.

Diese Teilgebiete ermdglichen die mathe-
matische Beschreibung von Erscheinungen
und Zusammenhangen, die in starkem MaBe
auch vom Zufall abhingen. Zufillige Er-
scheinungen sind aber fiir biologische Wis-
senschaften charakteristisch. Vom Zufall ab-
hingig sind z.B. die Hohe des Ertrages an
Wintergerste in einer LPG im Jahre 1982,
die mittlere Anzahl geborener Ferkel in einer
Sauenherde, die Anzahl der Grippeerkran-
kungen im Dezember 1982 in einer bestimm-
ten Stadt oder der Prozentsatz des Wald-
bestandes eines Bezirkes, der von Borken-
kifern befallen ist. Zufdllige Erscheinungen
in der Biologie sind mathematisch anders zu
beschreiben als viele Vorginge in der Physik,
die mehr oder weniger exakt vorhersagbar
sind.

Bild 1

Beispiel 1

Welche Abhdngigkeit besteht zwischen
Brustumfang y und Korperhohe x

bei Milchrindern?

Tabelle 1

MeBwerte von Brustumfang (y:)

und Ko6rperhohe (Widerristhohe) (x;)
von 12 weiblichen Kélbern einer
Milchrindrasse

Tier Korperhohe  Brustumfang
Nr.i Xi Vi
1 111 150
2 114 156
k) 112 145
4 119 157
5 114 145
6 115 139
7 121 170
8 120 160
9 108 149
10 124 154
11 118 156
12 121 155

Tabelle 1 enthilt von 12 Tieren die Mef-
werte (X1, y1), ..., (X12, y12), dieser beiden
Merkmale. Wir sagen kurz, das Tier mit der
Nummer i, wobei i eine Zahl zwischen 1 und
12 ist, habe die MeBwerte (x;, y;).

In Bild 1 sind die 12 Wertepaare (x;, y;) ab-
getragen. Man hatte vor den Messungen si-

Wertepaare (x;, y;) fiir 12 Tiere und der Graph der geschiitzten Regressionsgerade

$(x)=37,915+0,98856x

1704“
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cher schon angenommen, daB groBere Tiere
auch einen groBeren Brustumfang haben.
Dieser Zusammenhang besteht sicher auch,
aber die MeBwerte in Tabelle 1 lassen sich
nicht durch eine eindeutige Funktionsglei-
chung y= f(x) verkniipfen. Z. B. haben Tiere
mit gleichem Brustumfang (145 bei den Tie-
ren 3 und 5) nicht die gleiche Kdrperhohe
und Tiere mit gleicher Korperhdhe (121 bei
den Tieren 7 und 12) doch erheblich von-
einander abweichende Brustumfinge. Damit
ist der Brustumfang keine Funktion der
Korperh6he bzw. umgekehrt, wenn man die
Definition einer Funktion entsprechend dem
Mathematiklehrbuch der Klasse 9 verwen-
det, denn dem Wert 114 wird nicht eindeutig
ein Element aus der Menge der y-Werte zu-
geordnet.

Als Modell fiir die Beschreibung des Zusam-
menhanges kommt also sicher auch keine
Funktionsgleichung y= f(x) in Frage. Viel-
mehr wird der Zusammenhang durch ein so-
genanntes Regressionsmodell der Form
1) Wxi)=a+fxi+ei=m+nx;+e;
(i=1,...,12)
beschrieben. In (1) sind (x;, y;) die MeBwert-
paare, a=m und f=n noch zu bestimmende
Konstanten einer Geradengleichungen und
e; zufdllige Abweichungen von einem mitt-
leren oder durchschnittlichen Zusammen-
hang, der durch n;=a+ fx; charakterisiert
ist. An die Stelle funktionaler Abhdngigkeiten
in der Physik treten also in der Biologie so-
genannte Regressionszusammenhénge. Die
Werte « und § sind unbekannt, aus den MeB-
werten berechnet man sogenannte Schitz-
werte a bzw. b fiir « bzw. f.nach folgender
(von GauB stammenden) Methode der klein-
sten Quadrate: Die GroBen a und b werden
so berechnet, daB die Funktion y=a+ bx die
Summe der Abweichungsquadrate
2) S=(y1—a—bx)*+...
+(y12—a—bxy2)?
so klein wie nur mdglich macht. .

In Bild 1 sind der Graph von y=a+bx und
die Abweichungen e; der Beobachtungswerte
yi an der Stelle x; von dem Punkt auf dem
Graphen von a+bx tiber dem Punkt x; ein-
gezeichnet.

Jedes andere Paar (a, f) fihrt zu einer
groBeren Summe von Abweichungsquadra-
ten. -

Die Koeffizienten g und b, die (2) am kleinsten
werden lassen, erhilt man aus



1
X1Y|+---+X12Y1z—ﬁ

3) b=

L]
(X + ... +x120y1+ ... +y12)

und

@

1
xlz+...+xlzz—ﬁ(x1+...+x,z)2

1 1
a=ﬁ(yl+...+ylz)—bﬁ(x1+...+x12).

Speziell fir unsere 12 Wertepaare in Tabelle 1 erhilt man

111-150+...+ 121" 155——l

= 0,98856 und

(1114 ...+ 121)(150+ ... + 155)
b 12
124+ 1212—-1—;(111+...+121)1
1 1
a=15 1836—0,98856 - 5 1397=37915

und damit fiir die als geschztzte Regressions-
gerade bezeichnete Gerade die Gleichung

5) y=37,915+0,98856x,

die den mittleren Zusammenhang zwischen
x und y beschreibt. Wie eng der Zusammen-
hang ist, kann mit dem Korrelationskoeffi-
zienten r beurteilt werden, der Werte zwi-
schen —1 und +1 annehmen kann und fir
unser Beispiel den Wert r=0,586 hat. Je
niher r an +1 oder —1 liegt, um so niher
liegen die den Wertepaaren entsprechenden
Punkte an der geschitzten Regressionsgera-
den und um so mehr entspricht die Regres-
sionsbeziehung einer Funktion. Man kann
den Grad eines Zusammenhangs auch fiir
Merkmale berechnen, die nicht zu MeBwer-
ten, sondern zu einer Zuordnung zu Kate-
gorien fihren, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel 2
Zusammenhang zwischen Zahnsteinbildung
und Rauchen

Es soll gepriift werden, ob zwischen der Art
der Zahnsteinbildung und der Intensitit des
Rauchens ein Zusammenhang besteht. Von
N=5690 Patienten liegen Angaben iiber
beide Merkmale mit den Kategorien kein
Zahnstein, Zahnstein Typ I (supragingival)
und Zahnstein Typ II (subgingival) beim
Merkmal Zahnsteinbildung und Nichtrau-
cher, schwacher bzw. starker Raucher beim
Merkmal Rauchintensitit vor. Die Anzahl
_ der Patienten in den neun méglichen Kombi-
nationen enthilt Tabelle 2.

Tabelle 2:

Verteilung von 5690 Patienten

aul Kategorien bei Zahnsteinbildung
und Intensitdt des Rauchens

Wiirde keine Abhidngigkeit zwischen beiden
Merkmalen bestehen, miiBten nach einfachen
Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung in
jeder der neun Klassen etwa so viele Patien-
ten auftreten, wie das Produkt von Zeilen-
und Spaltenrandsumme der jeweiligen Klasse,
dividiert durch die Gesamtzahl an Patienten
(5690), ausmacht. Z. B. in der Klasse (,,Nicht-
raucher, kein Zahnstein“) wiren danach
1 .
5690
tienten zu erwarten.
Die bei vollstindiger Unabhingigkeit theo-
retisch zu erwartenden Werte in den neun
Klassen énthalt Tabelle 3.

191,5= 568 - 1918 (also rund 192) Pa-

Tabelle 3:

Bei Unabhingigkeit zwischen Intensitat
des Rauchens und Zahnsteinbildung

zu erwartende theoretische Verteilung
von 5690 Patienten

(284 —191,46)"
191,46

1
©) A=\/2-5690
—@ = WRAT ,41]

t 30841

ein MaB [ir den Zusammenhang gegeben.
A nimmt allgemeine Werte zwischen Null
und Eins an und ist bei fehlendem Zusammen-
hang (Unabhingigkeit) wegen n;;j=t;; gleich
Null.
In unserem Fall ist 4=0,0837, und das be-
deutet einen geringen Zusammenhang zwi-
schen beiden Merkmalen.
Das sind einige ganz einfache Beispiele. Oft
sind die Probleme komplizierter. Beim
menschlichen, tierischen und pflanzlichen
Wachstum als Funktion des Alters lassen
sich nicht (wie in Beispiel 1) Geraden durch
die beobachteten Punkte legen, sondern oft
Graphen von Funktionsgleichungen der
Form
(7). mi=a—Pe ite (i=1,...,n),
(e=2,71828 ..)),
die mit wachsendem Alter gegen einen maxi-
malen Wert y=a streben. Die Konstante y
miBt die Wachstumsgeschwindigkeit, und
o= B gibt den mittleren Wert beim Alter Null
an.
Bild 2 enthdlt den Graphen der Funktion
7=100—50e"%°5* um den z.B. MeBwerte
y: des Korperwachstums beim Rind streuen
(yi=n:+e;). Solche Bezichungen werden u. a.
auch in der forstwirtschaltlichen Ertrags-
kunde verwendet.

Zahnstein

Intensitét kein Zahnstein
des Rauchens Zahnstein Typl TypII
Nichtraucher 191,46 308,46 68,08
schwache Raucher 606,07 976,42 215,51
starke Raucher 1120,46 1805,12 398,41

Ein MaB fiir die Abhingigkeit miiBte eine
Funktion der Diflerenzen zwischen diesen
theoretischen und den tatsichlichen beobach-
teten Werten sein. Wir bezeichnen mit (i, j)
die Klasse, die der i-ten Kategorie (i=1, 2, 3)
bei der Intensitdt des Rauchens und der j-ten
Kategorie (j=1,2, 3) bei der Zahnsteinbildung
entspricht. n;; sind die beobachteten Werte
der Tabelle 2 (z.B. ist n,3=209) und ; die
entsprechenden theoretischen Werte der Ta-
belle 3. Dann ist durch den sogenannten
Kontigenzkoeflizienten

Intensitat kein . Zahnstein Zahnstein Summe
des Rauchens Zahnstein  Typl Typ I1

Nichtraucher 284 . 236 48 568
schwacher Raucher 606 983 209 1798
starker Raucher 1028 1871 425 3324
Summe 1918 3090 682 5690

In der medizinischen Diagnostik steht man
oft vor der Aufgabe, anhand einer Vielzahl
von MeBwerten (wie den Ergebnissen von
Urin- und Blutanalysen, EKG-Messungen,
Blutdruck, Pulsfrequenz und bestimmten
Krankheitssymptomen) einen Patienten einer

- Krankheit zuzuordnen oder ihn als gesund

zu diagnostizieren. Diese Zuordnung muf
mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig sein,
damit die zweckmiBigste Behandlung ange-
wendet wird. Die Zuordnung wird heute teil-
weise schon von Diagnosecomputern vorge-
nommen, in deren Programmen die Erfah-
rungen der besten Spezialisten ihren Nieder-
schlag finden. Dabei kommen komplizierte
mathematische Verfahren zum Einsatz.

Diese wenigen Beispiele mogen geniigen, um
zu zeigen, wie stark alle biologischen Wissen-
schaften mit der Mathematik verbunden sind.
Andererseits erkennt man das auch an der
Vielzahl der allein in der DDR erschienenen
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Bild 2
Graph der Funktion #(x)= 100 — 50~ %-05=,

Biicher iiber biomathematische Methoden
(es sind tiber 30). Wesentlich zur Vereinheit-
lichung der Symbolik und Begriflsbildung
auf dem Gebiet der Biomathematik/Biome-
trie hat das erstmals 1968 im VEB Deutscher
Landwirtschaftsverlag erschienene Biometri-
sche Woarterbuch, dessen dritte Auflage in
Vorbereitung ist, beigetragen. Es enthilt Er-
lauterungen von etwa 2500 biometrischen
Begriflen und Ubersetzungen ' in sieben Spra-
chen.

Aus der dritten Auflage dieses Worterbuches
folgt die Erlduterung des Begrifles Biometrie.

,Biometrie heiBt die Anwendung der Me-
thoden der Mathematik, insbesondere der
Mathematischen Statistik, in den biologi-
schen und ihnen verwandten Wissenschaften
(Biologie, Landwirtschaftswissenschaften,
Medizin, Pharmakdlogie usw.). Da die Va-
riabilitdt der Lebewesen und die durch sie
entstehende Formenmannigfaltigkeit nur sel-
ten eine Beschreibung biologischer Zusam-
menhinge durch streng [unktionale Bezie-
hungen zulassen, sind die untersuchten Merk-
male bzw. Eigenschalten fast immer zufalls-
bedingt. Zu ihrer Beschreibung miissen des-
halb Zufallsvariable herangezogen werden,
und es ist die Untersuchung ihrer Gesetz-
maiBigkeiten notwendig. Viele Methoden der
mathematischen Statistik sind auf Grund
biologischer Fragestellungen entwickelt wor-
den.

In der Biometrie werden die allgemeinen
mathematisch-statistischen Methoden im Zu-
sammenhang mit der biologischen Frage-
stellung betrachtet. Die Biometrie beginnt
bereits bei der Formulierung der Frage-
stellung, umfaBt die Gewinnung und Aus-
wertung der Daten und reicht bis zur Inter-
pretation der Ergebnisse. Da mit Hilfe der
Biometrie Antwort aul biologische Fragen
gegeben werden soll, miissen das biologische
Element und die mathematisch-statistischen
Methoden eine Einheit bilden. In den biolo-
gischen und ihnen verwandten Forschungs-
gebieten hat die Biometrie eine wachsende
Bedeutung gewonnen.

§2

Durch die Biometrie wird es erst moglich,
rationell und mit bekannten Fehlerwahr-
scheinlichkeiten bzw. Risiken SchluBfolge-
rungen aus biologischen Daten zu zichen.
Mitunter wird Biometrie eingeengt als Sy-
nonym fiir Biostatistik verwendet, wihrend
die nichtstatistischen Verfahren der Biologie
und die Biometrie gemeinsam als Biomathe-
matik bezeichnet werden. Der Sprachge-
brauch ist in dieser Hinsicht nicht einheit-
lich. Zur Biometrie gehoren die Teilgebiete
Biologische Priifung — Quantitative Genetik —
Populationsgenetik — Statistische Genetik —
Genetische Algebra — Populationsmathema-
tik (darunter Bevolkerungsmathematik) —
Versicherungsmathematik - Medizinische
Statistik - Feldversuchswesen - Analyse von
Wachstumskurven.*
Wihrend Physik und Chemie in ihrer An-
wendung aul biologische Disziplinen bereits
unter der Bezeichnung Biophysik bzw. Bio-
chemie nicht nur in der Forschung, sondern
auch als Studienfdcher eingefiihrt sind, war
das bislang bei der Biomathematik als Stu-
dienfach nicht der Fall. Das wird sich-dndern,
da ab Herbst 1982 an der Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdat Rostock fur
jahrlich finf Studenten die Mdoglichkeit be-
steht, die Spezialisierungsrichtung Biometrie
mit einer Nebenfachausbildung in Biologie
(Genetik, Tier- und Pflanzenphysiologie, Bio-
chemie, Anatomie und Physiologie des Men-
schen) und Spezialvorlesungen in Mathema-
tischer Statistik zu wihlen. Absolventen die-
ser Spezialisierungsrichtung werden dringend
in Medizin und Landwirtschaft bendtigt und
haben dort gute Entwicklungsméglichkeiten.
D.Rasch

Aufgaben
aus Freundesland

Ausgewihlte Aufgaben aus den
Rayon-Mathematik-Olympiaden
der USSR

Ala (4.Klasse, Leningrad)
Gibt es eine ganze Zahl, so dal3 das Produkt
ihrer Ziffern gleich 2340 ist?

A2a (5.Klasse, Leningrad)

Gegeben ist eine Menge von fiinf Zahlen,
von denen jede gleich +1 oder —1 ist. Wir
fiihren folgende Operation aus: Wir 4ndern
gleichzeitig das Vorzeichen von genau vier
Zahlen. Ist es moglich, mit Hille mehrerer
solcher Operationen von der Menge /1,1, 1, 1,
—1/ zur Menge /-1, —1, —1, —1, 1/ zu
kommen?

A3 A (6. Klasse, Krim)

Zeige, daB in einem beliebigen 7-Eck zwei
Diagonalen existieren, die einen Winkel klei-
ner als 13° einschlieBen!

A4 a (7. Klasse, Swerdlowsk)

Zeige, daB die Ungleichung 1BA x IIECTb
<ABAALIATD gilt, wobei jeder Buchstabe
eine Ziffer bedeutet und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern darstellen!

AS5A (8.Klasse, Krim)
Im Stadium der TausendfiiBler und der drei-
kopfigen Drachen gab es zusammen 26 K6ple
und 298 Beine. Jeder TausendfiiBler hat
40 Beine und einen ‘Kopf. Wieviel Beine hat
ein dreikopfiger Drache?

A6A (9.Klasse, Mogilew, BeloruBland)
Von den positiven ganzen Zahlen a und b sei
bekannt, daB von den folgenden vier Aus-
sagen drei wahr und eine falsch sind.

1) a+1 ist durch b teilbar.

2) a ist gleich 2b+5.

3) a+ b ist durch 3 teilbar.

4) a+ 7b ist eine Primzahl.

Bestimmen Sie alle mdglichen Paare g, b!

A7 A (Klasse 10, Moskau)
Einem Kiinstler gab man zwei kongruente

kreisformige Bldtter Papier und bat ihn,

daraufl zwei kongruente eindugige Drachen
zu zeichnen. Die gezeichneten Drachen unter-
schieden sich aul den Zeichnungen in ihrer
Lage wie folgt: Bei einem befand sich das
Auge des Drachens im Mittelpunkt des Krei-
ses, beim -anderen nicht. Zeigen Sie, dal man
den zweiten Kreis so in zwei Teile zerschnei-
den kann, daB beide Teile zusammengesetzt
wieder die Zeichnung des Drachens ergeben
und sich das Auge jetzt im Mittelpunkt be-
findet! A. P.Sawin/W. Moldenhauer



Ein viertel Jahrhundert
Mathematiklehrerausbildung

in Erfurt

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

E. Miiller-Pfeiffer

Leiter des Wissenschaftsbereichs Analysis
der Pidagogischen Hochschule ,,Dr. Theodor
Neubauer** Erfurt/Miihlhausen

Im September 1957 begann nach der Griin-
dung des Lehrstuhls Mathematik am damali-
gen Pddagogischen Institur Erfurt die Aus-
bilding von Fachlehrern (iir Mathematik
und Kunsterziehung. Seinerzeit nabmen 47
Abiturienten unter Anleitung von drei Mit-
arbeitern im Bereich Mathematik das Stu-
dium aul.

In den folgenden Jahren wurde die Mathe-
matiklehrerausbildung auch mit anderen Fi-
chern gekoppelt, z. B. mit Grundlagen der
Produktion, Werken oder Physik. Es erfolg-
ten zunidchst noch wesentliche Kapazitits-
erweiterungen, spiter jedoch auch wieder
eine Einschrinkung der Anzahl der Fach-
kombinationen. .

Seit 1969, dem Griindungsjahr der Sektion
Mathematik/Physik an der Pidagogischen
Hochschule Dr. Theodor Neubauer Erfurt/
Miihlhausen, wird die Ausbildung von Ma-
thematiklehrern nur noch gekoppelt mit
Physik oder Kunsterziechung durchgefiihrt.
Zur Zeit werden jahrlich etwa 180 Studenten
fir das Diplomlehrerstudium mit dem Fach
Mathematik immatrikuliert. Ungefdhr ein
Dritte] davon wird nach AbschluB der
10. Klasse und erfolgreichem Absolvieren
eines einjahrigen Vorkurses in das Studium
iibernommen.

Insgesamt haben bisher etwa 3000 in Erfurt
ausgebildete Mathematiklehrer ihre Arbeit
in Schulen aller Bezirke der DDR aufgenom-
men. Im Bereich Mathematik der Sektion
Mathematik/Physik arbeiten fiinf Professo-
ren, zwei Dozenten und mehr als 30 wissen-
schaftliche Mitarbeiter. Im September 1982
wird an unserer Sektion mit der Sjihrigen
Diplomlehrerausbildung begonnen, in der
nach wie vor Mathematik mit Physik oder
Kunsterzichung kombiniert ist. Das Studium
wird zum Teil anders als bisher organisiert,
z.B. steht den Studenten dann zwischen den
Semestern mehr Zeit fiir das Selbststudium
zur Verfiigung. :

Im Grundkurs Mathematik erfolgt die Aus-
bildung in den Teilgebieten Algebra, Ana-
lysis, Arithmetik, Geometrie und Grundlagen
der Mathematik. Da auBerdem mehrere
Praktika zum Losen von Aufgaben statt-
finden, wird eine gute Grundlage'fi.ir das
Erteilen eines wissenschaftlichen Unterrichts
gelegt. In den héheren Studienjahren erfolgt

cine Ergdnzung durch Darstellende Geome-
trie, Geschichte der Mathematik, Numeri-
sche Mathematik, Wahrscheinlichkeitsthec-
ric und Mathematische Stalistik und cine
wahlweise obligatorische Ausbildung in einer
speziellen Disziplin, aus der das Thema der
Diplomarbeit gestellt wird. Es wird so ge-
wahlt, daB der Student die Moglichkeit hat,
mit seiner Arbeit einen Beitrag zur mathema-
tischen Forschung zu leisten.
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Oft wird von Interessenten die Frage nach
der Vorbereitung auf das Diplomlehrerstu-
dium mit dem Fach Mathematik gestellt.
Eine gute Voraussetzung dazu ist die Féhig-
keit zur selbstindigen Bearbeitung ange-
messener Aufgaben, wie sie etwa bei den
mathematischen Olympiaden oder in der
Zeitschrift alpha gestellt werden, in Verbin-
dung mit der Beherrschung des im Schul-
unterricht vermittelten Wissens. Ebenfalls
niitzlich ist die Beschaftigung mit Problemen,
die in den in ansehnlicher Anzahl vorhande-
nen Binden der Mathematischen Schiiler-
biicherei (MSB) vorgestellt werden.
G. Sommerfeld

A2236A  Aul einem Gummiband [4, B,
das zum Zeitpunkt (=0 dic Liinge von
100 ¢m haben soll, bewege sich ein Beobach-
ter (sagen wir ein Kéfer) von A aus in Rich-
tung B (siche Bild).

A fv

[« -]

v

4 [ —
.| -
Das Ende B des bei A4 festgehaltenen Gummi-
bandes wird mit der Geschwindigkeit von
V cm sec”! in Richtung von 4 nach B weg-
gezogen (V ist die Geschwindigkeit von B von
dem festen Punkt 4 aus gemessen). Der Ka-
fer laufe auf dem Weg von A4 in Richtung B
mit der konstanten Geschwindigkeit v cm
sec”!. (Das heiBt: Geschwindigkeitsmessun-
gen des Kaifers fiir seine Bewegung ergeben
zu verschiedenen Zeiten immer den festen

ds
Wert v =%

Der Kifer tragt eine Uhr und einen MaB-
stab bei sich, mit dessen Hilfe er Entfernun-
gen s in seiner Welt [4, B] messen kann. So
ergibt auch die Geschwindigkeitsmessung des
Kifers fiir den Punkt B den Wert V, wenn
sich der Kafer bei dieser Messung im Punkt A4
aufhilt.) Wird der Kafer, der zum Zeitpunkt
t=0 im Punkt A4 startet, den Punkt B jemals
erreichen, wenn 0 <v <V vorausgesetzt wird ?
(Zahlenbeispiel :

v=1cmsec™!, V=50cm sec*)

Kurzbiographie

Prof. Dr. Erich Miiller-Pfeiffer, geboren 1930
in Sonneberg (Thiir.), 1949 Abitur in Steinach
(Thiir.), 1949 bis 1955 Mathematikstudium
an der Friedrich-Schiller-Universitit in Jena,
dort auch Diplom, Promotion (Differential-
geometrie) und Habilitation (Partielle Dif-
ferentialgleichungen), seit 1969 ordentlicher
Professor und Leiter des Bereichs Analysis an
der Padagogischen Hochschule ,,Dr. Theodor
Neubauer* in Erfurt, Arbeitsgebiet Spektral-
theorie von Differentialoperatoren, 45 wis-
senschaftliche Verdffentlichungen, darunter
eine Monographie (Teubner-Text).
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6 .

Bilderbogen Geometrie

AlA In der Zeichnung befinden sich die
Linien g und h sowie die Punkte 4, B, C, D,
E,F,Gund H. '

Gib die Menge aller Punkte an, die
a) auf g liegen,

b) auf £ liegen,

c) auf g und k liegen und R

d) weder auf g noch auf h liegen!

A2 A Wieviel Flachen siehst du?
a) Wieviel Quadrate und Dreiecke findest du
in dieser Figur?

b) Gib die Anzahl der Dreiecke, Trapeze,
Parallelogramme und Sechsecke in dieser
Figur an!

Wieviel Vierecke siehst du noch?

A3 A Zeichne drei Geraden so, daB
a) 0 Schnittpunkte entstehen,

b) | Schnittpunkt entsteht,

c) 2 Schnittpunkte entstehen und

d) 3 Schnittpunkte entstehen!

A4 A Hier sind nur zwei Geraden parallel.
Findest du sie?
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A5A Zeichne einen Kreis k mit dem Mit-
telpunkt M!

Gib auf dem Kreis zwei Punkte 4 und B so
an, daB der x AMB=135° betrigt! Zeichne
auf dem Kreis den Punkt C, so daB ¥ AMC
=60° ist!

Berechne ¥ CMB und die erhabenen Winkel
¥ AMB, ¥ AMC und ¥ CMB! MiB mit dem
Winkelmesser nach!

A6 4 MiB die folgenden Strecken! Welche
ist die langste, welche ist die kiirzeste? Welche
Strecken sind gleich lang?

J
0 Q
L
r
Nl R 14

T

X

A7a Erklire die Konstruktion der Kurve
in der gezeichneten Figur!

4_1,,_ o

A8a Ube dein Vorstellungsvermogen!
Welcher Quader gehort zu dem abgebildeten

=) )
L =1=2

A9 A Berechne den Inhalt des abgebildeten
Flachenstiickes!

:{]

20

30
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Al0a Bestimme jeweils die Grofe des

Winkels o!

Alla Zeichne die Punkte 4, B, C, D und
E so, daB jeweils 2 Punkte auf einer Geraden
liegen! Wieviel Geraden erhaltst du?

A12 A Spiegele diesen Streckenzug an der
Geraden g!

A D

Al13 A Benennedie folgenden Vielecke!

> > 7

) Y

Al4 A Ubertrage die abgebildeten 9 Teile
in einem vergroBerten MafB3stab auf ein Stiick
Pappe, schneide sie aus, und lege sie so zu-
sammen, daB ein Quadrat entsteht!

5] prard
Pl

A 154 Esist ein Dreieck zu konstruieren,
wenn die Langen der Seite a, der Seitenhal-
bierenden s, und der Hohe h. gegeben sind.
Unter welchen Bedingungen fiir die gegebe-
nen Stiicke ist die Konstruktion durchfiihr-
bar?
Al6a In ecin gegebenes rechtwinkliges
Dreieck ist ein Quadrat so zu zeichnen, daf3
sie den rechten Winkel des Dreiecks gemein-
sam haben und die drei anderen Ecken des
Quadrates auf die Seiten des Dreiecks fallen.
’ ‘ H. Begander



Springerwege
iibers ganze Brett

Springerziige sind im Schachspiel am schwer-
sten zu berechnen; deshalb gibt es selbst in
Meisterpartien oft Uberraschungen durch
diese Figur. Die Gangart des Springers: vom
Standfeld aus kann der Springer in jede be-
liebige Richtung springen, und zwar zwei
Felder nach vorn und ein Feld zur Seite, oder
anders ausgedriickt iiber ein Feld hinweg
schriag auf ein andersfarbiges. Infolge dieser
eigenartigen Gangart kann der Springer als
einzige Figur im Schachspiel iiber alle anders-
und gleichfarbigen Steine, die seinem Stand-
_feld unmittelbar gerade oder schrig benach-
bart stehen, hinwegspringen. So kénnte in
der Diagrammstellung z.B. der schwarze
Springer Sa4 in drei Ziigen zum Feld gl ge-
langen, Sa4—c3-e2-gl.

Nach einer Schachpartie stellt Sven auf dem
leeren Schachbrett einen weiBen Springer
auf d4 (Siehe auch Diagramm!) und sagt zu
seiner Partnerin Heike: ,,Ziche mit dem
Springer von d4 aus auf alle Felder des Bret-
tes, ohne dabei ein Feld zweimal .,besucht*
zu haben, so konntest du anhand der Nu-
merierung der Ziige auf hl mein Alter (18)
und auf a8 das Alter meines Vaters (50) er-
fahren. Als zusitzliche Bedingung gilt, daB
der Springer nach seiner vorgeschriebenen
Wanderroute auf d4 zuriickkehrt.*

Heike iberlegte nicht lange und zeigte ihm
den Weg des Springers. AnschlieBend stellte
auch sie eine Aufgabe: ,,Ziehe mit dem
schwarzen Springer von a4 aus ebenfalls auf
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alle Felder des Schachbrettes, ohne dabei ein
Feld zweimal beriihrt zu haben, unter der
Bedingung, daB anhand der Nummern der
Zugreihenfolge auf der vierten Reihe die
Quadratzahlen zusammenkommen! Also a4—
1, bd—4, c4-9, d4-16, e4-25, f4-36, g4—49 und
h4-641+

Wie miissen die beiden Springer jeweils ziehen
um die gestellten Bedingungen zu erfiillen?
Anmerkung: Das jeweilige Standfeld der
Springer (a4 und d4) zihlt als 1. Zug!

Lasung zu:

Das Diagramm | zeigt den Losungsweg (Zug-
reihenfolge), den der weiBe Springer von d4

“aus zuriicklegen muB, um die geforderten

Bedingungen zu erfiillen. Addiert man dabei
die Nummern der Reihenfolge der Springer-
ziige sowohl in den Vertikalen (Linien) als
auch in den Horizontalen (Reihen), so ergibt
sich als Summe der Zahlen jeweils 260. Auch
wenn man den Springer von einem anderen
Ausgangsfeld aus iber alle Felder des Brettes
fiihrt, bleibt diese GesetzméiBigkeit, die der
russische Mathematiker und Schachmeister
Karl Janisch (1813 bis 1872) bewies, erhalten.

Das Diagramm 2 zeigt den geforderten Lo-
sungsweg des schwarzen Springers. Imponie-
rend, was Springer so kénnen — was im
Schach méglich ist! H. Riidiger
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Spielwettbewerb
»»Schiebung !¢

Hier wird ein Spiel von unserem Autor Ra-
dunski aus Moskau vorgestellt. Das Problem
kennt ihr sicher schon von den sogenannten
Rangieraufgaben.

Mit moglichst wenig Verschiebungen, wobei
nur die vorgegebenen Felder benutzt werden
diirfen, soll das eine Wort in das andere iber-
fihrt werden. Es geht am besten, wenn man
sich die Buchstaben auf kleine Pappkirtchen
schreibt und: das Netz so aufzeichnet, daB
die Felder etwas groBer als die Pappkartchen
sind. Dann kann man die Verschiebungen
wiederholen und sogar kleine Wettbewerbe
austragen. Sieger ist derjenige, der es mit den
wenigsten Ziigen geschafft hat. Als ein Zug
gilt die Verschiebung eines Buchstaben um
ein Feld. Wenn der Buchstabe also iiber drei
Felder geschoben wird, dann sind das drei
Ziige!

Beachtet, daB die Netze fiir die verschiedenen
Waérter unterschiedlich sind! Das miiBt ihr
bedenken, wenn ihr neue Begriffe findet und
die Netze dafiir entwerft! Es diirfen nicht zu-
viel Springfelder sein, sonst wird es zu leicht,
aber auch nicht zuwenig, sonst ist das Pro-
blem nicht 16sbar. A 3 bedeutet z.B. den
Buchstaben A auf Feld 3 schieben.

Fir NAGEL - ANGEL und ERNST -
STERN haben wir Losungsvorschlige in die-
sem Heft veroffentlicht.
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Wer weniger als die angegebene Anzahl von
Ziigen bendtigt, soll die Losung an unseren
alpha-Mitarbeiter Oberlehrer Helmut Pdtzold,
2060 Waren, Mattei 62 schicken. Die besten
Losungen werden spéter einmal veroffent-
licht.

Zum Spiel ,,Vom NEBEL zum LEBEN*
sollt ihr selbst Netz und Losung finden.
Wenn gléiche Buchstaben vorkommen, dann
miussen sie gekennzeichnet werden (E;, E,
usw.).



Studentenwettstreit

an der Padagogischen Hochschule
,,Karl Friedrich Wilhelm Wander*

Dresden

Im ,,Wissenschaftlichen Wetistreit der Stu-
denten und jungen Wisscnschaftler™ ist ein
BewZhrungsfeld fir jeden Studenten geschaf-
ien worden, um Talenie und Begabungen
fyiihzeitig zu erkennen und allseitig zu (6r-
dern. Dabei sollen die Studenten ihre im Stu-
dium erworbenen Kenntnisse, Fahigkeiten
und Fertigkeiten schopferisch bei der Losung
von Aufgaben, die die Praxis stellt, anwen-
den. .
Aufgaben aus Lehre und Forschung werden
den Studenten von den einzelnen Sektionen
sur Bearbeitung angeboten (ausgeschrieben),
+.T. sind es solche Auftrage, die die Studen-
ten an die Forschungsaufgaben der For-
schungskollektive heranfiihren, z.T. sind es
aber auch wichtige Teile in Forschungsauf-
gaben selbst. Die Bearbeitung erfolgt dann
einzeln oder im Kollektiv unter Betreuung
eines Hochschullehrers oder eines wissen-
schaftlichen Mitarbeiters in einer vorgegebe-
nen Zeit (ein oder zwei Jahre). Die einge-
reichten Arbeiten werden begutachtet und
fir die Forschung und Lehre genutzt, die
besten Arbeiten pramiiert und in Leistungs-
schauen der Studenten ausgestellt.

Die Studentinnen Heike Pollack, Ulrike Bau-
mann, Martina Jentsch beteiligten sich als

Studenten des 1. Studienjahres am Studen- _

tenwettstreit 1980/81, um ,,Material* fiir die
Arbeit im Klub Junger Mathematiker Dresden
zu schaffen. Sie stellten verschiedene Lo-
sungsverfahren fiir logisch-kombinatorische
Aufgaben zusammen und bildeten selbst.
34 Aufgaben, von denen einige ausgewdihlt
im folgenden vorgestellt werden.

A. Hilbert

Heike Pollack

Schon in den ersten Schuljahren gehdrte die
Mathematik zu meinen Lieblingsfichern.
Spiter, etwa in der 7.Klasse, wurde sie zu
meinem Interessengebiet. Ich abbonierte die
Zeitschrift alpha und beteiligte mich aktivam
alpha-Wettbewerb. Besonders die Knobelauf-
gaben machten mir viel SpaB. Mehrere Jahre
hintereinander wurde ich zu Kreisolympia-
den delegiert und konnte dabei vordere
Plitze erzielen. AuBerdem nahm ich an Ma-
thematikzirkeln der EOS Zittau teil. In dieser
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Zeit entstand in mir der Wunsch, einmal
Lehrerin fir Mathematik und Physik zu wer-
den. Mit der Aufnahme des Lehrerstudiums
an der Pddagogischen Hochschule Dresden
begann fiir mich ein neuer Lebensabschnitt.
Um im Studium voranzukommen, ist es not-
wendig, das erworbene Wissen schépferisch
anzuwenden. Dazu nutzten wir den Studen-
tenwettstreit.

Jetzt, im 2. Studienjahr, iibernahm ich eine
Arbeitsgemeinschaft des Klubs Junger Mathe-
matiker der Stadt Dresden. Hier kann ich
unsere Sammlung logisch-kombinatorischer
Aufgaben, die im Rahmen des Studenten-
wettstreits gemeinsam mit Ulrike Baumann
und Martina Jentsch entstanden ist, gleich
selbst ,,an den Mann bringen“.

Ulrike Baumann

Mit meinem Studium wird eines meiner
Hobbys zu meinem Beruf. Schon in der
Schulzeit galt mein besonderes Interesse der
Mathematik. Als Leser der alpha beteiligte
ich mich mehrere Jahre am Wettbewerb,

nahm erfolgreich an Kreis- und Bezirks-
mathematikolympiaden teil, war Mitglied
von mathematischen Arbeitsgemeinschaften,
u.a. des Klubs Junger Mathematiker der
Stadt Dresden. Mir selbst bereitete es immer
besonders viel Freude, Aufgaben aus dem
Gebiet der Logik-Kombinatorik zu 16sen. So
beteiligte ich mich auch auf diesem Gebiet
am Studentenwettstreit.

Martina Jentsch

Zu meinen Lieblingsfachern gehérte schon
seit Beginn meiner Schulzeit die Mathematik.
Jedoch wurde mein Interesse fir Knobelauf-
gaben erst viel spéter geweckt. ndmlich in der
5. Klasse. Damals besuchte ich einen Mathe-
matikzirkel an unserer Schule. Im 6. Schul-
jahr wurde ich erstmals zu einer Mathematik-
olympiade delegiert und konnte den ersten
Platz belegen. Spiter nahm ich an weiteren
Olympiaden teil und errang noch verschie-
dene Preise. AuBerdem beteiligte ich mich
am alpha-Wettbewerb und war Mitglied eines
Korrespondenzzirkels.

In dieser Zeit pragte sich auch mein Wunsch,
einmal Mathematik zu unterrichten. Seit Sep-
tember 1981 studiere ich nun an der PH

'Dresden.

Einige logisch-
kombinatorische Aufgaben
fiir die Klassenstufen 7 bis 9

Ala Drei benachbarte LPGs beschifti-
gen sich mit der Pferdezucht. Anl4Blich des .
Tages der Republik veranstalteten die drei
LPGs ein groBes Volksfest, auf dem unter
anderem die Gestiite A, B, C ihre besten
Plerde vorstellten, einen Schimmel, einen
Schwarzen und einen Braunen. Die Namen
der Pferde lauten (nicht notwendig in dieser
Reihenfolge) Pluto, Cisar, Rosa. Aus einem
Gespréch dreier Zuschauer wurden folgende
Aussagen entnommen:

1. Rosa verlor bereits ein Rennen gegen den
Schimmel.

2. César wurde von Gestiit 4 gekauft und
wurde dort mit Rosa zusammen aufgezogen.



3. Gestiit C ziichtet keine Rennpferde und
stellte auch keinen Braunen vor.

Es ist zu ermitteln, welches Gestit welches
Pferd vorstellt und wie diese heiBen.

A2A In den Endausscheid einer FuBball-
meisterschaft einer OS kamen die Mann-
schaften der Klassen 9b, 10a und 10b. Es war
vereinbart worden, daB jede dieser Mann-
schaften gegen jede der ibrigen genau ein
Spiel auszutragen hatte. Fiir ein gewonnenes
Spiel wurden an die Siegermannschaft 2
Punkete, fiir ein unentschiedenes Spiel an jede
Mannschaft je | Punkt vergeben. Nach Aus-
tragung der Spiele gab es folgenden Stand:

Klasse Punktverhiltnis Torverhiltnis
9b n2:2 (1) 3:1

*10a (2)3:1 2953:2

10b 313 (392:5

Es ist das Torverhiltnis jedes der ausgetra-
genen Spiele zu ermitteln.

A3a Sechs Schiiler halfen bei der Obst-
ernte. Sie erhielten Anerkennungspramien
entsprechend ihren Leistungen. Jeder von
thnen iibergab die Hilfte des erhaltenen Geld-
betrages an das Solidarititskonto. Es ist
folgendes bekannt:

(1) Keiner spendete weniger als 6 M und kei-
ner mehr als 12 M.

(2) Konrad spendete mehr als Peter.

(3) Helga spendete mehr als Gisela, Gisela
mehr als Peter, Peter mehr als Inge.

(4) Frank spendete mehr als Helga und Helga
mehr als Inge.

(5) Helga spendete 2 M weniger als Frank
und Peter 2 M mehr als Inge.

(6) Alle spendeten volle Markbetrége.
Wieviel Geld erhielt jeder beim- Obst-
pflicken?

A4a Drei Freunde Andreas, Bernd und
Claus beteiligen sich an einem Spiel mit
farbigen Kugeln. Die Ausgangsbedingungen
des Spiels sehen so aus, daB die drei Freunde
in beliebiger Reihenfolge hintereinander sit-
zen. Jeder dieser drei Freunde hat zu Beginn
zwei Kugeln. Es sind die Farben Gelb, Rot,
Griin, Blau im Spiel. Nun ist folgendes be-
kannt: ’

(1) Es ist nur eine getbe Kugel im Spiel. Claus
hat keine gelbe Kugel.

(2) Wenn Andreas seine Kugeln zu Bernd
oder Claus rollt, wobci die Kugeln in beiden
Fillen den gleichen Weg zuriicklegen miissen,
dann hat Bernd bzw. Claus zwei Kugeln
gleicl{er Farbe.

(3) Rollt Claus seine Kugeln zu Bernd, dann
hat Bernd nur Kugeln unterschiedlicher Far-
ben.

(4) Derjenige, der als letzter in der Reihe sitzt
(von vorn nach hinten), hat zu Beginn des
Spiels keine gelbe Kugel.

(5) Eine der beiden Kugeln von Andreas ist
rot.

(6) Eine der beiden Kugeln von Claus ist mit
ihrer Farbe nur einmal im Spiel.

(7) Es sind auf jeden Fall genau zwei blaue

Kugeln im Spiel.

(8) Keiner der Freunde hat zu Beginn eine

blaue und eine griine Kugel.

Es ist anzugeben, in welcher Reihenfolge die
drei Freunde hintereinander sitzen und wel-
che Kugeln sie zu Beginn des Spiels haben.

sa @+D= ©
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A6a Auf einem Bahnhof treffen sich vier
Studenten, die alle nach Hause fahren wollen
und in die gleiche Richtung fahren miissen.
Sie steigen alle gemeinsam in ein Abteil.

Auf dieser Strecke hilt der Zug viermal in
gleichen Abstinden, und an jeder der Statio-
nen; die wir mit «, B, y, 6 (nicht notwendig
in dieser Reihenfolge) bezeichnen, steigt einer
der Studenten 4, B, C, D aus.

Folgendes wissen wir:

(1) Zwischen den Ausstiegsbahnhéfen von
Student A4 und Student B liegt die Station 8.
(2) Student D steigt von der 2. Haltestation
des Zuges genausoweit entfernt aus, wie der
Ausstiegsbahnhof von Student 4 von der
Station « entfernt liegt.

(3) Die Fahrzeit von Student D ist ungefahr
so groB, wie die Fahrzeit von Student 4 und
B zusammengenommen.

(4) Student C steigl spiter als Student A aus.
(5) Die Station y liegt vor dem Ausstiegs-
bahnhof von D.

Es ist zu ermitteln, in welcher Reihenfolge
und an welchen Stationen die Studenten aus-
steigen.

ATA
10

20

30

40

Alle geraden Zahlen von 10 bis 40 sind in die
Felder so einzusetzen, daf sie in jeder waage-
rechten, senkrechten und diagonalen Reihe
die Summe von 100 ergeben!

»

A64A Le boulanger sait que la masse du

pain qu’il fabrique est les %) de la masse de

la farine utilisée.

a) Quelle quantité de pain obtient-il avec
72 kg de farine? avec 117kg? avec 108 kg?
b) Quelle masse de farine faut-il pour labri-
quer 100kg de pain? 150kg? 190kg?

Erst iibersetzen,
dann losen!

Kpanpate! B KBaJpare.

AlA Tlepecrasbre uMdpbl Tak, 4TOOLI
Tp¥ 06pa3’oBaBUIMXCA TPEX3HAYHbIX 4uUCIa
6bL/1M TOYHBIMH KBapaTaMH.

A2 A YauBHTENBHBIE UMD
lpusenenHas 3xech 3amuch obnagaer yam-
BUTEbHbIM cBOWCTBOM. IlocMoTpuTe Ha
HEE CO CTOPOHKI HIDKHETO JIEBOTO YI/1a KHHTH.
Bbl yBHMTE NIPABUIILHO BBIMOJIHEHHDIN MIPH-
Mep Ha cloxeHue. Tenepb mocMoTpuTe CO
CTOPOHbl HMXHEro mpaBoro yrna. Yrto Bl
BuaMTe? ONATh MPaBHJILHO BbINOJHEHHBIA
npumep Ha cioxeHne! K Tomy ke B Hem
Ucnonb30BaHbl Bee upsl oT 1 10 9.

February i4th.

Al A Suppose we want Lo use the numerals
1. 9, 8, 1, each exactly once, with no other
numerals, to represent 14. (For example,
we could represent 13 by writing
l+|/§+8+ 1.) How can we do this, using
any mathematical symbols we wish, other
than more numerals?

French Flags.

A4 s The French flag ist the Tricolor,
with three bands of color.

How many of these flags can be made with
five colors?

ASA° Le résevoir d'essence de la voiture
de papa a une capacité de 321. Cette voiture
consomme 8 litres d’essence aux 100 kilo-
meétres. Papa a [ait le plein de son éservoir
avant de partir et nous avons fait un voyage
de 400 km. Combien reste-t-il d’essence dans
le réservoir, sachant que papa en a ajouté
141 en cours de route?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Kreuzzahlritsel

Ermittle die durch 9 teilbaren Zahlen! Dividiere sie
durch 9, und trage den Quotienten in die entsprechen-
den Kastchen ein!

Waagerecht

Senkrecht
A 9144; 9145; A 1387; 1386;
C 567, 568; B 594, 595,
E 557, 558; D 2880; 2879;
G 4294; 4293, F 22076; 22077,
J 3690; 3689; H 63971; 63972;
K 945; 946 L 1386; 1385;
L 1260; 1259; N 4932; 4933,
M 2835; 2836; Q 161; 162.
P 730; 729; H. Begander/|
R 387; - 388; J. Lehmann, Leipzig
S 74683; 74682.

Ein ,,unmiigliches“ Bauwerk

/ C\?@m&\\\\zek‘ %

1 ?

\ l'|
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Unterhaltsame Mengenlehre

Abbildung von M; in M, : Gegeben sind die Mengen
M,={«, , T, R, A, P, E, Z} und
M,={0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} sowie
das Gleichungssystem
oo = (af)* +o
aoo=(aff)" +an
oot = (o f)R +oarar
aotororor = (af)* +aooar
aoatoror = (o f)° +oarooar
aoroorororer = (o0 B)F +aroxorroror

aoorotoonoror = (o B)% +ooroorcroar
Bilde die Menge M; so in die Menge M, ab, daB3 simt-
liche Gleichungen zu wahren Aussagen werden!

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Kreuzwortriitsel

In die offenen Felder der abgebildeten Figur sind
Buchstaben so einzusetzen, daB in den einzelnen Zei-
len Begriffe aus der Mathematik entstehen.

Sie haben folgende Bedeutung:

. Name eines griechischen Mathematikers

. Begriff aus der darstellenden Geometrie

. Zwei Terme und ein Gleichheitszeichen

. Ergebnis einer bestimmten Projektion

. abstandsgleiche Gerade

. Winkelfunktien

. Begriff aus der Ahnlichkeitslehre

N AN R W -

KILIElI|D]

b 4

B(I|L|[D
H

L

€]
K

T
R

0D|lZ2Z(r OO

In jeder Zeile ist ein Feld angekreuzt. Liest man die

darin stehenden Buchstaben von oben nach unten,
so erhélt man den Namen einer geometrischen Figur.-
Ing. D. Vilzke, Greifswald



MCMLXXXII Magische Figur
M:C+M:L+X=XX "1 /MC—M +L=XXX-1I An Stelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 10 so ¢in-

n nl-9t8+2 n nl 9*8+2 zutragen, dal} die Summen am Umfang jedes Dreiecks
1 (149):8+2) 7 1-98:2 zunéchst 14, dann 16, 17 und 19 sind.

2 149—8+2 g8 1°-8

3 19—8—-2 9 —1°+82

4 1+9+8-2 10 (1+9)@8 +2)

5 1:9+8-2 11 (19—8)?

6 1-9-8:2 12 1-9:-8-2

Ing. H. Decker, Koin

Mathematical Themes in Qrnament

hl H h2 =7
c und s seien parallel! s soll die Flache halbieren!
h=h; +h,

h,

d—19

h, °

Rutherford Boyd, Yeshiva Universitit, New York i hs \
' S. Tunn, Berlin

Mathematik in Vierzeilern

Das erste schwimmt im Wasser,
das zweite schwimmt darauf.

Das Ganze trifft in einem Punkt Behaupting: 2 + 11 = 12
den Kreis in seinem Lauf.

Mit ,,r*“ drin sendet man’s dem Freund, JIPOMZ = Jj3 + OMZ :SIIMIg
statt mit ihm anzustoBen.

Wird nun das ,,r* durch ,,a* ersetzt,
war’s einer unserer GroBen.

Fiir manche Dreiecksfliache ist
es eine seiner Grenzen.

Doch kennt man es genau so als
Bestandteil von Potenzen.

Die beiden Silben stellen-dar

der Gleichung beide Seiten.
Vertauscht man sie, benutzt man es
als MaBeinheit fiir Weiten.

Dasselbe Wort erscheint zu dritt:
Wenn’s aus Papier ist, ist er weiB.

Zum zweiten schieBt man auch damit. ,,Die Reparatur der Anlage kann Wochen dauern;
Und schlieBlich ist’s ein Teil vom Kereis. ganz unten hat sich 'ne Haarnadel verklemmt.“
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin aus: Eulenspiegel, Berlin
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XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September'l 982

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemein-
schaften bekannt sind, miissen alle verwende-
ten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
génge sind in logisch und grammatisch ein-
wandfreien Sdtzen darzulegen. Die Losungen
und Punktbewertungstabellen werden ab Ok-
tober 1982 veroffentlicht.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels ¥ ABC. Ferner be-
_zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten

A und B, wihrend AB die Linge der Strecke

AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

220511 Indie 12 Felder des Bildes a sind die
Zahlen von | bis 12 so einzutragen, daB fol-
gendes gilt:

Auf jeder eingezeichneten Geraden betrédgt
die Summe der Zahlen in den vier Feldern
26;

die Summe der Zahlen in den vier Dreiecks-

feldern betrégt 26;
die Summe der Zahlen in den vier Kreis-
feldern betragt 26;
die Summe der Zahlen in den vier Quadrat-
[eldern betragt 26.

a} Vervollstandige die Eintragung Bild b), und
iiberpriife, ‘ob dann alle Forderungen erfiillt
sind!

b) Nenne einen Rechenweg, der zu derselben

vollstindigen Eintragung fiihrt, aber nur die-

Vorgabe aus Bild c) benutzt!
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c) Versuche, noch andere Eintragungen fur

Bild a) zu finden, z. B. solche, bei denen die
Zahl 12 nicht in einem der sechs ,duBeren”
Felder steht!

220512 Mutter kauft ein. Sie hat genau 50 M
bei sich. Eigentlich mochte sie drei Schals,
eine Miitze und ein Paar Handschuhe kaufen,
aber das Geld reicht hierfiir nicht. Eine Miitze
kostet 18 M, ein Schal halb so viel, ein Paar

~ Handschuhe kosten 1,50 M mehr als ein

Schal. Sie kauft drei Schals und ein Paar
Handschuhe. .
Wieviel Geld hat sie danach noch insgesamt
iibrig?

220513 Rolf, ein Mitglied im Bezirksklub
Junger Mathematiker, schreibt seinen Mit-
schiilern die folgenden drei Gleichungen auf:
B-J-M=135,
M+A+T+H+E= 32,
(H+E+1):(T-E-R)= 3.
Er verlangt, jeden der Buchstaben 4, B, E, H,
I,J, M, R, T so durch eine der Zahlen 1, 2, 3,
4,5,6,7, 8,9 zu ersetzen, daB alle drei Glei-
chungen wahr sind. Dabei sollen gleiche
Buchstaben durch gleiche Zahlen, verschie-
dene Buchstaben durch verschiedene Zahlen
ersetzt werden.
a) Anke antwortet: ,Ich finde schon aus der
ersten Gleichung, welche drei Zahlen fiir B,
J und M einzusetzen sind. Nur ihre Reihen-
folge weif} ich noch nicht.
Welche drei Zahlen sind dies?
b). Bertolt sagt: ,Dann erhilt man aus der
zweiten Gleichung, welche Zahl M bedeutet.
Wie konnte Bertolt die beiden anderen von
Anke genannten Zahlen ausgeschlossen ha-
ben?
c) Nach weiterem Probieren [inden die Mit-
schiiler eine vollstandige Losung.
Welche konnte es z. B. sein?

220514 Ein Rechteck mit den Seitenlingen
4cm und 7cm soll in Quadrate zerlegt wer-
den. Zwei dieser Quadrate sollen die Seiten-
linge 3cm haben. Die anderen Quadrate
sollen dann noch so groB wie méglich sein.
a) Zeichne eine Zerlegung, von der du ver-
mutest, daB sie die geforderten Eigenschaft
hat! Wieviel Quadrate (auBer den beiden der
Seitenldnge 3cm) kommen in deiner Zeich-
nung insgesamt vor?

b) Beweise, daB} in jeder Zerlegung der ge-
forderten Art diese anderen Quadrate alle
dieselbe Seitenlange haben miissen!

Wie grof} ist sie? Wie kann man die Anzahl
dieser Quadrate auch rechnerisch finden,
ohne sie zu zeichnen?

Olympiadeklasse 6

220611 In einem Aguarium hat der Hohl-
raum, der mit Wasser gefiillt werden konnte,
die Gestalt eines Wiirfels von 60 cm Kanten-
lange. Dieser Hohlwiirfel soll aber nur bis zu
einer Hohe von {0cm unter seinem oberen
Rand gefiillt werden.

Wieviel Eimar Wasser sind dafiir insgesamt
erforderlich, wenn jeder Eimer 9 Liter faB3t?

220612 Die sechs quadratischen Flachen
der Oberflache eines Wiirfels sind so mit den
Buchstaben O, J, M beschriftet, wie es das
Wiirfelnetz im Bild a) zeigt. (Der Buchstabe O
gelte dabei als kreisformig.)

a) Welche der in den Bildern b) bis g) abgebil-
deten Wiirfel konnten aus diesem Netz her-
gestellt worden sein? Fiir welche Wiirfel ist
dies nicht moglich? (Als Losung geniigt je-
weils die Angabe, ob Herstellbarkeit vorliegt,
ohne Begriindung.)

b) C)@

T} ]
3 d) (27 ) L2

: -
a) |2

Mj B &) Ll
G’
b) In das Wiirfelnetz des Bildes h) sollen die
Buchstaben O, J, M so eingetragen werden,
daB sich aus dem Netz ein Wiirfel mit den
folgenden Eigenschaften (1), (2) und (3) her-
stellen 1aBt:
(1) Je zwei gegeniiberliegendé Seitenflichen
des Wiirfels tragen denselben Buchstaben.
(2) Der Wiirfel 14Bt sich so drehen, daB Bild d)
entsteht.
(3) Der Wiirfel I4Bt sich so drehen, daB Bild g)
entsteht. .
Als Losung ist eine mogliche Eintragung an-
zugeben, ohne Begriindung, aber mit der
Kennzeichnung einer Fliche, die J enthilt
und in Bild d) sichtbar sein soll, sowie einer
Fliache, die O enthilt und in Bild g) sichtbar
sein soll.

220613 Bei einem Spoftwettkampf beteilig-
ten sich die Pioniere Anton, Bernd, Christian,
Detlel, Ernst und Frank am Hochsprung-
wettbewerb. Uber das Ergebnis gelten fol-
gende Aussagen:

(1) Anton sprang hoher als Frank, erreichte
aber eine kleinere Sprunghdhe als Detlef.

(2) Frank und Ernst erreichten verschiedene
Sprunghdhen; es ist jedoch nicht wahr, daB
Frank hoher als Ernst sprang.

(3) Christian erreichte die gleiche Hohe wie
Anton, sprang aber hoher als Ernst.



(4) Es ist falsch, dafl Bernd die Sprunghdhe
eines anderen Pioniers erreichte oder iiber-
tral.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben die
Reihenfolge der Sprunghdhen der sechs Pio-
nierc eindeutig erhalten 14B3t!

Wern dies moglich ist, so nenne diese Reihen-
folge, und beginne dabei mit der groBten
Sprunghdhe!

220614 Das Bild a) zeigt einen Teil eines
Stadtplanes. Ein Auto soll aul einem mog-
lichgt kurzen Weg von 4 zu einer anderen
Kreuzung, z. B. X. fahren. Als Beispiei ist ein
soicher Weg eingetragen. Man will - fiir jede
hiedene Kreuzung Z - wissen.
hiedene mdglichst kurze Wege

4 rnach 7 es insgesamt gibl.

ALWZE
1%

m 23 6 b

a) Suche zunichst alie diejenigen Kreuzun-
gen, zu denen genmau ein moglichst kurzer
Weg von 4 aus hinfiihrt!

b) Das Bild b) bedeute einen Ausschnitt aus
Bild a), wobei Z eine der in aj nicht betrach-
teten Kreuzungen sein soll. Wenn man schon
weil}, wieviel moglichst kurze Wege von A4
nach U es gibt und witviel moglichst kurze
Wege von A nach V es gibt, wie kann man
dann die Anzah! aller moglichst kurzen Wege
von A nach Z berechnen?

c¢) Benutze die ‘Uberlegungen zu a) und b),
um fir jede der elf von A verschiedenen
Kreuzungen Z die gesuchte Anzahl zu fin-
den!

d) Ermittle die Anzahl der moglichst kurzen
Wege von A nach X in Bild a) noch einmal
auf andere Weise: Schreibe jeden dieser
Wege durch Angabe der Richtungen seiner
filnf Teilstrecken auf! Benutze dabei Abkiir-
zungen, z.B. w fiir waagerecht, s fiir senk-
recht!

Olympiadeklasse 7

220711 Gegeben seien

a) ein Quadrat mit der Seitenlidnge 3 cm und
vier Rechtecke mit jeweils einer Linge von
4cm und einer Breite von 1cm,

b) ein Quadrat mit der Seitenlinge 3 cm und
vier rechtwinklige Dreiecke mit a;=6cm
und b, =3cm,

c) zwei rechtwinklige Dreiecke mit g, =6cm
und b; =3cm, zwei rechtwinklige Dreiecke
mit a,=b;=3cm sowie ein Parallelogramm
mit g=h,=3cm und a=45".

Dabei seien a; und b, bzw. a, und b, die Ldn-
gen derjenigen Dreiecksseiten, die den rechten
Winkel einschlieBen; g sei die Linge einer
Seite des Parallelogramms und h, die Lange
der aul dieser Seite senkrecht stehenden
Hohe sowie a die GroBe eines Innenwinkels
des Parallelogramms.

Lege die bei a), b) und c) genannten fin(
geometrischen Figuren jeweils so, dal sie cine
Quadratfliche vollstindig bedecken,, ohne
sich gegenseilig ganz oder teilweise zu iiber-
lagern und ohne iiber die bedeckte Quadrat-
fliche irgendwo hinauszuragen!

Als Losung gentigt fir jede der Aufgaben a),
b), ¢) eine Zeichnung.

220712 Die (untereinander micht verwand-
ten) Ehepaare Meier. und Schmidl machen
gemeinsam mil ihren Kindern eine kurze Ur-
laubsfahrt und nehmen dazu einen gréferen
Vorrat an Papierservietten mit. Jeder Teil-
nehmer erhilt zu jeder Mahlzeit eine Ser-
vietic. Von jeder Teilnehmer wurde dieselbe
Anzab! Mahizentep eingenommen, ung zwar
mehr als eine. - Nach Abschlull der Fahr
stellie man fest. dal genau 121 Servietter
verbraucht wurden.

Wieviel Kinder dieser Familie nahmen insge-

samt an der Reise teil?

220713 Zwei landwirischalliche Produk-
lionsgenossenschaften (LPG) A und B wollen
einen Entwisserungsgraben von 2,4 km Lange
sdubern. Der LPG A gehoren davon 1,5 km,
die LPG B besitzt die iibrigen 0,9 km. Damit
diese wichtige Arbeit in kurzer Zeit geschafft
wird, hilft auch die LPG C mit. Die drei
LPG fiihren die Sauberungsarbeiten so durch,
daB} jede einen gleichlangen Grabenabschnitt
itbernimmt. Danach ist an die LPG C fur.die
von ihren Mitgliedern geleistete Arbeit ein
Betrag von insgesamt 240 M durch die LPG
A und B zu zahlen.

Jede dieser beiden LPG zahlt davon soviel,
wie es der Lange des Grabenstiicks entspricht,
dessen Reinigung die LPG C fiuir sie iiber-
nommen hat.

Berechne die beiden von den LPG A4 und B
gezahlten Betrige!

220714 Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt

sei M. Ferner sei AB ein Durchmesser von k.
Durch A sei eine von AB verschiedene Sehne
AC, durch B die zu AC parallele Sehne BD
gezogen.

Beweise, daB aus diesen Voraussetzungen die
Kongruenz der Dreiecke ACM und BDM
folgt!

Olympiadeklasse 8

220811 Vier Minner heiBen Bicker, Fi-
scher, Forster und Miiller. Sie iiben die Be-
rufe Bicker, Fischer, Forster und Miiller aus,
jeder genau einen dieser Berule. Einer der
vier Minner ist Bruder eines fiinften Mannes,
der Herr X genannt sei. (Er hat natiirlich

denselben Namen wie sein Bruder) Uber

diese [inf Ménner werden folgende Angaben
gemacht: .

(1) Auch Herr X iibt genau einen Beruf aus,
denselben wie Herr Bicker.

(2) Herr X iibt einen anderen Berul aus als
sein Bruder.

(3) Bei jedem der fUn{ Maéanner lautet der
Anlangsbuchstabe seines Namens anders als
der Anfangsbuchstabe seines Berufes.

a) Beweise, dall Herr X nach diesen Angaben
nicht Bicker heilen kann!

b) Beweise, dal} sich aus den Angaben ein-,
deutig ermitteln 1dBt, wie Herr X heit und
welche zwei Berufe Herr . X und sein Bruder
haben!

c) Beweise, daB sich aus den Angaben nicht
eindeutig ermitteln l4Bt. welchen Berul Herr
X hat und wie derjenige der vier anderen
Manner heiBt, der von Beruf Backer ist!

220812 Von einer 22stelligen Zah! z werder
folgende Eigenschalten gefordert: - hat die
Einerziffer 7: streicht man diesc Endziifer
und setzt sie vor die dibrigen 21 Ziffern. sc
entsteht dasselbe Ergebnis wie bei der Multi-
piikation 7 - .

Beweise. dal es genau etne solche Zahi - gibt!
Ermittle diese Zahl!

220813 Eine  NVA-Marschkoionne st
3,2km lang. Ein Regulierungsposten fihrt
mit dem Krad vom Ende der Marschkolonne
ab, holt die Spitze der Marschkolonne nach
5,6km Fahrt ein, fdhrt sofort mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit genau 6 min lang
weiter und hat dann seinen Genossen erreicht,
der an der ndchsten StraBenkreuzung steht,
um den Gegenverkehr zu sperren. Hier wartet
er aul die Marschkolonne, die wahrend der
gesamten Zeit ihre Durchschnittsgeschwin-
digkeit beibehalten hat.

a) Wie verhalten sich die Durchschnittsge-
schwindigkeiten des Regulierungspostens und
der Marschkolonne zueinander?

b) Wieviel Minuten muB der Regulierungs-
posten an der Kreuzung insgesamt auf die
Spitze der Marschkolonne warten?

220814 Ir! einer Ebene seien k, und k, zwei
Kreise, die sich in einem Punkt 4 von auflen

beriihren. Eine der gemeinsamen #uBeren

Tangenten von k; und k, beriihre den Kreis
k, in B, den Kreis k, in C.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
stets ¥ BAC ein rechter Winkel ist!

Olympiadeklasse 9

220911 Uwe sagt zu Gert: ,Ich habe hier
eine zweistellige Zahl z, deren Ziffern beide
von O verschieden sind. Wenn ich diese
Ziffern in umgekehrter Reihenfolge schreibe
und dahinter die Quersumme von z setze,
dann erhalte ich das Quadrat von z“. Gert
findet ohne Benutzung der Zahlentafel eine
Zahl z, die diese Eigenschaften hat.

Zeigen Sie, daB aus Uwes Angaben die Zahl z
ohne Benutzung der Zahlentalel eindeutig
ermijttelt werden kann, und geben Sie z an'!

220912 [st n eine natiirliche Zahl mit n>2,
so bezeichne F, eine quadratische Flache. die
wie ein Schachbrett in n? gleich groBe qua-
dratische Felder unterteilt ist. Ferner sei von
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Papptifelchen der abgebildeten Form (a),
(b), (c) jeweils eine beliebige Anzahl vorhan-
den. (Jedes dieser Téfelchen besteht aus vier
gleich groBen quadratischen Feldern, deren
jedes den n? Feldern von F, kongruent ist.)
Die Fliche F, soll mit derartigen Téfelchen
liickenlos bedeckt werden, und zwar soll da-
bei von jeder der Sorten (a), (b), (c) mindestens
ein Tifelchen verwendet werden. AuBerdem
soll kein Feld von F, mehrfach iiberdeckt
werden und kein Tifeichen iiber F, hinaus-
ragen.

miN

a) b) [9)]

a) Beweisen Sie, daB diese Bedingungen fiic
alle ungeraden n und fiir alle n<4 nicht er-
fiillbar sind!

b) Zeigen Sie, daB die Bedingungen fiir n=6
erflillbar sind!

¢) Untersuchen Sie, fiir welche geraden Zah-
len n>8 die Bedingungen erfiillbar sind!

220913 a) Ermitteln Sie alle diejenigen
reellerr Zahlen x; fiir die der Term
4x—4 '
2x—3 v
b) Ermitteln Sie unter den in a) gefundenen
4x—4

Zahlen x alle diejenigen, fir die 0 <§}5 <1

definiertist.

gilt!

220914 In einer Ebene & befinde sich ein
n-Eck mit den Eckpunkten A;, A,, ..., 4.
Dieses sei die Grundflache einer Pyramide
mit der Spitze S. Das Volumen der Pyramide
sei Vp. Die Mittelpunkte der Kanten A4S,
A,S, ..., A,S seien My, M,, ..., M,. Ferner
sei B, ein beliebiger Punkt in der Ebene &.
Die zu M, B, parallele Gerade jeweils durch
einen der Punkte M, M, ..., M, schneide ¢
in By, Bs, ..., bzw. B,. Der Korper K mit den
Eckpunkten By, B, ..., By, M, Ma, ..., M,
habe das Volumen Vx.

a) Beweisen Sie, daB alle Punkte M, M5, ...,
M, in einer gemeinsamen zu ¢ parallelen
Ebene liegen und K daher ein Prisma ist!

b) Beweisen Sie, daB Vi durch V, eindeutig
bestimmt ist, und ermitteln Sie Vi in Ab-
héngigkeit von Vp!

Olympiadeklasse 10

221011 In einer Abteilung eines VEB wer-
den drei Erzeugnisse E,, E;, E; hergestellt.
Aus der nachfolgenden Tabelle sind die tig-
lich anfallenden Rohstofl-, Energie- und
Lohnkosten in Mark je Stiick der drei Er-
zeugnisse ersichtlich. Ferner ist die Gesamt-
hohe der Mittel angegeben, die tédglich fir
Robhstoffe, Energie und Lohne zur Verfigung
stehen.

Beweisen Sie, daB es moglich ist, die tédglich
"c_)duzierenden Stiickzahlen der Erzeug-
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Kostenart Kosten in M Insgesamt zur Verfligung
je Stiick fir stehende Mittel in Mark
E, E, E;s
Rohstoffkosten 6 7 9 4950
Energiekosten 1 2 2 1100
8 4300

Lohnkosten 5 6

nisse E,, E,, E; so festzusetzen, daB alle zur
Verfigung stehenden Mittel, die hier ge-
nannt sind, restlos ausgeschopft werden! Be-
weisen Sie, daB durch diese Forderung des
Ausschoplens die Stiickzahlen eindeutig be-
stimmt sind, und ermitteln Sie diese!

221012 In einer Diskussion iiber irrationale
Zahlen wurde erwihnt, daB ]/5 und /5 irra-
tional sind. Peter meinte: ,,Dann muB auch
[/5+ 5 irrational sein.“ ,,Wie beweist du
das?* fragte Katrin. ,Es gibt doch keinen
Satz, wonach stets dann x + y irrational sein
muB, wenn x und y irrational sind.” ,,Ja, aber
speziell fiir die irrationalen Zahlen ]/5 und
[/5 kann ich beweisen, dal auch ihre Summe
2+l/§ irrational ist“, erwiderte Peter.

a) Bestitigen Sie durch ein Beispiel Katrins
Meinung, daB es irrationale Zahlen x, y mit
rationaler Summe x + y gibt!

b) Wie kénnte Peter den von ihm angekiindig-
ten Beweis fithren?

221013 Zehn kleine Zifferlein

Wilhelm Busch gab ein Exempel
durch den braven Lehrer Lampel.
Welcherart man soll sich, plagen,
lieB er einstmals so ihn sagen:
»Nicht allein im Schreiben, Lesen
iibt sich ein verniinftig Wesen,
sondern auch in Rechnungssachen
soll der Mensch sich Miihe machen.“
Liest man dieses umgekehrt,

ist es sicher auch viel wert:

,,Nicht allein in Rechnungssachen
soll der Mensch sich Miihe machen,
sondern ein verniinftig Wesen

soll auch manchmal etwas lesen.”
Darum z6gert bitte nicht,

lest zuerst mal dies Gedicht!

Erstens sei sogleich gesagt,

daB nach Zahlen wird gelragt.
Unter diesen sei’n vorhanden
zwei dreistellige Summanden.

Der Summe wir nun unterstelleh
(da ’s moglich ist in vielen Fallen),
sie habe eine Stelle mehr.

Jetzt ist es sicher nicht sehr schwer

zu zdhlen, daB zehn Ziffern man

fiir diesen Fall gut brauchen kann:
Die Ziffern sei’'n ’s von 0 bis 9,

die uns zu diesem Zweck erfreu’n!
Und jede Ziffer treffe man

in dieser Rechnung einmal an,

und zwar genau (wie man so sagt)!
Damit auch spéter keiner fragt:

Die 0 wiird’ vorne sehr schlecht passen,

drum ist sie dort nicht zugelassen.
Genau ein Ubertrag auch sei,
nicht etwa zweie oder drei!

(Ein Ubertrag — das sei erklart,
damit es jedermann erfahrt —,

das ist ein Fall, der dann passiert,
wenn jemand Zahlen hat addiert
und ihre Summe, wie sich zeigt,
die 9 an GroBe iibersteigt.)

Nun, liebe Tochter, lieber Solm,

was kann bei dieser Addition

man fiir Ergebnisse erwarten?

Jetzt diirft ihr mit dem Losen starten.
Als Losung seien angegeben

- zumindest soll man danach streben —
alle moglichen E nd betrige!

Dabei beweise man recht rege,

daf es, hdlt man die Regeln ein,

nur diese Summen kénnen sein.

(Der Summanden vielfache Moglichkeiten
sollen uns keine Sorgen bereiten,

nach ihnen ist hier nicht gefragt.)
Nun frisch ans Werk und nicht verzagt!
Denn nicht alleine nur im Lesen

iibt sich ein verniinftig Wesen ...

221014 Es sei r der Radius des Umkreises
eines regelmiBigen Zehnecks P P, ... Pyo
und s die Lange einer Seite dieses Zehnecks.
Berechnen Sie s in Abhidngigkeit von r!

Olympiadeklassen 11/12

221211 Man ‘ermittle alle Paare (x; y)
reeller Zahlen mit x+0 und y=0, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen:

x 8 .

x+I=3 (1)
1 5

y-1=3. %)

221212 Man beweise: Sind a, b die Seiten-

lingen eines Parallelogramms und e, f die

Lingen seiner Diagonalen, so gilt
a’—b2<ef.

221213 In einem alten Rechenbuch wird
das folgende Verfahren fiir die Multiplikation
der Zahl 142857 mit einer natiirlichen Zahl n,
die groBer als 7 ist, angegeben: -

Man dividiere zunéchst n durch 7 und
schreibe als erste Zahl den ganz-

zahligen Teil des Ergebnisses auf.

Dann multipliziere man 142857 mit dem Rest
und schreibe das Produkt hinter die

zuerst aulgeschriebene Zahl.



Von der so gebildeten Zahl subtrahiere
man die zuerst aufgeschriebene Zahl.
Das Ergebnis ist das gesuchte Produkt.

Beispiel fir n=326

(326: 7=46, Rest 4)
46
(142857 - 4=571428)
46571428
- 46
46571382 =142857 - 326

Es zeigt sich jedoch, daB dieses Verfahren
nicht fiir alle natiirlichen Zahlen n>7 zum
richtigen Ergebnis [iihrt.

a) Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen n
mit n> 7, fiir die das Verfahren zum richtigen
Ergebnis fithrt!

b) Nennen und begriinden Sie fiir die anderen
n>7 ein zum richtigen Ergebnis fiihrendes
Verfahren, das ebenfalls das Multiplizieren
von 142857 mit einer Zah! groBer als 7 ver-
meidet und die Division von n durch 7 zum
Ausgangspunkt hat!

221214 Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen x, die die Eigenschalt haben, daB von
den folgenden Aussagen (A) bis (F) vier wahr
und zwei falsch sind!

(A) x ist eine positive rationale Zahl.

(B) x ist eine natiirliche Zahl oder x ist mit

ciner ganzen Zahl g+0in der Form x =$ dar-

stellbar.

(C) x? ist eine ganze Zahl, x ist aber selbst
nicht ganzzahlig.

(D) Es gilt 7<x2<9.

(E) x ist eine positive reelle Zahl, aber keine
natiirliche Zahl.

(F) Wenn x rational ist, so ist x ganzzahlig.
Hinweis: Eine Aussage der Form ,Wenn p,
so g* ist genau dann wahr, wenn die Aussage
«nicht p) oder g* wahr ist. Eine Aussage der
Form ,,u oder v“ ist genau dann wahr, wenn
von den beiden Teilaussagen u und v minde-
stens eine wahr ist.

Losungen

Ldsungen zu: Tangentialebenen
an regelmiifige Polyeder, Heft 2/82

Alaa Das zugrundegelegte regelmiBige
Polyeder 1aBt sich in Pyramiden zerlegen,
deren Grundflichen eine Seitenfliche und
deren Spitze der Mittelpunkt M des Polyeders
ist. Durch die betrachteten Tangentialebenen
kommt zu jeder dieser Pyramiden eine Py-
ramide mit der gleichen Grundfldche und der
Spitze S hinzu (siche Bild 3). Das Volumen
vergroBert sich damit um den Faktor
(™| +|TS]) : [TM|=|SM| : | TM|.

Alba Die Mittelpunkte der Seitenfldchen
bilden beim regelmiBigen Tetraeder ein re-
gelmiaBiges Tetraeder, beim Oktaeder einen
Wiirfel, beim Ikosaeder ein Pentagondode-
kaeder (siche Bild 6), beim Wiirfel ein
Oktaeder und beim Pentagondodekaeder ein
Ikosaeder.

Auflerdem steht die Verbindungsgerade des
Mittelpunkts eines regelmdBigen Polyeders
mit dem Mittelpunkt einer Seitenfliche stets
senkrecht auf dieser Seitenflaiche. Auf Grund
der Ahnlichkeit gleichartiger regelmiBiger
Polyeder ist damit eine Ubersicht iiber die
gesuchten Korper gegeben.

Ligsung zu:

Eine ,,abenteuerliche Aufgabe‘, Heft 2/82
Ala .Es bezeichne M die urspriingliche
Taleranzahl und M; die Anzahl der Taler,
die sich nach der Aufteilung durch den i-ten
Riuber in der Kassette befinden (i=1, ..., 5).

Wegen des unerwartet starken Umfangs der
Aufgaben der Schulolympiade verdffentlichen
wir die Losungen zum alpha-Wettbewerb 1/82
in Heft 5/82 und zum alpha-Wettbewerb 2/82
in Heft 6/82.

Erfolgreiche Fehlersuche:

Heft 4/81, alpha-heiter: Eine 2. Lésung lautet:
1928 + 1952+ 1906 + 1936 + 1957 =9679,
stellt Elke Kammann (17 J.), Berlin fest.
Heft “5/81, S. 115: EINS+EINS+EINS+
+EINS = VIER; richtige Losungen: 4-0326
=1304; 4 - 0327=1308; 4 - 0651=2604;
4-0976 = 3904 stellt Dr. J. Paasche, Stockdor{
(BRD) fest. .

Heft 6/81, S. 139: Die beiden Dreieckseiten
sind vertauscht worden (Kathete mit Hypo-

tenuse, stellt Schiiler R. Zimmermann, Kirch-
moser, fest. )

Heft 1/82, alpha-heiter: Weitere Losungen fiir
»Sport frei' 5,3, 2; 6,3, 1; 7, 2, 1; stellt
Synke Hochmann (15 J.), Riesa, fest.

Heft 1/82, ,Schachstudie®, S. 12: Nach der in
alpha verdflentlichten LOsung verbleiben
nicht zwei Springer gegen Konig, sondern
zwei Springer gegen Konig und Bauer. Da
der weille Bauer noch aufl c2 steht, ist fir
schwarz ein [orcierter Gewinn mdglich. Fiir
diese Endspiele ist die 50-Ziige-Regel auf
100 Ziige erhoht worden, da fiir einen zwangs-
ldufigen Gewinn mehr als 50 Ziige benstigt
werden, stellt Thomas Meyer, Vacha/Rhon,
fest.

Dannist M, =%(M— Nund M+, =§(M.-— 1),

i=1,...,4.
Aus diesen Formeln (olgt

4\5 4\S [4\* [4\* [4\? 4
(-0
Die letzten [inf Summanden werden addiert
(z.B. 1aBt sich die Summenformel fiir eine

endliche geometrische Reihe anwenden).
Somit finden wir

4 5
M5=(§> (M +4)—4.

Der Problemstellung entsprechend mu3 M
eine natiirliche Zahl sein. Weil 4 und 5 teiler-
fremd sind, ist Ms gehau dann eine natiir-
liche Zahl, wenn M +4 ein Vielfaches von 5°
ist. Folglich besitzt M die Darstellung
M =k5%—4, und es ist Ms=4(256k— 1), wo-
bei k eine geeignete natiirliche Zahl ist.

Nun soll Ms durch 5 teilbar sein. Wegen
256k — 1 =255k +(k—1) ist M5 genau dann
durch 5 teilbar, wenn k— 1 durch 5 teilbar ist.
Fiir kK kommen daher die Zahlen 1, 6, 11, 16,
21, ... in Frage, und fir alle diese Werte ist
das zugehorige M eine L'c')s:ung. Der Kasset-
teninhalt war also (Sm+ 1) 5° —4 Taler, dabei
ist m eine beliebige nichtnegative ganze Zahl.

A2a Fir m=1 ist der Kassetteninhalt
18746 Taler, also bereits groBer als 10000.
Daher kann nur m=0 sein. In diesem Fall
erhalten wir als Gesamtbeute 3121 Taler. Sie
wird folgendermaBen aufgeteilt:

1. Rauber

624 + 1+ 204 Taler =829 Taler
2. Réduber

499 + 1 + 204 Taler =704 Taler
3. Rauber

399 4 1 + 204 Taler=604 Taler
4. Rduber

319+ 14204 Taler =524 Taler
5. Rauber

255+ 1+ 204 Taler =460 Taler
A3a Mit zu Aufgabe 1 analogen Bezeich-
nungen erhalten wir

n—1 .
M, ——;—(M—l).

Mis, =1;—1 (Mi—1),i=1, ..., n—1.

Dabher ist

M, =<n—l "

" > M+n—1)—n+1.

Weil M, eine natiirliche Zahl sein muB, ist
M +n—1 ein Vielfaches von »", daher besitzt
M die Darstellung M =kn"—(n—1) mit einer
geeigneten natiirlichen Zahl k. Dann finden
wir M,=(n—1) [(n—1)""! k—1]. Die Forde-
rung, daB M, durch n teilbar ist, wird genau’
dann erfiillt, wenn der Ausdruck in den ecki-
gen Klammern durch n teilbar ist. Unter-
suchen wir zuerst, wie sich k(n— 1)"~"' bei Di-
vision durch n verhilt. Es ist k(n—1)""!
=kn(n—1y"*—kin—1)""2,
=kn(n—1)""2—kn(n—1)"" 3 +k(n—1y""3,

=kn(n—1Y"2—knn—1y"3+kn(n—1y*
— (=) kn (= 1)k,
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und diese Zahl hat bei Division durch n den
gleichen Rest wie (—1)"~! k. Daher ist k so
zu wihlen, daB (= 1)""! k—1 durch n teilbar
ist.

1. Fall: n gerade Zahl

Wihle k so, daB —k—1 durch n tellbar ist,
dquivalent dazu ist die Teilbarkeit von k+ 1
durch n. Folglich ist k=n—1,2n—1, ...

2. Fall: n ungerade Zahl

Wihle k so, daB k — 1 durch n teilbar ist. Wir
finden k=1,n+1,2n+1, ....

Wir verifizieren leicht, daB alle mit diesen
Zahlen k gebildeten Zahlen M Losungen der
Aulgabe sind. Die kleinstmogliche Zahl der
Goldstiicke erhilt man nun fur k= 1 bei unge-
radem n und-fiilr k=n—1 bei geradem n.

Losungen zu: Aufgaben aus Freundesland
(Rayon-Aufgaben aus der UdSSR), S. 82

Ala Wir zerlegen 2340 in seine Teiler. Es
i1st 2340=2-2-3-3-5-13. Unter den Teilern
gibt es die Primzahl 13, die keine Zilfer oder
das Produkt irgendwelcher Ziflern sein kann.
Dabher gibt es keine solche Zahl.

A2 A Wir betrachten eine oben eingelihrte
Menge. Das Produkt ihrer [iin[ Elemente ist
gleich +1 oder — 1. Wir fihren eine Opera-
tion aus, indem wir genau vier Vorzeichen
dndern. Das Produkt #ndert sich um den
Faktor (—1)(=1)(—1)(—1)=1, d.h, sein
Wert bleibt erhalten. Nun hat die erstge-
nannte Menge das Elementenprodukt —1
und die zweite das Produkt + 1. Damit ist
es aber nicht moglich, durch eine Folge von
Operationen vdn der einen zur anderen
Menge zu gelangen.

A3 A Wir betrachten die Menge aller Dia-
gonalen des 7-Ecks. Von jeder der 7 Ecken
gehen 4 Diagonalen aus. Mithin gibt es genau
%-7 4=14 Diagonalen, da wir alle doppelt
gezdhlt haben. Durch einen Punkt P der
Ebene zeichnen wir 14 Geraden, wobei jede
Gerade zu einer Diagonalen parallel ist. Diese
Geraden zerlegen die Ebene in 28 Winkel-
rdume mit einer Winkelsumme von 360°.
Angenommen, alle Winkel sind groBer gleich
13°. Dann ist die Summe groBer gleich
28-13°=364°. Wir erhalten einen Wider-
spruch. Also gibt es einen Winkel kleiner als
13°.

A4 A  Wir bezeichnen die Zahl [IBA mit x.
Da die Zahl IIECTH fiinfziffrig ist, ist sie
kleiner als 100000. Damit ist IBA x IIECTb
kleiner als 100000x, aber die Zahl [IBA-
LIATD ist groBer als 100000x. Damit gilt die
Ungieichung.

AS5A Es sei x die Anzahl der Beine eines
dreikopfigen Drachens, a die Anzahl der
TausendfiiBler und b die Anzahl der Drachen.
Dann gilt:

(0 a+3b= 26und

(V3] 40a + xb=1298.

Aus (1) folgt, daB a bei der Division durch
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3 den Rest 2 ldBt, also ist a=3k+2 mit
keN. Wir erhalten mit (2) 120k+xb=218.
Offenbar kommt nur k=0 und k=1 in Be-
tracht. Fiir k=0 folgt a=2, b=8, x=27,25.
Fiir k=1 folgt a=5, b=7 und x=14. Damit
hat ein dreikopfiger Drache 14 Beine.

A6A Angenommen, die Aussagen 3) und
4) sind wahr. Dann ist a+ 7b=a+ b % 6b, und
da a+b durch 3 teilbar ist, ist a+ 7b keine
Primzahl. Wir erhalten einen Widerspruch
zur Annahme, also ist Aussage 3) oder 4)
falsch, und die Aussagen 1) und 2) sind wahr.
Nun ist a+ 1 =2b+6 durch b teilbar. Dies ist
offenbar (2b ist ohne Rest durch b teilbar)
nur fiir die Teiler von b, also fir b=1, 2, 3
oder 6 moglich. ¢ hat folglich die Werte 7, 9,
11 oder 17. Aul Grund der Probe bleiben von
diesen moglichen Paaren nur die Paare 9, 2
und 17, 6 iibrig.

A7A Wir legen die beiden Blitter so iiber-
einander, da3 die Drachen zur Deckung
kommen. Dann befinden sich die Drachen
im Durchschnitt beider Kreise, und die Er-
gianzungsmondchen sind kongruent. Wenn
wir das Mondchen des zweiten Kreises ab-
schneiden und es tiber das Mondchen des
ersten legen, erhalten wir das Gewiinschte.

Bilderbogen Geometrie, S. 84

Ala ayM={A4,B,C,E, H}
b)M={A4,G,C, D, E}
¢) M={A,C, E}
d)M={F}
A24a a) Es sind 6 Quadrate und 20 Drei-
ecke.

b) Es sind 12 Dreiecke, 6 Trapeze, 4 Parallelo-
gramme und 2 Sechsecke Es sind noch 6 Vier-
ecke.

Ala ’ C)z
) —mM8Mm ™ .
)

d,
b)
Ada
ASA A
¢
8

*CMB=135°— 60°= 75°

¥ AMB=360°—135°=225°

¥ AMC=1360°— 60°=300°

£ CMB=360°— 75°=285°
A6A Die lingste Strecke ist UV. Die
kiirzeste Strecke ist QR. Gleich lange Strecken

sinc IJ, ST, EF sowie AB und XY.

A7A Man zeichnet um A mit 4D bei D

beginnend einen Viertelkreis. Daran wird an-

schlieBend ein Viertelkreis um B mit 2 AD,

dann um C mLJ - AD, dann um D mit4- AD,

um A mit 5- AD usw. gezeichnet.

A8 a4 Esist Quader Nr.3.

A9a A=80(20+30)—10-30—20-30
A=3100

Die Fliche betrigt 3100 mm?.

Al0A a) a=100° b) =55 ¢) a=110

d)a=55°€e) a=100° ) a=110°.

Alla Man erhilt ﬂ= 10 Geraden.

. al13a 1) Dreieck; 2) Viereck; 3) Fiinfeck;
4) Sechseck; 5) Achteck; 6) Elfeck; 7) Zehn-
eck.
Alda l—L—J I'J

g

Al5a Es sei AABC das gesuchte Dreieck
mit den gegebenen Stiicken a, s, und h..
Dann ist das ACEB konstruierbar nach dem
Kongruenzsatz ssw. Damit ist die Lage von
D bekannt; denn er ist der Mittelpunkt von a.
Der Punkt A liegt einmal auf der Verldnge-
rung von BE und auf dem um D mit s, ge-
zogenen Kreisbogen.

1. Im rechtwinkligen Dreieck EBC muB
a> h, sein.

2. Wenn s, kleiner ist als das Lot von D auf
EB, entsteht kein Dreieck.

3. Wenn s, gleich dem Lot ist, entsteht ein
Dreieck.

4. Ist s, groBer als das Lot, so trifft der Kreis-
bogen um D die Gerade EB zweimal, und es
entstehen zwei verschiedene Dreiecke. -




A 16 A Esseien AABC das gegebene recht-
winklige Dreieck mit x CAB=90° und ADEF
das gesuchte Quadrat.

Verbindet man 4 mit E, so ist XFAE
= ¥ FEA= < EAB. Deshalb halbiert AE den
xCAB.

A [} 8

Lésungen zu: Spielwettbewerb

»Schiebung!*, S. 85

NAGEL — ANGEL - E4; A6; G7; N3; Al;
N2:C3; E7.

STERN — ERNST — T2; R6; E7: S4; El;
R3;S6;R4; T7;R2; T3; N4; T8; R3; N5: S7.

Ldsungen zu: alpha-Sprachecke, S.87

Quadrate im Quadrat

Al a Stellt die Ziffern so um, daB die drei
dann in den Zeilen stehenden dreistelligen
Zahlen Quadratzahlen sind!
Losung: 3 6 1

529

7 8 4

Merkwiirdige Ziffern .

A2a Das hier aufgeschriebene Ziffern-
schema hat eine merkwiirdige Eigenschaft.
Seht es von der linken ‘unteren Ecke des
Blattes aus an! Ihr seht eine richtig gerech-
nete Additionsaufgabe.

Jetzt schaut das Schema von rechts unten an!
Was-seht ihr? Wieder eine richtig gerechnete
Additionsaufgabe! AuBerdem sind alle Ziffern
von | bis 9 verwendet worden.

Findet noch solch ein Schema der Ziffern
von 1 bis 9!

Losung:

Der 14. Februar

A3 A Angenommen, wir wiirden die Ziffern
1,9,8 und |, jedé genau einmal, verwenden,
um die Zahl 14 mathematisch darzustellen,
ohne noch andere Ziffern zu benutzen. (Z. B.
konnen wir die Zahl 13 durch den Ausdruck
14+}/9+48+1 darstellen.) Wie konnen wir
das unter Verwendung irgendwelcher mathe-
matischer Symbole durchfithren?

Losung: 18 —(1+ [/§)= 14.

Die franzosische Flagge

a4 a Die franzosische Flagge ist eine Tri-
kolore mit 3 verschiedenfarbigen Streifen.
Wie viele derartige Flaggen kann man mit
5 Farben herstellen?

Losung: Bezeichnet man die 5 Farben mit
a, b, ¢, d und e, dann [indet man mit Farbe a

am Anlfang abc, abd, abe, ach, acd, ace, adb,
adc, ade, aeb, aec, aed. Das sind 12 Méglich-
keiten. Da sich auch fiir b, ¢, d und e am An-
fang die gleiche Anzahl ergibt, erreicht man
12-5=60 Moglichkeiten. Es ist eine Varia-
tion ohne Wiederholung mit n=>5 Elementen
zur k=3ten Klasse.

i n! 1:2:3:4-5

Ve 1-2

=(n—k)!= =60.

A5A  Der Benzintank in Vaters Wagen hat
ein Fassungsvermogen von 32,51. Dieser Wa-
gen verbraucht 81 Benzin auf 100 km. Vater
hat seinen Tank vor der Abfahrt voll gefullt,
und wir haben eine Fahrt von 400 km unter-
nommen. Wieviel Benzin verbleibt im Tank,
wenn man weiB, daB Vater wihrend der

Reise 141 nachgefiillt hat?
400 km - 81

100km
=321 verbraucht. Im Benzintank sind dann
noch 32,51-321+141=14,51

A6 A Der Bicker weiB, dal die Masse des

Losung: Aul der Fahrt wurden

Brotes, das er herstellt, % der Masse des ver-

wendeten Mehls ausmacht.

a) Welche Menge Brot erhilt er aus 72kg,
aus 117 kg und aus 108 kg Mehi?

b) Welche Masse Mehl braucht er, um 100 kg,
150kg und 190 kg Brot herzustellen?

1
Losung: a) 72kg'—g=80kg;
117kg~%= 130kg; 108 kg-%:lZOkg.

b)lOOkg~i%=90kg; 150kg-T(9-)=135kg;

190kg - %= 171 kg.

Ldsungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter, S. 88

Kreuzzahlritsel

Waagerecht: A: 1016, C: 63, E: 62, G: 477,
J: 410, K: 105, L: 140, M: 315, P: 81, R: 43,
S:8298.

Senkrecht: A: 154, B: 66, D: 320, F: 2435,
H: 7108, L: 154, N: 548, Q: 18.

Unterhaltsame Mengenlehre

(1) Aus der Struktur der Gleichungen folgt,
‘daB die Basis der Potenzen nur auf Null
enden kann, also =0 gilt.
(2) Nach dquivalenter Umformung der Glei-
chung aa=af*+a in ax—a=af® und Ein-
setzen von =0, ergibt sich a0 =0 woraus
a=1 folgt.
(3) Die iibrigen Gleichungen liefern ent-
sprechend T=2, R=3, A=4, P=5, E=6,
Z=T.
(4) Die Proben

11=10"+1

T =107+ 111111t
bestitigen die Richtigkeit der Losung.

Kreuzwortritsel .
Eukleides, Abbildung, Gleichung, Grundriss,
Parallele, K otangens, Streckung. — Ellipse

Mathematik in Vierzeilern

Tang - ente, GruB/GauB, Basis, Terme/Me-
ter, Bogen.

Magische Figur

Losungen zu: Wiirfeleien, IV. U.S.
1d; 2I; 3e; 4a; 5b; 6¢.
A2 A In jeder waagerechten Rethe betragt

die Summe der Punkte 15. Deshalb muf3 der
letzte Wiirfel 3 Punkte haben.

A3 a Estreten 8 Dreiecke und 6 Quadrate
auf. Der Korper hat 12 Ecken.

ala

A4 a Die Spinne muB auf einer Geraden
laufen, weil diese die kiirzeste Verbindung
zwischen zwei Punkten einer Ebene ist. Das
Bild zeigt diese Gerade, die die Kante des
Wiirfels im Verhdltnis 1 : 2 teilt.

LN

A5A Es’ist der Wiirfel a.
AGA
HHE
1] mEERa
1L fpemn (=g |
- o
L ]
B ime
L] L] HEpEE
AT7a Esist das Netz 4.

A8A
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Der Escherwiirfel
und andere unmégliche
Konstruktionen .

Das kiinstlerische Schaffen des niederlandi-
schen Graphikers M. C. Escher (1898 bis
1972) spiegelt in vielfaltiger und eigenwilliger
Weise die Eindriicke wider, die die Mathe-
matik interessierten Laien zu vermitteln ver-
mag. Am populdrsten ist wohl seine der
Lithographie ,,Belvedere** (1958, Bild 1) zu-
grunde liegende Idee geworden, durch falsches
Zusammenfiigen zweier in sich logischer per-
spektivischer Bildhilften eine unmégliche,
widerspruchsvolle Ansicht eines Objekts zu
konstruieren. Das Rezept, nach dem der Pa-
villon der Lithographie gebaut ist, ist in dem
nach dem -gleichen Prinzip konstruierten

“Bild 2

1/

-
vl T

=MD

Bild 1 Belvedere

Selbstportrat von M. C. Escher

Escherwiirfel verborgen, den der Narr links
unten im Bild ratlos in seinen Héinden dreht.
Das Bild 2 veranschaulicht dieses Rezept:
Die Parallelprojektion des Kantengeriists
eines mathematischen Wiirfels (oder Qua-
ders) (Bild 2a) 1aBt sich bei materieller Reali-
sierung der Kanten auf zwei verschiedene

10.6sverneichischen mathemariken kongress
innsbruck 1981

ERSTTAG

5 o
14-831-10

6010

96

Weisen (Bild 2b, c) deuten. Der Escherwiirfel
ist aus der oberen Hilfte von b) und der
unteren von c) zusammengesetzt.
Der Escherwiirfel wurde mittlerweile so etwas
wie ein inoffizielles Emblem der angewandten
Geometrie (darstellenden Geometrie, auto-
matischen elektronischen Bildverarbeitung
usw.) und taucht in den verschiedensten
Varianten auch als Symbol von mathemati-
schen Tagungen, Zeitschriften u.4. auf. Im
September 1981 diente er zur Freude aller
Mathematik-Briefmarken-Fans als Motiv fiir
eine Marke (Bild 3), die anlaBlich des 10. In-
ternationalen Osterreichischen Mathemati-
ker-Kongresses in Innsbruck (d. h. nationaler
osterreichischer KongreB mit starker inter-
nationaler Beteiligung) ausgegeben wurde.
Am 16. Februar 1982 kamen drei Gebrauchs-
marken (Bild 4) an die schwedis¢hen Post-
schalter, die ebenfalls perspektivisch wider-
spruchsvolle Figuren zeigen, entworfen von
dem schwedischen Graphiker Oscar Reuters-
vdrd. Er ist in der internationalen mathemati-
schen Offentlichkeit bisher nicht annihernd
so bekannt und populér wie Escher. Nach den
Angaben der schwedischen Post soll er jedoch
sogar der erste Kiinstler gewesen sein, der
sich schon vor 25 Jahren mit der Konstruk-
tion solcher Bilder beschiftigte und die mei-
sten Varianten hierzu fand. Dem Leser sei
empfohlen, die ,,Rezepte*, nach denen die
drei abgebildeten Figuren von Reutersvird
erzeugt wurden, nach dem hier fiir den
Escherwiirfel durchgefiihrten Muster zu ent-
hiillen.

- P. Schreiber

SVERIGE 25

AR RETTRAE

e

SVERIGE 73 |

Bild 4



Ein Leben fiir
die Wissenschaft

Zum 200. Todestag
von Daniel Bernoulli
(8.7.1700 bis 17.3.1782)

In der Geschichte der Mathematik und Na-
turwissenschaften hat der Name Bernoulli
dasselbe Ansehen wie etwa der Name Bach
in der Musikgeschichte, handelt es sich doch
hier wie dort um Generationen von Minnern,
die sich auf ihren Arbeitsgebieten — hier der
Mathematik und Naturwissenschaften, dort
der Musik - bleibende Verdienste erwarben.

Daniel Bernoulli war ein Sohn des ebenfalls
beriihmten Mathematikers Johann Ber-
noulli (1667 bis 1748) und seiner Frau Doro-
thea, die einer Baseler Ratsfamilie ent-
stammte. Er wurde am 8. 7. 1700 in der nie-
derlindischen Universitatsstadt Groningen
geboren. Dort bekleidete der Vater zu dieser
Zeit eine Professur fiir Mathematik und
arbeitete auch erfolgreich auf physikalischen
und medizinischen Gebieten. Zur Schule ging
Daniel in Basel, wo die Familie nun seit 1705
lebte. Er zeigte schon sehr zeitig eine beson-
dere Begabung fiir mathematische Frage-
stellungen, sollte aber dennoch nach dem
Wunsch des Vaters, der inzwischen in Basel
Professor fiir Mathematik war, Kaufmann
werden. Daniel begann zwar eine dement-
sprechende Lehre, aber er brach diese zwei-
mal ab, ohne dazu die Erlaubnis seiner Eltern
einzuholen. SchlieBlich durfte er 1718 dann
noch ein Medizinstudium aufnehmen, das er
an den Universitdten in Basel, Strasbourg und
Heidelberg absolvierte und 1721 abschlof.
In den folgenden Jahren finden wir Daniel
Bernoulli als Arzt in Italien. Im Jahre 1725
folgte er dann schlieBlich gemeinsam mit
seinem Bruder Nicolaus (1695 bis- 1726), der
ebenfalls Mathematiker war, einer Berufung
an die Akademie in St. Petersburg. Dort
arbeitete er auch mit dem 1727 aus Basel ge-
kommenen Leonard Euler (1707 bis 1726),
der bei Daniels Vater Mathematik studiert
hatte, zusammen. Aber schon 1733 muBte
Daniel Bernoulli diese mathematisch frucht-
bare Zusammenarbeit mit Euler abbrechen,
da er Petersburg wegen des ihm nicht zutrég-
lichen Klimas verlassen muBte. Er nahm nun
‘in Basel die Professur fiir Anatomie und Bo-
tanik und ab 1750 die fiir Physik an. Obwohl
sich Daniel Bernoulli in Basel (wohl auch
wegen des sehr gespannten Verhiltnisses zu
seinem rechthaberischen und streitsiichtigen
Vater, der sich mit ihm zerstritten hatte, weil
Daniel einen Preis gewann, um den sich auch

der Vater beworben hatte) nicht so recht wohl
fiihlte, schlug er einige Berufungen in zum
Teil ehrenvolle auswirtige Professuren ab.
Nach seiner Versetzung in den Ruhestand
widmete sich Daniel Bernoulli, der unver-
heiratet blieb, mit seiner ganzen Person der
wissenschaftlichen Arbeit. Thm war das Gliick
beschieden, auch im hohen Alter bis zu sei-
nem Tode am 17. 3. 1782 in geistiger Frische
titig sein zu kénnen.

Die Leistungen Daniel Bernoullis kdnnen
hier nur andeutungsweise hervorgehoben
werden. Auf mathematischem Gebiet hat er
beispielsweise Probleme der Wahrscheinlich-
keitstheorie bearbeitet und erzielte bedeu-
tende Ergebnisse beim Bearbeiten partieller
Differentialgleichungen. Seine bedeutendsten
Leistungen finden wir auf dem Gebiete der
Physik. Sein 1738 erschienenes Werk Hydro-
dynamik oder iiber die Krifte und Bewegungen
der Fliissigkeiten enthielt eine Reihe von wich-
tigen GesetzméDBigkeiten und Hypothesen,
von denen eine die Grundlage fiir den Auf-
bau der kinetischen Gastheorie bildet. In
einem Zerstduber kommt praktisch eine Ge-
setzmaBigkeit zur Anwendung, die in der
Stromungslehre nach ihrem Entdecker als
Bernoullische Gleichung bezeichnet wird. Die
Ergebnisse Daniel Bernoullis auf medizini-
schem Gebiet — z. B. Abhandlungen iiber die
Muskelbewegung und Atemphysiologie -
weisen ihn auch dort als leistungsfahigen
Forscher aus, erlangten aber nicht die Be-
deutung der Ergebnisse seiner mathematisch-
physikalischen Forschungsarbeit. Daniel Ber-
noulli (wie iibrigens auch die anderen Wissen-
schaftler der Gelehrtenfamilie Bernoulli) er-
freute sich bereits zu seinen Lebzeiten auf-
grund seiner wissenschaftlichen Leistungen
hoher Wertschitzung und war Mitglied der
seinerzeit bedeutendsten Akademie wie der
Royal Society und der Berliner und Pariser
Akademie. M. Krebs

Aufgabe

Uber Daniel Bernoulli ist bekannt, daB er
sich im Jahre 1724 mit der Frage der qua-
drierbaren Kreisbogenzweiecke befaBte:

In dem Bild ist eine sogenannte Pelekoide
dargestellt. Man erhalt sie, indem man {iber
den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks je-
weils Viertelkreisbogen beschreibt, und zwar
iiber der Hypotenuse nach auBen und iiber
den Katheten nach innen. Es ist zu unter-
suchen, in welcher Beziehung die schraffierte
Flache und die Flache des Dreiecks 4BC zu-
einander stehen.

Die historische
Mathematikaufgabe

Ich hab’s gefunden!

Der im 3.Jahrhundert v.u.Z. lebende Ge-
lehrte Archimedes gilt unbestritten als der
bedeutendste Mathematiker der Antike. Er
wirkte vorwiegend in seiner Vaterstadt Syra-
kus und verkehrte dort am Hofe der K&nige
Hieron II. und Gelon. Mit vielen Gelehrten
seiner Zeit stand er im Briefwechsel.

Der Architekt Vitruvius, der etwa 200 Jahre
spiter zur Zeit des Kaisers Augustus in Rom
lebte, hat die folgende Anekdote iiber Archi-
medes iberliefert.

Der Konig Hieron II. von Syrakus iibergibt
einem seiner Goldschmiede einen Klumpen
reinen Goldes. Der Handwerksmeister soll
daraus einen Weihkranz herstellen. Als die
Arbeit ausgefiihrt ist, befiirchtet der Konig
jedoch, daB der Schmied im Innern des Kran-
zes einen Teil des Goldes durch Silber ersetzt
habe. Er wendet sich an Archimedes und
bittet ihn, die Sache zu untersuchen, also
festzustellen (ohne das Kunstwerk zu zer-
brechen), ob Silber fiir den Kranz verwendet
worden sei. Der Gelehrte kann das Problem
nicht sogleich 1sen. Als er sich eines Tages in
der Badewanne waschen will, bemerkt er beim
Einsteigen in die mit Wasser ganz gefiillte
Wanne, daB wohl ebenso viel Wasser iiber-
lauft, wie sein Korper verdrangt. Da kommt
ihm plétzlich der Gedanke, daB man die vom
Konig gestellte Aufgabe l6sen muB, indem
man den Kranz in ein voll mit Wasser ge-
fiilltes GefdB taucht und die iberlaufende
Wassermenge bestimmt. In der Freude iiber
seine Entdeckung eilt Archimedes nackt aus
dem Bade auf die StraBe und ruft: ,,Heureka,
heureka! (Ich hab’s gefunden, ich hab’s ge-
funden )

Wie konnte Archimedes cie Aufgabe 16sen?
Kann man das Gold-Silber-Mischungsver-
hiltnis des Kranzes berechnen?

H. Pieper



Wiirfeleien

AlAa Welches Netz gehort zu welchem

Wiirfel ?

1R

5.f

3 &

ofX]

A2A Jede waagerechte Reihe der Wiirfel
hat eine gemeinsame Eigenschaft.

Wie heiBt diese, und wieviel Punkte muB der
letzte Wiirfel in der letzten Reihe erhalten?

A4a Eine Spinne sitzt in der Mitte der
Kante eines Wiirfels und will die Fliege, die
an einer gegeniiberliegenden Ecke des Wiir-
fels sitzt, auf dem kiirzesten Weg erreichen.
Wie muB sie laufen?

7
P&

A5A Welcher Wiirfel von a bis d gehort
an die Stelle des Fragezeichens?

o 7 .
o° 'o. e | ?
° o | S/
ece |} 'o. H ..' ) E '

A6A Wirfelspiel: In diesem Spiel braucht
man zwei Dinge, ein quadratisches Netz mit
64 quadratischen Feldern und einen Wiirfel,
dessen eine Seitenfliche blau und genau so
groB ist wie das quadratische Feld (siche
Bild).

GG

P\ [

I KA Y

A3a Ein Holzwirfel wird an seinen
8 Ecken so abgefeilt, wie es fiir zwei Ecken
im Bild gezeigt ist, d.h., die entstehenden
Flachen beriihren sich an den Ecken. Es ent-
steht offensichtlich ein Korper, der Dreiecke
und Quadrate als Begrenzungsfliche hat.

PRLIEN

Wie viele Dreiecke und Quadrate treten auf?
Wie viele Ecken hat dieser Korper?

Man darf nun auf dem Netz so vorwirts-
schreiten, indem man den Wiirfel {iber eine
Kante von einem Feld auf das andere wilzt,
nach oben, nach unten, nach rechts oder
nach links, nur nicht diagonal oder iiber eine
Ecke.

Man lege den Wiirfel in die linke obere Ecke
des Netzes mit der blauen Seite nach oben.

Man wilze den Wiirfel durch alle 64 Felder
(jedes nur einmal) und erreiche am Ende die
rechte obere Ecke des Netzes mit der blauen
Seitenfliche nach oben. Unterwegs darf die
blaue Seitenfliche niemals nach oben kom-
men.

A7A Welches Netz entspricht dem abge-
bildeten Wiirfel?

T
Tl

A8A Man schneide die 8 Wiirfelnetze aus
und klebe sie jeweils zu einem Wiirfel zu-
sammen.

Dann stelle man von den 8 kleinen Wiirfeln
einen groBen Wiirfel so zusammen, daB sich
auf den sichtbaren Seiten des groBen Wiirfels
nirgendwo gleiche Muster der kieinen Wiirfel
beriihren.
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Dr. M. Rehm, Sektion Mathematik der Humboldt-Universitidt zu Berlin
Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb [5]

Wettbewerbsaufgaben Mathematik - Physik - Chemie

Unsere historische Aufgabe: Die Vielfachen der 9 [7]
Dr. H. Pieper, Zentralinstitut fir Astrophysik der Akademie der Wissenschaften
der DDR

16 Jahre alpha-Wettbewerb [5]

Zusammenstellung : J. Lehmann

Sind Mausefallenbeweise notig? (Teil 2) [8]
Dr. R. Thiele, leitender Lektor im Hirzel-Verlag Leipzig

Ein Kulturschatz unserer Heimat — Das Frobelzimmer in
Schweina [5] ’

In freien Stunden - alpha-heiter [5]

Zusammenstellung : J. Lehmann, Leipzig/H. Pitzold, Waren/Miiritz
XXI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR [10]
4. Stufe (DDR-Olympiade) )
Lésungen [9]

IIl. U .-Seite: Ein ,,eigener Algorithmus* zum Ordnen des Zauber-

wiirfels {5]
Achmed Schulz, Schiiler der EOS Greifswald (K1. 12)

IV, U.-Seite: Mit Zirkel und Zeichendreieck [5]

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Chemische Reaktionen —
mathematisch berechnet

Die Ahnlichkeit zwischen der Formelsprache
der Chemie und der Formelsprache der Ma-
thematik ist nicht nur duBerlich. Es gibt einen
inneren Zusammenhang, liber den wir hier
sprechen wollen. Genauer: Es wird eine Me-
thode entwickelt, mit der man die moglichen
Reaktionen zwischen gegebenen chemischen
Verbindungen mathematisch ausrechnen
kann.

Wir verwenden die iibliche chemische Sym-
bolik, z. B.

H = Wasserstofl, C = Kohlenstofl,

N =Stickstoll, O =Sauérstoff,

S =Schwefel, Cl=Chlor.

Es empfiehlt sich, die auftretenden Berech-
nungen mit Papier und Bleistift mitzumachen.

Ein Beispiel
Die chemische Reaktion

4C(,H307 + BHzo F=3 3C6H 1206 +6H ZCOJ
Zitronen- Wasser Trauben-  Kohlen-
sdure zucker sdure

eignet sich besonders gut, um unsere Me-
thode zu erldutern. (Sie besitzt allerdings
kaum praktische Bedeutung.) Die Faktoren
4, 8, 3, 6 in der Reaktionsgleichung heiflen
stochiometrische Zahlen. Es seien auch ne-
gative sowie gebrochene stochiometrische
Zahlen zugelassen. Solche treten z.B. aul,
wenn wir 6H,CO; mit minus auf die linke
Seite bringen und das Ganze durch 3 divi-
dieren:

4 8
—2H2CO]+§C§H307+§H2011C(,H1ZO(,.
Nun wollen wir diese Reaktionsgleichung
voriibergehend ,,vergessen* und fragen: Gibt
es eine chemische Reaktion mit Kohlensdure,
Zitronensdure, Wasser aufl der linken Seite
und Traubenzucker aul der rechten Seite,
d. h. eine Reaktion der Form
X1H2C03+x2C6H307+x;HzO.—_l
CeH;,04?

Die Aufgabe besteht gerade darin, die unbe-
kannten stochiometrischen Zahlen x,, x;, x3
zu berechnen. Wir zihlen die vgrschiedenen
Atomsorten aufl beiden Seiten der Reaktions-
gleichung ab:

H-Atome: links 2x, +8x, + 2x3, rechts 12.
C-Atome: links x, +6x;, rechts 6.
O-Atome: links 3x; +7x,+ X3, rechts 6.

Entscheidend ist, daB3 die Atomzahlen links
und rechts libereinstimmen miissen, d.h. es
gelten die Bedingungen

G 2x;+8x,+2x3=12,

Gy Xx;+6x; = 6

G3:3x;+7Tx24+ x3= 6.

Damit ist unser chemisches Problem auf ein
mathematisches Problem  zuriickgefiihrt,
namlich aufl ein lineares Gleichungssystem
mit drei Gleichungen G,, G,, G; und drei
Unbekannten x, x,, x3. Es gibt verschiedene
Verfahren zum Losen linearer Gleichungs-
systeme. Wir wihlen das sogenannte GauB-
sche Verfahren aus. In unserem Beispiel liuft
es wie [olgt ab: Im ersten Schritt addiert man
geeignete Vielfache von G, zu G, bzw. G,
so daB sich dort die Glieder mit x, weg-
heben:

(—%) mal G, plus G, ergibt
Gz’:le—x‘):O.
(—%) mal G, plus G; ergibt

Gg’: —5X2—2X3= —-12.

Im zweiten Schritt addiert man ein geeignetes
Vielfaches von G’ zu Gy', so daB sich dort
das Glied mit x, weghebt:

§ mal G’ plus G;' ergibt

2
v 9
GJ % —§X3= —12.
Aus dem sogenannten gestaflelten Glei-
chungssystem
Gy 2%, +8x,+42x3= 12,
Gz’: 2X2— X3= 0‘
Gy —5.\:_;=—12

kann man nun ,von unten nach oben" die

Losung ausrechnen. Es ergibt sich, genau wie
es sein muB,

8
X3=z, X2=2, X = —2,

3 3
und das Problem des Chemikers ist geldst.

N

Rechnen mit Matrizen

Der Mathematiker ist noch nicht zufrieden:
er will die Rechnung noch eleganter gestal-
ten. Startpunkt ist fiir ihn jetzt das Zahlen-
schema, welches die Zusammensetzung der
gegebenen chemischen Verbindungen erfaft:

H,COs  CeHsO; H.O  CeHi10,
H /2 8 2 12
c |1 6 0 6
0 \3 7 1 6

Ein derartiges Zahlenschema heil3t Matrix
(Mehrzahl: Matrizen). Eine Matrix besteht
aus Zeilen (nebeneinanderstehende Zahlen)
und Spalten (untereinanderstehende Zahlen).
Der vertikale Strich vor der letzten Spalte
dient nur zur Erhohung der Ubersichtlich-
keit und konnte auch weggelassen werden.
Das ,Rezept” fiir das Gauflsche Verfahren
lautet nun wie folgt:

Im ersten Schritt addiert man geeignete Viel-
fache der 1. Zeile zur 2. bzw. 3. Zeile, so dal}
sich dort in der 1. Spalte jeweils eine Null er-

2 8 2 12 2 8 2 12
1 6 0 6110 2 -1 0
3 71 6 O -5 =-21-12/

Im zweiten Schritt addiert man ein geeignetes
Vielfaches der neuen 2.Zeile zur neuen
3. Zeile, so daB sich dort in der 2. Spalte eine

Null ergibt:

2 8 2 12 28 2 12
0 2 -1 0}—>{02 -1 0
0 -5 -2 |-12 00 —5 | 12/

Die letzte Matrix konnte nun in das gestalfelte
Gleichungssystem G,. G.'. G3” zuriickver-
wandelt werden. Besser ist es, auch das end-
giiltige Ausrechnen von x3, x,. x| mit Matri-
zen abzuwickeln:

Y8 2 12 28 2 | 12
00 -1 o), fo2 -1 0
00—‘-; ~12 00 I f
58 0 2% 8 0 22
02 0 § 01 0 ‘i
00 I f 0 1 ;‘
20 0| -4 10 0 | -2
o1 o ‘: 01 0 ‘1‘
00 I % 00 I 2

Das Ziel ist ein charakteristisches Muster aus
Nullen und Einsen links vom vertikalen
Strich. Man erzeugt dieses Muster. indem
man (von unten nach oben) geeignete Viel-
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fache einer Zeile zu einer anderen Zeile
addiert bzw. indem man eine Zeile mit einem
geeigneten Faktor durchmultipliziert. Nach
jedem Schritt ist es prinzipiell mdglich, in das
entsprechende Gleichungssystem zuriickzu-
verwandeln. Wenn man nach dem letzten
Schritt zuriickverwandelt, so steht die Losung

da: 1 x40 x40 x3=—-2,

0'x1+1~x2+0-x3= ;,
8
0-x 4+0-x34+1"x3= 3
4 8
oder x;=-2, X2=3 X3 =3,

Die Losung kann also direkt rechts vom
vertikalen Strich abgelesen werden. Das Ver-
fahren in der neuen erweiterten Form heiBt
GauB-Jordan-Verfahren. Wer mitgerechnet
hat, wird bemerken, daB rein rechnerisch
dasselbe passiert ist wie oben, als wir mit
Gleichungssystemen arbeiteten. In der neuen
Form wird aber Schreibarbeit eingespart.

Schliisselstoffe und Nichtschliisselstoffe

»Rezepte* zum Losen bestimmter Aufgaben
sind die eine Seite der Wiséenschaft; niitz-
liche allgemeine Begriffe sind die andere
Seite. Bevor wir weitere Beispiele betrachten,
wollen wir uns begriffliche Klarheit verschaf-
fen. Stellen wir uns einen ,,chemischen Reak-
tor* vor, d. h. irgendeine (kiinstliche oder na-
tiirliche) Art von Behilter. Der Reaktor ent-
hédlt chemische Stoffe, welche bestimmte
chemische Reaktionen eingehen. Auf der
linken Seite einer Reaktionsgleichung stehen
die ,, Ausgangsstoffe* und auf der rechten
Seite die ,Endstoffe*. Diese Begriffe sind
relativ, da wir ja auch negative stdchiome-
trische Zahlen zulassen und da ein Endstoff
in einer nichsten Reaktion wieder Ausgangs-
stoll sein kann. Nicht mehr so relativ sind die
Begriffe

Schliisselstoffe = minimale Anzah! von Aus-
gangsstoffen,

Nichtschliisselstoffe = restliche Stoffe.

Bild 1 Schema eines chemischen Reaktors
Reaktor
an " ‘ap
g Stoffe 5
o] . . [
5 —» enthalten gehenein —» 5§
N . . — o
= - . . =
c% chemische chemische %
Elemerite Reaktionen

Danmit ist folgendes gemeint: _

1. Es gibt keine Reaktion, in der nur Schliissel-
stoffe auftreten.

2. Jeder Nichtschliisselstolf ist einziger End-
stofl in einer Reaktion mit Schliisselstoffen
als Ausgangsstoffen.

Die unter 2. angesprochenen Reaktionen
nennt man auch Schliisselreaktionen, denn
aus ihnen lassen sich alle nur moglichen
Reaktionen zusammensetzen.
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Nochmals das erste Beispiel «
In unserem Demonstrationsbeispiel kann
man H,CO;, C4HgO4, H,O als Schliissel-
stoffe nehmen und C¢H ;O als Nichtschliis-

selstoff. Beweis:
1. Der Ansatz
X1H2CO3+x1C6HgO7+X3HzOz:tO

(Zahl Null)
liefert nach dem GauB-Jordan-Verfahren
x; =x,=x3=0. Folglich gibt es keine Reak-
tion zwischen HzCOg, C6H307, Hzo
2. Wir hatten oben ausgerechnet

4
- 2H2C03 +§C5H307 + g HZO;:CGHI 205.

Was passiert nun, wenn wir den Nicht-
schliisselstoff CgH,;,0¢ durch C,H;OH
(Ethylalkohol) ersetzen?

Bei Weglassen der Zwischenschritte erhalten
wir nach dem GauB-Jordan-Verfahren

H,CO; C¢HgO,; H,0 C,Hs0OH
H/2 8 2 6
Cl1 6 0 2) -
o\l 7 1 1

28 2 6 100 |-2
-§02 —1 -1 p.~2J010 %

9 21 7

00 -3 |7 001 3

und konnen die gesuchte Reaktionsgleichung
ablesen:

- 2H2C03 + -32-C6H307 +;H201:!C2H50H

oder

2C¢HgO7+ 7TH,0=23C,HsOH +6H,CO5.
Links vom vertikalen Strich hat sich die
Rechnung offenbar nicht geéndert; nur rechts
vom Strich treten neue Zahlen aul. Man kann
Doppelarbeit vermeiden und die Rechnung
fiir C¢H,,0¢ und fir C;HsOH gemeinsam
in einem Zuge durchfilhren: Das GauB-
Jordan-Verfahren wird auf die Zusammen-
setzungs-Matrix

H,CO; C¢HgO, H,0 C¢H,,0¢ C,H;0H

H /2 8 2 12 6
(o} b 6 0 6 2
o \3 7 1 6 1
angewendet und liefert
1 00 -2 =2
4 2
010 3 3
8 7
001 i 3

Links vom Strich in der Zusammensetzungs-
Matrix stehen die Schliisselstoffe und rechts
vom Strich die Nichtschliisselstofle. Anstatt
zwei kann man natdirlich auch drei, vier, ...
Nichtschliisselstofle betrachten.

Schiliisselstoffe in der Uratmosphire
der Erde

Vor einigen Milliarden Jahren bestand die
Erdatmosphére hauptsichlich aus

CO CO,; H,0

Kohlen- Kohlen- Wasser

monoxid dioxid

CH, NH; SO,

Methan Ammoniak Schwefel-
dioxid

Welche dieser Stolfe sind als Schliisselstoffe
auszuwihlen, wenn man als Nichtschliissel-
stoffe alle iibrigen aus C, O, H, N, S zu-
sammengesetzten Verbindungen annimmt ?

Bild 2
Die Uratmosphire der Erde als
chemischer Reaktor

Uratmosphire
Cco CO,
H,0 CH,
NH; SO,

Urozean

Antwort: Jede der Kombinationen
COg,, H,0, CHy, NH3, SO,
CO, H,0, CH,, NH;, SO,
CO, CO,, CH,, NH,, SO,
CO, CO,, H,0, NH3;, SO,
kommt in Frage.

Beweis:

1. Auf NH; und SO, kann man als Lieferan-
ten von N bzw. S nicht verzichten. Auf je
einen der Stoffe CO, CO,, H,0, CH,4 kann
man verzichten, denn es gilt

4CO -3C0O;+2H,0 —CH,=0 (Zahl Null).
Avf je zwei Stolle kann man aber nicht ver-
zichten, denn es gibt keine Reaktion zwischen
je dreien der Stoffe. (Dies ist natiirlich nach-
zurechnen')

2. Das GauB-Jordan-Verfahren ,klappt“ fiir
jede der obigen Kombinationen und fiir
jeden anderen aus C, O, H, N, S bestehenden
Nichtschliisselstoff. Das bedeutet, daB bei-
spielsweise die Zusammensetzungs-Matrix

CO, H,0 CH, NH; SO,
1 0 1 0 0
2 1 0 o0 2
0 2 4 3 0
0 0 0 1 0
0o 0 0 o0 1

in das charakteristische Muster aus Nullen
und Einsen
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iberfiihrt wird.

Beispiel mit praktischer Bedeutung

Das folgende Beispiel entstammt einer Che-
mievorlesung an der Karl-Marx-Universital
Leipzig. Bei der sogenannten Synthesegas-
gewinnung enthilt der Reaktor die Stolfe
C,H,,CO, CO,, H;0,CH,, C,Hg (Ethan).
Durch geschickte Anordnung erreichen wir,
daf3 das GauB3-Verfahren schon fertig ist, ehe
es begonnen hat!

C H, CO CO, H,0 CH, C,H,
o/t 0 1|t o 1 2
Hlo 2 o] o 2 4 &6
c\o o 112 1 o0 o

Die Fortsetzung zum GauB-Jordan-Verfah-
ren erfordert nur noch zwei Rechenschritte
und liefert

1 0 0]-1 -1 I 2
0 1 0] 0 1 2 3
0 0 1 2 1 ¢ 0

Wir lesen die vier Schliisselreaktionen ab:
R,: —C+2C0=CO,
R;: —C+H2+C012H20
R]: C+ 2H11:!CH4
R4: 2C+3H12:!C1H5
Andere mogliche Reaktionen, also ,,Nicht-
schliisselreaktionen®, sind z. B.
Ry + R3:2CO + 2H, 2 CO; + CH.,,
R2+R3.' CO+3H2:ﬂH20+CH4

Aufgaben fiir den Leser

Ala Man berechne Schliisselreaktionen
zwischen den Stoflen

CO, CO,, H,0, CH,0H, C,;H;OH.
Hinweis: Wie in allen unseren Beispielen, so
gilt auch hier Anzahl Schliisselstoffe = An-
zahl der beteiligten chemischen Elemente.
A2A Man berechne Schliisselreaktionen

zwischen den Stoffen (Te = Tellurium)
Te,, TeO,, TeOCl,, TeCl,, TeCly.

Dies ist ein Beispiel aus der anorganischen
Chemie! R. Schimming
Eine Aufgabe aus

der AbschluBpriifung KI. 10 (1981)

Aus  Natriumchloridlosung  wurden auf

elektrochemischem Wege Natrinmhydroxid,
Wasserstofl und Chlor hergestellt. Fiir die
Stoffumwandlung bei diesem technischen
ProzeB kann zusammenfassend folgende
chemische Gleichung angegeben werden:
2NaCl+2H,0—-2NaOH +H,+Cl,.

In unserer Republik werden jahrlich 750000t
Natriumchlorid fiir die Produktion von Na-
triumhydroxid, Wasserstofl und Chlor ver-
braucht.-

Berechnen Sie das Volumen des Chlors, das
bei der Umsetzung dieser Masse an Natrium-
chlorid entsteht!

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Jakob A. Gurwitsch
und Dozent Dr.
H.-J. Binder

Wissenschaftl. Inst. f. Gummi- und Latex-
waren, Moskau/TH Leuna-Merseburg

422374 Man lasse Kaliumpermanganat
und Salzsdure miteinander reagieren.

a) Stellen Sie die Reaktionsgleichung mit zu-
nichst unbestimmten Koeflizienten x; auf!
b) Berechnen Sie die unbestimmten Koelfi-
zienten x; durch Aufstellung und Losung eines
linearen Gleichungssystems!

Beachten Sie, daB die Lsungen x; nur ganz-
zahlig sein konnen!

¢) Geben Sie die Reaktionsgleichung an'!

Prof. Dr. sc. techn. Jakob A. Gurwitsch,
Moskau

Lésung:

a) Die Reaktionsgleichung lautet

Xy KMﬂ04 +* xZHCl

=x3KCl+ x4MnCl; + x5Cl; + x¢H,O
b) Daraus folgt das Gleichungssystem

K: x; =x3 (0
Mn: x; = x4 2)
0O: 4x; = X6 (3)
H: X, = 2x¢ 4)
Cl: X2=X3+2x4+2x5 (5)

das sind 5 Gleichungen fiir 6 Unbekannte.
Wegen (1) und (2) folgt x3=x4= x, (6)
und wegen (3) und (4) 8x; =x;=2x¢. 7)
Aus (4) und (5) lolgt

2xe=x3+2x4+2x5,
also wegen (6) und (7)

8x;=3x; +2x;s
und damit

5x1=2xs.
Eine Variable ist also frei wéihlbar,z. B. x5 = 5.
Damit ergeben sich 5x, =10,

also x;= 2 Ky=2
x;=16 Xxe=38.
X3= 2

c) Die Reaktionsgleichung lautet damit
2KMnO, + 16HCI
=2KCI+2MnCl, + 5Cl, +8H,0.

Geheimnisvolles
Verschwinden

lm Schachspiel bewegt sich der Bauer nur
vorwirts. Ausgenommen den Schlaglull, gein
er von seinem urspriinglichen Standfeld ¢iir
weifle Bauern - die 2. Reihe. [iir schwarse
Bauern — die 7. Reihe) aus um ein oder 7w
[reie Felder auf séiner Linic vor sowic in der
Folge um je e¢in freies Feld. Beim Schlugen
bewegt er sich aul ein solches Feld vorwiirts.
das in der Diagonale an sein eigenes angrenzt.
Jeder Bauer. der die letzte Reihe (liir Waild
die 8., lir Schwarz die 1.) erreicht hat. st
sofort - als Bestundteil des gleichen Zuges

in eine Figur gleicher Farbe (auiler dem Ko-
nig) nach Wahl des Spielers zu verwandeln.

a

h
L}

A

2 b ¢ d e f 9 H

In unserem Aufgabendiagramm ist die Par-
tieanfangsstellung noch fast erhalten. nuy
der weiBe Springer gl und der schwarze
Springer g8 sind vom Brett verschwunden, und
der schwarze Bauer d7 ist nach d5 gelangt.
Welche kiirzeste Zuglolge [iihrte aus der
Partieanfangsstellung zu dem abgebildeten
Stellungsdiagramm? Gibt es dabei unter-
schiedliche Zugreihen(lolgen?

H. Riidigcr

Anmerkung: Die Zige der gesuchien Zug-
[olge sind zwar bei weitem nicht dic besten.
aber nach den Spielregeln durchaus mach-
bar!
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Konstruktionen

mit einem Spiegellineal

Geometrische Konstruktionen kdnnen mit
verschiedenen Zeichengerédten ausgefiihrt
werden. Oft verwendet man Zirkel, Lineal
und Zeichendreiecke.

Wir wollen im folgenden Konstruktionen mit
einem Spiegellineal ausfithren. Es besteht aus
einem ebenen Metall- oder Glasspiegel, der
gerade Kanten hat und senkrecht aufl der
Zeichenebene steht.

leiste
-/

. " Z
Spiegelfliche g

Bild 1

Zeichenebene

Ein Spiegellineal konnen wir sehr einfach an-
" fertigen. Dazu benstigen wir einen rechtecki-
gen ebenen Spiegel, etwa 20cm lang und
4cm breit. Aul der Riickseite dieses Spiegels
befestigen wir als Stiilze eine quader(Grmige
Holzleiste. Steht ein Spiegel mit diesen MaBen
nicht zur Verfiigung, kdnnen wir uns auch
mit einem rechteckigen Taschenspiegel be-
helfen, den wir jeweils senkrecht aul die
Zeichenebene stellen.

Aus dem Physikunterricht wissen wir, dal
ein ebener Spiegel einen Gegenstand so ab-
bildet, daB sein Spiegelbild symmetrisch zur
Ebene des Spiegels erscheint. Steht der Spiegel
senkrecht auf der Zeichenebene, so liegen ein
Punkt P der Zeichenebene und sein Spiegel-
bild P’ symmetrisch beziiglich der unteren
Spiegelkante s. Insbesondere liegt P’ wieder
in der Zeichenebene. Der Spiegel unseres
Lineals bildet also jede Figur F der Zeichen-
ebene so ab, daf} die im Spiegel erkennbare
Bildfigur F’ ‘in dieser Zeichenebene und
symmetrisch zu s liegt.

Aufgaben

Ala Zeichne einen beliebigen Kreis k mit
dem Mittelpunkt M! Lege das Spiegellineal
so aufl die Zeichenebene, dafl die Spiegel-
kante s

a) durch M geht,

b) nicht durch M geht, aber k schneidet,

¢) den Kreis k nicht schneidet!

Beobachte jeweils die Bildligur im Spiegel!
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A2A Zeichne ein Quadrat!

Wie muB3 man das Spiegellineal aul das Qua-
drat legen, damit die nicht Gberdeckte Rest-
figur durch die im Spiegel erscheinende Bild-
figur zu einem vollsténdigen Quadrat ergénzt
wird?

A3 A Zeichne eine Gerade ¢!

Wie mull man das Spiegellineal auf die
Gerade legen, damit die im Spiegel erkenn-
bare Bildgerade ¢’

a) ,ohne Knick", also in gleicher Richtung
weiterldult,

b) unter einem Winkel von 90" weiterlduft?

Die Aulgaben zeigen, dal das Spiegellineal
niitzlich sein kann, um die Symmetrieeigen-
schaften einer Figur aufzufinden und zu
untersuchen. Das Spiegellineal ist als Zeichen-
instrument aber vor allem zum Ausfiihren
bestimmter geometrischer Konstruktionen
geeignel.

Mit ihm konnen verschiedene Grundkon-
struktionen ausgefiihrt werden. Die erste
Grundkonstruktion K, entspricht der lib-
lichen Verwendung eines Lineals zum Ziehen
von Geraden. Sie ergibt sich daraus, dafB
unser Spiegel eben und die Spiegelkante s
gerade ist.

K,: Man kann mit dem Spiegellineal die
Gerade konstruieren, die durch zwei ver-
schiedene Punkte hindurchgeht.

Dazu legt man die Spiegelkante s an die bei-
den Punkte P und Q an und zieht lings dieser
Kante die Gerade PQ.

Eine zweite Grundkonstruktion K, beruht
aufl der Spiegelwirkung des Lineals.

K,: Man kann mit dem Spiegellineal einen
beliebig vorgegebenen Winkel halbieren.

5t Bild 2

Dazu stellt man das Spiegellineal so aufl die
Zeichenebene. dalB seine Kante s durch den
Scheitel S des gegebenen Winkels £(s,, s,)
geht und dreht das Spiegellineal solange um
S bis das Spicgelbild von s, mit dem Schenkel

51" des Nebenwinkels <(s,, s;) und daher
auch mit s, in einer Geraden liegt. Die Spie-
gelkante s ist dann Symmetrieachse zu s,, s,
und gibt die Winkelhalbierende w, von
X(s1, 52) an.

Die niachsten Konstruktionen sollen mit dem
Spiegellineal als endliche Folge der Grund-
konstruktion K und K ausgefiihrt werden.
In Aufgabe 3 haben wir bereits [estgestellt:
Eine Senkrechte h zu einer Geraden g im
Punkte Peg konstruiert man, indem man das
Spiegellineal so auf P stellt, daf} das Spiegel-
bild von g ohne Knick im Spiegel weiter-
lauft. Nach der Grundkonstruktion K , haben
wir dann einen gestreckten Winkel halbiert
und dadurch eine Senkrechte konstruiert.

A4 4  Gegeben sind eine Gerade ¢ und ein
Punkt P, der nicht aul g liegt.

a) Konstruiere das Lot / von P aul g!

b) Konstruiere die Parallele k von ¢ durch P!

A5A Konstruiere ein Quadrat ABCD iiber
der gegebenen Seite AB!

Hinweis: Errichte in A und B die Senkrechten
zur Strecke AB! Halbiere den rechten Winkel
¥ DAB ! Die Winkelhalbierende schneidet die
in B errichtele Senkrechte von AB in C. Die
Senkrechte in C zu BC lielert den Punkt D.
Begriinde die Konstruktion!

4 C

Bild 3

A 8

A6 A Konstruiere die Mittelsenkrechte zur
Strecke AB! Fille dazu vom Schnittpunkt
der Diagonalen des Quadrates ABCD das Lot
aul AB!

A7a Konstruiere iiber einer Strecke AB
ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck!

Mit den Ergebnissen der Aufgaben S und 6
148t sich zu jeder gegebenen Strecke ein ganz-
zahliges Vielfaches davon konstruieren.
Auferdem ist es moglich, eine Strecke in eine
natiirliche Anzahl von Teilen zu zerlegen.

A84a Verfiinffache eine gegebene Strecke
AB!

Bild 4

A 8 c
Hinweis: Setze fiinf Quadrate aneinander!

A94a Teile eine gegebene Strecke AB in
drei gleiche Teile!

Bild 5




Hinweis: Trage auf dem Hillsstrahl dreimal
die gleiche Strecke ab (siehe Aufgabe 8)!
Verbinde den Punkt C mit B, und zeichne
Parallelen durch die Teilpunkte (siehe Auf-
gabe 4b)!

Konstruktionen, die wir iiblicherweise mit
dem Zirkel ausfiihren, sind mit dem Spiegel-
lineal nicht so einfach zu bewiltigen. Ein
Kreis 1aBt sich mit dem Spiegellineal nur
~punktwetse” konstruieren. Ist der Durch-
messer AB des Kreises gegeben, so zeichnen
wir von Punkt A aus beliebig viele Strahlen
und fillen von Punkt B das Lot aul jeden
Strahl. Die Schnittpunkte liegen nach der
Umkehrung des Satz des Thales auf einem
Kreis.

Bild 6

Zur Losung der [olgenden Aufgabe wiirde
man iblicherweise den Zirkel benutzen. Sie
ist aber auch mit dem Spiegellineal |Gsbar.

A10a Eine Strecke AB ist auf einer Ge-
raden g von einem Punkt C aus abzutragen.

A 8

Bild 7

(3

Himveis: Konstruiere das Parallelogramm
ABCD durch zweimaliges Zeichnen von Par-
allelen! Halbiere den Winkel « (CD, g), und
fille das Lot von D aul die Winkelhalbie-
rende! Die Verldngerung des Lotes schneidet
gin E.

Konstruiere auch die zweite Losung der Aul-
gabe! Trage AB an C auf der Halbgeraden
ab, die E nicht enthilt!

Alla Ein gegebener Winkel « ist an eine
Gerade g im Punkt P anzutragen!

a”

Wy (g,8')

a’

Hinweis: Fithre mit dem Spiegellineal [ol-
gende Konstruktion aus:

~ Verschiebung sp
- Konstruktion der Winkelhalbierenden

W x5
— Spiegelung des Winkels x (o, b')

an w X9 )
Begriinde die Konstruktion, und fiihre sie mit
dem Spiegellineal aus!
Beachte, dal3 es weitere Losungen gibt, ent-
sprechend der moglichen Lagen des einen
Schenkels aufl der Geraden und des anderen
Schenkels in der jeweiligen Halbebene.

Auf Schwierigkeiten sto3t man, wenn mit dem
Spiegellineal unter Verwendung der Grund-
konstruktionen K; und K, Schnittpunkte
von Kreis und Geraden oder Schnittpunkte
zweier Kreise ermittelt werden sollen.

A12a Gegeben sind eine Gerade g und
von einem Kreis k der Mittelpunkt M und
ein beliebiger Kreispunkt P, der nicht auf g
liegt. Die Schnittpunkte von g und & sind zu
konstruieren! Diese Aulgabe ist mit den
Grundkonstruktionen K, und K, nicht 16s-
bar. Sie wird erst ausfiihrbar, wenn wir eine
weitere Grundkonstruktion K fiir das Spie-
gellineal einfiihren:

K4: Man kann das Spiegellineal so an den
Endpunkt Q einer gegebenen Strecke PQ le-
gen, daB das Spiegelbild P’ des Punktes P auf
eine gegebene Gerade g fallt.

Dazu stellt man das Spiegellineal mit der
Kante s aul Q und bewegt es so, daB3 s weiter-
hin auf Q liegt und der Spiegelpunkt von P
aul dem Rande des Spiegels seitlich oder oben
mit der gegebenen Geraden g durch Peilung
zur Deckung kommt. Hat man diese Lage des
Spiegellineals erreicht, muf3 der Punkt P’ kon-
struiert werden. Dabei ist zu beachten, dafl
die Strecken PQ und P'Q wiederum symme-
trisch zur Spiegelkante s sind und daB aul
Grund der Peilung P’ auf g liegt. Das gleich-
schenklige Dreieck PQP’ wird konstruiert,
indem man entlang der Spiegelkante s eine
Gerade h zieht und von P aus das Lot [ aul h
f@llt. Der Schnittpunkt des Lotes | mit der
Geraden g ist der gesuchte Spiegelpunkt P’
von P. Da die Strecken PQ und P'Q kon-
gruent sind und P’ auf g liegt, hat man mit
dieser Konstruktion einen Schnittpunkt des
Kreises um Q mit dem Radius PQ und der
Geraden g konstruiert.

Bild 10

Die Grundkonsmﬂion K3 hat je nach der
Lage von g und PQ zwei, genau eine oder

-keine Losung, je nachdem ob die Entfernung

des Punktes Q von der Geraden g kleiner,
gleich oder groBer ist als die Liange der
Strecke PQ.

Da die Ldngen der Strecken PQ, P'Q und
m gleich sind, 1aBt sich mit der Grund-
konstruktion K3 auch Aulgabe 12 16sen. Ver-
gleicht man die Genauigkeit der Grund-
konstruktionen K, K; und K3 miteinander,
so erkennt man leicht, daB bei der Grund-
konstruktion K3 auf Grund der Lagebestim-
mung des Spiegellineals durch Peilung grb'-'
Bere Ungenauigkeiten auftreten konnen.

A13a Konstruiere ein  gleichseitiges
Dreieck, wenn die Seite AB gegeben ist!

AL, ¢

Bild 11 X

/IA [

Hinweis: Konstruiere das Quadrat ABCD,
den Schnittpunkt M der Diagonalen und die
Mittelsenkrechte zu 4B, die durch M geht!
Mit Hilfe von K l4Bt sich dann die Strecke
AD so um 4 drehen, daB der Spiegelpunkt E
von D auf die Mittelsenkrechte [illt. Das
Dreieck ABE ist nach der ausgefiihrten Kon-
struktion gleichseitig.

Als letztes zeigen wir, daB mil dem Spiegel-
lineal auch die Konstruktion der Schnitt-
punkte zweier Kreise zwar kompliziert, aber
grundsatzlich moglich ist.

Alda Von zwei Kreisen k,, k, sind die
Mittelpunkte M,, M, und je ein weiterer
Kreispunkt P, P, gegeben. Konstruiere mit
dem Spiegellineal die Schnittpunkte Q,, Q,
der beiden Kreise!

Bild 12

An Hand der Planfigur iiberlegen wir uns eine
Moglichkeit fiir die Konstruktion.

Da wir mit dem Spiegellineal keine Kreise
zeichnen konnen, ist es erforderlich, die Ver-
bindungsgerade Q,Q, der Schnittpunkte zu
konstruieren. Die folgenden Rechnungen er-
geben eine Orientierung fiir diese Konstruk-
tion.

Gegeben sind |[P\M,|=r, [P2My]=r,,
|M | M;|=a, gesucht sei |M,R|=x.

Nach dem Satz des Pythagoras erhiilt man
fir die rechtwinkligen Dreiecke M|RQ; und
RM,Q,

101



ri=x*+h? h*=r} —(a—x)?
und weiter
ri=x?+ri—(a—x)?
ri=x24r?—a?+2ax—x?2

2 p A2 a2
ri+a—r3 " iy
x=-————= Wir setzen fiir

2a
1 +a?=b2 (1
Dann ist
_bP=r} _(b+r)-(b—r3)
AT P
X b+r,
b—r;= 2a @)

Aul Grund der Gleichungen (1) und (2) kann
man Strecken der Linge b und x nach dem
Satz des Pythagoras bzw. nach dem Strahlen-
salz mit “em Spiegellineal konstruieren.
Trigt man dann von M, eine Strecke der
Linge x auf dem Strahl MM, ab, so erhilt
man R. In R kann man leicht die Senkrechte
zu M, M, errichten. AbschlieBend kann man
von M, aus eine Strecke der Linge r; mit
Hilfe der Grundkonstruktion K3 so drehen,
daB3 ihr Endpunkt aul dieser Senkrechten
liegt. Damit erhilt man die Schnittpunkte Q,,
Q, der Kreise ki, k».

Mit dieser Aufgabe erhdlt man ein recht er-
staunliches Resultat. Man kann mit dem
Spiegellineal Kreise nur punktweise kon-
struieren. Ansonsten sind jedoch alle mit
Zirkel und Lineal ausfithrbaren Konstruk-
tionen, die daraul beruhen, Schnittpunkte
von zwei Geraden oder von Kreis und Ge-
raden oder von zwei Kreisen zu ermitteln,
mit dem Spiegellineal 16sbar.

Beim praktischen Ausfithren bestimmter
Konstruktionen stelit man fest, daB es Auf-
gaben gibt, die mit dem Spiegellineal ein-
facher als mit Zirkel und Lineal 16sbar sind
(siche z. B. Aufgabe 15).

Andere Aufgaben erfordern jedoch mit dem
Spiegellineal erheblich mehr Aufwand als
mit Zirkel und Lineal!
Al5a Konstruiere ein regelmiBiges
Achteck

a) mit dem Spiegellineal,
b) mit Zirkel und Lineal!

U. Sonnemann
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Fiir Spezialisten:

Anspruchsvolle Olympiadeaufgaben

Ala Zehn Spieler begannen zu spielen,
jeder mit derselben Geldsumme. Jeder warf
der Reihe nach finf Wiirfel. Bei jedem Spieler-
wechsel bezahlte der Spieler, der eben ge-
wiirfelt hatte, jedem der neun Mitspieler 1/n
der Geldsumme, die jener Mitspieler in dem
Augenblick besaB, wobei n die geworfene
Augensumme bezeichnet. Alle Spieler wiir-
felten und zahlten reithum. Beim zehnten
Wurl( zeigten die Wiirfel die Augensumme 12.
Als alles bezahlt war, stellte man fest, da3
jeder Spieler genau die Summe besaB, die er
zu Beginn hatte.

Man bestimme, wenn méglich, die Augen-
summe der Wiirfel bei jedem Wurl.
Irternationaler Wettbewerb zwischen
Gropbritannien, Niederlande, Belgien,

7 Jugoslawien, Luxemburg in Luxembury

(10./11.Juli 1980)

A2A Zwei Kreise beriihren sich (auBen
oder innen) im Punkt P. Eine Gerade beriihrt
den einen Kreis in 4 und schneidet den ande-
ren in B und C.

Man beweise, daBl dic Gerade PA eine der
Winkelhalbierenden des Winkels BPC ist.

Internationaler Wettbewerb zwischen
Gropfbritannien, Niederlande, Belgien,
Jugoslawien, Luxemburg in Luxemburg
(10./11. Juli 1980)

A3 A Die Zahlen ay, ay, ..., a, sind durch

1

ai
=7, 0k+1=au+7 k=0, 1, ..., n—1)

definiert. Man beweise: 1—%<a,,<1.

Internationaler Wettbewerb zwischen
GroBbritannien, Schweden, Finnland

und Ungarn auf den Aland-Inseln,
Finnland (29.6. bis 4.7.1980) - siehe Teil-
nehmerplakette

A4A Xx; und x; seien die Ldsungen der
quadratischen Gleichung

1
x2+px—?=0,

wobei p+0 ein reller Parameter ist.

Beweise die Ungleichung x,*+x,*>2+ [/5!
3. Stufe der Mathematikolympiade,

VR Bulgarien (18./19.4.1980)

A5A Geben Sie die Losungsmenge der
folgenden Ungleichung iiber der Menge der
reellen Zahlen als Grundbereich an:

x—1
Vx+1>1+ —1
x
3. Stufe der Mathematikolympiade,
VR Bulgarien (18./19.4.1980)

A6A Gegeben ist die (arithmetische) Zah-
lenfolge 0, S, 10, 15, 20, ....

Die wievielte Zahl in der gegebenen Folge ist
die kleinste, deren Quersumme 45 ist?
Erginzende Aufgabe: Man bestimme die
kleinste Zahl, deren Quersumme 27 betrigt
und die durch 36 teilbar ist.

Olympiadeaufgabe aus der SR Rumdnien
(K lassenstufe 7)

A7A Ermitteln Sie, welche Ziffer rechts
neben dem Komma bei der Dezimalentwick-
lung der Zahl (}/3 +]/2)!%%° steht!

Vorbemerkung: Bei der Losung derartiger
Aufgaben sollte man versuchen, die
reziproke Zahl |/3—}/2 zu nutzen.
Ergdnzende Aufgabe: Man bestimme alle
reellen Zahlen x, fir die

/3+V/2r +(/3-)/ 2 =az25ilt

Hinweis: Die Substitution y=([/§+ ]/i)"
fihrt auf die quadratische Gieichung
y:—ay+1=0.

Olympiadeaufgabe aus der SR Rumiinien
(Klassenstufe 7)

Fiir die Bereitstellung von Olympiadeauf-
gaben, aus denen wir eine kieine Auswahl
trafen, danken wir den Mitgliedern der Olym-
piadekomitees P. Kenderov, Sofia; J. Reiman,
Budapest; Th. Miihlgassner, Eisenstadt
(Osterreich); Gazeta Matemati¢a, Bukarest;
fiir ihre Bearbeitung W. Moldenhauer, Erfurt.



Russisch
fir Mathematiker?

Fiir den thematischen Sammler ist es hiufig
besonders lehrreich, Zusammenhinge solcher
Briefmarken mit seinem Sammelgebiet auf-
zudecken, die auf den ersten Blick anschei-
nend keinerlei Beziige dazu aufweisen (vgl.
den philatelistischen Beitrag in alpha 1981,
Heft 3, S. 54 bis 55). In diesemn Sinne wollen
wir hier die 1979 in der DDR anliBlich des
1V . Internationalen Kongresses der Lehrkrdfte
fiir russische Sprache und Literatur in Berlin
erschienene Briefmarke zum AnlaB nehmen,
um etwas liber die russische Sprache als inter-
nationale Vermittlerin mathematischen Wis-
sens auszusagen.

IV.INTERRATIBNALER KONGRESS
DER LEHRKRAFTE FijR RUSSISCHE SPRACHE
URDLITERATUR/BERRIR 1979

T T VT T VUV UTUTTY

Der erste westeuropdische Mathematiker,
der sich fiir die russische Sprache interessierte,
wenn er es auch nicht zu ihrer vélligen Be-
herrschung brachte, scheint G. W. Leibniz
(1646 bis 1716) gewesen zu sein. Eine nennens-
werte Pflege der Mathematik in russischer
Sprache gab es zu dieser Zeit noch nicht.
Am Beginn eines wissenschaftlichen Lebens
in RuBland stehen erst die Griindung der
Petersburger Akademie 1725 und der Mos-
kauer Universitit 1755. Dort hatten jedoch
bis ins 19. Jahrhundert Auslinder, insbeson-
dere Schweizer und Deutsche wie Danie/ und
Nikolaus Bernoulli, Leonhard Euler, Christian
Goldbach und J. Ch. M. Bartels (vormals
Lehrer von GauB) die fiihrenden Positionen
in der Mathematik inne. Freilich lernten sie
alle die russische Sprache zu meistern, und
vor allem Euler verfaBte nicht nur einige
Lehrbiicher, sondern auch einen kleinen Teil
seiner wissenschaftlichen Aufsitze in russi-
scher Sprache. Die Ergebnisse des ersten be-

deutenden russischen Mathematikers, N. I.
Lobatschewski, von denen in Westeuropa zu-
nichst nur ,,Kostproben** in Deutsch und
Franzosisch erschienen, veranlaBten C. F.
Gaufl noch im Alter von iber 60 Jahren,
Russisch zu lernen, um weitere Arbeiten
Lobatschewskis lesen zu koénnen. Um die
Mitte des 19.Jahrhunderts wurde in Berlin
eine Zeitschrift ,,Archiv fiir wissenschaftliche
Kunde von RuBland* gegriindet, in der nur
deutsche Ubersetzungen von wichtigen Arbei-
ten russischer Gelehrter erschienen. Insbe-
sondere auf dem Gebiet der Mathematik
riickte RuBland in der zweiten Hilfte des
19.Jh. zu den filhrenden Nationen auf.
Deutscher Einflul spielte jedoch nach wie
vor eine mannigfache Rolle in der russischen
Mathematik, und Deutsch blieb die wichtig-
ste Fremdsprache in RuBland, die von vielen
russischen Mathematikern ausgezeichnet be-
herrscht wurde, wiahrend es umgekehrt stets
nur vereinzelte deutsche Mathematiker gab
(um 1900 z. B. Friedrich. Engel und Heinrich
Liebmann), deren russische Sprachkenntnisse
ausreichten, um russische Arbeiten im Origi-
nal zu lesen und an ihrer Ubersetzung und
Herausgabe in deutscher Sprache mitwirken
zu konnen. In den Jahren zwischen 1922 und
1933 wirkten verschiedene namhafte sowjeti-

sche Mathematiker, u. a. der Topologe P. S. .

Alexandroff- und der Mathematikhistoriker
W. W. Struve, zeitweise in Deutschland. Die
beriilhmte Gottinger Algebraikerin  Emmy
Noether lehrte 1928/29 als Gast an der Mos-
kauer Universitét. All dies trug dazu bei, da
die Sprachbriicke zwischen deutschen und
sowjetischen Mathematikern nicht abriB.
Man muB dabei beriicksichtigen, daB zum
Verstehen mathematischer Texte in einer
fremden Sprache gewdhnliche Sprachkennt-
nisse im allgemeinen nicht ausreichen, es ist
notig, die Fachausdriicke zu kennen. (In der
belletristischen Literatur kommt es auch jetzt
noch vor, dal Mengenlehre — schon fast ein
Wort der Umgangssprache — mit ,,Theorie
der Vielheiten** iibersetzt wird.) Inzwischen
hatte die sowjetische Mathematik Weltgel-
tung erreicht. Erste Projekte, bestimmte
Werke auch in den USA zu iibersetzen,
wurden in Angriff genommen, aber erst nach
dem 2. Weltkrieg zum AbschluB gebracht.
(Heute besteht ein hoher Anteil der Produk-
tion der meist multinationalen Verlagskon-
zerne, die den kapitalistischen Weltmarkt
auf dem Gebiet der mathematischen Fach-
literatur beherrschen, aus Ubersetzungen aus
dem Russischen.)

In den ersten Jahren nach der Befreiung vom
Faschismus erhielt auch die wiedererstehende
Lehre und Forschung aul mathematischem
Gebiet bei uns viellache Hilfe durch die
Sowjetunion, teils durch sowjetische Gast-
professoren wie B. W. Gnedenkound L. A. Ka-
loujnine, vor allem aber durch die Bereit-
stellung von Fachliteratur zur Ubersetzung

ins Deutsche, wobei auch die Ubersetzungen
selbst anfangs kaum ohne sowjetische Hilfe
zustande kamen. Dieser Unterstiitzung ist es
zu danken, daB Verlage der DDR etwa ab
1950 rund zwei Jahrzehnte lang eine fithrende
Rolle bei der ErschlieBung sowjetischer ma-
thematischer Fachliteratur nicht nur [ir Be-
nutzer der DDR, sondern auch fiir solche in
Westeuropa und den USA spielen konnten.
Heute verstehen alle Mathematiker der DDR
die russische Sprache wenigstens so gut, dall
sie die neueste sowjetische Fachliteratur
ohne Probleme in der Originalsprache lesen
konnen. Viele von ihnen haben ein Studium
in der Sowjetunion oder einen ldngeren
Studienaufenthalt dort aufzuweisen. Daher
erscheinen bei uns nur noch wenig Uber-
setzungen aus dem Russischen. Dafiir gibt
es verschiedene mehrsprachige Fachworter-
biicher und seit 1978 das Lehrbuch ,,Russisch
fiir Mathematiker** (VEB Verlag Enzyklopa-
die). Wer Fremdsprachen beherrscht, braucht
nicht die drei bis fiinf Jahre zu warten, die
es im allgemeinen dauert, bis neue Ergeb-
nisse der Wissenschaft in Ubersetzungen er-
scheinen oder in lehrbuchmibBige Darstellun-
gen einflieBen. Russisch ist eine Weltsprache
der Wissenschaft geworden.
Die hiibsche quadratische Marke mit dem
kyrillischen Alphabet verdient daher sehr
wohl einen Platz in der mathematischen Brief-
markensammlung.

P. Schreiber

Frobel-Zitate

,,Der Wiirfel ist der reine Gegensatz zur
Kugel, ersetzt die Mannigfaltigkeit ihrer
Bewegung durch seine Form, durch die
Verschiedenartigkeit seiner Glieder, seiner
Eigenschaften und besonders seiner
Anschauungsweisen.*

,,Das Spielist nicht Spielerei, es hat hohen
Ernste und tiefe Bedeutung. ..
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

15 Jahre

mathematische
Mannschaftswettbewerbe
im Bezirk Cottbus

In alpha (Heft 3/1967) berichteten wir iiber
einen erstmalig im Bezirk Cottbus durchge-
fihrten mathematischen Mannschaftswett-
bewerb.
Er wird in jedem Jahr [iir eine Klassenstufe
ausgeschrieben. Je drei Schiiler bilden eine
Mannschaft und l6sen in kollektiver Zusam-
menarbeit zehn Aufgaben. Im Oktober wurde
ein Kreisausscheid durchgefiihrt. Zum Be-
zirksausscheid, der in diesem Jahr im Mai
durch den Kreis Senltenberg ausgerichtet
wurde, delegierte jeder Kreis seine beste
Mannschalt, die aus einer Schule kommen
muBte. Der Sieger wurde durch einen Pokal
geehrt, den der Vorsitzende der Bezirkssek-
tion der Mathematischen Gesellschalt der
DDR gestiftet hatte.
Der Gedanke, durch gemeinsame Arbeit
Freude an der Bewiltigung mathematischer
Probleme zu erzeugen, hat sich bewihrt. Im
Schuljahr 1981/82 fand nunmehr der
15. Mannschaftswettbewerb statt.
Welche Anforderungen gestellt wurden, zei-
gen die Aufgaben, die beim Kreisausscheid
1981/82 der Klasse 5 zu l6sen waren.

M. Mdthner/G. Schulze

15. Mannschaftswettbewerb

Klasse 5
Kreisausscheid - Schuljahr 1981/82

Arbeitszeit 120 Minuten

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu begriin-
den. Der Losungsweg muf3 deutlich erkenn-
bar sein.

Hinweis: Arbeite nach folgenden Regeln:

1. Lies alle Aulgaben sorgfaltig durch!

2. Wihle eine Aufgabe aus, von der du meinst,
daB du sie 16sen kannst!

3. Teile deinem Mannschaftskapitin mit,
welche Aufgabe du bearbeitest !

4. Kommst du mit der Losung nicht zurecht
oder bist du unsicher, ob dein Losungsweg
richtig ist, so hole Rat und Hille bei deinen
Mannschaftskameraden ein!
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5. Entwirf die Losung so, daB sie iibersicht-
lich und jeder Schritt treffend begriindet ist!
6. Ubergib deinem Mannschaftskapitin den
Entwurf deiner Losung zur Kontrolle!

7. Fertige nach nochmaliger Kontrolle jedes
einzelnen Losungsschrittes die Reinschrift
an! Schreibe gut lesbar! Achte auf einwand-
freie Rechtschreibung und Grammatik!

8. Frage bei deinem Mannschaftskapitin
nach, welche Aulgaben noch zu 16sen sind!
Wihle eine neue Aufgabe aus und beriick-
sichtige bet ihrer Losung die Hinweise 1 bis 7!

Zusatz fiir den Mannschaftskapitin

- Uberwache die oben gegebenen Hinweise!

— Vermeide Doppelarbeit!

— Dulde keinen Leerlauf in deiner
Mannschaft!

— Lege besonderen Wert auf eine sorgliltige
und kritische Kontrolle der Losungen!

Aufgaben

Ala Aufdem X. Parteitag der SED wurde
berichtet bzw. beschlossen: Die industrielle
Warenproduktion in der DDR betrug in den
Jahren von [976 bis 1980 insgesamt 1,625 Bil-
lionen Mark. 1985 soll diese Produktion
0,471 Billionen Mark groBer sein als in den
angegebenen Jahren.

a) Schreibe die Ziffer der Zahl 1,625 Billionen'!
b) Um wieviel Milliarden Mark soll 1985 die
industrielle Warenproduktion 2 Billionen
liberschreiten?

A2A Wenn man die Zahl 12345679 mit
einer einstelligen Zahl multipliziert, erhilt
man ein Produkt, in dem nur die Grund-
ziffer | auftritt.

Wie heil}t diese einstellige Zahl?

A3a In dem Bild wird mit 12 Holzchen
eine Fliche umrandet, die einen Inhalt von
9 Fldacheneinheiten hat.

Ordne die 12 Holzchen so an, daB eine
Fliche mit dem Inhalt von 5 Flichenein-
heiten umrandet wird! Zeichne zwei Bei-
spiele!

- e

44 A Gegeben sind die beiden Ungleichun-
gen

1) 2024 < x <2027

(2) 250<y< 253

a) Gib alle Zahlen x bzw. y an, die die ge-
gebenen Ungleichungen erfiillen!

b) Berechne 1. die groBte Diflerenz x —y,

2. den kleinsten Quotienten x: y!

A5a Aus 4kg Weizenmehl werden 10
kleine Brote gebacken.

a) Wieviel kleine Brote koénnen aus 40dt
Mehl gebacken werden?

b) Wieviel groBe Brote, die doppelt so schwer
sind wie die kleinen, erhilt man aus 4 t Mehl!?

A6A Es gibt Zahlenfolgen, die eine be-
stimmte gleichbleibende Dillerenz haben, so
z.B.
20, 40, 60, 80 Differenz 20,
2, 9,16, 23 Dilferenz 7.
Vervollstindige das nebenstehende Schema
so, daB in jeder waagerechten Zeile und in
jeder senkrechten Spalte Zahlenfolgen ent-
stehen, die eine bestimmte gleichbleibende
Differenz haben!
7 13
.23
25..
A7a Zeichne ein Rechteck, das 10cm
lang und 4 cm breit ist!
Zerlege das Rechteck in
a) 7 Quadrate, b) 13 Quadrate!

A8A In der Subtraktionsaufgabe ist jedes
Zeichen # durch eine Grundziffer zu erset-
zen, so daB eine richtig geloste Aufgabe ent-
steht. Gib alle Losungen an!
LR I 2 i
R EE S
*

A9A In der Gleichung a-1b=cd8 sind
die Zeichen a, b, ¢ und d so durch Grund-
ziffern zu ersetzen, dafB richtig geloste Multi-
plikationsaulgaben entstehen. Gib alle Mog-
lichkeiten an!

A10A Ines kauft 3 Stiick Obstkuchen und
2 Stiick Streuselkuchen und bezahlt 1,90 M.

Frank bezahlt 2,70 M und erhalt dafiir 2 Stiick

Streuselkuchen und 5 Stiick Obstkuchen.
Wieviel kostet ein Stiick Streuselkuchen, wie-
viel ein Stiick Obstkuchen?

Bei kollektiver Zusammenarbeit

— -

Zum Titelblatt .
Der dargestellte Scherenschnitt wurde von
Horst Goehre, Bad Berka, geschaffen. Wir
fanden ihn im Rahmen einer Ausstellung
iiber volkstiimliches Schaffen im Freilicht-
museum Schwerin-MueB, d. Red.
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Wer knobelt mit?

Aufgabe 1

Gegeben seien 12 Hoélzchen. Jedes Holzchen
sei eine Langeneinheit lang.

Umrande mit diesen 12 Holzchen eine Fliche
mit einem Inhalt von a) 9, b) 8,¢) 7, d) 6, ¢) 5,
)4, g) 3 Flacheneinheiten! Gib fur die Fille a,
b, ¢, d, g je ein Beispiel, fiir die Fille e und [
.mindestens zwei Beispiele an!

Aufgabe 2

Wenn man einen Wiirfel mit der Kantenlénge
von. 30 cm in 27 kleine Wiirfel mit einer Kan-
tenldnge von 10cm zersdgen will, so sind
sechs Schnitte notwendig.

Ingrid behauptet, daB man bei einem Wiirfel
mit der Kantenldnge von 40 cm, den man in
64 Wiirfel zersigen will, ebenfalls mit sechs
Schnitten auskommt, wenn man die zersdgten
Teile nach jedem Schnitt neu anordnet.

Hat Ingrid rgcht? Wenn ja, wie muB man es
anstellen?

Aufgabe 3

Aus 27 kleinen zueinander kongruenten Wiir-
feln, die schwarz oder weiB gefarbt sind, wird
ein groBerer Wiirfel zusammengesetzt.
Wieviel schwarze bzw. weille kleine Wiirfel
miissen es sein, wenn die Quadrate der Ober-
fliche des groBen Wiirfels wie ein Schach-
brett gefédrbt sein sollen?

Aulgabe 4

Trage in die leeren Felder bzw. [ir die Va-
riablen natiirliche Zahlen in das Schema ein,
wobei folgende Bedingungen zu erfiillen sind !

24

aq+b
alblcld

(1) Jedes Feld von der zweiten Schicht an ent-
hilt die Summe der Zahlen, die in den beiden
unmittelbar darunter stehenden befindlichen
Feldern stehen. ’

(2) a, b, c, d, sind vier verschiedene natiirliche
Zahlen.
(3) Vertauscht man gleichzeitig a mit b und
¢ mit d so bleiben alle weiteren Eintragungen
richtig.

Aufgabe 5

Gegeben sind quadratische Pldttchen. Vier
dieser Pldttchen haben die Seitenldnge 1cm,
die beiden restlichen die Seitenldinge 2cm.
Die sechs Pldttchen sollen so zu Figuren zu-
sammengesetzt werden, da} die Seiten aller
Pldttchen zueinander parallel oder senkrecht
verlaufen und aneinanderstoBende Plittchen
mindestens eine gemeinsame Ecke haben.
Das Beispiel zeigt eine Figur mit einem Um-
fang von 20cm.

n)
]

L

Welche Umfinge konnten die zusammenge-
setzten Figuren noch haben? Zeichne [iir
jeden Fall zwei Beispiele!

Aufgabe 6

Bei einem Wiirfelspiel gilt die folgende Re-
gel: Wenn man eine gerade Zahl wiirfelt,
dann bekommt man so viele Pluspunkte,
wie die gewiirfelte Augenzahl anzeigt. Wiir-
felt man dagegen eine ungerade Zahl, so gibt
es entsprechend viele Minuspunkte. Frank
wiirfelt nun fiinfmal hintereinander mit einem
Wiirfel.
Dabei sind zwei Augenzahlen gleich, alle
anderen voneinander verschieden. Am Ende
heben sich Pluspunkte und Minuspunkte
gegeneinander auf.
Welche Augenzahlen hat Frank gewiirfeit?
G.Schulze

Unser Buchtip
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Gute
Grundkenntnisse
gefragt

Sieben Geometrieaufgaben
auf einen Streich

Wir betrachten Flichen

Al a Erginze die folgende Tabelle!

a Scm | 9mm
b 7cm 16 m
Al 108 mm?400 m? | 49cm?81 cm?

Dabei sind a und b die Seitenldngen und ‘A
der Flicheninhalt eines Rechtecks.

A2a Legeausa)24,

b) 11 Einheitsquadraten ein Rechteck!
Wieviel verschiedene Rechtecke lassen sich
jeweils aus diesen Einheitsquadraten legen?

A3 A Lege aus 16 gleich langen Stibchen
die Begrenzung eines Rechtecks, ohne dabei
ein Stiabchen zu zerbrechen!

a) Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es?

b) Berechne [iir jeden dieser Fille die Anzahl
der Quadrate, deren Seitenliinge gleich einer
Stdbchenlédnge ist und die das Rechteck aus-
fillen!

c) In welchemn Fall ist diese Anzahl (also der
Fliacheninhalt) am groBten?

A4 a Eine Glasscheibe ist 150 cm lang und
120cm breit. Wieviel quadratische Glas-
scheiben lassen sich daraus gewinnen, wenn
die Seilenldnge jeder dieser Scheiben 30cm
betragt?

A5a Ermittle die Seitenldnge eines Qua-
drats, dessen Fldcheninhalt sich von dem
eines Rechtecks mit den Seitenldngen

a) 16cm und 4cm, b) 16cm und 5cm mog-
lichst wenig unterscheidet!

A6a EinFullballplatz ist mindestens 90 m,
hochstens 120m lang und mindestens 45 m,
héchstens 90 m breit. Wie groB ist mindestens
und wie groB ist hochstens die Fldche eines
FuBballplatzes?

A7A a) Der Flacheninhalt eines Recht-
ecks ist dreimal 50 groB3 wie der eines anderen.
Beide haben dieselbe Breite.

Was kannst du iiber die Lingen der beiden
Rechtecke aussagen?

b) Linge und Breite eines Rechtecks sind je-
weils dreimal so gro wie Linge und
Breite eines anderen Rechtecks. Was weilt
du iiber die Flacheninhalte der beiden Recht-
ecke? M. Rehm
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 10. Januar 1983

Mathematik

Ma$5 = 2238 Bernd, ein fleiBiger Leser der
Schiilerzeitschrift  alpha, sagt zu seinem
Freund Fritz: ,Denke dir eine dreistellige
natiirliche Zahl! Multipliziere die Zahl, die
der ersten Grundziffer (von links gerechnet)
entspricht, mit 2, addiere zu diesem Produkt
3, multipliziere die so erhaltene Summe mit
5, addiere nun die Zahl, die der zweiten
Grundzifier entspricht, muitipliziere diese
Summe schlieBlich mit 10! Addiere noch die
Zahl, die der dritten Grundziffer entspricht!
Nenne mir das Endergebnis!“ Nach kurzem
Uberlegen konnte Bernd dem verbliifften
Fritz die von ihm gedachte Zahl nennen. Wie
ist das moglich?

Schiiler Christian Eisele, Mélkau

Ma5 w2239 Eine Pioniergruppe sammelte
insgesamt 600 Flaschen. Die Pioniere dieser
Gruppe bildeten drei Brigaden. Jeder Pionier
gehorte genau einer dieser Brigaden an. Jede
dieser drei Brigaden sammelte die gleiche
Anzahl an Flaschen. Jeder Pionier der Bri-
gade A sammelte genau 40 Flaschen mit Aus-

nahme von zwei Pionieren, von denen jeder-

nur 20 Flaschen mitbrachte. Jeder Pionier
der Brigade B sammelte genau 40 Flaschen.
Jeder Pionier der Brigade C sammelte genau
32 Flaschen mit Ausnahme eines Pioniers,
der nur 8 Flaschen mitbrachte. Wie viele
Pioniere gehdren dieser Pioniergruppe an?

Schiiler Claus Janke, Ilmenau

Ma$5 #2240 In der Divisionsaufgabe
* %8816:4=1#2 % »4
sind die Sternchen so durch Grundziffern zu
ersetzen, dal man eine richtig geloste Auf-
gabe erhalt!

Schiilerin Antje Giehm, Parchim

Ma5 = 2241 Eine Mutter sagt zu ihren vier
Kindern: ,,Auf dem Tisch stehen zwei Schalen
mit je zechn Apfeln. Nehnt euch aus der einen
Schale eine Anzahl Apfel heraus und aus der
anderen zwei Aplel weniger, als in der ersten
tibrig bleiben! Dann teilt die entnommenen
Aplel zu gleichen Teilen unter euch auf! Ver-
teilt schlieBlich die verbliebenen Apfel gleich-
méBig aul beide Schalen! Morgen diirft ihr
euch wieder Apfel nehmen. Verfahrt bei der
Aufteilung genauso wie heute! Ubenﬁorgen
diirft ihr euch die restlichen Apfel teilen.”
Wie viele Apfel erhielten die vier Kinder an
jedem der drei Tage?

Schiilerin Norma Koenig, Eberswalde-Finow

Ma5 ® 2242 Steffi besitzt ein Fotoalbum,
das mehr als 87, aber weniger als 103 Fotos
enthdlt. Der dritte Teil der Fotos umfaBt
Steflis Entwicklung vom ersten bis zum zehn-
ten Lebensjahr. Der vierte Teil der Fotos
zeigt Bilder vom Schulanfang. Die restlichen
Fotos weisen verschiedene Motive auf. Wie
viele Fotos weisen solche verschiedenen Mo-

tive auf?
Schiiler Claus Janke, Ilmenau

Ma5 #2243 Bert, Mario, Peter, Olal, Rolf
und Uwe waren die erfolgreichsten Teilneh-
mer an einem Schulsportfest. Ermittle, wer
von ihnen eine Gold-, Silber- bzw. Bronze-
medaille erkimpfte und wer von ihnen den
vierten, [iinlten bzw. sechsten Platz belegte!
Von diesen sechs Besten ist uns folgendes be-
kannt:

(1) Peter errang nicht die Goldmedaille; Olaf
konnte Uwe im sportlichen Wettkampl wie-
der nicht schlagen.

(2) Rolf freute sich tiber eine der drei vergebe-
nen Medaillen.

(3) Mario und Rolf waren beide besser als
Uwe, aber es gelang ihnen nicht, Peter zu

schlagen.
Lehrerin R. Bricks, Saalfeld, OS 11

30

Thies Lubar, 2600 Givtrow, Werderstr 22
Kersiing-0S, Klasst 7 o
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle «ipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von

Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-

zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr

(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-

len an ’
Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoéheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aulgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut pgelost™, ,.gut geldst™ oder ,,geldst™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichilich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1982/83 liuft
von Heft 5/1982 bis Heft 2/1983. Zwischen
dem 1. und 10.September 1983 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/82 bis 2/83.erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriiékgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/83 verdffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/82
bis 2/83) erhalten hat und diese einsendet,
erhélt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1982/83 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma5 = 2244 Zwei Orte A und B sind durch
-cine 100km lange StraBe miteinander ver-
bunden. Zum gleichen Zeitpunkt [ahren zwei
Fahrzeuge, das eine von A, das andere von B
los und einander entgegen. Diese beiden Fahr-
zeuge treffen sich, nachdem das aus A abge-
fahrene Fahrzeug zwei Drittel des Weges zu-
riickgelegt hat, den das aus B abgefahrene
Fahrzeug bis dahin zurtickgelegt hat. Beide
Fahrzeuge fahren mit konstanter Geschwin-
digkeit, das schnellere mit einer mittleren Ge-
km
T.

a) Nach wieviel Minuten Fahrzeit tre{fen sich
beide Fah:zeuge?

b} Mi. weicher miitleren Geschwindigkeit
fihrt das langsamere Fahrzeug?

Studentin M. Staskowiak, Damsderf

schwindigkeit von 80

Ma6 ™ 2245 AnlaBlich eines Appells einer
Schule wurden Birgit, Doris und Frank f{ir
ihre erfolgreiche Teilnahme an der Kreis-
olympiade in Mathematik, Russisch bzw.
Physik ausgezeichnet. Teilnehmer dieses
Appells machten anschlieflend folgende Aus-
sagen:
(1) Birgit war weder an der Mathematik-
noch an der Physik-Olympiade beteiligt.
(2) Frank oder Birgit hatten an der Russisch-
Olympiade teilgenommen.
(3) An der Mathematik-Olympiade nahm
wieder kein Midchen unserer Schule teil.
Jeder der drei ausgezeichneten Schiiler nahm
an genau einer der genannten Olympiaden
teil. Auflerdem war genau eine der drei Aus-
sagen [alsch; genau zwei Aussagen waren also
wahr. An welcher der genannten Olympiaden
nahmen Birgit, Doris bzw. Frank teil?
Lehrerin R. Bricks, Saalfeld

Ma6 ® 2246 Drei Freunde A, B und C sind
gegenwirtig zusammen (in ganzen Zahlen)
100 Jahre alt. Das Lebensalter a von A ist
durch 17, das Lebensalter b von B durch 9,
das Lebensalter ¢ von C durch 15 teilbar.
Wie alt ist jeder dieser drei Freunde gegen-
wirtig, wenn jeder dlter als 25 Jahre ist?
Schiilerin Simone Stelter, Silmersdor [

Ma6 82247 Auf cinem Hofl sind Génse,
Enten, Puten und Hiihner. ‘Insgesamt sind
es 16 Tiere. Es sind ebensoviel Ginse wie
Enten aul dem Hof. Hithner sind es so viele
wie Puten und Enten zusammen, jedoch mehr
Enten als Puten. Wie viele Tiere jeder Art sind
auf dem Hof?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 w2248 In einem Trapez ABCD mit
den parallelen Seiten 4B und CD habe die
Diagonale AC die gleiche Linge wie die
Seite BC. Der Winkel X ADC habe die GréBe
100°, der Winkel ¥ ABC die GroBle 20°.
Welche Grofe haben die von der Diagonalen
AC bei A und C erzeugten Winkel?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 ® 2249 Es sind alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die jeweils 12mal
so grof sind wie ihre Quersumme.

Schiilerin C. Miinster, Anklam

Ma7 m2250 Die Sumn;c zweier natirlicher
Zahlen betragt 90. Addiert man }‘ des ersten
und % des zweiten Summanden, so erhilt
man 30. Um welche beiden natiirlichen
Zahlen handelt es sich?

Schiilerin S. Stelter, Silmersdorf

Ma7 #2251 Bei einem Quadrat ABCD
seien die Mittelpunkte der Seiter it %, F.
G, H bezeichnet. Verbindet man diese vier
Punkte nacheinander. so entstcht ein Vier-
eck EFGH. dossen Flicheninhalt S0cm? be-
trigt. Welche Seitenliinge hat das Quadrat
ABCD? StR H.-J.Kerber, Neustielitz

Ma7 = 2252 Zerlege ein Quadrat durch das
Einzeichnen von Verbindungsstrecken so,
daB a) 10, b) 11 und c) 12 gleichschenklige,
aber nicht rechtwinklige Dreiecke entstehen,
die sich nicht iiberdecken sollen!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 w2253 Zwei Schwestern haben zu-
sammen sieben Kinder. Die eine hat doppelt
so viele Jungen wie die andere. Beide haben
gleich viele Madchen. Wieviel Kinder hat
jede Schwester, und wieviel davon sind Mad-
chen, wieviel Jungen?

Schiiler R. Mayer, Belleben, KI.6

Ma8 ® 2254 In unserem Jahrzehnt (1980
bis 1989) gilt, wenn durch abcd die Jahres-
zahl dargestellt wird,
a+bc+d=ab+cd.

Hierbei sollen bc, ab, cd zweistellige und q,
d einstellige natiirliche Zahlen sein. Nach
wieviel Jahren (nach 1989) wiirde diese Be-
dingung zum ersten Male wieder gelten?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 2255 Es ist zu beweisen, daB der
halbe Umlang eines beliebigen Dreiecks stets
groBer ist als jede seiner Seiten!

Schiilerin S. Stelter, Silmersdorf

Ma8 82256 Es ist zu beweisen, daBl der
Flicheninhalt des Umkreises eines beliebigen
Quadrats doppelt so groB ist wie der Flachen-
inhalt des Inkreises dieses Quadrats!
Offiziersschiiler R. Pratsch, Dresden

Ma9 82257 Gesucht sind alle ganzzahligen
Losungen des Gleichungssystems
(1) y=x+20,
) y*+x2=1882.
Schiiler St. Gliwa, Stafifurt, KI. 10

Ma9 m 2258 Mitzwei voneinander verschie-
denen natiirlichen Zahlen wurden die folgen-
den Rechenoperationen ausgefiihrt:

a) Die Zahlen wurden addiert,

b) die kieinere Zahl wurde von der gréBeren
subtrahiert,

c¢) die Zahlen wurden miteinander multipli-
ziert und
d) die groBere Zahl wurde durch die kleinere
dividiert.
Die erhaltenen Ergebnisse wurden addiert;
es ergab sich 243.
Wie heiBen die beiden Zahlen?

Schiilerin S. Stelter, Silmersdorf

Ma9 2259 Man ermittle alle Primzahlen
p, die sich in der Form a* — b* = 5p darstellen
lassen! stud. math. A. Fittke, Berlin

Ma9 82260 In einem rechtwinkligen

Koordinatensystem (I Einheit 21cm) sind

drei Geraden durch die Gleichungen

W y=xs+l

2) xty=+4,

2 y=0.

gegeben. Diese drei Geraden schneiden ein-

ander in den Punkien 4, B und C. Wic grof3

ist der Fldcheninhalt des Dreiecks ABC?
Fr.

Mal0/12 w2261 In einem Dreieck 4BC sei
die Seite AB 3cm lang. Der Winkel ¥ AMB
habe die GroBe 35°, wobei M der Mittelpunkt
des Umkreises des Dreiecks ABC ist. Wie
lang ist der Umkreisradius?

Schiiler F. Hiibler, Karl-Marx-Stadt

Mal0/12 #2262 Durch einen beliebigen
inneren Punkt P eines Dreiecks ABC wurden
die Parallelen zu den Dreiecksseiten gezeich-
net. Es seien A der Fldcheninhalt des Dreiecks
ABC, A\, A; bzw. A3 die Flicheninhalte der
Dreiecke GPF, PDE bzw. HK P. Es ist nach-
zuweisen, daB stets ’

[/Z = l/A_, + [/A—2+ [/A_3 gilt. Sch.
4
13 E
6 Ay Ay »
p
43
A H L4 [}

Mal0/12 = 2263 Ein Wiirfel soll so in sechs
Pyramiden zerlegt werden, daB sich deren
Volumina wie 1:2:3:4:5:6 verhalten. Wie
muf die Zerlegung erfolgen?

Schiilerin A. Meyer, Silberstrafe

Mal0/12 ® 2264 Man zeichne ein Kanten-
modell der Zerlegung des Wiirfels in sechs
Pyramiden (Aufgabe Mal0/[2 ®2263) im
Grund-, Auf- und Kreuzrin sowie in einem
geeigneten Schrégbild! Fr.

Physik

Ph6 w121 Bei der Buntmetallsammlung er-
halt Dirk einen quaderformigen Kérper aus
Metall. Er mochte gern [eststellen, aus wel-
chem Stoff er besteht. Deshalb miBt er dic
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Linge seiner Kanten mit 2,5cm, 4cm und
9,5cm und bestimmt die Masse des Korpers
mit 256 g. Aus welchem Metall ist der Kor-
per?

Vergleiche mit der Tabelle in deinem Physik-
lehrbuch!

Ph7 w122 Von einer 1,50m hohen Rampe
sollen Holzkisten mit einem Gewicht von
25kp (~250N) aul einem schrigen Holz-
brett nach unten gleiten. Wie groB3 ist die
Linge des Brettes zu wihlen, damit die
Kisten gerade hinabgleiten? (Die Haftrei-
bung ist nicht zu beriicksichtigen.)

Ph8 ® 123 Die Dichte der Luft betrigt bei
0°C und einem Luftdruck von 760 Torr

(0,1013 MPa) 0,00129 ai—a. Berechne die

Dicﬁte der Luft bei 27°C und 745 Torr
(0,0993 MPa)!

Ph9 ®124 Ein  Quecksilberthermometer
habe die skizzierte Gestalt mit den MaBen
D=80mm (Durchmesser der Kugel),
d=0,078 mm (Durchmesser der Kapillare).
Der Nullpunkt der in °C geeichten Skale liege
bei h=20mm. Der Anzeigebereich gehe bis
+50°C. Wie groB ist der Skalenabstand der
50-°C-Marke von der Nullmarke, wenn
Quecksilber einen raumlichen Wérmeaus-
dehnungskoeffizienten von = 18,0- 107 °K ~*
hat?

Ing. A. Kéorner,
Leipzig
0 0
44 .
.
7

Ph10/12 ® 125 Ein [reifallender Korper legt

~wihrend der letzten Sekunde drei Viertel
seiner gesamten Fallstrecke zuriick. Berech-
nen Sie, wie lange und aus welcher Hhe der
Korper fiel!
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Chemie

Ch7 m97 Eine Sauerstoflfanlage verbraucht
taglich 1560000m> Lult zur Erzeugung von
Sauerstoff. Ein Mensch atmet in einer Minute
etwa 301 Luft. Wie lange koénnte ein Mensch
leben, ehe die Tagesleistung verbraucht ist?

Ch8 ®98 Zur Erhdéhung der Boden[rucht-
barkeit setzt eine LPG 90kg Kalksteinmehl,
das 907¢ Kalziumkarbonat enthilt, ein. Da
noch Vorrite von Kalziumhydroxid im La-
ger vorhanden sind, will die LPG diese auf-
brauchen.

a) Wieviel Kilogramm Kalziumoxid enthilt
das Kalksteinmehl?

b) Wieviel Kilogramm Kalziumhydroxid

miissen eingesetzt werden, um den Boden mit
der gleichen Menge Kalziumoxid zu diingen,
die im Kalksteinmehl enthalten ist?

Ch9 99 Ein Liter Leitungswasser wurde
chemisch analysiert. Als Bestandteile wurden
192 mg Kalziumhydrogenkarbonat und 92 mg
Kalziumsulfat ermittelt. Wieviel Gramm Kal-
ziumoxid sind in 5200 ml Leitungswasser ent-
halten?

Ch10/12 w100 Beim Vermischen von ge-
branntem Gips (CaSOy, - %HZO) mit Wasser

bildet sich bei vollstindiger Hydratation das
Dihydrat CaSO,-2H;0. Wieviel Prozent
des Wassers werden nicht gebunden, wenn
als Ausgangsstoffe 2 kg gebrannter Gips und
0,751 Wasser eingesetzt werden?

Altester erfolgreicher = alpha-Wettbewerbs-
teilnehmer: Dipl.-Ing Oertel, Zschornewitz,
79 Jahre (Bild links), daneben der Chefred.
der alpha.

Die Vielfachen der 9

Der Naturwissenschaftler Alexander von
Humbold (1769 bis 1859) hat mit dem groB-
ten Teil der Naturforscher und mit weiteren
hervorragenden Geistern seiner Zeit Kontakt
gehabt. Neben den persénlichen Begegnun-
gen sind auBerordentlich viele briefliche Ver-
bindungen nachweisbar. Humboldt hat fast
50000 Briefe geschrieben. Er korrespondierte
auch mit Mathematilg_ern, darunter Dirichlet,
Eisenstein, GauB} und Jacobi.

Die Alexander-von-Humboldt-Forschungs-
stelle der Akademie der Wissenschaften der
DDR hat bisher iiber 16000 Briefe von und
an Humboldt erfaBt, darunter die folgende
kurze Anfrage an den Direktor der Berliner
Sternwarte, den Koniglichen Astronomen
J. F. Encke, die der Gelehrte wahrscheinlich
im Sommer 1848 schrieb.

Humboldt wohnte nach seiner groen ameri-
kanischen Forschungsreise (von 1799 bis
1804) und nach iiber 20 Jahren Aufenthalt
in Paris von 1827 an in seiner Geburtsstadt
Berlin. Er war dort Kammerherr des preuBi-
schen Konigs (seit 1840 Friedrich Wil-
helm IV.). ,,Fiir jede Frage des wiBbegierigen
Monarchen hatte er aus seiner umfassenden
Bildung entweder sogleich eine belehrende
Antwort bereit, oder kannte doch die Wege,
sie bald herbeizuschaffen‘, berichtete der
Humboldt-Biograph A. Dove.

,,.Lachen Sie nicht, mein theurer Freund und
College, liber meine arithmetische Unwissen-
heit*‘;, schriecb Humboldt an einem Sonntag
aus Potsdam an Encke. ,,Ich soll dem Konig
erkldren, warum sur in allen Multiplen von 9
die einzelnen Ziffern des Products in der Sum-
me immer 9 geben. 4 X9=136. 9 x9=28I.
Und nur bei 9. Da Sie [mit] mir Nachsicht
haben, frage ich Sie[...].*“ (Zentrales Archiv
der AdW der DDR. NachlaB Encke)

Ein Antwortbrief Enckes auf die Humboldt-
sche Frage ist nicht bekannt. Vielleicht hat
der Sternwartendirektor sie bei einer Begeg-
nung der Gelehrten in der Akademie miind-
lich beantwortet. Wie muB die Antwort
lauten? H. Pieper



16 Jahre
alpha-Wettbewerb

Eingegangene Lisungen
pro Wettbewerbsjahr

1967 5100

1968 14100

1969 12400

1970 25400

1971 44800

1972 39500

1973 44300

1974 . 58800

1975 87400 davon

1976 97500 9400 Ph 6600 Ch
1977 104000 5400 Ph 4400 Ch
1978 94600 3600 Ph 3600 Ch
1979 94600 6700 Ph 3000 Ch
1980 94700 - 4200 Ph 2900 Ch
1981 89400 4300 Ph 3600 Ch
1982 95000 4400 Ph 3700 Ch
zus. 1101000 38000 Ph 27800 Ch
Aufgabengruppe

Wissenschaftlich-organisatorische Leitung:
Oberstudienrat J. Lehmann, VLAV Leipzig;

Verantwortliche Aufgabenredakieure :
Oberstudienrat Th. Scholl, Berlin (Mathe-
matik, Klasse 5, 6, 7), ‘

Oberlehrer Dr. W. Fregin, Leipzig (Mathe-
matik, Klasse 8 bis 10/12),
Mathematikfachlehrer H. Begander, Leipzig
(Physik, Klasse 6 bis 10/12),
Diplom-Lehrer Christa Reuter, Erfurt
(Chemie, Klasse 7 bis 10/12).

Verantwortliche Korrektoren

der eingehenden Lisungen :

Oberstudienrat J. Lehmann, Leipzig (Klas-
senstufe S, 6, 7), Diplom-Lehrer Math./Ph.
Christine Dohler/Diplom-Physiker Christian
Déhler (Klasse 8, 9, 10/12) (alle Leipzig).
Unsere Anerkennung sprechen wir der Re-
daktionssekretiarin Rosemarie Schubert aus,
welche die Briefe offnet, die Losungen sor-
tiert, die Statistik erarbeitet und die fleiigen
Helfer — Schreiber der Antwortkarten — be-
treut.

Fleifige Helfer
Unser Dank gilt den 7 Erwachsenen und den
I1 Schillern der 29.0S Leipzig fiir das

Schreiben der tiber 90000 Karten pro Wett-
bewerbsjahr, dem Postamt 7027 Leipzig [iir
die gewissenhafte Bearbeitung der Tausende
von eingehenden Briefen und Packchen, dem
Hauptpostamt Leipzig fiir das Abstempeln
und Sortieren der Antwortkarten, dem VEB
Prawema, Markneukirchen, fir ‘die piinkt-
liche Belieferung mit Abzeichen und der
Druckerei Gerséne, Leipzig, fiir die Anferti=
gung der geschmackvoll gestalteten Urkun-
den.

Vorbildliche Hilfe

Fiir den Wettbewerb stellt der Verlag Volk
und Wissen, Berlin — er ist der Herausgeber
der alpha - jihrlich rund 28000 Mark zur
Verfiigung. Damit ist gewidhrleistet, daB3 sich
alle interessierten alpha-Leser auBerunter-
richtlich durch das Einsenden von Lésungen
bewihren kénnen.

R

Das sind sie, die 5100 Losungen zu den vier
Heften des Jahrgangs 1967.

Zahlen und Fakten
zum alpha-Wettbewerb Heft 6/81

Zum. alpha-Wettbewerb des Heftes 6/1981
gingen insgesamt 26 332 Losungen ein. Davon
entficlen 105 Losungen auf folgende Léander:
USSR, Rumiinien, Osterreich und die BRD;
alle iibrigen kamen aus der DDR.

Aufgaben

Al A Nimmtman an, daB jede Lésung aus
nur einem A4-Bogen besteht und ein Bogen
eine Masse von rd. 4,3g hat, wieviel Kilo-
gramin an Papier wurden dabei verbraucht?
A2a Jeder Teilnehmer, der eine richtige
Losung eingesandt hatte, bekam eine Ant-
wortkarte mit einer Beurteilung seiner Lo-
sung. Eine solche Karte hat eine Masse von
4,4 g. Welche Masse an Papier wurde fiir die
Antwortkarten verwendet?

A3 A Welche Masse an Papier wurde ins-
gesamt verbraucht? (Siehe Aufgabe 1 und 2).
Ad4A Wie hoch waren die Post- und
Schreibgebiihren insgesamt, wenn fiir jede
Antwortkarte 0,05M an Porto und 0,04 M
an Schreibgebiihren ausgegeben wurden?
AS5a Wieviel Stunden waren zum Schrei-
ben dieser Antwortkarten notwendig, wenn
ein Schiiler fiir 90 Adressen eine Stunde
braucht?

A6 A a) Wie lang wire ein Band, wenn
man alle 26332 Losungsbldtter mit den
Schmalseiten bzw. mit den Breitseiten anein-
anderlegen wiirde? Ein Blatt A4 ist 21,0cm
breit und 29,8 cm lang.

b) Welche Flache wiirden alle diese Blatter
einnehmen?

A7A Eine Antwortkarte hat eine Stiarke
von 0,36 mm. Wie hoch wire der ,,Karten-
turm‘, wenn man alle Antwortkarten auf-
einanderlegen wiirde? ’
A8a Die DDR-Beteiligung am alpha-
Wettbewerb gliederte sich wie folgt:

(Heft 6/81)
Jungen Maidchen gesamt.

Klasse 5 3151 4064 7215
Klasse 6 2307 3022 5329
Klasse 7 2304 2732 5036
Klasse 8 - 1084 965 2049
Klasse 9 1418 1142 2560
Klasse 10/12 2481 1557 4038

a) Berechne den Anteil der Jungen und Mid-
chen fiir jede Klassenstufe in Prozent, und
stelle das Ergebnis in einem Siulendiagramm
dar! '

b) Wie groB war der prozentuale Anteil der
Jungen und Médchen insgesamt?

Das sind sie, die 26332 Losungen zu Heft 6/81.
Chefredakteur und Redaktionsassistentin (sie
bilden die ,,Redaktion alpha‘‘) iibergeben die
36 Biindel (Losungen zu den 36 Aufgaben
dieses Heftes) dem Altstoffhandel.

v".§ . }“

- 4
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Sind Mausefallenbeweise notig?

Teil 2

5. Was sind Mausefallenbeweise?

Nachdem sich das Schopentauersche Kon-
zept einer anschaulichen Mathematil. so ver-
lockend anbietet, wollen wir es einmal ge-
nauer betrachten, uns insbesondere den ,,sich
zuziechenden Schlingen der traditionellen
mathematischen Beweise zuwenden. Sehen
wir uns unseren Beweis & la Schopenhauer
noch einmal kritisch an. Scheinbar gibt es
dort nichts Unanschauliches. (Wir lassen ein-
mal beiseite, weshalb wir auf die Idee des
Umklappens kamen, denn vielleicht wére es
im Sinne Schopenhauers auch ohne den ,,vom
Himmel gefallenen Schritt** zu einem Beweis
gekommen.) Aber, woher wissen wir eigent-
lich, daB der Eckpunkt P auf der Seite 0§
liegt. Woran erkennen wir die Kongruenz
der Dreiecke CPQ und CAB und der anderen
Figuren? Obwohl das spezielle Fragen zu
unserem Beweis sind, so ist doch klar, daB
alle anschaulichen Begriindungen &hnliche
Fragen aufwerfen.

Kein Zweifel, obwohl ein in der ebenen Geo-
metrie Geiibter derartige Sachverhalte schnell
als zutreffend ansehen wird, so bediirfen
diese Sachverhalte doch einer weiteren Be-
griindung. Und diese ist dann, obwohl sie
nicht schwer und kompliziert sein muB,
eben nicht mehr so anschaulich und einsich-
tig. Da muB formaler argumentiert werden,
um Geometrie zu der Kunst werden zu lassen,
aus falschen Figuren richtige Schlisse zu
ziehen (wie es G. Polya einmal ausdriickte).
Versucht einmal zu begriinden, warum bei
der Spiegelung des Hypotenusenquadrates P
auf @S zu liegen kommt!

Schopenhauer bleibt im intuitiven Erfassen
mathematischer Zusammenhénge stecken.
Solche Zusammenhinge gewissermaBen vor
dem geistigen Auge zu sehen, ist wiinschens-
wert und zeigt die schépferischen Fihigkeiten
eines Mathematikers, aber diese Einfille und
Einsichten miissen auf jeden Fall logisch
hieb- und stichfest abgesichert werden. Kein
Mathematiker hat sich jemals dieser Arbeit
entzogen, denn es ist nur zu gut bekannt, wie
schnell sich Einfille als unbrauchbar bei
nédherer Priifung erweisen, Einsichten als
nicht allgemein giiltig und hiufig der Wunsch
Vater des Gedankens ist. Viele Mathematiker
haben berichtet, daB nach langen und inten-
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siven Vorarbeiten blitzartig die L3sung er-
schien. C.F. Gaul} gab an, morgens im Beti,
noch vor dem Aufstehen, schlagartig erkannt
7u haben, wie das regulire 17-Eck zu kon-
struieren sei. Eine solche personliche Er-
kenntnis kann librigens anderen nur glaub-
haft und nachvollziehbar gemacht werden,
wenn sie sich in der Form eines Beweises
niederschreiben 140t.

Nachdem uns Schopenhauer angeregt hat,
kritisch Beweisverfahren durchzumustern,
miissen wir doch zugeben, daB die vermeint-
liche Schwiche der Griechen, Anschaulich-
keit durch formal-logische Schliisse zu er-
setzen, ihre Stirke war. Sie haben doch mehr
gesehen als Schopenhauer! (Ganz abgesehen
davon, daB der von Schopenhauer kritisierte
Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes mehr
aussagt als Schopenhauers Beweis, also dem-
entsprechend beanspruchen darf, komplizier-
ter und unanschaulicher zu sein. Schopen-
hauer kritisierte vermutlich den Beweis, der
aus @ = pe und #* = gc [p und g Projektionen
von a und b auf ¢, also p +¢ =] folgert:
@ +b =pc+qc=(p+q)c=c*. Bei Schopen-
hauer erscheinen die zusitzlichen Informa-
tionen @® =pc und b*=gc gar nicht.)

Bild 7
Die weiterreichenden Aussagen Euklids
beim Satz des Pythagoras

Auch die Kritik an den indirekten Beweisen
miissen wir zuriickweisen, denn wie sich in
den kritischen Anmerkungen zum Schopen-
hauerschen Beweise andeutete, brauchen di-
rekte Beweise nicht einsichtiger als indirekte
Beweise zu sein; das Ziehen von Linien usw.
(also bei uns das Umklappen des Quadrates)
wird in beiden Beweisarten hidufig erst am
Ende des Beweises, nimlich durch den Er-
folg, einsichtig werden. Lassen wir schlieB-
lich Sherlock Holmes mit einer bemerkens-
werten AuBerung zum indirekten Beweis
gegeniiber seinem wackeren Mitarbeiter Dr.
Watson abschlieBen: Wenn man alles ausge-
schlossen Lat, so muB das, was ibrig bleibt,
und- wenn es ncch so unwahrscheinlich ist,
die Wahrheii sein.
Am Erde dréangt sich anstelle der Frage, ob
Mausefallenbeweisc notig seien, die Frage
aul, was iiberhaupt als Mausefallenbeweis zu
bezeichnen sei, Eine Antwort wird zweifels-
ohne die Feststellung enthalten miissen, dafl
die Entscheidung dariiber, was ein Mause-
fallenbeweis sei, ziemlich subjektiv ist, d.h.
von Erfahrung, Koénnen und Geschmack
eines jeden Mathematikers abhidngen wird.
Gerade subjektive Ausdeutungen vermeidet
aber die Mathematik durch ihre logische
Methode bei der Widerspiegelung objektiv
realer Gesetze: Hier liegt gewil ein Grund,
weshalb kiinstlerisch begabte Personen hiu-
fig der Mathematik gegeniiber Ablehnung
zeigen: das Aufspiiren objektiv vorhandener
Gesetze widerspricht scheinbar der schépferi-
schen Phantasie, mit der es im Kunstwerk
offenbar moglich ist, aus dem Nichts eine
eigene Welt zu schaffen. Aber ebensowenig
wie die ,,eigenen Welten** nicht ohne Bezug
auf die Realitdt entworfen werden konnen,
so wenig kommt die Mathematik ohne Phan-
tasie aus. Die unumgingliche Kontrolle der
Phantasie, — wie es der Maler F.Goya
einmal in seiner Radierung ,,Die schlafende
Vernunft gebiert Ungeheuer plastisch aus-
driickte — miBfallt Schopenhauer. Logische
Kontrolle und Absicherung eines Beweises
ist aber fiir die Mathematik vergleichbar mit
dem, was die Naturwissenschaftler mit dem
Experiment tun. ,,Mausefallenbeweise* sind
und bleiben folglich unverzichtbarer Bestand-
teil der Mathematik.

R. Thiele

Unser Buchtip

R. Thiele

Mathematische Beweise

176 Seiten, zahlreiche Abbildungen
Bestel]l-Nr. 6659193 Preis 8,60M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig



Ein Kulturschatz unserer Heimat

Das Frobelzimmer
in Schweina

Wenn wir an Gedenktagen historisch be-
deutsame Personlichkeiten besonders wiirdi-
gen, so nicht allein aus Achtung vor ihren
Leistungen, die sie fiir den gesellschaftlichen
Fortschritt erbracht haben, sondern vor allem
darum, um uns mit ihrem Leben und Wirken
eingehender zu beschaltigen, um ihr Anliegen
und ihre Ideen tiefer zu verstehen und zu
priifen, ob und wie wir es fir gegenwiirtige
Aufgaben besser und umfassepder nutzen
kénnen.

So war auch der 200. Geburtstag von Fried-
rich Frobel am 21. April 1982 Anlaf}, seine
pidagogischen Gedanken weiter zu erschlie-
Ben und sie insbesondere einer breiten Offent-
lichkeit zuginglich zu machen. Friedrich
Frobel ist bekanntlich als Begriinder des Kin-
dergartens in die Geschichte eingegangen.
Sein Anliegen, eine allseitige und harmoni-
sche Menschenbildung durch eine bewuBte
und planméBige Vorschulerzichung einzu-
leiten, ist nicht nur von Interesse fiir Pidago-
gen, sondern fiir alle Eltern, beriihrt. jede
Familie, so da§ davon ausgehend sich Ge-
legenheit bot und bietet, Traditionsbewuft-
sein, aber auch Stolz auf unsere Errungen-
schaften in der Vorschulerziehung bei vielen
Menschen zu wecken und zu férdern.
Lenken wir unsere Schritte nach Schweina,
von Bad Liebenstein bequem zu erreichen.

Gedenkstein im Frobel-Kindergarten
Miihlhausen

PNl
EROBEL o

Frobel hatte, von vielen als ,,alter Narr** ver-
lacht, hier nach der schwersten Enttauschung
seines Lebens Neues schaffen wollen; schwer
hatte ihn der Schlag des Verbotes seiner Kin-
dergérten in PreuBlen getroffen — zu einer
Zeit, da Amerika und England sich bereits
weit seinen Ideen gedffnet hatten, ja wo sogar
»the kindergarten* in den Wortschatz auf-
genommen worden war.

Hatte er im Revolutionsjahr 1848 noch ge-
hofft, sein Lebenswerk durch Schaffung der
Frobel-Schule zu kronen, so war die Zeit —
sprich die gesellschaftlichen Umstinde — da-
fir noch nicht reif genug, die Fortschritts-
feinde triumphierten wieder im Jahre 1851,
als er - fast siebzigjahrig — hierher nach
Schweina kam. Ein gliicklicher Umstand
begiinstigte sein Wirken: Herzog Bernhard
der 1I. von Meiningen schloB sich seinen
Ideen auf und stellte ihm das SchloB Marien-
thal - bis 1833 Wenigenschweina ~ fir die
erste deutsche Kindergartnerinnenschule zur
Verfiigung. ,,Kommt, laBt uns unseren Kin-
dern leben* — dieses Motto anderen Men-
schen zu vermitteln, war Frobel in diesen
Réumen nur ein knappes Jahr noch ver-
gonnt.

Am 21.Juni 1852 starb er in einem Zimmer
des Schlosses, das jetzt liebevoll als Frobel-
gedenkstitte eingerichtet ist (montags bis
freitags von 9 bis 16 Uhr gedffnet). Das
jetzige Klubhaus des VEB Wilzkorperwerk
beherbergt neben Originalzeugnissen, wie
den bekannten ,,Spielgaben* Wiirfel, Kugel
und Saule, Gastgeschenke aus aller Welt.

Gedenkmiinze

FRIEDRICH FROBEL
1782 -1852

Emission: 200. Geburtstag 1982 -
Masse: 12,2 g — Durchmesser: 29 mm —
Legierung: Neusilber-Auflage 60000 —
Gestalter: Rommel/Dorfstecher

Besonders aufgeschlossen gegeniiber Frobels
Methoden sind Japaner, deren ,,Early Child-
hood Education Association'* schon manches
Zeugnis nationaler traditioneller wie auch
moderner Vorschulerziehung beisteuerte. Ein
Gedenkstein im Vorgarten zeigt die Grund-
bestandteile der Spielgaben in einer Form,
die auch an anderen Frdbelgedenkstitten
zu finden ist (unser Bild).

Wer mehr iiber Leben und Wirken von Fré-
bel erfahren will, der greife zu der im Urania-
Verlag erschienenen Biographie (Preis:
8,80 M, Bestell-Nr. 6537268, Autoren:
R. Bolt/W. Eichler)

® Etwa 664400 Kinder im Alter von 3 bis
6 Jahren werden in den 12000 Kindergirten
der DDR betreut.

® In den Jahren 1976 bis 1980 entstanden
91122 neue Kindergartenplitze, das waren
{iber 12000 mehr als geplant. Fiir die Schaf-
fung eines einzigen Kindergartenplatzes gibt
der Staat 8000 bis 10000 Mark aus.

® Allein im Jahre 1980 wurde 1 Milliarde aus
dem Staatshaushalt fiir Kindergirten aus-
gegeben; Investitionen sind in dieser Summe
nicht enthalten.

® 35 Pfennige téglich zahlen die Eltern ledig-
lich als Kostenanteil fiir das Mittagessen. Der
Besuch des Kindergartens ist kostenlos.

@ Uber 54000 Kindergirtnerinnen betreuen
und erziehen die Kinder.

® Jedes Jahr verlassen 1700 Absolventen die
17 pidagogischen Fachschulen der DDR.

Die von Frobel entwickelte Reihenfolge der
Spielzeuge ging von den Entwicklungsstufen
des Kindes aus. Beginnen sollte das von den
Eltern oder Kindergirtnern geleitete Spiel,
als Teil der Erziehung, mit dem Ball, gefolgt
von Kugel und Wiirfel. Daran schlossen sich
verschieden geteilte Wiirfel an, in Baukisten
zusammengestellt. Weitere Spiel- bzw. Bau-
elemente waren Legetifelchen, -hélzchen,
Stiabchen und Buntpapier. — Das hier abge-
bildete Spielzeug aus sowjetischer Produktion
wurde in Anlehnung an Frobels Spielma-
terialien entwickelt.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aus Eulenspiegel: Frank Steger

W
. (DOPPELGARAGE

‘In der AG Mathematik

In der Liste der AGs Mathematik gibt es in der -

achten Klasse 259, Midchen. Am 10. Februar wurde
Uta krank und bat thren Bruder Thomas, Schiiler der
neunten Klasse, fiir sie die Zusammenkunft der AG
zu besuchen; deshalb nahmen an diesem Tage nur
noch 20%, Midchen teil. '
Wie viele Teilnehmer waren an diesem Tag in der
Liste der AG eingetragen?

A. Halameisdr, Literat, Moskau

Rechengesetze und Lehrsitze gesucht

a) Welche Rechengesetze behandeln diese Mathematik-
lehrer in ihrem Unterricht? ‘

DR. STEVE T: GITZ, SIBIU

ASTA J. GESSOV, ZEITZ

b) Welche Lehrsitze lehren diese Hochschullehrer?

ACHIM DESSER, ULI K.VADERIE,
- THALE CALI

Fachlehrer D. Knape, Jessen

A,
A
® Berechne # in der folgenden Gleichung (x € N):

7+/2-1/2-1)

Hirntest: n=1; x=2;

"= Var/3-)3
® Berechne x in der folgenden Gleichung:

V2+)3+1/2=)3r =2

. 1
® Gefragt: A’ Teilverhidltnis konstant T

7 ’ S. Tunn, Barth
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Analyse eines Rechentricks-

Zwei einstellige Zahlen werden untereinander an die
Tafel geschrieben. Dazu kommt jeweils die Summe der
beiden letzten Zahlen, bis 10 Zahlen erreicht sind.
Wenn man den Trick kennt, ist man nun in der Lage,
mit geringem Rechenaufwand sofort die Summe dieser
10 Zahlen zu nennen. o
Man braucht nur die siebente Zahl mit 11 zu multi-
plizieren. Erhoht wird der Effekt, wenn man bis zur
letzten Zahl der Tafel den Riicken kehrt. Zuerst ein-
mal ein Zahlenbeispiel :

3 Nehmen wir die beiden
7 allgemeinen Zahlen g und b,
10 dann ergibt sich:
17 - a
27 b
44 a+ b
71 71-11=781 a+ 2b
115 2a+ 3b
186 3a+ 5b
+301 Sa+ 8b die7.Zahl
781 8a+13b
' 13a+21b
2la+34b

55a+88b=11(5a+8b)

Diese Klammer entspricht gerade der 7.Zahl. Der
Trick ist also entschleiert! Wer sich schon niher mit
Folgen beschiftigt hat, erkennt sicher eine Fibonacci-
Folge (siehe Heft 6/81).

AG-Leiter Mathematik Benno-Kunze-Obsieger, Bonn

Holzweg

Mit welcher Manipulierung (z. B. Holzchen versetzen)
kann man in jeder Zeile die angegebene Summe er-
halten?

Nil=1=\/lll
X+ =\l
N+l =\/|ll

Fiiles, Budapest



Fiillritsel

In die Figur sind senkrecht abwechselnd Worter mit
sieben und sechs Buchstaben folgender Bedeutung
einzutragen:

1 2 3 4 5 6 ? (] ) % 1o 12 |18

1. Begriff aus der Logarithmenrechnung; 2. Begriff aus
der Mengenlehre; 3. ein Viereck; 4. ein System von
m- n Elementen, die in einem Schema von m Zeilen
und n Spalten angeordnet sind; 5. Teilgebiet der Ma-
thematik; 6. Zeichengerit; 7. Vielgliedriger Ausdruck;
8. Begriff aus der darstellenden Geometrie; 9. Deut-
scher Mathematiker, auf den der Integralbegriff zu-
riickgeht; 10. Rechenbrett; 11. tschech. Mathematiker,
vervollstindigte u.a. die Infinitesimalrechnung;
12. Mathematiker des Altertums; 13. deutscher Ma-
thematiker, Begriinder der Infinitesimalrechnung.
Bei richtiger Losung ergeben die Buchstaben der ersten
Zeile den Namen des Graphen der Funktion y=x2.
Diplom-Lehrer Ing. D. Vélzke, Greifswald

Kombiniere !

Die Zahlen 1 bis 9 sollen in ihrer geordneten Reihen-
folge so durch die vier Rechenzeichen +, —, -, : ver-
bunden werden, daB sich als Ergebnis 100 ergibt. Da-
bei k6énnen auch mehrere Ziffern zu einer Zahl zu-
sammengefalt werden.
Wieviel Losungen findest du?

Aus Matematicko Fisicki List, Beograd

N
-

PRIVAT

Aus Magazin: Hans-Jiirgen Starke
Zahlenleiste

Die vorliegende Zahlenleiste soll in vier deckungs-
gleiche Teile zerlegt sein, deren Summe jeweils 35 be-

triigt. Schiilerin Christiane Krause, Berlin (Kl.8)

2 9 16 7 12 6 4 1
15 | 10 3 13 7 3 1%

Lokomotion

Auf den Schienen befinden sich zwei Waggons A und
B, sowie die Lokomotive L. Oben ist eine Briicke, und
rechts im Bild befindet sich der Bahnhof. Die Loko-
motive darf iiber die Briicke fahren, die Waggons
jedoch nicht, da sie zu schwer sind.

e
r—

Wie kann man die Positionen der beiden Waggons
vertauschen und anschlieBend mit der Lokomotive

zum Bahnhof fahren?
Prof. Pierre Berloguin, Paris

Aus Elternhaus und Schule : Lothar Otto

Dialoge

e Ein Lehrer fragt einen seiner Schiiler:
»Wieviel ist fiinf plus eins 7
Der Schiiler schweigt. )
»Na schon®, fahrt der Lehrer fort, ,ich will dir mit
einem Beispiel helfen. Angenommen, ich gebe dir erst
fiinf Apfel und nach einer Weile noch einen. Wieviel
Apfel hast du dann?“
,»Sieben.*
,Wieso das 7
,.Weil ich noch einen in der Tasche habe.“
Aus der Zeitschrift Tschajan ( Kasan)

e _Als Drucksache braucht man auf eine Karte doch
bloB eine Fiin[-Pfennig-Marke zu kleben!* — Ja.* —
»Was macht man denn nun, wenn man nur eine Post-
karte mit einer Zehn-Pfennig-Marke hat?* — , Man
klebt eine Fiinf-Pfennig-Marke driiber *

Lesereinsendung : H. Wiegandt, Borna
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XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle Paare (a; b) aus positiven
ganzen Zahlen a, b, die die Eigenschaft ha-
ben, daB von den folgenden vier Aussagen
(1), (2), (3), (4) genau drei wahr sind und eine
falsch ist!

Die Aussagen lauten:

1) b|(a+1),
) a=2b+5,
Gy 3|(a+b)
4) a+7b ist eine Primzahl.

2. Definition: Eine Linge d heiBt Durch-
messer einer Punktmenge M, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir je zwei Punkte X, Y aus M gilt: Der
Abstand XY zwischen diesen Punkten er-
fiillt die Ungleichung XY <d.

(2) Es gibt zwei Punkte P, Q aus M, deren Ab-
stand PQ =d betrigt.

Aufgabe: Untersuchen Sie, ab man jede
Vierecksflache V so durch einen Streckenzug
in zwei Teilllichen zerlegen kann, daB jede
der beiden Teilllichen einen kleineren Durch-
messer als ¥ hat! Dabei soll jede der genann-
ten Fldchen einschlieBlich ihres Randes ge-
nommen werden. (Insbesondere zdhlt also
ein zerlegender Streckenzug zu beiden Teil-
Mlachen.)

Von den nachstehenden Aufgaben 3A und 3B
ist genau eine auszuwahlen und zu 16sen:

3A. In einem Mathematikzirkel wird iliber
nichtkonstante Funktionen diskutiert, die
fiir alle reellen Zahlen definiert sind und
deren Funktionswerte wieder reelle Zahlen
sind. Sind f und g zwei solche Funktionen,
so kann man eine Funktion F fiir alle reellen
x durch

F(x)= f[gx)]
definieren.
Die Diskussion beschiftigt sich mit der
Frage, ob derartige Funktionen f, g, F
periodisch sind. (Bekanntlich heiBt eine Funk-
tion ¢ genau dann periodisch, wenn eine
reelle Zahl p>0 so existiert, daB fiir alle x
die Gleichung
@(x +p)=d(x) gilt.)
Jens behauptet:
Ist g eine periodische Funktion (und f peri-
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odisch oder nicht), so ist auch stets die — wie
oben erklérte — Funktion F periodisch.

Dirk behauptet:

Ist f eine periodische Funktion (und g peri-
odisch oder nicht), so ist auch stets F peri-
odisch.

Christa behauptet:

Sind beide Funktionen f und g nicht peri-
odisch, so ist auch stets Fnicht periodisch.
Untersuchen Sie fiir jeden dieser drei Schiiler,
ob er damit eine wahre oder eine falsche Aus-
sage gemacht hat!

3B. Beweisen Sie, daB man auf der Ober-
fliche einer Kugel, die den Radius r hat,
12 Punkte Py, P, ..., P;; so verteilen kann,
daB fir je zwei dieser Punkte ihr Abstand
voneinander groBer als r ist! Dabei wird als
Abstand zwischen zwei Punkten die Linge
ihrer geradlinigen Verbindungsstrecke be-
zeichnet (nicht etwa ein Bogen auf der Kugel-
oberfliche).

4. Mehrere Personen spielen ein Spiel mit
drei Wiirfeln, auf deren Seitenflichen an-
stelle der iiblichen Zahlen Buchstaben stehen.
Auf jedem Feld steht genau ein Buchstabe;
jeder Buchstabe kommt nur einmal vor.
Nach jedem Wurf muB der Spieler versuchen,
aus den drei Buchstaben, die oben liegen,
ein Wort zu bilden.

Untersuchen Sie, ob eine Verteilung von
Buchstaben auf die Wiirfel derart moglich
ist, daB mit den so beschrilteten Wiirfeln im
Laufe des Spiels auf diese Weise die Worter
AUF, BEI, BEN, CUP, GER, ICH, IDA,
IST, MAN, NOT, TOR, ZUG

gebildet werden kénnen! Wenn dies der Fall
ist, so untersuchen Sie, ob die Verteilung der
Buchstaben aul die Wiirfel aus den genannten
Angaben eindeutig hervorgeht, d.h., ob fir
jeden der drei Wiirfel (bis auf die Reihen-
folge) eindeutig folgt, welche Buchstaben auf
ihm stehen! Ist auch dies der Fall, so ermitteln
Sie diese Verteilung!

5. Ermitteln Sie alle Mengen {a, b, ¢} aus
positiven ganzen Zahlen a, b, ¢, die jeweils
zusammen mit der Zahl

s= %(a +b+c) die Gleichung

/s(s—als—bls—c)=2s

erfiillen!

6. Die Eckpunkte A, B, C, D eines Tetraeders
ABCD, ein Punkt P auf der Fliche des Drei-
ecks ABD, ein Punkt Q auf der Fliache des
Dreiecks BCD und ein Punkt R auf der Flache
des Dreiecks ACD seien so im Raum gelegen,
daB sie bei einer Parallelprojektion die aufl
dem Arbeitsblatt angegebenen Bildpunkte A’,
B,C', D', P',Q bzw. R’ haben (siehe Bild). Die
Ebene durch P, Q und R schneidet die vier
Seitenfldchen des Tetraeders in einer Schnitt-
figur.

Konstruieren Sie auf dem Arbeitsblatt die
Projektion dieser Schnittligur! Beschreiben
Sie Ihre Konstruktion, und beweisen Sie, da3
eine Figur die gesuchte Schnittfigur ist, wenn
sie nach Ihrer Beschreibung konstruiert wird!

[}

A
B’

Die Aufgaben fiir Klassenstufen 11/12 ver-

offentlichen wir im Heft 6/82.

An der OJM nahmen teil: 144 Jungen,
17 Midchen, 80 Korrektoren, Koordinatoren
und Betreuer - Wir sagen Dankeschén an
alle die Pionierleiter, FDJ-Sekretiare, AG-
Leiter, Fachberater Mathematik und Wissen-
schaftler, welche den Zehntausenden Junger
Mathematiker mit Rat und Tat zur Seite
stehen.

Preistrager

Einen ersten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Oliver Geupel,

EOS Romain Rolland Dresden (1)

In Olympiadeklasse 11]12:

Ralf Hortig, 1. EOS Dr.-Theodor-N eubauer
Cottbus (2); Jochen Lattermann (KI. 1 1),
Pestalozzischule (EOS) Dresden (3);

Bodo Heise, Spezialklasse der TH Karl-
Marx-Stadt (4); Ulrich Vollmer (KI. 11),
EOS Heinrich Hertz Berlin (5); Matthias
Hiibner (K1 10), EOS Alexander Humboldt
Leipzig (6); Karin Groger (K. 10),

EOS Heinrich Hertz Berlin (7); Alexander
Schmidt (K1. 10), EOS Heinrich Hertz

Berlin (8)

20 Schiiler erhielten einen 2. Preis, 21 Schiiler
erhielten einen 3. Preis.

Es wurden 25 Anerkennungsurkunden ver-
geben, und an zwei Schiiler wurde eine Ur-
kunde fiir die ausgezeichnete LOsung einer
Aufgabe iiberreicht. )



Seit zwei Jahrzehnten vorbildlicher Gast-
geber der Olympiaden Junger Mathematiker,
DDR-Ausscheid: Die Jugendhochschule Wil-
helm Pieck in der Nédhe des Bogensees.

Die herrliche Landschaflt um den Bogensee
bei Berlin-Wandlitz bot vor, zwischen und
nach den zwei 4stiindigen Klausuren ausge-
zeichnete Moglichkeiten der Entspannung.

hon.

Die Zeichnungen auf dieser Seite stammen
von Mathematik(achlehrer Dieter Grupe vom
Haus der Jungen Pioniere Tangerhiitte, einem
der Betreuer der Magdeburger Mannschaft.

Stellvertretend fiir alle Bezirksmannschaften
stellen wir die seit Jahren erfolgreiche
Mannschaft und ihre Betreuer aus Neu-
brandenburg vor.

Aus dem Rahmenprogramm
der OJM

Erdffnung mit anschlieBendem Kulturpro-
gramm des Erich-Weinert-Ensembles der Na-
tionalen Volksarmee; Forum mit Elke Schil-
ling und Jutta Resch-Treuwerth: Unter vier
Augen; Forum mit Vertretern der Gesell-
schaft fir Weltraumlorschung und Raum-
fahrt der DDR: Losung von Problemen der
Weltraumforschung mit Hille mathemati-
scher Methoden; Vortrag von Prol. Dr.
H. Ahrens, Akademie der Wissenschaften der
DDR: Einlihrung in Probleme der mathe-
matischen Statistik; Vortrag von Oberstu-
dienrat J.Lehmann, VL4V, Chefredakteur
der alpha: Logische Spiele (mit Colordias und
Ausstellung von 70 Exponaten); Besuch der
Hauptstadt der DDR, insbesondere des Frei-
zeitzentrums in Berlin-Lichtenberg; Feier-
licher AbschluB3 der OJM im Zentralrat der
FDJ.

Olympiade-Kryptogramm

Die Buchstaben in dem Wort OLYMPIADE
sind so durch Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen, daB
wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeuten
gleiche Buchstaben gleiche Ziflern und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

‘YY-YYIA=00000O
‘YY ' YYIA=LLLLLL
YY" YYIA=YYYYYY
-YY - YYIA=MMMMMM
‘YY YYIA=PPPPPP
YY- YYIA=ITITIII
YY - YYIA=AAAAAA
‘YY-YYIA=DDDDDD
E - YY ' YYIA=EEEEEE

O»—~mwg~<ro

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden
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IyTemectsue no ungpam.

Al A Hauunas c uudpst 1 B Bepxuem Je-
BOM Yrily MpOBENUTE JOMAHYIO JHHHIO B
HIDKHUH npaselii yro c undpoi 9. Ipu stom
IBUraThCs OT UN(PH K L(PPE MOXKHO TOILKO
6o BrpaBo, suMb60 BHM3; cymMMa LMbP,
NepeypPKHYTHIX IOMaHOM, NOJDKHA PABHATHCA

Sly Oid Fox

Ad4A A sly old fox ate 100 Valentine
candies in five days, each day eating six more
than the day before.

How many candies did he eat on the fifth
day?

A54Aa Un marchand a mélangé trois quali-
tés de café de la fagon suivante: 1l1kg a
14fle kg, 10kg 4 19,05F le kget4kga 17F
le kg.

A combien revient le kilogramm de mélange?

A6A Un camion transporte 60 cartons
contenant des bouteilles d’huile. La masse
du chargement est de 1320kg. Sachant que
chaque bouteille d’huile a une masse de
1,4kg (verre compris) et que la masse de
chaque carton vide est de I kg, calcule:
a) le nombre de bouteilles d’huile transpor-
tées,
b) le nombre de bouteilles par carton.

H. Begander/C. P. Helmholz|J. Lehmann

100.

111|111 (1|11

2l2lej2|2ef{a2|2afale

313|313 |3|3([3(3]3

Gloe | e ola]a]|e|s | .

sTs[s[: 5] 5]5]:]:] Losungen

El6|e|6]6|6|6[6]6 Ldsungen zu: Chemische Reaktionen

f{z|7]7|?|?[7 (7|7 mathematisch ausgerechnet

6|86 |6|8]|8|8 |88 Ala 3CO+2H;02CH;0H+2CO,,

9lel9laf{elalala]e 6CO +3H,;0=2C,HsOH +4CO,.
A2Aa Te,+4TeOCl,22TeO;+4TeCl,,

Haiaure MapupyThbl, cOOEpXallue Hau-
MeHblllee ¥ HAWOOJIbILICE KOJMYECTBO ,,MO-
BOPOTOB'*.

Jlsa xpaaparta.

a2 A Ksagpar, nzobpaxeHHbId Ha PUCYH-
ke cieBa, 06anaeT y;IMBUTEIbHBIM CBOW-
CTBOM : CYMMbI 4HCEJl IO BEPTUKA/AM, [OPH-
30HTAIAM UM JHArOHAJISAM OJMHAKOBLI U paB-
Hbl 5.

2|76
9151
413148

A cMoOXeTe S Bbi pa3MeCTHTb udpbl oT |
no 9 tak, 4ToObI BCce 3TH CyMMBI ObLTH pa3-
JIMUHBI?

Pat’s Pattern

A3 a Our pal Pat likes to sit around,
ogling the following pattern of numbers.
What is the next row? What is the middle
number in the 17th row? What is the sum ol
the numbers in the 21st row?

1
35
7 9 11
13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39 41
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TeO,+ TeCly =2TeOCl.,.

Lésungen zu: 15 Jahre mathematische
Mannschaftswettbewerbe im Bezirk
Cottbus

Al A a)l,625Billionen = 1626000000000
b) Wegen 1,625 Bill. M+ 0,471 Bill. M = 2,096
Bill. M werden die 2 Bill. M um 96 Mrd. M
iberschritten.

A2a Da nur das Produkt 9-9=81 aul !
endet, kommt nur die einstellige Zahl 9 in
Frage. Dic Probe 9-12345679=111111111
besttigt dies.

A3 a Folgende Lésungen sind moglich:

Ad4a  a)L(x)=2024, 2025, 2026
L(y)= 251, 252, 253
b) GrofBte Differenz 2026 —251=1775
Kleinster Quotient 2024 : 253= 8
A5A a) 10000 kleine Brote, da
4000000 g : 400 g = 10000
b) 5000 groBe Brote, da 40dt=4t und grofe
Brote doppelt so schwer als kleine Brote sind.

A6a Das untenstehende Schema erfillt
die geforderten Bedingungen:

7 10 13
12 15 18
17 20 23
22 25 28
A7a Zeichnungen in verkleinertem MaB-
stab
a)
b)
A8A 10007 und 10007
— 9999 — 9998
8 9

A9A Wegen9-19=171 muB c=1 sein.
Folgende Grundaulgaben enden auf 8:
1-8=8-1=8;2-4=4-2=8;2-9=9-2=18;
3-6=6-3=18;4-7=7-4=28; 6-8=8-6=48.
Drei Fille ergeben ein dreistelliges Produkt.
Somit sind Losungen9 - 12=108;6-18=108;
8-16=128.

A10A Da man fiir zwei Stiick Obstkuchen
0,80 M (2,70 M — 1,90 M) bezahlen muB, ko-
stet ein Stiick Obstkuchen 0,40 M.

Ein Stiick Streuselkuchen kostet dann 0,35 M.
Eine Probe bestitigt die Richtigkeit der
Preise.

Losungen zu: Wer knobelt mit?

Ala
I 1 M _
I ! N |
L _ 1 N R
a) b) <)
NG -
AN _l_
N I
d) g)
~N T T — 1
N i
I_ __\_5 - o I_ ___I
N ACZI> ST
[N —_——— | >
YA ]

~

A2a Es muB} folgendes Prinzip erkannt
werden: Die Anzahl der Schnitte verringert
sich. wenn man bei jeder neuen Anordnung
darauf achtet, daB3 jeder Teil halbiert wird.

+— ==

1 Schnid
Skizze fiir die ersten drei Schnitte.

e B T e R 5



Ala 1. Fall: Die Wiirfel an den Ecken sind
schwarz gefarbt. Dann benétigt man: 14
schwarz geldrbte Wiirfel, 12 weil geldrbte
Wiirfel, 1 Wiirfel im Innern kann beliebig ge-
fdrbt sein.

2.Fall: Die Wiirfel an den Ecken sind weil}
geldrbt. Dann benétigt man analog: 14 weiB,
12 schwarz und einen beliebig gefarbten
Wiirfel.

A4a Es ist die Gleichung zu losen
a+3b+3c+d=24. Durch systematisches
Probieren erhdlt man als Losung

(a, b, ¢, d)=(1, 2,4, 5).

Durch geeignetes Vertauschen dieser Zahlen
erhilt man weitere Losungen, z.B. (1, 4, 2, 5).
A5A Es sind Figuren mit 14, 16, 18, 20,
22 cm Umfang moglich.

1.Fall: Umlang 14cm (Bei Ausschlufl von
Drehung und Spiegelung gibt es genau eine

Ldsung.)
2.Fall: Umfang 16 cm -
| —

3.Fall: Umfang 18 cm

(1]

-

Umfang 20cm

[
-

4. Fall:

1
1]

L1

0£4ap=9, 054, £9) ist also dann und nur
dann durch 9 teilbar, wenn aq+a, durch 9
teilbar ist. Wegen 1 <ao+a; <18 ist dies fiir
Q(n)=aq +a, =9 (und nur dafiir) der Fall.

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

In der AG Mathematik
Man kann die Voraussetzung, wie in der
Aufgabe, in Tabellenform erfassen:
Anzahl der Mitglieder darunter
Midchen Jungen

laut Liste X 0,25x 0,75x
Teilnehmer
am 10. Februar x 0,25x—1 0,75x—1

Laut Voraussetzung ist am 10. Februar der
Anteil der Midchen 20% oder 0.2 von der
Gesamtzahl, also
0,25x—1=0.2x.
Daraus erhilt man, daB x=20 ist, d. h. laut
Liste waren in der Arbeitsgemeinschaft
20 Schiiler, darunter 5 Midchen, d.h. 209
der Gesamtzahl.

Rechengesetze und Lehrsitze gesucht

Distributivgesetz, Assoziativgesetz;
Thales/Archimedes, Euklid/Cavalieri

A
=l;x=2;5="?
Hirntest: n=1; x= YA

Man zerlegt die dritte Wurzel und die Qua-
dratwurzel aus der Gleichung

l/7+5\f [f—n
Va+2)/3-)/3

l/:3[/§+6+2[/_(lf—l
Vi+2)/3+0/3%-)/3

Dann ist

l/_+1/_)J (/2-1
Va+-s lf

_(/2+1): (1/—1)

.

5.Fall: Umfang 22 cm

]

U

A6A Durch systematisches Probieren er-
hélt man folgendes Ergebnis: Frank wiirfelt
2,2,3,4, 5 denn 2+2+4=3+5.

Losung zu: Die Vielfachen der 9

Jede natiirliche Zahl

n=do+ 10a; + 10%a,+ ... + 10fa,

ist modulo 9 zu ihrer Quersumme
Q(ny=aqg+a,+dz+ ... +a,kongruent.

Dies [folgt sofort aus 10=1 (mod 9),
102=1-(mod 9), ..., 10*=1 (mod 9).
Insbesondere ist eine Zahl n durch 9 teilbar
genau dann, wenn ihre Quersumme Q(n)
durch 9 teilbar ist.

Eine zweistellige Zahl 10<n=uao+ 104, £90

+)/3-)3 7
2-1
0

n= x=1.

Durch Umformen erhilt man

+(V2— 1/ 3p =2,

+ cos 30° "+ I'—cos 30° '\~I
7 —5 )=t

Nun ist cos2a=2cos?x— | bzw.
cos2a=1—2sin%a,

also cos*15° +sin*15°=1, und x=2.

.
Gefragt.;
t—1 A
a1 7Y

fiir r=3 wird A'=;A

Holzweg

VII+1 =VIII
XI —HI=VIII
vV  +1I=VII

Fiillriitsel

1. Numerus; 2. Objekt; 3. Rhombus;

4. Matrix; 5. Algebra; 6. Lineal; 7. Polynom;
8. Aufri}; 9. Riemann, 10. Abakus; 11. Bol-
zano; 12. Euklid; 13. Leibniz; Normal-
parabel.

Kombiniere!
Jeweils eine der Losungsmoglichkeiten:
1+ 2-34-56+78+ 9=100

1+ 23— 4-56: 7+89=100
14234—-56— 7— 8- 9=100
1-234+ 5-67— 8- 9=100
14234 5- 6:78+ 9=100
1+234-75: 6— 7—89=100
124 3-45+ 6 7—89=100
12+ 3+ 4-56: 7+89=100
123+ 4— 5+67—89 =100
123+ 45—67+ 8— 9 =100

Zahlenleiste

2 9 16 7 12 6 | & "
8 |15 |10 3 13 7 3 14

Lokomotion

IORXORORO]
Q,Q.GQ,
Q.0 0D

.Q-CL

Losungen zu: alpha-Sprachecke

Reise durch die Ziffern

Al A Beginnt bei der Ziffer | in der linken
oberen Ecke, und fiihrt eine Zick-Zack-Linie
in die rechte untere Ecke mit der Ziffer 9!
Dabei kann man sich von Zifler zu Ziffer nur
entweder nach rechts oder nach unten bewe-
gen. Die Summe der Zahlen, die durch die
von der Linie durchschnittenen Ziffern dar-
gestellt werden, soll 100 sein.

Findet diec Wege, die die kleinste bzw. die
grofte Anzahl von Richtungsidnderungen er-
fordern!
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Losung:

111111111 111111111
222222222 222222222
333333333 333333333
444444444 444444444
555555555 555555555
666666666 666666666
777777771 77771171717
888888888 888888888

999999999 999999999
Der Weg auf der linken Zeichnung enthilt
insgesamt nur 4 Richtungsdnderungen; auf
dem zweiten Weg wird die Richtung 11mal
geidndert.

Zwei Quadrate

a2a Das Quadrat im linken Bild besitzt
eine erstaunliche Eigenschaft: Die Summe
der Zahlen in jeder Senkrechten, jeder Waage-
rechten und jeder Diagonalen ist gleich 15.

Konnt ihr die Zahlen von 1 bis 9 so ver- .

teilen, daf alle diese Summen voneinander
verschieden sind?

" Lésung:
1 53
276
4 8 9
Es gibt auch andere Losungen.

Pat’s Muster

A3 a Unser Freund Pat liebt es, sich mit

dem [olgenden Zahlenmuster zu beschiftigen.

Wie heifit die ndchste Reihe? Wie lautet die

mittlere Zahl der 17. Reihe?

Wie groB ist die Summe der 21. Reihe?

Losung: Da es sich um die Folge der unge-

raden Zahlen handelt, ergibt sich fiir die

folgende Reihe 43; 45; 47; 49; 51; 53; 55.

Die Anzahl m der Glieder jeder Reihe stimmt

mit der Nummer der Reihe iiberein. Demzu-

folge hat die 17.Reihe auch 17 Glieder, und

das letzte Glied dieser Reihe ist das Glied mit

m(m+1)
2

natiirlichen Zahlen von 1 bis n’. Das mittlere

Glied der 17.Reihe hat dann die Nummer

n=—m(m2+ 1)—8 mit m=17, also n=¥—8

=145. Fiir das n-te Glied der Folge der

ungeraden Zahlen gilt nun a,=a+2(n—1)

=1+2-144=289. Das mittlere Glied der

17. Reihe heiBt 289.

Fiir die Summe der ungeraden Zahlen von

1 bis n gilt s,=n>.

Dann gilt fir die

1.Reihe 5, =12,

2.Reihe 5,=3%2-22,

3.Reihe 53 =6%2—3%,

4.Reihe s,=10%-62,

der Nummer n'= als Summe aller

. n 2 [n 2
n-te Reihe s,.=|:§(n+ 1)] —[E(n— l)] .

Fiir n=21 ergibt sich dann die Summe der
21ten Reihe s,=2312—230%=9261.
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Der schlaue Fuchs
A4 A Ein schlaver Fuchs aB 100 Zucker-
platzchen in 5 Tagen, jeden Tag 6 mehr als
am vorhergehenden. Wieviel Zuckerplitz-
chen verschlang er am 5. Tag?
Losung: Wenn er am [unften Tag x Zucker-
platzchen aB, waren es am vierten x—6,
am dritten x — 12, am zweiten x— 18 und am
ersten.x —24. Dann gilt die Gleichung
X+x—6+x—124+x—184+x—24=100,

x= 32.
Der Fuchs verschlang am 5. Tag 32 Zucker-
platzchen.

A5a Ein Hindler hat drei Sorten Kalflee
auf folgende Weise gemischt: 11kg zu 14F
das kg, 10kg zu 19,05F das kg und 4kg zu
17F das kg Wieviel kostet ein Kilogramm
der Mischung?

Losung: Der Gesamtpreis der Mischung be-
tragt
11-14F+10-1905F+4-17F=412,5F.
Dann kostet 1 kg dieser Mischung
412,5F:(11+10+4)=412,5F:25=16,5F.

A6A Ein Lastwagen transportiert 60 Kar-
tons mit Olflaschen. Die Masse der Ladung
betrdgt 1320kg. Jede Ulflasche hat eine
Masse von 1,4kg (einschlieBlich Glas), und
die Masse jedes leeren Kartons betrigt 1kg.
Berechne
a) die Anzahl der transportierten Olflaschen,
b) die Anzahl der Flaschen in jedem Karton!
Losung: a) Die Anzahl der Ulflaschen sei x,
dann gilt die Gleichung

1320=60+1.4x,

x = 900.

Die Anzahl der transportierten Ulflaschen
betragt 900.
b) 900:60=15.
In jedem Karton befinden sich 15 Flaschen.

Lisung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. Miiller-Pfeiffer, Heft 4/82

Aul [A, B] werden zum Zeitpunkt :=0 je-
weils im Abstand von lcm die Punkte
Po=A, Py, ..., Pyoo=B markiert. Wenn das
Band gedehnt wird, entfernt sich der Punkt
P,:; vom Punkt P,, n=0, 1, ..., 99, mit der

Geschwindigkeit %cmsec". (Das stellt auch

der Kifer fest, wenn er sich im Punkt P, auf-
hilt) Der Kifer, der sich zum Zeitpunkt
t=0 bei A belindet, wird also den Punkt P;
erreichen. (Die Geschwindigkeit des Punktes
P, wird aus der Sicht des Kalers bei der An-
niherung an diesen Punkt immer kleiner und
wird schlieBlich Null in dem Moment, in dem
der Kifer den Punkt P, erreicht.) Aus dem
gleichen Grund wird auch der Punkt P, er-
reicht. Wenn der Punkt P,, 1<n<100, er-
reicht ist, wird der Punkt P,., fiir groBe n
schon weit entfernt sein, aber auch P, wird
erreicht werden. Damit ist nachgewiesen, da
auch der Punkt P o0 =B nach einer endlichen
Zeit erreicht wird.

Wir wollen jetzt zeigen, da3 die Wanderung
des Kifers von A nach B sehr lange dauert.
Der Punkt P, sei nach der Zeit von t,sec
erreicht. Zu diesem Zeitpunkt ist P,;, um
(l +t—2") cm von P, enflernt. Die Laufzeit des
Kifers von P, nach P, ist daher groBer als

( 1 +’5> sec. Also gilt
byt 1> It 1+t" ‘—1+3
n+1>1In 3= itm

Diese Abschitzung wird im folgenden wieder-
holt benutzt.

t >1+3t 1 g1 Et
100 599> +2 +2 98

14243 LR E) It
= +§+ i tog>...> +1m... 3 1

o
t1>1+§+...+(z>99= 2 =
2 2 2—1
2

= 2[(%)100 - 1:'> 8-10'7 [sec].

Wenn man t, o9 in Jahren ausdriickt, so ergibt
eine einfache Umrechnung

t100>210'° [Jahre].

Natiirlich kann man t,¢0 auch genau an-
geben. Man muB dazu eine Differential-
gleichung 16sen und erhilt dann
tioo=2(e’"—1) sec,e=2, 718....

Die obige Abschitzung, die man auch in der
Form

tio0>2(2,25°° 1)

schreiben kann, ist demnach gar nicht so
schlecht. Es gilt also sogar

t100>3-10'* [Jahre].

Um eine gewisse Vorstellung von der Zeit-
dauer t;90 zu bekommen, weisen wir darauf
hin, daf seit dem Urknall (Entstehung unserer
Welt) etwa ,nur* 11-10° Jahre verstrichen
sind.

4Lﬁsungen zu: Sieben Geometrie-

aufgaben auf einen Streich

Wir betrachten Flachen

Ala (1)35cm?;(2) 12mm; (3) 25m; (4) es
gibt verschiedene Moglichkeiten: 1cm und
49 cm, 7cm und 7 cm; (5) es gibt verschiedene
Moglichkeiten: 1cm und 81cm, 3cm und
27cm, 9cm und 9cm.

A2a a) Es gibt vier verschiedene Recht-
ecke.

b) Es pibt genau ein solches Rechteck.

A3 A a)Es gibt vier verschiedene Moglich-
keiten; die Seitenlingen konnen 1cm und
7cm, 2cm und 6 cm, 3cm und 5c¢cm, 4cm und
4 cm sein.

b) Die Anzahl der Quadrate, die das jeweilige
Rechteck ausfiillen, ist dann 7 bzw. 12 bzw.
15 bzw. 16.

c) Der Fliacheninhalt ist am groBten, wenn
das Rechteck ein Quadrat ist.

A4a 20 Glasscheiben.

A54A Die Seitenlingen des Quadrats sind
a) 8cm, b) 9cm.



A6a Die Fliche des FuBballplatzes hat
‘eine GroBe von mindestens 4050 m? und
hochstens 10800 m2.

A7A a)Die Linge des einen Rechtecks ist
dreimal so groB wie die des anderen.

b) Der Flacheninhalt des einen Rechtecks ist
neunmal so groB wie der des anderen.

Ldsungen zu: alpha-Wettbewerb, Heft 6/81
(Statistik)

AlAa 26332-43g=113227,6gx113000g
=113kg

Es wurden 113 kg Papier-verbraucht.

A2A 26332-44g=1158608g=116000g
=116kg .

Fiir die Antwortkarten wurden 116 kg Papier
verwendet.

A3a 113kg+116kg=229kg

Insgesamt wurden 229 kg Papier verbraucht.
AdA 26332-0,09M=2369,88M

Die Post- und Schreibgebiihren betrugen
insgesamt 2369,88 M.

ASA 26332:90=292,57~290

Zum Schreiben der Antwortkarten waren

rd. 290 Stunden notwendig.
A6A 2)26332-210cm=552972cm=
~553000cm=5530m=5,53km
26332-29,8 cm = 784693,6 cm~ 785000 cm
=7850m=7,85km
Das Band wire 5,53 km bzw. 7,85 km lang.
b)26332-29,8cm-21,0cm = 16478 565 cm?
216500000 cm? =1650 m?=0,165 ha
Die Blitter wiirden eine FEiche von 1650 m?
einnehmen.
A7 A 26332-0,36 mm=9479,52 mm
~9500 mm =9,5 m.
Der ,,Kartenturm* wire 9,5m hoch.
A8a 3)Klasse5

3151:7215 =x:100
x=43,7

1009, —43,79,=56,3%,
Es sind 43,79/ Jungen und 56,3%, Midchen.
Klasse 6
Es sind 43,3%; Jungen und 56,7%, Midchen.
Klasse 7
Es sind 45,89, Jungen und 54,29/ Midchen.
Klasse 8
Es sind 52,99 Jungen und 47,19, Midchen.
Kiasse 9
Es sind 55,49, Jungen und 44,69, Madchen.
Klasse 10/12
Es sind 61,49/ Jungen und 38,69, Midchen.
b) Gesamtzahl der Jungen 12745, Gesamt-
zahl der Mddchen 13482.

12745:26227 =x:100

x=48.,6.

1009, — 48,6V, =51,4%,
‘Der Anteil der Jungen betrug 48,69/ und der
der Midchen 51,4%.

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/82

Ma5 w2179 Das rechteckige Stiick Papier
hat einen Flicheninhalt von 90-45cm?
=4050 cm?. Aus 4050 cm?—3650 cm?
=400 cm? und 400 cm?:4=100 cm? folgt,

daB jedes der vier ausgeschnittenen Quadrate
einen Flicheninhalt von 100cm? hat und
somit eine Seitenlinge von 10cm besitzt.
Der oben offene Karton hat deshalb ein
Volumen von (90—20)-(45—20) 10cm?
=17500cm?.

Ma5 #2180 Damit der erste Summand
moglichst groB wird, muB er 9 # #* lauten.
Da die fiir die Sternchen einzusetzenden
Zilfern paarweise voneinander verschieden
sein sollen, kann der dritte Summand nur
881 lauten. Damit der erste Summand mog-
lichst groB wird, muB er 9 #7 lauten. Wegen
7+ #4+1=11 lautet der zweite Summand
193. Deshalb lautet der erste Summand 907.
Die richtig geloste Additionsaufgabe lautet
deshalb
907
+193
+ 881
1981

Ma$ = 2]{81 Angenommen, in dem Ver-
kaufsregal liegen g, b, ¢, d Stiick Seife der
Sorte A4, B, C, D; dann gilt d=15 und
b+c=2-15=30=20+10, also ¢=20 und
b=10, weil es von der Sorte B nur halb so
viel sind wie von der Sorte C. Aus b=10
folgt a=10:2=5. Daraus folgt weiter
a+b+c+d=5+10+20+15=50. Im Ver-
kaufsregal liegen 50 Stiick Seile.

Ma5 2182 Damit beide Zuckerdosen
gleich schwer sind, geniigt es, in die kleinere
200g Zucker, in die groBere keinen Zucker
zu fiillen. Somit ist die gréBere der beiden
leeren Dosen um 200g schwerer als die
kleinere. Da die gréBere Dose doppelt so
schwer ist wie die kleinere, hat die kleinere
Dose ein Gewicht von 200 g, die groBere von
400 .

Ma5 ®2183 Wegen 7+7+7=21 und
21 : 3=7 erhilt jeder der drei Briider 7 Fisser.

7 21 7 .1 ..
Wegen (7 + i) 3= ¢ 3= 7= 35 erhilt jeder
. . N | .

eine Weinmenge, die 35 Fisser fiillt. Nun ist
folgende Aufteilung moglich.

Anzahl der
vollen halbvollen leeren
Fisser Fisser Fisser
A3 1 3
B 3 1 3
C 1 5 1

Ma5 » 2184 Wir rechnen 1980—27=1953.
Angenommen, im Jahre 1953 war die Mutter
von Jens n Jahre alt; dann wurde sie im
Jahre 1980, also nach 27 Jahren, 10-n Jahre
alt. Nun gilt n+27=10n, 9n=27, also n=3.
Aus 1953 —-3=1950 folgt, daB Jens' Mutter
im Jahre 1950 geboren wurde und im Jahre
1981 somit ein Lebensalter von 31 Jahren
erreichte.

Maé6 =2185 In 1% Stunden hat der PKW

90km, in 3% Stunden hat der Radfahrer

42km zuriickgelegt. Zu Beginn der Riick-
fahrt des PKW ist er somit 48 km vom Rad-
fahrer entfernt. Aus s=v-t und s;+s;=s
folgt nun

12t + 60r =48, 72t =48, also t=§.

Der PKW trifft 40 min nach Abfahrt von der
Gaststitte auf den Radfahrer.

Ma6 = 2186 Angenommen,essind x Schafe,
also (x—2) Ziegen und (x+ 11) Pferde; das
sind zusammen (3x+9) Tiere. Nun gilt
30<3x+9<36, 21 <3Ix<27, T<x<9, also
x=8.

Auf dieser Weide grasen 8 Schafe, 6 Ziegen
und 19 Pferde.

Maé6 = 2187 Die beiden natiirlichen Zahlen
seien 2n und n mit n>0. Dann gilt
2n+n)2n—n)-2n-n-(2n:n)=192,
3n-n-2n2-2=192,
12n*=192,
n*=16, also n=2.
Es handelt sich um die Zahlen 4 und 2.

Ma6 @2188 Es sei n diec von Fred
gedachte natiirliche Zahl; dann gilt
x=[(n-5+2)-4+3] 5+7 fur das von Fred
errechnete Ergebnis. Daraus {olgt weiter
x=(5n+2):20+15+7,
x=100n+40+22,
x=100n+62,
n=(x—62):100.
Vom Ergebnis x subtrahiert Fritz 62 und
dividiert die Differenz durch 100. Beispiel fir
n=T:
x=[(7-5+2)-4+3]-5+7, x=762, also
n=(762—62):100, n=17.
Ma6 ® 2189 Es sei z eine Zahl mit den ge-
forderten Eigenschaften und g ihre Quer-
summe; dann gilt z:g=qg+1, also
z=q(q+1), wobei g eine Primzahl ist. Fer-
ner gilt 10=q-(g+1)<99. Das Produkt
q-(q+1) konnte somit 3-4=12 oder
5-6=30 oder 7- 8=>56 lauten.
30 hat die Quersumme 3 und 30:3=10 und
10+4; 56 hat die Quersumme 11 und 56:11
ist nicht 16sbar im Bereich der natiirlichen
Zahlen. Somit entfallen diese beiden Mog-
lichkeiten. Es existiert genau eine Zahl mit
den geforderten Eigenschaften; es ist die Zahl

‘12, und es gilt 12:3=4.

Ma7 #2190 Es habe AD die Linge d; [iir
die Linge von AC gilt dann d+(d+5cm)
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=2d+5cm. Ferner gilt fir die Linge des
Streckenzuges ADEC:d 4+ 5cm +d =2d + 5¢m,
was nicht moglich ist. Nach der Dreiecks-
ungleichung gilt DE+CE>CD bzw. Scm+d
>(d+5cm), was zum Widerspruch fiihrt.
Aus den angegebenen Lingen l4Bt sich kein
Dreieck DEC konstruieren.

Der Punkt E wire ein innerer Punkt von CD.

Ma7 w2191 a)Eine Zahl ist durch 9 teilbar,
wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.
Wegen 2+3+4=9 und wegen ¢+0 kann
a+b+c gleich 9, 18 oder 27 sein. Wegen
a+b=c, also a+b+c=2c, gilt entweder
2¢=9, was nicht moglich ist, oder 2¢=18,
also ¢=9, oder 2c=27, was ebenlalls nicht
moglich ist. Eine Zahl ist durch 4 teilbar,
wenn die aus ihren letzten zwei Ziffern ge-
bildete Zahl durch 4 teilbar ist. Die Zahl 94
ist nicht durch 4 teilbar; folglich ist die Zahl
z, auch nicht durch 4 teilbar.

b) Wegen 0<a<9, 05bh<9, 0<¢ <9 kann
a+b+c gleich 0, 9, 18 oder 27 sein. Wegen
a+b=c, also a+b+c=2c, gilt entweder
2¢=0 oder 2¢ =18, also entweder ¢=0 oder
¢=9. Nach Losung a) entféllt ¢=9. Fiir ¢c=0
gilt a=b=0. Es existiert genau eine solche
Zahl z,, fiir die diese Behauptung nicht gilt;
sie lautet 203 040.

Ma7 ®2192 Angenommen, das Enkelkind
sei x Jahre, der GrofBvater y Jahre alt; dann
gilt

(x—§>~5=y und (y+7°—2-7):7=x.

Daraus erhalten wir durch Umformen
y=5(x—1)und 7x=y+35.
Durch Einsetzen erhalten wir
Tx=5(x—1)+35,
Tx=5x—5+35,
2x =130,
x=15, also y=5-(15—-1)=70.
Das Enkelkind ist 15 Jahre, der GroBvater
70 Jahre alt.

Ma7 #2193 a)3-5-2-7=1

b)7-5=2

c)2:5-7=3

d)2-7-2-5=4

Der Betrag von 99 Uto a8t sich wie folgt
bezahlen:

19-5+4=19-5+(2-7-2-5)=99.

Bei Division durch 5 148t eine natiirliche
Zahl entweder den Rest 0 oder 1 oder 2 oder
3 oder 4. Deshalb lassen sich alle zu unter-
suchenden Zahlen in der Form 5n, Sn+1,
5n+2, 5n+ 3, 5n+4 darstellen. Die Reste 1, 2,
3, 4 lassen sich entsprechend den Ldsungen
a) bis d) darstellen. Folglich 148t sich jede be-
liebige natiirliche Zahl aul diese Weise dar-
stellen.

Beispiel:

217 Uto=(5-43+2) Uto=(5-43+7-5) Uto.
Mag ®2194 Wegen 30°=27000>999 gilt
b=1 oder b=2. Wegen 10'=10<100 und

19'=19<100 entfdllt b=1. Fir b=2 er-
halten wir:
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100 + 204+ ¢ =(20 +¢)?,
100a =(20+¢)> — (20 +¢),
100a=(20+¢)[(20+¢)—1],
100a=(19+ ¢)20+¢).
Wegen 1=<4<9 muB das Produkt
(194 ¢}20+c) ein Vielfaches von 100 sein.
Das trifft nur zu fir ¢=5 und somit fir
a=06, denn es gilt 600=24 - 25,
abe = (bc)® wird fir a=6,b=2 und ¢ =5 in die
wahre Aussage 625 =252 iiberfiihrt.

Mag ® 2195 Esseienaund bzwei natiirliche
Zahlen mit a>b. Aus a> b folgt

a—b>0,

(a—b)*>0,

a?—2ab+b*>0,

a’+b2>2ub.

Mag 82196 Die Quadratseite 4B habe die
Linge a. Nach Voraussetzung hat EF die
Lange %a; BF und CE haben die Linge %u.
DE Diiecke ABF und CDE ﬂd @gruent
(AB=CD; ¥xECD= X ABF; BF = CE). Dar-
aus [olgt AF~DE.

Wenn das Dreieck EFG gleichseitig wiire,

dann miiBten die Seiten FG und EG die
Linge %a haben.

Wegen EF:AD=EG:DG miiBte DE die
Linge %a haben. Nun gilt aber im recht-

winkligen Dreieck ECD nach dem Satz des
Pythagoras fiir die Lange x der Strecke DE

2\ 13,
242 - =_—_u?
x‘=a +<3a> 94>

d.h.x=x1,2a.

Das steht im Widerspruch zu der Annahme,
4
3
Dreieck AEFG nicht gleichseitig.

daB DE die Linge ~a hat; folglich ist das

Ma8 ® 2197 Aus b, +by=by+bs lolgt

by +bz=%'u. Zu dem halben Umfang eines
Kreises gehort ein Zentriwinkel von der
GroBe 180°. Der Zentriwinkel < BMD habe
die GroBe ¢ dann hat der Zentriwinkel
X AMC die Grofle 180°—¢. Somit hat der

Peripheriewinkel % ABC die GroBe 90° —%qb
und der Peripheriewinkel < BCD die Grofe
1

54)' Im Dreieck BCS hat somit der Winkel

4:_BSC diiGriiBe 90°, das heiBt, die Sehnen
AB und CD stehen aufeinander senkrecht.

Ma$ = 2198
Anzahl der Wanderzirkusse n 15
Standortzirkusse 4n 60
Tierzirkusse n—2 13
Biihnenzirkusgruppen 4n—10 50
Insgesamt 10n—12 138
Nun gilt 130<10n—12 < 140,

142<10n< 152,

142<n<15,2,

n=15.

Wolfgang Hintze

Der ungarische
Zauberwiirfel

etwa 110 Seiten, 171, davon 30 farbige
Abbildungen, 4 Tabellen, 142 mm X200 mm,
Broschur, etwa 10,- M

VEB Deutscher Verlag der Wissenschalten,
Berlin

Dieser Titel erscheint im Herbst 1982.
Bestellungen nimmt jede Buchhandlung
entgegen.

Aus dem Inhalt

Kapitel I: Grundlagen

Vorstellung des Zauberwiirfels — Aufbau und
Bezeichnung - Zerlegen, Zusammenbau und
Pflege des Wiirfels - Notieren von Ziigen —
Beispiele fiir einfache Prozesse — Bezeich-
nungen von Segmenten - Theoretische
Grundlagen: Charakterisierung der mogli-
chen Stellungen des Wiirfels wie Zyklendar-
stellungen — mogliche und unmogliche Stel-
lungen - Orientierungsinvariante Untergrup-
pen

Kapitel II: Die Loésung des Grundproblems
Der Hauptsatz — Ein System zum Ordnen des
Wiirfels

Kapitel III: Wiirfelpraxis
Weltausstellung des ,,Kubismus** (schone
Muster); Markierte Mitten; Spielvorschlige;

Kapitel IV : Theoretische Aspekte des Wiirfels
Weiteres zur Wiirfelgruppe wie Minimalzahl
von Generatoren — Maximale Ordnung einer
Permutation — Das Zentrum der Wiirfel-
gruppe — Das Abstandsproblem und der
Durchmesser der Wiirfelgruppe ~ Ordnungs-
maBe - Konstruktion von Prozessen — Der
Algorithmus von Thistlethwaite — Die Super-
gruppe w, — Untergruppen — Andere ,,ma-
gische* Korper - Wiirfel anderer Ordnung
wie Der 2 x2 x2-Wiirfel — Der 4 x4 x4-
Wiirtel - Platonische Korper wie: Das ma-
gische Tetraeder — Das magische Dodekaeder
- Das Zauberdomino

Anhang: Kleines ProzeBverzeichnis — Lésun-
gen der Aufgaben - Literaturhinweise - Re-
gister



Ein ,,eigener
Algorithmus**
zum Ordnen

des Zauberwiirfels

Im Rahmen des WPA-Unterrichtes an der
Sektion Mathematik der Greifswalder Uni-
versitdt fertigten wir eine Arbeit iiber den
Zauberwiirfel an. Neben der Erlduterung ver-
schiedener Algorithmen aus Zeitschriften
und Biichern des In- und Auslandes und der
mathematischen Betrachtung des Wiirfels er-
folgte auch die Beschreibung eines von uns
selbst entwickelten Algorithmus, den wir
teilweise vorstellen wollen. Es wird nur der
Aufbau der mittleren und unteren Ebene be-
handelt, da der Aufbau der oberen Ebene
schon in der alpha 1/82 beschrieben wurde.
Bezeichnung der Ebenen:

Beim Blick auf den Wiirfel werden die ein-
zelnen Ebenen wie folgt bezeichnet:

Bild 1 Bild 2
vordere Ebene V obere Ebene O
£ v,
A
y
Bild 3 Bild 4
rechte Ebene R hintere Ebene H
Bild § Bild 6

untere Ebene U linke Ebene L

Die Grundwiirfeloperationen und ihre
Bezeichnung

Voraussetzung: Der Uhrzeigersinn ist da-
durch eindeutig bestimmt, daB man immer
auf die zu drehende Ebene direkt sieht. Die
Drehung von V um 90° im Uhrzeigersinn
wird mit V bezeichnet. Die Drehung von
V um 90° Entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn

wird mit V' bezeichnet. Die Wirkung von V'

wird durch V' wieder aufgehoben. Dies gilt
analog auch fiir die anderen Ebenen.

Unter richtiger Position eines Eck- oder Kan-
tenwiirfels versteht man, daB er sich an der
richtigen Stelle ohne Beachtung der einzelnen
Farbflichen befindet, d. h., er kann noch ver-
dreht sein. Unter richtiger Orientierung ver-
steht man, daB der Eck- oder Kantenwiirfel
in seiner richtigen Position auch richtig ge-
dreht ist.

. Algorithmus

Bei diesem Algorithmus wird zuerst die obere
Ebene vollstindig aufgebaut. Danach bringt
man die anderen vier Eckwiirfel ohne Beach-
tung ihrer Orientierung in die richtige Reihen-
folge. AnschlieBend werden die Kantenwiirfel
der mittleren Ebene sowie die der unteren so
miteinander vertauscht, daB sie an ihre richti-
gen Positionen gelangen und die richtigen
Orientierungén besitzen. Zum SchluB erhal-
ten die Eckwiirfel der unteren Ebene ihre
richtigen Positionen und Orientierungen.

Eckwiirfel

Nachdem die obere Ebene geordnet worden
ist, werden die vier Eckwiirfel der unteren
Ebene zuerst in ihre richtige Reihenfolge
ohne Beachtung der Orientierung gebracht.
Unter der richtigen Reihenfolge versteht man,
daB die Eckwiirfel der unteren Ebene durch
eine Drehung dieser Ebene an ihre richtigen
Positionen gelangen.

Meistens miissen dabei mindestens zwei Eck-
wiirlel gegeneinander ausgetauscht werden.
Dazu dreht man den ganzen Wiirfel so, daB
sich die auszutauschenden Eckwiirlel vorn
unten befinden, und fithrt die Zugkombina-
tion (I) aus.

v

Bild 7
() VVRVR'VUV UU

Kantenwiirfel

_ Die Zugkombination (II) bewirkt, daB die

Kantenwiirfel (vorn-links) und (unten-links)
gegeneinander ausgetauscht werden, wobei
die linken Flichen der beiden Kantenwiirfel
links . bleiben. Weiterhin riicken die Eck-
wiirfel der unteren Ebene um einen Platz
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn — von
unten gesehen — weiter und 4ndern ihre
Orientierung.

Die Zugkombination (III) ist der vorigen
ihnlich. Bei dieser werden die Kantenwiirfel
(vorn-rechts) und (unten-rechts) gegeneinan-
der ausgetauscht, wobei die rechten Flichen
der beiden Kantenwiirfel rechts bleiben.

v

Bild 8
(II) LUL'U'LUUL’
U'LUUL'U'LUL’

Weiterhin riicken die Eckwiirfel der unteren
Ebene um einen Platz im Uhrzeigersinn - von
unten gesehen ~ weiter und indern ihre
Orientierung.

V0t

Bild 9
(IIHR'U'RUR'UURUR’
UURUR'U'R

Mit Hilfe dieser beiden Zugkombinationen
ist es nun moglich, die Kantenwiirfel der
mittleren und unteren Ebene an ihre richtigen
Positionen mit richtigen Orientierungen zu
bringen. Zuerst werden drei Kantenwiirfel
der mittleren Ebene an ihre richtigen Posi-
tionen mit richtigen Orientierungen gebracht.
Sollte sich ein Kantenwiirfel der mittleren
Ebene in dieser mit falscher Orientierung
oder an falscher Position befinden, bringt
man ihn zuerst mit einer der beiden Zug-
kombinationen in die untere Ebene und
danach an seine richtige Position mit richti-
ger Orientierung.

Die Stelle des vierten Kantenwiirfels bendtigt
man zum ,,Rangieren‘ der vier Kantenwiirfel
der unteren Ebene, damit diese durch das
,,Rangieren** zwischen der mittleren und
unteren Ebene an ihre richtigen Positionen
mit richtiger Orientierung gelangen. Bei die-
sem Vorgang braucht man die Eckwiirfel der
unteren Ebene nicht zu beachten, da sie
untereinander nicht die Reihenfolge dndern.

Eckwiirfel

-Es ist moglich, daB sich jetzt die Eckwiirfel

der unteren Ebene noch nicht an ihren rich-
tigen Positionen befinden, sondern jeweils
2wei Plitze zu weit sind. Sollte dies der Fall
sein, wendet man zweimal die Zugkombina-
tion (II) oder zweimal die Zugkombination
(I11) an. Dadurch riicken die Eckwiirfel der
unteren Ebene um jeweils zwei Plitze — ent-
gegengesetzt dem bzw. im Uhrzeigersinn —
weiter und gelangen so an ihre richtigen Po-
sitionen, wihrend die Kantenwiirfel ihre Po-
sitionen behalten.

Die Eckwiirfel kénnen jetzt noch eine falsche
Orientierung besitzen, entweder vier, drei
oder zwei Eckwiirfel. Diese kann man mit
der Zugkombination (IV) richtigstellen. Da-
bei dreht man den Wiirfel so, daB zwei der
zu drehenden Eckwiirfel vorn unten sind.
Weiterhin muB man beachten, daB bei An-
wendung von (IV) die Eckwiirfel wie folgt
(siehe Bild) gedreht werden:

Vv Bild 10

"“\ ) v

& VUUV'U'VU'V’
uuv'uuvuv'uvuu
Diese Zugkombination muB man meistens
6fter anwenden. A. Schulz
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Die Kreiszahl

Zum 100. Geburtstag des Beweises
der Transzendenz von 7

Teil 1

Eine Sitzung in der Berliner Akademie

Am 22 Juni 1882 trug auf der Sitzung der
physikalisch-mathematischen Klasse der Ber-
liner Akademie der Wissenschalten der Ma-

thematiker Karl Weierstral {1815 bis 1897) -

‘vor. Die Klasse hatte ein Schreiben des Ordi-
narius Ferdinand von Lindemann (1852 bis
1939) aus Freiburg 1. B. erhallen, in dem
dieser ein mathematisches Resultat mitteilte,
durch das ein berithmtes Problem geldst
wurde, Die anwesenden Akademiker, dar-
unter der Mathematiker Leopold Kronecker
{1823 bis 1891}, der Arzt Rudoll Virchow
{1821 bis 1902) und der Physiologe und Phy-
siker Emil du Bois-Reymond (1818 bis 1896),
erfulren durch Weierstral' Vortrag erstmals
von Lindemanns Erkenntnis, die sich auf die
zahlentheoretische Natur der Kreiszahl 7 be-
zieht.

Der junge Freiburger Professor Lindemann
hatte seine Arbeit der Berliner Akademie vor-
gelegt, ein durchaus nicht uniibliches Vor-
gehen. Durch die Wirksamkeit von Weier-
strall, Kronecker und Ernst Eduard Kummer
(1810 bis 1893) galt die Berliner Akademie
zusammen mit der Universitiit {der heutigen
Humboldt-Universitit) als ein Zentrum der
Mathematik. .

In den Sitzungsberichten der Kéniglich Preu-
Bischen Akademie der Wissenschalten, Jahr-
gang 1882, S.67% bis 682, wurden die von
Weierstrall in der Klassensitzung vorgetra-
genen Resultate von F. Lindemann unter der
Uberschrift ,Uber die Ludolph’sche Zahl™
verdffentlicht. Eine ausfiihrliche Abhandlung
»Uber die Zahl n* publizierte Lindemann im
von Felix Klein (1349 bis 1925) und Adolph
Mayer (1839 his 1908) herausgegebenen
20. Band der seit 1869 im Leipziger Teubner-
Verlag erscheinenden Zeitschnift , Mathema-
tische Annalen”™.

Die Transzendenz von 7

Das Hauptergebnis von Lindemann lautet:
.Ist a eine von Null verschiedene al gebraische
Zahl, so ist ¢® immer transzendent,” Die hierin
auftretende Zahl ¢ ist splitestens seit der Mitte
des 18. Jahrhunderts inshesondere durch die
Forschungen von Leonhard Euler (1707 bis
1783) aus der Mathematik nicht mehr weg-
zudenken. Es ist eine irrationale Zahl, die

i Ltranszendent™

sich durch die Summe 1+%+%+...+$
bis zu jeder gewiinschten Genauigkeit (wenn
nur # hinreichend grofl pewiihlt wird) berech-
nen ldBt. (Die Schreibweise a!™ - sprich:
n Fakultidl - ist eine Abkiirzung fiir das Pro-
dukt 1-2-3-...-n der natlirlichen Zahlen
von 1 bis n) Die Dezimalbruchdarstellung
von e beginnt mit 2,71828183. (Auf die Defi-
nition der Potenz e kann hier nicht einge-
gangen werden.)

Was sind algebraische, was sind frunszen-
dente Zahlen?

Eine algebraische Zahl ist jede Zahl, die ir-
gendeiner algebraischen Gleichung mit ratio-
nalen Koeffizienten geniigt:

BogX by X" e kb kg =0, (1}
waorin 5 = 1 eine natiirliche Zahl, kg, ki, ..., k.
rationale Zahlen und &, 40 ist.

Alle rationalen Zahlen sind algebraisch {der
Fall =1 in (1)) L-*"E ist algebraisch, weil |/5.
der algebraischen Gleichung, x* —2=0 ge-
nitgt, (Die Koeffizienten ky = L iy =0,ky = -2
sind ganze Zahlen.) Die Goldene-Schnitt-
Zahl 1=V

{vel alpha, Heft 6/1981, 3, 121} ist algebraisch,
weil sie der Gleichung x* + x — 1=0 geniigt.
Die Zahl l’ 2 st algebraisch, weil sie der
Gleichung x% — 2 =0 geniigt.

Zahlen, die nicht algebraisch sind, werden
transzendente Zahlen genannt. Das Wort
leitet sich vom lateinischen
Verb . transcendere” (ibersteigen, iiberschrei-
ten)ab.

Gottfried Wilhelm Letbniz (1646 bis 1716)
erklirte 1686:

WJTranszendente sind solche Grifen, die
durch keinerlei Gleichungen bestimmten Gra-
des erkldrt werden, vielmehr iiber jede al-
gebraische Gleichung hinausgehen,” Euler
sagte, daB sie ,die Wirksamkeit algebraischer
Methoden iiberschreiten (transzendieren)”.
Eine transzendente Zahl « geniigt keiner
algebraischen Gleichung mit rationalen Koel-
I’aziti_nt::n. Wie man auch endlich viele ratio-
nale Zahlen ao, a1, ..., am wihlt, stets ist
™+ G- 12" 4+ et a0,

Fiir ¢ine algebraische Zahl f hingegen gibt es
gewisse rationale Zahlen by, by, ..., b (die
nicht alle gleich O sind}), so daB
biftt + b 7+ b i+ Bo=0 wird,

£ geniigt der algebraischen Gleichung
bex* 4 b 1 X7 4+ by X+ be=0

mit rationalen Koeffizienten. -

Bis zur Mitte des 19 Jahrhunderts kannte
man noch iiberhaupt kein Beispiel von trans-

" zendenten Zahlen! Erst 1844 entdeckte Jo-

seph Liouville (1809 bis 1882), Professor am
Collége de France in Paris, die ersten trans-
zendenten Zahlen. Diese sogenannten Liou-
villeschen Zahlen lassen sich auf Grund emnes
Satzes von Liouville konstruieren, der aus-
sagt, dab die irraticnalen algebraischen Zah-
len solche sind, die nur dann mit hoher Ge-
nauigkeit durch rationale Zahlen angenihert
werden kdnnen, wenn die Nenner der Nihe-
rungsbriiche sehr grol} sind. (Eine prizise
Formulierung und den Beweis Tindet man im
7. Kapitel des Buches , Zahlentheorie - Aus-
gewiihlte Methoden und Ergebnisse” von
H.Koch und H.Pieper; Berlin: VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften 1974.)
Einen neuen Beweis fiir die Existenz trans-
zendenter Zahlen gab Georg Cantor (1845
bis 1918) in Halle am 7 Dezember 1873 in
einem Brief an Richard Dedekind (1831 bis
1916) in Braunschweig,
Er konnte iiberdies zeigen, dal ¢s mehr trans-
zendente als algebraische Zahlen gibt, dhnlich
wie es mehr irrationale als rationale Zahlen
gibt. (Es gibt jeweils unendlich viele solcher
Zahlen. Das ,mehr” kann man trotzdem ge-
nau prizisieren. Es sel verwiesen auf das
5. Kapitel des Buches .Die Begriffswelt der
Mathematik® von I Ruzsa; Berlin: Volk und
Wissen Volkseigener Verlag 1976.)
Ebenfalls im Jahre 1873 konnte der franzdsi-
sche Mathematiker Charles Hermite {1822
bis 1901) die Transzendenz der Zahl e
nachweisen.
Die Transzendenz von ¢ folgt natiirlich auch
sofort aus dem Satz von Lindemann (a=1).
Aus dem Satz von Lindemann folgt aber
auch die Transzendenz der Kreiszahl x.
Hierzu bendtigt man cine der merkwiirdig-
sten Gleichungen der Mathematik. Euler for-
mulierte sie in einem Brief vom 1{. Dezember
1728 an seinen Lehrer Johann Bernoulli
(1667 bis 1748).
Man schreibt sie heute in der Form
=1 2)
Hicrin gehen ein: die Ealersche Zahl ¢, die
Kreiszahl =, die sogenannte imagindre Ein-
heit i=|/—1 und dic Einheit 1. (Auf die
Definition der Wurzel 1/"'—1 und der Potenz
& kann hier nicht eingegangen werden. Es
sei verwiesen aufl das Buch ,Die komplexen
Zahlen. Theorie — Praxis — Geschichte” von
H. Pieper; Berlin: VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften 1982.) Dic Zahl i=1/'—1 ist
iibrigens algebraisch, weil sie der Gleichung
o1 ;ﬂgcnﬁgl.
Angenommen, % ist algebraisch, Dann wire
{wie man sich iiberlegen kann) auch das Pro-
dukt 7 algebraisch. Daher miiBte nach dem
Lindemannschen Satz ™ transzendent sein,
Andererseits ist e nach (2) aber gleich —1,
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also rational, und somit algebraisch. e™ miiBite
gleichzeitig transzendent und algebraisch
sein, was ein Widerspruch ist. Dieser Wider-
spruch zeigt, daB unsere Annahme falsch ist.
n ist also nicht algebraisch, sondern trans-
zendent: n geniigt keiner algebraischen Glei-
chung mit rationalen Koeffizienten.

Der Beweis des Satzes von Lindemann kann
hier nicht dargestellt werden.

Der urspriingliche Beweis fir die Transzen-
denz von =, also der Beweis des Satzes von
Lindemann, war recht kompliziert. Linde-
mann stiitzte sich wesentlich auf die Unter-
suchungen, die Hermite 1873 beim Beweis der
Transzendenz von e gemacht hat. Die Be-
weise der Transzendenz der Zahlen ¢ und =
wurden bereits 1882 von.Karl WeierstraB und
spater noch von David Hilbert (1862 bis
1943), Adolf Hurwitz (1859 bis 1919) uud Paul
Gordan (1837 bis 1912) erheblich vereinfacht.
Den Gordanschen Beweis hat Heinrich We-
ber (1842 bis 1913) noch durchsichtiger ge-
macht und in sein ,Lehrbuch der Algebra*
(2. Auflage 1899) aufgenommen. Einen noch
einfacheren, fast schon elementaren Beweis
hat Weber dann in der ,Enzyklopidie der
Elementar-Mathematik* (Band 1, 1903) gege-
ben. (Es sei auch verwiesen auf das Buch
»Quadratur des Kreises und Transzendenz
von © von G.I Drinfel'd; Berlin: VEB
Deutscher Verlag der Wissenschalten, Berlin
1980.)

Die Zahl n

Mit dem Lindemannschen Beweis wurde erst-
mals die arithmetische , Natur® der Zahl =
erkannt. Es sei daran erinnert, wie die Zahl =
definiert ist.
Es seien zwei Kreise mit den Durchmessern
dy, d;, gegeben.
Man kann beweisen:
Satz A. Die Umfdnge U, U, zweier beliebi-
ger Kreise verhalten sich wie ihre Durch-
messer,

U,:U,=d, :d>.
Das Verhiltnis des Kreisumfangs zum Durch-
messer ist somit [ir alle Kreise dasselbe:
U,_U,
di  dz
zeichnet. Fiir den Umfang U eines Kreises
mit dem Durchmesser d gilt mit dieser Kon-
stanten

U=nd.
Man kann ferner beweisen:

Diese Konstante wird mit n be-

Satz B. Die Fldcheninhalte F |, F, zweier be-

liebiger Kreise verhalten sich wie die Qua-

drate iiber den Durchmessern bzw. die Qua-

drate iiber den Radien,
Fi:F,=d*:d%=r2:r,%

Das Verhiltnis des Flacheninhalts zum Qua-

drat des Radius ist somit fiir alle Kreise das-

selbe: I-;'E=F—Zl
"y ra

Diese Konstante werde mit ¢ bezeichnet. Fiir
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den Flacheninhalt F eines jeden Kreises mit
dem Radius r gilt mit dieser Konstanten

F=cr?.
Man kann-iiberdies beweisen:
Satz C. Die Fldache F eines Kreises ist gleich
der Flidche eines Dreiecks, das den Umfang U
des Kreises zur Basis und den Radius r des
Kreises zur Hohe hat, also

U-r

FzT.

Uber Satz C lassen sich die Sdtze A und B

auseinander herleiten. Aus F =¢r? =L U und
2
U =nd=2nr folgt
¢=m.

Die Sitze A, B, C lassen sich leichter aus-
sprechen, als sie bewiesen werden konnen, zu-
mal vorher die Begriffe ,,Kreisumfang” und
~Flacheninhalt eines Kreises“ erkldrt werden
miissen.

Legt man einer willkiirlich gelegten Strecke
die Lange 1 zu, so kann jeder Strecke ein-
deutig eine reelle Zahl (ihre Lange) zugeord-
net werden. Hierdurch lassen sich auch die
Umlédnge geradlinig begrenzter Figuren, wie
etwa regelmdBiger Vielecke, erkliren. Der
Umlang eines Kreises kann nun als der Grenz-
wert einer Folge von Umfdngen regelmiBiger
Vielecke mit wachsender Seitenzahl definiert

Es sei dem Kreis etwa ein regelmiBiges
Sechseck einbeschrieben. Die Seitenldnge des
Sechsecks ist gleich dem Radius des Kreises.
Der Umfang ist also p;=6r. Durch fort-
gesetzte Verdopplung der Seitenzahl erhilt
man c¢ine Folge dem Kreis einbeschriebener
regelmiBiger Vielecke mit 12, 24, 48, 96, ...
Seiten. Die Folge der Umlédnge p,, p2, pa,
Pa, Ps, ... ndhert sich mit dem Wachsen der
Seitenzahl einer bestimmten Grenze. Die
Grenze ist groBer als der Umfang eines jeden
Vielecks der Folge. Ebenso kann man von
einem dem Kreise umbeschriebenen regel-
miBigen Vieleck, etwa einem regelmiBigen
Sechseck, ausgehend durch Verdopplung der
Seitenzahl eine Folge dem Kreis umbeschrie-

Gottitied Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716)

Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813)
& ~ LA




bener Vielecke erhalten. Die Folge der zuge-
horigen Umldnge q1, g2, g3, ... ndhert sich
mit wachsender Seitenzahl einer bestimmten
Grenze. Die Grenze ist kieiner als der Um-
fang eines jeden dabei erhaltenen Vielecks.
Die Grenzen, denen sich die Umfdnge der ein-
und umbeschriebenen regelméBigen Vielecke
mit wachsender Seitenzahl nidhern, stellen
dieselbe Strecke dar. Als Kreisumfang be-
zeichnet man diese Grenze, der sich die Um-
fdnge der ein- und umbeschriebenen Vielecke
des Kreises mit wachsender Seitenzahl ni-
hern. Der Satz A ist nun eine Folge davon,
dal} sich (wie man beweisen kann) die Um-
fange zweier dhnlicher Vielecke wie zwei ent-
sprechende Seiten oder Diagonalen verhal-
ten.

Die Konstante 2z ist der Kreisumfang U
eines Kreises vom Radius 1.

Es gilt fiir jedes n
P1<p2<p3<..<pp<U<gn<...<q3<q;
A/

Aus der Zahlengeraden ist somit eine Folge
von Intervallen (py, q1), (P2, 92), --» (s ), - .-
gegeben, so daB fir jedes n das Intervall
(Pa+15 @n+1) IN (P gn) enthalten ist und die
Léangen der Intervalle immer kleiner werden.
Es gibt genau einen Punkt der Zahlengera-
den, nimlich der gesuchte Umfang U, der al-
len Intervallen dieser Intervallschachtelung
angehort. Die reelle Zahl U=2n wird somit
durch die beschriebene Intervallschachtelung
definiert.

Ausgehend von der Lingeneinheit 1 wird nun
eine Fldcheneinheit durch ein Quadrat mit
der Seitenldnge 1 definiert. Die Flachen-
messung geradlinig begrenzter Fliche besteht
dann in der Feststellung, wie viele dieser Ein-
heitsquadrate in der betreffenden Fldche vor-
handen sind. Durch Unterteilung der Langen-
und Flichenmafe lassen sich schlieBlich auch
Flicheninhalte von Rechtecken berechnen,
deren Seite rationale, dann aber auch solche
(Intervallschachtelung!), deren Seiten irratio-
nale MaBe besitzen. Die Berechnung anderer
Vielecksflachen erfolgt iiber das Rechteck.
Fiir krummlinig begrenzte Figuren ist der
Flicheninhalt mit Hilfe von Grenzwerten
definierbar. Man kann beweisen: Die Fla-
cheninhalte der einem Kreis ein- und um-
beschriebenen regelmiBigen Vielecke ndhern
sich mit wachsender Seitenzahl demselben
Grenzwert. Dieser heilt Fldcheninhalt des
Kreises.

Die Konstante ¢=nr ist der Flicheninhalt
eines Kreises vom Radius 1.

Die Definition von = als halber Kreisumlang
eines Kreises vom Radius 1 oder als Flachen-
inhalt eines Kreises vom Radius 1 gibt keine
Auskunft iiber die ,,Natur* von =n als reeller
Zahl. Ist n rational oder irrational, alge-
braisch oder transzendent?

Die Frage nach der Natur der Zahl = ist mit
dem Lindemannschen Satz beantwortet: = ist
transzendent, also insbesondere irrational.

(Teil 2 folgt.) H. Pieper

Junge Mathematiker

feierten Jubildum

Schliissel fir die erfolgreiche Entwicklung
des Kreisklubs Junger Mathematiker Grifen-
hainichen ist jahrelange intensive Trainings-
arbeit.

Vor kurzem beging der Kreisklub der Jungen
Mathematiker Grilenhainichen sein zehn-
jahriges Bestehen. An der Veranstaltung in
den Riumen der Station Junger Naturlor-
scher und Techniker nahmen fiinfzig Mit-
glieder des Kreisklubs teil, darunter auch
einige chemalige, wie Andreas und Matthias
Kasparek, Peter Stolze und Elke Witt. Herz-
lich begriiBt wurde [erner der Chefredakteur
der mathematischen Schiilerzeitschrift alpha,
Oberstudienrat Lehmann, Leipzig, und der
mit 78 Jahren wohl ilteste aktive alpha-
Loser, Diplomingenieur Kurt Oertel, Zschor-
newitz. In seiner Ansprache wiirdigte der
Vertreter der Abteilung Volksbildung die
erfolgreiche Entwicklung des Kreisklubs. Im
Ergebnis der intensiven jahrelangen Trai-
ningsarbeit sowohl im Klub als auch in den
regelmiBig stattfindenden Spezialistenlagern
wihrend der Sommerferien. konnten bisher
nicht weniger als 17 erste und mehrere
zweite sowie dritte Plitze bzw. Preise bei
Bezirksolympiaden erkdmpft werden. Jahre-
lang belegte der Kreis Grafenhainichen eben-
falls in der Mannschaftswertung den ersten

Rang. In diesem Zeitraum qualifizierten sich
auch [inf Junge Mathematiker (ir die DDR-
Olympiade, wo sie zum Teil ebenlalls sehr
gute Ergebnisse erzielten.

Nach diesen Ausfithrungen hielt Andreas
Kasparek, Teilnehmer an der Internationalen
Mathematikolympiade 1979 in London, einen
interessanten Lichtbildervortrag iiber seine
Reiseeindriicke. AnschlieBend stellte Chel-
redakteur Johannes Lehmann in Wort und
Bild den Werdegang der mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha vor und wertete den
alpha-Wettbewerb aus, an dem ja auch aus
unserem Kreis jahrlich etwa 50 bis 60 Junge
Mathematiker teilnehmen. So ist gerade diese
mathematische Schiilerzeitschrift in all den
Jahren zu einem unentbehrlichen Helfer bei
der Entwicklung junger Talente geworden,
und das ist wiederum Ansporn zu Uberle-
gungen, wie die Arbeit im Kreisklub weiter
verbessert und noch intensiver gestaltet wer-
den kann. Erste MaBnahmen dazu wurden
iibrigens bereits durch das Kreiskomitee
zur Vorbereitung der Mathematikolympia-
den in die Wege geleitet.

R. Schulz

Volkskorrespondent der halleschen Tages-
zeitung ,.Freiheit'* — Leiter des Kreisklubs
Junger Mathematiker (seit seiner Griindung )

Junge Mathematiker im Gespriach mit dem Chefredakteur der alpha.
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XXIII. Internationale
Mathematikolympiade

Budapest,
7. Juli bis 14. Juli 1982

Aufgaben

1. Tag 9.Juli 1982 .
Arbeitszeit: 4 Stunden 30 Minuten

1.Es s;ifeine Funktion, die fir alle positiven
ganzen Zahlen n definiert ist und nur nicht-
negative ganze Werte annimmt.
Es geltc fiir alle m und n:
a) f(m+n)—f(m)—f(n)nimmt nur die Werte
o oder 1 an.
b) f(2)=0, f(3)>0und f£(9999)=23333.
Man bestimme f(1982).

(GroBbritannien, 7 Punkte)

2. Gegeben sei ein nichtgleichschenkliges
Dreieck A,4,A; mit den Seiten a,, gz, a3
(u; ist die gegeniiberliegende Seite zu A,). Fiir
alle i=1, 2, 3 sei M; der Mittelpunkt der
Seite a;, und T; sei der Beriihrungspunkt des
Inkreises mit der Seite a;. Die Spiegelung an
der Halbierenden des Innenwinkels des Drei-
ecks mit dem Scheitel A; iiberfiihre den Punkt
T: in den Punkt S;.
Man beweise:
Alle drei Geraden M, S,, M,S,, M3S; gehen
durch einen gemeinsamen Punkt.
(Niederlande, 7 Punkte)

3. Man betrachte nur Folgen <x,>, n=0,
1, 2, ... von positiven reellen Zahlen, die die
Bedingungen erfiillen:
xo=1 und fur alle i =0 ist x; 4 < x;.
a) Man beweise, da8 fiir jede solche Folge fiir
ein geeignetes n> 1 gilt:

x—g+ﬁ+ +£g 3,999

X1 X3 Xn
b) Man gebe eine solche Folge an, so daB fiir
alle n>1 gilt:

2 2 2
X0 X Xn—
LRt PRt DY)
X1 X3 Xn

(Sowjetunion, 7 Punkte)

2.Tag 10.Juli 1982
Arbeitszeit: 4 Stunden 30 Minuten

4. Es sei n eine positive ganze Zahl.

Man beweise:

Falls die Gleichung x> —3xy*+y*=n

eine Losung (x, y) mit ganzen Zahlen x, y hat,
so hat sie mindestens drei derartige Losun-
gen.

Zeige auBerdem, daB die Gleichung fiir
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n=2891 keine LOsung (x, y) mit ganzen
Zahlen x, y hat!
(GroBbritannien, 7 Punkte)

5. Die Diagonalen AC bzw. CE eines regel-
mifligen Sechsecks ABCDEF werden durch
innere Punkte M bzw. N derart geteilt, daB

Man bestimme 4, falls B, M und N auf einer
Geraden liegen.
(Niederlande, 7 Punkte)

6. Es sei S ein Quadrat mit der Seitenldnge
100, und es sei L ein in S gelegener Strecken-
zug, der sich selbst weder schneidet noch be-
riihrt und der aus den Strecken 4¢A4,, 4,45,
AyAs, ..., Ay~ A, mit Ao+ A, gebildet wird.

AuBerdem gebe es fir jeden Punkt P des
Randes von S einen Punkt auf L, [ir den der

Abstand von P nicht groBer als % ist. Man

zeige, daB es zwei Punkte X und Y auf L
gibt, deren Abstand nicht gréBer als 1 ist und
fir die der zwischen X und Y gelegene Teil
von L nicht kiirzer als 198 ist.
(Sozialistische Republik Vietnam, 7 Punkte)

Wettbewerbsatmosphire

Die Mannschalt aus Tunesien (links oben die
Dolmetscherin der Mannschaft)

Alter Bekannter: Lazlo Pelikan, einst erfolg-
reichster ungarischer IMO-Teilnehmer, jetzt
Mathematiker, Mitglied der Jury der IMO,
hier im Gesprich mit Prof.Dr. Rosenbaum
(DDR)




Die erfolgreiche Mannschalt der Bundes-

republik Deutschland

Die erfolgreiche sowjetische Mannschaft und
ihre drei Betreuer (Bildmitte)

Wir stellen die erfolgreiche DDR-Mannschaft
vor (v.L.n.r.): Bodo Heise (Gorlitz), Spezial-
klasse Mathematik der TH Karl-Marx-Stadt,
{. Preis - 37 Punkte; Bernd Kirchheim (Wei-
mar), BBS ,H.Jahn“, Funkwerk Erfurt, 3.
Preis — 21 Punkte; Jochen Lattermann, EOS
Pestalozzi, Dresden (KI.11), 2.Preis — 32
Punkte; Rall Hortig, 1.EOS ,,Dr. Th. Neu-
bauer®, Cottbus, 1. Preis — 40 Punkte.

Preistriger

Einen ersten Preis erhielten:

Bruno Haible, BundesrepubliKDeutschland;
Grigorij Perelman, Sowjetunion; Le Tu Quoc
Thang, Vietnam; Noam Elkies, USA; Rall
Hortig, Deutsche Demokratische Republik;
Josef Schicho, Usterreich; Jean Louis Bertin,
Frankreich; Bodo Heise, Deutsche Demo-
kratische Republik; Michael Stoll, Bundes-
republik Deutschland; Konstantin Matvejev,
Sowjetunion.

Weitere 20 Schiiler erhielten einen 2.Preis,
31 Schiiler einen dritten Preis, 61 Schiiler eine
ehrende Anerkennung [iir gute mathemati-
sche Leistungen. '

(-
o

S_ g,
8
B

Der feierliche AbschluB der IMO fand in
der Universitdt Budapest statt. Die Festrede
hielt der ungarische Volksbildungsminister.

Unser Foto: Bodo Heise empfdngt aus der
Hand des Vorsitzenden der Jury; Prof. Dr.
Casar (Universitdt Budapest) seinen 1. Preis.

Ergebnisspiegel
Land Schiiler (Punktzahl) Summed.  Preise

1 2 3 4 Punkte 1.Pr. 2.Pr. 3.Pr.
Bundesrepublik -
Deutschland 42 35 31 37 147 2 2 -
Sowjetunion .
Deutsche 37 42 30 28 137 2 1 1
Demokratische Republik 37 40 27 32 136 2 1 1
USA ’ 40 35 29 32 136 1 2 1
Vietnam 42 30 32 29 133 1 2 1
Ungarn 21 36 33 35 125 - 3 1
CSSR 29 21 31 34 115 - 2 2
Finnland 16 35 28 34 113 - 2 1
Bulgarien 26 29 26 27 108 - 4
Grofbritannien 23 23 28 29 103 - - 4
Ruménien 26 14 26 33 99 - 1 2
Jugoslawien 30 20 18 30 98 - 2 -
Polen 30 23 16 27 96 - 1 2
Niederlande 17 22 34 19 92 - 1 1
Frankreich 38 17 14 20 89 1 - -
Usterreich 11 11 38 22 82 1 - 1
Kanada 14 12 23 29 78 — = 2
Israel 22 18 17 18 75 - - 1
Schweden 23 15 11 25 74 - - 2
Australien 20 23 10 13 66 - - 1
Brasilien 24 10 19 13 66 - - 1
Mongolei 21 12 13 10 56 = - 1
Griechenland 14 19 9 13 55 - - -
Belgien 7 2 22 19 50 - - 1
Kuba 17 7 17 3 44 - — -
Kolumbien 3 9 18 4 34 - - -
Algerien 11 10 2 - 23 - - -
Venezuela 11 10 1 1 23 - - -
Tunesien 7 8 1 3 19 - - -
Kuweit 2 1 1 0 4 - - -
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Wir finden GesetzmiiBigkeiten

Verschiebung vornehmen, die den Punkt
P(0;0) in den Punkt Q(11;10,65) iiberfiihrt
(siehe Bild 2). In -dem neuen Koordinaten-
system ist [lir jeden Punkt die Abszisse um 11
und die Ordinate um 10,65 kleiner als in dem
alten Koordinatensystem. Somit ergibt sich
die folgende Tabelle:

x—11 0 6 12 16
m(x)— 10,65 0 09 1,80 240
x—11 21 27
In der Physik werden hiulig Experimente . L m(30) 120
Im Beispiel 1a ist nicht n =——=4,
durchgefiihrt, um Gesetze zu erkennen, Will T P @ 1St MEIL MU =57 =55 m(x) — 10,65 315 4,05
man z. B. bei einer geradlinigen gleichf6rmi- sondern [ur alle in der Tabelle aulgefiihrten
gen Bewegung den Zusammenhang zwischen Paa . .., m(x) m (s
) re [ x; It —=4. (x} -19,65 .
zuriickgelegterm Weg s und daflir bendtigter Lx;mix)] g x LI me Bild 2
Zeit t untersuchen, so entstehen bei einem  Daher haben wir mit m(x)=4x einen fir alle |
entsprechenden Versuch endlich viele Paare Elemente x der ersten Zahlenmenge gelten-
von MeBwerten, die, beziiglich festgelegier den Zusammenhang gefunden. Es liegt also T
MaBeinheiten, in Tabellen wie in Beispiel | Proportionalitdt vor. In einem rechtwink- 4 :
notiert werden konnen. ligen Koordinatensystem, aufl dessen Abszis- 5
senachse die x-Werte und aul dessen Ordina-
Beispiel 1: tenachse die m(x)-Werte abgetragen werden, ? y 'z “ 0 23 20 35 w0 A
liegen alle Punkte mit den Koordinaten . . .
¢ in sec 5 12 20 30 50  (x:m(x)) auf ein und derselben Geraden, die Man erlfennt. ]?tZt Proport:onahta{mlt dem
durch den Schnittpunkt der Koordinaten- Proportionalitatsfaktor 0,15. Es gilt daher
sincm 20 48 80 120 200  achse verlduft. w=0’15 fur xe{17;23;27;32;38},

Im Beispiel 1 gehort z. B. zum MeBwert 30 sec
fiir die Zeit der MeBwert 120 cm fiir den Weg,
Allgemein gehort zur Zeit ¢ der zuriickgelegte
Weg s. Bei der Auswertung der Paare [1;s]
geht es darum, einen fiir alle ¢ geltenden Zu-
sammenhang zwischen ¢ und s zu finden.
Sieht man von der Art der gemessenen
Gro6Ben und von in der Praxis stets auftreten-
den MeBlehlern ab, so 148t sich folgendes
mathematisches Problem formulieren:

Durch eine Wertetabelle sind zwei (endliche)
Zahlenmengen gegeben,deren Elemente paar-
weise einander zugeordnet sind. Um die Zu-
sammengehdrigkeit deutlich zu machen, [ih-
ren wir eine entsprechende Bezeichnung ein.
Das dem Element x der ersten Menge ent-
sprechende Element der zweiten Menge nen-
nen wir m(x) (lies: m von x, als Abkiirzung
fir MeBwert von x). Zur Beschreibung des
Zusammenhangs zwischen beiden Zahlen-
mengen ist eine (moglichst einlache) Glei-
chung zu finden, die von den gegebenen
geordneten Paaren [x;m(x)] erfillt wird. (Bei
der physikalischen Interpretation der so er-
haltenen Gleichung geht man von der An-
nahme aus, daB sie innerhalb gewisser Gren-
zen von allen moglichen Paaren von MeB-
werten — nicht nur von den in der Tabelle
erfaBten - erfillt wird.)

Beispiel 1a:

x 5 12 20 30 50

m(x) 20 48 80 120 200
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Beispiel 2:

x 11 17 23

m(x) 10,65 11,55 1245

x 27 32 38

m(x) 13,05 13,80 14,70

Ala Besteht zwischen x und m(x) in Bei-
spiel 2 Proportionalitit? Zeichnet man die
Punkte mit den Koordinaten (x;m(x)) aus
Beispiel 2 in ein Koordinatensystem ein, so
ergibt sich, daB alle diese Punkte auf ein und
derselben Geraden liegen. Die Gerade ver-
lduft aber nicht durch den Schnittpunkt der
Koordinatenachse (siehe Bild 1), es liegt also
keine Proportionalitit vor.

wn(y)

50 ¢ Bild 1
25 ¢+
20 4
15 1+
10 1
]
54

+ + +——t———+ + +
5 10 15 20 25 30 8 *© x

Wir gehen nun zu einem Koordinatensystem
Uber, dessen Achsen sich auf der soeben er-
haltenen Geraden schneiden. Das kann bei-
spielsweise dadurch geschehen, daB8 wir eine

aber nicht fir x=11. Multiplikation beider
Seiten dieser Gleichung mit (x—11) ergibt
m(x)—10,65=0,15(x—11), also m(x)— 10,65
=0,15x—1,65, woraus sich m(x)=0,15x
+10,65—1,65 bzw. m(x)=0,15x +9 ergibt.
Durch Einsetzen der Paare [x;m(x)] aus der
Tabelle im Beispiel 2 stellt man fest, daB
m(x)=0,15x +9 wirklich den Zusammenhang
zwischen x und m(x) beschreibt (auch fir
x=11). Wir nennen einen Zusammenhang
zwischen x und m(x) linear, wenn es eine von
Null verschiedene Zahl a und eine Zahl b
gibt, so daB fiir alle x gilt m(x)=ax +b.

A2 A Man iiberpriife, ob sich im Beispiel 2
dieselbe Gleichung fir den Zusammenhang
zwischen x und m(x) ergibt, wenn man das
Koordinatensystem so verschiebt, daB sich
die Achsen im Punkt R(23;12,45) schneiden.

Ala Man wihle aus der ersten Tabelle
von Beispiel 2 irgend zwei voneinander ver-
schiedene Paare [x;;m{x;)] und
[x2;m(x2)] und bilde "X =Mx2)
Xy —X2
Was kann man feststellen?
Was 14Bt sich nun allgemein iiber den Zu-
sammenhang zwischen x und m(x) sagen,
wenn es eine Zahl a gibt, so daB fir alle
x; und x, mit x; ¥ x,
mix;)—m(xz)
X1 —X2
Da die genannte Gleichung fir alle Zahlen
x; und x; gelten soll, gilt sie auch fir x, =0,
solange x, #0 ist. Somit erhalten wir speziell
m(x1)—m(0) '
x, =0

agilt?

=ga. Daraus ergibt sich durch



Multiplikation mit x,
m(x;)—m(0)=ax,, d. h. m(x,)=ax; + m(0).
Falls a0 ist, erhalten wir also einen linearen
Zusammenhang mit b=m(0). Fiir b=0 tritt
als Spezialfall Proportionalitit ein.
Bilden wir nun umgekehrt fiir einen linearen
Zusammenhang, der durch die Gleichung
m(x)=ax+b mit a+0 beschrieben wird,
wieder Quotienten von Differenzen, so finden
Wir.
m(x,)—m(x;) _(ax;+b)—(ax2+b)

X;—X2 n X1 — Xz
- a(x, —x3) —a

X1 — X2
Diese Quotienten sind also unabhidngig von
der Wahl der Zahlen x; und x,.
Damit gilt
Satz 1: Ein Zusammenhang zwischen x und
m(x) ist genau dann linear (d.h., er 1aBt sich
durch eine Gleichung der Form m(x)=ax+b
mit a=+0 beschreiben), wenn m(0)=»5b ist und
es eine Zahl a +0 gibt, so daf fur alle Zahlen
x; und x, mit x; Fx, gilt
m(xl)—m(xz)=a

X1—X32

a4a Besteht in der folgenaen Tabelle
zwischen x und m(x) ein linearer Zusammen-
hang?

x 2 35 S 17 21

mx) 105 21 315 1155 1435

Nun wollen wir quadratische Zusammen-
hinge untersuchen.
Wir nennen einen Zusammenhang zwischen
x und m(x) quadratisch, wenn es eine von Null
verschiedene Zahl a und Zahlen b und ¢ gibt,
so daB fiir alle x gilt m(x)=ax?+bx+c.
Fiir einen quadratischen Zusammenhang, der
durch die Gleichung m(x)=ax?+bx+c mit
a+0 beschriecben wird, bilden wir wieder
Quotienten von Differenzen und erhalten
m(x 1) —m(x3)
X1 —X2
_ax}+bx;+c—axi—bx,—c
N X1 —X2
_ﬂle —x3)+bl(x; —x2)
- X1 —X2
_alx1 —x3) (x +Xz)+b(x; —X3)
X1 — X3 X1 —X2
=a(x; +x2)+b.

Gilt nun umgekehrt fir einen Zusammen-
m(x;)—m(x;)
Xp—X2
Zahlen x; und x; mit x; $¥x,, so erhalten

wir fur

X2 =0 m(x)—m(0)

X1 -0

also m(x,)—m(0)=ax?+bx,

d.h. m(x;)=ax}+bx; +m(0) fir alle x, +0.
Damit gilt Satz 2: Ein Zusammenhang zwi-
schen x und m(x) ist genau dann quadratisch
(d.h. er 14Bt sich durch eine Gleichung der
Form m(x)=ax?+bx+¢ mit a+0 beschrei-

hang =a(x, +x,)+b fir alle

=ax;+b,

ben), wenn m(0)=c ist und es Zahlen g+40
und b gibt, so daB fiir alle Zahlen x; und x,
mit x,; +x, gilt

mx1)—m(xz)

X —x, —a(X1+X2)+b.

Beispiel 3: Wir wollen feststeilen, welcher
Zusammenhang zwischen x und m(x) durch
folgende Tabelle beschrieben wird:

x 0 1 3 -1 =3

mix) 3 6 18 2 6

Dazu bilden wir einige Quotienten von Dilfe-
renzen:

m)-m)_,  mO)-m)_
=0 ~ > ~3-1 °%
m3)-m0) . m(=1)-m(l)
3=0 - T —io1 *

Wegen Satz | steht fest, daB kein linearer
Zusammenhang besteht, denn die Quotienten
sind nicht alle gleich. Mit Hilfe von Satz 2
stellen wir fest, ob ein quadratischer Zusam-
menhang zwischen x und m(x) vorliegt. Dazu

priffen wir, ob zwischen x;+x, und

m(x)—m(xa) . .

(_x);n(—) ein linearer Zusammenhang
1— A2

besteht. Fiir die eben gebildeten Quotienten
ergibt sich folgende Tabelle:

X1+X2 1 4 3 0
m(x1) —mix2)
X1—X3 3 6 5 2
Bilden wir aus dieser Tabelle einige Quo-
6-3 5-3

tienten von Differenzen, z.B. aioT ior

%, ;%2, so ergibt sich immer 1.

Es liegt also die Vermutung nahe, daBl gemil

Satz 1 ein linearer Zusammenhang zwischen

Xy +Xx2 und

m(x1) —m(x)
X1 —X2

mit a=1.und b=2 besteht.

Wegen m(0)=3 wiirde sich dann m(x)=x2

+2x+3 ergeben. Da diese Gleichung — wie
man leicht iiberpriift — fir alle gegebenen
Paare [x;m(x)] gilt, haben wir einen qua-
dratischen Zusammenhang gefunden.

A5aA Kann man in folgender Tabelle mit
Hilfe von Satz 1 oder Satz 2 einen Zusam-
menhang zwischen x und m(x) erkennen ?

2,5 5 4 -3 0

m(x) 1 11,5 49 31 17 -1

Unser Verfahren funktioniert auch noch fiir
einige Zusammenhinge, die sich durch Glei-
chungen der Form m(x)=ax®+bx*+cx+d
(a+0) beschreiben lassen. Untersucht solche
Zusammenhange selbstindig! W. Schulz

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Im Heft 2/1980 verdffentlichten wir [olgende
Aufgabe:

Ma6 81973 Essind alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die gleich dem
Vierzigfachen ihrer Quersumme sind.

Im Heft 6/1980 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:

Eine dreistellige natiirliche Zahl 148t sich dar-
stellen durch 100a+10b+c¢ mit 1£a<9,
0<b<9 und 0<¢<9; ihre Quersumme be-
trigt a+b+c. Nun gilt

100a+ 10b+c=40a+b+c),

100a + 10b + ¢ =40a + 40b + 40c,

30b=60a —30c —9c,
3c
b=2a-c T

Nur fir ¢=0, also fir b=2a wird diese
Gleichung unter den einschrinkenden Be-
dingungen erfiillt. Es gibt genau vier Zahien
mit der geforderten Eigenschaft; sie lauten
120, 240, 360, 480.
Wir stellen nun die Losung von Thomas
Schleiff aus Halle vor, der Schiiler der
Klasse 6 der POS Krollwitz ist; Thomas
l6ste diese Aufgabe wie folgt:
Auf Grund der Aufgabenstellung gilt

100a+ 10b+c=40a+b+c).
Beide Seiten der Gleichung sind durch 40,
also auch durch 10 teilbar. Wegen ¢ <10
folgt daraus weiter ¢=0. Somit gilt

100a + 10b=40(a + b),

100a + 10b =40a + 40b,

60a=30b, also b=2a.

Fiir a=1 gilt b=2, fir a=2 gilt b=4, fir
a=3 gilt b=6, fir a=4 gilt b=8. Da b< 10
gilt, sind groBere Werte fiir 4 nicht zuldssig.
Die gesuchten Zahlen lauten 120. 240, 360

“und 480.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1983

Mathematik

Ma$5 #2266 Eine Familie besteht aus finf
Personen, und zwar dem Vater, der Mutter
und den drei S6hnen. Der jlingste Sohn ist
24 Jahre, der zweite Sohn 22 Jahre, der dlteste
Sohn 20 Jahre jiinger als die Mutter. Der
Vater hingegen ist sechs Jahre ilter als
die Mutter. Die Familienmitglieder sind zu-
sammen 80 Jahre alt. Wie alt ist jedes
Familienmitglied ?

Schiiler Olaf Karger, Wittenberge

Ma5 #2267 Von [iin[ befreundeten Fami-
lien mit den Nachnamen Kunz, Schulz, Lud-
wig, Miiller und Richter wissen wir folgen-
des:
a) Jede dieser [in{ Familien hat mindestens
ein Kind und_h&chstens vier Kinder.
b) Die Familie Schulz hat mehr Kinder als die
Familie Kunz.
c¢) Die Familie Richter hat die meisten
Kinder.
d) Die Familie Miiller hat genausoviel Kin-
der wie die Familie Kunz.
e) Die Familie Kunz hat mehr Kinder als die
Familie Ludwig.
f) ‘Diese funf Familien haben zusammen
12 Kinder.
Wie viele Kinder gehdren zu jeder dieser
finf Familien?

Schiiler V. Groh, Dresden

Ma5 ®2268 Karl hat ein'Buch, das mehr als
160 Seiten, aber weniger als 170 Seiten um-
faBt, in genau drei Tagen durchgelesen. Weil
seine Spannung von Seite zu Seite wuchs,
schaffte Karl am zweiten Tag dreimal soviel
Seiten, am dritten Tag sogar fiinfmal soviel
Seiten wie am ersten Tag. Wieviel Seiten um-
(aBt dieses Buch? .
Schiilerin Ute Richter, Karl-Marx-Stadt

Ma5 ®2269 GroBvater, Vater und Sohn
sind zusammen 80 Jahre alt. Der Vater ist
flinfmal so alt wie der Sohn, der GroBvater
doppelt so alt wie der Vater. Wie alt ist jede
dieser drei Personen?

Schitlerin Claudia Pleyer, Eisenach

Ma5-#2270 Frau Meier wird nach dem
Lebensalter ihrer drei Kinder gefragt. Sie
antwortet scherzha(t: ,Wenn man die (gan-
zen) Zahlen, die das Alter meiner Kinder an-
geben, miteinander multipliziert, so erhilt
man als Ergebnis 24. Wenn man diese Zahlen
aber addiert, so erhdlt man meine Haus-
nummer, die eine Primzahl ist.* Wie alt
sind die Kinder von Frau Meier?
Wie lautet ihre Hausnummer?

Schiilerin Heike Riehle, Gottleuba

Ma$5 #2271 Wiekann man aus einem Brun-
nen genau 6 Liter Wasser abfiillen, wern als
MeBgeldBe nur zwei Eimer vorhanden sind,
einer-mit einem Fassungsvermdgen von 4 Li-
tern, der andere von 9 Litern?

Ma6 #2272 Katrin fordert ihre Mitschiiler
aul: ,,Denkt euch jeder eine beliebige von
Null verschiedene natiirliche Zahl! Schreibt
nun alle natiirlichen Zahlen von 1 bis ein-
schlieBlich der gedachten auf! Streicht nun
alle geraden Zahlen! Bei jedem von euch
bleibt nicht weniger als die Hilfte aller zu-
vor notierten Zahlen {ibrig.“ Stimmt Katrins
Aussage? Begriinde deine Behauptung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 82273 Welche geordneten Zahlentri-
pel [a,b,c] aus natiirlichen Zahlen 4, b und ¢
erfiillen zugleich die Gleichung a-b+8=c
und die Ungleichung a+b+¢c<10?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aulgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet). '

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, , Format A4 (210 mm x 297 mm)
(sieche Muster), denn jede Aufgabe wird fuir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost™, ,,gut gelost™ oder ,.pgeldst’.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1982/83 lault
von Heft 5/1982 bis Heft 2/1983. Zwischen
dem 1. und 10.September 1983 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/82 bis 2/83 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/83 verdflentlicht. Wer min-

"destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-

gung an den Wettbewerben der Hefte 5/82
bis 2/83) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1982/83 cinsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten daraufl zu achten, daB alle
Postsendungen richtig [rankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



Ma6 82274 Vier Geraden g, g2, g3, ga
.schneiden einander, wie aus dem Bild er-
sichtlich, in sechs Punkten 4, B, C, D, E, F.
Bekannt sind folgende WinkelgroBen:

9% 9,
c

[ AR

9 /“

xCAB=45°, xACB=135°, x BFE=20°. Es
ist die GroBe des Winkels < CEF zu bestim-
men; die Losung ist zu begriinden.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

A\

Maé6 ®2275 Berechne das Produkt
1 1 1 1
FIEIEIE

1
1\
(1 100).

Ma6 82276 Beieinem Handballspiel erziel-
te Christian weniger Tore als Dieter. Axel und
Bruno erzielten zusammen -genau so viele
Tore, wie Christian und Dieter zusammen
Bille ins gegnerische Tor brachten. Bruno
und Dieter erzielten zusammen nicht ganz so
viele Tore, wie Axel und Christian zusammen
verbuchen konnten. Wer dieser vier Jungen
erzielte die wenigsten, wer die meisten Tore?

Sch.

Sch.

Ma7 #2277 Klaus,Jens und Gisela sind Ge-
schwister. Vor-drei Jahren war Klaus dreimal
so alt wie Gisela und Jens doppelt so alt wie
Gisela. Wie alt sind die Geschwister gegen-
wirtig, wenn die Summe aus den Zahlen
ihrer Lebensalter 27 betrégt?

Schiilerin Karin Graf, Plauen (K1.7)

Ma?7 #2278 Zeichne einen spitzen Winkel
mit seinem Scheitelpunkt S und den Schen-
keln s, und s;! Lege im Innern des Winkels
zwei Punkte 4 und B so fest, daB die Gerade
AB zu keinem der beiden Schenkel parallel
ist und nicht durch S geht!
Konstruiere auf s, einen Punkt C und auf s,
einen Punkt D so, daB der abgeschlossene
Streckenzug ABCD ein Parallelogramm ist!
Sch.

Ma7 #2279 Welche geordneten Paare [x,y]
natiirlicher Zahlen x und y erfiillen die Glei-
chung x2 +xy+y2=7? Sch.

Ma7 #2280 Ermittle alle vierstelligen na-
tiirlichen Zahlen, die gleich der vierten Po-
tenz ihrer Quersumme sind! Sch.

Ma8 2281 Man denke sich die natiir-
lichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ... bis 100 derart
hintereinander aufgeschrieben, daB eine Zahl
z der Form
z=1234567891011121314...9899100
entsteht. Durch welche der Zahlen 2, 3, 4, 5,
6, 8,9, 10 ist z teilbar, durch welche nicht?
Schiiler Thomas Kayser, Eisleben (K1.8)

Ma8 82282 Es sei z eine dreistellige natiir-

liche Zahl mit drei gleichen Grundziffern.

Man beweise,

a) daB3 der Quotient aus z und ihrer Quer-

summe immer 37 betrdgt und

b) daB die Quersumme von z stets ein Viel-

faches von 3 und genau dann ein Vielfaches

von 6 ist, wenn z eine gerade Zahl ist.
Schiiler Thomas Kayser, Eisleben (K1.8)

Ma8 2283 Gegeben sei ein konvexes Vier-
eck ABCD; die GroBen der Innenwinkel
seien mit a, B, 7, & bezeichnet.
a) Welches spezielle Viereck liegt vor, wenn
B doppelt so groB, y dreimal so groB und 6
viermal so groB ist wie o?
b) Welches spezielle Viereck liegt vor, wenn
B doppelt so groB, y viermal so groB und ¢
dreimal so groB wie o ist?

OStR K. Lehmann, V LdV, Berlin

Ma§ ®2284 Ineinen Kreis k sind zwei Krei-
se ki, k, mit gleichlangen Radien so einge-
zeichnet, daB sie sich gegenseitig und den
groBeren Kreis k beriihren. Wieviel Prozent
des Fldcheninhalts des Kreises k nehmen die
Flicheninhalte der Kreise k, und k, zusam-
men ein?

Dipl.-Landwirt H. Boettcher, W eimar

Ma9 2285 Gibt es reelle Zahlen x, flir die
gilt (x+a)"'=x""'+a"!
mit a. x+0und x+ —q?

Sven Saar, Miihlhausen (K1. 11)

Ma9 82286 Gegeben sei die Gleichung
x2—2x+k=0, (xe P). Man ermittle alle reel-
len Zahlen k, so daB die eine Losung der
Gleichung gleich dem Quadrat der anderen
Losung ist!

Andreas Israel, Karl-Marx-Stadt (K. 10)

Ma9 #2287 Welche geordneten Paare (g,b)
natiirlicher Zahlen a und b erfillen die
Gleichung a* ~b*=65? Sch.

Ma9 #2288 In einem gleichschenkligen
Dreieck ABC sei ¢ die Linge der Basis
AB und a=5cm die Linge von AC bzw.
BC.
D sei ein beliebiger Punkt der Basis. Die Ab-
stinde des Punktes D von den Schenkeln des
Dreiecks seien mit e bzw. f bezeichnet. Es
geltee+f=4cm.
a) Es ist der Flacheninhalt des Dreiecks ABC
zu berechnen.
b) Es ist zu beweisen, daB e+f fiir alle
Punkte D, die aufl AB liegen, konstant ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mal0/12 ®2289 ,Mein Bruder ist im Jahre
x - y geboren. Im Jahre x? wird er x Jahre und
im Jahre (x+1)-y wird er y Jahre alt sein.
Wie alt war mein Bruder im Jahre x?+ y?
—xy Das schrieb und fragte
Schiiler Ints Intricsons

aus Riga (Sowjetunion), (K1.7)

Ma10/12 #2290 Gegeben sei ein Quader
mif den Kantenldngen g, b und c. Die Langen
der Diagonalen seiner Seitenflichen seien
dy=5cm, dzzl/ﬁcm, d;=[/47cm. Man
berechne das Volumen dieses Quaders!

Sven Saar, Miihlhausen (K. 11)

Ma10/12 #2291 Es ist nachzuweisen, daB
fir jedes Dreieck ABC die Beziehung 9¢
= h,+ hy + h. zwischen der Lange des Inkreis-
radius ¢ und den Lingen der Hohen h,, h,
und h, gilt! Sch.

Ma 10/12 82292 In einem Kreis k sind drei
gleich groBe Kreise k1, k2, k3 so eingezeichnet,
daB sie sich gegenseitig und den groBeren
Kreis beriihren. Welchen Anteil der Fldche
des groBeren Kreises nehmen die Fldchen
der drei eingezeichneten Kreise ein?
Dipl.-Landwirt H. Boettcher, Weimar

ol

Physik

Ph6 126 Das [olgende Weg-Zeit-Dia-
gramm zeigt grafisch die Durchschnittsge-
schwindigkeiten eines Omnibusses zwischen
einigen Haltestellen. Berechne die Durch-
schnittsgeschwindigkeit v zwischen den Strek-

————— km
T,
indem du die erforderlichen Werte dem Dia-
gramm entnimmst!

4000
000 4 b £
2000 T

1000 T

%0 4+ 2 3 4 s & 2 4 3 D # 12 tas

Ph7 ®127 Diezuldssigen Achslasten fiir den
Skoda sind vorn 515kp (=5150N) und hin-
ten 665kp (x6650N). Die Entfernung zwi-
schen den beiden Achsen betrdgt 2,40 m. Wie
groB ist die Entfernung des Punktes von den
Achsen, iiber dem sich der Schwerpunkt be-
findet?

129



Ph8 #8128 Eine alte Miinze habe eine Masse
von 13 Gramm und einen Durchmesser von
31 mm. Berechne ihre Dicke, wenn die Miinze
aus Aluminiumbronze besteht!
(Aluminiumbronze besteht aus 949, Kupfer
und 6% Aluminium.)

Schiiler Olaf Parchmann, Blankenheim

Ph9 ®129 In einem Stahlwerk wird zum
Verladen von Stahlblocken ein Kran mit
einem Lasthebemagneten eingesetzt. Dieser
Magnet hat eine maximale Haftkraft von
F ax=60000 N.

Zu wieviel Prozent wird die maximale Haft-
kraft des Magneten hochstens ausgenutzt,
wenn damit ein Stahlblock mit einer Masse
von m=4000kg in einer Zeit von t=7,5 Se-
kunden auf eine Hohe von h=3,5 Meter ge-
hoben wird und die konstante Hubgeschwin-

m
igkeit v, =30 — agt?
digkeit vy Ormn betragt

Beachten Sie: Zum Erreichen der konstanten
Hubgeschwindigkeit muB die Last erst auf
v, beschleunigt werden!

' Ing. A. Korner, Leipzig

2723
Rose”

Ohne Worte
Carl Rose, aus: The New Yorker

]

Ph10/12 w130 Ein Draht aus gleicher Stér-
ke und gleichem Material habe einen Wider-
stand von 1Q. Er werde zu einem Quadrat
mit einer Diagonalen gebogen und an den

A
Punkten 4 und B zusammengelotet, wie es
das Bild zeigt. Berechnen Sie den Gesamt-
widerstand, der zwischen den Punkten 4 und
B besteht!

130

Chemie

Ch7 ®101 Zur Herstellung von Portland-
zement wird ein Rohmehl, welches folgende
Zusammensetzung besitzt, eingesetzt.
66,2%; Kalziumoxid
20,69 Siliziumoxid
6,6%; Aluminiumoxid
3,1% Eisen(IlI)-oxid
Wieviel Kilogramm von jedem Bestandteil
sind in 720 kg des Rohmehls enthalten?

Ch8 w102 Eine Kalziumhydroxid-Losung
ist gesdttigt, wenn sie bei 20°C 1,65g Kal-
ziumhydroxid je Liter Losung enthilt. (Da
die Masse an gelGster Substanz gering ist,
soll ein Liter Losung gleich 1000g gesetzt
werden.)

a) Wieviel %ig ist die gesittigte Kalzium-
hydroxid-Losung?

b) Wieviel Gramm dieser Losung miissen zur
Reaktion gebracht werdén, damit 24 g 2%ige
Kalziumchlorid-L8sung entstehen?

Ch9 ®103 Zur Zersetzung von Kalzium-

karbonat sind bei 900°C 165,3kJ/mol und
von Magnesiumkarbonat bei 600°C 105kJ/

mol notwendig. Berechnen Sie die Wirme-
menge in Kilojoule, die zur Zersetzung von
2kg Dolomit (CaCOj; - MgCO,;) aufgebracht
werden muB3!

Ch10/12 ®104

Zur Bildung der Kalziumaluminate

3Ca0 - Al;0; und 12Ca0 - 7Al, 0,

miissen Kalziumkarbonat und Aluminium-
oxid zur Reaktion gebracht werden. Setzt man
419,1 g Kalziumkarbonat und 1729g Alu-
miniumoxid ein, reagieren diese Stolfe voll-
stindig miteinander. Wieviel Kilogramm der
Kalziumaluminate werden gebildet?
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AufSeite 132 veroffentlichen wir 16 Aulgaben
aus diesem unterhaltsamen Rechenbuch aus
dem Jahre 1875.

Viel Freude und Erfolg beim Knobeln!

Gut beobachten!

Die auf der rechten Seite des Bildes gezeigten
5 Bilddetails sind irgendwo aul dem groflen
Bild wiederzufinden, in der gleichen Stellung.
Mit Hilfe von Koordinaten kann man ihren
Platz genau bestimmen.
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KsaapaTt u3 ek

AlA @umky ¢ Homepamn ot 1 go 9
BKJIFOYMTEJIbHO BbUIOXKEHb! B PAA B NOpAIKe
ux Bo3pactanus. Kakoe HauMeHbLuee koJiu-
4ecTBO (uuIek HY)KHO yOpaTh, 4TOOB! BHOBB
06pa3QBaHHOE YKMCJI0 CTAJIO KBAZPATOM LE-
Joro uncna?

Kaxkue ¢puinky yduparotcs npu 3tom?

OOOOEEOOEE

What is It?

A2A Given an equilateral triangle, make
a fold on each midline (line joining mid-
points of two sides), bringing all vertices
together at one point.

What geometric [igure results?

Novelle fagade

A3A On veut blanchir la [agade d’une
école. Cette fagade a 18 m de longuer et 12m
de hauteur; on y voit 12 fenétres et une porte.
Les dimensions, en m, de chaque [enétre
sont 2,5 et 1,5; celles de la porte 3 et 2.
Calcule I'aire en m? de la surface a blanchir.

H. Begander|Dr. C.-P. Helmholz[J. Lehmann

Matt dem Konig!

Nachdem die Gangart von Konig, Dame,
Springer und Bauer schon erklart wurden,
nun noch die Zugweise der restlichen Figuren
des Schachspiels - Turm und Léufer.

Der Turm bewegt sich stets vertikal (Linien)
oder horizontal (Reihen). Dame und Tirme
bezeichnet man auch als Schwerfiguren. Hin-
gegen sind Springer und Laufer auf Grund
ihrer schwicheren Wirkungskraft die Leicht-
figuren.

a b

—
-

A
% g

R A KR
"2% !

h

~

a

o«

f g h

Der Liufer zieht nur aul den Diagonalen des
Schachbretts, vorwarts und riickwirts. Jede
Partei (Weill und Schwarz) verfigt in der
Aftsgangsposition iiber zwei Liufer, der eine
bewegt sich nur aul weiBen Diagonalen, der
andere nur auf schwarzen.

In der abgebildeten Diagrammstellung kann
Weill den schwarzen Kénig in einem Zug
mattsetzen. Wie viele Matts sind hierbei u. a.
durch Abzugsschach, Damenangnffe, At-
tacken des Bauern d3 und Verwandlungen
der Bauern a7, d7, [7 und'h7 in verschiedene
Figuren moglich?

Anmerkung : Zieht man eine Figur. die bisher
den Wirkungsbereich einer zweiten Figur aul
den feindlichen Konig nichlig machte und
ergibt sich daraus ein Schachgebot. so liegt
ein Abzugsschach vor!

Ich warne Sie, meine Dame! Wenn Sie sich
ungehorig benehmen, werde ich Sie opfern!
aus. Urania

Zum Titelbild
Im Jahre 1902 scirieb W.Roth in North

Queensland ein Buch itber Fadenspiele. An-
bei einige Beispiele.

3
9,"
(]
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aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/8

Gute Grundkenntnisse
gesucht

Sieben Geometrieaufgaben
auf einen Streich

Wir betrachten Korper

Al a Erginze die Tabelle!

Quaderldnge (cm) 5
Quaderbreite (cm) 6 7
Quaderhohe (cm)

Quadervolumen (cm®) 240 140 100 5

(Die Zahlenwerte der Kantenlingen sollen
natiirliche Zahlen seift.)

A2A Wieviel Quader unterschiedlicher
Form lassen sich aus a) 36, b) 7, ¢) 25 Ein-
heitswiirfeln zusammensetzen?

A3 A Ineiner Kiste mit den Kantenlingen
24 cm, 36cm, 48 cm sollen Pickchen mit den
Kantenldngen
va)dcm, 12¢cm, 16cm;
b) 5c¢m, 7cm, 12 cm verpackt werden.
Wieviel Pidckchen passen hochstens in die
Kiste?
a4 a a)Das Volumen einer (quaderférmi-
gen) Schachtel ist dreimal so groB wie das
einer anderen Schachtel. Beide haben die glei-
che Lédnge und die gleiche Breite.
Was weilit du iiber die Hohen der Schach-
teln?
b) Die Lange einer Schachtel ist doppelt so
groB3 wie die Ldnge einer anderen Schachtel.
Beide haben die gleiche Breite und die
gleiche Hohe.
Was weillt du iiber die Rauminhalte der
Schachteln?
¢) Linge. Breite und Hohe einer Schachtel
sind jeweils doppelt so groB wie Linge, Breite
und Hohe einer anderen Schachtel. Was
weildt du iiber die Rauminhalte der beiden
Schachteln?
A5a  Ermitte die Kantenlinge eines Wiir-
fels. dessen Volumen sich von dem eines
Quaders mit den Seitenldngen
a) 2em. 4em, 8em:
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b} 2cm, 2cm, 7cm moglichst wenig unter-
scheidet!

Der Zahlenwert (die MaBzahl) der Kanten-
lange soll eine natiirliche Zahl sein.

A6A Bei einem Quader, dessen Volumen
200cm?® betrdgt, haben zwei gegeniiberlie-
gende Fliachen zusammen einen Flichen-
inhalt von 100cm?.

Wie gro8 ist deren Abstand?

A7A Aus einem rechteckigen Blech mit
den Seitenldngen 12cm und 8cm wird an
jeder Ecke ein Quadrat der Seitenldnge

a) lcm, b) 2cm, ¢) 3cm, d) 4cm
herausgeschnitten und der Rest zu einem oben
offenen Kistchen gebogen. Ermittle dessen
Volumen! M. Rehm

Geistesgymnastik

Wir stellen unseren alpha-Lesern einige Auf-
gaben vor, die dem Buch Sammlung alge-
braischer Aufgaben von Fr.Schiitze aus dem
Jahre 1875 entnommen wurden. Das Losen
dieser Aufgaben mdge zum Wiederholen und
Aulffrischen von Grundkenntnissen im Losen
von Gleichungen und Sachaufgaben dienen.
(Siehe Bild auf Seite 130 rechts oben.)

Aufgaben - Klasse 5

Ala Jemand kauft eine Mandel Lein-
wand, von der das Schock 48 M kostet. Er
gab dafiir 7,50 M in bar und eine fette Gans.
Welcher Preis wurde [iir die Gans angerech-
net? (1 Mandel sind 15 Stiick, 1 Schock sind
4 Mandeln.)

A2A Wenn man von einer Zahl 30 sub-
trahiert, so ist die Dillerenz gleich der Summe
aus 28 und 32.

Wie lautet diese Zahl?

Al a Eine Biduerin brachte Eier aufl den
Markt zum Verkauf. Nachdem sie durch Un-
vorsichtigkeit elf Eier zerbrochen hatte, konn-
te sie die iibrigen Eier noch zum Gesamt-
preis von 1,70 M verkaufen.

Wieviel Eier hatte sie anfangs, wenn sie zwei
Eier fiir 10 Pf verkaufte? *

A4 a DieZahl45ist soin (inf Summanden
zu zerlegen, daB jeder folgende Summand
stets um 1 groBer ist als der vorhergehende
Summand.

Um welche finf{ Summanden handelt es
sich?

Klasse 6

Al A Subtrahiert man vom Vierfachen
einer Zahl 10, so erhdlt man das Sechsfache
von | 1. Um welche Zahl handelt es sich?
A2a Nenne eine Zahl, deren achter Teil
um 42 kleiner ist als die Zahl selbst!

A3a Karl hatte acht Walntisse. Wiirde
Karl noch den fiinften Teil der Anzahl der
Walniisse, die Heinz hat, erhalten, so wiirde
Karl eine Mandel Walniisse besitzen.

Wieviel Walniisse hatte Heinz?

(1 Mandel sind 15 Stiick.)

A4 A Addiert man zum Zweilachen einer
Zahl 64, so erhidlt man das Sechsfache dieser
Zahl.

Um welche Zahl handeit es sich?

Klasse 7
Ala Beim Lichten eines Waldes wurden
insgesamt 357 Baume gefdllt, und zwar %ma_l

. . 3 .
soviel Buchen wie Tannen, gmal soviel

Eichen wie Buchen, %mal soviel Larchen wie

Eichen, %mal soviel Ahorne wie Liarchen.

Wie viele Badume jeder Art wurden gefdllt?

A2A Jemand verwendete den dritten Teil
seines Jahreseinkommens fiir Erndhrung und
Miete, den sechsten Teil fiir Kleidung, den
achten Teil fiir unvorhergesehene Ausgaben.
Ihm verblieben danach noch 480 M Erspar-
nisse. Aul wieviel Mark beliel sich das
Jahreseinkommen?

A3a Drei Zahlen, deren Summe 35 be-
trigt, verhalten sich wie 2: 3: 5.
Um welche Zahlen handelt es sich?

A4 a Meister Roth ist gegenwirtig sieben-
mal so alt wie sein Sohn Karl. Der Alters-
unterschied zwischen beiden betrigt 36 Jahre.
Wie alt ist jeder von ihnen?

Klasse 8

ala Fiir eine mehrklassige Schule wurden
zusammen 300 Lesebiicher und Fibeln fiir
180 M gekault. Ein Lesebuch kostet 0,80 M,
eine Fibel 0,50 M. Wie viele Lesebiicher bzw.
Fibeln wurden gekauft?

A2a Eine Buchhandlung verkaufte von
den vorhandenen Exemplaren eines neu er-
schienenen Romans am ersten Tag den ach-
ten Teil und 10 Stiick, am zweiten Tag vom
Restbestand die Halfte und 15 Stiick. Es
verblieben danach noch 50 Exemplare.
Wieviel Exemplare wurden anfangs zum Ver-
kauf angeboten?

A3a Jemand hatte sich verpflichtet, ein
Darlehen in vier Terminen zu tilgen. Beim
ersten Termin wurden der vierte Teil der
Schuld und noch 50 M getilgt. Beim zweiten
Termin wurden von der Restschuld der
finfte Teil und noch 60M getilgt. Beim
dritten Termin wurden von der nun verblie-
benen Restschuld die Hilfte und noch 50 M
getilgt. Mit dem vierten Termin wurden durch
den Restbetrag von 200 M die Schulden voll-
stiandig getilgt.

Wie hoch belief sich das Darlehen?

A4 A Ein Fleischer kaufte fiinf Kidlber mit
unterschiedlichem Gewicht fiir insgesamt
100 M. Der Preis jedes Kalbes richtete sich
nach der Rangfolge ihres Gewichtes. Jedes
schwerere Tier kostete 2 M mehr als das zu-
nichst leichtere Tier.

Wieviel Mark kostete das leichteste Tier.
wenn alle 5 Tiere ein unterschiedliches Ge-
wicht haben?



Legespiel

Knobeleien
am laufenden Band

Zeichne die acht Flichen nach, und lege sie
auf das Quadrat so, daB sie dessen Fliche
vollkommen bedecken!

Vier Lampen und nur ein Kontakt

Von den vier Lampen 4, B, C und D ist nur
eine mit der Steckdose verbunden (siehe
Bild). Welche ist es?

Versuche es herauszufinden, ohne die Linien

delta, Warschau

mit dem Bleistift nachzuziehen!

Urania Leipzig - Jena - Berlin

In einem Zug

] -} L-‘ b
é =}
Streckenteilung

Zeichne vier Strecken so ein (von einer Seite
des Quadrats zur gegeniiberliegenden), daB
elf Flichen entstehen! Fiiles, Budapest

kisdobos, Budapest

Trage in die Kreise Zahlen so ein, daB die in Y exierbild

Pfeilrichtung folgende Zahl aus der vorher-

gehenden mit Hilfe der Rechenoperation.

die neben den Pfeilen steht, erhalten wird.
Quant, Moskau

er steckt?

Wiirfelei
Vier Spielwiirfel stehen aufeinander. Die
oberste Fliche des obersten Wiirfels zeigt
3 Augen. Wie groB ist die Summe der Augen
aller verdeckten Wiirfelflachen?

technikus, Berlin

Augen auf!

nahme gestanden?

Katrin hat einen Hund bei sich. WiBt ihr, wo

An welchem Fenster hat Karin bei der Aul-

NBI (NUK)

Park-Priifung
Ordne die Autos nach der logischen Reihen-
folge! Fiir Dich

m—e ]
BY-2-98
R U

Al
D

Frési, Berlin

6
D [ :5]

@, © a =]
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Ernst Abbe

Er wubBte, was er der Technik
zutrauen konnte

,,Man muB wissen, welche Mittel die Technik
zur Verfiigung hat, um das zu erreichen, was
die Theorie als méglich erweist, was man der
Technik zutrauen kann und was nicht.*
Dieser Anspruch an den Naturwissenschalt-
ler stammt von Ernst Abbe.

Der hervorragende Wissenschaftler, der Be-
griinder des wissenschaltlichen Gerdtebaus
und Bahnbrecher auf dem Gebiet der Optik
war dank seiner gewaltigen Berechnungen in
der Lage, rein theoretisch die komplizierte-
sten optischen Instrumente aller Artzu kon-
struieren: Fotoobjektive, die mit ihrer groBen
Lichtstirke und Bildschir(e eine neue Epoche
der Fotografie einleiteten, Refraktometer,
Reflektometer, Spektrometer, Fotometer,
Fokometer und viele andere MeBgerite.
Ohne diese Instrumente und ohne die von
Abbe erkannten Gesetze der Strahlenoptik
konnte heute keine Klinik, kein chemisches
oder technisches Institut, kein Laboratorium
der Industrie, kein Bergwerk arbeifen, wiren
mikroelektronische und Weltraumlorschun-
gen undenkbar.

Ernst Abbe war am 23. Januar 1840 als ein-
ziger Sohn eines Spinnereiarbeiters geboren
worden. Durch grofite Sparsamkeit der El-
tern konnte er die Realschule besuchen und
1857 mit dem Studium der Mathematik und
der Physik in Jena beginnen, bei dem er sich
vor allem mit den Erkenntnissen auf dem Ge-
biet der Optik vertraut machte.

134

1857 konstruierte er ein kleines Taschen-
Trichinenmikroskop mit etwa 50facher Ver-
groBerung. Der einfache Apparat war die
erste seiner vielen Neuschopfungen auf dem
Gebiet der instrumentellen Optik. Als Ernst
Abbe 1863 von Studium und Assistenten-
tatigkeit an der Sternwarte aus Gottingen
nach Jena zuriickgekehrt war, begann die
Bliitezeit seiner wissenschaftlichen Entwick-
lung. In Zusammenarbeit mit Carl Zeiss
widmete er sich mehr als zehn Jahre der Ver-
besserung von Herstellung und Eigenschalten
der Mikroskope.

1876 iibernahm der Forscher die Teilhaber-
schaft an der optischen Werkstatt von Zeiss.
Auf der Suche nach geeigneten optischen Gla-
sern begann Ende der 70er Jahre des vorigen
Jahrhunderts seine Zusammenarbeit mit dem
jungen Chemiker Dr.Otto Schott. In dem
glastechnischen Laboratorium ,,Schott und
Gerossen* wurden Glidser nach Abbes Pli-
nen hergestellt, die eine neue Ara aul dem
Gebiet der Optik einleiten.

Drei Jahre, nachdem aul Abbes Kosten der
Bau der Jenaer Sternwarte begann, starb 1889
Carl Zeiss, und Ernst Abbe wurde alleiniger
Leiter der Zeiss-Werkstiitten. Er erweiterte
die Werkstatt zum Zeisswerk.

Die Geschichte der von Abbe 1889 ins Leben
gerufenen Carl-Zeiss-Stiftung widerspiegelt
die Grenzen kapitalistischer Eigentumsver-
héltnisse. An der Schwelle des vorigen Jahr-
hunderts hatte der geniale Erfinder, der Hu-
manist und Besitzer der Zeiss-Werke erkannt,
daB sein Unternehmen ohne die Foérderung
von Wissenschaft und Technik und die Bil-
dung eines Stamms von qualifizierten Fach-
arbeitern keine Zukunft hat. So trat anstelle
des Unternehmens das entpersonifizierte Stil-
tungskapital der Carl-Zeiss-Stiltung. Der pri-
vate Besitz an Produktionsmitteln blieb da-
bei nach wie vor erhalten.

Am 14.Januar 1905 starb Ernst Abbe. Sein
Name ist mit dem nach dem zweiten Welt-
kriegentstandenen Volkseigenen Betrieb Carl
Zeiss Jena eng verbunden. Wenn heute Zeiss-
Geridte in mehr als 100 Lander exportiert
werden und dort geschitzt und geachtet sind,
ist das nicht zuletzt auch ein Verdienst Ernst
Abbes.

Zum 75. Todestag des Physikers, Mathema-
tikers und Astronomen gab die Staalsbank
der DDR eine Gedenkmiinze heraus.

Ernst Abbe (1840 bis 1905), Aullage

45000 Stiick. 20 Mark - 1980, Legierung:
Silber, Durchmesser 33 mm. Masse 20.9 g

Ein Gewichtsproblem
des Leonardo Fibonacci

Der allgemeine Stand des mathematischen
Wissens und Konnens war im mittelalter-
lichen Europa bis ins i2.Jahrhundert sehr
niedrig. Die Rechenmethoden waren primitiv.
Die Kaufleute bedienten sich eines Rechen-
brettes, des sogenannten Abakus. Die ,,indi-
sche** Zahlenschreibung, den Gelehrten in
den Lindern des Islam seit langem geliufig,
war noch unbekannt. In einem 1202 erschie-
nenen Werk ,,Liber abaci‘* (Buch vom Aba-
kus) gab der Italiener Leonardo Fibonacci
(der um 1170 wahrscheinlich in Pisa geboren
wurde) eine systematische Darstellung des
Rechnens mit den 10 indisch-arabischen
Ziffern. Dessen Vater lebte einst als Kauf-
mann in Algier. Dort Jernte der Sohn von
einem muslemischen Lehrer das neue Ver-
fahren. Er reiste durch den Orient, studierte
arabische Werke, lernte die Schriften des
Euklid, Archimedes und anderer griechischer
Mathematiker kennen. Sein® umfangreichen
mathematischen Erkenntnisse hat er in meh-
reren Biichern aufgeschrieben. Sie sind fir
die Entwicklung der Mathematik sidmtlich
von grofer Bedeutung gewesen. Spitere Ge-
lehrte schopften aus seinen Werken sowohl
Aulgaben als auch Losungsmethoden.

Die folgende Aulgabe aus dem ,,Liber abaci™
findet man in dhnlicher Form beispielsweise
in einem byzantinischen Rechenbuch aus
dem 15. Jahrhundert, ferner bei Nicolas Chu-
quet (1484), Michael Stilel (1553), Tartaglia
(1556), Bachet (1612), van Schooten (1657)
und auch bei Leonhard Euler (1748):

Jemand hat 4 Gewichte, mit denen cr die
ganzen Pfunde seiner Waren von einem Pfund
an bis 40 Plund wiegen will; gelragt ist nach
dem Gewicht der einzelnen Gewichtssteine.
(Dabet diirfen’  wenn erlorderlich -- beide
Waagschalen mil Gewichtssteinen belastet
werden.)

H. Pieper



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

20 Jahre
Mathematikzentrum
Karl-Marx-Stadt

In unserem Zentrum treffen sich in 15 Ar-
beitsgemeinschaften der Klassenstufen 4 bis
10 die besten Jungen Mathematiker der Stadt.
Sie werden betreut von Mitarbeitern und
Studenten der Sektion Mathematik der Tech-
nischen Hochschule und von Lehrern. Durch
kontinuierliche Arbeit mit den AG-Program-
men, die von Studenten als Diplomarbetiten
angelertigt wurden, konnten die AG-Mitglie-
der in den letzten Jahren immer iiber 40 ", der
Preise zur Bezirksolympiade und mehrere
Preise zur DDR-Olympiade erringen. Jens
Ponisch erhielt nach seinem
,,Frithstarter** in der Olympiadeklasse 10 der
XX.DDR-Olympiade den Auftrag, einen
Beitrag fiir alpha zu schreiben.

Erwédhnenswert ist noch unsere AG Friihstar-
ter, die die erfolgreichsten Schiiler der Klasse
5 von Mirz bis Februar des nachsten Schul-
jahres neben der normalen AG zusitzlich
fordert. Diese Schiiler starten als Frithstarter
zur Kreis- und Bezirksolympiade in der
Olympiadeklasse 7. Auch hierzu ist das AG-
Programm in der Erprobung.

Das Aktiv des Mathematikzentrums ist stin-
dig bemiiht, neue Knobeleien und Spiele [iir
unsere ExperimentierstraBe anzufertigen. Be-
sonders beliebt ist bei uns der siebenteilige
Soma-Wiirfel, aus dem unsere Besucher zu
Pionierfesten schon viele neue Figuren ent-
wickelt haben. W. Henker

1. Preis als

Knack - ein mathematisches Spiel

In einem sowjetischen Buch [and ich das
Spiel ,,Knack*, das ich den alpha-Lésern
vorstellen moéchte. Sein Erfinder ist David
Geyl, der schon viele mathematische Spiele
entwickelt hat.

Man spielt zu zweit auf Késtchenpapier, auf
dem ein Rechteck mit m - n Késtchen abge-
grenzt wird. Um das Spiel interessant zu ge-

stalten, sollten m und »n verschieden und nicht

zu klein sein.

Ein Spieler wahlt ein Kastchen A des Spiel-
feldes und streicht dieses und alle, die in der
gleichen Zeile rechts und in der gleichen

Spalte oberhalb liegen, auBerdem die Kast-
chen, die rechts oben eingeschlossen sind. Die
entstandene Figur rechts oben wird nun
,herausgeknackt'* und gehort nicht mehr
zum Spielfeld. Danach wihlen die beiden
Spieler abwechselnd weitere Kistchen B,
C, ... und knacken die zugehorige Figur
heraus (Bild 1, die gestrichenen Kistchen
sind durch Punkte markiert)._

Bild 1 [~ T3
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Es gewinnt der Spieler, der seinen Gegner
zwingt, das ,,vergiftete** Kastchen in der lin-
ken unteren Ecke zu wihlen urid damit das
ganze verbliebene Spielfeld zu ,,verschluk-
ken‘. Interessant ist nun die Frage: Kann der
erste Spieler stets so spielen, daB er- ge-
winnt?

Dazu betrachte man zunachst das Kastchen
rechts oben. Es gibt zwei Moglichkeiten: Ent-
weder die Wahl dieses Kastchens ist verant-
wortlich [ir den Sieg, oder sie bringt dem
Gegner die Méglichkeit, den Sieg zu erringen.
Angenommen, sie ist [ir die Niederlage des
ersten Spielers verantwortlich, kann der
Gegner mit einem optimalen Zug parieren.
Diesen Zug hitte aber auch schon der erste
Spieler machen koénnen. Das heilBt, er kann in
jedem Falle mit einem Zug beginnen, der
zum Sieg [iihrt. Dieser Beweis zeigt allerdings
nicht, wie man spielen muB, um zu gewinnen.
Das Interessante an ,,Knack* ist, dall noch
keine allgemeine optimale Strategie gelunden
wurde. Nur fir einige Spezialfille sind Ge-
winnstrategien bekannt:

1. Man spielt auf einem Quadrat. Der erste
Spieler muB ein solches Quadrat heraus-
knacken, daB genau eine Zeile und eine
Spalte mit dem ,,vergifteten** Késtchen iib-
rigbleiben (Bild 2).

Bild2 [Ts o o
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Nun ist der zweite Spieler am Zug, und der
erste pariert immer symmetrisch, d.h., er
knackt immer ein gleichgroBes Stiick von
der anderen Seite ab. Am Ende bleibt fiir den
Gegner nur noch das ,,vergiftete** Késtchen
ibrig.

2. Wenn das Spielfeld ein liegendes Rechteck
der Form n - 2 (n > 2) ist, kann der erste Spie-
ler den Sieg erzwingen, wenn er das Kastchen
in der rechten oberen Ecke wihlt (Bild 3).

Bild 3 2

Die Form einer solchen Treppe muB er nach
jedem Zug des Gegners wieder erreichen. Wie
man leicht sieht, ist dies moglich.

Aufgaben

Al a Wie gewinnt der erste Spieler bei
einem stehenden Rechteck der Form 2-n
(Bild 4)?

Bild 4

Auch kompliziertere Formen, wie sie hdufig
beim Spielen entstehen, kann man mit Hille
der beschriebenen Strategien untersuchen.
A2 A Findeden Gewinnzug(Zugdes ersten
Spielers, der zum Sieg fithrt) fiir die Figuren
der Abbildungen 5a bis f!

a) .
m, n beliebig
: |
] DU S—
b)| Bild 5
9]
d)
€)
n
] ]

A3 A Man finde mit Hilfe von Bild 5d den
Gewinnzug fiir ein Rechteck der Form
4.31 ’

Zum SchluB seien noch die Gewinnziige fir
einige ausgewahlte Figuren angegeben (Bild
6a bis I).

a) IA o| B 0 0o
' A oo
©) oo o|ld o 0 o0
A O O o0 o0 o
A oo o
e) A, 0 2 Gewinnziige
A2
Bild 6
f) kein Sieg moglich
Jens Ponisch
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In freien Stunden - alpha-heiter

Winterfreuden Vexierbild

Die beiden Bilder scheinen auf den ersten Blick ganz Auf dem Bild (aus dem 19. Jahrhundert) sehen wir eine
verschieden. Aber es gibt sechs Einzelheiten, die sich Dame, welche auf ihren Verehrer wartet. Wo hat er

auf beiden Bildern finden. Wo? Aus : Fiiles, Budapest sich versteckt?

Ellipse

Ein hoffnungsvoller junger Kreis

lief Schlittschuh auf dem blanken Eis.
Sich riihmend, daB er kerngesund
und auflerdem — natiirlich rund -
Falsche Ansichten wollt’ er besonders hoch hinaus

und fiihrte tolle Spriinge aus.

Der ungestiime Ubermut

bekam ihm aber gar nicht gut.

Am Sturz, den er sodann gebaut,

hat er sein Leben lang gekaut. Der
Mittelpunkt war ihm verriickt,

sein Radius in zwei zerstiickt.

Als Kreis war’s nun mit ihm vorbei,
er ghich jetzt eher einem Ei

und hie3 Ellipse als Figur,

die niemals mehr auf Schlittschuh’n fuhr.

Jede Sportart enthilt einen Fehler oder eine Regel-
widrigkeit, eine sogar zwei Fehler.

Ehrenfried Winkler, Halle
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Drunter und driiber

Susann Reichel aus Cottbus ,sandte uns diese schone
Kreisfigur.

Mathematische Griifie — 1982 —

® Die Summe von 16 aufeinanderfolgenden Zahlen be-
tragt 7928. Ordne die Zahlen in das Quadrat dergestalt
ein, daB die Summe jeder Waagerechten, jeder Senk-
rechten, jeder Diagonalen und jedes der inneren Qua-
drate jeweils 1982 betragt!

Ing. Klaus-Horst Milde, Dresden

® Bestimme das Minimum von |1 +9* +8'—2%|,
wobei x, y und z positive ganze Zahlen sind!
Dr. W. Moldenhauer, Eisenach

® So sahen Sabine Méckel, Zwickau (KL 7), Gerd
Gruner, Zwickau (K. 11), stud. math. A. Fittke, Berlin
und Ing. H. Decker, K6ln das Jahr 1982:
1-9:8:2=(19—8-2)(1+9+8—2)
19+82=1+98+2

1249282 —-22=]/198—-2

I +9
1+9-8-2 _
1982 8+2
1 1 1,1 (1498:2)(1-9-8:2)
— — — =
1+9+8 2 1-9-8-2

20=1+9+8 +2=(1 +9)-}/8:2

19=1-9+8+2=1-)/9+8-2
18=(1°+8)-2=(—1)+9+8+2

17=1° +8 -2=1)/(9 +8)
16=1+9+8—2=(1+)/9)-(8:2)
4=1°-8:2=(1+9)— (8 —2)
3=(1-9—8) +2=]/(1 +9 +8):2
2=1-9+8+2=(1—9)+8 +2
=1-)/9—)/8:2=(1 +9—8):2
0=(+9)— (B8 +2)=(1—-9+8) 2

Dialoge

®  Vater, ich habe heute Nacht getriumt, du héttest
mir fiir 5 Lewa Schokolade gekauft!*

,,Wenn du artig bist, darfst du zu Neujahr trdumen,
ich hétte dir ein ganzes Kilo gekauft!*

= Der Mathematiklehrer schreibt an die Tafel 2: 2.
,, Was bedeutet das, Gerald ?** Gerald antwortet: ,,Un-
entschieden.*

& Auf dem Heimweg erzdhlt Horst seinem Freund,
daB er von einer 12 Meter hohen Leiter gestiirzt sei.
Jochen staunt. ,,Und du hast dich nicht verletzt?
fragt er.

,,Nein, ich stand doch auf der ersten Sprosse!*

® _ Fritz, wollen wir uns heute um fiinf Uhr treffen?*
,,Gern, und wann kommst du?

Wanderung zwischen Sternen

Wandere auf den Geraden so, dal} dabei jeder Stern
getroffen wird, ohne den bereits beschrittenen Weg
nur einmal gekreuzt zu haben! Start und Ziel sollen
Jjeweils ein weibBer Stern sein.

Silvesterscherze

Nicht ganz ernst gemeint: Aus den Silben

bruch — chen — di - fer - fol — ge — gel — grund — ka —
kel — kel — kon - 1du — lier — mal — mes — on — on — per —
pez — re — re — schei — ser — si — spek — spit — stamm —
strich — struk - tel — ti — ti — tra — va — ve — vi — wert —
win — ze — zir -

sollen Worter der folgenden Bedeutung gebildet wer-
den. Es handelt sich jeweils um Begriffe aus dem
Mathematikunterricht, die hier scherzhaft umschrie-
ben sind:

1. Vorschrift fir Harken (1); 2. militarische Einheit
mathematischen Charakters (2); 3. geknicktes Schnei-
degerdt (3); 4. Preis fiir den Boden (1); 5. Gestell
eines Gerits fiir Artisten (4); 6. Serie von Werken
eines bildenden Kiinstlers (2); 7. Startlinie zum Wett-
lauf (6); 8. Blickwinkel eines hoflichen Mannes (2);
9. Knick im Hauptteil des Baumes (6); 10. die Besten
einer Arbeitsgemeinschaft (5); 11. gerade Linie quer
durchs Haar (8).

Entnimmt man jedem Wort den in Klammern ange-
gebenen Buchstaben, so erhidlt man das Bild einer

geschmiickten Funktion zweiten Grades.
OStR K. Lelmann, VLAV, Berlin
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XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben

Olympiadeklassen 11/12

1. Man untersuche, ob sich aus 1982 Zahlen
ay, as, ...a1983, die der Bedingung |a.|=1
(k=1, 2, ..., 1982) geniigen, aber sonst be-
liebig 'vorgegeben sind, stets Zahlen so aus-
wihlen lassen, daB [olgende Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Es wird mindestens eine der Zahlen g
ausgewdhilt.

(2) Es wird mindestens eine der Zahlen g
nicht ausgewihlt.

(3) Die Summe aller ausgewihliten Zahlen ist
gleich der Summe aller nicht ausgewahlten
Zahlen.

2. Zwei Personen A und B spielen das fol-

gende Spiel:

In dem Gileichungssystem
a1 x+by+ciz=1,
axx+byy+caz=1,
a3x+bsy+ciz=1

belegt zundchst A einen der Koeflizienten

ai, b, ¢i (i=1, 2, 3) mit einer von ihm ge-

wihlten natiirlichen Zahl. Dann belegt B

einen der verbleibenden Koeffizienten mit

einer von ihm gewéhlten natiirlichen Zahl,

dann wieder 4, dann B usw., bis endlich 4

den letzten (neunten) Koeffizienten mit einer

natiirlichen Zahl belegt.

A hat gewonnen, wenn nach diesen Belegun-

gen das Gleichungssystem (1) genau eine reelle

Losung (x, y, z) besitzt.

B hat gewonnen, wenn nach den Belegungen

das Gleichungssystem (1) keine oder unend-

lich viele reelle Losungen besitzt.

Man untersuche, ob B durch geeignete Be-

legungen in jedem Falle den Gewinn er-

zwingen kann.

(1)

3. Man beweise, da3 sich aus flinf geraden
»Stiben” kein rdumlicher Streckenzug
ABCDEA bilden liBt, der die [lolgenden
Eigenschaften (1) und (2) besitzt:

(1) Keine vier der finf Punkte 4, B, C, D, E
liegen in einer gemeinsamen Ebene.

(2) Aus einer geeigneten Blickrichtung be-
trachtet, gilt (siche Bild): Keine zwei der fiinf
Punkte A4, B, C, D, E werden genau hinter-
einander (also scheinbar miteinander zu-
sammenfallend) gesehen; ein innerer Punkt
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der Strecke CD verdeckt einen inneren Punkt
von AE, ein innerer Punkt von ‘BC verdeckt
einen inneren Punkt von DE, ein innerer
Punkt von AE verdeckt einen inneren Punkt
von BC.

A 8

Hinweis: Unter einem inneren Punkt P einer
Strecke XY versteht man einen von X und Y
verschiedenen, d. h. zwischen diesen Punkten
liegenden Punkt P der Strecke X Y.

4. Es sei f(x)=ao+a;x+ax*+ ... +a,x" ein
Polynom mit reellen Koeffizienten ao, a;, ---,
a,, wobei n> 1 und a,#0 gelten. Man setze
r=|ao| +lar| +...+ |an-1 |
| an]

und beweise:

a) Ist r= 1, so liegt jede reelle Nullstelle von

Jf(x) (falls eine solche existiert) im Intervall

—r<x=r.

b) Ist r<1, so liegt jede reelle Nullstelle von

f(x) (falls eine solche existiert) im Intervall

—1ZxZ1.

5. Gegeben sei ein Dreieck ABC mit ¥ BCA

=90°.

Man ermittle die Menge aller derjenigen

Punkte P des Raumes, fir die
PA*+PB*SPC?gilt.

Von den nachstehenden Aufgaben 6A und
6B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen.

6A. a) Man beweise: Wenn
a=BC,b=AC,c=AB,d=AD, e=BD,
f=Ccp . (1)
die Kantenldngen eines Tetraeders 4ABCD
sind, dann gilt fir den Oberflicheninhalt A4,
dieses Tetraeders die Ungleichung

1 .
A0<j(a2+b2+c2+d2+e2+f2). (2

b) Man untersuche, ob sich die Aussage iiber
(2) noch zu folgender Aussage verschirlen
1dBt: Es gibt eine kleinste reelle Zahl A mit

/1<%, so daB fiir den Oberllacheninhalt Ao

jedes Tetraeders ABCD, wenn man dessen
Kantenldngen wie in (1) bezeichnet, die Un-
gl Ao Ma? +b*+c*+d*+e*+f?) 3)
gilt. Wenn das der Fall ist, so ermittle man
diese Zahl .

6B. Man ermittle alle diejenigen Funktionen
f und g, die fiir alle nichtnegativen reellen
Zahlen x definiert sind, reelle Funktionswerte
haben und folgende Bedingungen erfiillen:
(1) Fiir alle x=0 gilt f(x)=1 und g(x)=0.
(2) Fiir alle x>0 gilt (f(x))—(g(x))*=1.

(3) Fiir alle x>0 und alle y20 gilt

S +y)=f(x)-f () +9(x) - g().

Fiir alle x>0 und alle y =0 gilt

9/ X+ =f(x)- g)+g(x) - £ ().

@

Losungen

Ldsungen zu:

Wir finden Gesetzmiifligkeiten
Ada Ja.mx)=7x-35
ASA Ja m(x)=2x>—1

Léosungen zu: alpha-Sprachecke
Eine Quadratzahl

Al a Spielsteine mit den Nummern ! bis 9
sind so in eine Reihe gelegt, daB die auf ihnen
stehenden Zahlen der GroBe nach geordnet
sind.
1 23456789

Welche kleinste Anzahl von Steinen muB man
wegnehmen, damit die aus den Ziflern auf den
zuriickbleibenden Steinen gebildete Zahl eine
Quadratzahl ist?

Welche Steine werden dabei weggenommen?

Lésung: Man muB} die drei Steine mit den
Nummern 2, 5 und 7 wegnehmen. Dabei
erhilt man die Zahl 134689 =3672.

Was ist das?

A2a Schneide dir aus Papier ein gleich-
seitiges Dreieck! Falte es an jeder Linie, die
die Mittelpunkte zweier Seiten verbindet!
Dann fige alle drei Ecken an einem Punkt
zusammen !

Welcher geometrischer Korper ergibt sich
daraus?

Ldsung: Es entsteht ein regelmiBiges Tetra-
eder.

Neue Fassade

A3a Man will die Fassade einer Schule
weiBen. Diese Fassade hat eine Linge von
{8 m und eine Hohe von 12m: man sieht
weiterhin 12 Fenster und eine Tiir.. Die Aus-
male jedes Fensters, in m, sind 2,5 und 1,5;
diejenigen der Tiir 3 und 2. Berechne die
Fliache der zu weiBenden Fassade in m?!

Lésung: Die Fliche der Fassade einschlie-
lich der Fenster betrédgt I8m- 12m=216 m?2.
Die Fldche der Tiir ist 3m:2m=6m?, die
der Fenster 2,5m-1,5m-12=45m?. Dann
betrdgt die Flache der zu weiBenden Fassade
216m?—45m? -6 m?=165m?2.



Losung zu: Matt dem Konig!

Auf 47(!) verschiedene Arten kann Weil3 den
schwarzen Konig in einem Zug mattsetzen!

1. Ta2, 1. Tc2, 1. Td2, 1. Te2, 1. Tf2, 1. Tg2,
1. Th2, 1. Tbl, 1. Tb3, 1. Tb4, 1. TbS, 1. Tb6,
1. Tb7, 1. T:b8, 1. Lhl, 1. Lg2, 1. Lf3, 1. Le4,
1. Le6, 1. Lb7, 1. La8, 1. La2, 1. Lb3, 1. Lc4,
1. Le6, 1. Sg7, 1. Sh6, 1. Sh4, 1. Se3, 1. Sd4,
1. Sd6, 1. Se7.

Das waren 32 Matts durch Abzugsschachs.
Die weiBe Dame kann 6 verschiedene Matts
herbeifiihren: 1. Dc7, 1. Dd6, 1. De7, 1. Dc3,
1. Dd4, 1. De3. Durch Verwandlungen der
weiBen Bauern ergeben sich 8 weitere Matts:
1. a:b8L, 1. a:b8D, 1. d:e8T, 1. d:.e8D, 1.
[:e8T, 1. [:e8D, 1. h8L und 1. h8D. SchlieB-
lich kann der weiBe Bauer d3 mit 1. d4 auch
noch den schwarzen Konig mattsetzen.

Losung zu: Gut beobachten!

Von oben nach unten:
G-1,F-5G-8,C-5 A-7.

Lésungen zu: Wir betrachten Korper

Ala (1)8cm;(2)esgibt verschiedene Mog-
lichkeiten; 1cm und 20cm, 2cm und 10cm,
4cm und S5cm; (3) es gibt verschiedene
Moéglichkeiten: 1cm, 1 cm und 100cm; 1cm,
2cm und 50cm; lem, 4cm und 25¢m; 1cm,
Scmund 20cm; 1 cm, 10cm und 10¢cm; 2cm,
2cm und 25¢m; 2cm, S5cm und 10cm; Scm,
Scmund4cm;(4)1cm, lcmund 5cm.

A2a Esgibt a) 8, b) 1, ¢) 2 (verschiedene)
Quader.

A3a a) 54 Piackchen; b) 90 Piackchen.
(Dabei muB die jeweils lingste Kante der
Péckchen parallel zu den Kistenkanten der
Linge 24cm, die jeweils kleinste Kante der
Pidckchen parallel zu den Kistenkanten der
Linge 48 cm sein.)

A4 a a) Die Hohe der einen Schachtel ist
dreimal so groB wie die der anderen. b) Der
Rauminhalt der einen Schachtel ist doppelt
so groB wie der der anderen. ¢) Der Raum-
inhalt der einen Schachtel ist achtmal so
groB wie der der anderen.

A5a Die Wiirfelkantenlinge betrigt a)
4cm, b) 5cm.

A6a Der Abstand betrdgt 4cm.

A7Aa Das Volumen betrigt a) 60cm?,
b) 64cm?, ¢) 36cm® d) Es entsteht kein
Kistchen; also Ocm?.

Lidsungen zu: Geistesgymnastik

Klasse 5

Ala 48M:4=12M; eine Mandel Lein-
wand kostet 12 M.

12,00 M —7,50 M =4,50 M;; fiir die Gans wur-
den 4,50 M angerechnet.

A2A Angenommen, x ist die gesuchte
Zahl; dann gilt x—-30=28 +32, x—30=60,
x=90. Es handelt sich um die Zahl 90.

A3a 1, 70M=170Pf; 17-10Pf=170Pf;
17-2 Eier=34 Eier; 34 Eier+11 Eier=45
Eier. Die Bauerin hatte anfangs 45 Eier.

Ada 45:5=9; 9-1=8; 9-2=7; 9+1
=10; 9+ 2=11. Die fiinf Summanden lauten
7,8,9,10 und 11.

Klasse 6

Ala Esseix die gesuchte Zahl; dann gilt
4-x—10=6-11, 4-x—10=66, 4-x=76, x
=19. Es handelt sich um die Zahl 19.

A2 A Essei x die zu nennende Zahl; dann
gilt x=%- x+42, % x=42, x=427'8, x=48.
Es handelt sich um die Zahl 48.

A3a 15-8=7; Karl fehlen noch 7 Wal-
niisse von einer Mandel. 7-5=35; Heinz
hatte 35 Walniisse.

A4 A Esseindiezuermittelnde Zahl; dann
gilt

2'n+64=6n4-n=64, n=16.

Es handelt sich um die Zahl 16.

Klasse 7
Al A Angenommen, es wurden x Tannen

. 1 31 | .
gefdllt, also 3x Buchen, 3 ix—gx Eichen,
21 2 . 12 1
3 EX_EX Liarchen, i Ex—ﬁx Ahorne.

. 11 2 1
Nun gilt x +§x +§x+Bx+3—0x= 357,

30x+ 10x+6x+4x+ x=30- 357,
51x=30"357, x=210.
Es wurden 210 Tannen, 70 Buchen, 42 Eichen,
28 Lirchen und 7 Ahorne gefillt.

1 115 53

3tetsTE T8y

A2A
3
Aus g x= 480 folgt x = 1280.
Das Jahreseinkommen betrug 1280 M.

A3A Aus a:brc=2:3:5 folgt b==-a

S TRV

und c=; a. Durch Einsetzenina+b+c¢=35

erhalten wir
a+ %a + %a =35, 5a=135, a=7. Daraus folgt
5

3 1 1
b_f 7_105, c=> 7=17§. Es handelt

sich um die Zahlen 7, 10% und 17%.

A4 A Angenommen, Karl ist x Jahre, sein
Vater also 7x Jahre alt. Nun gilt 7x —x =36,
6x =36, x=6. Karl ist gegenwirtig 6 Jahre,
sein Vater 42 Jahre alt.

Klasse 8

Ala Angenommen, es waren x Lesebii-
cher, also (300—x) Fibeln; dann gilt 0,8x
+0,5-(300— x)=180, 8x + 5 - (300 — x)=1800.
8x + 1500 — 5x=1800, 3x=300, x=100. Es
wurden 100 Lesebiicher und 200 Fibeln ge-
kauft. *

A2A Angenommen, anfangs waren es n

Exemplare. Am ersten Tag wurden <g+ 10)

Exemplare verkault. Es verblieb ein Rest von

[n - (g + 10\i| = Gn - 10) Exemplaren. Am

zweiten Tag wurden |:% : <%n - lO) + 15]

(17
“\16
n=(f+1o>+(ln+ 10)+50, n=n 470,

n+10) Exemplare verkauft. Nun gilt

8 16 16
I‘%n=70, also n=160. Anfangs wurden 160
Exemplare des Romans angeboten.

A3a Angenommen, das Darlehen belief
sich auf x Mark. Zum ersten Termin wurden

;+50 M getilgt. Es verblieb eine Rest-

schuld von [x - (% + 50)] = (%x - 50) M.

Zum zweiten Termin wurden % %x—SO)

+ 60] M= (23—0)( + 50) M getilgt.

Es verblieb eine Restschuld von

s

Nun gilt

x=(§+so>+(23—0x+50)+13—0x+200,
x—%x—%x —T36x= 300,

20x — 5x — 3x — 6x = 6000, 6x = 6000,

x = 1000.

Das Darlehen belief sich auf 1000 M.

Ad4a Angenommen, das leichteste Kalb
kostete n Mark; dann kosteten die vier iibri-
gen Kilber (n+2)M, (n+4)M, (n+6)M,
(n+8)M. Nun gilt
n+(n+2)+(n+4)+(n+6)+(n+8)=100,
5n+20=100, 5n=80, n=16. Das leichteste
Kalb kostete 16 M.

Lésungen zu:

Knack — ein mathematisches Spiel

1. Zahl: senkrechte Spalte von links, 2. Zahl:
waagerechte Zeile [(vgl. Bild 1: A hat die
Koordinaten (5;3)]

Ala (2;n)

A2A 2a)(1;3)bzw.(3;1)

b) (m+2;1)

0)(2;2)

d) Sieg nicht zu erzwingen, aber mdoglich
e)(1;4)
N5:1)
A3a (3;2)

Lésungen zu:

In freien Stunden - alpha-heiter

Winter{reuden

1. Bergriicken links und Kleid der Frau;

2. Besenstiel und Teppichstreifen;

3. Schneespur und Hundeleinenstiick ;

4. Kotelette des Skildufers und Fliege des
Mannes;

5. Umschlag der Skisocke und Tiirklinke;

6. Skistockteller links und Pantoffel am rech-
ten HinterfuB des Hundes.

Falsche Ansichten

1. Skisprung — ohne Stocke; 2. Eisschnellauf -

Starthaltung u. Schlittschuhe; 3. Rennrodel-

sport - sitzend; 4. Zweierbob - hintereinan-
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der sitzend; 5. Eiskunstlauf - keine Artistik;
6. Skilanglauf — ohne Brille und Sturzhelm;
7. Eishockey — Schlittschuhe fiir Eisschnellaul

Vexierbild '
Wenn du das Bild auf den Kopf stellst, siehst
du den Verehrer auf der linken Seite.

Mathematische Griile — 1982 —
® Die Zahlen lassen sich iiber die Formeln
der arithmetischen Reihe

n
s=x(a, +an),

2
a,=a;+(n—1)d,
_s_n—l
RT3
ermitteln und lauten:
a, =488, a,6=>503.
Eine mogliche Losung:
500 | 430(|t 489 | 503
495 || 497 (|| 498(| 492
499 |1 493 []] 494]| 496
ILm so2||| so4 [ 494

® Es sei N* die Menge der positiven ganzen
Zahlen.

Es gilt min | 1+9*+8Y—27|=2

x,y,zeN*

Beweis: Firx=y=1,z=4gilt 1 +9*+8"-27
=2

Da 14+9*+8"—2"=1+1*=2mod?2 ist,
kommt als mogliches Minimum nur noch 0
in Betracht.

Annahme: 14+9*4+8”—27=0, also 14+9*=2°
—8"22>0. Damit gilt z=3y+a mit aeN*
und somit

1+9*=8%(2°—1)=0(8),aber esist 1 +9*=2(8)
Widerspruch.

Wanderung zwischen Sternen
Eine méogliche Losung:

Silvesterscherze

1. Rechenregel; 2. Division; 3. Winkelmesser;
4. Grundwert; 5. Trapezkonstruktion; 6. Mal-
folge; 7. Lauferstrich; 8. Kavalierperspektive;
9. Stammbruch; 10. Zirkelspitze; 11. Scheitel.
Ringparabel

Lésung zu: Die historische
Mathematikaufgabe:
Ich hab’s gefunden! Heft 4/82, I11. US.

Ein fester Korper, der vollstindig in Wasser
getaucht wird, verdrdngt vom Wasser so viel,
wie sein eigenes Volumen betrdgt. Bei glei-
chem Volumen haben verschiedene Stolle eine
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unterschiedliche Masse. (So hat 1cm?® Gold
die Masse 19,3g und 1cm?® Silber 10,5g.)
Bei gleicher Masse werden verschiedene
Stoffe somit ein unterschiedliches Volumen
haben. (So hat 1 kg Gold ein Volumen von
etwa 52 cm? und 1 kg Silber ein Volumen von
etwa 95cm?®) Fertigt man nun etwa zwei
Wiirfel von genau gleicher Masse wie der
Weihkranz, den einen aus reinem Gold, den
anderen aus reinem Silber, und taucht die
drei Gegenstiinde jeweils in ein bis zum Rand
mit Wasser gefiilltes GefdB, so wird beim
Wiirfel aus reinem Silber am meisten Wasser
iberlaufen, beim Wiirfel aus reinem Gold am
wenigsten. Ist der Kranz aus Gold und Silber
gemischt, so wird die bei ihm iiberlaufende
Wassermenge geringer sein als beim Silber-
wiirfel, aber immer noch groBer sein als beim
Goldwiirfel.

Die vom Silberwiirfel, vom Goldwiirfel bzw.
vom Weihkranz verdringte Wassermenge be-
trage s, g, bzw. kcm?. Der Weihkranz habe
(wie auch der Silberwiirfel und der Gold-
wiirfel) die Masse akg, davon seien bkg
Silber und c kg Gold, also

(0 b+c=a.

Der Silberanteil des Kranzes verdrangt dann
b .
— scm® Wasser.  In unseren Bezeichnungen
a

verdringen ja akg Silber scm?® Wasser. Da-
her verdringt 1kg Silber zch Wasser und

somit verdrdngen bkg -Silber bzcm3 Was-

sen)

Der Goldanteil des Kranzes verdringt

¢ . ,
- gcm?® Wasser. Der Weihkranz verdriingt so-
a

o . . b ¢
mit einerseits k cm?, andererseits — s+—-gcm?
a7t

Wasser, also §s+§g =k,d.h.

2) bs+cg=ak.
Aus(1)und (2)folgt c=a—b,bs+(a—b)g =ak,
also bs—bg=ak —ag, d.h.

s—g -

Dies ergibt auch c=a—»b =< —?g) a
s—k . . . :
=3 p a. Damit sind die Anteile b und ¢

an der Gesamtmasse a aus den bekannten
GroBen s, g, k, a bestimmt, und es ist

Losung zu: Olympiade-Kryptogrammsg

Heft 5/82,S.115

Angenommen, es gibe eine Losung des Glei-
chungssystems,dannmuB YY - YYIA
=111111 sein. Das folgt aus den Gleichun-
gen (1)...(9) wegen 000000: 0=EEEEEE: E
=111111.

Die Zerlegung von 111111 in Primfaktoren
ergibt 111111=3-7-11-13-37. Der Faktor
YY in YY:YYIA kann deshalb nur 11, 33

oder 77 sein., Die Faktoren YY =11 und
YY =77 scheiden aus, wegen 111111:11
=10101 bzw. I11111:77=1443 und weil
YYIA vierstellig ist und die beiden ersten
Ziffern gleich sind. Also kann Y Y nur 33 sein,
woraus YYIA=3367und Y=3,/=6und A
=7 folgen. Die restlichen Buchstaben O, L,
M, P, D, E sind unabhidngig von ihrer
Reihenfolge durch genau eine der Ziflern
1,2,4,5,8,9 zu ersetzen. Fiir die Abbildung
der Elemente der Menge M={0, L, M, P, D,
E} auf die Elemente der Menge N ={1, 2, 4,
5, 8,9} gibt es insgesamt 6!=1-2-3-4-5-6
=720 Moglichkeiten. Eine dieser 720 Mog-
lichkeiten ergibt sich aus O=1, L=2, M =4,
P=5,D=8,E=9. ’
1-33-3367=111111
2-33-3367=222222

9-33:3367=999999
Losungen zu: Ungleichungen von
Erdis-Mordell, Heft 4/82, S. 76

Ala Nach Strahlensatz gilt wegen
AC||UW AW :WB= CU: UB, wegen

UV |AB VC: VA= CU: UB, wegen
VW |BC VC: VA=WB: AW.
[
Bild 6
v v
A w B

Daraus folgt AW : WB=WB: AW und da-
mit AW=WB, d.h., der Punkt W halbiert
die Strecke AB. Weiter ergibt sich CU=UB
und VC=V4, d.h. auch die Punkte U und V
halbieren die entsprechenden Dreiecksseiten,
w.z.b.w.

A2 A Nach Substitution der GroBen R
durch Ry, d. durch d, sowie d; durch d, er-
gibt sich die Ungleichung aR 4 2 cd,, + bd. und

damit R4 ggd,ﬁ gdc. Aus Symmetriegriinden

sind auch die analﬁgen Beziehungen giiltig:

Ro2%d,+Sdy und Re22d,+%4, Addiert
b b c c

man die letzten drei Ungleichungen und faBt
entsprechende Glieder zusammen, dann er-

hilt man RA+RB+RC;d,<§+%’

+d»<E +€) +dc(l—7 + E) und daraus gemiB
a c a b
Hilfssatz 1 (d. h. a+£; 2) schlieBlich die Be-

hauptung R+ R+ Rc22(d,+dy+d.).
Wenn das Gleichungszeichen gelten soll,
€b c_a sowie b_a gelten und
b ¢ a ¢ a b

muB

damit a=b=c, d.h. das Dreieck ist not-
wendigerweise gleichseitig. Da auch im Hilfs-
satz 3 Gleichheit bestehen muB, gilt AML1BC
und BMLAC, d.h. M ist.Mittelpunkt des
Dreiecks AABC.



A3a Im Hilfssatz 3 haben wir die Be-
ziehung aR,cd.+bd, nachgewiesen. Aus
der Beziehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel der GroBen cd. und bd,
folgt

|/cd,bd,,g-;<cd,+bd,,)§%am, also aR,>

>2|/bcdyd. und analog bRp=2)/ acdd. so-
wie CRC z 2]/ abd,d,,.

Durch Multiplikation der letzten drei Un-
gleichungen erhdlt man schiieBlich die’ Be-
hauptung R 4RgRc = 8d.dpd., w.z.b. w.

A4 a Wir betrachten die Behauptung des
Hillssatzes 3 aR 4 2 bd), + cd. und die analogen
Beziehungen bRp=>ad,+ cd. sowie ¢R¢=ad,
+ bd,,. Addition der drei Ungleichungen [iihrt
unmittelbar zur Behauptung aR 4 +bRp + cR¢
= 2ad,+bdy+cd,).

AS5a Die Flichensumme der Dreiecke
AAMB, ABMC sowie ACMA ist gleich
dem Fliacheninhalt des Dreiecks AABC, so

2
daB gilt 5)/3=2ds+3ds+3de (denn es ist

a=b=c), damit d, +dy+d.=5)/3. Setzt man

die letzte Beziehung in die Ungleichung
von Erdds-Mordell ein, fiihrt dies sofort zur
Behauptung R4+ Rg+Rc= al/i.

A6 A Ausder Flichengleichung
S(AABC)=S(AAMB)+S(ABMC)
+S(ACMA) folgt in den Bezeichnungen
=ad,+bdy+cd.. Esgelteo.B.d.A.azb=c.
Daraus folgt h,=min(h,, hy, h) und h,
=max(h, hy, h.), da die Produkte ah,, bh, und
ch. simtlich gleich dem doppelten Flichen-
inhalt des Dreiecks AABC und damit unter-
einander gleich sind. Daraus folgern wir
ad,+ady+ad. 225 2 cd,+cdy+cd. (wegen a

2b=c) und min(ha, hy, h,)=h.=27sg'd,,+d,,

2 . .
+d. =2 7S =h.=max(h,, hpy, h;), worin bereits

die Behauptung steckt, w.z.b.w.

A7A Ausderin Aufgabe a6 A ermittelten
Identitat 2S=ad,+bd,+ cd, folgt nach An-
wendung der Ungleichung zwischen arith-
metischem und geometrischem Mittel der
drei GroBen ad,, bd, und cd,

2:;5‘ ad, +bd,,+ch> abcdudod.,

duod S

A8a Die Hilfsbeziehung

W;M

%

,q.e.d.

kann man aus der Beziehung zwischen

arithmetischem und quadratischem Mittel
der GroBen 1/; und 1/; herleiten. Nach
dieser Ungleichung und dem in Beweis-

variante 3 bewiesenen Resultat R4 gfdb + Ed,
a a

138t sich schlieBen:

c 1 c b
sl e )

und in entsprechender Weise auf analoge
Abschitzungen der iibrigen GréBen Ry und
Rc. Addiert man wieder die drei Ungleichun-
gen und wendet dann Hilfssatz 1 an, ergibt
sich unmittelbar die Behauptung

VRV o+ Rez /3 et s+,
A94A Wir schlieBen zunichst x2+y? <x?
+2xy+y?=(x+y)? fur positive x, y. Durch
Anwendung der so erhaltenen Beziehung aul
das in Beweisvariante 3 erhaltene Resultat

b " .
R4 gfd,,+—dc erhilt man weiter
a a

Ri;(fd,,+9(1f)z>gd§+b—zd%.
a a u a
Analoge Beziehungen gelten fiir R und RZ;
das iibrige verldult auf die bereits bekannte
Weise (Addition der symmetrischen Unglei-
chungen und Anwendung von Hilfssatz 1).
A10a Wir gehen von den Beziehungen
aR 42 bd.+ cdy (2) und aR 4 = bdy+ cd. (Hills-
satz 3) aus.
Nach Addition folgt 2aR 4= b(d,+d.)+ c(ds
+d.)=(b+c) (dp+d,). Jetzt multipliziert man
diese Ungleichung mit den analogen [iir Ry
und R¢ und erhilt nach Anwendung der Be-
ziehung zwischen arithmetischem und geo-
metrischem Mittel der Dfeiecksseilenl'éngen-
paare -
8abcR4RpRcZ(a+b)(a+c)(b+c)(da+dy)
(da+dc) (dp+d.)
2 8)/ab)/ac)/belda -+ dv) (du+de) (dy +d),
woraus sofort die behauptete Ungleichung
folgt
R,{RBRc;(da'de) (d,,+dc) (db-f'dc), qed
Alla Nachder Flichenformel im Dreieck
gilt )

1

1
S=§ah.=§bhb=%cht sowie

S=%ar+%br+%ci
(Betrachtung der drei Teildreiecke, in die das
Dreieck AABC durch den Inkreismittelpunkt
zerfdllt und Einbeziehung der Tatsache, daB
der Inkreisradius zu den Beriihrungspunkten
mit den Dreiecksseiten rechte Winkel bil-
det). Daraus folgt 1_—a+2’?5'+c_hi.,+17,,+hlf
und unter Verwendung der Beziehung zwi-
schen arithmetischem und harmonischem
Mittel der drei Hohenldngen im Dreieck er-
hilt man weiter

1.
l > - =
3(h.,+h.,+h,) i 1,1 T +i 3r
ha hy ke
und damit endlich h, + hy+h.29r. 4)

Da h, der kiirzeste Abstand des Punktes 4
zur Geraden BC ist, gilt mit Sicherheit
ha<AM + ¢(M, BC), wobei mit ¢(M, BC) der
kiirzeste Abstand des Punktes M von der
Geraden BC bezeichnet wurde. Hieraus er-
gibt sich dann d,+ R, = h,. (5)
Unter Verwendung der Ungleichung (4) so-
wie (5) und den analogen Beziehungen fur h,
und h. formen wir die Ungleichung von
Erdds-Mordell in geeigneter Weise um:

3
E(RA"’RB"‘RC)ZRA'i'Rza+Rc+d,,+d,,+dc

Z(Ra+ds)+(Rp+dp)+(Rc+d.)
Zha+ho+he,

. 2
damit nach (4) RA+R,,+RC_2_-3-~9r=6r,
w.z.b.w.
A12a Das quadratische Mittel der Gro-
Ben R4, Rp und Rc ist nicht kleiner als ihr
arithmetisches Mittel, so daB gilt

\/R +RB+RC RA+R5+RC
3 = 3

= (nach Aufgabe ll)g%r— und damit

R:Z+R3+RE2121% w.z.b.w.

Lasung zu: Eine Aufgabe
von D. Bernoulli, Heit 4/82, I11. US.

(” AA ABC +Al = Ages-
1 1 1

1
. . 2 N
2(1 b+-n 2C —=C

- 2
Ages=

Ages=%‘ a- b+lc2<%n— 1>

(2) Ages— Az — A3 = Aserrasy-
(2b) A;=%ﬂ:-%b2 _‘l‘bz
(3) A“,,,,,”,___%.a_b_’_%cz

1
(in—l)—Az—Ag

1 1
A,chmff.=i ‘a- b+ZCz

1 1 ,/1

(ft—l)—za (in—l)
1,,(1

_Zb (in l)

1 1
A“""'”'—Ea b+<§n— 1)

1 2_1 2_1 2
(Zc i

wegen der Rechtw. des Dreiecks
ABC und dem daraus folgenden
Satz des Pythagoras ist dieser
Ausdruck gleich Null.

damit: Aschmff- =%a b= AA
allgemein (fiir Zentriwinkel =90°):
D |
r A =Z . rl — AA
A =%n : %t;—%rz
-,//// / 7
GPP) -

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,

Helt 1/82

Ma9 #2199 Fiir den Flicheninhalt des
Kreises k(M;r) gilt: A,=nr?. Im rechtwink-
ligen Dreieck ADM gilt nzach dem Satz des

Pythagoras: x*=r?— IY . (x sei die Linge

2
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von DA; % ist die Linge von DM, da sich die

Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1 schnei-
aen.) Nach Umlormung erhalten wir [iir die
Linge von AB: 2x=r]/3.
Der Fldcheninhalt des gleichseitigen Drei-
2
ecks ist AD=%1/§, wobei a die Lange einer
Dreieckseite bezeichnet. In unserem Falle gilt:
I

A“=T 3.

Fiir das Verhéltnis A, : A ergibt sich a,: Ay
2
=nar?: 3%[/Ebzw.A,‘: Ap=x1:0413.

Ma9 w2200
Man zerlegt 1211'°°—1211°% in
1211°8(12112 1)

=1211°%(1211 + 1) (1211 =1)
=1211%%-1212- 1210
=1211°8-101-12-110- 11
=1211°%-12-110-101-11
=1211°%-12- 110" 1111.

Daraus [olgt die Behauptung.

Ma9 12201
an und erhilt
7%n —42n = (72)n__ (42)n
=49"—16".

49" 1aBt bei Division durch 33 denselben
Rest wie 16"; daraus folgt, daB 49"— 16" bei
Division durch 33 den Rest Null 1aB8t. Da alle
Schritte dquivalente Umformungen sind, gilt:
aus 33|0 folgt 33|7*"—4%" fiir alle neN,
g.e.d.

Man wendet die Potenzgesetze

Mal10/12 #2202 Zweistellige natiirliche
Zahlen lassen sich in der Form 10a+5 mit
a,beN,0<b<9, 0<a<9 darstellen.
Nun gilt nach den Bedingungen der Aulgabe
10a+b=(a+b)b,
10a+b=ab+b>,
a(10—b)=b*—b,
b—1
a=b- 0=5
Setzt man nacheinander fur b alle moglichen
Ziffern ein, so ist nur fir b=4 und b=5 gaeN
und a<10. Fir b=4 ist q=2; fur b=35 ist
a=4.
Somit erfiillen nur die Zahlen 24 und 45 die
Bedingungen der Aulgabe.

Mal0/12 #2203 Der Winkel « BFA habe
die GroBe «; im Dreieck ABF gilt dann

tan 1=§ =1,5 und folglich 2x56,3 . Wenn
=a

3
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das Dreieck EFG gleichseitig wire, miiSte
dieser Winkel die GroBe 60° haben. Damit ist
gezeigt, daB das Dreieck EFG nicht gleich-
seitig ist.

Ma10/12 w2204 Skizze: (nicht maBgerecht)

Wenn AC Durchmesser von k ist, so ist das
Dreieck ABC rechtwinklig (Satz des Thales).
n-d?

4

Aus A= =19,63cm? lolgt d~ 5 cm. Fiir

die Linge c von AB gilt c= ="4;d=3,9 cm

u
4
und sin 35° = g; ax29cm.

Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks ABC

ilt: -2
g A zycmz;/{gzihm’,

D
das sind etwa 299 der Kreisfliche.

Ma10/12 2205 Skizze (nicht maBstiblich)

A 908 o
1 W%

Es gilt « +y =8 (Wechselwinkel an geschnitte-
uen Parallelen), also y=8—a=24,6°—184°
=6,2°.
Nun gilt im Dreieck ACD
e:siny=d: sin (90° — ) bzw.
4= sin (90°—,B)=e- cos f

sin y siny
Im rechtwinkligen Dreieck ABC gilt

(M

cosa:%;x=d-cosa—a. (2)

Wir setzen (1) in (2) ein und erhalten
_e-cosf
~ siny

(= 8m - cos 24,6° - cos 18,4°

sin 6,2°

“cosa—a,;

—10m;

xx54m.
Der FluB} ist etwa 54 m breit.

Phé6 m111 Die Strecken und Kreisbogen
scheinen unterschiedliche Lingen zu haben.
Die Messung beweist, daB die Langen gleich
sind. Unsere Sinne konnen uns sehr leicht
tduschen. Deshalb miissen wir immer durch
einc Messung genau priifen.

Ph7 w112 Auf die Oberfliche des Tauchers
wirkt eine Druckkralt von 74 Mp (x 726 kN).

Ph8 ®113 Die ersten beiden Widerstinde
sind 64 Q, der dritte 252 Q.

Ph9 m114 Es sind 20 Scheiben erforderlich.

Ph10/12 w115 Die Schwingungsdauer der
beiden Pendel steht im Verhaltnis [/2_1

Ch7 #89 a) Aus 60kg Kupfer entstehen
durch Oxydation 75 kg Kupfer(I1I)-Oxid;

b) 15kg Sauerstoff sind der angegebenen
Kuplermenge dquivalent;

c) bei einer monatlichen Planerfiillung von
1049, werden 208t Kupfer(II)-Oxid produ-
ziert.

Ch8 ®90 a) [,867 m® Wasserdampf sind zur
Umsetzung von 1kg Hiittenkoks erforder-
lich;

b) es entstehen 3,36 m® Wasserglas;

c) eine moderne Anlage produziert stiindlich
19488 m> Wasserglas.

Ch9 ®9] Der Verbrauch an Kohlendioxid
betridgt 0,242m>. Zum Abbinden von 2,4 kg
Kalkmortel, der zu einem Drittel aus Losch-
kalk besteht, sind 806,7 m> Lult erforderlich.-

Ch10/12 92 Aus 6t Anhydrit, welches
209, Verunreinigungen enthilt, entstehen
3,46t 100%ige Schwefelsdure. Aus 6t Anhy-
drit mit 20%; Verunreinigungen entstehen bei
einer Schwefeldioxidausbeute von 949, 5t
60%;ige Schwefelsdure.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/82

Ma5 #2208 Aus b) und c) folgt:

Das Midchen mit dem Nachnamen Mayer
gehort der Klasse 5a an. Deshalb gehort
Doris der Klasse 6a, Andrea der Klasse 5b
an.

Aus a) [olgt:

Das Miadchen mit dem Nachnamen Schulz
gehort der Klasse 6b an.

Aus d) folgt:

Carola gehort der Klasse 6b an, sie hat den
Nachnamen Schulz, da sie nicht zur Klasse 5b
gehort. Deshalb gehort Beate zur Klasse 5a
und hat den Nachnamen Mayer. Andrea hat
den Nachnamen Lehmann, also Doris den
Nachnamen Becker.

Vorname Nachname Klasse
Beate Mayer Sa
Andrea Lehmann Sb
Doris Becker 6a
Carola Schulz 6b

Ma5 12209 Die Mutter wendete auf alle
von Uwe genannten Rechenoperationen die
Umkehroperationen an. Sie begann mit der
letzten und endete mit der ersten von Uwe
genannten Operation. Die Mutter rechnete
wie [olgt:

4+44=48;48:4=12;12—-4=8.

Uwe hatte auf dem Zeugnis 8 Einsen.

Ma$5 82210 Wegen 1111=11"- 101 und weil
sich die Faktoren 11 und 101 nicht in weitere



Produkte zerlegen lassen, deren Faktoren von
1 verschieden sind, existiert genau eine solche
Zahl, sie lautet 11101.

Ma5 #2211 Wir rechnen 13—-6=7, 15—-6
=9, 7+9+6+4=26. Dieser Klasse gehoren
genau 26 Schiiler.an. Das abgebildete Dia-
gramm veranschaulicht diese Losung.

4

H bedeutet: Menge der Schiiler, die im Harz
waren.

O bedeutet: Menge der Schiiler, die an der
Ostsee waren.

Ma5 #2212 Angenommen, Ottos Schwe-
ster Inge ist n Jahre alt; dann gilt (n- 6+2): 4
=11, also 6 n+2=4, 6-n=42, n=7. Inge
ist somit 7 Jahre, Axel 1 Jahr alt.

Ma$ w2213 Fiir die gesuchten Zahlen n
gilt 10<n<99. Die Zahlen 11, 16, 21, 26, ...,
91, 96 lassen bei Division durch 5 den Rest 1.
Von diesen Zahlen lassen aber nur die unge-
raden bei Division durch 2 den Rest 1. Von
den nunmehr verbleibenden Zahlen 11, 21,
31, ..., 91 sind nur die Zahlen 21, 51 und
81 durch 3 teilbar.

Maé6 2214 Angenommen, es miissen noch
x Mark eingesammelt werden. Von n Schii-
lern sind noch 2 M, von weiteren n Schiilern
6 M, von 4 Schiilern noch 3 M, von (25—2n)
Schiilern noch 4 M einzusammeln. Deshalb
gilt

2n+6n+3-4+4(25—-2n)=x,

8n+12+100—-8n=x,
Tx=112,

Es miissen insgesamt noch 112 M eingesam-
melt werden.

Maé6 #2215 Die Oberfliche des Restkor-
pers von Ralf wird aus 6-9—2=52 kleinen
Quadraten, die Oberflache des Restkdrpers
von Rita wird aus 6 - 9=54 kleinen Quadra-
ten gebildet. Also hat Ralf recht.

E —)

\ -

Restkorper
von Rita

Restkorper
von Ralf

Maé6 ®2216 Da es sich um gerade natiir-
liche Zahlen handelt, kann die ietzte Ziffer
nur 0 oder 6 sein. Es existieren genau 12 sol-
cher Zahlen: 300, 306, 330, 336, 360, 346,
600, 606, 630, 636, 660, 666.

Ma6 ®2217 (1) Jede Zahl ist um 3 groBer
als die vorangehende, also a=16.

(2) Jede Zahl ist doppelt so groB wie die
vorangehende, also b=4.

(3) Die zweite Zahl ist um drei groBer als
die erste, die dritte um vier groBer als die
zweite, die vierte um [inf groBer als die dritte
usw., also ¢c=13.

(4) Die zweite Zahl ist um 1 - 2 groBer als die
erste, die dritte um 2-2 groBer als die
zweite, die vierte um 4-2 groBer als die
dritte, die fiinfte um 8 - 2 groBer als die vierte
usw.,, also d=4.

(5) 1, 1-2, 1-2-3, 1-2-3-4, 1-2-3-4-5,
alsoe=1-2-3-4-5-6=1720.

6) 1, 1+3'=4, 4+32=13, 13433=40, 40
+3%=121, 12143 =365, also f =4.

Ma6 #2218 Peterhat(l1-a+3) Niisse bzw.
(13- b+ 11) Niisse, dabei sind a und b natiir-
liche Zahlen. Nun gilt
11a+3=13b+11,
1la=13b+S8,
1la=11b+2b+38,
)

Ferner gilt 400<13b+11<600, 389<13b
<589, also 30 < b<45. Nur fiir b=40, also fiir
a=48 wird die Gleichung unter den ein-
schrinkenden Bedingungen erfiillt. Peter hat
somit (13 - 40+ 11) Niisse; das sind 531 Niisse.
Probe: 13-40+ 11=531.

Ma7 82219 Die Gleichung aa®=bbcc 148t

sich auf folgende Form bringen:

(10a +a)*=1000b + 100b + 10c +c,
(11a)*>=1100b + 11c,
121a®=11"(100b+¢),

11a2=100b+c,
11a2=99% +b+c,
2 b+e

Wegen 1 <b<9 und | <c¢<9 erhalten wir nur

fir b+c=11 das Quadrat einer natiirlichen

Zahl. Daraus folgt weiter a>=9b + 1. Nur fir

b=7 erhilt man eine Quadratzahl, namlich

a*=64, also a=8 und somit c=4. Es exi-

stiert genau eine L&sung; sie lautet 882 = 7744.

Ma7 ®2220 Es seien m—1, m und m+1
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen;
die Summe dieser Zahlen betrdgt 3m. Nun
gilt (m—1)-m-(m+1)=85-3m, und wegen

m22 gilt
(m—1)-(m+1)=255,
m?—1=255,
m? =256,
m= 16.

Die gesuchten Zahlen lauten somit 15, 16
und 17, und es gilt )
15-16-17=85-(15+16+17),

4080 = 4080.

Hinweis: Aus Platzgriinden miissen wir aul
die restlichen Losungen Mathematik, Physik
und Chemie verzichten, d. Red.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Georg Polya

Ziirich

Konnen Sie [olgende drei Aufgaben l6sen?
Sehen Sie eine Ahnlichkeit zwischen den
Losungen? ’

A2265a a) Wie alt ist der Kapitin, wie
viele Kinder hat er, und wie lang ist sein
Boot? Gegeben ist das Produkt der drei
natiirlichen Zahlen. Die Linge des Bootes ist
in Metern (mehrere Meter) angegeben, der
Kapitdn hat Séhne und Téchter, und er ist
ilter als die Anzahl seiner Kinder, aber noch
nicht 100 Jahre alt.

b) Alfred, Bernd und Christian planen ein
groBes Picknick.

Jeder Junge bezahlt 9 Mark. Jeder kault be-
legte Brote, Eis und Brause. Jeder gibt 9 Mark
aus, bezahlt aber fiir jede Ware einen unter-
schiedlichen Betrag. Kein Junge bezahlt fiir-
eine Ware den gleichen Betrag wie ein ande-
rer. Die groBte Summe gibt Alfred fiir Eis
aus. Bernd bezahlt zweimal so viel fiir Brote
wie fir Eis. Wieviel muB Christian fiir
Brause bezahlen?

¢) Die drei Ehepaare Lehmann, Schmidt und
Miiller kaufen SiiBigkeiten [ir die benach-
barten Kinder. Jeder kauft so viele gleiche
SiiBigkeiten, wie er (oder sie) Pfennig fiir eine
SiiBigkeit bezahlen muB. Jede Frau gibt 75
Pfennig mehr aus als ihr Mann. Ann kauft
ein Stiick mehr als Bernd Lehmann, Betty
ein Stiick weniger als Johannes Schmidt.
Wie lautet Marions Zuname?

Kurzbiografie

Universitatsstudium in Budapest und Wien
vor und in Gottingen und Paris nach der Pro-
motion, welche 1912 in Budapest erfolgte.
Unterrichtete an der Eidgendssischen Techni-
schen Hochschule in Ziirich von 1914 bis
1940, von 1928 an als ordentlicher Professor.
Seit 1942 an der Universitat Stanlord (USA),
seit 1953 als Professor emeritus, jedoch noch
tatig im Unterricht, insbesondere in der
Weiterbildung von Mathematiklehrern. Kor-
respondierendes Mitglied der Académie des
Sciences in Paris, Ehrenmitglied der Londo-
ner und der schweizerischen mathematischen
Gesellschaften und des Bureaus de la Société
Mathématique de France, Ehrendoktor der
Eidgendssischen Technischen Hochschule
Zirich und der Universitit von Alberta
(Kanada).
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Kollektive Beteiligung

Pablo-Neruda-OS, Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, Haus
der Jungen Pioniere, beide Altenburg; W.-Pieck-
OS, Altenweddingen; OS Fr. Weineck, Alsleben;
W.-Pieck-OS, Anklam; OS Asbach; E.-Thilmann-
OS, Bad Bibra; S.-Ridel-OS, Bad Gottleuba; R.-
Schwarz-OS, Bad Liebenstein; OS Bad Wilsnack;
M.-Poser-OS, Bad Salzungen; Zentrale OS H.
Beimler, Birenklau; OS H. Warnke, Bergwitz; OS
A. Becker, Berlingerode; 37. OS, 39. OS, beide Ber-
lin; OS E. Thilmann, Fr.-Mehring-OS, beide Bern-
burg; Cl.-Zetkin-OS, Bischofferode; Math.-Kreis-
zirkel, Bischofswerda; OS Fr. Schiller, Bleicherode;
Fr.-Weineck-OS, Blumberg; OS L. Herrmann, Blu-
menhagen; OS Blumenthal; OS K. Burger, Breden-
felde; OS B. Brecht, Brehme; W.-Seelenbinder-OS,
OS H. Beimler, beide Breitungen; OS Breitenwor-
bis; OS Freundschaft u. Frieden, Brieselang; Dr.-
Th.-Neubauer-OS, Brotterode; M.-Poser-OS, Biir-
gel; TOS Biittelstedt; Th.-Miintzer-OS Choren;
Th.-Miintzer-OS, Cochstedt; N.-Ostrowski-OS,
Coswig; Station Jg. Naturf. u. Techniker, Cottbus;
OS Dambeck; M.-Gorki-OS, Dermbach; 4.0S,
Dessau; OS Deutschenbora; AG Math., Diesdorf;
OS K.Kollwitz, OS Makarenko, beide Dingel-
stadt; OS K. Biirger, Dobbertin; OS A. Matrossow,
Dorndorf; 42. OS, 39. OS Fr. Schulze, 106. OS, alle
Dresden; Fr.-Wolf-OS, Ebersdorf; OS Fr. Engels,
Effelder; W.-Pieck-OS, Eichhof; Geschw.-Scholl-
OS, Eisenach; OS Fr. Heckert, OS J. Schehr, beide
Eisleben; OS H. Grundig, Ellrich; E.-Weinert-OS,
Empfertshausen; OS Geschw. Scholl, Falkensee;
Péd. Kreiskabinett, Falkenstein; OS Th. Miintzer,
Fambach; B.-Brecht-OS, Floh; Zentrale OS, Fran-

kenheim; 19.0S Frankfurt; Lenin-OS, Freiberg;

BBS VEB Edelstahlwerk 8. Mai 1945, Freital; OS
K.Marx, Freyburg; Math. Zirkel , OS Friedens-
horst; OS Friedeburg; OS Fr. Reuter, Friedland;
OS H. Giinther, Firstenwalde; Spezialschule C. F.
GauB, Frankflurt; Haus d.Pioniere, Gadebusch;
R.-Arnstadt-OS, Geisa; J.-Gagarin-OS, Geithain;
OS Diesterweg, Geringswalde; E.-Hartsch-OS,
Gersdorf; K.-Kripler-OS, Gnoien; OS Gorzke; OS
GoBwitz; Kalinin-OS, Geschwenda; Kreisklub Jg.
Math., Grifenhainichen; E.-Thilmann-OS, Greifs-
wald; OS H.Beimler, GreuBlen; OS W.I. Lenin,
Grébers; OS W. Seelenbinder, Gréden; I1I.OS,
Gréditz; OS Cl. Zetkin, Groitzsch; OS GroBbodun-
gen; Lessingschule GroBpostwilz; Kreiszirkel
Math., GroBrdhrsdorf; OS GroBschonau; J.-Ga-
garin-OS, Griinhain; Haus der Jungen Pioniere,
A.-Gaidar-OS, beide Hagenow ; M.-Gorki-OS, Hai-
nichen; Station Jg. Naturl. u. Techniker, Halber-
stadt; OS f. Korperbehinderte, Halle; W.-Koenen-
OS, Halle-Neustadt; OS Hammerbriicke; OS_ Hans-
hagen; OS u. TEOS, Havelberg; OS Haynrode;
OS B. Koenen, Hedersleben; Schule d. DSF, Heili-
gengrabe; EOS W.Pieck, Heiligenstadt; OS Th.
Miintzer, Hermannsdorf; OS Hiddensee; OS Hil-
lersleben ; OS Horka; OS 21, Hoyerswerda; Goethe-
OS, llsenburg; G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-Becker-
08, Jatznick; E.-Weinert-OS, Jocketa; Fr.-Engels-
Schule, Kaltennordheim; OS A. Becker, Kamsdorf;
Cl.-Zetkin-OS, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow;
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WI.-Komarow-OS, E.-Thilmann-OS, E.-Schneller-
Schule, P.-Tschaikowski-QOS, K.-Bobach-OS, alle
Karl-Marx-Stadt; OS Cl. Zetkin, Kaulsdorf; OS
Kelbra; OS E.Schneller, Kirchberg; Th.-Neu-
bauer-Schule, Kieselbach; EOS G. Thiele, Klein-
machnow ; H.-Matern-O8S, Klietz; OS Th. Miintzer,
Klettenberg; OS E.Thalmann, Klosterfelde; OS
W. Seelenbinder, Kénitz; Bachschule, Station Jg.
Naturf. u. Techniker, beide Kéthen; OS Krossen;
OS Kiillstedt; OS Latdorf; Schulkombinat Lau-
scha-Ernstthal; O.-Engert-OS, O.-Schén-OS, 146.
OS, alle Leipzig; OS IV J.-C.-Fuhlrott, E.-Thil-
mann-O8S, K.-Liebknecht-OS, EOS K. Marx, alle
Leinefelde; M.-Poser-OS, Lengleld; E.-Thilmann-
OS, Leutenberg; OS Liebenwalde; Pestalozzi-OS,
Lobau; OS W. Wallstab, Loderburg; OS W. Pieck,
Lichte; W.-Seelenbinder-OS, Léssau; OS J. Schro-
der, Lubmin; OS K. Marx, Stat. Jg. Naturf. u. Tech-
niker, beide Liibz; Fr.-L.-Jahn-OS, Liibtheen;
Stat. Jg. Techniker, Luckau; Haus d.Jungen Pio-
niere Th. Korner, Ludwigslust; Haus d.Jungen
Pioniere, Magdeburg; OS Marisfeld; G.-Eisler-OS,
Martinroda; 7.0S M.l Kalinin, Meiningen;
Geschw.-Scholl-Schule, Meyenburg; OS Mittel-
stille; OS Mittelherwigsdorf; E.-Thidlmann-OS,
Mittweida; OS H.Danz, Méser; OS-Kombinat,
Molschleben; Kinderheim Munzig; OS J. Fudik,
Naundorf; W.-Bykarski-OS, Neetzow; OS-Neun-
dorfl; Goethe-OS, Neupetershain; H.-Beimler-OS,
Neustrelitz; OS W. Seelenbinder, Neverin; Dr.-
Th.-Neubauer-Schule, Niederorschel; W.-Pieck-
OS, Niederwiesa; OS J. Gagarin, Nordhausen; OS
E. Weinert, Oberschénau; OS Ockrilla; Pestalozzi-
0OS, Oschatz; OS Osternienburg; OS H.Matern,
W.-Pieck-OS, beide - Osterwieck; O.-Grotewohl-
OS, Pappenheim; Stat.Jg. Naturf. u. Techn., Par-
chim; OS K.Kollwitz, PeiBen; OS III Geschw.
Scholl, Perleberg; OS Petersdorf; Dr.-Th.-Neu-
bauer-OS, Pfafflschwenda; Spezialistenlager Math.
Plauen; Kreis-AG Plauen-Land; A .-Becker-OS,
Prenzlau; OS Pritzerbe; Goetheschule 11, Pritz-
walk; E.-Rietschel-OS, Pulsnitz; Makarenko-OS,
Plessa; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; Pesta-
lozzi-OS, OS H. Matern, beide Radebeul; Dr.-Th.-
Neubauer-OS, Raguhn; H.-Zille-Schule, Radeburg;
Geschw.-Scholl-OS, Rathenow; J.-Gagarin-OS, OS
U. Steinhauer, beide Ribnitz-Damgarten; Spezial-
schule Fr. Engels, Riesa; J.-Curie-OS, Robel; OS
Roémhild; J.-Curie-OS, Ronneburg; Ziolkowski-
OS, RoBdorf; 34.0S M. Reichpietsch, Rostock;
W.-Pieck-OS Rotta; OS Riissen; OS Saal; OS
E. Weinert, Saalfeld; W.-Pieck-OS, Stat.Jg. Na-
turf. u. Techn., beide Sangerhausen; OS Schalstadt;
OS Schlagsdorl; OS H. Matern, Schernberg; OS
M. Gorki, Schkdlen; W.-I.-Lenin-OS, Schkopau;
OS Schleiz; OS Schlottwitz; 4.0S, J.-G.-Seume-
OS, EOS G. Dimitrofl, alle Schmalkalden; OS
Schule d. DSF, Schneidlingen; OS Kuba, Schors-
sow; HBOS Schénhausen; OS Fr. Engels, Schwal-
lungen; OS S. Kosmodemjanskaja, Schweikershain;
M.-May-OS, Sebnitz; OS W. Seelenbinder, Sitzen-
dorf; Kreisklub Math., Senltenberg; OS J. R. Be-
cher, OS W.Pieck, beide Sondershausen; OS
A.Becker, OS K.Marx, K.-Liebknecht-OS, alle
Spremberg; K.-Liebknecht-OS, Stadtlengsleld; II.

OS E.Wodlk, Stadtroda; OS E.Thilmann, Stein-

bach-Hallenberg; OS StraBgribchen; Mathe-Klub,
0.-Grotewohl-OS, beide Stralsund; 11.0S A.S.
Schumanzow, 12.0S Dr. R.Sorge, beide Suhl;
OS E. Schneller, Taubenheim; J.-Gagarin-OS, Tei-
stungen; K.-Kollwitz-OS, Thale; Fr.-Mehring-OS,
Tiefenort; E.-Schneller-OS, Téplitz; E.-Thdlmann-
OS, Trebsen; OS W. Pieck, Trusetal; E.-Welk-OS,
Goetheschule, A.-Nitz-OS, alle Ueckermiinde; H.-
Beimler-OS, Unterbreizbach; A.-Hennecke-OS,
UntermaBfeld; E.-Schneller-OS, Urnshausen; OS
G. Seume, Vacha; OS VITTE; alpha-Club, Vitzen-
burg; Th.-Miintzer-OS, Walsleben; Goetheschule,
Pid. Kreiskabinett, beide Waren; OS L. Fiirnberg,
Wegeleben; Sprachheilschule Weimar; E.-Thil-
mann-OS, Weinbéhla; Berditz-OS, WeiBenfels;
Kreisklub Jg. Math., WeiBwasser; OS O. Grote-

wohl, Westerengeln; Cl.-Zetkin-OS, Wiehe; H.-
Rau-0O8, Wildau; Dittesschule Wilkau-HaBlau ; OS
Wittenforden; .E.-Thidlmann-OS, Stat. Jg. Naturf.
u. Techn., beide Wittstock; Haus der Jungen Pio-
niere, Wismar; OS I, H. Werner, Worbis; Station
J. Techn., Wolfen; OS Fr. GieBner, Woflleben ; Dr.-
Th.-Neubauer-OS, Wolmirstedt; OS H. Heine,
Wormlitz; OS Th. Mintzer, Wullen; H.-Eisler-OS,
Wousterhusen; P.-Lamberz-OS, Zehdenick ; Luther-
schule, Fr.-Schiller-OS, beide Zella-Mehlis; EOS
Zittau ; OS Zschornewitz.

Preistriger

Beatrice List, Altenburg; Veneta Tiirke, Auerbach
(K1.2); Stefan Miiller, Birk Schulze, Wilko Wohl-
auf, alle Berlin; Alice Kraneis, Bernburg; Jens
Baumann, Bernsbach; Thomas Gerlach, Buhla;
Karsten Kehler, Cottbus; Mario Schubert, Thomas
Hiibner, Gerald Eichler, alle Dresden; Jérg Simon,
Engelsdorl; Susanne Heller, Fambach; Thomas
Scheibe, Ferdinandshol’; Dorothee und Annemarie
Heidrich, Freiberg; Kerstin Thiele, Astrid Gebauer,
Sinilga Kleindienst, alle Friedeburg; Ingmar Hell-
hofl, Friedersdor(; Sven Rudolph, GroBréhrsdor(;
Thomas Nicklisch, Falkenberg; Andreas Tille,
Halle; Judith Krippner, Mathias Schidlich, Mandy
Probst, Simone Pétzsch, Heike Reichelt, alle Ham-
merbriicke; Clemens Unger, Hasselfelde; Ingo
Miiller, Hermannsdorf; Maik Otto, Holzthaleben;
Claudia Schwartz, Ilmenau; Henrik Hodam, Kal-
tennordheim; Jens Weber, Karl-Marx-Stadt; Ralf
Laue, Uwe Werner, beide Leipzig; Andreas Hiibler,
Mittelbach; Christian Eisele, Mélkau; Steffen
Scharnowski, Méser; Torsten LinB, Nordhausen;
Matthias Dalitz, Obhausen; Steflen Scheithauer,
Parey; Birgit Seifer, Pinnau; Michael Taeschner,
Parchim; Rall Bauer, Riesa; Anne und Heiner
Ruser, Oliver Eidam, alle Rostock; Jeannette
Schmiicker, Bianka Schweiger, Irena Thiele, Katja
Klotsch, alle Rotta; Knut Marzisch, Rudolstadt;
Sabine Schwelgien, Schénhausen; Jérn Briickner,
Schwarzenberg; Jens Gerstenberger, Stadtroda,
Olaf Otto, Stolpe; Wollgang Vogel, Thalheim; Hel-
ga Tasch, Timisoara (Rumanien); Jana Ronnicke,
Uthausen; Andreas Déring, Wiederitzsch; Andrea
Maas, Wilhelmsburg; Simone Keil, Julia Arm-
brecht, beide Worbis; Christine Thomas, Zittau;
Harald Hempel, Zschoppach; Annett Hellwig,
Zschornewitz.

Vorbildliche Leistungen

Thomas Heilfort, Bad Gottleuba; Andreas Schnei-
der, Badingen; Ute Partsch, Christiane Bottger,
beide Bad Salzungen; Silvia Holzmiiller, Bergwitz;
Ulrich Zilicke, Bergwitz; Jens-Uwe Jaeschke, Ker-
stin Kantiem, Beate Miiller, Bernd Trappe, alle Ber-
lin; André Lorenz, Marco WeiBflog, beide Berns-
bach; Karsten Kiihne, Blankenfelde; Annerose
Schmidt, Bleicherode; Michael Kremmer, Breitun-
gen; Kathleen Riemichen, Burgkemnitz; Peter
Strempel, Karsten Mittag, Roll RoBius, Martin
Leitel, alle Cottbus; Jorg Uhlig, Charis Forster.
beide Crimmitschau; Uwe Martin, Crossen; Kay
Mengel, Lars Kliesche, beide Dahme; Wollgang
Jackel, Demitz-Thumitz; Thomas Kaufhold, Din-
gelstidt; Annett Runze, Dolitz; Frank Kunert,
Ebersbach; Lutz Kiich, Erlau; Ulrich Wenschuh,
Falkenstein; Anke Mittag, Fischbeck; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Ansgar Heise, Kristina
Bottger, beide Gorlitz; Kathrin Pohle, Gorzke;




Katja Friebel. Gossa; Ramona Falke, Susan Mei-
nel, beide Hammerbriicke; Birgit Bremer, Heiligen-
stadt; UIl Graubner, Hermannsdor(; Hagen Rei-
mann, Horka; Heidrun Schmidt, Hoyerswerda;
Claudia Docter, llsenburg; Stefi Gebauer, Jena;
Carla Umlaul, Hildegard Geisler, Michael Hoppe,
alle Karl-Marx-Stadt; Jens Voigt, Kleinmachnow;
Sylvia Holmann. Langenlueba-Ndr.; Thomas Ra-
demacher, Liibben; Carsten Behling, Frank Go-
risch, beide Magdeburg; Eike Kretzschmar, Mitt-
weida; Detlel-Sven Saar, Miihlhausen; Stelan War-
nest, Neuruppin; Antje Flechsig, Obercrinitz; Mi-
chael Herrmann, Oberlichtenau; Ilka Lange, Oster-
wieck; Michael Struch, Parchim; Ingo Schubert,
Plaffroda; Annette Holzmann, Prenzlau; Wolfgang
Schneider, Radeberg; Antje Ballmann, Rotta; Ro-
nald Bojarski, SaBnitz; Thomas Habel, Schénewal-
de; Anja Bohne, Schonhausen; Uta Mdbius,
Schwerin; Reiner Moéwald, Sémmerda; Steflen
Lieschke, Stadtroda; Anja Reumschiissel, Stein-
bach-Hallenberg; Thomas Heublein, Steinach; Sven
Janssen, Tornau; Viola Krause, Uthausen; Frede-
rik Schiller, Voigtsgriin; Hartmut Boettcher, Wei-
mar; Daniel Schloit, Gereon Begau, Frank Schri-
pel, alle Worbis; Markus Lehmann, Zittau

Abzeichen in Gold fir fiinfzehnjihrige Teilnahme
Lutz Pilfeld, Hennigsdor[

Fiir vierzehnjihrige Teilnahme
Bernd Hanke, GroBschweidnitz; Guido Blosfeld,
Halle

Fiir dreizehnjihrige Teilnahme
Ullrich Riedel, Fléha

Fiir zwolfjahrige Teilnahme

Arno Feuerherdt, Brandenburg; Thomas Jakob,
Gera; Ursula Mirker, Greifswald; Rainer Seilert,
Kamenz; Norbert Litlig, Lichtenberg; Sybille
Bauingart, Loderburg; Uwe Bormann, Magdeburg;
Berthold Wettengel, Oelsnitz; Frank ABmus, Ora-
nienburg; Bernhard Tschada, Sondershausen

Fiir elfjahrige Teilnahme

Rall Henze, Arnstadt; Andreas Filtke, Berlin;
Wolfgang Seeber, Gehren; Bengt Nolting, Greils-
wald; Roll Kuhn, Leipzig; Gerald Werner, Meinin-
gen; Volker Schulz, Nauen; Lothar Gruber, Linz
(Osterreich); Katrin Richter, Wittenberg; Kurt
Qertel, Zschornewitz

Fiir zehnjihrige Teilnahme

Andrea NieBen, Andreas Gude, beide Berlin; Frank
Regensburger, Werner Jeroch, beide Dresden; An-
drea Ziegenbein, Eichicht; Regina Bricks, Eberhard
Georgy, beide Erfurt; Wolfhart Umlault, Freital,
Claudia Endtricht, Gorlitz: Steffen Langbein, Lich-
te; Rainer Bauer, Mittweida; Willried Réhnert,
Radebeul; Thomas Apel, Reichenbach; Torsten
Lowe, Schleiz; Heinz-Olal und Haiko Miiller,
beide Schmalkalden; Hans-Dietrich Schwabe, Son-
dershausen; Sylvia Kunze, WeiBenfels; Rall Becker,
Wolmirstedt

Fiir ncunjéhrige Teilnahme

Dieter und Henri Koch, Arnstadt; Hans-Jiirgen
Kopl, Bad Frankenhausen; Lutz Heinrich, Bad
Langensalza; Werner Konig, Berlingerode; Jens
Purand, Cottbus; Angela Jircik, Annett Kérner,
Peter-Alexander Pohler, Klaus Schlegel, alle Dres-
den; Diana Semper, Eisleben; Uwe Kintzel, Erlurt;

Diese Kryptogramme stammen aus der Feder von:
Dirigent Jindfich Pengik, Praha; Beatrix Rost,
Riesa (KI.10); Kathrin Miller, Bad Wilsenack
(KL.9); Schiilerin S.Schwabe, Olbersdor( (KI. 6);
Thomas Rademacher, Liibben (K1. 8); Andrea Nes-
sau, Berlin (K1.8); Ing. H. Decker, Kéln; J. Leh-
mann, Chefredakteur alpha

Silvio Klose, Gera; Mathias Weser, GroBenhain;
Hubert Steinmetz, Griiningen; Ruth Jacobs, Halle-
Neustadt; Doris Planer, Hohendor[; Rolf Kamieth,
Kakerbeck ; Marko Hanke, Karl-Marx-Stadt; Jorg
Pohland, Klingenthal ; Barbel Wintzler, Lobenstein;
Martin Woll, Magdeburg; Udo Kretzschmann,
Markneukirchen; Volkmar Riemer, Neubranden-
burg; Riidiger Diising, Osterburg; Antje Langer,
Oybin; Jens-Peter und Sigrid Planke, Premnitz;
Ronald Bracholdt, Riesa; Jana Walter, Robel; Ina
und Uwe Ebert, Ruppendorf; Siegrid Kretschmann,
Schlagsdorf; Ina Spanaus, Schleusingen; Torsten
Jeschke, Schwarzheide; Bernd Hartwig, Thaldorf;
Dietmar Ulbricht, Velten; Christoph Chojetzki,
Zeithain; Frank Erdmann, Zeitz; Bernd Diibe,
Forst

Fiir achtjahrige Teilnahme

Guntram Tiirke, Auerbach; Thorsten Tonndorf,
Bad Salzungen; Claudia Ziehm, Frank Bendin,
beide Berlin; Ulrich Kramer, Bernterode; Maik
Weide, Callenberg; Andreas Winkler, Cossebaude;
Kathrin Magister. Cottbus; Harry Héler, Dorn-
dor[; Thomas Schindhelm, Jorn Witlig, Karl-Heinz
Jiinger, Carolin Engel, Lutz Jeroch, Susanne Miiller,
alle Dresden; Birgit Bricks, Volker Georgy, Thomas
Mittelbach, Dirk-Thomas Orban, Renate Liitzken-
dorf, alle Erlurt; Jérg Butter, Freiberg; Stelfi
Haucke, Rall' Baumhekel, beide Freital; Gerd

Hackbarth, Gallentin; Angela llling, Gersdorl;
Frank Schefller, Gnoien; Stelan Géckeritz, Gunnar
Boll, beide Greifswald; Michael Katzer, GreuBen;
Enka Stelzer, Heringsdorl; Volker Reck, Heiligen-
stadt; Eike Harmel, Hohenferchesar; René Schiip-
pel, Mathias Grundmann, beide Hoyerswerda:
Bernd und Horst Fliegner, Jarmen; Thomas Mader,
Andreas Hengst, Birgit Holmann, alle Karl-Marx-
Stadt; Steffen Rieth, Kloslermansfeld; Alois We-
ninger, Knittelfeld (Osterreich); Per Witte, Kénigs
Wusterhausen ; Heike Rudolf, Leipzig; Tobias Liik-
ke, MeiBen; Gudrun Hebestreit, Miihlhausen;
Thomas Méller, Meiningen; Knut Hantschel, Neu-
enkirchen; Sigrun Massanek, Neusornzig; Karsten
Woike, Neustadt; Torsten Kretschmer, Naumburg;
Birgit Uhlmann, Oberlungwitz; Anett Schulzen-
sohn, Oberseifersdorl‘; Birgit Seifert, Peter Seilert,
beide Pinnau; Hagen Mrowetz, Prenziau; Karsten
Schlutter, Potsdam; Claudia Wiirker, Reichen-
bach; Hartmut Lipke, Ribnilz; Astrid Wruck,
Rostock; Roland Goldenbogen, Stralsund; Peter
Plannschmidt, Suhl; Heidrun Tiedt, Teterow; Mar-
git Creutzburg, Thal; Annekatrein Heuer, Tieckow,
Gisbert Thiere, Wallhausen; Stefan Syring, Warin;
Klaus-Detle[ Gehrke, Warneminde; Olal Seidel,
WeibBwasser; Birgil Schmidl, Worbis; Gudrun
Boetlcher, Weimar; Birgit SchultheiB, Wiisten-
brand ; Eva-Maria Heubner, Wolfen; Jens P6nisch,
Conchita Roske, beide Karl-Marx-Stadt.
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Geometrie
und Architektur

Aufgaben

Al a Die Figur zeigt die Skizze eines ein-
fachen MaBwerkes. Gib eine Konstruktions-
beschreibung!

A2a Die Figur zeigt einen einfachen Tri-
ger mit Kreisverzierung. Gib eine Konstruk-
tionsbeschreibung!

4

A3 a Die Figur zeigt die Skizze eines goti-
schen Kirchenfensters. Gib eine Konstruk-
tionsbeschreibung! Wo liegt der Mittelpunkt
des kleinen oberen Kreises?

A4a Die Figur zeigt ein MaBwerk, das

sich z.B. am Rathaus in Braunschweig be- 810

findet (nach Gerlach).

Berechne den Radius des Vollkreises, wenn [

die Kampferlinie (die Fensterbreite) gegeben

ist! ;

Stadttor in Templin
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