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Symmetriestrukturen —
Geometrie und Algebra

Wie ihr wiit, hat das Quadrat 4 Symmetrie-
achsen, namlich die beiden Diagonalen und
die Verbindungslinien der Seitenmittelpunkte,
die wir Mittellinien nennen wollen. Mittel-
linien, die Symmetrieachsen sind, stimmen
natiirlich mit den Mittelsenkrechten iiberein
(Bild 1). Diagonalen und Mittellinien schnei-
den sich bekanntlich in einem Punkt.

Bild 1

ny

Wenn man das Quadrat an seinen Symmetrie-
achsen spiegelt oder, was dasselbe ist, um
diese Achsen umklappt, dann kommt es
mit sich selbst zur Deckung. Wir sprechen
von einer Deckabbildung. Der Begriff ,,Ab-
bildung” weist darauf hin, daB Spiegelung
und Umklappung im mathematischen und
nicht im physikalischen Sinne zu verstehen
sind, d. h. als Zuordnung von Punkten der
Ebene. In Klasse 5 und 6 wurde gezeigt, dal3
es sich bei der Spiegelung sogar um eine ein-
eindeutige Abbildung handelt. Seht euch zur
Wiederholung Definition D3, Lehrbuch Klas-
se 6, S.96 an!

Wir wollen die vier méglichen Deckabbildun-
gen durch Spiegelung kiinftig stets Umklap-
pung nennen und entsprechend Bild 2 mit u,,
uy, U3, us bezeichnen.

N

Bild 2

d(
o

-

Us

/Uv

Wie man aus Bild ! und 2 sofort erkennt,
kann man das Quadrat nicht nur durch Um-
klappungen, sondern auch mit Hilfe von
Drehungen um den Schnittpunkt der Sym-
metrieachsen mit sich zur Deckung bringen.
Diese Tatsache gibt AnlaB, von Drehsym-
metrie (auch Radialsymmetrie genannt) zu
sprechen.

Der kleinste Drehwinkel ist 1 Rechter (1 R).
Aber auch Drehungen um 2 R, 3 R und 4 R

bewirken Deckabbildungen. Bei einer Dre-
hung um 4 R ist jeder Bildpunkt mit seinem
Original identisch, so als hétten wir gar nicht,
d.h. um O R, gedreht. Es liegt die sogenannte
identische Abbildung vor. Wir bezeichnen die
vier Drehungenum | R,2R,3 R und 4 R bzw.
O R mit d,, d3, d3, do.

Auch Drehungen sind eineindeutige Abbil-
dungen. Bekanntlich fat man Umklappun-
gen, Drehungen und Verschiebungen (die
aber hier nicht interessieren — Grund?) zu
den Bewegungen zusammen (Lehrbuch Klas-
se 6, Delinition D4). Bewegungen (und nur
diese) sind Kongruenzabbildungen.

Unseren weiteren Betrachtungen legen wir
die Menge {do, d}, d3, d3, Uy, uz, us, us} aller
8 Deckabbildungen des Quadrats zugrunde,
die wir mit D, bezeichnen.

Zunichst iiberlegen wir uns, was wir erhal-
ten, wenn wir zwei Deckabbildungen nach-
einander ausfiihren, sie verkniipfen, wie man
auch sagt. Als Verkniipfungszeichen verwen-
den wir o (lies etwa ,,Kringel*).

Um einen vollstindigen Uberblick zu be-
kommen, verkniipfen wir alle Elemente der
Menge D, miteinander und fertigen eine
Tabelle an. Bei der Aufstellung der Tabelle
verfahren wir wie folgt:

Wir zeichnen ein Quadrat ABCD auf ein Zei-
chenblatt und schneiden ein dazu kongruen-
tes Quadrat aus starkem Papier oder Pappe
aus. Sodann kennzeichnen wir die Ecken der
Schablone beidseitig durch Buchstaben ent-
sprechend dem Quadrat auf dem Blatt. Die
Verkniipfung der Abbildungen realisieren wir
durch sinngemé@Bes Arbeiten mit unseren An-
schauungsmitteln.

Hinweis: Macht euch jede Deckabbildung
anschaulich klar! Etwa so (vgl. Bild 2):

d, ist eine Drehung um 1 R, u, die Umklap-
pung um die von links oben nach rechts
unten verlaufende Diagonale, u; die Umklap-

Bild 3
, (Blatt) (Schablone)
Original <§ 1. Bild
q,
A 8 [

pung um die senkrechte Mittellinie usw. Wir
betrachten d,.u,. Siehe Bild 3!

Das durch Nacheinanderausfihrung von d,
und u, entstandene 2.Bild kann man aus
dem Original auch unmittelbar durch die
Umklappung u; um die Mittellinie von 4B
herstellen; somit ist d, ou; =us. (Bild 4)

Auf dieselbe Weise ermitteln wir auch alle
anderen Ergebnisse. Beachtet dabei, daB jedes
Element auch mit sich selbst verkniipft wird!
Auch’ muB man auf die Reihenfolge der-
»Faktoren* achten; z.B. ist u,od, =u,, aber
dlou1 =Uuj.

Wir erhalten die folgende Verkniipfungstafel:

o do dl dz d3 Ui Uz Uux Ug
do do d| dz d3 Uy Uy Uy Us
dl dl dz d3 do Uy Uy U
dz dz d; do dl Uy Uy Ug u;l

d3 d3 do d] dz Uag U3y Wy Us

125} u Usg Uz Us do dz d3 dl
Uz Uy U3z Uy Ua dz do dl d3
us Uz Uy Us Uz d; d3 do dz
Uq Ug Uz Uz W d_; d] dz do

Tabelle 1

Bei der Betrachtung der Talel stellen wir als
erstes fest, daB beim Verkniipfen keine ande-
ren Abbildungen als die der Menge D, an-
gehorenden entstehen. Wir sagen, daB die
Verkniiplung . nicht aus der Menge D, her-
ausfiihrt oder daB diese Menge abgeschlossen
beziiglich . ist. Es gilt noch genauer: Aus je
zwei Deckabbildungen entsteht bei der Ver-
kniipfung eine eindeutig bestimmte dritte Ab-
bildung derselben Menge. Eine solche Ver-
kniipfung heiBt eine Operation auf der ge-
gebenen Menge. Euch schon bekannte andere
Operationen sind z. B. die Addition und die
Multiplikation von Zahlen.

Eine Menge mit einer Operation heilt eine
Struktur. Strukturen sind Untersuchungs-
gegenstand der Algebra. In unserem Fall
bildet D4 mit , eine Struktur. Wir nennen
sie die Symmetriestruktur des Quadrats und
bezeichnen sie mit $,. Auch jedes andere
Vieleck besitzt eine Symmetriestruktur. Das
Rechnen in diesen Strukturen, d. h. das Um-
gehen mit der Operation ., beherrschen wir
mit Hille der Verkniipfungstafeln. Verkniip-
fungstafeln von Strukturen heiBen Struktur-
taleln oder Cayleysche Tafeln nach dem eng-
lischen Mathematiker Arthur Cayley (1821
bis 1895).

(Schablone)

Bild 4
2.Bild
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Aufgabe 1: Man gebe die Symmetriestruktur
des gleichseitigen Dreiecks an und stelle ihre
Strukturtalel auf.

Die Symmetriestrukturen von geometrischen
Figuren spiegeln wesentliche Eigenschaften
dieser Figuren wider und sind durch die Figur
eindeutig bestimmt. Das Umgekehrte gilt je-
doch nicht. Es gibt sogar zu jeder Symmetrie-
struktur unendlich viele nicht dhnliche Figu-
ren (d.h. Figuren unterschiedlicher Form).
Das kann man sich an Hand des Quadrats
leicht iiberlegen. Denkt euch von den Ecken
des Quadrats gleichschenklige Dreiecke abge-
schnitten, die alle zueinander kongruent sind,
dann entstehen Restfiguren, deren Form von
der GroBe dieser vier Dreiecke abhidngt.
Wann haben sie dieselbe Symmetriestruktur
wie das Quadrat?

Wir wollen uns nun Tabelle 1 einmal genauer
ansehen. Es fillt sicher ins Auge, daB die
Verkniipfung zweier Drehungen wie auch
zweier Umklappungen stets eine Drehung,
aber die Verkniipfung einer Drehung mit einer
Umklappung oder umgekehrt stets eine Um-
klappung ergibt. Man kann sich leicht iiber-
legen, warum das so ist. Bei einer Drehung
haben ndmlich Original und Bild denselben
Umlaufsinn, bei einer Umklappung hingegen
verschiedenen Umlaufsinn. Wir sprechen von
gleichsinniger und ungleichsinniger Kon-
gruenz. Filhrt man z. B. zwei Umklappungen
nacheinander aus, dann ist das erste Bild
ungleichsinnig kongruent zum ersten, damit
aber gleichsinnig kongruent zum Original.
Entsprechend iiberlegt man sich die anderen
Verkniipfungsfalle.

Wir sehen uns die Menge {do, d, d3, d3}
aller Drehungen an und verkniipfen die Ele-
mente miteinander. Nach dem eben Festge-
stellten ergibt sich stets wieder eine Drehung.
Wir kénnen nun mit Hilfe von Tabelle 1 so-
fort die Verkniipfungstafel angeben (Tabelle 2)
und erkennen, daB Abgeschlossenheit beziig-
lich . vorliegt, also eine Struktur gebildet
wird.

o do d d; ds

do do dl dz d3
d, d, da dy do

dz d; d3 do dl
d3 d3 do d1 dz
Tabelle 2

Eine Struktur, die in einer anderen enthalten
ist, nennt man eine Unterstruktur. Somit ist
die Drehstruktur des Quadrats eine Unter-
struktur der gesamten Symmetriestruktur 9,
im folgenden kurz Quadratstruktur genannt.
Wir wollen nun weitere Unterstrukturen aul-
suchen. Dazu priifen wir an Hand von Ta-
belle 1 nach, aus welchen Teilmengen die
Verkniipfung . nicht herausfiihrt. Das ist
z.B. der Fall fir {do, dz, u;, up} und
{do, d1, u3, us}. Wir konnen diese Fest-
stellung ohne Schwierigkeit nachpriifen, wenn

.

wir in Tabelle 1 alle Spalten und Zeilen
streichen, die jeweils zu den iibrigen Elemen-
ten gehdren.
Es ergibt sich dann

" bzw.

° do dz Ui Uz ° do dz Uy Uy

dg do dz u; U3 do do dz Uy Ug

dz dz do u; u; dz dz do Ug U3
U ur uz do dy us uy us do d
U iz u; d, d, s ug uz dy do
Tabelle 3 Tabelie 4

Wir suchen nun nach Vierecken, deren Sym-
metriestrukturen unsere beiden neu gefunde-
nen Unterstrukturen sind. Dazu denken wir
an die geometrische Bedeutung der Elemente.
Die identische Abbildung do hilft uns hier
nicht weiter, wohl aber d,, die Drehung um
2 R. Die gesuchten Vierecke kommen nach
dieser Drehung (aber nicht schon bei 1 R!)
mit sich zur Deckung.

Daher miissen sie von jeder Geraden durch
den Drehpunkt in zwei gleichsinnig kongru-
ente Teilfiguren zerlegt werden, insbesondere
durch die Diagonalen und Mittellinien. Im
Fall der Tabelle 3 ist die gesuchte Figur um
die Diagonalen umklappbar, bei Tabelle 4 um
die Mittellinien.

Ersteres ist erfiillt fiir den Rhombus, das
zweite fiir das Rechteck (siche Bild 3).
(Uberzeugt euch davon, daB diese beiden
Figuren keine weiteren Deckabbildungen be-
sitzen, sofern sie nicht gleichzeitig auch
Quadrate sind!)

Wir haben also mit Tabelle 3 bzw. Tabelle 4
die Rhombus- bzw. die Rechtecksstruktur
erfaBt.

Bild 5

]u.

-— U

Die Tatsache, daB sowohl die Rhombus- 51:
auch die Rechtecksstruktur Unterstrukturen

der Quadratstruktur sind, ist ibrigens die

algebraische Widerspiegelung der Eigenschaft

des Quadrats, Rhombus und Rechteck zu-

gleich zu sein.

Bemerkung: Beachtet, daB wir ausdriicklich

Vierecke suchen wollten (mit Symmetriestruk-

turen, die durch Tabelle 3 und Tabelle 4 an-

gegeben sind)! Lassen wir offen, um welche

Art von Figur es sich handeln soll, dann ha-
ben wir wieder unendlich viele Moglich-
keiten.

Aufgabe 2: Man finde andere Figuren mit
derselben Symmetriestruktur wie Rhombus
und Rechteck. (Hinweis: Beriicksichtigt dazu
die Bemerkungen nach Aufgabe 1, und seht
euch zur Anregung Bild 8 an!)

Wir fahren nun fort mit der Suche nach Unter-
strukturen von 3, und erkennen unschwer,
daB jede Umklappung u; (i=1, 2, 3, 4) zu-
sammen mit do eine Unterstruktur bildet.
Dazu brauchen wir nur zu bedenken, daB
stets u;jou;=do gilt. Ist u; Umklappung um
eine Diagonale (also u, oder u;), dann kon-
nen wir diese Unterstruktur einem Drachen-
viereck, sonst (also [ir u; oder u;) einem
gleichschenkligen Trapez zuordnen (Bild 6).

Bild 6

L4

Die Drachenstruktur ist Unterstruktur der
Rhombusstruktur (siche Tabelle 3), d.h,
jeder Rhombus ist Drachenviereck. Entspre-
chendes gilt fir Rechteck und gleichschenk-
liges Trapez. Es ist aber z. B. bei dieser Syste-
matisierung der Rhombus kein Trapez. Ver-
gleicht hierzu die Ubersicht ,,Arten der Vier-
ecke” im Lehrbuch Klasse 6! Welches Ord-
nungsprinzip wird dort befolgt?

Bild 7 -

Auch die beiden Drehungen d, und 4, bilden
eine Unterstruktur von §,. Man sieht das am
besten aus einer der Tabellen 3 oder 4. Das
zu dieser Symmetriestruktur gehorige Vier-
eck ist das Parallelogramm (wenn es nicht
zugleich Rechteck oder Rhombus ist — siehe
Bild 7), da es aus gleichsinnig kongruenten
Teildreiecken besteht, aber keine Symmetrie-
achsen hat (Begriindung?).

Wir wollen uns nun fragen, ob jede beliebige
Unterstruktur von J, Symmetriestruktur
einer Figur ist. Dazu verschaffen wir uns zu-
nichst einen vollstindigen Uberblick iiber alie
moglichen Unterstrukturen. Entsprechend
unseren Tabellen 2, 3 und 4 stellen wir fest,
daB es (wenigstens) 3 Unterstrukturen mit
4 Elementen gibt, namlich die Drehstruktur,
die Rhombus- und die Rechtecksstruktur. Die
erste enthilt die vier moglichen Drehungen,



die zweite ebenso wie die dritte 2 Drehungen
(do, d2) und 2 Umklappungen, wobei die Um-
klappungen beide entweder um die Diagona-
len oder die Mittellinien erfolgen. Eine Um-
klappung um eine Diagonale u, oder u; in
Verbindung mit einer Umklappung um eine
Mittellinie (u; oder uy) kann hierbei nicht
aultreten, da (siehe Tabelle 1) etwa uyou, =d,
schon herausfiihrt.

Kann es noch andere Unterstrukturen mit
.4 Elementen geben? Diese miiBten dann
1 Drehung (das ist dann notwendigerweise
die identische Abbildung d¢) und 3 Um-
klappungen oder 3 Drehungen und 1 Um-
klappung enthalten. Wir wihlen als Beispiele
die Mengen M, ={dq, u;, u;, u3} und M,
={do, dy, d2, uy ).

Im ersten Fall erkennt man mit Hilfe von
Tabelle 1, daB wegen u; cu; =d, ein weiteres
Element entsteht, um das M, mindestens er-
weitert werden miiBte, damit Abgeschlossen-
heit bzgl. - vorliegt, wie das bei einer Unter-
struktur gefordert wird. Im zweiten Fall
wire etwa d;ou; =u;, und wieder [ihrt die
Anwendung der Operation aus der gegebe-
nen Menge M, heraus. Durch gleichartige
Uberlegungen lassen sich auch alle anderen
Vierermengen ausscheiden. Damit ist klar:
Es gibt nur die drei schon angegebenen
Unterstrukturen mit 4 Elementen, ndmlich
die Drehstruktur, die Rhombus- und die
Rechtecksstruktur.

Man kann die obige Uberlegung aber noch
weiterfilhren und zeigen, daB keine Unter-
strukturen mit mehr als 4 Elementen auf-
treten. Der Tabelle 1 entnimmt man:

Das Vorkommen von 4 Umklappungen zieht
das Auftreten aller 4 Drehungen nach sich.
Also konnten hdchstens 3 Umklappungen
vorkommen. Drei Umklappungen und (min-
destens) 2 Drehungen erzwingen aber stets
die vierte Umklappung und damit auch alle
4 Drehungen.

Bleibt der Fall von 2 Umklappungen und
(mindestens) 3 Drehungen. Mit 3 Drehungen
kommt aber stets auch die vierte Drehung
vor, und 4 Drehungen und 1 Umklappung
liefern bereits alle Elemente der 3,.

Also kann eine von 3, verschiedene Unter-
struktur von 9, hochstens 4 Elemente ent-
halten.

Die Unterstrukturen mit 2 Elementen haben
wir bereits alle angegeben. Es gibt nimlich
auBer diesen 5 keine weiteren. Denn sie kon-
nen mit do nur eine Drehung oder eine Um-
klappung aufweisen. Die Drehung kann nur
d, sein, weil mit d; auch d,-d,=d, und
d;od, =d;, also die ganze Drehstruktur vor-
handen wire.

Dasselbe gilt auch fiir d;. Hingegen kommt
jede der 4 Umklappungen u; wegen u; cu;=dg
wirklich in Frage.

Es verbleibt noch zu untersuchen, ob Unter-
strukturen mit 3 Elementen existieren. Dies

konnen nicht nur Drehungen sein, denn mit

drei von ihnen kommt auch die vierte vor.
Also miissen Umklappungen mit vorkom-
men. Fiir jede Umklappung u; gilt aber
ujou;=dy, d.h., es konnten h6chstens 2 Um-
klappungen sein. Aus 2 Umklappungen u;, u;
erhilt man aber (mindestens) zwei Drehungen
ujou;=do und u;cu;+do, also auch mehr als
3 Elemente. Im letzten verbleibenden Fall
einer Umklappung u; (und zweier Drehungen
do, d;) ist dann aber u;-d; eine weitere Um-
klappung (# u;).

Unterstrukturen mit 3 Elementen kann es also
nicht geben. Somit haben wir durch die An-
gabe der 5 Unterstrukturen mit 2 und der
3 Unterstrukturen mit 4 Elementen in der
Tat alle Unterstrukturen vollstindig aufge-
zihlt.

Mit einer Ausnahme, ndmlich der Dreh-
struktur, haben wir auch schon Figuren, und
zwar Vierecke, angegeben, deren Symmetrie-
strukturen diese Unterstrukturen sind.

Gibt es auch ein Viereck, dessen Symmetrie-
struktur nur aus den 4 Drehungen besteht?
Die Antwort lautet: nein.

Zum Beweis dieser Feststellung erinnern wir
uns, dafl die Drehung d, wegen d,-d, =d,,
dyod,=d; und d3-d, =d, die ganze Dreh-
struktur erzeugt. Das hat zur Folge, dal das
gesuchte Viereck bei fortlaufender Drehung
um jeweils 1 R stets mit sich selbst zur
Deckung kommen muB. Dann kann es sich
aber oflenbar nur um das Quadrat handein.
Dessen Symmetriestruktur 3, hat aber 8 Ele-
mente, 4 Drehungen und 4 Umklappungen.
Eine Figur, deren Symmetriestruktur gerade
die Drehstruktur des Quadrats ist, kann also
kein Viereck sein. Eine mdgliche Figur ist
z.B. die ,,Windmiihle" Bild 8.

Bild 8

dy

H. Kohlhase

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Bruno de Finetti

Universitdt Rom

A2293 A Ein gegebenes Dreieck ABC ist
mittels einer Zickzacklinie in finf Teile mit
gleichem Flacheninhalt zu zerlegen.
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Wissenschaftler und Revolutionér
Karl Marx - 1818 bis 1883

Uber den Sinn
des technischen Fortschritts

,,In der Mitte des Arbeitszimmers stand ein
einfacher kleiner Schreibtisch mit einem hol-
zernen Lehnstuhl, dem Feuer gegeniiber be-
fand sich ein altes Ledersofa... An den
Winden standen Schrinke oder Regale, ge-
fiillt mit Biichern und Manuskripten. .. Auf
dem Kamin standen Fotos seiner Frau, der
Tochter und der besten Freunde, Friedrich
Engels und Wilhelm Wolff.**

Diese Beschreibung finden wir in einer Bio-
graphie Gber Karl Marx, den groen Wissen-
schaftler und Revolutionidr. Am 14. Mirz
1983 jahrt sich sein Todestag. Engels sagte
einmal iiber seinen Freund Marx: Er ist ,,der
Mann, der dem Sozialismus und damit der
ganzen Arbeiterbewegung unserer Tage zu-
erst eine wissenschaltliche Grundlage gegeben
hat‘. Sein ganzes Leben widmete Karl Marx
dieser wissenschaftlichen Begriindung, der
Lehre von der Entwicklung.der Gesellschaft,
die er uns vor allem in seinem gréBten Werk
,,Das Kapital* gab.

Uber 1500 Biicher studierte er, lernte mehr
als ein Dutzend Sprachen beherrschen, be-
schiftigte sich mit der Geschichte, Okonomie,
Physik, Chemie und Mathematik. Dennoch
wire es falsch zu sagen, Marx hitte nur in
seiner Studierstube gesessen.

Was ihn auszeichnete? Er war Wissenschaft-
ler und Revolutionir in einem! Stets eng ver-
bunden mit dem Kampf der Arbeiterklasse,
sah er seine Aufgabe darin, sagt Engels liber
ihn: ,,Mitzuwirken ... am Sturz der kapita-
listischen Gesellschaft, mitzuwirken an der
Befreiung des modernen Proletariats, dem er
zuerst das BewuBtsein (Wissen) der Bedin-
gungen seiner Emanzipation (Befreiung) ge-
geben hatte. Das war sein wirklicher Lebens-
lauf. Der Kampf war sein Element.*

Dieser Kampf wurde gekront durch die Auf-
deckung der GesetzmiBigkeiten der gesell-
schaftlichen Entwicklung. So fand Karl Marx
heraus, dal das grundlegende Entwicklungs-
gesetz das der Ubereinstimmung von Pro-
duktivkriften und Produktionsverhiltnissen
ist. Wobei wir unter Produktivkraften all jene
Krifte verstehen, mit denen der Mensch die
Natur nutzbar macht. Angefangen von den
ersten primitiven Werkzeugen der Jager und
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Sammler in der Urgesellschaft konnen wir er-
sehen, daB sich die Produktivkrifte rasch ent-
wickelten. Neue Arbeitsinstrumente wurden

entwickelt, die es ermdglichten, neue Formen

der Bodenbearbeitung zu finden. Heute dage-
gen arbeiten wir aul unseren Feldern mit
modernster Landtechnik.

Der Mensch lebt nicht als Einzelwesen, er ist
ein Teil der Gesellschaft. So geht er be-
stimmte Verhiltnisse zu anderen Menschen
ein. Marx erkannte, daB die grundlegendsten
Verhdltnisse die Produktionsverhiltnisse
sind. Sie widerspiegeln, in wessen Handen
sich die Produktionsmittel, z. B. die Maschi-
nen, befinden, wer sie besitzt, wie sie einge-
setzt und wie die fertigen Produkte verteilt
werden. Daraus folgt, daB die Produktiv-
kréfte und die Produktionsverhiltnisse nicht
losgelost voneinander bestehen, sondern in

enger Wechselwirkung untereinander stehen.

Welche Rolle nun spielt in diesem Zusam-
menhang die Technik? Und, was hatte Marx
mit der Technik im Sinn? Im Europa des
19. Jahrhunderts war das Tempo der gesell-
schaftlichen Entwicklung in den einzelnen

Berdffentligt im Februar 1848,

Brolererier aller Lander vereinigt Gud *

London.

@evrudt in ver Dffice der ,Bilvungd - Gefellfdaft far Nebeiter”
von 3. & Purghors.
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Staaten sehr unterschiedlich. Den Hochst-
stand in der kapitalistischen Entwicklung
hatte England erreicht. Dort arbeitete man
bereits an der von dem englischen Weber
James Hargreaves erfundenen und nach
seiner Tochter Jenny benannten Spinnma-
schine sowie an mechanischen Webstiihlen.
In England wurde 1807 erstmals durch Fulton
die Dampfkraft in der FluBschiffahrt nutzbar
gemacht und somit ein neues Tor fiir die Ent-
wicklung des Verkehrswesens aufgestoBen.
All diese Entdeckungen und Erfindungen
fithrten zur Entwicklung neuer Produktiv-
krifte, die nun den endgiiltigen Ubergang von
der Manufaktur, dem Handbetrieb zur indu-
striellen GroBproduktion méglich und not-
wendig machten. An die Stelle von einzelnen
Werkzeugen traten Maschinen. An die Stelle
von Manufakturarbeitern trat das Industrie-
proletariat. Thm gegeniiber — als Eigentiimer
an den Produktionsmitteln — stand die Bour-
geoisie.

Worin lag die eigentliche Ursache und der
Zweck fiir den Einsatz der modernen Ma-
schinen? In der Erleichterung der schweren
korperlichen Arbeit fiir die Werktitigen
etwa? Karl Marx beantwortet uns diese Frage
im ,,Kapital*“: ,,Gleich jeder anderen Ent-
wicklung der Produktivkraft der Arbeit soll
sie (die Technik) die Waren bewohlfeilern
(verbessern) und den Teil des Arbeitstages,
den der Arbeiter fir sich selbst braucht, ver-
kiirzen, um den anderen Teil seines Arbeits-
tages, den er dem Kapitalisten umsonst gibt,
zu verldngern. Sie (die Technik) ist Mittel
zur Produktion von Mehrwert.*

Darin allein also besteht der Zweck der vom
Kapilal‘isten eingesetzten Technik! Eine mo-
derne Maschine ist also unter kapitalistischen
Bedingungen nicht nur eine Maschine, son-
dern ist zugleich Kapital, das heiBt, ein In-
strurnent zur Ausbeutung und Unterdriik-
kung. Die Einfithrung der neuen Technik in
die Produktion hatte demzufolge unmittel-
bare Wirkung auf die Lage der Arbeiter.
Wurden frither vorwiegend minnliche Ar-
beitskrifte eingesetzt, ermoglichte der Ein-
satz der Technik dem Ausbeuter nun, auch
kérperlich schwichere Menschen in die Pro-
duktion einzubeziehen. ,,Weiber- und Kin-
derarbeit war daher das erste Wort der
kapitalistischen Anwendung der Maschine-
rie* — stellte Marx [est. So wurden nun auch
Frauen und Kinder zu billigen Arbeitskriften
fiir den Kapitalisten. Eine Folge war die
hohe Sterblichkeit unter den Arbeiterkindern.
Wer von euch das Buch ,,Mohr und die Raben
von London‘ kennt, der weiB, wie hart
Frauen, Kinder und Jugendliche arbeiten
mubBten, welch kirgliches Leben sie fiihrten.
Vielleicht wird auch mancher von euch sa-
gen: Das ist iiber 100 Jahre her, seitdem hat
sich so viel verandert. Sicher! Aber, wie sieht
es heute, wie sicht es in der gegenwirtigen
Entwicklung aus? Welchen Nutzen bringt der
Einsatz von Wissenschaft und Technik heute,



und vor allem, welcher Zusammenhang be-
steht zwischen der gesellschaftlichen und der
naturwissenschalftlich-technischen Entwick-
lung? Die Entwicklung der Technik und der
Wissenschalten ist zu einem notwendigen Er-
fordernis der gesellschaftlichen Entwicklung
geworden. Wissenschaft wird zur unmittel-
baren Produktivkraft. Als in den fiinfziger
Jahren in den industriell gut entwickelten
Léandern die wissenschaftlich-technische Re-
volution einsetzte, waren biirgerliche Ideolo-
gen schnell bei der Hand mit neuen Theorien.
So versuchten sie der Arbeiterklasse einzu-
reden, daB nun mit dem Einsatz der moder-
nen Technik in den kapitalistischen Landern
die bestehenden Widerspriiche gelost werden
koénnen.

Doch wie steht es mit diesem Versprechen?
Zweifellos haben sich auch bestimmte Le-
bensbedingungen fiir die Arbeiter vérbessert.
Aber, die Einfiihrung modernster Technik,
die Rationalisierung und die Automatisie-
rung ,,spart‘* Arbeitskrifte. Der Arbeiter im
Kapitalismus steht immer vor der Gefahr,
seinen Arbeitsplatz deshalb zu verlieren.
Heute sind es Millionen, die in den kapitali-
stischen Staaten arbeitslos sind. Die Folgen
dieser Tatsache treffen vor allem die Jugend.
In der BRD sind Tausende Jugendliche ohne
Lehrstelle und ohne jegliche Aussicht und
Hoffnung darauf. Hier wird es deutlich: Der
Einsatz der Wissenschaften und der Technik
ist nicht zu trennen von der Politik! Wir
sollten diesen Zusammenhang, die Frage
nach dem ,,wem nutzt es?‘ nie und nimmer
vergessen oder als bekannt abtun.

Denn der wichtigste Bereich der Ausnutzung
von Wissenschaft und Technik im Imperia-
lismus ist heute die Ristung. Uns ist das
Resultat dieses Strebens bekannt: zwei Welt-
kriege in diesem Jahrhundert, Abwurf der
ersten Atombombe iiber Hiroshima ... und
heute, Entwicklung und Einsatzplanung fir
die Neutronenbombe. Wo wird der MiB-
brauch von naturwissenschaftlich-techni-

schen Erkenntnissen deutlicher als an diesen
unmenschlichen Tatsachen?!

Wie sagt doch Karl Marx, vor 100 Jahren
schon: ,,Der Zweck des Einsatzes moderner
Technik im Kapitalismus besteht einzig und
allein darin, Profit zu erzielen.*!
Wir aber, wir leben im Sozialismus! Worin
besteht der Gegensatz zum Kapitalismus?
Wo liegt bei uns der Sinn des technischen
Fortschritts?
Das Ziel unserer Gesellschaft besteht darin,
das Leben aller Menschen zu*verbessern. Die
Grundlagen dafiir werden in unserer Volks-
wirtschaft gelegt. So sollen die Erzeugnisse in
moglichst kurzer Zeit, guter Qualitat und mit
niedrigsten Kosten produziert werden. Ihr
wiBt es, unsere Republik ist ein rohstofl-
armes Land. Deshalb miissen wir importieren
und mit vorhandenem Material sparsam um-
gehen. Um unsere Ziele zu erreichen, ist es
notwendig, neue wissenschaftliche Erkennt-
nisse zu gewinnen, sie in moderne Techno-
logien umzuseizen und sie aul dem schnell-
sten Wege in die Produktion zu iiberfiihren.
Wir konnen hier aufl hervorragende Ergeb-
nisse blicken. .
Doch die Entwicklung und Uberfilhrung
neuester Erkenntnisse von Wissenschaft und
Technik steht vor allen Bereichen unserer
Volkswirtschaft. Darum haben wir auch
einen Staatsplan Wissenschalt und Technik,
in dem die Schwerpunkte der weiteren dko-
nomischen Entwicklung und die Aufgaben
der Wissenschaften und der Technik fiir einen
langeren Zeitraum festgelegt sind. So wird im
Sozialismus dje Technik und so werden die
Wissenschaften zu einem entscheidenden
Mittel [iir die Erhohung der Effektivitat un-
serer Volkswirtschalt und zugleich fiir die
Verbesserung der Arbeits- und Lebensbedin-
gunger: der Menschen. Allein diesem Zweck
dient unser Streben!
Ihr dirft euch ruhig fragen, wenn ihr diesen
Beitrag gelesen habt, was ihr schon heute
tun konnt, um bei der Losung dieser groBen
Aufgaben mitzuhelfen!
Natiirlich ist das Lernen eure erste Pflicht.
Ein gutes fachliches Wissen muB man haben,
wenn man seinen Mann im Arbeitsleben
stehen will. Reicht das allein schon aus? Es
gehort noch mehr dazu: zum Beispiel ka-
meradschafltliches, stets verantwortungsvol-
les Verhalten, gegenseitige Achtung und Hilfe
anderen gegeniiber — heute bei euch in der
Schule, morgen dann im Betrieb oder in
einem Forschungsinstitut. Denn ihr werdet ja
die zukiinftigen Arbeiter, Wissenschaftler und
Techniker sein! Uberpriift euch einmal; das
eigene bewuBte Verhalten spielt eine wesent-
liche Rolle bei der Losung wissenschaftlich-
technischer Probleme.

M. Bernuth

Figurenziige
iiber 64 Felder

Das Ziehen mit einer Schachfigur aul dem
leeren Schachbrett kann natiirlich nicht eine
spannende Schachpartie oder ein kniffliges
Schachproblem ersetzen, aber dennoch schult
das Bewegen einer Figur kombinatorisches
Denken und schoplerische Phantasie. Es er-
schlieBt viele Spielmoglichkeiten aul dem
Brett. Brauchen Konig und Springer jeweils
64 Ziige, um iiber alle Felder des Schach-
brettes in Folge zu ziehen, so ist die Anzahl
der Ziige bei den langschrittigen Figuren
Turm und Dame in dieser Hinsicht wesentlich
geringer. Der Turm zieht in 16 Ziigen liber
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alle 64 Felder des Schachbrettes (sieche Dia-
gramm 1).

Die Dame, die bekanntlich gerade und dia-
gonal ziehen darf, ist mit nur 14 Ziigen noch
schneller (siche Diagramm 2).

Auch die ,,Schnelligkeit** des Laufers wollen
wir betrachten. Er kann ja nur diagonal
zichen, beliebig weit und auch in jede Rich-
tung, doch darf er nur nicht die Farbe der
Felder wechseln —also maximal 32 weiBe oder
32 schwarze Felder sind ihm zuganglich. Dia-
gramm 3 zeigt uns, daB der Laufer in 16 Zii-
gen die 32 Felder ,,durcheilen* kann.

Diagramm 3
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Aufgabe soll es sein, eine 64ziigige Marsch-
route fiir den Konig, der nach der Seite, vor-
wirts, riickwirts oder diagonal jeweils nur
ein Feld von seinem Standort aus weiter-
ziehen kann, zu finden! Auf dieser Marsch-
route, die aul dem Feld a8 beginnt, soll er
iiber alle 64 Felder des Schachbrettes ziehen.
Als Bedingung gilt dabei, da die 28 Rand-
felder des Brettes in Reihenfolge (Uhrzeiger-
richtung) beschritten werden! Der Konig
kann z. B. erst auf das Feld h8 ziehen, wenn
er zuvor der Reihenfolge nach, die nicht un-
mittelbar zu sein braucht, die Felder b8, c8,
d8, e8, I8 und g8 schon betreten hatte.

Hingepartie

José Luis Massera

Mathematiker und Kiimpfer
fiir Demokratie und Freiheit

In dem unweit der uruguayischen Hauptstadt
gelegenen Militirgefdngnis ,,Libertad gibt
es unter den 1300 dort eingekerkerten politi-
schen Geflangenen einen, der auf seiner Ge-
fangniskleidung die Nummer 2117 tréagt. Es
ist der weltbekannte Mathematiker Luis José
Massera. Das in Uruguay herrschende Re-
gime lieB Massera von einem Militértribunal
wegen ,,Subversion'* zu zwanzig Jahren Haft
verurteilen. Bereits sieben Jahre schmachtet
der 66jahrige Patriot in einer diisteren Zelle.
Nach seiner Festnahme wurde er monatelang
schwer gefoltert und leidet gegenwartig an
schweren Kreislaufstorungen, die nicht. be-
handelt werden und sein Leben stark geldhr-
den. Massera ist Wissenschaftler und Kamp-
fer fir eine bessere Welt, fiir eine Welt, in der
Frieden herrscht und die Menschen gliicklich
sind. Massera leistete einen hervorragenden
Beitrag in seiner fast 40jahrigen Lehrtitigkeit
an der Universitiat Montevideos. Von Bedeu-
tung sind seine Forschungen, insbesondere
die der Theorie der Differentialgleichungen.
Dariiber schrieb er ein bei seinen Kollegen
in aller Welt hochgeschitztes Buch Linear
Differential Equations and Function Spaces,
das in der UdSSR und den USA verlegt
wurde.

Massera wurde nach seiner Inhaftierung mit
der Ehrendoktorwiirde der Universititen von
Rom, Berlin (DDR), Nizza, Quito (Ekuador)
und Puebla (Mexiko) geehrt. Von dem auf-
rechten Patrioten und Kommunisten sagte
der italienische Wissenschaftler Professor
Gaetano Fichera: ,,Massera, einer der groB-
ten uruguayischen Wissenschaftler mit hohem
internationalen Ansehen, hitte von der Re-
gierung seines Landes alle Ehrungen und An-
erkennungen erhaiten, wenn er nur seine
politischen Prinzipien aufgegeben hitte.
Doch darauf lieB er sich nicht ein, er wihlte
den Weg des Opfers.«

Massera steht seit seiner Jugend im aktiven
politischen Leben seines Landes. Hervorra-
gende Stationen seiner politischen Aktivitit
sind sein leidenschaftliches Wirken als Se-
kretar der uruguayischen Solidarititsbewe-
gung ,,Accién Antinazi’, wihrend des zwei-
ten Weltkrieges, als die Nazis die Sowjetunion
iiberfielen. Er war zugegen, als in Paris die
Weltfriedensbewegung gegriindet wurde. Im
Jahre 1942 trat Massera der Kommunisti-

schen Partei Uruguays bei, wurde dann Mit-
glied deren Zentralkomitees und schrieb
schopferische Werke, die als bedeutende
Beitrige zur Anwendung des Marxismus-
Leninismus auf die uruguayischen Gegeben-
heiten gewertet werden. Viele Jahre vertrat
der Wissenschaftler die Werktétigen Monte-
videos — der Hauptstadt des Landes — im
Parlament. Wo konnte Massera anders ste-
hen, als im Juni 1973 reaktiondre Militirs die
Macht ergriffen und die demokratischen Er-
rungenschaften zerschlugen, als an der Seite

. seines Volkes. Als er verhaftet wurde, be-

kleidete er héchste Funktionen im illegalen
Kampf seiner Partei.

Fiir seine Freiheit aus dem Kerker des
uruguayischen Regimes zu kdmpfen, sein
Leben zu retten, ist Ehrenpflicht der solidari-
schen Handlung aller fortschrittlichen Men-
schen. &

Willi Israel

Zitiert: Der uruguayische Singer Daniel
Viglietti sagte: ,,Es gibt ein Schweigen, das
einem Mord gleichkommt. Es darf nicht ge-
schehen, daB die Wissenschaftler, die Demo-
kraten schweigen und sich schrittweise daran
gewohnen, daB ein Gelehrter im Kerker

stirbt.* .

So haben mehr als 100 Teilnehmer der
21. Konferenz fiir Physik der Hohen Energien
in Paris sowie eines Kongresses fir Mathe-
matische Analysen, der in Brasilien stattfand,
sich fiir die Freiheit Masseras ausgesprochen.



Die Kreiszahl =
Zum 100. Geburtstag

des Beweises
der Transzendenz von

Teil 2

Aus der Geschichte der Kreismessung

Den Satz B (siche Heft 6/82) hat wohl
Hippokrates von Chios, der beriihmteste
griechische Geometer des 5.Jahrhunderts
v.u.Z., zuerst ausgesprochen. Einen Beweis
findet man im 12. Kapitel der ,,Elemente” des
Euklid (4. Jh. v.u. Z.). Er stammt von Eudoxos
von Knidos (4.Jh. v.u. Z.).

Die Glanzleistung der Antike hinsichtlich des
Kreises ist die Schrift ,Kreismessung® des
Archimedes (3.Jh. v.u. Z)).

Archimedes war der erste, der es unternahm,
den Umfang des Kreises mit seinem Durch-
messer zu vergleichen. Er bewies zunichst
den Satz C indirekt, indem er mittels dem
Kreis einbeschriebener bzw. umbeschriebener
Vielecke mit hinreichend groBer Seitenzahl
zeigt, daB die Annahme, der Kreis sei groBer
bzw. kleiner als das in Rede stehende Drei-
eck, jedesmal zu einem Widerspruch fiihrt.
Archimedes zeigte dann, daB der Flichen-
inhalt des Kreises sich zum Quadrat seines
Durchmessers beinahe wie 11:14 verhilt.
Hierbei stiitzte er sich bereits auf seinen drit-
ten Satz:

»Der Umfang eines jeden Kreises ist dreimal
so groB wie der Durchmesser und noch um
etwas groBer, namlich um weniger als ein
Siebentel, aber um mehr als zehn Einund-
siebenzigstel des Durchmessers®, also

3%! << 3;= 27—2

Archimedes fand diesen Satz, indem er nach-
einander die Seiten und den Umf(ang des ein-
und umbeschriebenen regelmiBigen Sechs-
ecks, Zwolfecks, 24ecks, 48ecks und des
96ecks bestimmte. Ausgangspunkt war der
zu groBe Umfang q,=4r\/§P des um den
Kreis beschriebenen regelméBigen Sechsecks
und der zu kleine Umfang po=3rl/§ des in
den Kreis beschriebenen gleichseitigen Drei-
ecks (bzw. der Umfang p, =6r des in den
Kreis beschriebenen regelmidBigen Sechs-
ecks). Sowohl die von Archimedes verwen-
deten Ausgangswerte

265 /51350

153 780
als auch die schrittweise bis zum 96eck
weitergefiihrten Ergebnisse der Zahlenrech-
nung erscheinen in der ,,Kreismessung“ ohne
Begriindung.
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Apollonius von Perge (3.Jh. v.u.Z.) soll das
Verhiltnis des Umlangs eines Kreises zum
Durchmesser schirfer als Archimedes ange-
geben haben. Doch ist seine Schrift dariiber
verlorengegangen.

Ende des 16.Jahrhunderts berechnete Fran-
¢ois Viéte (oder Vieta, 1540 bis 1603) die Seiten
eines einem Kreis einbeschriebenen und um-
beschriebenen Vielecks von 393216 (=6 - 2'9)

Seiten und gab 7 auf neun Dezimalstellen

genau an. Vieta fand auch einen Ausdruck
fiir die Fldche des Kreises durch ein Produkt
von einer unendlichen Anzahl Faktoren. Der
Kreis mit dem Radius 1 hat den Fldchen-
inhalt

1
(n=)
1\/1\/1+l\/l\/1+1 L1l
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Ludolph von Ceulen (1539 bis 1610) konnte
die oft nach ihm bezeichnete Ludolphsche
Zahl n mit bewunderungswiirdiger Geduld
und Ausdauer bis auf 32 Stellen genau be-
rechnen: -
3,141592653 58979323846264338327950...
Die archimedische Methode zur Berechnung
der Zahl = wurde 1654 von Christian Huy-
gens (1629 bis 1695) wesentlich verbessert.
So erhielt Huygens bei Benutzung eines regel-
miBigen Sechzigecks einen bis auf neun Dezi-
malstellen genauen Wert von =, wihrend
nach der Archimedischen Methode das
96eck notig ist, um zwei genaue Dezimal-
stellen zu erhalten. (Diese gewann Huygens
bereits bei Benutzung eines Zwolfecks.)

In der Folgezeit wurden die verschiedensten
solchen Darstellungen von = gefunden, die
eine unendliche Anzahl von Operationen
(unendliche Produkte, unendliche Summen,
unendliche Kettenbriiche) enthalten. Fiihrt
man jeweils nur eine endliche Anzahl von
Operationen aus, so erhdlt man gute Nihe-
rungswerte [ir 7.

Der englische Mathematiker John Wallis
(1616 bis 1703) fand 1659 das unendliche
Produkt

<22446688 >
n=2|v33zzs555 X

133557797

Der Universalgelehrte Leibniz gab 1673 die
unendliche Reihe
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an. Dies bedeutet folgendes: Der Flachen-
inhalt n eines Kreises mit dem Radius |
wird gefunden, wenn man von dem Quadrat
seines Durchmessers (22 =4) ein Dritte] weg-
nimmt, sodann ein Fiinftel desselben Qua-
drats wieder hinzuftigt, hieraul wieder ein
Siebentel wegnimmt, sodann ein Neuntel
desselben Quadrats wieder hinzufligt und
hierauf nacheinander alle aufeinanderfolgen-
den ungeraden Teile dieses Quadrats ab-
wechselnd subtrahiert oder addiert. Die An-
zahl der Teile, durch deren Addition und
Subtraktion der Flacheninhalt zusammen-

gesetzt wird, ist aber unendlich. Nach end-
lich vielen Schritten erhilt man nur Nihe-
rungswerte fur den gesuchten Flichenin-
halt =.

Die bisherigen Erkenntnisse lieBen den Ge-
danken aufkommen, daB Umfang und Durch-
messer eines Kreises inkommensurabel sein
miiBten.

Johann Heinrich Lambert (1728 bis 1777)
gab 1766 zunichst 27 teilweise sehr groBe
(Nédherungs-)Briiche fiir das Verhiltnis des
Umfangs zum Durchmesser an, wie 22:7,
333:106, 355:113, 103993 :33102, aber auch
1019514486099 146 :324 521540032945 (der
letzte Quotient gibt die Ludolphsche Zahl
bis auf die 25te Dezimalstelle!).

Lambert betonte jedoch, daB man mit der
Aufsuchung weiterer solcher Briiche unndtig
seine Zeit verliere. Es gibt keinen Bruch, der
das Verhédltnis des Umfangs zum Durch-
messer exakt ausdriickt. Die Zahl = ist irratio-
nal. Die Irrationalitit auch von 72 bewies
spiater der franzosische Mathematiker
Andrien-Marie Legendre (1752 bis 1833).
Sowohl Lambert als auch Euler, aber auch
Legendre, sprachen bereits die Vermutung
aus, daB die Zahl = nicht zu den algebraischen
Irrationalititen gehort, d.h., daB sie nicht
Wourzel sein kann einer algebraischen Glei-
chung, deren Koeflizienten rationale Zahlen
sind.

Auf Grund einer eingehenden Untersuchung
der Eigenschaften der Exponentialfunktion
f(x)=e" gelang es im Jahre 1873 Hermite, die
Transzendenz von e zu beweisen. Im Jahre
1882 bewies dann Lindemann, indem er sich
aul die Hermiteschen Untersuchungen stiitzte
und die Eulersche Gleichung e®+1=0 be-
nutzte, daB auch = eine transzendente Zahl
ist. H..Pieper

83=(1+9)-8 +3

0=1-9+8)-3 20=1-9+8+...
=—1-9+8+3  25=14(9:8):3
2=—1-948+3  31=1+)/9-8+3!
3=1-948+3 40=(—149)-8-3)
4=1-9-8+3 50=(1+9)-8—3)
5=1+9-8+3 53=—14+(9!:81)-3!
6=(1+9+8):3 60=(—1+}/9+8)-3!
T=)/=1+9+8+3 63=—1+(-]/9!+8?
8=19-8-3 66=198:3
9=(19+8):3 70=14+9-8-3
10=—1°+8+3 80=—1-)/9+83
11=1%-(8+3) 82=—-1°+83
12=17+8+3 90=19+8+3
13=—1+9+8-3 100=149-(8+3)
14=19-8+3 101=1-98+3
15=1+9+8-3  102=19+83
=1+98+3

Autoren sind Schiiler (alpha-Leser) einer
Mathematik-AG des Bundesgymnasiums
XIV, Wien, unter Leitung von Prof. OStR Dr.
H. Vohla. (Oben: Auswahl aus der Darstel-
lung der Zahlen von 0 bis 102.)



Was ist Rechnungsfiihrung

und Statistik ?

Es riecht ein bichen nach Mathematik, ein
biBchen nach Ukonomie, vor allem aber nach
viel Zahlen, Tabellen, Grafiken. Viele Leute
haben direkt oder indirekt damit zu tun,
ohne es zu wissen.

Dazu gehéren nimlich der Kassenzettel fiir
einen Einkaul ebenso wie die Berichte der
Staatlichen Zentralverwaltung fiir Statistik
iiber die Erfillung des Volkswirtschaftspla-
nes, die Rechnung fir einen Verkaul, der
Nachweis des Nutzens fiir einen Industrie-
roboter, die Ermittlung der Kosten [ir Er-
zeugnisse oder die Berechnung des National-
einkommens.

Solche unterschiedlichen 6konomischen Vor-
gange haben eines gemeinsam: Sie zeigen, wie
sich das gesellschaftliche Eigentum verandert,
entwickelt, reproduziert. Genaue, detaillierte
Kenntnisse dariiber sind fiir die Planung der
sozialistischen Entwicklung sehr wichtig,
denn nur was erarbeitet wurde, kann verteilt
werden. Schon Karl Marx verwies darauf,
daB die ,Buchfiihrung ... notwendiger bei
gemeinschaftlicher Produktion als bei kapi-
talistischer Produktion* ist. Marx meinte hier
eine gesellschaftliche Buchfihrung. In der
DDR wird sie als Rechnungsfithrung und Sta-
tistik bezeichnet.

Es gibt sie iiberall dort, wo mit gesellschaft-
lichem Eigentum gearbeitet wird, also in allen
volkseigenen und genossenschaftlichen Be-
triecben und Einrichtungen sowie in allen
Institutionen der Bezirke, Kreise und Ge-
meinden.

In Rechnungsfilhrung und Statistik kommt es
nicht nur auf das Erfassen von Zahlen und
Daten an, sondern vor allem auf das Auf-
decken der 6konomischen Zusammenhinge
und auf die erforderlichen SchluBfolgerun-
gen. Dazu ist ein umfangreiches politisches
und 6konomisches Wissen notwendig.

Die vierjihrige Hochschulausbildung in der
Fachrichtung Rechnungsfihrung und Stati-
stik umfaBt neben dem wirtschaftswissen-
schaftlichen Grundstudium besonders Me-
thoden und Verfahren der Erfassung, Ver-
arbeitung und Analyse von Okonomischen
Informationen unter den kiinftigen Bedingun-
gen der elektronischen Datenverarbeitung.
Auch die Ausbildung in Mathematik hat
einen beachtlichen Stellenwert. Dabei stehen
Grundlagen und Methoden fiir die Anwen-
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dung von mathematisch-statistischen Ver-
fahren in der Okonomie im Vordergrund:
lineare Algebra (lineare Gleichungssysteme,
Matrizenrechnung), Analysis, lineare Opti-
mierung, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ver-
tiefungen gibt es z. B. hinsichtlich Logarith-
mus- und Exponentialfunktion, Transport-
optimierung, Modellierung 6konomischer
Prozesse (z. B. Verflechtungsmodelle fir Ko-
sten) und ausgewidhlte Gebiete der mathe-
matischen Statistik (Regression, Testverfah-
ren).

Daraul bauen die Fécher ,,Allgemeine Sta-
tistik* (u.a. die statistische Untersuchung
von Niveau, Struktur, Entwicklung und Zu-
sammenhiingen Okonomischer Erscheinun-
gen) und , Wirtschaltsstatistik® (enthilt z. B.
Bevolkerungsstatistik einschl. Arbeitskrifte-
statistik, Produktionsstatistik, Grundmittel-
und Investitionsstatistik) auf, in denen die
mathematischen Methoden und Skonomi-
schen Erscheinungen in Zusammenhang mit
Rechnungsfilhrung und Statistik gebracht
werden.

Aber auch fur andere Facher wie ,,Leitung",
»Sozialistische Betriebswirtschalt* und ,,So-
zialistische Volkswirtschaft* bekommen ma-
thematisch-statistische Methoden zunehmen-
de Bedeutung,

Wen also die Mathematik in ihrer Anwen-
dung interessiert, ohne dafl er Mathematik
studieren will, findet in Rechnungsfiihrung
und Statistik ein weites Feld fir interessante
Arbeiten.

Dabei hat die Okonomie selbstverstindlich
den Vorrang,

Deshalb gehdren zu den Ausbildungsgebieten
neben den bereits erwidhnten die Kosten-
Leistungs-Rechnung in Betrieben und K ombi-
naten, Programmierung, moderne Analyse-
methoden, Planspiele, Praktika.

Der Absolvent der Fachrichtung ist ein Spe-
zialist fiir ein umfassendes Informationssy-
stem, eben Rechnungsfithrung und Statistik.
Durch die neuen elektronischen Datenerfas-
sungs- und -verarbeitungsgerite werden von
den Absolventen kiinftig auch neue Organi-
sationslosungen gefordert.

Da Rechnungsfilhrung und Statistik volks-
wirtschaftlich einheitlich organisiert ist, kon-
nen die Absolventen sowohl in der Industrie
als auch im Handel, im Verkehrswesen, im

Gesundheitswesen oder in anderen staat-
lichen Einrichtungen arbeiten. Sie konnen
auch tdtig sein in Dienststellen der Staat-
lichen Zentralverwaltung fur Statistik, in Pla-
nungsabteilungen, Organisations- und Re-
chenzentren der Betriebe und Kombinate
sowie in den Riten der Stadte, Kreise und
Bezirke.
Einsatzschwerpunkte der Absolventen sind:
Analyse der dkonomischen Entwicklung in
Betrieben und Kombinaten, Erarbeitung des
Zahlenwerkes und seiner OrdnungsmiBigkeit,
Einsatz der elektronischen Rechentechnik.
Ausbildungsstitte:  Karl-Marx-Universitat
Leipzig, Sektion Wirtschaftswissenschaften.
G. Geifler

Kurzbiographie

Prof. Dr. sc. oec. Giinther GeiBler, geb. 1926
in Dresden

1949 nach Riickkehr aus Kriegsgefangen-
schalt Abitur

1949 bis 1952 Studium der Gesellschalts-
und Wirtschaltswissenschaften, speziell
Finanzokonomie, an der Universitit Leipzig
1954 Promotion

1956 bis 1970 als Dozent, Professor und
Institutsdirektor an der Technischen Hoch-
schule ,,Carl Schorlemmer“ Leuna-Merse-
burg, Fakultat fiir Ingenieur6konomie bzw.
Sektion Wirtschaltswissenschaften

1960 Habilitation an der damaligen Tech-
nischen Hochschule Dresden

1970 Umberufung an die Karl-Marx-
Universitit Leipzig, seit 1972 Leiter der
Fachrichtung Rechnungsfihrung und
Statistik an der Sektion Wirtschaftswissen-
schaften

Autor und Mitautor mehrerer Lehrbiicher,
Studienanleitungen und vieler Vero(Tent-
lichungen im In- und Ausland zu wissen-
schaftlichen Fragen von Rechnungsfiihrung
und Statistik

Beispiel 1

In einem Betrieb wurden in einem Zeitraum
zum Zweck der Energieverbrauchsnormung
Messungen iiber die hergestellte Produktion
(Ursache = x) und den Produktionsverbrauch
an Elektroenergie (Wirkung=y) durchge-
fiihrt. Dariiber liegen folgende Daten vor:



Monat produzierte Elektroenergie-
Menge verbrauch
in Tausend in MW
Stiick

i X; Yi

1 239 16,8

2 24,5 17,6

3 25,0 18,1

4 24,6 17,6

5 26,0 18,0

6 27,0 193

7 258 19,3

8 24,1 17,3

Aufgaben

Ala DasZahlenmaterial ist im Koordina-
tensystemn grafisch darzustellen. Welche Er-
kenntnisse sind daraus zu gewinnen?
A2a Esist eine Ausgleichsfunktion fiir die
Abhingigkeit des Elektroenergieverbrauchs
von der Produktionsmenge zu berechnen.
A3l a Esist die Anpassung der berechneten
Funktion an das empirische Zahlenmaterial
(Ausgangsmaterial) darzustellen.
A4 a Esistdie Elektroenergiemenge zu be-
stimmen, die durchschnittlich bei einer Pro-
duktion von 26,6 Tausend Stiick bendtigt
Wi, Dozent Dr. S. Beiersdorfer
Beispiel 2
Zur Begriindung der Kennziffer
Grundfondsquote

___ Warenproduktion
( " eingesetzte Grundmittel
nung der Warenproduktion in einem Kombi-
nat wurden in einem Zeitraum die Angaben
von 10 vergleichbaren Betrieben erfaf3t.

) und zur Pla-

Betrieb Warenprdduktion Grundmittel
in Tausend M in Tausend M

i Yi X;
1 4600 2000
2 2300 1600
3 2800 1700
4 3000 1700
5 3900 2300
6 5000 2800
7 1600 700
8 4900 2800
9 5200 2900.
10 4700 2500
Aufgaben

Ala Das Zahlenmaterial ist im Koordi-
natensystem gralfisch darzustellen, die Gralik
ist auszuwerten.

a2a Fiir die Abhédngigkeit der Waren-
produktion von den eingesetzten Grundmit-
teln ist eine Ausgleichsfunktion zu berechnen.
A3a Esistdie Anpassung der berechneten
Funktion an das Ausgangsmaterial darzustel-
len.

A4a Esistdie Hohe der Warenproduktion
zu berechnen, die durchschnittlich bei einem
Einsatz von 2600 Tausend M Grundmittel
zu erwarten ist. Wie hoch ist in diesem Fall
die Grundfondsquote?

Hinweise

1. Die gralische Darstellung bezieht sich auf
den 1. Quadranten.

2. Die Berechnung der Ausgleichsfunktion
erfolgt nach dem GaufBschen Verfahren der
kleinsten Summe der Abweichungsquadrate.
Es werden zwei Bedingungen gestellt:

) yi=slx)

notwendig, aber nicht hinreichend
@ == )

hinreichend

Der entsprechend der Grafik ausgewihlte
Funktionstyp f(x) wird in die Forderungen
eingesetzt. Danach wird die Minimumsforde-
rung (2) nach den gesuchten Parametern
(a, b, c, ...) partiell differenziert. Die Ab-
leitungen werden =0 gesetzt, umgeformt und
ergeben die Normalgleichungen, aus denen
die Formeln fiir die Bestimmung von a, b, c, ...
entwickelt werden.
Zum Beispiel bei f(x)=a + bx [olgen aus den
partiellen Ableitungen
da/dx und db/ox
schlieBlich die Normalgleichung:
L yi=na+b+x;
IL xyi=aXx; LhEx;?

Dozent Dr. S. Beiersdorfer
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Leipzig
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Markenmotive zur Statistik

Die mathematische Statistik ist ein Teilgebiet
der Mathematik, in dem unter Benutzung
von Begriffen und Denkweisen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie exakte Aussagen iiber
die Zuverlassigkeit statistischer Ergebnisse
gewonnen werden. Ihr voran geht die be-
schreibende Statistik, sie beschaftigt sich mit
der Sammlung und Aufbereitung von kon-
kretem statistischen Material. Aufbereitung
umfafit die Berechnung von Kennziffern wie
Mittelwert und Streuung, die Berechnung von
Gesamtsummen, Sortierung nach Merkma-
len usw., aber auch die graphische Darstel-
lung der Ergebnisse, wodurch diese oft erst
fiir einen groBeren Nutzerkreis verstindlich
werden. Derartige graphische Darstellungen
(Kurven, Rosetten, Diagramme, sogenannte
Bevolkerungsbidume, siehe die abgebildete
osterreichische Marke) dienen haufig als
Motiv fiir Briefmarken. Sie veranschaulichen
6konomische und soziologische Fakten und
Prozesse. Aber auch dem Einsatz der EDV
fiir statistische Zwecke wurden schon Brief-
marken pgewidmet (siehe niederlindische
Marke zur Volkszidhlung 1971).

Aus neuen Aufgaben der beschreibenden Sta-
tistik erwachsen auch heute noch:immer
wieder Anregungen fiir die Mathematik.

veertiende
volkstelling

LA A A & A & a0 sy

SASALSLASLLE AL

VYTV T VYT T T T T TOTY

>
=
>
m
o
o
m
=
=
o
=
23
o
=

T T T T T T T T T T TTY
TTTT T VTTTTVTT T T TT YT T T

AASAALALAALLAASSALL LS a

AAAAAALASLSL A LSS s a0 s




aufgepafit
nachgedacht

Speziell
fiir Klasse 4/6

Geometrische
Plaudereien

Al A Zerlege die in Bild 1 dargestellte Fi-
gur in vier zueinander kongruente Teil-
figuren!

Bild 1

A2aA Zu welchem Wiirfel gehort das Netz
(Bild 2)?

1 3 2
s PP 131 P
a) b

Bild 2

A3 A Wieviel verschiedene Wege gibt es,
um in Bild 3 von Punkt 4 zu Punkt B zu
gelangen, wenn man nur von links nach rechts
und von oben nach unten die vorgezeichne-
ten Bahnen benutzen darf?

A

Bild 3

8

A4 A Wieviel Quadrate, Rechtecke bzw.
Dreiecke erkennst du in Bild 4?

Bild 4

10

A5a Welche Figuren a) bis c) des Bildes 5
sind in den Figuren 1 bis 3 enthalten?

<D

a) b) v

Bild 5

QAN
A\ ¢
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\\"

—
[ 8]

N

4

A64a Setze die passenden Zeichen in die
leeren Quadrate (Bild 6)!

dlvlo
00
.

-~

A7 A Lege mit Holzchen die in Bild 7 dar-
gestellte Figur! Nimm nun vier Holzchen so
weg, daB die restlichen Holzchen fiinl Qua-
drate ergeben!

=

ﬂk
s

J'
‘L
b

Bild 7
|/\

Ixi
A8a  Wieviel Symmetrieachsen hat jede
der in Bild 8 gezeichneten Figuren?

Bild 8

=1e;
7\ -
\_/

A9a Erginze Bild 9 so, daB eine sym-
metrische Figur entsteht!

Bild 9
el \ b\
\.
A10a In welchen Beispielen (Bild 10) ist

die eine Figur sicher nicht das Spiegelbild der
anderen beziiglich der eingezeichneten Ge-
raden?

Bild 10

0900

Alla Sind die Formen a, b, ¢ in den
Figuren 1 bis 5 enthalten (Bild 11)?

Bild 11

a) b) c)

A12a Eswurdeimmer ein Zeichen aus der
obersten waagerechten Reihe und aus der
ersten senkrechten Reihe kombiniert. Dabei
sind dem Zeichner in Bild 12 sieben Fehler
unterlaufen. Finde sie!

Bild 12

3 ISX[T
NIERM]C

WX R XA

MEINI

L.Flade/H. Knopf



Ada Francis muB jeden Tag von einem
Medikament 5 Tropfen zu Mittag und 5 Trop-
fen am Abend nehmen. Die Flasche enthilt

A4a Die untenstehende Zeichnung zeigt
einen Teil eines Parketts. Nimm ein klein-
kariertes Blatt Papier, und setze das Muster

Gute Grundkenntnisse
gesucht — auch ein wenig

Uberlegung

Gemixtes aus franzgsischen
Mathematiklehrbiichern
Teil 1 (Klasse 4 bis 6)

Klasse 4

ala Claude, Eddy, Philippe, Jacques sind
vier Freunde, die in vier verschiedenen Stid-
ten wohnen: Paris, Marseille, Lyon, Toulouse.
Eddy und Philippe sind aus der Provinz') und
wohnen nicht am Meer. Philippe besucht oft
seinen Freund in Lyon und Claude oft den
in Paris Wohnenden.

Finde die Stadt, in der jeder wohnt! (Fertige
eine geeignete Tabelle an!)

A2a Anlang des Jahres 1975 fdhrt ein
Reisender von Lyon nach Marseille und
zuriick. Wihrend der Hinfahrt nimmt er den
ExpreBzug ,,Mistral”. Er kauft eine Fahrkarte
1.Klasse nach Marseille fir 80 Francs. Im
Zug muB er einen Zuschlag von 22 Francs
bezahlen. Das Abendessen in Marseille kostet
35 Francs, die Ubernachtung und das Friih-
stick kosten zusammen 60 Francs, das
Mittagessen 39 Francs. Die Hohe verschie-
dener anderer Kosten betrédgt 16 Francs. Zur
Riickfahrt nimmt er einen normalen Perso-
nenzug, er fahrt wieder 1. Klasse.

Welches sind die Gesamtkosten?

A3 A Bestimme mit Hilfe eines Fadens und
einiger Stecknadeln die folgenden Abstinde
auf der Karte (siehe Bild) bei einem MaBstab
von 1:1000000

Verdun

Void Nancy

Toul

-- von Verdun nach Metz auf der National-
strale N3

- von Metz nach Pont-a-Mousson auf der
NationalstraBe N57

- von Nancy nach Void auf der National-
straBe N4!

‘Wie vielen Kilometern in der Natur ent-

spricht ein Millimeter auf der Karte? Welches

sind die wirklichen Abstdnde?

fort!

Uberlege eine weitere Moglichkeit, eine Flid-
che auszulegen! Unten sichst du z.B. solch
eine Moglichkeit mit Hille regelméBiger
Sechsecke. - '

Klasse 5

Ala Helfen wir dem Inspektor Dupond.
Nach einem Verkehrsunlall soll er ein Auto
suchen, dessen Kennzeichen eine Zahl, zwei
Buchstaben und die Nummer des Départe-
ments 75 enthilt. Leider stimmen die Aus-
sagen der Zeugen nicht iiberein.

Als Zahl haben einige 8, andere 6 gesehen. Fiir
den ersten Buchstaben geben einige B an.
Andere behaupten, daB es ein R war, und
weitere wollen ein P gesehen haben. Fiir den
zweiten Buchstaben haben wiederum einige
M, einige N und andere H gesehen.

Wieviel Autos muB Inspektor Dupond er-
mitteln, um unter ihnen den Unfallverursa-
cher zu suchen? Fertige eine Ubersicht an
(etwa in Form eines verzweigten Schemas)!

A2a Ein Kino hat 144 billige Plitze und
96 teure. Eines Samstags gibt es drei Vor-
stellungen. Bei der ersten sind 18 Sitze leer:
bei der zweiten ist der Saal zu zwei Dritteln
gefullt. Bei der dritten ist der Saal zu drei
Viertel leer.

Finde die Zah! der Zuschauer fir jede Vor-
stellung und danach die Gesamtzahl der Zu-
schauer an diesem Tag!

A3 A Jean, Pierre und Dominique machen
einen Ausflug mit ihren Mopeds. Zwischen-
durch wollen sie eine Essenpause einlegen.
Zum Start zeigt Jeans Kilometerzihler
3972 km; zur Pause zeigt Pierres Kilometer-
zihler 987 km. Bei der Ankunft zeigen die
Kilometerzihler: fiir Jean 4044 km, flir Pierre
1030 km und fiir Dominique 5206 km.
Welches waren die Angaben zum Start und
wihrend der Pause? Bediene dich bei der
Losung einer geeigneten Tabelle!

10 cm? des Medikaments. 20 Tropfen nehmen
ungefdhr einen Rauminhalt von einem Kubik-
zentimeter ein.

Wieviel Zeit vergeht, bis Francis eine volle
Flasche geleert hat?

A5a Ein rechteckiger Garten ist 34,6 m
lang und 22,8 m breit. Durch den Garten ver-
laufen zwei schmale sich kreuzende Wege.
Einer der Wege ist parallel zur Linge und
hat als Breite 1,2m. Der andere Weg ist
parallel zur Breite des Gartens und ist 0,6 m
breit. Die Wege sollen mit Sand bestreut
werden.

Wie groB ist die zu bestreuende Fliache des
Gartens?

Klasse 6

Al a Ein Gastwirt méchte seinen Kunden
Wein aus der Bourgogne liefern, [ir den er
bereits Flaschen mit einem Inhalt von 73 ¢l
und von 37,5cl hat. Er kauft ein FaB des
Weines mit 113 1. Den Wein f{iilit er so in die
Flaschen ab, daB er eine gleiche Zahl Fla-
schen von jeder Art erhilt. Dabei bleibt ein
Rest von 25 dl. Wieviel Flaschen jeder Sorte
hat er gefiillt?

A2A Eine Badewanne wird durch den
Wasserhahn in 10 Minuten gefiillt und in

“einer Viertelstunde durch den AbQuB ge-

leert. Man Offnet den Hahn und vergiBt,
den AbfluB zu schlieBen.
Nach welcher Zeit ist die Wanne voll?

a3a Gegeben sei ein Parallelogramm
ABCD und ¢in Punkt H auf der Seite AB.
Die durch B gehende Parallele zu DH schnei-
det CDin K.

Beweise zuniichst, daB BH =DK. Zeige dann,
daB AC, BD und HK den gleichen Mittel-
punkt haben!

A4a Mutti bickt einen Kuchen fur 8 Per-
sonen. Sie nimmt %kg Mehl, Davon kosten
500g 1,20Francs. Dazu kommen 6 Eier zu
0,45 Francs das Stiick, %kg Butter zu 17,60

Francs das Kilogramm, 150g Zucker zu
3 Francs das Kilogramm, 8 cl Rum zu 12,50
Francs der halbe Liter und fir 0,25 Francs
Backpulver. )

Was kostet der- Kuchen?

A5Aa Gegeben seien ein Quadrat ABCD
und die Mittelpunkte H und K der Seiten
BC bzw. CD.

Beweise zunichst, daB die Flichen der Drei-
ecke ABH, AHC, ACK und AKD gleich sind!
Berechne danach diese Flichen, wenn die
Seitenldnge des Quadrats ABCD 54 mm
betragt! U. Hauk

) ,.In der Provinz wohnen" bedeutet ,,nicht
in der Hauptstadt wohnen®.

11



Wer l6st mit?
alpha-Wettbewerb

Aus: normat, Dianemark

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1983

ey

“fa. g
BN
A

—

"y .L\ L'
o I -

o mam (O Ny

° PR

X
WL

<),

////}(( k

K

AN,

Mathematik

Ma5 82294 Arthur, Bernd, Christian und
Dirk wohnen in derselben StraBe, aber in
verschiedenen Hiusern mit den Hausnum-
n‘xern 11, 14, 16 und 17.AnlidBlich einer Ge-
burtstagsfeier wurden drei Fotos gemacht.
(1) Auf dem ersten Foto waren genau drei
dieser Jungen zu sehen, und zwar Bernd,
Christian und der Junge aus dem Haus
Nr. 17.

(2) Aul dem zweiten Foto waren ebenfalls
genau drei Jungen zu sehen, und zwar
Arthur und die Jungen aus den Hausern mit
den Hausnummern 14 und 16.

(3) Auf dem dritten Foto waren alle vier
Jungen zu sehen, und zwar Christian und
Dirk und die Jungen aus den Hausern mit
den Hausnummern 11 und 14.

Wer von den vier Jungen wohnt jeweils in
den Hiusern mit den angegebenen Haus-
nummern? Schiiler Th. Rademacher, Liibben

Ma5 #2295 Die Summe aus vier natiir-
lichen Zahlen, von denen jede folgende dop-
pelt so groB ist wie die vorhergehende, betragt
255. Um welche Zahlen handelt es sich?
Schiilerin Daniela Schulz, K akerbeck

Ma5 #2296 Frank geht in die Kaufhalle
und kauft dort einige Flaschen Limonade zu
51 Pf je Flasche (einschlieBlich Flaschen-
pland), 9 Flaschen Aplelmost und 3 kg Apfel.
An der Kasse tippt die Kassiererin diese drei
Warenposten ein. Die Geldsumme, die Frank
bezahlen soll, betrigt 9,10 M. Kann dieser
Betrag stimmen, oder hat sich die Kassiererin
vertippt? Die Antwort ist zu begriinden!
Schiiler Jens-Peter Redlich, Wittenberge

Ma$5 82297 Die Quersumme einer zweistel-
ligen natiirlichen Zahl betrdgt 12. Multipli-
ziert man diese Zahl mit 2, subtrahiert
man vom Produkt 12, so erhdlt man als Er-

sen?’

gebnis eine zweistellige natiirliche Zahl, die
mit den gleichen Grundziffern wie die ur-
spriingliche Zahl, aber in umgekehrter Rei-
henfolge geschrieben wird. Wie heiBt diese
Zahl? Schiilerin Annette Polt, Saalfeld

Ma5 #2298 Drei Parallelklassen einer
Schule wetteifern um gute Ergebnisse bei der
Altstoffsammlung. Die Schiiler der Klasse 5b
sammelten 22 Gliser weniger als die Schiiler
der Klasse 5a, aber 7 Gliser mehr als die
Schiiler der Klasse Sc. Die Schiiler aller drei
Klassen konnten zusammen 645 Gliaser dem
Altstoffhandel zufithren. Wie viele Gliser
sammelten die Schiiler jeder dieser drei Klas-
Schiilerin Manuela Herrmann, Cottbus

Ma5 #2299 Kerstin ist gegenwirtig zwolf
Jahre ait. Ihre Schwester Gerda ist zwet
Jahre jinger als Kerstin. Vor drei Jahren
war Kerstins Mutter fiinfmal so alt wie ihre
Schwester Gerda, Kerstins Vater hingegen
viermal so alt wie Kerstin. Wie alt sind
Kerstins Eltern gegenwirtig?
Schiilerin Kerstin Schuhmann,
Halle-Neustudt

Maé6 82300 UIlf fragte Peter: ,Wie viele
Biicher besitzt du?* Darauf antwortete Peter:
,Die Halfte meiner Biicher sind Abenteuer-
romane. Ein Fiinftel meiner Biicher sind
Nachschlagewerke. Ein Achtel meiner Biicher
sind Tiergeschichten. Die restlichen Biicher
gehoren zur populdrwissenschaftlichen Lite-
ratur. Nun kannst du dir wohl denken,
wie viele Biicher ich besitze.“ Ulf rechnete und
meinte, eine Angabe [ehle noch, um die An-
zahl der Biicher zu ermitteln. Daraufhin sagte
Peter: ,Die Anzahl der populdrwissenschaft-
lichen Biicher ist eine Primzahl.* Wie viele
Biicher besitzt Peter, wenn es weniger als 100
sind ? Schiilerin Heike Sator, Plau

0

Thies LuAber, 2600 Gustrow, Werdersar 22
Kersting-0S, Klax 7
150

Ma 7
1369

30

Pradikas:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-.
len an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

- 4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-

gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teiln¢hmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Ldsung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost”, ,gut pgeldst™ oder ,.gelést™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1982/83 lduft
von Heft 5/1982 bis Heft 2/1983. Zwischen
dem 1. und 10.September 1983 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/82 bis 2/83 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/83 verdffentlicht. Wer min-
destens 10-Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/82
bis 2/83) erhalten hat und diese einsendet,
erhidlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1982/83 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und da
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 82301 Setzt man [ir die Buchstaben
des Wortes ERFURT natiirliche Zahlen ein,

so gilt:

) R+T -U=10,
2 E-R =28,
3 F-U =48,
@) E+F =12.

Welche natiirlichen Zahlen erfillen diese
vier Gleichungen? Es ist der Wert der

Summe E+R+F+U+R+T zu berechnen.
Schiiler Thomas Kraft, Hainichen

Maé6 #2302 Herr A. hatte im Tele-Lotto
gewonnen. Sein Nachbar B fragte ihn, wel-
chen Geldbetrag er gewonnen habe. Er ant-
wortete daraufl: ,,Der Gewinn ist kleiner als
3000 M und durch alle natiirlichen Zahlen
von 2 bis 10 ohne Rest teilbar.”
Welchen Geldbetrag batte Herr A. im Tele-
Lotto gewonnen?

Schiiler Thomas Vandahl, Vélkershausen

Ma6 #2303 Von vier Midchen mit den
Vornamen Agnes, Babett, Christa und Katja
ist uns folgendes bekannt:
a) Ihre Nachnamen lauten (in anderer Reihen-
folge) Jahn, Robert, Meier und Schmidt.
b) Jedes dieser Madchen erlernt genau eine
der Fremdsprachen Latein, Englisch, Fran-
zosisch oder Tschechisch.
¢) Das ilteste Madchen, die Schiilerin Meier
und Christa erlernen nicht die tschechische
Sprache.
d) Das jiingste Midchen, die Schiilerin Meier
und Christa lernen nicht Latein.
e) Katja ist dlter als Babett, aber jiinger als
Christa.
f) Das Maidchen, das die englische Sprache
erlernt, ist mit der Schiilerin Schmidt be-
freundet.
g) Agnes hat den Nachnamen mit den wenig-
sten Buchstaben.
h) Christa erlernt nicht die [ranzosische Spra-
che.
Ermittle die vollstindigen Namen dieser
Midchen! Welche Fremdsprache erlernt je-
des dieser Madchen? Ordne die Midchen
nach ihrem Lebensalter; beginne mit dem
jiingsten Midchen!

Schiilerin Barbara Schiitze, Weifenfels

Ma6 #2304 Primzahldrllinge nennt man
drei Primzahlen p, p,, p3 mit der Eigenschaft
p2=p1+2 und py=p,+2. Es ist nachzu-
weisen, daB es auBer dem Primzahldrilling
(3, 5, 7) keinen weiteren gibt.

" Schiiler Jens-Peter Redlich, Wittenberge

Ma7 #2305 Heinz und Klaus haben von
ihrem Taschengeld fleiBig gespart. Sie verglei-
chen ihre Ersparnisse und stellen dabei fol-
gendes fest: Wiirde Klaus an Heinz 2 M ab-
geben, so hitten beide gleich viel Ersparnisse.
Wiirde Heinz an Klaus 11 M abgeben, so
hitte Klaus dreimal sovjel Ersparnisse wie
Heinz. Wieviel Mark hat jeder der beiden
Jungen gespart?

Schiilerin Claudia Schwartz, Ilmenau

Ma?7 #2306 ZeichneeinenRhombusABCD,
konstruiere die Mittelpunkte E, F, G, H der
Rhombusseiten, und zeichnedie Verbindungs-
strecken der Mittelpunkte benachbarter
Rhombusseiten! Weise nach, daB das Viereck
EFGH ein Rechteck ist! Weise nach, daB der
Flicheninhalt Ag, des Rhombus doppelt so
groB ist wie der Fliacheninhalt Ax des Recht-
ecks EFGH! Schiilerin Heike Sator, Plau

Ma7 #2307

Lose durch systematisches Probieren!

Wie viele verschiedene Autonummern lassen
sich herstellen, wenn alle Buchstaben des
Alphabets und alle Zifflern von 0 bis 9 fiir
Autonummern folgenden Typs verwendet
werden:

z.B.SX-23-577
Es diirfen sich Buchstaben und auch Ziflen
wiederholen. Fr.

Ma7 #2308 Es ist ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC zu konstruieren, dessen Hypotenuse
AB die Linge 13 cm hat und dessen Kathete
‘AC um 7cm linger ist als die Kathete BC.
Die Konstruktion ist zu begriinden.

OStR K.-H. Lehmann, V 14V, Berlin

Ma8 #2309 Es sind alle geordneten Tripel
[a, b, c] positiver ganzer Zahlen a, b, ¢
mit a <b <c zu ermitteln, die die Ungleichung

3424 ¢ <1 exfillen. Sch.

56 7

Ma8 #2310

Folgender Satz ist zu beweisen:

Die um 2 verminderte Summe der Quadrate

zweier aufeinanderfolgender ungerader na-

tiirlicher Zahlen ist stets durch 8 teilbar.
Schiiler M. Enig, Crimmitschau, KI. 9

Ma8 ® 2311 Ineiner Familie war die Mutter
bei der Geburt ihrer Tochter 36 Jahre alt. Es
sind die Geburtsjahre von Mutter.und Toch-
ter zu ermitteln, wenn die Tochter z.Z.

. Schiilerin ist und in der Zifferndarstellung der

Geburtsjahre die letzten beiden Ziffern ver-
tauscht sind.
Dipl.-Landwirt H. Boettcher, Weimar

Ma8 #2312 Die Seitenlinge des abgebil-
deten Quadrates ABCD betrage 12 cm. Auf
den Seiten AB und CD wurden die Punkte P
und @ so angenommen, daBl die Linge der
Strecke BP gleich der Linge der Strecke DO
gleich einem Viertel der Linge der Strecke
AB ist. Auf PQ ist eine Senkrechte zu er-
richten, die CD in M und AD in N schneidet,
so daB CM=DN gilt. Zu berechnen ist die

Linge der Strecke DN. aus der SR Ruminien

» a Mo, C
x
N

f2cm
A P8

‘Skizze nicht maBstiblich.

- Mal10/12 w2319 Unter

Ma9 #2313 Welche reellen Zahlen erfiillen
die Gleichung
V¥ =y =y +y?

Schiiler M. Enig, Crimmitschau, K1. 9
Ma9 #2314 Vertauscht man in einer zwei-
ziffrigen natiirlichen Zahl mit der Quersumme
7 die beiden Ziffern, so ist das Quadrat der
neuen Zahl um 51 kleiner als das Quadrat
der Hilfte der urspriinglichen Zahl. Welche
Zahl ist es? aus Osterreich

Ma9 #2315 Frau K. rechnet mit den Jah-
reszahlen 1981 und 1982. Sie dividiert 1981
durch das Alter (in vollen Jahren) von Sohn
Stefan und 1982 durch das Alter (in vollen
Jahren) von Tochter Susi. Beide Quotienten
sind ganzzahlig. Diese addiert sie und divi-
diert die erhaltene Summe durch ihr eigenes
Alter (in vollen Jahren). Sie staunt, dal die
Aulfgabe nicht nur aufgeht, sondern auch noch
das Alter der GroBmutter (in vollen Jahren)
herauskommt. Wie alt sind GroBmutter, Mut-
ter und die beiden Kinder?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 #2316 Ein Rechteck hat einen Um-
fang von 26 cm und einen Flicheninhalt von -
40 cm?. Wie groB sind die Seitenlingen a bzw.
b, wenn gilt a>b?

Schiiler M. Enig, Crimmitschau, K1. 9

Ma10/12 ®2317 Fiir die Vereinfachung der
Darstellung von Informationen wurde das
hexadezimale Zahlensystem geschaffen (Ba-
sis 16). Es werden die Ziffern 0 bis 9 und fiir
die Ziffern 10 bis 15 die Buchstaben A bis F
verwendet. Die folgenden Darstellungen sind
ins Dezimalsystem zu iibertragen:

a) (AF9),6 b) (BAD),s.

Die Zahlen 10000 und 1000000 des Dezimal-

.systems sind in das hexadezimale System zu

Ubertragen.  Dipl.-Ing. H. Mietling, Dresden

Ma10/12 w2318 Es sind alle natiirlichen
Zahlen n zu ermitteln, die durch 30 teilbar
sind und einschlieBlich der Zahlen 1 und n
genau 30 Teiler besitzen. Sch.

welchem Winkel
schneiden sich zwei Seitenfldchen eines regel-
maiBigen Tetraeders?

Schiiler U. Schwerk, Ruthen, K|. 9

Ma10/12 #2320 Im abgebildeten Dreieck
ABC gelte AC=BC, und ¥ ACB habe die
GroBe 30°. Das Lot von A aul BC schneide

¢

a a
(Ao
A
A 8

BC in D. Der Flicheninhalt des Dreiecks
ADC ist in Abhingigkeit von a (Linge der
Seite E) Zu bestimmen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Physik

Ph6 ®131 Frank hatte in seinem Zimmer
ein groBes Aquarium. Dieses zersprang ihm
so, daB alles Wasser auf den FuBboden flo8.
Das Zimmer war 2,70 m lang und %mal 50
breit. Die inneren Grundflichenrgafle des

Aquariums waren d und % der Breite des

3
Zimmers. Wie hoch war der Wasserspiegel im
Aquarium, wenn sich das gesamte Wasser
gleichmiBig auf dem FuBboden verteilte und
eine Hohe von 2 cm erreichte?

Schiiler G. Eichler, Dresden, KI. 9

Ph7 @132 Die sowjetische Windkraftma-
schine TW 8 hat eine maximale Nutzleistung
von 4kW. Sie nutzt 429 der Windenergie
aus und treibt eine Wasserpumpe an, die
einen Wirkungsgrad von 859 hat.

a) Wieviel Prozent der Windleistung werden
insgesamt genutzt? )

b) Welche Leistung muB der Wind zur Ver-
fiigung stellen?

c) Welche Leistung gibt die Wasserpumpe ab,
wenn die Anlage mit Hochstleistung arbeitet?
d) Wieviel m® Wasser kénnen mit dieser
Pumpe im Fall ¢) in einer Stunde aus 5m
Tiefe gefordert werden?

(1 m® Wasser hat ein Gewicht von 1 Mp.)

Ph8 #133 Um einen stihlernen Reifen auf
ein Rad aufzuziehen, muB er vorher erwidrmt
werden. Der Durchmesser des Rades betragt
750cm und der innere Durchmesser des
_Reifens 74,6 cm. Um wieviel °C muB der
Reilen erwdrmt werden, damit er auf das Rad

palBt? (a =0,000013 l)

K

Ph9 ®134 Ineinem Haushalt verwendet die
Hausfrau ein trichterf6rmiges GefdB zum
~Abmessen* von Mehl, Zucker, Zutaten usw.
nach AugenmaB. Sie bittet ihre Tochter, die
sehr gute schulische Leistungen in Mathe-
matik aufweist, an der GefdBinnenseite Eich-
marken [ir die halbe Fiillung und fiir eine
Fiillung von 100 cm? anzubringen. Das Gefi0
hat einen Durchmesser von d =8 cm und eine
Hohe von 16 cm. In welcher Entfernung von
der Spitze des Trichters sind die Eichmarken
anzubringen? Dr. W. Lorenz, Leipzig

Ph10/12 w135 Ein Lastkraftwagen mit
einer Gesamtmasse von 10 Tonnen ist eben
noch in der Lage, eine Steigung von 25%,

14

mit einer konstanten Geschwindigkeit v zu,

befahren. Welche Steigung kann dieser LKW
mit gleicher Geschwindigkeit noch befahren,
wenn er zusdtzlich einen Anhidnger von
5 Tonnen Gesamtmasse zu zichen hat?
(Reibungskriifte und Fahrwiderstinde sollen
unberiicksichtigt bleiben.)

Ing. A. Korner, Leipzig

Chemie

Ch7 m105 Wihrend einer Unterrichtsstun-
de reduzieren sechs Arbeitsgruppen je 0,8 g
Kupfer(II}-oxid mit Kohlenstoll.

a) Wieviel Gramm Kupfer werden insgesamt
von allen Arbeitsgruppen bei vollstindiger
Reduktion gebildet?

b) Wieviel Liter Kohlendioxid entweichen
dabei aus den Tiegeln in das Zimmer?

Ch8 m106 Ein moderner groBer Kalk-
schachtofen verarbeitet taglich 160 t 98 9 igen
Kalkstein.

a) Wieviel Tonnen Branntkalk liefert der
Schachtofen tiglich?

b) Wieviel Kubikmeter Kohlendioxid ent-
stehen bei einer Temperatur der AuBenluft
von 16°C und einem Barometerstand von
765 Torr?

¢) Wieviel Tonnen Loschkalk erhédlt man aus
der gegebenen Menge Kalkstein?

Ch9 =107 Ein Gemisch aus Magnesium-
karbonat und Magnesiumoxid wird zum
Gliihen gebracht. Dabei verliert es 129 sei-
ner Masse. Wieviel Gramm der beiden Stoffe
sind im Gemisch enthalten?

Ch10/12 w108 Schwefelsdure besitzt grofle
Bedeutung fiir die Volkswirtschaft.

a) Wieviel Tonnen Pyrit mit einem Gehalt
von 82Y%, FeS, miissen zur Herstellung von
3t 90%iger Schwefelsiure abgerdstet wer-
den?

b) Wieviel Tonnen Kiesabbrand mit einem
Gehalt von 75%; Eisen(lll)-oxid entstehen
dabei?

¢) In welchem Verhdltnis ist die 909%ige
Schwefelsdure mit Wasser zu mischen, um
eine 15%ige Sdure zu erhalten?

d) Wieviel Milliliter der 15%igen Schwelel-
sdure (g=1,102g-ml" ') braucht man zur
Herstellung von 70 g kristallisiertem Zinn-
sulfat (ZnSO4 - 7H,0)?

AlA Ksagpar undp.

BruimMTe B KPYXOYKH Ha PHCYHKE UMQPBI
ot | no 9 tak, 4Tobb1 cymMma Ludp B 1r06bIX
JIBYX COCEAHMX KPYXO4KAX PaBHANACH YHCIY,
HaOMCAHHOMY MEXAY ITHMH KPYXO4KaMH.

A2A Marunyeckne Kpyru.

PaccraBbTe B KpacHbIE KPYXKH Ha DHCYHKE
uyycna or | mo 10 rak, 4To6bI CyMMBI YnCET
B 4eThipex Gonbuux Kpyrax 6bLaM OAMHA-
KOBBIMH.

Mrs. Puffem’s Cigarettes

A3a Mrs. Puffem, a heavy smoker for
many years, finally decided to stop smoking
altogether. “'I'll finish the 27 cigarettes [ have
left,” she gasped to herself, ““and never smoke
another one.” It was her practice to smoke
exactly two-thirds of each cigarette. It did not
take her long to realize that with the aid of
some tape she could stick three butts together
to make a new cigarette. With the 27 cigaret-
tes on hand, how many cigarettes can she
smoke before she gives up?

Get 34

A4a Take these four pieces and rearrange
them to make a square so that the sum of
each of the four rows and two diagonals is 34.

¢ ]
s|sfe| [u]s 16] 2
n 101( 4 141 3 7l 7

A5A Un bassin circulaire est entouré
d’une grille placée a 50cm du bord; la
longueur de cette grille est 22m. Quel est le
diamétre du bassin?




ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematische Schiiler-
gesellschaft an der Universitiit
Greifswald

Piinktlich um 14 Uhr saBen am Montag, dem
23. August 1982, die ausgewihlten Schiiler
der Klassenstufe 10 der Bezirke Neubranden-
burg und Rostock im Hoérsaal der Sektion
Mathematik der Ernst-Moritz-Arndt-Uni-
versitdt Greifswald. Diese Schiiler wollen
einmal einen Beruf ergreifen, der eng mit der
Mathematik verbunden ist. Drei Ferienlehr-
ginge sollen ihnen den Eingang in das Stu-
dium erleichtern und gute Voraussetzungen
hierzu schaflen. Prof. Dr. Griepentrog, Di-
rektor der Sektion, begriiBte die Gaste und
die Schiiler sowie den Prorektor der Uni-
versitdt Prof. Dr. Wegner.
Prof. Dr. Wegner sprach tber Sinn und Be-
deutung der Mathematischen Schiilergesell-
schaft (MSG). Die offizielle Griindung der
MSG wurde dann durch starken Beifall der
Horerschaft unterstrichen. Prof. Dr. Terpe,
der Vorsitzende der MSG, gab in seinem
Vortrag zur Griindungsveranstaltung einen
interessanten Uberblick iiber die Entwick-
lung der Greifswalder Universitit und zeigte
liberzeugend dabei die gesellschaftlichen Zu-
sammenhinge aul.
Die Woche war dann angefiillt mit Vorle-
sungen und Ubungen zum Hauptthema ,,Ein-
fihrung in die Gruppentheorie und geo-
metrische Anwendung* (Dr. Feiste/Dipl.-
Math. Kulicke). Diese Veranstaltungen wie
auch der Vortrag ,,Was ist Schaltalgebra?*
(Prof. Dr. Griepentrog) zeigten den Schiilern
viele mathematisch neue Erkenntnisse und
Zusammenhinge auf. Aus dem Freizeitpro-
gramm war sicher die Fiihrung durch die
historischen Raume der Universitédt — Konzil-
saal, Aula und Karzer — durch den Archivar,
Herrn Herling, der Hohepunkt.
Eine gutbewiltigte Klausur iliber zwei Stun-
_den iiberzeugte die Schiiler, daB sie den An-
forderungen der MSG gewachsen sind.
Fiir den Lehrgang in den Winterferien werden
wieder Bewerbungen ausgeschrieben und wei-
tere 25 Schiiler (Klassenstufe 9) in die nun
bereits bestehende MSG aufgenommen.

H.-J. Kerber

Mathematikolympiaden
der Horte des Kreises
Bad Langensalza

Der Wettbewerb wird seit etwa 10 Jahren
in unserem Kreis durchgefithrt. Die Aufgaben
werden von erfahrenen Unterstufenlehrern
erarbeitet und im Oktober in die Horte ge-
geben. Dort werden sie in den jeweiligen
Gruppen von allen Kindern gelost. Der beste
Junge Mathematiker der Gruppe darf dann
am Kreisausscheid, der in den Winterferien
stattfindet, teilnehmen. Beim Kreisausscheid
erhalten die Kinder, getrennt nach Altersstu-
fen, neue Aufgaben mit einem hoheren
Schwierigkeitsgrad.
Die Auswertung erfolgt gleich im AnschluB.
Die Kinder werden in der Zwischenzeit von
Mitarbeitern des Pionierhauses betreut. Als
Auszeichnung erhalten die drei Erstplazierten
jeder Altersstufe Urkunden und Sachpreise.
Des weiteren erhiilt jeder Teilnehmer ein
kleines Erinnerungsgeschenk fiir die Teil-
nahme an der Kreisolympiade.
Die organisatorische Vorbereitung des Wett-
bewerbes wird von der Fachberaterin der
Horterzieher und einem Mitarbeiter des
Pionierhauses iibernommen.

Rosemarie Herzog

Aulgaben
Kreisolympiade der Horte 1982

Klasse 4

Ala Wieviel Zentimeter Bindfaden be-
notigt man fir das Verschniiren des abge-
bildeten Paketes?

Es ist 44cm lang, 4cm breit und 12cm
hoch. Fiir den Knoten benétigt man 20 cm.

A2A Wieviel dreistellige Zahlen lassen sich
unter Verwendung der Ziffern 1, 2 und 3
schreiben, wenn jede Ziffer in jeder Zahl nur
einmal vorkommen darf?

Ala Wie groB ist die Summe dieser
Zahlen?
673294 839763
+631852 — 156382
+ 81905 —42]1 860
+ 21384 —261521
Ada Rechneum!
4m 7dm= cm; 26t= kg;
6km7cm= m,; 13M33Pr=" Pf;
ASA 25893-6; 7386-4;
A6A 2709:7; 1640:5;
Probe!

ATA a—4 a a+4
368942
536802
762438
446872

A8aA Zeichne alle Geraden ein, die durch
mindestens 2 Punkte verlaufen!
Wie viele solcher Geraden gibt es?

X
Py
X
X Y
Py
x
Py x
Py
Einige Knobelaufgaben

aus vergangenen Wettbewerben
zur Wiederholung von Grundkenntnissen

Ala Zeichne zwei Strecken AB und CD!
a) Trage CD an die Strecke 4B iiber B hinaus
an!
b) Trage AB an die Strecke CD iiber D hinaus
an!

A2a ,Wie alt ist die Eiche?" fragten die
Schiiler den Forster.

»Nun liberlegt einmal!* antwortete er.
~Addiert die groBte einstellige Zahl, die groBte
zweistellfge Zahl und die groBte dreistellige
Zahl! Von dieser Summe subtrahiert die
kleinste vierstellige Zahl! Dann wiBt ihr, wie
alt die Eiche ist.”"

pec

A3 A Zeichne einen Punkt S! Von § aus
zeichne nun 5 Strahlen so, dal du zwei
parallele Geraden, die alle funf Strahlen
schneiden, einzeichnen kannst! )
A4a Eine LPG verkauft 280 kg Gemiise.
Die Hilfte davon sind Mdhren. 115 kg sind
WeiBkohl, der Rest Tomaten.

Wieviel kg Tomaten sind es?

A5A Wandle um!

16000m = km
370cm= m
6000 kg = t

2m = dm

S5t = kg
51kg = g

AGA Berechnedie Differenz aus dem Acht-
fachen von 1000000 und dem dritten Teil von

6093!

A7A Fiir welche Zahl y gelten folgende
Ungleichungen?

a) 278+y< 282

b) 4718—y>4711

c) 1808+ y<1813

A8A Jedes Quadrat ist durch eine Ziffer
zu ersetzen!

10: 2+0=9
+14: 2-[= 3
+0-0- 2=7
36— 7-0=19
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In freien Stunden - alpha-heiter

Unterhaltungsmathematik international

'!‘”’91
L4
. z
&y,
%7499 %1343

Kryptogramm

Ersetzt in den nachstehenden Tabellen (Diagrammch)
die Buchstaben durch Ziffern derart, daB die dabei ent-
stehenden Zahlen in allen Zeilen und Spalten (drei-:
ziffrige) Quadratzahlen ganzer Zahlen darstellen!

) [aTs s DIkl M
8lc|B Lin |
8|8 A mlo«

Dr. Jaromir Maldé, Brno, aus: Rhozledy, Prag

Welches Muster fehlt?

sRe)

584

Psychologisches Praktikum

Fiinf Jungen, 16, 17, 18, 19 und 20 Jahre alt, bringen
ihren Midchen - Lisa, Katja, Mascha, Ljuba und Olga
— Blumen: Mimosen, Astern, Nelken, Rosen und
Tulpen. Juri, Igor, Nikolai, Michail und Sergej
schenkten ihren Altersgefahrtinnen Blumen und jeder
eine andere Anzahl: 16, 17, 18, 19-bzw. 20, wobei aber
jeder StrauB} aus Blumen nur einer Art besteht. Finde
heraus, wer wem wieviel Blumen iiberreicht und was
fir welche, wenn wir dir verraten:

1. daB Igor mehr Jahre zihlt als der Straull Mimosen;
2. daB Lisa &lter als Mascha ist, daB sie keine Mimo-
sen, Nelken oder Rosen bekommen hat und daB die
Zahl ihrer Lebensjahre kleiner als die der Nelken ist;
3. daB Sergej weniger Lebensjahre zihlt als der Tulpen-
straull Blumen;

Keith Austin,
Universitit Sheffield
aus: Math. Spectrum,
Sheffield
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4. daB Mischa Astern oder Mimosen gebracht hat und
jinger als Mascha ist;

5. daB Kolja jiinger als Katja ist und er mehr Jahre
zihlt als der StrauB3 Astern;

6. daB sich das Alter der vier Mddchen von der Zahl
der jeder liberreichten Blumen um zwei unterscheidet;
7. daB Olga jiinger als Juri ist, daB sie keine Rosen,
Tulpen oder Astern bekommen hat und daB sie mehr
Jahre zihlt als der Rosenstrau3 Blumen;

8. daB Maschas Alter groBer ist als die Zahl der Tulpen

und der Mimosen.
aus: Nauka i Shisn, Moskau

Etwas Sonderbares

Betrachte die zwei Zahlensdulen recht sorgfiltig!
Wenn man sie addiert, welches Ergebnis ist wohl
groBer?

Schitze erst, und rechne dann! Die Antwort ist recht
sonderbar.

987654321 123456789
087654321 ° 123456780
007654321 123456700
000654321 123456000
000054321 123450000
000004321 123400000
000000321 123000000
000000021 120000000
+000000001 + 100000000
o
aus: Sch:lastic Math. Magazine
Labyrinth

aus: Mathematica List, Beograd

el
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Wiirfelnetze

Es gibt genau 11 wesentlich verschiedene Netze, aus
denen man alle Uberhaupt denkbaren Netze durch
Drehung oder Spiegelung gewinnen kann. Bild 1 zeigt
den ganzen Wiirfel, wihrend die restlichen Bilder alle
seine verschiedenen Netze darsteilen. Auf den Wiirfel-
seiten stehen die Ziffern 1 bis 6 so, wie wir es Bild |
und 2 entnehmen kénnen.

1 -
2 3J +]| 2
[ 4 5 51w
_i ©
Bild 1 Bild 2 Bild 3
[3 2] 5 ]
Bild4 || HE ||
6
| =1
m u
HEOR [2
|| : ] L
— |
oE B
4
| 5] |
| L

Greifen wir uns jetzt irgendein anderes Netz heraus,
dann stehen die Ziffern in anderer Anordnung und
auch noch verdreht in den Feldern. Ein Beispiel zeigt
uns Bild 3. Eure Aufgabe besteht nun darin, die Ziffern,
von denen jeweils eine bereits vorgedruckt ist, so in die
Felder der verschiedenen Netze zu schreiben, daf} es
sich immer um ein Netz unseres beschrifteten Wiirfels
aus Bild 1 handelt.

aus: Quant, sowjetische Schiilerzeitschrift, Moskau

Sind alle vier Bilder gleich?

Nein! Aufdem 2., 3. und 4. Bild fehlen je vier Details.

Welche? aus . Fiiles, Budapest

Knifflige Frage

Die dezimale Multiplikation

MIT-ZA=HLEN
soll mit neun verschiedenen Ziffern M, I, T, Z, A, H,
L,E,Naus0,1, 2, 3, 4,5 6,7, 8, 9 durchgefiihrt
werden. Von letzteren muB also eine fortbleiben. Darf

das jede sein? Dr. 1. Paasche, aus: Kosmos, Stuttgart

Denker Tibor Kajan, ,,Apropos*‘, Budapest

Von der Ellipse zum Kreis

Ritsel-Metamorphose: Die gesuchten Zwischenbe-
griffe entstehen entweder durch Streichen oder Hinzu-
fiigen eines Buchstabens und durch anschlieBende
geeignete Permutation der derart entstandenen Buch-
stabenmenge. Die Begriffe, die hier nicht in der

'Reihenfolge der Ritselfigur angegeben sind, haben

folgende Bedeutung:

FluB im Harz / tierisches Produkt / Basis des natiir-
lichen Logarithmus / Getreideart / chem. Element,
Ordnungszahl 68 (Formelz.) / unterhaltsame Be-
schiftigung / Sache, Ding (lat.)) / Holzstibchen
(Pl.) / Wasser in festem Zustand.

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig
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Die magische
Pyramide

Bild 1

Wer kennt ihn nicht, den ungarischen magi-
schen Wiirfel, den Rubik’s Cube? Vor etwa
vier Jahren begann sein Siegeszug um die
Welt. Nicht nur mathematisch Interessierte
sind von ihm [asziniert und kommen nicht
mehr von ihm los. Die Schar der Wiirlel-
Bezwinger wachst und wichst, und es ist kein
Ende der Begeisterung abzusehen. Schon
geht es darum, ihn in minimaler Zeit aus einer -
verdrehten Stellung zu ordnen. Rubik’s Cube
wurde bereits als die Erfindung des Jahr-
hunderts auf dem Gebiet der Unterhaltungs-
mathematik bezeichnet. Das sicher nicht nur,
weil er einen solchen Begeisterungssturm her-
vorgerufen hat, sondern auch weil er der
Anfang einer ganzen Welle von logisch-
kombinatorischen Spielen war. So gibt es,
dhnlich dem Rubik’s Cube, die magische
Pyramide, das magische Domino und das
magische Prisma, aber auch al}_dere, nicht
weniger interessante Spiele, wie den Turm
von Babylon und die Teufelstonne. Viele
weitere Spiele werden sicher bald folgen.
Sicher kennen bereits viele alpha-Leser einige
von diesen Spielen. Fiir alle diese Knobeleien
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“bendtigt man zum Bezwingen, d.h. zum Zu-

rickdrehen in die Ausgangsstellung, einen
Algorithmus, d.h. ein Verfahren, nach dem
man schrittweise zum Ziel kommt.

Das eigentlich interessanteste, aber auch
schwierigste Problem ist, einen solchen Algo-
rithmus zu finden, also sich selbst ein Ver-
fahren zu erarbeiten, mit dem man das Ziel
erreichen kann. So besagt die Erfahrung des
englischen ,Wiirfelmeisters® Prof. David
Singmaster, daB selbst Mathematiker durch-
schnittlich etwa zwei Wochen brauchen, um
einen solchen Algorithmus zu finden. Damit
wird vielleicht deutlich, wie kompliziert der
»Rubik’s Cube ist. Fiir einen ,,Anfdanger" ist es
oft schon nicht ganz einfach, eine Methode
zu finden, wie man Drehungen zweckmiBig
aufschreibt.

Mit diesemn Artikel wollen wir eine Reihe be-
ginnen, in der wir verschiedene dieser Spiele
vorstellen werden. Neben einigen allgemeinen
Bemerkiingen wollen wir jeweils auch einen
Algorithmus beschreiben, und zwar wollen
wir versuchen klarzumachen, wie man selbst
so einen Algorithmus finden kann.

Erno Rubik,
der Erfinder
des
Zauberwiirfels

Wir wollen mit der Magischen Pyramide be-
ginoen.

Es handelt sich hier um die ,.kleine Schwester*
des Rubik’s Cube. Ahnlich zum magischen
Wiirfel konnen wir die 4 kleinen Spitzen
drehen und jeweils entlang der Ebene parallel
zur Grundfliche. Also hat man insgesamt 8
verschiedene Drehmoglichkeiten; sogar noch
mehr als beim Wiirfel (6). Trotzdem ist die
magische Pyramide wesentlich einfacher als
der Wiirfel, es gibt hier nur rund 75 Millionen
verschiedene Moglichkeiten, die Pyramide
zu verdrehen, wobei es beim Wiirfel rund
43 Millionen x Millionen x Millionen
sind.

Aber auch die Pyramide will erst bezwungen
sein!

Uberlegen wir uns zunidchst, wie wir uns
Drehungen aufschreiben wollen. Wir wollen
die Pyramide immer so halten, dafl wir auf
eine Seite schauen und dieses Dreieck ,,aul

einer Seite steht".
:Lv oben

Bild 2

hinten

o
links
)‘Y & rechts

Die Drehachsen bezeichnen wir nun mit
rechts, links, oben und hinten. Drehen wir
nur die Spitze um die Drehachse rechts um
120° rechts herum (siehe Bild), bezeichnen

wir diese Drehung mit r. Drehen wir diese
Spitze um 120° nach links um die Drehachse
rechts, so schreiben wir r~! (oder, was das-
selbe ist, r2, d.h. 240° nach rechts). Analog
schreiben wir R und R™!, wenn wir die
Spitze und gleichzeitig die angrenzende
Schicht drehen.

Die Drehungen um die anderen Drehachsen
werden in analoger Weise erklirt. Man achte
immer auf die Drehrichtung!

Haben wir zum Beispiel die Operation R17!
r0~ !, so sind folgende Drehungen (in dieser
Reihenfolge) auszufiihren:

&
e

Bild 3

N
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Jetzt wollen wir uns die Pyramide etwas
genauer ansehen. Wir schen, daB es 3 Sorten
von Steinen gibt.

1. Die 4 Spitzen. Diese kleinen Tetraeder
haben 3 farbige Flichen.

2. Die 4 Basissteine. Das sind die Teile, an
denen die Spitzen angrenzen. Es sind Teile
(Oktaeder), die auch 3 gefirbte Fldchen ha-
ben.

3. Die 6 Mittelsteine. Sie haben zwei gefirbte
Flichen. Bei beliebigen Drehungen bleiben
Spitzen und Basissteine auf ihren Plitzen,
wihrend die Mittelsteine ihre Plitze austau-
schen konnen.

Nach diesen Vorbemerkungen kdnnen wir
zum Lésungsalgorithmus kommen. Es ist

naheliegend, das Ziel in 3 Etappen erreichen _

zu wollen. Zunichst ordnen wir die Spitzen,
dann die Basissteine und zum SchluB die
Mittelsteine.

1. Spitzen. Die Spitzen sind v6llig harmlos,
da sie nur mit den Basissteinen verbunden
sind. Wir drehen die Spitzen so, daB die
Farben der benachbarten Fliachen von Spit-
zen und Basissteinen iibereinstimmen.

Im folgenden drehen wir nur noch Basis-
steine und Spitzen gemeinsam. Dadurch stim-
men die entsprechenden Farben von Basis-
steinen und Spitzen immer iiberein, d. h., wir
benutzen nur Drehungen, die wir mit groBen
Buchstaben bezeichnen.

2. Basissteine. Wir iiberlegen uns jetzt, welche
Farbe die Frontfliche haben muB. Das ist
nicht beliebig, wie man annehmen konnte,
sondern diese Farbe ist eindeutig bestimmt.
Die Frontflache kann natiirlich nur die Farbe
haben, die an den drei Spitzen, die auch in der
Frontfliche liegen, vorkommen. Wir schauen
uns die drei Spitzen an und ermitteln die
Farbe, die sie gemeinsam haben. Ist es etwa
blau, so drehen wir die ehtsprechenden Basis-
steine und Spitzen, so daB ihre Flachen, die
in der Frontfliche der gesamten Pyramide
liegen, séimtlich blau sind. Analog drehen
wir den hinteren Basisstein mit Spitze. Auch
dieser Schritt war recht einfach, und auf die
Mittelsteine sind wir bereits fertig.

3. Mittelsteine. Jetzt beginnt das Schwierigste.
Wie drehen wir die Mittelsteine auf ihre
Plitze, ohne das Erreichte wieder zu zersto-
ren?

Wir versuchen Operationen zu finden, die aus
mehreren Einzeldrehungen zusammengesetzt
sind, und zwar so, daB mit R auch R™!
oder auch dreimal R auftritt. Dieses muB
natiirlich fir alle Drehachsen gelten. Damit
bleibt gewihrleistet, daB die Basissteine und
Spitzen nach Ausfihrung dieser Operationen
wieder ihre Lage einnehmen. Zum Beispiel
interessieren wir uns [Ur Operationen wie
RO~ 'R~ !0 oder RORORO

(oder (RO)? abkiirzend geschrieben),

In der Tat ist die erste Operation sehr wichtig.
Wir sehen, daB die drei Mittelsteine, di¢ eine
Fliche in der Frontfliche der Pyramide ha-
ben, ihre Plitze zyklisch vertauschen.

Will man eine (beliebige) Operation umge-
kehrt ausfihren, so muB man die Reihenfolge
der einzelnen Drehungen umdrehen und
jeweils die Drehrichtung. Die Umkehrung
von RO™'R™'0ist 0" 'ROR 1.

Es ist zweckmiBig, auch gleich zu beachten,
in welcher Weise die Mittelsteine iibergehen.
Um das klarzumachen, betrachten wir die
Pyramide von oben. Man sieht dann, wohin
die einzelnen Flichen der Mittelsteine ge-
dreht werden (man beachte den Punkt!).
RO™'R"10

Bild 5

Genau genommen . reicht diese Operation
bereits aus, die gesamte Pyramide wieder in
die Ausgangsstellung zuriickzudrehen. Will
man beispielsweise folgende Vertauschung
ORO™'R™!

Bild 6

erreichen, so filhrt man zunichst 0 aus und
erhilt die Situation wie oben,dann RO~ 'R~ 10
und anschlieBend wieder 0~'. Fiihrt man
diese sechs Drehungen hintereinander aus, so
merkt man, daf} die letzten beiden Drehungen
sich gerade wieder aufheben 00~ ! ; wir haben
also nur ORO™ 'R ! auszufiihren.

Wir wollen jetzt noch drei recht gute Opera-
tionen anfiigen.

LR™'L-'R"10"'R"!0

Bild 7

Bild 8

Als letzte Operation wollen wir noch eine an-
geben, die es uns erlaubt, Mittelsteine auf
ihren Plidtzen zu drehen. )

LR 'L"'RO"'ROR™!

Bild 9

Durch systematisches Vorgehen und etwas
Ubung wird es jetzt sicher nicht sehr schwie-
rig sein, das Ziel zu erreichen. Mit etwas mehr
Ubung wird es euch bald unter 1 Minute ge--
lingen. Zwei Bemerkungen sind noch wichtig,
Euch wird aufgefallen sein, daB wir nur je-
weils drei Mittelsteine zyklisch tauschen
konnen und nicht nur zwei und auch nur
zwei Mittelsteine auf ihren Plitzen drehen
konnen und nicht nur einen alleine. Das
liegt aber nicht an unserem Unvermdgen,
sondern an der Pyramide. Man kann be-
weisen, da8 es unméglich ist, nur zwei
Mittelsteine zu tauschen oder einen aufl
seinen Platz zu drehen (gerade Permutatio-
nen).
Man kann sich natiirlich jetzt auch einen
groBeren Katalog von Operationen anlegen
und bekommt dann fiir spezielle Situationen
giinstige Algorithmenschritte. Zum Beispiel
liefert die erwdhnte Operation (R0)® einen
Ser Zyklus von Mittelsteinen-Vertauschun-
gen. Fiir interessante neue Operationen, Fra-
gen oder Hinweise ist der Autor stets dank-
bar.

H.-D. Gronau

Spiel,
Aufgabe oder Sport?

Die Meisterschaft erinnerte stark an die
Wettkampfe der Gewichtheber — die Halle,
das Podest, hinter welchem eine groBe Tafel
stand, die Teilnehmer, die sich mit ihren
Kriften (oder ihren Ideen?) vor ihrem Auf-
tritt vor Richtern und Zuschauern versam-
melt hatten. Nur anstelle der Gewichte war
aul dem Podium ein kleiner Tisch mit einem
elektronischen Zeitnehmer aufgestellt, die
Tafel zeigte keine Kilogramme an, sondern
Sekunden, anstatt des Metallklanges herrsch-
te von Zeit zu Zeit leises Knarren, ja, und die
,.Sportler* selbst zeichneten sich nicht durch
den kriftigen Korperbau der Schwerathleten
aus.

Hier, in Budapest, fand am 5. und 6. Juni 1982
die erste Weltmeisterschaft mit dem Zauber-

. wiirfel Rubiks statt. Zu ihr kamen-Meister

aus 19 Landern von drei Kontinenten—haupt-
sachlich Schiiler und Mathematikstudenten.
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Die Wettkampfe verliefen folgendermalen:
Der Teilnehmer, der an der Reihe war, nahm
vor den Augen der Zuschauer einen Wiirfel
aus dem Ko6fferchen, studierte ihn 15 Sekun-
den lang. Dann hatte er, wie ein Turner, noch
einige Sekunden lang Zeit, um im Geiste die
Kombinationen zu iiberdenken. Und.danach
demonstrierte er schon seinen Algorithmus
und natiirlich seine Fingerfertigkeit. Es wur-
den drei Serien von Versuchen durchgefiihrt;
ins Ergebnis ging die beste Zeit ein. Auf die
Einhaltung der Regeln achtete eine Jury,
deren Vorsitzender der Erfinder des Wiirfels,
Professor E. Rubik, selbst war.

Die Resultate, die die ,,GroBmeister des Wiir-
fels* erzielten, waren verbliffend: Sogar die
schlechteste Zeit lag nur wenig iiber 55 Se-
kunden. (Zum Vergleich sagen wir, daB ein

Untrainierter, der den Wiirfel kennt und sich
der Niederschrift des Algorithmus’ bedient,
ungefahr zwei Stunden bendétigt.)

Es ging auch nicht ohne Zwischenfall ab: Der
Meister aus Finnland war so in Eile, daB} er
nacheinander zwei Wiirfel zerbrach. Den
1. Platz belegte der sechzehnjahrige Ameri-
kaner Min Tai. Seine Zeit — 22,95 Sekunden!
Was ist nun also der ,,Zauberwiirfel** — ein
Spiel, eine mathematische Aufgabe oder ...
eine neue Sportart?

Aus der sowj. math. Schiilerzeitschrift
,,Quant' (9/82), iibersetzt und mitgeteilt
von der eifrigen alpha-Leserin

Petra Winter, Niinchritz,

z. Zt. Studentin an der ABF Halle

jiEi
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Die Landesmeister von 19 Staaten, welche sich zur 1. Weltmeisterschalt einfanden.

~

Ein groBer Rubik-Wiirfel lenkt die Aufmerksamkeit der Spazierginger am Ufer
der Donau auf die stattgefundene Weltmeisterschaft.
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Lésungen zu: Unsere Sprachecke

Al a Zahlenquadrat

Schreibt die Zahlen von | bis 9 so in die
Kreise in der Zeichnung, daf} die Summe der
Zahlen in zwei beliebigen benachbarten Krei-
sen gleich der zwischen diesen Kreisen ste-
henden Zahl ist!
Losung:

2 7 4

6 59

1 8 3
Die Knobelei durch Probieren zu l&sen, ist
ermidend. Die Losuung ist erstaunlich ein-
fach: Wir ermitteln die Summe der Zahlen,
die vier sich nicht iiberschneidenden Paaren
von Kreisen entsprechen, und subtrahieren
sie von 45 (1+2+...4+9=45). Das Resultat
ist die Zahl, die in den neunten (nicht in einem
Paar erfaBten) Kreis einzusetzen ist.

A2 A Magische Kreise

Schreibt die Zahlen von 1 bis 10 so in die
kleinen Kreise in der Zeichnung, daB die
Summen der Zahlen in den vier groBen
Kreisen alle gleich sind'

Losung:

) 9 5-10
Es ist auch eine andere Losung moglich.



Die Zigaretten der Frau Puffem

A3a Frau Puffem, viele Jahre lang eine
starke Raucherin, entschloB sich, das Rau-
chen endlich aufzugeben. ,Ich werde nur
noch meine restlichen 27 Zigaretten ver-
brauchen", versprach sie sich, ,,und niemals
wieder rauchen. Es war ihre Gewohnheit,

2. . .
genau 3 jeder Zigarette zu rauchen, und sie

erkannte nun, daB sie mit Hilfe von Zigaret-
tenpapier 3 Stummel zu einer neven Zigarette
zusammenfiigen konnte.
Wieviel Zigaretten, einschlieBlich der 27 vor-
handenen, konnte sie noch rauchen, bevor
sie damit aufhorte?

. 1 1
Losung: 27 -§=9, 9 ~§=3. 3-§=1,
274+9+4+3+1=40.
Frau Puffem konnte noch 40 Zigaretten
rauchen.

Ergiinze zu 34!

A4a Ubertrage die folgenden 4 Figuren
mabBstabgerecht auf ein Blatt Zeichenpapier,
schneide sie aus, und lege sie so zusammen,
dal3 ein Quadrat entsteht! Die Summe jeder
Zeile, Spalte und Diagonalen soll 34 betragen.
Losung:

1116 |16
T %39
15151122
101411317

A5a Ein rundes Bassin wird von einem
Gitter umgeben, das 50 cm vom Rand entfernt
angebracht ist; die Linge dieses Gitters be-
tragt 22 m. Wie groB ist der Durchmesser des
Bassins?

Losung: Der Radius des duBeren Kreises ist
r=u:2n=22m:6,28~3,5m. Dann ist der
Radius des Bassins 3,5m—0,5m=3m und
. der Durchmesser 3m-2=6m.

Losungen zu: Gute Grundkenntnisse gesucht —
auch ein wenig Uberlegung

Klasse 4

ala Zur Erarbeitung der Losung sei die
folgende Tabelle gewahlit. Zunidchst werden
die angegebenen Bedingungen eingetragen.
Dann wird ergédnzt, und man erhilt schlie-
lich:

Paris Mar- Lyon Tou-
seille louse
Claude nein ja nein  nein
Eddy nein nein ja nein
Philippe nein nein nein ja
Jacques ja nein  nein nein

Die Auflosung beginnt bei Philippe, geht iiber
Eddy, danach zu Claude, und schlieBlich
endet sie bei Jacques. Marseille ist die einzige
der vier Stidte, die am Meer liegt. ¢

A2a Die Gesamtkosten betragen 332
Francs.

a3 a Fir die Abstinde auf der Karte wur-
den gemessen: Verdun-Metz: 63 mm; Metz-
Pont-a-Mousson: 27 mm; Nancy-Void: 44
mm. Ein Millimeter auf der Karte entspricht
einem Kilometer in der Natur. Damit er-
halten wir [ir die wirklichen Abstinde:
Verdun—Metz: 63 km; Metz-Pont-a-Mous-
son: 27 km; Nancy-Void: 44 km.

Ad4a ohne Losungsangabe

Klasse §

Ala Uberlegen wir uns zunichst eine
Moglichkeit, die aus den Zeugenaussagen
folgt: 8RMT75

Um alle Moglichkeiten zu erfassen, ent-
wickeln wir das folgende Schema. Vervoll-
stindige es!

8
M
8<R§y
P N~

1.Zahl 1.Buchstabe 2.Buchstabe >—-75

8 M
6 R v
N
P
Département

Betrachten wir jeweils die Anzahl der ver-
schiedenen Zeichen pro Position, erhalten
wir:

2 bzw. 3 bzw. 3 Zeichen. Damit muB In-
spektor Dupond 2-3-3=18 verschiedene
Autos ermitteln.

A2A 1.Vorstellung: 222 Zuschauer, 2. Vor-
stellung: 160 Zuschauer, 3.Vorstellung: 60
Zuschauer, Gesamtzahl: 442 Zuschauer.

A3a Man trigt die gegebenen Werte in die
Tabelle ein, erginzt und erhilt folgende Re-
sultate:

Start Pause Ziel
Jean 3972 4001 4044
Pierre 958 98_7 1030
Dominique 5134 5163 5206

Die gegebehen Werte sind unterstrichen.

a4a Francis muB tiglich 10 Tropfen neh-
. L1

men. Damit verbraucht er ungefahr 3 cm?

tdglich. Daraus folgt, daB Francis in ungefdhr
20 Tagen eine volle Flasche geleert hat.

AS5SA Man beachte zuerst, daB die Flache
der Wegkreuzung nicht zweifach in die Rech-
nung eingeht. Dann ergibt die Rechnung
54,48 m?2. Das Ergebnis wird sinnvoll gerun-
det, und man gibt 54,5m? zu bestreuende
Fliche an.

12m

22,8m

06m

346m

Klasse 6

Ala Da der Wein so abgefillt wird, daB
die gleiche Zahl Flaschen von jeder Art erhal-
ten wird, betrachtet man zunichst ein Paar
Flaschen (d. h. je eine Flasche jeder Art). Ein
Paar enthilt insgesamt 110,5 c] Wein. Wegen
des Restes von 25 dl wurden vom Wirt 110,51
abgefllt, das sind genau 100 Paare. Also wur-
den 100 Flaschen jeder Sorte abgefiillt.

A2a Angenommen, es ist unter den gege-
benen Bedingungen eine Viertelstunde ver-
gangen. Dann wurde di¢ Badewanne in diesen
1
2

geleert. Also ist sie halbvoll. Dann muB sie
nach 30 Minuten voll sein.

10+5 Minuten 1zmal gefiillt und 1mal

A3A Da ABCD ein Parallelogramm ist,
gilt: DC| AB. Damit gilt auch DK | HB.
Nach Voraussetzung ist auch DH|KB. Also
ist auch HBKD ein Parallelogramm.

DB ist Diagonale sowoh! im Parallelogramm
ABCD als auch im Parallelogramm HBDK.
Da sich Diagonalen in jedem Parallelogramm
halbieren, haben AC, BD und HK den glei-
chen Mittelpunkt.

ENY) N\ c
A /¥ AN
Ada  Zutat Preis

?—‘ kg Mehl 1,80 Francs

6 Eier 2,70 Francs

% kg Butter 4,40 Francs

150 g Zucker 0,45 Francs

8 ¢l Rum 2,00 Francs

Backpulver 0,25 Franc

Gesamtkosten 11,60 Francs

Der Kuchen kostet 11,60 Francs.

A5a Weil BH=HC und AB Héhe der
Dreiecke ABH und AHC ist, haben in beiden
Dreiecken die Grundlinien gleiche Lingen
und auch die Hohen sind lingengleich.
Damit sind ABH und AHC -flichengleich.
Ebenso schlieBt man fir ACK und AKD.
Da ABCD ein Quadrat ist, gilt schlieBlich
_die Flichengleichheit aller vier Dreiecke.
Fldchenberechnung:
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Die Fléche betriigt 729 mm?.
) c
A

8

Lésungen zu: Geometrische Plaudereien

Ala

A2A ©)
A3 A 6 verschiedene Wege

L
T

A4 A 5 Quadrate, 21 Rechtecke
(mit Quadraten), 24 Dreiecke\

A

ain?2 N bin 1
cin3

B & B
ATa | |

[
ABA a/keine; b/8; c¢/4; d)2
A9a

| ]

( )
Al0OA ab,d
Alla zT.ndmlich:ain4;bin3;ckommt
nicht vor.
Al2a Ic, 2a, 2b, 3a, 3b, 4b, 4c
Lisungen zu:

In freien Stundenp - alpha-heiter

Kryptogramm

Aus Zahlentafeln stellen wir fest:
1. Die Quadratzahlen zu 12 und 21 - also
144 und 441 - haben an der Zehnerstelle die
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Zifler 4; sie entsprechen daher den Zeilen 1
und 3 im Fall a).
2. Nur drei dreiziffrige Zahlen, die Quadrat-
zahlen ganzer Zahlen sind, haben an der
Einer- und Hunderterstelle gleiche Ziffern
121=112, 484 =222, 676 =26>. '
Die Zahl 121 entspricht aber nicht dem Kryp-
togramm b). Der Buchstabe L kann nicht die
Zahl 1 bedeuten, weil es keine dreiziflrige
Quadratzahl (ganzer Zahlen) gibt, deren
Zehnerstelle die Ziffer 1 ist.
Fiir die zweite Zeile der Tabelle a) paBt offen-
bar die Zahl 484. Fiir die zweite Zeile der
Tabelle b) bleibt nur die Zahl 676 =262, und
fir die Spalten bleiben die Zahlen 169 =132
und 961=312.
Damit ergeben sich die Losungen:
a) 144 b) 161

484 676

441 961
(libersetzt von O. Langer, Débeln)

Welches Muster fehlt?

Psychologisches Praktikum

1. Serjosha und Ljuba sind 16. Ljuba bekam
18 Astern. 2. Mischa und Olga sind 17.
Olga hat 19 Mimosen geschenkt bekommen.
3. Juri und Mascha sind 18. Mascha erhielt
16 Rosen. 4. Kolja und Lisa sind 19. Lisa
wurden 17 Tulpen geschenkt. 5. Igor und
Katja sind 20. Katja bekam 20 Nelken.
Etwas Sonderbares

Beide Ergebnisse sind gleich:

1083676269.

Wiirfelnetze
(iibersetzt von Dr. R. Hofmann, Leipzig)

La g 2] 5 [ w c]
s [4 5 ©
Bt S
4 6 ]
4] 1 [=] z

P ] ]

[z]«]6]¢] | [2]3]

a 4911 in

— [~ ] E
aluE g

~ o b4 + |2

& ] 5 uu]

T =|s 6

Sind alle vier Bilder gleich?

2. Bild: Tribiinentreppe; Schirm der Miitze
des Jockeys darunter; Punkt am Hals des
Pferdes; Strich unter den Buchstaben der
Tafel oben rechts. 3. Bild: Teil der Decke des

Pferdes im Hintergrund; Bauchgurt des Pfer-
des links; Ziigelteil des Pferdes vorn; hinterer
Teil des Peitschenstiels des Jockeys vorn.
4. Bild: Die 1. Fahne von links oben; die 6 auf
der Satteldecke des linken Pferdes; Huleisen
des Pferdes vorn; Schwanz des Pferdes hin-
ten.

Knifflige Frage

Aus einer Vielzahl von Losungen bieten wir
die folgenden (fehlende Ziffern davor in
Klammern):

(0) 483-12=5796
(1) 092-53=4876
(2) 453 -19=8607
(3) 168 -54=95072
(4) 392-18=7056

Von der Ellipse zum Kreis

(5) 409 - 18 ="7362
(6) 253 - 19 =4807
(7) 326 - 15=4890
(8) 154-63=9702
(9) 406- 13=5278

Ellipse, Speile, Spiel, Ilse, Eis, Ei, e, Er, Res,
Reis, Kreis.

Lisungen zu: Mathematik macht Freude,
Heft 6/82

1 45307+213+47267=92787

2 5-2697=13485 oder 5-9712=48560
3 5-18467=92335 ’
4 961+42183+7218=50362 oder
941 +52183+7218=60342

76092 + 76390 = 152482 oder

79068 +79360= 158424

1212+ 2121=3333
9:3=3;7-2=14;7+10=17
281-332=93292
104+12=22;12:6=2;22:2=11

10 41+7=48;19-2=17;22+9=31
11 714+734=1448 oder 816+ 846 = 1662
12 289:17=17

13 }/50625=225

A

A=l S e N

Losung zu:
Wiigeaufgabe des Leonardo Fibonacci,
Heft 6/82

Es diirfen beide Wagschalen mit Wigesteinen
belastet werden. Dies bedeutet, dall auch Wi-
gestiické subtrahiert werden konnen. Die
Frage ist somit: Welche vier Zahlen g, b, ¢, d
sind so beschallen, daB jede natiirliche Zahl
bis 40 teils durch Addition, teils durch Sub-
traktion wenigstens einer und hochstens vier
dieser vier Zahlen erhalten werden kann?
Die Zahlen a=1, b=3, ¢c=9, d=27 leisten
das Verlangte!
In der Tat: Mit den vier Potenzen von 3:
1, 3,9, 27 kann man alle Zahlen von | bis 40
in der gewiinschten Form darstellen:

=1

2=3-1

3=3 ;

4=3+1 38=27+9+3-1!
5=9-3-1 39=27+9+3

40=27+9+3+1
Allgemeiner gilt iibrigens, daB man mit
Hilfe der addierten oder subtrahierten Poten-
zen der 3: ‘
1,3,9,27,81, ..., 3"

n+1_1

alle Zahlen von 1 bis 2 darstellen kann;




also mit 1, 3, 9, 27=133 alle Zahlen von | bis
4_
40=3 1

7

mit 1, 3,9, 27, 81 =3* alle Zahlen von 1 bis
35-1

121==—1,

mit 1, 3,9, 27, 81, 243=23% alle Zahlen von 1

. 3¢
bis 364 = 3

usw.

Lésung zu: Eine Aufgabe von

Prof. Dr. Georg Polya, Heft 6/82

A22654A a) g bezeichne das Alter des Ka-
pitdns, b die Linge seines Bootes und k die
Anzahl seiner Kinder. Es gilt: a, b, k sind na-
tiirliche Zahlen groBer als 1, und es ist
abk =32118. Wir zerlegen diese Zahl in Prim-
faktoren, wobei wir drei Faktoren bendtigen.
Es gibt lolgende Moglichkeiten:
32118=6-53:101=3-101-106=3-53-202
=2-101-159=2-53-303=2-3-5353. Es
verbleibt genau die Moglichkeit a=53, b
=101, ¢=6.

b) Brote  Eis Brause
Bernd 4 2 3
Alfred 2 6 1
Christian 3 1 5

Diesmal wird die Zahl 9 in drei Summanden
zerlegt, und es ergeben sich gewisse Moglich-
keiten, von denen genau eine Lsung ist.

¢) Jeder Mann kauft x Dinge zu x PI,
bezahlt also x2Pf. Jede Frau kauft y Dinge
zu y Pf, bezahlt also y*> Pf Es gilt
yi--x2=(y—x)(y +x)=T75PI.

Es ergibt sich: Frau Mann
y—x y+x y X
1 75 38 37
3 25 14 11
5 15 10 5

Hieraus ergeben sich folgende Namen: Ann
Lehmann (38), Bernd Lehmann (37), Johan-
nes Schmidt (11), Betty Miiller (10), und es
verbleibt Marion Schmidt.

Hier wird also die Zahl 75 in die Differenz
zweier Quadrate zerlegt.

Lésung zu: Knobeleien am laufenden Band,
Heft 6/82

Logelei: Rechts unten steht die 1.

Wiirlelei: Bei Wiirfeln ist die Summe gegen-
iiberliegender Augenzahlen immer 7, also
4-7-3=25.

Legespiel:

Vexierbild:

Man betrachte das Bild von links. Der Hund
ist unter dem Arm.

Augen auf! Bild 6

In einem Zug: Streckenverteilung:

Vier Lampen: Lampe B

Park-Priifung: AZ-1-99; BY-2-98; CX-3-
97; DW-4-96; EV-5-95; FU-6-94; GT-7-
93.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/1982:
Ma5 82238 Es sei z=uabc cine dreistellige
natiirliche Zahl in dekadischer Schreibweise
mit den Grundziffern a, b und ¢. Diese Zahl
1aBt sich auch durch z=100a+ 10b+¢ dar-
stellen. Nun gilt'fiir das Endergebnis x
x=[(a-2+3) 5+b] 10+c,
x=(10a+15+b) 10+c¢,
x=100a+ 10b+c+ 150,
x—150=z.
Bernd braucht vom Endergebnis nur 150 zu
subtrahieren, um die von Fritz gedachte drei-
stellige natiirliche Zahl zu erhalten.

Ma 5 2239 Esseindie Anzahl der Pioniere

der Brigade A; dann gilt (n—2)-40+2-20
=200, also (n—2)-40=160, n—2=4, n=6.

Der Brigade A gehoren 6 Pioniere an. Der -

Brigade B gehoren 200:40=35 Pioniere an.
Es sei m die Anzahl der Pioniere der Brigade
C; dann gilt (m—1)-32+8=200. also (m—1)
-32=192,m—1=6, alsom="1. Der Brigade C
gehoren 7 Pioniere an. Somit gehdren 18 Pio-
niere zu dieser Pioniergruppe.

Ma5 #2240 Zur Erlduterung des Losungs-
weges schreiben wir dic Aufgabe wie folgt:
ab8816 :4=1c2ded. Daraus [olgt

lc2de4 - 4=ab8816.

Wegen 4-4=16 muB ¢=0 sein, denn nur
4-0=0 und 0+1=1. Wegen 4-2=8 und
4-7=28 konnte d=2 oder d=7 gelten.
Wegen 4:-7=28 und 4-2=8 und 8+2=10
und 0+ 8 entfillt 4=7. Also gilt d=2. Wegen
4-11=44 lautet die richtig geléste Aufgabe
448816:4=112204.

Ma5 #2241 Angenommen, am ersten Tag
wurden der ersten Schale n Apfel entnom-
men; in dieser Schale verblieben dann (10 —n)
Apfel. Der zweiten Schale wurden somit
(8 — n) Apfel entnommen. Das sind zusammen
genau 8 Aplel. Am ersten Tag erhielt jedes der
vier Kinder 2 Apfel. Jede der beiden Schalen
enthielt dann 6 Apfel.

Angenommen, am zweiten Tag wurden der
ersten Schale m Aplel entnommen; in dieser
Schale verblieben dann (6—m) Apfel. Der
zweiten Schale wurden somit (4—m) Aplel
entnommen. Das sind zusammen genau 4
Aplel. Am zweiten Tag erhielt jedes der vier
Kinder 1 Aplfel. Fiir den dritten Tag ver-

blieben 8 Apfel. Am dritten Tag erhielt jedes
der vier Kinder nochmals 2 Apfel.

Ma5 #2242 Fiir die Anzahl n der Fotgs
gilt 87 <n<103. Nun ist n ein Vielfaches von
3 und von 4, also ein Vielfaches von 12.
Daraus lolgt n=96. Ferner gilt 96 —96:3—96
:4=96—32-24=40. Es weisen 40 Fotos
verschiedene Motive auf.

Ma5 82243 Aus (3) [olgt: Peter war besser
als Mario, Mario besser als Uwe. Peter war
besser als Rolf, Rolf besser als Uwe. Aus (1)
folgt: Uwe war besser als Olal. Aus (3) und (1)
folgt deshalb, beginnend mit dem Besten,
die Reihenfolge Peter, Mario, Uwe, Olaf oder
die Reihenfolge Peter, Rolf, Uwe, Olaf. Da
nach (1) Peter nicht die Goldmedaille errang,
einer dieser sechs Schiiler aber die Gold-
medaille erhielt, kann dies nur Bert sein;
also war Bert besser als Peter. Da Roll eine
Medaille erhielt, kann dies nur [iir die Bronze-
medaille zutreffen. Deshalb war Rolf besser
als Mario. Wir erhalten somit genau eine
Reihenlolge; sie lautet: Bert (Goldmedaille),
Peter (Silbermedaille), Rolf (Bronzemedaille),
Mario (4. Platz), Uwe (5. Platz), Olaf (6. Platz).

Maé #2244 Essei s, der Weg, den das in A
gestartete Fahrzeug, sp der Weg, den das in B
gestartete Fahrzeug bis zum Zeitpunkt der
Begegnung zuriickgelegt hat; dann gilt

sA=§~s,, und s4+sp=100km. Durch Ein-

erhalten wir ; -sg+sp=100km,

5 .

3 5= 100 km, sp=60km, also s,=40km.
Fiir die Zeit, die das schnellere Fahrzeug bis
zum Zeitpunkt der Begegnung bendtigte, gilt
demnach 15 =6—0 h =é h =45 min. Die beiden

80 4

Fahrzeuge treflen sich nach 45 Minuten.

Das langsamere Fahrzeug hatte eine mittlere
40-4km km

Geschwindigkeit von 5 Tz53,3 T

setzen

Ma6 #2245 Angenommen, Aussage (3) ist
falsch, und die Aussagen (1) und (2) sind
wahr. Aus (1) folgt dann: Birgit nahm an der
Russisch-Olympiade teil. Aus (3) folgt: Ander _
Mathematik-Olympiade nahm doch ein
Midchen teil, und zwar Doris. Dann nahm
Frank an der Physik-Olympiade teil.

Die iibrigen Annahmen, daB entweder Aus-
sage (1) oder Aussage (2) [alsch sind, [tihren
zu einem Widerspruch, wovon man sich
leicht selbst iiberzeugen kann.

Maé6 »2246 Esgilta>25b>25,¢>25,also
a+b+c>75 und a+b+c=100. Aus 17a
und a>25-folgt a=34. Fiir a=51 wire
b+ c=49, was wegen b+ ¢ > 50 nicht moglich
ist. Aus 15]¢ und ¢>25 folgt ¢=30. Fir
¢ =45 wire a+c =96, also b=4, was wegen
b>25 nicht moglich ist. Daraus folgl b= 100
— 34 —30=136. Die drei Freunde A4, B bzw. C
sind 34, 36 bzw. 30 Jahre alt.
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Ma6 #2247 Angenommen, es sind g Génse,
e Enten, p Puten und A Hihner. Dann gilt
g+e+p+h=16 und g=e und e+p=h.

Durch Einsetzen erhalten wir e+e+p+e+p

=16, also 3e +2p=16. Nun muDB e eine gerade
natiirliche Zahl sein. Fiir e=6 gilt 3-¢=18;
wegen 18> 16 ist dies nicht moglich.

Es gilt somit e=2 oder e=4. Wenn e=2, so
p=135, was wegen e>p nicht moglich ist. Aul
dem Hof sind folglich 4 Enten, 4 Giénse,
2 Puten und 6 Hilhner. ‘

Ma6 82248 Aus AC=BC folgt ¥ABC
= £ CAB. Der Winkel ¥ CAB hat somit die
Grofe 20°. Der Winkel « DAB hat die GroBe
180° — 100°=80°. Somit hat der Winkel
¥ CAD die GroBe 80° —20°=60°. Der Win-
kel ¥ ACB hat die GroBe 180° —2 - 20° = 140°.
Der Winkel ¥ BCD hat die GroBe 180° —20°
=160°. Der Winkel ¥ ACD hat somit die
GroBe 160° ~ 140° =20°. ’

20° 20"

B8

Ma7 82249 Es sei z=100a+10b+c eine
dreistellige natiirliche Zahl; dann ist g=a+b
+c¢ ihre Quersumme. Ferner gilt 1<a<9.
0<bhZ9 und 0=<c<9. Nun gilt
100a+ 10b+c=12(a+ b +c),
100a+10b+c¢c=12a+12b+ 12¢,
2b=88u—11c,
2b=11(8a—c).
Wegen 0<b<9 und wegen 8a—c=0 kann
nur b =0 gelten. Daraus folgt weiter 8¢ —c=0,
also c=8a. Wegen a=+0 und ¢<9 kann nur
a=1 und c=9 gelten. Es existiert genau eine
solche Zahl; sie lautet 108, und es gilt
108 =12(1 +0+8).

Ma7 82250 Der eine Summand sei n; der
zweite Summand ist dann 90 —n. Nun gilt
%'n+§'(90—n)=30,
%n+2‘7‘—0—%n=30, n=75.
Die beiden natiirlichen Zahlen lauten 75 und
15; denn es gilt
75+45 120
T - 30.
Ma7 #2251 Die vier Dreiecke AAEH,
ABFE, ACGF, ADHG sind untereinander
kongruent; sie stimmen in zwei Seiten und
dem von ihnen eingeschlossenen rechten
Winkel iiberein. AuBerdem sind diese Drei-
ecke gleichschenklig-rechtwinklig. Die Win-
kel ¥AEH und & BEF haben somit die
GroBe 45°; folglich hat der Winkel ¥ HEF
die GroBe 90°. Aus der Kongruenz der Drei-
ecke folgt EF=FG=GH =HE. Das Viereck
EFGH ist deshalb ein Quadrat. Nun gilt

1 aua 2

1_g. b ad g0 2 @ g0 ) g
a 422250,(1 3 50, sa ,

> 2
also g% =100 und somit g = 10.
Das Quadrat ABCD hat eine Seitenlidnge von
10cm.

1 3
i 75+Z 15=
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Das Lebensalter
Diophants

In der Algebra werden zwei Arten von Glei-
chungen unterschieden: Eine Gleichung, in
der nur eine einzige unbekannte GroBe ent-
halten ist, heiBt eine ,,bestimmte Gleichung"
(z.B. x2+px=gq); eine solche, worin zwei
oder mehr Variable vorkommen, heiBt eine
,unbestimmte Gleichung” (z. B. x*+ y2=z2).
Die Beschiftigung mit den folgenden zwei
Problemen fiihrte zur Entwicklung der Alge-
bra als Teilwissenschaft der Mathematik:

1. Die Losung von (algebraischen) bestimm-
ten Gleichungen in Radikalen (durch allge-
meine ,,Auflésungsformein®).

2. Die L6sung unbestimmter Gleichungen in
rationalen (oder ganzen) Zahlen.

Mit dem zweiten Problem beschaftigte sich
der griechische Mathematiker Diophant aus-
fiihrlich in einem Buch mit dem Titel ,,Arith-
metica“, einer Sammlung von 189 sorgliltig
ausgewihlien Aufgaben mit Losungen, die zur
Illustration bestimmter wohldurchdachter
Methoden dienten. Die ,,Arithmetica“ diente
sowoh! den Gelehrten im mittelalterlichen
Osten als auch den Mathematikern im 16.
und den folgenden Jahrhunderten, wie Bom-
belli, Vieta, Fermat, Euler, Jacobi, Gau8,
Poincaré, als Ausgangspunkt ihrer Studien.
Uber das Leben Diophants gibt es nur spir-

liche und unzuverlidssige Quellen. Er wird der |

»Alexandriner* genannt. Wahrscheinlich
lebte er im 3.Jh. u.Z. in Alexandria, einem
Zentrum des wissenschaftlichen Denkens in
der Antike. Alles was wir von seinem Lebens-
lauf wissen, ist in dem folgenden Ritsel-
gedicht iiberliefert. (Als Verfasser gilt Metro-
dorus, der im 4. oder 6. Jh. u. Z. gelebt haben
soll.)
~Hier dies Grabmal deckt Diophantus.

Schauet das Wunder!
Durch des Entschlafenen Kunst lehret

sein Alter der Stein.
Knabe zu sein gewihrte ihm Gott

ein Sechstel des Lebens;
Noch ein Zwolftel dazu,

sproBt’ aul der Wange der Bart;
Dazu ein Siebentel noch,

da schloB er das Biindnis der Ehe,
Nach fiin[ Jahren entsprang

aus der Verbindung ein Sohn.

alpha-Wettbewerb

1981/82
Abzeichen in Gold

Fiir siebenjiihrige Teilnahme

Frank Baumgart, Aschersleben; Kirsten Rechner,
Baruth; Marc Schewe, Berlin; Henry Fischer, Bit-
terfeld: Tilman Vélzke, Bohlen; Uta Boldt, Burg
Stargard; Christine Pompe, Royald Lenk, beide
Cottbus; Petra Sarodnik, Dallgow; Gabriele Sprot-
te, Débeln; Manuela Schwenke, Dohna; Ralph
Gruber, Stefan Edelmann, Birgit Wittwer, Ulf
Riechen, alle Dresden; Reinhard WeiBnicht, Ebers-
walde; Thomas Pigrosch, Eisleben; Matthias und
Susanne Schreiber, Elsterwerda; Heike Heber, Er-
furt; Siegfried Obst, Eberswalde; Karsten MeiBner,
Forst; Matthias Bauer, Genthin; Kerstin Schneider,
GoBwitz; Wilfried Schnleinitz, Greifswald; Veit-
Thomas Meyen, Grimmen; Petra Brandstidter,
Giistrow; Roger Fischl, Giinter Schlielinsky, beide
Halle-Neustadt ; Kerstin und Heinz Wickner, Her-
mannsdorf.

Giistrow;-Roger Fischl, Giinter Schlielinsky, beide
Halle-Neustadt; Kerstin und Heinz Wickner, Her-
mannsdorf; Veit-Thomas Meyen, Grimmen; An-
dreas Berner, Karl-Marx-Stadt; Axel Schiiler,
Kleinmachnow; Antje Schlosser, Klingenthal; Ralfl
Haintsch, Kothen; Stefanie Begau, Ute Hansmann,
Rainer Nolte, Meike Pfiitzenreuter, Jorg Drechsel,
alle Leinelelde; Lutz Lammer, Leipzig; Birgit
Arndt, Loitz; Matthias Neundorf, Carola Hénn,
beide Meiningen; Uwe Wiirker, Miilsen; Dieter
Seifert, Pinnau; Sigurd Assing, Karsten Milek, Axel
Schulz, alle Potsdam; Tim Planke, Premnitz; Lutz
Hiibschmann, Raschau; Uwe Mattutat, Ina und
Manfred Hille, alle Riesa; Anette Miiller, Ines
Dalisda, beide Rostock ; Matthias Brandt, Michael
Gerth, beide Schmalkalden; Anke Krukenberg,
Schénberg; Gunnar Jeschke, Schwarzheide; Klaus
Pfeiffer, Taubach; Christine Mohr, Teterow; Jo-
achim Braun, Thalberg; Lars Herrmann, Téplitz;
Birgit Schmidt, WeiBwasser; Ralph Nemitz, Witten-
forden; Uwe Eix, Steffen Klimpel, beide Wolgast;
Rolf Heubner, Wollen; Claudia Groh, Wiisten-
brand ; Karl Oertel, Zeitz; Thorsten Eidner, Zeulen-
roda; Kerstin Hoffmann, Ingrid Soblik, Gabriele
Schubert, alle Zittau; Birgit Schenke, Zschorne-
witz; Uta Escher, Zwickau

" Fiir sechsjiihrige Teilnahme

Michael Elte, Ahlum; Sven und Jens Fache, Alten-
burg; Roland Hesse, Bad Blankenburg; Silke Schro-
der, Bad Kleinen; Margret Detsch, Bad Salzungen;
Silke Rechner, Baruth; Uwe Prochno, Berlin; Sabi-
ne Mantel, Berlin; Heidrun Sourell, Bernau; Ga-
briele Kabel, Beyernaumburg; Andreas Jock, Blan-
kenfelde; Marlis Schréder, Thomas Streich, beide
Brandenburg; Cornelia Kopte, Callenberg; Roland
Damm, Christian Kunze, Karsten Mittag, alle Cott-
bus; Uwe Schiitze, Camin ; Ulrich Schuster, Demitz-

Wehe das Kind, das vielgeliebte,
die Hailfte der Jahre
Hatt’ es des Vaters erreicht,
als es dem Schicksal erlag.
Drauf vier Jahre hindurch durch
der GroBen Betrachtung den Kummer
Von sich scheuchend auch er kam
an das irdische Ziel."” )
(Zitat nach Georg H. F. Nesselmann.)
Wie alt wurde Diophant?
(Die Aulgabe fihrt auf eine lineare bestimmte
Gleichung.) H. Pieper



Thumitz; Georg Kirchner, Dermbach; Frank Sa-
rodnick, Dallgow; Mario Dette, Astrid Schunck,
Ruth Backhaus, alle Dingelstidt; Heiko Richter,
Dietlas; Mario Jipel, Dohna; Karsten Zosel, Grit
Kammer, Maja Oelschligel, Ute Schulze, Titus
Ziegler, Catherin Engel, Lutz und Heike Lauter,
Brigitte Rotter, Stefan Franze, Tobias Mahlow,
Werner und Christine Kirsch, Rainer Schultke, alle
Dresden; Christine Frei, Ebeleben; Uwe Wollert,
Edderitz; Matthias Eger, Floh; Fred Mettke, Antje
Hollstein, beide Frankfurt (Oder); Thomas Heid-
rich, Freiberg; Sylvia Déring, Gotha; Achmed und
Britta Schulz, beide Greifswald; Jérn Wintsche,
Grimma; Bettina Weser, GroBenhain; Kirsten
Schlegel, Griinhain; Michael Schulze, Anke Misch,
beide Halberstadt; Frank Siebert, Matthias Schiine-
mann, Dany Lindenberg, alle Halle; Cordelia
Krippner, Hammerbriicke; Holger Hartmann,
Hartmannsdorf; Frank Pampel, Heinrichsort; Axel
Herbst, Hohendodeleben ; Hagen Fritsch, Hosena;
Claus Janke, Ilmenau; Kerstin Vinke, Kandelin;
Eske Rohrich, Andreas Niepel, Ricarda Damm,
alle Karl-Marx-Stadt; Elke Willek, Kriebitzsch;
Grit Heyde, Latdorf; Uta Hubrig, Leipzig; Stefan
Hihnel, Heiko Schinke, beide Leuna; Karl-Heinz
Gora, Lohsa; Sabine Gerlach, Liibs; Frank Thieme,
Marienberg; Jiirgen Welz, Meyenburg; Beate Krau-
se, Menteroda; Michael Simang, Mittelherwigs-
dorf; Olal Wender, Miihlhausen; Kerstin Paul,
Nordhausen; Petra Kébke, Oranienburg; Sabine
Oestreich, Oschersleben ; Stefflen Gottschlich, Pirna;
Manuela Krause, Plauen; Torsten Kiihn, Potsdam;
Iljana Planke, Premnitz; Frank Berndt, Radeburg;
Andreas Korb, Raschau; Gunther Siebenhaar,
RoBdorf; Gitta Schéne, Rostock; Ines Giilden,
Roitzsch; Jiirgen Schmalisch, Rotta; Ronald Bo-
jarski, SaBnitz; André Wiegand, Bernd Winkel-
mann, Birgit NéBler, Sibylle Heuer, alle Schmal-
kalden; Sylke Liider, Schénborn; Kerstin Freitag,
Schwarzheide; Jens Hoffmann, Sebnitz; Stephan
Meyerhéler, Strasburg; Ralph-Birger Hifner, Stein-
bach-Hallenberg; Doris Griinler, Thierbach; Silke
RaBmann, Annette Stephan, beide Unterbreizbach;
Birgit Lorenz, Waren; Hartmut Boettcher, Wei-
mar,; Beate Hentschke, Sylvia Feige, beide WeiB-
wasser; Dietmar Polster, Zeithain; Christina VoD,
Zepernick; Jorg Steinbach, Zwickau; Ines Hoff-
mann, WeiBwasser; Gudrun Zirnstein, Pirna;
Margit Mollhofl, Piesau;
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Arnt Léber, Ahrenshoop; Frank Schénherr, An-
klam,; Beate Zimmer, Asbach; Eckhard Heinrich,
Aschersleben; Heike Eckardt, Manuela Winges,
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Bellack, René Damm, Susanne Kriiger, Kerstin
Kantiem, alle Berlin; Beate Weber, Bernburg;
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feld ; Kerstin Westphal, Borna; Jens Przybilla, Ma-
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Heike Kohler, Callenberg; Uta Bolz, Andreas
Heinze, Peter Strempel, Karsten Kehler, alle Cott-
bus; Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Ul Fache,
Culitzsch; Holger Schmidt, Demmin; Katrin und
Dieter Horn, Dessau; Beate Meinhardt, Thomas
Strecker, beide Dingelstddt; Ines Lauter, Pedro
Thiele, Martin Bismark, Horst Seidel, Christian
Donath, Susann Piry, Heiko Ringel, Astrid Roll,
Jens Danzer, Gerald Eichler, alle Dresden; Claudia
Pleyer, Eisenach; Una Heinecke, Eisenberg; Enrico
Dietrich, Stefan Nitzsche, beide Elsterwerda; Lars
Ménch, Kerstin Heer, Bodo Bricks, alle Erfurt;
Mathias Gerlach, Friedeburg; Sonnfried Litsch,
Gorlitz; Ingoll Hintzsche, Christian Rohl, beide
Grifenhainichen; Thomas Wedekind, Grimma;
Bianka Potthofl, Gr. Wiistenfelde; Peter Meusel,
Guben; Annett Eichner, Halle-N.; Thomas Be-
nusch, Heidrun Schmidt, beide Hoyerswerda; Gabi
Missal, Insel; Detlef Ritter, Jena; Andreas Pau-
kert, Karbow; Katrin Richter, Hendrik P&nisch,
beide Karl-Marx-Stadt; Silvia Kriesche, Klausa;

Axel Diibler, Klausdorf; Kerstin Vogel, Kmehlen;
Edith Loffler, Kénigshain; Ingolf Raabe, Langen-
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ne Mersiowsky, Langewiesen; Matthias Heller,
Lauscha; Carmen Schwab, Sabine Hartung, Solveig
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Holger Schinke, Leuna; Jens Grundmann, Lim-
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Miihthausen; Uwe Knispel, Neuburxdorf; Heike
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Winkler, Oschatz; Jorg Stark, Plauen; Iris Bern-
hardt, Podelwitz; Steffen Hoffmann, Potsdam;
Antje Hertzschuch, Radebeul; Peter Wenke, Radi-
bor; Katrin Dorendorf, Riesa; Ralf Heidenreich,
RoBleben; Birgit Kroll, Grit Maciejewski, Lutz
Andrews, alle Rostock; Jens Richter, Schkoélen;
Sabine Schiiler, Schéna; Carmen Meikies, Schlags-
dorl; Ingo Lohde, Schoénefeid; Heiko Schulz,
Schwedt; Carola Paetow, Schwerin; Michael Ga-
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Steinbach-Hallenberg; Christian Wiegand, Stein-
heid; Cordula Gottwald, Stendal; Erhard und Anke
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Dirk Wenzlafl, Vitte; Regina Frindt, Udo und Irene
Michailik, alle Waren; Dirk Lehmann, Stefan
Thiter, Margret Boettcher, alle Weimar; Barbara
Schiitze, WeiBenlels; Annett Seidel, Agnes Jorzick,
beide Wismar; Thomas Peuker, Karsten Busse,
beide Wittenberg ; Kerstin Jung, Wabbelin; Claudia
Bock, Wolfen; Astrid Keller, Wolgast; Erika
Schreiber, Kerstin Barthelmes, beide Zella-Mehlis;
Birgit Erdmann, Heide Hilse, beide Zittau; Romi
Riedel, Zollschwitz; Mathias Goltzsche, Zschopau
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Carsten Karl, Aken; Sylvia Kéthig, Apolda; Anka
Sommer, Augsdor[; Sénke MaeB, Bad Doberan;
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Bad Salzungen; Jens Prochno, Cornelia Wolf,
Thomas Honigmann, Norbert Dorn, Reinhard We-
gener, Bernhard Napiontek, Stefan Miiller, Beate
Miiller, Steffen Padelt, alle Berlin; Jorg Leine, Berl-
stedt; Marlies Reschke, Karen Sourell, beide
Bernau; Oliver und Heiko Haase, Bestensee; Helge
Diirschke, Bitterfeld; Corina Mahnke, Boizenburg;
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Matthias Winkler, Cossebaude; Sylke Riedel, Cos-
wig; Tino Seidler, Manfred RoBius, Andreas Sten-
zel, Jens Leberwurst, Anke Richter, Thomas Lun-
dershausen, alle Cottbus; Jorg Uhlig, Crimmi-
tschau; Uwe Martin, Crossen; Jérn Fache, Cu-
litzsch; Bert Kihne, Dahme; Ute Fehrmann,
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nelia Tolkemit, Dobbertin; Carola Schwerdtner,
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Carsten Schreiber, Rolf Dach, Oliver Geupel, Mar-
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Forster, Anett Jiinger, Thomas Hiibner, alle Dres-
den; Steffen Patzschke, DroyBig; Jana Schwabe,
UIf Arnold, Holger Fey, Monika GlaB, alle
Eisenach; Eike Siihnholz, Erfurt; Heike Morgner,
Falkenstein; Astrid Abt, Silke Weisheit, Manuela
Maider, Andreas Moéller, Uwe Weyh, alle Fambach;
Hans Schréer, Finsterwalde; Annette Spangenberg,
Frankfurt (Oder); Henry Kost, Freiberg; Henry
Mider, Frohburg; Ansgar Heise, Gorlitz; Ingolf
Thurm, G6Bnitz; Andreas Kersten, Grifenhaini-
chen; Mathias Schleif, Gransee; Thomas Rauschen-
bach, Grochwitz; Rainer Mielke, Gr. Bademeusel,
Babette Maulhardt, GroBbodungen; Thorsten Han-
nusch, Guben; Katrin Strathaus, Halberstadt;

Guido Vollbeding, Haldensleben; Henning Salz,
Halle; Jutta und Uta Schumann, Havelberg; Robert
Siegel, Hecklingen; Uta Reck, Heiligenstadt; Falk
Hartmann, Hermannsdorf; Rita Soering, Hohen-
ossig; Carsten Leibnitz, Hohenstein-E.; Peter Her-
mann, Hoyerswerda; Claudia Docter, Ilsenburg;
Elke Schumann, Jahnishausen; Jens Katzschmann,
Ulrich Scheler, beide Jena; Andreas Israel, Ingolf
Knopf, Annegret Schatte, Riidiger Grinitz, Seba-
stian Horbach, Carla Umlaul, Hildegard Geisler,
alle Karl-Marx-Stadt; Udo Streller, Kleinmach-
now; Helge Miiller, Kénigsee; Heiko Witte, Fried-
helm Reichert, beide Konigs Wusterhausen; Kar-
sten Schmidt, Kolochau; Andreas Blaudzun, Kra-
kow; Gerd Kiinzelmann, Krina; Uwe Riimmler,
Krumhermersdorf; Steffen Heyde, Latdorf; Mat-
thias Poller, Lauter; Anne Weigang, Leinefelde;
Bernd Fucke, Thomas Kluge, Matthias Hiibner,
Petra Gollewsky, Sylvia Richter, Bianka Schulze,
Thomas, Klemens und Stephan Rebbelmund, Ralf
Laue, alle Leipzig; Michael Seidel, Leuna; Olaf
Engelke, Lopau; Stefan Briinner, Loderburg; UIl
Brandes, Liiblow; Rainer Gerlach, Liibs; Susanne
Wolf, Frank Wunderling, beide Magdeburg; Wolf-
ram Hoppe, Marienberg; Lutz Biittner, Martinro-
da; Simone Brungriber, Marxwalde; Volker Sach-
se, Miilsen; Tilo Griinberger, Nerchau; Anja VoB,
Hans-Dieter Biichler, beide Neustadt; Thomas En-
gelhardt, Niedersachswerlen; Uwe Lippmann, Nie-
derwiirschnitz; Frank Schmidtchen, Niedercrinitz;
Torsten LinB, Nordhausen; Frank Jiger, Ober-
schoénau, Steffen Zielinski, Osternienburg; Gerlinde
Lehmann, Pahrenz; Tibor Leitz, Aike Hinrichs,
beide Parchim; Katja Uhlemann, Prausitz; Hellmut
Schenk, Pirna; Henning Schulz, Potsdam; Wieland
Handke, Pulsnitz; Annett Schmidt, Klaus-Peter
Lindner, Ingoll Pitz, alle Rackwitz; Bettina Beurich,
Katrin Prescher, beide Radebeul ; Dietrich Zwicker,
Rastenberg; Irma GroBmann, Rheinsberg; Andreas
Didszuns, Ribnitz; Axel Kaminski, Riesa; Susanne
Arnrich, Antje Rexhduser, Susanne Griumlich,
alle RoBdorf; Andreas Gahabka, Ruhla; Sabine
Wileck, Ruhland ; Marian Klima, SaBnitz; Annette
Schubert, Schalkau; Jérg Jahnel, Schkélen; Kurt
Schulze, Schernberg; Annett Spalteholz, Schladitz;
Ronald Kaiser, Schleid; Beate Malsch, Babett
Miiller, Winfried Ullrich, Torsten Héfner, alle
Schmalkalden; Tobias und Maik Schénherr,
Schmolln; Olal Putensen, Uta Madabius, beide
Schwerin; Susanne Krieger, Sémmerda; Angelika
Heubel, Heidi Bottger, Frank Vollborth, alle Son-
dershausen; Ralf Stentzel, Schwarzenberg; Bernd
Urbanek, Spremberg; Mike Selig, Stauchitz; Jan
Recknagel, Michael Rommel, Gundi Schiitz, Andre
Albrecht, Uwe Pfannschmidt, Andrea Wiegandt,
Thomas Hoflmann, Peter Luck, Michael Holland-
Moritz, Rene Bieber, Christian Usbeck, Constanze
Aster, Jacqueline Hifner, Angela Miiller, Simone
Konig, Heike Zimmermann, Silke Recknagel, Sil-
vana Menz, Kathrin Méller, Ines Maschke, Sabine
Konig, Kai-Uwe Bartsch, Andreas Grif, Eckhard
Holland-Cunz, Uwe Oehring, Christian Wahl,
Roman Wirth, Peggy Holland-Letz, Steffi Kaiser,
Andrea Neuber, Beate Nothnagel, Ute Recknagel,
alle Steinbach-Hallenberg ; Helmut Sauerbrei, Suhl;
Torsten RoBnick, Stendal; Armin Singer, Teich-
wolframsdorf; Joachim Krug, Tiefenort; Wolfram
Fischer, Torgau; Andrea Bahr, Bert Minske, Dolo-
res Toth, alle Torgelow; Ralf Kriiger, Uebigau;
Kerstin Schmidt, Bettina Landsiedel, Wiebke
Fleischhauer, Christine Becker, Lars Briickner, alle
Vacha; Uta Michallik, Waren; Steffen Schrider,
WeiBwasser, Horst Rifmann, Wesenberg; Ralph
Bock, Wollen; Antje Grosch, Wollerstedt; Jiirgen
Jahns, Wilsleben; Cornelia Axt, Andreas Wolter,
beide Wolgast; Pier Bierbach, Zeitz; Andrea
Schmidt, Zella-Mehlis; Harald Hempel, Zschop-
pach; Maik DroBler, Marion Nemczak, Kerstin
Kowaczek, alle Zschornewitz; Heidrun Boldt, Burg
Stargard; Thomas BartmuB, Burow

Nachtrag: Fiir neunjihrige Teilnahme: Udo Cle-
mens, Altenburg
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Zum 200. Todestag Leonhard Eulers

Bild 1
Gedenktafel am Haus Behrenstr. 21/22
in Berlin

EMATIKE RS
DEUEER
15w 707 (B T73%
SENEM ANDENK

0(ESTADT BER
3078

LEONHAR

Bild 2
Leonhard Euler (nach einem Stich von
Christian Mechel 1783)

Am 18.September 1983 jihrt sich zum
200. Male der Todestag I eonhard Eulers, des,
zeitlich gesehen, wohl grofBten Mathemati-
kers seit Archimedes, Newton und Leibniz.
Sein Name lebt in rund 50 nach ihm benann-
ten Formeln, Gleichungen, Sdtzen, Zahlen
und anderen mathematischen Bezeichnungen
fort. Wenn Alexander von Humboldt vor
rund 160 Jahren, fast vier Jahrzehnte nach
Eulers Tod, keine bessere Empfehlung fiir
den jungen genialen Mathematiker Dirichlet
an GauB zu geben vermochte als die, daB sich
jener ,auf den besten Eulerschen Wegen*
bewege, so ist in nicht geringerem Grade
auch heute noch der Name Leonhard Euler
lebendig. Er ist zu einem aus der Mathematik
wie aus der geistigen Kultur iiberhaupt nicht
wegzudenkenden Begriff geworden. Sein Wir-
ken spielt zudem in der Geschichte der Be-
gegnung der deutschen und der russischen
Wissenschaft eine herausragende Rolle; mit
seinem Namen ist die freundschaftliche Zu-
sammenarbeit von Mathematikern der DDR
und der UdSSR verkniipft. Als 1957 seines
250. Geburtstages gedacht wurde, gaben die
Akademie der Wissenschaften der DDR und
der UdSSR zwei koordinierte Festschriften

mit emnem gemeinsamen Serientitel heraus;
die Gedenkfeiern in Berlin und Leningrad er-
folgten in gegenseitiger Abstimmung und
unter wechselseitiger Beteiligung; zahlreiche
Belege, wie gemeinsame Editionen u.a. Ver-
6ffentlichungen, zeugen vom Zusammenwir-
ken von Mathematikhistorikern der DDR
und der UdSSR bei der Pflege des Eulerschen
Erbes. Das Gedenken an Eulers 200. Todes-
tag wird diese engen Bezichungen erneut
manifestieren. . -

Der am 15.4.1707 in Basel in der Schweiz
geborene Euler erkannte friihzeitig seine Be-
stimmung: Dem Fortschritt der Mathematik
und ihrer Anwendung zu dienen. Urspriing-
lich dazu ausersehen, den Beruf seines Vaters,
das heiBt den eines Geistlichen, zu ergreifen,
wandte er sich unter dem Eindruck, den die
Vorlesungen Johann (I.) Bernoullis auf ihn
machten, der Mathematik zu. Da Euler in der
Heimat keine ihm gemiBe Stellung finden
konnte, ein Los, das er mit manchen talentier-
ten Landsleuten teilte, ging er 1727 an die

Bild 3

Petersburger Akademie der Wissenschaften,
die, kiirzlich gegriindet, vielen jungen begab-
ten Gelehrten aus Mittel- und Westeuropa
Schaffensmoglichkeiten bot. In Petersburg
wirkte Euler bis 1741 und spéter von 1766 bis
zu seinem Tode im Jahre 1783, also insge-
samt tiber 30 Jahre. In der ersten Petersburger
Periode entstanden diejenigen Arbeiten
Eulers, die seinen Namen bald in der Welt
bekannt und dann berithmt werden lieBen.
Wihrend seines zweiten Petersburger Aufent-
haltes schuf Euler die reifen Alterswerke, die
noch fast 80 Jahre lang nach seinem Ableben
die Petersburger Akademie-Verdffentlichun-
gen zieren sollten. Zwischen 1741 und 1766
liegt Eulers Tatigkeit an der Berliner Akade-
mie der Wissenschaften, seit 1744 als Direktor
der mathematischen Klasse und spiter zeit-
weise als amtierender Prisident, wenn ihn
auch der PreuBenkonig nie als solchen be-
stitigte. Es waren dies Jahre erfolgreichsten
Schaflens; Euler wurde zum mathematischen
Lehrmeister Europas.

Der bekannte sowjetische Mathematiker V. 1. Smirnov im Gesprich mit Mitgliedern der
DDR-Delegation zu Eulers 250. Geburtstag am 15.4. 1957 im Turm des Akademie-
gebdudes in Leningrad, Eulers ehemaliger Wirkungsstitte.

Vordere Reihe von links: Akademiker Smirnov; der Verfasser; Prof. H. Grell, Berlin;
Prof. O.-H. Keller, Halle. Hintere Reihe von links: Dr. G. K. Michajlov, Moskau; Direktor

V. L. Cenakal, Leningrad
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DaB Euler Petersburg verlieB, um einem Rufe
des Konigs Friedrich II. von PreuBlen nach
Berlin zu folgen, hatte seine Ursachen in der
unsicheren Lage wihrend der Thronwirren in
RuBland und in dem Leiter der Petersburger
akademischen Kanzlei. In Berlin fiihlte sich
Euler zunichst sehr wohl. Des Kénigs Hoff-
nung, der Berliner Akademie durch die Mit-
gliedschaft und Mitarbeit beriihmter Gelehr-
ter Glanz und Geltung zu verleihen, die auf
ihn selbst zuriickstrahlen sollten, wurde von
Euler véllig erfiillt. Er widmete seine ganze
Kraft der Akademie. Nicht nur auf wissen-
schaftlichem, sondern auch auf wissenschafts-
organisatorischem und administrativem Ge-
biete war der auf der Hohe seiner Jahre ste-
hende, im Geist seines Zeitalters der Auf-
klirung wirkende Euler ohne Unterla8 erfolg-
reich tdtig. Aber im Laufe der Jahre traten
eine Reihe von sich mehr und mehr verstir-
kenden Unzutriglichkeiten ein, die schlie-
lich zu Eulers Riickkehr nach Petersburg
fithrten.

Es wiirde zu weit gehen, wollten wir an dieser
Stelle alle beabsichtigten und unbeabsichtig-
ten Krdankungen und Verstimmungen auf-
fithren, die Eulers Weggang bewirkten. Be-
gniigen wir uns mit der Feststellung, daB
Euler, der in diesen Jahren profilierteste Ver-
treter einer Wissenschaft, die Friedrichimmer
fremd geblieben ist, alles andere als ein amii-
santer und unterhaltsamer Plauderer war,
wie sie der Konig in Gestalt der Franzosen,
die damals an der Berliner Akademie domi-
nierten, schétzte. Euler hat iibrigens beinahe
ohne Unterbrechung die Verbindung zur
Akademie in Petersburg von Berlin aus auf-
rechterhalten: Er korrespondierte mit M. W.
Lomonossow, dem ,,Vater der russischen
Wissenschaft‘, junge russische Gelehrte wur-

Bild 4

Nach der Einweihung einer Gedenktafel an
Eulers Wohnung in Leningrad an seinem
250. Geburtstag (15. 4. 1957):

(von rechts) Prof. Euler, UdSSR ; Prof. Kurt
Schroder, Berlin; Hauptingenieur Euler,
UdSSR ; der Verfasser
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den in seinem Berliner Heim aulgenommen
(Euler beherrschte iibrigens die russische
Sprache), er veroffentlichte wihrend seiner
Berliner Zeit in den Abhandlungen der Peters-
burger fast die gleiche Anzahl Arbeiten wie in
den Schriften der Berliner Akademie. Nach
seiner Riickkehr nach Petersburg, wo ihm von
der Zarin Katharina II. glinzende materielle
Bedingungen geboten wurden, traf Euler ein
schreckliches Ungliick. War er 1735 bereits
auf einem Auge erblindet, so verlor er nun das
Augenlicht nahezu vollig. Seine wissenschaft-
liche Produktivitit wurde dadurch nicht be-
eintriachtigt. Diktierend schuf er weiterhin
Arbeit nach Arbeit. Allein durch seine der
Pariser Akademie eingereichten Preisschrif-
ten gewann Euler im Laufe der Zeit rund
30000 Livres (in heutiger Kaufkraft an die
300000 Mark). Am 18. September 1783 starb
er, ohne daB ihn ein ldngeres Leiden gequilt
hitte.

Bei Leonhard Eulers Tod lebten noch drei
seiner Sohne: Johann Albrecht, der, wenn
auch in geringegem Umfange, die mathemati-
sche Begabung seines Vaters geerbt hatte,
Mitglied der Berliner Akademie und seit
1769 Bestdndiger Sekretir der Petersburger
Akademie der Wissenschaften, Karl, ein Arzt
und Mitglied der Petersburger Akademie,
und Christoph, der sich dem Militérdienst ge-
widmet hatte und den Rang eines russischen
Generals erreichte. Noch heute gibt es Nach-
fahren Eulers in der Sowjetunion, in denen
die mathematische Begabung ihres Ahnen
fortlebt.

Man rithmte an Euler einen ausgeglichenen
und heiteren Charakter. Ausgesprochener
Familiensinn, 6konomisches Denken und na-
tiirliches Benehmen waren ihm eigen. Wie
viele bedeutende Mathematiker war auch
Euler ein groBer Freund der Musik. Eine rie-
sige Arbeitskraft, ein erstaunliches Gedécht-
nis, eine phinomenale Konzentrationsfahig-
keit und ein beispielloser Ideenreichtum
zeichneten Euler aus.

Euler bereicherte die mathematischen Wis-
senschaften, begriindete ganze Disziplinen,
stieB in unerforschtes Neuland vor und
wirkte durch seine Lehrbiicher, in seinen
Schiilern und Nachfolgern fort. Eulers Gro8e
ist letzten Endes in der entscheidenden Be-
deutung der Mathematik fiir die exakten Na-
turwissenschafien, fiir die Technik und die
Wirtschaft, fiir die Nutzbarmachung der
Natur fiir menschliche Zwecke begriindet. Er-
wihnt sei das Ergebnis der Realisierung von
Vorschligen Eulers fiir den Bau einer Wasser-
turbine: Thr Wirkungsgrad bleibt um keine
10", hinter dem einer modernen Turbine
zuriick. Indem Euler in der Mathematik her-
vorragende Entdeckungen machte, schuf er
Voraussetzungen fiir den Fortschritt der
Menschheit. Er fertigte nicht nur das mathe-
matische Werkzeug, mit dem die groBen
Naturforscher, Techniker und Mathematiker
des vorigen Jahrhunderts operierten, es stin-

dig vervollkommnend und erweiternd, an
Strenge der Beweisfithrung die genialen In-
duktionen Eulers bald iibertreffend, seine epi-
sche Breite durch konzentrierte Kiirze er-
setzend, sondern fiihlte sich selbst stets zu den
Anwendungen der Mathematik hingezogen.
Er gab der Praxis Impulse und empfing wieder
von ihr Anregungen. GauB, der wohl her-
vorragendste deutsche Mathematiker, cha-
rakterisierte 1847 diese Wechselwirkung, in-
dem er sagte, Euler habe in der Beschifti-
gung mit Problemen der reinen Mathematik
,eine Erholung von und eine Stirkung zu
anderen der unmittelbaren praktischen An-
wendung néiher liegenden Arbeiten* gefun-
den.

Der fithrende sowjetische Mathematikhisto-
riker A.P.JuSkevi¢, der bedeutendste Euler-
forscher unserer Tage, hat eine Klassifizie-
rung der Arbeiten Eulers vorgenommen, die
dies Bild ergibt:

40 74 der Studien Eulers liegen auf den Gebie-
ten der Algebra, Zahlentheorie und Analysis,
18 % sind der Geometrie gewidmet, 28 5 be-
fassen sich mit Mechanik und Physik, 11%%
beziehen sich auf astronomische Fragestellun-
gen. Der Rest verteilt sich auf die Ballistik, die
Kartographie, das Schiffs- und das Bauwesen,
auf Musiktheorie, Theologie und Philosophie.
Sogar landwirtschaftlichen Fragen wandte
Euler seine Aufmerksamkeit zu. Zahlreiche
Gutachten zeugen von Eulers Beschiftigung
mit technischen Aufgaben.

Leonhard Euler war ein beispiellos fruchtba-
rer Gelehrter. In seinem Heimatland werden
seit 1911 seine gesamten, franzGsisch, latei-
nisch und deutsch abgefaBten Werke sowie
seine Briefe unter dem Titel ,,Leonhardi Eule-
ri Opera Omnia** herausgegeben. Die Aus-
gabe ist auf rund 85“Binde im Lexikon-
format mit etwa 40000 Druckseiten veran-
schlagt. Die Edition der Werke geht ihrem
Ende zu, wahrend die der Briefe noch einige
Jahre in Anspruch nehmen wird.

Diese Ausgabe, die die Schweizerische Natur-
forschende Gesellschaft durch ihre Euler-
Kommission fiir ihren groBen Landsmann
unter internationaler Beteiligung veranstaltet,
ist ein literarisches Denkmal, wiirdig der Be-
deutung des Genies Leonhard Eulers fiir die
mathematischen Wissenschaften, deren Nut-
zen dieser einst so charakterisierte: ,,Die ge-
samte Mathematik befaBt sich aber mit dem
Aufsuchen unbekannter Gréf8en. Zu diesem
Zwecke zeigt sie uns die Methoden oder
gleichsam die Wege, die zur Wahrheit fiihren;
sie macht die verborgensten Wahrheiten aus-
findig und setzt sie ins richtige Licht. So
schirft sie einerseits unsere Denkkraft, berei-
chert aber auch andererseits unsere Kennt- -
nisse. Beides sind Ziele, die gewiB der gréBten
Miihe wert sind. Die Wahrheit ist an sich eine
Kostbarkeit; da mehrere Wahrheiten, unter
sich verkpiipft, hohere Zusammenhdange erge-
ben, ist jede von Nutzen, selbst wenn dieser
zuerst nicht ersichtlich ist."  K.-R. Biermann



Eine wenig
bekannte Aufgabe von

Leonhard Euler

Februar 1748

Euler schrieb im Februar 1748 aus Berlin an
seinen Freund Goldbach in Petersburg lol-
gende Zeilen:,,Ich bin neulich auf nachfolgen-
des theorema geometricum (geometrischer
Satz) gefallen, welches mir merkwiirdig zu
sein scheint. Ndmlich, gleich wie in einem
jeden parallelogrammo (Parallelogramm) die
summa quadratorum laterum (Summe der
Quadrate der Seiten) der summae quadra-
torum diagonalium (Summe der Quadrate der
Diagonalen) gleich ist, so ist in einem jeden
quadrilatero non parallelogrammo (Viereck,
das von einem Parallelogramm verschieden
ist) die summa quadratorum laterum (Summe
der Quadrate der Seiten) groBer als die
summa quadratorum diagonalium (Summe
der Quadrate der Diagonalen), und der ex-
cessus (UberschuB) kann also konzinne (ge-
nau) angegeben werden:

A2321 A Man bisezire (halbiere) in dem tra-
pezio (Viereck) ABCD die diagonales (Dia-
gonalen) AC und BD in N et (und) M und
jungiere (verbinde) die Linie M N, so wird sein

AB?+BC?*+CD?*+DA?
=AC2+BD*>+4MN2"

]
Bild 1

Euler verallgemeinert mit diesem Satz das fiir
Parallelogramme bekannte Ergebnis. Fiir
Parallelogramme fdllt M mit N zusammen,
so daB der letzte Summand auf der rechten
Seite der Gleichung gleich null ist. Fiir belie-
bige Vierecke wird er im allgemeinen groBer
als null sein.

Bild 2 A 8

D c

Fir Parallelogramme gilt
2AB?+2BC*=AC?+BD?

Goldbach fand einen Beweis liir die von Euler
gestellte Aufgabe, der uns aber nicht erhalten
ist. Im Juni 1748 teilte Euler seinen eigenen
Beweis Goldbach mit, und dieser Brief Eulers
ist erhalten. Die entsprechende Stelle lautet
s0:

Lésung: ,.Sit propositum trapezium ABCD
cum diagoniis AC, BD; compleatur primo
parallelogrammum ABED, cujus diagonales
AE, BD se in G bisecabunt. Tum ducta CE
compleatur parall ACEF cum diag. CF,
ductisque BF, DF erit quoque BCDF parall.
Jam cum in omni parallelogrammo summa
quadr. diag.=summae quadr. laterum ex
O ACEF erit AE*+CF?=2A4C?*+2CE?,
ex [ BCDEerit BD*+CF?=2BC*+2CD?,
ergo 2AC*+2CE*— AE*=2BC*+2CD?
—BD?>=CF?* Porro 3 ABED dat AE?
+BD?=2A4B*+2AD?, quae aequatio ad pri-
orem addita dat

2AC*+2CE?+BD?
=2A4B*+2BC*+2CD*+2A4AD*—BD?
AC?*4+CE*+BD?
=AB?>+BC?4+CD*+ AD2. &
Bild 3

At quia AE uti et BD bisecta est in G,
bisectur quoque AC in H, et ducta GH erit
parallela ipsi CE ejusque semissi aequalis,
ita ut sit CE>=4GH? quo substitutio erit
AB*+BC2+CD?*+AD?
=AC?+BD?+4GH?. Q.E.D.

Nun folgt die Ubersetzung des lateinischen
Textes. Es war damals liblich, daB Gelehrte
untereinander lateinisch korrespondierten.
Wie die Aufgabenstellung zeigt, waren selbst
deutsch abgefaBte Briefe mit den lateinischen
Fachwortern durchsetzt. ,,Es sei ein Viereck
ABCD mit den Diagonalen AC, BD gegeben;
es werde zuerst zum Parallelogramm ABED
erginzt, so daB sich dessen Diagonalen AE,
BD in G halbieren. Danach ergiinze man CE
zum Parallelogramm ACEF mit der Dia-
gonalen CF, nachdem BF, DF ergidnzt wur-
den, ergibt sich das Parallelogramm BCDF.
Da jetzt in jedem Parallelogramm die Summe
der Quadrate der Diagonalen = Summe der
Quadrate der Seiten ist. ergibt sich aus

O ACEV

AE* +CF2=2AC*+2CE?,

O BCDF
BD?+CF*=2B(C%*+2CD?,

aus

2AC*+2CE*— AE?
=2BC?*+2CD*-BD*=CF>.
Danach ergibt &3 ABED
AE*+BD*=2AB?>+2A4D?,
diese Gleichung zur ersten addiert ergibt
2AC*+2CE?+BD?
=2AB*+2BC?*+2CD?*+2AD? - BD?
AC?+CE?+ BD*= AB*+BC*+CD?*+ AD*.

also

Aber weil AE sowie auch BD in G halbiert
ist, so wurde auch AC in H halbiert, und dabei
ist die Strecke GH parallel zu CE sowie halb
so groB, so daB CE*=4GH? ist, was durch
Ersetzen zu

AB%+ BC*+CD?+ AD?
=AC?*+BD*+4GH?* wird, wzbw™

(Zur Ubersetzung ist anzumerken, da das
Wort trapezium im Sinn von allgemeines
Viereck benutzt wird, was sich manchmal in
dem heutigen Trapezoid fiir allgemeines Vier-
eck wiederfindet. Diese Begriffsbestimmung
geht aufl Euklids Elemente zuriick.)

Fiir die ulpha-Leser aufbereiter von
Dr.R. Thiele

Titelseite der ,,Introductio in analysin in-
finitorum” (EinfGhrung in die Analysis des
Unendlichen) aus dem Jahre 1748. Euler
stellt an die Spitze des Buches den Begrifl
der Funktion, der ein zentraler Begriff der
Analysis ist. Euler schreibt, die Aufgabe der
mathematischen Analysis sei die Unter-
suchung veriinderlicher GréBen und ihrer
Funktionen.



Leonhard Euler

und die Fermatsche Vermutung

Eine ungelgste Aufgabe

In einer Zeit, als in den islamischen Lindern
bereits ein Niedergang der mathematischen
Forschung einsetzte, verfaBte der aus Syrien
gebiirtige, spiter in Persien lebende und dort
der Sekte der Schiiten angehdrende Beha ad-
Din (1547 bis 1622) eine Abhandlung, die er
»Essenz der Rechenkunst nannte. Die- Re-
chenkunst wire eine Wissenschalt, welche die
Auffindung unbekannter Zahlen vermdge
eigentiimlicher Kenntnisse lehre, und ihr
Objekt wire die Zahl. Der Verfasser hatte den
Stolf zu seinem Werk aus dlteren Biichern ge-
zogen. Seine Schr'ifl ist ,gewissermaBen der
letzte Blick, den ein Scheidender aul den
Glanz [ritherer Jahre zuriickwirft, um davon
dem Gedichtnis noch zu erhalten, was sich
retten JaBt“. (Dies schrieb der Mathematik-
historiker Georg H. F. Nesselmann (1811 bis
1881), der 1843 Beha ad-Din’s ,,Essenz der
Rechenkunst arabisch und in deutscher
Ubersetzung herausgab. Es sei erwdhnt, dal3
Alexander von Humboldt (1769 bis 1859)
diese Ausgabe 1846 bei seinen umlangreichen
Studien zum ,,Kosmos* gebrauchte.)

Das kleine Werk erfreute sich in Vorderasien
und Indien einer groBen Popularitit. Bis ins
19. Jahrhundert wurde es dort als Schulbuch
iiber-Algebra verwendet.

Am SchluB seiner Abhandlung fihrt Beha
ad-Din sieben Aulgaben an, deren Lsung
islamischen Gelehrten bis zu jener Zeit nicht
gelungen war: .
-Es sind den Gelehrten, welche in dieser
Disciplin [est sind, Aufgaben begegnet, auf de-
ren Auflosung sie ihr Nachdenken gerichtet,
und auf deren Aufsuchung sie ihre Augen ge-
wandt haben; sie haben sich an die Aufhe-
bung ihres Schleiers mit allen Kunstgrillen
gemacht, und um die Enthiillung ihres Vor-
hanges durch jedes Mittel bemiiht; aber sie
konnten keinen Weg dahin entdecken und
fanden zu jihnen keinen Wegweiser und kei-
nen Fiihrer. Diese sind seit alter Zeit als un-
auflosbar iibrig, sich empdrend gegen alle
Genies bis zu dieser Frist. Die Gelehrten von
Fach haben einige von ihnen in ihren Schrif-
ten erwihnt, und in ihren Sammlungen einen
Theil derselben vorgelegt, um darzuthun,
welche abschreckende Schwierigkeiten diese
Wissenschalt umfaBt, und um diejenigen, wel-
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che absolute Ausfihrbarkeit in Sachen des
Calculs sich anmaBen, zum Schweigen zu
bringen, um die Rechner zu warnen, daB sie
sich nicht um die Auflésung bemiihen, wenn
etwas dieser Art ihnen vorgelegt wird, und um
die mit glinzenden Fihigkeiten Begabten zu
ihrer Aullésung und Enthiillung anzuspor-
nen. Auch ich (ihre in dieser Abhandlung
sieben von ihnen als Muster auf, um den
Spuren Jener zu folgen und in ihre FuB-\
stapfen zu treten.”

Das vierte Beispiel lautet:

»Eine Kubikzahl soll in zwei Teile geteilt wer-
den, die auch Kubikzahlen sind.“

Probieren ohne Ende?

Betrachten wir die ersten zwolf Kubikzahlen:
1, 8, 27, 64, 125, 343, 512, 729, 1000, 1331,
1728. Man kann leicht durch Probieren fest-
stellen, daB keine dieser Zahlen die Summe
zweier anderer Kubikzahlen ist. LieBe sich
beispielsweise 1728 als Summe zweier Kubik-
zahlen schreiben, so kimen dafiir hochstens
729 und 1000 oder 512 und 1331 bzw. 343
und 1331 in Frage, aber deren Summe ist
1729, 1853 bzw. 1674, also groBer bzw. kleiner
als 1728. Also ist 1728=12* wirklich nicht
Summe zweier Kubikzahlen. So kdnnte man
die Kubikzahlen weiter untersuchen. Da es
aber zu jeder gegebenen Kubikzahl &* eine
groBere (k+1)® gibt, kime man selbst mit
einem Computer nie zu einem Ende, es sei
denn, man findet drei Kubikzahlen 43, b3, ¢?
mit a®>+b>=c>.
Die Vermutung, daB es unmdglich ist, die
Gleichung

2=x3+y*
in natiirlichen Zahlen x, y, z zu 16sen’ ist alt.
Den Versuch, diese Vermutung wirklich zu
beweisen, sollen schon vor iiber 1000 Jahren
islamische Mathematiker gemacht haben.

Die Fermatsche Vermutung

Im August 1659 formulierte Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) in einem Brief an seinen
Freund Pierre de Carcavy (1600 bis 1684)
den Satz, daB die Gleichung x> +)*=23 in
natiirlichen Zahlen unldsbar ist.

Fermat, den man ,.einen Pionier der neuen
Mathematik* nennt, wurde von den Zeitge-
nossen als uniibertroffener Meister der Zah-
lentheorie angesehen und gilt als der bedeu-
tendste Zahlentheoretiker vor Leonhard
Euler (1707 bis 1783). Seine zahlentheoreti-
schen Kenntnisse sind das Resultat mehr-
jahriger fortgesetzter Studien der 1621 er-
schienenen von Claude Gaspar de Bachet de
Meéziriac (1581 bis 1639) bearbeiteten grie-
chisch-lateinischen Ausgabe der ,,Arithmetik*
des Diophant von Alexandria (um 250 u.Z)).
Seine neuartigen zahlentheoretischen Frage-
stellungen, Beweismethoden und Einzelergeb-
nisse formulierte Fermat vorwiegend in Brie-
fen, aber auch als Randnoten der in seinem
Besitz befindlichen Biicher. Die Anmerkun-
gen zur , Arithmetik* wurden 1670 in der von
Fermats Sohn herausgegebenen Diophant-
ausgabe abgedruckt.

In der um 1637 geschriebenen Randglosse
Fermats zur Aufgabe I1.8 des Diophant, eine
gegebene Quadratzahl in die Summe zweier
Quadratzahlen zu zerlegen, wird erstmalig die
Behauptung ausgesprochen, dafl die Glei-
chung x"+)y"=2z" fiir jede natiirliche Zahl
n>2 keine Losung mit von Null verschiede-
nen ganzen Zahlen x, y, z besitzt (Fermat-
sche Vermutung). Fermat hitte einen wahr-
haft wunderbaren Beweis entdeckt; der Rand
wire nur zu schmal, um ihn darauf aufzu-
schreiben.

Die Gleichung x? +y? = 72

Fiir die Gleichung x" + y" = z" mit n=2kannte
man schon im Altertum Losungen (x, y, z) in
natiirlichen Zahlen x, y, z; z.B. (3, 4, 5),
(5, 12, 13), (8, 15, 17), (20, 21, 29). Diophafxt
machte in seiner ,,Arithmetik“ oft von der
Losung (p>—q%, 2pq, p*>+4q?) Gebrauch. In
der Tat, es gilt
(P*—a%’ +(2pa)* =(p* +4*).

Die Erkenntnis, daB alle Losungen der Glei-
chung x2+y?=z? in natiirlichen, teilerfrem-
den Zahlen x, y, z notwendig von der Form
(p? —4q2 2pq. p* +q*) mit natiirlichen, teiler-

_ fremden Zahlen p, q (p> q) sind, soll erstmalig

in einer anonymen arabischen Quelle im
10. Jahrhundert erwéhnt worden sein.

Fiir den Beweis dieser Aussage sei verwiesen
auf:

A.O.Gelfond: Die Auflosung von Gleichungen
in ganzen Zahlen (Diophantische Gleichungen).
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften.
Mathematische Schiilerbiicherei Band 22. (§3.)
H. Pieper: Die komplexen Zahlen. VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften. Mathema-
tische Schiilerbiicherei Band 110. (9. Kapitel.)
Die der quadratischen Gleichung x? + y? =22
so dhnliche kubische Diophantische Glei-
chung x? + y? = z* konnte trotz angestrengter
Bemiihungen zunichst nicht bewiltigt wer-
den, bis schlieBlich Euler in seiner ,Voll-
stindigen Anleitung zur Algebra* (St. Peters-



burg 1770) - gestiitzt auf Sitze iiber die Form
x?+3y? aus dem Jahre 1763 — die Unmég-
lichkeit der Losung in ganzen Zahlen bewei-
sen konnte. C. F. GauB (1777 bis 1855) gab
spiter einen anderen Beweis.

Der Fall n=4 wurde schon von Fermat be-
wiesen.

Euler als Zahlentheoretiker

Die meisten der zahlentheoretischen Studien
Eulers wurzeln in den Untersuchungen von
Fermat und Diophant.

Die erste zahlentheoretische Abhandlung leg-
te der 25jdhrige Euler 1732 der Petersburger
Akademie vor. Hierin widerlegte er die Be-
hauptung Fermats, alle Zahlen der Form

22" 4 1 seien Primzahlen. Mit dieser Aussage
hatte sich Euler aul Anregung von Christian
Goldbach (1690 bis 1764) schon seit 1729 be-
schiftigt. Goldbach, ein vielseitiger Gelehrter
mit groBem mathematischem Verstindnis
und Ideenreichtum, war der erste stindige Se-
kretir der 1725 gegriindeten Petersburger
Akademie der Wissenschaften. Euler war 1727
nach Petersburg gekommen. (Er ist 1741 nach
Berlin iibergesiedelt und 1766 nach Peters-
burg zuriickgekehrt.) Das Zusammensein
Goldbachs mit Euler dauerte nur wenige
Jahre, da Goldbach seinen Wohnsitz nach
Moskau verlegte. Der nun cinsetzende Brief-
wechsel, vorzugsweise iiber mathematische
Fragen, wurde fiir beide Gelehrte von groBter
Bedeutung. Euler empfing von Goldbach viele
Anregungen. Beide stimmten darin iiberein
(wie Goldbach in einem Brief an Euler for-
mulierte), daB ,,es nicht fiir undienlich zu hal-
ten sei, daB man auch diejenigen propositio-
nes [Sitze] anmerke, welche sehr probabiles
[wahrscheinlich] sind, ohngeachtet es an
einer wirklichen Demonstration [ Beweis] feh-
let*.

In einer im Jahre 1738 verfaBten Abhandlung
bewies Euler die Fermatsche Vermutung fiir
n=4. (Es sei auf das oben angegebene Buch
von A. O. Gelfond verwiesen.)

Mitte des 19. Jahrhunderts wurde ein 1844 im
NachlaB Eulers aufgefundenes Manuskript
zur Zahlentheorie publiziert. Diese 16 Kapitel
liber Zahlentheorie stellen hochstwahrschein-
lich den Versuch eines Lehrbuches iiber den
Gegenstand dar, das aber unvollendet geblie-
ben ist. Euler hat das Manuskript in den
Jahren 1748 bis 1750 verlaBt, also in jenen
Jahren, in denen Euler andere groBe Lehrbii-
cher (zur Analysis) schrieb. Wahrscheinlich
hatte Euler die Abfassung eines Lehrbuches
iiber Zahlentheorie als verfriiht erkannt und
lieB das Manuskript liegen. Eine zusammen-
fassende Theorie dieser Disziplin gab es da-
mals iiberhaupt noch nicht. (Diese hitte erst
von ihm pgeschalfen werden miissen.) Erst
mubBten in Spezialarbeiten die fehlenden Be-
weise fiir zahlreiche zahlentheoretische Ver-
mutungen erbracht werden.

Eulers Arbeiten zur Zahlentheorie umfassen

‘in der Werkausgabe allein 4 umfangreiche

Binde!

In einem Briel an Goldbach vom 4. August
1753 befindet sich der erste Hinweis, daB es
Euler gelungen war, die Fermatsche Vermu-
tung auch fir n=3 zu beweisen:

,»,Bei Fermat findet sich noch ein sehr schones
theorema, dgssen Demonstration [Beweis] er
sagt, gefunden zu haben. Némlich bei AnlaB
der Diophantaeschen Aufgabe, zwei quadrata
zu finden, deren Summ ein Quadrat ist, sagt
er, daBl es unmoglich sei, zwei cubos [Kubik-
zahlen] zu finden, deren Summ ein Kubus sei,
und zwei biquadrata, deren Summ ein biqua-
dratum [a* + b* =c*], und generaliter [allge-
mein], daB diese Formul a"+b"=c" allzeit
unmoglich sei, wann n> 2. Ich habe nun wohl
Demonstrationen gefunden, daB a* +b%+¢?
und a*+b*+c% wo + unméglich gleich
bedeutet. Aber die Demonstrationen fiir diese
zwei casus [Fille] sind so voneinander unter-
schieden, daB ich keine Moglichkeit sehe,
daraus eine allgemeine Demonstration fir
a"+b"+c" si [wenn] n> 2 herzuleiten.”

Im Brief an Goldbach vom 17.Mai 1755
schreibt er noch einmal dariiber:

»-Ew. Hochwohlgeb. ist der Beweis bekannt,
daB a® +b*+ p*. Neulich bin ich auch mit dem
Beweis zustande gekommen, daB @ + b3 + p*;
weiter kann ich aber auch nicht kommen.*
Ein 1759 gefundener Beweis findet sich —
allerdings nur im Voriibergehen und unter
Verweis auf eine frithere, wahrscheinlich nicht
publizierte Mitteilung — in einer 1763 in der
Schriftenreihe ,,Novi commentarii* der Pe-
tersburger Akademie gedruckten Abhand-
lung. Einige Jahre spiter (1770) bewies Euler
den Satz ausfiihrlich am Ende des 2. Teiles
seiner ,,Vollstindigen Anleitung zur Algebra*,

Die Beweismethode

Es sollen hier nur einige allgemeine Bemer-
kungen zu der von Euler verwendeten Be-
weismethode gemacht werden.

Es handelit sich um einen indirekten Beweis.
Es wird angenommen, daB es eine Losung der
Gleichung x> + y® =z* in natiirlichen Zahlen
x=a, y=b, z=c gibt, und dann gezeigt, daB
man mit dieser Annahme zu einer Aussage
kommt, die falsch ist. Dies bedeutet, daB auch
die Annahme falsch gewesen sein muB, also
die Gleichung in Wahrheit gar nicht in natiir-
lichen Zahlen 16sbar ist. Genau das sollte be-
wiesen werden.

Dieser indirekte Beweis wird mit einer Me-
thode gefiihrt, die Fermat ,,Methode des un-
endlichen Abstiegs" ([ranzosisch: la descente
infinie) nannte. Die Uberlegung ist einfach.
Es sei A(k) eine Aussage fiir eine natiirliche
Zahl k. (A(k) kann z. B. die folgende Aussage
sein: ,,Die Kubikzahl k3 14Bt sich als Summe
zweier Kubikzahlen schreiben.”) Es wird ge-
zeigt, daB aus der Richtigkeit von A(k) fir

irgendeine natiirliche Zahl k die Richtigkeit
von A(l) [ir eine gewisse kleinere natiirliche
Zahl I folgt. (Auch eine gewisse Kubikzahl /3
mit [ <k 1aBt sich als Summe zweier Kubik-
zahlen darstellen.) Dieser ,,Abstieg™ von k aul !
kann beliebig oft fortgesetzt werden: Aus der
Richtigkeit von A(]) folgt die Richtigkeit von
A(m) fiir eine gewisse kleinere natiirliche Zahl
m< I, usw. Das ist aber unméglich, da es eine
kleinste natiirliche Zahl gibt. A(k) muB also
falsch sein, fiir alle k. Der Grundgedanke der
Methode des unendlichen Abstiegs war schon
in der von Jaques Lefébre (1455 bis 1536)
1496 und 1514 edierten Ausgabe der ,,Arith-
metica“ des um 1260 lebenden Gelehrten Jor-
danus Nemorarius ausgesprochen. Die Be-
weismethode ist sogar in der Antike benutzt
worden, um zu beweisen, daB bei dem golde-
nen Schnitt die MaBzahlen der Teilstrecken
nicht rationale Zahlen sein konnen.
Fermat hat die ,,descente infinie” wiederent-
deckt und mit dieser Methode zahlreiche
zahlentheoretische Probleme in Angriff ge-
nommen. In Euler fand Fermat den groBen
Fortsetzer.
Fiir Eulers Beweis der Unmdglichkeit der
Losung der Gleichung x*+y*=2z? in natiir-
lichen Zahlen sei aul das folgende alpha-
Heft 3/83 verwiesen, wo er in der Original-
form aus seiner ,,Vollstindigen Anleitung zur
Algebra* wiedergegeben wird.

H. Pieper

Schriftprobe Eulers:
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Briefmarken
zum Thema Euler

Basel, im 4.Jh. von den Romern gegriindet,
Universitidtsstadt seit 1460, war im 15. und
16. Jahrhundert ein bedeutendes Zentrum der
Reformation und des Humanismus. Hier wur-
de Leonhard Euler am 15.4.1707 geboren,
hier studierte er ab 1720. Am S.4. 1727 verlieB
er seine Vaterstadt fiir immer. Die Schweizer
Briefmarke (1) aus dem Jahre 1960 zeigt das
Spalentor in Basel.
Die Schweizer Gedenkmarke (2) zum 250. Ge-
burtstag Eulers ist ebenso wie die aus glei-
chem Anlal erschienenen Marken (3) der
DDR und (4) der Sowjetunion nach einem
Bildnis Eulers von E.Handmann gestaltet,
das etwa zwischen 1753 und 1756 entstand.
Auf der sowjetischen Marke ist das Portrat
iibrigens seitenverkehrt wiedergegeben. Links
davon sieht man das Gebidude der Kunst-
kammer in Petersburg, das erste Domizil der
Petersburger Akademie. Die rechte Seite
symbolisiert Eulers Leistungen in der Astro-
nomie und Kartographie (vgl. hierzu den Ar-
tikel auf Seite 32/34). Am linken Rand der
Schweizer Marke liest man die Eulersche
Formel

e =cos¢ +isin¢g.
Der in dieser Formel mittels komplexer Zah-
len ausgedriickte Zusammenhang zwischen
der Exponentiallunktion und trigonometri-
schen Funktionen hat in der Folge nicht
wenig zur schlieflichen Anerkennung der
komplexen Zahlen beigetragen.
In der zehn Werte umfassenden DDR-Serie
zum 250. Geburtstag der Berliner Akademie
(1700 als Brandenburgische Sozietdt der Wis-
senschaften gegriindet, heute Akademie der
Wissenschaften der DDR) war der 1-P[-Wert
(5) nach dem von J.d’Arbes gemalten Alters-
bildnis Eulers gestaltet. Euler wirkte von 1741
bis 1766 an der Berliner Akademie. Zu
Jubilden der Petersburger Akademie, aus der
die Akademie der Wissenschaften der UdSSR
hervorging und an der Euler von 1727 bis
1741 sowie von 1766 bis zu seinem Tode 1783
insgesamt rund 31 Jahre arbeitete, gab es in
der Sowjetunion Gedenkmarken zum 220.
Jahrestag der Griindung (1945) und zum 250.
Jahrestag (1974). Letztgenannte Marke (6)
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zeigt wiederum den Turm der Petersburger
Kunstkammer sowie Globus und Zirkel als
Symbol fiir die besonders gepflegten Wissen-
schalten Geographie und Mathematik. Aufl
der Marke (7) von 1945 sieht man das spitere
Leningrader Hauptgebdude der Akademie.
(Der Hauptsitz der Akademie wurde jedoch
1934 nach Moskau verlegt.) AuBerdem zeigt
die Marke ein kleines Portrit von Michail
Wassiljewitsch Lomonossow (1711 bis 1765),
womit wir bei beriihmten Zeitgenossen Eulers
angelangt sind, die in mehr oder weniger
direkten Beziehungen zu Euler standen.
Lomonossow, aul dessen Initiative 1755 die
heute nach ihm benannte Moskauer Univer-
sitdt gegriindet wurde, war der erste russi-
sche Universalgelehrte von europidischem
Rang und das erste russische Mitglied der
Petersburger Akademie, der er seit 1745, also
gerade wihrend Eulers Berliner Jahren, ange-
hérte. Mit Euler, dessen Kontakte nach
Petersburg auch in dieser Zeit sehr intensiv
waren, verband ihn jedoch ein freundschaft-
licher Briefwechsel. Neben anderen Lomo-
nossow-Marken (u.a. auch in Ruménien
1961) erschien in der Sowjetunion die Marke
(8) zum 250. Geburtstag.

Mit Johann Andreas Segner (1704 bis 1777),
Mediziner, Physiker, Mathematiker und
Astronom an den Universitaten Jena, Gottin-
gen und Halle, begegnet uns aul der ungari-
schen Marke (9) aus dem Jahre 1974 ein
weiterer fleiBiger Briefpartner Eulers. Diese
Freundschaft wihrte iiber 25 Jahre, und Euler
wurde durch die Erfindung des Segnerschen
Wasserrades zu einigen auch heute noch be-
merkenswerten Abhandlungen tiber Turbinen
angeregl. (Das Segnersche Wasserrad, auf
dem Nebenfeld der Marke dargestellt, ent-
spricht etwa dem Prinzip heute gebrduch-
licher Rasensprenger.) '

Die bedeutendsten Mathematiker unter den
Zeitgenossen Eulers waren Jean le Rond
d’Alembert (1717 bis 1783) in Paris und
Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813), Nach-
folger Eulers an der Berliner Akademie, je-
doch ab 1787 ebenfalls wieder in Paris, die wir
auf den [ranzdsischen Marken (10) und (11)
aus dem Jahre 1959 bzw. 1958 sehen. Wih-
rend jedoch Euler zu Lagrange ein recht gutes
Verhiltnis hatte, waren sowohl die weltan-
schaulichen Positionen als auch die AufTas-
sungen von wesentlichen Begriflen der Ma-
thematik, die d’Alembert, einer der Heraus-
geber der Encyklopédie, vertrat, von denen
Eulers allzu verschieden, um - bei aller ge-
genseitigen Achtung — einen engeren geisti-
gen Kontakt zu ermoglichen.

Aus einer 1913 im zaristischen RuBland er-
schienenen Serie entnahmen wir Katharina II.
(12), die als deutsche Prinzessin mit Peter II1.
verheiratet, 1762 durch Beseitigung ihres Gat-
ten zur Alleinherrschaft gelangte und diese
bis zu ihrem Tode 1796 ausiibte. Unter ihrer
Regierung fand Euler bei seiner Riickkehr
1766 nach Petersburg wesentlich bessere Ar-

beits- und Lebensbedingungen als wihrend
seines durch hdufigen Thronwechsel ung poli-
tische Wirren gekennzeichneten ersten Peters-
burger Aufenthaltes.

Wir beschlieBen unsere kleine Briefmarken-
galerie mit Voltaire (eigentlich Francois Ma-
rie Arouet, 1695 bis 1778), dem beriihmten
franzosischen streitbaren Aufklidrer, Philoso-
phen und Schriftsteller, der wie kaum ein
anderer das geistige Klima des 18. Jh. geprigt
hat. (Diese wertvolle Marke stellte Prof.
Dr. H. WuBing, Leipzig, freundlicherweise zur
Verfiigung.) Von 1750 bis 1753 lebte Voltaire
am Hole Friedrichs II., wo er 1753 in den
beriihmten Akademieskandal um Mauper-
tuis, Koenig und das Prinzip der kleinsten
Wirkung mit literarischen Mitteln eingriff.
Ein paar Tropfen seines dtzenden Spottes
fielen dabei verdientermaBen auch auf Euler,
der hier aus religiosen und anderen person-
lichen Griinden die [alsche Partei ergriffen
hatte. Die Voltairemarke (13) erschien 1949.

P.Schreiber

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA  * 4p

In einer Banknoten-Serie der Schweiz wurde
1979 als letzter auch der 10-Franken-Schein
in Umlauf gebracht. Er ist dem Mathematiker
und Physiker Leonhard Euler gewidmet.

Das Hauptmotiv der Vorderseite ist ein Bild
Eulers. Links daneben erkennt man eine
Zeichnung des idealen ,,Zahl-Prolils“ eines
Zahnrades — eine von Eulers Entdeckungen.
Den Hintergrund bilden Diagramme (Euler-
Diagramme), die Euler zur Darstellung logi-
scher Schliisse verwendete.

Die drei Motive der Riickseite sollen an Eulers
Beitrige zur Hydrodynamik, Optik und
Astronomie erinnern.

Im einzelnen handelt es sich

a) um eine von Euler entworfene Wasser-
turbine, die allerdings erst lange nach seinem
Tode technisch realisiert werden konnte;

b) um das Schema eines Strahlenganges durch
ein System von Linsen;

c) um eine Darstellung unseres Sonnen-
Systems in Zusammenhang mit Eulers Mond-
theorie, die es erlaubte, verbesserte Tafeln der
Mondbewegung (wichtig fir die Schillahrt)
herzustellen.

Die Tatsache, da§ Euler bei der Vergabe der
sechs Wertstufen (10 sF bis 1000 sF) mit dem
niedrigsten Wert bedacht wurde, mag bewir-
ken, daB der Mathematiker unter den aus-
erwihlten GeistesgroBen die weiteste Verbrei-
tung findet.

Dr.Stark, Aachen
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Fuler und die Kartographie

Landkarten, vor allem solchen, die groBere
Teile der Erdoberfliche abbilden, liegen
heute selbstverstindlich stets mathematisch
exakt definierte Abbildungen der als kugel-
férmig angenommenen Erdoberfliche in die
Kartenebene zugrunde. (In speziellen Zu-
sammenhingen wird sogar die geringe Ab-
weichung der Erde von der Kugelgestalt be-
riicksichtigt.) Betrachtet man dagegen alte
Landkarten, die sich gerade heute wegen ihres
kulturhistorischen und dekorativen Wertes
einer rasch wachsenden Beliebtheit erfreuen,
so sieht man sofort, daB diese Karten nicht
nur die eigentlichen geographischen Sachver-
halte recht phantasievoll und ungenau be-
handeln, sondern daB ihnen haufig keine ex-
akten Gradnetzentwiirfe zugrunde liegen. Da
Euler in der Entwicklung der geometrischen
Aspekte der Kartographie eine gewisse Rolle
gespielt hat, wollen wir diese Entwicklung
hier in groBen Ziigen skizzieren und Eulers
Leistung in den historischen Zusammenhang
einordnen.

Die Kugelgestalt der Erde galt schon im anti-

ken Griechenland als gesichert, und der alex-
andrinische Mathematiker Eratosthenes
(~ 276 bis ~ 195 v.u.Z.) hatte durch ein
scharfsinniges Experiment sogar den Erd-
radius anndhernd richtig bestimmt. Den
Griechen war auch spitestens seit Hipparch
(~ 190 bis 125 v.u.Z.) eine interessante,
heute als stereographische Projektion be-
zeichnete Abbildung der Kugeloberfliche in
die Ebene bekannt, die die folgenden beiden,
den griechischen Mathematikern ebenfalls be-
kannten Eigenschaften aufweist:

1. Die stereographische Projektion ist kreis-
verwandt, d. h., alle Kreise der Kugeloberfliche
werden in Kreise bzw. in Ausnahmefillen in
Geraden der Bildebene iiberfiihrt, und umge-
kehrt ist jeder Kreis und jede Gerade der Bild-
ebene Bild eines Kreises der Kugeloberfliche.
2. Die stereographische Projektion ist winkel-
treu, d.h., je zwei Kurven (insbesondere
Kreise) der Kugeloberfliche schneiden sich
unter dem gleichen Winkel wie die entspre-
chenden Bildkurven in der Bildebene.

(Die Definition der stereographischen Pro-

jektion ist in Bild 1 dargestellt.) Merkwiirdi-
gerweise scheinen die Griechen die stereo-
graphische Projektion nur fiir Himmelskarten

benutzt zu haben. Klaudios Ptolemaios
(~85 bis ~160 u.Z.), der als Vollender
sowohl der antiken Astronomie als auch der
antiken Geographie gilt, bewies ihre oben ge-
nannten Eigenschaften in der Abhandlung

. Planispaerium, fiir seine bis ins spite Mittel-

alter immer wieder kopierte Weltkarte je-
doch verwendete er sie nicht. Vielleicht war
er sich der Ungenauigkeit der damals verfiig-
baren geographischen Informationen zu be-
wuBt. Es wiirde durchaus dem Geist der
Griechen entsprochen haben, eine so reine
Sache wie die Mathematik nicht mit der von
so vielen UnregelméBigkeiten und Zuféllig-
keiten beherrschten irdischen Geographie zu
vermengen.

Bild 1

D= f(D) f(P)

Als Projektionszentrum dient bei der stereo-
graphischen Projektion ein beliebiger Punkt
Z der abzubildenden Kugeloberfliche K, als
Bildebene e die Tangentialebene an K im zu Z
diametralen Punkt D der Kugel. Jedem von
Z verschiedenen Punkt P von K wird der
Schnittpunkt der Geraden PZ mit der Bild-
ebene e als Bildpunkt f(Z) zugeordnet. Nur Z
selbst hat keinen Bildpunkt. Genau die Kreise
der Kugeloberfliche, die durch Z verlaufen,
werden in Geraden von e abgebildet. Warum?

Aus Platzgriinden miissen wir die vielen ge-
wichtigen Beitrige der islamischen Gelehrten
des 9. bis 15.Jh. zur Geographie, Karto-
graphie und Vermessungskunde hier iiberge-
hen, zumal sie (im Gegensatz zu den astro-
nomischen und mathematischen Leistungen
der orientalischen Welt) die europiische Ent-
wicklung nicht wesentlich beeinfluBt haben.
Da wihrend des européischen Mittelalters
sogar die Kugelgestalt der Erde wieder be-
zweifelt oder gar geleugnet wurde, waren in
dieser von der christlichen Kirche bestimmten
Zeit irgendwelche Fortschritte in Richtung

Die Berliner Akademie gab Kalender und
Landkarten heraus, um durch die damit ver-
bundenen Einnahmen die Finanzlage der
Akademie zu verbessern. 1760 erschien ein
von Leonhard Euler im Auftrage der Akade-
mie herausgegebener ,,Geographischer At-
las* aus 44 Landkarten. Unser Bild zeigt eine
Erdhalbkugel mit eingezeichneter Deklina-
tion der Magnetnadel. Euler hebt im Begleit-
text hervor, daB eine &hnliche K arte in keinem
anderen Atlas zu finden sei.



mathematischer Behandlung der Kartogra-
phie nicht zu erwarten. Das mit den groBen
geographischen Entdeckungen einsetzende
Zeitalter der Hochseeschiffahrt belebte je-
doch das Interesse an exakten Positionsbe-
stimmungen und genauen Karten aufler-
ordentlich. Man kann sagen, daB die Bediirf-
nisse der Navigation und der mit der Festi-
gung feudalabsolutistischer Nationalstaaten
aufbliihenden Landesvermessung vom Be-
ginn des 16. bis zum Ende des 18. Jh. eine der
wesentlichsten Triebkrifte fir die Entwick-
lung von Astronomie und Mathematik bil-
deten.

Ein erster Fortschritt wurde durch di¢ Ein-
fiihrung der Mercator-Projektion fiir Seekar-
ten erzielt, die dadurch ausgezeichnet ist, daB
sie alle loxodromen Kurven der Kugel-
(bzw. Erd-)oberfliche in Geraden der Kar-
tenebene iiberfiihrt. Dabei versteht man un-
ter einer loxodromen Kurve eine solche, die
alle Langen- (und damit auch alle Breiten-)
kreise unter einem festen konstanten Winkel
schneidet, die lolglich einem Schiffsweg kon-
stanten Kurses entspricht. Die Mercator-
projektion ist nach dem flimischen Geogra-
phen Gerhard Mercator (eigentlich: Kremer,
1512 bis 1594) benannt, der sie 1569 zur Dar-
stellung einer Weltkarte anwandte.

/\M

/
%-__________
/J

P

r|(og Im(!»’!?———

190° Lénge = [0°—

wed!
e +—
M

//

astl. Longe 140°

=1 — ————-————'—/
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Mercator-Entwurf, im Prinzip nach oben und
unten unbegrenzt. Jede Loxodrome wird als
unendliche Folge paralleler Strecken zwi-
schen den die Karte begrenzenden Bildern des
180°-Meridians abgebildet. Auf der Kugel
nihert sie sich beiden Polen in einer unbe-
grenzten Spirale. Ausnahmen bilden nur die
zu den Kurswinkeln 0° (Breitenkreise) und
90° (Meridiane) gehdrigen Loxodromen.

Das Prinzip wie auch die Begrifle loxodromer
Kurs und orthodromer (d. h. dem kiirzesten
Weg entsprechender) Kurs sind jedoch schon
vorher von dem portugiesischen Mathema-
tiker Pedro Nuifiez (1502 bis 1578) eingefiihrt
worden, der ibrigens auch die nach ihm als
Nonius (latinisierte Form von Nufiez) be-
nannte Ablesevorrichtung erfand. Sowohl
Nonius als auch Mercator konnten das sich
stetig dndernde Verhiltnis der Breitengrade

zu den konstant abgebildeten Langengraden,

das den ,,Mercatoreffek(** hervorruft, nur .

ndherungsweise empirisch bestimmen. Um es
exak{ formelmiBig zu beherrschen, mufl man
eine Differentialgleichung 16sen. Diese Aul-
pabe l3ste, ebenfalls mit noch nicht durch-
gebildeten Methoden, 1599 der englische Ma-
thematiker und Kartograph Edward Wright
(~ 1558 bis 1615).

Seit der ersten europdischen Gradmessung
durch den Franzosen Jean Fernel im Jahre
1525 wurden wiederholt groBangelegte Ver-
messungen zur immer genaueren Bestimmung
des Erdradius und schlieBlich auch des Ab-
plattungsfaktors durchgefithrt, an denen
namhaflte Mathematiker wie W. Snellius
(1591 bis 1626), G. D. Cassini (1625 bis 1712),

“P.de Maupertuis (1698 bis 1759) und A.C.

Clairaut (1713 bis 1756) unmittelbar mitwirk-
ten. Die Verbesserung der Methoden zur geo-
graphischen Ortsbestimmung, teils durch
astronomische Beobachtungen, teils durch
Triangulation im Geldnde, vor allem aber
die genauere Bestimmung der geographischen
Linge mittels der Differenz def Ortszeiten
durch die von dem britischen Uhrmacher
J. Harrison (1693 bis 1776) zu hoher Pri-
zision entwickelten Chronometer, gestatteten
nun erstmals die Herstellung wirklich ge-

Bild 2

Bild des zur
Breite ¢ gehorigen
Breitenkreises

Aquator

nauer, an Gradnetzen orientierter Landkar-
ten.

Eine eigentlich mathematische Behandlung
des Problems, Abbildungen der Kugelober-
fliche auf eine Ebene so zu bestimmen, daB
dabei bestimmte Eigenschaften wie Winkel-

Bild 3

1

/ p
Beispiel einer flichentreuen kartographischen
Abbildung:

Lamberts flichentreuer Zylinder-Entwurf.

Als Karte dient der Mantel des umbeschriebe-
nen Zylinders.

(9

treue, Flichentreue o. 4. erfiillt sind, tritt erst
in den Anmerkungen und Zusdtzen zur Ent-
werfung der Land- und Himmelscharten (1772)
von J. H. Lambert (1728 bis 1777) auf. Lam-
bert charakterisierte solche Eigenschaften der
kartographischen Abbildungen durch Diffe-
rentialgleichungen, {ir die er allerdings noch
keine allgemein wirksamen Losungsmetho-
den angeben konnte. Dafiir bereicherte er in
dieser kleinen Schrift die Kartographie um
eine panze Palette spezicller Abbildungsver-
fahren, die bis heute zum eisernen Bestand der
praktischen Kartographie gehdren. So taucht
der Name Lambert in jedem Atlas dort auf,
wo die fiir die einzelnen Karten verwende-
ten Projektionen genannt werden. Weilere
Stationen der nun einsetzenden Entwicklung
sind durch die Namen von L. Euler (1707 bis
1783), J.-L. Lagrange (1736 bis 1813) und
C.F.GauB (1777 bis 1855) markiert. La-
grange gab 1779 die allgemeinste Losung der
von Lambert aufgesteliten Differentialglei-
chungen an und verallgemeinerte das Problem
auf die winkeltreue Abbildung beliebiger Ro-
tationsflichen in die Ebene. Bei GauB schlieB-
lich schlagt das konkrete Problem der karto-
graphischen Abbildung in eine neue Qualitét
um: Es werden allgemeine Prinzipien fiir die
Abbildung beliebiger gekriimmter Flachen in
die Ebene untersucht, und die innere Geo-
metrie_solcher Flichen (d. h. diejenige Geo-
metrie, die auf dem innerhalb der Flichen
gemessenen kiirzesten Weg zwischen zweien
ihrer Punkte beruht) wurde aus der Taufe ge-
hoben. GauB war aber zu sehr angewandter
Mathematiker, um die so gewonnenen tief-
liegenden Erkenntnisse nicht wieder in der
héheren Geodisie anzuwenden, jenem Zweig
der Vermessungskunde, dessen Ziel die ge-
naue Vermessung der hochst unregelmiBigen
tatsichlichen Gestalt des Erdkorpers ist.

Wenden wir uns nun Euler zu. Seit dem Aul-
schwung des Russischen Reiches unter Pe-
ter 1. (1672 bis 1725) gehorte die genaue Er-
kundung und kartographische Erfassung des
riesigen Territoriums zu den besonders ge-
forderten staatlichen Aufgaben, woran je-
doch zwei voneinander unabhéngige und sich
gegenseitig die Zustandigkeit bestreitende In-
stanzen arbeiteten: der Senat unter Iwan
Kirilow (1689 bis 1737), dessen Atlas des All-
russischen Reiches schon 1734 erschien (als
. Koordinatensystem* war hier kurioserweise
das weitverzweigte System der russischen
Wasserldufe benutzt worden) und das Geo-
graphische Departement der Petersburger
Akademie unter der Leitung des franzosi-
schen Kartographen J.N. Delisle (oder de
I'Isle, 1688 bis 1768), der von 1726 bis 1747 in
Petersburg wirkte. 1735 gewann er Euler als
Mitarbeiter, der sich zuvor schon an den Vor-
bereitungen fiir die groBe Nordrussische oder
Kamtschatka-Expedition (1733 bis 1743) zur
Erkundung der russisch-sibirischen Nord-
kiiste beteiligt hatte. 1737 verfaBten beide
gemeinsam die erste auf wissenschaftlichen
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Grundlagen beruhende General-Instruktion
fitr die russischen Geodédten, um den Zulauf
zuverldssiger und nach einheitlichen Metho-
den gewonnener Detailkarten zu sichern. Der
Verarbeitung dieser Karten gab Euler selbst
die Schuld am Verlust der Sehkraft seines
rechten Auges 1738 (nicht 1735, wie auf
Grund einer falschen Information durch den
Mitarbeiter Eulers, N. FuB, meist zu lesen ist).
" In diesen Jahren soll Euler fast tiglich viele
Stunden im Biiro des Geographischen De-
partements gearbeitet haben. 1740 verfafte
Euler einen Vorschlag zur Verfertigung einer
General-Charte von dem Russischen Reiche.
In dem 1745 von der Akademie endlich her-
ausgegebenen Atlas des Russischen Reiches
waren jedoch trotz vieler Verbesserungen
gegeniiber seinem Vorginger weder der Vor-
schlag Eulers noch die Ergebnisse der Kam-
tschatka-Expedition beriicksichtigt worden.
Euler selbst weilte ja zu dieser Zeit bereits
seit vier Jahren in Berlin.

Erst viel spater, namlich 1777, sind in den Ab-
handlungen der Petersburger Akademie
die drei klassischen Abhandlungen Eulers
dber Kartenprojektionen gedruckt worden.
Die beiden ersten:

Uber die Abbildung einer Kugelfidche in einer
Ebene und Uber die Darstellung einer Kugel-
[fdche auf einer Karte sind rein mathemati-
schen Inhalts. Euler beweist hier zum ersten
Mal die anschaulich einleuchtende Tatsache,
daB eine lingentreue Abbildung der Kugel-
oberflache (oder auch nur eines beliebig klei-
nen Teils von ihr) in die Ebene nicht méglich
ist, auf Grund der vorangestellten Charakte-
risierung solcher Abbildungen durch Diffe-
rentialgleichungen. Ebenfalls aus diesen Glei-
chungen entwickelt er die Spezialfille der
winkeltreuen und der flichentreuen Abbil-
dung und gibt Losungsmethoden fir diese
Fille an. Die dritte Abhandlung beschaftigte
sich nachtriglich mit der Frage, wie man die
frei wihlbaren Bestimmungsstiicke der fiir die
Gesamtkarte des Russischen Reiches gewihl-
ten Projektion hitte bestimmen miissen, um
die Abweichungen iberall so gering wie
moglich zu halten. Es ist dies ein interessantes
frithes Beispiel einer ganz aus dem iiblichen
Rahmen fallenden Optimierungsaufgabe.
Eulers Abhandlungen losten, da in lateini-
scher Sprache geschrieben und in den Peters-
burger Akademieabhandlungen schwer zu-
ginglich, keine groBe historische Wirkung
aus. Man kann jedoch annehmen, daB sie
Lagrange bekannt waren, der in mehreren
Richtungen iiber Eulers Resultate hinaus-
gelangte. Um 1900 wurden die Abhandlun-
gen iiber Kartenprojektion von Lambert,
Euler, Lagrange und GauB von A. Wangerin
in deutscher Sprache in Ostwalds Klassikern
der exakten Wissenschaften herausgegeben.

P. Schreiber

Ein Maultier
und ein Esel

Im Jahre 1770 erschien in St. Petersburg
(dem heutigen Leningrad) Leonhard Eulers
Vollstindige Anleitung zur Algebra (in zweij
Teilen), ein spiéter in viele Sprachen iiber-
setztes Lehrbuch der Algebra fiir Anfdnger,
fiir Liebhaber, eine ,Anleitung zum GenuB
der Eigenschaften der Zahlen“. Das Buch
zeichnet sich durch eine auBlerordentliche
Klarheit aus. Der erblindete Euler hatte es
seinem Diener, einem Schneidergesellen, der
nur geringe mathematische Kenntnisse be-
saB3, diktiert. Euler vermochte den Text so
einfach vorzutragen, daB sein Diener den teil-
weise recht schwierigen Stofl verarbeiten und
manche Rechnungen selbstandig ausfihren
konnte. Das weit verbreitete Buch ist sogar in
Reclams Universalbibliothek erschienen. Jeder
mathematisch interessierte Schiiler sollte
gleich jenem Schneidergesellen selbst einmal
Probleme daraus unter Eulers Anleitung
durchdenken! Im 1. Abschnitt des 2. Teils von
Eulers Buch beflindet sich unter Nr.50 die
folgende Aufgabe:

Ma8 ®2339 | Ein Maulesel und ein Esel
tragen jeder etliche Pud. (Das damals in
RuBland iibliche Gewicht Pud betrédgt 20kg.)
Der Esel beschwert sich {iber seine Last und
sagt zum Maulesel, wenn du mir ein Pud von
deiner Last gibest, so hitte ich zweimal soviel
als du. Darauf antwortete der Maulesel, wenn
du mir ein Pud von deiner Last gibest, so
hitte ich dreimal soviel als du. Wieviel Pud
hat jeder getragen?*

Eine dhnliche Aufgabe kommt schon in einer
Sammlung griechischer Epigramme (4. oder
6.Jh. u.Z.) als sogenanntes Euklidisches Pro-
blem vor. Beispiele von Aufgaben, in welchen
verlangt wird, durch gegenseitiges Abgeben
an einander ein gewisses Verhiltnis herzu-
stellen, sind im tibrigen zahireich tiberliefert.

H. Pieper

aAla B 1982 rony kpagpaT Bo3pacta Mat-
“e6a coBMaJl ¢ YuCIIOM, o6pa3oBaHHBIM Nep-
BbIMHM TpeMs UH(PaMHU ero roaa poxAEHUs.
B xaxom rogy poawics Matne6?

A2a B 1982roay | suBaps u 31 gexabps
ObUIM ONHMM M TEM )K€ HOHEM HeEmeIH. A
6yner 1 Tak B 3TOM roay? U moobue,
xorga | aHpapa OydeT TeM XKe QHEM Hemely,
yto 1 31 nexabpa?

A3 a Mark, Paul and Boris are married to
Anne, Mary and Susan, not necessarily
respectively. Each couple has a pet and the
pets are a cat, a guineapig and a pony. Use
the following information to match up the
husbands, wives and pets:

Paul’s and Anne’s pets were fighting.

Mary’s husband’s name has four letters.

Susan went round to feed Mark’s pet when

he was away.

Mark never goes to town.

Boris’s pet is either the cat or the pony.

Susan’s pet is not the cat.

The cat’s male owner took him to the vet in
town.

The guineapig hides when Anne visits its
house.

Mary’s pet sleeps in a shoe box.

A44a Un journal comporte 36 pages et tire
a 600000 exemplaires par jour. Chaque page
est un rectangle dont les dimensions sont
50 cm et 33 cm. Autour de chaque page existe
une marge non imprimée de largeur égale
a2em.

a) Quelle est I'aire de la surface imprimée?
b) Quelle est I'aire du papier nécessaire au

tirage quotidien du journal?

A5a Lalongueur d’'un fil téléphonique qui
relie deux localités est égale a 72,8km.
Quand la température s¢léve de 1 degré,
chaque métre de ce fil s’allonge de 18 um.
Calculer, en centimétres, ’allongement de ce
fil quand la température passe de 12° 3 36°.

Zusammenstellung: H. Begander, Dr. C. P.
Helmholz, J. Lehmann (alle Leipzig)



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Euler-Wettbewerb
in K6then

An einem Nachmittag im April 1982 war der
groBe Horsaal unserer Hochschule, in dem
sonst kiinftige Mathematik- und Chemieleh-
rer aufmerksam den Vorlesungen der Hoch-
schullehrer und Wissenschaftler [olgen, ganz
den Jungen Mathematikern aus Stadt und
Kreis Kothen vorbehalten. AnldBlich der
275. Wiederkehr des Geburtstages von Leon-
hard Euler gestalteten Studenten des 3. Stu-
dienjahres einen besonderen Hohepunkt, den
,Euler-Wettbewerb“. 126 Schiiler aus den
Klassenstufen 5 bis 10 rangen in einer Klau-
sur um Hochstleistungen. In jeder Klassen-
stufe waren jeweils drei Aufgaben zu 16sen,
die erste Aulgabe kniipfte an den Schulstoff
an, die zweite hatte Beweischarakter, und die
dritte war eine historische Aufgabe, die von
Leonhard Euler stammt. Nach der Klausur
wurden die Losungen sofort von Studenten
korrigiert. Wihrend der Korrektur hielten
zwei Studentinnen einen interessantem” Vor-
trag iiber Leben und Werk Eulers. In der an-
schlielenden Siegerehrung konnten die er-
folgreichsten Jungen Mathematiker stolz die
Urkunden mit ihrer Plazierung und kleine
Geschenke in Empfang nehmen. Eine Wand-
zeitung erinnert in unserem Hause an diesen
fir Studenten und Schiiler erlebnisreichen
Nachmittag.

Vielleicht wollt ihr an eurer Schule einmal
etwas Ahnliches versuchen? Am 18.9.1983
jahrt sich zum 200. Male der Todestag von
Leonhard Euler. Pionierleiter, AG-Leiter und
Mathematiklehrer werden euch gewiB dabei
helfen.

Hier sind vier Aufgaben aus unserem Euler-
Wettbewerb. Sie sind Eulers ,,Algebra* ent-
nommen.

Ala Siehe alpha-Wettbewerb, Aufgabe
Ma7 ®2336. )

A2a Das Konigsberger Briickenproblem:
Siehe alpha-heiter (S. 38)! Zusatzfrage: Ist das
Problem l6sbar, wenn Briicke 8 gebaut wird?

A3 A DieZahl25istsoin zwei Summanden
zu zerlegen, daB der groBte Summand 48mal
so groB ist wie der zweite.

Ad4a Ein Amtsmann kauft Pferde und
Ochsen fiir insgesamt 1770 Taler. Er zahlt fir
ein Pferd 31 Taler, fiir einen Ochsen aber
21 Taler.

Wieviel Pferde und wieviel Ochsen sind es
gewesen? Hat diese Aufgabe mehrere Losun-
gen?

Mathe-AGs
in Kothen

Seit 1976 wird an der Padagogischen Hoch-
schule Wolfgang Ratke Kt‘nh’en eine zielge-
richtete auBerunterrichtliche Forderung be-
gabter Schiiler in Mathematik betrieben.
Schrittweise wurden Arbeitsgemeinschaften
Junge Mathematiker ab Klassenstufe 6 gebil-
det. Zur Zeit bestehen an unserer Einrichtung
je eine Arbeitsgemeinschaft in den Klassen-
stufen 5 bis 8. Die Teilnehmer dieser Arbeits-
gemeinschaften kommen aus Stadt und Kreis
Kothen. Sie wurden aus den erfolgreichsten
Teilnehmern der Kreisolympiaden ermittelt.
Alle 14 Tage kommen die Jungen Mathema-
tiker zu den AG-Nachmittagen in die Rdume
der Hochschule. Hier werden sie von Studen-
ten des 2. und 3. Studienjahres betreut. In den
Nachmittagen werden Trainingsaufgaben mit
dem Niveau der Kreisolympiaden geldst
und auch Kurse zu ausgewihiten Kapiteln
der Mathematik durchgefiihrt. Dabei ist uns
die alpha eine wertvolle Hilfe. Besondere
Hoéhepunkte gestalten wir zur Halbzeit zwi-
schen den Kreisolympiaden im Frihjahr.
Hier finden mathematische Kreiswettbewerbe
statt, in denen die Jungen Mathematiker ihre
Krifte messen. Foren mit Wissenschaftlern
unserer Hochschule und der Besuch der Re-
chenstation stehen dabei auf dem Programm.
Mit den ehemaligen Teilnehmern der Arbeits-
gemeinschaften, die inzwischen in den oberen
Klassen der POS und EOS sind, haben wir in
Korrespondenzzirkeln Kontakt. Hier erhal-
ten die interessierten Schiiler monatlich Auf-
gaben zugeschickt. Sie schicken die Losungen
zu uns ein und erhalten die Lésungen korri-
giert zuriick. Der Rektor der Hochschule hat
den FDJ-Studenten die Forderung begabter
Schiiler als Jugendobjekt iibertragen.

Den alpha-Lesern iiberreichen wir drei Auf-
gaben und wiinschen viel Erfolg beim Kno-
bein!

K. Meier

Rollftdndige
Anicitung

Hrn. Lconbard Euler.

Crficr Theil
Pen den vevidhiedenen Redmunas = Hrten ,
VerbRimifen und Propedrtdnen,

L =

e

&t Petersburg.
sedruds bey dec Konf. Acad. ver Wiffenkhaften 17~

Ala Von drei aufeinanderfolgenden na-
tirlichen Zahlen multiplizieren wir die erste
mit der zweiten und die zweite mit der dritten.
Beweise, daB dann die Summe der beiden
Produkte gleich dem doppelten Quadrat der
zweiten Zahl ist!

A2A Zaunmaterial mit einer Linge von
400m soll verwendet werden, um ein recht-
eckiges Stiick Land einzuzidunen, das an einer
Seite an eine lange Mauer grenzt. Dabei soll
das Stiick Land moglichst groB sein.
Bestimme die Lage der beiden Eckpfosten des
Zauns, .und bestimme den Flicheninhalt des
Rechtecks!

A3a In einem Kaufhaus kann man mit
einer Rolltreppe von einer Etage zur anderen
fahren. Die Rolltreppe bewegt sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Steht ein Kunde auf
der sich bewegenden Rolltreppe still, so be-
notigt er bis zur niachsten Etage genau 30s.
Bei stehender Rolltreppe durchléduft der Kun-
de die gleiche Strecke in 90s.

In welcher Zeit wiirde er bei sich bewegender
Rolltreppe die gleiche Strecke zuriicklegen,
wenn er selbst auch in Fahrtrichtung geht?

Junge Mathematiker bei der Klausur am
Ende des ersten Lehrgangs der Mathemati-
schen Schiilergesellschaft (MSG) der Univer-
sitat Greifswald (siche Heft 1/83).
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

L. Euler - Basreliel von M. Pawlow, 1777

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1983

Vor 200 Jahren, am 18.September 1783,
starb in St. Petersburg der groBe Mathemati-
ker Leonhard Euler. Dieser aus Basel stam-
mende Gelehrte, ein Schiiler Johann Ber-
noullis, entwickelte sich im Verlaufe seines
schaflensreichen Lebens zum bedeutendsten
Mathematiker des 18. Jahrhunderts. Ihm ver-
danken wir die nahezu unglaubliche Anzahl
von mehr als 860 Originalabhandlungen und
eine groBe Anzahl padagogisch hervorragen-
der zusammenfassender Darstellungen von
Gebieten der Mathematik und ihren An-
wendungsbereichen.

In Wiirdigung Leonhard Eulers stellen wir
unseren alpha-Lesern Aufgaben aus dessen
Buch ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra®
vor. Der Originaltext einiger dieser Aufgaben
wurde leicht veridndert, um sie lesbarer bzw.
verstandlicher zu machen. Wir wiinschen viel
SpaB beim Losen der Aufgaben.

Mathematik

Ma5 w2322 Ein Vater hinterldBt seinen drei
So6hnen ein Vermogen von 1600 Talern. Nach
seinem Testament soll der ilteste Sohn
200 Taler mehr erhalten als der zweite, dieser
aber 100 Taler mehr als der dritte. Wieviel
Taler erhilt jeder der drei Sohne?

Ma5 w2323 Die Zahl 32 ist in zwei Sum-
manden zu zerlegen. Dabei soll die Summe
aus dem sechsten Teil des kleineren Sum-.
manden und dem fiinften Teil des groBeren
Summanden 6 ergeben.

Ma5 82324 Gesucht ist eine Zahl, die fol-
gende Bedingung erfillt: Multipliziert man
diese Zahl mit 5, so ist das Produkt um
soviel kleiner als 40, wie diese Zahl selbst
kleiner als 12 ist.

Ma5 #2325 Suche zwei natiirliche Zahlen,
deren Summe 15 und deren Diflerenz 7 be-
tragt!

Ma5 82326 Zerlege 7 derart in zwei Sum-
manden, daB der eine um 3 groBer ist als der
andere!

Ma5 w2327 Die Zahl 25 ist in zwei Sum-
manden zu zerlegen. Der eine Summand soll
ein Vielfaches von 2, der andere ein Vielfaches
von 3 sein. Es sind alle Losungen anzugeben.

Ma6 82328 Zerlege 48 so in neun Summan-

. . | D
den, daB immer einer um 3 groBer ist als der

vorhergehende!

Ma6 #2329 Suche eine Zahl, die so beschaf-
fen ist, daB, wenn man zu ihr ihre Hilfte
addiert, so viel iiber 60 herauskommt, als die
Zabhl selbst unter 65 ist!

Ma6 #2330 Ein Maurer verdient tiglich 10
Groschen. Wieviel Taler zu 24 Groschen er-
halten 12 Maurer, die 50 Tage lang gearbeitet
haben?

Ma6 82331 Zerlege 25 so in zwei Sum-
manden, daB der eine 49mal so groB ist wie
der andere!

Maé6 #2332 Es wird eine Zahl gesucht, de-
ren Hallte mit ihrem Drittel multipliziert 24
ergibt.

Ma7 #2333 Es wird die kleinste natiirliche

* Zahl gesucht, die bei Division durch 11 den

Rest 3, bei Division durch 19 den Rest 5
148t.

Ma7 #2334 Insgesamt 20 Ménner und
Frauen besuchten ein Gasthaus. Jeder Mann
gibt 8 Groschen, jede Frau 7 Groschen aus,
und die ganze Zeche beldult sich auf 6 Taler.
Wieviel Minner bzw. wieviel Frauen sind es
gewesen? (1 Taler wurde damals mit 24 Gro-
schen berechnet.)

Ma7 ®2335 Ich habe einige Ellen Tuch ge-
kauft und fiir 5 Ellen 7 Taler bezahlt, davon
wieder 7 Ellen fiir 11 Taler verkauft und
dabei 100 Taler gewonnen. Wieviel Ellen
Tuch sind es gewesen?

Thias LuAbur, 2600 Guntrow, Werdersér 22
Kersémg -0S, Klawe 7
150

Ma7s
1369
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Pridikat:

______ | Lowng: ]

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wetlbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrifl (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Zifler, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fur
7. Klasse geeignet). )

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aulgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstdndige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,.sehr
gut gelost™, ,.gut geldst” oder ,.geldst™.
Schiiler, welche nur einen Schluflsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelést™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1982/83 liuft
von Heft 5/1982 bis Heft 2/1983. Zwischen
dem 1. und 10.September 1983 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/82 bis 2/83 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/83 verd(fentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/82
bis 2/83) erhalten hat und diese einsendet,
erhdlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mil den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1982/83 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daf3alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daf3
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma7 w2336 ZweiBauerinnen haben zusam-
men 100 Eier. Die erste sagt: ,,Wenn ich die
Anzahl meiner Eier immer zu 8 Stiick ab-
zdhle, so bleiben 7 iibrig.“ Die zweite sagt:
~Wenn ich die Anzahl meiner Eier immer
zu 10 Stiick abzihle, so bleiben mir auch
7 iibrig.“ Wie viele Eier hat jede der beiden
Béuerinnen?

Mag 2337 Jemand hat zwei silberne Be-
cher nebst einem Deckel dazu. Der erste
Becher wiegt 12 Lot. Legt man den Deckel
darauf, so wiegt er zweimal soviel wie der
andere Becher. Legt man aber den Deckel auf
den anderen Becher, so wiegt dieser dreimal
soviel wie der erste. Wieviel Lot wiegt der
zweite Becher, wieviel der Deckel?

Ma8 #2338 Ein Wechsler hat zweierlei
Miinzen. Von der ersten Sorte gelten 10
Stiick, von der zweiten Sorte 20 Stiick einen
Taler. Jemand verlangt 17 Miinzen fiir einen
Taler. Wieviel Miinzen jeder Sorte bekommt
er?

Ma8 #2339 Text sieche: Historische Auf-
gabe, S.34!

Mat #2340 Ein Vater hinterliBt seinen
vier Sohnen eine Erbschaft, die sie wie folgt
unter sich aufteilen: Der erste Sohn-nimmt
3000 Taler weniger als die Halfte der Erb-
schalt. Der zweite nimmt 1000 Taler weniger

als % der Erbschaft. Der dritte nimmt % der
ganzen Erbschaft. Der vierte nimmt 600 Ta-

ler und % der Erbschalt. Wie grofl war die

Erbschaft, und wieviel Taler hat jeder Sohn
bekommen?

Ma9 82341 Eine Biuerin vertauschte Kise
gegen Hithner. Sie gibt je zwei Kise flir je drei

Hiihner. Die Hiihner legen Eier; jedes % so-

viel wie es Hiihner sind. Mit den Eiern geht
sie auf den Markt. Sie gibt je neun Eier fiir
soviel Pfennig, wie ein Huhn Eier gelegt hat.
Der Erlos betriagt 72 Plennig. Wieviel Kise
hat die Biuerin gegen Hiihner eingetauscht?

Ma9 #2342 Jemand kauft eine gewisse An-
zahl Tiicher, das erste fiir 2 Taler, das zweite
fUr 4 Taler, das dritte fir 6 Taler, immer
2 Taler mehr fur das folgende. Er bezahlt fir
alle Tiicher 110 Taler. Wieviel Tiicher sind
es gewesen?

Ma9 #2343 Insgesamt 20 Minner und
Frauen sind in einem Gasthaus. Die Manner
geben zusammen 24 Gulden, die Frauen ge-
ben zusammen ebenfalls 24 Gulden aus. Es
stellt sich heraus, daB jeder der Médnner einen
Gulden mehr als jede der Frauen hat zahlen
miissen. Wieviel Manner bzw. Frauen waren
es?

Ma9 #2344 Gesucht sind die drei kleinsten
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit
folgender Eigenschalt: Die Summe ihrer Ku-
bikzahlen ergibt eine weitere Kubikzahl.

Ma 10/12 82345 Jemand kauft ein Pferd fir
einige Taler. Er verkault es wieder fiir 119 Ta-
ler upd gewinnt daran soviel Prozent, wie das
Pflerd anfangs gekostet hat. Wie teuer wurde
das Pferd eingekauft?

Ma10/12 2346 Zwei Personen haben zu-
sammen 29 Rubel Schulden. Nun hat zwar
jeder Geld, doch nicht soviel, daB3 er diese ge-
meinsamen Schulden allein bezahlen kdnnte.
Darum sagt der erste zum anderen: ,,Gibst du

mir % deines Geldes, so konnte ich die Schul-

den sogleich allein bezahlen.” Der andere ant-
wortete:

,,Gibst du mir % deines Geldes, so kann ich

die Schulden allein bezahlen.* Wieviel Geld
hat jeder gehabt?

Ma10/12 #2347 Drei Personen betreiben
miteinander ein Gliicksspiel. Im ersten Spiel
verliert der erste an jeden der beiden anderen
soviel Geld, wie jeder der zwei anderen Geld
bei sich hat.

Im zweiten Spiel verliert der zweite an den
ersten und dritten soviel Geld, wie jeder nun-
mehr hat. Im dritten Spiel verliert der dritte an
den ersten und zweiten soviel Geld, wie jeder
bis dahin hat. Nach Beendigung der drei Spie-
le hat jeder von ihnen 24 Gulden. Wieviel
Gulden hat jeder anfangs gehabt?

Ma10/12 w2348 Man suche zwei positive
reelle Zahlen, deren Summe, deren Produkt
und deren Differenz ihrer Qua-rate einander
gleich sind.

Physik

In alten Biichern geblittert
Physikaufgaben aus den 20er Jakren

Ph6 @136 In friitheren Jahren zeigten sich in
kleinen Stddten Schnelldufer, die eine gewisse
Strecke abliefen und fiir diese Leistung bei
den Bewohnern Geld sammelten. Eines Tages
lief ein solcher Liufer 43,2km, und zwar
Jrt (3 E). Wie lange brauchte er fiir diesen
sek\ s

Schnellau{? Wieviel Sprungschritte hatte er
machen miissen, wenn er in der Sekunde
3 Spriinge machte? '

Ph7 137 Wenn aul einem Ozeandampfer
die Geschwindigkeit vermehrt werden soll,
muB die Leistung der Damplmaschine erhoht
werden. Nun aber wichst erfahrungsgemiB
die Leistung proportional der dritten Potenz
der Geschwindigkeit. Wie hoch muf die Lei-
stung erhdht werden, wenn die entsprechen-
den MeBapparate bei 15 Knoten Stunden-
geschwindigkeit 2700 PS zeigen und wenn die
Geschwindigkeit auf 20 Knoten erhdht wer-
den soll?

Ph8 ®138 Nach Angabe des rémischen
Baumeisters Vitruv um 100 n.Chr. wog die

Krone des Konigs Hiero, in”heutigem Ge-
wichtsmaB ausgedriickt, 10 kg (kp) und verlor,
in Wasser gewogen 0,625kg (kp). Aus wieviel
Gold und Silber bestand sie, wenn aufler
diesen Metallen kein anderer Stolf in der

. 1
Krone war und das Gold im Wasser o das

Silber 1-16 seines Gewichts verliert?

Ph9 =139 Regnault hat festgestellt, daB sich
der Rauminhalt, den 1cm?® Quecksilber von
0° (°C) nach der Erwarmung auf > ("C) ein-
nimmt, nach der Formel
0,00000003 12 +0,0002¢ +1

berechnen lasse. Wie hoch muB3 die Tem-
peratur werden, um den Rauminhalt auf
1,01 cm? zu bringen?

Ph10/12 w140 Wie groD ist der Steigungs-
winkel einer Schraubenlinie, wenn h=15mm
und r=6,2 mm ist? Wie lang ist die Schrau-
benbahn bei einer Windung?

Chemie

Ch7 109 Die Hochdfen des Hiittenkombi-

nats Magnitogorsk produzieren nach Re-

konstruktion am Ende der siebziger Jahre
pro Jahr etwa 14,8 Mill. t Roheisen. Der

Transport des Roheisens erfolgt in Eisenbahn-

waggons mit einem Fassungsvermogen von

20t und einer Ldnge von 8 m.

a) Wieviel Tonnen Roteisenstein mit einem
Eisen(III}-oxidgehalt von 569 miissen
jahrlich verarbeitet werden?

b) Wieviel Eisenbahnwaggons sind fir den
Transport notwendig?

c) Welche. Linge ergeben alle Eisenbahn-
waggons zusammen ?

Ch8 #1110 Zur Herstellung von 100kg Na-
triumsulfat mit einem Reinheitsgrad von 979/
verwendet man 81,7 kg Natriumchlorid und
74,5kg Schwelelsdure. Berechne é) mengen-
miBig und b) prozentmiBig den Unterschied
zwischen den verschiedenen Mengen an Aus-
gangsstoffen gegeniiber den stochiometri-
schen Mengen!

Ch9 =111 Im VEB StickstofTwerk Piesteritz
wird Harnstoll durch Synthese von Ammo-
niak und Kohlendioxid hergestellt. Wieviel
Kubikmeter der beiden Ausgangsstolle miis-
sen zur Reaktion gebracht werden (Norm-
zustand), damit 150 kg Harnstoll mit einem
Reinheitsgrad von 959/ entstehen?

Ch10/12 m112 Beim starken Erhitzen von
1 kg eines Gemisches aus Kalziumkarbonat
und Magnesiumkarbonat bleibt ein Riick-
stand von 514 g. Wieviel Prozent der beiden
Karbonate sind im Gemisch enthalten?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Das Konigsberger Briickenproblem

Euler schreibt: ,Zu Konigsberg in PreuBen ist eine
Insel A, genannt Der Kneiphof, und der Fluf}, der sie
umflieB3t, teilt sich in zwei Arme, wie das aus dem Bild
ersichtlich ist. Uber die Arme dieses Flusses fiihren
sieben Briicken a, b, ¢, d, e, f und g. Nun wurde gefragt,
ob jemand seinen Spaziergang so einrichten konne,
daB er jede dieser Briicken einmal und nicht mehr
als einmal iiberschreitet... Hieraus bildete ich mir fol-
gendes hochst allgemeines Problem: Wie auch die Ge-
stalt des Flusses und seine Verteilung der Arme sowie
die Anzahl der Briicken ist, zu finden, ob es mdglich
sei, jede Briicke genau einmal zu iiberschreiten oder
nicht.“

Titelvignette: Gruppenbild Petersburger Akademiemitglieder der
math./phys. Klasse, die feierlich eine Eulerbiiste auf ein Postament
stellen (SchattenriB, 1784).

Die Leningrader Briicken

Im Mathematiksaal des Hauses der unterhaltsamen
Wissenschaft finden wir ein interessantes Bild. Die
Aufgabe besteht darin, iiber 17 Briicken, die das ab-
gebildete Territorium der Stadt Leningrad miteinander
verbinden, nur einmal zu gehen.
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Das Problem der vertauschten Briefe

Euler l6ste ein von Nikolaus Bernoulli gestelltes

Problem unabhingig von diesem, das in einer alltig-

lichen Interpretation (Auslegung) das Problem der ver-

tauschten Briefe betrifft.

Jemand schreibt n Briefe und auf n Umschlige die zu-

gehorigen Adressen. Auf wie viele Arten kann er die

Briefe simtlich in falsche Umschlige stecken?

Die Losung lautet:

(L 1,1 1

G VIR TR Ty

Lose das Problem mit n=4!

Euler an Goldbach
Euler stellte Goldbach 1751 die folgende Aufgabe:

Auf wie viele Arten ldft sich ein konvexes n-Eck durch
Diagonalen in Dreiecke zerlegen?
Zunichst sieht das Problem recht einfach aus, aber mit
der Eckenzahl steigt die Schwierigkeit zunehmend an,
so dall Euler merkt: ,,Die Induktion (lat. Hinfiihrung)
aber, so ich gebraucht, war ziemlich miithsam.“
Die gesuchte Zahl ist

2:6-10-...- (4n—10)

(n—D)!

Arbeite mit n=9!




Streit

Eine merkwiirdige Geschichte ereignete sich zur Zeit
von Eulers Aufenthalt in Berlin. Euler war mit seinem
Nachbarn in Streit dariiber geraten, wer einen beide
Grundstiicke trennenden Graben zuschiitten solle.
Beide Kontrahenten vertraten ihre Ansicht mit grofler
Hartnickigkeit, so daB die Sache gerichtlich entschie-
den werden mubBte, was die érheblichen Kosten von
100 Talern verursachte. Die Kosten fiir das Zuschiitten
des Grabens hitten etwa 5 Taler betragen.

Schwieriges Problem

Euler schrieb 1749 an Goldbach, daB neulich in den
»Braunschweiger Anzeigen* die Frage:
»Wieviel Kapital von 1000 Rth. in 640 Jahren zu 5 pro
cento (Prozent), Zins auf Zins gerechnet, betragen
werde 7
aufgegeben worden sei und der Auftraggeber verlange,
die Antwort in einer halben Stunde zu finden. Euler
»hat aber dieselbe wohl eine ganze Stunde gekostet;
und ich sehe nicht, wie die Arbeit verkiirzt werden
konne.“
Euler gesteht offen, dafl die Aufldsung des iibersicht-
lichen Gleichungssystems

X+y+z =u?

xy+xz+yz=0v?

xXyz =w?
in ganzen Zahlen ihn bald zur Verzweiflung brachte,
so viel Miihe habe die Losung gekostet. Es erstaunt
daher auch nicht, daf} die kleinsten ganzzahligen Lo6-
sungen folgende sind:

x=1633780814400,

y= 252782198228,

z=3474741058973.
Spiter hat Euler noch weitaus schwierigere dieser
Art bewiltigt.

Limerick um Euler s,
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Leonhard Euler var produktiv man
sjuhundra skrifter han utgav minsann!
Men han syssla pa natten

¢j enbart med matten

for tretton ungar skaffade han.

Sinngemidfle Ubersetzung:

L. Euler war fleiBig, man merke:
Schrieb 700 mathematische Werke;
denn zur Nacht galt sein Fleif}
nicht nur Trank und Speis’.

So hatt’ er fir 13 die Stérke.

Text: Bengt Klefsjo, Bild: Andrejs Dunkels;
aus : Elemente, Uppsala

Schweizer Kise

Eulers Schaffenskraft war zeit seines Lebens enorm.

“Seine Ideen hitten ausgereicht, um mehrere Institute

mit Arbeit zu versorgen. So ist es kein Wunder, daf3
man mit dem Druck seiner Arbeiten einfach nicht
nachkam. Noch Jahrzehnte nach seinem Tode konnte
man unveroffentlichte Manuskripte Eulers publizie-
ren, was Euler prophezeit hatte. Ein Lehrbuch der
hoheren Mathematik war von Euler 1763 druckfertig
gemacht worden, aber nach mehreren Jahren noch
nicht erschienen. Das hatte sich herumgesprochen, bis
zu einém in der Schweiz lebenden wohlhabenden
Kiirschner, der ein begeisterter Amateur-Mathemati-
ker war. Er bat Euler um die Erlaubnis, ihn in Berlin
besuchen zu diirfen, um das Manuskript flir sich abzu-
schreiben. Euler gewihrte ihm diese Bitte gern. Als
Dank sandte der wieder in die Schweiz zuriickgekehrte
Kiirschner Euler ein Paket Schweizer Kise.

Griechische magische Quadrate

Euler befaBte sich auch mit magischen Quadraten, von
denen gegen Ende des 18. Jh. eine neue Art groBe Be-
achtung fand, die sogenannten griechischen Quadrate.
Hierzu eine Aufgabe aus dem Buch Wunder der
Rechenkunst von J. Ch. Schifer (Weimar, 1832):
Zauberquadrat von 16 Feldern:

Wie werden die sechszehn Zahlen von 1 bis 16 so’in das
obige Qudrat vertheilt, da, wenn man die Zahlen
addirt, welche in den vier Veldern in einer und dersel-
ben Reihe stehen, die Summe immer 34 betrigt?

Im Jahre 1750 ...

Wie alt waren im Jahre 1750 Bach, Voltaire, Euler und
Lomonossow? Die ersten drei zdhlten damals zusam-
men 164 Jahre, wihrend die letzten drei 138 Jahre ins-
gesamt aufwiesen. Bach, Voltaire und Lomonossow
waren zusammen 160 Jahre alt; Bach, Euler und
Lomonossow hingegen 147 Jahre.
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Uber den Rosselsprung
von Euler

Euler war ein guter Schachspieler. In Berlin,
das Euler als sehr schachfreudig kennzeich-
nete, hat er bei einem Juden das Spiel erlernt,
und er sagt: ,,Ich habe ... es so weit ge-
bracht, daB ich ihm (dem Lehrer) die meisten
Partien abgewinne.*

Wie wir einem Brief aus dem Jahre 1751 ent-
nehmen kdnnen, bedauerte er die wegen einer
Affaire notwendige plotzliche Abreise des
Schachmeisters Philidor aus Potsdam, ,,sonst
wiirde ich wohl Gelegenheit gefunden haben,
mit ihm zu sprechen*. Philidors Bauern-
fiihrung (,,Der Bauer ist die Seele des
Schachs‘‘) hat die Spielweise im Schach stark
beeinfluBt. Euler besaB 1751 bereits Philidors
1749 in London erschienenes Buch ,,Analyse
des Schachspiels®.

In den Memoires der Berliner Akademie von
1759 findet sich eine 22seitige Abhandlung
iiber den Résselsprung:

,,Eines Tages befand ich mich in einer Gesell-
schaft, als bei Gelegenheit des Schachspiels
jemand die Frage aufwarf, mit einem Springer,
bei gegebenem Anfangsfeld alle Felder des
Schachbretts der Reihe nach, jedes nur einmal
zu passieren. .. Diejenigen, die die Aufgabe
fiir ziemlich leicht hielten, machten mehrere
nutzlose Versuche, ohne zum Ziel zu gelan-
gen. Hierauf gab derjenige, der die Frage auf-
geworfen hatte, eine Route so an, daB eine
vollstandige Losung entstand. Die Menge der
Felder lieB indessen nicht zu, die gewihlte
Route dem Gedéchtnis einzupragen, und erst
nach mehreren Versuchen gelang es mir, eine
der Aufgabe geniigende Route zu finden, sie
galt auch nur fir ein bestimmtes Anfangs-
feld.*

Vermutlich ist die RGsselsprungaufgabe so alt
wie das Schachspiel selbst, aber erst Euler gab
ihr, wenn auch nicht eine Theorie, so doch
ein praktikables Losungsverfahren. Er geht
dabei zunidchst aufs Geratewohl voran, bis der
Rosselsprung sich nicht weiter ausfiihren
14B8t. Dann wird der Rosselsprung in zwei
Teile zerlegt sowie auf neue Art miteinander
wieder verbunden, so daB alle friiheren Felder
wieder besetzt sind, aber ein neuer Endpunkt
zustande kommt, von dem moglicherweise
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eines der freien Felder erreichbar ist. Die ge-
schickten Zerlegungen Eulers in den Beispie-
len machen es glaubhaft, daB3 man stets zum
Ziel kommen konne, bewiesen wird es nicht.
Jean Paul schreibt im Hesperus: ,,Gegen den
Eulerschen Rosselsprung der Ratten zog er
nur mit einem Schldgel zu Felde*, woraus zu-
mindest hervorgeht, daB auch Euler den
Rosselsprung populgr gemacht hatte. Das
Bild zeigt einen in sich geschlossenen Réssel-
sprung Eulers, der zweiteilig genannt wird, da
er zuerst auf der einen und dann auf der
anderen Hilfte des Bretts ausgefithrt wird.
Von dieser Art gibt es iibrigens 31 054 144 Lo-
sungen, wie die Mathematiker katalogisie-
rend ermitteit haben.

Euler untersuchte auch rechteckige und an-
dersartige Bretter in bezug auf den Rossel-
sprung. Er zeigte z. B., daB es auf Brettern
vom Format 3 X 5 keine Rosselspriinge gibt,
auf dem Format 3 % 7 sind keine geschlosse-
nen Rsselspriinge moglich.
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Zweiteiliger geschlossener Résselsprung von
Euler

Unser Schachexperte, Herr H. Riidiger,
Griinheide, schreibt zum Résselsprung :

Ein Rosselsprung setzt sich aus mehreren
Springerziigen zusammen. Die Anzahl der
mdoglichen geschlossenen (der R&sselsprung
fiihrt zum Ausgangspunkt wieder zuriick) und
offenen Rosselspriinge ist sehr gro8, und die
Methoden, einen solchen aufzubauen, sind
mannigfaltig. Am bekanntesten ist der R&s-
selsprung als Ritsel, bei dem die auf die
Felder eines Schachbrettes oder einer belie-
bigen Figur in der Gangart des Springers
verteilten Silben, Woérter oder Buchstaben
eines Gedichts oder Sinnspruchs zusammen-
gesetzt sind.

Bild | zeigt uns einen offenen R&sselsprung
auf dem Schachbrett, der auf dem Feld d8
oder €8 beginnt und dementsprechend auf e8
bzw. d8 endet. In seiner grafischen Darstel-
lung 14Bt sich mit etwas Phantasie eine Blu-
menbliite erkennen!

Fiir die Blume wird eine Vase gesucht! Ver-
suche mittels einem geschlossenen Rossel-
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Bild 2
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sprung, der auf dem Feld al des Schach-
brettes beginnt und endet, eine phantasie-
volle Vase darzustellen! Nutze dazu das leere
Diagramm (Bild 2)!

Als Hilfe seien einige Punkte des gesuchten
Rsselsprungs vorgegeben:

Im 3. Zug wird das Feld b7,im 8. -7, im 14. -
€3, im 22, - f4,im 29. - hl, im 37. - d7, im
45. — f3 und im 52. - h4 beriihrt.
Anmerkung :

Kein Feld des Brettes darf zweimal durch den
Rsselsprung beriihrt werden!

Bild 3
Ein offener Résselsprung von Euler aul dem
47
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Die Eulersche
Polyederformel
und einiges mehr

Es war einmal vor 777 Jahren, da lebten
hinter den 7 Bergen, den 7 Fliissen und den
7 Wildern nicht 7, sondern 5 Einsiedler. Und
well sie so zinkisch waren, liebten sie es nicht,
auf ihren Spaziergingen (einander) zu begeg-
nen. Doch eines Tages wurden sie es miide, in
ihren Hausern zu sitzen, und sie begannen,
sich gegenseitig Besuche abzustatten. So will-
kommen dies auch war, wollten sie sich trotz-
dem unterwegs nicht begegnen. Und so stelite
sich fur sie die Frage:

Ist es moglich, daB wir zwischen je zwei unserer
Hiuser einen Weg anlegen, ohne daff diese
Wege sich kreuzen?

Wir wollen uns im [olgenden diesem und
anderen Problemen zuwenden, die alle durch
eine Gemeinsamkeit verbunden sind: Zu ihrer
Losung nutzen wir die

Eulersche Polyederformel

Dazu benotigen wir aber einige Begrille aus
der Graphentheorie: Zeichnen wir auf ein
Blatt Papier 5 Punkte, die die Hauser der
Einsiedler bezeichnen sollen, und verbinden
wir jedes Paar von Punkten durch eine Linie
(den Weg), so erhalten wir das Bild 1.

1

Bild 1

3 4

Eine solche Abbildung nennen wir einen
Graph. Wir erhalten einen Graph, indem wir
einige Punkte zeichnen und gewisse Paare von
ihnen (nicht notwendig alle) durch Linien ver-
binden. Die zuerst gezeichneten Punkte nen-
nen wir Knoten, die Verbindungslinien heiBen
Kanten. Dabei spielt es keine Rolle, auf wel-
che Weise Knoten und Kanten gezeichnet
werden. Wichtig ist nur, welche Knotenpaare
verbunden sind. Bild 2 zeigt 3 Graphen.
Dabei ist der Graph 2a) der gleiche wie der
Graph 2b).

Bild 2a b) c)
3 K H
L vy hamr

Wir betrachten nur ,.zusammenhingende"
Graphen, d.h. solche, die es gestatten, von
einem beliebigen Knoten ausgehend entlang
der Kanten zu jedem anderen Knoten zu ge-
langen. Der Graph 2a) ist zusammenhingend,
2c¢) nicht.

Das Problem der zinkischen Nachbarn be-
steht also in der Frage, ob man den in Biid 1

dargestellten Graphen auch so zeichnen kann,
daB sich keine Kanten schneiden. Einen zu-
sammenhingenden Graphen, fir den das
moglich ist, nennen wir ,eben“. Der Graph
2b) ist eben, weil er wie in 2a) gezeichnet
werden kann. st es aber auch der in Bild 1
dargestellte ,Graph der zinkischen Nach-
barn*? Das zu iiberpriifen ist nicht einfach,
und wir miissen uns ein starkes Hillsmittel
bereitstellen, das uns die Losung erleichtert:
Sei e die Knotenzahl, k die Zahl der Kanten
und (f— 1) die Zahl der bei der ,ebenen* Dar-
stellung eingeschlossenen Flachen. (Zahlen
wir die ,duflere” Fliche mit, so ist [ die
Flichenzahl) Zum Beispiel ist in Bild 2a:
e=6,f=2,k=6.

Fiir ebene Graphen gilt dann die nach
Leonhard Euler benannte Formel,

" die Eulersche Polyederformel: e+f=k+2.

Aul den Beweis wollen wir hier verzichten.
Er wird in einem spateren Beitrag geftihrt.
Eine unterhaltsame Version davon kann man
in dem Buch der mathem. Schiilerbiichcrei
(MSB Nr.102) finden: E. Hodi: Mathemati-
sches Mosaik. Urania-Verlag Leipzig (S.200/
201).

Das Problem der ziinkischen Nachbarn

Kommen wir zur Losung des eingangs ge-
schilderten Problems, d. h. zur Frage, ob der
in Bild 1 dargestelite Graph eben ist. Nehmen
wir an, das wire so und wir hétten eine solche
Skizze gefunden, in der sich keine Kanten
schneiden. Dann wollen wir uns jedes Fli-
chenstiick (auch das ,duBere*) als ein Land
vorstellen und die Kanten als Landergrenzen.
Die Zahl der Grenzen ist k = 10, die der Lin-
der f=k+2—-e=104+2-5=7. Jedes Land
stellt nun an jeder seiner Grenzen genau
einen Posten auf. Die Gesamtzahl der Posten
sei p. Weil an jeder Grenze von jeder Seite
genau ein Posten steht, ist dann p=2k=20.
Andererseits hat aber jedes Land mindestens
3 Grenzen, weil es zwischen zwei Hiusern
der Einsiedler immer genau einen direkten
Weg gibt. Folglich ist p2 3f=21.

Aus dem so erhaltenen Widerspruch kénnen
wir schlieBen, daB die Annahme, der Graph
sei eben, falsch ist. Es ist also nicht méglich,
die Wege so anzulegen, daB sie sich nicht
schneiden.

Ein dhnliches Problem, dessen Losung jeder
selbst finden kann, ist das folgende:

a (m) )

1 2 3

& B 6
Drei Hdiuser sollen jeweils direkte Zuleitungen
zum Gaswerk, Wasserwerk und zum Kraftwerk
erhalten (Bild 3). Die Frage ist, ob das méglich

ist, ohne daB irgendwelche Leitungen sich im
Bilde kreuzen, ob also der Graph eben ist.

Lost dieses Problem unter Zuhilfenahme dhn-
licher Uberlegungen wie beim ,,Problem der
zankischen Nachbarn*!

Weitere Aufgaben

Es gibt viele ahnliche Probleme, die sich mit
Hilfe der Eulerschen Polyederformel 18sen
lassen. Aus der Beschiltigung mit Problemen
der Firbung politischer Landkarten entstand
z.B. die Frage:

Kann es eine Landkarte geben, auf der 5 Lin-
der paarweise aneinandergrenzen?

(Gefordert ist dabei eine gemeinsame Grenze
von einer Linge groBer als Null, um die
Frage nicht trivial 16sbar zu machen.)

Fiir 3 bzw. 4 Léinder kann man solche Karten
leicht angeben (Bild 4), fiir 5 st66t man auf
Schwierigkeiten.

Bild 4

Lost dieses Problem unter Zuhilfenahme der
Eulerschen Polyederformel! Verwendet dazu
folgende Uberlegungen: Angenommen, die
gelgrderte Karte ist gezeichnet. Dann kann
man in jedem Land die Hauptstadt einzeich-
nen und jegliche 2 Hauptstadte iiber die ge-
meinsame Grenze durch eine Eisenbahnlinie
verbinden. Der erhaltene Graph ist eben.
Und noch eine Aufgabe wollen wir stellen:

n Geraden mégen in der Ebene so liegen, dafi
keine zwei von ihnen parallel sind und keine 3
sich in einem Punkt schneiden. In wieviel Teil-
fldchen zerlegen diese Geraden die Ebene?
Hinweis: Schneidet ausreichend weit , drau-
Ben* mit einem Kreis ab, und studiert den er-
haltenen ebenen Graphen! Er hat eine Fldche
mehr (ndmlich die ,duBere” Fldche) als die
zerlegte Ebene.

Regelmifige Korper

Sicher habt ihr schon bemerkt, daB wir stin-
dig von einer Polyederformel, aber nie von
einem Polyeder (Korper, dessen Oberfliche
aus Ebenenstiicken besteht) sprachen. Das
soll sich nun dndern. Wir beschrinken uns
dabei aul konvexe Polyeder, d.h. solche, bei
denen mit 2 Punkten auch stets die Verbin-
dungsstrecke zum Polyeder gehort.

Stellen wir uns vor, ein konvexes Polyeder
wire aus Gummituch hergestellt. Wir schnei-
den eine Seitenfldche heraus und spannen den
Rest aul die Ebene. So erhalten wir einen
ebenen Graphen. Das herausgeschnittene
Stiick geht dabei in die ,,duBere” Fldche iiber,
die Ecken in Knoten, die Kanten in Kanten
des Graphen usw. Hat das Polyeder e Ecken,
f Flichen und k Kanten, so gilt folglich
e+f=k+2. Diese Formel gilt fir jedes kon-
vexe Polyeder.

Wir wollen im folgenden nur die sogenannten
regelmdfigen Korper (auch platonische Kor-
per genannt) betrachten. Das sind konvexe
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Polyeder hochster RegelmiBigkeit: Alle Sei-
tenflachen sind paarweise kongruente regel-
miBige Vielecke. Ein Beispiel hierfiir ist der
Wiirfel mit 6 paarweise kongruenten regel-
méiBigen Vierecken (Quadraten) als Seiten-
flichen.

Aber welche regelmiBigen Korper gibt es
noch? Wir wollen versuchen, sie alle zu fin-
den.

Dazu betrachten wir eine fixierte Ecke des
Korpers. Um diese Ecke ,falzbar zu ma-
chen, konnen 3, 4 oder 5 gleichseitige Drei-
ecke, 3 Quadrate oder 3 regelmiBige Fiinf-
ecke an der Ecke anliegen. Andere Mdglich-
keiten gibt es nicht.

Nehmen wir also zunichst einmal an, daB an
jeder.Ecke 3 gleichseitige Dreiecke anliegen.
Wiirden wir nun schluBfolgern, daB es drei-
mal soviel Seitenflichen wie Ecken gibt
(f=3e), so hitten wir jede Fliche dreimal ge-
zdhlt (ndmlich von jeder ihrer Ecken aus).

Es ist also f=;e=e. Da von jeder Ecke
3 Kanten ausgehen und wir diese nur doppelt

. . . 3
zidhlen, ermitteln wir weiter: k=§e. Aus e+f

=k+2 bzw. e+e=%e+2 ergibt sich e=4

und folglich f=4, k=6.

Der Korper mit 4 gleichseitigen Dreiecken
als Seitenfldchen ist das Tetraeder, uns allen
vertraut durch die Kondensmilchverpackun-
gen.

Analog konnen wir nun in den anderen Fillen
vorgehen. Bei 4 gleichseitigen Dreiecken pro
Ecke ist f=§e, k=%e=2e, und aus der
Polyederformel ermitteln wir e=6, f=8,
k=12 (Oktaeder).

In der Tabelle sind die Ergebnisse fur alle
regelmdBigen Korper zusammengefaBt:

Leseprobe
R.THIELE

Leonhard Euler

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker
und Mediziner, Band 56

102 Seiten mit 33 Abbildungen
Bestell-Nr. 6660450

BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig

Preis: 9,60 M

Aus dem Inhalt ( Auszug) .

Euler und seine Zeit - die Aufklirung - Basel
(Herkunft und Kindheit, Lehrjahre, erste
Schritte in der Wissenschaft) — Petersburg
(Akademie der Wissenschaften in P., auf dem
Wege zum Ruhm, erste Meisterwerke) — Ber-
lin (Berufung an die Akademie, Tragweite der
Mechanik, eines der schénsten mathemati-
schen Werke: Die Variationsrechnung, bahn-
brechende Resultate, Beitrige zur Analysis,
Zerwiirfnis mit Friedrich 11.) — Petersburg
(Riickkehr nach P., ein erblindetes Genie,
jeder Mensch ist sterblich) — Der Mann und
sein Werk — Chronologie

...Die Untersuchungen iiber die Reste, die
Potenzen beim Dividieren lassen, bilden eine
wichtige Leistung der Mathematik zur Zeit
Eulers. Hier sind bereits die Keime der Grup-
pentheorie enthalten. Das Zahlenrechnen
tritt in den Hintergrund zugunsten struktu-
rellen Denkens, was Mathematiker gern als
»Eleganz‘* bezeichnen. Euler hat maBgeblich
hierzu beigetragen. Wir geben als Leseprobe
einen Satz nebst Eulers Kommentar:

Seitenflachen Seitenfl. f= ] k= e f k Name
pro Ecke
. 3 3
Dreiecke 3 3¢ 3¢ 4 4 6 Tetraeder (1)
4 4
4 3¢ 3¢ 6 8 12 Oktaeder (2)
5 5
5 3¢ ¢ 12 20 30 Ikosaeder (3)
Vierecke 3 So | 3| 8 | 6 | 12 | Hexaeder
4 2 (Wiirfel) (4)
Fiinfecke 3 %e %e 20 | 12 | 30 | Pentagon-
dodekaeder (5)
M @ @)

TNV S
Q78

42

N\

R.Schulze

,,Wenn p Primzahl und a eine nicht durch p
teilbare Zahl ist, dann 1Bt sich kein Term der
geometrischen Folge
1,a, &, a, a, a°, d° usw.

durch p teilen.

Ich habe mir vorgenommen, die Reste, welche
bei der Division der Terme dieser geometri-
schen Reihe durch p entstehen, aufmerksam
zu betrachten. Zunichst sind diese einzelnen
Reste, wie sich aus der Natur des Divisions-
verfahrens ergibt, kleiner als p; kein Rest
wird aber =0 sein, weil kein Term durch p
teilbar ist. Wenn im Verlauf der Untersu-
chungen Reste vorkommen, die gréBer als p
sind, so weiB man aus der Arithmetik, wie
man sie zu reduzieren hat. So ist der Rest
p +rgleichbedeutend mit dem Rest 7, und all-
gemein fihrt der Rest np +r zuriick auf den
Rest r, wenn r groBer ist als p, so fithrt man
diesen Rest zuriick auf r—p oder r—2p
oder r—3p usw., bis man zu einer Zahl
kommt, die kleiner als p ist. Daher sollen alle
Reste r + np als ein und derselbe Rest r an-
gesehen werden. Genau zu reden sind alle Re-
ste positive Zahlen kleiner als p, trotzdem ist
es aber bequem, negative Reste zu betrach-
ten; wenn r ein Rest ist kleiner als p, so wird
duch r—p, was eine negative Zahl ist, Rest
sein, so daB also der positive Rest r gleich-
bedeutend mit dem negativen Rest r — p ist.*

Kurzbiographie

Riidiger Thiele, geboren 1943 in Polepp (jetzt
Polepy, CSSR). 1957 bis 1961 Besuch der
O.-v.-Guericke-OS Magdeburg,"Studium der
Mathematik mit Zweitfach Physik 1962 bis
1967 an der Martin-Luther-Universitdt Halle-
Wittenberg, Promotion 1975 iiber ein Thema
der Variationsrechnung, 1967 bis 1973 Mit-
arbeiter der Sektion Mathematik der Uni-
versitit Halle, Leiter von mathematischen
Schiilerarbeitsgemeinschaften, langjdhriger
Vorsitzender des Klubs Junger Mathematiker
des Saalkreises, gegenwirtig Verlagslektor
im S.Hirzel-Verlag, Leipzig. Neben zahl-
reichen Beitrigen fiir die alpha veréffentlichte
er: Mathematische Beweise (MSB-Band), Bio-
graphie Leonhard Euler und das Spielebuch
Die gefesselte Zeit (erscheint Ende 1983).

C.F. GauB iiber L. Euler

,,Das Studium der Werke Eulers bleibt die
beste Schule in den verschiedenen Gebieten
der Mathematik und kann durch nichts an-
deres ersetzt werden.*



XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

220521 Sieben Kugeln sind so aul drei Be-
cher 4, B und C zu verteilen, daB im Becher C
nicht weniger Kugeln als im Becher B und im
Becher B nicht weniger als im Becher A liegen.
Es diirfen auch Becher leer bleiben.

0000O0ODO0OCO

Gib alle verschiedenen Moglichkeiten einer
solchen Verteilung an!

220522 Das Bild zeigt ein 50cm langes,
30cm breites und 20cm hohes verschniirtes
Paket. Die Schnur wurde moglichst sparsam
verwendet, also von Knoten zu Knoten iiber-
all nur einfach gelegt. Zum Verknoten wur-
den noch zusédtzlich 10cm Schnur gebraucht.

50 cm
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Wieviel Zentimeter Schnur wurden daher
zum Verschniiren dieses Paketes insgesamt
verwendet ?

220523 Uber die 650 Schiiler einer Schule
liegen folgende Angaben vor: 500 Schiiler sind
Mitglied einer Sport-Arbeitsgemeinschaft.
400 Schiiler sind Mitglied einer anderen Ar-
beitsgemeinschaft. 100 Schiiler sind nicht Mit-
glied einer Arbeitsgemeinschalt. Aus diesen
Angaben soll ermittelt werden, wieviel der
650 Schiiler sowohl Mitglied einer Sport-
Arbeitsgemeinschalt als auch Mitglied einer
anderen Arbeitsgemeinschaft sind. Erklére,
wie man diese Anzahl finden kann'!

220524 Ein Schiiler kauft 5 gleiche Hefte
und 7 gleiche Bleistifte, wollr er insgesamt
3,80 M bezahlt.

Wie teuer ist ein derartiges Heft und wie
teuer ein derartiger Bleistift, wenn ein Blei-
stift doppelt soviel kostet wie ein Heft?

Olympiadeklasse 6 -

220621 Das Bild zeigt den Grundri} eines
Zimmers. Alle Mafle sind in Zentimeter an-
gegeben. Das Zimmer ist 280cm hoch. In
diesem Zimmer ist ein alter Tapetenbelag von
den Winden und von der Decke zu entfernen.
Danach sind Winde und Decke mit Makula-
tur zu streichen und zu tapezieren.
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Errechne fiir diese Arbeiten mit Hilfe der fol-
genden Tabelle die insgesamt erforderlichen
Lohnkosten! Dabei ist jede Wand vollstindig
zu beriicksichtigen, auch wenn Fenster und
Tiiren vorhanden sind. (Es wird also ange-
nommen, daB sich die Einsparung an Fliche
wieder durch den komplizierten Arbeits-
aufwand ausgleicht.) Das Ergebnis ist auf vol-
len Markbetrag zu runden.

Leistung Lohnkosten pro m?

Alte Tapezierung entfernen 28 Pf
Makulatur streichen 26 P
Wandtapezierung 83 Pl
Deckentapezierung 112 Pf

220622 Der Punkt B’ auf dem Arbeitsblatt
sei das Bild von B bei der Spiegelung an einer

Geraden g. Arbeitsblatt
D C
A B

XBI

Konstruiere diese Gerade g und die Bilder
A, C', D' der Punkte A, C, D bei der Spiege-
lung an g! Eine Beschreibung und Begriin-
dung der Konstruktion wird nicht verlangt.

220623 Die Zahl 32 soll in eine Summe aus
vier natiirlichen Zahien zerlegt werden, von
denen folgende Eigenschaft gefordert wird:
Wenn man zum ersten Summanden 3 addiert,
vom zweiten 3 subtrahiert, den dritten mit 3
multipliziert und den vierten durch 3 divi-
diert, dann sind die vier Ergebnisse, die man
erhilt, alle gleich groB.

Nenne vier derartige Summanden! Uber-
priife, daB sie alle Forderungen erfiillen! Be-
weise, daB die Forderungen durch keine
anderen Summanden erfullt werden konnen!

220624 An fiinf voneinander und von 0 ver-

schiedene natiirliche Zahlen u, b, ¢, d, e werden

folgende acht Forderungen gestellt:

(1) a ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von e,

2) b ist ein Teiler von ¢,

(3) ¢ ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von e,

4) d ist ein Teiler von e,

(5)  a ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von b,

(6) b ist ein Teiler von d,

(7) ¢ ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von a,

(8)  a ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von d.

Untersuche, ob diese acht Forderungen erfiill-

bar sind und ob sich aus ihnen die Anord-

nung der finf Zahlen ihrer GréBe nach ergibt !

Wenn dies der Fall ist, so nenne diese An-

ordnung; beginne dabei mit der gréBten der

finf Zahlen!

Olympiadeklasse 7

220721 Ermittle alle geraden natiirlichen
Zahlen z mit folgenden Eigenschalten:

(1) Die Zahl z ist funfstellig, keine ihrer finf
Ziffern ist eine 0.

(2) Die aus den ersten drei Zillern von z in
dieser Reihenfolge gebildete dreistellige Zahl
ist eine Quadratzahl.

(3) Die aus den letzten drei Ziflern von z in
dieser Reihenfolge gebildete dreistellige Zahl
ist eine Kubikzahl.

(Hinweis: Ist ¢ eine natiirliche Zahl, so heil3t
a® ihre Quadratzahl und «® ihre Kubikzahl.)

220722 In einer Diskussion iiber Dreiecke

ABC wird fur diese vorausgesetzt:

(1) . Esgilt AC=BC.

2) Die Halbierende des Winkels ¥ BAC
steht senkrecht aul BC.

In dieser Diskussion behauptet Ursel: ,,Dann

muBl das Dreieck 4BC rechtwinklig sein.*

Vera behauptet: ,,Nein, dann muB es gleich-

seitig sein.” Werner behauptet: , Nein, dann

braucht das Dreieck ABC weder rechtwink-

lig noch gleichseitig zu sein.*

Untersuche fir jede dieser drei Behauptun-

gen, ob sie wahr oder falsch ist!
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220723 Auf einer Kreislinie k seien vier
Punkte A4, B, C, D so gelegen, daB ABCD ein
Rechteck ist. Der Radius des Kreises k sei r
genannt, die Mittelpunkte der Strecken 4B,
BC, CD und DA seien in dieser Reihenfolge
mit E, F, G bzw. H bezeichnet.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
der Umfang des Vierecks EFGH stets 4r be-
tragen muB!

220724 Fiir drei natiirliche Zahlen a, b, ¢
werden die folgenden Eigenschaften (1) und
(2) gefordert:

(I} Esgilta<b<c.

(2) Wenn a, b, c die MaBzahlen der in Zenti-
meter gemessenen Kantenlidngen eines Qua-
ders sind, so hat der Quader das Volumen
270 cm?, und die Summe der Lingen aller
zwoll Kanten des Quaders betridgt 80 cm.
Untersuche, ob es natiirliche Zahlen gibt,
die diese Forderungen erflillen, und ob diese
Zahlen durch die Forderungen (1) und (2) ein-
deutig bestimmt sind! Ist dies der Fall, so
nenne diese Zahlen!

Olympiadeklasse 8

220821 Vor zwei Jahren unterhielten sich
Anke, Birgit und Christine {iber ihre Reise-
ziele in den Sommerferien 1981 und 1982.
In jedem Jahr wollte eine von ihnen an die
Ostsee fahren, die andere in die Sdchsische
Schweiz und die dritte in den Thiiringer
Wald. Fiir beide Jahre wurden folgende Aus-
sagen gemacht:

" (1) Anke féhrt an die Ostsee.
(2) Christine fahrt in den Thiiringer Wald,
oder Anke fahrt in die Sdchsische Schweiz.
Spiter stellte sich heraus: Fiir das Jahr 1981
ist Aussage (1) wahr und Aussage (2) falsch;
fir das Jahr 1982 ist Aussage (1) falsch und
Aussage (2) wahr.
Untersuche a) fir das Jahr 1981,

b) (lr das Jahr 1982,

fur welche der drei Schiilerinnen sich damit
das Reiseziel eindeutig ermitteln 148t und fir
welche nicht! Nenne alle dabei eindeutig zu
ermittelnden Reiseziele!
Hinweis: Eine Aussage der Form ,,A oder B
ist genau dann falsch, wenn sowohl A als auch
B falsche Aussagen sind.

220822 In einer Umlrage beantworteten 50
Pioniere einer Schule die folgenden Fragen
auf einer Fragenliste:
Ja Nein

(A) Hast du in diesem Sommer an

einem Betriebslerienlager

teilgenommen? O O
(B) Hast du in diesem Sommer an

der Feriengestaltung der

Schule teilgenommen? O O
(C) Warst du in diesem Sommer
mit deinen Eltern verreist? O (@)

AnschlieBend wurden die Antworten mehr-
fach ausgezdhlt. In einer ersten Zahlung wur-
de bei allen Fragenlisten nur auf diec Frage
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(A) geachtet. Diese hatten genau 20 Pioniere
mit Ja beantwortet. Dann wurde in einer
zweiten Zihlung bei allen 50 Listen nur auf
Frage (B) geachtet, usw., wie in der folgenden
Tabelle angegeben:

Zihlung Gezdhlte Antworten Erhaltene
Nr. Anzahl
1 (A) Ja 20
2 (B) Ja 25
3 Q) Ja 30
4 (A) Ja und (B) Ja 8
5 (B) Ja und (C) Ja 12
6 (A)Ja und (C) Ja 10
7 {A) Ja und (B) Ja
und (C) Ja 3

Aus diesen Zihlungsergebnissen soll die An-
zahl derjenigen Pioniere ermittelt werden,
die

a) an keiner der drei Arten der Feriengestal-
tung teilnahmen,

b) an genau einer dieser Arten teilnahmen,
c) an einem Betriebsferienlager, aber nicht an
der Feriengestaltung der Schule teilnahmen,
d) mindestens eine der Moglichkeiten nutzten,
an einem Betriebslerienlager teilzunechmen
oder mit den Eltern zu verreisen. Trage die
gesuchten Antworten in folgende Tabelle ein!
Nenne die Rechnungen oder Uberlegungen,
mit denen du deine Antworten begriindest!

Aulgabe Erhaltene
Anzahl

Gesuchte Antworten

a) Keinmal Ja

b) Genau einmal Ja

c) (A) Ja und (B) Nein

d) (A) Ja oder (C) Ja
oder beides

220823 Beweise die folgende Aussage!
Wenn F der Flacheninhalt, u der Umfang und
g der Inkreisradius eines Dreiecks sind, dann

ilt —2—F
gite=—-.

220824 Von einem Parallelogramm werden
die folgenden Eigenschaften (1) und (2) ge-
fordert:

(1) Der Umfang des Parallelogramms betrigt
36cm.

(2) Die Halbierende des Winkels ¥ BAD
schneidet die Verlingerung der Seite BC iiber
C hinaus in einem Punkt E, fiir den CE=3cm
gilt.

Beweise, daB die Seitenlingen a= AB, b=BC
des Parallelogramms durch die Forderungen
(1), (2) eindeutig bestimmt sind! Ermittle
diese Seitenlingen!

Olympiadeklasse 9

220921 Man ermittle alle diejenigen natiirli-
chen Zahlen n, die den folgenden Bedingun-
gen (1) und (2) geniigen:

1) n—9 ist eine Primzahl.

(2)  n?>-—1ist durch 10 teilbar.

220922 Beweisen Sie folgende Aussage!
Wenn x, y und z von 0 verschiedene natiir-
liche Zahlen sind, dann sind

o WD+ =3/ 2P
5 ,
b=(x+yl/;)2—(x—yl/;)2
: :

c=al—(x2—y%z)?
natiirliche Zahlen, und b ist ein Teiler von c.

220923 Von einem Quadrat ABCD und vier
Punkten P, Q, R, S wird folgendes vorausge-
setzt:
) P liegt auf der Strecke AB

zwischen 4 und B,
2) Q liegt auf der Strecke BC

zwischen B und C,
3) R liegt aul der Strecke CD

zwischen C und D,
4 S liegt auf der Strecke DA

zwischen D und A,
5) es gilt PR1QS.
Untersuchen Sie, ob fiir jede Lage der Punkte,
bei der die Voraussetzungen (1) bis (5) erfiillt
sind, stets dieselbe der drei Aussagen PR < 08,
PR=0S, PR> QS gilt! Wenn das der Fall ist,
nennen Sie diese Aussage!

220924 Das Bild zeigt ein Quadrat, das in
25 zueinander kongruente quadratische Fel-
der al, a2, a3, a4, ..., el, €2, e3, €4, e5, zer-
legt ist. Von diesen Feldern sollen genau fiinf
so durch Schwarzfirbung markiert werden,
daB in jeder Zeile, in jeder Spalte und in jeder
der beiden Diagorialen genau ein markiertes
Feld aulftritt.

- N W s

abcde

Ermitteln Sie alle voneinander verschiedenen
Markierungen, die diese Bedingungen erfiil-
len! Dabei gelten zwei Markierungen genau
dann als nicht verschieden, wenn sie ausein-
ander durch eine Drehung, eine Spiegelung
oder mehrere solcher Abbildungen hervor-
gehen.

Olympiadeklasse 10

221021 Man ermittle alle diejenigen Paare
(x;y) panzer Zahlen, die die Gleichung
2x3 4+ xy—7=0erfiillen!

221022 Es seien 64 paarweise verschiedene
Zahlen beliebig gewdhlt und dann so auf die
Felder eines Schachbretts verteilt, daB in
jedem Feld genau eine dieser Zahlen steht.
Fiir jede derartige Zahlenverteilung werden
nun folgende Delinitionen gegeben:

1. Man suche zunachst in jeder (waagerech-
ten) Zeile des Schachbretts die groBte Zahl
auf. Unter den so aufgesuchten acht Zahlen
werde die kleinste mit a bezeichnet.

2. Man suche zunichst in jeder (senkrechten)
Spalte des Schachbretts die kleinste Zahl auf.



Unter den so aufgesuchten acht Zahlen werde
die groBte mit b bezeichnet.

Axel behauptet iiber die so definierten Zahlen
a und b: ,Wenn a+b ist, dann mufB3 sogar
stets a>b gelten." Untersuchen Sie, ob dies
zutrifft oder nicht!

221023 Von einem rechtwinkligen Dreieck
wird gefordert:

(1) Der Umfang des Dreiecks betridgt 132 cm.
(2) Die Summe der Flacheninhalte der Qua-
drate iiber den drei Seiten des Dreiecks be-
tragt 6050 cm?.

Beweisen Sie, daB es rechtwinklige Dreiecke
gibt, die die Forderungen (1) und (2) erfiillen,

und daf} die Ldngen der Dreieckseiten durch _

diese Forderungen eindeutig bestimmt sind.
Geben Sie diese Seitenlidngen an!

221024 Es sei ABCDEF ein regelmiBiges
Sechseck, sein Flacheninhalt F,. Mit F, sei
der Flicheninhalt des (gleichseitigen) Drei-
ecks ACE und mit F, der Flacheninhalt des
(gleichseitigen) Dreiecks MMM, bezeich-
net, wobei M, M2, M; in dieser Reihenfolge
die Mittelpunkte der Seiten AB, CD bzw. EF
seien.

Berechnen Sie das Verhiltnis F, : F, : F3!
(Das Verhailtnis soll durch drei moglichst klei-
ne natiirliche Zahlen ausgedriickt werden.)
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221221 Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reel-
ler Zahlen, die das Gleichungssystem

x(y+z)=5 (8)]

Wx+2z)=8 )

2(x+y)=9 3)
erfiillen! -

221222 Man untersuche, ob es unter allen
Dreiecken, bei denen fiir die Seitenldngen a,
b, ¢ die Beziehungen

aslcm=b<2cm=<c=<3cm 1)
gelten, ein Dreieck mit groBtmdglichem Fli-
cheninhalt gibt. Ist das der Fall, so ermittle
man diesen Flacheninhalt.

221223 Man beweise:
Sind a und b von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen, d ihr groBter gemeinsamer Tei-
ler und v ihr kleinstes gemeinsames Viel-
faches, so gilt

at+b=d+v. 1
Man untersuche, fiir welches a, b in (1) das
Gleichheitszeichen gilt.

221224 Es sei n£0 eine natiirliche Zahl.
Auf einer Kreislinie seien 2n paarweise ver-
schiedene Punkte Py, P», ..., P2, gegeben.
Gesucht wird die Anzahl A4, aller verschiede-
nen Moglichkeiten, eine Menge von n Sehnen
so zu zeichnen, daB lolgende Forderungen er-
fiillt sind:

Jede Sehne verbindet einen der Punkte P,,
P, ..., P3, mit einem anderen dieser Punkte,
und keine zwei dieser Sehnen haben im Innern
oder auf dem Rand des Kreises einen gemein-
samen Punkt. Zwei Moglichkeiten gelten ge-

nau dann als verschieden, wenn es mindestens
ein Punktepaar P;, P; gibt, das bei der einen
der beiden Moglichkeiten durch eine Sehne
verbunden ist, bei der anderen Mdglichkeit
dagegen nicht.

a) Ermitteln Sie die Anzahl A3, indem Sie zu
sechs Punkten Py, P,, ..., P, mehrere ver-
schiedene Moglichkeiten [tir drei Sehnen an-
geben und nachweisen, daBl damit alle ver-
schiedenen Méglichkeiten der geforderten Art
erfaBt sind!

b) Ermitteln Sie eine Formel, mit der man fiir
beliebiges n>2 die Anzahl A4, aus den An-
zahlen Ay, ..., A, berechnen kann!

c) Ermitteln Sie die Anzahl 45!

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklassen 5 bis 10" ver6lfentlichen wir im
Innenteil des Heftes 3/83, d. Red.

,»Im Jahre 1783 verloren wir
Herrn Leonhard Euler . . .

Abel Burja (1752 bis 1816) war ein Pfarrer
und Mathematiklehrer, der 1785 ein Buch in
Berlin mit dem Titel ,,Observations d’un
voyageur...* (Beobachtungen eines Rei-
senden. . .) erscheinen lieB. Burja hatte 1783
auch Euler in Petersburg besucht und dariiber
einen Bericht gegeben, der auch Eulers letzte
Stunde einschlieBt:

,,Ich sah ihn an seinem vorletzten Lebenstag
{rohlich, [reundlich, wie immer: er beklagte
sich nur iiber Schwindel. Er sagte auch,
wenn er iiber seine Lage nachdenke, scheine es
ihm seit kurzem, daB er fremd in seiner

. Familie sei und sich selbst nicht kenne.

Am folgenden Tag nach dem Mittagessen
unterhielt er sich mit den Herren Lexell und
FuB iiber verschiedene mathematische, physi-
kalische und astronomische Gegenstinde,
insbesondere iiber den neuen Planeten und
dber Luftballons, iiber die man damals ge-
rade zu sprechen begann. (Gemeint ist der
Planet Uranus, der 1771 entdeckt worden
war, sowie die im Juni 1773 erfolgreich ge-
startete erste Montgolfiere.)

Gegen 5 Uhr abends ging er zu seinem Enkel,
begann mit ihm zu scherzen, rauchte auf dem
Sofa sitzend Tabak. Plétzlich entfiel ihm seine
Pfeife. Er rief laut: , Meine Pfeife!** und
biickte sich, um sie aufzuheben, danach stand
er auf, ohne die Pfeife, schlug mit seinen
Handen an die Stirn und sagte: ,,Ich sterbe.*
Nach diesen Worten sagte er nichts mehr und
befand sich bis 11 Uhr abends im Zustand
der Agonie, als er verschied.

Aber am gleichen Tage morgens hatte er sei-
nem Enkel, von dem ich gerade sprach, noch
Mathematikunterricht gegeben. Er schloB
einige vonihm begonnene Berechnungen iber
Luftballons ab und schrieb sie auf, wie ge-
wohnlich, mit Kreide in groBen Buchstaben
auf zwei Schiefertafeln — denn das war alles,
was er bei seinem schwachen Sehvermégen,
das er besaB, noch tun konnte.**

Losungen

Lidsungen zu: Fiir den Sprachfreund

Ala Im Jahre 1982 war das Quadrat der
Zahl, die Matlebs Alter angab, gleich der
Zahl, die aus den ersten drei Ziffern seines
Geburtsjahres gebildet wird. In welchem Jahr
wurde Matleb geboren?

Lésung: Die einzige in Frage kommende
Quadratzahl ist 196, also war 1982 Matleb
14 Jahre alt; er wurde 1968 geboren.

A2a ImlJahre 1982fielender 1. Januar und
der 31. Dezember auf genau denselben Wo-
chentag. Ist das in diesem Jahr auch so? Uber-
haupt: Wann [llt der 1. Januar auf denselben
Wochentag wie der 31. Dezember?

Lésung: AuBer in Schaltjahren ist das immer
so, denn es ist 365=7-52+1.

A3 A Mark, Paul und Boris sind mit Anne,
Mary und Susan verheiratet, nicht notwen-
digerweise in dieser Reihenfolge. Jedes Paar
hat ein’ Lieblingstier, und die Lieblingstiere
sind eine Katze, ein Meerschweinchen und
ein Pony. Benutze die folgenden Angaben,
um die Zusammengehorigkeit von Ehemin-
nern, Ehefrauen und Lieblingstieren festzu-
stellen!

Pauls und Annes Lieblingstiere kampften mit-
einander. Der Name von Marys Ehemann
hat vier Buchstaben. Susan ging hiniiber, um
Marks Lieblingstier zu fiittern, wenn er fort
war. Mark geht niemals in die Stadt. Boris’
Lieblingstier ist entweder die Katze oder das
Pony. Susans Lieblingstier ist nicht die
Katze. Der minnliche Besitzer der Katze
brachte diese zum Tierarzt in die Stadt. Das
Meerschweinchen versteckt sich, wenn Anne
zu Besuch kommt. Marys Lieblingstier schlaft
in einem Schuhkarton.

Lésung: Mark und Mary haben das Meer-
schweinchen. Paul und Susan haben das
Pony. Boris und Anne haben die Katze.

A4a Eine Zeitung umfaBt 36 Seiten und
hat eine tigliche Auflage von 600000 Exem-
plaren. Jede Seite ist ein Rechteck, dessen
AusmaBe 50 cm und 33 cm betragen. Um jede
Seite gibt es einen unbedruckten Rand von
2cm Breite. )

a) Wie groB ist die bedruckte Fliche?

b) Wie groB ist die Fliche des Papiers, das
fir die tdgliche Aullage der Zeitung notwen-
dig ist?

45



Losung: a) Die bedruckte Fliche betrigt
0,46 m-0,29m - 36 - 600000 =2881440m?2.

b) Die benétigte Fliche des Papiers betrigt
0,5m-0,33m - 36 - 600000 = 3 564000 m>.

A5A Die Linge eines Telefonkabels, das
zwei Orte verbindet, ist gleich 72,8 km. Wenn
die Temperatur um | Grad steigt, verlingert
sich jeder Meter dieses Kabels um 18 um. Be-
rechne die Ausdehnung dieses Kabels in cm,
wenn die Temperatur von 12° auf 36° steigt!
Lésung: Bei 1 K Temperaturunterschied be-
trigt die Ausdehnung des Kabels 72800 -
0,000018 m~ 1,31 m. Bei36°C—12°C=24K
Temperaturunterschied betridgt die Ausdeh-
nung 1,31m-24=3144m=3144cm.

Ldsungen zu:
Mathe-AGs im Kreis Kothen

Al A Vor.:a, b, csind natiirliche Zahlen

mit a=b-1
c=b+1
Beh.: ab+bc=2b2
Bew.: ab+bc=bla+c)=bb—-1+b+1)

ab+bc=b-2b=2b% w.z.b.w.

A2a Hat die der Mauer parallele Recht-
eckseite dic Linge ¢ und haben dig beiden
iibrigen Begrenzungen die Linge b, so gilt

a+2b=400 (1
und fiir den Flicheninhalt

A=a-b. (2)
Ersetzt man « in (2) durch (1), so erhilt man

A=(400-2h) b (3)

A= —2b%+400b.

Das Bild der Funktion 4 =/(b) ist in cinem
rechtwinkligen b-4-Koordinatensystem cine
nach ,unten* ged{fnete Parabel. Sie schneidet
die Abszissen-(h-) Achse in

by =0 und b, =200; 4)
denn fiir

A =0 gilt wegen (3)

0=(400—-2b) b

mit den in (4) angegebenen Losungen.
Den groBten Flidcheninhalt gibt die Ordinate
A, des Scheitels der Parabel an. Fiir die
dazugehorige Abszisse b, gilt wegen der
Symmetrieeigenschalten der Parabel
by+b, 20040
e 100.
Die Eckpfihle miissen in einem Abstand von
100 m von der Mauer und wegen (1) 200 m
voneinander entlernt stehen. Der groftmog-
liche  Flicheninhalt  betrdgt demnach
20000 m? wegen
A=(400-2-100)- 100
=20000.

by=

Al.la Die Geschwindigkeit des Kunden
sei v, die der Rolltreppe ¢,. Auf der fahrenden
Rolltreppe bewegte sich der Kunde mit der
Geschwindigkeit vs, [itr die gilt:

Uy=0) +0s.
Der Weg von einer Etage zur anderen sei s.
Da alle Bewegungen als gleich(ormig ange-

. s
sehen werden, gilt wegen u=;-
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s_S5.s
ts b >
1 1 1
— =—+—, und man erhilt
t3 £y I3
[ZER Y
ty= ;
Tt
30s-90s
Einsetzen liefert ry =—
*~ 120
t3=225s.

Bei fahrender Rolltreppe benétigt der Kunde
22,5s.

A32.a Zum gleichen Ergebnis kann man
aber viel leichter kommen, wenn man eine
einfache Uberlegung anstellt:

Wir denken uns eine Rolltreppe, die ohne an-
zuhalten, durch mehrere Etagen fihrt. In der
Zeit von 905, die der (laufende) K unde bis zur
ersten Etage bendtigt, konnte der (stehende)
Kunde aufl der (gedachten) Rolltreppe die
dritte Etage erreichen, das bedeutet, daf in
90s zusammen vier Etagen erreicht werden.
Fiir eine Etage bendtigt man dann 90s:4
=225s.

Ldsungen zu: -
In freien Stunden - alpha-heiter

Das Konigsberger Briickenproblem

Es ist nicht moglich, jede Briicke genau einmal
zu tiberschreiten. (Bei 8 Briicken wiire es mog-
lich.)

Die Leningrader Briicken

= Nl

PO -

ks
Das Problem der vertauschten Briefe
[Flir n=4 aul 9 Arten.

EE

Euler an Goldbach
Fiir n=9 ist die gesuchte Anzahl 9.

Griechische magische Quadrate

15 14 4
12 6 7 9
g 10 Il 5
133 2 16

Im Jahre 1750. . .

Jede der vier Personen wird in den vier
Altersangaben 164, 138, 160 und 147 genau
dreimal beriicksichtigt. Damit erscheint in der
Summe 164 + 138+ 160+ 147 =609 jedes ge-
suchte Alter genau dreimal. Mithin ist die
Zahl 609 das Dreifache der Summe der Alter
aller vier gesuchten Personen. Die gesuchten
Personen waren 1750 also zusammen 203

Jahre alt. Bach, Voltaire und Euler waren
1750 insgesamt 164 Jahre alt, womit Lomo-
nossow 203 — 164 =39 Jahre alt war. Entspre-
chend folgt fiir Bach, Euler und Voltaire
203 -138=65, 203—160=43 und 203 —147
=56. Die Lebensdaten der vier Personen
lauten iibrigens: Bach 1685 bis 1750; Voltaire
1694 bis 1778; Lomonossow 1711 bis 1765;
Euler 1707 bis 1783.

Lésung zu:
Der Springer wird zum Rissel

%//7
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Losung zu:
Die historische Mathematikaufgabe, Heft 1/82

Das Lebensalter Diophants

Die Formulierung der Aufgabe ist nicht ein-
deutig. Die Angabe iiber den Tod des Sohnes
erlaubt zwei Deutungen. (Im folgenden be-
zeichne x das unbekannte Lebensalter Dio-
phants.)

1) Er starb, als er die Hilfle des Lebensalters

. . X
Diophants erreicht hatte, als er also 5 Jahre

alt war.

2) Er starb, als er gerade halb so alt wie der
Vater war. Da der Vater noch 4 weitere Jahre
lebte, war er x —4 Jahre alt, der Sohn somit
x—4

5 Jahre alt.

Hieraus ergeben sich die folgenden zwei
Losungen:

1) Das Gedicht [iihrt aul die Gleichung

1 | 1 . X
Ex+ﬁx+7x+3+—2+4=x oder
(Multiplikation mit 84)

14x+7x+ 12x +420+42x + 336 =84,

also 9x =756, x =84. Aul die Kindheit liclen
14 Jahre, Diophant bekam mit 21 Jahren
einen’ Bart, mit 33 Jahren eine Frau, mit
38 Jahren einen Sohn. Dieser starb mit
42 Jahren (als der Vater 80 war); Diophant
starb mit 84 Jahren.

2) Es ergibt sich die Gleichung

éx + é\+ %.\' +5+ Y—g—4 +4=x oder

14x +7x+ 12x +420+42x — 168 + 336 = 84x,

also 9x =588, x= 65%.

8
Aul die Kindheit [iclen 109— Jahre. Nach



4 . 1
56 Jahren (also mit 16»3— Jahren) bekam er

einen Bart, nach 9% Jahren (also mit 25% Jah-
ren) heiralete er, nach 5 Jahren (also mit

30% Jahren) wurde Diophant Vater eines
Sohnes. Dieser starb mit 30% Jahren, als der

Vater 6l% Jahre alt war. Nach 4 Jahren (mit

65% Jahren) starb Diophant.

Losungen zu:
alpha-Wettbewerb des Heftes 5/82
(Fortsetzung)

Ma7 w2251

Ma7 #2252

a) l b) 9]

Ma8 w2253 Angenommen, Schwester A hat
x Jungen und y Méadchen, dann hat Schwester
B auch y Midchen, aber 2x Jungen. Da beide
zusammen 7 Kinder haben, gilt 3x +2y=7.
Diese Gleichung hat nur fir y=2 eine fiir
unser Problem sinnvolle Losung. Es folgt
dann x=1.

Schwester 4 hat 3 Kinder, und zwar 2 Mid-
chen und 1 Jungen; Schwester B hat 4 Kinder,
und zwar 2 Méadchen und 2 Jungen.

Ma8 #2254 Es seien a, b, ¢, d die vier
Grundziffern der Jahreszahl. Dann gilt fir die
Bedingung der Aufgabe
a+10b+c+d=10a+b+10c+d,

9b=9a +9c,

b=a+c.

Da nun ¢+0 (wegen der Bedingung, daB cd
eine zweistellige natiirliche Zahl ist) gilt, kann
die geforderte Bedingung erst [iir b=3, c=1,
a=2 und d =0 wieder erfiillt werden.
Das heiBt, nach 321 Jahren, im Jahre 2310,
gilt dann zum ersten Mal wieder obige Glei-
chung.

Ma8 ®2255 Es seien a, b, ¢ die Ldngen der
Seiten eines beliebigen Dreiecks, dann gilt
nach der Dreiecksungleichung ohne Ein-
schriinkung der Allgemeinheit

a<b+c.
Nach dem Monotoniegesetz der Addition be-
ziiglich der Kleiner-Relation folgt

a+a<a+b+c bzw.
2a<a+b+oc,

[
a< i(a +b+¢) bzw.

1
a<§u, w.z.b.w.

Ma8 82256 Die Linge der Quadratseite sei
mit a bezeichnet. Dann ist die Linge des
Durchmessers d; des Umkreises d,=u - [/5
und die Linge des Durchmessers d, des [r\l-
kreises d; =a. Nun gilt flir den Fliacheninhalt
des Umkreises

T
Au=z'd|z

. (al/i)z

cat- 2.

FNR I N

Fiir den Flacheninhalt des Inkreises gilt
1
A; =Z ) dzz

: az.

PR

Es folgt sofort die Behauptung.

Ma9 w2257 Aus (1) folgt y? =(x + 20)*. Das
setzt man in (2) ein und erhiit

(x+20)2 +x2 =1882,

x2+40x +400+ x2 = 1882,

2x2 +40x+400 =1882,

x2420x — 741 =0,

X1.2 =—-10+]/841,

X1,2 =—10+29.
Es folgt x, =19 und y,=39 oder x,=—39
und y,=—19.

Es gibt also genau zwei ganzzahlige Losun-
gen, und die Lésungsmenge ist
L={[19;39], [-39; — 19}}.

Ma9 82258 Die beiden Zahien seien mit x
bzw. y bezeichnet, und es geite x> y. Nach
der Aufgabenstellung folgt nun

x+y+x—y+xy+';=243,

2x+xy+’}‘ =243,
2xy+xy*+x =243y,
x(2y+y2+1) =243y,
x(y+ 1) =243y,
243y
o

Da x eine natiirliche Zahl ist, muB (y+ 1)
ein Teiler von 243 = 3% sein, namlich 32 oder
3*. Daraus folgt y=2 oder y=8.

32

Wenn y=2, so ist x=2—49-

8 bzw. x=24.

bzw. x=54;

wenn y=_§, so ist x=243.

81
Die gesuchten Zahlen sind 24 und 8 oder
54 und 2.

24+8+24—8+24~8+28—4=243,

48+1924+3=243,
243=243;

54
54+2+54-2+54-2+ 42—=243,
108 + 108 + 27 =243,
243 =243,

Ma9 ®2259 Durch Zerlegung erhilt man
{(a—b)(a+b)(a*+b?)=5p.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktoren-

zerlegung gilt dies nur fir

a—b=1 (1),
a+b=5 2),
und a®+b%*=p (3).
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt
a=3
und b=2.

Setzt man das in die Gleichung (3) ein, so er-
hilt man

p=13.
Da 13 tatsichlich Primzahl ist, ist 13 auch die
einzige Primzahl, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigt. .

Ma9 #2260 Wegen der Anstiege | bzw. — |
sind die GroBen der Winkel £« BAC und
¥ ABC jeweils 45°; £ ACB hat demzulolge
die GroBe 90°. Das Dreieck ABC ist also
gleichschenklig-rechtwinklig. Wir bezeichnen
die Linge von AC=CB mit a. Fiir den Fli-
cheninhalt A des Dreiecks ABC gilt dann

2
A= %. Nach dem Satz des Pythagoras gilt
weiter:
a* +a?=(5cm)?
2a*=25cm?
2
a _ 2
5 =6,25cm?.
y
N
(1
[
(2)
/ x
/A By

Der Flidcheninhalt des Dreiecks ABC betrigt
6,25cm?. -

Mal0/12 m2261 Das Dreieck ABM st
gleichschenklig (AM und BM sind Radien des
Umkreises). Nun gilt fir die GroBe des Win-
kels x MAB= ¥ ABM jeweils 72,5°.
Nach dem Sinussatz gilt im Dreieck ABM
r 4B
sin 72,5°  sin 35°
AB-sin72,5° 3-sin72,5°

bzw.

r= =— cm=5cm.
sin 35°

sin 35°

Der Umkreisradius des Dreiecks ABC ist fast
Scm lang. Es gibt beliebig viele Dreiecke
ABC,, ABC,, ABC,;, ..., die diese Bedingun-
gen erfiillen.
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Ma10/12 #2262 Es seien x, y bzw. z die
Langen der Strecken GP, HK bzw. PD. We-
gen GP~AH und PD~KB gilt x+y+z=c.
Nun verhalten sich die Flicheninhalte #hn-
licher Dreiecke wie die Quadrate entsprechen-
der Seitenlingen. Darum gilt

Al Xz
—=,alsox=c-

A ¢ ﬁ’

Daraus folgt weiter

AL VA VA
ZBR L

VA, +)/ A +)/ A=)/ 4.

Ma10/12 #2263 »Al‘s Grundflichen der Py-
ramiden wihlen wir die sechs Quadrat(lichen
des Wiirfels. Damit hat jede Pyramide eine
gleich groBe Grundfliche. Da [ir das Volu-

=c, also

. . 1 .
men einer Pyramide V=§G-h gilt, stehen

die Volumina dieser Pyramiden im gleichen
Verhiltnis zueinander wie die entspréchenden
Hohen. Weil die Summe aller natiirlichen
Zahlen von | bis 6 gleich 21 ist, miissen die
emzelnen Pyramldenvolumma gleich dem
-, 3-, 4-, 5- bzw. 6fachen des durch 21
dividierten Wiirfelvolumens sein. Auf jeder
Lineardimension entfallen somit 21:3=7
Einheiten. Das ist dann der Fall, wenn sich
die Hohen jeweils gegeniiberliegender Pyra-
miden wie 1:6, 2:5 bzw. 3:4 verhalten.
Die gemeinsame Spitze aller sechs Pyramiden
ist daher der Punkt, der von den Quadrat-

Mlichen des Wiirfels ~den Abstand h,=n ;
mit n=1, 2, ..., 6 hat.

Ma 10/12 #2264

?

4 1 3 1]

=

Phé6 ®[21 Geg.: Die Kanten des Quaders
mit a=2,5cm, b=4cm, c=9,5cm, die Masse
m=256g

Ges.: die Dichte g

Man rechnet mit def Gleichung Q=’li/1. Fiir

das Volumen V setzt man V =a- b - ¢, also

48

256¢g

Dann st 0= 35 om0 5em’

g
Q32,7 —3.

Der quaderformige Korper besteht aus Alu-
minium.

Ph7 122 Geg.: h=1,50m
G=25kp
1=0,35

Nach der Gleichung fir die geneigte Ebene

git F-l=G-hmitF=pu-G,
_G-h

Ges.: !

1,50 m
035
. [=4,28 m.
Das Brett muB eine Linge von 4,28 m haben.

1=

Ph8 #123 Geg.: p, =760 Torr Ges.: 0,
p2=T745Torr
=273K
=300K

01=000129 &
cm

Nach der Zustandsgleichung der Gase gilt
W PV V
' Ty Tz ’

Da V=" und V=" ist, gilt
[43] Q2

P

T a1

P2
T, 02
_p:Ti-a
T
745 Torr- 273K - 0,00129 g
760 Torr- 300K cm®

g
02=000115 =5,

Q22

2:=

Die Dichte der Luft betrigt 0,00115 ij.

Ph9 =124

Geg.: D=80mm, d=0,078 mm, h=20mm,
A3=50K, f=18,0-10"°K!

Ges.: |

1. Das Quecksilbervolumen V, bei 3, =0°C

4 (D\* d’n
V0=—3—ﬂ<5> +Th

(n
2. Das Quecksilbervolumen V; bei 9, =50°C
Vi={5@D*+3d%h) @

=Vo(l +8-AY) 3)

3. Der Abstand ! der 50-°C-Marke von der

0-°C-Marke
I=h,—h

Mit (1) in (3) folgt

2 2D3+3d%h) (1+ - A9).

V0=%(ZD3+3d2h)

bzw.

4

b= )

"Mit (2) und (5) folgt

(2D’ +3d%h)=(2D>+3d*h) (1 + B- AY)
und hieraus

3 2
h,_h=p-A3<2D_3';z3d_h>_

Mit (4) folgt weiter

2D?
l=ﬁ-A3(§7+h>,
1=18,0-107°K"'-50K

2-8,0°mm?
(3 0,078 mm +2°""“>’

1=150,5mm.
Der Skalenabstand betrigt 50,5 mm.
Ph10/12 w125 '

Geg.: g=9.81 SEZ’

% der Fallstrecke in 1s

Ges.: s,t
Die gesamte Fallstrecke ist nach der Glei-
chung ftr den freien Fall

=9
Szt.

n
Der Korper legt dann ein Viertel des Weges
in (t — 1) Sekunden zuriick, also

S9u—1p

3= =05

s=2g(t—1)%

(1) in (2) eingesetzt, ergibt
9. 2 %5 _1)?
5t =2¢g(t— 1)

Diese Gleichung ist nach ¢ aulzul6sen, also

2

2=4(2-2r41),

8 4
= 2_ =2__ —
0=3¢"—8t+4=1 3t+3,

8 64 48
tl.Z—gi 3636
fo=asl
T3y

Die zweite Losung entfillt, deshalb gilt 1 =2.
t=2 in (1) eingesetzt, ergibt dann schlieBlich
s=9——2—’28i D.92s2,
s=19,6m.
Der Korper [llt aus einer Hohe von 19,6 m
und [llt insgesamt 2 Sekunden.

Ch7 =97
1 min2301 Luflt
xmin2 15600000001 Luft

1 min - 1560000000/

301
x = 52000000 min
1 Tag£ 1440 min
x2 52000000 min
_ 52000000 min - | Tag
- 140min

x=36111Tage

Ein Mensch konnte etwa 36111 Tage oder 99
Jahre leben.

Ch8 ®98 a) Das Kalksteinmehl enthilt
45,4 kg Kalziumoxid. b) 60,0 kg des Kalzium-
hydroxides haben den gleichen Kalziumoxid-
gehalt wie das Kalksteinmehl.

Ch9 899 5200 ml Leitungswasser enthalten
0,572 g Kalziumoxid.

Ch10/12 m]100 50,7%; des Wassers werden
nicht gebunden.
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Pestalozzi-OS, Lébau; Kerstin Miiller, Jens Soll,
Stefan Schmidt, Jérg Zimmermann, Frank Schon-
bach, André Gaertner, Ralf Rogel, Heiko Frohlich,
Jens Grunert, alle Lossau; Peter Gerlach, Liibs;
Ute Korell, Liitzen; Ulrich Hirtel, Uwe Mohren-
weiser, Peter Zienicke, Thomas und Geza Pap,
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Angelika Schlegel, Mahlsdorf; Bettina Fréhlich,
Manschnow; Lutz PaBler, Marienberg; Falk Nicol,
Meiningen; Silke Habold, Christian Kunze, beide
MeiBen; Uwe Latz, Meyenburg; Eiko Knorre,
Micheln; Soéren Wolf, Milkau; Klaus Walther,
Mittelherwigsdorl; Uwe Pioch, Mittelschmalkal-
den; Silvia Krech, Mittelstille; Frank-Thorsten
Bolter, Michael Weber, beide Miihlhausen; Katrin
Bernhardt, Janett Eckart, beide Naundorf; Heike
Forster, Naunhof; Andreas Suchanow, Elvira Ko-
rolus, beide Neubrandenburg; Undine Henker,
Annett Stoéber, Kerstin Giinther, alle Neukirch;
Susanne Lind, Neuhaus; Marco Walther, Neun-
dorf; Ilka Bublitz, Andrea Hinzmann, Ruth Fiedler,
UIl Woike, Sabine Fiillgraf, alle Neustadt; Kathrin
Massanek, Neusornzig; Ines Lojak, Ute Riedels-
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Endter, Andre Hoflmann, Anja Horn, Sandra
Niedlich, alle Oberschénau; Michael Herrmann,
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Hennig Hetzer, Oettersdorf; Silke Stieber, Olbers-
dorf; Esther Hadlich, Oranienbaum; Thomas
Glockner, Dirk Jahn, Jaen Hankel, Horst. Bohm,
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Cornelia BriiB, Diana Schliiter, Michael Taeschner,
alle Parchim; Steffen Scheithauer, Parey; Thomas
Lieberwirth, Perleberg; Heiko Kiihn, Susanne
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the, Andreas Doérin, alle Wiederitzsch; Dorothee
Farner, Wildberg; Andrea Maas, Wilhelmsburg;
Bert Winkler, Wilkau-HaBlau; Mario Kuhn, Wint-
zingerode; Ute SiB, Wippra; Karin Junk, Peter
Eggert, Heike Hinz, alle Wismar; Mathias
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Leonhard Euler —
Chronologie

1707 Leonhard Euler in Basel geboren
(15. April).

1708 Umzug der Familic nach Riehen bei
Basel.

1713 Nachdem Euler zunichst bei seinem
Vater Unterricht erhalten hatte, besucht er
die Lateinschule in Basel.

1720 Euler immatrikuliert sich an der
Universitat in Basel (20. Oktober).

1723 Studium der Theologie, danach der
Mathematik bei Johann Bernoulli.

1724 Euler erhilt die Magisterwiirde.
1725 Erste wissenschaftliche Arbeit.

1726 Die Versuche Eulers scheitern, in
Basel eine Professur zu erhalten.

1727 Abreise aus Basel (5. April) und
Ankunft in St. Petersburg (24. Mai).

1731 Nach anfanglichen Schwierigkeiten,
die durch den Tod der Zarin Katharina II.
entstanden waren, wird Euler Professor fiir
Physik an der Akademie in Petersburg. Eine
bereits 1731 geschriebene Musiktheorie
erscheint erst 1739.

1733  Euler wird als Nachfolger Daniel

Bernoullis Professor fiir Mathematik an der

Petersburger Akademie.

1734  Euler heiratet (17. Januar, nach dem’
alten Kalenderstil am 27. 12. 1732) Katha-
rina Gsell. Sohn Johann Albrecht geboren.
1736 Eulers ,,Mechanik‘ erscheint. In ihr
wird erstmals die Mechanik mit der neuen
Analysis behandelt.

1738  Euler verliert als Folge einer Infek-
tion das rechte Auge. -

1740 bis 1742 1. Schlesischer Krieg.

1740 Sohn Karl geboren.

1741 Euler verliBt Petersburg (19. Juni),
da die Machtkampfe im Zarenreich seine
Zukunft unsicher erscheinen lassen. An-
kunft in Berlin (25. Juli). Tochter Helene
geboren. '

1743 Sohn Christoph geboren.

1744 bis 1745 . 2. Schlesischer Krieg.

1744 Die Biicher iiber Himmelsmechanik
und Variationsrechnung erscheinen.

1746 Nachdem sich durch die Schlesischen
Kriege die Neugrindung der Akademie
immer wieder verzégert hatte, wird Euler
Direktor der mathematischen Klasse der
Berliner Akademie.

1748 | Einfihrung in die Analysis des Un-
endlichen* erscheint. .

1749 Ein von der Petersburger Akademie
in Auftrag gegebenes Buch iiber Schiffbau
wird verdffentlicht.

1750 In einer Arbeit veroffentlicht Euler
den Impulsdnderungssatz.

1751 Die erste Mondtheorie wird publi-
ziert.

1753 Wichtige hydrodynamische Arbeiten
von Euler verfaBt, u. a. auch iiber Turbinen-
bau.

1755 Die 1748 geschricbene Diflerential-
rechnung erscheint.

1756 bis 1763  Siebenjéhriger Krieg

(3. Schlesischer Krieg).

1758 Euler findet die spater nach ihm be-
nannten Kreiselgleichungen.

1765 Euler verdffentlicht ein weiteres
Mechanikbuch. )
1766 Ubersiedlung nach Petersburg

(1. Juni bis 17. Juli) infolge eines Zerwiirf-
nisses mit Friedrich II. Selischwiche.

1768 ,,Briefe an eine deutsche Prinzessin*
erscheinen. Dieses Buch war einer der
groBten Buchhandelserfolge des 18. Jahr-
hunderts und ist bis heute eines der besten
populdrwissenschaftlichen Biicher. Die 1763
beendete Integralrechnung erscheint.

1770 ,,Vollstindige Anleitung zur Al-
gebra‘ veroffentlicht.

1771 Staroperation miBlungen, Eplers
Wohnhaus abgebrannt. '

1772 Die zweite Mondtheorie wird publi-
ziert.

1773  Eulers Frau gestorben. N. Full

' kommt aus Basel nach Petersburg, um dem

blinden Euler bei seiner wissenschaftlichen
Arbeit zu helfen.

1775 Drehimpulssatz von Euler gefunden.
Jetzt lassen sich alle Aufgaben der klassi-
schen Mechanik mathematisch behandeln.
1776 Wiederverheiratung Eulers mit
Salome Gsell.

1783  Euler gestorben (18. September).
1911 Der erste Band der ,,Gesammelten

Werke‘* Eulers erscheint im Teubner-Verlag.

Das monumentale Werk wird in diesem
Jahrhundert vollendet werden. Zur Zeit
sind 71 Binde erschienen.

Leningrad. Blick iiber die Newa auf die
Wassili-Insel. Am linken Bildrand ist die
Kunstkammer zu sehen, der Arbeitsplatz
Eulers bei seinem zweiten Petersburger
Aufenthalt. Bei beiden Petersburger Aufent-
halten befand sich Eulers Wohnung auf der
Wassili-Insel.
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Beginn des Bewerbungsschreibens Eulers an
den Prisidenten der Petersburger Akademie
aus dem Jahre 1726.

Zusammensleliung : R. Thiele

Basel. Blick auf die mittlere Rheinbriicke aus unseren Tagen. Das erste Haus von links am
Ufer ist die alte Universitat. Dahinter befindet sich die Taufkirche Eulers. Diese Kirche
gibt den wohl sichersten Hinweis auf die Lage des unbekannten Geburtshauses von Euler:
es muB in der Nihe der Kirche sein. Weil dort aber fast keine Hauser aus der Zeit vor 1707
vorhanden sind, diirfte Eulers Geburtshaus nicht mehr stehen.
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Korbbogenkonstruktion

Bild 1
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Wer einmal nach unserem Nachbarland in die
CSSR fdhrt, sieht dort noch manches alte
Bauerngehoft mit einem schdnen Torbogen
als Kronung der Einfahrt. Auch an den
Marktpldtzen alter Kleinstddte sind Bogen-
gange der Hauserfronten rund um den Markt
recht beeindruckend. Schauen wir uns den
Torbogen eines alten Biirgerhauses genauer
an, so ist zu bemerken, daB kein einfacher
Halbkreisbogen die Einfahrt tiberw6lbt. Viel-
mehr ist die Bogenlinie in der Mitte weniger
stark gekriimmt als an den Seiten. Dabei ist
die Symmetrie beziiglich der Mittellinie des
Tores gewahrt. Die Bogenlinie geht an den
Seiten nicht geknickt, sondern [lieBend in die
Senkrechte iiber (vgl. Bild 1). Nach fliichtiger
Betrachtung kann man den Torbogen fiir eine
Halbellipse halten, deren Hauptachse waage-
recht liegt. An der Ellipse nimmt die Kriim-
mung von einem Nebenscheitel ausgehend
nach den Hauptscheiteln stetig zu. Im hdch-
sten Punkt des Tores, der damit als Neben-
scheitel anzusehen wire, weist die Kriim-
mung ein Minimum auf. Eine genauere Unter-
suchung solcher Torbiigen zeigt jedoch, da§
die Kriimmung der Bogenlinie von der Mitte
nach den Seiten laufend nicht stetig zunimmt.
Die Bogenlinie setzt sich aus drei Kreis-
abschnitten zusammen. Haben der mittlere
Abschnitt den Kriimmungsradius r; und die
beiden duBeren Abschnitte den Kriilmmungs-
radius r,, so gilt stets
ry>ra.
Die Kriimmungen k; der Kreisabschnitte stel-
len die Kehrwerte von r; dar, also
ki='/ri (i=1,2). @
Aus (1) und (2) folgt k; <k. 3)

AuBer der Forderung :—‘> 1 bestehen fiir das
2

Verhiltnis der Kriimmungsradien keine Ein-
schrinkungen. Je nach den baustatischen
Forderungen, die die Bogen zu erfillen hat-
ten, wihlte man das Verhiltnis der Kriim-
mungsradien g=r,:r; mehr oder weniger
groB. Fiir ¢ > 1 ergibt sich ein stark abgeflach-
ter Torbogen. :
Gibt man sich ein Rechteck vor, dessen Breite
mehr als doppelt so grof ist wie die Hohe, so
kann man offenbar beliebig viele aus drei
Kreisabschnitten zusammengesetzte symme-
trische Bogenlinien konstruieren, die die waa-
gerechte Seite als Grundlinie und die senk-

(1)

rechte Seite als Hohe besitzen und bei denen
auflerdem an der Ubergangsstelle genau eine
Tangente existiert. Wie eine genauere Ver-
messung zeigt, erfiillen die von den damaligen
Baumeistern verwendeten Bogenkonstruktio-
nen noch zusitzlich die folgende Forderung:
Die Tangente an die Bogenlini¢ in der Naht-
stelle J der zwei Kreisbogen von unterschied-
licher Kriimmung ist parailel zu der Sehne,
die den hochsten Punkt (Scheitelpunkt des
Tores) mit dem entsprechenden tiefsten Punkt
der Bogenlinie verbindet (vgl. Bild 2). Wie
man zeigen kann, sind die Kreisabschnitte
und damit die gesamte Bogenlinie durch Vor-
gabe des Rechtecks unter Einbeziehung dieser
Forderung eindeutig bestimmt.
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Bild 2

Bild 3

Uns stellt sich die Frage, wie man die Naht-
stelle J der Kreisbogen s; unterschiedlicher
Kriimmung mit Zirkel und Lineal konstruk-
tiv finden kann, wenn dabei im Punkt J die
geforderte Tangentenrichtung vorliegen soll.
Da die beiden Nahtstellen symmetrisch zur
Mittellinie QT des Rechtecks liegen, geniigt
die Betrachtung einer Hilfte der Flache. Fer-
ner kdnnen wir unsere Untersuchungen auf
das Dreieck ASQP beschrinken, denn die
halbe Bogenlinie s besitzt dieses Dreieck als
Sekanten-Tangentendreieck. Da der Winkel

£ SPQ ein rechter Winkel ist, liegt ein speziel-

ler Fall vor. Wir verallgemeinern die Pro-

blemstellung in folgender Weise:

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck A ABC

(vgl. Bild 3). Gesucht ist eine aus zwei Kreis-

bogen zusammengesetzte Bogenlinie s, die fol-

gende Forderungen erfiillt:

1. Die Bogenlinie s soll A mit B verbinden.

2. Die Bogenlinie s soll — abgesehen von den
Randpunkten A und B — nur innere
Punkte des Dreiecks ABC besitzen.

. Die Bogenlinie s soll die Seite a in B und
die Seite b in A beriihren.

4. Die Bogenlinie s setzt sich aus zwei
Kreisabschnitten mit den Kriimmungs-
radien r, bzw. r; zusammen.

. In der Verkniipfungsstelle J der beiden
Kreisabschnitte s, und s, ist die Tan-
gente eindeutig bestimmt.

6. Die Tangente in der Verkniipfungsstelle J

von s; und s; soll parallel zur Dreieck-
seite ¢ sein.

1)

w

Bemerkung:

Fiir das gesuchte Kurvenstiick s sind a die
Tangente in B, b die Tangente in 4 und ¢
die Anfangs- und Endpunkte von s verbin-
dende Sekante.

Um zu einer Aussage iiber die Lage des Punk-
tes J beziiglich des Dreiecks ABC zu gelangen,
gehen wir von einer ebenen Figur aus, bei der
die geflorderten' Lagebeziehungen zwischen
dem Dreieck und dem aus zwei Kreisbogen
zusammengesetzten Kurvenstiick s bereits
bestehen (vgl. Bild 4). Hierzu zeichnen wir

c

Bild 4 "
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eine Gerade g und legen auf dieser drei
Punkte M, N und J fest, wobei zu fordern ist,
daf J kein Punkt der Strecke MN ist. Mit der
Distanz ry =MJ schlagen wir einen Kreisbo-
gen s; um M, mit der Distanz r2=NJ einen
Kreisbogen s, um N. Beide Bogen beriihren
sich nach Konstruktion in J. Weiterhin werde
auf g ein Punkt L angenommen, der innerer
Punkt fir wenigstens eine der Strecken MJ
oder NJ ist. Nun wird in L auf g das Lot h
errichtet. Dieses schneidet s, in 4 und s, in B.
Die Tangenten b an s, in Aund g an s, in B
schneiden sich im Punkt C. Fiir das sich aus
s1 und s, zusammensetzende Kurvenstiick s
sind beziiglich des Dreiecks ABC alle Forde-
rungen erfillt, die eingangs in unserer Auf-
gabe gestellt wurden.

Mittels der Vorbetrachtungs(igur (Bild 4) soll
nun geklirt werden, wie man den Punkt J
konstruktiv finden kann, wenn die Punkte 4
und B samt ihren Tangenten b bzw. a gegeben
sind.

Bemerkung:

Ein Kurvenpunkt P samt der Kurventangente
t an sin P heiBt Linienelement P(t) von s.
Zunichst schneiden sich die Tangenten a und
b im Punkt C.

Aus Bild 4 ist ablesbar:

DA=DJ und EB=EJ. 4)
Weiterhin gilt nach Konstruktion die Pro-
portion

CD : DA=CE : EB. (5)
Aus (5) [olgt mit (4)

CD : DJ=CE : EJ. (6)

Als bekannt aus der Dreiecksgeometrie werde
vorausgesetzt:
Im Dreieck teilt die Halbierungslinie eines
Innenwinkels ‘die Gegenseite im Verhaltnis
der anliegenden Seiten.
Nach diesem Satz und der Proportion (6) ist
die Gerade (CJ) Winkelhalbierende im Drei-
eck DEC. Sie halbiert den Winkel y. Wie
leicht zu erkennen ist, deckt sich die Gerade
(CJ) mit den Winkelhalbierenden w, des Drei-
ecks ABC. Mit einfachen Uberlegungen 4Bt
sich zeigen, daB auch die anderen Winkel-
halbierenden des Dreiecks ABC durch J
gehen. J ist also Inkreismittelpunkt des Drei-
ecks ABC.
Im folgenden identifizieren wir die GroBe
eines Winkels mit der Bezeichnung dieses
Winkels gemiB Bild 4. Es sei ¥ BAC=a.
Dann folgt

XBAM=90°—a )
und ¥ AML=a. Nach Konstruktion ist das
Dreieck AMJ gleichschenkelig. Fiir die Basis-
winkel gilt

¥JAM = ¥ ATM =90° —a/2. ®)
Mit (7) folgt aus (8)
¥JAB=a/2. ©

Aus (9) folgt, daB die Verbindungslinie (4J)
den Winkel ¥ BAC halbiert. Es geht also w,
und damit auch wg durch den Punkt J. Der
gesuchte Punkt J ist daher Inkreismittel-
punkt des Sekanten-Tangentendreiecks ABC.
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Damit ist gekldrt, wie man konstruktiv vor-
zugehen hat, wenn zwei Linienelemente A4 (b)
und B(a) des Bogenstiickes s vorgegeben sind.
Man ergidnzt die Linienelemente zum Sekan-
ten-Tangentendreieck ABC. Mittels der Win-
kelhalbierenden ist der Inkreismittelpunkt J
von AABC zu bestimmen. Aus J fdllt man
das Lot g aul die Sekante c. In A errichtet man
das Lot aufb. Dieses schneidet g in M. In Ber-
richtet man das Lot aul g. Dieses schneidet g
in N. Um M schldgt man den Kreisbogen s,
mit der Strecke MA als Radius und um N
den Kreisbogen s, mit der Strecke NB als
Radius. Das aus s, und s, zusammengesetzte
Bogenstiick s besitzt die geforderten Eigen-
schaften 1 bis 6.

Auf das Problem des Torbogens zuriickkeh-
rend, ist diese Konstruktion analog auf die
Dreiecke APQS und AQRU in Bild 2 zu
iibertragen.

In der Praxis nennt man ein aus zwei Kreis-
bogen zusammengesetztes Kurvenstiick mit
stetiger Tangente einen ,, Korbbogen“. Die
von uns angewandte Konstruktion heiBt
,,JKorbbogenkonstruktion®. Fiir die Uber-
gangsstelle von dem einen Kreisbogen in den
anderen hitte man auch einen anderen Tan-
gentenanstieg fordern konnen. Dann ist das
hier vorgelihrte einfache Konstruktionsver-
fahren nicht anwendbar. Es ergiben sich
andere Radien fur die beiden Kreisbogen, und
die Ubergangsstelle wiirde nicht mit dem In-
kreismittelpunkt des Sekanten-Tangenten-
dreiecks zusammen(allen.

Die hier abgeleitete Bogenkonstruktion 148t
einige erwihnenswerte Varianten zu. Zum
Beispiel soll eine Wandoffnung mit unter-
schiedlichen Ausgangsh6hen durch einen von
A nach B steigenden Korbbogen iiberspannt
werden. Der Verbindungsgeraden c=(4B)
fallt die Rolle der Sekante des gesuchten
Korbbogens s zu. In 4 und B stehen die
Tangenten an die gesuchte Kurve lotrecht.
Der dritte Punkt C des Dreiecks ABC ist
damit der unendlich ferne Punkt der Lot-
rechten. Die Winkel a und § werden daher
von ¢ mit den Lotrechten durch 4 bzw. B
eingeschlossen (siehe Bild 5, Titelbild).
Damit lassen sich auch hier die Winkel-
halbierenden w, und wy solort einzeichnen.
Sie schneiden sich im Punkt J, der Uber-

. gangsstelle von s, nach s,. Auf dem Lot von

J aufl c liegen die gesuchten Kreismittel-
punkte M und N. Das Lot in A4 auf b liefert
M, das Lot in B auf a liefert N. Der Kreis-
bogen s; um M mit der Distanz M4 und S2
um N mit der Distanz NB beriihren sich in J.
Der aus den Bogenstiicken s; (4J) und s,
(JB) zusammengesetzte Korbbogen s erfullt
alle eingangs gestellten Forderungen beziig-
lich der Ausgangselemente. Bei Stiitzkon-
struktionen fir Treppen und Zuschauerare-
nen gelangen solche steigende Korbbdgen
mitunter zum Einsatz. In der Sprache des
Baupraktikers heiBen solche Bogenverbin-
dungen ,,Pferdekopfe”.

Die nach unserem Verfahren konstruierten
Korbbdgen haben noch eine bemerkenswerte
differentialgeometrische Eigenschaft. Fiir die
Ubergangsstelle von s; nach s; liegt der
Quotient aus den Kriimmungsradien
q=ry ry (ry >rz vorausgesetzt) im Vergleich
zu allen anderen noch mdglichen Losungen
am néchsten bei der Zahl Eins. Fiir alle ande-
ren Korbbogenkonstruktionen ist das Ver-
hiltnis von gréBerem zu kleinerem Kriim-
mungsradius — also der Quotient g — groBer
als bei der hier gezeigten Konstruktion. Bei

‘vielen Problemstellungen des Maschinen-

baus, in denen mit Korbbdgen gearbeitet
wird, ist man bestrebt, den Quotienten g mog-
lichst nahe bei Eins und damit die Unstetig-
keit beziiglich der Kriimmung an der Uber-
gangsstelle J so klein als moglich zu halten.
Wegen vieler Vorteile fiir die Fertigung ge-
langt die Korbbogenkonstruktion z.B. bei
Nockenprofilen im Maschinenbau oder bei
Héhenlinien von Staumauern und bei Kanal-
profilen im Bauwesen zum Einsatz. Erinnert
sei auch an NC-Fridsmaschinen, die nur ge-
radlinige oder kreisformige Friserfilhrungen
erlauben.

So gelangt die bereits in Bauhiitten zur Zeit
der Gotik praktizierte und im Barockzeitalter
viell@ltig verwendete Korbbogenkonstruk-
tion im modernen Bauwesen und im Maschi-
nenbau aus vorwiegend fertigungstechnischen
Griinden und dkonomischen Uberlegungen
zu neuer Aktualitit.

Aufgaben

Zur Konstruktion von genormten Eiprofilen
fir Kanile geht man von zwei Kreisen k; und
k, mit den Radien r, bzw. r, aus, wobei
ry=2r; gilt.

Fiir die Distanz der Mittelpunkte M; gilt
l M[Mz I = 3]‘1.

Mittels zweier Kreisbogen sind k; und &, so
miteinander zu verbinden, daB ein beziiglich
(M M ;) symmetrisches Eiprofil entsteht, wel-
ches frei von Knickstellen ist. Die Endpunkte
des Durchmessers AB von k, sollen Ansatz-
stellen fiir die verbindenden Kreisbdgen sein
(siehe Bild 6).

Bild 6
E. Schroder



Mathematik und Schiffbau

Teil 1

1. Einleitende Bemerkungen

Der Schiffbau nimmt in der Industrie der
DDR eine bedeutende Stellung ein. Jahrlich
werden gegenwirtig etwa 25 See- und Kiisten-
schiffe auf unseren Werften hergestellt, auBer-
dem noch viele andere Spezial- und Fischerei-
fahrzeuge. Die meisten Schilfe werden expor-
tiert. Um aufl dem Weltmarkt konkurrieren
zu konnen, miissen die Werlten einen hohen
Entwicklungsstand ihrer Produkte gewidhr-
leisten. Eine moderne Technologie des Schiff-
baus erflordert eine prazise Ermittlung aller
Bedingungen und Wirkungen, die im ProzeB
der Nutzung auf das Schifl und alle seine
Gerite und Ausriistungen EinfluB haben.
Zur Gewihrleistung dieser Erfordernisse ist in
den Konstruktions- und Entwicklungsbiiros
der Werlten ein hoher Einsatz mathemati-
scher und rechentechnischer Hilfsmittel er-
forderlich.

Schwerpunkte des Einsatzes mathematischer
Methoden und Verfahren bilden etwa Proble-
me der Schiffsfestigkeit und Schiffsschwin-
gungen sowie Fragen, die mit der Umstro-
mung des Schiffes und dem Schilfswiderstand
zusammenhéngen, um nur einige Gebiete zu
nennen.

Will man einen kleinen Eindruck vermitteln,
in welchem Umfang mathematische Metho-
den im Schiffbau verwendet werden, so ist es
zweckmaBig, sich auf einen speziellen, etwas
engeren Problemkreis dieses breiten Gebietes
zu beschrinken. Das ist einerseits notwendig,
um die erforderliche mathematische Model-
lierung der technischen Aulgabenstellung hin-
reichend zu verdeutlichen, und andererseits,
um nur solche Aufgaben zu beschreiben, die
eine nicht zu hohe mathematische Vorbildung
verlangen.

Als ein solches spezielles Gebiet haben wir die
Schilfsfestigkeit gewahlt und daraus wieder
nur einige einfach zu beschreibende Teil-
gebiete. Als erforderliches mathematisches
Riistzeug werden dabei nur einige einfache
Grundlagen der linearen Algebra, der Lehre
von den Dreiecken, der Vektoralgebra und
der Differential- und Integralrechnung ge-
braucht, wie sie bis zur 11. Klasse behandelt
werden.

Ein Festigkeitsnachweis ist [iir alle Bauteile
eines Schiffes, die in irgendeiner Weise bela-

stet werden (und das ist die iiberwiegende
Mehrzahl aller Bauteile) erforderlich. Dabei
geht es um die Ermittlung der in den Bau-
teilen wirkenden Krilte und Biegemomente
bzw. um die Bestimmung der unter den
Krafteinwirkungen auftretenden Durchbie-
gungen. Der Vergleich der errechneten Werte
mit experimentell ermittelten Grenzbelastun-
gen, bei deren Uberschreiten das Bauteil zer-
stort bzw. in seiner Funktion stark beein-
trachtigt wiirde, gestattet dann ein Urteil
iiber die Zulassigkeit und Giite der verwen-
deten Konstruktion.

2. Die Berechnung von Ladegeschirren

Relativ einfache mathematische Beziehungen
werden bei der Berechnung von Ladegeschir-
ren bendtigt. Im einfachsten Fall handelt es
sich dabei um die Anwendung der Partial-
summe einer endlichen geometrischen Folge,
um Beziehungen in dhnlichen und recht-
winkligen Dreiecken und um einige Grund-
gleichungen der Vektoralgebra.

Das Ladegeschirr besteht im wesentlichen aus
dem Ladebaum, dem Hangerseil, dem Win-
denseil und der Lasttalje, an der die Last
héngt (Bild 1). Bei gegebener Last Q interes-
sieren den Konstrukteur die GroBen der Win-
denzugkraft S im Windenseil, der Kraft B
im Ladebaum und der Kraft H im Hanger-
seil.

Bild 1 A

Hangerseil

Ladebaum

Lasttalje

? - -
oberstes Deck

I(Léinge des Mastes
a Abstand des Abstiitzpunktes
des Ladebaums vom obersten Deck
h Lénge des Hangerseils
I, Ldnge des Ladebaums
a Neigungswinkel des Ladebaums

Um die Windenzugkraft S klein zu halten, ist
bei Schwergutladegeschirren der Ladeldufer
i.a. mehrlach geschoren, d.h., das Winden-
seil ist mehrfach um zwei Rollen geschlungen.
Eine solche Anordnung wird Talje (Lasttalje)
genannt. In den Taljen ergibt sich infolge der
Reibung und infolge der Forminderungs-
arbeit im Seil bei jeder Seilumlenkung um
180° ein Kraftverlust von anndhernd 5%;. Da-
durch reduziert sich bei 1 N (Newton) Win-
denzugkraft nach einer Umlenkung des Seils
um 180° diese Kraft auf 0,95 N beim Hieven
(Anheben) der Last, sie erhoht sich dagegen
aul 1,05N beim Fieren (Herablassen) der
Last. Der Verlustfaktor betrigt also beim
Hieven 7=095 und beim Fieren n=1,05.
Nach jeder Umlenkung des Seils um 180° ist
also die vorherige Seilkraft mit dem Faktor
zu multiplizieren, um die Seilkraft nach Um-
laufen der Rolle zu erhalten.
Liuft der holende Part vom oberen Block ab
(Bild 2) und werden im Schnitt a—a insge-
samt n Seile geschnitten, dann ergibt das
Kriftegleichgewicht zwischen den Seilkriften
nS, n2S, ..., n"S und der Last Q:

nS+n:S+...+1°S=Q. (1)
Die linke Seite der Gleichung (1) ist die
Partialsumme einer endlichen geometrischen
Folge mit dem Quotienten 7 bestehend aus n
Summanden. Nach einer bekannten Formel
ergibt sich die links stehende Summe zu

1-1"

nS =
so daB die erforderliche Windenzugkraft S
die GroBe

_1—n .
S_——"(1 _r’,,)Q hat. (Bild 2) @)

Ladeblock

Nachdem $ bekannt ist, kann die Berechnung
der Krifte B und H im Ladebaum und im
Hangerseil aus Proportionen in dhnlichen
Dreiecken gewonnen werden. Zunéchst wer-
den die Kraft S im Windenseil und die Last Q
an der Lasttalje durch Zeichnen des Krifte-
parallelogramms vektoriell addiert (Bild 3).
Es ergibt sich

S+0=L. 3)
L ist die resultierende Kraft im Ladeblock.

Diese muB in Richtung des Hangerseils und
des Ladebaums zerlegt werden, um die Krilte

H und B in diesen beiden Teilen des Lade-
geschirrs zu gewinnen. Dazu wird durch den
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Punkt 6 in Bild 3 eine Parallele zum Hanger-
seil gezogen. Es entsteht das Kriftedreieck
mit den Ecken 5, 6 und 2. Aus diesem Dreieck
liest man die Vektorgleichung

-

L=H+B @)
ab. H und B sind die vektoriellen Kompo-

nenten der Kraft L am Ladeblock in Richtung
des Hangerseils bzw. des Ladebaums. Zwi-
schen den Vektoren und ihren Betrdgen be-
stehen die Bezichungen |B|=B, |H |=H
usw. ’
Man erkennt aus Bild 3, daB das Dreieck mit
den Ecken 1, 2, 3 dhnlich ist zum Dreieck mit
den Ecken 4, 5 6. Daher gelten die Proportio-
nen

B-5_bL H_h
Q I-a Q I-a
Daraus erhilt man
. I"
B—m o+S 5
(Kraft im Ladebaum),
h
H=;"-0 ©)

(Kraft im Hangerseil).
Man kann diese Krifte bei gegebenen S und Q
auch aus der grafischen Konstruktion (Bild 3)
durch Abgreifen der entsprechenden Vektor-
langen ermitteln.

Bild 3

77777

Die Krifte H und B sind fir die Bemessung
des Hangerseils und des Baumquerschnitts
wichtig. Andererseits belasten sie zusammen
mit der Windenzugkralt S den Mast, so dal
ihre GroBen auch die erforderlichen Quer-
schnittsabmessungen des Mastes bestimmen.
Dazu werden die Horizontal- und Vertikal-
komponenten dieser Krifte am Mast beno-
tigt.

Wie man aus Bild 3 erkennt, wirkt in Rich-
tung des Ladcbaums nur die Kraft B—S. Aus
dem unteren rechtwinkligen Dreieck in Bild 4
ergibt sich mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen

— Ib
By=;—_Qcosa M
(horizontale Baumkraft
am Mast),
b .
B,= —a Qsina 8)

(vertikale Baumkraft am Mast).
Die horizontale Hangerkralt Hj erhilt man
aus der Uberlegung, daB die Summe der
Drehmomente (Kraft mal Hebelarm) aller
Krifte um den Punkt 1 (Abstiitzpunkt des
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Bild 4

——
1
&

{-a

y_h:
l._________
-

~

\
y

Baumes am Mast) Null sein muB, d.h., die
Drehmomente miissen im Gleichgewicht sein:

Hy(l—a)+ 1y cosa=0.
Es folgt

Hy= —l—ib—anosa. 9)
AuBerdem muf} die Summe der am Mast an-
greifenden Vertikalkrifte gleich der duBeren
Belastung Q sein (Kraftgleichgewicht), d.h.

H,=Q-B,. (10)
Zerlegt man noch die Windenzugkraft S in
ihre Komponenten, so sind alle Krifte, die
infolge des Ladegeschirrs horizontal und ver-
tikal aul den Mast einwirken, bekannt.
Die Verhiltnisse werden komoplizierter, wenn
mit zwei gekoppelten Ladegeschirren gear-
beitet wird. In diesem Fall ist es am zweck-
méBigsten, die Krifte in den Seilen und Biu-
men vektoriell zu ermitteln. In diesem Zu-
sammenhang ist auch folgende Fragestellung
wichtig: Bei welchen Stellungen gekoppelter
Ladegeschirre sind die statischen Krilte in
den Ladebdumen bzw. Hangerseilen am groB-
ten? Eine Beantwortung dieser Frage gestat-
tet eine optimale Bemessung der einzelnen
Bauteile. Man wird bei diesem Problem auf
eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingun-
gen gefiihrt, die in das mathematische Gebiet
der nichtlinearen Optimierung einzuordnen
ist. Wir gehen hier nicht weiter darauf ein.

3. Die Berechnung von Biegetriigern

Ein wichtiges Bauelement im Schiffbau ist der
Tréger oder Balken. Er besteht aus Stahl und
hat je nach dem Verwendungszweck unter-
schiedliche Abmessungen und Querschnitts-
profile (Beispiele fiir gebrauchliche Profile
siehe Bild 5). Solche Triger dienen sowohl zur
Aufnahme von Kréften in ihrer Léngsrich-
tung als auch von Kriften senkrecht zur
Trdgerachse (Querkrifte) und von Biege-
momenten. Uns soll hier nur der auf Biegung
beanspruchte Trager intcre;sieren.

Bild 5

ICLLL A\

Die Bestimmung der Biegemomentenvertei-
lungen und der Durchbiegungen solcher Tra-
ger kann in einfacher Weise mit den Mitteln
der Dillerential- und Integralrechnung ge-
schehen. Die Grundlage dafiir ist die soge-
nannte Differentialgleichung der Biegelinie,

die eine Beziehung zwischen der 2. Ableitung
der Durchbiegung und der auf den Triger
einwirkenden Belastung in Gestalt des soge-
nannten Biegemoments darstellt.
Diese Differentialgleichung resultiert aus der
leicht begriindbaren Tatsache, daB im Fall
kleiner Durchbiegungen die Kriimmung der
Biegelinie y(x) des Trégers im Punkt x durch
ihre 2. Ableitung y”(x) dargestellt werden
kann und die Kriimmung ihrerseits propor-
tional zum Biegemoment M (x)des Trigers im
Punkt x ist, d. h., es gilt

EI y"(x)= M(x). an
Der Proportionalititsfaktor ist EI. Dabei be-
deutet E den Elastizititsmodul, das ist eine
Materialkonstante, die die Elastizitit des Ma-
terials beschreibt (gemessen in Nm~2). I ist
das Flachentrigheitsmoment (gemessen in
m*), eine von der Form des Balkenquer-
schnitts abhingige GroBe. Fiir Triger kon-
stanten Querschnitts ist I konstant, d.h.
nicht von x abhingig. Das Biegemoment
M (x) hat die Dimension ,,Kraft mal Hebel-
arm" (gemessen in Nm) und stellt das Dreh-
moment aller Krifte dar, die rechts von der
Schnittstelle x auf den Tréger einwirken, be-
ziiglich des Punktes mit der Abszisse x als
Drehpunkt.
Ist z. B. ein Trédger der Linge / und konstan-
ten Querschnitts auf zwei Stiitzen bei A und B
frei drehbar gelagert und wird bei B ein Dreh-
moment der GréBe Mp in der angegebenen
Drehrichtung aufgebracht (Bild 6), dann
nimmt das.Biegemoment M (x) vom Wert Mp
in B linear auf den Wert Null in 4 ab, d. h.

M(x)=§ Ms. (12)

Bild 6

(0]

Mit (12) lautet die Differentialgleichung der
Biegelinie (11) in diesem Fall

(13)

Um die Durchbiegung y(x) zu erhalten,
miissen wir diese Gleichung zweimal unbe-
stimmt iiber x integrieren. Unter Anwendung
einfacher Regeln fiir das unbestimmte Integral
ergibt sich zunéchst:

El y"(x) =§ Ms.

Auf der linken Seite:
d
jEI y'(x)dx=EI j. ox Y (x)dx=EI y'(x)+c'

Aul der rechten Seite:

ijgd =mj‘ xdx=

Mnxz

21

"

+c.

) !

Nach der unbestimmten Integration tauchen
die willkiirlichen Integrationskonstanten ¢
und ¢” auf. FaBt man diese beiden Konstan-



ten zu ¢” — ¢’ = C, zusammen, dann ergibt sich
M BX 2

21 (14)
Bei einer nochmaligen Integration folgt in der
gleichen Weise

Ely(x)= +C,.

3
Ely(x)=—M6’+‘+c,x+cz. (15)

Hierbei sind C, und C, willkiirliche Integra-
tionskonstanten.
Diese Konstanten werden durch die beiden
Randbedingungen

y(0)=0, y(=0 (16)
festgelegt. Die Randbedingungen (16) besa-
gen, daB der Tréger an seinen Enden A und B
starr gelagert ist und somit die Durchbiegun-
gen dort Null sein miissen.
Aus (15) folgt fiir x=0 die Beziehung C,=0
und fiir x =/ die Gleichung C, = —MT"I. Da-

mit lautet die Durchbiegung

(x)__M_"lzf 1__"2
YXO==%ErT\' ")

Die Biegelinie y(x) des Trégers infolge der
Momentenbelastung My bei B entsprechend
Formel (17) ist ebenfalls in Bild 6 eingezeich-
net.

Wir haben mit (17) die Losung der Differen-
tialgleichung (13) mit den Randbedingungen
(16) erhalten. Die Aufgabe, eine Dillerential-
gleichung unter Beachtung gewisser Rand-
bedingungen zu 16sen, d.h., diejenige Funk-
tion zu bestimmen, die sowohl der Differen-
tialgleichung als auch den Randbedingungen
geniigt, heiBt Randwertproblem. Solche
Randwertprobleme sind auch bei anderen
Lagerungsbedingungen an den Trigerenden
(Randbedingungen) und anderen Biegemo-
mentenverteilungen (Belastungen) zu 16sen.
So lautet z.B. die Durchbiegung fir einen
beiderseits fest eingespannten Trager, der
iber seine Lange / hin mit einer konstanten
Streckenlast p(x)=pg=const. (gemessen in
Nm ™) belastet ist (Bild 7):

__Pol4 xz_ B ox*
ye)= rm(ﬁ G

(17)

Bild 7

o
y J

Die zugehorige Biegemomentenverteilung er-
gibt sich nach (11) zu
M(x)=Ely"(x)

2 2
=—’i<2-125+125,>

24 [ (19)

und die Einspannmomente an den Lager-
stellen

_ __17012
M=M= -5,
Mp=M()= _pot? 20)
AR

Wir wollen noch kurz auf die Bedeutung der
1. Ableitung y’(x) von y(x) eingehen. Bekannt-
lich ist y’(x) der Anstieg der Tangente an die

Kurve y(x) im Punkt x, d.h., wenn ¢(x) der
Tangentenwinkel in x ist (Bild 6), so gilt

¥ (x)=tan ¢ (x)= ¢ (x). @y
In der letzten Beziehung wurde tan ¢ (x) an-
nihernd durch ¢(x) ersetzt. Das ist bei den
von uns angenommenen kleinen Durchbie-
gungen und damit auch kleinen Tangenten-
winkeln moglich, da fir kleine Winkel der
Wert des Tangens mit dem Winkelwert fast
Uibereinstimmt. Im Rahmen der vorausge-
setzten Niherung wird das Zeichen = im fol-
genden durch das Gleichheitszeichen = er-
setzt.
Fiir das Randwertproblem (13), (16) entspre-
chend Bild 6 ergibt sich unter Beachtung die-
ser Bemerkungen aus (17) durch Differentia-
tion

, Mgl x?

$=y(x)= ¢y (1 —37;).
Uns interessiert insbesondere der Tangenten-
winkel am Lager B (Drehwinkel infolge des
Drehmoments Mp). Er ergibt sich fir x=1zu

o()=¢s =;w—;ll. Der Quotient von Dreh-
moment My und Drehwinkel ¢, also
' =& =E (Lager A4 22)
¢

gelenkig gelagert)
heiBt Drehfederkonstante des bei A gelenkig
gelagerten Trigers. Sie ist ein MaB fiir die
Steifheit des Tragers am Lager B.
Ahnlich kann man fir den bei A fest einge-
spannten Triger (Bild 8) eine solche Dreh-

federkonstante errechnen ; man erhilt
4
cp= M, _4E1 (Lager A (23)
¢s 1

fest eingespannt).
Bild 8
W
| r°

X
1 8
y Yo

Die Drehfederkonstanten fir einen bei A4
drehelastisch eingespannten Triger liegen
zwischen diesen beiden durch (22) und (23)
bestimmten Werten. Je stifker die drehelasti-
sche Einspannung des Trégers bei A4 ist, um
so steifer ist der Trager am Lager B.
H.-W.Stolle

Der Beitrag wird in Heft 4/83 fortgesetzt.

Blick in das Innere des Rubik-Wiirfels

Das magische
Figuren-Match

Viele alpha-Leser werden sicher mit grofler
Freude bemerkt haben, daB es inzwischen
auch das erste in der DDR produzierte lo-
gisch-kombinatorische Spiel gibt. Es handelt
sich um ein kleines Tetraeder, das aber nicht
parallel zu den Seitenfliichen geschnitten ist
wie etwa die in alpha 1/83 beschriebene ma-
gische Pyramide. Auch zur Unterscheidung
benutzen wir hier fiir dieses Spiel die offizielle
Bezeichnung Figuren-Match.

(Hersteller: VEB Spielwaren-Mechanik Pfafl-
schwende, Preis 12,— M)

Betrachten wir ein regelmiBiges Tetraeder
und bezeichnen die Kantenmittelpunkte mit
A, B,C, D, E und F, so beschreiben jeweils die
4 Punkte ABEF, ACED und BCDF eine
Ebene. Diese drei Ebenen stehen paarweise
senkrecht aufeinander.

Bild 1 ¢

m

)

Ubrigens sind diese Schnitte gerade Quadra-
te. Um die Mittelsenkrechten dieser Quadrate
als Drehachsen kann man jeweils die beiden
Teile des Tetraeders zueinander verdrehen,
die durch das entsprechende Quadrat be-
grenzt werden. Wir haben also 3 Drehachsen
und kdnnen um jede Drehachse 90°-Drehun-
gen (und Vielfache davon) ausfiihren. Insge-
samt besteht das Figuren-Match aus 8 Teilen:
4 Spitzen (3 farbige Seitenflichen) und 4 Mit-
ten (1 farbige Seitenflache).

Bild 2

In der Grundstellung sind nun die Seitenfla-
chen des Tetraeders einfarbig (rot, griin, gelb,
weiB) gefdrbt. (Inzwischen existieren auch
Tetraeder mit rot, gelb, weiB und blau.)

Interessant ist nun, daB bei 90°-Drehungen
aus dem Tetraeder auch andere Figuren ent-

. stehen.

Wir wollen zunéchst untersuchen, welche Fi-
guren entstehen und welche durch nur eine
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Drehung ineinander iiberfihrbar sind. Die
Zahlen geben jeweils an, wie viele Moglich-
keiten es gibt, die entsprechende Figur durch
Drehungen zu farben.
Bemerkenswert ist auch, daB hier alle theore-
tischen Fiarbungen (Zusammensetzungen der
Figur durch die gegebenen Teile) realisierbar
-sind. Wir erinnern, daB man bei der magi-
schen Pyramide (alpha 1/83) z.B. zwei Kan-
tensteine nicht austauschen kann.
Durchweg wollen wir die Tetraeder und Fi-
guren immer als Draufsicht darstellen.

Bild 3 _
¢ . Tetraeder 3888

w3 — |
c
@““\_/

15522

Insgesamt gibt es 136080 Moglichkeiten, das
Tetraeder zu verdrehen. Dem Anfinger wird
es zuerst sogar etwas Miihe machen, aus einer
beliebigen Figur ein Tetraeder zu erreichen.
Auch wenn es vergleichsweise hier nur wenig
Maoglichkeiten gibt, sollte man das Problem
nicht unterschétzen. Durch die ungewohnten
Schnitte (nicht parallel zu den Seitenflichen)
verliert man hier leichter die Ubersicht als
etwa bei der magischen Pyramide. Dennoch
wird es uns mit dem dort beschriebenen
Grundprinzip auch hier gelingen, einen Algo-
rithmus zu entwickeln.

Wir wollen uns hier nur iiberlegen, wie man
ein verdrehtes Tetraeder ordnen kann. Hat
man eine andere Figur, so kann man ja nach
obiger Ubersicht mit maximal 3 Drehungen
ein Tetraeder erhalten.

Zunichst brauchen wir eine Methode der Be-
schreibung.

Halten wir z. B. das Teil mit der Kante BC
fest und drehen das mit der Kante AD nach
rechts, so erreichen wir dieselbe Verdrehung,
als wenn wir AD festhalten und BC nach
rechts drehen wiirden.

\

Bild 4

8 0

Nach dieser Uberlegung kénnen wir uns aul
Drehungen beschrinken, bei denen wir die
Spitze bei A festhalten und jeweils Teile mit
den Kanten BD, DC und BC drehen.
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Bild 5
| P

Die Drehungen um 90° bezeichnen wir mit v,
r und J, wobei wir darunter immer Drehungen
in Uhrzeigerrichtung (beim Draufschauen)
verstechen wollen. Drehungen um 180° be-
zeichnen wir mit v%, r? und /> und um 90°
links herum mit v~ !, r~! und /= L. yr bedeutet
dann einfach die Hintereinanderausfiihrung
der Drehungen v und r (in dieser Reihenfolge).
Auch sei noch erinnert, daB die umgekehrte
(inverse) Operation, d.h. die, die genau das
Umgekehrte bewirkt, mit z. B. (v]) ! bezeich-
net wird und fir die gilt (v))~'=/"1»"1,
d.h,, die Reihenfolge der Operationen und
die einzelnen Drehrichtungen sind umzu-
kehren.

Nach diesen Vorbemerkungen kdnnen wir
darangehen, einen Algorithmus zum Ordnen
des Tetraeders zu beschreiben. Auch hier wer-
den wir schrittweise vorgehen. Zunichst wah-
len wir eine Spitze aus, die wir als obere Spitze
des Tetraeders stindig festhalten werden. Ent-
scheiden wir uns etwa [iir die Spitze mit den
Farben rot, gelb und griin, so halten wir das
Tetraeder so, daB diese Spitze oben und seine
rote Fliche vorn ist. Dann ist zwangsldufig
(zumindestens beim Exemplar des Autors)
die hintere rechte Fliche der Spitze gelb und
die hintere linke griin gefdrbt. Fiir alle ande-
ren sieben Teile wissen wir nun auch, wo sie
in der Grundstellung sein miissen. Zum Bei-
spiel muB unten vorne rechts die Spitze mit
den Farben rot, gelb und weiB auftreten.

Wir ordnen das Tetraeder in 3 Schritten.

1. Spitzen-Platz

Durch die Drehung v kénnen wir z. B. die bei-
den Spitzen vorne unten austauschen. Durch
nur 2 geeignete Drehungen kdnnen wir die 3
unteren Spitzen auf ihre richtigen Platze brin-
gen. Man beachte, daB die Orientierung der
Spitzen noch falsch sein kann.

Bild 6

vi?
2, Spitzen-Orientierung
Wir drehen die Spitzen auf ihren Plitzen.
Dafiir geben wir einige Operationen an, die
dieses Ziel (bei geeigneter Anwendung) mit

hochstens 6 Drehungen erreicht. Die Buch-
staben R und L geben an, wie die Spitzen auf
ihren Pldtzen gedreht werden. R bedeutet 120°
nach rechts, L 120° nach links, wenn man
jeweils von oben auf die Spitze schaut, so daB
alle 3 Farben sichtbar sind.

Bild 7a Bild 7b
v ol L1y~ 12y

R R

Bild 7¢ Bild 7d

i“ r~lotrol? i L P2p=lrtor

[ L

Bild 7e o Yo~ Pro’r

L R
3. Mitten

Jetzt bringen wir die Mitten auf ihre Plitze,
wobei das bisher Erreichte nicht mehr zer-
stort werden darf. Wir geben einige Opera-
tionen an, die dieses Ziel mit hochstens 8
Drehungen erreicht. Eventuell muB man das
Tetraeder in der Hand drehen, um eine
Situation zu erreichen, die durch eine Opera-
tion realisiert wird. Der Punkt auBerhalb be-
zeichne die nicht sichtbare, untere Mitte.

Bild 8a 17 1P 2pr2 = 12122
Bild 8b rm rolp Y 2
Bild 8¢ Bild 8d

2,2

Pv’rto "l
v

Damit haben wir das Ziel bereits mit hoch-
stens 16 Drehungen erreicht. Neuste Com-
puter-Untersuchungen des Autors zeigen,
daB man bei optimalem Vorgehen stets mit
10 Drehungen auskommt. Sicher werden viele
alpha-Leser andere und auch kiirzere Opera-
tionen gefunden haben oder finden. Fiir in-
teressante neue Operationen, Fragen und
Hinweise ist der Autor stets dankbar.

H.-D. Gronau



Karl Marx und seine \
» Viathematischen Manuskripte*¢

Wir alle kennen Karl Marx als Okonomen,
Philosophen und leidenschaftlichen Streiter
fiir das Gliick der Menschen. Weniger be-
kannt ist, ein wie tiefes Interesse er auch fiir
die Mathematik hatte. Anhand seiner um-
fangreichen Notizen und Ausarbeitungen
(Fast 300 Seiten sind als ,,Mathematische
Manuskripte* 1968 in Moskau verdffentlicht
worden) kénnen wir verfolgen, wie miihsam,
konsequent und enthusiastisch -er sich sein
hohes Wissen in dieser Wissenschaft erarbei-
tete.

Auch auf Gebieten der Mathematik, z. B. in
der Differentialrechnung, war er beétrebt, bis
zum Wesen vorzudringen. ,,Es muB .also der
Witz — das Geheimnis — aufgesucht werden,
das in der von uns angewandten Methode
liegt* (S.464). In der damaligen Darstel-
lungsweise und Begriindung war die Differen-
tialrechnung bei weitem nicht so einfach wie
heute zu verstehen. Speziell beim Taylorschen
Lehrsatz'), durch den der Wert der Funktion
an einer bestimmten Stelle niherungsweise
mittels hoherer Ableitungen an einer benach-
barten Stelle beschrieben wird, lesen wir ,,und
es ist hier wie ilberall wichtig, der Wissen-
schaft den Schleier des Geheimnisvollen ab-
zureiBen* (S. 192).

Fiir Marx bedeutete die geistige Auseinan-
dersetzung mit der Differentialrechnung nicht
nur ein Eindringen in die damalige Wissen-
schaft Mathematik, sondern auch einen
Riickblick in die Geschichte der Mathe-
matik.

Marx las zahlreiche mathematische Schriften
und Lehrbiicher. Dabei war es fiir ihn von
groBem Nutzen, daB er mehrere Sprachen
beherrschte. In seinen Heften fiihrte er seiten-
lange Rechnungen durch, die er z. T. ausfiihr-
lich in Worten beschrieb, und auch viele
Uberlegungen, die ihm dabei durch den
Kopf gingen, notierte er — in einer manchmal
recht bildhaften Sprache. Beispielsweise
schrieb sich Marx einmal auf ,,sobald h die
Hollenfahrt durch 0 passiert hat* (S.150),
wo wir heute kurz sagen ,,h konvergiert gegen
0 und uns noch kiirzer aufschreiben konn-
ten ,,h—~02).

Der fundamentale Begriff des Grenzwertes
bereitete damals noch Schwierigkeiten. Das
iibliche recht verschwommene Gerede iiber
,,unendlich klein* gefiel Marx gar nicht, er

mubBte sich n2her mit der Sache befassen. Das
beim DifferentiationsprozeB anschaulich auf-

tretende ,,g“’) war ein grundlegendes Pro-

blem, nimlich noch ein ,transzendentales
oder symbolisches Ungliick*, es ,,hat aber sei-
ne Schrecken bereits verloren, da es nun nur
als Ausdruck eines Prozesses erscheint
(S. 36).

Mit Grenzprozessen hat man es schon im tég-
lichen Leben zu tun. Auch im Altertum be-
schiftigten Grenzbetrachtungen schon Ma-
thematiker und Philosophen. Man hatte aber
immer Schwierigkeiten, mit ihnen so-richtig
fertigzuwerden.

Newton und Leibniz gelten bekanntlich als

die Viiter der Diflerentialrechnung (die aber

auch viele Vorviter hatte). Sie schufen, ins-
besondere auch ausgehend von Problemen
der Mechanik und der Geometrie, unabhin-
gig voneinander, einen geeigneten Kalkiil,
eine ,,spezifische Rechnungsart, die bereits
selbstindig auf ihrem eignen Boden operiert*
(S. 56). Dennoch konnte Marx zu Recht noch
vom ,,mystischen Differentialcalculus* (z. B.
S.164) sprechen. Bis zu der in den heutigen
Lehrbiichern tblichen Darstellung war noch
ein weiter Weg zuriickzulegen. Marx selbst
hob die Bedeutung einer fiir das Denken be-
quemen Bezeichnungsweise mehrfach hervor.
In einem Konspekt iliber Algebra schrieb er
bzgl. des Wurzelzeichens ,,Das Ersetzen die-
ser Notation durch die von fractional Ex-
ponents — groBes Verdienst von Descartes —
erleichtert alles durch ihre Analogie mit gan-
zen Exponenten und macht auf sie anwend-
bar die in den Berechnungen der letzten an-
gewandten Regeln* (S. 338).

Seine ausfiihrlichen Notizen halfen Marx
nicht nur, seine eigenen Gedanken nicht wie-
der zu vergessen, sondern auch sein Ge-
sprachspartner Engels konnte so den Ge-
dankengingen von Marx gut folgen. 1881
fertigte er fiir Engels eine Ausarbeitung tiber
den Begriff der abgeleiteten Funktion an
(S. 28 bis 45). ,,Gestern also endlich hab’ ich
mir die Courage gefaBt, auch ohne Hilfs-
biicher Deine mathematischen Manuskripte
durchzustudieren, und war froh zu sehen,
daB ich die Biicher nicht nétig hatte. Ich
mache Dir mein Kompliment dazu‘* (Brief
von Engels an Marx, 18.8.1881). Auch En-

gels belaBte sich so ernsthaft mit dem Diffe-
rentialquotienten, daB er sich selbst im
Schlaf nicht davon loBreiBen konnte: ,,Die
Sache hat mich so erfaBt, daB sie mir nicht
nur den ganzen Tag im Kopf herumgeht,
sondern ich auch vorige Nacht im Traum
einem Kerl meine Hemdsknépfe zum Diffe-
renzieren gab und dieser mir damit durch-
brannte* (ebenda).
Mit Engels verstiandigte sich Marx nicht nur
iiber Mathematik, sondern auch iiber viele
naturwissenschaftliche Fragen. Die Begriin-
der des wissenschaftlichen Kommunismus
hielten das fiir unbedingt erforderlich fiir
ihre philosophischen und &konomischen
Analysen. Im iibrigen war fiilr Marx Mathe-
matik auch einfach eine Quelle dér Entspan-
nung. Es wird berichtet, daB er zuweilen
Kopfschmerzen durch Nachdenken iiber ma-
thematische Probleme verdriangte.

M. Dewefs

Zum AbschluB eine in seinen Notizen mit
Loésungsweg dargelegte unterhaltsame Auf-
gabe (S. 350).

Aufgabe

A2270 A 30 Personen, darunter Méinner,
Frauen und Kinder, geben in einer Kneipe
50 sh. (Schilling) aus. Ein Mann gibt jeweils
3 sh., eine Frau 2 sh. und ein Kind I sh. aus.
Wieviel Mianner, Frauen und Kinder waren
in der Kneipe?

') Er wurde von Taylor (J. Brook) (1685 bis
1731) langst nicht in der heute iiblichen
Form aufgestellt. Genaue Restgliedunter-
suchungen spielten erst spéter eine Rolle.
(Siehe z. B. Kleine Enzyklopddie Mathe-
matik, VEB Bibliographisches Institut)

2y Siehe z. B. Kleine Enzyklopddie Mathe-
matik, S.414fT. oder auch S. 408.

2y Der Pfeil — wurde nachweislich 1905 von
John Gaston Leathem in diesem Sinne
benutzt.

%) Wer z. B. liber Descartes, Newton oder
Leibniz mehr erfahren mochte, dem seien
die ,,Biographien bedeutender Mathemati-
ker*, Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1975, empfohlen.

Aphorismen
Das Zeugnis

DaB Karl Marx trotz allen Arbeitsaufwandes
und aller Miihen nicht zu den besten Schiilern
unter den Abgingern gehorte, bewies sein
Zeugnis. Die Mutter betrachtet es mit eini-
gem MiBbehagen. ,,Und dabei hast du so viel
gelesen, armer Bub*, klagte sie.

,»Ach was, Mutter, ich will die Welt nicht mit
dem Zirkel ausmessen, und fiir die Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten suche ich mir
geeignetere Objekte.*
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Die gelehrten Biicher

Kurz vor seiner Abiturientenpriifung glich
Karl Marx’ Klause einem einzigen Lesesaal.
Alle Mobelstiicke, Tisch, Stiithle und die
Lagerstatt waren mit aufgeschlagenen Bii-
chern bedeckt, als hitte er sie alle gleichzeitig
gelesen. Die Mutter wufte nicht, wohin sie
die Tasse Kaflee stellen sollte. ,,Karl, mein
Junge, iberall Biicher, nichts als Biicher.
Wird dir nicht manchmal schwindlig von dem
ganzen gelehrten Zeug?" fragte sie bewun-
dernd. ,,Wenn man ihre Irrtiimer und Fehler
kennt, verliert man den Respekt vor ihnen*’,
antwortete Karl seelenruhig. ®

Blindekuh

Zur Abiturientenfeier im Hause des Geheim-
rats von Westfalen waren die ausgezeichnet-
sten Personlichkeiten der Stadt erschienen.
Wiihrend sich jedoch die Alteren bei Spiel
und Unterhaltung vergniigten, hatte sich die
Jugend zum Blindekuhspiel zuriickgezogen.
Dabei wurden auch Karl die Augen verbun-
den. Etwas ungeschickt versuchte er Jennys
Hand zu ergreifen, aber sie entglitt ihm immer
wieder. Endlich wurde es ihm zu viel. Er ri
sich die Binde von den Augen und rief:
,,Warum soll ich blind nach etwas suchen,
was ich besser mit offenen Augen erobern
kann.* Damit ergrifl er entschlossen nach
Jennys Hand. In dem anschlieBenden Ge-
sprach gestand Karl dem Maidchen seine
kithnen Pldne. ,,Die Wissenschaft ist ohne
Grund und Ende. Und tausend Wege fiihren
zur Wahrheit. Ich will sie alle finden.*
,,Das werden Sie*‘, bestétigte Jenny. ,,Sie lei-
den keine Binde vor den Augen wie die mei-
sten Sucher.*

Georg W. Pijet

Karl Marx — seine Tochter nannten ihn nicht
,,Vater*, sondern ,,Mohr*, ein Spitzname,
den er wegen seines braunen Teints und seines
ebenholzschwarzen Haupt- und Barthaares
erhalten hatte (nach einer Zeichnung von
Nabil El-Solami).
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Eulers Beweis fiir

die Unméglichkeit von x> +y

3 _

—-Z3

in natiirlichen Zahlen

Die Fermatsche Vermutung, daB die Glei-
chung x"+y"=z" (n>2) keine Losung mit
von Null verschiedenen ganzen Zahlen x,y,z
besitzt, wurde fir den Fall n=3 zuerst von
Leonhard Euler bewiesen. (Siehe den Beitrag:
,Leonhard Euler und die Fermatsche Ver-
mutung” in alpha, Heft 2/1983, wo auch
einige allgemeine Bemerkungen zur Beweis-
methode stehen.) Sein Beweis [iir die Unmog-
lichkeit der Losung der Gleichung x® + 3 =23
in natiirlichen Zahlen soll hier in der Original-
form aus der 1770 in Petersburg erschienenen
Vollstindigen Anleituna zur Algebra wieder-
gegeben werden. Der veraltete sprachliche
Ausdruck ist nicht modernisiert worden. Als
Grundlage dient der Abdruck der ,,Algebra*
im ersten Band (1911) von Eulers Werkaus-
gabe. In eckigen Klammern werden Anmer-
kungen hinzugefligt, die das Verstehen des
Beweises erleichtern sollen.

Eulers Beweis

Aus: Leonhard Euler: Vollstdndige Anleitung
zur Algebra. (Petersburg 1770.) In: Leonhardi
Euleri Opera Omnia (1) 1 (1911).

Lehr-Satz: Es ist nicht moglich zwey Cubos
[Kubikzahlen] zu finden, deren Summe oder
auch Differenz ein Cubus [eine Kubikzahl]
wire.

Hier ist vor allen Dingen zu bemercken, dal}
wann [wenn] die Summe unmoglich ist, die
Differenz auch unmoglich seyn miile. Dann
wann es unmoglich ist daB x® + y3 =z3, so ist
es auch unméglich daB z3 — y® = x3, nun aber
ist z3 —y* die Differenz von zwey Cubis. Es
ist also genung die Unmoglichkeit blos von
der Summe, oder auch nur von der Diflerenz
zu zeigen, weil das andere daraus folgt. Der
Beweis selbst aber wird aus folgenden Sétzen
bestehen.

I. Kann man annehmep, daB die Zahlen x und
y untheilbar unter sich [teilerfremd] sind.
Dann wann [Denn wenn] sie einen gemeinen
[gemeinsamen] Theiler hitten, so wiirden
sich die Cubi durch den Cubum deBelben
theilen laBen. Wire z. E. x=24, und y=2b so
wiirde x*+4y3=8a>+8b> und wire dieses
ein Cubus, so miiBte auch a® +b> ein Cubus
seyn. '

IL. Da nun x und y keinen gemeinen [ge-
meinsamen] Theiler haben, so sind diese

beyde Zahlen entweder beyde ungerad, oder
die eine gerad, und die andere ungerad. Im
erstern Falle miifite z gerad seyn; im andern
Fall aber miiBte z ungerad seyn. Also sind von
den drey Zahlen x, y und z immer zwey un-
gerad und eine gerad. Wir wollen dahero zu
unserm Beweis die beyden ungeraden neh-
men, weil es gleich viel ist, ob wir die Un-
moglichkeit der Summe oder der Differenz
zeigen, indem die Summe in die Differenz ver-
wandelt wird, wann die eine Wurzel negativ
wird.

II1. Es seyen demnach x und y zwey ungerade
[natiirliche] Zahlen, so wird so wohl ihre
Summe als Differenz gerad seyn. [Es sei
etwa x> y. Ist x <y, so vertausche man x und
y. Der Fall x=y ist unmdglich. Da x und y
teilerfremd sind, miiBte x=y=1 sein, also
z3=2, was mit natiirlicher Zahl z unméglich
ist.] Man setze dahero ?,:p und x%y.: q
[mit natiirlichen Zahlen p und q], so wird
x=p+q und y=p—q, woraus erhellet, daBl
von den zwey Zahlen p und g die eine gerad,
die andere aber ungerad seyn muB; dahero
aber wird xX*+)}=[(x+yXx*—xy+y?)
=2p((p+9)’—(p+a) (P—9)+ (-9
=2p(p? +34%)=] 2p(pp + 34q):

es muB also bewiesen werden, daB dieses
Product 2p(pp + 3qq) kein Cubus seyn kénne.
Sollte aber die Sache von der Differenz be-
wiesen werden, so wiirde x* — y* = 6ppq +2¢°
=24(qq +3pp), welche Formel der vorigen
gantz dhnlich ist, indem nur die Buchstaben p
und q verwechselt sind, dahero es genung ist
die Unmoglichkeit von dieser Formel
2p(pp+34q) [= Kubikzahl] zu zeigen, weil
daraus nothwendig folget, daB weder die Sum-
me noch die Differenz von zweyen Cubis ein
Cubus werden konne.

IV. Wiire nun 2p(pp + 3qq) ein Cubus, so wire
derselbe gerad und also durch 8 theilbar:
folglich miiBte auch der achte Theil unserer
Formel eine gantze Zahl und dazu ein Cubus

seyn, nemlich %p(pp +3gq). Weil nun von den

Zahlen p und q die eine gerad, die andere aber
ungerad ist, so wird pp+3qq eine ungerade
Zahl seyn und sich nicht durch 4 theilen las-
sen, woraus folget daB sich p durch 4 theilen

laBen miiBe und also g eine gantze Zahl sey.



V. Wann [Wenn] nun dieses Product

Elias ]

“(pp+3qq) I:g(pz + 3q2):| ein Cubus [eine Ku-
bikzahl] seyn sollte, so miiBte ein jeder Factor
besonders, nemlich g—) und pp+ 3qq, ein Cubus

seyn, so nemlich dieselben keinen gemeinen
[gemeinsamen] Theiler haben. Dann wann
ein Product von zwey Factoren, die unter sich
untheilbar [teilerfremd] sind ein Cubus seyn
soll, so muB nothwendig ein jeder flr sich ein
Cubus seyn; wann dieselben aber einen ge-
meinen [gemeinsamen] Theiler haben, so
muB derselbe besonders betrachtet werden.
Hier ist demnach die Frage: ob diese zwey
Factoren p und pp + 3gq nicht einen gemeinen
Factor haben konnten? welches also unter-
sucht wird. Hitten dieselben einen gemeinen
[gemeinsamen] Theiler, so wiirden auch diese
pp und pp+3qq eben denselben gemeinen
[gemeinsamen] Theiler haben, und also auch
ihre Diflerenz, welche ist 3gq, mit dem pp
eben denselben gemeinen [gemeinsamen]
Theiler haben; da nun p und g unter sich
untheilbar [teilerfremd] sind, so konnen die
Zahlen pp und 3gq keinen andern gemeinen
Theiler haben als 3, welches geschieht wann
[wenn] sich p durch 3 theilen 4Bt

VI. Wir haben dahero zwey Fille zu erwegen:
der erste ist wann die Factoren p und
pp+3qq [p? +3¢*] keinen gemeinen [gemein-
samen] Theiler haben, welches immer ge-
schieht, wann sich p nicht durch 3 theilen
1d0t; der andere Fall aber ist, wann dieselben
cinen gemeinen Theiler haben, welches ge-
schieht wann sich p durch 3 theilen 14Bt, da
dann beyde durch 3 theilbar seyn werden.
Diese zwei Fille miiBen sorgfaltig von einan-
der unterschieden werden, weil man den Be-
weis [Ur einen jeden ins besondere fiihren
muB.

VILI. Erster Fall. Es sey demnach p nicht durch
3 theilbar und also unsere beyden Factoren
g und pp + 3qq untheilbar unter sich [teiler-
fremd], so miiBte ein jeder [ir sich ein Cubus
seyn. LaBt uns dahero pp + 394 zu einem Cubo
machen, welches geschieht wann man, wie
oben gezeigt worden, setzt
p+q[/—_3=(t+u[/——3)3 und

pP—q —3=(t—u[/—_3)3.

Damit dadurch werde pp+3qq=(tt+ 3uu)®
und also ein Cubus. [Euler benutzt hier den
folgenden Hilfssatz. (Erst am SchluB des Be-
weises soll auf ihn eingegangen werden.)

Satz A: Sind p und q teilerfremde natiirliche
Zahlen und ist

p?+3q%(=(p+4a)/ =) (p—a)/=3)

eine Kubikzahl, so gilt
p+q[/§=(t+ul/——3)3 und
p—q[/—3=(t—u[/—_3)3

mit natiirlichen Zahlen ¢, u.

Aus dem Satz A ergibt sich die angegebene
Darstellung von p? + 3¢ als Kubikzahl:

(p+ql/.—3)(p—ql/—3)=pz—(q —3)
=p2+3q2—(r+u|/ =32 (¢—ul/ -3y
=((t+ul/ —3)(t—ul/ —3))® (r +3u?)’.

Es gilt also der

Satz B: Ist p?+3q® eine Kubikzahl, so gibt
es natiirliche Zahlen ¢, u so, daB p?+ 3q?
=(2+3u?)

Hieraus aber wird

p=1t>—9ruu=t{tt —9uu) und

q=3ttu—3u> = 3ultt — uu).

[In der Tat, aus

p+q\/t5=(r +u[/-73)3 (Satz A), also
p+ql/~— (t+u 3t+u[/—_)2

t+u|/ 3) (% + 2t/ —3-3u?)

=2+ u[/ 3+3tu2(— )+ u(
=( =9+ (3r2u—-3u?)/ -3

(-3 -3

" folgt durch Vergleich beider Seiten

p=1>—9tu?, q=3t2u—3>.

(Fur das Rechnen mit Zahlen der Form

t+u|/—.3 sei auf das folgende Buch ver-

wiesen: H.Pieper, Die komplexen Zahlen.

Theorie - Praxis — Geschichte. VEB Deut-

scher Verlag der Wissenschaften. — Mathe-

matische Schiilerbiicherei Nr. 110.)

Es gilt alsS der

Satz C: Es seien ¢, u nattirliche Zahlen. Aus
p+q[/——3=(r+u[/—_3)3 folgt
p=t>—9t?, q=3r*u—3u’.

Zusammen mit dem Satz A bedeutet dies den

Satz D: Ist p>+3¢? (mit teilerfremden p, ¢)

eine Kubikzahl, so gibt es natiirliche Zahlen

t,uso,daB p=1>-9%u?, g=3t2u—3u]

Weil nun q eine ungerade Zahl ist, so mufl

auch ungerad, ¢ aber gerad seyn, weil sonsten

tt —uu eine gerade Zahl wiirde.

VIII. Da nun pp+3qq zu einem Cubo ge-
macht und gefunden worden
p=1t(zt — Yuu)=t(t + 3u) {t — 3u),

so miif3te jetzt noch g und also auch 2p, ein

Cubus seyn; dahero diese Formel 2¢(t + 3u)
‘(t —3u) ein Cubus seyn miiBte. Hier ist aber
zu bemercken, daB ¢ erstlich eine gerade Zahl
und nicht durch 3 theilbar ist, weil sonsten
auch p durch 3 theilbar seyn wiirde, welcher
Fall hier ausdriicklich ausgenommen ist.

[Da t gerade und u ungerade ist, sind ¢+ 3u
und ¢ —3u beide ungerade. Ein gemeinsamer
Teiler d von 2t, t+3u und t—3u wire auch
gemeinsamer Teiler von ¢, t+3u und ¢— 3y,
also auch gemeinsamer Teiler von ¢, 3u
=(t+3u)—t, —3u=(t—-3u)—t. Es kommt
hochstens d =3 in Frage. Aber 3 ist kein Teiler
von t; folglich ist d=1. Ein gemeinsamer
Teiler e von t+3u und t—3u ist auch Teiler
von 2t=t+3u+t—3u, woraus wieder e=1
folgt.]

Also sind diese drey Factoren 2t, t+3u und
t — 3u unter sich untheilbar [teilerfremd], und
deswegen miiBte ein jeder fir sich ein Cubus
seyn. Man setze dahero t+3u=f? und
t—3u=g>* so wird 2= f3+g° Nun aber ist
2t auch ein Cubus [2t=h*], und folglich
hidtten wir hier zwey Cubos f* und g* deren
Summe wieder ein Cubus wire [ f* +g° =h?],

welche offenbahr ungleich viel kleiner waren,
als die anfinglich angenommenen Cubi x*
und y3. Dann nachdem wir gesetzt haben
x=p+q und y=p-—gq, anjetzo aber p und g
durch die Buchstaben ¢ und « bestimmt ha-
ben, so miiBen die Zahlen p und g viel groBer
seyn als ¢ und u.

IX. Wann es also zwey solche Cubi in den
groBten Zahlen gibe, so konnte man auch in
viel kleineren Zahlen eben dergleichen an-
zeigen deren Summ auch ein Cubus wire, und
solcher Gestalt konnte man immer auf kleine-
re dergleichen Cubos kommen. Da es nun in
kleinen Zahlen dergleichen Cubos gewis nicht
giebt, so sind sie auch in den allergroBten
nicht moglich. Dieser SchluB wird dadurch
bekriftiget, daB auch der andere Fall eben
dahin leitet, wie wir so gleich sehen werden.

X. Zweyter Fall. Es sey nun p durch 3 theilbar,
q aber nicht, und man setze p=3r so wird

unsere Formel l:% (p*+3¢H)= ]

% - (9rr + 3qq), oder ‘9—11'(31'1' +4q),

welche beyde Factoren unter sich untheilbar
[teilerfremd] sind, weil sich 3rr+¢gq weder
durch 2 noch durch 3 theilen ldBt, und r eben
so wohl gerad seyn muB als p, deswegen muf
ein jeder von diesen beyden Factoren fiir sich
ein Cubus seyn.

X1. Machen wir nun den zweyten 3rr+gq
oder gq+3rr zu einem Cubo, so finden wir
wie oben g=t(tt—9uu) und r=3u(tt — uu);
wo zu mercken, dafl weil g ungerad war, hier
auch r ungerad, u aber eine gerade Zahl seyn
miiBe.

[Hier wird noch einmal der Satz A benutzt.
Sind g und r teiler[remde natiirliche Zahlen
undistg?+3r¥(=(q + r]/—_3)(q - [/—_3)) eine
Kubikzahl, so gilt
q+r[/:—3)3—(t+u[/—)3 undg—r)/ 3
=(t— [/_)3 mit natiirlichen Zahlen r und u.
Hieraus folgt (wie oben)

g+r)/ 3= -9 +(3u-33)/ -3
und daraus durch Vergleich beider Seiten
q=1>—9tu? =1(s> —9u?),
r=3t2u—3u®=3u(t> — u?).]

XII. Weil nun %’- auch ein Cubus seyn muB

und also auch mit dem Cubo i multiplicirt,

27
so mul % das ist 2u(tt — uu)=2u(t + u) (t —u)
ein Cubus seyn, welche drey Factoren unter
sich untheilbar [teilerfremd] und also ein je-
der fiir sich ein Cubus seyn miiBte; wann man
aber setzt t+u=f> und t—u=g>, so flolgt
daraus 2u= f3—g*, welches auch ein Cubus
seyn miifite, indem 2u ein Cubus ist. Soicher
Gestalt hdtte man zwey weit kleinere Cubos
f? und g3 deren Differenz ein Cubus wire,
und folglich auch solche deren Summe ein
Cubus wire; dann man darl nur setzen
f3—g*=h> so wird f*=h>+g> und also
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hitte man zwey Cubos deren Summe ein
Cubus wire. Hierdurch wird nun der obige
SchluB vollkommen bestidtiget, dal es auch
in den groBten Zahlen keine solche Cubi
gebe, deren Summe oder Differenz ein Cubus
waire, und das deswegen, weil in den kleinsten
Zahlen dergleichen nicht anzutreffen sind.

Der Hilfssatz

Im Teil VII des Beweises wird zundchst [est-

gestellt, daB p?+3g* eine Kubikzahl (ein

Cubus) sein miiBte. Dann heiBt es weiter, daB

p? + 34* zu einem Cubus gemacht werden soll.

Aus friiheren Ausfithrungen Eulers kann man

schlieBen, daB Euler folgendes meint: ,Wir

wollen p und g suchen, fiir die p* + 3¢? Cubus

ist.“ Hier gilt sicher

Satz E: Setzt man p=1t>—9tu?, g=231’u—3u’

mit gewissen natiirlichen Zahlen ¢, u, so wird

p*+ 3> =(t* +3u?)? ein Cubus.

Um dies einzusehen, brauchen wir die folgen-

‘de (leicht nachzupriifende) Identitit:

(2 4+ 3u®)v? + 3w?) = (tv — 3uw)? + 3(tw —uv)>.

(Das Produkt von Zahlen der Form ¢ + 3u?

ist wieder von dieser Form!)

Nun ist (£2 +3u?)® = (¢ + 3u?) [(¢2 — 3u?)?

+ 3(2tu)*]; unter Benutzung der angegebenen

Identitit (mit v=¢2—3u?, w=2tu) lolgt hier-

aus tatsdchlich

(£% +3u?)® =[t(t* — 3u?) —3u(2tu)]?

+3[e(2eu) + u(t? = Iu?)]* = (> — 9tu?)?

+3031%u—3ut)=p? 4+ 342,

was zu zeigen war.

DaB auf die im Satz E gegebene Weise sogar

alle teilerfremden p, q erfaBt werden, fir die

p* +3g® Cubus ist, besagt der oben angege-

bene ’ . _

Satz D: Ist p? + 3¢ eine Kubikzahl (mit teiler-

fremden p, g), so gibt es natiirliche Zahlen ¢, u

so, daB p=1¢>—9tu?, g=3t%u—3u>.

Betrachten wir zusammenfassend die drei

wesentlichen hier auftretenden Aussagen (dar-

in seien p und g teilerfremde natiirliche Zah-

len):

R: Es existieren natiirliche Zahlen ¢, u so, daB
p+q\/—_3=(t+u[/_—_3)3.

S: Es existieren natiirliche Zahlen ¢, u so, daB
p=1>—9tu? q=3t%u—3u’.

T: p?+ 347 ist eine Kubikzahl.

Diese drei Aussagen sind dquivalent (jede

folgt aus jeder anderen): N

Wenn R, so S. (Satz C; bewiesen.)

Wenn S, so T. (Satz E; bewiesen.)

Wénn T, so R. (Satz A; unbewiesen.)

Der Eulersche Ansatz

p+al/ —3=(t+u)/=3)? liefert also alle p, g,

fir die p®+3q® eine Kubikzahl ist. Euler

wubBte sicher, daB er alle p, g erfaBte, ohne

dies ausdriicklich zu erwahnen.

Er schrieb nur: ,,LaBt uns dahero p? + 3¢% zu

einem Cubo machen [wir wollen p und ¢

suchen, fir die p?+3¢* Cubus ist], welches

[volistandig] geschicht, wenn man, wie oben

gezeigt worden, setzt p+q)/ —3=(t+ 14[/—_3)3

und p—q)/ —3=(¢t—u}/ —3)>.“ (Das Adverb

,,vollstindig* fehlt bei Euler.)
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Der folgende Satz: ,,Damit dadurch werde

p2+3¢*=(>+3u?? und also ein Cubus*,

also Satz B, ist fir den weiteren Gedanken-
gang liberfliissig.

Unklar bleibt Eulers Hinweis: ,,wie oben ge-
zeigt worden®, )
Vorangegangene Artikel der Algebra, auf die
sich dieser Hinweis bezieht, werden nicht ge-
nannt und lassen sich (wie G. Bergmann 1965
analysierte) auch nicht (inden. An dieser
Stelle ist Eulers Algebralehrbuch unvollstan-
dig.

Von den vier Sétzen, Satz A (wenn T, so R),
Satz C (wenn R, so S), Satz E (wenn S, so T),
Satz D (wenn T, so S) sind bisher nur die
Sdtze C und E bewiesen. Satz A ist unbewie-
sen. Ist Satz A bewiesen, so auch Satz D.
Der Satz D ist der entscheidende Satz in der
Eulerschen Beweiskette. Es gibt somit zwei
Moglichkeiten:

1. Es wird der Satz D direkt bewiesen (was

elementar moglich ist).
II. Es wird der Satz A bewiesen; aus dem
Satz A folgt der Satz D.

Euler benutzte offenbar den Satz A, machte
also einen ,,Umweg" iiber Summen der Form
t+u]/——3. (Hier wurden erstmals komplexe
Zahlen in der Zahlentheorie benutzt!)

Wir bezeichnen mit M die Menge aller Zahlen
der Form t+u[/—-_3 (t, u ganze Zahlen). In M
gelten einige analoge Eigenschaften, wie in der
Menge N der natiirlichen Zahlen. Die Summe
zweier Zahlen aus M ist offenbar wieder eine
Zahl aus M.
Das Produkt zweier Zahlen aus M ist wieder
eine Zahl aus M:
(t+u)/=3) 0+w)/=3)

=(tv— 3tw)+(tw+uv)[/:.
Eine im Beweis mehrmals benutzte Eigen-
schaft natiirlicher Zahlen ist die folgende:
(K) Das Produkt aus zwei teilerfremden na-
tiirlichen Zahlen ist nur dann eine Kubik-
zahl, wenn jede der beiden Zahlen Kubik-
zahlen sind.
Die analoge Eigenschaft fiir Zahlen aus M
wire:
(K’) Das Produkt aus zwei ,_teilerfremden*
Zahlen aus M ist nur dann eine Kubikzahl,
wenn jede der beiden Zahlen Kubikzahlen in
M sind.

Wire diese Eigenschalt richtig, so konnte man .

wie folgt weiter schlieBen: p*+3¢°=(p+gq
]/—_3) (p—q[/j) ist nach Voraussetzung
eine Kubikzahl in N = M; besitzen p+q[/j
und p—q[/—_3 keinen gemeinsamen ,,Teiler*
in M, so miissen p+q[/—_3 und p—q[/j
Kubikzahlen in M sein:

p+al/ —3=(c-+u)/ =3,

p—q —3=(t—uV?3)3..
Vielleicht ist hier das Motiv fir Eulers Uber-
gang zu den komplexen Zahlen zu suchen!
Doch ein AnalogieschluB ist kein Beweis!

-Fiir den Beweis von (K) benutzt man den

Satz, daB sich jede natiirliche Zahl eindeutig
(das ist wichtig!) als Produkt von Primzahlen
darstellen 14Bt.

(Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B.
in: H. Pieper, Zahlen aus Primzahlen. VEB
Deutscher Verlag der Wissenschalten. Ma-
thematische Schiilerbiicherei Nr.81, 1.Ka-
pitel.)
In der Menge M gilt eine analoge Eigenschaft
nicht; die Zerlegung in ,,unzerlegbare Zahlen“
(,,Primzahlen*) aus M ist nicht eindeutig!
Beispielsweise gilt 4=2-2=(1+]/=3)(1—
[/—_3), worin (wie man zeigen kann) 2,
1+ |/—_3 11— [/—_3 in M unzerlegbare Zahlen
(,Primzahlen®) sind.
Und doch ist der Satz A richtig. In einer 1763
gedruckten Arbeit bewies Euler Sitze iiber
Zahlen der Form p? + 3¢ (mit teilerfremden
p, q), aus denen unschwer der Satz A folgt.
(Doch darauf kann hier nicht mehr eingegan-
gen werden.)
Es sei noch folgendes bemerkt: Es gibt eine
fir den Beweis von Satz A geeignete Menge
M* komplexer Zahlen, in der die Zerlegungin
,,Primzah]en“ aus M* eindeutig ist. Um diese
Zahlen zu erkliren, werde die Gleichung
x*—1=0 betrachtet.
Die Gleichung x*—1=(x—1)(x?+x+1)=0
hat die drei Losungen x; =1, xa=g, x3=0%,
—1+)/-3 —1-)/-3
2
ist. Die Menge M* bestehe nun aus allen
(komplexen) Zahlen der Form a + bg (mit gan-
zen Zahlen a, b). Diese Zahlen wurden in der
ersten Hillte des 19.Jahrhunderts von C.F.
GauB, C.G.J.Jacobi und G.Eisenstein un-
tersucht. Sie werden meist als Eisensteinsche
Zahlen bezeichnet.

Jede Zahl a+bg kann dadurch, daB man fiir ¢
t+ul/—3
2
gebracht werden (¢, u sind darin gleichzeitig
gerade bzw. ungerade ganze Zahlen) und um-
gekehrt. In der Menge M* ist (wie man be-
weisen kann) die Zerlegung in ,,Primzahlen“

eindeutig. )
Die Zahl 4 kann man in M auf zwei verschie-
dene Arten in ,,Primzahlen“ zerlegen. In M*
sind die Zahlen +1, —1, g=£, -0,
— ¢? Einheiten (sie entsprechen den Zahlen
+1, —1 bei den ganzen Zahlen). Die Zer-
legung in ,Primzahlen” ist in M* (bis auf
Einheiten)eindeutig. Die Zerlegungen4=2-2
und 4=(1+}/=3)(1-)/=3) sind ,diesel-
ben*“, da sie sich nur um Einheiten als Fakto-
ren unterscheiden:
1+)/-3
2

wobei g= und @¢*=

den Wert einsetzt, aul die Form

1+)/-3=2"
1- [/—-3=2 - 02

Kennt man die Arithmetik der Eisenstein-
schen Zahlen, so ist der Satz A leicht zu
beweisen.

Aus Eulers Idee der Ausdehnung der Zahlen-
theorie aul gewisse (ndmlich algebraische)
komplexe Zahlen hat sich im 19, Jahrhundert

=2-p,

‘eine neue mathematische Disziplin, die alge-

braische Zahlentheorie, entwickelt.
H. Pieper



Aufgaben aus der Friihzeit
der Mathematik bei Leonhard Euler

Die iltesten iiberlieferten mathematischen
Texte zeigen, daB sehr friih schon neben den
von der Praxis der Arbeit, des Bauens, des
Lohnes, der Verteilung von Feldern und Nah-
rungsmitteln, des Handels und des Tausches,
des Wiegens und Messens gestellten Proble-
men sich andere Aufgaben groBer Beliebtheit
erfreut haben, die wir als mathematische Rit-
sel oder mathematische Unterhaltungsaufga-
ben bezeichnen konnen. Sie sollten, wie ihre
Verbreiter gelegentlich ausdriicklich sagten,
der Schirfung des Verstandes dienen, stellten
also eine Art Denksportaufgaben dar. Auch

in den dem téglichen Leben entnommenen.

Aufgaben treten manchmal praxisfremde
Bruchteile von Menschen und Tieren oder
von Geldstiicken auf, aber die ‘Aufgabenstel-
lung selbst st praxisnahe. Anders bei den
Unterhaltungsproblemen — hier entspricht
der Einkleidung 2. B. bei Verfolgungsaufga-
ben (,,Achilles und die Schildkrote®) keine
Realitit.

Gerade diese Art Aufgaben aber erlaubt es,
Schliisse auf gegenseitige Abhéngigkeiten der
Aufgabensteller und das Wandern der Pro-
bleme zu zichen, wihrend dies bei den von
der gesellschaftlichen Praxis, die bei gleich-
artigen Produktionsverhiltnissen gleich oder
doch annihernd gleich ist, veranlaBten Pro-
blemstellungen selten und nur dann moglich
ist, wenn in den Aufgaben gleiche, und zwar
nicht zu einfache Zahlenwerte enthalten
sind.

Auf welchem Wege sich die dem Training des
Geistes dienenden Unterhaltungsaufgaben in
der alten Welt verbreitet haben, ob durch
Handelskarawanen, durch Reisende, Kriegs-
gefangene oder Schiffbriichige, wissen wir im
einzelnen nicht. Tatsache ist, daB solche Pro-
bleme iiberall aultauchten und sich erstaun-
lich lange gehalten haben. Sogar bei Leon-
hard Euler finden wir in seiner zuerst in deut-
scher Sprache 1770 erschienenen beriihmten
Volistandigen Anleitung zur Algebra (siehe
alpha-Wettbewerb, Heft 2/83) derartige Bei-
spiele. Jenes Lehrbuch, das in viele Sprachen
iibersetzt und noch in der Gegenwart neu
aufgelegt worden ist, hatte der erblindete
Euler einem ehemaligen Schneidergesellen
ohne wissenschaftliche Vorbildung diktiert,
um sich von der Verstindlichkeit der Darstel-
lung zu iiberzeugen. Von Euler haben solche

Standardaufgaben ihren Weg in viele Rechen-
biicher bis an unsere Tage heran gefunden

" und sind so am Leben geblieben.

Das erste von uns hier gebrachte Beispiel
wird in der mathematikhistorischen Literatui
nach seiner hdufigen Einkleidung das Problem
der 100 Végel genannt. Zuerst ist es in China
im Anfang des 3.Jahrhunderts nachweisbar,
danach bei den Indern (3. Jh.), dann gelangte
es iiber die Araber (um 900) nach Europa und
Byzanz. In einem byzantinischen Rechenbuch
des 15. Jh. findet es sich in folgender Form:

Ala a)Ein Herr sandte seinen Diener aus,
er solle ihm Vogel dreierlei Art, Tauben,
Turteltauben und Sperlinge kaufen. Es koste-
te die Taube 4 WeiBmtiinzen, die Turteltaube
2.und von den Sperlingen kamen auf die
WeiBmiinze drei. Und er gab ihm 100 WeiB-
miinzen, daB er 100 Vigel kaufe, weder mehr
noch weniger. Ich will wissen, wieviel er von
jeder Art kaufen wird. '

Euler bringt die Aufgabe im Abschnitt Von
der unbestimmten Analytik in dieser Fassung:

Ala b) Jemand kauft 100 -Stiick Vieh,
Schweine, Ziegen und Schafe, fiir 100 Taler.
Nun kostet ein Schwein 3% Taler, eine Ziege
1
3
sind es von jeder Gattung?

11 Taler und ein Schaf% Taler. Wie viele

L. Euler (nach J.-G. Brucker, 1737)

Euler behandelte das Problem im AnschluB
‘an Bachet de Méziriac (Lyon 1612), der die
Ganzzahligkeit der Losung verlangt hatte.
Eine weitere alte Aulgabe, die wir vorstellen
wollen und die zu einer mit Der Wichter im
Apfelgarten bezeichneten Gruppe gehort,
fihrt Euler in seinem Abschnitt Von den
algebraischen Gleichungen und ihrer Auflésung
‘vor. Wir zitieren zuniachst wieder die Fassung
in jenem byzantinischen Rechenbuch, weil
dort die Aufgabe in der Einkleidung gebracht
wird, der sie ihre Einordnungsbezeichnung
verdankt.

A2a a) Es war ein Mann mitten in einem
Garten, und jener Garten hatte vier Tore, und
es bestand die Vorschrift, wenn er aus allen
den Toren herausgehen wollte, solle er so viele
Silberstiicke mitnehmen, daB er dann an je-
dem Tor die Hilfte abgebe und ein halbes
Silberstiick mehr — damit er kein Silberstiick
zerteilen miisse — und daB ihm dann, wenn er
aus allen den Toren herausgegangen sei, 1 Sil-
berstiick iibrigbleibe. Wie viele Silberstiicke
muBte er mitnehmen?

Bei Euler findet sich eine entsprechende Auf-
gabe als Forderung nach Verteilung einer
Erbschalt, und er sagte, sie sei ,,von einer
ganz besonderen Art und verdient beachtet zu
werden“:

A2a b)Ein Vater hinterldBt einige Kinder
und ein Vermdgen, das die Kinder in folgen-
der Art unter sich teilen: Das erste nimmt
100 Taler und dazu den zehnten Teil des
Restes. Das zweite nimmt 200 Taler und dazu
den zehnten Teil des nunmehr erhaltenen
. Restes. Das dritte nimmt 300 Taler und dazu
den zehnten Teil des verbliebenen Restes. Das
vierte nimmt 400 Taler und dazu den zehnten
Teil des verbliebenen Restes usw. Hieraul
stellt sich heraus, daB das ganze Verméogen
gleichmidBig verteilt worden ist. Nun ist die
Frage, wie groB das Vermogen war, wie viele
Kinder der Vater hinterlieB und wieviel jedes
bekam.
Ob das Erbschaftsproblem zuerst bei den Ara-
bern oder in Europa bzw. in Byzanz gestellt
worden- ist, a8t sich nicht sagen. Belegt ist
indessen, daB die Aufgabe in der Apfelgarten-
bzw. anderen Einkleidungen zuerst in China
(um 250, nach alten Vorlagen), dann in Arme-
nien (um 700) aultrat, danach bei den Indern
(um 900) und Arabern (um 1000) gestellt
wurde und von den letzteren thren Weg in die
mittelalterlichen Rechenaufgabensammlun-
_gen Europas (z.B. Leonardo Fibonacci von
Pisa, um 1200) und von Byzanz gefunden
hat.
Wir haben es also Euler zu verdanken, daB die
Tradition der Unterhaltungsmathematik mit
neuem Leben erfiillt wurde und das unterhalt-
same Element des Rétsels mit dem niitzlichen
Element der Anwendung und Ausbildung
mathematischen Wissens verbunden blieb.
' K.-R. Biermann
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Das
Fiinfzehnerspiel

In den siebziger Jahren des vergangenen
Jahrhunderts breitete sich in der ganzen Welt
ein Geduldsspiel wie eine Seuche aus - etwa
so wie heute der Ungarische Wiirfel. Es war
das Fiinfzehnerspiel, in Deutschland damals
auch unter dem Namen Boss Puz:zle bekannt.
Ein Zeitgenosse, der Mathematiker H. Schu-
bert, berichtete: ,,Monatelang bildeten die an
dieses Spiel sich ankniipfenden Erdrterungen
eine stehende Rubrik in Journalen und Zei-
tungen. Selbst in StraBenbahnwagen konnte
man die kleinen Kastchen mit den 15 Holz-
klétzchen erblicken und unruhige Hiande dar-
in schieben sehen. Unternehmende Wirte lu-
den zu einem Boss-Puzzle-Turnier ein, in
welchem ein vom Wirt gestelltes Problem ge-
gen Auszahlung einer hohen Belohnung ge-
16st werden sollte.* Schubert erinnerte sich
auch, daB in Hamburg ,,die Prinzipale in
den Handelskontoren liber das Puzzlefieber
ihrer Angestellten in Verzweiflung gerieten
und durch Anschlige das Spielen wihrend
der Bureauzeit aufs strengste verbieten muf-
ten.*“ Bei S. Giinther kdnnen wir lesen, ,,dal
um 1880 im Deutschen Reichstagssaale auf
den Bénken an der Wand Abgeordnete aller
Richtungen, darunter wiirdevolle alte Herren,
saBen, die den Rednern gar keine Aufmerk-
samkeit schenkten, aber eilrig hoss puzzle-
ten.**

Soll man nun Schliisse beziiglich der Reden
oder mancher Abgeordneten ziehen? In zahl-
reichen Artikeln wurde das Spiel mathema-
tisch behandelt, vor allem in den Jahren von
1879 bis 1883, wobei besonders Woolsey
Johnson und William E.Story sowie H.
Schubert zu nennen wiiren. Wer das Finf-
zehnerspiel noch nicht kennen sollte, ist be-
stimmt neugierig geworden, was [lr ein
Spiel solche Spielleidenschalt hervorgerufen
hatte:

Fiinfzehn mit den Zahlen von 1 bis 15 ver-
sehenc Steine S1, . . ., S15 werden willkiirlich.
in ein quadratisches Kdéstchen hineingelegt,
so daB ein Feld F frei bleibt. (Die 16 Felder

Bild1 V'pq [ F2 [F3 | Fa
FS | F6 | F7 | F8
FI|F0 | F | FR
F13 | F1k | F15 | F16
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dieses Kistchens wollen wir entsprechend
Bild 1 durchnumerieren.) Lediglich durch
Verschieben (nicht Herausnehmen!) der Stei-
ne soll nun versucht werden, die Stellung auf
Bild 2, die wir Stellung I nennen wollen, zu
erreichen: Sl auf F1,S2 auf F2, ..., S15 auf
F15, F16 bleibt unbesetzt.

Bild 2

1123 |4
51617

10 )11 | 12
13 (14|15

Im Sonntagsblatt einer New Yorker Zeitung
bot Samuel Loyd, der als Erfinder dieses
Spiels gilt, einen Preis von 1000 % fir die
Ldsung des folgenden Problems an:

Die Stellung II (Bild 3), in der gegeniiber der
Stellung I nur S14 und SI5 vertauscht sind,
soll nur durch Verschieben in die Stellung I
iberfiihrt werden.

Bild 3 1 12134
51678
9 (101 |1
13 115 | 14

Als der Verleger zogerte, soll sich Loyd ohne
weiteres bereit erklirt haben, den Betrag aus
seiner eigenen Tasche zu hinterlegen. Tat-
sachlich gab es auch niemanden, der diesen
Preis in Empfang nehmen konnte, .,obgleich
Tausende von Leuten behaupteten, die ge-
stellte Aufgabe gelost zu haben. . .. Das Ge-
heimnis des Puzzles liegt in der Tatsache, daB
sich niemand, der es geldst hat, nachtréglich
daran zu erinnern vermag, wie die Losung
zustandegekommen ist. ... Ein bekannter
Zeitungsmann aus Baltimore berichtete, daf3
er mittags sein Biiro verlieB, um essen zu ge-
hen - und von seinen entsetzten Angestellten
lange nach Mitternacht aufgefunden wurde,
wie er auf einem Teller kleine Tortenstiick-
chen herumschob.*

Wer Lust hat, kann sich ja aus kleinen Pappe-
Quadraten ein Fiinfzehnerspiel schnell her-
stellen und es auch einmal versuchen. Oder
man nimmt ein handelsiibliches Schiebefax
und versucht es einmal umgekehrt, ndmlich
aus der Stellung I die Stellung II zu erhalten.
Nach einigem Probieren kommt ihr bestimmt
zu dem SchluB, daB hier gilt: Studieren geht
liber Probieren! Immerhin gibt es mehr als
1 Billion Méglichkeiten
(151=1307674368000),

die 15 Steine im Kédstchen so anzuordnen, daB
F16 leer ist, und mehr als 20 Billionen

(16! =20922789888000)

Maoglichkeiten gibt es, die Steine im Késtchen
zu verteilen, wenn es keine Rolle spielt, wo
sich das Leerfeld befindet. (Wenn wir anneh-
men, daBl das Verschieben in eine neue Stel-
lung zwei Sekunden dauert, dann miiBten wir

mehr als 1 Million Jahre ohne Unterbrechung
nur Spielsteine schieben, um alle Stellungen
einmal zu erhalten — mal ganz abgesehen da-
von, daB die Sache noch einen theoretischen
Haken hat.)

Versuchen wir es doch einmal mit einem
Dreier-Spiel, denn dort haben wir nur 4! =
24 Moglichkeiten, die drei Steine mit den
Nummern 1, 2 und 3 im 2 x2-Kastchen an-
zuordnen. Probiert doch einmal aus, was fiir
Stellungen .ihr aus der in Bild 4 gezeigten
Anordnung nur durch Verschieben erhalten
koénnt. Thr habt festgestellt, daB es gar nicht
24, sondern nur 12 sind. Die Stellung von
Bild 5 habt ihr z. B. nicht-erhalten. Fangen
wir von dieser Stellung ausgehend an herum-
zuschieben, so erhalten wir die restlichen 12.

Bild4 [T,
3
Bild S [T 4
2

Damit haben wir zwar fiir das 4 x4-Kistchen
unseres Fiinfzehnerspiels noch nichts be-
wiesen, aber es kommt die Vermutung auf,
dafB es dort vielleicht dhnlich ist, daB auch
hier die Stellung I nur aus der Hiifte aller
Stellungen erreicht werden kann, es also Auf-
gaben gibt, die unldsbar sind. Loyd konnte
sich seiner Sache auch sicher sein, denn das
genannte Problem von ihm gehorte zur Men-
ge der unldsbaren Aufgaben. Ungliicklicher-
weise hatte er auch dem Beamten des Patent-
amtes eine unlosbare Aufgabe unterbreitet.
Den Vorschriften gemia muBte er, um ein
Patent auf das von ihm erfundene Spiel er-
halten zu kdnnen, ein Arbeitsmodell vorlegen.
Als sich der Beamte nach der Losbarkeit der
ihm gestellten Aufgabe erkundigte, muBte
Loyd zugeben, daB dies unméglich ist. ,,In
diesem Fall*, so lautete die Antwort, ,,kann
von einem Arbeitsmodell nicht die Rede sein,
und wenn kein Arbeitsmodell vorliegt, gibt
es auch kein Patent.**

Nach dem Spielen im 2 x2-Kdstchen kénnte
man auf die Idee kommen, es einmal mit
einem 3 x3-Kistchen zu versuchen. Wegen
der 9!=362880 Anordnungsmoglichkeiten
der 8 Steine lassen wir das aber lieber sein und
versuchen es besser mit einem 2 x 3-Kiistchen.
In diesem Fall gibt es zwar 720 Mdglich-
keiten, aber vielleicht niitzt uns dessen Stu-
dium schon etwas, auch wenn wir nicht alle
Moglichkeiten durchprobieren. Wir haben
hier also 5 Steine SI, ..., S5 und 6 Felder
F1, ..., F6, die analog zu Bild | numeriert
seien. Wir wollen die Felder F1, F2, F4, F5.
als ,,linkes Quadrat** und die Felder F2, F3
F5 sowie F6 als ,,rechtes Quadrat‘* bezeich-
nen. Ausgehend von einer beliebigen An-
fangsstellung kdnnen wir es immer so ein-
richten, daB S4 aul F1 kommt und F4 durch
irgendeinen anderen Stein besetzt ist.



Losungen

Lésung zur Aufgabe aus:
Korbbogenkonstruktion

Der Mittelpunkt M, des verbindenden Kreis-
bogens so muB nach Forderung der Aufgabe
auf dem Durchmesser (A4 B) liegen, da andern-
falls eine Knickstelle in 4 und entsprechend
in B aultreten wiirde. Ferner mulB} die Uber-
gangsstelle von so nach k; im Schnittpunkt
der Verbindungsgeraden (MM ) mit k; lie-
gen. Ist ro der zu so gehorige Kriimmungs-
radius, dann muB fiir das rechtwinklige Drei-
eck MoM;M; nach dem pythagoreischen
Lehrsatz die folgende Gleichung erfillt sein:

(ro—r2*=(r1+r2)* +(ro—ry)*
Wegen r;=2r, [olgt als Losung aus dieser
Gleichung fur ro:

ro=3ry. )
Bild 7 zeigt die konstruktive Auswertung
dieses Ergebnisses.

Bild 7 .
A My

ke

Ldsungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Teilbarkeitsregel
a) xx1983:101 = xxx3
Das Ergebnis muBl die Einerstelle 3 haben
und 4stellig sein. Beginnend mit der letzten
Zeile ergibt sich eindeutig [olgende Losung:
371983:101 =3683
303

689
606

838
808

303
303

0
Die beiden Ziffern heiBen 37.

b) 1983x,x; :101 =196x,
101
973
909

64X1
606
X30X2
X30X2
0
x; muB 6 sein, da im Rest (Zeile 7) die 0 steht;
damit muB x3 =4 sein und also x, ebenfalls 4.
198364 :101 = 1964
Die beiden Ziffern heiBen 64.

Kannenknobelei

Die 21 Milchkannen werden folgendermaBen
verteilt:

LPG 1=13 volle, 1 halbvolle, 3 leere Kannen;
LPG 2=3 volle, 1 halbvolle, 3 leere Kannen;
LPG 3=1volle, 5 halbvolle, 1 leere Kanne(n).

RitselspaB
1 H|O|H]E
2 8(rRfvfc[u]s]r[r]4]cTH]
3 Alc|H]s]|e
4 olt]|ala]on]aL]e]
5 aflufafjo]|r]a]T
6. ofe|Flr[N[r]T[1]o]W]
7 BlA|Ss|i1]S
8. sjuls[T[R]A[k]T]1]o]n]
[ slalt]z
o [wlO]r[F[E]L
Losungswort: Laubfrosch
Auf Pilzsuche
«— Vater von. /\ Sohn von
Viter:  S6hne
Urenkel ('
Enkel e e
e 4
Sohn .
Vater Mo (.
Opa No (.
Uropa \. (
Zahlenpyramide 1-9=9
12-9=108
123-9=1107

1234-9=11106
12345-9=111105
123456 -9=1111104
1234567-9=11111103
12345678 - 9=111111102
123456789 -9=1111111101

Welcher Beruf? Welches Studienthema?

EDV-Facharbeiter; Instandhaltungsmecha-
niker — Winkelmessung; Dezimalbriiche

Rundreiseproblem
Route Linge der Route
12341 58
12431 49
13241 49
13421 49
14231 49
14321 58

Das Optimum liegt bei 49, und dieser Wert
wird durch vier Routen realisiert.

Riitselfigur

1. Senner/Rennes, 2. Essen/Nesse, 3. Gras/
Sarg, 4. mod/Dom, 5. Esel/Lese, 6. Nebel/
Leben, 7. Tannat/Tannat, 8. TP/Pt, 9. sie/
Eis, 10. Ruma/Amur, 11. Neger/Regen, 12.
Lies/Seil, 13. Rho/Ohr, 14. Mn/Nm. Kontroll-
begrifle: Segment, Pearson.

Ldsungen zu:

Wirkungskraft der Schachfiguren

a) Noch 16 Felder konnen die acht Figuren
im Minimalfall beherrschen. Eine mogliche
Figurenaulstellung zeigt Diagramm 1. Diese
Stellung ist natiirlich durch Spiegelungen
auch in den anderen Brettecken moglich.

w

b) 64 Felder besitzt das Schachbrett, und alle
64 Felder konnen von diesen acht Figuren be-
herrscht werden! Die Figurenaufstellung zeigt
Diagramm 2. Auch hier sind Spiegelungen
durchfiithrbar. Es muBten fir die Losung die
beiden Liufer auf gleichfarbige Felder, was ja
erlaubt war, gestellt werden. Die Aufstellung
mit Laufern auf unterschiedlicher Feldfarbe
18t nur ein Maximum von 63 Feldern zu.
Hier eine Losungsmoglichkeit: KI5, Dh2,
Ta7, Tb8, Ld4, Led, Se3, SI3. Das Feld cl
bleibt unbedroht.

Ldsungen zu: Fiir den Sprachfreund

Zahlenstern
Ala Schreibt alle Zahlen von 1 bis 10 so
in die Kreise auf der sternformigen Linie, daB



die Summe der Zahlen in zwei beliebigen be-
nachbarten Kreisen weder durch 3 noch durch
5 noch durch 7 teilbar ist!

Lésung : Man erhilt eine zweite Losung, wenn
die Zahlen 1 und 10 ihre Pldtze tauschen.

Kryptarithmetik

A2a Einbeliebtes Geduldsspiel ist, irgend-
einen Namen oder ein bekanntes Sprichwort
zu nehmen und damit eine Additions- oder
Subtraktionsaufgabe zu bilden. Es ist oft not-
wendig, eine zusitzliche Bedingung einzufii-
gen, um eine eindeutige Antwort zu erhalten.
Beispiel (s. englischen Text). (Beachte, daBB O
ein Buchstabe ist 1) Jeder Buchstabe bedeutet
eine unterschiedliche Zifler, und SOW ist ein
vollstindiges Quadrat. Eine maBgebende
Voraussetzung ist, daB der linke Endbuch-
stabe jedes Wortes keine Null ist.

Eine Variation dieser Art von Geduldsspiel
ist, eine lange Multiplikation oder Division
auszuwihlen und die Sternchen durch die
richtigen Ziffern zu ersetzen. Beispiél (s.eng-
lischen Text).

Losungen: 461 L6422
39 K]

@ 92
939 1012

A3a Zum Bau des Eiffelturms wurden un-
gefihr 885 m® Eisen verwendet; die Dichte

des Eisens betrdgt 7,8 —n%, Welche Masse

Eisen wurde [lir diese Konstruktion bendtigt?
Lésung: m=V ¢
885m’- 7,8t
m=——3——
m=6903 t
Fiir den Bau wurden 6903 t Eisen benotigt.

Lésung zu:

Die historische Mathematikaufgabe,

Heft 2/83

Ein Maultier und ein Esel

Der Maulesel habe x Pud getragen, der Esel
aber y Pud. Gibt nun der Maulesel dem Esel
ein Pud, so hat der Esel y+ 1, der Maulesel
aber behilt noch x —1; da nun der Esel zwei-
mal soviel hat als der Maulesel, so wird y+1
=2x—2. Wenn aber der Esel dem Maulesel
ein Pud gibt, so bekommt der Maulesel x + 1,
und der Esel behilt noch y—1. Da nun jene
Last dreimal so groB ist als diese, so wird

x+1=3y-3.

Also sind unsere zwei Gleichungen:
Ly+1=2x-2|
ILjx+1=3y-3|

Aus der ersten findet man —x=¥ und aus

der anderen x=3y—4, woraus diese neue -

Gleichung entsteht: }:;—3= 3 y —4, welche mit

2 multipliziert gibt y+3=6y—8, und y sub-

trahiert, kommt 5y —8 =13, dazu 8 addiert, so

hat man 5y=11, y=% oder 2% und hieraus
3

X—_—'zg

II

Antwort: Also hat der Maulesel 2% Pud, dér

Esel aber 2l Pud getragen. (Euler: Voll-
standige Anleitung zur Algebra) H. Pieper

Lésangen zum alpha-Wettbewerb,

Heft 6/82

Ma5 82266 Der jiingste Sohn sei n Jahre
alt; folglich ist der zweite Sohn (n+2) Jahre,
der idlteste Sohn (n+4) Jahre, die Mutter
(n+24) Jahre, der Vater (n+ 30) Jahre alt. Die
Familienmitglieder sind somit zusammen
(5n+ 60) Jahre alt.

Nun gilt 5n+60=80, 5n=20, also n=4. Die
S6hne sind 4, 6 und 8 Jahre alt; die Mutter ist
28 Jahre, der Vater 34 Jahre alt.

Ma5 #2267 Angenommen, die Familien
Kunz, Schulz, Ludwig, Miiller und Richter
haben (in dieser Reihenfolge) k, s, [, m und r
Kinder. Aus b) folgt: k<s.

Aus c) folgt: k<s<r. _

Aus d) folgt: k=m, also k=m<s<r.

Aus e) folgt: I<k,also l<k=m<s<r.
Wegen 1L, k,m, s, r<4und l+k+m+s+r
=12 existiert genau eine Losung, ndmlich
I=1, k=2, m=2, s=3, r=4. Die Familie
Ludwig hat 1 Kind, die Familien Kunz und
Miiller haben je 2 Kinder, die Familie Schulz
3 Kinder und die Familie Richter 4 Kinder.

Ma5 82268 Angenommen, Karl las am er-
sten Tag n Seiten dieses Buches; dann las er
am zweiten Tag 3-n Seiten, am dritten Tag
5n Seiten. Das Buch umfaBt somit 9n
Seiten. Nun gilt 160 <9 - n<170. Daraus folgt
n=18. Das Buch umfaBt somit 9-18=162
Seiten.

Ma5 #2269 Angenommen, der Sohn ist n
Jahre alt, der Vater also 5 - n Jahre und GroB-
vater 10-n Jahre. Zusammen sind sie 16-n
Jahre alt. Nun gilt 16 - n=80, also n=>5. Der
Sohn ist 5 Jahre, der Vater 25 Jahre, der
GroBvater 50 Jahre alt.

Ma5 82270 Es seien g, b und ¢ die Lebens-
alter der Kinder von Frau Meier. Dann giit
abc=1124=1-2-12=1-3-8=1-4-6
=2-2-6=2-3-4. Nur die Summe 1+4+6
=11 ergibt eine Primzahl. Die Kinder von
Frau Meier sind 1 Jahr, 4 Jahre und 6 Jahre
alt. Die Hausnummer lautet 11.

Ma5 #2271 Wir gehen wie [olgt vor:

(1) Der 9-1-Eimer wird gefillt.

(2) Aus dem 9-l1-Eimer fiillen wir zweimal
nacheinander jeweils den 4-l-Eimer, der da-
nach jedes Mal geleert wird.

(3) Die im 9-I-Eimer verbliecbene Wasser-
menge von 1 Liter gieBen wir in den 4-l-
Eimer.

(4) Wir fillen erneut den 9-1-Eimer, fiillen da-
nach den 4-1-Eimer bis zum Rand auf. Es
verbleiben im 9-1-Eimer danach 6 Liter Was-
ser.

Ma6 82272 Wir nehmen eine Fallunter-
scheidung vor.

a) Angenommen, jemand hat sich eine gerade

Zahl 2n gedacht; er hat dann [olgendes no-
tiert:

1,2,3,4,...,2n—1, 2n.

Da die erste notierte Zahl (1) ungerade, die
letzte notierte Zahl aber gerade ist, sind es
genau so viele ungerade wie gerade Zahlen.
b) Angenommen, jemand hat sich eine ungera-
de Zahl 2n+ 1 gedacht; er hat dann folgendes
notiert:

1,2,3,4,...,2n,2n+1.

Da sowohl die erste als auch die letzte no-
tierte Zahl ungerade ist, existiert genau eine
ungerade Zahl mehr, als gerade Zahlen vor-
handen sind.

Folglich ist die Anzahl der verbleibenden un-
geraden Zahlen niemals kleiner als die Anzahl
der gestrichenen Zahlen. Sie ist entweder
gleich oder um 1 groBer als die halbe Anzahl
aller notierten Zahlen.

Ma6 82273 Durch Einsetzen erhalten wir
aus der gegebenen Ungleichung
a+b+a-b+8<10,
a+b+a - b<2.
Folgende geordneten Zahlentripel [a, b, ¢] er-
fillen die gestellten Bedingungen: [0, 0, 8],
[1,0,8] [0, 1, 8].

Ma6 82274 Die GroBe des AuBenwinkels
¥ CBF des Dreiecks ABC ist gleich der
Summe aus den GroBen der ihm nicht an-
liegenden Innenwinkel ¥ CAB und ¥ ACB;
sie betrdgt somit 35°+45°=80°. Winkel
¥ CEF ist AuBenwinkel des Dreiecks BFE.
Seine GroBe ist gleich der Summe der Gr6Ben
der ihm nicht anliegenden Innenwinkel
¥ EBF und &« BFE, also 80° +20° = 100°.

Ma6 =2275

FHH )

1
(1-1)
2-13-14-15-1_ 100-1
=72 3 4 5 100
1-2-3-4:5-..- 99 1
T2-34-5-6-..-100 100

Ma6 82276 Die Anzahl der von Axel, Bru-
no, Christian und Dieter erzielten Tore sei
a, b, c und d; dann gilt

c<d, 1)
at+b=c+d, (¥i]
b+d<a+c. 3)
Aus (2) und (3) folgt
a+2b+d<a+2c+d,
2b<2c,also b<ec. @
Aus (2) und (4) lolgt
a+c¢>c+d,a>d, alsod<a. %)
Aus (1), (4) und (5) folgt schlieBlich
’ b<c<d<a.

Bruno erzielte die wenigsten, Axel die mei-
sten Tore.

Fortsetzung auf Seite VIL
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Knobel mit a

Jedem der 10 Buchstaben in der Uber-
schrift ist genau eine der 10 Ziffern

(0]

KNOBELMIT -

@)

K - K=NoaoaaaaoaT

Labyrinth

Im Wald

T
|
|
|
" A y KNOBELMIT ' N ' K=OTTTTTTTTTI _
0 bis 9 zuzuordnen, daB die Gleichun- o) |
mahhw. bis (9) zu wahren Aussagen KNOBELMIT - O - K=BIIIIIIIM |
. @) _
KNOBELMIT ‘B - K= |
EMMMMMMMMML [
(5)
KNOBELMIT ‘E * K=LLLLLLLLLLE !
(6) |
KNOBELMIT L - K=MEEEEEEEEEB [ Vexierbild
Q) . ; .
[ Dornroschen steht in der linken oberen
[6) MIT M :-K= BBB L. .
MVZ BELMIT - M IBBBBBBBBBO I Ecke des auf die linke Seite gedrehten
KNOBELMIT -1 - K=TOOOOOOOOON _ B,
®
KNOBELMIT ' T - K=aNNNNNNNNNK _ Schliisseleien
_ Es gehoren zusammen: A-2; B-4;
10 | 15 C-6; D-5; E-1; F-3
|
}
|
Knifflige Frage " Labyrinth Im Wald
Wenn man an den Enden der Binder | I Verbinde die Punkte 1 bis 57!
zieht, wird sich nur bei zwei Ver- Es entsteht ein nettes Ferienbild.
schlingungen ein Knoten bilden — die |
A 8 anderen ldsen sich glatt auf. Wo er- |
geben sich Knoten? | — —
_ / 27 B 7 \._ .
x* % 25, x ?
_ ..-v &6 3. ._? _c.. o
_ . .49 3 VJU g 1
b & -
c D| Logeleien [ B e o
! AL
1AA10=10 | o e %, 2 g
A, . 5 m AR
2% . * =24 _ S &
— 5, ¥ Ge
A-A=B . ®
C-D=E _
F-G=H 2 _ 7
_
|

v
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Kiirzester Weg gesucht!

Wie muB der Fahrer der Leipziger
Volkszeitung (LVZ) fahren, um mit
kiirzestem Weg alle Zeitungskioske zu
beliefern?

Loésungen zu:
Sehen — Merken — Kombinieren

1. Offensichtlich nicht: Erfahrene Tou-
risten stellen das Zelt nicht in einer
Mulde auf. Auch ist die Feuerstelle un-
sachgemiB angelegt. 2. Mit aller Wahr-
scheinlichkeit nicht gut:

Fisch wird nicht vo& Kopf her ge-
schuppt, und Striimpfe mit so langem
Faden zu stopfen, ist unzweckmiBig.

3. Von links nach rechts. 4. Nein, denn
es weht Wind. §. Die Sonnenblume ist
offensichtlich abgebrochen und in die
Erde gesteckt. 6. Am Bildrand ist ein
Wegweiser zum nahegelegenen Ort zu
sehen. 7. Die Jungen haben aller Wahr-
scheinlichkeit nach Fahrrider: am Zelt
lehnt eine Luftpumpe. 8. Zu keiner. Das
ist ein Agrarflugzeug.

Knifflige Frage
Die Binder A und D bilden Knoten.

Logeleien

144:12=12; 120:5=24,
3:3=9,4-2=8,7—6=1.

Kesselgulasch

Experiment

In die untenstehende Figur sollst du
Ziffern so einsetzen, daB sich waage-
recht wie senkrecht richtig geloste Auf-
gaben ergeben.

Teilbires

Lege die Vorlage (bestehend aus

5 kleinen Quadraten) sechsmal so auf
das groBe Quadrat, daB jeweils die
Summe 20 erscheint!

©n2®| v

Al w|w|r

L

] ‘

b — — —_— e e . e e e e e . e — e e . e e o — — e e o e e E——— — — — —— o

BIRARGE

Gut beobachten!

Auf der Zeichnung sind 15 halbierte
Vasen zu sehen. Unter ihnen befinden
sich 12, von denen man jeweils zwei
Teile zu einer vollstindigen Vase zu-
sammensetzen kann. Zu drei von ihnen
jedoch 1aBt sich keine ,,Partnerin‘
finden. Welche sind das?

Kryptarithmetik

VI



Ma7 #2277 Angenommen, Klaus ist ge-
genwirtig x, Jens y, also Gisela (27—x—y)
Jahre alt. Vor drei Jahren war Klaus x—3,
Jens y—3, Gisela (24 —x —y) Jahre alt. Nun
gilt '
x—3=3-(24—x—y)und y—3=2-(24—x
)

x—3=72-3x—3yund y—3=48-2x~2y,
4x +3y=75 und 2x + 3y=>51,

3y=75—4x und 3y=51-2x.

Daraus folgt durch Gleichsetzen

51-2x=75—4x,
2x =24, also x=12 und somit 3y=51—-2-12
=217, also y=9.

Gegenwirtig ist Klaus 12, Jens 9, Gisela
6 Jahre alt.

Ma7 ®2278 Viereck ABCD ist genau dann
ein Parallelogramm, wenn AB| CD und
AB=CD gilt. (Auf den einfachen Beweis sei
hier verzichtet.) Durch Verschiebung AB wird
C das Bild von D und s,’ das Bild von s,. Das
heiBt, wir konstruieren das Bild des Schen-
kels s; bei der Verschiebung ABund erhalten
den Punkt C=D'. Die Parallele zu AB durch
C schneidet s, in D.

4B=PQ; 4B | PQ

Ma7 82279 Wenn x=3, 50 x>=9>7. Des-
halb gilt x<3. Fiir x=0 gilt y>=7; es gibt
keine natiirliche Zahl, deren Quadrat gleich
7 ist.

Fir x=1 gilt 1+y+y*=7, also y+y?=6
bzw. y(y+1)=2-3.

Fiir x=1 gilt somit y=2.

Fiir x=2 gilt 4+2y+y?=7, also 2y+y*=3
bzw. y(y+2)=1-3.

Fiir x=2 gilt somit y=1.

Die geordneten Paare [1, 2] und [2, 1] sind
die einzigen LSsungen dieser Gleichung.

Ma7 82280 Wegen 5*=625<1000 und 10*
=10000>9999 gilt fiir die Quersumme g
=a+b+c+d dieser Zahlen 6<¢<9. Wir er-
halten somit

6% = 1296 (entfillt, da g=18),

74=2401 mit g=7,

84 =4096 (entfillt, da g=19),

94—=6561 (entfEllt, da g=18).

Es existiert genau eine solche Zahl, nimlich
2401 =(2+4+0+1)* =74,

Ma8 ®2281 zendet aul 0, also ist z durch 2,
5 und 10 teilbar. z endet auf 00, also ist z
durch 4 teilbar. z endet aufl 100, also ist z
nicht durch 8 teilbar.

Um die Teilbarkeit von z durch 3, 6 bzw. 9
zu ermitteln, bendtigt man die Quersumme
von z.

Wir schreiben nun die Ziffern der Zahl z in
folgendes Schema:

123456789
10111213141516171819
20212223242526272829
30...

40...

100

Es 1dBt sich iiberblicken, daB die Summe
1424+3+...49 in der Quersumme von z
zwanzigmal vorkommt. Nun ist 20(1+2+3
+...49)=900. Die 1 von der 100 ist noch zu
addieren, so daB die Quersumme von z
gleich 901 betrédgt. Daraus folgt, daB z durch
keine der Zahlen 3, 6 oder 9 teilbar ist.

Ma8 ®2282 a) Bildet man den Quotienten
aus z und ihrer Quersumme, so erhilt man
111a 111

b) Jede dreistellige natiirliche Zahl mit drei
gleichen Grundziffern 148t sich in der Form
100a+ 10a+a=111a darstellen. Thre Quer-
summe betrdgt also 3a und ist demzufolge
ein Vielfaches von 3.

Wenn z eine gerade Zahl ist, so ist z ein Viel-
faches von 6, da jede durch 3 teilbare gerade
Zahl, die groBer oder gleich 6 ist, ein Viel-
faches von 6 ist.

Ma8g #2283 Da die Summe der Innenwin-
kelgroBen in jedem konvexen Viereck 360°
betrigt, gilt:

a)a+2a+3a+4a=360°,d.h. a=36°.

Es folgt f=72°, y=108° und 6= 144°.

Da a+6=180° und f+y=180° ist und diese
Winkelpaare jeweils entgegengesetzt liegende
Winkel sind, gilt AB| CD; ABCD ist ein
Trapez.

b)a=36°,="72°y=144°und 5 =108°.

Da a+y=180° und f+6=180° und « und y
sowie B und J jeweils in diesem Viereck
gegeniiberliegende Winkel sind, ist ABCD
ein Sehnenviereck.

Ma8 w2284 Bezeichnet man den Flidchen-
inhalt des Kreises k mit 4, und den des Krei-
ses ky mit Ay, so gilt das Verhiltnis

24yt Au=x%,:1007;.
Nun gilt die Beziehung r=2r;, wenn r die
Radiuslinge von k und r, die von k; be-
zeichnet.

Daraus folgt
2mry 2 :4nr 2 =x%, :100% bzw.
1:2 =x%:100%.

Die Flacheninhalte der beiden einbeschriebe-
nen Kreise nehmen zusammen 509, des
Flacheninhaltes des Kreises k ein.

Ma9 82285 Wir formen die Gleichung
(x+a) '=x""+a"!
unter Beachtung der Neberbedingungen
dquivalent um und erhalten
1 1.1

x+a x a

at+x_ |
xa x+a
(x+a)*=ax,
x*+ax+a?=0,
a a®—4a
Xy,2=—5%+ )
BT 1

Es kann nur dann reelle Losungen geben,
wenn die Diskriminante nicht negativ ist.
Folglich muB gelten:

a?—4q?
>
2 20,

—3a%20,

3a2 <0,

a*<0.
Daraus folgt, daB nur a=0 moglich sein kann.
Das ist aber laut Bedingung der Aufgabe aus-

zuschlieBen (% wire nicht del’miert)! Es

gibt keine reelle Zahl x, fiir die die gegebene
Gleichung eine wahre Aussage wird.

Ma9 ®2286 Es seien x; und x; zwei L6sun-
gen der Gleichung x*—2x+k=0; dann gilt
nach dem Wurzelsatz des Vieta
X +x2=2 (1)
Xy x2=k. 2)
Ohne Einschriankung der Allgemeinheit gelte
x12=x,.
Es folgt dann nach (2): x,3=k.
Setzt man a® =k, dann ist a=x; und a’>=x,.
Dann gilt nach (1): a*+a—2=0.
Diese Gleichung hat die Lsungen a; = —2
und a,=1. Wegen a®=k ergibt sich nun
ki=—8und k;=1.
Probe: Setzt man in die Gleichung x2 —2x + k
=0 fiir k die Zahl k, = —8 ein, so erhilt man
x;=4 und x,=-2, und es gilt (—2)*=4.
Setzt man fir k die Zahl k,=1 ein, so erhilt
man x; =1 und x,=1, und es gilt 12=1.
1 'und —8 sind somit die einzigen reellen
Zahlen fur k, die die Bedingungen der Aufgabe
erfiillen.
Ma9 #2287 Aus a*—b*=65 folgt schritt-
weise durch dquivalentes Unformen
(a*—b*¥a%+b») =65,
(@a—b)(@+b)(@®>+b%)=1-5-13.
Wegen a—b<a+b<a®+b? gilt a—b=1,
a+b=5a*+b*=13.
Daraus folgt a=3.und b=2.
Es existiert genau ein solches geordnetes
Zahlenpaar, namlich (3, 2).
Ma9 ®2288 a) Es seien A, Ay, A, die Fli-

cheninhalte der Dreiecke ABC, ADC bzw.
DBC; dann gilt:

A=A|+A2,
ae alf
A==5+5>
A=Z(e+f),
_2 e N
A=10cm?
b) Es gilt:
aet+af=c-h,
ule+f)=c-h,
ch
==

d.h. e+f ist konstant.
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Ma10/12 2289 Wir betrachten zunédchst
die Jahreszahl x? und suchen nach mégli-
chen Quadratzahlen, deren Wurzeln ein sinn-
volles Lebensalter des Bruders ergeben.
Es ist 442=1936,
45 =2025,
462=2116, ...
Hieraus ergbit sich eigentlich schon die ein-
zige Moglichkeit, ndmlich, daB der Bruder
im Jahre 2025 ein Lebensalter von 45 Jahren
erreicht haben wird.
Dann ist er im Jahre 2025—-45=1980 gebo-
ren, und fir das Geburtsjahr 1980 gilt:
1980=x-y
=45"-y.
Es folgt y=44.
Der Bruder wird im Jahre
(x+1)- y=45+1)-44
=46-44
=2024 y Jahre, d. h.
44 Jahre alt sein. Im Jahre
x 4yt —xy=452+442-45-44
=2025+1936—-1980
=1981
war der Bruder | Jahr alt.

Ma10/12 2290 Nach dem Satz des Pytha-
goras gilt:
(n d\2=a+b?
@) d?=b+c?
3) dit=a*+c?
Setzt man a?=x, b2=y und ¢?=z, so erhilt
mand,;® =x+y;dy =y+zund ds®=x+z.
Nun gilt x+y=25cm?,
y+z=34cm?,
x+z=41cm? Daraus folgt
z—x= 9cm? und
x+z=41 cm? und schlieBlich
z=25cm? und damit c=5cm.
Weiter folgen nun
x=16 cm? und damit =4 cm und
y= 9cm? und damit b=3 cm.
Das Volumen dieses Quaders betragt
V=a-b-c
=3cm-4cm-5cm
=60cm’.

Mal10/12 #2291 Es sei a<b<c¢ ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit. Aus
24 24

2A
- hy="—, hc=7 folgt

he= -

2—A+2—A+gé=hg+hb+hc,
a b c

2A<l+l+l)=h.+h,,+h,.
a b ¢

VIl

gilt weiter 67'4 Sh,+h,+h,.

ola+b+c)

Wegen A=¢-s= 2

gilt

3g(a+b+c)<h +hyth
¢ ="la (13

9¢(a+b+c)
3c
Wegen 3c>a+b+c gilt
9“Q‘E§ha'+'hp,+ht,
3c
90 ho+hy+he, w.z.b.w.

Fiir a=b=c gilt das Gleichheitszeichen.

She+hy+he.

Ma10/12 #2292 Bezeichnet man den Fla-
cheninhalt des Kreises k mit A; und den des
Kreises k, mit Ay, SO gilt das Verhiltnis
Akt Ay=x%:1009;.

Die Mittelpunkte M,, M,, M; der einbe-
schriebenen Kreise bilden ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenldnge 2r;, wenn man
die Ldnge des Radius des Kreises k; mit r,
bezeichnet. Der Mittelpunkt M des Kreises
k ist Schnittpunkt der Seitenhalbierenden
dieses Dreiecks. Deshalb gilt fir die Lange
des Radius r:

r=§[/§rl +n bzw. r=<§[/§+ 1)]’].

Nun folgt

3Akl 37[1'12 9
A nr? T7+4)3
3r,?
=73 " _9(7-4)/3)
V3+1) N T 49-48
3 =9(7-4//3)
BZYERY =63-36)/3
(5 3+1) =0,646.
3
4 4 3
3+3/3+3

Die drei einbeschriebenen Kreise nehmen
zusammen etwa 64,6%, des Flicheninhalts
des groBeren Kreises ein.

Ph6 w116 Aus dem Weg-Zeit-Diagramm
erhdlt man als gegebene GroBen:
fiir OB s, = 800m, t,= 2min,

fir CD 5;=2400m, t;= 3 min,

fir EF 53=1200m, t;= 4 min,

fir OD 54=3200m, t4= 6 min,

fir CF s5=3600m, ts= 8 min,

fiir OF 56=4400m, ts= 11 min.

Gesucht ist die Durchschnittsgeschwindig-
keit v. Man erhilt sie in allen Fillen nach

. _
der Gleichung =2, also

S _$1_800m_800km-60 , km
YT 2min 1000-2h h’
- _s2_2400m_2400km 60 _ . km
2%, 3min  1000-3h h’
= _53_1200m_1200km-60 _, km
*T¢; 4min  1000-4h h'
s _ss_3200m_3200km-60_ . km
“~t« 6min 1000-6h h’

- _ss_3600m_3600km'60=27g

¥s=1,_ 8min 1000 8h h’

- _s6_4400m_4400km-60=24k_m

P6e=1, " 1lmin 1000-11h b

Ph7 117 Geg.: F;=515kp
F,=665kp
e=51+5,=240m

Ges.: sy, 52

Nach dem Hebelgesetz ist
Fy-sy=F;" 55, und auBerdem
gilt s; =e —s3. Dann ist
File—s3)=F3"s,,
Fie—Fis;=F;"s,,
Fie=F; s;+F,s,,
Fie=s:(F1+F,),

Ui
F] +F2’
;. S15kp-240m
>~ 515kp+665 kp’
52=1,05m,
und S)=€—352,
51=240m—1,05m,
sp=135m.

Die Entfernung von den Achsen betragt
1,05 m bzw. 1,35 m.

Ph8 ®118 Geg.:m=13g,d=31 mm,
g g
0cu=892 om® em=27 om® !

pCu=94%a PA1=6%-
Ges.: h
(1) Berechnung von mc, und m,

m:mc,=100:pc, ma=m-—mc,

mc,=% mu=13g—1222g
_13g94% m,“=0,78g
mc..——‘loo%
me,=1222g
(2) Berechnung von V¢, und Vj
Mcy __mAl
Qcu= Ve Qu—ﬂ
L 12,22¢g-cm?
@cu 8,92 g
_ m,4'_0,78 g cm’
Al= E;_ 2’7 g
Veu=1,37 cm? V=029 cm?®
(3) Berechnung von V
V="Veu+Va
¥V =1,37 cm®+0,29 cm?
¥V =1,66 cm?
(4) Berechnung von h
n
V=‘—‘d2 -h
p_4V_ 4-166em’
Trd? T 3,14- 3,17 cm?
h=022cm

Die Miinze ist 2,2 mm dick.



Fall a) Befindet sich S2, S3 oder S5 auf F4, so
konnen wir durch Verschieben innerhalb des
,.,rechten Quadrates* S| auf F2 bringen und
erhalten damit die Stellung von Bild 6.

Bild 6

411

Fall b) Ist F4 mit S1 besetzt, dann verschieben
wir die Steine so, daB3 S4 auf F4, S1 auf F5
kommt und F1 mit irgendeinem Stein besetzt
ist. SI verschieben wir nun innerhalb des
,rechten Quadrates auf einen der rechten
Randpldtze F3 oder F6. AnschlieBend brin-
gen wir innerhalb des ,,linken Quadrates* S4
wieder auf F1 (S1 bleibt dabei auf seinem
Platz). Jetzt schieben wir innerhalb des ,,rech-
ten Quadrates* S1 auf F2 (Bild 6).

In jedem Falle kénnen wir also S4 aul Fl und
zugleich S! auf F2 bringen. Davon aus-
gehend konnen wir also stets S1 und S4 auf
ihre richtigen Pldtze F1 und F4 bringen. Aus
dem Studium des 2 x2-Kdstchens wissen wir,
daf} wir mit den restlichen drei Steinen stets
entweder die Stellung von Bild 7 oder die Stel-
lung von Bild 8 erreichen konnen.

Bild 7 Bild 8
11213 1125
15 413

Wir wenden uns wieder dem 4 x4-Feld zu.
Wir wissen nun, daB wir in einem 2 x3-Feld
bzw. 3 X2-Feld, in dem das Leer(eld enthalten
ist, stets die beiden Randplatze auf einer der
Schmalseiten nach Wunsch besetzen koén-
nen. Stellen wir uns jetzt im 4 X4-Kistchen
jeweils nacheinander 2 xX3- bzw. 3 x2-Kist-
chen abgeteilt vor, so kdnnen wir uns iiber-
legen, daB3 wir von einer beliebigen Anfangs-
stellung ausgehend erst F1 und F2, dann F3
und F4, dann F5 und F6, dann F7 und F8,
dann F9 und F13, schlieBlich F10 und F14
als ,,die beiden Randplitze nehmen und so
mindestens zu einer der [olgenden beiden
Stellungen I oder IT gelangen konnen (natiir-
lich mufl man vorher immer erst die beiden
jeweiligen Steine in den Sechserblock hinein-
tauschen):

Bild 9
11234 112134
51678 5(6 |7
9 |10|#4 |12 9 |10 |1 |15
131415 13 |14 [ 12

Bild 10

Durch Verschieben innerhalb des stark um-
randeten 2 X3-Feldes von Bild 10 kénnt ihr
nach einigen Ziigen zu der Stellung von Bild
11 gelangen. Also gilt folgender Satz.

Bild 11 0|u |12

15 | 14

Satz 1: Aus jeder Anlangsstellung 1aBt sich
durch Verschieben stets die Stellung I oder I1
erzeugen.

Noch ungeklirt ist, ob sich die Stellungen I
und II ineinander durch Verschieben iiber-
fithren lassen.

Bild12 [T 759

2|8 14

2 |15 4 |10
CREAN

Wir stellen uns irgendeine Anfangsstellung
vor, z.B. Bild 12, und notieren die Zahlen
in der beim Lesen gewohnten Reihenfolge,
wobei das Leerfeld dabei nicht beriicksichtigt
wird. .

Im Beispiel: 1,7,5,9,3,12,8,14,2,15,4, 10,
13, 11, 6. Wir fithren nun einen Vergleich mit
der natiirlichen Reihenfolge der Zahlen von 1
bis 15 durch: Die Zahl | steht an richtiger
Stelle. Die Zahl 7 steht vor den Zahlen 2, 3,
4, 5 und 6. Das sind 5 VerstoBe gegen die
natiifliche Reihenfolge. Solche VerstoBe wol-
len wir [nversionen nennen. Wir haben es hier
also mit 5 Inversionen zu tun. Die nichste
Zahl, die Zahl S, steht im Widerspruch zur
natiirlichen Reihenfolge vor den Zahlen 2, 3
und 4. Also liegen 3 Inversionen vor. Die nun
folgende Zahl 9 steht vor den Zahlen 2, 3,4, 6
und 8, d. h. 5 Inversionen. Insgesamt haben
wir0 +5+3+5+1+6+3+6+0+5+0
+1 +2 +1 =38 Inversionen. Diese Inver-
sionen liefern nun den Schliissel, um zu ent-
scheiden, ob eine Aufgabe des Fiinfzehner-
spiels 16sbar oder unldsbar ist. Es gilt ndmlich
[olgender Satz:

Satz 2: Eine Stellung mit F16 als Leerfeld
kann genau dann in die Stellung I iberfiihrt
werden, wenn die Anzahl aller Inversionen
eine gerade Zahl ist.

Diesen Satz 2 werden wir mittels der Sitze 3
und 4 beweisen. Aus Satz 2 folgt dann z. B.,
dal} Stellung I nicht in Stellung II zu iber-
{ihren ist: Stellung I hat keine Inversionen;
Stellung II hat eine Inversion, die 15 steht
vor der 14.

Wir wollen durch Satz 3 zunichst einmal die
Frage beantworten, wie sich durch das Ver-
schieben eines Steins die Anzahl der Inversio-
nen dndert. Durch waagerechtes Verschieben
dndert sich offensichtlich nichts. Schieben
wir in Bild 13 den Stein mit der Nr. x senk-
recht nach oben, so riickt er in der Reihen-
folge drei Plitze vor. Die Nummern der drei
iibersprungenen Steine (in Bild 13 punktiert)
seien a, b, ¢ (a <b<c). Es sind folgende
vier Fille méglich:

Bild 13

%

X

l. x>a, b, ¢c; 2. x<a, b, ¢c; 3. acb<x<c;
4. a<x<b<ec. Stand Sx erst hinter den
drei Steinen Sa, Sb, Sc, so steht Sx nach dem
Hochziehen vor diesen drei Steinen. Verinde-
rung der Anzahl der Inversionen: 1. 3 neue;
2. 3 weniger; 3. 2 neue (wegen x > a, b) und
1 weniger (wegen x <c), insgesamt | mehr;
4.2 weniger und 1 mehr, d. h. | weniger. Eine
entsprechende Uberlegung kénnen wir fir
den Fall durchfiihren, daB wir einen Stein
senkrecht nach unten schieben. Insgesamt er-
halten wir folgendes Ergebnis:

Satz 3: Durch das waagerechte Verschieben
eines Steines dndert sich die Anzahl der In-
versionen nicht, durch das senkrechte Ver-
schieben um eine ungerade Zahl.

Fithren wir beim Fiinfzehnerspiel einen Zug
durch, so wandert dabei das Leerfeld um
einen Platz in waagerechter oder senkrechter
Richtung. Ist das Leerfeld anfangs aul einem
bestimmten Platz und nach einer gewissen
Anzahl von Ziigen wieder an derselben Stelle,
so muB jeder Zug in einer bestimmten Rich-
tung durch einen anderen in entgegengesetz-
ter Richtung aufgehoben worden sein, ein Zug
nach rechts z. B. durch einen nach links.

Satz 4: Verschieben wir eine Stellung in eine
andere mit dem Leerfeld auf demsclben Platz,
so haben wir dabei eine gerade Anzahl von
waagerechten und eine gerade Anzahl von
senkrechten Ziigen durchgefiihrt.

Da eine gerade Anzahl von ungeraden Zahlen
geradzahlig ist, kdnnen wir aus den Sétzen 3
und 4 schlieBen, daB sich eine Stellung mit
dem Leerfeld auf F16 héchstens dann in Stel-
lung I iiberfiihren 1aBt, wenn die Anzahl aller
Inversionen gerade ist. Ist umgekehrt die An-
zahl der Inversionen irgendeiner Anfangs-
stellung gerade, so ist dann die Stellung II
(mit | Inversion) nicht erreichbar. Nach Satz |
miissen wir also in unserem Beispiel durch
Verschieben die Stellung I erreichen kénnen.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Wir haben somit beim Fiinfzehnerspiel 2
Gruppen von Anflangsstellungen mit dem
Leerfeld auf F16, die ,,J6sbaren* und die ,.un-
losbaren™. (Zu welcher Gruppe die Aulgaben
der geschiftstiichtigen Wirte gehorten, kon-
nen wir uns ja denken.) Es bleibt uns noch
die Vermutung zu bestatigen, daB diese Grup-
pen gleich groB sind.

Vertauschen wir bei irgendeiner Stellung S14
und S15 miteinander, so dndern wir die In-
versionenanzahl um 1. Einer I6sbaren (unlés-
baren) Aufgabe kdnnen wir also genau eine
unlosbare (16sbare) Aufgabe zuordnen, indem
wir gerade die Steine 14 und 15 vertauschen.
Die der (Iosbaren) Stellung auf Bild 12 auf
diese Weise zugeordnete (unlosbare) Stellung
ist in Bild 14 zu sehen. Wir kdnnen uns iiber-
legen, daB3 dasselbe auch fiir die Vertauschung
zweier beliebiger Steine gilt, und erhalten
dann die folgende Entscheidungsregel fiir die
Losbarkeit bzw. Unldsbarkeit einer Aufgabe,
die auch in einigen Biichern iiber unterhalt-
same Mathematik angegeben ist.
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Bild 14 1 72159
3 (128 [15
2 [4] 410
13|16

Satz 5: Eine beliebige Stellung mit dem Leer-
feld auf Platz 16 1aBt sich genau dann in die
_ Stellung I verschieben, wenn sich die Stellung
I durch eine gerade Anzahl von aufeinander-
folgenden Vertauschungen zweier Steine er-
halten 148t.

Im 2 x2-Feld haben wir die Steine zwar in
alle moglichen Stellungen geschoben, aber wie
sieht es dort mit der Giiltigkeit der Sitze |
bis 5 aus? Genauso konntet ihr einmal im
3 x3-Kistchen untersuchen, welche Sitze
dort in welcher Form gelten. Ein richtiger
Mathematiker hat oft erst dann Ruhe, wenn
er allgemein fiir ein n Xn-Feld (n beliebige
natiirliche Zahl) das Problem geldst hat. Bei
Wilhelm Ahrens und auch bei Gerhard Ko-
walewski konnt ihr euch noch ausfiihrlicher
iiber das Fiinfzehnerspiel und gewisse Ab-
wandlungen davon belesen. Sicher lag es
nicht nur an der durch die Mathematiker ge-
schaffenen Klarheit, daB die Spielwut allméh-
lich wieder abflaute.

Bild IS

4
5
8
1 /
A 3
Wir wollen uns abschlieBend folgendem
Schiebeproblem, das auch auf Sam Loyd
zuriickgeht, zuwenden: Wir stellen uns ein
wie in Bild 15 mit Rechtecken bzw. Quadra-
ten besetztes 4 X5-Feld vor und wollen ver-
suchen, das Quadrat 1 in die rechte untere
Ecke zu schieben, dorthin, wo sich jetzt die

Steine 8 und 9 befinden. Probiert es doch ein-
mal! M. Dewefi

Sam Loyd

Sam Loyd (1841 bis 1911) ist sicher als
Schachproblemkomponist einigen von euch
schon bekannt.: Er erfand aber auch unzih-
lige Ratsel und Spiele. Bereits mit 10 Jahren
spielte er ausgezeichnet Schach, und im Alter
von 14 Jahren wurde im New York Saturday
Courier erstmals eine Schachaufgabe von
ihm veroffentlicht. Das Schachspiel nahm
bald sein ganzes Interesse in Anspruch. Mit
16 Jahren wurde er Schach-Redakteur beim
Chess Monthly. Er bestritt aber auch die
" Schachspalten einer Reihe anderer Zeitungen
und Zeitschriften. Teilweise verbarg er sich
unter Pseudonymen wie W. King, A. Knight,
W. K. Bishop. Nach 1870 beschiftigte er sich
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN

IM BLICKPUNKT

Bericht iiber eine
Schulmeisterschaft

In diesem Schuljahr wurde an unserer Schule,
der 12. Oberschule Georg Schumann in Berlin-
Lichtenberg, im Rahmen der ersten Stufe der
Mathematikolympiade eine Schulmeister-
schaft der Jungen Mathematiker durchge-
fihrt.

In einer Klausur, wie sie in den hoheren Stu-
fen iiblich ist, hatten die Teilnehmer in zwei-
einhalb Stunden drei Aufgaben zu l6sen.

Der gesamte Wettbewerb wurde durch die
Kinder- und Jugendorganisation gefiihrt. Da-
zu wurde von der Grundorganisationsleitung
eine Arbeitsgruppe gebildet. [n Absprache mit
den Fachlehrern schlugen die gewéhlten Lei-
tungen der Klassen ihre Vertreter als Teil-
nehmer vor. Das waren pro Klasse 4 bis
8 Schiiler. Auch einige Teilnehmer aus Klasse

4 nahmen als Frihstarter am Wettbewerb’

teil.

Die Arbeitsgruppe stellte die Meldungen zu-
sammen, lud die Teilnehmer ein, richtete die
Klausurrdume her, legte die Sitzordnung fest
und fihrte wihrend der Klausur auch die
Aufsicht. Zu Beginn des Wettbewerbs be-
griiBten in den einzelnen Rdumen die Direk-
torin, die Pionierleiterin und der Fachzirkel-
leiter die Teilnehmer, begliickwiinschten sie
zu ihrer Delegierung und wiinschten ihnen
viel Erfolg. Ein Fachlehrer der Schule stand
bereit, um wihrend der ersten Stunde even-

tuelle Fragen der Teilnehmer zu den Aul--

gabentexten zu beantworten.

zunehmend mit mathematischen Denkspie-
len, Ritseln, Gesellschaftsspielen und origi-
nellen Werbegeschenken.

Einige seiner Ritsel und Spiele gingen um die
ganze Welt und sind auch heute noch interes-
sant. Nach seinem Tode gab sein Sohn Sam
Loyd jr. 1914 die ,,Cyclopedia of Puzzles*
heraus, eine umfassende Sammlung von Rit-
seln seines Vaters. Martin Gardner, ein ame-
rikanischer  Unterhaltungsmathematik-Ex-
perte, hat etliche dieser Ritsel neu herausge-
geben.

Alle Teilnehmer arbeiteten mit groBem Eifer
und in ausgezeichneter Disziplin. Nach Ab-
schiuB des Wettbewerbs fanden sich mehrere
Gruppen zusammen und diskutierten iiber die
verschiedenen Losungswege.

Die Arbeiten der Teilnehmer aus den Klassen
5 und 6 wurden von Mitgliedern der Arbeits-
gruppe unter Anleitung eines Mathematik-
lehrers durchgesehen und bewertet. Die Schii-
ler arbeiteten sehr gewissenhaft und erfiillten
diese Aulgabe ausgezeichnet. Die Arbeiten der
iibrigen Klassenstulen wurden von den Fach-
lehrern korrigiert. AnschlieBend nahm die
Arbeitsgruppe. eine Zusammenstellung der
Ergebnisse vor. In einer gemeinsamen Bera-
tung mit der stellvertretenden Direktorin fir
auBerunterrichtliche Tatigkeit und dem Fach-
zirkelleiter wurden die Preistriger festgelegt
und gleichzeitig die Mannschalt fir die 2. Stu-
fe zusammengestellt. Durch einen Aushang an
der Wandzeitung der Schule wurden die Na-
men der erfolgreichsten Teilnehmer dem
Schulkollektiv ‘bekanntgegeben. AnldBlich
des Appells zum Jahrestag der Griindung der
DDR erhielten diese Schiiler Urkunden und
Biicher. Zugleich werden die erfolgreichsten
Teilnehmer und die Mitglieder der Arbeits-
gruppe zu einer Festveranstaltung eingeladen,
an der auch die Sieger der Wettbewerbe in
anderen Féchern, wie z. B. dem Fest der deut-
schen Sprache, dem Fest der russischen Spra-
che usw. teilnehmen.

Diese Form des Wettbewerbs fand bei den
Schiilern groBen Anklang. Sie freuten sich,
ihr Wissen und Konnen auf dem Gebiet der
Mathematik unter Beweis stellen und ihre
Krifte messen zu konnen. Fiir einige war die-
ser Wettstreit AnlaB, in eine mathematische
Arbeitsgemeinscha[t einzutreten. Wenn unse-
re Schule inzwischen iiber zahlreiche Schiiler
verfigt, die Mitglied des Klubs Junger Ma-
thematiker Lichtenbergs sind, und wenn von
den sieben zur zweiten Stufe delegierten Schii-
lern dréi einen Preis dabei errangen, dann
zeigt sich auch daran, daB die Mathematik an
unserer Schule hohe Wertschitzung genieBt.
Freilich muBten wir fir die Klausur eigene
Aulgaben entwickeln, da die zentral veroffent-
lichten zum Teil nicht fiir eine Klausur ge-
eignet und iiberdies auch vorher bereits be-
kannt sind. Wir stiitzten uns dabei aufl Aul-

.gaben aus [riiheren Olympiaden und auf sol-

che, die in der alpha verdffentlicht wurden.
Selbstverstandlich konnte jeder Schiiler auch
Ldsungen zu den zentral veroflentlichten Aul-
gaben beim Fachlehrer abgeben.

In Zhnlicher Form und mit den gleichen Auf-
gaben ist eine Schulmeisterschaft an nahezu
allen Schulen unseres Stadtbezirkes und an
etwa weiteren 100 Schulen Berlins durchge-
fiihrt worden und hat viel Zustimmung gefun-
den. Wir werden daher auch im kommenden
Jahr wieder eine solche Meisterschalt durch-
fuhren.

K. Lehmann



Welche Aufgaben die Teilnehmer zu 16sen
hatten, sei am Beispiel vorgestellt:
Schulmeisterschalt — Mathematik 1982

Klasse 5§

1. Uwe hat 235 Briefmarken in seiner Samm-
lung. Wiirde er 55 Stiick weniger besitzen, so
hiitte er genau halb so viele Marken, wie Antje
zur Zeit besitzt und 70 Marken weniger als
Kurt. Wie viele Marken besitzen diese drei
Kinder zusammen?

2. Zeichne 5 Geraden g,, g2, g3, ga und gs 5o,
daB sie

a) keinen gemeinsamen Punkt,

b) genau einen Schnittpunkt,

c) genau vier Schnittpunkte,

d) genau fiinf Schnittpunkte und

e) genau acht Schnittpunkte miteinander ha-
] ben!

Als Losung gilt jeweils eine entsprechende
Zeichnung. Eine Begriindung ist hier nicht er-
forderlich, doch sind parallele Geraden zu
kennzeichnen, z.B. g, || g2.

3. Joachim, Frank und Thomas haben erfolg-
reich an der Spartakiade teilgenommen, einer
von ihnen am 100-m-Lauf, einer am Speer-
werfen und einer am Tischtennis. Jeder von
ihnen erkdmpfte eine Medaille, und zwar
einer eine Gold-, einer eine Silber- und einer
eine Bronzemedaille.

Ferner ist bekannt:

(1) Der Tischtennisspieler, der mit Joachim
befreundet ist, erhielt eine Bronzemedaille.
(2) Thomas nahm an keiner der beiden leicht-
athletischen Disziplinen teil.

(3) Joachim nahm nicht am Speerwerfen teil.
(4) Im Speerwerfen erreichte keiner dieser drei
Jungen eine Goldmedaille.

Wer beteiligte sich an welcher Sportart? Wer
erkdmpfte welche Medaille?

Klasse 6

1. Eine Strecke von 154 mm Linge soll in
drei Teilstrecken a, b und c zerlegt werden.
Dabei soll b doppelt so lang wie a sein, und ¢
soll viermal so lang wie a sein.

Gib die Lingen von g, b und ¢ an!

2. Um ein Becken mit rechteckiger Grund-
fliche, das 18 m lang und 12m breit ist,

wird ein 2 m breiter Gang angelegt. Wie groB

ist die Flache des Ganges?

3. Gegeben sind die drei Gleichungen
(1)a+b=10; (2)c+d+e=16;
B)f+g+h=14

Anstelle von a, b, c, d, e, f, g und h sollen
Zahlen so eingesetzt werden, daB drei richtig
geloste Additionsaufgaben entstehen.

Dabei sind folgende Bedingungen einzuhal-
ten: .

(I) Es diirfen nur die Zahlen 1, 2,3,4,5,6,7,8
und 9 benutzt werden.

(1I1) Jede dieser Zahlen darf hochstens einmal
verwendet werden. T

(III) Fiir verschiedene Buchstaben sind ver-
schiedene Zahlen einzusetzen.

- a) Da acht Buchstaben zu ersetzen sind, aber

neun Zahlen zur Verfigung stehen, wird eine
dieser Zahlen nicht benutzt. Welche ist das?
b) Gib ein Beispiel dafiir an, wie die Zahlen
eingesetzt werden konnen, so daB alle Bedin-
gungen der Aufgabe erflillt sind!

Klasse 7

1. In einer Klasse erhielt als Jahresendzensur
im Fach Mathematik kein Schiiler die Note 5,
jeder neunte die Note 1, jeder dritte die Note 2
und jeder sechste die Note 4. Die Klasse hatte
mehr als 20, aber weniger als 40 Schiiler.
‘Ermittle die Anzahl der Schiiler, die als Jah-
resendzensur die Note 3 erhielten!

2. Aufl den Schenkeln eines spitzen Winkels
BAC werden von A aus gleiche Strecken
AM und AN abgetragen. Ein beliebiger
Punkt D (von A verschieden) der Halbieren-
den dieses Winkels wird mit M und N ver:
bunden. . '

a) Beweise, daB DM =DN ist!

b) Beweise, daB MN von AD halbiert wird!

3. In einem Kasten befinden sich 76 Kugeln,
und zwar 20 rote, 20 griine, 20 gelbe, und der
Rest besteht aus schwarzen und weiBen Ku-
geln. Brigitte soll im Dunkeln aus diesem
Kasten so viele Kugeln herausnehmen, dafl
unter ihnen mit Sicherheit 10 Kugeln gleicher
Farbe sind.

Wie viele Kugeln muB sie mindestens heraus-_

nehmen?

Kilasse 8

1. In einer Klassenarbeit erhielten 5 Schiiler
die Note ,Eins“, acht Schiiler die Note
»~Zwei“, 4 Schiiler die Note ,,Vier". Alle iibri-
gen Schiiler erhielten die Note ,,Drei“. Der
Durchschnitt der Arbeit betrug genau 2,5.
Wieviel Schiiler haben diese Arbeit mitge-
schrieben?

2. Gegeben sei ein beliebiges Trapez ABCD
(AB || CD). Seine Diagonalen mégen einander
in § schneiden.

Beweise, daB die Dreiecke ASD und BCS ein-
ander flachengleich sind!

3. Marianne sagt: ,,Ich habe mich in meinem
Leben erst viermal geirrt.* Daraul erwidert
Uli: ,,Dann hast du dich jetzt zum [Ginften Mal
geirrt.

Zeige, daB Ulis Aussage auf jeden Fall falsch
ist!

Klasse 9

1. Ermitteln Sie alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen, die die Bedingungen (1) und (2) er-
fiillen: .

(1) Die Zahl wird mit vier Zillern geschrie-
ben, die vier aufleinanderfolgende einstellige

natiirliche Zahlen bezeichnen. An dic Reihen-

folge dieser Zilfern werden keine Anforderun-
gen gestelit. .
(2) Die Zahl ist durch 45 teilbar.

2. Gegeben sei ein Dreieck ABC.

Darin seien # und y die GroBen der Innen-

winkel ABC bzw. BCA. Aul der Seite BC liege

ein Punkt D so, daB der Winkel BDA die
” o ¥ _B

GroBe 90 +373 hat.

Beweisen Sie, daB D aufl der Halbierenden des

Winkels BAC liegt!
3.In HAUS
+ HAUS
STADT

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geldste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen [ir gleiche
Buchstaben gleiche Ziflern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern einge-
setzt werden.

Geben Sie alle Losungen dafiir an!

(Es sei vorausgesetzt, daBB keine der Zahlen
mit der Ziffer 0 beginnt.)

Klasse 10

1. Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC sei

bekannt:

AC=6cm; BC=8cm; Winkel BCA=90°.

a) Berechnen Sie die Linge von AB!

b) Das Lot von C auf AB habe den FuBpunkt
D. Berechnen Sie die Linge von CD!

2. Beweisen Sie folgenden Satz:
Setzt man vor eine dreistellige Zahl ihr Dop-
peltes, so ist die entstehende sechsstellige bzw.
siebenstellige Zahl stets durch 3, 23 und 29
teilbar!
3. Gegeben seien n Punkte A, B, C, D, ... inder
Ebene. Sie sollen so miteinander verbunden
werden, daB jeder dieser Punkte mit genau
drei anderen Punkten direkt (d. h., ohne daB
die Verbindungslinie einen weiteren dieser
Punkte triflt) verbunden ist.
a) Zeigen Sie, daB das fiir n=6 moglich ist!
b) Begriinden Sie, daB das [iir n=7 nicht mog-
lich ist!

63



aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 4/6

Genauigkeit gefragt!

Teil 1: Zur Addition und Subtraktion
von Niherungswerten

Klaus bekommt zur Jugendweihe von seinen
Eltern einen Taschenrechner. Bei allen mog-
lichen Rechnungen verwendet er ihn nun.
Dabei ist Klaus immer wieder erstaunt, wie
schnell und genau man mit diesem Hilfsmittel
arbeiten kann.

Nach seiner 14tdgigen Urlaubsfahrt versuchte
er, die von ihm zuriickgelegte Fahrstrecke zu
ermitteln.

Er war am 1.August von Leipzig mit dem
Fahrrad zu seiner Tante nach Halle gefahren.
Mit Hilfe seines Kilometerzahlers am Fahr-
rad ermittelte er eine Fahrstrecke von
41,4 km.

Nach einem dreitigigen Aufenthalt in Halle
ging es per Anhalter nach Rostock Liitten
Klein. Hier verbrachte Klaus 10 erholsame
Tage bei seiner Schwester, die ihn am
14. August mit dem Auto nach Halle zuriick-
brachte. Die Entfernung betrug entsprechend
der Anzeige des Kilometerzdhlers am Auto
384 km. Die Strecke Halle-Leipzig fuhr Klaus
wieder mit seinem Fahrrad.

Hier sind nun die Entfernungen fir die ein-
zelnen Teilstrecken angegeben:

Leipzig-Halle 41,4 km,
Halle-Rostock 380 km,
Rostock—Halle 384 km,
Halle-Leipzig 41,8 km.

Die Entfernung Halle-Rostock bestimmte
Klaus mit Hille einer Autokarte.

Nachdem Klaus die Entlernungen mit seinem
Taschenrechner addiert hatte, schrieb er in
sein Tagebuch , Fahrstrecke Leipzig—Halle—
Rostock und zuriick 847,2 km“.

Was meinst du zu dieser Angabe?

Ist Klaus - ausgehend von seinen Entfer-
nungsangaben — berechtigt, die Gesamtstrek-
ke in Kilometer auf Zehntel genau anzuge-
ben?

Betrachten wir dazu die einzelnen Angaben:
Bei allen Werten handelt es sich um Nihe-
rungswerte. Mit Naherungswerten, die durch
Messen, Schitzen oder Runden entstanden
sein konnen, wird jeweils ein Intervall ange-
geben, in dem der genaue Wert liegt.

Mit dem Néherungswert 41,4 km gibt man
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an, daB der wahre Wert der Strecke s, zwi-
schen 41,35 km und 41,45 km liegt, d. h., hitte
man den wahren Wert aul Zehntel gerundet,
so hitte man 41,4 km erhalten.

® Gib das Intervall an, das mit dem Nihe-
rungswert 41,8 km beschrieben wird!

Da der Kilometerzihler des Autos nicht die
Zehntelkilometer angibt, liegt der genaue
Wert der Fahrstrecke s, (Rostock-Halle) in
folgendem Intervall:
383,5km=<s,<384,5km.

Die getrampte Strecke Halle-Rostock hat
Klaus im Nachhinein mit Hilfe eines Lineals
und der Autokarte seines Vaters ermittelt.
Gehen wir davon aus, daB die Strecke nur auf
Zehner genau bestimmt wurde, d. h. die Null
der Angabe 380 km nicht mehr zuverldssig
ist, so liegt der wahre Wert zwischen 375 km
und 385km. Kénnte man davon ausgehen,
daB man 380 km auf Einer gerundet hitte,
wire die Null eine zuverldssige Ziffer, und der
wahre Wert ldage im Intervall 379,5 km und
380,5 km.

Wie wir sahen, sind die einzelnen Néaherungs-
werte jeweils als Angaben (ir ein Intervall
aufzufassen, in denen der genaue Wert liegt.

Die Gesamtentfernung zu ermitteln, bedeutet
wiederum die Angabe eines Intervalls.

Am genauesten erhédlt man dieses Intervall,
indem man die jeweils kleinsten Werte (un-
tere Wertschranken) und die jeweils groBten
Werte (obere Wertschranken) der einzelnen
Intervalle addiert. In unserem Fall miiBten
wir die untere Wertschranke wie folgt berech-
nen:

41,35 km+375km+383,5 km +41,75 km
=841,6 km.

Fiir die obere Wertschranke ergibt sich ana-
log:

41,45 km+ 385 km + 384,5 km + 41,85 km
=852,8 km.

Wie man sieht, wird mit dem von Klaus er-
mittelten Wert von 847,2 km ein viel zu klei-
nes Intervall beschrieben, d.h. eine viel zu
groBe Genauigkeit vorgetduscht, denn mit
dem Niherungswert 847.2km miiBte der
wahre Wert zwischen 847,15 km und 847,25
km liegen.

Wiirde man 847,2 km aul 847 km runden, so
ist das damit beschriebene Intervall noch
immer viel zu klein.

Mit 800 km wiirde ein zu groBes Intervall an-
gegeben, da dieser Nidherungswert nur eine
zuverldssige Ziffer enthilt, ndmlich die 8. Will
man das Berechnen von Wertschranken um-
gehen, also von 847,2 km ausgehen, so mii3te
man dieses Resultat auf 850 km runden. Das
mit dieser Zahl angegebene Intervall stimmt
zwar auch nicht mit dem durch Wertschran-
ken ermittelten tiberein, doch kommt es die-
sem von den in Frage kommenden am nich-
sten.

Als grobé Faustregel gilt:
(1) Bei der Addition und Subtraktion von
Nahrungswerten ist im Ergebnis hdchstens

die Stelle noch zuverldssig, bis zu der alle
Eingangsdaten zuverldssig sind.

Betrachten wir dazu nochmals die Entfer-
nungsangaben von Klaus. Bei allen An-
gaben war die Stelle der Zehner mit einer zu-
verldssigen Zifler besetzt. Bei den Einern war
das (wegen der Entfernungsangabe Halle—
Rostock) schon nicht mehr der Fall, d.h,
nach (1) ist das Ergebnis auf Viellache von 10,
also auf 850 km zu runden.

Klaus konnte als ermittelte Gesamtstrecke
seiner Reise 850 km angeben.

Aufgaben

Al a Gib-ausgehend von den Sachverhal-

ten und den vorgegebenen Zahlenwerten —

ein Intervall an, in dem der wahre Wert liegt!

- Seitenldnge eines Vierecks: 3,4 cm

- Zuschauerzahl bei einem Fuflballspiel:
45000

- Zimmertemperatur (mit einem
Zimmerthermometer gemessen): 21°C

- Korpertemperatur (mit einem
Fieberthermometer gemessen): 37,0°C

- Wanderweg: 5,4 km

a2a Ermittle die Gesamtzuschauerzahl
der sechs angegebenen Sportveranstaltungen
des Monats Mai aul dem Sportplatz der BSG
Einheit!

Zuschauer
1. Mai 750 auf Vielfache
Volkssportfest von 10 gerundet
6. Mai 3000 aul Vielfache
FuBballspiel von 1000 gerundet
12. Mai 150 auf Vielfache
Schulsportfest von 10 gerundet
18. Mai 1500 aul Viellache
FuBballspiel von 1000 gerundet
22. Mai 600 auf Vielfache
Betriebssportfest ~ von 100 gerundet
28.Mai 400 auf Vielfache
Kreismeisterschaft von 100 gerundet.

_der Leichtathleten

a3 a Fiirdie Seitenldngen g, b eines Recht-
ecks wurden folgende MeBergebnissd’ ange-
geben: a=4lcm, b=3,1 m.

Ermittle den Umfang des Rechtecks, und run-
de sinnvoll!

L. Flade




Uberraschungen
mit einem Wiirfel

Uberall in unserer Umwelt steckt Mathema-
tik. Sogar ein Wiirfel, wie ihr ihn aus Gesell-
schaftsspielen oder auch aus einem Kinder-
baukasten kennt, birgt einige mathematische
Uberraschungen. Um die Umwelt zu studie-
ren, darf man sie nicht nur einfach anschauen
— man mubB sie beobachten. Aber auch das ist
zu wenig: Man muf3 experimenticren.

Fiir unsere Experimente mit einem Wiirfel
brauchen wir ein Quadratgitter - ein Blatt
quadratisch karierten Papiers, bei dem die
Seitenldngen der Quadrate mit der Kanten-
linge unseres Wiirlels iibereinstimmen. Auf
dieserd Gitter werden wir den Wiirfel bewe-
gen.

W
W

Vor Nasse
schateen

Der Wiirfel zeichnet sein Netz

Wir legen den Wiirfel auf das Quadrat mit
dem Mittelpunkt M (Bild 1); dann dreken wir
den Wiirfel um 90° um seine Kante 4B, die
mit einer Seite des Gitters zusammenfillt
(d.h., wir kippen ihn um die Kante AB). Der
Wiirfel liegt jetzt mit einer anderen Fldche
auf dem Quadrat mit dem Mittelpunkt N.
Diesem Kippen kann man die Strecke MN
zuordnen.

Wir [ihren nun finf aufeinanderfolgende
Kippungen aus, die durch den Streckenzug
MNRSPQ festgelegt sind. Bei dieser Bewe-
gung beriihrt der Wiirfel nacheinander sechs
Quadrate des Gitters, diese bilden ein Viel-
eck (schraffierte Fldche in Bild 1). Uberpriift
durch ein Experiment, daB dabei jede Be-
grenzungsfliche des Wiirfels das Netz genau
einmal berithrt! Das schraffierte Vieleck ist
deshalb ein Nerz des Wiirfels.

Es ist leicht einzusehen, daB auch der Strek-
kenzug MNKLHT ein Netz des Wiirfels
festlegt, das jedoch vom ersten verschieden
1st.

Bild 1

Ala Findet durch fortlaufendes Kippen
des Wiirfels experimentell noch zwei seiner
Netze, die von den beiden aus Bild | ver-
schieden sind !

A2a Im Bild 2 ist ein und derselbe Spiel-
wiirfel in zwei verschiedenen Lagen darge-
stellt. Welche seiner Begrenzungsflachen tragt
die ,,4*?

A3 A Ein Spielwiirfel befindet sich in der
linken unteren Ecke eines 3 x 10-Gitters (3
Spalten aus je 10 quadratischen Feldern) in
der in Bild 2a angegebenen Ausgangslage.
Kann der Wiirfel (durch fortlaufendes Kip-
pen) iiber alle Felder des Gitters laufen, wenn
er kein Feld mit der ,,3“ beriihren dar[?

+

Der Wiirfel fiirbt die Ebene

Beschiftigen wir uns jetzt mit einem Wiirfel
mit verschiedenfarbigen Begrenzungsflachen.
Wir nehmen an, daB jede Fliche des Wiirfels
das Feld des Gitters, das sie gerade beriihrt,
mit der entsprechenden Farbe einfarbt. Aul
jedem Quadrat soll sich der Wiirfel nur einmal
aufhalten diirfen.

Nun 18sen wir gemeinsam die lolgende Auf-
gabe:

A4 A Kann ein Wiirfel mit verschiedenfar-
bigen Begrenzungsflachen, der fortlaufend um
jeweils eine seiner Kanten gekippt wird, ein
4 x 4-Gitter so einfirben, daB es keine be-
nachbarten gleichfarbigen Quadrate gibt?

Das Besondere des aulgeworfenen Problems
kann man sich am leichtesten auf experimen-
tellem Wege klarmachen, indem man zu-
nichst kleinere Gitter betrachtet: Beim Uber-
streichen eines 2 x 2-Gitters sind das erste und
das letzte Quadrat stets sowohl benachbart
als auch gleichfarbig. Es ist also nicht mog-
lich, eine scharfe Kurve des Typs RNKL
(Bild 1) durch fortlaufendes Kippen zu be-
schreiben. Aber ohne solche scharfen Kurven
kann man auch kein 3 x 3-Gitter und kein
4 x 4-Gitter liberstreichen. Folglich kann man
keine Firbung, wie sie in Aufgabe 4 gefordert
wird, erhalten.

Adaa Lost Aufgabe 4 fiir ein 5 x 5-Gitter!

A5a Kann ein Wiirfel mit verschiedenfar-
bigen Begrenzungsflichen durch fortlaufen-
des Kippen alle Felder eines 4 x 5-Gitters so
iiberstreichen, daB dieses Gitter mit nur 5 Far-
ben eingefdrbt wird?

Wir kippen einen Spielwiirfel

In den folgenden Aufgaben geht es wieder um
einen Spielwiirfel, wie er in Bild 2 dargestellt
ist. Wir vereinbaren einige Regeln, nach denen
der Wiirfel zu kippen ist:

(1) Ausgangslage ist jeweils die in Bild 2a an-
gegebene Stellung des Wirfels.

(2) Der Wiirfel darf nur nach rechts oder nach
oben gekippt werden.

(3) Auf jedem Feld des Gitters darf sich der
Wiirfel nur einmal befinden.

Wir beginnen mit (olgender Frage:

A6A Der Wiirlel befindet sich in Aus-
gangslage im linken unteren Feld eines 4 x 4-
Gitters. Kann man ihn nach unseren Regeln
so in die rechte obere Ecke des Gitters brin-
gen, daB der Wiirfel dann auf der ,,3“ liegt?
(Bild 3)

Bild 3

Auch jetzt ist es zweckmiBig, zunichst 2 x 2-
bzw. 3 x 3-Gitter zu betrachten. Ein Versuch
zeigt, daB der Wiirfel nur diejenigen Qua-
drate mit seiner ,3“ beriihrt, die in der
3. Vertikalen oder in der 3. Horizontalen (von
unten gezihlt) liegen. Demzufolge ist die auf-
geworfene Frage negativ zu beantworten.

Ein weiteres Problem:

A7a Wir haben wieder wie in Bild 3 ein
quadratisches 4 x 4-Gitter, in dessen linker
unterer Ecke ein Wiirfel liegt.

Ermittelt fiir jedes Feld des Gitters, auf wie-
viel voneinander verschiedene Arten man den
Wiirfel nach unseren Regeln in dieses Feld
bringen kann!

Experimentiert mit dem Wiirfel, bevor ihr die
Antwort auf Bild 4 anseht! Habt ihr die Ge-
setzmiBigkeit erkannt, die in diesem Bild
steckt? In jedem Feld ist die eingetragene Zahl
gleich der Summe der beiden Zahlen, die in
den unmittelbar unter bzw. links von diesem
Feld liegenden Feldern stehen.

Bild 4
1 [+ [0 J20
v7z
7 13 |6 |00

2-33:_21;3
X 1 |1 |1

A

A8 a Ein Spielwiirfel befindet sich in Aus-
gangslage im linken unteren Feld eines 4 x 4-
Gitters. Auf welche Felder des Gitters kann
man den Wiirfel nach unseren Regeln brin-
gen, so daB er sich dort wieder in Ausgangs-
lage befindet? Beantwortet diese Frage auch
fiir ein 5 x 5-Gitter! F. Bartenew
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In freien Stunden - alpha-heiter

v

aus: Dikobraz, Prag

Die Null auf der Bank

Auf einer Bank im Sonnenschein
sal} — wertlos — eine Null allein,
und niemand nahm von ihr Notiz,
nicht ein Passant, nicht die Miliz.

Da kam die Eins des Wegs daher,
zur Bank, die sozusagen leer.
Und setzt’ sich ohne weitern Sinn
vor jene Null ganz einfach hin.

Im Augenblick war’s eine Zehn,
und eine Frau blieb vor ihr stehn.
Sie hat dann sofort nachgedacht
und eine zweite Null gebracht,

woraus die Hundert nun entstand
und allgemeinen Beifall fand.
Denn wer vorbeikam, dem gefiel
das attraktive Zahlenspiel.

Sechs Nullen waren angehingt
und hatten sich kaum angestrengt.
Die Eins, die sprang zur Seite,
und jene Bank war pleite.
E. Winkler, aus: Eulenspiegel

Teilbarkeitsregel

Welche beiden Ziffern muB man
a) vor die Zahl 1983,
b) hinter die Zahl 1983
setzen, damit die so entstehende fiinfstellige Zahl
durch 101 teilbar ist?
Dr.J. Riehl, EOS Egein

Kannenknobelei

Aus einer Molkerei werden 7 volle und 7 halbvolle
Kannen Magermilch sowie 7 leere Kannen an drei
LPG (Landw. Produktionsgenossenschaft) zuriick-
geliefert. Die Kannen sollen so aufgeteilt werden, daB
jede Genossenschaft die gleiche Menge Magermilch
und die gleiche Anzahl Kannen erhilt, ohne daB eine
Umfiillung notwendig ist. Wieviel volle, halbvolle und
leere Kannen muf jede LPG bekommen?

aus: NBI
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Riitselspafi
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1. Linie im Dreieck; 2. trennt Zihler und Nenner; 3.
ein Drachenviereck hat sie immer; 4. Dreieck hat
keine, Viereck hat zwei, Fiinfeck hat fiinf . . . ; 5. Vier-
eck; 6. Festlegung; 7. Seite eines gleichschenkligen
Dreiecks; 8. Rechenoperation; 9. wahre Aussage;
10. Kérper

Bezirksklub Junger Mathematiker,
Halle, Klassenstufe 6

Auf Pilzsuche

5 Viter und 5 S6hne gingen in den Wald und sammel-
ten Pilze.

Obwohl jeder einen Korb voll gesammelt hatte, stan-
den am SchluB nur 6 Korbe vor der Datsche. Wie
kann das sein? Schiilerin Andrea Leuschke, Aue

. Stimmt ! E. Neumann, aus NBI
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Zahlenpyramide

Die Buchstaben in dem Namen des deutschen Mathe-
matikers J. H. LAMBERT (1728 bis 1777) und der
Buchstabe X sind so durch Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen,
daB nachfolgende Gleichungen zu wahren Aussagen
werden. Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern.

J-T=T
JH-T=JXR

JHL - T=JJXE

JHLA -T=JJXB
JHLAM - T=JJ1J XM
JHLAMB - T=JJJJJ X A
JHLAMBE - T=JJJJJJX L

JHLAMBER " T=JJ11JJJJ X H

JHLAMBERT - T=JJIJJJJJ X ]
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Welcher Beruf — Welches Studienthema ?
EVA D. FECHTER

BARI
ING. ANITA SCHENK-RUHM
STENDAL
WIM KLUNG HELI C. BRUZ
ESSEN EDAM '
Fachlehrer D. Knape, Jessen
Rundreiseproblem

Gegeben sind 4 Stidte, jede ist mit jeder durch eine
StraBe bekannter Linge verbunden, und ein Wanderer
will von der Stadt 1 aus alle Stiddte auf einer kiirzesten
Route aufsuchen und wieder zur Stadt 1 zuriickkehren.
Welches ist die kiirzeste Linge des Wanderweges?

Aus der math. Schiilerzeitschrift Wurzel,
Universitdt Jena

Neue Begriffe
Boxreportage — Faustskizze
Taucherfahrung — Grundkenntnisse

Wer sendet der Redaktion alpha weitere neue
mathematikintensive Begriffe?

Neues vom Juli

Angesichts der Tatsache, dal vor zwei Wochen noch
Juni war und in drei Wochen schon wieder August ist,
muf} man doch sagen, daB der Juli ganz schon in der
Klemme steckt.

Riitselfigur

Raufund runter : Erster Begriff — von oben nach unten,
zweiter Begriff — von unten nach oben:

1. Alpenhirt/Stadt in Frankreich, 2. Stadt im Ruhr-
gebiet/FluB im Bezirk Erfurt, 3. Wiesenpflanze/Be-
stattungsbehaltnis, 4. Kurzzeichen fiir ,,modulo*/ ein
Miinster, 5. Einhufer/Weinernte, 6. kosmisches Gebil-
de/Bewegungs- und Existenzform der Materie, 7. gerb-
saures Salz/wie v.o.n.u., 8. Hilfspunkt fiir Vermes-
sungsarbeiten (Abk.)/Metall (chem. Formelz.), 9. Per-
sonalpronomen/Wasser in festem Zustand, 10. Stadt in
Jugoslawien/FluB in der Sowjetunion, 11. Ureinwoh-
ner Afrikas/Niederschlag, 12. ein Verb (Imperativ)/
Schnur, 13. griechischer Buchstabe/Sinnesorgan, 14.
eisendhnliches Metall (chem. Formelz.)/Energieein-
heit.

Bei richtiger Auflésung ergeben sich in der ersten
Zeile ein Kreis- oder Kugelabschnitt und in dér letzten
Zeile ein Mathematiker und Statistiker (1857 bis 1936)
(siehe schattierte Zeilen!).

Dr. R. Mildner,
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Weiterkommen

Nabil El-Solami, aus Elternhaus und Schule
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XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 7

220731 Die Konsumgenossenschalt erstat-
tet in jedem Jahr 1,65 desjenigen Betrages
zuriick, fir den Konsummarken abgerechnet
wurden. Von vier Familien 4, B, C und D ist
aus einem Jahr bekannt:

A hatte fur einen doppelt so grofen Betrag ab-
gerechnet wie B oder was dasselbe war, fir
einen dreimal so groBen wie C bzw. [iir einen
viermal so groBen wie D;

die vier Familien A4, B, C, D erhielten zusam-
men 336 M zuriickerstattet.

Fiir jede der vier Familien A4, B, C, D soll
aus diesen Angaben ermittelt werden:

a) Fiir welchen Betrag hatte diese Familie in
diesem Jahr Konsummarken abgerechnet?
b) Welchen Betrag erhielt daher diese Familie
zuriickerstattet ?

220732 Petra schreibt nacheinander sechs
natiirliche Zahlen auf. Die erste Zahl wihlt
sie beliebig, jede weitere genau um 7 groBer
als das Doppelte der jeweils vorangehenden
Zahl. Sie stellt fest, daB die Summe der sechs
aufgeschriebenen Zahlen durch 2! teilbar ist.
a) Bilde ein Beispiel, und bestitige in diesem
Beispiel Petras Feststellung!

b) Beweise, daB bei jeder beliebigen Wahl der
ersten Zahl die beschriebene Rechnung zu
einer Summe fihrt, die durch 21 teilbar ist!

220733 Konstruiere ein Trapez ABCD mit
AB| DC ausa=50cm, b=35cm,c=25cm
und h=3,0cm! Dabei seien a die Linge der
Seite AB, b die der Seite BC, ¢ die der Seite CD
und h der Abstand der beiden parallelen
Seiten AB und DC voneinander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Léngen ein Trapez ABCD bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

220734 Im Schaufenster eines Sportgeschif-
tes befindet sich ein Stapel aus 550 gleich
groBen Billen. Der Stapel besteht aus waage-
rechten Schichten. Jede Schicht enthilt Bille
in einer rechteckigen Anordnung, wie sie das
Bild zeigt. Die Anzahl g und die Anzahl b
sind in jeder Schicht genau um 1 kleiner als
die entsprechende Anzahl in der darunterlie-
genden Schicht. In der untersten Schicht ist
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10 die kleinere der beiden Zahlen a, b. In der
obersten Schicht ist | die kleinere der beiden
Zahlen a, b.

a Bdlle

Ermittle aus diesen Angaben die Anzah! der
Bille in der untersten Schicht!

220735 Beweise folgenden Satz!

Wenn PQRS ein Trapez mit PQ || SR ist und
wenn Tder Schnittpunkt der Diagonalen PR
und @S ist, dann haben die Dreiecke PSTund
QRTeinander gleichen Flicheninhalt.

220736 Von finf Punkten 4, B, C, D, M
wird folgendes vorausgesetzt: M ist der Mit-
telpunkt der Strecke AB; die vier Punkte
B, C, D, A liegen in dieser Reihenfolge auf
einem Halbkreis iiber AB; es gilt AB| DC;
die Winkel £ BAC und ¥ CMD sind einander

“gleich groB.

Zeige, daB durch diese Voraussetzungen die
GroBe a des Winkels £ BAC eindeutig be-
stimmt ist, und ermittle diese WinkelgroBe!

Olympiadeklasse 8

220831 Cathrin fragte an einem Tag des
Jahres 1981 ihren GroBvater nach seinem
Geburtsjahr. Der GroBvater, ein Freund von
Knobelaufgaben, antwortete: ,,Ich bin élter
als 65 Jahre, aber jiinger als 100 Jahre. Die
Jahreszahl meiner Geburt ist weder durch 2
noch durch 3 noch durch 5 teilbar. Der Rest,
der bei der Division dieser Jahreszahl durch
60 entsteht, ist keine Primzahl.“

Untersuche, ob diese Angaben insgesamt fiir
ein Geburtsjahr zutreffen konnen und ob sie
das Geburtsjahr eindeutig festlegen! Wie lau-
tet dann das Geburtsjahr des GroBvaters?
Hinweis: Die Jahreszahl soll vollstindig an-
gegeben werden, also z. B. nicht 11, sondern
1911.

220832 a) Beweise, daf3 fiir n=2, 3,4 und 5
der lolgende Satz gilt: Wenn g das arithmeti-
sche Mittel von n unmittelbar aufeinander-
folgenden ungeraden natiirlichen Zahlen ist,
dann ist g stets eine natiirliche Zahl.

b) Ermittle unter den Zahlen n=2, 3, 4, 5 alle
diejenigen, fiir die das in a) genannte Mittel g
stets eine gerade Zahl ist!

220833 Konstruiere ein Trapez ABCD mit

AB| DC und den folgenden Eigenschaften

(1), (2), (3) aus b=6 cm! Dabei sei b die Linge

der Seite BC. Die geforderten Eigenschaften

sind:

(1) Es gilt AD=BC.

(2) Es gilt AB:DC=2:1.

(3) Die Kreise mit den Durchmessern AD
und BC beriihren einander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-

tion! Untersuche, ob durch die gegebene

Linge b ein Trapez mit den genannten Eigen-

schalten bis auf Kongruenz eindeutig be-

stimmt ist!

220834 Ein Hubschrauber startete um 4.30
Uhr in einer Stadt 4 und flog mit der Ge-

schwindigkeit ZSOkTm zu einer Stadt B. Dort

blieb er 30 Minuten und [log dann auf dem-
selben Weg mit der Geschwindigkeit 200 kTm

nach A zuriick, wo er an demselben Tag um
11.45 Uhr ankam.
Ermittle die Linge des Weges von 4 nach B!

220835 Der Zentriwinkel ¥ ASB eines
Kreissektors s betrage 60°. In diesem Kreis-
sektor sei derjenige Kreis k gezeichnet, der die
Strecken A4S, BS und den Bogen ABvoninnen
beriihrt.

Wieviel Prozent vom Fldcheninhalt des Kreis-
sektors s betrédgt der Flicheninhalt des Krei-

‘ses k?

220836 Es sei k ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M. Auf k seien Punkte 4, B, C, D in
dieser Rethenfolge so gelegen, daB folgende
Voraussetzungen erfillt sind:

(1) Die Sehnen AC und BD schneiden ein-
ander in einem von M verschiedenen Punkt S.
(2) Derjenige Teilbogen von 4 nach B, der C
und D nicht enthalt, ist kleiner als ein Halb-
kreis.

(3) Derjenige Teilbogen von C nach D, der A
und B nicht enthilt, ist kleiner als ein Halb-
kreis.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
stets

<):ASD=%(<):AMB+ ¥ CMD)

gilt!
Olympiadeklasse 9
220931 Man ermittle alle diejenigen (im

dekadischen System geschriebenen) dreistelli-
gen Zahlen z, die die Gleichung

Cz=(a+b)f
erfiillen, wobei g, b und ¢ in irgendeiner
Reihenfolge die Ziffern von z sind.

220932 Uber zwei Kreise ky, k, und ihre
Mittelpunkte M bzw. M, wird vorausge-
setzt, daB der Kreis k, durch den Punkt M,



geht und den Kreis k, in zwei Punkten
schneidet. Ferner sei der Schnittpunkt von k,
mit demjenigen Strahl, der den Anfangspunkt
M, hat und durch M, geht, S genannt. Die
Beriihrungspunkte, die eine gemeinsame Tan-
gente der beiden Kreise k,, k, mit diesen Krei-
sen hat, seien P, bzw. P, genannt.

Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets P,S auf M, S senkrecht steht!

220933 Auf einer kreisformig verlaufenden
StraBe von 1000 km Linge (Rundkurs) stehen
10 Autos 4, B,C, D, E, F, G, H, J und K. Sie
haben Kraltstoffvorrite von 8; 10; 6; 13; 5;
13; 9; 16; 6 bzw. 14 Litern bei sich. Diese
100 Liter wiirden gerade dafiir ausreichen,
daB ein beliebiges der zehn Autos die 1000 km
einmal zuriicklegen kann. Die Anordnung der
Autos, die Fahrtrichtung und die Weglinge
zwischen den Autos sind aus dem Bild ersicht-
lich.

Untersuchen Sie, ob es mindestens ein Auto
gibt, das bei dieser Ausgangsstellung der
Autos die 1000km dadurch zuriicklegen
kann, daB es unterwegs den Krafistoff der
librigen Autos, die an ihren Stellen stehen-
bleiben, tibernimmt! (Verluste beim Uber-
nehmen seien unberiicksichtigt.)

Ist das der Fall, so ermitteln Sie alle die-
jenigen Autos, fiir die eine solche Fahrt mog-
lich ist!

220934 Jens behauptet, daB man alle na-
tiirlichen Zahlen mit Ausnahme von endlich
vielen als Summe von zwei Quadratzahlen
darstellen kann.

Dirk behauptet dagegen, daB es unendlich
viele natiirliche Zahlen gibt, die man nicht als
Summe von zwei Quadratzahlen darstellen
kann.

Wer hat recht?

220935 Aufder Oberflache einer Kugel vom
Radius 1 seien k; und k, zwei beliebige von-
einander verschiedene GroBkreise. Thre
Schnittpunkte seien P und Q.

Beweisen Sie, daB fir jeden Punkt S der
Kugeloberfliche die Summe PS?+ Q52 den-
selben Wert hat!

Ermitteln Sie diesen Wert!

Hinweise: 1. Unter einem GroBkreis versteht
man einen Kreis, der sich als Schnitt der Ku-
geloberflaiche mit einer durch den Mittel-
punkt der Kugel gehenden Ebene ergibt.

2. Streckenlidngen, z. B. Ps, E seien gerad-
linig gemessen, nicht etwa aul der Kugel-
oberfliche. Dabei sei stets dieselbe MaBein-
heit gewihlt, aber der Einfachheit halber nur
die MaBzahl angegeben.

220936 Von einem Dreieck ABC seien die
Seitenlingen AB=c, AC=b und BC=a ge-
geben. Die Halbierenden der Winkel £ CAB
und ¥ ABC mégen einander in P schneiden.
Durch P sei die Parallele zu AB gelegt. Sie
schneide AC in Q und BC in R.

Ermitteln Sie die Linge 2R in Abhingigkeit
vonden drei gegebenén Seitenldngen!

Olympiadeklasse 10

221031 Ermitteln Sie alle diejenigen Quin-

tupel (x, y, z, u, v) aus natiirlichen Zahlen, fir

die O<xgy<z=gugvund
x+y+z4+utv=x-y z u-vgilt!

221032  Essei M der Mittelpunkt eines Krei-
ses k. Aul der Kreislinie k seien zwei Punkte
A und B so gelegen, daB M nicht auf der
Geraden g durch 4, B liegt.
Beweisen Sie unter diesen Voraussetzungen
die folgende Umkehrung des Satzes iiber
Zentri- und Peripheriewinkel!
Wenn fiir einen Punkt P, der beziiglich g in
derselben Halbebene wie M liegt, der Winkel
¥ APB halb so groB ist wie £ AMB, dann
liegt P aul der Kreislinie k.

2+)/5+)7

221033 Beweisen Sie, daB
eine irrationale Zahl ist!

221034 Beweisen Sie folgende Aussage!

In einem Quadrat mit der Seitenlénge a gibt

es zehn Punkte, die so im Innern oder auf dem

Randedes Quadrates gelegen sind, daB je zwei

dieser zehn Punkte einen Abstand groBer als

%a zueinander haben.

221035 Untersuchen Sie, ob die fur alle

reellen Zahlen x durch

Sx)=1981x*+1979x> + 1982x2

+1978x + 1980

definierte Funktion feine Nullstelle hat!

221036 Aus einem Wiirfel mit gegebener
Kantenldnge a soll ein reguldres Tetraeder
herausgeschnitten werden.

Beweisen Sie, daB es ein solches Tetraeder mit
moglichst groBer Kantenldnge gibt! Ermitteln
Sie diese Kantenlinge in Abhangigkeit von
al
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221231 Essind alle nichtnegativen ganzzah-
ligen Losungen des Gleichungssystems

X1+ 11x;4+21x3+31xq +41x5=55,
2x1 +12x;+22x3+ 32x4 +42x5 =60,
3x;+13x2+23x3+33x4 +43x5 =65,
4x; +14x;,+24x3+34x,+44x5=70;
S5x1+15x54+25x3+35x4 +45x5=75
zu ermitteln.

221232 Man ermittle fir alle diejenigen

30tupel (ay, az,..., aso) von (nicht notwendig

verschiedenen) positiven ganzen Zahlen g;
30

(i=1, ..., 30), die Z a;= 1983 erfillen, den
i=1

groBten Wert, den der grofite gemeinsame
Teiler d der Zahlen a; annehmen kann.

221233A a) Man untersuche, ob es eine
kleinste reelle Zahl p mit der folgenden Eigen-
schaft gibt:

In jedem konvexen Viereck gilt fuir die Seiten-
ldngen g, b, ¢, d und den Flicheninhelt F des
Vierecks F<p- (a®+b%+c*+d?).

b) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle
Zahl g mit der [olgenden Eigenschaft gibt:
In jedem Dreieck gilt [ir die Seitenldngen a,
b, ¢ und den Flacheninhalt F des Dreiecks
F<q-(@+b*+c?).

Wenn es in a) bzw. b) eine solche kleinste Zahl
p bzw. g gibt, so ermittle man jeweils diese
Zahl.

221233B Man beweise:
a) Wenn es zu einem Tetraeder ABCD eine
Kugel K gibt, die alle sechs Kanten des
Tetraeders beriihrt, dann gilt
AB+CD=AC+BD=AD+BC. (1)
b) Wenn (1) fir ein Tetraeder ABCD gilt,
dann gibt es eine Kugel K, die alle sechs Kan-
ten des Tetraeders beriihrt.
Definition: Eine Kugel K beriihrt genau dann
eine Strecke s, wenn K die s enthaltende Ge-
rade beriihrt und der Beriihrungspunkt auf s
liegt.

221234 Ist c eine positive reelle Zahl, so be-
zeichne f die fir alle reellen x +0 durch

. . C
f(x)=sm;

definierte Funktion.

Gegeben sei nun eine beliebige natiirliche
Zahlm>1.

a) Man ermittle (in Abhéngigkeit von m) alle
diejenigen positiven reellen Zahlen c, fiir die
die Funktion fim Intervall 10< x £20 genau
m Nullstellen hat, unter denen sich auch die
Zahlen 10 und 20 selbst befinden.

b) Fiir-jede in a) gefundene Zahl ¢ beweise

'man, daB fim Intervall 20< x <oc nur end-

lich viele Nullstellen hat. Ferner ermittle man
(in Abhédngigkeit von m und fiir jede zu dem
betreflenden m gefundene Zahl c) die groBte
Nullstelle von f.

221235 a) Man beweise: Wenn a, b, ¢ reelle
Zahlen mit a>0 und ac—b%>0 sind, dann
gilt fiir alle reellen x, y, die nicht beide 0 sind,
ax?+2bxy+cy?>0.

b) Man beweise: Wenn a, b, ¢ reelle Zahlen
mit a>0 und ac—b? <0 sind, dann gibt es in
der x,y-Ebene im Innern jedes Kreises um
den Koordinatenursprung (0; 0) zwei Punkte
P, und P, mit folgenden Eigenschalten: Fiir
die Koordinaten (x,; y;) von P, gilt die Un-
gleichung ax,2+2bx,y; +cy,2>0; fir die
Koordinaten (x;; y;) von P, gilt die Unglei-
chung ax,? +2bx,y, +cy,? <O0.

221236 Eine Tiir soll mit einer geniigend
groBen Anzahl von Schldssern versehen wer-
den. Zu jedem SchloB soll eine Sorte passen-
der Schliissel in geniigend groBer Anzahl vor-
handen sein, wobei jeder Schliissel zu genau
einem SchloB passen soll. EIf Personen sollen
derartige Schliissel erhalten, aber nicht jede
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Person fiir jedes SchloB. Ein Vorschlag lautet
vielmehr, es solle folgendes erreicht wer-
den:

Immer wenn mindestens sechs der elf Perso-
nen anwesend sind, befindet sich unter ihren
Schliisseln fiir jedes SchloB auch ein passen-
der Schliissel;

"immer wenn weniger als sechs Personen an-
wesend sind, haben sie fir mindestens ein
SchloB keinen passenden Schliissel.
Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Schlos-
sern sowie eine Schliisselverteilung (an die elf
Personen), mit der dieser Vorschlag realisier-
bar wire!

Leserpost

... Mit meinen Schulklassen habe ich in die-
sem Jahr (1981/82) geschlossen am Wettbe-
werb teilgenommen, so daB alle die Minimal-
forderungen erfiillen. Zwei meiner Schiiler
der 5.Klasse sind so gefesselt; daB sie ohne
Aufforderungsich gegenseitig so antreiben im
Losen der Aufgaben, um meinen eigenen Auf-
gabenrekord von 32 Aufgaben vor 11 Jahren
in einem Jahr zu brechen. Einer hat es ge-
schaflt, 64 dieses Jahr selbstiandig ohne Hilfe
der Eltern, nur mit einigen Hinweisen in der
Schule, zu I6sen. . .
Mit freundlichen Griien,
Thre ganz jungen Kollegen Hartwig
und Birgit Gopfert geb. Krotenheerd!,
Stadtroda

...Lehrreiche Berichte mit anschlieBendem

Quellenhinweis lese ich aufmerksam und be-

sorge mir die entsprechende Lektiire. . .
Schiiler Steffen Padelt, Berlin-Buch

...Seit 1977 nehme ich am a/pha-Wettbewerb
teil. Zur Zeit bin ich Studentin an der Fach-
schule fiir Kindergértnerinnen in Berlin. Ich
bleibe der alpha nach wie vor treu. . .

Petra Kobke, Oranienburg

.. .Mir imponiert immer wieder das Niveau
und die Vielseitigkeit der gestellten Wett-
bewerbsaufgaben. . .

. Schiiler Rolf Kuhn, Leipzig

...Liebe alpha! Ich sah Dich zufillig in

einem Zeitungskiosk und kaufte Dich aus

Neugier. Deinen Wettbewerb machte ich er-

folgreich mit. .. Ich war dann aber schlauer
und abonnierte Dich.

Schiilerin Daniele Burkhardt,

W.-P.-Stadt Guben

...Ich hatte wieder viel Freude an den ge-
stellten Aufgaben. Da sie sich nicht so einfach
in das Schema eines gerade behandelten Stoff-
gebiets einfiigen lassen, waren sie mir eine
groBe Hilfe in Vorbereitung aul das.Abi-

tur. .. Schiilerin Uta Bolz, Cottbus

... Wir haben gern gearbeitet, mit FleiB, Aus-
dauer und manchmal heftigen Diskussionen
die Losungen gesucht. Auch im kommenden
Jahr sind wir dabei. . . :

AG Mathe, Kl.6a, OS Stafifurt
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XXII. Olympiade
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der DDR

2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen

Olympiadeklasse 5

220521 Es gibt genau die folgenden Vertei-
lungen der geforderten Art:

A|O OO O 1 1 1 2

B|0O 1 2 3 1 2 32

cl7 6 545 433

220522 Wegen2-504+4-30+6-20+10
=100+120+ 120+ 10=350 wurden 350 cm
Schnur verwendet.

220523 Wegen 650—100=550 sind 550
Schiiler Mitglied mindestens je einer Arbeits-
gemeinschaft. Wegen 550—400=150 sind
von diesen 550 Schiilern 150 Mitglieder nur
in einer Sport-Arbeitsgemeinschaft.

Unter den 500 Mitgliedern von Sport-Arbeits-
gemeinschaften sind wegen 500—150=1350
folglich 350 Schiiler auch Mitglied je einer
anderen Arbeitsgemeinschalt.

220524 Wegen 2-7+5=19 kosten die 7
Bleistifte und 5 Hefte ebensoviel wie 19 Hefte.
Wegen 380:19=20 kostet ein Heft folglich

20 PI. Wegen 2 - 20=40 kostet also ein Blei-

stift 40 Pf.

Olympiadeklasse 6

220621
arbeiten:
Aw=(350+170+ 100+ 350+ 550+ 350 + 100
+170) - 280 cm? = 2140 - 280 cm?

= 599200 cm?,

das sind 59,92 m?, also rund 60 m?.

Die Lohnkosten Ly [iir die Bearbeitung der
Wandfliche 4y betragen somit rund
Ly=60-(28+ 26+ 83)Pf=60-137Pf

= 8220 Pf, das sind 82,20 M.

Folgende Deckenfliche Ap ist zu bearbeiten:
Ap=(350-550+170 - 350) cm?

=(550+ 170)- 350 cm? =720 350 cm?
=252000 cm?,

das sind 25,2 m?, also rund 25 m?2.

Die Lohnkosten Lp fiir die Bearbeitung der
Deckenfliche Ap betragen somit rund
Lp=25-(28+26+112) P[=25-166 Pf
=25-166 P[=4183 P,

das sind 41,83 M.

Die gesamten Lohnkosten L betragen daher
L=(82,20+41,83) M=124,03 M,

das sind rund 124 M.

Folgende Wandflache Ay ist zu be-

220622

A o
220623 Ein Losungsweg:
Geeignete Summanden sind 3,9, 2 und 18 in
dieser Reihenfolge; denn es gilt 34+9+2+18
=32 sowie 3+3=9-3=23=18:3=6. Wi-
re der erste Summand eine kleinere (bzw. eine
groBere) Zahl als 3, so ergidbe sich durch
Addition von 3 eine kleinere (bzw. eine gro-
Bere) Zahl als 6. Dann miiBte der zweite Sum-
mand kleiner (bzw. groBer) als 9, der dritte
kleiner (bzw. groBer) als 2 und der vierte klei-
ner (bzw. groBer) als 18 sein. Hiernach wire
die Summe kleiner (bzw. groBer) als 32, was
der Forderung der Aulgabe widerspricht. Also
muB der erste Summand gleich 3 sein, woraus
folgt, daB auch fur die iibrigen Summanden
keine anderen Zahlen als die oben angegebe-
nen den Forderungen der Aufgabe entspre-
chen konnen.

220624 Aus (7) folgt c>a,
aus (1) folgt a>e,
aus (4) folgt e>d,
aus (6) folgt d>b. .
Daher kdnnen nur bei der Anordnung
c>a>e>d>b
die Forderungen (1) bis (8) erfiillt sein.
Sie sind erfillbar, z. B. durch
b=1,d=2,e=4,a=8, c=16;
denn
8 ist ein (ganzzahliges) Vielfaches von 4,
1 ist ein Teiler von 16,
16 ist ein (ganzzahliges) Vielfaches von 4,
2 ist ein Teiler von 4,
8 ist ein (ganzzahliges) Viellaches von 1,
1 ist ein Teiler von 2, .
16 ist ein (ganzzahliges) Vielfaches von 8,
8 istein(ganzzahliges) Vielfaches von 2.

Olympiadeklasse 7

220721 . 1. Wenn eine Zahl z die geforderten
Eigenschaften hat, so folgt: Die aus den letz-



ten drei Ziffern von z gebildete Zahl ist eine
der Zahlen
5%=125,6°=216,7° =343,8%=512,9°=729;
denn wegen 43 <100 und 10> >999 sind dies
die einzigen dreistelligen Kubikzahlen.
Da z und somit die letzte Ziffer von z gerade
ist, verbleiben nur die Moglichkeiten 216 und
512 fiir die letzten drei Ziffern von z. Also
endet die aus den ersten drei Zilfern von z ge-
bildete Zahl auf 2 oder 5. Es gibt aber keine
Quadratzahl, die auf 2 endet; denn endet eine
natiirliche Zahl a auf
0,1,2,3,4,56,7,8 bzw. 9,
so endet ihre Quadratzahl aufl
0,1,4,9,6,5,6,9,4 bzw. 1.
Daher verbleibt nur die Moglichkeit 512 fir
die letzten drei Ziffern von z, und die ersten
drei Ziffern bilden eine auf 5 endende Qua-
dratzahl, also eine der Zahlen 52, 152, 252,

352, .... Von diesen sind wegen 52 <100 und
352>999 nur 152=225 und 252=625 drei-
stellig.

Damit ist gezeigt, daB nur 22512 und 62512
die geforderten Eigenschaften haben kénnen.
II. Sie haben diese Eigenschalten; denn sie
sind gerade und fiinfstellig, sie enthalten die
Zifler 0 nicht, 225 sowie 625 sind Quadrat-
zahlen, und 512 ist eine Kubikzahl.

Also sind genau 22512 und 62512 die ge-
suchten Zahlen.

220722 Ist x BAC=u, so folgt aus (1), daB
auch ¥ABC=a 3)

gilt (Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck). Ist ferner D der Schnittpunkt von BC
mit der Winkelhalbierenden von £BAC, so
folgt aus (2) und (3), daB

Sa+90°=180°
gilt (Winkelsumme im Dreieck ABD). Daher
ist %-a=90°,' also x BAC=a=60° nach (3)

daher auch x ABC=60°.

Mithin ist das Dreieck ABC gleichseitig und
somit nicht rechtwinklig. Folglich ist Veras
Behauptung wahr, Ursels und Werners Be-
hauptungen sind falsch:

Andere Beweismiglichkeiten: Aus (2) folgt
¥BAD=xCAD, x ADB= £ ADC=90°.
Hiernach und wegen AD=AD gilt AABD
=~ AACD (wsw), also’ AB=AC. Daher und
nach (1) ist das Dreieck ABC gleichseitig.

220723 Der Mittelpunkt von k sei M. Im
gleichschenkligen Dreieck ABM (mit AM
=BM =r) ist die Seitenhalbierende ME zu-
gleich Hohe, also gilt X MEB=90°. Ent-
sprechend folgt £ MFB=90°. Da ferner nach
Voraussetzung auch &EBF= XABC=90°

ist, ist EBFM ein Rechteck. In ihm sind die
Diagonalen gleich lang, also gilt EF=MB=r.
Entsprechend ergibt sich FG=r, GH=r und
HE=r.

Damit ist die Behauptung EF+FG+GH
+ HE =4r bewiesen.

220724 Natiirliche Zahlen 4, b, ¢ erfiillen
genau dann die Forderung (2), wenn fiir sie
die Gleichungen
abc =270,

a+b+c= 20,
gelten. .
1. Wenn natiirliche Zahlen a, b, ¢ die Bedin-
gungen (1), (3), (4) erfiillen, so folgt:
Nach (3) sind q, b, ¢ von 0 verschieden; hier-
nach und wegen (1), (4) gilt

O<a<b<c<?20. (5)
Die einzigen Teiler von 270 zwischen 0 und
20 sind
1,2,35,6,9, 10, 15 und 18. ©)
Die einzigen Moglichkeiten, aus diesen Zah-
len zwei als g und b mit a <b so auszuwihlen,
daB die — nach (4) erhaltene - Zahl c=20—gq
—b auch b<c erfiillt, sind in der folgenden
Tabelle angegeben. Fiir diejenigen q, b, fir die
auch diese Zahl c=20—a—b eine der Zahlen
(6) ist, wird dann gepriift, ob auch abc=270
gilt:

3)
)

a 1 1 1 1 1 2l 21 2] 3] 3] 5
b 9l 3] sl 6| s| 6] 6
c 1716 J1a 13 1101513 [12 ]12]11] o
c in (6)? nein ja | ja
abe %0 | 90

~
-
v
o

nein ja
270

Es ergibt sich, daB nur a=S5, b=6, c=9 die
Bedingungen (1), (3), (4) erfillen kbnnen.

I1. Sie erfiillen diese Bedingungen; denn es
gilt 5<6<9,5-6-9=270,5+6+9=20.
Damit ist gezeigt: Es gibt Zahlen, die die For-
derungen (1), (2) erfiillen, sie sind durch diese
Forderungen eindeutig bestimmt und lauten
a=5,b=6,¢=9.
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220821 Ein Losungsweg:

‘a)Fiir das Jahr 1981 gilt: Da (1) wahr ist, folgt:

Anke [dhrt an die Ostsee. 3)
Da (2) falsch ist, folgt: Christine fdhrt nicht in
den Thiiringer Wald. Daraus und aus (3) er-

gibt sich:

Christine fdhrt in die Séchsische “4)
Schweiz.

Nach (3) und (4) verbleibt nur noch:

Birgit fdhrt in den Thiiringer Wald. )

Damit ist bewiesen, daB sich fir 1981 die
Reiseziele aller drei Schiilerinnen eindeutig
ermitteln lassen. Sie lauten wie in (3), (4), (5)
angegeben.

b) Fiir das Jahr 1982 gilt: Da (1) falsch ist,
fdhrt Anke nicht an die Ostsee. Wiirde sie in
den Thiiringer Wald fahren, so konnte-Chri-
stine nicht dorthin und Anke nicht in die
Sichsische Schweiz fahren, also wire (2)
dann falsch. Damit ist gezeigt:
Anke (@hrt in die Sdchsische
Schweiz.

Bereits mit (6) ist erreicht, daB (1) falsch und
(2) wabhr ist. Dies gilt daher bei jeder der bei-
den nach (6) noch moglichen Verteilungen der
Reiseziele (Birgit an die Ostsee, Christine in
den Thiiringer Wald oder umgekehrt). Damit
ist fiir 1982 bewiesen:

Die Reiseziele von Birgit und Christine lassen

6)

sich nicht eindeutig ermitteln; das Reiseziel

von Anke 146t sich dagegen eindeutig ermit-
teln, es lautet, wie in (6) angegeben.

220822 Die gesuchten Eintragungen kon-
nen durch folgende Rechenschritte gefunden
werden:

Angabe [Gesuchte Antwortan Folgerung aus| Berechnung

Nr. Angaben Nr. | der Anzahl

8 (Ada, (Blda, (CINeinl 4,7 8-3 =5

9 Ada, (Bitosn, (C1dn [ 6,7 10-3 @ 7

o (A)Natn, (BlJa, (€)Ja |57 123 = 9

IA] (A)Ja, (B)Nain, (CINain}1,7,8,9 20-3-5-7 = §

12 (A)Nein, (B)Ja, _(C)Neinl 2,7,0,10 25-3-5-9 = 8

i (A)Nein, (BINein, (C)Ja | 3,7,9,10 30-3-7-% = 11

ufgabe’

L.,-i— Keinaal Ja 7.0 50-3-5-7-9-5-8-11a:

) Ganau einmsl Ju 112,13 548011 = 24 1

5] {A)Ja und (B)Nein 9,11 745 v 12 :

a) tA}Ja oder (C)da Tueens 11,13 § 245074325011 = 40
ler_beides J

Andere Darstellungen des Losungsweges, z. B.
in Textformulierung oder mit einem Mengen-
diagramm (siehe Bild), sind ebenfalls mdglich
und zuldssig.

220823 Es sei ABC ein beliebiges Dreieck.
Sein Inkreis habe den Mittelpunkt M und
beriihre die Seiten BC, CA bzw. AB in P; Q
bzw. R. Dann ist BC+CA+AB=u und
MP=MQ=MR=y.

Ferner gilt nach dem Satz liber Tangente und
Beriihrungsradius MP1BC, MQLCA, MRL
AB. Die Dreiecke BCM, CAM bzw. ABM
haben folglich die Flicheninhalte

QR (S PU———
5BC-MP,5CA-MQ, 5 4B- MR.
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Andererseits ist die Summe dieser Flachen-
inhalte gleich F; daher gi%

1
2AB g—iu-g.

Hieraus folgt die zu beweisende Gleichung

1— 1—
F=§BC g+§CA e+

Q=7-

220824 Wenn ein Parallelogramm ABCD
die Eigenschaften (1) und (2) hat, so [olgt:

Da AE nach (2) Halbierende des Winkels
¥ BAD ist, gilt

XBAE =X EAD. 3)
Ferner sind ¥ EAD und &£BEA Wechsel-
winkel an geschnittenen Parallelen, also ist

¥ EAD= ¥BEA. 4)
Aus (3) und (4) folgt
X BAE= XBEA,

ﬁo isl_das Dreieck ABE gleichschenklig mit
BE=AB=a. )
E

A B

Aus (2) folgt somit
a=BE=BC+CE=b+3cm,d.h.

a-b=3cm. (5)
Wegen der gleichen Linge der Gegenseiten
im Parallelogramm ist nach (1) mithin

a+b=18cm. {6)
Aus (5) und (6) folgt durch Addition 2a
=21cm, also a=10,5cm und damit aus (5)
b=(10,5—3)cm=7,5 cm. Somit ist bewiesen,
daB durch (1), (2) die Seitenldngen a, b ein-
deutig bestimmt sind. Sie betragen a=10,5 cm
b=75cm.
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220921 I. Wenn eine natiirliche Zahl n den
Bedingungen (1), (2) geniigt, so folgt: Nach (2)
ist die Zahl (n—1)(n+1) durch 10 teilbar,
also gerade. Folglich ist (mindestens) eine der
Zahlen n—1, n+1 gerade. Somit ist n un-
gerade und daher n—9 gerade. Da aber 2 die
einzige gerade Primzahl ist, so lolgt aus (1),
daB n—9=2 und daher n=11 sein muB.
Also kann nur die Zahl n=11 den Bedingun-
gen (1), (2) geniigen.

I1. Sie geniigt diesen Bedingungen; denn fiir
n=11 ist n—9=2 eine Primzahl, und n®—1
=120 ist durch 10 teilbar.

Dabher geniigt genau die Zahl n=11 den Be-
dingungen (1), (2).

220922 Esgilt

2 2
2 /2) ;(x+.yl/5) Cayt ()

b_xz+2xy[/;+yzz—x2+2xy][—yzz

- Ve

=2xy, @
c=(x2+y2z)* —(x2 —y%2)*. 3
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Da x, y, z natiirliche Zahlen sind, folgt aus
(1), (2), (3), daB auch a, b, c natiirliche Zahlen
sind. Ferner ergibt sich

c=4x%y’z=2xy- 2xyz,

c=b-2xyz. 4)
Da 2xyz ganzzahlig ist, folgt aus (4), daB b ein
Teiler von ¢ ist. Damit ist der verlangte Be-
weis gefthrt.

220923 Aus den Voraussetzungen (1) bis (4)
folgt:
Die Strecken PR und QS schneiden sich in
einem Punkt E. Es gilt
¥ BPR=180°— £ APE (Nebenwinkel)

= ¥ ASQ (Winkelsumme im Viereck
APES mit rechtem Winkel bei 4 und wegen
(5) bei E).
Nun gibt es nur die folgenden drei Fille:
1. Fall: x BPR=90°.

) L c
s £
..-‘~~ °
s ~~-n

-~ pl
A T==ls

In diesem Fall sind BPRC und ASQB Recht-
ecke. Daher gilt

PR=BC=A4B=05.
2.Fall: X BPR<90°.
In diesem Fall schneidet die Parallele durch C
zu PR die Strecke PB in einem Punkt P’
zwischen P und B, und die Parallele durch B
zu QS schneidet die Strecke AS in einem
Punkt §’ zwischen 4 und S. Hiernach gilt
einerseits
XBPC=%BPR (Stufenwinkel)

= ¥ ASQ = X AS'B (Stufenwinkel)

sowie ¥ PBC= £S'AB=90° und BC=AB,
also AP'BC= AS'AB(sww) und daher

PC=SB. (6)
Andererseits sind PP'CR und §S'BQ Paralle-
logramme, also ist

PR=PC. )
und QS=SB. ®)
Aus (6), (7), (8) folgt PR=0S.
3.Fall: x BPR>90°.
In diesem Fall ist ¥ APR <90°. Daher 148t
sich wie im 2.Fall, nur mit vertauschten
Bezeichnungen, PR= 0S beweisen.
Somit gilt fiir jede Lage der Punkte, bei der
die Voraussetzungen (1) bis (5) erfiillt sind,
die Aussage PR =0S.

220924 1. Wenn eine Markierung die Be-
dingungen der Aulgabe erfiillt, so folgt:

Es trilft nur einer der beiden folgenden Fille
zu:

Fall 1: Das Feld c3 ist markiert.

Dann kann in Zeile 1 nur eines der Felder bl,
d1 markiert sein; denn al und el liegen je-
weils in derselben Diagonale und cl in der-
selben Spalte mit c3. Durch Spiegelung, die
c3 festldBt, kann gegebenenfalls erreicht wer-
den, daB bl markiert ist.

Hiernach bleibt in Zeile 5 fiir eine Markie-
rung nur noch d5; denn a$ und e5 liegen
jeweils in derselben Diagonale, ¢S5 in derselben
Spalte mit c3, und b5 liegt in derselben Spalte
mit bl.

In Zeile 2 kann dann nur eines der Felder a2,
e2 markiert sein, Das -fihrt auf die beiden
Markierungen in Bild g, b. Sie sind voneinan-
der verschieden (im Sinne der Aufgabenstel-
lung), da in Bild a solche markierten Felder
vorkommen, die an einer Ecke benachbart
sind, in Bild b dagegen nicht.

Fall 2: Das Feld c3 ist nicht markiert.

Wire dann auch keines der Felder al, a5, e5
markiert, so miiBte in jeder der beiden Dia-
gonalen eines der Felder b2, b4, d2, d4 mar-
kiert sein, was den Bedingungen der Aufgabe
widerspricht. Also ist gegebenenfalls durch
eine Spiegelung erreichbar, daBl a) markiert
ist.

Hiernach kann in der Diagonalen von a$
bis el nur eines der Felder b4, d2 markiert
sein; gegebenenfalls nach einer Spiegelung,
die c3 und al [festldBt, das Feld b4.

In Zeile 3 kann dann nur eines der Felder d3,
el mar&dert sein. Das fihrt aul die beiden
Markierungen in Bild ¢, d. Wie im Fall 1 be-
weist man, daB sie voneinander verschieden
sind. Sie sind auch beide verschieden von bei-
den Markierungen des Falles 1; denn das
(dort markierte und hier nicht markierte)
Feld c3 bleibt bei allen Drehungen und Spie-
gelungen fest, die das Quadrat in sich tiber-
filhren.

II. Die Markierungen in den Bildern g bis d
erfillen alle Bedingungen der Aulgabe. Daher
sind mit diesen Bildern alle den Bedingungen
der Aufgabe entsprechenden Markierungen
angegeben.

- NWwW s,
- N W

aQ) abcde b abecde

- NWruWT
-NwWweson

c) abcde d abecde

Olympiadeklasse 10

221021 1. Wenn ein Paar (x; y) ganzer Zah-
len die Gleichung
2x3 +xy—T=0erfiillt, so gilt
x(2x2+y)=1.
Da x und 2x2 + y ganze Zahlen sind und 7 eine
Primzahl ist, folgt daraus

entweder x= lund2x?+y= 7 ()]
oder x= Tund 2x?4+y= 1 ()
oder x=—1und 2x?+y= -7 3)
oder x=—7und 2x2+y=—1. @



Aus (1) folgt y=35; aus (2) folgt y= —97; aus
(3) folgt y=—9; aus (4) folgt y= —99.
Also konnen hochstens (1; 5), (7; —97),
(—=1; =9),(—7; —99) Paare (x; y) ganzer Zah-
len sein, die die Gleichung 2x3+xy—7=0
erfiillen.
I1. Sie erfiillen diese Gleichung; denn es gilt

2 2°141-5-7=24+5-7=0

und  2-34347-(=97)~7=686—679—7
=0

und 2 (=D+H(=1)(-9)-T=-2+9-7
=0

und  2-(—343)+(=7)(—99)— 7= —686
+693-7=0.

Folglich haben genau die genannten Zahlen-
paare die geforderten Eigenschaften.

221022 Diejenige Zahl, die in derselben Zei-
le wie a und in derselben Spalte wie b steht,
sei ¢ genannt, Fiir sie gilt a=c¢, da a in der
genannten Zeile die groBte Zahl ist, und
¢2 b, da bin der genannten Spalte die kleinste
Zahl ist. Daher gilt a2 b, fir a+b also sogar
a>b. Axels Behauptung trifft mithin zu.

221023 Ein Dreieck mit den MaBzahlen a,
b, ¢ der in Zentimeter gemessenen Seitenldn-
gen ist nach dem Satz des Pythagoras und
seiner Umkehrung genau dann rechtwinklig
mit ¢ als MaBzahl der Hypotenusenlinge,
wenn a*+b%=c? 3)
gilt. Es erfiillt genau dann (1) und (2), wenn
dariiber hinaus die Gleichungen
a+b+c=132 (€]
und: a%+b%+c2=6050 (5)
gelten.
I. Wenn (3), (4), (5) erfiillt sind, so folgt:
Nach (3) und (5) gilt 2¢2=6050, c*>=3025,
wegen ¢>0 also ¢=55 und damit nach (4)

und (3)
a+b = 177, (6)

a®+b2=3025. 7
Aus (6) folgt b=77—a und damit aus (7)

a’+(77—a)* =3025,

a?—T77a+1452=0. 8)

2
Wegen %— 1452 =%> 0 folgt aus (8)

77 11
=yt _
d. h. entweder a =44 und nach (6) dann b =133
oder a=33 und nach (6) dann b=44.
Also konnen nur die Kathetenldngen 33 cm.
44 cm und die Hypotenusenlinge 55 cm den
Forderungen (1), (2) geniigen.
II. Sie geniigen ihnen; denn mit
3324442 =11%9+ 16)=552,
33+44+55=132,
3324442 4+ 552 =112%(9+ 16 4+ 25)=6050
sind (3), (4), (5) ec(ullt.
Damit ist der geforderte Beweis gefiihrt. Die
Seitenldngen betragen 33cm, 44cm und
55 cm.

221024 Der Flacheninhalt eines gleichseiti-
gen Dreiecks mit der Seitenldnge a des Sechs-

2
ecks betrégt D=94—l/§; daher ist F;=6D

=%azl/§.

Jede der Seitenldngen des Dreiecks ACE ist
gleich der doppelten Hohenldnge eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Seitenldnge a. Daher
ist s=AC=CE=EA=a|/3 und folglich F,

2
=% 3 =%azl/§.

Wegen ¥ BAD=60° und X ABC=2"60° ist
AD | BC (Umkehrung des Satzes iiber ent-
gegengesetzt liegende Winkel an geschnitte-
nen Parallelen). Also ist M, M, Mittellinie in
einem Trapez, dessen parallele Seiten die Lan-
gen 2a bzw. a haben. Entsprechendes gilt fiir
M;M; und M;M; daher ist

3
t=MlM1=M2M3=M3M1‘=§a

und folglich

Somit gilt F, :F;:F;:%:
=8:4:3.

Auf die Losungen zur Olympiadeklasse 11/12
miissen wir aus Platzgriinden verzichten.

I
7
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Wirkungskraft
der Schachfiguren

Nachdem wir die Gangart der einzelnen
Schachfiguren kennengelernt haben, wollen
wir uns ihre Wirkungskraft auf dem Schach-
brett in minimaler und maximaler Form an-
schauen bzw. herausfinden. Dazu stellen wir
auf dem Brett acht Figuren einer Farbe —
Konig, Dame, 2 Tiirme, 2 Laufer und 2 Sprin-
ger — so aul, daB die geringste Anzahl von
Feldern von ihnen beherrscht wird.

Machen wir zur Bedingung, daB das Feld,
auf dem die Figur steht, von ihr selbst nicht
beherrscht wird, doch kann es selbstverstind-
lich von einer beliebigen anderen Figur in
Ubereinstimmung mit den Schachregeln be-
droht werden. Dabei konnen die Liufer auf
Felder gleicher Farbe gestellt werden.

Auf dem Diagramm 1 sind die acht Figuren
so angeordnet, daB sich 22 Felder unter ,,Be-
drohung™ befinden. Die betreflenden Felder,
ausgenommen c5 und d6, sind durch eine
Umrandung gekennzeichnet. Das ist noch
lange nicht die untere Grenze!

a) Findet heraus, wie bei anderer Figuren-
aufstellung weniger Felder von den acht
Figuren beherrscht werden konnen!

Der zweite Teil der Aufgabe verfolgt das ent-
gegengesetzte Ziel. Wir verteilen jetzt die
acht Schachfiguren so, dall sie eine maxi-
male Anzahl von Feldern aul dem Schach-
brett beherrschen. Die Bedingungen sind die
gleichen wie im ersten Teil der Aufgabe.

In der Figurenaufstellung auf dem Dia-
gramm 2 werden 55 Felder des Brettes be-
droht. Die nicht bedrohten Felder sind durch
eine Umrandung hervorgehoben.

b) Wie kann die Zahl der beherrschten Felder
durch eine andere Stellung der Figuren ver-
groBert werden? H. Riidiger



Das Astrolabium

Zu den vielbewunderten mechanischen
Kunstwerken in kulturhistorischen Samm-
lungen und Museen gehdren astronomische
Uhren (vgl. z. B. die abgebildete Uhr aus dem
Besitz des Grinen Gewélbes Dresden auf
einer DDR-Marke von 1975). Ihr Zifferblatt
ist nichts anderes als ein mechanisch beweg-
tes Astrolabium. Das Astrolabium (lat.: etwa
Sternnehmer) gehort zu den dltesten Hilfs-
mitteln der Positionsastronomie (auch ma-
thematische Astronomie, spharische Astro-
nomie; sie beschaftigt sich unter Vernach-
-ldssigung der physikalischen Ursachen nur
mit den beobachtbaren Bewegungsablidufen
am Himmel).

Leider tritt das Wort Astrolabium in mehr-
facher Bedeutung auf. Das sphirische Astro-
labium ist ein einfaches Modell der gedach-
ten Himmelskuge!l zur konstruktiven Losung
von Aufgaben der sphérischen Astronomie.
Es besteht aus mehreren ineinander drehba-
ren und meist mit Gradeinteilung versehenen
hélzernen oder metallenen Ringen, die eine
Art Kugelskelett bilden. Seine Erfindung wird
dem griechischen Astronomen Hipparch von
Nikaia (~ 190 bis 125 v. u. Z.) zugeschrieben.
Hipparch und eine urtimliche Form™ des
sphirischen Astrolabs sehen wir auf der grie-

chischen Briefmarke von 1965. In der Re-
naissance wurde das spharische Astrolab
durch mechanische Getriebe zur Armillar-
sphire weiterentwickelt (siche z. B. die 1687
von Méller gebaute auf der DDR-Marke von
1972), von der sie leider bezeichnungsmaBig
heute meist nicht klar unterschieden wird.
Die Armillarsphare ist bereits ein Modell fiir
astronomische Bewegungsabliufe, sozusagen
ein primitives Planetarium. Das ebene Astro-
labium (Astrolabium planisphaerium) beruht
auf der stereographischen Projektion (vgl.
hierzu den Artikel Euler und die Kartogra-
phie in alpha 2/1983) der Himmelskugel in die
Ebene. Es wurde zusammen mit der Her-
leitung der grundlegenden geometrischen
Eigenschaften dieser Abbildung (Kreisver-
wandtschaft und Winkeltreue) zuerst in einer
Abhandlung des spidtantiken Astronomen
Ptolemaios (um 80 bis um 160u.Z.) be-
schrieben. Der bewegliche Kreis dieses schei-
benférmigen Gerites modelliert in Abhidngig-
keit von der Tages- und Jahreszeit den jeweils
sichtbaren Teil der Himmelskugel auf dem
Hintergrund des stereographischen Bildes
des Fixsternhimmels. Die islamischen Astro-
nomen und Mathematiker des 9. bis 14.Jh.
bildeten das ebene Astrolab zu hoher Voll-
kommenheit aus. In dieser orientalischen
Form ist es z. B. auf der abgebildeten syri-
schen Marke zu sehen. Im Zeitalter der
Astrologieglaubigkeit war das Astrolabium

sowohl im Orient als auch in Europa ein

dhnlich wichtiger und demgemiB in vielen
Exemplaren verbreiteter ,,Gebrauchsgegen-
stand* wie heute die gewShnliche Uhr. Da-
her sind zahlreiche Stiicke in verschiedensten
Varianten, mit und ohne mechanischen An-
trieb, bis heute erhalten geblieben. Zur Freu-
de an ihrer reizvollen kunsthandwerklichen
Gestaltung sollte sich aber wenigstens e¢in
Grundwissen iber den urspriinglichen Ver-
wendungszweck und das Funktionsprinzip
gesellen. P. Schreiber
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Cryptarithms

424 Apopular puzzle is to take someone’s

name or a well-known saying and make it into
an addition or subtraction sum. It is often
necessary to add an extra condition in order
to make the answer unique.

Example
HOW (Note the ‘O’
IS is a letter.)
+HI S
SIS

Each letter stands for a different digit and
SOW is a perfect square. A standard con-
vention is that the left-hand end letter of
each word does not stand for zero.

A variation on this type of puzzle is to take
a long multiplication or division and rub out
most of the numbers but indicate where they
were.

Example.

.0

P
*2

LI L1

A3 A Pour construire la Tour Eiffel, on a
utilisé environ 885m3 de fer; la masse
volumique du fer est 7,8 t/m>. Quelle masse
de fer a-t-on utilisée pour cette construction?
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Labyrinth-Probleme —

eine alte Thematik

mit groBer Aktualitit

Teil 1

1. Einleitung (Mythologie,
Historie, Problemstellungen)

Die Vorstellung eines Labyrinths findet sich
schon sehr friih in der Gedankenwelt der
Menschheit. Man verstand hierunter wohl
meist einen unterirdischen Komplex von Ge-
wolben und Géngen, so verwirrend miteinan-
der verbunden und sich vielfach verzweigend,
daB ein Unkundiger, der dieses Reich betrat
oder dorthinein verbannt wurde, sehr bald
jede Orientierungsmoglichkeit verlor und nie
wieder herausfinden konnte. Daher dienten
Labyrinthe oft auch als Sinnbilder fiir Schwie-
riges oder schwer Uberschaubares.

Der griechischen Mythologie zufolge befand
sich das erste Labyrinth auf der Insel Kreta
und war von dem beriihmten Baumeister und
Erfinder Daedalus, dem Vater des Ikarus, ge-
schaffen worden (Bild 1). Der rémische Dich-
ter Ovid beschreibt das in seinen ,,Meta-
morphosen* (8. Buch) sehr anschaulich:
,,Daedalus, riihmlich bekannt durch Ge-
schick in den bildenden Kiinsten, / Schaffet
das Werk. Merkmale verwirrt er und fiihrt in
die Irre / Tduschend den Blick durch die Zahl
vielfaltig gewundener Wege. / So wie der lau-
tere Strom des Maeandrus in phrygischen
Auen / Treibt sein Spiel ... so machte der
Giinge / Wirrwarr Daedalus auch voll Trug,
und er fand zu der Schwelle / Selbst kaum
wieder den Weg: so ist das Gebiude ver-
fanglich.*

Dieses Labyrinth beherbergte den Mino-
taurus, ein blutriinstiges Ungeheuer, halb
Stier, halb Mensch, dem jahrlich je sieben der
schonsten Knaben und Midchen Athens ge-
opfert werden muBten. Dem Konigssohn
Theseus gelang es endlich, den Minotaurus
zu toten. Mit Hilfe eines Fadenknéuels, das
ihm seine Geliebte Ariadne mitgegeben und
dessen Faden er beim Durchwandern des
Labyrinths abgewickelt hatte (Ariadnefaden),
erreichte Theseus auch wieder den Ausgang,
Ovid umschreibt das so:

,»Als dann die schwierige Tiir, die vormals
keiner gewonnen, War auf der Jungfrau Rat
mit gewickeltem Faden gefunden, ... *

Als historisch belegte Form von Labyrinthen
kann man die Katakomben auffassen, die als
Versammlungsort oder auch Kultstitte ge-
heimer Verbindungen dienten. Im Mittelalter,
aber auch davor und spiter, bediente man
sich gern geheimer Giénge und versteckter
Tiiren, und manche Burgverliese oder auch
Kasematten kénnen mit gutem Recht als
Labyrinthe bezeichnet werden.

Auf wesentlich harmlosere Weise setzte die
Gartenkunst des 17. und 18.Jahrhunderts
(Barock) unsere Thematik um (Bild 2).

Die vielfach zu findende deutsche Uberset-
zung des Wortes ,,Labyrinth“, namlich ,,Irr-
garten”, deutet auf die Sitte dieser Zeit hin,
in Girten und Parks labyrinthartige Ginge
anzulegen. In die Irre zu gehen mag hier ein

willkommenes Amiisement wohlhabender
MiiBigginger gewesen sein.

Offenbar haben die Labyrinthe bis heute
nichts von ihrem Reiz eingebiiBt. So findet
man Labyrinth-Aufgaben hiufig in Knobel-
ecken von Zeitschriften oder in Biichern iiber
Unterhaltungsmathematik, es gibt Geduld-
spielchen in Form von Labyrinthen, und so-
gar Labyrinth-Witze oder Karikaturen mit
Labyrinthen sind nicht selten.

Die erste mathematische Verdffentlichung
iiber Labyrinthprobleme stammt aus dem
Jahre 1873 von Christian Wiener (1826 bis
1896, Professor fiir Darstellende Geometrie
an der Technischen Hochschule Karlsruhe).
Gegen Ende des 19.Jahrhunderts hat man
sich dann vor allem in Frankreich unserer
Thematik angenommen (Trémaux, Tarry).
Bei allen diesen Uberlegungen ging es um das
Absuchproblem fiir endliche Graphen, wor-
auf wir noch genauer eingehen werden.
Diese klassischen Losungsvarianten sind von
dem amerikanischen Ingenieur und Mathe-
matiker C. E. Shannon (geb. 1916), einem der
,,Viter' der Kybernetik, in seinem berithm-
ten kybernetischen Spiel ,,Maus im Laby-
rinth* (um 1951) programmiert worden. Das
Labyrinth war hier im wesentlichen ein ebenes
Muster; auch dieser Begrifl wird noch ge-
nauer erliutert werden. Shannon hat damit
die Anregung zu den modernen Untersuchun-
gen zur Labyrinthproblematik gegeben, die
zur mathematischen Kybernetik gehéren und
in den letzten zwolIf Jahren betrichtlich an
Breite und Intensitit gewonnen haben.

Diese neueren Untersuchungen haben recht
praktische Motivationen und besitzen wich-
tige Anwendungen in der mathematischen
Kybernetik. So ist das Verhalten von Auto-
maten in Labyrinthen von bedeutender Aus-
sagekraft fiir das Studium der Wechsel-
beziehungen zwischen einem Automaten und
seiner Umwelt. AuBerdem sind die bei den
Labyrinthproblemen entwickelten Ldsungs-
methoden vielfach umsetzbar in Erkennungs-
algorithmen fiir Graphen- bzw. Mustermen-
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gen und beriihren damit die mathematischen
Grundlagen der digitalen Bildverarbeitung
(hierzu gehort z.B. die automatische Aus-
- wertung von Rontgen- oder Mikroskopbil-
dern, Satellitenfotos u. a.).
Welches sind nun die Aufgaben, die den
Mathematiker im Zusammenhang mit La-
byrinthen beschiftigen? Zwei grundlegende
Probleme sollen hier genauer betrachtet
werden.
Das erste besteht darin, ausgehend von einem
beliebigen Punkt innerhalb eines Labyrinths
einen Ausgang aufzusuchen. Diese Aufgabe
stellt sich jedem, der (unfreiwillig) in ein La-
byrinth gefiihrt und dort sich selbst iiberlas-
sen wurde. Dabei mége keinerlei Information
iiber den Aufbau des Labyrinths bekannt
sein. Der sich darin befindende Mensch sieht
jeweils nur ein kieines Stiick des Ganges oder
des Gewdlbes, in dem er sich befindet, sowie
die Anfinge der in der Nihe seines Stand-
ortes einmiindenden Génge. Da keine andere
Information iber das Labyrinth vorliegt,
muB das Verfahren, nach dem ein Ausgang
gesucht wird, so beschaffen sein, dafB} es fiir
jedes denkbare Labyrinth zum Erfolg fiihrt.
Zusammenfassend kénnen wir also formu-
lieren: '

Fluchtproblem :
Man gebe ein Verfahren (Programm, Algo-

rithmus) an, nach dem in jedem Labyrinth bei

beliebigem Startpunkt schlieBlich ein Aus-
gang erreicht wird.

Die Theseus-Legende ist wohl so zu inter-
pretieren, daB der Held dieses Problém um-
gangen hat, indem er beim Hineingehen in
das Labyrinth den Ariadnefaden abwickelte,
dessen Anfang am Eingang liegenblieb.
Durch Aufwickeln des Fadens konnte The-
seus nun jederzeit wieder zum Eingang zu-
riickfinden.

Dabei wird jedoch ein anderes, ndmlich unser
zweites, Problem iibersehen: Wie gelingt es
Theseus, den Aufenthaltsort des Minotaurus
ausfindig zu machen, und zwar ohne allzu oft
in die Irre zu gehen (etwa ,,im Kreis* zu
laufen), so daB seine Krifte auch noch zum
Besiegen des Ungeheuers ausreichen? Es stellt
sich also die Aufgabe des Absuchens eines
Labyrinths, die wiederum nur durch ein fiir
alle Labyrinthe erfolgreiches Verfahren ge-
16st werden kann, sofern keine Information
iiber das speziell vorliegende Labyrinth ver-
[ligbar ist.

Absuchproblem:

Man gebe ein Verfahren (Programm, Algo-
rithmus) an, nach dem in jedem Labyrinth
bei beliebigem Startpunkt jeder Punkt irgend-
wann einmal betreten wird (d. h., jedes Laby-
rinth abgesucht wird).

Man Gberlegt sich recht schnell, daB zwischen
den beiden formulierten Problemen enge Zu-
sammenhinge bestehen. So liefert jede Lo-
sung des Absuchproblems eine Losung des
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Fluchtproblems: Ein Verfahren, nach dem
das gesamte Labyrinth abgesucht wird, fiihrt
irgendwann auch einmal zu einem Ausgang
Andererseits scheint aber das systematische
Absuchen des Labyrinths auch notwendig fiir
eine stets erfolgreiche Flucht zu sein: Jeder
Gang kdnnte ja zu dem eventuell einzigen
Ausgang fithren.

Im weiteren werden wir uns eingehender mit
dem Absuchproblem beschiftigen, dessen
mathematische Prézisierung etwas leichter
erklarbar ist als die des Fluchtproblems.

2. Das Absuchen endlicher Graphen
nach Trémaux und Tarry

Fir mathematische Untersuchungen ist es
natiirlich notwendig, auch den Labyrinth-
Begriff zu prézisieren. Dafiir gibt es zwei
grundlegende Moglichkeiten, namlich den
Begriff des (endlichen) Graphen und den des
Musters. Der erste soll in diesem Abschnitt
bei der Behandlung klassischer Absuchver-
fahren zugrunde gelegt werden.

Mit Mustern werden wir uns im Abschnitt 3
im Zusammenhang mit moderneren Untersu-
chungen beschiftigen.

Unter einem endlichen Graphen wollen wir
uns hier ein geometrisches Gebilde vorstellen,
bestehend aus endlich vielen Knoten(punk-
ten), die durch endlich viele sich nicht schnei-
dende Kurvenstiicke, Kanten genannt, mit-
einander verbunden sein kénnen (siehe Bil-
der 3 u. 4). Jede Kante beginne und ende mit
einem Knotenpunkt, mége sonst aber keinen
Knoten enthalten. Die Knoten entsprechen
den Platzen oder Verzweigungspunkten des
Labyrinths, die Kanten seinen Géngen.

Bild 3

Ein Graph heiBt zusammenhéngend, falls von
jedem Knotenpunkt aus jeder andere da-
durch erreichbar ist, daB eine (endliche) Folge
von Kanten durchlaufen wird. Das ist eine
notwendige Voraussetzung [iir die Absuch-
barkeit des entsprechenden Labyrinths. Bei-
spielsweise kann man in dem Graphen aus
Bild 2, der nicht zusammenhingend ist, von
dem Knotenpunkt A aus nie den Knoten B
erreichen.

Der Graph aus Bild 3 ist zusammenhingend.
Er ist auBerdem ein ebener Graph. Das be-
deutet, daB alle seine Knotenpunkte und
Kanten in einer Ebene angeordnet sind; er
stellt also ein zweidimensionales Labyrinth
dar. Diese Eigenschaft ist jedoch nicht not-
wendig fiir das Funktionieren der beiden fol-
genden Absuchverfahren.

Bild 5a

Schauen wir uns zuerst das Tarrysche Ab-
suchverfahren an, das sich recht leicht be-
schreiben 14Bt. Bei diesem Verfahren muB in
jedem schon betretenen Knotenpunkt des
Graphen die Eintrittskante markiert werden.
Das ist diejenige Kante, iiber die der be-
treffende Knoten erstmals erreicht wurde.
AuBerdem muB fiir jede Kante, die in den
gerade erreichten Standort einmiindet, er-
kennbar sein, in welcher Richtung sie schon
durchlaufen wurde. Es empfiehlt sich also,
beim Durchlaufen einer Kante, ihre beiden
Enden mit entsprechenden Markierungen zu
versehen.

Der vorgegebene Graph muf} nun von Kno-
tenpunkt zu Knotenpunkt nach dem folgen-
den Programm durchlaufen werden.

Verfahren von Tarry:

1. Verlasse einen Knoten immer iiber eine
Kante, die in dieser Richtung noch nicht
durchlaufen wurde, wihle die Eintrittskante
aber erst dann, wenn es keine andere Mog-
lichkeit mehr gibt!

2. Gibt es keine einmiindende Kante, die in
der vom Standort fortfiihrenden Richtung
noch nicht durchlaufen wurde, so stoppe
(Ende des Absuchens)!

Ein nach diesem Programm in einem Graph
zuriickgelegter Weg heiBt Tarry-Weg. In
einem zusammenhingenden endlichen Gra-
phen endet jeder Tarry-Weg nach endlich
vielen Schritten durch Eintreten der Stop-
Bedingung 2., und zwar auf seinem Start-
punkt. Er hat dann jede Kante des Graphen
genau zweimal durchlaufen,und zwar einmal
in jeder Richtung.

Die Bilder 5 und 6 zeigen einige Beispiele fiir
Tarry-Wege (der Startpunkt ist immer mit S
bezeichnet). In Bild 5 haben wir lediglich die
Wege gekennzeichnet, in Bild 6 sind auch die
Eintrittskanten (durch dicke Pfeile) markiert.
Der Leser mache sich mit dem Verlahren ver-
traut, indem er die angegebenen Wege nach-
vollziehe (Markierungen der Eintrittskanten
und Durchlauflrichtungen selbst setzen!).



Man erprobe das Programm dann einmal bei
Start in einem anderen Knotenpunkt des vor-
gegebenen Graphen. SchlieBlich kann man
sich selbstindig beliebig komplizierte Laby-
rinthe als Graphen aulzeichnen und sie nach
dem beschriebenen Verfahren absuchen.

Ubrigens kann man bei dem Tarryschen Ver-
fahren jederzeit von dem jeweiligen Standort
aul direktem Wege (d. h. ohne Schleifen) zum

Startpunkt zuriickfinden. Dazu hat man nur -

die Markierungen der Eintrittskanten als
Wegweiser (in entgegengesetzter Richtung)
zu benutzen.

Wie zeigt man nun, daB das Verfahren von
Tarry tatsdchlich das Absuchproblem fir zu-
sammenhingende endliche Graphen 16st?
Wir wollen den Beweis der behaupteten
Eigenschaften von Tarry-Wegen kurz skiz-
zieren.

Zunichst ist nach dem Programm klar, daB
ein Tarry-Weg jede Kante des vorgegebenen
Graphen in jeder Richtung héchstens einmal,
insgesamt also hochstens zweimal durch-
1iuft. Nun iiberlegen wir uns, daB die Be-
dingung 2. nur im Startpunkt erfiillt sein
kann. Wird ein vom Startpunkt verschiedener
Knoten des Graphen erreicht, so ist er zu
diesem Zeitpunkt einmal 6fter iiber eine ein-
miindende Kante betreten worden, als er iiber
eine Kante verlassen wurde (denn vorher
wurde er immer durchquert, d.h. betreten
und wieder verlassen). Da jede Kante nur
einmal in jeder Richtung durchlaufen werden
darf, muB es eine in diesen Knoten miin-
dende Kante geben, durch die er bisher noch
nicht verlassen wurde. Somit kann die Bedin-
gung 2. nicht erfiillt sein.

Aus dem bisher Gezeigten folgt, daB in einem
endlichen Graphen stets nach endlich vielen
Schritten die Stop-Bedingung 2. erreicht
wird, und zwar auf dem Startpunkt. Es bleibt
zu zeigen, daB dann jede Kante auch genau
zweimal durchlaufen wurde, wenn der Graph
zusammenhéngend ist.

Sicher wurden alle in den Startpunkt miin-
denden Kanten zweimal durchlaufen. Wenn

dort namlich die Stop-Bedingung erfiillt ist,
sind alle diese Kanten in der vom Startpunkt
fortfilhrenden Richtung schen durchlaufen,
miissen es dann aber auch in der Gegen-
richtung sein.

Gibe es nun andere, nicht zweimal durch-
laufene Kanten, so miifte es eine Kante ge-
ben, die selbst zweimal durchlaufen wurde,
aber in einen Knoten miindet, in den auch
eine nicht zweimal durchlaufene Kante ein-
miindet. (Der Leser beweise diese Behaup-
tung selbstindig, dabei ist der Zusammen-
hang des Graphen auszunutzen. Wir liefern
diesen Beweisschritt im AnschluB an den

“Losungsteil zu den gestellten Aufgaben -

Teil 2 dieses Beitrags.) Man betrachtet nun
die in dem gegebenen Tarry-Weg zuerst er-
reichte Kante dieser Art. Sie ist Eintrittskante
fiir einen Knoten, in den auch eine Kante
miindet, die nicht zweimal durchlaufen wur-
de. Alle in diesen Knoten miindenden Kanten
miissen aber in der von ihm fortfiihrenden
Richtung durchlaufen worden sein, wenn
dieser Knoten schlieBlich iiber seine Eintritts-
kante verlassen wird. Hieraus ?olgt aber
wiederum, daB alle einmiindenden Kanten
auch in der Gegenrichtung, also genau zwei-
mal durchlaufen werden. Dieser Widerspruch
vervollstindigt unseren Beweis.

Das Verfahren von Trémaux ist etwas speziel-
ler als das Tarrysche und auch umstidnd-
licher in der Beschreibung.

Verfahren von Trémaux:

1. Schreite fort, bis ein Knoten erreicht wird,
der schon einmal betreten wurde oder nureine
einmiindende Kante hat! Kehre dann zum
vorgehenden Standort zuriick, und handle ge-
maf 2. weiter!

2. a) Gibt es eine noch nicht durchlaufene
Kante, die in den Standort miindet, so durch-
laufe eine solche; handele dann weiter gema0
!

b) Sind alle. einmiindenden Kanten schon
durchlaufen worden, manche aber erst ein-
mal, so durchlaufe eine solche und handle
dann weiter gemal 2!

c) Sind alle in den Standort miindenden
Kanten zweimal durchlaufen worden, so
stoppe (Ende des Absuchens)!

Fiir die Anwendung dieses Verfahrens ist es
nétig, daB stets bekannt ist, wie oft eine in
den jeweiligen Standort miindende Kante
schon durchlaufen wurde, und es muB auch
stets die unmittelbar vorher durchlaufene
Kante bekannt sein. In einem Labyrinth
miilte man sich also an beiden Enden eines
Ganges notieren, wie oft er schon durch-
laufen wurde. AuBerdem hitte man sich beim
Uberqueren eines Platzes zu merken, durch
welchen Gang man ihn erreicht hat. Anstelle
von Markierungen kénnte man auch einen
Faden benutzen, der beim Durchwandern des
Labyrinths abgewickelt und liegengelassen
wird. Die Anzahl der nebeneinanderliegenden

Fiden in einem Gang gibt an, wie oft er
schon durchlaufen wurde.

Die in Bild 5 angegebenen Wege konnen
auch als Trémaux-Wege aufgefalit werden,
der Weg in Bild 6 ist kein Trémaux-Weg.
Ganz dhnlich wie beim Tarryschen Verfahren
kann man zeigen, daB in jedem zusammen-
hingenden endlichen Graphen ein Trémaux-
Weg stets endlich ist, mit seinem Startpunkt
endet und jede Kante genau zweimal durch-
lduft, und zwar einmal in jeder Richtung.
Ubrigens ist jeder Trémaux-Weg auch ein
Tarry-Weg, nicht aber umgekehrt. Es mag
manchen schon gestért haben, daB die An-
weisungen in den Verfahren nicht eindeutig
sind, da es bei Erreichen eines Knotenpunktes
meist mehrere einmiindende Kanten gibt, die
als nidchste durchlaufen werden diirfen. Bei
ebenen Graphen kann man die Eindeutigkeit
leicht dadurch erzwingen, daB man vor-
schreibt, jeweils die erste erlaubte Kante zu
benutzen, auf die man beim Durchmustern
aller in den Standort einmiindenden Kanten
(entgegen dem Uhrzeigersinn und von der zu-
letzt durchlaufenen Kante aus) trifft. Dieser
Forderung geniigen der Weg in Bild 5b beziig-
lich des Trémauxschen Verfahrens und der in
Bild 6 beziiglich des Tarryschen. Ist der
Graph nicht eben, so kann man sich auf dhn-
liche Weise helfen, wenn nur fiir jeden Knoten
eine Reihenfolge (zyklische Ordnung) der
einmiindenden Kanten vorgegeben ist.
(Dieser Beitrag wird in Heft 5/83 fortgesetzt,
d.Red.)

A. Hemmerling
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v

Mathematik

und mathematischer Unterricht

in Norwegen

Das mathematische Erbe

Im BewuBtsein des norwegischen Volkes hat
die Mathematik unter allen Naturwissen-
schaften durch das Wirken des genialen Niels
Henrik Abel (1802 bis 1829) eine besondere
Vorrangstellung errungen. Dies driickt sich
in vielfdltiger Weise aus. Zum Beispiel wurden
schon in den zwanziger Jahren unseres Jahr-
hunderts, als dies international noch keines-
wegs iiblich war, neben Briefmarken zu
Ehren der groBlen norwegischen Dichter Hol-
berg und Ibsen auch schon solche anldBlich
des 100. Todestages von Abel herausgegeben.
Abel ist auch auf der gegenwirtig giiltigen
500-Kronen-Banknote abgebildet. (Andere
Banknoten zeigen den Polarforscher Nansen
und wiederum Ibsen.) Ein Denkmal Abels
steht an reprisentativer Stelle im koniglichen
SchloBpark in Oslo. Anekdoten und Begeben-
heiten aus dem Leben Abels sind auch heute
noch im norwegischen Volk bekannt und
lebendig.

Es gibt jedoch auBer Abel noch weitere be-
deutende norwegische Mathematiker, von de-
nen zwei weitere sogar ebenfalls durch Briel-
marken geehrt wurden: Cato M. Guldberg
(1836 bis 1902), der gemeinsam mit dem Che-
‘miker P. Waage (1833 bis 1900) das Massen-

Nils Henrik Abel (1802 bis 1829)
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wirkungsgesetz der Chemie aufstellte und
Ole J. Broch (1818 bis 1889), der einen groBen
EinfluB aul Norwegens Schulmathematik
hatte, sich auch in 6ffentlichen und politischen
Amtern zum Wohle Norwegens betitigte und
schlieBlich erster Direktor des Internationalert
Biiros fir Mape und Gewichte in Paris wurde.
Ferner muB} unbedingt Sophus Lie (1842 bis
1899) erwihnt werden, der zeitweise an der
Leipziger Universitit wirkte. Die von ihm
entwickelte Theorie der stetigen Transforma-
tionsgruppen hatte tiefgreifenden EinfluB auf
die moderne Mathematik. Als international
bekanpte ‘norwegische Mathematiker seien
noch L.Sylow (1832 bis 1918), Th.Skolem
(1887 bis 1963) und A. Thuc (1863 bis 1922)
genannt. Dieses relativ kleine Hiuflein nam-
hafter Mathematiker mag zunichst wenig
eindrucksvoll erscheinen. Vielleicht sollte
man dazu bemerken, was zumindest in Nor-
wegen stets gesagt wird, wenn es darum geht,
Norwegen, z.B. auch in bezug auf den Ge-
winn olympischer Medaillen, mit anderen
Lédndern zu vergleichen:

Man muB die betreffenden Zahlen ins Ver-
hiltnis zur Einwohnerzahl des jeweiligen
Landes setzen. Norwegen hat nur etwa
4 Mill. Einwohner. Daran gemessen wird man
finden, daB die Dinge bei uns gar nicht so
schlecht stehen. -

Mathematischer Schulunterricht
in Norwegen

Der obligatorische Schulunterricht erstreckt
sich in Norwegen iiber 9 Jahre und wird fir
alle Schiiler in gleicher Weise nach einheit-
lichen, von der Regierung festgelegten Lehr-
plinen erteilt. Fiir die oberen Klassen erfolgte
vor einiger Zeit eine Kiirzung der theore-
tischen Ficher, darunter auch der Mathe-
matik, sodall Norwegen jetzt unter den nordi-
schen Ldndern den letzten Platz beztiglich
der Mathematik-Wochenstunden einnimmt.
Im einzelnen haben wir in den Klassenstulen
folgende Wochenstundenzahlen

Klassenstufe 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Wochenstd.

Mathematik 3 3 4 4 3 3 4 4 3
Der mathematische Stoff dieser neun Jahre
entspricht im wesentlichen dem, was man in
den meisten Landern findet:

Arithmetik, Algebra, Gleichungen,
Funktionen, Geometrie, Anwendungen.

In den Klassen 10 bis 12 (Oberstufe, [riiher
‘als ,,Gymnasium* bezeichnet) ist die Situation
vdllig anders, da die Ausbildung hier in diffe-
renzierter Weise erfolgt. Es gibt praktisch-
berufsvorbereitende und mehr theoretisch
orientierte Richtungen. Die Schiiler konnen
in jeder Klassenstufe bis zu 5 Wochenstunden
Mathematik wihlen und auBerdem fakulta-
tive Kurse iiber Informationsverarbeitung,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
u. 4. belegen. Insgesamt reichen die Moglich-
keiten von einjahrigen Mathematikkursen fuir
die Berufsausbildung wie z.B. »~Mathematik
Afiir Bauberufe* bis zu Dreijahrskursen in
theoretischer Mathematik, welche die Schiiler
fiir ein Universitdtsstudium der Mathematik
bzw. der Natur- und Technikwissenschaften
vorbereiten. Die Teilnahme an einem solchen
Kurs ist jedoch keine formal geforderte Vor-
aussetzung fiir ein solches Studium, sondern
eine mehr inhaltliche Vorbereitung auf die
genannten Studienrichtungen.

Die Lehrpline werden vom Staat fixiert, hin-
sichtlich der Lehrbiicher ist die Situation
jedoch vollig anders als z. B. in der DDR.
Jedermann kann Schulbiicher schreiben und
verdffentlichen, wenn sie vom zustindigen
Ministerium als tauglich genehmigt werden
und wenn er einen Verlag dafiir findet. Im
Ergebnis dieser Verfahrensweise gibt es etwa
zehn verschiedene Lehrbiicherreihen bzw.
-systeme fir den Mathematikunterricht der
allgemeinen Schule, von denen die meisten
sich iiber alle neun Jahre erstrecken, und
etwa sieben Lehrbuchsysteme fiir die Ober-
stufe. Die Situation wird dadurch noch kom-
plizierter, daB jedes Lehrbuch gleichzeitig in
den beiden offiziellen Landessprachen er-
scheinen muB. (Die Norweger sind ein in
mancher Hinsicht sonderbares Volk. So hal-
ten sie z. B. trotz vieler Debatten hieriiber zdh
am Bestand der beiden histarisch entstande-
nen, #dhnlichen, aber doch verschiedenen
Varianten threr Sprache fest.)

AuBlerunterrichtliche Beschiftigung
mit Mathematik

In Norwegen gibt es keine mathematischen
Schiilerzirke] und keine mathematische Schii-
lerzeitschrift, nur einige sehr wenige private
Klubs, die sich mit Computermathematik be-
schiftigen. Da die Mathematik auch in der
9jdhrigen Schule nicht alizu viele Stunden be-
ansprucht, kann man ihr, wenn man will,
ganz gut aus dem Wege gehen. Umfragen
haben jedoch ergeben, daB die Mathematik
ein zwar als schwierig eingestuftes, aber bei
den Schiilern beliebtes Fach ist. Jihrlich ver-
anstaltet die Norwegische Mathematische
Gesellschaft einen fiir alle Schiiler offenen
Wettbewerb. Die Aufgaben werden in einer
weit verbreiteten norwegischen Tageszeitung
verdffentlicht, auBerdem in einigen Schiiler-



zeitschriften. Jeder Einsender von Losungen
muB eine Erkldrung unterschreiben, daB er
diese ohne fremde Hille gefunden hat. Davon
abgesehen basiert das ganze System aul Ver-
trauen. 1979 wurde anldBlich des 150. Todes-
tags Abels ein besonderer, fiir alle Schiiler aus
skandinavischen Lindern oflener Wettbe-
werb veranstaltet. Das Anliegen der Wett-
bewerbe besteht darin, das Interesse an der
Mathematik zu férdern. Es nehmen jedoch
nur wenige Schiiler daran teil, meist solche,
die spdter Mathematik studieren wollen. An
unseren Universititen findet man heute zahl-
reiche frithere Preistrager dieser Wettbewer-
be. An den Internationalen Mathematik-
olympiaden (IMO) nimmt Norwegen nicht
teil.

Mathematikstudium

In Norwegen gibt es vier Universitidten (Oslo,
Bergen, Trondheim und Tromso). An allen
kann man Mathematik studieren und einen
mathematischen Doktorgrad erwerben,
auflerdem an einigen technischen Hoch-
schulen (z. B. Trondheim). Ein Mathematik-
studium mit einem niedrigeren Abschluf ist
an den Padagogischen und Ingenieurhoch-
schulen moglich. An den Universititen gibt
es keine Beschrinkung der Studienplitze.

Das Studium ist auf eine breite mathemati-
sche Allgemeinbildung und die Vertielung
auf einem bestimmten Gebiet gerichtet. Wer
nach einem solchen Studium Oberstulen-
lehrer werden mochte, muBl noch eine zusitz-
liche piddagogische Ausbildung absolvieren.
In den letzten Jahren des zweiten Weltkrieges
und den ersten Jahren danach gab es in Nor-
wegen ein groBes Babyhoch. Diese Welle er-
reichté in den 60er Jahren die Universititen
und Hochschulen und flihrte zusammen mit
der damals sprunghalt wachsenden Popula-
ritit von Mathematik, Naturwissenschaft
und Technik (dies war ja die Zeit der ersten
Sputniks) zu hohen Studentenzahlen und
folglich zu einer starken VergroBerung der
mathematischen  Hochschuleinrichtungen.
Wenig spiter fiillte diese Welle alle an den
Hochschulen in Frage kommenden Arbeits-
plitze. Heute besteht ein Problem darin, die
ungleichmiBige Altersstruktur der Wissen-
schaftler abzubauen, junge Leute unterzu-
bringen. Jedenfalls ist die Zahl derjenigen
Wissenschaftler, die bis zum Doktorgrad in
Mathematik ausgebildet werden, viel groBer
als das Aulnahmevermogen der Universitits-
und Hochschullorschung. Viele von ihnen
suchen sich Arbeitsplitze in der Datenver-
arbeitungs- und Erdodlindustrie, die allerdings
auch in zunehmendem Mafle Mathematiker
beschiftigen. Viele Mathematiker werden
Lehrer. Als solcher einen Arbeitsplatz zu fin-
den, ist (auBer in den GroBstidten) nicht
schwer. Wihrend die mathematische For-
schung in Norwegen sich in der ersten Hilfte

unseres Jahrhunderts stark auf die Zahlen-
theorie konzentrierte, ist sie gegenwirtig breit
gefdchert. Dabei wichst jedoch stindig die
Bedeutung und der Umfang der angewandten
Mathematik, vor allem in Zusammenhang
mit der automatischen Informationsverarbei-
tung und mit der Erddlerkundung und -for-
derung in der Nordsee.

Aufgaben aus den norwegischen
mathematischen
Schiilerwettbewerben

Ala Zu vier in einer Ebene liegenden
Punkten 4, B, C, D ist ein Quadrat so zu
konstruieren, daB jede Seite des Quadrats
einen der vier Punkte enthilt.

Man untersuche, unter welchen Bedingungen
an A, B, C, D die Aufgabe ein- bzw. mehr-
deutig losbar ist und beschreibe die Kon-
struktion!

A2 A Ineinem rechteckigen Raum soll eine
Person von einem Anfangspunkt P aus auf
einem moglichst kurzen Weg der Reihe nach
alle vier Winde beriihren und dann nach P
zuriickkehren. Wie ist dieser kiirzeste Weg zu
konstruieren, und wie lang ist er?

~
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A3A Man zeige: Sind g, b und a+[/E
positive rationale Zahlen, so sind auch [/;
und |/ b rational.

A4 a Man beweise fiir beliebige reelle Zah-
len xy, ..., x, die Ungleichung

x4 x(x2—x1)+x2(x3—x3)+...
+Xn- 1 (X5 —Xn~1)

XD+ 20t )

= 2n

A5a DieFigur F, entsteht, indem man ein
Quadrat der Seitenlinge 1 durch Schnitte
parallel zu den Kanten in 9 kongruente Teil-
quadrate zerlegt und das mittlere entfernt.
Aus F, entsteht die Figur F,, indem man mit
jedem der 8 iibriggeblicbenen Quadrate so
verfahrt, wie vorher mit dem Einheitsquadrat.

N N

N

Entfernt man immer wieder die mittleren
Quadrate der zuletzt erhaltenen Teilquadrate,
so erhilt man eine Folge F,, Fy, F3, ... von
ebenen Punktmengen, so daB F,.SF, fir
jede natiirliche Zahl n gilt. Aus wie vielen
i s 1 ;
Quadraten der Seitenlinge 3 setzt sich F,
zusammen? Fiir n—»oc bestimme man den
Grenzwert der Fldcheninhalte der Figuren

F.
G. Gjone/P. Schreiber

Wappen von Oslo

G. Gjone

Niels-Henrik-Abel-
Wettbewerb 1982

Fiir alle.interessierten Leser der mathemati-
schen Schiiler- und Studentenzeitschrift Nor-
disk Matematisk Tidskrift normat werden
jahrlich sechs anspruchsvolle Mathematik-
aufgaben veroffentlicht. Die Auswertung
iibernimmt die Sektion Mathematik der Uni-
versitit Oslo. Die besten Losungen werden
pramiiert.

Aus AnlaB unseres Beitrags verdffentlichen
wir zwei Aulgaben aus dem Wettbewerb.

Al a Losen Sie die Gleichung

C+)/3r+2-)/3F=14.

A2A ZeigenSie: z=n*+n? + 1istfiir keine
natiirliche Zahl n eine Quadratzahl.
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Der Eulersche Polyedersatz

In der Stereometrie versieht man unter einem
Kérper eine beschrinkle dreidimensionale
Punktmenge des dreidimensionalen Raumes,
die allseitig von endlich vielen ebenen oder
gekriimmten Flichenstiicken begrenzt wird,
einschlieBlich dieser begrenzenden Flichen-
stiicke. Enthélt ein solcher K 6rper mit je zwei
Punkten auch deren Verbindungsstrecke, so
heilt der Korper konvex. Im Mathematik-
unterricht lernt ihr solche konvexe Korper
kennen: Wiirfel, Quader, Prisma, Zylinder,
Pyramide, Pyramidenstump(, Kegel, Kegel-
stumpf und Kugel. In Bild | sind ebenfalls
Korper dargestellt: K, bis K4 sind konvex,
K5 und K sind nicht konvex (warum?).
Korper, die nur durch ebene Flichenstiicke
begrenzt werden, nennt man Polyeder (auch
ebenflichige Korper, Eben(ldchner oder Viel-
ldchner). Die das Polyeder begrenzenden ebe-
nen Vielecke heiflen Seitenfldchen, die Strek-
ken, in denen je zwei Seitenflichen zusam-
menstoBen, Kanten; deren Endpunkte wer-
den Ecken des KOrpers genannt. Ist ein Poly-
eder gleichzeitig ein konvexer K orper, nennt
man es ein konvexes Polyeder oder auch
Eulersches Polyeder. Wiirlel, Quader, Prisma,
Pyramide und Pyramidenstumpf sind Euler-
sche Polyeder (warum?); Zylinder, Kegel,
Kegelstumpf und Kugel sind zwar konvexe
Korper, aber keine Polyeder (es sind krumm-
Néchig begrenzte Korper). Alle in Bild 1 dar-
gestellten Korper sind Polyeder, aber nur
K, bis K, sind Eulersche Polyeder, Ks und
K ¢ dagegen nicht (warum?).

Spezielle Eulersche Polyeder sind solche mit
kongruenten regelmiBigen n-Ecksflichen als
Seiten(ldchen, die man regelmipige Polyeder
oder auch Platonische Kérper') nennt. Aus
dem Satz, daB in einer n-kantigen korper-
lichen Ecke die Summe der GroBen der
Kantenwinkel kleiner als 360° ist, folgt, daB
es nur 5 Arten regelmaBiger Korper geben
kann: Bei Begrenzung des Polyeders durch
gleichseitige Dreiecke konnen nidmlich in
einer Korperecke, da ihre Kantenwinkel je
60° betragen, nur 3, 4 oder 5 Seitenflichen
zusammenstoBen; fir 6 Seitenflichen wire
die Summe der Kantenwinkel bereits 6 - 60°
=360°. Bei Begrenzung des Polyeders durch
Quadrate (Kantenwinkel je 90°) kénnen in
einer Korperecke nur 3 Seitenflachen zu-
sammentreffen; dies gilt auch bei Begrenzung
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durch regelméBige Fiinfecke (Kantenwinkel
Jje 108°). Eine Begrenzung durch regelmaBige
Sechsecke (Kantenwinkel je 120°) ist nicht
mdoglich, da bereits 3- 120" =360" ist. Es er-
geben sich die 5 Platonischen Korper: Terra-
eder (Vierflachner), Oktaeder (Achtflichner),
Tkosaeder  (Zwanzigllichner),
(Sechsflachner oder Wiirlel) und Pentagon-
dodekaeder (Zwolfflachner) (Bild 1).

Hexaeder

Fiir konvexe Polyeder konnte Leonhard
Euler die folgende Aussage beweisen, die ver-
mutlich schon Archimedes (um 287 bis 212
v.u.Z.) und mit Sicherheit der [ranzsische
Mathematiker René Descartes (1596 bis
1650) kannten:

Eulerscher Polyedersatz: Ist e die Anzahl der
Ecken, { die Anzahl der Flichen und k die
Anzahl der Kanten eines konvexen Polyeders,
sogilt:e+f—k=22

Aufgabe !: Ermittelt die Eckenanzahl e, die
Flichenanzahl f und die Kantenanzahl k
eines Wiirfels (Hexaeder), eines Quaders,
eines dreiseitigen Prismas, einer quadrati-
schen Pyramide, eines quadratischen Py-
ramidenstumpfes, sowie der in Bild 1 darge-
stellten Polyeder und berechnet jeweils s
=e¢+f—k! Fiir welche Korper gilt der Euler-
sche Polyedersatz?

Bild 1
Polyeder
(K,) Tetraeder
\iA |

(K3) lkosaeder

|

|

|

|

/
/
/
/s

(Ks) Treppenkdrper

(K2) Oktaeder
(K4) Pentagondodekaeder
(Ke) 2 quadratische Pyramiden

mit gemeinsamer Spitze



Die Eulersche Funktion ¢(n)

Zunichst einige Begriffe: Sei N={1, 2, 3, ...}
die Menge der natiirlichen Zahlen. Fiir Zah-
len m, ne N bezeichne (m, n) den groBten ge-
meinsamen Teiler von m und n. Gilt (m, n)=1,
so heiBen m und n zueinander teilerfremd.
Man nennt eine Funktion f, deren Defini-
tionsbereich die Menge N der natiirlichen
Zahlen ist, eine zahlentheoretische Funktion.
Eine solche heiBe multiplikativ, falls fir Zah-
len m, ne N mit (m, n)=1 stets gilt:
Sm-n)=f(m)-f(n).

Bei der nach Leonhard Euler benannten
Funktion ¢ (n), die inder Algebra und Zahlen-
theorie bedeutungsvoll ist, handelt es sich
um eine solche zahlentheoretische Funktion:
Die Eulersche Funktion ¢ ordnet jeder natiir-
lichen Zahl ne N eine natiirliche Zahl ¢ (n) zu,
wobei ¢ (n) die Anzahl aller zu n teilerfremden
natiirlichen Zahlen, die kleiner oder gleich n
sind, ist.?)

Beispiel 1: Wir berechnen ¢(8): Wegen
(1,8)=1,(2,8)=2,(3,8)=1,(4,8)=4,(58)=1,
6,8)=2,(7,8)=1und (8, 8)=8 sind genau die
4 natiirlichen Zahlen (die kleiner oder gleich
8 sind) 1, 3, 5 und 7 zu n=3 teilerfremd, also
ist ¢(8)=4.
Man kann zeigen, daB @(n) eine multipli-
kative zahlentheoretische Funktion ist, d.h.
daf gilt:
d(m-n)=d(m) ¢(n), (1)
falls (m, n)=1.
Dies ermoglicht eine allgemeine Berech-
nungsformel fiir ¢(n), zu der man auf [ol-
gende Weise gelangt:

a) Ist n=p eine Primzahl, so sind offenbar
alle Zahlen 1, 2, ..., p— | zu n=p teilerfremd,
also ist

dp)=p—1. 2)
b) Ist n=p*, p Primzahl und ke N, so kann
man durch Abzihlen [inden:

d(PM)=p—p*""

1
=p 1 =2 )=p* L (p-1) 3
p( p> P iHp—1) (3

¢) Sei nun n eine beliebige natiirliche Zahl,
welche die (bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren eindeutige) Primfaktorzerlegung n
=p*1p,*2...p.*m besitze. Mit Hilfe von (1)
erhélt man, da

(p, pli)=1fiir i % gilt:

()= (p1*1p2*2...pn*m)

=¢(p1") 0 (p2"2) ... - P(Dm"m).
Durch - Einsetzen der rechten Seite von (3)
folgt schlieBlich:

pm=pr*1~ - (pr—1)-pf27 - (pa— 1)
'Pmk"'_l '(pm_l), C))
oder auch:

¢(n)=pl*1<1—pil)pz*z(1—piz)...
k(1L
Pm (1 p,..)

=(p:*1p*2.. -_Pmk"')f[l (1 —!%),

so daB gilt:

1 1 1
¢(n)=n<l—a><l—a) (l—p—m), (5)

wobei py, p2, ..., pm die verschiedenen Prim-
teiler von n sind.

Beispiel 2: Wir berechnen ¢(16200): Man er-
hilt die Primfaktorzerlegung 16200 =223*52,
d.h. 2, 3 und 5 sind die verschiedenen Prim-
teiler von 16200. Nach (4) erhilt man:
¢(16200)=22(2-1)3*3-1)5'(5-1)
=4-54-20=4320.

Nimmt man die dquivalente Formel (5), so
ergibt sich:

1 1 1
$(16200)= 16200-(1 ‘i)(l —§><1 —g)

=4320.
Es gibt also 4320 natiirliche Zahlen k,
1£k£16200, die zu n=16200 teilerfremd
sind, d. h. [iir die (k, 16200)=1 gilt.
AbschlieBend seien die folgenden Beispiele
fiir weitere zahlentheoretische Funktionen
genannt:
d(n): die Anzahl aller positiven Teiler von »,
a(n): die Summe aller positiven Teiler von #,
n(n): die Anzahl der Primzahlen kleiner oder
gleich n,
die Anzahl der ganzzahligen Losungs-
paare (x, y) der Gleichung x2 + y2=n.

r(n):

Aufgabe 2:
Berechnet folgende Funktionswerte:
b (2156), $(1800), ¢(841), d(72), a(72),
7(100) und r(25)!
Zusatzaufgabe: Ermittelt alle dreistelligen
natiirlichen Zahlen n, fir deren Ziffern a, b
und ¢ (a bezeichne die erste, b die zweite und
¢ die dritte Ziller beziiglich des Dezimal-
systems) die Beziechung a+b —c=2 gilt!

R. Mildner

'} Benannt nach dem grischischen Philoso-
phen Platon (427 bis 347 v.u.Z.).

2) Man beachte, daB dieser Satz keine Aus-
sage iiber GroBen, sondern iiber Anzahlen ist
sowie dariiber, welche Stiicke in einer gewis-
sen Umgebung eines Randpunktes einander
benachbart sind.

Die Aussage e+f—k=2 bleibt wahr, wenn
man die Oberfliche des Polyeders unter Bei-
behaltung gewisser topologischer Eigenschaf-
ten deformiert; betrachtet unter diesem
Aspekt etwa Wiirfel, Quader und einen
quadratischen Pyramidenstumpf.

3) Hiermit ist auch ¢(1)=1 definiert. Fiir
n>1 kann man auch definieren: ¢(n) ist die
Anzahl aller zu n teilerlremden natiirlichen
Zahlen, die kleiner als n sind.

Diejenigen von euch, die bereits mit dem
Rechnen mit Kongruenzklassen modulo n
vertraut sind, wissen, daB3 ¢(n) auch gleich
der Anzahl der primen Restklassen mod n ist.
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Genauigkeit gefragt!

Zur Multiplikation und Division
von Niiherungswerten

Manfred ist der FuBballstatistiker der 7b.
Seit drei Jahren [iihrt er genau Buch iiber alle
Oberligaspiele.

So kann er von jedem Spieitag Auskunft
dariiber geben, welche Mannschaften gegen-
einander gespielt haben, wieviel Zuschauer
bei jedem Spiel anwesend waren, welcher
Spieler die meisten Tore der Saison geschos-
sen hat und vieles mehr.

Fiir den 25. Spieltag des Jahres 1982 ist seinen
Aufzeichnungen u.a. folgendes zu entneh-
men;

niinftig, den ermittelten Wert auf eine natiir-
liche Zahl, in unserem Falle 4, zu runden.
Um gewisse Tendenzen zum Ausdruck zu
bringen, wird in Ubersichten oft auf Zehntel,
d.h. in unserem Fall auf 3,9, perundet.
Weitere Stellen anzugeben ist allerdings un-
sinnig.
Wie sieht es mit den Angaben iiber die Zu-
schauer aus?
Wir gehen davon aus, daB die jeweiligen
Zahlenwerte durch Runden auf Vielfache von
Tausend ehtstanden, also Niherungswerte
sind. Damit ergibt sich fiir die Gesamt-
zuschauerzahl 59000, so wie es Manfred an-
gegeben hat. Dieser Ndherungswert hat zwei
zuverldssige Ziffern, ndmlich 5 und 9. Das
heiBt, der wahre Wert liegt zwischen 58 500
und 59500 Zuschauern. Aus diesen beiden
Werten lassen sich die Wertschranken fiir die
durchschnittliche Zuschauerzahl je Spiel er-
mitteln, indem man 58 500 bzw. 59 500 durch 7
(die Anzahl der Spiele ist ein genauer Wert)
dividiert.
Mit einem Taschenrechner erhilt man:

58500: 7 =8357,1428

59500 : 7 = 8 500.
Da es wenig sinnvoll ist, von Zehntel Zu-
schauern zu sprechen, liegt der wahre Wert
fir die durchschnittliche Zuschauerzahl zwi-
schen 8357 und 8500.

22. Mai 1982, 25. Spieltag

1. FC Lok Leipzig— 1. FC Magdeburg
HFC Chemie-BFC Dynamo

FC Karl-Marx-Stadt-Dynamo Dresden
FC Vorwirts Frankfurt— Wismut Aue
Rot-WeiB Erfurt-Sachsenring Zwickau
Buna-Schkopau-Carl Zeiss Jena

Hansa Rostock - Energie Cottbus

Endstand Zuschauer
3:2 13000
2:2 8000
1:1 11000
3:0 6000
5:2 8000
0:3 5000
2:1 8000

Hier nun noch einige Beispiele:
Multipliziere folgende Naherungswerte!
aya=132; 5=2923

Mit einem Taschenrechner erhilt man:
3,85836

a - b=3,86, denn das Ergebnis kann wegen
a = 1,32 héchstens drei zuverldssige Ziffern
haben. '

b)a=292; b=0,098

Mit einem Taschenrechner erhilt man:
0,28616

a-b=0,29, denn das Ergebnis kann wegen
b=0,098 (linke Nullen werden nicht ge-
rechnet) hochstens zwei zuverlidssige Ziffern
haben.

Der Quotient der Naherungswerte a=17,2
und b =3,9 soll mit sinnvoller Genauigkeit
angegeben werden.

Mit einem Taschenrechner erhilt man:
4,4102564

a:b=44, denn der Quotient kann wegen
b=3,9 hochstens zwei zuverldssige Ziffern
haben.

Aufgaben
Ala Gib ; durch einen Dezimalbruch mit
drei zuverlissigen Ziffern an!

A2A Gib 17—0 durch einen Dezimalbruch
mit zwei zuverlissigen Ziffern an!
A3 a Runde auf zwei zuverlissige Ziffern!
a) 18,6 b)1,732 c¢) 1837
Ada Die Seitenldngen a, b eines Recht-
ecks werden auf Zentimeter genau gemessen.
Man findet die Wertea=3cmund b=9cm.
Berechne den Flicheninhalt 4!
Wie weit muB der rechnerisch gefundene Wert
gerundet werden?

L. Flade

Tore insgesamt: 27

Tore je Spiel: 3,8571428
Zuschauer insgesamt: 59000
Zuschauer je Spiel: 84285714

Da Manfred jeweils die Gesamtsummen und
die entsprechenden Durchschnittswerte fiir
Tore und Zuschauerzahlen mit einem Ta-
schenrechner ermittelt, ist er sehr stolz auf die
Genauigkeit seiner Resultate.

Ist dieser Stolz berechtigt?

Betrachten wir zunichst die Anzahl der ge-
schossenen Tore. Die Torangaben sind im
Gegensatz zu den Zuschauerzahlen genaue
Werte und nicht durch Runden oder Schitzen
entstanden. Somit ist die Angabe, da3 am
25. Spieltag 27 Tore geschossen wurden, in
Ordnung.

Will man die durchschnittlich pro Spiel ge-
schossenen Tore ermitteln, muB man 27 durch
7 dividieren und erhdlt mit einem Taschen-
rechner den Wert 3,8571428.

Da es sich im konkreten Fall um die Anzahl
von Toren handelt, ware es eigentlich ver-
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Will man auf die Berechnung von Wert-
schranken verzichten und ausgehend vondem
Wert 8428,5714 ein verniinftiges Ergebnis
angeben, muB man den durch Division er-
mittelten Wert: 8428,5714 aul einen Nihe-
rungswert mit zwei zuverldssigen Ziffern run-
den. Man erhilt 8400.

Das mit diesem Wert beschriebene Intervall

-stimmt zwar nicht ganz mit dem durch Wert-

schranken ermittelten liberein, doch kommt
es diesem von den in Frage kommenden
(8000; 8430; 8429) am nichsten.

Damit wir nicht immer Wertschranken be-
rechnen miissen, wollen wir uns bei der
Division und auch bei der Multiplikation von
Naherungswerten nach folgender Faustregel
richten:

(2) Im Ergebnis einer Multiplikation oder
Division von Nidherungswerten kénnen nicht
mehr Ziffern zuverlissig sein als in dem Ein-
gangswert mit der geringsten Anzahl zuver-
lassiger Ziffern, wobei die linken Nullen in
einem Dezimalbruch nicht mit gerechnet
werden.

15 Knackniisse

Aus: Knackniisse fiir
Freunde des Rechnens, Wismar 1880

Klasse 5

Ala Vier Schiiler Axel, Bernd, Christian
und Dieter haben zusammen 13,80M in
ihren Geldborsen. Christian hat 60 Pf, Dieter
80 Pf weniger in seiner Geldborse als jeder
der beiden Schiiler Axel und Bernd. Welchen
Geldbetrag hat jeder dieser vier Schiiler in
seiner Geldborse?

A2 A Vermehrt ein Schifer seine Herdeum
23 Schafe, dann hat er doppelt so viele Tiere
zu betreuen, als wenn er 27 Schafe zum
Schlachten abliefert, Wie viele Schafe umfaBt
diese Herde?

A3 A Der duBere Umlang eines 8 cm brei-
ten rechteckigen Spiegelrahmens betrigt
280 cm. Welche Linge besitzt der innere
Umfang dieses Rahmens?



Ad4a Das Licht bewegt sich mit einer
Schnelligkeit von 300000000 m in einer Se-
kunde. Wie viele Kilometer ist demnach der
Polarstern von der Erde entfernt, wenn das
Licht desselben 30 Jahre (zu 365 Tagen) ge-
braucht, um zur Erde zu gelangen?

A5A Im westlichen Mecklenburg betrigt
die Hohe der durchschnittlichen jahrlichen

Regenmenge 52% cm. Wie viele Hektoliter
sind das auf einem Ar?

A6A Von einem Ballen Tuch, der 30m
enthielt, wurden 4m Tuch mehr verkauft
als iibrig blieben. Wie viele Meter Tuch ver-
blieben zum weiteren Verkauf?

A7a Vatér und Sohn sind zusammen 88
Jahre alt. Wie alt ist jeder von ihnen, wenn
den Unterschied ihres Alters 38 Jahre aus-
macht?

A8a Das Alter zweier Kinder, von denen
das eine 4 Jahre ilter ist als das andere, be-
tréigt zusammen 26 Jahre. Vor wie vielen Jah-
ren war das jiingste Kind halb so alt wie das
ilteste?

Klasse 6

A94a Zwei Orte A und B liegen 262,5km
voneinander entfernt. Von A geht jemand, der
tiglich 20 km zuriicklegt, nach B. Drei Tage
spater geht ein anderer, der tiiglich 25km
zuriicklegt, von B nach A. Nach welcher Zeit
treffen sich beide Personen? Wie yiele Kilo-
meter hat dann jeder von ihnen zuriickgelegt ?

A10a Eine Gemeinde hat 856 Einwohner,

1 . .
und zwar lmmal so viele Frauen wie Manner

1
und lgmal so viele Kinder wie Frauen. Wie

viele Ménner, Frauen bzw. Kinder gehéren
dieser Gemeinde an?

Alla Von zwei Uhren geht die erste ge-

nau; die zweite geht stiindlich I%Minuten
vor. Angenommen, beide Uhren zeigen die
Uhrzeit 12 Uhr an. Welche Zeit vergeht, bis
beide Uhren wieder dieselbe Uhrzeit anzei-
gen?

A!12a Grundlinie und Héhe eines Drei-
ecks sind zusammen 96 m lang. Wie grof ist
der Flicheninhalt dieses Dreiecks, wenn die
Hohe 16 m ldnger ist als die Grundseite?

A 13 A Ausdem Tore einer Stadt ging mor-
gens um 6 Uhr ein Reisender in gleichmiBi-
gem Schritte. Zwei Stunden spéter fuhr aus
demselben Tor ein Postwagen auf derselben
StraBe. Zu welcher Uhrzeit holte der Post-
wagen den Reisenden ein, wenn der Post-
wagen eine durchschnittliche Geschwindig-
keit von 2,7 m, der Reisende von 12m je
Sekunde hatte?

Alda Zwei Personen A und B sollen zu-
sammen 120 Bogen abschreiben. A schreibt

in 3 Stunden 4% Bogen ab, B dagegen in

2 Stunden 5 Bogen. Wie viele Bogen hat jede
der beiden Personen abzuschreiben, wenn bei-
de zur gleichen Zeit beginnen und zur gleichen
Zeit fertig werden sollen?

A 15a Auseiner Bibliothek war der 30. Teil
aller Biicher verliehen, der 20. Teil befand sich
beim Buchbinder, so dal3 125 Biicher des Ge-
samtbestandes [ehlten. Wie viele Biicher um-
faBte diese Bibliothek ?

Lisungen

Ala 1380M+0,60M+080M=1520M;
15,20 M :4=3,80 M; Axel hat 3,80 M, Bernd
3,80 M, Christian 3,20 M und Dieter 3,00 M
in seiner Geldborse.

A2A Angenommen die Herde umfaBt x
Schafe; dann gilt 2- (x —27)=x+23, 2x - 54
=x+23, x="77. Die Herde umfaBt 77 Schafe.

A3a Von jeder der vier Seitenlkingen ge-
hen 2-8cm ab. Insgesamt gehen somit
4-16 cm=64 cm vom #duBeren Umlfang ab.
Der innere Umfang des Rahmens hat eine
Liange von 280 cm —64 cm =216 cm.

A4a 1h=60-60s=3600s; 1 Tag hat 24
-3600s=86400s; 1Jahr hat 365-86400s
=31536000s.

In 30 Jahren legt das Licht des Polarsterns
somit

30- 31536000 - 300000000 m

=946080000 - 300000 km

=283824 000000000 km

zuriick, bis es zur Erde gelangt. Dies ist zu-
gleich die Entfernung Erde—Polarstern.

A5A 1Arist eine Fliche von 100 m? oder
von 1000000 cm?. Die jihrliche Regenmenge
bildet einen Quader von 52,5 cm Hohe und
1000000 cm? Grundfldche. Die Regenmenge
hat somit einen Rauminhalt von

52,5 1000000 cm? =52 500000 cm?

=52500 Liter = 525 Hektoliter.

A6A 30m—-4m=26m;26m:2=13m;
13m+4m=17m,13m+17m=30m.

Es verblieben 13 m Tuch zum weiteren Ver-
kauf.

A7a B88-38=50; 50:2=25;25+38=63.
Der Vater ist 63 Jahre, der Sohn 25 Jahre alt.
A8A 26-4=22;22:2=11;11+4=15.
Gegenwirtig sind diese Kinder 11 und 15
Jahre alt.

Wir stellen eine Tabelle aul.

Alter des  Alter des
jingeren  dlteren
Kindes Kindes

Gegenwirtig 11 15

vor | Jahr 10 14

vor 2 Jahren 9 13

vor 3 Jahren 8 12

vor 4 Jahren 7 11

vor 5 Jahren 6 10

vor 6 Jahren 5 9

vor 7 Jahren 4 8
vor 8 Jahren 3

Vor 7 Jahren war das jlingste Kind halb so
alt wi-. das ilteste.

A9A Angenommen, x Tage nach dem Auf-
bruch der ersten Person in A treflen sich
beide; dann gilt 20-x+25-(x—3)=262,5,
20x +25x —75=262,5,45x =337,5, x=1.5.
Beide Personen treffen sich nach 7,5 Tagen,
gerechnet vom Zeitpunkt des Aufbruchs der
ersten Person.
7,5-20 km=150,0 km,
45-25km=112,5km.
Bis zum Zusammentreffen hat die erste
Person 150 km, die andere 112,5 km zuriick-
gelegt.

410A Angenommen, der Gemeinde geho-
ren x Minner, also % -x Frauen und
4 11 44 . .
3’10 x=35% Kinder an; dann gilt

11 44
X+E x+§6'x=856,
30 33 44 107
o x+ﬁ x+ﬁ x =856, W'x=856,
x=240.

Dieser Gemeinde gehoren 240 Minner,

:—é - 240=264 Frauen und g -264=1352 Kinder
an.
alla 12h=12-60 min="720 min;

720: l% =480. Vorwirts gerechnet kommt die
zweite Uhr der ersten in jeder Stunde um
13 min ndher. Nach 480 Stunden, also

nach 20 Tagen, zeigen beide Uhren wieder
zum selben Zeitpunkt die Uhrzeit 12 Uhr an.

Al2a 96m—16m=80m;80m:2=40m,;
40m+16m=56m.A=%-g~h,A=%~40-
56 m?, 4=1120 m2.

Al3Aa Aus x-27=(x+2)-1,2 folgt 2,7x

=1,2x+2,4, 1,5x=2,4, also x=f—‘5‘= 1%. Der
Postwagen fuhr um 8 Uhr ab. Nach l%h,

also nach 1 h 36 min, das heiBt um 93¢ Uhr
holte der Postwagen den Reisenden ein.

A14a In 30 Stunden schafit A 30-%

=45 Bogen, B hingegen 30~§=75 Bogen.

A15a4 Angenommen, die Bibliothek um-
faBte x Biicher; dann gilt
x X 2x  3x Sx
§5+ﬁ= 125, @+@_ 125, @=125,
x= 1255' 60 x=1500.

Diese Bibliothek umfaBte 1500 Biicher.
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Mathematik
und Schiffbau

Teil 2

4. Die Berechnung '
von Balkentragewerken

Obwohl das Schiff im eigentlichen Sinn kein
aus einzelnen Trigern zusammengesetztes
Balkentragwerk ist, konnen viele der im
Schiff vorhandenen Teilkonstruktionen als
solche Balkentragwerke auflgefaBt und so
einer Berechnung zuginglich gemacht wer-
den. Als ein Beispiel seien die Querrahmen
eines Schiffes genannt (Bild 9). Jeder einzelne
dieser Rahmen wird [iir sich berechnet. Die
gegenseitige Beeinflussung der nebeneinander
angeordneten Rahmen, die wegen der von
auBen aufgeschweiBten Beplattung vorhan-

den ist, wird bei diesem Modell vernach-"

ldssigt.

Bild 9

Longsschnitt
n Schiffsmitfe

Die einzelnen Trédger des Rahmens werden
durch die darauf befindliche Nutzlast und den
von auBen einwirkenden Wasserdruck bela-
stet und verformt. Zur Bestimmung der Be-
anspruchung der Triger ist die Kenntnis der
Momente an den Lagerstellen des Rahmens
notwendig. Die Lagerstellen befinden sich
dort, wo die einzelnen Triger des Rahmens
zusammenlaufen. Wir wollen zeigen, wie man
die Berechnung dieser Momente bewerkstelli-
gen kann.

Wir fiithren unsere Untersuchungen an einem
anderen wichtigen Balkentragwerk im SchifT,
der Lukenkonstruktion, durch. Die Luke ist
eine Offnung im Schiffsdeck, durch die die
Ladung in das Schiffsinnere hineingebracht
werden kann. Ein Beispiel dafiir ist im Bild 10
zu sehen. Die schralfiert gezeichnete Decks-
beplattung und die daraul befindliche Be-
lastung wird von zwei Lingstrigern (be-
stehend aus je zwei sogenannten Unterziigen
und je einem Lingssiill) und zwei Quertrigern

82 - alpha, Berlin 17 (1983) 4

getragen. In den Kreuzungspunkten B, C und
B, C' sollen sich Stiitzen befinden, die ein Ab-
senken dieser Punkte verhindern (i.a. sind
solche Stiitzen nicht vorhanden, dann ge-
staltet sich jedoch der BerechnungsprozeB
etwas schwieriger).

Bild 10
3
] Schok
«

lthierzg Langssul Unferag

A 8 < 10
$
> ——— —
~ Schef Scho?
N Schott
-’

4om 13,00 m 7.20m

Wenn man sich die Decksbelastung auf den
Lingstrager verteilt denkt, erhdlt man als
ein besonders einfaches Balkentragwerk den
in A, B, C und D gestiitzten Durchlauftriger,
der an den starren Querschotten bei A und D
fest eingespannt und in den Punkten B und C
starr gelagert ist. Die Belastung und die
Tragheitsmomente der Unterziige und des
Léngssiills sind Bild 11 zu entnehmen.

Bild 11

Um die richtigen Abmessungen des Lings-
verbandes nachweisen zu konnen, sind fir
den Konstrukteur die Biegemomente an den
Stiitzstellen von Interesse. Zur Berechnung
dieser Momente kann man ein Itrationsver-
fahren verwenden. Man spannt den Triger an
den Stiitzstellen B und C zunichst fest ein
(was in Wirklichkeit nicht der Fall ist) und
erhilt auf diese Weise aus dem von A4 bis D
durchlaufenden Triger drei (mit I, I und II
bezeichnete) Einzeltriger (Bild 12), die beider-
seits fest eingespannt sind. Die Momente an
den Stabenden in diesern Zustand berechnen
sich dann sehr einfach aus den Formeln (20)
Zu

12,83-4,22

M) ="""15""= 18,86 Nm = — M)
17,63-132

Mkoz) == 248,29 Nm = —M{gz)
12,83 - 7,82

M) === 6505Nm=—M £

Hierbei wurde, um die Drehrichtung der
Momente deutlich zu machen, das Einspann-
moment positiv gewertet, wenn es links herum

Bild 12
i I ;
"‘l’n ; n"rn HB,” ' "c,m /1[’{-: . "n,"

dreht, und negativ, wenn es rechts herum
dreht. Im Bild 12 wurden die Biegelinien der
Triger in diesem Zustand mit eingezeichnet.

Diese Ausgangssituation wird jetzt schritt-
weise (iterativ) in den wahren Zustand (Bild
11) iiberfihrt. Zundchst wird die Einspan-
nung bei B geldst, wobei die Momenten-
summe M§'+M{) gemiB den Steifigkeiten
der beiden Triger I und II verteilt wird. Fiir
einen eingespannten Triger sind die Steifig-
keiten entsprechend (23) maBgebend:
4EJ, 4EJo _4EJ; 4EJ,

=TT T34 T L 130

Cnl

so daB 100 % =50,8%, der Momen-

Cp, T (B,
tensumme mit umgekehrter Drehrichtung

Cs
vom Triiger 1 und 100— 22/ =492%

€, tCs,
vom Tréger II aufgenommen werden. Man
erhilt
Mi)= —116,55, M) =—112,88.
An den gegeniiberliegenden Lagern ergibt
sich jeweils die Hilfte dieser Momente als
Reaktionsmoment, also
MY) = —58,28, ME)= —56,44.
Nun wird bei C die Momentensumme
MO+ ME+ME)
= —248,29 + 65,05 56,44 = — 239,68
gebildet und gemdB den Steifigkeiten der
Stidbe II und III verteilt. Hier ist

_4EJ, 4EJ,  _4EJy 4EJ
=L T30 T, 378
Ccz

und damit gehen 100

% =64,3% der

CCZ C(:3
Momentensumme mit umgekehrtem Dreh-

4

. . Cc,
sinn in den Triger II und 100

Ccz + C(_‘3
=135,7%, in den Triger III. Wir erhalten
M&’z’ = +154,11, ME) = + 85,57,
und an den gegeniiberliegenden Lagern je-
weils die Hilfte:

M) = +77,06, M) = +42,79.

In dieser Weise wird das Verfahren mit den-
selben Verteilungskoeflizienten an den La-
gern fortgesetzt. Die Momentenanteile wer-
den immer kleiner, das Trigersystem nihert
sich immer mehr dem bei B und C nicht ein-
gespannten Zustand, das Verfahren konver-
giert. Der vollstindige Ausgleich ist in Ta-
belle 1 angegeben. Wenn wir nur mit zwei
Stellen nach dem Komma rechnen, bricht das
Verfahren nach 10 Iterationsstufen ab. Die
Summe aller Momentenanteile in den einzel-
nen Spalten ergeben die Momente im Durch-
lauftriger (Bild 11) an den Stiitzstellen A, B,
C und D (siche Tabelle 1).

So wie hier bei der Lukenkonstruktion lassen
sich auch die Momente in den Querrahmen
(Bild 9) bestimmen. Die Belastung besteht
hier aus der Deckslast und dem seitlichen
Wasserdruck. SchlieBlich lassen sich auch
Trigerroste gréBeren AusmaBes auf diese
Weise berechnen.



Tabelle 1
« 0,508 0,492 + | « 0,643 0,357 —»
A B Cc D

+ 18,86 — 18,86 +248,29 | —248,29 + 65,05 | —65,05
— 58,28 —116,55 +22943 —112,88 | — 56,44 —183,24

0 + 77,06 | +154,11 —239,68 + 8557 | +42,79 -
—19,57 - 3915 + 7706 — 3791 [ — 18,96 0

0 + 609 [+ 12,19 — 1896 + 6,77 [+ 338
— 1,55 - 309 + 609 — 300 |- 150 0

0 + 048 |+ 09 — 150 + 054 |+ 027
- 0,12 - 024 + 048 - 024 [ — 0,12 0

0 + 004 |+ 008 — 012 + 004 )+ 002
- 001 - 002 + 004 — 002- 001 0

0 0 + 001 - 001 0
—60,67 —177,91 +17791 | —157,97 +157,97 | —18,59

Mathematisch lduft das im Fall der Luken-
konstruktion beschriebene Iterationsverfah-
ren auf die iterative LOsung eines linearen
Gleichungssystems hinaus, wobei die Unbe-
kannten die Momente M4, My, M¢c, Mp an
den Lagerstellen sind. Bei der Berechnung
groBerer Strukturteile des Schiffes (Rahmen
mit vielen Trigern, Tragerroste) sind manch-
mal 100 und mehr lineare Gleichungen mit
ebensovielen Unbekannten zu 16sen. Dann ist
der Einsatz von Rechenautomaten und die
Heranzichung anderer geeigneter Losungs-
algorithmen unumginglich.

5. Die Liingenfestigkeit und einige
weitere Aufgaben der Schiffsfestigkeit

Nicht nur die Beanspruchung einzelner Bau-
teile und groBerer Teilkonstruktionen des
Schiffes ist fir den Schiffbauingenieur von
Interesse, sondern auch die Festigkeit des
Schiffes als Gesamtverband (Lingsfestigkeit
des Schiffes). Dabei kann das Schifl im ein-
fachsten Modell als ein Balken mit stiick-
weise konstantem Querschnitt und stiick-
weise konstanter Belastung aufgefaBt werden,
der an seinen Enden fret ist, d. h. das Biege-
moment und die Querkralt sind dort Null.
Die Belastung p(x) in Abhéngigkeit von der
Ortskoordinate x eines solchen Balkens setzt
sich aus folgenden Anteilen zusammen:
~ Gewicht des Schifles mit Ausriistung
— Gewicht der Antriebsanlagen (Maschine,
Wellenleitung, Schiffsschrauben)
— Gewicht der Ladung
— Gewicht der Vorrite (Brennstoff, Wasser
usw.)
— Gewicht des festen und fliissigen Ballasts
— Auftrieb des Schiffskorpers im Wasser
(wirkt den anderen Gewichten entgegen).
Bei der Berechnung der Trégheitsmomente
J(x) (bzw. der Steifigkeiten EJ(x)) in den
einzelnen Querschnitten des Schiflfes werden
alle Langsverbande berticksichtigt. Typische
Beispiele [iir die Massenverteilung m(x) pro
Lédngeneinheit, die (iir die Gewichtsverteilung

ohne Auftrieb maBgebend ist, und die Steifig-
keitsverteilung EJ (x) eines Schilfes findet man
in Bild 13.

Bild 13 -

EJm| m(xn)

- _ Schiffstange ~ ~ [ X
Ist die Belastung p(x) bekannt, dann kann
man durch zweimalige numerische Integra-
tion der zwischen der Belastung p(x) und
dem Biegemoment M (x) giiltigen Beziehung

M"(x)=p(x) (24
unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen (Biegemoment und Querkraft an den
Schiffsenden Null) zunidchst das Biegemo-
ment bestimmen. AnschlieBend 1dBt sich
dann aus der Diflerentiaigleichung der Biege-
linie (11), die hier in der Form

i M(x)

y (x)=m
geschrieben werden kann, ebenfalls durch
zweimalige numerische Integration der Glei-
chung (25) die Durchbiegung y (x) des Schilfs-
korpers errechnen.

Um den ungiinstigsten Fall hinsichtlich der
Beanspruchung des Schiffskérpers herauszu-
finden, miissen i.a. verschiedene Situationen
untersucht werden:

Schiff im Glattwasser, Schilf auf einem Wel-

23)

lenberg, Schiff im Wellental, Schiff bei unter-

schiedlichen Beladungszustdnden (volle Bela-
dung, Ballastfahrt usw.).

Bei diesen Berechnungen werden ellektive
Verfahren der numerischen Integration be-
notigt, die sich aul Rechenautomaten reali-
sieren lassen.

Es gibt genauere Modelle fiir die Beschrei-
bung der Lingsfestigkeit des Schifles, z. B. die
Beriicksichtigung der Decksaufbauten, wobei
sowohl der Schiflsboden als auch jedes ein-
zelne Stockwerk als Balken aufgefaBt wird.
Dieses Modell wird durch ein gekoppeltes
Differentialgleichungssystem beschrieben. In
einem anderen Modell wird das Schill durch
ein ebenes oder rdumliches Balkentragwerk
dargestellt. Die erforderlichen Rechnungen
hierbei sind allerdings sehr aufwendig.
Natiirlich gibt es noch eine Vielzahl anderer
spezieller Bauteile im Schiff, deren Festigkeit
unter bestimmten Belastungen untersucht
werden muB. Besonders wichtig ist die Be-
rechnung von Platten, die im Schill iiberall
vorkommen. Hierzu sind gewisse partielle
Diflerentialgleichungen unter bestimmten
Randbedingungen numerisch zu 16sen. Dazu
eignen sich sogenannte Dillerenzenverfahrcn
oder auch die Methode der finiten Elemente,
auf die wir hier selbstverstindlich nicht ein-
gehen konnen. Aber auch Stabilititsproble-
me, z. B. das Ausknicken von Stiben oder das
Ausbeulen von Platten unter gewissen kriti-
schen Lasten, gilt es analytisch und nume-
risch zu untersuchen.

Mit der Schiffsfestigkeit im Zusammenhang
steht das Gebiet der durch die Maschine
bzw. den Propeller erzwungenen Schifls-
schwingungen und bestimmter Resonanz-
schwingungen einzelner Teile des Schiffes
(z. B. der Decksbeplattung). Die Losung dieser
Probleme erfordert ebenfalls eine Vielzahl
analytischer und numerischer Methoden und
Verfahren und damit ein reiches Anwen-
dungsfeld der Mathematik.

Der Schilfbauingenieur kann die im Schifl-
bau anstehenden mathematischen Aufgaben
und deren numerisch-rechentechnische L&-
sung weitgehend selbstindig bearbeiten. Da-
zu erhélt er eine gut fundierte mathemati-
sche Ausbildung wihrend seines Studiums.
In viclen Fillen kann man aber auf eine
interdisziplinire Zusammenarbeit zwischen
Ingenieur, Mathematiker und Informatiker
nicht verzichten. H.-W. Stolle

Alle Suhler Teilnehmer erhielten diese Karte.
Entwurf: D. Kiehle, Mathematiklehrer, F.-
Kdhler-OS Suhl

& Ol ymt cacdeé
{ des
Stadtferetsts

Suh l
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Kopfchen, Kopfchen
Spiele
und Knobeleien

In Spielzeugladen in der Sowjetunion kann
man mit etwas Gliick sehr preiswert kleine
Spiele erstehen, die helfen sollen, das geo-
metrische Vorstellungsvermégen und das lo-
gische Denken zu entwickeln. Einige derartige
Spiele wollen wir uns hier gemeinsam an-
sehen. Ihr konnt sie leicht nachbauen und
werdet bestimmt viel Freude daran haben.
Beim Spiel I'excatpuon (Hexatrion) sind aus
12 Elementen verschiedene geometrische Fi-
guren zusammenzulegen. Jedes Element be-
steht aus 6 gleichseitigen Dreiecken (hieraus
leitet sich der Name des Spiels ab). Ihr findet
die 12 Elemente in Bild 1, iibertragt sie auf
Zeichenkarton, Sperrholz oder Plastmaterial
(Schreibtischauflage), und schneidet oder sigt
jedes Element je einmal aus. Nun kénnt ihr
versuchen, Figuren zusammenzubauen.
Es gibt dafiir sehr viele verschiedene Még-
lichkeiten. Einige sind in Bild 2 dargestellt.
Allerdings muB man sich intensiv damit be-
schaftigen. Die Losungen sind nicht ganz
einfach zu erhalten.
Auch mir sind viele noch nicht bekannt.
Ebenso wie Hexatrion ist auch das Spiel
IMentamuno (Pentamino) fiir Schiiler der
Mittel- und Oberstufe sowjetischer Schulen
gedacht. Auch bei Pentamino sind aus 12 Ele-
menten geometrische Figuren zusammen-
zufigen, die einzelnen Elemente bestehen
hier aus jeweils 5'Quadraten in unterschied-
lichen Anordnungen (Bild 3).
Ich habe 9 Figuren (Bild 4) ausgewihlt, die
ihr mit Pentamino konstruieren konnt. Eine
Unmenge weiterer Figuren konnt ihr euch
selbst ausdenken.
Viel Freude beim Entwerfen schoner Figuren
und Muster!

' W. Schmidt
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Hexatrion
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Ein Blick
in das ,,geistige Labor*
von Leibniz

Der Mathematikhistoriker, der mit hand-
schriftlichen Quellen arbeitet, muB wenig-
stens drei Hindernisse iiberwinden, bis sich
ihm der Zugang zum Inhalt des Textes er-
schlieBt. Er muB erstens die Schrift lesen kén-
nen. Schon dies Entziffern ist oft ein miihe-
volles und zeitraubendes Unterfangen. Das
zweite Hindernis ist die sprachliche Barriere.
Sie kann darin liegen, daB sich der Autor
einer Fremdsprache bedient hat und (oder)
sich in einer uns heute fremden Rechtschrei-
bung und Zeichensetzung, unter Benutzung
ungewohnter, altertiimlicher Wendungen
ausdriickt. Und schlieBlich liegt eine weitere
Hiirde auf dem Weg zum Verstandnis in der
Verwendung iiberholter mathematischer
Symbole und Begriffe, Zeichen und Fach-
worter. Hat der Historiker all diese Hinder-
nisse iiberwunden, braucht er noch keines-
wegs am Ziel zu sein, denn oft genug fehlen
bei flichtigen Notizen Hinweise auf den Zu-
sammenhang.

Ein solches Beispiel wollen wir hier als Auf-
gabe fiir Knobler vorfiihren. Die Hindernisse
haben wir beseitigt. Wir bringen eine Tran-
skription der in Rede stehenden Tabelle, in-
dem wir die Zahlen zuvor geordnet und ver-

1 6 5 1 1

2 36 25 11 10 1
3 216 125 91 75 15
4 1296 625 671 500 150
5 7776 3125 4651 3125 1250
6 46656 15625 31031 18750 9375

- ,'h- .

i ooy O
> ettty

vollstindigt haben, und zwar unter Weglas-
sung allen uberfliissigen Beiwerks. Zur Er-
leichterung der Losung geben wir zudem aus
dem teils lateinischen, teils franzosischen Be-
gleittext die Stichworte ,,Wiirfel*‘ und ,,K om-
binationen** (siche Bild).

Es handelt sich um eine Tabelle des groen
Philosophen und Mathematikers Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716) aus dem
Jahre 1676.

Leibniz hatte eine Vorliebe fiir Tafeln. Er be-
nutzte sie, um induktiv Gesetze und Regeln
zu finden, die dann ihrerseits zur Anlegung
weiterer Tabellen zwecks Einsparung kiinfti-
ger Rechenarbeit gebraucht wurden. Hierbei
werden wir an den ,,Fiirsten der Mathemati-
ker* Carl Friedrich Gauf (1777 bis 1855)
erinnert, der allerdings die gewissermaBen auf
experimentellem Wege gefundenen Gesetze
nachtriglich streng bewiesen hat.
Wenn wir annehmen, daB einige Leser daran-
gehen werden, den Sinn der Tabelle zu deuten,
so tun wir das, weil Mathematiker von jeher
einen Hang zum Entschliisseln (oder auch
zum Verschliisseln) gehabt haben. Leonhard
Euler (1707 bis 1783) und der englische Ma-
thematiker Charles Babbage (1792 bis 1871)
waren beispielsweise, um nur zwei Namen zu
nennen, Meister des Dechiffrierens. GauB
andererseits liebte es, ihm besonders wert-
volle Resultate zu verschlisseln.

K.-R. Biermann

1
20 1
250 25 1
2500 375 30 1
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A2a Cryptarithms

A popular puzzle is to take someone’s name
or a well-known saying and make it into an
addition or subtraction sum. It is often
necessary to add an extra condition in order
to make the answer unique.

(L]
[
O

Example. HOW (Note the ‘0
IS is a letter.)
+HIS
SIS

Each letter stands for a different digit and
SOW is a perfect square. A standard con-
vention is that the left-hand end letter of
each word does not stand for zero.

A3 a Une baignoire est remplie par son
robinet en 10 minutes et vidée par sa bonde

1 ;
en i d’heure. On ouvre le robinet et on

oublie de fermer la bonde; au bout de
combien de temps la baignoire sera-t-elle
pleine?

; l’ e 0 ‘”'? i ’&a
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In freien Stunden - alpha-heiter

1

Wie alt sind sie?
Ralf, Roland und Riidiger sind Briider. Zusammen

sind sie 34% Jahre alt. Ralf ist der Jiingste, Roland ist

2% Jahre alter als er und Riidiger 2% Jahre dlter als
Roland. Nun findet heraus, wie alt jeder der Briider

ist! aus: NBI, Berlin

Drachenlabyrinth

Wie findet der kampflustige und mutige Herakles den
richtigen Weg vom K opf bis zum Schwanz der Sirene?

aus: Filles, Budapest

8,9, 10, 12,13, 14, 16, 17

3.5.6,8 9,9 11,15
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Sinnvolle Begriffe gesucht

Vor die folgenden Bruchstiicke von Wortern ist jeweils
das Zahlwort fiir eine natiirliche Zahl so einzusetzen,
daB sinnvolle Begriffe entstehen. Sei a die Summe der
unter A4 eingefiigten, b die Summe der unter B ein-
gefiigten Zahlen, so ergibt a—b das Todesjahr von
Carl Friedrich GauB.

A....... schonchen, .. .tagsfliege, . . ..erbahn,
...topfesser, ....... fiiBler

B...... schaft, ..... meter, ..... auge, . ...meilen-
stiefel, . ...waldstatter See, ..... zack, ..... ge-
stirn, . ...baum, ... .kidsehoch, ....schlifer,
..... groschenoper.

OSIR K. Lehmann, VLAV, Berlin

Kryptarithmetik
Jeder Buchstabe entspricht einer Ziffer von 0 bis 9,

gleiche Buchstaben bedeuten gleiche, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern.

GAUSS EULER
+ EULER + HERON
68003 71677
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden
Fiirbung einer Landkarte

Die Skizze zeigt acht Linder;esseien 1,2, 3,4,5,6,7, 8
die Namen dieser Linder. Wie konnen wir diese Land-
karte mit den vier Farben Rot, Blau, Gelb und Griin
farbig gestalten, so daB fiir jedes Paar benachbarter
Linder die Farbungen verschieden sind?

aus: Urania, Berlin




Fiinf KongreBteilnehmer im Gespriich

Fiinf Teilnehmer eines K ongresses bemerken, daB man
durch Umstellen der Buchstaben ihres Vor- und Zu-
namens mathematische Begriffe erhalten kann, von
denen vier zu ein und demselben Stoffkomplex ge-
hérén. Nur einer der Teilnehmer tanzt in dieser Hin-
sicht also etwas aus der Reihe. Um wen handelt es

sich?
EVI SINNOR REMO TAPUTIN
RITA ONAYVI FRANK SEUMIG
INA BOMITKON
Student Mario Richter, Berlin
Unterwegs ins Bad

Einige der Fahrgiste im Bus sind zum Bad unterwegs.
Welche sind diese? Man kann sie im Bad wieder-

erkennen. aus: Files, Budapest
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Eins von fiinf!

Die numerierten Bilder folgen einer gewissen Gesetz-
maBigkeit. Ein Bild paBt jedoch nicht hinein. Welches?

11 Lls aus: Rohd¢, Prag
7 2 9 &
L;"s v\%

1

59 73 49 BL
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3 4 5

Ein Schiff und ein Anker

Zu jedem Schiff gehort ein Anker, der an einer schwe-
ren Kette befestigt ist.

Jede Kette besteht aus 6 Gliedern (sie sind die von
Punkt zu Punkt filhrenden Geradestiicke). Als Bei-
spiel wird eine Kettenverbindung im oberen linken
Eck gezeigt. Man trage die anderen Ketten so ein, daB
die Ketten nur senkrecht oder waagerecht liegen diir-
fen (nicht diagonal), und sie diirfen sich weder kreuzen

oooooo@oo
@éooooooo

noch beriithren. Die eingerahmte ,,Insel* bleibt un-
angetastet.
Zu welchem Schiff gehort welcher Anker?

aus: math pie, London

Vexierbild

Sokrates trinkt auf das Wohl von Xantippe.
Wo ist sie zu finden?

aus einem griechischen Magazin (1899)
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Ludwig Boltzmann

Seit der Herausbildung einer wissenschaft-
lichen Physik durch Galilei, Newton u. a. bis
zum Ende des 18. Jh. hatte sich das Interesse
der Wissenschaftler auf mechanische Prozesse
konzentriert, deren wesentliches Merkmal
vom Standpunkt der Energieumwandlung
das im Idealfall verlustiose Wechselspiel zwi-
schen kinetischer und potentieller Energie ist,
beispielhaft illustriert durch den Pendelvor-
gang. Der Fortschritt der Physik wire sogar
undenkbar gewesen ohne die anfingliche be-
wubte Vernachldssigung von Energieverlu-
sten durch Reibung usw. und die dadurch
erreichte theoretische Umkehrbarkeit der
mechanischen Vorginge. Die Erfindung der
Dampfmaschine und ihre industrielle Nut-
zung lenkten die Aufmerksamkeit der Natur-
wissenschaftler zu Beginn des 19. Jh. auf die
Nichtumkehrbarkeit aller Prozesse, bei denen
in wesentlichem Umfang mechanische Ener-
gie in Wiarme oder umgekehrt verwandelt
wird, und es bildete sich ein, explizit zuerst
von Rudolf Clausius (1822 bis 1882) formu-
lierter, anfangs noch verschwommener Be-
griff von einer als Entropie bezeichneten
physikalischen Gr~Be heraus, deren Betrag
bei Energieumwandlungen héchstens zuneh-
men kann und tatsichlich in dem MaBe zu-
nimmt, wie ,,wertvolle'* Energie in weniger
wertvolle Energie, namlich Wirmemenge
von geringer Temperatur, verwandelt wird.
Clausius schloB aus seinen Uberlegungen vor-
eilig auf einen ,,Warmetod*, d. h. einen End-
zustand volliger Entwertung aller Energie,
dem das Weltall unaufhaltsam zustrebe.

Am Ende der klassischen Periode dieser
neuen Ideen steht der osterreichische Physi-
ker Ludwig Boltzmann (geb. 20.4. 1844 in

88 - alpha, Berlin 17 (1983) 4

Wien, gest. 5.9. 1906 in Duino, einem kleinen
Ort bei Gorizia an der heutigen italienisch-
jugoslawischen Grenze), der nach Zwischen-
stationen in Graz, Miinchen und Leipzig bis
zu seinem Tode in seiner Heimatstadt Wien
wirkte und als eigentlicher Begriinder der
statischen Physik gilt. Boltzmann prézisierte
die Entropie als Logarithmus einer geeignet
definierten Wahrscheinlichkeit des betrachte-
ten physikalischen Zustands und erklirte die
Tendenz der Prozesse zur Entropiezunahme
somit als Streben nach dem wahrscheinlich-
sten ,,Gleichgewichtszustand** des jeweiligen
Systems. Fruchtbar erwies sich dieser Stand-
punkt vor allem in der Thermodynamik, in-
dem er es gestattete, makroskopisch beobach-
tete GroBen wie Druck, Temperatur und
Volumen.einer Gasmenge mittels mathemati-
scher Methoden aus dem Bereich der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Statistik auf die
zufillig verteilten, im Detail nicht beobacht-
baren mechanischen Bewegungen der einzel-
nen Gasmolekiile zuriickzufiihren. Diese
Richtung der Physik hat seit Boltzmanns
grundlegenden Gedanken einen ungeheuren
Aufschwung genommen, wobei freilich Boltz-
manns Theorie aus heutiger Sicht nur eine im
Normalfall geltende Nidherung der tatsich-
lichen Beziehungen ist.
AnlidBlich des 75.Todestages von Ludwig
Boltzmann erschien in Osterreich die abge-
bildete Gedenkmarke. Unter den ,,10 mathe-
matischen Formeln, die das Gesicht der Erde
verdnderten* (Nikaragua 1971) ist ebenfalls
eine Marke dem Boltzmannschen Gesetz
(besser: Prinzip) S=k-InW (S Entropie,
k Boltzmannsche Konstante, W thermodyna-
mische Wahrscheinlichkeit) gewidmet, das
in dieser Form auf seinem Grabstein ein-
gemeiBelt ist, jedoch so explizit mit dem
numerisch bestimmten Proportionalitétsfak-
tor k erst von Max Planck (1858 bis 1947)
im Jahre 1906 formuliert wurde.
Uber Leben und Werk von L.Boltzmann
gibt es ein Buch von E. Broda (Berlin 1957).
P. Schreiber

1.d3e5
Bild 1

2. Dd2 Dh4

Schach und Mathematik

Die Ahnlichkeit zwischen mathematischer
Denkweise und den beim Schachspiel not-
wendigen Uberlegungen ist wahrscheinlich
fiir jeden offensichtlich. Beide erfordern her-
vorragende logische Fahigkeiten und hohes
Kombinationsvermogen.

So wird zum Beispiel die Anzahl der beim
Schachspiel auftretenden Moglichkeiten da-
durch charakterisiert, daB jeder der Spieler
zu Beginn der Partie unter 20 Ziigen wihlen
kann, die Anzahl der moglichen Stellungen
nach dem ersten Zug beider Spieler also 400
betriigt. Wie man sich iiberzeugen kann, sind
nach dem zweiten Zug von Weill 5206 Stel-
lungen moglich. Hierbei haben wir beim Zu-
sammenzihlen der Fille nicht beriicksichtigt,
daf} eine Stellung auf mehr als eine Weise
entstehen kann. So sehen wir zum Beispiel
die Fille 1. e4 €5 2. Sc3 und 1. Sc3 5 2. e4
als identisch an. Wenn wir diese als verschie-
den betrachten, bekommen wir etwa das
Doppelte von 5206.

Folgende Aufgabe, die von Fritz Hoffmann
(Internationaler Schiedsrichter fiir Schach-
kompositionen) stammt, gilt es zu l6sen!
Wieviel verschiedene Stellungen sind nach
zwel Ziigen aus der Partieanfangsstellung
moglich, wenn dabei beide Spieler die Dame
gezogen haben? Siehe dazu die beiden Bei-
spiele!

l.cdc5
Bild 2

2. Dc2 Dc7



XXIIIL Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
Schulolympiade (1. Stufe)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1983

Achtung : Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemein-
schalten bekannt sind, miissen alle verwen-
deten Aussagen prizise formuliert und be-
wiesen werden.

Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrech-
nungen, Konstruktionen, Hillslinien) mul
deutlich erkennbar sein. Die Gedankengédnge
und Schiiisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die Losun-
gen und Punktbewertungstabellen werden ab
Oktober 1983 veroflentlicht.

Hinweis: Unter den Aulgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist es
die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teilaufga-
ben von steigendem Schwierigkeitsgrad be-
stehen. Dabei ist Teil a) meist recht einfach
zu 10sen und gibt in der Regel Hilfe fiir die
Losung der anderen Teilaulgaben. Die Lo-
sung der letzten Teilaufgabe stellt bewuBt
hohe Anforderungen. Diese Teilaufgabe ist
vorwiegend fiir die leistungsstirksten Schiiler
gedacht. Es wird emplohlen, iiber diese an-
spruchsvollen Aufgaben in Klassen und Ar-
beitsgemeinschalten zu diskutieren.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels < ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
A und B, wihrend 4B die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

230511 Bernd, Peter und Fred nahmen mit
Erfolg an der Schulolympiade teil. Jeder von
thnen bekam genau eine der folgenden drei

Auszeichnungen: 1. Preis, 2. Preis oder Di-

plom.

Ferner ist bekannt:

(1) Der Schiiler mit dem 2. Preis ist dlter als
Bernd.

(2) Fred erhielt nicht den 1. Preis.

(3) Bernd gehort keiner mathematischen
Arbeitsgemeinschaft an.

(4) Der Schiiler, der den 1. Preis.errang, ist
in einer mathematischen Arbeits-
gemeinschaft.

Wer von ihnen erhielt den 1. Preis, wer von

ihnen erhieit den 2. Preis, und wer von ihnen

erhielt das Diplom?

Begriinde deine Antwort!

230512 Die MaBzahlen der (in Zentimeter
gemessenen) Seitenldngen eines Dreiecks sind
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.
Der Umfang dieses Dreiecks betrigt 42 cm.
Wie lang sind seine drei Seiten?

230513 Fiir die Buchstabena, b, c,d, e, fsind
in den nachstehenden Aufgaben (1) bis (6)
natiirliche Zahlen so einzusetzen, daB richtig
gerechnete Aufgaben entstehen. Dabei sollen
gleiche Buchstaben gleiche Zahlen und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Zahlen
bedeuten. '

(1) a+b+c=21,

@ b-c=42,
%) c+d=170: b,
) e:a=d,
%) ¢c=54:9,

6) a+b+c+d+e+f=60.
Finde eine solche Eintragung und iiberpriife,
ob sie alle Forderungen erfiillt!

230514 In die leeren Felder des Bildes sind
natiirliche Zahlen so einzusetzen, daBl alle
waagerechten und senkrechten Aufgaben
richtig gelost werden.

s{+] |-} |=7
.%-}-/./
Sl s 5|=3
-VA-VA+V
+{2]-{2]=6

1
=2 =4V 4=7

a) Gib eine solche Einsetzung an'!

b) Es gibt insgesamt vier solche Einsetzungen.
Erkldre, wie man diese [inden kann und gib
sie an!

Olympiadeklasse 6

230611 Die Bilder a) bis c¢) zeigen drei
Wiirfelnetze.

a) b) |*

.
—

Wie konnen die Punkte auf dem Wiirfelnetz
b) und auf dem Netz c) verteilt werden, da-
mit der gleiche Wiirfel entsteht wie aus dem
Netz a)? Gib je ein Beispiel fiir b) und c) an!

230612 Eine Brigade kaulte fiir ihre Paten-
klasse drei Biicher und zwei Bille. Eine
andere Brigade kaufte drei Biicher und vier
Bille. Alle Biicher kosteten gleich viel. Alle
Bille kosteten ebenfalls gleich viel. Die erste
Brigade bezahlte 15 Mark, die zweite Brigade
bezahlte 24 Mark.

Wieviel Mark kostete ein Buch? Wieviel
Mark kostete ein Ball?

230613 1Im Bild sind zwei gleichgroBe Qua-
drate ABCD und EFGH gezeichnet, die genau
vier Randpunkte (E, F, P und Q) gemeinsam
haben. H

m

A F B

Zeichne zwei gleichgroBe Quadrate ABCD
und EFGH, die so liegen, daB sie

a) genau einen Punkt,

b) genau zwei Punkte,

c) genau drei Punkte,

d) genau fiin[ Punkte,

¢) genau sechs Punkte,

[) genau sieben Punkte,

g) genau acht Punkte

gemeinsam haben! Eine Begriindung wird
nicht verlangt.

230614 Luise will so rasch wie moglich vom
Eingang (E) zum Ort des Pionierpresselestes
(Ziel (Z)) gehen. Aufl dem skizzierten (nicht
maBstdblichen) Plan sind alle moglichen We-
ge vom Eingang zum Ziel sowie jeweils die
Minuten angegeben, die [iir die verschiedenen
Teilstrecken gebraucht werden. Jeder Teil-
nehmer erhilt einen derartigen Plan und soll
angeben, wie er aul dem schnellsten Wege
zum Ziel kommt.

Eingang
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a) Gib einen Weg an, fiir den moglichst wenig
Zeit gebraucht wird! Wieviel Minuten sind fir
diesen Weg ausreichend ?

b) Gib noch mindestens zwei weitere der-
artige Wege an!

Hinweis: Um die Angabe der Wege zu er-
leichtern, werden die Abzweigungs- bzw.
Kreuzungspunkte mit 4, B, C, D, ..., P be-
zeichnet, wie es im Bild angegeben ist.

Olympiadeklasse 7

230711 Der Weg von A nach B soll durch
alle 56 Felder der untenstehenden Figur
fithren. Dabei soll jedes Feld nur einmal be-
treten und jede ,,Tir" hochstens einmal be-
nutzt werden.

Gib einen solchen Weg an! Eine Begriindung
wird nicht verlangt.
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230712 Ein Kraftwagen fahrt auf einer
Autobahn mit einer konstanten Geschwindig-

keit von 80 !(hE Ein zweiter Kraftwagen be-

findet sich 2 km hinter dem ersten und [@hrt
in derselben Richtung mit einer konstanten
km

-

a) Wieviel Minuten bendtigt der zweite Kraft-
wagen, bis er den ersten einholt?

b) Wieviel Kilometer legt der zweite Kraft-
wagen zuriick, bis er den ersten einholt?

Geschwindigkeit von 85

230713 Es sei ABCD ein Rechteck, dessen
Diagonalen einander im Punkt S schneiden.
Der Winkel ¥ ASB habe die Grofle 120°.
Ermittle die Diagonalenldngen 4AC und BD in
Abhingigkeit von der Seitenliinge BC!

230714 Zwei Spieler A und B spielen auf
einem ,,2 x 10-Brett* folgendes Spiel: (Bild a)

123456 7 8910

Zu Beginn lost A in jeder der Zeilen a und b
ein Feld aus und besetzt es jeweils mit einem
weilen Stein. Danach lost B ebenfalls in jeder
der Zeilen a und b ein Feld aus, das aber stets
rechts von dem von A ausgelosten Feld liegen
mubB, und besetzt es jeweils mit einem schwar-
zen Stein. Beispielsweise ist Weil:

a9, b2; Schwarz: al0, b7 (Bild b) eine mog-
liche Anfangsstellung.

90 - alpha, Berlin 17 (1983) 4
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Nun ziehen A und B abwechselnd, wobei A
beginnt. Wer am Zug ist, muB} (genau) einen
seiner beiden Steine in dessen Zeile um min-
destens ein Feld; jedoch héchstens bis zum
Spielfeldrand bzw. bis zum Feld unmittelbar
neben dem gegnerischen Stein beliebig nach
links oder nach rechts ziehen. Sieger ist, wer
die Steine des Gegners so blockiert, daB dieser
nicht mehr zichen kann.

a) Gib fiir [olgende Anfangsstellungen an, wie
A ziehen und dann auf jede Zugmoglichkeit
von B so antworten kann, daB er mit Sicher-
heit siegt:

(1) WeiB: a9, b2; Schwarz: al0, b7.

(2) WeiB: a3, b5; Schwarz: a8, bé.

(3) WeiB: a8, b4; Schwarz: al0, b7.

(4) WeiB: a4, b2; Schwarz: a8, bS.

b) Entscheide, ob A von den folgenden An-
fangsstellungen aus den Sieg erzwingen kann:
(5) WeiB: a2, b4; Schwarz: a7, b9.

(6) WeiB: a6, b2; Schwarz: a8, b5.

(7) WeiB: a5, b3; Schwarz: a8, b6.

c) An welchen Merkmalen einer Anflangs-
stellung kann man stets erkennen, ob A den
Sieg erzwingen kann?

Olympiadeklasse 8

230811 Ein quaderformiger Holzblock hat
eine Masse von 25 g Welche Masse hat ein
quaderformiger Holzblock gleicher Holzart
mit den vierfachen Kantenldngen?

230812 Ermittle alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen » mit folgenden Eigenschaften:
(1) Die Quersumme von n ist 17.

(2) Multipliziert man die erste Ziffer (d. h. die
Hunderterziller) von n mit 4, so erhdlt man
eine zweistellige Zahl, und zwar gerade, die
aus den letzten beiden Ziflern von n gebildete
Zahl.

230813 Auf einer 22,5 km langen StraBen-
bahnstrecke sollen Wagenziige wihrend der
Zeit von 8.00 Uhr bis 16.00 Uhr in beiden
Richtungen in zehnminiitigem Abstand ver-
kehren, beginnend mit der Ablahrtzeit genau
8.00 Uhr an beiden Endhaltestellen. Die
Durchschnittsgeschwindigkeit der Wagen-

ziige betrage 18 kh_m

Jeder Wagenzug, der an einer Endhaltestelle
angekommen ist, soll bis zu seiner Abfahrt
eine Pause einlegen, die mehr als 10 Minuten,
aber weniger als 20 Minuten betrigt.

a) Wann hat der Wagenzug, der um 8.00 Uhr
an einer Endhaltestelle abfuhr, dieselbe End-
haltestelle zum zweiten Mal zu verlassen?

b) Wieviel Wagenziige sind ausreichend, um
den geschilderten Verkehrsablauf einzuhal-
ten?

c) Wieviel Zeit vergeht fiir einen Wagenzug,

der sich aul der Fahrt von einer Endhaltestelle
zur anderen befindet, durchschnittlich von
einer Begegnung mit einem entgegenkom-
menden Wagenzug bis zur Begegnung mit
dem nichsten entgegenkommenden Wagen-
zug?

230814 a)Es sei ABCD ein Quadrat mit der
Seitenlinge a=12cm. Gesucht sind drei
Punkte P, Q, R, die so auf der Berandung
dieses Quadrats liegen, daB die Strecken AP,
,‘4Q, AR das Quadrat in vier flichengleiche
Teile zerlegen.

Gib solche Punkte P, @, R an und weise nach,
daB sie die geforderte Eigenschaft haben!

b) Ermittle entsprechend zwei Punkte S, Taul
der Berandung des Quadrats ABCD, so daB
die Strecken AS, AT dieses Quadrat in drei
flichengleiche Teile zerlegen!

c) Untersuche die Moglichkeit einer entspre-
chenden Zerlegung eines Quadrats (mit der
Seitenlidnge a) in n flichengleiche Teile!

Olympiadeklasse 9

230911 Fiir die Multiplikation zweier na-
tiirlicher Zahlen a und b mit 5£a<10 und
5<b <10 gibt esfolgende ,Fingerregel*: Man
streckt an der einen Hand so viel Finger aus,
wie die erste Zahl a groBer als 5 ist. Das
gleiche macht man mit der anderen Hand fiir
die zweite Zahl b. Die Gesamtzahl der aus-
gestreckten Finger wird mit 10 multipliziert.
Die Zahl der nicht ausgestreckten Finger der
einen Hand wird mit der Zahl der nicht aus-
gestreckten Finger der anderen Hand multi-
pliziert und zu dem vorhergegangenen Pro-
dukt addiert. Die dabet erhaltene Summe ist,
das gesuchte Ergebnis a-b. Beweisen Sie,
daB diese ,,Fingerregel” fiir alle genannten o
und b gilt!

230912 Ermitteln Sie alle diejenigen zwei-

stelligen natiirlichen Zahlen x und y, die fol-

gende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Zahl y entsteht aus x durch Ver-
tauschen der beiden Zilfern.

2) Es gilt x+y=121.

230913 Ein regelmaBiges Tetraeder soll in
drei volumengleiche (nicht regelmiBige) Te-
traeder zerlegt werden.

a) Geben Sie zwei Moglichkeiten einer sol-
chen Zerlegung an! .

b) Beweisen Sie, daB die beiden von Ihnen
angegebenen Zerlegungen verschieden sind!
Dabei wird einer Zerlegung in drei Tetraeder
Ti, T, Ts verschieden von einer Zerlegung in
drei weitere Tetraeder genannt, wenn sich
diese nicht so als T';, T',, T3 bezeichnen
lassen, daB Ty =T'), T, =T, und Th=T;
gilt.

230914 Ein Trapez ABCD mit AB || DC und
AB=a> CD=csoll durch eine zu AB paralle-
le Strecke GH in zwei flicheninhaltsgleiche
Teile zerlegt werden.



Beweisen Sie, daB es genau eine solche
Strecke GH gibt und daB ihre Linge GH=s
eindeutig durch a und ¢ bestimmt ist! Er-
mitteln Sie s in Abhidngigkeit von a und ¢!

Olympiadeklasse 10

231011 Anne setzt in den beiden Termen
a*—b? und a—b je eine natiirliche Zahl fiir
a und b ein. Sie berechnet die dabei entstehen-
den Zahlen. Entsteht aus a>—b? beim Ein-
setzen die Zahl z und aus a—b bie Zahl n, so
stellt Anne fest, daB sich aus z und n dann

151 als eine natiirliche Zahl ergibt. Gilt das
immer?

231012 Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen x, fiir die x> —9x>0 gilt!

231013 Aul einem Schachbrett kann eine
Dame so ziehen, daf sie von ihrem Platz aus
alle Felder in der waagerechten und senk-
rechten Reihe und die Felder in Richtung der
beiden Diagonalen erreichen kann.

7

4;0

3—_0‘

2100}

1 o]0
a b ¢ d

Im Bild ist die Dame durch ein schwarzes Feld
gekennzeichnet, und die von ihr erreichbaren
Felder sind mit Punkten markiert. Die Buch-
staben und Zahlen am Rand dienen zur ein-
deutigen Benennung der Felder. So steht z. B.
die Dame im Bild auf c2.

Auf einem Quadrat aus 4 mal 4 Feldern sol-
len nun vier Damen so aufgestelit werden, daB3
keine Dame auf einem Feld steht, das von
einer anderen erreicht werden kann.

Stellen Sie fest, ob dies moglich ist, und er-
mitteln Sie gegebenenfalls alle Aufstellungen,
die sich nicht durch Drehung oder Spiege-
lung ineinander iiberfiihren lassen!

231014 Ein Wiirfel ABCDEFGH (siehe Bild)
mit der Kantenldnge 5 cm habe bei schrager
. . |
Parallelprojektion mit g = 3 %= 45° (auch
als Kavalierperspektive bezeichnet) das Bild
A'BC'D'E'F'G'H'. Auf den Kanten AE, BF
und CG mégen Punkte P, Q und R so liegen,
daB AP :PE=4:1, BQ:QF=2:3 und
CR :RG=1:4gilt. Der Punkt S sei der Punkt,
in dem die Ebene, die durch P, Q und R geht,

£ H
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t
|
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die Kante DH oder deren Verlingerung
schneidet.

Konstruieren Sie das Bild A'B'C'D'E'F'G'H’
des Wiirfels, konstruieren Sie darin die Bild-
punkte P, Q’, R’ der Punkte P, ¢, R und
dann das Bild §’ des Punktes S! Beschreiben
Sie Ihre Konstruktion von §' und beweisen
Sie, daB der Punkt S bei der Parallelkonstruk-
tion den nach [hrer Beschreibung konstruier-
ten Punkt S’ als Bild hat!

Olympiadeklassen 11/12

231211 In dem folgenden Schema (siehe
Bild) ist in jedes leere Feld jeweils eine Ziffer
so einzutragen, daB eine richtig gerechnete
Divisionsaufgabe entsteht. Insbesondere darf
keine der mehrstelligen Zahlen des ausge-
[tllten Schemas an erster Stelle die Ziffer 0
erhalten.

Teilnehmer des Klubs Junger Mathematiker
Karl-Marx-Stadt beim Training
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Beweisen Sie, daB es genau eine Eintragung
von Ziffern in die leeren Felder gibt, die diesen
Anforderungen geniigt! Ermitteln Sie diese
Eintragung!

231212 Man ermittle alle Tripel (x; y; z) von
Null verschiedener reeller Zahlen, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiil-
len:

X0 m
y .
1 1

yto=-3 4]
z=1 )

231213 Man gebe die Menge aller ebenen,

konvexen, nichtentarteten Vierecke ABCD

an, fur die zwei der vier folgenden Aussagen

wahr und zwei der Aussagen falsch sind:

) Das Viereck ABCD besitzt wenigstens
ein Paar paralleler Seiten.

2 Das Viereck ABCD besitzt vier
gleichlange Seiten.

3) Ein Innenwinkel des Vierecks ABCD
ist ein rechter Winkel.

(3] Kein Innenwinkel des Vierecks
ABCD hat eine GroBe von 90°.

231241 Bernd und Jiirgen mit genau Rinf
roten, genau vier blauen Spielsteinen und
einem Vorratsbehilter, der eine ausreichende
Anzahl gelber Spielsteine enthilt, fiihren ein
Spiel nach folgenden Regeln durch:
Zu Beginn werden die fiinf roten, die vier
blauen und genau drei gelbe Steine auf den
Tisch gelegt. Danach sind die Spieler ab-
wechselnd am Zug. Wer am Zug ist, nimmt
drei beliebige Steine vom Tisch, wobei es nur
verboten ist, drei rote Steine zu nehmen,;
dann verfahrt er nach folgenden Vorschril-
ten:

1) Jeder genommene rote Stein wird
wieder auf den Tisch gelegt.

2 Fiir jeden genommenen blauen Stein
wird ein gelber Stein aus dem Vor-
ratsbehilter auf den Tisch gelegt;
der blaue Stein kommt in den Vor-
ratsbehdlter.

3) Jeder genommene gelbe Stein kommt
in den Vorratsbehilter.

Sind diese Vorschriften befolgt, so hat der

betreffende Spieler seinen Zug beendet.

Hat ein Spieler mit seinem Zug erreicht, da3

nur noch rote Steine auf dem Tisch liegen (so

daB der Gegenspieler keinen Zug mehr an-
schlieBen kann), so hat er gewonnen.

Jiirgen macht den ersten Zug.

Geben Sie eine Strategie an, mit der Jiirgen

den Sieg erzwingen kann!
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Losungen

Lasung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. E. B. Dynkin und
Prof. Dr. W. A. Uspenski

Olympiade-Kryptogramm

Die Buchstaben in dem Wort OLYMPIADE
sind so durch die Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen,
daB wahre Aussagen entstehen. Dabei be-
deuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern.

O0-D+0 = E
OL-D+L = ED

OLY -D+Y = EDA
OLYM-D+M= EDAI
OLYMP-D+P = EDAIP
OLYMPI-D+1 = EDAIPM
OLYMPIA-D+A = EDAIPMY
OLYMPIAD - D+ D = EDAIPMYL

OLYMPIADE : D + E =EDAIPMYLO
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Lasungen zu:

Fiir den Sprachfreund

Zebn Ziffern

Ala Schreibt die zehn Grundziffern (0, 1,
..., 9) so in die Quadrate, daB drei richtig
gerechnete Additionsaufgaben entstehen!
Lasung: 4+6=10;2+7=9;345=8.
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a2 a Einbeliebtes Geduldsspiel ist, irgend-
einen Namen oder ein bekanntes Sprichwort
zu nehmen und damit eine Additions- oder
Subtraktionsaufgabe zu bilden. Es ist oft not-
wendig, eine zusdtzliche Bedingung einzufii-
gen, um eine eindeutige Antwort zu erhalten.
Beispiel (s. englischen Text). (Beachte, daB O
ein Buchstabe ist!): Jeder Buchstabe bedeu-
tet eine unterschiedliche Ziffer, und SOW ist
ein vollstindiges Quadrat. Eine maBgebende
Voraussetzung ist, daB der linke Endbuch-
stabe jedes Wortes keine Null ist.

Losung: 461 4+39+439=939.

a3a Eine Badewanne wird durch ihren
Wasserhahn in 10 Minuten gefiillt und durch

ihren AbfluB in %

den Wasserhahn und vergiBt, den AbfluB zu
schlieBen. Nach welcher Zeit ist die Bade-
wanne gefiillt?

Lésung: Die Anzahl der Minuten sei x, dann
gilt die Gleichung

Stunde geleert. Man 6ffnet

X x
B
>y
150 ’
x=30.

Die Badewanne ist nach 30 Minuten gefiillt.

Lisungen zu: In freien Stunden - alpha-heiter

Wie alt sind sie?

Ralf ist 9, Roland 11% und Riidiger 14 Jahre
alt.

Drachenlabyrinth

18 L] 12 |12

+ + +

10+ |17 9113

1 - 13+ (18|17

2 12 5
Sinnvolle Begriffe gesucht

a=1000+1+8+1+1000=2010

b=100+114+9+74+44+34+7+14+34+7+3
=155

a—b=2010—155=1855

C.F. GauB starb im Jahre 1855.

Kryptarithmetik

38977429026 =68003;
29026+42651=716717.

Fiirbung einer Landkarte

Wir bezeichnen die vier Farben mit a, b, ¢, d
und férben zuerst das Gebiet 1 (s. Skizze) mit a
und 2 mit b. Da 6 ein Nachbar von 1 und 2 ist,
erhilt dieses Gebiet die Farbe c. Die Linder 4
und 6 haben keine gemeinsame Grenze; wir
konnen fiir 4 also auch ¢ wihlen. Da 5 und 1
getrennt liegen, konnen wir 5 mit a fdrben.
Das Gebiet 3 ist ein Nachbar von 1, 2,4, 5, 6;
fiir dieses Gebiet bleibt uns nur die Farbe 4.
Zum SchluB (@rben wir 7 noch mit b und 8
mit d und haben so unsere Aulgabe geldst.

T
7
1l

Fiinf Kongrefiteilnehmer

Frank Seumig paBt nicht zum Quartett der
vier Kombinatoriker (Inversion, Permuta-
tion, Variation, Kreisumfang, Kombination).

Unterwegs ins Bad

Im Bad sind wiederzufinden:
B-5, D-7, G-13, H-17, 1-20,
L-11, P-8, T-6, Z-4.

Eins von fiinf
Bild 2 gehort nicht in die Reihe.

Ein Schiff und ein Anker
pr -0-1-? o o L] R e
é ; o L] Ey
° i--d e
&.—I--I::‘ |4 i
?--‘5 o|lo]oe|o]e o
g 1o flofe}o 1
\‘.A o|le|o|o]e SU—L
SRk ke mand
H-Y r-P—L o ﬂ4 ‘a é
T- o L ° m LI—?_
& é-»—- clo|olb A
Vexierbild

Man drehe das Bild um 180°. Dann ist
Xantippe links oben zu sehen.

Losung zu: Fiir den Schachfreund

Weil erreicht nach 1. c¢3 oder c4 je drei ver-
schiedene Damestellungen, nach 1. e3 oder
ed je vier, nach 1. d4 zwei und nach 1. d3
eine Damestellung. Das ergibt 17 einfarbige
Stellungen. WeiB und Schwarz kombiniert:
17-17=289 Stellungen. Davon sind zwei
illegale Stellungen — so bleibt Schwarz nach
1. ¢3 oder ¢4 d5 2. Dad4 + Ddé6 (?) im Schach-
gebot — zu subtrahieren. Somit ergibt sich als
Losung, daB 287 verschiedene Stellungen
moglich sind.

Ldsung zu: Eine unterhaltsame Aufgabe

von Karl Marx (Original),

Zahl der Minner sei =p, der Weiber =gq;
der Kinder =r; so haben wir:
p+q+r=30; 2)3p+29+r=50;



daraus p, q und r zu finden in ganzen und
positiven Zahlen.
Gleichung 1) gibt
r=30—-p—q;also
p+q<30; setzen wir
den Wert von r in 2-te Gleichung, so
3p+29+30—p—g=>50;also
2p+q+30=50; also
q=20-2p, p+q=20—p<30.
Aus der Gleichung ¢g=20-2p
folgt, daB wenn p=10,

q=20—20=0; wird daher groBere Zahl als

10 fiir p genommenq, so wirde g negativ;
z.B. wenn p=11 wird

p+g=20—pzu
114+ g=20—11, oder
g=20-22=-2,

Dies ausgeschlossen. Fiir p konnen wir also

alle Zahlen nehmen, die nicht > 10. Wir er-

halten dann 11 Antworten, erinnernd, daB
p+4q<30,und g=20-2p

[ist daher p=0, so g=20]:

p=0,1,23,4,56,7,8,9,10,

g=20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2, 0,

r=10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.

SchlieBen wir aus

I) p=0, g=20, r=10, und

II) p=10, g=0,r=20,

d.h. erste und letzte Losung, wo sub I) p=0

und sub II) g =0, so bleiben 9 Losungen.

Lésungen zu: Aufgaben aus der Friihzeit
der Mathematik bei Leonhard Euler,
Heft 3/83

ala a)l 4x+2y+§=100

IL x+y+2z=100
11x+5y =200;
fir x=35 wird y=40—11=29 somit z= 66
Ala b)Euler: Esseidie Zahl der Schweine
gleich p, die der Ziegen gleich g, die der
Schafe gleich r; dann hat man folgende zwei
Gleichungen:
I. p+ g+ r=100,
1L 3bp+ idg4 L= 100,
2 372
Multipliziert man die zweite mit 6, um die
Briiche wegzubringen, so kommt 21p+8¢q
+3r=600. Aus der ersten hat man r=100
—p—gq, und dieser Wert gibt in der zweiten
fiir r gesetzt 18p + 5q =300 oder 5¢ =300—18p
und q=60—1—58p; also muB3 i8p durch 5
teilbar sein oder 5 als einen Faktor in sich
schlieBen. Setzt man also p=5s, wo wird
q=60—18s und r=135+40, wo fiir s eine
beliebig ganze Zahl genommen werden kann,
doch so, daB g nicht negativ wird. Daher
kann s nicht groBer als 3 angenommen wer-
den, und darnit haben, wenn auch 0 ausge-
schlossen wird, nur folgende drei Auflosungen

Geltung: Wenn s= 1, 2, 3,
wird p= 5,10, 15

g=42,24, 6
r=>53,66,79.

A2a a) Bei n Toren sind mitzunehmen
2-(2"—1)+1 Silberstiicke. Bei 4 Toren also
2-(2*~1)+1=2%—1=31 Silberstiicke.

A2a b) Euler: Um die Aufgabe leichter
auflosen zu konnen, setzen wir das ganze
hinterlassene Vermogen gleich z Taler, und
weil alle Kinder gleich viel bekamen, sei der
Anteil eines jeden gleich x; daraus [olgt die

Anzahl der Kinder zu ;

Hieraus wollen wir die Aﬁflésung in [olgender
Art vornechmen:

m
F = 60N, g=9.81

Ges.: Ausnutzung der maximalen Haltkraft
Nach der Skizze ergibt sich folgende Berech-
nung: h=h,+hy, (1a)

t=ty+1, (1b)
_ b vl

h=a- 2= Qa)
hk=vk ‘found vy=a -t (2b) und (2C)

Mit (2a) und (2b) in (1a) ist

Ut 1
h= k2 b+l1k'tk=l)h(5b+tk>.

Das zu teilende Ordnung Anteil jedes Kindes Die Differenzen der
Geld der Kinder Anteile
z das erste x=100+%= 100
10 +100
h 100-2"""_o
) —x—200 10
zZ—Xx das zwegite x=200+2"X"°F
10 +100

100-27 =0
z—2x das dritte x= 300+ﬁ0‘ﬂ

1oof-—xt 300=0
z-3x das vierte x=400+#

100-**1%_¢
z—4x das fiinfte x= sw+$

usw.
z—5x das sechste x=600+$
In der letzten Spalte sind hier die Differenzen  Mit , =t —t, aus (1 b) folgt weiter
angegeben, die entstehen, wenn man jedes hep E+t—t = t-t—"
Erbteil von dem folgenden subtrahiert. Weil —~ *\2 S e )
nun alle Erbteile einander gleich sind, so muB und hieraus
jede dieser Differenzen gleich 0 sein. Da es h ty h 2h

b_a B2 =
sich nun so fiigt, daB alle Differenzen einander ‘ vy und 2 t U und £, =2t v’
gleich sind, geniigt es, daB man eine davon he2-15 s_2 -35m
gleich O setzt. Daher erhalten wir die Glei- =~ = 0s™ ’
chung 100—%“:300=0. Man multipliziert f,=1-s. s .
mit 10 und erhdlt 100—x—100=0 oder LM o Sd;‘ﬁ Beschleunigung
900 —x =0, als® x=900. Hieraus ersehen wir v s m
o . a=—=——=05 (Aus 2¢)

schon, daB das Erbteil jedes Kindes 900 Ta- ty 1s S

ler betragen wird. Nimmt man nun irgend-
eine von den Gleichungen in der dritten
z—100

Spalte, z.B. die erste 900=100+ 0

dann [indet man daraus sogleich z.
Es folgt ndmlich
9000 = 1000 + z — 100 oder 9000 =900+ z,

also z=8100; damit wird %: .

Antwort: Es waren 9 Kinder; das hinterlas-
sene Vermogen betrug 8100 Taler, von denen
jedes Kind 900 Taler erhielt.

Lidsungen zu: alpha-Wettbewerb,
Heft 6/82 — Fortsetzung

Ph9 ®119 Geg:m=4000kg, t=75s,

h=3,5m,v,=30 =052,
min S

Die Beschleunigungskraft ist dann
F,,=m~a=4000kg-0,5;—in=2000N

und die gesamte beim Anheben auftretende
Hubkraft

Magnet
Last
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Fy=m-g+F,=4000-9,81 N+2000 N
=41240N.
Die Ausnutzung der maximalen Haftkraft 5
betrigt dann

Fy 41240N o
_"—F—,w_60—000N=069 69%. .
Die Ausnutzung der maximalen Haftkraft

erfolgt zu 60%;.

Ph10/12 8120 Geg.: R=1Q
Ges.: Rg zwischen 4 und B
Bezeichnet man die Lidnge der Seite des
Quadrates mit a, so wird der Draht durch das
Biegen in die Teilstiicke l=4a+a[/§ zerlegt.
Da die Lingen im Quadrat im gleichen Ver-
héltnis zu den Teilwiderstanden stehen, gilt
I=a(d+]/2),
1=a(@+)/2),

a=mﬂ. (1)

Nach dem Gesetz iiber den verzweigten

Stromkreis ist nun

1, 14)/2
RG T2a 2a 7 /2

also Rg=a(2— [/_) 2)
(1) in (2) eingesetzt, ergibt

212, _@-Y2e-Yy
4412 16-2 e,

5‘31[ Q0,10

Der Gesamtwiderstand betrigt rd. 0,1 Q.

Rg

Re=

Ch7 2101
100g Rohmehl2 66,2 g Kalziumoxid
720 kg Rohmehl2 x
_720%kg- 66,2 g
T 100g
x=476,6 kg
100 g Rohmehl2 20,6 g Siliziumdioxid
720 kg Rohmehl2 x
_T20kg-206g
T 100g
x=1483 kg
100g Rohmehl26,6 g Aluminiumoxid
720 kg Rohmehl2 x
_720kg-66g
T 100g
x=475kg
100g Rohmehl23,! g Eisen(III)-oxid
720 kg Rohmehl2 x
_720kg-31g
B 100 g
x=223kg
In 720kg des Rohmehles sind 476,6 kg
Kalziumoxid, 148,3 kg Siliziumdioxid, 47,5 kg
Aluminiumoxid und 22,3 kg Eisen(III)-oxid
enthalten.

Chsg =102
a) 1000 g Losung2 1,65 g Kalziumhydroxid
100 g Losungax
_1,65g-100g
~ 71000 g
x=0,165¢g

Eine gesiittigte Kalziumhydroxid-Losung ist
0,165%ig.
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b)0,00165-m 002-24g
Ca(OH); +2HCl-CaCl;+2H,0
T4 g 111g
_0,02-24g-74¢g
~ 111 g-0,00165
m=1939g
193,9g 0,165%;ige Kalzinumhydroxidlésung
miissen mit Salzsdure reagieren, damit 24 g
2%;ige Kalziumchlorid-Losung entstehen.

Ch9 =103
2000 g
CaCO, - MgCO;-MgO +Ca0+2CO,
100g 84pg
184 g2 1 mol
2000g2x
2000 g - 1 mol
184 ¢
x=10,9 mol
10,9 mol sind in 2000 g Dolomit enthalten.
Diese 10,9 mol setzen sich zusammen aus
5,45 mol Kalziumkarbonat und
5,45 mol Magnesiumkarbonat.
Fisr die Zersetzung von Kalziumkarbonat
gilt:
5,45 mola x
1 mol2a 1653 kJ
_545mol - 1653 kJ
- 1 mol
x=900,9 kJ
Fiir die Zersetzung von Magnesiumkarbenat
gilt: 545molax
1 mola105k]
. 5,45 mol - 105kJ
) 1 mol
x=5723kJ
900,9 kJ +572,3 kJ=1473,2kJ
Zur Zersetzung von 2kg Dolomit sind
1473,2 kJ erforderlich.

xX=

Ch10/12 w104
Mcacoy  419,1g

T 100g

~4,2 mol CaC0O;324,2 mol CaO
_1729¢g
M,uzo3 102g
Bei der Reaktion werden a mol 3CaO - Al,O,

und b mol 12Ca0 - 7Al;0; gebildet.
Fiir CaO: 3a+12b=4,2

R cacoy = —MCaCO
3

Maiy0,

R a0,= 21,7 mol Al,O3;

fiir A1,03: a+ 7b=1,7
Ja+12b=4,2 a=17-7b
3(1,7-7b)+12b=42
—9%=-09
b=0,1
3a+12(0,1)=4,2
3a=3
a=1
m=a-M
m=1mol- 270i
. mol
m=270g
m=b-M
m=0,1 mol - 1386 -&_
mol
m=138,6¢

0,27 kg 3CaO - Al,03 und 0,1386 kg
12CaO - 7A1,0; werden gebildet.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/83:

Ma5 #2294 Aus (2) folgt: Arthur wohnt
nicht im Haus Nr. 14. Aus (3) [olgt: Weder
Christian noch Dirk wohnen im Haus Nr. 14.
Folglich wohnt Bernd im Haus Nr. 14.

Aus (3) folgt weiter: Weder Bernd noch Chri-
stian noch Dirk wohnen im Haus Nr.11.
Deshalb wohnt Arthur im Haus Nr. 11.

Aus (1) folgt: Christian wohnt nicht im Haus
Nr. 17. Deshalb wohnt Dirk im Haus Nr. 17
und Christian im Haus Nr. 16.

Ma5 ®2295 Es sei x die kleinste dieser vier
Zahlen; dann sind 2-x, 4-x und 8- x die
iibrigen drei Zahlen, und es gilt x+2x+4x
+8x =255, 15x=255, also x=17. Die vier
Zahlen lauten somit 17, 34, 68 und 136.

Ma5 #2296 Frank hat fiir die Limonade
n-51Pf=3-17-nPf, fir den Apfelmost 9- x
Pf=3-3-x P, fir die Apfel 3-y Pl insge-
samt also 3-(17n+3x+y) Pf zu bezahlen.
Dieser Geldbetrag ist durch 3 teilbar. Nun
ist der Betrag von 9,10 M =910 Pf aber nicht
durch 3 teilbar. Deshalb muB8 sich die Kas-
siererin vertippt haben.

Ma5 w2297 Die [olgenden zweistelligen na-
tiirlichen Zahlen haben die Quersumme 12:
39, 48, 57, 66, 75, 84, 93.

Wegen 2-57—12=102 und 102>99 brau-
chen wir nur die Zahlen 39 und 48 zu unter-
suchen. Es gilt 2-39—-12=66 und 2-48— 12
=84.

Somit existiert genau eine solche Zahl; sie
lautet 48.

Ma$5 #2298 Angenommen, die Schiiler der
Klasse 5b sammelten x Gldser; die Schiiler
der Klasse 5a sammelten dann (x +22) Glé-
ser, die der Klasse 5¢ nur (x — 7) Gldser. Das
sind zusammen (3x+15) Gldser. Nun gilt
3x+15=645, 3x =630, x=210. Die Schiiler
der Klasse 5a sammelten 232, die der Klasse
5b hingegen 210, die der Klasse 5¢ nur
203 Gléser.

Ma5 82299 Kerstins Schwester Gerda ist
gegenwiirtig 12—2=10 Jahre alt. Vor drei
Jahren war Kerstin 12—3=9 Jahre, ihre
Schwester Gerda 10—3=7 Jahre alt. Vor
drei Jahren war deshalb Kerstins Mutter
5-7=35Jahre, Kerstins Vater4 - 9=36 Jahre
alt. Somit ist Kerstins Mutter gegenwirtig
35+ 3=2138 Jahre, ihr Vater 36 +3=139 Jahre
alt. -

Ma6 82300 Die Anzahl der Biicher, die
Peter besitzt, ist durch 2, 5 und 8 teilbar, also
durch 40 teilbar. Deshalb konnte Peter 40
oder 80 Biicher besitzen. Nun gilt

Da 14 keine Primzahl ist, entfillt die Anzahl
80. Peter besitzt 40 Biicher; 20 davon sind



Abenteuerromane, 8 sind Nachschlagewerke,
5 sind Tiergeschichten, und 7 sind populir-
wissenschaftliche Biicher.

Ma6 ®2301 Wegen F- U=48gilt F+0und
U=+0. Wegen E4+F=12 gilt 1<EZL11 und
1<F=<1l. Wegen E-R=28=1-28=2-14
=4-7=7-4kénnte E=1,2, 4,7 sein. Wegen
F-U=48=1:48=2:24=3-16=4-12=6"8
=8-6 konnte F=1, 2, 3, 4, 6, 8 sein. Wegen
E+F=12gilt E=4 und F=8§, also U=48:8
=6, R=28:4=7und T=10—-7+6=9.
Daraus folgt weiter E+R+F+U+R+T
=44+7+84+6+74+9=41.

Ma6 #2302 Wegen 2|8, 3|9, 4|8 und
6=2-3, also 6|8-9 ist nur die Teilbarkeit
durch 7, 8, 9 und 10 von Bedeutung. Das
k.g.V. dieser Zahlen lautet 5-7-8-9=2520.
Wegen x<3000 und 2x=5040>3000 hat
Herr A. genau 2520 M im Tele-Lotto ge-
wonnen.

Maé6 #2303 Aus g) lolgt:
Nachnamen Jahn.

Aus c) folgt: Christa hat nicht den Nach-
namen Meier.

Aus c), d) und h) folgt: Christa erlernt weder
die tschechische, noch die ranzosische Spra-
che, noch Latein. Folglich erlernt Christa die
englische Sprache.

Aus ) lolgt: Christa hat nicht den Nach-
namen Schmidt. Folglich hat sie den Nach-
namen Robert.

Aus c) folgt: Das ilteste Middchen hat nicht
den Vornamen Christa.

Aus e) folgt: Das ilteste Midchen heilt

Agnes hat den

Agnes. Somit heiBt das jingste Midchen.

Babett.

Aus d) [olgt: Babett hat nicht den Nach-
namen Meier. Folglich hat Katja den Nach-
namen Meier und Babett den Nachnamen
Robert.

Aus c) folgt: Agnes, Katja und Christa er-
lernen nicht die tschechische Sprache. Folg-
lich erlernt Babett die tschechische Sprache.
Aus d) folgt: Babett, Katja und Christa ler-
nen nicht Latein.

Folglich lernt Agnes Latein. Deshalb erlernt
‘Katja die [ranzdsische Sprache.

Babett ist jiinger als Katja, diese jiinger als
Christa, diese jiinger als Agnes.

Maé6 82304 Von den fiin[ aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen p,, p; +1, p, +2,
p1+3, py+4 sind py, pi+2=ps, pi+4=p,
+2=p; simtlich Primzahlen, also nicht
durch 3 teilbar. Deshalb mufBl von den drei
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen p,,
p1+1, p, die Zahl p, + | durch 3 teilbar sein.
Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen p,, p,+1, p; miiite aus dem
gleichen Grunde p, + 1 durch 3 teilbar sein.
Das fiihrt zu einem Widerspruch; denn von
den drei aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen p; +1, p,, p,+1 ist genau eine durch
3 teilbar. Deshalb existiert auBer dem ge-
samten Primzahldrilling (3, 5, 7) kein weiterer.

Ma7 #2305 Angenommen, Heinz hat x
Mark, Klaus y Mark gespart; dann gilt
x+2=y—2, also y=x+4, und 3-(x—11)
=y+11. Durch Einsetzen erhalten wir 3
(x—11)=x+4+11,3x—-33=x+15,2x =48,
also x=24 und somit y=28. Heinz hat
24 M, Klaus 28 M gespart.

Ma7 ®2306 Die Verbindungsstrecke der
Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten ist
parallel zur dritten Dreiecksseite und halb-so
lang wie diese. Daraus folgt GF | DB und
HE || DB, also GF | HE.

c

AN

H /E
v -

Analog dazu gilt EF | HG. Das Viereck
EFGH ist somit ein Parallelog.ramm Da die
Diagonalen AC und BD Symmetrieachsen
des Rhombus sind, ist das Parallelogramm
EFGH ein Rechteck. Es seien e bzw. f die
Lingen der Diagonalen AC bzw. BD und a

bzw. b die Lingen der Rechteckseiten EF bzw.
ﬁ; dann gilt e=2a und f=2b. Aus Ag

=%ef=%-2a-2b=20b und Ay—ab folgt
AR=2'AV.

Ma7 #2307 Man beginnt zunichst mit den
Buchstaben:

AA BA A ... (26mal)

AB BB insgesamt 26 - 26 = 676mal
AC  BC

AD  BD

26mal 26mal

Die Zifferndarstellung geht von 00-00 bis
99--99, umfaBt also insgesamt 10000 mog-
liche Nummern.

Nun 1aBt sich jede der 676 moglichen Buch-
stabenzusammenstellungen von AA4 bis ZZ
mit jeder der 10000 Nummern kombinieren,
so daB insgesamt 676 - 10000 = 6760000 ver-
schiedene Autonummern moglich wiren.

Ma7 82308 Es sei a die Linge der Kathete
BC, also (a+7 cm) die Linge der Kathete
AC. Dann 148t sich die Linge a aul AC von
C bis D abtragen, wobei D innerer Punkt von
AC ist. Wegen CB=CD ist das Dreieck BCD
gleichschenklig. Die Winkel % CBD und
¥ CDB haben deshalb die GroBe 45°. Der
Winkel ¥ ADB hat [olglich die Grofe 135°.
Somit 1dBt sich das Teildreieck ABD aus
AD, ABund ¥ ADB konstruieren. Die Mittel-

senkrechte von BD schneid_et die iiber D
hinaus verlingerte Strecke AD im Punkte C.

A
a b ¢ 42a 35b
Ma8g u2309 Aus5 6+7<1folgt210 10
30c 210
+210 210’ also 42a+35b+30c<210 Wir

nehmen eine Fallunterscheidung vor:
a) Es sei a=2, also 35b+30c<126. Wegen
b>a muB b= 13 gelten. Fiir b=3 gilt 30c <21,
was nicht moglich ist.
b) Es sei a=1, also 35b+30c < 168. Wegen
b>a muB b =2 gelten. Fiir b=2 gilt 30c <98,
also ¢ =3 wegen c>b.
Somit existiert genau eine Losung; sie lautet
[1, 2, 3], und es gilt

1 2 3 42470490 202

57677 20 —20°"

Ma8 #2310 Es sei n eine beliebige natiir-
liche Zahl, dann gilt die Behauptung
8|@n+1?+(2n+3Y -
Nun ist Qn+ 1) +(2n+3)* -
=4n’ +4n+1+4n*+12n+9-2
=8n?+16n+8
=8(n?+2n+1).
Es gilt 8| 8(n*+2n+ 1), folglich gilt auch die
Behauptung, w.z.b.w.

Ma8g #2311 Nach Aufgabenstellung gilt fiir
die Geburtsjahre die Zifferndarstellung 19ab
bzw. 19ba.

Weiter gilt (10a + b)—(10b +a)=36, also a—b
=4. Man kann nun die folgende Tabelle
aufstellen:

Geburtsjahre von

Mutter Tochter Alter der Tochter (1982)
1904 1940 42

1926 1962 20

1937 1973 9

1943 1984 -

Nur die Geburtsjahre 1937 (Mutter) und 1973
(Tochter) erfiillen alle Bedingungen der Auf-
gabe.

Ma§g #2312

Die Gerade PQ schneide die Gerade AD im
Punkt R. Nun gilt:

Linge von DQ =3 cm und Linge von AP
=9cm. Es sei die Lange von DR = =y, also die
Lange von AR = =y+ 12 cm. Nach dem Strah-

" lensatz erhalten wir

yiy+12cm)=3cm:9cm=1:3,
3y=y+12cm, also y=6.cm.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADNM
und ADQR folgt
x:(12cm—x)=3cm:6cm=1:2,
2x=12cm—x, also x=4cm.

Die Strecke DN ist 4 cm lang.

alpha, Berlin 17 (1983) 4 - 95



Teubner-Verlag, Leipzig:
Mathematikertagung

in Reinhardsbrunn

LEIPZIG

Enge und vertrauensvolle Zusammenarbeit
mit Wissenschaftlern des In- und Auslandes
ist seit vielen Jahren fiir die Arbeit des Teub-
ner-Verlages, Leipzig, kennzeichnend. Be-
deutende Mathematiker zu einer Tagung ein-
zuladen, dort iiber aktuelle, grundsitzliche
Trends ihres Fachgebietes zu beraten und zu-
gleich neue Buchvorhaben zu erértern, das
nahm sich der Verlag im Sommer 1980 aller-
dings zum ersten Mal vor. Damals begannen
die konkreten Vorbereitungen, ein Jahr spa-
ter wurden die Einladungen verschickt, und
im Oktober 1982 war es dann soweit: Der-
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leip-
zig, veranstaltete die Tagung ,,Aktuelle Pro-
bleme und Entwicklungstendenzen der Ma-
thematik*‘. Mit der Organisation und Durch-

fithrung einer wissenschaftlichen Tagung be-

schritt der Verlag Neuland, und deshalb war
es um so erfreulicher, daB mehr als 60 Ma-

thematiker aus der UdSSR, der CSSR, aus
Polen, Ruminien, Osterreich, der BRD,

Frankreich, Italien, Finnland, Schweden,
GroBbritannien, Kanada, Japan, den USA
und aus der DDR der Einladung nach Rein-
hardsbrunn (siehe Bild) folgten.

Neben programmatischen Ubersichtsvortra-

gen wie ,Recent Trends in Riemannian

Geometry* von Prof. Dr. M. Berger (Paris)

oder ,Einheitlichkeit, Wirklichkeitsbezug

und Kommunizierbarkeit der Mathematik**

von Prof. Dr.H.Dinges (Frankfurt/Main)

wurden in den drei Sektionen Analysis,

Algebra/Geometrie und Stochastik auch

zahlreiche Spezialvortrige gehalten. So spra-

chen beispielsweise  Prof. Dr. A. Gopfert

(Merseburg) ,,Uber einige Entwicklungs-

trends in der Mathematischen Optimierung"

und Prof. Dr.L. D. Kudrjavzev (Moskau)

iiber ,,Some Topics of the Imbedding Theory

W R
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of Function Spaces and its Applications*.
Abgerundet wurde das dreitdgige wissen-
schaftliche Programm durch den Vortrag von
Prof. Dr. T. Banchoff (Providence), der Mg-
lichkeiten der Computergrafik anhand selbst-
gefertigter mathematischer Filme vorfiihrte,
sowie durch eine gemeinsame Wanderung zur
nahegelegenen Marienglashdhle. Zahlreiche
auslindische Teilnehmer nutzten ihren
Aufenthalt in der DDR, um im Anschlul
an die Tagung Weimar, Dresden, Leipzig
oder Berlin zu besuchen.

Bereits im Januar 1983 sind die Reinhards-
brunner Tagungsberichte erschienen, und
zwar als 50.Band der ,,Teubner-Texte zur
Mathematik*.

Vor allem derart kurze Verdffentlichungs-
zeiten, giinstige Preise auch bei niedrigen
Auflagenhéhen und weltweite Verbreitung
sind die wesentlichen Vorziige dieser im
Offsetverfahren erscheinenden Buchreihe.
Wenn man dabei bedenkt, daB heute selbst
Artikel in Fachzeitschriften erst ein bis zwei
Jahre nach Fertigstellung des Manuskriptes
gedruckt vorliegen, zugleich aber die wissen-
schaftliche Forschung immer schneller und
sprunghafter in neue Bereiche vorst68t, dann
wird verstandlich, daB neben der traditionel-
len Buchherstellung auch neue Wege der Ver-
vielfaltigung und Verbreitung aktueller Er-
kenntnisse beschritten werden miissen. Seit
1976 stellt sich die Reihe ,, Teubner-Texte zur
Mathematik*“ dieser Aufgabe. Der Autor lie-

fert dem Verlag ein reproduktionsfihiges
Schreibmaschinenmanuskript, und nach end-
giiltiger Fertigstellung der Offsetvorlage er-
folgt die Veroffentlichung des Buches inner-
halb von vier bis fiinf Monaten.

" Diese Publikationsform hat der Teubner-

Verlag, Leipzig, natiirlich nicht erst neu er-
finden miissen, im Gegenteil: er konnte an
eigene, positive Traditionen ankniipfen, denn
bereits in den neunziger Jahren des vergange-
nen Jahrhunderts veréffentlichte der deutsche
Mathematiker Felix Klein (1849-1925) hand-
schriftliche Vorlesungsausarbeitungen im so-
genannten Steindruckverfahren. Diese von
Klein, dem Begriinder des Mathematischen
Seminars der Leipziger Universitit, im Teub-
ner-Verlag publizierten Autographien waren
die eigentlichen Vorldufer unserer ,, Teubner-
Texte zur Mathematik**.

Inzwischen erschienen in dieser Reihe 50 Mo-
nographien, Spezialvorlesungen bzw. Ta-
gungsbinde, und vor allem die wachsende
Zahl interessanter Manuskriptangebote, Li-
zenzvergaben in die UdSSR, nach Grol-
britannien, in die USA sowie der Export in
mehr als 30 Lander zeigen, daB diese Biicher
bereits innerhalb weniger Jahre einen festen
Platz im vielschichtigen internationalen An-
gebot wissenschaftlicher Literatur einneh-
men.

AbschlieBend sei noch ein bemerkenswertes
Ergebnis der Tagung in Reinhardsbrunn her-
vorgehoben: Das bisher aus vier Mathemati-
kern unseres Landes bestehende Herausge-
bergremium der Teubner-Texte wurde erwei-
tert. Mit Mathematikern aus der UdSSR, der
CSSR, aus Italien, GroBbritannien, Japan
und der BRD wurdé vertraglich vereinbart,
daB sie ab 1983 dem Verlag als beratendé
Herausgeber zur Seite stehen und aktiv Ein-
fluB auf die Auswahl und das fachliche
Niveau der einzelnen Biicher nehmen.

Auf diesem Wege wird der Teubner-Verlag,
Leipzig, seinem Ziel, in noch stirkerem
MaBe neueste Forschungsergebnisse des In-
und Auslandes zu publizieren, niherkom-
men.

J. Wei8
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Kniﬂ'lige Fragen —
Rund um den Kreis

AlAa Welche der schraffierten Flichen
(Bild 1, 2, 3, 4) in den abgebildeten vier
kongruenten Quadraten ist am groBten? Die
Antwort ist zu begriinden.

Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 4

A2a Wieviel Prozent vom Flidcheninhalt
des Quadrates betrégt die im Quadrat schraf-
fierte; von zwei Kreisb6gen begrenzte Fliiche?

(Bild 5)
Bild 5

A3 a Die Zeichnung (Bild 6) stellt ein Qua-
drat mit seinem Umbkreis dar. Ferner wurde
iiber jeder Quadratseite als Durchmesser
nach auBen ein Halbkreis konstruiert. Dabei
entstanden vier schraffiert dargestellte Kreis-
bogenzweiecke. Es ist nachzuweisen, daB die
Summe der Flicheninhalte der vier Kreisbo-
genzweiecke gleich dem Flicheninhalt des
Quadrates ist

Bild 6

A4 A Die vier abgebildeten Figuren (Bild 7,
8, 9, 10) haben simtlich den gleichen Durch-
messer d. Es sind die schrafliert dargestellten
Fliacheninhalte durch d auszudriicken und der
GroBe nach zu ordnen.

A

Bild 7

Bild 8

&

Bild 10

A5A Diesieben abgebildeten grofen Qua-
drate (Bild 11 bis 17) sind jeweils aus vier
kongruenten kleineren Quadraten zusam-
mengesetzt. Die schraffierten Fldchen sind
durch die Seitenléinge a eines kleinen Quadra-
tes auszudriicken.

Bild 11 Bild 12

Bild 13

Bild 15

a6Aa Uber den Durchmesser AB eines
Halbkreises k wurden, abwechselnd nach
beiden Seiten, vier kleinere kongruente Halb-
kreise gezeichnet, die eine Schlangenlinie s
bilden. Es ist zu untersuchen, welche der drei
Bezichungen k<s, k=s oder k>s gilt. (Bild
18)

Bild 17
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NN,

A7a Das Bild zeigt zwei kongruente Qua-
drate.'Dem linken Quadrat (Bild 19) wurde
der Inkreis, dem rechten Quadrat (Bild 20)
wurden vier kongruente Kreise einbeschrie-
ben. Es sind die schraflierten Flacheninhalte
beider F iguren zu vergleichen.

N\

Bild 20

A84a Jedes der kieinen Quadrate der drei
abgebildeten Figuren (Bild 21, 22, 23) hat
die Seitenlinge a=1cm. Es ist der Flichen-
inhalt jeder der drei schraflierten Flichen zu

Bild 21 / 'V/%
)
/

Bild 23

J. Lehmann/Th. Scholl
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Uber die Konstruktion von Vielecken,
wenn die Seitenmittelpunkte

gegeben sind

Wir wollen uns mit der Frage beschiftigen,
wann n gegebene Punkte Q,, Q, ..., @, die
Seitenmitten eines Vielecks P,P,...P, sein
konnen, ob dieses Vieleck eindeutig bestimmt
ist und wie man es ko,q‘s\truieren kann. Dabei
wird nicht vorausgesetzt, daB das Vieleck
konvex -ist. Auch iiberschlagene und ent-
artete Vielecke sind zugelassen. So diirfen
zum Beispiel Eckpunkte zusammenfallen
oder Seiten ganz bzw. teilweise aufeinander-
liegen. Fiir n=4 soll uns noch kurz die Frage
beschiftigen, wann das entstehende Viereck
konvex ist.

Ln=3 N

Gegeben: Q1, Q2, Q3. Wir setzen voraus, dall
diese drei Punkte nicht auf einer Geraden
liegen.

Gesucht: Py, P;, Ps so, daB Q; der Mittel-
punkt von PP, Q, der Mittelpunkt von
P2P; und Q5 derjenige von P3P, ist.
Losungsweg :

a) Es sei AP, P,P, so ein gesuchtes Dreieck,
und Q,, Q,, Qs seien die Mittelpunkte seiner
Seiten.

Aus dem Strahlensatz folgt:

Die Seiten des Dreiecks AQ;0:0Q; sind
parallel zu den Seiten des Dreiecks AP, P, P,
und halb so lang wie diese.

Bild 1 2

3,

0
. Py

b) Ist das Dreieck AQ,Q:Q3 gegeben, so
zeichnet man durch jeden Eckpunkt die
Parallele zur gegeniiberliegenden Seite. Diese
Geraden schneiden sich in den Punkten P,,
P,P;. Diese Schnittpunkte existieren immer
und sind eindeutig bestimmt. Zu einem Drei-
eck AQ;0,0; gibt es also stets genau ein
Dreieck AP, P;P,, so daB die Q; die Seiten-

mittelpunkte sind.
Wir wollen die Konstruktion der P; noch aufl
eine andere Weise, namlich mit Hilfe von Ab-
bildungen, beschreiben, weil uns diese Me-
thode fiir n>3 gute Dienste leisten wird.
Dabei verwenden wir fir die 180°-Drehung
"um einen Punkt A4 die Bezeichnung ,Punkt-

spiegelung an 4“ und schreiben dafiir S,

Wir wenden auf Q5 die Verschiebung m an
und erhalten als Bild den Punkt P,. Bei der
Punktspiegelung an Q, gehe P, in den Punkt
P, iiber. P, sei das Bild von P bei der Punkt-
spiegelung an Q..

Sal(P1)=P2; SQZ(P2)=P3-
Es ist nur noch zu zeigen, daB Q; der Mittel-
punkt von P,P; ist. Py haben wir aus P,
durch das Hintereinanderausfiihren der bei-
den Punktspiegelungen an Q, und @, gewon-
nen. Wir schreiben daftir
Sa,5,(P1)=P. *)
Wir wollen untersuchen, was fiir eine Ab-
bildung durch das Nacheinanderausfiihren
zweier Punktspiegelungen entsteht.
P sei ein beliebiger Punkt, P’ sein Bildpunkt
bei der Punktspiegelung an einem Punkt A,
P” das Bild von P’ bei der Punktspiegelung
an einem Punkt B. Wie aus dem Strahlensatz
und seiner Umkehrung folgt, gilt PP"|| AB;
PP"=2-4B.

Bild 2

P” kann man also aus P auch durch Ver-
schieben in Richtung 4B um die doppelte
Linge von AB gewinnen. Wir schreiben fiir
diesen Verschiebungspfeil 2-AB. Damit ist
gezeigt:

Hilfssatz: Das Nacheinanderausfiihren von
zwei Punktspiegelungen an A und B kann
man ersetzen durch eine Verschiebung mit
dem Verschiebungspfeil 24B.

Aus (*) folgt, daB P, das Bild von P, bei der
Verschiebung 20,0; ist. Da P, als Bild von
Q3 bei der Verschiebung @; entstanden
war, liegen P, Q3. P; auf einer Geraden, und
Qj ist der Mittelpunkt von m

AP, P, P; ist also ein Dreieck mit der gefor-
derten Eigenschaft. Es ist eindeutig bestimmt.

Bild 3

Wir kénnen nun auch die Voraussetzung, daBB
die Q; (i=1, 2, 3) ein Dreieck bilder, fallen
lassen. ’

Liegen die Punkte Q; auf einer Geraden, so
erhilt man durch die Verschiebung von Q,
um 0,0; und die nachfolgenden Spiegelun-
gen an Q,;, Q, die Punkte P; auf derselben
Geraden. Das Dreieck ist entartet.

Bild 4

—

@3 Q4

;] Q¢ PQ Qs A

ILn=4

a) P, P, P3P, seiso ein gesuchtes Viereck. Wir
betrachten die Lage seiner Seitenmittelpunkte

Qi(i=1, ..., 4).
Behauptung: Die Q; bilden ein Parallelo-
gramm.

Beweis: Wendet man auf P, nacheinander die
Punktspiegelungen an Q,, @5, Q03 und Q, an,
so kommt man zum Ausgangspunkt P,
zuriick.

50,5¢,50350,(P1)=P:.

. [}
Bild §

Py
3

Q
(]

Nach dem Hilfssatz ist So,So, gleich der
Verschiebung 2 - Q_lQ_%, Sq,Sq, ist gleich der
Verschiebung 2 - 030,. Das Hintereinander-
ausfiihren zweier Verschiebungen fiihrt aber
nur dann zum selben Punkt zuriick, wenn die
beiden Verschiebungspfeile gleich lang und
entgcgeng&setzt gerichtet sind. Also gilt
210:=0104;0.:0; || 030a.
Ein Viereck, bei dem zwei gegeniiberliegende
Seiten parallel und gleich lang sind, ist aber
ein Parallelogramm.
Vier Punkte Q; kdnnen demnach hochstens
dann die Seitenmitten eines Vierecks sein,
wenn sie ein Parallelogramm bilden.
b) Wir denken uns nun ein Parallelogramm
010,030, gegeben und wollen ein Viereck
P,P,PyP, so konstruieren, daB die Q; die
Mittelpunkte seiner Seiten sind.
Behauptung: Man kann einen Eckpunkt des
Vierecks frei wihlen. Die anderen erhidlt man
dann durch hintereinander ausgefiihrte
Punktspiegelungen an den Q;.
Beweis: Wir wiihlen P, [rei. Die nacheinander
ausgefiihrten Punktspiegelungen an Q,, Q3
und Q, ergeben die Punkte P, P; und P,.
SQ](PI.)=PZ,
So,(P2)="P3, Sq;(P3)=Pa.
Kénnen wir Zeigen, daB So, (P4)=Py oder,
was dasselbe ist, S¢,Sq,5¢;50,(P1)="P, gilt,
so ist unsere Behauptung bewiesen. S, So,
konnen wir ersetzen durch die Verschiebung
20,05, S¢,Sq, durch die Verschiebung
2-Q10a.
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Da die beiden Verschiebungspfeile nach Vor-
aussetzung gleich lang, aber entgegenpesetzt
gerichtet sind, kommen wir durch das Hinter-
einanderausfibren dieser Verschiebungen
zum Ausgangspunkt P, zuriick. y
Die Punkte. Py, P,, P;, P, bilden also ein
Viereck, dessen Seitenmitten die Punkie 0
sind. :

: 5
Bild 6

e

Man kann sich leicht iiberlegen, dal das
Viereck genau dann konvex ist, wenn man P,
aus dem Inneren des an @, (0, angrenzenden,

zu ¢,...0Q, kongruenten Parallelogramms (in
Bild 7 schraffiert) wihlt.
Bild 7 Sapeitd TS ()
. i <
T, s
S, (8] fa_ ot
\ % //
{\Q\% VAN T
5,0 ,‘ o 70 Sa, (G4
s ___‘_’f_ i /
4 @) %, )

" Cienau dann liegen nimlich alle Bilder der P,

bei den Spiegelungen an den (; innerhalb der
an ,0:;0,0, anliegenden kongruenten
Parallelogramme. Dies ist aber die notwen-
dige und hinreichende Bedingung dafiir, dal
das Viereck P, P2 P3P, konvex ist. Andernfalls
.gibt es ndmlich einen Bildpunkt £y (k={l,
.. 4}), der innerhaib desjenigen Winkel-
raumes mit dem Scheitel Q, liegt, in dem
nicht noch so ein kongruentes Parallelo-
"gramm eingezeichnet ist. (Das moge der Leser
nachpriifen durch Wahl von Py aus allen
moglichen Bereichen.) "Bei anschlieBender
Spiegelung an Q. erhélt man Py.,, und die
Strecke PyPy+q (P5=P)) schneidet das Par-
allelogramm der Seitenmitten. Das ist bei
einem konvexen Viereck micht der Fall.

Beispiel:

Bild 8 e &

/
§ %‘\&?‘““““‘7‘ = T
R ____4
e et ;
- g &
~ —_-ﬁﬂ—'—;f
Wihlt man P, auf einer der Geraden ;0;+,,
{(@s=0Q1), so entartet das Viereck.
Beispiel: '

Bild 9

s
——
e >
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_ spiegelungen an @y, Qa ..

Das Parallelogramm der Q; darf auch ent-
artet sein zu einem Parallelogramm der Hohe

Null, Es entstehen iiberschlagene Vierecke.

{Nicht immer ist bei iiberschlagenen Vier-
ecken das Parallelogramm der Seitenmitten
entartet.)

Beispiel:

Bild1o = : 8

Pz i3

Zu vier Punkten {J; in Pa.ra]lclogrammla:gc
(Q1Q2=0401) gibt es also stets unendlich
viele Vierecke, deren Seitenmitten die Q; sind.

HL.n=S5

a) PiP;P3P4Ps sei cin Finfeck mit den
Seitenmittelpunkten &, (i=12,....5).
Beim Hintereinanderausfiihren der Punkt-
- Qs geht der
Punkt P, in sich ibef, d.h. es gilt
SQ15928Q3894SQ5(P1] = P[‘

Bild 11

Sg,8q, konncn wir ersetzen durch die Ver-

schiebung ZQlQ; (vel. H.l.l.fssatz), Sasda,
durch die Verschiebung 2Q3Q4 Das Bild von
Q. bei der Verschiebung 030, sei T Dann
kann man die beiden Verschiebungen 28,0,
20,0, ersetzen durch-die eine Verschiebung
E;TPl ist also ein Punkt, der bei der Ver-
schiebung 2 - Q; Tund anschlieBender Punkt-
spiegelung an Qs fest bleibt. So ein Punkt
heiBt ,Fixpunkt®, Um die Fixpunkte dieser
Abbildung zu bestimmen, wollen wir uns zu-
niichst iiberlegen, durch welche Abbildung
man eine Verschiebung mit anschlieBender
Punktspiegelung ersetzen kann.

Der Verschiebungspfeil sei A_ﬁ, der Fixpunkt
der anschlieBenden Punktspiegelung sei S.
P sei ein beliebiger Punkt der Ebene, desscn
Bild wir bestimmen wo]len

Bei der Verschiebung A8 gehe P in P liber,
das Bild von P bei der Punktspiegelung an §
sei P”. Wir zeichnen die Verbindungsstrecke
PP und durch § die Parallele zu PP". Der
entstehends Schnittpunkt sei R. Aus dem
Strahlensatz folgt: '

SR —P’P=‘%ﬁ,

B

Bild 12

) Es seien die Seitenmitten @; (i=1, ...,

Der Punkt R ist also ~ unabhingig von der
Wahl des Punktes P — gleich dem Bild von §
%ﬁ. Da wiederum
aus dem Strahlensatz folgt, daB PR=RP” gilt,
erhilt man P als Bild von P bei der Punkt-
sp:egelung an R. Damlt 1st gezeigt, daB man
die Verschiebung AB mit anschlieBender
Punktspiegelung an § ersetzen kann durch
die Punktspiegelung an dem Bildpunkt R

bei der Verschiebung

von § bnl',i der Ver-schiEbung %ﬁ Diese Ab-

bildung besitzt genan den Fixpunkt R.

Fiir unsere Aufoabenstellung bedeutet dies,
daB man die Verschiebung 20,7 mit an-
schlieflender Punktspiegelung an Qs ersetzen
kann durch die Punktspiegelung an dem
Bildpunkt von (s bei der Verschiebung
T_Q'; Dieser Bildpunkt ist der einzige Fix-
punkt der Abbildung und ist also gleich
dem Punkt P,. : .
5) ge-

geben. Fiir das Fiinfeck Py P,...P; ergibt sich -
folgende Konstruktion: Man bestimmt durch

Aneinanderfigen der Verschiebungspfeile

©:0; und @: den Verschiebungspfeil §; T

In umgekehrter Richtung (TOy) trigt man

diesen Pfeil an Qs an und erhélt den

Punkt P,. Durch Punktspiegelungen der P

an den @ (i=1, 2, 3, 4) erhilt man nach-

einander die Eckpunkte P;., des Fiinfecks.

Bild 13 p

Da der Punkt P; als Fixpunkt emer Punki-
spiegelung immer existiert und eindeutig be-
stimmt ist, gibt es zu fiinf Punkten {
{(i=1, ..., 5} stets genau ein Finfeck
PPy PP Ps, fiir das die ; die Mittelpunkte
der Seiten sind. '

IV.n=6

PP, ..Pg sei ein Sechseck mit den Seiten-
mitten & (i=1, ..., 6). Wendet man aufl P,
die nacheinander ausgefithrten Punkispiege-
lungen an @4, @3, ..., Qs an, so erhilt man als
Bild wieder den Punkt P,,
So,50,5¢,50,505805(P1)=P1.

Bild 14

~ Da die Abbildung SgSq,,, gleich der Ver-
schiebung 2+ 9,0, ist, muB also das Hinter-
~ einanderausfilhrén der drei Verschicbungen

20703, 20304, 20505 zum Ausgangspunkt
P zuriickfihren. Da eine Verschiebung, die



nicht gleich der identischen Abbildung (d.h.
jeder Punkt wird sich selbst zugeordnet) ist,
keinen Fixpunkt besitzt, muB die Zusammen-
setzung der drei Verschiebungen- gleich der
identischen Abbildung sein. Fiir die drei Ver-
“schiebungspfeile bedeutet dies, dall sie an-
einandergesetzt ein Dreieck bilden. Das ist
_ genau dann der Fall, wenn die Pfeile 0,05,
@;. m ein Dreieck ergeben.
. Die Punkte @; miissen also so angeordnet
sein, daB die Verschiebungspfeile 0, 05, 020,
QS—Q; bei Zusammensetzung ein Dreieck
bilden. (Automatisch bilden dann auch die
drei anderen Pfeile @;@;, @:@;, m ein
Dreieck.)

Ist diese Voraussetzung erfiillt, so kann man

den Pankt P, frei wihlen und erhilt die an-
deren Punkte P;., wieder durch Punkt-
spiegelungen an den ;. In diesem Fall gibt
es also unendlich viele Sechsecke mit der
geforderten Eigenschaft.

-

Bild15
s
[+1]

wh

e
a0

V- Die gleichen Uberlegungen wie fiir n=4
und n=>6 geiten immer, wenn die Anzahl n
der Punkte Q; {(i=1, ..., n} gerade ist; die
enfsprechenden Uberlegungen wie fiir n=3
bzw. n=>5 filhren bei ungeradem n zum Ziel.
Ist P, ein Eckpunkt des gesuchten Vielecks,
so mubB némlich immer gelten, daB das Nach-
einanderanwenden der Punktspiegelﬁngen an
Q1. Qs ..., O, auf Py zu dem Punkt P, zu-
riickfiihrt. P, ist also ein Fixpunkt -dieser
Zusammengesetzten Abbildung.
" 5g,80;---8q,(P)=Py.
Im Falle n gerade kann man diese n Spiege-
lungen durch g Verschiebungen ersetzen, die
zusammen die identische Abbildung ergeben
miissen. Dadurch erhélt man eine Bedingung
fiir die ;. Den Punkt P, darf man dann frei
wihlen. Im Falle n ungerade werden die #
Punktspicgelungen ersetzt durch E;—l Ver-
schiebungen (30,03, 20304, --.» 2G4-204-1)
und die anschlieBende Punktspiegelung S,
Als resultierende Abbildung ergibt sich eine
Punktspiegelung. Den Fixpunkt dieser Ab-
bildung kann man bestimmen, indem man
den Verschiebungspfeil 0; T durch Aneinan-
" derfiigen der Verschiebungspfeile 0,05,
0104, ..., Qu20,—1 konstruiert und diesen
in umgekehrter Richtung an Q, anhefiet.
Das Bild von @, bei der Verschiebung TQ, ist
der Fixpunkt P, und damit ein Eckpunkt des
Vielecks. Aus P, gewinnt man in jedem Falle
die anderen Eckpunkte P;., durch Spiege-
lung an den Q..
. Wir fassen zusammen: :
Ist n -gerade (n>2), so ergibt sich als not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines n-Ecks P, P»...P, mit der ge-

forderten Eigenschaft, daB die Verschiebungs-
pleile 0,02, @104, ... @u-10a cin geschlos-
senes ;Eck bilden miissen. Ist dies der Fall

so gibt es unendlich viele solcher n-Ecke
P,...P,. Ein Eckpunkt ist frei wihibar. Die
anderen ergeben sich durch Punktspiegelun-
gen. :

Ist it ungerade (n> 1), gibt es immer ;geua.u ein
n-Eck PF;...P, so daB die Punkte (),
({i=1, ..., n) die Seitenmittelpunkte sind. P, ist
bestimmt als Fixpunkt einer Punktspiege-
lung, die anderen Eckpunkte erhilt man wie-
der durch Punktspiegelungen an den Seiten-
mitten. Waltraud Jagusch

Wie stand es bei

‘Karl Marx

mit Fremdsprachen?
Marx handelte nach dem Wahlspruch: ,,Eine

. fremde Sprache ist eine Waffe im Kampf des

Lebens.* Am Trierer Gymnasium erwarb er
sich auBerordentliche Kenntnisse des Latei-
nischen und Aligriechischen und lernte Fran-
zosisch. Im Londoner Exil eignete er sich die
englische Sprache am, die er bald neben
Deutsch - und Franzosisch  flieBend be-
herrschte. Zum Zeitpunkt. seiner Ubersied-
lung nach London kennte er auch bereits
Italienisch leseri. Wenige Jahre spéter eignete
er sich Spanisch an, das er auch mit guter
Syntax sprach. Im Alter von 50 Jahren ent-
schlof sich Marx, Russisch zu lernen, da es
ihm fiir die Arbeit am ,,Kapital" unumgéng-
lich erschien, die dkonomische Entwicklung
RubBlands in den Criginalquellen zu studjeren.
Er beherrschte diese Sprache bereits nach
sechs’ Monaten soweit, dall er Puschkin,
Gogol und Saltykow-Schtschedrin im Origi-
nal lesen konnte.

Als Fithrer der Internationale vermochte er
nahezu alle europdischen Sprachien zu ver-
stehen, so u. a. auch Rumanisch und Bulga-
risch. Seinen Freunden und Schiilern riet er,
beim Erlernen einer Sprache vor allem viel
zu lesen. Der praktische Gebrauch sei dann
leicht erlernt. F.G,

TIrrgarten aus dem Jahre 1664 (G. A. Boeckler)

Al A BonmeOHET TPEYTOMBHEK.

PaccTaBbTe B KPYROUKH TPEYTONBHAKS M-
pet o7 1 no 9 Tak, 4ToOB Ha Kaxnoi ero
CTOpOHE cyMMbl IHGP OBIMH OJHHAKOBHL
Ipu stom nobeliTeck TAKOTO PACHOTICKEHHT
uudp, 9T005L U CyMMBI KBAOpaTOB UMD HA
KaXA0H CTOPOHE DLUTH PABHEI ME&KTY cODOH,

A2 &  Mark, Paul and Boris are married to
Anne, Mary and Susan, not necessarily
respectively. Each couple has a pet and the
pets are- a cat, a guinéapig and a pony.
Use the following information to match up
the husbands, wives and pets;
Paul’s and Anne’s pets were fighting.
Mary’s husband’s name has four lettefs.
Susan went round to feed Mark's pet

when he was away.

Mark never goes to town.

Boris’s pet is either the cat or the pony.
Susan’s pet is not the cat. '
The cat’s male owner took him to
the vet in town.
The guineapig hides when Anne visits
its house. .
Mary’s pet sleeps in a shoe box.

A3a Trois lignes d’autobus ont pour
point de départ ‘la gare _Moniparnasse a
Paris. Les autobus de-la premiére ligne sont
de retour au bout de 1h 36min et restent
4min 4 I'arrét. Les autobus de la deuxiéme
ligne sont de retour au bout de 1h 48 min et
restent 12 min a arrét; ceux de la troisiéme
ligne sont de retour au bout de 2h 10min
et restent 20 min & Parrét. Trois autobus, un
pour chaque ligne, partent ensemble dela gare
Montparnasse 4 8h. ) _

a} A quelle heure ces trois autobus reparti-
ront-ils ensemble pour la premiére fois de la
gare Montparnasse?

b) Combien de trajets chaque autobus aura-t-
il alors accomplis?
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Labyrinth-Probleme

eine alte Thematik
mit groBer Aktualitat

Teil 2

Bild 1

Aufgaben

(Hinweis: Man benutze Transparentpapier,
das man auf die vorgegebenen Bilder der
Labyrinthe legt.)

Ala Die Anweisungen des Tarryschen
bzw. des Trémauxschen Verfahrens sollen in
dem zuletzt erlduterten Sinne eindeutig ver-
standen werden. Man konstruiere den ent-
sprechenden Tarry- bzw. Trémaux-Weg bei
Start im Punkt I bis zum Erreichen des Aus-

gangs E

a) fiir das Labyrinth im Garten von Hampton
Court (Bild 1),

b) fiir den Irrgarten von AltjeBnitz (Bild 2,
sieche auch alpha 2/82).

reyer

Bild 2

A2a Die AuBentiir E des Labyrinths im
Garten von Hampton Court sei geschlossen.
Im Punkt I werde eine Maus ausgesetzt, die
das Labyrinth

a) nach dem Verfahren von Tarry,

b) nach dem Trémauxschen Verfahren
(jeweils wie bei Aufgabe 1 in eindeutiger
Weise) absucht.

An welcher Stelle des Labyrinths hitte man
ein Stiick Speck abzulegen, damit die Maus es
moglichst spit findet?

¢) Wiirde die Maus dann den Speck auch bei
offener AuBentiir finden?

100 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

A3a Wenn man den Bauplan eines Laby-
rinths vollstindig kennt, so kann man sich
einen guten Uberblick iiber alle mdglichen
Wege zwischen zwei Punkien (etwa einem
Startpunkt im Inneren des Labyrinths und

einem Ausgang) verschaffen. Hierzu be-

schreibt man den zwischen ihnen bestehenden
Zusammenhang durch einen Graphen. Als
Knotenpunkt nimmt man die beiden vorge-
gebenen Punkte sowie alle von diesen aus
erreichbaren Verzweigungspunkte des Laby-
rinths. Jedem Verbindungsgang zwischen
diesen Punkten im Labyrinth entspricht eine
Kante des "Graphen. ,Sackgassen“ oder
»Schleifen” werden gleich fortgelassen. Eine
glinstigere Anordnung der Knotenpunkte
und Kanten und das Fortlassen weiterer
olfensichtlich unwesentlicher Details des Gra-
phen erhoht die Ubersichtlichkeit.

Man konstruiere solche Graphen

a) fiir das Labyrinth im Garten von Hampton
Court (Bild 1),

b) fiir das Labyrinth von Bild 3,

7’%

¢) fiir den Irrgarten von Altjefnitz (Bild 2).
Mit ihrer Hilfe berechne man, auf wie vielen
Wanderrouten man vom Inneren (Punkt I)
des jeweiligen Labyrinths zum Ausgang ge-
langen kann, wenn bei keiner Wanderung
ein Platz des Labyrinths mehrfach betreten
werden darf.

'S

Bild 3

3. Das Absuchen von Mustern

Es sollen nun neuere Untersuchungen zur
Labyrinth-Problematik behandelt werden.
Dabei wollen wir uns der besseren An-

schaulichkeit wegen auf die Betrachtung zwei-
dimensionaler Labyrinthe beschrianken. Alle
Plitze und Ginge eines solchen Labyrinths
miissen also in einer Ebene liegen. AuBerdem
ist nun mit der zweiten Prizisierungsmog-
lichkeit fiir den Labyrinth-Begrifl zu arbeiten;
das sind die (zweidimensionalen) Muster.
Unter einem Muster verstehen wir eine zu-
sammenhingende endliche Zellenmenge der
schachbrettartig zerlegten Ebene. Der Zu-
sammenhang bedeutet hierbei, daB je zwei be-
liebige Zellen des Musters stets durch einen
Weg miteinander verbunden sind, der nur
Zellen des Musters durchlduft und bei dem
nur Schritte in den vier Himmelsrichtungen
(Norden: 1, Westen: «, Siiden: !, Osten: —)
erlaubt sind. Die Bilder 4a und b zeigen zwei
einfache Muster (die Mengen der nicht
schraffierten Zellen), widhrend die Zellen-
menge in Bild 4c nicht zusammenhdngend
ist.

s/ A

%

Bild 4

7

C

Jedem Muster kann man in natiirlicher Weise
einen ebenen zusammenhidngenden endlichen
Graphen zuordnen, indem man die Mittel-
punkte der Zellen des Musters als Knoten-
punkte nimmt und die Knoten zweier benach-
barter Zellen des Musters iiberall durch eine
Kante verbindet. Die Kanten entsprechen
also den zwischen zwei Zellen des Musters
liegenden Winden, die man sich durchlissig
(etwa mit Tiiren versehen) vorzustellen hat.

Die Bilder 5a und b zeigen die in dieser Weise
aus den Mustern des Bildes 4 erhaltenen
Graphen.

Vereinfachend gesagt, kann man Muster als
spezielle endliche Graphen auffassen. Daher
sind alle Losungen des Absuchproblems fiir



endliche Graphen unmittelbar aul Muster
iibertragbar. Die fUr die Verfahren von Tré-
maux und Tarry notigen Markierungen der
Wiinde innerhalb eines Musters konnen dabei
durch geeignete Beschriftungen der Zellen
vorgenommen werden. Der Leser moge sich
das an Beispielen verdeutlichen.

| ]

Bild 5 o T

L

d

Die Bilder 5c und d zeigen die in den Mustern
des Bildes 4 erhaltenen Tarry-Wege, wobei
wir bei mehreren erlaubten Bewegungsmog-
lichkeiten immer die erste in der Reihenfolge
1, «, i, = gewihlt haben.

Interessant ist nun, daB man eine recht um-
fassende Klasse von Mustern schon in sehr
einfacher Weise absuchen kann, ohne irgend-
eine Markierung vorzunehmen. Das ent-
sprechende Programm, das wir jetzt betrach-
ten wollen, wurde 1971 von dem westdeut-
schen Mathematiker C. Dopp verdffentlicht.

Verfahren von Dipp:

1. Gehe von der Startzelle aus nach Norden,
bis der Rand des Musters erreicht ist! Handle
weiter nach 2.!

2. Verfolge den Rand des Musters, so daB
dieser dabei fechter Hand liegt! Immer wenn
eine Zelle erreicht ist, deren siidliche Nach-
barzelle nicht zum Muster gehort, so handle
gemil 3.!

3. Gehe nach Norden, soweit das moglich ist,
und kehre dann nach Siiden zuriick bis zu der
Zelle, deren siidlicher Nachbar nicht zum
Muster gehort! Handle weiter nach 2.!

Um dieses Verfahren zu realisieren, muB von
jeder Zelle des Musters aus zu sehen sein,
welche ihrer vier Nachbarzellen noch zum
Muster gehdren. Damit ist das Verfolgen des
Randes gemiB 2. und der immer wieder da-
zwischen durchzufilhrende Gang nach Nor-
den und zuriick gemdB 3. ausliihrbar. Aller-
dings gibt es bei diesem Verfahren keine Stop-

Bedingung, es bricht nie ab. Bei Anwendun-
gen ist dieser Mangel jedoch oft nicht wesent-
lich. Sucht man das Muster (Labyrinth) etwa
nach einem gewissen Merkmal ab (Minotau-
rus oder Ausgang), so kann das Verfahren ja
bei Auffinden einer Zelle mit diesem Merkmal
gewissermaBen kiinstlich gestoppt werden.
Das Bild 6 zeigt Beispiele von Wegen, die
nach dem Doppschen Verlahren erhalten
wurden. Sie fithren alle sehr schnell zu einem
Zyklus, der unendlich oft wiederholt wird.

Bild 6
Startzelle

Zyklenbeginn

/ 7

NN

77
b

Das Bild 6b zeigt, daB nicht alle Muster auf
diese Weise abgesucht werden konnen. Man
kann sich aber iiberlegen, daB das Verfahren
fiir alle einfach zusammenhédngenden Muster
erfolgreich ist. ) .
Als einfach zusammenhingend bezeichnet
man die Muster ohne Locher bzw. ohne Bin-
nenseen, wenn man sich einmal die Zellen des
Musters als . Landteile und die nicht zum
Muster gehorenden Zellen als Wasser (Meer
bzw. Seen) vorstellt. Dabei sind aber nur
solche Gewisser als Binnenseen zu betrach-
ten, die nicht mit dem das Muster um-
gebenden Ozean durch eine WasserstraBe ver-
bunden sind. WasserstraBen konnen hierbei
auch iiber Eck“ verlaufen, d.h. Wasser-Zel-
len mit gemeinsamem Eckpunkt gelten als
benachbart. In diesem Sinne ist das Muster in
Bild 4a einfach zusammenhingend, das in
Bild 4b aber nicht.

4. Endliche Automaten in Mustern

Es ist bisher in unseren Uberlegungen noch
ziemlich offengelassen worden, durch wen die
angegebenen Absuchverfahren zu realisieren
sind, d. h., wer die Labyrinthe absuchen soll.
Der Leser mag sich Theseus in dieser Rolle
vorgestellt haben oder einen beliebigen in ein
Labyrinth geratenen Menschen. Beim Aus-

probieren der Verfahren ist das Absuchen
eines Graphen oder Musters natiirlich mit
dem Bleistift aul dem Papier durchzufiihren.
Die modernen Labyrinth-Untersuchungen im
Rahmen der mathematischen Kybernetik be-
treffen die Frage, inwieweit Graphen oder
Muster durch Automaten der verschiedensten
Typen abgesucht werden kénnen. Wir werden
im folgenden bei der Erlduterung dieser Pro-
blematik vorwiegend Muster als Labyrinthe
zugrunde legen.

Den einfachsten zum Absuchen von Mustern
geeigneten Typ von Automaten stellen die
endlichen Automaten dar. In Bild 7 ist ein
solcher endlicher Automat skizziert.

Bild 7

Steuerwerk (endlich viele
innere Zustinde)
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Abtastkopf

Er besteht aus einem in dem Muster beweg-
lichen Abtastkopf, der mit einem Steuerwerk
verbunden ist. Dieses System arbeitet schritt-
weise. Zu jedem Zeitpunkt steht der Abtast-
kopf auf einer Zelle des vorgegebenen Mu-
sters, und er informiert das Steuerwerk dar-
iiber, welche der Nachbarzellen des Stand-
ortes noch zum Muster gehoren. In Abhdngig-
keit von dieser Information iiber das Muster
und in Abhingigkeit von dem inneren Zu-
stand des Steuerwerks erfolgt nun eine An-
weisung iiber die durchzuftihrende Bewegung
des Abtastkopfes. Es wird entweder ange-
wiesen, daB er auf seinem Standort verharrt
oder daB er sich um eine Zelle in Richtung
Norden, Westen, Siiden bzw. Osten in dem
Muster weiterbewegt. Gleichzeitig kann sich
auch der Zustand des Steuerwerks dndern,
was ebenfalls durch die vom Abtastkopf ge-
gebene Information iiber das Muster und
durch den (alten) Zustand des Steuerwerks
eindeutig festgelegt ist. Nach Ausfiihrung der
Bewegung des Abtastkopfes und der Zu-
standsinderung ist ein Arbeitsschritt des
Automaten realisiert, und das Ganze beginnt
von vorn. Wesentlich ist noch, daB das
Steuerwerk nur endlich viele mogliche innere
Zustiande haben darf, daher die Bezeichnung
wendlicher Automat®.

Uns interessiert hier nicht die technische
Realisierung eines solchen Systems. Mathe-
matisch ist ein endlicher Automat eindeutig
festgelegt durch die Angabe der endlichen
Menge aller moglichen inneren Zustinde, die
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Bild 8

Festlegung eines solchen Zustandes als An-
fangszustand (hiermit startet der Automat
stets) und durch seine Uberfiihrungstabelle.
Letztere gibt an, mit welcher Zustandsande-
rung und Bewegungsanweisung das Steuer-
werk in den einzelnen Zustdnden auf die im
Labyrinth (in der Nachbarschalt des Abtast-
kopfes) vorliegende Situation reagiert.

Als Beispiel betrachten wir den endlichen
Automaten mit der Zustandsmenge Z = {z, y},
dem Anfangszustand z und der in Bild 8 an-
gegebenen Uberflihrungstabelle. Dabei geben
die Pfeile 1, <, |, » die Bewegungsanwei-
sungen in die entsprechenden Richtungen an,
0 bedeutet Verharren auf dem Standort.

Der damit vollstindig beschriebene endliche
Automat geht stets von seinem Startpunkt
aus (im Zustand z) nach Norden, solange das
moglich ist. Gehort die nordliche Nachbar-
zelle seines Standortes nicht mehr zum
Muster, so nimmt er den Zustand y an und
geht nun nach Westen, solange das mdglich
ist. Erreicht er dabei eine Zelle, deren west-
licher Nachbar nicht zum Muster gehort, so
verindert er seinen Zustand y und Standort
nicht mehr, d. h., er stoppt. Bild 9 zeigt zwei
mogliche Wege des Automaten in einem
Muster.

Durch einen solchen endlichen Automaten
kann man das Doppsche Absuchverfahren
realisieren. Allerdings benétigt man hierfiir
mehr als zwei innere Zustinde des Steuer-

V¥ N Ry ¥
. -

Bild 9
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werks, und es ist schon nicht ganz einfach,
eine entsprechende Uberfiihrungstabelle aul-
zustellen.

Jedenfalls ist es auf diese Weise prinzipiell
moglich,.einen endlichen Automaten zu kon-
struieren, der alle einfach zusammenhingen-
den Muster absucht. Es stellt sich sofort die
Frage, ob es einen endlichen Automaten gibt,
der jedes Muster absucht, wenn er aul einer
beliebigen Zelle startet. Schon DSpp vermu-
tete 1971, daB die Antwort ,nein“ lautet,
konnte das aber nicht beweisen. Der Beweis
dieser Behauptung wurde 1975 von L. Budach
(Professor an der Humboldt-Universitdt zu
Berlin und ordentliches Mitglied der Akade-
mie der Wissenschaften der DDR) erbracht.
Er zeigte, daB sich zu jedem endlichen Auto-
maten ein Muster konstruieren 148t, in dem es
eine Zelle gibt, so daB der Automat bei Start
auf dieser Zelle das Muster nicht vollstandig
absucht. Das Absuchproblem [iir Muster ist
also nicht durch einen endlichen Automaten
(d.h. einen Automaten mit endlichem Ge-
dachtnis, der keine Hilfsmarkierungen in den
Mustern setzen darf) 18sbar. Das ist das
bisher tiefliegendste und am schwierigsten zu
beweisende Resultat zur Labyrinth-Proble-
matik. ‘

Die entsprechende Frage fiir endliche Gra-
phen ist iibrigens wesentlich leichter zu be-
antworten. Dazu ist der Begrilf des endlichen
Automaten zunichst natiirlich etwas abzu-

Startzelle

wandeln; der Abtastkop( hat sich dann ja in
einem Graphen zu bewegen. Schon 1971
zeigte H. Miiller (Professor an der Universitét
Erlangen-Niirnberg), daB es keinen solchen
endlichen Automaten gibt, der jeden ebenen
zusammenhingenden endlichen Graphen ab-
sucht.

(Fortsetzuna im ndchsten Heft)

Der Autor: A. Hemmerling

geboren 1948 in Grambow bei Schwerin

— Besuch der OS und EOS in Liibz, Bezirk
Schwerin;

— Teilnahme an Kreis- und Bezirks-
mathematikolympiaden;

— wihrend des EOS-Besuchs auch Fach-
arbeiterausbildung als Landmaschinen-
und Traktorenschlosser

— 1966 bis 1973 Mathematikstudium an der
Ernst-Moritz-Arndt-Universitdt Greifs-
wald; 1970 bis 1973 Forschungsstudent in
der Fachrichtung Mathematische Kyber-
netik und Rechentechnik

- 1974 Promotion A (Dr. rer. nat.)

- 1980 Erteilung der Facultas docendi
(Lehrbefdhigung an Hochschulen) fiir das
Fachgebiet Mathematische Kybernetik

— 1981 Promotion B (Dr. sc. nat.)

— arbeitet als wissenschaftlicher Ober-
assistent an der Sektion Mathematik der
Ernst-Moritz-Arndt-Universitit Greils-
wald

— Forschungsgebiet: Automaten- und
Algorithmentheorie, insbesondere Fragen
des Leistungsvermogens spezieller
Automatentypen; bisher etwa 20 wissen-
schaftliche Arbeiten

— verheiratét, Vater von zwei Kindern

(Tochter und Sohn).
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Bild 2

Eine Aufgabe —
drei

Losungsvarianten
Gedanken zum Titelblatt

P

Die Aufgabe, von einem Punkt P aullerhalb
eines Kreises k die Tangenten-t; und ¢, an
diesen Kreis zu legen, ist geometrisch aul ver-
schiedene Weise 16sbar. Das sind die gesuchten Beriihrungspunkte
Aul der Titelseite ist eine Kombination aus  der Tangenten ; und ¢,. '

drei verschiedenen Varianten zur LOsung Beweis: Die Dreiecke AMSoS; und AMS,S,
dieser Aulgabe dargestellt. sind kongruent, da sie in zwei Seiten (MS,
: =MS, und MS,=MS;) und dem Winkel,
der der groBeren von ihnen gegeniiberliegt,

o il . 5 " . iibereinstimmen (X MSoS; = ¥ MS(S>=90°).
Die hier als Variante 1 bezeichnete Losung ist Daraus folgt ¥ SoMS; = % So MS,.

bereits seit dem 16. Jahrhundert bekannt und Wegen MB, = MB,, MP=MP und X PMB,

Variante 1

auch ir.n Lehrbuch der Mathematik, Klasse 7, — X PMB, gilt AMPB,~ AMPB,. Wegen
beschrichen. MSo=MB;=MB, und MP=MS,=MS,
Konstruktion: sind alle vier Dreiecke AMSoS;, AMSoS:,
Bild 1 AMPB,, AMPB, einander kongruent. Des-
halb haben auch die Winkel * MB,P und
¥ MB,P die Gréfe 90°. Somit sind B, und B,

an den Kreis k gelegten Tangenten ¢, und ¢,.

Variante 3 .
Variante 3 ist eine Losung, die erst im
19. Jahrhundert gefunden wurde.

Man verbindet P und M, halbiert die Strecke
_.PM und findet so den Punkt Mz, um den

man einen Kreis mit r=%~PM schligt. Die 3 Susss RPN

"Schnittpunkte der beiden Kreise sind die
gesuchten Bertihrungspunkte B, und B, der
Tangenten ¢, und .

Beweis: Der Satz des Thales besagt, daB alle :
Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser X P RS
eines Kreises rechte Winkel sind. Die Winkel -
¥MB,Pund ¥ MB,P sind Peripheriewinkel

iiber dem Durchmesser PM, d.h,, sie betragen
90°. Deshalb sind B; und B, die gesuchten 5,
Berithrungspunkte der Tangenten ¢; und ¢,.

«~
Variante 2 s ;,
Diese Variante beinhaltet eine Losung, die . \
etwa 2000 Jahre lter ist als die Losung nach N -l
Variante 1.
Konstruktion:
Man zeichnet die Strecke MP und errichtet 7
im Schnittpunkt S, dieser Strecke mit dem /
Kreis k die Senkrechte auf MP. Danach
schldgt man um M einen Kreis k' mit dem
Radius MP. Er schneidet die Senkrechte auf
MP in den Punkten S; und S,. Wenn man
S; und ‘S, mit M verbindet, erhdlt man die
Schnittpunkte B; und B, mit dem Kreis k.

die gesuchten Beriihrungspunkte der von P-

Konstruktion:

Bild 3

Man zeichnet zu dem gegebenen Kreis k
einen konzentrischen Kreis k' mit dem Radius
R=2r und einen Kreis k" um P mit dem
Radius PM. Die Schnittpunkte F, und F,
der Kreise k' und k" verbindet man mit M und
erhilt so die Punkte B; und B, auf dem in der
Aufgabenstellung gegebenen Kreis k. Das
sind die gesuchten Beriihrungspunkte der

" Tangenten ¢; und ¢,.

Beweis: Die Strecken MF; und MF, sind
Sehnen des Kreises k”, deren Linge 2r be-
tragt. Nach Konstruktion gilt MB, =B, F,
=MB,=B,F,=r. Wegen W=P_F1=P—Fz
sind die Dreiecke AMPF, und AMPF,
gleichschenklig. Die Strecke PB; bzw. PB; ist
somit Seitenhalbierende der Basis MF bzw.
MF,. Folglich sind die Strecken PB; und
PB; auch Héhen, d.h., die Winkel &£ MB, P
und &£ MB,P haben die GroBe 90°. Deshalb
sind B, und B, die gesuchten Beriihrungs-
punkte der Tangenten r, und t;. M. Wilde

0y o e
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aufgepalit
nuchgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 4/6

Interessante Koordinaten

Al a Stelle folgende Zahlenpaare in dem
Koo. .inatensystem Bild 1a (bzw. Bild 1b)
dar!
Verbinde jeweils die Punkte im Koordinaten-
system, deren Zahlenpaare untereinander ste-
hen!

a)
8;0) 7:14)  (1;49) (350
8;13)  (7;5) (1;2) (3;2)
(10;13) (©;5 (2;2) (1;2)
(10;149)  (0;4)  (2;0) (7;0)
y 4\ W Bild 1a

o .
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10+
5....
} |-
5 10

b)
(2,00 31 ) 800 (L
2;2 G;2) (552 (82 (112
(3;3) @2 (6:2) (9;:2 (12;2
(7;3) @1 61 (9;00 @121
7 Gn 51 11;1)
(8;10)
(CHY)]
9;3)
(13;3)
(14;2)
(14;0)
A2 A a)Vervollstindige!
200 (;) ;0
23 (5) (5)
() (5) (3)
;) (5) (3)
() (5)
() ()
;) ()
(;) (60
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Bild 3

A4 Spiegele an der y-Achse!
Gib die Koordinaten der Punkte P,’, P,’, Py,
P4I und P5’ an! .
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AS5a Spiegele an der y-Achse!
Gib die Koordinaten der Punkte 4, B, C/,
D', E' an!

Y
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Bild 5 A - B |
H ) x
54
-104
A6A ) Gib die kleinsten Werte [iir a, b

so an, daB [ir alle y-Werte der Figur (vgl
Bild 6) gilt a<y<b!

b) Gib die kleinsten Werte fiir ¢, d an, so daB
fiir alle y-Werte der Figur (vgl. Bild 6) gilt
cEx<d!

5 X

L. Flade/J. Lehmann

(nach Unterlagen aus dem ungarischen Un-

terhaltungsbuch Vigyazat! Csak gyerekek-
nek, Eva Gall) -



Der Turm ist im Schachspiel eine machtige
Kampfeinheit. Er ist starker als Laufer oder
Springer. Sein Wert entspricht etwa fiinf
Bauern. Der Turm ist eine weitreichende und
wendige Figur. Dabei zeichnet er sich durch
eine interessante Besonderheit aus: Die An-
zahl der Felder, die er auf dem leeren Schach-
brett beherrscht, hingt nicht von seinem
Standort ab. Ob der Turm in der Ecke oder
in einem der Mittelfelder des Brettes steht,
immer sind es vierzehn Felder.

Wie kanno man auf dem leeren Schachbrett
Tiirme so aufstellen, daB keine zwei von ihnen
einander schlagen kénnen, das heiBt, daB je
zwei Tiirme in verschiedenen Reihen und ver-
schiedenen Linien stehen? Es ist einleuchtend,
daB man acht Tiirme auf diese Weise auf dem
Schachbrett postieren kann (beispielsweise
so, daB man die Tiirme auf irgendeine Dia-
gonale des Brettes setzt - siche Diagramm),
mehr jedoch als acht nicht.

Schachspielereien
Hans Betcke, aus: DLZ 22/83

ssDamen-Indisch*

Ein Beweis von
Leonhard Euler

Euler bewies 1741 eine Aufgabe, die ihm sein
Freund Goldbach gestellt hatte. Hier ist zu-
nichst Eulers Antwort auf Goldbachs Brief
mit dem gestellten Problem:

~Ew. (Euer) Hochedelgeb. theorema, daf
(3m+2)n? + 3 kein Quadrat sein kinne, ist sehr
artig, und ich kann die Richtigkeir desselben
auf folgende Art dartun:

Entweder ist n durch 3 divisibel (teilbar) oder
nicht, im ersten Fall ist n* divisibel durch 9,
und bekommt -die Expression (3m+2)n*+3
eine solche Form 9p+ 3, welche kein Quadrat
sein kann, wie bekannt. Im anderen Fall,
wann n nicht durch 3 divisibel ist, so ist n*

eine solche Zahl 3p+1, und 3m+2n*+3-

bekommt diese Form 9mp+3m+6p+5, das
ist 3g+2, von welcher Form gleichfalls be-
kannt ist, daB eine solche niemals ein Quadrat
sein kann.*

Wir erldutern den Beweis, wozu wir (3m + 2)n?
+3 gleich N setzen (i, n natiirliche Zahlen).
Euler unterscheidet zwei Fille:

Wir fragen, auf wieviel verschiedene Weisen
man acht Tiirme so auf dem leeren Schach-
brett anordnen kann, daB keine zwei von
ihnen einander schlagen kénnen? Dabei ist zu
bemerken, daB wir die Anordnungen der Tiir-
me auf al, b2, c3, d4, eS, f6, g7, h8 (unser
Beispiel) und auf a8, b7, c6, d5, e4, 3, g2, hl,
das heiBt, solche Anordnungen, die sich
auseinander durch Drehung des Brettes be-
zichungsweise - durch Spiegelung gewinnen
lassen, als verschieden ansehen.

H. Riidiger

»Spanische Eroffnung*

a) 3 teilt n,

b) 3 teilt n nicht.
Eine einfache Folgerung aus der Zerlegung
einer Zahl in ihre Primfaktoren ist folgende
Aussage: Wenn Q eine Quadratzahl ist, dann
enthilt Q alle Primteiler in gerader Potenz.
Im ersten Fall hat, da sich n? durch 9 teilen
lassen muB, N die Form N=9p+3 mit ge-

.wissem p (p natiirliche Zahl). Da 3 natiirlich

9 teilt, folgt hieraus, daB 3 auch -in Teiler
von N ist. Wenn wir aber annehmen, daB N
eine Quadratzahl! ist, dann muB neben 3 auch
32=9 ein Teiler von N sein. Weil weiterhin 9
offensichtlich in 9p aufgeht, muB 9 auch die
Differenz N —9p teilen. Diese ist aber gleich 3,
also nicht durch 9 teilbar. Mithin muB unsere
Annahme falsch sein, N konne eine Quadrat-
zahl sein.
Im zweiten Fall hat n die Form 3r+1 oder
3r+2 (r=0, 1,2, ...). Damit ist n?> von der
Gestalt 9r2+6r+1 oder 9r>+12r+4 bzw.
3(3r2+2r)+1 oder 3(3r* +4r+ 1)+ 1 ist, also
fiir beide Moglichkeiten mit einem gewissen p
von der Art 3p+ 1. Damit ergibt sich [ir N
die Form 3g+2 mit einer bestimmten natiir-
lichen Zahl g. Um zu zeigen, daB N=3g+2
keine Quadratzahl sein kann, untersuchen wir
zunichst allgemein, welche Reste eine Qua-
dratzahl beim Teilen durch 3 lassen kann.
Jede natiirliche Zahl z kann mit einer gewis-
sen Zahl r in der Form z=3r+s dargestellt
werden, wobei fir s die Zahlen 0, 1 und 2
in Frage kommen. Damit ergibt sich
22=9r2 4 6rs+52=33r*+2rs)+s> mit s
gleich 0, 1 oder 4. Der Ausdruck 3(r®+2rs)
ist durch 3 teilbar, so daB sich das Ver-
halten des Restes aus dem Charakter von s?
bestimmt. Die Reste, die s> beim Teilen
durch 3 14Bt, sind O und 1, wie man leicht
nachpriift. Mithin kann eine Quadratzahl
beim Teilen durch 3 nur den Rest 0O (teilbar)
oder 1 lassen. Eine Quadratzahl der Form
N =3q + 2 wiirde aber beim Teilen durch 3 als
Rest 2 liefern, was nicht moglich ist. Also
kann auch im zweiten Fall N keine Quadrat-
zahl sein. Mithin ist es ausgeschlossen, daB N
Quadratzahl sein kann.

Mitgeteilt von Dr. R. Thiele,

S. Hirzel-Verlag, Leipzig

2

wZugzwang*
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1984

,»,Das ist unsere Gliickszahl!“

Mathematik

Ma5 #2350 Ein Obstgarten, der die Form
eines Rechtecks hat, ist halb so breit wie lang.
Er wird von einem 210 m langen Zaun um-
geben. Welchen Flacheninhalt besitzt dieser
Obstgarten? ’

Schiilerin Janett Stynka, Rostock

Ma5 #2351 Zu einer Schulklasse gehoren
genau 36 Schiiler, die zusammen 703 Bunt-
stifte besitzen. Brnst hat zwei Buntstifte mehr
als Christine. Dieter hat einen Buntstift we-
niger als Bernd, Frank elf weniger als Dieter,
Bernd zwei weniger als Anja, Christine funf
mehr als Bernd. Anja besitzt genau 19 Bunt-
stifte. Wie viele Buntstifte besitzt jeder der
nicht genannten Schiiler, wenn alle diese
Schiiler gleich viele Buntstifte haben?
Schiilerin Ina Stéckigt, Weifienschirmbach

Ma5 #2352 Von Berlin-Treptow aus ma-
chen Fahrgastschiffe der Weiflen Flotte See-
rundfahrten mit Ausfliiglern und Touristen.
An einer solchen Fahrt nahmen insgesamt
120 Fahrgiste teil, und zwar viermal soviel
Kinder wie Frauen. Die Anzah! der mitfah-
renden Frauen und Kinder war insgesamt
siebenmal so groB wie die der Méinner. Wie-
viel Kinder, Frauen bzw. Minner nahmen an
dieser Seerundfahrt teil ? Sch.

Ma5 #2353 In dem Schema
tlﬁ . 3*2
*3*
3
*2*5
i*it3¢
sind die Sternchen so durch Grundziffern zu
ersetzen, daB eine richtig geloste Multiplika-
tionsaufgabe entsteht. Sch.

Ma5 #2354 Von zwei leeren GefidBen weiB
man: Das groBere dieser beiden GefiBe ist
doppelt so schwer wie das kleinere. Fiillt
man in das kleinere GefdB 400 g Zucker und
in das groflere 200 g, so ist das gefiillte klei-
nere GefdB um 50 g schwerer als das geflilite
groBere GefdB. Wie schwer sind die beiden
leeren GefdBe?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 82355 Zeichne ein Quadrat! Lege auf
jeder Quadratseite den Mittelpunkt fest! Ver-
binde diese vier Mittelpunkte zu einem zwei-
ten Quadrat! Du zihlst nun vier Dreiecke
und zwei Quadrate. Lege auf jeder Seite die-
ses zweiten Quadrates wieder die Mittelpunk-
te fest, verbinde auch diese Punkte zu einem
dritten Quadrat!
a) Wieviel Dreiecke hast du bis jetzt erhal-
ten? }
b) Jemand bildet auf diese Weise immer wie-
der neue Quadrate.
Zum SchluB zdhlt er genau 176 Dreiecke.
Wieviel Quadrate zihlt er?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 ®2356 Ina, nach dem Lebensalter
ihrer drei Geschwister befragt, antwortet:
»Multipliziert man die Zahlen, die das Le-
bensalter meiner drei Geschwister angeben,
miteinander, so erhilt man 24. Addiert man
diese drei Zahlen, so erhdlt man eine Prim-
zahl” Wie alt sind Inas Geschwister (in
génzen Zahlen)?

Schﬁler{n Yvonne Lucke, Halle-N eustadt

Ma 6 m2357 Ineinem Saal, in dem ein Kon-
greB abgehalten werden sollte, waren mehr als
90, aber weniger als 100 Stiihle aufgestelit. Es
erschienen aber mehr KongreBteilnehmer als
Stiihle vorhanden waren. Die Anzahl der
Stiihle wurde deshalb verdoppelt. Nun blieb
der zwolfte Teil der Anzahl der vorhandenen
Stiihle unbesetzt. Wie viele Teilnehmer waren
zum KongreB angereist ?

Thies Lusbor, 2600 Guntrow, Ulerdersér 22
Kl/ryhmg—os, Klayse 7
. 150
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wetlbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrilt (Postleit-
zahl nicht.vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul zu rich-
len an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der ublichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7. vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gute (d. h. volistandige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergeb.nis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,.sehr
gut geldst™, pgut geldst” oder ,.geldst.
Schiiler.
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk .,nicht geldst*

welche nur einen SchluBsatz zu

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 liuft
von Heft 5/1983 bis Heft 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Rickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/84 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



Ma6 82358 Eine Klasse schrieb im Fach
Mathematik eine Leistungskontrolle. Genau
eine Aufgabe wurde von dem achten Teil,
genau zwei Aufgaben von dem dritten Teil,
genau vier Aufgaben von dem sechsten Teil
der Anzahl der teilnehmenden Schiiler nicht
gelost. Wieviel Schiiler 16sten genau eine Auf-
gabe richtig, wenn nur ein Schiiler der Klasse
die Arbeit fehlerlos abgab und der Klasse
‘weniger als 30 Schiiler angehéren?

Schiilerin Barbara Schiitze, Weiflenfels

Ma6 82359 Otto geht [iir seine Mutter ein-
kaufen. Den (iinften Teil des von der Mutter
erhaltenen Geldes gibt er fiir Fleischwaren
aus. Fiir den zehnten Teil des erhaltenen Gel-
des kauft er Obst. Fiir Backwaren gibt Otto
doppelt soviel Geld aus wie fiir Fleischwaren.
Fiir Blumen gibt er genausoviel Geld aus
wie fiir Obst. Vom erhaltenen Gelde hatte
Otto danach noch 10 M iibrig. Wieviel Mark
hatte Otto von seiner Mutter zum Einkaufen
erhalten?

Schiilerin Anja Rosenbusch, Meiningen

Ma6 82360 Welche natiirliche Zahl 148t bei
Division durch 11 den Rest 1, durch 12 den
Rest 2, durch 13 den Rest 3 und durch 14
den Rest 4?

Schiiler Thomas Kuschel, Prenzlau

Ma7 w2361 Welchenatiirlichen Zahlen g, b,
¢ mit 0<a<b<c erfillen folgende Bedin-
gungen?

(1) Die zweite dieser drei Zahlen ist gleich
dem arithmetischen Mittel aus den beiden
anderen Zahlen.

(2) Die fiinffache *Summe aus diesen drei
Zahlen ist gleich dem Produkt aus diesen
Zahlen. - Sch.

Ma7 #2362 Gegeben sind die Punkte 4, B,
* C und D, die alle aufl ein und derselben
Geraden g liegen. AuBerdem gilt:

Die Linge der Strecke 4B betrigt 3 cm, die
der Strecke AC 4 cm, und die Strecke AD ist
6 cm lang. Die Punkte B und C liegen zwi-
schen den Punkten A4 und D.

Es sind alle Punkte P; (P, P2, P3, ...) zu
konstruieren, die simtlich folgenden Be-
dingungen geniigen:

(1) Die Punkte P; sind gleich weit von A und C
oder von B und D entlernt.

(2) Die Punkte P; haben von C einen Ab-
stand von 3 cm. : Fr.

Ma7 82363 Ein Rechteck habe die Seiten-
lingen a und b. Der Flicheninhalt eines
Quadrates, das den gleichen Umfang wie das
Rechteck hat, ist durch die Lingen a und b
auszudriicken! ' Sch.

Ma7 w2364 Addiert man zu einer dreistelli-
gen natiirlichen Zahl, deren erste und letzte
Ziffer iibereiristimmen, ihre Quersumme, so
erhilt man als Ergebnis 500. Um welche Zahl
handelt es sich? Sch.

Ma8 ®2365 Es ist zu beweisen, daB der
Term n*(5 + n?) fir jede natiirliche Zahl n eine
gerade Zahl ist.

Daniel Kiipper, Wirtzfeld, Belgien

Ma8 #2366 Es sind alle geordneten Paare
(&; b) rationaler Zahlen a und b mit folgenden
Bedingungen zu ermitteln:
a) Die Summe der Quadrate der Zahlen a und
b ergibt 176,5.
b) Die Differenz der Quadrate der Zahlen a
und b ergibt 136.

Gerald Wiinsch, Berlin

Ma8 #2367 Wie viele verschiedene sechs-
stellige natiirliche Zahlen kann man mit den
Ziffern 1, 3, 4, 5, 7, 9 bilden? (Es muB in jeder
Zahl jede der sechs Ziffern genau einmal vor-
kommen!) Wie viele dieser Zahlen sind durch
3, wie viele durch 9 teilbar? Das Ergebnis ist
zu beweisen.

Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma8 82308 In dem abgebildeten Dreieck
ABC wurde der Eckpunkt A mit dem
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Drei-
eckseiten verbunden. Es ist die Giiltigkeit der
Beziehung oy =90° —y zu beweisen.
Schiilerin Claudia Popien, Magdeburg

- c
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Ma9 #2369 Die Zahl 315 soll in die Diffe-

renz zweier Quadratzahlen zerlegt werden.

Es sind alle Moglichkeiten anzugeben.
Schiler Jorg Uhlig, Crimmitschau

Ma9 #2370 Das Produkt von vier aufein-

\anderfolgenden Primzahlen p,, p2, ps, ps ist

in eine Summe von zwei Primzahlen ps, ps
zerlegbar, die beide in jeder achtstelligen Zahl
der Form abcdabed (dekadische Darstellung)
ohne Rest aufgehen. Es sind die Primzahlen
P1, P2, --.» Pe ZU ermitteln.

Gerald Winsch, Berlin

Ma9 82371 Zur Jugendweihe erwartet Ilka
24 Giste. Beim Eintreffen begriiBen sie sich
untereinander und auch Ilka mit einem
Hindedruck. Unter den Giésten sind drei
Ehepaare ohne Kinder, eine vier- und eine
fiinfkoplige Familie, die sich natiirlich bei der
Ankunft nicht jeweils untereinander begrii-
Ben. Wieviel Handedriicke sind gegeben wor-
den, nachdem alle Giste eingetroffen waren?

Schiilerin Claudia Paschwitz, Rdckelwitz

Ma9 #2372 In dem abgebildeten Rechteck
ABCD halbiert die Gerade durch A den Win-
kel ¥ DAB. Die Gerade durch C ist parallel
zur Geraden durch A. Wie lang und wie breit
ist das Rechteck 4 BCD, wenn die Strecke AM
2,5cm lang ist und der Abstand beider Ge-
raden 3 cm betrigt?

Skizze, nicht maBstiblich!
» N/ . c

A /N 8
Mathematiklehrer K. Gorki, Zittau

Ma10/12 #2373 In welchem Zahlensystem
stellt die Gleichung
42+242=16*
eine wahre Aussage dar?
Schiiler B. Leif heit, Heiligenstadt

Ma 10/12 w2374 Die Zahl 115 ist derart in
positive Summanden zu zerlegen, daB jeder
folgende Summand um 6 groBer ist als der
vorhergehende. Sch.

Ma 10/12 #2375 Gegeben scien eine Kugel
K und ein Wiirfel W mit gleich groBen
Volumina.
(1) Es ist zu zeigen, daB das Verhiltnis der
Oberflicheninhalte beider rdumlicher Figu-
ren unabhdngig von der Radiuslinge der
Kugel und der Kantenlédnge des Wiirfels ist.
(2) Es ist die MaBzahl x fir dieses Verhiltnis
zu berechnen, wenn Ay : Aw=1:x gilt.
Klaus Behnke, Schwerin

Ma10/12 #2376 Zwei einander beriihren-
den Kugeln von 8 cm bzw. 10 cm Durchmes-
ser soll ein gerader Kreiskegel umbeschrieben
werden. Es sind die Linge des Grundkreis-
radius und die Linge der Hohe dieses Kegels
Zu ermitteln.

Schiiler J. Uhlig, Crimmitschau

Physik

Ph6 =141 In den folgenden Abbildungen
sichst du die Skalen verschiedener MeB-
zylinder (Angaben in ml).

a)
Lies die angegebenen Fliissigkeitsstinde ab!

b) .
Trage die Fliissigkeitsstinde in entsprechende
Skalen ein!

220ml 34ml 125ml 47ml 29ml 5.7 ml

Ph7 142 Ein 1 mlanger Balken (Gewichts-
kralt 20 N) liegt auf 2 Schneiden (siehe Bild).
Nun wird ein Massestiick (Gewichtskraft
30 N) 30 cm von der linken Schneide entfernt
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auf den Balken gestellt. Berechne die Be-
lastungen auf jede der beiden Schneiden!
' Henry Mittel, Schleusingen

im

30 cm

1

Ph8 #3143 Ein Maschinenbaubetrieb bens-
tigt fiir den Bahnversand Holzkeile, um die
auf offenen Giiterwagen verladenen Erzeug-
nisse gegen Verrutschen zu sichern. Die Keile
haben die skizzierte Seitenansicht und qua-
dratischen Querschnitt.

MaBe in cm

Wieviel Kubikmeter Holz fiir Keile braucht
der Betrieb mindestens pro Jahr, wenn im

Jahr 5000 Erzeugnisse veranschlagt und pro

Erzeugnis vier Keile benotigt werden?
Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph9 8144 Ein Junge wirft von einem Turm
einen Stein senkrecht in die Héhe. Der Turm
ist 15m hoch. Die Abwurlgeschwindigkeit
betriigt 10 m/s. In welcher Zeit erreicht der
Stein die Erdoberfliche?

Verena Wegner, Hoyerswerda

Ph10/12 ®145 Ein Blitz entlddt sich schit-
zungsweise mit einer Stromstirke von 20000
Amptre. Die dabei umgesetzte Energie wird
mit 5000 kWh und die Elektrizitdtsmenge
mit 20 Coulomb berechnet. Es ist die auf-
tretende Spannung und die Dauer des Blitzes
gefragt.

Olaf Parchmann, Blankenheim

Chemie

Ch7 ®113 In einem Chemiebetrieb sollen
tdglich 1500 kg Schwefel produziert werden.
Als Rohstolf wird Schwefelkies, der pro Kilo-
gramm 360g Schwefel enthilt, eingesetzt.
Wieviel. Tonnen Schwefelkies miissen dem
Betrieb

a) taglich,

b) monatlich (1 Monat =30 Tage) -
zur Verfigung stehen?

Ch8 w114 Fiir die Bestimmung des Eisen-
gehaltes einer Legierung wurden folgende
Arbeitsschritte durchgefihrt:

1. 0,732 g der Legierung wurden geldst und
das Eisen als Hydroxid gefallt.

2. Nach dem Gliihen ergab der Niederschlag
0,23 g Eisen(IIT)oxid.

Berechne: a) die Menge Eisen in der Ein-
waage in Gramm, b) den Prozentgehalt an
Eisen in der Legierung!

Ch9 115 Zur Herstellung von 2123 kg
Phosphor verwendet man 0,98 t sekundires
Kalziumphosphat [Ca,(HPO,),].
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Wieviel Prozent Verunreinigungen enthilt
das - Kalziumphosphat? (Sekundires Kal-
ziumphosphat zerfillt in folgende Oxide:
Kalziumoxid, Phosphorpentoxid, Wasser-
stoffoxid.)

Ch10/12 w116 Die Analyse eines Stadtga-
ses ergab folgende Werte:

45Y%, Wasserstoll

30%, Methan

4,5%; Athylen

" 4%, Kohlenmonoxid

2,5%; Kohlendioxid

14, Stickstoff

Berechne

a) die zur Verbrennung von 1m® Gas er-
forderliche Luftmenge (als Abrechnungsbasis
dient Luft mit 219 Sauerstoff),

b) die prozentuale Zusammenseizung der
Rauchgase bei 120°C!

Stau auf der Straﬂe

Die auf der rechten Seite des Bildes gezeigten
funf Bilddetails sind auf dem groBen Bild
wiederzufinden, in der gleichen Stellung. Mit
Hilfe der Koordinaten kannst du ihren ge-
nauen Platz bestimmen.

Lase folgendes Riitsel!

K

10

e st

m{s. L

|L< Co| r =
<

Bei richtiger Losung des Ritsels ergibt_sich
im umrandeten Feld der Name ciner Funk- .
tion im Chemieunterricht.
1. Name eines Metalls mit dem Symbol Cu
2. Name eines Gerdts zum Entnehmen eines
Feststolfes
3\ Name eines Gases mit dem Symbol Cl
4. Name eines gelben Nichtmetalls
5. Geriit- zur Trennung ,einer Aufschlim-
mung

" 6. Name eines Metalls, welches im Welt-

maBstab die groBte Verwendung findet
7. Gerit zur Brandbekdmpfung
8. Wie wird in der chemischen Zeichen-
sprache das Kurzzeichen fiir eine chemi-
sche Verbindung genannt?
9. Name eines Gases, das durch die Span-
probe nachgewiesen werden kann
10. Wichtiger Rohstoff unserer chemischen*
Industrie; ‘der aus der Sowjetunion im-
portiert wird und zu einem groBen Teil in
Schwedt verarbeitet wird.  H. Rochlitzer,
aus: Chemie in der Schule 11/81
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN.
IM BLICKPUNKT

Wir verbreiten
Begeisterung
fiir unsere Wissenschaft

Gesprach mit

Dozent Dr. sc. nat. Josef Nietzsch
Vorsitzender der Mathematischen
Schiilergesellschaft der
Humboldt-Universitit zu Berlin (MSG)

Frage: Sie sind mafigeblich daran beteiligt,
mathematische Talente systematisch und ziel-
gerichtet zu fordern.
Wie geschieht das?
Josef Nietzsch: Die Talenteforderung mathe-
matischer Begabungen erfolgt hauptsichlich
im auBerunterrichtlichen Bereich, auf dem
Hintergrund eines differenzierten Forde-
rungssystems in allen Bezirken der DDR. Sie
geht von den Schularbeitsgemeinschaften fir
Mathematik aus, denen Kreisklubs Junger
Mathematiker folgen. Die hochste Form die-
ser Forderung geschieht in Schiilergesell-
schaften, Schiilerakademien und Bezirks-
klubs Junger Mathematiker.
In Berlin wird die hochste Form der Forde-
rung durch die Mathematische Schiilergeseli-
schaft bei der Sektion Mathematik der Hum-
boldt-Universitit garantiert. In diesen Schii-
lergesellschaften usw. erhalten 12 bis 15 Schi-
ler — zusammengefaBt in Zirkeln — in der
Regel wochentlich einen zweistiindigen Un-
terricht nach einheitlichem Lehrplan. Bei uns
beginnt die Ausbildung im 6. Schuljahr und
endet mit der 12. Klasse. Die Delegierung der
Schiiler erfolgt durch die Abteilung Volks-
bildung. )
Neben diesen Zirkeln wurden von unserer
Sektion Spezialférdermanahmen realisiert.
Zum ersten werden Schiiler in Zirkeln von
sechs bis acht Teilnehmern gezielt zur erfolg-
reichen Teilnahme an den Olympiadewett-
streiten Junger Mathematiker befihigt. Wei-
terhin gibt es Zirkel mit einer speziellen ma-
" thematischen Problematik (z. B. Zahlentheo-
rie, Analysis) gleicher Stérke, und schlieBlich
férdern wir Schiiler durch Einzelpatenschaf-
ten, die Hochschullehrer fiir zwei bis drei
Schiiler iiber mehrere Jahre iibernehmen.
Dabei arbeiten sich Schiiler in ein Spezial-
gebiet ein, z. B. die Differentialgeometrie mit

der Anwendung auf einige Fragen der Rela-
tivitatstheorie.

Mit all diesen Aktivitdten hilft unsere Sek-
tion, qualifizierten Nachwuchs fiir alle Fach-
arbeiterberufe technischer Richtung zu ge-
winnen: fir die gezielte Ausbildung von
Lehrern, auch solche fiir Hochschulen u}ld
den Akademiebereich sowie fiir alle Unter-
offiziers- und Offiziersberufe in unseren be-
waffneten Organen zur Stirkung unseres
Staates und Erhdhung seiner Verteidigungs-
bereitschaft.

Frage: Wie dringend benétigen wir zur
Forcierung des wissenschaftlich-technischen
Fortschritts in unserer Volkswirtschaft
mathematische Talente?
Josel Nietzsch: Ohne Polemik kann gesagt
werden, daB die Mathematisierung aller Wis-
senschaften ein objektiver Vorgang unseres
Zeitalters ist. Somit ist die Anwendung ma-
thematischer Methoden, speziell in allen
wissenschaftlich-technischen Einrichtungen,
dringend gefordert. Das heilit, in diesen Be-
reichen werden besonders selBst.’indig und
kreativ arbeitende Mathematiker dringend
bendtigt. Ein Beispiel: In der Elektronik und
im Roboterbau geht es um den Entwurf und
die Fertigung auBerordentlich komplexer
technischer Gebilde, deren Arbeitsweise in
irgendeinem naher zu bestimmenden Sinne
optimal sein soll. Hier ist ohne gezelte ma-
thematische Untersuchungen, Testrechnun-
gen, Entwurfsplanungen und ahnliches kaum
eine erfolgreiche Verwirklichung der Zielstel-
lung moglich: Allerdings verlangt die Bear-
beitung solcher Fragestellungen vom Mathe-
matiker ein besonders breites und vielseitiges
Wissen und den Willen, sich auch teilweise -
und wenn nétig sogar umfangreich — in ein
nichtmathematisches Gebiet einzuarbeiten,
um qualifizierte und effektive Losungen an-
steuern zu koénnen. Dariiber hinaus verlangt
all das von einem Mathematiker solide
Kenntnis auf dem Gebiet der Rechentechnik,
da es sich immer um konstruktive Frage-
stellungen handelt, die ohne Verwendung
solcher technischen Hilfsmittel wie EDV-An-
lagen nicht mehr zu l6sen sind. DaBl Rechen-
technik Schiilern groBen SpaB bereiten kann
und sie hier bereits selbst kleine Probleme
16sen kénnen, zeigen die in unserer Sektion
jahrlich durchgefiihrten und iberlegten Pro-
grammierkurse fiir ESER-Anlagen fiir Klas-
senstufe sieben bis acht.

Aus: DLZ, Berlin

Aus dem Kreisklub
Junger Mathematiker
Berlin-Kopenick
berichtet

Der Kreisklub Junger Mathematiker des
Stadtbezirks Berlin-K&penick feiert in die-
sem Jahr sein 10jihriges Bestehen. Einmal

wochentlich treffen sich fiir zwei Stunden zur
Zeit 124 Schiiler der Klassenstufen 5 bis 9
in acht verschiedenen Zirkeln. Es werden
Olympiadeauffaben gelést und mathemati-
sche Probleme nach einem Rahmenpro-
gramm behandelt.

Auf Grund der guten Unterstiitzung durch
das Institut fiir Nachrichtentechnik als Trager-
betrieb fiir unseren Klub konnte in den
Winterferien das 10. Spezialistenlager, dies-
mal in Gorlitz, durchgefiihrt werden. Die
Klausur am letzten Tag bewies, daB alle
Schiiler die in den Vormittagsstunden behan-
delten Stoffgebiete gut durchdacht hatten.

5. Klasse: Gleichungslehre
6. Klasse: Einfithrung in
die Graphentheorie
7. Klasse: Losung
diophantischer Gleichungen
8./9. Klasse: ,,Kramersche Regel

Neben zahlreicher sportlicher Betitigung bil-
deten Denkspiele jeder Art €inen Hoéhepunkt
der Freizeitbeschiltigung.- Traditionsgemal
wurden wieder Skat-, Schach- und Tischten-
nisturniere durchgefiihrt. Stadtbesichtigun-
gen, Theaterbesuche und eine Tagesfahrt ge-
héren schon seit Jahren zum festen Programm
unseres Lagers. Den 60 Teilnehmern hat es
wieder so gut gefallen, daB es auch im'néach-
sten Jahr geniigend Bewerber geben wird.
Weitere Hohepunkte in unserem Klubleben
bilden eine Tagesfahrt am Ende des Schul-
jahres, eine Klausur als Bewahrungssituation
fiir die Zirkelteilnehmer im Juni und jeweils
eine Auszeichnungsveranstaltung mit Vor-
trigen o0.4. im Dezember und am letzten
Zirkelnachmittag im Schuljahr.
Diese gemeinsamen Veranstaltungen f6rdern
das Kollektiv des Kreisklubs, so daB es uns
auch in diesem Jahr gelungen ist, ehemalige
Mitglieder als Zirkelleiter fiir das Spezia-
listenlager zu gewinnen.

M. Krause

Aufgabe

Von den Schiilern einer Klasse gehdren genau
12 der AG Fotoamateure, genau 14 Schiiler
der AG Mathematik und genau 15 Schiiler
der AG Musikfreunde an. Genau ein Schiiler
ist in allen drei Arbeitsgemeinschaften ti-
tig. Genau 4 Schiiler gehoren sowoh! der
AG Fotoamateure als auch der AG Mathe-
matik an. Genau 3 Schiiler gehdren sowohl
der AG Fotoamateure als auch der AG
Musikfreunde an. Genau 5 Schiiler gehoren
sowohl der AG Musikfreunde als auch der
AG Mathematik an. Wie viele Schiiler gehd-
ren zu dieser Klasse, wenn jeder Schiiler
wenigstens eine dieser Arbeitsgemeinschaften
besucht? (Ldsung siehe Seite 118)
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Prof. Dr. Franz von Krbek

zu seinem 85. Geburtstag

Prof. Dr. Franz von Krbek gehért seit iiber
40 Jahren zum Lehrkorper der Universitit
Greifswald und hat seit dem Tage der Wieder-
er6ffnung unserer Universitdt nach der Be-
freiung vom Faschispus am 15. Februar 1946
seine ganze Kraft fiir den Wiederaufbau der
mathematischen Lehre und Forschung in
selbstloser Weise eingesetzt. In Ungarn gebo-
ren, studierte er in Budapest Mathematik und
Physik. Als Student im 1.Semester war er
Sieger der dort schon damals stattfindenden
Mathematikolympiaden auf nationaler Ebe-
ne. Nach dem Doktorexamen mit summa cum
laude 1921 ging er mit einem Forschungs-
stipendium fiir mehrere Jahre nach Géttingen
und Paris und lernte dort bedeutende Mathe-
matiker personlich kennen. Dann arbeitete er
als Wissenschaftler und Publizist in mehreren
Stidten, u.a. auch in Berlin. 1942 kam er
nach der vélligen Zerstorung seiner Wohnung
in Berlin durch den Luftkrieg als akademi-
scher Lehrer nach Greifswald an die Uni-
versitit.

Internationales Ansehen hat er sich vor allem
als Verfasser mathematischer und physikali-
scher Biicher erworben. Seine erste Mono-
graphie von 1936 ,,Mathematische Grund-
lagen der Quantenmechanik® ist von Max
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Planck empfohlen worden. In hoher Auflage
erschien 1941 seine Erlebte Physik, sie wurde
in mehrere Sprachen iibersetzt. In Greifs-
wald schrieb er eine umfassende Mathematik-
geschichte mit dem Titel Eingefangenes Un-
endlich und ein drittes physikalisches Buch
Grundziige der Mechanik, Lehren von Newton,
Einstein und Schrédinger; auch hier erschie-
nen mehrere Auflagen. Einen breiten Leser-
kreis haben sich seine populirwissenschaft-
lichen Biicher mathematischen Inhalts im
Teubner-Verlag erworben mit den Titeln:
Geometrische Plaudereien, Uber Zahlen und
Uberzahlen und Formen und Formeln. Sie sind
alle in mehrerén Auflagen erschienen und
von dem bekannten amerikanischen Mathe-
matiker Edwin Hewitt ins Englische iiber-
tragen worden. Sowjetische Rezensionen he-
ben vor allem den hohen mathematischen
Sachgehalt dieser Biicher hervor.
Am 12, Marz dieses Jahres beging Professor
voh Krbek als einer der Senioren unter den
Mathematikern der DDR seinen 85. Geburts-
tag, dazu unseren herzlichen Gliickwunsch!
Nach wie vor verfolgt er mit Interesse die
Entwicklung der Mathematik und hat SpaB
an mathematischen Knobeleien, z. B. stellte
er umfassende Uberlegungen zu Eulers Ké-
nigsberger Briickenproblem an (siehe alpha
2/83).
AbschlieBend wollen wir die Berliner Briik-
kenaufgabe fiir die Leser stellen: Die 3 Ge-
biete: Ufer A zum Alex, Insel B und Ufer C
zum Brandenburger Tor sind durch 11 Briik-
ken verbunden. Kann man nun von A, B
oder C aus zum Brandenburger Tor gehen,
ohne eine Briicke auszulassen oder mehrmals
zu benutzen? Wie muB der Beweis erfolgen?
(Vgl. ND vom 24.12.82))

J. Buhrow/E.Griepentrog

Biographisches

Geboren am 12. Mirz 1898 in Komarom.
Unpgarn

1916 Studium der Mathematik und Physik
in Budapest

Doktorexamen mit summa cum laude
in Budapest

wissenschaftliche Titigkeit in

Berlin, Bonn und anderen Stidten
(am 25. August) Lehrauftrag

in Greifswald, Universitit

1921
1929

1942

1945 Habilitation, Dozent

1946 Dozent nach der Wiederer6ffnung
der Universitit

1948 Professor mit Lehrauftrag

1953 Professor mit Lehrstuhl

1963 Emeritierung

1967 letzte Vorlesung

I:.escprobe aus dem Buch
von Franz von Krbek

Geomnetrische Plaudereien
Fliichen ohne zweite Seite

Vom bekannten Leipziger Mathematiker
Mobius wurde vor etwa einem Jahrhundert
folgende Anekdote erzihlt: Frau Professor
hatte eine ,,unzuverlissige* Magd, die lauter
Unfug trieb. Das ,,unniitze* Ding sollte dies-
mal runde Strumpfbinder nihen. Und was
tat sie? Das eine Band hat sie halb umge-
dreht, ehe sie die Enden zusammennihte!
Frau Professor wurde recht argerlich und
nahm sich vor, mit ihrem Mann zu sprechen,
ob sie diese unverbesserliche ,,Person* doch
nicht Jieber entlassen sollte. Um daran er-
innert zu werden, legte sie das miBratene
Strumpfband auf den Tisch. Als dann ihr
hochgelehrter Mann endlich nach Hause kam
und das corpus delicti in die Hand bekam,
erwachte in ihm beim ungewohnten Anblick
plétzlich der Forscher. Er wendete das Band
hin und her und entdeckte auf diese Weise
die erste Fliche, die nur eine Seite besitzt.
Nach einer anderen Version soll das MiB-
geschick der Frau Professor selber zugestoBen
sein. So hitte es sich zwar zutragen k6nnen,
aber in Wirklichkeit verlief die Sache ganz
anders. Mébius, ein Schiiler von GauB, ver-
dankt seine paradoxe Entdeckung keineswegs
dem Zufall, sondern systematischer Beschif-
tigung mit Flachen. Und das 68jahrig!

Man denkt sich Fliachen aus Dreiecken zu-
samm'engefiigL Es kommt darauf an, wie sich
die Dreiecke zusammenfiigen. Man entdeckte
erstaunliche Moglichkeiten, an die friiher nie-
mand gedacht hitte. Der vorhin erdichtete
Fall gehort dazu. Wir méchten ihn jedoch
nicht von der hohen Warte des Mobius aus
betrachten, sondern mehr anschaulich, und
kniipfen daher an die Fehlleistung der ge-
scholtenen Magd an.

Einem langen Papierstreifen erteile man eine
halbe Drehung, ehe die Enden zusammen-
geklebt werden. Setzt man unsere Freundin
Ameise irgendwo darauf, nur nicht auf den
Rand, und verpflichtet sie loszuwandern, aber
so, daB sie ihre Entfernung von der Beran-



dung immer wahrt, dann wird sie und wir mit
ibr, eine Uberraschung erleben. Wenn die
Ameise auf diese Weise einen Weg von der
urspriinglichen Linge des Papierstreifens
zuriickgelegt hat, befindet sie sich threm Aus-
gangsort gegeniiber als Antipode! Erst wenn
sie noch einmal soweit wandert, gelangt sie an
ihren Ausgangsort zuriick, eine Folge davon,
daB der Papierstreifen eine Halbdrehung er-
hielt, ehe die Enden zusammengeklebt wur-
den. Die Fliche besitzt zwar ortlich zwei
Seiten, aber man kann von der einen zur an-
deren Seite gelangen, ohne die Berandung zu
passieren. Das ist damit gemeint, daB diese
Flache nur eine Seite hat.

Aber auch die beiden Rinder des Bandes
bereiten eine Uberraschung. Sie bilden zu-
sammen eine einzige geschlossene Linie!
Stellt man das Band an Stelle von Papier aus
sehr dehnbarem Gummi her, dann ld8t es sich
so verzerren, daB aus der Berandung ein Kreis
wird. Das Band selbst bildet dann eine Ta-
sche, die nur eine Seite besitzt, weil sich so
etwas durch Verzerren nicht &ndert. Eine
solche Tasche sei der Beachtung von Zauber-
kiinstlern empfohlen.

Schneidet man das Band von Mobius der
Liange nach auf, dann zerfilit es nicht etwa in
zwei Ringe, wie man es erwarten wiirde, son-
dern bleibt ein einziger Streifen, der allerdings
zwei Seiten besitzt. Den Rand bilden diesmal

zwei geschlossene Linien, die miteinander ver-
schlungen sind. Erneutes Zerschneiden ergibt
zwei ineinander verschlungene Ringe. Fihrt
man das alles an einem Modell zum ersten-
mal durch, dann wird man immer wieder
iberrascht; ein Zeichen, daB unsere An-
schauung versagt, weil sie an derlei Gebilden
nicht geschult wurde.

Vor die Frage gestellt, ob es maglich sei, auf
einer Fliche einen Kreis so zu zeichnen, da3
zwei Punkte der Fliche, die nicht auf dem
Kreis liegen, stets Enden einer-Linie bilden
koénnen, die den Kreis nicht trifft, wiirde man,
sich auf eine voreilige Anschauung verlas-
send, die Frage zunichst wohl verneinen.
Man wiirde unwillkiirlich daran denken, da8
man aus dem Kreisinneren nicht hinaus kann,
ohne den Kreis zu passieren. Es gibt jedoch
Flichen mit Kreisen, bei denen man nicht
von einem K reisinneren auf der Fliche reden
kann. Solch eine Fliche, den Torus, kennt
jeder, der mit einem Gummiring jemals Fan-
gen gespielt hat. Denkt man sich den Kreis

durch einen senkrechten Schnitt erzeugt, so
leuchtet es ein, daB unsere vorhin gestellte
Frage zu bejahen ist.

Auch noch einen zweiten Kreis senkrecht zum
ersten konnte man auf dem Torus anbringen,
ohne den Zusammenhang, um den es geht, zu
zerstoren, aber keinen weiteren Kreis. Daher
miissen wir fragen, ob es iiberhaupt Flichen
gibt, auf denen man drei oder gar gleich n
Kreise ziehen kann, ohne den Zusammen-
hang zu zerstoren. Die Frage 1aBt sich sofort
bejahen. Man hat nur Henkel an einer Kugel
anzubringen. Wird an jedem Henkel ein
Kreis dhnlich wie vorhin auf dem Torus und
zwischen diesen senkrecht dazu ein weiterer
Kreis markiert, der die beiden ersten Kreise
verbindet, so bleibt der Zusammenhang ge-
wahrt: Noch immer kann man zwei Punkte
durch eine Linie verbinden, die auf der Fliche
verlduft und die Kreise nicht trifft.

Festkolloquium fiir Prof. Dr. Franz von Krbek anlaBlich seines 85. Geburtstages
an der Ernst-Moritz-Arndt-Universitit Greifswald. Unser Foto: Festansprache
des Rektors, Prof. Dr. Birnbaum. Im Vordergrund links vorn der Jubilar.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Messeneuheit
..in der Uhrenindustrie

Wer hat weiBes Haar?

Frau Braun, Frau Schwarz und Frau Weil haben
braunes, schwarzes und weiles Haar, aber keine von
ihnen hat eine Haarfarbe, die ihrem Namen ent-
spricht.

Wenn Frau WeiBl kein schwarzes Haar hat, welche
Farbe hat dann das Haar von Frau Schwarz?

Math. pie, London

Logisch
Welche Figur gehort folgerichtig in das 6. Fach?

A
LR

Humor aus Finnland

6

19924983

' 4335+ + 1993
+

S

Zeichnung von Schiilerin Minna Vuoristo, Turku,
aus: Functio, Helsinki
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Dialoge

® , Kannst du mir sagen, wie viele Leute bei uns im
Biiro arbeiten ?*
— ,,Ich schitze, so an die 60 Prozent!*

® , Wie geht es iibrigens dem Patienten, der sich fiir
ein Genie hilt?** — ,,Ach, es geht ihm schon besser. Er
halt sich jetzt fiir ein Talent.

® Lehrerin: ,,Furchtbar, wieder alles falsch gerechnet!
Hast du denn keine Schwester oder einen Bruder, der
dir ein biBchen helfen kénnte? — ,,Nein, aber Mutti
hat mir gesagt, nichste Woche kriegen wir einen.

® Aus Gabrowo: Bai kam nach Sofia und stieg mit
einem groBen Biindel in die StraBenbahn ein.

,,Drei Stotinki fiir die Fahrkarte und sechs Stotinki fiir
das Biindel“, sagte der Schaffner. Da &ffnete Bai
Georgi das Biindel und sagte: ,,Pentscho komm
heraus! Als Biindel kostest du mehr!*

Bruchlandung
Uwe setzt seine Mitschiiler in Erstaunen, wie ,,elegant*

er den Bruch % ,,Kirzt*.

Er sagt: ,,Streicht bei diesem Bruch ei.nfach die beiden
Ziffern 6 weg, und ihr habt schon das Ergebnis, also

Die Mitschiiler merken, da Uwe einen Scherz mit
ihnen gemacht hat. Seine Methode klappt offenbar
nur fir diesen genannten Bruch. Oder nicht?

Eure Aufgabe ist es nun herauszufinden, ob es noch
andere Paare von zweistelligen Zahlen mit insgesamt
3 verschiedenen Ziffern gibt, bei denen dieses ,,Kiir-
zen‘ mittels eines Schragstriches moglich ist!

Es soll dabei nicht geraten werden, sondern es ist ein
moglichst einfaches Rechenschema zu entwickeln, das
gestattet, in kurzer Zeit die Existenz oder Nicht-
existenz der betreffenden Zahlenpaare festzustellen.

Dr. W. Lorenz, Leipzig



Theaterbesuch

Auf wieviel verschiedenen Wegen kann man vom
Bahnhof B zum Theater T gelangen (z. B. B-1-2-3-7-

T)?
) (8)—1——2——3
17 I |
4 5 -6 7
N
8 —9—10—/()
"Dr.R. Mildner, Karl-Marx-Universitdt Leipzig
Wortspiele
RIATulT]E
ZIE|I,T
e B
! !
._Af_ [; — .-
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WIE|R!T H|A|L|B|E

Fachlehrer Dr. Knape, Jessen

Symmetrische Begriffe gesucht

1 10
2 #
3 ' £ £l 12
03 20 “Ta 3
5 7 %
6 22 22 15
7 E 73 %
] 7
9 [
1

Die gesuchten symmetrischen Begriffe (von vorn und
von hinten gelesen ergibt sich derselbe Begriff) sind
in die numerierten Zeilen einzutragen — unabhingig
davon, an welcher Stelle der Zeile diess Nummer
steht: . _

1. gerbsaures Salz, 2. Unterarmknochen, 3. Aktion,
4. NebenfluB der Maas, 5. Sittichpapagei, 6. Lebens-
bund, 7. demokratische Frauenorganisation der DDR
(Abk.), 8. landwirtschaftliches Gerit; 9. fiihrender
Austromarxist (1870 bis 1950), 10. Helfender in der
Not, 11. eine der Meeresgezeiten, 12. von 1867 bis
1918 bestehende oOsterreichisch-ungarische Doppel-
monarchie (gebrauchl. Kurzbez.), 13. Nachtraubvogel,
14. selten, 15. Notruf auf See, 16. ZufluB zum
Balchaschsee, 17. Vorname eines deutschen Chemikers -
und Physikers (1879 bis 1968), 18. hersagen, auf-
zdhlen, 19. sich drehender Teil von Elektromaschinen,
20. eingliedriger math. Ausdruck, 21. Funkortung und

Entfernungsmessung (engl. Abk:), 22. Ring zum Auf-
reihen des Stagsegels, 23. schwedischer Ingenieur
(1845 bis 1913), Erfinder einer speziellen Dampf-
turbine.

Bei richtiger Auflosung ergeben sich in den beiden
Randspalten ,,ein Eulersches Polyeder* (1 bis 9) und
,eine typische mathematische Verfahrensweise** (10
bis 18) sowie in der Haupt- und Nebendiagonale der
Mittelfigur ,,ein Wintersportgerit, dessen Benutzung
viel Freude bereiten kann* (19 bis 23).

Ohne Worte Ladislav. Mokran, Dikobraz, Prag
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Zwanzig kleine Unterschiede sind zu finden.

Autoreparatur

Fiiles,
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XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Olympiadeklasse 10 -

221041 Beweisen Sie folgende Aussage!

Zu jeder natiirlichen Zahl n>2 gibt es von
Null verschiedene natiirliche Zahlen a,, a,
., anfirdiea;+a+...+a,=a; az-...-a,
gilt.

221042 In einem Mathematikzirkel wird

diskutiert, fiir welche Paare (x; y) natiirlicher

Zahlen x, y mit x%0, y£0, x+y dic Zahl
‘/X +}/x +y irrational ist.

Rolf meint: Fiir unendlich viele der genann-

ten Paare (x; y) ist z rational.

Eva meint: Fiir unendlich viele der genann-

ten Paare (x; y) ist z irrational.

Untersuchen Sie sowohl fiir Rolfs als auch fir

Evas Meinung, ob sie wahr oder falsch ist!

Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und

1043B ist genau eine auszuwihlen und zu

16sen:

221043A a) Jemand fragt nach reellen Zah-
len a, b mit der Eigenschaft,daB die Gleichung
a*=b-cosx 1)
genau 1983 positive reelle Losungen x hat
(unabhingig von der Anzahl der eventuell
vorhandenen nicht positiven Losungen).
Geben Sie ein solches Paar (a; b) reeller Zah-
len an, und beweisen Sie, daB es die genannte
Eigenschalt besitzt!
b) Ermitteln Sie zu dem von lhnen angege-
benen Paar (a; b) fiir eine positive Losung xo
der Gleichung (1) die Zahl [xo}, d. i. diejenige
ganze Zahl g=[x,], fir dieg<xo<g+1 gilt!
¢) Gibt es auch eine reelle Zahl a mit a>0und
a+ 1 derart, daB fir jede reelle Zahl b+0 die
Gleichung (1) unendlich viele positive reelle
Losungen x hat?
Hinweise:
1. Als Nzherungswert fiir 7 kann auf 4 Dezi-
malen genau n=3,1416 verwendet werden.
2. Bei der Herleitung von Aussagen iiber Lo-
sungen der Gleichung (1) sind auch grafisch-
anschaulich begriindete Beweismittel zuge-
lassen.

221043B Fiinf Kugeln K, ..., Ks mit glei-
chem Radius r seien so angeordnet, daB jede
Kugel genau zwei andere beriihrt und daB
ihre Mittelpunkte M,, ..., Ms ein ebenes
regelmiBiges Fiinfeck bilden. Eine sechste
Kugel K¢ mit dem Radius r beriihre jede der
fiinf Kugeln K,, ..., Ks

114 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

Untersuchen Sie, ob K¢ die Ebene durch
M, ..., Ms schneidet, beriihrt oder nicht
erreicht! ’

221044 Beweisen Sie folgenden Satz!

Wenn ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit
AC=BC ist und wenn D der Mittelpunkt
von AB, D’ der FuBpunkt des Lotes von D
auf BC und H der Mittelpunkt von DD’ ist,
dann stehen AD' und CH auleinander senk-
recht.

221045 Beweisen Sie, daB die Gleichung
x* +5x3+6x2—4x—16=0
genau zwei reelle Losungen hat!

221046 Beweisen Sie, daB sich in einem
wiirfelformigen Hohlkoérper von der Kanten-
linge a zwei regelmédBige Tetraeder der
Kantenlinge a vollstindig und ohne einander
zu druchdringen unterbringen lassen!

Olympiadeklassen 11/12

221241 a) Untersuchen Sie, ob es reelle
Zahlen a+0, b und ¢ so gibt, daB die fiir
alle reellen x durch

f(xX)=ax*+bx*+c 1)
definierte Funktion f die Funktionswerte
f(0)=1, f(2)=1 hat und bei x=1 einen loka-
len Extremwert besitzt!
b) Gegeben seien zwei beliebige reelle Zahlen
x; und x; mit 0 <x; <x,.
Ermitteln Sie (in Abhédngigkeit von x; und
x,) alle diejenigen reellen a+0, b, ¢ mit der
Eigenschaft, daB die durch (1) definierte
Funktion f die Funktionswerte f(0)=1, f(x)
=1 hat und bei x=x, einen lokalen Extrem-
wert besitzt!

221242 Man ermittle alle diejenigen reellen
Zahlen a, zu denen es nichtnegative reelle
Zaillen x,, x3, x3, x4 gibt, die die folgenden
Gleichungen (1), (2), (3), (4) erfiillen:

xi+x2 +x3 +x4 =1, 0y
X1+2Xz +3X3 +4§c4 =a, (2)
X1 +22x2+3%x3+4%x,=a?, (3)
X1 +23x2+ 333+ 4%, =0a @

221243 Manuntersuche, ob es nichtnegative
a) reelle Zahlen x,, xa, x3, X4, ‘

b) ganze Zahlen x, x5, xa, x4

mit x; +Xx2+x3+x4=4 und x;+2x3+3x4
=4 gibt, so daB die Summe s=x? +x3+x}

+x3 einen kleinsten Wert annimmt. Ist das
der Fall, so ermittle man jeweils zu a) bzw. b)
solche Zahlen x;, x2, xa, x4 sowie den zu-
gehorigen Wert s.

221244 Man beweise, daB das Polynom
1 13 5 82 3,32

f)= 630 B TRIRE s il T

fir alle ganzzahligen x ganzzahhge Werte

annimmt.

221245 Es seien ay, gy, ..., a, reelle Zahlen.
Bei einem ,,ungestorten technischen ProzeB*
sei ‘ '

x1=ai+az+...+a, (1)
die MaBzahl einer von a,, a3, ..., a, abhdn-
gigen GroBe. Bei einem ,gestorten techni-
schen ProzeB“ betrage die MabBzahl dieser

GroBe dagegen
_ ay az ap
2 1¥e 1+ez+ 1+e, @

Dabei seien &;, 3, ..., &, reclle Zahlen, zu
denen es eine natiirliche Zahl m=1 derart
gibt, daB fiir alle u=1, 2, ..., n die Unglei-
chung

|eu| <107 3
gilt. Beweisen Sie, daB aus diesen Voraus-
setzungen (1), (2), (3) stets die Ungleichung

1
|x1—xz|Slo_ — (|a1|+|a;|+ +|ai)

folgt!
Von den nachstehenden Aufgaben 1246A und
1246B ist genau eine auszuwihlen und zu
16sen:

221246A Es sei ABCD ein Tetraeder, bei
dem die drei Kanten AD, BD und CD paar-
weise senkrecht aufeinander stehen. Die Lin-
gen dieser Kanten AD, BD bzw. CD seien mit
a, b bzw. c bezeichnet. Ferner sei P ein beliebi-
ger Punkt auf dem Rande des Dreiecks ABC,
und dann sei jeweils g die Gerade durch D
und P. *

a) Man beweise, daB dann hiernach fiir die
Summe s der Abstinde der Punkte 4, Bund C
‘'von g stets

s/ 2(a*+b? +c?) gilt. )

b) Man untersuche (in Abhédngigkeit von den
gegebenen Kantenlangen a, b, ¢), ob es einen
Punkt P derart gibt, daB in (1) das Gleich-
heitszeichen gilt.

Wenn das der Fall ist, so ermittle man (in
Abhingigkeit von g, b, c) alle diese Punkte P.

221246B Bei der Untersuchung von Hiiu-
figkeitsverteilungen in der mathematischen
Statistik treten Funktionen auf, die fir end-
lich viele natiirliche Zahlen definiert sind und
fiir die gefordert wird, daB sie sogenannte
Funktionalgleichungen (Gleichungen zwi-
schen verschiedenen Funktionswerten) erflil-
len. Ein Beispiel hierfir ist das folgende:
Gegeben seien eine natiirliche Zahl n>2 und
eine reelle Zahl p mit 0<p<1. Man ermittle
(in Abhingigkeit von n und p) diejenigen
Funktionen f mit der Menge {1, 2, ..., n} als’
Definitionsbereich, die fiir k=1, 2, ..., n die
folgende Gleichung (1) erfiillen:



o X(x—1)(x=2)" ... -(x—k+1) f(x)
Si=nn—10)(n=2)...-(n—k+1):-p.. (1)
Hinweis: Fiir k=1 ist die Gleichung (1) sinn-

gemiBals ) x-f(x)=n" p aufzufassen.
x=1

Die diesjahrige DDR-Olympiade fand vom
27. bis 30. Mérz 1983 an der Pddagogischen
Hochschule Dr. Theodor Neubauer in Erfurt
statt. Wieder waren aus allen Bezirken Mad-
chen und Jungen gut vorbereitet angereist.
An zwei Tagen muBten jeweils in einer vier-
einhalbstiindigen Klausur drei Aufgaben ge-
16st werden. Bis in die Abendstunden wurden
die Losungen von 70 Korrektoren und 14 Ko-
ordinatoren bewertet

In der Olympiadeklasse 10 starteten 73 Schii-
ler, darunter 5 Schiiler der Klassenstufle 8 und
28 Schiiler der Klassenstufe 9 (sogenannte
Friihstarter). Die Jury konnte zwei 1. Preise,
neun 2. Preise und elf 3. Preise vergeben. Be-
sonders erwidhnen wir hier den 2. Preis fiir
Jorg Wensch (Halle) und den 3. Preis fiir Jorg
Jahnel (Gera), die beide Schiiler der Klassen-
stufe 8 sind.

In den Olympiadeklassen 11 und 12 starteten
53 bzw. 52 Schiiler, darunter 2 Schiiler der
Klassenstufe 10, Georg Hein und Udo Bellack
(beide Berlin), die mit einem 1. bzw. 2. Preis
geehrt werden konnten. Insgesamt wurden
hier sieben 1. Preise, zwolf 2. Preise und fiinf-
zehn 3. Preise vergeben.

Zum Rahmenprogramm gehérten ein Besuch
der Nationalen Mahn- und Gedenkstdtte Bu-
chenwald, Fihrungen durch das historisch
interessante Stadtzentrum von Erfurt und
ein Theaterbesuch. W. Henker

Einen ersten Preis erhielten:

1 Klaus Mohnke, EOS Georg Schumann,
Calau (Bez. Cottbus)
(Olympiadeklasse 12)

2 Bernd Schmutzler, Spezialklasse Math.
der TH Karl-Marx-Stadt
(Olympiadeklasse 12)

3 Uwe Birkemeyer, EOS Heinrich Hertz,
Berlin (Olympiadeklasse 12)

4 Bernd Kirchheim, ABF Walter Ulbricht;
Halle (Olympiadeklasse 12)

5 Karin Groger, EOS Heinrich Hertz,
Berlin (Olympiadeklasse 11)

6 Alexander Schmidt, EOS Heinrich Hertz,
Berlin (Olympiadeklasse 11)

7 Georg Hein, EOS Heinrich Hertz,
Schiiler der Klasse 10
(Otympiadeklasse 11)

8 Tilo Schaarschmidt,
Goethe-Oberschule Bad Lauchstidt
(Bez. Halle) (Olympiadeklasse 10)

9 Uwe Miiller, EOS J. W.v. Goethe,
Brandenburg (Bez. Potsdam)
(Olympiadeklasse 10)

%

4

Seit vielen Jahren erfolgreich:

Die Delegation des Bezirkes
Karl-Marx-Stadt — hier beim Interview
fiir die Aktuelle Kamera.
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Polnische Mathematiker

im historisch sehr kurzen Zeitraum von der
Jahrhundertwende bis zur faschistischen Be-
setzung 1939 entwickelte sich eine polnische
Mathematikerschule von Weltgeltung, die
besonders auf den damals jungen Gebieten
der mathematischen Logik, Mengenlehre,
Topologie, Theorie der reellen Funktionen
und Funktionalanalysis die fiithrende Position
iibernahm. AuBerer Ausdruck dessen war die
Griindung der polnischen Zeitschrift ,,Fun-
damenta mathematicae* durch Z. Janiszew-
ski, W. Sierpinski und St. Mazurkiewicz im
Jahre 1920, die auf die oben genannten
Disziplinen spezialisiert und damit eine der
ersten mathematischen Spezialzeitschriften
der Welt war. (Heute spielen die im 19.Jh.
entstandenen, der gesamten Mathematik offe-
nen Zeitschriften kaum noch eine Rolle,
wihrend andererseits die Spezialisierung der
zahlreichen Fachzeitschriften auf immer en-
gere Gebiete zunimmt.) Wihrend der faschi-
stischen Besetzung erlitt die polnische Mathe-
matikerschaft schwerste Verluste. Der erste
Band der ,,Fundamenta mathematicae*, der
nach der Befreiung wieder erscheinen konnte,
nennt mehr als 15 namhafte stindige Mit-
arbeiter allein dieser Zeitschrift als unmittel-
bare physische Opfer der Nazibarbarei. Zu
beriicksichtigen ist aber auch der Verlust
durch die Emigration zahlreicher bedeuten-
der Wissenschaftler in die USA. Trotzdem
nahm die polnische Mathematik sehr bald
wieder einen geachteten Platz in der Welt ein.

1972 unterzeichneten Vertreter der Akade- -

mien der Wissenschaften Bulgariens, der
DDR, Polens, Ruminiens, der USSR, Un-
garns und der CSSR ein Abkommen Gber die
Griindung des ,,Internationalen Mathemati-
schen Zentrums Stefan Banach“ (kurz Ba-
nach-Zentrum) in Warschau, das in den nun

10 Jahren seines Bestehens zu einem Mekka
von Mathematikern aus aller Welt (keines-
wegs nur aus den sozialistischen Staaten) ge-
worden ist. Im Sommer 1983 war Warschau
(als zweite sozialistische Hauptstadt nach
Moskau) Gastgeber des Internationalen Ma-
thematikerkongresses, der in der Regel in
vierjahrigem Abstand stattfindet, auch dies
ein Zeichen hoher internationaler Anerken-
nung fiir die polnischen Mathematiker. Im
Vorfeld dieser Ereignisse bzw. Jubilien gab
die polnische Post Ende 1982 vier Sonder-
postwertzeichen zum Gedenken an Pioniere
der polnischen Mathematikertradition her-
aus, die nicht nur durch AusgabeanlaB und
Motiv, sondern auch durch die digitalgraphi-
sche Gestaltung interessant fiir Mathemati-
ker und Informatiker sind. Die vier so Ge-
ehrten sind (in der Reihenfolge der Wert-
stufen):

Stanislaw Zaremba (1863 bis 22.11.1942,
studierte in Odessa, Petersburg und Paris,
Prof. an der Universitit Krakc;w, Arbeits-
gebiete Analysis, mathematische Logik, theo-
retische Mechanik), '

Waclaw Sierpifiski (14.3.1882 bis 21.10.
1969, geb. in Warschau, Studium und ab 1918
Prof. an der dortigen Universitat, 1952 bis
1957 Vizeprasident der Polnischen Akademie
der Wissenschaften, Arbeitsgebiete Mengen-
lehre, Zahlentheorie, Funktionentheorie und
Topologie, zahlreiche, auch popularwissen-
schaftliche Biicher),

Zygmunt Janiszewski (12.7.1888 bis 3.1.
1920, geb. in Warschau, studierte in Lwow,
Ziirich, Géttingen, Graz, Paris, 1918 Prof. an
der Universitit Warschau, Arbeitsgebiete
Topologie und mathematische Logik),

Stefan Banach (30.'3. 1892 bis 31. 8. 1945,
geb. in Krakow oder Umgebung, wurde
nach autodidaktisch begonnenen Studien von
H. Steinhaus ,,entdeckt* und studierte dann
in Lwow, ab 1922 dort Prof., einer der Be-
grinder deér Funktionalanalysis, griindete
1929 gemeinsam mit seinem Lehrer Steinhaus
die Spezialzeitschrift ,,Studia Mathematica*
fiir diesé Disziplin. Der frith versorbene Ba-
nach gilt heute als eines der bedeutendsten
mathematischen Talente unseres Jahrhun-
derts, dessen Ideen und Ergebnisse richtung-
weisend fiir die moderne Analysis gewesen
sind). P.Schreiber

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

E. L. Ignatjew

Lomonossow-Universitdt Moskau

Aus dem soeben im Urania-Verlag
erschienenen Buch

,,Mathematische Spielereien*

(Bestell-Nr. 653 7284, Preis 9,80 M)
entnahmen wir die folgende Aufgabe:

42377 a Anden Winden einer Bastion mit
quadratischem GrundriB sollten 16 Wacht-
posten éufges(ellt werden. Der Kommandant
verteilte sie so, daB an jeder Seite fiinf Wacht-
posten standen (siehe Bild).

73 1

Der Oberst jedoch war mit dieser Verteilung
der Wachtposten unzufrieden und befahl, die
Soldaten so aufzustellen, daB auf jede Seite
sechs Mann kamen. Der General aber geriet
in Zorn iiber den Obersten und seine Anord-
nung und verteilte die Soldaten so, daB sich
nun je sieben Mann an jeder Seite befanden.
Wie waren die Soldaten in den beiden letzt-
genannten Fillen verteilt?
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Losungen

Lisungen zu: Unsere Sprachecke

Zauberdreieck

Al a Schreibt die Zahlen von 1 bis 9 so
in die Kreise auf dem Dreieck, daB die Zahlen
auf jeder Dreiecksseite dieselbe Summe ha-
ben! Verteilt die Zahlen dabei so, daB auch
die Summen der Quadrate der Zahlen aufl
Jeder Seite untereinander gleich sind!

A2 A Mark, Paul und Boris sind mit Anne,
Mary und Susan verheiratet, nicht notwendi-
gerweise in dieser Reihenfolge. Jedes Paar hat
ein Lieblingstier, und die Lieblingstiere sind
eine Katze, ein Meerschweinchen und ein
Pony. Benutze die [olgenden Angaben, um
die Zusammengehorigkeit von Eheminnern,
Ehefrauen und Lieblingstieren festzustellen!
Pauls und Annes Lieblingstiere kimpf{ten mit-
einander.

Der Name von Marys Ehemann hat vier
Buchstaben.

Susan ging hiniiber, um Marks Lieblingstier
zu fiittern, wenn er fort war.

Mark geht niemals in die Stadt.

Boris’ Lieblingstier ist entweder die Katze
oder das Pony.

Susans Lieblingstier ist nicht die Katze.

Der minnliche Besitzer der Katze brachte
diese zum Tierarzt in die Stadt.

Das Meerschweinchen versteckt sich, werin
Anne zu Besuch kommt.

Marys Lieblingstier schlift in einem Schuh-
karton.

Lésung: Mark und Mary haben das Meer-
schweinchen. Paul und Susan haben das
Pony. Boris und Anne haben die Katze.

A3A Drei Autobuslinien haben als Ab-

fahrtsplatz den Bahnhof Montparnasse in

Paris. Die Autobusse der ersten Linie sind

nach 1h 36min zuriick und haben 4min

Pause.

Die Autobusse der zweiten Linie sind nach

1h 48 min zuriick und haben 12 min Pause;
AY

die der dritten Linie sind nach 2h 10min
zuriick und haben 20 Minuten Pause.

Drei Autobusse, einer auf jeder Linie, fahren
gemeinsam um 8h am Bahnhof Montpar-
nasse ab.

a) Wann fahren die drei Autobusse das erste
Mal wieder gemeinsam vom Bahnhof Mont-
parnasse ab?

b) Wieviel Fahrten hat dann jeder Autobus
durchgefihrt?

Losung: a) Der erste Bus braucht bis zur
nichsten Abfahrt vom Bahnhof Montpar-
nasse 96+4=100min, der zweite 108+ 12
=120 min und der dritte 130+20=150 min.
Die niichste gemeinsame Abfahrt ergibt sich
dann als kleinstes gemeinsames Vielfaches
von 100, 120 und 150, also nach 600 min.
Die Autobusse fahren um 18 Uhr wieder ge-
meinsam vom Bahnhof ab.

b) Dann hat der erste Bus 600 : 100=6 Fahr-
ten, der zweite Bus 600 :120=15 Fahrten und

-der dritte Bus 600 : 150=4 Fahrten durchge-

[thrt.

Losungen zu: Koordinaten

Ala
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Lésung zu: Schach und Mathematik

Es gibt 40320 Moglichkeiten, die acht Tiirme
auf dem leeren Schachbrett so anzuordnen,
daB keine zwei von ihnen einander schlagen
konnen.

Auf die iiberraschend groBe Zahl kommt man
wie folgt. Wenn wir acht Tiirme so auf dem
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Schachbrett stellen, daB keine zwei von ihnen
einander schlagen konnen, so wird in jeder
Reihe ein und nur ein Turm stehen. Den
ersten Turm konnen wir an jede Stelle der
ersten Reihe (also an insgesamt 8 Stellen)
setzen. Den zweiten Turm stellen wir in die
zweite Reihe, wobei wir darauf achten, daB er
nicht in dieselbe Linie wie der erste Turm ge-
rit. Wir konnen ihn also auf 7 verschiedene
Stellen setzen, unabhingig davon, wo wir den
ersten hingestellt haben. Ebenso erkennt man,
daB man den dritten Turm auf sechserlei
Weise in die dritte Reihe stellen kann. Durch
Fortsetzung des Verfahrens ergibt sich, daB
man die acht Tiirme auf
8xTx6x5x4x3x2x1=40320 Arten an-
ordnen kann.

Lésung zur Aufgabe S. 109
444+6+3+4+5+1=27
Fotoamateure (12)

Junge Mathematiker (14) Musikfreunde (15)
Zu der Klasse gehoren 27 Schiiler.

Lasungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Wer hat weiBles Haar?

Da Frau WeiB kein schwarzes Haar hat und
auch kein wejBes Haar haben kann, muB sie
braunes Haar haben. Demzufolge miissen
Frau Schwarz weiBes Haar und Frau Braun
schwarzes Haar haben.

Logisch

Bruchlandung
Bezeichnet man die in einem derartigen
Bruch vorkommenden Ziffern mit x, y und z.
sogilt: 10x+y x

0y+z z

10xz + yz=10xy+xz

9xz+yz=10xy

_ 10xy
T 9x+y

Dieser Bruch muB gekiirzt eine ganze Zahl
ergeben, x und y konnen alle Zahlen von 1
_bis 9 annehmen. Der Aufbau der Tabelle ist
denkbar einfach.
In den Spalten folgen im Zahler die Viel-
fachen der Zahlen 10(..., 20, 30, 40 bis 90),
20(20, ..., 60, 80, 100 bis 180), 30 bis 90.
Im Nenner folgen die Zahlen 11, 12, 13 usw.
bis 89. Leicht festzustellen ist, daB nur die
Briiche
60 .9 360
R U St O
ganze Zahl (=z) ergeben. An den Zahlen-
leisten x und y ist abzulesen:
x=1, y=6 bzw. x=1, y=9 bzw. x=2, y=6
bzw. x =4, y=9. Demnach konnen also die

Briiche E 19 26 49 nach der ,,Methode"

64’ 95" 65" 98

120_ =8 gekiirzt eine

118 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

von Uwe mittels Schrégstrich gekiirzt wer-
den.

Auch die Briiche &2, 23 5 98

16’ 19’ 26’ 49
Schragstrich kiirzbar, nur lduft dieser von
links oben nach rechts unten.

sind mittels

b 56 65 1A B3
3 60
21
s %80
™ 2
s 50 100
¥ 23
¢ "0 120
s 724
, 70 140
6 723
g 80 160
™ 2%
g 90 180
T 727 % 4 3 6 T2 8l
Theaterbesuch

Man kann auf 10 Wegen vom Bahnhol B
zum Theater T gelangen:

1. B-1-2-3-7-T,2.  B-1-2-6-10-T,
3.B-1-2-6-7-T,4.  B-1-5-9-10-T,
5.B-1-5-6-10-T,6.  B-1-5-6-7-T,
7.B4-5-9-10-T,8.  B—4-56-10-T,
9.B4-56-7-T,10.  B-4-8-9-10-T.

Wortspiele
Zeit — Zelt - Welt — Wert; Raute — Laute -
Laube — Haube — Halbe

Symmetrische Begriffe gesucht

1. Tannat, 2. Elle, 3. Tat, 4. Rur, 5. Ara,
6. Ehe, 7. DFD, 8. Egge, 9. Renner, 10. Ret-
ter, 11. Ebbe, 12. k.uk. 13. Uhu, 14. rar,
15. SOS, 16. Ili, 17. Otto, 18. nennen, 19. Ro-

tor, 20. Monom, 21. Radar, 22. Legel, 23. La- -

val. Kontrollbegriffe: (1 bis 9): Tetraeder,
(10 bis 18): Rekursion, (19 bis 23): Rodel.

Autoreparatur
r 3
o . P ~o
A any
- > h
~ 0 _ d
\ c v 7
= T .
Losung zu: Eine Aufgabe -
von Prof. Dr. E. 1. Ignatjew
A2349a

Ldsungen zu: Heiterer Denksport
Heimatkunde

_ Die kiirzeste Route: Berlin-Rostock-Dres-

den—Cottbus—Frankfurt (O.)-Berlin oder um-
gekehrt.

Wiirfeleien

Auf der Grundfliche der drei unteren Wiirfel
“befindet sich der Buchstabe E.

o]

3[o]w[-]
>
Zahlenquadrat
2+16-12=6
+ - - 4+
34+15-11=7
1+13—9=35
4 +14-10=8
Kombiniere!

Teil Nr.4 gehort in die linke obere Ecke des
Irrgartens. Das vollstindige Labyrinth sieht

Von gleicher Form

_l"

XX
©)
©)

OO X

X

Mit scharfem Blick

1. auBen: Drehung 120°; innen: Drehung‘90°;
2.n(n—1),n=1,2, ..., i;3. Permutationen von
O A [; 4. Permutationen von 1, 2, 3;
5. Zahlen aus n, n+2, n+4, n=1, 2,3, ..;
6. ul:2n—1;ur:3nn=1,2,3, ... Y=n?
n=2,3,...;7 p,p+l, p+2, p+3, p Prim-
zahlen, p=2, 3, §, 7, 11, 13, Eintrag um 90°
gedreht; 8. alphaalphaalpha..., 3 Buchsta-

- ben; 9. Alphabet, 1 Buchstabe ausgelassen;

10. +, : wechseln; —, - bleiben 2x, dann
Wechsel; 11. n?—2, n=2, 3, 4, ...; 12. oben:
Drehung 45°, unten: Drehung 135°

D 20
20 | oo | 312 (681055
TN ap | we| - 1] 34




Losungen zu Heft 3/83

Lisung zu: Ein Blick in

das ,geistige Labor* von Leibniz

Es geht Leibniz um die Bestimmung der An-
zahl von Variationen mit Wiederholung, die
ein bestimmtes Element, das wir mit n, be-
zeichnen, enthalten.

Spalte I: Anzahl der Wiirfel r mit je n=6 Ele-
menten n,, ..., ny

Spalte II: n"=Anzahl der Variationen m.W.
aus n Elementen zur rten Klasse

Spalte III: In (n— 1y Variationen ist das Ele-
ment ny nicht enthalten.

Spalte IV:In n"—(n— 1) Variationen tritt das
Element n; auf.

Spalte V bis X: Die Anzahl der Variationen,
in denen das Element n, p-mal auftritt (in
Spalte Vist p=1, ..., in Spalte X ist p=6), ist
) (n—1)""

Lisung zu:
Die historische Mathematikaufgabe
Das ,,Erraten* einer natiirlichen Zahl

Die durchzufihrenden Divisionen mit Rest
sind x=aq;+nr,
x=(a+1)q2+r;

(worin q1=|:—2] die groBte ganze Zahl
<X 0sr< ={ X | die groBte ganze
=0 =ri<a, qz2= arl g g

'Zahl <— 0<ry<a+1; vgl. H.Pieper,

Zahlen aus Primzahlen, Berlin 1974, S. 25).

Multipliziert man die erste Gleichung mit
a+ 1, die zweite Gleichung mit a? und addiert
beide Gleichungen, so ergibt sich
(@+x+a*x=(@*+a+Dx=ala+ )x+x
=(a+1)ag, +a*(a+1)g2 +(a+1)ry +a*r;
=a(a+1) [q1 +aq;]+s und somit
s—x=a(a+ )x+ala+1)[q,+aq.], also
s—x=a(a+1)[x—q,—aq:]
Hierin ist x —q, —agq eine natiirliche Zahl.
(x—q1 —agq, ist eine ganze Zahl.
Wire x—q, —aq2 <0, so wire auch a(a+1)
(x—q1—ag;)<0,also ~
ala+)x=<aq(a+1)+(a+1)q:a*=(x—r,)
(a+1)+(x —r3)a?, woraus al@+1)x<afa+1)
x—s,d. h. s<0 folgt, obwohl s positiv ist.
Also muB x —q; —aq, >0 sein.)
Somit ist a(a+1) ein Teiler von s—x. Hier-
aus folgt s—x=a(a+1)q mit einer natiir-
lichen Zahl q, d.h. s=a(a+1)g+x (worin
0<x <a(a+1) nach Wahl von x).
x ist in der Tat der Rest bei der Division
s
a@+1)

Lisungen zu:

Knifflige Aufgaben mit Kreisen -

Ala Es sei a die Linge einer Quadrat-
seite. Fiir die schraffierten Flichen gilt darm
im Quadrat

(Bild 1) A1=a2—za2-n=a2(1_;),

]

Bild2) A;=a® -%mf

az(l —%),
(Bild3) As=a*-nm- <g)z=a2(1 ..%),

. 1 n
=q% - 2. =a? —_
(Bild4) As=a @ =a <1 4).

Die vier schralfierten Flichen haben den
gleichen Flich&ninhalt; es gibt keine mit dem
groBten Flicheninhalt.

A2 A Die beiden Kreisbogen erzeugen im
Quadrat drei Fldchen. Fiir eine der nicht
schraffierten Flichen gilt

1 n
Ar=a’—-m-a*=a1-2).
. a’—-m-a a(l 3

4
Fiir den schraffierten Flicheninhalt
gilt somit

(i)

Daraus folgt weiter
of T 4\ 2% .
a (5 1).a =3 1=0,57.
Die schraffierte Flache macht rund 579 vom
Flicheninhalt des Quadrates aus (Bild 4).

A3la Es sei A, die Summe d;r Flachen-
inhalte der vier Kreisbogenzweiecke; dann
gilt

Ai=a m( )’_n<“ )

2 2
=a2+1z-a7—n'a—=az. (Bild 5).

2

A4 4 Fir die schraflierte Fliche dér Figur .

(Bild 6) gilt
11, 1 (d\

Fe=3-3md Z"(i)
_l 2 _ 2 __ 2

Fiir die schraffierte Fliche der Figur (Bild 7)
gilt

Fiir die schraffierte Fliche der Figur (Bild 8)
A, 11 /d\ 1 [dY?
g™ty z"(z) ‘z”(z)

Fiir die schraffierte Fliche der Figur (Bild 9)

gilt
MV 1 /A 9 L, 1
<—4> —Zn (Z) =_nd & nd

Fg=
ﬂdz=l7td2
64 8§

Daraus folgt Fi <Fys<F3<F,.

1
i
8

AS5a

1 1
F10=(2a)* - ;n(2a) —a? —5ma’

—<a2 —%ﬁaz) =a? (4-n),
1 1 _{a\? 3
=a’+-nal+-nl &) =42 =
Fii=a +41ra +2n(2> a (1+8n>,

1
Flz=(20)z—4 'zna2=a2 '(4-1'.'),

F13=4'a2'(g—1)=2a2'(n—2)s
F14=a‘2a=202
1,.1 (a1 ,
Fli—ia +21t 5 +zna
t{a=trar)=1a2 . (124m),
i b m

1. 1 ,
Flﬁ—ja +Z7|:a

1, 1 {a 1,
+|—Zflﬂ 57[(5) :|—§a 3n+4).
A6a Ausk=%-2nr=n-rund

s=4-%-2n-£-=n-rfolgtk=s. (Bild 17)

A7a Aus F13=‘l‘ndz und

1 (d\* 1
F'9=4-Z"A(§> =" nd? folgt Fy=F,.
(Bild 18 und 19)

ASA

Fro=3a-a+ina? =3a+ina? =% (64)
zo—aﬂjﬂﬂ—aj —‘2—(+TL’

=%(6 +m cm?~4,57 cm?,

Fy =4a- a+(4a® —na*)=8a*—na®
=a}8 —n)=(8—n)cm?~4,86 cm?,

1 1 _{a\?
Fap=2 [Zn(Za)z—Z §n<§)J

+%7ta2 =2ra*=2ncm?~6,28 cm>.
Losungen zu: Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb, Heft 1/83

Ma9 w2313 Man erkennt sofort, daB O-eine
Losung ist. Es sei nun y=0, dann gilt
WP =P =+ 1)
L Yioy=y+l
2
y2—2y—1=0,
yLa=1%)2
Nur die drei reellen Zahlen 1~|/2; 0 und
1+)/2 erfiilllen die gegebene Gleichung.
Probe!

Ma9 w2314
g=a+b=7alsob=7—-a.
z;=10a+b=10a+7—-a=9a+7;
zz=10b+a—10(7—a)+a=70 9a.

z2 _51__2, (70— 9a)2+51——(9a+7)

az_ﬂa+2l95_
27 27
a;=35; a, entldllt, da -gebrochene Zahl. Die

Zahl lautet 52. Es gilt 252 +51 =262.

Ma9 l2315 Es gilt 1981=7-283 und
1982=2-991.

Da das Primzahlzerlegungen sind, gibt es {iir

das Alter von Stefan bzw. Susi-jeweils nur

eine Moglichkeit:

Stefan ist 7 Jalire, Susi 2 Jahre alt.

Nun gilt

283+991=1274 und
1274=2-7-7-13.

. Daraus folgt:

Die Mutter ist 2 - 13 =26 Jahre alt; die GroB-
mutterist 7+ 7=49 Jahre alt. (1274 : 26 = 49)
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Ma9 82316 Nach Aufgabenstellung gilt

u=2(a+b)=26cm 1)
und A=a-b =40cm> (b))
Aus (1) folgt a=13 cm —b. Das setzt man in
(2) ein und erhilt

(13 cm —b)b=40 cm? bzw.
b?2—13bcm+40cm?=0. Es folgt b;=8cm
und b;=5cm. Die Lingen der Rechteck-
seiten betragen a=8 cmund b=5cm.

Ma10/12 #2317 (AF9);6=2809;
(BAD); 6 =2989; 10000=(2710);6;
1000000 =(F4240), 6.

Heft 1/83:
Ma10/12 w2318 Es sei n=p,*1-p,*2- ... -
ps*s die Zerlegung von n in Potenzen von
Primfaktoren. Fiir die Anzahl ¢ der Teiler
vonngiltdanne=(k, +1) (k2 + 1) ... - (ks+1).
Nun hat »n die Primfaktoren 2, 3 und 5, da
30=2-3-5, und zwar nur diese drei, weil
t=30=2-3-5gilt.

_ Wegen n=21-3*2-5% gibt es nun die fol-
genden Moglichkeiten:

'kl kz k3 n

4 2 1 2¢-3-5= 720
4 1 2 24-3'.52- 1200
2 4 1 22-3*.5'= 1620
2 1 4 22-31.5%= 7500
1 4 2 "2'-3*-52— 4050
1 2 4 2'-32.54-11250

Ma10/12 #2319 Die Kantenlinge des Te-
traeders sei a. Dann betrdgt die Linge der
Héhe einer Seitenfliche nach dem Satz des

Pythagoras h=%l/§. Zwei verschiedene vom

Mittelpunkt einer Kante ausgehende Héhen
bilden den gesuchten Winkel. Die GroBe die-
ses Winkels berechnen wir mit Hilfe des
Cosinussatzes im dargestellten Dreieck (nicht
mafstiblich)!

c=§]/§ b=;[/3_

a

2, .2 .2
Es gilt cosa=b+2b#,
2_ 2
und wegen b=c gilt cosa=2b2b 4 )
2
cosa=1—2, und wegen b=g]/5 gilt
2b 2
cosat—l—a—2 cosot—1 Es folgt a=70,52°. -
=l-35 =3 gt ax70,52°,
4

Zwei Seitenflichen eines reg:-lmaBigen Tetra-
eders schneiden sich unter einem Winkel von
etwa 70,52°.

Ma10/12 #2320 Skizze, nicht maBstiblich’!

(4

AD x

120 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

a
7
A o=y =4
us cos 30 2 folgt y 2]/3,

Aus sin 30° ='% folgt x=

Nun gilt

a a
53/

AADC= 2

,d.h.

2
AADC=%' 3

al

7
Phé =131
Geg.: )
Zimmerldnge a=2,70m

AAbc= - sin 600, AADC z0,216 (12.

N =

Zimmerbreite b=§ -2,70m=1,80m

Hohe des Wasserstandes im Zimmer
c=2cm=0,02m

Aquariumlidnge x =%’- 1,80 m=0,60 m

Aquariumbreite y=% -1,80m=0,30m

Ges.: Die Hohe des Wasserstandes im Aqua-
rium z.

Das Volumen V des Wassers im Aquarium

betrdgt V=x'y-z

| 4
bzw. z =)Ty' (1)

Nun ist V aber gleich dem Volumen des

-Wassers im Zimmer. Also gilt auch

V=ab-c @
Setzt man (2) in (1) ein, erhdlt man

.28 b- c’

x-y
- 270m-1,80m-0,02m
- 0,60m-0,30 m ’

z=0,54 m.

Der Wasserstand im Aquarium betrug 54 cm.

Ph7 #132 Geg.:
Nutzleistung der Windkraftmaschine P;=
4 kW, Wirkungsgrad der Windkraftmaschine
n1=42%,, Wirkungsgrad der Wasserpumpe
n2=85%

Pumphéhe h=5m

Zeit t=1h=3600s
Ges.: Gesamter Wirkungsgrad n
Zugefiihrte Windleistung P,
Gesamte Leistung Pyes
Gewicht des Wassers G

a) Der gesamte Wirkungsgrad n der Anlage
ergibt sich aus

n=11""2

n=042-0,85=0,357.
Es werden insgesamt 35,79, der Windlei-
stung ausgenutzt. .
b) Die Windkraftmaschine hat einen Wir-

kungsgrad vonn, = i, -
also P B =M =9,524 kW=9,5kW.
n, 042

Der Wind muB eine Leistung von 9,5 kW zur
Verfligung stellen.

c) Bei Hochstleistung der Anlage gilt

Pyes > Nni-n2- Py
qu s also Pges—" sz P'“_T’

}’=

Pges=n2* P1=085-4kW=34kW.

Die Wasserpumpe gibt bei Hochstleistung der
Anlage eine Leistung von 3,4 kW ab.

d) Es steht eine Leistung von
34kW=34-102 ""T‘“= 3468 ka"‘

zur Verﬁigung. Nun gilt

P,Z,=TW und mit W=G-h

Gt h. Dann ist
Pges-t
6==%—
_346,8 kpm - 3600 s
N 5m-s
G =249696 kp,
G=~250000 kp =250 Mp2 250 m3.
Mit dieser Anlage kdnnen in einer Stunde
250 m> Wasser aus 5m Tiefe gepumpt wer-
den.

Ph8 ®133 Geg:d;=750cm
do=74,6 cm

1
=0,000013 L
* K

Poes=

G

Ges.: A3

Fiir die Lingenidnderung eines festen Kor-
pers gilt die Gleichung Al

Al=lg-a-AS, also AJ=—,
lo'a

Nun ist der Umfang des Reilens lp=7"d,,
der des Rades /;=7-d,, und es ergibt sich
ein Langenunterschied von
Al=1;—1,,
Al= nd; —ﬂdo,
Al=n(d, —do).
Damit erhdlt man fir
AS:”(dl —dp)
© wdo-a
d;—do
A= 42’
Ag{750—746)cm- K
74,6 cm - 0,000013°
A3=412 K 2412°C.
Der Reifen muB um 412°C erwirmt werden.

»

Ph9 ®134 Geg.:d= 8cm Ges.:s; und s,
h=16 cm

Es handelt sich stereometrisch um einen auf

der Spitze stehenden Kegel (s. Bild) mit

\

< \
N

hy
S

N
< <

14 =11—2 nd*h. Weiterhin gilt, da h=16 cm und

d=8cmist, h:d=2:1 bzw. d=g_. und damit

AP S 3 .
ist V—Rnh bzw. h= [—n—

(Fortsetzung Heft 6/83)



Eine
kleine Lektion
in Tangram

Tangram st ein Spiel, das schon vor 2000 Jah-
ren in China bekannt gewesen sein soll.
Tangram besteht aus 7 Elementen, die 5 gro-
Beren Elemente kann man sich aus 2 bzw. 4
der kleinen Elemente, also aus gleichschenk-
lig-rechtwinkligen Dreiecken zusammenge-
setzt denken. Bild 1 zeigt, wie ihr ein Quadrat
zerlegen miiBt, um die Teile des Tangram-
Spieles zu erhalten. Aus der Fiille méoglicher
Figuren habe ich 7 ausgewihlt, an denen ihr
euch probieren kénnt (Bild 2). Ihr seid nun
besser fiir Hexatrion und Pentamino geristet
und solltet euch diese Spicle noch einmal vor-
nehmen (siehe alpha, Heft 4/83).

Wer Freude daran findet, schone Figuren und
Muster zu entwerfen, solite sich die ,,runde*
Variante des Tangrams ansehen (ND, 8./9. 5.
1982). Die K onstruktionsvorschrift entnehmt
ihr dem Bild 3. Ein mégliches Muster ist in
Bild 4 dargestellt.

Denkbar sind nun dhnliche Spiele mit ande-
ren Elementen. Das Bild 5 gibt die Zerlegung
eines Quadrates in 14 Elemente an, von denen
jedes aus vier gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecken besteht, allerdings sind die 8
schraffierten Dreiecke (6 Flichen) tiberfliis-
sig. In diesem Spiel tragen die Elemente fol-
gende Bezeichnungen (siehe Bild der Wissen-
schaft, 8, 1979): Quadrat (1), Obelisk (2),
Bumerang (3), Tempel (4), Pteil (5), Recht-
eck (6), Bahnhof (7), Haken (8), Trapez (9),
Schlange (10), Breitparallelogramm (11), Un-
terstand (12), Schmalparallelogramm (13),
Dreieck (14). Legt aus diesen Elementen Fi-
guren! Dabei ist es erlaubt (wie bei den vor-

her beschriebenen Spielen auch), die Ele-~

mente umzudrehen, also ihre Riickseite nach
oben zu legen.

Das Trapez (Bild 6) ist aus 9 Elementen zu-
sammengesetzt. Parallelogramm, Quadrat
und Rechteck (Bild 7) bestehen aus jeweils 4
Elementen. Findet weitere Figuren!

Zum SchluB soll ein Spiel ganz anderer Art
beschrieben werden: Cmekanka (was [rei
iibersetzt ,, Kopfchen* bedeutet). Ubertragt
dazu das in Bild 8 dargestellte Quadrat im
MaBstab 1: 2 auf Pappe, es ist die Grund-
fliche des Spieles. Schneidet dann aus einem
gleich groBen Quadrat von dicker Pappe oder
Sperrholz die in dem Bild nicht getdnte Fla-
che aus, und kiebt die Restflichen entspre-
chend der Skizze auf die Grundfliche! Fertigt

euch nun 16 runde Spielsteine von der GroBe
eines Pfennigs an! Je 4 dieser Steine werden
rot, gelb, blau bzw. griin angemalt. Setzt je
4 Steine nebeneinander in die Ecken der Spiel-
flache, z. B: so, daB die 4 Steine einer Farbe in
je einer Ecke liegen! Erzeugt nun neue An-
ordnungen, indem ihr in jedem Zug nur einen
Spielstein bewegt! Man kann sich etwa die
Aufgabe stellen, die Steine so zu verschieben,
daB in jeder Ecke je ein Stein von jeder Farbe
liegt. Ihr kénnt euch natiirlich allgemein als
Problem stellen, aus einer vorgegebenen An-
ordnung der 16 Steine irgendeine gewiinschte
Anordnung herzustellen, indem ihr erlaubte
Ziige (Schieben von jeweils einem Spielstein)
ausfiihrt. Ihr werdet bald merken, daf es gar
nicht sehr schwer ist, eine Losung zu erhalten.
Aber welcher Spieler benétigt dazu die klein-
ste Anzahl von Ziigen? Viel SpaBl beim Spie-

len und Knobeln! W. Schmidt
Bild 1

Bild 2 >
/ s

Bild 4

Bild 5

N
2

Bild6/

Bild 7

/]

Bild 8

Spielfidche

&




Zahlenquadrat

Setzt die natiirlichen Zahlen von 1 bis 16
richtig in die Leerfelder ein!

Dr. R. Mildner, Sekt. Math.

der Karl-Marx-Universitét Leipzig

Heiterer
Denksport

Heimatkunde

Von Berlin aus soll eine Rundreise durch die
5 angegebenen Stidte gemacht werden. Wel-
ches ist die kiirzeste Reiseroute?

Aus: Technikus, Berlin

Gut kombinieren

Ubertrage dieses M auf Transparent, zer-
schneide es in seine sieben Teile und versu-
che, es moglichst schnell wieder zusammen-
zusetzen! Mathem. pie, London

Kombiniere! delta, Warschau

[
[l

a0

@iz

Wiirfeleien L
Alle acht Wiirfel in der abgebildeten Figur
sind gleich. [ e——— |
Finde heraus, wie die Buchstaben auf dem :
daneben abgebildeten Netz anzuordnen sind

Irrgarten

und — zweitens — welche drei Buchstaben sich
auf den Grundflichen der drei unteren Wiir-
fel befinden! Quant, Moskau

Janos sucht gemeinsam mit seinem Hund den
Weg zur Datsche. Hilf ihm dabei!

Fiiles, Budapest

g ] B

ISSN 002-6395 - alpha - Berlin - 17 (1983) 5 - Seiten 97 bis 120

Von gleicher Form

Dieses 6 x 6-Quadrat soll in vier Teile von
gleicher Form und GréBe in der Weise zer-
schnitten werden, daB sich in jedem dieser
Teile ein Kreuz und ein Kreis befindet.

LVZ, Leipzig

Pad

OlOX
OIOX

X

Mit scharfem Blick

Bei genauer Betrachtung der einzelnen Zeilen
werdet ihr gewisse GesetzmaBigkeiten in der
Aufeinanderfolge erkennen. Fiillt dement-
sprechend die Leerfelder aus!

Dr. R. Mildner, Leipzig
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Polygonziige im Raster

orthogonal {4,4}

Auf dem Titelblatt dieses Heftes und im Titel
dieses Beitrags sind drei verschiedene Gitter
der Ebene dargestellt, welche durch jeweils
einen Typ eines regelmiBigen Vielecks cha-
rakterisiert sind: das orthogonale Gitter
durch das Rechteck (griechisch: Orthogon),
das triagonale Gitter durch das Dreieck (grie-
chisch: Triagon) und das hexagonale Gitter
durch das Sechseck (griechisch: Hexagon). In
der Titelbildzeichnung sind in den drei Git-
tern zu jedem Gitterpunkt die zugehdrigen
Fliachen (Einzugsgebiete) gestrichelt darge-
stellt, womit insbesondere die wechselseitige
Beziehung (Dualitit) zwischen dem triagona-
len und dem hexagonalen Raster angedeutet
sei. Diese drei Gitter sind fir zahlreiche
Arbeitsgebiete in der Technik und Wissen-
schaft von Bedeutung, wie zum Beispiel als
prinzipielle Anordnungsschemata beim Ent-
wurf von mikroelektronischen Bausteinen,
als Bildraster bei der Erstellung von Zeich-
nungen mittels Computern oder als Bildraster
bei der automatischen Verarbeitung von Bil-
dern in Computersystemen, welche mit einem
speziellen Eingabegerit zur Ubernahme von
Bildern in den Speicher eines Computers aus-
gestattet sind.

Wir wollen uns in diesem Artikel der Frage
zuwenden, wie Polygonziige in diesen Gittern
darzustellen und entsprechend mathematisch
zu behandeln sind. Solche Polygonziige kon-
nen im konkreten Anwendungsfall gewisse
Unmrisse (Konturen) von Figuren (Objekten)
sein, deren Abbildung im jeweiligen Gitter
auszuwerten ist, indem zum Beispiel der
Fliacheninhalt, der Umfang oder andere
Merkmale dieser Polygonziige bestimmt wer-
den. Vor der Behandlung der genannten
Fragestellung soll jedoch zunichst bewiesen
werden, daB8 neben den aufl dem Titelbild
dargestellten Gittern keine weiteren existie-
ren, die durch je einen Typ eines regelmiBigen
Vielecks charakterisiert sind.

RegelmabBige Gitter

Es seien n und m natiirliche Zahlen. Ein
n-Eck ist ein Vieleck mit n Ecken. Ein regei-
mdPiges Gitter besteht aus aneinandergeflig-
ten regelméBigen n-Ecken, wobei jeweils m
solcher n-Ecke in einem Gitterpunkt zu-
sammenstofen. Ein solches Gitter wollen

wir mit dem Symbol {n, m)> bezeichnen. Im
regelméBigen n-Eck ist ein Innenwinkel gleich

(1 —%) 180°. In jedem Gitterpunkt des Git-

ters (n,m) treffen m derartige Innenwinkel
aufeinander und ergeben zusammen 360°.
Folglich gilt .

360=m(1 —;) 180.

Durch elementare Umformungen dieser Glei-
chung erhalten wir zunichst ~

[

n m 2
woraus nm=2n+2m folgt. Folglich ist
nm—2n—2m+4=4 bzw. (n—2)(m—2)=4.
Fiir diese letzte Gleichung untersuchen wir
nun, welche positiven und ganzzahligen Wer-
te fiir n und m moglich sind. Als Ergebnis
erhalten wir, daB neben <6,3), ¢3,6> und
¢4,4> keine weiteren Losungen fir n und m,
d.h. keine weiteren regelmidBigen Gitter
existieren.

Raster

Bei den technischen Anwendungen regelma-
Biger Gitter spricht man im allgemeinen von
Rasterungen der Ebene. Wir wollen unter
einem Raster ein regelmiBiges Gitter ver-
stehen, dessen charakterisierendes n-Eck den
Flacheninhalt 1 besitzt und welches den
Punkt (0, 0) der reellen Ebene als Gitterpunkt
besitzt. Fiir die Punkte der reellen Ebene
setzen wir dabei kartesische Koordinaten vor-
aus. Fiir das orthogonale Raster erhalten wir,
daB genau alle Punkte der reellen Ebene mit
ganzzahligen Koordinaten die Gitterpunkte
dieses Rasters sind. Die Dreiecke des triago-
nalen Rasters besitzen Seiten der Linge

I

die Sechsecke des hexagonalen Rasters be-
sitzen Seiten der Liange

li7

Der Leser moge sich die Begriindungen fiir
diese konkreten Langenangaben iiberlegen.

Einfache Polygone im Raster

Ein einfaches Polygon (einfaches Vieleck) ist
durch die Folge der Eckpunkte im Sinne eines
einmaligen Umlaufes des Polygons eindeutig

bestimmt. Bei einfachen Polygonen in einem
der drei Raster soll im weiteren vorausgesetzt
werden, daB die Eckpunkte ausschlieBlich
Gitterpunkte sind. Das folgende Polygon imi
orthogonalen Raster (Bild 1) ist zum Beispiel

J (| |

0 ] 1
TN IO

|2 5 L=
TR iYisn
L A
T =y
fo o ¢ % 4 e 4 e u s

0 11 [IlJ#JIII” .

0 5 10 15 0"

Bild 1

durch die Eckpunktfolge (5, 10), (9, 8), (7, 5),
(12, 4), (13, 8), (18,9), (14, 1), (2, 2), (4, 5), (4, 8),
(2,9) eindeutig charaktersiert. Fiir ein ein-
faches Polygon mit der Eckpunktfolge p;,
P2, P3» ---» P (in unserem Beispiel ist n=11),
wobei py =(xy, y1), p2=(x2, y2), p3=(x3, y3),
..oy Pn=(Xn, yn), ist der Fldcheninhalt dieses
einfachen Polygons durch den Absolutbetrag
der Summe

*) %ii Xi(Vi-1—Yi+1)

gegeben, wobei yo=y, und y,.1=y, gelte.
Fiir das obige Beispiel eines einfachen Poly-
gons im Orthogonairaster ist dieser allgemei-
nen GesetzmiBigkeit zufolge der Flichen-
inhalt gleich

%[5+45+28—36—65+126+98—8—24
—16—4]="745.

Die Flichenformel von Pick

Der Flidcheninhalt eines einfachen Polygons
im orthogonalen Raster ist bereits mit der
Summe %R+I—-l gegeben, wobei R die An-
zahl der Gitterpunkte auf dem Rand des
Polygons und I die Anzahl der Gitterpunkte
im Innern des Polygons ist. Dieser mathe-
matische Sachverhalt wurde bereits 1899
durch G. Pick erkannt und bewiesen. Fiir das
obige Beispiel eines Polygons im orthogona-
len Raster ist R=17 und I=67, mithin gilt
1
2
erhaltenen Resultat tibereinstimmt.

R+1—1=74,5, welches mit unserem zuvor

alpha, Berlin 17 (1983) 6 - 121



Im Falle des triagonalen Rasters ist der
Fldcheninhalt eines Polygons in diesem Ra-
ster mit der Summe R + 21 —2 gegeben.

Wir betrachten als Beispiel das Polygon in
Bild 2.

Bild 2

10\ 9

0 5 10 s x

Hier ist R=14 und /=27 und mithin R+ 2]
—2=66. Der Flicheninhalt dieses Polygons
ist natiirlich auch gemaB (*) zu bestimmen.
Die Dreiecke des triagonalen Rasters be-

sitzen die Seitenlinge a= \/ % und die
Héhe h=g]/§. Das angegebene Polygon ist

2

somit durch die Eckpunktfolge (Ea,9h>,
(104, 8h),(10a, 4h), (%Sa, 7h>, (5a, 6h),(3a, 2h)

(a, 2h), (%a, 5h>, (a, 8h) eindeutig bestimmit.

Nach (*) ist der Flacheninhalt dieses Poly-
gons somit gleich

“2—h[0+ 50+10—15+25+12—3 -9 —4]=66.
Fiir den Fall des hexagonalen Rasters ist der
Flacheninhalt eines Polygons in diesem Ra-

ster mit der Summe %R + %I —% gegeben.

Digitalisierung von Polygonen
im Raster

Bei der Eingabe von Bildern in einen Com-
puter wird eine Digitalisierung (Umformung
in Zahlenwerte) vorgenommen. Als Beispiel
einer solchen nidherungsweisen Darstellung
von Polygonen in einem der drei Raster wol-
len wir folgende Vorschrift fiir eine Digitali-
sierung betrachten: In einem der drei Raster
sei ein einfaches Polygon anhand einer Eck-
punktfolge pi, p2, ps, - .., p. gegeben. Der Rand
des Polygons besteht aus den Strecken
P1P2, P2P3 .., PaP1. Fiir jede dieser Strecken
betrachten wir die Schnittpunkte mit den
Gitterlinien des Rasters. Jedem dieser Schnitt-
punkte wird der am nichsten liegende Gitter-
punkt als Digitalisierungspunkt zugeordnet,
falls der Schnittpunkt die Gitterlinie zwischen
zwei Gitterpunkten genau halbiert, so ent-
scheiden wir uns fiir jenen mit der kieineren
x- oder y-Koordinate. Die wihrend eines
Umlaufes um das gegebene Polygon derart
entstehenden Digitalisierungspunkte werden
in der entsprechenden Reihenfolge durch
Strecken verbunden, das entstehende Polygon
stellt eine digitale Ndherung des urspriingli-
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chen Polygons dar. So ist zum Beispiel das
Polygon (Bild 3) die derart zu erhaltende digi-
tale Niherung des oben angegebenen einfa-
chen Polygons im orthogonalen Raster. Fiir
diese digitale Niherung ist R=>52 und I =48,
der Flidcheninhalt des erhaltenen Polygons ist

%R+I— 1=73. Die mittels der

angegebenen Digitalisierungsvorschrilt aus
einfachen Polygonen im Raster bzw. aus
Streckenziigen im Raster zu erhaltenden digi-
talen Niherungen wollen wir digitale Objekte
bzw. digitale Polygonziige nennen.

somit gleich

Nachbarschaft von Gitterpunkten

Jedem Gitterpunkt p der drei Raster ordnen
wir eine Nachbarschaft zu, welche aus genau
jenen Gitterpunkten besteht, die bei der eben
beschriebenen Digitalisierungsvorschrift mit
dem Punkt p unmittelbar verbunden werden
kdnnen. Im orthogonalen Raster besitzt jeder
Punkt p=(i, ), wobei i und'j ganze Zahlen
sind, genau die folgenden acht Nachbar-
punkte: (i—1,j), (i—1,j—1), (i,j—1), (+1,
J=D L) G+HLj+1),6G,j+1),(—1,j+1).
Diese Nachbarschaft von Punkten p im ortho-
gonalen Raster kénnen wir durch die Zeich-
nung (Bild 4) darstellen. Die Nachbarschaft
von Punkten p im triagonalen Raster ist ent-
sprechend durchdie Zeichnung (Bild 5) zu ver-
anschaulichen. Fiir Punkte p im hexagonalen
Raster sind zwei verschiedene Nachbarschaf-
ten moglich, abhingig von der Lage von p

Bild 4

Bild 5

Bild 6

im Raster, welche durch die Zeichnungen
(Bild 6) zu charakterisieren sind. Fiir den Le-
ser sei an dieser Stelle eine Aufgabe einge-
fugt:

Aufgabe

Fiir einen Gitterpunkt p sei N,(p) die Menge
aller Nachbarpunkte von p, N2(p) die Menge
aller Nachbarpunkte aller Punkte aus N,(p),
Ni(p) die Menge aller Nachbarpunkte aller
Punkte aus N,(p) usw. Es ist die Anzahl von
Punkten in N((p), i=1, 2, 3, ... fiir das ortho-
gonale, triagonale und hexagonale Gitter zu
bestimmen.

Eine Darstellungsmoglichkeit
fiir digitale Polygonziige

Im weiteren werden wir unsere Betrachtungen
auf den Fall des orthogonalen Rasters be-
schrinken. In diesem Raster besitzt jeder
Gitterpunkt p genau acht Nachbarn, die bei
einem digitalen Polygonzug mit dem Punkt p
unmittelbar verbunden sein konnen. Zur Dar-
stellung (Codierung) solcher Polygonziige im
orthogonalen Raster wird mit dem folgenden
Richtungsstern (Bild 7} ein Vorschlag symbo-

Bild 8

lisiert, wie jeder Schritt von einem Punkt p
zu einem seiner acht Nachbarn durch eine der
Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 oder 7 eindeutig zu
charakterisieren (zu codieren) ist. Der folgen-
de digitale Polygonzug (Bild 8) entspricht
zum Beispiel geméB der durch den Pleil dar-
gestellten Orientierung der Richtungszahlen-
folge (Codefolge) 100100767012. Fiir eine
exakte Positionierung des Polygonzuges im
Raster wire zusdtzlich zu dieser Codefolge
die Angabe der Koordinaten des Startpunktes
erforderlich.

Offenbar entspricht eine Drehung (im Gegen-
uhrsinn) um n - 45° eines digitalen Polygon-
zuges des orthogonalen Rasters genau der
Addition von n modulo 8 zu allen Code-
zahlen dieses Polygonzuges. Der obige digi-
tale Polygonzug wird bei einer Drehung um
45° zum Beispiel in den Polygonzug (Bild 9)
tiberfuhrt.

Bild 9




Dieses Resultat der Drehung um 45° ent-
spricht der Codefolge 211211070123. Bei
Drehungen um n - 45° ist bei ungeraden nx 1
zu beachten, daB als Resultat dieser Drehun-
gen Verzerrungen oder Liicken in vormals ge-
schlossenen Polygonziigen moglich sind. So
ist zum Beispiel die Linge des obigen Poly-
gonzuges vor der Drehung um 45° gleich
7+ 5)/ 2und nach der Drehung gleich 5+ 7[/5.
(Der Leser kann sich an dieser Stelle iiberle-
gen, wie die Linge eines digitalen Polygon-
zuges unmittelbar anhand der Codefolge be-
stimmt werden kann.) Betrachten wir als
weiteres Beispiel einer Drehung den geschlos-
senen digitalen Polygonzug (das digitale Ob-
jekt) in Bild 10.

Bild 10

Dieses digitale Objekt ist gemdB der angege-
benen Numerierung der Randpunkte durch
die Codefolge 07075443421 darzustellen. Bei
einer Drehung um 45° erhalten wir die Code-
folge 10106554532 Diese Codefolge stellt den
digitalen Polygonzug (Bild 11) dar.
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Der urspriinglich geschlossene Polygonzug ist
bei dieser Drehung aufgerissen, es entsteht
ein neuer Punkt 1".

Operationen iiber Codefolgen

Die Drehung von digitalen Polygonziigen um
Vielfache von 45° wurde soeben als erstes
wichtiges Beispiel einer Operation iiber Code-
folgen betrachtet. VergréBerungsoperationen
aul das m-fache sind gleichfalls fiir Code-
folgen leicht zu beschreiben:

Falls in der Codefolge ¢i, c3, ¢3, ..., ¢, mit
n=1und 0Z¢;£7 fir i=1, 2, 3, ..., n, eines
digitalen Polygonzuges jede Codezahl ¢;
durch m Codezahlen c; ersetzt wird, wobei m

vorgegeben sei, so entsteht eine Codefolge

eines Polygonzuges, der aus m - n Strecken be-
steht und als m-fache Vergroferung des ur-
spriinglichen Polygonzuges zu betrachten ist.
Zum Beispiel ist 777666555000 die dreifache
VergroBerung des Polygonzuges 7650.

Falls ein digitaler Polygonzug in umgekehrter
Richtung zu durchlaufen ist, d. h. anstelle von
Po> P1, P2, ---, Pn ist der Polygonzug in der
Reihenfolge p,, pn-1, --.» P1, Po Zu betrachten,
so ist die Codefolge fir diesen inversen
Polygonzug aus der Codefolge ¢y, ¢z, 3, -- -, Cn
fur den urspriinglichen Polygonzug po, p1, p2,
..., pn Wie folgt zu berechnen:

Zunichst wird zu allen ¢; mit ¢; < 3 die Zahl 4
addiert, bei allen ¢; mit ¢; >4 wird die Zahl 4
subtrahiert. Die entstehende Codelolge wird
dann in ihrer Reihenfolge umgekehrt. Zum

Beispiel sei der kleinste digitale Kreis durch
die Codefolge 07654321 festgelegt; die inverse
Codefolge ist 56701234. )
Den Fldcheninhalt eines digitalen Objektes
konnen wir nach der Flachenformel von Pick
bestimmen, wir konnen auch die Summe (*)
verwenden. Diese Summe (*) kann fiir den
Fall digitaler Objekte in eine unmittelbar an-
gepaBte Form iiberfiihrt werden: Es sei ein
digitales Objekt p;, p2, ps, .., Pa Begeben,
welches durch die Codefolge ¢y, ¢2, ¢3, --., Ca
dargestellt werde, wobei 0=<¢;<7 fir i=1, 2,
3, ..., n. Jede Codezahl ¢; entspricht einem
gewissen Richtungstgektor (a;, bi), z7um Beispiel
ist (ai, bi)=(+1, 0) fiir ¢;=0:

¢ 0 | 2 3 4 5 6 7
a |f+1 |+t 0 | =1 | =1 }t-1] o0 |+t
hi 0 +1 +1 +1 0 —1 -1 -1

Der Fliacheninhalt des gegebenen digitalen
Objektes ist nun gleich dem Absolutbetrag
der Summe

9 Ya <J’i—n+é),

=1 2
wobei yo=0 und y;=y;_ +b; gelte. Als Bei-
spiel betrachten wir das oben zuletzt angege-
bene digitale Objekt 07075443421. Die Werte

der a;, b;, y; seien in folgender Tabelle zusam-
mengestellt:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a; S R I IR IR T T R T S o
b, — 0 —1 0 -1 -1 0 0 +1 0 +1 +1
Vi 0 0 -1 | =1 2| -3 ]=-3|-3 |-2]|=-21]-1/]-1

Der Formel (**) entsprechend erhalten wir

somit die Summe

1 35 5 1

0—5— 1 —§+§+3+3+§+2+0—5 =9,5.

Zur Kontrolle verwenden wir die Fliachen-

formel von Pick. Esist R=11 und I =5, mit-

hin %R+I—1=9,5. Die Herleitung der

Formel (**) aus (*) sei dem Leser als Aufgabe SchluBbemerkungen

empfohlen. Dabei ist zu beachten, daB bei ge-
schlossenen digitalen Polygonztigen (digitalen
Objekten) fiir die Summen der a; bzw. b; be-
stimmte GesetzmiBigkeiten erfiillt sind. Was
ist zum Beispiel iiber die Summe Z a; aus-

zusagen?

Die betrachtete Codierung fiir digitale Poly-
gonziige im orthogonalen Raster kdnnte dem
Leser eine Anregung sein, entsprechende Dar-
stellungen [iir digitale Polygonziige im triago-
nalen oder hexagonalen Raster anzugeben
und zu untersuchen. Fiir praktische Anwen-
dungen besitzen diese beiden Raster jedoch
einige Nachteile (z. B. geringere Ubersicht-
lichkeit bei der Behandlung von Objekten in
diesen Rastern gegeniiber dem orthogonalen
Raster), so daB diese Raster im konkreten
Anwendungsfall nicht so hdufig wie das or-
thogonale Raster anzutreffen sind.

R. Klette
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Aufgaben aus einem
chinesischen Rechenbuch

fiir den praktischen Gebrauch
aus der frithen Han-Zeit

(202 v.u.Z. bis 9 u.Z.)

Allgemeine Hinweise: Es werden nur die Re-
geln fiir die Losung der Aufgaben angefiihrt,
die unmittelbar zum Berechnen nctwendig
sind.

Da keine Einheitlichkeit im Rechnen mit den
MaBeinheiten besteht, werden alle Lsungen
nur mit den MaBzahlen durchgefiihrt. Zum
besseren Verstdndnis ist nur in einigen Fillen
die Umrechnung der MabBeinheiten angege-
ben.

Weiterhin besteht auch keine Einheitlichkeit
in der Bezeichnung der Masse. Es werden
dafiir auch die Begriffe ,,Gewicht“ und ,,Men-
.ge” gebraucht. Auch mit dem Fragewort
»wieviel“ ist u. U. die Masse gemeint. Ebenso
wird fiir die Menge 1 sowohl die Ziffer ,,1* als
auch der unbestimmte Artikel ,ein" ge-
braucht. )

Folgende MaBeinheiten werden in den Aufga-
ben verwendet:

LidngenmaBe: 1 Rolle=4 Klafter=40 Ful
=400 Zoll;

1 Klafter = 10 Fu=100 Zoll; 1 FuB=10 Zoll.
Flichenmafe: 1 Mou =240 Pu (240 Quadrat-
schritt).

HohlmapBe: 1 Tou=10 Shéng.

Gewichtsmafie (Massemafe): | Pfund =16 Un-
zen; 1 Hu entspricht der Masse von 2,7 Kubik-
fuB Hirse.

Das Ausmessen von rechteckigen Feldern
Ala Jetzt hat man ein Feld; es ist 18;
Schritt breit und 23131 Schritt lang. Die Frage
ist: Wie groB ist das Feld ? (Buch I, Aufg. 24)
Die Antwort sagt: 1 Mou 20011l Pu.

Die Regel lautet: Jeden Nenner des Bruches
multipliziere mit seinem Ganzen; den Zihler
des Bruches addiere dazu! Multipliziere bei-
des miteinander; es ist der Dividend! Die
Nenner der Briiche werden miteinander mul-
tipliziert; es ist der Divisor. Teile den Divi-
denden durch den Divisor!
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Allgemeine Feldermessung

A2 A Jetzt hat man ein bogenformiges Feld
{Kreissegment). Die Sehne ist 78% Schritt, der
Pfeil (Bogenhohe) 13; Schritt. Die Frage ist:
Wie groB ist das Feld (Buch I, Aufg. 36)

Die Antwort sagt: 2 Mou lSS; Pu.

Die Regel lautet: Mit der Sehne multipliziere
den Pfeil, den Pfeil wiederum mit sich selbst!
Addiere es, und dividiere durch 2!

Regelung des Tausches
von Feldfriichten

A3 A Jetzt hat man 7 Tou 8 Shéng Hirse;
gewiinscht werden schwarze Bohnen. Frage:
Wieviel erhélt man? (Buch II, Aufg. 16)

Die Antwort sagt: Es sind 9 Tou 8% Shéng
schwarze Bohnen.

Die Regel lautet: Nimm die Hirse; zum Auf-
suchen der schwarzen Bohnen multipliziere
es mit 63, und dividiere durch 50!

Zur Regelung des Tausches von Feldfriichten
gab es eine Liste mit MeBzahlen. Diese be-
stimmten die Volumeneinheiten, die man fiir
50 Einheiten (Grund-)Hirse bekam, z. B.:
(Grund-)Hirse

geschilte Hirse

grobe Griitze

Hirse geschilt und gekocht

schwarze Bohnen

50,
30,
54,
75,
63.

Bestimmung des Einzelpreises

A4 A Jetzt hat man ausgegeben 720 Geld-
stiicke zum Kaul von 1 Rolle 2 Klafter 1 FuB
Seidenstoll. Man wiinscht es fur ein Klafter zu
berechnen. Frage: Wieviel kostet ein Klafter?
(Buch II, Aufg. 35)

Auf weitere Antworten und Regeln verzichten
wir aus Platzgriinden. Losungen zu allen 15
hier gestellten Aufgaben veroflentlichén wir
in Heft 1/84.

Proportionale Verteilung

AS5aA Jetzt hat man folgenden Fall: Ein

Tafu, ein Pukeng, ein Tsanyao, ein Shangtsao
und ein Kungshi - zusammen 5 Ménner —
(diese 5 Beamtenklassen sind eingestuft mit
einem Wert von 5, 4, 3, 2 und 1) erlegten auf
der Jagd gemeinsam 5 Hirsche. Man wiinscht,
daB man es rangmiBig verteilt. Frage: Wie-
viel erhilt jeder? (Buch III, Aufg. 1)

Verteilung nach reziproken Anteilen

A6 A Jetzt hat man folgenden Fall: A hat
bei sich 3 Shéng Hirse, B hat bei sich 3 Shéng
geschilte Hirse, C hat bei sich 3 Shéng ge-
kochte geschilte Hirse. Man wiinscht, daB
man es zusammenlegen und neu verteilen soll.
Frage: Wieviel erhdlt jeder? (Buch III,
Aufg. 9)

Kleinere und groBere Breite
A7a Jetzt hat man ein Feld mit einer
Breite von 1, einem halben und % Schritt.

Gewiinscht wird ein Feld von 1 Mou. Frage:
Wie groB ist seine Linge? (Buch 1V, Aufg, 2)

Kreisberechnung
A8A Jetzt hat man eine Kreisfliche von

1518E Pou. Die Frage ist: Wie groB ist der
Kreisumfang? (Buch IV, Aulg. 17)

Beurteilung der Arbeitsleistung

A9A Jetzt hat man einen Damm. Die un-
tere Breite ist 2 Klafter, die obere Breite
8 FuB, die Hohe 4 FuB, die Lange 12 Klafter
7 FuB. Frage: Wie groB ist das Volumen?
(Buch V, Aufg. 4)

Die Antwort sagt: 7112 Kubikfuf3.

Bei einer Beschiftigung im Winter ist die
Arbeitsleistung eines Mannes 444 KubikfuB.
Frage: Wie groB ist der bendtigte Arbeits-
trupp?

Die Antwort sagt: 16-1% Mann.

Kornhaufen

A10a Jetzt hat man Hirse gespeichert auf
ebener Erde. Unten ist der Umfang 12 Klafter;
die Hohe ist 2 Klafter. Frage: Wie groB ist
das Volumen, und wieviel Hirse ist es?
(Buch V, Aufg. 23)

Gerechte Steuereinschiitzung

All a Jetzt liegt die gerechte Abgabe einer
Getreidesteuer vor. Der Bezirk A mit 10000
Holen geht einen Weg von 8 Tagen, Bezirk B
mit 9 500 Hofen geht einen Weg von 10 Tagen,
Bezirk C mit 12350 Hofen geht einen Weg
von 13 Tagen, und Bezirk D mit 12200 Hofen
geht einen Weg von 20 Tagen, damit jeder den
Ort der Ablieferung erreicht. Alle 4 Bezirke
geben als schuldige Abgabe 250000 Hu. Es
sind 10000 Fuhren notig. Gewiinscht wird,
daB man den Weg in Meilen — ob fern oder
nah — und die Zahl der Hofe — ob viel oder
wenig — nimmt und es dementsprechend ab-
liefert. Frage: Wieviel ist beides, die Menge
des Getreides und die Zahl der Fuhren?

Aus dem tiiglichen Leben

Al12 A Jetzt hat man einen Teich; 5 Kaniile
fiihren ihm Wasser zu. Ulfnet man von ihnen

1 Kanal, dann bekommt man in % Tag 1 Fiil-
lung, beim néchsten in 1 Tag 1 Fiillung, beim

néchsten in 2% Tagen 1 Fiillung, beim nich-
sten in 3 Tagen 1 Fiillung und beim nichsten
in 5 Tagen 1 Fiillung. Jetzt 6ffnet man sie alle
gleichzeitig. Frage: In wieviel Tagen fiillen sie
den Teich? (Buch VI, Aufg. 26)



UberschuB und Fehlbetrag

A13 A Jetzt hat man gemeinsam ein Rind
gekauft. Geben 7 Familien zusammen je 190
aus, dann ist der Fehlbetrag 330; geben 9 Fa-
milien zusammen je 270 aus, dann ist der
UberschuB 30. Frage: Wieviel ist jedes, die
Zahl der Familien und der Preis des Rindes?
(Buch VII, Aulg. 4)

Al4a Jetzt hat man den folgenden Fall:
Eine Binse wichst am 1. Tag um eine Linge
von 3 FuB; ein Riedgras wichst am 1. Tag
um eine Linge von 1 FuB. Die Binse wichst
tdglich die Halfte ihres Zuwachses vom Tag
zuvor, das Riedgras wuchs téglich das Dop-
pelte seines Zuwachses vom Tag zuvor.
Frage: In wieviel Tagen sind sie gleich lang,
und wie groB ist die gleiche Lange? (Buch VII,
Aufg. 11)

Rechteckige Tabelle

Al5a Jetzt hat man 5 Sperlinge und 6

Schwalben. Zusammen wog man sie. Das Ge-
wicht aller Sperlinge war schwer, das aller
Schwalben leicht. Es wurden 1 Sperling und
1 Schwalbe vertauscht, und nachdem die
Waage in Ruhe war, war das Gewicht gerade
gleich. Das Gesamtgewicht der Schwalben

und Sperlinge war 1 Pfund. Frage: Wie groB’

war das Gewicht von je 1 Stiick der Schwalben
und der Sperlinge? (Buch VIII, Aufg 9)

Das rechtwinklige Dreieck

A 16 A Jetzt hat man folgenden Fall: Der
Durchmesser eines Brunnens ist 5 FuB3; seine
Tiefe kennt man nicht. Auf dem oberen Rand
des Brunnens steht eine Stange von 5 Full.
Der Blick von der Spitze der Stange nach dem
Rand des Wassers reicht in den Durchmesser
um 4 Zoll hinein. Frage: Wie groB ist die
Tiefe des Brunnens? (Buch IX, Aufg. 24)
Die Antwort sagt: 5 Klafter 7 FuBl 5 Zoll.

H. Begander/J. Lehmann

(Losungen siche Heft 1/84, d. Red.)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Huzihiro Araki

Research Institute
for Mathematical Sciences,
Universitat Kyoto, Japan

A2378a  Bei der iiblichen Berechnung von

" Zahlen erfiillt das Produkt das folgende

Assoziativgesetz:
a-(b-c)=@@a-b)c
Wenn man dieses fiir 3 Zahlen aufgestellte
Gesetz auf n Zahlen anwendet, ergeben sich
dhnliche Assoziativgesetze. Zum Beispiel gilt
firn=4
a-[b(c-d)]=a[(b-c)-d]

=[a-(b-c)]d .

=[@-b)c]-d

=(a-b)(c-d).
Die fiin[ Teile dieser Gleichung entsprechen
allen unterschiedlichen Mdglichkeiten. um
das Produkt von 5 Zahlen zu ermitteln, ohne
die Reihenfolge zu verindern, und das Asso-
ziativgesetz sagt, daB alle Teile gleich sind.
Nun die Aulgabe:
Auf wieviel verschiedene Arten konnen wir
das Produkt von n Zahlen (n=2) unter Be-
riicksichtigung der festgelegten Reihenfolge
der Zahlen (Buchstaben) bilden? (Obige Bei-
spiele zeigen, daB es 2 fir n=3 und 5 fiir n=4
sind.)

Philatelistischer
Mathematikunterricht

Es ist moglich, mit Hilfe der japanischen
Wertzeichen dem Empfinger von Briefen
mathematische Aufgaben zu stellen. Unser
Foto: Multipliziere die Wertstufen waage-
recht, senkrecht und diagonal. Was stellst du
fest?

Herr Ing. B. Lepach, Philatelist aus Leipzig,
stellte uns diese philatelistische Spielerei
zur Verfiigung. Sie inspirierte uns, den alpha-
Lesern eine Aufgabe zu stellen:

Ordne die 16 japanischen Marken zu einem
magischen Quadrat so, daB die Summen der
Waagerechten, Senkrechten und Diagonalen
jeweils 18 betrdgt! Mehr noch: Auch die
Zahlén in den (innerhalb des 16-Felder-Qua-
drates bestehenden) neun 4-Felder-Quadra-
ten sollen. addiert, jeweils die Summe 18
ergeben.

-~ BEEIR

[~
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Mathematik

Ma5 82379 Eine dreistellige natiirliche
Zahl z hat in der dekadischen Schreibweise
die Form z=abc, wobei a, b, ¢ Grundziffern
sind. Es sind alle dreistelligen natiirlichen
Zahlen z zu ermitteln, [iir die folgendes gilt:
a) b ist der Nachfolger von a;
b) ¢ ist die Summe aus g und b.

Schiiler Peter Brill, Schwerin

Ma5 #2380 Die Zeichnung stellt ein Drei-
eck ABC und einen Punkt C’ dar. Es soll das
Bild A’'B'C’ des Dreiecks ABC bei einer Dre-
hung um den Punkt O konstruiert werden,
wobei die Strecke OC die Linge 6 cm hat.
Die Konstruktion ist zu beschreiben und zu

begriinden! c Fr.

x 0

A 8

Ma5 #2381 Giinter ist Gast auf der Ge-
burtstagsfeier seines UrgroBvaters. In vor-
geriickter Stunde sagt der Jubilar zu seinem
Urenkel: ,Von meiner Geburt an bis heute
sind rund 48 Millionen Minuten vergangen.“
Welches Lebensalter hat der UrgroBvater von

Giinter erreicht?
Schiilerin Rosa Flint, Stapel

Ma5 #2382 In dem Schema

VATER

+MUTTER

E LTERN
sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Grundziffern, verschie-
dene Buchstaben verschiedene Grundziffern.

Ma5 #2383 In *5-*=3*5 sind die Stern-
chen so durch Grundziflern zu ersetzen, daB
man eine richtig geloste Multiplikationsauf-
gabe erhilt. Es sind alle Moglichkeiten anzu-
geben. .

Schiiler Steffen Scheithauer, Parey
Ma5 #2384 Eine Mutter [ragte ihre Toch-
ter: ,,Wie viele Quartiere wird deine Klasse
zum Pioniertreffen bereitstellen? Darauf
antwortet die Tochter: ,,Subtrahierst du von
der Anzahl der geworbenen Quartiere 4,
multiplizierst dann die Diflerenz mit 3, so
erhidltst du die doppelte Anzahl der von
meiner Klasse bisher geworbenen Quartiere.“
Die Mutter fand schnell die Losung.
Wie viele Quartiere hatte diese Klasse bereits
geworben?

Schiilerin Veronika Groh, Dresden
Ma6 w2385 Es ist nachzuweisen, daB jede
im dekadischen Positionssystem dargestellte
vierstellige natiirliche Zahl, deren erste und
dritte Grundziffer und deren zweite und vierte
Grundziffer iibereinstimmen, weder eine
Quadratzahl noch eine Primzahl sein kann!

Sch.

Maé ®2386 Die Schiiler einer 6. Klasse tru-
gen ein Tischtennisturnier aus. Jeder Teil-
nehmer hatte mit jedem anderen genau zwei
Spiele zu bestreiten. Insgesamt wurden an
22 Tagen jeweils 6 Spiele ausgetragen. Wie
viele Schiiler nahmen an diesem Tischtennis-
turnier teil?

Schiilerin Beatrice List, Altenberg

Maé #2387 Unter n! (lies n-Fakultit) ver-
steht man das Produkt 1-2-3-4-...-(n—1)
‘n.SogiltzB. 31=1-2-3=6bzw. 5!=1-2
-3-4-5=120. Es ist das Produkt

(D000

unter Nutzung der Fakultitsschreibweise zu

Es ist wenigstens eine LGsung anzugeben. vereinfachen. Sch.
Sch.

Thiss Lusber, 2600 Gustrow, Werdersir 22 Ma 7
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle aipha-
Leser beteiligen.

2. Cinsendunpen sind unter Angabe von
Name. Vorname. Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
len an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaulgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numerert.
Der ublichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Zilfer, z. B. 7. vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzuscnden. Schiller der Klassenstufen
11;12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben.
welche mit Ma 10712, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(sieche Muster), denn jede Auflgabe wird fir
sich, d. h. in einem Zug. korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gule (d. h. volistindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben. erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,.sehr
gut gelost”, .gut geldst” oder .gelost.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, unibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ..nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 lauft
von Heft 5/1983 bis Heft 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/84 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili;
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achien, daB alle
Postsendungen richtig (rankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



Ma6 #2388 In den nachlolgenden sechs
Aufgaben wurden die ersten finf Zahlen nach
einem Bildungsgesetz aufgestellt. Wie lautet
jeweils die sechste Zahl? (Eine Begriindung
ist nicht erforderlich.)
(1) 10, 19, 28, 37, 46, a;
(2 6, 8, 11, 15, 20, b;
(3) 5,12,21,32,45,c;
(4) 4,10,19,31,46,4d;
(5) 3,59,17,33,¢e;
(6) 2,3,7,16,32,f.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 82389 Wie kann man 50 Liter Fliis-
sigkeit restlos in 6-Liter- und 7-Liter-GefiBe
abfiillen, wenn diese GeldBe voll gefllt wer-
den sollen und ausreichend GefdBe vorhan-
den sind? Sch.

Ma7 82390 Eine Klassenarbeit im Fach
Mathematik fiel folgendermaBen aus: Einige
Schiiler erhielten die Note 1, 7 Schiiler die
Note 2, drei Schiiler die Note 3, ein Schiiler
die Note 4, kein Schiiler die Note 5. Der
Durchschnitt fiir alle Noten lag bei 2,0. Wie
viele Schiiler erhielten die Note 1?

Schiilerin Katrin Schiller, Gorzke

Ma7 #2391 Eine Familie besteht aus sieben

Personen, dem Vater, der Mutter und den

Kindern Wolfgang, Helmut, Roswitha, Jiir-
gen und Andreas. Die Mutter ist 3 Jahre
jlinger als der Vater. Roswitha ist 5 Jahre
dlter als Jiirgen. Der Vater ist doppelt so alt
wie Wolflgang. Die Mutter ist dreimal so alt
wie Jiirgen. Helmut ist 2 Jahre jiinger als
Wollgang, aber doppelt so alt wie Andreas.
Wie alt ist jedes einzelne Familienmitglied (in
ganzen Zahlen), wenn alle zusammen 232
Jahre alt sind?

Schiiler Andreas Franke, Tambach-Dietharz

Ma7 82392 Von den vier auleinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen 2, 3, 4, 5, wurde
das Produkt 25 aus der ersten und vierten
und das Produkt 3-4 aus der zweiten und
dritten Zahl gebildet. Bei einem Vergleich der
Produkte erhalten wir 2-5<3-4, denn 10
< 12. Es ist zu untersuchen, ob diese Bezie-
hung fiir vier beliebige, aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen gilt.

Schiilerin Gerke Lange, Halle

Ma7 82393 Ein Handelsschilf ging auf gro-
Be Fahrt. Als es 180 Seemeilen voin Heimat-
hafen entfernt war, flog ihm ein V/asserflug-
zeug mit Post nach. In welcher !intfernung
vom Heimathalen holte das Flugzeug das
Handelsschill ein, wenn die Gesclwindigkeit
des Flugzeugs zehnmal so groB war wie die
des Schiffes?

Schiiler Alexander Doll, Aitentreptow

MaB8 2394 Das Produkt dreie- aufeinan-
derfolgender natiirlicher Zahlen ist 56mal so
groB wie die Summe dieser Z:hlen. Um
welche Zahlen handelt es sich?

Schiilerin Sabine Schithert, Machern

Ma8 #2395 In dem Schema
FUNF
+FUNF
ZEHN
sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB eine richtig geldste Addi-
tionsaufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Grundziffern, verschie-
dene Buchstaben verschiedene Grundziffern.
Es sind alle Losungen anzugeben. Sch.

Ma8 #2396 FEs wird behauptet, daB niemals
der Rest 3 bleiben kann, wenn man die
Summe der Quadrate zweier beliebiger natiir-
licher Zahlen durch 4 dividiert.

Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma8 w2397 Gegeben sei ein Rechteck
ABCD. Die vier Winkelhalbjerenden der
Innenwinkel schneiden einander in den Punk-
ten E, F, G, H. Wie lang ist AB fiir den Fall,
daB GE =BC gilt?

Mathematikfachlehrer Kurt Georgi, Zittau

Ma9 ®2398 Es ist zu beweisen, daB jedes
Produkt aus fiinf aufeinanderfolgenden na-
tiirlichen Zahlen durch 120 teilbar ist.

Dr.G. Hesse, Radebeul

Ma9 #2399 Gegeben sei eine beliebige vier-
stellige nattirliche Zahl n, die im dekadischen
Positionssystemn dargestellt ist. Die Zahl n’
erhilt man, wenn man die Grundziffern von n
in umgekehrter Reihenlolge schreibt. Es ist zu
beweisen, daB n+ n’ stets durch 11 teilbar ist.
Jens Grundmann,

Limbach-Oberfrohna (z. Z. NV A)

Ma9 #2400 Es sind alle Losungen der
Gleichung

10°+107*=100; xeP
zu ermittein.  Schiiler Sven Saar, Miihlhausen
Dreieck

Ma9 12401 Dem abgebildeten

"ABC wurden die Hohen AD und BE ein-

gezeichnet, die sich im Punkte S schneiden. Es
seien m, n, p, q die Lingen der durch den
Punkt S erzeugten Hohenabschnitte AS,
ﬁ, ﬁ, ES. Es ist nachzuweisen, daB das
Rechteck aus den Ho6henabschnitten p und ¢
flichengleich ist dem Rechteck aus den
Hohenabschnitten m und n! Sch.

A 8

Ma 10/12 82402 Es ist die Basis x desjeni-
gen Zahlensystems zu ermitteln, in dem die
Gleichung
(111),-(222)x=(30142),; x>4 und xeN
eine wahre Aussage darstellt.

Gunnar Jeschke, Schwarzheide

Ma10/12 #2403 Es ist zu beweisen, daB
fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ und
a+bgilt

a* +b*

1
3 >a'b°!

Gunnar Jeschke, Schwarzheide

Ma10/12 82404 Einem Dreieck ABC mit
den Seitenldngen a=13cm, b=15cm und
¢=14 cm ist ein innerer Punkt P eingezeich-
net, der von BC den Abstand 3 cm und von
AB den Abstand 5 cm hat. Welchen Abstand
hat der Punkt P von der Seite AC? Sch.

Ma 10/12 2405 Das Bild zeigt die Kon-
struktion eines regelmdBigen Fiinfecks, des-
sen Umbkreisradius gegeben ist.
F ist der Mittelpunkt vor AM. Um F wurde
ein Kreis mit einem Radius der Linge FD ge-
zeichnet, der g, in G schneidet. Die Linge
von GD ist die Linge der Seite des regelmiBi-
gen Fiinfecks. Diese Konstruktion ist zu be-
weiscn.

Bauzeichnerlehrling Cornelia Zinke, Leipzig
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Physik

Ph6 8146 In der [olgenden Tabelle sind die
Durchschnittsgeschwindigkeiten, die Halte-
zeiten und die Streckenabschnitte fur einen
Teil einer StraBenbahnlinie angegeben. Die
Anfahr- und Bremszeiten bleiben "unbertick-
sichtigt.

Strecken- Durchschnitts-
abschnitt geschwindigkeit
L. 24 km/h

2. 20 km/h

3. 40 km/h

4. 45km/h

5. 30km/h
Strecken- Strecken-  Halte-
abschnitt lange zeit
L. 200 m 10s
2. 150 m 15s
3 400 m 20s
4, 300 m 155
5. 150 m -

Fertige ein Weg-Zeit-Diagramm an!
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Ph7 8147 Frau M. hat eingekauft. Thre Ta-
sche hat ein Gewicht von 10kp. Sie wohnt
im 5. Stockwerk (h=24 m). Um dort hinauf-
zugelangen, benétigt sie 6 min. Frau H. hat
ebenfalls eingekauft. Ihre Tasche hat ein Ge-
wicht von 12 kp. Sie wohnt im Gegensatz zu
Frau M. im 6. Stockwerk (h=28 m). Sie be-
notigt 7 min, um dort hinzukommen. Wer
von den beiden Frauen hat die groBere Lei-
stung erbracht?

Diana Ammann, Weifienborn-Liiderode

Ph8 @148 Ein Ulbad hat eine Masse von
250 kg und eine Temperatur von 20°C. In
ihm werden 30 Maschinenteile mit einer
Masse von je 6 kg behandelt. Diese Maschi-
nenteile haben eine Temperatur von 220°C.
Berechnen Sie
(1) die theoretische Oltemperatur (ohne Wir-
meverluste), wenn alle Maschinenteile gleich-
zeitig behandelt und vollstandig in das Bad
eingetaucht werden;
(2) die theoretische an das Ulbad abgegebene
Wirmemenge'
Die spezifischen Warmekapazitidten betra-
gen: cgr =2219kJ kg™ ' K™!

emr=0,502kJ -kg™!-K™!

Ing. K.-H. Milde, Dresden

Ph9 ®149 Auf ein zylinderformiges Stahl-
geschoB, d.h. nur auf einer seiner Grund-
flachen, wirkt 1,25 ms lang ein konstanter
Druck von 130 MPa. Der Durchmesser d des
Geschosses betrdgt 7 mm, seine Hohe 2,6 cm.
Die Dichte g betrégt 7,8 g/cm?>.
Berechnen Sie die Geschwindigkeit v!
Gunnar Jeschke, Schwarzheide

Ph10/12 ®150 Das natiirliche Antimon hat
eine relative Atommasse von 121,75. Es be-
steht aus den Isotopen '%}{Sb und '#}Sb mit
den relativen Atommassen 120,9 und 122,9.
Berechnen Sie den prozentualen Anteil jedes
dieser Isotope im natiirlichen Antimon!

Chemie

Ch7 ®117 15,2 g Blei werden oxydiert. Da-
bei entstehen

a) Blei(Il)-oxid

b) Blei(IV)-oxid

¢) Blei(I1,IV)-oxid.

Berechne die Massezunahme bei allen drei
chemischen Reaktionen!

Ch8 ®118 a) Berechne die Masse Schwefel-
trioxid in 35 g 409/ iger Schwelelsdure!

b) Berechne den Prozentgehalt der Schwefel-
saure an Wasserstoff, Schwefel und Sauer-
stoff!

Ch9 119 Im VEB Diingemittelkombinat
Piesteritz wird Kalkstickstoll (CaCN;) aus
Kalziumkarbid und Stickstofl hergestellt.
Als Nebenprodukt entsteht KohlenstofF.

a) Berechnen Sie das Volumen Luft in Kubik-
meter, welches theoretisch fiir die Umsetzung
von 1,5t Kalziumkarbid mit einem Gehalt
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alpha
in Warschau

Bucﬁausstellung zZum
Internationalen Mathematikerkongref}

Wenn sich mehr als 2200 Wissenschaltler aus
64 Staaten treffen, dann spielt neben dem
fachlichen Gedankenaustausch auch die In-
formation iiber neue Biicher und Zeitschriften
ihres Fachgebietes eine wichtige Rolle. Zum
Internationalen MathematikerkongreB, der
vom 16. bis 24. August 1983 in Warschau
stattfand, nutzten Verlage aus aller Welt die
Gelegenheit, bewdhrte Standardwerke, vor

allem aber ihre Neuerscheinungen den Teil-

nehmern vorzustellen.

Sowohl die wissenschaftlichen Vortrige und
Seminare alsauch die Buchausstellung [anden
im reprasentativen Kulturpalast an der Mar-
szakowska statt. Hier wurden in 19 Sektionen
Hauptvortriage, Kurzvortrige und Seminare
gehalten.,

\N" \(UNGHQ;
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Sonderstempel aus Anla83 des IMC
(AuBerdem wurde eine Briefmarkenserie
herausgegeben, welche wir in alpha 1/84
vorstellen.)

von 87,39, CaC, bendtigt wird, wenn die
Lufttemperatur 21 °C und der Druck 763 Torr
betragen: (Als Abrechnungsbasis dient Luft
mit 78%; Stickstoff!)

b) Wieviel Tonnen Kalkstickstofl lassen sich
aus der gegebenen Masse Kalziumkarbid her-
stellen?

Ch10/12 =120 6,8g Natrium und 210g
Wasser werden zur Reaktion gebracht.
Berechnen Sie den Prozentgehalt der ent-
standenen Natriumhydroxid-Losung!

In der vierten Etage des Kulturpalastes stell-
ten 39 Aussteller mehr als 3000 Biicher aus,
wobei es am Gemeinschaftsstand der DDR-
Verlage erwartungsgemiB besonders viele
Nachfragen nach aktuellen Monographien
und Hochschullehrbiichern gab. Dabei zeigte
sich emeut, dafl vor allem die beiden Reihen:
Teubner-Texte zur Mathematik und Mathe-
matische Lehrbiicher und Monographien im
internationalen Vergleich Anerkennung fin-
den.

DaB dieser von Buchexport Leipzig gestaltete
Stand durch fachliches Niveau der ausgestell-
ten Werke sowie durch Themenvielfalt zahl-
reiche Interessenten anzog, dazu trugen nicht
zuletzt auch Schulbiicher und populdrwissen-
schaftliche Biicher bei, die alpha-Lesern in-
zwischen gut bekannt sind: W. Hintze, Der
ungarische Zauberwiirfel; J. Lehmann, Kurz-
weil durch Mathe; oder E. Schréder, Mathe-
matik im Reich der T6ne, um nur einige dieser
Titel zu nennen. Komplettiert wurde unser
Angebot durch Fachzeitschrilten. KongreB-
teilnehmer aus vielen europidischen Lindern
kennen die alpha und duBerten sich sehr an-
erkennend iber deren Inhalt sowie iber die
ideenreiche Gestaltung dieser seit 1967 regel-
maBig erscheinenden Schiilerzeitschrift. Zahl-
reiche Mathematiker, insbesonderé aus
Asien, Afrika und Amerika, informierten
sich in Warschau erstmals tiber das Literatur-
angebot der DDR, und so war es nicht ver-
wunderlich. daB mehrere hundert Werbe-
exemplare der alpha sehr schnell verteilt wa-
ren. Ubrigens fand am Gemeinschaftsstand
der polnischen Verlage die Schiilerzeitschrift
delta ebenfalls viele Interessenten.

Neben dem wissenschaltlichen Programm
hatten die polnischen Gastgeber auch ein um-
fangreiches kulturelles Angebot vorbereitet,
beispielsweise Stadtfithrungen, Ausfliige und
Konzerte. So trafen sich am Sonntagvor-
mittag viele KongreBteilnehmer am Chopin-
Denkmal beim Konzert der japanischen
Pianistin R.Tsuruta. Zum Gelingen dieses
Internationalen Mathematikerkongresses und
der Buchausstellung trugen die Veranstalter
in entscheidendem Malle bei. Sehr gute Or-
ganisation und langfTistige Vorbereitung er-
moglichten konzentrierte wissenschaftliche
Arbeit und anregenden Gedankenaustausch.
Die umfangreiche Bicherschau diente dabei
in erster Linie der Information iiber Neu-
erscheinungen, dariiber hinaus konnten aber
auch zukiinftige Kooperationsvorhaben ver-
schiedener Verlage angebahnt werden, kiin-
digten Mathematiker aus mehreren Landern
an, demnichst ihre neuesten Forschungs-
ergebnisse in der DDR zu veréffentlichen.

Das groBe Interesse an der alpha und die Zu-
sagen vieler Mathematiker, in den nichsten
Jahren selbst Beitrige fiir diese populire
Schiilerzeitschrift zu schreiben, sind weitere
erfreuliche Ergebnisse der Warschauer Buch-
ausstellung. J. Weiff



Labyrinth-Probleme

eine alte Thematik mit grofler Aktualitiit

Teil 3

5. AbschlieBende Bemerkungen

Es gibt keinen endlichen Automaten, der das
Absuchverfahren von Trémaux oder das von
Tarry auf Mustern realisiert. Das ist auch
ohne den Satz von Budachklar, denn endliche
Automaten konnen ja keine Markierungen in
den Mustern vornehmen, und die Speicher-
kapazitit ihres Steuerwerks ist beschrénkt.
Ein Automatentyp, der iber die Méglich-
keiten verfiigt, um die klassischen Absuch-
verfahren realisieren zu kénnen, ist der des be-
schrinkten Turing-Automaten (benannt nach
dem englischen Mathematiker A. M. Turing,
1912 bis 1954). Der Aufbau und die Arbeits-
weise sind dhnlich wie beim endlichen Auto-
maten, nur ist der im Muster bewegliche
Kopf nun ein Lese- und Schreibkopf. Das
bedeutet, daB er die Zellen mit Markierungen
versehen kann und auch in der Lage ist, diese
wieder zu erkennen, d. h. zu lesen. Das Steuer-
werk dar{ wiederum nur endlich vieler Zu-
stinde fahig sein, und mittels einer Uber-
fihrungstabelle ist eindeutig festgelegt, wie
der Automat in einem gewissen inneren Zu-
stand auf die vorgelundene Beschriftung sei-
nes Standortes und der Nachbarzellen zu rea-
gieren hat, d.h., welche neue Beschriftung er
seiner Zelle zu geben hat und welche Bewe-
gung und Zustandsinderung dann erfolgen
muB.

Automaten dieses Typs sind in der Lage, die
Verfahren von Trémaux und Tarry nachzu-
bilden, k6énnen also alle Muster absuchen.
Das kann man aber auch schon mit einem
etwas spezielleren Automatentyp erreichen:
Die US-amerikanischen Mathematiker M.
Blum und D.Kozen zeigten 1978, daB es
einen Kiesel-Automaten gibt, der alle Muster
absucht, wobei er stets nur zwei Steinchen
benutzt.

Unter einem Kiesel-Automaten versteht man
einen endlichen Automaten mit der zusitz-
lichen Fahigkeit, Zellen eines Musters da-
durch zu markieren, daB er ,,Steinchen*
(Kiesel) darauf ablegt. Natiirlich soll er die
schon auf-der betrachteten Zelle liegenden
Kiesel auch sehen kénnen. AuBerdem soll
moglich sein, abgelegte Kiesel spater wieder
aufzunehmen und eventuell an einer anderen
Stelle des Musters erneut abzulegen.

Die Benutzung von Kieseln zur Wegmarkie-

rung ist jedem Kind aus dem Mairchen
,,Hansel und Gretel* geldufig. Hiansel mar-
kiert den zuriickgelegten Weg durch Kiesel-
steine, um spéter wieder aus dem Wald zum
Hause der Eltern zuriickzufinden. Das ist
nichts anderes als die alte Idee des Ariadne-
fadens. Schwieriger wird es aber, wenn man
versucht, mit einer beschrinkten Anzah! von
Kieseln auszukommen.

Unter Verwendung nur eines Kiesels konnen
alle einfach zusammenhingenden Muster so
abgesucht werden, daB das Verfahren stets
stoppt. Der entsprechende Kiesel-Automat
arbeitet zunichst nach dem Verfahren von
Dépp, markiert aber die Randzelle des Mu-
sters, bei der er mit dem Abfahren des Randes
beginnt (Zyklenbeginn), mit seinem Kiesel.
Trifft er nun beim Abfahren des Randes zum
zweiten Mal auf diese Stelle, so ist das Muster
einmal umfahren, und der Automat kann
stoppen.

Sofort stellt sich die Frage, ob alle Muster
schon mit nur einem Steinchen absuchbar
sind. Die Antwort lautet ,,nein*‘, wie F. Hoff-
mann, ein Mitarbeiter von Prof. Budach,
1981 durch Weiterentwicklung der Budach-
schen Beweismethode zeigen konnte.

Bei der Erlauterung des Doppschen Verfah-
rens ist schon angeklungen, daB besonders die
Locher (Binnenseen) in den Mustern das Ab-
suchen erschweren. H. Miiller zeigte 1979,
daB man zu jedem endlichen Automaten
sogar ein Muster mit nur zwei Léchern kon-
struieren kann, das der Automat nicht ab-
sucht. Es ist noch unbekannt, ob es stets ein
solches Muster mit nur einem Loch gibt.
Obwohl wir nur einige Beispiele aus der Fiille
von Resultaten und noch ungelsten Proble-
men behandelt haben, miissen wir unsere
Wanderung durch die (Theorie der) Laby-
rinthe nun abbrechen.

Ausgehend von Legenden, die friiheste Epo-
chen der Menschheit berithren, gelangten wir
zu Problemstellungen der abstrakten Auto-
matentheorie. Nicht der Reiz des Geheimnis-
vollen, Sagenumwobenen ist der Hauptgrund
fiir das zunehmende wissenschaftliche Inter-
esse an unserer Thematik, sondern ihre Be-
deutung fiir das mathematische Verstidndnis
derautomatischen Informationsverarbeitung.
Innerhalb der DDR hat sich besonders die
von Prof. Budach geleitete Forschungsgruppe

den Labyrinth-Problemen verschrieben, aber
auch die von Prof. Asser geleitete Greifswal-
der Forschungsgruppe beschiftigt sich damit.
Und trotz des Interesses und der fleiBigen
Arbeit vieler Mathematiker kann so manche
Frage heute noch nicht beantwortet werden.

A. Hemmerling

Fir sehr niitzliche Diskussionen zu Inhalt
und Form des Labyrinth-Beitrages mochte
der Autor seinen Greifswalder Kollegen
Dr. P. Schreiber und Dr. W. Schleinitz sowie
dem Chefredakteur der alpha herzlich dan-
ken.

Irrgiirten aus dem 16. Jahrhundert
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

fiir Klasse 5/6

Aus der Geschichte
der Lingenmalie

In der Mitte des 19. Jahrhunderts, also vor
iiber 100 Jahren, wurden in verschiedenen
deutschen Einzelstaaten noch unterschiedli-
che LingenmaBe verwendet. Das zeigt folgen-
de Ubersicht, in der diese MaBe in heutige
Einheiten umgerechnet wurden:

A6 A Wieviel Quadratmeter Flicheninhalt
hatte ein rechteckiges Feld der Linge 50 Ru-
ten und der Breite 20 Ruten

a) in Baden,

b) in Sachsen?

A7a Auf einem Wegweiser in Potsdam
stand: bis MeiBen 30 Meilen. Auf dem ent-
gegengesetzten Wegweiser in Meilen stand
jedoch: bis Potsdam 25 Meilen.

Wie kamen diese unterschiedlichen Entfer-
nungsangaben zustande? Beachte, Potsdam
gehorte zu PreuBen, MeiBen dagegen zu
Sachsen! Rechne die angegebenen Entfernun-
gen in Kilometer um!

Die Angaben in dieser Tabelle sind gerundet.
Es bestanden zum Teil erhebliche regionale
Unterschiede. Die Tabelle wurde dem folgen-
den Buch entnommen: Erna Padelt, Men-
schen messen Zeit und Raum, VEB Verlag
Technik, Berlin 1971, S. 72.

1 Zoll 1 Fu 1 Elle 1 Rute 1 Meile
Baden 30cm 30cm 60 cm 3,00 m 8,88 km
Bayern 24cm 29cm 83cm 292m 7,42km
PreuBen 2,6 cm 3lcm 67 cm 377m 7,50 km
Sachsen 2,4cm 28 cm 57 cm 4,30 m 9,06 km
Wiirttemberg . 2,9cm 29 cm 61 cm 285m 7,45 km

Aufgaben

Ala Zeichne je cinen Nagel mit der Linge
von 3 Zoll, der

a) in Baden,

b) in PreuBen,

c) in Sachsen angefertigt wurde!

A2 A Welches Seil war am ldngsten?

a) Ein Seil mit der Lange von 25 Ellen aus
Bayern oder

b) ein Seil mit der Linge von 30 Ellen aus
PreuBen oder

¢) ein Seil mit der Lange von 35 Ellen aus
Sachsen.

A3a Mit welcher Lange wurde ein Balken
von 12 FuB von Zimmerleuten

a) in Baden,

b) in Bayern,

¢) in Preuflen,

d) in Sachsen angefertigt, gemessen in unse-

ren heutigen Langeneinheiten?

A4a Aul einem Ballen wurde Stoff mit
einer Linge von 49,80 m aufgewickelt. Wel-
che Linge wiirde man messen

a) mit einer Elle aus Baden,
'b) mit einer Elle aus Bayern?

A5 A Welche Linge hat ein Seil von 20 El-
len nach unseren heutig'en LéngenmaBen

a) mindestens,

b) hochstens,

wenn es bei einem Hindler aus Baden,
Bayern oder PreuBlen gekault wurde?
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A84a Uberlege, welche Probleme die unter-
schiedlichen LangenmaBe mit sich brachten!
Warum forderte das Biirgertum einheitliche
MaBe?

Die Aufgaben zeigen deutlich, da3 die unter-
schiedlichen LingenmaBe unnétige Schwie-
rigkeiten fir Handel und Verkehr mit sich
brachten. In den verschiedenen Lindern
Europas wurde deshalb im 19. Jahrhundert
wiederholt gefordert, einheitliche Lingen-
maBe einzufihren. Die erforderlichen Vor-
aussetzungen dazu wurden in Frankreich
nach der Franzosischen Revolution geschaf-
fen. Auf Vorschlag einer Kommission von
Wissenschaftigrn wihilte man den vierzig-
millionsten Teil des Erdumfanges als Lingen-
einheit und nannte diese Lédnge ein ,,Meter*.
Eine genaue Bestimmung des Erdumfangs
war hierfir notwendig. Die erforderlichen
Vermessungsarbeiten erfolgten  zwischen
Diinkirchen an der franzdsischen Nordkiiste
und Barcelona an der spanischen Nordost-
kiiste. Das sind zwei Orte, die aul dem glei-
chen Léngenkreis liegen. Die Differenz der
geographischen Breite der beiden Orte be-
trdgt ungefdhr 9,6°. Fiir ihre Entfernung er-
gaben die Vermessungsarbeiten rund 547279
Toise, in der damals in Frankreich tiblichen
MaBeinheit.

Fiir den Erdumlang ug ergab sich hieraus

_ 547279 Toise - 360°

ug= 96 =20522962 Toise.

Diinkirchen
Barcelona

96

Q

{ Aquator

S

Der vierzigmillionste Teil hiervon, also ein
Meter, ist 0,513074 Toise. Umgekehrt betrdgt
1 Toise ungefdhr 1,95 m. Damit war es mog-
lich, die Lange von einem Meter als MaBstab
anzugeben. Im Juni 1799 waren die Arbeiten
beendet. Dem [ranzOsischen Staatsarchiv
wurde eine Verkorperung des Meters in Form
eines Metallstabes libergeben, auf dem durch
zwei Striche die Linge des Meters festgelegt
war. Man nennt diesen Stab das Urmeter.
Das neue Mafsystem auf der Grundlage des
Meters setzte sich in vielen Lindern jedoch
nur langsam durch. Nach der Griindung des
Deutschen Reiches wurde das metrische Sy-
stem erst ab 1.Januar 1872 [ir den ganzen
Staat verbindlich. Nach dem 1. Januar 1876
durften in Deutschland keine alten MaBe
mehr im Handel und im Verkehr benutzt
werden.

Aufgaben

A9 A Aus dem Mathematikunterricht sind
folgende Umrechnungen der LangenmaBe be-
kannt:
1 km=1000 m
1 m=10dm=100 cm= 1000 mm
ldm= 10cm= 100 mm
lcm= 10mm.
Auf welche Schwierigkeiten st68t man, wenn
man in dhnlicher Weise Meilen in Ruten,
Ruten in Ellen, Ellen in FuB3 und FuB in Zoll
umrechnen will? Worin liegen die Vorteile
des MabBsystems aul der Grundlage des
Meters?

A10A Der Umfang der Erde wurde ur-
spriinglich mit 40000000 m festgelegt.

a) Rechne um in Kilometer!

b) Wieviel Kilometer betrigt die Entfernung
vom Pol bis zum Aquator?

¢) Die Entfernung vom Pol zum Aquator
entspricht der geographischen Breite von 90°.
Welche Entiernung, gemessen auf einem Lan-
genkreis, gehort ungefdhr zur Anderung der
geographischen Breite um 1°?

d) Wieviel Kilometer betrdgt ungeféhr die zu
9,6° gehorende Entfernung der Orte Diin-
kirchen und Barcelona?

e) In der Seefahrt nutzt man als weitere Unter-
teilung eines Winkels von 1° als nichstklei-
nere Einheit eine Sekunde und verwendet das
Zeichen 1’. Ein Winkel der GroBe 1 hat den



Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Wir stellen wieder Losungsvarianten zu Wett-
bewerbsaufgaben vor, die bei uns eingegan-
gen sind. Sie mogen unseren aktiven Teil-
nehmern am alpha-Wettbewerb Anregungen
zum Losen von Aufgaben geben.

Im Heft 6/1981 verdflentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma6 ®2158 Ermittle alle zweistelligen
Primzahlen mit der Quersumme 7, die zu
geraden natiirlichen Zahlen werden, wenn
man ihre Ziffern vertauscht.

sechzigsten Teil der Grofle des Winkels von
1°. Es gilt also 1°=60".

Welche Entfernung, gemessen auf einem
Léngenkreis, gehort zur Anderung der geo-
graphischen Breite um 1'?

Vergleiche diesen Wert mit der in der See-
fahrt verwendeten Lingeneinheit von einer
Seemeile, 1 sm=1,852km!

Nachdem bessere und genauere Verfahren
zur Bestimmung des Erdumfangs entwickelt
wurden, stellte man fest, daB das Urmeter
nicht genau der vierzigmillionste Teil des Erd-
umfangs war. Da sich auBerdem auch die
Linge des als Urmeter verwendeten Metall-
stabs durch Temperaturschwankungen und
Alterung geringfligig dndern kann, war man
weiterhin auf der Suche nach einem zuver-
ldssigen NaturmaB als GrundmaB unseres
MaBsystems. Als solches verwendet man seit
1960 die Wellenldnge des orangefarbenen
Lichtes des Edelgases Krypton 86 und legte
fest:

,Das Meter ist gleich 1650763,73 Vakuum-
wellenlingen der Strahlung, die dem Uber-
gang zwischen den Niveaus 2p,o und 5ds des
Atoms Krypton 86 entspricht.*

Durch diese Festlegung gelang es, das Meter
wesentlich genauer zu bestimmen als durch
ein korperliches Urmeter.

AbschlieBend empfehlen wir folgendes Buch
zur Geschichte der LingenmaBe, das fiir
Schiiler geschrieben wurde, sehr interessant
ist und in jeder Bibliothek ausgelichen wer-
den kann.

Erna Padsl: Mit dem MeBrad um die Welt,
Kinderbuchverlag, Berlin

1975, Regenbogenreihe. U. Sonnemann

In Heflt 3/82 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:

Eine zweistellige natiirliche Zahl 4Bt sich
darstellen durch z=10a+b mit 0<a<9 und
0<b=<9. Da wir durch Vertauschen der
Ziffern a und b eine gerade natiirliche Zahl
erhalten, muB a gerade sein. Wegen g=a+b
=7 muB a<8 gelten. Fiir a=2 gilt b=35; die
Zahl 25 ist aber keine Primzahl. Fiir a=4
gilt b=3, also z=43. Fiir a=6 gilt b=1, also
z=61. Die gesuchten Primzahlen lauten 43
und 61.

Wir stellen nun die Losung von Ulrike Zie-
mendorf aus Miihlhausen vor, die Schiilerin
der Klasse 6a der Karl-Liebknecht-Ober-
schule ist:

Da die Quersumme 7 eine ungerade Zahl ist,
muB beim Zerlegen der Zah! 7 in zwei Sum-
manden der eine Summand eine gerade, der
andere Summand eine ungerade Zahl sein.
Da wir nach dem Vertauschen der Grundzif-
fern eine gerade Zahl erhalten sollen, muB
die erste Grundziffer einer geraden, die zweite
Grundziffer einer ungeraden Zahl entspre-
chen. Deshalb sind nur die Zahlen 61, 43, 25
moglich. Von diesen drei Zahlen sind nur die
Zahlen 43 und 61 Primzahlen.

Wir stellen nun die Losung von Katrin Neu-
mann aus Klosterfelde vor, die Schiilerin der
Klasse 6 der Ernst-Thalmann-Oberschule ist:
Da alle zweistelligen Primzahlen ungerade
Zahlen sind und deren Quersumme jeweils 7
betragen soll, muB die letzte Grundziller 1
oder 3 oder 5sein. Wegen a +b =7 gilt deshalb
61 oder 43 oder 25. Die Zahl 25 stellt keine L6-
sung dar; denn 25 ist keine Primzahl. Es
existieren zwei Losungen, ndmlich 43 und 61.
Die Zahlen 34 und 16 sind gerade Zahlen.

Wir stellen nun die LOsung von Matthias
Winkler aus Cossebaude vor, der Schiiler der
Klasse 6a der Hans-Grundig-Oberschule ist:
An der ersten Stelle der zweistelligen Prim-
zahlen muB die Zifler 2, 4, 6 oder 8 stehen;
denn sonst wiirden wir beim Vertauschen der
beiden Grundziffern keine gerade Zahl erhal-
ten. Die gesuchten Zahlen kdnnen nicht
groBer als 70 sein, sonst wire ihre Quersumme
groBer als 7. Deshalb sind nur die Primzahlen
23, 29, 41, 43, 47, 61, 67 zu untersuchen. Nur
die Zahlen 43 und 61 haben die Quersumme 7.
Dies sind die gesuchten Zahlen.

Wir stellen nun die Losung von Heike Deume-
land aus Langenweddingen vor, die Schiilerin
der Klasse 6 der Juri-Gagarin-Oberschule ist:
Die zweistelligen Zahlen, deren Quersumme 7
betrdgt, lauten 16, 25, 34, 43, 52, 61, 70. Die
Zahlen 16, 34, 52, 70 sind durch 2 teilbar, also
keine Primzahlen. Die Zahl 25 ist durch 5
teilbar, also auch keine Primzahl. Die Zahlen
43 und 61 sind Losungen.

J. Lehmann/Th. Scholl

Die Erbschaft

Leonhard Euler hat in seine ,,Vollstindige
Anleitung zur Algebra* (1770) zahireiche
Aufgaben aufgenommen, die sich schon in
alten Rechenbiichern befanden. Meist han-
delt es sich um andere Zahlenwerte. Euler hat
stets den ausfiihrlichen Losungsweg beschrie-
ben, wihrend in den Rechenbiichern oft nur
Losungsrezepte angegeben wurden. Im 1. Ab-
schnitt des 2. Teils von Eulers ,,Algebra‘‘ be-
findet sich unter Nr. 42 die folgende Aufgabe:

,,Ein Vater hinterldBt einige Kinder nebst
einem Vermdgen, welches die Kinder in fol-
gender Art unter sich teilen. Das erste nimmt
100 Taler und dazu noch den 10. Teil des
iibrigen. Das zweite nimmt 200 Taler und
dazu den 10.Teil des iibrigen. Das dritte
nimmt 300 Taler und dazu den 10. Teil des
iibrigen. Das vierte nimmt 400 Taler und
dazu den 10. Teil des iibrigen. Hierauf stellt
sich heraus, daB das ganze Vermdgen unter
den Kindern gleich verteilt worden ist. Nun ist
die Frage, wie groB das Vermégen gewesen,
wieviel Kinder der Vater hinterlassen und
wieviel jedes bekommen 7*

Im Rechenbuch des byzantinischen Ménches
Maximos Planudes (13.Jh.) lautet die Aufga-
be: ,,Ein sterbender Vater rief seine Shne,
lieB auch zugleich die Geldschachtel mit-
bringen und verteilte das Geld mit folgenden
Worten: Ich will meinen Sohnen gleich-
miBig mein Geld zuteilen; der erste soll ein

Geldstiick und % des Restes erhalten, der

zweite 2 und ; des Restes, der dritte 3 und %

des Restes.

Mitten in diesen Worten starb der Vater und
war weder mit den S6hnen noch mit dem
Gelde zu Ende gekommen. Ich will nun wis-
sen, wie viele S6hne es waren und wieviel
Geld 7+

Ahnliche Aufgaben behandelten auch Leo-
nardo Fibonacci (13.3h.), Nicolas Chuquet
(15.Jh.), Michael Stifel (16.Jh.) und andere.

H. Pieper

alpha, Berlin 17 (1983) 6 - 131



Der Turm
von Babylon

Bild 1

Mit dem Turm von Babylon stellen wir ein
weiteres logisch-kombinatorisches Spiel vor,
das, wie der Zauberwiirfel, aus Ungarn
stammt. In einem Zylinder sind 36 farbige
Kugeln in 6 Sdulen zu je 6 Kugeln angeordnet
(siche Bild 1). In der Ausgangsposition sind
die Kugeln innerhalb der Saulen von der
gleichen Farbe, doch von unterschiedlicher
Intensitat, z. B. besteht eine Sdule aus roten
Kugeln; unten kriftig rot, nach oben heller
werdend und oben rosa. Man kann nun jede
der 6 Scheiben drehen und ferner eine Kugel
zum Verschwinden bringen (eine auf einem
von 2 markierten Plitzen der unteren Schicht
befindliche Kugel kann in den Turm ge-
driickt und dort durch Schieben einer ande-
ren Kugel auf den nun f[reien Platz festge-
halten werden). Unter Ausnutzung dieses
freien Platzes, den man durch Drehen von
Scheiben und Schieben von Kugeln innerhalb
der Siule, die den [reien Platz gerade hat, aufl
jeden beliebigen Platz bringen kann, kann der
Turm umgeordnet werden. Zum SchluB wird
die versteckte Kugel wieder hervorgeholt.
Man kann das Verschwinden mit verschie-
denen Kugeln wiederholen. Auf diese Weise
wird der Turm zu einem bunten ,,Durchein-
ander”. Die Aufgabe ist nun, den Turm wie-
der zu restaurieren, d. h., ihn wieder in die ur-
spriingliche Situation zu versetzen.

Die 36 Kugeln lassen theoretisch 36! An-
ordnungen zu. Es ist bemerkenswert, daB man
hier tatsichlich alle Anordnungen nur durch
zuldssige Operationen (wie beschrieben) er-
reichen kann; im Gegensatz zu Rubiks Cube
und der magischen Pyramide, siche z.B.
alpha 1/83.

Sehen wir Anordnungen als gleich an, wenn
sie durch Drehung des gesamten Turmes ent-
stehen, so gibt es

351=35-34-33-...-3-2- 121,033 - 10*°
Maglichkeiten.

Die Anzahl ist also wesentlich groBer als beim
-Rubiks Cube (~4,3-10'%), Um diese Riesen-
zahl begreifbar zu machen, ist folgender Ver-
gleich vielleicht niitzlich. Wiirde man flir
jede Anordnung einen Turm haben, so wiirde
man damit eine Kugel fiillen konnen, die einen
Radius hat, der zehnmal groBer ist als die
Entfernung Erde—Sonne.

Trotzdem ist es viel leichter, den Turm von
Babylon zu bezwingen als etwa Rubiks Cube!
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Wie wir sehen werden, ist es hier recht ein-
fach moglich, 3 beliebige (benachbarte) Ku-
geln zu tauschen, wobei alle anderen Kugeln
unverindert bleiben. Solche Operationen sind
bei den anderen magischen Spielen in der
Regel recht kompliziert und schwer aufzu-
finden.

Es gibt auch vereinfachte Versionen des Tur-
mes von Babylon, z. B. das Varikon mit
5 Saulen (Bild 2). Hierbei befinden sich in jeder
Siule 5 gleichgefdrbte Kugeln (keine Intensi-
tatsunterschiede).

Ubrigens sind diese Spiele (Turm von Baby-
lon, Varikon, usw.) gewisse Verallgemeine-
rungen des bekannten Fiinfzehner-Spiels. Wir
wollen jetzt aul das Ordnen des Turmes von
Babylon eingehen. Wir werden 4 Operationen
beschreiben, die bereits vollig ausreichen, um
den Turm zu ordnen. Natiirlich kann man
sich weitere Operationen iiberlegen, die sogar
ein schnelleres Erreichen des Zieles erlauben.
Wer aber schon etwas mit dem Turm zu tun
gehabt hat, der wird sicher bemerkt haben,
daB man bereits durch intuitive Ziige, also
ohne einen vorgegebenen Algorithmus, recht
weit kommen kann. Etwas schwierig wird es
dann in der Regel nur fiir die letzte Scheibe
oder fiir die letzten 6 Kugeln.

Die 6 Scheiben werden wir von oben nach
unten mit 4, B, C, D, E und F bezeichnen.
Drehen wir die Scheibe X und alle darunter
liegenden Scheiben um 60° nach rechts, so be-
zeichnen wir diese Operation auch mit X.
Analog bedeutet X2 eine Drehung um 120°
nach rechts, ... und X*=X""! eine Drehung
der beschriebenen Scheiben um 60° nach
links. Alle Scheiben oberhalb von X bleiben
in ihrer Ausgangsstellung,

Verschiebungen innerhalb der Séulen sind
natiirlich nur mit dem freien Feld moglich.
Wird der Turm hingestellt oder senkrecht ge-
halten, so wandert der freie Platz automatisch
in die Scheibe A. Wir werden deshalb die
Operationen immer in dieser Stellung begin-
nen und beenden.

X bedeute, daB das freie Feld in die Scheibe X
wandert, d. h,, die Kugel dieser Séule in der
Scheibe X und alle dariiberliegenden Kugeln
werden jeweils um eine Scheibe nach oben ge-
schoben. SchlieBlich bedeute ein ;, daB das
freie Feld wieder in die Schicht 4 wandern
soll. Das wird einfach dadurch erreicht, daB

der Turm senkrecht gehalten wird und keine
Kugeln dieser Sdule beriihrt werden,
Um darzustellen, was Operationen bewirken,
denken wir uns den Turm hinten ,aufge-
schnitten* und ,,nach vorne geklappt*“.
Zum Beispiel bewirkt

BD;
folgendes, wenn der freie Platz in der vorderen
linken Sdule (und natiirlich in der Schicht A4)
war (Bild 2):

q-e~-e~e

(q-e-e—e—o-e—0

qre~e-e—e-e—e—

Bild 2

Eine wichtige Opgati(ﬂl ist (Bild 3)
0,(D,C)=DD;CC™';CcD™":

e 0 0 0 @

o 0 00 0o

® o 020 0 o
tx

e 0 0 0 00

e 00 0 0 0

® 0 00 0 o0

Bild 3

Analog definieren wir 0,(C, B), O,(E, D) und

O.(F, E).
Ahnlich finden wir die Operation (Bild 4)
0,=BB; B~ 1:
o 0 0% 0 o
() : o o o
e 0o 0 0 0 0
e 0o 00 0 0
o 00 0 00
o0 000 0
Bild 4

Mittels O, und O, kdnnen wir jede Kugel von
jedem Platz zu jedem anderen bringen.
ZweckmiBigerweise beginnen wir mit der
Scheibe F, dann E usw. Eventuell muB} zwi-
schenzeitlich auch die verschwundene Kugel
gewechselt werden. Mijt etwas Ubung wird es
keine Probleme machen, die Scheiben C bis F
zu ordnen.

Wenden wir uns nun den Schichten 4 und B
Zu.

Ausgehend von O, betrachten wir die Ope-
ration (Bild 5)

03(n)=BB"; B~"(n=1,2,3,4, 5):

Hiermit gelingt es auch, die Scheibe B zu
ordnen. Ist eine Kugel K aus der Schicht 4
an einen Platz P in der Schicht B zu trans-
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leeee.

Bild 5

portieren, so dreht man die Scheibe A (nur
diese!) so, daB das [reie Feld iiber P steht und
wendet dann O,(n) mit geeignetem n an!

Ist eine Kugel K aus der Schicht B an einen
Platz P aus der Schicht B zu transportieren,
so dreht man die Scheibe 4 so, daB das [reie
Feld iiber K steht, wendet (z. B.) O, an und
hat die vorher diskutierte Situation. Man
beachte, dal3 alle anderen Kugeln der Schich-
ten B bis F unverdndert bleiben!

SchlieBlich ordnen wir noch die Schicht 4.
Wir halten den Turm jetzt vor einer Opera-
tion immer so, daB das freie Feld links oben
(in unserem Schema) ist. -

Wir wollen eine Kugel K, die sich in der
m-ten Sdule rechts vom freien Feld befindet,
um n Siulen nach rechts transportieren.
Dazu ist folgende Operation geeignet (Bild 6).
O3(m, n)=(BB™; B~™)(BB"; B™")
(B™*"BB~™""})(B~"BB™)):

0 1 m 1 n
N
®

Bild 6

Man bringt nun die Kugeln von rechts in der
Schicht 4 in Ordnung. (Man beachte, daB
nach jeder Operation der Turm in der Hand
gedreht werden muf, um das freie Feld wie-
der links zu haben! Richtig plazierte Kugeln
bleiben natiirlich richtig.)

Mittels O lassen sich in der Schicht A alle
Kugeln und das freie Feld aufl ihre Platze
bringen, es sei denn, es bleibt eine einfache
Paarvertauschung Kugel-freies Feld iibrig.
Dann nehme man (Bild 7)
0.=((BB~*;B*)(BB;B™")(B™'BB;)
(B*BB™%;)*B:

Bild 7

Es gibt Fille, in denen eine einmalige An-
wendung nicht direkt zum Ziel fiihrt. Will
man z. B. (Bild 8)
erreichen, so kann man Ox(1, 1) - Os(1, 4) oder
auch 0,2 wihlen.

-

o_.® e e o o

Bild 8

Durch Anwendung von F erscheint die ver-
steckte Kugel wieder, und wir sind fertig.

Wir hatten hier nicht das Ziel, alle Falle mog-
lichst kurz zu bewiltigen, sondern wollten
Anregungen zur Beschiftigung mit dem Turm
von Babylon geben und eine mogliche Lo-
sungsvariante vorstellen. Auch kann man sich

andere Aufgaben stellen. So kann man die
Kugeln derart ordnen, daB die Kugeln einer
Schicht die gleiche Farbe haben, oder man
gibt sich irgendwelche farbige Muster vor.
H.-D. Gronau

Dauerkalender fiir die Jahre 1801 bis 2000

Jahre

1801-1900 1901-2000
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53| 81
54| 82
55] 83
56| 84
57| 85
58| 86
03{ 31|59/ 87
04)32]60) 88
05|33|61( 89
06)34]62( 90
07]35| 63| 91
08|36 64| 92
97109 37|65| 93
984101 38| 66| 94
991 11|39)67]| 95
12( 40| 68| 96
13{41]| 69| 97
14)42( 70| 98
15143 71! 99
16144 72| 00
17|45|73
18| 46| 74

01]29
0230
03}31|59
04 (32|60
05( 33| 61
06|34 62
07(35|63
08| 36| 64
09]37| 65
10} 38| 66
11| 39| 67
12] 40| 68
13{41]| 69
1414270
151 43| 71
1614472
1714573
18| 46| 74
19147|75
20| 48| 76
21(49]77
22150| 78
23(51]79 19|47|75
24|52 80 20(48( 76
25( 53| 81 21149177
26| 54| 82 22150|78
27|55/ 83 23|51{79
28| 56| 84 24| 52) 80

57
58
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94
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27
28
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DB WN=SOODAA WSSO0 WN=200RAWNOOONAEN=0O

BN S O0COBLWUN LN BW_LO000WN=_SO0OOA_BWNOOOC

NOOODUABN 20N WN=20D0RAW2000NWN=200CHW
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Wochentage

815
9|16
10] 17
11118
12( 19
13| 20
14|21

22| 29
23{ 30
24| N

25| 32,
26| 33
27|34
28| 35

36°
37

wWTMOLoOZTW
NOOH WN =

Beispiel: Auf welchen Wochentag fiel der
7. Oktober 19497
Losung: Man gehe von der Jahrestafel
aus und suche fur das Jahr 1949 in der
Monatstafel unter Oktober die zugehorige
Monatskennzahi (6); zuzuglich der Zahl
des gesuchten Wochentages {7) ergibt
sich die Schlusselzahl (6 + 7 = 13), fur die
man in der Wochentagstafel den Freitag
als den gesuchten Wochentag findet.

alpha, Berlin 17 (1983) 6 - 133



Schriftliche
AbschluBpriifung

Mathematik, Schuljahr 1982/83
Oberschule, Klasse 10

Pflichtaufgaben

1. a) Im Jahre 1980 wurden in der DDR
98,8 Mrd. kWh Elektroenergie erzeugt. 1985
sollen 13,09, mehr Elektroenergie erzeugt
werden als 1980.

— Berechnen Sie diese Steigerung!

(Angabe in Milliarden Kilowattstunden!)

- Wieviel Elektroenergie soll 1985 insgesamt
erzeugt werden?

b) 1980 wurden von den insgesamt erzeugten
98,8 Mrd. kWh Elektroenergie 77,2 Mrd.
kWh aus Rohbraunkohle gewonnen.

- Wieviel Prozent der Elektroenergie wurden
aus Rohbraunkohle erzeugt?

— Stellen Sie diesen Anteil in einem Kreis-
diagramm dar! (Schraffieren Sie den ent-
sprechenden Sektor!)

2. Gegeben ist die Ungleichung
15-3x>5(x—1)
a) Losen Sie diese Ungleichung!
(Probe wird nicht verlangt.)
b) Geben Sie von den Zahlen
27
—4;25; o 0,05
diejenigen an, die diese Ungleichung erfiillen!
c) Die Ungleichung hat die Losungsmenge
L, die Menge der natiirliqhen Zahlen sei N.
Geben Sie alle Elemente des Durchschnitts
der Mengen L und N an!

(xeP).

3. Eine Pionierkompanie der NVA erhielt
den Befehl, iiber einen FluB einen Ubergang
vom Punkt D zum Punkt C zu schaffen (siche
Skizze!).

Skizze (nicht maBstiblich)

Durch Messung wurden ermittelt:
AB=c=85m ¥ABC=p=28°

¥CAB=a=10¢ AD=d=12m

a) Konstruieren Sie das Dreieck ABC in

einem geeigneten MaBstab! Tragen Sie den

Punkt D ein, und ermitteln Sie die Lange des
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FluBiiberganges DC mit Hilfe der Konstruk-
tion!

b) Berechnen Sie die GroBe des Winkels
XBCA=y!

c) Berechnen Sie die Linge der Strecke
AC=b!

Berechnen Sie die Lange des FluBiiberganges
DC!

4. Durch die Gleichung
y=x’—5x+§ (xeP)

ist eine Funktion gegeben.
a) Vervollstindigen Sie die zu dieser Funk-
tion gehorende Wertetabelle

x|[0]5

y !
b) Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funk-
tion! )
c) Der Graph dieser Funktion ist eine Para-
bel. Ermitteln Sie die Koordinaten ihres
Scheitelpunktes!
d) Zeichnen Sie diese Parabel mindestens im
Intervall 0< x5!

5. Vermindert man das Quadrat einer un-
geraden natiirlichen Zahl um 1, so ist diese
Differenz stets durch 4 teilbar.

a) Wiihlen Sie eine ungerade Zahl, und zeigen
Sie, daB die Aussage fur diese Zahl giiltig ist!
b) Geben Sie unter Verwendung der Varia-
blen n (neN) eine allgemeine Darstellung
einer ungeraden natiirlichen Zahl an!

c) Beweisen Sie, daB obenstehende Aussage
fir jede ungerade natiirliche Zahl giiltig ist!

6. a) Berechnen Sie |/ 1,44 - 10%!

b) Ermitteln Sie sin 118° und cos 118°!

c) — Welche der Winkel «, 8, y und & (siche

Skizze) bilden ein Paar von Wechselwinkeln ?
h

o/

t/ S

- Geben Sie eine Bedingung dafiir an, dal}
Wechselwinkel kongruent zueinander sind!

Skizze (nicht mabBstéblich)

Gegeben sind:
_Z_A= 3cm
ZB=12¢cm
ZC= 5cm
d) Berechnen Sie die Linge von ZD!

Wahlaufgaben

Von den [olgenden Aufgaben 7.1.,7.2. und 7.3.
brauchen Sie nur eine zu 16sen.

7.1. Eine Feldbaubrigade erntete mit 6 Kar-
toffelvollerntemaschinen gleichen Typs in
40 Stunden ein 48 ha groBes Feld ab.

a) Insgesamt wurden dabei 9600 dt Kartoffeln
geerntet. Berechnen Sie den Ertrag pro Hekt-
ar!

b) Berechnen Sie die Gré8e der Fliche, die
von einer Maschine in einer Stunde ab-
geerntet wurde!

c) Welche Zeit hidtte man beim Einsatz von 8
solcher Maschinen gebraucht?

d) In welcher Gesamtzeit hitte dieses Feld
abgeerntet werden konnen, wenn man nach
einem 15stiindigen Einsatz dieser 8 Maschi-
nen noch 2 solcher Maschinen zusétzlich ein-
gesetzt hatte?

7.2. Ein gerader Kreiszylinder mit der Hohe h
und dem Durchmesser d stehe aul seiner
Grundfliche. Auf seiner Deckfldche sei eine
Halbkugel mit dem gleichen Durchmesser
aufgesetzt.

a) Zeichnen Sie den AufriB eines solchen zu-
sammengesetzten Korpers fir d=h=4,4 cm!
b) Berechnen Sie das Volumen dieses Korpers
fird=h=44cm!

c) Bei einem anderen so zusammengesetzten
Korper soll das Volumen des Zylinders ge-
nau so groB wie das der Halbkugel sein. Be-
rechnen Sie die Hohe dieses Zylinders fir
d=4,4cm!

7.3. Von einem Punkt P, der auBérhalb eines
Kreises um den Punkt M liegt, sind die Tan-
genten an diesen Kreis gezeichnet. Sie beriih-
ren den Kreis in den Punkten B, bzw. B,
(siehe Skizze!).

. Skizze (nicht mabBstéablich)

ml =m1=r=4,00m
¥ B,PB,=2a=50°

a) Berechnen Sie die Linge der Strecke
PM=e¢!

b) Berechnen Sie die Linge des Tangenten-
abschnitts PB, =t!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Vier-
ecks PByMB,!

d) Die Verlingerung von PM iiber M hinaus
schneide den Kreis im Punkt Q. Berechnen
Sie die GroBe des Winkels ¥ B;0B;!
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‘Leonhard Euler
in Berlin

Mit dem 200. Todestag von Leonhard Euler
gedenken wir des wohl produktivsten Mathe-
matikers des 18.Jahrhunderts. Als Mitglied
der Akademien in Petersburg und Berlin
spielte er eine hervorragende Rolle fiir die
Wertschidtzung, die diesen Akademien ent-
gegengebracht wurde, und fir die Entwick-
lung beider zu den fithrenden Zentren mathe-
matischer Forschungen.

Die wissenschaftliche Forschung wurde im
18. Jahrhundert im wesentlichen an den Aka-
demien der fortgeschrittenen europiischen
Staaten betrieben, vor allem in Paris, London,
Berlin und Petersburg. Die Wissenschaftler
an den Akademien besaBen im allgemeinen
keine Lehrverpflichtungen, wurden aber zu
Gutachten iber wirtschaftliche, technische
und andere Fragen herangezogen. Die abso-
lutistischen Herrscher betrachteten sich dabei
gern als Forderer der Wissenschaften, indem
sie filhrende Naturwissenschaftler und Ma-
thematiker an ihre Hofe einluden. Die Re-
prasentanz fihrender Gelehrter galt als Zei-
chen wirtschaftlicher Starke.

Im Leben Eulers lassen sich drei Schaffens-
perioden bestimmen :

von 1727 bis 1741 in Petersburg, von 1741 bis
1766 in Berlin und von 1766 bis 1783 wieder-
um in Petersburg.

Euler weilte also insgesamt 25 Jahre in Berlin.

eRLIN
©080' ¢
K=m"E-1/C,
Eulersche
Knickforrmel

15-9.

g2-18

EULER-EHRUNG
der AdW der DDR
1983

Euler folgte einer Berufung des preufischen -

Kénigs Friedrich . (1712 bis 1786) an die
Berliner Akademie, die der K 6nig nach seiner
Thronbesteigung 1740 reorganisieren wollte:
Dabei waren fiir Euler zwei Uberlegungen
maBgebend. Nach dem Tode der russischen
Zarin Anna (1693 bis 1740) hatten sich 1740
die innenpolitischen Zustinde RuBlands so
verschlechtert, daB es ungewil war, ob die
guten Arbeitsbedingungen an der Petersbur-
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ger Akademie erhalten werden konnten. Zum
anderen wollte der preuBische Konig die
Berliner Akademie zu einem Zentrum wissen-
schaftlichen Forschens sowohl in Preuflen als
auch in Europa umgestalten. Er hatte den
Ehrgeiz, die bedeutendsten Gelehrten Euro-
pas um sich zu versammeln.

Euler interessierte besonders die kiinftige Or-
ganisation der Berliner Akademie, und er
nahm den Ruf nach Berlin an. In einem Brief
an G.F. Miiller (1705 bis 1783) vom 10.4.
1742 schilderte er seine Lage bei Ankunft in
Berlin:

,,Was meinen und der Meinigen Zustand all-
hier betrifft, so leben wir der Kriegsunruhen
ungeachtet in vollkommener Ruhe. Die Hohe
Intention lhro K6nigl. Majestit, Kraft deren
ich hierher berufen worden, ging dahin, aus
der biBherigen Societit eine wohl eingerich-
tete Academie der Wissenschaften zu e’ta-
bliren, bisher aber ist die Vollziehung dieses
Desseins durch die noch weit ausstehenden
Kriegstroublen gehemmt worden: jedoch
haben Thro Majestit beschlossen, auf kiinfti-
gen Winter diese Sach vorzunehmen.*

Am 6.9 1742 nahm Euler an der ersten Sit-
zung der mathematischen Klasse der Berliner
Akademie teil und legte allein sieben mathe-
matische Arbeiten vor.

Aber die Hoflnungen Eulers, an der Re-
organisation der Berliner Akademie tatkréf-
tig teilnehmen zu konnen, erfillten sich nicht.
Friedrich II. war mit der Fiihrung des
1. Schlesischen Krieges (1740 bis 1742) be-
schiftigt und wollte auBerdem, daf der fran-
zosische Wissenschaftler Pierre-Louis M.
Maupertius (1698 bis 1759) Prisident der
reformierten Akademie wurde. Das Verhilt-
nis zwischen Euler und dem Konig war so
eigentlich seit Eulers Ankunft in Berlin ge-
triibt, und es sollte letztlich der Grund dafiir
sein, daB Euler 1766 enttiduscht nach Peters-
burg zuriickging.

Euler war in Berlin von 1744 bis 1766 Direk-
tor der mathematischen Klasse der Akade-
mie; damit besaB er eine wichtige Funktion,
die es ihm ermoglichte, sein Ziel, das wissen-
schaftliche Niveau der Berliner Akademie zu
erhohen, realisieren zu konnen. Von 1741 bis
1766 war er auBerdem Direktor der akade-
mischen Sternwarte.

Euler oblag so de lacto jahrzehntelang die
wissenschaftliche Leitung der Akademie, wo-
bei er ein ungeheures Arbeitspensum absol-
vierte. Er legte etwa alle 14 Tage in den
Akademiesitzungen eine Vorlage, eine wis-
senschaftliche Nachricht oder gar einen Vor-
trag vor. In der mathematischen Klasse
sprach er pro Monat ein- bis zweimal, dar-
unter waren Vortriage, Beitrige und Vorla-
gen. In den Vorlagen behandelte er sowohl
wissenschaftliche als auch praktische Pro-
bleme. Daneben lieferte er Gutachten zu
technischen Fragen, z. B. zu Maschinen, zur
Konstruktion von Pumpen u. a. Er iibersetzte
und bearbeitete sogar ein englisches Buch zur

Artillerie, das jahrelang als Handbuch zur
Artillerie-Ausbildung in PreuBen verwendet
wurde.

Auf Befehl Friedrichs II., dem die mathe-
matischen Arbeiten Eulers fremd waren, er-
hielt er auch praktische Aufgaben, so z.B.
Berechnungen zur Einrichtung sogenannter
Witwen- und Waisenkassen, Gutachten zu
technischen Erfindungen, Lotterien und
Gliicksspielen.

Von seinen mathematischen Arbeiten, die in
der Berliner Zeit entstanden, sei nur sein be-
rihmtes Werk ,,Einfiihrung in die Differen-
tialrechnung* (latein.) erwihnt, das 1755 er-
schien und fast ein ganzes Jahrhundert das
Lehrbuch der Differentialrechnung war.
Obwohl Euler nach dem Tode von Mauper-
tius im Jahre 1759 faktisch die gesamte
Titigkeit der Akademie leitete, verschlechter-
te sich sein Verhiltnis zu Friedrich II., dem
als Kénig die Akademie unterstand, immer
mehr. Als gar der Konig auf der Suche nach
einem neuen Prisidenten Euler einfach iiber-
ging, dachte dieser an seinen Weggang. Er
schrieb an G. F. Miiller am 19.3.1763: ,,Der
Prinz Dolgorucki sagt mir heut, dass wir hier
gewiBden Mr.d’Alembert zum Praes. bekom-
men werden, geschieht dieses, so halte ich
sogleich um meine Demission an.**

In RuBland regierte seit 1762 inzwischen die
Zarin Katharina II. (1729 bis 1796), die ihren
russischen Gesandten in Berlin beauftragte,
mit Euler wegen seiner ehrenvollen Riickkehr
an die Petersburger Akademie zu verhandeln.
1763 beauftragte sie die Petersburger Akade-
mie, Euler als ,,Professor ordinaire** (ordent-
lichen Professor/Ehrentitel) zu berufen und
ihm das Amt des Direktors der mathemati-
schen Klasse sowie des Konferenzsekretirs
zu iibertragen. Eulers Beziehungen zur Peters-
burger Akademie hatte er wihrend seines
Berliner Aufenthalts nie abreiBen lassen, so
daB er wohlwollend das Petersburger An-
gebot priifte.

Die Finanzreform von 1765, die mit ihren Un-
tersuchungen fiir Euler als faktischen 6kono-
mischen Verwalter der Akademie — auch die-
ses Amt iibte er jahrelang nebenbei aus, ohne
Dank zu erhalten —ein MiBtrauensvotum dar-
stellte, beschleunigte seinen Fortgang aus
Berlin.

So traf am 28. Juli 1766 der fast sechzigjihrige
Euler mit seiner 18kopfigen Familie wiederum
in Petersburg ein, wurde mit allen Ehren emp-
fangen und arbeitete - trotz vollstandiger Er-
blindung im Jahre seiner Riickkehr — noch
weitere 17 Jahre mit bewundernswerter Ener-
gie. Wenn sich Eulers Berliner Aufenthalt
auch fiir ihn nicht giinstig und eher enttiu-
schend gestaltete, so wurde doch das Ansehen
der Berliner Akademie durch seine erfolgrei-
che Titigkeit maBgeblich gef6rdert. Seine
festen Beziehungen zur Petersburger Akade-
mie in jenen Jahren begriindeten eine Tradi-
tion des engen Zusammenwirkens beider
wissenschaftlicher Einrichtungen. Eulers um-



fangreicher Briefwechsel mit russischen Ge-
lehrten aus dieser Berliner Zeit gibt hieriiber
ausfithrtich Auskunft. Dariiber hinaus ver-
deutlicht er das gewaltige Wirken Eulers auf
vielen Wissenschaftsgebieten, daneben zur
Forderung junger russischer Wissenschaftler
und zur Leitung der Berliner Akademie.
Annette Vogt

Uber Eulers Briefwechsel

Neben den wissenschaftlichen Arbeiten haben
stets auch Briefe, Notizhefte, Tagebiicher
usw. von Wissenschaftlern groBe Aufmerk-
samkeit gefunden, da sie stets interessante
personliche Einblicke in die Lebens- und
Arbeitsweise gewihren. Leonhard Euler hat
mit fast 300 Briefpartnern vermutlich zwi-
schen 4500 und 5000 Briefe gewechselt. Ein
Drittel der Briefe scheint verlorengegangen
Zu sein.
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Natiirlich findet sich manches Merkwiirdige
in diesem umfangreichen Briefwechsel. 1748
fragt zum Beispiel ein Professor aus Tiibingen
allen Ermnstes bei Euler, der damals in Berlin
lebte, an, ob es wahr sei, daB in Berlin ein
Kiinstler Menschen in Tiere verwandeln kon-
ne. Euler wiederum schrieb 1765 von Berlin
nach Petersburg an einen dortigen Gelehr-
ten: ,,Dall die Zahnschmerzen durch die
‘'magnetische Kraft gestillt werden kénnen,
wird nun von allen Orten her einstimmig be-
stétigt, und ich habe dieser Tagen selbst eine
Probe davon gemacht. Der H. Dr. Leclerc
sagte mir, daB er sich schon lingst dieses
Mittels in RuBland bedient habe, welches ge-
wiB angemerkt zu werden verdiente; damit
die erste Erfindung nicht, wie bisher so oft
geschehen, in Vergessenheit gerathe.” In
RuBland verfuhr man, wie die St. Peters-
burger Zeitung aus dem gleichen Jahr schrieb,
bei der Behandlung von Zahnschmerzen mit
Magneten so: ,,Man halte das Gesicht nach
Norden und halte dabei den Nordpol des
Magneten auf den schmerzenden Zahn, dann
spiile man den Mund mit kaltem Wasser aus.
Wenn die Behandlung nicht sofort Erfolg

, zeige, dann sei sie zu wiederholen.* In Mode
waren magnetische Heilmethoden durch die
Lehre des dsterreichischen Arztes Mesmer ge-
kommen, der sich mit dem tierischen Magne-
tismus ausgiebig beschaftigt hatte — wir wiir-
den seine Lehren heute als vorwissenschaft-
liche Hypnose bezeichnen.

Festlicher Auftakt

zu den Ehrungen fiir Leonhard Euler

Wissenschaftliche Konferenz erortert Werk des Gelehrten

Den Auftakt zu den Ehrungen in der DDR
[iir den bedeutenden Mathematiker Leonhard
Euler aus AnlaB seines 200. Todestages am
18. September bildete am 15.9. ein Festakt
im Haus der Ministerien in Berlin.

In seiner Eréffnungsrede begriiBte der Prisi-
dent der Akademie der Wissenschaften der
DDR, Prof. Dr. Werner Scheler, im Namen
des Euler-K omitees der Akademie Giste aus
der DDR, aus weiteren 13 Lindern und
Westberlin. i

Als Schirmherr der Euler-Ehrungen in der
DDR wiirdigte Dr. Herbert WeiB, Stellver-
treter des Vorsitzenden des Ministerrates und
Minister fiir Wissenschaft und Technik, den
iiberragenden Gelehrten und sein Werk in
einem Festvortrag.

Euler sei als Stern erster Gr6Be am Firma-
ment der Naturwissenschaften und als einer
der groBten Mathematiker zu bewerten, sagte
er. Mit seiner Wiirdigung werde die groBe
Bedeutung der Mathematik im Leben der
sozialistischen Gesellschaft und der Rang
dieser Wissenschalt fiir die Meisterung der
aktuellen Aufgaben unterstrichen.

Der gebiirtige Schweizer Leonhard Euler
hatte an den Akademien in Petersburg und
Berlin gewirkt und als einer der produktivsten
Mathematiker aller Zeiten ein Lebenswerk
von 800 veroffentlichten™Arbeiten hinter-
lassen.

Festrede von Dr. H. Weiz

Eulers historisches Verdienst, betonte Dr.
Weiz, bestehe in der Schaffung des funda-
mentalen mathematischen Apparates fiir die
Lésung der unterschiedlichsten Probleme in
Physik, Astronomie und Technik. Er habe das
Riistzeug hinterlassen, auf dem die technische
Entwicklung der [olgenden Jahrzehnte auf-
baute und das bis in die Gegenwart un-
verzichtbares Gut jeder Ingenieurtatigkeit ist.
Moderne Technologien wie Mikroelektronik,
Robotertechnik oder automatisierte Informa-
tionsverarbeitung kdmen nicht ohne einen
ausgekliigelten mathematischen Apparat aus.
Insolern hitten Mathematik und. Rechen-
technik fiir die weitere Beschleunigung des
wissenschaftlich-technischen Fortschritts und
damit fiir die Verwirklichung der 6konomi-
schen Strategie der DDR einen besonderen
Stellenwert.

Sondermarke und Sonderstempel zum
200. Todestag Eulers

AnschlieBend sprach Prof. Dr. Adolf Jusch-
kewitsch (Moskau) iiber Leben und Werk des
Mathematikers. Prof. Dr. Rolf Klétzler, Vor-
sitzender der Mathematischen Gesellschaft
der DDR, befaBte sich in einem Vortrag mit
Eulers Verdiensten um die Variationsrech-
nung.

Am gleichen und am darauffolgenden Tag
wurde dann eine wissenschaftliche Konferenz
erdffnet, auf der namhafte Wissenschaftler
des In- und Auslandes fachspezifische und
allgemeinhistorische Aspekte des Wirkens
von Leonhard Euler erorterten.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Im Kerzenschimmer

Von einem Leuchter mit 7 linear angeordneten Kerzen
(abisg) sollen am Montag eine, am Dienstag zwei usw.,
also am Sonntag alle sieben eine tiglich gleich-
bleibende Zeit leuchten, so daB am Ende der Woche
alle Kerzen gleichzeitig herunterhrennen.

Fragen:

1. Welche der Kerzen a bis g miissen an den einzelnen
Tagen entziindet werden, damit sie an jedem Tag ein
symmetrisches Bild ergeben und zwischen je zwei
brennenden Kerzen hdchstens eine nicht entziindete
steht?

2. Wievielmal wird im Laufe der Woche jede Kerze
entziindet?

3. Nach welcher Zeit bei einer Brenndauer von
8 Stunden sind die Kerzen tiglich zu 16schen, damit
sie fiir alle sieben Tage der Woche ausreichen?

Dr. Christian Lange, IfL Leipzig

Suche!

Welches der Stiicke 1 bis 8 fehlt im traditionellen
Silvestergliicksschwein ?

138 - alpha, Berlin 17 (1983) 6

Lustige Kissenschlacht

Welche 16 Fehler fallen aus dem lustigen ungarischen
Bild auf?

i

| pd ‘l..'. ; .
I}‘v‘

HEBEY,
»qﬂﬁm
il

Kryptarithmetik

In dem Schema

FLOCKE

+FLOCKE

SCHN EE
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, daf3
eine richtig geloste Additionsaufgabe entsteht. Dabei
bedeuten gleiche Ziffern gleiche ‘Buchstaben, ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

Claus Janke, Illmenau

Magische Figur

An Stelle der Sterne sind die Zahlen 1 bis 12 so ein-
zusetzen, daB die Summe auf dem Umfang jedes
Finfecks stets gleich ist.

Dirigent J. Péncik, Prag



Silvesterfeier

Wo sind die 20 kleinen Unterschiede zwischen den
beiden Bildern versteckt?

S o PT

,»Mit den Férmchen wird es immer zu ungenau!“

Gewichtiges

Abgenommen habe ich ja nichts, aber seit ich
die Kalorien zihle, kann ich viel besser rechnen.

Originelles Weihnachtspaket Lothar Otto, aus Magazin 7/83

Welches der vier Teilstiicke (1 bis 4) ist einzusetzen,
wenn man vom Stern zum Ausgangspfeil gelangen
will?

=

Zwei gleiche Hiite gesucht

Jens und Jan suchen zwei gleiche Hiite fiir die Sil-
vesterfeier. Wer von euch findet sie am schnellsten?
Fiir Dich, Berlin
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Losungen

Lésungen zu: Philatelistischer Mathematik-

unterricht 177213
Li6| 3]s
711182
61453

Léosungen zu: alpha-heiter

Im Kerzenschimmer

Frage 1:

Montag d
Dienstag ce
Mitiwoch bdf
Donnerstag a c eg
Freitag ab d g
Sonnabend abc elg
Sonntag abcdeflg
Frage 2:

rechnerisch (1+2+3+4+5+6+7):7=4
oder graphisch aus Losung 1 ersichtlich: 4mal
Frage 3:

Wenn jede Kerze maximal 8 Stunden brennt
und diese Zeit in vier gleiche Etappen unter-
teilt wird, nach jeweils 2 Stunden.

Suche!

Es fehlt Stiick Nr. 2

Lustige Kissenschlacht

Die Losung sei dem Leser (aus Platzgriinden)
selbst iiberlassen wie: Der Vater hat 6 Finger
an der rechten Hand. Der Haken des Bildes
mit Schifl liegt nicht in der Mitte usw.

Kryptarithmetik

»E“ muB immer 0 sein. K kann nur 5 sein (als
erste Gedankenschritte). Drei Losungen:
416350+416350=_832700;
218350+218350=436700;

219350 +219350 =438 700

Magische Figur

Die Summe betrigt jeweils 36.
2

4
Originelles Weihnachtspaket
Es ist das Teilstiick 4

140 - alpha, Berlin 17 (1983) 6

Zwei gleiche Hiite gesucht
Die Kappe in der rechten unteren Ecke
(iber dem Zylinder) ist zweimal vorhanden.

Silvesterfeier

¢ -
oy P ? M
. -
e LU Yy
il
w

Lidsungen zur Sprachecke:

1. Beim ScheibenschieBen traf ein Sportler
einige Male die 10, ebensoolt erzielte er
8 Punkte, und einige Male traf er die 5. Ins-
gesamt errang er 99 Punkte. Wie oft schoB der
Sportler?

Lésung: Er erzielte xmal 18 Punkte (10 und 8).

und ymal 5 Punkte: 18x + Sy =99. Wegen die-
ser Gleichung gilt 1<x<5. 99— 18x ist nur
fir x=3 durch 5 teilbar, dann ist y=9.
9+3+3=15. Der Sportler schoB 15mal.

2. Von den beriihmten Diamanten wurde der
Diamant Orlow in Indien im 17.Jahrhun-
dert gefunden. Er wird gegenwirtig im Kreml
aufbewahrt. Ungeschliffen betrug seine Masse
300 Karat; einmal geschliffen betrug sie
189,6 Karat. (1 Karat=0,20 g)

Berechne die Masse dieses Diamanten vor
und nach dem Schliff in Gramm!
Losung:300-0,20g=60g;
189,6-0,20g=3792¢

Die Masse des Diamanten betrug 60 g vor
und 37,92 g nach dem Schliff.

3. Schiebe die drei Rechtecke, ohne sie zu
drehen, so, dall sie die rechte Seite der Figur
bedecken!

Lésung: Die Riegel heillen 1 (oberer Riegel)
2 (Querriegel)
3 (unterer Riegel)

C VCX/
e

Losungsweg:

2 um 6 nach vorn und um ! nach unten

{ um 1 nach unten, um 4 nach vorn, um 1
nach oben

3 um 3 nach oben

2 um | nach oben, um 4 zuriick, um 1 nach
unten

1 um 3 nach unten

3 um | nach unten, um 4 nach vorn, um 1
nach oben

2 um 1 nach oben, um 6 nach vorn

Léosungen zu: Kreuzzahlritsel

Waagerecht: 3) 13;4) 11, 6) 12; 8) 14;9) 1111;
10) 10; 11) 13; 13) 52; 15) 15; (6) 30; 17) 41;
18) 1615; 19) 12; 21) 15; 22) 100; 23) 764;
25) 17; 26) 40; 27) 128, 29) 09; 30) 17; 32) 25;
33) 10; 34) 10; 35) 16; 37) 1251; 40) 6000;
41) 81; 43) 90; 44) 91; 46) 12; 47) 11; 49) 10;
50) 24, 53) 74; 54) 45; 56) 40; 58) 90; 59) 83;
61) 32; 62) 18; 63) 60.

Senkrecht: 1) 13;2) 11; 3) 121; 5) 144; 7) 210;
8) 111; 12) 385; 14) 2301; 15) 1245, 20) 21; 21)
10; 23) 77; 24) 44; 27) 19500; 28) 8110;
29) 02; 31) 70; 34) 181; 36) 6450; 37) 16;
38) 2048; 39) 10; 42) 100; 43) 999; 45) 10; 46)
111112; 48) 10; 51) 54; 52) 14; 53) 7104; 55)
5100;57)01; 58) 99; 60) 362880; 61) 31.
Losungswort (Lebensdaten von Leonhard
Euler): 15. 4. 1707 bis 18. 9. 1783,

Lésungen zu:
Der Eulersche Polyedersatz, Heft 4/83

Aufgabe 1: Der Eulersche Polyedersatz gilt
fir jedes konvexe Polyeder: Wiirfel (Hexa-
eder), Quader, quadratischer Pyramiden-
stumpf (jeweils s=8 +6—12=2), dreiseitiges
Prisma (s=6+5—9=2), quadratische Pyra-
mide (s=5+5—8=2), Tetraeder (s=4+4—6
=2), Oktaeder (s=6+8 —12=2), Pentagon-
dodekaeder (s=20+12—30=2) und lkosa-
eder(s=12+20-30=2),m.a. W, die Konve-
xitdt des Polyeders ist eine hinreichende Be-
dingung [iir die Giiltigkeit von e+f—k=2.
Korper K ist nicht konvex, also der Euler-
sche Polyedersatz nicht anwendbar, trotzdem
gilt s=16+10—24=2. Das zeigt, daBl der
Eulersche Polyedersatz nicht umkehrbar ist,
m.a. W., die Konvexitit des -Polyeders ist
keine notwendige Bedingung fiir die Giiltig-
keit von e+f—k=2. Fiir das ebenfalls nicht-
konvexe Polyeder K¢ gilt s=9+10—16=3.
Das zeigt, daB man im Satz die Voraussetzung
der Konvexitdt nicht weglassen kann, ohne
die Giiltigkeit von e +f—k =2 zu storen.

Aufgabe 2: ¢ (2156)=p(2%- 7% 11)
=2-42-10=2840, $(1800)=¢(2*-32-5%)
=4-6-20=480, .
d(841)=(29%)=29-28 =812, d(72)=12
(Teiler von 72sind: 1,2,3,4,6,8,9, 12, 18, 24,
36, 72), o(72)=195, n(100)=25, r(25)=12
(die Gleichung x?+ y?=25 hat die 12 ganz-
zahligen LOsungspaare (3,4), (4,3), (—3,4),
(4, =3)(=3,-4),(-4,-3),3,-4),(-43)
sowie (5,0), (0,5), (—5,0) und (0, —5), ver-
deutlicht euch dies geometrisch am Kreis mit
der Gleichung x?+y?=52).

Lgsungen zu den Aufgaben aus den
norwegischen Schiilerwettbewerben,
Heft 4/83

Ala BEsseien A, B, C, D Punkte auf den
Seiten eines Quadrats mit den Ecken E,, E,,
E,, E4 und der Seitenldnge e (s. Bild). Fiir den
Schnittpunkt D’ des von C aul AB gefiliten
Lotes mit der gegentiberliegenden Quadrat-



Ve

seite E,E, gilt CD'= AB <=L) Zur Lé-
cosa

sung der Aufgabe bei gegebenen 4, B, C, D
konstruiere man daher D’ aus 4, B, C wie

oben.
Ey A £

Ey 8
Falls D'+ D ist die Richtung der Quadrat-
seite E,E, eindeutig bestimmt als Verbin-
dungsgerade g von D und D', und E,, E;
ergeben sich als FuBpunkte der von 4 bzw. B
auf g gefillten Lote, danach Ej, E, als Fuf}-
punkte der von C aul die Geraden BE, bzw.
AE, gefillten Lote. Ist D=D’, so kann man ¢
willkiirlich durch D wihlen und die Eckpunk-
te wie oben konstruieren. In diesem Fall gibt
es also unendlich viele Lésungen. Damit die
Aufgabe iiberhaupt 16sbar ist, miissen C und
D’ aul verschiedenen Seiten von AB liegen
und die LotfuBpunkte E,, E, auf derselben
Seite wie D'".

[

A2 A Man denke sich einen Weg der gefor-
derten Art statt an den Wianden reflektiert
jeweils hinter der betreflenden Wand in einem
spiegelbildlichen Zimmer fortgesetzt (s. Bild).
Die kiirzeste Verbindung von P nach P, ist
offenbar die geradlinige. Sie entspricht im ur-
spriinglichen Raum einem Parallelogramm.

Py
l_‘\--
N
A C_ ok
~
~
N
~o PN
L N \\f
5_ I 5\/» <

A3Aa  Wegen ([/;+[/E)([/—— [/E):a —bist
mit g, b und |/a+]/b auch [/;—[/l; rational,
also auch

Va=1[0/a+/b)+(/a-)/b)] und
Vo=(/a+V/b)-Va.

A4 a Die Ungleichung

s +2x0s 1 +k
Xu(Xhs 1 ﬂkh%
(k—l)x2k+2xk+(k—1) *

ist eine aquivalente Umformung von 0=
[kxx+1 —(k+ 1)x;+ 1]% Addiert man die Un-
gleichungen (*) fir k=1, 2, ..., n—1 und
bringt den Summanden —x; auf die linke
Seite, so erhdlt man diec behauptete Un-
gleichung.

ASA F,besteht aus 8" Quadraten, von de-

nen jedes den Inhalt 9—1,, hat.

im(5) -

Lasungen zu:
Niels-Henrik-Abel-Wettbewerb 1982,
Heft 4/83
Al a Wirsetzen a=(2+|/§)‘. Es gilt >0
und
_@-)3re+Y3_ @-3r

@-/3r= =

@+)3F  @+)/3r

14, a*—l4a+1=0, a;;

1
E-

L 1
Damit gilt a+z=

=7+)/48=714)/3.

Weiter ist a; =7 +4|/§=(2 +[/§)z und
ay=1-4)/3=2- /3%

Hieraus ergibt sich x; =2 und x,= —2.

Die Probe bestitigt, daB x, =2 und x,= -2
auch tatsichlich Losungen sind.

A2a Es gilt (n?)?<z<(n®+1)?, d.h, z
liegt zwischen den Quadraten zweier auf-
einanderfolgender natiirlicher Zahlen, ist also
nicht selbst Quadratzahl. -

Wer lost mit? alpha-Wettbewerb
Heft 1/83 (Fortsetzung)

Ph9 ®134 Da fiir ¥, und V;=100cm?

2
das gleiche Verhiltnis h:d=2:1 gilt, ist ent-

1
b1 48

h1=i/ 8V nd h2=i/ 800
2'n n

Damit ergibt sich fur

sprechend V,=__nh} und ¥, =@nh§ bzw.

1

Entsprechend ist
\/18% cm®
—

(2)

h2=3

d

/

o

hy
5

ha

oWy

Mit Hille des Lehrsatzes des Pythagoras
gilt )
s? =h2+:1—6 bzw. s=g[/ﬁ.

Nach dem Strahlensatz ist nun

sy:s=h, :h;sl=h1 'szw
h
S3:5=hy :h;sz=h2h. s.

Setzt man (1) bzw. (2) ein, ergibt sich

] _hf/o—’g'h'l/ﬁ_h'm'l/ﬁ
e h-4 - 4 '

$1

~13,1 cm bzw.

chm-f/(E-[/ﬁ
=

hz'S

h

m'h‘l7
n 4-h

sz=‘1-1i/+m“ [/ﬁz]l,B cm.

Die Eichmarken sind in einer Entfernung von
13,lcm bzw. 11,8cm von der Spitze des
Trichters anzubringen.

S$2=
S$2=13

Antwortsdtze zu weiteren Aufgaben:

Ph10/12 #135 Die Steigung betriigt
16,4%. 4

\
A}

Skigurg 4w ne \\J/é B
fe

Ch7 ®105 Eswerden insgesamt 3,84 g Kup-
fer gebildet.

Ch8 w106 a)Der Schachtofen liefert taglich
87,8 t Branntkalk.

b) Unter den gegebenen Bedingungen ent-
stehen 36938 m* Kohlendioxid.

c) Aus 160t 98%igem Kalkstein erhélt man
116 t Loschkalk.

Ch9 ®107 Das Gemisch besteht aus 23 g
Magnesiumkarbonat und 77 g Magnesium-
oxid.

Ch10/12 #108 a) Zur Produktion von 3t
90%;iger Siure sind 2t Pyrit mit einem Ge-
halt von 829 FeS, abzurosten.

b) Bei der Produktion von 3t 90%iger
Schwelelsdure aus Pyrit, welches 829, FeS,
enthilt, entstehen 1,5t Kiesabbrand mit
75%, Eisen-(I11)-oxid.

¢) Das Mischverhiltnis von Sdure zu Wasser
betrigt.1:5.

d) Zur Herstellung von 70 g kristallisiertem
Zinnsulfat werden 144,6mal 15%ige Schwe-
[elsdure bendtigt.

Lésungen zu: alpha-Wettbewerb,
Heft 2/83 (Eulersonderwettbewerb)

Ma5 ®2322 Da der zweite Sohn 100 Taler
mehr erhélt als der dritte, und da der ilteste
Sohn 200 Taler mehr erhélt als der zweite, er-
hélt der dlteste 300 Taler mehr als der dritte.
Nun gilt 1600 — 100 —300=1200 und 1200:3
=400. Die S6hne erhalten, mit dem jiingsten
Sohn beginnend, 400 Taler, 500 Taler und
700 Taler.

Ma5 ®2323 Fiir den kleineren Summanden
a gilt 0<a< 1S, fir den groBeren Summan-
den b gilt 16 <b<32. Da a Vielfaches von 6
und b Vielfaches von § ist, gilt =0 oder
a=6 oder a=12 und b=20 oder b=25 oder
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b=30.Nurfira=12und b=20gilta+b=32.
Die Summanden lauten 12 und 20. Es gilt
12:6+20:5=2+4=6.

Ma5 2324 Die gesuchte Zahl n ist kleiner
als 12; es gilt also 1<n<11. Ihr Fiinffaches
ist kieiner als 40. Wegen 5 - 8 =40 ist die Zahl
kleiner als 8. Wir stellen eine Tabelle auf.

n 5'n 12—n 40—-5-n
7 35 S 5
6 30 6 10
5 25 7 15
1 5 11 35

Nur die Zahi 7 erfiillt die gestellten Bedin-
gungen.
Ma5 #2325 Es seien a und b die beiden

Zahlen; dann gilt a+b=15 und a>b, also
8<a<15. Wir stellen eine Tabelle aul.

a b a—b
8 7 1

9 6 3
10 5 5
11 4 7
12 3 9
13 2 11
14 1 13
15 0 15

Nur fir a=11und b=4 gilta —b=7.Diezwei
Zahlen sind 11 und 4.

Ma5 #2326 Es gilt 7—-3=4 und 4:2=2
und 2+3=35. Die beiden Summanden sind
Sund 2.

Ma5 82327 Der zweite Summand konnte 3,
6,9, 12, 15, 18, 21 oder 24 sein. Wegen a+b
=25 miiBte der zweite Summand dann 22,
19, 16, 13, 10, 7, 4 oder 1 sein. Es existieren
vier Losungen:

a b

22 3
16 9
10 15
4 21

Maé6 ®2328 Der erste Summand sei n; die
folgenden acht Summanden sind dann
1 3 5 7
n+ts n+t 1, n+s n+2, nt3 n+3, n+ts,
n+4.
Fiir die Summe aus allen neun Summanden
gilt
9 n+1410=48,9-n=30, n=17.
Die Summanden lauten
151 5 1.5 . 1.5.1
%% %5%
Ma6 #2329 Es sei n die gesuchte Zahl;
dann gilt
n+ln—60—65—n 3 =125, n=50
i = y 2"— , = .

Die gesuchte Zahl ist 50.
10-50-12
24
verdienen 12 Maurer 250 Taler.

Maé6 =2330 =250. In 50 Tagen

142 - alpha, Berlin 17 (1983) 6
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Ma6 #2331 Aus a+b=25 und a=49'b
folgt durch Einsetzen 49b+b=25, 50b=25,

1 . 49 1
=5 Die Summanden lauten 5 und 5

Maé6 82332 Es sei x die gesuchte Zahl;
dann gilt

2
x x x
33745
Die gesuchte Zahl ist 12.

Ma7 #2333 Aus
schrittweise

lia=11b+8b+2,a=b+

24, x*=144, x=12.

11a+3=19b+5 folgt

2(4b+1)

1n -
Es ist b=8 die kleinste Zahl, fiir die wir eine
natiirliche Zahl a= 14 erhalten. Die gesuchte
Zahl lautet z=11+14+3=157.

Ma7 #2334 Angenommen, es waren x
Minner, also (20— x) Frauen; dann gilt
8x+7(20—x) =6-24,
8x+140—7x =144,
x=4.
Das Gasthaus besuchten 4 Minner und
16 Frauen.

Ma7 w2335 Angenommen, es wurden x El-

len Tuch gekauft; dafir wurden dann g-.x

Taler bezahlt. Der Stoff wurde fiir % Taler

je Elle weiter verkauft; deshalb kosten x Ellen
17—1 -x Taler. Nun gilt %x =%x + 100, %x

=100, x= 583%.

Es wurden 583% Ellen Tuch gekauft.

Ma7 #2336 Die erste Biuerin hatte (8x + 7)
Eier, die zweite (10y + 7) Eier. Nun gilt 8x+7
+ 10y +7=100, 8x + 10y =86,4x + 5y=43.Es
existieren zwei positive ganzzahlige Losun-
gen, nimlich x; =2, y;=7 und x,=7, y,=3.
Die Béduerinnen hatten entweder 23 und 77
oder 63 und 37 Ejer.

Ma8 82337 Angenommen, der Deckel
wiegt x Lot; der zweite Becher wiegt dann
x+12_x

5 ——2-+6 Lot. Nun gilt

X
2
wiegt 20 Lot, der zweite Becher 16 Lot.

x+Z+6=3-12, %x=30, x=20. Der Deckel

Ma8 ®2338 Angenommen, es sind x Miin-
zen der ersten, also (17 —x) Miinzen der zwei-
ten Sorte; dann gilt

1. x+%) (17—x)=1,2x+17—x=20,x=13.
Er erhilt 3 Miinzen der ersten und 14 Miinzen
der zweiten Sorte.

Ma8 #2339 Angenommen, der Esel hat x
Pud, der Maulesel y Pud Last getragen;
dann gilt x+1=2(y—1) und 3(x—1)=y+1.
Daraus folgt weiter x=2y—3 und 3x=y+4.
Durch Einsetzen erhélt man 3(2y—3)=y+4,
y=2,6 und somit x=2,2. Der Esel hat 2,2
Pud, der Maulesel 2,6 Pud Last getragen.

Ma8 #2340 Angenommen, die Erbschaft
betrug x Taler. Dann erhielt der erste Sohn

(% - 3000) Taler, der zweite (J—; — 1000) Taler,

der dritte % Taler, der vierte (%+ 600) Taler.
x x
3 5
also x=12000. Die Erbschaft betrug 12000
Taler; jeder Sohn erhdlt 3000 Taler.

Nun gilt 7 — 3000+~ 1000+ +3+600=x,

Ma9 #2341

se. Dalfiir erhielt die Béuerin %x Hiihner.

Jedes Huhn legt %%x =; Eier. Zusammen

Angenommen, es waren x K-

legen die Hiihner 37)‘-%=%x’ Eier. Nun ko-
x . 3, x
3 Pfennige; daraus folgt il I

3
=72, %:72, x3=24-72=12%, also x=12.
Die Biuerin hat 12 Kidse gegen 18 Hiihner

eingetauscht.

sten 9 Eier

Ma9 #2342 Aus s=;~ [2a+(n—1)-d] und
a=2 und d=2 und s=110 [olgt 110
=;[4+(n—1)-2],alson=10.
Es wurden 10 Tiicher gekauft.

Ma9 #2343 Angenommen, es waren x Min-
ner, also (20—x) Frauen. Dann hat jeder

Mann E Gulden, jede Frau 2 Gulden
x 20—x
.., 24 24

K2 1= .

ausgegeben, und es gilt P 1 0—x' Dar

aus folgt x=341+26, x; =60 (entfdllt, da
60> 20) und x,=8. In dem Gasthaus waren
8 Minner und 12 Frauen.

-Ma9 ®2344 Es seien n— 1, n, n+ 1 drei aul-

einanderfolgende natiirliche Zahlen, von de-
nen jede von Null verschieden ist; dann gikt
(n—12+n>+(n+1)*=k3 wobei k eine na-
tiirliche Zahl ist. Daraus [olgt
n®=3n243n—1+n34+n 4302 +3n+1=k3,
33+ 6n=Kk33n(n*+2)=k>

Durch systematisches Belegen von n mit 1, 2,
3, ... finden wir, daB bereits n=4 die Be-
dingungen erfiillt. Die drei Zahlen lauten
somit3,4,5.Esgilt 33 +4% +5° =27+ 64 4125
=216=6>

Ma 10/12 2345 Angenommen, das Pferd

hat x Taler gekostet; dann gilt x+x~&
=119, x*+100x—11900=0, x = — 50+ 120,
x=70. Die zweite Losung fiir x entfillt, da
negativ. Das Plerd wurde fir 70 Taler ge-

kauft.

Ma 10/12 2346 Angenommen, die erste
Person hatte x Rubel, die zweite hatte y Ru-
bel; dann giit x+§y=29 und y+%x=29.

Daraus folgt x= 19% und y= 145. Die erste

Person besall 19% Rubel, die zweite 14% Rubel.



Ma10/12 #2347 Angenommen, die Spieler
A, B, C hatten anfangs a, b, ¢ Gulden. Nach
dem ersten Spiel hat A dann (a—b—c) Gul-
den, B hat 2b Gulden, C hat 2¢ Gulden. Nach
dem zweiten Spiel hat A dann 2(a—b—c)
Gulden, Bhat 2b—(a—b—c)—2c,also (3b—a
—c¢) Gulden, C hat 4¢ Gulden. Nach dem
dritten Spiel hat A 4(a—b—c) Gulden, B hat
2(3b—a—c) Gulden, C hat 4c—2(a—b—¢)
—2(3b—a—c), also (7c—b—a) Gulden.

Nun gilt 4(a—b—c)=24 und 2(3b—a—c)
=24 und 7c—b—a=24. Dieses Gleichungs-
system hat die Losungen a=39, b=21,c=12.
Anfangs hatte A 39 Gulden, B 21 Gulden und
C 12 Gulden.

Ma 10/12 #2348 Es seien x und y zwei po-
sitive reelle Zahlen, die den Bedingungen ge-
niigen; dann gilt x +y=x-y und x—y
= x2—)?. Aus der ersten Gleichung folgt

x . - : ;
Y=71 Durch Einsetzen in die zweite Glei-
chung erhalten wir

2 2
X Y. Daraus folgt x, =l
x—1 x—1 2

(3+[/§) und xz=%(3——l/§). Daraus [olgt

weiter y, =%(1 +[/§) und y2=%(1 —1/3). Die
zweite Losung entldllt, da y, negativ ist. Die

gesuchten Zahlen lauten %(3+1/§) und

%u +)/5), und es gilt
20+/5)+50+1/3)=2+1/5,
JO+Y/5) - 0+Y/5)=2+1/5,
L)1)

Ph6 136 Geg.:

Geschwindigkeit v=3 ?

Weg s=43,2km=43200 m
Ges.: Laufzeit ¢t und Anzahl n der Sprung-
schritte
Nach der Gleichung s=v - ¢t ist
t ==
v
43200 m s
=" "
Im
t=14400s=240 min=4 h.
Die Anzahl der Sprungschritte ergibt sich aus
n=14400-3=43200.
Der Schnelldufer brauchte 4 Stunden und
machte 43200 Sprungschritte.

Ph7 w137 Geg.: P, =2700 PS
v; =15 Knoten
v, =20 Knoten
Es gilt die Proportion
Py :Py=0}:03,
)
P,= P_‘Jﬁ
v
2700 - 20°
Fr=——

P, =6400.

2

Ges.: P,

Die Leistung muB auf 6400 PS erhoht wer-
den.

Ph8 ®138 Geg.:
Gewicht der Krone G=10kp
Auftriebskraft der Krone F,=0,625kp

Auftriebskraft des Goldes Fg =11—9 G,

Auftriebskraft des Silbers F s=11—0 G,
Ges.: Gewicht des Goldes G, und des Silbers

G2

Da G,+G,=0, ist Gz=G—Gl, und damit i

gilt Fe+Fs =F,

1 1
EGl +1—0(G—~G;)=FA,

G,  (10—-Gy)
ot 10

=0,625,

G,~179.
Dann ist G;=10kp—79 kp=2,1 kp.
Die Krone bestand aus 7,9kp Gold und
2,1kp Silber. ‘

Ph9 ®139 Geg.: Formel in der Aulgabe
Ges.: t ¥

Man verwendel am besten abgetrennte Zeh-
nerpotenzen. Dann heift die Gleichung
3-1078 £, +2-107%- 141 =101
3-1078%-1242-107%-t—102=0

2 1
2 . 2.10%-1—_2.106 -
t+3 10% ¢ 3 10

» =_%_,04i\/% ,10.;+33..1;)
l[z——lTo‘il:;El/l-P:i 1072

t =13E(1/1ﬁ_1)z50

t, entfdllt

Die Temperatur muf3 auf ungefihr 50°C

erhoht werden.

Ph10/12 ®140 Geg.: r= 62mm

h=15 mm
Ges.: Anstiegswinkel a

Léange der Schraubenbahn /

Wickelt man eine Windung dieser Schrau-
benlinie ab, entsteht ein rechtwinkliges Drei-
eck mit den Katheten h und u=2nr; die
Hypotenuse ist die Linge ! einer Schrauben-
bahn (siehe Bild).

u>2ir

: h
Dann ist tana=-—,
2nr

15 mm
2-3,14-6,2 mm
tana=0,3852,
ax21,1°.

Weiterhin gilt

P=h?+(Q2nr)?,

[ =)k +4-a%-r?,

I =)/152+4-3,14> 6,2 mm,
~41,7 mm.

tana=

Der Steigungswinkel einer Schraubenlinie
betrdgt 21,1°, und die Lange einer Schrauben-
bahn ist ungefahr 41,7 mm.

Ch7 109 m-0,56 14,8-10%t
a) F6203+3CO—>2F3+3C02
160 g 112g

m-0,56 14,8105t
160g  112g

_148-10°t-160 g

T 112g-0,56

m=378-10%t

37,8 - 10° t Roteisenstein miissen jihrlich ver-
arbeitet werden.

378 10%t
L 20t
Fiir den Transport werden 1890000 Eisen-
bahnwaggons benotigt.

c) 1890000 -8 m= 15120000 m

=15120km
Die Lénge der Eisenbahnwaggons zusammen
betrégt etwa 15120 km.

= 1890000

Ch8 =110 m, my 97 kg
a) 2NaCl+ HzSO4—'NazSO4+
2HCI
117g 98g  142g
g 117897 ke _%BE9Tkg
142¢ 142g
my=79.9kg ms=669kg
81,7 kg NaCl 74,5 kg H,S0,
—79,9 kg NaCl —66,9 kg H,SO,
" 1,8kg NaCl 7,6 kg H,SO,

Es werden 1,8 kg Natriumchlorid und 7,6 kg
Schwefelsidure im UberschuB eingesetzt.
b) 81,7kg2100%;
1,8kgex
_1,8kg-100%,
T 8l,7kg
x=22%
74,5 kg2 100%;
7.6kgax
= 7,6 kg - 1009
74,5
x=10,2%
2,2%; Natriumchlorid und 10,29 Schwefel-
sdure werden praktisch mehr verwendet.

Ch9 al11 Zur Bildung der gewiinschten
Menge Harnstoff werden 106,4 m* Ammo-
niak und 53,2 m® Kohlendioxid benétigt.

Ch10/12 m112 Im Gemisch sind 42,5%

Kalziumkarbonat und 57,59, Magnesium-
karbonat enthalten.
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1. Mpu cTpensbe No MHUILEHH CIOPTCMEH
HECKOJIbKO pa3 mnoman B AECATKY, CTOJIBKO
e pa3 BLIGH Mo 8 OYKOB H HECKQIBLKO pa3
nonan B narepky. Becero on Habpan 99 oukos.
CKoBbKO BEICTPENIOB CHENAl CHOPTCMEH ?

2. Parmi les diamants célébres, le diamant
Orloff fut trouvé aux Indes au XVII® siécle.
11 est actuellement conservé au Kremlin. Non
taillé, sa masse était 300 carats; une fois
taillé, sa masse est 189,6ct. Calcule_z en
grammes la masse de ce diamant avant et
apreés la taille. .

3. Slide the three blocks, without turning
them, so that they occupy the right hand side
of the region.

!
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alpha-Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb 1982/83

Pablo-Neruda-OS, Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, Haus
der Jungen Pioniere, beide Altenburg; W.-Pieck-
Schule, Anklam; OS German Titow, Arenshausen;
OS Fr. Weineck, Alsleben; OS Asbach; E.-Thil-
mann-OS, Bad Bibra; Lessingschule, Bad Doberan;
OS S. Rédel, Bad Gottleuba; R.-Schwartz-OS, Bad
Liebenstein; O.-Grotewohl-OS, M.-Poser-OS, A.-
Saefkow-OS, alle Bad Salzungen; OS Bad Wilsnack;
R.-Siewert-OS, Bad Suderode; Zentrale OS H.
Beimler, Barenklau; 13.0S M. A. Nexd, 39.0S,
beide Berlin; 26.OS, Berlin-Marzahn; 8.0S E.
Thilmann, Bernburg; A.-Bebel-OS, Beucha; OS
Cl. Zetkin, Bischofferode; Math. Kreiszirkel, Bi-
schofswerda; OS Fr. Schiller, Bleicherode; Fr.-
Weineck-OS, Blumberg; OS L. Herrmann, Blumen-
hagen; OS Blumenthal; OS Boddin; OS W. Koma-
row, Boxberg; K .-Biirger-OS, Bredenfelde; Dinter-
OS, Borna; H.-Beimler-OS, Braunsdorf; OS B.
Brecht, Brehme; OS Breitenworbis; W.-Seelen-
binder-OS, Breitungen; OS Freundschaft und Frie-
den, Brieselang; OS Dr. Th. Neubauer, Brotterode;
M.-Poser-OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Burow; W.-
Estel-OS, Buttlar; TOS Biittelstedt; H.-Beimler-
OS, Coswig; Station Jg. Naturl. u. Techniker,
Cottbus; H.-Wiedner-OS, Dahlen; OS Dambeck;
M.-Gorki-Schule, Dermbach; OS Deutschenbora;
OS Diesdorf; OS K. Kollwitz, OS Makarenko,
beide Dingelstadt; OS K. Niederkirchner, Domers-
leben ; OS A. Matrossow, Dorndorf; O.-Grotewohl-
OS, Dreitzsch; Pionierpalast, 106. OS, beide Dres-
den; Fr.-Wolf-OS, Ebersdorf; OS Fr. Engels,
Effelder; W.-Pieck-OS, Eichhof; 9.0S Geschw.
Scholl, Eisenach; OS H. Grundig, Ellrich; OS
R. Arnstadt, Elsterwerda; E.-Weinert-OS, Emp-
fertshausen; H.-Joachim-OS, Espenhain; Th.-
Miintzer-OS, Fambach; OS Flessau; B.-Brecht-OS,
Floh; Zentrale OS, Frankenheim; Spezialschule C.
F.GauB, Frankfurt (Oder); K.-Marx-OS, Freyburg;
BBS ESW, AG Naturw., Freital; OS Friedeburg;
OS V H. Giinther, Fiirstenwalde; R.-Arnstadt-OS,
Geisa; J.-Gagarin-OS, Geithain; OS Geschwenda;
E.-Hartsch-OS, Gersdorf; OS Gielow; OS J. Ga-
garin, Grabowhofe; Kreisklub Math. Grifenhaini-
chen; Kreisklub Math., E.-Thiimann-OS, beide
Greifswald; W.-Husemann-OS, Goldberg; 7.0S
Gérlitz; OS H. Beimler, GreuBen; OS W. Seelen-
binder, Groden; III. OS Gréditz; OS Cl. Zetkin,
Groitzsch; A.-Becker-OS, GroBenstein; OS Grof-
bodungen; Lessingschule, GroBpostwitz; Pesta-
lozzischule, GroBschdnau; Fr.-Schmenkel-OS,
GroBtreben; J.-Gagarin-OS, Griinhain; Station Jg.
Naturf. u. Techniker, Guben; OS Th. Miintzer,
Gumpelstadt; M.-Gorki-OS, Hainichen; Station
Jg. Naturf. u. Techniker, Marx-Engels-Schule, beide
Halberstadt; OS f. Korperbehinderte, Halle; W.-
Koenen-OS, Halle-Neustadt; OS Hammerbriicke;
EOS Havelberg; Zentrale OS, Hasental; OS Hayn-
rode; OS W. Pieck, Heiligenstadt; OS Th. Miintzer,
Hermannsdorf; M.-Gorki-OS, Hillersleben; E.-
Weinert-OS, Hohenmélsen; OS Horka; Goethe-
OS, Ilsenburg; G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-Becker-
OS, Jatznick; Fr.-Engels-OS, Kaltennordheim; OS
A. Becker, Kamsdorf; Cl.-Zetkin-OS, Kandelin;
H.-Beimler-OS, Karbow; Cl.-Zetkin-OS, Kauls-
dorf; H.-Menzel-OS, E.-Schneller-OS, WI.-Koma-
row-0S, E.-Thilmann-OS, P.-Tschaikowski-OS,
Pionierhaus J. Gagarin, alle Karl-Marx-Stadt; OS
Kelbra ; OS Kirchworbis; OS Th. Neubauer, Kiesel-
bach; EOS Kleinmachnow; OS Th. Miintzer,
Klettenberg; H.-Matern-OS, Klietz; OS E. Thil-
mann, Klosterfelde; W.-Seelenbinder-OS, Kénitz;
OS I, Laage; OS R. Breitscheid, Latdorf; OS
Lauscha; R.-Teichmiiller-OS, Leimbach; Station
Jg. Naturf. u. Techniker, OS J. C. Fuhlrott, E.-
Thalmann-OS, EOS K. Marx, K.-Liebknecht-OS,

Dr.-S.-Allende-OS, alle Leinefelde; 146.0S O.
Schén, Haus d. Jungen Pioniere A. Saefkow, beide
Leipzig; OS W. Pieck, Lichte; OS J. Schréder,
Lubmin; Haus d. Jungen Pioniere Th. K&rner,
Ludwigslust; Station Jg. Naturf. u. Techniker Liibz;
Fr.-L.-Jahn-OS, Liibtheen; OS W. Wallstab, Loder-
burg; F.-Dzierzynski-OS, Magdala; Haus d. Jun-
gen Pioniere, Magdeburg; 7.0S M. 1. Kalinin,
Meiningen; II. OS Mieste; OS Mittelherwigsdorf;
OS Mittelstille; OS H. Danz, Méser; OS Kombinat
Molschleben; Kinderheim Munzig; OS W. By-
kowski, Neetzow; OS Neu Giilze; OS O. Grote-
wohl, Neukloster; R.-Hallmeyer-OS, Neundorf;
Fr.-Schiller-OS, Neustadt; H.-Beimler-OS, Neu-
strelitz; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Niederorschel; OS
E. Weinert, Oberschdnau; OS Ockrilla; W.-Seelen-
binder-OS, Oechsen; Fr.-Weineck-OS, Oranien-
baum; Pestalozzi-OS, Oschatz; OS Osternienburg;
H.-Matern-OS, W.-Pieck-OS, beide Osterwieck;
Station Jg. Naturl. u. Techniker, EOS, beide Par-
chim; Geschw.-Scholl-OS, Perleberg; Zentrale OS,
Petersdorl; OS Dr. Th. Neubauer, Pfaflschwende;
M.-Zimmering-OS, Pirna; Makarenko-OS, Plessa;
A.-Becker-OS, Prenzlau; OS Pritzerbe; Goethe-
schule II, Pritzwalk; Kreisklub Math., Quedlin-
burg; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pesta-
lozzi, Radebeul; H.-Zille-OS, Radeburg; Geschw.-
Scholl-OS, Rathenow; E.-Weinert-OS, Reichen-
bach; OS U. Steinhauer, J.-Gagarin-OS, OS Fr.
Engels, alle Ribnitz-Damgarten; Spezialschule Fr.
Engels, Riesa; J.-Curie-OS, Rébel; J.-Curie-OS,
Ronneburg; Ziolkowski-OS, RoBdorf; Haus d.
Jungen Pionié¢re, 72.0S,.34. OS M. Reichpietsch,
alle Rostock; W.-Pieck-OS, Rotta; OS Rottlebero-
de; OS Th. Miintzer, Riissen; OS Saal; E.-Weinert-
OS, Saalfeld; OS Sanitz; OS H. Matern, Schern-
berg; OS M. Gorki, Schkolen; OS Schlottwitz;
4.08, J.-G.-Seume-OS, beide Schmalkalden; OS
DSF, Schneidlingen; H.-Beimler-OS, Schonhausen;;
EWOS, Schollene; POS Kuba, Schorssow; OS Fr.
Engels, Schwallungen; M.-May-OS, Sebnitz; OS
Siedenbollentin; OS Sohland; OS J. R. Becher,
OS W. Pieck, OS Gliickauf, alle Sondershausen;
OS A. Becker, OS K. Marx, beide Spremberg; OS
E. Thilmann, Steinbach-Hallenberg; Dr.-S.-Allen-
de-0O8S, Stralsund; OS Siinna; R.-Luxemburg-OS,
Steinsdorf; 12.0S Dr. R. Sorge, 11.0S A. S.
Schumawzow, OS Fr. Kdohler, alle Suhl; H.-Zille-
OS, Tangerhiitte; OS E. Schneller, Taubenheim;
OS K. Niederkirchner, Teterow; K.-Liebknecht-
0S8, Teuchern; E.-Schneller-OS, Téplitz; OS W.
Pieck, Trusetal; A.-Nitz-OS, Ehm-Welk-OS beide
Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unterbreizbach;
A.-Hennecke-OS, UntermaBfeld; OS J. G. Seume,
Vacha; A.-Becker-OS, Vogelsang; OS Vitte; alpha-
Club, Vitzenburg; Th.-Miintzer-OS, Walsleben;
Goetheschule, Waren; OS L. Fiirnberg, Wegeleben;
E.-Thilmann-OS, Weinbéhla ; OS WeiBenborn-Lii-
derode; NOS 1, WeiBenfels; Cl.-Zetkin-OS, Wiehe;
H.-Rau-0OS, Wildau; E.-Thilmann-OS, Fr.-Engels-
08, beide Wittstock; Th.-Neubauer-OS, Wohlmir-
stedt; H.-Beimler-OS, Wolfen; Zentralschule, Wol-
kenburg; OS II, Worbis; OS Wernshausen; OS
Wiilknitz; OS Th. Mintzer, Wulfen; H.-Eisler-OS,
Wausterhusen; P.-Lamberz-OS, Zehdenick; Luther-
OS, Zella-Mehlis; OS A. C. Sandino, Zbdblitz;
Goethe-OS, Zossen; Prof.-Dr.-W.-Du-Bois-OS,

EOS, beide Zittau; OS Zschornewitz.




Schach dem Konig

AufgepaBt und mitgemacht! Gesucht werden
die besten Schachspieler unter den alpha-
Lesern!
Dazu sind acht Schachaufgaben von unter-
schiedlicher Schwierigkeit zu lésen. Die je-
weilige Punktzahl ist bei den Aufgaben mit
angegeben. In allen acht Aufgaben beginnt
Weiff und setzt trotz bester Gegenwehr von
Schwarz in der geforderten Ziigezahl matt.
Alle Teilnehmer, die die volle Punktzahl er-
reichen, erhalten eine Urkunde. AuBerdem
winkt dreien von ihnen ein Buchpreis. Unter
allen anderen Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig gelost haben, werden
ebenfalls drei Biicher verlost. Teilnahme-
berechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendungen der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) sind bitte bis
zum 1. Mirz 1984 unter Angabe von Name,
Vormame und Alter zu richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig

Postfach 14
Die Losungen sowie die Gewinner werden in
alpha 4/1984 veréflentlicht.

Nr.1 Matt in zwei Zigen (2 Punkte)

Nr.5 Matt in vier Ziigen

Nr.8 Matt in zwei Ziigen (6 Punkte)

,,Bauernmatt‘

Betche, aus DLZ 24/82



y=mx+n, y=ax*+bx+c
y=x"y=

Kreuzzahlriitsel : Elementare Funktionen

v

vy [oF

y=a ey=log.x
y=sinx e y=arcsinx
y=CO0S Xy =arccosx

f(xo +h)—f(x0)_f (x )

Il-O

JT)x=F ()~ F(a)

Figur ,y“ — ab Klasse 7, Figur ,,=
Figur ,,(x)" - ab Klasse 11.

Abkirzungen: a.=an, Abs. = Abszisse(n), Abl. = Ab-
leitung, An.=Anstieg, D.=Diflerenz, d.=der (die,
das, des, den), du. =durch, e. = ein (eine, einer, ¢ines),
eg.w. =eingeschlossen wird, F.=Funktion(en), Fl.
=Flicheninhalt, Fls. = Flachenstiick(es), Ger. = Ge-
rade(n), ges.=gesucht(e), Gl.= quchung(cn) Gls.
=Gleichungssystem(s), Gr.=GroBe, i.g.R.=in ge-
ordneter Reihenfolge, L.=Ldsung(en), LE=Lin-

f“~abKlasse 9,

geneinheit, m. = mit, max. = maximal(e), Nst. = Null-
stelle(n), O.=Ordinate, Pr.=Produkt, Pu.=
Punkt(e), Pz.= Primzahl, S. = Summe, Sp. = Schnitt-

punkt(es), St.=Stelle, u.=und, v.=von (vom), Vol.
=Volumen, W.=Wert, w.=wobei.

Waagerecht: 3) WA F. y=35x-275 ad.St. xo
=45; 4) Nstd.F. y=0,5x—5,5; 6) O.d.Sp.d.Ger.
5x+y—12=0 m.d. y-Achse; 8) An.d.Ger. 28x —2y

+3=0; 9) Abs.dSpd.Ger. x—101y=0 u. x—y
—1109=0; 10) positive Ld.Gl. 14|x|+1=|x|
455 11) LA.GL 3x—1)=§(x +23); 13) Vermindert
man d. Vierfache d.ges. Zahl um 8, u. dividiert man

d. Ergebnis du. 20, so erhilt man d. Basiszahl d.
Dezimalsystems 15) Abs.d.Sp. derjen.Ger.,die dud.

Pu. P; 3 u P,(3 —5 verlduft, m.d.

x-Achse; 16) L.d.GlL 7+-I—-5=l9; 17) Ld.GlL

x= 5 :il:% 18) Dividiert man d.ges. Zahl du. 19,
u. subtrahlen man v. Ergebnis 17, so erhilt man 68;

19)e.Nst.d.F. y=x?~11x—12;21)S.d. Koordinaten
d. Scheitelpunktes d. Parabel y=x?—14x+57; 22)
WJd.F. y=10 ad.St. xo, fur die Ine*0=2 gilt;
23) D.v.Pr. u. SA.NstdF. y=x>—28x?+259x—
792; 25) S.d.Nstd.F. y=x?—17x+72; 26) W.d.Gr.

a=sin®+1ne’ +[ togos (&) [\ 27) W.d.Gr. c=2
7 Bos|gz )|’ - b
w. a=222222(22)7 y_p d. groBte Zweierpotenz, die
kleiner als 107 ist, sind; 29) Losungspaar (x, y)
d.Gls. 2¢* +logsy =4, 5¢*+ 6logsy=17; 30) L4d.Gl.
2¢5~ 17 =1g100; 32) L.d.Gl. 3'083liossV® — 1 : 33) gang-

zablige LA.GL 3(gx)'=2-3lgx; 34) NstdF. y
=|/x’+_2—l—x—l; 35) Ld.Gl log:x+logex
+log6x=7;37) W.d.Gr.d=abc, w.a d. kleinste un-

gerade Pz, b posmve Ld.GlL [/x*+7-4=0u. ¢
= f(12), w. y—f(x) x2—5ist,sind; 40) Vol. (incm?)
e. Quaders m.d. Kanten a=a, ¢cm, b=b, cm u.

c=cy cm, w. a; Lv. (33w), b; L.v. (16w) u. ¢,
Ld.Gl. %310~ sind; 41) W.d.Gr. a=[9 iosm

2
(110°+n-20°) | ; 43) In e. Dreieck m.d. Winkeln

a, B u. y bestehe d. Beziehung siny=1/5cosg;-é,

ges. ist d.Gr.v. y (in °); 44) FL. (in cm?) e. Rechtecks
m.d. Seiten a=a; cm u. b=b; cm, w. a;=e™’

2
(sin }275) u. by e.Pzm. 10<b; <30 ist, deren Quer-
summe 4 betrigt; 46) W.d.Gr. g=lim(ll+3.\cz

+—"“") 47) AndF. y=3x>+6x*—10x+1 ad.St.

xo=1; 49) W.ALABLAF. y=3x-*%} aqst
Xo=—1; 50) An.d.F. y=)/x +Inx— L adst xo

x
=;; 53) W.d2AbldF. y=(x?-2x+5)(x+3)
a.d.St. xo=12; 54) Anstiegswinkel (in °) d. Graphen
d.F. y=sinx-cosx ad.St. xo=0; 56) Pr.d.Abs. d.
relativen Extrempunkte d. F y=x>—21x24120x
+1; 58) WA.F. y= f(x)=ax>+bx?+cx+d ad.St.
xo=4, w.gilt:f(0)=2,f(1)=6,f'(2)=18 u.f'(3)=15;
59) W.d. quadratischen F. y=f(x) a.d.St. xo=5,
fiir d. gilt: f(0)= -2, f(1)=2 u. f"(2)=10; 61) Mit
16 m Maschendraht soll e. rechteckiges Tiergehege
max.Fl. eingeziunt werden, u. zwar so, daB e. Seite
an e. Mauer grenzt, ges. ist d.max.Fl. (in m?) dieses
Geheges; 62) Einem geraden Kreiskegel (r=4,5cm;
h=9 cm) soll e. gerader Kreiszylinder m.max.Vol.
einbeschrieben werden, ges. ist d.max. Lingsquer-
schnittd. Zylinders; 63) Aus 3 gleich breiten Brettern
soll e. Dachrinne trapezformigen Querschnitts her-
gestellt werden, ges. ist d. Neigungswinkel (in °) d.
Seitenflichen, damit d. trapez(ormige Querschnitts-
flache d. Rinne max. wird.

Senkrecht: 1) Peter ist 10 Jahre, sein Vater 33 Jahre
alt. Nach wieviel Jahren ist Peters Vater doppelt so
alt wie Peter?; 2) Vermindert man 31 um d.ges.
Zahl, u. dividiert man d.D. du. 20, so erhdlt man 1;

3) An.d.Ger.,die du.d.Pu. P,(0,0)u. P, IlT' ll) ver-

lduft; 5) Abs.d.Sp.edud.Pu. P(0, 12) verlaufénden
Ger., die parallel zu d.Ger. x + 12y =0 verlduft, md.
x-Achse; 7) Weg (in m), den ein m. e. Geschwindig-
keit v. 126 km/h geradlinig, gleichférmig bewegter
Korper in 6s zuriicklegt; 8) Masse (in g) e. Beton-
stiickes (Dichte ¢=3000 kg/m?, Vol. V=37cm?);

12) LGl +3+%=167; 14) LdGL 8093_,
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=201, 1; 15) LAGL +68=7%: 20) PrdNst
d.F. y=x*—10x+21; 21) WdAF. y=15x2—15x
+10 adSt. xo=10; 23) Wd.F. y=ax?—bx—c¢
ad.St. xo=7, wenn a u. b Ld.GlL x*—4x+4=0
sind, u. ¢ d. groBte einstellige Pz. ist; 24) e.Nst.d.F.
y=ax?+bx+44, wenn a u. b Ld.Gls. a-b=46,
46a+b=1 sind; 27) Hohe e. Turmes (auf volle
Meter gerundet, Angabe aber in cm), wenn e.v.
oben herabfallender Stein 6,3 s bis zum Aufschlag
benétigt (g= 981 m/s2): 28) ges. ist/c, so daB d.
Graph d.F. y=x*—189x—c¢ du.d.Pu! P(10 Q) ver-
lduft; 29) ganzzahlige L. (i.g.R.) d.Gl. 2(n* +n)=5n%;
31) ges. ist ¢, so daB d. Graph d.F. y=lg( ¢- 7-725

x
dud.Pu. P(0, 1) verldult; 34) W.d.Gr. a=x?+y?,
w. (x, y) Ld.Gls. 3x—2y =7, x +2y=29 ist; 36) W.

dF. y=3"-111 adSt xo=8; 37) W.d.Gr.

a=Vo+a/5-Vo_a/5]; 38) WaF. y=2% ad.

St. xo, wobei xo d. kleinste zweistell. Pz. ist;
39) eLd.Gl |/2x+5-}/ x+6=1; 42) ganzzahlige

Ld.GL[1+lgx|=3;43) Ld.GL|x+900| =2x—99,
45) LA.GL 251 - 27-27" 1 = 512;46) W.d. Integrals

I—J(42x +18x3+8x®+2)dx; 48) W.d.Gr. a=

tan(arccos0,1), 2
sin{arccos0,1)’ 51) Fl (in LE®) d.Fls.,, das v.d.
Kurven y=x*—10x2+9x= -4 u. x=-2 egw.;
$2) Fl. (in LE?) d.Fls, das v.d. Kurve y=sinx
ud. x-Achse (0<x<7n) egw.; 53) FL (in LE?)

d. endl Fis, das vd. Parabel y=2kx? ud.

Ger. y=111 egw.; 55) d. Parabelstiick y=x?+2,
—5<x<5, rotiere um d. x-Achse, ges. ist d.Vol.
(in LE®, aul ganze Einheiten gerundet) d. ent-
stechenden Rotationskorpers; 57) Abs. (ig.R) d.

Wendepunkte d.F. y=117x‘—%x’+x+l; 58) FL

(in LE?) dFls, das vdGer. y=frx+45, y=0,

x=0u.x=11egw.; 60) W.d. 9.Abl. d.F. y=x° 4 x°
+x341; 61) FL (in LE?) d.Fls., das v.d. Kurve
y=2"In2 ud.Ger. y=0, x=0u. x=5 eg.w.

Bei richtiger Aullésung ergeben die Ziffern in den
Kistchen mit zweistelliger Primzahlnummer (bei
geordneter Reihenfolge der Kidstchennummern und
sinnvoller Punktierung) die Lebensdaten des ge-
nialen Schweizer Mathematikers Leonhard Euler.

Dr. Roland Mildner,
Sektion Mathematik der KMU Leipzig



