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Wir rechnen mit Intervallen

Bekanntlich wird der Bereich der reellen Zah-
len von den rationalen und den irrationalen
Zahlen gebildet. Bei der Darstellung durch
Dezimalbriiche erhilt man bei den rationalen
Zahlen endliche oder unendliche periodische
Dezimalbriiche, bei den irrationalen Zahlen
unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche.
Da wir nur mit Zahlen mit endlicher Stellen-
zahl rechnen kénnen, mu8 beim praktischen
Rechnen [ast immer gerundet werden.

Das gilt auch beim Rechnen auf einem Re-
chenautomaten, auch wenn dort andere Zahl-
systeme benutzt werden. Verwendeh wir eine
gerundete reelle Zahl, die uns als Ergebnis
einer Rechnung mitgeteilt wurde oder die wir
einer Zahlentafel entnahmen, so kennen wir
deren exakten Wert nicht. Haben wir z. B. die
durch Rundung aus einer Zahl z entstandenen
Zahl x =0,2834, so konnen wir aus der Kennt-
nis der Rundungsregeln schlieBen, daB z vor
der Rundung zwischen 0,28335 und 0,28345
lag. Wir wissen also nur, daB der exakte Wert
von x in einem bestimmten Intervall liegt und
schreiben dafiir x €[0,28335,0,28345].

Bei der Anwendung der Mathematik auf
praktische Aufgabenstellungen, z. B. aus der
Technik oder den Naturwissenschaften, gehen
GroBen (Eingangsdaten, Parameter) in die
Rechnung ein, die gemessen wurden. Da
kaum cin MeBgerdt vollig exakte Werte
liefert, sind diese GroBen mit MeBfehlern
behaltet. Von ihren exakten Werten weil
man wiederum nur, daB sie in bestimmten
Intervallen liegen. Lesen wir als Ergebnis
einer Temperaturmessung T=58,0+0,5°C,
so heiBt das, daB fiir den exakten (in °C ge-
messenen) Wert T die Beziehung T€[57,5;
58,5] gilt.

Fehlerbetrachtungen zu praktischen mathe-
matischen Berechnungen sind in unserer
Volkswirtschalt auBerordentlich wichtig; wir
wollen schlieBlich alle, daB z. B. eine be-
rechnete Briicke auch wirklich ihren Be-
lastungen standhdlt. Da wir in der Praxis
mit gerundeten Zahlen und gemessenen Gro-
Ben arbeiten miissen, von denen wir nur
Genauigkeitsintervalle kennen, kamen vor
etwa 20 Jahren Mathematiker aufl die Idee,
anstatt mit Ndherungswerten gleich mit die-
sen Intervallen zu rechnen. Es entstand die
Intervallarithmetik, die sich heute zu einer
immer groBer werdenden Disziplin, der Inter-

vallmathematik, ausgeweitet hat. Die Inter-
vallmathematik liefert bei vielen Problemen
Fehlerschranken fir die Losung auf effekti-
vere Weise als traditionelle Methoden. Es
gibt aber auch Problemstellungen, bei denen
der Einsatz der Intervallmathematik zu auf-
wendig und damit nicht effektiv ist.

In der Intervallmathematik werden nur abge-
schlossene und beschrinkte (endliche) Inter-

valle
X =[xy, x2]:
={eR|x;,x2€R, x; xS X2}

betrachtet; hierbei sei R die Menge der reellen
Zahlen, x, heiBt untere und x; obere Inter-
vallgrenze. Die beiden Intervallgrenzen wer-
den im allgemeinen durch ein Komma ge-
trennt. Sind es Dezimalbriiche, trennt man sie
zur Vermeidung von MiBverstindnissen
durch ein Semikolon. (Im [olgenden sprechen
wir nur noch kurz von Intervallen.) Die vier
Grundoperationen (Rechenoperationen, Ver-
kniipfungen) Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division werden [ir zwei Aus-
gangsintervalle

A=[a,,a;] und B=[by, b,] durch
A*B={a*b|acA, beB}
definiert. Dabei bezeichnet das Symbol *,
*e{+, —,, 3}, eine der vier Grundoperatio-
nen. Im Falle der Division mul 0¢B voraus-
gesetzt werden. Die obige Definition bedeu-

“tet, daB die durch eine Grundoperation ent-

stehende Verkniipfungsmenge die und nur die
Zahlen enthilt, die durch Verkniipfung von
zwei Zahlen aus den Ausgangsintervallen ent-
stehen konnen. Es 148t sich nun beweisen,
daB bei jeder Grundoperation die Verkniip-
fungsmenge wieder ein Intervall ist, die
Grundoperationen fihren also aus der Menge
I(R) der abgeschlossenen und beschrinkten
Intervalle nicht heraus. Durch diese interes-
sante Eigenschaft ist erst der Aufbau einer
Intervallarithmetik moglich. Auf der Grund-
lage dieser Eigenschaft lassen sich dann unter
Benutzung der Intervallgrenzen die Grund-
operationen wie [olgt angeben:

1. Addition: A+ B=[a; +by,a2+b3z]

Beispiel: [-2,5]+([1,3]=[-1,8]

2. Subtraktion:: A—B=[a; —bs,a;—b,]

Beispiele: [ -2,5]-[1,3]=[-54]
[23]-[23]=[-1L1]

3. Multiplikation:
A-B= [min(a,bl, albz, ﬂzbl, azbz),
max(a; by, a1b, azby, azbz)],

min(a, by, aih,, azb,, azb,) ist die kleinste,

max(a,by, aib,, azb,, azb,) entsprechend die

groBte der in der Klammer stehenden Zah-

len. tY

Beispiele:

[—2,5]-[1,3] =[min(-2, -6, 5, 15),
max(-2, -6, 5, 15)]

4. Division: A:B=A - i i
. :A:B= 55 |

0¢B (das Intervall B darf nicht die Null ent-
halten)
Beispiel: [ —2,5] :[1,3]

=[-25]" B 1]=[_2,5].

Diese Darstellungen der Grundoperationen
lassen sich durch Monotoniebetrachtungen
leicht beweisen. Zum Beispiel folgt im Falle
der Addition aus '
aeA,d.h.a;£a<a;, und
beB,d.h. b, 2b<bh,,
sofort a;+bi<a+b<a,+b,
und damit

A+B=[a| +b,, az+bz].
Intervalle, bei denen obere und untere Grenze
zusammenfallen, nennt man Punktintervalle.
Diese identifiziert man in der Intervallmathe-
matik mit der durch die Grenzen gegebenen
reellen Zahl:

[x, x]=x,
umgekehrt werden in arithmetischen Termen,
die Zahlen und Intervalle enthalten, die
reellen Zahlen x durch die entsprechenden
Punktintervalle [x,x] ersetzt. Danach wer-
den die intervallarithmetischen Grundopera-
tionen in der eben angegebenen Weise aus-
gefiihrt. MuB man beim Rechnen mit Inter-
vallen runden, so wird dic untere Grenze
stets abgerundet und die obere Grenze stets
aufgerundet. Aufldiese Weise ist gesichert, daB
man alle durch Rundung entstehenden Fehler
in dem resultierenden Intervall erfaBt.
Wir wollen uns noch einige Eigenschaften
der Grundoperationen anschen. Die Addition
und die Multiplikation sind kommutativ und
assoziativ, d. h., es gilt
A+B=B+A

A-B=B-A } Kommutativitit,

A+(B+Cy=(A+B)+C

A-(B-C)=(4 B)-C } Assoziativitat.

Wir zeigen als Beispiel die Kommutativitit
der Addition:
A = [al, az], B = [bl, bz],
A+B=[al +by, az+bz]
=[b1 +a,, b1+az]=B+A.

Weiterhin gilt:
A+[0,0]=[ai,a,]+[0,0]
= [a,, az] =A

A- [, 1]=[as,a;] - [1,1]
=[min(ay, a2), max(a;, a2)]
=[ﬂl, a1]=A.

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 1



man sagt deshalb, daB Addition bzw. Multi-
plikation die ,neutralen Elemente* [0,0]
bzw. [1, 1] besitzen. Es gibt im allgemeinen
kein Intervall B=[b,, b,] mit der Eigenschaft
A—B=[0,0], das sicht man leicht so:
A—B=[a1 —bz, a;—b1]=[0, 0],
hieraus folgt a;—b,=0, a,—b;=0 oder
b1 =das, bz =a,.
Nach Ersetzen von b; und b, erhilt man
B=[a;,a,], dies ist aber wegen a4, <a, nur
im Falle a;=a,, d.h. nur im Falle eines
Punktintervalls A, ein Intervall, denn die
untere Grenze darf ja nicht groBer als die
obere sein. Man sagt hierzu: Mit Ausnahme
der Punktintervalle besitzen die Intervalle
beziiglich der Addition keine Inversen. Mit
Ausnahme der Punktintervalle besitzen die
Intervalle auch beziiglich der Multiplikation
keine Inversen. Es gibt nimlich im allgemei-
nen kein Intervall B mit der Eigenschaft
A:B=[1,1]. Priifen wir nun noch, ob das
distributive Gesetz der Addition
a(b+c)=ab+ac
bei Intervallen gilt. Wir nehmen z. B.
A=[-1,2], B=[2,4] und C=[-2, —1]
und berechnen
AB+0)=[-1,2] [2.4]+[-2 —1])
=[-1,2]-[0,3]=[-3,6]
AB+AC=[-1,2]-[2,4]+[-L2].
[-2,-1]
=[—4,8]+[-4,2]={-8,10].

Wir stellen [tir dieses Beispiel fest, daB die
Bezichungen

AB+C):AB+AC
und A(B+C)cAB+AC
(das linke Intervall ist Teilmenge des rech-
ten) gelten. Das distributive Gesetz der
Addition ist also nicht giiltig, man kann aber
beweisen, daB allgemein

A(B+C)cAB+ AC
gilt. Diese Beziehung heiBt Subdistributiv-
gesetz. Weiterhin gilt fir die Grundoperatio-
nen eine fur die Intervallmathematik wichtige
Eigenschaft, die sogenannte Teilmengen-
eigenschaft:
Aus AcC, BSD folgt Riree{+, —, - :}
A*Bc D,
Auf ihren Beweis miissen wir verzichten.
Nun wollen wir eine angewandte Aufgabe aus
der Physik 15sen.

Zwischen dem Kriimmungsradius r, dem
Durchmesser s und der maximalen Dicke d
einer plankonvexen, sphirischen Linse be-
steht die Beziehung
s

84 2
(Der Kriimmungsradius r ist der Radius der
Kugel, von der die Linse durch einen ebenen
Schnitt abgetrennt wurde.) Es wurden
$=126+1mm und d=3,9+0,1 mm gemes-
sen, d. h, es ist seS=[125,127] und deD
=[3,8;4,0]. Es soll bestimmt werden, wie
sich die Fehler von s und d auf r auswirken,
dazu bestimmen wir das Intervall

2 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

st 1

Auf Grund der Teilmengeneigenschaft gilt

2
{%+g s€S, deD}g:—D+%D=R.
Das Intervall R ist also Obermenge der
Menge aller Kriimmungsradien fiir se S und
deD. Es gilt
§2=5-S=[125,127]-[125, 127]
={15625,16129],
8D=[8,8] - D=[8.8]-[38:40]
=[30,4;32,0],

1 11
§D=[i, 5] * D=[1,9,2,0],
§2:8D=[15625,16129] [

=[488,2; 530,6),

also ist
R=[4882;530,6]+[1,9;20]

=[490,1; 532,6].
Wenn die GroéBen s und d mit den oben an-
gegebenen Fehlern gemessen werden, weil3
man vom Kriimmungsradius r, daB er zwi-
schen 490,1 mm und 532,6 mm liegt.

R

11
320304

An der Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Carl Schorlemmer Leuna-Merse-
burg arbeitet unter meiner Leitung eine
Forschungsgruppe, die sich mit Intervall-
mathematik und ihren praktischen Anwen-
dungen beschiltigt. Dabei beziechen wir un-
sere Mathematikstudenten bereits in den un-
teren Studienjahren entsprechend ihren Mog-
lichkeiten in die Forschungsarbeit mit ein.
Von unseren Studenten wurden schon wert-
volle Ergebnisse erzielt. Auf der I11. Zentralen
Studentenkonferenz im September 1981 in
Leipzig stellten die Studenten J. Schulze und
V. Wiebigke die Ergebnisse ihrer Jahres-
arbeit iiber Rechnerprogramme zur inter-
vall-mathematischen Behandlung von Glei-
chungssystemen in einem interessanten Vor-
trag vor, der pramiert wurde. Herr Wiebigke
fihrt heute als Forschungsstudent seine Un-
tersuchungen zur Intervallmathematik an
unserer Sektion weiter.

D. Oelschlagel

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

D. Oelschliagel

und Forschungsstudent V. Wiebigke

Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Leuna-Merseburg

A2406 o a) Beweisen Sie, daB die Addition
bei Intervallen assozativ ist.

b) Wie genau konnen wir die Tiefe des
Wasserspiegels eines Brunnens bestimmen,

_wenn ein [allengelassener Stein nach unserer

Messung nach 5+ 0,1 s auf den Wasserspiegel
aufschlidgt und von der Erdbeschleunigung
g(m/s?) die Beziehung
g<[9,80;9,81] bekannt ist?
c) Unter dem Durchmesser d(A4) eines Inter-
valles A=[a,,a,] versteht man die nicht-
negative reelle Zahl
d(A):=a;—a,.
Zeigen Sie, daB die Gleichungen
d(A+B)=d(A)+d(B)
und d(4 —B)=d(A)+d(B)gelten.

Interessierte Leser konnen die Losungen ein-
senden an

Prof. Dr. Oelschldgel

TH,,Carl Schorlemmer* Leuna-Merseburg
Sektion Mathematik

4200 Merseburg

Otto-Nuschke-StraBe

Kurzbiographie

Am 18.11.1935 wurde ich in Dresden ge-
boren. Nach Besuch der Grundschule und
der Erweiterten Oberschule legte ich 1953
das Abitur ab und begann im selben Jahr an
der Martin-Luther-Universitit Halle mit dem
Studium der Mathematik. In der Diplom-
arbeit behandelte ich ein spezielles Thema
aus der Darstellungstheorie von Gruppen und
legte 1959 das Diplom ab. Von 1959 bis 1961
war ich in einer Schiffbauinstitution als
Mathematiker titig. Seit 1961 arbeite ich an
der Technischen Hochschule Carl Schorlem-
mer Leuna-Merseburg. 1966 promovierte ich
mit einer Arbeit zur konvexen Optimierung
zum Dr. rer. nat., 1969 wurde ich zum Hoch-
schuldozenten berufen, 1970 habilitierte ich
mich mit einer Arbeit zur parameterabhdngi-
gen konvexen Optimierung, 1971 wurde ich
zum ordentlichen Professor fiir Numerische
Mathematik berulen. 1971/72 absolvierte ich
ein Zusatzstudium an der Leningrader Staat-
lichen Universitit. Gegenwartig bin ich Leiter
des Wissenschafisbereiches Numerische Ma-
thematik, Mathematische Kybernetik und Re-
chentechnik und Leiter der Forschungsgruppe
Numerische Behandlung dynamischer Systeme
der Sektion Mathematik.  D. Oelschldigel



Adam Ries (1492 bis 1559)

Zum 425. Todestag des Rechenmeisters

Im Jahr der Entdeckung Amerikas durch
C.Columbus wurde Adam Ries in Staflel-
stein am Main in eine Zeit hineingeboren, die
von bedeutenden dkonomischen und politi-
schen Ereignissen gezeichnet war.

Noch vor Ende des 15.Jahrhunderts ent-
deckte Vasco da Gama den Seeweg nach
Indien. Die Reformation reifte heran und
fand 1517 mit dem Anschlag det 95 Thesen
an die Tir der SchloBkirche zu Wittenberg
durch Martin Luther ihre endgiiltige Aus-
16sung. Territoriale Bauernaufstinde trotz-
ten dem Feudaladel wenigstens g ringe Ver-
besserungen ab und fiihrten schl :Blich zum
Bauernkrieg von 1524/25, den F.Engels ne-
ben der Reformation als ersten Akt der biir-
gerlichen Revolution in Europa | zzeichnete.
Diese bewegte Zeit brachte fiir ecine Reihe
von Stadten eine rasche Entwicklung mit
sich, so auch fir Erfurt und An.aberg, die
beide im Leben von A. Ries die bedeutendste
Rolle spielten. Der voriibergehende Auf-
schwung Erflurts fuBte vor allem < uf den sich
festigenden neuen erweiterten Handelsbezie-
hungen. Annaberg hatte 1496 das Stadtrecht
als Zentrum des sachsischen Silberbergbaus
erhalten und gehorte kurze Zeit spiter schon
zu den bedeutendsten Stidten Deutschiands.
So ist es kein Wunder, daB diese Stadte vor
allem auf junge Menschen anziehend wirk-
ten, die hier Betitigungs- und Entwicklungs-
mdoglichkeiten suchten.

Der Vater von Adam Ries besaB eine Miihle,
einen Weinberg und einige Hausgrundstiicke,
so daB die zehnkopfige Familie in bescheide-
nem Wohlstand leben konnte. Er war das
zweite Mal verheiratet, seine erste Frau war

um 1545 gestorben. Adam und weitere vier.

Kinder stammten aus zweiter Ehe.

Bereits als 1 7jahriger verlieB Adam Ries sein
Elternhaus, das erste Ma] fiir lingere Zeit.
Sein Vater war zu diesern Zeitpunkt bereits
seit etwa drei Jahren verstorben. Am Ende
dieser Wanderjahre, wihrend der Adam Ries
1515 auch die Stadt Annaberg kennengelernt
hatte, wurde er im Jahre 1518 in Erfurt seB-
haft. Dort bezeichnete er sich 1522 im Zu-
sammenhang mit der Verdffentlichung des
Rechenbuches ,,Rechenung auff der linihen
und federn** erstmalig als Rechenmeister. Ob
vorher ein Aufenthalt in Frankfurt (Main)
erfolgte, wo Adam Ries auf dem Romer fiir

die Messebesucher mathematische Aufgaben
gelost haben soll, ist ungewiB. In Erfurt
grindete Ries eine Rechenschule und ver-
Offentlichte bereits 1518 sein erstes Buch
»Rechnung aufl der linihen* und 1522 die
bereits erwahnte ,,Rechenung auff der linihen
und federn*; beide erfuhren eine Reihe von
Nachauflagen. Durch G. Stortz, den spateren
Rektor der 1392 er6flneten Universitidt Er-
furt, kam Ries mit Humanisten und mit den
Lehren Martin Luthers in Beriihrung. In der
groBen Biicherei in Stortzens ,,Engelsburg*
standen Ries viele mathematische Schriften
zur Verfiigung, zu deren Studium ithm seine
ausgezeichneten Kenntnisse der lateinischen
Sprache sehr zugute kamen.

Stortz war es vor allem, der Ries zum Schrei-
ben von Rechenbiichern angeregt hat. Beide
Mainner blieben auch weiterhin freundschaft-
lich verbunden, als Ries 1523 nach Annaberg
umsiedelte, dort 1525 heiratete und den
Birgereid leistete. Gerade in diesem Jahr
nach der Niederschlagung des Bauernkrieges
verschirfte sich iiberall, so auch in Anna-
berg, die Verfolgungder ,,Lutheraner‘* immer
mehr, ohne jedoch das Vordringen der neuen
Lehre aufhalten zu konnen, mit der Ries
sympathisierte, ohne sich 6flentlich fiir sie zu

Adam-Ries-Haus in Annaberg-Buchholz

3

bekennen. Uber Reprm:a.lien, denen er da-
durch ausgesetzt war, ist jedoch nichts be-
kannt. Vielleicht wire der Verlust fiir die
Bergwerksherren zu groB gewesen, wenn man
Ries, wie viele andere, einquerkert oder der
Stadt verwiesen hitte. In Annaberg versah
Ries ab 1525 das Amt des RezeBschreibers.
Dieser Bergwerksberuf wire aus heutiger
Sicht vielleicht vergleichbar mit dem eines
Buchhalters im Bergbau. Der RezeBschreiber
priifte die Bergrechnungen und hatte die ge-
forderte Erzmenge und deren Ausbeute zu
erfassen und in das ,,RezeBbuch* einzutra-
gen. Aullerdem erwartete der Eigentiimer
vierteljahrlich eine Aufstellung — den RezeB -
tber Soll und Ist seines Bergwerksbesitzes,
den der RezeBschreiber liefern muBte.

Aus dieser Zeit stammen Zehnt- und Miinz-
rechnungen sowie RezeBschreiben aus Rie-
sens Feder. Auch fiir die Stadtverwaltung von
Annaberg war Ries titig, indem er Berech-
nungen von Nachlassen und Steuern durch-
fihrte. Fiir die Stadt Zwickau erarbeitete er
einige Brot- bzw. Beckenordnungen. Bereits
in Erfurt hatte Ries die Arbeiten an der
,,CoB‘ begonnen, die er 1524 in Annaberg
vollendete. Gedruckt wurde dieses Buch
nicht.

In Riesens ,,CoB* sind neben viclen prakti-
schen Aufgaben auch eine groBe Anzahl mit
formalem Charakter enthalten. Dabei iiber-
nahm er Beispiele aus den Biichern anderer
Cossisten, nicht ohne sie einer kritischen
Uberarbeitung zu unterziehen und sie vor
allem in einfacher Sprache wiederzugeben.
Wie in allen seinen Bichern bezeichnete
auch hier Ries die Proben als zur vollstindi-
gen Losung eines Problems gehorig. Der
Inhalt der ,,CoB*, also die Aufstellung ma-
thematischer Probleme aus der Praxis und die
Losung algebraischer Gleichungen mittels
Algorithmus, das heiBt, durch systematische
Anwendung der vier Grundrechenoperatio-
nen, wurde von Ries teils in unterrichtender,
weiterfithrender Form, teils in Form von
Wiedgrholungen und Ubungen, iminer aber
so verstindlich dargeboten, ,,. . .damitder ar-
me gemeyne Mann nicht iibersetzt (betrogen)
werde**.

Bis in Riesens Zeit wurde hauptsichlich mit
oder besser auf dem Brett gerechnet. Dazu
bendtigte man Rechensteine oder Rechen-
pfennige, die je nach dem Geldbeutel des
Besitzers oft recht kunstvoll ausgefiihrt wa-
ren. Die Umschrift auf einem dieser Pfennige
»Zwiespalt groBes Gut verzehrt — Einigkeit
das Wenige mehrt* soll von Adam Ries
stammen. Wirkliche Bretter oder in den
Tisch geritzte oder darauf gezeichnete Sche-
mata oder ein entsprechend bemaltes Tisch-
tuch dienten dabei als ,,Rechenbretter. Ein
solches ,,Brett' ist zu verstehen als ein
Schema fiir gebiindelte Zahlen in Form von
Linien. Die Einer, Zehner, Hunderter usw.
wurden mit Rechensteinen auf ihnen darge-
stellt, die Fiinfer, Finfziger, Fiinfhunderter
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usw. zwischen den Linien (in den sogenannten
Spatien).

Wiihrend das Addieren und Subtrahieren auf
dem Rechenbrett noch relativ iibersichtlich
auszufiihren ist, gehoren zur Ausfiihrung von

Multiplikation und Division gewisse Fertig-

keiten, die unter anderem darin bestehen, daB
cine mehrstellige Zahl dekadisch aufgespalten
wird und die dadurch erhaltenen Teilsum-

manden einzeln ,,umgewandelt* werden. Die |

so erhaltenen ,,Ergebnisse’ wurden dann
wieder in ,,deutsche Zahlen* (gemeint sind
die rdmischen Zahlzeichen) iibertragen.

Seit dem 12.Jahrhundert waren alimihlich

auch die indischen Ziffern iiber Arabien nach
Europa vorgedrungen und begannen sich im
14./15. Jahrhundert durchzusetzen. Ries wid-
mete sich in seinem 1522 erschienenen zweiten
Buch ,,Rechenung auff der linihen und federn
auff allerley handtierung* sowohl dem Rech-
nen mit dem Rechenbrett als auch dem
schriftlichen Rechnen. Dieses Buch erlebte
bis gegen 1650, also noch fast 100 Jahre nach
Riesens Tod, iiber 60 Auflagen. Der Grund
ist unter anderem darin zu suchen, daB dieses
Buch in deutscher Sprache geschrieben und
somit breitesten Kreisen zuganglich und vor-
ziiglich didaktisch aufgebaut war. Mit seiner
Hilfe konnte der Leser wirklich Rechenfertig-
keiten erwerben, indem er die ausfiihrlichen
Anleitungen griindlich studierte und die ent-
haltenen Exempel nachvollzog beziehungs-
weise Aufgaben l6ste. Und gerade in bezug
auf die praktische Anwendung der Mathe-
matik bestand ein groBes Bedirfnis, dem das
in den Hochschulen gelehrte Quadrivium in
keiner Weise entsprach.

Erwihnenswert ist noch das 1533 erschienene
,,Gérechent Biichlein aufl den Schoflel, Eimer
und Pfundgewicht als erstes bekanntes Ta-
bellenbuch - fiir die Praxis, das nicht nur
mehrere Auflagen, sondemn auch viele Nach-
folger durch andere Autoren erfuhr. Dabei

darf nicht vergessen werden, daB Ries nicht
nur Biicher schrieb, sondern auch eine Re-
chenschule betrieb und vor allem aber fiir
Bergbau und Verwaltung als Rechenmeister
titig war.

Riesens guter Ruf drang bereits zu Lebzeiten
weit iiber Annaberg hinaus. Abgesehen da-
von, daB er auch fiir Marienberg in den
Jahren von 1529 bis 1537 den RezeB fiihrte
und in Freiberg mehrmals der Rechnungs-
legung der Bergwerke beiwohnen durfte,
wurde er 1539 zum ,,Churfiirstlich Sichsi-
schen Hofarithmeticus'‘ ernannt. Ries konnte
sich mit seiner zehnkSpfigen Familie ein Le-
ben frei von materiellen Sorgen leisten.
AuBerdem erwarb er zwei Hauser und ge-
hérte somit zu den wohthabenden Biirgern
Annabergs. Etwa um 1545 starb seine erste
Frau. Einige Jahre danach heiratete er ein
zweités Mal. Diese Ehe wihrte fast noch
zehn Jahre. Am 30. Mirz 1559 starb A. Ries
im Alter von 67 Jahren. Die unmittelbare
Nachfolge Gbernahm sein Sohn Abraham.
Der Verlauf des Lebens von Adam Ries zeigt
uns, daB er weder das schriftliche Rechnen
noch das Einmaleins ,.erfunden‘* hat, wie
héufig angenommen wird. Sein groBes einma-
liges Verdienst besteht darin, die damals
hochgeschitzte, aber als noch sehr schwierig
empfundene Rechenkunst so ,,aufbereitet zu
haben, daB sie von jedermann verstanden und
angewendet werden konnte.iDabei verzich:
tete er nicht auf wissenschaftliche Strenge. Er
erkannte die Bediirfnisse seiner Zeit, die fiir
ihn darin bestanden, den breiten Massen Bil-
dung zu vermitteln, um ihre Urteilsfahigkeit
zu heben, und befriedigte diese in mathema-
tischer Hinsicht optimal. Die Redewendung
»,macht nach Adam Ries...“, nunmehr
schon iiber 400 Jahre gebriuchlich, ehrt den
ersten Mathematiklehrer des Volkes zu
Recht, auch wenn die Ergebnisse von Re-
chenoperationen nach ihm die gleichen blie-

Annabergim 16. Jh. zur Zeit des Wirkens von A. Ries
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Qli’-ﬁnuuii}m
im16. Juhrhundert

ben wie vor seinem Wirken und Ries selbst
keine eigenen Beitrige zur Fortentwicklung
der mathematischen Wissenschaften geleistet
hat. W. Arnold

Vorliegenden Beitrag iibernahmen wir — ge-
kiirzt — aus dem fiir Schiiler (ab Klasse 7/8)
geeigneten Buch:

Autorenkollektiv

Biographien

bedeutender Mathematiker

535 Seiten, zahlreiche Abb.,

Preis DDR 22,- M :

Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1983

Neunerprobe nach Adam Ries

7869
8796

16665
,,Mach ein creutz zum ersten, alsc><

Nimm die prob von der obernn Zal,
als von 7869

setz die in ein veld des creutz, also 3//
Nun nimm die proba von der andernn Zal,

das ist von 8796 ist auch 3;
setz vif das ander veldtt neben vber,

also 3><3.

Addir nun zusammen 3 + 3 wirtt 6,
setz obenn wie hi %

So du nun die prob von beyden Zalnn oben
gesatzt genumen und zusamen addirt hast, so

. Nime alsdann prob auch von dem, das so

aull dem addirn komen ist, das ost von der

vnterstenn Zal vnder der linihen akss 16665.

Nim hinweg 9, so offt du magst, pleibn 6

iibrig, die setz vnden in das ledige feltt. Ist
6,7

gleich souil sam oben stett, also 3 <3, So
6~

weniger oder mer komen wer, so hattest du
im nicht recht gethan.*




Aufgaben aus einem Lehrbuch
von Adam Ries (um 1524)

ala Item 3 gesellen haben gewunnen ein
anzal geldes, der erste nimet 1/7, der ander
1/4 und der dritte nimet das vbrig das ist
17 fl. Nun frage, wieuil des geldes ist das sie
gewunnen habn.

A2A Item eyner spricht zu dem andernn
gib mir 1 pfennig, so hab ich souil sam Dir
pleibet, spricht der ander zum erstenn gib mir
1 pfennig, so hab ich zwey mal souil sam dir
pleibet. Nun wolt ich gern wissen, wiuil eynn
etzlicher gehabt hab.

A3 A [tem drey kauffen | pfertt vmb 12 fl.
keyner vermugens allein Zubezalen. A spricht
zu B und C, leye mir itzlicher 1/2 seynes
geldes, so wil ich das pferdt bezalen. Spricht
b zu ¢ vnd a gebt mir 1/3 so wil ich das pferdt
vergnugen. Nachdem spricht x zum b vns a
gebt mir beyde 1/4, so wil ich das pferdt kau-
fenn. Nun frage ich, wiuil itzlicher in sunder-
heit gehabt hab.

A4 A Aufgabemit Lésung (Facit); Kalmus
ist eine Heilpflanze

« Kalmus.

Xtem ¢in Sact mit Kalmug’ wige 4.8. (6.
14 loth/Tava 2.06.ond 16 loth/Eoft ¢in tb.13.6.
¢inbalben.

Sacit3r.f. 4.6.4-bir bnd cin hatben.

DagTaranimb herab/madh forn vnd hin.
den toth/brichs mitten/ond gehe herfitr/fiehees

64 27 1480

Ntemiciner hat 1o fy dafir il er 1o0.
haupt Bieg tauffen 7 nemidy + Dchfens
Sdyein/ Katber- vnd Genfens toft cut Oehee
4 f.an Schrocin anderebalben 7. an Ralb
cinenhalben f-. ond cin Bt an ort ven cnem
fr. voieviel (ol et jeglicher haben fir dict 5 0. f; 2
My nach den voriaen: mady cneg jeghher
foften yu dreern/defglcidyen di 1o o fr. ¥ud s
alédann atfo:

16 is
& 5

1co 409
1 1

Australischer Mathematikkalender 1984

herausgegeben von der Mathematischen Vereinigung der Mathematiklehrer Australiens —
Autoren: R. Robin, S. Murray - Wir zeigen die Monatsblétter Januar und Juli.

Sun. Mon. Tues. Wed. Thurs. Fri.“ Sat.
1 2 3 4 B 6 |7
1" |-1-9+8+4 [1+/9+8)+ 4 (1 9-8)x4 |(-1+9)+8+4 | 1+9-8+4 [1x9-8+4
8 9 (10 |11 12 (13 14
1+9-8+4 |[1x9+8-J4 | 14/9+B/4[1x9 +B8+4 |[xJ9xB+44( 19+ 8x4 | 1+5+8-4
15 16 17 18 19 20 (21
19-8+4 |I'x8 x44 | 19-854 |1x9xB:4 |[x9+8+/4 |-1+9+8+4|1x9+B+4
22 23 24 25 26 |27 |28
| %49x8-44| 19+8-4 [(Ix9-8)x4l| |x(9-B)+4!|-(1x/9) +8xd | I-49)+Bx4 [-1-¥9+8x4
29 30 31
“1x9+8x4||-49+8x4 | 19+8+4 .
QUADRILLES
S e
S :)ci’:;ﬁalv-llles each carrying the same number of
) ali-ies il have four () bips en them, waile he.
Y PR bottom leH block have all ones (1) on them.
| : : : Using all the dominogs in a double-6 set try to
° e o ;nqaukaer;h:nhl,rllh::el';ga?lztr:as":zb?eesr::rl:b:glggﬁr;' four
e o half tiles each with the same number of pips.
L ] e o
s e'e .
{2 ) e
e'e 0’0 0’
R
o0
it
L
A doubly symmetric quadrille.
Sun Mon. Tues. Wed. Thurs. Fri. Sat.
1 ; 4 5 6 |7~
i 2 J@v1387=xm7 WS |, =i
- e Turning peiet is (2.7 x=? Gradiam 2t m=? . ¥ x=7
8—~9 (10 11 12 |13 |14
K i (3-70)3+70) 11’): =xf | A cbe has | HCF of 63136
te? 3 T =2 ? edges 78 'ara 91 162
15 16 17 18 [19 [20 |21
@‘i 10000,.. :':_ 22‘ '__,7' 4(3x42)-2p2-5) % ¢ C , :,l.“z::zi

22

24

29

cm in m

26 .

27

28

P

12,17, 26,38, 22 zlﬁ Volume? e:? .., &= et
getas l HCE of
&-b= ? =7 217 ana 372.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1984

Mathematik

Ma5 2407 Fiir drei Sportler, die sich an
einem 30-km-Skilanglauf beteiligten, wurden
folgende Zeiten gestoppt: Sportler A be-
ndtigte 1 h 27 min 34 s; Sportler B bendtigte
5284 s; Sportler C hingegen 87 min 3 s. Ordne
die Laufzeiten dieser drei Sportler!
Beginne mit der besten Laufzeit!
Schiilerin Gabriele Schweimnitz,
Zella-Mehlis

Ma5 @2408 Petra kault aul dem Postamt
fur 3,25M Brefmarken zu 20 Pf und 35Pf
das Stiick, und zwar mehr 20-Pf-Marken als
35-Pf-Marken. Wie viele Briefmarken jeder
Sorte hat Petra gekauft?

Schiilerin Claudia Popien, Magdeburg

Ma5 82409 Die Quersumme einer zwei-
stelligen natiirlichen Zahl betrdgt 5. Multi-
pliziert man diese Zahl mit 3, subtrahiert man
vom Produkt 1, so erhilt man eine zwei-
stellige natiirliche Zahl mit den gleichen,
aber vertauschten Grundziffern.

Schiilerin Sandra Fabian, Liederstadt

Ma5 82410 Wolfgang und Stefan haben zu-
sammen 9 Bleistifte, 21 Faserstifte und 10
Buntstifte. Stefan hat doppelt so viele Blei-
stifte wie Wolfgang und drei Faserstifte mehr
als Wolfgang. Wolfgang hat viermal so viel
Buntstifte wie Stefan. Wie viele Blei-, Faser-
bzw. Buntstifte hat jeder der beiden Jungen?

Schiilerin Sabine Schiiler, Schona

Ma5 ®2411 Klaus kauft in einem Fachge-
schift fiir Anglerbedarf Posen zu 75 Pf, zu
1,OOM, zu 60Pf und zu 32 Pf das Stiick,
und zwar von jeder Sorte mindestens eine
Pose. Insgesamt gibt er dafiir 3,91 M aus.
Wie viele Posen jeder Sorte kauft Klaus ein?

Schiiler Thomas Rademacher, Libben

Ma5 82412 Ein Giiterzug wurde aus 67
Waggons mit insgesamt 236 Achsen zusam-
mengestellt, und zwar aus sieben sechsachsi-
gen Waggons und noch aus zwei- und vier-
achsigen Waggons. Wie viele zwei- und vier-
achsige Waggons gehoren zu diesem Giiter-
zug? Schiler Frank Berger, Saalfeld
Maé6 82413 Wenn man hinter die Ziffer fir
eine einstellige natiirliche Zahl noch die
Grundzifler 6 schreibt, so ist die dargestellte
Zahl um 9 kleiner als diejenige Zahl, die man
erhilt, wenn man die Grundzifler 6 vor diese
Zahl setzt. Um welche Zahl handelt essich?
Schiiler Thomas Rademacher, Liibben

Ma6 #2414 Von drei Herren, die in den
Stddten Berlin, Cottbus und Leipzig wohnen,
die die Familiennamen Meyer, Miiller und

Kaiser haben, und die die Berufe Lehrer,

Ingenieur und Schriftsteller ausiiben, ist fol-

gendes bekannt:

(1) Der Ingenieur und Herr Meyer kennen
sich bereits aus jhrer gemeinsamen
Schulzeit.

(2) Herr Kaiser besuchte kiirzlich Herrn
Miiller in Berlin.

(3) Der Lehrer wohnt in Leipzig.

(4) Herr Kaiser und der Lehrer haben sich
im letzten Urlaub kennengelernt.

(5) Der Ingenieur ist mit Herrn Kaiser
befreundet.

(6) Der Schriftsteller fahrt aus beruflichen
Griinden &fter nach Leipzig.

Ordne den Familiennamen dieser drei Herren

den jeweiligen Beruf und den Wohnort zu!

Welche der sechs Angaben ist nicht erforder-

lich? Schiilerin Andrea Gipp, Bad Muskau

Ma6 #2415 Ein Schiiler schreibt versehent-
lich 5,30 h statt. 5 h 30 min. Wieviel Minuten
Differenz entstehen durch diesen Schreib-
fehler? Schiilerin Janett Stynka, Rostock
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Wettbewerbsbedingungen

I. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname. Privatanschrilt (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und BeruD zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7. vorgesetzt (d. h. [ir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11.12 und Erwachsene losen dic Aufgaben.
welche mit Ma 10:12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fur
sich, d. h. in einem Zug. korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ..sehr
gut geldst™, ,.gut gelost™ oder ..gelost™.
Schiiler. welche nur einen SchluBsaiz zu
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalien eine rote Karte
mit dem Vermerk ..nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 lauft
von Heft 5/1983 bis Heft 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zurickgesandt, wenn ein Rickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/84 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, dag alle
Postsendungen richtig (rankiert sind und daB
die Postleitzahl des Abseénders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 82416 Welche gebrochene Zahl mit
dem Nenner 17 ist gréBer als !/,, aber kleiner
als '/3? Schiiler Thomas Héusler,

‘Hoyerswerda

Ma6 2417 Heinz, Peter, Manfred und
Klaus verbrachten einen Teil ihrer Ferien in
der Pionierrepublik ,Wilhelm Pieck” am
Werbellinsee. Alle vier Schiller kommen aus
verschiedenen Stddten, und zwar aus Dres-
den, Magdeburg, Leipzig und Rostock. Aus
den folgenden Angaben ist zu ermitteln, in
welcher Stadt jeder der vier Jungen wohnt!
a) Peter ist jiinger als der Junge aus Magde-
burg, aber dlter als Heinz. »
b) Heinz und der Junge aus Rostock spielen
gern FuBball.
¢) Klaus und die Jungen aus Dresden und
Magdeburg legten vor kurzem die Priifung
der Schwimmstufe III ab.
d) Der Junge aus Rostock und Klaus beteili-
gen sich regelméBig am alpha-Wettbewerb.
Schiiler Bjorn Pietsch, Radeburg

Ma7 #2418 Um jeden der vier Eckpunkte
eines Quadrates wurde, wie aus dem Biid
ersichtlich, jeweils ein Kreisbogen gezeichnet,
der in einem LEckpunkt beginnt und auf der
Diagonalen endet, die den Kreisbogen im
Innern des Quadrates schneidet. Wieviel Pro-
zent vom Flicheninhalt des Quadrates be-
triigt der Flacheninhalt der dem Quadrat aul
diese Weise einbeschriebenen Figur?

Schiiler Lutz Kiich, Erlau

Ma7 ®2419 Das Bild stellt ein spitzwinkli-
ges Dreieck ABC mit den HShen BD und
CE dar, die sich im Punkte H schneiden. Die
Parallele zu CH durch B schneidet dic
Parallele zu BH durch C im Punkte F. Es ist
zu beweisen, daB der Punkt F auf dem Um-
kreis k des Dreiecks ABC liegt. Sch.

c

Ma7 #2420 Der Mittelpunkt M des Um-
kreises k des abpgebildeten Dreiecks ABC
wurde mit den Eckpunkten A, B und C ver-
bunden. Der Winkel < BAM hat die GroBe
40°, der Winkel £ BCM die GroBe 30°. Es

sind die Gr&Ben a, § und y der Innenwinkel
des Dreiecks ABC zu bestimmen. Sch.

Ma7 82421 Gegeben seien drei GefiBe, die
genau 3 Liter, 8 Liter bzw. 18 Liter fassen
konnen. Weiterhin ist die Moglichkeit ge-
geben, die GefdBe hinreichend oft mit Was-
ser zu flillen, zu leeren oder ineinander um-
zufiillen. Es ist nachzuweisen, daB es méglich
ist, alle ganzzahligen Litermengen von 1 bis 10
unter ausschlieBlicher Verwendung dieser
drei GefdBe abzumessen.

Ma8 82422 Multipliziert man eine zwei-
stellige Zahl mit 11, so erhélt man stets eine

dreistellige Zahl.
Multipliziert man z. B. 24 mit 11, so kann man
die 2 als erste Ziffer und die 4 als letzte Ziffer
des Produktes sofort aufschreiben (24-11
=2 4). Die Quersumme von 24, also 2 +4=6
ist als mittlere Ziffer aufzuschreiben, also
24-11=264. Kann man dieses Verfahren
immer anwenden?

Schiiler Jens Pénisch, Karl-Marx-Stadt

Ma§ #2423 Wie kann man 1000 Mark-
stiicke auf 10 Beutel so verteilen, daB man
jeden beliebigen ganzzahligen Geldbetrag von
{ Mark bis 1000 Mark durch entsprechende
Beutel auszahlen kann?

Schiiler Klaus Liesenberg, Ilsenburg

Ma8 #2424 In ecinem Trapez ABCD ist
AB | CD und AB viermal so lang wie CD.
Der Flidcheninhalt des Trapezes betrigt
120 cm?; die Diagonale AC ist 10cm lang.
Wie verhalten sich die Fliacheninhalte der
Dreiecke ABC und ACD? Es ist der Flichen-
inhait dieser beiden Dreiecke zu berechnen.
Welchen Abstand haben die Punkte B und D
von der Diagonalen AC?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 82425 Gegeben sei ein beliebiges
Dreieck ABC. Es ist ein Rechteck DEFG
unter ausschlieBlicher Verwendung von Zir-
kel und Lineal zu konstruieren, das die fol-
genden Eigenschalten hat:
1. Eine Rechteckseite ist so lang wie die
Seite AB des Dreiecks ABC.
2. Der Umfang des Rechtecks ist gleich dem
Umfang des Dreiecks. Die Konstruktion ist
zu beschreiben und zu begriinden.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 82426 Schreiben Sie Thren Geburts-
monat als Zahl auf, z B. fiir Januar 1, Fe-
bruar 2 usw.! Verdoppeln Sie diese Zahl!

Addieren Sie 40! Multiplizieren Sie die ent-
standene Summe mit 50! Subtrahieren Sie
16! Subtrahieren Sie die Jahreszakl Thres
Geburtsjahres! Wenn Sie richtig gerechnet
haben, dann geben die letzten beiden Ziffern
in der vorgegebenen Reihenfolge eine zwei-
stellige Zahl an, die Threm Alter an Threm
Geburtstag im Jahre 1984 entspricht. Wenn
Sie diese Ziffern streichen, dann bleibt eine
ein- oder zweistellige Zahl stehen. Sie gibt
Ihren Geburtsmonat an. Es ist zu beweisen,
daB dieses Ergebnis stets zutrifft (falls das
Alter unter 100 Jahren liegt).

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 82427 Die Terme e, ab, cee usw. in
den drei Gleichungen stehen fiir ein-, zwei-
bzw. dreistellige natiirliche Zahlen in dekadi-
scher Schreibweise. Fiir die Buchstaben sind
Grundziffern einzusetzen, so dal alle drei
Gleichungen zugleich erfiillt werden, d.h.
wahre Aussagen ergeben.

Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche Grund-
ziffern, fir verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Grundziffern einzusetzen. Die erste
Ziffer (von links) jeder mehrstelligen Zahl,
aber auch’ jede einstellige Zahl muB ver-
schieden von Null sein.

(1) ab-cd=efa

2 cg-ae=efa

@) Ve efa=}/cee

Schiiler Frank Pampel, Schneeberg

Ma9 82428 Holger mochte fir seinen klei-
nen Bruder Steffen Bauklotzchen aus Holz
nach einem Vorbild aussigen. Das Briicken-
teil bereitet ihm Schwierigkeiten. Es ist der
Radius des Bogens zu berechnen.

Schiiler Stefan Franze, Dresden
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Ma9 82429 Die MabBzahlen der Seiten-
lingen eines Dreiecks (gemessen in cm),
dessen Flicheninhalt 84 cm? betrigt, sind drei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen. Wel-
che Seitenlingen besitzt dieses Dreieck ?
Sch.

Ma10/12 2430 Eine dreistellige Zahl, de-
ren Grundziffern in der vorgegebenen Reihen-
folge aufeinanderfolgende kletner werdende
natiirliche Zahlen sind, ist um 21 kleiner als
das Dreifache des Quadrates ihrer Quer-
summe. Es ist die dreistellige Zahl zu be-
stimmen.

Dipl.-Landwirt H. Boettcher, Weimar

Ma10/12 w243] Fiir einen inneren Punkt P
eines Quadrates ABCD mit der Seitenlinge

a=10cm gelte PA:PB:PC=1:2:3. Es sind
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die Lingen der Strecken P4 und PB zu be-
rechnen. Sch.

Ma10/12 #2432 In dem abgebildeten Drei-
eck ABC seien bekannt:

=60 der Winkel £DEB (er wird von der
Winkelhalbierenden des Winkels § und der
Hohe h. gebildet), seine GroBe ist §=60°
und die Liange des Inkreisradius r;=2 cm. Es
ist der Flacheninhalt des Dreiecks ABC zu
berechnen. c ’

A
£

A 0 8

Skizze (nicht maBstiblich)
Offiziersschiiler Rene Pratsch, Dresden

Ma 10/12 82433 In dem abgebildeten recht-
winkligen Dreieck ABC hat die Kathete
AC die gleiche Linge wie der Hypotenusen-
abschnitt DB. Es sind die GroBen der Innen-
winkel £ CABund % ABC zu berechnen.

Skizze (nicht maBstiblich)
Schiiler Frank Pampel, Schneeberg

Physik

Ph6 m151 In der grafischen Darstellung ist
die Dichte zweier Stolle a und b eingezeichnet.
Berechne jeweils die Dichte!

Um welche Stoffe handelt es sich?

500 T

400

300 v

200

100 7

© M 0 W 50 60 0 ynemd

Ph7 ®152 In einem Wohnblock -beférdert
der Aufzug die Kabine in 8 Sekunden auf eine
Ho6he von 15 m. Die gesamte Gewichtskraft
der Kabine betrigt 650 kp. Berechne die
Leistung des Elektromotors in kW, wenn der
Wirkungsgrad 85%; betrigt!

8 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Ph8 ®153 Nach welcher Zeit vollbringen
gleichzeitig 4 Vierzig-Watt-Gliihlampen, 3
Sechzig-Watt-Gliihlampen und 2 Einhun-
dert-Watt-Gliihlampen eine Arbeit von 1 Ki-
lowattstunde?

Schiiler Olaf Parchmann, Blankenheim

Ph9 ®154 Bekanntlich wird ein senkrecht
nach unten auslaufender Wasserstrahl zu-
nehmend diinner. Ein Wasserstrahl trete aus
dem AuslluB nach unten senkrecht aus, wo-
bei am AusfluB die Geschwindigkeit von
0,5m/s vorliegt. Der Anfangsdurchmesser
betrage 1 cm. Welche Dicke hat der Strahl,
nachdem er 5 cm zuriickgelegt hat?

Schiiler Sven Saar, Miihlhausen

Ph10/12 155 Eine Maschine hat eine Mas-
se von 1500 kg. Ihr Gewicht bewirkt eive
Durchbiegung des Fundaments um 15 mm.
(Im Bild ist dieser Sachverhalt sehr verein-
facht dargestellt.)

Berechnen Sie die Frequenz, mit der Maschi-
ne und Fundament schwingen, wenn die
Masse des Fundaments vernachlissigt wird!
Anmerkung: Die Frequenz eines Feder-Mas-

se-Schwingers istf=2—17E \/% mit der Feder-

konstanten k =§.

| — J
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Chemie

Ch7 w121 Ein Kupfer{II}-oxid, welches 4%
Verunreinigungen enthilt, soll mit Kohlen-
stoff zu Kupfer reduziert werden. Bei der
Reaktion entsteht auBerdem noch Kohlen-
monoxid. '

a) Wieviel Kilogramm Kupler kann man aus
2,1 t Kupfer(Il)-oxid gewinnen?

b) Wieviel Kilogramm Kohlenmonoxid ent-
stehen, wenn bei der Reaktion ein Gasverlust
von 1,29 auftritt?

Ch8 ®122 35 g Kupfer(II)-sulfat werden ge-
trocknet. Dabei verliert es 12,6 g seiner
Masse. Wieviel Wassermolekiile sind an der
Kristallisation beteiligt ?

Ch9 123 228 g Salesiure werden mit
310 ml Wasser verdiinnt. 14 ml dieser Losung
werden mit Silbernitrat-Losung versetzt. Die
Analyse ergibt 0,41 g Silberchlorid. Wieviel-
prozentig ist die Salzsdure-Lésung?

Ch10/12 w124 Aus 2,3 g Blei(II}-nitrat soll
alles Blei als Blei(1I}-sulfid geféllt werden. Der
dazu bendtigte Schwefelwasserstoff wird aus
Eisen(I}-sulfid und 15%iger Salzsdure her-
gestellt. Es soll gerade soviel Schwefelwasser-
stofl hergestellt werden, daB er ausreicht, um
alles Blei als Blei(II}-sulfid zu fédllen. Wieviel
Gramm Eisen(II}-sulfid und Salzsdure miis-
sen zur Reaktion gebracht werden?

H,O-Riitsel
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1-5 Teil des Bades, 2—6 Wasserkurort,

34 winterliche Naturerscheinung, 7-8 la-

teinisch: Wasser, 8-9 Wasserpflanze,

9-10 Aggregatzustand des Wassers,

10-11 Regenschutz, 12-13 kleiner Teich,

13-14 Naturerscheinung, 14-15 Meeresgott,

15-16 Seejungfrau

Das Hauptldsungswort — eine Gestalt aus der

Oper ,Rusalka" von Antonin Dvofdk - er-

gibt sich, wenn man die entsprechenden

Buchstaben in die untére Leiste iibertrigt.
(aus NBI)
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(Fortsetzung in Heft 2/84)
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Zwei Aufgaben und sieben Losungen —
Wer mehr weil und Phantasie hat,

kommt rascher zum Ziel

Teil 1

Rainer, Torsten und Uwe l6sen gerne knifflige
Mathematikaufgaben. Thre Temperamente
sind aber sehr unterschiedlich, und das zeigt
sich auch beim Aufgabenlosen. Rainer rechnet
g"eme, und er iiberlegt nicht lange, ehe er
damit beginnt. Daher kommt er oft erst nach
manchem Umweg zum Ziel. Uwe dagegen
denkt lange nach, ehe er mit seiner Arbeit
beginnt. Er versucht, sich an alles zu erinnern,
was mit der Aufgabe in Verbindung stehen
konnte. Und auch Torsten versucht zuerst,
die Aufgabe gut zu durchdenken, ehe er einen
Losungsversuch macht.

Wir wollen sehen, wie sich die drei Freunde
bei der Losung folgender beider Aufgaben
verhalten.

Al A Ein Dreieck soll durch eine Parallele
zu einer seiner Seiten in zwei Figuren mit
gleichem Inhalt zerlegt werden.

Zunichst entwerfen sie gemeinsam eine Skizze
(Bild 1) und fiihren Bezeichnungen fiir Eck-
punkte, Seiten und Hohen ein. Sie erkennen,
daB das gegebene Dreieck ABC durch die
Parallele DE in ein Trapez ABED und ein
Dreieck DEC zerlegt wird. Die Linge der
Grundseite bzw. die der Hohe im Dreieck
ABC seien ¢ bzw. h, die Linge der Grund-
seite bzw. die der Hohe im Dreieck DEC
¢y bzw. h;.

/
c NS

A ' 8

Sie vereinbaren, daB die Aufgabe dann als
gelost gilt, wenn h; bestimmt wurde, d.h.
ausgedriickt wurde durch h und evtl. durch
¢. Dann kann die Hohe des Trapezes als
Differenz h — h, ermittelt werden, man kénnte
dann auch angeben, in welchem Verhiltnis
die Hohe h von DE geteilt wird —, kurz, man
konnte dann die geforderte Parallele zeich-
nen.

Und nun setzt jeder fiir sich die weitere
Losung fort.

10 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Rainer {iberlegt nicht lange und schreibt zu-
néchst einmal Flicheninhaltsformeln auf:

g-h
Ao =

a+c
An="5-h

In der Aufgabe war verlangt, daB die beiden
Teilfiguren inhaltsgleich sein sollen. Er er-
hdlt so die Gleichung
Ap =4
Numverwendet er die vereinbarten Variablen:
MIPMALIES

2 2
und erhalt
_¢ +cy
T c+2c,
Hiermit kann nun Rainer nicht viel anfangen,
denn auch ¢, ist nicht bekanht.
Er iiberlegt, ob es nicht eine zweite Gleichung
gibt, in der h, und ¢; vorkommen. Diese
findet er, indemn er beriicksichtigt, daB beide
Teilfiguren zusammen den gleichen Flichen-
inhalt haben wie das groBe Dreieck.

h. (1

1

Also AlA +AD=AA

oder
cihy c+e _ch
7t h-h)=
Und hieraus
c1=c'h"‘. @

Rainer rechnet nun unbeirrt weiter und setzt
die Gleichung (2) in die Gleichung (1) ein.
[+ hl

h

c hy
c+2- A
Um h, zu erbakten, muB or wiederum auf-
18sen, und e erhillt schiieBlich

hl =gl/§

Rainer wundert sich, daB Torsten und Uwe
lingst das gleiche Ergebnis gefunden haben.
Bei seinen umfangreichen Rechnungen hatte
er sich zudem auch noch verrechnet.
Torsten fiihrt die Losung mit folgender Uber-
legung weiter: Jede der beiden Figuren,
Trapez und Dreieck, sollen gleichen Inhalt
haben. Dann betrigt der Inhalt jeder von
ibnen die Hillte des Inhaltes vom groBen
Dreieck.

c+

h|=

Ain =34 d b

2
1 ch
=37 0
1
Apn=3A, d.h.”zc‘ (h—hy)
l ¢ch
=27 @

Er entschlieBt sich nun, mit dem kleinen
Dreieck weiterzuarbeiten, weil in seiner Fli-
cheninhaltsformel weniger Variable auftreten
und weil die beiden Dreiecke AABC und
ADEC sich besser miteinander vergleichen
lassen als etwa Dreieck und Trapez. Dieser
Vergleich der beiden Dreiecke fiihrt Torsten
zu der Erkenntnis, daB nach Konstruktion
diese beiden Dreiecke &hnlich sind, und in
dhnlichen Dreiecken haben entsprechende
Strecken das gleiche Verhiltnis. Daran er-
innert sich Torsten aus dem Geometrieunter-
richt der 8. Klasse.
Es gilt insbesondere

¢,

?=7- (3)
Aus der Gleichung (1) ermittelt er damit
schlieBlich

Uwe aber iiberlegt vor der Rechnung lange.
Er erkennt dabei:
Es soll eine Parallele zu einer Dreiecksseite
gezeichnet werden; dann ist das entstehende
Dreieck dem gegebenen Dreieck dhnlich. Die
Aufgabe enthilt eine Aussage zum Flidchen-
inhalt. Von Flicheninhalten dhnlicher Figu-
ren weil er aus dem Geometrieunterricht
der 8. Klasse, daB sie sich wie die Quadrate
entsprechender Strecken in den Figuren ver-
halten. D. h.

Aip =h'f

Ap X3
Die beiden Teilfiguren sollen gleichen Fli-
cheninhalt haben, also ist der Inhalt des klei-
nen Dreiecks halb so groB wie der Inhalt des
gegebenen Dreiecks. Das Verhdltnis der
Flicheninhalte ist 1:2 Er erhilt somit sehr
rasch

Im néchsten Heft (Teil 2) wollen wir sehen,
wie sich unsere drei Freunde beim Losen einer
weiteren Aulgabe verhalten.

W. Jungk



XXIV. Internationale
Mathematikolympiade

6. bis 12. Juli 1983, Paris

Aufgaben

1. Tag

1. Man bestimme alle Funktionen f, die die
Menge der positiven reellen Zahlen in sich
abbilden und die folgenden Bedingungen er-
fullen:
(1) fxf()=yf(x) fir alle positiven reel-
len Zahlen x, y und
2  f(x)—0 fir x> + co.
GroBbritannien (7 Punkte)

2. In der Ebene seien zwei nicht kongruente
Kreise k, und k, mit den Mittelpunkten O,
bzw. O, gegeben, und A sei einer der beiden
verschiedenen Schnittpunkte von k; und k,.
Eine der beiden gemeinsamen Tangenten an
k, und k; beriihrt k, in P, und k; in P,, und
die andere Tangente beriihrt k, in @, und k,
in Q,. Es seien M, und M, die Mittelpunkte
von P;Q, bzw. P,Q,.
Beweise: ¥0,40;= &M AM,!

UdSSR (7 P.)

3. Es seien a, b, c paarweise teiler[remde posi-
tive ganze Zahlen. Zeige, daB

2abc —ab—bc—ca
die groBte ganze Zahl ist, die nicht in der
Form xbc+ yca+zab
mit nicht negativen ganzen Zahlen x, y. z
darstellbar ist! BRD (7P)

2. Tag

4. Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck. Die
Menge E bestehe aus allen Punkten der
Strecken AB, BC und CA (4, B und C ein-
geschlossen). Gibt es zu jeder Zerlegung von
E in zwei disjunkte Teilmengen ein recht-
winkliges Dreieck, dessen drei Eckpunkte
in derselben Teilmenge liegen? Begriinde die
Antwort! Belgien (7P.)

S. Gibt es 1983 verschiedene positive ganze
Zahlen kleiner oder gleich 10%, unter denen
keine drei die auleinanderfolgenden Glieder
einer arithmetischen Folge sind ?

Begriinde die Antwort ! VR Polen (7 P.)
6. Es seien g, b und c die Seitenlingen eines
Dreiecks.

Zeige:
a?b(a—b)+bc(b—c)+c*alc—a)20!
Wann gilt Gleichheit? USA(7TP)

Die DDR wurde durch folgende Mannschalt
vertreten:

Lattermann, Jochen (K1. 12), EOS Pestalozzi
Dresden, 3. Preis; Mohnke, Klaus (K1. 12),
EOS Georg Schumann Calau, Bez. Cottbué,
3. Preis; Schmutzler, Bernd (KI. 12), Tech-
nische Hochschule Karl-Marx-Stadt, Sek-
tion Mathematik, Spezialklasse, Spezialpreis,
3. Preis; Schiiler, Axel (KI. 12), EOS Georg
Thiele Kleinmachnow, Bez. Potsdam,
3. Preis; Wenzel, Jorg (K. 11), EOS Fritz
Heckert Zeulenroda, Bez. Gera, ohne Preis;
Witt, Ingo (K1.11), EOS Heinrich Hertz Ber-
lin, 3. Preis.

Aus dem Rahmenprogramm: Stadtrundfahrt
durch Paris, Besuch des Eiffeiturms, Besuch
der Oper, Exkursion nach Versailles, Konzert

Inoffizielle Landerwertung
1. BRD 212
2. USA 171
3. Ungarn 170
4. Sowjetunion 169
5. Ruménien 161
6. Vietnam 148
7. Niederlande 143
8. CSSR 142
9. Bulgarien 137

10. Frankreich 123

11. GroBbritannien 121

12. DDR 117

13. Finnland 103

14. Kanada 102

15. Polen 101

16. Israel 97

17. Griechenland 96

18. Jugoslawien 89

19. Australien 86

20. Brasilien 77

21. Schweden 47

22. Usterreich 45

23. Spanien 37

24. Kuba 36

25. Marokko 32

26. Belgien 31

27. Tunesien 26

28. Kolumbien 21

29. Luxemburg 13

30. Algerien 6

31. Kuweit 4

32

. Italien 2

in der Kirche Saint Severin, Siegerehrung im

groBen Amphitheater der Sorbonne.

B. Schmutzler erhielt fir die besonders ele-

gante Losung dieser Aufgabe von der Jury

in Paris als einziger -IMO-Teilnehmer eine

Anerkennung. v

Da a, b und ¢ Seitenlingen eines Dreiecks

sind, gelten die Dreiecksungleichungen

a+b—c>0,b+c—a>0,a+c—-b>0.

Wegen (a—c)? >0 gilt damit
(@+b—-c)la—b+c)a—c)*=0

m a*—c* +2a%bc + 2ab*c — 4abc?
+2ac® +2bc® —2a%c — 2b%c? —a?b?
=0.

Analog erhilt man durch zyklisches Vertau-

schen der Variablen g, b und ¢ aus
(b+c—a)(b—c+a)(b—a)*20

und  (c+a—b)(c—a+b)(c—b)*=0

die Ungleichungen

2 b* —a* +2b%ca+2bc’a — 4bca®
+2ba® +2ca®—2b%a—c*a? - b2c?
20

3) c*—b* +2c%ab+2ca’h —4cab?
+2¢b3 +2ab* — 2¢b — a*h? — c2a?
20

Durch Aufsummieren von (1), (2) und (3)

ergibt sich .

2a%b +2b3c 4+ 2ac> — 2a%b* —2b%c2 ~ 242?20

2a’b(a —b)+2b%c(b—c)+2ac*(c—a)20 / :2

@ a’bla—b)+b%c(b—c)+a*c(c—a)=20

w.z.b.w.

Da Ungleichheit in einer von (1), (2) und (3)

schon die Ungleichheit in (4) bewirkt, mu

bei Gleichheit in (4) auch in (1), (2) und (3)

Gleichheit gelten, d. h., es muB jeweils einer

der drei Faktoren Null betragen. Wegen der

strengen Ungleichheit in den Dreiecksunglei-

chungen muB also gelten

(@—cf =(b—a)*=(c—hy*=0und

damit a=b=c (>0).

Umgekehrt gilt offensichtlich fiir alle g, b und

¢ mit a=b=c in (4) Gleichheit.

Die beiden Klausuren a 4,5 Stunden

(6. 7. und 7. 7.) fanden in dem weltberiihmten

Lyceé Louis le Grand statt. (Es wurde

1563 gegriindet, feiert also in diesem Jahr

sein 400jahriges Bestehen. Bedeutende

Schiiler dieser Schule: Moliére, Voltaire,

Robespierre, La Fayette, Delacroix, Hugo,

Malesherbes, Rene Clair, Chirac, Becquerel,

Evariste Galois, Binet.)

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 11



Teilbarkeitsregeln
Teil 1

Allgemein bekannt sind die Regeln fir die
Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl durch 2, 3,
4,5, 6, 8,9 und 10. Schon weniger verbreitet
ist eine Regel fir die Teilbarkeit durch 11
(Priifen der alternierenden Quersumme, der
sogenannten Querdifferenz). Auffillig ist, daB
im Unterricht keine Regel fir die Teilbarkeit
durch 7 gelehrt wird. Daraus wird zuweilen
der falsche SchluB gezogen, fir die 7 gibe es
keine Teilbarkeitsregel. Es 1Bt sich jedoch fiir
jede beliebige natiirliche Zah! eine Teilbar-
keitsregél herleiten. Dabei kann man sich auf
Teiler beschrinken, die auf die Ziffern 1, 3, 7
und 9 enden, da alle anderen Teiler zumin-
dest durch 2 oder S teilbar sind ; nach Division
durch die entsprechenden Potenzen von 2
und 5 konnen sie auf Teiler zuriickgefiihrt
werden, die auf 1, 3, 7 oder 9 enden. Denn die
Untersuchung einer natiirlichen Zahl z auf
ihre Teilbarkeit durch te N ist gleichbedeu-
tend mit der Priifung der Teilbarkeit von z
durch alle Primzahlpotenzen, die in der Prim-
zahlzerlegung von ¢ aultreten. ]
Will man also priifen, ob eine Zahl ze N bei-
spielsweise durch t=65=5" 13 teilbar ist, so
priilt man zunachst ihre Teilbarkeit durch 5
nach der bekannten Regel; danach muB dann
die Teilbarkeit durch 13 untersucht werden.
Wir betrachten, daB dieser SchluB nur fir
zueinander teilerfremde Faktoren gilt; an der
Teilbarkeit von z durch 4 und 6 folgt nicht die
Teilbarkeit von ¢ durch 4+ 6=24.

Im [olgenden wollen wir Teilbarkeitsregeln
fur auf 1, 3, 7 und 9 endende Teiler t €N her-
leiten und erldutern, wie die Teilbarkeit ge-
priift werden kann. Es handelt sich um ein
Verlahren mit sogenannten Hilfszahlen. Al-
lerdings sind diese Regeln fiir grofere Teiler
unhandlich, so dal3 es oft einfacher ist, die
Teilbarkeit direkt durch Division zu priifen.
Dennoch bringt dieses Verfahren Vorteile.
Wir wollen das zunichst an der Teilbarkeits-
regel fiir die 7 erldutern. Sie lautet: Eine Zahl
z=10 A+EmitAcNund EeNund0<E<9
ist genau dann durch 7 teilbar, wenn es auch
die Differenz D=A - 2E ist. —2 ist in diesem
Fall die sogenannte Hilfszahl F. Mit der
Differenz D 146t sich die gleiche Untersu-
chung wiederholen und so fort.

Beispiel: Wir priifen, ob 2471 durch 7 teilbar
ist. Es ist A=247 und E =1, die Hilfszahl ist
F= =2, (Wie sie hergeleitet wird, zeigen wir

12 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

weiter unten.) Zu priifen ist also D;=247
—2-1=245. Fiir D, =245 wird A'=24 und
E'=5;zupriifen wirenun D, =24 -2-5=14.
Da 14 offensichtlich durch 7 teilbar ist, ist es
auch 2471.

Fiir das Priifverfahren mit Hilfszahlen emp-
fiehlt sich folgendes Schema:

247 | 1 F-E
-2 (-2)-1=-2
2415
-10 (=2)-5=-=10
14  istdurch 7 teilbar,
also auch 2471.

In der Tat ist 2471 :7=353.
Gegenbeispiel : Ist z=558 durch t=7 teilbar?

55|8 .
—-16 _ (-2)-8=-16
39 ist nicht durch 7 teilbar,

‘demnach auch nicht 558,
was leicht nachzupriifen ist.
Ein weiteres Beispiel:
Ist z=235683 durch 7 teilbar?

23568|3 FE
-6 (—=2):3=-6
23562
-4 (-2)-2=-4
235]|2
-4, (-2)-2=-4
231t
-2 (-2)-1=-=2
21
ist durch 7 teilbar, also auch
z=235683.

-Wir verallgemeinern das im Beispiel Gezeigte

und formulieren den
Satz 1: Eine natiirliche Zahl z=10A4+E mit
AeN; EeN;0<EZ9 ist genau dann durch
teN mit t=10a+e (aeN); (eeN) (0£e=9)
teilbar, wenn ¢ auch D=4+ F - E teilt, wobei
F €G die sogenannte Hilfszahl ist.
Fiir den Bewecis dieses Satzes wollen wir
Satz 2 benutzen, den wir zuvor beweisen.
Satz 2: Zu vorgegebenem Teiler t=10a+e
(ac N) mit der Endziffer e=1 bzw. 3 bzw. 7
bzw. 9 14Bt sich stets mindestens eine ganze
Zahl F so angeben, daB 10F—1 durch ¢
teilbar ist, d. h. daB gilt (10F —1)=(10a +e¢)s
mit seG. (0]
Beweis: Wir miissen also die Bestimmbarkeit
von FeG aus (1) [ir alle ¢ zeigen, die auf 1, 3,
7 oder 9 enden.
a) Fall 1: Iste=1, also t=10a + 1. Wihlt man
nun s= — 1 und setzt in (i) ein, so kann F in
Abhingigkeit von a bestimmt werden. Wir er-
halten

IOF ~1=(10a+1)(—~1)

10F—1=-10a-1

F=-a.

Wir wollen dieses F — bezogen auf die End-
ziffer 1 des Teilers F(1)= —a nennen.
b) Fali 2: Ist e=3, also t=10a+3, so kommt
man z. B. fir s=3 zum Ziel, denn wir er-

halten aps (1)
10F —1=(10a+3)- 3
10F -1=30a+9

und schlieBlich nach F aufgeldst
F=3a+1;also F(3)=3a+1.
c) Fall 3: Ist e=7, also t=10a+7, so setzen
wir s= —3 und erhalten aus (1)
10F —1=(10a+7)(-3),
es folgt
F(Ny)=-3a-2=-(3a+2).
d) Fall 4: Ist schlieBlich e=9, also t=10a+9,
so wihlt man s=1 und erhalt aus (1)
10F —1=(10a+9)- 1,
es folgt
"~ F@Q)=a+1l.

Damit ist gezeigt, daB es fiir jedes ¢, das auf
die genannten Zahlen (1, 3, 7, 9) endet, ein
solches FeG gibt. Hitten wir fir t=10a+1
in (1) fiir s=9 gesetzt, hitten wir F=9+1
erhalten; also wohl ein anderes F, aber im-
merhin ein FeG. Daraus kénnen wir spiter
den SchluB ziehen, daB es fiir jeden Teiler ¢
unendlich viele (meist jedoch unhandliche)
Teilbarkeitsregeln gibt.

* Wir beweisen jetzt den Satz 1. Wir haben zu

zeigen:

Wenn ¢= 10a + ¢ die natiirliche Zahl z= 104
+ E teilt, so teilt t auch D=A+F-E; und
umgekehrt, wenn ¢ die Zahl D teilt, so teilt ¢
auch z.

a) Es gelte zuniichst: ¢ teilt z, also 104 + E=¢r
mit reG. Nach Multiplikation mit FeG er-
hilt man

10AF + EF =trF
A+EF=trF—10AF+A
A+EF =trF—A(10F—1)

+A—10AF

Nach Satz 1 kann nun fir jedes t=10a+e
mit aeN und ¢{1, 3, 7, 9} ein FeG so be-
stimmt werden, daB 10F — L durch ¢ teilbar ist,
daB also gilt 10F — 1 =¢s mit 5€G.

Wir erhalten also

A+EF=trF—Ats

A+EF=1(rF— As).

Da die rechte Seite der Gleichung durch
teilbar ist, muB auch A+EF=D durch ¢
teilbar sein; also ¢ teilt D=A+E-F.

b) Umgekehrt gelte ¢ teilt D, also A+ EF=tq
mit geG.

Nach Multiplikation mit 10 erhdlt man

104 +10EF =10tq +E—-10EF
10A+E=10tq— 10EF +E
104+ E=10tq— E(10F —1)

wieder gilt 10F — 1 =ts (s€G),

und wir erhalten

10A + E=10tq— Ets=1t(10g — Es);

also ist 104 + E =z durch t teilbar, w.z. b. w.

Damit ist gezeigt, daB es fiir die Teiler
t=10a+e(@acN) ee{l, 3, 7, 9} geniigt, statt
der Teilbarkeit von z=104 + E die Teilbar-
keit von D= A+ FE zu untersuchen.

Satz 1 entnehmen wir, daB es [iir jedes ¢, das
auf 1, 3, 7 cder 9 endet, stets mindestens eine
Hilfszahl FeG gibt. Wir' wihlen jeweils die
betragsmiBig kleinste. Beim Beweis des Sat-
zes 2 haben wir diese F fir jede Endzlfer ¢



bereits ermittelt. Wir wollen die Hilfszahlen
mit F (e) bezeichnen und entnehmen

F(l)=—a

F(3)=3a+1
F()=-3a-2=-3a+2)
F)=a+]1,

wobei g die natiirliche Zahl aus t=10a+e¢
ist.

Zusammenfassung: Um zu priifen, ob eine
Zahl z=10A4 + E durch t=10a +¢ teilbar ist,
geniigt es, das jeweilige D(e)=A+E- F(e)
auf Teilbarkeit durch ¢ zu untersuchen.
Fiir die verschiedenen Endziflern von ¢ er-
halten wir:
D(1}=A—Ea
D3)=A+E(a+1)
D(7)=A-E(3a+2)
D9)=A+E(a+}). J. Portner (1)

(Der Beitrag wird in Heft 2/84 fortgesetzt.)

Eine Aufgabe aus J. P. Grusons
enthiillte Zaubereyen und Geheimnisse
der Arithmetik, Berlin 1800:

,.Es hat jemand seine Borse verloren, er weil3
nicht genau wie viel Geld eigentlich darin
gewesen, nur das weil} er, daB wenn er zwei
und zwei oder drei und drei, oder funfl und
fiinf und Stiick zusammenzihlte, daB ihm
immer eine iibrig blieb, zdhlte er aber sieben
und sieben, so blieb ihm nichts.™

Al A Ha nocke HamMCaHO HECKOJIBKO He-
HYJIEBBIX YHCEJI, KAXKA0E U3 KOTOPhIX PAaBHO
MNOJYyCyMMe OCTaJbHBEIX. CKOJIbKO YHCEN Ha-
n¥caHo?

A2 A There are seven girls and each day
some of them go for a walk. The same group
of girls may not go for a walk on more than
one day. For how many days can the girls go
for a walk?

43a Le reservoir d’essence de la voiture
de papa a une capacité de 32 1. Cette voiture
consomme 8 litres d’essence aux 100 kilo-
metres. Papa a fait le plein de son réservoir
avant de partir et nous avons fait un voyage
de 400 km. Combien reste-t-il d’essence dans
le réservoir, sachant que papa en a ajouté
14 1 en cours de route?

Wo die Mathematik auch in der Freizeit viel
Freude macht :

Bei der Griindung des alpha-Clubs der OS
Vitzenburg vor drei Jahren waren es nur
wenige Jungen und Midchen. Heute be-
suchen den alpha-Club etwa 30 Schiiler, die
aus allen sechs Ortsteilen des Einzugsbe-

reichs der Schule kommen. Sie gehen in die
5. bis 8. Klasse, treffen sich in ihren Alters-
stufen wochentlich. Der Club nimmt eifrig
am alpha-Wettbewerb teil (223 Losungen
wurden 1982/83 cingesandt). Drei Schiiler
erwarben in diesem Jahr das alpha-Abzeichen
in Gold. Initiator und Leiter des Clubs:
Mathematikfachlehrer K. Bauer.

Begeisterte Schachfreunde

Das Schachspiel ist seiner Bedeutung nach
eine duflerst interessante ErScheinung im kul-
turellen Leben der Menschheit. Einige AuBe-
rungen kompetenter Personlichkeiten sollen
dies unterstreichen. So nannte Jean-Jacques
Rousseau das Schach eine feine Kunst, einen
wundervollen Kampf. . . —, Das Schachspiel
ist ein Probierstein des Gehirns*, sagte Jo-
hann Wolfgang von Goethe. — Wiadimir lljitsch
Lenin bezeichnete Schach als Gymnastik des
Geistes. — Der sowjetische Ex-Schachweltmei-
ster Boris Spasski bekannte einmal: ,,Michs
begeistert am Schach das Unbekannte, der
unerschopfliche Reichtum an Moglichkeiten,
der schopferische ProzeB, der die Schach-
kunst begleitet. Es ist schwierig, im Schach
irgend etwas Bestimmtes hervorzuheben, weil
Schach gleichzeitig Vielfalt bedeutet.*

In unserem heutigen Problem ist auch von
einem begeisterten Schachfreund die Rede.

Aufgabe

Ein Moskauer Friseur und leidenschaftlicher
Schachfreund befestigte an seinem Geschift
folgendes Schild:
,Ermdpigte Preise  fiir Schachspieler ! Rasieren
fiir Spieler der Leistungsklasse 2 kostet 38 Ko-
peken, fiir Spieler der Leistungsklasse !
34 Kopeken, fiir Meisteranwdrter 26 Kopceken!
Fiir Schachmeister unentgeltlich I
Am ersten Tag kamen 20 Kunden, die
Schachspieler waren, bei einer Einnahme von
nur 146 Kopeken.
Wie viele Schachspieler jeder Spielstirke wur-
den rasiert?

Mitgeteilt von H. Riidiger, Griinheide

Eine harte Nuf§

Ermittle alle Paare (x, y) ganzer Zahlen x
und y, welche der Gleichung

2 x+l/5=]/§
geniigen!
Hinweis: Sicher werdet ihr die Paare (0,16)
und (8,0) schnell als Losungen erkennen.
Entscheidend aber ist, daB ihr alle Lésungs-
paare findet und die Vollstindigkeit der L&-
sungsmenge auch nachweist.

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik der

Karl-Marx-Universitdt Leipzig
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In freien Stunden - alpha-heiter

Ailgentraining

Unter den von | bis 9 bezeichneten Figuren gibt es
eine, die nach den Regeln der Logik nicht hineinge-

-hort. Welche ist das?
Aus: Fiiles, Budapest

7 8
S
Kryptarithmetik

Setze fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern ein!

LEONHARD RIND
—12325551 PFERD
EULER +ZI1EGE
Schiiler Andreas Suchanow, TIERE
Neubrandenburg Schiilerin Claudia Méller,
Rudolstads
Permutationsritsel

Gesucht sind 16 mathematische Begriffe, die waage-
recht in die Rétselfigur einzutragen sind. Ihr findet sie,
indem ihr die folgenden Begriffe permutiert (ihr k6nnt
ja zunidchst einmal versuchen, ohne Zuhilfenahme der
unten angegebenen Begriffsumschreibungen sinnvolle
mathematische Begriffe durch Permutation zu fin-
den!): .

1. Keksriegel, 2. Tanklader, 3. Leitgarn, 4. Eiskran,
5. Leiter, 6. Ledig, 7. Elba, 8. Ilm, 9. Dom, 10. Reis,
11. Katen, 12. Rennen, 13. Leitung, 14. Helmdorf,
15. Steingold, 16. Korbsiegen.

14 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Begriffsumschreibungen: 1. konvexer Korper, 2. mit
Mehrfarbenproblemen zusammenhédngender Begriff,
3. Grundbegriff der Analysis, 4. bei Dreiecken auf-
tretender Kreis, 5. zahlentheoretischer Begriff, 6. Be-
standteil eines Polynoms, 7. norwegischer Mathe-
matiker (1802 bis 1829), 8. mathematisches Grenz-
wertsymbol, 9. Kurzzeichen fiir ,,modulo*, 10. deut-
scher Rechenmeister (um 1492 bis 1559), 11. Polyeder-
teil, 12. Teil eines Bruches, 13. Zerlegung geometri-
scher Objekte, 14. schwedischer Mathematiker (1866
bis 1927), 15. Mitbegriinder der . algorithmischen
Sprachen, 16. Teil der Kreisperipherie.

Dr. R. Mildner, KMU Leipzig

Testament aus Island

Ein Mann hatte in seinem Testament bestimmt, daB
seine Frau die Hilfte, seine Kinder !/; und sein Bruder
1/,2 seines Vermogens erben sollten. Den Rest von
1200 Kronen stiftete er einem Altenheim. Wieviel
Geld hatte er besessen?

Aus einem isldndischen Lehrbuch (KlI.6)




Zahlenpyramide

Man schreite von der Zahl | (an der Spitze der
Pyramide) so abwirts, daB man immer eines der
beiden Quadrate in der darunterliegenden Reihe be-
tritt, welches das Quadrat beriihrt, in dem man ver-
weilt.

Die Summe der Zahlen der dabei betretenen Quadrate
soll moglichst groB werden.

Aus: Urania,
Berlin/Leipzig

l

[TeTsT3[Te]

8
5]3
4]s][2]9]8]3

1
(36 a]s]7]s]4]s]

9[4[2]|1])3]|6]|5{7]|8

TeTels o[ [e[s[+ 5

Aufmerksame Schiilerin

Beide Bilder — Original und Spiegelbild — weichen in
einem wesentlichen Detail voneinander ab. Wo?

Mit Schere und Kopfchen

Schneide ein 2-mal-5-Rechteck so in 3 Teile, daB diese
zu einem Quadrat wieder zusammengesetzt werden

konnen! v
Aus ,,The Mathematics Calendar, 83

Carleton University, Ottawa/Kanada

Eine hungrige Ziege

Ein schwieriges Problem: Am Rand einer kreisférmi-
gen Wiese ist an einem Pflock eine Ziege angebunden.
Wie lang muB der Strick sein, damit sie die Halfte der
Wiesenfliche abfressen kann? (Die Linge zwischen
Halsband und Maul der Ziege bleibt unberiick-
sichtigt.) (Losung siehe Heft 2/84.)

Aus einer australischen Zeitschrift

Irrgarten

Suche den Weg durch die in englischer Sprache ge-
zeichneten Wochentage von links oben nach rechts

unten! Aus: Fiiles, Budapest

»Der Trick mit dem Spickzettel auf dem Pullover ist
Klasse!*
Aus: Wochenpost, Berlin, Theo Immisch
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Klaus-Peter berichtet
aus seinem
Mathematikzirkel

Teil 1 Friulein Steinmann
macht uns neugierig

Sie ist schon Klasse, unser Friulein Stein-
mann, die Leiterin unseres Mathematikzir-
kels. Sie knackt nicht nur spielend die hér-
testen Olympiadeniisse, sondern sie denkt
sich auch selbst viele lustige Knobelaufgaben
fir uns aus. In der vergangenen Woche hat
sic uns bewiesen, daB es keine allergréfte
Primzahl gibt; d. h., es muB unendlich viele
solcher Zahlen geben, obwohl Primzahlen
immer diinner gesdt sind, je weiter wir die
Folge der natiirlichen Zahlen ablaufen. Und
wir neun Zirkelteilnehmer haben alles ver-
standen, obwohl Frédulein Steinmann noch
gar keine richtige Lehrerin ist, sondern eine
Studentin im [inften Semester (jedes ,Stu-
dentenschuljahr besteht aus zwei Seme-
stern, da kann man sich ausrechnen, daB
Friulein Steinmann noch allerhand lernen
muB - dabei kann sie schon [ast alles).

An unserem letzten Zirkelnachmittag stellte
uns Friulein Steinmann eine ganze Menge
Fragen, weil sie uns — wie so oft — neugierig
machen wollte. Sie fragte uns, ob wir gern im
Lotto gewinnen wiirden. Wenn man alle
Moglichkeiten, einen Tipschein auszufiillen,
nutzen wiirde, so wire doch sicher ein
Fiinfer dabei, dazu kdmen noch Werer und
Dreier. Ob sich das Geschift lohnt?

Wir wollten natiirlich gern Bescheid wissen,
doch Friulein Steinmann stellte bereits die

nichste Frage: ,Wieso kommt man eigent-

“lich beim Morsealphabet mit zwei Zeichen
aus, obwohl es doch so viele Worter — noch
dazu in verschiedenartigen Sprachen — gibt 7
Das hitten wir auch gern gewuBt, doch
Friulein Steinmann warf bereits das nichste
Problem auf, sie meinte: ,,Wenn ich euch
neun nicht so gut kennen wiirde, hitte ich
groBe Schwierigkeiten, denn ihr setzt euch an
jedem Zirkelnachmittag in einer anderen An-
ordnung an unseren groBen Tisch. Wir haben
20 Zirkelnachmittage im Jahr. Ob ihr wohl
alle Sitzordnungen durchprobiert hittet, bis
ihr in der 10. Klasse seid 7
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Diese schien uns eine leichte Frage zu sein,
und wir wollten schon mit dem Vertauschen
unserer Pldtze beginnen, doch Friulein Stein-
mann meinte, die Unruhe wiirde zu groB, und
wenn wir nicht systematisch vorgingen, wiir-
den wir das Problem nie 1&sen.

Also blieben wir sitzen und gingen systema-
tisch vor:

(AN (8 (N (D)

D

W& b
Angenommen, wir wiren nur zwei Zirkel-
teilnehmer, ndmlich A und B, dann gibe es
nur die beiden Anordnungen AB und BA.
»Jetzt seid ihr drei”, meinte Fraulein Stein-
mann. Es dauverte etwas linger, doch dann
hatten wir die sechs Moglichkeiten gefunden.
Dabei ist es gleichgiiltig, ob die drei Kinder
an einem Tisch oder auf einer langen Bank
sitzen. Die Anordnungen lauten:
ABC ACB BAC BCA CAB CBA
Bei vier Zirkelteilnehmem wurde es schon
schwieriger. Es gab ein reiches Angebot an
Losungen. Kerstin hatte 18 Mdglichkeiten ge-
funden, Corinna 17, Gunter 20 und Oliver
sogar 23.
»Ihr miiBt systematisch vorgehen®, wieder-
holte Friulein Steinmann. In diesem Mo-
ment hatte Gunter eine Idee: )
,»Yon den vier Schiilern A, B, Cund D kann je-
der so oft auf Platz 1 sitzen, wie die anderen
drei ihre Plitze vertauschen konnen. Wir wis-
sen aber schon, daB es fiir drei Personen
6 Moglichkeiten der Anordnung gibt. Also

gibt es [iir vier Schiiler 4- 6 =24 Anordnungs-.

moglichkeiten.* -

Und Oliver ergidnzte: ,,Und dabei tritt keine
Anordnung mehr als einmal auf und keine
wird vergessen.*

Friulein Steinmann lichelte: ,Ihr habt das
Problem so gut wie gelost.* ’

So ganz sicher waren wir uns noch nicht, doch
daB es bei 5 Schiilern genau 5 - 24 =120 Sitz-
anordnungen geben muB, leuchtete uns
schnell ein, denn jeder der finl Schiiler blieb
so oft auf dem ersten Platz sitzen, wie die
anderen vier ihre Plitze tauschen konnten,
und das waren ja 24 Maoglichkeiten. Und bei
neun Schiilern? Das war eine kiihne Frage!
Uta iiberlegte: ,Jeder der neun Schiiler kann
so oft an erster Stelle stehen, wie die anderen
ihre Pldtze vertauschen konnen, also neun
mal ...“ Jetzt merkten wir, daB uns ein
Zwischenergebnis fehlte.

,,Schrittweise vorgehen*, machte uns Fraulein
Steinmann Mut.

Wir begannen von vorn. Dabei half uns
Fraulein Steinmann, indem sie sagte: ,,Rich-
tig Mathematik treiben kann man erst dann,
wenn man eine zweckmiBige Symbolik ge-
funden hat. Nennt einmal die Anzahl der An-
ordnungen von zwei Elementen P,, die von
drci Elementen P; und so fort, und schreibt
auf, was ihr schon wift !

Wir schrieben: P,=2, P3=3-P,=6,
Py=4-Py=24, Ps=5-P,=120.

Nun konnte es weitergehen: Pg ‘=‘6 - P5s=620,
P,=7-Ps=4340, Py;=8- P, =34720,
Py=9-Py=312480. .
,»,Geschafft”, jubelten wir.

Und da wir uns schnell iiberlegen konnten,
daB wir unser Friulein Steinmann hochstens
noch 100mal sehen wiirden, konnte sie sicher
nicht alle unsere Sitzordnungen bewun-
dern.

Unsere Zirkelleiterin [reute sich liber unseren
Eifer, sagte jedoch, daB nun ,die Mathema-
tik erst richtig losginge”. Sie ging an die
Tafel und schrieb: P,=

Wir wufBiten sofort, daB nun die Anzahl der
moglichen Sitzordnungen von n Schiilern, al-
so einer beliebigen Anzahl von Schiilern,
gesucht war.

Frank erginzte: P,=n-P,_,

Doch bei der Begriindung muBten wir ihm
helfen: Von den n Personen kann jede so oft
an erster Stelle sitzen, wie die anderen ihre
Anordnung verindern kdnnen, und das ist
gerade P,_;mal der Fall.

Wir waren stolz, eine Formel gefunden zu
haben, doch Fréulein Steinmann schmun-
zelte: ,,Und wieviel voneinander verschie-
dene Anordnungen kann man in einer Schul-
klasse mit 25 Schiilern finden 7 .

Wir schrieben es auf: P;5=25- Py,

Doch damit waren wir am Ende unseres
Lateins.

Natiirlich konnen wir uns schrittweise ,,Z wi-
schenergebnisse.’ verschaffen, doch dieses
stindige Zuriickgreifen scheint uns eine sehr
umstindliche Methode zu sein.

Oliver fiel beim Betrachten des Tafelbildes
aul, daB man die Anordnungszahlen ja auch
noch anders schreiben konne:
Py=3-P;=3-2

P,=4-P,=4-3-2

Ps=5-Py=5-4-3-2
Ps=6-Ps=6:5-4-3-2

Frédulein Steinmann lobte den pfiffigen Oliver,
und da wulBiten wir, daB er eine gute Idee
gehabt hatte.

Eigentlich war uns allen klar, da8 es so weiter-
gehen miisse, und Friulein Steinmann be-
stdtigte unsere Vermutung.
Py=7-Ps=7-6-5-4-3-2
Pg=8-P,=8:7-6-5-4-3-2

Dann wurde es schwierig: P,=n-P,_y= ?
Py=9-Pg=9-8-7-6-5-4-3-2.

Das erste Problem bestand darin, die ent-
deckte GesetzmiBigkeit zu formulieren. Friu-
lein Steinmann erkldrte uns, daB man durch
die Schreibweise P,=n-(n—1)-...-3-2 un-
miBverstindlich ausdriicken wiirde, daB das-
Produkt aller natiirlichen Zahlen von 2 bis n
gebildet werden soll.

Das zweite Problem war ernsterer Natur.
Woher wuBten wir eigentlich, daB unsere fiir
die (ersten acht) natiirlichen Zahlen von 2
bis 9 gefundene GesetzmiBigkeit fiir jede be-
liebige natiirliche Zahl gilt, also z. B. auch fiir



eine Million ? Kerstin und Utta meinten, dies
sei doch ganz%lar, das Bilden der Gleichun-
gen fiir Pyo, P11, P12, P13, ... lieBe sich ja auf
die- gleiche Weise fortsetzen. Es gidbe auch
keinen Grund, daB dies einmal nicht moglich-
wire. Ganz wohl war uns bei der Sache aber
doch nicht. Wieder griff Friulein Steinmann
helfend ein:
Man darf niemals aus der Untersuchung von
nur einigen Beispielen aul eine allgemeine
GesetzmapBigkeit schlieBen. In unserem Falle
allerdings ist
P,=n-(n—-1)-...-3-2
tatsdchlich fur alle natiirlichen Zahlen eine
wahre Aussage. Nur bewiesen hitten wir
dies eben noch nicht.
Nun baten wir Fraulein Steinmann, uns doch
den Beweis zu verraten, doch sie lichelte nur
und vertrostete uns aul spiter. Doch ich bin
mir ganz sicher, sie wiirde den Beweis schon
schaffen, nur wir sind wahrscheinlich noch
ein biBchen zu klein. ,,Wenn in all unseren
Gleichungen noch der Faktor 1 stiinde, wiir-
den sie noch schéner aussehen“, meinte
Frank. Wir bestitigten dies. Unser Friulein
Steinmann hatte uns schon oft gezeigt, daf3
Mathematik und Schonheit durchaus mit-
einander zu vereinbaren sind.
»Fir den Ausdruck n-(n—1)-...-3-2-1
schreibt man kurz n! und sagt dazu ,n Fa-
kultdt’, also konnen wir auch P,=n! ange-
ben®, erklirte uns Frdulein Steinmann und
forderte uns aul, solche Fakultiten zu be-
rechnen:
41=24, 9!=312480,
15!'=1307674 3638000
Nun durften wir noch etwas aufschreiben,
was man lernen kann, aber nicht zu ver-
stehen braucht, z. B., daB jede solche Anord-
nung ,,Permutation* hei3t.
Also gibt es n! Permutationen von n Ele-
menten.

Friulein Steinmann meinte, das Lotto-Pro-
blem und das Morse-Problem wiirden wir
erst in den nichsten Zirkelnachmittagen
16sen konnen, doch sie wolle uns noch eine
Aufgabe zum Knobeln geben:

Bei der Friedensfahrt haben sich sieben Fah-
rer vomn Feld abgesetzt und sind nicht mehr
einzuholen. Unter ihnen befinden sich zwei
Fahrer aus der DDR. Wieviel voneinander
verschiedene Mdglichkeiten des Einlaufs auf
den ersten sieben Plétzen gibt es? Bei wieviel
dieser Einldufe steht mindestens ein, héch-
stens ein bzw. genau ein Fahrer aus der DDR
auf dem Siegertreppchen fir die ersten drei?
Aul dem Heimweg diskutierten wir noch
lange iiber Permutationen und Fakultiiten,
und alle freuten sich schon ein biBchen auf
den nichsten Zirkel, die einen auf die Losung
des Lotto-Problems, die anderen auf die
Losung des Morse-Problems und die meisten
aul Friulein Steinmann.

P. Géthner

Der
2 X2 X2-Wiirfel

Drehung. Analoges gilt fiir die Drehung der
anderen Flichen, wobei jeweils der grofSle
Anfangsbuchstabe der Lage der Flache ver-
wendet wird (Bild 1).

o

Bild 1 v

»Der gewoShnliche Zauberwiirfel mit seinen
drei Segmenten lings jeder Kante ist die
natiirlichste Form dieser Sorte von Puzzles,
da jedem Bestandteil des Wiirfels, d. h. den
Ecken, Kanten und Flichen, jeweils ein Seg-
ment entspricht.“ So Erné Rubik bei seinem
Besuch in Berlin im Juni 1983. Dieser ,,Natiir-
lichkeit* ist gewiB auch ein Anteil am welt-
weiten Erfolg des Zauberwiirfels zuzuschrei-
ben. Dennoch: es war der — mechanisch aller-
dings schwieriger zu realisierende - kleinere
Bruder des Zauberwiirfels, der 2 x 2 x 2-Wiir-
fel (kurz: der 23; vgl. Bild 1), an dem Rubik
die Idee seines Puzzles zuerst durchdacht
hatte. Diesem wollen wir im vorliegenden
Beitrag unsere Aufmerksamkeit zuwenden.
Der 23 ist oflensichtlich ein Spezialfall des 33;
er besitzt nur 8 Eckensegmente (kurz: Ecken);
Kanten und Mitten fehlen. Beklebt bei euerm
Zauberwiirfel alle Teilflichen der Kanten und
Mitten mit Leukoplastquadraten, und ihr
habt einen 23! Wer den Zauberwiirfel ordnen
kann (und das werden die meisten Leser
sein), miiBte also auch sofort mit dem 2? zu-
rechtkommen.

Warum also ein ganzer Artikel iiber einen
Spezialfall von bereits allseits Bekanntem?
Erstens brauchen wir — gerade weil der 2° so
einfach zu 16sen ist — nicht viel Zeit zur Dar-
stellung eines Algorithmus, sondern kdnnen
einige mehr theoretische Probleme anspre-
chen, so z.B. den sogenannten Orientie-
rungssatz beweisen. Zweitens wollen wir
zeigen, daB alle drei in der DDR hergestellten
Puzzles, das Tetraeder (vgl. alpha 3/83), das
Oktaeder und der Stern, Spezialfille des 23
sind.

Ein Algorithmus

Zunichst brauchen wir einige Bezeichnungen.
Wir denken uns den Wiirfel ab jetzt stets so
gehalten, daB seine Flichen vorn, hinten,
oben, unten, rechts und links liegen. Diese
Lagebezeichnung ersetzt die Farben. Die
Ziige notieren wir (dem internationalen Ge-
brauch folgend) folgendermaBen: fir eine
Drehung der rechten Fliche um 90° im Uhr-

.zeigersinn (bei Blickrichtung auf die Flache)

schreiben wir R. R’ bedeutet Drehung um 90°
entgegen dem Uhrzeigersinn, R? eine 180°-

4 R

Eine Folge von Ziigen, auch ProzeB genannt,
wird von links nach rechts abgearbeitet. RO’
bedeutet also, erst R, dann O’ ausfiihren. Die
Umkehrung einer Zugfolge ergibt sich durch
Ausfithren der entgegengesetzten Drehungen
in umgekehrter Reihenfolge.

Also z. B. (RO'Y=0R..

Da es beim 2° keine Mittensegmente zur
Festlegung der Farbe einer Fliche gibt, kén-
nen wir eine beliebige Ecke, etwa die hinten
links unten liegende, als bereits geordnet an-
sehen. Sie bestimmt dann zusammen mit den
anderen Eckensegmenten eindeutig die her-
zustellende Farbung.

Bequem ist etagenweises Sortieren:

1. Die untere Etage

Die restlichen drei Ecken (eine ist ja bereits
per definitionem geordnet) werden mit den in
Bild 2 angegebenen Varianten des Prozesses
Z=0RO'R’ einsortiert. Die Potenzschreib-
weise Z* bei Bild 2¢ bedeutet dreifache An-
wendung von Z.

Bild 2a

Z=0ORO'R’
Bild 2b

Z =ROR'0Y
Bild 2¢

Z*=(ORO'RY
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2. Die obere Etage

a) Positionierung: Zunichst bringen wir alle
vier Ecken an ihre Plitze. Der Platz einer
Ecke ist eindeutig durch ihre beiden nicht in
die obere Fliche gehorigen Farbaufkleber be-
stimmt. Es kommt hierbei noch nicht auf die
sogenannte Orientierung der Ecken an, d. h.
darauf, daB die Lage der Teilflichen bereits
richtig ist.
Bild 3a

Bild 3b

Bild 3 zeigt die drei moglichen Orientierun-
gen einer sich am richtigen Platz (vorn oben

rechts) befindlichen Ecke. Niitzliche Prozesse .

zur Positionierung sind folgende (die Pikto-
gramme zeigen schematisch die obere Etage
in Draufsicht; hinter den Prozessen in Klam-
mern die Zahl der Ziige). (Bild 4)

p Bild 4

r
=0OVROR'O'V'(7)
14
!
r :
=V'OVR'VRV'O' (8)
4
r
=O02VR'VRV'O'V (8)
4
r
=R'O'R'VRORVRO'R'V’
4

b) Orientierung: Die nun am richtigen Platz
befindlichen Ecken werden mit Hilfe-der fol-

genden Prozesse orientiert (i in den Pikto-

grammen bedeuten Drehung um i% ent-
sprechend Bild 3).
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Dieser Algorithmus-ist noch weitgehend ver-
besserungsfihig. Rechnungen auf modernen
GroBcomputern (darunter der z. Z. schnell-
ste Rechner CRAY-1) haben ergeben, daB
sich jede Stellung des 2® mit maximal
11 Ziigen ordnen 148t (1 Zug=Drehung einer
Fliche um +90° oder 180°). Definieren wir
als Abstand zweier Stellungen voneinander
die Minimalzahl von Ziigen, die von einer
Stellung zur anderen fiihrt. Die Tabelle zeigt
die mit Computern bestimmte Anzahl der
Stellungen N mit einem gegebenen Abstand n
vom Grundzustand und den Prozentsatz an
der Gesamtzahl N, von Stellungen.

Tabelle
Zahl der Stellungen mit gegebenem Abstand
vom Grundzustand

n N N/No (%)
0 1 -
1 9 -
2 54 -
3 321 0,01
4 1847 0,05
5 9992 0,27
6 50136 1,36
7 227536 6,19
8 870072 23,68
9 1887748 51,38
10 623800 16,98
11 2644 0,07
No=3674160

Ein Beispiel fur eine der 2644 Stellungen mit
Abstand 11 ist VOVOVR2VR'VR 202,

Der Orientierungssatz

Sicher habt ihr bereits bemerkt, daB nicht
jeder beliebige denkbare Orientierungszu-
stand durch regulire Ziige erreichbar ist.
Beispielsweise ist es unmoglich, nur genau
eine Ecke um % zu verdrehen. Delinieren wir
als Gesamtdrehung die Summe der Drehun-

gen aller 8 Ecken (0, +%, —%), so klart der

folgende Satz die Lage: ein Orientierungs-
zustand ist genau dann aus dem Grundzu-
stand erreichbar, wenn seine Gesamtdrehung
ganzzahlig ist. Zuerst zeigen wir, daB jede
aus dem Grundzustand erreichbare Stellung
eine ganzzahlige Gesamtdrehung hat. Dazu
verallgemeinern wir den Begrifl der Orien-
tierung einer Ecke auf den Fall, daB diese
sich nicht an ihrem Heimatplatz befindet, in
folgender Weise: Wir denken uns die obere
und die untere Fliche des Wiirfels schwarz,
die anderen Flichen weiB eingefdrbt. Die
gleiche Firbung denken wir uns [est im Raum
angeordnet. Fiir jede Ecke 1iBt sich nun an
ihrem jeweiligen Platz eine Orientierung zu-
ordnen, indem die Lage ihrer schwarzen Teil-
fliche mit der im Raum festen schwarzen

Fliche des Wiirfels verglichen wird. D. h., fir
die in der oberen Etage befindlichen Ecken
ist die obere Fliche des Wiirfels Vergleichs-
fdche, fir die Ecken der unteren Etage die
untere Wiirfelfliche. Fiir die vorn oben rechts
befindliche Ecke ist dieser Vergleich in Bild 3
gezeigt. (Vergleichsflache gestrichelt)

T (Bild 5)
.
=(VL'U2LV'O%)? (12)
-
+
r
—O2R'O?ROR'OR (8)
+ v o+
r
=V(ROR'O")?V" (10)

+ v o+

Was passiert nun mit der Gesamtdrehung,
wenn wir die einzelnen Ziige auf den Grund-
zustand anwenden? O und U &ndern offen-
sichtlich keine Orientierung, da alle schwar-
zen Teilflichen der Ecken oben oder unten
bleiben. Das gleiche gilt fur die 180°-Drehun-
gen R%, L2, V2 und H2. Stellvertretend fir
eine der vier verbleibenden 90°-Drehungen
stellen wir die Wirkung des Zuges R fest
(Bild 6).

Bild 6a Bild 6b

Betrachten wir z. B. die in Bild 6b (also nach
Ausfiithren von R) vorn oben rechts liegende
Ecke. Thre schwarze Teilflache liegt vorn. Sie

ist laut Definition links herum, also um —%,
gedreht. Eine analoge Betrachtung liefert fur
die anderen Ecken der rechten Flidche die in
Bild 6b durch + angegebenen Drehungen:
zwei Ecken sind links herum gedreht, zwei
andere rechts herum. Wir halten fest, da sich
die Gesamtdrehung nicht geandert hat. Das
gleiche gilt auch fir die Ziige L, V und H.
Jede aus dem Grundzustand mit einem Zug
erreichbare Stellung hat also die gleiche
Gesamtdrehung wie dieser, namlich Null.
Durch InduktionsschluB nach der Zahi der
Ziige folgt das gleiche fir jede erreichbare
Stellung. Bedenken wir noch, dafl die Gesamt-
drehung nur bis aul ganzzahlige Summanden
eindeutig definiert ist, da wir uns ja eine be-
liebige Anzehl unsichtbarer vollstindiger Dre-

hungen cinzelner Ecken <um %) zur Gesamt-



drehung hinzuaddiert denken konnen, so ha-
ben wir den ersten Teil des Satzes bewiesen.
Der Beweis der Umkehrung, daB also jeder
Zustand mit ganzzahliger Gesamtdrehung
erreichbar ist, 1iBt sich mit Hilfe der ange-
gebenen Prozesse leicht fiihren und sei euch
als Ubungsaufgabe gelassen.

Der Orientierungssatz 148t sich noch etwas
anders formulieren:

Es lassen sich 7 Ecken stets willkiirlich orien-
tieren, die Orientierung der 8. Ecke ist dann
eindeutig bestimmt.

Zahl der Stellungen

Denken wir uns eine Ecke als bereits geordnet
(dies konnen wir stets durch Drehen des
Wiirfels als Ganzes erreichen), so kénnen wir
die verbleibenden 7 Ecken noch auf 1-2-3
4-5-6-7=7T! Arten miteinander vertau-
schen. Fiir jede dieser Positionierungen lassen
sich noch die Orientierungen von 6 Ecken frei
verindern (Orientierungssatz!), was einen
Faktor 36 liefert. Insgesamt gibt es also
Ng=7!-3%=3674160

Stellungen.

Verwandte des 2°

Nun wollen wir uns den interessanten Ver-
wandtschaltsbeziechungen zwischen dem 23-
Wiirfel und den 3 neuen DDR-Puzzles zu-
wenden. Wir gehen vom 2? aus und ,dedu-
zieren* die anderen Puzzles.

Bild 7a zeigt eine unter dem Namen Dualitit
bekannte Verwandtschaft zwischen Wiirfel
und Oktaeder. Jedem Flichenmittelpunkt des
Wiirfels entspricht hierbei eine Ecke des
Oktaeders und umgekehrt. Die Kanten bei-
der Korper entsprcchen' einander. Nun
kommt der Trick: Wir iibertragen die Schnitt-
ebenen des 23-Zauberwiirfels auf das Oktae-
"der, welches damit auch magische Eigen-
schaften erhilt. Wie sollen wir das neue
Puzzle firben? Jede der 8 Flichen mit einer
Farbe zu belegen, ist uninteressant. Im Her-
stellerbetrieb, in Pfallschwende, hat man sich
entschlossen, die Firbung des 23-Wiirfels
direkt auf das Oktaeder zu iibertragen und in
die Ecken jeder Fliche einen kleinen runden
Farbtupler zu kileben. Das - strukturell mit
dem 23-Wiirfel vollkommen identische —
Puzzle wurde als Schliisselanhidnger ausge-
bildet (Preis: 12,50 M) und hat leider fiir
Handhabung unbequem kleine Abmessungen
(Kantenlange 3,3 cm).

Bild 7a

MPZAN

Das nichste Puzzle entsteht aus dem Okta-
eder, wenn wir, wie in Bild 7b gezeigt, auf
vier der acht Flichen kleine tetraederformige
Hiitchen aufsetzen: es ist das bereits in alpha
3/83 vorgestellte Tetraeder, wenn jede der vier
Flichen mit einér Farbe belegt wird. Ubri-
gens ist das Tetraeder-Puzzle so wie in Bild
7b gezeigt in einer wiirfelformigen Schachtel
verpackt.

Bild 7b

Bild 7¢

Nichts ist naheliegender, als auch noch die
restlichen vier Flichen mit Hiitchen zu ver-
sehen. Dann entsteht der in Bild 7¢ gezeigte
Stern (Preis: 15,— M). Er ist mit vier Farben in
folgender Weise belegt. Jede der vier Spitzen
des Tetraeders (d. h. die im vorigen Schritt
aufgesetzten vier Hiitchen) trdgt eine Farbe.
Jeweils die gleiche Farbe erhalten auch die
drei direkt benachbarten Teilflichen. Die
Férbungsvorschrift 148t sich noch etwas an-
ders formulieren: gegeben sei ein wie iiblich
mit vier Farben belegtes Tetraeder. Wir zau-
bern daraus gedanklich einen Stern, indem
wir die vier Flichenstiicke (Dreiecke) zu
Hiitchen herausziehen, wobei ihre Firbung
beibehalten wird.

Hieraus wird auch sofort klar, daB Stern und
Tetraeder strukturell identisch sind. Beide
haben 136080 Stellungen. Das Tetraeder ist
sicher das interessantere Puzzle, da es er-
stens — im Gegensatz zum Stern — seine Form
indert und zweitens seine Drehebenen sehr
geschickt verbirg:.

Faszinierend finde ich, daB trotz der Einsicht
der prinzipiellen Identitdt zum reinen Ecken-
problem des sattsam bekannten Zauber-
wiirfels sowohl der 22 als auch die drei DDR-
Puzzles bei der praktischen Losung ihre
eigenen Schwierigkeiten und Reize entwik-
keln.

W. Hintze

Losungen

Lasungen zu: Adam Ries

Al A Gesamtmenge=m also:

lm+—1—m+,17=m=1—1—m+17

7 4 28
17
ﬁm= 17
also m=28 1l

A2 A Die Betrige seien a und b!

also:

a+1l=b—1 folgta=b-2 (1)
b+1=2(a-1) folgtb=2a-3 (2)
mit (2) in (1):
a=2a—-3-2=2q-5;folgt a=5 Pf,

b=7Pf.

A3 a Dieeinzelnen Geldbetrige seien:

a, b, calso:

a+%(b+c)= 12ML;2a+b+c=24
b+%(a+c)= 1211;3b+a+c=136

c+3la+by=1211;4c+a+b=4

a+ b+ 4c= 48 a+3b+ ¢c=36
a+ 3b+ c= 36(subtrah.)2g+ b+ c=24

— 2b+ 3c= 12 folgt:
10b+ 2c= 96 23+6b+2c=T2
—10b+15¢= 60 23+ b+ c=24
—17¢=156 Sb+ c=48
' 156 . 60
=37 fl. entspr.: a—ﬁﬂ.
132
Lisung zu: b=15 0.
Begeisterte Schachfreunde

15 Schachmeister, 3 Meisteranwirter und
2 Schachspieler der Leistungsklasse 1 lieBen
sichrasieren. (Verstindlich, daBderschach-
begeisterte Friseur das Schild anderntags
wieder entfernte. 15 Schachmeister — das
konnte natiirlich nur einem Moskauer Friseur
passieren!)

Lésungen zu: Mathematik-Mosaik

ala a)DieSumme ist stets 10, also gehrt
an Stelle des Fragezeichens eine 1, denn
T+2+1=10.

b)(2+8):5=2 €)2-9-10:10=18
A2a a) Auller Nr.4 haben alle Figuren
eine Symmetrieachse.

b) Nr. 4 gehort nicht hinein.

c) Nr. 4 gehért nicht hinein.
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Ala Zwei Radien geben wir, die anderen
ergeben sich dann entsprechend;
6+2+7+6=21;7+6+6+2=21usw.
Ada 2+46-3+4-5+8=12;
9+8+1-3-5+2=12;
8—6—-1+7+9-5=12;
3-2-1+44+54+3=12;
7+9+8—-4-3-5=12.

! F+
+[+
b) 4t Y
7
2/
% 7, 7
// //+ 2
2 D037 |
iy
A+
acs kel M1GR 61
50 e 7 R | R
IR | 23 |y 0
| 5% 41 [y
2 | IR |42 e

A7a Figur3 muB an Stelle des Frage-
zeichens stehen.

A84a 6Katzen bilden das Gleichgewicht
mit dem Knaben.

Lésungen zu: Sprachecke

Ala An der Tafel stehen einige von Null
verschiedene Zahlen, wobei jede von ihnen
gleich der halben Summe der iibrigen ist.
Wieviel Zahlen wurden angeschrieben?

Lésung: Die Zahlen an der Tafel seien
as, as, ..., G, Mit =23
Es gilt dann
2al=az+ag+...+a,,
2a;=a,+a3+...+a, (‘)
2a,=a,+az+...+a,-; undsomit
2(a1+--- a)=(n—1)(a, +...+as) bzw.
(n—3) (@1 +.-. +an)=0.

Darausfolgt n=3 odera;, +... +a,=0.

Fir n>3 erhalten wir aus der Bedingung
a,+...+a,=0 und dem System (*) a,;=...
=a,=0, was der Aufgabenstellung wider-
spricht. Fiir n=3 hat das System (*) eine
Losung, in der die O nicht auftritt (z.B.

a; =az=a3=1).

a2a Es sind sieben Médchen, und jeden
Tag gehen einige von ihnen spazieren. Die
gleiche Gruppe Midchen darf nicht an mehr
als an einem Tage spazierengehen. An wieviel
Tagen konnen die Méddchen spazierengehen?

20 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Losung: () +G)+(3Q)+...+(D)=1271=2" -1
Die Middchen koénnen an 127 Tagen spazie-
rengehen.

A3a Der Benzintank in Vaters Wagen hat
ein Fassungsvermogen von 32,51 Dieser
Wagen verbraucht 81 Benzin auf 100 km.
Vater hat seinen Tank vor der Abfahrt voll
gefiillt, und wir haben eine Fahrt von
400 km unternommen. Wieviel Benzin ver-
bleibt im Tank, wenn man weiB, daB Vater
wihrend der Reise 14 | nachgefiillt hat?
400km-81
100 km

=321 Benzin verbraucht. Im Benzintank
sind dann noch 32,51-321+141=1451

Lsung: Aul der Fahrt wurden

Lésungen zu;

In freien Stunden - alpha-heiter
Augentraining

Figur 8 ist Spiegelbild der anderen.
Kryptarithmetik

12345678 — 12315551 =20127.
8395421685+ 43606 ="73686.

Permutationsriitsel

1. Kreiskegel, 2. Landkarte, 3. Integral, 4. An-
kreis, 5. Teiler, 6. Glied, 7. Abel, 8. 1lim, 9. mod,
10. Ries, 11. Kante, 12. Nenner, 13. Teilung,
14. Fredholm, 15. Goldstine, 16. Kreisbogen.
Riitselfigur (versteckte Begrifle)

Testament

L r 1, 6 4 11
2 31 12 12 12 12 12

= 1200 Kronen.

Sein Vermdgen betrug also 12 - 1200 Kronen
= 14400 Kronen.

Zahlenpyramide
14743+6+8+5+9+7+6+8=060.
Aufmerksame Schiilerin

Der Rock der Lehrerin ist aul dem oberen
Bild gestreift, unten kariert.

Mit Schere und Kopfchen
X
X 5-x

5
Hungrige Ziege Losung siche Heft 2/84.

Lisung zu:

Die historische Mathematikaufgabe —

In einem Wirtshause

Ala Bezeichnet m die Anzahl der Manner,
f die Anzahl der Frauen, so gilt m+f=21
und 5m+ 3f=81. Multipliziert man die erste
Gleichung mit 3 und subtrahiert danach
beide Gleichungen voneinander, so folgt
2m=18. Somit ist m=9, woraus sich f=12
ergibt.

A2aA (LOsungaus Eulers Volistdndiger An-
leitung zur Algebra)

Es sei die Zahl der Manner=p, der Frauen
=q, und der Kinder=r, so erhilt man die
zwei folgenden Gleichungen:

L p+ q+r=30,

IL 3p+29+r=>50, ]

aus welchen die drei Buchstaben p, g und r
in ganzen und positiven Zahlen bestimmt
werden sollen. Aus der ersten wird nun
r=230—p—gq, und deswegen muB p+-g kleiner
sein als 30..Dieser Wert in der zweiten fiir r
geschrieben, gibt 2p+¢+30=50, also g=20
—2p und p + g= 20— p, welches offenbar klei-
ner ist als 30. Nun kann man [ur p alle Zahlen
annehmen, die nicht groBer sind als 10,
woraus folgende Aufldsungen entstehen:
Zahl der Minner

p=0,1,2,3,4,56,7,8,9, 10;

Zahl der Frauen .

q=20, 18, 16, 14, 12,10, 8,6, 4, 2,0.

Zahl der Kinder

r=10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.
L4Bt man die ersten und letzten weg, so blei-
ben noch 9 Aufldsungen iibrig.

Ldsungen zu: Labyrinth-Probleme
Heft 5/83

Ala Bild 7: Tarry- und Trémaux-Weg fiir

das Labyrinth im Garten von Hampton

Court (Abbruch bei Erreichen des Ausgangs)
£

Bild 8: Tarry- und Trémaux-Wegim Irrgarten
von AltjeBnitz (Abbruch bei Erreichen des
Ausgangs)
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A2a Bild 7: a) Tarry-Weg um Labyrinth
des Gartens von Hampton Court bei ge-
schlossenem Ausgang. Der Punkt x wird zu-
letzt erreicht; hier ist also der Speck abzu-
legen. :

b) Trémaux-Weg im selben Labyrinth; er.
unterscheidet sich vom Tarry-Weg, der Speck
ist aber an der gleichen Stelle abzulegen.

¢) Bei offener AuBentiir wiirde die Maus das
Labyrinth verlassen, ohne den Speck gefun-
den zu haben.

43a a) Labyrinth im Garten von Hamp-
ton Court - Darstellung des Zusamrmenhangs
zwischen I und E.

Vereinfacht — Es gibt genau 2 Wanderrouten
von [ nach E der verlangten Art.

£
I ACB

b) Labyrinth von Bild 3 - Darstellung des Zu-
sammenhanges zwischen I und E.

A

Vereinfacht — Es gibt genau 8 - 2-2=32 Wan-
derrouten der verlangten Art von [ nach E.

2 &

1 1 6 ? 8 9 o 3

3 5

c) Irrgarten von AltjeBnitz — Darstellung des
Zusammenhangs zwischen I und E.

Sdlu'B »
€

—J

Vereinfacht — Anzahl der Wanderrouten der
verlangten Art:

—von I bis zur Kante 9—14:2-2-242=10.
Anzahl der moglichen Fortsetzungen bis E:
3-2=6.

— Von I bis zur Kante 17—16: (2-2-2+1)
=18 '

Anzahl der moglichen Fortsetzungen bis E:
2:2-2=8

Gesamtzahl der Wanderrouten der verlang-
ten Art von I nach E:
10-6+18-8=60+144=204.

Offener Schrirt im Beweis von Seite 73/75,
Heft 4/83:

Es sei Ko eine Kante, die nicht zweimal
durchlaufen wurde. Da der vorgegebene
Graph zusammenhingend ist, kann man von
einem Knotenpunkt aus, irf den diese Kante
miindet, den Startpunkt erreichen, indem man
eine endliche Folge K, K, ..., K, von Kan-
ten durchlduft.

In der Kantenlolge Ko, K4, K3, ..., K, be-
trachten wir nun die letzte Kante K;, die von
unserem Tarry-Weg nicht zweimal durchlau-
fen wurde. Da K, in den Startpunkt miindet,
ist i<n. Die Kante K;,; wurde von dem
Tarry-Weg zweimal durchlaufen, die in den
gleichen Knotenpunkt miindende Kante K
aber nicht.

Lésungen zu:
Aus der Geschichte der Langenmafe
Heft 6/83
AlA a)Baden:3Zoll=90cm
b) PreuBen: 3 Zoll=7,8 ¢cm
¢) Sachsen: 3 Zoll=7,2cm

A2a

a) Bayern: 25 Ellen=2075cm=20,75m
b)-PreuBen: 30 Ellen =2010 cm =20,10 m
c) Sachsen: 35Ellen=1995cm=19,95m
Ala .

a) Baden: 12FuB=360cm=3,60m

b) Bayern: 12FuB=348cm=348m

c) PreuBlen: 12 FuB=372cm=3,72m

d) Sachsen: 12 FuB=336cm=3,36m

A4a a)Baden: 49,80 m=83 Ellen
b) Bayern: 49,80 m =60 Ellen
ASA
a) 20 Ellen mindestens 1200 cm=12,00 m
b) 20 Ellen hochstens 1660 cmn= 16,60 m
A6A a)Baden: A= 9000m?
b) Sachsen: A = 18490 m?
A7a PreuBen: 30 Meilen=225 km
Sachsen: 25 Meilen=226,5 km
AlOA
a) 40000 km; b) 10000 km;
¢)111km; d) 1070km; e) 1,85 km.

Lisungen zu: Aufgaben aus
einem alten chinesischeri Lehrbuch

Heft 6/83
(7-18+5)-(11-23+6) 7
Ala 711 —440H
440 ! Pu='1 Mou 200 ! P
[Tk FS ke

Heute berechnet man die Fliche mit Hilfe der
Gleichung A =ab.

a2a 785-1304137.13) _
25T s
2 T8l
56 56
63532 Pu=2Mou 1557 Pu

Hier ist die Fliche des Kreissegments durch
die eines Trapezes nur angendhert bestimmt.
Eigentlich gilt die angegebene Naherungs-
2
gleichung A=s£_|2-—p nur fiir den Halbkreis.
Die- exakte Berechnung erfolgt heute mit
Hilfe der Gleichung 2
42
PR ) .
2 2 Y
oder
1,(rd .
A =37 (—80° —smd)).

78-63 4914 7
o 50 0%
98l Shéng=9 Tou 81—

25 25
Heute 16st man diese Aulgabe mit Hilfe einer

Proportion, also z. B. 50:63=7,8ix.

AdA

Shéng

10- 720 2
=118~
61 18 61
Heute 16st man diese Aulgabe mit Hilfe einer
Proportion, also z. B. 61:10=720:x.

AdaA

"ASA 5+4+3+2+1=15

13-5_
3715 15

Heute 16st man diese Aufgabe mit Hille der
fortlaufenden Proportion, z. B. '

5:4:3:2:1=a:b:c:d:e,

15:5=5:aq,

15:5=4:b usw.

1 1 1 1
AGa %"’%"'ﬁ_ﬁ
1 9,1 9 1.9
50 50" 30 30" 75 75

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 21



9.1 _,7.9 1 _,5

S0'15 T10°30°15 10" 75715 10
Heute 16st man diese Aufgabe mit Hilfe der
fortlaufenden Proportion, z. B.

1.1 1

2 51,8

Heute berechnet man die Breite des recht-
eckigen Feldes aus der Gleichung A =ab.

\/15133- 12=135

4
Die numerische Losung beim Zichen der
Quadratwurzel, wie sie damals durchgefiihrt
wurde, ist sehr umfangreich. Wir haben
darauf verzichtet, weil sie den Umlfang dieses
Artikels wesentlich iiberschreiten wiirde. Sie
Zhnelt unserem heutigen numerischen L&-
sungsverfahren.
Heute berechnet man den Kreisumfang ge-

2

w
4

ASA

nauer aus der Gleichung A=

A9a @'& 127=7112

2
7112:444= 16m
Heute berechnet man das Volumen des Dam-
mes dhnlich nach der Gleichung fiir ein
trapezformiges Prisma,

a+b

also V=T-h~l.

122-2
al0a 6 =8000;

2T 00gy26
8000:25=2962°

Heute berechnet man das Volumen nach der
Gileichung

o, .. u _uth
V—jnr mxtr—ﬁ,also V_-121:
Alla A:%=1250bzw. 125
B:@= 950 bzw. 95
10
C:$= 950 bzw. 95
12200
D.T— 610bZW 61.

1250+ 9504950+ 610=3760 bzw. 376
Fuhren:
10000125
A5
1000095
376
.10000-95
37

1000061
D=6 —

~3324
B 2527
C 2527

~1622

22 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Menge (Masse) des Getreides
A:3324-25=83100; B: 2527-25=63175; .
C:2527-25=63175; D: 1622 -25=40550.
Heute berechnet man die Zahl der Fuhren
mit der fortlaufenden Proportion, z. B.
1250:950:950:610=a:b:c:d,
3760:10000=1250:aq,
3760 : 10000 =950 :b usw.
211 74
74 15
15 74
Heute 16st man diese Aufgabe mit Hilfe der
Gleichung ’
X X X X Xx
1Tt statsel
3 2
wenn x die Zahl der Tage ist, in denen alle
Kanile gleichzeitig den Teich fiillen wiirden.

190 270
Alla T X T

330 30
190 270
T'3O+T' 330

330+30
51300+623700 675000
63 63

7360

= 360 =
270 190 180
EREA)
675000 180
63 6
360 :%= 126 (Familien)
Heute kdnnte man folgendermaBen rechnen:
Wenn jede Familie den Beitrag a, beisteuert,
ergibt sich ein UberschuB von f; (absolut).
Wenn jede Familie den Beitrag a; beisteuert,
ergibt sich ein Fehlbetrag von f, (absolut).
Der richtige Beitrag g ist nun
df\ +af2=f1a; +f:a1,
a =f 102 +/20,
SNit+fa
Ist x die Zahl der Familien, dann ist
a, x—fi=ax+f3,

3750 (Preis)

also

also x=M-.
a,—asz
Der Preis y ist dann y=a- x,
a+fa
also _faatha,

ay—4a; '

Alds 2 3
1 3
li lz

3 . A\ /(1. 3\ .6
(2 15+3 1§>.(1§+lz>—21—3~2,4615.

Die Binse wichst am 1.Tag 30Zoll, am

2.Tag 15 Zoll und am 3. Tag 7% Zoll, also

1
36 X
13 17
Die gesamte Linge betréigt dann

6 6
30+ ls+3ﬁ_48ﬁ'

Der Ansatz gilt aber nur fiir lineare Probleme.
Hier liegt also eine Niherungsldsung vor,
da fiir den letzten Tag linear interpoliert
wurde.

Heute 16st man diese Aufgabe mit Hilfe
geometrischer Reihen.

mita; =3, a;=1, ‘h=1- q2=2'

Da s, =s; gilt, ergibt sich fiir

log6
n m~2,59.
A 15 A Das Gleichungssystem
5x+6y=16
4x+ y=Sy+x
wird zu
Sx+6y=16
3x—4y=0
3 5
und daraus die Matrix [—4 6 ;
_ 0 16
0 5
siewirdzuf{ —38 6
—48 16
: 48 .5 <5
S p=_—=1" 2=
0 ist y % 119. x+5 119 8
13
=1_
'

Heute 16st man dieses Gleichungssystem
durch Elimination.

Lisung zu:
Eine Aufgabe von Prof. Dr. Araki
Heft 6/83

N .2(2n-3)!
Antwort: nT(nt_Zv
Beweis: Es sei f(n) die gesamte Anzahl von
verschiedenen Moglichkeiten, um das Pro-
dukt von n Zahlen zu bilden. Zuerst leiten wir
eine rekursive Relation fUr f(n) her. Man
setze f(1)=1 und betrachte f(n) fiir n>2. Es
sei g(n, m) die gesamte Anzahl von verschiede-
nen Arten, um das Produkt von n Zahlen zu
bilden, wobei die letzte Produktrechnung zwi-
schen einem Produkt der ersten m Zahlen und
einem Produkt der letzten n—m Zahlen ge-
bildet wird. Dann ist

n-1
fin)= );l g(n,m),
g(n, m)=f(m)f(n—m).

Diese rekursive Gleichung hat nur eine Lo-
sung [ir n>2 unter der oben erwihnten Be-
dingung f(1)=1, weil f(n), n22, durch f(s),
1S s<n—1 bestimmt ist.

Wir stellen jetzt eine Losung dieser Gleichung
vor, die die gewiinschte Antwort wegen der
Eindeutigkeit der Losung gibt.

Es sei F(x);%(l =) 1-4x).
Diese Funktion hat die Entwicklung der
Potenzreihe F(x)= 3 Fux" fir | x| <z,

a=1



Da F(x) der Gleichung

F(x)=F(x)*+x
geniigt, erfiillen die Koeflizienten F, fir n>2

=1
F,= Z FuFnm

Weiterhin ist F1=l Dabher ist f(n)= F eine
L6sung der rekursiven Aufgabe.

Der Koeffizient F, fiir n=2 kann durch die
Binomialreihe erhalten werden:

]

2

1 n
Fo=—5(= 17| n

4

1
—2-12n=3)2h-9) e
_2-(2n-3)!
" nl(n-2)!

Losungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/83 -

2n—3

Ma5 #2350 Angenommen, der Obstgarten
sei x Meter breit, also 2 - x Meter lang. Fiir
den halben Umfang gilt dann
x+2:x=210:2, 3-x=105, x=35. Der Fli-
cheninhalt des Obstgartens betrdgt somit
A=x-2-x=35m"70 m=2450 m?.

Ma5 @2351 Da Anja 19 Buntstifte besitzt,
hat Bernd 19—2=17 Buntstifte, Christine
17+5=22, Dieter 17—1=16, Frank 16— 11
=5, Ernst 22+4+2=24 Buntstifte. Diese 6
Schiiler besitzen zusammen 19+ 17 + 22 + 16
+5+24=103 Buntstifte. Die iibrigen 30
Schiiler besitzen dann zusammen 703— 103
=600 Buntstifte. Jeder von ihnen hat- 600 :30

=20 Buntstifte.

Ma5 #2352 Angenommen, an der Seen-
rundfahrt nahmen x Minner, also 7-x
Frauen und Kinder teil; dann gilt x+7x
=120, 8x=120, x=15. An der Seenrundfahrt
nahmen 15 Miinner, also 105 Frauen und
Kinder teil. Angenommen, es waren y Frauen,
also 4-y Kinder; dann gilt y+4y=105,
5y=105, y=21. Es nahmen an der Seenrund-
{ahrt noch 21 Frauen und 84 Kinder teil.

Ma5 ®2353  Aus *1* - 3="*2*5 folgt fiir den
ersten Faktor *15; aus *15-2="*3* folgt fir
das Produkt *30; somit lautet das zweite Teil-
produkt 3*20.

Aus *15-*=3*20 folgt *15 - 8=3*20, da nur
8- 15=120 aul 20 endet. Wegen 8 - 4= 32 und
8:5=40 kann *15 nur.415 und somit 3*20
nur 3320 sein. Die vollstindige L&sung lautet
deshalb 415- 382

830
3320
1245
158530

Ma5 #2354 Das kleinere GefiB ist auch
dann um 50 g schwerer als das groBere, wenn
man in das kleinere Gefd3 nur 200 g Zucker,
in das groBere keinen Zucker fiillt. Aus

)

200g—-50g=150g folgt, daB das kleinere

"GefdB leer 150g, das groBere lecr 300g

wiegt.

Ma5 #2355 a)Zeichnet man 3 Quadrate, so
erhilt man 4 - (3 — 1)=8 Dreiecke.

b) Zeichuet man n Quadrate, so erhilt man
4 (n—1) Dreiecke. Nun gilt 4-(n—1)=176,
also n—1=44 und somit n=45. Es sind also
45 Quadrate gezeichnet worden.

Ma 6 82356 Es sind sechs Moglichkeiten zu
untersuchen:

1-2-12=24und 1+2+12=15

(keine Primzahl),

1:3: 8=24und 1+3+ 8=12

(keine Primzahl,

1:4- 6=24und 1+4+ 6=11

(Primzahl),

2:2- 6=24und 242+ 6=10

(keine Primzahl),

2:-3- 4=24und 2+3+ 4=9

(keine Primzahl).

Da nur die Summe 11 Primzahl ist, sind Inas
Geschwister 1, 4 und 6 Jahre alt.

Ma6 82357 " Es set n die Anzahl der Stiihle,
die unbesetzt blieben; dann ist 12+ n gleich
der Anzahl aller vorhandenen Stiihle. Nun
gilt 2-90< 12-n<2-100, 180< 12 -n<200,
15<n< 163,
also 12 16=192 Stiihle vorhanden. Deshalb

also n=16. Es waren 12-n,

waren % 192=176 Teilnehmer zum Kon-

greB angereist.

Ma6 @2358 24 ist die kleinste von Null ver-
schiedene Zahl, die die 3, 6 und 8 als Teiler
hat. Die nichstgroBere ist 48. Nach der Aufga-
benstellung waren 24 Schiiler an der Lei-

stungskontrolle beteiligt.
1 1 1
Aus §' 24=3, 5-24:3 und g 24 =4 folgt,

daB 15 Schiiler genau eine, genau zwei oder
genau vier Aufgaben nicht geldst haben.
Genau ein Schiiler gab die Arbeit fehlerlos
ab; also haben genau acht Schiiler jeweils
genau eine Aufgabe richtig gel6st.

Ma6 82359 Wir rechnen
1+1+2+1 i i-l_i=l-
571075°10 10 5 5 %

angenommen, Otto hat von seiner Mutter
x Mark zum Einkaufen erhalten; dann gilt

%x:lO, also x=50. Otto hat von seiner

Mutter S0 M zum Einkaufen erhalten.

Ma 6 u2360 Das kleinste gemeinsame Viel-
fache der Zahlen 11, 12, 13 und 14 lautet

12012, Wegen 11 -1=12-2=13 -3 14-4
=10ist 12012 —10= 12002 die gesuchte Zahl
Es gilt

111091 +1=12002,

12-1000+2=12002,

13- 92343=12002,

14- 857+4=12002.
Ma7 #2361 Ausb=1(a+c)und S(a+b+c)
=abc folgt durch Einsetzen

5 -[a+%(a+c)+c]=%-ac(a+c),

3
10(50 +%c)=ac(a + c),

15a+ 15¢ =ac(a+c),
15(a+c¢) =ac(a+c),
ac=15.

Wegen ac=1-15=3-5 und wegen a<c gilt
a=1und ¢=15und somit b=8 odera=3 und
¢=5 und somit b=4. Es existieren genau
zwei Losungen; sie lauten
ay=1,b;=8,¢;=15und g,=3,

b2=4, cy=5.

Ma7 #2362 Man zeichnet zundchst die Ge-
rade g mit den Punkten A4, B, C, D. Die
Punkte P; liegen auf der Mittelsenkrechten
zur Strecke AC oder auf der Mittelsenk-
rechten zur Strecke BD. Da die Punkte P, von
C einen Abstand von 3cm haben miissen,
liegen sie auBerdem auf dem Kreis um C mit
der Radiusldnge 3 cm. Die Schnittpunkte P,,
P,, P,, P, dieses Kreises mit der Mittelsenk-
rechten zu AC oder BD erfiillen die geforder-
ten Bedingungen.

P’\__ ‘

<3

Ma7 #2363 Das Quadrat habe die Seiten-
linge c; dann gilt 4c=2-(a+b),
c=aT+b und somit AQ=02=% -(a+b).
Ma7®2364 Die zu ermittelnde dreistellige
natiirliche Zahl 140t sich darstellen durch
(100a + 10b +a)= 101a + 10b. Thre Quersum-
me lautet 2a+ b.
Nun gilt
101+ 10b + 2a + b =500,
103a+ 11b= 500,
103a=515-15—11b,
15+11b
103
Nur b=8 und somit a=4 erfiillt unter den
einschrinkenden Bedingungen diese Glei-
chung. Die gesuchte Zahl lautet 484, und es
gilt 484 + 16 =500.

a=5—

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 23



Ma8 #2365 1) Angenommen, n ist eine ge-
rade Zahl. Dann ist n? gerade und damit auch
n2(5+n?).

2) Angenommen, n ist eine ungerade Zahl,
dann ist auch n? ungerade. 5+n? ist dann
eine gerade Zahl und somit auch n?(5+n?),
w.z.b.w.

Ma8 w2366 Nach Aufgabenstellung gilt
(1) a*+b2=176,5
)] a’l-br=136.
Durch Umformung erhalten wir
(2  a?>=136+b2. Das setzen wir in (1) ein
und erhalten
1y  136+2p*=176,5;

b*= 2025.
Daraus folgt a>= 156,25 und weiter
ai2=+125und b, = +4,5.
Die folgenden geordneten Zahlenpaare er-
fiillen die geforderten Bedingungen:
1.(12,5;4,5) 2.(12,5; —4,5)
3.(—12,5;4,5) 4.(—12,5; -4,5).

Ma@8 ®2367 Es lassen sich 720 verschiedene
sechsstellige natiirliche Zahlen unter den ge-
nannten Bedingungen bilden.

Mit zwei Ziffern kann man 2 verschiedene
zweistellige Zahlen bildeﬁ, z.B. 13 und 31.
Nimmt man eine dritte Ziffer hinzu, so lassen
sich 6 verschiedene dreistellige Zahlen bilden,
z. B. 134, 314, 143, 341, 413, 431. Hat man vier
verschiedene Ziffern und will damit vierstelli-
ge Zahlen bilden, so kann man sich denken,
daB die vierte Ziffer bei den dreistelligen
Zahlen jeweils an der 1., 2., 3. oder 4. Stelle
stehen kann. Somit ergeben sich 4-6=24
vierstellige Zahlen. Auf Zhnliche Weise ge-
langt man zu 5- 24 = 120 fiinfstelligen und zu
6 - 120 =720 sechsstelligen Zahlen. Keine ein-
zige der 720 Zahlen ist durch 3 und auch
keine ist durch 9 teilbar. Wir brauchen nur
die Quersumme 1+3+4+4+5+7+9=29 zu
betrachten, die ja bei jeder der Zahlen die
gleiche ist. 29 ist weder durch 3 noch durch 9

teilbar, folglich kann auch keine der so ge-
bildeten Zahlen diese Bedingungen erfiillen.

Ma8 ®=2368 oy o =a
Bi+B:=$
Y1+ 7y2=Y
Die Dreiecke ABM, BCM und CAM sind
gleichschenklig, weil AM, BM und CM Ra-
dien des Umkreises sind. Folglich gilt
ay=P2: f1=72 und y1 =u,.
Weiter gilt nach dem Satz iiber die Innen-
winkelgréBen im Dreieck '
oy +az+ 1+ pa+y=180°.
Daraus folgt 2a, +2y=180°;

o t+y= 90° >

¢ = 90°—y, w.z.b.w.

24 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Ma9 #2369 Nach Aufgabenstellung soll
gelten

315=a*>—b? bzw. 315=(a+b){a —b).

Wir setzen (1) a+b=p und

2)a—-b=gqg.
Dadurch erhalten wir
a  a=214,
, _pP- :
(2) b =5 und
(3) 315=pq.

Wir stellen nun in einer Tabelle alle Moglich-
keiten der Zerlegung von 315 in ein Produkt
aus zwei Faktoren zusammen und kénnen
dann mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2)
die den Variablen a und b und damit auch a?
und b? zuzuordnenden Zahlen berechnen.
Wie die Tabelle zeigt, gibt es insgesamt sechs
Maglichkeiten, die Zahl 315 in die Dilferenz
zweier Quadratzahlen zu zerlegen:

P q a b a’ b?
315 1 158 157 24964 24649
105 3 54 51 2916 2601

63 5 34 29 1156 841
45 7 26 19 676 361
35 9 22 13 484 169
21 15 18 3 324 9

Ma9 #2370 Jede achtstellige Zahl der an-
gegebenen Darstellungsform 148t sich in die
Summe 10000 - abcd + abed zerlegen und da-
mit in der Form 10001 - abcd darstellen.
Die Primfaktorenzerlegung der Zahl 10001
lautet 73 - 137. Diese beiden Zahlen gehen in
jeder achtstelligen Zahl abcdabcd auf; sie ent-
sprechen den Primzahlen ps und ps unserer
Aulgabenstellung.
Es gilt dann weiter ps+ps="73+137

=210.
Nach Aufgabenstellung miiBte dann 210 das
Produkt von vier aufeinanderfolgenden Prim-
zahlen sein, d. h., es gilt:
P1pz2°p3- pa=210
und somit2-3-5:7=210.
Die gesuchten Primzahlen sind:
P1=2;p2=3;p3=5;pa=T;ps=T73; ps=137.

Ma9 #2371 Mit Ilka sind es 25 Personen.
Wenn jeder jedem die Hand gibt (nur sich
selbst nicht), dann sind es zunichst 25-24
Hindedriicke. Wenn die Person A der Person
B die Hand gibt, dann ist das der gleiche
Hidndedruck wie der, wenn Person B der
Person A die Hand gibt. Nun sind es also
252;24=300 Hindedriicke. Da sich die ge-
meinsam ankommenden Familien nicht un-
tereinander begriiBen, ist folgendes abzuzie-
hen:

Fiir die fiinfkopfige Familie ¥= 10 Hande-
driicke, fiir die vierkdpfige Familie 45_3=6

Handedriicke und fiir jedes der drei Ehepaare
genau einen, also zusammen 3 Héndedriicke.

Insgesamt sind also 281 Hi#ndedriicke ge-
geben worden.

'Ma\9 12372 Skizze nicht maBstiblich!

(a bzw. b sind Symbole fiir Linge bzw. Breite
des Rechtecks ABCD!)

D Q M A c
& e
] 'L(’ N
A b N 8

Die beiden Geraden zerlegen das Rechteck
ABCD in die zwei gleichschenklig-rechtwink-
ligen Dreiecke. AMD und NBC und in das
Parallelogramm ANCM.

Fiir den Flicheninhalt des Rechtecks ABCD
gilt  Auscp=2'Aamp+ Aancu, ’

2
a
Aapcp=2" =

3 +25cm-3cm,

Aapcp=a2 +7,5cm?
Im rechtwinkligen Dreieck AMD gilt nach
dem Satz des Pythagoras 2a2=2,5% cm?;
a?=3,125cm?;a=~ 1,8 cm.
Nun ist

Aasep=3,125cm?+ 7,5 cm?;

A apcp= 10,625 cm?
10,625 cm?
“18cm
Das Rechteck ABCD ist etwa 6 cm lang und
1,8 cm breit. (Streckensymbole sind hier als
Langensymbole aufzufassen!)

und damit b = ;b6 cm.

Ma 10/12 #2373 Wir stellen alle Zahlen der
Gleichung in einem m-adischen Positions-
system dar und l6sen die Gleichung nach m
auf:
Am+2+2m*+4m+2=(m+6)?,

2m* 4+ 8m+4=m?+ 12m + 36,

m? —-4m—32=0,
my,2=21)/4+32
m1=8,
m,=—4.

Da die Basis eines Positionssystems nicht
negativ ist, entfdllt m,. Damit stellt die ge-
gebene Gleichung nur im Achtersystem eine
wahre Aussage dar. ’
Probe:4-8+2-1+2-8%+4-8+2-1
=(1-8+6" 1),
24+2+128+32+2= 14%,
196=196.

Die Gleichung ist nun wie folgt darstellbar:

(42)s +(242)s = (16)3.

Vorbildliche Hilfe

Unrer Dank gilt den Verlagen, die Biicher
im Werte von 2000 M fiir die fleiBigsten
Wettbewerbsteilnehmer zur Verfiigung stell-
ten: BSB B. G. Teubner, Leipzig; VEB Fach-
buchverlag, Leipzig; Der Kinderbuchverlag,
Berlin; Militarverlag der DDR, Berlin; trans-
press VEB Verlag fir Verkehrswesen, Berlin:
Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin; Volkseigener
Verlag Volk und Wissen, Berlin; Urania-
Verlag, Leipzig; Leipziger Volkszeitung.
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Leibniz-Denkmal
in Leipzig

Die Leipziger Stadtsilhouette wird durch das
weithin sichtbare 140 m hohe Universitéts-
hochhaus mitgepragt. In der Nihe dieser
Hoéhendominante des Stadtzentrums, direkt
vor dem sich anschlieBenden neuen Horsaal-
gebdude der Karl-Marx-Universitit, befindet
sich ein Denkmal fiir Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 bis 1716), ,,Leipzigs groBten
Sohn*. Das Standbild wurde ,,erfunden und
modelliert von E.J. Hihnel in Dresden 1881
bis. 83¢, ,,in Erz gegossen von Ch.Lenz in
Niirnberg 1883, errichtet 1883 (vor 100 Jah-
ren), neu aufgestellt 1978,

Leibniz, der fast das gesamte Wissen seiner
Zeit beherrschte, gilt als ,,der letzte Universal-
gelehrte*: Philosoph, Mathematiker, Physi-
ker, Techniker, Jurist, Geschichts- und
Sprachforscher, politischer Schriftsteller. Am
1.7.1646 in Leipzig geboren, besuchte er in
den Jahren 1753 bis 1761 die Nikolai-Schule,
die dlteste Leipziger Stadtschule. Mit 15 Jah-
ren bezog er die Universitit seiner Vaterstadt,
um Philosophie und Jurisprudenz zu studie-
ren. 1666 verlieB er Leipzig. Im Jahre .1700
bewirkte er Gbrigens in Berlin die Griindung
der Akademie der Wissenschaften.

Leibniz hat sich lebenslang aus innerem An-
trieb mit mathematischen Gedankengangen
befaBt. Zu ernsthafter Vertiefung in die Ma-
thematik und zur Begegnung mit fiihrenden
Mathematikern seiner Zeit kam es wihrend
seines Aufenthalts in Paris (1672 bis 1676).
Im Spétherbst 1675 erhielt Leibniz bei seiner
Beschéftigung mit infinitesimalen Fragen
seine Form der Differential- und Integral-
rechnung (Calculus). (Unabhéngig von Leib-
niz begriindete auch Newton die Infinitesi-
malrechnung.)

Leibniz konstruierte die erste mechanische
Rechenmaschine mit Staffelwalzen.

So wie in Leipzig wird es auch in anderen
Orten unserer Republik ein Denkmal oder
eine Gedenktafel, einen Grabstein, einen
Namen fiir eine StraBe oder einen Platz, einen
Namen fir eine Schule, ein Institut oder
einen Horsaal, vielleicht auch ein Bild in
einem Museum geben, das an einen Mathe-
matiker vergangener Zeiten erinnert.

Gibt es nicht in Annaberg-Buchholz eine
Biiste, die einen beriihmten Rechenmeister
zeigt? Fihrt nicht eine StraBe in Potsdam
zum Telegrafenberg, die nach einem bedeu-
tenden Physiker (der auch Mathematiker
war) bezeichnet ist? Ist auf einem Friedhof
in Berlin-Ko6penick nicht das Grabmal fiir
einen 1807 in Kdpenick bei Berlin verstorbe-
nen Mathematiker und Astronomen aus einer
beriihmten aus Basel stammenden Mathe-
matiker-Familie zu finden?

Mitarbeiter gesucht

Liebe Junge Mathematiker!

Gibt es nicht auch in Eurem Heimatgebiet
solche oder andere ,,Spuren* von Mathe-
matikern? (Bedenkt dabei bitte: Auch Phy-
siker und Astronomen sind oft in Lehre und
Forschung auf dem Gebiet der Mathematik
tdtig gewesen!)

Schreibt uns bitte dariiber!

Unsere Adresse:

Mathematische Schiilerzeitschrift alpha
Kennwort: Auf den Spuren von
Mathematikern

7027 Leipzig, Postfach 14

J. Lehmann/H. Pieper

In einem Wirtshause

Die Rechenbiicher des deutschen Rechen-
meisters Adam Ries wurden lange Zeit hin-
durch dem Rechenunterricht vieler Schulen
zugrunde gelegt. Sie waren nicht in der da-
mals iiblichen lateinischen Fachsprache, son-
dern in deutscher Sprache und iiberdies all-
gemeinverstindlich geschrieben. Ries stellte
darin viele elementare Aufgaben und gab
Regeln zu deren Losung an. In ,,Adam Risen
Rechenbuch auff Linien und Ziphren in
allerley Handthierung* befinden sich zwei
sogenannte ,,Zechenaufgabén“. Mehrere
Gruppen von Personen geben in einem Wirts-
hause insgesamt eine bestimme Summe von
Geld aus, wobei jede Person einer Gruppe
jeweils die gleiche Summe, jedoch Personen
unterschiedlicher Gruppen verschiedene
Summen fir ihre Zeche zu zahlen haben.
Gefragt wird nach der Anzahl der Personen
jeder Gruppe.

Die erste Aufgabe lautet: ,,Item 21 Personen,
Maénner und Frauwen, haben vertruncken
81 d. Ein Mann sol geben 5 d und eine Frauw
3d. Nun frag ich wie viel jeglicher in sonder-
heit gewesen seind.

Die zweite Aufgabe hat auch Leonhard Euler
(mit anderen Zahlen als Ries) wie folgt
gestellt:

,,30 Personen, Minner, Frauen und Kinder,
geben in einem Wirtshause 50 Taler aus, und
zwar zahlt ein Mann 3 Taler, eine Frau 2 Ta-
ler und ein Kind 1 Taler. Wieviel Manner,
Frauen und Kinder sind es gewesen 7*

Die Zechenaufgaben gehen auf schon im
5. Jahrhundert in China in anderer Einklei-
dung formulierte Probleme zuriick, die iiber
die Inder und die Mathematiker der arabi-
schen Kalifate spater nach Europa gelangten.
Euler hat sie in seiner Vollstindigen Anleitung
zur Algebra (vgl. alpha, Heft 1/1983), 2. Teil,
2. Abschnitt, 2. Kapitel, iibersichtlich behan-
delt. H. Pieper

Unser Buchtip

WuBing, Hans
Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik

Studienbiicherei, Math. f. Lehrer, Bd. 13
365S., 72 Abb., | Tab. Preis: 17,80 M
Bestell-Nr. 570 608 2

VEB Deutscher Verlag d. Wissensch. Berlin



Mathematik-
Mosaik

Unser sowjetischer Auslandskorrespondent
sandte uns aus Kiew eine mathematische
Wandzeitung, Format A 0. Sie enthilt — beid-
seitig mehrfarbig bedruckt, 55 unterhaltsame
Knobeleien. Sie wurde in hoher Auflage fiir
Oberschulen gedruckt, insbesondere fiir die
auBerschulische Tatigkeit. Fir unsere alpha-
Leser haben wir eine Palette interessanter
Probleme zusammengestelit.

ala Esisteine GesetzmaBigkeit zu finden,
nach der die nachfolgenden Figuren aufge-
baut sind. '

a)
oYolo\
2 (&)
i
» © ONO
)
3 5 4 7
12 1%
g ‘ 5
A24A Es ist diejenige Figur zu finden, die

logischerweise nicht in das Schema paGt.
a)

10

c)

O
R B

A3 a Essind die Ringe solange zu drehen,
bis in allen Radien die gleiche Summe er-
scheint.

A4 A Ersetze die Sternchen (*) durch
+-Zeichen oder —Zeichen, so daB richtig

geloste Aufgaben entstehen!
2% 6 %3 %4 k5 %8 =1
I% 8 %1 ¥ 3 % 5 %2 =12
g% 6 %1% 7 %9 %5 =1
I ¥ 2 %1 % b x5 %3 =1
?E Y kDK 4RI RS =02

AS5A Jede der beiden Figuren ist in vier
kongruente (deckungsgleiche) Teile zu zer-
legen. In jedem der Teile muB sich eine Blume

F+

+4

o
*3

ISSN 002-6395 - alpha - Berlin - 18 (1984) 1 - Seiten 1 bis 24

A64A Euler stelite fest, daB es in einem
6 x6-Quadrat nicht moglich ist, die Figuren
- in unserem Falle Schachfiguren — so aufzu-
stellen, daB sich in jeder Waagerechten und
jeder Senkrechten nur jeweils eine Figur
befindet.

In einem 5 X5-Quadrat (ebenfalls in einem
3 x3- und 4 X4-Quadrat) ist das moglich.
Finde die L&sung!

fis
i
fig
EgRegEA;
0 a

A7a Welche der Figuren 1 bis 9 gehort
logischerweise an Stelle des Fragezeichens?

2
o
a

rib<Al-<3i:chlic)

DEEEEE
EEIEEE

O DO |© 66

ABA Wie vicle Katzen miissen logischer-
weise an Stelle des Fragezeichens sitzen, da-
mit sie das Gleichgewicht mit dem Knaben
herstellen?
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Algebra —
aller Anfang
ist leicht

In der Mathematischen Schiilerbiicherei
(MSB) ist als Band 107 erschienen: Kastner/
Géthner, Algebra — aller Anfang ist leicht
(Leipzig: BSB B. G. Teubner Verlagsgesell-

schaft 1983, Bestell-Nr.6661381, Preis:
8,40 M.)
D
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Dieses Biichlein verfolgt das Ziel, den Leser
in die Gedankenwelt der algebraischen Struk-
turen und die strukturelle Denkweise einzu-
fiihren. Viele elementare Fragestellungen und
einfache, aus dem Mathematikunterricht ge-
liufige Beispicle decken interessante Analo-
gien und iiberraschende Zusammmenhinge
zwischen scheinbar weit auseinanderliegen-
den Gebieten auf und zeigen die Fruchtbar-
keit strukturellen Denkens z. B. beim Ordnen
und Systematisieren mathematischer Inhalte.
Das Bandchen beginnt mit einem einfiihren-
den Kapitel iiber Mengen, dem sich solche
iber Relationen, Operationen und algebra-
ische Strukturen anschlieBen. DaB algebra-
ische Hilfsmittel auch einen verhiltnismaBig
raschen Zugang zu speziellen mathemati-
schen Gebieten gestatten, wird am Beispiel
der Matrizen und der Restklassen ganzer
Zahlen deutlich: das Rechnen mit diesen

mathematischen Objekten lernt der Leser
nebenher.

Eine relativ breite, verstindliche und lockere
Darstellung sowie eine Vielzahl elementarer
Beispiele sollen helfen, daB tatsachlich aller
Anfang leicht ist und das Biichlein bereits von
Lesern ab Klassenstufe 9 vollstindig verstan-
den werden kann.

Wir bringen eine Leseprobe aus dem Kapi-
tel 2 Relationen, einige dem Leser moglicher-
weise unbekannte Begriffe und Zeichen sind
im Buch an friiherer Stelle eingefiihrt und
erldutert.

Leseprobe:
Max und Moritz sind Briider

2.2. Eigenschaften von Relationen: Dieses
Kapitel behandelt Eigenschaften von Relatio-
nen, wie z. B. Reflexivitit, Symmetrie,
Transitivitiit; es wird gefragt, ob einige
dieser Eigenschaften andere nach sich ziehen.

Die Tatsache, daB Max Bruder von Moritz
ist, haben wir durch ,Max und Moritz sind
Briider* ausgedriickt. In dieser Formulierung
steckt aber bereits eine weitere Information
iiber die Relation ,,ist Bruder von“. Das er-
kennt man am besten beim Versuch, von der
Aussage ,,4 ist Teiler von 256 iiberzugehen
zur Formulierung ,.4 und 256 sind Teiler”.
Letztere kann, je nachdem, welches Verhdltnis
man zur deutschen Sprache hat, unsinnig
oder falsch sein. Der Versuch der Umformu-
lierung muB offenbar deshalb miBgliicken,
weil es in diesem Beispiel auf die Reihenfolge
der Elemente 4 und 256 ankommt, wohin-
gegen im ersten Beispiel die Reihenfolge keine
Rolle spielt: Wenn Max Bruder von Moritz
ist, so ist Moritz auch Bruder von Max.
Relationen mit dieser Eigenschaft heiBen
symmetrisch. Dabei wird die Menge M still-
schweigend als nichtleer vorausgesetzt.

Definition 2.3: Eine Relation R in M heiBt
symmetrisch genau dann, wenn flir alle x,ye M
fir die xRy gilt, auch yRx ist; anders aus-
gedriickt: mit xRy gilt stets auch yRx.
Beispiele: (1) Die Relation ,,ist parallel zu* in
der Menge der Geraden einer Ebene ist sym-
metrisch, denn wenn g || h, so auch k || g. Also
konnen wir auch sagen, daB die beiden Gera-
den g und h zueinander parallel sind.

(2) Die Relation ,,idBt bei Division durch 3
denselben Rest” in der Menge G der ganzen
Zahlen ist symmetrisch, denn a=b mod 3
bedeutet a=b+3g, g ganz, woraus sofort
b=a+3(—g), also b=a mod 3 lolgt, denn mit
g ist auch (—g) ganz.

(3) Die Relation ,,ist verliebt in“, betrachtet
auf einer geniigend groBen Menge von Men-
schen, ist ersichtlich nicht symmetrisch, da
xRy nicht stets yRx nach sich zieht; gerade
dies ist die Ursache von Liebeskummer.

(4) Die in einer Menge von Aussagen defi-
nierte Relation ,,aus ... folgt“, sprachlich an-
ders formuliert durch ,,wenn ... so“, die wir im

folgenden stets Implikation nennen wollen,
ist nicht symmetrisch, was man bereits durch
Angabe eines Gegenbeispiels erkennt: Die
Aussage ,ABCD ist Quadrat — die Diago-
nalen von ABCD halbieren einander® ist
richtig. Falsch hingegen ist die Umkehrung
,Die Diagonalen von ABCD halbieren ein-
ander —» ABCD ist Quadrat“, denn auch im
Rechteck halbieren sich die Diagonalen.
Dieses Beispiel lenkt unsere Aufmerksamkeit
noch einmal auf jene Stelle in der Definition
der Symmetrie, in der es heit, daB mit xRy
stets auch yRx gelten soll. Ist diese Forderung
auch nur einmal verletzt, so ist R nicht sym-
metrisch. Diese Bemerkung ist im Zusammen-
hang mit der Implikation wichtig, da wir
natiirlich auch geniigend viele Beispiele fiir
zwei beziiglich der Implikation vertauschbare
Aussagen hitten [inden konnen, etwa ,Die
ganze Zahl g ist durch 3 teilbar — die Quer-
summe von g ist durch 3 teilbar*, wovon auch
die Umkehrung richtig ist. In diesen Fillen
schreibt man statt ,,—* den Doppelpfeil ,,—“,
den man ,,ist logisch dquivalent” oder ,,genau
dann, wenn“, oder ,dann und nur dann“
liest. Die logische Aquivalenz ist daher eine
symmetrische Relation, und wir kénnen —
auf obiges Beispiel zurlickkommend - sagen:
,»Die Teilbarkeit einer Zahl durch 3 ist dqui-
valent zur Teilbarkeit ihrer Quersumme
durch 3.“ Offenbar ist es fiir die Handhabung
eines mathematischen Satzes sehr wichtig zu
wissen, ob er die logische Struktur einer
Implikation oder einer Aquivalenz hat.

(5) Wihrend sich die Implikation als eine
nicht symmetrische Relation erwies, d.h., als
eine solché, bei der es sowohl Paare (x, y) gibt,.
fir die mit xRy auch yRx gilt, als auch
solche, fiir die wohl xRy, nicht aber yRx er-
fiillt ist, liefert ,ist kleiner als*“ ein Beispiel fiir
eine sogenannte asymmetrische Relation, bei
der nie gleichzeitig xRy und yRx erfiillt sind.
Geht man von der Relation ,,<“ iiber zur
Relation ,,<“, so gibt es Elementepaare
(x,y), [ir die sowohl x<y als auch y < x gilt,
namlich genau jene Paare mit x=y. Eine
Relation R mit der Eigenschaft, daB aus xRy
und yRx stets x=y folgt, heiBt antisymme-
trisch, wofiir die Relation ,,ist Teiler von* in
der Menge N der natiirlichen Zahlen ein
weiteres Beispiel liefert.

In unseren einfiihrenden Beispielen (Ab-
schnitt 2.1.) kam auch die Formulierung
~Abraham Gotthelf, Erich und Herbert haben
denselben Familiennamen® vor, die — das wis-
sen wir nun schon — nur korrekt sein kann,
wenn die Relation ,hat denselben Familien-
namen wie* symmetrisch ist. Dies ist in der
Tat der Fall. Aber da hier mehr als zwei
Elementen ein gemeinsames Merkmal zuge-
sprochen wird, spielt noch eine weitere Eigen-
schaft der Relation eine Rolle. Betrachten wir
die ebenfalls symmetrische Relation ,,ist hoch-
stens 100 km entfernt von“, Obwohl nun die
Aussagen ,,Gotha ist hochstens 100 km ent-
fernt von Erfurt” und ,,Erfurt ist hochstens
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100 km cntfernt von Merseburg” beide rich-
tig sind, kann man nicht sagen ,.Erfurt, Gotha
und Merseburg sind hochstens 100 km von-
einander entfernt*, denn die Entlernung Go-
tha -Merseburg ist groBer als 100 km. Die
hier betrachtete Relation R hat nicht die
~Ubertragbarkeitseigenschaft", auch Transi-
tivirit genannt: Wenn xRy und yR:z, so auch
xRz

Definition 2.4: Eine Relation R in M heiBt
transitiv genau dann, wenn [iir alle x,y,ze M,
fir die xRy und yR:z gilt, auch xR: ist;
anders ausgedriickt: xRy und yR: haben stets
xRz zur Folge.

Beispicle: (1) Die Relation . ist kleiner als™ in
G isl transitiv, denn aus x <y und y<: [olgt
sofort x <z. Dies ist mithin ein Beispiel [ir
eine asymmetrische, aber transitive Relation.
(2) Die Relation .ist Teiler von” in N ist
transitiv. Gilt niimlich « | bund b | ¢, so gibt es
laut Definition der Teilbarkeits-Relation na-
tiirliche Zahlen s und ¢ mit h=su und ¢=1h,
woraus ¢ =I(sa)=(rs)a folgt. Da ts als Produkt
natiirlicher Zahlen selbst natiirlich ist, ent-
nimml man daraus a | c. Diese Relation liefert
also cin Beispiel fir eine antisymmetrische
und transitive Relation.

(3) Ein wichtiges Beispiel flir eine nicht sym-
metrische, aber transitive Relation ist die
Implikation. Aulder Transitiviliit dieser Rela-
tion beruht ja wesentlich das mathematische
SchlieBen.

(4) Die symmetrische Relation . lifBt bei Divi-
sion durch 3 denselben Rest™ ist auch transi-
tiv: Aus a=h mod 3 und h=c¢ mod 3. d. h.
a=h+3y und bh=c¢+3h g¢. h ganz, flolgt
a=(c+3I)+3y=c+3(h+g)alsoa=cmod3,
da mit g und i auch h+¢ eine ganze Zahl ist.
{5 Die Relation ..ist senkrecht zu* in der
Menge der Geraden eciner Ebene ist sym-
metrisch. wie man sofort erkennt. aber nicht
transitiv (siche Bild).

g k|-

P

(¥

k

(6) Beispiele fiir Relationen. die weder sym-
metrisch noch transitiv sind, findet man ctwa
in der Relation .ist erste Ableitung von™ in
der Menge der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen oder in der Relation ..ist Ounkel
von", ganz zu schweigen von der Relation ..ist
verliebl in™.

26 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Eine Aufgabe,
zur Verfiigung gestellt
von Prof. Dr. em.

Walter Ledermann

Universitdt Sussex, Brighton,
England

Kein Konigsweg
nach Cambridge

Es gibt in GroBbritannien etwa vierzig Uni-
versitdten, an denen man Mathematik stu-
dicren kann. Um iiberhaupt an einer Uni-
versitdl aufgenommen zu werden, mull man
die AbschluBpriilung in der Schule mit einer
geniigend guten Note bestehen. Diese Prii-
fung wird in zwei Stulen abgehalten. Mit
16 Jahren legen dic Schiiler eine Priifung in
sechs oder mehr Fichern ab, unter denen
sich immer Englisch und meistens auch
Mathematik befindet. Dieses Examen heiBit
..gewohnliche™ Stufe (ordinary level - O-le-
vel).

Viele Schiiler verlassen danach die Schule.
um cinen Berul zu erlernen. Wer aber zur
Universitiit gehen will, muB die ,.héhere"
Stule (advanced level - A-level) in minde-
stens drei Fachern erreichen. Diese Schiiler
werden in die ,,sechste Klasse' (sixth form)
versetzt, wo sie zwei Jahre bleiben. Der
Unterricht ist last ausschlieBlich aul die drei
ausgewithlten Ficher konzentrier(: zum Bei-
spiel ist es moglich, 15 Stunden Mathematik
in jeder Woche zu haben. Alle Priilungen be-
stchen aus mehreren dreistiindigen Klausu-
ren. Die Priifungsfragen aus der Differential-
und [ntegralrechnung, Algebra, Geometrie
und theoretische Mechanik werden nicht von
der Schule gestellt, sondern von einer un-
abhidngigen Prﬁi‘ungskommission.

Die Leistungen im A-level-Examen weérden
mit einer der Noten A, B. C. D. E. F ver-
sehen: A heilt hervorragend, und F heilit
durchgefallen. Diese Bewertung ist von gro-
Ber Wichtigkeit, da die Aufnahme an einer
Universitit davon abhiingt. Zum Beispiel
kann die Universitd{ die Bedingung stellen.
daB der Kandidat mindestens ein B und zwei
C's erhalten hat. Es ist den Universititen
nicht gestattet, weitere schriftliche Priifungen
vorzunehmen — mit Ausnahme von Oxlord
und Cambridge: diese spielen eine besondere
Rolle, teils aus historischen Griinden, teils
wegen des besonders hohen Niveaus, dasdort
aufrechtgehalten wird.

Ich gebe nun eine Beispielaulgabe aus einer
solchen Aulnahmepriifung (Cambridge 1973.

I, 2A). Ich danke der Universitit Cambridge
fur die Erlaubnis, diese Aufgabe hier mit-
zuteilen.

Aufgabe

A2434 A (i) Man beweise, daB 24 die
groBte Zahl ist, welche durch das Produkt
aller Zahlen teilbar ist, die kleiner als ihre
Quadratwurzel sind.

(i) Man zeige, daB in jeder Teilmenge von
n + 1 Zahlen aus der Menge 1, 2, ..., 2nes
immer mindestens ein Paar von Zahlen gibt,
derart, daB ein Mitglied des Paares durch das
andere teilbar ist.

Lebenslauf

[

‘wlter Ledermann wurde 1911 als Sohn eines
jludischen Arztes in Berlin geboren. Dort be-
suchte er das Leibniz-Gymmnasium und stu-
dierte Mathematik und Physik an der Hum-
boldt-Universitit zu Berlin. Auf’ Grund der
Verlolgungen durch die Nazis wanderte er
1934 nach GroBbritannien aus, wo er seitdem
lebt. Er hat an den Universititen St. Andrews
(Schotiland). Manchester und Sussex (Brigh-
ton) gelehrt und ist 1978 zum Emeritus Pro-

Jessor ernannt worden.

Seine mathematischen Arbeiten liegen vor-
nehmlich auf’ dem Gebiete der Algebra. Er
hat unter anderem Biicher iiber Gruppen-
theorie und Gruppencharaktere veroffent-
licht.

Prol. Ledermann hat starkes Interesse an al-
len Formén von mathematischem Unterricht
und in diesem Zusammenhang zahlreiche
Lehrbiicher herausgegeben. Er ist Chelredak-
teur des Handbook of Applicable Mathe-
matics. Seit seiner Pensionierung unterrichtet
er an einer Schule, wo er dazu beitrigl.
Kundidaten fir die Aufnahme in Oxlord oder
Cambridge vorzubereiten.



Im StraBenverkehr beobachtet —

Der Doppler-Effekt

Entfernt sich das Fahrzeug vom Beobachter,
so miissen wir die Geschwindigkeit V als
negativ betrachten. (Das Vorzeichen hingt al-
so von der Richtung ab!)

Die Welle wird jetzt nicht ,kiirzer*, sondern
Fassen wir zusammen: Kommt ein die Fre-
quenz f abstrahlendes Fahrzeug mit der Ge-
schwindigkeit Vr auf uns zu, so hiren wir die

c .
Frequenz f, = m Jo, entfernt es sich

von uns, so horen wir die Frequenz f,

Jeder, der am StraBenrand steht und den
Verkehr beobachtet, kann folgendes Phino-
men bemerken:

Kommt ein Auto auf ihn zugefahren, so klingt
der Motor hoher, als wenn sich das Fahrzeug
von ihm entfemnt. Der Motor strahlt aber die
gleichen Gerdusche wie vorher ab. Wie kann
man das erkliren? Die Losung gibt uns ein
physikalisches Gesetz, der Doppler-Effekt:
Bewegt sich die Quelle einer Wellenerregung
relativ zum Beobachter, so dndert sich die von
diesem beobachtete Frequenz.

Der Prager Mathematiker Christian Doppler
(1803 bis 1853) beschiftigte sich mit diesem
Problem und legte damit den Grundstein fiir
die heutigen Anwendungen. Besonders in der
Astro- und Kemnphysik sind viele Beobach-
tungen und Messungen nur durch Ausnut-
zung diesés Naturgesetzes moglich.
Wir wollen aber bei dem Spezialfall der
Schallwellen bleiben. Ehe wir zum konkreten
Beispiel kommen, miissen wir uns noch mit
einem anderen physikalischen Gesetz ver-
traut machen, der Grundgleichung der Wel-
lenlehre. Sie stellt den Zusammenhang zwi-
schen der Ausbreitungsgeschwindigkeit c,
der Frequenz f und der Wellenldnge A der
Welle dar:

c=f-A (1)
Nehmen wir eine Lufttemperatur von 20°C
an, so betrdgt die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Schallwelle c=343m-s~! Damit
1dBt sich aus der Wellenlkinge 4 die Frequenz
f und umgekehrt aus f die Wellenldnge A
berechnen.
Da die Frequenz fdie Zahl der Schwingungen
pro Zeiteinheit angibt, gilt fiir die Zeit Teiner
Schwingung

1

T=7 @

und Gleichung (1) 14Bt sich auch schreiben als
3

Nun brauchen wir nur noch zu wissen, daB
hohe Tone groBere Frequenzen besitzen als
tiefe, und kénnen unser Beispiel qualitativ be-
schreiben. Zunidchst berechnen wir die Fre-
quenz f;, die unser Beobachter empfingt,
wenn sich das Fahrzeug auf ihn zubewegt:

Ist das Auto im Punkt P,, so driicke unser
Fahrer To Zeiteinheiten lang auf die Hupe,

y)
c—?bzw. A=c-T

Bewegungsrichtung zum Beobachter
TN\ .
P B N,
s |

A

Ao

Bild 1

d.h., es wird ein Ton der Frequenz f; abge-
strahlt (Bild 1). i
Nach der Zeit T hat der Anfangspunkt der
Schallwelle wegen Gleichung (3) die Strecke
P P3=2¢=c- Tp zuriickgelegt. Das Auto hat
in dieser Zeit den Weg P,P,=s=V; ' Tp
zuriickgelegt (Vr sei die Geschwindigkeit des
Fahrzeugs) und strahlt in P, den letzten
Punkt der Welle der ersten Periode ab. An-
fangs- und Endpunkt haben also den Abstand
P, P;, der die neue Wellenlidnge 4, der beob-
achteten Welle ist. Aus Bild 1 wird deutlich,
daB gilt
PyP3=2;=1o—s5,also

M=c"To-Ve' Ty

A==V T
c—-Vr

Jo

Fiir die beobachtete Frequenz f, folgt wegen
Gleichung (1)

ll=

c . . .
Al fo (c Schallgeschwindigkeit).

Fihrt das Fahrzeug an uns vorbei, so beob- -
achten wir das Verhiltnis

L« . c _c+ | Vel
e e ©
Bemerkenswert ist, daB dieses Verhiltnis von
der abgestrahiten Frequenz f, unabhingig ist
und nur von der Geschwindigkeit Vi des
Fahrzeugs abhingt. In der Musik werden
Tonhohenunterschiede als Intervalle bezeich-
net. Jedem Intervall ist ein festes Frequenz-
verhiltnis zugeordnet. Bild 2 veranschaulicht

die Gleichung (5):

Natiirlich registrieren wir den Doppler-Effekt
auch bei Bewegung des Beobachters und
ruhender Schallquelle. Entfernt sich unser
Beobachter von der ruhenden Schallquelle, so
konnen wir nicht mehr mit der allgemeinen
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ rechnen, son-
dern miissen die Relativgeschwindigkeit zwi-
schen Schaliquelle und Beobachter benutzen.
Diese betridgt c— V3, wenn Vj die Geschwin-
digkeit des Beobachters ist. Der Beobachter
Llduft der Welle voraus®, sie ,erreicht ihn
langsamer®. Es gilt also nach (1)

e~ Vosf hmp=t"02 ©

Bewegt sich der Beobachter auf die Schall-
quelle zu, so miissen wir Vy als negativ be-
trachten, die Relativgeschwindigkeit wird

f1=}‘_‘=c__V"=C_VFf° @ groBer (c+ | Va)).
Jo
hif
Oktave (2:1)—20+
Septime {15:8} !
18 1
Sexte (5:3) —1
16
Quinte (3:2) —¢
14 1+
Quarte (4:3) —
grofeTerz  (5:4)
kleine Terz (6:5) —124
Sekunde (3:8) — 1
Prime (1:1) —10 .
Bild 2 0 2 40 60 80 100 20 Gl
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Bewegen sich Beobachter und Schallquelle,
so ist in Gleichung (6) statt 1 die oben be-
rechnete Wellenldnge A, einzusetzen:
W= = )
Mit (7) erhalten wir die aligemeine Gleichung
zur Beschreibung des Doppler-Effektes fiir
Schallwellen.

Darauf aulbauend lassen sich viele interes-
sante Varianten diskutieren. Es kommt stets
auf die richtige Verkniipfung der mathemati-
schen und physikalischen Gesetze an. Zur An-
regung sei hier noch ein Beispiel angedeutet:
Im eingangs betrachteten Phinomen haben
wir nichts iiber diec Anderung der Tonhdhe
in unmittelbarer Ndhe des Beobachters ge-
sagt. Dabei bewegt sich das Fahrzeug ja we-
der direkt aufl den Beobachter zu, noch ent-
fernt es sich gerade von ihm, denn der Beob-
achter hat von der Fahrbahn den Abstand /.

Fahrzeug
‘r- Y P

o«

»y

Bild 3

Beobachter

Uns interessiert also der Teil Vr der Ge-
schwindigkeit V¢, der in Richtung des Beob-
achters wirkt. Die Geschwindigkeit ist eine
vektorielle GroBe und 148t sich darum in zu-
einander senkrechte Komponenten zerlegen
(Bild 3 illustriert dies, sofern man den Sach-
verhalt als ebenes Problem ansieht). Hat das
Fahrzeug vom Begegnungspunkt P den Ab-
stand s und sieht der Fahrer den Beobachter
unter dem Winkel a, so gilt

Ve= V- cosa,
— . I
Ve=Vs- mit tana=—,
1+tan’a s

s

=V i E

Nach Gleichung (4) folgt also

fim cf/s*+ 12 p
' cf/s?+P—|s| Ve °

Fiir festes I, fo und Vr ist f; eine Funktion

von s, deren Verlauf Bild4 am Beispiel

1=2m, fo =660 Hz und

Vp=20m s~ ! verdeutlicht.

Wie schon erwihnt, lassen sich viele weiter-

filhrende Varianten diskutieren, z. B.

® konnen verschiedene Bewegungsgeraden
oder gar gekriimmte Bewegungsbahnen
fiir Beobachter und Fahrzeug untersucht
werden;

® es konnen Briicken zugelassen werden, die
die dritte Dimension ins Betrachtungsfeld
bringen;

® es konnen beschleunigte Bewegungen
untersucht werden;

® s kann der Wind beachtet werden, der
die Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Schalls richtungsabhéngig macht.

Vielleicht versucht ihr es einmal?

Die Grundgesetze der Mathematik und Phy-

sik reichen zu diesen Untersuchungen vollig

aus; im Zweifelsfall hilft sicher euer Physik-

lehrer.

®

M. Weicker

Wie funktioniert
das Verkehrsradar?

Alle Kraftfahrer kennen es, viele fiirchten es,
aber nur wenige kennen seine Wirkungs-
weise. Einige sprechen von der ,Radarfalle“.
Mit welchem Recht von ,Falle“, wenn viele
Verkehrsunfille auf iberhGhte Geschwindig-
keit zuriickzuflihren sind ?

Das Radarprinzip nutzt die von Gegenstin-
den reflektierte Energie (die Echos) einer vom
Radargerit ausgesendeten Funkwelle hoher
Frequenz aus. Die Funkwelle kann impuls-
férmig (Impulsradar) oder dauernd (Dauer-
strichradar) ausgesendet werden. Die Sende-
antenne wirkt auch als Empfangsantenne.
Das Verkehrsradar ist ein Dauerstrichradar.

fi c fo= ¢ fo Eine Welle mit der Frequenz f~10GHz
c—Vr e [s] Ve =10'° Hz wird durch cine Antenne scharf
s*+ 2 gebiindelt und abgestrahlt. Die Frequenz der
fink
+ foo
690
T 680
670
t 1 866 t t
15 L/ 5 03 10 sinm
: 650 +
!
640 4
630 T
Bild 4 620 1
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reflektierten Welle ist wegen des Doppler-
Effektes verandert. Bewegt sich ein Beobach-
ter auf eine Schallquelle zu, schneidet er pro
Zeiteinheit mehr Schallwellen, als wenn er
sich nicht bewegt. Das gilt auch fiir einen
ruhenden Beobachter und eine bewegte
Schallquelle. Ein fahrendes Auto verdndert
also die Frequenz des reflektierten Signals,
und diese Anderung ist der Geschwindigkeit
proportional. Das ist die Wirkung des Dopp-
ler-Effektes. Nach diesem Prinzip arbeitende
Radargeriite werden als Doppler-Radar be-
zeichnet. )
Die reflektierte Welle wird im Radargerit
mit einem Teil der ausgesendeten Wellen
tiberlagert. Dabei entsteht eine Differenzfre-
quenz, die nur von der Geschwindigkeit des
Fahrzeuges abhéngt. Sie liegt bei einigen
100 Hz, wird mit einem NF-Verstirker ver-
stirkt und optisch angezeigt oder akustisch
ausgewertet. Das Erfassen eines Fahrzeuges
dauert nur den Bruchteil einer Sekunde. Bei
einer digitalen Anzeige und einer Zahldauer
von 0,1 s wird die Geschwindigkeit mit einer

L 1k . .
“3enauigkeit von + m angezeigt. Eine An-

h
zeige erfolgt nur dann, wenn eine einstellbare
Geschwindigkeitsgrenze iiberschritten ist.
Der angezeigte Wert wird automatisch oder
von Hand geldscht. Moderne Ausfiihrungen
16sen bei Geschwindigkeitsiiberschreitung
einen Fotoapparat aus, der den Sachverhalt
fixiert. Fiir die Messung ist es unwesentlich,
ob sich das Fahrzeug auf das Radargerit zu
oder von ihm weg bewegt. Neben der bekann-
ten Geschwindigkeitsmessung k&nnen mit
einem Verkehrsradargerdt auch Zahlungen
der passierenden Fahrzeuge oder die Steue-
rung von Ampeln in Abhingigkeit von der
Verkehrsdichte durchgefiihrt werden.

W. Ausborn
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Fiir siebenjihrige Teilnahme

Bettina Weser, GroBenhain; Kirsten Schlegel,
Griinhain; Michael Schulze, Anke Kusch, beide
Halberstadt; Frank Siebert, Dany Lindenberg,
beide Halle; Holger Hartmann, Hartmannsdorf;
Hagen Fritsch, Hosena; Claus Janke, Ilmenau;
Andreas Niepel, Ricarda Damm, beide Karl-Marx-
Stadt; Elke Willek, Kriebitzsch; Stefan Hahnel,
Heiko Schinke, beide Leuna; Ruth Backhaus,
Leinefelde; Karl-Heinz Gora, Lohsa; Kerstin Paul,
Nordhausen ; Sabine Oestreich, Oschersleben ; Mar-
git Mollhofl, Piesau; Gudrun Zirnstein, Pirna;
Carmen Henze, Pratau; Frank Berndt, Radeburg;
Andreas Korb, Raschau; Ines Gillden, Roitzsch;
Gitta Schone, Rostock; Jirgen Schmalisch, Rotta;
Ronald Bojarski, SaBnitz; Birgit NoBler, Schmal-
kalden; Kerstin Freitag, Schwarzheide; Frank
Pampel, Schneeberg; Jens Hoflmann, Sebnitz; Kurt
Schulze, Schernberg; Stephan Meyerhéfer, Stras-
burg; Birgit Lorenz, Waren; Hartmut Boettcher,
Wetmar; Doris Griinler, Thierbach; Ines Hoff-
wann, WeiBwasser; Dietmar Polster, Zeithain;
Christina VoB, Zepernick; Jorg Steinbach,
Zwickau; Thomas Streich, Brandenburg; Iljana
Planke, Premnitz; Roland Hesse, Bad Blankenburg

Fiir sechsjahrige Teilnahme

Frank Schénherr, Anklam; Eckhard Heinrich,
Aschersleben; Heike Eckhardt, Manuela Winges,
beide Bad Liebenstein; Holger Neye, Susanne Krii-
ger, Kerstin Kantiem, Andris Mdller, Berit Klein-
bauer, alle Berlin; Beate Weber, Bernburg; Peter
RoBler, Bischofswerda; Thomas Peuker, Callen-
berg; Andreas Heinze, Uta Bolz, beide Cottbus;
Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Wolfgang Tenor,
Dessau; Christian Donath, Pedro Thiele, Susann
Piry, Gerald Eichler, Ines Lauter, Kerstin Urban,
Heiko Ringel, alle Dresden; Kerstin Westphal,
Borna; Claudia Pleyer, Eisenach; Una Heinicke,
Eisenberg; Enrico Dietrich, Stefan Nitzsche, beide
Elsterwerda; Lars Mdnch, Erfurt; Jens Wacker-
nagel, Falkenberg; Mathias Gerlach, Friedeburg;
Carmen Meikies, Gadebusch; Jan-Martin Hertzsch,
Geringswalde; Sonnfried Latsch, Gérlitz; Ingolf
Hintzsche, Christian R6hl, beide Grafenhainichen;
Thomas Wedekind, Grimma; Annett Eichner,
Halle-Neustadt; Thomas Benusch, Heidrun
Schmidt, beide Hoyerswerda; Gabi Missal, Insel;
Andreas Paukert, Karbow; Katrin Richter, Hen-
drik Ponisch, beide Karl-Marx-Stadt; Norbert Neu-
mann, Kleinmachnow; Edith Loffler, Konigshain;
Andreas Helbig, Langenleuba-Ndr. ; Frank Herzog,
Langenwolschendorf; Sabine Mersiowsky, Uta
Mersiowsky, beide Langewiesen; Andreas Eifler,
Ralf Laue, beide Leipzig; Solveig Woitek, Leine-
felde; Holger Schinke, Leuna; Jens Grundmann,
Limbach-O.; Jorg Ladendor(, Liibtheen; Angela
Zschorper, Maltitz; Norbert Fuchs, Meiningen;
Hagen Haberland, Mesekenhagen; Sven Saar,
Miihlhausen; J6rg Fiebig, Miilsen; Uwe Knispel,
Neuburxdorf; Petra Hahn, Nordhausen; Michael
Galetzka, Pirna; Jorg Stark, Plauen; Steffen Hofl-
mann, Potsdam; Antje Hertzschuch, Radebeul;
Peter Wenke, Radibor; Katrin Dorendorf, Riesa;

Ralf Heidenreich, RoBleben; Grit Maciejewski,
Rostock ; Silke Gubick, Rébel; Jens Richter, Schko-
len; Ingo Lohde, Schénefeld; Carola Paetow,
Schwerin; Frank Zollner, Sondershausen; Andreas’
Prpic, Birgit Gotz, beide Sonneberg; Kai-Uwe
Weber, Steinbach-Hallenberg; Cordula Gottwald,
Stendal; Erhard und Anka Zilinske, Stralsund;
Rall Gdssinger, Unterbreizbach; Dirk Wenzlaff,
Vitte; Udo und Irene Michallik, Waren; Margret
Boettcher, Stephan Thiter, beide Weimar; Barbara
Schiitze, WeiBenfels; Dirk Lehmann, Weimar;
Annett Seidel, Wismar; Agnes Jorzick, Wismar;
Claudie Bock, Wolfen; Kerstin Barthelmes, Erika

. Schreiber, beide Zella-Mehlis; Heide Hilse, Zittau;

Mathias Goltzsche, Zschopau

Fiir finfjahrige Teilnahme

Carsten Karl, Aken ; Anka Sommer, Augsdorf; Jens
Prochno, Reinhard Wegener, Christiane Mayer,
Thomas Honigmann, Cornelia Wolf, Bernhard Na-
piontek, Norbert Dorn, Steflen Padelt, Steffen
MeiBner, Beate und Stefan Miiller, alle Berlin;
Jorg Leine, Berlstedt; Helge Dirschke, Bitterfeld ;
Klaus Asmus, Breitungen; Heidrun Boldt, Burg
Stargard; Thomas BartmuB, Burow; Ramona
Blank, Clingen; Christian Sitz, Calau; Matthias
Winkler, Cossebaude; Sylke Riedel, Coswig; Man-
fred RoBius, Andreas Stenzel, Tino Seidler, Jens
Leberwurst, Iris Dahn, Daniela Syrbe, Thomas
Lundershausen, alle Cottbus; Jorg Uhlig, Crimmit-
schau; Uwe Martin, Crossen; Jorn Fache,
Culitzsch; Jens Fuchs, Bert Kiihne, beide Dahme;;
Heike Forster, Christian Nolte, Beate Kloppner,
Andrea Wetter, alle Dingelstddt; Carola Schwerdt-
ner, Dohna; Stefan Mattausch, Michael Nitsche,
René Pratsch, Oliver Geupel, Silke Riechen, Helmut
und Carsten Schreiber, Annegret Wustmann, Tho-
mas Hibner, alle Dresden; Steffen Patzschke,
DroyBig; Bert Minske, Eberswalde; Thomas Nick-
lisch, Falkenberg; Heike Norgner, Falkenstein;
Astrid Abt, Manuela Mader, beide Fambach; Hans
Schréer, Finsterwalde; Henry Maider, Frohburg;
Annett Helbig, Frankfurt (Oder); Ansgar Heise,
Gorlitz; Ingolf Thurm, G6Bnitz; Andreas Kersten,
Grifenhainichen; Mathias Schleif, Gransee; Kar-
sten Sonnemann, Grabow ; Thomas Rauschenbach,
Grochwitz; Henning Salz, Halle; Jutta und Uta
Schumann, Havelberg; Robert Siegel, Hecklingen;
Uta Reck, Heiligenstadt ; Carsten Leibnitz, Hohen-
stein-E.; Kai Schroder, Holzengel; Peter Hermann,
Hoyerswerda; Elke Schumann, Jahnishausen ; Mat-
thias Katzschmann, Jena ; Kai-Uwe Scherer, Jessen ;
Claudia Docter, Ilsenburg; Andreas Israel, Ingoll
Knopf, Riidiger Grénitz, Annegret Schatte, Hilde-
gard Geisler, Sebastian Horbach, Carla Umlauf,
alle Karl-Marx-Stadt; Helge Miiller, Kénigsee;
Friedhelm Reichert, Heiko Witte, beide Konigs
Wausterhausen; Karsten Schmidt, Kolochau; Gert
Kiinzelmann, Krina; Steffen Heyde, Latdorf; Bian-
ka Schulze, Bernd Fucke, Petra Gollewsky, Stephan
und Klemens Rebbelmund, Matthias Hiibner, alle
Leipzig; Michael Seidel, Leuna; Glen Stachowski,
Lébau; UIf Brandes, Liiblow; Ekkehard Ludwig,
Liithmannsdorf; Stefan Briinner, Léderburg; Su-
sanne Woll, Magdeburg; Wolfram Hoppe, Marien-
berg; Simone Brungraber, Marxwalde; Tilo Griine-
berger, Nerchau; Anja VoB, Neustadt; Jutta ReiB-
mann, Niesky; Torsten LinB, Nordhausen; Frank
Jager, Oberschonau; Gerlinde Lehmann, Pahrenz;
Tibor Leitz, Parchim; Hellmut Schenk, Pirna;
Henning Schulz, Potsdam ; Katja Uhlemann, Prau-
sitz; Klaus-Peter Lindner, Ingolf Pitz, beide Rack-
witz; Jens Papperitz, Radebeul; Irma GoBmann,
Rheinsberg; Andrea Puls, R6bel; Annette Schubert,
Schalkau; Ronald Kaiser, Schleid; Beate Malsch,
Babett Miiller, Winfried Ullrich, alle Schmalkal-
den; Sven Hader, Schlotheim; Maik Schénherr,
Schmolln; Sylke Liider, Edgar Liider, beide Schén-
born; Ralf Stentzel, Schwarzenberg ; Matthias Herr-
mann, Schwerin; Delia Wolfert, Séllichau; Heidi
Bottger, Sondershausen; Susanne Krieger, Som-
merda; Bernd Urbanek, Spremberg; Mike Selig,

Stauchitz; Peter Luck, Michael Holland-Moritz,
René Bieber, Christian Usbeck, Beate Nothnagel,
Heiké Zimmermann, Sabine Konig, Angela Miiller,
Jacqueline Hafner, alle Steinbach-Hallenberg ; Hel-
mut Sauerbrei, Suhl; Armin Singer, Teichwolframs-
dorf; Silvia Reinwarth, Teltow; Wolfram Fischer,
Torgau; Lars Briickner, Vacha; Uta Michallik,
Waren; Jan Herrmann, Wechselburg; Horst RiB-
mann, Wesenberg; Klaus Michel, Wismar; Ralph
Bock, Wolfen; Volker Richter, Wutha; Andrea
Schmidt, Zella-Mehlis; Maik DroBler, Marion
Nemczak, Kerstin Kowaczek, alle Zschornewitz;
Michael Creutzburg, Thal; Sonke MaeB, Bad Dobe-
ran

Fiir vierjihrige Teilnahme

Ralf und Wolfgang Beukert, Beatrice List, alle
Altenburg; Annegret Schadlich, Auerbach; Jens
Humpisch, Bad Gottleuba; Ulli Ziilicke, Bergwitz;
Clemens Thielecke, Matthias Tittel, Marko Pohl,
Ines Tappe, Thorsten Brandt, Karen Bo6hme,
Yvonne Selke, Jorg Stephan, R.-Birk Schulze, alle
Berlin; Eberhard Balzer, Bernburg; Martina Ster-
nickel, Bernterode; Frank-Jiirgen Schwerin, Grit
Giering, beide Blumberg; Karin Sankat, Kirsten
Hofimann, beide Boizenburg; Andreas Bétticher,
Breitenworbis; Peter Sitz, Calau; Michael Enig,
Crimmitschau; Sylvi Fache, Culitzsch; Andreas
Donaubauer, Dahlen; Matthias und Michael Lud-
wig, Dahme; Markus und Sebastian Vockrodt,
Dingelstidt; Kerst Griesbach, Dorfchemnitz; Britta
Schumacher, Angela Michael, Yvonne Sachse,
Bernd Miethig, alle Dresden; Mario Thiel, Eils-
leben; Matthias Voigt, Eisenach; Jorg Simon, En-
gelsdorf; Astrid Ménch, Erfurt; Peter Wenschuh,
Ulrich Wenschuh, beide Falkenstein; Cornelia
Heymel, Daniela Pilgrim, beide Fambach; Mathias
Eger, Floh; Ute Frank, Forst; Ulf Winkler,
Frankenberg; Olaf Krause, Frankfurt (Oder);
Dorothee Heidrich, Freiberg; Frank und Udo
Schulte, Freienbessingen ; Thomas Brahmann, Frei-
tal; Iris Ebert, Gertitzsch; Raik Langlotz, Grabko;
Volker Pohlers, Andreas Funk, Ull Gebhardt, alle
Greifswald; Karsten Seliger, Greiz; Ragna Siol,
Maike Thiele, beide Grimma; Kathrin Henker,
Groitzsch; Diana Schulz, Grube; Holger Porath,
Giistrow; Regine Mallwitz, Giistrow; Bernd Hei-
nold, Andrea Fieder, Beate Thomas, alle Halle;
Beate Kaczmarek, Antje Hiittig, Jorg Langwald,
Christina Schmerling, alle Halle-Neustadt; Heike
Reichelt, Mandy Probst, Matthias Schidlich, Si-
mone Potzsch, alle Hammerbriicke; Ilka Hartmann,
Hartmannsdorf; Mirko Miiller, Hermannsdorf;
Heidi Konarski, Hohenbucko; Silvio Fiedler,
Hoyerswerda; Silke Umbreit, Ilmenau; Ines Wa-
genknecht, Ivenack; Silke Rendelmann, Kahla;
Annette Maier, Michael Tix, Ingo Neubert, Jens
Weber, Jiirgen und Michael Hoppe, Volker Liebert,
Gert Reifarth, Ulrich Weinhold, Grit Lohse, Birgit
Lindner, Jacqueline Lindner, alle Karl-Marx-Stadt;
Henrik Hodam, Kaltennordheim; Lutz Arnold,
Kay-Uwe August, Sabine Albrecht, Heike Schnei-
der, Annett Urbainczyk, alle Kieselbach; Ute
Studzinski, Kietz; Torsten Schiitze, Klettenberg;
Susan Hoffmann, Klingenthal; Sylva Stein, K&-
then; Annette und Simone Kauert, Silke Winzek,
alle Langenweddingen; Martin Bohm-Schweizer,
Lauscha; Karola Funke, Antje Willenberg, Berna-
dette Solf, Grit Hartung, Udo Woitek, alle Leine-
felde; Uwe Werner, Leipzig; Jens Soll, Jorg Zim-
mermann, Frank Schonbach, André Gartner, Ker-
stin Miiller, Heiko Frohlich, Ralf Rogel, Jens
Grunert, alle Léssau; Peter Gerlach, Liibs; Ulrich
Hirtel, Carsten Behling, beide Magdeburg; Angeli-
ka Schlegel, Mahlsdorf; Uwe Latz, Meyenburg;
Frank-Thorsten Bolter, Mithlhausen; Michael We-
ber, Miihlhausen; Elvira Kordlus, Andreas Sucha-
now, beide Neubrandenburg; Susanne Lind, Neu-
haus; Mario Walther, Neundorf; Undine Henker,
Neukirch; Kathrin Massanek, Neusornzig; Kerstin
Lettau, UIl Woike, beide Neustadt; Roiand Mar-
quardt, Neustrelitz; Antje Flechsig, Obercrinitz;
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Geometrie
hilft der Arithmetik

In diesem kleinen Beitrag mochten wir un-
mittelbar an Kenntnisse aus dem Unterricht
anschlieBen. Geometrische Sichten wie in den
folgenden Flichen- oder Volumenbetrach-
tungen konnen der Arithmetik helfen.

1. Vom ,,Klammer*‘-Rechnen

Wir erinnern zunichst an die Formel, die du
zur Berechnung des Flidcheninhalts A eines
Rechtecks mit den Seitenldngen a und b (in
der 5. Klasse) kennengelernt hast; sie lautet:
A=a-b. Bei gleicher Lingeneinheit (z.B.
1cm) und dazugehoriger Flicheneinheit
(1 cm?) ist der Zahlenwert des Flicheninhalts
eines Rechtecks gleich dem Produkt der
Zahlenwerte der Seitenldngen. Auf diese Wei-
se konnen wir das Produkt zweier positiver
Zahlen durch eine rechteckige Fliche dar-
stellen.

Kann man awf diese Weise Rechenregeln iiber
Produkte von positiven Zahlen erkennen?
Wir beginnen mit dem Produkt (a+b):c.
Dazu konnen wir uns ein Rechteck mit den
Seitenldngen (a+b5) und ¢ angeben (siche
Bild 1). Sein Flacheninhalt ist offenbar gleich
der Summe der Flicheninhalte der beiden
Teilrechtecke mit den Seitenlingen g und ¢
bzw. b und c. Also gilt die Formel
(@a+b)-c=a-c+b-c

die du unter der Bezeichnung Distributiv-
gesetz kennst.

Nun kannst du bei den folgenden Aufgaben
entsprechend vorgehen.

b

Bild 1

Ala Forme (a+b)-(c+d) fir positive
Zahlen a, b, c, d in eine Summe um!

A2a Es seien g, b, ¢ positive Zahlen und
a>b. Forme (a—b)- ¢ um!

Wir formen nun (a—b) - (c —d) um, wobei a,"

b, ¢, d positive Zahlen und a> b und ¢ >d sei.
In einem Rechteck mit den Seitenldngen a
und ¢ ldBt sich leicht ein Rechteck mit den
Lingen a—b und ¢ —d angeben, siche Bild 2.
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Bild 2

Um diese Rechtecksfliche aus der mit den
Seitenldngen a und ¢ zu erhalten, schneiden
wir die Rechtecksflichen mit den Seitenlin-
gen a und d und mit den Seitenldngen b und ¢
(siche Bild 2) ab. Dabei wird aber die Recht-
ecksflliche mit den Seitenlingen b und d
zweimal erfaBt. Zur Korrektur ist dieser
Flicheninhalt am Ende noch zu addieren.
Damit erhalten wir folgende Formel:

(@a=b) (c—d)=a-c—a-d=b-c+b-d.

43a Betrachte
a) (a+ b)? als Spezialfall der 1. Aulgabe,
b)(a—b)* als Spezialfall der gerade abge-
schlossenen Uberlegungen und
¢) (@a+b) (a—b)
Die Formeln, die sich in der 3. Aufgabe er-
geben, nennt man binomische Formeln. Du
lernst sie eigentlich erst in der 9. Klasse ken-
nen, dann aber als giiltige Formeln fir alle
Zahlen.
Wer iiber ein gutes Raumvorstellungsvermo-
gen verftigt, kann jetzt solche Uberlegungen
auch mit Hilfe von Volumenberechnungen
anstellen. Wir betrachten als einfaches Bei-
spiel einen Wiirfel und seine dem Bild 3 an-
gegebenen Zerlegungen. Indem man sich das
Volumen des gesamten Wiirfels aus den
Volumina der einzelnen acht Quader (davon
zwei Wiirfel) zusammengesetzt denkt, kann
man daraus ablesen:
(@a+bP=a+3a%-b+3a-b*>+b3

Bild 3
-
~4
- .

o

. P SO

)
9,
a b

2. Rechnen mit GroBenvergleichen

Wir betrachten positive Zahlen a, b und ¢
und untersuchen die Frage: Welcher Ver-
gleich von a - c und b ¢ ergibt sich ausa>b?

Das 4Bt sich wieder geometrisch wie oben
leicht beantworten. Anhand des Bildes 4 ist
sofort zu sehen:

Ausa>blolgta-c>b-c.

o ”

.

Bild 4

A4a Man vergleiche a-c und b-d, wenn
a<b und ¢ <d ist!

AS5a Kannein Vergleich vona-cund b-d
angegeben werden, wenn a<c und b<d
gilt?

3. Wie viele sammelten?

Eine Schiilergruppe geht Kastaniensammeln.
Dazu stehen ihr zwei Behilter fiir den Trans-
port zur Verfiigung, von denen einer doppelt
so viel faBt wie der andere. In der ersten
halben Stunde schiittet die ganze Gruppe die
Kastanien nur in den groBen Behilter. In der
nichsten halben Stunde fiillt eine Hilfte der
Gruppe den groBen Behilter, die andere
Hilfte sammelt in den kleinen Behilter. Bis
auf ein Kind miissen die iibrigen der Gruppe
dann nach Hause. Dieses Kind fiillt schlies-
lich in der néchsten Stunde den kleinen Be-
hilter. Wie viele Kinder sammelten? Wir
wollen noch voraussetzen, daB alle Schiiler
mit dem gleichen FleiB sammeln, also in der
gleichen Zeit die gleiche Menge. Wer von euch
mit Gleichungen mit einer oder mehreren
Variablen gearbeitet hat, wird wohl gleich zu
dieser Moglichkeit greifen. Doch es geht ein-
facher und iibersichtlicher, wenn man die
Aufgabenstellung geometrisch sieht.

Wir stellen uns die Behiélter als Quader mit
gleicher Grundflidche vor. Der groBe Behilter
‘muB dann doppelt so hoch sein wie der kleine
(Bild 5). Da zum Fiillen des groBen Behilters
zunichst die ganze Gruppe eine halbe Stunde
und eine weitere halbe Stunde die Hilfte der
Gruppe gebraucht hat, sammelt die Hilfte

der Gruppe in einer halben Stunde % des

Fassungsvermogens des groBen Behﬁlters.
Fiir das letzte Kind bleiben zum Fiillen des
kleinen Behilters demnach noch <l—l=3

1
—%)=g des Fassungsvermdgens des groBen
Behilters iibrig Dafiir bendtigte es eine

Stunde. Zwei Schiiler hitten also in einer

\\%\\IIIIIIIHIUI

Bild 5




1
3
samte Gruppe hatte aber in einer Stunde

Stunde = des groBen Behilters gefiillt. Die ge-

g des Volumens des groBen Behilters ge-

sammelt (sieche nochmals Bild 5), also bestand
die ganze Gruppe aus 8 Schiilern.

A6a Im August wurde der urspriingliche
Preis fliir Tomaten um ein Zehntel gesenkt.
Der sich dadurch ergebende neue Preis sollte
im September so erhoht werden, da man
wieder den urspriinglichen Preis erreicht. Um
welchen Teil muB der Preis dann erh6ht

werden?
E. Quaisser/H -J. Sprengel

mathematicus

Aufgaben zur Wiederholung
von Grundkenntnissen

Teil 1

Klasse 5

4 1A Erginze die freien Felder, wenn paar-
weise zu addieren ist (siche Muster)!
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A2 A Berechne das arithmetische Mittel!

a) %h;%h; 20 min; 1500 s

5. . 33,7 .
b)zha,20000m ,Eha,4ha,

15000 m?
3
el g2
**10 10
=
10
1l
10
1
0

A4 A Erginze!

A5 A Welchen Flicheninhalt hat das Acht- A13a Quader: a=35mm; b=2cm;

eck ABCDEFGH, wenn a=6cm und c=2dm. Berechne den Rauminhalt und den
b=1cm betragen? 5
(Skizze, nicht maBstdblich!) Oberflicheninhalt! Zeichne das Korpernetz!

Al4a In einem Rechteck von 30 cm Um-
fang ist eine Seite fiinfmal so lang wie die
andere. Berechne den Flicheninhalt!

Al5a In der Klasse 5a beteiligten sich
5 Schiiler mehr an der Schulolympiade
Mathematik als in der 5b. In der 5¢ waren es
drei mehr als in der 5a. Insgesamt 16sten
43 Schiiler die Aufgaben der 1. Stufe. Wie war
die Beteiligung in den einzelnen Klassen?

A Q 8

A6 A Erginze die Tabelle!

a b a+b -a 3 b
20 cm Im
04t 6dt
1h 30 min
3 m
6 m? 500 dm?
1500 cm? 0,75dm?

Diese Aufgaben entnahmen wir einem Heft
Zahlen. Erganze! des Kreises Lobau, zusammengestellt von den
1 Fachberatern fiir Mathematik des Kreises.

jvon O=0 Teil 2  speziell fur Klasse 6/7 folgt in Heft

% von (=A 3/84.

A7a Gleiche Symbole bedeuten gleiche

%von A=1

A8 A Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit
a=4 cm. Spiegle dieses Quadrat zunichst an
A’'B’ und danach an B'C’!

y 7y
'1,04 )

A94 Zeichne die folgenden Winkel mit
Winkelmesser:

a=40°; f=50°; y=60°!

Zeichne mit Zirkel und Lineal:
atf+y;a+f—v;2-a—y;y—f+al

A10a Lose die Gleichungen! -

a)%km+200m+x=lkm

4 3
c) <Ex—x) S_E
d)0,2h+x+1,5h=150min

Alla Peter braucht mit dem Fahrrad fiir
seinen Schulweg 25 min.

Seine Schwester ist mit ihrem Moped 2,5mal
so schnell wie Peter.

.
Y516, Y3 a5 yadss, 7
FARBEBAT N 65

V. Rencin, Praha

a12a Ein PKW schafft die Strecke von
1 km in durchschnittlich 50s. Erginze die
folgende Tabelle unter dieser Voraussetzung!

lkm - “ | L |360km
sos || 300s |20min [ 1h |

Strecke:

Zeit:
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Teilbarkeitsregeln
Teil 2

An einigen Beispielen sei nun dargelegt, wie
mit diesem Verfahren die Teilbarkeit durch ¢
untersucht werden kann.

1. Es sei z=18879; dann ist

A=1887 und E=9und t=7;

dann ist =0, e=7 und F(7)= -2

188719 F()-E

—18 (-2)-9=-18
D,= 1869

—18 (—2):9=-18
D:= 168 '

—-16 (-2)-8=-16
Dy= 0 ist durch 7 teilbar;

also auch 18879,

2. Ist z=1358 durch ¢t =13 teilbar?
Esist A=135, E=8;a=1;e=13
und F(3)=3-1+1=4. Es wird
1358
+ 32

167
+28

44 ist nicht durch 13 teilbar,

demnach auch nicht 1358.

3. Ist z=174454 durch ¢ =23 teilbar?
Es wird g=2; e=3
und damit F(3)=3-2+1=7

17475|4
+28 4-7=28
17503
+21 3-7=21
177]1
+7 1-7=7
184
+28 4-7=28
46

ist durch 23 teilbar; also auch z=174754.

4. Ist z=75208 durch =119 teilbar?

Esista=11;e=9;demnach F9)=11+1=12
75208

+96 12-8=96
7616
+72 12:6=72
833
+36 12-3=136
119
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ist durch 119 teilbar; also auch 75208.
Esist 75208 :119=632.

5. Ist z=425006 durch =71 teiibar?
Es wird F(l)=—7

4250016
—-42 (=7)-6=—-42
42458
-56 (-7)-8=-56
418)9
-63 (-7)'9=-63
355
-35 (=7)-5=-35
0

ist durch 71 teilbar; also auch 425006. Es ist
425006 :71 = 5986.

6. Teilt t=211 z=4191515?
Esista=21;und z=1; also F(1)= —21
419151|5
-105

41904|6
-126

4177|8
—168

400(9
~189

211 st durch 211 teilbar,

damit auch 4191515.
Wir geben eine Zusammenstellung der Hilfs-
zahlen F(e) fiir einige Teiler; die unter-
strichenen Teiler sind Primzahlen.

=3-11 (Quersumme und Hilfszahl F(1)=
—1), t=77=7-11 (Hilfszahl F=—2 und
F=—1),t=63=32-7(Quersumme und Hilfs-
zahl F= -2).

Beispiel: Ist z=525833 durch
t=77=7-11teilbar?

Priifen Priifen
der Teilbarkeit der Teilbarkeit
durch 7; durch 11
F()=-2 Hilfszahl F(1)=—1
525833 525833
-6 -3
$257|7 5258|0
—14 -0
524|3 525|8
-6 -8
51|8 517
—-16 -7
35 istdurch7 44 istdurchl1l
teilbar. teilbar.

Da z durch jeden Primlaktor von t=77 teil-
bar ist, ist z auch durch 77 teilbar.
Gelegentlich kommt man zu giinstigeren
Hilfszahlen, wenn man von z statt einer Stelle
2 oder 3 Stellen abteilt, z also schreibt
z=1004+K mit 0K <99 bzw. z=10004
+ R mit 0 R<£999. Am bekanntesten ist die
1001-Regel: Man teilt von z die letzten 3 Stel-
len ab und subtrahiert diese dreistellige Zahl
von der Rumpfzahl. Dann teilt 1001 die Zahl z
genau dann, wenn 1001 diese Differenz teilt.
Anders ausgedriickt:

t Fle) ¢ Fle) t F(e) t F) t Fle) . ¢ F(e)
3 +1 21 -2 39 + 4 57 -17 13 +22 91 -9
7 -2 2 +7 4 -4 5 + 6 77 -23 93 428
9 +1 27 -8 4 +13 61 -6 79 -8 97 -29
11 -1 29 +3 4 —14 63 +19 81 -8 99 +10
13 +4 31 -3 4 + 5 67 -20 83 +25 101 10
17 -5 33 +10 51 — 5769 + 7 87 —26 103  +31
19 +2 37 -11 53 +16 71 -7 8 +9 107 -32

Dieser Aufstellung entnehmen wir, daB durch
die Hilfszahl F(9)= +1 fiir t=9 die Quer-
summe von z gebildet wird. Ebenso erkennt
man, daB F(1)=—1 fiir t=11 gleichbedeu-
tend mit der Untersuchung der alternieren-
den Quersumme ist.

Fiir alle ¢, zu denen ein einstelliges F(e)
gehort, ist unsere Regel ganz gut handhab-
bar. Will man jedoch die Teilbarkeit durch
t=93 priifen, erweist sich das Arbeiten mit
der Hilfszahl 28 ungtinstig. Da 93 jedoch das
Produkt der Primzahlen 3 und 31 ist, knnen
wir zundchst mit der Quersummenregel die
Teilbarkeit durch 3 priifen (auch hier ist
F(e)= 1) und dann mit der Hilfszahl F(1)= -3
die Teilbarkeit durch 31 untersuchen. Ahn-
lich verfahrt man bei den Teilern =33

1001 Teiler von z= 10004 + R+ 1001
Teiler von A—R, d. h. die Hilfszahl ist F=1.
Beweis: 1001 Oz =
10004 +R =1001-r|-F
10004 +RF=1001r- F| + A—10004F
A+ RF=1001rF — A(1000F — 1)
Die Hilfszahl F ist also so zu wihlen, daB
1001/1000F —1, dies ist offensichtlich fiir
= —1 zu erreichen.
Beispiel :
Ist 45734689 durch 1001 teilbar?
45734|689
—689
45045
~045s
0 ist durch 1001 teilbar,
also auch 45734 689.




Da 1001 =7-11-13 ist, hat man damit zu-
gleich die Teilbarkeit durch 7, 11 und 13
gepriift. Fiir t=37 ergibt sich als Hilfszahl
F=+10, wenn man von z zwei Stellen ab-
streicht.
Beispiel: Ist 232693 durch t=37 teilbar?
Esist f=10

2326|93

+930

32|56
560

592 ist gleich 37- 16,

also ist z durch 37 teilbar.
Fiir £=167 ergibt sich die Hilfszahl F= -5,
wenn man von z zwei Stellen abstreicht. Ver-
suche das nach obigem Vorbild zu beweisen!
Beispiel: Ist z=13185652 durch t=167 teil-
bar?

131856 |52
—-260

131596
—480

8]35
-175

—167 istdurch 167 teilbar,

mithin auch z.
Es ist 13185652 :167=78956.
AbschlieBend nennen wir einige Hillszahlen
F fiir Teiler ¢, wenn von z zwei Stellen ab-
geteilt werden. Es sei also
z=1004A+K mit Ae N und KeN

Acht und fiinf

a) Stelle dir einmal auf dem leeren Schach-
brett acht Damen so auf, daB sie sich gegen-
seitig nicht schlagen kénnen!

b) Und wie miilte man acht Damen so
postieren, daB dabei ein Maximum von Fel-
dern nicht von den Damen angegriffen ist?
¢) Gelingt es dir, fiinf Damen so aufzustellen,
daB von ihnen alle Felder des Brettes kon-
trolliert werden? -

c d e f g h

N\

0L K<99. Dann ist 4 \§\ \
\\ NN N
t 37 43 67 101 157 167 367 3k
N
F +10 -3 -2 -1 +11 -5 —11 2 \ \ N

Wenn wir von z=10004+ R mit AeN und
ReN 0L R£999 die letzten drei Stellen ab-
trennen, ergibt sich fir =37 die Hilfszahl
F=+1.
Beispiel: Ist z=195721231
durch t=37 teilbar?
Wir kombinjeren hier die verschiedenen
Moglichkeiten, die Teilbarkeit durch 37 zu
priifen. Hilfszahl fiir 3 abzuteilende Stellen:
f=+1
Hilfszahl fir 1 abzuteilende Stelle: F= —11

195721]231

+231

195]952
+ 952

114 |7 nunnur 1 Stelle abteilen;
-77 Hilfszahl F= —11

37 ist durch 37 teilbar,
also auch z.
Man iiberzeugt sich leicht, daB dieses Ver-
fahren schneller zum Ziel fihrt als die Divi-
sion durch 37.

J. Portner (1)

1 | \\ N

Schach-Preisaufgabe

Fiir die Schachecke einer Zeitung wurden drei
Preisaufgaben vorbereitet. Es wurden Abbil-
dungen iiber die Stellung der Schachfiguren
angegeben, bei denen in zwei, drei bzw. vier
Ziigen matt zu setzen ist. Aber die Namen der
Autoren wurden getrennt von den Abbil-
dungen vorgegeben, und man fragte den ver-
antwortlichen Redakteur nach der Zuord-
nung.

Der Redakteur erinnerte sich aber auch nicht,
wer welche Aufgabe geschickt hatte. Etwas
wubte er jedoch:

(1) In einer sehr schonen Miniatur (d.h.
einer Schachaufgabe, bei der héchstens noch
7 Figuren auf dem Brett stehen), welche der
15jahrige Schiiler Bernd Miiller zuschickte,
stand der weiBe Ko6nig auf demselben Feld
wie in der Aufgabe von Gisela Neumann.

(2) Die Aufgabe von Viktor Schmidt, wo
noch die schwarze Rochade maglich ist (d. h.,
der schwarze Ko6nig sowie der Turm stehen
noch auf den Anfangsfeldern), enthilt genau

die Halfte von der Anzahl der Figuren wie
Dreiziiger.

(3) Die Ehefrau vom Autor des Vierziigers
ist die Schwester von Gisela Neumann.

Der verantwortliche Redakteur baute eine
Tabelle auf:
Namen Vier-
ziiger

Zwei-
ziiger

Drei-
ziiger

B. Miiller

G. Neumann

V. Schmidt

Und unter Beriicksichtigung der obengenann-
ten Bedingungen stelite er in die entsprechen-
den Kistchen Einsen, in die anderen — Nullen.
Kannst du helfen, diese Einsen und Nullen in
die Tabelle richtig einzusetzen?

A. Halameisdr, Moskau

Eine harte Nuf}

Das abgebildete Quadrat ABCD habe die Sei-
tenldnge a. Berechnet die Summe der Fli-
cheninhalte aller in diesem Quadrat enthalte-
nen Kreise!

D

P

A 8

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Klaus-Peter berichtet
aus seinem
Mathematikzirkel

Teil 2
Ein Lokomotivfiihrer ist in Noten

Fraulein Steinmann, die Leiterin unseres
Mathematikzirkels, hatte uns eine Aufgabe
von einer Friedensfahrtetappe gestellt; sicher
wubte sie, daB wir Jungen im vergangenen
Jahr mit dem Rad in dem schonen Stiddtchen
L waren, um den Friedensfahrern einen be-
geisterten Empfang zu bereiten.

Wieviel voneinander verschiedene Moglich-
keiten des Zieleinlaufs es bei einer sieben-
kopfigen Spitzengruppe gibt, hatten wir schon
auf dem Heimweg ausgerechnet: Bei 7 Ele-
menten gibt es 7! Permutationen. (Vgl
alpha Heft 1, Seite 16.) Wir rechneten sogar
»im Kopf“: P;=7!=7-6-5-4-3:2-1=
5040. Eine solch groBe Zahl hatte von uns
niemand vermutet.

Doch die zweite Aufgabe bereitete uns aller-
hand Kopfzerbrechen, und ohne die Hilfe
unserer kiugen Zirkelleiterin hitten wir die
Losung sicher nicht gefunden:

Bei wieviel der moglichen Einldufe steht min-
destens ein, hochstens ein bzw. genau ein
Fahrer aus der DDR auf dem Siegertrepp-
chen fiir die ersten drei, wenn unter den
7 Fahrern aus der Spitzengruppe zwei aus der
DDR waren?

Mit den Formulierungen ,,genau ein* (einer
und keiner mehr und auch keiner weniger),
,»hochstens einer* (keiner oder genau einer)
bzw. ,mindestens einer” (genau einer oder
mehr als einer) hatte uns Fraulein Steinmann
schon oft zur Aufmerksamkeit gezwungen.
Wir stellten zunichst fest, daB es genau die
6 Moglichkeiten des Einlaufs dafiir gibt, da
beide DDR-Fahrer - wir nennen sie L und P -
auf dem Siegerpodest stehen.

LLLPP- -

2P-L-LP

3-P-LPL

Zu jeder dieser Plazierungen gehéren 5! Ein-
laufmoglichkeiten, die samtlich voneinander
verschieden sind. Also kommen in 6-5!
=6-5-4-3-2-1=720 Fillen genau zwei
DDR-Fahrer unter die ersten drei.

3 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Wir untersuchten nun den Fall, daB minde-
stens | DDR-Fahrer unter den ersten drei
ist.

Zu jeder der 6 Moglichkeiten in den Spalten
der Plazierungstabelle von L bzw. P gibt es
6! Moglichkeiten fiir den Einlauf der rest-
lichen sechs Fahrer.

LL--P- -

2-L--P-

3--L--P

Dabei treten jeweils auch die Fille aul] in
denen der zweite DDR-Fahrer auf einen der
ersten drei Plitze einkommt.

Schon glaubten wir, den Fall berechnet zu
haben, fiir den mindestens ein DDR-Fahrer
unter den ersten drei ist; doch zu unseréem
Gliick merkte Gunter, daB dabei 6 - 5! Fille
doppelt gezdhlt werden, denn der Fall, daB
z. B. L erster und P zweiter wird, kann in der
ersten und in der fiinften Spalte der Tabelle
auftreten. Also gibt es 6-6!—6-5!'=4320
—720=13600 Einlaufmoglichkeiten, in denen
mindestens ein DDR-Fahrer unter den ersten
drei ist.

»Nun ist alles einfach”, jubelte Ralph nach
kurzem Nachdenken, zeichnete eine Skizze
an die Tafel und meinte, daB man mit den
Zahlen 5040, 3600 und 720 schnell die rest-
lichen beiden Teilaufgaben losen kann. (Ob
der Leser dies auch schafft?)

,,Und weiter 7 fragte die ungeduldige Kerstin.
Unser Fraulein Steinmann zuckte nur die
Achseln, und da wullten wir, daB sie uns
wieder einmal eine Aufgabe wohlverpackt
iiberreicht hatte. ,Hundert verschiedene Wa-
genanordnungen gibt es gar nicht®, meinte
Corinna, die schon 6fter mit einem D-Zug
gelfahren war. ,,Es gibt 11! Moglichkeiten, das
sind mehr als 1000", widersprach Utta. Doch
Oliver teilte auch diese Meinung nicht, da ja
eine Umordnung gleicher Wagen an der
Wagenlolge nichts dndern wiirde.

Friulein Steinmann schrieb eine Wagenfolge
an:

1. 2 3 4 5 6 7. 89 10.11.
W, W, W, W, W, W, W, LLS G
Natiirlich gibt es 11! Moglichkeiten, die
Wagenfolge umzuordnen, doch das Vertau-
schen etwa des 2. mit dem 3. Wagen ,,bewirkt
nichts®; es entsteht keine andersartige Wagen-
folge. Die 5! Moglichkeiten, die Wagen
2. Klasse miteinander zu vertauschen (und
die anderen dabei festzulassen) fallen deshalb
zu einer Permutation zusammen. Wir stellten
fest:

5 Wagen 2. Klasse: 5! Permutationen fallen
zusammen, 2 Wagen 1. Klasse: 2! Permuta-
tionen fallen zu einer zusammen,

2 Liegewagen: 2! Permutationen fallen zu
einer zusammen.

Alle Einlaufmoglichkeiten

kein DDR-Fahrer

»vorn® Lvorn®

genau ein DDR-Fahrer

genau zwei DDR-Fahrer
Lvorn*

hochstens ein DDR-Fahrer ,,vorn“

mindestens ein DDR-Fahrer ,,vorn*

Unser Friulein Steinmann freute sich sehr
iiber die gute Idee, und sprach dem pfiffigen
Ralph ein dickes Lob aus. Dann begann sie
langsam eine kleine Geschichte zu erzéihlen:
»Es war einmal ein ...“ ,Rumpelstilzchen®,
platzte Holger dazwischen. Wir murrten,
doch Fréulein Steinmann ldchelte nur und
fuhr unbeirrt fort: ,,... ein Lokomotivfihrer.*
Damit hatten wir nicht gerechnet.

,.Der Lokomotivfiihrer hatte einen eigenarti-
gen Traum. Er sollte auf einem Rangier-
bahnhof einen D-Zug mit einer festgelegten
Wagenfolge zusammenstellen. Auf Gleisen
standen 5 Wagen 2. Klasse, 2 Wagen 1. Klas-
se, 2 Liegewagen, 1 Speisewagen und 1 Ge-
pickwagen. Er rangierte und rangierte, der
SchweiB stand ihm auf der Stirn, hundert
Wagenfolgen hatte er schon zusammenge-
stellt, doch die richtige war noch immer nicht
darunter. Plotzlich rasselte der rote Speise-
wagen mit groBem Getdse iiber Schienen und
Weichen, und der verzweilelte LokRihrer
wollte schon hinterherlaufen, da merkte er,
daB sein groBer Messingwecker klingelte und
ihn zum Dienst rief. Spiter — aul dem AuBen-
bahnsteig — sah er seinen wohlgeordneten
D-Zug bereitstehen, und er lachte.

Und damit schwieg Fréaulein Stetnmann.

,»Wir miissen also die Anzahl der méglichen
Permutationen von 11 Wagen durch die
Anzahl derjenigen Permutationen teilen, die
keine Verdnderung hervorrufen®, schlug der
kleine Oliver vor, der nun ganz besessen war,
das Problem bis zu Ende zu losen, Friulein
Steinmann gab ihm griines Licht, und Oliver
1
5121217
Wir rechneten gemeinsam aus, daB es 83160
voneinander verschiedene Anordnungen die-
ser 11 Wagen gibt. Dabei war Ralph am
schnellsten fertig, weil er den an der Tafel
stehenden Bruch durch 11:10:9-2-7-6 er-
setzt hatte. Wir sahen sofort ein, daB er sich
durch geschicktes Kiirzen eine Menge Arbeit
erspart hatte.
Da hitte der arme Lokfiithrer méglicher-
weise noch lange rangieren miissen!
nFidelt euch eine Perlenkette!" sagte Friu-
lein Steinmann und holte eine Schnur, eine
rote, eine schwarze und drei weille Perlen aus
ihrer Tasche. Wir wubBten natiirlich wieder,
daB wir nicht fddeln, sondern liberlegen soll-
ten. Wir sahen uns Olivers Tafelbild an und
dachten dariiber nach, auf welche Weise wir
die Anzahl der voneinander verschiedenen
Auffidelungsmoglichkeiten der Perlen be-

schrieb an die Tafel:



rechnen konnten, nur die gewissenhafte Utta
fing sofort an zu schreiben. Sie malte alle
Moglichkeiten auf, konnte sich jedoch nicht
fiir eine schonste Kette entscheiden, obwohl
sie nur 20 Moglichkeiten gefunden hatte.

SSwWS T
$SS Wr
§sS§sSs r w
SST § W

WTISSS
WSrIrss
WsSSrs
WSSST S

SwTr
SWS rs
SWS §Sr
I WssS

ITws § s
rs ws s
rs s ws
rs s s w

SIs ws
SIS s w
SSIT WS
SSWTrI s

Jens bestiitigte dieses Ergebnis und erklérte:
,,5 Perlen werden vertauscht, davon sind drei
Perlen mit der gleichen Farbe, bei denen eine
Vertauschung der Reihenfolge zu keiner

!
neuen Kette fiihrt. Also gibt es %=5 +4=20

Maoglichkeiten.“ .
Friulein Steinmann hatte wieder Grund, uns
zu loben.

,,Nun wollen wir die gefundene GesetzmiBig-
keit beschreiben®, sagte sie. Keiner von uns
hatte eine verniinftige Idee, doch Friulein
Steinmann meinte, es sei gar nicht so schwer:
»Wir haben n Elemente, davon stimmen -
denkt an unseren D-Zug — z.B. g, b bzw. ¢
Elemente iiberein. Die Anzahl dieser Permu-
tationen mit Wiederholung wollen wir mit
P25¢ bezeichnen.*

Nun schafften wir es: P:"’-‘=a—! Z: —

Wir stellten noch fest, daB a+ b +c¢ <n gelten
miisse, denn es konnen ja nicht mehr Elemen-
te mehrfach auftreten als tiberhaupt vorhan-
den sind.

Frdulein Steinmann begriindete uns noch
einmal die Richtigkeit der gefundenen For-
mel: ,, Angenommen, die n gegebenen Ele-
mente sind voneinander verschieden, dann
gibt es n! verschiedene Permutationen. Nun
machen wir a Elemente gleich, dann unter-
scheiden sich alle diejenigen Permutationen

nicht mehr voneinander, die durch Vertau-_

schen iibereinstimmender Elemente ausein-
ander hervorgehen, unabhingig davon, an
welcher Stelle diese Elemente auftreten. Da-
mit fallen stets a! Permutationen zu einer zu-
sammen, also haben wir die Gesamtzahl der
Permutationen durch a! zu dividieren. Nun
kann man weitere b Elemente als nicht unter-
scheidbar betrachten, dann...”

»Alles klar!* meinte Jens, und wir anderen
nickten zustimmend mit den K&pfen.

»Dann werdet ihr sicher auch die Niisse bis
zum nidchsten Zirkel knacken konnen, die
ich euch heute mitgebracht habe", sagte
Fréulein Steinmann und stellte uns noch
einige Aufgaben zu Permutationen, einige
ohne und einige mit Wiederholung:

1. Wieviel Worter kann Kerstin aus den
Buchstaben ihres Namens bilden, wenn kein
Buchstabe mehrfach benutzt werden darf und

auch alle sinnlosen Worter zugelassen wer-
den?

2. Wieviel funfstellige Zahlen kann man aus

den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 bilden, wenn

- jede Ziffer genau einmal,

- jede Ziffer hchstens zweimal,

— jede Ziffer h6chstens dreimal

auftreten darf?

3. Man bilde alle Permutationen der Ziffern
1,2,...,6!

Wie oft steht dabei die Ziflfer 4 an erster
Stelle?

Wie oft steht dabei die Ziffer 1 an sechster
Stelle?

Wie oft steht dabei die Ziffer 2 an letzter oder
vorletzter Stelle?

Wie oft stehen dabei die Ziffern 1 und 2
nebeneinander?

4. Sechs Kinder wollen in einem Ferienlager
Radrennen austragen. Es stehen drei Rédder
ohne Gangschaltung, | Rad mit Dreigang-
schaltung, ein Rad mit Fiinfgangschaltung
und ein Rad mit Zehngangschaltung zur
Verfiigung. Wie oft muB das Rennen durch-
gefiihrt werden, wenn alle Moglichkeiten der
Verteilung der Fahrrider ausprobiert werden
sollen?

5. In wieviel Permutationen der Elemente
aaaaab b bkommendiedrei Elemente
b b b nicht nebeneinander vor?

6. Auf wieviel voneinander verschiedenen
Wegen kann man vom Eckpunkt A des
Rechteckes ABCD zum gegeniiberliegenden
Eckpunkt C gelangen, wenn man wahlweise
auf Strecken waagerecht bzw. senkrecht zur
Seite AB des Rechteckes fortschreiten dar{?
Dabei soll die Linge des zuriickgelegten
Weges gleich der Linge zweier benachbarten
Seiten des Rechteckes sein.

[4 ¢

A B

Wihrend wir unsere Sachen einpackten, dis-
kutierten wir bereits iiber die gestellten Auf-
gaben. Vor allem die letzte schien uns eine
harte NuB zu sein.

Nur Holger, der bald einen groBen Gewinn
machen wollte, murrte:

»Und wo bleibt die Losung des Lotto-
Problems 7

»Spater”, sagte Fraulein Steinmann nur und
lachte.

(Fortsetzung folgt.) P. Géthner

Der Lehrer schreibt eine chemische Formel an
die Tafe!l und fragt eine Schiilerin: ,,Was ist
das fiir eine Formel?*

Sie sagt: ,,Hm, sie liegt mir auf der Zunge.**
Der Lehrer: ,,Dann spucke sie sofort aus, es
ist Salzsdure!*

Al A M3 ceMH npaBHIBHLIX HECTUYIOJb- -
HHKOB OJHH PacKpalleH IUECThI KpacKaMH
(cM. pucyHoK). PackpacbTe ocTalbHbIE LiIec-
THYroJIbHHKH TEMH € KPackaMH Tak, YToObI
B ,,lBETKE'’, M300paKEHHOM Ha PHCYHKE,
BCE TPEYroJibHbIE YYACTKH, PaHHvallMe Mo
CTOPOHaM LIECTHYroJIbHHKOB, ObLIM oOKpa-
LICHbI OIMHAKOBO.

A2A In night AXYZ shown below, W is
the midpoint of XY, and the circle with ZW
intersects WX at V. Calculate the length of
XZif XY=5 and WV=1.

diameler

A3A On veut blanchir la fagade d’une
école. Cette fagade a 18 m de longueur et
12 m de hauteur; on y voit 12 fenétres et une
porte. Les dimensions, en m, de chaque fe-
nétre sont 2,5 et 1,5; celles de 1a porte 3 et 2.
Calcule l'aire en m? de la surface a blanchir.

alpha, Berlin 18 (1984) 2 - 35



Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1984

a?.+ bZ ‘
2

Mathematik

Ma5 82435 Setzt man zwischen die dritte
und vierte Grundziflfer (von links) der Zahl
1983 eine zweistellige natiirliche Zahl, so ent-
steht eine sechsstellige Zahl z,. Setzt man
diese zweistellige Zahl zwischen die zweite
und dritte Grundzilfer der Zahl 1983, so ent-
steht eine weitere sechsstellige Zahl z,. Die
Differenz aus z, und z; soll 360 ergeben. Wie
lautet die einzuliigende zweistellige Zahl?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 82436 Frank hat fiin{ Stibe von je
5dm und zwei Stidbe von je 3dm Linge. Er
will damit Strecken von 18, 19, 20, 21 bzw.
22dm Linge abmessen. Wie macht er das,
wenn er nur diese Stidbe und keine weiteren
Hilfsmittel verwendet?
Schreibe die Losung wie folgt: 17dm=4-5
dm—1-3dm! )
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mas5 #2437 Maik soll eine einstellige na-
tiirliche Zahl erraten. Regina und Klaus
machen jeder iiber diese Zahl zwei Aussagen,
von denen eine wahr, die andere falsch ist.
Regina:
(1) Die Zahl ist nicht kleiner als 5.
(2) Sie ist nicht durch 4 teilbar.
Klaus:
(1) Die Zahl ist groBer als 8.
(2) Sie ist Nachfolger von 7.
Wie heiBt die zu erratende Zahl? Begriinde
deine Behauptung! _

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 #2438 Gib alle dreistelligen natiir-

lichen Zahlen an, die folgende Eigenschaften

haben:

(1) Die Zahlen bestehen nicht aus drei
gleichen Grundziffern.

(2) Sie haben vor- und riickwirts gelesen die
gleiche Zilfernfolge.

(3) Sie lassen sich (ohne Rest) durch 2 divi-
dieren.
(4) Sie enthalten keine Grundziffer 4.
Ein Beispiel wire die Zahl 656.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 %2439 Die Herren Schneider, Meier,
Krause und Miiller spielen Karten. Ihre Vor-
namen sind (in anderer Reihenfolge) Jiirgen,
Uwe, Mario und Roger. Mario spielt aus;
Herr Miiller sticht; Herr Krause wirft ab;
Roger muB bedienen. Zum SchiuB des Kar-
tenspiels ist Mario der Erste, Herr Schneider
Zweiter, Jirgen Dritter und Herr Krause
Vierter. Wie heiBen die Kartenspieler mit
Vor- und Zunamen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2440 Jemand kauft 30 Flaschen
,,Berliner Pilsner”, die Flasche zu 1,58 M ein-
schlieBlich 30 Pf Pfand. Nachdem sidmtliche

Flaschen dieses Bieres ausgetrunken waren, .

bringt der Kunde die leeren Flaschen zuriick
in die Kaufhalle und erwirbt allein vom
Pfandgeld erneut weitere Flaschen ,,Berliner
Pilsner*. Das wird solange wiederholt, bis das
Pfandgeld fir den Kauf von genau einer
Flasche Bier nicht mehr ausreicht. Wie viele
Flaschen ,,Berliner Pilsner* hat dieser Kunde
auf diese Weise insgesamt erworben?

Sch.

Ma6 #2441 Wihrend eines Monats konn-
ten Klaus, Steffen, Frank und Dirk zusam-
men 194 leere Flaschen an den AltstofThandel
abliefern. Steffen hatte dreimal soviel Fla-
schen wie Dirk, Klaus hatte soviel Flaschen
wie Steffen und Dirk zusammen, Frank
22 Flaschen weniger als Klaus gesammelt.
Wieviel Flaschen hat jeder der vier Jungen
gesammelt ?

Schiiler Klaus Liesenburg, Ilsenburg

36 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Thies LuAbor, 2600 Gustrow, Werdersir 22 Ma7s
Kersimg -0S, Klayx 7 8| 1369
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name. Vorname. Privatanschrifl (Postleit-
zahi nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
len an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

1. Alle Weubewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe [ortlaufend numeriert.
Der iblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer. z. B. 7. vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11 12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben.
welche mit Ma 10:12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fur
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollsidandige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut geldst™”, ,.gut gelost™ oder ..peldst.
Schiler, welche nur einen Schluflsaiz zu
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten. unubersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ..nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 lauft
von Heft 5/1983 bis Helt 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/84 verdffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig [rankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 82442 Gerd ist zweimal so alt wie sein
Bruder Frank. Gerds Mutter ist 25 Jahre dlter
als Frank und dreimal so alt wie Gerd. Wie
alt (in ganzen Jahren) sind die beiden Briider
und ihre Mutter?

Schiiler Andreas Peukert, Helmershausen

Maé6 12443 Als Herrn L. von seinen Schii-
lern zum Geburtstag gratuliert wird, beant-
wortet er die Frage nach seinem Lebensalter
(in ganzen Zahlen) wie folgt:

(1) Die Zahl, die mein Lcbensalter angibt, ist
groBer als 45.

(2) Addiert man die Anzahl der Zehner und
die Anzahl der Einer dieser Zahl, so ist die
Summe eine einstellige natiirliche Zahl.

(3) Die Einerstelle stellt eine gerade natiir-
liche Zahl dar.

(4) An der Zehnerstelle steht keine gerade
natiirliche Zahl.

(5) Diese vier von mir gemachten Angaben
sind alle falsch.

Welches Lebensalter hat Herr L. zu diesem

Zeitpunkt erreicht?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®2444 Rita, Sven und Toni rechnen
um die Wette das Produkt 1-2-3-4-5-6
-7-8-9-10-11-12-13 aus. Rita erhilt als
Ergebnis 6227020890, Sven 6227028 000 und
Toni 6227029 800. Begriinde, ohne jeweils das
ganze Produkt auszurechnen, daB alle Er-
gebnisse falsch sind!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®2445 Ein Weinbauer vererbt seinen
drei Sohnen 70 leere, 7 volle und 7 halbvolle
Weinfisser. Jeder sollte gleich viel Wein und
gleich viel Fisser erhalten. Weise nach, daB
genau zwei Sohne die gleiche Aufteilung er-
hielten, also gleich viet volle, halbvolle und
leere Fisser!  StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 82446 Klaus wird von seinem Freund
gefragt, wie viele Wohnungen sich in dem
Haus befinden, in dem er mit seinen Eltern
wohnt. Darauf antwortet Klaus: ,,Rechne es
dir selber aus! Es sind mindestens 20, aber
hdchstens 70 Wohnungen. Es sind 2-, 3- bzw.
4-Zimmer-Wohnungen. Es sind doppelt so
viele 2-Zimmer- wie 3-Zimmer-Wohnungen.
Jede zwolfte Wohnung ist eine 4-Zimmer-
Wohnung.“ Wie viele 2-, 3- bzw. 4-Zimmer-
Wohnungen hat das Wohnhaus, in dem Klaus

wohnt? Andrea Putz, Lichtenstein

Ma7 #2447 Zeichne ein Quadrat ABCD
mit einer Seitenlinge von a=3cm! Verlin-
gere alle Quadratseiten um 2 cm, und zwar
AB iiber B hinaus bis E, BC iiber C hinaus bis
F, CD iiber D hinaus bis G und DA iiber 4
hinaus bis H! Verbinde die Punkte E, F, G
und H zu einem konvexen Viereck EFGH'!
a) Wie groB ist der Flacheninhalt des Vier-
ecks EFGH?
b) Weise nach, daB dieses Viereck ebenfalls
ein Quadrat ist!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 82448 Von einem Quadrat wurden,
wie aus dem Bild ersichtlich, rechtwinklige
Dreiecke abgeschnitten. Welchen Flichen-
inhalt hat das iibrig gebliebene Flachenstiick,
das schraffiert dargestellt wurde?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

3em

Jem

Bcm

5

Iem

Ma7 2449 Frau B kaufte in einem Back-
warengeschidft 2 Brotchen mehr, Frau A
7 Brotchen mehr als Frau C. Frau A kaufte
1 Stiick Bienenstich weniger, Frau C 2 Stiick
Bienenstich mehr als Frau B. Frau C kaufte
1 Stiick Butterkuchen mehr, Frau B 3 Stiick
Butterkuchen mehr als Frau A. Von diesen
drei Frauen wurden zusammen 32 Stiick
Backwaren gekauft, von jeder Sorte wenig-
stens ein Stiick. Wieviel Stiick Backwaren
jeder Sorte kaufte jede dieser drei Frauen,
wenn die Anzahl der von Frau A gekauften
Butterkuchen kleiner, die Anzahl der von
Frau C gekaulten Brotchen groBer ist als die
Anzahl der von Frau B gekauften Stiick
Bienenstich? Sch.

Ma8 82450 Wenn man eine beliebige durch
3, aber nicht durch 2 teilbare natiirliche Zahl
um 9 vermindert oder vermehrt, so erhdlt man
stets eine durch 6 teilbare natiirliche Zahl.

Diese Behauptung ist zu beweisen.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®2451 Es ist zu beweisen, daB die

Summe aus sieben aufeinanderfolgenden na-

tiirlichen Zahlen stets durch 7 teilbar ist.
Schiiler Olaf Karger, Wittenberge

Mag ®2452 Welchen prozentualen Anteil
hat ein Wiirfel am Volumen einer Kugel, die
der Wiirfel mit allen seinen Eckpunkten be-
riihrt? Schiiler B. Fischer, Niinchritz

Ma8 82453 Zeichne ein Dreieck ABC mit
den Seitenlingen a=5cm, b=6cm und ¢
=7cm! Konstruiere nur mit Zirkel und
Lineal ein Quadrat, das flichengleich dem
Dreieck ABC ist! Die Konstruktion ist zu be-
griinden. Sch.

Ma9 ®2454 Essind alle natiirlichen Zahlen

x zu ermitteln, fiir die |/x =2}/x eine wahre
Aussage wird.
Schiiler Peter Hermann, Hoyerswerda

Ma9 12455 Bernd soll eine natiirliche Zahl
zwischen 1 und einer Million bestimmen.
Dora, Ernst und Frank machen dazu jeder
genau eine wahre und genau ecine falsche
Aussage.

Dora:

(1) Sie hat weniger als drei Stellen.

(2) In ihrer Primzahlenzerlegung sind genan
zwei verschiedene Primzahlen.
Ernst:
(1) Sie ist nicht durch 9 teilbar.
(2) Sie ist nicht durch 27 teilbar.
Frank:
(1) Sie lautet 91809.
(2) Sie ist durch 101 teilbar.
Wie lautet die Zahl?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 #2456 Herr A. hebt von seinem Spar-
konto 500,— M ab. Er erhélt genau 16 Bank-
noten ausgehdndigt, und zwar 10-Mark-
Scheine, 20-Mark-Scheine und 50-Mark-
Scheine. Wie viele Geldscheine jeder der drei
Sorten erhielt Herr A ausgezahlt, wenn es
mehr 20-M-Scheine als 10-M-Scheine, aber
weniger als 50-M-Scheine waren? Sch.

Ma9 82457 Gegeben sei ein Kreis k(M;r).
In diesen Kreis sei ein Durchmesser d=2r
eingezeichnet. Parallel zu diesem Durch-
messer sei eine Sehne der Linge s=r gezeich-
net. Es ist der Abstand dieser Sehne vom
Durchmesser des Kreises k(M;r) zu berech-

nen. Schiiler Sven Saar, Miihlhausen

Ma10/12 m2458 Welche reellen Zahlen a
und b erfiillen die Ungleichung

Va2 i1

Student Andreas Stenzel, Cortbus

Ma 10/12 #2459 Der Ausdruck n! (lies: n
Fakultit) ist wie folgt definiert:
nl=1-2-3-4-...-n
Def

Es ist auf rationelle Weise zu ermitteln, auf
welche Ziffer die Summe 11421431444 ...
+ 100! endet!
Schiiler Sven Saar, Miihlhausen
Ma 10/12 #2460 Die MaBzahl des Umfangs
eines rechtwinkligen Dreiecks (gemessen in
ganzen cm) sei gleich der MaBzahi seines
Flicheninhalts (gemessen in ganzen cm?).
a) Existieren rechtwinklige Dreiecke mit die-
ser Eigenschaft?
b) Welche Lingen besitzen die Seiten dieser
rechtwinkligen Dreiecke? Sch.

Mal0/12 w2461 Es ist zu zeigen, daB fiir
alle Dreiecke ABC gilt:
. o u
siny=—-—.
Dabei sind a und b die Lingen der Seiten,
die den Winkel der Gr68e y einschlieBen,
u der Umfang des Dreiecks ABC und ¢ die
Linge des Inkreisradius.
Schiiler Bernd Neuf,
Wilhelm- Pieck-Stadt Guben

Physik

Ph6 8156 Der Fixstern, der unserem Son-
nensystem im Weltall am néchsten ist, ist der
Stern ,,Proxima Centauri” im Sternbild Zen-
taur am siidlichen Sternenhimmel. Seine Ent-
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fernung betrédgt rd. 40,2 Billionen Kilometer.
Welche Zeit braucht das Licht, um diese Ent-
fernung zuriickzulegen? Gib das Ergebnis
auch in Jahren, Tagen und Stunden an!

Ph7 w157 Durch eine Rohrleitung von 40
mm lichter Weite stromen in einer Stunde
4,53 m® Wasser. Berechne die Strémungs-
geschwindigkeit des Wassers! Wie groB ist
die Stromungsgeschwindigkeit, wenn man
das Rohr auf die halbe lichte Weite verengt?

Ph8 @158 Nach einem Brand in einer La-
gerhalle wurde bei der Spurensicherung durch
die Genossen der Feuerwehr folgendes fest-
gestellt:
Ein Stahltriger mit einer Linge von 15m
hatte durch die Warmeeinwirkung eine Lin-
genausdehnung um 45 mm erfahren. Welche
Maximaltemperatur hatte der Triger wih-
rend des Brandes angenommen, wenn an-
sonsten die Umgebungstemperatur konstant
12°C betrédgt? (Linearer Ausdehnungskoeffi-
zient: «=0,000012 grd)

Ing. K.-H. Milde, Dresden

Ph9 8159 In einem Salzbergwerk soll eine
elektrische Pumpe mit dem Wirkungsgrad n
Salzsole mit der Dichte g aus einer Tiefe s
an die Erdoberflache heben. Dabei soll die
Salzsole in einer Menge n (in C/min) gefor-
dert werden.
a) Es ist eine Formel fiir die Leistung P auf-
zustellen, mit der die Pumpe betrieben wer-
den muf.
b) Es ist die Leistung P fiir folgende Werte
zu berechnen:
n=08; g=1,15g/cm?®; s=50m; n=360C/
min.
c) Wie stark muB der Stromkreis abgesichert
sein, wenn diese Pumpe an Normalspannung
(U =220 V) angeschlossen ist?

J. Weber, Karl-Marx-Stadt

Ph10/12 m160 Eine Lore rollt auf einer
schiefen Ebene mit der H6he von 2m ab-
wirts. Berechnen Sie den Anstiegswinkel,
wenn die Lore am Ende eine Geschwindig-
keit von 18 km/h erreicht hat! Die Rollrei-
bungszah! betrigt 0,05.

Chemie

In alten Schulbiichern geblittert

Ch7 w125 Aus: Rechenbuch fiir niedere und
besondere Landschulen von A. H. RieB, Mag-
deburg und Dessau 1801

Eine gewisse Arznei wird aus mehreren Sa-
chen bereitet, von der ersten kommen 12
Lothe, von der zweiten 13 Loth, von der
dritten 8 Loth, von -der vierten 7 Loth;
wieviel von jeder Ingredienz (Zutat) wird zu
10 Pfund erfordert? (1 Pfund =32 Loth)

Ch8 ®126 Aus: Sammlung arithmetischer
Aufgaben. Zum Gebrauch in Regimentsschu-
len. Fr. Richter und O. Bucher, I. Lieutenants
im K.S. Artillerie-Corps. Dresden 1858.
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Um Hufsalbe zu bereiten schmelze man
4 Loth gelbes Wachs
1 Pfund reinen Rindstalg

unter 1% Pfund Baumd], bei gelindem Feuer,

in einem Kessel und setze, nachdem derselbe
vom Feuer wieder entfernt worden ist, 4 Loth
gemeinen Terpentin hinzu. Das Ganze riihre
man bis zum volligen Erstarren. Wieviel wird
von jedem der genannten Bestandteile noth-
wendig sein, um 17 Pfund Hufsalbe zu

gewinnen, wenn auf 1% Prozent Verlust bei

der Bereitung zu rechnen ist? (1 Pfund
=32 Loth)

Ch9 ®127 Aus: Johann Philipp Griisons
Enthiillte Zaubereyen und Geheimnisse der
Arithmetik, Berlin 1800

Ein Weinhindler hat nicht mehr als 2 Sorten
Wein, wovon er die eine Sorte zu 10, die
andere zu 5 Gr. (Groschen) die Bouteille ver-
kauft. Man verlangt von ihm die Bouteille zu
8 Gr. Wie viele Bouteillen werden von jeder
Sorte dazu gefordert, um eine neue hervorzu-
bringen, welche zu 8 Gr. verkauft werden
kann?

Ch10/12 w128 Aus: Aufldsung algebraischer
Gleichungen des ersten und zweiten Grades
von Adam Burg, Wien 1827

Um eine gute schwarze Tinte zu bereiten,
nimmt Jemand auf 2 Quart Regenwasser,
folgende Zuthaten: geraspeltes Blauholz, grob
gepulverte Gallédpfel, griinen Eisenvitriol, ara-
bisches Gummi und Gewiirznelken. Die
Mengen sind dem Gewichte nach aus folgen-
den Angaben zu bestimmen: das Gewicht des
Eisenvitriols um jenes des Gummi vermehrt,
ist gleich dem Gewichte der Gallédpfel; das
Gewicht der Galldpfel um 1 Unze vermehrt,
ist dem vierfachen Gewicht des Blauholzes
gleich; der achte Theil des Gewichtes der
Gallépfel ist noch drei mal so groB, als jenes
der Gewiirznelken; endlich ist der sechzehnte
Theil des Gewichts des Gummis, dem Ge-
wichte der Gewiirznelken gleich, und alles
zusammen.

Josée Luis Massera
aus dem Kerker
freigekampft

Montevideo, 2. Mdrz 1984 (ADN)

Der bekannte uruguayische Mathematiker
und Kommunist José Luis Massera ist nach
mehr als achtjdhriger Haft freigekdmpft wor-
den. Das uruguayische Militirregime hatte
den aufrechten Demokraten und Antifa-
schisten im Oktober 1975 wihrend einer
Razzia gegen die fortschrittliche Bewegung
in Montevideo verhaftet und zu einer Ge-
fangnisstrafe von 20 Jahren verurteilt. Fiir
seine Freilassung hatten sich Wissenschaft-
ler aus allen Lindern eingesetzt, u. a. mehr
als 50 Nobelpreistriger. Neun Universiti-
ten, darunter die Humboldt-Universitdt zu
Berlin, verliecken Massera ihre Ehrendoktor-
wiirde.

Briiderliche GriiBe und Gliickwiinsche hat
das Solidaritdtskomitee der DDR dem nach
achtjihriger Haft freigekimpften Mathema-
tiker und Kommunisten iibermittelt. Das
Komitee versichert, alle Kraft fiir die Frei-
heit aller etwa 1000 noch eingekerkerten
uruguayischen Patrioten einzusetzen.




Zwei Aufgaben und sieben Losungen

Wer mehr weill und Phantasie hat, kommt¢ rasch zum Ziel

Teil 2

A2 A Gegeben ist ein Quadrat. Ein Kreis
soll so gezeichnet werden, dafi er zwei Nachbar-
seiten des Quadrates beriihrt und durch einen
Eckpunkt des Quadrates geht.

Sie entwerfen eine Skizze (Bild 2) und iiber-
legen zundchst wieder gemeinsam. Alle Qua-
dratseiten sind gleichberechtigt; es wird ver-
einbart, daB BC in F und AB in E beriihrt
werden sollen, und D soll gemeinsamer Punkt
von Kreis und Quadrat sein.

Die Aufgabe ist gelost, wenn der Mittelpunkt
M des Kreises ermittelt ist. Eine Bestim-
mungslinie fir M erkennen die drei bald:
Da BC und AB Tangenten des Kreises sein
sollen, muB sein Mittelpunkt auf der Winkel-
halbierenden von <« ABC liegen, also auf der
Diagonalen BD.

Bid2 .

Wie aber findet jeder von ihnen eine zweite
Bestimmungslinie fiir M ?

Rainer konzentriert sich auf die Teilfigur
BCD: Er iiberlegt: F und D sind Kreispunkte,
sie sind also von M gleich weit entfernt. Die
Punkte D, M, F bilden demnach ein gleich-
schenkliges Dreieck. Das zeichnet er ein
(Bild 3).

Bild 3 P ¢

o\

N

A £ B

Von diesem Dreieck mite man wissen, wie
groB die Basiswinkel sind. Dann k&nnte man
diesen Winkel an BD in D antragen. Der
freie Schenkel schneidet BD in F und die
Senkrechte zu BC in F (der Beriihrungs-
radius) schneidet BD in M.

Rainer rechnet gerne, und so rechnet er die
GroBe des Winkels & BDF aus, indem er den
Winkelsummensatz auf das Dreieck AFCD
anwendet.
Er beriicksichtigt dabei,
daB- x FDC=45°— £ BDF und
¥ CFD=9%0°~ £DFM =90°— £ BDF ist.
¥ FDC+90°+ £« CFD=180°
45° — £ BDF +90° +90°— x BDF =180°

2&BDF= 45°

¥ BDF=225°

Beim Kontrollieren der L&sung erkennt er,
daB er umstiindlich gearbeitet hat. Die GréBe
des AuBenwinkels £ FMB des gleichschenk-
ligen Dreiecks DMF betriigt 45°, denn MF ||
DC. Der AuBenwinkel ist aber so groB wie
die Summe der beiden Basiswinkel. Es ist also
¥BDF=xMFD=225"
Torsten erginzt die Skizze durch die Sehne
FE, und er zeichnet auch die beiden Be-
riihrungsradien ME und MF ein (Bild 4).

Bidd o ¢’

Er betrachtet die Gesamtfigur und wendet
seine Kenntnisse der Sidtze von den Winkeln
am Kreis an. EM und FM stehen senkrecht
aufeinander, da ja auch die Tangenten senk-
recht aufeinanderstehen. ¥ EMF ist Zentri-
winkel zu EF. Seine GroBe betrigt 90°. Jeder
Peripheriewinkel, auch der mit dem Scheitel
D, ist also 45° groB. Diesen Winkel zeichnet
Torsten ein. Die Diagonale BD halbiert die-
sen Winkel, und Torsten kann nun, aus-
gehend von BD und der Kenntnis des Win-
kels ¥ BDF, den Punkt F und dann M kon-
struieren.

Uwe liebt die Ahnlichkeitslehre und geo-
metrische Abbildungen. Er erinnert sich, daB
man bei der Konstruktion von Figuren, die
bestimmte Bedingungen erfiillen sollen, zu-
nichst eine Figur konstruiert, die einige der
Bedingungen erfiillt und der geforderten
Figur &hnlich ist. Durch eine zentrische

Streckung kann er diese dann so verdndern,
daB weitere durch die Aufgabe gestellte Be-
dingungen erfiillt werden.

Er zeichnet um M zunichst einen Kreis, der
die Quadratseiten zwar in E; und F, beriihrt,

Bild 5

)

M A

A E, B

die Diagonale aber nicht in D, sondern in D,
schneidet (Bild 5).
Mit B als Str¢ckzentrum fiihrt er dann eine

zentrische Streckung mit dem Faktor B:D
BD]

aus. Dadurch werden D, aul D und M,
auf M abgebildet. Wie Uwe das macht, zeigt
Bild 6.

Bild 6

A D E M 8

Die Freunde vergleichen noch ihre Losungs-
wege, da kommt Gabi, das Mathe-As der
Klasse, dazu. ,Ihr Jungens habt zu wenig
Phantasie®, sagt sie. ,,Ergiinzt eure Skizze ein-
mal zu einem gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreieck! Dann seht ihr, daB der zu konstru-
ierende Kreis der Inkreis ist. Und wie wir den
zu konstruieren haben, das wissen wir schon

lange.“ (Bild 7) 3

Bild 7
D c

M
F
L — -
-
—~
—
- -
H A £ 8

Sprach’s und lieB die drei verbliifften Freunde
zuriick.
W. Jungk
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In freien Stunden - alpha-heiter

,,Jch erziehe die Kinder nach meinem Vorbild.*

Karikatur : Jiirgen Frick

Frohe Ostern

Aus den abgebildeten Bruchstiicken von Eierschalen
sind jene zusammenzusuchen, die eine vollstindige
Eierschale ergeben.

(n, ) (A

G DG

Jeder von euch kennt die Antwort auf die Frage nach
der Uhrzeit, wenn der Befragte eine Digitaluhr hat:
»Es ist 12 durch 23, ausrechnen muBt du es selbst !¢
Es erhebt sich nun die Frage fiir mathematisch inter-
essierte Menschen, wie oft kommt bei dieser Division
ein ganzzahliges Ergebnis zustande? Es soll eine
Digitaluhr zugrunde gelegt werden, die einen 24-Stun-
den-Rhythmus hat. Ein Beispiel:

Bei 18 Uhr und 6 Minuten — 18 : 06 — ergibt sich die
Losung 3! Also, wievielmal ist das Resultat ganz-
zahlig?

NBI, Berlin

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

alpha auf Kurs 80

Wievielmal kann man das Wort ALPHA in seiner
unmittelbaren Buchstébenfolge lesen? Das heiBt, je-
weils von Buchstabe zu Buchstabe sei ein Schritt nach
rechts bzw. nach unten erlaubt.

ALPHALPHA
LPHALPHAL
PHALPHALP
HALPHALPH
ALPHALPHA

Beachte : Der letzte Buchstabe des Wortes ALPHA ist
in den meisten Fillen gleichzeitig Anfangsbuchstabe
von neuen Wortern. Zur Erleichterung ist eine Losung
fett ausgedruckt.

R. Schu:z, W .-Pieck-OS Rotta
Leiter des Kreisklubs Jg. Math. Grifenhainichen
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Spielereien um das Jahr 1984

0=1+9-8—)/4=—1-]/9+8—4

7=19-8-4=1-9—8:4
16=(1+9—8)*=1+9+8—]/4
23=19+8-4=19+/8- /4
34=—1+]/9+84=1+9!:8!+4!
84=1°-84=(1+9) 8+4
10=[—1+(/9)1]1—8—]/4
130=1+9+(d 8+/3)!

Mit Freude und Eifer — bei einigen Zahlen auch mit
langer Uberlegung — stellten die Teilnehmer des Lei-
stungszirkels KI.5/6 des Kreisklubs Junger Mathe-
matiker Zeitz fiir die Zahlen 0. .. 130 unter alleiniger
Anwendung der Ziffern 1, 9, 8, 4 in dieser Reihenfolge
und aller moglichen Rechenzeichen Aufgaben zu-

sammen. AG-Leiter OL D. Franke

®  a) Ein Elternpaar hat zwei junge Kinder, die eine
verschiedene Anzahl von Jahren zéhlen. Das Produkt
aus den Zahlen, die das ganzzahlige Alter von Vater,
Mutter und den beiden Kindern angeben, ergibt 1984,
Wie alt sind Vater, Mutter und die beiden Kinder,
wenn noch bekannt ist, dal der Vater ilter als die
Mutter ist?

b) Teile die Zahl 1984 so in fiinf Summanden, daf
jeder folgende doppelt so groB ist wie der vorher-
gehende! Schuldirektor H. Forg, Schwaz (Osterreich)

Hans-Jiirgen Starke, Elterrhaus und Schule



B 1984=(123—4+5)(6—7+8+9+0)
=[56(—7+8)-9-(10+1)-2]:3+4
=0—1+(2+34)-56—7—8)/9

Student T. Merten, Stralsund, z. Z. Berlin

Der Kreis und die Geraden

Ein Kreis lag friedlich auf der Wiese
und wiinscht’, daB ihn in Ruhe lieSe
die Nachbarschaft und die Bekannten,
die Vettern, Basen, Anverwandten.
Doch schon nach wenigen Minuten,
da horte er ein Auto tuten.

Drei Grazien waren ausgestiegen

und sahen diesen Kreis dort liegen.
Die erste reichte ihm die Hinde

und stellt sich vor als die Tangente,
indem sie ithn nur zart beriihrte,

so dal} er kaum ein Fiinkchen spiirte.
Danach durchschnitt ihn die Sekante,
die hoffnungslos fiir ihn entbrannte.
Die kleine Sehne trat als Dritte

heran mit einer groBen Bitte:

Sie wollte sich eng an ihn schmiegen;
im Endpunkt auf dem Kreise liegen.
Der Kreis, der Ruhe haben wollte,
zunachst dariiber etwas grollte.

Doch schlieBlich willigte er ein,

den Grazien immer Freund zu sein.
Und mit der Zeit fand er Gefallen

an den Tangent — Se — Kanten allen.

F. Winkler, aus: Sdchsisches Tageblatt

eingesandt v. S. Franze, Dresden

».Jch werde mir’s merken, du brauchst ja auch wieder
einen, der Reifen wechseln oder den Vergaser aus-
bauen kann, aber dann habe ich keine Zeit!*

Jorgal, aus: Sdchsische Zeitung
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Alter der Familienmitglieder gesucht

In einer vierkopfigen Familie zeigen die Lebensjahre
jedes Mitglieds die gleiche Quersumme. Das Gesamt-
alter aller ergibt zugleich die kleinste dreistellige Zahl
mit dieser Quersumme. Das Alter der Mutter ist so-
wohl durch das des Sohnes als auch durch das der
Tochter teilbar. Das Lebensalter des Vaters 148t sich
ebenfalls durch das des Sohnes, nicht aber durch das
der Tochter teilen. Mutter und Sohn haben zusammen
das Alter des Vaters, Mutter und Tochter sind zu-
sammen genauso alt wie Vater und Sohn. Wie ait sind
die einzelnen Familienmitglieder?

Dr. Ch. Lange, Sektion Musik am IfL Leipzig

Dreierlei, Viererlei

a) Zum Dreifachen einer Zahl die Zahl 3 addiert, ergibt
das gleiche wie von der dritten Potenz von 3 das Drei-
fache der Zahl subtrahiert. Bestimme die Zahl!
b) Zum vierten Teil einer Zahl die 4 addiert, ergibt das
gleiche wie vom Vierfachen der Zahl die Zahl 4 sub-
trahiert. Bestimme die Zahl!

Dr. W. Lorenz, Leipzig

alpha-Logik

Ermittle alle positiven ganzen Zahlen ¢, L, O, G, I, K,
die die Ungleichung (1) und die Gleichungen (2) bis (6)
gleichzeitig erfiillen!

() a<L<0O<G<I<K

(04 o
@ =\*t
(3) ﬁ: a_ﬁ a__c_x_

O L O
@ &(o-) (-8) (=3

o o o a o
® t={*-t)\*5)\* G '("“T)

o o o 4 o o
@ 1) (8) (-2 (9
Ubung

Welche Figur mufBl gefaltet und dann aufgesetzt
werden? Troll, Berlin

wbi

alpha, Berlin 18 (1984) 2 - 41



XXIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

230521 Die Zahlen von 1 bis 10 sollen als
Ergebnisse von Rechenaufgaben auftreten,
bei denen auBer den Zeichen fir die vier
Grundrechenoperationen und Klammern je-
weils nur die Ziffer 3 auftreten soll, und zwar
genau Smal. Fiir zwei Aulgaben wurden Bei-
spiele angegeben. )

Gib fiir die Ergebnisse 2, 3,4, 5, 6, 8,9 und 10
je eine derartige Aufgabe an!

Beispiele:

1=3-3:3-3:3=(3+3-3):3;
7=(33-3):3-3=3-3+3:3-3.

230522 Mit 12 gleich langen Hoélzchen sol-
len Begrenzungen von Flichen gelegt wer-
den. Es sind jedesmal alle 12 Holzchen [ir
eine Fliche zu verwenden. AuBerdem diirfen
benachbarte Holzchen nur gestreckte oder
rechte Winke] bilden.

Das Bild zeigt als Beispiel eine solche Fliche,
die einen Inhalt von 5 Flicheneinheiten be-
sitzt. (Als Flacheneinheit gilt der Flichen-
inhalt eines Quadrates mit der Seiteminge
eines Hoélzchens.)

Il
.

Zeichne jeweils eine solche Fldche mit einem
Flicheninhalt von a) 6 Flicheneinheiten,
b) 7 Flacheneinheiten, ¢) 8 Flicheneinheiten,
d) 9 Flidcheneinheiten!

230523 Die drei Pioniere Hans, Karl und
Peter fuhren mit dem Rad von Leipzig nach
Halle. Hans fuhr dabei in je 10 Minuten
2 Kilometer, Karl bendtigte fiir je 2,5 Kilo-
meter 10 Minuten, wihrend Peter in je 10 Mi-
nuten 3 Kilometer zuriicklegte und Halle nach
genau 100 Minuten erreichte.

Wieviel Minuten nach Peter trafen Hans und
Karl in Halle ein, wenn alle drei Pioniere zur
gleichen Zeit in Leipzig abfuhren?

230524 In dem Bild ist ein regelmiBiges
Sechseck ABCDEF und ein Punkt §' gegeben.
Der Schnittpunkt der Diagonalen AD, BE
und CF des Sechsecks sei S. Wir betrachten
diejenige Verschiebung, bei der S den Bild-
punkt S’ hat.

42 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Konstruiere den Verschiebungspfeil S§', und
dasBild A'B'C'D'E'F’ des Sechsecks ABCDEF

bei dieser Verschiebung!
E
Fi D
SI
Al c X
B

Olympiadeklasse 6
230621 Voneinem Milchhofsollen an einem
Tag 2200 Kisten mit je 25 Behiltern zu

1._. .
ZLnter Milch, ferner 600 Kisten mit je

24 Flaschen zu % Liter und 800 Kiisten mit

je 12 Beuteln zu 1 Liter Milch ausgeliefert
werden. Die hierlir insgesamt bendtigte
Milchmenge wurde in Tankwagen angeliefert,
von denen jeder 9000 Liter Milch faBt.

a) Berechne, wieviel Liter Milch insgesamt an
diesem Tag ausgeliefert werden sollen!

b) Berechne die kleinstmdgliche Anzahl von
Tankwagen, die zur Anlieferung der ben6tig-
ten Milchmenge insgesamt ausreichend wa-
ren! ’

230622 Die abgebildete Figur ABCD stellt
ein Rechteck dar, das sich aus den drei gleich
groBen Quadraten AEHD, EFGH und FBCG
zusammensetzt. Die Strecke AG schneidet die
Strecke EH in deren Mittelpunkt M, die
Strecke BH schneidet die Strecke FG in
deren Mittelpunkt N. Der Flicheninhalt des
Rechtecks ABCD betrigt 48 Flicheneinhei-
ten.

o] H G C
N
A E
Ermittle

a) den Flicheninhalt des Dreiecks SGH,

b) den Flicheninhalt des Dreiecks ABS,

¢) den Flacheninhalt des Vierecks ASHD!
(Hinweis: Zur Herleitung darfst du den Satz

verwenden, daB jedes Rechteck durch seine
Diagonalen in vier gleichgroBe Dreiecke zer-
legt wird.)

230623 Die vier Schiiler Erdbach, Freimuth,
Giebler und Hausmann haben die Vornamen
Alfred, Bernd, Christian und Detlef (mog-
licherweise nicht in dieser Reihenfolge). Sie
trafen sich auf Siegfried Zanders Geburts-
tagsfeier. Folgendes ist bekannt:

(1) Als ersten Gast konnte Siegfried seimen
Mitschiiler Hausmann begriiBen, als zweiten
Christian und danach Erdbach. Zuletzt kam
Bernd.

(2) Jeder dieser vier Giste brachte fiir das Ge-
burtstagskind genau ein Geschenk mit: Haus-
mann ein Wiirfelspiel, Alfred einen Kugel-
schreiber, Bernd einen StrauB Rosen und
Giebler ein Buch.

Zeige, daB sich aus diesen Angaben fiir die
vier Geburtstagsgidste eindeutig ermitteln
14Bt, wie ihre zusammengehdrenden Vor- und
Familiennamen lauten! Gib diese zusammen-
gehorenden Namen an!

230624 Fiinf voneinander verschiedene
Punkte einer Ebene sollen durch Geraden
miteinander verbunden werden. Dabei sollen
stets alle moglichen Verbindungsgeraden ge-
zeichnet werden.

Uwe behauptet: Die [iinf Punkte kdnnen so
liegen, daB es genau zehn verschiedene Ver-
bindungsgeraden gibt.

Norbert behauptet: Die fiinf Punkte kénnen
aber auch so liegen, dafl es nur fiinf Ver-
bindungsgeraden gibt.

Fritz behauptet: Die finf Punkte konnen
sogar so liegen, daB es nur eine einzige Ver-
bindungsgerade gibt.

a) Zeige durch Zeichnung von je einem Bei-
spiel, daB alle drei Aussagen wahr sind!

b) Untersuche, ob bei entsprechender Lage
der fiin[ Punkte auch noch andere Anzahlen
verschiedener Verbindungsgeraden vorkom-
men konnen, und zeichne auch dafiir Bei-
spiele!

Olympiadeklasse 7

230721 Uwes Schulweg fithrt am Rathaus
und am Bahnhof vorbei. Am Rathaus hat
Uwe ein Viertel des Weges geschafft; die Rat-
hausuhr zeigt 7.30 Uhr an. Am Bahnhof hat
Uwe ein Drittel des Weges hinter sich; die
Bahnhofsubr zeigt 7.32 Uhr an.

Um wieviel Uhr trifft Uwe in der Schule ein,
wenn er wihrend des gesamten Weges mit
gleichbleibender Geschwindigkeit geht?

230722 Es sei ABCD ein Rechteck; der
Mittelpunkt der Diagonale AC sei M. Die
Mittelsenkrechte auf AC schneide die Ge-
rade durch 4 und B in E und die Gerade
durch Cund Din F.

Beweise, daB dann die Dreiecke AEM und
CFM kongruent sind! '

230723 Blaue, gelbe und rote Wiirfel sollen



in eine Reihe gelegt werden. Der erste Wiirfel
der Reihe soll blau, der zweite soll gelb sein.
In der Reihe sollen niemals zwei gleichfarbige
Wiirfel nebeneinander liegen, und es soll sich
auch die Farbfolge von zwei nebeneinander-
liegenden Wiirfeln niemals wiederholen.

Ermittle die groBtmogliche Anzahl der Wiir-
fel in einer Reihe, die alle diese Bedingungen
erfiillt! Gib mindéstens ein Beispiel fiir eine
solche Reihe mit der groBtmoglichen Anzahl
von Wiirfeln an, und weise nach, daB es keine
solche Reihe mit mehr Wiirfeln geben kann!

230724 Von einem Parallelogramm ABCD
wird vorausgesetzt, daB die Halbierenden der
Winkel ¥ DAB und ¥ ABC einander in einem
Punkt E schneiden, der auf der Strecke CD
zwischen C und D liegt. Ferner wird voraus-
gesetzt, daB die Strecken AE und BE die
Lingen 7 cm bzw. 5 cm haben.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen den
Flicheninhalt des Parallelogramms ABCD!

Olympiadeklasse 8

230821 Ermittle alle diejenigen vierstelligen
natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingun-
gen erfiillen:

(1) Die aus den ersten beiden Ziffern von z
in dieser Reihenfolge gebildete zweistellige
Zahl ist eine Quadratzahl.

(2) Die aus der ersten und vierten Ziffer von z
in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist eben-
falls eine Quadratzahl.

(3) Die aus der zweiten und dritten Ziffer von z
in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist eben-
falls eine Quadratzahl.

Hinweis : Unter der ersten Ziffer verstehen wir
diejenige Ziffer von z, die an der Tausender-
stelle steht.

230822 Eine Schulklasse wird so in Lern-
brigaden aufgeteilt, dal die Anzah! der Mit-
glieder jeder Brigade um 2 groBer ist als die
Anzahl der Brigaden. Hitte man eine Brigade
weniger gebildet, so hétte jede Brigade 2 Mit-

glieder mehr haben konnen. Weise nach, daB} -

man aus diesen Angaben die Anzahl der
Schiller dieser Klasse eindeutig ermitteln
kann, und gib diese Anzahl an!

230823 Es sei k ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M. Drei Punkte A, B und C auf & seien
so gelegen, daB der Punkt M im Innemn des
Dreiecks ABC liegt.

Ferner sei xCAM=20° und *x AMB=120°.
Ermittle aus diesen Voraussetzungen die
GroBe des Winkels x CBM!

230824 Es sei ABC ein rechtwinklig-gleich-
schenkliges Dreieck mit C als Scheitel des
rechten Winkels. Uber den Seiten 4B, BC und
AC seien Quadrate nach auBen errichtet. Die
Diagonalenschnittpunkte dieser Quadrate
seien in dieser Reihenfolge mit D, E und F
bezeichnet.

Beweise, daB der Flacheninhalt 4, des Drei-
ecks DEF gleich dem Flidcheninhalt 4, eines
der Quadrate iiber AC bzw. BC ist!

Olympjadeklasse 9

230921 Ermitteln Sie alle dicjenigen zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen x, fir die die
Summe aus x und der durch Vertauschen der
Ziffern von x entstehenden Zahl y eine
Quadratzahl ist!

230922 Von einem Trapez ABCD wird vor-

ausgesetzt:

(1) Esgilt AB || DC.

(2) Esgilt AB>DC.

(3) Das Trapez besitzt einen Innenwinkel mit
einer GroBe von 110°.

(4) Die Diagonalen AC und BD sind die
Halbierenden der Winkel £xDAB bzw.
¥ ABC. '

Zeigen Sie, daf durch diese Voraussetzungen

die GroBen aller Innenwinkel des Trapezes

eindeutig bestimmt sind, und ermitteln Sie
diese GroBen!

230923 In dem Schema einer Additions-
aufgabe soll in jedes Kiastchen eine Ziffer so
eingetragen werden, daB jede der zehn Ziffern
(des dekadischen Zahlensystems) genau ein-
mal auftritt und in den vorderen Kistchen
keine O steht. AuBerdem soll genau dreimal
ein Ubertrag auftreten.

Ermitteln Sie alle diejenigen vierstelligen
Zahlen, die unter diesen Bedingungen als
dritte Zeile (Summe) dieselj Aufgabe moglich

sind!
+« O3

[T11]

230924 Beweisen Sie!
Ist p eine Primzahl, dann ist [/; keine ratio-
nale Zahl.

Olympiadeklasse 10

231021 Auf einem Schachbrett kann eine
Dame so ziehen, daB sie von ihrem Platz aus
alle Felder in der waagerechten und in der
senkrechten Reihe und die Felder der beiden
sich in ihrem Standpunkt schneidenden Dia-
gonalen erreichen kann. Im Bild ist die
Stellung der Dame durch ein schwarzes Feld
gekennzeichnet, die erreichbaren Felder sind
mit Punkten markiert. Buchstaben und Zah-
len am Rande sollen hellen, die Felder zu
benennen (hier steht z. B. die Dame auf d2).
Auf einem Quadrat aus 5x 5 Feldern sollen
nun 5 Damen so aufgestellt werden, daB keine
Dame auf einem Feld steht, das von einer
anderen erreicht werden kann.

- N W~
.

abcde

Stellen Sie fest, ob dies méglich ist, und er--
mitteln Sie gegebenenfalls alle Aufstellungen

der geforderten Art, die sich nicht durch
Drehung oder Spiegelung ineinander iiber-
fihren lassen!

231022 Ermitteln Sie alle diejenigen geord-
neten Zahlenpaare [g;r] aus einer ganzen
Zahl g und einer reellen Zahl r, die die
Gleichung

3T 3+ =9 erfiillen!
231023 Unten ist das Bild
A'B'C'D’'E'F'G'H’ eines Wiirlels ABCDEFGH
bei schriger Parallelprojektion gegeben. Fer-
ner sind die Bilder P, Q@' und R’ dreier
Punkte P, Q bzw. R gegeben, wobei
P auf der Seitenfliche ABFE,
Q auf der Seitenfliche BCGF,
R auf der Seitenfliche DAEH
liegt.
Konstruieren Sie das Bild der Schnittfigur
des Wiirfels mit der Ebene durch P, Q und R!
Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion!

€' H'
I
|
F } s
! R'
I X
ro |
Px |
|
I O— _
// xa
/-
1 ~
B C

231024 Beweisen Sié, daB es genau eine
positive rationale Zahl x gibt, die die Glei-
chung

x*=27 erfuillt!

Olympiadeklassen 11/12

231221 Ist (a,) eine Folge reeller Zahlen, so
bezeichne s, ihre n-te Partialsumme:

5k Y Gy
k=1
Man ermittle
a) von jeder arithmetischen Folge (a,), fiir die
54 =15 und s¢ =255 gilt,
b) von jeder geometrischen Folge (a,), fiir die
sa=15 und sg =255 gilt,

die ersten funf Glieder ay, a,, ..., as.

231222 Es sei P=ABCA'B'C’ ein gerades
dreiseitiges Prisma mit der Grundfliche
ABC, der Deck(liche A'B’C’ und den paralle-
len Kanten AA’, BB, CC'. Auf diesen seien
drei Punkte X, Y, Z gelegen, X zwischen 4
und A', Yzwischen B und B’, Z zwischen C
und C'.

Man beweise, daB der Korper K=ABCXYZ
das Volumen

alpha, Berlin 18 (1984) 2 - 43



1
VK=§ F(x+y+z)

hat, wobei x=AX, y=ﬁ, z=CZ ist und F
den Flacheninhalt von 4BC bezeichnet.

231223 Es sei ABCD ein beliebiges Trapez
mit AB | CD. Die Lingen seiner Seiten und
Diagonalen seien folgendermaBen bezeich-
net:
ﬁ=a,ﬁ=b,5=c,m=d,ﬁ=e,ﬁ=[,
Man beweise, daB dann stets die folgenden
Gleichungen (1) und (2) gelten!
af? +ce’>=(a+c)(ac+b?),
ae’ +cf*=(a+c)(ac+d?.

(1
2
231224 Man ermittle alle natiirlichen Zah-
len n, [ir die die Zahl 2" + 5 eine Quadratzahl
ist.

alpha-Wettbewerb
1982/83

Abzeichen in Gold

Michael Herrmann, Oberlichtenau ; Torsten Endter,
Oberschonau; Esther Hadicke, Oranienbaum; Kay
Leitz, Michael Taeschner, beide Parchim; Steffen
Scheithauer, Parey; Thomas Lieberwirth, Perle-
berg; Antje und Thomas Reichel, Pirna; Coren
Balling, Plessa; Dorit Grulke, Pritzwalk; Andreas
Jbstel, Karl-Martin Eichhorn, Katharina Eichhorn,
Bettina Beurich, alle Radebeul; Wolfgang Schnei-
der, Radeburg; Steffen Korb, Raschau; Nils Gro-
trian, Christoph Jahnke, beide Ribnitz; Lutz
Marschner, Riesa; Beate Walter, Robel; Kerstin
Giilden, Roitzsch; Holger Nobach, Michael Gra-
ber, Anne Ruser, Heiner Ruser, Elke Haferkorn,
alle Rostock; Astrid Grulke, Schernberg; Ronny
Henschke, Schierke; Roy Riihl, Schladitz; Kristin
Straubel, Schorssow; Jorn Briickner, Schwarzen-
berg; Kerstin Kilement, Schwerin; Achim Kréber,
Schoénbach; Roland Drendel, Senltenberg; Ute
Hornawsky, Silbach; Christiane May, Siebenlehn;
Jochen Wetzel, Klara Tépler, beide Sémmerda;
Ramona Dérre, Bernd Liebmann, beide Sonders-
hausen; Thomas Kaiser, Stralsund; Wollram
Meyerhofer, Strasburg; Andrea Kurz, Anja Reum-
schiissel, Antje Recknagel, Christina Schmidt, Anja
Hifner, Beate Neubert, Kerstin Reumschiissel,
Katja Huhn, Peter Motz, Achim Gratz, Uwe Pfann-
schmidt, André Albrecht, Mario Recknagel, Uwe
Holland-Merten, Katrin Moller, Ines Maschke,
Constanze Aster, Silvana Menz, Silke Recknagel,
alle Steinbach-Hallenberg; Uta Linz, Suhl; Gerlad
Schumann, Teichwolframsdorf; Holger Wittner,
Teterow; Lothar Matzker, Torno; Mario Winges,
Trusetal; Ulricke Dost, Petra Tiersch, Antje Wie-
land, Maja Rasch, alle Vacha; Thomas Vandahl,
Vélkershausen; Andrea Schmidt, Waren; Uwe
Pillat, Waschow; Monika Rdssler, Volker Leh-
mann, Johannes Thiter, alle Weimar ; Heike Eggert,
Udo Lehmann, Alexander Benz, Beate Rumpelt,
alle WeiBwasser; Holger Post, Wiebendorf; An-
dreas Doring, Lutz Grothe, beide Wiederitzsch;
Andrea Maas, Wilhelmsburg; Bert Winkler, Wil-
kau-HaBlau; Mario Kuhn, Wintzingerode; Karin
Junk, Peter Eggert, beide Wismar; Cornelia Hahn,
Ester Holznagel, beide Wolgast; Maren Zech.
Zahna; Adrian Hackenberger, Zedlitz; Antje
Schneider, Zeitz; Stefli Ramsthaler, Angelika Weyh,
Ute Barthelmes, alle Zella-Mehlis; Holger Radiinz,
Zerbst; Uwe Schulz, Birgit Gawlik, beide Zittau;
Kathrin Scheflel, Kathrin Neum, beide Zschorne-
witz; Michael Rihling, Dresden; Geertie MaeB,
Bad Doberan; Jorg und Gerd Heber, Erfurt

44 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

355

die Zahl © L2

Der Bruch und

Umfang und Durchmesser eines Kreises sind
inkommensurabel. Wiaren sie kommensura-
bel, so gébe es eine Strecke der Linge e so,daf3
die Lingen U bzw. d von Kreisumfang und
Kreisdurchmesser ganzzahlige Vielfache von
e wiren, etwa U =m e, d =n e. Dann wire das
fiir alle Kreise konstante Verhéltnis von Um-
fang und Durchmesser (seit Euler kurz mit =
bezeichnet) ein Bruch:

U _me

“d ne
bewies aber 1767, daB = nicht als gebrochene
Zahl darstellbar ist (x ist wie |/2 eine
irrationale Zahl). Man kann n durch einen
Bruch nur nzZherungsweise angeben. Der
griechische Geometer Archimedes von Syra-
kus fand im 3.Jh. v.u.Z., daB, wenn der
Durchmesser eines Kreises in 7 gleiche Teile
geteilt wird, 21 solcher Teile eine kleinere, 22
aber ecine groBere Linge ergeben als der
(etwa abgewickelte) Kreisumfang: g <n< 27—2
Im fiinften Jahrhundert benutzte der chinesi-
sche Astronom Zu Ch’ong-Zhi den Bruch %
als einen sehr gendherten Ausdruck des Ver-
héltnisses von Linge des Umfangs zur Linge
des Durchmessers. Erst iiber ein Jahrtausend
spéter wurde dieser Bruch in Europa erneut
gefunden. Auf welche Weise der chinesische
Astronom und Mitte des 16.Jahrhunderts

=%. Johann Heinrich Lambert

Peter Metius diesen Bruch %, dessen De-

zimalbruchentwicklung erst in der achten

Zilfer von der Dezimalbruchentwicklung von
n=3,141592653589793...

abweicht, ermittelt haben, ist nicht bekannt.

Spatestens seit Eulers Zeit weill man, daB

113

bruchentwicklung von r ist.

einer der Ndherungsbriiche der Ketten-

Die ersten solchen Ndherungsbriiche sind:

3 22 333 355 103993 104348 208341>

1T7°106° 113’ 33102 33215 66317

Es 148t sich unschwer dadurch mit Lineal und
Zirkel eine Strecke konstruieren, die nihe-
rungsweise die Lange n hat, indem man zu-

16
13 kon-

struiert und dann zu dieser Strecke die
Strecke der Linge 3 addiert: ’
16 355

13 + 3=m. Die Konstruktion der Strecke

niachst eine Strecke der Linge

der Linge Tll% kann so erfolgen:

Man betrachtet einen Viertelkreis und darin
senkrecht aufeinanderstehende Radien MA
und MB der Linge 1 (Bild).

r\\
AN

M NV v 8
Durch [ortgesetztes Halbieren teile man den

(der

Linge %) und wihle auf AM den Punkt Tso,

Radius AM in 8 gleiche Abschnitte

daB T—M=%. Man verbinde T mit B. Der

Punkt N halbiere den Radius MB. Schldgt
man um B einen Kreis mit dem Radius
W:%, so erhdlt man auf TB den Schnitt-
punkt U so, daB —U§=%. Man wihle V auf
MB so, dal} UV parallel zu AM. Man ver-
binde Tmit ¥ und wihle endlich W auf MB
so, dall UW parallel zu TV ist. Dann gilt

ﬂ:i. Warum?

3 H. Pieper

| Mahe

Suhl, 16. November 1983

Die Fachkommission Mathematik in Suhl-
Stadt iibergab jedem Teilnehmer an der
Kreisolympiade eine Postkarte als Erinne-
rungsgeschenk; Entwurf: Mathematikfach-
lehrer D. Kiehle, F.-Kohler-OS, Suhl.




Losungen

Losungen zu:
Geometrie hilft der Arithmetik

Ala (@+b) (c+d)=a-c+b-c+a-d+b-d

- a-d

b.d

b-c

a b

A2A (@-b)rc=a-c-b-c

: )

Q

A3A a)(@a+b)P?=a’+2-a b+b?
b)(@a—b)=a*-2-a-b+b?
c)(@a+b) (a—b)=a*-b?

Ad4a Ausa<bund c<dfolgta-c<b-d.

A5a Nein. Es gibt Zahlentripel fir a-¢
<b-d,a-c=b-dunda-c>b-d.(Findeselbst
solche Beispiele!)

A6a Erhohung um ein Neuntel! (Benutze
zur Begriindung ein in 10 gleich groBe Recht-
ecke untertefltes Rechteck!)

Liosungen zu: Sprachecke

Ala Von 7 regelmiBigen Sechsecken ist
eines mit 6 Farben gefirbt (siche Bild). Farbt
die itibrigen Sechsecke mit denselben Farben
so, daB in der ,,Blume“, die im Bild darge-
stellt ist, alle dreieckigen Teilflichen, die an
einer Sechseckseite aneinanderstoBen, gleich-
farbig sind.

Losung :

A2A Indemrechtwinkligen Dreieck XYZ
ist W der Mittelpunkt von XY, und der Kreis
mit ZW als Durchmesser schneidet WX in V.
Berechne die Linge von XZ, wenn XY =50
und WV =T!

Lésung: In dem rechtwinkligen Dreieck ist
die Seitenhalbierende, die zur Hypotenuse ge-
zeichnet wird, gleich der Hillte der Hypo-
tenuse. Folglich ist ZW =25, und nach dem
Satz des Pythagoras gilt im rechtwinkligen
Dreieck ZV W, daf3

VZ=VZW?-VW=)/252 =77 =24,
Deshalb ist im rechtwinkligen Dreieck ZV X
dann

XZ=VXV*+VZ?=]/24%+182=130.

A3A Man will die Fassade einer Schule
weiBen. Diese Fassade hat eine Linge von
18 m und eine Hohe von 12 m; man sieht
weiterhin 12 Fenster und eine Tiir. Die Aus-
maBe jedes Fensters, in m, sind 2,5 und 1,5;
diejenigen der Tiir 3 und 2. Berechne die
Fliche der zu weiBenden Fassade in m?!
Lésung: Die Flidche der Fassade einschlieB-
lich der Fenster betrigt 18 m- 12 m=216 m2,
Die Fliche der Tiir ist 3m-2m=6m?2, die
der Fenster2,5m- 1,5 m - 12 m=45 m?. Dann
betrigt die Fliche der zu weiBenden Fassade
216 m>—45m? -6 m?=165m?. .

Lésung zu: Acht und fiinf

a) Diese harte NuB hat eine interessante Ge-
schichte. Vor mehr als hundert Jahren hat der
russische Mathematiker und Schachmeister
Karl Jatiker bewiesen, daB es 92 solcher
Stellungen gibt. Zweiundneunzig! Und selbst
eine zu finden ist nicht einfach! Hier nun
zweli Beispiele:

Acht Damen sind entweder auf die Felder
a3, b5, c2, el, [7, g4 und h6 oder auf a6, b4,
c7, dl, e8, 2, g5 und h3 zu stellen.

b) Die groBte Zahl der Felder, die von acht
Damen nicht attackiert werden kann, ist elf.
Die dafiir erforderliche Damenstellung ist fol-
gende:

bl, b2, £2, gl, g3, g7, h2, h7.

¢) Fiinf Damen auf a2, c4, d5, e6, g8 kontrol-
lieren alle Felder des Brettes. Diese Aufgabe
hat mehr als tausend Losungen.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Frohe Ostern
1-8
Es ist 12 durch 23

Es gibt 135 derartige Losungen. Oft werden
die 59 Fille nicht beriicksichtigt, die von
00:01 bis 00:59 méglich sind.

alpha auf Kurs 80

Es gibt 80 Mdglichkeiten. Um diese Anzahl
zu ermitteln, kann die Aufgabe in drei Teil-
aufgaben zerlegt werden: Teilaufgabe 1 (links)
enthilt 1+4+4+6+4+1=16 Moglichkeiten,
um das Wort alpha aufl dem geforderten
Wege zu bilden. (Die kleinen Ziffern neben
den Buchstaben dienen zur Erleichterung des
Auszihlens. Man mache sich mit den zu-
grundeliegenden GesetzmiBigkeiten einge-
hend bekannt. P* bedeutet z. B., daB von A4

aus vier Wege zu diesem Buchstaben fiihren.)
In Teilaufgabe 2 (Mitte) lassen sich 1 +5+11
+ 15+ 16 =48 Maoglichkeiten und in Teilauf-
gabe 3 noch einmal 16 Médglichkeiten er-
mitteln. Zusammen also 80.

A'L'P'H!'A'@ A'L! P'H!Al@ A!

L' P?H*>A‘@ A' L2P3H*A@ A! L2

P'H3 Af® A! L2 P*H’ All.AlL2P4

H'A‘@ A L2 P*H® A'S@A'L2P*H"®

Al. Al Lz P4H5A16.A1L2P4HBA16

Spielereien um das Jahr 1984
a) 1984=1-2-2-2-2-2-2-31=1-2-32-31
Der Vater ist 32 Jahre, die Mutter 31 Jahre
alt, die beiden Kinder zdhlen 1 und 2 Jahre.
b) x+2x+4x+8x+ 16x=1984

31x=1984

x=64

64 + 128 +256+ 512 + 1024 =1984
Alter der Familienmitglieder
gesucht

Sohn 9, Tochter 18, Mutter 36, Vater 45 Jah-
re; Gesamtalter: 108.

Dreierlei, Viererlei
a) Ix+3=3-3x

6x=27-3
x=4
b))  Iid=4ax—4a
4
8=?x
2
15
alpha-Logik

Durch #quivalente Umformung der Glei-
chung (2) ergibt sich 2-a=L - a, also L=2.
Aus L =2, der Ungleichung (1) und dem vor-
gegebenen Variablengrundbereich folgt un-
mittelbar a=1.

Nach Einsefzen von a=1, L =2 in Gleichung
(3) und dquivalenter Umformung ergibt sich
0=13.

Dieses Verfahren schrittweise auf die Glei-
chungen (4) bis (6) angewendet, liefert G=4,
I=5K=6.

Diese Zahlen erfiillen alle gestellten Bedin-
gungen, was die Probe beweist:

o (D)

1 1 1y 121
@ §=<“5)'(‘ §)=§ 373
1 1 1 1
1231
=3'3373
1 1 N (, 1 1
1234 1
=2'34'373
1 1 1 N
.(1_1>=1.2.§.i.2=1
Ubung 6/ 23456 6

Figur 3 entspricht den Bedingungen.
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Lésungen zu:
Ungarischer Bilderbogen
ala Die Polizei betritt Haus 18. Auf die
Spur fiihrt sie die Lage der Hiuser 17 und 18
sowie die Biume iiber den beiden Hiusern.
A2a Der Buchstabe N erfiillt die gefor-
derten Bedingungen.
a3a Die Kreisfigur 4 bleibt iibrig.
Ada A:f=2-v-1,also 289;
B:f=v?—1, also 15745023,
C:f=3"v,also 486;
D:f =3+v,also 16.
A5a Durch weitere 30 Pfeile wird die vor-
gegebene Figur zum Rechteck.
AGA

A7TA 149-8+42+47-6+5-4+3-2+5
—6+7-8+9—-1-9+4+4—-1+4+3-5
-4-1=0

A8 A Ein F-Element bleibt iibrig.

494 Der Korper Nr.2 gehort zum ab-

gebildeten Netz.

alpha-Wettbewerb
Heft 5/83, Fortsetzung

Ma 10/12 2374 Es sei n der kleinste der zu
ermittelnden Summanden; dann gilt
n+(n+1:6)+(n+2-6)+(n+3-6)+...+(n
+k - 6)=115, wobei k eine natiirliche Zah] ist.
Daraus folgt weiter
k+1)n+6-(1+2+3+...+k)=115,
(k+ 1)~n+6-——k'(k2+l)
(k+1)(n+3k)=115,
115 5-23
n+3k= PERL also n_k+1
Nur fiir k=4 und somit fir n=11 existiert
auf Grund der vorgegebenen Bedingungen
eine Losung. Die Summanden lauten 11, 17,
23, 29, 35, und es gilt 11+17+23+29+35
=115.

=115,

-3k

Ma 10/12 l2375 Fir Kugel bzw. Wiirfel
gelten folgende Bezichungen:

Ax=4nr?; Vx=§nr3; Aw=6a%; Vw=a*

(A bedeutet Oberflicheninhalt, V Volumen
und a Kantenlinge.)
Nun gilt Ax: Ap =4nr?:6a%,
und wegen ;nr3 =a? erhalten wir
4 2
4o —Amr? 6] 2rp3 )2
Ax .AW =4nr 6(370' >3
Durch Umformen ergibt sich

1
Ax:Aw=1 :(E)5 bz,
n
Ax:Aw=1:1,24,
Die gesuchte MaBzahl x betrigt angendhert
1,24. ‘
Ma10/12 #2376 Skizze nicht maBstiblich!
Die Berithrungsradien stehen senkrecht auf

der Mantellinie und sind zueinander parallel.
Wir wenden den Strahlensatz an und erlmalten
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DM, :CH, 54, :5H,
. =SMzI(SM_z+n+rz),
ra20SMy+r, +rz)=r1 - SM,.

Nach weiteren Umformungen ergibt sich

ez . 2 ___
SM,="1 2t S 36 em.

ry—ra
Fiir die Linge der Hohe des Kegels gilt
h=S8S=SMz+r2+42r;; h=50cm.
Es gilt weiter

sm¢——,sm¢ 0,1; $~6,4° und

tan¢_— rx=SS tan¢;

35
rx=50cm-tan6,4°; ryx 5,6 cm.

Die Linge des Grundkreisradius dieses Ke-
gels betrdgt etwa 5,6 cm, seine Hohe 50 cm.
(Alle Symbole fiir Strecken sind hier als Sym-
bole fiir Lingen aufzufassen!)

Phé6 w141 a) 270 ml, 26 ml, 145 ml, 4,3 ml,
24 ml, 5,3 ml.
b)

— 300 | |— 40 bqn — 5 — 3

|— m [
200 |— 20 —- 100 4 ~ 20

Ph7 @142
Geg.: I=1m Linge des Balkens
a=03m Abstand des Massestiickes
zur linken Schneide
G;=20N Gewichtskraft des Balkens
=30N Gewichtskraft des Masse-
stiickes
Ges.: Fr und Fy
Da der Balken nur von den beiden Schneiden
gehalten wird, er waagerecht liegt und alle
Krifte vertikal wirken, gilt:
FL+Fr=G,+0G,.
Nun betrachtet man den Balken als ein-
seitigen Hebel mit dem Drehpunkt in der
linken Auflage.

G !

"FR=§'GI+0'GZ =G1+G,—Fr

FR—%‘F, Gz Fr=20N+30N-19N
20N 03

FR:T l—m 30N FL=31N

Fr=19N.

Die rechte Schneide wird mit 19 N belastet,
die linke mit 31 N.

£ "

AR

Ph8 143 Geg.: Vierseitiges Prisma mit
einem Trapez als Grundfliche.

a=26cm;c=(26—-12)cm=14cm;
hy=12cm; h=12cm.

Ges.: Holzverbrauch V; in einem Jahr.

Das Volumen des Keiles erhidlt man nach der
Gleichung

V=A¢-h mit A¢;=a—;c'h1,

(26+14)cm-12cm - 12¢cm
2

V=(G+C)2'h'h1=

¥ =2880 cm? =0,00288 m>.

Der Holzverbrauch in einem Jahr ist dann
=4-5000- V =20000 - 0,00288 m?,
=57,6m>

Ph9 ®144 Geg.:h;=15m,vo=10 m/s,
g=10m/s?

Ges.: tges

Die Steighéhe h ergibt sich aus der Gleichung

h=—gt2 mit v=gt, alsot—s.
. I »?
Da =_-qa-
nn ist h 39 -
2

v ;
=—und mit v=1,.

bzw. h %9

h_lOm- 10m-s?
TT2-10m-sT
Die Fallhhe he=h, +h,
hr=15m+5m=20m.
Die Steigzeit erhilt man aus der Gleichung
vo=g"1

Sm.

B =0 e _lom-s*_
g

also Om s

Die Fallzeit findet man nach hp=2- 3,

2
2hr 220ms
z_/

SChllCBllCh ist darm

tges =t1+t,

tges=15+25=3s.

Der Stein erreicht die Erdoberfliche nach
3 Sekunden.

Ph10/12 ®145 Geg.: I=20000 A,
W =5000kWh, 0=20C
Ges.: Spannung U und die Zeitdauer eines
Blitzes ¢
Die Elektrizititsmenge Q berechnet man
pach der Gleichung
Q=I-y
also ist

Weiterhin ist
W=U"-Q,alsoist
U= W _5000kWh_5- 10%-3,6- 10° VAs
Qg  20C 2-10T As ’
U =900000000 V.
Es trat eine Spannung von 900 Millionen Volt’
auf, und der Blitz hatte eine Dauer von

0,001 Sekunde.

Ch7 w113
a) 1 kg Schwefelkies20,36 kg Schwefel
m21,5t Schwefel
~_1lkg- 1,5t
"~ 036kg
m=417t
b)4,17t-30=1251t




Dem Betrieb miissen tiglich 4,17t und mo-
natlich 125,1t Schwefelkies zur Verfiigung
gestellt werden.
Chg =114
a) 160 g Fe;032112 g Fe
023 g Fe;0:2m
023g-112g
"= "160g
m=0,16¢g
Die Einwaage enthilt 0,16 g Eisen.
b) 0,732 g Legierung 20,16 g Eisen
100 g Legierung2am
_100g-0,1l6g
T0732g
m=219g
Die Legierung enthilt 21,99, Eisen.

Ch9 =115
Cay(HPO,);»2Ca0+P,0;+ H,0
m —-2123kg
Cay(HPO,), 2P
272g 62g
m=272 g-2123kg
62g
m=9314kg
980 kg Ca,(HPO,), (x%;ig) -
931,4 kg Ca,(HPO,); (100%ig)
100 kg Ca2(HPO4)z (x74ig) -
x kg Ca(HPO,), (100%;ig)
_100kg-9314 kg ’
- 980 kg
x=95kg
Das Kalziumphosphat besitzt einen Rein-
heitsgrad von 959, also enthilt es 5%, Ver-
unreinigungen.

Ch10/12 w116
a) 1 m*® Gas enthilt 0,45 m® Wasserstolf
0.3 m3 Methan
0,045 m* Athylen
0,04 m® Kohlenmonoxid

Kohlendioxid und Stickstofl kommen fiir die
Verbrennung nicht in Frage.
045m* V, Va
2H, +0; -2H,;0
4481 2241 4481
v =0,45 m?-22,41

4481
11=0,225m3 O,
V= 045m>-44,81

481
V,=045m> H,0
03m3 W v, W
CH, +20, -—CO;+2H;0
2241 4481 2241 4481
v _03 m3-4481

22,41
Vl = 0,6 m’ 01
V= 0,3m?3-22,41

2241
V»=03m?3 CO,
v =0,3 m*-44,81

2241
V»=0,6 m*® H,0
0,045m* ¥, V, V3
C2H4 +301 —'2C02 +2Hzo
2241 6721 4481 4481

_0,045m?-6721
YT 41
1=0,135m? 0,
V= 0,045m3- 4481
2241
Vz =0,09 m’ COz
V. _0045m?- 4481
T 224l
V3 = 0,09 l'ﬂ3 Hzo
004m* ¥, Vs
2CO0 +0; -2CO,
4281 2241 4481
v, =0,04 m3-22,41
4481
Vl =0,02 l'l'l3 01
V2=0’04 m3-44,81
4481
V; =0,04 m’ CO;
Der Gesamtverbrauch-an Sauerstoff betrigt:
0,225m> +0,6 m*+0,135m* +0,02 m?
=0,98 m?
0,98 m* - 100
21%
Zur Verbrennung von 1 m® Stadtgas benédtigt
man 4,67 m® Luft.
b) Die Rauchgase bestehen aus Stickstoff,
Kohlendioxid und Wasser.
0,14 m*+4,67m3—098m*=383m> N,
0,025 m® +0,3 m*+0,09 m*+ 0,04 m®
=0,455m? CO;,
0,45m3+0,6m*+0,09m*®=1,14m? H,0
Das Gesamtvolumen der Rauchgase betrigt:
3,830 m* N, 40,455 m® CO, + 1,140 m* H,0
=5425m?
5,425m* 2100
3,83 m*ax
_3,83m?-100%,
T 5425m?
x=70,6% N,
x=0'455 m?-100%
5425m3
x=8,4%, CO,
_1,14m?-100%;
T 5425m’
x=21% H,0
Die Rauchgase bestehen aus 70,6/ Stickstoff,
8,49, Kohlendioxid und 219, Wasser.

=4,67 m? Luft

Lésung zu: Eine hungrige Ziege

Heft 1/84

Alle Winkel werden im BogenmaB gemessen.
Im AMlep gllt M1M1=I'o und ﬂ=7l—21
(siehe Bild).

Dann ist cos f=cos(r — 2a)= —cos2a
und

r’=ro?+ro?—2ro*cosp,

r2=2ro2(1 —cosp),

r2 =2ro%(1 +cos2a). (1)
Weiterhin besteht die gesamte schralffierte
Fliche A aus den beiden Kreissegmenten

Ay und A, also

A=A, +A,. (2)
Nun ist

N _n.roz

A= 7

2
Ay =7(2a—sin2cz)

r?
=5(2a—2 -sina - cosa),

Ay =r*(a—sinacosa) 3)
und

ro? . ro?

A, =—2—(2ﬂ—sm2ﬁ)=T[2(n—2a)

—sin2(n —2a)],
Az=ro*[m—2¢—sin(n—2a) - cos(n —2a)],
Az =ro?[n—2a—(sin mcos 20 —cos msin 2a)

(coscos2a+ sinnsin 2a)],

Ay =ro?(n—2x+sin2acos ). @)

Setzt man (1), (3) und (4) in (2) ein, ergibt sich
A=A+ A,,

nr, o2

- = 2ro2(1 +cos2a) (@ — sinacosa)

+ro2(n—2a+sin2acos2a)

0=2a+2acos2a—2 - sinacosa
—2-cos2asinacosa

n

t3

20+ 2sinacosacos2a,

0=§+2ac052a—sin2a‘

Ersetzt man 2e=x, erhdlt man die gonio-
metrische Gleichung

O=x" cosx—sinx+g.
Die Losung dieser Gleichung ist die Abszisse
des Schnittpunktes der beiden Graphen von

g=f(x)=sinx+2,

h=f(x)=x"cosx.
Als Niherungswert findet man durch Zeich-
nung x= 1,9.
Bestimmt man mit der Regula falsi x’ fiir den
Fall x;<x'<x, mit x;=1,89 und x,=191
in der Funktion
y=f({x)=x- cosx-sinx+g,
erhilt man zuniichst
y1=f(x;)=1,89cos 1,89 —sin 1,89+ 1,5708
=0,02794,
y2=f(xz)=1,91"cos 1,91 —sin 1,91+ 1,5708
= —0,00690,
und
x,=(}'1xz —yax;)
Yi—)2
_0,02794 - 1,91+ 0,006902 - 1,89
B 0,03484
SchlieBlich setzt man (5) in (1) ein und erhilt
rt=2ro2(1+cos2a), '
r?=2r¢%(1 +cosx),
r? =2ro%(1 4 cos 1,906),

=1,906. (5)

alpha. Berlin 18 (1984) 2 - 47



r?=1,342-ry?,
‘ r =1,1585r,.
Der Strick muB also rd. 1,16mal so lang sein
wie der Radius der kreisformigen Wiese.

Berichtigung zum Beitrag:
Labyrinth-Probleme

In Heft 2/83, S. 101, muB es in Bild 7, rechts,
heiBen: Bewegungsanweisung (auf ein zum
Muster gehorendes Nachbarfeld).

Lésungen zu: alpha-Wettbewerb,
Heft 6/83

Ma5 #2379 Wegen 1<a<9 entfillt a=0.
Da b Nachfolger von a ist, gilt b=a+1.
Wegen 0<c¢<9 entfillt a=5; denn bereits
[lir =35, also b=6 gilt c=11, also ¢>9, was
nicht mdglich ist. Wir stellen eine Tabelle

auf. g b ¢
1 2 3
2 3 b)
3 4 7
4 5 9

Es existieren genau vier solche Zahlen; sie
lauten 123, 235, 347 und 459.

Ma5 82380 Wegen OC=0C ist das Drei-
eck OCC’ gleichschenklig. Die Mittelsenk-
rechte zur Basis CC’ geht durch den Punkt 0.
Daraus ergibt sich folgende Konstruktion:
Wir zeichnen die Mittelsenkrechte zu CC’,
zeichnen um C einen Kreis mit dem Radius
r=6 cm, der die Mittelsenkrechte in O schnei-
det. Der Schnittpunkt der Kreise um O mit
dem Radius OA und um C’ mit dem Radius
CA liefert den Bildpunkt A'. Analog dazu
konstruieren wir B'.

Ma5 #2381 48000000 Minuten sind
800000 Stunden; 800 000 Stunden sind rund
33333 Tage: 33333 Tage sind rund 91 Jahre.
Giinters UrgroBvater feierte seinen 91. Ge-
burtstag.

Ma5 #2382 90374 +623374=713748.

Ma5 u2383 Wegen 95-3=285<300 mull
der zweite Faktor groBer als 3 sein. Da so-
wohl der erste Faktor als auch das Produkt
auf die Grundzilfer 5 enden, kann der zweite
Faktor nur 5, 7 oder 9 sein. Durch Ab-
schiitzen erhalten wir folgende fiinf Losungen:
65-5=325, 75-5=375, 45-7=315, 55-7
=385,35-9=315.

Ma5 #2384 Angenommen, diese Klasse
“hatte x Quartiere geworben;

48 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

dann gilt (x—4)-3=2"x,
3x—12=2x, also x=12.
Diese Klasse hatte 12 Quartiere geworben.

Ma6 82385 Es sei z=abab eine solche im

dekadischen Positionssystem dargesteilte

vierstellige natiirliche Zahl mit

0<a<9und 0£H9.

Dann gilt z=1000a+ 100b + 102+ b,
z=1010a+101b, z=101 - (10a +b).

Wegen 10£10a+b<99, also 10+b=101,

kann z nicht Quadratzahl sein. Da z durch

101 teilbar ist, kann z auch nicht Primzahl

sein.

Ma6 #2386 Insgesamt wurden 6-22=132
Spiele ausgetragen. Angenommen, es beteilig-
ten sich n Schiiler an diesem Tischtennis-
turnier; dann muB jeder dieser n Spieler
gegen (n— 1) Spieler antreten. Nun gilt
n-(n—1)=132=12-11, also n=12.

An diesem Tischtennisturnier nahmen 12
Schiiler teil.

Ma6 #2387

1 2 3 99
00
_(2=-1)-(3-2)-(4=3)-...- (100-99)
- 2-3-4-...-100
3 1 1
T1-2-3-4-...-100 100"

Ma6 m2388 (1)a=46+9 =355
(2) b=20+6 =26
(3) c=45+15=60
(4)d=46+18=64
(5) e=33+32=065
(6)f=32+25=57

Ma6 82389 Angenommen, es wurden x 6-
Liter- und y 7-Liter-GefiBle verwendet; dann
gilt6-x+7-y=50,7-y=50—6"x. Wir bele-
gen x nacheinander mit 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8
und berechnen stets die Differenz 50—6 - x.
Dabei stellen wir fest, daBl die so erhaltene
Differenz nur fir x =6 durch 7 teilbar ist, also
y=2gilt. Zum Abfiillen von 50 Liter Fliissig-
keit sind sechs 6-Liter- und zwei 7-Liter-
Flaschen erforderlich.

Ma7 82390 Angenommen, x Schiiler er-
hielten die Note 1; dann gilt
x-147-2+43-3+1-4
x+7+4+3+1
;‘ci—fzﬁ, 2-(x+11)=x427, x=5.
Fiinf Schiiler erhielten die Note 1.

=2,

Ma7 #2391 Angenommen, Andreas ist n
Jahre alt; dann ist Helmut 2-n und Woll-
gang (2 - n+2) Jahre alt. Somit ist der Vater
2:-(2n+2)=(@4n+4) und die Mutter (4n+1)

Jahre alt. Dann ist Jirgen (4n+1) :3=§n +%
und Roswitha Gn + 5%) Jahre alt. Zusammen

8 .2
sind alle (13§n+12§> Jahre alt, und es

l3§n + 122—= 232,

ilt
8l 3 3

47 658 658

R R
Der Vater ist 60, die Mutter 57, Wolfgang 30,
Helmut 28, Roswitha 24, Jiirgen 19 und

Andreas 14 Jahre alt.

n=14.

Ma7 82392 Esseiennn+1,n+2,n+3 vier
aufeinanderfolgende nattirliche Zahlen mit
n+0;dann gilt

n-(n+3)<m+1)-(n+2),

n2+3n <n®+3n+2,

0 <2.
Fiir jede Belegung von n wird diese Un-
gleichung erfiillt, d. h,, sie ist allgemeingiiltig.
Deshalb gilt diese Beziehung fiir vier belie-
bige auleinanderfolgende natiirliche Zahlen.

Ma7 ®2393 Es sei v, die Geschwindigkeit
des Schiffes, also 10-v; die des Flugzeuges
und s; der vor dem Start des Flugzeugs
zuriickgelegte Weg des Schiffes, also (s; + 180)
der Weg des Flugzeugs bis zum Einholen des
SchilfTes.

Wegen t=£ gilt dann

51 101 =(s1 +180):10v,,
10510y =v; (s; + 180) und wegen v; +0
somit
10s; =5, + 180, also s; =20 und somit
52=20+180=200.

Das Flugzeug holte das Handelsschilf in
einer Entfernung von 200 Seemeilen vom
Heimathalen ein.

Ma8 82394 Bezeichnen wir drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen mit (n—1), n,
(n+1), so gilt nach der Aufgabenstellung
m=1)-n-(n+1)=56"[(n—D+n+(n+1)];

n22. Die dquivalente Umformung dieser

Gleichung ergibt
n-(n*—1)=56-3n,
n?—1=168,
n’=169,
n= 13

Es handelt sich um die Zahlen 12, 13 und 14.
Probe: 12- 13- 14=56(12+ 13+ 14)
2184=2184.

Ma8 ®2395 Wegen F+F=ZgltF=1,2,3
oder 4 Wenn F=1, so N=2, also H=4
und Z=3 und U+U=10+E, also Uz=5.
Fiir U =5 gilt E=0.
1. Lésung: 1521
+1521
3042
Fiir U=6 wire E=2, was wegen N =2 nicht
moglich ist. Fiir U =7 wire E =4, was wegen
H =4 nicht moglich ist. Fir U=8 gilt E=6,
und wir erhalten eine weitere Losung.
2. Losung: 1821
+ 1821
3642
Fiir U'=9 gilt E=8, und wir erhalten eine
weitere LOosung.
3. Losung: 1921
+1921
3842




Wenn F=2, so N=4 und H=8 und Z=5.
Wegen Z=5 entfillt U=S5. Fir U=6 wire
E=2, was wegen F=2 nicht mdglich ist.
Fiir U=7 wire E=4, was wegen N =4 nicht
moglich ist.

Wegen H =8 entfillt =8,

Fiir U=9 wire E=8, was wegen H =8 nicht
moglich ist. Wenn F=3, so N=6 und H=2
und Z=7, also 14+ U+ U =10+E. Fiir U'=5
gilt E=1, und wir erhalten eine weitere Lo-

sung.
4. Losung: 3563
+3563
7126

Wegen N =6 entfillt [ =6. Wegen Z=7 ent-
fallt U=7. Fiir U=8 wire E=7, was wegen
Z =17 nicht moglich ist. Fiir U =9 wiire E=9,
was wegen U=E nicht mdglich ist Wenn
F=4, so N=8 und H=6 und Z=9 und
1+ U+U=10+E. Fiir 0=5 gilt E=1 und
wir erhalten eine weitere Losung.
5.Losung: 4584
+4584
9168
Wegen H=6 entfillt U=6.
Fiir U =7 gilt E=5, und wir erhalten eine
weitere Losung.
6. Losung: 4784
+4784
9568
Wegen N =8 entfillt U=8. Wegen Z=9 ent-
fllt U =9.

Ma8 w2396 Bezeichnet man zwei beliebige
natiirliche Zahlen mit a bzw. b, so ist das Ver-
halten der Quadratzahlsumme s =a? +b? bei
der Division durch 4 zu untersuchen.

1. Fall: @ und b sind beide gerade Zahlen,
etwa a=2m, b=2n (m,neN). Es ist dann
s=4m*>+4n?, s=4(m*+n?. Die Division
durch 4 geht auf.

2. Fall: a sei eine gerade und b eine ungerade
Zahl, etwa a=2m, b=2n+1 (m,neN). Es ist
dann s=4m?+4n* +4n+1, s=4(m> +n+n)
+1. Bei der Division von s durch 4 bleibt
Rest 1.

3. Fall: a und b sind beide ungerade Zahlen,
etwa a=2m+1, b=2n+1 (m,neN). Es ist
dann s=Q2m+1)*+(2n+ 1), s=4m*+4m+1
+4n2+4n+1, s=4(m>+m+n+n)+2. Bei
der Division von s durch 4 bleibt Rest 2.
Weitere Fille konnen nicht auftreten.

Ma8 12397 Wenn nach Voraussetzung GE
~BC ist, dann muB G auf CD und E muB
auf 4B liegen. Dann sind AEGD und EBCG

D G [o

A [4 8

kongruente Quadrate. In einem solchen Falle
gilt AB=2-BC.
AB ist doppelt so lang wie BC.

Ma9 #2398 In jeder Folge von [inf auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen kom-
men vor:

(1) stets genau ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 5,

(2) mindestens ein ganzzahliges Vielfaches der
Zahl 3,

(3) mindestens ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 4 und

(4) mindestens ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 2, das nicht auch noch ganzzahliges
Vielfaches der Zahl 4 ist.

Somit sind in jedem derartigen Produkt die
Faktoren 2, 3, 4 und § enthalten.

Da nun 2-3-4-5=120 ist, ist die Behaup-
tung bewiesen.

Ma9 82399 Die Zahlen n und n’ lassen sich
wie [olgt darstellen:

n=1000a + 100b + 10a +d,

n’ =1000d + 100¢ + 10b + a, wobei
1£a<9,0<55<9,05¢c<9%und 1£4<9 gilt.
Daraus folgt weiter

n+n'=1001a+ 1105+ 110c + 1001d bzw.
n+n'=11(91a+ 10b+ 10¢ +91d).

Wie man sieht, ist n+n' durch 11 teilbar,
w.z.b.w.

Ma9 #2400  10*+10-*=100|- 10*
102" +1=10"*2

10%*—10*2+1=0.

Wir setzen 10%=y und erhalten

y?—100y+1=0.

Nun I8sen wir diese quadratische Gleichung

nach y auf:

1,2=50+1/2499; y, ,=50+7)/51. Nun ist

x1=Igy; und x, =1g y,, und es gilt weiter

x; =1g(50+7)/51); x, ~1g100; x, ~2.

xz=lg(50—7l/—5_1); x,=1g0,01; x2 = —2.

Probe: 10% + 102 =100+0,01~ 100 und

1072+ 10%=0,01+ 100~ 100.

Die Losungen der Gleichungen sind 2und —2

(Ndherungswerte!).
Ma9 #2401 Da die Winkel ¥ AEB und

¥ ADB beide die GriBe 90° besitzen, geht der
Halbkreis iiber 4B als Durchmesser nach
dem Satz des Thales durch die Punkte E und
D. Wir verbinden E mit D. Das Viereck
ABDE ist somit ein Sehnenviereck. Nach

dem Sehnensatz gilt deshalb BS-ES=AS
*DSbzw.p-g=m-n.

Ma10/12 #2402 Wir nehmen an, daB es ein
derartiges Zahlensystem gibt. Dann gilt
(x2+x+1)(2x2+2x+2)=3x* +x2 +4x +2.
Durch Umformen erhalten wir

2x* +4x3 +6x2 +4x+2 =3x*+x2+4x+2;
0=x*—-4x*—5x% und wegen x+0 -
0=x2—4x-5.

Diese quadratische Gleichung hat die Lésun-
gen —1 und 5. Wegen xeN ist 5 die einzige
Losung fiir unsere Aufgabe. Die Basis des
Zahlensystems ist 5.

Probe: 31-62=1922.

Ma10/12 #2403 Fiir alle positiven reellen
Zahlen g, b, ¢ mit a+b gilt
(@ —b)?>0.

c= 15 x+

Wir formen um und erhalten
a%* —2a°b° +b* >0,
a*+b¥>2abh? | :2,
a2c+b2c

3 >a'h, w.z.b.w.

Ma10/12 #2404 Der Abstand des Punktes
P von den Sciten AC, BC bzw. AB habe die
Linge x, y bzw. z. Fiir den Fldcheninhalt des
Dreiecks ABC gilt

1 1 1
A—be+§ay+§cz

=)/s(s—a)(s—b)(s—c) mit 2s=a+b+c.

Daraus folgt
1 L33+l a5=p2186.7
3 3 3 ;
15 109

5 x+7=84, 15x+109= 1685

14
15x=59, x=3E.

Der Abstand des Punktes P von der Seite AC
betréagt rund 4 cm.

Ma10/12 #2405 Im rechtwinkligen Dreieck
FMD gilt
rn A T2 .on r
FD= FM2+DM2;FD=\/—4+r2;
FD=1,118r. Weiter gilt
MG=FG—FM; MG=1,118r-0,5r;
MG=0618r.
Im rechtwinkligen Dreieck MGD gilt
DG=V/MG?+MD?*; DG=|/(0618r7 +72;
DG=1,175r.
Wenn nun DG tatsichlich Fiinfeckseite ist,
dann gilt
a=360°:5; a=72° und B=(180°—-72°):2;
p=>54°
Nach dem Sinussatz gilt dann weiter
DC : MD =sin72° :sin 54°;
MD-sin72° — r-09511

-sin54° ’7 " 0,8090 ’
DC=1,175r, w.z.b.w.

Phé m146 Fahrzeiten:t; =30s,t,=27s,
13=36 S, t4=24S, ts= 18 s.

DC=

Ph7 8147 Frau M. hat eine Leistung von
0,667 ——kl: ™M und Frau H. 08 _k;:m vollbracht.
Ph8 ®148 Die theoretische Ultemperatur
betrdgt etwa 48°C und die abgegebene
Wirmemenge etwa 15540 kJ.

Ph9 =149 Die Geschwindigkeit des Ge-
schosses betrigt rund 800 m/s.

Ph10/12 @150 Das Isotop '#{Sb ist zu
57,5% und das Isotop '27Sb zu 42,5%; vor-
handen.



Unterhaltsame Aufgaben
aus ,,Fiiles*“, Budapest

Ala In dem mit einem Pleil versehenen
Gebiude (oben links) sind Diebe am Werk.
Die Polizei erscheint sofort am Tatort. In
welches der aul der Karte gezeichneten
Héduser muB sie gehen?
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A2a Sieh auf die Uhr, und miB die Zeit!
Finde moglichst schnell den Buchstaben, der
in dem Apfel, dem Herzen, der Ziffer 2 und
in dem Kreis zu finden ist, der aber nicht in
dem Dreieck und der Pik-Figur zu sehen ist!
(Ergebnisse unter zwei Minuten sind sehr

A3 A Vierder fiinf Kreise passen i w.v s
Aussparungen der Figur. Welche bleibt iib-
rig?

A4a Welche Zahlen gehoren logischer-
weise an Stelle der Fragezeichen?

AS5A Mit wieviel kleinen Pfeilen muB man
die Figur vervollstindigen, um ein Rechteck
zu erhalten?

A6aA Die grauen Teilchen sind so in das
Bild umzusetzen, daB die gesamte weille
Flache bedeckt ist.
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m A 1a> Lavyriun 1st aurch das kFeld
(4 1) zu betreten und durch das Feld (—1) zu
verlassen. Man darf von einem Feld aus jedes
Nachbarfeld betreten, auch die Felder in
Diagonalrichtung. Es ist ein Weg zu finden, -
bei dem man bei Ausfihrung der Addition
bzw. Subtraktion als Ergebnis O erhalt.

-1 -2 +6 -5 +#
+3 -5 1 |+ 17 |-8{+3|-1|-3
+6 -4 |+3|-2 |+5 |6 I+ 7 -9

+5 +8 -9 4 +5 4|2
-8 |-6 [+7 |12 +2 3|7
+9 +4 |43 |-8 |-6 +1 -5 +Y
+S -2 +8|-4 |+¢
+ /-5 - IR

i &

A84a Die merkwiirdige Burg wurde aus
den Elementen des unten abgebildeten Bau-
kastens errichtet. Mit einer Ausnahme wur-
den alle Elemente dabei verwendet. Welches
bleibt iibrig?
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A9a Zu welchem der vier Korper gehort
das abgebildete Netz?
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Der Satz des Jahrhunderts

Die Fermatsche Vermutung
und der Satz von Mordell-Faltings

In der ersten Hilfte des 17.Jahrhunderts
formulierte Pierre de Fermat auf dem Rand
einer Seite einer Buchausgabe der
LArithmetik“ des Diophant die Vermu-
tung, daB die Gleichung x" + y" = z" fur
jede natiirliche Zahl n> 2 keine Lésung
mit von Null verschiedenen ganzen Zahlen
x, y, z besitzt.

Ist m irgendein Teiler des Exponenten n
und die Fermatsche Vermutung fir den Ex-
ponenten m bewiesen, so gilt sie auch fiir .
(Ist nimlich n = mf, so ist

x" + yn = z"
in der Form

™+ GO = ("
aufschreibbar.)

Da jede natiirliche Zahl n = 3 durch 4 oder
durch eine ungerade Primzahl teilbar ist,
geniigt es, die Fermatsche Vermutung fur die
Exponenten n=4 und n=p (ungerade
Primzahl) zu beweisen. Die Aussage fiir
den Exponenten n = 4 ist der Satz von der
Nichtexistenz von rechtwinkligen Dreiecken,
deren Seiten ganzzahlige Quadrate sind. (Er
wurde zuerst von Fermat bewiesen.)
Man kann sich somit auf die Untersuchung
der Gleichung

xP+ yr=z° (€3]
beschrinken. (Hier sei der Exponent p eine
ungerade Primzahl) Drei von Null ver-
schiedene ganze Zahlen a, b, ¢, die der
Gleichung (1) mit x=a, y= b, z= c genii-
gen, heiBen Fermatsches Zahlentripel (zum
Exponenten p).
Haben zwei Zahlen eines Fermatschen Tri-
pels einen gemeinsamen Teiler ¢, so teilt ¢
wegen af + b? = ¢? auch die dritte Zahl
Wenn es iiberhaupt Fermatsche Zahlentri-
pel gibt, so geniigt es, solche zu suchen, bei
denen die Zahlen a, b, ¢ paarweise teiler-
fremd sind. (Gibt es soiche Zahlentripel
nicht, dann gibt es iiberhaupt keine Fer-
matschen Tripel.) Dann ist auch ta, tb, tc
(mit einer ganzen Zahl #) ein Fermatsches
Tripel. Zum Nachweis, daB es fiir einen
speziellen Primzahlexponenten p keine
Fermatschen Zahlentripel gibt, geniigt es,
die folgenden zwei Aussagen zu beweisen.
a) Erster Fall der Fermatschen Vermutung:
Es gibt keine Fermatschen Zahlentripel (a,
b, ¢), so daB die Zahlen g, b, cnicht durch p
teilbar sind.
b) Zweiter Fall der Fermatschen Vermu-
tung: Es gibt keine Fermatschen Zahlentri-
pel, so daB eine (und dann nur eine) der
Zahlen a, b, ¢ durch p teilbar ist.
Fiir die kleinste ungerade Primzahl p=3
hat Euler die Unlosbarkeit von (1) in gan-

zen Zahlen bewiesen. (Siehe die Artikel:
,Leonhard Euler und die Fermatsche Ver-
mutung“ in alpha Heft 2/82, ,Eulers Be-
weis fir die Unmoéglichkeit von
x* + y* = Z? in natiirlichen Zahlen“ in al-
pha Heft 3/83.)

Der franzosische Mathematiker Legendre
hat Eulers Beweis in sein 1798 erschiene-
nes Zahlentheorie-Lehrbuch aufgenom-
men. Legendre bewies 1823 die Unlosbar-
keit von (1) in ganzen Zahlen fiir. p=$.
DaB x' + y = z!* nicht in ganzen Zahlen
l6sbar ist, zeigte 1832 Dirichlet. Die Un-
moglichkeit von (1) fiir p=7 fand dann
1839 Lamé. Von Kummer wurde um 1850
schlieBlich das sehr weittragende Ergebnis
gefunden, daB die Fermatsche Vermutung
fiir alle sog. reguldren Primzahlen als Expo-
nenten richtig ist, daB somit die Gleichung
(1) fiir alle ungeraden Primzahlen p < 100
keine ganzzahligen Losungen hat. Er be-
kam fiir seinen Losungsbeitrag eine an sich
fiir die vollstindige Erledigung des Fermat-
schen Problems 1849 von der Pariser Aka-
demie gestiftete Goldmedaille.

1883 setzte auch die Belgische Akademie
der Wissenschaften einen Preis fiir die Lo-
sung aus. Der Privatgelehrte Wolfskehl
(1856 bis 1906) stellte der Gattinger Gesell-
schaft der Wissenschaften aus seinem Privat-
vermogen 100000 Mark als Preis fir die
vollstindige Losung des Problems zur Ver-
figung (1908 veroffentlicht).

Bis 1908 konnte durch Dickson der erste
Fall der Fermatschen Vermutung fiir alle
ungeraden Primexponenten p < 7000 er-
ledigt werden. Ein hervorragendes Ergeb-
nis erzielte 1909 Wieferich. (Er erhielt
100 Mark vom Wolfskehl-Preis.) Er zeigte,

Prof. L. J. Mordell (Foto v. Faltings S. 59)

daB der erste Fall der Fermatschen Vermu-
tung fur alle Primzahlen p mit

2P 1% 1 (mod p?)
richtig ist. (Mittels Rechenautomaten
konnte bis 1971 nachgewiesen werden, daB
es unter den ungeraden Primzahlen
p<3-10° nur zwei Zahlen (1093 und
3571) gibt, die der Kongruenz
27-1 =1 (mod p?) geniigen.)
"Frobenius und Mirimanoff bewiesen spiter,
daB der erste Fall der Fermatschen Vermu-
tung auch fiir alle Primzahlen p mit

3771 % 1 (mod p?)
richtig ist. (Hierzu gehoéren auch die Prim-
zahlen 1093 und 3571.) Jetzt schien es
wahrscheinlich, daBl die Zahlen 2 und 3
durch andere Primzahlen q(# p) ersetzt
werden konnen. Tatsichlich konnte man
die Richtigkeit des ersten Falles der Fer-
matschen Vermutung fiir alle p mit

g>~ 1% 1 (mod p?
beweisen, wobei q(+ p) eine Primzahl ist,
fir die ¢ < 43 gilt (Vandiver, Frobenius, Pol-
laczek, Morishima, Rosser).
Mittels Rechenautomaten konnte bereits
1941 (vermoge dieser Bedingungen) nach-
gewiesen werden, daB der erste Fall der
Fermatschen Vermutung fiir alle Primzah-
len, die kleiner als 253 747889 sind, richtig
ist. 1948 erkannte N.G. Gunderson die
Richtigkeit sogar fiir Primzahlexponenten
< 57-10°. Es sind aber auch gréBere Prim-
zahlen bekannt, fiir die der erste Fall der
Fermatschen Vermutung richtig ist, z.B.
flir p=2%24 — 1, diese Zahl scheint ge-
genwirtig die groBte bekannte Primzahl
uberhaupt zu sein.
Im Jahre 1954 gab Vandiver ein Kriterium
fir die Richtigkeit des zweiten Falles der
Fermatschen Vermutung an. Mittels Re-
chenautomaten konnte nun nachgewiesen
werden, daB der zweite Fall der Fermat-
schen Vermutung fiir alle Primzahlen, die
kleiner als 5500 sind, richtig ist. Ebenfalls
mittels Computer konnte 1976 Samuel
S. Wagstaff die Richtigkeit (beider Fille)
der Fermatschen Vermutung fiir Primzahl-
exponenten p < 125000 zeigen.
Die Fermatsche Vermutung konnte bisher
nicht vollstindig bewiesen werden. Man
weiBl noch nicht einmal, ob sie flir unend-
lich viele Primzahlexponenten richtig ist.
Die Vermutung geh6rt immer noch zu den
bekanntesten ungelosten Problemen der
Mathematik.
L. Kronecker schrieb in seinen ,Vorlesun-
gen iiber Zahlentheorie“ iiber die Fermat-
sche Vermutung, daB sich mit diesem Satz
die Mathematiker vielleicht mehr beschif-
tigt haben als mit irgendeinem anderen,
und daB wohl keiner, abgesehen etwa von
der Quadratur des Kreises, zu so vielen fal-
schen und irrtiimlichen Deduktionen Ver-
anlassung gegeben hat. Es finden sich im-
mer wieder Mathematiker, aber auch
Laien, die versuchen, die Vermutung zu
beweisen. Es gibt jedoch auch Mathemati-
ker, die sich fragen, ob es iiberhaupt ein
,verniinftiges“ Problem ist. Lohnt es sich
iiberhaupt, daran zu arbeiten?
Einmal erscheint es recht aussichtslos, die
Losung zu finden. Zum anderen kann
man, selbst wenn ein Beweis gelungen
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ist, immer wieder neue Gleichungen be-
trachten, beispielsweise x? + 2y? = z?,
x?+ 1001y® = z#, ..., und nach ganzzahli-
gen Losungen fragen. In der Tat, welchen
Sinn hitte es, gerade das Fermatsche Pro-
blem zu 16sen?

Bin offenbar verniinftigeres Problem ergibt
sich so: Man kann fiir die Fermatsche Glei-
chung auch

4 14
-
¥4 Z,
schreiben. Man fragt dann nach Lésungen
der Gleichung
P+ ur=1
in rationalen Zahlen ¢, u.
Betrachtet man nun allgemeiner ein Po-
lypom f(t,u) in zwei Unbestimm-
ten [z.B. fiw=r+ur—-1 f;(tu)
= u? -~ 1 — 1], so definiert die Gleichung
f(t, ) = 0 eine Kurve in der Ebene. Man
kann fragen, ob es auf der nurve Punkte
mit rationalen Koordinaten (kurz: ratio-
nale Punkte) oder sogar mit ganzzahligen
Koordinaten gibt. Die Antwort ist auch
hier nicht leicht.
Es gibt eine Invariante, die man gewissen
(algebraischen, glatten) Kurven zuordnen
kann; sie wird als ihr Geschlecht bezeich-
net. -
Geraden und Kegelschnitte (Parabeln, El-
lipsen, Hyperbeln) haben das Geschlecht 0.
Auf Kurven vom Geschlecht 0 kann es
keine, endlich viele oder unendlich viele
rationale Punkte geben.
Als Beispiel sei der Kreis

@

f+ut=1 A3)
mit dem Radius 1 betrachtet [sein Mittel-
punkt ist der Koordinatenursprung

t, u) = (0, 0)]. Man kann beweisen: Alle ra-
tionalen Punkte auf diesem Kreis werden
gegeben durch

(g2 - h* 2gh )

g2+ h g+ h?
oder

( 2gh gt — h’)

TR g TR
worin g und h beliebige ganze Zahlen sind.
Es handelt sich also um unendlich viele ra-
tionale Punkte.
Hieraus ergeben sich unschwer auch die
ganzzahligen Losungen (x, y, 2) der Glei-
chung

2+yt=2 “4)
Alle teilerfremden Losungstripel von (4)
werden gegeben durch

(8> — k% 2gh, g2 + Y

(2gh, g2 — b2, g2 + b?),
sofern g und h teilerfremde panze Zahlen
sind, von denen die eine gerade, die andere
ungerade zu wihlen ist. Bin beliebiges Lo-
sungstripel von (4) hat die Form (1a, 1), tc),
worin (a, b, ¢) ein teilerfremdes Losungstri-
pel von (4) und ¢ eine beliebige ganze Zahl
ist.
Kurven vom Geschlecht 1 heiBen ellipti-
sche Kurven. Gleichungen der Form
Ww-—r—atr-bt-c=0
(mit rationalen Koeffizienten a, b, ¢ derart,
daB die Gleichung *+art+ bt+c=0
drei verschiedene Nullstellen besitzt) defi-
nieren solche Kurven.

oder
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Als Beispiele seien die durch die Gleichun-
gen w=1r+k ©)
definierten Kurven angegeben, worin k+ 0
eine beliebige ganze (in jeder solchen Glei-
chung festgewdhlte) Zahl bezeichnet.
Die Kurve (mit k= 1)

w=1r+1
hat nur drei rationale Punkte (¢, u), ndm-
lich (-1, 0), (0, £1), (2, £3) (L. Euler).
Die Gleichung (mit k= —1)

w=r-1
hat weder in ganzen noch in rationalen
Zahlen ¢, u (*+0) Losungen.
Der englische Zahlentheoretiker L.J. Mor-
dell (1888 bis 1972) bewies 1922, daB fiir
jede ganze Zahl k+ 0 die Gleichung (5)
hdchstens endlich viele ganzzahlige Losun-
gen besitzt. So hat die Gleichung (5) bei-
spielsweise fir k= —3, —5, 7, 11, 13 iiber-
haupt keine ganzzahligen Losungen. Sie
besitzt fiir k = — 2 die beiden ganzzahligen
Lésungen t= 3, u= * 5 (was schon Fermat
ausgesprochen hat; bewiesen hat es T. Pé-

pin 1875).
Die Gleichung
w=8+2

hat keine anderen ganzzahligen Losungen,
auBer t= —1, u= —1 (A. Brauer, 1926).
Die Gleichung

w?=r£+17
besitzt genau 16 ganzzahlige Losungen:
tw=(-21%3),(-1, 14,2, £5), 4,
19), (8, £23), (43, £282), (52, £375),
5234, +378661) (T. Nagell, 1930). Die
Gleichung

=P +11
hat zwar keine ganzzahligen Losungen, je-
doch gibt es rationalzahlige Ldsungen,

z.B.
19\ 7\
(3) =) +n
Die Identitat
(27:‘ —36u%F + sm)’ 3 (9:4 - Su’r)’

8u’ 42
=ul-pP=k
zeigt: Jede Losung der Gleichung
w*=1+k in rationalen Zahlen u=+0,
t* 0 liefert eine weitere Lsung. Falls die
Kurve u? = + k fiir k+1, — 524 einen
rationalen Punkt besitzt, so hat sie sogar
unendlich viele rationale Punkte (R. Fueter,
1930).
Auf Kurven vom Geschlecht 1 brauchen
keine rationalen Punkte zu liegen. Hat
man jedoch einen rationalen Punkt auf
einer elliptischen Kurve, so kann -man die
Tangente an diesem Punkt zeichnen und
zeigen, daB der Schnittpunkt der Tangente
mit der Kurve wieder ein rationaler Punkt
ist. Bs gibt Fiille, in denen man so unend-
lich viele rationale Punkte findet.
C. L. Siegel (1896 bis 1981) bewies 1929,
daB8 auf Kurven vom Geschlecht =1 nur
endlich viele Punkte liegen, deren Koordi-
naten beide ganzzahlig sind.
L.J. Mordell, der ,Konig der diophanti-
schen Gleichungen®, sprach im Jahre 1922
die Vermutung aus, daB auf einer Kurve
mit einem Geschlecht, das groBer als 1 ist,
sogar hochstens endlich viele rationale
Punkte liegen. Viele Mathematiker, darun-
ter in der Welt fiihrende Gelehrte, versuch-

ten seitdem, diese Mordellsche Vermutung
zu bestitigen. Im Friihjahr 1983 gelang es
dem jungen Mathematiker Gerd Faltings
(geb. 1955), die Vermutung Mordells zu
beweisen. Er ist ein Schiiler von Professor
Nastold in Miinster, promovierte 1978, stu-
dierte dann ein Jahr an der Harvard Uni-
versity, habilitierte sich 1981 und wurde
mit 27 Jahren Mathematikprofessor in
Wuppertal. Sein Arbeitsgebiet ist die Alge-
braische Geometrie, jenes Teilgebiet der
Mathematik, das aus der Theorie der alge-
braischen Kurven und Flichen und der
mehrdimensionalen Geometrie entstanden
ist.

Die Arbeiten der Moskauer Schule der Alge-
braischen Geometrie (I. R. Schafarewitsch,
A. N. Parschin, 8. Arakelow, J.G. Zarchin)
bilden das Fundament fiir Faltings Beweis
der Mordellschen Vermutung. Sie lieferten
die entscheidenden Ideen und Methoden.
Ohne die Abhandlungen von Parschin (von
1968), Arakelow (von 1971 und 1974), so-
wie Zarchin (von 1974) wire dieser Beweis
nicht moglich gewesen. Eine weitere wich-
tige Idee scheint Faltings auch dem franzo-
sischen Mathematiker P. Deligne zu verdan-
ken. 60 Jahre hat der von Mordell ausge-
sprochene Satz (ein bekannter Mathemati-
ker nannte ihn kiirzlich. den ,Satz des
Jahrhunderts“) allen Beweisen getrotzt.
Nun konnte G.Faltings den Beweis auf
Grund der in den letzten Jahrzehnten in
der Algebraischen Geometrie entwickelten
Methoden erbringen.
Auf dem Internationalen Mathematiker-
KongreB in Warschau im August 1983 hat
P. Deligne einen Sondervortrag iiber Fal-
tings’ Ergebnisse gehalten. Auf der Tagung
»Arithmetik auf Mannigfaltigkeiten“ im
Oktober 1983 in Greifswald hat Parschin
dariiber vorgetragen.
Beispiele fiir Kurven mit einem Ge-
schlecht, das gréBer als 1 ist, sind die ,Fer-
matschen Kurven“
r—-u~-1=0 6)
fiir p> 3.
Da nach dem Satz von Mordell-Faltings
auf einer Kurve mit einem Geschlecht, das
groBer als 1 ist, hochstens endlich viele ra-
tionale Punkte liegen, sind fiir die Glei-
chung (6) hichstens endlich viele rationale
Losungen moglich. Dies bedeutet, daf die
Gleichung (1) hichstens endlich viele teiler-
Jremde ganzzahlige Losungen besitzen kann.
Dieses direkt zu beweisen, war den Zahlen-
theoretikern bis heute nicht gelungen. Wir
haber hier ein- neues Beispiel fiir eine
(vom Mathematiker G. Pélya beschriebene)
paradoxe Erfahrung beim Ldsen mathema-
tischer Probleme. Der Beweis der stirkeren
Aussage (hier: der Satz von Mordell-Fal-
tings) erweist sich (zwar als schwer, jedoch)
als leichter als der Beweis der schwicheren
Aussage (hier: die Aussage fiir den Sonder-
fall der Fermatschen Kurven).
Man kann hoffen, nun auch einmal bewei-
sen zu konnen, daB (1) iiberhaupt keine
teilerfremden ganzzahligen Losungen be-
sitzt (Fermatsche Vermutung).

H. Pieper



Fakten und Zahlen

zum Schuljahr
1983/84

8 Milliarden Mark stellt unser Staat jihr-
lich fiir das Volksbildungswesen zur Verfii-
gung, das sind 4 Prozent des Nationalein-
kommens. Der Grundmittelwert einer
zweiziigigen Oberschule betrigt 4,7 Millio-
nen Mark. Zur Bewirtschaftung und Unter-
haltung einer Schule werden jidhrlich
170000 Mark benotigt. Im Sommer 1983
wurden fiir die ortliche Feriengestaltung
60 Millionen Mark und jihrlich werden fiir
die Schiilerbeférderung 140 Millionen
Mark staatliche Mittel aufgewendet.

Schiiler

Mit Beginn dieses Schuljahres betrug die
Zahl der Schiiler in der DDR 2,1 Millio-
nen, davon sind 202000 Schulanfinger.

Schulen

Gegenwiirtig gibt es 5865 allgemeinbil-
dende polytechnische Oberschulen, und
zwar 5156 zehnklassige Oberschulen, 220
erweiterte Oberschulen, 489 Sonderschu-
len.

Péddagogen

An den Schulen sind 171400 Lehrer und
Erzieher titig. Am 1. September 1983 nah-
men 10200 Absolventen von Pidagogi-
schen Hochschulen, Universititen, Institu-
ten fir Lehrerbildung und Pddagogischen
Schulen ihre Titigkeit in Einrichtungen
der Volksbildung auf: 4400 Diplom-Lehrer,
3350 Lehrer fiir untere Klassen und Pio-
nierleiter, 2450 Kindergirtnerinnen.

Schulhort

In der DDR bestehen 5418 Schulhorte mit
25332 Hortgruppen, in denen 33 500 Erzie-
her rund 563500 Kinder der Klassen 1 bis
4 betreuen.

Das sind mehr als 80 Prozent aller Schiiler
der Klassen 1 bis 4.

In den einzelnen Klassenstufen zeigt sich
folgendes Bild der Teilnahme:

1. Klasse — 90,2 Prozent

2. Klasse — 87,9 Prozent

3. Klasse — 81,8 Prozent

4. Klasse — 64,3 Prozent.

Es konnen alle Kinder der genannten Klas-
sen, deren Eltern es wiinschen, einen
Schulhort besuchen. Zur planméBigen Si-
cherung der inhaltlichen Arbeit wurden
von 1972 bis 1980 insgesamt mehr als
200 Millionen Mark aus dem Staatshaus-
halt bereitgestellt. Dadurch konnten die
Ausstattungen und das Mobiliar der Horte
wesentlich verbessert werden. Neben Mo-

beln wurden von diesem Geld anteilméBig
Gebrauchsgegenstinde, wie EBgeschirr,
EBbestecke, Gardinen, Handtiicher, Tisch-
decken, Schlafdecken u.a., angeschafft.
Gleichzeitig wurde mehr Spielzeug und
Beschiftigungsmaterial bereitgestellt.
Zur Erganzung des Vorhandenen stehen je-
dem Hort je angemeldetem Kind jdhrlich
folgende Mittel zur Verfiigung:
— fiir Spielzeug

und Beschiftigungsmaterial 15,
- fiir Haushaltsgegenstinde 6,
- zur Entwicklung
des geistig-kulturellen Lebens 2,-
— fir Getriinke 4,-
fiir die wohnliche Ausgestaltung 2,—

M
M
M
M
M

Schulbiicher

Vom volkseigenen Verlag Volk und Wissen
wurden fiir das Schuljahr 1983 /84 498 ver-
schiedene Lehrbiicher fiir Schiiler der
Ober- und Sonderschulen der DDR mit
einer Gesamtzahl von mehr als 25 Millio-
nen Exemplaren herausgegeben. Die Ver-
kaufspreise fiir die obligatorischen Schul-
biicher betragen:

Klassen Anzahl Gesamtpreis
der Biicher

1bis 3 23 27,30M

4 bis 6 29 61,75M

Tbis10 60 113,30 M
112 Biicher 202,35M

11und 12 17 Biicher 61,60 M

(Diese Angaben beriicksichtigen nicht die
Biicher fiir Sonderschulen und bestimmte
Unterrichtsmaterialien.)

12 Millionen Biicher sind Freiexemplare,
die der Staat mit 19,5 Millionen Mark fi-
nanziert.

44 Schulbiicher sind Neuerscheinungen.

Kindergarten

Seit dem Beginn dieses Schuljahres gibt es
uber 12560 Kindergirten. In ihnen werden
957000 Kinder von 54400 Erzieherinnen
und weiteren 26 700 piddagogischen Kriften
betreut.

Damit wurde die Aufgabenstellung des

X. Parteitages der SED erfiillt, fiir alle Kin- ~

der, deren Eltern es wiinschen, einen Kin-
dergartenplatz zur Verfligung zu stellen.

AuBerunterrichtliche Tatigkeit

Im Schuljahr 1982/83 haben mehr als
1,4 Millionen Schiiler der Klassen 1 bis 10
an etwa 110000 Arbeitsgemeinschaften
(ohne Rahmenprogramm) teilgenommen.

60000 Schiiler waren in 5000 Arbeitsge-
meinschaften auf gesellschaftswissen-
schaftlichem Gebiet tiitig:

250000 Kinder und Jugendliche knobel-
ten, forschten und experimentierten in
22000 naturwissenschafflich-technischen
Arbeitsgemeinschaften; 577000 Schiiler
betdtigten sich kulturell und kiinstlerisch
in 38000 Arbeitsgemeinschaften.

Fiir die Freizeitbetitigung der Kinder und
Jugendlichen gibt es in der DDR 418
auBerschulische Einrichtungen (davon 142
Pionierhduser und 192 Stationen junger
Naturforscher und Techniker), in denen
rund 2530 Pddagogen mitarbeiten.

Volksbildung

1982
geschaffen

P
Internats- u. Heimplétze
Schulsporthallen

Ausgaben

des Staatshaushaltes
fir das Bildungswesen
in Milliarden Mark

&
: 98

%

10,5

1980 1983

1970 1975
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Raten
und Knobeln

Auswahl von Aufgaben
aus Wochenendbeilagen der Leipziger
Volkszeitung (1983/84)

Faktoren gesucht

Das Produkt aus einer ein- und einer zwei-
stelligen natiirlichen Zahl bestehe nur aus
Ziffern ,,7¢. Ermittelt die Faktoren des Pro-
dukts!

Gerechte Teilung

Zerlegt das abgebildete Rechteck durch
drei Geraden derart in sechs Teilstiicke,
daB sich in jedem Teil genau drei Punkte
befinden! Versucht, mindestens vier ver-
schiedene Moglichkeiten einer solchen
Zerlegung zu finden!

e e o o o o

° ®

° )

. °

e o o o o o
Richtig gezahlt

Wie viele Dreiecke und wie viele konvexe
Vierecke sind in der abgebildeten Figur
enthalten?

Zwei besondere Zahlen

In den abgebildeten. Wortgleichungen ist
jeder der Buchstaben durch eine der Zif-
fern von 0 bis 9 derart zu ersetzen, daB sich
richtig geloste Multiplikationsaufgaben er-
geben. Gleiche Buchstaben sind dabei
durch die gleiche Ziffer und unterschiedli-
che Buchstaben durch verschiedene Zif-
fern zu ersetzen.

EGAL-L =LAGE
META 'K =ATEM

Holzchenspiele mit Hokuspokus

Aus 4 mach Sieben, aus 3 mach Neun!
Das muBt’ des Sportlers Herz erfreun.
Und nun nimm 21 her!
. Du wirst es sehn, es macht sich:

Es werden Neunzehnhundertdreiundacht-
zig.

Sodann betrachte 102 und subtrahiere 80!
Nimmst du sie her, so werden es emeut
Neunzehnhundertdreiundachtzig!
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Richtiger Weg
Findet einen Weg von A nach B derart, daB
die Summe der dabei iiberquerten Zahlen
50 betrigt! Dabei darf eine Zahl héchstens
einmal iiberquert werden.

A—4 —7—3

|

1—5—2—6

[ T

3—2—5—4

| | | |

1—6 —3—8

Hélzchenspiel

In der Figur sind a) neun Hélzchen und b)
zehn Holzchen so umzulegen, daB sich ein
Quadrat mit neun gleich groBen Teilqua-
draten ergibt.

Ein Hausfest mit Tombola

Bei einem Hausfest fiihren die 20 in einem
finfstockigem Haus wohnenden Familien
eine Tombola durch. Jede Familie zieht
aus dem Losbehilter, der 20 Zettel mit den
Nummern von 1 bis 20 enthilt, ein Los
und gewinnt dementsprechend. Hinterher
stellt man fest, daB die Losnummern in fol-
gender eigenartiger Weise gezogen worden
waren:

1. Auf jeder Etage ergab sich die gleiche
Summe der gezogenen Losnummemn.

2. Eine auf einer Etage weiter rechts woh-
nende Familie hatte stets eine h6here Los-
nummer als ihre linke Nachbarfamilie (von
vorn gesehen).

Die von den im Haus links wohnenden Fa-
milien gezogenen Nummerm sind bereits
¢ingetragen. Ermittelt die (noch fehlenden)
Losnummem, die von den einzelnen Fami-
lien gezogen worden sind, und tragt diese
in die Hausfigur ein!

Wlw o |wl=a

Kurz iberlegen — schnell antworten

Versucht, die folgenden Fragen in mog-
lichst kurzer Zeit richtig zu beantworten:
1. Kénnen 5 Schiiler je eine Zensur derart
erhalten, daB das Produkt dieser 5 Zensu-
ren 11 betrigt?

2. Wie groB ist der Unterschied zwischen
0,999 und 0,1000?

3. Welchen Wert hat der Ausdruck
S55+5(G-5-5?

4. Ein Patient bekommt 5 Tabletten. Jede
Viertelstunde muB er eine nehmen. Wie
lange reichen die Tabletten?

5. Kann man aus zwei Einsen und einem

Zeichen eine Zahl bilden, die gleich % ist?

Zerlegung gesucht

Zerlegt das abgebildete Rechteck so in 4
Quadrate und 2 Rechtecke, daB sich in je-
dem dieser 6 Vierecke die gteiche Zahlen-
summe ergibt!

23 1 24 2 7 18
3 22 13 14 17 8
1 & 11 12 5 6
15 10 146 9 20 19

Eine Bootsfahrt, die ist lustig...

Eine Familie verbringt ihren Urlaub in
einer wasserreichen Gegend. Zum ,Ur-
laubsgepdck“ gehért auch ein Boot. An
einem Tage mdchte sich die Familie mit
ihrem Boot auf der Fahrt vom Dorf A zum
Dorf B die dazwischenliegende FluBver-
zweigung anschauen.

Welche Fahrtroute muB8 die Familie wih-
len, damit sie jeden Arm der FluBverzwei-
gung nur genau einmal zu durchfahren
braucht (wobei die Fahrtroute sich jedoch
kreuzen darf)?

(4]

D
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Eine alte Linde

Das Bild zeigt eine alte Linde, welche
durch ihren eigenartigen Wuchs die Kin-
der geradezu zum Klettern verleitet. Wel-
che und wie viele verschiedene direkte
Klettertouren (die teilstreckenweise zusam-
menfallen kénnen) zu den Wipfeln des
Baumes kann sich ein gewandtes Kind -
ausgehend vom Punkt ,1“ - aussuchen?
Vorausgesetzt wird natiirlich, daB die Aste
das Gewicht des Kindes verkraften.

Magisches Quadrat

Setzt in die leeren Felder des Quadrats
reelle Zahlen derart ein, daB sich in den
Zeilen und Spalten Gleichungen ergeben!
Wie viele verschiedene solcher Eintragun-
gen sind moglich?



Dreiecks-Zerlegung

Zerlegt das abgebildete gleichseitige Drei-
eck durch 10 Geraden in 20 Dreiecke, und
zwar in 12 gleichseitige und 8 rechtwink-
lige Dreiecke, die jeweils untereinander
kongruent sind!

Wie man sich setzt...

Eine dreikdpfige Familie (Vater, Mutter
und Sohn) kommt in eine Gaststdtte und
mochte an einem freien Tisch mit 4 Stith-
len Platz nehmen. Wie viele verschiedene
Moglichkeiten gibt es fir die Familie, sich
in unterschiedlicher Anordnung an den
Tisch zu setzen? :

L]

Zahl gesucht

Jens dividiert die beiden Zahlen 49 und 65
durch dieselbe natiirliche Zahl n. Im ersten
Fall erhilt er den Rest 4 und im zweiten
Fall den Rest 2.

Durch welche Zahl n hat er dividiert?

Autor: Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

FDJ-Jugendobjekt Studenten arbeiten mit
Schiilern. Als Gruppenleiter waren Lehrer-
studenten des ersten Studienjahres einge-
setzt, die im Spezialistenlager ihr Ferien-
praktikum absolvierten.
Die Mathematische Schiilergesellschaft
gibt es seit 1974. Mitglied kann jeder Schii-
ler werden, der iiberdurchschnittliche Lei-
stungen im Fach Mathematik und gute in
allen anderen Fichern nachweisen kann,
auBerdem aktiv in der Pionierorganisation
bzw. der FDJ mitarbeitet. Wer Mitglied der
Gesellschaft werden will, muB zunichst
eine Kandidatenzeit durchlaufen. Die Ar-
beit in den einzelnen Zirkeln ist so organi-
siert, daB sich die Schiiler alle 14 Tage zu
ihren Veranstaltungen treffen und sich un-
ter Anleitung von Mitarbeitern der Sektion
Mathematik der Karl-Marx-Universitit
und hervorragenden Studenten mit mathe-
matischen Problemen auseinandersetzen,
die iiber das gewohnliche Unterrichtsni-
veau hinausgehen.
Ein besonderer Hohepunkt ist eben das all-
jahrliche Spezialistenlager. Tiglich treffen
sich die Schiiler zweieinhalb Stunden in
ihren Zirkeln. Die meisten werden von Lei-
tern betreut, die selbst aus den Reihen der
Mathematischen Schiilergesellschaft her-
vorgegangen sind. Erginzt und bereichert
wird die Zirkelarbeit durch zahlreiche von
Wissenschaftlern gehaltenen Vortrige iiber
die Welt der Mathematik. Den AbschluB
bildet die Mathematikolympiade, bei der
die Jungen Mathematiker unter Beweis stel-
len, daB sie sich im Spezialistenlager
grindlich mit ihrem Schokoladenfach be-
schiftigt haben.
Als Giste ecines Zentralen Pionierlagers
stehen die Jungen Mathematiker natiirlich
nicht abseits vom offiziellen Lagerpro-
gramm. Im vergangenen Jahr beteiligten
sich die Pioniere und FDJ-Mitglieder unter
anderem an der Ferienexpedition Meine
Heimat DDR.
Alle Schiiler kamen gut erholt und mit ver-
tieften mathematischen Kenntnissen nach
Hause; das ist Lob fiir die Verantwortli-
chen und Ansporn. Denn das niichste Spe-
zialistenlager kommt bestimmit. ...

Jens Awe

Ferien mit der bunten
Welt der Mathematik

Spezialistenlager in Griinheide
fir Junge Mathematiker

Schon seit Jahren haben die besten Jungen
Mathematiker aus der Mathematischen
Schiilergesellschaft des Bezirkes Leipzig in
den Ferien ein besonderes Reiseziel: das
Zentrale Pionierlager W. Majakowski im
vogtlandischen Griinheide, in dem fiir sie
ein Spezialistenlager organisiert wird. Im
vergangenen Jahr sorgten neben erfahre-
nen Mitarbeitern auch Studenten der Stu-
dienrichtung Mathematik/Physik aus dem
zweiten Studienjahr der Sektion Mathema-
tik der Karl-Marx-Universitdt dafiir, daB
sich die Schiiler aktiv von den Anstrengun-
gen des lernreichen Schuljahres erholen
konnten. Diese Arbeit gehOrt zu ihrem

Ergebnisse jahrelanger
intensiver sowie jiingster
Forschungsarbeit
dargelegt

Mathematikstudenten

aus der ganzen DDR

haben schopferische Potenzen
eindrucksvoll nachgewiesen

Vom 4. bis 6.10.1983 fand an der Karl-
Marx-Universitidt Leipzig die IV. Zentrale
Wissenschaftliche Studentenkonferenz Mathe-
matik statt. Die Teilnehmer, etwa 200 Stu-
denten und 35 Hochschullehrer, kamen
aus 18 Einrichtungen unserer Republik.
Veranstalter waren der Wissenschaftliche
Beirat flir Mathematik, der Zentralrat der
FDJ und die Mathematische Gesellschaft
der DDR.

Mehr als 100 Mathem,
denten del: Fachrichtung Diplomiehrer fiir
Mathematllg sowie FOrSchungsstudenteﬂ
bewarben sich um dje Moglichkeit, wih-
{end der Konferenztage die E e,bnisse
ihrer oft monate- upgd jahl:elange;g intensi-
_ven Forschungsarbeit darzulegen. Das
spekt_rum des Angebots reichte daﬂei von
Praktikums-, J.ahres-'und Diplomarbeiten

atikstudenten, Stu-

Sektionen bestanq
Verfasser erhielten
tag die Moglichke;j

» ausgewihlt, und die
am zweiten Konferenz-

tr i.ﬂ ei.nem i i-
gen Vortrag die Gmndgedankel;a;gf-;?n‘:;_

beit darzulegen. Zy g

sieben_Arbeitskreise il:lfflglef meck wurden
Da‘B die intensive wissenschaftliche Titig-
keit der Studentep gesellschaftlich einge
hobe Anerkennung findet, zeig; gie Tatsa.
che, daB wihrend der AbschluBveranstal-
tung eine ganze Reihe vop Auszeichnun-
gen vorgenommen werden koppte.

erhiglt 2.B. Dietmar Cieslik von der Ernst-
Moritz-Arndt-Universit:t Greifswald fiir

seine Dissertation, in der €r sich mit An-
ordnungsproblemen  be;j elektronischen
'schz.lltunge_n auseinandersetzt eine Reise
m.dle Soynetunion. Der groBel’n Bedeutun

seiner Diplomarbeit fiir die Werkstoffj rllg
fung entsprechend, ehrte die Jury Clerzen-f
Schlechte von der Sektion Mathematik der
TU Dresden mit einer Gel
nenswert ist, daB djege Arbej
tent entwickelt wurde,

fuhrten Beispiele sind

beit bis zum Pa-
Die pisher aufge-

deten zahlreiche Disku
Leipziger FDJ-, Jugend.
zentrum, der Moritzbaste;
Studenten ausreichend
Ankniipfung persdnlicher
natiirlich auch ejp reger

Gedankenaustausch stattfand. Am Abend
des 5. Oktobers traf man sich zy verschie-

denen Foren, in depep The
gabtenforderung i
»Trends in der Anwe

tik“ im Mittelpunkt s?a?cﬁai.der Methema-
Die Vorbereitung djeser Studeqtenkonfe-
renz lag weitestgehend in den Hinden der
§mdent;n selbst. Besonders Zu erwihnen
ist c!abel, daB auch Studenten von Mathe-
m.anksektionen anderer Universititen Mit-
glieder des VOrbereitungskomitees waren
Insgesamt kann festgestel)t werden, daB dié
IV. Zentrale Wissenschaftliche Sn,xdenten-
konferenz Mathematik die in sie gesetzten
E@mungen vollstindig erfii|y hat. Alle
Tenlnehme{ nahmen zahlreiche Am.'eguﬂ'
gen und Hinweise mit nach Hause, die fiir

eine noch effektivere wissen, :
g = SC. _
beit im neuen Studjen; haftliche Ar:

ssionsrunden im
und Studenten-
Dabei hatten die
Gelegenheit zur
Kontakte, wobei

oder

y .Jens Awe, Lehrerstudent
athemattk/Pkysik, 3. Studienjahr
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4./5.2.84)

Olympiadeklasse 7

230731 Fiinf Midchen, die alle ilter als
10 Jahre sind und am gleichen Tag Ge-
burtstag haben, von denen aber keine zwei
gleichaltrig sind, werden an ihrem Geburts-
tag nach ihrem Alter gefragt. Jedes Mid-
chen antwortet wahrheitsgemif:

(1) Anja: ,Ich bin 5 Jahre jiinger als Elke.“
(2) Birgit: ,Ich bin jinger als Carmen, aber
ilter als Dorit.“

(3) Carmen: ,Ich bin 14 Jahre alt.“

(4) Dorit: ,Ich bin weder das jiingste noch
das dlteste von uns fiinf Middchen.“

(5) Elke: ,Birgit und Carmen sind beide
jinger als ich.“

Untersuche, ob aus diesen Angaben ein-
deutig ermittelt werden kann, wie alt jedes
dieser Mddchen ist! Ist dies der Fall, dann
gib fiir jedes der Midchen das Alter an!

230732 Beweise, daB jedes Viereck
ABCD, in dem die Innenwinkel x ABC,
4 BCDund 5 CDA die GroBen 2 a, 3 a bzw.
4 a haben (wo a die GréBe des Innenwin-
kels 4 DAB bezeichnet), ein Trapez ist!

230733 Konstruiere ein Dreieck ABC aus
¢=6cm, h,=4,5cmund s, = 5 cm! Dabei
sei ¢ die Linge der Seite AB, h_ die Linge
der auf 4B senkrechten Hohe und s, die
Lénge der Seitenhalbierenden von AB.
Beschreibe deine Konstruktion! Leite
deine Konstruktionsbeschreibung aus den
Bedingungen der Aufgabenstellung her!
Beweise, daB ein Dreieck ABC, wenn es
nach deiner Beschreibung konstruiert wird,
die verlangten Eigenschaften hat! (Eine
Diskussion der Ausfiihrbarkeit und Ein-
deutigkeit der Konstruktionsschritte wird
nicht gefordert.)

230734 Von einer Zahl wird folgendes ge-
fordert:
Wenn man die Zah! halbiert,
vom Ergebnis dann 1 subtrahiert,
vom dabei erhaltenen Ergebnis
ein Drittel bildet,
von diesem Drittel wieder 1 subtrahiert,
vom nun entstandenen Ergebnis
ein Viertel bildet
und vorr diesem Viertel nochmals 1
subtrahiert,
so erhilt man 1.
Gib jede Zahl an, die diese Forderung er-
fiillt! Beweise dazu, daB jede Zahl, die die
Forderung erfiillt, von dir angegeben wurde
und daB jede von dir angegebene Zahl die
Forderung erfuilit!

54 - alpha, Berlin 18 (1984) 3

230735 Roland rechnet eine Divisions-
aufgabe. Er stellt fest: Der Dividend betrigt
60% des Quotienten, der Divisor betrigt
75% des Quotienten.

Beweise, daB3 man aus Rolands Feststellun-
gen eindeutig ermitteln kann, wie der Quo-
tient der Divisionsaufgabe lautet! Gib die-
sen Quotienten an!

230736 Von einem Dreieck 4BC wird fol-
gendes vorausgesetzt: Der Innenwinkel
A ABC ist groBer als 90°.

Ist D der FuBpunkt des von C auf die Ge-
radﬂ:hmi A un_d B gefillten Lotes, so gilt
2-BD= AB = BC.

Beweise, daB durch diese Voraussetzungen
die GroBen der Innenwinkel des Drejecks
ABC eindeutig bestimmt sind! Emittle
diese WinkelgroBen!

Olympiadeklasse 8

230831 Ein vollstindig gefiilltes Wasser-
becken besitzt einen groBen und einen

kleinen AbfluBhahn. Offnet man nur den -

groBen Hahn, so lduft das Becken in genau
einer Stunde aus; 6ffnet man nur den kiei-
nen Hahn, so ist das Becken in genau drei
Stunden leer.

Nach welcher Zeit ist das. Becken leer,
wenn beide Hihne gleichzeitig gedffnet
sind? Vorausgesetzt wird fiir jeden der bei-
den Hihne, daB aus ihm jeweils in gleich
langen Zeiten gleich groBe Wassermengen
entstrémen.

230832 Es sei ABCD ein Quadrat mit ge-
gebener Seitenldnge a. Der Mittelpunkt der
Seite AD sei E. Auf der Strecke CE sei F
derjenige Punkt, fiir den CF: FE = 1 :2 gilt.
a) Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen die Flicheninhalte der Dreiecke BCF
und AEF einander gleich sind!

b) Ermittle den Flicheninhalt des Drejecks
ABF in Abhingigkeit von a!

230833 Konstruiere ein Dreieck 4BC aus
b=7Tcm, o=2cm und y= 80" Dabei sei
b die Linge der Seite AC, o der Radius des
Inkreises des Dreiecks ABC, und y sei die
GroBe des Innenwinkels x ACB,
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck ABC bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

230834 Ermittle die Anzahl aller derjeni-
gen natiirlichen Zahlen von 1 bis 1984, die
durch 5, aber nicht durch 7 und nicht
durch 11 teilbar sind!

230835 a) Zu einem gegebenen Kreis K
werde dasjenige Quadrat Q betrachtet, das
den gleichen Umfang wie K hat. Ist der
Flicheninhalt von Q groBer, gleich oder
kleiner als der Flicheninhalt von K? Wie-
viel Prozent des Flicheninhaltes von X be-
trigt der Flicheninhalt von Q7

b) Zu einem gegebenen Kreis k werde das-
jenige Quadrat g betrachtet, das den glei-
chen Flicheninhalt wie k hat. Ist der Um-
fang von q groBer, gleich oder kleiner als
der Umfang von k? Wieviel Prozent des
Umfanges von k betrigt der Umfang von ¢?
Fiir m kann der auf 4 Dezimalen genaue
Niherungswert m =~ 3,1416 verwendet wer-
den. Die gesuchten Prozentsitze sind auf
eine Dezimale nach dem Komma genau
anzugeben.

230836 Uber finf Punkte 4, B, C, D, M
wird folgendes vorausgesetzt:

M ist der Mittelpunkt der Strecke 4B,

die Punkte 4, C, D, B liegen in dieser Rei-
henfolge auf einem Halbkreis iiber 4B,

es gilt AB| CD;

die Strecke MC schneidet die Strecke AD
in einem Punkt E, fiir den 4C = EC gilt.
Beweise, daB durch diese Voraussetzungen
die GroBe des Winkels 4 ACM eindeutig
bestimmt ist! Ermittle diese WinkelgroBe!

Olympiadeklasse 9

230931 Man ermittle alle Tripel (x;y; 2)
natiirlicher Zahlen mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) x, y und z sind Primzahlen.

(2) Jede Ziffer aus den
Zifferndarsteliungen von x, y und z (im
dekadischen Zahlensystem) stellt eine
Primzahl dar.

(3) Es gilt x< y.

(4) Esgilt x+y=2z.

230932 Im Bild ist ein Korper K skiz-
ziert. Er besteht aus drei Wiirfeln der Kan-
tenlinge 1 cm, die in der angegebenen An-
ordnung fest zusammengefiigt sind.

Aus geniigend vielen Korpern dieser Ge-
stalt K soll ein (vollstindig ausgefiillter)
Wiirfel W (Kantenldnge n Zentimeter) zu-
sammengesetzt werden.

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen n > 0, fur die das moglich ist!

e
88

230933 In dem untenstehenden Schema
soll in jedes Kistchen genau eine der zehn
Ziffern (des dekadischen Zahlensystems)
so eingetragen werden, daB jede der Ziffern
0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9 einmal vorkommt
und daB eine richtig gerechnete Additions-
aufgabe entsteht.

Beweisen Sie, daB es nicht mdglich ist,
durch eine solche Eintragung auch noch
die zusitzliche Forderung zu erfiillen, daB



bei dq.r Ausfihrung der Addition genau
zwei Ubertriéige auftreten!

+ [1T11
-1
230934 Ermitteln Sie alle diejenigen reel-
len Zahlen x, fiir die
4x—-3
33 2x+1

< 6 gilt!

230935 In einem Dreieck ABC schneide
eine Parallele zu 4B, iiber deren Lage sonst
nichts vorausgesetzt werden soll, die Seite
AC in einem Punkt 4, zwischen 4 und C,
und sie schneide die Seite BC in B,. Ferner
sei P auf AB ein Punkt zwischen 4 und B,
iiber dessen Lage sonst ebenfalls nichts
vorausgesetzt werden soll. Der Flichenin-
halt des Dreiecks ABC sei Fy, der Flichen-
inhalt des Dreiecks 4, B,C sei F,. Ermitteln
Sie den Flacheninhalt F des Vierecks
A PB,C in Abhingigkeit von Fy und F!

230936 Drei Schiiler X, Y, Z diskutieren
iiber die Moglichkeiten, ein gleichseitiges
Dreieck D in drei flichengleiche Dreiecke
Dy, Dy, D; zu zerlegen.

X behauptet: Es gibt genau drei verschie-
dene derartige Zerlegungen.

Y behauptet: Es gibt genau vier verschie-
dene derartige Zerlegungen.

Z behauptet: Es gibt mehr als vier verschie-
dene derartige Zerlegungen.

Welcher der drei Schiiler hat recht?

Zwei Zerlegungen von D (einmal in Dy, D,,
D;, ein zweites Mal in Dy, D', Dy') werden
dabei genau dann als verschieden bezeich-
net, wenn es keine Reihenfolge der Be-
zeichnungen D, D,, D, gibt, fiir die
Dy=Dj, D, =D, D, = Djgilt.

Olympiadeklasse 10

231031 Ermitteln Sie alle diejenigen ge-
ordneten Paare (g; r) ‘aus einer ganzen Zahl
g und einer reellen Zahl r, fiir die
r - 1t
7 —6rrio s&lt
231032 Von einem Dreieck ABC und

einem Punkt D auf der Seite AC wird vor-
ausgesetzt, daB 5 BAC = » CBD = 45° und

AABD = % X% BAC gilt.

Beweisen Sie, daB dann AD =

AC gilt!

W -

231033 Beweisen Sie die folgende Aus-
sage! -

Wenn man die Menge aller natiirlichen
Zahlen so in zwei Mengen 4 und B ein-
teilt, daB jede natiirliche Zahl in genau
einer dieser beiden Mengen enthalten ist,
dann gibt es eine natiirliche Zahl d so, daB
in einer der beiden Mengen 4, B drei Zah-
len der Form a, a+ d, a+ 2d enthalten
sind (man kénnte auch sagen, daB (minde-
stens) eine der beiden Mengen A4, B eine
arithmetische Folge der Lange 3 enthalt).

231034 Jiirgen iiberlegt: Im Jahre 1983

begann die 23. OJM. Fiir mich persénlich
wird es der 5. Start sein.
Unter Verwendung dieser Zahlen bildet
Jiirgen die Gleich\lng

1983 +23-x2 =532 1)
Gibt es ganze Zahlen x und y, fiir die diese
Gleichung (1) gilt?
231035 Ulrike, Vera und Waltraud wol-
len je ein Rechteck 4BCD und dazu einen
inneren Punkt P der Strecke CD, einen in-
neren Punkt Q der Strecke BC sowie noch
einen inneren Punkt R der Strecke CD
zeichnen.
Ulrike stellt sich die Aufgabe, zu erreichen,
daB fiir den Flicheninhalt F; des Dreiecks
ABP und den Flicheninhalt F, des
Dreiecks AQR die. Ungleichung F, < F,
gilt; Vera will F;=F, und Waltraud
F, > F, erreichen. .
Untersuchen Sie fiir jedes der drei Mid-
chen, ob es sich eine l6sbare oder eine un-
16sbare Aufgabe gestellt hat!

231036 Das Arbeitsblatt zeigt das Bild
A'B'C'D’'S’ einer Pyramide ABCDS in
schriger Parallelprojektion sowie das Bild
P’ eines auf der Kante CS liegenden Punk-
tes P, das Bild Q' eines auf der Kante DS
liegenden Punktes Q und das Bild R’ eines
auf der Fliche ABS liegenden Punktes R.

Konstruieren Sie das Bild der Schnittfigur,
die beim Schnitt der Pyramide ABCDS mit
der Ebene durch P, Q, R entsteht! Beschrei-
ben Sie Ihre Konstruktion! Eine Begriin-
dung und Diskussion wird nicht gefordert!

g
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231231 In einem Dreieck ABC sei M der
Mittelpunkt der Seite 4B. Eine Gerade
durch M verlaufe so, dal sie AC in einem
Punkt D und die Verldngerung von BCiiber

C hinaus in einem Punkt E schneidet und .

daB dabei die Dreiecke AMD und CED den
gleichen Flicheninhalt haben.

Beweisen Sie, daB durch diese Vorausset-
zungen das Verhiltnis AD: DC eindeutig
bestimmt ist, und ermitteln Sie dieses Ver-
hiltnis!

231232 Die Kantenlingen eines beliebi-
gen Quaders seien a, b, ¢, und die Léinge
seiner Raumdiagonale sei d.

Man beweise, daB dann stets die folgende
Ungleichung (1) gilt:

(ab)? + (bo)? + (ac)? = abed - 3. Q)

Ferner ermittle man alle diejenigen Qua-
der, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen
gilt.

Von den folgenden Aufgaben 231233A
und 231233B ist genau eine auszuwihlen
und zu lésen. .

231233A Man untersuche, ob es eine

Folge a;, ay, ..., a,, ...

a) von positiven rationalen Zahlen g,

b) von positiven ganzen Zahlen g;

mit den folgenden Eigenschaften (1),

(2) gibt:

(1) Nicht alle Glieder der Folge sind ein-
ander gleich.

(2) Fiir alle n= 2 gilt

1_1/1 1 )
_— e + .
G, 2 (an—l Qp+1 ’

d. h. g, ist das harmonische Mittel von a,_,
und a, ..

Falls eine solche Folge im Falle a) bzw. im
Falle b) existiert, so ist das zu beweisen.

231233B Zwei Personen A und B spielen
das folgende Spiel: 20 Karten, von denen
jede mit genau einer der Zahlen 1, 2, 3, ...,
20 beschriftet ist (wobei jede dieser Zahlen
vorkommt), liegen aufgedeckt, so daB die
Zahlen zu sehen sind, auf dem Tisch. Von
diesen Karten hat A in Gedanken zwei aus-
gewihlt, ohne daB B weiB, um welche Kar-
ten es sich handelt.

B versucht nun, diese beiden Karten wie
folgt zu ermitteln: Als ersten ,,Zug“ nimmt
B zwei beliebig von ihm ausgewihlte Kar-
ten, und A sagt ihm, wie viele von diesen
beiden Karten richtig sind (0, 1 oder 2 Kar-
ten). Dann legt B diese Karten wieder auf-
gedeckt zuriick.

Waren es noch nicht die beiden richtigen
Karten, so nimmt B beim zweiten Zug wie-
der zwei beliebig von ihm gewihlte Karten,
und A sagt ihm, wie viele davon richtig
sind; B legt dann diese Karten wieder zu-
rick. Dieses Verfahren wird so lange mit
dem 3., 4., ... Zug fortgesetzt, bis B in
einem dieser Ziige die beiden richtigen
Karten genommen hat. B hat gewonnen,
wenn er spitestens mit dem 12. Zug die
beiden richtigen Karten nimmt.

Bei einer Durchfilhrung dieses Spieles be-
ginnt B das Spiel mit der folgenden Strate-
gie: Er nimmt

im 1. Zug die Karten 1, 2 und,

falls dies noch nicht die beiden

richtigen Karten sind,

im 2. Zug die Karten 3, 4 sowie,

in entsprechender Weise fortgesetzt, ...
falls in keinem der bisherigen Ziige die
beiden richtigen Karten (gleichzeitig in ein
und demselben Zug) vorkamen, im 9. Zug
die Karten (17, 18).

a) Man gebe zu dieser von B begonnenen
Strategie eine Fortsetzungsstrategie fur die
weiteren Ziige an, mit deren Hilfe B den
Gewinn erzwingen kann.

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit da-
fiir, daB B bei der angegebenen Strategie
sogar spitestens mit dem 11. Zug die bei-
den richtigen Karten nimmt?

231234 Man emmittle alle diejenigen
Paare (x, y) reeller Zahlen mit
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0=x<2m

und 0=y<2m,

die das Gleichungssystem
3-sinx-cosy=cosx-siny )
sin?x + sin?y =1 @

erfiillen.

231235 Man ermittle alle Paare (g, b) von

Primzahlen a und b, fiir die

3a? + a= b+ bgilt.

231236 Es sei 4 P,SQ ein Winkel von be-
liebig, aber fest vorgegebener Grofle
a < 180°. Ein vom Punkt P, ausgehender,
ins Innere des Winkels gerichteter Licht-
strahl werde jedesmal, wenn er auf einen
Schenkel des Winkels trifft, nach dem Re-
flexionsgesetz zuriickgeworfen. Die
Punkte, in denen der Lichtstrah! dabei auf
die Schenkel des Winkels trifft, seien fort-
laufend mit P,, P;, Ps, ... bezeichnet (so-
weit solche Punkte existieren). Die GroBe
des Winkels, den zu Beginn der von P, aus-
gehende Lichtstrahl mit der von Py nach §
fiihrenden Halbgeraden bildet, sei @, ge-
nannt (0° < @, < 180°).

Beim Experimentieren mit derartigen Win-
kelspiegeln kann man fragen, ob es zu ge-
gebenem @, endlich oder unendlich viele
Punkte P,, P,, P;, ... gibt, ob es zu jedem
@o unter den Punkten P, P,, P, ... einen
Punkt Py derart gibt, daB SP, < SP, fiir alle
i=1,2,3, ... gilt und durch wie viele Mog-
lichkeiten ... der Richtungswahl @, es (je
nach der Vorgabe von a) erreichbar ist, daB
der Lichtstrahl eine auf seinem Weg dem
Punkt S nichstgelegene Teilstrecke
P,_\P, mit der Eigenschaft SP,_, =SP,
durchlduft, so dal also das Wegstiick
Py...P,_, symmetrisch liegt zum Weg-
stiick P,,... P,,,_, beziigiich der Winkelhal-
bierenden des Winkels 2 Py,SQ. Diese
Frage wird durch folgende Teilaufgaben ge-
nauer erfafit:

I. Man beweise die folgenden Aussagen (A)
und (B) bei beliebig, aber fest vorgegebe-
nem a:

(A) Fiir jedes @, gibt es genau eine natiirli-
che Zahl n sp, daB Punkte Py, Py, ..., P,
existieren, wihrend der von P, ausgehende
Lichtstrahl nicht mehr den anderen Schen-
kel des Winkels & PySQ erreicht.

(B) Fiir jedes @, gibt es genau eine natiirli-
che Zahl m =z 1 so, daB Py, Py, ..., P,_, exi-
stieren und (falls ' m= 2 ist) fur k=1, ...,
m — 1 die Ungleichung SP, < SP,-, erfiil-
len, daB dagegen entweder kein Punkt P,
mehr existiert oder SP, = SP,., sowie
(falls m < n ist) fir k=m+ 1, ..., n sogar
§P, > SP,_, gilt.

II. Man ermittle alle diejenigen am Anfang
vorzugebenden Werte a, zu denen es

(C) genau einen, (D) genau zwei, (E) genau
n Werte @, mit der Eigenschaft gibt, daB
fiir die in (B) gefundene Zahl m (ein Punkt
P, existiert und) die Gleichung
SP,,=SP,,_, gilt. In (E) sei dabei n> 2
eine pegebene natiirliche Zahl.

Zitiert

Der erlebte Widerspruch wirkt so stark, daB
man nicht anders kann, als sich zu engagie-
ren. Hans Hiebsch
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Es gibt eine Vielzahl von Elementen im
koéniglichen Spiel, die mathematisch Inter-
essantes zu bieten haben. Allgemein be-
kannt ist dabei die Anekdote von der Ent-

stehung des Schachspiels.

Ein morgenlindischer Weiser, von seinem
Konig mit der Erfindung eines Zeitver-
treibs beauftragt, erfand das Schachspiel.
Um eine Belohnung gefragt, bat er um ein
Weizenkorn fiir das erste der 64 Felder, als-
dann aber fiir jedes weitere um die verdop-
pelte Anzahl Kémer vom vorigen Feld. Der
Konig lieB die kleine, scherzhafte Arbeit
lachend beginnen, aber bald waren seine
Kormkammern leer und er zornig, denn
so viele WeizenkGrner konnten niemals her-

beigeschafft werden. Die genaue Anzahl  Wenn Sie dafiir nicht soviel anlegen
lautet: wollen, habe ich hier noch ein besonders

18446744073709551615 oder, mathema- preisgﬁnstiges S()nderangebot_“
tisch gefaBt, die geometrische Reihe
204214224234 42683 =264_ 1

In unserer heutigen Aufgabe wollen wir
uns mit Kombinatorik beschiftigen. Man
stelle auf die Felder al bis el folgende fiinf
weile Figuren — Kénig, Dame, Turm, Liu-

fer und Springer. Aber keine Figur darf,
wie in dem angegebenen Diagramm, dabei

auf dem Feld stehen, auf welches sie in der
Partieanfangsstellung gehért! Zwei mogli-

che Beispiele seien genannt:

Sal, Tbl, Dcl, Kdl, Lel und Kal, Lbl, 3
Scl, Td1, Del. Wie viele verschiedene An- e
ordnungen dieser Art sind moglich? ;

H. Riidiger

Ordne die acht Originalfiguren jeweils ihren Schattenbildern zu!

Jd

THHN
di1ieid

N3z




Allerlei Gestrecktes

Wir kennen aus dem Mathematikunter-
richt die zentrische Streckung. Wenn ein
Streckungszentrum Z und ein Streckungs-
faktor k+ 0 vorgegeben sind, dann wird
durch die damit festgelegte zentrische
Streckung jedem Punkt der Ebene genau
ein Bildpunkt zugeordnet.

Dabei kann man feststellen:

(1) Das Bild einer Geraden ist wieder eine
Gerade.

(2) Parallele Geraden haben parallele Bil-
der.

(3) Das Bild einer Strecke ist k-mal so lang
wie die Strecke selbst.

(4) Das Bild eines Winkels ist so groB wie
der Winkel selbst.

Bild 1

Im Bild 1 ist eine Figur F und ihr Bild F
bei der zentrischen Streckung (Z; k= 2)
dargestellt.

Nun wollen wir einmal untersuchen, wel-
che Bilder der Figur F bei anderen Arten
von Streckungen zugeordnet werden.

1. Als erstes betrachten wir Streckungen in
nur einer Richtung. Sie konnen festgelegt
werden, indem man eine bestimmte Ge-
rade g vorgibt und einen Streckungsfaktor
k > 0. Das Bild eines Punktes P, der nicht
auf g liegt, wird dann wie folgt konstruiert:
a) Man zeichnet durch P eine Senkrechte
zu g Sie werde mit h bezeichnet, ihr
Schnittpunkt mit g sei Q.

b) Auf h trigt man von Q aus in Richtung P
das k-fache der Strecke QP ab und erhiilt
so als Endpunkt das Bild P’ von P. Die
Punkte von g werden auf sich selbst abge-
bildet.

Im Bild 2 ist die Figur Fund ihr Bild F bei
einer Streckung in nur einer Richtung dar-
gestellt (Streckung von g aus mit dem Fak-
tor k= 2).

Welche Eigenschaften hat diese Strek-
kung?

Wir kénnen aus dem Bild erkennen:

(1) Das Bild einer Geraden ist wieder eine
Gerade.

(2) Parallele Geraden haben parallele Bil-
der.

Bild 2

g

"(3) Das Bild einer Strecke ist so lang wie

die Strecke selbst oder linger, aber hich-
stens k-mal so lang.

(4) Das Bild eines Winkels hat im allge-
meinen nicht die GroBe des Winkels
selbst.

(Auf Beweise wollen wir verzichten.)

2. Wir untersuchen jetzt, was man durch
Nacheinanderausfiihren zweier Streckungen in
zueinander senkrechten Richtungen (mit glei-
chem Streckungsfaktor k) erhilt.

F\L N~

Z

Bild 3

Im Bild 3 ist die Figur F zuniichst von g
aus und danach von k aus mit dem Faktor
k = 2 gestreckt.

Was stellen wir fest?

Das Bild 148t erkennen, daB die Nachein-
anderausfilhrung der beiden Streckungen
zu demselben Resultat fithrt wie eine zen-
trische Streckung, bei der als Streckungszen-

trum der Schnittpunkt von g und 4 und als
Streckungsfaktor ebenfalls k=2 gewihlt
wird.

3. Als letztes betrachten wir eine zentrische
Streckung mit verdanderlichem Streckungsfak-
tor. Dabei legen wir fest, daB zu jedem
Punkt P als Streckungsfaktor der Zahlen-
wert der Streckenlinge von ZP gehort. Der
Faktor k hidngt also davon ab, wie weit P
vom Streckungszentrum entfernt ist. Wenn
P drei Lingeneinheiten von Z entfernt
liegt, dann ist der Streckungsfaktor fiir P
gleich 3, betrigt die Entfernung eine halbe
Lingeneinheit, dann ist er -;—, usw. Die
Konstruktion des Bildpunktes erfolgt an-
sonsten wie bei der iiblichen zentrischen

Streckung. .

o

Bild 4

Wir wihlen zundchst einmal ein Quadrat
als Originalfigur und konstruieren die Bild-
figur. Das Bild 4 zeigt das Ergebnis. Wie
man erkennt, ist das Bild einer Strecke
(bzw. einer Geraden) im allgemeinen keine
Strecke (bzw. Gerade) mehr, die urspriing-
liche Figur wird ungleichmiBig verzerrt.
Wendet man eine derartige Streckung auf
die Figur F aus den Bildern 1 bis 3 an, so
kann das Ergebnis wie in Bild 5 aussehen.
(Die Form der Bildfigur hingt dabei sehr
von der Lage des Streckungszentrums Z in
bezug auf F ab.)

Bild 5

W. Walsch
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Klaus-Peter berichtet
aus seinem
Mathematikzirkel

Teil 3: Holgers groBe Enttduschung

Friulein Steinmann, unsere Zirkelleiterin,
hat einen Vater, und dieser Vater besitzt
einen Garten. Es ist ein wunderschéner
parkidhnlicher Garten, von dem man einen
herrlichen Blick iiber das Tal des Flusses
hat, welcher im Osten unser kleines Stidt-
chen G tangiert. Wir kannten den Garten
sehr genau, denn Friulein Steinmann
hatte die Méddchen und Jungen ihres Zir-
kels schon zweimal dorthin eingeladen; wir
wuBten sogar, wie Eis und Kuchen in die-
sem Garten schmecken.

Alle fanden sich piinktlich zum Zirkel-
nachmittag ein, am piinktlichsten war Hol-
ger; er trabte durch das Gartentor, gerade
als die Rathausuhr zur vollen Stunde
schlug.

Ob er denn noch schnell seinen Tip im
Zahlenlotto abgegeben hiitte, fragte ihn
Friulein Steinmann schmunzelnd, und da
wuBlten wir, daB heute das Lotto-Problem
gelost werden sollte.

Wir salen an einem groBen runden Gar-
tentisch unter dem NuBbaum und disku-
tierten. Zundchst wurden wir uns dariiber
einig, daB das Tippen von 5 Zahlen aus
einer Menge von 90 Zahlen kein Anord-
nungsproblem war. Unsere Kenntnisse iiber
Permutationen und die Formel P, = n!,
mit welcher wir die Anzahl der Anord-
nungsmoglichkeiten von n Elementen be-
rechnen konnten (vgl. alpha Heft2/84,
S. 34), niitzten uns also wenig.

»Heute hat Holger sicher die richtigen fiinf
Zahlen ausgewdhlt“, meinte Friulein
Steinmann und lichelte, doch Holger, der
schon lange auf die Losung des Lotto-Pro-
blems wartete, runzelte die Stirn und blin-
zelte miBtrauisch in die Sonne. Doch uns
interessierte Holgers heutiger Tipschein
nicht, das Jagdfieber hatte uns wieder ein-
mal gepackt: ,Ausgewihlt“, das war eine
Spur. Doch sehr ,heiB“ war sie noch nicht.
Wir dachten nach.

Es vergingen finf Minuten, doch keiner
hatte eine Idee.

Wieder half Frdulein Steinmann: ,Wir
spielen einmal ,1 aus 90°.“

Kein Problem: Es gibt 90 Moglichkeiten,
genau eine Zahl aus 90 Zahlen auszuwih-
len.

58 - alpha, Berlin 18 (1984) 3

Cly=90 schrieb Friulein Steinmann an
die kleine Tafel, welche sie dem NuBbaum
um den Hals gehangen hatte, und sagte:
»Es gibt 90 Moglichkeiten, von 90 Elemen-
ten genau ein Element auszuwihlen. Jede
solche Auswahl heiBt eine Kombination.“
Dann schrieb sie Cj3 an die Tafel.

Frank, der die wenigsten Schwierigkeiten
hatte, eine neue Symbolik zu verstehen,
sagte: ,Eins! — Es gibt genau eine Moglich-
keit, aus einer Menge von 90 Elementen
genau 90 Elemente auszuwéhlen.“

Das verstanden wir auch, nur die gewissen-
hafte Utta wollte diese 90 Elemente auf-
schreiben.

Doch Friulein Steinmann lieB uns zu-
nichst einmal iiben:

Cl¢ =1, denn es gibt genau eine Méglich-
keit, von 16 Elementen genau 16 auszu-
wihlen.

Cl, =25, denn es gibt genau 25 Méoglich-
keiten, von 25 Elementen genau eines aus-
zuwihlen.

24 = 25, es gibt genau 25 Méoglichkeiten,
aus 25 Elementen genau 24 auszuwihlen,
denn dies ist gleichbedeutend damit, von
den 25 Elementen genau jenes eine auszu-
wihlen, welches man dann weglﬁBt.. Also
gilt Cls = €31, und mit derselben Uberle-
gung kann man offenbar sofort Ck= C2~*
gewinnen, denn jeder Auswahl von k Ele-
menten aus einer Gesamtheit von n Ele-
menten entspricht als ,Restmenge“ eine”
Auswahl von (n — k) Elementen aus diesen
n Elementen, und auf diese Weise erhilt
man auch alle Moglichkeiten.

Ck=1, denn es gibt genau eine Méglich-
keit, von k Elementen genau k auszuwih-
len.
C! = r, denn es gibt genau r Mdglichkeiten,
aus r Elementen genau eines auszuwihlen.
Damit wuBten wir zwar schon allerhand,
doch wie man zweckmiBig beim Lotto
einen Tipschein ausfiillen kénnte, wuBten
wir noch immer nicht. Friulein Steinmann
indes verstand es vortrefflich, uns Schritt
flir Schritt der Losung des Problems nidher-
zubringen, sie schlug vor, einmal ,2 aus 5¢
Zu spielen.
Nun war Utta in ihrem Element; in kurzer
Zeit hatte sie alle Auswahlmoglichkeiten
von 2 Elementen aus der Menge der finf
Buchstaben a, b, ¢, d und e aufgeschrieben:

abad bc be ce

ac ae bd c¢cd de
Friulein Steinmann bestitigte, da Utta
keine Kombination vergessen hatte, und
lobte sie, da sie sogar ,lexikographisch“
vorgegangen wire. Erst stutzten wir, doch
dann verstanden wir den Sinn dieser Be-
zeichnungsweise: Utta hatte die 10 Kombi-
nationen in der gleichen Reihenfolge auf-
geschrieben, in der diese ,Worter aus zwei
Buchstaben® in einem Lexikon stehen wiir-
den.
Jens durfte an die Tafel schreiben:
ct=10.
Oliver, der lieber kombinierte als probierte,
meinte: ,Jeder der 5 Buchstaben kann mit
jedem der vier iibrigen zu einer Auswahl
von 2 Elementen zusarnmengefaBt werden.
Wihlt man zum Beispiel-d aus, so kann
dieses Element mit a, b, ¢ und e kombi-

niert werden. Deshalb miiBite es 5-4 = 20
solcher Kombinationen geben.“

Das leuchtete uns zunichst ein, doch Utta
hatte nur 10 Kombinationen gefunden.
Nun war guter Rat teuer.

Wieder lieB uns Friulein Steinmann grii-
beln. Man hérte nichts als ein leichtes Sau-
seln des Windes und ein leises Knistemn
der Gedanken. SchlieBlich unterbrach
Guanter, der bald auf Uttas Kombinationen,
bald auf Olivers nachdenkliches Gesicht
geschaut hatte, unsere Uberlegungen:
»Man zihlt ja alles doppelt.“ Und - von
Friulein Steinmann aufgefordert — erldu-
terte er: ,Zum Beispiel erhiilt man die
Kombination a d sowohl, wenn man a aus-
wihlt und d als eines der restlichen Ele-
mente auffaBt, als auch, wenn man d aus-
wihlt und a als eines der iibrigen Elemente
dazunimmt.“ Oliver nickte zustimmend:
»Wir haben also 20 noch durch 2 zu tei-
len.“ Nun stimmten unsere Uberlegungen
mit Uttas Auswahl iiberein. Wir spiirten so-
gar, daB wir damit die Losung eines allge-
meineren Problems gefunden hatten, denn
Friulein Steinmann gab uns den Impuls,
nun ,,2 aus n* zu spielen.

Frank argumentierte: ,,Zunichst wihle ich
eine beliebige Zahl aus der Menge der n
Zahlen aus. Dafiir gibt es n Moglichkeiten.
Jedes dieser ausgewiihlten Elemente kann
mit einem der n — 1 iibrigen Elemente zu
einer Kombination von 2 Elementen zu-
sammengefaBt werden. Bei n- (n — 1) Aus-
wahlmoglichkeiten ist jede doppelt gezdhlt.

Also gibt es C2 = n_(%-_l) Kombinatio-
nen.“

Friulein Steinmann freute sich sehr iiber
diese gute Begriindung, lobte Frank und
sagte, wir sollten gut aufpassen, nun kdme
das schwierigste Problem.

Natiirlich paBten wir gut auf, doch eine
Formel fiir die Anzahl der Auswahlmog-
lichkeiten von k Elementen aus einer
Menge von n Elementen zu finden, trauten
wir uns doch nicht zu.

Corinna meinte, es miisse k < n sein. Das
war zwar nicht falsch, denn man kann
nicht mehr Elemente auswiihlen, als man
zur Verfiigung hat, doch weiter half uns
diese Erkenntnis auch nicht. Doch nun
zeigte sich wieder einmal, daB Friulein
Steinmann nicht nur kluge Fragen stellen
konnte, sondern daB sie auch hervorragend
verstand, uns schwierige Zusammenhinge
zu erkldren.

»von den n Elementen 1; 2; 3; 4; ...; n sol-
len k Elemente ausgewihlt werden. Wir be-
ginnen zunichst damit, ein Element aus-
zuwihlen. Wir wissen schon, daB es C} = n
solcher Kombinationen gibt. Jede dieser
Auswahlméglichkeiten nepnt man eine
Kombination I. Klasse, weil genau ein Ele-
ment ausgewihlt wird.

Zu jeder dieser Kombinationen wollen wir
nun ein zweites Element hinzufiigen; dies
ist (n — 1)-mal méglich, wobei jede Kombi-
nation doppelt gezidhlt wird. Also gibt es
LR i ) ("2 D) Kombinationen zweiter Klasse
von n Elementen. Bis hierher hatten uns
Franks Uberlegungen bereits gefiihrt.



Nun fiigen wir zu jeder dieser Kombinatio-
nen ein drittes Element aus der Menge der
jeweils iibrigen n—2 Elementen hinzu.
%ﬂ- (n—2) Kom-
binationen, wobei wir jede dreifach gezihlt
haben, denn es kann z. B. die Kombination
der Zahlen 1; 2; 3 auf folgende Weise ent-
standen sein:

Dem Paar 1; 2 wird 3 als drittes

Element hinzugefiigt, oder

dem Paar 1; 3 wird 2 als drittes

Element hinzugefiigt, oder

dem Paar 2; 3 wird 1 als drittes

Element hinzugefiigt.

n-(n—-1)-(n—-2),

2-3 :
»wenn man im Nenner noch den Faktor 1
hinzufiigt, sieht die Formel noch schéner

Also erhalten wir

Also gilt C2 =

aus“, sagte Jens, und er durfte
s_n(n—1)-(n—-2) . )

C, — 1.3  ao die Tafel

schreiben.

»Nun geht es eigentlich auf die gleiche Art
weiter“, meinte Gunter, der das Prinzip,
wie man von einer Auswah! von k — 1 Ele-
menten zu einer solchen aus k Elementen
kommit, bereits erfaBt hatte. Friulein Stein-
mann bestitigte dies und fuhr fort:
»Nehmen wir einmal an, wir hitten — in
der angegebenen Weise fortfahrend — her-
ausbekommen, daB es ,
Ck'l=p-(n-1-...-[n—(k
-29l1-2-3-...-(k-1) )]
Moglichkeiten gibt, aus unserer Menge von
n Elementen genau k — 1 Elemente auszu-
wihlen. Aus jeder solchen Kombination
(k — I)-ter Klasse kann man eine Auswahl
von k Elementen erhalten, indem man
eines der n — (k — 1) noch nicht benutzten
Elemente hinzufiigt. Nun wird zunichst
allerdings wieder jede solche Kombination
k-ter Klasse k-fach gezihlt, defin zum Bei-
spiel in der Kombination 1; 2; 3; ...; k
kann jedes Element das zu den iibrigen
k — 1 Elementen ,hinzugefiigte sein.

(k- 1)

Also ist Ck=ck-1.22 —» und be-

riicksichtigt man die oben genannte Bezie-

hung (*), so erhdlt man

Ck:rr(n— H:(n=-2)-.,.'[n—(k-1)]
" 1:2:3-... -k~

Da stand sie nun an der Tafel, die Formel,
welche das Lotto-Problem l6sen sollte. Wir
starrten sie miBtrauisch an und schwiegen.
Auch die Sonne schien nun nicht mehr
ganz so hell zu scheinen wie vorher.

Friulein Steinmann machte uns Mut:

~Wer die FErarbeitung der Formel
= % verstanden hat, dem fallen

sicher auch die weiterfiihrenden Uberle-
gungen nicht schwer.“

Wir ahnten, daB sie recht hatte. Doch wir
schwiegen weiter, und Friulein Steinmann
schwieg instinktiv mit. Das war das beste,
was sie tun konnte, denn erst zaghaft, doch
bald immer dringender trugen wir unsere
Gedanken vor:

DaB man fiir n =5 und k = 2 die schon be-

% erhilt! DaB die
Punkte ... in der Formel nichts anderes als
»,usw.“ bedeuten! DaB man sich die Formel
gut merken kénne, da im Zihler und im
Nenner gleich viel Faktoren, nimlich k ste-
hen! DaB man sie noch vereinfachen kann,
wenn man im Nenner fiir das Produkt den
Ausdruck k! schreibt! Dal wir die Formel
nun doch einmal anwenden wollten!
Diesen letzten Gedanken griff Friulein
Steinmann auf und meinte:
»,Nun rechnet einmal aus, wieviel vonein-
ander verschiedene Tipscheine es beim
Spiel ,5 aus 90° gibt.“

. s _90-89-88-87-86
Die Formel C90 W
war schnell hingeschrieben. Nur gut, daB
Oliver seinen Taschenrechner bei sich
hatte: C3o = 43949268.

Nun diskutierten wir Holgers Gewinnchan-
cen. Alle Tipscheine auszufiillen, lohnt
sich sicher nicht, man miiBte ja fast 22
Millionen Mark als Einsatz bezahlen.

Holger war enttiuscht. Er hatte gehofft, als
,2Mathematiker“ einen kleinen Vorteil ge-
geniiber allen anderen Lotto-Freunden zu
haben. ,Hier spielt der Zufall die entschei-
dende Rolle“, trostete ihn Friulein Stein-
mann und versprach, uns spiter noch mehr
iiber die ,,Wahrscheinlichkeit des Eintref-
fens eines bestimmten Ereignisses“ zu er-
zdhlen. Immerhin sahen wir aber schon
ein, daB alle Kombinationen der 5§ Zahlen
gleichberechtigt waren, daB also die Zahlen
1234 und 5 mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit gewinnen wie jede andere Kombi-
nation von 5 Zahlen.

kannte Formel C} =

Friulein Steinmann gab uns einen Zettel,
auf dem einige Probleme standen, und bat
uns, bis zum nichsten Zirkel dariiber nach-
zudenken:

12 Kinder veranstalten in einem Ferienla-
ger ein Schachtumier. Jeder spielte gegen
jeden, und jede Partie dauverte im Durch-
schnitt 40 Minuten. Wie lange dauerte das
Turnier?

8 Gruppenleiter des Ferienlagers beteilig-
ten sich abends an einem Skatturnijer. Da-
bei sollen alle méglichen Zusammenset-
zungen von jeweils drei Spielem drei
Spiele austragen. Wie oft muBiten die Kar-
ten gemischt werden?

Gruppenleiter ‘Heinz fragt, wieviel von-
einander verschiedene ,Spiele“ er bei 32
Karten iiberhaupt bekommen kann, wenn
er 10 Karten erhidlt und die Verteilung
der restlichen Karten unberiicksichtigt
bleibt.

Fiinf Kinder méchten Fotos von sich ha-
ben. Neben den Einzelbildern und dem
Gruppenfoto mit allen finf Kindern
mochte jeder auch alle Bilder mit je zwei
verschiedenen Kindern, alle mit je drei ver-
schiedenen Kindern und alle mit je vier
verschiedenen Kindern haben. Wieviel Ab-
ziige muB der Fotozirkel anfertigen?

Nach Abschlul des Ferienlagers verab-
schiedeten sich die 14 Kinder -einer
Gruppe voneinander, und jeder gab jedem

die Hand. Wie oft wurden die Hinde ge-
schiittelt?

Ersetze die im folgenden ,Zahlendreieck®
auftretenden Symbole durch die entspre-
chenden Zahlen:

1
1 ¢
1 ¢ &
1 G ¢ G
1 G G ¢ ¢

Hast du dieses Zahlendreieck schon in
einem anderen Zusammenhang kennenge-
lemnt? (vgl. auch alpha Heft 4/82, Bendu-
kidse, Das Pascalsche Dreieck)
Nutzt man eine bekannte Eigenschaft die-
ses Zahlendreiecks aus, kann man es —
etwa mit der ndchsten Zeile — fortsetzen,
ohne die Werte fiir C¥ iiber unsere Formel
zu berechnen. Welche Beziehung iiber
Kombinationen 148t sich daraus schluBfol-
gern?
Etwas schwieriger ist die Frage nach der
Summe aller in einer Zeile, etwa der n-ten
Zeile des Zahlendreiecks stehenden Zah-
len:

14C+C+..+C'=
Schon wollten wir uns an die Probleme
heranwagen, da kam Friulein Steinmann,
die uns unbemerkt verlassen hatte, mit
einem grofen Teller Kuchen und einem
Krug Apfelsaft an unseren Tisch unter dem
NuBbaum, worauf wir einmiitig beschlos-
sen, das Losen der Aufgaben auf einen spi-
teren Zeitpunkt zu vertagen. P.Gdthner

Zahlreiche alpha-Leser, unter ihnen auch
Friulein Steinmann, haben in Klaus-Peters
Bericht im Heft 1/83 auf den Seiten 16
und 17 einen Rechenfehler entdeckt. Es
muB richtig heiBen:

Ps=6-P;=1720; P, =7- P, = 5040;
Py=8-P,=40320; P,=9- P, = 362880.

Prof. Dr. Gerd Faltings, siehe unseren Bei-
trag Seite 49/50.
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Speziell
fiir Klasse 6/7

mathematicus

Aufgaben zur Wiederholung
von Grundkenntnissen, Teil 2

A l6a Erginze! Gleiche Symbole bedeu-
ten stets gleiche Zahlen.

%von80=D
lvonIZI=O
5
gvonO=A
%vonA=l>
1
Zvonl>=2.
A17a Rechne!
114
5 ] ] -
2 3
4 S —
3. 3 -02 |0 | :01
4| ] L
4, 8
a 18 o Erginze die Tabelle, wenn gilt:
%~a—b=0
1 2
Jalt] [3]
vl 1 1ol |

A 19 a Das arithmetische Mittel der Zah-
lea 13, 15, 18 und a heiit 17. Fiir welche
natiirlichen Zahlen steht a?

420a Erginze die freien Felder, wenn
paarweise zu multiplizieren ist!

000

=

[J

=

L

/
\

[]
[ 1
Y4

Y

\|

A
=]
. E\\o
2]

\

A 21 a Nach Schichtschlul rechneten die
Fahrer der funf Buslinien ihre Einnahme
ab. Strecke A: 337,55M, Strecke B:

60 - alpha, Berlin 18 (1984) 3

407,05 M, Strecke C: 278,90 M, Strecke D:
501,10 M und Strecke E: 377,- M.

a) Wie hoch war die Gesamteinnahme?

b) Welcher Betrag fehlt an 2000,— M?

¢) Welche Summe wurde durchschnittlich
auf jeder Strecke eingenommen?

a4 22 a Die Schiiler einer 6. Klasse legten
bei einer Wanderung insgesamt 54 km zu-
rick. Am ersten Tag schafften sie ein Drit-
tel der Gesamtstrecke. Von der verbleiben-
den Strecke bewiltigten sie am zweiten
Tag vier Neuntel. Wieviel Kilometer wan-
derten die Kinder jeden Tag" Verwende
eine Tabelle!

A 23 A Beweise, daB g, parallel zu g;, ver-
lauft!

9

424 Berechne den Flicheninhalt des
Vierecks ABCD, wenn gilt:

) @ =4,0cm

) BC=18,0cm

3) % ABC = 45°.

A25a Welches Volumen hat der Qua-

der, dessen Netz abgebildet ist?

25

30

20

A 26 a Konstruiere ein Quadrat ABCD
mit der Diagonalenldnge d = 6,0 cm!
Spiegle dieses Quadrat an einer Geraden,
die mit dem Quadrat nur den Punkt B ge-
meinsam hat!

c
D
B
A
A27 A Addiere zeilen- und spalten-
weise!
1
3 0,3
1
0,2 10
Multipliziere zeilen- und spaltenweise!
0,4 1,2
2,5 0,8

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Miguel
de Guzman

Mathematische Fakultdt der Universitat
Madrid

A 2453 o Wir betrachten ein Schachbrett,
das sich nach allen Seiten beliebig weit er-
streckt und durch eine Gerade in eine
obere und eine untere Hilfte geteilt wird.
In die Felder werden Spielsteine gesetzt,
die wie beim Steckhalma gezogen wer-
den:

Ein Stein kann einen direkt benachbarten
Stein in waagerechter oder senkrechter
Richtung (nicht diagonal) iiberspringen,
wobei der iibersprungene Stein vom Brett
genommen wird.

o

3 :

X4 D

Wir stellen jetzt eine Anzahl von Steinen
im unteren Teil des Brettes auf und versu-
chen, durch eine Reihe von Spriingen so
weit wie moglich in den oberen Teil zu ge-
langen. Das Bild zeigt, daB man mit vier
Steinen bis in die zweite Reihe des oberen
Teils kommt.

Wieviel Steine sind erforderlich — und wie
miissen sie plaziert werden —, um die
dritte, vierte bzw. fiinfte Reihe zu errei-
chen? Kann man iiberhaupt beliebig weit
nach oben kommen? Man versuche zu-
ndchst, die Aufgabe experimentell zu 16-
sen. '

Dividiere zeilen- und spaltenweise!

5
: |2

3
3112

A28 A Fiir die gebrochenen Zahlen a, b

und c gilt

(€8] 3-a=2
2 a b=066
A3) b+c=1

Emmittle g, b und ¢!

A29a Lose die Ungleichung!
=x>5 3Ix+ D <11
3P -x>25 x:0,5 <1

Diese Aufgaben entnahmen wir einem
Heft des Kreises Lobau, zusammengestellt
von den Fachberatern Mathematik des
Kreises.
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Die lustigen Logeleien und Vignetten stammen aus der
Feder von: H.Teske, Leipzig; Fun in Math., Ontario;
M. Richter, Berlin; Fiiles, Budapest; Mathe-LVZ, Leipzig;
J.Lehmann, Leipzig; Yvonne Heistermann, Bemburg;
T. Merten, Stralsund; P. Matursko, Praha; B. Henninger,
Berlin; H. Schrade, Berlin; Troll, Berlin; L. Otto, Leipzig;
Dr. R. Mildner, Leipzig; H.Biittner, Berlin; W. Asch-
manow, Moskau; W. Schubert, Berlin;

Idee: J. Lehmann, Leipzig

ND+SONNE=FERIEN (A<N)
S

x
X
2
!
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|5 1984 =(123-4+5)-(6-7+8+9+0)

e}

ATVM=SO0W+SNYW+3Nv1+WNv8
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S.1: Das Alter des Lagerlexters ist 44 Jahre. NS
656 757 858 % L
+ 656 + 757 + 858 .

1312 1514 1716

Nr. 1 gehort an Stelle des Fragezeichens.

581273 3042
+ 59774 +1043

641047 12046

+2886 p )
9017 R D
(> =
S.2: Blumengebinde Nr. 2 ist das gesuchte Spiegelbild. A A\
S.3: Die Ldsung sei dem Leser selbst {iberlassen. o~ (.)

S.4: Die Abb. b und d zeigen die richtigen Ansichten.
S. 5: Die Profile 6 und 15 sind gleich.

S.6:35+10 +7=152;75-25+ 0= 50;
(12+1)-(0:19)=0;(1-0)-1=0;42:42=1;
(25—-15)-2=20;(8-6):2=1;56—-17+1=40.
S.7: 3 und 4 werden glatt, 1 und 2 verknoten s1ch

S.8:20-4:8=10; 16 + 18 — 10 = 24;

12+ 6+ 14 = 32. 9+11—8—12 2-3+4=10;
(T+7)-2=28. -

S.9: Es gibt mehrere Mdglichkeiten, die Leine wie
gefordert aufzuspannen. Drei davon wiren:

14

»
NN
[y

Welche Unterschiede fallen dir ins Auge?
Mindestens 22 Verdnderungen sind zu finden.
3
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Welches der drei Blumengebinde ist dem
Spiegelbild (links) zuzuordnen?

KL
BRI

»LaB liegen! Das ist nicht mehr bei uns!“

)1-2-5-1-4-5-8-7-8-11-7-10-
11-12-8-9-5-6-2-3-6-9-12;
b)1-2~-3-6-2-5-1-4-5-6-9-5-8
-4-7-8-9-12-8-11-7-10-11-12;
©1-2-3-6-9-12-11-10-7-4-1-5
-4~-8-7-11-8-5-2-6-5-9-8-12.
S.10: Die Dame mit dem spitzen Hiitchen ist die
Gesuchte.

S.11: Bs sind 32 Dreiecke und 10 Quadrate.

Wie kommt der Musiker zu seinen beiden
wartenden Kollegen vom Trio Harmonie?

15

‘PP
NS
Das Bild zeigt unter a bis e von fiinf
Wiirfeln je ein Schrigbild.
Das Bild rechts zeigt ein Netz, aus dem ein
Wiirfel hergestellt werden kann, wenn die

Seiten mit den gefirbten Flichen nach
auBen kommen sollen.

® ,Wie geht dein neues Auto?“ — ,Es geht
nicht, es fahrt.“ —  Na gut, wie fihrt es?“ —
»ES geht!“

® ,Herr Ober, was ist das — Reh- oder
Hirschbraten?“

»Konnen Sie denn das nicht unterscheiden,
mein Herr?“ — ,Nein.“

»,Dann kann es IThnen doch egal sein!“

‘'® Olaf kommt verdrgert nach Hause.

»wWas ist denn, mein Sohn?“ fragt die
Mutter.

»Alles Schwindel in der Schule“; sagt Olaf.
»~An der Klassentiir steht groB 1. Klasse, und
drinnen ist nicht ein Stuhl gepolstert...“

o Kurerfolg: ,Klappt es denn mit dem
Abnehmen, seitdem Du die Kalorien
zdhlst?“ — 'Mit dem Abnehmen nicht, aber
mit dem Rechnen geht’s besser!“

® ,Hast Du Briider?

»Ja, einen.“

»Komisch“, sagte Helmut, ,Deine Schwester
sagte mir neulich, sie hitte zwei!“

62 - alpha, Berlin 18 (1984) 3




® Miiller war zu schnell mit dem Wagen
gefahren und verungliickt. ,Wiren Sie fiinf
Minuten spiter eingeliefert worden, wir’s zu
spit gewesen, Herr Miiller“, bemerkte der
visitierende Arzt einige Tage spiter.
»Himmel, Himmel“, flisterte Miiller
erbleichend, ,da hab ich aber Gliick gehabt,
daB ich so schnell gefahren bin.“ -

" ® Auf Reisen. ,Haben wir uns nicht schon
einmal in Budapest getroffen?“ — ,Nein, ich
bin noch nie in Budapest gewesen.“ — ,Ich
auch nicht, da werden das wohl zwei ganz
andere gewesen sein.“

e Hut ab vor der neuen Technik — so
schnell wie ein Computer kann heute keiner
mehr einen Fehler machen.

Suchbild: Findest du die auf dem Bild
abgebildete Dame im Strom der Passanten
wieder?

10

e X b

Zwei der verschlungenen Seile werden glatt,
zwei verknoten sich, wenn man an den
beiden Enden zieht. Welche?

alpha, Berlin 18 (1984) 3 - 63
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Setze fiir O jeweils ein Rechenzeichen so
ein, daf richtig gelste Aufgaben
entstehen!

-

E2 S |
LS
4

~Wenn Sie mir versprechen, daB ich mal so
etwas wie eine I(ntelligenz)-Rente bekomme,
schreibe ich die richtige Losung hin!*

6

IO00F =52 = 1
02500 =50 (501902 =20
(zO00 EOwY)= 0 (806)02 = 4
(10001 =9 5601701 =40

Wieviel Dreiecke und wieviel Quadrate
findest du auf dem Bild?

8+ = =
: P + -+
; +ia =
+ + = +
+# ] [=
46,8 10,42 th 16,18 25|+ + = |50 _'

In die Felder sind Zahlen so einzusetzen,
daB richtig geloste Aufgaben entstehen. (Es

_ ist in der vorgegebenen Reihenfolge zu
rechnen.)

Frau Mildner hat groBe Wiische, und sie
moéchte ihre Wischeleine zwischen den 12
Pfihlen in der abgebildeten Weise ziehen.
Wie kdnnte sie ihre Leine — ausgehend vom
Pfahl 1 und endend am Pfahl 12 - so
ziehen, daB die Leine zwischen zwei
beliebigen Pfihlen niemals doppelt oder
mehrfach, sondern jeweils nur einfach
gespannt ist? Finde mindestens drei
verschiedene Moglichkeiten, die Leine in der
geforderten Weise aufzuspannen!

64 - alpha, Berlin 18 (1984) 3




alpha aktuell

Wie entstehen die Ziffern
der Personenkennzahl?

Die ersten sechs Ziffern setzen sich aus
dem Geburtsdatum des Personalausweisin-
habers zusammen. Die siebente Stelle gilt
fur das Geschlecht (fir die Geburtenjahre
1900 bis 1999 minnlich = 4, weiblich = 5).
Die Ziffer 8 bis 11 ist eine Unterschei-
dungszahl, die gewihrleistet, daB die Per-
sonenkennzahlen tdglich in ausreichender
Anzahl vergeben werden kénnen, ohne daB
eine Wiederholung erfolgt. Die Ziffer 12
stellt eine Prifziffer dar, die es jederzeit er-
moglicht, die Richtigkeit der Personen-
kennzahl zu iberpriifen. Jede Personen-
kennzahl gibt es nur einmal.

Hochste Primzahl

Zwei hoch 21701 minus 1, die hochste bis-
lang bekannte Primzahl, ist von zwei

Laura Nickel und Curt Noll, von der Univer-
sitit von Kalifornien in Hayward gefunden
worden. Die bislang hochste der nach dem
griechischen Mathematiker Euklid unend-
lichen Reihe der nur durch eins und sich
selbst teilbaren Primzahlen umfaBt 6553
Ziffern.

Die beiden jungen amerikanischen Mathe-
matiker hatten zur Losung ihrer schwieri-
gen Aufgabe, die jetzt Aufnahme in das
Guiness-Verzeichnis der Rekorde finden
diirfte, allein finf Computerprogramme
entwickelt. Laura Nickel und Curt Noll ha-
ben bereits angekiindigt, sie wiirden ein
neues Programm zur Steigerung des Prim-
zahlenrekordes erstellen.

Der franz. Math.-Prof. P. Deligne hielt auf
dem MathematikerkongreB in Warschau
(1983) einen Sondervortrag iiber Faltings’

18jahrigen amerikanischen Studenten, Forschungsergebnisse (s. S. 49/50).
] -
) i
L L -
)
|
Computergraphik
-
.
I
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Augen auf, Mathematik ist Giberall! In Burg
Stargard (Bez. Neubrandenburg) entdeckte
unser Redaktionsmitglied, Dr. P. Schreiber
(Universitit Greifswald) dieses Wirtshaus-
bild in Form eines Sternpolyeders.

AdW verlieh Namen Leonhard Euler

Berlin, 6. 11. 83. Der Name Leonhard Euler
wurde der mathematischen Schiiiergesell-
schaft bei der Sektion Mathematik der
Humboldt-Universitdt Berlin auf einem
Festakt in Berlin verliechen. Damit wiirdigt
die Akademie der Wissenschaften der
DDR das nunmehr 13jihrige Wirken die-
ser Gesellschaft, die sich die auBerunter-
richtliche mathematische Titigkeit zur
Aufgabe gemacht hat.

Eine harte NuB

A 2454 o Bei einem Schiffsungliick wur-
den fiinf Matrosen auf eine einsame Insel
verschlagen und warteten dort auf Rettung.
Um eine Beschiftigung zu haben, sammel-
ten sie Niisse. Nachdem die Matrosen
einen groBen Berg von Niissen zusammen-
getragen hatien — es waren etwa 30000
Niisse — beschlossen sie, keine Niisse mehr
zu sammeln und die vorhandenen Niisse
am Tage ihrer Rettung gerecht zu verteilen.
In der folgenden Nacht erwachte einer der
Matrosen — die anderen schliefen fest —,
und er nahm sich entgegen dieser Abspra-
che ein Fiinftel; bei der Teilung blieb eine
NuB iibrig, die weggeworfen wurde. In der
folgenden Nacht erwachte ein anderer Ma--
trose, nahm sich ebenfalls ein Fiinftel;
auch dabei war eine NuB iibrig und wurde
weggeworfen. Analog ging es in der 3., 4.
und 5. Nacht zu. Danach erfolgte die Ret-
tung, und die finf Matrosen teilten die
nun noch vorhandenen Niisse gerecht auf.
Auch dabei blieb eine NuB iibrig, die weg-
geworfen wurde. Wie viele Niisse waren am

Anfang vorhanden?
Dr. rer. nat. Dr. paed. Gert Maibaum,
Technische Universitdt Dresden
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Illebener Skizzen

Auf den Spuren eines alten
unterhaltsamen Rechenbuches

Joh. Christ, Schafer:
Die Wunder der Rechenkunst

Eine Zusammenstellung

der rdtselhaftesten, unglaublichsten
und belustigendsten arithmetischen
Kunstaufgaben

192 Seiten, 60 Abb., Pappband
Bestell-Nr.: 7077451 - Preis:' 8,80 M

ﬂlitvwnnhu
Redenkunft

Gine Sufammentellung der rthfelhafteften, un-
glaublidften und belutigendjten arithmetijyen
Kunijtanfgaben,

Jur

Beforderung ber gefelligen Unterhaltung und bded jus
¢ gendlihen Naddenfend.

Bon

Rob. Chrift. Shafer.

fidte, verbefferte unb vermehrte Anflage,

Weimar, 165 7.
Trud und Berlag von Vernbh. Friedr. Boigt

Dieser Titel ist ein Nachdruck der 8. Auf-
lage des 1857 -erschienenen Buches Die
Wunder der Rechenkunst. Es enthilt 153
Aufgaben aus den verschiedensten Gebie-
ten der Unterhaltungsmathematik, insbe-
sondere der Arithmetik. Die Aufgaben re-
gen zu logischem Denken an, wecken und
entwickeln die Fihigkeiten zum Kombi-
nieren und geben Moglichkeiten zum Fe-
stigen der Grundkenntnigse im Fach Ma-
thematik. Alle Aufgaben enthalten Antwor-
ten (Losungen), die original wiedergegeben
werden. In einem Anhang sind Erlduterun-
gen enthalten, die — soweit erforderlich —
deutlich machen, welche sachlichen Be-

66 - alpha, Berlin 18 (1984) 3

ziige zwischen bestimmten Einheiten, Be-
griffen, Fakten usw. von heute zu damals
bestehen. Interessentenkreis: Lehrer, Schii-
ler, Leiter und Teilnehmer von Arbeitsge-
meinschaften, an Unterhaltungsmathema-
tik Interessierte. Ende 1983 wurde dieser
Titel mit den oben angegebenen Informa-
tionen ausgeliefert und bereichert die ma-
thematische Literatur, die zu einer sinnvol-
len, interessanten und abwechslungsrei-
chen Freizeitgestaltung fiir jung und alt
beitragen will, aber auch zahlreiche Im-
pulse fiir den Unterricht gibt. Kurz gesagt:
Er hilft der ,Pflicht* wie der ,Kiir“ im
Fach Mathematik gleichermaBen in vielfil-
tiger Weise.

Herausgeber dieses historischen Rechen-
buches ist der Chefredakteur der alpha. Er
lidt seine Leser zu einer Plauderei iiber
dessen Entstehung ein.

Lieber Leser!

Am 13. Dezember 1945 wurde ich vom Rat
der Messestadt Leipzig als Neulehrer einge-
stellt, Lehrpldne gab’s damals nicht. Die er-
sten Lehrbiicher, welche wir 1946 in die
Hand bekamen, steckten noch in den An-
fangsgriinden unserer demokratischen Ent-
wicklung.

Fiinf Aufgaben habe ich aus unserem da-
maligen Rechenbuch herausgegriffen, Her-
ausgeber: Verlag Volk und Wissen, Verlagsge-
sellschaft m.b.H. Berlin/Leipzig:

Ala Ineinem Wintermonat brennen in
einem Dorfwirtshaus am Abend und in der

Nacht 8 Lampen, und zwar 6%Std. lang.

Eine Lampe verbraucht pro Stunde 7 ccm’

Petroleum. Wieviel Petroleum haben im
Monat alle zusammen verbraucht, und wie-
viel kostete das Petroleum? (11 kostet
29 Pf)

A2a 8Mann mihen am ersten Tag S ha
Sommergetreide; wieviel ha bringen in der-
selben Zeit 20 Mann fertig?

A 3a Eine Handschuhfabrik verpackt in
einer Kiste Handschuhe von der 1. Sorte
S%thd., von der 2. Sorte 7%thd., von

der 3. Sorte 9%thd. Wieviel Dtzd. und

Stiick sind das im ganzen?

A4 a Ein Kaufmann hat fiir 1754 M Wa-
ren verkauft und davon den 6.Teil ver-
dient. Wie groB war sein Verdienst?

AS5a Ein Mann raucht an einem Tag
4 Zigarren. Wieviel sind das

a) in einer Woche, b) in einem Jahr, ¢) in
30 Jahren?

Auf der Suche nach geeigneterem zusitzli-
chem Aufgabenmaterial halfen mir meine
Schiiler, ihre Eltern, unser damaliger Pa-
tenbetrieb (Garten- und Landschaftsgestal-
tung Leipzig SO). In einem Antiquariat er-
warb ich zudem einen Sto8 alter Rechen-
biicher aus der Zeit vor 1933. Unter
anderem kaufte ich den oben genannten
Titel zu einem sehr hohen Preis, nimlich
fir mein Neulehrermonatsgehalt von
190 Mark. (Das konnte ich, da ich zu glei-
cher Zeit von der damaligen Sowjetischen
Militaradministration eine Primie in Hoéhe
von 250 Mark erhielt.) Die Aufgaben aus
diesem Unterhaltungsbuch fanden bei den
Schiilern groBen Anklang. So wurde das
vergilbte Werk aus dem Jahre 1857 neben
den anderen Biichern ein treuer Begleiter
im Unterricht, in mancher Vertretungs-
stunde und ab 1957 — damals griindete ich
den alpha-Club an der 29. Grundschule in
Leipzig — auch fiir eine aktive auBerunter-
richtliche Arbeit. Als ich dann Chefredak-
teur der alpha war, gestaltete ich im
Heft 3/80 eine 4.Umschlagseite mit
13 Perlen aus den Wundern der Rechenkunst.
Die zahlreichen anerkennenden Zuschrif-
ten veranlaBten das Redaktionskollegium,
in noch stirkerem MaBe historische Bei-
trige in die alpha einzubauen. Meinem
Verlagsdirektor schlug ich vor, das unter-
haltsame Buch in seiner Gesamtheit her-
auszugeben und fand Zustimmung. Zu-
nichst wurden zwei Varianten disku-
tiert:

Variante 1: Die Veroffentlichung des Bu-
ches als Faksimile — Druck mit angefiigten
Losungen aus heutiger Sicht. Sie wurde
verworfen, weil einerseits eine Reihe von
Aufgaben nicht interessant waren und an-
dererseits das Schriftbild fir viele Men-
schen unserer Zeit schwer lesbar wire.

Variante 2: Von den 194 vorliegenden Auf-
gaben wurden 153 als geeignet befunden
und zur Veroffentlichung vorgesehen. Den
Satz iibernahm die Druckerei Neues
Deutschland. Sie besitzt die um die Jahr-
hundertwende gebriuchliche sog. Digi-
Fraktur und Bodoni-Antiqgua. Zu 92 Aufga-
ben wurden Ldsungen aus heutiger Sicht
als Anhang hinzugefiigt. In geduldiger
Kleinarbeit entstand dann das Buch mit
einem Umfang von 192 Seiten.

Natiirlich war ich als Herausgeber interes-
siert, mehr iiber den Autor zu erfahren, als
in dem Vorwort der mir vorliegenden
8. Auflage zu lesen war. Zweimal zwei Tage
weilte ich in der Gemeinde Illeben, wenige
Kilometer von Bad Langensalza entfernt.
Dank sei denen gesagt, die mir in dieser
Gemeinde halfen, Niheres iiber

J. Ch. Schifer und seine Zeit zusammenzu-
tragen:

Ende des 18.Jahrhunderts lebte der Guts-
verwalter Sebastian Andreas Schifer, gebo-
ren am 29.12.1763 daselbst, als Schult-
heiB in Hohenbergen, einem kleinen Dorf



in der Ndhe von Miihlhausen. Seine bei-
den SGhne, August Sebastian (geb.1801)
und Johannes Christoph (geb. 1802) gingen
ihrem Vater in Hof und Feld tiichtig zur
Hand. Der Vater erwarb sich durch fleiBi-
ges Selbststudium veterindrmedizinischer
Literatur gute Kenntnisse in der Tierpflege.
Manchem Quacksalber wurdé eine Lehre
erteilt, indem er seine Gemeindemitglieder
bei der Pflege der gesunden, besonders
aber der kranken Tiere beriet und prakti-
sche Hilfe gab. Als seine S6hne ins ,hei-
ratsfahige“ Alter kamen, schrieben sie das
von ihrem Vater geschaffene 300seitige
Doktorbuch ab als Anleitung fiir die eigene
Tierpflege, als sog. Haus- und Hilfsbuch.
Die mathematische Bildung im Rahmen
der damaligen dorflichen Einklassenschule
war nach Meinung des Vaters nicht ausrei-
chend, um im Leben gut seinen Mann zu
stehen. Kurz entschlossen schrieb er sei-
nen beiden S6hnen ein spezielles Rechen-
buch, das ihnen — neben dem Unterricht
bei dem iiberlasteten Dorfschulmeister —
gute Grundkenntnisse in Arithmetik und
Geometrie vermittelte.

Aus einer Eintragung in der Illebener
Chronik erfahren wir, daB der iltere der
beiden Briider, August Sebastian, eine
wohlhabende Bauerntochter in Illeben hei-
ratete. J. Ch. Schifer und seine Eltern zo-
gen gemeinsam mit den Neuvermihlten
auf den 50 ha groBen Bauemhgf, den die
Braut als Aussteuer von ihren Elfern in Ille-
ben erhalten hatte. Bereits nach zweijihri-
ger Ehe starb der Bruder. J. Ch. Schifer
ibernahm den Hof und heiratete ein Jahr
spéter die Frau seines Bruders. Im Dorfre-
gister wird der junge Bauer als ,angesehe-
ner Einwohner und Einspinner“ gefiihrt.
Da er sehr rege war, sei es auf dem Hofe,
als Jagermeister oder als tierdrztlicher Be-
rater, wurde er mit 34 Jahren zu einem der
vier Gemeindevertreter (Ortsmann) er-
nannt, um den neugewihlten Biirgermei-
ster (bis dahin gab es keinen) bei seiner
Amtstitigkeit zu unterstiitzen. Mit Hilfe
des fiir die Gemeinde zustdndigen Tierarz-
tes schrieb er — unter Verwendung der Un-
terlagen seines Vaters -
Buch:

Homéopathische Tierheilkunde —
Ein ganz eigenthiimlich eingerichtetes

und schnell Rath gebendes Hiilfsbuch

[iir jeden Viehbesitzer.

Im Familienkreis und zu Volksfesten gab
er aus seiner in Form einer Aufgaben-
sammlung z.T. mit seinem Bruder) zu-
sammengestellten Heft unterhaltsame ma-
thematische Probleme zum besten und
regte seine Umgebung zum Knobeln an.
Seine Zuhorer bedringten ihn, diese lose
Zusammenstellung zu einem Buch zusam-
menzufassen. Ein Weimarer Verlag
brachte 1831 die erste Auflage heraus. Das
Buch wurde so beliebt, daB bis 1857 acht
Auflagen entstanden, stets neu bearbeitet,
auf Grund zahlreicher Hinweise der Leser
erweitert. Folgten in den ersten Auflagen
den Aufgaben sofort die L&sungen, so
wurde spiiter beides getrennt. An einem
Beispiel wollen wir Aufgabe und Lésung
original wiedergeben:

sein erstes’

63. Ein eigener Fall

Jemand hatte in einem Stall

Ein Heerdchen Schafe, ein eigener Fall
Fand, wie Du sehn wirst, statt dabei. —
Nahm er davon die Hilft’ und drei

Und wenn er den Rest sich 8fach dachte
Oder zu ihnen noch 7 brachte,

So bekommt er stets dieselbe Zahl,
Wieviel Schafe hat er wohl im Stall?
Antwort: 8 Stiick

Auflosung: Nach den Bedingungen der Auf-
gabe ist der 8fache Rest so groB, als der
einfache Rest und 7; wird von den beiden
Theilen einmal der einfache Rest hinweg-
genommen, so ergiebt sich, daB der 7fache
Rest soviel als 7 betridgt. Stellt man sich
nun die Aufgabe und sagt: der 7fache Rest
betragt 7, wie viel betrigt der einfache
Rest, so ergiebt sich 1 zum Facit. Es wurde
nun erst die Hilfte und 3 vom Heerdchen
hinweggenommen, worauf die gefundene 1
als Rest bleibt, und so folgt, daB die Zahl
simmtlicher Schafe 1 und 3 = 4 und diese
doppelt genommen, solche 8 sein muB.
Die Lésung aus heutiger Sicht ist im Anhang
2u diesem Titel zu finden.

Sie lautet:

Angenommen, im Stall befanden sich x
Schafe; dann gilt

[x—(§+ 3)]'8=x—(§+ 3)+7,

X X

—_— . = - — +

5-3)8-3-3+7
=X

4x-24=3+4,

77)‘= 28, also x= 8.

Im Stall befanden sich 8 Schafe.
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Das Bild zeigt eine Aufgabe aus dem
Tagebuch J. Ch. Schifers. Wir finden sie
wieder, stark bearbeitet, in seinem Buch
als Nr. 144,

144  SKiingtliche Wegnabme.

Gin Bater legte 36 Nific in an Duadrag
nachiichender (Seflalt auf ben Jifdh und fagfe gu fri:
nem Eobne: | Kannft Du 0 Etnd o mnthmrn,
bag in jeder wag- und fenfrechien Reibe cine gerabe
Anmpahl Nafe luqrn bleiben, fo follen Dir die 6
RNiffe gefdenlt fein.”  Der Cnbn nabm bhierauf auch
wirflicy auf die ausbedungene Weife Gelud bavon :
weldye waren 8 wobl?

Rage ber Nifle? 0 0
0
0
0
0
0

[=N=F~N-R=Ro]
[=E=Ne=N-N-N-}

00
00
00
00
00
00

SO0 O0O0

Das Buch ist ganz im Stile der zeitgengsgsi-
schen Rechenmeister geschrieben. Bejm
Studium der Aufgaben konnte ich feststel-
len, daB der Autor bei den Mathematikem
des Altertums einige Anleihen aufgenom-
men hat. Eines hat er erreicht: Im Famj-
lien- und Freundeskreis und bei seinen Le-
sern hat er Interesse flir mathematische
Probleme geweckt und zu ,geistesbeschif-
tigender und geselliger Unterhaltung® gn-
geregt.

In handschriftlichen Unterlagen, die sich
im Besitz der Nachfahren J. Ch. Schiifers
befinden, fand ich neben 68 Anekdoten
und einigen Rechenaufgaben aus dem
bauerlichen Alltagsleben (insbes. Landver-
messung und Forstwirtschaft) auch ejpe
Reihe unterhaltsamer Aufgaben, bisher up-
verdffentlicht. An einigen mdge sich der g/-
pha-Leser bewidhren:

A 6 Robert bot einst sein Obst drej

Leuten feil,

Ein giinstiges Geschick wurde ihm dabe;j
zu theil.

Sie kauften der Friichte ganze Zahl

Such, Leser, diese jetzt einmal.

A. nimmt des ganzen Vorraths Hiifte hip

und achte, und geht davon mit frohem
Sinn.

B. kaufte nach A. die Hilfte und zwei

und holt dazu als dann noch drei.

C., der den Vorrath noch zahlreich findet,

Nimmt auch die Hilfte und verbindet

Zwolf Stiick damit, bezahlt auch sie

Und Robert war frei von aller Miih,

Die Zahl besteht aus mehr als zehn mal
zehn.

Doch still, Du wirst sie selbst gefunden
sehn.

Berechne Du nun auch den Geldbestand,

den Robert, das Stiick einen Dreier fand!

a7a Ein Mann brachte eines Tages
Niisse mit nach Hause, die er unter seipe
Frau und 5 Kinder folgendermaBen ver-
teilte. Die Mutter erhielt 20 Niisse mehr
als jedes Kind und 20 Niisse weniger als
die Kinder zusammen. Wieviel Niisse sind
verteilt worden, und wieviel hat die Mutter
erhalten?

A 8a Man soll 32 Niisse so in 2 Teile tej-
len, daB, wenn man den groBeren Tei]
durch 5 und den kleineren durch 6 divj-
diert, beide Quotienten zusammen 6 aug-

‘machen.

4 %a Ein Goldschmied sagte von einer
silbernen Schale, wenn sie moge noch ein-
> i und é soviel wiegen als sje
wiegt und noch 12 Lot dazu, so mége sie
ebenso viel iiber 100 Lot, als sie jetzt dar-
unter wiegt, wiegen. Wie schwer war die
Schale?

A 10a Wie lassen sich § aufeinanderfol-
gende Zahlen, die ein anderer denkt, errat-
hen?

alla Wie kdnnen die 9 Einerzahlen
mit oder ohne Null so untereinanderge-
stellt werden, daB sie (jede nur einmal zy
schreiben) zusammen die Summe 100 ge-
ben?

mal so viel, -
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Und zum AbschluB eine Aufgabe original
aus der 1. Auflage:
al2a

20. Der Upfelvevfdaufer.

Sacl verfudte <infl als Tbfihdnbler fein Heil,
Und bot feine Aefel in trei Hdulern fell;
Gr batte Pabei das unverhoffte (510d,
Daf cr nidyt cinen Apfel bradyte purid,
Lnd fdmell verfanjte der Feadte ganye Sabl.
Sudy’ Lefer mir dicfelbe jept cinmal,
Beredne audy dabei und gieb ¢6 an,
WBie viele Stiade wotl faufte jeber Dann.

Bom gangen Borrath nimmt ein Biertheil exft heraus
Unb funfyehn nody ter Mann im criten Haus.
Im peeiten it taé Glid ibhm wieder gunflig,
Nan fauite ta vom RNefl ein Drittheil und nod) ywanyig.
IMit ten Ucbrigen gebt er fodann in’s britte Haus
Unb bictet fie dajetbit qum Verbaufe aus;
Der Mann, der ten Vorralh nody pu grog findet,
RNimmt etft die Dalite. — Dodh damit verbindet
Gr nody treipig Stiade. — Carl freute fich febr,
Denn fein Korb war nun geworden gany leer.

J. Ch. Schiifer im Alter von 46 Jahren

Illeben gestern:

Der Illebener Chronik ist zu entnehmen,

daB das in flache Hiigel eingebettete
Bauerndorf bereits seit dem Jahre 1120 be-
steht und viele unruhige Zeiten, nicht
ohne groBen Schaden, durchgemacht hat.
. Zur Zeit des J.Ch. Schifer litt die Ge-
meinde an grofer Armut. Der leicht leh-
mige Ackerboden war nicht sehr ergiebig.
Heftige Gewitter, oft von groBen Regengiis-
sen begleitet, vernichteten mehrfach die
Emte. Der kleine, durchs Dorf plit-

Blick auf den Bauernhof
des J. Ch. Schifer
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schernde Herzbach wurde dann zum rei-
Benden FluB und richtete groBen Schaden
an einem erheblichen Teil der 100 Anwe-
sen an. Durch fahridssigen Umgang mit
Feuer brachen groBe Brinde aus. Trocken-
heit und MiusefraB taten ihr iibriges. Bett-
ler und im Dorf streunende Knaben aus nah
und fern wiesen auf die groBe Not dieser
Zeit hin. Allein im Jahre 1854 verlieBen 20
Personen ihr Hab und Gut. Sie wanderten
nach Amerika aus. Um das Elend zu mil-
dern, wurden Notleidende in den freiste-
henden Anwesen untergebracht, aus der
Gemeindekasse mit Geldmitteln unter-
stiitzt. Kurzum: Es gab groBe soziale Un-
terschiede in der Gemeinde. J. Ch. Schifer
gehoérte zu den Wohlhabenden und konnte
es sich leisten, literarisch tétig zu sein. Er
starb, mitten herausgerissen aus einem
schaffensreichen Leben, am 22.11.1854
im Alter von 52Jahren, 1Monat und
30 Tagen an einem Herzversagen.

Illeben heute:

Die Gemeinde, etwa 4 km von Bad Lan-
gensalza entfernt, zdhlt 320 Einwohner.
Entsprechend ihrer landwirtschaftlichen
Struktur sind 60% davon LPG-Mitglieder.
(Die anderen arbeiten in Bad Langen-
salza.) Hauptproduktionszweig in der Ge-
nossenschaft ist der Zuckerrilbenanbau.
Der ZusammenschluB mehrerer landwirt-
schaftlicher Produktionsgenossenschaften
ermoglichte auch den Aufbau einer Rin-
der- und Schweinemast sowie einer moder-
nen Milchviehanlage. Ein Nachfahre von
J. Ch. Schifer ist einer der beiden Melker-
meister der LPG.
Am Ort besteht eine Oberschule, in der
Schiiler der 4. bis 8.Klasse unterrichtet
werden. Sie kommen aus den drei Orten
des Gemeindeverbandes. Im sozialisti-
schen Wettbewerb ,Schéner unsere Stidte
und Gemeinden — Mach mit!“ sind die
Biirger sehr bemiiht, durch Werterhal-
tungsmaBnahmen und Pflege der Griinan-
lagen das Ortsbild zu verschénern.
Fiir mich, den Herausgeber, war es nicht
nur eine Freude, den Inhalt der Wunder der
Rechenkunst fur die zahlreichen interessier-
ten Leser aufzubereiten, sondern es
machte ebensoviel SpaB, den historischen
Gegebenheiten nachzuspiiren.

J. Lehmann
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ala In the trapezoid inscribed in the
semicircle shown below, 4B=4 and
AP= BQ = 1. Find the length of PQ.

A2 A Prove that there are no positive in-
tegers x and y for which

JI9T8 = {x + .

A3a La longueur d’un fil téléphonique
qui relie deux localités est égale & 72,8 km.
Quand la température s’éléve de 1 degré,
chaque métre de ce fil s’allonge de 18 ym.
Calculer, en centimétres, I’allongement de
ce fil quand la température passe de 12° 4
36°.

A 4a [leBouka MoOHOLIIA K IIEPEXONY Ye-
pe3 YIuIly B TOT MOMEHT, KOTa 3arOpemncs
XKENThIA CBET, U 3arnsAmenach Ha pabory
cBetodopa. [Io crRoMM 4Yacam OHa 3aMme-
THJIA, YTO KPACHBIH CBET F'OPHUT B MOJTOpA
pa3a MeHbIIE BPeMeHM, UeM 3eJIeHbIN, a
JKENTBbIA — B YEThIpe pa3a MEHbIIe, ‘IeM
kpacHslit. Ilocne Toro, Kak B BOCEMHaLa-
TBIA Pa3 rOPeN JKENTBIM CBET, 3aXKercs 3e-
JIEHBIA, M J€BOYKa, NPOCTONAB 17 MHHYT,
cTaja mepexomuTh yauny. CKOIBKO Bpe-
MEHHU FOPUT XENThIA cBeT?




XXIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen zu Aufgaben
der Kreisolympiade, Teil 1

Olympiadeklasse 5
230521 Losungen sind z.B.:

2=3-133:33 =3+3-3-3:3
3=3+3+3-3-3=3+33-33
4=3+33:33 =3+3:3+3-3
5=3+3:3+3:3 =3.3-3:3-3
=(3-3+3-3):3 =3.3.3:3-3
8=3+3+3-3:3 =(33-3-3):3

9=3+3+3+3-3=(33+3):3-3
10=3+3+3+3:3 =33:3-3:3
230522 Einige mogliche Loésungen zeigt
das Bild:

a) | g 17 M =5
l PR 'H '_'. « !
'.Lu r__'-| P
}:::e"r . !_
prited g -
I
L i
c) . -
d)

230523 Wenn Peter in 10 Minuten 3 km
zuriicklegt, dann legt er in 100 Minuten
zehnmal soviel zuriick, also 30 km.

Wenn Hans fur 2 km 10 Minuten braucht,
dann benoétigt er fir 30 km fliinfzehnmal
soviel, also 150 Minuten.

Wenn Karl fur 2,5 km 10 Minuten braucht,
dann bendtigt er fiir 5 km 20 Minuten, also
fir 30 km 120 Minuten.

Wegen 150 — 100 = 50 kam Hans mithin
50 Minuten spiter als Peter in Halle an.
Wegen 120 — 100 = 20 kam Karl 20 Minu-
ten spater als Peter in Halle an.

230524
E

Olympiadeklasse ¢

230621 a) Wegen 2200-25:4 = 13750,
600-24:2 =7200, 800-12-1 = 9600 und
13750 + 7200 + 9600 = 30550 sollen ins-
gesamt 30550 Liter Milch ausgeliefert wer-
den.

b) Wegen 30550:9000 = 3 Rest 3550 wa-
ren fir den Abtransport der 30550 Liter
Milch vier Tankwagen ausreichend, aber
nicht weniger. Also ist 4 die gesuchte
kleinstmégliche Anzahl.

230622 Wegen 48:3 =16 betrigt der
Flicheninhalt jedes der drei Quadrate ge-
nau 16 Flicheneinheiten. Die Gerade
durch M und N schneide die Strecke AD in
Pund die Strecke BCin Q.

Dem Bild ist dann zu entnehmen:

D H 6 ¢
3

P e Q

A 3 B

Da M der Mittelpunkt von EH und N der
Mittelpunkt von FG ist, ist MNGH ein
Rechteck, das halb so groB ist wie das Qua-
drat EFGH. Sein Flicheninhalt betrigt da-
her 8 Flicheneinheiten. Ganz entspre-
chend werden auch die anderen beiden
Quadrate durch die Gerade durch Pund Q
jeweils in zwei Rechtecke mit je 8 Flachen-
einheiten Inhalt zerlegt.

a) Die Diagonalen MG und NH zerlegen
das Rechteck MNGH in vier inhaltsgleiche
Teildreiecke. Jedes von ihnen, und folglich
auch das Dreieck SGH, hat einen Inhalt
von 2 Flicheneinheiten.

b) Der Flicheninhalt des Dreiecks ABS ist
gleich der Summe der Flicheninhalte der
(untereinander gleich groBen) Dreiecke
AEMund FBN, des Rechtecks EFNM sowie
des Dreiecks MNS. Die Dreiecke AEM und
FBN sind jeweils halb so groB wie das
Rechteck EFMN, ihr Inhalt betrigt daher
jeweils 4 Flicheneinheiten. Wegen
2-4+8+2=18 betrigt daher der Fli-
cheninhalt des Dreiecks ABS 18 Flichen-
einheiten.

c¢) Der Flacheninhalt des Vierecks ASHD
1st gleich der Summe der Flicheninhalte
dés Dreiecks AMP, des Rechtecks PMHD
und des Dreiecks MSH.  Wegen
4 + 8 +2 =14 betrigt der Flicheninhalt
des Vierecks ASHD 14  Flichen-
einheiten.

230623 Wegen (1) heiBt Hausmann we-
der Christian noch Bernd. Wegen (2) heiBt
er auch nicht Alfred. Daraus foigt:

(3) Hausmann hat den Vornamen Det-
lef.

Wegen (2) heiBt Giebler weder Alfred noch
Bernd und wegen (3) auch nicht Detlef.
Daraus folgt:

(4) Giebler hat den Vornamen Christian.
Wegen (1) heiBt Erdbach weder Christian
noch Bernd und wegen (3) auch nicht Det-
lef. Daraus folgt:

(5) Erdbach hat den Vornamen Alfred.
Wegen (3), (4) und (5) bleibt fiir Freimuth
nur der Vorname Bernd. Die zusammenge-
hérenden Namen sind mithin: Alfred Erd-
bach, Bernd Freimuth, Christian Giebler
und Detlef Hausmann.

230624 a) Folgende Beispiele zeigen, daB
alle drei Aussagen wahr sind:

{7)
(5)(6)

le 1] (FI )
10 Verbindungsgeraden

5 Verbindungsgeraden

(4)

(),

1 Verbindungsgerade

b) Folgende beiden Beispiele zeigen, daB
die funf Punkte auch so liegen konnen, dai
es genau 6 bzw. genau 8 verschiedene Ver-
bindungsgeraden gibt:

(8}

m
(2)

(3) 6

% 6

Olympiadeklasse 7
230721 Wenn der Weg bis zum Rathaus

genau % des Gesamtweges und der Weg bis

zum Bahnhof genau % des Gesamtweges

ist, dann ist der Weg vom Rathaus bis zum

Bahnhof (wegen 1.1_1 )genau ! des

3 4 12 12
Gesamtweges.
Wenn der Weg bis zum Bahnhof genau %

des Gesamtweges ist, dann ist der Weg

vom Bahnhof bis zur Schule genau % (oder
182) des Gesamtweges.

Da Uwe fiir I des Gesamtweges genau
2 Minuten benétigte, bendtigte er fiir 'Vl
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des Gesamtweges genaw\ 16 Minuten. Da
Uwe um 7.32 Uhr am Bahnhof war, trifft er
folglich um 7.48 Uhr in der Schule ein.

230722 Es gilt:

(1) 4M = MC;

denn M ist laut Voraussetzung

der Mittelpunkt der Strecke AC.

(2) 3 FMC= 5 AME = 90°;

denn die Gerade durch Fund E ist laut
Voraussetzung die Mittelsenkrechte

der Strecke AC und steht somit

senkrecht auf AC.

(3) AB| CD;

da ABCD laut Voraussetzung

ein Rechteck ist.

(4) 3 MAE = 5 MCF,;

da diese Winkel Wechselwinkel sind,

die wegen (3) an geschnittenen

Parallelen liegen.

Aus (1), (2) und (4) folgt nach dem Kon-
gruenzsatz wsw, daB die Dreiecke AEM
und CEM kongruent sind, w.z.b.w.

D \F [

A N3 ]

230723 1. Bezeichne man mit b, g bzw. r
einen blauen, gelben bzw. roten Wiirfel,
dann zeigen folgende Beispiele, daB es Rei-
hen mit 7 Wiirfeln gibt, die alle gestellten

Bedingungen erfiillen:
b, g b, 1, g &, b
b, g r, b 1 g b

b g r, g b 1, b
IL Ist w;, w,, W3, ..., Ws, ... eine Reihe von
8 oder mehr Wiirfeln, so kommen darin die
7 Farbfolgen

(W, Wa); (W, W3); ... (W, Wg)
vor. Zu den drei verschiedenen Farben b,
g, r gibt es aber nur die folgenden 6 ver-
schiedenen Farbfolgen

(b, g); (b, ); (8, b);

(8 0; (r, b); (r, ).
Daraus folgt, daB bei einer Reihe von 8
oder mehr Wiirfeln (ohne benachbarte
gleichfarbige Wiirfel) mindestens eine
Farbfolge doppelt auftreten miiBte, was der
gestellten Bedingung widerspricht.
Aus I und II folgt, daB 7 die grofitmogliche
Anzahl der Wiirfel in einer Reihe der ver-
langten Art ist.

230724 Das Dreieck ABE und das Paral-
lelogramm ABCD stimmen in der Seite 4B
und in der zugehoérigen Hohe iiberein. Des-
halb ist der Flicheninhalt des Parallelo-
gramms ABCD doppelt so groB wie der des
Dreiecks ABE.

Da im Parallelogramm die Summe der
GroBen benachbarter Winkel 180° betrigt,
ist die Summe der Winkel 4 EAB und
% ABE gleich 90°, das Dreieck ABE ist also
rechtwinklig mit E als Scheitel des rechten
Winkels. Folglich betrigt der Fliachen-
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inhalt des Dreiecks ABE wegen % +7-5-

= 17,5 mithin 17,5 cm® und der des Paral-
lelogramms ABCD daher 35cm?.

Olympiadeklasse 8

230821 Fiir die ersten beiden Stellen von
z kommen wegen (1) nur die Quadratzah-
len 16, 25, 36, 49, 64, 81 in Frage. Von die-
sen entfallen wegen (3) die Zahlen 25 und
49, da es keine zweistelligen Quadratzah-
len mit der Anfangsziffer 5 bzw. 9 gibt.
Geht man von den verbliebenen Zahlen
16, 36, 64 bzw. 81 aus, dann kénnen bei z
an der dritten Stelle wegen (3) nur die Zif-
fern 4, 4, 9 bzw. 6 und an der vierten Stelle
wegen (2) nur die Ziffern 6, 6, 4 bzw. 1 ste-
hen. Folglich kénnen nur die vier Zahlen
1646, 3646, 6494 und 8161 alle geforderten
Eigenschaften haben.

Sie haben diese Eigenschaften, da (fiir die
ersten beiden Ziffern sowie ebenfalls fiir
die erste und vierte Ziffer) 16, 36, 64, 81
und (fiir die zweite und dritte Ziffer) 64,
64, 49 und 16 samtlich Quadratzahlen
sind.

230822 Bezeichnet man die Anzahl der
Brigaden mit x, so sind in jeder Brigade
(x+ 2) Schiiler, und der Klasse gehdren
x(x + 2) Schiiler an.
Hiitte man eine Brigade weniger gebildet,
wiiren es (x — 1) Brigaden mit je (x + 4)
Schiilern gewesen. Daraus ergibt sich die
Schiilerzahl zu (x — 1) (x + 4).
Folglich gilt

x(x+2)=x-1)(x+4

x2+2x =x+ 3x—4,

x=4,
Es wurden mithin 4 Brigaden zu je 6 Schii-
lern gebildet. Daher befinden sich insge-
samt 24 Schiiler in dieser Klasse.

230823 Nach dem Satz iiber Peripherige-
winkel und Zentriwinkel gilt:

A BCA =120°:2 = 60°.
D sei der Schnittpunkt der Geraden durch
A und M mit der Sehne BC. Dann gilt auf
Grund des AuBenwinkelsatzes fir das
Dreieck ADC:

4 ADB = 20° + 60° = 80°. (1)
Ferner ist 5 BMD Nebenwinkel zu 3 AMB,
und somit gilt:

A BMD = 180° — 120° = 60°. )

Aus (1) und (2) folgt nach dem Satz iiber
die Summe der Innenwinkel im Dreieck,
angewandt auf das Dreieck DMB:

'3 DBM (= 3 CBM)

= 180° — (60° + 80°) = 40°.
Folglich gilt fiir den gesuchten Winkel

% CBM = 40°.

230824 Wegen 5 BCE = 3 ACF=45°
und :4 ACB=90° ist x ECF= 180°, also
liegt C auf EF. Wegen

24 BAC =3 CAF=45°, also & BAF=90°
und da in den Quadraten {iber AC und BC
die Diagonalen aufeinander senkrecht ste-
hen, also 5 AFC= 2 CEB = 90° gilt, ist
ABEF ein Rechteck, somit gilt AB|| EF und
AB=FEF.

Das Viereck ADBC ist ein Quadrat, da es
sich aus den beiden kongruenten recht-
winklig-gleichschenkligen Dreiecken ABC
und ABD zusammensetzt. Es ist den Qua-
draten iiber AC bzw. BC kongruent. Sein

Flicheninhalt ist A, =%7§-Z’3; denn je

eine Hilfte von CD ist in den Dreiecken
ABCbzw. ABD die zu AB gehorende Hohe.
Die Diagonale CD des Quadrats 4DBC
steht auf 4B und folglich auch auf FE
senkrecht. Daher hat das Dreieck DEF den
Flﬁcheninha.lt-zl- FE- Z'B=% AB-CD= A,
w.z.b.w. .

Oder:
Nach Voraussetzung gilt:
AM=BM=CM=r. (6))
Daraus folgt, daB das Dreieck AMC gleich-
schenklig ist, 4 MAC und x ACM sind Ba-
siswinkel dieses Dreiecks. Aus dem Satz
iiber Basiswinkel und aus der Vorausset-
zung folgt: )
3 MAC= 5 ACM = 20°.
Nach dem Innenwinkelsatz erhélt man
4 CMA =180° - 2-20° = 140°. (2)
Aus (2) und der Voraussetzung folgt
A BMC = 360° — 120° — 140°
=100°. 3)
Aus (1) folgt weiter, daB das Dreieck MBC
gleichschenklig ist. ’
Fiir die GroBe des Basiswinkels 5 CBM gilt
demnach wegen (3)

180° - 100° _
2
(Fortsetzung in Heft 4/1984)

3 CBM = 40°.

Zitiert

Sein und Wirken sind zwei untereinander
so eng verbundene Begriffe, daB wir sie
hiufig mit einerlei Wort bezeichnen.

B. Bolzano

Talent haben manche, aber wenn’s zur
Sache kommt, zdhlt nur, ob man was
draus macht. Eva Strittmatter



Losungen

Losungen zur Sprachecke

Ala In einem Trapez, das einem Halb-
kreis wie im Bild einbeschrieben ist, be-
trigt AB=4 und AP = B(Q = 1. Bestimme
die Linge von PQ!

Lasung: PR steht senkrecht auf 4B, dann ist
AARP ~ AAPB. Deshalb ist AR : AP

=AP:4AB und 4R = %
durch die Symmetrie der Dreiecke

?Q=E—2-IE=4—%=%.

Demzufolge ist

AR 8

A2A Beweise, daB es keine’ positiven
ganzen Zahlen x und y gibt, fiir die giit
YIFT8 = Jx + Jp!

Losung: Wenn es solche positiven ganzen
Zahlen x und y gibe, dann wire
Jx= /1978 — Jyoder x = 1978 — 2 /1978y
+ y. Demzufolge muB 1978y ein vollkom-
menes Quadrat sein. Da jedoch in der
Primzahlzerlegung von 1978 = 2!-231. 43!
jeder der Primfaktoren mit dem Exponen-
ten 1 erscheint,,muB y ein Vielfaches von
2-23-:43 sein, d. h., y = 1978. Das ist aber
unmoglich.

A3 a Die Linge eines Telefonkabels, das
zwei Orte verbindet, ist gleich 72,8 km.
Wenn die Temperatur um 1Grad steigt,
verlingert sich jeder Meter dieses Kabels
um 18 ym. Berechne die Ausdehnung die-
ses Kabels in cm, wenn die Temperatur
von 12° auf 36° steigt!

Lasung: Bei 1 K Temperaturunterschied be-
trigt die Ausdehnung des Kabels
72800-0,000018 m ~1,31m. Bei 36°C
— 12 °C = 24 K Temperaturunterschied be-
trigt die Ausdehnung 1,31 m- 24
=31,44m = 3144 cm.

a4a Ein Madchen kam in dem Moment
zur StraBenkreuzung, als das gelbe Licht
aufleuchtete, und es wurde (beim Warten)
von der Arbeit der Verkehrsampel faszi-
niert. Mit Hilfe seiner Uhr bemerkt es, daB
das rote Licht eine anderthalb mal kiirzere
Zeit brennt als das griilne und das gelbe
4mal kiirzer als das rote. Dann, als zum
18. Mal das gelbe Licht brannte und in
Griin iiberging, ging das Midchen, das
17 Minuten gestanden hatte, iiber die
StraBe. Wie lange brannte jeweils das gelbe
Licht?

Anders Celsius und
die lapplindische Gradmessung

Der Name des schwedischen Astronomen
und Mathematikers Anders Celsius (1701
bis 1744) ist heute hauptsichlich noch
durch die 1742 von ihm vorgeschlagene
Temperaturskala bekannt. (Bei ihm lag
allerdings der Schmelzpunkt des Eises bei
100° und der Siedepunkt des Wassers bei
0°. Erst sein Amtsnachfolger M. Stromer
kehrte 1750 die Skala um.) Celsius, der
1730 Professor fiir Astronomie an der Uni-
versitit in Uppsala und 1741/42 zusitzlich
Direktor der dort durch seine Initiative ein-
gerichteten ersten schwedischen Stern-
warte wurde, ist seinen Zeitgenossen vor al-
lem als Teilnehmer des lapplindischen
Teils der beiden spektakuldren Gradmes-
sungsexpeditionen bekannt geworden,
durch die 1736/37 die Abplattung der
Erde nachgewiesen und damit gleichzeitig
im Streit zwischen den Anhingern von
Descartes und Newton die Entscheidung
zugunsten der Newtonschen Gravitations-
theorie gegen die Descartessche Wirbel-
theorie gefillt wurde. (Aus der Gravita-
tionstheorie folgt theoretisch die Erdab-
plattung, aus der Wirbeltheorie hingegen
die Form eines verlingerten Rotationsellip-
soids, dhnlich einem Ei.) Eine der beiden
Expeditionen, die von der franzosischen
Akademie ausgesandt wurden, vermaB die
Linge eines Meridiangrades im heutigen
Peru in Aquatornihe. Ihr gehérten u. a. die
namhaften Wissenschaftler Ch.-M. de La-
condamine und P. Bouguer an. Eine heute
sehr seltene, aus 8 Briefmarken bestehende
Briefmarkenserie Bkuadors wiirdigte 1936
den 200. Jahrestag dieses Ereignisses. Der
anderen Expedition, die zur gleichen Zeit
die Linge des Meridiangrades zwischen
Torned (heute Tornio) an der Nordkiiste
des Bottnischen Meerbusens und dem Dorf
Pello vermaB, gehorten auBer dem landes-
kundigen Celsius u.a. der Mathematiker
A. C. Clairaut und als Expeditionsleiter P.
de Maupertuis an, dem der Ruhm dieser

Lésung: In der Zeit vom 1. bis zum 18. Mal
»,Gelb“ gab die Ampel 9mal ,Rot“ und
8mal ,Gritn®.

Wenn das gelbe Licht x Sekunden brennt,
sogilt 18- x+ 9-4x+ 8- 6x = 1020,

also x=10.

Das gelbe Licht brennt 10 Sekunden.

Expedition zur Berufung als Prisident der
Berliner Akademie durch Friedrich II. ver-
half.
Das Hauptverdienst gehdrt jedoch nach
heutiger Einschitzung Celsius, der nicht
nur die gesamte Vorbereitung und Organi-
sation der Expedition in ‘,den Hinden
hatte, sondern sie auch durch ein eigenes
Programm von Messungen des Erdmagne-
tismus bereicherte und sich mit theoreti-
schen Arbeiten an der folgenden Auseinan-
dersetzung mit den Anhdngern der Descar-
tesschen Physik beteiligte. Diese wollten
ihre Theorie u. a. durch Zweifel an der Ge-
nauigkeit der durchgefiihrten Messungen
retten. Wie die abgebildete Karte zeigt,
wurde die Vermessung durch Triangula-
tion durchgefiihrt. Dabei werden, ausge-
hend von einer sehr genau gemessenen Ba-
sisstrecke, im folgenden nur noch Winkel
im vorher festgelegten Dreiecksnetz gemes-
sen und die Entfernungen durch trigono-
metrische Rechnung bestimmt. Wie groB
der Aufwand der praktischen Realisierung.
eines solchen Projektes in kaum besiedel-
tem, unwegsamem Gelidnde unter widrigen
klimatischen Bedingungen ist, zeigt die Be-
reitstellung einer ganzen Schwadron
schwedischer Soldaten fiir die Gradmes-
sung. Bine Gradmessung durch Triangula-
tion war erstmals 1617 von dem niederliin-
dischen Mathematiker Snellius durchge-
fiihrt worden. Heute koénnen geodiitische
Messungen von Satelliten aus mittels Laser
erfolgen, die eine Genauigkeit im Zentime-
terbereich liefern.

P. Schreiber
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Mathematik und Philatelie

Rund vier Jahre nach dem Erscheinen des
Biichleins Die Mathematik und ihre Ge-
schichte im Spiegel der Philatelie von
P. Schreiber (vgl. alpha 1981, Heft 3)verof-
fentlichen wir einen ersten Nachtrag ma-
thematisch interessanter Briefmarken zur
in diesem Buch enthaltenen Liste. Die wei-
terhin zahlreich erschienenen bzw. be-
kanntgewordenen Marken, die Kunstwerke
von Diirer oder Leonardo da Vinci repro-
duzieren, werden im folgenden nicht mit
angegeben.

alpha, Berlin 18 (1984) 3 - 71



Land Jahr Li.-Nr. Motiv - AusgabeanlaB . (Stand August 1983)

DDR 1981 2394 Richard Dedekind (vgl. alpha 6/1981)
1983 2566 robotron Mikrorechner (Frithjahrsmesse)
2582-87  Sand- u. Sonnenuhren aus dem Math.-Phys. Salon Dresden
2609 Programmierte Effektivitit durch Mikroelektronik (Herbstmesse)
2611 L. Euler (200. Todestag)
Andorra 1980 306 Napoleon (vgl. alpHa 4/1981)
Bulgarien 1980 2988 EDV-Anlage ESTEL
1981 3025 25 Jahre Dubna
3028 Lochstreifen
3066 100 Jahre Staatl. Verwaltung fiir Statistik (Lochstreifen)
BRD 1979 907-09  Einstein; Otto Hahn; Max v. Laue — Physiker
1980 938 Leibniz
1981 976 EBurop. Patentamt Miinchen (math. Symbole)
978-81  Histor. Instrumente (Borda-Kreis, Spiegelteleskop, Binokularmikroskop, Quadrant)
1982 1043 400 Jahre Gregorianischer Kalender
Frankreich 1944 630 Claude Chappe (1763 bis 1805), Erfinder des opt. Telegrafen
1949 874 Voltaire (wirkungsreiche Randfigur in d. Gesch. d. Math., vgl. alpha 2/1983)
876 G. Buffon (1707 bis 1788), sein ,,Nadelproblem*, Beginn d. geometr. Wahrscheinlichkeitstheorie
1951 915 Napoleon
1958 1185 J. Leverrier (1813 bis 1877),fand rechn. 1846 den spitervon Galle beobachteten Planeten Neptun
1195 Jean Cavaillés (1903 bis 1944), Mathematiker, Angehor. d. franz. Widerstandsbewegung
1963 1423 Tiefseetauchboot ,Archimede*
1969 1681 Napoleon (200. Geburtstag)
1981 2248 integrierter Schaltkreis
2258 Mikroprozessoren (Elektronikmesse)
Griechenl. 1980 1461-62  Aristarch von Samos (vgl. alpha 1/1982)
1983 1566 Archimedes .
GroBbrit. 1979 853 Alice im Wunderland (der Verfasser Lewis Carroll [eigentl. C. L. Dodgson)], Prof. f. Mathem.
1982 980-81 Informationstechnik (u. a. Computer u. Bildschirmgerit)
Italien 1956 1080-81  Weltkugel in Anaglyphen(Raumbild-)darstellung
1972 1487 Leon Battista Alberti (1404 bis 1472)
1979 1749 Einstein
1759 Francesco Severi (1879 bis 1961), Mathematiker. Spezialgebiet: algebraische Geometrie
1982 1905 automatische Postsortierung )
1983 0000 Galilei, Archimedes
Jugoslawien 1979 1911 Milutin Milankovi& (1879 bis 1958), Mathematiker, Astronom u. Geophysiker
Monaco 1979 1400 Einstein
Niederlande 1978 1130 rechnendes Médchen an Schultafel
Norwegen 1983 902 Abel-Denkmal in Oslo
Osterreich 1979 1607 150 Jahre Statist. Zentralamt (Bevolkerungsbaum, vgl. alpha 1/1983)
1628 August Musger (1868 bis 1929), Prof. fiir angewandte Mathematik
1981 1677 L. Boltzmann (vgl. alpha 4/1982)
1680 10. Internat. MathematikerkongreB Innsbruck (Escherwiirfel, vgl. alpha 4/1982)
1982 1720 10 Jahre Internat. Institut f. angewandte Systemanalyse / Geoditentag
Polen 1979 2685 Satellit Mikolaj Kopernik
1982 2861-64  St. Zaremba, W. Sierpinski, Z. Janiszewski, St. Banach (vgl. alpha 5/1983)
Portugal 1981 1567-68  Volkszihlung, Lochkartenmotiv
Ruméinien 1981 3852 XV. Internat. KongreB f. Wissenschaftsgeschichte in Bukarest

San Marino 1982 1309-11  Archimedes, Copernicus, Newton
1317-18  Hippokrates, Galilei
1983 1330-31  Volta, Torricelli

1333 Pythagoras
Schweden 1981 1178 Einstein
1982 1191 A. Celsius (vgl. alpha 6/1983)

1185-87  perspektivisch widerspruchsvolle Figuren (vgl. alpha 4/1982)
1217-21  symbol. Darst. math.-phys. Theorien von Bohr, Schrodinger, de Broglie, Dirac u. Heisenberg

Schweiz 1980 1176 astronomische Uhr (etwa 1530)
1197 XVI. Internat. Kongrefl der Vermessungsingenieure (Theodolit, MeBlatte)
1983 1283 Globusuhr von Biirgi
CSSR 1957 1031-34 250 Jahre Polytechn. Schule Prag, insbes. F. J. Gerstner (1756 bis 1832), R. Skuhersky (1828 bis
1863) — Mathematiker
1977 2401 Alice im Wunderland (Illustration) / Burundi 1977 382 Alicei. W.
1980 2591 Volkszghlung
1981 2612/2616 J. Hronec/B. Bolzano (vgl. alpha 5/1981)
1982 2691 30 Jahre Akad. d. Wissensch. d. CSSR
Tiirkei 1980 2435-36  Avicenna (Ibn Sina, 1000. Geburtstag).
1981  2478-79 5. Europ. PhysikerkongreB
1983 Ulug Beg (1394 bis 1449), bedeut. mittelasiat. Astronom u. Mathematiker
Ungarn 1966 2228 10 Jahre Dubna
1980 3449 Kepler (mit Nebenfeld)

1982 3553/3555 Ziolkowski/Weltmeisterschaft im Rubik-Wiirfel-Drehen

72 - alpha, Berlin 18 (1984) 3



Land Jahr Li.-Nr. Motiv — AusgabeanlaB
UdSSR 1979 4923 60 Jahre Nachrichtentruppen d. Streitkriifte d. UdSSR (Lochstreifen)
1980 5013 Avicenna .
5048-49  Forschungsschiff 0. Ju. Schmidt, Forschungsschiff M. Keldysch
1981 5068 M. W. Keldysch (vgl. alpha 2/1982) -
5125 XXVI. Parteitag — Lochstreifen
5151 M. A. Lawrentjew (1900 bis 1980), Mathematiker
1983 al-Choresni (~780 bis ~850), islam. Mathematiker
Vatikan 1982 846-48 400 Jahre Gregorianischer Kalender
Westberlin 1981 639-42  histor. Instrumente (Theodolit, Aquatorial, Mikroskop, Sextant)
Agypten 1980 Dr. Ali Mousharafa (1898 bis 1950), erster namhafter dgypt. Mathematiker d. Neuzeit
Aquat.-Guin." 1978  Bl.284 Ziolkowski u. Koroljow
Australien 1974 578 wiss. Ausbildung — Ausgleichskurve durch MeBdaten
Benin 1980 669-70  Kepler, Copemicus (50 Jahre Pluto-Entdeck.)
723-24  Kepler
Brasilien 1974 1437-40  Mdbius-Band; 1975 1477 Mobius-Band
1978 1642 automat. Postsortierung
Burma 1976 263 Rechenbrett
1981 3 Werte Kepler
VR China 1979 1502 Einstein
Cook-Ins. 1980 Kepler (mit Jules Verne)
Ekuador 1936 341-49  200.Jahrestag der siidamerikan. Gradmessung (vgl.alpha 6/1983)
Franz.-Polyn. 1969 100 Napoleon :
Gabun 1981 200 Jahre Uranus-Entdeckung (F. W. Herschel)
Guayana 1982 6 Werte metrisches System
Guinea-Biss. 1977 84 Einstein
1979 186 Math.-Unterricht
1981 Galilei
Iran 1977 1880 integrierte Schaltung
1979 1969 Gyath-al-Din Jamshid Kashami, Astronom u. Mathematiker (550. Todestag)
1980 1984 al-Biruni, al-Farabi, Avicenna
Japan 1980 1456 , 10. Internat. Tagung f. Kartographie
1459 KongreB d. Internat. Vereinig. f. Informationstechnik (integrierte Schaltung)
Jemen 1978 1399 EDV-Anlage
(JAR) BL. 174 i
Kanada 1971 488 100 Jahre Volkszahlung (Lochstreifen u. Magnetbandtrommeln)
Kolumbien 1949 540 * Julio Garavito Armero (1865 bis 1920), Mathematiker
1968 1056 KongreB f. elektron. Datenverarbeitang
Komoren 1975 226-27 Copernicus
1976 286-87 Copernicus; Einstein
1977 329 Russell
1977 330 Planck, Einstein u. a.
1979 485-90  Galilei, Kepler, Copernicus, Huygens, Herschel, Leverrier
B1.199-205
1980 588 Kepler, Copernicus
VR Kongo 1979 697 Einstein
1980 735 Claude Chappe (vgl. Frankreich)
KDVR 1980 2007 Kepler
1981 Copemicus
1982 Gemilde Akademie von Athenv. Rembrandt
Kuba 1981 2774/2825 Verne, Ziolkowski, Koroljow/Napoleon in Agypten (vgl. alpha 4/1981)
Laos 1981 532 Math.-Unterricht
Libanon 1948 Avicenna
Mali 1978 661 Einstein (Aufdruck auf 469)
1980 748-49  Kepler, Copernicus
Mogambique 1982 Lochstreifen
Mongol. VR 1980 BL. 68 Kepler
Neukaled. 1974 563 Lissajous-Figur (Uberlagerung zweier senkrechter Schwingungen)
Nikaragua 1980 2146-53  Einstein
Papua u. 1967 107 Vermessungswesen
Neuguinea 108 Zirkel im Bauwesen
Saudi-Arab. 1977 Ptolemius
Sierra Leont 1983 Raffaels Gemilde Akademie des Platon
St. Lucia 1980 BL. 22 Einstein
Togo 1979 1325-30  Einstein
1981 Copernicus
USA 1973 1129 integrierte Schaltung
1980 1435 Benjamin Banneker (vgl. alpha 2/1981)
Venezuela , 1978 2112 Lochstreifen B
Vietnam 1979 1077-78  Einstein
Zaire 1980 6 Werte + Block Einstein
Zentralafr.Rep. 1979 612 Einstein V. GroSmann/P. Schreiber



Wir falten
lustige Figuren

Der Teufel

Ausgangsform: Ein Quadrat aus Schreib-
oder Zeichenpapier 20 cm X 20 cm.
Anfertigung: Wir falten das Quadrat im
Mittelbruch zu einem Rechteck (Bild 2).
Die halbe Linge des so entstandenen
Rechtecks wird zum anderen Mittelbruch
nach innen gelegt (Bild 3). Die zwei oben
liegenden Spitzen falten wir nach unten
(Bild 4), drehen das Ganze um und wieder-
holen den letzten Faltvorgang (Bild 5). Wir
erhalten ein quadratisches Faltpackchen
(Bild 6).

Es sind vier dreieckformige ,Fliigel“, die
eine gemeinsame Mittelachse haben. Das
linke Dreieck brechen wir zweimal so, daB
die duBeren Seitenkanten an die Mitte zu
liegen kommen, und falten mit Hilfe der
zwei eben entstandenen Faltlinien eine
Spitze heraus (Bild 7). Mit den drei ande-
ren ,Fliigeln“ verfahren wir ebenso, wie es
Bild 8 zeigt. Von den beiden scharfen Spit-
zen des entstandenen Korpers ist eine
durch die Faltvorginge offengeblieben

(Bild 9). Wenn wir in die offene Seite hin-
einblasen und dabei die zwei unteren
Dreieckspitzen mit den Fingern festhalten,
entfaltet sich der Teufel., Beim Blasen
miissen wir notigenfalls mit den Fingern
nachhelfen, damit die ,H6mer“ nicht in
den Briichen hiingenbleiben. Man kann an
der anderen geschlossenen Spitze die ge-
spaltene ,Zunge“ etwas herausholen und
nach unten umkippen. Eine entsprechende
Bemalung (groBe Augen, rote Zunge) er-
hoht den Reiz dieser Faltarbeit.

Der Vogel

Ausgangsform: Quadrat in der GréBe von
25cm X 25 cm (Bild 1a).

Anfertigung: Nach dem Bild wird das Qua-
drat gefaltet; nach dem Offnen zeigt es
waagerechte und senkrechte Linien, die
aus den Faltbriichen entstanden sind. Nun
wird von allen vier Ecken aus an den Dia-
gonalen entlang in Tiitenform weitergefal-
tet und wieder gedffnet, so daB noch mehr
Faltlinien zu sehen sind. Das so vorgefal-
tete Blatt sieht dann nach dem Wiederofi-
nen wie Bild 1f aus. Wichtig ist nun das
Vertrautmachen mit Bild 1e. Diese durch
die Faltung entstandenen stumpfen
Dreiecke werden angehoben, weiter aufge-
stellt und nach innen gedriickt (Bild 1f).
Die urspriinglichen Ecken treffen sich bei
diesem Vorgang als neu entstandene un-
tere Drachenspitzen. Bedingung ist, daB
alle Briiche scharf ausgefalzt werden. Wir
driicken das Ganze so weit zusammen, bis
wir vier zusammenhingende, flach zusam-
mengedriickte Drachenformen erhalten
(Bild 2g). Der obere und der untere Dra-

offen
geschlossen
g
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chen sind sichtbar. Die zwei dazwischen-
liegenden sind rechts und links Je in der
Mitte in der Lingsrichtung gefaltet und zu-
sammengedriickt (Bild2h). Nun werden
von den sichtbaren beiden Drachen die lo-
sen, langen Dreiecke iiber die oberen, zu-
sammenhiingenden rechtwinkligen Drei-
ecke gestiilpt. Die oberen Hilften sind
geschlossen, die unteren gespalten (Bild 2i
und k). Die Zeichnung zeigt nun den wei-
teren Arbeitsablauf. Das eine lose Viertel
wird nach oben und nach innen einge-
driickt, wie weit, das zeigt die Zeichnung.
Es wird zum Hals und Kopf gefaltet. Der
Kopf wird wieder nach unten und innen
gedriickt und gefaltet (Bild 3a). Das ge-
zeichnete Auge im Kopf macht die Form
deutlicher. Der Schwanz wird ebenso gebil-
det, nur nach der entgegengesetzten Seite,
auch seitlich nach oben, dann nach innen.
Jetzt falten wir die beiden immer noch
nach oben stehenden Drachenspitzen; je
zwei Drittel nach unten, und zwar schrig
nach vorn, und die Fliigel sind gebildet.
Unser Vogel ist fertig (Bild 3c). Wenn man
jetzt mit der linken Hand den Vogel vorn
unter den Fliigeln mit zwei Fingern fes-
thilt und hinten am Schwanz leicht hin
und her zieht, dann schlagen die Fliigel auf
und ab.

Diese beiden Faltfiguren entnahmen wir
dem Buch:

Werken und Formen,

Verlag Volk und Wissen,
Volkseigener Verlag, Berlin 1960.

Viel Erfolg und Freude beim Knobeln!

iﬁi’%
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Das Entwirren von Figuren

in der Ebene

Wir stellen aus diinnem Draht ein Kreis-
modell her. Dieses verbiegen wir dann im
Raum so, daB es eine kompliziertere Form
annimmt. Das Drahtknéduel werfen wir auf
die (ebene) Tischplatte und driicken es fest
an (Bild 1).

Bild 1
/)

a0

J—

P
/

&=

Kann man die so erhaltene Drahtfigur wieder
zu einem Kreis entwirren, ohne sie aus der
Ebene herauszunehmen?

Um dieses Problem mathematisch bearbei-
ten zu kOnnen, nehmen wir an, daB die
Dicke des Drahtes Null sei. Damit errei-
chen wir, daB in den Punkten, in denen ein
Teil der Figur liber einen anderen hinweg-
geht (in den Doppelpunkten) auch der obere
Teil in der Ebene liegt. Der Draht sei sehr
biegsam, dennoch sollen seiner Biegsam-
keit Grenzen gesetzt sein: Der Kriim-
mungsradius eines bogenfGrmigen Stiicks
darf nicht Null werden, sonst bricht der
Draht. Insbesondere sei das Zusammenzie-
hen einer Schleife (Bild 2) verboten.

e W——

Bild 2

Es ist klar, da8 unsere Figur im Raum im-
mer entwirrt werden kann, denn wir sind ja
von einem Kreis ausgegangen. Diesen
kann man wiederherstellen, indem man die
vorgenommenen Verbiegungen in umge-
kehrter Reihenfolge ausfiihrt. Indem wir
von einem Kreis ausgegangen sind, haben
wir alle mit Knoten zusammenhingenden

Schwierigkeiten umgangen. Wiren wir von
einer verknoteten Figur wie im Bild 3 aus-
gegangen, wiirde uns das Entwirren und
Wiederherstellen eines Kreises weder in
der Ebene noch im Raum gelingen.

Y

Kehren wir zu unserem Problem zuriick.

Bild 3

Wir experimentieren und iiberlegen

Durch Probieren mit Draht (oder auch mit
Bindfaden) merkt ihr leicht, daB die Figur
aus Bild 1 entwirrt werden kann. Den ent-
sprechenden Prozef zeigt Bild 4.

G

g,

Ala Versucht, die Figuren a bis f aus
Bild 5 zu entwirren! Sicher konntet ihr die
Figuren b, e und f entwirren. Der MiBer-
folg bei den Figuren a, ¢ und d 148t vermu-
ten, daB es auch nicht entwirrbare Figuren
gibt. Doch wie beweist man, daB niemand
diese Figuren entwirren kann?

Im ProzeB des Entwirrens einer gegebenen
Figur wird diese schrittweise in andere Fi-
guren iberfithrt. Dabei bleiben manche Ei-
genschaften dieser Figur erhalten, andere
dndern sich. Man ordnet nun jeder (iiber-
haupt mdglichen) Figur aufgrund gewisser
ihrer Eigenschaften eine Zahl zu. Andert
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sich wiihrend eines beliebigen Entwirrungs-
prozesses diese Zahl beim Ubergang von
einer Figur zur nichsten jeweils nicht, so
ist sie eine Invariantes Man bestimmt nun
fiir die Ausgangsfigur und die angestrebte
Endfigur (Kreis) die Werte solch einer In-
variante und vergleicht sie. Sind die beiden
Werte voneinander verschieden, so ist eine
Entwirrung nicht moglich, denn die Inva-
riante darf ihren Wert in solch einem Pro-
zeB ja nicht dndern!

Dieses Verfahren benutzen Mathematiker
oft, um die Unmdglichkeit einer Konstruk-
tion bzw. eines Prozesses, bei dem Objekte
in andere iiberfiihrt werden sollen, nachzu-
weisen. So kbnnen wir von zwei Dreiecken
mit den Flicheninhalten 4; =25 ¢m? und
A, =15 cm? sofort sagen, daB sie nicht
durch eine Bewegung ineinander iiberge-
fiihrt werden koénnen (d. h., nicht kongru-
ent sind), denn der Flicheninhalt ist eine
Invariante der Bewegungen. (Allerdings
kann aus dem Ubereinstimmen der Fli-
cheninhalte zweier Dreiecke nicht auf ihre
Kongruenz geschlossen werden.)
Versuchen wir nun, jeder unserer Drahifigu-
ren eine gewisse Zahl zuzuordnen. Das er-
ste, was uns einfdllt, ist die Anzah! der
Doppelpunkte der Figur. Aber das ist keine
Invariante, wie z. B. im Bild 4 erkennbar
ist. Wenn man dieses Bild jedoch aufmerk-
sam betrachtet, stellt man fest, daB Doppel-
punkte paarweise erscheinen und ver-
schwinden. Das bringt uns auf eine Idee:
Ist die Anzahl der Doppelpunkte gerade
(bzw. ungerade), so bleibt sie dies wahrend
des gesamten Prozesses, d. h., der Rest bei
Division der Anzahl der Doppelpunkte durch 2
ist eine Invariante des Entwirrungsprozes-
ses!

Daraus folgt z. B., daB die Figur 5a nicht
entwirrt werden kann (7 Doppelpunkte —
ungerade Zahl — Rest 1; Kreis: 0 Doppel-
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punkte — gerade Zahl — Rest 0; 1 # 0). Fi-
gur 5d hat 4 Doppelpunkte, d. h., bei ihr
hat die Invariante den Wert 0 — wie auch
beim Kreis. HeiBt das, daB sie entwirrt,
d.h. in einen Kreis iibergefihrt werden
kann? Nein! Denn dariiber, ob das Null-
sein der Invariante auch hinreichend fur die
Entwirrbarkeit der Figur ist, wissen wir
liberhaupt nichts. Die Frage nach der Ent-
wirrbarkeit der Figur 5d bleibt vorldufig of-
fen.

Unsere Uberlegungen zeigen, daB es fiir
die Losung des eingangs gesteliten Pro-
blems sinnvoll ist, weitere Invarianten des
Entwirrungsprozesses zu suchen. Das wol-
len wir jetzt tun.

Die Invariante V

Es sei eine der oben beschriebenen Figu-
“ren in der Ebene gegeben, z. B. die im
Bild 6. Wir wihlen auf ihr einen beliebigen
Punkt A4, von dem aus wir (in einer der bei-
den moglichen Richtungen) die Figur
durchlaufen. Dabei denken wir uns in je-
dem durchlaufenen Punkt einen Pfeil in
der jeweilipen Laufrichtung angebracht.
(Dieser Pfeil liegt jeweils auf der Tangente
an die Figur im entsprechenden Punkt. An-
schaulich kdnnen wir uns vorstellen, daB
wir mit einem Auto die Figur abfahren.
Unsere Richtungspfeile zeigen dann je-
weils in Leuchtrichtung der Scheinwerfer.)
Beim Durchlaufen der Figur déndern diese
Pfeile dauernd ihre Richtung. Um dies bes-
ser verfolgen zu konnen, legen wir noch ei-
nen Punkt O in der Ebene fest und denken
uns an diesem Punkt einen weiteren Pfeil
drehbar angebracht. Beim Durchlaufen der
Figur soll sich dieser Pfeil so um 0 drehen,
daB er stets parallel zum jeweiligen Rich-
tungspfeil ist.

Bild 6
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Da im Moment der Vollendung des Durch-
laufs der Figur und der Riickkehr zum
Punkt A4 der sich drehende Pfeil wieder
seine Ausgangslage einnimmt, ist die Ge-
samtzahl seiner Umdrehungen eine ganze
Zahl. Dabei werden seine Drehungen ent-
sprechend dem Drehsinn positiv (entgegen
dem Uhrzeiger) bzw. negativ (im Uhrzei-
gersinn) gerechnet.

Im unteren Teil von Bild 6 ist der Weg der
Spitze des sich um 0 drehenden Pfeils dar-
gestellt. (Der Anschaulichkeit halber wur-
den die Kreisbogen versetzt gezeichnet; ei-
gentlich spielt sich alles auf demselben
Kreis ab, und die Punkte 1’ bis 6’ fallen zu-
sammen.) Der Pfeil vollzieht (—1) Umdre-
hungen: Von 1’ zu 2’ eine Umdrehung, von
2’ zu 3’ und von 5’ zu 6’ werden die Umdre-
hungen nicht vollendet, von 3’ zu 4’ und
von 4’ zu 5’ wird je eine Umdrehung im ne-
gativen Sinn ausgefiihrt.

Die angekiindigte Invariante V ist der abso-
lute Betrag der Gesamtzahl der Umdrehungen
des Pfeils um den Punkt 0. Sie hingt offen-
sichtlich nicht von der Wahl des Ausgangs-
punktes A ab, auch nicht vom gewihlten
Durchlaufsinn, da bei seiner Anderung die
Gesamtzahl der Umdrehungen nur das
Vorzeichen wechselt.

Fiir die Figur im Bild 6 ist V= 1.

Wir deuten hier nur an, wie man beweisen
konnte, caB V tatsichlich eine Invariante
des Entwirrungsprozesses ist. In solch ei-
nem ProzeB éndert sich die Lage der in
den Punkten angebrachten Richtungspfeile
flieBend, ohne Spriinge. Deshalb muf sich
auch V stetig andemn. Aber fiir ¥ kommen
nur ganze Zahlen in Frage, zwischen de-
nen nur sprunghafte Anderungen méglich.
sind. Deshalb bleibt V beim Entwirren ei-
ner Figur unverdnderlich, ist also eine In-
variante. .

Jetzt konnen wir uns 'ieder mit Figur 5d
beschiftigen. Fiir sie ist V=3, deshalb
kann sie nicht zum Kreis (V= 1) entwirrt
werden.

A2 A Weist nach, daB fiir Figur 5d V=13
ist!

Bei der Bearbeitung des Auftrages a2 a
habt ihr sicher bemerkt, daB das Zihlen
der Umdrehungen des Pfeils um den Punkt
0 nicht sehr bequem ist; leicht unterlduft
ein Fehler. Aber man kann V auch leichter
bestimmen.

Dafiir wihlen wir eine feste Richtung in
der Ebene, z. B. im Bild 6 den Strahl A,
und stellen alle Punkte fest, in denen der
Richtungspfeil in diese festgelegte Rich-
tung zeigt. Wenn ein kleines Stiick der Fi-
gur, das solch einen Punkt enthilt, links
von diesem Punkt liegt, so schreiben wir
+1 an diesen Punkt. Liegt es rechts, so no-
tieren wir —1. (Falls die Figur in jeder
noch so kleinen Umgebung des betreffen-
den Punktes zu beiden Seiten des Rich-
tungspfeils verlduft, schreiben wir keine
Zahl auf)

Dann ist die Invariante V gleich dem absoluten
Betrag der Summe der aufgeschriebenen Zah-
len. Zum Beispiel wird den Punkten 1 und
2 im Bild 6 jeweils +1 zugeordnet, den

Punkten 3, 4 und 5 jeweils —1. Damit
wird

V=|1+1-1-1-1|=|-1|=1

Im Bild 7 ist fiir jede nichtnegative Zahl n
eine Figur mit V' = n abgebildet. Wir erin-
nern uns daran, daB eine Figur, die ent-
wirrt werden soll, dieselbe Variante V ha-
ben muB, wie ein Kreis, néimlich V= 1.

Bild 7

Die Invariante R

V=1 ist eine notwendige Bedingung dafiir,
daB eine Figur entwirrt werden kann. Ist
diese Bedingung aber auch hinreichend?
Ich glaubte zunichst, daB die letzte Frage
positiv zu beantworten sei. Jedoch iiber-
zeugten mich erfolglose Versuche mit mei-
nem Giirtel, der wie im Bild 8a auf dem
Tisch lag, vom Gegenteil. Dabei machte
ich aber eine wichtige Beobachtung: Der
vom Tisch hochgehobene Giirtel war dop-
pelt verdreht!

Wir ersetzen die Figur durch ein Band, das
so in der Ebene liegt, daB die Figur mit sei-
ner Mittellinie zusammenfallt (Bild 9a).

Wenn wir die Figur im Raum entwirren (in-
dem wir sie in die Ausgangslage vor dem
Werfen auf die Ebene zuriickbringen), er-
halten wir ein verdrehtes Band. Die Anzahl
der Verdrehungen bezeichnen wir mit R.
Das ist eine zweite Invariante, deren Null-
sein notwendig ist fiir die Entwirrbarkeit
der Figur in der Ebene. Die Anzahl der
Verdrehungen wird dabei mit dem Vorzei-
chen ,+¢ versehen, wenn das Verdrehen
wie im Bild 8b geschieht, und mit dem
Vorzeichen ,—“, wenn das Band so wie in
8¢ verdreht ist. (Denkt an den Unterschied
zwischen Rechts- und Linksgewinde!) R ist
tatsachlich eine Invariante, denn das Entwir-
ren einer Figur ldBt sich als Entwirren des
zugehodrigen Bandes in der Ebene auffas-
sen, und die Anzahl der Verdrehungen des
Bandes bleibt nicht nur bei seiner Entwir- -
rung in der Ebene, sondern auch bei belie-
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biger Deformation im Raum unverin-
dert.

Fiir das praktische Bestimmen von R geben
wir (ohne Beweis) ein einfaches Verfahren
an: Wir wihlen auf der Figur einen Durch-
laufsinn. An jeden Doppelpunkt schreiben
wir die Zahl +1, wenn in ihm der untere
Richtungspfeil gegeniiber dem oberen
nach links zeigt, andernfalls schreiben wir
—1. Die Invariante R ist die Summe dieser
Zahlen.

Zum Beispiel hat die Figur im Bild 9b 3
positive und 4 negative Doppelpunkte, des-
halb ist R = —1. Diese Figur 148t sich in
der Ebene nicht entwirren, denn fiir jeden
Kreis ist R = 0.

Notwendige
und hinreichende Bedingungen

Wir haben erkannt, daB V=1 und R=0
notwendige Bedingungen dafiir sind, daB
eine Figur entwirrt werden kann, so daB
ein Kreis entsteht. Sind diese Bedingungen
zusammen auch hinreichend? M.a. W,
kann man aus V=1 und R = 0 auf die Ent-
wirrbarkeit der Figur, die auf eingangs be-
schriebene Art entstand, schlieBen?

Die Antwort gibt der folgende Satz, auf
dessen recht interessanten, aber auch um-
fangreichen Beweis wir hier aus Platzgriin-
den verzichten miissen.

Satz: Fiir die Entwirrbarkeit einer Figur, die
durch Werfen eines im Raum deformierten
Kreises auf eine Ebene entstand, in dieser
Ebene ist es notwendig und hinreichend, daf
ihre Invarianten V und R die Werte V=1 und
R = 0 annehmen.

Dieser Satz 16st das am Anfang des Arti-
kels aufgeworfene Problem vollstindig. Die
in ihm formulierte notwendige und hinrei-
chende Bedingung ist fiir eine gegebene Fi-
gur schnell zu {berpriifen.

A3 a Wendet den Satz auf die Figuren a
bis d im Bild 10 an!

a4 a Zeichnet fiir jedes Paar ganzer Zah-
len m,n (m=0) mit ungerader Summe
eine Figur mit V= mund R = n!

Weshalb gibt es keine Figur mit ¥=1 und
R=1?

A Sa Beweist, daB eine beliebige Figur
auf einer Kugel entweder in einen Kreis
oder in eine ,Acht* iberfliihrt werden
kann!

S. W. Matwejew als Autor /
C. P. Helmholz, Leipzig, als Ubersetzer
und Bearbeiter

Ein Blick

-ins Jahr 1953

Kurz nach der Griindung der DDR wurden
zur Uberpriifung des Leistungsstandes der
Schiiler in den Klassen 5, 6, 7, 8 und 9 so-
genannte Kontrollarbeiten (vor den Win-
terferien) geschrieben. Wir geben fiir die
Klassenstufen 5 det Inhalt eines Aufga-
benzettels original wieder:

Klasse 5
1. Berechne 4895 - 236.
2. Berechne: (254 — 38 + 4-63):18.

3. Im Jahre 1952 verbrauchte in der DDR
jede Person im Durchschnitt 23 kg Zucker.
Eine Kleinstadt hatte 19526 Einwohner.
Wieviel kg Zucker wurden demnach in die-
sem Ort benotigt?

4. In einer Schule wurden von den Schii-
lemn folgende Betrige gespart: 1. Woche:
25,40 DM; 2. Woche: 35,80 DM; 3. Woche:
46,90 DM; 4. Woche: 48,70 DM. Wieviel
DM wurden durchschnittlich in einer Wo-
che gespart?

S. Zeichne einen Winkel von 48°. Ver-
dopple diesen Winkel mit dem Zirkel!

6. Berechne 127806:537; iiberpriife das
Ergebnis durch Probe! 0. Schulze

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Wlodzimierz
Krysicki

Mathematisches Institut
der Technischen Universitdt Lodz

42463 o Fiir welche Werte des Parame-
ters m hat die Gleichung

x2—-mx+1=0
eine Doppellésung? Wie lautet diese?
Diese Aufgabe wurde dem MSB-Band 119
entnommen.

Keine Angst vor x und y

Unter diesem Titel erscheint im Teubner-
Verlag, Leipzig, der 119. Band der ,,Mathe-
matischen Schiilerbiicherei“. Der Autor
Prof. Dr. W.Krysicki besuchte 1981 den
1. MathematikerkongreB der DDR, und da-
mals wurden die Einzelheiten zur Uberset-
zung seines Buches besprochen. Der Uber-
setzer Dr. H.Schwarz, Berlin, und der
Bearbeiter Doz. Dr. R. Hofmann, Leipzig,
stellten die deutsche Fassung rechtzeitig
vor dem [Internationalen Mathematikerkon-
grefl in Warschau fertig, so daB im August
des vergangenen Jahres letzte Absprachen
mit dem Autor getroffen werden konnten.
Untenstehender GruB an alle alpha-Leser
stammt aus jenen Tagen.

Kurzbiographie

Prof. Dr. Wiodzimierz Krysicki wurde 1905
in Warschau geboren. Von 1923 bis 1928
studierte er Mathematik an der Universitit
Warschau. Seit 1945 ist er als wissenschaft-
licher Mitarbeiter und Hochschullehrer am
Mathematischen Institut der Technischen Uni-
versitdt Lodz titig. Seine Arbeitsgebiete
sind vor allem Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und mathematische S.atistik.-
Neben Biichern in polnischer, russischer
und englischer Sprache erschienen von
ihm:

Hohere Mathematik in Aufgaben, Teil 1
Teubner-Verlag 1967

Zdhlen und Rechnen einst und jetzt
Teubner-Verlag 1968

Hohere Mathematik in Aufgaben, Teil 2
Teubner-Verlag 1971
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Verkehrszeichen

und Verkehrsleiteinrichtungen

aus der Sicht

der Darstellenden Geometrie

Verkehrszeichen und Verkehrsleiteinrich-
tungen haben mit den symbolischen Zei-
chen der Mathematik eine Gemeinsam-
keit. In beiden Bereichen verwendet man
eine sinnfillige Symbolik und Darstel-
lungsweise fiir die zu fordernden Opera-
tionsschritte und Verhaltensnormen.

Im ersten Fall soll dadurch ein reaktions-
schnelles Verhalten im StraBenverkehr si-
chergestellt werden, ohne den Verkehrsteil-
nehmer dabei mit einem schwer erlernba-
ren Wissen zu belasten. Im zweiten Fall
bewirkt die Sinnfélligkeit der Symbolik ein
Entgegenkommen beim Lernproze8 und
eine Erleichterung des Abstraktionsprozes-
ses im Umgang mit mathematischen Sym-
bolen und Operationszeichen. Man denke
hierbei etwa an die von Leibniz einge-
fiihrte Symbolik fur das Differenzieren und
Integrieren einer Funktion. Wir wollen
nun einige Verkehrszeichen und Verkehrs-
leiteinrichtungen im Hinblick auf die Dar-
stellende Geometrie unter die Lupe nehmen.
Hierzu versetzen wir uns in die Rolle eines
PKW-Fahrers, der sein Verhalten und
seine Fahrweise auf diese Leiteinrichtun-
gen einzustellen hat.

Der obere Teil des Verkehrszeichens
(Bild 1) zeigt mir an, daB ich mich auf ei-
ner HauptstraBe befinde. Das untere Zu-
satzzeichen informiert mich dariiber, wie
die HauptstraBe iiber den vor mir liegen-
den Verkehrsknotenpunkt hinwegfiihrt.
Biege ich auf der Kreuzung nach links ab,
so bleibe ich weiterhin auf der HauptstraBe
mit den entsprechenden Rechten fiir die
Vorfahrt. Wenn ich jedoch an der Kreu-
zung geradeaus fahre oder nach rechts ab-
biege, verlasse ich die HauptstraBe, sofern
diese Verkehrssituation nicht durch ein
weiteres Schild hinter der Kreuzung aufge-
hoben wird.

_Das unter dem Hinweiszeichen fiir Haupt-
straBle in Bild 1 angebrachte Zusatzzeichen
gibt mir also Auskunft dariiber, in welcher
Rechtslage ich mich nach Uberqueren der
Kreuzung in einer der drei mdglichen
Richtungen befinde. Im UnterbewuBtsein
klappt der Verkehrsteilnehmer das Zusatz-
zeichen um seine obere waagerechte Kante
so um, daB das Bild nach oben zeigt. Da-
mit erhilt er den GrundriB der Kreuzung
in richtiger Otientierung, aus welchem sich
die Lagen von Haupt- und NebenstraBen
leicht entnehmen lassen. Diese Umsetzung
des StraBengrundrisses in seine rdumliche
Bezogenheit mit den daraus ableitbaren
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Vorfahrtsrechten muB sich beim Kraftfah-
rer im Bruchteil einer Sekunde vollzie-
hen.

In Bild 2 signalisiert mir das obere Vor-
schriftszeichen (rot berandetes gleichseiti-
ges Dreieck mit einer Ecke nach unten zei-
gend) ,Vorfahrt auf der Hauptstrafe
beachten“. Das untere Zusatzzeichen in-
formiert mich dariiber, daB ich — auf einer
NebenstraBe kommend - an einer Kreu-
zung angelangt bin, die von einer Haupt-
straBe in einem Rechtwinkelzug durchsetzt
wird. Wegen der Vorfahrt auf der Haupt-
straBe muB ich den von links kommenden
und den entgegenkommenden Verkehr be-
achten. Da an dieser Kreuzung von rechts
eine NebenstraBe einmiindet, ist auch den
von rechts kommenden Fahrzeugen die
Vorfahrt einzuriumen. Das Zusatzzeichen
vermittelt bei Anfahrt an eine Kreuzung
den Uberblick iiber die Vorfahri beziiglich
aller an der Kreuzung einmiindenden Stra-
Ben. Man verzichtet auf das Zusatzzei-
chen, wenn die StraBenkreuzung von der
HauptstraBe eindeutig geradlinig durchlau-
fen wird.

UnerldBlich notwendig sind Zusatzzeichen
an Hinweiszeichen fiir HauptstraBen in
den Fillen, wo komplizierte StraBenkno-
tenpunkte zu schwer iiberschaubaren Si-
tuationen beziiglich des Vorfahrtsrechtes
fihren konnen. In Bild 3 findet sich ein
solches Zusatzzeichen, dessen Aussage der
Kraftfahrer zur Sicherung eines ziigigen
Verkehrsablaufes in Bruchteilen einer Se-
kunde lesen und erfassen muf.

Auch auf Warnzeichen finden sich Grob-
darstellungen des Grundrisses einer vor
dem Fahrer liegenden StraBenflihrung;
Z. B. beiderseitige Fahrbahneinengung in
Bild 4 und rechtsseitige Einengung der
Fahrbahn in Bild 5. Unter den Vorschrifts-
zeichen (weiB auf blauem Grund) zeichnen
sich jene durch besondere Sinnfilligkeit
aus, welche eine Vergr6Berung (Bild 6)
oder Verringerung (Bild 7) der Zahl der
Fahrspuren symbolisieren. Haufig erfordert
die Verringerung der Anzahl von Fahrspu-
ren ein umsichtiges Verhalten und eine
Reduzierung der Fahrgeschwindigkeit. Vor
Einfahrt in nicht-durchfithrende StraBen
will uns das Hinweiszeichen fiir »Sack-
gasse« bewahren (Bild 8). Hier ist die
durch einen roten Querbalken versperrte
StraBe auf blauemn Grund im GrundriB dar-
gestellt.

Hiufig ergibt sich im GroBstadtverkehr die

Situation, daB ein Fahrer mit seinem Fahr-
zeug an einer Kreuzung links abbiegen
mochte, was ihm jedoch durch ein Vor-
schriftszeichen entsprechend Bild 9 ver-
wehrt wird. Ein solches Verbot fiir Abbie-
gen nach links findet sich vielfach an
belebten StraBenkreuzungen, weil Linksab-
bieger den ziigigen Verkehrsablauf stark
behindern kénnten.

An Kreuzungen dieser Art ist dann ein
weiteres  Vorschriftszeichen angebracht,
dessen Aussage manchem Anfénger
Schwierigkeiten bereitet. Auf diesem Vor-
schriftszeichen (Bild 10) ist der GrundriB
der Kreuzung und des dazu benachbarten
StraBennetzes wiedergegeben. Ferner ist
die fir ,Linksabbieger® vorgeschriebene
Fahrtroute als ein schwarzer Linienzug
eingetragen. Durch einen Pfeil erhidlt der
Linienzug eine Orientierung. Mittels der
durch dreimaliges Rechtsabbiegen auszu-
fiihrenden Volte wird erreicht, daB der
»Linksabbieger“ die Kreuzung zweimal in
Geradeausfahrt {iberquert, um so an sein
Ziel zu gelangen. Dieses Beispiel verdeut-
licht besonders gut, welche Hilfe uns solide
Grundkenntnisse in der Darstellenden Geo-
metrie beim Lesen von Verkehrszeichen
bieten koénnen.

Auch Hinweiszeichen sind in der Weise
angelegt, daB man durch Umklappen der
Schilder um die obere waagerechte Kante
mit dem Bild nach oben zu einem #hnli-
chen und dhnlich gelegenen Lageplan ge-
langt, der ein schnelles Auffinden des rich-
tigen Weges sichert (Bild 11, 12, 13).

Der unbefangene Leser wird nun meinen,
daB auch alle Orientierungstafeln flir Rei-
sende z. B. an Ausgingen von Bahnhéfen
oder Bushaltepunkten in der gleichen
Weise ausgerichtet sind. GemiB dieser Er-
wartung hitte der Reisende die Orientie-
rungstafel in Gedanken um eine waage-
rechte Bildkante so umzulegen, daB der
Stadtplan nach oben zeigt, um eine einfa-
che Ahnlichkeitsbeziehung zwischen dem
Bild und der objektiven Realitdt herstellen
zu konnen. Leider erfiillen die vor Bahnho-
fen aufgestellten Orientierungstafeln diese
Erwartungen nur in den seltensten Fillen.
In der Regel sind sie so aufgestelit, daB im
Bild der Nordpfeil nach oben weist. Vom
Reisenden wire daher zu fordern, daB er
einen KompaB bei sich fiihrt, um sich nach
diesen Orientierungstafeln in einer frem-
den Stadt zurechtzufinden. Da man Reisen
in der Regel ohne KompaB anzutreten
pflegt, miiBten solche Orientierungstafeln
an Bahnhofen etwas fremdenfreundlicher
angelegt werden.

Mit den bisher betrachteten Verkehrszei-
chen erschopfen sich keineswegs die Ver-
gleichsmoglichkeiten mit Abbildungsver-
fahren der Darstellenden Geometrie. Unter
den Wamzeichen finden sich Wiedergaben
von jenen Objekten durch Seitenrisse, mit
denen wir bei grober Unaufmerksamkeit
moglicherweise kollidieren kénnen. Von
den in ein gleichseitiges Dreieck mit roter
Umrandung eingefaBten Seitenrissen einer
elektrischen StraBenbahn (Bild 14) oder
einer Dampflokomotive (Bild 15) geht
zweifellos eine suggestive Wirkung aus, die



Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 6 Bild 7
Jena I O
15.7km |
,/\\
B v i
| J
{ ) |- 1000m
s 9
Bild 8 Bild 9 Bild 10 Bild 11 Bild 12 Bild 13 Bild 14
# o
’ } l J (/EL\\N
Bild 15 Bild 16 Bild 17 Bild 18 Bild 19 Bild 20 Bild 21 Bild 22

zu vorsichtiger Fahrweise animiert. Vor-
schriftszeichen fiir das Parken von PKW
unter teilweiser Verwendung des Gehweges
lassen sich als AufriB- oder SeitenriBdar-
stellungen von PKW interpretieren (Bild
16 und 17). Die Bilder dieser Wam- und
Vorschriftszeichen sind unter dem Sam-
melbegriff ,Normalprojektion“ einzuord-
nen.

Die Hinweiszeichen fiir Hotel, Motel und
Krankenhaus (Bild 18 und 19) enthalten
die bildliche Wiedergabe eines Bettes. Die
Lingsseite des Bettes liegt parallel zur
Bildebene. Die FuB- und Kopfseite des
Bettes erscheinen als Schrigbild, wobei in
der Tiefe keine Verkiirzungen auftreten.
Somit stellt die Abbildung des Bettes eine
schiefe Parallelprojektion dar. Durch Paral-
-lelprojektion eines rdumlichen Objektes
auf eine Bildebene entsteht ein axonomet-
risches Bild. In dem hier betrachteten Fall
liegen zwei ausgezeichnete Kanten des
Bettes (Lingskante und senkrechte Kante)
parallel zur Bildebene. Damit liegt der
Sonderfall einer frontalaxonometrischen
Abbildung vor.

SchlieBlich bieten uns die Verkehrszeichen
auch zentralperspektive Bilder von rdumli-
chen Objekten. Mit Bild 20 wird dem
Kraftfahrer ein FuBgingeriiberweg signali-
siert. Der Weg fiihrt quer iiber die Fahr-
bahn. Die ,Zebra-Streifen“ sind Tiefenli-
nien des zentralperspektiven Bildes. Sie

schneiden sich in dem Hauptpunkt der Ab-
bildung, welcher oberhalb des Kopfes des
FuBgingers liegt. Der Horizont des Bildes
entspricht dann der Waagerechten durch
den Hauptpunkt. Ein solcher Bildeindruck
entsteht etwa fiir den Fahrer eines LKW
beim Blick aus der Fahrerkabine. Auch
Anfang und Ende einer Autobahn werden
durch ein zentralperspektives Bild der Au-
tobahn vermittelt (Bild 21 bzw. 22). Der
rote Schrigstrich in Bild 22 ist im Sinne ei-
ner Negation zu verstehen. So wird auch
das Ende einer HauptstraBe durch einea
schwarzen Schrigstrich iiber das Hinweis-
zeichen fir HauptstraBe symbolisiert.

Mittels einer genaueren Betrachtung der
Verkehrszeichen und Verkehrsleiteinrich-
tungen konnten wir uns davon lberzeugen,

daB im Verkehrswesen Abbildungsverfah-
ren der Darstellenden Geometrie sehr wir-
kungsvoll zum Einsatz gelangen. Ferner
kénnen wir aus obigen Darlegungen fol-
gern, dafl ein gut entwickeltes rdiumliches
Seh- und Vorstellungsvermoégen zur Erho-
hung der Sicherheit fiir uns als aktive Ver-
kehrsteilnehmner und auch fiir unsere Mit-
menschen beitrigt.

E. Schroder
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Zum 1200. Geburtstag

Muhammad ibn

Musa al-Hwarizmis

AABAASALLLLLLLLALALLS LS D

Auf Empfehlung der UNESCO wurde 1983
in vielen Lindern der Welt der 1200. Ge-
burtstag des fiihrenden Universalgelehrten
Muhammad ibn Musa al-Hwarizmi began-
gen. .

Die Festveranstaltung der sowjetischea
wissenschaftlichen Offentlichkeit fand aus
diesem AnlaB in Moskau, im S&ulensaal
des Hauses der Gewerkschaften statt. Die-
ser Saal ist einer der Festsdle, in denen of-
fizielle Feiem und Empfinge stattfinden.
Die Jubildumsveranstaltung wurde vom Vi-
zeprisidenten der Akademie der Wissen-
schaftender UdSSR, Akademiemitglied
P.N.Fedoseev, er6ffnet. AnschlieBend
setzten die Teilnehmer der Konferenz ihre
Arbeit in Taschkent sowie Urgentsch, der
heutigen Hauptstadt des Gebietes Cho-
rezm in der Usbekischen Sozialistischen
Sowjetrepublik, fort. Die Konferenz ver-
einte Wissenschaftshistoriker und Vertreter
anderer wissenschaftlicher Disziplinen aus
der DDR, der CSSR, Ungarn, Osterreich,
der BRD, Belgien, den Niederlanden und
den USA sowie sowjetische Wissenschaft-
ler aus Moskau, Leningrad, Kiew, Tasch-
kent, Duschanbe, Baku und anderen wis-
senschaftlichen Zentren.

Es sind nur wenige biographische Angaben
iiber al-Hwarizmi erhalten. GewGhnlicher-

weise nimmt man an, daB er 783 geboren
worden ist und um 850 verstarb. Sein Ge-
burtsort liegt in Chorezm, einem groBen
Gebiet Mittelasiens, durch das der Amu-
darja flieBt, der im Aralsee miindet. Heute
gehort es zur Usbekischen Republik (der
nordwestliche Teil) und zur Turkmeni-
schen Sowjetrepublik (der ndrdliche Teil).
Auf dem Territorium Chorezmiens sind
Uberreste eines gewaltigen, alten Bewisse-
rungssystems gefunden worden und Rui-
nen zahlreicher Festungen, Palidste und
anderer Bauten. Ihre AusmaBe und ihre
Bauweise nétigen uns auch noch heute Be-
wunderung ab.

Seine Ausbildung erhielt al-Hwarizmi bei
sich in der Heimat. Bald erreichte sein wis-
senschaftlicher Ruf ein solches Niveau,
daB er bereits im Alter von etwa 30 Jahren
nach Merw (heute in der Turkmenischen
Republik), dem Zentrum der arabischen
Gouverneure fur ganz Mittelasien, berufen
wurde. Nach wenigen Jahren nur lud man
ihn nach Bagdad ein, der Hauptstadt des
Abbasidenkalifats. Dort wurde er das
Haupt des ,Hauses der Weisheit“, dem
grundlegenden wissenschaftlichen Zen-
trum der Linder des Islam, an dem es ein
astronomisches Observatorium und eine
reiche Handschriftenbibliothek gab.

Muhammad ibn Musa al-Hwarizmi, gezeichnet von dem arab. Arzt Malik Nabiew (1982)
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Viele seiner Werke zur Arithmetik, Alge-
bra, Geometrie, Trigonometrie, Astrono-
mie, Geodisie, Geographie und Ge-
schichte wurden uns iiberliefert. Erhalten
sind auch seine Schriften iiber die Kon-
struktion astronomischer Beobachtungsge-
ridte: Astrolabien, Quadranten und Sonnen-
uvhren. Er war in der Tat ein vielseitiger
Gelehrter, ein Enzyklopadist.

Besonders wertvoll ist al-Hwarizmis Bei-
trag zur Entwicklung der Mathematik.
Uberaus interessant ist sein arithmetisches
Traktat ,Buch iiber die indische Rech-
nung“, in dem er das damals in Indien tb-
liche Rechensystem beschreibt — das dezi-
male Positionssystem, das jetzt in der
ganzen Welt benutzt wird. Das Verdienst
al-Hwarizmis besteht darin, daB er als er-
ster dieses Zahlensystern in arabischer
Sprache beschrieb, es sehr ausfiihrlich dar-
legte und anhand zahlreicher Beispiele er-
lduterte. Wegen der groBen wissenschaftli-
chen und didaktischen Leistungen wurde
gerade dieser Text in der Mitte des 12. Jh.
ins Lateinische iibersetzt, wodurch es ei-
nem weiten Kreis von Gelehrten im christ-
lichen Mittel- und Westeuropa bekannt
wurde.

Die lateinisc*> Ubersetzung beginnt mit
den Worten , Dixit Algorizmi“, was bedeu-
“tet: ,,Al-Hwarizmi sagte“. Mitunter schrieb
man den Namen des Gelehrten auf latei-
nisch auch Algorismus oder Algo-
rithmus.

Dieses arithmetische Lehrbuch erlangte im
katholischen Europa bald Popularitit und
der Name seines Verfassers wurde auf an-
dere Dinge iibertragen. Die mittelalterli-
chen Mathematiker begannen, das ganze
pindische* System der Zahlenschreibung
»Algorismus“ oder ,Algorithmus“ zu nen-
nen, d. h., das dezimale Positionssystem.
Der Begriff ,, Algorithmus“ ging in den ewi-
gen Bestand der Mathematik ein und
wurde zu einem der wichtigsten Termini
der modemen Mathematik.

Al-Hwarizmi benutzte als erster in der ara-
bischsprachigen Literatur einen festen Be-
griff fir den Sinus eines’'Winkels. In seinen
Arbeiten sind Sinus-, Tangens- und Kotan-
genstabellen enthalten. Er gibt Klassifika-
tionen von Kurven an und beschiftigt sich
mit dem Unendlichen.

Selbst das Wort ,,Algebra® entstand aus der
Bezeichnung seines Werkes zur Ldsung
von Gleichungen.

Das arabische Aquivalent ist ,al-dschabr®.
Es bezeichnete die Operation, mit.der die
Glieder einer Gleichung so umgruppierl
wurden, daB zu beiden Seiten des Gleich-
heitszeichens nur noch Glieder mit glei-
chem, i.a. positivem, Vorzeichen iibrig-
blieben. &
Jeder Schiiler heute weil, wie eine quadra-
tische Gleichung der Form ax?+ bx
+ ¢ =0 zu l6sen ist. Hierbei sind a, b, ¢ ge-
gebene Zahlen. Eine beliebige davon kann
positiv, negativ oder sogar gleich Null
sein.

Aber in der Zeit al-Hwarizmis benutzte
man negative Zahlen nicht (,Zahlen, die
kleiner alz nichts sind“).})

In den ,Mathematischen Schriften“ al-



Hwarizmis, die 1983 in Taschkent in russi-
scher Sprache herausgegeben worden sind,
werden solche Gleichungen wie x2?+ 5x
=6 und x?+6=S5x einzeln betrachtet.
Fiir jede von ihnen gibt al-Hwarizmi eine
»eigene“ Losungsmethode an. Dabei wird
die negative Wurzel einer Gleichung iiber-
haupt nicht beachtet. Fiir die erste der bei-
den Gleichungen fiihrt al-Hwarizmi nur
die Wurzel x=1 an (die Lésung x= —~6
galt in dieser Zeit als ,,unméglich“2)). Zwei
Losungen konnte es bei jenen Fillen ge-
ben, in denen sie beide positiv waren.
Das ist ein Beispiel aus der Abhandlung al-
Hwarizmis, das sich in der Folgezeit in vie-
len arabischen und lateinischen Texten
findet.
»Ein Quadrat und die Zahl einundzwanzig
sind gleich zehn Wurzeln“, sagt al-Hwa-
rizmi.
In moderner Form bedeutet das:
x2+21=10x.
wTeile die Zahl der Wurzeln, es ergibt
finf*, weist der Autor an. ,Multipliziere
diese Zahl mit sich selbst, das ergibt flinf-
undzwanzig. Subtrahiere davon einund-
zwanzig, es bleiben vier. Ziche daraus die
Wurzel. Das sind zwei. Ziehe diese von der
Hilfte der Zahl der Wurzeln ab, d. h. von
flinf, dann bleiben drei. Das ist eine Wur-
zel des Quadrats, die gesucht wurde. Ihr
Quadrat ist neun. Man kann die Wurzel
auch zur Hilfte der Zahl der Wurzeln ad-
dieren und man erhdlt sieben. Das ist
ebenfalls eine Wurzel des Quadrats, die ge-
sucht wurde. Thr Quadrat ist neunundvier-
zig.“
In modemmer Bezeichnungsweise 148t sich
das alles bedeutend kiirzer aufschreiben:
x*—10x+21=0;

x=20, 1/(%)’—21 =5+ 42521

X = 1.

Al-Hwarizmi fiihrt ,in geometrischer Spra-
che“ auch den Beweis fiir die Richtigkeit
der Losung.

Sei beispielsweise die Gleichung x2 + 10x
=39 zu l0sen, sagt al-Hwarizmi (seine Er-
klirungen werden jetzt in modermer Form
angefiihrt).

Wir stellen ein Quadrat mit der Seite x dar,
d. h. mit der Fliche »x2. An die Verlinge-
rung seiner Seiten setzen wir Quadrate mit
Seiten, die gleich der Hilfte der Hiilfte
,der Zahl der Wurzel“ sind, d. h. mit Sei-

ten -% (sieche Bild 1). Wir erhalten auch

vier Rechtecke mit Seiten x und 170, d. h.

(CEREINC)

pE——

Rechtecke 4, B, C, D in Zeichnung 1. Im
Ergebnis dessen erhalten wir ein neues gro-
Bes Quadrat, dessen Fliche gleich der
Summe der Fldche aller Figuren ist:
140x+4-(%)2=x2+ 10x + 25.

Aber weil laut Voraussetzung x2+ 10x
= 139 isi, so finden wir, nachdem wir die er-
sten beiden Summanden gleich 39 gesetzt
haben, daB die Fliche des neuen groBen
Quadrates gleich 39 +25=64 und die
Seite gleich 3 sind. Entsprechend der Kon-
struktion ist letztere auch gleich

d. h. x+2-14—0=8.

x*+4-

-10

x+2 3
Daraus folgt x = 3.

Al-Hwarizmi driickt die Losungsvorschrift
fiir alle sechs Formen quadratischer Glei-
chungen (jetzt wiirden wir sagen, daB sich
diese ,Formen“ durch die Vorzeichen der
Koeffizienten a, b und ¢ unterscheiden)
wortlich und anschaulich aus, d. h,, er zeigt
dem Leser geometrisch ihre Richtigkeit.

Viele Aufgaben aus dem Buch von al-Hwa-
rizmi gehdren zur Vermdgensteilung, z. B.
laut Testamenten. Die folgende ist eine
solche Aufgabe.

»Du teilst einen Dirham?®) zwischen irgend-
welchen Leuten, jeder von ihnen erhilt ei-
nen gewissen Teil. Dann wird ihnen (ein)
Mann hinzugefiigt und du sollst erneut ei-
nen Dirtham zwischen ihnen teilen, wobei
jeder ein Sechstel Dirham weniger als beim
ersten Mal erhilt.“

Wenn man die urspriingliche Zahl der
Leute, nach der in der Aufgabe gefragt
wird, mit x bezeichnet, so 148t sich die
Aussage der Aufgabe in folgender Form
aufschreiben:

Als Losung der Aufgabe erhilt al-Hwa-
rizmi, daB der erste Dirham zwischen zwei
Leuten und der zweite zwischen drei Leu-
ten geteilt worden ist.
Die Wissenschaftler des arabisch-islami-
schen Mittelalters leisteten einen bemer-
kenswerten Beitrag zur Entwicklung wis-
senschaftlicher Vorstellungen iiber die uns
umgebende Welt, darunter auch iiber Ge-
setze der Mathematik. Die Bekanntschaft
mit den mathematischen Arbeiten al-Hwa-
rizmis, einem der fiihrenden arabischen
Universalgelehrten, hilft die Geschichte
der Entwicklung unserer mathematischen
Kenntnisse besser zu verstehen.
A. Halameisar/A. 1. Volodarskij
Ubersetzt und bearbeitet:
Dr. Sonja Brentjes, Leipzig

1y Das betrifft nicht die Mathematik in
Indien und China in dieser Zeit.

2) Negative Losungen von Gleichungen
wurden in der chinesischen Algebra nicht
grundsitzlich ausgeschlossen.

H)Dirham ist eine alte arabische
Geldeinheit.

Die Briefmarke (sieche Uberschrift) wurde
anlidBlich der Feier des 1200. Geburtstages
von Muhammad ibn Musa al-Hwarizmis in
der UdSSR herausgegeben.

Ala Prove that n2+ n+1 is a multiple
of 19 for infinitely many values of n.

A2a Un camion transporte 60 cartons
contenant des bouteilles d’huile. La masse
du chargement est de 1320 kg. Sachant que
chaque bouteille d’huile 2 une masse de
1,4 kg (verre compris) et que la masse de
chaque carton vide est de 1 kg, calcule:

a) le nombre de bouteilles d’huile trans-

portées,
b) le nombre de bouteilles par carton

A 3a Bce gecats nudp ot 0 no 9 pasme-
CTHTE B KPYXOYKAaX C TaKMM pacueTOM,
vTO6BI [BA IPAMEPa HA YMHOXEHHE GhLIH

Bepmﬂmuo O O O
X X
O

O —
OO0 OO

Eine harte NuB

Py, ..., P, sei ein regelmaBiges n-Eck,
n 2 3, mit dem Mittelpunkt M, das in der
Ebene ¢ liegt. X € ¢ sei beliebig gewihlt;
Xo, ..., X,- bezeichne die Projektion von
Xauf g(MP,), ..., g(MP,_,). Zeige, daB

-1

Y MY, =2-MX !

e 2

‘Dr. H. Englisch, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig,
ehem. erfolgreicher IMO-Teilnehmer

Wo steckt der Fehler?

Die Gleichung:
x+5 5= 4x - 40
x=17 °~ 13-x
16st jemand folgendermaBen:
x+5-5(x-7 _ 4x—40
x—=1 B

13—-x
hieraus:
—(4x—40) _ 4x-—40
-(7—x) 13- x
also: 13 — x =7 — x und deshalb: 13=7.
Was wurde falsch gemacht?
aus: Lietzmann, Wo steckt der Fehler?
BSB BG Teubner, mitgeteilt und mit
Loésung versehen von
Ing. A. Korner, Leipzig
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aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Axialsymmetrie

Hier und in einigen folgenden Beitrigen
wollen wir uns mit Symmetrie beschiifti-
gen.

Wir versehen ein Blatt Papier mit Tinten-
oder Farbflecken und falten es anschlie-
Bend (Bild 1). Dabei kénnen recht lustige
Figuren entstehen. Fiir sie ist offensicht-
lich folgende Eigenschaft charakteristisch:
Zu jedem Punkt P der Figur F, der nicht
auf der Faltlinie a liegt, gibt es einen Punkt
Qvon Fso, daB a die Mittelsenkrechte von
PQ ist. Liegt eine solche Eigenschaft vor,
so nennt man die Figur F symmetrisch be-
ziiglich der Geraden a und a eine Symmetrie-
achse von F. q

Vergleichen wir diese Eigenschaft mit der
Erklirung der Spiegelung an einer Geraden a,
wie sie in der 5. Klasse gegeben wird (vgl.
Lehrbuch K1. 5 (1983), S. 152), so erkennen
wir leicht, da8 sie gleichwertig zu folgender
Eigenschaft ist: Die Figur F geht bei der
Spiegelung an der Geraden a in sich
iiber.

Fir die Spiegelung an der Geraden a wer-
den wir im folgenden kurz o, schreiben;
und R?soll das Bild von R bei der Spiege-
lung an g bezeichnen. Ubrigens erscheint
die russische Bezeichnung ,cuMMeTpHs
OTHOCHTeNbHO npsamMo¥ a“ fiir ,Spiegelung
an der Geraden a* aus unserer obigen
Sicht recht treffend.

Bild 2

Bild 1

p

Axialsymmetrische Figuren begegnen uns
stindig, in der Natur, im technischen Be-
reich und in der Kunst. Das Abbild des
Schmetterlings »3chwalbenschwanz“
(Bild 2) besitzt genau eine Symmetrie-
achse. Die meisten Tiere zeigen eine derar-
tige symmetrische K6rperform; und dies ist
uns so selbstverstindlich, daB uns Abwei-
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chungen davon — wie bei der Flunder — be-
sonders auffillig erscheinen. Da sich diese
symmetrischen Formen als Ergebnis einer
langen Entwicklung herausgebildet haben,
sind sie offenbar optimal unter den gegebe-
nen Umweltbedingungen.

ZweckmiBigkeit (und insbesondere Stabili-
tit) ist der Grund fiir Symmetrie in sehr
vielen technischen Konstruktionen. (Siehe
z. B. Draufsicht eines Flugzeuges; Bild 3.)
Die Axialsymmetrie hat fur uns auch einen
dsthetischen Reiz; in vielen Kunstwerken
kénnen wir sie herausfinden. Das Bild 4
zeigt ein Biirgerhaus (von 1536) in Gorlitz;
und Bild 5 ist das Stadtwappen von Cott-
bus. Die Vignette zeigt den ,Vitruv-Mano*
von Leonardo da Vinci. — Eine Figur F
kann mehrere Symmetrieachsen besit-
zen.

DDR

| FYS ewresy
Bild 5

Aufgaben

Ala Man bestimme alle Symmetrieachsen
eines gleichseitigen Dreiecks ABC!

Lésung: Im gleichseitigen Dreieck 4 geht
die Mittelsenkrechte jeder Seite durch die
jeweils gegenitberliegende Ecke und ist da-
mit Symmetrieachse (Bild 7). — Ist umge-
kehrt g eine Symmetricachse des gleichsei-
tigen Dreiecks ABC, dann kénnen nicht
gleichzeitig alle drei Eckpunkte auf a lie-
gen; wir konnen annehmen, daB die Ecke
A nicht auf der Achse a liegt. Dann muB
das Bild 4° die Ecke B oder C sein, etwa B.
Nun muB C auf ¢ liegen, sonst ergibe (¢
eine zusitzliche vierte Ecke. Also ist die
Gerade a eine Mittelsenkrechte einer
Dreiecksseite.

Bild 7 c

Damit gibt es im gleishseitigen Dreieck ge-
nau drei Symmetrieachsen.

A2 & Wie viele Symmetrieachsen besitzt ein
regelmdpiges n-Eck (n > 3)?

Von Interesse ist das Symmetrieverhalten
von speziellen Vierecken. Bekannt jst das
Drachenviereck. Es ist dadurch definiert,
daf} es zwei Paare gleich langer benachbar-
ter Seiten besitzt. (Vgl. Kleine Enzyilopddie
Mathematik.)

A3 A Man zeige: Ein Viereck ist ein Drache
genau dann, wenn (wenigstens) eine seiner
Diagonalen Symmictrieachse ist!

Bild 8

a)

b)

Lisung: Ist ABCD ein Viereck, das beziig-
lich der Diagonalen AC symmetrisch ist,
dann sind BDA und BDC gleichschenklige
Dreiecke und damit ABCD ein Drache
(Bild 8a) und b)). — Umgekehrt folgt aus
der Gleichschenkligkeit der Dreiecke BDA
und BDC, daB die Mittelsenkrechte von BD
Symmetrieachse der beiden Dreiecke ist
und damit durch 4 und C geht. Damit ist
die Diagonale AC Symmetrieachse des
Vierecks.

ad4a Man gebe mit Axialsymmetrie eine
notwendige und hinreichende Bedingung da-
Jiir, daf3 ein Viereck ABCD ein Rhombus bzw.
ein Giebel (oder gleichschenkliges Trapez) bzw.
ein Rechteck bzw. ein Quadrat ist!

Die folgende Ubersicht veranschaulicht die
Ergebnisse der Aufgabe a 4 a:
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ASA Warum gibt es keine weiteren axial-
symmelrischen Vierecke als die hier genann-
ten?

Fiir die Losung einer Konstruktionsauf-
gabe kann es von Vorteil sein, wenn man
erkennt, daB die gewiinschte Figur Axial-
symmetrie besitzt. Dafiir ein Beispiel.

A6 A Gegeben seien zwei Geraden g und h
sowie ein Kreis k. Man konstruiere ein Qua-
drat ABCD derart, da§ A€ g und B, D € h so-
wie Ce k gilt.

Lisung: Es sei ABCD eine Losung. Dann ist
die vorgegebene Gerade h Symmetrieachse
von ABCD. Also ist C sowohl Punkt des
Kreises k als auch des Bildes g" der Geraden

Die Aufgabe besitzt genau zwei, eine bzw.
keine Losung, wenn die Gerade g den Kreis
schneidet, beriihrt bzw. meidet und wenn au-
Jferdem der Schnittpunkt von g und g (falls er
existiert) nicht auf dem Kreis k liegt
(Bild 9). — Fiir den Fall, daB sich g und &
auf k schneiden, ist nun die Lésung auch
klar.

A7 a Man erfinde selbst solche Konstruk-
tionsaufgaben wie die Aufgabe a 64!

Die Ergebnisse in den Aufgaben 1 und 2
lehren uns, daB wir aus der Existenz von
zwei und mehr Symmetrieachsen einer Fi-
gur nicht auf die Existenz unendlich vieler
Symmetrieachsen dieser Figur schlieBen
diirffen. Man kann jedoch zeigen:

A 8B A Besitzt eine Figur zwei zueinander pa-
rallele Symmetrieachsen, dann hat sie unend-
lich viele.

Zunichst wollen wir nach Beispielen fiir
derartige Figuren suchen. Einfache Bei-
spiele sind ein Streifen (Bild 10) oder der
Graph der Sinus-Funktion (Bild 11). Suche
weitere!

Sind a; und @, zwei zueinander parallele
Symmetrieachsen einer Figur F, dann wird

Bild 10 : 0, } a,

Lo

Bild 11

NS
AL
SAVARY

ay 192 a,

F sowohl bei der Spiegelung an g, als auch
bei der Spiegelung an @, auf sich abgebil-
det. Ferner geht die zu ¢, symmetrische Fi-
gur Fbei der Spiegelung an 4, in eine Figur
F~ {iber, die zu dem Bild a; von g, bei o,
symmetrisch sein muB. Wegen F2 = F ist
also die Figur F auch zu der Geraden a,
symmetrisch, siche Bild 10 und 11. (Ubri-
gens gilt dieser SchluB offenbar auch, wenn
wir anstelle der Geradenspiegelung &,, ir-
gendeine Bewegung genommen hitten, die
F auf sich abbildet.)

Nach der geschilderten Weise kann nun
mit g, und &, eine Achse g, gefunden wer-
den usw.

Der Nachweis, daB jede auf diese Weise ge-
fundene Symmetrieachse tatsichlich zu
den bisherigen verschieden ist, macht ei-
nige Miihe und ist gilinstig mit der Me-
thode der volistindigen Induktion zu fih-
ren.

Eine Losung eines Problems kann mitunter
auch durch Herstellen einer symmetri-
schen Figur gefunden werden, wie folgen-
des Beispiel zeigt:

Wir wollen als bekannt voraussetzen, dal
der Kreis diejenige Figur ist, die bei gege-
benem Umfang den groBten Flicheninhalt
hat. Nach der Sage durfte Dido sich ein
Stiick Land an der Kiiste Afrikas kaufen,
das nicht groBer sein durfte als das, was
man mit einer Ochsenhaut umspannen
kann. Dido zerschnitt die Ochsenhaut in
schmale Streifen, aus denen sie eine
Schnur machte, um damit moglichst viel
Land abzugrenzen. Wie muBte sie die Ab-
grenzung des Landes vornehmen, wenn wir
annehmen, daB die Begrenzung K durch
das Meer geradlinig war? Spiegeln wir die
abgegrenzte Figur an K, so miiBte sich im
glinstigsten Fall (sieche unsere Vorausset-
zung!) ein Kreis ergeben. Also muBte Dido
(um Karthago zu griinden) einen Halbkreis
abgrenzen!

Zum SchluB empfehlen wir noch folgende
Aufgabe:

A 9a Man beschreibe alle Symmetrieachsen
der in Bild 12 gegebenen Parkettierung, die
aus regelmdpigen 4- und 8-Ecken gleicher Sei-
tenldnge besteht!

Bild 12

Das nichste Mal beschiftigen wir uns mit
der Zentralsymmetrie.
E. Quaisser/H.-J. Sprengel

Weizenkorner
auf einem -

Schachbrett

Das Schachspiel ist wahrscheinlich in In-
dien erfunden worden. Uber die Perser
lernten auch die Volker der arabischen Ka-
lifate das Spiel kennen. Der Historiker ai-
Ja’qubi, der dort im 9. Jahrhundert lebte,
berichtete iiber die Erfindung des Schach-
spiels. Nach seinem Bericht erbat sich der
Erfinder des Schachspiels von der Tochter
des Konigs Balhait als Geschenk die
Menge aller Weizenkdmner, die sich ergibt,
wenn man auf das erste Feld des Schach-
bretts ein Korn, auf das zweite zwei, auf
das dritte vier und so auf jedes folgende die
doppelte Anzahl der Komer legt, die das
vorhergehende Feld enthilt.
In der von al-Ja'qubi iiberlieferten Anek-
dote heiBt es weiter:
,2Da sagt sie: Und wieviel ist der Betrag
hiervon? Hierauf befahl sie, daB der Wei-
zen herbeigebracht werde. Und es geniigt
nichts dafiir, bis die Getreidevorrite des
Landes erschopft waren; dann wurde das
Getreide in Geld umgewertet, bis der
Schatz erschopft war. Da dies nun viel war,
sagte er: Ich brauche das nicht, mir geniigt
eine geringe Menge von irdischem Gut.
Dann fragte sie ihn nach der Zahl der Kér-
ner, die er verlangt hatte.“ Wie groB war
die Zahl?
Es sei erwdhnt, daB diese Aufgabe spiter
auch bei anderen Gelehrten der arabischen
Kalifate gestellt wurde. Im Jahre 1202 for-
mulierte Leonardo Fibonacci in seinem Li-
ber abaci (vgl. alpha, Heft 6/1982, S. 134)
die Aufgabe, ohne die Anekdote zu nen-
nen. Der Mathematiklehrer am Jesuiten-
kolleg in Rom, Christoph Clavius (1573 bis
1612), berechnete nicht nur die Anzahl der
Getreidekorner, sondern auch noch die
Anzahl von Schiffen, die bendtigt wiirden,
um das Getreide bzw. das Geld zu trans-
portieren, ferner auch den Anteil der Erd-
kugel, den das Getreide ausfullen wiirde.
H. Pieper

,Nein, nein, nicht was Sie denken!
Der tut natiirlich bloB so...“

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 81



ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Klaus Petér berichtet
aus seinem
Mathematikzirkel

Teil 4 und SchluB

Warum es moglich ist,
mit zwei Zeichen das Mairchen
vom Schneewittchen aufzuschreiben

Schon lange vor Beginn des Mathematik-
zirkels redeten wir uns die Kopfe heiB; je-
der von uns hatte an den Aufgaben, die
uns Friulein Steinmann gestellt hatte, her-
umgeknobelt, doch nicht alle hatten Lo-
sungen gefunden. So merkten wir zunéchst
gar nicht, daB unsere Zirkelleiterin in der
Tiir stand und sich offensichtlich iiber un-
seren Eifer freute. Doch dann bat sie uns,
noch etwas Geduld zu haben, und lenkte
unsere Gedanken auf ein neues Problem,
indem sie uns fragte, was wir liber das Mor-
sen wiifiten.

»~Man kann sich damit
meinte Corinna.

,Man driickt auf Tasten eines Morseappa-
rates, erginzte Holger, der sich mehr fur
die technische Seite des Problems interes-
sierte. ,Man kann ein kurzes oder ein lan-
ges Zeichen geben®, wuBte Utta zu berich-
ten.

Hier griff Friulein Steinmann ein: ,Man
hat also zwei Zeichen, nidmlich -, das
Jkurze‘ Zeichen, und —, das ,(lange‘ Zei-
chen. Aber wie verstindigt man sich nun
damit?“

Jens konnte uns helfen: ,Jedem Buchsta-
ben entspricht eine Folge von Morsezei-
chen, z. B. wird s durch - - - und o durch
— — — ausgedriickt. Mit den Buchstaben
kann man dann Wdrter bilden.“

»,Ob denn zwei Zeichen fiir alle 26 Buchsta-
ben des Aphabets ausreichen?* Friulein
Steinmann wollte es genau wissen. Wir er-
kannten: Wenn jeder Buchstabe ein indivi-
duelles Zeichen bekommen soll, braucht
man natiirlich fiir 26 Buchstaben genau
26 Zeichen, wie es in unserem Alphabet
der Fall ist. LBt man hingegen die mehrfa-
che Verwendung von Grundzeichen zu,
kommt man sicher mit weniger als
26 Grundzeichen aus. Im Prinzip geniigte
sogar ein Zeichen, z.B. ,,+“: + bedeutet A,
++ bedeutet B, ++ + bedeutet C usw.,
26 aufeinanderfolgende ,,+“ schlieBlich be-
deuten den Buchstaben Z. Den Vorteil der
Verwendung nur eines Zeichens erkauft

verstindigen®,
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man sich allerdings mit sehr groBen Wort-
lingen (auBerdem muB man besonders ge-
nau auf die Abstinde der Zeichen achten:
+ ++ bedeutet AB, ++ + bedeutet
BA).
Suchen wir einen ,Mittelweg”! Wie lang
wird die zur Charakterisierung jedes der
26 Buchstaben notwendige Zeichenfolge
héchstens sein, wenn zwei Grundzeichen,
etwa - und — wie beim Morsen, zur Verfii-
gung stehen? Aus diesen Grundzeichen
kann ich bauen:

2 Zeichenfolgen der ,Linge“ 1: - -

4 Zeichenfolgen der ,Linge“ 2:

8 Zeichenfolgen der ,Linge“ 3:

16 Zeichenfolgen der ,Linge“ 4:

Daraus folgt: Mit Zeichenfolgen aus zwei
Grundzeichen von hochstens der Lange 3
kann das 26-buchstabige Alphabet noch
nicht ausgedriickt werden, denn
2+ 4+ 8=14<26; hingegen kommen wir
mit hochstens vierelementigen Zeichenfol-
gen aus: 2+4+8+16=30>26. Beim
Morsealphabet muB man also damit rech-

" nen, daB es auch Buchstaben gibt, die mit

einer vierelementigen Folge der Grundzei-
chen - oder — ausgedriickt werden.

Nun sollen wir weiter iiberlegen: ,Reichen
bei drei Grundzeichen, etwa - und — und
+, bereits alle hochstens dreielementigen
Zeichenfolgen fiir das Alphabet aus? Wie
viele Grundzeichen wiirde man wohl min-
destens brauchen, um bereits mit zweiele-
mentigen Zeichenfolgen auszukom-
men?“

Wir gingen sogleich ans Probieren, aber
unser Friulein Steinmann, die ja bekannt-
lich sehr fir systematisches Herangehen
ist, unterbrach unsere ,Zeichenversuche“
mit der Frage: ,Konnen wir nicht gleich
ausrechnen, wie viele verschiedene k-ele-
mentige Zeichenfolgen man aus #n Grund-
zeichen bauen kann? Denkt an unser ,Ab-
zahlverfahren“ zur Ermittlung aller Permu-
tationen von n Elementen!“

Kerstin, die einen scharfen Blick hat, ,sah“
den Weg als erste:

»~An erster Stelle der Zeichenfolge kann je-
des der n Grundzeichen stehen, an zweiter
Stelle ebenfalls jedes der n Grundzeichen
usw., an letzter (k-ter) Stelle wieder jedes
der n Grundzeichen. Das liefert n* verschie-
dene Moéglichkeiten.“ Solches gefiel natiir-
lich unserem Friulein Steinmann, und sie
erginzte: ,Man nennt jede solche k-ele-
mentige Zeichenfolge aus n Grundzeichen
eine Variation der k-ten Klasse mit Wiederho-
lung aus n Elementen und schreibt flr ihre
Anzahl W Es ist also V¥ = n*.“

Nun konnten wir die oben gestellten Fra-
gen ohne Miihe beantworten: Hat man drei
Grundzeichen, so kann man mit ihnen 3!
einelementige, 32 zweielementige und 33
dreielementige Zeichenfolgen bilden, ins-
gesamt also 3+ 9 + 27 = 39 verschiedene
Zeichenfolgen hochstens der Linge 3.
Diese reichen in der Tat fiir das Alphabet
aus. Die andere Frage 1aBt man sich nun in

der Form n!+ n?z26 formulieren, und
die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist
n=>5.

»Mit - und — kann man also auch alle mog-
lichen Worter basteln“, meinte Gunter,
und Corinna fugte hinzu: ,Mit diesen bei-
den Zeichen kann man sogar das Mirchen
vom Schneewittchen aufschreiben.“

Wir lachten und gaben ihr recht; Friulein
Steinmann begann jedoch, ein ganz ande-
res Mirchen zu erzihlen: ,Es war einmal
ein junger Bursche namens Hans, der
wollte sein ganzes Leben lang umsonst mit
der StraBenbahn fahren. Also sammelte er
aus den Papierkdrben an den Haltestellen
,abgefahrene’ Fahrscheine. Dies sind
Schnipsel, die dadurch entwertet werden,
daB null, eins oder zwei ... oder elf oder
zwdlf Locher hineingestanzt werden.
Besitzt man nun alle moglichen Fahr-
scheine, so kann man bei einer Kontrolle
immer einen giiltigen Fahrschein vorlegen,
sapte sich der schlaue Hans, doch da er
nicht gut rechnen konnte und nicht wuBte,
wann er mit seinem Suchen aufhoren
konnte, sammelte er unentwegt weiter. Er
suchte und suchte und wenn er nicht ge-
storben ist, so ... .“

Wir wuBten zwar sofort, daB wir die Anzahl
aller moglichen Lochungen ausrechnen
sollten, doch das Finden des Ansatzes fiel
uns nicht leicht.

Friulein Steinmann half: ,Unsere Aus-
gangsmenge hesteht aus den beiden Ele-
menten Loch und Nichtloch.“

,und daraus missen wir 12-elementige
Zeichenfolgen bauen“, platzte Oliver her-
aus. Damit hatten wir die Losung gefun-
den: Es gibt V}? = 212 = 4096 Méglichkei-
ten, Fahrscheine in der angegebenen
Weise zu lochen.

,Der arme Hans“, sagte Utta, die sich den
suchenden Burschen genau vorstellen
konnte, ,dabei kostet das StraBenbahnfah-
ren nur wenige Pfennige.“ -

Friulein Steinmann nannte uns noch eine
weitere Anwendung des Variationspro-
blems: ,In der Blindenschrift hat man fiir
jeden  Buchstaben ein Feld von
2 mal 3 Punkten, die entweder erhaben
oder iberhaupt nicht in Papier gedriickt
werden konnen. Also ist die Anzahl der
Grundzeichen gleich 2 (,erhabener* oder
Hflacher* Punkt), die ,Wortlingen“ jeweils
genau 6, und man kann V5 =2°= 64 ver-
schiedene Zeichen (Buchstaben, Satzzei-
chen, Ziffern) schreiben.*

Nun diskutierten wir die Losungswege der
in den vergangenen Zirkelnachmittagen
gestellten Aufgaben:

Kerstin durfte uns erkldren, warum es
7! = 5040 verschiedene Moéglichkeiten
gibt, aus den Buchstaben ihres Namens
Worter zu bilden. Mike erlduterte die
nichste Aufgabe: ,Wenn jede der Ziffen
12 3 45 genau einmal genutzt werden darf,
so kann man 5!= 120 voneinander ver-
schiedene fiinfstellige Zahlen bilden.
Wenn jede der Ziffern héchstens zweimal
auftreten darf, kann man weit mehr fiinf-
stellige Zahlen bilden; es gibt dabei fol-
gende Fille:



1. Jede Ziffer tritt genau einmal auf; man
erhilt 5! = 120 Permutationen.

2. Genau eine der finf Ziffern tritt genau
zweimal auf, z.B. 112 3 4. Dann muB eine
der finf Ziffern wegfallen. Damit kann

man 5——60 fiinfstellige Zahlen bilden.

Da nun aber jede der vier restlichen Ziffern
wegfallen kann und jede der finf Ziffern
zweimal auftreten kann, gibt es 4-5-60
finfstellige Zahlen der genannten Art.

3. SchlieBlich kommen noch diejenigen
finfstelligen Zahlen hinzu, in deuen genau
zwei Ziffern genau zweimal auftreten. So
kann man z.B. aus den Ziffern 112 2 3 ge-

nau 2?—2 = 30 flinfstellige Zahlen bilden.
Zu den Paaren 1;1 und 2;2 hitte aber auch
die Ziffer 4 oder S treten konnen. Damit
erhoht sich die Anzahl der zu bildenden
Zahlen auf 3 -30 = 90. Nun muB man noch
‘ i ; Mog-
lichkeiten gibt,2 aus einer Menge von
5 Elementen zwei Elemente zur ,Paarbil-
dung‘ auszuwiihlen, so daB man fiir diesen
Fall 10-90 =900 fiinfstellige Zahlen er-
hilt.

Also gibt es 120 + 780 + 900 = 1800 Mog-
lichkeiten, aus den Ziffern 12345 finf-
stellige Zahlen zu bilden, wobei jede Ziffer
héchstens zweimal auftreten darf.

Diese Aufgabe hatten wir nicht alle richtig
gerechnet.

Oliver durfte erkliren, warum die Ziffer 4
genau 5! = 120mal an erster Stelle steht,
wenn man alle Permutationen der Ziffern
12345 und 6 bildet. Natiirlich steht die
Ziffer 1 auch genau so oft an sechster
Stelle. Sehr schnell verstanden wir auch,
warum die Ziffer 2 genau 240mal an letzte
oder vorletzter Stelle steht.

Nun erkldrte uns Oliver noch, daB bei den
6! =720 Anordnungen der sechs Ziffern
die Ziffern 1 und 2 genau 60mal nebenein-
anderstehen. Und das ging so:

Die beiden Ziffern kdnnen an 5 verschie-
denen Stellen nebeneinander stehen (vgl.
Bild 1), vergl. alpha 2/84, S.35. In jedem
dieser Fille kann die 1 vor der 2 oder die 2
vor der 1 stehen, und dies geschieht so oft,
wie man die restlichen Elemente miteinan-
der vertauschen kann. Damit stehen die
beiden Ziffern 5-2-3!= 60mal nebenein-
ander.

»Aufgabe 5 geht so dhnlich“, fuhr der eif-

beriicksichtigen, daB es C}=

rige Oliver fort. ,Es gibt —— = 56 von-
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einander verschiedene Permutationen der
Elemente aaaaab b b. Die drei Elemente
bbb konnen an 6 verschiedenen Stellen
nebeneinander stehen. Also stehen diese
Elemente bei 50 Permutationen nicht ne-
beneinander.“

Holger hatte die 4. Aufgabe, das ,Radfahr-
problem* geldst. Er lieB die 6 Kinder ,der
Reihe nach‘ antreten und ordnete ihnen
die 6 Fahrriader zu. Dies wire auf 6! ver-
schiedene Arten moglich, wenn unter ih-
nen nicht drei gleiche Rider gewesen wi-

!
ren. Also miiiten & _720 =120 Radren-

! 6
nen ausgetragen werden, wenn alle Mog-
lichkeiten der Verteilung der Rdder auspro-
biert werden sollten. Da hatten sich die
sechs Kinder im Ferienlager sicher zu viel
vargenommen.

Die letzte Aufgabe hatte niemand geldst,
obwohl Friulein Steinmann meinte, sie sei
gar gnicht so schwierig:

Wenn man auf dem kiirzesten Weg von A
nach C will, so muB man sich lings der in
Bild 2 eingezeichneten Streckenabschnitte
bewegen, und 7 dieser Abschnitte nutzen.
Allerdings fihren nicht alle 7! Anord-
nungsmoglichkeiten dieser Abschnitt von
A nach C. Will man von einem kiirzesten
Weg, etwa b, a, a, b, by a; b,, zu einem an-
deren ilibergehen, so ist dies nur mdglich,
wenn man einen der Abschnitte b mit ei-
nem der Abschnitte a vertauscht, so erhilt
man z.B. den Weg b, a; b, a, b; a3 b,. Da-
gegen bewirkt eine Vertauschung der Ele-
mente a; @, a; bzw. by by by b, untereinan-
der keinen Ubergang zu elnem Weg von A

nach C. Also gibt es ———— = 35 mogliche

3| 4|
Wege von A nach C.

)] c

a3

g,

g

A p, b, by b, B

Bild 2

Das miisse sie sich noch einmal iiberlegen,
meinte Utta, die versucht hatte, alle mégli-
chen Wege mit Buntstiften einzuzeichnen,
an der Uniibersichtlichkeit ikrer Darstel-
lung jedoch gescheitert war.
SchiieBlich hatte uns Friulein Steinmann
noch die Ergebnisse der im letzten Zirkel
gestellten Aufgaben gegeben (vergleiche al-
pha, Heft 3/84):
® Wenn 12 Kinder ein Schachturnier (je-
der gegen jeden) austragen wollen, sind
C%,= 66 Spiele erforderlich. Bei einer
durchschnittlichen Spieldauer von 40 Mi-
nuten dauerte das Turnier 44 Stunden,
wenn alle Partien nacheinander ausgetragen
wiirden.
® Die 8 Gruppenleiter kénnen C}= 56
Skatrunden zusammenstellen. Da in jeder
Runde drei Spiele gespielt werden sollen,
miissen 168mal die Karten gemischt wer-
den.
® Gruppenleiter Heinz kann
32-31-30-...-23
cii= 10!
verschiedenartige Kartenzusammenstellun-
gen in die Hand bekommen.
@ Ein Kind méchte C!+ Ci+C}
+Ci+Ci=5+10+10+5+1=31 Fo-
tos haben. Der Fotozirkel muBl also
155 Bilder anfertigen.
® Wenn sich die 14 Kinder voneinander
verabschieden, schiitteln sie sich
C3,= 91mal die Hinde.
® Das gesuchte Zahlendreieck besitzt
den folgenden Aufbau.

1 21
1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 § 10 10 5 1
Man kann jedes Element als Summe der
beiden dariiberstehenden Zahlen erhal-
ten.
Die Summe aller in der n-ten Zeile dieses
Zahlendreiecks stehenden Zahlen st
gleich 2" 1. Wir sehen sofort fiir die erste
Zeile: 1=21"1=20  fir die zweite Zeile

1+1=2=2" fiir die dritte Zeile
1+2+1=4=22 fiir die vierte Zeile
1+3+3+1=8=2% DaB diese Gesetz-

miBigkeit niemals unterbrochen wird, daBl
also die Summe S, aller Elemente der n-ten
Zeile gleich 2" ! ist, sehen wir durch den
allgemeinen Beweis, daB sie sich von jeder
Zeile auf die nachfolgende Zeile ,vererbt“
(und da sie auch .anfinglich gilt, ist sie
demzufolge stets richtig): Dazu benutzen
wir das oben erkannte Bildungsgesetz fiir
die Elemente der n-ten Zeile:
Ci=1+4C,_;; Cr=CGI1+Ci | (n>1,
1 < k < n—1). Nun formen wir die Summe
S, der in der n-ten Zeile stehenden Ele-
mente um.

S,=1+CL+Ci+Ci+ ... +C 1+t
=1+(1+C3.—1)+(C}|—1+C3:—1)
+(CI_ +Ci_

+(Crii+CrC l)+C")

=2+2CL_, +2C2_,+2C_ |+
+2C i+ (Crzi+ g

=242C _,+2C2_+2C3_ |+
+2Cm 724 2C00)

(denn C"=C'~1=1)
=201+ Cl_,+C_,

+C_ +..+C?

+cnzl
S, =28,-1.
Hat also die (rn— 1te Zeile unseres
Dreiecks die behauptete Eigenschaft

S,_1=2""2 so hat sie die folgende, die
n-te Zeile:
S,=28,_,=2:2""t=2""1 Da sie in den
ersten Zeilen erfiillt ist (wie wir nachrech-
neten) und sich von Zeile zu Zeile ,weiter
vererbt“ (wie gezeigt wurde), gilt sie allge-
mein.
Friulein Steinmann wertete unseren Auf-
gabenwettbewerb aus und lobte unseren
FleiB. Dann verabschiedete sie sich ganz
besonders herzlich von uns, denn dies war
unser letzter Mathematikzirkel vor den
Sommerferien gewesen. Doch einige von-
uns zwinkerten Friulein Steinmann zu, wir
wuflten, daB wir sie in nicht allzuferner
Zeit im Sommerlager fiir Junge Mathemati-
ker wiedersehen wiirden.

P. Géthner

Ein jeder Mensch begreift und behdlt das-
jenige im Gedéichtnis viel leichter, wovon
er den Grund und Ursprung deutlich ein-
sieht; und weiss sich auch dasselbe bei
allen vorkommenden Fillen weit besser
zu Nutz zu machen.

Aus dem Vorbericht zu Eulers Einleitung

zur Rechenkunst

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 83



Ein Spiel
Die fixe 7

Wir spielen mit vier Wirfeln. Folgende
Mbglichkeiten erzielen einen Gewinn:

(1) Die Augenzahl von 2, 3 oder vier Wiir-
feln addiert sich zu 7, 14 oder 21.

(2) Je zwei Wiirfel zeigen mit ihren Augen
Zehner- und Einerstelle einer durch sieben
teilbaren Zahl.

Die gewiirfelten Zahlen dividieren wir
durch sieben und erhalten so die Wer-
tung.

Gewinnende Wiirfel bleiben stehen (fix be-
deutet fest), mit den iibrigen darf weiterge-
wiirfelt werden. Haben alle vier Wiirfel ei-
nen Gewinn erzielt, darf beliebig oft in
gleicher Weise fortgesetzt werden, jedoch
16scht der erste vollstindig wertungslose
Wurf alle gerade erzielten Punkte. Erst ab
sieben Punkte wird ein Ergebnis notiert.

1. Beispiel:
Wertung

T EE

14=2-7 56=8-17 10 Punkte
(Fortsetzung mit vier Wiirfeln méglich)

[
L .
.
ofle
3+4=1-7 1 Punkt

(Fortsetzung mit zwei Wiirfeln mdglich)

[} ..l

35=5-7 5Punkte
(Fortsetzung wieder mit vier Wiirfeln
moglich)

i3
NL
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L e o L ]
s %Nle o
e ¢ e eoll®
6+6+2=2-7 2 Punkte
18 Punkte

(Eine Fortsetzung wire nur mit einem
Wiirfel méglich, was keinen giiltigen Wurfl
erlaubt.)

2. Beispiel:

Die groBte Wertung ist oft nicht die
giinstigste.

L)

[ I Y [
o *l o 6 Punkte

. e @ .
L] ¢ ° * 4 Punkte

Die zweite Kombinatioq gestattet die
Fortsetzung mit allen vier Wiirfeln.

Wer die Spielregeln verstanden und das
Spiel probiert hat, versuche sich an folgen-
den Aufgaben:

ala Ermmittle den hochsten und den
vollstindig giiltigen niedrigsten Wurf bei
vier verschiedenen Wiirfelaugen!

A2Aa Wieviel Moglichkeiten von zwei
Wiirfelaugen gewinnen? Ermittle daraus
die Chancen fiir eine erfolgreiche Fortset-
zung mit zwei Wiirfeln!

A3a Wie groB ist die Chance, mit vier
Wiirfeln genau fiinf Punkte zu erzielen,
ohne daB eine andere Wertung moglich
ist?

A4 a Lege sinnvolle Spielregeln fir ein
ganz ihnliches Spiel, z. B. ,Die fixe 6“
fest!

Ch. Werge

Flichenhaftes

Welche Gesamtfliche nehmen die
Buchstaben ein?
(1 FE = Flache eines Kistchens)

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Es hat SpaB}
gemacht

Die Lisungen und die Gewinner
der alpha-Schachknobelei
aus Heft 6/1983

»Mir haben diese 8 Schachaufgaben sehr
viel SpaB gemacht“ (Markus Schwenker,
Magdeburg). Nicht nur dir, Markus, son-
dern auch vielen anderen alpha-Lesern hat
diese Schachknobelei Freude bereitet! Ins-
gesamt lagen uns 639 Einsendungen vor,
die aufmerksam gelesen, ausgewertet und
teilweise beantwortet wurden!

Wir danken zllen herzlich fir ihre Teil-
nahme! Als jingste Teilnehmer konnten
wir Marcel Kriiger (Ludwigslust/7 Jahre)
und Alexander Riistau (Falkensee/8 Jahre)
begriiBen. Die Ehrlichkeit vom Alexander
(ihm half der Vati) und anderen jlingeren
Lesern, denen entweder der Vater, der Opa
oder der Bruder halfen, ist zu loben. Mar-
tin Bochmann (Dresden/83 Jahre) und
Curt Kiel (Jena/82 Jahre) waren die ilte-
sten Teilnehmer. Gefreut haben wir uns
auch iiber die Teilnahme der AG Schach
der PH Senftenberg und der AG Schach der
Magnus-Poser-OS Lehesten, und daB Hart-
mut Glaser (Halle) und Veit Braun (Berlin)
die Aufgaben als Lehrstoff in ihren AG
Schach verwendet haben. Von den 639 Ein-
sendern fanden 367 die richtigen Ziige
zum Matt. Hier die Losungen im einzel-
nen:

ala 1.D:h6+ ghé 2. Le5 matt.
(Zuerst 1. Le5 ergibt kein Matt im 2. Zug,
da sich Schwarz z. B. mit T:f7+ oder Sg8
gegen die Mattdrohung 2. D:h6 verteidigen
kann.)

a2a 1.Dc7+ S:ic7 2. Sb6 matt.
A3a 1. Sg6+ Kg8 2.Dg7+ T:g7
3. Sh6 matt.

Ad4a 1.Kegd {5+ 2.Kgs f4

3. g:f4 matt.

(Einige Leser ficlen leider auf die Zugfolge
1. g7 Kf5 2. g8D Ke5 3. De6 matt herein.
Jedoch nach 1. g7 zieht Schwarz f5 und
nach 2. g8D Kf6. Danach ist ein Matt im
3. Zug nicht mehr moglich!)

AS5a 1.Sc7+ S:c7 2. Dd8+ K:d8

3. Lg5++ Ke8 4. Td8 matt.

(Mehrfach wurden hier fehlerhaft die Ziige
1. Dd8+ K:d8 2. Lg5+ Ke8 3. Sc7+ S:c7
4. Td8 matt als Losung angegeben.
Schwarz kann sich jedoch auf 2. Lg5+ mit
f6 oder Lf6 oder Sf6 besser verteidigen,
weil kein Doppelschach vorliegt. Dadurch
erreicht Weil kein Matt im 4. Zug!)

A6a 1. Dhl Ta6+/Ta5/Ta4/Ta3/Ta2
/T:al/Tc8/Td8/Te8/Tf8/Tg8+/T:h8

2. T:a6/T:a5/T:a4/T:a3/T:a2/D:al/T:c8
/T:d8/T:e8/T:f8/T:g8/D:h8 matt.



(Bei diesemn Zweiziiger von Theodore Her-
lin, ,Deutsche Schachzeitung“ 1852,
wurde von vielen Losern die Notwendigkeit
der Aufrechterhaltung der Fesselung des
schwarzen Bauern neben der gleichzeitigen
Deckung der beiden weiBen Tiirme nicht
erkannt. So gab es zahlreiche Fehllésungen
wie 1. De8, 1. Da4, 1. Dd4 oder 1. DeS.
Diese Damenziige scheitern allesamt an 1.
... Ta6+!)

A7a 1.Dd7+ L:d7 2.Sd6++ Kd8
3. Sf7+ Kc8 4. Te8+ Lie8 5. Td8
matt.

(Falsch war die Zugfolge 1. Dd7+ L:d7 2.
Sd6++ Kd8 3. Te8+(?) L:e8 4. Sf7++,
denn hier spielt Schwarz nicht 4. ... Kc8§,
sondern Ke7!)

A8a 1 Dhl K:b8/Lbé zieht beliebig 2.
Dh8/T:g3 matt.

(Der Reiz dieses Zweiziigers, der von
M. Velimirovic, 2. Preis im Myllyniemi-Ju-
bildumsturnier 1980, stammt, besteht in
den flinf Verfiihrungen

1. Dcl/Del/Df1/Tc3/T:g3?, die an den
schwarzen Verteidigungen 1. ...
Lc5/Le3/Lf2/1:a5/Lgl! jeweils scheitern.
Auch bei dieser Aufgabe gab es zahlreiche
Fehlldsungen; zumeist durch 1. T:g3, doch
nach 1. ... Lgl gibt es kein Matt im
2. Zug!)

Unter den Teilnehmern, die alle Aufgaben
richtig geldst hatten, wurden folgénde Ge-
winner ermittelt:

Robert Menzel (Dresden); Yvonne GliBel
(Plauen); Veit Eska (Bad Siilze).

Die weiteren drei Buchpreise wurden unter
allen Teilnehmern, die zumindest eine
Aufgabe richtig gelost hatten, ausgelost:

Christina Wemer (Bb6tzow); Ralf-Peter
Mayer (Wolfen); Haike Schmiediche (Brie-
low).

Allen Gewinnern unseren herzlichen
Gliickwunsch!

Aus der Vielzahl der Einsender, die alle
Aufgaben richtig 16sten, méchten wir noch
einige nennen, deren Losungen vorbildlich
waren: Ines Andratschke (Berlin); Johan-
nes Bohmer (Gorlitz); Lorenz Fischer
(Schwerin); Rudolf Freund (Stockerau/
Osterreich); Holger Fribe (Dessau); Sylke
German (W.-P.-Stadt Guben); Thomas Ha-
nisch (Neuzelle); Fritz Hoffmann (WeiBen-
fels); Steffen Hoffmann (Potsdam); Gerd
Reichling (Bellheim/BRD); Falk Sempert
(Dresden); Uffz. Steffen Tarnick (Prags-
dorf); Frank Walther (Berlin) und Ralf Wo-
jatschke (Rostock).

»Mir hat diese Ausschreibung auBerordent-
lich SpaB gemacht, und ich wiirde mich
freuen, wenn ihr so etwas demniichst in
dieser oder dhnlicher Form bringen wiir-
det“ (Olaf Steffan, Reichenbach). So wie
Olaf #uBlerten auch andere Leser den
Wunsch nach einem ereuten Wettbe-
werb.
Die Redaktion alpha erfillt ihn! Im
Heft 6/1984 - erscheint wiederum eine
Schachknobelei, wozu wir schon jetzt alle
alpha-Leser recht herzlich einladen!

J. Lehmann/H, Riidiger

Prof. Dr.
Massera

am Telefon

aus Montevideo

Ein Freund von Prof. Massera, der urugua-
yische Journalist W.Israel, ADN Berlin,
schreibt an die alpha-Leser:

Ich hatte das groBe Gliick, kurz nach der
Freilassung Professor Masseras mit ihm zu
sprechen, zwar nicht persdnlich in Monte-
video, sondern telefonisch aus der Redak-
tion der Jungen Welt in Berlin. Ehrlich ge-
sagt, es war ein bewegender Augenblick,
als ich die mir so bekannte Stimme des er-
probten Kimpfers hoérte. Meine Freude
kann ich euch kaum schildern, aber Mas-
sera stieB einen Schrei der Uberraschung
und Freude aus, als er horte, wer mit ihm
sprach und daB ich seine Aussagen fiir die
Zeitung der Jugend der DDR haben wollte.
~Kein Problem, spare dir die Vorrede, ich
bin den Jugendlichen der FDJ und natiir-
lich auch den Biirgern des sozialistischen

Die Natur hat uns das Schachbrett
gegeben ...; sie hat uns die Steine
geschnitzt ...; nun ist es an uns,
Ziige zu tun, von denen wir uns
Gewinn

versprechen.

Johann Wolfgang von Goethe

Der Konig zappelt im Mattnetz
Richard Nacke, Dresden, 75 Jahre

deutschen Staates zu Dank verpflichtet,
waren seine herzlichen Worte. Dann schil-
derte er, wie er wihrend seiner langen Haft
im Militdrgefdngnis von Libertad zusam-
men mit anderen Genossen ofter an die Ju-
gend seines Landes denken,muBte. ,Wie
wird sie durch die schweren Jahre des Fa-
schismus kommen? Was wird an reaktioni-
remm Gedankengut hingenbleiben, da wir ja
nicht legal arbeiten konnen?“ waren einige
Fragen, die uns Sorgen machten. Denn, ab-
geschlossen von der AuBenwelt, wuBten wir
ja nichts oder sehr wenig von dem was im
Lande geschah.
Man miifite Dichter sein und nicht Mathe-
matiker, um beschreiben zu konnen, was
ich in den drei Tagen nach meiner Freilas-
sung besonders im Zusammenhang mit
den erwihnten Problemen der Jugendli-
chen erleben konnte.“
.Meine Wohnung ist von morgens bis
abends voll von Freunden und Genossen.
Es sind so viele, daB sie auf dem Korridor
warten miissen, bis einige Leute gehen und
sie dann Platz finden. Das was ich dir fur
die Jugendzeitung der DDR sagen will, ist,
daB die Mehrzahl der Besucher junge Men-
schen sind. Einige kannte ich als kleine
Kinder, andere waren etwas groBer, denn
du muBt bedenken, daB ja mehr als zehn
Jahre vergangen sind, seit die Diktatur er-
richtet worden ist“, sagte Massera.
»Aber welche prichtige Jugend haben wir.
Alle Befiirchtungen haben sich als unbe-
rechtigt erwiesen. Ich war erstaunt, wie tief
doch unsere Ideale Wurzeln geschlagen ha-
ben, wie die jungen Menschen sich nicht
von den faschistischen Parolen blenden lie-
Ben. Sie stehen zur Demokratie, kimpfen
in den Betrieben und in den Studentenbe-
wegungen fiir ihre Rechte. Ich weiB nicht,
ob du verstehen kannst, wie mir zu Mute
war, nach so langer Zeit mit Jungen und
Midchen. die eine solche politische Reife
haben, zu sprechen. Und mit welcher Na-
tiirlichkeit sie von den Aktionen, die noch
zur volligen Erlangung der demokratischen
Rechte notwendig sind, sprechen. Das
wollte ich dir sagen, denn du hast mir von
den Aktionen der Studenten der Hum-
boldt-Universitdt zu Berlin berichtet, die
anldBlich der Verleihung der Ehrendoktor-
wiirde ein Meeting fiir meine Freilassung
abhielten.
Ich méchte besonders den Studenten dan-
ken, fiir alles, was sie getan haben, damit
ich jetzt frei bin. Sie sollen wissen, daB die
Jugend unseres Volkes, so wie ich es dir
beschrieb, ihren Mann steht und daB das
in sie gesetzte Vertrauen vollauf gerechtfer-
tigt ist. Du weiBt, ich bin als Professor und
Mathematiker immer im Kontakt mit der
Jugend gewesen. Ohne sie kénnte ich mir
mein Leben iiberhaupt nicht vorstellen.
Deshalb freut es mich, daB du gerade die-
ses Gesprich fir die Zeitung der FDJ
fithrst.“
Ich erzihlte Massera auch von der Schiiler-
zeitschrift alpha, die iiber ihn berichtete.
Er versprach mir, wenn er in die DDR
kommt, mit alpha-Lesern ein Forum
durchzufiihren.

W. Israel

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 85



In freien Stunden - alpha-heiter

aus: Freie.Welt, Bulkin, Moskau

Zahlenquadrat

Setze einstellige Zahlen so ein, daB sowohl waage-
recht als auch senkrecht richtig geloste Aufgaben
entstehen. Matematicki List, Beograd

Gewichtsprobleme

Satz: Jeder Mensch hat sein Idealgewicht.

Beweis: Sei G das tatsdchliche Gewicht einer Person,
g das zugehorige Idealgewicht. Haufig gilt anschei-
nend G=g+ ii mit ifiir Ubergewicht.

Wir formen dquivalent um:

G =g+
G(G—g) =(gt+ti)(G—g)
G- Gg =gG+ijG—g2—ﬁg

G?—Gg—iG = gG - g — iig
G(G g—u) =g(G—g—i)
=g W.Z b w.
D. Pohlmann, Elmshorn, nach the mathematics teacher

Uberraschende Vereinfachungen

Es gibt Terme, die sich auf ungewthnliche Weise
vereinfachen lassen. Fiir wen sind beispielsweise
nachfolgende Vereinfachungen von Wurzeln nicht
iiberraschend?

Vi sy s -2
24 24 ° 26 26 °

V21_5‘ V15’ \/—_2 31

a) Bestimme alle einstelligen natiirlichen Zahlen a
und b, fir die nachfolgende Wurzelgleichungen zu
wahren Aussagen werden!

Ay

a b a b
a b a b

{an ‘Vb+7=b»‘/? (a+0).

86 - alpha, Berlin 18 (1984) 4

(b#0)

Es gibt unendlich viele Wurzelausdriicke, die sich
so wie die oben gezeigten Beispiele vereinfachen
lassen.

Betrachte diese Beispiele und die Ergebnisse der
1. Aufgabe aufmerksam!

b) Stelle eine Vermutung auf iiber die Struktur von
Wurzelausdriicken, die sich so liberraschend verein-
fachen lassen!

Beweise die Richtigkeit dieser Vermutung!
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Zerlegungsproblem

In dem Bild befinden sich 16 Bdume. Das darge-
stellte Grundstiick ist so in 8 kongruente Teile zu

zerlegen, daB jeder Teil zwei Biume enthilt.
aus: Pogled, Sofia

? e
*P®
¥ ®e
‘? ?E
¢

4 hd

Magische Primzahlzwillinge

Bilde alle Primzahlzwillinge unter 100! Unter Ver-
wendung aller dieser Primzahlen ist ein Quadrat so
auszufiillen, daB sich in allen Waagerechten, in den
duBeren beiden Senkrechten, im Mittelquadrat so-
wie bei Addition der Primzahlen in den Eckfeldern
die gleiche Summe ergibt. Wie heiflt diese Summe
und wie viele Moglichkeiten gibt es insgesamt,

diese Zahl zu ermitteln?
Mathematikfachlehrer A. Schall,
-- OS Pegau

Doppelt

Nimm eine beliebige dreistellige Zahl! Multipli-
ziere sie mit 11 und das Produkt mit 91! Das Ergeb-
nis ist {iberraschend. Wie kann man diese Bezie-
hung nachweisen? Scholastic Math. Magazine



Siebzehn plus zwei

In die Zeilen der Ritselfigur sind 17 Begriffe einzu-
tragen, die folgende Bedeutung haben: 1. mathema-
tisch: zuriicklaufend, 2. einen Kode entschliisseln,
3. verhiltnisgleich, 4. wellenoptische Erscheinung,
5. methodisches Vorgehen bei mathematischen Be-
weisen, 6. Begriff aus der Wirtschaftsmathematik, 7.
Teilnehmergruppe eines Landes zur IMO, 8. zeich-
nerische Darstellung eines funktionalen Zusam-
menhangs, 9. Begriff aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, 10. Erdbeben, dessen Entstehungsherd
unter dem Meeresboden liegt, 11. eindeutige Abbil-
dung, 12. Ergebnis eines MeBvorganges, 13. Insel
im Mittelmeer, 14. maschinenlesbarer Datentriger,
15. Sternforscher, 16. Grundelement der Geome-
trie, 17. Oberflichenform des Mondes.

4

12

13

14

15

Bei richtiger Eintragung der Begriffe ergeben sich
in den schattierten Spalten: a) ein Grundbegriff aus
der analytischen Geometrie, b) eine Dreieckstrans-

versale.
Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Lustige Logelei
m+n+p+gt+tm=38 (1)

2mg=p 2
nig=3:2 (3)
q=8m> 4

Ordnet man den LGsungen fur m; n; p; ¢; den je-
weiligen Buchstaben des Alphabets zu (a bis z mit 1
bis 26 beziffert) und setzt sie in der Folge laut Glei-
chung (1) ein, ergibt sich als Losung das, was der
Loser entweder vor sich liegen oder in der Hand

hat! (Nur ganzzahlige, positive Losungswerte!!)
Ing. A. Korner, Leipzig

Spiel mit Zahlen
98+7-6+5—43-2-1=100
9-8-7-6-5+432-1 =100

=100
=100

Suche selbst weitere Beispiele!
Matematicki List, Beograd

Gestindnis

-

aus: ,Sowjetunion®, A. Orechow

Neues von der Architekturszene:

—
\
\\‘\:
L~ .
L;— N‘\
/'
A T
e

Modell 5/081 (links), Experimentalbau (rechts)

aus: Eulenspiegel, Berlin

aus: Sammlerexpref3, W. Lipke

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 87



XXIII. Olympiade

Junger Mathematiker ./

der DDR

Damit ist gezeigt, daB nur die acht in der
letzten Spalte der Tabelle angegebenen
Zahlen als dritte Zeile (Summe) auftreten
konnen.

II. Sie k6nnen (unter Einhaltung aller Be-
dingungen der Aufgabenstellung) auftre-
ten, wie z. B. die folgenden Eintragungen
zeigen:

749 479 829 289

oo . . + 853 + 583 + 674 + 764
Losungen der Kreisolympiade 63 1062 1503 1053
+ 876 + 786 + 857 + 587

1305 1035 1206 1026

Olympiadeklasse 9

230921 Sind a und b die Ziffern einer
zweistelligen Zahl x, so gilt
1229, 0=sb=9
und x=10a+ b.
Durch Vertauschen der Ziffern entsteht
daraus
y=10b+ a.
Die Summe
x+y=1la+11b=11(a + b)

ist genau dann eine Quadratzahl, wenn der
Primfaktor 11 und weitere Primfaktoren je-
weils in gerader Anzahl in a + b enthalten
sind. Wegen (1), also 1sa+ b= 18, kann
a + b auBer dem Primfaktor 11 keinen wei-
teren Primfaktor enthalten. Also ist x+ y
genau dann eine Quadratzahl, wenn
a+b=11

gilt. Das trifft unter den Bedingungen (1)
genau fur die Wertepaare (a; b) der folgen-
den Tabelle zu. Daher haben genau die
hierzu angegebenen Zahlen x die verlangte
Eigenschaft.

M

2 2 4 3 [ 1 8
L] 9 8 7 6 5 4 3 2

x 29| 30 (47 |56 |65 [ 74 |83 | 92

230922 Es gilt 45BAC= xADCA und
4 ABD = X CDB als Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen.

Aus (4) und (1) folgt daher:

% DAC = 5 DCA ©)
bzw. xDBC = xCDB.
Aus (S)EIgt:__
AD =DC =CBE. 6)
C
A B

Wegen (2) ist ABCD kein Parallelogramm,
nach (6) daher ein gleichschenkliges Tra-
pez. Seine stumpfen Innenwinkel liegen
wegen (2) bei D und C, also gilt

A ADC = 5 DCB =110°. @)
Die Innenwinkel bei 4 und B ergiinzen (7)
jeweils zu 180° d. h., es gilt

A DAB = 4 ABC =170° (8)
Mit (7) und (8) sind alle verlangten Win-
kelgr6Ben ermittelt.

230923 . Wenn eine Eintragung die ge-
forderten Eigenschaften hat, so folgt:
(1) Die vorderste Ziffer der gesuchten

88 - alpha, Berlin 18 (1984) 4

Summe kann, da die 0 dafiir nicht zugelas-
sen ist, nur die 1 sein; denn die Summe
zweier dreistelliger Zahlen ist kleiner als
2000. Die 9 kann in der Summe nicht auf-
treten, weil die Summe zweier einstelliger
Zahlen unter den gegebenen Bedingungen
nicht 19 werden kann, wihrend anderer-
seits sowohl bei der Addition in der Einer-
als auch bei der in der Zehner- und der in
der Hunderterstelle ein Ubertrag, also ein
Additionsergebnis = 10 gefordert ist.
Die 9 kann in den Summanden nicht als
Zehner oder Hunderter auftreten, weil
dann unter Beriicksichtigung des Ubertrags
(der nur 1 sein kann) die Zehner- bzw.
Hunderterziffer des anderen Summanden
wieder in der Summe auftreten wiirde.
(2) Daraus folgt, daB die 9 in einem der
Summanden als Einer stehen muB,
0.B.d.A. stehe sie also im ersten Summan-
den.
(3) Die O darf in keinem Summanden vor-
kommen, da sonst kein Ubertrag auftreten
wiirde. Als Zwischenergebnis halten wir
fest: Im zweiten Summanden kann als Ei-
ner nicht stehen

0 wegen (3),

1 wegen (1),

9 wegen (2),

2; denn sonst erhilt man

in der Summe eine 1.
Wegen (2) und (3) kann die Summe nicht
auf 0 enden.
(4) Damit im Zehner oder Hunderter der
Summe eine 0 auftritt, miissen zwei Zif-
fern (bei der Addition der Zehner- oder der
Hunderterspalten) als Summe 9 ergeben.
Damit verbleiben héchstens die folgenden
Moglichkeiten:
Die in der letzten Spalte angegebenen Zah-
len ergeben sich jeweils aus den einzigen
Modglichkeiten, die drei verbliebenen Zif-
fern so zu kombinieren, daB die Summe
von zweien um 9 groBer ist als die dritte.
(In den Fillen * und * * gibt es keine sol-
chen Moglichkeiten.)

Somit gibt es genau die acht in der letzten
Spalte angegebenen Ergebnisse.

230924 Indirekter Beweis:

Angenommen, \/; wire eine rationale
Zahl. Dann gibe es natiirliche Zahlen m

. m - .
und n mit yp = o Dabei kdnnte erreicht

werden, daB m und n teilerfremd sind. Dar-
aus wiirde pn* = M folgen, die Primzahl p
miiBte also m teilen, d. h., es wiirde m = px
mit einer natiirlichen Zahl x gelten.

Daraus ergibe sich pn?=p?-x?, also
n?=p-x?, und daher miiBte p auch n tei-
len, im Widerspruch zur Teilerfremdheit
von nund m. Also war die Annahme, dai

1/;_1 rational ist, falsch, d. h,, «/; ist keine
rationale Zahl.

Olympiadeklasse 10

231021 1. Wenn eine Aufstellung von 5
Damen die Forderung erfiillt, dall keine
Dame auf einem Feld steht, das von einer
anderen erreicht werden kann, so folgt zu-
nichst, daB in jeder Zeile und in jeder
Spalite genau eine Dame stthen muB. Fer-
ner kann bei der Aufstellung nur eine der
beiden Moglichkeiten (1), (2) zutreffen:
(1) Auf dem Feld ¢3 steht eine Dame.

In Zeile 1 muB dann eine Dame entweder
auf bl oder auf d1 stehen. Durch eventu-
elle Spiegelung kann erreicht werden, daB
auf bl eine Dame steht. Aus dem Bild ist
dann ersichtlich, daB drei weitere Damen
nur noch auf a4, d5 und e2 stehen kén-
nen,

— N W~

abcde
(2) Auf dem Feld c3 steht keine Dame.
Stinde dann in keinem der Felder

b1, dl1, a2, a4, b5, d5, e2, e4 (*)

iEiner Einer | restliche mégliche Summe | mégliche dritte

des zweiten | in der | Z1lffern 9 aus zwel Zelle des

Summenden Summe_ Summanden Schemas

2 2 Ge4,5:6,1,8 445 1062 oder 1602

4 3 0,2,5,6.7,8 247 1053 oder 1503 |
5 4 10,2,3,6,7,8 247 oder 3+6 d
6 5 0,2,3,4,7,8 247 1035 oder_ 1305
7. 6 0,2,3,4,5,8 445 1026 oder 1206
8 T 0,2,3,4,5,6 | 445 oder 346 + ¥




eine Dame, so miiBte von den beiden Zei-
len 1 und 5 die eine in einem Eckfeld
(Spalte a oder e), die andere in ihrem Mit-
telfeld (Spalte c) besetzt sein. Das Entspre-
chende wiirde fiir die beiden Spalten a und
e gelten. Dies ergibe einen Widerspruch,
da die Dame auf dem Mittelfeld der Zeile
1 oder 5 die Dame auf dem Mittelfeld der
Spalte a oder e erreichen kdnnte.

abcde

—_ N W,

Also steht eine Dame auf einem der Felder
(*); durch eventuelle Drehung und Spiege-
lung kann erreicht werden, daB auf bl eine
Dame steht. Auf e3 kann dann keine Dame
stehen, da von den Damen auf bl, e3 alle
Felder der Zeile 2 erreicht wiirden. Also
muB in Zeile 3 eine Dame auf al stehen.
Aus dem Bild ist dann ersichtlich: Auf d4
kann keine Dame stehen (keine Moglich-
keit fir Zeile S), also steht auf c4 eine
Dame, und dann kénnen zwei weitere Da-
men nur noch auf d2 und e5 stehen.
Damit ist bewiesen: Es gibt bis auf Spiege-
lung und Drehung héchstens die beiden
Aufstellungen der Bilder.

— N W~

abcde abcde

II. Diese beiden Aufstellungen erfiillen
auch die Bedingung, daB keine Dame auf
einem Feld steht, das von einer anderen er-
reicht werden kann.

Sie lassen sich nicht durch Drehung oder
Spiegelung ineinander iiberfihren, da bei
jeder Drehung oder Spiegelung des Qua-
drates das Feld ¢3 in sich iibergeht, das im
linken Bild besetzt ist, im rechten Bild
aber nicht. Somit gibt es bis auf Drehung
und Spiegelung genau die beiden Aufstel-
lungen der geforderten Art, die in den letz-
ten beiden Bildern angegeben sind.

231022 1. Wenn ein Zahlenpaar [g; r] die
verlangten Eigenschaften hat, so folgt: Da
das Quadrat jeder reellen Zahl =0 ist,

gilt

Irt+l1z1. 1)
Hieraus folgt einerseits 3r2 + 1 > 0; daher
und wegen 3 > 0 gilt

r1 0
Andererseits folgt aus (1) (und 3 >0,
1> 0), daB
3 - 3_ 3
3If+1°1
gilt. Somit erfiillt die ganze Zahl g die Un-
gleichung
0<g=s3. )
Aus EEFEE g folgt weiter
2 - ,_3-¢
3gri+g=3,rt= TR

Diese Gleichung lautet fiir die ganzzahli-

gen Losungen von'(2) so, wie in der folgen-
den Tabelle angegeben:

3-¢
2" S
g r 3g
1 r’-%
2 r’-%
3 ({rr=0

Daher kénnen nur die Paare

A T B
e

die verlangten Eigenschaften haben.
II. Sie haben diese Eigenschaften; denn 1,

/2
3

0 sind reelle Zahlen, und in der

2 und 3

/1
+ .=
Ve

sind ganze Zahlen, =+

folgenden Tabelle wird 3741 = g besti-
tigt g, 3ri+1 3
Irt+1
1 + 2 2+1 3
t4/3 3
2 1 1 3
— — 4 -
* 6 . 2 1 3
2
310 0+1 3
1

231023 Die Parallelen durch P, Q. R zu
FB liegen in den Seitenflichen ABFE,
BCGF bzw. DAEH. Sie schneiden daher die
Strecken AB, BC bzw. DA; die Schnitt-
punkte seien U, V'bzw. W. Da parallele Ge-
raden bei Parallelprojektion wieder in pa-
rallele Geraden iibergehen, folgt:

Man konstruiere

(1) die Parallelen durch P, Q', R’ zu F'B’
und ihre Schnittpunkte U’, V' bzw. W’ mit
A'B', B'V' bzw. D’'A’; dann sind U', V', W’
die Bildpunkte von U, V bzw. W.

Wegen PU| QV liegen P, Q, U, V in dersel-
ben Ebene. Die Geraden durch P, Q bzw.
U, V sind nicht zueinander parallel (denn
wie die Konstruktion ergibt, st
P'Q’ & U'V"); sie haben also einen Schnitt-
punkt Sgy. Er liegt in der Ebene durch P, Q,
R (da P und Q und folglich ihre Verbin-
dungsgerade in dieser Ebene liegen) und in
der Ebene durch 4, B, C, D (da Uund Vin
dieser liegen). Daraus folgt:

Man konstruiere

(2) die Geraden durch P’, Q' bzw. U', V'
und ihren Schnittpunkt S, dann ist Sp
der Bildpunkt eines Punktes Sp, auf der
Schnittgeraden s der Ebene durch P, @, R
bzw. 4, B, C, D.

Ebenso folgt: Man konstruiere

(3) die Geraden durch P, R’ bzw. U’, W’
und ihren Schnittpunkt Spp; dann ist Spe
der Bildpunkt eines Punktes Spz auf der
Schnittgeraden s.

Konstruiert man also

(4) die Gerade & durch Spy, Spp,

so ist & die Bildgerade von s-

Die Gerade durch 4, B und die Gerade s
liegen in der Ebene durch 4, B, C, D. Sie
sind auch nicht parallel zueinander (denn
es ist A'B 4 §); sie haben also einen
Schnittpunkt S,s. Er liegt in der Ebene
durch P, Q, R (da s in dieser Ebene liegt)
und in der Ebene durch A, B, F, E. Das gilt
auch von P. Also ist die Gerade durch S,5
und P die Schnittgerade der Ebenen durch
P.Q Rbzw. A, B, F, E. Die im Quadrat
ABFE gelegene Teilstrecke dieser Geraden
ist folglich ein Teil der gesuchten Schnittfi-
gur.

Daraus folgt: Konstruiert man

(5) die Gerade durch A’, B und ihren
Schnittpunkt 5, ; mit §,

(6) die Gerade durch S, P und ihre in
A'BFE gelegene Teilstrecke K'L' (K auf
A'E, L auf B'F), so ist K’'L’ das Bild des
Teiles der Schnittfigur (K auf AE, L auf
BF).

Damit folgt weiter:

(7) Man verlingere L'Q’ bis zum Schnitt M
mit C'G’ sowie K'R’ bis zum Schnitt N’
mit D'H'.

Dann ist das Viereck K'L'M’'N’ das Bild
der Schnittfigur KLMN.

E H

231024

(I) Es gilt 33 = 27.
(IT) Aus 0 < x < 1 folgt auch x* < 1; denn
da x rational ist, gibt es natiirliche Zahlen

p

. D .
A t x ==, und damit ist x*=——
p, ¢ > 0 mit x p un it ist x pr

= V;; Aus x < 1 folgt somit ¥ > 1 und

daraus Vx_" <1.

(III) Aus x =1 folgt x*=1.

AV) Aus 1 < x < 3 folgt x* < x*, da fiir Po-
tenzen mit einer Basis oberhaib 1 gilt: Je
groBer ihr Exponent ist, um so groBer ist
ihre Potenz.

Weiter folgt x® < 3%; denn fiir Potenzen mit
dem Exponenten 3 gilt: Je groBer die Basis
ist, desto groBer ist die Potenz.

(V) Mit den gleichen Begriindungen folgt
aus x > 3, daB x* > x3 > 33 gilt.

Aus (I) bis (IV) folgt, daB unter allen posi-
tiven rationalen Zahlen x genau die Zahl
x = 3 die Gleichung x* = 27 erfiillt.

Auf die Losungen zu den Olympiadeklas-
sen 11/12 wird aus Platzgriinden verzich-
tet.
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XXIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1984

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankengiange und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die L&-
sungen werden ab Oktober 1984 verdffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist

es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu losen und gibt in der Regel
Hilfe fir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewufBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fir die lei-
stungsstirksten Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren. .
Anmerkung: A ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels x ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend AB die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

240511 Aus Flichenstiicken wie im Bild
kann man eine Quadratfliche zusammen-
setzen, deren Seitenldnge 8 cm betrégt.

Wie viele solcher Flachenstiicke sind
hierzu erforderlich? Weise die Richtigkeit
deiner Antwort durch eine Zeichnung

pach!
2cm

2em

bem

4cm

2¢m

6cm

240512 Roland l6ste eine Divisionsauf-
gabe. Er erhielt als Ergebnis den Quotien-
ten 36. Roland machte die Probe, indem er
den Divisor mit diesem Quotienten multi-
plizierte. Dabei las er versehentlich im_Di-
visor statt einer Ziffer 7 eine 1 und erhielt
als Ergebnis dieser Multiplikation nicht

90 - alpha, Berlin 18 (1984) 4

den gegebenen Dividenden, sondern die
Zahl 756.

Wie hieB die Divisionsaufgabe, die Roland
16sen sollte?

240513 Die schraffierte Fliche im Bild
entsteht aus einem Quadrat, von dem vier
gleichgroBe Dreiecke abgeschnitten wer-
den. Berechne aus den in Millimeter ange-
gebenen Maflen den Flidcheninhalt der
schraffierten Fliche in Quadratzentime-
ter!

80

8o

240514 In die Felder des Bildes soll fiir
jeden Buchstaben eine der Zahlen von 1
bis 10 eingetragen werden. Jede dieser
Zahlen soll genau einmal vorkommen. Auf
jeder eingezeichneten Geraden soll die
Summe der Zahlen 15 betragen; es soll also
gelten:

atbtc=a+f+e=a+g+k
=b+d=b+e+k=b+f+h
=ct+d+e=c+itk=et+h+g
=e+i=15.

a) Gib eine solche Eintragung an, bei der
zusitzlich festgelegt wird, daB e= 5 und
k=2 ist!

b) Gib eine weitere von a) verschiedene
Eintragung an, die die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt! (Fiir e und k diirfen auch
andere als die in a) eingesetzten Zahlen
verwendet werden.)

c) Beweise, daB es keine Eintragung gibt,
bei der’alle Bedingungen der Aufgabe er-
fullt sind und auBerdem e = 10 gilt!

Olympiadeklasse 6

240611 Zum Pioniergeburtstag sollen die
tlichtigsten Altstoffsammler ausgezeichnet
werden. Hierzu will die Pionierleiterin Bii-
cher zu je 6 M und zu je 4 M kaufen, von
jeder Sorte mindestens eines, andere Sor-
ten aber nicht. Insgesamt will sie 30 M fur
diese Biicher ausgeben.

Gib alle Moglichkeiten an, welche Anzah-
len von Biichern der beiden Sorten gewihlt
werden konnen, um diesen Bedingungen
zu entsprechen!

240612 Michael zeichnet fiinf verschie-
dene Bilder: Bild a) bis e). Er behauptet,
daB es Korpernetze von Wiirfeln seien.

(1) Gib alle diejenigen unter den Bildemn a)
bis e) an, fir die Michaels Behauptung
wahr ist! (Eine Begriindung wird nicht ver-
langt.)

f)

A9 vl ] 9 )
o] [T13J°
1 [

S— —

(2) Zeige, daB es moglich ist, aus einem
quadratischen Gitternetz von 8 cm Seiten-
linge, wie es Bild f) darstellt, neun Wiirfel-
netze der in Aufgabe (1) gefundenen Art
auszuschneiden! Es soll erlaubt sein, die
Wiirfelnetze unverindert oder umgeklappt
(spiegelbildlich) zu erhalten. Jedes in (1)
gefundene Wiirfelnetz soll mindestens ein-
mal vorkommen. Die Seitenlinge der ein-
zelnen Quadrate in (1) soll dieselbe sein
wie in (2), also 1 cm.

Zeichne derartige neun Wiirfelnetze in ein
Gitternetz ein!

Wie viele Felder des Gitternetzes werden
dabei nicht ben6tigt?

240613 Wenn man einen Wiirfel auf ei-
nen Tisch stellt, so daB er nirgends seitlich
iber die Tischplatte hinausragt, so sind
von seinen sechs Flichen genau flinf sicht-
bar. Ebenso kann man einen kleineren
Wiirfel so auf cinen groBeren stellen, daB
von den sechs Flichen des kleineren Wiir-
fels genau funf sichtbar sind, wihrend die
sechste volistindig auf dem gréBeren Wiir-
fel aufliegt, ohne seitlich iiber ihn hinaus-



zuragen. In dieser Art sollen drei Wiirfel
mit den Kantenlingen a; =20cm,
a, =10 cm, a; =4 cm der GréBe nach so
iibereinander gestellt werden, daB der
groBte Wiirfel zuunterst auf der Tischplatte
steht.

Wie groB ist dann die Summe der Flichen-

inhalte aller sichtbaren Flichenteile der
drei Wiirfel?

240614 Rita multipliziert eine Zahl z mit
9 und erhilt als Ergebnis 111111111,

a) Um welche Zahl z handelt es sich?

b) Ermittle eine Zahl x, die folgende Ei-
genschaft besitzt!

Wenn man x mit der in a) ermittelten Zahl
z multipliziert, dann erhilt man als Pro-
dukt eine Zahl, die mit lauter Ziffern 8 (in
normaler Schreibweise des Zehnersystems)
geschrieben wird.

c) Gibt es auBer der in b) ermittelten Zahl
x noch weitere Zahlen, die ebenfalls diese
Eigenschaft besitzen?

Wenn dies der Fall ist, so ermittle eine wei-
tere solche Zahl!

Olympiadeklasse 7

240711 Uber die Jungen einer Schul-
klasse ist folgendes bekannt:

Jeder Junge dieser Klasse gehort minde-
stens einer der drei Arbeitsgemeinschaften
LFoto“,  Junge Mathematiker", ,,Turnen“
an. Ferner gelten folgende Aussagen:

(1) Genau sechs Jungen der Klasse sind
Mitglieder der AG ,Foto“.

(2) Genau finf Jungen der Klasse sind Mit-
glieder der AG ,Junge Mathematiker“.

(3) Genau funf Jungen der Klasse sind Mit-
glieder der AG , Tumen®.

Weiterhin gelten iiber die Jungen dieser
Klasse auch die folgenden Aussagen:

(4) Genau drei der Jungen gehdren sowohl
zur AG ,Foto“ als auch zur AG ,Junge
Mathematiker.

(5) Genau ein Junge gehort sowohl zur AG
~Foto* als auch zur AG , Turnen“.

(6) Genau drei der Jungen gehoren sowohl
zur AG ,Junge Mathematiker* als auch
zur AG ,Turnen“.

SchlieBlich gilt auch die Aussage:

(7) Genau einer der Jungen dieser Klasse
nimmt an allen drei Arbeitsgemeinschaf-
ten teil.

(Dagegen ist zu beachten, daB in (1) bis (6)
nichts dariiber ausgesagt wird, ob die be-
treffenden Jungen auBer den jeweils ge-
nannten Arbeitsgemeinschaften noch wei-
teren  Arbeitsgemeinschaften  angehd-
ren.)

Untersuche, ob durch diese Angaben die
Anzahl aller Jungen dieser Klasse eindeu-
tig bestimmt ist! Ist dies der Fall, dann gib
die Anzahl an!

240712 Peter und Klaus wiirfeln mit drei
Wiirfeln. Sie notieren nach jedem Wurf die
drei erhaltenen Augenzahlen a, b, c in der
Darstellung (a, b, c), wobei sie diese drei
Zahlen so angeordnet haben, daBa=z b=z ¢
gilt. Sie bezeichnen zwei Wiirfe genau
dann als voneinander ,verschieden“, wenn
bei dieser Schreibweise mindestens ein

Unterschied zwischen den beiden Darstel-
lungen auftritt.

(1) Welches ist die kleinste Summe und
welches ist die groBte Summe der drei Au-
genzahlen, die bei einem Wurf auftreten
kann?

(2) Beim Spiel fragt Peter: ,Wieviel ver-
schiedene Wiirfe gibt es insgesamt, bei de-
nen als Summe der Augenzahlen der Wert
12 auftritt?“ Beantworte diese Frage!

(3) Klaus iiberlegt: ,,Wieviel verschiedene
Wiirfe gibt es insgesamt, bei denen wenig-
stens einer der Wiirfel die Augenzahl 6
aufweist?“ Ermittle auch diese Anzahl!

(4) Nach genau 50 Wiirfen beenden die
beiden Schiiler ihr Wiirfelspiel. Sie fragen
sich, ob dabei alle méglichen verschiede-
nen Wiirfe vorzgekommen sein kénnen. Be-
antworte diese Frage und beweise deine
Antwort!

240713 In einem Ferienlager wird ein
Tischtennisturnier geplant, das folgender-
maBen ablaufen soll:

Die 36 Teilnehmer tragen zunichst Vor-
rundenspiele in sechs Gruppen zu je sechs
Spielern aus, und zwar spielt von solchen

‘sechs Spielern jeder gegen jeden genau ein-

mal.

Die jeweils beiden Erstplazierten einer je-
den Gruppe gelangen in die Zwischen-
runde. Diese 12 Teilnehmer der Zwischen-
runde werden neu in zwei Gruppen zu je
sechs Spielern eingeteilt, und dann spielt
in der Zwischenrunde wieder von solchen
sechs Spielern jeder gegen jeden.

Die jeweils beiden Erstplazierten jeder die-

ser zwei Gruppen gelangen in die End-
runde. Diese vier Teilnehmer der End-
runde ermitteln durch Spiele jeder gegen
jeden die Medaillengewinner. Das Turnier
soll um 8.30 Uhr beginnen. Zwischen Vor-
und Zwischenrunde soll eine Pause von ei-
ner Stunde eingeplant werden; nach Ab-
schluB der Zwischenrunde wird nochmals
eine Pause von 15 Minuten eingeplant,
und zwischen dem AbschluB der Endrunde
und der Siegerehrung ist wiederum eine
Pause von 15 Minuten vorgesehen. '
Wann kann man unter diesen Bedingun-
gen die Siegerehrung frithestens ansetzen,
wenn fir jedes Spiel (einschlieBlich der
notwendigen Spielerwechsel) 15 Minuten
geplant werden und wenn genau sechs
Tischtennisplatten zur Verfligung ste-
hen?

Zeige durch eine Aufstellung der Spiele,
die jeweils gleichzeitig stattfinden sollen,
daB der von dir angegebene Zeitpunkt der
Siegerehrung eingehalten werden kann.

240714 a) Uber die MaBzahlen der in
Zentimeter gemessenen Seitenldngen eines
Dreiecks wird vorausgesetzt:

(1) Diese MaBzahlen sind drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen.

(2) Der Umfang des Dreiecks ist um 25 cm
linger als die kiirzeste Dreiecksseite. Er-
mittle aus diesen Voraussetzungen die drei
Seitenldngen!

b) Lose die Aufgabe, wenn die Vorausset-
zung (2) durch die folgende Voraussetzung
(2') ersetzt wird!

(2') Es sei n eine vorgegebene natiirliche

Zahl. Der Umfang des Dreiecks ist um n
Zentimeter ldnger als die kiirzeste
Dreiecksseite.

Die gesuchten drei Seitenlingen sind mit
Hilfe von n ausgedriickt anzugeben.

c) Untersuche, welche natiiglichen Zahlen
n in (2') vorzugeben sind, damit in b) eine
16sbare Aufgabe entsteht!

Olympiadeklasse 8

240811 An einer Schule wird in den
Klassen 5 bis 10 eine Altstoffsammlung
durchgefiihrt. Bei der anschlieBenden Aus-
wertung fiir einen Wettbewerb zwischen
den Klassenstufen wird folgendes festge-
stellt:

Die Schiiler der Klassenstufe 9 sammelten
Altstoffe im Wert von 42 M; ebensoviel
sammelten die Schiiler der Klassenstufe
10. Die Klassenstufe 8 erbrachte doppelt so
viel wie die Klassen 9 und 10 zusammen-
genommen. Die Schiiler der Klassenstufe 5
erreichten 21% des Gesamtergebnisses der
Schule; die Klassenstufe 6 lieferte 30% des
Gesamtergebnisses der Schule, und die
Klassenstufe 7 erreichte 2% des Gesamter-
gebnisses der Schule weniger als die Klas-
senstufe 6.

Welchen Betrag hat nach diesen Feststel-
lungen das Gesamtergebnis der Schule?

240812 Cathrin stellt ihren Mitschiilern
in der Arbeitsgemeinschaft ,Mathematik®
folgende Knobelaufgabe:

Eine Flasche und ein Glas wiegen zusam-
men so viel wie ein Krug. Die Flasche
wiegt allein so viel wie das Glas zusammen
mit einem Teller, wihrend drei solcher Tel-
ler zusammen so viel wie zwei solcher
Kriige wiegen.

Wieviel solcher Gliser wiegen zusammen
so viel wie die Flasche?

240813 Gesucht ist eine Zerlegung der
Zahl 500 in vier Summanden, wobei fol-
gende Bedingungen gefordert werden:

(1) Alle vier Summanden sind natiirliche
Zahlen. \

(2) Wenn man zum ersten Summanden 4
addiert, so ergibt sich dasselbe Ergebnis,
wie wenn man vom zweiten Summanden 4
subtrahiert. Ebenfalls dasselbe Ergebnis
entsteht, wenn man den dritten Summan-
den mit 4 multipliziert, und auch dann,
wenn man den vierten Summanden durch
4 dividiert.

Untersuche, ob es nur eine solche Zerle-
gung gibt! Ist dies der Fall, so ermittle sie
und bestitige, daB sie die Eigenschaften
1), (2) hat!

240814 Aus drei kongruenten gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecken mit
gegebener Schenkellinge g ldBt sich ein
Trapez zusammensetzen.

a) Zeichne ein solches Trapez!

b) Ein derartiges Trapez laBt sich in vier
untereinander kongruente Trapeze zerle-
gen. Zeichne eine solche Zerlegung!

¢) Ermittle die Linge der Parallelseiten,
die Ldange der Hohe und den Flacheninhalt
eines dieser Teiltrapeze in Abhidngigkeit
von a!

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 91



Olympiadeklasse 9

240911 a) Ein quadratisches Feld aus 25
Einheitsquadraten (Bild a) soll so zerlegt
werden, daB jedes Teilstiick zu einer der
(aus jeweils flinf Einheitsquadraten beste-
henden) Figuren in Bild b bis f kongruent
ist und daB dabei auch jede dieser Figuren
mindestens einmal vorkommt.

Geben Sie eine derartige Zerlegung an!

a)

-—1+--

e) D

b) Ermitteln Sie alle diejenigen natiirli-
chen Zahlen n > 0, fir die eine solche Zer-
legung eines n X n-Feldes moglich ist!

240912 Beweisen Sie, daB die Zahl 91
nicht als Produkt von finf verschiedenen
ganzen Zahlen dargestellt werden kann!

240913 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit dem rechten Winkel bei A.
Der FuBBpunkt des Lotes von A auf BC sei
D. Beweisen Sie, daB dann stets

AB -CD ="AC 4D gilt!

240914 Drei Schiiler diskutieren, welche
Beziechung zwischen den Zahlen 1 und

2
*—10 fir reelle Zahlen x + 10 gilt. Sie
stellen fest: Fiir x = 11 ist x—i

10 =2, also

2 . . 2
1< x_lo,furx— 12 1st1——x_1o,fur
=13 ist 1> 2 . AnschlieBend be-
x—10
hauptet Marion: Die Gleichung

1= 2 gilt genau fir x = 12.

x—10
Die

Norbert behauptet: Ungleichung

1< x_—zﬁ gilt genau fiir alle x < 12. Petra

behauptet: Die Ungleichung 1> ?—ZT
gilt genau fir alle x> 12.

Untersuchen Sie fur jede dieser drei Be-
hauptungen, ob sie wahr oder falsch ist!

Olympiadeklasse 10

241011 Zwei natiirliche Zahlen, die zwi-
schen 10 und 20 liegen, lassen sich ,im
Kopf® nach folgendem Verfahren relativ
schnell und sicher multiplizieren:

Man addiere zur ersten Zahl die Einerzif-
fer der zweiten Zahl, hinge an die erhal-
tene Summe eine Ziffer 0 an und addiere
zu der nun erhaltenen Zahl das Produkt
der Einerziffern der beiden gegebenen
Zahlen.

Um beispielsweise nach dieser Regel
16 - 12 zu berechnen, addiert man 2 zu 16,
erhilt 18, hingt eine 0 an und addiert zu

92 - alpha, Berlin 18 (1984) 4

der nun erhaltenen Zahl 180 das Produkt
6 -2, also 12. Es ergibt sich 192, in der Tat
die gesuchte Zahl 16 - 12.

Beweisen Sie, daB dieses Verfahren fiir alle
natiirlichen Zahlen zwischen 10 und 20
zum richtigen Ergebnis fiihrt!

241012 In einem Dreieck ABC mit spit-
zen Innenwinkeln bei 4 und B sei das Lot
von C auf 4B gefillt. Sein FuBpunkt sei D.
Fiir ihn gelte

AC-BD=BC-CD.
Ermitteln Sie aus dieser Voraussetzung die
Gr6Be des Innenwinkels x ACB!

241013 Ermitteln Sie alle Tripel (x, y, 2)

reeller Zahlen x, y, z, fir die die folgenden

Gleichungen (1) und (2) gelten!
x(y+2)=0. 1)
y(x+2z)=0. (¥))

241014 Gegeben seien ein beliebiges
Rechteck ABCD und zwei auf der Seite AD
liegende beliebige Punkte X und Y mit
X¥4,Y+¥Aund X+7Y

Konstruieren Sie alle diejenigen Kreise k,
die die durch 4 und B gehende Gerade g
berithren und durch die Punkte X und Y
gehen! Beschreiben Sie Ihre Konstruktion!
Beweisen Sie, daB jeder Kreis k mit den ge-
forderten Eigenschaften nach dieser Be-
schreibung konstruiert werden kann und
daB jeder nach dieser Beschreibung kon-
struierte Kreis k die geforderten Eigen-
schaften hat!

Wie viele solcher Kreise k gibt es (jeweils
zu gegebenen ABCD, X und Y)?

Olympiadeklassen 11/12

241211 Ist ABC ein rechtwinkliges
Dreieck und k sein Umkreis, so bezeichne
F, den Flicheninhalt des Dreiecks sowie F,
die Differenz zwischen dem Flacheninhalt
des Umkreises und F,. Man ermittle unter
allen Werten, die das Verhiltnis F,: F, un-
ter diesen Voraussetzungen annehmen
kann, den kleinsten ganzzahligen Wert.

241212 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x, y mit x+ 0 und y + 0, die
das Gleichungssystem

6
xly—-—=13,
Y xy

xy+x¥y = 6 erfillen.

241213 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x, fiir die
x—3

2x—3, 5x—14 und Sx 14

ganze Zahlen sind.

241214 Zwei Personen A und B spielen

das folgende Spiel:

Jeder der beiden Spieler erhilt neun Kar-

ten, auf denen die Zahlen 2, 3,4, 5,6, 7, 8,

9, 10 verzeichnet sind, jede dieser Zahlen

auf genau einer Karte {des betreffenden

Spielers).

A beginnt und legt eine seiner Karten auf

den Tisch; dann legt B eine seiner Karten

auf den Tisch, dann wieder A und dann B

usw. Es wird jeweils die Summe der auf

dem Tisch liegenden Zahlen festgestellt.

Das Spiel ist beendet, wenn eine Summe

Losungen

Losungen zur Sprachecke

Ala Beweise, daB n2+ n+ 1 ein Vielfa-
ches von 19 fiir unendlich viele Werte von
n ist!
Losung: Beachte, daB
nt+n+l=@m+8: -(n—7—3-19ist!
Deshalb ist n? + n + 1 nur dann ein Vielfa-
ches von 19, wenn es n+ 8 oder n—7
ebenfalls ist. Angenommen n=19k—8
und n=19k+ 7 mit k=0,1,2, ..., dann
erhalten wir zwei unendliche Folgen der
Vielfachen von 19.
Zum Beispiel k=0, dann ist n=17.
n2+n+1=49+7+1=57=19-3.
A2 A Ein Lastwagen transportiert 60 Kar-
tons mit Olflaschen. Die Masse der Ladung
betrdgt 1320 kg. Jede Olflasche hat eine
Masse von 1,4 kg (einschlieBlich Glas),
und die Masse jedes leeren Kartons betragt
1 kg. Berechne
a) die Anzahl der transportierten Olfla-
schen,
b) die Anzahl der Flaschen in jedem Kar-
ton!
Lisung: a) Die Anzahl der Olflaschen sei x,
dann gilt die Gleichung

1320=60 + 1,4x,

x=900.

Die Anzahl der transportierten Olflaschen
betrigt 900.
b) 900:60 = 15.
In jedem Karton befinden sich 15 Fla-
schen.

A3 A Setzt alle zehn Grundziffern von 0
bis 9 so in die Kreise ein, daB zwei richtig
gerechnete Multiplikationsaufgaben entste-
hen!
Lisung: 15 29

X

2 FN
ao
-

Lésung zu:

Wo steckt der Fehler?

Der Fehler liegt darin, daB die Gleichung
nicht nach der Unbekannten x aufgeldst
wurde!

erreicht wird, die gréBer als 99 ist. Verloren
hat derjenige Spieler, durch dessen Karte
diese Summe erreicht wurde; der andere
Spieler hat gewonnen.

Man untersuche, ob es eine Strategie gibt,
durch die bei jeder méglichen Reihenfolge
der von A gespielten Karten der Spieler B
den Gewinn erzwingen kann. Falls das zu-
trifft, gebe man eine solche Strategie an.



Richtig muB wie folgt gerechnet werden:

x+5-5(x—-7) _ 4x-40
x—1 T 13-x
hieraus:
40—4x 4x—40
x-7  13-x @)
und weiter:
(40 —4x) (13— x)=(x—T7) (4x — 40)
hieraus:
520 — 92x =280 — 68x
und: 24x = 240 also: x = 10!
In die Ausgangsgleichung eingesetzt
folgt:
15 15
3 5=0; 3 - 5!

Setzt man den Wert x =10 in Gleichung
(a) ein, ergibt sich in beiden Quotienten
im Zihler jeweils Null! Die Gleichung (a)
lautet dann 0 = 0. Das ist sicher richtig.
Wenn man dann iber Kreuz multipliziert,
folgt:

0-(13-x)=0-(x-7),
was ebenfalls noch richtig ist.
Der falsche Ausdruck 13 — x =7 — x ergibt
sich dann, wenn man beiderseits (verbote-
nerweise) durch Null dividiert, wobei vor-
her auf der rechten Seite noch (—1) vor die
Klammer gezogen wird. '

Lésung zu:
Die historische Mathematikaufgabe —
Weizenkdrner auf einem Schachbrett

Bezeichnet w, die Anzahl der Weizenkor-
ner auf dem kten Feld, so gilt:
wi=1Lwm=2 wy=4=22 w,=8=23
ws=16=2% w,=32=25 w,=64= 2‘

wg =128 =27, w,=256= 2“,

Wi = 512 = 29,

wy = 1024 =219 usw., wg = 263,

Die gesuchte Anzahl ist

S=Ewptwytwt+ o+ wy
=1+2+22+23+24+ ... +28,
Offenbar st 2s=2+22+ . . +26+ 26,
Hieraus folgt

=2s—s§s=204-1
=18446744073709551615.

Loésungen zu: Die fixe 7
Ala 15Punkte:

3 Punkte:

A2a Notiert man alle Moglichkeiten
von (1,1) bis (6, 6) in einer Tabelle und
markiert die gewinnenden, so findet man
17 von 36. Damit ist die Chance bei fast je-
dem zweiten Wurf gegeben.

al3a Da mit (1,4/2,1) auch sechs
Punkte gewonnen werden kénnen (4, 2/...),
kommen nur (3, 5/...) und (5, 3/...) in Be-
tracht. Das sind zwei von 36 Moglichkeiten
(siehe Tabelle von Aufgabe 2).

Zu diesen zwei diirfen nur solche Augen
kommen, die mit 5 oder 3 oder beiden
keine andere Wertung erlauben. Das sind
nur (.../5,5). Zwei von 36 und davon nur
einer von 36 gewinnen genau 5 Punkte,

also 2:1=2 von 36-36 = 1296 Wiirfen,
d. h. im Durchschnitt jeder 648. Wurf.

Ldsung zu: Flichenhaftes

Bei geometrischer Betrachtungsweise er-
hilt man durch Abzdhlen der Kistchen

(und vollkommen ohne Rechnung) die fol- -

genden Buchstabenflichen (in FE):

a 1 P h a

18 8 20 18 18
Also betrigt die Gesamtflache der 5 Buch-
staben 82 FE.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Zahlenquadrat
6—-1+3=8;2-2+3=7,
1-5-1=4
7+4-9=2;,1-8-2=6;
4-6:8=3.

Gewichtsprobleme

Dieser TrugschluB beruht (wie viele ihnli-
che) darauf, daB an einer Stelle der Glei-
chungen eine unerlaubte Division durch
Null erfolgt. Im vorliegenden Beispiel ist
das in der vorletzten Zeile der Fall. Auf
Grund der Ausgangsglelchung ist hier
(G—g— i) =01

Uberraschende Vereinfachungen
a) Durch d#quivalente Umformung der
Gleichung

a a_ ./a
a+b—a b b*0)
erhilt man
b=a"-1.

Wegen b+ 0 und g, b einstellige natiirliche
Zahlen, besitzt die Gleichung b=a°—-1
genau eine Losung, nimlich

a=2,b=3.
Die Proben bestitigen die Richtigkeit der

Losung. 3
Probe I: 2-3/=
V3

2f2

3

A2+

w|r

[\

.
P
Il
]

Probe II: 3 3+%=3~§/%
13 _ .Z/i
VT =¥ V3

b) Vermutung:

n + z n z .
YA T F z"—1"
(n, z, natiirliche Zahlen) z"# 1

Beweis: Der Term 4/z + pr Z_ T wird um-
geformt:
n z z(z" -1 +z
+

\/z z"—1 \/ z"-1

zn+1

" 1

= w.z.b.w.

Zerlegungsproblem

%9
L
9
v
L ;

Magische Primzahlzwillinge
Primzahlzwillinge [3, 5]; [5,7]; [11, 13);
[17, 19]; [29, 31]; [41, 43]; [59, 61]; [71, 73].
Bestimmen der Summe: Addition der
Primzahlen ergibt 488, Division durch 4 er-
gibt 122. Die Zeilen- bzw. Spaltensumme
betragt daher 122. Aufschreiben moglicher
Kombinationen:

RS
bl

y

71 73 71 71
31 41 43 29
11 5 5 17
+1 4.3 4.3 +_5
122 122 122 122
61 61 59 59
29 43 41 31
19 11 17 19
+13 4_71 +_5 +13
122 122 122 122

Durch Aneinanderreihung identischer
Summanden und deren ,rdumliche“ (belie-
bige) Anordnung lassen sich alle Primzah-
len bis auf 5, 17, 29 und 71 (Mittelquadrat)
eindeutig auf die duBeren Felder vertei-

. len.

Es gibt 10 Moglichkeiten, um auf die ge-
suchte Summe 122 zu kommen.

3147 |3
3|91 M9
411171 5| 59
5161|4313
Doppelt

Fiir jede 3stellige Zahl gilt
100a + 10b + ¢
mit0<a=9%9und0=sgq b=9.
Mit 11 - 91 = 1001 multipliziert,
ergibt sich
1001 (100a + 105 + ¢)
=100100a + 100105 + 1001c,
= (1000002 + 100005 + 1000¢)
+(100a + 10b+ ¢), w.z.b.w.

Siebzehn plus zwei

1. rekursiv, 2. dekodieren, 3. proportional,
4. Refraktion, 5. indirekt, 6. Bilanz, 7.
Mannschaft, 8. Diagramm, 9. Verteilung,
10. Seebeben, 11. Fuaktion, 12. Messwert,
13. Zypern, 14. Lochstreifen, 15. Astro-
nom, 16. Gerade, 17. Mare, a. Koordina-
tensystem, b. Seitenhalbierende.

Lustige Logelei

Aus (3): g= %n

mit (4) und vorige in (2) folgt:
o 2ot

)] m 3 n 3 mn

in (1) folgt2m + n +~ mn + 2

3 3n=38

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 93



mit n = 12m> folgt:
2m+12m3+-§—8m‘+%m’=38
2m+20m3 + 16m* =38 bzw.

m+ 10m?+ 8m*=19.

Aus (5) folgt die triviale Losung m = 1.
Damit: n=12; p=16; ¢=8;

die entsprechenden Buchstaben

des Alphabets sind:
m=a,n=1l,p=p;q=h,

also: m+n+p+q+ m=alpha.

®)

- Spiel mit Zahlen
Weitere Beispiele:

9 8+ 7-65+43 . 2 1 =100
98- 7- 6+54: 3- 2~ 1=100
9+87- 6—- 5-43 - 2- 1=100
98: 7+ 6+54- 3: 2—- 1=100
9- 8+76~-54+ 3+ 2+ 1=100
98- 7: 6+ 5. 4: 3-21=100
9—- 8+76+54-32+ 1 =100
98- 7+ 6-54: 3+21 =100
B-76+354+ 3+21 =100

Losungen zu: Knobeln und Raten
Heft 3/84

Faktoren gesucht

Das Produkt aus einer ein- und einer zwei-
stelligen natiirlichen Zahl muB zwei- oder
dreistellig sein, also kommen als Produkt
nur 777 und 77 in Frage. 777 scheidet aus,
da nur die Zerlegungen (mit 2 Faktoren)
777=1-777=3-259=7.111=21-37
moéglich sind (bis auf Vertauschung der
Faktoren). 77 dagegen ist zerlegbar in
77=1-77=17-11 (bis auf Vertauschung
der Faktoren). Es gibt damit zwei Lésungs-
moglichkeiten: Die gesuchten Faktoren
lauten 1 und 77 oder 7 und 11.

Gerechte Teilung
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Richtig gezihit

Die Figur enthilt 16 Dreiecke:

4 Dreiecke der Form (1, 3, 7),

4 Dreiecke der Form (1, 3, 5) und

8 Dreiecke der Form (1, 2, 5).

Die Figur enthilt weiterhin 17 Vierecke:
1 Quadrat der Form (1, 3,7, 9),

4 Quadrate der Form (1, 2, 5, 6),

4 Rechtecke der Form (1, 3, 4, 6) und

8 Trapeze der Form (1, 3, 5, 6).

I\

Q) s o e g

NI/

T 8
(3 5
1 2
Zwei besondere Zahlen

In der ersten Wortgleichung kommen fir
L, wie man leicht schlieBt, die Ziffern von

94 - alpha, Berlin 18 (1984) 4

0 bis 8 nicht in Frage; es bleibt L = 9. Dar-
aus folgt E = 1. Fiir G schlieBt man die
Ziffern von 1 bis 9 aus; es bleibt G = 0.
Damit folgt A = 8. In der zweiten Wort-
gleichung, in der A = 8 und E = 1 nun be-
kannt sind, schlieBt man fiir K die Ziffern

. von 0 bis 3 und von 5 bis 9 aus; es bleibt

K =4, Damit ergeben sich M =2 und
T=1. Es gehen also iber:
EGAL L = LAGE in 1089 -9 = 9801 und
META K = ATEM in 2178-4 = 8712.
(1089 und 2178 sind deshalb ,.zwei beson-
dere Zahlen®, weil sie die einzigen vierstel-
ligen natiirlichen Zahlen sind, die sich bei
Multiplikation mit einer geeigneten ein-
stelligen Zahl - 9 bzw. 4 - in der Reihen-
folge ihrer Ziffern umkehren.)

Richtiger Weg

Hokuspokus mit Holzchen
Aus 4 Streichhdlzern: \/”

| X

i ohhé S AT0D
Aus 21 Streichhdlzern: 7} 9 & 3

Aus 3 Streichhélzern:

Aus 22 Streichhdlzern:

MEML XXX 1!

Holzchenspiel

S e | e e — e — —

Ein Hausfest mit Tombola

Die Summe aller Losnummermn von 1 bis
20 betrdgt 210, folglich muB die Summe
fir eine Etage 210:5 = 42 betragen. Ad-
diert man die beiden kleinsten Nummem
(1 und 2) zu den beiden grofiten (19 und
20), so erhilt man gerade 42. Verfihrt man
mit den ibrigen Nummern genauso
B+4+17+18, 5+6+15+16,
T+8+13+ 14, 9+ 10 + 11 + 12), so er-
gibt sich auch jedesmal die Summe 42.
Jetzt muB man nur noch, um Bedingung 2
zu erfiillen, die fir die jeweilige Etage in
Frage kommenden Nummerm der GroBe
nach eintragen. _

19| 20
17 | 18
15116
13 (14

ogi|©

LI ALY

Wlwglonfw|=>

Zerlegung gesucht

23 1 24 2
3 22 (13 14
21 4 |41 12
15 10 16 9

? 18
17 8
5 ¢
2019

Kurz iiberlegen - schnell antworten
1. Nein. 11 ist eine Primzahl.

2. 0,999 - 0,1 = 0,899.

3. 1000.

4. 1 Stunde

(4 Zwischenriume zu je 1 Stunde) :

4
5. Ja. 1,1.

Eine Bootsfahrt, die ist lustig...

Die Figur zeigt eine mdgliche Fahrtroute:
(Das Boot konnte natiirlich auch zuerst
nach links abbiegen und die Fahrtroute
dann symmetrisch - Symmetrieachse:
HauptfluB — zur abgebildeten nehmen.)

Eine alte Linde
Es sind die folgenden 11 Kletterrouten
moglich (s. Bild):

ES Ty

b

9

1-2-4-5-6, 1-2-4-5-7, 1-2-4-8,
1-3-9, 1-10-11, 1-10-12,
1-13-14-15, 1-13-14-16, 1-13-17-18,
1-13-17-19-20 und 1-13-17-19-21.
Magisches Quadrat

Das Quadrat mit den derartig vorgegebe-
nen Zahlen hat folgende Eigenschaft: Setzt
man in irgendeins der leeren Felder irgend-
eice reelle Zahl g, so ist die weitere Eintra-
gung eindeutig bestimmt. Es gibt also so
viele verschiedene Eintragungen, wie es
reelle Zahlen gibt, und das sind iiberab-
zidhlbar unendlich viele.

Beginnt man z. B. in der 1. Zeile mit der
reellen Zahl g, so erhilt man durch schritt-
weises Ausfiillen:

5 - 2 + a = (a+3)
- + - +
(8—a) + 15 - 2 = (21 -a)
T = + =
20—-a) - (12-a) - 4 = 4

1—7 + (5+a) —2+a) = 20



Beispielsweise ergeben sich
fira=17bzw. a=1,5:

5 - 2+ 7 =10

- + - +

1 +15 - 2 =14

+ - + -

13 - 5 -4 = 4

17 + 12 — 9 =20

5 - 2 +15= 45
- + - +
65 + 15 — 2 =195
+ - + -
185 - 105 — 4 = 4
17 + 6,5 35 =2
Dreieckszerlegung

Die Zerlegung ist eindeutig bis auf Dre-
hung der Figur um ganzzahlige Vielfache
von 120°.

Wie man sich setzt...

Vater (V), Mutter (M) und Sohn (S) beset-
zen 3 Stiihle, der vierte Stuhl bleibt frei.
Auf diesen 3 Stiihlen kdnnen sie in 6 ver-
schiedenen Anordnungen sitzen: (V, M, S),
V,5,M), M,V,8), M,8,V), 5,V, M),
(S, M, V). Nun kann aber jeder der vier
Stiihle einmal frei bleiben und die iibrigen
drei Stiihle werden besetzt. Da es in jedem
dieser vier Fille 6 Plazierungsmoglichkei-
ten gibt, so gibt es fir die Familie insge-
samt 24 = 4 - 6 Moglichkeiten, sich in un-
terschiedlicher Anordnung an den Tisch zu
setzen. (Es geht bei dieser Aufgabe um die
Ermittlung der Anzahl der Variationen
ohne Wiederholung von 4 Elementen zur
Klasse 3.)

Zahl gesucht

Die gesuchte Zahl n muB gemeinsamer
Teiler von 45=49—-4 und 63 =65-2
sein. Aus der Zerlegung 45 =325 und
63 =327 ergibt sich n=32=9 (dan=3
nicht in Frage kommt, denn n muB groBer
als der groBte Rest sein).

Losung zu:
Eine Aufgabe von Prof. Dr. Guzman
Heft 2/84

42453 A Um die dritte Reihe zu errei-
chen, braucht man 2° = 8 Steine, die wie
folgt angeordnet werden,

Bild 1 e 0o 0 0 9o

o o o
‘Man konnte nun annehmen, daB man mit
2% = 16 Steinen in die vierte Reihe kommt.

Das ist nicht der Fall. Es werden 20 Steine
bendtigt. [_'
Bild 2 ¢ L_ ¢

.

oo 0 o .
G @

Die groBe Uberraschung aber kommt erst;

die fiinfte Reihe kann man {iberhaupt

nicht erreichen, wie groB man die Anzahl

der Steine auch wihlt.

Der exakte mathematische Beweis flr

diese Tatsache ist nicht einfach, er benutzt
einen interessanten ,Trick“. Wir nehmen
an, daB ein Feld der fiinften Reihe erreicht
werden kann, und schreiben in dieses Feld
die Zahl 1. Allen anderen Feldern werden
nun ebenfalls Zahlen x, »?, x* usw. zuge-
ordnet, wie im Bild angegeben. x soll dabei
die positive Zahl sein, die die Gleichung

x2+x=1 edfillt (d.h. x=%(‘/5_—1)
bzw. x = 0,62).

X

Bild 3 %2 x X
x?} X% x x?
Xt x3 %2 x?
XS x‘} x.? x'f
X8 %3 xixs
X ? X 6 x 5 x [
X8 %7 x® x’
Wie wir gleich sehen werden, hat diese Zu-
ordnung von Zahlen einen besonderen
Zweck. Wir stellen eine Anzahl von Stei-
nen auf das Brett und ermitteln die
Summe aller Zahlen von den Feldern, auf
denen diese Steine stehen. Diese Summe
sei s. Wir flihren nun einen Zug aus und
ermitteln wieder die Summe, die wir dies-
mal s, nennen. Die wichtige Eigenschaft
ist, daB sich die Summe nicht vergroBert
haben kann: §; < 5. Da der Zug, den wir ge-
macht haben, zwei benachbarte Felder be-
trifft, miissen wir, um s, zu bekommen,
zwei Summanden x* und x**' entweder
durch x*~! oder durch x**? ersetzen. Im
ersten Fall bleibt die Summe gleich:

xk+ xk+1 = xk—l
wegen der Definition von x, also s =s.
Man sieht leicht, daB dieser Fall eintritt,
wenn der ausgefiihrte Zug dem mit 1 ge-
kennzeichneten Feld niherkommt. Im
zweiten Fall ist offensichtlich s, < s.
Wir kénnen nun eine Reihe von Ziigen
durchfiihren und die entsprechenden Sum-
men mit s, %, ..., 5, bezeichnen. Es ist
s, =5, und wenn bei der letzten Stellung
das mit 1 bezeichnete Feld erreicht ist, ist
s, 2 1. Dann miiBte auch sz 1 sein.

Wir zeigen nun, daB dies nicht moglich ist,
wenn am Anfang alle Steine in der unteren
Hiilfte des Brettes stehen. Wir zeigen nim-
lich, daB die Summe der Zahlen in allen
(unendlich vielen) Feldern der unteren
Hilfte gerade 1 ergibt. Dazu brauchen wir

eine Formel fir eine unendliche
Summe: 1
l+x+xi+.. =——,
1-x
1 1
z. B. 1+7+T+...—2.

Diese Formel gilt fiir 0 x 1, mit x* multipli-
ziert ergibt sie
x4kt lq g2y =X

1-x
Wenn wir nun die Spalten der unteren
Hilfte des Brettes aufsummieren, erhalten
wir

x5 x
1-x +2 1-x
-x 1+2)-(x+x2+
_l—x( ) (x+x2+..)

k

6 7
x
+2- +...
1-x

=x3'(1+2-1—f;)=x3+2x2+x+x2
=1,

wobei die Gleichung
x2=1—-xbzw. x3+ x?=x

ausgenutzt wurde. -

Obwohl man nicht in jedem Fall so einfach
mit unendlichen Summen umgehen kann,
zeigt dies Beispiel doch die Vorteile dieser
Reihen. Da jedem Feld eine positive Zahl
zugeordnet war, ist s bei endlich vielen
Spielsteinen im unteren Teil immer kleiner
als 1. Das beendet den Beweis. Mit dieser
Methode kann man auch zeigen, daB die
angegebenen Werte 8 und 16 fir die dritte
und vierte Reihe tatsichlich die Mindest-
zahlen sind.

Losung zu: Eine harte Nuf3
Heft 1/84

Angenommen, x und y seien ganze Zahlen,
die der Gleichung

2x + 42y =432 o
geniigen, so muf fir diese offenbar x = 0
und y = 0 gelten.
Aus (1) erhilt man durch Quadrieren von

V2y =32 —24x:

y=16—2y32x + 2x 2)
bzw. 2y32x =16+2x—y. 3)
Nach (3) muB 2 ‘/E eine ganze Zahl
sein, d. h. es gilt 2 JE= a, a ganz und
a z 0, woraus man durch Quadrieren er-

halt: 2y = (%)2. @

Nach (4) ergibt sich aus der Ganzzahligkeit
von x, daB a ein ganzzahliges Vielfaches
von 8 sein mufB, also a= 85, b ganz und
b= 0. Damit geht (4) Gber in

2x = b2. (5)
Nach (5) ist b2 eine gerade Zahl, folglich
muB auch b gerade sein, d. h. b= 2¢, cganz
und ¢ = 0, woraus nach (5) folgt:

x=2c2. ©6)
Nun gilt aber fir x>8 stets
2 J;>2 \/_= 1/5, also muB wegen (1)
0 = x = 8 gelten, woraus man mit (6) er-
hilt: 0=zcs=2. N
Es kann also ¢ nur die Werte 0, 1 oder 2 an-
nehmen. Mit (6) und (2) ergibt sich jetzt
die folgende Tabelle:

c | 0 1 2

x 0 2 8

y 16 4 0
Man iiberzeugt sich leicht davon, daB jedes
der Paare (0, 16), (2,4) und (8,0) auch
wirklich die Gleichung (1) erfiillt. Fiir die
Losungsmenge L der Gleichung (1) gilt
also * L ={(0, 16), (2, 4), (8, 0)}.

Losungen zu: Eine harte Nuf3

Heft 2/84 .

Wir bezeichnen den Mittelkreis der Figur
mit K, einen jeden der 4 (offenbar unter-
einander kongruenten) Eckkreise des Qua-
drats ABCD mit K, und einen jeden der 4
(offenbar untereinander kongruenten) Eck-
kreise des einbeschriebenen Quadrats mit
K;. Bezeichnen wir die Radien der drei
Kreise entsprechend mit r,, n bzw. r; und

alpha, Berlin 18 (1984) 4 - 95
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ihre Flicheninhalte mit 4,, 4, bzw. A,, so

gilt fir die Summe A der Flicheninhalte

aller im Quadrat ABCD liegenden Kreise
A=A, +44,+44,,

und wegen 4, =nr? (i=1, 2, 3) gilt:

A=n(+4r +4r). (¢))]
a) Wir berechnen den Radius r, von K;:
Im Dreieck EFC gilt wegen EC = FC = %
2
nach dem Satz des Pythagoras EF2= aT’
also istEF = g V2 . Offenbar gilt r, = ET
und damit r, = % V2 ~0,354. Q)

b) Wir berechnen den Radius » von K;:
Offenbar gilt nach dem Strahlensatz

=(n,+GC) ' MC. Wegen MF =
und MC = % Y2 ergibt sich

G =(2-Dn. o
Andererseits gilt MC = r, + 2r, + GC, wor-
aus wegen MC = % 2 folgt:

GC = % V2 - 2n. )
Durch Gleichsetzen von (3) und (4) erhilt

man
n="(2-V2)=~015a, )

c) Wir berechnen den Radius r; von K,
nach demselben Prinzip wie bei b): Wir
schlieBen der Reihe nach auf:

r*MH=(r,+1E)"ME,TE = (w/z_‘ D,
ME =r +2n,+IE,
TE = % (2—+2) - 2n, und schlieBlich er-
gibt sich:

’3:%(3\/2_‘4)z0’06a' )
d) Setzt man (2), (5) und (6) in (1) ein, so
ergibt sich

A =%(81 - 56 42)a?~0,71a2,

Losung zu: Eine harte Nul

Heft 3/84

A 2454 A A= Anzahl der am Anfang vor-
handenen Niisse, = 30000

a = Anzahl der Niisse, die jeder der fiinf
Matrosen bei der letzten Teilung erhilt.
Es gilt

e lur1-9-)

—1]=5a+1,d.h.

96 - alpha, Berlin 18 (1984) 4

(5)u-v-(5)-(-6)
—(%)‘ =5a+1, also

4\s - (4\k_
(5) “U-1 kgo(5> = 5a.
X n l_qn+1 . 4
Mit Y qt=—— 3 firg=—+
kzx:oq 1-q ure b
und n = 4 entsteht
4\s
1_ g
4\s (5)
(5) A4-1)- l_i Sa,
i 5
4
(—)S(A—l)+5(%)s=5(a+l),
A+4

( )(A+4) S+ 1),

=(T)5(a+1).

Also: 4 durch 5 mit Rest 1 teilbar =

A + 4 durch 5 ohne Rest teilbar A ;- 4

ganzzahlig = ( 4) (a + 1) ganzzahlig =

a+ 1= k-4° (knatiirliche Zahl) =
a=k-4-1.

Daraus:
A+4 5 5_p.<s
: ( 4) k45 =k-55,
A = k-5 —4 (knatiirliche Zahl).

Wegen 4 =~ 30000 folgt k =2
und damit 4 = 31246 .

Lésung zu:

Mathematik und Schach

Heft 3/84

Bei den fiinf Figuren widren 1-2:-3-4-5
= 5!=120 verschiedene Anordnungen

moglich. Wegen der Ubersicht sei der
weiBe Konig als Themafigur gewihlt. Nach
der Voraussetzung entfallen jene Anord-
nungen, wenn der Konig auf el steht, also
1:2:-3-4=4!=24
Steht er auf d1 (cl, bl, al), kénnen noch
drei andere Figuren ihr (vert;otenes) Stand-
feld einnehmen, d. h., es werden noch ein-
mal 1-2:3=3!=6 6-3=18 Moglich-
keiten der Anordnung ausgeschlossen. Da
jedoch dabei 5 Wiederholungen auftreten,
entfallen demnach 13. Das gleiche giit
auch, wenn der Konig auf cl, bl oder al
postiert wird. Somit ergibt sich:
120—-24-(4-13) =
Es sind 44 verschiedene Anordnungen der
Figuren nach der gegebenen Vorausset-
zung moéglich.
Schachfiguren-Quiz:
1-15, 3-13, 5-8, 7-9, 10-4,
12-2, 14-6, 16-11

Losung zu:
Die historische Mathematikaufgabe
Heft 2/84

" Der Bruch % und die Zahl n.

Im rechtwinkligen Dreieck TBM (Bild) gilt
nach dem Satz von Pythagoras

=, {1\ 113
(I =t
TB (s) pl=to ))

Im rechtwinkligen Dreieck UVB gilt nach
dem Satz von Pythagoras

(%)2 ~T7+ 7B, @

A

By B
M v w8

Die beiden Dreiecke sind dhnlich;
also gilt TM :MB = UV : VB ,

d. h %:1=W:W,also

3

@ o

AV = (LvBY +vB2=((L) +1) 782
&) =) 7= ((5) +1)

_ 113 oy 16

o4 VB?, 6 d.h.VB!= 113 “4)

Die Dreiecke TVB und UBW sind dhnlich,
also gilt UB : WB =TB : VB oder
TUB VB = TB - WB oder
UB:VB: —_,
B D

2
Wegen UB?= (%) (nach Konstruktion)

TB?= 1— (nach

2 =.__
VB 113 (@ach @), Tl
(1)) folgt
1 16
N 4 113 4 64 _ 16 16
2 — e —_——— _—
WB 113 113 113 113 113
64
- (i g
113) ’
also (daW>0)W§=i
113
Losung zu:
Kein Konigsweg nach Cambridge
Heft 1/84

(i) Man bezeichne mit m die eindeutig be-
stimmte Zahl, fir welche
miz=n<(m+1)? (€))
gilt. Wir miissen nun die groSte Zahl n fin-
den, die 1:2:3 ... - m zum Teiler hat:
1:2:3-...-m|n 2)
Dies ist erfullt, wenn n= 24, weil dann
m=4und 1-2-3-4=24.
Es werde nun angenommen, es gibe eine
L&sung von (2) mit n > 24.
Dann wire
mzS$5 3)
und wir schlieBen aus (2), daB insbeson-
dere m(m — 1) (m — 2) Teiler von n ist. So
ist jedenfalls

nzmm—-1)(m—2)=m?*—-3m?+2m,



und unter Benutzung von (1)

(m+12>m>-3m*+2m,

also 4m?+1>md.

Weil 1 = n?, hiitten wir

m3<5m?,
und daher m < 5, was (3) widerspricht.
Es folgt, daB 24 die groBte Losung war.
(ii) Es sei ay, a,, ..., a,.+, eine beliebige
Teilmenge von 1, 2, ..., 2a. Zu jeder positi-
ven Zahl a k6bnnen wir eindeutig die klein-
ste positive ganze Zahl 7 bestimmen derart,
daB  a@2'>n,
und demnach

a2"lzn;
oder anders ausgedriickt

n<al2'sn. 4)
Wir wenden (4) auf jedes Element der Teil-
menge an und bestimmen demgemiB die
Exponenten 1, b, ..., t,,1. So erhalten wir
n+ 1 ganze Zahlen

a2, a2%, ..., Gyeq, 2900, )
welche die Ungleichung
n<xs2n

befriedigen. Es gibt in diesem Intervall
aber nur n ganze Zahlen. Deshalb muB die
Folge (5) mindestens zwei gleiche Zahlen
enthalten, sagen wir

a2 = a2% a
wo & = 4. Also ist =L =2t

1

nicht nur ganz, sondern sogar eine Potenz
von 2.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/84

Ma5m2407 5284s= (88-60+ 4)s

=88 mind4s=1h28 minds; 87 min3s
=1h27min 3s.

1h 27 min 3 s sind weniger als 1 h 27 min
34s, erst recht weniger als 1h 28 min
4s.

Sportler C lief vor Sportler A, dieser vor
Sportler B durchs Ziel.

Ma5m2408 3,25M sind 325 Pf. Wegen
10-35 =350 und 350 >325 sind es weni-
ger als 10 Briefmarken zu 35 Pf. Da 325 auf
die Grundziffer 5 endet, kénntenes 1, 3, 5,
7 oder 9 Marken zu 35 Pf sein. Nun gilt
325-1-35 =290, 325 -3-35=1220,
325 -5-35 =150, 325-7-35= 80,
325 — 9-35 = 10. Nur die Zahlen 220 und
80 sind durch 20 teilbar. Wegen 4 < 7 ent-
fillt die zweite Moglichkeit. Petra hat 11
Briefmarken zu 20 Pf und 3 zu 35 Pf ge-
kauft.

Ma 5m2409 Die Quersumme 5 besitzen
folgende zweistellige natiirliche Zahlen:
14, 23, 32, 41, 50. Nun gilt

3-14-1=41, 3-23-1= 68,
3:32-1=095, 3-41-1=122,
3:50 - 1= 149. Nur die Zahl 14 erfullt
die gestellten Bedingungen.

Ma5m 2410 Angenommen, Wolfgang
hat x Blei- und y Faserstifte; dann hat Ste-
fan 2 - x Blei- und (y + 3) Faserstifte. Nun
gilt x+2-x=9, also x=3; y+
(y+3)=21, also y=9. Angenommen,
Stefan hat z Buntstifte; dann hat Wolfgang
4 - z Buntstifte. Nun gilt z + 4 - z = 10, also
z = 2. Somit hat Wolfgang 3 Blei-, 9 Faser-
und 8 Buntstifte; Stefan hat 6 Blei-, 12 Fa-
ser- und 2 Buntstifte.

Ma5m2411 Da Klaus von jeder Sorte
wenigstens eine Pose kauft, hat er mit Si-
cherheit zunéchst einmal 0,75 M + 1,00 M
+0,60M+ 0,32M =2,67M ausgegeben.
Ihm verbleiben noch 3,91 M -267M
= 1,24 M. Kein Vielfaches von 75, 100
bzw. 60 endet auf die Grundziffer 4. We-
gen 7-32 =224 und 224 >124 gilt nur
2:32=64. Aus 124 M - 0,64 M = 0,60
M folgt, daB Klaus eine Pose zu 75 Pf, eine
zu 1,00 M, zwei zu 60 Pf und drei zu 32 Pf
kaufte. Es gilt 1-75Pf+1-100Pf
+2:-60Pf+3-32Pf=1391Pf=391M.

Ma5m2412 7-6 Achsen =42 Achsen;
(236 — 42) Achsen = 194 Achsen. Es ver-
bleiben 60 Waggons mit insgesamt 194
Achsen. Angenommen, es sind x Waggons
mit 2 Achsen, also (60 — x) Waggons mit 4
Achsen; dann gilt

2x+4(60— x)=194, 2x +240 —4x
=194,

2x =46, x=123.

Zu diesem Zug gehoren 23 Waggons mit
zwei Achsen und 37 Waggons mit vier
Achsen.

Ma6m2413 Es sei x eine einstellige na-
tiirliche Zahl; dann gilt
(10x+6)+9=6-10 + x,
10x+15=60+ x,
9x=45alsox="5.
Die gesuchte Zahl lautet 5, und es gilt
56 + 9 =65.

Ma 6 ®2414 Aus (4) folgt: Herr Kaiser ist
nicht Lehrer von Beruf. Aus (5) folgt: Herr
Kaiser ist auch nicht Ingenieur. Folglich
ist Herr Kaiser Schriftsteller.

Aus (1) folgt: Herr Meyer ist nicht Inge-
nieur. Folglich ist Herr Meyer von Beruf
Lehrer. Somit ist Herr Miiller Ingenieur.
Aus (3) folgt: Herr Meyer, der Lehrer,
wohnt in Leipzig. Aus (2) folgt: Herr Miil-
ler, der Ingenieur, wohnt in Berlin. Somit
wohnt Herr Kaiser, der Schriftsteller, in
Cottbus. Die Angabe (6) ist nicht erforder-
lich.

Ma6m2415 5h 30 min sind S%h;

. 3 1 3 1.
5,30hsmd510h,52b Sﬁh_sh’
durch den Schreibfehler entsteht eine

Differenz von % h, also von 12 min.

1 x 1
Maém2416 Aus —<«— <=
a us 4<17<3 folgt
17 <4x und 3x <17, also x<51 und

3

4%<x. Deshalb gilt 4%<x<5%, also

x = 5. Die gebrochene Zahl % erfullt die

. U | 5 1
Bedingung; es gilt 2 < 17 < 3 bzw.
SL_ 60 _ 68
204 <204 <204
Maém2417 Aus a) folgt: Weder Heinz
noch Peter wohnen in Magdeburg. Aus c)
folgt: Klaus wohnt nicht in Magdeburg.
Deshalb wohnt Manfred in Magdeburg.
Aus c) folgt: Klaus wohnt nicht in Dresden.
Aus d) folgt: Klaus wohnt nicht in Rostock.

Deshalb wohnt Klaus in Leipzig.

Aus b) folgt: Heinz wohnt nicht in Ro-
stock. Deshalb wohnt Heinz in Dresden
und somit Peter in Rostock.

Ma 7m 2418 Das Quadrat habe die Sei-
tenlidnge g; fur den Flicheminhalt der dem

Quadrat einbeschriebenen Figur gilt
dann 1 1
=gl—4.-[—g?——g. g2
Ar=a’-4 ‘(2 a g e )
=n?. L_ ) ﬁ:(l_ )a
a(2 1). = (3 -1)=0s7.

Der Flicheninhalt der dem Quadrat einbe-
schriebenen Figur betrigt rund 57% des
Fldcheninhalts des Quadrates.

Ma 7m 2419 Es sei a die GroBe des Win-
kels 5 CAB.

Aus x AEH = 5 ADH = 90° folgt

A DHE = xCHB = 180° — a.

Im Parallelogramm HBFC gilt deshalb
4 CFB=180° - a.

Im Viereck ABFC erginzen sich somit die
gegeniiberliegenden Winkel xCAB und
4 CFB zu 180° folglich ist dieses Viereck
ein Sehnenviereck. Das heiBt, der Punkt F
liegt auf dem Umkreis k des Dreiecks
ABC.

Ma7m2420 Wegen AM =BM =CM
sind die Dreiecke AABM, ABCM, ACAM
gleichschenklig. Deshalb hat der Winkel
4 ABM die GroBe 40° und Winkel 5 CBM
die GroBe 30°, also B =40°+ 30° = 70°.
Jeder der beiden kongruenten Winkel
A MAC und X MCA habe die GroBe ¢.
Dann gilt 2- ¢ +40° + 70° + 30° ="180°,
also 2- ¢ = 40° und somit ¢ = 20°. Daraus
folgt weiter a = 40° + 20° = 60° und

y =20°+30°=50° .

Ma7m2421 Angenommen, die Gefie
A, B bzw. C fassen a=131, b=81 bzw.
¢= 18 1. Dann gilt

c—3e¢-b=(18-3-3-8)1= 11,
c—2b =(18-2-8)1 = 21,
. a= 31,
c—2a-b=(18-2-3-8)1 = 4],
b—a =(8-3)1 =51,
c—4a =(18-4-3)1 = 61,
c—a-b =(18-3-8)1 =171,
b= 81,

c—3a =(18-3-3)1 = 9],
c—b =(18-8)1 =101

Antwort auf eine Leserfrage

Im Auftrage der Klasse 5 der Franz-Meh-
ring-OS, Berlin fragt André Schwarz:
Wieviel Losungen werden jihrlich zum
alpha-Wettbewerb eingesandt? Wieviel Ki-
logramm Papier wiren das?

alpha antwortet:

Im Jahr 1983/84 gingen zum alpha-Wett-
bewerb insgesamt 93500 Losungen ein.
Man rechnet fiir jede Lsung ein A-4-Blatt
mit den MaBen 210 mm mal 297 mm zu je
4,1 g und eine Wettbewerbskarte A-6 mit
den MaBen 106 mm mal 148 mm zu je
2,6g.

a) Berechne, wieviel Quadratmeter Papier
fiir jedes Format notwendig sind!

b) Wieviel Kilogramm Papier werden ins-
gesamt verwendet?

(Antwort siche Heft 5/84)
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Raum und Entfernung
Wie man in der Mathematik mil}t
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Einleitung

Aus dem tdglichen Leben weil jeder, dal
Entfernung ein sehr relativer Begriff ist.
Zum Beispiel hat schon mancher Tourist
auf einer Landkarte den Weg des geplanten
Marsches ausgemessen und sein Ergebnis
fir verldBlich gehalten, dann aber festge-
stellt, daB er in dem unebenen Terrain viel
lingere Strecken zuriicklegen mufte. Er
hatte nicht beachtet, dall sein MeBinstru-
ment die Héhenunterschiede auf der Land-
karte nicht beriicksichtigen kann.

Bild 1 tatsiichliches Profil

des Weges

Bildstrecke auf der Landkarte

Auch wenn unser naiver Tourist auf einer
o~idealen® Ebene ginge, wiirden sich seine
‘der Landkarte entnommenen Angaben von
der tatsichlichen Entfernung unterschei-
den. Das ist deshalb der Fall, weil die Erd-
oberfliche bekanntlich keine Ebene ist, wir
sie auf Landkarten aber als Ebene darstel-
len. -

Die Entfernung zwischen den Punkten A
und B einer Kugeloberfliche projiziert
man in die Ebene; bei Zentralprojektion

auf die Strecke 4,5, bei Parallelprojektion
auf die Strecke A,B;. Das Bild 2 zeigt, dal
die gewihlte Projektionsart sowie bei der
Zentralprojektion auch noch die Lage des
Projektionszentrums S
sind.

von Bedeutung

Aq A, B, B
Bild 2

Das Bild verdeutlicht dies, und die Karto-
graphen wissen genau, dal bei der Darstel-
lung eines Terrains auf der Landkarte die
Entfernung nicht exakt wiedergegeben wer-
den kann, weil die Kugel keine Fliche ist,
die sich in die Ebene abwickeln 140t, und
deshalb projizieren sie so, dal} entstandene
Verzerrungen minimal bleiben.

Beispiel: Die Linge cines Halbkreises mit
dem Radius r berechnet sich nr, und bei
Parallelprojektion entsteht eine Bildstrecke
der Linge 2r; es kommt also zu einer Ver-
kiirzung der tatsichlichen Entfernung im
Verhidltnis % =
tion vom Kreismittelpunkt aus ist die proji-
zierte Halbkreislinie sogar die gesamte un-
endliche Gerade.

Es zeigt sich also, daB die Enifernung auch
im tdglichen Leben kritisch betrachtet wer-
den mulb und dieser Begriff nicht zu verab-
solutieren ist. Wir werden uns daher im
weiteren niher mit dem Begriff der Entfer-
nung befassen, allerdings wird es nicht die
Entfernung sein, welche uns tiglich in viel-

1,57.... Bei Zentralprojek-

_ fdltiger Weise begepnet, sondern wir wollen

den Abstand in einer Welt genau definier-
ter mathematischer Objekte untersu-
chen.

Abstand im euklidischen Raum

Zuerst werden wir mit Objekten arbeiten,
welche aus der Schule oder auch aus der
Mathematischen Schiilerbiicherei (MSB) be-
kannt sind; mit der Geraden (eindimensio-
naler suklidischer') Raum E;), mit der
Ebene (zweidimensionaler euklidischer

Raum £,} und mit dem bekannten dreidi-
mensionalen euklidischen Raum E;.

Die Punkte der Geraden bezeichnen wir
mit x=(x;), die Punkte der Ebene mit
x={xy, X;} und die Punkte des Raumes
mit x = {x;, x;, x3), wobei x;, x;. x; reelle
Zahlen gind.

£ X
4 o —-
Xj
Bild 3
E; X
Xp
g xg
E
X_g :
J X
a X7
5

In diesen Kiumen kennen wir folgende
Entfernungen:
Aufder Geraden E, bezeichnet das Symbol
d{x, y} den Abstand des Punkies x = {x3)
vom Punkt y=(3;). Die Definition lau-
tet:

dix, ¥} =[x - nl. 9]
In der Ebene E, ist der Abstand d(x, y) des
Punktes x = (xy, x3) vom Punkt y =-(y, ¥;)
folgendermaBen definiert:)

dix, y}= ,‘f(xl =yt {xm—

(2)
Entsprechend ist im Raum E, der Abstand
dix, y) des Punktes x=(x;, x; x3) vom
Punkt v = (3, ¥, 3} definiert:

d(x, y) = (x1 — 3P + (% — yl + (63— ys)

: (3
Bild 4 X dixyl Y
T T T -,
: i} X3 ¥
¥
5 1
dixy) |
i y [l
xﬂ l/ J|
F4 g —
lx,-y,l

Bemeriung I: In allen drei Fillen bezeich-
nen wir den Abstand mit d(x, y}. Das ist
konsequent, denn Formel (1) kann auch
wie folgt geschrieben werden:

d(x, ¥y =0, — y)*. (17
Die Formeln (1) und (2) sind speziclle
Fille von (3), denn die Punkte aus E; ha-
ben die Form (x;, 0, 0) und sind somit
Sonderfille der Punkte aus Ej; entspre-
chend haben die Punkte aus £, die Form
(xl'. X2y D}

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 97



Wir nennen d(x, y) euklidischen Abstand
und betrachten nun ausfiihrlich seine Ei-
genschaften:

A Vorallem ist d(x, y) stets eine nichtne-
gative Zahl, d.h.

d(x,y)z0, @
wobei der Abstand des Punktes x vom
Punkt y genau dann gleich Null ist, wenn
beide Punkte identisch sind:

d(x,y)=0=x=y. 5)
Wir erinnern uns, daB die Identitdt der
Punkte x = (x,x,, x3) und y = (1, 32, »3)
bedeutet, daB x; = y;, x; =y;, X3 =y, gilt,
und wir zeigen die Giiltigkeit von (4) und
(5): Die Ungleichung (4) folgt aus der Defi-
nition (3) des Abstandes d(x, y); fir x =y
ist nach dieser Definition die Zahl d(x, y)
gleich Null. Ist dagegen d(x, y) =0, so gilt
auch [d(x, y)]* =0, und aus (3) folgt
o=yt + (=3 + (%3 — ) = 0.
Diese Summe dreier nichtnegativer Zahlen
ist genau dann gleich Null, wenn jeder ein-
zelne Summand gleich Null ist, also fur
x1=y»=0, x,—y»=0, x3—-y;=0. Folg-
lich ist x; = y, fiir i =1, 2, 3, und somit gilt
x=y.
B AuBerdem ist der Abstand des Punktes
x vom Punkt y gleich dem Abstand des
Punktes y vom Punkt x:

d(x,y)=4d(, x). (6)
Der Beweis folgt wieder aus der Definition
von d(x, y):
Weil  (x; =y = [—0n— ) = 0 — X,
fur i=1, 2, 3-ist, erhalten wir die Glei-
chung (6) direkt aus (3).
C In einem Dreieck mit den Eckpunkten
x, y und z ist die Linge einer Seite nicht
groBer als die Summe der Lingen der bei-
den iibrigen Seiten.?) Mit anderen Worten,
der Abstand des Punktes x vom Punkt z ist
nicht groBer als die Summe aus dem Ab-
stand des Punktes x vom Punkt y und dem
Abstand des Punktes y vom Punkt z. Es ist
moglich, dies in Form der sogenannten
Dreiecksungleichung aufzuschreiben:

d(x, 2) = d(x,y) + d(y, z). ¢))
X
d(xz)
dixy) 4
0 3 =
a(y,z)
J Bild 5

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung wird
zwar durch Bild S verdeutlicht, wir werden
uns aber nicht allein auf die Anschauung
verlassen, damit es uns nicht wie jenem
eingangs erwidhnten Touristen ergeht. Wir
beweisen daher die Giiltigkeit der Unglei-
chung (7) und stellen uns dazu erst einmal
einige Hilfsmittel bereit:

Erster Exkurs: Es seien a und b beliebige
reelle Zahlen. Dann ist auch die Zahl
(a—b) reell, und folglich ist die Zahl
(a — b)? nichtnegativ, d. h.

0=<(a—-b)=a?—2ab+ b?,

daraus folgt 2ab < a? + b?

98 - alpha, Berlin 18 (1984) 5

bzw. abs= % (at+ bY).

Diese Ungleichung gilt fiir je zwei reelle
Zahlen g, b. Wihlen wir spezielle a und b,
beispielsweise a = \/E und b= 1/5 mit
den nichtnegativen Zahlen a und §, so er-
halten wir die Ungleichung

Va5 @+ ). ®

Es seien auch o; und §; miti =1, 2, 3 nicht-
negative Zahlen, und wir definieren die po-
sitiven Zahlen

A=al+al+alund B=p+ B+ B
Wihlen wir in (8) @ = @?/4 und B = /B,
so erhalten wir fir i=1, 2, 3 die Unglei-
chungen

und durch Addition auf beiden Seiten ent-
steht die Ungleichung
a b+ @b + axfs

V4B

1 (oz}+a§+a,2 —

pi+Bi+B} )
== +
=2 A B
(die letzte Gleichung folgt aus der obenge-
nannten Definition der Zahlen 4 und B).
Nach Multiplikation mit der nichtnegati-

ven Zahl \[E erhalten wir dann die soge-
nannte Héldersche*) Ungleichung
aB + ayffy + aspy

1 1
s (al+al+al)’ (B4 + B+ pY)
Diese Ungleichung gilt fiir alle reellen Zah-
len a, und §,. Wir haben zwar bei dieser
Herleitung verlangt, da 4 >0 und B>0
seien, jedoch gilt (9) natiirlich auch fir
A=0 und B=0. Die Ungleichung hat
dann die Form 0 = 0. (Man beweise das!)
Aus der Ungleichung (9) folgt eine weitere
wichtige Beziehung, die sogenannte Min-
kowskische®) Ungleichung

J(YI + 82+ (y2+ 87 + (y3 + 85
syyi+yieyl 462452+ 02,

(10)

welche fiir alle reellen Zahlen y,, g. &, 4,
d,, d; gilt. :
Um die Giiltigkeit dieser Ungleichung (1)
Zu zeigen, setzen wir
C=(n+8P+(n+8)+(s+6)
und koénnen schreiben
C=[rin+8)+r(rnté)+r+ 83)]
H[Buyy + 8) + 8a(y2 + 8) + 8x(y3 + 8
3]
Wenden wir nun auf die zwei Ausdriicke in
den eckigen Klammem jeweils die Holder-
sche Ungleichung (9) an (in der ersten
Klammer steht y; fiir oy (y; +8p) fur B
usw., d. h., allgemein gilt @, =% und
Bi= (y; + 6); fur die zweite Klammer gilt
entsprechend ¢; = §; und §; = (y; + &), fir
i=1, 2, 3), dann erhalten wir

1
C=i+7vi+yd’
1
[n+ 82+ (2 + 69 + (73 + 63)7] :
1
+ (52 + 82+ 6§)2
1

[(1+ 8 + (12 + 62 + (3 + 85)] ’
1 1
=4c [(y% +ri+ )+ @+ 83+ 6%)’].

Fir C=0 gilt die Ungleichung (10). Ist
C # 0 (nach Definition gilt dann C > 0), so
geniigt es, die vorhergehende Ungleichung
durch die Zahl \/E >0 zu dividieren, und
wir erhalten sofort die Minkowskische Un-
gleichung (10).

Ende des ersten Exkurses

Nun kénnen wir auch die Dreiecksunglei-
chung (7) beweisen:

Diese ergibt sich aus (10), wenn wir
Yi=x;i—y;und §;=y,—z, i=1, 2, 3, set-
zen, denn dann ist ¥, + 6, = x; — z;, und es
gilt

VO — 207 + (x5, = 2 + (x5 — 2,)?
= ‘/(xl =y + =y (x5 — »)?
+ 1/()'1 —z)P+ -+ (-2t

Unter Verwendung der Punkte x, y und z

entspricht dies der Dreiecksungleichung

.

Fassen wir die drei Eigenschaften des eu-

klidischen Abstandes zusammen, welche

wir bereits bewiesen haben:

A d(xy)z0;d(xy)=0ex=y,

B d(x,y)=d(y x) fir je zwei Punkte x,
B

C d(x,z)=sd(x,y)+d(@y,z) fur je drei
Punkte x, y, z. .

Beispiel I: Kehren wir zu unserem Touri-
sten und zu seinem blinden Vertrauen zur
Landkarte zuriick. Er verstand unter der
Entfernung zweier Punkte des E; den eukli-
dischen Abstand ihrer Bildpunkte in der
Ebene E,, d.h. auf der Landkarte.

Wir verzichten auf eine weitere Dimension
und definieren einen neuen Abstand f(x,
y) als euklidischen Abstand der Bildpunkte
x; und y, auf der entsprechenden Achse
(siehe dazu Bild 6):

t(x, y) =[x = xnl. Q1)
X r x={x,X,)
»
\\
[ >
\‘ I 2o
[t} X, ‘\. y7
‘yz .Y:{.prz)
p———i (X y)
Bild 6 - -— - dlxy)




Hat dieser neue Abstand in der Ebene wie-
der die Eigenschaften 4 bis C? Die Eigen-
schaften B und C sind offensichtlich er-
fillt, denn fir
x = (xy, X3), ¥y = (1, y») und z = (23, 2,) gilt
1x, ) =[x =y == 0 — x|

= —xf =10, x) und
t(x, z) =[xy = z)) = {(x; — y1) + (1 — z))

Slxy =yl + -zl

=tx,y)+tQy z).
Es ist auch t(x,y) 20, und fir x =y gilt
t(x, y) =0. Die Implikation = aus Eigen-
schaft 4 ist jedoch nicht erfiillt, denn ob-
wohl die Punkte x=(x;,x;,) und
y = (xi1, y,) fur x; # y, verschieden sind, gilt
t(x, y) =|x; — x;| = 0 (siehe Bild 7).

Bild 7
X2 x X#y
txy)=0
yz T Y
| -
4 X<y,
A. Kufner

h Euklid von Alexandria (3657 bis 300?
v.u. Z.), Mathematiker, soll hauptsich-
lich in Alexandria gewirkt haben.

) Der Leser beachte, daB im Bild auf der
waagerechten Achse jeweils die ersten
Koordinaten und auf der senkrechten
Achse jeweils die zweiten Koordinaten
der Punkte x und y abgetragen wer-
den.

3) Wenn alle drei Punkte auf einer Gera-
den liegen, kann dieses Dreieck auch
entarten. In E, ist dies immer so.

4) Otto Hélder (1859 bis 1937), Mathema-
tiker, wirkte hauptsdchlich in Leipzig.

%) Hermann Minkowski (1864 bis 1909),
Mathematiker, wirkte hauptsédchlich in
Ziirich und Géttingen.

Miroslav Bartdk, CSSR

Eine Aufgabe von
Prof.

Emil Kraemer

Karls-Universitdt Prag
Chefredakteur der mathematisch/
physikalischen Umschau (rozhledy)

A 2491 o Als Projektion ist das Parallelo-
gramm A'C'E'G’ gegeben, dessen Eck-
punkte die Parallelprojektionen der nicht-
benachbarten Eckpunkte 4, C, E, G eines
regelmidBigen Achtecks ABCDEFGH sind.
Konstruiert mittels Parallelprojektion das
vollstindige Bild dieses Achtecks!

Losung

Vereinfachte Losung des Schiilers Jaroslav
Smejkal, Klasse 4A6, Velké Mezifici, Be-
zirk Siidméhren.

Bild 1 i
G £
H bn D
o q
A [«

Die Punkte A4, C, E, G sind Eckpunkte
eines Quadrats, ebenso auch die Punkte B,
D, F, H (siehe Bild 1). Die Diagonalen AE
und CG des ersten Quadrats und die Dia-
gonalen BF, DH des zweiten Quadrats ge-
hen durch den Mittelpunkt M des gegebe-
nen Achtecks.
Gleichzeitig gilt

p=BF| AG, q=DH|AC 1)
und BD| HF| AE. 2)
Es sei O der Schnittpunkt der aufeinander
senkrecht stehenden Geraden g = DH und
CE, es sei |5 OME| = 45°; dann ist ME die
Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwink-
ligen Dreiecks OME. Nach dem Satz von
Pythagoras gilt [ME|* = 2| MO, ferner ist

IMO[ _ 1

|MD| ‘/2_ £
Bei der Parallelprojektion bleibt die Eigen-
schaft Parallelitit von Geraden erhalten
(sofern diese Geraden nicht die Projek-
tionsrichtung darstellen). Deshalb ist die
Projektion des Quadrats ACEG das Paralle-
logramm A'C'E’G’; der Schnittpunkt M’
seiner Diagonalen ist die Projektion des
Mittelpunktes M des gegebenen Achtecks
(siehe Bild 2). Die Projektionen der Gera-

den p = BF, q = DH, fir welche die Bezie-
hung (1) gilt und die durch den Punkt M
gehen, sind die Geraden p’|4'G’, ¢'|4'C’,
die duich den Punkt M’ gehen. Die Projek-
tion des Schnittpunktes O der Geraden ¢
und CE ist der Schnittpunkt O’ der Gera-
den ¢’ und C'E’. .

Bild 2

Bei der Parallelprojektion bleibt auch das
Verhilltnis der Lingen von Strecken erhal-
ten, die auf einer Geraden liegen (vgl.
obige Einschrinkung). Deshalb gilt fiir die
Linge der Projektionen M'O’, M'D’' der
Strecken MO, MD nach (3) die Beziechung

IM'O'| _ MO _ 1

|M’D’'| |MD| ﬁ
Wir konstruieren also in Bild 2 das recht-
winklig-gleichschenklige Dreieck M'Q’'P
mit der Hypotenuse M'P und auf dem
Strahl M'O’ den Punkt D’ derart, daB
|M’0’'} = |M'P|. Die Projektion des Punktes
H ist der Punkt H’, der symmetrisch zum
Punkt D’ beziiglich des Mittelpunktes M’
liegt. GemiB (2) gilt dann B'D'|H’F'|A'E".

Fés
m+f

rozhledy

MATEMATICKO-FYZIKALNI

nositel vyznamendn{ Za zdsluhy o vystavbu

Der Verein tschechischer und spiter tsche-
choslowakischer Mathematiker und Physi-
ker begann in den 70er Jahren des 19.Jh.
eine Zeitschrift fiir die Pflege der Mathe-
matik herauszugeben. Diese enthielt auch
eine Beilage, die fiir Schiiler der damaligen
Mittel- und Oberschulen bestimmt war.
Aus ihr ging 1920 die selbstdndige Mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Umschau her-
vor. Neben klassischen Partien der Mathe-
matik werden {iberwiegend Artikel mit
modemer Thematik verdffentlicht. In der
Geometrie finden wir vor allem Beitrige,
die in der technischen Praxis Anwendung
finden. Die Physik gibt Anleitungen aus
sich neu bildenden Fachgebieten. Die
Wettbewerbsbewegung der Mittel- und
Oberschulen wird durch Preisausschreiben
gefordert. Eine besondere Rubrik wird den
jungsten Lesern gewidmet. Seit liber zwei
Jahrzehnten bestehen freundschaftliche
Beziehungen zwischen rozhledy und alpha.

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 99



XXV.Internationale
Mathematikolympiade

Prag,
1. bis 10.Juli 1984

MMO

> PRAHA 1984

Aufgaben
1.Tag (4.Juli 1984)

ala Esseien x, y und z nichtnegative
Zahlen, fir die x+y+ z=1 gilt.
Man beweise die Ungleichung:
7
O=sxy+yz+zx -2z = —.
. 27
A2a Man finde ein Paar a, b positiver
ganzer Zahlen, die folgenden Bedingungen
geniigen:
(¥)) Die Zahl ab(a + b) ist nicht durch 7
teilbar,
) (a+ b)" — a’ — b ist durch 77 teilbar.
Begriinden Sie Ihre Antwort!

A3 a In der Ebéne seien zwei verschie-
dene Punkte 0, A gegeben.

Fiir jeden Punkt X # 0 der Ebene sei w(X)
das BogenmaB des Winkels xA0X
(0 = w(X) < 27, entgegen dem Uhrzeiger-
sinn gemessen), und C(X) bezeichne die
Kreislinie mit dem Mittelpunkt 0 und dem

Radjus der Linge 0X + w(X) . Seien end-

lich viele Farben gegeben und jeder Punkt
der Ebene sei mit einer von ihnen gefirbt.
Man beweise, daB es einen Punkt Y gibt,
fiir den w(Y) > 0 gilt und dessen Farbe auf
der Kreislinie C(Y) vorkommt.

Arbeitszeit: 4,5 Stunden.

Pro Aufgabe konnen 7 Punkte erreicht wer-
den.

2.Tag (5.Juli 1984)

Ada
sei die Gerade CD eine Tangente an den
Kreis mit dem Durchmesser [4B].

Man beweise, daB die Gerade 4B dann und
nur dann den Kreis mit dem Durchmesser
[{CD] beriihrt, wenn die Geraden BC und
AD parallel sind.

A 5 A Ein ebenes konvexes n-Eck (n>3)
habe den Umfang p und die Summe der
Lingen aller Diagonalen sei d.
Beweise:
2d n n+1

n-3< <[] 4 -2
([x] bedeute die groBte ganze Zahl, die
kleiner oder gleich x ist.)!

A6a Esseien g, b, ¢, dungerade ganze
Zahlen, so daB

(1) O<a<bge<d,
2) ad = bc und
3) a+d=2% und b+ c=2" fiur pas-

senide ganze Zahlen k, m gilt.
Beweisen Sie, daB a=1 ist!
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In einem konvexen Viereck ABCD'

Arbeitszeit: 4,5 Stunden.
Pro Aufgabe kdnnen 7 Punkte erreicht wer-.
den.

® An der XXV.IMO nahmen 180 Jungen
und 12 Midchen teil.

® Jeder Teilnehmer konnte — bei sechs
Aufgaben zu je 7 Punkten - maximal
42 Punkte erreichen. Die tatsichlich er-
reichte durchschnittliche Punktzahl lag bei
17,8 Punkten. 1.Preis: 42 bis 40 Punkte,
2.Preis: 39 bis 36 Punkte, 3.Preis: 25 bis
17 Punkte.

® Die feierliche AbschiuBzeremonie fand
im traditionsreichen Festsaal der Karls-
Universitit, dem Karolinum, statt. Die
Preise wurden vom Minister fiir Schulwe-
sen der CSSR iiberreicht.

® Der finnische Delegationsleiter Iud alle
Teilnehmerlinder zur XXVILIMO (Juli
1985) nach Helsinki ein.

alpha stellt vor:

Eine elegante Losung der 1. Aufgabe

von Jorg Stahnke (DDR):

Die linke Ungleichung ist wegen

0= x,y z=1 sehr einfach zu zeiger:

xy+ xz+yz—2xyz
=xy(1-z)+xz(1—y)+yz=0.

Zum Beweis der rechten Ungleichung kén-
nen wir 0.B.d. A.

zzyzxz0 annehmen.

1. Fall: Ist zg—l—, so folgt 1-2x20,
1-2y20, 1-2z20 und nach der Un-
gleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel
Ya-2x00-2y)a-22)

- A-2x)+(1Q-2y)+(1-2z)

= 3

_3-2x+y+z) 1

) 3

wegen x +y+ z=1. Weiter folgt

(1-200-2) -2 557,
1-2(x+y+z)+4(xy+ xz+yz)

0

-8z = % 3

28
4(xy+xz+yz—2xyz)§—27
und die Behauptung.
2.Fall: Ist z> % 5
x+y+z=1,1-2x)(1-2y)
X (1 —22z) <0 und damit auch (1).
Damit ist der Beweis schon erbracht.

1
so folgt x, y < ) wegen

Wettbewerbsatmosphire

Aus dem Kulturprogramm der XXV.IMO:
Stadtrundfahrt durch Prag; Besuch der ,La-
terna magica“, des ,Schwarzen Theaters*,
der Ausstellung ,Glas 84", einer Kithe-
Kollwitz-Ausstellung im DDR-Kulturzen-
trum, der Nationalgalerie, Héhepunkt: Ta-
gesexkursion aller IMO-Teilnehmer -
Delegationsleiter und Schiiler-— zur Burg
Karlstejn (unser Foto) '

Mitarbeiter der Fakultit fir Mathematik
der Pdd. Hochschule Banska Bystrica/Bra-
tislava hatten alle IMO-Teilnehmer zu
einem unterhaltsamen Nachmittag unter
dem Motto: Mathematical Games (Math.
Spiele) eingeladen. In fiinf Rdumen, vorbe-
reitet fiir die Sprachgruppen russisch, eng-
lisch, franzgsisch, spanisch und deutsch,
wurden logische Spiele in Wettbewerbs-
gruppen durchgefiihrt. ,alpha“ wird einige
interessante Spiele in den nichsten Heften
vorstellen.



alpha stellt vor: Die DDR-Mannschaft: Ka-
rin Groger, Alexander Schmidt, Ingo Witt,
alle EOS Heinrich Hertz, Berlin; Oliver
Geupel, EOS Romain Rolland, Dresden;
Arnd Rosch, Spezialklasse Mathematik,
TH Karl-Marx-Stadt; Jorg Stahnke, EOS
Willi Sanger, Pasewalk.

Karin Groger erhielt einen 1.Preis. Sie ist
damit einziges Midchen, das auf einer
IMO diese hdchste Auszeichnung erhielt.
Sie studiert ab September 1984 an der
Karl-Marx-Universitdit Leipzig Mathema-
tik.

Schulwesen in der CSSR

Das tschechoslowakische Schulwesen kann
auf eine althergebrachte Tradition zuriick-
blicken. Die Prager Karlsuniversitiat wurde
bereits im Jahre 1348 gegriindet. Die
Grundlagen des modemen Schulwesens
der Tschechoslowakei schuf im 17.Jahr-
hundert der weltbekannte Padagoge Jan
Anos Komensky (Komenius). Schulpflicht
besteht schon iiber 200 Jahre, aber erst die
sozialistische Tschechoslowakei gewihrte
allen das Recht auf kostenlose Bildung,
einschlieBlich Fach- und Hochschulen.

Das System des tschechoslowakischen
Schulwesens besteht aus neunjihrigen
Grundschulen, zwei- bis vierjahrigen allge-
meinbildenden oder spezialisierten Ober-
schulen, sowie vier bis fiinfjahrigen Hoch-
schulen humanistischer, technischer oder
kiinstlerischer Fachrichtung. Mathematik-
olympiaden werden seit 1951 durchgefihrt.
Im Vergleich zu 1945 hat sich die Schiiler-
zahl der Fachschulen verdoppelt, und in
der Slowakischen Sozialistischen Republik
fast vervierfacht. Im Vergleich mit 1936
hat sich die Anzahl der Hochschulstuden-

Zu Beginn der IMO wurde das in Jugosla-
wien im Jahre 1977 erstmals durchgeflihrte
Symposium zu Fragen der auBerunterricht-
lichen Arbeit im Fach Mathematik durch
10 Vortrige und Diskussionen fortgefiihrt.
Eine wichtige Rolle spielten dabei natio-

‘nale Mathematikolympiaden bzw. regio-

nale Mathematikolympiaden, z. B. VR Po-
len - Osterreich, Olympiaden nordafrikani-
scher Lander. Eine Ausstellung mit Litera-
tur, Aufgabensammlungen, Urkunden usw.
gab einen umfassenden Einblick in die au-
Berunterrichtliche Titigkeit auf den ver-
schiedensten Ebenen, zusammengestellt
aus Materialien der meisten Teilnehmer-
lander (siehe Foto).

ten vervierfacht. Infolge der wissenschaftli-
chen und technischen Revolution nimmt
Fachausbildung in der CSSR stindig an
Bedeutung zu. Die Hilfte simtlicher Stu-
denten studiert in neuen Schulen, die der
sozialistische Staat nach dem zweiten
Weltkrieg errichtiet hat. Auf je 1000 Ein-
wohner entfallen fast 250 mit Mittel- oder
Hochschulbildung.

Inoffizielle Linderwertung der XXV.IMO

1.Pr. 2. 3. Punkte Brasilien - - 3 92
Griechenland - 1 - 88
Sowjetunion S 1 - 235 Kanada - - 2 83
VR Bulgarien 2 3 1 203 Kolumbien - - 2 80
SR Rumiénien 2 2 2 199 Kuba - - 1 67
Ungarische VR 1 4 1 195 Belgien - - 1 56
USA 1 4 1 195 Marokko - - 1 56
GroBbritannien 1 3 1 169 Schweden - - = 53
Vietnam 1 2 3 162 Zypem - - 1 47
DDR 1 2 3 161 Spanien - - - 43
BRD - 2 4 150 Algerien (4)* - - - 36
Mongolische VR - 3 2 146 Finnland - - - 31
VR Polen = 1 5 140 Tunesien - - - 29
Frankreich - 2 2 126 Norwegen (1)* - - 1 24
CSSR = 2 2 125 Luxemburg (1)* - - 1 22
SFR Jugoslawien - - 4 105 Kuweit - - = 9
Australien - 1 2 103 Ttalien - = - 0
Osterreich - 1 2 97 -
Niederlande - 1 2 93 Pro Land 6 Teilnehmer, auBer * 14 35 50

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 101



XXIII. Olympiade

Junger Mathematiker \/4

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Erfurt, Mai 1984

Olympiadeklasse 10

231041 Stellen Sie fest, ob es Quadrat-
zahlen % gibt, die sich in der Form
z=n*+3n5—-5n"—15n*+4n2+12n +3
mit einer natiirlichen Zahl n darstellen las-
sen!

231042 ,Konstruieren Sie ein Dreieck
aus b — ¢ =10 cm, f— y=80° und der Diffe-
renz u — v =4 cm der Winkelhalbierenden-
Abschnitte u, v von a!“
Mit dieser Kurzfassung ist folgende Auf-
gabe gestellt: Gegeben seien die Lingen
d=10cm, e=4cm und die WinkelgriBe
& = 80°. Konstruieren Sie ein Dreieck 4BC
mit folgenden Eigenschaften: Wenn die
Winkelhalbierende von x BAC die Seite
BC in D schneidet, und wenn b, ¢, 4, v die
Lingen der Strecken AC, AB, CD, BD sowie
B, v die GroBen der Winkel 5 ABC, 5 ACB
sind, so gilt

b—c=d, u—-v=e, f-y=6.
Begriinden und beschreiben Sie Ihre Kon-
struktion! Stellen Sie fest, ob durch die ge-
gebenen Stiicke ein Dreieck ABC bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Von den nachstehenden Aufgaben
231043A und 231043B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu l6sen:

231043A Von einem Tetraeder ABCD
wird BC = 4D, CA = BDund 4B = CD vor-
ausgesetzt. Die Mittelpunkte der Strecken

Reihenfolge M, M,, My, My, M5, M;. Be-
weisen Sie, daf3 unter diesen Voraussetzun-
gen ein gemeinsamer Punkt P der drei
Strecken M\ M,, M, M, M;M;, existiert
und daB dieser Punkt P der Mittelpuhkt
der Umkugel von ABCD (d. h. der durch
die vier Punkte 4, B, C, D gehenden Kugel)
ist!

231043B a) Geben Sie eine fiir alle reel-
len Zahlen definierte Funktion f an, die
fiir alle reellen Zahlen x die Eigenschaft
S+ 1) = (x) + (-1 1)
hat! Dabei bezeichnet, wenn z eine reelle
Zahl ist, [z] diejenige ganze Zahl [z] =
fir die g < z < g + 1 gilt. Beweisen Sie, daB
die von Ihnen angegebene Funktion f die
Eigenschaft (1) hat! Zeichnen Sie den Gra-
phen dieser Funktion f im Intervall aller x,
fir die -3 = x =3 ist!
b) Beweisen Sie, dal jede Funktion f mit
der Eigenschaft (1) periodisch mit der Pe-
riode 2 sein muB, d. h., daB sie fir jedes

102 - alpha, Berlin 18 (1984) §

reelle x die Gleichung f(x + 2) = f(x) er-

fulle!

231044 Auf dem Arbeitsblatt sind von
einem Korper K die bei schridger Parallel-
projektion entstandenen Bilder der sichtba-
ren Ecken und Kanten abgebildet. Fenrer
wird vorausgesetzt, daB der Korper X ins-
gesamt von sechs ebenen Vierecken ABCD,
ABFE, BCGF, CDHG, DAEH und EFGH
begrenzt wird und dafBl die vier Kanten AE,
BF, CG und DH sémtlich zueinander par-
allel sind.

Konstruieren Sie das Bild D’ der nicht
sichtbaren Ecke D bei der genannten Par-
allelprojektion! Beschreiben Sie Ihre Kon-
struktion und beweisen Sie, daB der nach
Ihrer Beschreibung konstruierte Punkt D’
das Bild der genannten Ecke D ist!

W

8 fal
231045 Ermitteln Sie alle diejenigen
WinkelgréBen x, fur die

0<xx180° M
und (2™ sinx)-sinx=1 @)
gilt!

231046 Von einem Achteck ABCDEFGH
werden folgende Eigenschaften vorausge-
setzt:

(1) Die MaBzahlen der Lingen jeder der
Achteckseiten sind rationale Zahlen.

(2) Die Innenwinkel des Achtecks haben
abwechselnd die GroBen 150° und 120°.
Beweisen Sie, daB aus diesen Vorausset-
zungen folgt: In dem Achteck ABCDEFGH
gilt

AB =FEF, BC=FG, CD = GH und

DE =HA.

Olympiadeklassen 11/12

231241 Es sei (x,) diejenige Folge von
reellen Zahlen, fiir die

x; =1
_axi+1
“So 1
gilt. Man untersuche, ob diese Folge kon-
vergent ist, und ermittle, falls das zutrifft,

ihren Grenzwert.

und =1,2,3,..)

Xn +1

231242 a) Man beweise, daB es eine
Menge M mit den folgenden Eigenschaf-
ten (1), (2), (3), (4) gibt:

(1) Jedes Element von M ist eine natiirli-
che Zahl.

(2) Das kleinste Element von M ist die
Zahl 1.

(3) Das groBte Element von M ist die Zahl
100.

(4) Jedes Element von M mit Ausnahme
der Zah] 1 ist die Summe von zwei Ele-
menten von M oder das Doppelte eines
Elementes von M.

b) Man ermittle eine Menge M, die die Be-

dingungen (1), (2), (3), (4) erfiillt und dabei

moglichst wenig Elemente hat. DaB die er-
mittelte Menge M diesen Anforderungen
geniigt, ist zu beweisen.

231243 Vier Mathematiker T, D, S, P
einigen sich auf ein Ratespiel nach folgen-
den Regeln: T denkt sich ein Tripel (x, y,
z) ganzer Zahlen mit 1= x=<y=z und
x+y+z=10. Dann soll er D die Zahl
d=y—x, § die Zahl s=x+y+zund P
die Zahl p = xyz mitteilen, jeweils so, daB
die beiden anderen den Wert der mitgeteil-
ten Zahl nicht erfahren. Danach sollen sich
D, § und P iiber ihre Informationen unter-
halten.
Untersuchen Sie, ob es ein Tripel (x, y, z)
gibt, mit dem bei einer Durchfiihrung die-
ses Spiels (nach Mitteilung von d, s und p)
das folgende Gesprich stattfinden kann:
P: ,Ich kann das Tripel (x, y, z) nicht ein-
deutig ermitteln.*
§: ,Das wuBte ich schon, bevor Sie es aus-
gesprochen haben.
P: Jetzt kann ich das Tripel ermitteln.“
D: ,Ich auch.“ B
§: ,lIch jetzt auch.“
Wenn es ein solches Tripel gibt, stellen Sie
fest, ob es durch dieses Gesprich eindeutig .
bestimmt ist! Ist das der Fall, so geben Sie
dieses Tripel an!

231244 Seien P, P,, ..., P, verschiedene
Punkte in der Ebene, n = 2. Man beweise:

‘F(ﬁ—l) oo PP,

1§1<1§n

max™_p.
i Fl

l=si<j=sn

231245 Man emmittle alle Funktionen f,
die fiir alle von 0 verschiedenen reellen
Zahlen x definiert sind und die die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

(1) Fir alle x;, x, mit x, 0, x, %0,

x;+ x, #0 ist
1 1 1

(=)0 ()
(2) Fir alle x;, x, mit x; 0, x; =0,
X;+ x; 0 ist

ey + ) - foer + x3)

=x1x f(x) f(x).
(3) Esgilt f(1)=1.




Von den nachstehenden Aufgaben
231246A und 231246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu Iésen:

231246A Uber n Punkte des Raumes,
von denen keine vier in einer gemeinsa-
men Ebene liegen, wird vorausgesetzt, daB
jedes Tetraeder, das vier dieser n Punkte
als Ecke hat, einen Rauminhalt nicht gré-
Ber als 1 besitzt.

Man beweise aus dieser Voraussetzung,
daB es dann im Raum ein Tetraeder mit
einem Rauminhalt nicht gréBer als 27 gibt,
das alle n Punkte in seinem Innern oder
auf seinem Rand enthilt.

Anmerkung: In dieser Aufgabe wurde (bei
der Angabe von Rauminhalten) einfach-
heitshalber auf die Angabe von MaBeinhei-
ten verzichtet. In der Losungsangabe ver-
fahre man ebenso.

231246B Man untersuche, ob es eine na-
tiirliche Zahl k mit k = 1 und k natiirliche
Zahlen ay, a, ..., g, die nicht notwendig
paarweise verschieden sind, gibt, so daB
ay+a+..+a=1984

1 1 1
—+—+ . +—=1

a; a; a;
gilt. Falls das zutrifft, gebe man solche na-
tirlichen Zahlen a,, a,, ..., g, an.

und

Preistrager
der XXIII. OIM

Einen 1. Preis erhielten

in Olympiadeklasse 10:

Stefan Glinther (K1.9), EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Ingo Warnke (K1.9), Erw. Spezial-
oberschule Kleinmachnow, Bez. Potsdam;
Uta Hovel (K1.9), EOS Heinrich Hertz, Ber-
lin; Jorg Wensch (KI. 9), Friedensschule
Kothen; Aicke Hinrichs (K1.9), A.-Diester-
weg-OS Parchim; Kristin Fibian, 1. EOS
Ernst Thdlmann, Rostock; Carsten Schrei-
ber, Spezialschule Martin Andersen Nexd,
Dresden; Antje Flechsig, OS Obercrinitz;
Martin Welk (KL 8), 5. OS Liselotte
Hermann, Eisenach; Jérg Jahnel (K1 9),
Spezialschule Carl Zeif, Jena;

in Olympiadeklassen 11/12:

Karin Groger, Alexander Schmidt, Inge
Witte, alle EOS Heinrich Hertz, Berlin; Oli-
ver Geupel, EOS Romain Rolland, Dres-
den; Ulrich- Meister (KI. 11), EOS
A. Lachwig, Ludwigsfelde; Mathias-Torsten
Tok (KI. 10), Juri-Gagarin-OS Leipzig; Jo-
hannes Waldmann (KI. 10), W.-Seelenbin-
der-OS, Hermsdorf.

2.Preis 3.Preis Anerken-

nung
Kl1. 10 7 11 19
Kl.11/12 7 16 16
14 27 35

Eine Urkunde fiir eine ausgezeichnete Lo-
sung einer Aufgabe erhielten: Ulf Saal-
mann (Kl 11), Spezialkiasse der TH Otto
von Guericke, Magdeburg und Thomas
Vojta, EOS Friedrich Engels, Dresden.

Anspruchsvolle
Aufgaben

fiir alpha-Leser —
iiberreicht
durch IMO-Mannschaften

ala Aus 2000 Ziegelsteinen (Quadern)
der GroBe 2x2x1 wird ein Wiirfel der
GréBe 20x20x20 zusammengesetzt, Es
ist zu zeigen: Es gibt eine Gerade g, die
durch das Innere des Wiirfels verlduft, die
aber nicht durch das Innere zweier der Zie-
gelsteine verlduft, die auBerdem parallel zu
einer der Wiirfelkanten liegt.
Vereinfachung fiir untere Klassen: Aus 128
Ziegelsteinen der GroBe 2 X 2 X 1 wird ein
Wiirfel der GroBe 8 x 8 X8 zusammenge-
setzt. Es ist zu zeigen: Es gibt ... (wie
oben).

(Finnische Mannschaft)

A 2a Die Figur, bestehend aus einem
Quadrat und einem Kreisabschnitt, ist in
zwei kongruente Teilfiguren zu zerlegen.
(Mittelpunkt des Kreisbogens: S)

(Jugoslawische Mannschaft)

A3 a Die Spieler A und B spiélen fol-
gendes Kreuzchenspiel. Sie setzen auf ka-
riertem Papier abwechselnd Kreuze und
Kreise, dabei setzt 4 bei jedem Zug zwei
Kreuze und B bei jedem Zug einen Kreis.
Kann A4 erreichen, daB 1982 Kreuze
hintereinander zusammenhingend in einer
Horizontalen stehen?

(Sowjetische Mannschaft)

A4a Gegeben seien 6 Punkte 4, B, C,
A’, B’, C' in der Ebene, die folgenden Be-
dingungen geniigen:
1. AB=AC;BA=B'C;CA=CBH
2. BA'C=2a; 5 CB'A=2B;, % AC'B
=2ymita+pf+y=m.
Man zeige, daB dann
A A'B'C'=f;, 4 BCA' =y, 4 CA'B’
= o gilt.
(Ruminische Mannschaft)

A 54 Gegeben sei eine vierstellige Zahl,
die nicht aus 4 gleichen Ziffern besteht.
Bilde mit diesen Ziffern die groBte und die
kleinste vierstellige Zahl und subtrahiere
beide! Man wiederhole das Verfahren sie-
benmal. Es ist zu zeigen: Irgendwann tritt
6174 auf.

(Bulgarische Mannschaft)

464 Wie viele Kreuze kann man in ein
aus n X m Kistchen bestehendes Quadrat
setzen, ohne daB 4 mit Kreuzchen belegte
Kistchen die Endpunkte eines Rechtecks
bilden?

(Hollindische Mannschaft)

A7a Indie 2n+ 1 Felder sind die Zah-
len von 1 bis 2n + 1 einzusetzen, so daB
die Summe in allen Diagonalen gleich ist
und alle miteinander verbundene Zahlen
der Peripherie relativ prim sind. Auf wie-
viel verschiedene Weisen konnen diese
eingesetzt werden?

(Ungarische Mannschaft)

A84A ABC sei ein Dreieck und M, N, P
seien in dieser Reihenfolge innere Punkte
der Seiten 4B, BC, CA. 0,, 0,, 0, seien die ,
Mittelpunkte der Umkreise der Dreiecke
MNB, NPC, PMA. Zeige

AABC ~ A0y, 0,, 05!

A9a Erst iibersetzen, dann knobeln!
Prove: If the number of doors in each room
is even, then the number of doors to the
outside is also even.

(Englische Mannschaft)

/ A

N 4 doors \

2 doors

2doors

2 doors /

N\

A 10a Man beweise, daB in einem Tan-
gentenviereck die Mittelpunkte der beiden
Diagonalen und der Inkreismittelpunkt auf
einer Geraden liegen.

(DDR-Mannschaft)
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"Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Aufgaben aus Freundesland

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1985

Die 36 Aufgaben wurden dem slowaki-
schen Buch 500 Riesenych slovnych uloh z
Matematiky entnommen.

Die Autoren K. KriZalkovi, A. Cuninka,
0. Sedivy stellten 500 geléste Textaufgaben
aus dem tiglichen Leben, der Okonomie,
der technischen Praxis, der Chemie, der
Physik und auch der Unterhaltungsmathe-
matik zusammen.

Die Aufgabengruppe der alpha stellte aus
diesem Buch Probleme fiir die Leser zu-
sammen und fiigte Lésungen (sieche Heft
1/85) aus unserer Sicht hinzu.

Wir wiinschen Freude und Erfolg!

Mathematik

Ma 5m 2464 Schiiler unternahmen eine
Wanderung und legten in drei Tagen 65km
zuriick. Am ersten Tag gingen sie doppelt
soviei wie am dritten Tag. Am zweiten Tag
legten sie 10 km weniger zuriick als am er-
sten Tag. Wieviel Kilometer legten sie an
jedem Tag zuriick?

Ma5m2465 Ich denke mir eine Zahl.
Wenn ich sie mit 5 multipliziere und vom
Produkt 20 subtrahiere, erhalte ich die
Zahl 15. Welche Zahl habe ich mir ausge-
dacht?

Ma 5 m 2466 3 m Kunstfaserstoff und 4m
Wollstoff kosten zusammen 470 M, wobei
1 m Wollstoff um 30 M teurer ist als 1 m
Kunstfaserstoff. Wieviel Mark kostet 1 m
Wollstoff bzw. 1 m Kunstfaserstoff?

Ma 5 w2467 Die Summe zweier natiirli-
cher Zahlen ist 4120, ihre Differenz 1280.
Welche Zahlen sind das?

Ma 5m 2468 Ein 6 m langer Kupferdraht
soll so in zwei Teile zerschnitten werden,
daB der eine Teil 60 cm lidnger ist als der
andere. Wie lang sind beide Teile zu wih-
len?

Ma 5m2469 Beim Getreidetransport per
Eisenbahn hat man in jedem Waggon je
10 t Getreide geladen. Es blieben 8t Ge-

treide noch unverladen. Damit es nicht er-
forderlich wird, noch einen Waggon anzu-
kuppeln, verteilte man die {ibriggebliebe-
nen 8 t auf einige bereits beladene
Waggons, und zwar so, da8 auf diese je 2t
zusitzlich geladen wurden. Wieviel Ton-
nen betrug die Gesamtmasse des Getrei-
des, wenn flinfmal soviel Waggons mit je
10t Ladung wie Waggons mit einer Ladung
von je 12t vorhanden waren?

Ma6m2470 In einem Dreieck ist ein
Winkel 4° groBer als der zweite und 10°
kleiner als der dritte Winkel. Wie gro8 sind
die Winkel des Dreiecks?

Ma 6 m2471 Die Summe zweier Zahlen
betriigt 165. Vier Sechstel der ersten Zahl
gleichen vier Fiinftel der zweiten Zahl. Um
welche Zahlen handelt es sich?

Ma6m2472 Ein 80 m langer D-Zug, der
eine durchschnittliche Geschwindigkeit

von 72kTm hat, fihrt an einem stehenden

Personenzug vorbei. Das Vorbeifahren
dauert 10 s. Wie lang ist der Personen-
zug?

Ma 6'm 2473 Von Bratislava bis Banska
Bystrica fuhr ein LKW mit einer Durch-

km
schnittsgeschwindigkeit von JOT.

Gleichzeitig mit diesem fuhr ein Autobus
ab, der mit einer Durchschnittsgeschwin-

digkeit von 40 % fuhr und 1h und 45min

frither als der LKW in Banska Bystrica an-
kam. Wie gro8 ist die Entfernung zwischen
diesen beiden Orten?

Ma 6 m 2474 Die Summe dreier Zahlen,
von denen jede nachfolgende um 3 groSer
ist als die vorhergehende, betrigt 63. Um
welche Zahlen handelt es sich?

Ma 7 ®m 2475 50 Fleischkonserven zweier
Sorten, und zwar Ginsefleisch fir SM und
Schweinefleisch fiir 3 M, kosten insgesamt
210 M. Wie viele Konserven Génse- bzw.
Schweinefleisch sind das?
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kOnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmem sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm x 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»Sehr gut geldst, , gut gelost” oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1984/85 liuft von Heft 5/1984 bis Heft
2/1985. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 vertffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma7m2476 Als man den beriihmten
griechischen Mathematiker Pythagoras
fragte, wieviel Schiiler in seine Schule gin-
gen, antwortete er: ,Die Hilfte der Schiiler
studiert Mathematik, ein Viertel Musik,
ein Siebentel schweigt, und auBerdem sind
dort noch drei Frauen.* Wieviel Schiiler
waren noch in seiner Schule?

Ma7m2477 Ein Betrieb fertigte im
1.Quartal 200t Erzeugnisse, davon 80% in
bester Qualitdt. Im 2. Quartal erzeugte er
300t, davon 90% bester Qualitit. Wie hoch
war die Produktion bester Qualitit im er-
sten Halbjahr in Prozenten?

Ma7m 2478 Ein Fachschulstudent, der
nach seinem Alter gefragt wurde, antwor-
tete: ,In zehn Jahren werde ich doppelt so
alt sein, wie ich vor vier Jahren war.“ Wie
alt ist dieser Student zum Zeitpunkt der
Befragung gewesen?

Ma8 w2479 In einer Fabrik arbeiteten
1440 Werktitige. Fiir vorbildliche Leistun-

gen erhielten 18%% aller Miénner und

22%% aller Frauen Primien. Die Betriebs-

leitung gab bekannt, daB 20% aller Werkti-
tigen primiert wurden. Wieviel Minner
bzw. Frauen waren in dieser Fabrik be-
schiftigt?

Ma8m2480 Ein Wirbelsturm knickte
einen Baum, dessen Hohe 14,5 m betrug,
auf die Weise, daB seine Spitze 4,3 m iiber
dem Erdboden hing. In welgher Hohe
wurde der Baum geknickt?

Ma8m2481 Um wieviel Prozent wiirde
die Produktion sinken, wenn von einer
achtstiindigen auf eine siebenstiindige Ar-
beitszeit iibergegangen wird, ohne die Ar-
beitsproduktivitit zu steigern? Um wieviel
Prozent miiBte die Arbeitsproduktivitit an-
steigen, damit die Produktion nicht ab-
sinkt?

Ma8m2482 Eine Uhr zeigt die Zeit
9.00 Uhr an. Stelle fest, in wieviel Minuten
der Minutenzeiger den Stundenzeiger ein-
holt!

Ma9m2483 Ein Arbeitsplatz wird durch
45 Gliihlampen beleuchtet, die insgesamt
eine Leistung von 2500 W umsetzen.
Einige von ihnen sind 40-W-, die anderen
75-W-Glithlampen. Wie viele Glithlampen
von jeder Sorte sind fir die Beleuchtung
des, Arbeitsplatzes erforderlich?

Ma9m2484 In einem bestimmten kon-
vexen n-Eck sind 13 Diagonalen mehr als
in einem (n — 2)-Eck. Es ist zu ermitteln,
fir welches n diese Bedingung erfullt ist.

Ma9m2485 Die Oberflichen zweier
Wiirfel, von denen einer eine um 22 cm
lingere Kante hat als der andere, unter-
scheiden sich um 19272 cm? voneinander.
Es sind die Lingen der Kanten beider Wiir-
fel zu berechnen.

Ma9m2486 Bei der ersten Fahrt ver-
brauchte ein PKW 20% des Kraftstoffes,
der sich im Tank befand. Bei der zweiten

Fahrt wurden 10% der Kraftstoffmenge ver-
braucht, die nach der ersten Fahrt iibrig-
blieb. Nach den beiden Fahrten verblieben
noch 9 Liter Kraftstoff im Tank. Wieviel
Liter Kraftstoff befanden sich vor Beginn
der ersten Fahrt im Tank?

Ma 10/12 m 2487 Die eine Kathete eines
rechtwinkligen Dreiecks ist um 2 cm linger
als die andere. Wie lang miissen die Kathe-
ten mindestens sein, wenn die Hypotenuse
ldnger als 10 cm sein soll?

Ma 10/12 m 2488 Die Quersumme einer
dreistelligen natiirlichen Zahl betrdgt 11.
Die Summe der Quadrate der drei Grund-
ziffern betrigt 45. Subtrahieren wir von der
Zahl 198, so erhalten wir eine Zahl, in der
sich die drei Grundziffern in umgekehrter
Reihenfolge befinden. Um welche Zahl
handelt es sich?

Ma 10/12 m 2489 Welche konvexen n-
Ecke haben mindestens doppelt so viele
Diagonalen wie Seiten?

Ma10/12 m 2490 Der Preis einer Ware
stieg um 10%; dann sank er um 10%. Um
wieviel Prozent des urspriinglichen Waren-
preises dnderte sich der Preis?

4

Physik

Ph6m161 Ein Liufer lduft von der Stadt
A nach der Stadt B, wobei er tiglich 28km
zuriicklegt. Gleichzeitig 1duft ein anderer
Liufer, der téglich 24km zuriicklegt, von B
aus in Richtung 4. Die Entfernung zwi-
schen den Stiddten A und B betrigt
260km. In wieviel Tagen treffen sich beide
Laufer?

Ph7m162 An einer Stange wirken zwei
senkrecht angreifende Krifte von 100 N
und 150N in einer Entfernung von 80 cm
voneinander (siche Bild). Welches ist ihre
Resultierende, und wo liegt ihr Angriffs-
punkt, wenn diese Krifte parallel wirken?
(Die Masse der Stange bleibe unberiick-
sichtigt.)

80-x X

ey ]

F2

Ph8w163 Eine Stange aus Stahl soll
eine Zugkraft von 150800 N aufnehmen.
Welchen Durchmesser muB der Kreisquer-
schnitt bei zuldssiger Zugbelastung von

12000 iz- aufweisen?
cm’

Ph9wm 164 Wenn anstelle von Buchen-

holz mit einer zuldssigen Belastung von {7~

1000 N-cm~2 Fichtenholz mit einer zulis-

sigen Belastung von 850 N - cm~2 verwen-
det wird und wenn der Querschnitt um
20% vergréBert wird, kann der Querschnitt
mit 2000N mehr belastet werden. Wie groB
war der Querschnitt des Buchenholzes,
und wie hoch war seine Belastung?

Ph10/12m 165 Zwei Pumpen leeren aus
einem Tankwagen in 3,75h das darin ent-
haltene Ol. Mit der ersten Pumpe wiirde
der Tankwagen 4 h schneller geleert als mit
der zweiten Pumpe. In welcher Zeit wird
der Tankwagen von jeder Pumpe allein ge-
leert? '

Chemie

Ch7m129 Schiiler sammelten 3200 g
weiBe Akazienbliiten, gelbe Akazienblii-
ten, Lindenbliiten und Ahombliiten. Wel-
che Mengen der Bliiten einer jeden Art ha-
ben sie gesammelt, wenn sie das Dreifache
an Lindenbliiten im Vergleich zu weiBen
Akazienbliiten, doppelt soviel Ahornbliiten
wie weiBe Akazienbliiten und Lindenblii-
ten zusammen sowie 1200g gelbe Akazien-
bliiten mehr als Ahombliiten gesammelt
hatten?

Ch 8m 130 Meerwasser enthdlt 5% Salz.
Wieviel Kilogramm SiiBwasser muB man
zu 40 kg Meerwasser hinzugieBen, damit
der Salzgehalt 2% betrigt?

Ch9m131 Wieviel Prozent Kohlenstoff
und Wasserstoff enthilt Benzol, dessen
Formel C¢H ist?

Ch10/12m 132 Wieviel 20%ige und
45%ige Schwefelsiure (H,S0,) miissen wir
mischen, um 250 ml 35 %ige Schwefelsdure
Zu gewinnen?
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Tschechische

praktische Rechenbiicher
aus dem 16. und 17. Jahrhundert

Im 16. Jahrhundert entwickelte sich dhn-
lich wie aligemein in Europa auch in den
béhmischen Lindern das stiadtische Leben,
besonders das Handwerk und der Handel.
Dies erforderte Kenntnisse aus der prakti-
schen Mathematik, besonders zu Aufgaben
aus dem kaufminnischen Rechnen. Des-
halb finden wir unter den éltesten in tsche-
chischer Sprache gedruckten Biichern auch
Rechenbiicher. Sie waren fiir einen breiten
Leserkreis gedacht, so fur Schiiler der
Grundschulen wie auch fur Handwerker
und Kaufleute. Sie enthalten deshalb eine
Anzahl praktischer Beispiele, die teilweise
durch Abbildungen erginzt sind, wie das
im Bild 1 ersichtlich ist; es stammt aus
dem iltesten tschechischen Rechen-
buch.
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Dieses Rechenbuch von Ondrej Klatovsky
hat — wie damals viele Biicher — einen lan-
gen Titel, der umfassend den Inhalt deut-
lich machen soll (womit sicherlich auch
ein Werbezweck verbunden war): Neue Bii-
cher iiber Berechnungen mit Ziffern und auf
den Linien, dazu einige Regeln und Beispiele,
auch fiir Miinzwechsel wie kaufmdnnisch iib-
lich — in kurzer und niitzlicher Weise ausge-
wdhlt.
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Dieses Rechenbuch wurde erstmals 1530
in Niirnberg in der Druckerei.von Fried-
rich Peypus gedruckt, spiter (1558) in Prag
bei Jan Kantor. In der Einleitung des Bu-
ches hebt der Autor die Bedeutung der Ma-
thematik und praktischer Berechnungen
hervor. Er bekundet dies dhnlich wie Py-
thagoras ,,... wer nicht rechnen kann, der
kann iiberhaupt nichts ...“, oder wie es Pla-
ton sagte ,Der Unterschied zwischen
Mensch und Tier besteht hauptsidchlich
darin, daB der Mensch rechnen kann ...«
Klathovsky flgte im Reckenbuch auch di-
daktische Bemerkungen ein, so z.B. einen
Hinweis des rémischen Dichters Quintus
Horatius Flacco ,Wenn du jemanden etwas
lehren willst, so tue dies in prignanter
Form, damit die Lernenden es schneller
begreifen kénnen und dann auch im Ge-
dichtnis behalten ...“.

Den Inhalt hatte Klatovsky in vier Ab-
schnitte (Traktate) eingeteilt; zu jedem Ab-
schnitt war einleitend ein Holzschnitt als
Schmuck beigefiigt, der eine Tiatigkeit aus
dem Leben eines Rechenmeisters oder
Kaufmannes darstellt. Der erste Abschnitt
behandelt das Rechnen mit Zahlen (da-
mals sagte man Ziffern), der zweite das
Rechnen auf den Linien, der dritte das
Rechnen mit Briichen; der vierte Abschnitt
enthilt ,gingige kaufminnische Berech-
nungen®.

Zum Titelblatt dieses Heftes

Der Dreisatz
im 16. Jahrhundert

Das Rechenbuch von Ondrej Klatovsky aus
dem Jahre 1530 enthélt Anleitungen zur
Losung bestimmter Typen praktischer Auf-
gaben. Derartige Anleitungen wurden in
der damaligen Zeit mit dem lateinischen
Wort regula bezeichnet.

Eine dieser Anleitungen betraf ein L&-
sungsverfahren, das frither auch bei uns
iiblich war und als Dreisatz bezeichnet
wurde. Dieser Algorithmus wurde damals
regula de tri genannt, er fand weitverbreitet
Anwendung bei kaufminnischen Berech-
nungen und wurde deshalb auch als regula
aurea (Goldene Regel) bezeichnet.

Aus drei bekannten Angaben wurde die
vierte zugehorige (unbekannte) GroBe be-
rechnet. In der Praxis gab es aber auch
kompliziertere Aufgaben, wo man aus finf
Angaben eine 6. Gr6Be zu berechnen hatte.

Fiir diesen Fall verwendete man eine wei-
tere Regel, die als regula de quinque be-
zeichnet wurde; wir nennen diesen Algo-
rithmus Kettensatz. Auch diese Regel war
im Rechenbuch von Klatovsky enthal-
ten.

Das Titelblatt dieses alpha-Heftes zeigt Ta-
geldhner mit einem zugehorigen Aufga-
bentext in alttschechischer Sprache. Die
behandelte Aufgabe lautet (in heutiger
Ausdrucksweise):

18 Tagelohner haben in sechs Tagen 12 Zeilen
Weinreben behackt. Wieviel Zeilen kénnen
Jfunf Tageléhner in 30 Tagen bearbeiten?

Die Losung der Aufgabe wurde in Form
eines Sch:mas dargestellt. Die letzten
Worte des Aufgabentextes lauten diese An-
gaben werden nun fiir die Regel verwendet. .
Dieser Anleitung folgl ein Rechteck-
schema mit den finf Zahlen, die in den
Eckpunkten und im Mittelpunkt des
Rechtecks (die Diagonalen sind angedeu-
tet) eingetragen werden. In der oberen
Zeile finden wir die Anzahl der Arbeiter
(Tagelohner), im Mittelpunkt die bekannte
Anzahl der Zeilen, auf der unteren Zeile
die Anzahl der Tage.

Unterhalb des Schemas steht eine weitere
Zeile mit den Angaben 108 (=18-6), 12,
150 (=5-30). Ferner wurde in diese Zeile
noch das Ergebnis angefligt, gekennzeich-
net durch die Abkiirzung Fa (= Facit):

16 Zeilen und % (Zeilen).
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Die Zahlen in der Schlufizeile 108 12 150
stellen eine damals in Lehrbiichern iibliche
Kurzdarslellgng einer Proportion (Verhalt-
nisgleichung) dar: 108:12=150:x. Fiir
die zu berechnende GroBe x wurde jedoch
die heute Ubliche Bezeichnung x noch
nicht verwendet; deshalb treten im Drei-
satz nur drei Zahlen auf. Aus der an ande-
rer Stelle des Lehrbuchs angefiithrten An-
weisung zur numerischen Berechnung fuir
den Dreisatz ergeben sich daher folgende
Operationen: Multipliziere die mittlere
Zahl (12) mit der rechten Zahl (150) und
teile das Ergebnis durch die linke Zahl
(108).

Wenn man dies ausfilhrt, erhilt man das

notierte Ergebnis 16% (Zeilen). Versucht

nun, aus den Angaben des Aufgabentextes
diese Aufgabé mit euren Kenntnissen zu
16sen — also unabhingig von den angefithr-
ten Regeln des Rechenbuchs! Wie schnell

gelangt ihr zum Ergebnis? Ivana Fiizékovd
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Die Technische
Hochschule Prag

Etwa seit Beginn des 19. Jh. begannen ne-
ben den traditionsreichen Universititen
hohere technische Bildungsanstalten eine
rasch wachsende Rolle in der Lehre und
Forschung auf dem Gebiet von Mathema-
tik und einigen Naturwissenschaften, vor
allem aber natiirlich technischer Diszipli-
nen, zu spielen. Es dauerte jedoch rund
100 Jahre, bis die annihernde gesetzliche
Gleichstellung dieser Einrichtungen mit
den Universititen erreicht war. AuBerer
Ausdruck dessen sind die wechselnden Be-
zeichnungen dieser Bildungseinrichtun-
gen, die schlieBlich meist in der Anerken-
nung als ,Technische Hochschule“ gipfel-
ten, und der Kampf um das Recht zur
Verleihung akademischer Grade. Der Bin-
destrich und die GroBschreibung von Ing.
im Titel Dr.-Ing. (gegeniiber Dr. med. =
Dr.medicinae, Dr.jur. = Dr.juris usw.) sind
noch ein urspringlich als Herabsetzung
aufgefaBtes Uberbleibsel jener Kimpfe.
(Natiirlich verlief diese Entwicklung in ver-
schiedenen Lindern im einzelnen recht
unterschiedlich.) Inzwischen haben zahl-
reiche Technische Hochschulen (oder wie
immer sie heiBen mogen) bedeutende Tra-
ditionen und ein hohes internationales An-
sehen errungen und sind in das Alter ge-
kommen, in dem man ans Feiem von
Jubilden denkt. Damit ist es jedoch nicht
so einfach wie bei den alten Universitéten,
die meist durch pépstliche Bulle gegriindet
wurden und so ein auf den Tag genau fi-
xierbares eindeutiges Alter haben. Techni-
sche Hochschulen wuchsen organisch aus
Bildungseinrichtungen vorldufigen Charak-
ters oder niedrigeren Niveaus, entstanden
oft durch Zusammenlegung mehrerer An-
stalten, wechselten — wie gesagt — mehr-
fach Status und Namen.

Ein gutes Beispiel ist die heutige Techni-
sche Hochschule in Prag. Um 1707 griin-
dete der Militiringenieur Christian Willen-
berg in Prag mit kaiserlicher Bewilligung
eine Ingenieurschule. Dem 250jdhrigen Ju-
bildium dieser Griindung waren die vier
hier abgebildeten Marken gewidmet. 1806
wurde diese Einrichtung in ein ,Polytechni-
sches Institut® umgewandelt, dessen erster
Direktor der Mathematiker Franz Joseph
Gerstner (1756 bis 1832) wurde, der zu-
gleich Professor an der Prager Universitit
war und als Lehrer des bedeutenden Ma-

thematikers Bernard Bolzano (vgl. alpha
1981, H.5) bekannt ist.

Eine besondere Pflege erfuhr an dieser seit-
her noch oft umbenannten Bildungsstitte
die darstellende Geometrie, zu deren her-
ausragenden Vertretern Rudolf Skuhersky
(1828 bis 1863) gehort. Seine Wiirdigung
durch eine der vier Jubiliumsmarken hat
er aber dem Umstand zu verdanken, daB er
als erster Professor am Prager Polytechni-
kum 1861 dazu iiberging, seine Vorlesun-
gen in tschechischer Sprache zu halten,
entsprechend der Nationalitit der Mehr-
heit seiner Horer. Der Streit um die Spra-
che fiihrte 1869 zur Teilung des Polytech-
nikums in ein deutsches und ein tschechi-
sches (Analoges geschah auch mit der
Prager Universitdt.), die 1879 beide den
Rang einer Technischen Hochschule er-
hielten. Die Deutsche Technische Hoch-
schule in Prag hat dann neben der Tsche-
chischen noch nach der Griindung eines
selbstindigen tschechoslowakischen Staa-
tes im Jahre 1918 bis in die letzten Jahre
des 2. Weltkrieges bestanden und sich (wie
auch die deutsche Universitdt in Prag) als
Hochburg deutschen Nationalismus und
schlieBlich faschistischer Ideologie einen
traurigen Ruhm erworben. Hingegen ist
weltweit unbestritten, daB die ,CVUT“
(Ceské Vysoké Uteni Technické — mit rus-
sischen Sprachkenntnissen und etwas
Phantasie kann man dies leicht uberset-
zen) zu den iltesten und bedeutendsten
technischen Bildungseinrichtungen der
Welt gehort. Thr heutiges Emblem ist von
eindrucksvoller Symbolik: Der b6hmische
Lowe hilt einen Zirkel, aus dem es frucht-
bar ausschligt.

P. Schreiber
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Aufgaben fiir

die jiingsten Leser
(Klassenstufe 7/8)

Es sind Aufgabenuaus der Geometrie, die
zur Losung etwas Uberlegyng und Rechen-
fertigkeit erfordem.

ala Welche GroBe hat der mit einem
Fragezeichen versehene Winkel (Bild 1)?

A2 A a) Die dunkle Teilfliche der Figur
hat einen Flicheninhalt von 36 cm?. Be-
rechne ihren Umfang (Bild 2)!

b) Die dunkle Teilfliche soll nun einen
Umfang von 20 cm besitzen; wie groB ist
nun ihr Flicheninhalt?

Z

Bild 2

A3 a An die dargestelite Figur (Bild 3),
die aus finf Quadraten besteht, soll noch
ein Quadrat angefiigt werden, so daB ein
Wiirfelnetz entsteht.

1 2 3
Bild 3

4 5 6 7 8
q 0 1 12

A4 a Wieviel Winkel von 150° kdnnte a)

ein Fiinfeck, b) ein Siebeneck hochstens
besitzen?

A5a Kann man innerhalb eines Kreises
mit dem Halbmesser r ein Quadrat mit

dem Flicheninhalt % r? zeichnen?

A6 a Kann man innerhalb eines Kreises
mit r =3 cm einen Kreis mit dem Umfang

" u=18 cm zeichnen?

A7a Gegeben seien eine Kugel K,
(ry=1cm) und eine Kugel K, mit dem
Rauminhalt 4cm>. Kann man die Kugel K,
vollstindig im Inneren von K, unterbrin-
gen?

a84a Gepeben seien eine Kugel
(r=1cm) und ein Wiirfel mit dem Raum-
inhalt 0,5 cm?. Ist es moglich, diesen Wiir-
fel im Inneren der Kugel unterzubrin-
gen? aus: rozhledy

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 107
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Mathematische
Spielereien

»Habt ihr alles; nichts vergessen?“ fragte
Tante Eva, bevor das Auto mit Onkel Pepa
und den beiden Jungen Honza und Jirka
losfuhr. Auf der LandstraBe war wenig Ver-
kehr, deshalb achteten die beiden Jungen

nicht so sehr auf die polizeilichen Kenn-

zeichen und Typen der anderen Fahrzeuge,
sondern konzentrierten sich auf die Ver-
kehrszeichen und ihre Bedeutung. Bald
tauchten zwei Zeichen auf Kurven auf einer
Ldnge von 3km sowie Empfohlene Geschwin-
digkeit 40 km/h. Onkel Pepa verminderte
daher als disziplinierter Fahrer die Ge-
schwindigkeit.

,Onkel Pepa, bei deinem Tachometer
funktioniert die Anzeige der gefahrenen
Kilometer nicht“, sagte nach einer Weile
der Neffe Jirka. Darauf sagte Onkel Pepa:
»Warum meinst du das?“

»Ich habe schon eine ganze Weile auf den
Tachometer geschaut, und er zeigt dauernd
am Ende die Zahl 253.4

,Was ist denn bei dir dauernd?“ lachte
Pepa.

,Als wir am Kurven-Verkehrszeichen vor-
beifuhren, zeigte der Tachometer auch
schon 253.«

»Schau jetzt hin“ sagte Honza, ,gerade
jetzt tauchte am Endc der Zahl eine Vier
auf.“

.Bei unserem Auto, ebenso — wie ich
weiB — beim PKW Skoda erscheint die
neue Zahl immer erst dann, wenn ein vol-
ler Kilometer abgefahren ist. Wie ist denn
das bei eurem Trabant, Jirka?“ fragte der
Onkel.

»Bei uns dreht sich der Tachometer wie ein
Elektrizititszdhler oder ein Gaszéhler, also
dauernd.“

»Vati, schau mal hin, schon hast du am Ta-
chometer die Sechs“, sagte nach einer
Weile Honza, ,also sind die Kurven nun
vorbei, und du kannst wieder Gas ge-
ben:*

Es war, als ob Jirka nur auf so eine Rede
gewartet hiitte, denn er warf sofort ein: ,Da
landen wir im StraBengraben. Herr Fahrer,
geben Sie mir Thre Fahrerlaubnis. Sie kon-
nen zwar rechnen, aber Sie haben dabei
nicht weiter nachgedacht.“

Ein paar Augenblicke spéter gab es tatsich-
lich noch einige scharfe Kurven, ohne daB
noch ein weiteres Wamzeichen zu sehen
gewesen wire. Onkel Pepa hatte das vor-
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ausgesehen und hatte die Fahrt mit gerin-
ger Geschwindigkeit fortgesetzt.

»Hier fehlte ein Verkehrszeichen“, meinte
Honza.

»Es hat kein Zeichen gefehlt, schau mal
her, ich male dir das auf,“ sagte nun Jirka
ganz kameradschaftlich. ,Zur Vereinfa-
chung zeichne ich die LandstraBe als ge-
rade Linie.

Jirka skizzierte eine Gerade und markierte
auf ihr mit Hilfe dreier gleich langer Strek-
ken den 3 km langen StraBenabschnitt mit
den Kurven; er malte auch das Warnzei-
chen dazu (siehe Bild 1).

»Erinnere dich, Honza, zu Beginn der Kur-
ven zeigte der Tachometer am Ende die
Zahl 253. Zeig jetzt mal ungefdhr die
Stelle, wo unser Auto war, als die Zahl 253
sichtbar wurde!“

»Wie kann ich das wissen?“ erwiderte un-
willig Honza.

,Na, wenigstens ungefihr. Erschien die
253 am Zeichen selbst, davor oder dahin-
ter?“ half ihm Jirka.

,Dahinter bestimmt nicht. Also etwa hier,“
sagte nun Honza und markierte auf Jirkas
Skizze einen Punkt. Jirka schrieb dazu die
Zahl 253, und er forderte. nun Honza auf,
er solle auch die Punkte markieren, wo die
Zahlen 254, 255, 256, 257 erschienen.
Honza nutzte seine Fingerbreite zum un-
gefihren Abmessen der km-Abschnitte,
und dabei kam ihm schon ein erleuchten-

‘der Gedanke. ,Mir ist das jetzt schon klar.

Du brauchst mir nichts mehr zu erzdhlen,”
rief Honza. ,Wenn wir seit Erscheinen der
Zahl 253 — mal angenommen — 400 m ge-
fahren sind, dann endet der Dreikilometer-
.abschnitt auch erst dann, wenn seit Er-
scheinen der Zahl 256 noch 400 m gefahren
sind.“

»Du hast recht,“ fiigte nun auch der Onkel
hinzu. ,Erst wenn die Zahl 257 erscheint,
haben wir die GewiBheit, daB wir den ge-
samten gefihrlichen  Kurvenabschnitt
durchfahren haben.“

=

Im Auto herrschte nun wieder gute Stim-
mung. Nach einer Weile sagte dann Onkel
Pepa: ,PaBt auf, ihr Jungen, vor uns liegt
der Ort Neudorf. Versucht mal, nach dem
Tachometer-Stand die Linge des Ortes zu
bestimmen!“

Die Jungen stellten fest, daB am Anfang
die Zahl 265, am Ende die Zahl 268 am
Tachometer abzulesen war.

Kénnt auch ihr das Ergebnis nennen, zu
dem die beiden Jungen gekommen wa-
ren?

Die Jungen freuten sich, als sie schlieBlich
am Tagesziel, dem Stausee, waren und sich
im Wasser tummeln konnten; dabei waren
Tachometer, Entfernungsbestimmung usw.
rasch vergessen. Doch geniigte bei der
Riickfahrt ein kurzer Hinweis des Onkels:
»Wir sind schon gleich bei Neudorf,“ daB
die beiden Jungen sich wieder auf ihre
Forschungstatigkeit bei der. Hinfahrt besan-
nen.

~Welchen Stand zeigt der Tachometer?“
fragte sofort wiBbegierig Jirka. ,Wir wollen
doch mal feststellen, ob wir auf das gleiche
Ergebnis kommen wie bei der Hinfahrt,“
‘warf Honza zweifelnd ein. Onkel Pepa ant-
wortete nun auf Jirkas Frage: ,Der Tacho-
meter zeigt 282,“ und ermunterte die Jun-
gen, daB sie erneut die Linge des Dorfes
bestimmen sollen.

»Schade, daB wir nicht frither daran ge-
dacht haben,” bedauerte Jirka, ,,wir hdtten
auch die Zeitdauer fiir die Durchfahrt be-
stimmen sollen und hitten dann das Er-
gebnis durch eine Berechnung der Strek-
kenldnge mit Hilfe der Geschwindigkeit
uberpriifen k6nnen. Aber zu diesem Zweck
miiBten wir ja immer die gleiche Ge-
schwindigkeit haben.“

Wie bestellt, kam gerade eine Ginseschar
iiber die StraBe, und Onkel Pepa mubBte
scharf bremsen und sie voriiberlassen.
Jetzt haben wir 283 “ sagte Honza. ,Jirka,
borg mir dein Notizbuch, ich zeichne dazu
eine neue Skizze.“
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Ehe Honza auf einer neuen Seite die
StraBe als Zahlengerade gezeichnet hatte,
waren sie schon wieder aus dem Dorf her-
aus. Der Tachometer zeigte dabei bereits
seit einigen Dutzend Metern die Zahl
284.

,Ich hatte erwartet, daB es die Zahl 285
sein wird. Bei der Hinfahrt hatten wir
einen Unterschied von drei Kilometern,
und jetzt ist dieser nur zwei Kilometer,* er-
innerte sich Jirka.

Inzwischen hatte Honza seine Skizze fertig
(Bild 2). ,Wie du siehst,“ stellte Honza
fest, ,haben wir ein anderes Ergebnis. Jetzt
miiBte die Dorflinge zwischen einem und
drei Kilometern liegen.“ )
~Aber das ist eigentlich prima“, freute sich
Jirka.

»Was ist denn daran prima, wenn wir jedes-
mal ein anderes Ergebnis haben?“ meinte
verstindnislos Honza.

»Na, schau mal her. Auf der Hinfahrt stell-
ten wir fest, daB die Linge des Dorfes zwi-
schen zwei und vier Kilometern betragen
mubB, also 2 < a < 4. Jetzt haben wir fur die
gleiche Streckenlinge gefunden 1 <a <3,
also zwei verschiedené Abschidtzungen, die
aber fur die gleiche Strecke a gelten,“ er-
kidrte Jirka und fragte schlieBlich: ,Was
folgt daraus?“

,DaB die eine Abschitzung falsch ist,“
meinte pessimistisch Honza.

»Gar nichts ist falsch,“ sagte ldchelnd
Jirka, und er erlduterte ‘sogleich seine
Uberlegungen. ,VergiB nicht, daB die
Linge a in beiden Fillen gleich ist. Nur
die obere und die untere Abschitzung ist
verschieden. Aber gerade darin besteht un-
ser Vorteil. Von den beiden unteren Ab-
schitzungen 1 und 2 kénnen wir die gro-
Bere verwenden ...“

»--- und von den beiden oberen Abschiit-
zungen nehmen wir die kleinere,“ begriff
endlich auch Honza. , Also haben wir da-
mit die Moglichkeit, die Abschitzung zu
verbessern und kdnnen behaupten, daB fiir
a die Abschitzung gilt 2 <a < 3.“

,Wir kénnten auch schreiben
a=2,5+%+0,5 km,“ erginzte Jirka und
zeigte Honza seine Skizze (siehe Bild 3).
»lhr seht also, daB es sich gelohnt hat, den
MeBversuch zu wiederholen,“ fiigte nun
der Onkel dem Gesprich bei. ,,Den Fehler,
der zunichst 1 Kilometer betrug, konnten
wir durch die neue Messung auf die Hilfte
vermindemn, d. h. auf 0,5 km.“

,und wenn wir diese Versuchsmessungen
noch einige Male durchfiihren, wiirde der
Fehler noch kleiner werden,“ meinte nun
Honza, um zu zeigen, daB ihm die Sache
jetzt vollig klar ist.

»Das ist richtig, aber nur mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit,“ erginzte ihn On-
kel Pepa, ,aber das kann ich euch erst zu
Hause erkldren, denn jetzt muB ich auf die
StraBe achten. Uberlegt euch inzwischen,
ob der Unterschied zwischen den beiden
Tachometer-Anzeigewerten am Anfang
und am Ende des Dorfes eine andere Zahl
als zwei oder drei sein konnte.“

Die Jungen zeichneten eine neue Zahlen-
gerade (Bild 4), und die km-Striche wihl-
ten sie in einem solchen Abstand, daB die

Bohmische Schule

Vor iiber 120 Jahren gab der b6hmische
Kunstmaler und Schachproblemkomponist
Antonin Kénig (1836 bis 1911) mit einem
theoretischen Aufsatz die erste Anregung
dazu, den Akzent der kompositorischen
Bestrebungen auf die SchluBstellungen der
hauptsichlichen Abspiele (Varianten) zu
legen, die Mattpositionen zu Mattbildern
zu stilisieren und diese dem Grundsatz
6konomischer Formenstrenge zu unterwer-
fen. Die Mattbilder sollten durchweg 6ko-
nomisch bzw. rein sein oder, wie man spi-
ter sagte, Muster- oder Modellmattbil-
der.

Okonomisch nennt man eine Mattstellung,
an der simtliche weiBen Figuren (ausge-
nommen eventuell Kénig und Bauern) be-
teiligt sind. Als rein bezeichnet man ein
Mattbild, in dem der schwarze Konig je-
weils nur aus einem einzigen Grunde seine
Nachbarfelder nicht betreten darf. Es ist
auch zuldssig, daB :Nachbarfelder durch
schwarze Steine blockiert oder verbaut
sind; sie diirfen dann aber nicht zugleich
durch einen weiBlen Stein beherrscht wer-
den.

Mit seinem Aufsatz hat Antonin Konig
den Grundstein zur ,Ceska Skola“, der so-
genannten Bohmischen Schule, einer Stil-
richtung in der Schachkomposition, gelegt.
Sie hat sich mit der Zeit von Béhmen aus
iiber ganz Europa verbreitet. Es gibt kaum
Problemschachbiicher, in denen keine Auf-
gaben der Bdhmischen Schule vertreten
sind. Bedeutende Problemkomponisten der
Bohmischen Schule waren u.a. Dr.Jan Do-
brusky (1853 bis 1907), Jifi Chocholous
(1856 bis 1930), Josef Pospisil (1861 bis
1916) und Dr. Miroslav Kostal (1881 bis
1958). Von ihrem unbestritten gréBten
Meister Dr. Miroslav Kostal, der sich im
Problemschach M. Havel nannte, stammen
die beiden folgenden Aufgaben.

Bleistiftlinge etwa eine 2,5-km-Linge dar-
stellte. Durch Verschieben des Bleistifts
iiberzeugten sie sich, daB der Unterschied
zwischen den Tachometer-Anzeigewerten
... betragen kann. Macht dazu selbst einen
Versuch, und begriindet das Ergebnis ma-
thematisch fir eine beliebige Linge im In-
tervall von zwei bis drei Kilometern!
Milan Koman

Matt in drei Ziigen

1. Dd1! (Es droht 2. Sf3+.) Kh2/g1S

2. Sf3+/8f2+ Kh3/Kh2

3. Dd7/Ddé matt.

Die beiden Varianten enden mit Muster-
matt der Bohmischen Schule.

Nach der schwarzen Verteidigung 1. ...g1lD
ergibt sich zwar durch 2. Df3+ Kh2 3. DhS
ein weiteres Mustermatt, jedoch entspricht
diese Variante nicht der Bohmischen
Schule, da Schwarz auf 2. Df3+ auch Dg2
spielen kann, wonach 3. D:g2 matt erfolgt.
Die hiernach entstandene Mattstellung ist
nicht 6konomisch — der weiBe Springer auf
e4 ist am Matt nicht beteiligt ~ und somit
kein Mattbild der B6hmischen Schule.

Matt in drei Ziigen

Nach dem Schliisselzug entstehen in vier
Abspielen drei Bohmische Mattbilder.
Diese sind zu finden! H. Riidiger

»5ind wir uns einig, wer verliert,
macht die Hausaufgaben.“

W. Milejko
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Zur Berechnung

von Getriebe-Ubersetzungen

Eine Rotationsbewegung wird von einer
Welle auf eine andere auf verschiedene
Weise iibertragen; es kann durch Riemen,
Seil oder Kette erfolgen, ferner mittels Rei-
bung, oder mit Zahnrad- bzw. Schnecken-
getrieben. Die beiden letztgenannten Arten
der Ubertragung sind am genauesten, denn
dabei bleibt die Drehzahl entweder kon-
stant oder sie wird auf eine festgelegte
Weise umgewdndelt. Zur Berechnung sol-
cher Getriebe-Ubersetzungen bendtigt man
Briiche, wie sie auch in der Schule vorkom-
men.

Eine einfache Ubersetzung wird nachste-
hend an einem Zahlenbeispiel durchge-
rechnet. Dieses Beispiel wie auch die Be-
rechnung zusammengesetzter Getriebe
fithren zur Notwendigkeit, gemeine Briiche
auf andere Nenner umzurechnen bzw. sie
in periodische Dezimalbriiche umzuwan-
deln.

Beispiel: In dem Bild 1 ist der AufriB und
ein SeitenriB eines einfachen Zahnradge-
triebes dargestellt. Beim Treibrad zeigt ein
Pfeil die Drehrichtung an, die Anzahl der
Zihne betrigt z, = 70; die Drehtzahl (Fre-
quenz) betrigt n, = 168 min~!. Das getrie-
bene Rad liegt im Eingriff mit dem Treib-
rad, es gilt z, = 42; die Drehzahl n, soll
berechnet werden. Wir wissen, daB bei sol-
chen Zahnradgetrieben eine umgekehrte
Proportionalitdt vorliegt, sie wird durch die
Formel (1) dargestellt:
n_n

D

ny 2z,

Bild 1

Diese Formel gilt unter der Voraussetzung,
daB die Umfangsgeschwindigkeit bei ein-
greifenden Zahnradgetrieben gleich ist. In
einem fritheren Beitrag (Jahrgang 60,
Heft 10) wurde die Beziehung hergeleitet:
d,: d, = z;* z; (d; Durchmesser).

In der technischen Praxis wird die Grifle
der Ubersetzung, also das Ubersetzungsver-
hiltnis, gewohnlich durch eine Dezimal-
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zahl oder einen periodischen Bruch darge-
stellt:
p=ﬂ baw. p=-2 @
Z1
In unserem Belsplel ~ vergleiche dafggdle
Formel (1) - erhalten wir p= 380

Anstelle von p wird oft der Kehrwert i ='%

verwendet, dann gilt

=l 3)

L, m

Die Ubersetzung wird fiir den Fall mit i
angegeben, wenn p eine periodische Zahl
ist. Man wihlt also zweckmiBig diejenige
der beiden Zahlen p, i, welche die kiirzere
Anzahl von Stellen aufweist. Gilt p<1
(also i>1 wie im Zahlenbeispiel), spre-

.chen wir von einer Ubersetzung (Erhéhung

der Drehzahl), fiir p > 1 (i < 1) handelt es
sich um eine Untersetzung, das getriebene
Rad erhilt eine kleinere Drehzahl. Fiir
p=i=1 bleibt die Drehzahl konstant.
Im angefiihrten Zahlenbeispiel ist
p=06= 18 2 . Die letzte Zahl % nen-
nen wir Grundform des Bruches; Zihler
und Nenner sind natiirliche Zahlen, die
keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
Wenn man die Grundform erweitert, z. B.
mit 10, 11, 12, 13, 14, so erhalten wir der
30 33 36 39

Reihe nach die Briiche —— 50° 55 60 65"

%; diese Zahlen bezeichnen mogliche
Anzahlen von Zihnen z, und z,. Beim Ge-
triebe im Zahlenbeispiel wurde der Bruch

42 . . .
—— verwendet. Bei einem Getriebe mit

70
p =0,4246 muB man diese Zahl in einen
gewohnlichen Bruch verwandeln. Wir fi-

gen diese Umrechnung bei. Es ergibt sich
hier: () oyzp _4246=4 _ 4242 _
04246 =—9556 =~ 9990 —
2:3-7-101 707
2-39-5-37 1665 @

Zur Realisierung einer einfachen Uberset-
zung mit p =0,4246 bendtigen wir also
Zahnrider mit folgenden Zdhne-Zahlen:
z, = 1665, z, = 707. Das sind die kleinsten
Zahlen, denn die Zahlen 1665 und 707
haben keinen gemeinsamen Teiler. Wiir-
den wir statt p=0,4246 den Kehrwert i

1
verwenden, so erhalten wir ; =i

=2,355021216407, damit wire bei die-
sem Beispiel nichts vereinfacht.

Statt einer einfachen Uber-(Unter-)setzung
wird manchmal auch eine mehrfache zu-
sammengesetzte Ubersetzung verwendet.
Wir benutzen dabei das eben angefiihrte
Ubersetzungsverhiltnis p = 0,4246.

Eine Mehrfach-Ubersetzung setzt sich aus
einfachen Ubersetzungen zusammen; da-
bei gilt fiir n beteiligte (einfache) Uberset-
zungen die Formel (5) fur die Verkniipfung
der Zahlen

P=D1"Dr .. Dy (&)

1 62; durch
zwei Ubersetzungsverhiltnisse p,, p,, so
gilt p=p,-p,. Wenn wir die Primzerle-
gung des Zihlers bzw. Nenners verwenden
(s.0.), konnen wir fiir n = 2 schreiben

Ersetzen wir z.B. p = 0,4246 =

g o2 2 35 101
L AR T TR
_21 101 _ 14 10!
T185 27 37 90 BV
Bei Verwendung des letztgenannten Pro-
. 101
dukts_lst P= =0,378, p,= 50
=1,12; daraus ergibt sich p=p,-p,

=0,4246. Der Leser sollte sich einen Algo-
rithmus fiir das Produkt 0,378 - 1,12 iiberle-
gen; er kann sich leicht iiberzeugen, dafl
dafiir ein Taschenrechner nur bedingt ge-
eignet ist. Wegen p < 1 handelt es sich bei
diesem Beispiel um eine Ubersetzung zur
ErhShung der Drehzahl. Die Anzahl der
Zihne der beteiligten Zahnrider betriigt

=37, z,=14, 2,=90. z,=101; siche
dazu das Schema im Bild 2.

Bild 2

Fiihren wir auch die Drehzahlen n; in die
Berechnung ein, dann gilt fur die einfache

-- . R ny Z;
Ubersetzung p; die Beziehung — =—,
n Zy
. g, M2 _ 2 .
fir p, gilt — =—. Wir erhalten daraus
ny Z3
Z Zy .
ny=n,-— und n;=n;-—. Aus dieser
¥4 Zy
Gleichheit fir n, ergibt sich
7 Z4 n oz z
n,—=n—oder—=—-—,
Z Z3 Ry Iy Zz

die wir schon angefiihrt hatten. Fiir das
ebenfalls angefiihrte Ubersetzungs-Verhilt-
nis 0,4246 = 13; g; ergibt sich als zu-
sammengesetztes Verhiltnis
p=0,1135-3,740, diesen Zahlen entspre-
chen die Zihne-Zahlen z; = 185, z, =21,
z;,=27, z,=101.

Wenn wir Rundungen der Briiche zulassen,
um die Zihne-Zahlen zu vereinfachen,
kime hier z. B. die Ersetzung von 0,4246
durch pg = 0,425 in Betracht. Damit wire
die Berechnung und besonders die techno-



R
m \\\\\\\\\\\\g\\/_\\\\\\\\\

Bild 3
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logische Ausfiilhrung fur ein einfaches wie
auch fiir ein zusammengesetztes Uberset-
zungs-Getriebe wesentlich einfacher, wie
nachstehend angefiihrt ist:

45 25- 17 17T _ &
PET70000  25-400 400 2,
(einfache Ubersetzung)

=325 17 20 2 z
PE=70000 ~ 100 80 7, 7z

(fur eine zweifache Ubersetzung).

Sehr oft ist eine bedeutend gréfere Uber-
bzw. Untersetzung erforderlich, z. B. bei
einem Aufzug, wobei die hohe Drehzahl
des Elektromotors, z. B. n; = 1200 min™!,
bedeutend vermindert werden muB, damit
die Trommel, auf der das Seil mit der ange-
hingten Aufzugskabine aufgewickelt wird,

nur noch eine Drehzahl vén z. B.
n, = 3min~! besitzt; das Zahlenverhiltnis
n; 1200

wire hier p = o =400. In einem
2

3

solchen Fall verwendet man zweckmiBig
ein Schneckengetriebe, also eine (eingin-
gige) Schneckenstange, die in ein Zahnrad
mit 400 Zihnen eingreift (siehe Bild 3).
Die Schneckenstange z#hlt bei der Berech-
nung wie ein Zahnrad mit nur einem Zahn
(zy =1). Das Bild 4 zeigt eine zusammen-
gesetzte Ubersetzung mit zwei Schnecken-
stangen und p,=p,=20; die Gesamt-
Ubersetzung ist dann p = p,- p, = 400. Es

Oft begegnen wir auch Getrieben mit kom-
binierten Ubersetzungen, wobei eine
Schneckenstange mit mehreren Zahnri-
dern zusammenwirkt, wie es Bild 5 zeigt.
Die Berechnung fiir dieses Getriebe lautet
dann (wegen p > 1 liegt eine Untersetzung
vor)
pol_ %0 80 40 e
n, 15 15 1
es ergibt sich
p Zs Zy I
=pi-pyp3=6-53-40=1280.
Wenn daher die Schneckenwelle, die mit
der Elektromotorenwelle fest gekoppelt ist,
eine Drehzahl von 1280 min-! besitzt,
dann wird fiir p = 1280 am Ende des (Un-
tersetzungs-) Getriebes eine Drehzahl von
n, = 1 min~!erreicht.
Ein anderes Beispiel fiir eine groBe Unter-
setzung ist die Antriebseinrichtung fur ein
astronomisches Fernrohr, das sich mit
gleichformiger Bewegung in 24 Stunden
einmal drehen muB. In diesem Falle kann
man mehrere Schneckengetriebe verwen-
den. Die Berechnung und ein .Schema des
zusammengesetzten Getriebes kdnnen wir
dem Leser liberlassen. Bekannt sind fol-
gende Angaben: :
Drehzahl des Elektromotors n,
= 2200 min~!, daraus ergibt sich
p=2160000 bzw. i=46296-10"% Eine
mogliche Berechnung, nach der man das

gi_b_t auch mehrgingige Schneckenge- Schema zeichnen kann, wire
triebe. . 11 2200 180 160 150
ny=1200 min s
ny 1 1 1
es ist
ng=1d"! =—1h‘1
24
— 1 H -1
Bild 4 =24 6o Mun
Viastimil Mrdz
Bild 5

Rauminhalt
eines Vierflachs

Der Rauminhalt eines beliebigen Vier-
flachs (d. h., einer unregelmiBig-dreiseiti-
gen Pyramide) P,P,P,P, kann mit Hilfe der
Formel

1 /4
V=—— z Al (52 - r? 1
3y2 i=1 Psimr )

berechnet werden. Dabei bedeutet 4; den
Flacheninhalt derjenigen Seitenflache, die
nicht die zugehorige Spitze P; enthidlt. M;
ist. der Mittelpunkt des Umkreises dieser
Seitenfliche. So bedeutet 4, z. B. den Fla-
cheninhalt des Dreiecks P, P,P,. r, bezeich-
net die Linge des Umkreisradius zur Fli-
che A;; ferer gilt s, = P;M,.
Py )

Beweis der Formel (1)
Den Mittelpunkt und Radius der Kugelfla-
che, die dem Vierflach umbeschrieben ist,
bezeichnen wir mit M bzw. R. Die Linge
der Strecken MM, bezeichnen wir mit d;
und die Linge der rdumlichen Hohe der
Spitze p; iiber der Fliche 4; mit #;. Nun
berechnen wir den Wert des Terms

si—ri=si—(R?-dj, @)
der aus dem rechtwinkligen Dreieck MM, P,
folgt. Auf das Dreieck MM, P, wenden wir
den Kosinussatz an; den Betrag des Win-
kels 5 MM, P, bezeichnen wir mit a:

RY=52+d? - 25,d;cos a. €))
Bezeichnen wir den FuBpunkt der Héhe /i,
mit F (siche Bild), dann ist
A MM,P,= 4 FP,M,, denn es sind Wech-
selwinkel an geschnittenen Parallelen. Da-
her ist cosa = h,: s,; die Beziehung (3) er-
hilt damit eine einfachere Form:

RY=s+ d%—2d,h,.
Auch die Beziehung (2) wird dadurch nach
Einsetzen fiir R? bedeutend einfacher

2= r2=2d,h,. )
Durch zyklische Vertauschung erhalten wir
die Terme

s2—rl=2dh; (i=1,2,3).
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Nun multiplizieren wir die beiden Seiten
der Bezichung (4) mit 42 und formen die

rechte  Seite unter Beachtung von
V= % Ashy um:

Ai(si—1)

=2A44h4 Ayd; =6V A,d,. (&)

Da man sich das Vierflach in 4 Pyramiden
mit den Grundflichen 4, und den zugeho-
rigen Hohen d; zerlegt denken kann (ge-
meinsame Spitze in M), ergibt sich

4 4
V=-;— Y Aid bzw. ). Ad;=3V.
i=1 i=1

Aus (5) erhalten wir also durch Summieren
mit i=1, 2, 3, 4 die Beziehung
4

Y AT 1)
i=]

4
=6V Ad =18V,
i=1
woraus sofort die Formel (1) folgt.
Stanislav Horék

Lern-Spiele

Die Station Junger Techniker in Prag ver-
mittelt jetzt Schiilern der vierten und finf-
ten Klassen auch Grundlagen der Elektro-
nik und Kybernetik. Die ersten Kursteil-
nehmer bastelten Mikrorechner, an denen
nun alle nachfolgenden Interessenten aus-
gebildet werden. Kenntnisse in Program-
mierung und Numerik werden den Kin-
dern in Form von Spielen nahegebracht.
Bisher erarbeiteten Schiiler schon Pro-
gramme fiir Telespiele und fiir einen Gitar-
relehrgang. Aus einem elektronischen Bau-
kasten entstand z. B. eine automatische
Futterstelle fur Aquarienfische.

Tabelle der Papierformate, Reihe A

Papierformate
und Mathematik

Grundlage der Ratignalisierung der
menschlichen Titigkeit sind die Erfahrung
und Festlegungen, die wir als betriebliche,
staatliche oder internationale Normen be-
zeichnen. Es ist verstindlich, daB bei der
Festlegung von Normen verschiedene ma-
thematische Beziehungen eine bedeutende
Rolle spielen. Wir wollen das bei den
Normvorschriften fiir Papier in Rechteck-
form betrachten, wie es zum Schreiben,
Drucken usw. verwendet wird. So wird z.B.
das Format unserer Zeitschrift rozhledy als
AS5 bezeichnet (Abmessungen 148 mm
X 210 mm) ; das ausgebreitete Heft ent-
spricht dem Format A4 (Abmessungen
210mm X 297 mm).

Aus dem angefiihrten Beispiel ist zugleich
die Grundforderung fiir genormte Papier-
formate ersichtlich, d.h., daB durch Halbie-
ren der langeren Seite zwei kleinere For-
mate entstehen, die ebenfalls normgerecht
sind, wodurch Abfall vermieden wird. Die
geometrische Form des Ausgangsformats
und des kleineren Formats sind daher dhn-
liche Rechtecke, wie das aus Bild 1 ersicht-
lich ist. Die lingere Seite bezeichnen wir
mit y, die kiirzere mit x.

Aus Bild 2 ist ersichtlich, wie die einzelnen
Papierformate durch fortgesetztes Teilen
entstehen.

Theoretische Abmessungen Genormte I
nhalt
‘Format Abmessungen (m?)
x(m) y(m) (mm)

A0 1: v2— 2 841 x 1189 1
Al O,S'VZ_ 1;‘;/2_ 594 X 841 A
A2 0,5:32 0,5-Y2 220X 594 Ya
A3 0,25-Y2 0,5:42 297 x 420 Y
A4 0,25:32 02542 210 x 297 Ve
AS 0,125-42 0,25:42 148 x 210 Yar
A6 0,125: VZ— 0,125- V2_ 105 x 148 Yo
A7 0,0625- V2 0,125:32 74 x 105 Ve
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Bild 1
|
LA
2
y
Bild 2
A1 A2
As As
As |Ag
Ay

Aus der Grundforderung fiir das Verhiltnis
der Seiten eines Rechtecks beim genorm-
ten Papierformat ergibt sich die Gleichung

y=x=x=-;— bzw.y=xy/2_. 1)
Das Seitenverhidltnis entspricht also der
Beziehung x:y=1:42. Das Verhilinis
der Flicheninhalte zweier Formate, wovon
das zweite durch Teilung entstand, betrigt
2:1..
Nun miissen noch die Abmessungen des
Ausgangsformats berechnet werden, das als
A0 (A Null) bezeichnet wird. Es ist ein
Rechteck mit dem Flicheninhalt 1m?2. Des-
halb gilt die Gleichung

xy=1 2
Die Gleichungen (1) und (2) bilden ein
Gleichungssystern mit zwei Variablen (x;
y). Fiir die Lingen der beiden Seiten des
Formats A0 erhalten wir )

x = % =0,8408964 ... (Meter)

y =2 =1,1892071 ... (Meter).
Diese beiden theoretischen MaBzahlen fiir
die Seitenldngen des genormten Papierfor-
mats AQ sind irrationale Zahlen; nach
Rundung auf ganze Millimeter erhalten
wir x =841 mm, y=1189 mm. Die relati-
ven Fehler (in %) dieser beiden MaBzahlen
im Vergleich zu den theoretischen Werten
sind unbedeutend, in der Regel kleiner als

. 0,
0,1 %. Tatsichlich ist Ax % = 0,5-100% d

841

. 0,
0,06%, Ay%= —_0,51118090 % ~0,04% . Der
entsprechende Fehlér flir den Flichenin-
halt des Formats AQ betrigt AA%
= (0,06 +0,00)%=0,1%.
In der nebenstehenden Tabelle fiir die Pa-
pierformate der Reihe A sind sowohl die
theoretischen Abmessungen als auch die
genormten MaBzahlen angefiihrt. Ergin-
zend sei bemerkt, daB fiir technische
Zeichnungen kein kleineres Format als A5
verwendet wird. Die Papierformate der
Reihe A werden mit Ausnahme von A4 lie-
gend verwendet, d. h., die lingere Seite
liegt waagerecht.
Viastimil Mrdz



Aufgaben
bei Aufnahme-
gesprachen

Fakultdt Mathematik/Physik
an der Komensky-Universitit Bratislava

Als Muster fitlhren wir hier zwei Varianten
von Aufgabenkomplexen an, die bei Auf-
nahmegesprichen in frilheren Jahren ge-
stellt wurden. Die schriftliche Priifung dau-
erte 60 Minuten.

Variante 1

ala Lbst die nachstehenden Glei-

chungssysteme im Bereich der reellen Zah-

len!

a) 2x +3y=35
Tx—2y=-20

c) sin(x+y) =1
sinx +siny=3

b) lg(dxy) =2
g(x+y)=1

A2 A Auf einer Strecke des Bus-Nahver-
kehrs gibt es 16 Haltestellen einschlieBlich
der Anfangs- und Endhaltestellé. Der Ver-
kehrsbetrieb hat beschlossen, daB im Inter-
esse einer Beschleunigung des Verkehrs
8 Haltestellen wegfallen sollen.

a) Auf wie viele Arten kann das erfolgen,
wenn die Anfangs- und die Endhaltestellen
bestehen bleiben?

b) Auf wie viele Arten kann das erfolgen,
wenn wir auBerdem fordern, daB von belie-
bigen zwei benachbarten Haltestellen min-
destens eine Haltestelle gestrichen wird?

A3 a Entscheidet, ob die nachstehenden
Aussagen (Folgerungen) wahr sind! Die
Entscheidung ist zu begriinden.

a) 3400 > 4300

b) YVa,beR:|a|=|b|=|a+ 1|= |b+1|
c) dxyeR: x<yn2*=2

ada Gegeben ist ein regelmiBiges

Sechseck ABCDEF mit AB = 1LE.
Berechnet den Flicheninhalt des Dreiecks
BCH, wobei

H=ABn CE!

A 5a Wie lautet die Gleichung des Krei-
ses k = (M; r), welcher beide Koordinaten-
achsen berithrt und durch den Punkt
P (2;1) geht?

Variante 2

A la Bestimmt die Anzahl der Elemente
der folgenden Mengen, wenn euch bekannt
ist: Menge A besitzt 5 Elemente, Menge B
7 Elemente und die Menge 4 n B besitzt
ein Element!

a) Menge AU B

b) Menge A X B

) Menge (A X B)u (B X A4).

A2a Lost die nachstehenden Gleichun-
gen im Bereich der reellen Zahlen!

3x+8 x+6
a)T‘— 2 =x+1

b) yx+1 +ydx+4 +y9x+9 =6

c) sinx+ 2sinx =1

A3 a Wieviel verschiedene Fahnen mit
drei waagerechten Streifen  existieren,
wenn folgende Farben zu verwenden sind:
Weif}, Rot, Blau, Gelb, Griin und wenn

a) die Fahne dreifarbig sein muB,

b) die Fahne dreifarbig oder zweifarbig
sein kann, wobei aber benachbarte Streifen
verschiedenfarbig sein miissen?

A 44 Gegeben ist ein regelmiBiges Acht-
eck ABCDEFGH mit der Seite AB=1 LE.
Ferner ist ein Punkt P bestimmt durch
P=ABn DE. Zu berechnen ist RC.

A 5a Durch gegebene drei Punkte (siehe
Bild 1) ist eine Ebene bestimmt. Zeichnet
den Schnitt des Wiirfels mit dieser Ebene,
und numeriert die Reihenfolge der
Schritte, wie ihr den Schnitt erhaltet!

Berekovd/Hecht

19 harte Niisse —

verOffentlicht in rozhledy

A Mathematische Schiilerzeitschrift
»Quant“, Moskau

Lost die folgende Ungleichung bzw. die
Gleichungen!

Ala 2(x+1)>x+4

Y4+ 2x-x?=x-2

Y2+ x 1/12+x
X

A2a

‘/_
G-x)yS—x+(x— 3) yx—

\/5 x+Jx 3

Ala

Ada

V4 —4x+ x2 + 349 + 14x + x?

=3+14-5x-x?
____—\/“4; Vx=4 _ [T 16

ASA

AbA

ATA loggs17+10gy,7=0
lo -1
ABa g’—xx—log,x+log§x=3
10g3T

B Mathematische Schiilerzeitschrift
»Matematika®, Sofia

A9a Mit dem Symbol X3z bezeichnen
wir die dreistellige Zahl 100x + 10y + z.
Lost dazu die Gleichungen!

a) (x+yP= -
b) ()} —-(x+2)(x+2)y
9 G =0-Dxy
d » =2x=-DG -1
e) x* =X
f) x? =(x-2)(x-TNx
A10a Lbst die Gleichungen!
g Ly L _ 4

x x+1 1

x + 7

b) x*(x2—T7)?-36x=0

.A11a Zwischen den Zahlen 50 und 100

sollen alle natiirlichen Zahlen x bestimmt
werden, fiir die folgende Bedingungen gel-
ten: x + 4 ist teilbar durch 3, x — 4 teilbar
durch 5, ¢ — 3 teilbar durch 7.

412 a Vereinfacht den Term!

oo ()

A 13 a Lost die Gleichungen!

a) 3\/5+x—1/:c—2=1

b) logi(x —2)* + logl(x —2)* =25
9 @+f3)+@-1)"=14

A 14 A a) Vereinfacht den Term!
a_ 1\ 5 er.(q,m-ny]. _
[( 373 ) a’—a (3@ H|-(3a-1)
b) Welchen Wert hat der Term fir
a=-27

C Mathematische Schiilerzeitschrift
,,Matematiéko fizicki list®,
Beograd

A 15 A Berechnet

I

3n S
4 477 a—
sin’ _8 + sin* —8 + sin’ 8 + sin 8

V2 +1 11
V2-1"2-2"2
sind die ersten drei Glieder einer geometri-
schen Folge. Berechnet die Summe der zu-
gehorigen unendlichen Reihe!

A 16 A Die Zahlen

a17a Vereinfacht den Term!

\/JE+J V2 -1 —\/J— VY2 -1
ViE -2 +1
A 18 A Berechnet den Wert des Terms
3x2+ 4y - 3y? wenn
et
RN A
A19a Schreibt den Term
\/13 +30Y2+ 9+ 442
inderForma+bﬁ!
Zusammengestellt von Ota Setzer, Prag

Anmerkung: Die tschechische mathemati-
sche Schiilerzeitschrift rozhledy spricht
Schiiler der Klassenstufen 9 bis 12 an.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Unterhaltungsmathematik aus der CSSR

Kryptogramme

a) Ersetzt in den gegebenen Diagrammen die Buch-
staben durch Ziffern derart, daB die dabei entste-
henden Zahlen in allen Zeilen und Spalten (drei-

ziffrige) Quadratzahlen ganzer Zahlen darstellen!
. Jaromir Mala¢

B KlL|M
B L
ML | K
b) MATHE CSA C«<K
MATHE VIVAT KLM S >0
MATHE VIVAT LOT M«<T
HOBBY MATHE AIR

Dirigent JindFich Pénéik, Prag

¢) Uberlegt und rechnet!
abb+cde=fde

: + - B
gb+gfh=gdh
ib+jfi =hbi

Petr Hnilicka

Ein Wiirfelproblem

Ein Wiirfel besteht aus 125 kongruenten kleinen
Wiirfeln mit der Kantenldnge 1 (cm). Aus diesem
zusammengesetzten Wiirfel werden nun kleine
Wiirfel herausgenommen, und zwar die mittlere
Sdule zwischen Grundfliche und Deckfliche, fer-
ner die mittlere Sdule zwischen der Vorderfliche
und der Hinterfliche sowie die mittlere Sdule zwi-
schen der linken und rechten Seitenfliche. Berech-
net die Oberfliche und den Rauminhalt des Rest-
korpers!

[ T 7 7 7 7

1
__ZL
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Kleine Ubung zum Vorstellungsvermogen

Bei den Netzen der Wiirfel in den Bildern 1, 2, 3
sollt ihr die leeren Felder mit Punkten (Augen) der-
art ausfiillen, daB aus dem vollstindigen Netz ein
richtiger Spielwiirfel entsteht!

Bei diesem muB die Summe der Punkte auf gegen-
iiberliegenden Seitenflichen 7 sein. Es diirfen auch
Punkte zusitzlich auf den bereits ausgefiillten Fel-
dern eingetragen werden; ihr miift aber dann eine
entsprechende neue Punktfigur zeichnen. Fiillt also
nicht die Felder in der Zeitschrift aus, sondern
zeichnet euch die drei Netze auf Papier! Es kann
auch mehrere verschiedene Losungen geben.

Eine Herzkurve

Ein Beispiel fiir Funktionen, deren Graph eine ge-
schlossene Kurve in Form eines Herzens aufweist,
ist das folgende Paar von Funktionen:

2 [x*+1Ixl—6 Y

273 [x2+|x|+2 V36— x ]
Uberlegt den Definitionsbereich der Funktionen,
und zeichnet den Funktionsgraph; iiberlegt ferner,
ob Symmetrie vorliegt! Warum entsteht bei diesem

Funktionspaar eine geschlossene Kurve?
S H

4




Aufgaben-Allerlei

1. Welche Linge hat der Uhrzeiger, wenn sein Ende
in einer Minute einen Bogen von der Linge 1cm
beschreibt?
2. Ein Quadrat ABCD hat die Seitenldnge a. E, F, G
sind der Reihe nach die Mittelpunkte der Seiten
AB, BC, AD. Ohne schriftliche Rechnung soll der
Flicheninhalt des Dreiecks EFG bestimmt wer-
den.
3. Welche natiirlichen Zahlen kann man in die fol-
genden drei Terme einsetzen, damit als Ergebnis
wieder eine natiirliche Zahl entsteht?

6 x x
o1 9%-1 9%-4
4. In die kleinen Kreise sollen 8 aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen so eingetragen werden,
daB folgende Bedingungen erfullt sind:

a)

a) die Summen der Zahlen in den beiden Diagona--

len sollen gleich sein;

b) die Summen der Zahlen innerhalb der groBen
Kreise sollen gleich sein;

¢) die doppelte Summe der Zahlen innerhalb eines
grofen Kreises soll der dreifachen Summe der Zah-
len gleich sein, die in einer Diagonale stehen.

5. In einem Kollektiv arbeiten Midnner und Frauen.
Eine Frau scheidet aus (Altersrente). Wiirde sie
durch einen Mann ersetzt, so wire der Prozentsatz
der Frauen im Kollektiv gerade um ein Prozent
kleiner als fiir den Fall, dal sie ohne Ersatz aus-
scheidet. Wieviel Midnner und Frauen waren ur-
spriinglich im Kollektiv? Ota Setzer

»lch richte mich nach Komensky“ (Comenius).
— ,..-Wir wollen spielend lernen“. — Wer das

richtige Ergebnis trifft, erhilt eine Eins.
aus: Dikobraz, Viclav und Petr Herinkovi

Kreuzzahlenritsel

In die leeren Felder sind natiirliche Zahlen bzw.
Grundziffern einzusetzen, die den nachstehenden
Bedingungen entsprechen.

Waagerecht: A 1936 ; groBter gemeinsamer Tei-
ler zu 36, 72, 126. ‘

B - Losung der Gleichung x:30 =9:10; groBte ein-
ziffrige Primzahl;
2-{1-[2-(1-2)—-1]—-2}+8.

C Arithmetisches Mittel der Zahlen 1, 1, 3, 7;

V1522 + 714% ; Losung der Gleichung

X x

3 1= 5 2.

D Summe der Innenwinkel im Zehneck, ausge-
driickt in rechten Winkeln;

1
24+7

1

3»f 2

E Kleinstes gemeinsames Vielfaches der Zahlen

2, 3,6, 12, 16, 36; kleinste dreiziffrige Primzahl,
die auf 17 endet.

; Basis unseres Zahlensystems.

1 2 3 4 5 6 7

- L

Senkrecht: 1 Primzahl

2 224224+ 224+2+4+1; 28-23

3 7, groBter gemeinsamer Teiler der Zahlen 21,
56, 63, 84; ?

4 Ein Vielfaches von 67

S 4-2—-————- l eine Zahl, die weder posi-

tiv noch negativ ist.
6 3% drei gleiche Grundziffern
7 Primzahl

aus: NBI, Vaclav Ostatek
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Ein mathematisches
Spiel: Trlenka

Siidlich von RuZomberok (Slowakei) liegt
das Tal Trienskd dolina. Im Juli 1979 war
dort ein Pionier-Spezialistenlager fiir Junge
Mathematiker. In diesem Lager wurde erst-
malig ein Spiel durchgefiihrt, das fiir dieses
Lager erdacht und nach dem schénen Ge-
birgstal benannt wurde. Ihr sollt nun eine
Beschreibung des Spiels erhalten, das eine
gute Unterhaltung bietet.

" Spielregeln: Trlenka wird auf einem schach-
brettihnlichen Brett mit 4 X 4 Feldern ge-
spielt. Es sind zwei Spieler 4, B beteiligt,
die abwechselnd Ziige ausfilhren. Zum
Spiel gehtren 16 Spielsteine.

Bei jedem Zug legt der Spieler 1, 2, 3 oder
4 Steine auf freie Felder einer Zeile oder
einer Spalte. Auf jedes Feld darf nur ein
Stein gelegt werden. Derjenige Spieler, der
den letzten (16.) Stein hinlegt, hat verlo-
ren. .

Die Spielregeln fiir jedes Spiel begreift
man am besten beim Spielvorgang selbst;
deshalb soll nun eine Beispiel-Partie be-
schrieben werden.

Der Spielverlauf wird durch eine Folge von
acht Diagrammen veranschaulicht (siehe
Bild 1), dabei werden die Steine durch

Punkte dargestellt. Beim ersten Zug legte
Spieler 4 zwei Steine in die zweite Spalte
(schwarze Punkte im Diagramm). Dann
legte der Spieler B drei Steine in die Fel-
der der ersten Zeile (schwarze Punkte im
nédchsten Diagramm). Im dritten Zug legte
Spieler 4 einen Stein auf ein Feld in der
ersten Spalte (siehe 3. Diagramm). Das
Spiel wird nun so.fortgesetzt, wie es auf
den weiteren Diagrammen des Bildes 1-er-
sichtlich ist. Bei der Zugfolge der Beispiel-
partie fehlt der letzte Zug; dabei wire Spie-
ler A gezwungen, das letzte freie Feld zu
besetzen und er hat damit verloren.

Denkt iiber diese Beispielpartie nach, und
versucht folgende Fragen zu beantworten:
1. Konnte Spieler 4 im 7. Zug so spielen,
daB er fiir jeden beliebigen Zug von B die
Partie gewann?

2. Wir setzen vordus, daB Spieler 4 im
5.Zug den Stein nicht in die dritte Spalte,
sondern in die erste legte. Wie konnte
Spieler B in diesem Fall fortsetzen?

3. Konnte Spieler 4 im dritten Zug der
Partie besser spielen? Wenn es euch gelun-
gen ist, auf die gestellten Fragen eine zu-
treffende Antwort zu finden, so versucht
ein weiteres-Problem zu 16sen: Kann Spie-
ler 4 die Partie gewinnen? Oder, genauer
formuliert: Gibt es eine Anleitung flir die
Zugfolge, bei deren Einhaltung der Spieler
A iiber jeden Gegner siegt?

Dieses Problem konnte unlésbar spin, d.h.,
daB es keine solche Anleitung gibt. Aber
vielleicht existiert dann eine solche Anlei-
tung fir den Spieler B, d. h., dal B jede
Partie gewinnen kann? Sicher scheint zu
sein, daB es fiir einen der Spieler (wir wis-
sen aber nicht, fiir welchen) solch eine An-
leitung gibt; man bezeichnet diese Anlei-
tung als Spiel-Strategie.

Die Freude iiber die Entdeckung einer ent-
sprechenden Strategie wollen wir dem Le-
ser iiberlassen. Als Hilfestellung wollen wir
die Strategie fur ein einfacheres Spiel an-
filhren, und zwar fur eine Variante zu

Bild 1 ! P ® | ®| Trlenka, wo wir éin Brett mit nur 3 X 3 Fel-
o dern verwenden; diese Variante soll
e Klein-Trlenka heiBen.
® O
Strategie fiir Klein-Trlenka
Unter allen moéglichen Spielpositionen
O o101 1|0 O|0 (wie viele gibt es?) sollen nur einige wich-
o o tige behandelt werden, wir nennen sie kriti-
sche Positionen. Das sind solche Positionen,
®| O ! [ONRONES bei denen derjenige Spieler verliert, der am
i ' Zug ist, wenn sein Gegner die Spielstrate-
o ’ ;
] | hd Tl d gie beherrscht. Bei Klein-Trienka gibt es

] vier Typen kritischer Positionen:

C ; O[O [O|®|O|O] 1.Essind genau 8 Felder besetzt (ein Feld
i o e olo ist frei). )

— 2. Es sind genau 6 Felder besetzt, in jeder
0|0 | 1 0|10} Zeile und Spalte ist genau'ein Feld unbe-
olojcio||o]olo|o] setat

Bild 2a b c
Cci1oc|lOo|ot|olo10|C J(
olo ojo|e | o {0 o o
olole clojo|e tolo]| ol lo] jo
o|ololo||olo]ojo] {olo 0i0;0 =3
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3. Es sind genau 5 Felder besetzt; bei vier
freien Feldern entsteht einer von drei Fil-
len (siehe Bild 2a, b, c).

4. Es ist nur ein Feld besetzt.

Wenn wir die kritischen Positionen ken-
nen, haben wir damit bereits die Grund-
lage fiir die Spielstrategie erkannt. Die
eigentliche Anleitung fiir die Zugfolge ist
dann relativ einfach:

a) Im ersten Zug legt Spieler 4 einen Stein
auf ein beliebiges Feld.

b) Im dritten Zug ergdnzt Spicler 4 die
Anzahl der gelegten Steine auf fiinf (und
zwar so, daf3 eine der im Punkt 3 beschrie-
benen Positionen entsteht).

¢) Im finften Zug spielt 4 so, daB eine der
Positionen entsteht, die im Punkt 2 bzw. 1
beschrieben sind.

d) Wie im vorhergehenden Zug ist eine Po-
sition entstanden, wie sie im Punkt 2 be-
schrieben ist; dann legt im 7. Zug der Spie-
ler A einen Stein auf ein beliebiges der
restlichen zwei freien Felder.

Nun kénnt ihr nach dieser Anleitung
einige Partien Klein-Trlénka spielen. Dann
versucht, eine Spielstrategie fiir Trlenka zu
finden! Zur Ubung und als Hilfe beant-
worte folgende Fragen:

a) Wieviel wesentlich verschiedene Positio-
nen existieren beim Spiel Trlenka, wenn
von 16 Feldern 12 besetzt und 4 frei
sind?

b) Wieviel entsprechende Positionen exi-
stieren, wenn 10 Felder besetzt und 6 frei
sind?

Wir miissen dazu noch erkldren, was wir
unter wesentlich verschiedene Positionen ver-
stehen. Zunichst erkldren wir, was im we-
sentlichen gleiche Positionen sind. Das sind
zwei Positionen, die wir ineinander durch

-eine einmalige (ggf. mehrmalige) Anwen-

dung folgender drei Transformationen
Uberfithren kénnen: Zeilentausch, Spalten-
tausch, Umklappen um eine Diagonale. In
diesem Sinne sind alle 3 Positionen in
Bild 3 im wesentlichen gleich. Positionen,
die nicht im wesentlichen gleich sind, wer-
den als (wesentlich) verschieden bezeich-
net.

Bild 3 o o o)
O @)

0|0 O |0
o} o|0|0O
O 0]
010 0]
oo

Schlufibemerkung

Das Spiel Trlenka kann man auf verschie-
den groBen Spielbrettern spielen. Je groBer
die Anzahl der Felder ist, desto schwieriger
ist es, eine zugehorige Spielstrategie zu fin-
den. Dem Autor ist keine Strategie fur
Spielbretter mit 5 X 5 Feldern oder grofBer
bekannt.

Milan Hejny



Losungen

Ergebnisse zu:
Aufgaben fiir die jiingsten Leser

Aala 350°
A2a 2a)30cm;b) 16 cm?
43a Das fehlende Quadrat kann bei

einer der folgenden Seiten angefiigt wer-
den: 9, 10; 10, 11; 11, 12; 3, 8.

ada a)3b)s.
AS5a nein. 6 ja. 7 ja. 8 ja.

Losung zu: Bohmische Schule

Der Schliisselzug lautet 1. d2-d4!

Nach 1. ... Kf6/Kdé6 2. Db5/Db7 Ke6/Keb
3. Dc6/Dc6 ergibt sich das erste Bohmi-
sche Mattbild.

Das zweite nach 1. ...Kd5 2. Db6 Kc4
3. DcS.

Das dritte nach 1.
3. LS.

...Kd7 2. Db6 Kc8

Losungen zu: 19 harte Niisse

A Alax>2 aA2ax=3
3 -2 _—4
AJA XMET7 T4
AdA x1=3, =5
ASA x;=1,x,=—6 aA6A x=5
1 1
A7Ax=f ABAx1=T,x2=9
B a%a (x;y)=2)(8;1) b(@2D
0 (7,6) dDHA3) 67 Hx=9
AIOAa)x1;2=%(—1i1/2_)
b)0; £1; £2; £3
alla x=59 al2a2+24ya
Al3a a)x=13 b)x1=7,x2=%
c)x==+2
—_ 3 2
alda g2 +"T b) 14
C al5a15 al6ad+342
alla 2 uh%(4s,/ﬁ+2s)
A19AS+3J2_

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Kryptogramme

a) 144 161
484 676
441 961

b) 31592 35306 287
31592 35306 314
31592 70612 159
94776 760

c) 600+ 198 =798

: + -
20+275=295
30 + 473 =503

Ein Wiirfelproblem

Es wurden 13 kleine Wiirfel herausgenom-
men,;

A =144 (cm?, V=112 (cm®

Kleine Ubung

zum Vorstellungsvermogen

Zu dieser Aufgabe erwartet die Redaktion
alpha die Losung und weitere Wiirfelnetz-
Varianten, Kennwort: Kleine Ubung zum
Vorstellungsvermégen.

Eine Herzkurve

Zu dieser Aufgabe erwartet die Redaktion
alpha Antworten unter dem Kennwort:
Herzkurve.

Aufgaben-Allerlei

aZ
l.s=9,6cm 2'A=T
3.a)x=2;3;4,7 b)yx=2
c)x=5;6;8

4. siche Bild!

5. Im Kollektiv waren urspriinglich
18 Ménner und 7 Frauen.

Kreuzzahlritsel

A 44;18 B 27,7;13 C 4;730;6
D 16;7; 10 E 144; 117

1 2311 2 47;644 3 4;7;4
4 737(=67-11) 510

6 81;111 7 5607

Losungen zu:
Geschicklichkeitsriatsel

Schwarz und weiB

Zu den Bildern 5, 6, 7, 8 ist zu bemerken,
daB die Bilder 5, 6 und 8 die Ritselscheibe
an der Vorderseite zeigen (die schwarze
Koralle ist rechts), das Bild 7 zeigt die
Riickansicht (die schwarze Koralle ist
links).

1. Vorgang (Bild 5): Die schwarze Koralle
verschieben wir auf der Schleife so weit,
bis sie hinter der Scheibe ist.

2. Vorgang (Bild 6): Wir ergreifen beide
Stiicke der Zierschnur auf der Riickseite
der Scheibe (mit den Pfeilen nach oben be-
zeichnet) und ziehen sie in Pfeilrichtung
so weit, daB wir die Schleifen, an denen
sich die beiden Korallen befinden (auf
dem Bild mit Pfeilen nach unten bezeich-

Bild 5

Bild 6

net) durch das Mittelloch in der Scheibe
durchziehen. Wenn uns das gelungen ist,
wenden wir die Scheibe und nehmen die
Riickseite nach vorn.

3. Vorgang (Bild 7): Nun haben wir die
schwarze Koralle links. Diese Koralle ver-
schieben wir nach rechts und ziehen sie
durch beide Schleifen an die Stelle, wohin
die Pfeile zeigen. Dann ziehen wir beide
Schleifen durch das Mittelloch zuriick auf
den urspriinglichen Platz, anschlieBend
wenden wir die Scheibe wieder mit der
Vorderseite zu uns. Wenn wir die entstan-
dene Situation betrachten, so erkennen
wir, daB es leicht moglich ist, die.schwarze
Koralle an eine Stelle neben die weile Ko-
ralle zu verschieben (siehe Bild 8). Damit
ist das Riitsel geldst. Durch umgekehrtes
Vorgehen bringen wir die schwarze Koralle
auf den urspriinglichen Piatz zuriick.

Ein Ring in der Falle

Den Ring schieben wir auf das bewegliche
Drahtbogenstiick und zusammen mit die-
sem so dicht wie moglich an die Stelle, wo
das andere (nichtverschiebbare) Bogen-
stiick befestigt ist, das wir zuvor umge-
klappt haben, siehe Bild 9. Nun k&énnen
wir mit dem Ring diese Verbindungsstelle -
umgehen, und der Ring 148t sich dadurch
aus dem inneren Bogenstiick herausneh-
men, siehe Bild 10. Das Hineinbringen des
Ringes wird durch die Umkehrung des
Vorgangs méglich.

Bild 9

'Bild 10
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Das gefangene R6hrchen

Wir betrachten dazu Bild 11. Das gefaitete
Ende einer der beiden Zierschnuren zie-
hen wir zundchst durch das Rohrchen
durch, dann durch die eine der beiden Off-
nungen im Sperrholz. Mittels der Schlinge
(mit dem gefaiteten Ende der Zierschnur)
konnen wir nun leicht die Koralle umge-
hen und die Zierschnur aus der Offnung
herausziehen. Damit hitten wir die Hilfte
geschafft; das Réhrchen kdnnen wir nun
leicht aus dem anderen Teil des Gebildes
herausldsen.

Bild 11

(, ?/j

Die Spange in der Spirale

Die beiden Bilder zeigen deutlich das Vor-
gehen. Wir verschieben die Spange derart
entlang der Spirale, bis wir sie an die feste
Schleife (an das Auge) gebracht haben; mit
dem mittleren Teil der Spange kdnnen wir
die feste Schleife umgehen und die Spange
herausnehmen. Durch den umgekehrten
Vorgang konnen wir dann die Spange wie-
der in die Spirale einschieben.

Bild 12

&q

Das Herz im Schuh

Die Herzfigur miissen wir so basteln, da
wir ihren mittleren Teil (die Nadel) in das
waagerecht liegende Auge der Schuhfigur

Bild 13

i
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einschieben und dadurch das vertikal lie-
gende Auge, d.h., den zur Schuhspitze lie-
genden Teil der Schuhfigur, umgehen kon-
nen (Bild 12).

Ldsungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 1/84 (Fortsetzung)

Ma 8 m 2422 Dieses Verfahren kann man
nur anwenden, wenn die Quersumme der
zweistelligen Zahl kleiner als 10 ist. Es
seien a und b die Grundziffern der zwei-
stelligen Zahl in der vorgegebenen Reihen-
folge; dann 14Bt sich die Multiplikations-
aufgabe wie folgt darstellen:
(10a+ b)-11.
Nach unserem Verfahren gilt nun
100a + 10(a+ b) + b.
Ein Vergleich beider Terme zeigt die All-
gemeingiiltigkeit:
(10a+ 5)-11=100a + 10(a + b) + b,
110a + 115=100a + 10a + 10b + b,
=110a + 11b.
Wenn a + bz 10, dann ist
10(a + b) = 100. Dann gilt (10a + b)- 11
=100(@a+ 1) +10(a+b-10)+ b
=100a + 100 + 10a + 105 — 100 + b
=110a + 115.
Es muB dann folgendermaBen verfahren
werden:
Beispiel: 48 - 11 = 528.
Da die Quersumme von 48 groBer als 10
ist, ndmlich 12, schreibt man die 2 als mitt-
lere Grundziffer und erhdht die erste
Grundziffer um 1.

Ma8w2423 Wegen 219=1024 > 1000
miissen 9 Beutel folgende Anzahlen an
Markstiicken enthalten: 1, 2, 4, 8, 16, 32,
64, 128, 256. Der zehnte Beutel muB die
restlichen, also 489 Markstiicke enthal-
ten.

Ma 8 w2424 Skizze,
lich.

nicht maBstib-

[

Die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und
ACD verhalten sich wie 4: 1. Grundseiten
sind AB bzw. CD; Héhe ist in beiden
Dreiecken CE.

Der Flicheninhalt des Dreiecks ACD ist
ein Fiinftel des Flacheninhaltes des Trape-
zes, also 24 cm?. Daraus folgt fiir den Fli-
cheninhalt des Dreiecks ABC = 96 cm?..
Es seien d; bzw. d, die Abstinde der Punkte
D bzw. B von der Diagonalen AC. Dann
gilt

24 cm? = w und
96 cm? = w . Daraus folgen:
d,= 48 cm und d, = 19,2 cm.
Ma8 w2425
DE-TE __
EF = AC — AZB + B .

Man zeichnet um A4 einen Kreis mit einem
Radius der Linge AC, der die Gerade AB
in €’ schneidet und um B einen Kreis mit
einem Radius der Linge BC, der die Ge-
rade AB in C” schneidet. Die StreckeC'C”
ist genauso lang wie AC—4B+BC. Wenn
man C'C” halbiert, so erhélt man mit CM

die gesuchte zweite Rechteckseite.

c
A C* M B8 '
G F
D E

Ma9m2426 Es sei m die ,Monatszahl“
des Geburtsmonats, j die ,Jahreszahl“ des
Geburtsjahres und a die Zahl, die das Le-
bensalter in Jahren am Geburtstag im
Jahre 1984 angibt.

Nun gilt

2m+40)-50—16 —j=100m + (1984 — j).
Wegen 1984 — j=a gilt weiter

100m + 2000 — 16 —j = 100m + a,

100m + 1984 —j =100m + a,

100m + a =100m + a.

a bedeutet das Alter in Jahren. Bei Strei-
chung von a bedeutet dann m die ,Mo-
natszahl“ des Geburtsmonats, w.z.b.w.

Ma 9 m 2427 cee muB eine Quadratzahl
sein; es kommen nur 100 oder 144 in
Frage. 100 entfillt, da sonst in efa die erste
Ziffer eine Null wire. Man setzt nun in (3)
ein und erhilt

Ya-efa = 144,

Va-efa = 12,

4-efa =1728,
efa = 432.

Nun gelten

(1)2b-1d =432

(2) 1g-24=432. Es folgt g = 8.

Wegen 3°-24= 432 ermittelt man fir
(1)27-16 =432, also fir b=7 und d =6.
Es ergeben sich die folgenden wahren Aus-
sagen:

(1) 27-16 =432

(2) 18-24 =432

() V4432 =144 .

Ma 9w 2428 Nach dem Satz des Pythago-
ras gilt

r2=(r—21)+ 322,

r=r?—42r+ 441 + 1024,
42r = 1465

r =34388~35.
Der Radius des Bogens betrigt etwa
35mm.

Ma 9 ® 2429 ‘In dem abgebildeten
Dreieck ABC sei CD Hohe auf 4B. Die
Seite AC habe die Seitenlinge n— 1, 4B



die Seitenlinge n, BC die Seitenlinge
n+ 1, AD die Linge x, also BD die Linge
n—x. Aus hR2=(n-12-x2 und A?
=(n+1)?—(n—x)* folgt (n—- 12— x?
=(n+ 12— (n— x)?, also x=%-(n - 4).

Daraus folgt weiter

1 3
l=(n— 12 ——-(n—42=—-(n?-
hi=(n-17 =2 (n -4y =7-(n"-4),
also
h=%-1/3(n’—4).
Nun gilt%-rr% 3(n?-4) =84,

n*—4n?-37632=0, n=14. .
Das Dreieck ABC hat die Seitenlingen
13cm, 14cm und 15cm.

Ma10/12 m2430 Esseien (c+2),(c+1)
und ¢ die Grundziffern nach Aufgabenstel-
lung. Dann gilt

100(c +2) +10(c+ 1) + ¢+ 21
=3[(e++(c+ D+ ]

Durch dquivalente Umformung erhilt man
111c + ?31 =227c129+ 54c6J§ 27

und weiter ¢2——c¢——=0.

Diese quadratiscge Glcighung hat Losun-
gen, von denen fiir unser Problem nur
¢ =4 in Frage kommt.

Daraus folgt, daB die gesuchte dreistellige
Zahl 654 heiBt. (Quersumme:
6+5+4=15; 152=225; 3-225=675;
675 —21=654) . -

Ma 10/12 m 2431 Wir zeichnen durch P
eine Parallele zu AB und eine weitere zu
BC. Dem Bild ist folgendes zu entnehmen:
Nach dem Satz des Pythagoras gilt

1 xP=yi+z?

@) Axi=(a-yy+727

(3) Ix?=(a-y)P+(at2)?

D F a-y c
gz 3x
P
G H
X 2 2x
A Y E a-y B

Aus (3) und (2) folgt durch Subtraktion
S5x?=(a—z)*—z?=a? — 2az, also
a?— 5x?
4 z ==
Aus (2) und (1) folgt durch Subtraktion
3x2=a’—-2ay, also
a?—-3x?
O] Y == 7%a
Aus (4), (5) folgt durch Einsetzen in (1)
Y= (@>—3x)?  (a?-5x?)?
4a? 4a? ’
4a2x? =2a*— 16a’x? + 34x*,

10 a*
xt=——alx?+—==0.

17 17
Setzen wir x* = t?, dann gilt
10 at
2_ - 2 — =
t 17 ¢ t+ 17 0,

2
4 =;'—7(5 —242)~0,1302
Daraus folgt schlieBlich
x;~0,68a=68cm
und x, =0,36a = 3,6 cm.
Es entféllt x,, da in diesem Fall P auBer-
halb des Quadrates liegt. Die Strecke PA
hat die Linge 3,6 cm, die Strecke PB hat

‘die Linge 7,2cm.

Ma 10/12 m 2432 Im rechtwinkligen
Dreieck DBE ist g= 30°, folglich B = 60°.
Wegen y = 60° ist ABC ein gleichseitiges
Dreieck. Daraus folgt, daB die Strecke BE
ein Umkreisradius ist. Es gilt

sin§=%; r,=2cm:sin30% r,=4cm.
N_ 2 < _

(2>—r,, r,-,also4 12.

Fiir den Flacheninhalt des gleichseitigen

Dreiecks ABC gilt nun
2
A= CT ﬁ
=123 cm? = 20,78 cm2.

Ma10/12 m 2433 Es gilt h = g nach Auf-
gabenstellung, nach dem Hohensatz
1) p-q=h? und nach dem Satz des
Pythagoras
2) P2+ hi=q’bzw. g=+p?+ h2.
Man setzt (1) in (2) und erhilt
3 ptpe=4q}

pPtap—q'=0.
Von den beiden Losungen dieser quadrati-
schen Gleichung ist nur p, =%(\/5_— 1)

definiert. Das setzt man in die Gleichung
¢=p+ qein und erhilt
c= % (fs-1)+q
bzw. c=~1,618q.
Im rechtwinkligen Dreieck ABC gelten
sinf = 2 ynd cosa=-<.
c ¢

Es ergeben sich

i = q ==
sinf 1618¢ 0,618,
d.h. p=3817°
Analog erhidlt man fir a =~ 51,83°.
Ph6wm151 Z.B.
_m_ 470g 3
%= 60 cm? 7,8 g/cm® (Stahl)
_m_ 150g s
= 60 cm? 2,6 g/cm? (Marmor)

Es handelt sich um die Stoffe Stahl und
Marmmor.

Ph7m152

Geg.: Gewichtskraft G= 650 kp
Ges.: Leistung P

Hohe s= 15m
Zeit t = 8s
Wirkungsgrad n=0,85

Nach der Gleichung 1 = P,/ P, fiir den Wir-
kungsgrad ist
Pz . 5
P1=Tmlt Py=F-vund V=—t,
_F-s

P=t

p - 850kp-15m
! 0,85-8s

P = 1434“1’Tm,

P =1434-981 kW =13 kW,

Die Leistung des Elektromotors betrigt

rund 13 kW.

Ph 8 w153

Geg.: W =1kWh=1000Wh
P, =4-40W=160W
P, =3-60W=180W
P; =2-100W=200W

(1) Berechnung von Pg,,
PG¢,=P1+P2+P3
P;,=160W + 180 W + 200 W

=540 W

(2) Berechnung von ¢
W=U-I-tund P=U-1I
W= Pg,t

_ W _ 1000 Wh
T Pgs  S40W

~1h 51 min

Die Gliihlampen vollbringen in 1 h und

51 min eine Arbeit von 1kWh.

Ges.: t

=1,852h

Phom154

Geg.: v, =0,5m/s Ges.: d,
d =0,01m
s =0,05m
g =981m/s

Nach dem DurchfluBBgesetz sind die Quer-
schnitte und die Geschwindigkeiten umge-
kehrt proportional. Also

A vi=A4; .
Da nach dem freien Fall v,=v, +
gilt, iStA1 v = A, (v1 +42gs

2gs

bzw. ﬂ _ d; (Vl + V/ZF)
4 4 ’
d; = L'
v, + 2gs
, V1
dz dl v + 1/5.; )
d =00lm

. \/ 0,5 m/s
0,5m/s + y2-9,81 m/s*- 0,05 m
d, =006m=0,6cm.
Der Durchmesser betrigt unten 0,6 cm.
Ph10/12m 155

Geg.: m=1500kg Ges.: f
s =15mm=0,015m
g =9,81 m/s?

oLl JE_1 [F
2n ¥ m 2n sm

Da F= G und G = mg gilt, ist

=L ‘/ﬂzL /2
2 sm 2 s’

f= 1 /9,81m-s‘2
6,28 0,015m °

f=41Hz.
Die Maschine schwingt bei einer Frequenz

von 4,1 Hz.
Ch7m121 a) 2100 kg £2100%

x2 96%

_ 2100 kg-96%
- 100%
x=2016kg

alpha, Berlin 18 (1984) 5 - 119



2016 kg m m
CuO+C —> CU+CO
795¢ 63,5g28¢g

_2016kg-63,5¢
M= T 95
m; =1610,3 kg
Aus 2,1t Kupfer (II)-oxid, welches 4% Ver-
unreinigungen enthilt, kann man 1610,3kg
Kupfer gewinnen.
2016 kg-28¢g
b M=%
m, =710,0 kg
710,0kg £ 100%
x2 98,8%
_ 710,0kg-98,8%
100%
x=1701,5kg
Bei der Reaktion entstehen 701,5 kg Koh-
lenmonoxid, wenn ein Gasverlust von 1,2%
auftritt.

Ch8m122 35gCuSO,-x H,0
—12,6 g H,0
22,4 g CuSO,
159,5g CuSO, £ x - 18 g H,0
22,4g CuS0,2 12,6 g H,0 -
_ 159,5¢-12,69
¥~ T224g 18¢g
x=5
S Molekiile Wasser sind an der Kristallisa-
tion beteiligt.

Ch9w123
0,41¢g
HCL + AgNO;—> AgCl + HNO;
36,5g 143,5¢
_365g-041g
T 1435g
m=0l1g

310 ml Losung £ 22,8 g Salzsédure
10 ml Losung £ x
_10ml-228g
~ 310ml

x=0,74g
=100%: x
_0,1g-100%
T 0,74g

x=135%

Die Salzsdure ist 13,5 %ig.

Ch10/12 m 124
2,3g m
Pb (NO;), + H,S—>PbS + 2HNO,
Mg

0,74g:0,1g

m 0,24¢

FeS +2HCl— H,S + FeCl,
88g 73g

_ 88 g-024g
m 34g

o= 73g-024¢g
7 34g-0,15
m=06g
m;=34g
0,6 g Eisen(I)-Sulfid und 3,4g 15%ige
Salzsdure miissen zur Reaktion gebracht
werden.

34g

120 - alpha, Berlin 18 (1984) 5
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Geschicklich-
keitsratsel

Schwarz und weil3

Heute kommen wir mit einem Geschick-
lichkeitsrdatsel, dessen Herstellung zwar
leicht, aber dessen Losung bedeutend
schwieriger ist. Dem erfolgreichen Ritsel-
16ser bringt es aber dann groBe Freude. Die
in Bild 1 dargestellte Ritselscheibe mit
Zierschnur kénnte auch eine andere Form
haben. Die Musterscheibe im Bild ist aus
Plexiglas, dadurch sieht man auch die auf
der Riickseite befindliche Schnur (gestri-
chelte Linie). Zur Anfertigung der Riitsel-
scheibe bendtigen wir eine Scheibe aus be-
liebigem Material, ferner eine Zierschnur,
deren Linge das 5- bis 6fache des Durch-
messers der Kreisscheibe sein sollte, sowie
zwei verschiedenfarbige Korallen, die so
groB sein miissen, daB man sie nicht durch
das Mittelloch der Scheibe hindurchziehen
kann. Bei der Herstellung miissen wir das
Aufziehen der Zierschnur und der Koral-
len genau nach dem Bild beachten.

Die Aufgabe fiir den Ritselfreund lautet:
Die schwarze und die weiBe Koralle sollen
auf die gleiche Schleife nebeneinander ge-
bracht werden und mit dem umgekehrten
Vorgang wieder zuriick auf den urspriingli-
chen Platz.

Ein Ring in der Falle

Diesmal ist es eine Ritselform aus nichtro-
stendem Stahldraht. Zur Herstellung der
Form wird am besten ein Drahtstiick in
eine Halbkreisform gebogen. Weil sich die-
ser Draht verhidltnismiBig schwer biegen
14Bt, brauchen wir zur Anfertigung der Riit-
selform-Drahtstiicke etwas Geschicklich-
keit und Geduld. Zum Abtrennen des
Drahtes auf die benétigte Linge eignet sich
eine gewOhnliche BeiBzange, zum Biegen

ist eine kleine Zange mit runden Backen
zweckmiBig. Der Ring kann aus Metall
oder aus Plast sein. Siehe dazu Bild 2.

Nun zu den Abmessungen der Ritselform.
Beim Festlegen ihrer Abmessungen richten
wir uns nach der GréBe des Ringes, den wir
zur Verfiigung haben. Die Linge eines
Schenkels (Armes) des mittleren Drahtbo-
genstiicks, an dem zwei weitere, seitliche
Bogenstiicke befestigt sind — davon das
linke verschiebbar, das andere unver-
schiebbar —, sollte etwa doppelt so groB
sein wie der duBere Durchmesser des Rin-
ges. Die Breite der Form, d. h. Abstand der
Schenkel, muB geringfiigig kleiner sein als
der innere Durchmesser des Ringes (nur

um so viel, daB es nicht méglich ist, den -

Ring iiber die seitlichen Bogenstiicke weg-
zuziehen). Die Abmessungen der beiden
seitlichen Bogenstiicke sind ungefidhr wie
beim mittleren (inneren) Bogenstiick zu
wihlen.

Die Aufgabe besteht darin, den Ring aus
der Falle herauszubekommen und nachher
wieder hineinzubringen.

Das gefangene R6hrchen

Das Geschicklichkeitsritsel, das ihr auf
dem Bild 3 seht, gehort zu den leichteren
dieser Art von Basteleien; es besteht im we-
sentlichen aus einer Schlinge und einer
Offnung. Wir nannten es Gefangenes Rohr-
chen.

Bild 3

Die Aufgabe besteht darin, dieses Rohr-
chen aus beiden Schlingen derart heraus-
zulosen, daB kein Teilstiick des gesamten
Gebildes beschéddigt wird.

Ehe wir mit der Losung beginnen, miissen
wir natiirlich erst das Gebilde anfertigen.
Fiir einen geschickten Bastler ist das keine
schwierige Aufgabe, wie dies aus dem Bild
ersichtlich ist.

Wir brauchen dazu ein Stiick Sperrholz
oder Plexiglas, vier groBere gliserne oder
holzemne Korallen, etwa 60 cm diinne Zier-
schnur, ein Metallr6hrchen sowie eine
Laubsige. Natiirlich gehort etwas Geduld
dazu. Bei der Anfertigung gehen wir nach
dem Bild vor. .

Die Spange in der Spirale

Die Anfertigung ist flir jeden gewandten
Bastler fast eine Spielerei; auch die Losung
des Ritsels ist nicht schwierig.

Bild 4

Wir verwenden dazu einen diinnen Stahl-
draht (es eignet sich ein Fahrrad-Speichen-
draht, im Fachgeschift erhiltlich), eine ge-
wohnliche Zange und eine kleinere Zange
mit runden Backen zum Biegen des Drah-
tes. Entsprechend des Bildes werden nun
an beiden Enden des einen Drahtes die
Windungen (Schleifen) angebracht, ebenso
an einem Ende des anderen Drahtes. Die-
sen biegen wir dann zu einer Spirale. Ge-
schickte Bastler konnen das zugebogene
Ende auch verldten. Die Aufgabe besteht
darin, die Spange aus der Spirale zu entfer-
nen.

Das Herz im Schuh

Zum Basteln der Figuren benétigen wir
Stahldraht (z. B. Fahrradspeichen), eine
Kneifzange sowie eine Zange mit runden
Backen zum Biegen des Drahtes.

Entsprechend der Skizze (siehe Bild) ferti-
gen wir das Herz und den Schuh an. Dann
bemiihen wir uns, die Herzfigur in das
Schuhgebilde hineinzuschieben. Wenn uns
das gelingt, dann haben wir das Ritsel
eigentlich schon gelést, denn durch die
Umkehrung dieses Vorgangs konnen wir
die Herzfigur wieder herausldsen, was un-
sere Aufgabe ist. Josef Svoboda



25 Jahre Internationale Mathematikolympiaden

Vil- 1968

MOCKBA

XiX IMO

BEOGRAD 1877

Vil IMO
1965

MMO

PRAHA 1984

I. bis XXV.IMO IX 1967 Jugoslawien XVIII 1976 Osterreich

1 1959 Ruminien X 1968 Sowjetunion XIX 1977 Jugoslawien

II 1960 Ruménien XI 1969 Ruménien XX 1978 Ruménien

I 1961 Ungarn (ohne Signet) XII 1970 Ungarn XXI 1979 GroBbritannien

v 1962 Tschechoslowakei XIII 1971 Tschechoslowakei - 1980 —

\% 1963 Polen (ohne Signet) XV 1973 Sowjetunion XXII 1981 Verein. St. v. Amerika
Vi 1964 Sowjetunion XIV 1972 Polen XXIII 1982 Ungarn

VII 1965 Deutsch. Dem. Rep. XVI 1974 Deutsch. Dem. Rep. XXIV 1983 Frankreich

VIII 1966 Bulgarien XVII 1975 Bulgarien XXV 1984 Tschechoslowakei

ISSN 002-6395 - alpha -Berlin - 18 (1984) 5 - Seiten 97 bis 120




Mathematische
Schiilerzeitschrift

Volk und Wissen
Volkseigener Verlag
Berlin b
18.Jahrgang 1984

Preis 0,50 M [I
ISSN 0002-6395




Redaktionskollegium: Prof. Dr. sc. techn. G.
Clemens (Leipzig); Oberlehrer Dr. W. Fre-
gin (Leipzig); Dozent Dr. rer. nat. J. Gro-
nitz (Karl-Marx-Stadt); Dozent Dr. rer.
nat. R. Hofmann (Leipzig); Nationalpreis-
triger H. Kistner (Leipzig); Studienrat
H.-J. Kerber (Neustrelitz); Oberlehrer Ing.
K. Koch (Schmalkalden); Oberstudienrat J.
Lehmann, Verdienter Lehrer des Volkes
(Leipzig); Oberlehrer Prof. Dr. sc. phil. H.
Lohse (Leipzig); Oberlehrer H. Pitzold
(Waren/Miiritz); Dr. sc. rer. nat. E. Quais-
ser (Potsdam); Dozent Dr. sc. nat. P.
Schreiber (Greifswald); Dozent Dr. sc. nat.
E. Schréder (Dresden); Oberstudienrat G.
Schulze (Herzberg/Elster); Dr. W. Stoye
(Berlin); W. Triger (D6beln); Prof. Dr. sc.
paed. W. Walsch (Halle); FDJ-Aktiv der
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Uni-
versitat Leipzig (Ltg. Dr. C.-P. Helmholz)
Redaktion:

OStR J. Lehmann, VLAV (Chefredakteur)
Anschrift der Redaktion:

Redaktion alpha- 7027 Leipzig - Postfach 14
Anschrift des Verlags: Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

1086 Berlin, KrausenstraBe 50, PSF Nr. 1213
Veroffentlicht unter Lizenznummer 1545
des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der Deutschen Demokrati-
schen Republik

Postscheckkonto: Berlin 132626. Erschei-
nungsweise: zweimonatlich, Einzelheft
1,50 M, Sonderpreis fiir die DDR 0,50 M,
im Abonnement zweimonatlich 1,-M,
Sonderpreis fiir die DDR 0,50 M.
Bestellungen werden in der DDR vom
Buchhandel und der Deutschen Post entge-
gengenommen.

Der Bezug fir die Bundesrepublik
Deutschland und Berlin(West) erfolgt iiber
den Buchhandel; fiir das sozialistische
Ausland iiber das jeweilige Postzeitungs-
vertriebsamt und fiir alle iibrigen Linder
iiber: Buchexport Volkseigener Aulenhan-
delsbetrieb der DDR, 7010 Leipzig, Le-
ninstr. 16.

Fotos: Fotoabtlg. Humboldt-Universitét
(S. 123); Vignette aus ,Quant“, Moskau
(S.123); Briefmarken: J. Lehmann, Leipzig
(S. 125); Foto: H. Tracksdorf, Leipzig
(S.126); Ing. G.Grebenstein (S.126); OStR
G. Schulze, Herzberg (S. 128); J. Gottwald,
DLZ (S. 132); Fiiles, Budapest (S. 132);
J. Lehmann, Leipzig (S.133; S.135); LVZ,
Naumann, Leipzig (S. 136)

Typographie: H. Tracksdorf, Leipzig
Titelblatt: W. Fahr, Berlin, nach einer Vor-
lage von StR H.-J.Kerber, Neustrelitz

e

)

Gesamtherstellung: INTERDRUCK
Graphischer GroBbetrieb Leipzig, Betrieb
der ausgezeichneten Qualititsarbeit,
111/18/97

AN (EDV) 128

Redaktionsschluf: 24. August 1984
Auslieferungstermin: 15. Dezember 1984

.

Mathematische Schiilerzeitschrift

121

122

123
124

126

126
127
128
130
133

134
135
136
137

138

140
144
144

Inhalt

Ein Minimalproblem in der Ebene und im Raum [9]*
Dr.D.Cieslik, Sektion Mathematik der E.-M.-Arndt-Universitdt Greifswald/
Dr.H.-J.Schmidt, Zentralinstitut fiir Astrophysik der Akademie der
Wissenschaften der DDR

Informatikstudium an der Sektion Mathematik der Humboldt-
Universitidt zu Berlin [9]

Prof. Dr.L.Budach, Vors. des Wissenschaftlichen Beirats Mathematik beim Min.
fiir Hoch- und Fachschulwesen

Zum Titelblatt: Knobeleien am Ostseestrand [7]

StR H.-J.Kerber, Neustrelitz

Eine empirische Bestitigung der heliozentrischen Theorie von
Copernicus und Kepler, Teill [9]

Zum 200.Geburtstag des Astronomen und Mathematikers
Friedrich Wilhelm Bessel

Dr.H.Pieper, Zentralinstitut fiir Astrophysik der Akademie der Wiss. d. DDR
...die Beckerprob allhier gantz griindlich gemacht [5]

Zum 450.Todestag von Adam Ries

Ing. G. Grebenstein, Leipzig

Adam-Ries-Wettbewerb in Annaberg-Buchholz [5]

Dr.H.Jdhnig, EOS Annaberg-Buchholz

Fiir den Briefmarkenfreund: Lewis Carroll’s Nonsens-Welt [5]
Dr.P.Schreiber, Sektion Mathematik der E.-M.-Arndt-Universitdt Greifswald
alpha-Portrit: Oberstudienrat Gerhard Schulze, Herzberg [7]
Oberlehrer B. WeiBe, Bezirkskabinett fiir auBerunterrichtl. Tatigkeit, Cottbus
Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb [5]

Autor aller Mathematikaufgaben: StR H.-J.Kerber, Neustrelitz
alpha-Portrit: Studienrat Hans-Joachim Kerber, Neustrelitz
Dr.H.-D.Gronau/J. Prestin, Sektion Mathematik der W.-Pieck-Universitat
Rostock

aufgepaBt - nachgedacht - mitgemacht, speziell fiir Klasse4/5
Unterhaltsame Aufgaben aus dem Mathematiklehrb. K. 4
Die Magischen Ringe [5]

Dr.H.-D.Gronau/J. Prestin, Sektion Mathematik der Universitidt Rostock
Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt, Sonnenfinsternis 1984 [9]
Dipl.-Lehrer A.Dietzel, EOS Spezialschule phys.-techn.Richtg. Carl Zeiss, Jena
Schriftliche AbschluBpriifung [10]

Mathematik, Schuljahr 1983/84, Oberschule, Klasse 10

In freien Stunden - alpha-heiter [5]

Zusammenstellung: J.Lehmann, Leipzig

Losungen [5]

alpha-Wettbewerb 1983/84, Kollektive Beteiligung [5]

Eine Aufgabe von Prof.Dr. A.S.Solodownikow [9]

Lomonossow-Universitit Moskau

II1. U.-Seite: alpha-Schachwettbewerb 1984 [5]

J.Lehmann, Leipzig/H.Riidiger, Schichtl./Werk fiir Fernsehelektronik Berlin

IV. U.-Seite: Mit Papier und Schere [5]

Zusammenstellung: J.Lehmann, Leipzig

1 pedeutet: Artikel bzw. Aufgaben ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Ein Minimalproblem
in der Ebene und im Raum

In Heft3/1982 war von Prof. Dr. W. Jungk,
Pid. Hochschule K&then, unter der Uber-
schrift: Eine Aufgabe und vier Lésungen fol-
gendes Problem gestellt worden: , Drei Orte
A, B und C sollen eine gemeinsame Trafo-
station erhalten. Aus 6konomischen Griin-
den soll sie so gelegen sein, daB die
Summe der Entfernungen zu den drei Or-
ten ein Minimum ist.“ In diesem Artikel
wollen wir auf einige Verallgemeinerungen
dieses nach Jakob Steiner benannten Pro-
blems eingehen. Zunichst kann man die
Zahl der vorgegebenen Punkte vergréBern.
Die Aufgabe lautet dann in anderer Ein-
kleidung:

Problem S: Die n Bahnhéfe 4, ..., 4, sol-
len durch ein Eisenbahnstreckennetz so
verbunden werden, daB man, von jedem
Bahnhof 4; zu jedem anderen Bahnhof 4;
gelangen kann und daflir moglichst wenig
Schienen verbraucht werden.

DaB dieses Problem stets mindestens eine
Losung hat, soll hier ohne Beweis angege-
ben werden. Da eine Strecke die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten ist, ist
die optimale Losung aus Strecken zusam-
mengesetzt, die jeweils zwei Bahnhofe mit-
einander verbinden, wobei eventuell einer
oder mehrere Umsteigebahnhofe (d. h. von
den A4; verschiedenen Punkte, in. denen
mindestens 3 Strecken zusammentreffen)
eingerichtet werden miissen. Die den Um-
steigebahnhofen entsprechenden Punkte
werden Steinerpunkte genannt.

Um ein Gefiihl fiir das Problem zu bekom-
men, sollte der Leser bevor er weiter liest,
jetzt erst einmal versuchen, Aufgabe 1 selb-
stindig zu 16sen.

A la Problem S soll fiir n = 4, wobei 4,,
..., A4 die Ecken eines Quadrats der Sei-
tenlinge a sind, gelGst werden.
Vermutlich denkt man zunichst daran,
drei Seiten des Quadrates zu nehmen, so
daB man 3a an Schienenlinge benétigt
(Bild 5). Kiirzer ist jedoch die Losung, die
durch die beiden Diagonalen gebildet wird,
sie ergibt 2\/2_1; (Bild 7). Um zu untersu-
chen, ob das tatsiichlich bereits die opti-
male Losung ist, ist es sinavoll (wie oft bei
mathematischen Problemen) eine allge-
meinere Frage (Aufgabe 2) zu stellen, de-
ren Antwort dann bei der Losung des spe-
ziellen Problems weiterhilft.

A2 A In einer optimalen Losung des Pro-
blems § mdgen von irgendeinem Bahnhof
A (mindestens) zwei Strecken ausgehen,;

diese mogen den Winkel a einschlieBen.
Man zeige, daB dann a = 120° gilt.

Losung indirekt: Angenommen, es wire
a < 120°, dann kénnte man, wie in Bild 1
gezeichnet, ein gleichschenkliges Dreieck
A ABC angeben, das so klein ist, daB inner-
halb dieses Dreiecks kein Bahnhof liegt.
Femer ist = y, also beides spitze Winkel.

Bild 1

Wenn man jetzt die Strecken AC und 4B
aus dem Streckennetz entfernt und dafiir
-die Strecken AP, BP und CP einfiigt, wobei
der Punkt P durch die Bedingungen
(Bild 2) xBPC= 4CPA=120° eindeutig
bestimmt ist, erhilt man wegen o< 120°
ein kiirzeres Streckennetz, das auch die
Bahnhéfe A4; miteinander verbindet. (Zur
Konstruktion Punktes P und den Beweis,
daB das Streckennetz tatsichlich kiirzer
wird, vgl. den oben erwihnten Artikel von
W.Jungk.)

Bild 2

<

B

Folglich ist das urspriingliche Streckennetz
doch nicht optimal, Widerspruch. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Aus Aufgabe 2 ergibt sich sofort, daB von
einem Bahnhof hochstens drei Strecken
ausgehen kénnen, und wenn es genau drei
Strecken sind, diese dann jeweils Winkel
von genau 120° einschlieBen. Folglich ist
die Diagonalenlosung von Aufgabe 1 nicht
optimal, und man muB Lésungen mit mehr
als einem Umsteigebahnhof betrachten. Es
gilt:

A3a Zur Losung des Problems S
braucht man hdochstens (n —2) Steiner-
punkte.

Der Beweis sei dem interessierten Leser
iberlassen.

Als Folgerung ergibt sich, zusammen mit
dem oben Gesagten, daB.die Lsung von
Aufgabe 1 genau 2 Umsteigebahnhéfe ent-
hilt und das Streckennetz folgende Gestalt
hat (Bild 3).

Bild 3
120° 20°
P—, + P,
ﬂzu" I Q \ 20‘\
Darauf miissen die Bahnhofe 4, ..., 4, s0

auf die 4 Strahlen verteilt werden, daB sie
die Ecken eines Quadrats bilden. Die Lo-
sung hat letztendlich folgende Gestalt

¥
V3
mit einer Streckenldnge von (1/3_ + 1) a,
was tatsidchlich kleiner als 2\/2_a ist.

(Bild 4, dort ist 414, = aund 4,P, =

Ay /43
Bild 4 B P
Ay A,

So wurde durch Betrachtung einer wesent-
lich allgemeineren Aufgabe die Losung
einer ganz speziellen Aufgabe gefunden.
Hitte man sich nur auf Aufgabe 1 konzen-
triert, widre man vermutlich auch nicht
schneller ans Ziel gelangt.

Jetzt soll Problem S dahingehend verallge-
meinert werden, daB die Punkte A4; nicht in
einer Ebene, sondermn beliebig im Raum
verteilt sind. Viele geometrischen Pro-
bleme werden ja beim Ubergang zum
Raum wesentlich komplizierter, hier hat
man jedoch das andere Extrem: Die Lo-
sung sieht im Prinzip genauso aus, d. h.,
man richtet (maximal n — 2 Stiick) Umstei-
gebahnhofe ein, verbindet die Bahnhofe A4;
und P; so miteinander durch Strecken, daB
von jedem Bahnhof maximal drei Strecken
ausgehen, die jeweils Winkel = 120° ein-
schlieBen, und das solange, bis man von je-
dem Bahnhof zu jedem anderen gelangen
kann. Die Losung von Aufgabe 2 sieht im
Raum genauso aus, da man sich in der Be-
trachtung auf die durch die beiden Strek-
ken aufgespannte Ebene beschrinken
kann. Die Folgerung aus Aufgabe 2 ist je-
doch nicht ganz so einfach zu erhalten, es
gilt aber:

A44a Von einem Punkt P im Raum moé-
gen 4 Strahlen ausgehen. Man zeige, daB
unter ihnen zwei Strahlen existieren, die
einen Winkel < 120° einschlieBen.

Folglich gehen auch im Raum bei einer op-
timalen Losung des Problems S von jedem
Punkt hochstens drei Strecken aus.
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Der Beweis ist unter Benutzung der Vek-
torrechnung ganz einfach:

Man heftet in einem Punkt vier Einheits-
vektoren an und zeigt, daB die 6 Unglei-
chungen, die ausdriicken, daB die Winkel
paarweise = 120° sein sollen, einander wi-
dersprechen., Der Beweis ist aber auch
ganz elementar méglich. Das einfachste
echt dreidimensionale Problem ist:

A5a Essoll Problem S im Raum gelést
werden, wobei A,, 4,, A,, A4 die Ecken
eines reguldren Tetraeders der Seitenlinge
a bilden. Wegen Aufgabe 4 braucht man
gar nicht erst zu versuchen, die vier Strek-
ken 4;0, wobei Q den Schwerpunkt des Te-
traeders bezeichnet, als optimale Losung
zu bestimmen. Tatsdchlich ergibt sich die
optimale Losung wieder gemiB Bild 3, wo-
bei diesmal die linke Hilfte um Q verdreht
werden muB, und zwar um 90°. Wie gro8
muB man P, P, in Abhingigkeit von a wih-
len?

Eine andere Art der Verallgemeinerung des
Problems S ist das Problem S;:

Es soll das Problem S gelost werden, je-
doch nicht mehr als k¥ Umsteigebahnhéfe
eingerichtet werden.

Abnlich wie bei Aufgabe 2 zeigen wir
zuerst:

A 6 A Ineiner optimalen Lsung des Pro-
blems S, mogen von irgendeinem Bahnhof
A (mindestens) zwei Strecken ausgehen;
diese mogen den Winkel a einschlieBen.
Man zeige, daB dann a = 60° gilt.

Beweis: Angenommen, es wire a < 60°
Am Ende der Strecken, die von A ausge-
hen und den Winkel a einschlieBen, mo-
gen die Bahnhéfe B und C liegen und im
Dreieck A4BC die Winkel 8 und y ent-
sprechend Bild 1 bezeichnet werden. Da
a<60° ist der Winkel a im Dreieck
AABC sicher nicht der groBte Winkel.

Sei B der groBte Winkel im Dreieck, so
liegt ihm die groBte Seite, namlich AC, ge-
geniiber. Entfernen wir die Strecke AC und
fiigen dafiir BC hinzu, so erhielten wir so-
mit ein kiirzergs .Streckennetz, welches
auch die Bahnhofe miteinander verbindet
und keinen weiteren Umsteigebahnhof be-
ndtigt. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Optimalitdt des urspriinglichen Strecken-
netzes. Damit ist a= 60° nachgewiesen.
Aus der Aufgabe 6 ergibt sich sofort, daB
von einem Bahnhof hochstens sechs Strek-
ken ausgehen kénnen. Aus dem Beweis
von Aufgabe6 kann man noch eine weitere
Aussage (Aufgabe7) ableiten, deren Beweis
wir dem Leser iiberlassen wollen.

A 7a a) Es gibt stets eine optimale Lo-
sung des Problems S,, in der von jedem
Bahnhof héchstens fiinf Strecken ausge-
hen.

b) Man gebe ein Beispiel fiir ein Problem
S) an, bei dem mehrere optimale Losungen
existieren, und bei einer dieser Ldsungen
von einem Bahnhof 6 Strecken ausgehen.
Es ist wichtig zu wissen, wieviel Strecken
maximal von den Umsteigebahnhéfen
(Steinerpunkten) in optimalen L&sungen
des Problems S, ausgehen kdénnen. Wir
iberzeugen uns zunichst davon, daB im
Gegensatz zum Problem S bei optimalen
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Losungen des Problems S, auch Umsteige-
bahnhofe auftreten konnen, von denen vier
Strecken ausgehen. Dazu wihlen wir 4,,
i=1, ..., 4 als Eckpunkte eines Quadrats
und 16sen daftir das Problem §, (Bild §, 6,
7). Der Leser iiberzeuge sich davon, daB
nur das in Bild 7 angegebene Streckennetz
das Problem §, 16st. Dort gehen vom Um-
steigebahnhof aber vier Strecken aus.

Ay A

Bild 5
A Az
Ay A
Bild 6
P
A Az
A A
Bid7 !
P
A A,
A 8a Ineiner optimalen Losung des Pro-

blems S; sei P ein Steinerpunkt. Dann ge-
hen von P héchstens fiinf Strecken aus.
Wegen Aufgabe 6 miissen wir zum Beweis
nur noch ausschlieBen, daB von einem
Steinerpunkt sechs Strecken ausgehen kon-
nen. Sollten von P sechs Strecken nach C,,
..., Cs ausgehen, so bilden die C; ein regel-
maiBiges Sechseck, in deren Mittelpunkt P
liegt (Bild 8). Somit gilt

?E] =TC1 =... =P_C6= C]Cz = C;C;
== C5C6 = C.;Cl .

Jetzt ist klar, daB der punktierte Weg in
Bild 8 kiirzer ist, als der von P ausgehende
Stern. Es wird sogar noch der Umsteige-
bahnhof P ,eingespart“. Das ist mit der
Annahme, daB dies Streckennetz das Pro-
blem S, optimal 16st, nicht zu vereinbaren.
Damit ist Aufgabe 8 gelost.

Bild 8

Es ist den Mathematikern bis heute unbe-
kannt, ob ein optimales Streckennetz des
Problems S, fiir irgendwelche Punkte 4,,
..., A, existiert, das einen Steinerpunkt

hat, von dem fiinf Strecken ausgehen. Wir
vermuten, daB das nicht moglich ist:
In einer optimalen Lésung des Problems S,
sei P ein Steinerpunkt. Dann gehen von P
héchstens vier Strecken aus. Vielleicht ist
diese Aussage aber auch falsch!
Die Probleme von S und S, finden in der
Praxis vielfach Anwendung. Immer wenn
mehrere Punkte (Bahnhéfe, Telefonan-
schliisse, Stddte u.a.) durch kiirzeste Strek-
kennetze (Bahnstreckennetz, Telefonnetz,
StraBennetz u.a.) verbunden sein miissen,
ist ein solches Minimalbaumproblem zu
16sen. Da man nicht immer beliebig viele
Steinerpunkte (Umsteigebahnhofe, Tele-
fonzentralen, Kreuzungen u. a.) einrichten
darf (sie verursachen in der Praxis zusitzli-
che Kosten), 16st man dann statt des Pro-
blems S ein Problem S, mit vorgegebenem
k. Besonders einfach 16st sich das Problem
So, d. h., es darf kein Steinerpunkt einge-
setzt werden.
Der Leser kann sich das selbst iiberlegen
oder in einem Lehrbuch der Graphentheo-
rie nachlesen. S, ist schon schwieriger zu
I6sen usw.
Wenn wir fir n Punkte das Problem S,_,
16sen, so ist dies wegen Aufgabe 3 nichts
anderes als die Losung des Problems S. So
kann man durch die Problemfolge S,, S,
... das Problem S néherungsweise losen.
Der interessierte Leser sei abschlieBend
noch auf das Buch von H. Walther ,Anwen-
dungen der Graphentheorie“, Berlin 1979,
verwiesen.

D. Cieslik/H.-J. Schmidt

Informatikstudium
an der Sektion
Mathematik

der Humboldt-
Universitit Berlin

Seit September 1982 werden an der Sek-
tion Mathematik der Humboldt-Universi-
tit zu Berlin Studenten in der neu einge-
richteten Studienrichtung Mathematische
Informatik ausgebildet. Dabei handelt es
sich um eine spezielle Variante des Mathe-
matikstudiums, die iiber die gesamte Stu-
diendauer nach einem eigenen Plan ab-
lauft. Der allgemeine Verlauf und die
Stundenzahl je Semester stimmen mit der
Grundstudienrichtung Mathematik iiber-
ein.

Der Einfiihrung eines solchen Studienfa-
ches lag die Einsicht zugrunde, daB der ra-
sche Fortschritt der elektronischen Re-
chentechnik es dringend erforderlich
macht, geeignete mathematische Theorien
auf das engste mit den Erkenntnissen und
technologischen Methoden der Informa-
tionsverarbeitung zu verbinden. Daher
zielt das Studium der Mathematischen Infor-
matik darauf ab, die enge Wechselwirkung
zwischen Mathematik und Informatik als
Denkgewohnheit bei den Studenten auszu-
prigen. Daneben wurde breiter Raum fiir
die Ausbildung praktischer Fihigkeiten



und Fertigkeiten im Umgang mit komple-
xen Rechner- und Programmsystemen ge-
schaffen. Die Studenten werden mit der In-
formationsverarbeitung und der Program-
mierung von Mikrorechnern und Roboter-
steuerungen vertraut gemacht. Sie erlernen
moderne Programmiersprachen wie PAS-
CAL und MODULA-2. Damit wird die
Moglichkeit eroffnet, bereits im ersten Se-
mester elementare mengentheoretische Be-
griffe in den Programmiersprachen darzu-
stellen. Vom ersten Tag des Studiums an
kénnen die Informatikstudenten elektroni-
sche Rechentechnik als Hilfsmittel nutzen.
Die Studierenden beschlieBen ihre Ausbil-
dung als Diplommathematiker. Die Absol-
venten werden in Forschungs- und Ent-
wicklungszentren der Industrie, der Akade-
mie der Wissenschaften der DDR, des
Hoch- und Fachschulwesens sowie in Re-

chenzentren eingesetzt. L. Budach
Wer mochte
Mathematik/Physik-
Lehrer werden?

Seit 1969 werden in der Spezialschule Ma-
thematik/Physik an der Humboldt-Univer-
sitit zu Berlin jedes Jahr in einem einjihri-
gen Lehrgang politisch gefestigte und
fachlich befdhigte Absolventen der poly-
technischen Oberschulen auf die Auf-
nahme eines Diplomlehrerstudiums in der
Fachkombination Mathematik/Physik vor-
bereitet.

Die Ausbildung stiitzt sich auf wesentliche
Lehrplaninhalte der Abiturstufe und be-
riicksichtigt bewuBt die besonderen Anfor-
derungen des kiinftigen Studiums.

Fiir das Studium 1985/86 gibt es noch
einige freie Plitze.
Informationswiinsche sind zu richten an
Humboldt-Universitit zu Berlin
Spezialschule Mathematik/Physik

1020 Berlin

BurgstraBe 26

Telefon 2826585

Zum Titelbild:
Knobelei
am Ostseestrand

Magisches Quadrat 10. Ordnung mit der
Jahreszahl 1984

Sicher sind euch Magische Quadrate (3.
oder 4. Ordnung) bekannt.
Das Bild 1 zeigt so ein Magisches Quadrat
4. Ordnung mit 42 natiirlichen Zahlen, so
daB die Summe der Zahlen jeder Zeile,
Spalte und Diagonalen gleich ist.
Albrecht Diirer hat in seinem Bild Melan-
cholie das Entstehungsjahr 1514 in solch
einem Magischen Quadrat festgehalten, in-
dem die Zahlen 15, 14 in der Mitte der
letzten Zeile stehen (Bild 2).
Als im Feriensommer 1983 Neubranden-
burger und Rostocker Schiiler der Mathe-
matischen Schilergesellschaft der Universitit
Greifswald an der Ostsee ihren 3.Lehrgang
durchfiihrten, horten sie abends einen zu-
sdtzlichen Vortrag liber Magische Quadrate,
ihren Aufbau und ihre GesetzmiBigkeiten.
Ein Magisches Quadrat 10.Ordnung mit den
Zahlen 1 bis 100 entstand. Ihre Zeilen,
Spalten und Diagonalen ergaben die
Summe 505.
Da wurde spontan von der Lehrgangslei-
tung ein beachtlicher Preis fir den oder fiir
diejenigen ausgesprochen, denen es gelin-
gen wiirde, das Quadrat so umzustellen,
daB die Jahreszahl 1984 in die Mitte der
letzten Zeile zu stehen kommt (nach dem
Diirerbeispiel). Tagelang wurde in der Frei-
zeit am Ostseestrand und anderswo gekno-
belt und kombiniert. SchlieSlich gelang
einer Gruppe von mehreren Schiilern die
Ldsung des Problems (siehe Titelbild).
Vielleicht gelingt jemandem nach griindli-
chem Studium entsprechender. Literatur
ein Magisches Quadrat mit der Jahreszahl
1985 oder 1986?

H.-J. Kerber

Ala In a triangle, the lengths of the
three medians are 9, 12 and 15. Find the
length of the side to which the longest me-
dian is drawn.

A2a Le boulanger sait que la masse du

pain qu’il fabrique est les % de la masse
de la farine utilisée.

a) Quelle quantité de pain obtient-il avec
72 kg de farine? avec 117 kg? avec 108 kg?
b) Quelle masse de farine faut-il pour fabri-
quer 100 kg de pain? 150 kg? 190 kg?

A3a Mo 3pakoMmbii Camia OTHAKBI
MHe cka3an: ,[To3asyepa Mae 6sut0 101€T,
a B OymymeM romy MHE HCIOJIHHTCA
13 met. MoXxeT mm Takoe GBITL?

Ada
MEHbIE CTOPOH, HAa KOTOpBIE
onymensl. HaiTy yrier TpeyrorbHUKE.

JIIBe BBICOTRI TpEYroibHHKA He

OHH

Wer fremde Sprachen nicht kennt, weil
nichts von seiner eigenen.

J.W.von Goethe

Eine harte NuB3

Ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlinge
a werde durch eine Gerade, die parallel zu
einer Seite verlduft, so durchgeschnitten,
daB die Umfinge der dabei entstehenden
Teilfiguren (Dreieck und Trapez) einander
gleich sind. In welchem Verhiltnis stehen
dann ihre Flicheninhalte?
Dr. R. Mildner,
Karl-Marx-Universitdt Leipzig
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Eine empirische Bestatigung
der heliozentrischen Theorie
von Copernicus und Kepler, Teil1

Zum 200. Geburtstag des Astronomen und Mathematikers

Friedrich Wilhelm Bessel

In medio vero omnium residet Sol! (Latei-
nisch: In der Mitte von allem aber steht die
Sonne!) Dies ist ein Satz aus dem 1543 er-
schienenen Hauptwerk von Nicolaus Co-
pernicus, jenem polnischen Astronomen
der Renaissance, der die heliozentrische
Planetentheorie aufstellte (helios — grie-
chisch: Sonne, centrum - lateinisch: Mit-
telpunkt). Bereits in der Antike waren ein-
zelne Gelehrte darauf aufmerksam gewor-
den, daB die Erklirung der (scheinbaren)
Bewegungen der Planeten einfacher wer-
den wiirde, wenn man die Sonne statt der
Erde als Mittelpunkt der Bewegung anneh-
men wiirde.

Wie Ptolemdus in seinem geozentrischen
Planetensystem (geo — griechisch: Erde),
ging auch Copernicus vom antiken Prinzip
der gleichférmigen Kreisbewegung aus.
Um die Sonne herum wiirden sich die Pla-
neten auf Kreisbahnen in folgender Rei-
henfolge bewegen:

Merkur, Venus, Erde, Mars, Jupiter und
Saturn. (Die anderen uns heute bekannten
Planeten wurden erst spiter entdeckt:
F.W.Herschel fand 1781 den Planeten Ura-
nus, J.G.Galle entdeckte 1846 den von Le-
verrier vorausberechneten Planeten Nep-
tun, C. W. Tombaugh machte 1930 den
sonnenfernsten Planeten Pluto ausfindig.)
Um gewisse UngleichmiBigkeiten der Be-
wegung dieser Himmelskorper zu erkliren,
muBte Copernicus exzentrische Kreise an-
nehmen (der Standpunkt der Sonne ist
nicht im Kreismittelpunkt, sondern ein we-
nig auBerhalb des Mittelpunkts). Copemi-
cus mufBte den Planeten iiberdies noch
kleine Sonderbewegungen zuschreiben (so-
genannte Epizyklen, wie sie auch fur die
Theorie des Ptolemius typisch sind).

Erst Johannes Kepler, der auf der Grund-
lage der Copernicanischen Theorie nach den
Planetenbewegungsgesetzen forschte, kam
zur richtigen, 1609 verdffentlichten Er-
kenntnis, daB die Planeten sich nicht auf
Kreisbahnen, sondern auf elliptischen Bah-
nen um die Sonne bewegen. Die Sonne be-
findet sich in einem Brennpunkt dieser El-
lipsen.

Ist @ die groBe Halbachse (Bild 1), b die
kleine Halbachse der elliptischen Bahn, so

a-b z. B. bei der
- a

Erdbahn weniger als L

7000’
bahn . In der Astronomie wird meist

betrigt die Abplattung

bei der Mars-

1
230
die (sog. numerische) Exzentrizitit e der
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Ellipse angegeben. Bezeichnet ¢ die Entfer-
nung des Brennpunktes S der Ellipse vom

Mittelpunkt M, so gilt e=%. Diese Ex-

zentrizitit ist eine Zahl zwischen 0 und 1.
Je kleiner e ist, je kieiner ist ¢, um so weni-
ger weicht S von M ab. Liegt S in M, so ist
c=0, e=0, a= b, die Ellipse ist ein Kreis.
Die Exzentrizititen der Planetenbahnen
sind tatsdchlich nur sehr gering. Fiir die
Erde ist e=0,0167, fir den Mars ist die
Exzentrizitit etwa Smal so groB. (Die Bahn
des Plutos hat mit 0,247 von allen Plane-
tenbahnen die groBte Exzentrizitit.)
Kepler formulierte noch weitere Gesetze
iber die Bewegung der Planeten, durch die
die Anhinger der heliozentrischen Theorie
des Copemnicus sicher in ihrer Uberzeu-
gung gestirkt worden sind. Doch bewiesen
war die Theorie keineswegs.

Spiegelte diese Theorie in ihrer verbesser-
ten Keplerschen Fassung tatsichlich die
wahre Bewegungsstruktur des Systems der
Sonne und der Planeten (einschlieBlich der
Erde) wider, oder war sie nur ein mégliches
mathematisches Modell, das den Beobach-
tungen besser entsprach als etwa das Ptole-
mdische Modell?

Die Theorie von Copernicus und Kepler ist
in der Folgezeit durch verschiedene theore-
tische und praktische Resultate der Astro-
nomie unwiderlegbar bestitigt worden.
Zwei Beispiele:

Der italienische Naturforscher Galileo Ga-
lilei, der sich konsequent fiir die Coperni-
canische Lehre einsetzte, entdeckte mit
seinem 1609 gebauten Fernrohr den Pha-
senwechsel der Venus, bemerkte also, daf
die Venus dhnlich wechselnde Lichtgestal-
ten (z. B. die Sichelgestalt) aufweist, wie
wir sie vom Mond kennen. Diese Erschei-
nung 148t sich durch die Erdbewegung (um
die Sonne) plausibel erkliren, und Galilei
sah sie dann auch als Beweis fiir die Rich-
tigkeit der Copernicanischen Hypothese
an. (Es sei jedoch angemerkt, da auch
eine von Tycho Brahe aufgestellte Hypo-
these mit dem Phasenwechsel der Venus
vertriglich ist: Die Erde steht unbewegt als

Bewegungszentrum fiir die Bahnen des
Mondes und der Sonne im Mittelpunkt,
wihrend die finf anderen Planeten sich
um die Sonne bewegen.)

Der englische Astronom James Bradley
entdeckte im Jahre 1728 die sogenannte
jahrliche Aberration, eine scheinbare Orts-
verinderung der Sterne, die sich nur als
Folge der endlichen Geschwindigkeit des
Lichtes (schon 1676 vom dénischen Astro-
nomen Ole Romer aus den Vetfinsterungs-
zeiten der Jupitermonde berechnet) und
des jihrlichen Umlaufs der Erde um die
Sonne erkldren liBt.

Doch eine schon von Copernicus gestelite
Aufgabe zur empirischen Bestitigung sei-
ner heliozentrischen Theorie wurde erst
nach fast 300 Jahren vom Astronomen,
Geodidten und Mathematiker Friedrich
Wilhelm Bessel (22.7.1784 bis 17.3.1846)
gelost. Copernicus wubBte, daB die Bewe-
gung der Erde um die Sonne zu sogenann-
ten Fixsternparallaxen fithren miiBte. Der
Nachweis solcher. Parallaxen wiirde also
tatsichlich eine astronomische Bestitigung
der Heliozentrik (der Theorie von Coperni-
cus und Kepler) bedeuten.

Die Gegner der Copernicanischen Theorie
konnten lange Zeit auf die Nichtauffind-
barkeit der parallaktischen Bewegung der
Fixsterne verweisen.

Erst 1838 gab Bessel die erste erfolgreiche
Messung einer solchen Parallaxe bekannt.
Worum handelt es sich dabei?

Parallaxe und Entfernung

Beobachtet man einen Punkt P von zwei
verschiedenen Beobachtungsorten 4 und
B (Bild2), so erscheint P unter verschiede-
nen Winkeln @, § (beziiglich der durch 4
und B verlaufenden Geraden).

Bild 2

A Baosis 8

Der Winkel o, den die Sehstrahlen von 4
und B za P bilden, unter dem also die Ver-
bindungsgerade 4B (Basis) von P aus er-
scheint, heiBt Parallaxe (griechisch: Abwei-
chung) des Punktes P beziiglich der Basis
AB. Da die Winkelsumme im Dreieck ABP
180° betragt, gilt a+ (180 — f) + o =180,
d.h. o= f—ca. Milt man also die Winkel a
und B, so findet man daraus die Parallaxe

0.
Bei naheliegenden Objekten P tritt schon
durch den Augenabstand (4 - das linke
Auge, B — das rechte Auge) bei wechselsei-
tigem Sehen eine Parallaxe auf. (Deshalb
entsteht bei beidseitigem Sehen ein rdum-
liches Bild!)



Bei konstanter Basis 4B (also bei festen
Beobachtungspunkten 4, B) ist die Paral-
laxe eines Punktes P bzgl. der Basis AB of-
fenbar um so kleiner, je weiter entfernt der
beobachtete Punkt P ist. Wird man die
Parallaxe als ein MaB fiir die Entfernung
des Punktes P ansehen konnen? Entfer-
nung des Punktes, wovon? Es mége etwa
nach der Entfernung des Punktes P von der
Geraden durch 4 und B gefragt werden. Es
wird also nach der Linge d der Strecke PC
(Hoéhe des Dreiecks ABP auf AB) gefragt
(Bild 3).
p

Bild 3

« Va
A 8 c

Ist o die Parallaxe von P bzgl. der Basis
AC (der Lange r), so gilt (im rechtwinkli-
gen Dreieck ACP)

r
tgcr—;,

also d= . 5
tgo .

Aus der Lange r der Basis AC und der Par-
allaxe von P bzgl. der Basis AC 1dBt sich
also die Entfernung des Punktes P von C
bestimmen (wobei die Geraden PC und AC
den Winkel 90° einschlieBen). Aus
d-tg o=r folgt: Je groBer d, je kleiner
tg o, d. h, je kleiner o, und umgekehrt.
(Wie groB ist der Abstand P von A4?) Die
Kenntnis der Parallaxe eines Punktes P
bzgl. einer geeigneten Basis ermdglicht
also die Bestimmung seiner Entfernung.

Die Entfernung des Mondes

So kann man aus einer geeigneten Paral-
laxe, z. B. des Mondes, seine Entfernung
von der Erde bestimmen.

In der Tat zeigt sich bei diesem markante-
sten Himmelsobjekt die Parallaxe in ver-
schiedenen Erscheinungen.

Betrachtet man den Mond gleichzeitig von
verschiedenen Orten der Erde, so scheint
er an verschiedenen Stellen der Himmels-
kugel, also an verschiedenen Stellen beziig-
lich der als Hintergrund angesehenen
Sternbilder zu stehen.

Eine Bedeckung eines Sterns durch den
Mond (der Mond tritt in die Sichtlinie Be-
obachter — Stern) oder die Bedeckung der
Sonne durch den Mond (Sonnenfinsternis)
wird von verschiedenen Orten der Erde aus
zu verschiedener Zeit und in verschiedener
Weise gesehen.

Der Mond werde nun von einem Punkt 4
der Brdoberfliche aus betrachtet (Bild 4).
Wir sehen die Erde als eine Kugel an. Wir
zeichnen den durch den Punkt 4 gehenden
Lingenkreis mit dem Mittelpunkt M (Erd-
mittelpunkt). Der iiber 4 verlingerte Erd-
radius AM zeigt nach oben auf den Zenit

Bild 4

Zenit

des Beobachters. Die auf AM senkrecht
stehende Gerade durch 4 kennzeichnet
den Horizont. Ein Beobachter in A sieht
den Mondmittelpunkt P unter dem Winkel
y in der Hohe h.
Der Winkel 8 (=90°— ¥) heiBt Zenitdi-
stanz.
Ein zweiter Beobachtungspunkt B werde
nun auf demselben Lingenkreis so ge-
wihlt, daB der Mond im Zenit erscheint.
(B ist der Schnittpunkt von PM mit dem
Lingenkreis. 4 und B moégen einen groBen
geographischen Breitenunterschied haben.)
Der Winkel 6’ (Winkel AMP) heiBt geo-
zentrische Zenitdistanz. Aus
6'+o+(90°+y)=8+p+90°
+(90° - 85)=180° folgt 6’'+0—-6=0,
also g=6-86'.
Im Dreieck AMP mit den Winkeln &', g,
180° — & gilt nach dem Sinussatz (zwei Sei-
ten, hier: PM und AM, verhalten sich wie
die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel,
hier: 180°—§, o) unter Beachtung von
sin (180° — 8) =sin &
AM _sing
PM  sinéd’

also

. AM 5

sin o =37 sin 8,
worin AM den Erdradius, PM die geozen-
trische Entfernung Mond — Erde, & die Ze-
nitdistanz bezeichnet.
Der Winkel ¢ (Winkel APM) heifit Hohen-
parallaxe des Mondes (in bezug auf den
Erdradius MA als Basis). Sie ist natiirlich
nicht konstant. Kommt der Mond dem Ze-
nit niher, so wird o kleiner. Die H6henpar-
allaxe wird wihrend der téiglichen Bewe-
gung des Mondes ihren groBtern. Wert
erreichen, wenn der Mond (der Punkt P)
fir den Punkt 4 im Horizont steht, d. h.
6 = 90° ist. Dann heiBt sie Horizontalpar-
allaxe, im folgenden mit g.,, bezeichnet
(Bild 5). Es ist

$in Opmey = %%— (folglich

§in 0 = sin Qpe - sin 6),

Bild 5

Die Bestimmung der Horizontalparallaxe
Omax des Mondes lduft also darauf hinaus,
die geozentrische Entfernung PM des
Mondes zu bestimmen.
Auf die Methoden zur Bestimmung der
Horizontalparallaxe des Mondes soll hier
nicht eingegangen werden. Die Astrono-
men fanden fir den Mond eine Horizontal-
parallaxe von ungefahr 1°. Der Wert
schwankt zwischen 54’ und 61’ (1° = 60’).
Dem Mittelwert von etwa 57° entspricht
eine mittlere Mondentfernung von etwa
60 Erdradien. -
Analog kann man Horizontalparallaxen fiir
die Planeten und fiir die Sonne bestim-
men. Es ergeben sich nur wenige Sekunden
betragende Winkel (1° = 60’ = 3 600”). Die
Horizontalparallaxe fiir die Sonne betriigt
ungefihr 9”. Unter diesem Winkel er-
scheint der Erdradius vom Sonnenmittel-
punkt aus gesehen. Die entsprechende Par-
allaxe fur Fixsterne ist wegen ihrer groBen
Entfernung zu klein, um bemerkt zu wer-
den. Da aber die Erde — wie Copernicus
und Kepler richtig annahmen - im Lauf
eines Jahres eine elliptische Bahn um die
Sonne durchiduft, so miiBte wohl der Seh-
strahl zu einem Punkte im Weltraum
(eidem Stern) wihrend des Erdumlaufs
eine merkliche Richtungsinderung erfah-
ren.

H. Pieper
(Fortsetzung in alpha, Heft 1/1985)
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... die Beckerprob

allhier gantz grundlich

gemacht
Die Rechenkunst Adam Ries’

nutzten auch die Ratsherren von Leipzig

Mit dem Wiederaufbau des 1943 durch an-
glo-amerikanische Luftangriffe zerstorten
Gebédudes der Alten Waage (1556 erbaut)
sind auch Erinnerungen an den Rechen-
meister Adam Ries verbunden. Er hatte in
Leipzig zwei Freunde, mit denen er Re-
chenaufgaben austauschte; den Waagmei-
ster Bernecker und den Rechenmeister
Seehofer.

Das erste Mal diirfte Adam Ries 1536 in
Leipzig gewesen sein, als die Buchdrucke-
rei Melchior Lotter sein ,,Gerechnet Biich-
lein“ druckte. Nachweislich war er 1550
wegen seines groBen Rechenbuches in un-
serer Stadt, Kurflurst Moritz hatte die
Druckkosten vorgeschossen. Kaiser Karl V.
gewidhrte darauf Adam Ries auf dem
Reichstag zu Augsburg ein Privileg, nach-
dem Fachgelehrte der Universitit zu Leip-
zig das Buch gepriift und zur Annahme
empfohlen hatten. Bei diesem Besuch
hatte Adam Ries laut Eintragung in den
Stadtkassenrechnungen dem Rat ,etzliche
Rechenbiichlein verehret“, wofiir er als An-
erkennung den Betrag von 2 Schock,
48 Groschen erhielt.

Somit war Adam Ries kein Unbekannter,
als der Rat 1557 seine Hilfe zur Aufstel-
lung der Leipziger Brotordnung in An-
spruch nahm. Sie machte sich notwendig,
weil das Ko vor der Einfitlhrung der Kar-
toffel das Hauptnahrungsmittel war und
die Getreidepreise durch eine gute und
schlechte Emte sehr stark schwankten,

wihrend die Arbeitslohne dagegen kon-
stant blieben. Aus diesem Grunde wurde
auch nicht der Brotpreis, sondern stets das
Gewicht des Brotes gedndert. Es war nun
die Aufgabe des Rechenmeisters Adam
Ries, anhand der verschiedenen Getreide-
preise das Brot- und Semmelgewicht zu er-
mitteln und in Tabellen aufzustellen, da-
mit ,der gemeine Mann nicht libervorteilt
wurde“. Der Rat konnte bei Beschwerden
der Bevolkerung sofort anhand der Tabel-
len feststellen, ob das Gewicht in Ordnung
war oder der Biicker bestraft werden muBte.
Kostete ein Scheffel Kom (212 Pfund)
sechs Groschen, dann wog ein Drei-Pfen-
nig-Brot iiber sechsdreiviertel Pfund. Bei
einem Scheffelpreis von 26 Groschen, diese
Preisschwankungen waren keine Selten-
heit, hatte das Drei-Pfennig-Brot nur noch
ein Gewicht von etwa eindreiviertel Pfund.
In solchen Zeiten muBte manche Familie
den ganzen Wochenlohn und noch mehr
allein fiir Brot ausgeben.

So fand am Freitag nach Matthdi 1557 auf
der Waage das Messen und Wiegen eines
Scheffels Metzgetreide im Beisein von vier
Bickermeistern durch den Rechenmeister
Adam Ries statt. Der Vorgang wiederholte
sich nach dem Ausmahlen des Korns und
dem Ausbacken des Mehls, um den Ab-
gang zu ermitteln. Den genauen Hergang
schildert ein umfassendes Aktenstiick mit
den darin aufgestellten Tabellen. Es
schlieBt mit den Worten: ,bey solchem

126 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

Malen und Begken bin ich Adam Ries
voum S. Annabergk auf erforderung gewe-
sen, wie es ergangen die rechnung gantz
griindlich gestellt.“
Fiir seine geleistete Arbeit wurde Ries am
2. Oktober 1557 (anderthalb Jahr vor sei-
nem Tode) ,,zur Verehrung gegeben, da3 er
die Becker prob allhier gemacht, 50 Gul-
den“. Dieser hohe Betrag entsprach dem
Jahreslohn des damaligen Leipziger Was-
serkunstmeisters.
Auffillig ist, daB der Leipziger Chronist
Vogel, ein Pfarrer, in seinen Annalen wohl
die Béckerprobe mit den Namen der daran
teilnehmenden Ratspersonen anfiihrt, aber
Adam Ries nicht nennt.
‘Wohl deshalb, weil der Rechenmeister kein
studierter Mann gewesen war.

G. Grebenstein
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Tabelle aus der Leipziger Brotordnung von
1557

Adam-Ries-Wettbewerb
in Annaberg-Buchholz

Seit 1981 wird im Kreis Annaberg alljihr-
lich an zwei Tagen der ersten Woche in
den Winterferien der Adam-Ries-Wettbe-
werb durchgefiihrt. Gastgeber ist die
Adam-Ries-Oberschule der Kreisstadt. Die
Vorbereitung liegt in den Hédnden eines
Komitees. Aus dem Bezirk Karl-Marx-
Stadt treffen sich die drei besten Jungen
Mathematiker der Klassenstufe 5 eines je-
den Kreises. In einer dreistiindigen Klau-
sur sind drei Aufgaben zu l6sen. Die Kor-
rekturgruppen setzen sich aus Kollegen der
beteiligten Kreise zusammen. Fiir diesen
Wettbewerb gibt es eine Mannschafts- und
Einzelwertung. Die beste Mannschaft er-
hilt den Wanderpokal des Bezirksschulra-
tes, der Einzelsieger seit 1984 die Adam-
Ries-Gedenkmedaille vom Rat der Stadt
Annaberg-Buchholz. AuBerdem werden
Ehrenpreise und Urkunden vergeben.



Neben dem Wettbgwerb gibt es ein Frei-
zeitprogramm. Dabei werden historische
Stitten aufgesucht wie der Frohnauer
Hammer, das Erzgebirgsmuseum und die
restaurierte Annenkirche mit dem von
Hans Hesse geschaffenen Bergaltar. Von
1985 an wird die Besichtigung des Adam-
Ries-Hauses, das am 30. Midrz 1984 anliB-
lich des 425. Todestages eroffnet worden
ist, in das Programm einbezogen. AuBer-
dem werden die Teilnehmer in einem
Lichtbildervortrag iiber Leben und Wirken
des Rechenmeisters und Bergbeamten
Adam Ries informiert.

Die Entdeckung mathematischer Talente
der Klassenstufe 5 ist das erklirte Ziel des
Adam-Ries-Wettbewerbs. Aus den ersten
drei Wettbewerben konnten 49 Teilnehmer
ausgewihlt und als Schiiler der Klasse6 auf
einen Friihstart in der Klasse 7 der Bezirks-
olympiade vorbereitet werden. Diese er-
folgreichen Wettbewerbsteilnehmer werden

in Korrespondenzzirkeln des Bezirks sowie

in Spezialistenlagern besonders gefordert.
Im 4. Wettbewerb 1984 hatten wir erstmalig
einen Schiiler der Klasse 4 als Friihstarter
dabei. Er erhielt einen 2. Preis. Jihrlich
nehmen am Wettbewerb 72 bis 78 Mid-
chen und Jungen teil. G. Jahnig

Aufgaben des 4. Adam-
Ries-Wettbewerbs 1984

A la Auf drei Biumen sitzen insgesamt
56 Vogel. Nachdem vom ersten Baum 7 V6-
gel auf den zweiten Baum geflogen und
dann vom zweiten Baum 5 Végel auf den
dritten Baum geflogen waren, saBen nun
auf dem zweiten Baum doppelt so viel Vo-
gel wie auf dem ersten Baum und auf dem
dritten Baum doppelt so viel Vogel wie auf
dem zweiten Baum.

Berechne, wieviel Vogel urspriinglich auf
jedem der Biume saBen!

A2A In einem Regal einher HO-Ver-
kaufsstelle liegen sechs Geschenkartikel im
Preis von 15M, 16 M, 18 M, 19M, 20 M,
31M, von jeder Sorte genau ein Stiick.
Ein Kiufer kaufte genau zwei dieser Ge-
schenke, ein anderer genau drei. Der
zweite Kdufer hatte doppelt so viel zu be-
zahlen wie der erste Kidufer.

Zeige, daB sich aus diesen Angaben ein-
deutig ermitteln 14B8t, welche der sechs Ge-
schenke vom ersten und welche vom zwei-
ten Kidufer gekauft wurden!

a3a a) In Bild1 sind die Zahlen von 1
bis 6 so eingetragen, daB die drei Seiten-
summen S gleich groB sind und daB stets
S=12 gilt:
44+3+4+5=5+1+6=6+2+4=12

Bild 1

Lewis Carroll’s
Nonsens-Welt

In vielen Lindern der Erde gehért ,Alice
im Wunderland“ zu den bekanntesten und
beliebtesten Kinderbiichern. Davon zeugen
auch verschiedene Briefmarken. (Wir zei-
gen eine britische von 1979 und eine aus
der CSSR aus dem Jahr 1977.) Bei uns ist
»Alice“ nicht so populdr wie z.B. in der So-
wjetunion oder gar in ihrem Herkunftsland
GroBbritannien, jedoch gab es auch in der
DDR schon Buchausgaben (Holz-Verlag
1967f.). Wenigen ist bekannt, daB Lewis
Carroll (1832 bis 1898), der Verfasser die-
ses Buches, in Wirklichkeit Charles Lut-
widge Dodgson hieB und Professor flir Ma-

Gib je eine Eintragung der Zahlen von 1
bis 6 in ein solches Schema an, so daB
§=9bzw. $=10 bzw. S=11 gilt!

b) In Bild 2 sind die Eckenzahlen 1, 4, 7
mit der Eckensumme E = 12 eingetragen.

Bild 2

Trage die Zahlen 2, 3, S, 6, 8, 9 so in das
Schema ein, daB die drei Seitensurmmen S
gleich groB sind und daB S = 19 gilt! Finde
moglichst viele solcher Eintragungen!

¢) In Bild 3 sind die Zahlen von 1 bis 9 so
einzutragen, daB die Seitensummen S
gleich groB werden.

Bild 3

AuBler S=19 kann noch S=17, §=21
und §=23 gelten. Finde moglichst viele
solche Eintragungen!

Hinweis: Die Eckensumme E ist stets
durch 3 teilbar. Versuche, eine Gleichung
zu finden, mit deren Hilfe man E aus S be-
rechnen kann!

thematik am Christ Church College in
Oxford war. Dieses Amt war an die Bedin-
gung gekniipft, Geistlicher der anglikani-
schen Kirche zu sein und unverheiratet zu
bleiben.

> 13p W=
b Abee's Adventures inWooderland

Th Yousr of the Chid
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So erschien Dodgson, der Kinder sehr gemn
hatte, seiner zahlreichen Verwandtschaft
als idealer Kinderhiiter und Ferienonkel.
Bei solchen Anlidssen entstanden seine
skurrilen Erzdhlungen, mit denen er eine
eigene Literaturgattung, die sogenannte
»,nonsens-Literatur“ . begriindete, die im
englischsprachigen Bereich viele Nachah-
mer gefunden hat. Da wird man durch my-
steriose Medizinen winzig klein oder rie-
sengroB, entdeckt im Kaninchenbau ein
sonderbares Mirchenreich, in dem alle
Tiere sprechen, weinende Schildkréten
Harfe spielen, Spielkartenk6nige regieren
und aus Alices Trdnen ein groBer See ent-
steht. AuBer ,Alice im Wunderland
(zuerst 1865 erschienen und vom Autor
selbst illustriert) gibt es von L. Carroll noch
Alices Abenteuver im Hinterspiegelland
(1872, ebenfalls deutsch im Holz-Verlag,
hier ist eine ganze Schachpartie als Non-
sens-Geschichte verschliisselt), die Aben-
teuer von Bruno und Sylvie (2 Binde, 1888
bzw. 1893) und andere Kinderbiicher, je-
doch auch einige mathematische bzw. po-
puldrwissenschaftliche Werke, z. B. ,Cu-
riosa Mathematica“ (2 Binde, 1888, 1893),
»Euklid und seine modermen Rivalen“
(1897) und ein Buch iiber ebene algebra-
ische Geometrie (1860).

TUTUTVYTY L e aaalsh oo o s bl o

P CESKOSLOVENSKO

e
ST

cuvtoux
(FRANCOTIEO] 4K

LLHLLLLLSDD DASAS

250508000008 88 000000000

In der englischsprachigen mathematischen
Fachliteratur ist es eine verbreitete Sitte,
den einzelnen Kapiteln kurze Zitate aus
der belletristischen Literatur voranzustel-
len, die in einem mehr oder weniger direk-
ten Zusammenhang zur folgenden Proble-
matik stehen. Neben Shakespeare behaup-
tet hier ,Alice“ einen guten Platz. Will
man als Mathematiker derartige Anspie-
lungen bzw. Beziige verstehen, so muB
man sich schon bequemen, Lewis Carroll’s
Nonsens-Literatur auch einmal im Zusam-
menhang zu lesen.

P. Schreiber
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alpha-Portrat

Oberstudienrat Gerhard Schulze -

am 30.5.1984 65 Jahre alt

Mehr als 30 Jahre arbeitete Gerhard
Schulze als Mathematiklehrer und Fachbe-
rater im Kreis Herzberg. Unermiidlich und
mit groBem Ideenreichtum befahigte er die
Mathematiklehrer des Kreises, die im Ma-
thematikbeschluB des Jahres 1962 festge-
legten Ziele und die sich daraus ergeben-
den aktuellen Aufgaben immer besser zu
erfillen. Seine reichen Erfahrungen gab er
im Kollektiv der Fachberater Mathematik
des Bezirkes Cottbus zum Nutzen aller
weiter.

Dariiber hinaus wirkte er lingere Zeit aktiv
im Wissenschaftlichen Rat des Ministe-
riums fiir Volksbildung und in der zentra-
len Aufgabenkommission fiir die schriftli-
chen Reifepriifungen im Fach Mathematik
mit. Er war Autor zahlreicher Artike] in der
Zeitschrift Mathematik in der Schule und er-
arbeitete ein Kapitel fiir die Methodik des
Mathematikunterrichtes.

Seine Liebe jedoch gehort bis heute der
auBerunterrichtlichen mathematischen Ta-
tigkeit. An ihrer Entwicklung im Bezirk
Cottbus trigt Gerhard Schulze groBen An-
teil.* Als Mitbegriinder des Bezirksklubs
Junger Mathematiker forderte er in uner-
miidlicher Arbeit die mathematischen Ta-
lente, die sich oftmals bei nationalen und
internationalen Wettbewerben bewihrten.

" Als langjahriger Leiter einer zentralen Auf-

gabenkommission bestimmte er die Inhalte
der Mathematikolympiaden mit. Bis heute
gehért Gerhard Schulze dem Redaktions-
kollegium der alpha an. Einige Jahre lang
korrigierte er viele Schiilereinsendungen
des alpha-Wettbewerbs.

Aber auch an seiner Schule selbst hat er
zahlreiche Schiiler flir die Mathematik 1n-
teressiert. In der Arbeitsgemeinschaft Ma-
thematik des Klubs Junger Pidagogen der
EOS Herzberg befihigte er die angehenden
Mathematiklehrer zur Leitung von Arbeits-
gemeinschaften in den unteren Klassen.
Seinen Niederschlag fand diese Arbeit in
einer Pidagogischen Lesung, die eine Viel-
zahl von Programmen zur Gestaltung von
mathematischen Arbeitsgemeinschaften in
den Klassen 3 und 4 enthielt. Nach seinem
krankheitsbedingten Ausscheiden aus dem
aktiven Schuldienst entwickelte er die Pro-
gramme fiir die AG-Titigkeit in der Rich-
tung weiter, daB eine breite, lustbetonte
mathematische Titigkeit der Schiiler er-
reicht werden kann. Die ersten Ergebnisse
dieser Arbeit stelite er in einer stark beach-
teten Aﬁsste].lung vor. Methodisch und ge-
stalterisch  hervorragend aufgearbeitet,
stellt Gerhard Schulze auf einer Vielzahl
von Tafeln mathematische Spiele fiir die

OStR G.Schulze mit zwei Jungen Mathematikern bei der Herstellung
von Bausteinen des ,Herzberger Quaders“.
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AG-Titigkeit, die Hortarbeit und sogar fiir
die Unterrichtsarbeit vor. Anforderungen
aus mehreren Bezirken unterstreichen das
Interesse an derartigem Material. Auch ge-
genwirtig arbeitet er.an der Erweiterung
und Vervollkommnung dieses Ausstel-
lungsmaterials.
Oberstudienrat Gerhard Schulze wurde fiir
sein langjdhriges intensives und schopferi-
sches Wirken bei der Bildung und Erzie-
hung unserer Schuljugend und fir die
Qualifizierung unserer Mathematiklehrer
mit hohen staatlichen und geselischaftli-
chen Auszeichnungen gewiirdigt.

B. Weife

Aufgaben des

17. Mannschaftswettbewerbs
der Klassenstufe 7,
Schuljahr 1983/84

1. Kreisausscheid

ala Die Warenproduktion in der Volks-
wirtschaft der DDR betrug 1949: 32 Milliar-
den Mark und 1982: 421 Milliarden Mark.
a) Auf das Wievielfache ist die Warenpro-
duktion im angegebenen Zeitabschnitt ge-
stiegen? Runde auf Zehntel!

b) Um das Wievielfache ist sie gestiegen?

A2a Anett behauptet, daB die Zahl
z=10Y% + 2 durch 3 teilbar ist. Hat sie
recht? Begriinde diese Entscheidung!

A3a Gegeben ist die gebrochene Zahl

anl
7"
a
a) Berechne 6 =——!
a—1

b) Berechne a + b und a- b!
¢) Vergleiche a + b mit a- b!

OStR G.Schulze und sein Sohn, Dipl.-
Math. J.Schulze, beim Aufbau der
Ausstellung ,Herzberger Spiele“.




A4 a Die Verpackung eines Fernsehgeri-
tes ist aus Wellpappe und hat folgende
MaBe: Linge 65 cm, Breite 0,35 m, Héhe
5dm. Wieviel Quadratmeter Pappe werden
insgesamt fiir die Verpackung von 25 Fern-
sehgeriten bendtigt, wenn fir jeden der

1
Kartons 5
zusitzlich fiir notwendige Uberlappungen
gebraucht wird?

des errechneten Pappebedarfs

A 5a Die Summe der Zahlen, die jeweils
das Lebensalter (in ganzen Jahren) von
Anita und Bernd angeben, ist 20. Ihr Cou-
sin Christian ist genau 3 Jahre dlter als
Anita und fuinf Jahre jiinger als Bernd.
Wie alt ist jedes der drei Kinder?

A 6 A Konstruiere einen Rhombus 4ABCD
aus AC= e=4,4cm und Winkel

DAB= a = 125°! Beschreibe kurz die Kon-
struktion!

A7a Beweise, daB in der abgebildeten

+
Figur gilt: § = aT‘B !

VN

A 8a In der verschliisselten Additions-
aufgabe xy + xy + xy = zx sind die Buch-
staben so durch Grundziffern zu ersetzen,
daB die Addition zu einem richtigen Er-
gebnis fiihrt. Dabei bedeuten gleiche Buch-
staben gleiche Grundziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Grundzif-
fern.

Ermittle alle Lésungen dieser Aufgabe!

A9Aa Gegeben sind 27 gleich groBe

Spielwiirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6.
Sie werden zu einem groBeren Wiirfel so
zusammengesetzt, daB nur gerade Augen-
zahlen zu sehen sind.

Wie groB ist die Summe der auf der Ober-
fliche sichtbaren Augenzahlen, wenn sie
a) moglichst klein und

b) moglichst groB sein soll?

A 10a Die Familien Andreas, Beier und
Christensen besitzen je ein Kraftfahrzeug
vom Typ ,Wartburg®, ,Trabant‘ bzw.
.Skoda“. Die Pkw sind von verschiedener
Farbe, einer ist rot, einer grau und einer
blau. Uns ist noch bekannt:

a) Familie Andreas hat weder einen blauen
Pkw noch ein Fahrzeug vom Typ ,Tra-
bant“.

b) Familie Christensen besitzt
grauen Pkw.

c) Der Pkw vom Typ ,Wartburg® ist nicht
von roter Farbe.

d) Familie Beier besitzt nicht den ,Tra-
bant“.

Es sind jeweils der Fahrzeugtyp und die
Fahrzeugfarbe fiir die Familien anzuge-
ben!

einen

Biicher mit Mathe

H.Pieper

Die komplexen Zahlen

Theorie - Praxis - Geschichte

2568S., 91 Abb., 8 Tabellen, MSB Nr.110
Bestell-Nr. 5710516 Preis: 12,00M
VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften

K.G. Steinert

Sphirische Trigonometrie

mit einigen Anwendungen aus Geodaisie,
Astronomie und Kartographie
Kl.Naturw.Bibl., Reihe Mathe., Bd. 8
1608S., 69 Abb., 13 Tab.

Bestell-Nr. 655828 9 Preis: 9,50M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

R.Thiele
Die gefesselte Zeit

Spiele, SpaB und Strategien

215S., 167 Farbfotos, 260 meist farbige
Zeichnungen

Bestell-Nr. 6537989 Preis: 32,00M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

G.Hofner/W.Klein
Wahrscheinlich ganz einfach

Mathematik zwischen Astrologie

und Trendrechnung

1758S., 42 zweifarb. Zeichnungen,

38 mehrfarb. Z., Bestell-Nr. 653 7962
Preis: 8,50M

Urania-Verlag Leipzig * Jena - Berlin

E.Quaisser
Bewegungen in der Ebene
und im Raum

128S., 99 Abb., MSB Nr.116
Bestell-Nr. 5711949

VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften Berlin

Preis: 10,00M

H.Pieper

Zahlen aus Primzahlen

Eine Einfihrung in die Zahlentheorie
204S., zahlr. Abb., MSB Nr.81

Bestell-Nr. 570150 5 Preis: 9,80 M
VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften Berlin

F.S.Salewski

Die Zeit und ihre Messung

266S., 71Bilder
Bestell-Nr. 5461337
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 9,50M

F.S.Salewski
Die Masse und ihre Messung

223 Seiten mit 52 Bildern
Bestell-Nr. 5462655
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 9,50M

S.Kiese/E.Naumann

Roboter im Blickpunkt

208 S., 107Bilder, 5Tab.
Bestell-Nr. 5468416  Preis: etwa 16,00M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

M. Miller
Rechenvorteile

7.Aufl, 95S., 1Abb., MSB Nr.14
Bestell-Nr. 665065 8 Preis: 3,75M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

I.M.Sobal
Die Monte-Carlo-Methode

728., 30Abb., 5Tab., MSB Nr.50
Bestell-Nr. 5698799 Preis: 3,80M
VEB Deutscher

Verlag der Wissenschaften Berlin

W.Ko6mer
Physik — kurz gefafit

136S., 150 Abb.
Bestell-Nr. 546709 3 Preis: etwa 6,00 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

H.Kleffe
Der gefangene Schall

1288S., zahlr. mehrfarb.I11.
Bestell-Nr. 6313475
Kinderbuchverlag Berlin

Preis: 6,80M

R.Fiedler
Streifziige durch die
Mathematik

200S., zahlr. mehrfarb. I11.
Bestell-Nr. 6317265 Preis: etwa 6.50M
Kinderbuchverlag Berlin
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Wer 16st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mirz 1985

Das langjéhrige Mitglied des Redaktions-
kollegiums der Mathematischen Schiiler-
zeitschrift alpha, unser geschitzter Kollege
Studienrat H.-J. Kerber aus Neustrelitz,
feierte in diesem Jahr seinen 65. Geburts-
tag. Seit dem Jahre 1971 stellte er fiir den
alpha-Wettbewerb 300 Knobelaufgaben be-
reit, eine beachtliche Leistung. Simtliche
Aufgaben dieses Heftes zum alpha-Wettbe-
werb stammen wiederum aus der Feder von
H.-J.Kerber.

Unseren Lesern viel SpaB beim Knobeln!

Dem Kollegen Kerber wiinscht alpha Ge-
sundheit, personliches Wohlergehen und
Schaffensfreude. Wir sind davon iiber-
zeugt, daB unsere alpha-Leser auch kiinftig
harte mathematische Niisse, ausgetiiftelt
von Studienrat H.-J. Kerber, zum Knacken
dargereicht bekommen.

Mathematik

Ma5Sm2493 Am 7.0ktober 1984 feierten
wir den 35. Geburtstag der DDR. Familie
K. hat drei Kinder. Mathias, das dlteste
Kind, knobelt gern. Er hat folgendes mit
der Zahl 5 herausgefunden:

a) Die DDR ist 1984 fiinfmal so alt wie
seine Schwester Susanne.

b) Vor 5Jahren war die DDR fiinfmal so alt
wie sein Bruder Stefan zu dieser Zeit.

¢) Zwischen Mathias und Susanne betrigt
der Altersunterschied S Jahre.

In welchem Jahr wurde jedes der drei Ge-
schwister geboren?

Ma 5®2494 Katrins Taschengeld besteht
aus genau zehn Geldstiicken, und zwar aus
10-Pf-Stiicken und aus 1-Pf-Stiicken.
Zuerst gibt sie vom Taschengeld die Hilfte
aus, vom Rest dann wieder die Hilfte und
vom neuen Rest nochmals die Hilfte.
Wieviel Geld behiit sie von ihrem Ta-
schengeld danach iibrig?

Ma5m2495 In einem Wagen des Pio-
nierzuges sitzen 24 Pioniere. Bei der ersten
Station steigen 11 Pioniere aus und 8 dazu.
Bei der zweiten Station steigen noch 4 Pio-
niere hinzu. Wie viele Jungen stiegen bei
der zweiten Station aus, wenn dort genau
fiinf Médchen ausstiegen und noch genau
13 Pioniere weiterfuhren?

Begriinde deine Losung!

Ma 5 ®m 2496 Susi hat sechs Kugeln, und
zwar zwei weifle, zwei rote und zwei griine
(w, w, 1,1, g, g). Sie soll in Schachtel A eine
Kugel, in Schachtel B zwei Kugeln und in
Schachtel C drei Kugeln legen. Wie viele
verschiedene Moglichkeiten gibt es? Fer-
tige dazu eine Tabelle fiir alle méglichen
Farbverteilungen an!

Ma5m2497 Von 31 Schiilern einer
Klasse sind genau 6 Schiiler in der AG Ma-
thematik. Genau 5 Schiiler sind nur in der
AG Russisch und in keiner weiteren AG.
In der AG Mathematik und in der AG
Russisch zugleich sind genau 4 Schiiler.
Wieviel weitere Schiiler sind noch in ande-
ren Arbeitsgemeinschaften, wenn genau
7 Schiiler in keiner AG sind? Begriinde
deine Behauptung!

Ma 5m2498 a) Zeichne einen Punkt A4
und einen Punkt B, der 4 cm von A ent-
fernt ist! Zeichne einen Punkt A4’ als Bild
von A! Dabei soll die Verschiebungsweite
2cm betragen und A, B, A’ sollen nicht auf
einer Geraden liegen.

b) Zeichne nun B’ als Bild von B bei glei-
cher Verschiebung!

c) Ermittle das Bild B” von B bei der Ver-

schiebung A’A ! Welche Aussage kannst
du iiber die Lage von B” machen?

Ma 6 m2499 a) Gib die kleinste natiirli-
che Zahl mit der Quersumme 20 an!

b) Gib die kleinste, durch 5 teilbare natiir-
liche Zahl mit der Quersumme 15 an!
Hinweis: Die Quersumme z. B. der Zahl

Begriinde deine Antwort! 14403 lautet 1 +4+4+0+3=12.
Thies LuAbar, 2600 Gustrow, Ulerdersér 22 Ma 7.
Kerséing -05, Klays 7 gl 1369
« 30 150
Pradikat: o]
_____ | N
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stern der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmem sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene ldsen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm % 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»Sehr gut gelost“, ,gut gelost“ oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1984/85 lduft von Heft 5/1984 bis Heft
2/198S. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zurlickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhdlt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen -
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma 6 2500 Es sind alle fiinfstelligen na-
tiirlichen Zahlen zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften haben:

Wenn man die Grundziffern als Zahlen
auffaBt, so ist die erste Grundziffer groBer
als die letzte, die zweite dreimal so groB
wie die erste, die dritte um 4 kleiner als die
zweite und die vierte um 1 gréBer als die
zweite.

Ma 6 m2501 Olaf hat ein Aquarium. Es
ist dreimal so lang wie breit. Alle 14 Tage
erneuert er einen Teil des Aquariumwas-
sers. Als er neunmal eine 3-Liter-Kanne
voll mit Wasser dem Aquarium entnom-
men hatte, war der Wasserspiegel um 10cm
gesunken. Wie lang und wie breit ist sein
Aquarium?

Ma6w2502 a) Zeichne auf kariertem
Papier ein Quadrat ABCD mit einer Seiten-
linge von 4 cm! Zeichne die Mittelpunkte
E, F bzw. G der Seiten DC, AD bzw. 4B
ein! Zeichne die Gerade g, die durch E
und F und die Gerade k, die durch F und
G geht!

b) Konstruiere das Bild A'B'C’'D’ des Qua-
drates ABCD bei Verschiebung parallel zu
h so, daB8 A'B'C’'D’ genau einen Eckpunkt
mit g gemeinsam hat! Konstruiere dann
das Bild A”B”C”"D” des Quadrates
A'B'C’'D' bei Verschiebung parallel zu g
so, daB 4”B”C"D"” genau einen Eckpunkt
mit h gemeinsam hat!

¢) Zeichne die zu b) gehorenden beiden
Verschiebungspfeile!

d) Zeichne einen einzigen Verschiebungs-
pfeil; der zum gleichen Ergebnis fiihrt!

e) Wie viele verschiedene Méglichkeiten
gibt es zu b)? Hinweis: Zeichne farbig!

Ma6m2503 a) Zeichne ein Quadrat
ABCD mit 3 cm Seitenléinge! Ein Punkt E
auf 4B liegt von 4, ein Punkt F auf 4D
liegt von D jeweils 1 cm entfernt. Zeichne
diese Punkte!

b) Konstruiere das Bild 4'B'C’'D’ des Qua-
drates ABCD bei Spiegelung an der Gera-
den, die durch E und F geht!

Ma7m2504 Zeichne ein spitzwinkliges
Dreieck ABC und eine Gerade g, die BC in
einem inneren Punkt D, AC in einem inne-
ren Punkt E und die Verlingerung der
Strecke AB iiber 4 hinaus in F schneidet!
Der Winkel x DFB habe die Groie ¢. Be-
weise, daB stets gilt: B+ ¥+ ¢ < 180°! (Es
habe der Winkel 5 ABC bzw. x ACB die
GroBe B bzw. y.)

Ma 7w 2505 Von 11Schiilern eines Foto-
zirkels sind genau 3 Schiiler auch im Ma-
thematikzirkel. Im Bastelzirkel sind 12, im
Mathematikzirkel 13 Schiiler. Genau ein
Schiiler aus dem Bastelzirkel ist auch im
Fotozirkel und genau ein anderer auch im
Mathematikzirkel. In allen drei Zirkeln zu-
gleich ist kein Schiiler. Um wieviel Schiiler
handelt es sich insgesamt? Wieviel Schiiler
sind nur in einem Zirkel? Begriinde deine
Behauptungen!

Ma7m2506 Im abgebildeten Dreieck
ABC hat der Winkel 5 CAB die Grofe 50°,
der Winkel x5 ACB die GrdBe 70°. Die
Strecken AD und CE, die sich in F schnei-

den, sind beide Winkelhalbierende des
Dreiecks ABC. Bestimme die Gr6éBen der
vier Innenwinkel des Vierecks EBDF!

A
BN
/O

A £ 8

Ma7m2507 Stefan hat neun Kugeln,
und zwar drei rote, drei weiBe und drei
blaue. Er soll in den Kasten 4 zwei, in den
Kasten B drei und in den Kasten C vier
Kugeln legen. In jedem Kasten miissen
aber mindestens zwei Kugeln verschiede-
ner Farben vorkommen. Wie viele Mog-
lichkeiten gibt es? Fertige eine Tabelle fiir
alle Méglichkeiten an!

Ma 8 w2508 Mathias liest ein Buch. Von
den 342 Seiten des Buches will er an jedem
Tag die gleiche Anzahl Seiten lesen. Wel-
che Seite las er zuletzt, als er zu seinem
Freund Peter sagte: ,Heute, Dienstag, am
7.Tag seit Beginn meiner Lektiire, habe ich
schon 20 Seiten gelesen“? An welchem Wo-
chentag wird er die letzte Seite des Buches
lesen? Begriinde deine Feststellungen!

Ma 8 m 2509 Zwei Rechtecke, von denen
eines ein Quadrat ist, haben den gleichen
Umfang.

a) Die Quadratseite ist 4,5 cm lang. Eine
der Rechteckseiten ist 5 mm ldnger als die
Quadratseite. Um wieviel Quadratzentime-
ter unterscheiden sich die Flicheninhalte
der beiden Vierecke?

b) Weise die Allgemeingiiltigkeit folgender
Aussage nach:

»Habe ein Quadrat und ein Rechteck den
gleichen Umfang, so ist die Quadratseite
halb so lang wie die Summe aus den Lin-
gen zweier benachbarter Rechteckseiten!”

Ma 8 w2510 30 Schiiler einer Klasse wur-
den gefragt, welches ihre Lieblingsficher
wiren. Dabei ergab sich folgendes:

Genau 5 Schiiler antworteten: ,Mathema-
tik und Russisch®. )

Genau 4 Schiiler antworteten: ,Deutsch
und Mathematik®.

Genau 3 Schiiler antworteten: ,Russisch
und Deutsch”.

Genau 2 Schiiler nannten nur Mathematik.
Genau 1 Schiiler gab alle drei Ficher an,

nidmlich Mathematik, Russisch und
Deutsch.

Genau 5 Schiiler nannten andere als diese
drei Ficher.

Wie viele Schiiler nannten Mathematik,
Russisch bzw. Deutsch als ihre Lieblingsfi-
cher, wenn sich fiir Deutsch und Russisch
gleich viele Schiiler entschieden haben?

Ma8m2511 Einem Halbkreis k mit dem
Durchmesser AB wurde, wie aus der Zeich-
nung ersichtlich, ein Viereck ABCD einbe-

schrieben, dessen Diagonalen AC und BD
sich in E schneiden. Weise nach, daB im
Viereck ABCD zwischen den angefiihrten
Winkeln folgende Beziehungen gelten,
wenn der Winkel 3 DAC die GroBe ¢ hat:
(1) x DAC= 5 DBC;

(2) s ADB= 5 ACB;

(3) 4 AEB hat die GroSe 90° + ¢;

(4) die Summe aus den GréBen der Winkel

%4 DAB und x ABD betrigt 90° + ¢.

Ma9m2512 Gegeben seien zwei aufein-
anderfolgende, von Null verschiedene na-
tiirliche Zahlen. Das Produkt aus dem Vor-
gidnger und dem Nachfolger der kleineren
der beiden Zahlen vermehrt um den Vor-
ginger ist stets gleich dem Produkt aus
dem Vorginger und dem Nachfolger der
groBeren der beiden Zahlen vermindert um
den Nachfolger. Geben Sie dafiir ein Bei-
spiel an, und beweisen Sie diese Behaup-
tung!

Ma9m2513 Geben Sie alle Quadrupel
(a, b, ¢, d) von natiirlichen Zahlen an, die
zugleich die beiden Gleichungen
1983=(@—1)-b-(c+1) und

1984 = a- b (¢ — d)erfiillen!

Ma9m2514 In einem gleichschenkligen
Trapez ABCD, das einen Flicheninhalt von
20cm? besitzt, ist die Summe aus den Lin-
gen der beiden Schenkel 4D und BC gleich
der Summe aus den Lingen der beiden
parallelen Seiten 4B und CD. Femer ist
die Seite AB viermal so lang wie die Seite
CD. Bestimmen Sie den Umfang des Tra-
pezes! '

Ma9m2515 Dem abgebildeten Rechteck
ABCD, dessen Seite AB 20 cm und dessen
Seite BC 16 cm lang ist, wurde ein Viereck
EFGH, diesem ein weiteres Viereck JKLM
derart einbeschrieben, daB die Punkte E, F,
G, Hbzw. J, K, L, M die Seiten des Recht-
ecks ABCD ‘bzw. Vierecks EFGH jeweils
halbieren.

D G c
M L
|
HC—FF—————1— % F
I
|
lr
J | K
A £ B

a) Berechnen Sie den Flidcheninhalt des
Vierecks ABLM!

b) Berechnen Sie den Umfang des Vierecks
ABLM!
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Ma10/12 w2516 Schon die Babylonier
benutzten fiir die Bestimmung von Qua-
dratwurzeln die Niherungsformel

b
V at+b=a+ E .
a) Bestimmen Sie nach dieser Formel
V102 , 10,2 , /35,6 !
b) Ist der Niherungswert groBer oder klei-

ner als der wahre Wert?
Die Antwort ist zu begriinden!

Ma 10/12 m 2517 Welche natiirlichen
Zahlen x erfiillen die Gleichung

1+¥x+77 =x?

Ma 10/12 m 2518 Gegeben sei ein Trapez
ABCD mit den parallelen Seiten 4B und
€D, dessen Diagonale AC den Winkel
4 DAB halbiert und genau so lang ist wie
die Seite BC. Beweisen Sie, daB die MaB-
zahl der Linge der Diagonalen AC geome-
trisches Mittel der MaBzahlen der Lingen
der beiden parallelen Trapezseiten ist!

Ma 10/12m 2519 Das Bild zeigt die
Marschskizze einer NVA-Einheit, die von
C nach D gelangen soll. Die 4,2 km lange
Strecke CD ist nicht passierbar. Der Weg,
der von C iiber 4 nach D fiihrt, ist 8,4 km
lang. Die StraBen AC und BC, aber auch

AB und CD kreuzen sich unter einem rech-
ten Winkel. Es ist zu untersuchen, welcher
der beiden Wege, der vor C iiber 4 nach D
oder der von C iiber B nach D, der kiirzere
ist!

Physik

Ph6m 166 Im Training lduft ein Sportler
eine Strecke von 5 km, das erste Drittel mit
einer Geschwindigkeit von 8 km/h (Einlau-
fen, Gelindeanstieg), den Mittelteil mit
10km/h und das letzte Drittel mit 12km/h
(Gelindeabstieg). In welcher Zeit legt er
die gesamte Strecke zuriick? (Gib die Zeit
in Minuten und Sekunden an!)

Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ph7m 167 Von einem Benzinvorrat wer-
den bei der ersten Fahrt 20% verbraucht,
bei der zweiten Fahrt 20% der restlichen
Benzinmenge und bei der dritten Fahrt
noch einmal 20% des verbliebenen Restes.
Nach drei Fahrten befanden sich noch 641
im Vorratsbehilter. Wieviel 1 betrug der ur-
spriingliche Benzinvorrat?

Ph8 w168 Man soll in ein Gefdl Wasser
von 30°C fiillen. Es stehen 281 Wasser von
10°C zur Verfiigung. Wieviel Liter Wasser
von 100 °C miissen noch dazugegeben wer-
den?
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Ph9m169 Eine Masse von 150 kg soll
von einem Schiiler, dessen Kdérpergewicht
35 kp betriigt, gehoben werden. Wieviel
Rollen muB der zu verwendende gewShnli-
che Flaschenzug mindestens haben, wenn
jede einzelne Rolle einen Wirkungsgrad
von 0,95 hat?

Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ph10/12m170 In einem Warenhaus
fuhrt von Etage zu Etage eine Fahrtreppe
(oft Rolltreppe genannt) mit einem Stei-
gungswinkel von 30°; die Hohe zwischen
zwei Etagen ist 5,40 m.
a) Wie hoch ist die Geschwindigkeit, wenn
man auf der Fahrtreppe stehend in 26s von
Etage zu Etage gelangt?
b) Mit welcher Geschwindigkeit wird die
nichste Etage erreicht, wenn man auf der
laufenden Treppe in Fahrtrichtung steigt
und 7 s frither als auf der Treppe stehend
ankommt?

Cl. Thielecke, Berlin

el

Er ist aus der Retorte

Chemie

Ch7wm133 24 kg Soda sollen zu einer
3%igen Losung verarbeitet werden. In wel-
che Wassermenge muBl das Soda eingetra-
gen werden?

Ch8wm 134 Im VEB Eisenhiittenkombi-
nat wird in sechs Hochofen Roheisen fiir
die Volkswirtschaft der DDR erzeugt.

a) Fiir einen Hochofen werden taglich 177t
Eisenerz benétigt. Der in diesem Kombi-
nat unter anderen eingesetzte Magnetei-
senstein enthilt etwa 58 %
Eisen(IL,III)-oxid.

Berechne die Masse an Eisen, die theore-
tisch daraus hergestellt werden kann!

b) Das erzeugte Roheisen enthilt bis zu
10Prozent Verunreinigungen, darunter ele-
mentare Stoffe (C, Si, P, Mn, S). Welche
Masse von Roheisen erhilt man tatsich-
lich?

Ch9m 135 Der VEB Kombinat Agroche-
mie Piesteritz erzeugt Synthesegas fiir die
Diingemittelproduktion aus sowjetischem
Erdgas. Aus einem Kubikmeter Methan
lassen sich drei Kubikmeter Wasserstoff

herstellen. Erdgas aus der Sowjetunion hat
einen Methangehalt von etwa 90 Prozent.
a) Welches Volumen an Wasserstoff er-
zeugt unsere chemische Industrie aus
einem Kubikmeter dieses Erdgases?

b) In Piesteritz werden an einem Tag
2700t der wertvollen Stickstoffverbindung
Ammoniak erzeugt. Berechnen Sie das er-
forderliche Erdgasvolumen, wenn aus

einem Kubikmeter etwa 1,4 kg Ammoniak
gewonnen werden!

Ch10/12m 136 Das Heizkraftwerk Neu-
gersdorf (Kr. Lébau) erhilt jihrlich 200 kt
Rohbraunkohle zur Gewinnung von Wir-
meenergie.

a) Bei der vollstindigen Oxydation von
1mol (12 g) Kohlenstoff entsteht eine Wir-
memenge von 393,3 kJ (94 kcal). Das Heiz-
kraftwerk erzielt bei der Verbrennung von
Braunkohle (relativ geringer Kohlenstoffge-
halt und andere Faktoren) jedoch nur
14Prozent dieser Wirmemenge. Stellen Sie
die Reaktionsgleichung auf, geben Sie die
Reaktionswérme an und rechnen Sie!

b) Wihrend des Winterhalbjahres werden
im Heizkraftwerk in einer Stunde 75t Roh-
braunkohle verbrannt. Berechnen Sie die
stiindlich erzeugte Wirmemenge!

c) Wieviel Kilojoule werden davon je
Stunde dem angeschlossenen Wohngebiet
»Oberland“ zur Verfligung gestellt, wenn
rund 11 Prozent der Wirmeenergie fiir eine
ausreichende Versorgung geniigen?




alpha-Portrit

StR Hans-Joachim
Kerber — einer

der erfolgreichsten
OJM-Trainer

Im Mai 1964 kehrte die Bezirksmannschaft
Neubrandenburg von der DDR-Mathema-
tik-Olympiade ohne Preis und Anerken-
nung und damit als SchluBlicht in der Be-
zirkswertung nach Hause zuriick. In die-
sem Jahr brachten die Neubrandenburger
Schiiler zwei 2. Preise, vier 3. Preise und 5
Anerkennungen auf ibr Konto und erreich-
ten damit, bezogen auf die Schiilerzahl im
Bezirk, das viertbeste Ergebnis (nach Ber-
lin 1982, 83 und 84), das von einem Bezirk
in der 23jdhrigen Olympiade-Geschichte
iiberhaupt erzielt wurde. Wie kommt ein
kleiner (bzgl. Beviolkerung bzw. Schiiler-
zahl) Agrarbezirk, ohne Universititen oder
Hochschulen, zu so einem phantastischen
Resultat?

Es ist keineswegs ein Zufallergebnis, son-
dern basiert auf einer 20jihrigen intensi-
ven, kontinuierlichen und engagierten Su-
che und Forderung von mathematisch
talentierten Schiilern im Bezirk Neubran-
denburg. Zuerst und vor allem ist das das
Werk von StR Hans-Joachim Kerber.

Wir wollen den 65. Geburtstag von Herrn
Kerber zum AnlaB nehmen, um ihn den al-
pha-Lesern vorzustellen:

Beide Bezirksmannschaften, von 1954 und
1984 (und auch alle dazwischen), standen
unter seiner Leitung. Auf der Riickreise
von der DDR-Olympiade 1964 analysierten
die begleitenden Lehrer StR H.Birken, StR
W.Kempcke, OL H. Pétzold und eben StR
H.-J.Kerber das schlechte Abschneiden der
Schiiler. Sie gingen von der These aus, daB
auch im Bezirk Neubrandenburg mathe-
matisch talentierte Schiiler existieren.
Aber wie sollte man die geeigneten Schiiler
finden und dann férdemn?

Viel wurde iiberlegt und diskutiert; Erfah-
rungen, auf die man hitte zuriickgreifen
kOnnen, gab es nicht. Im Ergebnis wurde
noch 1964 der Bezirksklub Junger Mathe-
matiker gegriindet. Die etwa 10 besten
Schiiler der Bezirksolympiaden in jeder
Klassenstufe werden fiir ein Jahr in den
Klub aufgenommen. Die Zusammenlkiinfte
des Klubs, frither monatlich 1 bis 2 Tage,
jetzt etwa sechsmal jdhrlich 3 bis 5 Tage,
bilden die Hauptform der Arbeit im Klub.
Hier werden die Schiiler mit mathemati-
schen Problemen aus den verschiedensten
Gebieten vertraut gemacht. Besonderer
Wert wird darauf gelegt, daB die Schiiler
ihr Wissen auch anwenden konnen. Wih-
rend der Lehrginge wird z.B. durch kleine
Klausuren eine anspormende Olympiade-
stimmung erreicht. Nach und nach kamen

weitere Formen der Forderung hinzu, so
z.B. die persdnliche Betreuung von jeweils
3 Schiilern durch einen Mentor per Korre-
spondenz. Besonders wichtig und erfolg-
reich sind Aktivititen bei der Talentsuche
in den Klassen 4, 5 und 6. Hier ist es
H.-J. Kerber in den letzten Jahren gelun-
gen, durch groBen eigenen Elan und viele
gute Ideen die besten 10 Schiiler aus
Klasse 5 fir die Mitarbeit im Bezirksklub
zu motivieren, so daB es noch nie Nach-
wuchssorgen gegeben hat. Besonders be-
merkenswert ist der Enthusiasmus, mit
dem sich H.-J. Kerber die vielen eigenen
Aufgaben fliir das System der Vorent-
scheide ausdenkt. Jeder alpha-Leser kennt
vom alpha-Wettbewerb viele dieser scho-
nen Knobeleien.

Erfolge bei den DDR-Olympiaden lieBen
nach 1964 nicht lange auf sich warten. Er-
ste Hohepunkte waren 1968 ein 5. Platz in
der Bezirkswertung und 1969 der erste
IMO-Preistrager aus dem Bezirk. Der erste
1. Preis 1972, weitere 7 IMO-Teilnahmen,
meist mit Preisen, zwischen 1973 und
1979, sowie das absolute Rekordergebnis
in diesem Jahr waren die Sternstunden fiir
die Mentoren und Schiiler des Bezirks-
klubs. Viele weitere sehr schone Ergebnisse
kénnte man nennen. Die gute Arbeit in
den unteren Klassen zahlte sich durch
viele erfolgreiche Friihstarter aus. Acht
2. Preise, drei 3. Preise und 14 Anerken-
nungsurkunden sind eine stolze Bilanz un-
serer Friihstarter.

Aber die Arbeit im Bezirksklub wire un-
vollstindig und falsch eingeschiitzt, wiirde
man sie nur an den Erfolgen bei DDR-
Olympiaden messen.

Viel wichtiger ist noch, daB sich die dort
geweckte Begeisterung fiir die Mathematik
sehr positiv auf die weitere Entwicklung
auswirkt. Die erfolgreichsten Bezirksklub-
mitglieder leisteten und leisten Uberdurch-
schnittliches im Studium und im Beruf.
Aus AnlaB des 20jdhrigen Jubiliums des
Klubs und des 65. Geburtstages von Hermn
Kerber berichteten viele ehemalige Mit-
glieder iiber ihre weitere Entwicklung. Die
meisten von ihnen haben nicht nur schéne
Erinnerungen an die Zeit der Mitglied-
schaft, sondern sie meinen, daB ihnen die
Klubarbeit auch im Studium und im Beruf
sehr geniitzt hat. Und das bezieht sich
nicht nur auf konkretes mathematisches
Wissen im Falle eines Mathematik-Stu-
diums. In der Tat wird eine weite Palette
von Berufen durch unsere ehemaligen Mit-
glieder iiberstrichen: vom Experten der
EDV iiber Arzte bis zum Offizier, vom Sta-
tiker iiber Mathematik-Dozenten bis zur
Pianistin.

Unter den Schiilern hat der Klub einen
sehr guten Namen. So empfinden die mei-
sten Schiiler die Mitgliedschaft nicht als
zusitzliche Belastung, sondern als Aus-
zeichnung und Chance. Das Klima im
Kilub war stets ausgezeichnet. Auch daran
hat H.-J. Kerber als ideenreicher Lehr-
gangsleiter immer groBen Anteil gehabt.
Fiir die Begeisterung der Schiiler gibt es
viele Beispiele.

So fuhr z.B. ein Schiiler mehrere Kilome-

ter mit Skiern zum nichsten Bahnhof, um
zum Klub kommen zu kénnen; Busse ver-
kehrten wegen Schneefalls an dem Tage
nicht. Einen anderen Schiiler konnten we-
der Kilte noch Nebel von einer 40-km-Mo-
pedfahrt abhalten, um den personlichen
Mentor zu konsultieren. Die Arbeit im Be-
zirksklub wird natiirlich nicht von
H.-J. Kerber allein gemacht. Ein Kreis von
etwa zwanzig erfahrenen Mathematikleh-
rern und engagierten chemaligen Mitglie-
dern stehen ihm jetzt zur Seite. Auch wire
die gesamte Arbeit ohne die Unterstiitzung
durch die Volksbildung, insbesondere den
Bezirksschulrat, zweifelsohne nicht méog-
lich gewesen. Doch entscheidend war das
initiativreiche, beharrliche Wirken von
H.-J.Kerber als Voraussetzung fiir die Ein-
fihrung neuer Férdermethoden und deren
effektiven Gestaltung.
Nicht alle Lehrer und Direktoren bewerte-
ten die Arbeit der Mitglieder mit dem ent-
sprechenden Stellenwert, so daB H.-J. Kers
ber auch hier Hemmnisse durch Uberzeu-
gungsarbeit ausriumen mufBte. Insgesamt
war die Arbeit von H.-J. Kerber in diesen
zwanzig Jahren sicher nicht immer leicht
und problemlos, doch letztlich haben sich
alle Bemiihungen sehr gelohnt, sowohl
bzgl. der Erfolge bei DDR-Olympiaden als
auch bzgl. der spidteren Tatigkeit der Mit-
glieder. Und wir meinen, daB damit ein
vorbildlicher Beitrag zum Problem der Tal-
entsuche und -forderung geleistet wurde —
ganz im Sinne des Berichtes von E. Hon-
ecker auf dem X. Parteitag der SED (S.98):
»Die groBen Aufgaben im Kampf um wis-
senschaftlich-technische Spitzenleistungen
und auf allen anderen Gebieten machen es
erforderlich, alle Moglichkeiten noch bes-
ser auszuschopfen, um Begabungen und
Talente rechtzeitig zu erkennen, zielstrebig
zu entwickeln und systematisch zu fér-
dern.“
Die groBe Schar von ehemaligen Mitglie-
dern des Bezirksklubs mdchte den 65. Ge-
burtstag zum AnlaB nehmen, um Herm
Kerber fiir alles ein herzliches Danke zu
sagen.
Im Namen
aller ehemaligen Klubmitglieder
Hans-Dietrich Gronau/liirgen Prestin

StR Kerber mit Dr.Gronau, seinem ehema-
ligen Schiiler, im Gesprich (1976)

~3 W -l
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alpha, Berlin 18 (1984) 6 - 133



aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 4/5

Unterhaltsame Aufgaben
aus dem Mathematik-
lehrbuch, Klasse 4

Aufgaben

A la a) Ute denkt sich eine dreistellige
Zahl:

a-100+b5-10+c-1(a, b,c<10).

a ist doppelt so groB wie b, und b ist dop-
pelt so groB wie ¢. Welche Zahl kann das
sein?

b) Jens denkt sich auch eine dreistellige
Zahl. Bei ihm ist b dreimal so groB wie a,
und c ist dreimal so groB wie b.

A2a 7Studenten sind als Helfer im Fe-
rienlager. Jeder betreut eine Gruppe von
9 Pionieren. Fiir einen Ausflug erhalten sie
fiir jeden Pionier 2,80 M Fahrgeld und fir
jede Gruppe 48 M fiir Verpflegung. Fiir je-
den Helfer werden 6,80 M zur Verfiigung
gestellt.

a) Wieviel Geld kann eine Gruppe mit dem
Betreuer verbrauchen?

b) Wieviel Geld wurde flir diesen Ausflug
bereitgestellt?

A3 a Nach der Schulordnung miissen fiir
6 Unterrichtsstunden mindestens 70 min
Pausenzeit vorgesechen werden, und keine
Pause darf kiirzer als 10 min sein.

a) An der Goethe-Oberschule beginnt die
erste  Unterrichtsstunde um 7.50 Uhr.
Wann endet die sechste Stunde frithestens?
b) Die Thélmann-Oberschule beginnt
schon um 7.45 Uhr mit dem Unterricht.
Carsten hat einen Schulweg von 10 Minu-
ten. Wann muB er spitestens das Haus ver-
lassen, wenn sein Unterricht mit der zwei-
ten Stunde beginnt?

ad4a Jens und Klaus fahren mit dem
Fahrrad gleichzeitig von einem Ort ab.
Jens legt je Stunde 24 km zuriick. Klaus
20 km. Wieviel Kilometer muB Klaus nach
3 h noch fahren, um dorthin zu kommen,
wo Jens zu diesem Zeitpunkt schon ist?

AS5a Lose die Gleichungen! Gleiche
. Buchstaben bedeuten in einer Aufgabe
gleiche Zahlen. Erfillen deine Ldsungen
auch die letzte Gleichung?
a) 3000+ a =7000
a—b=2000
a+ b=6000
b) 50000+ a= 90000
a+ b=100000
80000 —c=b
b—a=c

134 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

A 6 A Klaus kauft Hefte fir je 10 Pf und
Bleistifte fiir je 15 Pf. Er bezahlt 1 M. Wie-
viel Hefte und wieviel Bleistifte kann er ge-
kauft haben?

A7A Giban, ob folgende Aussagen wahr

oder falsch sind!

Begriinde dein Urteil!

a) Es gibt eine natiirliche Zahl a, fir die
gilt 30000 - a < 90000.

b) Es gibt eine natiirliche Zahl b, fiir die
gilt 50000- b < 10000.

c) Fiir alle natiirlichen Zahlen c¢ gilt
350000 + ¢ > 300 000.

d) Fiir alle natiirlichen Zahlen d gilt
70000 + 4 > 70000.

Losungen

Ala a)Wenn a doppelt so groB ist wie b
und b doppelt so groB ist wie c, dann ist a
viermal so groB wie ¢. Wir nehmen eine
Fallunterscheidung vor:

Fiir ¢ = 0 gilt b = 0 und a = 0; wir erhalten
keine dreistellige natiirliche Zahl.

Fiir ¢ = 1 gilt b =2 und a = 4; wir erhalten
die Zahl 421.

Fiir ¢ = 2 gilt b = 4 und a = 8, wir erhalten
die Zahl 842.

Fiir c= 3 gilt b= 6 und a = 12, was wegen
a < 10 entfilit.

Es existieren genau zwei solche Zahlen; sie
lauten 421 und 842.

b) Wenn b dreimal so groB3 wie a ist und ¢
dreimal so groB wie b ist, dann ist ¢ neun-
mal so groB wie a. Fiir a =1 gilt 5 =3 und
¢ = 9; wir erhalten die Zahl 139. Fiir a =2
gilt b=6 und c=18, was wegen ¢ <10
entfillt. (Lehrbuch Kli.4, Aufg.6, S.7)

A2 a a) Auf den Helfer entfallen 6,80 M.
Fiir die 9 Pioniere werden
9-2,80M = 25,20M Fahrgeld bereitgestellt.
Hinzu kommen 48 M fiir Verpflegung. Des-
halb kann die Gruppe mit dem Betreuer
insgesamt 6,80 M + 25,00 M + 48,00 M
= 80,00 M verbrauchen.

b) Fiir diesen Ausflug wurden 7- 80,00 M
= 560,00 M bereitgestellt. (Lehrbuch, Kl.4,
Aufg. 2, S.115)

A3 a a) Eine Unterrichtsstunde dauert
45 min. Sechs Unterrichtsstunden dauern
6-45 min=270 min. Hinzu kommen
70 min Pausenzeit. Das sind zusammen
340 min bzw. 5h 40 min. 7h 50 min+ 5h
40 min =12 h 90 min =13 h 30 min. Die
sechste Stunde endet frithestens um
13.30 Uhr. .

b) 7h 45min+45min=7h 90min=8h
30 min. Die erste Stunde endet um
8.30 Uhr. Die zweite Stunde beginnt frithe-
stens um 8.40 Uhr. Als vorbildlicher Schii-
ler ist Carsten bereits um 8.30 Uhr in der
Schule; er muB also um 8.20 Uhr (spite-
stens) das Haus verlassen. (LB Kl 4,
Aufg. 11, S.49)

A4a Jens legt in 3 Stunden 324 km
=72 km zuriick. Klaus legt in 3 Stunden
3-20 km = 60 km zuriick. 72 km — 60 km
=12 km.

Klaus muB noch 12km fahren, um dorthin
zu kommen, wo sich Jens nach 3 Stunden
Fahrzeit befand. (LB Kl. 4, Aufg. 14, S.49)

AS5a a) Aus der ersten Gleichung folgt
a = 4000; denn 3000 + 4000 = 7000. In der
zweiten Gleichung ersetzen wir a durch
4000 wund erhalten b =2000; denn
4000 — 2000 =2000. In der dritten Glei-
chung ersetzen wir a durch 4000 und b
durch 2000 und erhalten 4000 + 2000
=6000. Also erfilllen die Losungen
a=4000 und b=2000 auch die dritte
(letzte) Gleichung.

b) Aus der ersten Gleichung folgt
a =40000; denn 50 000 + 40000 = 90 000.
In der zweiten Gleichung ersetzen wir a
durch 40000 und erhalten 40000+ b
=100000. Daraus folgt b= 60000; denn
40000 + 60000 = 100000. In der dritten
Gleichung ersetzen wir b durch 60000 und
erhalten 80000 — ¢ = 60000. Daraus folgt
¢=20000; denn 80000 — 20000 = 60000.
In der vierten Gleichung ersetzen wir b
durch 60000, a durch 40000 und c durch
20000 und erhalten die wahre Aussage
60000 — 40 000 = 20000. Also erfiillen die
Losungen a=40000, b5=60000 und
¢=20000 auch die vierte (letzte) Glei-
chung. (LB Kl.4, Aufg.12, S.12)

a6 a Klaus konnte 2, 4 oder 6 Bleistifte
gekauft haben. Dafiir hitte er 30 Pf, 60 Pf
oder 90 Pf bezahlen miissen. Fiir den Kauf
von Heften wiirden 70 Pf, 40 Pf oder 10 Pf
verbleiben. Dafiir erhilt Klaus 7, 4 oder
1 Hefte. (LB K1.4, Aufg. 7, S.108)

A7 a a)Diese Aussage ist wahr; denn fir
a=0 gilt 30000-0<90000, also
0<90000. Fir a=1 gilt 30000-1
< 90000, also 30000 < 90000. Fir a=2
gilt 300002 < 90000; denn
60000 < 90000. Fiir a = 3 gilt nicht mehr
30000-3<90000, sondern 30000-3
=90000. Wir konnen die Aussage wie
folgt prizisieren:

Es gibt genau drei natiirliche Zahlen a, fiir
die gilt 30000- a < 90000. Es sind dies die
Zahlen a=0,a=1und a=2.

b) Diese Aussage ist wahr; denn fir b =0
gilt 500000 < 10000, also 0 < 10000. Fir
b=1 gilt bereits 500005 > 10000. Wir
konnen die Aussage prizisieren: Es gibt ge-
nau eine natiirliche Zahl b, fir die gilt
50000-5 < 10000. Es ist dies die Zahl
b=0.

c) Diese Aussage ist wahr; denn bereits fiir
c=0 gilt 350000+ 0>300000, also
350000 > 300000. Fiir jede natiirliche
Zahl c=1 gilt erst recht 350000+ ¢
> 300000.

d) Diese Aussage ist falsch; denn sie gilt
nicht fir alle natiirlichen Zahlen d. Fiir
d =0 gilt 70000 + 0 = 70000, also 70000
= 70000. Bereits ein Gegenbeispiel reicht,
um eine Allaussage zu widerlegen. (LB

Kl.4, Aufg. 4, 5.32) Zusammenstellung:

J. Lehmann, Th. Scholl

Bekanntlich ist man auf nichts so stolz
wie auf das, was man seit zwei Minuten
weil. Kurt Tucholsky

Alles gelernt, nicht um es zu zeigen,
sondern um es zu nutzen.

Georg Christoph Lichtenberg



Die magischen
Ringe

Gewidmet Studienrat H.-J. Kerber
zum 65. Geburtstag

In diesem Beitrag wollen wir ein weiteres
logisch-kombinatorisches Spiel aus Ungarn
vorstellen, die magischen Ringe. Man kann
sie sich als zwei sich schneidende Kugella-
ger denken (siehe Bild 1). In jedem Ring
befinden sich 20 Kugeln. Zusammen sind
es also 38 Kugeln, und zwar 10 schwarze,
10 rote, 9 biaue und 9 gelbe. Jetzt werden
die Kugeln jeweils in einem Ring wie in
einem Kugellager beliebig gedreht. Durch
Kombination von Drehungen in beiden
Ringen kann man eine Kugel in jede belie-
bige Position bringen.

Bild 1 N

Stellen wir uns also zunichst einmal die
Frage nach der Anzahl der Moglichkeiten,
die 38 Kugeln anzuordnen. Wiren alle Ku-
geln verschieden, gibe es insgesamt
38!=1-2-...-37-38 Anordnungen (Per-
mutationen ohne Wiederholung). Uberra-
schend ist, daB bei numerierten Kuge!n tat-
sichlich jede der 38! Permutationen nur
durch die beschriebenen moglichen Dre-
hungen erzeugt werden kann. Nun brau-
chen wir aber die Vertauschungen von
gleichfarbigen Kugeln nicht weiter zu un-
terscheiden. Davon existieren je 10!, die
nur die Schwarzen oder die Roten unter-
einander permutieren, und je 9! fiir blau
und gelb. Dementsprechend existieren ins-
gesamt

___ 38 .10%

101101 91-91 - 01610

Moglichkeiten (Permutationen mit Wie-
derholung). Die Anzahl ist etwas groBer als
beim Rubiks Cube (~4,3-10"") und we-
sentlich kleiner als beim Turm von Baby-
lon (=1,03-10%) (vgl. auch alpha 6/83).
Der Schwierigkeitsgrad aber entspricht un-
gefihr dem des Turmes von Babylon und
ist nicht zu vergleichen mit der Kompli-
ziertheit des 33-Wiirfels.

Zur Beschreibung des Spiels seien die Ku-
gelplitze auf folgende Art und Weise
durchnumeriert (Bild 2). Dabei sei der ge-
schlossene Ring stets rechts.

‘29

27 2
Bild 2

Ziel des Spiels ist es jetzt natiirlich, alle
Kugeln zu gewiinschten Farbmustern zu
ordnen, z.B. 2-11 rot; 12—-20 blau; 25-34
schwarz und 1, 21-24, 35-38 gelb. Es er-
weist sich wieder als relativ einfach, ge-
wisse Segmente der Ringe fertigzustellen,
etwa die mit den roten und schwarzen Ku-
geln. Um aber z. B. die letzten 5 Kugeln an
den gewliinschten Platz zu setzen, braucht
man einige Uberlegungen. Und es gelingt
bestimmt nicht auf Anhieb!

Weiterhin miissen wir die Drehungen be-
zeichnen kénnen. Die Bewegung der Ku-
geln des rechten schraffierten Ringes R um
i Plitze im Uhrzeigersinn sei definiert als
R, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn als

R-i. Entsprechende Bewegungen im linken -

Ring seien L' und L. Man erkennt sofort,
daB fiir alle ganzzahligen i

Ri=R~@-dHynd

Li=L-@-gilt,
Auch hier geben wir kein Rezept fiir alle
Ausgangsstellungen (s. alpha 6/83), son-
dern wollen wesentliche Operationsfolgen
angeben, die es uns ermoglichen, das Ziel
zu erreichen. Wiederum werden wir Opera-
tionsfolgen zusammenstellen, die mog-
lichst viele Kugeln an ihren Plitzen belas-
sen, also liberschaubare Wirkungen haben.
Optimal wire es, wenn wir immer genau
zwei Kugeln miteinander vertauschen
konnten. Das ist zwar moglich, doch ist die
dazu notige Operationsfolge sehr lang und
basiert letztlich auch nur auf folgenden
Operationen. Wir drehen einen Ring um i
Plitze, dann den anderen Ring um j Plitze
und anschlieBend drehen wir den ersten
Ring um { und den zweiten Ring um j
Pldtze zuriick.
Als einfaches Beispiel probieren wir ein-
mal folgendes aus:

RIL'R™ILL
Dabei vertauschen je drei Kugeln ihre
Plitze (Bild 3):

Bild 3
38

15

Wir wollen dafur die kurze Zyklenschreib-
weise verwenden

(138 20) (16 24 15).
Analog dazu kann man weitere Operations-
folgen aufstellen:

RL7IR LY liefert (1 21 20) (16 25 15),

L 2R3I?R~ liefert (1 18 22) (16 13 26).
Falls immer i und j (die Linge der Dre-
hungen) nicht durch 5 teilbar sind, erhal-
ten wir zwei Dreierzyklen, in denen die
Knoten 1 und 16 enthalten sind. Wiirde
man sich eine Sammlung-solcher Opera-
tionsfolgen iibersichtlich aufschreiben,
kime man auch sicher zum Ziel. Es erfor-
dert aber sehr viel Uberlegungen, sechs zu
vertauschende Kugeln vorher in eine fiir
unsere Operationsfolgen giinstige Aus-
gangsposition zu bringen.

Wir suchen also weiter nach Operationen,
die weniger als sechs Kugeln vertauschen.
Dazu drehen wir einen Ring um funf
Pldtze, z.B. RSL71R°L.

Dies liefert einen Zyklus der Linge
5(11625216). Eine sehr uniibersichtli-
che Anordnung der vertauschten Kugeln
ist dabei entstanden!

Als wesentlich giinstiger erweisen sich Dre-
hungen beider Ringe um je finf Plitze.
Wir erhalten die folgenden vier wichtigen
Operationen:

L RSIPRSL™S (134) (16 11)

Bild 4 .
3

% i

1T. RLSR™L (116) (1129)

1

29\ % 724

LI R-SISRSL-S (116) (6 34)
[} 4 \]
3% [}
16
IV. R-SLSRSL (1629) (16)

A,

29 16

Mit diesen Operationen sind wir unserem
Ziel, immer genau zwei Kugeln miteinan-
der zu vertauschen, sehr nahe. Wir brau-
chen nur folgende Ausgangsposition zu er-
zeugen (die zum SchluB natiirlich wieder
riickgiingig gemacht werden muB): Die zu
vertauschenden Kugeln stehen an den Plit-
zen 1 und 34; 11, 16; 1, 16; 11, 29; 6, 34;
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16, 29 oder 1, 6 und die sich jeweils bei
den Operationen I bis IV auBerdem vertau-
schenden Kugeln sind von gleicher Farbe.
Schreiben wir das etwas ausflihrlicher auf.
Zuerst bringen wir die zu vertauschenden
Kugeln 0.B.d. A. in die Positionen 2 und
17, was man sofort ohne Angabe eines ge-
sonderten Algorithmus ausfithren kann.
Wir betrachten jetzt die Farben der Kugeln
7 und 12. Existiert im linken Ring noch
eine Kugel mit dieser Farbe? Wenn ja,
dreht man sie auf Platz 29 oder 34, wendet
R! und Operation II oder III an. Wenn
nicht, bringt man so eine Kugel (auBer 2,
7, 12, 17) in den linken Ring auf Position
29 oder 34 und verfiahrt dann genauso mit
R! und Operation II oder III.

Zum SchluB muB man die Hilfsoperatio-
nen wieder riickgédngig machen. Hierzu
braucht man etwas Gedachtnis oder man
notiert sich die vorher ausgefiihrten Dre-
hungen.
Das Ganze sei an einem Beispiel illustriert.
Wir wollen die Kugeln 4 und 12 miteinan-
der vertauschen. Mit
RAL'R3L'RS
stehen die Kugeln auf den Pldtzen 2 und
17. Die Farben der jetzigen Kugeln 7 und
12 mogen im linken Ring nicht mehr exi-
stieren. Kugel 7 habe aber jetzt z. B. die
gleiche Farbe wie Kugel 4. Wir drehen also
R-3LSRA
Dann stehen die zu vertauschenden Ku-
geln in Position 1 und 16, und die Kugeln
6 und 34 haben gleiche Farbe. Durch An-
wendung der Operation III wechseln also
genau die Farbe der Kugeln von 1 und 16.
Zum SchiuB werden die Hilfsoperationen
in umgekehrter Reihenfolge wieder riick-
gdngig gemacht, d. h. man dreht
R2[SRPLIR3L'RA
Dies war die Beschreibung eines mogli-
chen Weges. Eine weitere oftmals niitzli-
che Operation ist folgende:
Lk+ SRSL—SR -SL—k.

Bild 5

(s

Hat man z.B. schon die schwarzen Kugeln
im linken Ring geordnet, so gehen (bei ge-
eignetem k) die schwarzen Kugeln in sich
iiber und durch Benutzung von R’ 13Bt sich
jede Kugel des rechten Ringes zum Punkt
A bringen und von 4 auch wieder im rech-
ten Ring plazieren.

Legt man sich aber eine kleine Sammlung
von Operationsfolgen an, wie in den Bil-
dern 3, 4 und 5 angedeutet, kommt man si-
cherlich oft wesentlich schneller ans
Ziel.

Wir haben nur ein Farbmuster zu Beginn
angegeben. Ihr findet bestimmt noch an-
dere hiibsche Moglichkeiten. Vielleicht
baut ihr euch aus Murmeln selbst so ein
Spiel? "H.-D. Gronau/J. Prestin
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Sonnenfinsternis 1984

Wie graf8 war in Jena der maximale
Bedeckungsgrad wahrend der
Sonnenfinsternis vom 30.5.1984?

Schiiler der EOS Spezialschule physika-
lisch-technischer Richtung Carl Zeiss beob-
achteten am 30. 5. 1984 (19.20 Uhr bis
20.53 Uhr Sommerzeit) die ringformige
Sonnenfinsternis mit dem Schulfernrohr
durch Projektion des Bildes auf einen

-Schirm als partielle Finsternis. Wegen der

spiten Ereigniszeit und der damit geringen
Sonnenhéhe wurde ein gegeniiber dem
Westhorizont ‘relativ hoher Standort ge-
widhlt. Wihrend des gesamten Finsternis-
verlaufs wurden zu diesem Projektionsbild
Messungen zur Berechnung des prozentu-
alen Bedeckungsgrades ausgefiihrt.

Fiir den Hoéhepunkt der Bedeckung der
Sonne durch den Mond mdchten wir die
MeBergebnisse angeben und die alpha-Le-
ser auffordern, das mathematische Problem
der Berechnung der prozentualen Bedek-
kung zu 16sen. Auf dem Schirm wurden
mit Lineal und Zeichendreieck 3 MeBwerte
ermittelt:

1. Durchmesser des Sonnenbildes:

d; = 200 mm

2. Abstand der Schnittpunkte der Kreisbil-
der von Sonne und Mond: a¢ = 162 mm

.3. Bogenhohe iiber der Sehne a: h = 43mm

Wihrend der gesamten Finsternis regi-
strierten die Schiiler die Verinderung von
a und h. Der Wert fiir d, wurde durch den
Abstand Okular—Schirm konstant gehal-
ten. Aus den drei MeBwerten wurde jeweils
der prozentuale Bedeckungsgrad zu den
verschiedenen Zeitpunkten ermittelt. Na-
tirlich sind diese Ergebnisse mit Fehlern

behaftet, die sich aus der Messung mit Li-
neal am ,wandernden“ Bild auf dem Pro-
jektionsschirm durch die Relativbewegun-
gen von Erde, Sonne und Mond ergeben.
Wir mochten noch ergiinzen, daB eine ein-
drucksvolle Sonnenfleckengruppe mitbeob-
achtet werden konnte.

Bild 1

Bild 2

%
Welcher Losungsweg fuhrt zum Ziel, die
prozentuale Bedeckung zu berechnen?
Hinweis: Fiir Schiiler bis K1. 9 ist die Lo-
sung nur moglich, wenn benétigte Winkel-

groBen einer Zeichnung entnommen wer-
den.

A. Dietzel

1935 1950 2006 2020 2035

Zwei Aufgaben
fiir Freunde der Astronomie

A 1la Welchen Durchmesser hat das etwa
in der Mondmitte gelegene Ringgebirge Al-
bategnius? Mit einem Femrohr (mit Fa-
denkreuz) wurde die Durchgangszeit von
Ost- und Westwall durch die Relativbewe-
gung von Erde—Mond zu t=49s gemes-
sen.

a2 a4 Vergleiche den Durchmesser eines
Sonnenflecks (beobachtet am 30. 5. 84) mit
dem Erddurchmesser! Ein mit dem Fern-
rohr projiziertes Sonnenbild hatte den
Durchmesser von 20 cm, und der Sonnen-
fleck (in der Ndhe der Sonnenmitte gele-
gen) hatte 4 mm Durchmesser.

Antwort auf eine Leserzuschrift

Im alpha-Wettbewerbsjahr 1983/84 gingen

insgesamt 93 500 Losungen ein (siehe Heft

4/84, 111. U.-Seite).

a) A-4-Papierformat

0,210 m- 0,297 m- 93 500 ~ 5832 m?

A-6-Papierformat

0,105m- 0,148 m-93 500 =~ 1453 m?.

Fiir das Format A4 werden rd. 5832 m? und

fiir A6 werden rd. 1453 m? gebraucht.

b) A4 93500-4,1g=~383000g=383kg
A6 93500-2,6g~243000g =243 kg

383 kg + 243 kg = 626 kg.

Insgesamt werden 626 kg Papier verwen-

det.



Schriftliche
Abschluf3priifung

Mathematik,
Schuljahr 1983/84
Oberschule, Klasse 10

Pflichtaufgaben

1. In einem Maschinenbaubetrieb wird ein
SchweiBroboter eingesetzt.

a) Die bisherige Tagesproduktion von
425 Teilen konnte dadurch um 84,0% ge-
steigert werden.

Wieviel Teile werden nun téglich gefertigt?
b) Die Herstellungskosten je Stiick sanken
dadurch von urspriinglich 8,60 M auf
6,90 M.

Auf wieviel Prozent wurden die Herstel-
lungskosten gesenkt?

2. Losen Sie folgende Gleichung!

3(Sx + 3) = 3x — (6x — 18) (xeP)
(Frobe!)
3. a) Durch die Gleichung y=x? (x€P)

ist eine Funktion gegeben.
Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion
in ein rechiwinkliges Koordinatensystem!

b) Durch die Gleichung y =%

(xe P, x*0)
ist eine weitere Funktion gegeben.
- Ubertragen Sie die zu dieser Funktion
gehorende Tabelle auf Ihr Arbeitsblatt,
und vervolistindigen Sie die Tabelle!

y I T T =24l 2711 ]
— Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion
in dasselbe Koordinatensystem!

¢) Die Graphen der beiden Funktionen
schneiden einander in den Punkten P, und
P,

Geben Sie von jedem der beiden Punkte
die Koordinaten an!

x

—4Jl -3

4. Ein Schwimmkran hat die Auflagebreite
AB =31 m. Sein schwenkbarer Ausleger
hat die Linge BC =24 m (siehe nachfol-
gende stark vereinfachte Darstellung!).
Skizze (nicht maBstiblich)

Berechnen Sie fiir den Neigungswinkel
%X LBC=6=60°

a) die Arbeitsweite BL,

b) die Linge AC des Spannseiles!

Skizze (nicht maBstablich)

5. Gegeben sei ein Kreis mit einer Sehne
AB, die nicht durch den Mittelpunkt des
Kreises verliuft. Ferner seien 4C und BD
Durchmesser des Kreises.

a) Zeichnen Sie eine entsprechende Planfi-
gur, und tragen Sie die Strecken 4D und
BC ein!

b) Bestimmen Sie die GroBe des Winkels
% BAD und die des Winkels x CBA unter
Verwendung eines geeigneten Satzes!
Welchen Satz haben Sie benutzt?

¢) Beweisen Sie, daB die Dreiecke ABC
und 4ABD zueinander kongruent sind!

6. a) Fiir ein Dreieck ABC mit AC = BC
(siehe Skizze!) sei a = 50°.
Geben Sie die GroBe von y an!

Skizze [

(nicht ﬁ

maBstiblich) A
\

b) Ermitteln Sie das Volumen eines Wiir-
fels mit der Kantenldnge a = 3,35 m!

¢) Berechnen Sie 3x + 5y)?!

d) Durch die Gleichung y =2x — 4 (x € P)
ist eine Funktion pegeben.

— Zeichnen Sie den Graph dieser Funk-
tion!

— Berechnen Sie deren Nullstelle!

e) Nebenstehende Skizze zeigt den Graph
einer quadratischen Funktion.

Geben Sie deren Gleichung an!

Skizze Y

Wahlaufgaben

Von den foigenden Aufgaben 7.1., 7.2. und
7.3. brauchen Sie nur eine zu losen.

7.1. a) Durch die Gleichung y=13-sin 2x
ist eine Winkelfunktion gegeben.
Skizzieren Sie den Graph dieser Funktion
mindestens im Intervall 0 = x < 27!

b) Von einer Funktion y=a-sin bx (g,
b >0; xe P) sind bekannt: Wertebereich:
-1,5=y=15;

kleinste Periode: 4!

— Wie lautet die Gleichung dieser Funk-
tion?

~ Geben Sie die Nullstellen dieser Funk-
tion im Intervall 0 = x =27 an!

¢) Zur Beschreibung harmonischer Schwin-
gungsvorginge wird die Gleichung

. f{2m Y
Yy =f(t) = Ymax " SID (T ’)
verwendet.
Skizzieren Sie in einem geeigneten Koor-
dinatensystem den zeitlichen Verlauf einer

vollen Schwingung fiir den Fall y_,, = 6cm
und T=2s!

7.2. Das Dach eines Turmes hat die Form
einer geraden Pyramide. Ihre Grundfliche
ist ein Quadrat mit der Seitenldnge
a=44m.

Die Hohe A der Pyramide betrdgt 6,1 m.
a) Stellen Sie diese Pyramide im Malstab
1:100 in Kavalierperspektive dar!
Zeichnen Sie die H6he & der Pyramide
und die Hohe A, einer Seitenfliche ein!
b) Das Dach dieses Turmes sol!l neu ge-
deckt werden. Fiir 1 m? Dachfliche sind
54 Ziegel zu planen.

Berechnen Sie, wieviel Dachziegel insge-
samt bereitgestellt werden miissen!

7.3. Zur Herstellung obenr offener quader-
formiger Késten stehen gleich groBe recht-
eckige Blechplatten mit 62 cm Linge und
38 cm Breite zur Verfiigung.

Von ihnen werden an den Ecken quadrati-
sche Flichen mit der Seitenldnge xcm her-
ausgeschnitten. Der schraffierte rechtek-
kige Teil wird zur Grundfliache des Kastens
(siehe Skizze!).

R R
'/?////I’/)// / 77 * |
7 //////// ///
%/5////’/

N
38

r-
x

I

i

-

- -
n»‘---{

x
——

g

62

Skizze (nicht maBstdblich)
(MaBangaben in Zentimeter)

a) Es sei x =2,5.

Berechnen Sie fur diesen Fall das Volu-
men des Kastens!

b) Der Inhalt der Grundfliche des Kastens
betrage 1300 cm?.

Berechnen Sie fur diesen Fall den Wert
von x! Berechnen Sie das Volumen dieses
Kastens! '

Fiir Konner

Losen Sie das folgende Gleichungssystem!
M Ax-y=x+yo

Q) (x+y)=2x-yy

Bestimmen Sie den reellen Wert von x!

_ V7-421+ 80
1+97+488 - Va—y12

X

alpha, Berlin 18 (1984) 6 - 137



In freien Stunden - alpha-heiter

Wolfgang Teiler _

Zum Jahreswechsel

1+9=8+y4 V198—y4 =1+9+8—-4
1-y9 =38 -4 12+92-8—42=—1-9 +8
V4
19-8-4)=9-8+4-1=84+1-9
——4+(1+9)-8
12=1g (14 9)*+*

50=(-1+491)-(8++4)

Betrachte die Summen!

35=19-8+4!
100=1-98 + 4

1=1-4/9+8-5

2=[(-1++/9)+8]:5
3=-1-9+8+5

529 1991 | 199 | 265

397 | 67| 859 661

: 4=1"+8-5
331 {133 | 925 | 595 5=(1-9-8)-5
6=19-8-5
727 | 793 | 1 | 463 7=1+9-8+5
8=—-1+/91+8-5
Betrachte die Produkte! 9=(1-\/3)!+8—5

10=(1+9-8)-5

e2|1984 | 32 20=1+49-8-5
30=-1-9+8-5
7936| 16| 1
8| 1243968
198 -4
o
A = 1984 ;EN

1-9+48-5

A=1+9+8+5+1+9-8+5 FE
U=14+9+8+5+1+9-8+5 LE

a) Stefan sagt zu seinem Freund: ,Wenn ich das Al-
ter (in Jahren) meiner beiden Eltern und meines
kleinen Bruders miteinander multipliziere, erhalte
ich 1984. AuBerdem gibt die Summe der Grundzif-
fern in den drei Altersangaben mein Alter an.“
Wie alt ist Stefan, wenn bekannt ist, daB die Eltern
beide jiinger als 60 Jahre sind? -

b) Ermittle alle 6stelligen und durch 12 teilbaren
natiirlichen Zahlen, die dadurch entstehen, da8

138 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

man an die Zahl 1985 auf der linken als auch auf
der rechten Seite jeweils genau eine Ziffer anfiigt!
Hinweis: Sicher werden euch bestimmte Teilbar-
keitsregeln, die ihr im Mathematikunterricht ken-
nengelernt habt, bei der Lésung der Aufgabe sehr
von Nutzen sein.

c) Frau Schulze erklirt, daB das Produkt aus der
Zahl, die ihr Alter (in ganzen Jahren) angibt, und
den Zahlen, die jeweils das Alter ihrer drei verschie-
den alten Tochter angeben (ebenfalls in ganzen
Zahlen), genau 1984 ergibt. Frau Meier stellt fest,
daB dies auch fiir sie und ihre vier Kinder gelte.
Wie alt sind die beiden Frauen und ihre Kinder?
d) Setzt in die Kistchen je ein mathematisches
Operationszeichen (+, —, -, :) derart ein, daB sich
Gleichungen ergeben!

Beachte dabei: Punktrechnung geht vor Strichrech-
nung!

11918 [F4 =22 1[J9[1815= $
10190814 =13 1039018005 = 6
1918 ()4 = 12 10908005 = 7
10901804 = 7 101901815 =12
17984 = 6 1090185 =13
1F9F18[F4= 5 109815 =22

Autoren: AG Mathe, Pionierhaus Gotha; AG Mathe, St. Jg.
Techniker, Liibz; Dipl.-Math. A Fittke, Berlin; Dir. H. Forg
(Schwaz, Osterr.); Schiiler R.Jonack, Tambach-Dietharz; Jiti
Mann, Prag; Dr. R.Mildner, Leipzig; Dejan Predic, Sremske
Mitrovica (Jug.); Dr. J.Riehl, Egeln; Sab. u. S. Amhold, Drebkau;
Schiilerin K. Krasemann, Friedland; Diesterweg-OS K.-M.-Stadt

Dynamische
Schénheit

H. Baravalle, New York



Wintersport
25 Unterschiede werden gesucht!

Aus: Fiiles, Budapest

Gut versteckt

Wer hat sich in der Winterlandschaft versteckt,
etwa ein Mensch — so dicht beim Wild?

Aus: Troll, Berlin

i

J

i UL

'_\. e ] ||JUM

U\ =20 il

U,

=Ml A I I
Ay ; 'l 3 ﬂ

“PA y-H

Silvesterlauf

Der Langldufer gelangt auf 4 bestimmten Wegen
ins Ziel: Bei Weg1 bzw. Weg2 soll die Summe der
iiberquerten Zahlen 1984 bzw. 1985 und bei Weg3
bzw. Weg 4 das Produkt der iiberquerten Zahlen
1984 bzw. 1985 betragen. Findet diese vier Wege!

Welcher Weg ist der kiirzeste?
Dr. R. Mildner, Karl-Marx-Universitat Leipzig

2 1 396 — 397 z
/
E

2 397 s L

2 397 397 2

S

s 2 397 2

A

R

T 2 31 2

Nun schliigt’s 13!

Stellt eine jede der natiirlichen Zahlen von 1 bis 13
durch 5 Dreien dar, indem ihr zwischen diese je-
weils vier der mathematischen Operationszeichen
+, —, -, ¢ setzt! Sicher werdet ihr in manchen Fil-
len mehrere Betrachtungsmoglichkeiten fiir die-
selbe Zahl finden. Beachtet dabei: Da keine Klam-

mern stehen, so geht Punkt- vor Strichrechnung!
Dr. R. Mildner, Karl-Marx-Universitit Leipzig

1=3[73[]3[]3[]3 8=3[]3[J3[]3[]3
2=3[73[0313[7]3 9=3[73[3[13[]3
3=3[3[3003003  10=3[J3[J3[J3[73
4=3[J3[0303[03  11=3[J3[73[]3[]3
5=3[3[3003[03  12=3[J3[13073[73
6=303003[03[13  13=3003[13(13[]3
7=3[]3[73[7373

Zum Jahresausklang

Varnei, Budapest
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Losungen

Losungen zur: Sprachecke

Ala Ineinem Dreieck sind die Lingen
der drei Seitenhalbierenden 9, 12 und 15.
Berechne die Linge der Seite, zu der die
lingste Seitenhalbierende gezogen ist!

Lésung: B teilt die Seitenhalbierenden im
Verhiltnis 2:1. Betrachte das Parallelo-

gramm ABCD, das durch eine Drehung des.

AABC um M entstanden ist! Da sich die
Diagonalen eines Parallelogramms halbie-
ren, ist BD=2-BM =2-5 = 10. Auflerdem
ist BC? + CD* = 6 + 82 = 100 = BD>.

A BCD ist also 90°, und das Parallelo-

gramm mu8 ein Rechteck sein. Da die Dia- .

gonalen in einem Rechteck die gleiche
Lénge haben, ist BD = AC = 10.

A2a Der Bicker wei, daB die Masse
y ITO der Masse
des verwendeten Mehls ausmacht.

a) Welche Menge Brot erhilt er aus 72 kg,
aus 117 kg und aus 108 kg Mehl?

b) Welche Masse Mehl braucht er, um
100 kg, 150 kg und 190 kg Brot herzustel-
len?

Lésung: a) 72 kg‘% =80 kg;

117 kg-1—90= 130 kg; 108 kg-1—90= 120 kg

des Brotes, das er herstellt

b) 100 kg-li0 =90 kg;

150 kg-%-—— 135 kg; 190 kg'%= 171 kg

A3a Mein Freund Sascha sagte eines
Tages zu mir: ,Vorgestern war ich 10 Jahre
alt, aber im nichsten Jahr werde ich 13.¢
Kann das sein?

Losung: Ja. Am 31. Dezember wurde Sa-
scha 11 Jahre alt, und das Gespriich fand
am nichsten Tag, dem 1.Januar, statt.

A4a In einem Dreieck sind zwei der
Hohen nicht kiirzer als die Seiten, auf de-
nen sie stehen. Bestimme die Innenwinkel
des Dreiecks!

140 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

Lésung: Ein Winkel ist ein rechter, die bei-
den anderen betragen je 45°. Seien A, und
h, die betrachteten Hohen, und es sei
h, < h,. Laut Aufgabe ist a = h,. Es ist aber
hy < a, da das Lot die kiirzeste Verbindung
von einem Punkt zu einer Geraden ist.
Daraus folgt eaesh,sh=a, also
a=h,=hy=>, und das Dreieck ABC ist
gleichschenklig und rechtwinklig.

Lésung zu: Sonnenfinsternis 1984

A; = 4669 mm? A; = 4934 mm?

Es ergibt sich eine ,abgedunkelte” Fliche
A'= 4, + 4,=9603 mm? .

Die Fliche der vollen Bildscheibe der
Sonne betrigt

A=n-r’=31415mm?.

Damit erhiilt man AT 100% = 30,5% .

Aus dieser Berechnung ergibt sich, daB in
Jena eine 30,5%ige Sonnenfinsternis beob-
achtet wurde.

Bild der Sonne

d, =2r,=200mm

4B =a=162mm
CD =h=43mm
M,: Mittelpunkt des Bildes der Sonne

M,,: Mittelpunkt des Bildes des Mondes
ry= MyA = M,,B = M,,C: Radius des
Bildes des Mondes

Fiir das rechtwinklige Dreieck (ADM,)

a
AD—;, D=h
a2
’M2=(7) + = hP—ry
a®  h
—ﬁ+7—>rM—9,8cm

Damit lassen sich die Winke! a und j be-
stimmen:

sin & =—2_
2 2-r

sinf =% _osm-Bosespo1120

2 2-r, 2
Damit lassen sich die Flichen 4, und 4,
berechnen:

Ta r
Al—(w—sma> 7

i

e (- snp)-

= o,sm—»% =54° >q =108

Bild des Mondes

Losungen zu: Zwei Aufgaben
fiir Freunde der Astronomie

ala Die angegebene Losung kann nur
eine Niherung sein. Unter Vernachlissi-
gung der Bewegung des Mondes um die
Erde (360° £ =29d) erhilt man fiir die Ro-
tation der Erde 24" 2 360°. Damit ergibt
sich fiir t =4,9 s der Winkel a =0,0204°.
Bei einer mittleren Mondentfernung von
3,84-10° km und bei Vernachlissigung der
Mond- und Erdradien (Bezugspunkte be-
finden sich ja an der Oberfliche der Him-
melskérper) kann man ansetzen
d=3,84-10° km- sin a.

d=136 km betrigt der Durchmesser des
Ringgebirges. (In der Literatur sind etwa
130 km angegeben.)

A2A Hier fithrt eine Verhiltnisglei-
chung zum Ziel. Der wahre Durchmesser
" 4 mm
des Sonnenfleckes betriigt d = 200 mm
Sonnendurchmesser
d=0,02-1,39-10km = 2,78 -10*km .
Bei einem Erddurchmesser von
1,27-10*km = rg erhilt man d=2,2r;. Der
angegebene Sonnenfleck hat einen mehr
als doppelt so groBen Durchmesser wie un-
sere Erde.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

a) Aus der Zerlegung von 1984 in Primfak-
toren 1984 = 26- 31 folgt, daB ein Elternteil
31 Jahre alt sein muB (da es ja jiinger als
60 Jahre ist). Somit ist das Produkt der Al-
tersangaben in Jahren des anderen Eltern-
teils und des kleinen Bruders 2¢ = 64. Un-
ter den Bedingungen der Aufgabe ist das
nur zu erfiillen mit 64 =32-2.



Also sind die Eltern 31 bzw. 32 und der
Bruder 2 Jahre alt. Stefan ist damit
3+1+3+2+2=11Jahre alt.

b) Wegen 12 =3-4 muB jede der gesuch-
ten Zahlen sowohl durch 4 als auch durch
3 teilbar sein. Die Teilbarkeit durch 4 ver-
langt, daB die aus den letzten beiden Zif-
fern gebildete Zahl durch 4 teilbar ist. Also
kénnen rechts an 1985 nur die Ziffern 2
oder 6 angefigt werden. Die Teilbarkeit
durch 3 verlangt, daB die Quersumme
durch 3 teilbar ist. Somit konnen links an
19852 (Quersumme: 25) nur die Ziffern 2,
5 oder 8 und bei 19856 (Quersumme: 29)
nur die Ziffern 1, 4 oder 7 angefligt wer-
den. Man erhilt also die folgenden sechs
Zahlen mit den geforderten Eigenschaften:
219852, 519852, 819852, 119856, 419856
und 719 856.

c) 1984=(1)-(2):(2-2):(2:2-2)-31
Daraus ergibt sich fiir die beiden Frauen
ein Alter von 31 Jahren. Frau Schulzes
Tochter zdhlen 2, 4 und 8 Jahre. Die Kin-
der von Frau Meier sind 1, 2, 4 und 8Jahre
alt.

d) 1+9+8+4=22
1-9+8-4=13
1+9+8:4=12
1-9-8:4=7
1+9-8+4= 6
1-9-8+4=5

1-9+8+5=5
1-9-8+5=6
1+9-8+5=17
1-9+8-5=12
1+9+8-5=13
1-9+8+5=22

Wintersport
N
<
' RN
Iy o
\ © <
n — (
l = T
&
n 7o
S ¢
Silvesterlauf
Weg1:
1984 =397 + 397 + 397 + 396 + 397
Weg2:

1985 =397 + 397 + 397 + 397 + 397
Wegl3: 1984=2-2-2-31-2-2-2

Weg4: 1985=1397-5 2396 397
Weg4 ist der kiirzeste. z
2 397 5
2 397 397 2
2 397 2
S
2 31 2

Nun schligt’s 13
1=3-3:3-3:3
2=3-3:3-3:3
3=3+3+3-3-3
4=3-3:3+3:3
§=3+3:3+3:3
6=3-3-3:3-3
7=3-3-3+3:3
8=3+3+3-3:3
9=3+3+3+3-3
10=3+3+3+3:3
11=3:-3+3-3:3
12=3+3-3+3-3
13=3-34+3+3:3

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. A. S. Solodownikow, Heft 6/84

Ldést man die Teilsysteme

x+y+1=0 2x— y—4=0,
x—2y—-2=0, x—2y-2=0,
x+ y+1=0, 2x- y—-4=0,

so findet man die drei Punkte

©, -1, 1,-2), 2,0),
von denen nur der zweite und der dritte
alle gegebenen Ungleichungen erfiillen.
Das bedeutet: Ecken des Bereiches x sind
die Punkte 4, (1, —2) und 4, (2, 0).

Losung zu: Wo steckt der Fehler?
(Heft 6/84)

Die Losung ist deswegen falsch, weil die
gegebene Gleichung nicht nach x aufgeldst
wurde!
Nach dem Ausmultiplizieren ist weiter zu
rechnen:

abx?—x*=ab-1

x¥(ab—1)=ab—1

x*=1 und: x = +1

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft2/1984

Ma 5®m2435 Es sei xy die einzufiigende
zweistellige natiirliche Zahl in dekadischer
Schreibweise; dann gilt
198xy3
—19xy83
360

Wir rechnen:

6+8=14, also y=4,
3+4+1=x, also x=38.
198 843
—198483

360

Ma 5m 2436
18dm=3-5dm+1-3dm,
19dm=5-5dm—2-3dm,
20dm=4-5dm,
21dm=3-5dm+2-3 dm,
22dm=5-5dm—-1-3dm.

Ma5m2437 Angenommen, die zweite
Aussage von Klaus ist wahr; dann heiBt die
gesuchte Zahl 8. Somit ist die erste Aus-
sage von Regina wahr, die zweite falsch.
Angenommen, die erste Aussage von Klaus
ist wahr. Dann kdnnte nur 9 die gesuchte
Zahl sein. In diesem Fall wiren beide Aus-
sagen von Regina wahr, was der Vorausset-
zung widerspricht. Somit gibt es genau eine
Ldsung. Die zu erratende Zahl heiBt 8.

Ma 5m2438 Da die Zahlen durch 2 teil-
bar sein sollen, muB die letzte Grundziffer
2, 6 oder 8 lauten, da die Grundziffer 4
nicht vorkommen soll. Auch die Grundzif-
fer 0 entfillt, da eine solche Zahl riickwirts
gelesen nicht dreistellig wire. Es sind fol-
gende Zahlen ndher zu untersuchen: 202,
212, 232, 252, 262, 272, 282, 292, 606, 616,
626, 636, 656, 676, 686, 696, 808, 818, 828,
838, 858, 868, 878, 898. Fiir diese Zahlen
treffen die geforderten Eigenschaften simt-
lich zu.

Probe:

Ma5m2439 Aus dem dritten Satz der
Aufgabe folgt: Mario, aber auch Roger hei-
Ben mit dem Zunamen weder Miiller noch
Krause. Aus dem vierten Satz der Aufgabe
folgt: Mario hat auch nicht den Zunamen
Schneider, also den Zunamen Meier. So-
mit hat Roger den Zunamen Schneider.
Aus dem vierten Satz der Aufgabe folgt
weiter: Jiirgen heiBt mit dem Zunamen we-
der Schneider noch Krause. Folglich hat
Jiirgen den Zunamen Miiller, Uwe den Zu-
namen Krause.

Ma 5 m 2440 Die anfangs gekauften Fla-
schen ,Berliner Pilsner“ bringen als Pfand-
geld den Betrag von 9,00 M. Wegen
900 =5-158 + 110 erhdlt dieser Kunde
beim zweiten Mal 5 Flaschen Bier, und es
verbleiben ihm 1,10 M. Fiir diese 5 Fla-
schen Bier erhilt er 1,50 M Pfandgeld; er
verfigt beim dritten Mal iiber 2,60 M. Da-
fiir erhilt er 1 Flasche Bier; ihm verbleiben
1,02 M. Fiir diese Flasche erhilt er 0,30 M
Pfandgeld. IThm verbleiben 1,32 M, und er
hat 36 Flaschen Bier insgesamt erwor-
ben.

Ma 6 2441 Angenommen, Dirk hat x
Flaschen gesammelt; dann haben Steffen
3x Flaschen, Klaus 4x Flaschen und Frank
(4x — 22) Flaschen gesammelt. Das sind
zusammen (12x — 22) Flaschen. Nun gilt
12x —22=194, 12x =216, x=18. Dirk
hat 18, Steffen 54, Klaus 72 und Frank
50 Flaschen gesammelt.

Ma 6 m2442 Angenommen, Frank ist n
Jahre alt. Dann ist Gerd 2-n und seine
Mutter 6-n Jahre alt, und es gilt
6n=n+25, 50 =25, also n = 5. Frank ist
5Jahre, Gerd 10Jahre, ihre Mutter 30Jahre
alt.

Ma 6 m 2443 Aus (1) folgt: z < 45; aus (2)
folgt 10 =a+ b =18, wobei a die Grund-
ziffer der Zehner- und b die der Einerstelle
ist. Aus (3) folgt b gleich 1, 3, 5, 7 oder 9.
Aus (4) folgt a gleich 2, 4, 6 oder 8. Auf
Grund dieser Angaben existiert genau eine
Zahl; sie lautet 29. Herr L. wurde 29 Jahre
alt.

Ma 6 m 2444 Eine Zahl endet genau dann
auf Null, wenn sie durch 10 =2-5 teilbar
ist. Das gegebene Produkt
1-2:3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13
=1-2-3-2:2:5-2:3-7-2:2-2:9-2
5-11-2-2-3-13
enthilt genau zweimal den Faktor 5 und
zehnmal den Faktor 2; somit endet das
Produkt auf genau zwei Nullen. Folglich
sind die Ergebnisse von Rita und Sven
falsch. Da 10000 ohne Rest durch 16 teil-
bar ist (10000:16 = 625), muB Tonis Er-
gebnis 6227029 800 iiberpriift werden. Da
29800:16=16-1862 + 8 gilt, trifft die
Teilbarkeit durch 16 nicht zu. Folglich ist
auch das Ergebnis von Toni falsch.

Ma6m2445 Aus 70+7.+7=84 und
84:3 =28 folgt, daB jeder der drei Sohne
28 Weinfisser erhielt. Aus

2 1 21 21 . _ 7
7‘7+7‘7—T und 2 3= 2
daB jeder der drei S6hne 7 halbvolle Wein-

fisser erhielt. Hierflir gibt es genau drei

folgt,
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Moglichkeiten fiir eine gleichwertige Auf-

teilung:

(1) 1 halbvolles und 3 volle Fasser, also
noch 24 leere Fisser;

(2) 3 halbvolle und 2 volle Fiisser, also
noch 23 leere Fisser;

(3) 5 halbvolle und 1 volles FaB, also noch
22 leere Fisser.

Es seien A4, B, C die Namen der drei Brii-

der; die nachstehende Tabelle enthilt die

moglichen Aufteilungen:

Name Anzahl der Fisser
leer voll halbvoll

A 24 3 1
B 24 3 1
Cc 22 1 5
A 24 3 1
B 23 2 3
C 23 2 3

Bei beiden moglichen Aufteilungen erhal-
ten genau zwei Sohne gleichviel volle,
halbvolle und leere Fisser.

Ma7m 2446 Angenommen, in dem Haus
gibt es x Wohnungen; dann gilt

x
12
% x Woh-
nungen mit zwei und drei Zimmern. Ange-
nommen, es gibt y 3-Zimmer-Wohnungen;
dann gibt es 2y 2-Zimmer-Wohnungen.
Zusammen sind es 3-y Zwei- und Drei-
Zimmer-Wohnungen. Deshalb gibt es
1 x _ 1lx 3-Zimmer-Wohnun S
12-3 36 - gen. So-
mit ist x ein Vielfaches von 36. Wegen
20=x =70 gibt es genau eine Ldsung,
namlich x =36. In diesem Haus gibt es
drei 4-Zimmer-, elf 3-Zimmer- und 22
Zweizimmer-Wohnungen.

Ma 7 m 2447 Der Flicheninhalt des Vier-
ecks EFGH betrigt

A=(31+4-%-2~5)cm1=29cm’.

Die vier Dreiecke AHEA, AEFB, AFGC,
AGHD sind auf Grund ihrer Konstruktion
kongruent. Es habe Winkel xAHE die
GroBe @, also Winkel xAEH die Grofe
90° — @. Dann hat der Winkel A FEB die
Gr6Be ¢ und somit der Winkel x HEF die

/F
@ D c

20 = x =70. In diesem Haus gibt es

4-Zimmer-Wohnungen, also

3em

A 3m B| 2em [ ¢ £
90!

2cm

|4
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GroBe 90°. Somit ist das Viereck EFGH
ebenfalls ein Quadrat.

Ma7 w2448 Es gilt

(2~-;—~3'8 +2-—;—‘3~5> cm? = 39 cm?

fir die abgeschnittenen Flichenstiicke.
Das iibrig gebliebene Fldchenstiick hat so-
mit einen Flicheninhalt von (82 — 39) cm?-
=25 cm?.

Ma7m 2449 Angenommen, Frau A4
kaufte a Stiick Butterkuchen, Frau B b
Stiick Bienenstich, Frau C c¢ Brotchen.
Dann kaufte Frau 4 noch (¢ + 7) Brotchen
und (b—1) Stiick Bienenstich, Frau B
noch (a+3) Stiick Butterkuchen und
(c +2) Stick Brotchen, Frau C noch
(b +2) Stiick Bienenstich und (a+1)
Stiick Butterkuchen. Das sind zusammen
(3a + 3b + 3¢ + 14) Stiick Backwaren.

Nun gilt 3a+3b+3c+14=32, 3a+3b°

+3c=18, a+ b+c=6. Wegen a<b<c
existiert genau eine Losung, nidmlich
a=1,5b=2¢=3.

Frau A kaufte 1 Stiick Butterkuchen,

1 Stiick Bienenstich und 10 Brotchen; Frau

B kaufte 4 Stiick Butterkuchen, 2 Stiick
Bienenstich und 5Brotchen; Frau C kaufte
2 Stiick Butterkuchen, 4 Stiick Bienenstich
und 3 Brotchen.

Ma 8 m 2450 Es sei n eine beliebige na-
tiirliche Zahl, dann 148t sich eine ungerade
durch 3 teilbare Zahl mit 3(2n + 1) darstel-
len. Vermehrt man diese um 9, so erhilt
man 3(2n + 1) + 9. Die Behauptung lautet
nun 6|32n+1)+9. Wir formen den
Term 3(2n+1)+9 um, so daB sich
6(n + 2) ergibt. Es gilt fiir alle n:

6|6(n +2) und damit auch
6|13Q2n+1)+9.

Vermindert man 3(2n + 1) um 9, so erhilt
man 3(2n + 1) — 9. Man muB »n > 0 voraus-
setzen, da sonst der Term keine natiirliche
Zahl ergibe. Nun formt man wieder um
und erhilt 6(n—1). Es gilt 6|6(n—1),
folglich gilt 6|3(2n + 1) - 9 . Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Ma8®m2451 Es sei a eine beliebige na-
tirliche Zahl. Dann ldBt sich die Summe
aus sieben aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen wie folgt darstellen:
at+a+l+a+2+a+3+a+4+a+5
+a+6.

Wir fassen zusammen und erhalten
Ta+21. Es gilt 7a+21=7(a+3) und
717(a+3), w.z.b.w.

Ma8m2452 Es sei a die Kantenlinge
des Wiirfels und d der Durchmesser der
Kugel, dann gilt fiir die Volumina:

Vw=a’ bzw. Vy =%11'd3 .

Da die Raumdiagonale des Wiirfels gleich
dem Durchmesser der Kugel ist, also

e=a+3 =dgil,
ist Vx=—é—n(aﬁ)3, =%na’\/3_.

Nun bilden wir die Proportion
Vw:Ve=2x:1,

a’=%a’ﬁ=x=l,

x=037.
Der Wiirfel nimmt etwa 37 % des Volumens
der Kugel ein.

Ma8m2453 In dem Dreieck ABC kon-
struieren wir die Hohe CH auf 4B. Wir
konstruieren ferner den Mittelpunkt M von
CH. Fir den Flicheninhalt A, des
Dreiecks ABC gilt dann

Ap= % “AB -'CH und wegen

1 . — -
3-CH=HM auch Ap,=AB-HM . Wir

verlingern AB iiber B hinaus um HM bis
D und konstruieren iiber AD als Durch-
messer einen Halbkreis. Das in B auf AD
errichtete Lot schneide diesen Halbkreis in
G. Nach dem Ho6hensatz gilt dann

48 BD =48 -HM =BG’. _
Wir konstruieren ein Quadrat BEFG, das
BG zur Quadratseite hat.

Ma 9 m 2454

Vx=2x

xyx = 8x
x3=64x?,

x3—-64x?= 0,

xX(x—-64)= 0,

X = 0,

x2=64.

Nur fiir x =0 und x = 64 wird f_=ZV;
wahr,

Ma 9m2455 Weil 101|91809 gilt, ist
Franks Aussage (1) falsch, folglich muf
Franks Aussage (2) wahr sein. Weil 9|27
gilt, ist Ernsts Aussage (1) falsch, folglich
muB Ernsts Aussage (2) wahr sein. Da die
Zahl durch 101 und durch 9 teilbar ist, ist
sie durch 909 teilbar. Daraus folgt, daB Do-
ras Aussage (1) falsch und somit ihre Aus-
sage (2) wahr ist. Nun ist 909 =101-3-3.
Wegen Doras Aussage (2) und Ernsts Aus-
sage (2) kann nur noch der Faktor 101 auf-
treten. 909-101 =91809 entfdllt wegen
Franks Aussage (1). 909-101? entfillt, da
909:1012>9-10>1-10%. Die gesuchte
Zahl lautet 909.

MA 9®m2456 Angenommen, es waren x
Banknoten zu 10M, y zu 20M und z zu
50M; dann gilt 10x + 20y + 50z = 500 und
x +y + z =16. Daraus folgt weicer
x+2y+5z=50und x+y+z=16.
Durch Subtraktion der zweiten von der er-
sten Gleichung erhdlt man y+ 4z =34,



also y=34—4z. Femer gilt x<y<z.
Wegen 4-9=36>34gilt 2<8. Firz=8
gilt y=34-32, also y=2 und somit
x =6, was wegen 6 > 2 der Voraussetzung
x<y widerspricht. Fir z=7 gilt
y=34-28, also y=6 und somit x=3.
Fiir z < 6 existieren keine weiteren Losun-
gen, da in diesem Fall y=34—-4z210,
also y>z wire, was der Voraussetzung
y< z widerspricht. Herr A. erhielt 3 Bank-
noten zu 10M, 6 zu 20M und 7 zu SO0M
ausgezahlt.

Ma9®2457 Skizze:

Im rechtwinkligen Dreieck EMD gilt nach
dem Satz des Pythagoras

Der Abstand betrigt 7’ ﬁ .

Ma 10/12 m 2458 Man multipliziert die
Ungleichung zunichst mit 4 und erhilt
4ya+aybza+1+4b+4

und nach weiterer Umformung
Oza—-4ya+4+4b-4b+1 bzw.

02(Ya -2+ -1). o)
Nun gilt
(Ya-2) 20 und 2y2-1)'20. @

Aus (1) und (2) folgt

(Ya-2)' =0 und 2y5-1)"=0, d.h.

Ja-2=0und 2Vb-1=0 bzw.
1
a=4 und b——4—.

Nur die Zahlen a =4 und b= % erfiillen

die vorgelegte Uﬁgleichung.

Probe:
1 _4+1 1
‘/Z+1,T§ T tatl
2,5225.

Ma10/12 m 2459 Der erste Summand
dieser Summe, der auf die Ziffer 0 endet,
ist5!=1-2-3-4-5=120. Damit endet je-
der weitere Summand von 6! bis 100! auf
die Ziffer Null.

Wir brauchen also nur die Summe
1!+ 2!+ 3!+ 4! zu berechnen. Diese ist
1+ 2+ 6+ 24 =33. Damit endet die gege-
bene Summe auf die Ziffer 3.

Ma10/12m 2460 Es seien g und b die
MaBzahlen der Lingen der Katheten und ¢
die MaBzahl der Linge der Hypotenuse
eines solchen rechtwinkligen Dreiecks;
dann gilt

a+b+c=az;b und c=4a2+b2.

Darausfolgt
a+b+a?+p? =12'—b,

. 2
a’+b1=[-a—2£-(a+b)] )

alh?
a’+b’=T—ab(a+b)+a1+2ab+b2
und wegen a * 0 gilt
ab?
0=T—b(a+b)+2b
und wegen b * 0 gilt
0=aTb—(a+b)+2, also
O=ab—4a—4b+8;

ab—4a=4b-8,
45 -8 8
=33 43T

Nur fiir b gleich 5, 6, 8, 12 erhalten wir po-
sitive ganzzahlige LOsungen fir g, und
zwar 12, 8, 6, 5. Es existieren genau vier
solcher rechtwinkligen Dreiecke. Fiir die
MaBzahlen ihrer Seitenldngen gilt:

a b ¢

12 5 13
8 6 10
6 8 10
5 12 13

Ma10/12 m 2461 Skizze:

A ¢ B

M sei der Mittelpunkt des Inkreises. Dann
gilt fir den Flicheninhalt des Dreiecks
ABC
Ausc=Aupu + Apcw + Acan -
gh
2
=£2)—-c+£2)—-b+—2€-‘a;

Wegen A = gilt dann weiter

Am:=£2)—(a+b+c);

Asc=Fu. )

Auflerdem gilt
0]

a-b
Ausc= =5 sin y.

Setzt man (2) in (1) ein, so erhdlt man
9. ,_ab

5 U 5 siny

bzw. o-u=a-b-sin y und somit

. u .
siny= o , was zu zeigen war.

ab
Ph6m 156 40200000000:300000
= 134000000

Das Licht braucht 134 000 000 Sekunden.
Ein Jahr hat

3600-24-365 = 31536 000 Sekunden.
134000000:31536000 sind. 4 Jahre und
7856 000 Sekunden. .

Ein Tag hat 24-3600 = 86400 Sekunden.
7856 000: 86 400 sind 90 Tage und

80000 Sekunden. 80000 : 3 600 sind

22 Stunden und 800 Sekunden.

Das Licht braucht 31536000 Sekunden
bzw. 4 Jahre, 90 Tage und 22 Stunden.

Ph78157 Geg.: d=40mm=0,04m
V=4,53m?
t=1h=3600s
Ges.:a)v, b) v,
a) Beim DurchfluB durch Rohren gilt die
Gleichung V= Avt.

Dann ist "
v1=A—‘_,7 mitA=d4n,
4V
M= w-d?-t’
v = 4,53m’ 4
17 3,14-0,042 m?-3600s ’
vi=1m/s.

Die Strémungsgeschwindigkeit des Was-
sers betragt rund 1 m/s.

b) Nach dem DurchfluBgesetz gilt die Glei-
chung 4,°v;=4;"v,.

Dann ist
_ Ay _ nd?
Y, = 4, mit A, = 16 '
ntd?- 16

v, = 4'1[‘d2 ‘v1=4v1=4m/s.
Die Stromungsgeschwindigkeit betrigt
dann 4 m/s.
Ph8m158 Geg.:lj=15m Ges.: e

Al=45mm=0,045m

80=12°C
a =0,000012 1/grd
\9mu=\90+A19
Aus Al =l,-a- A3 folgt
A9 = Al '
Io'a
ag=-20mgrd__ 5500

15m-0,000012
Gux = 12°C + 250°C =262°C.

Wihrend des Brandes betrug die Maximal-

temperatur des Trigers 262 °C.

Ph9m 159 a) Die Lstg. berechn. sich aus

p= -9’7',;“. b) Die Leistung betriigt 4,23 kW.

¢) Der Stromkreis muB mit 20 A abgesi-
chert werden.

Ph10/12 @ 160 Der Anstiegswinkel der
schiefen Ebene betriigt 6,8°.

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher
im Werte von 1500 M fiir die fleiBigsten
Wettbewerbsteilnehmer zur Verflgung
stellten: BSB B. G. Teubner, Leipzig; VEB
Fachbuchverlag Leipzig; Kinderbuchverlag
Berlin; - Militdrverlag der DDR, Berlin;
Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin; Volkseigener
Verlag Volk und Wissen, Berlin; Urania-
Verlag, Leipzig.
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alpha-
Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb 1983/84

Pablo-Neruda-OS, Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, Haus
der Jungen Pioniere, beide Altenburg; E.-Schnel-
ler-OS, Alt-Siihkow; W.-Pieck-Schule, Anklam;
OS G.Titow, Arenshausen; OS Asbach; Haus der
Jungen Pioniere, Aschersleben; E.-Thilmann-
OS, Bad Bibra; Haus der Jungen Pionijere
Th. Miintzer, Bad Blankenburg; S.-Ridel-OS,
Bad Gottleuba; E.-Thdlmann-OS, Bad Langen-
salza; R.-Schwarz-OS, Bad Liebenstein; O.-Gro-
tewohl-0S, A.-Saefkow-OS, M.-Poser-OS, Sta-
tion Jg. Techn. u. Naturf, alle Bad Salzungen,
R.-Siewert-OS, Bad Suderode; 2. OS H. Beimler,
Birenklau; 25. OS F. Mehring, 26. OS, M.-A.-
Nex6-08, 39. OS E. Schonherr, Spezialistenlager
(Berlin-Pankow), alle Berlin; OS Bernsbach; C.-
Zetkin-OS, Bischofferode, OGS F. Schiller,
Bleicherode; F.-Weineck-OS, Blumberg; OS Blu-
menthal; A.-Bebel-OS, Boizenburg; OS W. Ko-
marow, Boxberg; Dinter-OS, Borna; H.-Beimler-
0OS, Braunsdorf, K.-B.-OS, Bredenfelde; OS B.
Brecht, Brehme; W.-Seelenbinder-OS, Breitun-
gen; OS Brandshagen; OS Freundschaft u. Frie-
den, Brieselang; OS Dr. Th. Neubauer, Brotte-
rode; M.-Poser-OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Burow;
‘W.-Estel-OS, Buttlar; TOS Biittelstedt; W.-Pieck-
OS, Coswig; Station Jg. Naturf. u. Techn. Cott-
bus; H.-Wildner-OS, Dahlen; OS B. Kithn, Dam-
beck; M.-Gorki-OS, Dermbach; OS Dersekow;
K.-Niederkirchner-OS, Deutschenbora; OS Dies-
dorf; OS K. Kollwitz, OS Makarenko, beide Din-
gelstddt; K.-Niederkirchner-OS, Domersleben;
OS A. Matrossow, Domdorf; O.-Grotewohl-OS,
Dreitzsch; Pionierpalast, 106. OS, beide Dresden;
OS Diirréhrsdorf, 2. OS W. Meck, Eberswalde;
OS Fr. Engels, Effelder; EOS Egeln; W.-Pieck-
0OS, Eichhof; Geschw.-Scholl-OS, Eisenach; 1.
OS R. Arnstadt, Elsterwerda; E.-Weinert-OS,
Empfertshausen; H.-Joachim-OS, Espenhain;
Haus d. Jungen Pioniere, Falkensee; Th.-Miint-
zer-OS, Fambach; E.-Weinert-OS, Flessau; B.-
Brecht-OS, Floh; Zentrale OS, Frankenheim;
Spezialschule C. F. GauB, Frankfurt (Oder); BBS
ESW, AG Naturw., Freital, OS Friedeburg;
Schulkombinat Friedersdorf; OS I, Friedland; OS
H. Giinther, Fiirstenwalde; Dr.-R.-Sorge-0O8,
Kreisklub Jg. Math., beide Gadebusch; K.-Marx-
OS, Gebesee; R.-Arnstadt-OS, Geisa; J.-Gagarin-
0OS, Geithain; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kali-
nin-0S, Geschwenda, OS Gielow; K.-Neuhof-
0S, Glienicke; K.-Gripler-OS, Gnoien; 7. OS,
Gorlitz; W.-Husemann-0S, Goldberg; OS J. Ga-
garin, Grabowhohe; Kreisklub Jg. Math. Grifen-
hainichen; OS J. Gagarin, GreuBen; OS H. Beim-
ler, GreuBen; OS W. Seelenbinder, Groden;
A.-Walther-0S, Gréditz; OS Cl. Zetkin, Gro-
itzsch; OS GroBbodungen; OS F. Engels, GroB-
euchnich; OS K. Gottwald, GroBriickerswalde;
Pestalozzischule GroBschénau; J.-Gagarin-OS,
Griinhain; Th.-Miintzer-OS, Gumpelstadt; Sta-
tion Jg. Naturf. u. Techn. Guben; M.-Gorki-OS,
Hainichen; W.-Pieck-OS, Hagenow; Station Jg.
Naturf. u. Techn., M.-Engels-Schule, beide Hal-
berstadt; OS f. Kérperbehinderte, Halle; Station
Jg. Techn. u. Naturf. Halle-Neustadt; OS Ham-
merbriicke; OS Haynrode; OS B. Koenen, He-
dersleben; Schule d. DSF, Heiligengrabe; EOS
W. Pieck, Heiligenstadt; P.-Schreier-OS, Hen-
nigsdorf; OS Th. Miintzer, Hermannsdorf; 2. OS
Fr. Engels, Herzberg; M.-Gorki-OS, Hillersleben;
Goethe-OS, Hohenleipisch; OS Horka; 21. OS
Hoyerswerda; Goethe-OS, Ilsenburg; G.-Dimit-
roff-OS, Immelbomn; G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-
Becker-OS, Jatznick; E.-Weinert-OS, Jocketa; F.-
Engels-Schule, Kaltennordheim; E.-Weinert-OS,
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Kamenz; OS A. Becker, Kamsdorf; Cl.-Zetkin-
0S8, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow; H.-Men-
zel-0S, E.-Thilmann-OS, W.-Verner-OS, WL.-
Komarow-0S, E.-Schneller-OS, S.-Wenig-OS,
Haus der Jungen Pioniere J. Gagarin, alle Karl-
Marx-Stadt; OS Cl. Zetkin, Kaulsdorf, OS Kel-
bra; OS Kemberg; OS Kirchworbis; G.-Eisler-OS,
Kleinmachnow; OS Th. Miintzer, Klettenberg;
H.-Matern-0S, Klietz; OS E. Thilmann, Kloster-
felde; W.-Seelenbinder-OS, Konitz; OS N.
Ostrowski, Krebes; Bundesgymnasium Krems
(Osterreich); Th.-Neubauer-OS, Kieselbach; OS
I, Laage; OS R. Breitscheid, Latdorf; OS Lau-
scha; R.-Teichmiiller-OS, Leimbach; E.-Thil-
mann-0S, OS IV, K.-Liebknecht-OS, EOS, 4. OS
J. C. Fuhlrott, alle Leinefelde; Haus d. Jungen
Pioniere A. Saefkow, OS O. Schon, beide Leip-
zig; E.-Thilmann-OS, Leutenberg, OS Leuters-
dorf, W.-Pieck-OS, Lichte; E.-Thilmann-OS,
Limbach; OS Linda; Pestalozzi-OS, Lobau; OS
W. Wallstab, Loderburg; W.-Seelenbinder-OS,
L3ssau; Station Jg. Naturf. u. Techn. Liibz; Haus
d. Jungen Pioniere Th. Kérner, Ludwigslust; Fr.-
L.-Jahn-0S, Liibtheen; F.-Dzierzynsky-OS, Mag-
dala; Haus d. Jungen Pioniere, Magdeburg; 7. OS
M. L. Kalinin, Meiningen; II. OS, AG Mengen-
lehre, Mieste; OS Mittelherwigsdorf; OS Mittel-
stille; OS H. Danz, Moser; Kinderheim Munzig;
OS J. Fulik, Naundorf, W.-Bykowski-Schule,
Neetzow; OS O. Grotewohl, Neukloster; R.-Hall-
meyer-OS, Neundorf, H.-Beimler-OS, Fr.-Schil-
ler-OS, beide Neustadt; H.-Beimler-OS, Neustre-
litz; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Niederorschel; W.-
Pieck-OS, Niederwiesa; P.-Voitel-OS, Niederwiir-
schnitz, OS E. Weinert, Oberschénau; OS
Ockrilla; OS W. Seelenbinder, Oechsen; OS Fr.
Weineck, Oranienbaum; Pestalozzischule
Oschatz; EOS K. Marx, Oschersleben; OS Oster-
nienburg; W.-Pieck-OS, H.-Matem-OS, beide
Osterwieck; Station Jg. Naturf. u. Techn., EOS,
beide Parchim; Zentrale OS, Petersdorf; GS Dr.
Th. Neubauer, Pfaffschwenda; OS Pfiffelbach;
M.-Zimmeritz-OS, Pirma; Herbert-OS, Plauen;
MOS, Plessa; OS E. Schneller, Polleben; A.-Bek-
ker-OS, Prenzlau; OS Pritzerbe; OS II Goethe-
schule, Station Jg. Techn. u. Naturf. Kreisklub
Math., beide Pritzwalk; B.-Koenen-Schule, Kreis-
klub Math., beide Quedlinburg; Dr.-Th.-Neu-
bauer-OS, Rackwitz; Neue OS, OS Pestalozzi,
beide Radebeul; H.-Zille-OS, Radeburg; OS G.
Eisler, Ricknitz; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Raguhn;
Geschw.-Scholl-OS, Rathenow; E.-Weinert-OS,
Reichenbach; J.-Gagarin-OS, OS U. Steinhauer,
beide Ribnitz-Damgarten; H.-Matern-OS, Spe-
zialschule Fr. Engels, beide Riesa; J.-Curie-OS,
Rébel; J.-Curie-OS, Ronneburg; Fr.-Schmenkel-
0S, Roskow; Ziolkowski-OS, Rossdorf; 34. OS
M. Reichpietsch, 72. OS, Haus der Jungen Pio-
niere, alle Rostock; W.-Pieck-OS, Rotta; OS
Rotterode; OS 0. Grotewohl, Rudolstadt; OS
Saal, E.-Weinert-OS, Saalfeld; T.-Bunke-OS,
SaBnitz; Station Jg. Naturf. u. Techn., Sanger-
hausen; OS H. Matern, Schemberg; OS M.
Gorki, Schkélen; OS Schlottwitz; OS J. G.
Seume, OS K. Marx, 4. OS, alle Schmalkalden;
OS Schneidlingen; OS H. Beimler, Schénhausen;
EWOS, Schollene; Haus d. Jungen Pioniere W.
Sonnenberg, Schonebeck; OS Kuba, Schorssow;
OS Fr. Engels, Schwallungen; OS M. May, Seb-
nitz; OS K. Uhlich. Kreisklub Math., Senften-
berg; Fr.-Reuter-OS, Siedenbollentin; OS Soh-
land; OS W. Pieck, OS Gliickauf, beide
Sondershausen; OS A. Becker, OS K. Marx,
beide Spremberg; K.-Liebknecht-OS, Stadtlengs-
feld; J.-Fulik-OS, Steinbach; OS E. Thilmann,
Steinbach-Hallenberg; R.-Luxemburg-0S,
Steinsdorf; A.-Becker-OS, Stralendorf; O.-Grote-
wohl-OS, Dr.-S.-Allende-OS, beide Stralsund;
O.-Telfe-0OS, StraBgribchen; 12. OS Dr. R. Sorge,
11. OS A. S. Schumawzow, OS Fr. Kéhler, alle
Suhl; H.-Rieke-Schule, Tangerhiitte; OS E.
Schneller, Taubenheim; OS G. Eisler, OS K. Nie-

Eine Aufgabe von
Prof.Dr.

A.S.
Solodownikow

Lomonossow-Universitat Moskau

A 2520 4 Man finde simtliche Ecken des
durch das Ungleichungssystem
x+ y+1=20,
x—2y-220,
2x— y—4z=0
definierten Bereiches k.

Wo steckt der Fehler?

Lose die Gleichung: - = =2

Man rechnet:
(@—x)(b—x)=(1—ax) (1 bx)
ab—ax—bx+ x?=1- bx — ax + abx?
x2=1+ abx?— ab
x2—1=ab(x2-1)

ab=1

Ist die Losung richtig?

Aus: Lietzmann, Wo steckt der Fehler?
Mitgeteilt und mit Losungen versehen
von Ing. A. Korner, Leipzig

also

derkirchner, beide Teterow; K.-Liebknecht-OS,
Teuchern; Fr.-Mehring-OS, Tiefenort; E.-Schnel-
ler-OS, Toplitz; OS W. Pieck, Trusetal; A.-Bebel-
0S8, A.-Nitz-0S, Goetheschule, E.-Welk-0S, alle
Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unterbreizbach;
A.-Hennecke-OS, UntermaBfeld; E.-Schneller-
0S, Urnshausen; OS J. G. Seume, Vacha; OS
Vitte; alpha-Club Vitzenburg; A.-Bebel-OS, Vo-
gelsang; R.-Luxemburg-OS, Waldau; Th.-Miint-
zer-O8S, Walsleben; Goetheschule, Waren; OS L.
Fiirnberg, Wegeleben; OS Wemnshausen; OS We-
senberg; E.-Thilmann-OS, Weinbdhla; OS Wei-
Benborn-Liiderode; OS I, WeiBenfels; Cl.-Zetkin-
0S8, Wiehe; H.-Rau-0S, Wildau; OS H. Matemn,
Wippendorf; Station Jg. Techn. u. Naturf. Kreis-
klub Math.,, OS IV, beide Wittstock; Dr.-Th.-
Neubauer-OS, Wohlmirstedt; OS H. Beimler,
Wolfen; Zentralschule Wolkenburg; Mathematik-
Lager, Lenin-0S, OS H. Wemer, alle Worbis; OS
Wiilkniiz; H.-Eisler-OS, Wusterhusen; OS Wus-
termark; OS H. Jacobi, Zella-Mehlis; Station Jg.
Naturf. u. Techn. Zembschen; 9. OS Zittau; OS
A. C. Sandino. Zoblitz: OS K. F. Wander. Zorbig;
Goethe-0S, Zossen; OS Zschomewitz



Schachwettbewerb 1984

Auch 1984 ruft alpha alle Schachfreunde
zur Teilnahme an einem L&sungswettbe-
werb auf!

Wenn der eine oder der andere vielleicht
auch nicht alle Schachaufgaben 19sen
kann, so ist dennoch seine Teilnahme, und
seine Meinung iiber die Schwierigkeit der
Aufgaben, sehr erwiinscht. Es sind acht
Schachaufgaben von unterschiedlicher
Schwierigkeit zu Igsen. Die jeweilige
Punktzahl ist bei den Aufgaben mit ange-
geben. In allen acht Aufgaben beginnt
WeiB und setzt trotz bester Geggnwehr von
Schwarz in der geforderten Ziigezahl matt.
Alle Teilnehmer, die die volle Punktzahl
erreichen, erhalten eine Urkunde. Unter
ihnen werden auch Biicher verlost. Des
weiteren werden die Namen von etwa
20 Einsendern verdffentlicht, die alle Auf-
gaben vorbildlich gelést haben. Unter allen
anderen Teilnehmem, die zumindest eine
Aufgabe richtig geldst haben, werden auch
Biicher verlost.

Teilnahmeberechtigt sind alle aipha-Leser.
Als volistindig gilt die Lésung, wenn die
wesentlichen Abspiele bis zum Matt ange-
geben sind.

Die Einsendungen der Lsungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) sind bjtte bis
zum 1.Mirz 1985 unter Angabe von Name,
Vorname und Alter zu richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig
PSF 14.

Die Losungen sowie die Gewinner werden
in alpha 4/1985 ver6ffentlicht.

J. Lehmann/H. Riidiger

Wer einem Schachspieler schweigend
zusehen kann, ist wahrhaftig
ein iiberlegener Mann.
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