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Einige Fragen und Aufgaben

ungewohnter Art

Es gibt Schiiler, die sich auf Klassenarbeiten
freven und ihre Riickgabe kaum erwarten
konnen. Sie tun das deshalb, weil sie — auch
vor sich selbst — beweisen mdochten, was sie
gelernt haben, und weil ihnen die gute Zensur
eine echte Belohnung ist. Es gibt aber auch
Schiiler, die sich vor Klassenarbeiten fiirch-
ten; sie mochten verbergen, daB sie etwas
nicht gelernt haben. Sicher gehért jeder alpha-
Leser zur ersten Gruppe und hat sich deshalb
schon manchmal gewundert oder gar geérgert,
wenn etwas in einer Klassenarbeit nicht vor-
kam, was er eigentlich erwartet hatte. Und
gerade, wenn das Lernen viel Miihe gekostet
hat, méchte man doch gerne eine Bestatigung
daliir haben, ob diese Miihe erfolgreich
war.

Diese Moglichkeit soll euch jetzt fiir ein
Stoffgebiet gegeben werden, das viel Anstren-
gung fordert und in Leistungskontrollen nur
selten auftritt: Reelle Zahlen. Sie werden am
Anfang des 9. Schuljahres behandelt, aber
schon in Klasse 7 vorbereitet durch die Ein-
fihrung der Quadratwurzel und der Irratio-
nalzahlen. Deshalb ist fast alles Folgende
auch fiir die Schiiler aus den 7. Klassen ver-
stindlich, sofern sie die Irrationalzahlen schon
kennengelernt haben. Am Wort ,,Reelle Zah-
len“, das sie noch nicht kennen, sollten sie
nicht scheitern. Es geniigt, wenn sie sich vor-
stellen: Die Menge der rationalen Zahlen
und die Menge der irrationalen Zahlen er-
geben zusammen die Menge der reellen
Zahlen.

Und nun viel SpaB beim Nachdenken — und
nicht aufs Glatteis fihren lassen! Notiert
eure Antworten und Losungen und vergleicht
dann mit denen in diesern Heft, Seite 23.

Ala Wenn man etwas tut, sollte man
eigentlich wissen, aus welchem AnlaB und
mit welchem Ziel man es tut. Das gilt auch
in der Mathematik. Darum:

a) Welche wichtige Erkenntnis war der AnlaB
fiir die Einfiihrung der reellen Zahlen?

b) Welches Ziel ergab sich damit fiir die
Einfiihrung?

c) Ist dieses Ziel erreicht worden?

A2a Sicher wurde im Unterricht davon
gesprochen, daB den Punkten einer Geraden
Zahlen zugeordnet werden. Versuchen wir es:

a) Ordne dem Punkt P méglichst genau einen
Dezimalbruch p zu!
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b) Ordne dem Punkt Q moglichst genau
einen Dezimalbruch g zu! Q ist folgender-
maBen entstanden: Die Strecke AB wurde
in 11 gleiche Teile geteilt; Q ist Endpunkt
des dritten Teilstiickes.

c) (Ab Klasse 8). Welche Zahl muB dem
Punkt S zugeordnet werden? Fiir § gilt:
Sein Abstand vom Nullpunkt der Zahlen-
geraden ist genau so groB, wie die Linge der
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Katheten 8 bzw. 4 Einheiten lang sind.

Ala Die Zahl n lautet 3,14159265.... Der-
artige Dezimalbriiche kann man durch fort-
gesetzte Zehnteilung an der Zahlengeraden
veranschaulichen.

Intervallinge

a) Auf dem ersten der fiinf Zahlengeraden-
teile ist dasjenige Intervall gekennzeichnet,
in dem der zu = gehorige Punkt liegen miiBte.
Kennzeichne in gleicher Weise auch auf den
anderen vier Zahlengeradenteilen die fir =
zutreffenden Intervalle! Beschrifte dabei die
durch ,, @ markierten Punkte mit den zuge-
horigen Dezimalbriichen!

b) Gib rechts (unter Intervallinge) fiir jeden
Schritt die Differenz derjenigen beiden Zah-
len an, die zu den durch ,, ®* gekennzeich-
neten Punkten gehoren!

A4a Jetzt wollen wir umgekehrt wie bei
Aufgabe 3 vorgehen: Wir wissen von einem
Punkt P, daB er bei den ersten sechs Schritten
einer fortgesetzten Zehnteilung aul der Zah-
lengeraden in den gekennzeichneten Inter-
vallen liegt.

a) Beschrifte, wo es noch fehlt, die durch ,,0
markierten Punkte mit den zugehérigen
Dezimalbriichen!

b) Gib fir jeden Schritt die Linge der durch
einen starken Querstrich gekennzeichneten
Intervalle an!

Intervailinge

c) Gib den zu P gehérigen Dezimalbruch
moglichst genau an!

d) Wir wollen annehmen, daB P ein irratio-
naler Punkt ist und die Zehnteilung (in Ge-
danken) beliebig weit fortgesetzt wird. Was
wiirdest du auffolgende Frage erwidern:,,Wie
lang ist das kiirzeste dabei entstehende Inter-
vall?

ASA  Aufeiner Geraden seien in bekannter

Weise die reellen Zahlen aufgetragen; wir

erhalten dadurch die uns bekannte reelle

Zahlengerade. Uberlege, ob die folgenden

Aussagen wahr oder falsch sind!

a) Zu jeder rationalen Zahl gehort genau ein
Punkt.

b) Zu jedem Punkt gehort genau eine ratio-
nale Zahl.

¢) Zu jeder irrationalen Zahl gehort genau
ein Punkt.

d) Zu jedem Punkt gehort genau eine irra-
tionale Zahl.

e) Zu jeder reellen Zahl gehort genau ein
Punkt.

) Zu jedem Punkt gehort genau eine reelle
Zahl.

A6A Schreibe einen unendlichen nicht-
periodischen Dezimalbruch zwischen 6 und 7
auf!

A7a Setze bei a) bis h) zwischen beiden
Zahlen das zutreffende Zeichen <, =, >.
Setze keins der Zeichen, wenn d--. meinst,
daB aul Grund der vorliegenden -ingaben
eine Entscheidung nicht moglich ist. (Punkte
wie z B. bei 6,14... bedeuten lediglich, daB
es sich um einen unendlichen Dezimalbruch
handelt, bei dem nach der 4 nicht nur die 0

auftritt.)

a) 0373736 037 ) 48139 48139...
b) 75 17,5555 ) 275.. 2,754...
o 2 1,414 g 9571... 9,571...
d) V27  —J27 h) 614999 6,14...

A8A Gib ohne Benutzung von Zahlen-
tafel oder Rechenstab zwei endliche Dezimal-
briiche a und b mit folgenden Eigenschaften
an:

(1) a und b haben eine Stelle nach dem

Komma.
(2) Esgilt: b—a=0,1
(3) Esgilt: a<,/7<b



A9a Beantworte und begriinde, ohne Re-
chenstab oder Zahlentafel zu benutzen:

a) Ist 5,5 der AnfarE des unendlichen Dezi-
malbruchs zu ./30?

b) Ist 4,1 der Anfang des unendlichen Dezi-
malbruchs zu /18 ?

Al0a Essei a=1,23456789101112... der-
jenige unendliche Dezimalbruch, der sich
durch fortlaufendes Hinschreiben der Folge
der natiirlichen Zahlen ergibt. Wenn man aus
a endliche Dezimalbriiche bildet, in dem man
nacheinander immer eine Stelle mehr beriick-
sichtigt, so erhilt man eine unendliche Folge,
deren erste fiinf Glieder heiflen

1; 1,2; 1,23; 1,234; 1,2345.

Durchdenke fiir diese Folge und den unend-
lichen Dezimalbruch a die Fragen a) bis g)!
Uberlege, ob eine Antwort moglich ist und wie
sie heiBen miiBte!

a) Wie heiBt das 12. Glied der Folge?

b) Wie groB ist die Differenz zwischen dem
7. und dem 6. Glied?

¢) Was ist iiber die GroBe zweier beliebiger
benachbarter Glieder zu sagen?

d) Welches ist das groBte Glied der Folge?
e) Was ergibt ein GroBenvergleich aller
Glieder mit a?

f) Welches Glied hat den kleinsten Abstand
von a?

g) Welches Glied ist genau so grofB wie a?

Alla (nur fir Klasse 9). Bei den unend-
lichen Dezimalbriichen wurden die perio-
dischen mit der Neunerperiode, also z B.
7,1§, besonders erwihnt. Durchdenke die
folgenden Sitze, ob sie wahr, ob sie falsch
oder ob sie vielleicht sinnlos sind!

a) 7,19 ist kleiner als 7,20.

b) 7,19 ist gleich 7,20.

c) 7,19 ist groBer als 7,20.

d) 7,19 und 7,20 gehéren zu verschiedenen
Punkten der Zahlengeraden

e) Der Punkt zu 7,1§ liegt unmittelbar vor
dem zu*7,20.

f) 7,19 ind 7,20 gehdren zum gleichen Punkt
der Zahlengeraden.

g) 7,19 ist eine rationale Zahl.

h) 7,19 ist eine irrationale Zahl.

i) 7,15 ist eine reelle Zahl.

A 124 (nurfiir Klasse 9). Das Rechnen mit
reellen Zahlen kam im Unterricht etwas kurz
weg. Doch die beiden [olgenden Aufgaben
sind leicht. Es sei a der unendliche Dezimal-
bruch von Aufgabe 10 und b=13,27.

a) Gib a+b bis zur sechsten Stelle nach dem
Komma an!

b) Gib a- b bis zur zweiten Stelle nach dem
Komma an!

Durchdenke auch das Vorgehen, wenn mehr
Stellen gefordert werden!

2

aAl3a Wir wollen die unter a) bis f) ste-

henden Zahlen betrachten:

a) 17 b) 0,17 ©) 17,17 d) —17 e) J17
17

L

Gib jeweils den Nachfolger der betreffenden

Zahl an (beziiglich der Kleinerbeziehung)!

Wenn dir das nicht gelingen sollte, so wiren

als Ursachen dafiir drei Fille zu unterschei-

den:

1. Fir die betreffende Zahl gibt es gar keinen

Nachfolger. 2. Du weiBt nicht, ob es fiir sie

einen Nachfolger gibt 3. Du weiBt zwar, daB

die betreffende Zahl einen Nachfolger hat, du
kannst ihn aber nicht finden.

Welcher Fall liegt bei dir jeweils vor?

Al4a ZweiZahlbereiche kann man beson-
ders gut dadurch vergleichen, daB man ge-
meinsame und unterscheidende Eigenschal-
ten betrachtet. Wir wollen das fiir die Berei-
che ,,Rationale Zahlen“ und ,,Reelle Zahlen"
tun, indem wir iiberlegen: Welche der unter
a) bis h) beschriebenen Eigenschaften haben
beide Bereiche, hat einer (welcher?), hat kei-
ner?

Im Bereich dieser Zahlen

a) ... kann man unbeschrinkt dividieren
(auBer durch 0).

b) ... kann man unbeschrinkt potenzieren
(natiirliche Zahlen gréBer 0 als Exponenten).
c) ... liegt zwischen zwei beliebigen Zahlen
mindestens eine weitere. ’

d) ... gibt es fiir jeden Punkt der Zahlen-
geraden genau eine Zahl.

e) ... gehort zu jeder Zahl genau ein Punkt

~ der Zahlengeraden.

f) ... hat jede positive Zahl eine Quadrat-
wurzel.
g) ... liegen zwischen beliebigen Zahlen un-
endlich viele weitere Zahlen.
h) ... ist jede Gleichung der Form x"=a 16s-
bar. (n kann jede natiirliche Zahl, a kann jede
Zahl des jeweiligen Bereichs sein.)

G. Pietzsch
(L6sungen siche Seite 23, d. Red.)

RotioneleIoien
. Negatie
j : {vﬂdlnﬂl
7 Z // 7/ m:,;v
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Reelle Zahlen, die rationalen Punkten zuge-
ordnet sind, heiBen rationale reelle Zahlen.
Alle anderen reellen Zahlen heiBen irra-
tional.

Die rationalen reellen Zahlen und die irra-
tionalen reellen Zahlen bilden zusammen den
Bereich der reellen Zahlen.

A 10024 Wir betrachten zwei zufallige Er-
eignisse A, B, die unter bestimmten Bedingun-
gen eintreten konnen, aber nicht notwendig
eintreten miissen. AuBerdem betrachten wir
das Ereignis 4B (Produkt von A und B), das
darin besteht, daB 4 und B gemeinsam ein-
treten (faBt man 4 und B als Mengen auf,
so bedeutet das Produkt AB den Durch-
schnitt AnB).

Zwei zufillige Ereignisse A, B heiBen (sto-

.chastisch) unabhingig voneinander genau

dann, wenn die Wahrscheinlichkeit P(A4B)
fir das gemeinsame Eintreten von 4 und B
gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkei-
ten P (A) fir das Eintreten von 4 und P(B)
fiir das Eintreten von B ist, d. h. wenn
P(AB)=P(A) - P(B).
Man priife fiir die drei Ereignisse A4, B, C des
folgenden Beispiels, ob je zwei von ihnen
stochastisch unabhingig sind und ob 4, B, C
»insgesamt®“ stochastisch unabhingig sind,
d. h. ob gilt
P(ABC)=P(4) - P(B)- P(C).

Beispiel: Es wird gleichzeitig mit zwei regu-

laren Wiirfeln mit je 6 Seiten mit den Zahlen

1, 2, ..., 6 gewiirfelt; die zufilligen Ereignisse

seien:

A: beim 1. Wiirfel liegt eine gerade Zahl oben,

B: beim 2. Wiirfel liegt eine ungerade Zahl
oben,

C: es liegt bei beiden Wiirfeln eine gerade
oder bei beiden Wiirfeln eine ungerade
Zahl oben.

Hinweis: Die Wahrscheinlichkeiten fiir die
auftretenden zufilligen Ereignisse konnen im
Sinne der klassischen Wahrscheinlichkeits-
rechnung bestimmt werden, d. h. z B.
P(A)=

Anzahl der Méoglichkeiten oben liegender
Zahlen, bei denen das Ereignis 4 eintritt
Anzahl aller Moglichkeiten oben liegender
Zahlen

Zusatzfrage: Welche allgemeine Aussage ge-
stattet das Ergebnis dieses Beispiels?



Berufsbild : Geophysiker

Die Geophysik umfaBt die Physik der festen
Erde, der Wasserhiille (Ozeanologie), der
Lufthiille (Meteorologie) und der hohen
Atmosphire. Eine besondere volkswirtschaft-
liche Bedeutung besitzt sie fiir den Nachweis
von nutzbaren mineralischen Rohstoffen.
Bereits seit langer Zeit besteht eine frucht-
bare Wechselwirkung zwischen der Geophy-
sik und der Mathematik. So hat das Problem
eines fliissigen, rotierenden Erdkorpers, bei
dem zwischen der Massenanzichung und
der Fliehkraft Gleichgewicht herrscht, die
Mathematiker zu Untersuchungen der Erd-
gestalt angeregt (Newton, Huygens, Clairant).
Diese Arbeiten bildeten wiederum den AnlaB
zu Vermessungen von Meridianbdgen (z. B.
Clairant und Maupertius 1736). Es sei auch
daran erinnert, daB unser MetermaB nach
der Franzésischen Revolution als 10 Million-
ster Teil eines Meridianquadranten, gemes-
sen zwischen Pol und Aquator, definiert
wurde.

Die Analyse des Erdmagnetismus fihrte
C. F. Gauss auf verschiedene mathematische
Probleme (Potentialtheorie, Kugelfunktio-
nen). Ihm pgebiihrt ferner das Verdienst,
gemeinsam mit Weber 1836 bis. 1841 auf
Anregung von Alexander von Humboldt erst-
malig gleichzeitige Messungen des Magnet-
feldes an 44 verschiedenen Orten auf der
ganzen Welt zu vereinbarten Zeiten organi-
siert zu haben.

Zur Darstellung des auf der Erde beobach-
teten Magnetfeldes benutzte C. F. Gauss
Reihenentwicklungen nach speziellen Funk-
tionen, jedoch mufBten besondere mathema-
tische Hilfsmittel ersonnen werden, um die
punktweise gemessenen Werte durch diese
Funktionen darzustellen. Die Auswertung
erbrachte wesentliche neue Erkenntnisse, man
erkannte das Erdinnere als Quelle des iiber-
wiegenden Teils des Magnetfeldes. Diese
und weitere spiter erzielte Ergebnisse fithrten
zu der jahrzehntelang vertretenen Hypothese
eines aus Nickel und Eisen bestehenden
Erdkernes.

Bei der Erkundung von Rohstoffen werden
ebenfalls physikalische Messungen an der
Erdoberfliche durchgefiibrt. Fiir Ubersichts-
vermessungen erfolgen z. B. Messungen der
Schwerkraft, die entsprechend der ungleich-
méaBigen Verteilung der Dichte im Unter-
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grund an verschiedenen Punkten unterschied-
liche Werte besitzt, (Ursache: gestorter geo-
logischer Aufbau der Erdkruste) oder auch
magnetische Messungen, die infolge unter-
schiedlicher Magnetisierbarkeit der Gesteine
lokale Abweichungen ergeben. Wihrend es
auf Grund bekannter physikalischer Gesetze
relativ einfach ist, von einem vorgegebenen
Modell der Erdkruste die an der Erdober-
fliche zu erwartenden Fehler zu berechnen,
bereitet die fiir die Praxis wichtige Aufgabe,
aus den gemessenen Werten die Lage der
Grenzflichen zwischen verschiedenen Ge-
steinen zu bestimmen, groBe Schwierigkeiten.
Fiir ein einzelnes geophysikalisches Verfah-
ren ist diese Aufgabe nicht eindeutig 16sbar,
deshalb werden oft verschiedene Verfahren
kombiniert. Andererseits werden die MeB-
werte eines Untersuchungsgebietes in ihrer
Gesamtheit nach verschiedenen mathemati-
schen Verfahren bearbeitet, um die Vieldeu-
tigkeit einzuschrédnken.

Die meisten dieser Verfahren erfordern so viel
Rechenarbeit, daB sie nur mit elektronischen
Rechenmaschinen durchgefiihrt werden kon-
nen. Die Entwicklung neuer Verfahren auf
der Grundlage guter mathematisch-physika-
lischer Kenntnisse und ihre sinnvolle An-
wendung auf geologische Probleme gehoren
zu den Hauptaufgaben des Geophysikers.
Seit etwa 1920 werden durch Sprengungen
kiinstlich erzeugte seismische Wellen benutzt,
um im oberen Erdkrustenbereich den geolo-
gischen Aufbau zu untersuchen, woraus ins-
besondere Hinweise auf Erd6l- und Erdgas-
lagerstitten abgeleitet werden konnen. Einer-
seits ist der Ausbreitungsvorgang der seis-
mischen Wellen infolge von Reflexionen
und Berechnungen an einer Vielzahl von
Schichtgrenzen der Erdkruste sehr kompli-
ziert, und andererseits werden die Anfor-
derungen an die Genauigkeit der Bestimmung
der Lage und Tiefe geologischer Schichten
immer groBer. Da nach diesen Angaben kost-
spielige Tiefbohrungen niedergebracht wer-
den miissen, wird laufend an der Verbesse-
rung der Auswertemethoden gearbeitet. Wiah-
rend friiher eine rein manuelle Bearbeitung
erfolgte, setzt man seit einigen Jahren auch
hier elektronische Rechenmaschinen ein, fur
die spezielle Seismik-Programme entwickelt
wurden.

Die mathematisch-physikalische Theorie der
Ausbreitung seismischer Wellen ist die
Grundlage dieser Programme.
Auch in unserer Republik besteht ein solches
Bearbeitungszentrum fir geophysikalische
Messungen. Absolventen unserer Hochschu-
len sind hier an der Verbesserung vorhande-
ner und Entwicklung neuer Rechenpro-
gramme aktiv tidtig, um auf* diese Weise
einen Beitrag fir die Sicherung der Roh-
stoffbasis unserer sozialistischen Industrie
zu liefern.

R. Réasler

Die Dauer des Studiums betragt vier Jahre
und beginnt mit einem Grundstudium, dem
sich das Fachstudium anschlieBt. Nach

3% Jahren findet eine Hauptpriifung statt,

nach der die Berufsbezeichnung Geophysiker
mit HochschulabschluB gefiihrt werden kann.
Danach kann eine Diplomarbeit angefertigt
werden und der akademische Grad eines
Diplom-Geophysikers erworben werden. Ein-
satzmoglichkeiten fiir Geophysiker bestehen
in der geologischen Industrie, im Bergbau
und teilweise in Forschungsinstituten. Die
Betonung der Grundlagenausbildung ermog-
licht einen vielseitigen Einsatz in verschiede-
nen Gebieten. Die internationale Zusammen-
arbeit der sozialistischen Linder und die
notwendige Auswertung der Literatur erfor-
dern gute Sprachkenntnisse, besonders der
russischen Sprache.

Fir fachlich und gesellschaftlich bewihrte
Absolventen besteht die Maéglichkeit im
Rahmen des Forschungsstudiums, einer As-
pirantur oder neben ihrer beruflichen Titig-
keit eine Dissertation anzufertigen und den
akademischen Grad eines Dr. rer. nat. zu
erwerben.



Einige Aufgaben aus den Abschluf3-

und Reifepriifungen

der Schuljahre 1970/71 und 1971/72

Alljdhrlich finden fur viele tausende Schiiler
der 10. bzw. der 12. und 13. Klassen (Be-
rufsausbildung mit Abitur) schriftliche Ab-
schluB- und Reifepriifungen im Fach Mathe-
matik statt. Diese Priifungen geben bis zu
einem bestimmten Grade AufschluB iiber
das erreichte Niveau der mathematischen
Bildung unserer Schiiler, wenn sie auch nicht
in der Lage sind, einzig und allein den Stand
des vorhandenen Wissens und K6nnens beim
Schiiler widerzuspiegeln.

Zu einem Zeitpunkt, an dem die neuen Pla-
nungsunterlagen in allen Klassen verbind-
lich geworden sind, sollen einige ausgewihlte
Aufgaben sowohl den Schwierigkeitsgrad
der AbschluB- und Reifepriifungen aufzu-
zeigen, als auch auf die neuen Elemente des
mathematischen Unterrichtsstoffes hinwei-
sen.

Aus den AbschluBpriifungen der Schuljahre
1970/71 und 1971/72:

Aufgabe: Durch den Mittelpunkt M eines
Kreises verlaufen zwei Geraden, die mitein-
ander einen spitzen Winkel bilden. Sie schnei-
den den Kreis in den Punkten 4 und B bzw.
C und D. Von C und D sind die Lote auf die
durch A und B verlaufende Gerade gefillt.
Die FuBpunkte der Lote seien E und F
(siehe Skizze).

a) Beweisen Sie, daB die Dreiecke MEC und
MFD kongruent sind! (Benutzen Sie dabei
einen der Kongruenzsitze!)

b) Berechnen Sie die Linge der Strecke
ME fiir MC=13 ¢m und CE=5 cm!

Skizze (nicht maBstiblich)

Lésung: Die gegebene Skizze zeigt:

MC =MD = Radius des Kreises,

¥MEC= xMFD=90°, ME=MF,
¥EMC= X FMD (Scheitelwinkel), xECM
= X FDM (Wechselwinkel).

Fir den gelorderten Beweis konnen demzu-
folge alle vier Kongruenzsitze verwendet
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werden, was die Losung sehr stark verein-
facht.
An einem Kongruenzsatz soll der Losungs-
weg nochmals gezeigt werden.
Satz: Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in zwei Seiten und dem von ihnen ein-
geschlossenen Winkel libereinstimmen.
Da ME=MF, MC=MD und &CME
= ¥ DMF, gilt also AMEC=AMFD. Der
Teil b) der Aufgabe wird mittels des Satzes
des Pythagoras gelost:

(MC)* =(ME)* +(ECY*

(ME)* =(MC)* —(ECY*

ME = /(MCy-(EC)

ME =,/13>-5%
ME /169—25
ME =144
ME =12

Die Linge der Strecke ME betrigt 12 cm.
(n#$0).

Aufgabe: Gegeben ist eine natiirliche Zahl
a) Schreiben Sie in allgemeiner Form die der
Zahl n unmittelbar vorangehende natiirliche
Zahl (Vorginger) und die unmittelbar fol-
gende natiirliche Zahl (Nachfolger) auf!

b) In einem speziellen Fall sei das Produkt
aus dem Vorginger und dem Nachfolger von
n die Zahl 323. Berechnen Sie n mit Hilfe
einer Gleichuﬁg!

c) Geben Sie eine natiirliche Zahl zwischen
400 und 500 an, die sich ebenfalls als Produkt
aus dem Vorgénger und dem Nachfolger einer
natiirlichen Zahl darstellen 148t!

Lésung: a) Wenn die gegebene Zahl n
heiBt, muB der Vorginger n— 1, der Nachfol-

.ger n+1 sein; alson—1,n, n+1.

b) Die Losung dieser Aufgabe fiihrt auf eine
rein quadratische Gleichung:
(n—1)(n+1)=323

n?—1 =323
n? =324
ny =+18
n, =—18

Da es sich bei der Aufgabe nur um natiirliche
Zahlen handelt, scheidet die zweite Losung
aus.

c) Hierbei iiberlegen wir:

1. Es mul} wieder eine natiirliche Zahl sein.
2. Sie muB zwischen 400 und 500 liegen.

3. Sie muB, um 1 vermehrt, eine Quadratzahl
ergeben.

Wir finden im Talelwerk: 21>=441 und
222 =484, Daraus ergeben sich die Moglich-
keiten 20-22=440 und 21-23=483.

Fiir die Losung der Aufgabe kommen die
Zahlen 440 und 483 in Betracht, wobei laut
Aufgabenstellung nur eine angegeben werden
braucht.

Aufgabe: Gegeben sind zwei Funktionen
/i und f; mit den Gleichungen

(1) fi(x)=y=2x+1,

) f,(x)=y=x*+2x—3 mit xeP.

a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f;
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem!
b) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion f, !

c) Der Graph der Funktionf, ist eine Parabel.
Berechnen Sie die Koordinaten des Scheitels,
und zeichnen Sie die Parabel in das bei a)
verwendete Koordinatensystem!

d) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion f,!

¢) Die Graphen der Funktionen f; und f,
schneiden sich in den Punkten P, und P,.
Geben Sie die Koordinaten der Schnitt-
punkte an!

Losung: a)

y=2x+1

y x?+2x-3

b) 2x+1=0
2x=—1
1
xX=—=
2

c) Aus dem Talelwerk, Seite 59, entnehmen
wir:

s|-2..—(2 ’ Daraus lolgt S(—1; —4)
7975 | g » Y

d) x?4+2x—3=0. Nach der Losungsforme!
fiir die quadratische Gleichung:

2
P P
x"’=—5i\/<5) -

Xp,2=—14£/1+3
x; =1
¢) Hierbei miissen beide Gleichungen zum
Schnitt gebracht werden.
x2+2x—-3=2x+1

X,=-3

x2=4
x=+2; y=+5
Xp==2; y,=-3



Zwischen den Priifungen

Da liege ich,

vom Strand bewacht,

der lockrem Sand befiehlt,
mich festzuhalten.

Plus- und Minuszeichen
hab ich

hinweggespiilt.

Aber manchmal,

Ein Vorkommnis bei der Prifung

Aufgabe:
Gegeben ist die lineare Ungleichung
8Rx+1) 5543

a) Losen Sie diese Ungleichung im Bereich

der reellen Zahlen! :

b) Geben Sie die folgenden Mengen durch

Aufzdhlung ihrer Elemente an:

1. Die Losungsmenge L, obiger Gleichung
im Bereich der natiirlichen Zahlen;

2. die Losungsmenge L, obiger Gleichung
im Bereich der ganzen Zahlen mit
—4<x<l;

3. die Menge M aller Elemente, die sowohl
in L, als auch in L, vorkommen!

Losung:

-—8(2x+1)<3x+2

a) 16x+8<3x+2

16x+8<5(3x+2)
16x+8<15x+10

b) L1={0;1}
L,={-3; -2; -1;0}
M ={0}

x<2

Aus den Reifepriifungen der Schuljahre 1970/71
und 1971/72:

Aufgabe: Durch die Gleichung
x2+q .
f(x)=x’+1 x,q reell;g$1)

sind rationale Funktionen gegeben.
a) Untersuchen-‘Sie, ob diese Funktionen fiir
q>0 bzw. fir g<0 Nullstellen besitzen!
Begriinden Sie Ihre Aussage!
b) Ermitteln Sie lim f(x)!
x++o

c) Jede derartige Funktion hat genau eine
lokale Extremstelle. Berechnen Sie diese
Extremstelle und den zugehorigen Funktions-
wert! (Hinweis:' Aul die Untersuchung der
zweiten Ableitung kann auf Grund der Auf-
gabenstellung verzichtet werden.)
Lésung: x*+q=0
q>0=>x?= —g (keine Nullstellenim Bereich
der reellen Zahlen)
q>0=>x%=¢q

x=+./q (zwei reelle Nullstellen)

einer Wolke nachsehend,
ertapp ich mich

bei dem Gedanken;

q Ahnelt sie nicht

. X1+ .
b) lim x’+q_ lim /)y einem Wurzelzeichen?

x++ o 2 _x-‘*w
1 x2<1+L2>
X

2x(x?+1)—(x%+¢q)2x

Dann weiB ich:
Die Priifungen beginnen erst.

o fl)=

(x2+1)?
2x—2gx Kurt Scharf
(P12 - 2. Zentrales Poetenseminar der FDJ
2x(1—-¢q)=0 in Schwerin aus:JW 31.8.71,S.5
xg=0  yg=¢q

Aufgabe: Eine Zahlenfolge (a,) ist gegeben
durch a,=3n(n—1) (n21).

a) Berechnen Sie die Glieder a,, a, und a,
dieser Zahlenfolge!

b) Bestimmen Sie die Partialsummen s,, s,
und s, der gegebenen Zahlenfolge!

¢) Das allgemeine Glied fiir die Folge der
Partialsummen kann in der Form
s,=n*+r'n (reP; neN; n=1)
dargestellt werden.

Bestimmen Sie den Wert der Variablen r
unter Verwendung der im Teil b) berechneten
Partialsummen! '

d) Setzen Sie den von Ihnen ermittelten Wert
der Variablen r in die in c) angefiihrte Glei-
chung ein!

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion,
daB der so erhaltene Ausdruck das allgemein_e
Glied fiir die Folge der Partialsummen ist!

Losung:

a) a,=0 (n=1 in a, eingesetzt)
a,=6
a,=18

. Denkmal des N. icus in Warsch
B) 5;=0; 5,=0+6=6; s5;=0+6+18=24 e?n mal des N. Copernicus in Warschau

¢) Die Losung kann durch Einsetzen von s,
oder s, oder s; erfolgen.
Losung mits,: s,=n+r-n

Gedenkmiinze der DDR (5 M), heraus-
gegeben zu Ehren des 400. Geburtstages von
J. Kepler (1971)

0=13+3-1
r=-1
d) s,=n*-n
LA.: n=1=s,=0
LV.: s=k-k
LB.: s =k+1°—(k+1)
IBew.: s, =s+3(k+1)k

[Fiir 3n(n—1)=a, setzen wir

8,1 =3(n+1)(n+1-1)=3(n+1)n]

Spe1 =k —k+3k2+3k
=k>+3k2+2k
=k+1P—(k+1) wzbw.

G. Piiffeld



Nicolaus Copernicus
Teil 3

X

Der Kampf um die Anerkennung des heliozentrischen
Weltbildes war schwer, lang und opferreich.

Die katholische und die lutherische Kirche sprachen
sich gegen das copernicanische System aus. Als der
Naturphilosoph Giordano Bruno aus der heliozentria-
len Auffassung weltanschauliche Konsequenzen zog,
stellte ihn die Inquisition vor Gericht; im Jahre 1600
wurde er in Rom auf dem Scheiterhaufen hingerichtet.
Der groBe italienische Naturforscher Galileo Galilei
trat fiir das heliozentrische Weltbild ein; im Jahre

1633 wurde er zum Widerruf gezwungen. Er starb im-

Gewahrsam der Inquisition. Die Biicher von Coper-
nicus selbst und alle die Werke, die die heliozentrische
Auffassung vertraten, wurden auf den pipstlichen
Index der verbotenen Biicher gesetzt und die Lehre des
Copernicus als ,,formlich ketzerisch® erklart. Dies
blieb so, noch bis zum Jahre 1833!

Der hervorragende deutsche Astronom und Mathe-
matiker Johannes Kepler (siehe alpha, Heft 3/72) war
einer der glihendsten Anhinger von Copernicus.
Mit groBem Mut verbreitete er die heliozentrische Auf-
fassung und fiigte der Lehre des Copernicus die neue
Einsicht hinzu, daB sich die Planeten in Ellipsen um
die Sonne bewegen. Auf der Keplerschen Grundlage
errichtete Isaac Newton im 17. Jahrhundert die Fun-
damente der mathematischen Himmelsmechanik, die
auf Grund ihrer groBen theoretischen und praktischen
Erfolge auch zur Anerkennung des heliozentrischen
Weltbildes unter den Naturwissenschaften fiihrte.
Indessen fehlte um diese Zeit noch ein direkter, expe-
rimenteller Beweis fiir die Bewegung der Erde um die
Sonne. Bei der Bewegung der Erde muften eine Aber-
ration* des Lichtes und eine Parallaxe** bei der Beob-
achtung der Fixsterne nachzuweisen sein. Doch konn-
ten beide physikalische Effekte wegen ihrer Kleinheit
erst mit vervollkommneten Instrumenten nachgewie-
sen werden, die Aberration 1728 durch den Engliander
James Bradley, die Fixsternparallaxe 1833 durch
Friedrich Wilhelm Bessel. Damit war nun auch der
experimentelle Nachweis der Richtigkeit des helio-
zentrischen Systems unwiderlegbar erbracht und der
Triumph der Lehre von Copernicus vollkommen.
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Auch in der Deutschen Demokratischen Republik
werden Werk und Person des Nicolaus Copernicus
aus AnlaB seines 500. Geburtstages gewiirdigt werden.
Die vielfiltigen Vorbereitungen werden durch ein
bei der Akademie der Wissenschaften der DDR
bestehendes Copernicus-Komitee geleitet, dessen Vor-
sitzender der Vizeprisident der Akademie, Prof. Dr.
Scheel, ist.

Eine Fiille von Veranstaltungen an der Akademie,
an den Hochschulen und Oberschulen, im Rahmen
der Urania-Gesellschaft u. a. m. wird die Leistung
von Copernicus einem breiten Publikum nahebringen.
Die Verlage der DDR werden Publikationen iiber
Copernicus vorlegen, deren Ziel es ist, das Wirken von
Copernicus darzustellen, das durch tiefgreifende Um-
wilzungen auf dem Wege zum Fortschritt gefiihrt hat,
zur Begriindung des wissenschaftlichen astronomi-
schen Weltbildes. H. Wuping

* Aberration: a) Eine infolge der endlichen Geschwindigkeit des
Lichtes und der Bewegung der Erde hervorgerulene scheinbare Orts-
verinderung der Gestirne.

b) Die jahrliche Aberration, die dadurch bewirkt wird, daB ein
Beobachter auf der Erde infolge deren Rotation in einem Kreis um

" die Erdachse bewegt wird. Infolge der Erdrotation erscheint fiir einen

Beobachter am Erdidquator ein Stern im Meridian um einen Winkel
von 0,32” nach Osten verschoben. Mit wachsender geographischer
Breite ¢ des Beobachtungsortes und damit abnehmender Bewe-
gungsgeschwindigkeit wird auch der Aberrations-Winkel a geringer.
Es gilt ®=0,32" - cos ¢.

** Parallaxe: Eine Standortveranderung eines Beobachters gegen-
itber einem bestimmten Himmelsko6rper ergibt sich bei der Bewe-
gung der Erde um die Sonne. Infolge dieses dauernden Standort-
wechsels erscheinen die Himmelskorper von der Erde aus an ver-
schiedene Punkte der Himmelskugel projiziert. Diese dadurch
hervorgerufenen Ortsverdnderungen werden als eine parallaktische
Bewegung bezeichnet.

Leitungskollektiv der,,Operation Fromburg**




Denkmal des N. Copernicus auf dem Markt
von Toruf

Biicher anlaBlich
des 500. Geburtstages

M. Biskup: Mikolaj Kopernik
Biographien hervorragender Naturwissen-
schaftler und Techniker

Etwa 140 Seiten mit etwa 10 Abb., kartoniert
etwa 4,80 M

In der Broschiire wird Nicolaus Copernicus
(lateinische Schreibweise des Namens) ge-
wiirdigt, der mit seinem heliozentrischen
Weltsystem eine wesentliche Grundlage un-
seres modernen Weltbildes schuf. Auch seine
umfangreiche politische Tatigkeit wird hier
ausfithrlich dargestelit.

BSB B. G. Teubner

Verlagsgeselischaft - Leipzig

H. Wublling: Nikolaus Kopernikus

85 Seiten, 70 Abbildungen und Fotos, Ganz-
gewebe, 9,80 M

Mit diesem Buch wird in knapper, iibersicht-
licher Darstellung und reicher Ausstattung
eine der Bedeutung der Ereignisse wiirdige
Publikation vorgelegt. Denn ,,unter allen Ent-
deckungen und Uberzeugungen®, konnte
Goethe noch sagen, ,,mochte nichts eine
groBere Wirkung auf den menschlichen Geist
hervorgebracht haben, als die Lehre des
Kopernikus.*

Es ist besonderes Anliegen der Arbeit, die
Kopernikanische Wendung im Weltbild und
die bedeutende wissenschaftsgeschichtliche
Persdnlichkeit ihres Schopfers vor dem kul-
turgeschichtlichen Hintergrund der Renais-
sance und des Zeitalters der groBen geogra-
phischen Entdeckungen zu zeichnen.

Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Operation Fromburg

Zu Ehren des polnischen Astronomen Coper-
nicus rief der polnische Pfadfinderverband zu
der Aktion ,,1001 Kleine Dinge* auf. Uber
1500 Jugendliche erklirten sich bereit, nach

Fromburg zu fahren und dort an Verschéne-
rungsarbeiten, Ausgrabungen (unter Anlei-
tung von Wissenschaftlern), Anlegung von
Parkanlagen, neuen Wegen usw. mitzuwir-
ken. Die Midchen und Jungen sind in Schu-
len, Zeltlagern und Touristenherbergen un-
tergebracht. Die Hilfte des Tages ist-der Frei-
zeit (Wanderungen, Spiele, Touristikiibungen
usw.) gewidmet.

EOS ,,Heinrich Hertz* ehrt
den groflen Wissenschaftler

N. Copernicus zu ehren — seinen 500. Geburts-
tag wiirdig in den Unterricht und die auBer-
unterrichtlichen Veranstaltungen einzubezie-
hen — bedeutet fiir die Schiiler unserer Schule
eine vielseitige Auseinandersetzung mit den
Ergebnissen der modernen Astronomie und
den astronomischen Erfahrungen eines halben
Jahrtausends.

Im Astronomieunterricht wird das Leben und
Wirken des verdienstvollen Astronomen und
Mathematikers durch die Einbeziehung von
Zitaten aus seinen Werken lebendig gemacht
und sein zukunftsweisendes Gedankengut im
heliozentrischen Weltbild diskutiert und ge-

zeigt, daB er die Grundbausteine fir die
Arbeiten eines J. Kepler und I. Newton vor-
zeichnete. Durch eine gute Zusammenarbeit
mit der Berliner Archenhold-Sternwarte ist
die Moglichkeit geboten, ein Fiinltel des
Jahresstoffes des Astronomieunterrichts in
den Ausstellungsraumen und dem Planeta-
rium zu erarbeiten. Im Copernicus-Jahr wer-
den dabei die Copernicusausstellung und
der Copernicus-Gedenkplatz ein weiterer
guter Ankniipfungspunkt sein.

Innerhalb des Schullebens spielt der Heinrich-
Hertz-Wettbewerb cine bedeutende Rolle.
In der diesjahrigen Ausschreibung ist ein
Thema dem Leben und Wirken N. Copernicus
gewidmet; ein weiteres bestitigt die Ergeb-
nisse seiner Fundamentalaussagen iiber das
3.Keplersche Gesetz in der Form:

a: uz(ms+’"rl)=k)

fiir das auf dem Rechner SER 2d ein Pro-
gramm ausgearbeitet wird, das es gestattet,
die GréBen a und m,, auf sicben Stellen sowie
u und M, auf vier Kommastellen auszu-
driicken.

Der Schwerpunkt unserer Arbeit liegt aber
in der beobachtungstechnischen Unterwei-
sung mit dem Schulfernrohr 63/840. (Jede
Klasse, in der Astronomieunterricht durch-
geflihrt wird, besitzt ein solches Fernrohr.)
Jeder Schiiler fiihrt ein lehrplangerechtes
Beobachtungsprogramm durch, wobei die
Planung dafir voll in den Hénden der Schii-
ler liegt. Es bildet die Vorstufe einer schopfe-
rischen astronomischen Titigkeit im Sinne
des Lebenswerkes N. Copernicus: von der
unmittelbaren Anschauung zu theoretischeg,
Kenntnissen zu gelangen. R. Botschen

Ersttagsbrief, herausgegeben am 12. 2. 1972
zu Ehren eines Copernicus-Symbosiums in
Frombork
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Aus der Graphentheorie

Teil 2

Nun zum bereits angekiindigten ersten Satz:

Satz 1: Es seien | X|=n die Anzahl der Kno-
tenpunkte, | U| die Anzahl der Kanten und
Sy, S3 ..., S, die Valenzen der Knotenpunkte
des Graphen G=[X, U].

Dann gilt

L]
Y 5,=2|U|, d h. die Summe der Valenzen
i=1

aller Knotenpunkte des Graphen G ist gleich
der doppelten Kantenzahl.

Beweis: Wir denken uns jede Kante durch
zwei Halbkanten ersetzt (Bild 9), so daB jede
Halbkante mit genau einem Knotenpunkt
inzidiert. Hat der Knotenpunkt ie X die
Valenz s;, so inzidiert er mit genau s; Halb-

kanten, d.h. ) s, ist gleich der Summe
=1

aller Halbkanten und damit gleich der dop-
pelten Kantenzahl.

* Wenn ihr die Graphen der Bilder 2 und 3b
betrachtet, so werdet ihr einen wesentlichen
Unterschied feststellen. Im Graphen des Bil-
des 3b konnen wir von jedem Knotenpunkt
aus jeden der iibrigen Knotenpunkte des
Graphen erreichen, wihrend wir im Graphen
des Bildes 2 von den Knotenpunkten E oder
F aus zu keinem der Knotenpunkte 4, B,C, D
gelangen konnen. Diesen Unterschied wollen
wir exakt erfassen. Dazu miissen wir wieder
einige neue Begriffe vereinbaren. (Def. 5 bis 9)
Definition 5: (ay, a,) (a,, a3) (a3, a4) (a4, as) ...
(a,- i, a,) heiBt eine Kantenfolge. Hierbei wer-
den durch a; Knotenpunkte, durch (g, aj)
Kanten bezeichnet.

Die Kantenfolge heiBt geschlossen, wenn
a,=a, ist, sonst offen.

Bemerkung: In einer Kantenfolge konnen
gleiche Kanten mehrmals aultreten.
Definition 6: Eine Kantenfolge, in der jede
Kante eines Graphen G hochstens einmal
aultritt, heiBt Kantenzug.

Bemerkung : Gleiche Knotenpunkte kdnnen
mehr als einmal vorkommen.

Definition 7: Ein offener Kantenzug, in dem
kein Knotenpunkt mehr als einmal vor-
kommt, heiB3t Weg.
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Definition 8: Kommt in einem Kantenzug
jeder Knotenpunkt — mit Ausnahme des
Anfangsknotenpunktes, der gleich dem End-
knotenpunkt ist — genau einmal vor, so
spricht man von einem Kreis.

a5
/]
9%
a, o 0y
ay
Q8 ap

Beispielsweise ist im Graphen des Bildes 10
(ay, a5) (a3, a3) (a3, as) (as, a5) (ay, a3) (a3, a7)
“(a4, a4) (a4, ag) (a, as) (as, a,) (a4, a7) (a4, a5)
(a3, a9) (ag, ag) (ag, a3) (a3, a2)

eine Kantenfolge, aber kein Kantenzug

(a1, a2) (a,, a3) (a3, as) (ag, as) (a5, a5) (a3, a7)
ist eine Kantenfolge.

(a3, a4) (a4, a4) (ag, a,) ist ein Kreis und

(ay, az)(az- a3) (a3, a7} (a7, a,4) (a4, as) ,ein Weg,
der den Knotenpunkt a, mit dem Knoten-
punkt a5 verbinder.

Definition 9: Ein Graph G, in dem je zwei
Knotenpunkte g, a; durch (mindestens) einen
Weg verbunden ist, heiBt zusammenhingend.
Nicht zusammenhéngende Graphen bestehen
aus mindestens zwei (zusammenhingende)
Komponenten.

Beispiele: Der Graph in Bild 2 ist also ein
nichtzusammenhéngender Graph mit zwei
Komponenten. —

Jeder Graph mit mehr als einem Knoten-
punkt, der einen isolierten Knotenpunkt ent-
hilt, ist nicht zusammenhidngend. —

Do or @)@ -

Die Graphen c), bzw. d), bzw. €), bzw. [) des
Bildes 11 sind nicht zusammenhingend und
bestehen aus 2 bzw. 4 bzw. 3 Komponenten.
Wir wollen nun endlich einmal wieder die
etwas 0de Kette der — sehr notwendigen —
Definitionen durchbrechen; denn wir sind be-
reits in der Lage, zwei weitere einfache Sitze
in der iiblichen graphentheoretischen Termi-
nologie zu formulieren und zu beweisen.

Zuniichst noch eine Frage:
Findet ihr die beiden folgenden Aussagen
zunichst nicht auch verbliiffend?

Aussage 1: Die Anzahl der Menschen, die
ecine ungerade Anzahl von Freunden haben,
ist gerade.

Aussage 2: Die Anzahl der Staaten, die bi-
laterale Vertrige unterzeichnet haben, ist
gerade.

Sicher wird es euch gelingen mit Hilfe des
Satzes 2, dem wir uns nun sofort zuwenden
wollen, beide Aussagen zu beweisen.

Satz 2: In jedem zusammenhingenden Gra-
phen G ist die Anzahl der Knotenpunkte un-
gerader Valenz gerade.

Beweis:

Essei Y,=Ys, und Y,=Ys;.

s; ungerade s; gerade

X
Nach Satz 1ist } +3,= lZ!
s=2|U|. =
Esist ), =2|U|-Y,. ™
Y, als Summe gerader Zahlen ist eine gerade
Zahl, 2|U]| ist ebenfalls gerade und damit
auch 2|U|-3,.
Da die rechte Seite der Gleichung (*) eine
gerade Zahl ist, ist es auch die linke: },.
Wir zeigen indirekt, daB Y, eine gerade
Anzahl (ungerader) Summanden enthilt, in-
dem wir annehmen, das Gegenteil sei der Fall
und diese Annahme zum Widerspruch fiihren.

2m—1
Wirnehmenalsoan,esseiy, = ), (2n,—1).
i=1

(Jede ungerade Zahl kann bekanntlich in der
Form 24—1 mit natiirlichem g dargestellt
werden.)

2m-1 2m—-1 2m-—1
Y.= Z 2n,— Z 1=2 Z n,—(2m—-1)

2m
=2 Z n—2m+1=2- Z n—2m+2—1

i=1 =
2m-—1

2( Y ni—2+1)—l=2q+l.
i=1

Y, ist also eine ungerade Zahl. Unsere An-
nahme hat damit zum Widerspruch gefiihrt,
wir hatten uns ja iiberlegt, daB ), gerade
ist.

Damit haben wir gezeigt, daB Y, durch eine
gerade Anzahl von Summanden entsteht,
diese ist aber gleich der Anzahl der Knoten-
punkte geraden Valenz in G.

Unsere neu gewonnenen Erkenntnisse wollen
wir wieder durch das Losen einiger Aufgaben
erhirten.

AS5A Sieben Freunde, die in Urlaub fahren,
vereinbarten, daB jeder von ihnen an drei
von den iibrigen sechs eine Ansichtskarte
schicken sollte.

Kann diese Korrespondenz so organisiert
werden, daB jeder nur denjenigen Freunden
schreibt, von denen er im Laufe des Urlaubs
Ansichtskarten erhdlt?



A6a Man entscheide, ob ein Graph mit
sechs Knotenpunkten existiert, deren Valen-
zen der Reihe nach 2, 3, 3, 4, 4, 4 sind.

A7a Man entscheide, ob ein Graph mit
mehr als einem Knotenpunkt existiert, fiir
den zwei Knotenpunkte niemals die gleiche
Valenz haben.

A8a G sei der vollstindige n-Graph:

Man wihle in G zwei Knotenpunkte x und y
aus und bestimme die Anzahl aller Wege im
Graphen G, die in x beginnen und in y enden.

A94 G=[X, U] seiein (endlicher) schlich-
ter Graph, in dem jeder Knotenpunkt die
Valenz g hat. Es ist zu beweisen, daB dann
2|U|=g"|X| gilt.

A10A G sei der volistindige n-Graph.
Wieviel verschiedene Kreise lassen sich in G
finden?

W. Vop

Zum 500. Geburtstag
von N. Copernicus

® Die UNESCO hat beschlossen, den 500.
Geburtstag des polnischen Astronomen am
19. 2. 1973 in Paris feierlich zu begehen. Eine
einstimmig gebilligte Resolution unterstreicht
die auBergewohnliche Bedeutung der Ent-
deckungen des N. C. Sie ruft alle Mitglieder
und UNESCO-Kommissionen
auf, den Geburtstag dieses groBen Wissen-

nationalen

schaftlers zu ehren und ,,die internationale
wissenschaftliche Zusammenarbeit, vor allem
auf dem Gebiet der Kosmosforschung, zu
entwickeln und sie im Geiste des Friedens
und des Fortschritts der gesamten Mensch-
heit zuganglich zu machen.*

® Ende Februar 1973 lduft in den Film-
theatern der DDR ein zweiteiliger Film
(in Farbe) an, der das Leben und Wirken
von N. C. zeigt (Koproduktion VR Polen/
DDR).

@ Die Zeitschrift ,, Astronomie in der Schule*
(Herausgeber: Verlag Volk und Wissen) gab
ein Sonderheft zu Ehren des N. C. heraus
(6/72). Es eignet sich besonders fiir den
Unterricht sowie fiir eine intensive auBer-
unterrichtliche Arbeit.

® Der mathematisch-physikalische Salon im
Dresdener Zwinger ehrt N. C. durch eine
Ausstellung.

® Zu Ehren des N. C. werden in der VR
Polen 500 Copernicus-Kabinette, ausgestat-
tet mit modernen Lehrmitteln fiir den natur-
wissenschaftlichen Unterricht, aus gesell-
schaftlichen Mitteln eingerichtet.

Ach du griine Neune!

Sprichwortliche Redensarten

Wir firben die Neom griin, kommen vom
Hundertsten ins Tausendste, geben unseren
Dreier dazu oder machen jemandem ein X fiir
ein U vor. Und doch ist uns der Ursprung
solcher Redensarten oft ein Buch mit sieben
Siegeln.

Daraus kann man nur das Fazit ziehen, sie zu
erklaren.

Eigentlich ist es ein Lob fiir das Zahlen und
Rechnen, wenn man es zum Kennzeichen fir
das Verhalten macht: Er tut, als ob er nicht
bis drei ziihlen konnte, meint ja, daB sich
jemand sehr dumm anstellt. Es ist wohl auch
ziemlich einfach, bis drei zu zdhlen . ..

Diese Redensart findet sich an verschiedenen
Stellen, so z. B. bei dem Wiener Prediger
Abraham a Santa Clara in ,,Mercks Wien"
von 1679: ,,s0 einfaltig, daB sie nicht koennten
drey zehlen* oder — etwas abgewandelt —in
Luthers Tischreden:

,,stellet sich also sehr schwach, als kuendte
er nicht vier zehlen*:.

Aber wenn wirklich jemand nicht bis drei
zihlen kann, dann fahren sicher viele ent-
riistet in die Héhe mit einem:

»Jetzt schligts dreizehn !

Hat es schon irgendwann dreizehn Mal ge-
schlagen? Bei normalen Uhren sicher nicht,
zumal auch die durchgingige Zihlung der
Stunden erst mit aufkommender Industriali-
sierung eingefiihrt wurde. Es wire also etwas
Ungewohnliches, nicht mit rechten Dingen
Zugehendes, wenn es dreizehn Mal schliige,

d. h. — nach mystischer Vorstellung —: der
Teufel hat seine Hand im Spiel.

Diese aberglaubische Vorstellung lieB beson-
ders den 13. eines Monats zum Inbegriff eines
ungliicklichen Tages werden.

Und wenn man am 13. die Abmachung trifft,
in acht Tagen wieder zusammenzukommen,
meint man sicher den 20., also zwischen den
beiden Terminen die Zeitspanne von einer
Woche. Diese hat aber doch nur sieben Tage!?
Die Ursache hierfur liegt in einer mittelalter-
lichen Rechtsformel.

Alle sechs Wochen wurde eine ordentliche
Gerichtsversammlung (,,Ding‘‘) abgehalten.
MuBte man nach GerichtsbeschluB ein Jahr
warten (z. B. in Erbschaftsangelegenheiten),
so wurde diese Sache auf dem Ding nach
diesem Jahr, also insgesamt nach einem Jahr
und sechs Wochen verhandelt. Fiir den
kiirzeren Zeitraum einer Woche war die
analoge Zugabefrist ein Tag (im Franzo-
sischen auch: ,,quinze jours* fir zwei Wo-
chen, wortlich 15 Tage).

Nach Adam Ries ist also hier auf alle Fille
etwas falsch, denn mit dieser Redensart
pflegt man die Richtigkeit einer Rechnung
zu bestitigen und wiirdigt damit gleichzeitig
die groBen Verdienste des Annaberger Re-
chenmeisters. A. Ries (*1492 in Staffelstein
b. Bamberg, 1 1559 in Annaberg) verfaBte die
volkstiimlichsten und verbreitetsten (weil
deutsch geschriebenen und padagogisch gut
aufgebauten) Rechenbiicher des 16. Jahr-
hunderts, in denen er — aufbauend auf
Altes — das noch neue Ziffernrechnen ver-
breitete und viel praktische Beispiele gab.
Jetzt sind wir schon von sich dumm anstel-
lenden Leuten, die nicht bis drei zihlen kon-
nen, zu einem bedeutenden Mann der mittel-
alterlichen Mathematik gekommen — sozu-
sagen vom Hundertsten ins Tausendste, von
einem Thema zum anderen. Ihr werdet’s viel-
leicht nicht glauben — wir bleiben mit diesen
Worten bei Adam Ries. In Wirklichkeit hat
diese Wendung nimlich folgenden Ursprung:
Ende des 15. bis ins 17. Jahrhundert (also zu
Adam Ries’ Zeit!) wurde sehr viel das
Rechenbrett benutzt, auf dem waagerechte
Linien gezogen waren, die den Stellenwert
von aufgelegten Marken (sog. Rechenpfen-
nigen) festlegten: auf der untersten Linie die
Einer, dann die Zehner, die Hunderter usf.
(;,Rechnen auf der Linien*). — Siehe Abb. —

Den urspriinglichen Wortlaut dieser Redens-
art findet man bei Agricola (1529): ,,Er wirfft
das hundert in tausent”, d. h. der Rechen-
pfennig wird auf die falsche Linie gelegt.
Ch. Pollmer

3244 2 X—8—8—@———— X Tausender (mit xmarkiert)
= 44— Hunderler
—@ Zehner
— 00— Einer
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Kleine Worte

GroBle Wirkung Teil 3

,Wenn - - - so ...“ und ,,Wenn ..., s0 - - -*

Als Klaus in seiner Mathematikarbeit be-
grindete, daB die Zahl 3741 111 durch 3 teil-
bar ist, schrieb er:

,,Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, so ist
auch die Quersumme dieser Zahl durch 3
teilbar.*

Hans dagegen hatte geschrieben:

,»Da die Quersumme der Zahl durch 3 teil-
bar ist, ist auch die Zahl selbst durch 3 teil-
bar*

und erhielt die volle Punktzahl.

Klaus war nun der Meinung, daB beide
Aussagen dasselbe zum Ausdruck bringen.
Ist das wirklich so?

Zunichst sei erst einmal geklirt, daB es sich
bei den obigen Sitzen wieder um Aussagen-
verbindungen handelt, die mit der Wendung
,wenn —, so* gebildet werden. Eine solche
Aussagenverbindung nennt man auch Im-
plikation.

Bei den uns bisher bekannten Aussagenver-
bindungen (Konjunktion, Alternative, Dis-
junktion) spielte die Reihenfolge der Teil-
aussagen fir die Entscheidung, ob die Aus-
sage wabhr ist, keine Rolle.

Bei der Implikation ist das nicht so. Betrach-
ten wir dazu folgendes Beispiel:

Der Satz

Wenn eine Zahl durch 2* teilbar ist, so ist sie
auch durch 2 teilbar

hat die Form ,,wenn———, so. . .““. Erist wahr.
In solchen Sitzen nennt man den ersten
Teil (vor dem Komma) oft Voraussetzung,
den zweiten Teil Behauptung.

Vertauscht man nun die Voraussetzung und
die Behauptung, so erhilt man die Umkeh-
rung dieses Satzes:

Wenn eine Zahl durch 2 teilbar ist, so ist sie
auch durch 2° teilbar.

Dieser Satz ist falsch.

Betrachten wir einmal die Begriindungen von
Hans und Klaus:

Hans schrieb:

Wenn die Quersumme der Zahl durch 3 teil-
bar ist, so ist auch die Zahl durch 3 teilbar.
Klaus dagegen schrieb die Umkehrung dieses
Satzes auf, nimlich:

10

Wenn die Zahl durch 3 teilbar ist, so ist die
Quersumme dieser Zahl durch 3 teilbar.
Beide Sitze haben die ,,wenn-, so*‘-Form,
aber deswegen kann man nicht sagen, daB
sie dasselbe ausdriicken. Dabei spielt es gar
keine Rolle, daB diesmal beide Sitze wahr
sind. Sie unterscheiden sich trotzdem sehr
wesentlich voneinander:

Die Voraussetzung von Hans lautet :

Die Quersumme der Zahl 3741111 ist durch
3 teilbar. Die daran anschlieBende Behaup-
tung ist: Die Zahl 3741111 ist auch durch 3
teilbar.

Klaus setzt dagegen voraus, daB die Zahl
durch 3 teilbar ist, und schlieBt daran die
Behauptung an, daB auch die Quersumme
durch 3 teilbar ist.

Die Umkehrung eines wahren Satzes kann
wahr sein, sie kann aber auch falsch sein,
wie wir oben geschen haben. Deshalb ist es
stets sehr wichtig, sich genau zu iiberlegen,
ob die Umkehrung eines Satzes wahr ist
oder nicht.

Ist die Umkehrung eines wahren Satzes'wahr,
so kann man beides (Satz und Umkehrung)
in einem Satz formulieren, indem man die
Redewendung ,,genau dann, wenn* bzw.
,,dann und nur dann, wenn* verwendet.
Also: Eine Zahl ist genan dann durch 3 teil-
bar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar
ist.

Oder : Eine Zahl ist dann und nur dann durch 3
teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar
ist.

Wir wollen jetzt zu einigen Sétzen selbst
die Umkehrungen bilden und dann nach-
priifen, ob sie wahr sind:

Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, so ist sie
auch durch 2 teilbar.

Die Umkehrung lautet:

Wenn eine Zahl durch 2 teilbar ist, so ist
sie auch durch 6 teilbar.

Der zweite Satz ist offenbar falsch, denn 14
ist z. B. durch 2, aber nicht durch 6 teilbar.
Wie steht es mit folgenden Sitzen? Uber-
legt selbst!

a) Wenn eine Zahl durch 12 teilbar ist, so
ist sie auch durch 6 teilbar.

b) Wenn ein Rechteck ABCD vier gleich-
lange Seiten hat, so ist das Rechteck ABCD
ein Quadrat.

c) Wenn irgendein Punkt P innerhalb des
Dreiecks liegt, so liegt er auch innerhalb des
Kreises. (Sieche Abb.)

Nur die Umkehrung des Satzes b) ist wahr.
Zum SchluB noch ein paar schwierigere Auf-
gaben:
Uberpriift, ob folgende Sitze wahr sind!
a) Eine Zahl ist dann und nur dann durch 9
teilbar, wenn sie auch durch 3 teilbar ist.
Losen wir die Aufgabe a) gemeinsam: Wie
wir gelernt haben, bedeutet dic Redeweise
,,dann und nur dann, wenn** die Zusammen-
fassung eines Satzes mit seiner Umkehrung.
Um zu entscheiden, ob der Satz a) wabhr ist,
wollen wir iiberlegen, ob die beiden Teilaus-
sagen wahr sind, aus denen der Satz zusam-
mengesetzt werden kann. Die beiden Teilaus-
sagen lauten:
a’) Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so
ist sie auch durch 3 teilbar.
a’’) Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, so
ist sie auch durch 9 teilbar.
Der Satz a’) ist wahr, der Satz a”) aber ist
falsch. Also ist der durch Zusammenfassung
von a’) und a’’) entstandene Satz falsch.
Durchdenkt nun einmal selbstindig die nich-
sten Sitze!
b) Ein Dreieck 4BC besitzt dann und nur
dann drei gleichgroBe Winkel, wenn es
gleichseitig ist.
c) Zwei Zahlen haben genau dann einen
gemeinsamen Teiler, wenn sie beide gerade
sind.
d) Eine Zahl ist genau dann durch 4 teilbar,
wenn sie durch 8 teilbar ist.

L. Flade

Was ist hier unlogisch?
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Ungleichungen
im Bereich der
natiirlichen Zahlen

Schon im Altertum treten Ungleichheitsre-
lationen, vor allem in der Geometrie, hiufig
auf. So formuliert der griechische Mathe-
matiker Eukleides (Euklid) von Alexandria
(um 365 bis um 300 v. u. Z.) in seinem bedeu-
tenden Werk ,,Elemente* auch eine Reihe von
Sidtzen aus der Geometrie, die Ungleichheits-
relationen ausdriicken, z. B. den Satz: ,,In
jedem Dreieck sind je zwei Seiten zusammen
grofer als die dritte*. Diese Relationen wer-
den aber stets in Worten formuliert; Unglei-
chungen im modernen Sinne mit einem Rela-
tionszeichen (<oder>) kennt man weder
im Altertum noch im Mittelalter.

Diese Zeichen, mit deren Hilfe die Formulie-
rung von Ungleichheitsrelationen wesent-
lich erleichtert wird und wichtige SchluB-
folgerungen aus Ungleichungen hergeleitet
werden koénnen, treten in der Mathematik
erst seit dem 17. Jahrhundert auf und haben
sich seit dieser Zeit allgemein durchgesetzt.
Sie konnen zuerst in dem grundlegenden
Lehrbuch der Algebra des englischen Mathe-
matikers Thomas Harriot (1560 bis 1621),
der auch als Astronom und Kartograph
bedeutendes geleitet hat, nachgewiesen wer-
den. Dieses Werk, das den Titel

Artis analyticae praxis

hat, wurde erst 1631, zehn Jahre nach dem
Tode Harriots, herausgegeben. Die von ihm
benutzten Relationszeichen (siche Abb.)
entsprechen bereits den modernen Zeichen,
sie sind aber meistens erheblich linger und
groBer, als sie heute geschrieben werden.

Fittem il Zogtiere verbote:
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Das Werk ist, wie das noch im 17. Jahrhun-
dert hiufig liblich war, in lateinischer Sprache
geschrieben.
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alla Die beiden Ungleichungen a<b
und b <c lassen sich als fortlaufende Unglei-
chung a<b <c schreiben.

Stelle aus den Ungleichungen

Z>x, V>X, y>V, z<y, X<}y, z<y

eine fortlaufende Ungleichung her!

A12a Bestimme die Menge aller natiir-
lichen Zahlen n, fir die die Ungleichungen

342 <n <356 erfiillt sind und auBerdem je-
weils eine der folgenden Bedingungen gilt:
a) n ist keine gerade Zahl,

b) n ist Vielfaches von 3,

¢) nist durch 2 und 3 teilbar,

d) n ist durch 2, aber nicht durch 3 teilbar,
e) n ist durch 3, aber nicht durch 2 teilbar,
f) 20 ist Teiler von n,

g) n ist durch 25 teilbar,

h) nistentweder durch 2 oder durch 3 teilbar,
i) 2 oder 3 sind Teiler von n,

k) nist sowohl durch 3 als auch durch 4 teil-
bar.

Al3a Wieviel Moéglichkeiten gibt es, in
der Ungleichung a<b die Variablen a und b
durch die natiirlichen Zahlen von 0 bis 20
zu ersetzen, daB die Ungleichung dabei stets
erfiillt wird?

al4a Essind alle geordneten Paare (x, y)
natiirlicher Zahlen anzugeben, fir die die
Ungleichung

3x +4y <10 erfiillt ist.

A 154 Essind alle geordneten Paare (x, y)
natirlicher Zahlen anzugeben, fiir die das
Ungleichungssystem
x+ y< 4
2x+ 5y > 10 erfiillt ist.

Al6Aa 9x+22-2x<100—11x—42
Bestimme die Lésungsmenge!

Al17a Setze in die folgenden Aufgaben das
jeweils richtige Zeichen (=, <, >) fiir * ein!
35:7+40* 45
(81-39):7*5
49:7+55*62
(94-38):7*9

Al18a Vergleiche die folgenden beiden
Ungleichungen:

3x+5<20und 3x<15
Was stellst du fest?

Diese Seite wurde gestaltet fiir einen Arbeits-
gemeinschaftsnachmittag in Klasse 5/6
(alpha-Club, 29. OS, 7027 Leipzig).

J. Lehmann

Die Redaktion alpha erwartet weitere Vor-
schlige fir Zirkelnachmittage in den Xlas-
senstufen 5/6 fiir die Seite:

aufgepaBt - nachgedacht - mitgemacht.
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Wer lost mit?
alpha-wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 3. Mai 1973

541003 Gegeben sei ein Quader mit dem
Rauminhalt V=64 cm®. Welche Kantenlin-
gen a, b und ¢ (in cm) kénnte der Quader
besitzen, wenn deren Mafzahlen natiirliche
Zahlen sein sollen? Welcher von diesen Qua-
dern besitzt die kleinste Oberflache? P.

541004 Karin kaulte einen Radiergummi
zu 0,23 M, einen Bleistift zu 0,20 M und vier
Hefte zum Stiickpreis von 0,08 M. Beim
Bezahlen stellt sie fest, daB der Gesamtpreis
genau den vierten Teil des Geldbetrages
ausmachte, den sie bei sich hatte. Spiter
kaufte sie dann noch ein Zeichendreieck
fiir 0,44 M. Wieviel Mark besaB8 Karin noch
nach dem Einkauf?  Mathematikfachlehrer

Karl-Heinz Gentzsch, 7404 Meuselwitz

W 5a1005 Gegeben sei eine Gerade g und
zwei einander entsprechende Punkte A und
A', die symmetrisch beziiglich der Geraden g
als Symmetrieachse liegen. Ferner sei ein
Punkt B, der mit A auf der gleichen Seite
von g liegt derart gegeben, daB B nicht aufl
AA’" liegt, und daB AB nicht parallel zu g
verlduft. Es ist der Bildpunkt B’ von B unter
alleiniger Verwendung eines Lineals zu kon-
struieren, d. h. es diirfen nur Geraden gezo-
gen werden. Sch.

W S5a1006 Ein Lebensmittellager lieferte
an vier Konsumverkaufsstellen insgesamt
1200 Schachteln Pralinen mit je 125 g Inhalt.
Davon erhielt die erste Verkaufssielle den
dritten Teil. Die zweite Verkaufsstelle erhielt
von den danach verbleibenden Schachteln
den vierten Teil. Die restlichen Schachteln
wurden an die dritte und vierte Verkaufsstelle
zu gleichen Teilen aufgeteilt. Wieviel Schach-
teln Pralinen wurden an jede dieser Verkaufs-
stellen geliefert? Wieviel Kilogramm wiegt
die insgesamt ausgelieferte Menge an Pra-
linen? Heidrun Mau,

POS Siedenbollentin, K1. 6

W 5*1007 Ein Mathematiklehrer war mit
seinem Trabant unterwegs. Vor Antritt der
Fahrt zeigte das Tachometer eine fiinfstellige
Kilometerzahl an, bei der (von links nach
rechts gelesen) die erste Ziffer mit der vierten,
die zweite mit der fiinften iibereinstimmte.
Dividiert man die Zahl, die der zweiten Zil-
fer entspricht, durch die Zahl, die der ersten
Ziffer entspricht, so erhilt man als Ergebnis
die dritte Ziffer. Keine Ziffer kam in der fiinf-
stelligen Kilometerzahl mehr als zweimal
vor. Nach Beendigung der Fahrt waren die
vierte und finfte Ziffer miteinander ver-
tauscht. Wie lautete der Tachometerstand
vor Antritt der Fahrt? Wieviel Kilometer
war der Lehrer gefahren, wenn er mehr als
20 km, aber weniger als 30 km zuriickgelegt
hat? Mathematiklehrer

Rolf Langbein, 6427 Lichte

W 5%1008 Addiert man die Zahlen, die
jeweils das Lebensalter von Axel und Bernd
(in ganzen Jahren) angeben, so erhilt man 21.
Ihr Freund Dieter ist genau drei Jahre alter
als Axel und neun Jahre jiinger als Bernd.
Wie alt ist jeder der drei Jungen?

641009 Ermittle alle durch 36 teilbaren
dreistelligen natiirlichen Zahlen, deren Zeh-
nerstelle jeweils eine Primzahl darstellt. P.

641010 Gegeben sei ein Rechteck ABCD
mit der Rechteckseite BC=a und der Diago-
nalen AC=2a. Es ist die GréBe des Winkels
¥ CAB zu bestimmen. P.

W6 w1011 Zeichne ein gleichseitiges Drei-
eck ABC, verlingere die Seite 4B iiber B
hinaus um sich selbst bis D und verbinde C
mit D. Beweise, daB die Geraden AC und
CD aufeinander senkrecht stehen! Sch.

W6 w1012 Klaus hat vier verschiedene Sor-
ten Stahlkugeln. Mit Hilfe einer Balkenwaage
stellt er fest, daB zwei Kugeln der Sorte B
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vomame, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numerert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben ecinen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene l6sen die Aufgaben, welche
mit W m 10/12 oder W * 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210°'mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstandige und richtige) Lésung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pridikat ,,sehr gut gelost*,
»gut gelost™ oder ,,gelost'*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,,nicht gelost*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1972/73 liuft von
Heft 5/72 bis Heft 2/73. Zwischen dem 1. und
10. September 1973 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/72
bis 2/73 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/73 verffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/72 bis 2/73) erhalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1972/73 einsenden, erhalten das alpha-Abzei-
chen in Gold (und die Urkunde zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



genau so schwer sind wie eine Kugel der
Sorte A. Prei Kugeln der Sorte C wiegen
ebensoviel wie eine Kugel der Sorte B. Fiinf
Kugeln der Sorte D haben das gleiche Ge-
wicht wie eine Kugel der Sorte C.

a) Wieviel Kugeln der Sorte D muB Klaus
in die eine Waagschale legen, wenn sie einer
Kugel der Sorte A in der anderen Waag-
schale das Gleichgewicht halten sollen?

b) In der einen Waagschale liegen 20 Kugeln
der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C.
Wieviel Kugeln der Sorte B muB Klaus
in die andere Waagschale legen, um Gleich-
gewicht zu erhalten? ’ P.

W 6*1013 Gegeben sei ein Dreieck ABC
mit den Innenwinkeln ¥xCAB=a=70° und
¥ ABC=p=80". Ferner ist ein innerer Punkt
P, der mit den Punkten A4, B und C verbunden
ist, derart gegeben, daB xPAB= xPBA,
¥XPBC= % PCB und ¥PAC=xPCA gilt.
Es ist die GroBe dieser sechs Winkel zu be-
stimmen. " Sch.

W 6*1014 Gegeben seien zwei parallele Ge-
raden g, und g,, die den Abstand h=3,5 cm
haben. Aus den Stiicken AD=d= 38 cm,
B_C=b=4,5 cm und lﬁ=f=6,0 cm sind alle
moglichen, paarweise nicht kongruenten Tra-
peze ABCD mit den parallelen Grundseiten
AB und CD so zu konstruieren, daB jeweils
AB auf g, und CD auf g, liegt. Beschreibe
die Konstruktion und begriinde die Anzahl
der Losungen. W. Henker, Pionierhaus

,Juri Gagarin*, Karl-Marx-Stadt

741015 Gegeben sei ein Quadrat ABCD.
Der Kreis k um A mit AB als Radius schneide
die Diagonale AC im Punkte E. Die im
Punkte E an den Kreis k zu konstruierende
Tangente schneide die Seite BC im Punkte F.
Es ist zu beweisen, daB CE=EF =FB gilt.

Sch.

741016 Ein Lichtstrahl g, der von einer
punktférmigen Lichtquelle A ausgeht, wird
an den in der Abbildung gezeigten, gegenein-
ander geneigten Spiegeln s, und s, so reflek-
tiert, daB er durch den Punkt B geht. Der
Lichtstrahl g ist zu konstruieren; die Kon-
struktion ‘ist zu begriinden. Sch.

34 A x8

S,
x 2

W 71017 Die Mannschaften 4, B, C, D
belegten bei einem Turnier die ersten vier
Pldtze. Auf die Frage, welchen Platz jede
dieser Mannschaften belegte, erhielt man
von drei Personen R, S, T jeweils zwei Ant-
worten, von denen jeweils genau eine wahr
und genau eine falsch ist.

R;: Mannschaft C belegte den zweiten Platz
R,: Mannschaft D belegte den dritten Platz.
S;: Mannschaft C belegte den ersten Platz.
S,: Mannschaft B belegte den zweiten Platz.

T,: Mannschaft A belegte den zweiten Platz.
T,: Mannschaft D belegte den vierten Platz.
Welchen Platz belegte jede der Mannschaf-
ten A, B, C und D?
Aus der polnischen Zeitschrift:
Matematyka-czasopismo dl a nauczycieli

W T7m1018 Gegeben sei eine Gerade g
und auf ihr ein fester Punkt P sowie ein
Kreis k, mit dem Mittelpunkt M, und dem
Radius r,, der mit g keinen Punkt gemeinsam
hat. Es ist ein zweiter Kreis k, mit dem Mit-
telpunkt M, und dem Radius r, zu konstruie-
ren, der g in P und den Kreis k, von auflen
in einem Punkte Q beriihrt.
Nach E. Hameister, Geometrische
Konstruktionen und Beweise, Leipzig 1967
Mitgeteilt von Christine Kohlmann,
8701 Lawalde, K1. 11

W 7*1019 Gegeben seien zwei Kreise k,
und k, mit den Mittelpunkten M, und M,,
den Radien r; =2 c¢m und r, =3 cm und dem
Mittelpunktabstand M;M,=9 cm. Ferner
sei ein Punkt P gegeben, fir den PM, =4 cm
und PM,=6 cm gilt Auf dem Kreis ky
ist ein Punkt A, auf k, ein Punkt B so zu
konstruieren, daB die Strecke AB durch
den Punkt P-halbiert wird. Sch.

W 7*1020 Gegeben seien zwei Kreise ky
und k, mit den Mittelpunkten M, und M,
und den Radien r,<r,, die sich in den
Punkten P und Q schneiden. Auf k, ist ein
Punkt A und auf k, ein Punkt B so zu kon-
struieren, daB die Gerade AB durch P geht
und AP =PB gilt. Sch.

AB841021 Man beweise, daB die um 5 ver-
minderte Summe der Quadrate von vier
aufeinander folgenden ganzen Zahlen stets
gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl ist.
& (' Hans Reinhard Berger, Liechtenstein

7
Student

W 8 w1022 Ein Kraftwagen fihrt auf einer
Autobahn mit einer konstanten Geschwin-
digkeit von 80 km-h~'. Ein zweiter Kraft-
wagen befindet sich 2 km hinter dem ersten
und (Hhrt in derselben Richtung mit einer
konstanten Geschwindigkeit von 85 km -h~!,
Wann wird der zweite Kraftwagen den ersten
einholen? Welche Entfernung hat er von dem
Zeitpunkt, an dem er von dem ersten noch
2 km entfernt war, bis zum Zeitpunkt des
Einholens gerechnet, zuriickgelegt ? L.

W 821023 Bei den XX. Olympischen Som-
merspielen 1972 belegte im Rudern der Vierer
ohne Steuermann der DDR den ersten Platz
und erhielt eine Goldmedaille. Dabei wur-
den die folgenden Zeiten nach Zuriicklegung
einer Strecke von 500 m, 1000 m, 1500 m und
der Gesamtstrecke von 2000 m registriert:

Strecke Zeit

500 m 1 min 31,61 s
1000 m 3min 10,16 s
1500 m 4 min 50,06 s
2000 m 6 min 24,27 s

Es sollen jeweils die mittleren Geschwindig-
keiten des Bootes auf den einzelnen Teil-
strecken von je 500 m Linge und auf der
Gesamtstrecke berechnet werden, und zwar
inm- s~ ! (mit zwei Stellen nach dem Komma)
und in km-h™! (mit einer Stelle nach dem
Komma). Ferner soll der grofte Betrag der
prozentualen Abweichungen der Geschwin-
digkeiten auf den Teilstrecken von der mitt-
leren Geschwindigkeit auf der Gesamtstrecke
berechnet werden. L.

W 8%1024 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse A_B, das die
folgende Eigenschaft besitzt: Die von dem
Punkt C ausgehende Hohe CD ist doppelt
so lang wie der Hypotenusenabschnitt AD.
Der Flacheninhalt des Dreiecks ABC ist
durch die 116he CD = h auszudriicken. Ferner
soll der Fldcheninhalt fiir den Fall h=4 cm
berechnet werden. Sch.

W 8*1025 Es sei ABCD ein Trapez mit
den Grundseiten AB=a und C_D=c, dessen
Winkel bei den Eckpunkten 4 und B zu-
sammen 90° betragen: a+ f=90°.

0 F c

AN\ I

A 3 -]

Man berechne die Linge EF der Verbin-

dungsstrecke der Mittelpunkte der Grund-

seiten AB und CD aus den Langen a und b
dieser Grundseiten.

Viktor Chastschanski, Schiiler

Dzershinsk, UdSSR

A941026 Man beweise, daB die Summe

der dritten Potenzen von drei aufeinander

folgenden natiirlichen Zahlen stets durch 9
teilbar ist.

Viktor Chastschanski, Schiiler

Dzershinsk, UdSSR

A941027 Es sind alle reellen Zahlen x
zu ermitteln, fiir die die Ungleichung
[ x|+|x—1]>2erfillt ist.
Ferner ist der Graph der Funktion
f(x)=|x|+|x—1| zuzeichnen; v}
aus dieser Zeichnung ist die Losungsmenge
der Ungleichung (1) abzulesen.

Dr. Gerhard Hesse, Dresden

)]

W9 e1028 Bei der inoffiziellen Linder-
wertung der XX. Olympischen Sommer-
spiele 1972 belegte die DDR mit 480 Punkten
nach der UdSSR und den USA und vor allen
iibrigen Landern den dritten Platz Die DDR
erhielt 20 Goldmedaillen. Die Anzahlen der
Silbermedaillen, Bronzemedaillen und sech-
sten Plitze, die die DDR erhielt, waren gleich
groB, aber groBer als die Anzahl der vierten
Plitze, die ebenso groB wie die Anzahl der
fiinften Plitze und groBer als die Anzahl
der Goldmedaillen war.

Wieviel Silbermedaillen, Bronzemedaillen,
vierte, fiinfte bzw. sechste Plidtze erhielt
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die DDR, wenn fiir eine Goldmedaille 7
Punkte, fiir eine Silbermedaille 5 Punkte,
Rir eine Bronzemedaille 4 Punkte und fiir
einen 4., 5. bzw. 6. Platz 3, 2 bzw. 1 Punkte
angerechnet werden? L.

W9m1029 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD mit der Seitenlinge AB
=ag=10 cm dar. Die Mitte jeder Quadrat-
seite wurde jeweils mit den nichtbenach-
barten Eckpunkten des Quadrates verbun-
den. So entstand ein achtzackiger Stern, des-
sen Flidcheninhalt Ag zu berechnen ist.
Martin Theuer, Crussow
Fachlehrer fiir Mathematik

%i|

VW
Al

i
i,'l

W9*1030 Es sei n eine natiirliche Zahl,
die groBer als 2 ist. Ferner seien a, b die
Lingen der Katheten und ¢ die Linge der
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks.
Man beweise, daB dann stets
a"+b"<c" gilt.
Janous Walther, Horn (Osterreich)

W 9*1031 Es seien a und b zwei reelle Zah-

len.

1. Die Summe a®—b?+ab

soll als Produkt von zwei Faktoren darge-

stellt werden, die in a und b linear sind und

deren Koeflfizienten reelle Zahlen sind.

2. Es ist nachzuweisen, daB die Summe

a?+b?+ab nicht als Produkt von zwei sol-

chen Faktoren dargestellt werden kann.
Hans-Reinhard Bergen, Student

Hohenstein-Ernstthal

A 10/124 1032 Es sind alle reellen Losun-
gen des Gleichungssystems

x +y = 5, (1)

x%+y5=275 ?)

Zu ermitteln. Gerd Weifenborn, Berlin

EOS ,,Heinrich Hertz*“ Kl. 11

A10/1241033 Es sei f eine Funktion,

die aus der Menge aller geordneten Paare

(x, y) reeller Zahlen besteht, fiir die die Glei-

chung (Z+y?)P2=x—)

erfiillt ist und fiir die y >0 gilt.

a) Man bestimme den Definitionsbereich

von f.

b) Man stelle die Funktion f in der Form

y=f(x) dar.

¢) Man bestimme rechnerisch die Nullstel-

len dieser Funktion und gebe den groBten

Funktionswert (das Maximum) an.

d) Man zeichne den Graph dieser Funktion.
Wolfgang Riedel, Karl-Marx-Stadt, Student

W 10/12 w1034 Auf Grund einer Verord-
nung des Ministerrates iiber die Forderung
des Baus von Eigenheimen konnen fiir Ar-
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beiterfamilien und kinderreiche Familien be-
sondere Vergiinstigungen bei der Finanzie-
rung gewidhrt werden. Werden z B. fiir ein
Eigenheim, dessen Baukosten 65000~ M
betragen,

Eigenleistungen (die auch durch Freundes-
und Nachbarschaftshilfe sowie die Hilfe des
Betriebes erbracht werden kénnen) in Hohe
von 19500 M
erbracht, so kann

a) fiir das Baumaterial ein zinsloser Kredit
von 32000,- M,
der mit jahrlich 1°/, zu tilgen ist, und

b) fiir Bauleistungen ein Kredit

von 13500-M
gewihrt werden, der mit jahrlich 5°/, zuriick-
zuzahlen ist, worin jeweils 4°/, Zinsen fiir
das Restdarlehn enthalten sind.

65000~ M

1. Wie hoch ist die jahrliche bzw. monatliche
Zahlung [ir die Verzinsung und Tilgung der
Kredite zu a) und b)?

2. In wieviel Jahren wird der Kredit zu b)
getilgt sein?

3. In wieviel Jahren werden beide Kredite
zu a) und b) getilgt sein, wenn man beriick-
sichﬁgt, daB nach Tilgung des Kredits zu b)

- alle Zahlungen auf die Tilgung des zinslosen

Kredits zu a) verrechnet werden?

Anleitung zur Lésung: Zur Vereinfachung
der Rechnung ist anzunehmen, daB die Zah-
lungen jeweils am Ende eines Jahres erfolgen.
Dann kann man die Tilgungszeit ¢ (in Jah-
ren) fir den Kredit zu b) aus der Formel

4 [—
5-9=1_100-¢
q—1
berechnen, wobei g=1,04 ist. L.

W 10/12 1035 Man beweise, daB die Un-

gleichung

|ac+bd| < /(@ +b*) (2 +d?) m

fiir alle reellen Zahlen g, b, c, d erfiillt ist.
Olaf Bohme, stud. math., Dresden

W 10/12*1036 Es seien f; und f, zwei

Funktionen, die fir alle reellen Zahlen x

durch die folgenden Ausdriicke definjert

sind: fi(x)=sinx-cos x, 1)

S2(x)=sin x+cos x. ?)

Man ermittle fiir jede dieser Funktionen den
groBten Funktionswert.

Ralph Lehmann, Strausberg,

EOS ,,Diesterweg*, K1. 10

W 10/12*1037 Es seien ABC ‘ein Dreieck
und P ein Punkt im Innern dieses Dreiecks.
Die Verbindungsgeraden des Punktes P mit
den Eckpunkten A, B, C des Dreiecks mdgen
die jeweils gegeniiberliegenden Seiten in den
Punkten D, E und F schneiden. Man beweise,
daB dann stets gilt

AF -BD-CE=FB-DC-EA.
(Dieser Satz aus der Geometrie wird auch
der ,,Satz des Ceva“ genannt. Er wurde zuerst
von dem italienischen Mathematiker Gio-
vanni Ceva im Jahre 1678 veroflentlicht.)

Herwig Gratias, EOS Sommerda, KI. 11

LESER SCHREIBEN

Seit fiinf Jahren bin ich alpha-Leser. Die
Zeitschrift half mir stets, mein mathemati-
sches Wissen zu erweitern, so daB ich jetzt
eine Spezialklasse besuchen kann.

Volker Boos, Dabrun

In Vorbereitung aul die Mathematikolym-
piaden hat mir alpha sehr geholfen. Mehrfach
war ich bei Kreis- und Bezirksolympiaden
erfolgreich. Elisabeth Heusinger, Suhl

Da die Wettbewerbsaufgaben oft schwer
waren, wollte ich manchmal aufgeben. Ich
tat es jedoch nicht. So festigte sich mein
mathematisches Denken. Es gelang mir zum
zweiten Male, einen 1. Platz in der Kreis-
olympiade zu belegen.

Jens Schonfelder, Schwedt

Allen Mitarbeitern der alpha méchte ich
fiir die Miihe danken, die sie im Laufe der
Jahre fir die Ausarbeitung einer stets inter-
essanten und lehrreichen Zeitschrift aufge-
wendet haben. Vielleicht haben die Knobel-
aufgaben und die Beitrige meinen Beruls-
wunsch beeinfluBt — ich bin seit September
1972 Mathematikstudent an der TH Karl-
Marx-Stadt. Ich werde auch weiterhin die
alpha lesen und interessante Aulgaben zu
meinem Vergniigen l5sen.

Wolfgang Riedel, Karl-Marx-Stadt

alpha ist Klasse! Die stidndige Beschiftigung
mit ihr hat meine schulischen Leistungen
sehr gefordert.

Norbert Littig, Lichtenberg

Ich mo6chte meinen Dank fiir die interessante
und unterhaltsame Zeitschrift aussprechen.
Jetzt werde ich ein Mathematikstudium in
Leipzig aufnehmen. Daran hat alpha gewil
einen Anteil. Frank Kretschmar, Leipzig

Das Losen von Aufgaben macht mir viel
Freude und hilft mir auch tiichtig im Unter-
richtsfach Mathematik. Im letzten Schul-
jahr war ich iiber ein viertel Jahr krank.
Trotzdem habe ich ,sehr gut“ im Zeugnis
erhalten, weil ich mich viel mit den Aufgaben
aus der alpha befaBt habe und auch schon
versuche, Aufgaben hoherer Klassenstufen
zu lésen. Judith Klinkert, Nordhausen



Die Zeitschrift alpha hat dazu beigetragen,
daB ich ab September 1972 eine Spezial-
klasse Mathematik besuchen darf und einmal
Mathematik studieren werde.

Dagmar Marby, Quedlinburg

Seit Jahren bin ich ein Leser der alpha.
Besonderes Interesse haben wir Ungarn an
den Aufgaben der Schiilerzeitschrift. Sie hel-
fen besonders die Olympiaden vorzubereiten.
Viele Artikel sind methodisch sehr gut. Sie
helfen unseren Lehrern und Schiilern in der
auBerunterrichtlichen Arbeit.
Dr. Istvan Reiman, Kandidat der math.
Wissenschaften und Dozent der TU Budapest

Preistrager

Physik-Wettbewerb >72

Zum Wettbewerb gingen 809 Losungen ein,
davon 254 von Maidchen. 203 Losungen
wurden als ,falsch geldst. bewertet. Alle
Einsender erhielten Antwortkarten, die
fiir den alpha-Wettbewerb 1972/73 mitge-
wertet werden. Folgende Teilnehmer erhiel-
ten eine Anerkennungsurkunde und eine
Buchpriamie (vom Verlag Volk und Wissen):
Martin Bliimlinger, Linz (Osterreich); Tho-
mas Maiwald, Olbersdorf; Thomas Luschti-
netz, Stralsund ; Thomas Kischel, Greifswald ;
Daniel Hersberger, Basel (Schweiz); Mein-
hard Mende, Lunzenau; Ute Winkler, Tee-
low; Andreas Weller, Altenberg; Cornelia
Thannhauser, Linz (Osterreich); Viktor
Chaschtschanski, Dzerschinsk (UdSSR); Ing.
Erhard Eulitzer, Cottbus; Karl Krause,
Mansfeld (Rentner, 71 Jahre); Johannes
Bliimlein, Heldberg.

alpha -Wettbewerb
Preistrager

Thomas Maiwald, 8809 Olbersdorf; Ange-
lika Miiller, 22 Greifswald; Thomas Kischel,
22 Greifswald; Viktor Chaschtschanski,
Dzerschinsk (UdSSR); Dietmar Gréger, 3257
Hecklingen; Jan Miiller, 1034 Berlin; Uwe
Schifer, 75 Cottbus; Marion Bohn, 1055
Berlin; Jirgen Sommerschuh, 85 Bischofs-
werda; Wolfgang Huschmann, 9156 Oels-
nitz; Eva Gerstner, 806 Dresden; Manuela
Lehmert, 562 Worbis; Dagmar Lorenz, 89
Gérlitz; Cornelia Thannhauser, Linz (Oster-
reich); Siegfried WeiB, 8713 Neusalza-Sprem-
berg; Martin Bliimlinger, Linz (Osterreich);
Frank Miiller, 75 Cottbus; Anne-Kathrin
Steinbach, 372 Blankenburg; Hubert Stein-

metz, 5401 Clingen; Elke Wiit, 4401 Uthau-
sen; Gerald Gerlach, 801 Dresden; Andreas
GroBe, 7123 Engelsdorf; Roswitha Schlotte,
90 Karl-Marx-Stadt; Volker Ludley, 4401
Bergwitz; Eva Marx, 5401 Clingen; Ulf
Ritschel, 1201 BooBen; Audrey Hoffmann,
1055 Berlin; Falk Bachmann, 402 IHalle;
Heiko Tennert, 73 Débeln; Hartmut Herr-
mann, 1282 Schonow; Andrea NieBen, 1071
Berlin; Jorg Briistel, 7401 Ziegelheim; Detlef
Riitz, 20- Neubrandenburg; Uwe Szyszka,
2001 Brohm, Gisela Czogalla, Jorg Wachs-
mann, Elke Halecker, Frank Billert, Arnd
Halecker, alle 5401 Clingen; Ulv Krabisch,
7024 Leipzig; Birgit Mann, 1071 Berlin; Silke
Zimmermann, 5401 Clingen; Sabine Schro-
der, 128 Bernau; Dagmar Pohle, 7906 Miihl-
berg; Marcus Kasner, 209 Templin; Walde-
mar Olk, 6088 Steinbach-Hallenberg; Bar-
bara Wolf, 437 Kothen; Andreas Illing,
9272 Gersdorf; Horst Lange, 8809 Olbers-
dorf; Reinhard Koeppe, 3404 Loburg; Bianca
Herrmann, 4608 Zahna; Hildrun Methling,
2424 Dassow; Lew Dimenstein, Lenipgrad
(UdSSR); Heidi Giinther, 8606 Sohland;
Jens Burghardt, 12 Frankfurt/O.; Andreas
Wenzel, 9201 Dorfchemnitz; Thomas Fied-
ler, 22 Greifswald; Dietrich Jaeckel, 69 Jena;
Uta Stopp, 8019 Dresden; Rolf Bartl, 58
Gotha; Bernd Griinler, 657 Zeulenroda;
Petra Peter, 117 Berlin; Bertold Mébius,
8020 Dresden; Michael Minx, 1071 Berlin;
Lutz Thorwarth, 608 Schmalkalden ; Gudrun
Bertram, Karl-Heinz Wiesemann, Silke
Kranhold, Sabine Range, alle 5401 Clingen;
Kurt Oppitz, 15 Potsdam ; Angela Gebhardt,
9402 Bernsbach; Lothar Eimecke, 7901 Fer-
merswalde; Bengt Nolting, 22 Greifswald;

- Thomas Kaatz, 445 Griafenhainichen ; Andrea

Mittelbach, 1058 Berlin; Andreas Goldhahn,
9402 Bernsbach ; Frank Burghardt, 12 Frank-
furt/O.; Klaus Schulze, 7253 Brandis; Bernd
Briutigam, 9402 Bernsbach; Karin Schmidt,
9402 Bernsbach; UIf Ruthenberg, 20 Neu-
brandenburg; Ingolf Buttig, 8504 GroB-
harthau; J6rg Kunzmann, 9402 Bernsbach;
Janis Zadius, Riga (UdSSR); Ines Mann-
schatz, 1055 Berlin; Jiirgen Friedrich, 9341
Boden; Peter Briuning, 63 Ilmenau; Hans-
Peter Kichler, 1055 Berlin; Wolfgang Tau-
bert, 61 Meiningen

Teilnahme von Kollektiven
am alpha-Wettbewerb (1971/72)

OS Fambach (131 Schiler; 1191 Karten);
OS Steinbach-Hallenberg (96 Schiiler, 1079
Karten); OS Burkau (48 Schiiler, 433 K arten);
OS Haynrode (51 Schiiler, 320 Karten); OS
Clingen (31 Schiiler, 521 Karten); Teil-OS
Neunhofe (26 Schiiler, 160 Karten); alpha-
Club Rotta-Bergwitz (31 Schiiler, 350 Kar-
ten); alpha-Club 29. OS Leipzig (30 Schiiler,
218 Karten); OS Ernst Thilmann Karl-
Marx-Stadt (26 Schiiler, 285 Karten); OS
Loderburg (20 Schiiler, 188 Karten); OS

Stolpen (17 Schiiler, 212 Karten); OS Bahra-
tal (16 Schiiler, 185 Karten); OS II Hainichen
(14 Schiiler, 168 Karten); OS Kuhfelde (12
Schiiler, 120 Karten); OS Riidnitz (10 Schii-
ler, 73 Karten); Pionierhaus ,,Juri Gagarin*
Karl-Marx-Stadt; OS Adolf Diesterweg, Lo-
benstein; OS Wingerode; OS Siechenrasen/
Schmalkalden; E.-Hartsch-OS Gersdorf; OS
Breitenbach/Eichsf.; OS I Dingelstadt; Fritz-
Reuter-OS Siedenbollentin; Adolf Diester-
weg-OS Spremberg; Hegel-OS Magdeburg;
Kithe-Kollwitz-OS Wittenberg; Friedrich-
Schiller-OS Eilenburg; OS Oberschonau; OS
Lossau; OS Gosen; EOS Worbis; Clara-Zet-
kin-OS Wiehe/Unstr.; OS Wolmirstedt;
OS Asbach; OS Jérdenstorf; OS Broders-
torf; OS I Teltow; OS GroBbodungen;
Goethe-OS Gnoin; Maxim-Gorki-OS Ber-
lin; 22. OS Rostock; OS Breitenbach; EOS
Schmalkalden; OS Zepernick; Martin-An-
dersen-Nex6-OS Marienberg; Ernst-Thil-
mann-OS Ruhla; 13. OS Berlin-Friedrichs-
hagen; OS Mittelstille; Klub Junger Mathe-
matiker Cottbus; III. OS Bernau; OS Blum-
berg; OS Struth-Helmersdorf; Comenius-
OS Oranienburg; OS GroBpostwitz; Theo-
dor-Neubauer-OS Bad Salzungen; Kithe-
Kollwitz-OS Biitzow; OS Zérmigall; OS Alt-
Toplitz; 9. OS Berlin-Friedrichshagen; OS
Mahlis; Karl-Liebknecht-OS Berlin-Kope-
nick; OS Kavelstorf; OS 1 SaBnitz; Kathe-
Kollwitz-OS Schwerin-Gérris; 32. OS Berlin;
OS GroBtreben; 13. OS Leipzig; OS Rade-
beul I; Maxim-Gorki-OS Berlin; OS Ober-
roblingen; BS VEB Erdol und Erdgas,
Grimmen; L. Fiirnberg-OS Wegeleben; OS
Ahlbeck; G.-Hauptmann-OS Ribnitz-Dam-
garten; alpha-Zirkel OS Bad Kéosen; OS
Schernberg; Diesterweg-OS 1, Halle; OS
Gielow; E.-Struwig-OS GroBwokern; OS
Dorfchemnitz

Vorbildliche Hilfe

und Informs
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In freien Stunden ill[lllil heiter

Ludas Matyi, Budapest

)
T R
R R

Kombiniere!

Bei den Verkehrsbetrieben einer Stadt sind Werner,
Horst, Peter, Alfred und Giinther als Taxi-Fahrer
angestellt. Ihnen stehen innerhalb von 5 Tagen tig-
lich ein Trabant, ein Wartburg, ein Skoda, ein Mos-
kwitsch und ein Tatra zur Verfiigung.

Wer fihrt am Freitag (5. Tag) welchen PKW-Typ?
Wir wissen, daB am Dienstag Peter mit dem Wartburg
fuhr und alle anderen einen anderen PKW-Typ. Am
Donnerstag fuhren Werner Trabant und Alfred Mos-
kwitsch. Am Montag fuhr Alfred mit dem Trabant.
Peter fuhr am Mittwoch Skoda und Giinther Wart-
burg. Alle Taxifahrer fuhren innerhalb von 5 Tagen
jeweils einen anderen PKW-Typ. Wer hat nun am

Freitag welchen PKW gefahren?
Ing. E. Schmidt, Potsdam

Ein Kenner mathematischer Zusammenhiinge

Folgende kleine Begebenheit zeigt, wie ein Kenner
der mathematischen Zusammenhiange einem Nur-
Rechner iiberlegen sein kann. Der franzosische Re-
chenkiinstler Henri Mondeux gab als 14jihriger im
Jahre 1840 eine Vorstellung an der Ecole Polytechnique
in Paris. Professoren und Studenten dieser beriihmten
Lehranstalt waren zugegen; unter ihnen ihr Studien-
direktor, der Mechaniker Coriolis und der Mathe-
matiker Cauchy, der damals schon bekannt und
beriihmt war.

Mondeux 10ste zunichst einige Aufgaben aus dem
Zuhorerkreis schnell und richtig. Bei einer gréBeren
Rechnung, die ihn fiir lingere Zeit in Anspruch nahm,
rief pl6tzlich Cauchy die Losung eher als er in den
Raum. Coriolis stellte sich beschiitzend vor den
Wunderknaben und forderte Cauchy auf, selbst eine
Aufgabe zu stellen. Dieser zogerte nicht lange und lieB
Mondeux zunichst die vierten Potenzen der ersten
20 natiirlichen Zahlen ermitteln. Nachdem dies er-
ledigt war, verlangte der Mathematiker, die Summe
dieser 20 Biquadrate zu bilden. Wieder rechnete
Mondeux lange, und wieder hatte Cauchy das Ergebnis
schneller als er, denn er bildete natiirlich nicht erst
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die einzelnen vierten Potenzen, sondern bediente sich
der Formel
i o _n(n+1)2n+1)(3n*+3n—1)
k=1

30
(vgl. alpha 4/71), die mit n=20 sicherlich auch im
Kopf schneller das Ergebnis liefert als die gliedweise
Addition.
Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden

Nachgedacht!

Setzt man in die Gleichung
a(d+x)+(@+mP=(@—m)*+4a+mda+x)
fir die Variable a die Anzahl der Tage und fiir die
Variable m das Alter des Sperlings ein, so erhilt man
mit x die Anzahl der Schritte, die dieser Sperling im
angenommenen Zeitraum a macht.
Oberlehrer R. Risel, OS Teterow

Wabenriitsel

1) GroBenangabe, die Flichen wie Quadraten, Krei-
sen usf. zugeordnet ist; 2) bestimmte Menge von
Punkten, die auf einer Geraden liegen; 3) griechischer
Mathematiker, nach dem ein Satz iiber rechte Winkel
benannt ist; 4) einer der Wahrheitswerte einer Aus-
sage; 5) eine der Beziehungen, die zwischen zwei Zah-
len oder GroBenangaben bestehen kann; 6) Name fiir
eine natiirliche Zahl in bezug auf eine zweite, falls die
zweite ein Vielfaches der ersten ist; 7) bestimmter Teil
der Oberfliache gewisser Korper; 8) spezieller Korper;

9) kennzeichnende Eigenschaft einer der beiden Arten
von Proportionalitit; 10) eine der beiden Zahlen,
durch die ein Produkt bestimmt ist; 11) Differenz
zwischen geschitztem Wert und richtigem Wert.

Mathematikfachlehrer W. Trdger
Schlofberg-Oberschule Débeln



1+9+7+3
+1+9+ 73
+1+9-7:3
+1-94+7+3
+1-9+7-3
+ 19 =743

1-9-7-3

1973=1-2+345-6—7—289
—987(6—5)(4—3)-2—1
=44-441+44—-4—-41+4:4
—(55-55)— 555—555+55+(5+5+5):5
=6-6-6-61666166:6
9(99+99+9)+99+99:9
=23%24 382
=T1-6-5-4-33422
=10*+10°-3°
—989—./8+9+8+989
=(1+9)(7+3)-19+73
=19-73+197-3—-1-9+7-3
=1-947+3)-1+9(7+3)+(1+97+3
1-9743=(1+49)(7+3)
(1+9—=7):3=(1+49):(7+3)
1974+3=1-974+3+(1+9)(7+3)
1974+3=(1-9+7+3)(1+9)(7+3)
1-9(74+3)=1-9-7-3+1-9+7-3
1-149-947-743-3
—(1+9(T+3)+1+9(7-3)
197 -3—1-97-3
=197+3+1-97+3
1+9+74+3=98—76+5+4—3+2—-10
1:9:-7-3=123—45+6+7+8+90
19+73=14+9-7-3+14+9+7-3
19-73=14+9-74+3—-1-9-7+3
19-73=(1-9+7+3) - [(1+9)7+3]
19:73=(1-9+7+3): [(1+9)7+3]
Ing. H. Decker, Koin

e

Philosophie Nedeljko Dragie, Zagreb

Legespiel

Stelle dir vier kongruente Flichen (siche Abb.) her

und versuche, ein Quadrat daraus zusammenzusetzen.
Aus: ,,Praxis der Mathematik*, Koln (9/65)

c

Begriffsschlange

In diese Figur sind, links oben beginnend, die Wort-
bilder mathematischer Begriffe der folgenden Bedeu-
tung einzusetzen:

[ 14
B

geometrischer Grundbegriff (6) — geometrischer
Grundbegriff (5) — Randpunkt einer Strecke (8) —
Eigenschaft, die einer natiirlichen Zahl in bezug auf
eine andere zukommt, die ein Vielfaches der ersten
ist (7) — besondere Strecke am Kreis (6) — kiirzeste
Verbindung zweier Punkte (7) — Begriff der Mengen-
lehre (7) — Name des Mathematikers, nach dem ein
Satz aus der Kreislehre benannt ist (6) — Zusammen-
stellung (6) — wichtige Angabe auf Karten (7) —
spezielle Abbildung (8) — spezielle Trapezseite (10) —
Schrigbild eines Kreises (7) — Zahlwort (4) — spe-
zielles Vieleck (11) — Eigenschaft, die durch Bewe-
gungen aufeinander abbildbaren geometrischen Fi-
guren zukommt (9).

In Klammern ist hier jeweils die Anzahl der Buch-
staben des einzusetzenden Wortes angegeben. Die
Endbuchstaben der einzusetzenden Worte stimmen
mit den Anfangsbuchstaben des jeweils folgenden
Wortes iiberein.

Bei richtiger Losung steht in den schraffierten Feldern
der obigen Figur das Wortbild eines bekannten geo-
metrischen Begriffes.

Irmgard Tréger, Dr.-Richard-Sorge-OS
Ebersbach
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XII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

(22. November 1972)

Olympiadeklasse 5

1. In der lolgenden Aufgabe ist jedes Stern-

a) Zeichne den GrundriB dieser Wohnung
im Mafstab 1:100!
b) Die FuBboéden der Riume 4 und B sollen

chen (*) so durch eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, _sgestrichen, die der Riume C, D und E mit

4,5,6, 7, 8,9 zu ersetzen, daB eine richtig
geldste Multiplikationsaufgabe entsteht Da-
bei muB jede Zeile mit einer von O verschie-

denen Ziffer beginnen.

4 * * 3 Xk

LR I S
3 ® k %
3 * *
* % & & 3 »

Als Ergebnis wird nur eine richtig erginzte
Aufgabe ohne Begriindung verlangt.

2. Eine Oberschule fiihrte fiir alle Schul-
klassen ein Schulsportfest durch. Nach dem
Sportfest behauptete Gerald, es hitte ins-
gesamt 325 Teilnehmer gegeben.

Giinter, der wuBte, daB die Anzahl der an
dem Sportfest teilnehmenden Midchen um
genau 24 groBer war als die der teilnehmen-
den Jungen, meinte, Geralds Behauptung
sei falsch. Weise nach, daB Giinters Meinung
richtig ist!

3. In einem Kasten befinden sich insgesamt
100 gleichgroBe Kugeln, namlich 28 rote,
28 blaue, 26 schwarze, 16 weiBle und 2 griine.
Ulrike soll aus diesem Kasten im Dunkeln
(also ohne bei irgendeiner der herausge-
nommenen Kugeln die Farbe erkennen zu
konnen) eine Anzahl von Kugeln heraus-
nehmen. Diese Anzahl soll sie so wihlen,
daB unter den herausgenommenen Kugeln
‘mindestens 9 die gleiche Farbe haben miis-
sen. Welches ist die kleinste Kugelanzahl,
die Ulrike wihlen kann, um diese Aufgabe
zu erfiillen?

4. Die Abbildung stellt den GrundriB einer
Wohnung mit den Riumen 4, B, C, D, E dar.

ém ém 2
8 ¢
$
A
D 13 &
~
ém 2m 4m
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einem FuBbodenbelag ausgelegt werden.
Ermittle den Flicheninhalt der FuBbdden
der einzelnen Rdume und gib die Anzahl
der zu streichenden und die der auszulegen-
den Quadratmeter an!

Olympiadeklasse 6

1. Das auf der Abbildung gezeigte Dreieck
AABC ist um den Drehpunkt § um den
Drehwinkel &(a, b) im angegebenen Dreh-
sinn zu drehen.

oS

Konstruiere unter alleiniger Verwendung
von Zirkel und Lineal auf dem Arbeits-
blatt das dadurch entstehende Dreieck
A A'B'C’ Eine Konstruktionsbeschreibung
wird nicht verlangt.

2. An 11 Werktitige eines volkseigenen Be-
triebes wurden fiir insgesamt 2650 M Pri-
mien in Héhe von 150 M, 250 M, 350 M,

400 M und 500 M vergeben, wobei jede
Primienstufe mindestens einmal vorkam.
Ermittle die Anzahl aller Werktitigen, die
mit je 150 M ausgezeichnet wurden!

3. Nach einer Solidaritdtssammlung fiir Viet-

nam verglichen die Thilmann-Pioniere Rita,

Werner, Margot, Beate und Jan ihre Sam-

melergebnisse. Dabei stellten sie fest:

(1) Beate hatte mehr als Jan, jedoch weniger
als Werner gesammelt.

(2) Rita sammelte 13 M, das war weniger, als
Jan gesammelt hatte.

(3) Beates Sammelergebnis war um 4 M héher
als das Ergebnis Ritas.

(4) Margot sammelte zwar 2 M weniger
als Werner, aber 1 M mehr als Jan.

(5) Zwei Pioniere erzielten das gleiche Sam-
melergebnis.

Stelle fest, welches Sammelergebnis jeder der

finl Pioniere erzielt hatte.

4. Manfred berichtete im Zirkel Junger Ma-
thematiker von einem Besuch des Rostocker
Uberseehafens:

»Ich habe dort insgesamt 21 Schiffe aus fiinf
verschiedenen Lindern gesehen. Die Anzahl
der Schifle aus der DDR war halb so groB
wie die aller im Hafen liegenden auslindi-
schen Schiffe. Diese kamen aus der Sowjet-
union, der Bulgarischen Volksrepublik, aus
Finnland sowie aus Indien. Dabei- war die
Anzahl der sowjetischen Schifle um zwei
groBer als die der bulgarischen, diese wieder
um eins groBer als die der finnischen, diese
schlieBlich um zwei groBer als die der indi-
schen Schiffe.“

Ermittle die Anzahl der Schiffe aus der DDR,
aus der Sowjetunion, der Bulgarischen Volks-
republik, aus Finnland und aus Indien, die
Manfred in Rostock gesehen hat!

Olympiadeklasse 7

1. Man ermittle die Paare (x, y) natiirlicher

Zahlen x und y, fiir die folgendes gilt:

(1) Die Summe der beiden Zahlen x und y

betrigt 15390,

(2) Setzt man die einstellige Zahl x vor die
Zahl y, so erhilt man eine Zahl z, die
viermal so groB ist wie die Zahl u, die man
erhilt, indem man die Zahl x hinter die
Zahl y setzt.

2. Beweise den folgenden Satz:

Wenn in einem konvexen Viereck ABCD die
Mittelpunkte beider Diagonalen zusammen-
fallen, d. h. die Diagonalen einander halbie-
ren, so ist ABCD ein Parallelogramm.

3. Uber das Alter von vier Tennisspielern

Arnold, Bruno, Christoph und Detlef ist

folgendes bekannt:

(1) Alle vier Spieler sind zusammen 100 Jahre
alt.

{2) Arnold und Bruno sind zusammen genau
so alt wie Christoph und Detlef zusam-
men.



(3) Christoph ist dlter als Detlel.

(4) Bildet man alle méglichen ,Doppel*
(Gruppen aus zwei Spiclern), die sich
aus den vier Spielern bilden lassen, dann
besteht genau eines dieser ,,Doppel” aus
zwei gleichaltrigen Spielern.

(5) Der ilteste der vier Spieler ist vier Jahre
dlter als der jlingste.

Wie alt ist jeder der vier Spieler?

(Sdmtliche Angaben in vollen Lebensjahren)

4. Konstruiere ein Dreieck AABC aus

h,=6"cm, h,=5 cm und f=>50°!

Dabei seien h, die Linge der Dreieckshohe,

die auf BC senkrecht steht, h, die Lange der

aul AB senkrecht stehenden Dreieckshéhe
und f die GrofBe des gegebenen Winkels
¥ ABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-

tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen

Stiicke ein Dreieck bis auf Kongruenz ein-

deutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 8

1. Axel, Bernd, Conrad, Dieter, Erwin, Frank
und Gerd sind im Turnunterricht hinterein-
ander der GroBe nach angetreten, wobei
der GroBte von ihnen vorn steht.

Es ist auBerdem bekannt:

(1) Dieter steht an vierter Stelle.

(2) Gerd steht unmittelbar vor Bernd und

unmittelbar hinter Erwin.

(3) Axel steht unmittelbar hinter Frank.

(4) Gerd und Axel sind Zwillinge, wihrend
der ZweitgroBte der sieben Jungen keine
Geschwister hat.

Schreibe die Namen der sieben Jungen in

der Reihenfolge auf, in der sie angetreten

sind!

2. Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M
und demn Radius r, AB eine Sehne von k der
Linge r und C ein von A und B verschiedener
Punkt auf k.

Ermittle alle Maoglichkeiten fiir die GréBe
des Winkels ¥ BCA!

3. Als erste Quersumme einer natiirlichen
Zahl n sei die in iiblicher' Weise gebildete
Quersumme verstanden.

Ist die erste Quersumme von n eine Zahl mit
mehr als einer Ziffer, so sei ihre Quersumme
als zweite Quersumme von n bezeichnet.
Ist die zweite Quersumme von n eine Zahl
mit mehr als einer Ziffer, so heiBe ihre Quer-
summe die dritte Quersumme von n.

a) Ermittle den grofiten Wert, der als dritte
Quersumme einer 1972stelligen Zahl auftre-
ten kann!

b) Gib (durch Beschreibung der Zilfernlolge)
die kleinste 1972stellige natiirliche Zahl an,
die diese groBtmogliche dritte Quersumme
hat!

4. Konstruiere ein Dreieck AABC aus
¢=7,5 cm, a=6,5 cm und a+f=120°!
Dabei sei ¢ die Linge der Seite AB, a diejenige

der Seite BC, a die GroBe des Winkels ¥ BAC
und B die des Winkels « ABC. Beschreibe
und - begriinde deine Konstruktion! Stelle
fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein
Dreieck bis auf Kongruenz eindeutig be-
stimmt ist!

Olympiadeklasse 9

1. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Die Summe der Kuben dreier beliebiger
aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist
durch 3 teilbar.

2. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir
8—3x

die der Quotient negativ ist!

x—2

3. Zu Dekorationszwecken sollen gleich-

groBe Konservenbiichsen verschiedener Sor-

ten so in mehreren Reihen iibereinander aul-
gebaut werden, daB [olgende Bedingungen
erfillt sind: _

(1) Jede Reihe soll genau eine Biichse mehr
enthalten als die Reihe unmittelbar iiber
ihr.

(2) Die oberste Reihe enthdlt genau eine
Biichse. -

(3) Es werden genau drei verschiedene Sorten
Biichsen verwendet.

(4) Von jeder der drei Sorten findet genau
dieselbe Anzahl von Biichsen Verwen-
dung.

(5) Jede Reihe besteht aus Biichsen von genau
einer Sorte.

(6) Keine zwei unmittelbar iibereinanderste-
henden Reihen enthalten Biichsen dersel-
ben Sorte.

Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Biich-

sen, fiir die es moglich ist, die Bedingungen

(1) bis (6) gleichzeitig zu erfiillen!

4. Ein konvexes Tangentenviereck ABCD
(ein Viereck, in das ein Kreis so einbeschrie-
ben werden kann, daB er jede der vier Sei-
ten des Vierecks in je einem Punkt beriihrt)
habe den Umfang u, der Radius seines In-
kreises sei r.

Berechnen Sie den Flacheninhalt 4 dieses
Tangentenvierecks!

Olympiadeklasse 10

1. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Bildet man aus irgend einer im dekadischen
System geschriebenen natiirlichen Zahl z;
durch beliebiges Vertauschen ihrer Ziffern
untereinander eine neue Zahl z,, dann ist
|z, —z, | stets durch 9 teilbar.

2. In der Abb. ist ein konvexer, durch ebene
Flachen begrenzter Korper in Grund-, Auf-
und SeitenriB dargestellt. Die Umrisse des
dargestellten Korpers sind in allen drei Rissen
Quadrate mit der Seitenldnge a.

a) Zeichnen Sie fiir a=6 cm den Korper in

schriger Parallelprojektion (a =60°; g =%) !

b) Berechnen Sie das Volumen V des in a)
dargestellten Korpers!

&* E'F” Fo6" . E"
A" 81~ [ C"[-0" A|-8"
o'l C'|-F'

A 8'~£'

3. In einem rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystem sind zwei Parabeln gezeich-
net. Die eine ist der Graph der Funktion
mit der Gleichung y=x2 Die zweite liegt
ebenlalls symmetrisch zur y-Achse; ihr Schei-
telpunkt ist S(0; 6). Sie hat ferner [olgende
Eigenschaft:

Fillt man von den Schnittpunkten 4 und B
beider Parabeln die Lote auf die x-Achse
(FuBpunkte seien 4, bzw. B,), so ist das
Viereck A,B,BA ein Quadrat.

Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte,
in denen die zweite Parabel die x-Achse
schneidet! .

4. a) Den Schiilern einer Klasse wird die
Aufgabe gestellt, /12 und ./133 grafisch
zu ermitteln. Dafiir sollen nur der Héhen-
satz oder der Kathetensatz oder beide Satze
(fiir jede der Wurzeln jeweils einer dieser bei-
den Sitze) benutzt werden. Ein Schiiler 16st
beide Aufgaben an dem gleichen recht-
winkligen Dreieck.

Wie lauten alle Moglichkeiten, hierfiir ge-
eignete Mafzahlen p und g der Lingen der
Hypotenusenabschnitte zu wihlen, so daB
diese MaBzahlen p und ¢ iiberdies rationale
Zahlen sind?

b) Man beantworte die gleiche Frage fiir den
Fall, daB /11 und /133 zu ermitteln waren.

Olympiadeklasse 11/12

1. Es seien u und v zwei ungerade natiirliche

Zahlen, fir die u>v gilt.
2_ .2
a) Man beweise, daB dann x=u v, y=%
2 2
und z=Y to

drei natiirliche Zahlen sind,

fir die x2+y?=2z? gilt, d. h. daB (x, y, z) ein
pythagoreisches Zahlentripel bilden.

b) Geben Sie je eine hinreichende Bedingung
dafiir an, daBl x>y bzw. x <y gilt!

2. Es sind alle geordneten Paare (g, b) reeller
Zahlen a, b anzugeben, fir die das Polynom
f(x)=x2+ax+b ein Teiler

des Polynoms

g(x)=x*+ax*+bist.

Definition: Ein Polynom f(x) heit genau
dann ein Teiler eines Polynoms g(x), wenn
es ein Polynom h(x) gibt, so daB f(x) h(x)
=g(x) gilt.
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3. Man beweise, daB fiir keine natiirliche
Zahl n dic Zahl 6n+2 das Quadrat einer
natiirlichen Zahl ist.

4. In einer Stadt soll ein Netz von mindestens

zwei Autobuslinien eingerichtet werden. Die-

ses Liniennetz soll folgenden Bedingungen
geniigen:

(1) Auf jeder Linie gibt es genau drei Halte-
stellen.

(2) Jede Linie hat mit jeder anderen Linie ge-
nau eine Haltestelle gemeinsam.

(3) Es ist moglich, von jeder Haltestelle aus
jede andere Haltestelle mit einer Linie
zu erreichen, ohne zwischendurch auf eine
andere Linie umsteigen zu miissen.

Man ermittle alle Moglichkeiten fiir die An-

zahl der Autobuslinien eines solchen Netzes.

Losungen

*10*911 1. Fiir alle Winkel a mit 0 <a <45°
gilt

sin 2a - cos 2o

sin2a=
cos2a

=tan2«-cosa

=282 | 5in2g)
1—tan“a

__2tana (l— 2tan’a )
1—tan?a 1+tan’a

_ 2tana(l—tan’a)

" (1 —tan®a)(1 +tana)
Daraus folgt wegen tan?a#1
2tana
1+tan’a
(Vgl. die Formeln in dem Tafelwerk, 7.—12.

Klasse, S. 61, 62!)

sin2a= , w.zb.w.

2. Fiir alle Winkel a mit O<a<45° gilt

1—(1—23in25,
l—cosaz= 2

sina Lo a
2sin=cos —
2 2
. . a
2sin?= sin—
. 2 a
=——=—=tan-,
. a o a 2
2sin=cos= COS—
2 2

da sin%#O und cos%;‘-o ist.

Es gilt also tanE=l—_,cﬂ

2 sina
w.zb.w.
Bemerkung: Wie sich leicht beweisen 148t,
gelten die Gleichungen (1) und (2) nicht nur
fiir Winkel zwischen 0° und 45°.

Die Gleichung (1) gilt ndmlich fiir alle Winkel
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o mit @#90°+k 180° und die Gleichung (2)
fiir alle Winkel a mit a# k 180°, wobei k eine
ganze Zahl ist.

Loésungen zu Heft 5/72

5A927 Es sein die Anzahl der Einfamilien-
hauser dieses Ortes. Aul Grund der Aufgabe
gilt dann n-2-3-4=24-n. Von den drei-
stelligen natiirlichen Zahlen mit gleichen
Grundziffern 111, 222, ..., 999 ist nur die
Zahl 888 durch 24 teilbar. Deshalb gilt
n=37, da 37-24=888 ist. Im Ort gibt es
genau 37 Einfamilienhduser.

54928 Da die Gerade g und ihre Bild-
gerade g’ den Punkt P gemeinsam haben und
nicht parallel zueinander sind, muB P auf der
Symmetrieachse liegen. Daher gehen alle
Symmetrieachsen durch den Punkt P. Ande-
rerseits ist jede der Halbierenden der durch
die Gerade g und g’ gebildeten Winkel auch
Symmetrieachse. Folglich sind die beiden
Winkelhalbierenden der Geraden g und g’ die
beiden Winkelhalbierenden der Geraden g
einzigen zulassigen Symmetrieachsen.

W 5m929 a) Es ist die groBte natiirliche
Zahl zu ermitteln, die kleiner oder gleich 100
ist und die sowohl durch 3 als auch durch 4
teilbar ist. Diese Zahl lautet 96.

b) Aus 96:3=32 und 96 : 4=24 und
96—32-24=40 folgt, daB die Schachtel
genau 40 Druckknopfe enthilt.

W 5a930 Wir rechnen 100—10=90,90 : 2
=45, 45—-10=135.
Oder (x+10)-2=100-10,
(x+10)-2=90,
x+10=45,
x=135.
Der Schiiler erreichte genau 35 Punkte.

W 5*931 Die siegreiche Mannschaft habe
3 - x Tore erkdmpft; dann hat die gegnerische
Mannschaft x Tore erzielt. Zusammen wur-
den insgesamt 3-x+x=4-x Tore geschos-
sen. ’

Nun gilt 9<4-x<15; wegen 4-2=8<9 und
4-4=16>15 besitzt die Aufgabe genau eine
Losung, und zwar x=3. Der Endstand lautet
demnach 9:3, und es wurden insgesamt
12 Tore geschossen.

W 5*932 Wir erhalten den Flicheninhalt
A der schraffiert gezeichneten Fliche, indem
wir von dem Fliacheninhalt des groBen Qua-
drates (8 - 8 cm? =64 cm?) den Flidcheninhalt
des kleinen weiBen Quadrates (4-4 cm?

=16 cm?) und die Flicheninhalte der beiden
weiBen Dreiecke subtrahieren. Diese beiden
weiBen Dreiecke lassen sich aber zu einem
Rechteck zusammenlegen, das die Seiten-
lingen 4 cm und 8 cm hat, dessen Fldchen-
inhalt also 4 -8 cm? =32 cm? betrigt.

4cm

8em

4em

4cm $em

Daher ist der Fliacheninhalt der schrafliert
gezeichneten Fliche gleich
A=(64—16—32) cm®=16 cm?.

64933 Wir fillen von P die Lote auf die
Schenkel des Winkels a, ihre FuBpunkte seien

A und B. Aus {PSA:{PSB:% und

X SAP= ¥ SBP=90" und SP=SP folgt
APBS=APSA und damit PA=PB, das
heiBt, die entstandenen Streifen sind gleich
breit.

A

64934 Die gesuchten Zahlen miissen wegen
12=3-4 sowohl durch 4 als auch durch 3
teilbar sein. Die vierstelligen Zahlen sind
genau dann durch 4 teilbar, wenn die aus den
beiden letzten Ziffern gebildeten Zahlen durch
4 teilbar sind, also wenn 7* durch 4 teilbar ist.
Das trifft nur fiir 72 und 76 zu.

Wegen 9+7+2=18 ist die Quersumme der
Zahl 9*72 genau dann durch 3 teilbar, wenn
an Stelle des Sternchens die Ziffer 0, 3, 6 oder 9
steht.

Wegen 9+ 7+6=22 ist die Quersumme der
Zahl 9*76 genau dann durch 3 teilbar, wenn
an Stelle des Sternchens die Ziffer 2, 5 oder 8
steht. Die gesuchten Zahlen lauten somit
9072,9372,9672,9972,9276,9 576 und 9 876.

W6 w935 Wir fillen von P die Lote auf die
vier Rechteckseiten; ihre Lingen seien I, I, [,
und /;. Wie aus der Zeichnung ersichtlich wird,
gilt dann

1= 1 ==
At Acop=5"AB-1,+2-CD- 1,
1 —= 1= =
=--A4B-(L+1)=-4B-BC,
7 4B +h=3
1— 1 =
Agcp+ Apyp=5"BC-1,+5-DA-l,
1 =— 1 —
=5 BC-(,+l)=5" 4B-BC.



Die Summen der Flicheninhalte der genann-
ten Paare von Dreiecken sind also gleich.

A

W 6 *936 Unter den Zahlen 1,2, 3,4,5,6
sind nur 2, 3 und 5 Primzahlen. Wiirden die
Augenzahlen der Wiirfel simtlich verschieden
sein, so wire die Gesamtaugenzahl wegen
2+3+5=10 keine Primzahl. Wiirden die
Augenzahlen der Wiirfel samtlich gleich sein,
so wire die Gesamtaugenzahl gleich 3-n,
also durch 3 teilbar und keine Primzahl. Also
miissen genau zwei der Wiirfel die gleiche
Augenzahl zeigen. Die moglichen Zahlen-
tripel lauten (2, 2, 3), (3, 3,5), (5, 5, 3).

W6*937 Aus AD=DE folgt, daB. das
Dreieck AED gleichschenklig ist und somit
£ DAE= ¥ DEA=a gilt. Aus DE=EB folgt,
daB das Dreieck BDE ebenfalls gleichschenk-
lig ist und ¥ EBD= £xEDB=/6 gilt. Nach
dem AuBenwinkelsatz gilt ferner DEA
=2- ¥EBD, also a=2-8 und somit ¥ EBD

=%a~ Daraus ergibt sich die folgende Kon-
struktion: Wir tragen im Punkte B an die
Gerade BA den Winkel 6=%a an, dessen

freier Schenke! die Seite AC in einem inneren
Punkt D schneidet. Um D schlagen wir mit
AD als Radius einen Kreis, der die Seite 4B
in einem inneren Punkt E schneidet. Die Kon-
struktion ist genau dann ausfiihrbar, wenn

1 .
—a< It.
3 B g

W 6*938 Es sei M Mittelpunkt der Seite
AB und die Gerade MD s_ei Mﬂelsenkrechte
zur Seite AB, dann gilt AD=BD.

N 8

Wegen BD=2-CD gilt deshalb auch AD
=2-CD. Das Dreieck ADC werde an der
Geraden AC als Symmetrieachse gespiegelt,
und es sei D’ Bildpunkt von D, dann gilt
AD=AD'=DD’'=2- CD. Das Dreieck ADD’
ist somit gleichseitig, und es gilt Winkel
¥ ADC=60° und Winkel £ CAD=90°—60°

=30°. Der AuBenwinkel ¥ ADC=60° ist

doppelt so groB wie ein Basiswinkel des
gleichschenkligen Dreiecks ABD, also Winkel
£ DAB=30°. Folglich gilt xCAB= £ CAD
+ ¥ DAB=30°+30°=60°.

74939 Der Zentriwinkel £ AMB ist dop-
pelt so groB wie der Peripheriewinkel ¥ ACB.
Da die Gerade MD nach Voraussetzung
Winkelhalbierende des Winkels ¥ AMB ist,
gilt ¥DMB= £ACB. Die Nebenwinkel
¥ DMB und ¥ BMC erginzen sich zu 180°,
folglich gilt xDMB+ £¥BMC=180° und
damit auch ¥ ACB+ xBMC=180°.

74940 a) Wir rechnen % - 8%=12%,

2-8%=16%,4-8%=32% Aus 8% +12%
+169,+329%,=68% und 1009, —68% =329,
folgt 144 : G=32:100 und somit G=450.
Es besuchen 450 Schiiler der Klassen 5 bis 10
diese Schule.

b) 29 von 450 Schiilern sind 9 Schiiler, 8 %
von 450 Schiilern sind 36 Schiiler, 129, von
450 Schiilern sind 54 Schiiler, 169, von 450
Schiilern sind 72 Schiiler, 32 % von 450 Schii-
lern sind 144 Schiiler.

Die Schiilerzeitschrift alpha wird von 36 Schii-
lern bereits das vierte, von 54 Schiilern das
dritte, von 72 Schiilern das zweite und von
144 Schiilern das erste Jahr abonniert.

W 7@941 Die von E ausgehenden beiden
Diagonalen zerlegen das Fiinfeck in die drei
Dreiecke AABE, ABCE und AECD. Die
Summe der Innenwinkel dieser Dreiecke ist
gleich der Summe der Innenwinkel des Fiinf-
ecks, also gleich 3 - 180° =540°. Jeder Innen-
winkel des Fiinfecks betrigt somit 540° : 5
=108°.

Aus der Gleichheit der Seiten und der Innen-
winkel des regelmiBigen Fiinfecks ABCDE
folgt AABE =~AECD. Diese beiden Dreiecke
sind gleichschenklig, also < AEB= £ CED
=(180°—108°) : 2=36°. Der Winkel £ BEC
betrigt demnach 108°—2-36°=36°.

W 7m942 Aus 2a+3b=27 [olgt durch Um-

formung )
3b=27-2a,
2
= 9-Za.
b 39

Damit b eine natiirliche Zahl ist, muB %a <9

und 3 Teiler von a sein. Das trifft zu fiir
a,=0, a,=3, a;=6, a,=9 und a;=12. Als
Losungsmenge dieser Gleichung erhalten wir
somit die geordneten Zahlenpaare (0; 9),
3; 7), (6; 5), (9; 3) und (12; 1).

W 7%943 Aus 2(m+n)=mn [olgt 2m+2n

=mn. Durch weiteres Umformen erhalten
wir schrittweise
2m=mn—2n,
2m=n(m-2),
2m

S

4
=2+ —.
" m—2

n ist nur dann eine von Null verschiedene
natiirliche Zahl, wenn m—2 positiv und
Teiler von 4 ist. Das trifft zu fiir m, =3, m, =4
und my=6. Es gibt genau drei geordnete
Zahlenpaare (m, n), die die Bedingung erfiil-
len; sie lauten (3; 6), (4; 4), (6; 3).

W 7*944 Aus der Konstruktion folgt:
(DPE:%a, da der Peripheriewinkel iiber

einer Sehne, dessen Scheitel mit dem Mittel-

punkt des Kreises auf der gleichen Seite der

Sehne liegt, halb so groB ist wie der zugehorige

Zentriwinkel.

Aus dem gleichen Grunde gilt
11

_t1 1,
. 4
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xace
Aus der Konstruktion folgt

. 1. .1 3
d t ACB=-a+-a==>q.
ann weilter 4a+2a 401

84945 a) Wir erhalten die mittlere Ge-
schwindigkeit als Quotienten aus dem Weg
von 165 m und der Zeit von 5,22 s:
o 165
522

=31,61-3,6km-h™'=1138km-h~.
Die mittlere Geschwindigkeit wihrend des
Skifluges betrug also 113,8 km- h™!; sie war
hoher als die mittlere Geschwindigkeit der
Skispringer auf normalen Schanzen.
b) Beriicksichtigt man die angegebenen Feh-
ler, so liegt der Weg zwischen den Werten
164,5 m und 165, 5 m. Die Zeit betriagt hoch-
stens 5,225 s und mindestens 5,215 s.
Daher erhalten wir fiir die Geschwindigkeit v
in km-h™! die folgende fortlaufende Unglei-
164,5-3,6 165,5-3,6

5,225 5215

113,35v <1143,

Die mittlere Geschwindigkeit liegt also bei
Beriicksichtigung der Fehler zwischen
1133 km-h~! und 1143 km-h~".

84946 1. Es sei x, die Anzahl der Arbeits-
stunden, die 8 Arbeiter bendtigen, um mit
modernen Geriten 9 km Gleise zu verlegen.
Dann gilt, da 8 Arbeiter in 1 h 90 m Gleise
verlegen,

90x, =9000, also x, =200 100.
%

m-s '=3161m-s!

chung: sSv=

8 Arbeiter benotigen also 100 Arbeitsstunden,
um mit modernen Gerdten 9 km Gleise zu
verlegen.

2. Es sei x, die Anzahl der Arbeitsstunden,
die 8 Arbeiter benétigen, um in traditioneller
Handarbeit 9 km Gleise zu verlegen. Da unter

diesen Bedingungen 40 Arbeiter in 43% Ar-

beitsstunden 1125 m Gleise verlegen, benoti-
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gen 8 Arbeiter hierfiir 432 - 5-218> Arbeits-
B 4
stunden. Daher gilt

X, ! 218%:9000 : 1125, also

9000- 218>

%= 125

Bei traditioneller Handarbeit werden also
1750 Arbeitsstunden bendtigt

=1750.

3. a) In traditioneller Handarbeit kdnnen
1125

8 Arbeiter in 433— Arbeitsstunden m

=225 m Gleise verlegen.
b) Mit modernen Geridten kénnen dagegen

90 - 43% m=23937,5 m Gleise verlegt werden.

4. Die Arbeitsproduktivitit im Falle b) ver-
hilt sich zu der im Falle a) wie 17,5 : 1, sie ist
also bei der Arbeit mit modernen Geriten
17,5 mal so groB wie bei traditioneller Hand-
_rbeit. Denn, da im Falle b) 3937,5 m Gleise
und im Falle a) 225 m Gleise von der gleichen
Anzahl von Arbeitern in der gleichen Zeit
verlegt werden, erhalten wie

3937,5= 175.

225

Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir x,
durch x, dividieren:

Fa LA 35,

x, 100
W 8m947 Es seien x die Anzahl der Gold-
medaillen und vy die Anzahl der Silbermedail-
len, die die DDR erhielt. Dann gilt

Tx+5y+4-T+3-1+2-3+1-4=84, (1)

Tx+5y=43, 2)
43-17

y=—5—". 3)

Fiir x=0, 1, 2, 3, 5, 6 ist 43— 7x nicht durch
5 teilbar.

Ferner wird y fir x> 6 negativ.

Fiir x=4 erhalten wir jedoch

5 5
Daher hat die Gleichung (3) und damit auch
die Gleichung (1) genau eine Losung (x, y),
wobei x und y natiirliche Zahlen sind, nim-
lich

x=4, y=3.
Die Mannschaft der DDR erhielt also 4 Gold-
medaillen und 3 Silbermedaillen.

W 8m948 Es seien ABCD ein Parallelo-
gramm, E ein Punkt aul der Seite ABund F
ein Punkt auf der Seite CD, so daB die
Strecke EF durch den Schnittpunkt § der
Diagonalen des Parallelogramms geht (vgl.
die Abb.).

A £ 8
llmn _gilt
BS=SD, da die Diagonalen im Parallelo-
gramm einander halbieren,
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X BSE= & DSF als Scheitelwinkel,

¥ EBS= ¥ FDS als Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen, also
ASEB=ADSF, da diese Dreiecke in einer
Seite und zwei Winkeln iibereinstimmen.
Daraus folgt ES =ﬁ, d. h, die Strecke EF
wird durch den Schnittpunkt S der Diago-
nalen halbiert, w.zb.w.

W 8*949 Es seien

¢ die MaBzahl der Linge der Seite AB, a die
MaBzahl der Linge der Seite BC, h,=12 die
MaBzahl der Linge der von 4 ausgehenden
Hohe, h,=10 die MaBzahl der Linge der
von C ausgehenden Hohe.

A > § b
Dann gilt fiir die MaBzahl des Fliacheninhalts

des Dreiecks ABC
_ah,_c-h

A > = Daraus folgt 1)

a-h,=c-h, (¥l
he _10._5

TR ¢l

Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras in
dem rechtwinkligen Dreieck CDB

2
a*=h? +%. Daraus folgt wegen (3)

25 , c?
2 2 _j0045,
36° *3

16 ,

—c*=100

36" ’

, 100-36

2= 2D

16

Die Basis des gleichschenkligen Dreiecks
ABC hat also die Linge 15 cm.

=225, c¢=15.

1001a 100-10°m3: 4km?
=100-10°m3 : (4-10°m?)=25m

1001 b

1001 ¢ 6800000 M : 90000000
=680000000 Pf : 90000000~ 8 Pf

16,5-10°-0,41 M~ 6,8 Mio M

‘ala L={0,1,2,3); a2a L={0,1,2,3};

Ala ye{0,1,2}; ad4a L={0, 1};
a5a L={01,23);
A6a L={0,1,2,3};

A74a Diese Ungleichung hat keine Lo6-

sung; denn es gibt keine natiirliche Zahl x,

so daB x+5<5 gilt. Man sagt: ,,Diese Un-
gleichung ist unerfillbar* oder ,,Die Losungs-
menge dieser Ungleichung ist die leere
Menge*, Zeichen L=0.

A8A 1e€{4,56,7,8}
A9a L={0,9,18,27,36,45};
Aal10a L={22,23,24,25,26}

Alla Aus x<z, x<v, v<), z<v,
x<y, z<y folgt x<z<v<y.

Al12a Die Ungleichung allein betrachtet
wird von den Elementen der Menge {343,
344, 345, ..., 353, 354, 355} erfiillt. Unter den
jeweils zusitzlich gestellten Bedingungen er-
halten wir fiir:

a) {344,346, 348, 350, 352, 354} ;

b) {345,348, 351, 354};

c) {348,354}; d) {344, 346, 350, 352} ;

e) {345,351};

f) Es gibt keine Zahl, die die gestellten Bedin-
gungen erfiillt, die Menge ist leer; g) {350};
b) {344, 345, 346, 350, 351, 352}; i) {344, 345,
346, 348, 350, 351, 352, 354}; h) {348}.

A13a InderZahlenfolgeO,1,2,3,...,19,20
ist die Zah! O kleiner als jede der folgenden
20 Zahlen. Es lassen sich also 20 verschiedene
Ungleichungen bilden, in denen stets a=0 ist
und fiir b die Zahlen von 1 bis 20 eingesetzt
werden konnen. Wenn a= 1, so kann b durch
die Zahlen von 2 bis 20, also durch 19 ver-
schiedene Zahlen ersetzt werden. Die Uber-
legungen fiihren wir fort. Fiir a=19 gibt es
genau eine Moglichkeit, nimlich =20. We-
gen20+19+...+342+1=(20+1)+(19+2)
+(18+3)+...4+(11+10)=21-10=210 gibt
es genau 210 Moglichkeiten zum Ersetzen der
beiden Variablen a und b der Ungleichung
durch die vorgegebenen Zahlen.

Alda Ist x=0,so0 gilt 4y <10, also y=0, 1
oder 2;ist x=1,sogilt4y <7, also y=0oder1;
ist x=2, so gilt 4y<4, also y=0; ist x=3,
so gilt 4y <1, also y=0.

Fiir x>3 erhdlt man wegen 3x>9 keine
Lo6sung.

L={(0,0),(0, 1),(0,2),(1,0), (1, 1),(2,0), (3,0)}.

Al5a Ist y=0, so gilt x<4 und 2x>10,
d. h. x>5, also keine LGsung;

ist y=1, so gilt x<3 und 2x>35, also keine
Losung; ist y=2, so gilt x<2 und 2x>0,
also x=1; ist y=3, so gilt x<1, d. h. x=0,
dann ist auch (2) erfiillt.

Fiir x> 3 gibt es wegen x + y <4 keine Losung.
L={(1,2), 0, 3)

Al6A Tx+22 <58-11x
Tx+11x<58—-22
18x <36
x<2
L={0,1}

35:7+40=45=45
(81—39): 7=6>5

49:7455=62=62
(94—138): 7=8<9

Al7a

4184 Beide Ungleichungen sind einander
dquivalent, denn jede dieser Ungleichungen
hat die Lésungsmenge L=1{0, 1, 2, 3, 4}.



Ala a) Nur mit den rationalen Zahlen

wiirde gelten:

(1) Die Zahlengerade besitzt Liicken, es gibt
Punkte ohne Zahl und damit auch Strek-
ken ohne MaBzahl

(2) Es gibt viele positive Zahlen, die keine
Quadratwurzeln haben.

(3) Es gibt viele Gleichungen der Form
x"=a, die keine Lésung haben.

b) Aus diesen drei, miteinander zusammen-

hingenden Anldssen ergeben sich als Ziele:

Es soll ein Zahlenbereich entstehen, in dem

(1) jeder Punkt der Zahlengeraden seine Zahl

findet,

(2) jede positive Zahl ihre Quadratwurzel hat
(allgemeiner: in dem das Radizieren posi-
tiver Zahlen unbeschriankt ausfihrbar ist.)

(3) jede Gleichung der Form x"=a losbar ist.

c) Die Ziele (1) und (2) sind erreicht worden,

Ziel (3) jedoch nicht. Denn fir negative a ist

nach wie vor nicht jede derartige Gleichung

l16sbar. Das wird erst durch eine abermalige

Erweiterung, zum Bereich der ,komplexen

Zahlen“, erreicht.

A24 a) Vom Punkt P ist nichts weiter
bekannt, also muB gemessen und dann ge-
rechnet werden: AB=30 mm; AP=21 mm

x:10=56:80; x=7; p=8+07;, p=87

b) q=8%=8,2_7 ¢) V80

Weise iiber die weiteren Stellen nichts weiB,
gibt es unendlich viele Dezimalbriiche, die
mit 6,31784... gemeint sein kénnten. Da man
unendlich viele Ziffern nicht hinschreiben
kann, muB man eine Vorschrift angeben, nach
der diese Stellen zu besetzen sind, z B.
6,323322333222... (es wechseln 2 und 3; das
Beispiel zeigt, wie ihre Anzahl stets um 1
wichst.) Oder

6,24681012... (Die Fortsetzung erfolgt gemiB
der Folge der geraden Zahlen.)
Oder ,/40.

ATa 3) < b) > ¢ > d) >
f), g) und h) miissen offen bleiben.
A8A a=26und b=27

denn 42=2,62=6,76<7
und b*=27*=1729>7.

e) <

A94 2a) Nein, denn 5,52=30,25>30.
b) Nein, denn 4,22=17,64<18.

Al10a a) 1,23456789101 b) 0,000007

c) Das nachfolgende Glied ist stets groBer
d) Es gibt kein groBtes Glied. -

e) Alle Glieder sind kleiner als a.

f) und g) Ein solches Glied gibt es nicht.

Alla Wenn bei der Definition [iir ,,Reelle
Zahl“ die periodischen Dezimalbriiche mit
Neunerperiode ausgeschlossen werden — und
bei allen Schiilern aus Klasse 9 ist das sicher
geschehen —, so sind a), b) und ¢) eigentlich
sinnlos. Denn da 7,19 keine reelle Zahl ist,
kann 7,19 weder kleiner, noch gleich, noch
groBer als 7,20 sein. Ist dieser AusschluB
jedoch nicht geschehen, so wire b) wahr,

Ala a) und c) falsch. Auf alle Fille ist aber e)
—t——————+—— 1
3 //' \v\\\\ b e
/ S
b —t 91
31 32
W L T
t t t } — + +— —— 0,001
YT e
,—— A p—— 0,0001
31415 PR IR IR
Ada a) 6;7 b) 0,1 c) 6,629507 wahr und sind d) und {) falsch. Bei g), h) und i)
6,6;6,7 0,01 ist es dhnlich wie bei a) bis c): Ist ein Aus-
6,62; 6,63 0,001 schluB erfolgt, so sind g), h) und i) falsch,
6,629; 6,630 0,0001 andernfalls nur h).
6,6295; 6,6296 0,00001
6,62950; 6,62951  0,000001 Al2a 3) 4507295

d) Es gibt bei [ortgesetzter Zehnteilung kein
kiirzestes Intervall. Also 1aBt sich auch keine
Linge dafiir angeben.

ASA c) wahr

d) falsch

e) wahr
f) wahr

a) wahr
b) falsch

A64A Angaben wie 6,31784... reichen nicht
aus, um einen unendlichen Dezimalbruch
volistindig anzugeben. Weil man auf diese

b) 4,04 denn 3,2727-1,2345<a-b
<3,273-1,235

also 4,04014815 <a- b <4,042155

al13a Die Frage nach dem Nachfolger
einer Zahl ist eigentlich nur sinnvoll, wenn
man weiB, in welchem_Zahlbereich man sich
befindet. Legt man nur den Bereich der gan-
zen Zahlen zugrunde, so haben 17 und —17
den Nachfolger 18 bzw. —16. Bewegt man
sich im Bereich der rationalen oder sogat in

dem der reellen Zahlen, so gibt es auch fiir
17 und —17 keinen Nachfolger, genau so
wenig wie fiir die anderen vier Zahlen. An-

gaben wie 0,18; 17,171; \/ﬁ; 12—8 sind fiir
diese vier Zahlen auf alle Fille falsch.

A 144 rationale Zahl reelle Zahl

a) ja ja
b) ja ja
c) ja ja
d) nein ja
€) ja ja
f) nein ja
g) ja ja
h) nein nein

-
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Weltfestspiele
der Jugend

und Studenten

Was hat Mathematik mit den X. Weltfest-
spielen zu tun? Das wird sich mancher fragen,
der diese Uberschrift liest. In unserer AG
Mathematik der 9. und 10. Klassen der EOS
August-Hermann-Francke Halle meinen wir:
sehr viel, denn wir finden uns dort nicht zu-
sammen, um uns die Langeweile zu vertrei-
ben. Wenn die FDlJler in den Betrieben in
Vorbereitung der X. Weltfestspiele auf viel-
fache Weise groBe Anstrengungen zur Er-
héhung der Produktion unternehmen, so stel-
len wir uns das Ziel, gemiB dem Aufruf
,Lenins an die Jugend ,,Lernen, lernen, noch-
mals lernen* hohe Lernergebnisse im Fach
Mathematik zu erreichen. Wir wollen damit
zugleich Freude beim Knobeln und Lésen
von Mathematikaufgaben haben und Schiiler
fiir die Mathematik interessieren. Dabei
haben wir uns zu Ehren und in Vorberei-
tung der X. Weltfestspiele verpflichtet:

® Jeder AG-Teilnehmer ist Abonnent der
alpha-Zeitung und beteiligt sich am alpha-
Wettbewerb 1972/73.

® Wir bereiten die Teilnahme an Mathe-
matikolympiaden in der Stadt Halle und im
Bezirk griindlich vor.

® Im Frithjahr 1973 gestalten wir eine
Schulwandzeitung iiber das Thema ,,Mathe-
matik und X. Weltfestspiele*.

® Jeder erfiillt seine gesellschaftliche Funk-
tion in der FDJ-Gruppe zuverlidssig und
verantwortungsbewuBt.

Wie kénnen wir diese Aufgaben erfolgreich
losen? Wer einmal die alpha-Hefte fritherer
Jahrginge durchblittert, findet viele Hin-
weise zu einer lebendigen Gestaltung unserer
AG-Zusammenkiinfte. Es sei hier z. B. auf

"

@. Berlin1973

-'%@f Hauptstadt

@ JerDOR

Biographien groBer Mathematiker verwie-
sen, auf Artikel iiber Gleichungen mit abso-
luten Betridgen (6/70), iiber darstellende Geo-
metrie (6/67, 1/68, ...), iiber Logik und
Mengenlehre (2/68, 1, 2, 3/67, ...). Beson-
deres Interesse finden auch die Darlegungen
iiber den Staatlichen Mathematisch-Physika-
lischen Salon in Dresden (2/69), iiber Mathe-
matik und Musik (6/69) und iiber die zahl-
reichen Berichte von Mathematikolympia-
den aus vielen Landern. Nicht unerwihnt
sollen hier ferner die hiibschen Anregungen
in alpha heiter bleiben.

Zu einer planmaBigen Auswertung der alpha-
Zeitschrift studieren wir eine Reihe von Arti-
keln, die wir in der AG vortragen und disku-
tieren. So beschaftigen wir uns z. Z. mit dem
Beweisverfahren der vollstindigen Induk-
tion (2/67, 3/67). Dabei lernen wir, mathe-
matische Aufgaben auf verschiedene Arten
zu ldsen, liben uns in konzentrierter Arbeits-
weise und erwerben die Fihigkeit, einfache
mathematische Texte zu lesen. Natiirlich
spiclen das Losen von Aufgaben und die
Diskussion iiber sie eine bedeutende Rolle.
Dazu verwenden wir neben der alpha u. a.
die Biicher ,,Aufgaben von Mathematik-
olypiaden aus der UdSSR und CSSR* und
,,Olympiadeaufgaben aus der DDR*.

Wir sind iiberzeugt, da unser erfolgreiches
Bemiithen auf dem vorgezeigten Wege nicht
nur zur Erfilllung des Mathematik-Beschlus-
ses des ZK der SED und des Ministerrates
der DDR vom Dezember 1962, sondern auch
der Losung der vom VIII. Parteitag gestellten
Hauptaufgabe dient.

Auf zum X. Festival! Kerstin Bachmann

Unsere Mathematik-Wandzeitung

Leben und Werk des N. Copernicus

Wir beschiftigen uns in der Arbeitsgemein-
schaft nicht nur mit mathematischen Pro-
blemen, die den Schulstoff vertiefen und er-
ginzen, sondern unterhalten uns auch iiber
das Leben und Schaffen berihmter Mathe-
matiker und Naturwissenschaftler, werten
ihre Stellung innerhalb der menschlichen Ge-
sellschaft ihrer Epoche.

Wir wihlen vor allem solche Personlichkei-
ten aus, die mit dem von uns behandelten
Stoff in Beziehung stehen oder deren Ge-

burts- bzw. Todesjahr sich jéhrt. Der in den’

Heften 6/69 bis 5/70 in alpha verofientlichte
Mathematikkalender erleichtert uns die Ar-

24

beit wesentlich. Ist unsere Entscheidung ge-
troffen, dann beauftragen wir einige Mit-
glieder der AG, sich mit den wichtigsten Da-
ten-aus dem Leben und Werk des Wissen-
schaftlers an Hand von Lexika und anderen
Nachschlagewerken bekanntzumachen.

Andere Schiiler suchen in populdrwissen-
schaftlichen Zeitschriften (Urania, wissen-
schaft und fortschritt) oder in der alpha sowie
Mathematik in der Schule nach auswertbaren
Beitrigen. Auch Biichern wie ,,Geschichte
der Mathematik im Mittelalter* oder ,,Ma-
thematik in der Antike‘, nicht zuletzt den
vielen Broschiiren der Mathematischen Schii-

lerbiicherei (,,Der Pythagoreische Lehrsatz*,
,»Altes und Neues vom Kreis*) haben wir
hiufig Anregungen entnehmen kénnen. Sol-
ches Material sollte in keiner Handbiblio-
thek einer Mathematik-Arbeitsgemeinschaft
fehlen. Uber einige Mathematiker und Na-
turwissenschaftler sind Lebensbilder verfaBt,
so daB sich ein Gang in eine Bibliothek lohnt.
Sind auf diese Art und Weise geniigend Quel-
len erschlossen worden, erarbeiten einige
Zirkelmitglieder Zusammenfassungen und
tragen diese der AG vor.

Augenblicklich beschiftigen wir uns mit
Leben und Werk des polnischen Astrono-
men N. Copernicus. Da er wesentlich zur
Herausbildung des modernen Weltbildes bei-
getragen hat, entschlossen wir uns, die vor-
getragenen Zusammenfassungen so zu be-
arbeiten, daB sie als Wandzeitungszyklus
allen Schiilern unserer Schule Anfang 1973
zugiinglich gemacht werden kann.

@ Auf der ersten Wandzeitung veréffent-
lichen wir ein Portrat Copernicus und berich-
ten {iber ihn biographisch.

® Auf der zweiten Wandzeitung bilden wir
eine historische Darstellung des heliozen-
trischen Weltsystems des Copernicus ab
und erldutern es. Ferner wiirdigen wir seine
gesellschaftliche Bedeutung in Hinblick auf
das ptolemiische geozentrische System. Wir
gehen aber auch auf den Mangel des Coper-
nicanischen Systems ein, der vor allem in der
Annahme von kreisf6rmigen Planetenbah-
nen beruht.

® Da der Begriff ,,Epizykel* in den Texten
der zweiten Wandzeitung verwendet wurde —
in einem gesonderten AG-Nachmittag spra-
chen wir iiber Rollkurven, zu dem die Epi-
zykloiden gehoren — beschlossen wir, auf
einer dritten Wandzeitung die diskutierten
Begriffe durch Skizzen und deren Beschrif-
tung zu erldutern.

® Da auf den drei beschriebenen Wandzei-
tungen wenig Bildmaterial verarbeitet wurde,
wollen wir diesen Mangel spéter durch Bild-
tafeln aus Material der Tagespresse und aus
Zeitschriften bereichern.

Ute Schweidt, Waltraud Bittinger,
Mizglieder der AG Mathematik OS Liibtheen

Als geeignete und noch relativ leicht zuging-
liche Jugendliteratur empfehlen wir:

Harig: Die Tat des Copernicus (Urania-
Verlag 1962)

Radczun: Und sie bewegt sich doch (Kinder-
buchverlag Berlin 1971)

Winkler: - Den Stermen auf der Spur (Post-
reiter-Verlag Halle 1962)

Mielke: Zu neuen Horizonten (Transpress-
Verlag Berlin 1972)

Beust: Unser Sternenhimmel (Urania-Verlag
1967)

ABC-Astronomie (VEB Brockhaus Leipzig
1971)



Inhaltsverzeichnis 1967 bis 1972
(leicht gekiirzt)

alpha (Zeitschrift alpha)

2/67, 1/68 Wissen wo (eine Anleitung zum
Selbststudium) (H. Herzog/J. Lehmann) e
6/68, 6/69 alpha berichtet (J. Lehmann) e
5/69 An die Leser der Zeitschrift alpha (A.
Markuschewitsch) @ 6/71 Wie entsteht die
Zeitschrift alpha? (H. Jittner/P. DreBler,
J. Lehmann)

alpha-Wettbewerb

1/67, 4/67, 1/68, 5/69, 5/70 Bedingungen und
Hinweise (Red.) ® 6/67 Vorstellung der
Jury e 2/68, 2/69, 6/69, 6/70, 6/71, 1/72,
6/72 Auswertung, -Preistrager, Statistik der
Wettbewerbe 1967/71 (Red.) ® 4/69 Pio-
niere des alpha-Wcttbewerbs (E. Manske) o
4/71, 4/72 Physikwettbewerb
Abnlichkeitslehre

4/67 Guter Mond, du gehst so stille...
(L. Gorke)

Aufgaben

5/67 Aufgaben aus Mathematikbiichern der
Estnischen SSR (O. Prinits) ® 6/68 Grie
aus der Demokratischen Republik Vietnam
(H. Tang/Nguyen lam Son) e 6/69, 1/70
Priifungsaufgaben aus Island (G. O. Gests-
son) ® 1/70, 4/70 Prifungsaufgaben aus
Tanzania (W. Biichel) @ 3/72 Mathematik
und Sport (Th. Scholl) @ 5/72 Mathematik
und Russisch (OS Dobeln)

Berichte

1/67 Internat. MathematikerkongreB 1966
(Moskau) (D. Ziegler) ® 2/67, 3/69 alpha
berichtet aus aller Welt @ 5/67 Nowosibirsk
(W. Friedrich) ® 5/67 Aus der Sowjetunion
berichtet ® 6/68 Junge Mathematiker er-
lebten Jahrestagung der Mathematischen
Gesellschaft in Rostock (H. Titze) ® 1/71
Die Mathematik ist schén (R. Peter) @ 1/71
1V.Internat. Physikolympiade @ 1/71 Taugen
Maidchen fiir die Mathematik? @ 2/71 10
Jahre Weltraumflug (W. Trager) e 2/72
alpha international (Red.) e 3/72 Mathe-
matikstudenten. im Forschungsstudium (O.
Krotenheerdt) @ 4/72 Haupttagung der
Mathematischen Gesellschaft der DDR in
Dresden (Red.) ® 4/72 Technische Univer-
sitit Dresden (R. Sonnemann)

Berufe
3/67 Vermessungsingenieur mit Hochschul-
*studium (W. Zill) @ 6/67 Als Diplommathe-

matiker in Dubna (G. LaBner) ® 6/67 Als
Mathematiklehrer in Tanzania (H. Biichel) ®
2/68 Elektronische Datenverarbeitung — eine
Perspektive ® 2/68 Chemieanlagenbauer mit
und ohne Abitur (J. Ponisch) @ 3/68 Fach-
arbeiter fiir Datenverarbeitung (Ch. Papen-
dorf) @ 4/68 Mathematisch-technischer Assi-
stent (G. Paulin) @ 5/68 Ingenieur fiir Pro-
grammierung (W. Leupold) @ 6/68 Diplom-
Mathematiker (Rechentechnik und Daten-
verarbeitung) (J. Lotzsch/G. Seifert) @ 2/69
Spezialklassen an mathematischen Fakul-
titen ® 3/69 Ulrich Zihle berichtet (U.
Zihle) @ 4/69 Vom IMO-Teilnehmer zum
Doktor-Aspiranten (H. Ernst) @ 5/69 Hoch-
bauzeichner — ein Beruf fiir Madchen @
6/69 Diplom-Mathematiker -(H. Girlich) @
1/70 Diplomlehrer fir Mathematik (R. Mild-
ner) ® 5/70 Bauingenieur W. Wittig @ 6/70
Hochschulingenieur (G. Burucker) e 1/71
Vermessungsfacharbeiter und Kartographie-
facharbeiter 5/72 Studienméglichkeiten an
der Hochschule fur Architektur und Bau-
wesen Weimar (D. Schwaab)

Beweise

2/67, 3/67 Beweise durch vollstindige In-
duktion (W. Stoye) @ 1/69 Spieglein, Spieg-
lein an der Wand (W. Triger) ® 4/69 Ma-
thematikprobleme — selbst gemacht (Nazla
H. A. Khedre) @ 4/71 Ein interessanter geo-
metrischer Beweis (E. Schrader)

Biographien

2/67 Gottfr. Wilh. Leibniz als Mathematiker
(W. Purkert) ® 4/67 Leonard Euler 1707 bis
1783 (H. Bernhardt) @ 4/67 Gaspard Monge
1746 bis 1818 (E. Schroder) @ 5/67 A. J.
Chintschin (H. Bernhardt) @ 5/67 Aus der
Jugend A. J. Chintschins (A. Artisow/Mu-
romzewa) ® 1/68 Gedenktage (G. Cantor —
H. A. Lorentz— D. Hilbert — E. Landau) @
4/68 August Ferdinand M6bius 1790 bis 1868
(H. WuBing) @ 1/69 Lew Danowitsch Lan-
dau (B. Zimmermann) @ 4/69 Evariste Ga-
lois (E. Hertel/O. Stamfort) @ 5/69 Prof.
Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert (J. Gro-
nitz) @ 6/69 Michael Stifel (J. Schwarz) @
6/69 Alexander Ossipowitsch Gelfond (H.
Boll) @ 1/70 Mathematik in der Familie
W. L. Lenins (G. N. Wolkow) @ 3/70 Janos
Bolyai (I. Reimann) @ 4/70 Auf den Spuren
Jakob Steiners (E. Schroder) @ 5/70 Lenin-
preistriger Lew Semjonowitsch Pontrjagin @
6/70, 2/71, 4/71 Albrecht Diirer (E. Schro-
der) @ 6/70 Die Leninpreistriger Jurij Reza-
nov und Jurij Prochorov @ 1/71, 4/71 Der
Weg eines Talents — Olga A. Ladyschenskaja
(J. Senkjewitsch) e 5/71, 1/72, 2/72 Rama-
nujan — das mathematische Genie Indiens
(V. Lewin) @ 6/71 Johannes Kepler (Th.
Riedrich) @ 5/72, 6/72 Nicolaus Copernicus
(H. WuBing)

Funktionen
6/70, 2/71, 4/71 Was ist eine Funktion? (A. N.
Kolmogorow)

Geometrie, darstellende

6/67 Darstellung von Punkt und Gerade in
zugeordneten Normalrissen (E. Schroder) @
1/68 Abstand zweier Punkte im Raum (E.
Schroder) @ 2/68 Darstellung einer Ebene in
zugeordneten Normalrissen (E. Schréder) @
4/68 Bestimmung der wahren Gestalt einer
ebenen Figur (E. Schroder) @ 1/70 Auch
ein SchluBlicht hat es in sich (E. Schroder) o
5/70 Ein kleiner Dreh fGhrt zum Ziel (E.
Schroder) @ 5/72, 6/72 Darstellende Geo-
metrie und Architekturausbildung (E. Kihn)

Geschichte der Mathematik

6/68 Der mathematische Wettstreit in der
Antike (M. Otto) @ 6/68 , Mathematische
Manuskripte* von Karl Marx (R. Sperl) @
1/69 Die ,,mathematischen Manuskripte* von
Karl Marx (Aus ,,Nedelja* 10/68) o 1/69
Was bedeutet eigentlich ,,x“? (Aus ,,Po

sv'etu* 11/67) @ 1/70 Uber die Anfinge der

Mathematik aus: ,,Die Mathematik in der
Antike** (H. WuBing) e 6/69 bis 5/70 Ma-
thematik-Kalender (W. Heinig/). Lehmann)
® 3/71 Geschichte der Mathematik der
Tschechoslowakei (O. Langer)

Gleichuagen/Ungleichungen

1/68 Eine schwierige Hausaufgabe (R. Li- .
ders) @ 2/68 Der Lucassche Turm (J. Fror-
mann) @ 6/69 Uber Funktionsgleichungen
mit absoluten Betrigen (W. Trager) @ 4/70
Einige Ungleichungen fur Fakultiten (V. I.
Lewin) @ 6/70 Uber Gleichungen mit abso-
luten Betragen (W. Triger) @ 2/72 Zwei
Beweise einer Ungleichung von Cauchy (W.
Dziadek) @ 5/72 Diophantische Gleichungen
(H. Menzer)

Graphentheorie

3/71 Uber die Ramseyschen Zahlen (J. Sedla-
&ck) @ 4/72 Der Graph (J. 1. Churgin) @ 6/72
Aus der Graphentheorie (W. VoB)

Kombinatorik

6/71 Geometrische Kombinatorik (L. Lo-
vasz/J. Pelikan) ® 6/71, 2/72, 3/72 Welche,
wie viele Moglichkeiten gibt es? (W. Tiirke)

Literatur

4/68 Formen und Formeln, Fr. v. Krbek,
Eine Buchbesprechung (W. Arnold) e 2/69
»Werk der Millionen* (Red. alpha) @ 6/70
Quant — eine neue physikalisch-mathema-
tische Schiilerzeitschrift @ 6/70 Jugend und
Mathematik — eine mathematische Schiiler-
zeitschrift der Demokratischen Republik
Vietnam. @ 4/72 Formeln — was dann?
(J. I. Churgin) e 5/72 Sammelbildserie:
Beriihmte Mathematiker (Red.) © 6/72
Menschen messen Zeit und Raum (E. Padelt)

Logik
2/68 Notwendig oder hinreichend — das ist

hier die Frage (M. Rehm) @ 2/70 Logisches
Denken — spielend erlernt (G. Scholz) e
3/70 Mathematische Logik fiir Anfanger
(Leseprobe) @ 5/70 Achtung Kreuzung —



Vorfahrt beachten! (W. Triger) ® 5/72, 6/72
Kleine Worte — GroBe Wirkung (L. Flade)

Mengenlehre

1/67 Mit Mengen fangt es an (1) (W. Walsch/
H. Lohse) ® 2/67 Wir operieren mit Mengen
(2) (W. Walsch) e 3/67 Wir untersuchen
Abbildungen (3) (W. Walsch) e 4/67 Wir
lésen Aufgaben aus der Mengenlehre (W.
Walsch) @ 2/69 Zweiermengen und geordnete
Paare (H. Tiede)

Nomographie

2/70, 3/70, 4/70, 5/70 Nomogramme ersetzen
oder kontrollieren unsere Berechnungen (W.
Tréager)

Olympiaden — Olympiadeaufgaben

1/67 VIIL. IMO 1966 (J. Lehmann) e 1/67
Wir losen eine Aufgabe der VIII. IMO (H.
Bausch) @ 1/67 bis6/67 VI. OJM der DDR e
2/67 Mathematischer Leistungsvergleich Pra-
ha—Neubrandenburg (J. Lehmann) @ 3/67
Mathematischer Mannschaftswettbewerb (M.
Mithner/G. Schulze) @ 3/67 Mathematische
Wettbewerbe in England e 4/67 Mathema-
tikolympiaden in Bulgarien (S. Bodurow) @
5/67 Mathematikolympiaden in der UdSSR,
Allunionsolympiade Tbilissi 1967 (J. Petra-
kow) e 5/67 Eine vorbildliche Jahresarbeit
(R. Hoéppner) o 6/67 IX. IMO 1967 (H.
Bausch) @ 1/68 bis 6/68, 2/69 VII. OJM der
DDR e 1/68 18. Mathematischer Jahres-
wettbewerb UUSA 1967 e 3/68 Die Auf-
gabenkommission des Zentralen Komitees
fiir die OJM der DDR (H. Karl) @ 5/68,
6/68 X. IMO 1968 (H. Bausch/W. Burmei-
ster) ® 6/68 Allunions-Fernolympiade (R.
Liiders/J. Lehmann) @ 1/69 bis 3/69, 6/69,
2/70 VIII. OJM der DDR @ 3/69 Concursul
de matematica, Etapa locala—22 martie
1968 @ 5/69, 1/70 XI. IMO 1969 (H. Bausch/
J. Lehmann) e 5/69 Fernolympiade Mathe-
matik, UdSSR 1968 (G. Ulbricht) @ 1/70
bis 4/70 IX. OJM der DDR e 2/70 Mathe-
matikolympiaden in der CSSR (O. Langer/
St. Hordk) e 3/70 Mathematische Schiiler-
wettstreite in Ungarn (I. Reimann/M. Wal-
ter) ® 4/70 Mathematische Wettbewerbe in
Schweden e 5/70 XII1. IMO 1970 (H. Bausch/
J. Lehmann) e 1/71 bis 4/71 X. OJM der
DDR e 2/71 10 Jahre Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR @ 2/71 Mathematik-
olympiaden in der MVR @ 2/71 Osterrei-
chische Mathematikolympiade ® 5/71 Con-
cursul de matematica (SR Ruminien) e
5/71 XIIL. IMO 1971 (J. Lehmann) e 1/72
bis 5/72 XI. OJM der DDR e 1/72 FdGB-
Urlauber-Olympiade 1972 (W. Triger) o
3/72 Mathematikolympiaden in der VR
Polen (S. Straszewicz) ® 3/72 Riickblick
auf die XIII. IMO (Red.) ® 3/72 Mathe-
matikolympiade in der Republik Kuba (L. J.
Davidson) @ 5/72 XIV. IMO 1972

Planimetrie
1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfacheres als ein
Quadrat (H. Wiesemann) @ 5/68 Was ist

ein Viereck? (L. Gorke) @ 6/68, 1/69, 3/69,
5/69, 6/72 Mit Zirkel und Zeichendreieck
(J. Lehmann) @ 1/69 Spieglein, Spieglein an
der Wand (W. Triger) @ 3/69 Mit Bleistift
und Lineal (E. Schroder) ® 3/69 Bange
machen gilt nicht! — Modell eines geom.
Extremwertproblems (Th. Scholl) e 5/69
Ube sinnvoll — iiberall! Anleitung zur Arbeit
am Dreieck (G. Pietzsch) ® 6/69 Kleine
geometrische Exkursion (Th. Scholl) e 2/70
Wie 16st man eine Konstruktionsaufgabe?
(H. Titze) @ 3/70, 4/70 Ornamente (R. Bitt-
ner) ® 2/72 Arbeitsblatt Geometrie (H. Her-
zog) @ 3/72 Die Ellipse als Normalprojektion
des Kreises (E. Schroder)

Relationen
6/70, 1/71,2/71 Relationen (R. Herrmann)

Stereometrie

1/69 FernsehfuBball — regulire Polyeder (E.
Schréder) @ 2/69 Der Eulersche Polyeder-
satz (H. Giinther) ® 5/71 Durch die Welt
der Tetraeder (G. Geise) ’

Unterhaltung

1/68 Hinter die Kulissen geschaut (W. Tri-
ger) @ 3/68, 4/68 Wir 16sen ein Zahlenritsel
(Th. Scholl) e 3/68, 4/68, 5/68 Eine Knobel-
geschichte 1., 2., 3. Teil (W. Triiger) @ 6/68
Schén ist so ein Ring(el)spiel (J. Frormann) @
3/69 An welchem Wochentag wurde ich
geboren? (W. Unze) @ 4/69 Wir stellen ein
Zahlenritsel auf (W. Trager) @ 1/71 Wir
spielen mit optimaler Strategie (W. Triger) ®
3/71 Wirklichkeit und Tduschung (J. Sed-
latek) ® 1/72 Kryptarithiretik (J. Lehmann/
R. Liiders) ® 1/72 Geometrisches Kreuz-
wortritsel aus: Quant @ 2/72 Ein mathe-
matisches Kreuzwortritsel (Ch. Riehl) e
3/72 Mathe-Quiz im Ferienlager (J. Lehmann/
W. Triger)

Verbindung zur Praxis

1/67 Die Deutsche Biicherei im Spiegel von
Zahlen und Fakten (S. Giinther) @ 3/67
Schwankt der Fernsehturm? (W. Zill) e
3/67 Der Berliner Fernsehturm (W. Zill) ®
4/67 Auf den Spuren Roald Amundsen (S.
Meier) @ 5/67 Erfahrungsaustausch mit sowj.
Wissenschaftlern (Bratsk) (H. Werner) o
6/67 Ernahrung und Leistungsfahigkeit (W.
Kraak) @ 1/68 50 Jahre Rote Armee ® 1/68
Dresden in Zahlen (W. Weidauer) ® 1/69
Messegold fiir PrizisionsreiBzeuge (A. Ha-
nisch) @ 2/69 Staatlicher Mathematisch-
Physikalischer Salon, Dresden — Zwinger
(H. Grotzsch) @ 3/69 Mathematische Mo-
delle aus der DDR (W. GlaB) e 4/69 Multi-
curve (E. Schroder) @ 4/69 Aus der VAR be-
richtet ® 5/69 20 Jahre Entwicklung des
Volksbildungswesens in der DDR (J. Leh-
mann) @ 6/69 Mathematik und Musik (Ch.
Lange) ® 6/69 Rund um das Schachbrett (K.
Kannenberg) @ 1/69 bis 6/70 Einfihrung in
die Elektronische Datenverarbeitung (J. Fror-
mann) ® 4/71 Waffen aus Suhl (E. Hoff-
mann) @ 6/71, 1/72 Wie schnell fliegt ein

Uberschallflugzeug? (W. Triger) e "1/72
bis 6/72 Graphiken zur Direktive des VIII.
Parteitages der SED (Verlag Die Wirtschaft)
® 3/72 FluidkompaB Sport 3 (Red.) @ 4/72
Die Rechenmaschine — ein Souvenir aus der
Sowjetunion (A. Mertens) ® 6/72 Mathema-
tik im Reich der Tone (E. Schroder)

Zahlenbereiche

5/68 Ube sinnvoll — Anleitung zum Rechnen
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Uber die Bedeutung
der Mathematik

fur den
Markscheider

Der Gegenstand des Fachgebietes Markscheidewesen
ist die Ermittlung und Interpretation bergbaulicher
Gegebenheiten in lage- und héhenmiBiger, betrieb-
lich-6konomischer und geologisch-lagerstittenkund-
licher Hinsicht. Die Methode besteht aus der Ermitt-
lung und Sammlung, der Verarbeitung und Speiche-
rung sowie der Angabe den Gegenstand betreffender
Daten und Informationen.

Die Arbeit des Markscheiders beginnt mit der Er-
fassung von Daten. Dabei handelt es sich vor allem
um die Erfassung von MeBwerten, die hauptsichlich
aus Winkeln, Langen und Hohendifferenzen bestehen.
Wie bereits gesagt, miissen die gemessenen Werte
weiterverarbeitet werden. Ein wesentliches Ergebnis
der Arbeit jeder Markscheiderei ist das bergménnische
RiB-, Karten- und Planwerk, das aus Karten der Erd-
oberfliche, des Grubengebiudes und des Gebirges
besteht und neben vollstindigen Lage- und Hohen-
angaben auch alle interessierenden Qualititspara-
meter der nutzbaren Mineralien enthalt.

Im Markscheidewesen sind dazu oft komplizierte
mathematische Operationen notwendig. Neben der
sphirischen Trigonometrie spielt die ebene Trigo-
nometrie eine dominierende Rolle. Dreiecksberech-
nungen sind in den vielfiltigsten Arten durchzufiih-
ren. Ob bei der Berechnung der Koordinaten eines
trigonometrischen Punktes im Ubertagegelinde oder
bei der Berechnung trigonometrisch gemessener Héhen
in der Grube, immer sind mathematische, hier be-
sonders trigonometrische Probleme vorherrschend.
Recht umfangreich nutzt der Markscheider auch die
mathematische Statistik zur Informationsverdichtung
mit Hilfe statistischer Priif- und Schitzverfahren, zur
Planung von Experimenten und Versuchen auf Grund
der statistischen Entscheidungstheorie, zur Analyse
der MeB- und Auswertegenauigkeit nach fehlertheo-
retischen Grundsitzen sowie zur EinfluBgréBenrech-
nung.

Ein weiteres Gebiet der Mathematik, welches im
Markscheidewesen groBe Bedeutung hat, ist die Geo-
metrie. Aufgaben der Planimetrie, der Stereometrie,
der Analytischen Geometrie bis zur Differentialgeo-
metrie miissen tagtiglich gelost werden. Erst nach

der mathematischen Behandlung der MeBwerte (und
dann oft noch durch eine nachfolgende zeichnerische
Darstellung) ist man imstande, die Lage der einzelnen
Grubenbaue und der Gebirgsschichten zueinander
festzustellen.

Somit ist zur analytisch-mathematischen Qualifi-
kation auch noch ein ausgezeichnetes raumliches
Denken notwendig, was wiederum, mathematisch
gesehen, in der Darstellenden Geometrie seinen
Niederschlag findet.

In den Tagebauen der Braunkohle, der groBen Kalk-
werke usw. stehen vor allen Dingen Massen- und Vor-
ratsberechnungen im Vordergrund.

Die mathematischen Aufgaben im Markscheidewesen
sind in diesem Jahrhundert stark angewachsen. Wih-
rend es frilher moglich war, alle Berechnungen noch
mit der Logarithmentafel zu bestreiten, ging man
spéter zu mechanischen Tischrechnern iiber, und heute
bedient sich ein groBer Teil der Markscheider bereits
modernster elektronischer Datenverarbeitungsanla-
gen.

Es wird niemand bestreiten kénnen: ,,So interessant
wie die Mathematik ist auch der Beruf des Mark-
scheiders*. Interessierte Abiturienten haben die Mog-
lichkeit, dieses Fachgebiet an der Bergakademie Frei-
berg, der altesten Bergbauhochschule der Welt, zu
studieren. H. Meixner

Aufgaben aus der Markscheidekunde

Ala Bei einer Erkundungsbohrung nach Steinkohle wurde ein
mit 30° einlallendes Fl6z durchbohrt. Der Bohrkern (Kohle) hat
eine Linge ! von 1,80 m.

Wie groB ist die Méchtigkeit M dieses Flizes?

B

i
I

S ol
a¢ 7\

o
of

20

& ¢ o =30°

o

ae”

o
v

A2 Eine auf der gesamten Erde vorgegebene Richtung ist die
der Schwerkralt. Lotlinien konvergieren deshalb zum Erdinnern,
so daB der Abstand zwischen zwei Lotlinien mit zunehmender
Teule (bergminnisch fiir: Tiefe) immer kleiner wird. In verschiedenen
Héhenlagen (besonders im Bergbau, wo zwischen Ubertage und
den einzelnen Sohlen beachtliche Héhenunterschiede auftreten)
gemessene Lingen miissen deshalb eine Verbesserung erchalten.
Im Abstand von | km sind 2 Schichte von je 1000 m Teufe vorhan-
den. In jeden dieser Schichte wird zur Orientierungsmessung fir
das Grubengebiude ein Lot gehidngt.

Wie groB ist der Unterschied der Entfernung der Lote zwischen
Ubertage und Untertage?
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A3a Umdie Flugsicherheit eines in der Nihe eines Braunkohlen-
tagebaues liegenden GST-Segelllugplatzes zu gewihrleisten, mufl
die Hohe eines zur Grube gehdrenden Wasserhochbehiilters mit
aulgesetzter UK W-Antenne bestimmt werden.
Zur Berechnung dieser Hohe wurde ein vertikales Hillsdreieck
gemessen.

a, =37°30

a,=26°10° c=57,65m

Hierbei liegen M’, 1 und 2 auf einer Geraden und in gleicher Héhe.
Wie hoch ist die Hohe h des Turmes?

aAd4a Die GroBe eines Feldes innerhalb der Grenzsteine 1 bis 5
soll bestimmt werden.

Hierzu wurde entsprechend der Skizze durch die Punkte 1 und 4
eine MeBlinie (Abszisse) gelegt. Aul dieser Abszisse stehen recht-
winklig die Ordinaten zu den Punkten 2, 3 und 5.

An der Abszisse steht die Entfernung vom Punkt 1 bis zur jeweiligen
Ordinate und bis zum Punkt 4. An den Punkten 2, 3 und 5 ist die
Linge der Ordinate angegeben.

B A

A5a Essind 2 Gleisachsen gegeben: 4 — 1 und B —3. Diese sollen
mit einer Kurve verbunden werden
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A 1038 a4 Eine Gardine soll an 17 vorgegebene Haken
gehingt werden, wobei mit den beiden duBersten zu
beginnen ist. Um eine moglichst gleichmiBige Ver-
teilung der Haken zu erreichen, bestimme man bei der
jetzt in einem Bogen herunterhingenden Gardine
nach AugenmaB die Mitte und hinge sie an den mitt-
leren der verbleibenden Haken, sofern es einen solchen
gibt. Bei den jeweils entstehenden Teilbogen verfahre
man entsprechend.

Man gebe eine Ubersicht iiber alle nur méglichen Zah-
len n22 an, bei denen das beschriebene Verfahren
bis zum letzten Haken ausfiihrbar ist, und beweise die
Richtigkeit des Ergebnisses.

.Zu diesem Zweck ist der Winkel y im Schnittpunkt S der beiden

Gleisachsen zu bestimmen. An diesem Punkt befindet sich keine
zugingliche Stelle, wo man einen Theodolit aufstellen kénnte, um
den Winkel direkt zu messen. Es sind dafiir die Winkel

B, =106°20 ,=141°52 B3=142°29
gemessen worden. Berechne den Winkel y!

A64a Zur Erkundung cines Flozes wurden 3 Bohrlécher in fol-
gender Anordnung niedergebracht:

B8r1.3 Bri.2
LA —-10m -
w.
1
§ Grundrini
I
eri.1

Das F16z wurde in den Bohrléchern in folgenden Hohen angetroffen:
im Bohrloch 1 bei +35m NN
im Bohrloch 2 bei +45 m NN
im Bohrloch 3 bei +85 m NN
Wie groB ist das Einfallen a des Flozes?
Unter dem Einfallen eines Flozes oder einer Gebirgsschicht ver-
steht man den Vertikalwinkel, den die horizontale Linie mit der
Spur eines auf dem Fl5z oder der Gebirgsschicht abrollenden. nur
der Schwerkraft iiberlassenen Koérpers bildet. Dieses MaB ist fiir
den Bergmann (Projektierung, Ausrichtung etc.) sehr wichtig.



Mathematik
im Reich der Tone

Teil 2

Fiir weitere mathematische Betrachtungen
stellen wir die Zahlenverhiiltnisse iibersicht-
lich zusammen:

zahlen reprisentieren die Dur-Tonart. Bei
der Moll-Tonart werden, vom Grundton ¢
ausgehend, die an der Dur-Tonleiter bekann-

Tonbezeichnung ¢

Schwingungszahl bezogen auf ¢ 1

bezogen auf Nachbarton

o0 {\O o0\ D

e f g a h (4
504 3 5 152
4 3 2 3 8 1
016 9 1009 16
9 15 8 9 8 -15

Die diatonische Tonleiter hat finf reine
Quinten, namlich c—g, e—h, f—¢, g—d
und a—e¢'. Bezeichnend sind die groBien
Terzen c—e, f—a und g —h, die in der pytha-
goreischen Stimmung nur unrein geboten
werden. Durch das mehrfache Auftreten der
groBen Terz und der kleineren Verhaltnis-
zahlen ist die diatonische der pythagorei-
schen Stimmung beziiglich des Klanges von
Akkorden iiberlegen. Bringt man die auf den
Grundton bezogenen Briiche der Ubersicht
auf den gemeinsamen Hauptnenner 24, las-
sen sich die Verhiltniszahlen fiir die Fre-
quenzen der diatonischen Tonleiter in der
folgenden fortlaufenden Proportion schrei-
ben:

24:27:30:32:36:40:45:48.

Fir den Grundakkord c—e—g (Tonika)
lassen sich die Verhiltniszahlen kiirzen. Es
gilt die Proportion 4 : 5 : 6. Sie wird auch von
dem Dominantakkord g—h—d und dem
Subdominantakkord f—a—c erfiillt. Die
diatonische Tonleiter befriedigt optimal die
Forderung nach harmonischem Zusammen-
klang der Téne. Man bezeichnet sie deshalb
auch als die reine Tonskala.
Vergleichsweise lautet der Hauptnenner der
entsprechenden Briche in der pythagorei-
schen Stimmung 384. Dadurch gestaltet
sich die Reihe der ganzen Verhiltniszahlen
fir die Tone der Tonleiter wesentlich kom-
plizierter. Bezieht man beide Stimmungen
auf die kleinstm&gliche ganze Zahl 384, er-
gibt sich die folgende Gegeniiberstellung:

Tonbezeichnung c d
pythagoreische 384 432
diatonische Stimmung 384 432

Von musikalischem Interesse ist weiterhin
die Unterscheidung nach Dur- und Moll-
Tonart. Die bisher aufgestellten Verhiltnis-

ten Intervallschritte in einer anderen Reihen-
. .. 916 10 9 16 9
fol tzt, lich 5, —, —, 5, —, 3,
lc;ge gesetzt, namlic ¥ 15 9 8 158
3 Bemerkenswert ist hierbei, daB sich die

Moll-Tonart aus der Dur-Tonart nicht allein
durch zyklische Vertauschung der Intervalle
ableiten 14Bt. Es ist auch eine Inversion der
zwischen den Halbtonschritten liegenden In-

tervalle% und % vorzunechmen. Wie man

durch clementare Rechnung selbst nach-
priifen kann, lassen sich die zu der Tonfolge
gehorigen Schwingungszahlen durch folgende
Proportion ganzzahlig erfassen:
120:135:144:160: 180:192:216: 240
Ein weiteres Kiirzen dieser Verhiltniszahlen
ist nicht méglich. Der Grunddreiklang wird
durch das Zahlentripel 10: 12 : 15 beschrie-
ben. Wegen der Verschiedenheit der musi-
kalischen Wirkung der beiden Tonarten auf
die Psyche des Menschen spricht man von
Tongeschlechtern. Wihrend man die Dur-
Tonart (dur — hart) mit den Vorstellungen von
Kraft, Mannestum, Frohlichkeit und Kiihn-
heit verbindet, erweckt die Moll-Tonarl
(moll - weich) Gefiihle der Trauer, des
Ernstes und der in sich gekehrten Besinnlich-
keit.

Das Bemithen, zwischen den Zahlen der fort-
laufenden Proportionen und den durch die
verschiedenen Tongeschlechter ausgelésten
psychischen Stimmungen eine Korrelation
herzustellen, fiihrt leicht in Bereiche unbe-

;

e f 2 a h ¢
486 512 576 648 729 768
480 512 576 640 720 768

weisbarer Spekulationen. Uns geht es hier
um eine zahlenmiBige Erfassung akustischer
Effekte an Tonleitern.

Die bisher behandelten Gedankenexperimen-
te beschrinkten sich auf ein Monochord.
Beim Aufbau von Tonleitern darf uns jedoch
nicht allein der Standpunkt des Wohlklanges
von Tonfolgen und Akkorden interessieren.
Wir miissen auch an die musikalische Praxis
und den Instrumentenbau denken. Vor allem
richtet sich unser Interesse auf Instrumente
mit fester Tonlage, wie Klavier, Orgel oder
Harmonika. Eine besonders harte Forderung,
die der Musizierende an sein Instrument
stellt, ergibt sich daraus, daB er sich bei Wahl
der Tonlage seiner Umgebung (einem Chor
oder anderen Instrumenten) anpassen muB.
Das Instrument muB modulationsféhig sein.
Auf einfachsie Form gebracht lautet die
Forderung: ,,Alle durch das Instrument ver-
figbaren Téne (mit Ausnahme der hochsten
Oktave) miissen als Grundion einer Ton-
leiter einsetzbar sein.*

Zunichst ist klar, daB diese Forderung bei
der Verschiedenartigkeit der Intervalle in-
nerhalb einer der bisher behandelten Ton-
leitern schon aus mathematischen Uberle-
gungen heraus nicht realisierbar ist. Deshalb
ist man im Instrumentenbau mit fester Ton-
lage zu einem KompromiB gezwungen, um
dem ausiibenden Musiker die Modulations-
freiheit und Spielbarkeit seines Instrumentes
zu sichern. Der KompromiB verlangt, daB
an der Reinheit der Harmonien und dem
Wohlklang der Tonfolgen gewisse Abstriche
vorzunehmen sind. Die Tonstimmung, die
auf Grund dieser Forderung konstruiert
worden ist, bezeichnet man als temperierte
Stimmung. Wie geht man an den Aufbau
dieser Tonfolge heran?

Als erstes bleibt die Forderung bestehen, die
Oktave rein zu bieten. Sowoh! bei der
pythagoreischen wie auch bei der diatoni-
schen Tonleiter gibt es funf ganze und zwei
halbe Tonschritte, wobei die Worte ,,ganz*
und ,,halb** nicht im mathematischen Sinn
zu werten sind. Bei der diatonischen Tonleiter
war noch zwischen groBen und kleinen ganzen
Intervallen zu unterscheiden. Es liegt zu-
néchst nahe. die den beiden Tonleitern lage-
maBig gemeinsamen funf ganzen Tonschritte
durch Einschalten je cines Zwischentones in
zehn halbe Tonschritte aufzuteilen. Im In-
strument sind daher vom Grundton zur
Oktave nicht mehr, wie friher, sicben Ton-
schritte unterschiedlicher Weite, sondern ins-
gesamt zwolf Tonschritte einzubauen. Da
ferner jeder dieser zwoIf Téne als Grundton
einer Tonleiter wihlbar sein soll, bleibt keine
andere Losung, als den Tonschritten eine
einheitliche GréBe zu geben. Zwei Toninter-
valle sind aber fiir unser musikalisches
Empfinden genau dann gleich, wenn die
Quotienten ihrer Frequenzen miteinander
iibereinstimmen. Andererseits soll sich die
Frequenz — auf zwolf Tonschritte gleich
verteilt — verdoppeln. Beide Forderungen
sind erfiillt, wenn der Quotient der Schwin-
gungszahlen zweier benachbarter, sonst be-
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licbig wahlbarer Tone ¢='2,/2 ist, denn es
muB gelten ¢'* =2. Geht man also von einem
Ton mit der Frequenz n um einen ganzen
Ton hoher, so gehdrt zu diesem die Fre-
quenz nq’, wihrend beim Fortschreiten um
einen halben Ton die neue Frequenz bei ng
liegt. Ubernimmt man in die neue Tonleiter
den Wechsel von Ganz- und Halbtonschritten
aus der pythagoreischen und diatonischen
Tonleiter, so ergibt sich folgende Losung fir
die Verhiltnisse der Tonfrequenzen:

c d € [ E a h c
1 %2 y2 WS YT 42?2
Die Wurzelausdriicke lassen noch keinen
rechten Vergleich mit den Schwingungszah-
len der pythagoreischen und diatonischen
Tonleiter zu. Wir werden deshalb die drei
hier behandelten Tonleitern auf Dezimal-
zahlen (5 Stellen nach dem Komma) um-
schreiben und dem Grundton wieder die

Zahl 1 zuordnen. Man gelangt zu folgender
Ubersicht:

Den zw6lf innerhalb einer Oktave liegenden
Tonen sind folgende Verhiltniszahlen zuzu-
ordnen, wenn man den Grundton mit der
Zahl 1 belegt:

4 1

ris - des 105946
d 112246
dis- es 118921
e 125992
f 133484
fis - ges 1,47421
q 149831
gis - as 158740
a 168179
ais-b 178180
h 188775
c' 2

I

Mit dieser Klaviatur ist auch aus der Sicht
der Spieltechnik die Forderung erfullt, daB
jeder verfiigbare Ton des Instrumentes zum
Grundton einer spielbaren Tonleiter mit gut

Regale, Spinetten und dergleichen wohl tem-
perirt stimmen kdnne, damit nach heutiger
Manier alle modi ficti in einer angenehm und
ertriglichen Harmonia genommen werden,
mit vorhergehender Abhandlung von dem
Vorzuge, Vollkommen- und weniger Voll-
kommenheit der musikalischen Zahlen (Pro-
portionen) und Consonantien, welche bei
Einrichtung der Temperaturen wohl in acht
zu nehmen sind, benebst einem dazu gehorig—
in Kupfer vorgebildeten deutlichen und vol-
ligen Monochordo, beschrieben und an das
Tageslicht gegeben durch Andreas Werck-
meistern, Stiffts-Hof-Organisten zu Quedlin-
burg. 1691.*

Johann Sebastian Bach trat gleichfalls als
Komponist und virtuoser Organist mit allem
Nachdruck fiir das neue Tonsystem ein. Seine
Instrumente Klavichord und Spinett waren
in entsprechender Weise gestimmt. Ferner
schrieb er die beriihmten achtundvierzig
Priludien und Fugen fur das ,,Wohltempe-
rierte Klavier! Damit suchte er zu beweisen,

pythagor. diatonische temperierte
Stimmung Stimmung Stimmung Pythagoreische Tonleiter
c 1 1 1 Diatonische Tonleiter
d 1,12500 1,12500 1,12246 -
€ 1,26563 1,25000 1,25992 . .
f1,33333 1,33333 1,33484 Tempericrte Stimmung
g 1,50000 1,50000 1,49831
a  1,68750 1,66667 1,68179 Chromatische Tonleiter
h 1,89844 1,87500 1,88775 :
¢ 2 2 2 0 1 2 15 2

Die Zusammenstellung zeigt unverkennbar,
daf die zuletzt eingefiihrte temperierte Stim-
mung vermittelnd zwischen der pythago-
reischen und der diatonischen Stimmung
liegt. Bei keinem der acht Tone zeigt die hier
konstruierte Tonleiter eine wesentliche Ab-
weichung von den zuvor behandelten Ton-
leitern. Die auBerordentliche Uberlegenheit
der temperierten Stimmung liegt jedoch darin
begriindet, daB sie den Bau von Instrumenten
fester Tonlage mit optimaler Modulations-
fahigkeit ermoglicht. Bei den Klaviaturen
derart gestimmter Instrumente ist die Tasten-
anordnung fir die anschlagbaren Tone so
getroffen, daB jede Tonart technisch spielbar
ist. Die [Gnf nachtriglich in der c-Dur-
Tonleiter eingeschobenen Zwischentdne er-
klingen durch Anschlagen von schwarzen
Tasten. Diese Tasten sind etwas kleiner und
kirzer ausgebildet und ragen aus dem ebenen
Feld der weiBen Tasten heraus.

Schlagt man samtliche verfiigbaren Klawer-
tasten der Reihe nach von unten nach oben
laufend an, erklingt die chromatische Ton-
leiter. Das Intervall zweier Nachbartdne aus
der Tonfolge wird durch den Quotienten

='¥2 numerisch erfaBt. Eine Ausrechnung
dieser Zahl auf zehn Stellen nach dem Kom-
ma liefert §=1,0594630944.
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anschlagbaren Akkorden gemacht werden
kann. Wihlt man z. B. e als Grundton, so
lautet die zugehorige Tonleiter in temperierter
Stimmung:

e-fis-gis-a-h-cis™-dis’™-¢’. Ist f der Grundton,
ergibt sich fir die zugehorige Dur-Tonleiter:
f-g-a-b-c’-d’-e’-f.

Man kann sich leicht {ibungsweise weitere
Beispiele von Tonleitern in temperierter
Stimmung zusammensetzen und dabei iber-
legen, welche Versetzungszeichen beim Ein-
tragen in Notenlinien anzubringen sind.

Die theoretischen Grundlagen der tempe-
rierten Stimmung stellte der franzosische
Mathematiker Mersenne bereits 1636 in
seinem Buch ,,Harmonie universelle zur
Diskussion. Die nachweislich erste Anwen-
dung fand diese Stimmung in der von Arp
Schnitger 1688-1692 erbauten Orgel fiir die
St. Jakobi-Kirche in Hamburg. Bahnbre-
chend fiir die gleichschwebend temperierte
Stimmung wirkte der Halberstiadter Organist
Andreas Werckmeister durch sein 1691 er-
schienenes Buch mit dem umfinglichen Titel:
,,Musikalische Temperatur, oder deutlicher
und warer mathematischer Unterricht, wie
man durch Anweisung des Monochordi ein
Klavier, sonderlich die Orgelwercke, Positive,

daB auf dem gleichschwebend temperierten
Instrument alle Tonarten technisch spielbar
sind, ohne daB dabei ungewollte Disso-
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nanzen in den Akkorden und Verfalschungen
in der Melodie auftreten. Von mathemati-
scher, akustischer und technischer Seite war
mit der Erfindung und Konstruktion des
wohltemperierten Klavieres der Weg fiir die
groBen Klavierkomponisten und Virtuosen
der folgenden Jahrhunderte bereitet. Hierzu
miissen wir uns selbst Andeutungen ersparen,
um nicht vom Thema abzukommen.

Die gleichschwebend temperierte Stimmung,
nach der heute in allen Konzertsilen der
Welt musiziert wird, ist das Ergebnis jahr-
hundertelangen Suchens und Forschens, wo-
zu die verschiedensten Volker wertvolle Bei-
trige geliefert haben. Wenn am Ende dieses
langen Entwicklungsprozesses eine vollig
unpythagoreische Losung steht, so werden
dadurch keinesfalls die Verdienste der Pytha-
goreer mit ihren ersten systematischen Un-
tersuchungen zur Akustik geschmilert.
Bisher haben wir uns allerdings nur darauf
beschrinkt, die Téne in ihrem relativen
Verhalten zueinander zu beurteilen und re-
lative MaBe fiir die Tone von Tonleitern
festzulegen. Es wiren jedoch keine Konzerte
mit internationaler Besetzung denkbar, wenn
nicht auch internationale Absprachen iiber
die absoluten Schwingungszahlen der Téne
getroffen wiirden. Nur so kann der Zusam-
menklang von Instrumenten verschiedenster
Herkunft gesichert sein. -

Demitons égansx, Demitons inégaux.
I 11
1 C 100, 000 | 100, 000.
Demiton majeur
2 % | 105946 106666~
moyen
H B 2246 112500
lnﬂ]t\ll’ ,
4 | A n3gzt 120, 000. .
| mineur i
i 5| XB | 125995 125000. :
ma]cur .
6 | G | imats 3 1
majeur

Das menschliche Ohr registriert bestenfalls
akustische Schwingungen im Frequenzbe-
reich von 16 bis 20 000 pro Sekunde als Ton.
Dabei ist die obere Grenze einem altersbe-
dingten Schwund ausgesetzt. In der Musik
beschrankt man sich auf Tone im Frequenz-
bereich von 30 bis 4 000. Dies entspricht etwa
sicben Oktaven. Die empfindlichste An-
sprechbarkeit des menschlichen Ohres liegt
etwa bei der Frequenz von 2 700. Die Druck-
schwankungen fiir einen gerade noch wahr-
nehmbaren Ton dieser Frequenz belaufen sich
auf 1-107'° Atmosphiren. Dieser Druck-
unterschied tritt in Meereshdhe bei Uber-
windung einer Hohendifferenz von etwa
1:107% cm auf. Durch diesen Vergleich wird
uns die auBerordentlich hohe Reizempfind-
lichkeit unseres Horsinnes verdeutlicht.

Zur Festlegung einer absoluten Tonskala
wurde 1858 in Paris die Ubereinkunft ge-
troffen, dem Ton a’ 435 Schwingungen pro
Sekunde zuzuordnen. Diese Festlegung wur-
de 1885 in Wien bestitigt. Man bezeichnet
diesen Einstimmton als Kammerton oder
Normalton. Allerdings erfolgte 1939 in Lon-
dop aus praktischen Erwigungen eine Neu-
festlegung der Schwingungszahl auf 440, was
nun als ,,hohe** Stimmung bezeichnet wird.
Die Kenntnis der physikalischen Zusammen-
hinge bei Tonleitern erlaubt auch gewisse
Schliisse iiber die Verarbeitung duBerer Reize
durch die menschliche Psyche. Zum Beispiel
hat man beim Abspielen der chromatischen
Tonleiter auf dem Klavier die Empfindung,
auf einer akustischen Leiter Sprosse um
Sprosse emporzuklettern. Benachbarte Spros-
sen einer Leiter haben gleichen Abstand.
Wiirde man jede Sprosse einer aufgestellten
Leiter mit einer ihrer Hohe iiber dem Boden
entsprechenden MabBzahl verschen, ergibe
sich eine arithmetische Zahlenfolge. Schreibt
man jedoch auf jede Klaviertaste die zuge-
horige Schwingungszahl pro Sekunde, er-
gibt sich eine geometrische Folge, denn der
Quotient g zweier Nachbartone ist gleich
373

Unsere aus diesem Beispiel resultierende
Erfahrung konnte so formuliert werden:
Stellt eine Folge gleichartiger, zahlenmiBig
erfaBbarer duBerer physikalischer Reize eine
geometrische Folge dar, so wird diese durch
die Psyche des Menschen in eine arithmetische
Folge umgesetzt. Die Psyche des Men-
schen ist vergleichbar mit einer Logarithmen-
lafel. Fiir die einzelnen Temperamente ist
nur die Basis der Logarithmen verschieden.
Schldgt man z. B. von der geometrischen
Zahlenfolge 10, 100, 1000, . der Reihe
nach die zugehérigen Briggsschen Loga-
rithmen aul, ergibt sich die Zahlenfolge
1, 2, 3, Diese GesetzmaBigkeit wird
nach dem Physiker Weber und dem Arzt
und Psychologen Fechner auch Weber-Fech-
nersches Gesetz genannt*. Wegen des Vor-
handenseins bestimmter Reizschwellen be-
steht dieser psychophysische Zusammenhang

nur innerhalb gewisser Bereiche. Im Beispiel
der Tonfolgen ist diese Beziehung iiber einen
groBen Bereich sehr gut bestitigt.

Gewisse Begriffsbildungen aus der Akustik
lassen sich — um damit auf den Ausgangs-
punkt zuriickzukehren - sinngemiB auf die
Wellenoptik {ibertragen. Das durch unser
Auge wahrnehmbare Farbspektrum umfaft
nur eine Oktave der sehr vielfiltig in Erschei-
nung tretenden elektromagnetischen Wellen.
Gewissen Farbzusammenstellungen, wie rot
und griin oder blau und gelb entsprechen
der uns aus der Akustik bekannten Quarte.
Werden wir von einer Pracht schonster
Farben besonders beeindruckt, spricht man
von einer Farbsymphonie. Dagegen glaubt
man beim Anblick einer ungliicklichen Farb-
kombination das schrille Tonintervall einer
Sekunde zu vernehmen. E. Schrider

* Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) kon-
struierte 1833 mit GauB die erste elektro-
magnetische Telegraphenanlage. Er ist einer
r ,,Gottinger Sieben, die 1837 gepen die
Aufhebung der liberalen Verfassung von
1833 durch Konig Ernst August von Han-
nover protestierten und daraufhin aus ihren
Amtern entlassen wurden.
Der Verfasser dankt an dieser Stelle fiir das
freundliche Entgegenkommen der Musik-
abteilung der Sichsischen Landesbibliothek
Dresden bei der Beschaffung besonders sel-
tener Musikliteratur.

Dipl.-Piid. Bernd Aust,
Musiker mit FachschulabschluB,

Leiter der ,.electra-combo*‘, Dresden:

Exakte theoretische Kenntnisse sind die
Grundlagen fiir jeden guten Musiker. Dazu
gehort auch die genaue Kenntnis iiber den
Aufbau der Instrumente und das Wissen
dariiber, wie der Ton im Instrument entsteht,
welche mathematischen und physikalischen
Gesetze im Reich der Tone gelten.
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Wer lost mit?
alpha-wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 30. Juni 1973

A541039 Ein FuBginger wandert mit der
durchschnittlichen Geschwindigkeit von 5 Ki-
lometern je Stunde von 4 nach dem 30 Ki-
lometer entfernten Ort B. Unterwegs legt er
eine Rast von zwei Stunden ein. Wieviel
Minuten spiter als der Wanderer muB ein
Radfahrer in A abfahren, wenn er den gleichen
Weg mit der dreifachen durchschnittlichen
Geschwindigkeit des FuBgingers fahrt und
zum gleichen Zeitpunkt wie der FuBginger
in B eintreffen will? P.

A5A41040 Wie viele dreistellige natirliche
Zahlen gibt es, die nicht die Null als Grund-
ziffer enthalten?

W 51041
tionsaufgabe
XY
+XY
_ZX
sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB die Addition zu einem rich-
tigen Ergebnis [ihrt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Zilfern. Wieviel Lo-
sungen besitzt die Aufgabe? T

In der verschliisselten Addi-

WS5m1042 Der FuBboden eines Raumes
von 6 m Linge und 4,5 m Breite soll mit qua-
dratischen Fliesen von der Seitenldnge 15.cm
ausgelegt werden.

a) Wieviel Fliesen dieser Art werden bend-
tigt?

b) Da diese Fliesen nicht vorratig sind, wer-
den rechteckige mit den Maflen 12 cm Breite
und 22,5 cm Linge benutzt. Wieviel Fliesen
dieser Sorte werden gebraucht? Sch.

W 5*1043 Eine natiirliche Zahl, die durch 6
teilbar ist, hat folgende Eigenschalft:

Die Halfte dieser Zahl ist um 5 gr&Ber als
der dritte Teil dieser Zahl. Wie heibBt die Zahl?

W 5*1044 In ciner Spezialverkaufsstelle
wurden an einem Tage Hiihner, Enten, Ganse,
Puten und Kaninchen verkault, insgesamt
genau 100 Stiick. Zusammen waren es 52
Hiihner und Enten, 43 Enten und Giinse,
34 Ginse und Puten, 30 Puten und Kanin-
chen. Wieviel Stiick jeder Tierart wurden
an diesem Tage verkauft? Sch.

A641045 Ein 130 m langer Giiterzug
fdhrt mit einer durchschnittlichen Geschwin-

digkeit von 42'%n durch einen 220 m langen

Tunnel. Wieviel Minuten dauert es, bis der
Zug mit seiner ganzen Linge den Tunnel
durchfahren hat, das heiBt, von der Einfahrt
der Lokomotive in den Tunnel bis zur Aus-
fahrt des letzten Waggons aus dem Tunnel
gerechnet?

A641046 In ecinem rechtwinkligen Drei-
eck sei der cine spitze Winkel doppelt so
groB wie der andere. Beweise, daB dann die
Hypotenuse doppelt so lang ist wie eine der
beiden Katheten!

W6w1047 Aus den Ziffern 1, 2, 3 und 4
lassen sich durch verschiedenartige Anord-
nung dieser Ziffern eine bestimmte Anzahl
vierstelliger Zahlen bilden. Berechne die
Summe aller Zahlen, die sich aul diese Weise
bilden lassen, ohne sie alle zum Zwecke des
Addierens aufzuschreiben. Sch.

W 6 w1048 Zeichne ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC, konstruiere die Halbierungslinien
der Winkel £CAB=¢a und x ABC=§, und
bezeichne ihren Schnittpunkt mit S! Ziehe
durch den Punkt § die Parallele zur Geraden
AB; sie moge die Gerade AC in P und die
Gerade BC in Q schneiden. Beweise, daB
dann AP + BQ=PQ gilt!
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben ecinen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aulgaben, welche
mit W w 10/12 oder W * 10/12 gekennzeichnet
sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pridikat ,,sehr gut gel6st*,
,.gut gelost oder ,,geldst*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,.nicht gelost.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1972/73 lauft von
Heft 5/72 bis Heft 2/73. Zwischen dem 1. und
10. September 1973 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/72
bis 2/73 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriiger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/73 verdffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/72 bis 2/73) erhalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1972/73 einsenden, erhalten das alpha-Abzei-
chen in Gold (und die Urkunde zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W 6*1049 In der verschliisselten Additions-
aufgabe XY+ XY+ XY=ZX

sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB die Addition zu einem rich-
tigen Ergebnis fiihrt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziflern. Wieviel L6-
sungen besitzt diese Aulgabe? T

W 6*1050 Eine sechsstellige natiirliche Zahl
z, beginnt an der hochsten Stelle mit der
Grundzilfer 1. Streicht man diese Ziffer und
héngt man sie hinten wieder an, so erhilt man
eine sechsstellige Zahl z,, die dreimal so groB
ist wie die Ausgangszahl. Wie heiBen diese
beiden Zahlen?

A 741051 Inderverschliisselten Additions-
aufgabe XY +XY+XY=2ZY

sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB die Addition zu einem richti-
gen Ergebnis fiihrt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Zilfern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziflern. Wie viele
Losungen besitzt diese Aufgabe? T.

A 741052 Klaus nahm an der diesjdhrigen
Kreisspartakiade am Wettbewerb im Weit-
sprung teil. Frank erkundigte sich bei Klaus
nach den von ihm erzielten Sprungweiten.

Pfiffig antwortete Klaus: ,,Mein erster Sprung .

lag zwischen 3m und 4m. Die MaBzahl
dieser Sprungweite (gemessen in cm) ist
durch 5 teilbar. Mit dem vierten Sprung
schaflte ich genau 410 cm. Die Quersumme
der MaBzahl des vierten Sprungs ist gleich
der Quersumme der MaBzahl des ersten
Sprungs. Der dritte Sprung war um die Hiillte
weiter als der erste. Hitte ich beim zweiten
Sprung nicht 44 cm verschenkt, so wire ich
genau so weit gesprungen wie beim dritten
Sprung. Der fiinfte Sprung war ungiiltig. Die
Summe der Sprungweiten aller iibrigen giilti-
gen Spriinge betrug 2118 cm.“ Ermittle die
Weiten der sechs ausgefiihrten Spriinge, wenn
alle Liangenangaben in vollen Zentimetern
erfolgen!

Dietmur Kuriz, Schiiler, 5401 Friedrichrodu

W7a1053 In einem Aulenthaltsraum ste-
hen mehrere gleichlange Binke. Setzen sich
zunichst je 6 Personen auf je eine Bank,
so bleibt eine Bank iibrig, aul der nur 3 Per-
sonen Platz nehmen. Setzen sich hingegen
je 5 Personen aufl jede der vorhandenen Binke,
so miissen 4 Personen stehen. Wieviel Bianke
und wieviel Personen befinden sich in diesem
Aufenthaltsraum?

W 7a1054 Zwei Primzahlen p, und p,
heiBen Primzahlzwillinge, wenn fiir sie p; <p,
und p;+2=p, gilt.

Es seien p, und p, Primzahlzwillinge und
es gelte p, >3 und p, >3. Es ist zu beweisen,
daB dann p, - p,+1 stets durch 36 teilbar
ist. Sch.

W 7*1055 Gesucht sind alle vierstelligen
natiirlichen Zahlen, die gleich der vierten

Potenz ihrer Quersumme sind. Wie viele
solcher Zahlen gibt es?

W 7*1056 Konstruiere ein spitzwinkliges
Dreieck ABC, zeichne die drei Hohen AD,
BE und CF und verbinde die FuBpunkte
D, E und F der Hohen miteinander! Es ist
zu beweisen, daB die Hoéhen des Dreiecks
ABC die Innenwinkel des Dreiecks DEF
halbieren. Sch.

841057 Man beweise, daB die Zahl
z=n*—n
a) [ir alle geraden natiirlichen Zahlen n
durch 6 und
b) fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen n
durch 24 teilbar ist.
Herwig Gratias, Sommerda

EOS ,,Ernst Schneller*, KI. 11

841058 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD mit der Seitenlinge AB
=ag=8cm? dar. Die Mitte G der Seite CD
wurde mit den Punkten 4 und B, die Mitte F
der Seite BC mit A und die Mitte H der
Seite AD mit B verbunden. Es ist der Flichen-
inhalt A, des schraffierten konkaven Vier-
ecks APBG zu berechnen.

Martin Theuer, Crussow
Fachlehrer fiir Mathematik

W8 «1059 Die lahrplanmiBigen Ziige der
Deutschen Reichsbahn legen mit dem Fihr-
schiff ,.SaBnitz" die 1074 km lange Strecke
von SaBnitz nach Trelleborg in 3h 50 min
zuriick. Wie groB ist die mittlere Geschwin-
digkeit des Fahrschifls in km-h™! bzw.
in Knoten auf dieser Strecke?

(Die errechneten Geschwindigkeiten sind je-
weils aul eine Stelle nach dem Komma zu
runden.)

Das im Jahre 1972 in Dienst gestellte neue
Fahrschiff ,,Riigen* erreicht eine Dienstge-
schwindigkeit (mittlere Reisegeschwindigkeit)
von 20,6 kn. In welcher Zeit kann dieses
Schiff die Strecke von SaBnitz nach Trelleborg
zuriicklegen?

Bemerkung: Bei Seeschiffen wird die Ge-
schwindigkeit meistens in Knoten angege-
ben: 1 kn=1Ism-h™'; 1 sm=1852m. L.

W8 &1060 Ein innerer Punkt P eines Drei-
ecks ABC ist mit den drei Eckpunkten des
Dreiecks zu verbinden. Die Verbindungs-
strecken AP, BP und CP sind zu halbieren,
ihre Mittelpunkte D, E und F sind mitein-
ander zu verbinden. Es ist der Flicheninhalt
des Dreiecks DEF durch den Flicheninhalt
des Dreiecks ABC auszudriicken. Sch.

W 8*1061 Dreiecke lasseq sich nach den

Winkeln klassifizieren als spitzwinklige,
rechtwinklige und stumplwinklige Dreiecke.
Hat ein Dreieck x spitze, y rechte und 2z
stumple Winkel, so wollen wir sagen, es
sei vom Typ (x; y; z). So sind die spitzwink-
ligen Dreiecke vom Typ (3; 0; 0), die recht-
winkligen vom Typ (2; 1; 0) und die stumpl-
winkligen vom Typ (2; 0; 1).

In entsprechender Weise kdnnen wir auch
ebene Vierecke klassifizieren. Hat ein ebenes
Viereck x spitze, y rechte. z stumpfe und ¢
iiberstumple Winkel, so wollen wir sagen.
es sei vom Typ (x; y; z; 1).

Es sollen nun alle Typen von ebenen Vier-
ecken angegeben werden. die genau zwei
spitze Winkel haben, und es soll jeder Typ
durch eine Zeichnung veranschaulicht wer-
den. T.

W 8*1062 Jedes Dreieck ABC kann auf
die in den Abbildungen 1, 2, 3 und 4 gezeig-
ten verschiedenen Arten in drei Teildrei-
ecke zerlegt werden.

Bild 1 CC Bild 2 C
A 8 A /] I3 8
Bild 3 4 Bild 4 C
A D B A D 8

a) Man beweise, daB der kleinste aller Innen-
winkel dieser Teildreiecke nicht gréBer als
45° ist.

b) Man gebe ein Dreieck ABC und eine
Zerlegung dieses Dreiecks in drei Teildrei-
ecke an, bei der der kleinste aller Innenwinkel
der Teildreiecke genau 45° betrigt.

Harald Englisch, stud. math., Leipzig
IMO-Teilnehmer 1971 und 1972

9 a1063 Es seien a und b zwei nichtnega-
tive reelle Zahlen. Dann gilt im allgemeinen
nicht
Jatb=Ja+/b.
Denn fiir a=9, b=16 gilt z. B.
Ja+b=/9+16=/25=5,
aber \/E+\/E=\/§+\/ﬁ=3+4=7, und es
ist 57.
Es sollen nun alle geordneten Paare [u; b]
von nichtnegativen reellen Zahlen a und b
ermittelt werden, fur die
Ja+b=Ja+/b gilt T

941064 Es sei P ein innerer Punkt eines
Dreiecks ABC derart, daB die Dreiecke
ABP, BCP und CAP flichengleich sind.

Man beweise, daB danr P der Schnittpunkt
der drei Seitenhalbierenden des Dreiecks
ABC, also der Schwerpunkt dieses Dreiecks,
ist. Sch.
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W9m1065 Es sind alle reellen Zahlen a
anzugeben, fiir die die Gleichung

2ax = 2ax a__,
x+a x—a x*—a*
a) keine, b) genau eine, c¢) genau zwei,

d) mehr als zwei reelle Losungen in x hat.
L.

W9 w1066 Die beiden abgebildeten Qua-
drate ABCD und EFGH befinden sich in
Ahnlichkeitslage mit dem Schnittpunkt S
der Diagonalen als Ahnlichkeitszentrum, und
es gilt AB=AG=a. Es ist zu beweisen, daB

auch FG = GC gilt! Sch.
)] c
H G
S
£ F
A a 8

W9*1067 Es sind alle Primzahlen p zu
ermitteln, ir die die Zahlen 14 +p, 26 +p,
32+ p, und 38+p wieder Primzahlen sind.
Hans-Reinhard Berger, EOS ,,Prof. Dr.

Max Schneider*, Lichtenstein, Kl. 12

W 9*1068 Jemand behauptet, daB jedes
Viereck ABCD, in dem die Seiten AB und
BC gleichlang sind und in dem die Diagonale
DB den Innenwinkel ¥ CDA des Vierecks
halbiert, ein Drachenviereck sei, und be-
weist diese Behauptung wie folgt (vgl. die

Abb.):
]

8

Aus DB=DB. AB=BC. ¥BDA= xCDB
folgt, da dic Dreiecke BDA und CDB in
zwei Seilen und einem Winkel iibereinstim-
men, ABDA=ACDB. Also gilt auch DA
=DC, d. h., das Viereck ABCD ist ein Dra-
chenviereck.

Ist diese Behauptung richtig. oder liegt hier
ein TrugschluB vor? Die Ausfihrungen sind
durch die Zeichnung eines Vicrecks ABCD
mit AB=BC=2,6cm, DB=5cm, xCDA=
60° zu veranschaulichen. L.

10/12 4 1069 Es seien a. b. c. d reelle Zahlen
mit a>c¢ und b>d. Man beweise. daB dann
stets die folgende Ungleichung erfiillt ist:
I 5 1 > 8 .
(@—¢)* (b—-d)? (a+b—c—d)?
Hans-Dietrich Gronau. stud. math.
Neustrelitz

10/124 1070 Man beweise. daB [ir alle
von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen
Zahlen n

32

=1+1+1+...+ 1
"ol 421 621 @n)?-1

:Znnﬁ gilt, und berechne s _fir n=1,
n=2, n=3, n=10, n=100.

Wolfgang Riedel, stud. math.

Karl-Marx-Stadt

W 10/12w 1071 Es sind alle reellen Zahlen

a zu ermitteln, fiir die die Gleichung
Jxt—a=ax

mindestens eine reelle Losung in x hat.

Ferner sind diese Losungen jeweils anzuge-

ben.
Dr. Gerhard Hesse, Dresden

W10/12 m 1072 Einem Quadrat ABCD mit
der Seite AB=a sei ein Quadrat PQRS
einbeschrieben, dessen Eckpunkte auf den
Seiten des Quadrates ABCD liegen (vgl. die
Abb.).

A K} P 8

a) Es ist der Flacheninhalt des Quadrates
PQRS zu berechnen, wenn AP=s.
b) Es sei a=10 cm. Kann dann der Flichen-
inhalt des Quadrates PQRS gleich 30 cm?
sein?
c) Es ist der kleinste Flicheninhalt zu ermit-
teln, den das Quadrat PQRS haben kann.
Prof. Dr. N. Tschaikowski (t)
Lwow, UdSSR

W 10/12*1073 Einem regelmiBigen Tetra-
eder seien eine Kugel einbeschrieben und eine
Kugel umbeschrieben. Wie verhalten sich die
Volumina dieser beiden Kugeln zueinander?

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, K. 11

W 10/12*1074 Im Juni 1972 wurde in der
Sowjetunion die automatische Station Pro-
gnos 2 gestartet. Die Umlaufbahn dieser
Station ist eine Ellipse, in deren einem
Brennpunkt der Mittelpunkt der Erde liegt
(vgl. die nicht maBstibliche Abbildung). Die
maximale Erdentfernung der Station betréigt
200000 km, die minimale Erdentfernung
550 km, die Umlaufzeit 97 h.

8
¢
b

A\ONYVE e M fe |A;

1. Es sollen die Halbachsen a und b der Ellipse
berechnet werden.

2. Es soll die Liange der Umlaufbahn (also

der Umfang der Ellipse) berechnet werden.

a) nach der sehr groben Niherungsformel
s,=n(a+b);

b) nach der besseren Niherungsformel
s,=n[1,5(a+b)—/ab]

c) nach der genauven Formel

22 . 24
s=2nal 1— 1) & —l<u> £ —
2 3\2-4
1/1-3-5\26¢
——]& —...
5\2-4-6

1 (1-3...(2n—|))lez"_ ]
n—1\ 2-4.2n

. b2,
wobei £2 =1——ist.
az

3. Es soll die mittlere Geschwindigkeit der
Station (in km-h™!) auf ihrer Umlaufbahn
berechnet werden.

Anleitung zur Ldsung:

Mit Hilfe der Abbildung kénnen wir a und b
leicht berechnen. Wir erhalten nidmlich
A,D=550 km. EA, =200000 km.

r =DF,=F,E=6370km, also

a=AM=2 14 =1(550+ 200000
1 2 1 2 2

+2:6360) km,

a=106650 km;
e=F,M=a—r—550km=99730 km.

Ferner erhalten wir aus dem rechtwinkligen
Dreieck BF M

b=/a*—e*=11950 km.

Die weiteren Rechnungen zu a). b) und ¢)
kénnen nunmehr mit dem Rechenstab durch-
gefiihrt werden, wobei die Ergebnisse auf
Vielfache von 1000 km zu runden sind. L

Druckfehlerteufel

W 5*1008: An Stelle von 21 muBl es 22

heiBen! Alle zu dieser Aufgabe bis 30. Juni

noch eingehenden Lésungen werden gewertet.
Redaktion alpha



Berufsbild :

Statistik —

Zahlen, Tabellen, Formulare, Erhebungen,
Zihlungen, Erfassungen —

Eine gesellschaftswissenschaftliche Disziplin—
Eine mathematische Disziplin —

Ein zentrales staatliches Organ —

Bezirks- und Kreisstellen fiir Statistik

Statistik ist in allen Bereichen des gesell-
schaftlichen Lebens anzutreflfen, sowohl in
der Theorie als auch in der Praxis. Dieser
Artikel soll AufschluB iiber die Statistik als
Spezialisierungsrichtung im  Grundberuf
Wirtschaftskaufmann geben.

Was ist der Inhalt dieses Berufes
und was sind die Aufgaben
eines Statistikers?

Fiir die 17 Millionen Einwohner der Deut-
schen Demokratischen Republik, die in Tau-
senden Stidten und Gemeinden leben, miis-
sen Kindergirten und Schulen, Arbeits-
plitze und Altersheime, Nahrungsmittel und
Kleidung, Wohnungen und Ferienheime,
Arzte und Krankenhiuser in ausreichendem
MaBe vorhanden sein. Wie sollten in unserem
Staat all diese Dinge geplant und bereitge-
stellt werden kénnen, ohne daB die Staat-
lichen Organe durch die Statistik erfahren,
wieviel Betriebe und Arbeitskrifte vorhanden
sind, ohne daB die Industriebeiriebe melden,
was und wieviel sie produzieren — die Land-
wirtschafl, wieviel sie an pflanzlichen und
tierischen Produkten erzeugt — der Handel,
was er verkauft hat — ohne daB schlieBlich
die Gemeinden melden, wieviel junge Paare
heiraten und wieviel Kinder geboren werden.
Aus all diesen Meldungen gewinrit der ge-
schulte Statistiker, der Gber gute Kenntnisse
der Politischen Okonomie und der Betriebs-
Skonomie verfligen muB, ein Gesamtbild der
Bevoélkerungsentwicklung, der Entwicklung
der Produktion und des Bedarfs. Er erhilt
AufschluB tber alle wesentlichen Vorginge
in der Volkswirtschaft und gewihrleistet
durch seine Arbeit eine schaelle Information
aber 6konomische Vorginge in den Betrie-
ben und Institutionen. Durch seine Titigkeit
hilft er mit, die leitenden Staats- und Wirt-

schaftsorgane mit einem méglichst geringen
Aufwand an Arbeit umfassend und schnell
zu informieren. Dazu wird die Elektronische
Datenverarbeitung weitgehend angewandt.

Wie jeder Beruf, stellt natiirlich auch der
Beruf des Statistikers ganz bestimmte An-
forderungen an Konnen und Eigenschalten
der jungen Menschen, die erfolgreich auf
dem Gebiet der Statistik arbeiten wollen.

Voraussetzungen

Voraussetzung fiir die Bewerbung ist der
erfolgreiche AbschluB der 10. Klasse der
allgemeinbildenden polytechnischen Ober-

-schule mit guten Leistungen, insbesondere

in den Fachern Mathematik, Deutsch, Staats-
biirgerkunde und Russisch.

Ausbildungsdauer und Ausbildungsablauf

Die Ausbildung umfaBt fiir alle Lehrlinge
zwei Jahre, davon ein Jahr berufliche Spe-
zialisierung, und schlieBt mit dem Fachar-
beiterzeugnis Wirtschaftskaufmann — Spe-
zialisierungsrichtung Statistiker — ab.

In der einjihrigen Grundlagenbildung im
ersten Lehrjahr werden umfassende Kennt-
nisse auf mathematischem und &6konomi-
schem Gebiet vermittelt. Die Ausbildung wird
im Turnuswechsel von theoretischer und
praktischer Ausbildung durchgefiihrt.

Das zweite Lehrjahr umfaBt die berufliche
Spezialisierung und ist vorwiegend durch
eine praktische Berufsausbildung gekenn-
zeichnet.

Einsatzmoglichkeiten nach Abschlull der
Berufsausbildang

bestehen als Sachbearbeiter in einer Bezirks-
oder Kreisstelle der Staatlichen Zentral-
verwaltung fiir Statistik mit der Entwick-
lungsmoglichkeit bis zum mittleren Fiih-
rungskader (Referent). Nach AbschluB der
Lehre kann bei vorhandenen Voraussetzun-
gen ein Fachschulstudium aufgenommen
werden, welches nach einem dreijihrigen
Direktstudium bzw. vierjihrigen Fern- oder
Abendstudium abschlieBt.

E. Bliiher{R. Schréiter

Aufgaben

Ala In der statistischen Arbeit ist zur
Darlegung 6konomischer Zusammenhiinge
die Anwendung mathematischer Methoden
von groBer Bedeutung.

Drei Kreise eines Bezirkes werden nach dem
Pro-Kopf-Verbrauch der Bevolkerung an
Nahrungsmitteln untersucht. Es wurden fol-
gende Ergebnisse (Jahresangaben) ermittelt!

Kreis Gesamtverbrauch Pro-Kopf-
Verbrauch
(1000 M) M)
1 65500 2620
2 106 400 2800
3 195300 3150

Zu berechnen ist: a) der durchschnittliche
Pro-Kopf-Verbrauch fiir alle 3 Kreise ins-
gesamt

b) um wieviel Mark weichen die Angaben
iiber den Pro-Kopf-Verbrauch vom durch-
schnittlichen Pro-Kopf-Verbrauch ab?

a2a Uber den Pro-Kopf-Verbrauch an
Fleisch und Rauchtabak fiir die DDR von
1964 bis 1971 liegen folgende Angaben vor:

Jahr Fleisch (kg) Rauchtabak (g)
1964 55,0 130
1965 56,3 123
1966 53,5 135
1967 56,0 125
1968 58,0 106
1969 58,7 100
1970 60,1 101
1971 61,5 88

Es ist das durchschnittliche Wachstums-
tempo des Pro-Kopf-Verbrauchs von 1954
bis 1971

a) bei Fleisch
zu ermitteln.

b) bei Rauchtabak

Mit der Frage, ob ecine Maschine Musik
schaffen kann, befaBte sich ein Symposium in
Rostow am Don. Die Antwort war positiv.
Die sowjetischen Wissenschaftler analysier-
ten klassische Musikwerke, u. a. Klavier-
sonaten mit mathematischen Methoden, und
kamen zu dem SchluB, daB auf EDV-An-
lagen Musikwerke modelliert werden kon-
nen. Musikstudenten, Kiinstler des Moskauer
Bolschoi-Theaters und Musikwissenschaft-
lernlegte man 16 Liedmelodien vor, vondenen
acht von dem Computer ,,Ural-22* geschal-
fen worden waren. Obwohl die Teilnehmer
des Experiments in einer vorherigen Befra-
gung die Computermusik abgelehnt hatten
(,,Die ganze Computermusik ist keine Musik,
da ihr das Gefiihl fehlt.), zeigte sich, daf
keiner in der Lage war, die Computerlieder
sicher von den anderen zu unterscheiden.

i3



o o

2= s e YRR =

(Die auf dieser Seite verdffentlichten Auf-
gaben wurden z. T. in unsere heutige Um-
gangssprache umgesetzt)

Recdyenbudy/
ffoer Fees

Dex onnd Linien/
gang leicht / ang ved-

(et grund /in gansgen vnd gebrochen/deth
cinfeltigen vnd gemeinen Nann/vnd anfee
Benben der Arithmetica ju gur.

LY
[obannem Albet. BRechonmelftes ju Wittene
berg/jufammen bracht/apffe new nrit flets durch-
feben/ gemebret aebeffect.

AlA Jemand habe mit drei Wiirfeln ge-
wiirfelt. Willst du raten, wieviel Augen auf
jedem Wiirfel zu sehen sind, so lasse ihn
folgendes ausrechnen:

Die Augenzahl des ersten Wiirfels ist zu
verdoppeln und anschlieBend ist 5 zu addie-
ren. Die Summe ist mit 5 zu multiplizieren
und zum Produkt sind 10 zu addieren.

Zu diesem Ergebnis ist die Augenzahl des
zweiten Wiirfels zu addieren und die Summe
mit 10 zu multiplizieren.

SchlieBlich sind noch die Augen des dritten
Wiirfels zu addieren.

Nun lasse dir diese Summe nennen, sub-
trahiere im Kopfe 350 und aus dem verblei-
benden Rest (eine dreistellige Zahl) kannst
du die Augenzahlen der Wiirfel (d. i. jede
Ziffer der Zahl) ansagen.

Beispiel: Die Wiirfel zeigen die Augen

34

2=4 55 580
+5=9 + 3=58 + 6
586
-5=45 -10=580
+10=55
Losung: 586
—350

236, also0 2; 3; 6.

A2a Esreisen zwei Gesellen zugleich von
Wittenberg nach Spanien. Der erste lduft
jeden Tag 7 Meilen, und der andere liuft
am ersten Tag eine Meile, am nichsten Tag
zwei, am dritten Tag drei Meilen und so
fortsetzend, jeden Tag eine Meile mehr. Es
ist die Frage zu beantworten, in wieviel
Tagen diese zwei Gesellen zusammen an-
kommen.

Eine Ldsung erhilt man durch Aufstellung
einer Tabelle:

Tag 1. Geselle 2. Geselle
1 7 Meilen 1 Meile
2. 14 Meilen <+ 2 Meilen= 3 Meilen
3. 21 Meilen + 3 Meilen= 6 Meilen
4. 28 Meilen + 4 Meilen=10 Meilen
5. 35Meilen + 5 Meilen=15 Meilen
6. 42 Meilen + 6 Meilen=21 Meilen
7. 49 Meilen + 7 Meilen=28 Meilen
8. 56 Meilen + 8 Meilen=236 Meilen
9. 63 Meilen + 9 Meilen=45 Meilen

10. 70 Meilen +10 Meilen=55 Meilen

11. 77 Meilen 411 Meilen=66 Meilen
12. 84 Meilen +12 Meilen=78 Meilen
13. 91 Meilen  +13 Meilen=91 Meilen

Zusammenkunft also nach 13 Tagen.
Oder auch so:
Am 7. Tag der Reise stimmt die tiiglich zu-
riickgelegte Anzahl der Meilen zwischen
beiden Gesellen iiberein, nimlich 7 Meilen.
Der zweite Geselle muB nun die gleiche
Anzahl der zunichst zuriickgebliebenen Mei-
len nachholen, d. h. es ergibt sich die Glei-
chung:
(T=6)+(T-5+(T-H+(T=-3)+(T-2)+
+(@-D+7+T+D)+T+)+T+3)+
+(7T+4)+ (T +5)+(7+6)=Tx bzw.

91="7x und

x=13

JOHANNIS HEMELINGII

Apfert. actronten Poiten und beflallten
3 n"&lgrtnh und Nechen:TNegplerd dec
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GERHARD SReyery
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A3a Practic-Rechnung

Not. Weilen der Divisor 12 ein Numerus
Compositus, oder geschickte Zahl ist, so
zerstreue ihn nach dem Einmahl Eins in
2 mahl 6. oder 3 mahl 4. mit jedem dividiere
absonderlich, und mache jedesmahl einen
Strich: fac.

Exempla zur Ubung.

Mit 135 Theile 133 110. fac. 986.

Nota: 135 zerfille in 9-5-3 mit jedem divi-
diere absonderlich. fac.

Lisung:

133110 : 135:1_3133%) da QS durch 9
teilbar

=l447590 da QS durch 3 teilbar

=4 930 letzte Ziffer 0 bzw. 5, durch 5
5 teilbar

=986

A4a Von der Regel Detri.
(Universalregel zur Berechnung aller Exempel
in Briichen)

Beispiel :

Z.E. Fﬁr% Rthl. bekommt man 8 w, wieviel

fiir 5 Rthl.?
Dieses stehet also:
g—%—% Antworl ? oder 53% H

Nimlich, wenn ihr alle Glieder eingerichtet
und A verkehret habt, so multipliciret (weil
allhier keine obere Zahl gegen eine untere
zu kleinern,) sofort die oberen Zahlen
4 x8x5, desgleichen auch besonders die
unteren Zahlen 3x1x1 in einander, so
giebt jenes Product den Zihler, und dieses
den Nenner in dem verlangten Facit, nim-

lich ? oder im Ganzen 53% B

Lisung: Rthl. Reichsthaler (Riksdaler), bis
1845 schwedische Geldeinheit.



g Plund (dltere Gewichtseinheit), latei-
nisch libra, abgekiirzt 1b, aus dem das
Zeichen entstand.

Wir rechnen so:

43:8:-5:xund%x=40.

Daraus folgt:

40-4 1 1
x=T=53§, d.s. 533 H.
Anfangdgrinde

der Faufmdnnijden

Redenfunt,

grindlidye Aniorijung, furg und mit
Woreeil u rechnen;
Fhekbe
nidt nur die> gemeinen NRednungsarten
auf cine vorrhedbafre Art, fendern aud die
Kerten. und andern banfmavniidicn Redmungen
bl rinec comperdidfen Probe in ficy
folfet,
nady Cloudbergifchen Regeln entworfen,
unbh
e bequemen Bebeaudhe derer, bie fid) ber Handlung wibmen,
it vidre Eremprin eviduert

ven

Shriftoph PAugbeil,

Arichmcricns by dre ©chule m SL Nicodl in Peipyig.

Qeipyig,
Bay WD ricorichy Bdhmen , 1773-

Mufgabe.

@s follen (idy vier Briider in cine Srbfchaft ven
1000 Yfaler dirgeftalt theifen, daf bev gmeite 100
Raler meniger befomme ale der dltefle, ber Dritte
7¢ Tpaler mehr alé ber yeite, umd der viette G0
paler mehe als der britte; TRan verianget ju wifien,
wie viel cin jeder befomme.

DBorbereitung.

Weam man den Theil wafte, ben der erfte bes
fommt, fo wire e8 feidyt ju beflimmen, wie viel eint
jeder befommet, Denn menn man diefert Unbefann,
ten Tpeil x nennt ; foift x — 100 ber Thell bes yroels
tm r— 100-{-75 bex Thedl bed britten, »— 100
75460 den Theil bes vierten. MNun if offens
bar, bof afle diefe Tpeiie jufonmen genommen fo
wof fon miffm, als das ganye Capital 1000 TH.

NAufldfung.
Alfo ift fifung

1000=x$x-100F 1-100 & 7¢ $x~T1CC+ 75460
Wus didfer Bleiung muf x beMmme werden,
Nun it x+ v +ao4-x=yx
—100— 100 — 109 = —300
7+ 75+ 60 = 210
Dicfes fann man nun in der Gleidhung felem, und
algdenn Diefelbe Filryew (o {dhreiben
1000== 4r — 30¢ -}~ 210
und weif — 3004210 == — 50ift
fo wird 1000 = 4r — 90
Madbem man biefe Bicidung fo meie acbradye Gar,
muf man x nue afiein  auf bie cine Seite, und
alle befannre Sablen auf die andre bringen.

Um diefes yu bemerfflelligen folgt man ber (S, 62.)
9eachenen Kegel, mon feyreibe nemlid) bie Joh — 90
mit bem umgefehreen Jeidym auf ie andee Seite,
fo mitd 1000 4 yo =4

ober 1090 = 4x
Der Tpeil bes erften viermahl gemomtmen, it alfo fo
grefl als 1090 Tpir.  Foiglih muf der vierte Tpeif
fo gro8 fegn al# x ober Joyo = x

4
und woam man die Divifion windlid) verridyees
272% e, = x

A5A Losung: Wir rechnen so:
Der erste Bruder sei x, dann gilt:
x+(x—100)4+(x—100+75)+(x— 100+ 75
+60)=1000
Nach Auflésen der Klammern, Zusammen-
fassen und Ordnen erhilt man
4x=1090
x=272}
2

Die Aufteilung der Erbschaft geschicht daher
folgendermaBen:

1. Bruder 272% Taler

2. _Bruder 172% Taler

3. Bruder 247% Taler

4. Bruder 307% Taler

Zusammen 1000 Taler

®. g Tempelhoffs
vollfidnbige
Anleitung

Qtlg"elbra.

teue Kuflage.

Berlin,
wriegts Nrnold MWever, 1773,

Aufgabe.

3o Kaufleute haben cin Tapital von 1800 Thle.
wlommengeleat. Tady Berlauf von ciniger Jeit has
ben bepde gleichviel gemonnen, und der Bewinnft
bes erften ift beenmall fo grof als dle Summe die
« cinlegte, ber Sewinnfl dea yweiten aber 5 mabl
fo grof als bas Beld, weidys er cingelegt, Dan
will wiffen, whe wiel cin jeder ju tee Summe von
1800 Xplr. gegeben,

A64A Losung: Wir rechnen so:

Der erste Kaufmann sei x;

(1800 —x). Dann gilt:
3x=5(1800—x)

bzw. x=1125

Es folgt daraus, daB der erste Kaufmann

1125 Taler einbrachte und der zweite

(1800 —1125) Taler=675 Taler.

Zur Probe fithrt: 1125-3=3375

und 675-5=31375,

d. h. beide hatten gleichviel Gewinn aus

ihrem Kapital erzielt.

der zweile

Dec proktifhe Geometer

obet

nleitun ]
sur gewerbliden Geometrie.

Langensalza 1857

Der Stab: Man theilt die Hohe ab in 2 gleiche
Theile und beschreibt mit dem Halbmesser

ac aus ¢ einen Halbbogen.

Der Viertelstub oder Wulst: Man theile die
Hohe ac in 3 gleiche Theile; 2/3 davon=ab,
was man die Ausladung nennet; man ver-
binde 5 und ¢ durch eine Hiilfslinie und er-
richte auf der Mitte derselben eine Normale
nach h. Von h aus beschreibe man mit der
Zirkel6ffnung bis b den Bogen be.

\ e

\1f

Die Doppelhohlkehle: Man theile ab in
3 gleiche Theile, so daB «d=1/3 und db=2/3
ist; mache ac=ad und bf=bd; ziehe eg
parallel mit ad und bd parallel mit fb; be-
schreibe aus g mit gd den Bogen dc und aus 4
mit hd den Bogen df.

I
hr-ﬁ d
: c
\

r ¥
Die Karnies oder die Kehlleiste: Man theile
¢b bis e; mache die Ausladung ac=cb und
ziehe aus e eine punktierte Parallele de mit
ac; beschreibe aus d mit «d den Bogen af
und aus e mit eb den Bogen fb.

b

Ein Karnies: Man theile ab in ¢, trage 1/2
von b nach d und !/, von « nach e, ziehe die
Hiilfslinie «d und theile sie in f, errichte aus
den Mittelpunkten die Normalen b und e,
und beschreibe aus ihnen die Bogen df und fu.

d b

1€

Zusammenstellung : J. Lehmamn ;
Losungen: W. Unze
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Aus der
Graphentheorie

Teil 3

Nachdem wir das bisher Dargebotene etwas
geiibt haben, wollen wir uns wieder der
Theorie widmen. Wir wollen uns mit ge-
wissen offenen oder geschlossenen Kanten-
zligen von Graphen befassen:

Eulersche und Hamiltonsche Linien

Zu einer seiner Arbeiten (es handelt sich um
die eingangs genannte, 1736 erschienene)
wurde der geniale Mathematiker Leonhard
Euler (1707 bis 1783) durch eine Fragestellung
angeregt, die in den Bereich der Unterhal-
tungsmathematik gehért und iiber die viele
seiner Zeitgenossen nachdachten:

Es handelt sich um das Problem der Konigs-
berger Briicken. Mit einigen Resultaten
Eulers, die auch dieses Problem l&sten, aber
weit dariiber hinausgingen, nahm (wie bereits
erwihnt) die systematische Graphentheorie
ihren Anfang.

Bild 122 veranschaulicht die Lage der sieben
Konigsberger Briicken.

c Bild 12

b

Dem Bild 12a kénnen wir den Graphen des
Bildes 12b zuordnen. Seine Knotenpunkte
stellen die Festlandteile 4, B, C, D dar.
Zwei Knotenpunkte sollen durch soviel Kan-
ten verbunden werden, wie die ihnen ent-
sprechenden Festlandteile durch Briicken
verbunden sind.

Alla Sicher wird es euch nicht sehr viel
Miihe bereiten, mittels Durchprobieren aller
Méglichkeiten herauszufinden, daBl es nicht
méglich ist, in einem der Gebiete 4, B, C, D
beginnend, alle sieben Briicken in einem
einzigen — zum Ausgangspunkt zuriickfiih-
renden — Spaziergang genau einmal zu pas-
sieren.

Der Satz 3, den wir jetzt formulieren und
beweisen wollen geht auf Euler zuriick. Er
liefert die Aussage, die auch eine Antwort auf
den in Aufgabe 11 erliuterten Spaziergang
itber die Konigsberger Briicken gibt.
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Satz 3: Man kann siamtliche Kanten eines
zusammenhingenden (endlichen) Graphen G
dann und nur dann in einem geschlossenen
Kantenzug durchlaufen, wenn G nur Knoten-
punkte gerader Valenz enthilt.

Zum Beweis des Satzes 3 benutzen wir eine
Aussage, die wir in einem Hilfssatz formu-
lieren wollen.

(Die Bezeichnung ,,Hilfssatz*“ bezieht sich,
das sei bemerkt, nur auf seine Stellung zum
Satz 3.)

Hilfssatz: Enthilt ein zusammenhingender
Graph G (mit mehr als einem Knotenpunkt)
nur Knotenpunkte gerader Valenz, so ist
jeder seiner Knotenpunkte in (mindestens)
einem Kreis von G enthalten.

Beweis des Hilfssatzes: x sei ein beliebiger
Knotenpunkt aus G und (x, y) sei eine der
mit x inzidenten Kanten. G* sei der Graph,
den wir aus G durch Entfernung der Kante
(x, y) erhalten. G* ist zusammenhingend,
denn andernfalls enthielte die Komponente
von G*, in der der Knotenpunkt x liegt,
einen einzigen Knotenpunkt ungerader Va-
lenz, ndmlich x. Das widerspriche aber
Satz 2.

Da G* also zusammenhingend ist, gibt es
in G (mindestens) einen Weg, der x und y
verbindet. Dieser Weg, zusammen mit der
Kante (x, y), liefert uns einen Kreis in G,
der x enthalt.

Wir wollen nun zum Beweis des Satzes 3
schreiten :

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten; wir
beweisen die Aussagen, die wir mit 1 und 2
bezeichnen.

Zunichst noch eine Definition.

Definition 10: Ein geschlossener (offener)
Kantenzug, der jede Kante eines Graphen G
enthilt, heiBt eine geschlossene (offene)
Eulersche Linie des Graphen G.

Aussage 1: Wenn alle Knotenpunkte des
Graphen G gerade Valenz haben, dann ent-
hélt G eine geschlossene Eulersche Linie.

Beweis der Aussage 1: Aus allen x enthalten-
den geschlossenen Kantenziigen von G (einen
gibt er nach dem Hilfssatz sicher) wihlen wir
einen aus, der die meisten Kanten enthilt.
Wir nennen ihn Z.

Wir bilden den Graphen G,, der alle Kanten
enthilt, die nicht auf Z liegen, und alle mit
diesen Kanten inzidierten Knotenpunkte.
Offensichtlich enthilt G, nur Knotenpunkte
gerader Valenz. (G, ist im allgemeinen nicht
zusammenhingend!) Da G zusammenhin-
gend ist, muB G, mit Z mindestens einen
Knotenpunkt gemeinsam haben, sagen wir
den Knotenpunkt y. Nach dem Hilfssatz
gibt es in G, einen Kreis K, der y enthilt.
Wir bilden nun in G einen Kantenzug Z,
nach folgender Vorschrift:

In y beginnend durchlaufen wir Z ganz und
gelangen wieder zum Knotenpunkt y; nun

setzen wir — wiederum in y beginnend - den
Kantenzug mit den Kanten und Knoten-
punkten des Kreises X fort.

Z ist ein den Knotenpunkt x enthaltender
geschlossener Kantenzug, der mehr Kanten
enthilt als Z. Das steht aber im Widerspruch
zur vorausgesetzten Maximalitit von Z. Z
ist also bereits eine geschlossene Eulersche
Linie des Graphen G.

Aussage 2: Wenn G eine geschlossene Euler-
sche Linie besitzt, so hat jeder Knotenpunkt
von G gerade Valenz.

(Bemerkung: Die Aussagen 1 und 2 gemein-
sam erfassen die Aussagen ,,dann und nur
dann* in Satz 3.)

Beweis von Aussage 2: Wir ,,wandern auf der
Eulerschen Linie entlang*, bis wir zum Aus-
gangspunkt zuriickkehren. In jeden belie-
bigen Knotenpunkt P von G gehen wir dabei
ebensooft hinein wie aus ihm heraus. Da wir
bei unserer Wanderung jede Kante genau
einmal durchlaufen, schlieBen wir sofort,
daB p mit einer geraden Anzahl von Kanten
inzidiert, d. h. gerade Valenz hat.

Eng verwandt mit Satz 3 ist der folgende Satz,
dessen einfacher Beweis euch als Aufgabe
iiberlassen bleiben kann.

Satz 4: Ein zusammenhingender endlicher
Graph G kann genau dann in einem offenen
Kantenzug - der jede Kante von G enthilt —
durchlaufen werden, wenn er genau zwei
Knotenpunkte ungerader Valenz hat. Die
beiden Knotenpunkte ungerader Valenz sind
dabei Anfangs- und Endpunkt des Kanten-
zuges.

Mit Hilfe des Satzes 4 erkennen wir sofort,
daB es auch nicht moglich ist, liber jede
der sieben Konigsberger Briicken genau ein-
mal hinwegzuspazieren, ohne den Spazier-
gang an seinem Ausgangspunkt beenden zu
konnen. An dieser Stelle wird es wieder
angebracht sein, eine kleine Pause zu machen,
in der wir uns mit einigen Ubungsaufgaben
befassen wollen.

al24a Eine Schau moderner Wohnraum-
gestaltung — untergebracht in acht Rdumen —
wurde kombiniert mit einer Ausstellung zeit-
gendssischer Graphiken und Malereien.
Diese wurden zu beiden Seiten der Wandel-
ginge des Gebiudes plaziert. (Bild 13)

Bild o
 NADD
A

Thr wollt die Graphiken und Malereien beider
Wandseiten betrachten, ohne von einer Seite
zur anderen springen und ohne Umwege
machen zu miissen. Thr mochtet einen Spa-
zierweg durch die Ausstellung finden, der
euch — am Eingang beginnend und endend -
jede Stelle des Ganges genau zweimal pas-



sieren ldBt. Beim ersten Passieren wird die
eine Wandseite betrachtet, beim zweiten die
andere. Bild 13 soll euch eine Vorstellung
von den Gingen vermitteln. Kénnt ihr einen
solchen Spazierweg finden?

A 13 a4 Welcher der Graphen des Bildes 14
kann in ,,einem Zug“ gezeichnet (d. h. in
einer offenen oder geschlossenen Eulerschen
Linie beschrieben) werden?

Bild 14

by

q)

Al4a Jiirgen besucht die 9. Klasse einer
Spezialschule. Aus den Schulen der umlie-
genden Dorfer war jeweils der peeignetste
Schiiler zu dieser Schule geschickt worden.
In jedem der Dorfer X; wohnt einer von
Jirgens Klassenkameraden. In den Ferien
will Jirgen eine Radtour machen. Er will
moglichst viele der Ortschaften X; erreichen
und dem dort wohnenden Kameraden einen
Kurzbesuch abstatien. Dabei will er kein
StraBenstiick doppelt passieren und am Ende
der Tour wieder in seinem Heimatort A
angelangt sein. In Bild 15 sind die Lage der
Orte und das sie verbindende StraBennetz
skizziert. Welchen Weg wird Jiirgen wihlen?
Zeichnet ihn in Bild 15 ein!

Bild 15 Koy 4w
A
Xy
A
X
' xs
‘ Xs
X
X
%y

Bei der Losung einer der Aufgaben werdet
ihr eine Aussage bendtigt haben, die wir als
Satz 5 formulieren und beweisen wollen.

Satz 5: Jeder (endliche) zusammenhiingende
Graph G kann in einer solchen geschlossenen
Kantenfolge durchlaufen werden, daB jede
Kante genau zweimal beschrieben wird.

Beweis: Zu jeder Kante (x, y) des Graphen G
fihren wir voriibergehend eine Kante (x, y),
ein, die ebenfalls die Knotenpunkte x und y
miteinander verbindet. In dem so erhaltenen
Graphen G* haben alle Knotenpunkte gerade
Valenz. Nach Satz 3 1aBt sich G* in einer
geschlossenen Eulerschen Linie £ durch-
laufen. In dem E entsprechenden Kantenzug
ersetzen wir alle mit dem Index 1 versehenen
Kanten durch die entsprechende nicht in-
dizierte Kante (beispielsweise [x, y], durch

[x, yD- So erhalien wir eine Kantenfolge,
in der jede Kante genau zweimal vorkommt.
Erinnern wir uns noch einmal des ebenen
Graphen des Bildes 4, den wir dem Dode-
kaeder zugeordnet hatten bzw. der das Dode-
kaeder darstellt.

1859 beschiiftigte sich der bedeutende irische
Mathematiker W. R. Humilton (1805 bis
1865) mit einem Spiel, das darin besteht. den
(eben erwihnten) Graphen des Bildes 4
in einem geschlossenen Kantenzug so zu
durchlaufen, daB jede Kante des Graphen
hochstens einmal darin vorkommt, aber
jeder Knotenpunkt beriihrt wird. (Zwei Lo-
sungen zeigt das Bild 16.) Wir wollen einen
neuen BegrifT einfiihren:

Definition 11: Ein Kreis eines zusammenhan-
genden (endlichen) Graphen G, der alle
Knotenpunkte des Graphen enthilt, heiBt
Hamiltonsche Linie von G.

AuBerlich dhnelt das Problem der Existenz
einer Hamiltonschen Linie der Frage nach
einer Eulerschen Linie, es ist aber mit viel
groBeren Schwierigkeiten verkniipfl, so dal
bisher bei weitem nicht ein solches abschlie-
Bendes Ergebnis erziell werden konnte wie
bei dem Problem der Eulerschen Linie.

Ein von Diruc pefundenes Resultat besagt,
daB ein zusammenhingender Graph mit »
Knotenpunkten sicher dann eine Humil-
tonsche Linie besitzt, wenn die Valenz eines
jeden seiner Knotenpunkte gréBer als

n.
= 1st.
2

Bild 16

Eine bekannte Aufgabe verlangt, mit dem
Rossel alle Felder des Schachbrettes in
,.einem geschlossenen Zug™ genau einmal
zu iiberstreichen und mit dem letzten Sprung
das Ausgangsfeld zu erreichen (Problem des
Rosselsprungs).

Die Losung dieser Aufgabe besieht — wie
man sich leicht iiberlegt — im Auflinden einer
Hamiltonschen Linie in einem speziellen
Graphen G, den man wie folgt erhilt:

Den 64 Feldern des Schachbreties entspricht
je ein Knotenpunkt des Graphen G. Zwei
Knotenpunkte «;, «; werden genau dann

Rossel gemiiB den Regeln des Schachspiels
von dem «; entsprechenden Feld nach dem
«; entsprechenden springen kann (bzw. von
«; nach «;). Dieser Graph G kann in der
Ebene wohl kaum in ibersichtlicher Weise
dargestellt werden - das leuchtet wegen der
recht groBen Knotenpunkt- und Kanten-
zahlen sofort ein.

In Bild 17 geben wir drei Losungen des Ros-
selsprungproblems in der iiblichen Weise an.
Bemerkung zu Bild 17: Wir beginnen im
mit ,,1°° bezeichneten Feld, springen von
dort nach ,,2*, von ,,2°° nach .3 usw. -
Die aus Bild 17a ersichtliche Lésung wurde
von Euler gefunden. Die von Jucnisch 1862
angegebene Losung (Bild 17c) weist eine
Besonderheit auf: Die Tafel des Bildes 17¢
ist ein magisches Quadrat; die Summe der in
jeder ihrer Zeilen und Spalten aufiretenden
Zahlen ist 260.

Man kann sich auch fragen, ob man. in
einem Feld des Schachbrettes beginnend,
in einer aufeinanderfolgenden Reihe von
Ziigen — die jeden moglichen Zug genau
einmal enthilt — zum Ausgangsfeld zuriick-
kehren kann. Jetzt haben wir eine geschlos-
sene Eulersche Linie des Graphen G zu
suchen. Die Frage nach der Existenz einer
solchen kénnen wir sehr leicht beantworten.
Wir miissen uns uberlegen. welche Valenz
die Knotenpunkte von G haben, und konnen
dann Satz 3 anwenden.

Aus Bild 18 sind die Valenzen zu eninehmen:

Z|3 121 g s
3[4 6 &
4|6 8 6|4
3[4 6 A
2|3 32

Eine geschlossene Eulersche Linie gibt es
laut Satz-3 nicht. (Satz 4 liefert, daB auch
keine offene Eulersche Linie zu finden ist.)
Die beiden zuletzt behandelten Aufgaben
konnen einer Gattung von Spielen zugeord-
net werden, die wir als ,,Solospiele* (,,Ein-
mannspiele*’) bezeichnen.

Diesen wollen wir uns im nichsten Beitrag —
anhand weiterer Beispiele - zuwenden.

durch einc Kante verbunden. wenn das W. Vois
Bild 17
58143160}37 |52 |41]62 |35 50(59|48133(22)131{12] 5 6312215 |40] 7142|59| 18
49|46|57|42]61|36(53 |40 41134|57|58(13| 612330 1413964 |27|60[17| 2|43
44/1591468|57|38)155|34)63 60|43)|40|47(32|27| #7171 37162(23116 |41] 4|19|58
47{50145|56 |33|64|39|54 35142|57(52| 7|14|29|24 24|13138|67|120|57|44] 3
22] F|32| 1|24]13]18|15 56|67|46139120|25(10| 3 71136)|25(52]29 (46| 5|56
31| 2123| 6]79(16|27|12 43(36|53|64]15| 8|17|28 2651112 |33| 8|55\30|45
8l21| 4|29|10)125|14|17 62|55|38|45(26|19| 2| 9 35|10 |49]|28|53|32 | 47| 6
3|30| 9|20 5128 |26 37 |44|63)54| 1(76|27|18 5027|134} 9|48 7|54 37
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Kleine Worte —

GroBe Wirkung Teil 4

Entweder ,,Nicht alle . ..*

oder ,,Alle . .. micht*

Heute wollen wir dem letzten Fehler, den
Klaus in seiner Mathematikarbeit gemachit
hat, zu Leibe gehen. Es war die Aufgabe ge-
stelll worden, eine falsche Aussage durch
Verneinung in eine wahre Aussage zu iiber-
fihren.

Zur Klirung sei erst einmal folgendes fest-
gestellt :

@ Die logische Verneinung einer falschen
Aussage ergibt eine wahre Aussage.

® Durch logische Verneinung einer wahren
Aussage erhilt man eine falsche Aussage.
Verneint nun selbst einmal folgende Siitze!
a) 247 ist eine Primzahl.

b) 2 4+22=2%

c) aist groBer als 7.

d) Das Produkt 17-11 ist eine gerade Zahl.
e) Alle Primzahlen sind ungerade.

Die Verneinung der Siitze a) bis d) ist schnell
aufgeschrieben:

a’) 247 ist keine Primzahl.

b) 24422425

c;) u ist nicht groBer als 7.

oder:

c;) «a ist kleiner als 7 oder gleich 7.

d’) Das Produkt 17-11 ist eine ungerade Zahl.

Wie man sieht, sind die Verneinungen recht
unterschiedlich gebildet worden. Also ist es
gar nicht so einfach, eine feste Vorschrift
fiir das Verneinen von Aussagen zu finden.
Um jedoch bei der Bildung einer Verneinung
ganz sicherzugehen, kann man stets die
Wendung ,,Es gilt nicht, daB ... vor die
Aussage schreiben. So wiire z. B. der Satz
,,Es gilt nicht, daB alle Primzahlen ungerade
sind* eine richtige Verneinung der Aussage €).
Von mir befraglte Schiiler gaben als Ver-
neinung des Satzes ,,Alle Primzahlen sind
ungerade** folgende Antworten:

Ralf: Alle Primzahlen sind nicht ungerade.

Inge : Nicht alle Primzahlen sind ungerade.
Petra: Keine Primzah] ist ungerade.
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Bernd: Es gibt mindestens eine Primzahl,
die nicht ungerade ist. Wir wissen, daB die
Allaussage ,,Alle Primzahlen sind ungerade**
falsch ist. Also muB die Verneinung dieser
Aussage wahr sein (siche oben).

Bei der Uberpriifung der Aussagen von Ralf,
Inge, Petra und Bernd stellen wir fest, daB
nur die Sitze von Inge und Bernd wahre
Aussagen sind.

Fiir den Satz von Ralf , Alle Primzahlen
sind nicht ungerade* kann man auch schrei-
ben ,,Alle Primzahlen sind gerade*.

Hier wird offensichtlich, daB der Satz falsch
ist. (Somit ist auch der Satz von Petra falsch.)
Die Aussagen von Inge bzw. Bernd sind
logisch richtige Verneinungen des Satzes
,»Alle Primzahlen sind ungerade*. Damit ist
auch klar, daB die logische Verneinung des
Satzes ,,Alle natiirlichen Zahlen haben einen
Vorginger* nicht heiBen kann ,,Alle natiir-
lichen Zahlen haben keinen Vorginger*,
sondem ,,Nicht alle natiirlichen Zahlen haben
cinen Vorginger* oder ,,Es gibt mindestens
eine natiirliche Zahl, die keinen Vorginger
besitzt*:.

Nun wollen wir noch folgende falsche Sitze
verneinen:

1) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, gilt
a—b=b—a.

2) Jedes Dreieck hat zwei stumpfe Winkel.

3) Alle Drachenvierecke sind Rhomben.
Die Verneinungen konnten folgendermaBen
formuliert werden:

I') Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a, b
gilt a—b=b—a.

Oder auch: Es gibt natiirliche Zahlen q, b,
fiir die nicht gilt, daB a—b=b—a.

2’) Nicht jedes Dreieck hat zwei stumpfe
Winkel.

Oder auch: Es gibt Dreiecke, die nicht zwei
stumpfe Winkel haben.

3’) Nicht alle Drachenvierecke sind Rhom-
ben. *

Oder auch: Mindestens ein Drachenviereck
ist kein Rhombus.

Die Verneinung von Allaussagen kann man
demnach sowohl mit den Wendungen ,,Nicht
alle ...“, ,,Nicht jede. .. als auch mit den
Redeweisen ,,Mindestens eine. . . nicht*, ,Es
gibt. . ., die nicht...* ausdriicken.

Neben den Allaussagen kennen wir aus dem
Mathematikunterricht auch schon Existen-
tialaussagen.

Z. B.: Es gibt rechtwinklige Dreiecke.

Es gibt mindestens ein Rechteck, das ein
Quadrat ist.

Man verneint Existentialaussagen mit Hilfe
der Wendung ,,Es gibt kein. .. oder ,,Alle
... nicht*.

So lautet die Verneinung der Aussage

,»Es gibt eine natirliche Zahl, die die Glei-
chung 13 —a=17 erfillt*:

Es gibt keine natiirliche Zahl, die die Glei-
chung 13 —a=17 erfiillt.

Oder auch: Alle natiirlichen Zahlen erfiillen
nicht die Gleichung 13—-a=17.

Die letzten beiden Sitze bringen denselben
Sachverhalt zum Ausdruck.

Verneine selbst alle falschen Aussagen!

a) Die Gleichung a-0=17 hat im Bereich der
natiirlichen Zahlen mindestens eine Losung.
b) Alle durch 17 teilbare Zahlen sind unge-
rade.

c) Jede natiirliche Zahl, die die Ungleichung
3 <x<72 erfiillt, erfillt auch die Unglei-
chung 3<x<2%

d) Es gibt Zahlenpaare a, b, fiir die gilt:
ab=p”

€) Mindestens ein gleichseitiges Dreieck ist
rechtwinklig.

f) Alle Rhomben sind Drachenvierecke.

Wenn wir in Zukunft bei der sprachlichen
Formulierung von mathematischen Sachver-
halten auch auf die groBe Bedeutung der
kleinen Worter achtgeben, werden wir uns
klarer ausdriicken kdnnen, wir werden uns
sicherer fithlen und weniger Fehler machen.

L. Flade

Gut gedacht ist halb
gelost

(Losungen siehe Seite 48)

Ala Aus 88 Brettern werden 12 Tische
und einige Schrinke hergestellt. Fiir einen
Tisch brauchte man 4 Bretter, fiir einen
Schrank 8.

Wieviel Schrinke wurden hergestellt?

88 Breller
12 Tische je X Schrarke
4 Bretter Je 8 Bretter
Res! .... Brefter Rest aus Tischen: ...
ve.. SChronke

A2A Zwei Brigaden arbeiten an der Mon-
tage von Maschinen. Die erste Brigade mon-
tiert 60 Maschinen in 4 Tagen, die zweite
Brigade 72 Maschinen in 6 Tagen.

Wieviel Maschinen montiert die eine Brigade
tiaglich mehr als die andere?

1. Brigade 2.8rigade
60 Maschinen 72 Moschinen
... Tage ¢ ... Tage
Aneinemlog .... % AneinemTag ...

A3a ImSchuigarten emteten Schiiler Apfel.
Von 14 Apfelbiumen ernteten sie durch-
schnittlich je 84 kg Apfel, von 19 weiteren
Biumen durchschnittlich je 56 kg Apfel.



Die eingebrachte Emte wurde in Késten zu
je 28 kg verteilt. '
Wieviel Kisten wurden benétigt?

14 Aplelbiume je 84 ky + 19 Aplelbiume jo 56 ky

A44Aa Zwei Bergmannsbrigaden forderten
gemeinsam in 15 Tagen 288 Waggons Kohle
zu je 50 t. Dabei forderte die erste Brigade
160 t tiglich mehr als die zweite Brigade.
Welche Fordermenge erreichte die zweite
Brigade?

288 Waggons 2u je 50/

)
in15 ...t Togen

fir beide
proTag eed Brigaden
(x +160)¢ xt
1. Brigade 2. Brigade

A54a Ein Tourist ging 30 km in 6 Stunden.
Vor der Rast ging er 18 km mit einer Ge-
schwindigkeit von 6 km/h.

Mit welcher Geschwindigkeit legte der Tou-
rist den restlichen Weg zuriick ?

6h, 30km
18 km Rest

2km
A 6km/h

xkm/h 8

A64 Eine Einheit der NVA fiihrt einen
Ubungsmarsch durch. Sie verliBt um 6.00
Uhr die Kaserne und kehrt um 13.30 Uhr
zuriick. Die durchschnittliche Marschge-
schwindigkeit betrigt 5 km in der Stunde.
(Bei der Berechnung der Durchschnittsge-
schwindigkeit wurde die reine Marschzeit
beriicksichtigt.)

a7a Ein Kindergarten kauft fiir 1 130 M
zwei Karussells und 6 Kletterstangen. Ein
Karussell kostet 340 M.

Wieviel kostet eine Kletterstange? Fertige
dazu ein Losungsbild an!

A84a Ein Schiiler braucht im Jahr etwa
15 Hefte. Aus einer Tonne Papier kénnen
25000 Hefte hergestellt werden.

a) Wieviel Schiiler kann man fiir ein Jahr
mit Heften aus 3 t Papier versorgen?

b) Welches Gewicht (welche Masse) hat im
Durchschnitt ein Heft?

c) Bilde selbst dhnliche Aufgaben unter Be-
nutzung anderer Tatsachen.

494 Die Parallelklassen einer Schule ste-
hen bei der Spendenaktion ,,Hilfe fiir Viet-
nam* miteinander im Wettbewerb. Die Klas-
se 5a hat 33,75 M gesammelt. Die Klasse
5b hat durch eine Altstoffsammlung das
Vierfache des von der Klasse 5a gesammelten
Betrages erreicht. Die Klasse 5¢ kam bisher
auf den dritten Teil des Betrages, den die
Klasse 5a gespendet hat.

a) Wieviel Mark hat die Klasse 5a mehr
gespendet als die Klasse 5¢?

b) Wieviel Mark haben die drei Klassen
bisher insgesamt gespendet?

c) Wieviel Mark im Durchschnitt betrug
die Spende einer Klasse dieses Schuljahres?
d) In welchem kleinsten ganzzahligen Ver-
héltnis befinden sich die Spendenbetrige der
drei Klassen?

Bilde selbst weitere dhnliche Aufgaben, indem
du den Weltbewerb der Spendenaktion unter
vier oder mehr Schiilern zugrunde legst!
Lege dazu cine Tabelle an und trage zuein-
ander zugehodrige Werte unter Benutzung
von ,,wenn — dann* ein.

A104A In einem Berliner Stadtbezirk wur-
den 160 groBe Wohnungen renoviert. Der
zehnte Teil davon hat 55 m? Wohnfliche je
Wohnung, der vierte Teil von der Gesamt-
zahl der renovierten Wohnungen hat 67 m?
Fliche pro Wohnung und die restlichen Woh-
nungen je 80 m?> Wohnfliche.

Berechne die Gesamtwohnfliche aller reno-
vierten Wohnungen!

Alla Versuche aus der nachstehenden
Zeichnung eine Aufgabe zu erkennen und
lose sie!

(67bis 13%)-3h = 7h

7 5km = ... km

+ n —
+ 1

A X iCkm 1000 100) =1:100000 °

Wie lang ist diese Marschstrecke auf einer
Karte mit dem Ma@Bstab 1: 100000, wenn
man beachtet, daB unterwegs eine halb-
stiindige Pause eingelegt wurde?

[1ha 224t //////%

>

J. Lehmann/W. Unze

(Zusammenstellung fiir einen AG.-Nach-
mittag der Klassenstufe 5/6 des alpha-Clubs
der 29. OS, 7027 Leipzig)

Riistzeug
des Markscheiders

GeologenkompaB

Der GeologenkompaB ermoglicht es, sowohl
Richtung und Neigung des Einfalles von
Gesteinsschichten oder Lagerstiitten in einem
Arbeitsgang zu messen als auch Streichen
und Fallen von flichenhaften und linearen
Gefiigeelementen.

Markscheidezeug

Zum Riistzeug des Kumpels gehort das Mark-
scheidezeug. Es besteht aus einem KompaB-
gerit mit Hingezeug (siche Abb.), einem
Gradbogen mit Neigungsmesser fiir Mes-
sungen unter Tage.

Pendelneigungsmesser

Der Pendelneigungsmesser dient zur Be-
stimmung von Gelindeneigungen in der
Topographie, im StraBen- und Wasserbau,
zur Vorplanung und Erkundung von Ver-
kehrswegen, hinsichtlich ihrer Passierbarkeit
fiir schwere Fahrzeuge, zur Neigungsbestim-
mung im Bauwesen.

VEB Freiberger
Priizisionsmechanik
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Aus: Starchel, bulgarische Zeitschrift

Das Verschiebespiel

Das im folgenden beschriebene Brettspiel ist in seiner
Konzeption auf dem Verschiebebegriff aufgebaut;
dabei ist es nétig, nicht nur jeweils einen Stein zu be-
wegen, sondern Figurationen von Steinen zu ver-
schieben. Schon bei der ersten Partie merkt man, wie
wenig man die Moglichkeiten, die im Begriff der
Verschiebung liegen, iibersieht, und wieviel Chancen
man eben dadurch zbersieht.

8 o/z A A /i 6 V/ ,/A 7/ Ja
70% R/ 777 %
§ | A0V ¥ 7 s | Wi e 7
5// /.7// /4 5' 7//‘ //./A
9 /A ///O/A VA 4 r///. /O A
N7 7R/ 0% 3 o0y b
2| U4 Y4 0 2 | v O 7
16 AW Ve 7787/

@ bcde fgh a b cde f gh

Fig. | Ausgangsstellung  Fig. 2 Gewinnstellung fiir WeiB.

8 % ¥ U

? VA 4 ’a O ’// V’/

s| 2 VA V) %

sS4 7 Y

1| 7 7I9F] 7

3 4% /7827, Fig. 3 WeiB kann durch
2 VA % - V// /// folgende Ziige gewinnen:
1 Y 7 v ¥/ a) b4 nach d6

a b cdef gh b) ¢7 nach eS, d7 nach 5
Spielregeln : Die beiden Partner setzen vier Damesteine
abwechselnd in die Diagonale eines Schachbrettes.
Ein freier Stein wird in die freie Ecke gesetzt (Aus-
gangstellung Fig. 1).

Es wird abwechselnd verschoben. Dabei darf der
ziehende Spieler beliebig viele Steine (aber mindestens
einen Stein) seiner Farbe in einer Richtung und um
dieselbe Anzahl von Feldern, also mit gleichem Ver-
schiebevektor, bewegen. Zulissige Richtungen sind
die Richtungen, die eine Dame im Schachspiel zichen
darf. Weder fremde noch eigene Steine diirfen iiber-
sprungen werden. — Gewonnen hat, wem es gelingt,
vier Steine zu einem Quadrat unmittelbar nebenein-
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fiir Humor und Satire

ander zusammenzufithren (Fig. 2). — Mit diesem
Spiel kdnnen in einem kleinen Turnier die Anschauung
und der Uberblick iiber Konfigurationen einzelner
Punkte ganz erheblich entwickelt werden. Fig. 3
zeigt eine Spielsituation.

K.-H. Hiirten, aus ,,Praxis der Math.*, Kiln

- Fiillriitsel

Es sind abwechselnd Worter mit sechs und fiinf Buch-
staben zu suchen, deren Anfangsbuchstaben einen
Begriff aus der Mengenlehre ergeben.
1. deutsches Wort fiir Divisor, 2. Schweizer Mathe-
matiker, 3. Begriff aus der Geometrie, 4. HohlmaB,
5. Anschauungsmittel, 6. Geometrisches Grundge-
bilde, 7. Teil eines Bruches, 8. deutscher Mathema-
tiker, 9. Vieleck.

Oberlehrer Annelies Helwes, OS Burkhardtsdorf

Welchen Beruf iibt Frau Kimmer aus?
Oberlehrer Annelies Helwes, OS Burkhardtsdorf

Permutationsritsel

In jedem der abgedruckten Wortbilder ist jeweils
ein Buchstabe durch einen anderen des Alphabetes
zu ersetzen. Wird dieser erste Schritt geeignet aus-
gefiihrt, so lassen sich aus den in jeder Zeile stehenden
Buchstaben durch Permutieren die Bilder von Worten
mit folgender Bedeutung bilden : geometrischer Grund-
begriff — Name einer der beiden Zahlen, die einen



Bruch bestimmen — Zahlwort — Zeichen fiir Rechen-
operationen — Linge einer geschlossenen Kreislinie —
Zahlwort — Name fiir eine bestimmte Seite eines recht-
winkligen Dreiecks — Name fiir eine natiirliche Zahl
in bezug auf eine andere, die ein Vielfaches der ersten
1st.

BI1I ENE
KE NNER
R E D E
L AUS
GAUMEN
NUTE
THEATER
REI TER

Die ersten Buchstaben der Losungsworter bilden von
oben nach unten gelesen das Wortbild eines mathe-
matischen Begriffes.

Magisches Quadrat

Setze in die Figur noch 15 Spiclsteine so ein, daB dia-
gonal, senkrecht und waagerecht jeweils drei Steine

liegen.
M. Schneider, OS Hartha

Kombination mit alpha

Wievielmal 1aBt sich das Wort alpha zusammen-
stellen, wobei jeweils nur in Einerschritten nach
rechts, unten bzw. diagonal gelesen werden darf?

R. Schulz, Leiter des alpha-Clubs Rotta-Bergwitz
und des Kreis-Klubs Junger Mathematiker Grifenhainichen

H

H|E

® E |1/

) L |iF

E |l |TLE
f-IE/T[:'RJ

1. \fnr

Da sitze ich also und rechne!

Buchstaben tanzen,

Zahlen verwischen die Gedanken an Dich
Die Losung aber

bringt sie mir wieder!

2.

,»Ich liebe Dich!*

Bin bei Dir, bin gliicklich!

Ich mécht Dir soviel sagen,
6ffne den Mund und frage ...
nach der Losung von /ar’

Sylvia Grdtsch, Berlin (20 J.)
(Aus: Neues Leben 7/71)

Jean-Michel Folon, aus: Mugazin 12/72

4

2fcriB) YT eAyE-F L S E(10)

#rzes)

(4 ok H})

1+ a(u'liiﬁ__’_f_—
frrarip)?

B 2/4.,-,4)‘_/’* 1A)*

'415 1-&vjg

c(-,LL_ﬁI/ )’.,7 f(ﬁ Y -
P A e

L(ﬂf-o() 4(4"‘)2

Symmetrie

wayg)l I 47 —)/71' —'-i’é‘

(20X~ 18)*

Volkskunst aus der VR Polen: Scherenschnitte
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XII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)

10./11. Februar 1973

Olympiadeklasse 7

1. An einer Oberschule mit genau 500 Schii-
lern bestehen mathematisch-naturwissen-
schaltliche, kiinstlerische und Sport-Arbeits-
gemeinschaften. Uber die Teilnahme von
Schiilern an diesen Arbeitsgemeinschalten
ist folgendes bekannt: '

(1) Genau 250 Schiiler sind Mitglied min-
destens einer Sport-Arbeitsgemeinschalft.

(2) Genau 125 Schiiler gehéren mindestens
einer kiinstlerischen Arbeitsgemeinschaft an.
(3) Genau 225 Schiiler nehmen mindestens
an einer mathematisch-naturwissenschaltli-
chen Arbeitsgemeinschalt teil.

(4) Genau 25 Schiiler besuchen mindestens
sowohl eine kiinstlerische als auch eine Sport-
Arbeitsgemeinschaft.

(5) Genau 75 Schiiler sind mindestens sowohl
Mitglied einer mathematisch-naturwissen-
schaftlichen als auch einer Sport-Arbeitsge-
meinschaft.

(6) Genau 25 Schiiler nehmen mindestens
sowohl an einer mathematisch-naturwissen-
schaftlichen als auch an einer kiinstlerischen
Arbeitsgemeinschalt teil.

(7) Genau 5 Schiiler gehoren allen drei ge-
nannten Arbeitsgemeinschaftsarten an.
Ermittle die Anzahl aller Schiiler dieser
Schule, die

a) an genau einer Art dieser Arbeitsgemein-
schalten,

b) an keiner dieser Arbeitsgemeinschaften
teilnehmen !

2. Beweise, daB es unter 51 aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen, deren kleinste
nicht kleiner als 1 und deren groBte nicht
groBer als 100 ist, stets mindestens zwei Zah-
len gibt, von denen die eine gleich dem
Doppelten der anderen ist!

3. Konstruiere ein konvexes Fiinfeck
ABCDE, das folgende Eigenschaften hat:
(1) AB=CD=5 cm,

(2) xEAB= £ ABC=95°,

(3) BC=CE=BE,

(4) AE=ED.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die Bedingungen (1)
bis (4) ein konvexes Finfeck A BCDE bis aul
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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4. Als die Klasse 7a den Fachunterrichts-
raum fiir Mathematik betrat, war an der
Wandtafel eine Multiplikationsaufgabe an-
geschrieben. Jemand hatte jedoch die Ziffern
derart verwischt, daB nur noch vier . Ein-
sen”“ leserlich geblieben waren und von den
unleserlichen Ziflern lediglich noch die ge-
naue Stellung zu erkennen war.
Das Bild an der Wandtafel hatte folgendes
Aussehen:
(Die unleserlichen Ziffern sind hier durch
die Buchstaben a, b, ¢, ... angegeben. Dabei
konnen also verschiedene Buchstaben auch
die gleiche Ziffer, mdglicherweise auch noch-
mals die Zilfer 1. bezeichnen.)
lab cd
ef gl
hiji
L mnlop

Einige Schiiler versuchten sofort. die fehlen-
den Ziffern zu ermitteln. und schon nach
kurzer Zeit riel Bernd: ,Ich weil genau, wie
die beiden Faktoren hieBen!” Doch Gerd
entgegnete ihm: ,.Es 4Bt sich nicht eindeutig
feststellen, wie die beiden Faktoren lauteten."
Stelle [est, ob Bernd oder Gerd recht hatte!
Gib in jedem Falle alle Losungen (Realisie-
rungen) des Multiplikationsschemas an!

5. Ermittle alle nicht negativen rationalen
Zahlen x, die die Gleichung
x+ ]x—l |=l erfillen!”

6. Beweise den folgenden Satz:

Fiir jedes Dreieck AABC gilt: Zieht man bei
zwei beliebigen Hohen dieses Dreiecks je-
weils durch deren Mittelpunkt die Parallele
zu der zur Hohe gehorenden Dreieckseite,
so schneiden sich diese Parallelen in einem
Punkt, der auf der dritten Dreieckseite liegt.

Olympiadeklasse 8

1. Die FDJ-Gruppe der Klasse 8a einer
Oberschule fiihrte einen Sportwettkampf
durch. Vor Beginn des Wettkamples solite
jeder Teilnehmer einen Tip dariiber abgeben,
welche drei Teilnehmer in welcher Reihen-
folge das beste Gesamtergebnis erzielen wiir-
den. Als man die Tipscheine auswertete,

stellte es sich heraus, daB ausschlieBlich
Annekatrin, Bernd und Claudia aul den
ersten drei Plitzen erwartet wurden. Dabei
wurden die Reihenfolge Bernd — Annekatrin -
Claudia genau [infmal getippt. AuBerdem
wurden noch die Reihenfolgen Bernd - Ciau-
dia - Annekatrin und Claudia - Annekatrin -
Bernd erwartet, und zwar einer dieser beiden
Tips genau vier- und der andere genau drei-
mal. Eine andere Reihenfolge wurde nicht
getippt.

Fiir die Voraussagen wurden Punkte verge-
ben, und zwar fiir jeden richtig vorausgesag-
ten Platz ein Punkt. Maximal waren also
drei Punkte mit einem Tipschein erreichbar.
Die Summe aller so vergebenen Punkte be-
trug 17.

Bernd gewann, entgegen den meisten Vor-
aussagen, nicht den Wettbewerb, aber die
ersten drei Plitze wurden tatsidchlich von
Annekatrin, Bernd und Claudia belegt.
Wer gewann den Wettbewerb? Wer belegte
den zweiten und wer den dritten Platz?
Wie oft wurde der Tip Bernd - Claudia -
Annekatrin insgesamt abgegeben?

2. Beweise den lolgenden Satz:

Sind a, b, c (a2 b = ¢) drei beliebige natiirliche
Zahlen, dann ist die Summe dieser Zahlen
oder eine der aus zweien dieser Zahlen ge-
bildeten Diflerenzen durch 3 teilbar.

3. Gegeben sei ein Dreieck AABC. Uber der
Seite AB sei ein Parallelogramm ABDE
so errichtet, daB dessen Seite DE mit C auf
derselben Seite der Geraden durch 4 und B
liegt, daB dabei aber die Punkte D und 4
nicht auf derselben Seite der Geraden durch
B und C liegen und daB auferdem die
Punkte E und B nicht auf derselben Seite
der Geraden durch A und C liegen. Ferner
seien iiber den Seiten BC und AC je ein
Parallelogramm CBIH bzw. ACKL derart
errichtet, daB D auf der Geraden durch I
und H sowie E auf der Geraden durch K
und Lliegt.

Beweise, daB dann der Fliacheninhalt des
Parallelogramms ABDE gleich der Summe
der Fldcheninhalte der Parallelogramme
BIHC und CKLA ist!

4. Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M. Ein Durchmesser dieses Kreises
sei AB. Zwei Punkte P, und P, mégen sich
vom gleichen Zeitpunkt an gleichf6rmig
auf je einer der beiden Halbkreislinien von
A nach B bewegen, wobei die Bewegung
des Punktes P, viermal so schnell erfolgen
soll wie die des Punktes P,. Gibt es zwischen
dem Start und der Ankunft von P, (in B)
einen Zeitpunkt, zu dem die Dreiccke AABP,
und AABP, gleichen Flicheninhalt haben?
Wenn ja, dann ermittle fiir jeden soichen
Zeitpunkt die GroBe des Winkels £ AMP,!

5. Gegeﬂ sﬂin Kreissektor mit dem
Radius MP=MR =9 cm und e¢inem Zentri-
winkel ¥ PMR der GréBe 50°.



Konstruiere ein Quadrat ABCD so, daB A
auf MP liegt, B und C auf dem Bogen PR
liegen und D auf MR licgt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion
(Eine Untersuchung, ob es genau ein derarti-
ges Quadrat gibt, wird nicht verlangt.)
Hinweis: Es empfiehlt sich, zur Losung Eigen-
schalten von zentrischen Streckungen zu be-
nutzen.

6. Untersuche, ob es eine kleinste positive
rationale Zahl a gibt, zu der man eine natiir-
liche Zahl x mit der Eigenschaft
?x—a =§x+ 142 finden kann!
Wenn es ein solches kleinstes a gibt, so er-

mittle, welchen Wert x hierlir annimmt!

Olympiadeklasse 9

1. Beweisen Sie, daB fir jede natiirliche Zahl n
die Zahl n® —n? durch 10 teilbar ist!

2. Karlheinz will aus gleichgroBen roten
und weiBen Quadratflichen liickenlos eine
Rechteckllache derartig zusammensetzen, daB
simtliche an den Rand dieses Rechteckes
grenzenden Quadratflichen rot sind (im Bild
gestrichelt gezeichnet), wahrend alle iibrigen
(im Innern gelegenen) Quadratflichen weil
sein sollen. Dabei soll die Anzahl der roten
Quadratflichen gleich der der weiBen sein.

Geben Sie (durch- Angabe der Anzahlen der
in je einer Zeile und in je einer Spalte ange-
ordneten Quadratflichen) alle Rechteckfli-
chen an, die Karlheinz unter diesen Bedin-
gungen bilden konnte!

3. Ein Wiirfel mit der Kantenldnge 2 und den
Eckpunkten A, B, C, D, E, F, G, H (siehe Bild)
wird von sechs Ebenen geschnitten, die je-
weils durch die Punkte A, B,G,H;D,C,F, E;
A,D,G,F;B,C,H,E;A,E,G,Cund B,H,F,D
gehen. Man ermittle die Anzahl der Teil-
korper, in die der Wiirfel dadurch zerlegt
wird. AuBerdem gebe man das Volumen
der einzelnen Teilk6rper an.

H [3

ob——-1 Je

A a &

4. Zwei FuBginger A und B legten dieselbe
Strecke zuriick. Sie starteten zur gleichen
Zeit. Ein Beobachter stellte fest:

A ging die Hilfte der Strecke mit einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 4 km/h,
den Rest mit 5 km/h.

B ging wihrend der Hillte der von ihm fiir
die ganze Strecke aulgewandten Zeit mit
einer  Durchschnittsgeschwindigkeit  von
4 km/h, wihrend der iibrigen Zeit mit 5 km/h.
Wer von den beiden erreichte zuerst das Ziel?

5. Es sei ABCD ein Sehnenviereck, k sein
Umkreis, und es gelte fiir die Bogenlinge
derjenigen zwischen den Eckpunkten des
Sehnenvierecks liegenden Kreisbogen von k,
aul denen jeweils kein anderer Eckpunkt
liegt, die Gleichung AB + €D = BC -+ DA.
Beweisen Sie, daB dann AC 1 BC gilt!

6. Man ermittle die Anzahl aller verschiede-
nen Tripel (k, n, m) natiirlicher Zahlen k, n, m,
fiir die k- n? - (2m+ 1)=3808 gilt.

b) Man gebe alle Tripel an, fiir die das Pro-
dukt knm den kleinsten Wert annimmt.

Olympiadeklasse 10

1. Fiir ein gleichschenkliges Dreieck AABC
sei die Hohenlinge CD=h und die Basis-
linge AB =g genannt. Ferner sei dem Dreieck
ein Quadrat EFGH derart einbeschrieben,
daB EF aul 4B, G aul BC und H auf AC
liegen.

Ermitteln Sie alle Verhiltnisse h:g, fir
die sich die Flicheninhalte von Dreieck
AABC und Quadrat EFGH wie 9:4 ver-
halten!

2. Es sei ABCDA'B'C'D’ ein Parallelepiped,
d. i. ein nicht notwendig gerades vierseitiges
Prisma mit einem Parallelogramm ABCD
als Grundfliche.

Es ist die Menge aller derjenigen Punkte X
zu ermitteln, die als Schnittpunkte von
Strecken PR und ST auftreten kdnnen,
wenn P ein Punkt aul A_B, R ein Punkt auf
ﬁ, S ein Punkt auf AD und T ein Punkt
auf B'C ist.

3. Man denke sich alle Primzahlen, beginnend
mit der Primzahl §, der GréBe nach fortlau-
fend numeriert, es mogen also numeriert
sein:

Primzahl 5 7 11 13 17 19

Nummer 1 2 3 4 5 6

Es ist zu beweisen, daB dann jede Primzahl!
groBer als das Dreifache ihrer Nummer ist.

4. Ein Lokomotivfithrer bemerkte am An-
fang eines 20 km langen Streckenabschnitts s,
daB er eine Verspdtung von genau 4 min
hatte. Er fuhr daraufhin diese Strecke s
mit einer um 10 km/h hoheren Durchschnitts-
geschwindigkeit, als sie der Fahrplan vorsah.

Am Ende der Strecke s war erstmalig wieder
Ubereinstimmung mit dem Fahrplan er-
reicht.

Wie groB war die fiir s vorgesehene (ahrplan-
mibBige Durchschnittsgeschwindigkeit?

5. Beweisen Sie, daB

Ig(l—%g >+lg(1—2162>+...+1g(1—§19—1>
+lg(l—ﬁz)=lg% gilt!

6. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Hat der Winkel an der Spitze eines gleich-
schenkligen Dreiecks eine GroBe von 36°,
so ist die Basis des Dreiecks genau so lang
wie der groBere Abschnitt aul einem nach
dem ,,Goldenen Schnitt* geteilten Schenkel
des Dreiecks.

Anmerkung: Eine Strecke heiBt nach dem
»Goldenen Schnitt“ in zwei Abschnitte ge-
teilt, wenn die Lange des groBeren Abschnitts
die mittlere Proportionale zwischen der Linge
des kleineren Abschnitts und der Linge der
gesamten Strecke ist.

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle reellen Zahlen x, die

die Ungleichung 0 <x <7—2[ und die Gleichung

tan x +cot x =4 erfiillen.
(Eine Ausrechnung der Zahlenwerte als De-
zimalbriiche wird nicht verlangt.)

2. Im Raum scien vier Punkte P;, P, P,
und P, gegeben, die nicht in einer und der-
selben Ebene liegen. Man ermittle die Anzahl
aller derjenigen Ebenen, die von diesen vier
Punkten gleichweit entfernt sind.

3. Drei Schulen, je eine aus Adorf, Bedorf
und Cedorf, fiihrten bei einem Kreissport-
fest einen Leichtathletikwettkampf durch.
In jeder Disziplin stellte jede Schule genau
einen Teilnehmer. Ein Reporter interviewte
nach dem Wettkampf einen Zuschauer:
Reporter: ,,Wer hat den gesamten Wettkampl
gewonnen?*

Zuschauer: ,,Adorf gewann den Weitsprung,
aber den gesamten Wettkampf gewann Be-
dorf, und zwar mit 22 Punkten. Ador{ und
Cedorf erreichten je 9 Punkte.”

Reporter: ,,Wie wurden die Punkte verteilt?*
Zuschauer: ,In jeder der Disziplinen erhielt
der Erste eine bestimmte Punktzahl, der
Zweite eine kleinere, der Dritte eine noch
kleinere, aber mindestens einen Punkt. Diese
Verteilung war fiir alle Disziplinen dieselbe.
Alle Punktzahlen waren ganzzahlig.*
Reporter: ,In wieviel Disziplinen fand der
Wettkampf insgesamt statt™

Zuschauer: ,Ich weiB es nicht.*

Reporter: ,,Wer hat das KugelstoBen ge-
wonnen?*

Zuschauer: ,Ich weiB es nicht, aber Kugel-
stoBen war dabei.”

43



Ermitteln Sie, ob die folgenden beiden Fra-
gen auf Grund dieser (sdamtlich als wahr vor-
ausgesetzten) Aussagen eindeutig beantwor-
tet werden konnen, und geben Sie alle Ant-
worten, die mit diesen Aussagen vereinbar
sind, an!

a) Welche der drei Schulen gewann das
KugelstoBen?

b) Welche Schule belegte beim Weitsprung
den zweiten Platz? (Es sei bekannt, daB in
jeder der Disziplinen eine eindeutige Reihen-
folge der Wettkampfteilnehmer ermittelt
wurde.)

4. Es seien a und b natiirliche Zahlen, fir
die 0<b<a gilt. Ferner sei durch z,=an+b
(n=0, 1, 2, ...) eine Folge natiirlicher Zahlen
gegeben. Ein Element z,, dieser Folge habe
mit a den groBten gemeinsamen Teiler d.
Es ist festzustellen, ob dann alle Elemente die-
ser Folge mit @ den groBten gemeinsamen
Teiler 4 haben.

5. Man untersuche, ob es regelmiBige n-Ecke
gibt, bei denen die Differenz der Lingen
einer groBten und einer kleinsten Diagonale
gleich der Seitenlange des n-Ecks ist. Wenn
ja, so gebe man alle natiirlichen Zahlen
n(n=4) an, fir die das gilt.

Von den folgenden Aufgaben 6a und 6b
ist genau eine auszuwihlen und zu l16sen.

6a. Es sei f einé Funktion, die (iir alle
reellen Zahlen x definiert ist und die folgende
Eigenschalt hat:

(1) Fir alle x gilt f{(x)=xf(x+1);

(2) Es gilt S=1

a) Man ermittle alle ganzen Zahlen n, fir
die f(n)=0 gilt.

b) Es seien m und n beliebige ganze Zahlen,
und es sei f(x+m) gegeben. Man berechne
Slx+n).

c) Man gebe ‘eine spezielle Funktion f, an,
die die obigen Eigenschaften besitzt, und
zeichne den Graph dieser Funktion im Inter-
vall —3<x<4.

6b Ist n eine natiirliche Zahl, die groBer als 1
ist, so seien auf einer Strecke AB Punkte
Py, Py, P;, ..., P,,_, in dieser Reihenlolge
so gelegen, daB sic dic Strecke AB in 2n
Teile gleicher Linge zerlegen.

a) Man gebe (als Funktion von n) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, daB zwei aus den
Punkten Py, ..., P,,_, ausgewihlte Punkte
P, P, mit O<k<m<2n die Strecke AB
derart zerlegen, daB sich aus den drei Teil-
strecken AP,, P,P,, P_B ein Dreieck kon-
struieren laBt.

b) Man untersuche, ob diese Wahrschein-
lichkeit fiir n—oo gegen einen Grenzwert
konvergiert, und ermittle, wenn dies der
Fall ist, diesen Grenzwert. '

Anmerkung: Die in a) gesuchte Wahrschein-
lichkeit ist folgendermaBen definiert: |

Jede Auswahl zweier Punkte P,, P, mit
O<k<m<2n sei als ein ,Fall“ bezeichnet
Ein ,Fall“ heiBe ein ,giinstiger Fall, wenn
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Mathematik-
olympiaden in den
Niederlanden

Auch in Holland gibt es eine Olympiade.
Sicher interessiert es die alpha-Leser, etwas
davon zu lesen. Es sei aber vorausgeschickt:
Die hollindische Olympiade ist eine kleine!
Im Vergleich zur DDR kann man sie sogar
»winzig klein“ nennen. Erstens hat sie nur
zwei Stufen. Zweitens nehmen nur Schiiler
aus der Mittelschule teil und zwar aus den
letzten zwei Jahren vor dem Abitur. Die erste
Stufe kann man als Vorstufe bezeichnen, als
Weg, eine Vorauswahl zu treffen. An alle
Schulen werden Aufgaben versandt. Die
Schiiler des vorletzten (11. Schuljahres) erhal-
ten eine Kostprobe, ndmlich die Aufgaben
des Vorjahres mit nach Hause. So kénnen sie
in aller Ruhe beurteilen, ob sie es wagen
konnen mitzumachen. Haben sie Mut ge-
faBt, arbeiten sie in einer Klausur an den
offiziellen Aufgaben. In drei Stunden Ar-
beitszeit sind zehn Aufgaben zu losen, na-
tiirlich keine vollstindigen L&sungen, son-
dern nur die Antworten aul die gestellten
Probleme. Die Aufgaben sind sehr verschie-
den von dem in der Schule gebotenen Stofl.
Erfahrung niitzt wenig, man muB etwas
Originelles leisten, um Erfolge zu erzielen!

Drei Beispiele sollen das zeigen:

A999aa Jemand zeichnet n Geraden g,
g2 &3 --- &, (n>3), die in derselben Ebene
liegen, die paarweise nicht parallel sind und
von denen keine drei einen Punkt gemein-
sam haben.

P, und P, so gewihlt sind, daB sich aus
den Strecken AP, P,P_ und P_B ein Dreieck
bilden liBt Ist dann z die Anzahl aller még-
lichen ,Fille“ und z, die Anzahl aller ,.giin-
stigen Fille“ so wird die genannte Wahr-
scheinlichkeit als der Quotient % definiert.

Die Anzahlen der Schnittpunktie inden beiden
Halbebenen, die von der Geraden g, erzeugt
werden, seien gleich.

Die Anzahlen der Schnittpunkte in den bei-
den Halbebenen, die von der Geraden g,
erzeugt werden, sollen sich wie | : 6 verhalten.
Es ist die kleinste Anzahl der Geraden zu
ermitteln, die zu zeichnen sind.

A999b 4 Gegeben sei ein konvexes Vier-
eck ABCD mit den Seiten /ﬁ=a=4cm,
BC=b=3 cm, CD=c¢=3cm und AD=
d=2 cm. Es ist der groBtmogliche Flichen-
inhalt zu bestimmen, den dieses Viereck
haben kann!

4999ca Zu jeder positiven ganzen Zahl n

existieren eindeutig bestimmte nichtnegative

ganze Zahlen a(n) und b(n), die die Gleichung
n=2%"-[2 - b(n)+ 1] erfiillen.

Fiir positive ganze Zahlen k sei S(k) durch
S(k)=a(2")+a(2®)+a2¥)+ ... +a(2"

definiert.

Man schreibe S(k) als Funktion von k.

Bildunterschrift: Prof. A. von Tooren (links)
und Prof. A. A. Hoogendoorn, langjihrige

Delegationsleitung der niederlindischen
Mannschalt bei internationalen Mathematik-
olympiaden

Die Losungen der Wettbewerbsteilnehmer
werden sehr sorgfiltig gepriift. Aus den 60
»Klugen“ werden die 10 Kliigsten ausge-
wihit. Mit ihren Eltern und Lehrern sind
sic Gast des hollandischen Erziehungsmini-
steriums. Erst dort wird die Reihenlolge der
zehn Preistriager bekanntgegeben, jeder wird
mit einem Paket wertvoller mathematischer
Lehrbiicher belohnt. Selbstverstindlich ist
die Presse dabei und jeder kann sich am
Abend im Fernsehen bewundern. Fast ist es
das Ende dieses Berichts. Nun aber kommt
noch eine ,Kleinigkeit ..., die IMO.“ Die
acht Besten werden ausgewihlt. Jedes Mit-
glied dieser Mannschalt ist stolz darauf, den
hervorragenden Jungen Mathematikern aus
der DDR und aus vielen anderen Lindern
zu begegnen; denn die Mathematik kennt
keine Grenzen und das ist gut!

A.v. Tooren



Losungen

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Konig

410024 PL1) P(B)=

233 1
PO=3=7

Wi i —3-_3—.1
P(AB) ~P(4C)=P(BC)="2=7
.0 _
P(4BC)= 3-=0

P(A)-P(B)=i=P(AB), folglich 4, B sto-

chastisch unabhangig. Genau so ergibt sich,
daB A4 und C sowie B und C stochastisch
unabhangig sind.

P(ABC)=0, jedoch P(A)-P(By P(C)=
—335—p Molglich sind 4, B, C nicht
»Hinsgesamt* stochastisch unabhingig.

D. h. in diesem Beispiel sind je zwei der drei
Ereignisse A, B, C stochastisch unabhingig
(die Ereignisse 4, B, C sind also paarweise
unabhingig), jedoch sind die drei Ereignisse
nicht ,,insgesamt* stochastisch unabhingip.
Das Beispiel gibt daher AnlaB, fiir mehr als
zwei Ereignisse eine weitere, stirkere Unab-
hingigkeitseigenschaft zu definieren: n zu-
fillige Ereignisse A4,, 4,,. .., 4, heiBen voll-
standig stochastisch unabhingig= Def. fiir
jede beliebige Auswahl von r der n Ereig-
nisse, genau dann, wenn 1 <r <n, gilt, da
die Wahrscheinlichkeit des Produkts der r
ausgewihlten Ereignisse gleich dem Produkt
der Wahrscheinlichkeit der r Ereignisse ist.
Das obige Beispiel erlaubt somit folgende
allgemeine Aussage: Aus der paarweisen
stochastischen Unabhingigkeit von n zu-
filligen Ereignissen folgt nicht deren voll-
stindige stochastische Unabhingigkeit (tri-
vialerweise gilt aber die Umkehrung).

Man denke sich zunichst ein flichenkleinstes
Quadrat @, welches K, im Inneren enthilt.
Fir die RadiusmaBzahl r, eines groBtmog-
lichen Kreises K,, welcher K, von auBen
beriithrt und ebenfalls noch im Inneren von
O liegt, gilt nach dem Satz des Pythagoras
(ry +r2)? =2:(r, —r,)%, das heiBt
r2—6-ryr,+ri=0, also

r, (W2 /2.

(Fir den vorliegenden geometrischen Sach-
verhalt ist nur das Minuszeichen von Bedeu-
tung.) Zur Losung der Aufgabe erweist sich
nun die folgende Fallunterscheidung als
zweckmaBig.

Ky

i

a) Ist r,<(3—2-/2)r,, so ist jedes flichen-
kleinste Rechteck R, welches K, und K, im
Inneren enthilt, ein Quadrat der Seiten-
maBzahl 2r,. Gilt das Kleinerzeichen, so
existieren unendlich viele derartige Quadrate;
gilt das Gleichheitszeichen, so existiert genau
ein derartiges Quadrat.

b) Ist r,>(3—=2/2)r,, aber r,<r,, so exi-
stieren genau zwei flichenkleinste Recht-
ecke, welche K, und K, im Inneren enthaiten;
dabei wird K, von genau 3 und K, von genau
2 Rechtecksseiten beriihrt. Diese beiden Recht-
ecke R und R’ liegen symmetrisch zur Geraden
durch M, und M,. Jedes andersgelegene Recht-
eck R, (mit K, und K, im Innern) besitzt
einen groBeren Fliacheninhalt. Um dies einzu-
sehen, denke man sich K, aul K, abgerolit.
und dabei verfolge man das jeweils flichen-
kleinste, zu R, secitenparallele Rechteck R,.
welches K, und K, im Inneren enthdlt. In
wenigstens einer der beiden Abrolirichtungen
tritt gegeniiber der Ausgangslage zunichst
eine Fliachenverkleinerung von R, ein.

Im Rechteck R ist die kleinere SeitenmaBzahl
offenbar gleich 2r,. Fiir die groBere Seiten-
maBzahl folgt mit dem Satz des Pythagoras
’1+’2+\/("1+’_2)z“ (ry—r2)?
=ry+r,+2-\/rr;.

Dieser Ausdruck gilt auch noch fiir den Fall
rz=(3—2'\/§)"1 und nimmt dann den Wert
2r, an; denn
n+@-2y2r+2yRG-242) =
(8=22)r, +2r (2~ 1)=2r,.

Kq

X
My

c) Ist r,--r,, so gibt es genau ein flichen-
kleinstes Rechteck R, welches K, und K,
im Inneren enthilt; dieses Rechteck hat die
SeitenmaBzahlen 2r, und 4r,. DaB jedes
andersgelegene Rechteck R, (mit K, und K,
im Inneren) einen gréBeren Flicheninhalt
besitzt, kann mit denselben Uberlegungen
wie im Fall b) begriindet werden. Der im

Fall b) gefundene Ausdruck fir dic groBere
SeitenmaBzahl gilt auch noch fiir den Fall

ry=r,. O. Kritenheerdt

4926 a Falls eine Lésung existiert, mufl
gelten

n m
a=——und a=——
sina cos f

Dabei ist f=180°—60°—(90—a)=30"+«a
Man erhilt:
n m

—=—————mit 0<a<90°
sina cos(30+a)

Das ist dquivalent mit
cos(30°+a) m
sina  n
Daraus erhilt man:

%\/ 3-cota +% = (wegen cos(30+a)=
n

=¢0s30-cosa—sin 30 sina)

= m 1 2m+n
—/3cota=— =
J/3cota 55
cota=12m_+"
=/32n
2‘J
94
& °
92
= Q
o 93

a: Seitenlinge des gleichseitigen Dreiecks

Damit ist a konstruierbar. Da der Kotangens
fir Winkel zwischen 0° und 90° alle Werte
von 0 bis o0 genau einmal annimmt, existiert
fur jedes gegebene Zahlenpaar (m, n) fir
o genau eine Losung. Unter den angegebenen
Bedingungen waren alle Umformungen iqui-
valent, also ist die Aufgabe eindeutig losbar.

Konstruktion: Der Ausdruck %\/§~2n ist

die Linge der Héhe in einem pgleichseitigen
Dreieck mit der Seitenlange 2n. Daher kann
man wie folgt konstruieren:

g, c
<
% A
=
SA/AN Tl
4 7 Dh hy &

gV;'Zn

Auf g, wihlt man B beliebig. Von B aus tragt
man 2m+n auf gy ab. Man erhilt D. Nun
konstruiert man ein gleichseitiges Dreieck,
so daB eine Seite auf g, fallt und D der Mittel-
punkt dieser Seite ist (Seitenlange 2n).

Die D gegeniiberliegende Ecke verbindet
man mit B. Damit ist bei B der Winkel a
konstruiert.

Die Verbindungslinie schneidet g, in A.
Mit AB hat man eine Seite des gleichseitigen
Dreiecks und damit 1aBt sich die Ecke C
leicht konstruieren. Das A ABC erfiillt auch
die gestellten Bedingungen, da der Innen-

45



winkel bei A sich aus 180°—a— f§ ergibt und
o und B so bestimmt worden sind, daB dieser
Winkel 60° betrigt, wenn AB=AC ist.
m
cosf

AuBerdem liegt wegen a= der Punkt C

auf gy.

Zur Lisung der Aufgabe W 10 u 908/(2/72)

Bemerkung: Bei der Darstellung der Zahl Z
in der Aufgabe 908 in alpha 2/72, S. 37 muB
es heiBen:
Z=1000...001
— —

1970 Nullen
Zusatz zur gleichen Aufgabe (Losung):
x2 ist also durch 2° teilbar, also auch durch
24=22.22, Daher ist x durch 22 teilbar. Nun
ist aber x sogar durch 2 teilbar. Wire das
pimlich nicht der Fall, so wire x=2%y,
wobei y ungerade ist, also x>*=2*y?, wobei
»* ungerade ist. x* wire also nur durch 2*
und nicht durch 2° teilbar, was der Voraus-
setzung widerspricht.
Analog zeigt man, daB x auch durch 37 teil-
bar ist. Daher ist x, da 2 und 3 teilerfremd
sind, teilbar durch 23-32=72.

94952 Bezeichnen wir den Divisor in der
ersten Zeile der Aufgabe mit x, so ist x eine
dreistellige Zahl, und es gilt x < 1000. Da die
letzte Zilfer des Quotienten gleich 2 ist, steht
in der 6. Zeile der Aufgabe die Zahl 2x, und
es gilt 2x 21000. In der 2. und 4. Zeile kann
also nur die Zahl 1 - x stehen.
Wegen x <1000 gilt 2x <2000. Bezeichnen
wir nun die in der 3. Zeile stehende vierstel-
lige Zahl mit g, so gilt
a—x<2,
weil in der letzten und vorletzten Zeile eine
Zahl steht, die kleiner als 2000 ist. Daraus
folgt
x>a—2
und wegen a= 1000
x>1000—2=998. Andererseits gilt
x < 1000, also ist x=999.
Damit sind der Divisor und die Zahlen in der
2, 4 und 6. Zeile eindeutig bestimmt. Wir
konnen daher, von der sechsten Zeile ausge-
hend, auch die noch fehlenden Ziffern be-
stimmen und erhalten die folgende Losung:
1000000998 : 999 = 1001002
999
~ 1000
999
1998
1998
0
W 9a953 Angenommen, x sei eine reelle
Losung der Gleichung
X3+ (x4+1) +(x+2)°=(x+3)%
Dann gilt
B+ + I +3x+1+x3+6x2+12x+8
=x34+9x2+27x +27,
2x3 —12x—18=0,
x} — 6x— 9=0.

(M)

2
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Wir setzen f(x)=x>—6x—9 und erhalten
J0)=-9, f(1)=-14, f(2)=-13,
f(3)=0.

Die Gleichung (2) und damit auch die Glei-

chung (1) ist also fiir x=13 erfiillt.

Wir miissen nun noch nachweisen, daB die

Gleichung (2) und damit auch die Gleichung

(1) keine weiteren reellen Losungen hat. Aus

(2) erhalten wir
x*=3x2+3x2—9x+3x—9=0,
x2(x—3)+3x(x—3)+ 3(x—3)=0,
(2 +3x+3)(x—3)=0.

Nun gilt fiir alle reellen x

)]

X Ix43=x? 4342430
4 4

=(x+§)z +§>0,

2 4
d h. der erste Faktor auf der linken Seite
von (3) ist fiir alle x von Null verschieden,
die Gleichung (3) ist also nur fiir x=3 erfiillt.
Daher hat auch die gegebene Gleichung
genau eine reelle Lésung, nimlich x=3.
Wir iiberzeugen uns noch durch die Probe
davon, daB die Gleichung (1) fiir x=3 erfiillt
ist. Wir erhalten

P +43+ 53=63,

27+64+125=216,

216=216,

also eine wahre Aussage.
W9 w954 Aus ¥XECB= ¥xFBC=45" und
EF | BC folgt, daB das Viereck BCEF ein

gleichschenkliges Trapez ist; somit gilt
CE=FB.
D c
ERNK
3
F
A B8

AusA_E=aundﬁ:%\ﬁwgtﬁ:‘z_g\ﬁ
=§(2—\/§). Ferner gilt EF=SE- /2

=§(2—J§)-J§=a(J2-1). Aus AC=a,/2

und AE=a folgt C_E:a\_/z—a=a(\/i— 1).
Deshalb giltt CE=EF=FB. o
BCEF gleichschenkliges Trapez:CE=FB.

< a5 a,
SE=a~22=10-VD)

EF=SE /2=a(J2-1)
CE=a./2-a=a(/2~1) CE=EF=FB.

BCEF: A=%(a+a\/§—a) - %(a—a\/§+a),

%-a\/i'%a(Z—\/Z)=

“2(2J§ 2 "2(\/5 1)
T4 =3 '
W9*955 Es sei ABCDEF das gegebene,

. einem Kr_eis einbeschriebene Sechseck. Wir

setzen BC=CD= ﬁiﬁix. Dann gilt
nach Voraussetzung AB=ED=2x (vgl. die
Abb.).

Um x zu berechnen, miissen wir zunichst
nachweisen, daB die Diagonalen E, BE
und CF durch den Mittelpunkt M des Um-
kreises des Sechsecks gehen. Dann folgt
nimlich AB| FC || ED. Wir verbinden den
Mittelpunkt M des Kreises mit den sechs
Eckpunkten. Dann gilt ABMA>=AEMD,
da diese Dreiecke in den drei Seiten iiberein-
stimmen. Daraus folgt ¥ BMA= X EMD.

Ferner gilt
ACMB=ADMC=AFME=AAMF.
Daraus flolgt

¥CMB= xDMC= £ FME= ¥ AMF.
Mithin gilt

XCMB+ xDMC+ XEMD

=X FME+ X AMF+ £ BMA, also, da diese

Winkel zusammen 360° betragen,

¥CMB+ £DMC + xEMD=180°, d. h. die
Punkte B, M, E liegen aul einer Geraden,
die Diagonale BE geht also durch den Mittel-
punkt M des Kreises. Analog beweist man,
daB auch die Diagonalen AD und CF durch
M gehen.

Jetzt fillen wir das Lot MP von M aul ED
und das Lot DQ von D auf MC. Wir setzen
MC=MD=r,MP=DQ=h.

Es gilt E=M_Q=x, und wir erhalten nach
dem Satz des Pythagoras

h?=r?—x?, 1)

P=x*—(r—x)*=2rx—r?, )
also 2rx—r’=r>—x?,

x2+2rx—2r*=0. 3)

Die quadratische Gleichung (3) hat genau
eine positive Losung, ndmlich
x=—r+/r+2=—r+rf3=
=r(/3-1)=0,732r.

Aus (1) und (4) folgt nun
hr=r®—x2xr%—0,732%r* =~ 0,464r,
h=0,681r.

Fir den Flacheninhalt
ABCDEF gilt daher

A, =4(xh+’;2"h>=2(r+x)h,

@

des Sechsecks

A, =2(0,732r +r)0,681r
x2-1,732-0,681r2

A, ~2,359r2,
Fiir den Flicheninhalt des umbeschriebenen
Kreises gilt

A, =nr?x 3,142, Wir erhalten

Ay 239 67508,

A, 3,142 -
d. h. der Flicheninhalt des Sechsecks
ABCDEF ist nur etwas groBer als 0,75, d. s.

% des Flicheninhalts des -umbeschriebenen

Kreises.



W9*956 Angenommen, a und b seien zwei 1 und 2= Aulhingepunkte der Lote

natiirliche Zahlen, fiir die die Gleichung
10a+(a—9)b*> =88+ (6a—54)b

erfiillt ist Dann gilt
10a+ab*—9b* =
ab? — 6ab + 10a=9b* — 54b + 88,
a(b?—6b+9+1)=9b%—54b+81+7,
a[(b—32+1]1=%Hb—-3)*+7.

Wir setzen b—3=1. wobei I eine ganze Zahl

1>0

88+ 6ab — 54b,

ist, und erhalten wegen 2+
9 +7_ 22
e+1 241
a ist also nur dann eine natiirliche Zahl, wenn
2t 2
£+1
Nun gilt fiir alle ganzen Zahlen ¢
2 2
0< 22 _ AP+ 2
24+1 22+1 241

ganzzahlig ist.

2
Also gibt es, da t’z-tf-l ganzzahlig ist, nur die

folgenden Méglichkeiten:
2‘2

) =0,d h t=0b=3.a=7
2+1
2

2 2% _ydh t=1b=4a=8
241

oder t=—-1,b=2a=8

Es kdnnen also nur die geordneten Paare
(7, 3), (8, 4), (8, 2) Lésungen der gegebenen
Gleichung sein. Die Probe zeigt. daB diese
Paare tatsiichlich Losungen der gegebenen
Gleichung sind.

Lisungen zu: Aufgaben aus der Markscheide-
kunde (2/72, S. 25)

Ala M=/ -cosa
M=180m-08660=1,56m

A2a Nach der Skizze ist

p_s ,_sh
hr r
pdkm o1 Km 6 000157 km
6370 km
v=157Tmm
S
1
/7 o
Sen,
(/,,t& Ve
S
9
A

Erdmittelpunkt

Der Abstand der beiden Lote in 1000 m 1 ie 1
ist 157 mm kleiner als Ubertage.

=106°20’

s =Abstand der Lote Ubertage B,=141°52
s —v=Abstand der Lote Untertage By=142°29
r = Erdradius 6730 km —360°00"
h=Hohenunterschied zwischen Ubertage y = 30°41'
und Untertage
v = Verbesserung i
AdA c=b—-a /\
h h Iy\
b= ,oa=
tana, tan o, /'_'\
A h /
c= - /
tanea, tana, €= 180"- €

Ada

1 1
c=h -
(tan a, tan az) Ci/fiz - 180 -[32

h=c 1 —c 1 / 2. By - 180°- B,
1 1 tan a, —tan a, ' - 180%- k

Py° 180 Paﬁ-
tana, tana; tana; -

tana; 3
tana, - tana,

h=c
tan a, —tana,

07673 04913

h=57,65 =78,74m
07673 —0.4913
M A 64 In die gegebene Skizze wird ein Koor-
dinatennetz gelegt. O (Origo) fir x und y
im Bohrloch 3 und fir z Normal Null
h Z 1.3
2% 1/ %1 1
t— C —s——a ——=M'
b

In dieser Form aufgemessene Grund-

stiicke werden in Dreiecke und Trapeze zer-

legt.

I  Dreieck

II Trapez %-(46,3+37.1)-42,3=l764mz

Die Koordinaten der Punkte. an denen das
Fl16z von den Bohrléchern getroffen wurde,
sind:

bei Bohrloch 1 X, (100; 0; 35)

bei Bohrloch 2 X, ( 0; 100; 45)

bei Bohrloch 3 X, ( 0; 0;85) i
Fiir die vektorielle Parameterdarstellung
ciner Ebene durch 3 Punkte X,. X,, X, kann
u. a. geschrieben werden:
£y ...e=e;+(e;—e,)o+(e;—e))T
Die 3 entsprechenden dquivalenten skalaren
Gleichungen lauten dann:

{x=x, (x2—xg)o+(x3—x;)

y=yi y2=nlo+03-yJr
2=z, (z3—z) )0 +(z3 —2;)t

= 926m’ {x=100—1000—1001:

1
~-40,0-46,3
2

y=  +100c
z= 35+ 100+ 50¢
Durch Eliminierung von ¢ und 7 erhalt man

INIT Dreieck l'29,7' 37.1 = 551 m? die Ebeneng]eichung
f € ... 5% +4y+10z—850=0
IV Dreieck 5 112,0-38.5 =2156m? Es muB nunmehr der Schnittwinkel mit einer
horizontalen Ebene
F =£9_7_"‘2 £, ...2=0 berechnet werden.

ASA £=I180°-f,'— B,

£=180°—(180°—f3,)—(180° - B,)

e=f,+f,—180

y=180"—¢'—fiy

y=180°—(180° —¢)—(180°—f,)

7 =180"—(180°— g, — i, + 180°)

£2 = Horizontale

—(180°—8,) ric
ne

Y =B+ By +p5—360°
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Die beiden Fliachen schneiden sich unter
dem gleichen Winkel wie ihre Stellungsvek-
toren a, wobei hier gilt

€ ...a, "e+k, =0

£y...0, ¢+ k=0

a,=(a,;b,;¢,)=(5;4;10)
a,=(a3;b;;¢,)=(0;0; 1)

Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren be-
rechnet sich aus

a,-a
cosp=—1-2

o]

Hierzu die skalare Darstellung
a,a,+b b, +cic,
Jai2+b2+¢,? \Jai 4+ b2+t
o 10 __ 10 _ o425

J25+16+100 /1 /141
@=32°3¢'

cos p=

cos

Ala Die Losung fiihrt auf die Gleichung
4-12+x-8=88 bzw. (88—4-12):8=5,d h.
es wurden 12 Tische und 5 Schrinke herge-
stellt.

A2a DieLosung(iihrt auf die Ungleichung

4A7a Das Losungsbild ist:

Die Losung fiihrt auf die Gleichung

1. Variante: 2-340+6-x=1130

2 Variante: (1130—2-340):6=x und x=75,
d. h. eine Kletterstange kostet 75 M.

2 6
Karyussels Kielterstangen
Je3soMm Je x M

\ — J

1130 M

A84a Zur Losung [ihren (iir a) und b)

je zwei Varianten:

a) (3-25000): 15=x oder
15x=3-25000; x=5000, d. h.

5000 Schiiler konnen aus diesem Altpapier

mit Heften versorgt werden.

b) 1-1000-1000:25000=x, oder
25000x=1-1000-1000; x=40 d. h.

ein Heft hat durchschnittlich eine Masse von

40,

A9a Alle Gegebenheiten werden in einer
Tabelle niedergeschrieben. Die Losungen
ergeben sich aus der Vervollstindigung der

60:4>72:6 Tabelle.
Klasse Anteil am Sammelergebnis Losung der Aufgaben d)
Sammelergebnis der Klasse
Sa 33,75 = 33,75 a) 33,75—-11,25=2250 3
5b 4-3375 =135,00 12
Sc 33,75:3 = 11,25 1
b) =180,00 c) 180:3 =60
11,25
16
bzw. 15>12und 15—12=3,d. h. die Mehr- a) Die Klasse 5a spendete 22,50 M mehr als

leistung erfolgt durch die erste Brigade mit
tiaglich drei montierten Maschinen.

A3a Die Losung fiihrt auf die Gleichung
(84-14456-19):28=x und x=80,

d. h. es konnten 80 Kisten mit je 28 kg Apfel
gefillt werden.

Ad4a Die Losung fiihrt auf die Gleichung
50-288:15—(x+160)=x

bzw. 800=2x

und x=400,d. h.

die zweite Brigade f6rderte tiglich 400t

Kohle.

AS5a Die Losung (iihrt aufl die Gleichung
(30-18): (6—16—8>=x und x=4,d. h.

der Tourist legte den restlichen Weg von
12 km mit etner Geschwindigkeit von 4 km/h
zuriick.

A64a Die Losung fiihrt auf die Gleichung

7-5 -u=x bzw. x=135,d. h.
100000
die Marschstrecke aul der Karte 1: 100000

betrdgt 35cm.
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Klasse 5c.

b) Die drei Klassen spendeten insgesamt
180,00 M.

¢) Im Durchschnitt spendete jede Klasse
60,00 M.

d) Die Spenden der Klassen 5a: 5b: 5c stan-
den im Verhéltnis 3:12: 1

4104 Die Losung fiihrt auf die Gleichung:
@-55m2+£0-67m2
10 4

10 . gom?=x

+
1 1
1—(—+-=
(10 4)
bzw. (880 + 2680+ 8 320)m? = 11880 m?
Wohnraum insgesamt.

760 Wohnungen
1;')’ 5 (0 * i)
... Wohnungen ... Wohnungen ... Wohnungen
Je 55m? je6?m?  je 80m?

Alla Losung:
Aufgabe: Aul einem Feld von 135 ha wird
ein Ernteertrag von 25 dt/ha erwartet; aufl
einem 21 ha groBeren Feld ein solcher von
22 dt/ha.
a) Welches der beiden Felder wird den groBe-
ren Gesamtertrag erreichen bzw. wieviel dt
mehr sind das?
b) Wieviel dt/ha wird der Durchschnittser-
trag beider Felder zusammen sein?
Losung:
a) 25dt-135=33754dt
22 dt - (135+21)=3432dt,
d. h. A; < A, das sind (3432—3375)dt=>57 dt
Mehrertrag.
b) (3375+3432)dt: (135+ 135+ 21)ha=
=23,39...~234di/ha.

Rechne m'chtso:(zs +22>dt=23,5 dt Durch-

schnitt. Warum nicht? Begriinde!

Fiillrdtsel

Welchen Beruf iibt Frau Kimmer aus?

Frau Kimmer ist Mathematiklehrer.

Permutationsriitsel

Ebene - Nenner — drei ~ plus ~ Umfang —
neun — Kathete — Teiler: ENDPUNKT

Magisches Quadrat

Kombination mit alpha

Es gibt 28 Moglichkeiten.



Das vorliegende Biichlein wendet sich an
einen breiten Leserkreis, kann Schiilern von
der 8. oder 9. Klasse an emplohlen werden
und will der mathematischen Allgemeinbil-
dung dienen.
An Hand des recht anschaulichen Stoffes
werden das allgemeine logische SchlieBen,
die Verallgemeinerung beziehungsweise Spe-
zialisierung, das Schaffen von Querverbin-
dungen sowie die Systematik bei der Losung
mathematischer Probleme geiibt und [ast
unmerklich gefestigt. Allerdings handelt es
sich nicht um eine Sammlung von Knobel-
aufgaben oder Kuriosititen, sondern um
ein systematisches kleines Lehr- und Ubungs-
buch in Form einer Vorstufe programmierten
Lehrmaterials. Es wird deshalb vom Leser
der Wille zum Mitdenken erwartet, und der
volle Erfolg kann sich nur bei intensivem
Durcharbeiten — dann aber auch bei nicht
speziell mathematisch talentierten Schiilern —
einstellen.

Leseprobe

Lineare Funktionen

Wir gehen nun zu einem systematischen
Studium des Verhaltens verschiedener Funk-
tionen und der Konstruktion ihrer graphi-
schen Darstellungen iiber. Dabei werden wir
nicht nur charakteristische Ziige des Verhal-
tens dieser Funktionen und die Besonderhei-
ten ihrer Graphen, sondern auch eine Menge
weiterer Beispiele kennenlernen. Bei der
Konstruktion komplizierterer graphischer
Darstellungen werden wir stets versuchen,
bereits bekannte Elemente in ihnen aufzu-
spiiren.

y=X

Die einfachste Funktion ist sicher die Funk-
tion y=x. Der Graph dieser Funktion ist
eine Gerade, ndmlich die Winkelhalbierende
des ersten und dritten Quadranten des Koor-
dinatensystems (Bild 1).

Sicher wilt ihr auch bereits. daB die graphi-
sche Darstellung jeder beliebigen linearen
Funktion y=kx+b

immer eine gewisse Gerade ist. Umpgekehrt
ist auch jede Gerade, die nicht zur y-Achse
parallel ist, das Bild einer gewissen linearen
Funktion.

Der Verlaul einer Geraden ist bereits voll-
kommen bestimmt, wenn zwei ihrer Punkte
gegeben sind. Dementsprechend ist jede
lineare Funktion bereits vollkommen [est-
gelegt, wenn zwei ihrer Werte zu zwei ge-
gebenen Argumentwerten bekannt sind.
Die typische Eigenschaft der linearen Funk-
tion besteht darin, daB y sich gleichmiBig
dndert, wenn x gleichmiBig, das heiBt jeweils
um die gleiche Zahl zunimmt. Als Beispiel
betrachten wir die Funktion y=3x—2. Es
soll x die Werte 1, 3, 5, 7, ... annehmen,
von denen jeder folgende um 2 groBer als
der vorhergehende ist. Die entsprechenden
Funktionswerte sind 1, 7. 13, 19, ...
sehen, daB jeder Wert um ein und dieselbe
Zahl, namlich 6, groBer als der vorangegan-
gene ist. Eine Zahlenfolge. die aus einer be-
liebigen Zahl durch wiederholte Addition
einer beliebigen, aber festen Zahl gebildet
wird, ist eine sogenannte arithmetische Zah-
lenfolge. Demnach besteht die oben be-
schriebene charakteristische Eigenschalt der
linearen Funktion darin, daB jede lineare
Funktion eine arithmetische Zahlenfolge ein-
deutig auf eine andere arithmetische Zahlen-
folge abbildet* (Bild 2).

In unserem Beispiel bildet die Funktion
y=3x-2 die arithmetische Folge 1, 3, 5,
7, 9, ... aul die arithmetische Zahlenfolge
1,7, 13,19, 25, ... ab, wihrend Bild 2 zeigt,
daB die Funktion y=2x—1 die arithmetische
Zahlenfolge 0, 1, 2, 3, ... auf die arithmetische
Folge —1,1, 3,5, ... abbildet.
Die beschriebene charakteristische Eigen-
schaft 1dB8t sich aber auch noch anders be-
schreiben.
Bei jeder linearen Funktion sind nidmlich
die Differenzen zweier beliebiger Argument-
werte und der dazugehorigen Funktions-
werte zueinander proportional:
Ay_Ya=hi_p
Ax x,—x,

Sie’

Der Proportionalititsfaktor k ist dabei gleich
dem Anstieg der Geraden, diec das Bild der
gegebenen linearen Funktion ist.

Dem Leser der Zeitschrift aipha bietet das
Buch eine Fiille von Anregungen, Beispielen
und Aufgaben, die zum Teil recht originell
sind und iiberraschende Anwendungen der im
ganzen vollig elementaren Uberlegungen auf-
zeigen.

ala Uberlegen Sie sich eine lineare Funk-
tion, die die arithmetische Folge —3, —1,
1, 3, ... auf die arithmetische Folge —2, —12,
-22, -32, abbildet. Welche lineare
Funktion bildet die zweite aul die erste Folge
ab?

A2a Es mogen zwei arithmetische Folgen
a, a+h, a+2h, a+3h, ... und ¢, c+1t, c+2t,
c+3t, ... gegeben sein. Kann man dann
immer eine lineare Funktion y=kx+b [in-
den, welche die eine Folge auf die andere
abbildet?

A3Aa Man konstruiere die graphische Jar-
stellung der Funktion y=./3x.

a) Es ist zu beweisen, daB dieselbe auBer
durch (0, 0) durch keinen weiteren Punkt
mit ganzzahligen Koordinaten gehen kann.
Wenn Sie als MabBeinheit die Kantenldnge
eines Kistchens wihlen. dann sind alle
Eckpunkte von Kistchen solche ..ganzzah-
ligen* Punkte. Wahlen Sie den Koordinaten-
anfang in der linken unteren Ecke der Seite
und zeichnen Sie die Gerade y=J§x )
genau wie moglich ein! (Unter welchem
Winkel zur v-Achse muB sie gezeichnet wer-
den?)

Einige der ganzzahligen Gitterpunkte befin-
den sich recht nahe bei dieser Geraden. Ge-
ben Sie unter Ausnutzung dieser Tatsache
einen gemeinen Bruch an, der ein Nihe-
rungswert fiir \/3 ist. Vergleichen Sie den
gefundenen Wert mit dem Tabellenwert
J3I=1,7321

b) Etwas schwieriger ist folgemde Aufgabe:
Man zeige, daB es einen ganzzahligen Gitter-
punkt gibt, der von der Geraden y=\/§

einen kleineren Abstand als b hat.
1000

Es wire zu wiinschen, daB dieses kleine
Buch ebenso wie in der Sowjetunion auch bei
uns recht viele aufgeschlossene Leser [indet.

* Unter Abbildung versteht man in der
Mathematik eine Zuordnung von Elementen
zweier verschiedener Mengen.

Vorliegendes Buch (Nr. 58 der Mathemati-
schen Schiilerbiicherei) — Preis 7,00 M
erschienen bei

&
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Teilbarkeilskriferien

Leseprobe

Die Teilbarkeit von Summen

und Produkten

Bei der Division mit Rest kommt es in vielen
Fillen gerade darauf an, den Rest der Di-
vision einer Zahl « durch eine Zahl 5 zu
finden, wihrend die GroBe des unvolistin-
digen Quotienten dabei keine Rolle spielt.

Wir . wollen zum Beispiel feststellen, auf
welchéen Wochentag der 1. Januar des Jahres
2000 fillt (natiirlich unter der Voraussetzung,
daB der gegenwirtig giltige Kalender auch
dann noch giiltig ist). Ein Blick auf den
Kalender zeigt, daB der 1. Januar 1973 ein
Montag war. Die 27 Jahre, die diese beiden
Daten voneinander trennen, bestehen aus
27-365+6 Tagen (der zweite Summand ist
die Anzahl der Tage, welche durch die Anzahl
der in diesem Zeitraum liegenden Schaltjahre

dazu kommen); also betrigt der gesamte’

Zeitraum 9861 Tage. Diese Tage bilden
1408 vollstindige Wochen und finf Tage.
Nach Ablauf dieser 1408 Wochen kommt
also wieder ein Montag, so daB nach den
noch verbleibenden Tagen ein Sonnabend
kommen muB, welcher der 1. Januar 2000
ist. Offenbar ist es fiir die Losung dieser
von uns selbst gestelllen Aufgabe vollig un-
erheblich, wieviel vollstindige Wochen in
diesen 27 Jahren vergehen. Entscheidend ist
lediglich, wieviel Tage iiber die Anzahl der
vollstindigen Wochen hinaus vorhanden
sind.

Mit Aufgaben dieser Art werden vor allem
Historiker — besonders die Orientalisten —
konfrontiert, wenn sie Daten verschiedener
Kalender miteinander vergleichen sollen. Es
hat den Anschein, als wiirde man den Rest
bei Division einer Zahl durch eine andere
am leichtesten erhalten, indem man die
Division tatsichlich ausfiihrt. Bei der prak-
tischen Durchfithrung einer solchen Division

stellt man jedoch recht oft fest, wie umstind-
lich ein solches Verfahren vor allem dann ist,
wenn der betreffende Dividend nicht in
unserem vertrauten Dezimalsystem, sondern
als komplizierter Ausdruck, etwa in der Form
210001 31000 gegeben ist. AuBerdem bean-
sprucht gerade die Berechnung des unvoll-
stindigen Quotienten den Léwenanteil der
Arbeit, obwohl uns dieser an und fiir sich
gar nicht interessiert. Deshalb ist es not-
wendig, Verfahren zu entwickeln, mit deren
Hilfe man den Rest unmittelbar erhilt, ohne
erst den unvollstindigen Quotienten berech-
nen zu missen.

Wir fithren ein solches Verfahren an Hand
des oben dargestellten Beispiels vor. Dabei
iberlegen wir folgendermaBen: Jedes Jahr,
das kein Schaltjahr ist, besteht aus 365 Ta-
gen, hat also 52 ganze Wochen und einen
Tag. Ein Schaltjahr dagegen hat ebenso viele
ganze Wochen und zwei Tage. Das heibBt,
der Zeitraum vom 1. Januar 1973 bis zum
1. Januar 2000 enthilt eine gewisse Anzahl
(es ist vollig unwichlig zu wissen wieviel)
ganzer Wochen plus eine Anzahl von Tagen,
die gleich der Zahl der Jahre dieses Zeit-
raumes ist, wobei fiir die Schaltjahre jeweils
ein zusitzlicher Tag hinzukommt. Diese
Anzahl der Tage ist 27+6=33. Ziehen wir
davon wieder die Anzahl der Tage fiir ganze
Wochen ab, so erhalten wir noch fiinf iibrig-
bleibende Tage, die wir zu unserem Montag
dazuzihlen. Es zeigt sich, daB ein solches
,,Ersetzen eines Jahres durch einen Tag" das
Modell cines duBerst allgemeinen Verfah-
rens ist, mit welchem wir uns im folgenden
beschiftigen wollen.

Definition: Wir nennen die Zahlen a und b
restgleich hinsichtlich der Division durch m,
wenn die Reste bei Division von a und b
durch m einander gleich sind.

Wir wollen einige Eigenschaften restgleicher
Zahlen ermitteln.

Satz 1: Die Zahlen a und 5 sind dann und
nur dann restgleich hinsichtlich der Division
durch m, wenn ihre Differenz a—b durch m
teilbar ist.

Satz 2: Sind die Zahlen a,, a,,...a, den
Zahlen by, b,,. . .b, hinsichtlich der Division
durch m restgleich, so sind es auch die Sum-
men a,+a,+ay+...+a, und b, +b,+b;
+...+b, sowie die Produkte aa,...q,
und b, b,...b,.

Foligerung : Sind die Zahlen a und b hinsicht-
lich der Division durch m restgleich, so sind
es auch die Zahlen a" und 5" fiir jedes natiir-
liche n.

Der Satz 2 und seine Folgerung liefern schon
viele Moglichkeiten, Reste bei der Division
zu erhalten. Wir fithren einige Beispiele an.

Beispiel 1: Man bestimme den Rest bei
Division der Zahl
A=13'%—22%51% durch 3.

Offenbar sind hinsichtlich der Division durch
3 die 13 mit der 1, die 2 mit der — 1 und die §
ebenfalls mit der —1 restgleich. Aufgrund
des bisher Bewiesenen heiBt das: Die Zahl 4
ist hinsichtlich der Division durch die Zahl 3
restgleich mit der Zahl 1'¢—(—1)*5-(—1)!3
=1—1=0. Das heiBt, der gesuchte Rest ist
Null und 4 demzufolge durch 3 teilbar.
Beispiel 2: Man bestimme den Rest bei Di-
vision derselben Zahl 4 durch 37. Dazu stellen -
wir die Zahl 4 in folgender Form dar:
A=(13°—(2°)°-(5°)".
Bei Division durch 37 ist 132 =169 restgleich
mit —16, ferner 2°=32 restgleich mit —5
und 5°=125 restgleich mit 14. Somit ist die
gesamte Zahl A restgleich mit ’
(—16)° —(=5)(+14)°
oder, was das gleiche ist, mit .
(162)*+70°.
Da 162 =256 restgleich mit —3 und 70 rest-
gleich mit —4 ist, heiBt das, A ist restgleich
mit
(=) +(-4°
oder, was das gleiche ist, mit
81 —(2%)?, also mit
81 —(—5)2=81-25=56.
SchlieBlich ist 56 hinsichtlich der Division
durch 37 restgleich mit 19; diese Zahl ist
nicht pegativ und kleiner als 37, also der -
gesuchte Rest.

Aufgabe: Man bestimme den Rest bei Di-
vision von

a) A=(116+17"")*' durch 8;

b) A=14%% durch 17.

Aufgabe: Man beweise, daB fiir jedes n die
folgenden Teilbarkeitsbeziehungen gelten:
a) 6|(n®>+11n);

b) 9|4"+15n—1);

C) 3n+2|(103n_]);

d) (@*—a+D|@"** +(@—1)y"*? fir belie-
biges a.
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Ich méchte mich in meinem Beitrag mit eini-
gen Sitzen iiber Gitterpunkte beschiftigen.
Vorausgesetzt werden die Kenntnisse des
Schuistoffs, sowie die Benutzung des Zei-
chens [a] (ganzer Anteil von a). Weiterhin
werde folgendes vereinbart: Z sei die Menge
aller ganzen Zahlen, R die Menge aller reellen
Zahlen.

Im Text sind Ubungsaufgaben angegeben,
deren Losung dem Leser angeraten sei, da
sich das Folgende teilweise darauf aufbaut.
Zunichst wollen wir die Definition eines
Gitters und der Gitterpunkte im zweidimen-
sionalen Raum E? (denn nur mit soichen
werden wir uns beschiftigen) angeben. Dabei
verstehen wir unter einer ganzzahligen Linear-
kombination zweier Vektoren a und b einen
Vektor ¢ mit ¢=na+mb, wobei n und m
ganze Zahlen sind. Zwei Vektoren heiBen
im E? linear unabhiingig, wenn sic mnicht
parallel sind.

Definition: Eine Menge ® von Vektoren des
zweidimensionalen Raumes nennen wir ein
(Vektor-) Gitter, wenn & folgende Eigen-
schaft hat: Es existieren zwei linear unabhin-
gige Vektoren a, be ®, so daB & aus allen
ganzzahligen Linearkombinationen von a, b
besteht. a, b nennen wir eine Basis von 6.
Eine Menge I" von Punkten des zweidimen-
sionalen Raumes, die man erhilt, wenn man
an einen Punkt 0 dieses Raumes alle Vek-
toren eines Vektorgitters abtrdgt, heiBt
(Punkt-) Gitter, ihre Elemente Gitterpunkte
r={PeC|0Pc6}=r{0,6). Aus der
Definition folgt sofort: 0eI', wegen O e ®.

1. LaBt sich eine Basis a, b eines Gitters
mit |a|=b|=1 und a-b=0 finden, so sind
die Gitterpunkte von I {0, ®} gerade die
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten im
kartesischen Koordinatensystem mit dem
Ursprung 0 und den MabBvektoren a, b.
Mit diesem Fall werden wir uns im 1. Ab-
schnitt beschiftigen.

1.1.  Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittel-
‘punkt M (a,b) und dem Radius r im karte-
sischen Koordinatensystem. Weiter sei f(x)
die Funktion f(x)=./r*—(x—a)* die fir
alle reellen x mit a—r<x<a+r definjert
ist.

T(r,a, b) bezeichne die Anzahl der Gitter-
punkte, die innerhalb oder auf der Peripherie

dieses Kreises liegen (fiir diesen Sachverhalt
werden wir in Zukunft nur noch ,im*“ be-
nutzen).

Dann gilt:

M) T(r,a,b)=Y. (b+ f ()] +[f(x)=b]+1)

a—-rsxsa+r,xeZ

Beweis: Der Kreis hat die Mittelpunktsglei-
chung:

(x—a)?+(y—-b?=r?

Daraus folgt:

O-b’=f(x? |y-bl=fx
Letztere Gleichung gilt wegen f(x)=0 fir
alle x im Definitionsbereich. Damit erhalten
wir: )

y=b+ f(x) fir y=b,

y=b—f(x) fir y<b.

Bestimmt werde nun die Anzahl der Gitter-
punkte, die sowohl! auf der Geraden x =t mit
teZ,a—r=<t=<a-+ralsauch im Kreis liegen.
Es sei P(t,y) ein variabler Punkt auf dieser
Geraden. Das groBte ganze y, fiir das P noch
im Kireis liegt, ist [b+ f(x)], das kleinste
ganze y, fir das P noch im Kreis liegt, ist
—[-(b—f(x)]. Die erste Behauptung ist
nach der Definition des Zeichens [a] sofort
klar. Die zweite werden wir durch eine Fall-
unterscheidung beweisen.

a) b— f(x) ist ganz. Dann ist das kleinste
ganze y, lir das P noch im Kreis liegt, gleich
b— f(x). Nun ist:

b=f()=[b=f ()] = ~[~ b~ f (<N].

b) b— f(x) ist nicht ganz. Dann ist das
kleinste ganze y, fiir das P noch im Kreis
liegt, gleich [b— f(x)]+ 1. Sei nun zunichst
b— f(x)=0. Dann l4Bt sich b— f(x) dar-
stellen: b— f(x)=B+¢ mit ganzem B2=0
und O<e<1. Es ist:
(b—f(x)]+1=[B+el+1=B+[e]+1
B+1=B—[—¢]=—(-B)—-[—¢]
=—[~(B+8]=—[~(b— f(x))]. Analog
laBt sich die Behauptung fir b— f(x)<0
beweisen.

Die Anzahl der Gitterpunkte, die gleichzeitig
auf der Geraden und im Kreis liegen, ist
dann gleich:

[b+ ] =(=[~ G- fN])+1

=[b+ £ ()] +(f () —-B]+1

(Es muB eine 1 addiert werden, da bei der
bloBen Differenzenbildung ein Gitterpunkt
nicht erfaBt wird.) Durch Summation ergibt
sich (1).

1.2.  Als Spezialfall nehmen wir nun an:
a, beZ. Dann ist: [b+ f(x)]=b+[f(x)],
[f ()= b]=Lf ()] -b.
Damit vereinfacht sich (1) zu:
@ Trab=Y Q[f(x]+1)

a—-r<x=<a+r, xeZ.
Es sei x'=(x— ?)- Dann ist
Jri—(x~—aP=/rr—x7
Wir erhalten aus (2):

T(r’ a, b)=z (2 [\/rl —x’z] + 1)
—r<x'sr, x'eZ.

(Wegen ae Z ist mit xe Z auch x'e Z.)

Durch einfache Umformung folgt:
T(r,a,b)=2[r]+1

+2 %(2 [VrE—x?1+1)=

x'=1
L] R
=4 [Jrr—x?]+1.
x'=0

Wie man sieht, ist T(r,a, b) fiir a,be Z von
a, b unabhingig.

Zu diesem Ergebnis kdmen wir auch durch
geometrische Betrachtungen, da ein Punkt-
gitter I' durch eine Translation um einen
Vektor ¢ € G in sich selbst iibergeht (Beweis?).
Wir geben (2) nun also die Form:

@  TO=43 [/F= ]+
k=0
Aufgabe 1: Zeige, daB auch
@) T(r)=1+4[r]—4|:L_]z+
J2

[
+8 Y [JP-KT]

k=1
gilt. (Anleitung: Berechne zundchst die An-
zahl der Gitterpunkte in einem dem Kreis
einbeschriecbenen Quadrat und dann die
Anzahl in den restlichen Bereichen des
Kreises!)

1.3.  Wir werden jetzt fiir alle reellen r<6
die (stiickweise konstante) Funktion T (r)
berechnen und zusammen mit den zugehd-
rigen Flicheninhalten F(r) in eine Tabelle
eintragen:

T(@)
r T(r) F(n) F_(r)
0 1 0 -

1 5 3,14 1,59
J2 9 6.6 1,37
2 13 12,57 1,03
NG 21 159 1,32
NG 25 24,63 1,02
3 29 2827 1,01
J10 33 31,37 1,05
J13 45 41,17 1,08
4 49 50,27 097
J17 57 53,59 L1
J18 61 56,51 1,08
J20 69 62,8 1,10
5 81 78,5 1,03
J26 89 81,8 1,09
J29 97 91,0 1,07

J32 101 100,5 1,005

J34 109 108,2 1,006
6 113 114,5 098

Grafisch dargestellt ergibt sich Abbildung 1.
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Wie wir sehen, nihern sich beide Kurven
immer mehr. Diesen Sachverhalt erfassen
wir mathematisch durch:

(O]

Beweis: Um jeden Gitterpunkt im Kreis mit
dem Mittelpunkt M (a,b),a,be Z dem Ra-
dius r und der Fliche F(r) werde ein Quadrat
mit der Seitenkinge 1 so konstruiert, daB
jede Quadratseite parallel zu einer Koordi-
natenachse verliduft und der jeweilige Gitter-
punkt mit dem Schnittpunkt der Diagonalen
des Quadrats zusammenfillt. Jedes Quadrat
hat dann den Flicheninhalt 1. Die Anzahl
der Gitterpunkte des Kreises ist dann gleich
der Summe der Flicheninhalte der Qua-
drate. Dann ist:

(6) F(r—%JE)éT(r)§F(r+%\/§).

Denn alle Quadrate liegen innerhalb eines
Kreises mit dem Mittelpunkt M (a,b) und
dem Radius r+%\/5, da die groBtmogliche
Entfernung eines Punktes eines Quadrats
zu dem zugehdrigen Gitterpunkt %\/5 ist.

Analog zeigt man die andere Seite der Un-
gleichung. Mit der bekannten Formel fiir
die Kreisfliche folgt:

1 \2 1 _\2
n(r—i\/Z) gT(r)grr(r+§ \/2)
oder nach Division durch F (r)#0:

1 3 2 ( 1 i)z
0) g—__)'—z—\/ < T H.Z—\/
rr T F@®T r?

)

1 = 2
r+=./2 _
Wegen (Ll=li.£+i
r

r? 2r?
folgt aus (7):
2 1 _TwM J2, 1
I—L —=s—=1 +—.
r erz—F(r)_ + r 2r?
Da lim <1¢£+L)=l ist, folgt:
rex r 2r2 )
. T(r)
lim ——==1,d.h (§
o F() ®
1.4.  Analoge Betrachtungen wollen wir

jetzt bei einer Ellipse durchfiihren. Wir werden
uns dabei aufl den Fall beschrinken, daB die
Eilipse den Mittelpunkt M (0,0) hat. (Wie
beim Kreis werden auch hier gleich die Fille
eines Mittelpunktes M (c,d) mit c,deZ
erfaBt) T(a, b) sei die Anzahl der Gitter-
punkte, die in einer Ellipse E mit dem Mittel-
punkt M (0,0) und den Halbachsen a=b
liegen. (Das ,,in“ hat die gleiche Bedeutung
wie beim Kreis.) Es sei f(x) die Funktion

2
f(x)‘—‘\/b—z (d>—x?) die fir alle reellen x
a

mit a2 x 2 —a definiert ist. Dann gilt:

® T@b=Y @2/ x]+1)

—asxZa, xeZ

Aufgabe 2: Beweise (8)! Anleitung: Verwende
die Mittelpunktsgleichung der Ellipse!

1.5. Analog zum Kreis werde nun um
jeden Gitterpunkt in der Ellipse ein Quadrat
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mit der Fliche 1 konstruiert. F (a, b) sei die
Fliche der Ellipse E (a, b) und 2 die reelle Zahl

mit },=g. Dann gilt fir alle reellen a, b

mit a=b=8:
] n-ab-(1—)*<T(a,b)
Sm-a-b-(1+4)>~

Beweis: Die rechte Ungleichung von (9) ist
bewiesen, wenn gezeigt wird, daB alle Qua-
drate in der Ellipse E (a(1+4), b(1+A)) mit
dem Mittelpunkt M (0,0) und den Halb-
achsen a(1+4)2b(1+4) liegen. Fiir Qua-
drate, die einschlieBlich ihres Randes inner-
halb E(a,b) liegen, ist das klar. Sei Q ein
Quadrat, das mit der Ellipsenperipherie von
E(a,b) einen Punkt P,(x,,y,) gemeinsam
hat. Die Punkte, die auBer P, noch in diesem

Quadrat liegen, mégen die Koordinaten
(xo+a),(yo+f) haben. Man sieht sofort:
|a|=1,|B|£1, dann ist:

© (Xq -O;a)’+(yo+ﬂ)’

a b?

1.1 1,1 )
—+— —+-|=(1+4
a2+b2+2(a+b)‘( +4)

Wir erhalten also:
(xo+a) 0o+ 8 <1
2 2=">
@(1+4)* ba+a)
d.h. Q<E (a(1+4),b(1+2)). Damit ist die
rechte Seite von (9) bewiesen.

<1+

M. Giinther

Eine Aufgabe von
stud. math.

W. Burmeister

Sektion Mathematik der Technischen
Universitat Dresden

erfolgreichster Teilnehmer der DDR

bei Internationalen Mathematikolympiaden

A 10754 Gegeben ist ein Parallelogramm
ABCD mit den Seitenlingen a und b (dabei
sei a>b) und den Diagonalen ¢ und f. Es
ist zu zeigen, daB dann stets die Ungleichung
(a+b)(a—by<ef gilt.

Wolfgang Burmeister — 1971 zum
letzten Mal Teilnehrr'ler der DDR-Olympiade

'Eine Aufgabe von

P. Kroger

49. Oberschule Leipzig, Klasse 8;

jiingster Teilnehmer und 1. Preistrdger der
XI1V. Internationalen Mathematikolympiade
(1972)

A1076 A Bei einer Veranstaltung mogen
sich 2n Personce treflen, wobei n eine von
Null verschiedene natiirliche Zahl sei. Von
diesen Personen seien einige miteinander
bekannt, wihrend andere nicht miteinander
bekannt seien. Dabei sei stets, wenn 4 mit B
bekannt ist, auch B mit A bekannt. Ferner
moge es keine drei Personen geben, von
denen jede mit jeder bekannt ist. Endlich
mogen nicht alle 2n Personen dieselbe Anzahl
von Bekannten haben.

Man beweise, daB es dann mindestens eine
Person gibt, die weniger als n Bekannte hat.
Hinweis zur Losung: Der Beweis erfolgt am
besten indirekt, d. h., man geht davon aus,
daB alle Voraussetzungen der Aulgabe erfiillt
sind und daB es keine Person gibt, die weniger
als n Bekannte hat. Daraus kann dann ein
Widerspruch zu den Voraussetzungen der
Aufgabe hergeleitet werden, womit die Be-
hauptung bewiesen ist.

Pawel Kroger iibergibt dem Chefredakteur
seine Aufgabe



Uber eine Aufgabe
der XII. Internationalen
Mathematik-Olympiade

Ausgehend von einer Aufgabe der XII. Inter-
nationalen Mathematik-Olympiade wollen
wir andeuten, wie man sich mit einer Aufgabe,
iiber die Losung hinausgehend, beschiftigen
kann. Interessant sind einerseits verschiedene
Losungswege, die teilweise wesentlich ver-
schiedene Losungshilfsmitte]l benutzen, und
andererseits andere Probleme (z. B. Verallge-
meinerungen), die aus der gestellten Aufgabe
gewonnen werden konnen.

Zunichst wollen wir die erwidhnte Aufgabe
formulieren:

Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n
mit folgender Eigenschaft: Die Menge
M={n, n+1, n+2,n+3, n+4, n+5}
14Bt sich so in zwei elementefremde nichtleere
Teilmengen zerlegen, daB das Produkt aller
Elemente der einen Teilmenge gleich dem
Produkt aller Elemente der anderen Teil-
menge ist.
Wir geben zuerst folgende sehr elegante
Losung:
Angenommen, die Zahl n hat die beschriebene
Eigenschaft. Dann teilt jeder Primteiler p
eine der Zahlen
nn+1l,n+2,n+3,n+4,n+5
auch noch eine weitere dieser Zahlen. Dabei
kann p nur 2, 3 oder 5 sein, und ferner kénnen
die Zahlen
n+1,n+2,n+3, n+4
nur 2 und 3 als Primteiler haben. Unter
diesen Zahlen sind genau 2 Zahlen ungerade
und 2 gerade. Die beiden ungeraden Zahlen
konnen nur Potenzen der 3 sein. Dieses ist
aber nicht moglich, da beide ungeraden
Zahlen eine Differenz von 2 haben und die
Diflerenz
*_3" k21, m21
nie gleich 2 sein kann. Demnach war unsere
Annahme falsch und es gibt keine natiirliche
Zahl n mit der angegebenen Eigenschaft.
Es tut sich doch nun sofort folgendes inter-
essante Problem auf. In der gelosten Aufgabe
bestand R aus sechs aufeinanderfolgenden
Zahlen. Wie sieht die Losung aus, wenn
IR aus k (k=1 sei eine natiirliche Zahl) auf-
einanderfolgenden Zahlen besteht? Fiir wel-
che k gibt es iiberhaupt Lésungen? Gibt es fir
kein k eine Lsung?
Wir wollen uns mit diesen Fragen beschifti-
gen. Zunidchst stellen wir eine notwendige

Bedingung fiir eine Losung mit k aufeinander-

folgenden Zahlen auf. Dazu fithren wir fol-

gende Uberlegungen durch. Wir nehmen an,

es existieren zwei natiirliche Zahlen n und k

mit der Eigenschatft, daB sich die Menge
M={n, n+1, ..., n+k—2, n+k—1}

in zwei elementefremde Mengeh M, und M,

zerlegen 14Bt, so daB
P e P ™2 . )]

ist, wobei P (i=1;2) das Produkt der Ele-
mente von P; bedeutet.

Es sei m eine natiirliche Zahl aus dem Inter-

vall [0, k—1]. Wir betrachten die Reste

von Py, und Fy, beim Teilen durch (n+m).

In einem der Produkte Py, und P, ist (n+m)

als Faktor enthalten, da n+me M ist. Wir

konnen annehmen (ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit), da
n+me R,

ist, d. h.

Bg,=0mod (n+m).

Wegen (1) muB also auch
P, =0 mod (n+m)

sein, Wegen (2) ist sicher -
McDy={nn+1,..,n+m—1,
n+m+1,...,n+k—1}, d. h'wenn
Pg,=n(n+1)...n+m—-1)(n+m+1)
... (n+k—1) ist, gilt
Bg,=0mod Py,

und somit folgt aus (3)

Rp,= Omod (n+m),
a(n+1)..(n+m—1)(n+m+1)
...(n+k—1)=0mod (n+m).

Ist | eine natiirliche Zahl aus dem Intervall

[0, k—1], so gilt
n+I=(—m)mod (n+m).

Somit erhalten wir
Bg,=n...(n+m—1)(n+m+1)...
n+k=1)=(—m)..(-1) 1...
.(k—m~-1)
mod (n+m), d h.

Bg,=(—1)"-m!-(k—m—1)! mod (n+m).

Wegen (4) ist

(=)"*'m!(k—m—1)!=0mod (n+m),

d.h. ml(k—m—1)!=0mod(n+m). ()

Die Gleichung (5) muB8 fiir alle m=0, 1, ...,

k—1 erfiillt sein. Mit Hilfe dieser Bedingung

(5) konnen wir ein Verfahren angeben, wie

man fir ein bestimmtes vorgegebenes k fest-

stellen kann, ob eine Losung vorliegt oder
nicht.

Fiir m=0 ist
(k—1)!=0mod n,

d. h. n muB ein Teiler von (k—1)! sein.

Wir priifen, ob alle Teiler n von (k—1)! die

Kongruenzen
m!(k—m—1)!=0mod (n+m)
fir m=1,2,3,...,k—1

erfiillen. Nur wenn ein n alle Kongruenzen

erfiillt, kann eine Losung existieren. In so

cinem Fall kann man dann an den konkretenr

Zahlen (n und k sind dann ja bestimmit)

untersuchen, ob tatsichlich eine Léosung

unseres Problemes vorliegt.

Unser Verfahren gibt uns zwar eine prinzi-

pielle Moglichkeit zur Lésung unseres Pro-

@

3

@

blems fiir konkrete k, aber schon fiir etwa
k=12 ist ein erheblicher Rechenaufwand zu
realisieren. Zum anderen gibt uns unser
Verfahren keine Auskunft, ob iiberhaupt
Losungen existieren.
Fir k=6, d.h. Rir die eingangs gestellte
Aufgabe, erhalten wir recht schnell eine
Losung.
Betrachten wir fir m=2 und m=3 die Be-
dingung (5), so erhalten wir
12=213!'=0mod (n+2)
und 12=21!13'=0mod (n+3).
Wegen n2 1 folgt hieraus als einzige Losung,
wie man sich leicht iiberlegen kann, n=1.
Fir n=1 ist aber unsere Bedingung (5)
fiur m=4 nicht erfullt, denn es ist
24=41%0mod 5.
Auch fir k=1, 4, 8, 9, 10 ist das gestellte
Problem nicht 16sbar, wie man mit unserem
Verfahren zeigen kann. AulBlerdem wissen
wir, daB keine Losung existiert, wenn k eine
Primzahl ist, denn dann wire genau eine
Zahl von M und damit nur eine Zahl in einer
der Mengen M, und M, durch diese Prim-
zahl teilbar. Also wissen wir auch, daB fir
k=2,3,5,17,11, 13,17, 19, ... keine Lésung
existiert. Zusammenfassend ist klar, daB fir
k =12 unser Problem nicht lésbar ist. Es
liegt nun die Vermutung nahe, daB es nicht
nur fir k<12 sondern fiir alle natiirlichen
Zahlen n und k keine Losung gibt.
Es sind zwei Ziele fiir weitere Untersuchungen
ins Auge zu fassen:
1. Einen allgemeinen Beweis fiir unsere Ver-
mutung zu finden.
2. Zu ermitteln, fiir welche Zahlen n und &
unser Problem Losungen hat. Weiterhin
wire hier interessant, wie man weitere Lo-
sungen finden kann und wie die allgemeine
Struktur dieser Losungen ist
Beide Ziele sind von uns noch nicht erreicht
worden, und wir wiirden uns freuen, wenn
ihr durch neue Ideen zur Losung beitragen

wiirdet.
H.-D. Gronau/W. Harnau

Es ist nicht das Wissen,

sondern das Lernen,

nicht das Besitzen,

sondern das Erwerben,

nicht das Da-Seyn,

sondern das Hinkommen,

was den groBten GenuB gewiihrt.

Wenn ich eine Sache ganz ins Klare

gebracht und erschoplt habe, so wende

ich mich davon weg, um wieder ins Dunkle

zu gehen; so sonderbar ist der nimmersatte

Mensch, hat er ein Gebidude voliendet,

so ist es nicht, um ruhig darin zu wohnen,

sondern um ein anderes anzulegen.
C.F.Gaup
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Christoph Meinel stellt sich vor:

Das bin ich gerade zwischen zwei Mathema-
tikknobeleien. Thr, liebe Leser, kennt das ja
selbst : die Beine leicht geschiittelt, die Gehirn-
zellen gelockert und frisch durchblutet —
dann ran an die niichste Aufgabe! Ich bringe
gerade das letzte Zwolftel meiner Schulzeit
hinter mich. Aber schon jetzt (normalerweise
erinnert man sich erst in hoherem Alter
wohlwollend an die Schulzeit) denke ich
ganz gerne an bestimmte Tage im Schul-
kalender zuriick. Zu diesen Tagen gehdren
vor allen Dingen die jahrlichen Mathematik-
wettstreite aul den verschiedenen Ebenen.
Schon manches mathematikolympische Me-
tall konnte ich errechnen. So belegte ich seit
fiinf Jahren in unserem Stadtbezirk Treptow
stets einen 1. Platz und im Bezirksmalstab
zweite und dritte Preise. Fiir dieses Jahr —es
ist ja mein letztes Olympiadejahr — habe
ich mir noch einmal etwas vorgenommen.

Erfolge sind natiirlich ohne Training nicht
mdoglich. So begann ich zuerst in verschie-
denen Arbeitsgemeinschaften zu arbeiten.
Vor drei Jahren wurde ich dann in die Mathe-
matische Schiilergesellschaft an der Humboldt-
Universitit aulgenommen. Hier wurde mir
neben den verschiedenen Seminaren und
Ferienlehrgingen noch eine personliche For-
derung durch einen Dozenten fir Geometrie
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zuteil. Diese Patenschaft brachte mir Erkennt-
nisse iiber das Wesen, die Methoden und
Ziele der Mathematik. B

Natiirlich darl ich in einer solchen Aufzih-
lung meinen stindigen Heimtrainer, die alpha,
nicht vergessen. Sie weckte mit verschiedenen
Beitrigen iiberhaupt erst meine Begeisterung
fiir die Mathematik.

Aufgabe: Konstruiert zu einem beliebigen im
Inneren des Kreises k gelegenen Punkt P40
den Spiegelpunkt P’!

Bevor wir diese Aufgabe 16sen konnen — sie
wurde iibrigens zur DDR-Olympiade von
1968 gestellt — miissen wir die mit Inversion
am Kreis bezeichnete Abbildung definie-
ren. Es soll folgendes gelten:

1) P’ liege auf dem von 0 ausgehenden
Strahl dﬂch P.

(2) Essei OP-OP' =r2. *

Bild 1

Erinnert ihr euch an eine Formel aus dem
Schulunterricht, wenn wir fir OP'=c¢ und
fir OP =g setzen? Unsere Beziehung (*) hat
dann folgende Gestalt:
q-c=r%

Ihr habt sicher den Satz von Euklid erkannt.
Da dieser aber nur im rechtwinkligen Drei-
eck gilt, haben wir schon einen wichtigen
Hinweis fiir unsere Losung. P’ ist nimlich
wie 0 Eckpunkt eines rechtwinkligen Drei-
ecks OP'T, wobei T ein Punkt der Kreis-
peripherie von k sein muf.

Bild 2

Wollen wir unsere Erkenntnisse zusammen-
fassen:

OPF’ ist Hypotenuse des rechtwinkligen Drer
ecks OP'T mit der Hohe TP und einer
Kathete r. Nach dieser Analyse fillt es sicher-
lich keinem mehr schwer, die Ausgangs-
aulgabe zu Igsen. Wir verbinden O und P und
verldngern OP iiber P hinaus. Im Punkt P
errichten wir die Senkrechte zu OP und erhal-
ten als einen Schnittpunkt mit der Kreis-
peripherie von k den Punkt 7. Nun verbinden
wir O und T und errichten zu dieser Strecke
OT in T die Senkrechte. Der Schnittpunkt
dieser Senkrechten mit der Gerade durch O
und P ist der gesuchte Bildpunkt P’ zu P.
Verweilen wir noch einen Augenblick bei
unserer Konstruktion!

EsgiltzB.:
P'T?=0P?—r*=k(P). **)
Wir haben hiermit eine Beziehung herge-
leitet, die als die Potenz des Punktes P be-
ziiglich des Kreises k bezeichnet wird (Schreib-
weise k(P)). Diese Kreispotenz hat einige
interessante Eigenschaften. So haben z B.
alle Punkte P, die auf einem Kreis k¥’ um O
mit dem Radius r’ liegen, die gleiche Potenz
k(P) beziiglich des Kreises k, nimlich:
k(P)=r—r.
Insbesondere gilt:
—r2<k(P)<0, wenn P im Inneren des Krei-
ses k liegt;
k(P)=0, wenn auf der Peripherie von &
liegt;
k(P)>0 fiir alle Punkte P auBerhalb
von k.
Da die Inversion mit positiver Potenz mit
der Spiegelung an einer Geraden verwandt
ist, konnen wir auch von einer Spiegelung
am Kreis sprechen.
Es sei noch erwihnt, daB wir die Beziechung
(**) auch noch auf andere Weise hitten her-
leiten k6nnen, nimlich mit Hilfe des Sehnen-
Tangentensatzes.

Bild 3

Hier gilt auch:
P'T°=PS-PR=(0P"—r)(OP" +7)=
OP?—r>=k(P).

Mit diesen theoretischen Hilfsmitteln kénnen

wir nun interessante Fragestellungen beant-

worten. War doch bei der Spiegelung an
einer Geraden noch jede Gerade wieder in
eine Gerade und jeder Kreis wieder in einen

Kreis iiberfihrt worden, so werden wir bei

der Inversion eine Uberraschung erleben.

Doch probiert selbst!

A Spiegelt eine Sehne des Kreises k an k
(d. h. spiegelt mindestens drei Punkte der
Sehne)!
A Zeichnet in den Kreis k um den Punkt P
einen Kreis k' mit dem Radius r’ und spiegelt
ihn an k!
Bevor wir unsere Betrachtungen auswerten
wollen, miissen wir uns noch iiberlegen,
warum fiir die zu spiegelnden Punkte P immer
P40 gelten muB. Was passiert mit dem
Mittelpunkt O, wenn wir ihn an k spiegeln
wiirden? Wo wire sein Bildpunkt zu finden?
Um das zu erfahren, wenden wir unsere
Beziehung

OP-OP’=r?.an und setzen fir P=0

und erhalten:

0-00'=r2.
Jeder erkennt leicht, daB dieser Ausdruck
sinnlos ist und wir schluBfolgern, daB zu O
im Endlichen kein Bildpunkt O’ existiert.
Doch nun zuriick zu unseren Aufgaben. Ihr



habt die Sehne s am Kreis k gespiegelt und
beobachtet, daB die Mittelpunktsehnen in
sich selber iiberfithrt werden. Sie bleiben
also Geraden. Doch was geschieht mit Seh-
nen, die nicht durch das Inversionszentrum O
gehen?

Bild 4

Die Schnittpunkte mit der Peripherie des
Kreises k A und B bleiben .unverindert,
denn OA =r und somit
0A-OA'=r?
OA'=r.
Greifen wir uns nun zwei weitere Punkte E
und den Schnittpunkt F des Lotes von O aul
AB heraus. Konstruiert zu E und F die
Bildpunkte E’ und F’ und verbindet sie! Aus

OE-OE'=0F -OF =r* [olgt
OE _ OF
OF OFE

und wir schluBfolgern, da AOEF und
AOF'E' dhnlich sind, denn sie stimmen nicht
nur in zwei Seitenverhiltnissen iiberein, son-
dern haben auch den Winkel X E'OF’ ge-
meinsam. Da AOEF nach unserer Konstruk-
tion rechtwinklig ist, muB auch AOF'E’
rechtwinklig sein.
Wenn ihr nun eure Konstruktion noch einmal
anschaut, konnt ihr feststellen, daB iiber
der Hypotenuse OF zwei rechtwinklige Drei-
ecke zu finden sind. Es sind die Dreiecke
AOE'F’ und AOF'B. Nach dem Satz des
Thales konnen wir jetzt einen Kreis durch
die Punkte O, B, E’, F'und A zeichnen. Da
der Punkt E beliebig gewshlt war, kénnen
wir sagen, daB eine Sehne s, die nicht durch
den Mittelpunkt O von k geht, bei der Spie-
gelung am Kireis in einen Kreis iiber dem
Durchmesser OF iibergeht.
Da die Inversion — wenn wir vom Punkt O
absehen wollen — eine ein-eindeutige Abbil-
dung ist, gilt selbstverstindlich auch die
Umkehrung dieses eben gefundenen Satzes.
Jeder durch O gehende Kreis k' wird in die
auf dem Durchmesser OF senkrecht ste-
hende Gerade g iiberfiihrt. Fiir den Schnitt-
punkt mit OF gilt:

OF -OF =r* (siehe Bild 4).
Doch wenden wir uns der zweiten Aufgabe zu.
Ihr solltet einen Kreis k,, der im Inneren des
Kreises k liegt, an diesem spiegeln. Von den
moglichen Fillen soll hier nur kurz aul zwei
eingegangen werden.
1. Der Kreis k, ist zu Kreis k konzentrisch,
d.h. sie haben einen gemeinsamen Mittel-
punkt O. Wie wir im Abschnitt iiber die
Kreispotenz festgestellt hatten, haben alle
Punkte der Kreisperipherie von k, die gleiche
Potenz beziiglich k. Das heiBit aber, daB
unser Kreis k, durch die Inversion in den zu
k und k, konzentrischen Kreis k,’ iibergeht.

Konstruktiv 1408t sich der Radius r,’ linden,
indem ein Punkt P der Kreisperipherie von k,
an k gespiegelt wird.

7

Bild 5

2. Was wird aber aus einem Kreis k,, der
nicht durch das Inversionszentrum O geht?
Zur Konstruktion des Spiegelkreises k,’
wiirde ich euch empfehlen, die Schnittpunkte
A und B der Geraden durch O und M, mit
ky und einen Schnittpunkt P der durch O
gehende Sekante an k zu spiegeln.
T

Bild 6

k

Ihr erhaltet die Punkte A’, B’ und P’, die alle
drei auf einem Kreis k,’, dem gesuchten
Spiegelkreis liegen. Seinen Mittelpunkt findet
ihr in dem Schnittpunkt der Mittelsenkrech-
ten der Verbindungsstrecken von 4', B’ und P’
(die Mittelsenkrechten aller Sehnen im Kreis
gehen durch den Mittelpunkt). Dieser so ge-
fundene Kreis ist der Kreis k,’, der inverse zu
k,. Zum Beweis dieses etwas komplizierteren
Problems sei fiir den fortgeschritteneren Leser
darauf hingewiesen, daB die Kreise k, und k,’
durch das Ahnlichkeitszentrum O und den

Ahnlichkeitskoeffizienten verbunden

,.2
sind. k(P)
Beweist nun mit Hilfe dieser Beziehung, daB
k, und k,’ zueinander invers sind!
Zum SchluB — bevor ich euch noch zwei
Aufgaben zum Knobeln anbieten mochte —
wollen wir unsere Erkenntnisse iiber die
Inversion zusammenfassen.
Die Inversion ist eine Transformation der
Ebene mit unendlich vielen Fixpunkten, die
alle auf einem festen Kreis um O liegen.
Dabei ist der Mittelpunkt O singular, d. h. er
hat keinen Bildpunkt im Endlichen. Bei einem
gegebenen Kreis mit dem Mittelpunkt O und
dem Radius r ist die Abbildung eines beliebigen
Punktes P+0' auf P’ definiert durch die
Beziehung OP-OP'=r2.
Ala Zeige, daflim allgemeinen die Mittel-
punkte M, und M,’ zweier zueinander inver-
ser Kreise k; und k,’ nicht invers sind!
A2a Konstruiere zu zwei gegebenen Krei-
sen k; und k, mit den Mittelpunkten M, und
M, und den Radien r; und r, alle Punkte P
der Ebenen, die beziiglich beider Kreise die
gleiche Kreispotenz haben! (Solche und dhn-
liche Aufgaben findet ihr mit Losungen in
dem Heft,,Ubungen fiir Junge Mathematiker*
von G. Grosche, das in der B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft erschienen ist.)Ch. Meinel

Matthias Biir, Freital

Vier Jungen A, B, C und D sprechen je zwei
Sitze, von denen je einer wahr und einer
[alsch ist. Wir wissen, daB 4 und C Briider
sind, die an verschiedenen Tagen Geburtstag
haben, B und D sind Zwillinge aus einer
anderen Familie, die am gleichen Tag geboren
sind. Die folgenden Sitze werden an einem
Tag gesprochen, an dem weder A noch C
Geburtstag haben:
1. a) A ist mein Bruder.

b) Der 2. ist mein Bruder, wir haben am

selben Tag Geburtstag.

2. a) Ich habe heute Geburtstag.

b) Ich bin der Bruder des 1.

3, a) Ich bin nicht D und habe heute
Geburtstag.

b) Der 2. ist mein Bruder.

4. a) Heute haben der 3. und ich Geburts-
tag.

b) Ich habe heute nicht Geburtstag,
Welcher der vier Jungen hat jeweilsals 1., 2., 3.
und 4. gesprochen? Man gebe alle Maglich-
keiten an.

Brigitte Brand, Zella-Mehlis

In einer Ebene sind eine Gerade g und ein
nicht zu g gehdrender Punkt P gegeben.
AuBerhalb der Ebene befindet sich ein Punkt
Q. Zu bestimmen ist die Lage eines Punktes R
auf der Geraden g, so daB der Umfang des
Dreiecks PQR moglichst klein wird.

UIf Briistel, Altenburg

Gegeben ist ein Dreieck ABC, dessen Seiten
die Lingen a, b, ¢ und dessen Seitenhalbie-
renden die Linge s, s,, s, haben. Es ist zu
beweisen, daB dann folgende Beziehung gilt:

52452 +s? =% (@®+b*+c?)
Fortsetzung auf Seite 57
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Axel Hinze, Magdebarg
Fiir den Fall, daB x,, x, ..., x, reelle Zahlen
groBer als 1 sind, ist folgende Ungleichung zu
beweisen:

&1 > n
s 4% 14%Yxx5...x,

Barbara Kluge, Olbernhao

Man beweise, daB fiir alle natiirlichen Zah-
lenn )

11n+2+122l+1
durch 133 teilbar ist!

Oswald Knoth, Wurzen

Aufgabe aus einer sowjetischen Aufgaben-
sammlung:

Man beweise die folgenden Ungleichungen,
wenn n eine positive ganze Zahl ist:

a) lg(n+ 1)>i+lgn
10n

>¥<1+1+...+1).
n

b) Ig(n!) TLCRE

Roland Matthus, Jepa
Eine Aufgabe aus unserem Mathematik-
Klub:

Gesucht ist die Summe ) (k— l)k(:).
. k=0

Sabine Schlorfi, Neubrandenburg

In unserem Bezirksclub ist es zur Tradition
geworden, daB sich jeder Bezirksolympiade-
teilnehmer eine Aufgabe ausdenkt und einen
Lésungsvorschlag dazu erarbeitet. Die besten
Eigenaufgaben werden von den Mathematik-
lehrern ausgewihlt, von den Teilnehmern der
DDR-Olympiade unseres Bezirkes auf dem
Vorbereitungslehrgang noch einmal iiber-
arbeitet und zu einer Broschiire zusammen-
gefaBt Hier mochte ich eine meiner Eigenaul-
gaben nennen:

Aus dem Ursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems gehen Strahlen durch
die Punkte [1;¢], [2.c], ..., [kic], ...
Diese schlieBen jeweils mit der x-Achse die
Winkel ¢,, ¢, ..., @ ... €in. Es sind alle
¢ gesucht, fiir die gilt:

Man kann zu jedem Winkel, der zwischen
zwei Strahlen liegt, einen unter den Winkeln
@1, @3, ... linden, der gleich groB ist.

Bernd Siissmilch, Schwerin

Gegeben sind reelle Zahlen a,, a,, ..., a,
Man bestimme die kleinste Zahl M, fiir die
|ayx;+a;%;+ ... +a.x,| £ M max | x|
(i=1,2,...,n)

fiir beliebige reelle x; gilt.

Gerd WeiBenborn, Berlin
Lose das Gleichungssystem
xt+y?4zt=1
*+y}+3=1

in reellen Zahlen x, y, z!

Ute Winkler, Kleinmachnow

Bei unserer letzten Klubveranstaltung be-
faBten wir uns unter anderem auch mit [ol-
gender Aufgabe:

Man beweise, daB sich jede Funktion mit

symmetrischem Delinitionsbereich (beziig-
lich des Nullpunktes) als Summe einer ge-
raden und einer ungeraden Funktion dar-
stellen laBt.

Rainer Zerck, Wismar

Gesuchtist der geometrische Ort aller Punkte,
fiir die die Summe der Quadrate der Abstédnde
a und b zu den Geraden mit den Gleichungen
y=3xundy =X /3 gleich einer gegebenen
Zahl ¢ ist. 3

Riickblick auf die XIV. IMO

Jede Mannschaft, die an der XIV. IMO in
der VR Polen im vergangenen Jahr teilnahm,
dberreichte dem Chefredakteur der Schiiler-
zeitschrift alpha eine Aufgabe fiir unsere
anspruchsvollen Leser. Olaf Béhme, Preis-
triger der XIV. IMO, jetzt stud. math. an
der Technischen Universitét Dresden, iiber-
setzte und bearbeitete die Aufgaben.

VR Bulgarien

Gesucht sind alle Funktionen f{x), die fur
alle reellen Zahlen x definiert sind und fur
die gilt: flx+y)=Ax)+)+Axy)

fiir alle reellen x und y.

CSSR

Gegeben sei eine mit natiirlichen Zahlen
ausgefiillte 31-31-Tabelle, in der jede der
Zahlen von 1 bis 31 einunddreiBigmal vor-
kommt und die zur Hauptdiagonalen sym-
metrisch ist. Es ist die Summe der Zahlen in
der Hauptdiagonalen gesucht. (Die Haupt-
diagonale liuft von links oben nach rechts
unten.)

DDR
Man gebe alle Tripel (a, b, ¢} natiirlicher
Zahlen an, fir die a®+ b°=abc gilt.

GroBbritannien

Gesucht ist eine Folge (a,), n=0, 1, 2, ...,
nichtnegativer ganzer Zahlen mit folgenden

Eigenschaften:

(1 a,=0

(2) a,,,>a, firallen

3) Zu jeder positiven ganzen Zahl k
existieren Glieder a;, a; (i) der
Folge so, daB k=aq;+a; gilt.

(4)  Esgilt lim ==0.

SFR Jugoslawien

Gegeben sei eine Menge P von (’:) Per-

sonen, so daB sich beliebige zwei von ihnen
stets pegenseitig kennen oder gegenseitig
nicht kennen.

Man beweise, daB dann stets eine Teilmenge
T von P existiert, die einer der folgenden
Bedingungen geniigt:

1. T enthilt genau n+ 1 Personen, und diese
kennen sich paarweise.

2. T enthilt genau m—n+1 Personen, und
diese kennen sich paarweise nicht.

(m, n sind positive ganze Zahlen mit m>n.)

Republik Kuba

Es sei p, die n-te Primzahl. Man beweise,
daB dann Rir

n23 gilt p,>3n—6.

Mongolische VR

Man beweise: Zu jeder positiven ganzen Zah)
n existiert eine n-stellige natdrliche Zahl N
so, daB N? 2n-stellig ist und an den letzten
n-Stellen mit N iibereinstimmt.

Niederlande

Man konstruiere einen Rhombus, dessen
Flicheninhalt ebensogroB ist wie der eines
gegebenen konvexen Vierecks.

Osterreich
Eine Folge (a,) reeller Zahlen sei gegeben
durch
2
a,=A, a,=B, a,, ,="%1¥¢ keN),
Oy

A+ B+ C
AB

wobei 4, B und ganze Zahlen

sind.
Man beweise, daB alle Glieder der Folge
ganzzahlig sind.

VR Polen
Fiir jede natiirliche Zahl n sei a, die Quer-
summe der im Dezimalsystem dargesteliten
Zahl (1972)". Man beweise

lim a,=co.
SR Rumiinien
Gegeben sei eine Uberdeckung eines Ein-
heitsquadrates mit kleineren Quadraten, de-
ren Seiten zu denen des Einheitsquadrats
parallel (bzw. senkrecht) sind und die sich
auch iiberdecken konnen. Man beweise, da
man einige der kleineren Quadrate so aus-
wihlen kann, daB keine zwei von ihnen
einen gemeinsamen Punkt haben und die
Summe ihrer Flicheninhalte nicht kleiner als

1 ist.
4

Schweden

Es sei p eine Primzahl. Man gebe die kleinste
natirliche Zahl n an, fir die n! durch
@ +p) teilbarist. .0 0 ]
Sowjetunion

Es seien x,, X5, ..., Xp Y15 Va5 ---» Yo (1 pOSsitive
ganze Zahl) reelle Zahlen mit

X 2x;2...2%,20,

NZY2... 2,20,

X 25,

Xy +x:2y1+Y2,

Xi+X3+ .+ x, =y +Y2+ ...+ Ve

Man beweise, daB dann fir jede positive
ganze Zahl k gilt:
Xtz y Lyt

Ungarische VR

Es seien n eine positive ganze und x und a
reelle Zahlen.

Man beweise, daB dann stets

A+l
(x+a)f - (x—na)<S(x*+na®) % gilt.
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XII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
DDR-Olympiade

16. 4. bis 18. 4. 1973

Erste Preise wurden vergeben:

Uwe Lobus, EOS Romain Rolland,
Dresden (Klasse 9)

Uwe Risch, EOS Geschwister Scholl,
Burg (K1. 9)
(beide Olympiadeklasse 10)

Albrecht HeB, EOS Dresden-Siid
(Olympiadeklasse 11)

Bild 1
Bild 2
Bild 3
Jiirgen RoBmann, EOS Fr. Engels,

Neubrandenburg

Pawel Kroger, 49. OS Leipzig (K1. 8) Bild 5
(beide Olympiadeklasse 12)

Bild 4

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Klaus Schulze,
Goethe-OS Wurzen; Kurt Frischmuth, EOS
Miihlhausen; Udo Matte, Goethe-EOS, Wei-
Benfels; H.-U. Frommer, EOS C. Zetkin,
Neustrelitz; Jorg Schulze, EOS Luckenwalde
(KI. 9); Siegfried Weil3, OS Neusalza-Sprem-
berg; Klaus Altmann, EOS H. Hertz, Berlin
In Olympiadeklasse 11 an: Helmut RoBmann,
A.-Zabototzky-OS, Neubrandenburg (K. 10)

58
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In Olympiadeklasse 12 an: Albrecht Boticher
und Elias Wegert, beide Spezialkl. der TH
Karl-Marx-Stadt; Holger Steinberg, BBS
Schiffselektronik, Rostock

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Egbert Lindner,
BBS VEB Pentacon, Dresden; Bernd Mathi-
szik, EOS Lessing, Erfurt; Harald Schneider,
EOS Geschw. Scholl, Lobau; Eckard Wild-
grube, EOS L. Cranach, Wittenberg; Volker
Thde, Goethe-EOS, Schwerin ; Alfred Pietrzik,
OS II Gadebusch (K. 8); Peter Reuter, OS
Kreischa (K1. 9); Uwe Quasthoff, EOS Leib-
niz, Schkeuditz; Horst Kohlschmidt, EOS
R. Rolland, Dresden; Michael Funke, EOS
Karl Marx, Altenburg; Renate Molgedey,
EOS H. Hertz, Berlin

In Olympiadeklasse 11 an: Bernd Zaddach,
A. Becker-OS Cottbus (K. 10); K.-D. Wirth,
EOS H. Hertz, Berlin; Ralph Lehmann,
EOS Diesterweg, Strausberg (KI. 10); Kon-
rad Engel, Herder-EOS, Rostock ; Jorg Berg-
mann, Spezialsch. f. elektronische Industrie

M.-A.-Nexd, Dresden (KL 10); UIf Briistel,

EOS Karl Marx, Altenburg
In Olympiadeklasse 12 an: Guntram Pausch,
EOS W. Pieck Leipzig; Borna; Ingo Bandiow,

ABF Walter Ulbricht, Halle; Reinhard
Schuster, EOS Helmholtz, Leipzig (KI. 11);
Lothar Wenzel, EOS F. List, Berlin; Oswald
Knoth, Spezialklasse der Martin-Luther-
Univ. Halle-Wittenberg

Zwei Diplome wurden fiir die ausgezeichnete
Losungeiner Aufgabe vergeben. 30 Schiiler er-
hielten Anerkennungsurkunden fiir gute Lei-
stungen.

Aus dem Rahmenprogramm der OJM: Vor-
trag von Prof. Dr. F. Kuhnert: Uber mo-
derne Aspekte der Numerischen Mathematik ;
Forum zu den X. Weltfestspielen, Lichtbilder-
vortrag: Auf den Spuren des Copernicus;
Besuch der Hauptstadt der DDR

i

Angela Rohrveck, EOS Franzburg, Teilneh-
merin am alpha-Wettbewerb seit Griindung
der Zeitschrift. Sie gehért zu den erfolg-
reichsten Teilnehmerinnen der OJM.

Wettbewerbsatmosphire

Die Losung der XII. OJM:

Lernt und arbeitet fiir unsere
Republik - vorwiirts zu den
X. Weltfestspielen!
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Spiel 1

Wie viele Moglichkeiten gibt es, ein 4x 4
Quadrat in zwei Hilften zu zerlegen, welche
von gleicher GrdBe und gleicher Figur sind,
d. h. die beiden Hilften miissen jeweils
deckungsgleich sein.

11

Spiel 3

a) Gegeben sei ein Streifen von 2 cm Breite b) Falte den Streifen, bestehend aus 10 gleich-
und 14 cm Lénge. Falte aus ihm einen Wiirfel seitigen Dreiecken, so, daB ein Sechseck ent-
mit einer Kantenlidnge von 2 cm. steht!

Spiel 8

Falte das Stiick Papier so, daB die Buchstaben
in der Reihenfolge WOLFGANG iiberein-
anderliegen!

0O|IN|E6|A
wW|G6| F|L
9
Spiel 5 Spiel 6
A
Zerschneide die Figuren 4 bis G durch einen 8 Das abgebildete Quadrat ist in 10 Teile auf-
einzigen geraden Schnitt so, daB sich die geteilt. Aus diesen Teilen ist eine Fliche zu
beiden zur gleichen Figur gehorenden Teil- bilden, die die abgebildete Form hat.
flachen jeweils zu einem Quadrat zusammen-
setzen lassen! c i _ _
. 6 7
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Anwendung :

Der Marschkompafi F 70 mit Fluidkap-
sel dient zur Orientierung im Geldnde.
Er ermdglicht das Ubertragen von Richtun-
gen aus der Karte ins Geldnde und umge-
kehrt. Fiir die Entnahme von Marschrich-
tungen aus der Karte oder zum Ubertragen
im Geldnde gemessener Richtungen in die
Karte ist kein Orientieren der Karte not-
wendig.

Technische Daten
Teilkreisdurchmesser 45 mm
Skalenwert der Kreisteilung 1-00 (5°)

Genauigkeit

der Richtungsangabe +0-25 (£1,5°
Einschwingdauer der Magnetnadel <7s
Teilungsldnge der Anlegekante 55 mm
Skalenwert der Anlegekante 1 mm

Funktionsfihigkeit

im Temperaturbereich —30° bis +50°C

Abmessungen (MaBe in mm) 72X 55x20
Masse 95g
Preis 18,75 M

Beschreibung 4
Sowohl das Geh#use als auch der den Spiegel
enthaltende KompaBdeckel bestehen aus kor-

Handhabung

Entnahme von Marschrichtungszahlen aus der
Karte .

Das Orientieren der Karte ist dazu nicht er-
forderlich. Magnetische Gegenstinde (Ta-
schenmesser und dergl) beeinflussen die
Messung nicht. Lege den KompaBl mit der
Millimeterteilung der Anlegekante so an die
Verbindungslinie zwischen Ausgangspunkt
und Zielpunkt an, daB der Nullpunkt der
Lingsteilung mit dem Ausgangspunkt {iber-
einstimmt. Ist die Entfernung zwischen Ab-
laufpunkt und Zielpunkt grofer als die
Lénge der Anlegekante, dann ziehe mit

weichem Bleistift eine Hilfslinie zwischen
Ablaufpunkt und Marschziel.

Halte nun den KompaB fest und drehe den
Teilring so, dafl- der Kreisteilungs-Nullpunkt
(Nordmarke ,,N‘) nach Karte — Nord zeigt
und die Richtungslinie auf dem Boden der
Fluidkapsel parallel zu den Kartenmeridianen
verlaufen. Lies an der Spitze des Leucht-
zeigers (am Korn der Visiereinrichtung) auf
dem Teilkreis deine Marschrichtungszahl
ab.

Daten

Teilringdurchmesser 37 mm
Skalenwert der Kreisteilung

(rechtslaufig) 5°
Einschwingdauer der Magnetnadel =7s
Mittlere Einspielunsicherheit

der Magnetnadel +0,5°
Funktionsfahigkeit

im Temperaturbereich —30° bis +50°
Abmessungen & 60 mm X 21 mm hoch
Masse ' 45¢g
Preis 15,80 M

Anlegen einer Routenskizze

Die Routenskizze enthilt eine annihernd
maBstidbliche  Aneinanderreihung  von
Marschrichtungszahlen und Streckenlédngen
zwischen je zwei Knickpunkten einer Marsch-
route. An jede Seite des auf diese Weise ent-
stehenden gebrochenen Linienzuges wird die
Marschrichtungszahl in Grad oder Strich und
die Streckenlénge in Meter oder im Schrittmal
angeschrieben. Die Knickpunkte werden mit
den als Richtungspunkte verwendeten mar-
kanten Geldndezielen bezeichnet.

Weitere Themen des Anleitungsheftes : Messen
von Entfernungen in der Karte, Messen von
Entfernungen im Gelédnde, Bestimmen der
Uhrzeit mit dem Kompa8, Beriicksichtigung
der magnetischen Abweichung u. a.

Der Armband-
Fluidkompall Sport 10

ist ein dauernd funktionsbereites, nicht er-
schiitterungsempfindliches und beim Ge-
brauch praktisch unverlierbares Orientie-
rungsmittel, insbesondere fiir den Sport-
taucher.

Der Kompa$ wird am linken Handgelenk

so getragen, daf der Richtungsstrich auf dem

feststehenden Gehiuseunterteil bei angewin-
keltem linken Arm vom Korper weg in
Blickrichtung zeigt.

7 Fiir die Orientierung ist ebenso wie beim

&

Fluidkompall ,,Sport 3“ der Teilring am
Richtungsstrich auf eine vorgegebene Rich-
tung einzustellen und das rote Nordende der
Magnetnadel parallel zu dem Doppel-Leucht-

strich auf dem Kapselboden zu orientieren..

Der feste Richtungsstrich auf dem Gehéuse-
unterteil zeigt dann in die vorgegebene
Kmnmow. bzw. Schwimmrichtung.

Gegeniiber dem bisherigen Armband-Fluid-

kompaB zeichnet sich der Sperr 10 durch

folgende Eigenschaften aus:

Fluidkapsel, Teilring, Gehiduse und Armband
bestehen aus korrosions- und feuchtigkeits-
bestdndigem Material.
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Pioniere des alpha-
Wettbewerbs

N
Fakten — Fakten

Der Kreis Schmalkalden ist der aktivste und
vorbildlichste Kreis der DDR im alpha-
Wettbewerb. In den Jahren 1968 bis 1972
gingen aus diesem Kreis etwa 12000 Losun-
gen in der Redaktion alpha ein:

1968: 50 Teilnehmer aus 14 Schulen (1524
Einsendungen) erhielten Urkunden;

1969: 39 Urkunden — 16 Schulen — 1374
Einsendungen;

1970: 238 Urkunden (davon 27 Abzeichen
in Gold) — 16 Schulen — 2500 Einsen-
dungen;

1971: 411 Teilnehmer (davon 36 Abzeichen
in Gold) — 14 Schulen — 4000 Einsen-
dungen;

1972: 228 Urkunden (46 Abzeichen in Gold,
davon 13 mit drei- oder funfjahriger Teil-
nahme) — 2600 Einsendungen.

Erfolgreichste Teilnehmer

Von den 56 Teilnehmem, die 1972 das
alpha-Abzeichen in Gold fir finfjahrige
Teilnahme erhielten, stammen 12 aus dem
Kreis Schmalkalden (d. s. 21 %). Weiterhin
erhielten zwei Schiiler das Abzeichen in Gold
fir vierjahrige und 33 Schiler das Abzeichen
in Gold fiir dreijahrige Teilnahme.

Ebrentafel der aktivsten Lehrer

Wemer Gehb, OS Fambach (Kreisfachbe-
rater Mathematik); Erwin Manske, Heinz
Gotthelf, Siegmund Hellmann, alle OS Stein-
bach-Hallenberg; Roland Richter, OS J. G.
Seume, Schmalkalden; Herbert Avemarg,
OS Mittelstille; Helmut Kiehnapfel, OS
Floh; Karl Koch, OS am Siechenrasen,
Schmalkalden.

Erfolgreichste Schule des Kreises
Schmalkalden

An der Ernst-Thdlmann-OS in Steinbach-
Hallenberg erhielten allein im Wettbewerbs-
jahr 1971/72 22 Schiller das alpha-Abzeichen
in Gold und 74 Schiiler das Abzeichen in
Silber. Seit 1968 wurde das alpha-Abzeichen
schon 402 mal an Schiiler (davon 41 mal in
Geold) verliehen.

Als Anerkennung fir die vorbildlichen Lei-
stungen besuchte der Chefredakteur der
Schiilerzeitschrift alpha unseren Jugendklub
und hielt einen Lichtbildervortrag: ,,Auf
den Spuren des Copernicus* (Erlebnisbericht
von der XIV. IMO).

An unserer Schule wird bereits seit iiber zehn
Jahren eine aktive, planmiBige auBerunter-
richtliche mathematische Betitigung durch-
geftihrt. Noch vor Griindung der alpha gab
es bei uns Aufgaben des Monats. Sie dienten
der Vorbereitung auf Olympiaden. Durch
alpha konnte ein noch viel groBerer Teil
unserer Schiler fiir die mathematische Arbeit
interessiert werden. Die Lésung von Wett-
bewerbsaufgaben ist schon fiir zahilreiche
Schiiler unserer Schule zu einer Gewohnheit
geworden. Jedes Jahr gehen vier dicke Pakete
mit Losungen direkt an alpha. Insgesamt
sandten wir etwa 5000 Losungen in fiinf
Jahren ein. In den Klassen gibt es Verant-
wortliche fiir den alpha-Wettbewerb. Sie sind
gleichzeitig Fachhelfer fiir Mathematik, die
im Zusammenwirken mit dem Fachlehrer
ihrer Klasse folgende Aufgaben iibernommen
haben:

Anfertigung von Teilnehmerlisten — wo-
chentliches Einsammeln der Ldsungen und
ihre Registrierung — Informieren des Fach-
lehrers iiber den Stand der Beteiligung am
Wettbewerb — Einwirken auf die Mitschiiler,
die Losungen gewissenhaft und termingerecht
einzusenden — Registrierung der Antwort-
karten — Mithilfe beim AbschluB des Wett-
bewerbs.

Immer mehr Schiiler gehen dazu iiber, gieich
beim Erscheinen einer neuen alpha mit der
Losung der Aufgaben zu beginnen und zu ver-
suchen, alle vorgestellten Probleme (pro
Klassenstufe) zu 16sen. Die in alpha gestellten
Aufgaben empfinden wir als gut. Eine groBe
Hilfe sind die ausfithrlichen Losungen. Eine
gute Hilfe beim Knacken der alpha-Nisse
sind unsere Arbeitsgemeinschaften. Wochent-
lich wird einmal trainiert, nach einem ganz
bestimmten Plan, der neben lehrplangerech-
ten Stoffeinheiten auch andere enthilt, z. B.
in Klasse 7: Kombinatorik, Permutation.

In den Zusammenkiinften tauschen wir auch
die Meinung iiber die Wettbewerbsaufgaben
aus. Unser AG-Leiter gibt Hinweise, welche
Aufgaben hoherer Klassenstufen wir schon

16sen kénnten. Im Vordergrund unserer Ta-
tigkeit in der AG steht aber die Befdhigung
zur Losung von Aufgaben nach Inhalt und
Form, wie sie bei Mathematik-Olympiaden
gefordert werden. Bei Konstruktionen lernen
lernen wir z. B, daB zu ihrer vollstindigen
Losung eine Voruberlegung, die Konstruk-
tion, die Konstruktionsbeschreibung, ein
Beweis und eine Losungsdiskussion gehoren.
Eine Aufgabe wollen wir den Lesemn stellen.
Sie war besonders geeignet, die genannten
Schritte zu erarbeiten:

Aufgabe: Konstruiere ein Dreieck 4BC aus
s,=48cm s,=33cm und A,=3,0cm!
Hohepunkt und Bewihrung der leiinahme
am alpha-Wettbewerb und der Arbeit der
AG’s sind die Olympiaden, bei denen unsere
Schule schon recht beachtliche Erfolge er-
zielen konnte.
Einen groBen Anteil an diesen Erfolgen haben
die Mathematiklehrer. Dafir mochten wir
ihnen danken. Mit noch héheren Leistungen
in der Schule und zu unserem spéiteren beruf-
lichen Leben wollen wir unser Bestes zum
Wohle und zur Festigung unseres sozialisti-
schen Staates geben.

AG Mathematik, OS Steinbach-Hallenberg

Durch meine Schwester lernte ich alpha
kennen. In der 6. Klasse bekam ich 52 Ant-
wortkarten fiir richtig geloste Aufgaben.
Zweimal schon erhielt ich das alpha-Abzei-
chen in Gold. Mathematik wurde durch
alpha zur Freizeitbeschiftigung neben mei-
nem intensiven Training fir den Skilang-
lauf. . . Gerlinde Koch, im Bild links,

OS ,,Wilhelm Pieck*’, Trusetal (Kl. 8)

Mein schonstes Erlebnis: Teilnahme an der
DDR-Olympiade 1972. DaB8 mir diese Er-
folge nicht geschenkt worden sind, ist selbst-
verstindlich. GroBe Hilfe erhielt ich durch
die Lehrer, die aktive Teilnahme in Arbeits-
gemeinschaften. alpha ist mein stindiger
Freund und Helfer seit ihrem Erscheinen.
Beate Recknagel, im Bild rechts,
EOS Schmalkalden (KI. 11)
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Ein Mathematikzentrum

in Aktion

Karl-Marx-Stadt

Seit zehn Jahren besteht in unserem Pionier-
haus das Mathematikzentrum. Viele tausend
Pioniere haben seitdem in Zirkeln, bei Ver-
anstaltungen und Pionierfesten die Mathe-
matik noch besser kennengelernt. Um euch
und euren Klubs einige Anregungen zu geben,

wollen wir in alpha kurz iber uns berichten:

® In unseren Zirkeln der Klassenstufen 3
bis 10 arbeiten etwa 160 der besten Jungen
Mathematiker unserer Stadt. Fiir jede Klas-
senstufe gibt es zwei Zirkel. Diese treffen sich
l4taglich (bis KI. 6) bzw. wdchentlich (ab
Kl. 7) fiir 90 Minuten. Die Zirkelleiter sind
Studenten der Technischen Hochschule,
Fachrichtung Lehrer fiir Mathematik. Unser
Jahresprogramm stellen wir entsprechend
den Lehrplananforderungen und den Erfah-
rungen bei den Kreisolympiaden zusammen.
Dabei werden Themen iiber lingere Zeit
behandelt, wie Einfiihrung in das Beweisen,
Konstruktionsaufgaben.

® Unsere Zirkelmitglieder erringen jahrlich
etwa die Hilfte der Medaillen bei den Kreis-
olympiaden. Natiirlich wollen wir uns noch
verbessern.

Wolfgang Henker, vor zehn Jahren Sieger
in der Bezirksolympiade Leipzig, heute Di-
plomlehrer fiir Mathematik und Leiter des
Mathematikzentrums. Unser Bild: Kombi-
natorik in Klassenstufe 5

® Ab Klasse 5 bekommt jeder die alpha
zum Jahrespreis von 1,— M. Der alpha-
Wettbewerb ist stindige Hausaufgabe und
lockert die systematische Arbeit auf. Etwa
15 Mitglieder besitzen das alpha-Abzeichen
in Gold.

® Die Erfolge und die Entwicklung eines
jeden Mitgliedes werden jahrlich auf einer
Karteikarte registriert.

® Zur gesellschaftlichen Arbeit gehdren die
Gestaltung des Schaukastens, die Diskussion
aktueller Ereignisse, Spendenaktionen fir
Vietnam u. a. .

® Zur Zeit bauen wir ein Kabinett fiir pro-
grammierten Unterricht.

® In jedem Jahr filhren wir eine ABC-
Stadtolympiade fiir die Klassen 3 und 4 durch.
Jede Schule delegiert zwei Teilnehmer. Die
Sieger erhalten ein Wandrelief von unserer
AG Plastbearbeitung. Mit dieser Olympiade
erkennen wir zeitig unseren Nachwuchs.

® Bei Pionierfesten und in den Ferien treten
wir mit unseren WissensstraBen fur die Klas-
sen 3/4 und 5/6 auf. Wir bieten auBerdem
noch die Veranstaltung Lustige Knobeleien
an, bei der es wenig zu rechnen, aber viel zu
knobeln gibt. Im Haus der JP gibt es viertel-
jahrlich die bunte Veranstaltung Zahlen und
Zaubern, bei der zehn Pioniere das Laienspiel
Dr. Plusminus und seine Zahlen zeigen.

An vielen anderen Problemen arbeiten wir
noch. Schreibt uns doch einmal von eurer
auBerunterrichtlichen Tétigkeit. W. Henker

Junge Mathematiker konsiruieren Figuren,
die man in einem Zuge nachziehen kann.

Einer der jiingsten alpha-Leser — einer der
Sieger der ABC-Olympiade Karl-Marx-Stadt

Plastrelief (23 cm x 31 cm), hergestellt in der
Vakuumtiefzieanlage der AG Plast.




LESER SCHREIBEN

Aus der Messezeitung
der EOS ,,Otto Grotewohl* —
Gera

... Im vergangenen Jahr konnte die MMM
an unserer Schule mit einem beachtlichen
Erfolg abgeschlossen werden. Die Exponate
dieser Messe, der auch eine Hobby-Ausstel-
lung angeschlossen war, umfaBte die verschie-
denartigsten Gebiete. Neben den dominie-
renden praxisverbundenen Objekten wurden
erstmals mathematische Exponate gezeigt.
Was ist darunter zu verstehen?

Diese Frage muBte im vergangenen Jahr von
mathematisch interessierten Schiilerm und
den Mathematiklehrern beantwortet werden,
um die Voraussetzung fiir eine sinnvolle Vor-
bereitung auf die nichste Messe zu schaffen.
Zur Teilnahme an der MMM bewog uns
zunichst der Gedanke, nicht linger abseits
zu stehen. Wir sahen ferner darin die beste
Moéglichkeit, alle Schiiler noch stirker fiir die
Mathematik zu interessieren. Die Freude an
der Darleging mathematischer Probleme
sollte geweckt, deren Qualitit erhéht werden.
Die Jungen Mathematiker unserer Schule, die
bereits jahrelang in verschiedenen Zirkeln
ihre Kenntnisse stindig erweitern, nahmen
die Messe zum AnlaB, den Gedanken der seit
zwolf Jahren bestehenden Mathematikolym-
piaden noch mehr zu popularisieren.

[rerree e emas

PP ik

Von der Differenziertheit der Zielstellung
wurde fir die MMM die Art der Exponate
bestimmt. Wir teilen sie in drei Gruppen
ein:

® Beitrdge zur Ausgestaltung unserer Fach-
unterrichtsrdume: Tafeln zeigen Leben und
Werk berithmter Mathematiker (Leibniz,
GauB), die historische Entwicklung bestimm-

ter Zweige der Mathematik (zwei Tafeln
iber den Mathematisch-physikalischen Salon
im Dresdner Zwinger), inhaltliche Zusam-
menfassung von Teilgebieten des Unter-
richtsstoffes (Satzgruppe des Pythagoras,
Infinitesimalrechnung, graphische Darstel-
lung gerader und ungerader Funktionen).
Da ich selbst eine Tafel iiber Differential-
rechnung gestaltet habe, weil ich, wie schwer
es ist, nur das wesentliche in tibersichtlicher
und anschaulicher Form darzulegen.

® Anfertigung von verschiedenartigen, ele-
ganten Lésungsmustern fiir Olympiadeauf-
gaben: Wir wollten damit zugleich einen An-
griff auf die im Unterricht teilweise noch
praktizierte schablonenhafte’ Losung von
Problemen starten.

® Ausstellung von Jahresarbeiten : Meist ging
man dabei unter Nutzung von Sekundir-
literatur iiber den Lehrplanstoff hinaus, bzw.
setzte sich kritisch mit ihm auseinander.
Themen waren u. a.:

m Herleitung der Tangentengleichung bei
Kegelschnitten .

a Bedeutung der 1. und 2. Ableitung fir
das lokale Verhalten einer Funktion

a Mathematische Beweise und Beweisver-
fahren. 4
Obwohl von den iiber 50 Arbeiten nur die
besten ausgewihlt werden konnten, wuchs
bei allen Beteiligten das Vertrauen in die
eigene Leistung.

Der Erfolg des Vorjahres spornt uns bei der
Vorbereitung der diesjahrigen MMM an.

Wolfgang Hossack (KI. 12/1)

Michael Geisler (KI. 11/1) sei an dieser

“Stelle gedankt. Er iberreichte uns seine

Arbeit mit dem Thema ,,Folgen und Reihen®,
die wir aus Platzgrinden im Augenblick
nicht veroffentlichen kénnen. Red. alpha

Mathematikwettstreit —
gemeinsam mit Freunden

Unsere Kreisolympiade wurde in diesem
Schuljahr erstmals mit internationaler Betei-
ligung durchgefiihrt. Die Giste, je vier
Junge Mathematiker aus der Klassenstufe 9,
kamen aus den Stidten Bmo (CSSR), Plow-
div (VR Bulgarien), Poznan (VR Polen)
und aus der sowjetischen Schule in Cottbus.
Das Fest der Freundschaft begann mit einer
Stadtrundfahrt durch unsere Bezirkshaupt-
stadt. Am Nachmittag wurde die Kreisolym-
piade feierlich er6ffnet. Der erste Tag unseres
Treffens endete mit einer Kinder- und Ju-
gendtanzveranstaltung.
Am 22. November 1972, an dem in allen
Kreisen der DDR die Kreisolympiade durch-
gefiihrt wurde, traten neben hundert Jungen
Mathematikern unserer Stadt auch die fiinf
Mannschaften zum Wettbewerb an. Grund-
lage des Leistungsvergleiches waren die zen-
tral gestellten Aufgaben, fiir unsere Giste
von der EOS Cottbus iibersetzt. Neun der
20 Schiiler erreichten die volle Punktzahl
-und erhielten erste Preise. Mannschafts-
sieger wurde Poznan vor Brno.
Das Treffen klang mit einer Exkursion in den
Dresdner Zwinger aus. Wir freuen uns jetzt
schon auf den nichsten Wettbewerb in Brmo.

Uwe Schdfer, Miiglied des Clubs
Junger Mathematiker,
Haus der Jungen Pioniere Cottbus

Eine Mannschaft der sowjetischen Schule in
Altenburg nahm an der Bezirksolympiade
des Bezirks Leipzig teil. Unser Foto:

Tanja Grusina bei der Klausur
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Glos Nauczycielski, V

Kompliziertes Problem — einfache Losung

Schreibe eine beliebige dreistellige natiirliche Zahl
nieder, bei der die erste und letzte Ziffer verschieden
sind! Schreibe die Ziffernfolge in umgekehrter Reihen-
folge darunter und subtrahiere die kleinere von der
groBeren Zahl!
Schreibe dabei dein Ergebnis stets dreistellig, d. h.
eine Null an erster Stelle ist mitzuschreiben. Schreibe
das Ergebnis nochmals in umgekehrter Reihenfolge
darunter und addiere die beiden Zahlen! Stets erhiltst
du 1089.
Wie ist das moglich? — In welchem Falle kann die
Subtraktionsaufgabe auf eine dreistellige Zahl mit
der Anfangsziffer 0 fithren? Wie heiBt die Zahl?
Oberlehrer H. Bellmann, Freital

Alle Tassen im Schrank?

Von zwei Tassen hat eine die Form eines Zylinders
(Radius R, Hohe H), die andere die Form eines Kegel-
stumpfs (Grundkreisradius r<R, R ist der Radius
des oberen Randes.) Beide Tassen fassen gleichviel,
wenn sie bis zum Rand gefiillt sind.

Welche Tasse enthilt mehr Fliissigkeit, wenn beide
nicht bis zum Rand gefiillt sind, sondern der Fliissig-

keitsspiegel um d <%H unter dem Rand liegt?

Aus: Mathematics in School,
Yorkshire (England) Nov. 1971

Verkettung

In jeder Zeile des folgenden Schemas sind die Wort-
bilder zweier mathematischer- Begriffe einzusetzen.
Der letzte Buchstabe des ersten Wortes stimmt jeweils
mit dem ersten Buchstaben des zweiten Wortes iiber-
ein und ist in eins der markierten Felder einzutragen.
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Die in den vier markierten Feldern bei richtigem Ein-

setzen stehenden Buchstaben ergeben von oben nach

unten gelesen das Wortbild eines mathematischen Be-

griffes.

1. Zeile: Strecke am Kreis — Teil eines Winkels

2. Zeile: Spezieller Kc")rper — Rechenoperation

3. Zeile: GroBenangabe, die Flichen, wie Rechteck
und Kreis zugeordnet ist — Gerade, die mit einem
Kreis genau einen Punkt gemeinsam hat.

4. Zeile: Spezielles Viereck — Spezieller Koérper

Irmgard Tréger, Wilhelm-Pieck-OS Débeln

Zahlenriitsel

IS = WHoll]

Eaiowi+ N=MN

] — -

Steffi Nestler,
EOS ,,Erich Weinert", Kl. 11

Kryptarithmeﬁk

Setze fiir die Variablen a und b Ziffern ein, so daB eine
sinnvolle Gleichung entsteht. (Gleiche Variable ent-
sprechen gleichen Ziffern.)
(a+a)+3(b+b)y=a+b* _
Michael Jiitte, 10. OS Greifswald, KI. 7

Silbenriitsel

Die Silben
ab — ar.— bel — bil — di — dung — gens — graph — hy —
in — li - me — mo - na — nal - ne — no — 0 - or — per—
ra — sprung - sym — tan — te — ter — ti — ton — trisch —
ur — vall.
ergeben Begriffe aus dem Stoffgebiet Funktionen.
Es handelt sich beispielsweise um Eigenschaften und
Namen bestimmter Funktionen.
Die Anfangsbuchstaben eines jeden Begriffes ergeben
bei richtiger Ordnung das Wort Algorithmus!

K.-H. Gentzsch, Meuselwitz



Fiir Miihlespieler

Die Felder des Miihlespielbretts seien in der folgenden
Weise von 1 bis 24 durchnumeriert:

[

Bei einer Partei hat ,,WeiB*‘ noch drei Steine, die auf
den Feldern 1, 11 und 21 stehen. ,,Schwarz‘ hat eben-
falls noch drei Steine, die auf den Feldern 6, 12 und
16 stehen. — ,,WeiB* ist am Zug. Wie muBl , WeiB*
spielen, um mit Sicherheit spétestens mit seinem dritten
Zug die Partie zu gewinnen?

W. Trager, Schlofberg-OS, Dobeln

Magisches Zwolfeck
Aus den sechs Teilen des abgebildeten Zwolfecks ist
ein Quadrat zu legen. Aus- Matematicko
Fizicki List,
Zagreb (SFR Jugoslawien)
1/72/73
Riitselspirale

In das Quadrat sind bei 1 beginnend Wérter folgender
Bedeutung einzutragen, wobei jedes folgende Wort mit
dem letzten Buchstaben des vorhergehenden beginnt.
Bei richtiger Losung ergeben die beiden Diagonalen
die Namen von zwei berithmten Mathematikern

7 6 5
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. geometrischer Begriff

. unwirtliche Gegend
. wirklich

. Werkzeug
. geometrischer Begriff

O 00 2 N bW =

—
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indischer Dichter
. FluB in der SU

—
w

. notwendige Bedingungen einer Funktion
. mehr als eine Schranke

. beriihmter Mathematiker (1707 bis 1783)
. niederldndischer Physiker (1853 bis 1928)

. ein beriihmtes Programm nach Felix Klein
. Hauptstadt der Lettischen SSR

Oberlehrer H. Pitzold, VH Waren|Miiritz

Das Un-Staben-Alphabet




AB=a=147m die Verschiebung der Turm-
spitze in der Horizontalen.
a) Dann gilt

a 1

Hieraus erhalten wir (vgl Tafelwerk, S. 27)
die GroBe des Neigungswinkels o =85,3°.
b) Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABS
konnen wir nach dem Satz des Pythagoras
die Linge der Seite s berechnen:

s2=h2+a*=1824+1472=324+2,16

=326,16,
H s =18,06.
Wegen s—h=18,06—18=0,06

erhohte sich also der Turm nach seiner Wie-
deraufrichtung nur um rund 0,06 m, d. s. 6 cm.

10/124 957 Fiir alle reellen Zahlen a und
alle reellen Zahlen x gilt

2 2
tax—a=(x*+ax+L)-(a+Z
4 4

2 2 2
= x-q—E - a+a— und [x+2 =0,
2 4 2

weil das Quadrat einer reellen Zahl nicht

W 10/12 w960 Bei genauer Rechnung er-
hilt man durch Multiplikation in der Glei-
chung (1) mit 101 und in der Gleichung (2)
mit 302

.. 9039,5x+3050,2y=215877,4, (6)
"Def:;" ‘T: il x 8878.8x+30502y= 252170 (1)
f; +ax—a>0 genau dann, wenn und hieraus durch Subtraktion
z ' 160,7x = 1906604,
a+%<0,d.h. a<1+€><0m x= 11864, ®)
4 . 4 wobei auf eine Stelle nach dem Komma

Das ist aber nur dann der Fall, wenn a<0 gerundet wurde. Ferner erhilt man durch

Einsetzen in (2)
_835-294x
101
Die richtigen Werte fiir x und y weichen
von den friiher erhaltenen Werten erheblich
ab. Daher sind diese als Niherungslosungen
nicht brauchbar.
Die groBen Fehler sind wie folgt zu erkléren:
Infolge der Rundung ist in der Gleichung (3)
der Koeffizient von x um 0,5 zu groB8 und
in der Gleichung (5) um 1,2 zu klein. Daher
ist in der Gleichung 3x=1885 der Koeffi-
zient von x um 0,5—-(—1, 2)=1,7 zu groB.
Dieser verhiltnismidBig hohe Fehler wirkt
sich bei der Division erheblich aus und
fiihrt zu einer groBen Abweichung bei dem
Wert fir x und dann auch entsprechend
bei dem Wert fiir y. Daher ist in dem gege-
benen Gleichungssystem die Rundung der
Koeflizienten nicht zulissig, sie ergibt keine
brauchbaren Niherungslosungen.

und 1+§>o, also §> —1,d. h a> -4, gilt.

Daher erfiillen alle reellen Zahlen a mit —34452.

—4 <a <0 und nur diese Zahlen die gegebene
Bedingung.

10/12 4958 Da die Gleichung
3+ x*+ax+b=0 (1)
drei reelle Wurzeln hat, gilt fiir diese Wurzeln
X, X3, X3 nach dem Wietaschen Wurzelsatz
X+ X, +x3=—1 2
und  X,X;+X3X3+ X, X3=a. 3)
Aus (2) folgt durch Quadrieren aufl beiden
Seiten
X3+ x5 4+ X34+ 2(x, X3 + X%+ xx3)=1,
also wegen (3)
x2+x3+xi+2a=1,
d.-h. 2a=1-(x}+x3+x2%). Nun gilt
fiir alle reellen Zahlen x;, x;, x3
x2+x2+x320. Daraus folgt

2a<1,also aé%, w.z.b.w.

W 10/12 959 Es seien (vgl. die Abb.)
AS=s die Achse des Turmes,

SB=h=18 m dic Hohe des Turmes,

¥ SAB=ua der Neigungswinkel der Achse AS
gegen die Horizontale 4B,

W 10/12*961 a) Wir zerlegen den Dachkor-
per ABCDEF (vglL die Abb.) durch zwei auf
der Grundfliche senkrecht stehende Schnitte,
die durch E und F gehen und parallel zu AD
verlaufen. Dann entstehen zwei Pyramiden
s APSDE und QBCRF sowie ein Prisma
PSEQRF. .

Jede der Pyramiden hat eine rechteckige

Grundfliche mit dem Flicheninhalt aT—c_b

und die Hohe h. Wir erhalten daher das
Volumen

Die Grundfliche PSE des Prismas hat den
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Fldcheninhalt bTh Da seine Hohe gleich ¢
ist, hat das Prisma das Volumen
V.=—c
2
Dabher betrdgt das Volumen des Dachkorpers
1 a—c bh

=é(20—20+ 3¢)bh,

V=% (Zat-clbh, w.z.bw.

AP c Q
b) Wir erhalten
V=é(2-16+8)-6-4m3=160m’.

W 10/12*962 Das Gemeinlot /. liegt lot-
recht zur Quaderkante c. Folglich muB ],
parallel zur GrundriBtafel liegen. Ferner
schlieBt I, mit der Diagonalen DF nach Vor-
aussetzung einen rechten Winkel ein. Da
einer der Schenkel dieses rechten Winkels
parallel zur Bildebene liegt, geht er bei der
Normalprojektion in einen rechten Winkel
iiber. Da [, sich in wahrer Linge abbildet,
kann die folgende Proportion aus dem
GrundriB abgelesen werden:
l:b=a: Ja®+b%.

Also gilt [ =—ai—, und durch zyklische
¢ \/az +b2
Vertauschung folgt weiter
___c-a | = b-c
Ve e e
(vgl. die Abb.). i
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54963 Wir rechnen wie lolgt:
2,36 M —0,52 M =1,84 M (Preis fiir Brot
und Brdtchen);

1,84 M - 2 =3,68 M (Preis fiir Fleisch
und Wurstwaren);
10,00M-236 M—-184M—-368 M=212M
(verbleibender Geldbetrag).

54964 Wir rechnen wie folgt:
350-150=52500; das rechteckige Grund-
stiick besitzt eine Fliche von 52500 m?
=5,25 ha.

6,00 ha + 5,25 ha=11,25 ha (Fliche des Parks
nach Erweiterung).



W 5a965 Die kiirzeste Nacht betrage x
Stunden, dann betriigt der Lingste Tag (x + 10)
Stunden, und es gilt

x+(x+10)=24,

2x+10=24,
2x =14,
x=T

Der Lingste Tag dauert somit 7+10=17
Stunden an.

W 52966 Hitte der Lehrer von Minsk
12 Dias mehr, von Leningrad 20 Dias mehr
angefertigt als von Moskau, also insgesamt
112+ 12+ 20 =144 Dias hergestellt, dann be-
siBe er von jeder Stadt gleich viel Dias
Das wiiren 144 : 3 =48 Dias je Stadt. Folglich
hat er von Minsk 48—12=36 Dias, von
Moskau 48 Dias, von Leningrad 48 —20=28
Dias.

W 5%967 Es gibt genau zwei Primzahlen
29 und 47, die die gestellten Bedingungen
erfiillen.

Regine moge x Buntstifte besitzen; dann
besitzt Ute 2x Buntstifte und Sabine (x—13)
Buntstifte; das sind insgesamt (4x — 13) Bunt-
stifte. Es gilt entweder 4x—13=29 oder
4x—13=47. Daraus folgt entweder 4x=42
oder 4x =60. Da 42 nicht durch 4 teilbar ist,
gibt es genau eine Losung x=15.

Regine besitzt 15, Ute 30 und Sabine 2
Buntstifte.

W 5*968 Die siegreiche Mannschaft 4 habe
a Tore, die Mannschaft B habe b Tore ge-
schossen; dann gilt

(9a):(3b)=9, also a:(3b)=1 bzw. a=3b.
Ferner gilt 1<a+b<6.

Fiir b, =0 erhalten wir a, =0, was der Auf-
gabenstellung widerspricht. Fir b,=1 er-
halten wir a,=3, also a+b=4. Fiir b;=2
erhalten wir a,;=6, also a+b=8>6, was
nicht moglich ist Das Spielergebnis lautete
somit 3:1; es wurden vier Tore geschossen

64969 Es sei D der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten der Seiten AC und BC
des Dreiecks ABC, und es liege D zwischen
A und B. Da die Mittelsenkrechten zugleich
Symmetricachsen sind und jeder Punkt einer

Symmetrieachse von zwei einander entspre-
chenden Punkten gleich weit entfernt ist,
git AD=CD und BD=CD. Die Dreiecke
ACAD und ABCD sind somit gleichschenklig
und es gilt xCAD= ¥ ACD=a und XxCBD
= £ BCD=p. Da die Summe der Innenwin-
kelgroBen eines Dreiecks 180° betrigt, gilt in
unserem Falle 22 + 2§ =180°, also a + §=90°.
Somit ist Winkel £ ACB=90, d. h. Dreieck
ABC ist rechtwinklig

64970 Aus AB=AD=ga folgt, daB das
Dreieck ABD gleichschenklig ist. Somit gilt
¥ABD= £ ADB=(180°—a):2=
=(180°—60°) : 2=60°. Dreieck ABD ist also
gleichwinklig und somit auch gleichseitig,
und es gilt AB=BD. Nach der Dreiecksun-
gleichung ist die Summe zweier Seiten eines
Dreiecks stets groBer als die dritte Seite.
Deshalb gilt

AB+AD=2a>BD und AB+BC=2a> AC.

W6 8971 Es sei F der FuBpunkt des vom
Punkt Q auf die Gerade g gefdllten Lotes,
und es sei F von P verschieden. Dann gilt
d=QF <QP, weil die Linge d des Lotes
QF Kkleiner ist als die Verbindungsstrecke
jedes von F verschiedenen und auf g liegen-
den Punktes mit Q.

"\

Fillt F mit P zusammen, dann gilt d=éF
=QF und g steht senkrecht auf PQ. Also
ist in diesem Fall der Abstand d des Punktes
Q von g am groBten.

W68972 Wegen 96=2°-3 hat der ge-
suchte groBte gemeinsame Teiler beider Zah-
len eine Primfaktorenzerlegung von der Form
2*-3”, wobei x und y natiirliche Zahlen
sind und x<5 und y <1 gilt.

Weil die Quersumme s =36 der zweiten Zahl
durch 3 teilbar ist, gilt y=1. Weil die aus
den letzten zwei Zillern der zweiten Zahl
gebildete Zahl 24 durch 4 und somit die Zahl
selbst durch 4 teilbar ist, gilt x=2. Denn
die zweite Zahl ist, weil 324 nicht Vielfaches
von 8 ist, nicht durch 8 teilbar. Der g g T.
beider Zahlen lautet somit 22 -3'=12.

W 6*973 Fiir die Quersumme s der finf-
stelligen Zahl gilt 4 + 8+ x+7+y=19+x+y.
Damit die [iinfstellige Zahl durch 3 teilbar
ist, muB x+ y bei Division durch 3 den Rest
2 lassen. Falls x bei Division durch 3 den
Rest 0 120t, muB y bei Division durch 3 den
Rest 2 lassen. Den Rest 0 lassen bei Division
durch 3 nur die Zahlen 0, 3, 6 und 9. Den
Rest 2 lassen bei Division durch 3 die Zahlen
2, S und 8. In diesem Fall erhalten wir
4-3=12 Losungen.

Falls x bei Division durch 3 den Rest 1 LiBt,
muB y bei Division durch 3 ebenfalls den
Rest 1 lassen. Es ist dies moglich fiir x=1
oder 4 oder 7 und fiir y=1 oder 4 oder 7.

In diesem Falle erhalten wir 3-3=9 L&-
sungen.

Falls x bei Division durch 3 den Rest 2
14B8t, muB y bei Division durch 3 den Rest 0
lassen. Dies trifft zu fiir x=2 oder 5 oder 8
und fiir y=0 oder 3 oder 6 oder 9. Wir erhal-
ten somit 3-4=12 Losungen.

Insgesamt besitzt die Aufgabe 12+9+12=33
Losungen.

W6*974 Es sei Winkel ¥ABC=, dann
gilt xCBP=XxPBA =éﬂ. Ferner gilt ¥ PQC

- -):BQD=90°——;-ﬁ als Scheitelwinkel. Im
rechtwinkligen Dreieck PBC gilt Winkel
<):CPB=90°—%ﬁ. Somit besitzt das Dreieck
PQC zwei kongruente Winkel, ndmlich
xCPQ= {CQP=90°—%[3. Da in einem

Dreieck gleichen Seiten auch gleiche Winkel
gegeniiberliegen, gilt CP=CQ, d. h., Dreieck
PQC ist gleichschenklig.

74975 Fiir jeden inneren Punkt Q des
Kreises k mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r gilt MQ<MA=r. Wir zeichnen
einen Kreis k' um M als Mittelpunkt mit

-dem Radius MQ, der AM =r in einem inne-

ren Punkt Q' schneidet. Da der Punkt Q'
Beriihrungspunkt der in Q' an den Kreis k’
gelegten Tangente ¢ ist und P und Q auf
verschiedenen Seiten von t liegen, ist
P—Q’<Iﬁ. Ferner gilt }TQ_’=ﬁ+A_Q’, also
PA<PQ'. Deshalb gilt auch PA<PQ.

74976 Angenommen es haben x Schiiler

die Note 4 erhalten, dann haben 2x Schiiler

die Note 2 erhalten und (23—3x) Schiiler

die Note 1. Demnach gilt

(23—3x)-14+2x-2+8-3+x-4_
31 B

23 -3x+4x+24+4x=62,

47+ 5x=62,

S5x=15,also x=3.

14 Schiiler erhielten die Note 1, 6 Schiiler

die Note 2, 8 Schiiler die Note 3 und 3 Schiiler

die Note 4.

2,

W 78977 Es seien F; FuBpunkt der Hohe
AF | zur Seite BC und F, FuBpunkt der Hohe
BF, zur Seite AC.Wegen xBF H= x AF,H
=90° liegt F, auf dem Thaleskreis iiber BH
und F, auf dem Thaleskreis iiber AH als
Durchmesser. Daraus folgt die folgende Kon-
struktion:

Wir zeichnen zunichst das Dreieck AABH
aus seinen drei Seiten AB=c=11 cm, AH
=6 cm und BH =7 cm. Danach zeichnen wir
den Kreis mit AH und den Kreis mit BH
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als Durchmesser. Die Gerade BH schneidet

den ersten Kreis in F,, die Gerade AH

den zweiten Kreis in F,;. Die Verbindungs-

geraden 4F, und BF, schneiden sich in C.
[

W7m978 Vor dem Verdunsten bestand
die Kochsalzlésung zu 99°/, aus Wasser
und zu 1°/, aus Kochsalz, d. h. sie enthielt
1g Kochsalz, da die Masse der Lasung
100 g betrug. Nach dem Verdunsten bestand
die Kochsalzlisung zu 2%/, aus Kochsalz
Aus 2:100=1:x folgt x=30; die Kochsalz-
l6sung besal nunmehr nur noch 50 g Masse.

W7*G479 Apgenommen es wurden a Re-
chenstdbe, b Zirkel und ¢ Zeichenhefte ange-
schalflt; dann gilt

10a+3b+05c= 100 | -2

a+ b+ e= 100 | -(=1)

Wa+6b+ c= 200

—a— b— ¢=-100]

19a+5h =100
Sh=100—15a—4a
B B 22

5

b ist genau dann eine natiirliche Zahl, wenn
a Vielfaches von 5 ist. Das Gleichungssystem
besitzt genau eine Losung, die den Bedingun-
gen entspricht, niimlichg=35,b=1und ¢=9%4.
Es wurden 5 Rechenstibe, 1 Zirkel und 94
Zeichenhefte cingekauft.

W 7980 Verldngert man im Dreieck ABC
die Seite AB tiber B hinaus bis D um BC=a,
so gilt AD=BC + AB=a-+c, und das Dreieck
DCE ist gleichschenklig. Beschreibt man
um C mit dem Radius AC=b einen Kreis,
so schneidet dieser die Seite AB wegen
b<e¢ in ¢inem inneren Punkt F, und es gilt
X CAF= ¥ CFA=g, ¥CFD=180°—¢ und
FD=a+c—b.
Daraus ergibt sich die folgende Konstruk-
tion:

&/

2 g
A FB b
Wir zeichnen eine Gerade g, legen auf ihr
einen Punkt A fest und tragen in 4 an g den
Winkel x=70° an. Die zu g im Abstand
h.=4 cm zn konstruierende Parallele schnei-
det den freien Schenkel von « in C. Der Kreis
um C mit AC=b als Radius schneidet £
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in F. Der Kreis um F mit dem Radius
a+¢—b=5cm schreidet g in D. Die Mittel-
senkrechte von CD schneidet g in B.

84981 Es sei x eine natiirliche Zahl mit
der geforderten Eigenschaft; dann ist ihr
Machfolger x+ 1, und es gilt

Sx=(x+1?+1, (1)
also  (x+ 1P+ 1=5x=0. (23
Wir setzen

fx)=E+1P+1-5x
und erhalten, wenn wir fiir x der Reihe nach
0, 1, 2, 3 einsetzen.

JO)= 14+1— 0=2,

fil)= 4+1- 5=0,

fiZ)= 9+1-10=0,

fi=16+1-15=2
Fiir x> 4 wird

fix)=(x+1){x+1}+1-5x

=5x4+1-5x>0,

da x+1Z5 und x+1>x ist
Also gilt fi{x)=0 nur fir x=1und x=2.
Daher sind die natiirlichen Zahlen 1 und 2
die einzigen natiirlichen Zahlen, die die ge-
forderte Eigenschaft haben.
Bemerkung: Wer schon quadratische Glei-
chungen 16sen kann, kann auch wie folgt vor-
gehen:
Man erhilt aus (2)

xF2x+141=5x=0,

x*—3x+2=0
und hieraus die beiden Losungen

84982a) DadasDreieck ABC rechtwinklig
mit y=907 ist, ist der Mittelpunkt D der
Hypotenuse AB pleichzeitig Mittelpunkt des
Umkreises dieses Drelecks (vgl. die Abb.).

£

A o 8

Daraus ergibt sich die Konstruktion:

Wir zeichnen die Hypotenuse AB=6cm
und konstruieren um den Mittelpunkt D
dieser Seite den Kreis mit dem Radius
r=3cm. Dann tragen wit an AB in A den Win-
kel x=30" an. Der [reic Schenkel dieses
Winkels schneidet den Kreis um D in dem
Punkt C. ABC ist das verlangte Dreieck.
b) Verldngert man die Seite BC iiber C
hinais um sich selbst bis zum Punkt E,
30 sind die Dreiecke ABC und ACE kon-
gruent, weil sic in zwei Seiten und dem
eingeschlossenen rechten Winkel iiberein-
stimmen. Daher gilt $ CEA= £ ABC=60",
d. h. das Dreieck ABE ist gleichseitig mit der
Seite ¢=6 em. Num ist der Flicheninhalt
eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite ¢

o
gleich E:E /3. Der Fliicheninhalt des Dreiecks

ABC ist halb so grof, also gleich
A=£ Ji:ﬁ Jicm2=2 J3cm?
8 8 2

27,79 cm?,
WEm93 Da die erste Aussage wahr ist,
lduft Sabine schneller als Gabriele. Daher
ist in der dritten Aussage die SchluBfolgerung
falsch, also mubB in dieser Aussage auch die
Voraussetzung falsch sein, d. h. Sabine lduft
micht schneller als Ellen. Es sind also zwei
Fille moglich:
a) Ellen liuft ebenso schnell wie Sabine.
Dann ist in der zweiten Aussage die Voraus-
selzung wahr, also auch die SchluBfolgerung
walir, d. h., Gabriele lduft schneller als Ellen,
also auch schneller als Sabine. Das wider-
spricht aber der ersten Aussage. Daher kann
dieser Fall nicht e¢intreten.
b} Ellen lduft schneller als Sabine. Dann ist
die Voraussetzung in der zweiten Aussage
falsch, also kann auch die SchiuBfolgerung
falsch sein, d. h. die zweite Aussage ist wahr,
Es sind also in diesem Falle alle drei Aussagen
wahr.
‘Wir erhalten daher das folgende Ergebnis:
Ellen HHuft schneller als Sabine, und Sabine
Huft schneller als Gabriele. Ellen liuft daher
am schnellsten von den drei Madchen, und
Gabriele lEuft am langsamsten.
W8 w984 Mii 35 Mihdreschern E 512
kinnen an einem Einsatztag 15-35 ha
=525 ha abgeerntet werden und mit y Mah-
dreschern E 175 an einem Einsatztag 4y ha.
Insgesamt konnen also an einem Einsatz-
tag (525 +4y) ha abgeerntet werden. Da die
gesamte Ernte (14000 ha) in t Einsatztagen
cingebracht werden soll, erhalten wir die
Gleichung
(525 +4y)t = 14000,
5250+ 4yt —14000,

4yt = 14000 525,

14000—=525¢ 3500
_}‘—T—'—T— 131,25

Damit haben wir schon die Anzahl y der
einzusetzenden Méhdrescher E 175 als Funk-
tion der Anzahl ¢ der Einsatztage dargestelit.
a) Bei 24 Einsatztagen (t=24) erhalten wir

y=22013125=1458. Es werden
also 15 Mihdrescher E 175 bendtigt.
b) Bei 25 Einsatztagen (t=25) erhalten wir

y=8,75 Es werden also 9 Mihdrescher

E 175 benétigt.

c) Bei 26 Einsatziagen {r=26) erhalten wir
y=337. Es werden also 4 Mzhdrescher
E 175 benstigt.

Fiir t=23 erhalten wir y=20,92. Da nur 18
Mihdrescher E 175 zur Verfiigung stehen,
kann also die gesamte Ernte nicht in 23 Ein-
satztagen eingebracht werden,

WE*IE5 Fiir n=0 gilt z=n!—1=0D1—1
=1—-1=0=02

Fiirn=1gilt z=1!1—1=0=0%,
Fira=2gltz=21—1=2—1=1=12



In diesen drei Fillen ist also jeweils z gleich
dem Quadrat einer natiirlichen Zahl
Nun sei r=3. Dann ist nl=1-2-3-...-n
durch 3 teilbar; also gilt n!'=3k wobei k
eine natiirliche Zahlist,undz=n!—1=3k—1.
Wire nun z=x* eine Quadratzahl, so wiire
wegen x =135 oder x=3s+1 oder x=35—1
=952 =3-{35%)
=035+ 12 =9s+65+1
=3-5(35+2)+1
xt=(3s— 1P =952 —6s+1
=3-s{Is—2)+1.
In jedem Falle wiire also z—x entweder
durch 3 teilbar oder wiirde bei der Division
durch 3 den Rest 1 lassen. Das steht aber im
Widerspruch zu der obigen Gleichung
2=3k—1.
Also ist fiir n=3 die Zahl z=n!=1 niemals
cine Quadratzahl. Daher ist z nur fiir n=0,
n=1 uod n=2 eine Quadratzahi.
Bemerkung: Wer mit Zahlenkongruenzen
rechnen kann, kommt mit dem Machweis,
dal z flir n= 3 keine Quadratzahl ist, schneller
zum Ziel:
Fiir n23 gilt z=n!=1=—=1{mod 3).

oder

oder

Mun folgt aus
x= 0{mod3) x*=0(mod 3}
x= 1{med3)} x*=1(mod 3),

x=-1{mod3) x*=1{mod 3}

In keinem Falle ist also z=x*=—1 (mod 3),
wobei der Nachweis erbracht ist.

W B*086 Wir filhren den Beweis indirekt,
nehmen also zuniéchst an, daB in einem Drei-
eck ABC die Hohe h, und die Seitenhalbie-
rende 5, zusammenfallen, Dann weisen wir
nach, daB dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Das steht aber im Widerspruch zu der Vor-
aussetzung, womit die Behauptung im 1. Fall
"{Hohe und Seitenhalbierende) bewiesen ist.
Entsprechend verfahren wir im 2. Fall (Héhe
und Winkelhalbierende) sowie im 3. Fall
{Seitenhalbicrende und Winkelhalbierende)
1. Fall: In dem Dreieck ABC mogen die
Hohe €D und die Seitenhalbierende CD
zusammenfallen (siche Bild 1).

Dann gilt $ADC= £CDB=90" und E
=DB. Wegen CD=CD folgt hieraus nach
dem Kongruenzsatz (sws)

AADC=ACDRB,
also AC=EC.
Daher ist das Dreieck ABC gleichschenklig,
[

Bild 1

A o 8

2. Fall: In dem Dreieck ABC mégen die

Héhe CD und dic Winkelhalbicrende CD

zusammenfallen (siche Bild 1).

Dann gilt £ 4DC= £ CDB=%0"und £« DCA4

= £ BCD. Wegen CD=CD folgt hieraus

nach dem Kongruenzsatz (wsw)
AADC=ACDB,

also R:B_C.

Daher ist das Dreieck ABC gleichschenklig,
3. Fall: In dem Dreieck ABC mégen die
Seitenhalbierende C—D und die Winkelhal-
bierende CD zusammenfallen (siche Bild 2).

C
Bild 2

A
8
B

Dann stimmen die Dreiecke 4DC und CDB
zwar in zwei Seiten {CD und CD sowie 4D
und DB} und einem Winkel {(£DCA und
£ BCD) iiberein, aber daraus kénnen wir
nach dem Kongruenzsatz (ssw) noch nicht
schlieBen, daB diese Dreiecke kongruent
sind; denn bei diesem Kongruenzsatz wird
vorausgesetzt, dall die Dreiecke in dem der
groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel
iibereinstimmen, was hier nicht zutreffen
muB, Wir miissen daher den Beweis fiir die
Kongruenz der Dreiecke ADC und CDB
anders fiihren. Angenommen, diese Dreiecke
seten nicht kongruent. Dann steht CD nicht
senkrecht auf 4AB. Wir errichten nun auf
CD in D die Senkrechte, die nicht mit AB
zusammenfilll und CA in 4’ sowic CB
in B" schneidet. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB
A’ ein innerer Punkt der Seite AC und B’
cin duberer Punkt der Seite BC ist. Dann
gilt #D=DB’, weil die Dreiecke 4'DC und
CDB’ kongruent sind (sww). Hieraus folgt
weiter AADA'=ABDE, weil diese Dreiecke
in zwei Seiten und dem cingeschlossenen
Winkel(Scheitelwinkel) iibereinstimmen.
Daher gilt ¥ DA'A= £ DB'B. Dicse Winkel
sind aber Wechselwinkel an den geschnitte-
nen Geraden CA und CB; also sind diese
Geraden parallel, was zu einem Widerspruch
fiihet, weil zwel Seiten eines Dreiecks nicht
parallel sein konnen. Damit ist bewiesen,
dab die Dreiecke ADC und CDB kongruent
sind und wegen AC = BC das Dreieck ABC
gleichschenklig ist.

Da in jedem der drei Fille das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, haben wir bewicsen, dafl
in einem nicht gleichschenkligen Dreieck
weder die Héhe und die Seitenhalbierende
noch die Hohe und die Winkelhalbierende
noch die Seitenhalbierende und die Winkel-
halbierende zusammenfallen kdnnen

54987 Durch Umformung erhalten wir

z=n"4+8n*—1

"=t dnt 1 4nT— (@t — 40’ +1)
a(n? + 20 —(2n? = 1)
=(n"+2n+2n* —1){n* +2n—- 20" + 1).

Wegen nz 1 pilt

4+ 2n+2nt—1z14+2+2—1=4 und

P+ 2n=2n4+1=n(n?—2n)+2n+1
=a(n*—2n+ 1) —-n+2n+1
=Hmn—1P+n+1Z14+1=2,

da n21 und n(n—1? 20 ist

Dic Zahl z JiBt sich also stets in zwei Fak-
toren zerlegen, die beide natiirliche Zahlen
und groBer als 1 sind. Damit ist bewiesen,
daB die Zahl z niemals eine Primzahl ist,

94988 Es seien ABCD ein regulires Tetra-
eder mit der Kantenlinge AB=2a und E
der FuBpunkt der von D ausgehenden Hohe
dieses Tetraeders (vgl. die Abb.).

D

e i -

4 2}
Dann ist E der Schnittpunkt der drei Héhen
des gleichseitigen Drciccks ABC, und es gilt

a= 2 Ia
BE=-2-2Z f3==
=3i3V? “ V3
Ferner gilt BD=2a, 'I.Ed wir erhalten fiir
die Linge h der Hobe DE des Tetraeders die
Gleichung

—— — W2
h=BD?— BEI:QQF—(%:I \‘J"E)
4

=dgt—_
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g 2 -
h =G\/;Z'3'ﬂ\."r6.

Da der Fliacheninhalt des gleichseitigen Drei-
ecks ABC

G=‘l—,f(2:1]2 J3=a* /3 betrigt, erhalten wir

8

at= gaz, also

fir das Volumen des Tetrasders ABCD
1 1 52w Ry e

V. =—Gh=-a*/3-Za,/a=2a%/2 1

T g M

Nun ist das Volumen eines geraden Kreis-

kegels mit dem Grundkreisradius a und der
Hiohe a gleich

2

= ]

Aus (1) und (2) folgt wegen \.*'5{3 <

1 1
Tv; = ;m a=-na

¥ =§a3\,“’2=§a3,j8 c%naa =¥,
d. h das Volumen des geraden Kreiskepels
ist gréBer als das Volumen des Tetraeders.
Fiir a= 10 cm erhalten wir z. B.

il 10002 em® 943 cm?,
b3
szgx-lﬂ{l{i em*=1047 cm?,

W 9w989 Um dic Losungsmenge der Un-
gleichung

9

——=3
L (1

zu ermitteln, miissen wir zwel Fille unter-
scheiden:

I Fall: x—2>0,d h. x=>2

Dann st die Ungleichung (1) fir alle x er-
fiilly, fiir die

9 =3x=-2),
9 =3x—-6,
3x£15, =x=5
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Wegen 5> 2 ist also in diesem Falle die Un-
gleichung (1) fiir alle reellen Zahlen x mit
x5 erfillt.

2. Fall: x—2<0,d. h. x<2.

Dann ist (1) fiir alle x erfiillt, fiir die

9 23(x—2),
9 23x—6,
3x215, x<5.

In diesem Falle ist also die Ungleichung (1)
fiir alle reellen Zahlen x mit x < 2 erfiillt.
Damit haben wir die Losungsmenge der
Ungleichung (1) erhalten; diese Losungs-
menge besteht aus allen reellen Zahlen x, fiir
die x <2 oder x =5 gilt.

W 9 w990 a) Wir erhalten die Gleichungen
475=m-0+n,
25=m-62+n, also
n=475 und m: 62+475=25, also
25—475 450
m= 2 - e —7,258.
Die gesuchte Funktion ist also durch den
folgenden Ausdruck definiert:
y=—17258x+475.

b) Fiir x, =25 erhalten wir
y1=—7258-25+475~294,

fiir x, =40 erhalten wir
y,=—17,258-40+475~185.

Die gemessenen Werte sind also etwas hoher
als die berechneten. Es ergeben sich die pro-
zentualen Fehler:

_320-294_ 26

=25, 5 = 26 0081=81°;

1 1“7 30 320 °

x,=40, 6, =20 "185_13 o075-757.
2200 200

Die Abweichungen von den gemessenen
Werten sind also, wenn man die Schwierig-
keiten bei der Messung in der Venusatmo-
sphire beriicksichtigt, mit 8,1°/, bzw. 7,5%/,
verhiltnisméBig gering, so daB mit Recht
ein linearer Verlauf der Funktion angenom-
men werden kann,

y ( Temperatur in °C)

500
y= ~7258x +475

400
Joo
200
1700

0 © 20 30 % 50 60 7
Hae in km

c) Die Abbildung zeigt den Graph der Funk-
tion. Die gemessenen Temperaturwerte sind
jeweils durch kleine Kreise gekennzeichnet.
Man erkennt auch hier, daB die gemessenen
Werte fir x;=25 und x,=40 nur wenig
von der Geraden abweichen. Es sei noch
bemerkt, daB fiir die MaBzahlen von x und y
Jjeweils ein anderer MaBstab gewihlt wurde,
damit der Verlauf der Funktion recht deutlich
wird.
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Kompliziertes Problem — einfache Lisamg
Der Minuend habe die Ziffernfolge a, b, c,
wobei auf Grund der Aufgabenstellung a>c¢
gelten soll. Der Subtrahend hat dann die
Ziffernfolge ¢, b,amit 0<a,c<9und 0<b=
<9.

Zur Subtraktionsaufgabe: In der Einerstelle
ist c—a nicht im Bereich der natiirlichen
Zahlen durchfiihrbar, d. h. die letzte Ziffer
der Differenz ergibt sich aus (10+4c)—a.
Hieraus folgt, daB die mittlere Ziffer der
Differenz 9 sein muB, denn 1+9+b=10+b.
Da die 10 in der Hunderterstelle ihre Beriick-
sichtigung findet, lautet die 1. Ziffer der Dil-
ferenz a—(c+1).

Hunderter Zehner FEiner

a b ¢

c b a

a—(c+1) 9 (10+c)—a Differenz
(10+c)—a 9 a—(c+1)

10 8 9 Summe

Zur Additionsaufgabe: Das Ergebnis in der
Einerstelle ist stets 9, in der Zehnerstelle stets
18, wobei die 1 in der Hunderterstelle be-
riicksichtigt wird, so daB hier das Endergeb-
nis 10 lautet.
b) Die erste Ziffer der Dilferenz ist nur dann
0, wenn a=c+1 ist Die Einerstelle lautet
dann stets (10+c)—(c+1)=9. Nur im Falle
0 9 9 steht also in der Differenz eine 0 an
der ersten Stelle, und es gilt dann

099

+ 990

1059
Alle Tassen im Schrank?
(Ubersetzt und bearbeitet v. Oberlehrer H.
Biichel, Zella-Mehlis)
Alle ,,Zahlenangaben* (R, r, d, H) verwirren
nur! Natirlich enthalt die ,,Stumpftasse*
mehr Flassigkeit. Die ,,Fehlmenge* ist bei
ihr nur ein Kegelstumpfvolumen (mit der
Hohe d), wihrend sie im anderen Fall ein
Zylindervolumen (mit der Hohe d) ist. Der
Unterschied im Volumen lieBe sich berech-
nen, aber danach ist nicht gefragt.

Verkettung

rla|d|i|u|s|clhle|n|kle]l
plr|ils|mla|ld{d|i|t]|i]o]|n
i|n|hlall|t]|elnlgle|ln|?t]|e
t|r plelzly|/|i|njd]le|r
Zshlenriitsel 7276 :  68= 107

= -+
21014+ 43=214
5175-2924=2251
Kryptarithmetik  (2+2)+3(6+6)=2>+6*
4 +3-12 =4 +36

4436 =40

40 =40

Silbenriitsel

Abbildung - Linear — Graph — Ordinate —
Rational — Intervall - Tangens — Hyperbel —
Monoton - Ursprung — Symmetrisch

Fiir Miihlespicler

Da beide Spieler nur noch drei Steine haben,
konnen sie mit ihren Steinen springen, statt
nur von einem Feld auf ein benachbartes zu
ziehen. Im ersten Zug springt ,, WeiB* mit dem
Stein vom Feld 21 auf Feld 2. ,,Schwarz
springt entweder (erster Fall) mit einemn seiner
Steine auf Feld 3 oder er fuhrt (zweiter Fall)
einen anderen moglichen Zug aus.

Im zweiten Fall wird ,,WeiB* bei seinem
zweiten Zug den Stein von Feld 11 auf Feld 3
setzen, damit eine Miihle und die Partie mit
seinem zweiten Zug gewinnen. Im ersten Fall
wird ,,WeiB*“ bei seinem zweiten Zug den
Stein von Feld 1 auf Feld 10 setzen.

Die nun méglichen Zige von ,Schwarz*
unterscheiden wir in der folgenden Weise:
Fall a: ,,Schwarz* springt mit einem seiner
Steine auf Feld 18.

Fall b: ,Schwarz* springt nicht mit einem
seiner Steine auf Feld 18.

Im Fall a springt ,,WeiB* von Feld 2 auf Feld
9, im Fall b von Feld 11 auf Feld 18. In beiden
Fillen a und b erringt ,, WeiB* e¢ine Mithle
und gewinnt die Partie im dritten Zug.

Magisches Zwitfeck
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Sportverlag

K.-H. Stichert

Schiilersport — Sportschwimmen
160S.,5—M

Das Selbsterlernen der Techniken der vier Wettkampf-
schwimmarten fur Schiller ist jetzt moglich! Ein

methodisch gut aufbereitetes Sportfachbuch, leicht-
verstindlich.

W. Lohmann
Schiilersport — Lauf, Sprung, Wurf

160S.,5—M

Ein programmiertes Schiilerfachbuch zum Selbst-
erlernen leichtathletischer Techniken und zum Selbst-
training.

N. Rogalski/E.-G. Degel

Schiilersport — Fufiball

160S.,5—M

FuBball ist ein Sportfachbuch fir Schiiler, mit dessen
Hilfe sie die einzelnen Techniken und grundlegendsten
taktischen Verhaltensweisen weitgehend selbstindig
erlernen kénnen. Der Stoff wird in programmierter
Form leicht faBbar dargeboten.

H. Rothert
Schiilersport — Ringen

160S.,5—M

Dieser programmierte Lernstoff fir die Hand des
Schiilers ist ein wesentlicher Beitrag zur Verbesserung
der Grundausbildung im Ringkampfsport. Dieses
Buch behandelt die olympischen Disziplinen Klassi-
scher Stil und Freier Stil.

Das Beste ist, Du iiberzeugst Dich selbst, indem
Du es ausprobierst.

nur sagen, daB diese sowjetische Kamera fiir
84,50 M vieles moglich macht. Sie ist eine
Kleinbildkamera, bei der sich

die Entfernungseinstellung und der Verschlu3
durch Symbole leicht erkennen lassen.
Sie hat Schnellaufzug und ein leistungs-
starkes 4/40 mm Objektiv.

Modern fotographieren —
einfach fotographieren
mit SL-System

©

-
Eine Kamera mit vielen Yorziigen

Smena SL

Heute kannst Du schneller und leichter fotografieren.

Ich habe mit der SMENA SL fotografiert und kann

~
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Uber das Symbol
der X. Weltfestspiele
der Jugend und Studenten

Der rot gedruckte Teil des abgebildeten ver-
einfachten Symbols der X. Weltfestspiele der
Jugend und Studenten symbolisiert die finf
bewohnten Erdteile und das Recht  ihrer
Menschen auf Gleichberechtigung. Dieser
Teil wird begrenzt von finf kongruenten
Kreisbogen, von denen je zwei benachbarte
" Kreisbogen jeweils gemeinsame Endpunkte
haben, die simtlich auf einem Kreis liegen.
Der schwarz gedruckte Teil des abgebildeten
Symbols, der die Erdkugel darstellt, besteht

aus einem Kreis, zwei senkrecht aufeinander
stehenden Durchmessern dieses Kreises und
einer Ellipse, mit einem dieser Durchmesser
als Hauptachse und der halben Linge des
zweiten Durchmessers als Nebenachse.
Unter Beachtung dieser Angaben haben wir
fir unsere interessierten Leser folgende Auf-
gaben zusammengestellt:

541077 Zeichne mit Zirkel, Lineal und
Winkelmesser das Bild des rotgedruckten
Teiles des abgebildeten Symbols der X. Welt-
festspiele der Jugend und Studenten! Der
Radius des Kreises, auf dem die Endpunkte
der kongruenten Kreisbogen liegen, betrage
r=4cm.

641078 Die abgebildete Ellipse LiBt sich

niherungsweise durch zwei kongruente Kreis-
bdgen ersetzen, die einen der beiden Kreis-
durchmesser al§ gemeinsame Sehne haben
und die die auf dem anderen Durchmesser
liegenden Radien halbieren. Es ist diese
Naherungskonstruktion fiir den Durchmesser
des Kreises d=7 cm auszufiihren.

741079 Vervollstindigt man die im rot-
gedruckten Teil des abgebildeten Symbols
dargestellten funf kongruenten Kreisbogen
zu vollstindigen Kreisen, so schneiden sich
diese Kreise in weiteren funf Punkten. Wel-
che Figur wird durch diese weiteren finf
Schnittpunkte bestimmt?

841080 Im schwarzgedruckten Teil des
abgebildeten Symbols werde die dem Kreis
einbeschriebene Ellipse durch zwei kon-
gruente Kreisbogen ersetzt, die den einen der
abgebildeten Durchmesser als gemeinsame
Sehne haben und die die auf dem anderen
Durchmesser liegenden beiden Radien hal-
bieren. Es ist der Abstand des Mittelpunkts
des dargestellten Kreises vom Mittelpunkt
des zu einem der Kreisbogen gehdrigen
Kreises zu berechnen.

941081 Die im schwarzgedruckten Teil
des abgebildeten Symbols dargestelite Ellipse
ist das durch senkrechte Eintafelprojektion
entstandene Bild eines Lingenkreises des
Erdglobus, wobei die zugehorige Bildebene
die Ebene ist, in der der dargestellte Kreis
liegt. Welchen Winkel bildet die Ebene, die
den Lingenkreis enthilt, mit der Ebene, die
den dargestellten Kreis enthalt?

10/1241082 Es sei s aie Verbindungs-
strecke (Sehne) der beiden Endpunkte eines
der im rotgedruckten Teil des abgebilde-
ten Symbols dargestellten finf kongi'uentcn
Kreisbogen und r der Radius des Kreises,
auf dem simtliche Endpunkte dieser Kreis-
bogen liegen. Es ist zu zeigen, daB s und r
der Gleichung

r =

geniigen. Th. Scholl/W. Trager

I Prag (20. 7. bis 17. 8. 1947)

Es war die erste Zusammenkunft der fried-
liebenden Weltjungend nach dem zweiten
Weltkrieg, die den unbeugsamen Willen, ihre
im Kreg geschmiedete Einheit aufrechtzu-
erhalten und fir Frieden und Demokratie
zu wirken, manifestierte. (17000 Teilnehmer
aus 72 Landemn)

II Budapest (11. bis 18. 8. 1949)

Das Festival unter der Losung ,,Jugend, ver-
einige dich! Vorwirts fir einen dauerhaften
Frieden, Demokratie, nationale Unabhan-
gigkeit und eine bessere Zukunft der Volker!*
(10000 Teilnehmer aus 82 Lindern) Erst-
malig war eine Delegation unserer FDJ ver-
treten, die am 21. 3. 1948 in den WBDJ auf-
genommen wurde.

IIT Berlin (5. bis 19. 8. 1951)

Dieses Festival bewies das Vertrauen der
demokratischen Weltjugend in die Jugend
des ersten deutschen Arbeiter- und Bauern-
staates. (26000 Teilnehmer aus 104 Lindern)
Im Zentrum aller Veranstaltungen stand der
Kampf gegen Atomwaffen und fir das Ver-
bot der Massenvernichtungsmittel.

IV  Bakarest (2. bis 16. 8. 1953)

Das Festival stand im Zeichen eines groBen
Sieges der Weltfriedensbewegung, des Waf-
fenstillstandes in Korea. (30000 Teilnehmer
aus 111 Lindern)

von Prag bis Berlin

V  Warschau (31. 7. bis 14. 8. 1955)

Im Mittelpunkt stand der Kampf gegen die
aggressiven imperialistischen Militirpakte.
(30000 Teilnehmer aus 114 Lindern)

VI Moskau (28. 7. bis 11. 8. 1957)

Das Festival im ersten sozialistischen Staat
der Welt stand im Zeichen des Kampfes gegen
Kolonialismus und Militarismus fiir [(ried-
liche Koexistenz zwischen Staaten unter-
schiedlicher Gesellschaftsordnung. (34000
Teilnehmer aus 131 Lindern)

VII Wien (24. 7. bis 4. 8. 1959)

Zum ersten Male fanden damit Weltfest-
spiele in einem kapitalistischen Staat statt.
Trotz aller Provokationen des Gegners wur-
den sie dank der Uberzeugungskraft der
ihnen zugrunde liegenden Idee und der
Disziplin der Teilnahmer ein Erfolg.

(18000 Teilnehmer aus 112 Landern)

VI Helsinki (28. 7. bis 6. 8. 1962)

Die Jugend demonstrierte ihren Willen nach
Frieden und Freundschaft zwischen den
Voélkern, fiir Einstellung der Kemwaffen-
versuche, fiir Verbot der Atomwaffen. (18000
Teilnehmer aus 137 Landern)

IX Sofia (28. 7. bis 6. 8. 1968)

Losung: ,, Fur Solidaritat, Frieden und
Freundschaft'. Die FDJ-Vertreter iibergaben
der vietnamesischen Delegation 2,3 Mio
Mark als Ergebnis der Aktion ,,Eine Schiffs-
fracht fir Vietnam*. (18000 Teilnahmer aus
142 Lindern)
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Mathematik
und Physik

Die Mathematik spielt in unserem Leben eine immer
gréBer werdende Rolle. Es gibt kaum einen wissen-
schaftlichen oder gesellschaftlichen Bereich, der ohne
Mathematik bestehen kann. Immer stirker dringen
mathematische Methoden und Verfahren in andere
Wissenschaften ein. Besonders die Physik — hier ist
die mathematische Betrachtungsweise schon Tradi-
tion, weil von Beginn des physikalischen Forschens
an iiblich und notwendig — ist ohne Mathematik
nicht denkbar.
Mathematik soll kein Selbstzweck sein. Natiirlich ist
es reizvoll, logische Operationen mit formalen mathe-
matischen Symbolen durchzufiihren. Doch dabei
sollen wir vor allem die Kenntnisse und Fertigkeiten
erwerben, die wir bendtigen, um unsere Umwelt ver-
stehen und beherrschen zu konnen.
In der Physik werden physikalische Erscheinungen
und Vorginge durch mathematische Symbole be-
schrieben. Die physikalische Erkenntnis ist im all-
gemeinen erst durch die mathematische Fassung voll-
stindig, weil sich die physikalischen Erscheinungen
mathematisch in ihrem Wesen tiefer und vollstindiger
und in sehr kurzer und damit iibersichtlicher Form
erfassen lassen.
Doch die Interpretation mathematisch gefaBter physi-
kalischer Ergebnisse ist nicht immer einfach und
mubB erst erlernt werden. Viele Schiiler glauben, daB
die Ableitung physikalischer Formeln nur das Ziel
verfolgt, spiter mit ihrer Hilfe physikalische Aufgaben
16sen zu konnen. Das ist eine sehr einseitige Betrach-
tungsweise der mathematischen Durchdringung der
Physik. Hinter den Formeln verbergen sich ganz exakte
Aussagen liber die Natur; physikalische Erscheinun-
gen und Prozesse werden dadurch viel genauer als
durch Worte beschrieben.
Wir wollen das an einigen Beispielen zeigen:
1. Das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik lautet:

F=m-a
Kraft ist gleich dem Produkt aus Masse und Beschleu-
nigung.
1.1. Gilt F=0, d. h. wirkt auf einen Korper der Masse
m keine Kraft ein, so gilt

m-a=0. Wegen m=0 ergibt sich a=0.

Die Beschleunigung ist 0, d. h. die Geschwindigkeit
verandert sich nicht; der Korper bleibt in Ruhe oder
in geradliniger, gleichférmiger Bewegung, wenn auf
ihn keine Kraft einwirkt. Das bekannte Trigheitsgesetz
ist also ohne Miihe durch einfache logische Operatio-
nen mit mathematischen Symbolen aus dem New-
tonschen Grundgesetz ableitbar.
1.2. Wird die auf einen Korper einwirkende Kraft
verdoppelt, so ergibt sich nicht nur die oft benutzte
qualitative Aussage, daBl dann die Beschleunigung a
auch groBer werde, sondern aus dem Grundgesetz
folgt, daB dann auch a verdoppelt wird. Kraft und
Beschleunigung verindern sich proportional.

F~a mit m=konst.
Dabei ist die Zusatzbedingung m=Xkonst. zu beach-
ten, wie das folgende Beispiel zeigen soll.
2. Das Ohmsche Gesetz besagt: U~1
Wenn die Spannung U verdoppelt wird, verdoppalt
sich auch die Stromstirke I; verdreifacht man die
Spannung, muB sich auch die Stromstirke verdrei-
fachen usw.

Aufgabe 1: Ein Experiment mit einer Lampe aus dem
Elektrik-Schiileriibungsgerdt ergab folgende MeB-
werte:

Nr. U(nV) I(inA)

1 2. 0,10
2 4
3 6

Erginzt die Tabelle, indem ihr iiberlegt, welche Strom-
stirkewerte zu erwarten sind, wenn U~ gilt. Die in
Wirklichkeit gemessenen Werte sind der unteren
Tabelle zu entnehmen:

Nr. U(@{nV) I(inA)

1 2 0,10
2 4 0,16
3 6 0,21

Das Ergebnis entspricht nicht der Erwartung. Die
Stromstirke wird mit wachsender Spannung zwar
auch groBer, doch verindern sich beide GroBen nicht
proportional. Die Ursache fiir den Widerspruch
zwischen Voraussage und Ergebnis ist darin zu
suchen, dal} bei der Voriiberlegung gegen ein mathe-
matisches Gesetz verstoBen wurde:

U~ I gilt nur, wenn R=konst. gilt.
Das bedeutet, daB alle den Widerstand beeinflussen-
den Faktoren konstant bleiben. Bei unserem Versuch
dndert sich aber mit wachsender Stromstirke die
Temperatur der Heizwendel der Lampe, der Wider-
stand wird damit gréBer. Die Stromstirke muB3 also
hinter den vorausgesagten Werten zuriickbleiben.
Fiihren wir den gleichen Versuch mit dem Bauelement
Konstantandraht des SEG Elektrik durch, erhalten
wir die erwartenden Werte, da der Widerstand des
Konstantandrahtes fast temperaturunabhingig ist.
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Nr. U(@mV) I(inA)

1 2 0,12
2 4 0,23,
3 6 0,35

Eine Verdopplung der Spannung zieht also auch eine
Verdopplung der Stromstirke nach sich.

3. Im Gleichstromkreis berechnet man die Leistung
mit Hilfe der Formeln '

P=U-1 bzw. wegen (1)
U=I‘R
P=PF-R 2

Aufgabe 2: Beantworte folgende Frage:
In einem Stromkreis mit einem Festwiderstand aus
Konstantandraht wird die Stromstirke verdoppelt.
Wird die Leistung P
a) auch verdoppelt wegen P~ T aus Formel (1)
b) vervierfacht wegen P~ F aus Formel (2)?
5 sei noch darauf hingewiesen, daB diese Uberlegun-
gen bei der Ubertragung von Elektroenergie eine
groBe Rolle spielen. Da die Leistungsverluste vom
Quadrat der Stromstirke abhingen, muB bei kon-
stanter iibertragener Leistung die Stromstirke recht
klein gehalten werden, die Spannung wird entspre-
chend hoch transformiert. Wird die Stromstirke
auf die Hilfte herabgesetzt, gehen die Ubertragungs-
verluste auf den vierten Teil zuriick. ,
4. Die allgemeine Zustandsgleichung idealer Gase
lautet: p-V_po-Vo
T T,
Ohne experimentelle Untersuchungen kénnen durch
rein mathematische Uberlegungen aus der Zustands-
gleichung physikalische SchluBfolgerungen gezogen
werden; die in der Praxis eine groBe Rolle spielen.
Wir untersuchen zuerst den Quotienten

u=konst.
c

=konst.

gebildet aus den formalen Symbolen q, b und ¢!
a) Aus.a=konst. fol_gt gzkonst. oder b~¢

b) Aus b=Kkonst. folgt g=konst. odera~c

¢) Aus c=konst. folgt ab=konst. oder a~%

Aufgabe 3: Ubertrage diese Uberlegungen formal
auf die allgemeine Zustandsgleichung! Erginze dazu
folgende Tabelle:

Bedingung (Name der | Gesetz |Propor- | Anwendungs-
Zustands- tionali- | beispiel
dnderung tit

p=konst.|isobar Vi _T,|V~T | Gasthermo-

vV, T, meter

V —konst '

T =konsl { !

5. Viele physikalischen Formeln entsprechen den im
Mathematikunterricht behandelten Funktionen, sie
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haben nur ein spezielles, ein physikalisches Gewand.
Die Kenntnisse aus der Funktionslehre kann man bei
ihrer Behandlung und grafischen Darstellung anwen-
den. Beispiele:

1. Das Boylesche Gesetz lautet: p - V=Jkonst. mit
T=konst.

2. Fiir die Schwingungsdauer T des Fadenpendels gilt

T=27r\/z
g

Aufgabe 4: Erginzt folgende Tabelle!

Formel Abhing. | formale|Def. |Giiltig- | grafische
GroBen | math. |Bereich]keits- | Darstellung
‘Funk- bereich
tion
T= |
konst. |\ v
¢ :
pV= p=flv)|y== |v>0 |ideales
x Gas
konst. T
{ ‘
T=2n f 1
g

Das /-T-Diagramm der Pendelschwingung kann leicht
durch experimentelle Bestimmung einiger Werte-
paare von T=f{/) iiberpriift werden.

Das war nur ein kleiner Ausschnitt, der die starke
mathematische Durchdringung der Physik zeigen
Mathematisches Wissen und Konnen sind Voraus-
setzungen zur Erfassung physikalischer Probleme.
Wir sollen uns an der Schonheit und Strenge mathe-
matischer Betrachtungen und Ableitungen erfreuen,
doch dabei nicht vergessen, daB wir sie vor allem des-
halb betreiben, weil sie uns die Hilfsmittel zur besseren
Erkenntnis der Natur und unserer gesamten Umwelt
liefern sollen. E. Mittmann



Eine interessante,

aber schwierige
Aufgabe

Unser Leser, Herr Schulz, Fachlehrer fir
Mathematik in Rotta, Kr. Bitterfeld, sendet
uns die folgende geometrische Aufgabe, die
insofern recht interessant ist, als sie zu einer
transzendenten Gleichung [iihrt, deren Lé6-
sung nur mit Niherungsmethoden méglich
ist:

Aufgabe:

bstand M ; M, der Mittelj

, k, zu berecl

Wir bezeichnen den Mittelpunkt der Strecke
M M,, der gleichzeitig der Schnittpunkt
der aufeinander senkrecht stehenden Geraden
MM, und 4B ist, mit M und setzen
MM,=x, X MM,A=¢ (vgl. Abb. 2).

Dann gilt M,A=rund

X
cosp ==, also x=rcos ¢,
r

sin ¢p=—w¥, also MA=rsin @.
r

Ferner bezeichnen wir den Flicheninhalt
des durch die Radien M,4 und M,B sowie
durch den im Innern des Kreises k, liegenden
Kreisbogen AB des Kreises k, begrenzten

Kreissektors mit §; und den Flicheninhalt

des Dreiecks ABM, mit D,. Dann gilt:
§,:r*n=2¢:2n, also S, =r%p;
D;=MA-x=r-sing -rcosp=

2
=r?sing cose =% sin 2¢.

Daraus folgt, daB der Flicheninhalt des zu
dem Sektor S, gehdrenden Kreissegments

gleich s 2
Sl —Dl =r (p—; sin 2¢p=

1.
=r? ——st)
(o-Lse

ist; daher gilt fiir den Flicheninhalt des
mittleren Flichenstiicks

A,= 2r2 («p - % sin 2¢p) . Ferner gilt

A=A =mri—4,
Daraus folgt wegen A, =A4,=A4,
nrl—A,=A4,, 24,=nr?,

4r? ((p —% sin 2cp)=nr’,

1. n
——-sin2¢—-=0. -
= fin 2p—=

Aus dieser Gleichung 148t sich ¢ berechnen
und daher auch wegen M, M, =2r cosp der
gesuchte Abstand M, M,.

Da .in dieser Gleichung aber sowohl ¢ als
auch sin 2¢ vorkommt, ist die Berechnung
mit den bekannten Methoden der Gleichungs-
lehre nicht méglich. Es handelt sich nimlich
um eine sogenannte transzendente Gleichung,
da die Variable ¢ sowohl linear als auch
als Funktionswert der Sinusfunktion auf-
tritt.

Wir miissen daher eine Niherungsmethode
anwenden, mit deren Hille wir ¢ mit einer
beliebigen Genauigkeit bestimmen konnen.
Wir beachten, daB ¢ im BogenmaB einzuset-
zen ist und setzen

flo) =o —% sin 2¢ —g' Wir erhalten

10 =—§= —0,7854,

1. n
=f(1,0472)=2—Zsin60°-% =
f( ) 3 2 3

=-0,1712,
=f(l,5708)=§—0—

T_m_

4 4
=0,7854.

Der gesuchte Wert von ¢ liegt also zwischen

1,0472 und 1,5708.

Wir interpolieren und erhalten den besseren

Niherungswert

0, =1047+0,524- 2171

0,957
=1,047+ 0,094 = 1,141. Wir erhalten
f(L,141)=1,141 —% sin 2,282 0,785=

= —0,023.
Dieser Wert ist noch etwas zu klein; wir
interpolieren noch einmal und erhalten den
besseren Niherungswert
0,=1,141+0094- 208 _
0,194
=1,141+0,011=1,152.

Wir erhalten
f(1,152)= —0,005.
Wir interpolieren noch einmal und erhalten
@3 =1,155 =66,2° mit f (¢)=0,000.
Damit haben wir einen Niherungswert fiir
@ erhalten, dessen Genauigkeit fur die prak-
tische Rechnung ausreicht Wir erhalten
weiter den gesuchten Abstand der Mittel-
punkte der beiden Kreise
M M, =2r-cos 66,2°=2r- 04035=
=0,807r=0,807-5cm
=4,035cm.
Wir bemerken noch, da88 die Funktion fle)

in dem Intervall 0§¢§§ nur eine Null-

stelle hat; die gestellte Aufgabe hat also genau
eine Losung Das ergibt sich auch aus der
Anschauung, weil beim Auseinanderriicken
der Mittelpunkte der Flicheninhalt von A4,
kleiner und der von A4, bzw. A, groBer wird;
das Umgekehrte ist der Fall, wenn die Mittel-
punkte zusammenriicken.

Ubrigens konnen wir uns durch Auflegen
eines quadratischen Rasters und Auszihlen
bzw. Abschitzen der Quadrate in Abb. 2
davon iiberzeugen, daB tatsiichlich die Fli-
cheninhalte der drei Flichenstiicke gleich
sind. .

Zum' SchluB bemerken wir noch, daB wir,
wie in der angewandten Mathematik iiblich,
bei den obigen Rechriungen Gleichheits-
zeichen gesetzt haben, obwohl wegen der
Rundungen (auf vier bzw. dre: >icllen nach
dem Komma) die Zahlenwerte jeweils nur
angenihert gleich sind. R. Liiders

Vorbildlicher Kreisklub

Seit Jahren betreut unser alpha-Leser und
Mitarbeiter Reinhard Schulz aus Rotta, Kreis
Grifenhainichen, an seiner Oberschule eine
Arbeitsgemeinschaft Mathematik. Durch die
regelmaBige Teilnahme am Wettbewerb der
Zeitschrift alpha und durch eine rege Akti-
vitit beim Ldsen komplizierter Aufgaben
erzielten seine Schiiler bei Kreisolympiaden
sehr bald vorbildliche Leistungen. Deshalb
beauftragte ihn der Kreisschulrat im Mirz

- 1972 mit der Bildung des Kreisklubs zur

Foérderung aller talentierten Schiiler der
5. bis 8. Klassen.

Den 120 Jungen Mathematikern, die in drei
Stitzpunkten des Kreisgebietes wochentlich
bzw. 14tiglich zusammentreten, stellt Kollege
Schulz neben dem laufenden alpha-Wett-
bewerb unter anderem geometrische Pro-
bleme zur Losung. Besonderen Anklang
finden beispieslweise solche A\ifgaben, in
denen die Kongruenz oder die Gleichheit
von Flichen zu beweisen ist. In dieser
Richtung liegt auch das auf Seite 75 darge-
legte Problem, das in der Arbeitsgemein-
schaft -aufgeworfen wurde, jedoch mit den
Mitteln der Schulmathematik in den Klassen
5 bis 8 noch nicht l6sbar ist. Redaktion alpha
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Ein Verfahren zur Abspaltung
linearer und quadratischer Polynome

LdBt sich von einem Polynom f(x)=
X"+a, X" '+, +ax+ax+a,,

dessen Koeflizienten a,.,, ..., 43, ;, ao gege-
bene ganze Zahlen sind, ein Linearfaktor
X —to abspalten, t, ganzzahlig, so erhilt man
(x—ta) (X" 1t b, X" 2+ 4+ by)=
=x"+a,_ x" "1+, +a;x+a,.

Hierbei ist tohg=a,. Es gilt also to|ao (to
teilt ay) und (x—tp)|f(x) fiir jede ganze
Zahl x.

Setzt man also in f(x) fiir x eine bestimmte
ganze Zahl m ein, dann muB, falls die Ab-
spaltung eines Linearfaktors x—t, moglich
ist, neben t, | a, gelten:

(m—to)|f(m), d h. es muB die Gleichung
m—ty=t, [ir einen gewissen Teiler ¢, von
f(m) und ein gewisses ¢, erfiillt sein.

Hieraus folgt die Bedingung (L,)t.+t=m
fir die Abspaltung eines Linearfaktors x —¢,
von f(x).

Unter den Teilern ¢, von a, kommen mithin
nur diejenigen in Frage, zu denen es einen
Teiler t,, von f(m) gibt, so daB durch (t,, to)
die Bedingung (L,,) erfiillt ist. Dadurch wird
i. a. die Anzahl der in Frage kommenden ¢,
bereits eingeschrinkt und man kann unter
diesen eine ,,2. Auslese” treffen, indem man
eine weitere ganze Zahl m'+m wihlt und
nach denjenigen t, sucht, die — mit geeig-
neten Teilern ¢,,, von f(m’) — auch noch der
Bedingung (L,,) : t,.. +to =m geniigen. Damit
kann man sukzessive zu wenigen méglichen
Teilern t, von a, gelangen. Ob sich nun mit
einem dieser t, tatsichlich ein Linearfaktor
abspalten 148t, kann nur durch Uberpriifen,
ob (x—to) | f(x) bzw. ob f(t,) =0, entschieden
werden.

Beispiel: f(x)=x"—13x%-34x5+ 61x*
—14x®—32x2 +267x — 180
a) m=1 f(1)=56

L)) t,+t,=1
to/180,also to= 11, +2, +3, +4, +5,
+6, +9, +10, +12, +15, +18, +20, +30,
+36, +45, +60, +90, +180.
t,/56, also t;=+1, +2, +4, +7, +8, +14,
+28, 156
Die Bedingung (L,) wird nur von den fol-
genden geordneten Zahlenpaaren erfiillt:
{tn to)=(+2, =1), (=1, +2), (-2, +3),
(+4, =3), (-4, +5), (+7, —6), (-8, +9),
(— 14, +15).
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Es sind also nur noch die folgenden 8 Teiler
zu iiberpriifen:
to=—1, +2, +3, =3, +5, —6, +9, +15.
b) m=—-1 f(—-1)=-384

(L_y)  tog+teg=—1
t_y|—384,als0t_,=+1, £2 +3, +4, 16,
+8, +£12, +16 usw.
Weitere Teiler kommen wegen der Bedin-
gung (L_-,) nicht in Frage. Die Bedingung
(L -,) wird von den geordneten Zahlenpaaren
(e_y, to)=(-3, +2), (-4, +3), (+2 -3),
(—6, +5),(—16, +15)
erfiillt.
Es bleiben folgende 5 Teiler zu iiberpriifen:
to=+2, +3,+5, +15.
c) m=+2 f(2)=-702

(Lz) ta+to=2 i
;| =702, also t;==+1, +2, +3, +6, 19,
413 usw.

Die Bedingung (L,) wird von den geordneten
Zahlenpaaren (t,, to)=(—1, +3), (-3, +5),
(—13, +15) erfiillt. Die Zahl der méglichen
Teiler sind nur noch tg=+3, +5, +15.
d) m=-2 f(-2)=374

(L.3) t_p+te=-2
Wegen der geringen Anzahl von mdoglichen
Teilern t, empfiehlt es sich, auf Grund der
Bedingung (L -,) zu iiberpriifen, ob —5, —7
oder — 17 Teiler von 374 sind. Nur¢_,=—17
teilt 374. Das geordnete Zahlenpaar (t_,, to)
=(—-17, + 15)‘ erfiillt als einziges die Bedin-
gung (L_,).
Es ist nun zu priifen, ob f(15)=0 bzw. ob
x— 15 ein Teiler von f(x) ist.
Die Division mit Rest von f(x) durch (x—15)
ergibt die Zerlegung
x7—13x6 — 34x5 + 61x* — 14x3 — 322 + 267x
—180=(x—15) (x® +2x5 — 4x* 4+ x* + x?
—-17x+12)
Wie das Verfahren erkennen liBt, ist eine
weitere Abspaltung eines Linearfaktors nicht
maglich.
Hat ein Polynom g(x) rationale Koeflizienten,

so 148t es sich stets in der Form g(.vc)=1 S (x)
v

schreiben, wobei f(x) ein Polynom mit ganz-
zahligen Koeflizienten ist; man braucht dazu
fir v nur ein gemeinsames Vielfaches der
Nenner aller (rationalen) Koeflizienten von
g(x) zu nehmen. Finen Linearfaktor von
g(x) abspalten heift demzufolge einen solchen

von f(x) abspalten. Dieses Problem wurde
bereits behandelt fiir den Fall, daB der
Koeflizient der héchsten Potenz gleich 1 ist.
Im allgemeinen Fall fragt man nach der
Maglichkeit, einen Linearfaktor t,x —t, vom
Polynom f(x)=a,x"+...+a, abzuspalten:
S(xX)=ax"+a,_,x""'+..+a;x+ a,
=(tx—to) by 1 X"~ ' +...+ by x+by);
|a, | >0.
Hierbei ist tobg=a¢ und t,b,_, =a,.
Also gilt: to|ay, t,|ae (t,x—to)|f(x). Setzt
man wieder fiir x eine bestimmte ganze Zahl
m ein und bezeichnet die Teiler von f(m) mit
t. S0 muB fir ein gewisses t, und fir ein
gewisses t,, die Gleichung t,m—t,=t,, erfiillt
sein.

Hieraus folgt die Bedingung

(La"™ tw+to=tum; t)f(m), to/aq, tja,
LiBt man ¢, der Reihe nach die Teiler von
a, durchlaufen, so kann fiir jedes einzelne
t, das oben angegebene Verfahren benutzt
werden.

Es gilt:

Wenn t,x —t, bzw. t,x+1t, teilt f(x),

so auch —t,x+1t, bzw. —¢,x—¢, teilt f(x).
Es brauchen also nur die positiven Teiler
t, von g, untersucht zu werden.

Beispiel :

J(x)=3x%—8x% + 5x* + 6x3 + 5x% + 14x —65.
Wegen ¢, | a,, d. h. hier t,| 3 kommen nur die
beiden Linearfaktoren x—t, und 3x—t, als
Teiler von f(x) in Frage:

1. Fall: t,=1 (L.) ta+to=m
2. Fall: £,=3 (L) t,+to=3m
Zum 1. Fall:
a) m=1 f(l)=—40

(LY t+1,=1

t,==1, £2, +4, +5 18, +10, +20, +40
to=+1, +5, +13, +65
Die Bedingung (L}) wird nur von den beiden
Paaren erfullt:
(t, to)=(+2, —1),(—4, +5)
by m=-1 f(—1)=-64

(L) o +t=~1
t_y=+1, +2, +4, +8, +16, +32, +64.
Wegen f(—1)= —64 bleibt nur t,=+5 zu
iiberpriiffen. Da hierzu kein Teiler t_,; exi-
stiert, so daB Bedingung (L' ,) erfiillt ist,
kann kein Linearfaktor x—t, abgespalten
werden.



Zum 2. Fall:
a) m=1 f(1)=-40
(LY ti+tp=3

t,, to wie unter a) zum 1. Fall.
Die Bedingung erfiillen die Zahlenpaare
(ty, to)=(+4, —1), (=2, +5), (+8, =9)
(—10, +13)
m= — 1 ergibt fiir ¢, keine weitere Einschrin-
kung
b) m=2 f(2)=47
(L} t+1,=6
t,=+1, +47.

Nur (¢5, to)=(+1, +5) erfiillt dic Bedingung

(L3). Die Division mit Rest von f(x) durch

(3x—5) fiihrt auf die Zerlegung

Ix® —8x5 + 5x* 4+ 6x3 +5x2 + 14x— 65

=0B3x—5){(x*—x*+2x2+5x+13)

Die Abspaltung eines weiteren Linearfak-

tors ist nicht méglich. Wir wenden uns nun

der etwas schwierigen Frage nach der Ab-

spaltbarkeit eines quadratischen Polynomes

vom Polynom f(x) zu. Fiir das Polynom sei

folgende Zerlegung moglich:

f()=x"4+a,_(x""1+...+a,x+ay=

=(x24+byx+by (X" 2+...4+c1x+co).

Es wird zunichst wieder a,=1 vorausgesetzt

und ferner, daB alle auftretenden Koeflizien-

ten ganzzahlig sind Fiir x werden bestimmte

ganze Zahlen m und r eingesetzt (m, r+0)

Dann gilt:

tm=g(m)=m?+ b ni+ by mit

bo=tq, to | ag, tm | f(m)

t, =g(r)=r?+b,r+b, mit

bo=to,to | ao, t.|f(r).

Multipliziert man die erste Gleichung mit r

und die zweite mit m, so ergibt sich
rtn,=rm?+b;rm+rb,
mt,=r’m+b,rm+mb,

Subtraktion bzw. Addition beider Gleichun-

gen ergibt die Bedingungen

rt,,—mt,=rm?>—r*m+(r—m)b, bzw.

rt,+mt,=rm*+r*m+2rmb, +(r+m) by

Setzt man r=1 und m= —1, so erhilt man

die Bedingungen

Q) t-1+t,=2+2t mit bo=1,

t_,—t,=—2b,alsob, =155t

Beispiel :

S(x)=x8+5x7 +10x% 4+ 6x° —8x* —5x> +
+3x%+9x+15

m=1 f(1)=36 und m=-1 f(—1)=6

to =+1, £3, +5, +15

ty =+1, +2, 13, 14, £6, +9, +12, +18,
+36

t.,=x1,+2, £3, +6

Es ergeben sich die Bedingungen (Q,) wie

folgt:

Q) o+t_;= 4 (@) 1+t = 12
Q-Jety+t_,= 0 (Q-s) ty+t,=— 8
(Q3) ti+t_,= 8 (Qu) ti+t = 32

Q-3+t =—4 (Q_ys)t;+r_,=-28
Folgende Zahlenpaare erfiillen die Bedingun-
gen Q) (e, ty)
=(+1, +3)mitb,=—1,
(+2, +2) mit ,=0

=(~2, +6)mit b, = —4,
(+3, + ) mit b, =1
=(+6, —2)mith, = 4
Q- t-y)
=(+1, —Dmith,= 1,
(=1, + ) mitby=—1,
=(+2, ~2)mith;= 2,
(=2, +2) mit by = ~2,
=(+3, —)mitb,= 3,
(-3, +3) mit by =-3,
—(+6, —6)mit b,= 6, .
(=6, +6) mit b, = —6
@3) (- 1 -1)
(+2, +6) mit b, = —2,
(+6, +) mitby= 2,
=(49, —)mith,= 5
Q-2 2-y)
(=1, =) mith,= 1,
(=2, —2) mit by =0,
—(+2, —6)mitb,= 4,
(=3, —1) mit by = —1
=(—6, +2) mit b, = —4,
(Qs) (tg,£-4)
—(+6, +6)mitb;= 0,
(+9, +3)mitb,= 3
=(+18, —6) mit b, = 12
Q-5 (s, t-y)=
=(=2, —6)mith;= 2,
(=6, —2) mit b, = —2
=(~9, +1) mit b;= —5
(Q45) (21, £,) entfillt
(Q-15) (ty, t-y) entfillt

Wegen der oben fiir f(x) vorausgesetzten Zer-
legung ist

- ' i 90
a,=c,t,+b,c, mit co-aalso

Deshalb ist ¢ =a—'—M.
oty £

Folglich muB fiir die Zerlegung des gegebenen
f(x) die Bedingung
® _9 _15b

to to

erfillt sein.

Die Bedingung (*) ist auBer fiir alle unter
(Q,) und (Q_,) angegebenen Zahlen ¢, und
b, nur fiir die Zahlen
to=—3und b, =0,t,=5und b, =3,t5=—5
und b, =2
erfillt. Von den nachstehenden 16 Polyno-
men ist deshalb zu ermitteln, ob sie Teiler
von f(x) sind. Ist dies der Fall, so miissen,
wenn man in ihnen fir x bestimmte ganze
Zahlen m einsetzt, die sich ergebenden Zah-
len t,, Teiler der zugehorigen Zahl f(m) sein.
Zur besseren Ubersicht wird jedem der in
Frage kommenden Polynome die sich durch
Einsetzen von m ergebende Zahl mit einem
Pfeil zugeordnet.
m=-3 f(-3)=960=26-3-5
x2— x+1-> 13 x*—2x—1- 14
x2+1—>1_0 x2+3x—1—>——_1
x2—dx+1- 22 x*-Ix—~1- 17
*+ x+1-> 7 x*+6x-1--10

, mit < ganzzahlig

x2—6x—1—- 26

x2-3 - é
5

xz +4x + 1—’:_2_
x2+ x—1- 5
x’— x—1- 11 x*+3x+5-> 5
x?+2x—1- 2 x*+2x—5- -2

Da nur die unterstrichenen Zahlen Teiler
von 960 sind, bleiben nur noch die folgenden
9 Polynome zu iiberpriifen. .

m=3 f(3)=25530=2-3-5-23-37

x2+1 —10 x2+3x—1-17
x2+4x+1-22 x246x—1-26
x2+ x—1-11 x2-3 - 6
X242x—1-14 x24+3Ix+5-23
x24+2x—5-10

Da nur die unterstrichenen Zahlen Teiler
von 25530 sind, bleiben nur noch die fol-
genden 4 Polynome zu iiberpriifen:

m=-5 f(-5)=133170=2-3-5-4439
x*+1-26 x2+3x+5-15
x2—-3-22 x24+2x—5-10

Da weder 13 noch 11 Teiler von 4439 sind,
ist nur zu untersuchen ob x%+3x+5|f(x)
und ob x?+2x—5|f(x).

Die Division mit Rest von f(x) durch
x2+3x+5 ergibt die Zerlegung

x¥+5x7 + 10x® + 6x% — Bx* —5x3 + Ix2 +
9x+15=(x?+3x+5) (x6 +2x% —x*—x3+3)
x2+2x—5 kann nicht ein weiterer Teiler
sein, da —5+3.

Die Ausdehnung des Verfahrens auf den Be-
reich der rationalen Zahlen erfolgt durch
Ubergang zu dem abspaltbaren quadrati-
schen Faktor t,x2+b,x +to mit t,|a,, |a,|>1,
a, Koeflizient der hochsten Potenz von. x,
die nicht verschwindet, und zu den Bedingun-
gen (Q,o"') Loy =242t

b, =hl=s

Hierdurch muB, wie bei der Abspaltung von
Linearfaktoren bereits gezeigt ist, zusitzlich
eine Fallunterscheidung entsprechend der
Anzahl aller Teiler ¢, von a, aufgenommen
werden. Wegen der sich daraus ergebenden
hohen Anzahl von Rechenschritten wird das
Verfahren sehr umstindlich. Sein Vorteil
ist allerdings darin zu sehen, daB auch hier
der abzuarbeitende Algorithmus mit ele-
mentarsten Mitteln erfolgt. H. Butzke

Es ist bekannt,
daB die Kenntnis der Menschen
die Bezeichnung Wissenschaft in
Abhingigkeit davon verdienen,
welche Rolle in diesen Kenntnissen
die Zahl spricht.

Emile Borel

Eine Wissenschaft ist erst dann als
entwickelt anzusehen, wenn sie
dahin gelangt ist, sich der
Mathematik bedienen zu kénnen.
Karl Marx (Uberliefert von P. Lafargue)

Die Natur ist ein Buch,
das in der Sprache der Mathematik
geschrieben ist. Galileo Galilei
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Aufgabe 3: Zeige die linke Ungleichung von
o)!
Nach Umformung von (9) erhalten wir:
(10) (1-ap S:((a’:;§(l + 4)? fur alle reel-
len g, b mitazb2>8.
Nun ist bekannt:
(1)  lim(1+4)3=1
b~

Zu beachten ist, daB mit b— oo auch a— o0
wegen a2 b.
Fiir diesen Sachverhait schreiben wir:

. T(a,b)
12 lim———=
a2 e

o

Aufgabe 4: Es seien p und ¢ zueinander teiler-
fremde positive ungerade Zahlen. Beweise:

e -1

q 14

0<x<5.xez 0<y<§,yez

Anleitung : Deute beide Seiten der Gleichung
als Anzahl der Gitterpunkte im Bereich

q 14
0<x<2, O<y<2!
ey VRIS

Aufgabe 5: Es sei T(n) die Anzahl der Gitter-
punkte des Bereichs 0<x, 0<y, xySn mit
n>0. Zeige

T(n)=2|ill[g]'[‘/"_ ]z=,§l,[£]

Aufgabe 6: Zeige! Es existieren Punkte P im
zweidimensionalen Raum mit der Eigenschalft,
daB sich zu jeder natiirlichen Zahl n ein Kreis
um P finden ldBt, in dem genau n Gitterpunkte
liegen.

Anleitung : P(\/ 2, ) ist einer der gesuchten
Punkte.

Aufgabe 7: Ein Punkt P, dessen beide
Koordinaten rationale Zahlen sind, erfiillt
die Bedingungen der Aufgabe 6 nicht.

2. Wir werden uns jetzt mit einem Satz iiber
beliebige Gitter beschiftigen. Dazu sind einige
Hilfssiitze ndtig. Es sei G ein Vektor- und
I {0, 6} das daraus entstehende Punktgitter.
Hilfssatz 1: Ist OP ®, P#0 so ex1st1ert
genau ein Vektor OP ® mit -0P= OP
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Aufgabe 8: Beweise Hilfssatz 1.

Hilfssatz 2: Es sei a, b eine Basis des Vektor-
gitters ®. ny, m,, n,, m, seien beliebige ganze
Zahlen mit nym, —m,n,=1. Dann bilden die
Vektoren a’'=n;a+mb und b'=n,a+m,b
wieder eine Basis des Gitters.

Beweis: Durch eine einfache Rechnung be-

stdtigt man:
a= i a'— it b’
nym,—nym; nym;—nym,
=mya’ —m,b’
n ; n ,
b= 1 b - 2 a
nym;—n,m; nym;—nym,
=n,b" —n,a’.

Daraus ersieht man, daB jede ganzzahlige
Linearkombination von a, b auch cine ganz-
zahlige Linearkombination von a’, b’ ist
Umgekehrt ist sofort klar, daB jede ganzzah-
lige Linearkombination von a’, b’ auch eine
ganzzahlige Linearkombination von a, b ist.
a’, b’ bilden also eine Basis des Gitters. Wir
benutzen diesen Hillssatz zur Konstruktion
einer Basis von ®. Dazu sei P, el, P,40
so gewihlt, daB P, einen minimalen Abstand
von O hat, d.h. OP,<OP fiir alle Punkte
Pe Tl mit P+0 Ferner sei:
I'=I\{Pel'|OB=AiOP,, icZ, i#0}. P,#0
sei nun ein Punkt aus I, der einen minimalen
Abstand von O hat, d. h. OP, <OP [ir alle
PEF ! mn P#0. Wegen Hilfssatz 1 kénnen
% OP2 so gewiahlt werden, dafl

OP, - OPZZO ist.

Hilfssatz 3: 517:, O—P; bilden eine Basis
von .

Aufgabe 9: Beweise Hilfssatz 3! Anleitung:
Setze 6F:=n,a+m,b, 0—P;=nzu+mzb.
Uberlege, welche Werte n,, m,, n,, m, anneh-
men konoen und wende Hilfssatz 2 an!
H:Ifssatz 4:Es gllt dann

|OP,|S |0P,| s |P P = |r|0Pl
+mOP} | fiir alle ganzen n, m und n, m+0.
Beweis: Die beiden ersten Aussagen dieser
fortlaufenden Ungleichung gelten laut Kon-
struktion von P, und P,. Den Beweis fir die
Giiltigkeit des letzten Ungleichheitszeichens
fihren wir indirekt, d. h. wir nehmen an, es
exnsuert ein Gitterpunkt P, mit OP3—n0P,
+mOP2, n$0, m$0 und |0P,| <| PP
=| OPZ OﬂJ Wir erhalten damit:

|nOP, +mOP, * < | OP,-OP, |*

Daraus folgt: .

(n_Tl)(F:2+(m’—l)0Pzz< —2(mn+1)

OP, OP,. Nun ist:

|0P1 ] <|P P_L— (OPZ 0}",)z

—>OP12220P, OPz N

1—P’|s|PP,| (g:, OP,)?

= OPl 220?, OP,. Damit erhalten wir:

oP,- OPz (n®+m? —2)

<~(mn+1)OP; - OP;.

Ist OPl 6?: =0, so stellt diese Glelchung

einen Widerspruch dar. Fiir OPl OP,—O

so stellt dlese Glelchung einen Widerspruch

dar. Fiir OP, 0P2>0 folgt:
1>m?+n*+nmZnm|.

(Letzteres folgt nach dem Satz iiber das

arithmetische und geometrische Mittel.) We-

gen n, m$0 und n, me Z stellt diese Unglei-

chung auch einen Widerspruch dar. Unsere

Annahme war also falsch, d. h. Hilfssatz 4 ist

richtig. Kommen wir nun zu unserem Satz

Satz: Gegeben sei ein Punktgitter I'={0, ®}.
Bekannt sei die Funktion T'(r), die zu jedem r
die Anzahl der Gitterpunkte angibt, die im
Kreis um O mit dem Radius r liegen. Dann
128t sich das Punktgitter bis aul eine Drehung
um O und eine Spiegelung an einer Geraden
durch O eindeutig konstruieren.

Beweis: Es sei r=r,, die erste Unstetigkeits-
stelle von T(r), d. h. das kleinste r20 fiir
das T(r)#1 ist. Es sei T(r)=m+1. Nach
Hilfssatz 1 ist m gerade, denn O € I' und mit
jedem Punkt PeI (P40) ist auch sein
beziiglich O symmetrischer Punkt Per.

1. Fall: m26
Aufl dem Kreis um O mit dem Radius r, licgen
mindestens 6 Gitterpunkte, aus denen man
nach der obigen Festlegung P, und P, aus-
wihlen kann. Ferner gibt es unter diesen m
Punkten mmdeslem einen Gitterpunkt P, mit
OP,-nOP,+mOP2 und n#$0, m+0, ganz-
zahllg Wegen | 0P,| =r, folgt aus Hilfssatz 4
ro=| P,P, 1P| Das Gitter besitzt also Basis-
vektoren, die ein gleichseitiges Dreieck mit
Seitenldnge r, aufspannen. Dadurch ist es bis
auf Drehung und Spiegelung festgelegt.
2. Fall: m=
Auf dem Kreis um O mit dem Radius r,
liegen 4 Gitterpunkte, unter denen wir P, P,
gemiB obiger Festlegung auswiihlen konnen.
Es sei jetzt fiir alle reellen r>0:

r
Tl(r)—T(r)—4|:;:|—l.
Ti(r) gibt offenbar die Anzahl der Gitter-

punkte P im Kreis um O mit dem Radius r an,
fir die gilt: OP=n0OP,+mOP, mit n#0,
m+0, ganzzahlig. r, sei das kleinste positive r,
fir das T,(r)$0 ist. Nach Hilfssatz 4 folgt:
ry =|P,—P;| Damit ist aus der Kenntnis der
Funktion T(r) das Dreieck OP,P, bis aufl
Drehung und Spiegelung festgelegt.

3. Fall: m=2

Aufldem Kreis um O mit dem Radius r, liegen
zwei diametral gegeniiberliegende Gitter-
punkte. Einer davon kann als P, gewihlt



werden, Wir bilden jetzt fiir alle reelien r20:

Tl(r)=T(r)——2[L]—1.
F,

°
T,(r) gibt offenbar die' Anzahl der Gitter-
punkte P im Kreis um O mit dem Radius r an,
fir die gilt:

™ 0P+ n(ﬁ? fiir alle ganzen n.

Esseir, das kleinste r > 0, fiir das T (r,)=k+0
ist. Auf dem Kreis um O mit dem Radius r,
liegen k Gitterpunkte P, fiir die (*) gilt, unter
denen P, gemiB obiger Festlegung ausge-
wihlt werden kann. Ist k24, schlieBt man wie
oben:

|r}’;|=rl. Sei nun k=2. So bilden wir fiir
alle reellen r20:

Tz(r)=Tl(r)—2|:rL].

1
Ist r, das kleinste positive r mit T,(r;)#0,
so folgt wieder |ITP; | =r,. Dadurch ist das
Dreieck OP, P, aus der Kenntnis der Funk-
tion T(r) bis auf Drehung und Spiegelung
festgelegt. Wir haben damit unseren Satz
vollstindig bewiesen

Aufgabe 10: Es sei r, das kleinste r>0
fir das T(r)=+1! ist und T(ro)=m+ 1. Zeige:
mz6.

Zum AbschluB noch einige Aufgaben, die
allgemeinere Aussagen betreffen, als wir sie
bisher betrachtet haben:

Fiir die Aufgaben 11 bis 14 sei ein Punkt-
gitter I' {0, ®} gegeben, das eine Basis a, b
hat, fiir die gilt: a- b=0(a, b stehen senkrecht
aufeinander) und |a|=|b|=1.

Aufgabe 11: n und m=4 seien gegebene
natiirliche Zahlen. Zeige: Es existieren un-
endlich viele, verschiedene konvexe m-Ecke
mit dem Flicheninhalt #, in denen (das ,,in*
wird wie in 1.1. erlautert gebraucht) genau
n Gitterpunkte liegen.

Aufgabe 12: n sei eine gegebene natiirliche
Zahl. Zeige: Es gibt mindestens ein gleich-
schenkliges Dreieck, in dem genau 7 Gitter-
punkte liegen und das den Flicheninhalt n
hat.

Aufgabe 13: Zeige: Zu jedem patirlichen n
gibt es ein gleichseitiges Dreieck, in dem
genau n Gitterpunkte liegen.

Aufgabe 14: Gegeben sei ein konvexes n-Eck
P,P,...P, Fir P,P 2 PP firalleij=1,2,
..., n. Weiter seien P, Py und ein Vektor a
parallel. T sei die Anzahl der Gitterpunkte,
die in dem n-Eck liegen und F der Flichen-
inhalt des n-Ecks.
a) Zeige: F—2([P,Px]J+1)STSF+2
([P Pc] +1)
b) Betrachtet werden nun alle zum urspriing-
lichen n-Eck iihnliche n-Ecke P_l, 13;, . F,,
F_lP:,( sei stets zu a parallel.

lim T _,
P Py—xc F

Zeige:
M. Giinther

Prof. Dr. Dr.-Ing. V. Lewin
Lenin-Pddagogisches Institut Moskau

Mathematische Zeitschriften fiir die Jugend
gibt es jetzt in vielen Lindern, da man fast
iiberall bestrebt ist, mathematische Begabun-
gen zu finden und auszubilden.

Die alpha der DDR ist ein gutes Beispiel da-
fir, wie man solche Zeitschriften gestalten
soll. Nicht zu einfach, nicht zu anspruchsvoll,
bietet alpha fiir alle Interessenten etwas zum
Nachdenken. Angemessene Informationen
aus der Wissenschaft und dem Leben, amii-
sante Bemerkungen, Aufgaben zum Losen —
daB muB, glaube ich, der alpha eine Menge
von Freunden eingebracht haben. Was man
der alpha noch winschen kann: groBeren
Umfang, mehr Aufgaben, immer neue
Freunde und Leser aus der Jugend.

Dr. Istvan Reiman
Technische Universitdt Budapest

Seit Jahren bin ich ein Leser der alpha.
Besonderes Interesse haben wir Ungarn an
den Aufgaben der Zeitschrift. Sie helfen,
die Mathematikolympiaden gut vorbereiten.
Zahlreiche Artikel sind methodisch sehr
gut und helfen Lehrern und Schillern bei
der auBerunterrichtlichen Arbeit.

Prof. A. F. van Tooren

Redakteur der niederlindischen Schiilerzeit-
schrift ,,Pythagoras*’

In jedem alpha-Heft sind zahlreiche Aufgaben
in reicher Variation vorhanden, so daB jeder
Schiiler etwas Passendes fiir sich findet.
Ich erachte auch die regelmiBig erscheinen-
den historischen Beitrige als wertvoll. Das
Redaktionskollegium ist offenbar bestrebt,
mit jedem Heft die engen Wechselbeziehun-
gen zwischen Mathematik und Leben aufzu-
zeigen. Der Leser wird angeregt mitzuarbei-
ten (und das nicht nur an den gestellten Auf-
gaben). alpha bietet ein gutes Gleichgewicht
zwischen ernst und heiter.

Prof. Wolfgang Ratzinger

Musisch-pidugogisches Bundesrealgymna-
sium, Linz, Osterreich

Seit dem Jahre 1970 werden in Osterreich
Mathematische Olympiaden durchgefiihrt.
an denen sich alle Schiiler bis zum Abitur
beteiligen konnen (ca. 18 Jahre) . ..

Durch diese Wettbewerbe ist unter den Schii-
lern ein groBes Interesse an Denksportauf-

gaben und mathematischen Problemen, die
in netten Beispielen verpackt sind, entstan-
den. Genau diese Wiinsche erfiillt die Mathe-
matische Schiilerzeitschrift alpha, die sich
in unserem Lande aus diesem Grunde einer
zunehmenden Beliebtheit erfreut.

Ich verwende diese Zeitschrift sehr gern in
den Vorbereitungskursen fiir die Osterrei-
chischen = Mathematikolympiaden. Dabei
schitze ich sehr, daB in dieser Zeitschrift
die Schiiler ab Klassenstufe 5 angesprochen
werden, so daB jeder Leser Beispiele fiir seinen
Geschmack findet. Zur Entspannung bieten
die Beispiele aus alpha heiter immer wieder
Grund zum Schmunzeln, so doch die Schii-
ler erkennen, daB die Mathematik auch sehr
unterhaltsam sein kann.

Nach welcher Richtung muB das Rad in
Bewegung gesetzt werden, damit die Kiste
gehoben wird, nach A4 oder B?

aus NBI 4/73 Losung auf S. 96

TN

i
A

il

/’r&

LB

==
=/

I

a1
="

Shy

= =5

e

7

~>\\/

=2
[

TS

|

L_‘_\ —f",g_:-__jgx
=0
=S

=

7

79



alpha -wettbewerb
Physik

Letzter Einsendetermin: 1. Oktober 1973

P 6 w1085 FEine Schraubenfeder wird von
einer Kraft F=20 p um 5 cm gedehnt.

a) Wie groB ist die gesamte Lingeninderung
zweier hintereinander gehidngter Federn die-
ser Art, wenn an die untere ein Wigestiick
mit dem Gewicht G=28 p gehingt wird?

b) Um wieviel verlingert sich jede Feder,
wenn beide nebeneinander befestigt werden
und das Wigestiick so darangehidngt wird,
daB sein Gewicht sich gleichmiBig auf beide
Federn verteilt?

P 6 w1086 Ein SchifT legt stromabwirts in
4 Stunden einen Weg von 120 km zuriick.
Fiir den Riickweg braucht es zwei Stunden
mehr.

a) Mit welcher Geschwindigkeit flieBt der
FluB?

b) Wie groB wire die Geschwindigkeit des
Schiffes in stehendem Wasser?

P 7w1087 In einer Schiissel mit Wasser
der Temperatur 0 °C schwimmt ein Stick
Eis, von dem ein Zehntel seines Volumens
aus dem Wasser herausragt.

80

Wie dndert sich der Wasserstand in der
Schiissel, wenn das Eis schmilzt?

P 7a1088 Wie groB ist die Arbeit, die man
beim Dehnen einer Schraubenfeder um 12 cm
verrichtet, wenn man fir eine Verlingerung
um 10 cm eine Kraft von 2 kp aufwenden
muf!

P8w1089 Mit Hilfe einer -elektrischen
Kochplatte von 500 W Leistung wird Was-
ser erwdrmt und unter normalem Luftdruck
zum Verdampfen gebracht.

a) Welche Wirmemenge gibt die Kochplatte
in einer Minute ab?

b) Bei einer Anfangstemperatur des Was-
sers von 10 °C kann man beobachten, daB
das Sieden nach einem Siebentel der Gesamt-
zeit vom Beginn des Erwédrmens bis zum
volligen Verdampfen des Wassers einsetzt.
Wie groB ist danach die Verdampfungs-
wirme des Wassers?

P8w1090 Die vier Glihlampen in der
Schaltskizze haben die angegebene Nennlei-
stung und eine Nennspannung von 110 V.
Die an den Stromkreis angelegte Spannung
betragt 220 V.

a) Wie groB ist die Gesamtstromstirke?

b) Welche Spannung liegt an jeder Lampe
an? 220v

r “OW

P9=1091 An den Enden eines iiber eine
feste Rolle gelegten Fadens hingt je ein
aus Magnesium bestehender Kegel mit der
Grundfliche A=8 cm® und der Héhe h=
12cm. Die Wichte betrigt 1,7 p-cm™.
Ein Kegel hingt mit der Spitze nach oben,
der andere mit der Spitze nach unten. Man
hilt zundchst den Faden fest und taucht
beide Kegel bis zur halben Hohe in Wasser.
Dann 148t man los. Welche Gleichgewichfs-
lage stellt sich ein?

P9w1092 Ein Auto mit der Masse 1,5 t
fahrt iiber eine konvex gewdlbte Briicke
mit dem Krimmungsradius R=50 m. Mit
welcher Kraft drickt das Fahrzeug in der
Mitte auf die Briicke, wenn es mit einer
Geschwindigkeit von 80 km/h dariiberfihrt?

P 10/12w1093 Auf ecine elastische Platte
fallen zwei Stahlkugeln, die erste aus der
Hohe h, =44 cm, die zweite aus der Hohe
hy=11 cm. Die Zeitdifferenz zwischen dem
Loslassen beider Kugeln betrigt f,. Nach
einer bestimmten Zeit fallen sowohl Rich-
tung als auch Betrag der Geschwindigkeiten
beider Kugeln zusammen. Man bestimme
alle Zeiten ¢, fiir die das eintreten kann und
den Zeitraum, in welchem jeweils die Ge-
schwindigkeiten beider Kugeln gleich sind.
Die Kugeln stoBen sich wihrend der Bewe-
gung nicht.

P 10/12m 1094 Ein Pendel, dessen Schwin-
gungsdauer 0,5 s betrigt, wird auf einem
Wagen befestigt, der eine geneigte Ebene
mit dem Neigungswinkel 45° hinabfihrt
und sich dann auf einer waagerechten Ebene
weiterbewegt.
a) Wie grof ist die Schwingungsdauer beim
Hinunterrollen?
b) Wie groB ist die Schwingungsdauer wih-
rend der waagerechten Bewegung.

U. Walta

Die Physik vermag sicherlich wie nur wenige
Wissenschaftszweige, Menschen aller Alters-
gruppen unmittelbar zu fesseln. So kann das
Miterleben von eindrucksvoll gestalteten Ex-
perimenten, z. B. im Physikunterricht, eine
unausloschliche Erinnerung hinterlassen und
in anschaulicher Weise zur Bereicherung des
personlichen Wissens beitragen. Diese Pra-
xisbezogenheit gehort zu den wichtigsten
und freilich auch schénsten und interessan-
testen Aspekten des Physikunterrichts, aber
auch der Physik als Wissenschaft. Wir leben
gegenwirtig in einer Epoche, wo physika-
lische Forschungsergebnisse besonders rasch
die Entwicklung der Technik beeinflussen. So
tauchen in den letzten Jahren immer neue
Bauelemente auf, die eine Verwirklichung
von elektronischen Aufgaben erméglichen,
die zuvor unlésbar schienen. Die ungeheuer
vielseitige Verflechtung der Physik mit fast
allen modernen Industriezweigen unserer
sozialistischen Wirtschaft und mit anderen
Wissenschaftsbereichen (Elektronik, Auto-
matisierung, Datenverarbeitung, Militir-
technik, Energiewirtschaft, Astrophysik, Phi-
losophie, um nur einige zu nennen) zeigt,
welche groBe Aufgabe darin besteht, die
Jugend mit einem soliden physikalischen
Grundwissen als eine wichtige Vorausset-
zung fir die schopferische Meisterung der
Technik als Facharbeiter, Ingenieur oder
Wissenschaftler auszuriisten.

Der weitere Aufbau des Sozialismus erfor-
dert den Einsatz von hochqualifizierten Fach-



lehrern fiir Physik an unseren Schulen, die
diese Aufgabe wahmehmen. Neben seinen
pidagogischen Fihigkeiten muB der Physik-
lehrer die Entwicklung seines Wissenschafts-
gebietes iiberblicken. Auf Grund seiner soli-
den Ausbildung an einer Hochschule oder
Universitit ist er in der Lage, sein Wissen
und Kénnen selbstindig von Jahr zu Jahr
zu vervollkommnen, so daB er seinen Unter-
richt am neuesten Stand der Wissenschaft
orientieren kann. Ein junger Physiklehrer,
der im Jahre 1980 seine Berufspraxis beginnt,
wird im allgemeinen noch im Jahr 2010 unter-
richten, ein Zeitraum, in dem sich das Wis-
sen der Menschheit um ein vielfaches ver-
mehrt haben wird. Der Anteil, den der Phy-
siklehrer auf seinem Gebiet indirekt daran
zu leisten hat, kann nicht hoch genug einge-
schitzt werden. Alle bedeutenden Forscher
bekamen ihr Grundwissen von Lehrern ver-
mittelt, die meist rechtzeitig die Fahigkeiten
ihrer Schiiler erkannien und forderten. In
seinem Leben wird ein Lehrer sehr viele
Schiiler unterrichten. Mit Sicherheit werden
sich hochbegabte Schiiler darunter befinden,
die in der Lage sein werden, Uberdurch-
schnittliches fir unseren Staat zu leisten.
Diese Talente rechtzeitig herauszufinden und
zu fordern, ist eine besondere Aufgabe des
Lehrers, wenn auch seine Hauptaufgabe
darin besteht, die iiberwiegende Mehrheit
der Schiiler zu befihigen, die physikalischen
Zusammenhinge in der Natur zu erkennen
und schopferisch anzuwenden.

Die Tatsache, daBl die Physik eine experi-
mentelle Wissenschaft ist, gibt dem Physik-
lehrer die Moglichkeit, seinen Unterricht
interessant und abwechslungsreich zu gestal-
ten, aber auch die Schiiler zu kritischer
Beobachtung zu erziehen.
Vier Jahre umfaBt das Studium des Diplom-
lehrers. Es wird mit der Lehrberechtigung
fir den Fachunterricht in zwei Fichern,
Physik und Mathematik, an der allgemein-
bildenden Oberschule abgeschlossen. AuBer
in den beiden Unterrichtsfachern erfolgt die
Ausbildung in Marxismus-Leninismus, Pid-
agogik/Psychologie, Methodik und Sport.
Die ersten beiden Studienjahre (Phase des
Grundstudiums) dienen zur Sicherung eines
breiten Grundlagenwissens, in denen sich der
Student die Fihigkeiten aneignet, sich selb-
stindig in eine spezielle Problematik einzu-
(Phase das Fachstudiums) ist neben der Ein-
beziehung des Studenten in die selbstindige
wissenschaftliche Forschungsarbeit der un-
mittelbaren Vorbereitung auf den Unterricht
gewidmet. _
In dieser Zeit wird der Student durch fach-
methodische Lehrveranstaltungen, in die u. a.
auch Hospitationen und Lehrproben ein-
bezogen sind, in die selbstindige Unter-
richtsgestaltung eingefiihrt. Nach erfolgrei-
cher Absolvierung des Fachstudiums ist der
Student in der Lage, einen wissenschaftlich
einwandfreien Unterricht in den Fichern
Physik und Mathematik zu erteilen.

M. Wurlitzer

Ubersicht iiber die Ausbildung von Diplomlchrern fur Physik

a) im Fach Physik

. Studienjahr Ficher
Grund- 1 Physik- laborpraktische
studium : 2 Grundausbildung Grundausbildung
Fach- Theoretische Spezial- phys. Schul-
studium | 3 Physik ausbildung Experimente
4 Diplomarbeit Geschichte
der Physik

Physik-Grundausbildung: Mechanik, Wirmelehre,

Physik der Atombhiille und des Atomkerns

b) in den anderen Fichem

elektromagnetische Erscheinungen,

Studienjahr Facher
Grund- | 1 Mathematik | Marxism.- | Erzieh. Sport 'Fremd- | Sprech-
studium | 2 Leninism. | wissen- Spr. erz.
haftl.
Fach- 3 igu:sm
studium | 4

Erziehungswissenschaftlicher Kurs: Grundkurs, Pddagogik, Psychologie, Methodiken der

beiden Unterrichtsfacher

Junge Physiker in Aktion

An der II. Physikolympiade des Bezirkes
Leipzig nahmen 170 Schiiler teil. In einer
vierstiindigen Klausur muBten je vier Auf-

gaben von den Teilnehmern aus den Klassen-
stufen 8 bis 12 gel6st werden. Gastgeber
waren die Sektion Physik, die Bezirkssektion
der Physikalischen Gesellschaft und die Ab-
teilung Volksbildung des Rates des Bezirkes.

Prof. Dr. Uhlmann sagte zur BegriiBung,
daB diese Wettbewerbe — genau wie in
Mathematik - zu einer echten Tradition wer-
den mogen. Er legte den jungen Physikern
dar, daB nur der gute Erfolge in diesem fiir
unsere gesellschaftliche Entwicklung so wich-
tigem Fach, sei es in der Schule wie im Stu-
dium erzielen kann, wer eine echte Verbin-
dung zwischen Theorie und Praxis in Physik,
aber auch zu anderen Fichern - insbeson-
dere zur Mathematik — und dem Leben
schafft. Er betrachtete diese Olympiade als
einen wertvollen Beitrag zu den X. Weltfest-
spielen. Assistenten und Studenten der Sek-
tion Physik korrigierten und bewerteten
die Losungen. Im Rahmen der Siegerehrung
wurde der achte, einer der schon traditionel-
len Experimentalvortrigen mit dem Thema:
»Schwingungen und Wellen* gehalten.

Aus jedem Schuljahr bieten wir je eine pra-
xisbezogene Aufgabe:

Klassenstufe 8

Ein Motorradfahrer fédhrt mit konstanter
Geschwindigkeit senkrecht auf eine Mauer zu.
Im Abstand D von der Mauer gibt er ein
kurzes Hupsignal. Das reflektierte Signal

empfingt er, nachdem er é der Strecke D

zuriickgelegt hat.
Wie groB ist die Geschwindigkeit des Motor-
radfahrers, wenn die Schallgeschwindigkeit

0,=340 2 ist?
S

Klassenstufe 9/10

Eine elektrische Heizplatte hat zwei Strom-
kreise. Schaltet man nur den ersten ein,
dann siedet eine Wassermenge in 15 Minuten.
Schaltet man den anderen ein, dann siedet die
Menge in 30 Minuten.

Es ist zu berechnen, in welcher Zeit das Was-
ser zum Sieden gebracht wird, wenn

a) beide Stromkreise parallel,

b) beide Stromkreise in Reihe eingeschaltet
sind.

Klassenstufe 11/12

In der angegebenén Schaltung haben die
3 Kondensatoren die Kapazititen C;, C,
und C, und die Spannungsquellen E, und
E,.

(2] 7]
11 . ]l
1r ‘J- L
€
h T |
It — 1
(2 £

Die Ladung auf jedem einzelnen Konden-
sator ist zu berechnen! (Die K. konnen als
ideal betrachtet werden.)

J. Lehmann
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Herstellung eines Rechenstabes

Geschichtlich

Im Laufe von 350 Jahren hat unser Rechen-
stab einige Male seine Form gewechselt.
Wihrend es sich anfangs lediglich um eine
Platte (Gunter-Table) handelte, auf der die
einzige Teilung als logarithmische Grund-
teilung aufgetragen war, entwickelte Qugh-
tred 1633 zwei Stibe mit gleicher Teilung,
die er aneinander verschob, um das Anfiigen
des zweiten Faktors einer Muitiplikations-
aufgabe mit dem Zirkel zu vermeiden. Eine
weitere Verbesserung erfolgte im Jahre 1654
durch Robert Bissacker, bei der die zweite
Teilung als Zunge in einem Holzkorper glitt.
Diese Kastenform hat lange Zeit, bis in unsere
Tage hinein, bestanden und wird auch jetzt
noch, wenn auch seltener, bei einfachen
Stéiben angewandt.

Ein praktischer Vorschlag kam bereits 1648
von dem englischen Landmesser und Mathe-
matiklehrer Seth Partridge, der zum ersten
Mal drei Holzstreifen verwendete, bei denen
die beiden duBeren durch Messingstreifen ver-
bunden und der dritte zwischen ihnen ver-
schiebbar angeordnet war. Es hat allerdings
verhiltnismiBig lange Zeit gedauert, bis sich
diese Form, die Zwciseiten-oder Duplexform,
allgemein durchsetz:n konnte. Nach dem
zweiten Weltkricg gol> man den Rechensti-
ben, wenn auch zuniichst noch zdgernd,
iiberwiegend die Zweiseitenform. Damit
wurde Platz gewonnen. Man konnte jetzt
die zahlreicher gewordenen Teilungen bei
héher entwickelten Rechenstiben auf beiden
Seiten unterbringen. Das Ablesen von Win-
kelangaben in Fenstern oder Ausschnitten
entfiel. Man gewann einen vergleichenden
Uberblick iiber die gesamte Winkelteilung.

Vorteile der Zweiseitenform bei
der Produktion

Im Grunde genommen besteht ein moderner
Rechenstab aus drei Streifen, von denen die
dufleren beiden durch Stege zusammengchal-
ten werden. Dabei hat jeder europiische
Herstellbetriecb  sein  eigenes  Verfahren.
Wiihrend der eine die Verbindung auf beiden
Seiten durch Nieten vornimmt, verwendel
sie ein anderer nur auf der einen Scite. Die
andere erhilt Schrauben in Langlochern,
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um die einwandfreie Gingigkeit beliebig
korrigieren zu konnen. In letzter Zeit ist
man dazu iibergegangen, die Stege mit den
Stabkorperleisten durch Kleben fest zu ver-
binden. Das Bearbgiten der friiheren Kasten-
form durch Frisen, Einlegen federnder Ver-
bindungen usw. fillt bei der Zweiseitenform
weg; hier federn die Stabkorperleisten selbst
leicht gegen die Zunge und halten sie in
ihrer jeweiligen Stellung fest.

Das Material

Fiir die friheren Stibe in Kastenform wurde
zundchst Buchsbaum-, spiter Birnbaum- oder
Mahagoniholz verwendet. Damit sich diese
bei lingerem Gebrauch nicht verziehen,
muBte das Material bis zu zehn Jahren
lagern. Spiter konnte man die Ablagerungs-
zeit durch Schnelltrockenverfahren verkiir-
zen. Jetzt werden die Zweiseitenstibe allge-
mein aus weiBem Thermoplast hergestellt.
Das Material in Form von Platten wird zu-
néchst in Streifen von bestimmter Linge ge-
schnitten. Bevor drei von ihnen zu einem
Rechenstab zusammengestelit werden kén-
nen, miissen die Streifen noch planparallel
bearbeitet und geprdgt werden.

Priigen und Réumen

Geprigt, also eingepreBt, werden alle Zahlen
als spitere Wertangaben fiir die Teilstriche,
weiterhin Rechenmarken, die Teilungsbe-
nennungen auf der linken Stabseite und die
mathematischen Kurzzeichen rechts. Gepriigt
wird mit Prigeleisten aus Messing. Auf ihnen
sind Zahlen und Buchstaben vorher spiegel-
bildlich und positiv, also erhaben, graviert
worden. Je nach dem Stabtyp werden die
Leisten zu einer Prigeplatte zusammenge-
stelit, die schlieBlich am Oberteil einer Prige-
presse befestigt wird. Auf dem Priigetisch
darunter befindet sich die Aufnahmevorrich-
tung fiir die Rechenstableisten. Das Einpres-
sen der Zeichen kann mit Hand- oder Motor-
antrich erfolgen.

Die iiuBeren, die Stabkérperleisten, miissen
jetzt noch mit Nuten und dic Zunge, dic
spiiter zwischen ithnen gleiten soll, mit Federn
versehen werden. Diese spanabhebende Ar-
beir wird auf Riummaschinen vorgenom-

men. In ihnen erhalten die Plaststreifen durch
Vorbeifithren an einer Reihe scharfer Zahne
ihr Profil, werden profiliert. Jetzt kénnen
die drei Leisten, die zundchst noch eine
Uberlinge haben, zusammengefiigt und an
den Enden durch provisorische Stege ver-
klebt oder durch VerschweiBen an den Trenn-
fugen fest miteinander verbunden werden.
Damit ist der Stab Fiir das prizise Gravieren
der Teilstriche, fiir die Teilung, vorbereitet.

Die Teilung

In der ersten Zeit wurde jeder Stab einzeln
geteilt. Man spannte ihn in eine Vorrichtung,
die mit einer MeBmaschine fest verbunden
war. Mit dem Mikroskop suchte man die
vorher errechneten Entfernungen vom Tei-
lungsbeginn bis zu den einzelnen Teilstrichen
aufund filhrte an diesen Stellen einen gewicht-
oder federbelasteten Stahlstichel zugleich
iber Stabkorper und Zunge, beispielsweise
dort, wo sich die C- und D-Teilung spiter
befinden sollen. Dabei muBte genau auf die
verschiedenen Strichlingen geachtet werden.
Es versteht sich von selbst, daB diese Methode
sehr zeitaufwendig war. Man ging dazu iiber,
mehrere Stibe gleichzeitig zu teilen. Der
Gedanke war keineswegs neuartig. Der Fran-
zose Etienne Lenoire baute bereits um 1800
eine Teilmaschine nach Entwiirfen von Ja-
marde und Collardean. Mit dieser Maschine
konnte er gleichzeitig acht Stibe von 25 cm
Teilungslinge bearbeiten.

Um die Produktion zu steigern. gingen die
beiden Betriebe der DDR (VEB MeB- und
Zeichengeritebau Bad Liebenwerda und KG
Meissner (jetzt VEB Mantissa) in Klotzsche
bei Dresden) dazu iiber, Einrichtungen zu
verwenden, die die gleichzeitige Teilung
einer noch groBeren Anzahl von Rechensti-
ben zulieBen; zunichst waren es 30, spiter
50.

Auf der ebenen Metallfliche einer Teilma-
schine werden jetzt 50 vorbereitete Rechen-
stibe fest aufgespannt. Ein fahrbares Gestell
triagt Uiber den Stdben je einen Stichel, der,
um den notwendigen Schnittdruck zu erzeu-
gen, gewichtbelastet ist. In der ersten Zeit
wurde, wie bei der Einzelteilung, die Strich-
entfernung vom Teilungsbeginn mit MeB-
maschine und Mikroskop ermittelt. Das
Verschieben des Wagens, die Begrenzung
der Schnittlinge bei vollen, verkiirzten Fiin-
fer- oder bei kurzen Strichen durch einstell-
bare Anschlige und das Senken der Stichel
wurden mit der Hand vorgenommen. Dabei
kénnen sich Fehler allerdings (iinfzigfach
auswirken.

In letzter Zeit hat nun auch die photoelek-
trische Steuerung ihre Mitwirkung bei der
Rechenstabteilung angemeldet. Der Abstand
der Teilstriche und ihre Linge werden auf
einem Glasnormal oder eincr dhnlichen Ein-
richtung von Photozellen abgetastet, die das
Verschieben des Wagens bis zum niichsten
Teilstrich, das Ausldsen der neuerdings pneu-



matisch belasteten Stichel und die Auswahl
des richtigen Anschlages fiir die Strichlinge
bewirken.

Die Einfithrung der photoelektrischen Steue-
rung stellt einen wesentlichen Fortschritt dar.
Nicht nur, daB Arbeitskraft eingespart wird,
auch das Teilen selbst geht ziigiger vonstat-
ten. Eine Arbeitskraft ist nur noch nétig,
wenn das Normal fiir eine Stabart mit anderer
Teilungsanordnung angebracht und die An-
schlige dafiir neu eingerichtet werden miis-
sen. >

AbschlieBende Arbeiten

Die vorldufigen Stege werden durch die end-
galtigen ersetzt. Dabei werden auch die iiber-
langen Teile, die fiir die Bearbeitung notwen-
dig waren, gekiirzt.
Die vertieft liegenden Zahlen, Zeichen und
Teilstriche erhalten Farbe. Nach erfolgter
Beseitigung von Farbresten usw. werden die
Stibe noch mit einem farblosen Uberzug
versehen.
Zum Einstellen einer Aufgabe und zum
Ablesen des Ergebnisses dient bekanntlich
der Laufer. In neuerer Zeit verwendet man
dazu nicht mehr Glas im Metallrihmchen,
sondern randlose Freiblickliufer, die man
mit Ablesestrichen versieht. In der DDR
werden Rechenstibe vom VEB Kombinat
Zentronik, Betriebsteil Me8- und Zeichen-
geritebau Bad Liebenwerda, und vom
VEB Mantissa in Klotzsche bei Dresden
gefertigt. Die in diesen Betrieben hergestell-
ten Rechenstibe entsprechen den schuli-
schen und technisch-mathematischen Erfor-
dernissen.

A. Ewert

Lebrounn
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Physik-Biicher

aus dem Urania-Verlag

Hans Backe
Physik selbst erlebt

Reihe: Das kannst auch du!

4., erweiterte Auflage, 352 Seiten,

250 zweifarbige Zeichnungen, 16 Schwarz-
weiftafein, Halbgewebe 14,80 M.
Bestell-Nr.: 6531704

Helmut Lindner
Dag Bild der Modernen Physik

1. Auflage, 336 Seiten, 300 mehrfarbige
Zeichnungen, Ganzgewebe 15~ M
Erscheint: IV/73;

Bestell-Nr.: 6532600

Walter Conrad

Streifziige durch die Elektrotechnik
Reihe: Bausteine des Wissens

2. Auflage. 296 Seiten, 302 zweifarbige
Zeichnungen, Ganzgewebe 12~ M
Bestell-Nr.: 653061 3

Walter Conrad
Streifziige
durch die Halbleitertechnik

Reihe: Bausteine des Wissens

2. Auflage, 205 Seiten, 200 zweifarbige
Zeichnungen, 24 Schwarzweiftafein,
Ganzgewebe 12—~ M

Bestell-Nr. 6531237

Freyer - Gaebler - Méckel
Gut gedacht ist halb gelost

2. Auflage, 224 Seiten,

266 Illustrationen, Ganzgewebe 12, M
ES: 19 B 1 Bestell-Nr.: 6531958
Titel z. Z. vergriffen

Kowal - Uspenki - Jasnow
Der Weltraum fiir uns

Raumfahrt im Dienste des Menschen
1. Auflage, etwa 220 Seiten,

16 Schwarzweiftafeln, 2 Tabellen,

etwa 30 Zeichnungen, Pappbd. cell.
8,80 M

Bestell-Nr.: 653280 3 Erscheint IIT/73

Werner Hirte
1000 Dinge selbst gebaut

Reihe: Das kannst auch du!

7. Auflage, 416 Seiten, 313 zweifarbige
Zeichnungen, Halbgewebe 15,80 M
Bestell-Nr.: 6531050

Ernst Herbert Krause

Zwischen Urstoff und Plasmafalle

1. Auflage, 272 Seiten, 48 Schwarzweif-
tafeln, 95 Zeichnungen, Ganzgewebe 12,80 M
Bestell-Nr.: 6 531050

Die Mathematik ist ein besonders
geeignetes Werkzeug zur Bebandlung
abstakter Begriffe jeder Art und ihrer
Anwendung sei keine Grenzen gesetzt.
Aus diesem Grund muB auch ein Buch
iiber die moderne Physik, wenn es nicht
bloB rein beschreibend fiir experimen-
telle Arbeiten ist, im wesentlichen

‘mathematisch sein.

P. A. M. Dirac (Quantum mechanies 1930)
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Unser Buchtip Vorschlag fiir eine Wandzeitung

Schiffe und Schiffahrt
von morgen

In diesem groBziigig gestalteten Buch wird der Ver-
such unternommen, die Frage nach der Zukunft der
Schiffe und der Schiffahrt zu beantworten. Vier Wis-
senschaftler untersuchen den heutigen Stand, die
zu erwartenden Transportaufgaben, die zahlreichen
bekanntgewordenen Zukunftsprojekte und stellen
eigene Ideen vor. In anschaulicher Form geben sie
dem Leser eine Fiille von Einzelinformationen, 30
Fotos und iiber 170 eindrucksvolle, groBtenteils
mehrfarbige Graphiken veranschaulichen den Text
zu einem populdrwissenschaftlichen Werk fiir Junge
Physiker, Techniker und Mathematiker (Preis ca.
25,— M).

In der Horizontalen teilbarer Tanker

A Antriebs- und Dockteil, B ausschwimmbarer Mitteltankteil,
C ausschwimmbarer Vordertankteil

Das Schiff besteht aus drei-Teilen: dem Antriebsteil und Dockteil,
dem ausschwimmbaren Mittelteil und dem ausschwimmbaren
Vordertankteil.

Bei der Fahrt im tiefen Wasser sind alle Teile fest miteinander ver-
bunden. Das Schiff ist dann von einem normalen Tanker kaum zu
unterscheiden. Ist die Flachwassergrenze erreicht, werden Ballast-
Wassertanks im Dockteil 4 geflutet, so daB die Teile B und C
ausgeschwommen werden konnen. AnschlieBend werden die Bal-
last-Wassertanks wieder gelenzt, und der ebenfalls Ol transportie-
rende Dockteil- 4 schwimmt relativ weit auf. Die Teile B und C
und der Dockteil 4 haben nun nur noch etwa 609, des Tiefgangs
wie vor dem Trennen.

Eine mogliche Losung des Problems, wie relativ flache Héfen von
Schiffen mit groBem Tiefgang angelaufen werden kdnnen.

Beladung von Unterwassertanker aus dem Sammeltank von Ol-
gewinnungsstellen auf dem Meeresboden.
Das von unterseeischen Olgewinnungsstellen stammende Ol

flieBt durch Pipelines in einen Plastik-Sammeltank, dessen Spitze
von einem Spezialschiff gehalten wird. Eine Abzapfvorrichtung
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iiber dem Sammeltank dient dazu, Unterwassertanker mit Ol zu
beladen.

Eine mogliche Losung des Problems, wie Erddl aus Gewinnungs-
stellen am Meeresboden abtransportiert werden kann.

Schwimmende Betoninsel zum Verladen von Erdél aus Férder-
stitten im Schelfgebiet: Dieses Bauwerk aus Leichtbeton ist an
seiner geschlossenen Seite verankert, so daB es sich mit der Wind-
und Seegangrichtung drehen kann. Das U-formige Becken bietet
damit einen ruhigen Liegeplatz fiir Tankleichterverbinde (Kombi-
nation aus Ladeteil und abkoppelbarem Antriebsteil), die die
Ladung in die Tanks der Insel pumpen, so daB die Insel als Puffer-
lager dient, die entweder von GroBtankern geleert wird oder selbst
zur nahegelegenen Kiste geschleppt werden kann.

Eine Moglichkeit zur Losung des Problems, auf welche Weise
Erdol abtransportiert werden kann, das unter Wasser im Schelf-
gebiet gefordert wird.

Weitere Neuerscheinungen
des Verlag Die Technik

N. Wass: radio — fernsehen — fono

Reihe: Elektrizitit in Heim und Haushait

200 Seiten, 223 Abb., 19 Tafeln, etwa 9,50 M

Wir werden {iber das DDR-Angebot an elektrischen Heimgeriten
informiert und hilft bei der richtigen Wahli eines Plattenspielers,
Rundfunk-, Fernseh- oder Tonbandgerit. Der Leser kann sich
mit den unterschiedlichen Eigenschaften und Leistungen dieser
Gerite vertraut machen.

Petrowitsch: Signale aus dem All
156 Seiten, 54 Abb., 9,80 M

Bomke/Scheplitz: Wir mikroskopieren
190 Seiten, 144 Abb., 7 Tafein, etwa 9,50 M
Dieses Buch vermittelt die Grundkenntnisse am Mikroskop und

gibt emen Einblick in die einfachen Bezeichnungen und Begriffe

der Optik. Pripariergerdte und Hersteilung von Priparaten runden

die Thematik ab



XII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Olympiadeklasse 10

1.a) Zeigen Sie, daB es eine gréBte Zahl m
gibt, Rir die die folgende Aussage richtig ist:
Es gibt ein konvexes Vieleck, unter dessen
Innenwinkel genau m spitze sind.

b} Ermitteln Sie diese gréBte Zahl m!

c) Untersuchen Sie, ob es (mit dieser Zahl m)
fiir jede natiirliche Zahl n>3 ein konvexes
n-Eck gibt, unter dessen Innenwinkeln genau
m spitze sind!

2. Ein Wiiifel ABCDEFGH (siche Abb.) sei
durch ebene Schnitte durch die Punkte A, F,
H;B,E,G;C,F,H;D,E,G,E,B,D;F, A,C;
G, B, D und H, A, C in Teilkorper zerlegt.

No

a) Ermitteln Sie die Anzahl dieser Teilkorper!
b) Geben Sie das Volumen jedes dieser Teil-
korper als Funktion der Kantenlinge a
des Wiirfels an!

3A. a) Man beweise, daf jedes konvexe Dra-
chenviereck einen Inkreis hat.
b) Man beweise, daB jedes konvexe Dra-
chenviereck ABCD mit E=E-—-’x.
CB=CD=y und ABLCB einen Umkreis
hat.
¢) Man beweise: Sind M und U die Mittel-
punkte, ¢ bzw. r die Radien des In- bzw.
Umkreises eines unter b) beschriebenen Dra-
chenvierecks, so gilt
MU?=r*+¢*—p,/0* +4r%.
3B. Dirk und Jens spielen ein Spiel mit den
folgenden Regeln: Es werden genau 7 Holz-
chen hingelegt. Abwechselnd machen die
Spieler jeweils einen ,,Zug“. Ein ,Zug" be-
steht aus dem Wegnehmen von einem, zwei
oder drei Hoélzchen. Dabei darf keiner der
Spieler den gleichen Zug zweimal hinterein-
ander ausfiilhren. Wer das letzte Hoélzchen
wegnimmt, hat gewonnen. Das Spicl endet
unentschieden, wenn zwar noch Holzchen
vorhanden sind, der am Zug befindliche Spie-
ler aber keinen Zug nach den Spielregeln
ausfiihren kann.

Kann bei diesem Spiel einer der beiden Spie-
ler, bei jeder Spielm&glichkeit des anderen,
den Gewinn erzwingen?

4. In ciner Ebene mit den rechtwinkligen
kartesischen Koordinaten (x, y) sei k der
Graph . der Funktion mit der Gleichung

y=ix2 und g der Graph der Funktion

mit der Gleichung y= —1. Der Definitions-
bereich beider Funktionen sei die Menge
aller reellen Zahlen x.

Man beweise, daB k die Menge aller derjeni-
gen Punkte der x-y-Ebene ist, die von der
Geraden g denselben Abstand haben wie
von dem Punkt F(0; 1).

5. Geben Sie alle g-adischen Zahlensysteme
an, in denen die folgende Aufgabe wenigstens
einc Losung hat, und ermitteln Sie fiir diese
Zahlensysteme alle Lésungen der Aufgabe:
Welche im g-adischen Zahlensystem zwei-
stellige Zahl hat die Eigenschaft, daB sich
erstens durch Vertauschen der beiden Ziffern
wieder eine g-adisch-zweistellige Zahl ergibt,
und daB} man zweitens bei deren Subtraktion
von der ersten Zahl, die im gleichen Zahlen-
system in der Gestalt 12 (zweistellig) zu
schreibende Zahl erhiilt?

6. Zwei Karawanen brachen gleichzeitig von
einer Oase 4 auf und marschierten auf dem-
selben Wege iiber B und C nach D. Die erste
Karawane marschierte jeweils 3 Tage hinter-
cinander und legte dann einen Ruhetag ein,
die zweite Karawane dagegen marschierte
jeweils 2 Tage hintereinander und legte dann
2 Ruhetage ein. Beide Karawanen brachen
an Marschtagen zur gleichen Zeit auf und
waren jeweils die gleiche Anzahl von Stunden
unterwegs. Sie erreichten die Ziele B, C, D
jeweils am Ende dieser Stunden eines Marsch-
tages. Wihrend ihrer Marschtage behielt
jede der Karawanen stets dieselbe Geschwin-
digkeit bei.

Die erste Karawane brauchte fiir den Weg
von A nach C eipschlieBlich der Ruhetage
doppelt soviel und fiir den Weg von 4 nach D
dreimal soviel Tage wie fiir den Weg von 4
nach B einschlieBlich der Ruhetage.

Beide Karawanen trafen am Ende eines
Marschtages gleichzeitig in B ein.

Ermitteln Sie, ob die Karawanen auch gleich-
zeitig in D eintrafen! Wenn nicht, dann

stellen Sie fest, welche der beiden Karawanen
zuerst in D anlangte!

Olympiadeklasse 11/12

1. Man untersuche, ob unter allen Paaren
(a, b) positiver reeller Zahlen solche existieren,
fiir die

+
b a
einen kleinsten Wert annimmt. Wenn ja,

"dann ist dieser kleinste Wert anzugeben.

2. Es sind alle Paare (x, y) ganzer Zahlen
anzugeben, [iir die die Gleichung
x(x+1)(x+7) (x +8)=y?

erfillt ist.

3. Ermitteln Sie die groBte Anzahl von paar-
weise verschiedenen Gebieten, in die die
Oberfliche einer Kugel durch n auf dieser
Oberfliche gezeichnete Kreise zerlegt wer-
den kann!

4. Es seien P, und P, zwei Punkte im Raum
mit den rechtwinkligen kartesischen Koordi-
naten (3; 4; 0) bzw. (10; 8; 4). Es ist zu unter-
suchen, ob es zwei Punkte P; und P, mit
ganzrationalen Koordinaten gibt, so daB
das Viereck P,P,P,P, ¢in Quadrat ist. Wenn
ja, dann sind alle Méglichkeiten fiir P,
und P, anzugeben.

5. Jemand schrieb auf die 6 Flichen eines
Wiirfels je eine reelle Zahl, wobei sich unter
diesen 6 Zahlen die Zahlen 0 und 1 befanden.
Danach ersetzte er jede dieser 6 Zahlen
durch das arithmetische Mittel der 4 Zahlen,
die zuvor auf den 4 benachbarten Flichen
gestanden hatte. (Dabei merkte er sich jede
alte, zu ersetzende Zahl auch, nachdem sie
ersetzt war, so lange, wie sie noch zur Mittel-
bildung fir die Zahlen ihrer Nachbarflichen
herangezogen werden mufte.)
Mit den 6 so entstandenen neuen Zahlen
wiederholte er diese Operation. Insgesamt
filhrte er sie infundzwanzigmal durch. Zum
SchluB stellte er fest, daB er auf jeder Fliche
wieder die gleiche Zahl wie zu Beginn stehen
hatte.
Konnte er dieses Ergebnis bei richtiger
Rechnung erhalten?
6A. Man zeige, daB der Term w
9 + 6cosx
im Intervall 0§x§§, eine gute Naherung

fiir den Term x darstellt, indem bewiesen
wird, daB fiir alle x in dem angegebenen
Intervall der Betrag der Differenz beider
Terme kleiner als 10™* ist.

Anmerkung:

Es gilt =3,14159+ § mit 0<§ <1073

und /2 =1,41421 + ¢ mit 0<e <1075

6B. In der Ebene seien zwei auBerhalb von-
einander gelegene, sich nicht beriihrende
Kreisflichen K, und K, sowie ein auBerhalb
beider Kreise gelegener Punkt 4 gegeben.
Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck ABC
so, daB B auf dem Rand von K, und C
auf dem Rand von K, liegen.



a) Man begriinde und beschreibe eine Kon-
struktion solcher Dreiecke.

b) Man ermittle die groBte Zahl, die als
Anzahl der gesuchten Dreiecke AABC in
denjenigen Fillen auftreten kann, in denen
es nicht unendlich viele solche Dreiecke
gibt.

Losungen

Kreisolympiade

Die Losungen zu Kiasse 5 und 6 - siehe Heft
6/73.

Klassenstufe 7

1.(I) Angenommen, zwei Zahlen x und y
haben die geforderten Eigenschaften. Dann
gilt: )
1) x+y=15390,
) z=u
Nach (1) und weil x einstellig ist, hat y als
vorletzte Ziffer 8 und als letzte Ziffer nicht 0.
Wegen (2) ist z durch 4 teilbar. Nach den
Teilbarkeitsregeln fiir die Zahl 4 stellen daher
die letzten beiden Ziffern von z, das sind
auch die von y, eine durch 4 teilbare Zahl
dar. Somit endet y auf 84 oder 88. Daher
kann nur x=6 oder x=2 sein.
Wire x=2, so wire y=15388, und man
erhielte z=215388 sowie u=153882 im Wi-
derspruchzu 4 - 153 882=615528 %215 388.
Daher kénnen nur x=6 und y=15384 die
geforderten Eigenschaften haben.
(II) In der Tat erfiillen diese beiden Zahlen
(1), und man erhélt mitihnen ferner z= 615384
sowie u=153 846, so daB wegen 4 - 153846=
615 384 auch (2) erfiillt ist Somit gibt es
genau die Méglichkeit x=6, y=15384, die
Bedingungen (1) und (2) zu erfiillen.
2. In dem Viereck ABCD sei E der gemein-
same Mittelpunkt der beiden Diagonalen
AC und BD. Dann gilt nach Voraussetzung:
AE=EC sowie BE=ED
Nun gilt weiter: ¥ AEB=~ ¥ DEC als
Scheitelwinkel und ebenso ¥ AED= ¥ BEC.
Daraus folgt:
AAEB=ADEC
AAED=ABEC
Folglich gilt:
X EAB= ¥ ECD (1) sowie
¥EAD= ¥ECB (2).
Aus (1) folgt: AB || DC, Umkehrung des
Satzes iiber Wechselwinkel an geschnittenen
Parellelen.
Aus (2) folgt: AD || BC,
d. h. ABCD ist ein Parallelogramm, w. z b. w.
3. Das in Jahren angegebene Alter der vier
Spieler sei der Reihe nach mit g, b, ¢, d be-
zeichnet. Nun gilt laut Aufgabe:
(1 a+b+c+d=100.

} (s, W, 5)

(2) a+b=c+d.
3) c>d. ¥
Aus (1) und (2) folgt

6) a+b=c+d=50

Wiire nun a=c oder a=d oder b=c oder
b=d, so folgte daraus wegen (2) b=d bzw.
b=c bzw. a=d bzw. a=c im Widerspruch
zu (4).

Hiernach und wegen (3) folgt aus (4) und (6),
daB a=b=25 sein muB.

Wegen (6) und (3) gilt ferner ¢>50—¢, also
¢>25, und daher d=50—c <25.

Somit ist Christoph der ilteste und Detlef
der jlingste der vier Spieler. Wegen (5)
gilt daher ¢—d=4, woraus zusammen mit
(6) dann ¢=27 und d=23 folgt.

Also ist Christoph 27 Jahre alt, Arnold und
Bruno sind je 25 Jahre alt und Detlef ist
23 Jahre alt.

*) Andere Fortsetzung

Wegen (2), (3) und (4) gilt a=b.

Wire ndmlich in jedem der Paare (Arnold;
Bruno) bzw. (Christoph; Detlef) je einer der
beiden Gleichaltrigen, dann miiBten auch
die beiden anderen gleichaltrig sein, was (4)
widerspricht.

Da somit Christoph ilter als Detlel ist,
beide zusammen aber genau so alt wie die
beiden gleichaltrigen Arnold und Bruno
zusammen sind, ist Christoph der ilteste
und...

4.(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
wie es nach der Aufgabenstellung konstruiert
werden soll. Der FuBpunkt der von C auf die
Gerade durch A4 und B gefillten Hohe sei D.
Dann gilt fir das Dreieck ABCD wegen
p<90°:

¥DBC=p, ¥BDC=90° und CD=h_
Punkt A4 liegt

1. auf dem Strahl s aus B durch D und

2. auf ein}cr Parallelen zu BC im Abstand
h,, und zwar auf derselben Seite von BC
wie D liegenden, weil A auf dem Strahl
s liegt.

(II) Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion er-
halten werden kann: .

(1) Wir konstruieren das Dreieck ABCD
aus den Winkeln ¥ DBC, ¥BDC und der
Seite CD, deren GroBen B, 90°bzw. h_ sind.
(2) Wir zeichnen den Strahl s aus B durch D.
(3) Wir ziehen im Abstand h, die Parallele
zu BC, die auf der gleichen Seite von BC
liegt wie D.- Schneidet sie den Strahl s,
so sei dieser Schnittpunkt 4 genannt

(III) Beweis, daB jedes auf diese Weise kon-
struierte Dreieck AABC tatsichlich allen
Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion hat der Winkel ¥ ABC
dieselbe GroBe wie der Winkel ¥ DBC,
und dieser hat die Grofe g, ferner ist CD= h,,

und die Strecke CD steht senkrecht auf
AB. SchlieBlich hat nach Konstruktion der
Punkt A von BC den Abstand h,.

(IV) Wegen B<90° ist der Konstruktions-
schritt (1) nach dem Kriterium (sww) bis
auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ferner
sind nach Ausfithrung von (1) die Schritte
(2) und (3) eindeutig ausfiihrbar, und da BC
nicht -parallel BD ist, existiert dann auch
eindeutig der Schnittpunkt 4, wobei man
bei verschiedenen Ausfilhrungen von (1)
zu kongruenten Dreiecken AABC gelangt.
Das Dreieck AABC ist mithin durch die gege-
benen Stiicke bis aul Kongruenz eindeutig
bestimmt. -

Klassenstufe 8

1. Erwin kann nicht an erster Stelle stehen,
weil sonst im Widerspruch zu (4) wegen (2)
Gerd ZweitgroBter sein miiBte. Wegen (1)
und (2) kann Erwin aber auch nicht an zweiter,
dritter oder vierter Stelle stehen. Da er wegen
(2) auch nicht an sechster oder siebenter
Stelle stehen kann, steht er an fiinfter Stelle,
und wegen (2) ist dann Gerd Sechster und
Bernd Siebenter. Die Plitze 1 bis 3 kénnen
s_omit nur Axel, Frank und Conrad ein-
genommen haben, und zwar wegen (3) Frank
nur an erster oder zweiter Stelle. Wiirde
Frank an erster Stelle stehen, so miilite
Axelim Widerspruch zu (4) Zweitgrobter sein.
Also steht Frank an zweiter, Axel an dritter
und daher Conrad an erster Stelle. Die Rei-
henfolge der sieben Jungen lautet mithin:
Conrad, Frank, Axel, Dieter, Erwin, Gerd,
Bernd.

2. Laut Aufgabe ist das Dreieck AABM
gleichseitig mit AB=AM=r. Wir unter-
scheiden nun beziiglich der Lage des Punk-
tes C zwei Fille:

Fall 1: Der Punkt C, liege auf dem gréBeren
der beiden zu AB gehorenden Kreisbogen.
Dann ist <AC,B Peripheriewinkel zum
Zentriwinkel ¥ AMB. Da dieser als Innen-
winkel im gleichseitigen Dreieck AABM
eine GroBe von 60° hat, hat £ AC,B eine
GréBe von 30°. i

Fall 2: Der Punkt C, liege aul dem kleineren
der beiden zu AB gehdrenden Kreisbégen.
Dann ist AC,BC, ein Sehnenviereck. Nach
einem bekannten Satz erginzen sich im
Sehnenviereck die GroBen der gegeniiber-
liegenden Winkel zu 180°. Daher hat der
Winkel ¥ AC,B eine GroBe von 180°—30°
=150°.



3.a) Unter allen 1972stelligen Zahlen hat
diejenige die groBte erste Quersumme, die
aus 1972 Ziffern 9 besteht. Diese groBte erste
Quersumme betrigt somit 9-1972=17748.
Da hiernach die erste Quersumme einer
1972stelligen Zahl nicht groBer als 17748
sein kann, erhdlt man die groBte zweite
Quersumme als groBte aller Quersummen
der Zahlen von 10 bis 17748 und folglich
als Quersumme der Zahl 9999, d. i. 36.
[Dennjede natiirliche Zahl x mit 10 < x <9999
hat hoéchstens vier Ziffern, aber nicht vier
Ziffern 9, also hat x stets eine Quersumme
< 36; jede natiirliche Zahl y mit
9999 <y <17748

aber hat genau [inf Ziffern, und zwar als
erste eine 1, als zweite eine Ziffer <8 und
daher ebenfalls eine Quersumme < 36.]

Da hiernach die zweite Quersumme einer
1972stelligen Zahl nicht groBer als 36 sein
kann, erhdlt man die gr6Bte dritte Quer-
summe als grofBte aller Quersummen der
Zahlen von 1 bis 36 und folglich als Quer-
summe der Zahl 29, d. i. 11.

b) Unter allen Zahlen von 10 bis 36 ist
29 die einzige mit der Quersumme 11. Unter
allen Zahlen mit der Quersumme 29 findet

man wegen 29—9=3§ die kleinste, indem man

eine Zahl mit den letzten drei Ziffern 9 so
bildet, daB die aus den vorangehenden Zif-
fern bestehende Zahl die kleinste mit der
Quersumme 2 ist. Diese Zahl ist offenbar
2999.

Mit entsprechender Begriindung findet man
wegen 299—99=333§ die Kleinste 1972stellige
Zahl A mit der Quersumme 2999, indem
man eine Zahl mit den letzten 333 Zillern
9 so bildet, daB die aus den vorangehenden
1972-333=1639 Ziffern bestehende Zahl
die kleinste 1639stellige mit der Quersumme 2
ist. So ergibt sich die Zahl

A=10..019..9,
N
1637 333

die der Reihe nach aus einer Zilfer 1, 1637
Ziffern 0, einer Ziffer 1 und 333 Ziffern 9
besteht.

Ist nun g irgend eine von der kleinsten Zahl
2999 verschiedene, also groBere Zahl mit
der Quersumme 29 und hat eine 1972stellige
Zahl n die Zahl g als Quersumme, so gilt:

g 3000 3 . .

Wegen §=T=333§ hat die kleinste 1972-
stellige Zahl B mit der Quersumme g als
ihre letzien 333 Ziffern je eine 9 und unter den
davor stchenden 1639 Ziffern mindestens
eine Zilfer >2. Folglich ist B> A und dem-
nach erst recht n> A. Damit ist 4 als kleinste
unter allen 1972stelligen Zahlen nachgewie-
sen, die die dritte Quersumme 11 besitzen.

4. (I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aulgabe entspricht.
Dann ist durch die AuBenwinkel bei C, deren
jeder nach dem AuBenwinkelsatz die GroBe
o+ f hat. auch die GroBe des Innenwinkels

¥ ACB (als Nebenwinkel des Auflenwinkels)
bestimmt (es 148t sich auch der Winkelsum-
mensatz benutzen). Seine GrdfBe betrigt
180° —120° = 60°.

Die ihm gegeniiberliegende Seite ist linger
als die andere gegebene Seite.

(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck
AABC nur dann den Bedingungen der Aul-
gabe entspricht, wenn es durch folgende Kon-
struktion erhalten werden kann:

Das Dreieck AABC wird aus x ACB=60°,
B_C=a=6.5 cm, E=c=7,5 cm als Dreieck
aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der
groBeren Seite (ssw) konstruiert.

(TIT) Beweis, daB jedes nach (II) konstruierte

Dreieck AABC den Bedingungen der Auf-

gabe entspricht:

Nach dem AuBenwinkelsatz gilt
a+f=180°— £xACB=120°

und nach Konstruktion

E=c=7,5 cm sowie B_C=a=6,5 cm.

(IV) Die in (I) angegebene Konstruktion

ist bekanntlich bis auf Kongruenz eindeutig

ausfiihrbar. Daher ist durch die gegebenen

Stiicke wegen c¢>a das Dreieck AABC bis

auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Klassenstufe 9

1. Ist n die mittlere der drei natiirlichen
Zahlen, so lauten sie (n—1), n, (n+1). Die
Summe threr Kuben ist die Zahl
n=1P+nm+(n+1)2=n>-3n2+3n—1+n°
+n343n2+3n+1

=3n®+6n=23(n>+2n), und diese

Zahl ist durch 3 teilbar, w. z b. w.

2. Der genannte Quotient ist genau dann .

negativ, wenn entweder
8 —3x>0und 7x—2 <0 (Fall 1) oder
8—3x<0und 7x—2>0 (Fall 2) ist.
Trifft Fall 1 [iir ein x zu, so folgt aus
8 —3x>0 sowie aus 7x—2<0

3x <8, also Tx <2, also

8 2
X <= x<=.

Wegen % <§ folgt also x <%.

Trifft Fall 2 fiir ein x zu, so folgt entsprechend
aus
8—3x<0sowieaus Tx—2>0

3x>8, also 7x>2, also

x>2 x>2.

Wegen §>Z folgt also x>§.
3 7 3

Tatsdchlich ist fiir x<§ erst recht x<§ und

daher 7x—2<0 und 8 —3x>0, so daB Fall 1
zutrifft, 8 )
Tatsdchlich ist fir x>§ erst recht x>? und

daher 8 —3x <0 und 7x—2>0, so daB Fall 2
zutrifft. Mithin ist der genannte Quotient
genau fur diejenigen reellen Zahlen x nega-

tiv, fiir die x<% oder x >§ gilt.

3. Es sei n die Anzah! der Reihen. Dann
ist die Anzahl s aller verwendeten Biichsen
wegen (1) und (2) gleich der Summe aller
natiirlichen Zahlen von 1 bis n, also gilt:
s=1424+3+...+(n—1+n

Wegen (3) und (4) muB diese Summe durch
3 teilbar sein. Weiter gilt wegen (3), (5) und
(6) n=23. Fiir n=3 ist s=6. Da es in diesem
Fall genau 3 Reihen gibt, ist wegen (5), (6)
und (3) die Bedingung (4) nicht erfiillbar.

Fiir n=4 ist s= 10, also nicht durch 3 teilbar.
Fiir n=5 ist s=15. Wegen (4) miiBten also
von jeder Sorte genau 5 Biichsen verwendet
werden. Da wegen (1) und (2) in diesemn Falle
die unterste Reihe 5 Biichsen enthilt, miiB-
ten die iibrigen beiden Sorten so auf die rest-
lichen 4 Reihen verteilt werden, daf} jeweils
5 Biichsen der beiden Sorten verwandt wer-
den. Andererseits miiten wegen (6) die
Sorten von Reihe zu Reihe wechseln. Nun
enthalten die Reihen aber der Reihe nach die
Anzahlen 4, 3, 2, 1, und es ist 4+2#3+1.
Daher lassen sich auch fiir n=5 die Bedin-
gungen (1) bis (6) nicht gleichzeitig erfiillen.
Fiir n=6 ist s=21. Wegen (4) miiBten mithin
von jeder Sorte genau 7 Biichsen verwendet
werden. Da wegen (1) und (2) in diesem Falle
die unterste Reihe 6 Biichsen enthilt, miiBte
die siebente Biichse der fiir die unterste Reihe
verwendeten Sorte in der obersten Reihe
stehen. Die restlichen Reihen mit 2, 3,4 bzw. 5
Biichsen wiren dann mit den restlichen bei-
den Biichsensorten zu besetzen, und zwar
wegen (6) abwechselnd. Wegen 2+4#3+5
ist dann aber (4) nicht erfillt.

Fiir n=7 ist s=28, also nicht durch 3 teilbar.
Fiir n=8 ist s=236. Stellt man die erste Sorte
Biichsen in die Reihen mit 1, 3 bzw. 8 Biich-
sen, die zweite Sorte in die Reihen mit 2, 4
bzw. 6 Biichsen und die dritte Sorte in die
Reihen mit 5 bzw. 7 Biichsen, dann wurden
wegen 1+34+8=2+4+6=5+7=12 von je-
der Sorte gleich viel verwendet und auch die
Bedingungen (1), (2), (3), (5) und (6) wurden
eingehalten. Daher ist n=8 die kleinste
Anzahl von Reihen, mit der (1) bis (6) erfull-
bar sind, und somit s=36 die gesuchte
kleinste Anzahl von Biichsen.

11



Die (vom Schiiler nicht verlangte) Abb. ver-
anschaulicht die Losung. ’

4. Der Mittelpunkt des Inkreises sei M, die
Beriihrungspunkte dieses Kreises mit den
Seiten AB, BC, CD, DA seien der Reihe nach
G, H, K, L. Nun gilt:
MG=MH=MK=ML=r und MGLAB,
MH1BC, MK1CD, ML1DA.

Der gesuchte Flicheninhalt F ist gleich der
Summe der Flicheninhalte der Dreiecke
AABM, ABCM, ACDM, ADAM.

Da diese Dreiecke simtlich die Hohenldnge r
haben und die Summe der Lingen der zuge-

horigen Grundseiten AB, BC, CD, DA gleich -

dem Umfang u ist, gilt mithin:

F=lu~r.
2

‘Klassenstufe 10

1. Da z, und z, aus den gleichen Ziffern be-
stehen, haben s_ie auch die gleiche Quersumme
g. Daher lassen beide Zahlen bei Division
durch 9 den gleichen Rest (0<r<9).
Mithin gilt:

z,=9n+r sowie z,=9m+r (n, m natiirliche
Zahlen).

Daraus folgt |z,—z,|=9|n—m|, d h
| z, —z; | ist durch 9 teilbar.

2.a) G 4

/4 c

/

b) Den Korper kann man sich entstanden
denken, indem man aus einem Wiirfel mit
der Kantenlinge a eciner Pyramide mit
quadratischer Grundfliche (Seitenlinge a)
und der zugehorigen Hohe der Linge a her-
ausschneidet. Daher gilt fiir das Volumen V
dieses Korpers

vea*-La2. 0220
3 3

3.(I) Da A und B aufl der ersten Parabel
liegen, miissen ihre Koordinaten die Glei-
chung y=x? erfiillen. Da beide Parabeln
symmetrisch zur y-Achse liegen, miissen A
und B symmetrisch zu dieser Achse liegen;
B sei der im ersten Quadrant gelegene unter
diesen beiden Punkten. Weiter miissen auch
A, und B, symmetrisch zur y-Achse liegen,
d. h. der Ursprung des Koordinatensystems
ist der Mittelpunkt der Strecke A,B,. Da

v

ferner nach Voraussetzung A4,B, = BB, ist,
gilt fiir die Koordinaten x,; y, des Punktes B
folgende Bezichung:

Vi =2x'1. Aus dem

Gleichungssystem (1) y, =x? (2) y, =2x, er-
hélt man x, =2 und y, =4.

(Die zweite Losung des Gleichungssystems,
x; =0 und y, =0 entfillt, da auf der Symme-
tricachse der zweiten Parabel kein Punkt
aufler dem Scheitelpunkt liegen kann.)

Also gilt B (2; 4) und damit A(—2; 4).

(IT) Da die zweite Parabel den Scheitelpunkt S
(0; 6) hat, lautet ihre Funktionsgleichung
y=ax? +6, mit einer geeigneten reellen Zaht
a.

Diese Gleichung muB durch die Koordinaten
von B erfillt werden. Daher erhidlt man

4=4a+6 und daraus a=—%. Die zweite

Parabel ist mithin der Graph der Funktion,

deren Gleichung y= —% x2 +6 lautet.

(IIT) Ihre Nullstellen erhdlt man daher aus

der Gleichung —% x24+6=0.

Sie lauten xo; =/12 und xq,= —-J12
Die gesuchten Schnittpunkte der zweiten
Parabel mit der x-Achse haben demnach die
Koordinaten

(V/12;0) und (- /12;0).

y
yxt
s
A ———-~—-{8
H
2 y--§8

\

4.a) Angenommen, es gibe ein derartiges

rechtwinkliges Dreieck AABC und es seien

die MaBzahlen der Langen

der p zugeordneten Kathete mit a

der g zugeordneten Kathete mit b und

der Hohe mit h bezeichnet.

Nun unterscheiden wir folgende beiden Fille:

Fall 1: Die eine der zu ermittelnden Wurzeln

wird durch h, die andere durch g oder b

dargestellt.

Fall 2: Die eine der zu ermittelnden Wurzeln

wird durch a, die andere durch b dargestellt.

Im Fall 1 gilt: h2=p- g=12 sowie
a’=p(p+q)=133.

Daraus erhilt man durch Subtraktion

p?=121,also p=11,da p>0 gilt.

&

\.‘

L

3 3 -
Pt e e —

Mithin gilt ¢ =2, und man erhilt tat-
i 1

sdchlich

h*=12 a*=133, also h=,/12 und a=./133.

Im Fall 2 gilt: (wenn 0. B.d. A. a> b angenom-

men wird)

a’>=p(p+4q)=133 sowie b>=¢(p+g)=12.

Durch Addition erhilt man daraus

(p+9)*=a”+b>=145, folglich ist p +q keine

rationale Zahl.

Also gibt es im Fall 2 kein Dreieck, das den
Bedingungen der Aulgabe entspricht.
b) Hier gilt im Fall 1:
h*=p-q=11 sowie
a*=p(p+q)=133.
Daraus erhdlt man durch Subtraktion
p?=122, folglich ist p nicht rational.
Also gibt es im Fall 1 kein. Dreieck, das den
Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Im Fall 2 gilt:
(1) a*=p(p+q)=133 sowie
br=gq(p+q)=11.
Daraus erhilt man durch Addition (p+g)*
=144, also wegen p, g>0 p+g=12 bzw.
g=12—p. Durch Einsetzen in (1) ergibt sich

133 L 11
12p=133, also p=—— und mithin g=—.
P P 12 1 12

Tatsachlich erhilt in diesem Falle
a?=133, also a=./133, sowie b>=11, also
b=/11, wie es verlangt war.

man

Bezirksolympiade

Klassenstufe 7

1. Mit den Buchstaben M, S, K und den
Buchstabengruppen MS, MK, SK, MSK
seien die Anzahlen derjenigen Schiiler be-
zeichnet, die an den entsprechenden Arbeits-
gemeinschalten (M: math.-natw., S: Sport-
AG, K: Kiinstler-AG) teilnehmen, aber nichf
an den iibrigen. Mit N sei die Anzahl derjeni-
gen Schiiler bezeichnet, die an keiner der
Arbeitsgemeinschaften teilnehmen.

Dann folgt:
ON+M+S+K+MS+MK+SK+MSK
: =500,
) S +MS +SK+MSK
=250,
2 K +MK+MSK
=125,
3) M +MS+MK +MSK
=225,
4 SK+MSK
= 25,
(5) MS +MSK
= 75,
(6) MK +MSK
= 25,
yl MSK
= 5
Wegen (7) und (4) bzw. (5) bzw. (6) ist
8) SK =20,
9 MSs= 70,
(10) MK= 20.
(11) $=155,
(12) K= 80,
(13) M=130.
Wegen (0), (7), (8), (9), (10), (11), (12), (13) ist
(14) N= 20

Die in a) gesuchte Anzahl ist S+K+M;
wegen (11), (12), (13) betrégt sie 365. Die in b)
gesuchte Anzahl ist N; wegen (14) betrigt
sie 20.

2. Die kleinste der 51 aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen sei j. Dann gilt 155, und



die aufeinanderfolgenden Zahlen lauten (1)
Jj+1, j+2, ..., j+49, j+50. Nun gilt laut
Aufgabe j+50<100, also 15j<50. Folglich
gehért j+ j=2j auch zu den in (1) aufgezihlten
51 aufeinanderfolgenden Zahlen, w. z b. w.

3. (I) Angenommen, ABCDE sei ein Fiinfeck,
das den Bedingungen der Aufe:ah vispricht.
Dann ist ABCE gleichseitig. also gilt X CBE
=60°. Ferner liegen A und C nicht auf der-
selben Seite der Geraden durch die Punkte
B und E, da ABCDE konvex ist. Daher gilt:
¥ ABE= X ABC— ¥ CBE=95°—60°=135".
(II) Daher erfiillt ein Fiinfeck ABCDE nur
dann die Bedingungen der Aufgabe, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:
(a) Wir konstruieren ein Dreieck AABE aus
AB=5 cm,

¥EAB=95°und ¥x ABE=135°.
(B) Wir schlagen die Kreise um B und E
mit dem Radius BE. Schneiden sie sich in
einem Punkt, der nicht auf derselben Seite
der Geraden durch B und E wie A liegt,
so sei dieser C genannt.
(y) Wir schlagen den Kreis um C mit dem
Radius 5cm und den Kreis um E mit dem
Radius AE. Schneiden sie sich in einem
nicht auf derselben Seite der Geraden durch
C und E wie B liegenden Punkt, so sei dieser
D genannt.
(1II) Beweis, daB jedes so konstruierte Fiinf-
eck ABCDE den Bedingungen der Aufgabe
entspricht: '

Nach Konstruktion ist AB=CD=5 cm,
BC=CE=BE, AE=DE, also sind (1), (3),
(4) erfiillt. Ferner ist XxEAB=95°, ¥ ABE
=135° und, da ABCE gleichseitig ist, ¥ CBE
= XBCE= ¥ BEC=60".

Da A und C auf verschiedenen Seiten der
Geraden durch B und E liegen, gilt x ABC
= X ABE+ X CBE=135°+60°=95°, also ist
auch (2) erfiillt, und es gilt ¥ 4AEB=180°—95°
—35°=50°. Weiterhin ist ADCE=AABE
s, s, 5), also

¥EDC=95°, ¥ DCE=35° und x DEC=50°.
Da ferner B und D auf verschiedenen Seiten
der Geraden durch C und E liegen, gilt
¥BCD= xBCE+ ¥DCE=60°+35°=95°.

SchlieBlich gilt ¥ AED= ¥ AEB+ ¥ BEC
+ X DEC=50°+60° + 50° =160°.

Also hat ABCDE an allen fiinf Ecken Innen-
winkel, deren jeder kleiner als 180° ist, ist
somit konvex

(IV) Konstruktionsschritt (a) ist wegen
95°+35°<180° nach dem Kriterium wsw
bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar.
Ebenso ist Konstruktionsschritt (§) aus be-
kannten Griinden eindeutig ausfihrbar, d. h.
es existiert genau ein solcher Schnittpunkt C.
SchlieBlich ist auch Konstruktionsschritt (y)
aus bekannten Griinden eindeutig ausfiithr-
bar. Das Fiinfeck ABCDE ist somit durch
die Bedingungen (1) bis (4) bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt

4. Offensichtlich gilt p=1 und g=0.

Da in der zweiten und in der dritten Zeile
je eine vierstellige Zahl steht, gilt d#1 und
c#l

Das Produkt b - d endet ebenso wie das Pro-
dukt b - ¢ mit 1. Es sind nun genau die folgen-
den drei Fille méglich:

1. Fall: Es sei b=9,c=d=9. -

Daraus folgt b-d=81. Wegen g=0 muB das
Produkt a-d, also a-9, mit der Ziffer 2
enden, (denn 2+8=10). Das ist aber genau
fir a=8 der Fall. Der erste Faktor heiBt
somit 189, der zweite 99.

Tatsichlich [ibrt die Rechnung 189-99 zu
einem Tafelbild, das der Aufgabenstellung
entspricht.

2. Fall: Es sei b=7, c=d=3.

Da der erste Faktor kleiner als 200 ist, ist
sein Dreifaches kleiner als 600, also eine
dreistellige Zahl, was im Widerspruch zur
zweiten Zeile steht. Dieser Fall fiihrt somit
zu keiner Losung.

3. Fall: Es sei b=3, c=d=17.

Daraus folgt b-d=21. Das Produkt a-d,
also a- 7, muB dann mit der Ziffer 8 enden
(denn 2+8=10). Das ist genau fir a=4
der Fall Als erster Faktor ergibt sich damit
143, der zweite lautet 77. Tatsichlich fiihrt
die Rechnung 143-77 zu einem Tafelbild,
das der Aufgabenstellung entspricht. Das
Multiplikationsschema hat somit genau zwei,
und zwar die beiden folgenden Realisierun-
gen:

189-99 14377
1701 1001
1701 1001

18711 11011

Gerd hatte also recht, Bernd dagegen nicht.
5. Es sei x eine beliebige rationale Zahl,
fir die 0<x<1 gilt. Dann gilt x+ |x—1]|
=x+1-—x=1, also ist die gegebene Glei-

chung erfiillt. Daher erfiillen alle rationalen
Zahlen x, fir die 0<x<1 gilt, diese Glei-
chung.

Angenommen, es gibe eine rationale Zahl
x>1, die die Gleichung x+ |x—1| =1 er-
fillt. Dann wire l=x+ |x—1|=x+x—1
und somit 2x =2, also x=1, im Widerspruch
zu x>1. Also gibt es keine rationale Zahl
x> 1, die die gegebene Gleichung erfiillt.
Daher erfilllen genau alle diejenigen nicht
negativen rationalen Zahlen x, fir die
(0=) x<1 gilt, die gegebene Gleichung.

6. Die zwei im Satz genannten Hohen seien
o. B. d A die zu AB und AC gehdrenden.
Ihre FuBpunkte seien D bzw. E, ihre Mittel-
punkte M bzw. N.

Die genannten Parallelen, g parallel zu AB
durch M bzw. h parallel zu AC durch N,
sind nicht parallel zueinander (da AB nicht
zu AC parallel ist), sie schneiden sich daher
in genau einem Punkte. Nun schneidet g
den Strahl aus B durch C (da M und C auf
derselben Seite der Geraden durch 4 und B
liegen) in einem Punkt P. Ist F der Flichen-
inhalt des Dreiecks AABC, so haben die
Dreiecke AABM und AABP jeweils den

Flicheninhalt %F ; denn diese drei Dreiecke

stimmen in ®r Seite AB iiberein, und die
zugehorige Hohe hat im ersten Dreieck
die Linge CD, in den beiden anderen Drei-

ecken jeweils die Linge W='2 CD. Da

nun die Dreiecke AABC und AABP in der
zur Seite BC bzw. zur Seite BP gehorenden
Hohe iibereinstimmen, folgt unter Beriick-
sichtigung der Aussagen iiber ihren Flichen-

inhalt ﬁ=; BC. Also schneidet g die

Strecke BC in ihrem Mittelpunkt M. Analog
beweist man, daB auch h die Strecke BC in
M, schneidet Daher ist M, ein gemeinsamer
Punkt von g und h, folglich ihr Schnitt-
punkt, und da M, auf BC liegt, ist hiermit
die Behauptung bewiesen
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1. Im folgenden seien die Namen der auf
den Tipzetteln vermerkten drei Wettkampf-
teilnehmer mit A4, B, C abgekiirzt und die
Platzverteilung durch die Reihenfolge dieser
drei Buchstaben angegeben. Da A, B und C

1. Moglichkeit der Tipverteilung 2. Moglichkeit der Tipverteilung:

Platzvert. ABCACBCABCEBA Platzvert. ABCACBCABCEBA
BAC 5 mal 0+0+5 04040 0+5+0 0+0+0 i BAC 5 mal 0+0+5 04+0+0 0+5+0 0+0+0
BCA 4 mal 0+0+0 0+4+40 04040 0+0+4 , ' BCA 3 mal 0+0+0 0+4+3+0 0+0+0 0+0+3
CAB 3 mal 0+0+0 040+3 3+3+3 3+40+0 CAB 4 mal 0+0+0 0+40+4 4+4+4 44040
Summe 5 7 14 7 Summe 5 7 17 7




die ersten drei Pldtze belegten und B nicht
Erster wurde, kommen nur die folgenden
Platzverteilungen in Frage:

(1) ABC, (2) ACB, (3) CAB, (4) CBA.

Nun 148t sich in einer Tabelle angeben,
wieiviel Punkte in den Fillen (1) bis (4)
bei jeder der laut Aufgabenstellung moglichen
Tipverteilungen hitten vergeben werden kon-
nen.

Wie die Tabelle zeigt, wird die Gesamtpunkt-
zahl 17 genau dann erreicht, wenn Claudia
den Wettbewerb gewann, Annekatrin den
zweiten und Bernd den dritten Platz erreichte
sowie der Tip BCA genau 3 mal abgegeben
wurde.

2. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Die bei der Division der Zahlen a,
b, ¢ durch 3 auftretenden Reste sind paar-
weise verschieden. Es lassen o. B. d. A. die
Zahl a den Rest 0, die Zahl b den Rest 1 und
die Zah! ¢ den Rest 2. Dann lassen sich a, b,
¢ in folgender Form schreiben:

a=3m
b=3n+)
¢c=3s5+2
a+b+.

mit natiirlichen Zahlen
m. n, s. Nun gilt:

Im+3n+143s+2
=3m+n+s)+3
=3m+n+s+1), d h
3la+b+ec
Fall 2: Es gibt unter den Zahlen g, b, ¢
mindestens zwei Zahlen, die bei Division
durch 3 den gleichen Rest r lassen. Das seien
o. B. d. A. die Zahlen a und b. Dann lassen
sich diese Zahlen in folgender Form schrei-
ben:

a=3m+r) mit natiirlichen Zahlen m, n, r
b=3n +rf wobei 0<r<2 gilt. Nun gilt:
a—b=3m+r—(3n+r)

=3(m—n), d. h.
3|a-b.

3. Falls benotigt, werden die Parallelo-
gramme BIHC und CKLA wie folgt in (13-
cheninhaltsgleiche Parallelogramme verwan-
delt:

Man zieht durch C die Parallele zu den paral-
lelen Parallelogrammseiten BD und EA.
Ihre Schnittpunkte mit ED bzw. AB seien
P bzw. Q genannt. Die Gerade durch K
und Lschneide die genannte Parallele durch
Cin einem Punkte M, die Gerade durch I
und H schneide sie in einem Punkte N.

Dann sind ACME und CBDN ebenfalls
Parallelogramme und es gilt EA=MC sowie
3D=NC, woraus wegen EA=BD folgt, daB
M =N ist. Als Parallelogramme mit gleicher
Grundseite und gleicher zugehoriger Hohe
sind nun folgende Parallelogramme paar-
weise inhaltsgleich:

V1

einerseits ACKL, ACME und AQPE,
andererseits BIHC, BDMC und BDPQ.

Da der Flicheninhait des Parallelogramms
ABDE gleich der Summe der Flidcheninhalte
der Parallelogramme AQPE und BDPQ
ist, ist er mithin auch gleich der Summe der
Fldcheninhalte der Parallelogramme ACKL
und BIHC, w. z. b. w.

4, Fiir jede Lage des Punktes P, auf dem von
ihm durchlaufenen Halbkreisbogen ist P, so

gelegen, daB {AMP2=% <):AMPl <%- 180°

=45° gilt. Umgekehrt nimmt die GréBe des
¥ AMP, wéhrend der beschriebenen Bewe-
gung alle Werte zwischen 0° und 45° an, jeden
zu genau einem Zeitpunkt. Sind Q, bzw. Q,
die FuBpunkte der von P, bzw. P, auf AB
gefillten Lote, so haben die Dreiecke AABP,
und AABP, genau dann gleichen Flidchen-
inhalt, wenn

1) P,Q,=P,Q, gilt.

Im Fall x AMP,<90° ist ¥xQ,MP,=

= {AMP2=i {AMP1< <):AMP1=

= «Q,MP, und daher
P,0,<P,Q,. Im Fall
X AMP,=90° ist £Q,MP,=xAMP,=

=41—‘ X AMP-1 <90° und daher ebenfalls

P,Q,<(MP,=MP,=)P,0,.

Also kann (1) in den Fillen x AMP, £90°
nicht erfiillt werden.

Im Fall _{AMPI >90° ist die Bedingung (1)
genau dann erfiillt, wenn (2) XBMP,=
=XQ,MP,=¥xQ,MP,= X AMP, gilt;
denn aus (1) folgt (2) vermittels des Kon-
gruenzsatzes (ssw), aus (2) lolgt (1) vermittels
(sww). Nun ist (2) gleichwertig mit

180°—4- ¥ AMP,= ¥ AMP,

und dies mit ¥ AMP,=36"°.

Dabher gibt es genau einen Zeitpunkt mit der
geforderten Eigenschalt, nimlich denjenigen,
an dem der Winkel ¥ AMP, die Gro6Be
36° hat.

d

5. (I) Angenommen, ABCD sei ein Quadrat,
das den Bedingungen der Aufgabe geniigt.
Ferner sei A’ ein Punkt aul M P, Es sei weiter
Q der FuBpunkt des Lotes | von M auf BC.
Dann ist AMBQ=AMCQ (ssw), also ist !/
die Mittelsenkrechte von BC und daher
auch die von AD. Somit gilt MA=MD. Die
Parallele durch A’ zu AB schneide den Strahl
aus M durch R in einem Punkt, der D’ ge-
nannt sei. Die Parallelen durch B’ zu BC und
durch D’ zu DC mogen sich im Punkt C'
schneiden. Dann ist A'B'C'D’ ein Viereck,
das aus ABCD durch eine zentrische Strek-

kung mit dem Zentrum M hervorgegangen
ist, also ein Quadrat, fiir das wegen MA=MD
auch MA' =MD’ gilt.

Da das Quadrat ABCD nicht auf derselben
Seite von AD liegt wie M, so liegt das Quadrat
A'B'C’'D’ nicht auf derselben Seite von 4'D’
wie M.

(II) Daraus ergibt sich, daB ein Quadrat
ABCD nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht, wenn es durch [folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man wihlt auf MP einen beliebigen
Punkt A’

(2) Man schldgt den Kreis um M mit MA.
Schneidet er den Strahl aus M durch R
in einem Punkt, so sei dieser D' genannt.
(3) Man errichtet iiber A’'D’ das Quadrat
A’'B'C'D’, das nicht aufl derselben Seite von
A'D’ liegt wie M.

(4) Man zeichnet die von M ausgehenden
Strahlen duych B’ bzw. C'. Schneiden sie den
Bogen PR, so seien diese Schnittpunkte B
bzw. C genannt.

(5) Man zeichnet die Parallele zu B’'A’ durch
B. Schneidet sie PM in einem Punkt, so
sei dieser A genannt.

(6) Man zeichnet die Parallele zu C'A4’ durch
C. Schneidet sie RM in einem Punkt, so sei
dieser D genannt.

(III) Beweis, daBl jedes so konstruierbare
Quadrat ABCD den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht:

Laut Konstruktion ist dic Mittelsenkrechte [
von A’'D’ auchdie von B'C’; wegen MA =MD’
geht sie durch M, ist also auch Winkelhalbie-
rende von XB'MC’. Schncidet sie BC in Q,
so ist daher AMBO>AMCQ (sws), also !
auch senkrecht aul BC und folglich BC || B'C".
Hiernach und nach der weiteren Konstruk-
tionist ABCD durch eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum M aus A'B'C'D’ hervor-
gegangen. Daher ist ABCD ebenfalls ein
Quadrat, und seine Punkte liegen so, wie
es in der Aufgabe verlangt wurde.

6. Angenommen, zu einer positiven ratio-
nalen Zahl a gebe es eine natiirliche Zahl x,
fur die
(1) 2—25x—a =§x+142gilt.

Dann gilt auch

100x —8a=>5x+1136 bzw.

95x=1136+8a, also
) x=1_136_+85.
95

Daher gibt es zu einer positiven rationalen
Zahl a nur dann eine natiirliche Zahl x mit
der Eigenschaft (1), wenn 1136+8a durch
95 teilbar ist, wobei 8a>0 gilt. Da 1136 bei



Division durch 95 den Rest 91 14Bt, erhilt
man die kleinste Zahl g fiir 8a=4, sie lautet

also a=%. Fiir sie ergibt sich nach (2)

x =12, also eine natiirliche Zahl. Umgekehrt

erfiillt x=12 zusammen mit a=% auch (1),

wie man durch Einsetzen bestiitigt. Also gibt

" es ein kleinstes a mit den geforderten Eigen-
schaften, und x nimmt hierfiir den Wert 12
an

Klassenstufe 9

L. Es gilt n®—n?=n%-(n*-1)
=n®-(n*+1)-(n®-1).

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen
n?—1, n%, n*+1 ist mindestens eine gerade.
Ist n durch 5 teilbar, so ist n® durch 5 teil-
bar. Ist n nicht durch § teilbar, so 1iBt n bei
Division durch 5 einen der Reste 1, 2, 3, 4.
Dann 4Bt n? bei Division durch 5 bzw. den
Rest 1,4,4,1.

LiBt n? bei Division durch 5 den Rest 1,
so ist n2 —1 durch 5 teilbar.

LiBt n? bei Division durch 5 den Rest 4,
so ist n? 41 durch 5 teilbar.

In jedem Falle ist daher n® —n2=
=(m2~1)-n*-(n*+1) durch 2 und durch 5
und folglich, da 2 und 5 teilerfremd sind,
auch durch 10 teilbar.

Bemerkung: n®—n? ist fiir jedes ganze n
sogar durch 60 teilbar.

2. Angenommen, eine Rechteckfldche, in der
jede Zeile aus a und jede Spalte aus b Qua-
dratflichen besteht, erfiille die Bedingungen
der Aulgabe. Dann ist =3 und b23, da
sonst keine weiBen Quadratflichen auftriiten,
und die Anzah] der roten Quadratfliichen
betrdgt 2a+2b—4, diec Anzahl der weiBen
Quadratflichen betrigt (a—2)-(b—2)=
=ab—2a-2b+4.
Somit gilt 2a+2b—4=ab—2a—2b+4, also
(1) a(b—4)=4b—8.
Wire b=1, so folgte —a=4; wire b=4, so
folgte 0=8, was beides einen Widerspruch
darstellt. Also gilt b>4, d. h. (2) b—4>0.
Wegen (1) ist 4b—8=4(b—4)+8 durch b—4
teilbar und daher auch (3) 8 durch b—4 teil-
bar.
Nach (2), (3) kann b—4 nur eine der Zahlen
1, 2, 4, 8 sein. Hieraus und aus (1) ergeben
sich fiir das Paar (g, b) nur die Méglichkeiten
a b

Wie die Abb. zeigt, erfiillen in der Tat diese
Paare die Bedingungen der Aufgabe (Fall 1
und 4 bzw. Fall 2 und 3 gehen durch Vertau-

schung der Zeilen mit den Spalten auseinan-
der hervor).

Der ~vorstehende Losungsweg untersucht,
wann sich aus (1) eine natiirliche Zahl a
ergibt. Einfacher wird die Darstellung bei
folgendem 2. Lésungsweg:

Die (durch positive ganze a, b, zu erfiillende)
Bedingung ist dquivalent mit gb—4a—4b+8
=0 und dies mit (*) (a—4) (b—4)=8.

Also hat man alle ganzzahligen Faktoren-
zerlegungen(*) von 8 zu priifen, ob fiir sie
a und b positiv (ganzzahlig) sind. Ist nun eine
der Zahlen (a—4), (b—4) ein Faktor (—8)
oder (—4), so hat die betreflende Zahl a
bzw. b den Wert (—4) oder (0).

Daher 16sen genau die Zerlegungen 8=8-1
=4-2=2-4=1"-8 und somit genau die oben
angegebenen Paare (a, b) die Aufgabe.

3. Die vier Raumdiagonalen eines Wiirfels
schneiden sich in einem Punkt. Er sei mit M
bezeichnet. Mit M als Spitze und je einer
Wiirfelfliche als Grundfliche gibt es genau
6 vierseitige Pyramiden, die den Wiirfelk&r-
per vollstindig ausfiillen. Diese Pyramiden
sind untereinander kongruent.

Jede der vier Seitenflichen jeder Pyramide
ist in genau einer der 6 in der Aufgabe ge-
nannten Schnittebenen enthalten, d. h. daB
jede Pyramide nur noch von zwei der gege-
benen Ebenen geschnitten werden kann.
Dies wird sie in der Tat, nimlich von den-
jenigen beiden Schnittebenen, die auf der
Grundfliche der Pyramide senkrecht stehen
und deren (Flichen-)Diagonalen enthalten.
Sie zerlegen die Pyramide in vier unterein-
ander volumengleiche (sogar kongruente)
Teilkorper. Der Wiirfel wird daher in 24 Teil-
korper zerlegt.

Alle Teilkérper sind untereinander volumen-
gleich. Das Volumen jedes dieser Teilk&rper

betrigt dah a®
trigt daher —.
g 24

4. Mit den iiblichen Bezeichnungen s fir die
Weglinge, v fir die Geschwindigkeit und ¢
fir dje aufgewandte Zeit gilt s=v-t bzw.
t=2. Wird nun die von 4 aufgewandte Zeit
il

mit ¢, und die von B aufgewandte Zeit mit t,
bezeichnet, dann gilt einerseits Rir 4:

t, =t +¢ mitt = =Sundr =22
4 12 1 2-4 8 2 2:5 10

alsot =is,
4 40
s,=5,+s, mit s, =% -4 und sz=t2—"-5, also

s=% -9 bzw. tn=§s.‘

Wegen9-9>2-40gilt nunt,>tg d. h. Bwar
cher am Ziel als A.

2. Losungsweg: Man kann sich die Gesamt-
strecke in 9 gleichlange Teilstrecken geteilt
denken.

Dann ging A genau 4% dieser Teilstrecken

mit 4 km/h, den Rest mit 5 km/h. B dagegen
ging genau 4 dieser Teilstrecken mit 4 km/h,

die restlichen 5 Teilstrecken mit S km/h;
denn bei dieser Aufteilung sind die aufge-
wandten Zeiten fiir die beiden Geschwindig-
keiten gleichlang (und, da sie bei jeder ande-
ren Aufteilung anders ausfallen, auch nur
bei dieser). Daher kam B zuerst am Ziel an.
Oder noch einfacher (ohne Rechnung):
Wire die Teilstrecke s, die B mit 5 km/h
durchliuft, eine Hilfte der Gesamtstrecke
oder weniger, so benétigte B fiir s weniger
Zeit als [ir die andere, langsamer durchlau-
fene und mindestens ebenso lange Teil-
strecke. Dies widerspricht der Aufgaben-
stellung. Also war die mit 5 km/h durchlau-
fene Teilstrecke fiir B linger als die fir A.
Folglich kam B zuerst am Ziel an.

5. Der Mittelpunkt von & sei M, der Schnitt-
punkt der Diagonalen sei S. Nach Voraus-
setzung gilt: x AMB+ xCMD= XBMC+
X DMA, also da die Summe beider Seiten
dieser Gleichung 360° betrigt, < AMB+
+ «CMD=180°.

Nach dem Satz iiber Zentriwinkel und Peri-
pheriewinkel gilt daher:

¥SCB+ £CBS= £ ACB+ ¥CBD=

=%{AMB+%{CMD=90°.

Mithin gilt nach dem Winkelsummensatz,
angewandt auf das Dreieck ABSC: ¥BSC
=180°— (& SCB+ ¥ CBS)=90°, also
ACLBD, w.z b. w.

6. a) Wegen 3808=2%-7-17 sind alle Qua-
16. Ferner sind alle ungeraden natiirlichen
Zahlen, die Teiler von 3808 sind, 1, 7, 17
und 7 - 17 = [19. Daraus folgt:
Eine natiirliche Zahl n kommt gepau dann
als zweite Zahl'in einem der zu betrachtenden
dratzahlen, die Teiler von 3808 sind, 1, 4 und
Tripel (k, n, m) vor, wenn sic eine der Zahlen
11,2, 4ist.
Eine natiirliche Zahl m kommt genau dann
als dritte Zahl in einem Tripel (k, n, m)
vor, wenn 2m+1 eine der Zahlen 1, 7, 17,
119 ist, d. h. genau dann, wenn m eine der
Zahlen (2) 0, 3, 8, 59 ist.
Fiir jedes Paar (n, m) mit n aus (1) und m
aus (2) gibt es genau eine natiirliche Zahhk,
so daf} (k, n, m) eines der zu betrachtenden
3808
n*(2m+1).
Da es genau 12 verschiedene Paare (n, m)
mit n aus (1) und m aus (2) gibt und die hier-
mit entstehenden Tripel (k, n, m) erst recht
verschieden sind, betrégt deren Anzahl somit
ebenfalls 12.
b) Es gilt stets knm=0. Der Wert knm=0
wird nach (1), (2), (3) genau dann angenom-
men, wenn m=0 ist. Er ist somit fir alle

Tripel ist, nimlich (3) k=

vi



betrachteten Tripel der kleinste Wert und
wird genau fiir die Tripel mit m=0, n aus (1)
und k aus (3), d. h. genau fiir (3808, 1, 0); (952,
2, 0); (238, 4, 0) angenommen.
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1. Sind D und M die Mittelpunkte von AB

bzw. HG, dann gilt:

mit EF=a nach dem Strahlensatz AB: HG

=CD: CW, also

g:a=h:(h—a), ah=gh—ag,
g h

Angenommen nun, h:g sei ein solches Ver-

hiltnis, wie es in der Aufgabe verlangt wird.

Dann ist %gh der Flicheninhalt des Dreiecks

AABC und a® der des Quadrates EFGH,
also gilt

%gh:a1=9:4und daher 2gh—9a%>=0 (2).

g
Setzt man (1) in (2) ein, so erhilt man
9g°h* _
E+h?
2g®+2gh+h?)—9gh=0, also
die Gleichung (3)

2gh= 0,

h? —ggh +g?=0, die genau

die LGsungen
h
ho=lgx [

= —g%dh
1;2 4 16 &

1
h =2gund h2 =5g hat.

Also konnen héchstens die Verhiltnisse
h:g=2:1 und h:g=1:2 die Bedingungen
der Aulgabe erfiillen. Umgekehrt gilt: Man
kann den folgenden Nachweis auch dadurch
erbringen, dal man die bisherigen Schliisse
umkehrt. 2

Aus h =2g folgt weger (1) a, =5g.

Ebenso folgt aus

Ll
a, 3g.
Daher ergibt sich in den genannten Fillen:

1 1 2 \?
—gh:at=-g-2g:(Zg) =
23 23 g (33)

1
h, =§g wegen (1)

=g1:§g2=9:4bzw.

1 1 1 1\?
—gh:a2=--g-—g:(gg) =

=igz :%g2=9 :4, wie es gefordert
war. Es gibt mithin genau zwei Verhiltnisse
h:g, fir die die Bedingungen der Aufgabe

erfiillt sind, ndmlichh:g=1:2undh:g=2:1
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2. Die Ebene ¢ durch 4, B, C’' geht auch
durch D’; denn ABC'D’ ist ein Parallelo-
gramm. Jede Strecke PR mit P auf AB und R
auf C'D’ liegt in & Die Ebene n durchrD, 4, B’
geht auch durch C’; denn DAB'C’ ist ein
Parallelogramm. Jede Strecke ST mit S
aul AD und Tauf B'C’ liegt in 5. Die Punkte
A und C' gehoren ¢ und # an, B dagegen &
und nicht 5, also haben ¢ und n genau die
Gerade durch 4 und C’ gemeinsam. Ist nun
ein Punkt X Schnittpunkt von PR und ST,
so liegt X im Parallelepiped, in ¢ und in #,
also im Durchschnitt dieser drei Mengen,
d. h. auf der Strecke AC'. Liegt umgekehrt
ein Punkt X auf AC', d. b. auf der gemein-
samen Diagonalen der Parallelogramme
ABC'D’ und DAB'C', so schneiden z B. die
Parallelen durch X zu AD' bzw. AB die
Strecken AB und C'D’ bzw. AD und B'C
in Punkten P, R bzw. S, 7, so daB X als
Schnittpunkt von PR und ST auftritt Daher
ist die gesuchte Menge die Strecke AC'.

3. Jede natiirliche Zahl z2>5 ist von einer der
Formen 6m—1, 6ém, ém+1, 6m+2, 6m+3,
6m + 4 mit natiirlichem m2 1. Da 6m, 6m+2,
6m+4 durch 2 teilbar und (wegen z25)
groBer als 2 sind, und da 6m+3 durch 3 teil-
bar und groBer als 3 ist, lolgt: Jede Primzahl
p=5 ist von einer der Formen 6m-—1,
6m+ 1 (m2 1). Numeriert man alle diese Zah-
len auf dieselbe Weise wie die Primzahlen
p25 der GroBe nach und bezeichnet dabei
die mit der Nummer n versehene Zahl mit f,,
dagegen die Primzahl mit der Nummer n
mit p,, so gilt also

m pa2fy(n=1,2,3, ..)

Die Zahlen f, ergeben sich nun, indem man
der Reihe nach fir jedes m=1, 2, 3 ... erst
6m— 1 und dann 6m+ 1 bildet. Die Nummern
n kann man ebenso dadurch erhalten, daB
man der Reihe nach fiir jedes m=1, 2, 3,...
erst 2m— 1 und dann 2m bildet.

Da aber fiir m=1, 2, 3, ... stets
6m—1>3(Zm—1)und 6m+1>3-2m

gelten, ergiot sich

2 f,>3n(n=1,2,3,..).

Aus (1) und (2) folgt p,>3nfiirallen=1,2,3,
e W. Z. b.ow,

4. Es seien ¢ bzw. ' die MaBzahlen der in
Stunden gemessenen Zeiten fir das fabr-
planmiBige bzw. fiir das tatséichliche Durch-
fahren der Strecke s, ferner seien v bzw. v’
die Mafizahlen der in km/h gemessenen fahr-
planmiBigen bzw. tatsichlichen Durch-
schnittsgeschwindigkeit. Dann gilt

(1) t-v=20 und (2) ¢ -v'=20, ferner

3) t’=t—%und(4)v’=v+10.

Aus (3) und (1) folgt t’=2—:’—ll—5; setzt man

dies in (4) und in (2) ein, so ergibt sich
(270—%)-(:;+10)=2o, also (3000 v)-
(v+10)=300v

(5) v2+100—3000=0. Diese Gleichung
hat genau die Lésungen

V,2=—543025, d b v;=50, v,= —60.
Wegen v0 betrug daher die fahrplanmiiBige
Durchschnittsgeschwindigkeit 50 km/h.

5. Nach den Logarithmengesetzen 148t sich
die linke Seite der Gleichung wie folgt um-
formen:

'S(l—$)+...+tg(1—17.1@)
A )

Nach Verwendung einer binomischen For-
mel ist die linke Seite der zu beweisenden
Gleichung, also gleich

{03 (-

[(25-1)(25+1) (26—1)(26+1)

=T 262
(100—1) (100+1)

T 1002 ]

g _[24:26-25-27:26-28-27.29-

252.26%-272-282.
.-96-98-97-99-98-100-99- 101
...~982-992. 1002 ]
2425 26%-27% -

lg=

 gleichschenklig,

...*97%-982-992 . 1002

I 24 - 101 606
=lg =lg—,w.zbw
25-100 625

6. Es sei AABC ein gleichschenkliges Dreieck
mit AC=BC und ¥ACB=36°. Dann gilt
XBAC= xABC und nach dem Winkel-
summensatz XBAC +Z4-B?=144°, also
XBAC=172°. Die Halbierende des Winkels
X ABC schneide AC in D. Dann gilt £ ABD
=36°, und nach dem Winkelsummensatz,*
angewandt auf AABD: £ ADB=72°. Folg-
lich sind die Dreiecke AADB und AECD
und es gt AD<AB

...~982-992-100-101:|

=BD=DC.

Ferner gilt nach dem Hauptihnlichkeits-
satz:
AADBx=AABC
und daher

AD: AB=AB: AC,
also

AD:DC=DC: AC,
w.z b w. A [ ]

[

Die Losungen zur Kreisolympiade, Klassen-
stufe 5/6, sowie zur DDR-Olympiade, Klasse
10, werden in alpha, Heft 5/73 verdffentlicht,
die Losungen zu Klassenstufe 11/12 (DDR-
Olympiade) in Heft 12/73 der Zeitschrift
Mathematik in der Schule.
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aufgepaBt
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse S bis 7

Klasse 5§

Ala Axel meint zu Bernd: ,,Sowohl unser
Garten als auch euer Garten haben beide
die Form eines Rechtecks. Obwohl unser
Garten einen groBeren Flacheninhalt als
euer Garten besitzt, bensotigen wir weniger
Zaunmaterial zum Einzdunen als ihr.* Kann
Axel mit dieser Feststellung recht haben,
wenn beide Ziune von der gleichen Art
sind? Die Antwort ist zu begriinden!

A2A Es sei m—n die Differenz zweier
voneinander verschiedener natiirlicher Zah-
len m und n. Wie verindert sich diese Diffe-
renz, wenn

a) der Minuend vergroBert wird und der
Subtrahend unverindert bleibt?

b) der Minuend verkleinert wird und der
Subtrahend unverindert bleibt?

¢) sowohl der Minuend als auch der Subtra-
hend um die gleiche natiirliche Zahl vergro-
Bert werden?

d) sowohl der Minuend als auch der Sub-
trahend um die gleiche natiirliche Zahl ver-
kleinert werden?

e) der Minuend um eine natiirliche Zahl a
und der Subtrahend um eine natiirliche Zahl
b vergroBert werden und a> b gilt?

A3a Es seien x und y natiirliche Zahlen.
Ersetze in den folgenden sechs Beispielen
jeweils das Sternchen durch eines der Zei-
chen >, < oder = so, daB wahre Aussagen
entstehen.

a) Wenn x> 8, so x+ 3*10.

b) Wenn 60 - x=50-y,s0x* y.

c) Wenn5-x>10und y>x,soy*3.

d) Wenn x>y,s0 p+2* x+5.

e¢) Wennx>y,s060—x"*75—y.

f) Wenn y<5,s03-y*17.

A44a Esseien a, b und ¢ natiirliche Zahlen,
die die Ungleichung 5+a<b+c erfiillen,
und es sei ¢<5. Weise nach, daB dann auch
a<b gilt!

AS5a Die Quersumme einer zweistelligen
natiirlichen Zahl betrage 12. Vertauscht man
die beiden Grundziffern dieser Zahl mitein-
ander, so ist die neu entstandene Zahl mehr
als doppelt so groB wie die urspriingliche.
Wie viele Lésungen besitzt die Aufgabe?

Klasse 6

A6a Heinz hat mittwochs im l14tigigen
Rhythmus Pionierachmittag. Er geht regel-
miBig jeden Sonntag und jeden Mittwoch,
an dem nicht der Pioniernachmittag statt-
findet, ins Kino. Heinz fuhr mit seiner Klasse
in ein fiinftigiges Winterferienlager (ein-
schlieBlich An- und Abreisetag); wir wissen
nicht, an welchem Wochentag er abgefahren
ist.

a) Wieviel Tage vergechen mindestens, bis
Heinz wieder ins Kino gehen kann?

b) Wieviel Tage vergehen hochstens (vom
Anreisetag an gerechnet), an denen Heinz
nicht ins Kino gehen kann?

A7a Esseien x, y und z gebrochene Zah-
len, die die Ungleichung x+ y>§ erfillen,
und es sei x>y. Weise nach, daB dann stets
z .
x>=gilt!
% gil

484 Ist P cin innerer Punkt eines Drei-
ecks ABC, so gilt stets AB+AC>PB+ PC.
Diese Behauptung ist zu beweisen!

A94A Gerd wollte gegen Ende des Schul-
jahres seinen Zensurendurchschnitt abschit-
zen. Er konnte mit der Note 1 in genau
sechs Fichern, mit der Note 3 in genau drei
Fichern rechnen. Die Noten in den iibrigen
drei Fiachern waren noch ungewiB, aber es
war mit Sicherheit nur mit den Noten 2
oder 3 zu rechnen. Wie miissen sie ausfallen,
damit der Zensurendurchschnitt besser als 2
wird?

A10a Martin und Norbert liefen um die

Wette. Martin lief mit einer konstanten

Geschwindigkeit von 5 ™M Nach 30 Sekun-
s

den hatte er gegeniiber Norbert einen Vor-
sprung erreicht, der mindestens 15 m be-
trigt. Wie groB kann die (konstante) Ge-
schwindigkeit von Norbert hochstens sein?

Mathematik und Sport

Klasse 7

alla Nach den Wettkampfbestimmun-
gen muB beim Hochsprung die Sprunglatte
aus Holz sein und ibr Querschnitt die Form
eines gleichseitigen Dreiecks haben. Wie
schwer ist eine 3,80 m lange Sprunglatte,
wenn eine Querschnittskante 3 cm lang ist?
(Wichte fiir Holz y=0,5 p : cm ™3).

Al2a Vor einem Marathonlauf wurden
fir die Plazierung der drei Favoriten H., J.
und W. zwei Prognosen aufgestellt.

a) W. wird den ersten, H. den zweiten und J.
den dritten Platz belegen.

b) W. wird Dritter, H. Sieger und J. Zweiter
sein.

Nach der Zielankunft stellte sich heraus,
daB die drei Favoriten tatsichlich die ersten
drei Plitze belegten, aber keine der beiden
abgegebenen Prognosen stimmte. In beiden
Voraussagen traf nicht einmal eine der drei
genannten Platzziffern zu. Wer belegte den
ersten, zweiten und dritten Platz?

Al3a In einer Mannschaft erhielt eine
Turnerin am Stufenbarren von zehn erreich-

baren Punkten % Eine andere erhielt 104 9/

dieser Wertung, wihrend die dritte Wett-

kidmpferin fiir ihre Ubung g der Punktzahl

der héheren der ersten beiden Wertungen
erhielt. Die iibrigen beiden Turnerinnen
standen punktgleich und erhielten zusam-
men 609, der Gesamtpunktzahl der ersten
drei Turnerinnen. Wieviel Punkte erkdmpfte
jede Turnerin? Welche Gesamtwertung er-
zielte die Mannschaft?

Al4a Christoph Hohne (DDR) gewann
1968 die Goldmedaille im 50-km-Gehen.
Er benétigte fiir diese Strecke 4:20:13,6
Stunden. Welcher Geschwindigkeit entspricht
diese Rekordleistung

a) inm-s™!, b)inkm-h'?

Al5a Fine Sprungbahn soll ohne Nei-
gung, also ohne Gefille verlaufen. Die Wett-
kampfbestimmungen besagen, daB die
hochstzulissige Neigung lings der Sprung-
bahn 1:1000 betragen darf. Wieviel Zenti-
meter Hohenunterschied sind das auf einer
Bahn von 100 m Lénge?

' Th. Scholl
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XIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Letzter Abgabetermin: 16. Oktober 1973 (beim Mathematiklehrer)

Olympiadeklasse 5

1. a) Ermittle die groBte Anzahl von Schnitt-
punkten, die 6 voneinander verschiedene
gleichgroBe Kreise insgesamt miteinander
haben konnen! Dabei sind als Schnittpunkte
jeweils die Schnittpunkte zweier Kreise zu
verstehen.

b) Zeichne ein Beispiel, bet dem 6 Kreise
die unter a) ermittelte groBte Anzahl von
Schnittpunkten miteinander haben und die
Kreismittelpunkte iiberdies alle auf einer
und derselben Geraden liegen! Wihle als
Radius r=3 cm und numeriere die Schnitt-
punkte!

2. Karl soll einen Wiirfel der Kantenlange
4 cm aus Knetmasse, ohne ihn zu verformen,
so zerteilen, daB am Ende nur Wiirfel von
je 1 cm Kantenlidnge entstehen.

a) Ermittle die Anzahl der Wiirfel (der gefor-
derten Art), die auf diese Weise entstehen!
b) Stelle fest, wieviel Schnitte Karl dabei
insgesamt ausfiihren muB, wenn ein Schnitt
niemals mehr als einen der vorher vorhan-
denen Kérper zerteilen darf, d. h. wenn das
Schneiden ,,im Paket* nicht gestattet ist!

3. Das Dreifache der Summe der Zahlen
38947 und 12711 soll durch das Sechsfache
der Differenz der Zahlen 9127 und 8004
dividiert werden. Wie lautet der Quotient?

4. Aus einer Schulklasse arbeiten einige
Thilmann-Pioniere im Klub der internatio-
nalen Freundschaft mit. Auf die Frage, wer
von ihnen im Dolmetscherbiiro dieses Klubs
mitarbeitet, melden sich 7. Dann wird ge-
fragt, wer im Lénderzirkel des Klubs mit-
arbeitet ; hierauf melden sich 6. Ebenso wird
festgestellt, daB 5 der Pioniere im Zirkel
junger Korrespondenten des Klubs titig
sind. Andere als diese drei Zirkel gibt es in
diesern Klub nicht. Als Nichstes wird die
Frage gestellt, wer gleichzeitig mindestens
im Dolmetscherbiiro und im Lénderzirkel
mitarbeitet; diesmal melden sich 4 der Pio-
niere. Ebenso ermittelt man, daB 3 von ihnen
gleichzeitig mindestens im Dolmetscherbiiro
und im Zirkel junger Korrespondenten titig
sind und 2 von den Pionieren gleichzeitig
mindestens zum Linderzirkel und zum Zirkel
junger Korrespondenten gehdren. Genau
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einer der Pioniere der genannten Schul-
klasse gehért allen drei Zirkeln an. Ermittle
die Anzahl aller derjenigen Pioniere dieser
Klasse, die im Klub der internationalen
Freundschaft mitarbeiten!

(Samtliche Zahlenangaben gelten als genau)

Olympiadeklasse 6

1. Eine Strecke von 7 m Linge soll so in vier
Teile geteilt werden, daB die zweite Teil-
strecke 40 cm linger als die erste, die dritte
40 cm langer als die zweite und die vierte
40 cm linger als die dritte ist.

Untersuche, ob eine solche Einteilung mog-
lich ist, und gib, wenn dies der Fall ist,
die Langen jeder der vier Teilstrecken an!

2. Fur die ,,Galerie der Freundschaft* ist
ein rechteckiges Bild mit den Seitenldngen
18 cm und 12 cm durch einen rechteckigen
Rahmen von 3 cm Breite aus Zeichenkarton
eingerahmt worden.

Ermittle den Flicheninhalt dieses Rahmens!

3. In die lceren Felder des abgebildeten
Quadrats sind Zahlen so einzutragen, daB
die eingetragenen Zahlen, von links nach
rechts gelesen und auch von oben nach unten
gelesen, immer groBer werden und daB dabei
fur jede Zeile und fiir jede Spalte folgendes
gilt: Alle Differenzen, die man in dieser Zeile
bzw. in dieser Spalte zwischen zwei unmittel-
bar neben- bzw. untereinandersteienden Zah-
len bilden kann, haben einen fir diese Zeile
bzw. Spalte einheitlichen Wert. (Dabei heile
.,Differenz*: rechte Zahl minus linke Zahl*
bzw. ,untere Zahl minus obere Zahl“)
Gib ferner fiir jede Zeile und fiir jede Spalte
die fiir sie charakteristische Differenz an'!

1116

4. Jorg und Claudia streiten sich dariiber,
ob es unter den natiirlichen Zahlen von 0

bis 1000 mehr solche gibt, bei deren dekadi-
scher Darstellung (mindestens) eine 5 vor-
kommt, als solche, bei denen das nicht der
Fall ist.

Stelle fest, wie die richtige Antwort auf diese
Frage lautet!

Olympiadeklasse 7
1.'Gib samtliche Teiler der Zahl 111 111 an!

2. Beweise den folgenden Satz:

Ist ABCD ein Rhombus und sind E, F, G, H
in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der
Seiten AB, BC, CD, DA, so ist das Viereck
EFGH ein Rechteck.

3. Der Umfang u ::ines gleichschenkligen
Dreiecks soll 24 cm betragen; eine der Seiten

dieses Dreiecks soll Z%mal so lang sein

wie eine andere seiner Seiten.

Untersuche, ob es eine Mdglichkeit gibt,
die Seitenlingen eines Dreiecks so anzuge-
ben, daB diese Bedingungen erfillt sind!
Untersuche, ob es genau eine solche Mglich-
keit gibt! Wenn dies der Fall ist, so ermittle
die zugehorigen Seitenlingen!

4. An einer Kreisolympiade Junger Mathe-
matiker nahmen in der Olympiadeklasse 7
Anneliese, Bertram, Christiane, Detlev, Erich
und Franziska teil. Genau zwei von ihnen
erhielten Preise. Auf die Frage, welche beiden
Teilnehmer das waren,_ wurden folgende
funf Antworten gegeben:

(1) Aaneliese und Christiane

(2) Bertram und Franziska

(3) Anneliese und Franziska

(4) Bertram und Crich

(5) Anneliese und Detlev.

Wie sich spiter herausstellte, waren in genau
einer Antwort beide Namen falsch angegebén,
wihrend in jeder der dbrigen vier Antwor-
ten genau ein Name richtig angegeben war.
Wie heillen die beiden Preistrager?

Olympiadeklasse 8

1. Man ermittle alle Moglichkeiten, eine
vierstellige ungerade (natiirliche) Zahl z so
anzugeben, daB sie folgende Eigenschaften
hat:

(1) Die Zah! z hat vier verschiedene Ziffern.
(2) Das Produkt aus der zweiten und der
dritten Ziffer von z ist 21mal so groB wie
das Produkt aus der ersten und der vier-
ten Ziffer.

(3) Die kleinste der Ziffern von z steht an
erster, die groBte an zweiter Stelle.

2. In**-9% —*x*n

ist jedes Sternchen so durch eine der Ziffern
0 bis 9 zu ersetzen, daB eine richtige Glei-
chung entsteht. Ermittle simtliche Lésungen
dieser Aufgabe!

3. Beim mathematischen Wettbewerb der
Schiilerzeitschrift ,,alpha* erhielten drei



Schiiler einer Schule Preise. Auf die Frage
nach ihren Vornamen wurden folgende sie-
ben Antworten gegeben:

(1) Christian, Uwe, Iris

(2) Eva, Elke, Uwe

(3) Roland, Marion, Bernd

(4) Iris, Heike, Uwe

(5) Roland, Heike, Bernd

(6) Eva, Marion, Christian

(7) Christian, Eva, Elke.

Es stellte sich heraus, daB in genau einer der
Antworten alle drei Vornamen richtig, in
genau zwei Antworten genau zwei Vornamen
falsch und in genau drei Antworten alle drei
Vomamen falsch angegeben wurden.
Ermittle die Vormamen der drei Schiiler,
die einen Preis erhielten!

4. In einem Trapez ABCD mit AB [/ CD
und AB>CD seien Z—B=a, CD=c und der
Abstand h der Parallelseiten gegeben. Die
Diagonalen AC bzw. BD schneiden die
Mittelparallele FE des Trapezes in H bzw. G.
Ermittle den Flacheninhalt 4; des Trapezes
ABGH!

Olympiadeklasse 9

1. Zwei in gleicher Hohe iiber den Erdboden
liegende Punkte 4 und B befinden sich in
gleichem Abstand und auf derselben Seite
von einer geradlinig verlaufenden hohen
Wand. Die Strecke AB ist 5| m lang. Ein
in A erzeugter Schall trifft in B auf direktem

Wege um genau ll—Os frither ein als auf

dem Wege iiber die Reflexion an der Wand.
Man ermittle den Abstand jedes der beiden
Punkte 4 und B von der Wand, wobei ange-
nommen sei, dall der Schall in jeder Sekunde
genau 340 m zuriicklegt.

2. Jemand will aus einer Mischung, die zu
999, aus Wasser besteht, eine neue Mischung
mit einem Wasseranteil von 98% dadurch
herstellen, dall er aus der urspriinglichen
Mischung Wasser entzieht.

Man ermittle, wieviel Prozent der in der
urspriinglichen Mischung enthaltenen Was-
sermenge er ihi zu diesem Zweck insgesamt
entzichen muf.

3. In das abgebildete Quadrat sollen die
Zahlen 1, 2, 3 und 4 so eingetragen werden,
daB in jeder Zeile, in jeder Spalte und in

al 1
b 2
c 3
7
Avslctp

jeder der beiden Diagonalen jede der vier
Zahlen genau einmal vorkommt. An drei
Stellen sind bereits Zahlen eingetragen und
sollen unveridndert siehenbleiben.

Man untersuche, ob eine solche Eintragung
moglich ist und ob nur eine einzige Eintra-
gungsmoglichkeit existiert. Ist dies der Fall,
so fithre man die Eintragung durch.
(Hinweis: Zur Beschreibung des Loésungs-
weges sind die am Rand des Quadrats ein-
getragenen Buchstaben zu benutzen. Bei-
spiel: Im Feld &C ist bereits die Zahl 2
eingetragen.)

4. Unter n! (gelesen n-Fakultit) versteht man
das Produkt aller natiirlichen Zahlen von
1 bis #; d. h. es gilt
nl=1-2-3-...-(n=3)-n-2)-(n—=1)-n.
Man ermittle fiir n=1000 die Anzahl der
Nullen, auf die die Zahl n! endet (End-
nullen).

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle Mengen {a, b, ¢} aus

rationalen Zahlen a. b, ¢ mit der Eigenschaft,

daB { Ig; —i; 9} die Menge der Summen
3 12 4

aus je zwei Zahlen von {a, b, ¢} ist!~

2. Es sei ABCD ein Parallelogramm und M
der Schnittpunkt seiner Diagonalen. Ferner
seien S;, S,, S;. S, die Schwerpunkte der
Dreiecke ABM, BCM, CDM, DAM.
Man'beweise, daB dann §, S, 5,5, ein Paralle-
logramm ist.

3. Jemand mochte als Rechenaufgabe stellen,
aus der Menge der natiirlichen Zahlen von
1 bis zu einer angegebenen natiirlichen Zahl
n genau eine angegebene natiirliche Zahl x
wegzulassen und die ibrigen n—1 Zahlen
zu addieren. Er mochte die Zahlen n und x
50 angeben, daB als Ergebnis dieser Rechen-
aufgabe die Summe 448 entsteht.

Man ermittle alle Méglichkeiten, x und n
in dieser Weise anzugeben.

4. Jens und Dirk spielen das folgende Spiel:
Sie withlen abwechselnd fiir je einen Koeffi-
zienten einer durch fix)=ax’+bx+c¢ zu
definierenden Funktion f reelle Zahlen a#0,
b, ¢ in dieser Reihenfolge. Jens beginnt. Lie-
gen nach erfolgter Wahl von a, b, ¢ die
Schnittpunkte des Graphen der Funktion f
mit der x-Achse symmetrisch zum Koordi-
natenursprung, so hat Dirk gewonnen, lie-
gen sie unsymmetrisch, Jens. Das Spiel endet
genau dann unentschieden, wenn f keine
Nullstellen hat. X
Es ist zu untersuchen, ob es sich bei diesem
Spiel um ein ,,ungerechtes Spiel” handelt.
Als ein ungerechtes Spiel wird ein Spiel
bezeichnet, bei dem einer der Spieler bei allen
Spieiméglichkeiten des anderen den Gewinn
erzwingen kann.

Olympiadeklasse 11/12

1. EsseiIMdie Menge aller natiirlichen Zahlen
vor ! bis 10000000000. Man untersuche,
ob die Anzahl derjenigen Zahlen (aus M),
bei deren dekadischer Darstellung die Ziffer

5 vorkommt, groBer, gleich oder kleiner ist als
die Anzahl derjenigen Zahlen aus T, bei
deren dekadischer Darstellung keine 5 auf-
tritt.

2. Aus einem geraden Kreiskegelstumpl soll
ein Kegelkdrper herausgeschnitten werden,
dessen Spitze der Mittelpunkt der (gréBeren)
Grundfliche des Kegelstumpfs ist und dessen
Grundfliche mit der Deckfliche des Kegel-
stumpfes zusammenfillt.

Man ermittle diejenigen Werte des Verhilt-
nisses des Radius der Grund- zum Radius
der Deckfliche des Kegelstumpfes, fiir die
das Volumen des entstehenden Restkoérpers
sechsmal so groB ist wie das des ausgeschnit-
tenen Kegelkorpers.

3. Es seien g und n natiirliche Zahlen mit
a=2 und n22. Man beweise: Die Menge
M={a, d* ...,a"} ist nicht die Vereinigung
zweier solcher elementefremder nichtleerer
Mengen M, und M,, fiir die die Summe der
in M, enthaltenen Zahlen gleich der Summe
der in M, enthaltenen Zahlen ist.

4, Gegeben seien k reelle Zahlen a,, a, . ..

a, (k natiirliche Zahl, k21), fir die
0ga,2a,=2...5a, ()

und a,+ay,+-...+a=1 (2) gilt.

Man beweise, daBl dann fiir alle natiirlichen

Zahlen » mit 0 <n=<k die Ungleichung

rdapt o Fa o i,
n k

Preistriger — Aufgabe 1000

Zu der Aufgabe 1000 gingen 1057 Lésungen
ein.

Preistriger wurden:

Kathlen Schonfelder, 133 Schwedt (KI. 5).
Olaf Mittmann. 759 Spremberg (KI. 5):
Angelika Miilier, 22 Greifswald (K1. 6);
Eva Gerstner, 806 Dresden (K. 7); Uwe Ohm.
1601 Tépchin (K1. 8); Barbara Woll, 437
Kothen (KI. 8); Kerstin Miertschink, 7701
Torno (KI. 9): Andreas Nather. 925 Mitt-
weida (K1 10); Karl Krause, 4274 Mansfeld
(71 Jahre)



Aus der
Graphentheorie

Teil 4 und SchluB

Solospiele

Beim Solospiel handelt es sich darum, von
einem gegebenen Zustand (Position) ausge-
hend durch emnc endliche Folge von Schritten
(Ziigen) einen gegebenen Zustand (oder einen
von mehreren gegebenen Zustinden) herbei-
zufiihren, wobei die Schritte frei aus einer
gegebenen Menge von Schritten (welche
die Spielregeln ausmacht) gewihit werden
konnen.

Das erste Beispiel soll sich mit der iltesten
und bekanntesten Aufgabe befassen, die zu
den Problemen der ,erschwerten Uberfahr-
ten* gehort:

Ein Fihrmann soll mit seinem Boot einen
Wolf, eine Ziege und Heu iiber den FluB
setzen. Sein Boot ist so klein, daB er nur einen
der Passagiere bzw. das Heu aufnechmen
kann. Aus verstindlichen Griinden diirfen
weder der Woll und die Ziege zusammen —
ohne Aufsicht des Fihrmanns - am Ufer zu-
riickbleiben, noch die Ziege mit dem Heu.
Der Aufgabe entspricht der Graphe des Bil-
des 19.

Bild 19

FWZN Fwy 4 4
H FZ§

In Bild 19 kennzeichnet der Knotenpunkt
W H beispielsweise den Zustand, in dem sich
der Wolf mit dem Heu auf dem diesseitigen
Ufer befindet, wiahrend der Fahrmann die
Ziege iibersetzt und der Knotenpunkt FZH
den Zustand, in dem der Fihrmann mit der
Ziege und dem Heu diesseits ist, der Woll
hingegen am anderen Ufer steht. Knoten-
punkt O besagt: Alle sind jenseits des Flusses.
Zwei Knotenpunkte sind genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn die ihnen ent-
sprechenden Zustinde (ohne Verletzung der
angegebenen Bedingungen) durch eine Uber-
fahrt ineinander iibergefiihrt werden kon-
nen.

Der Fihrmann muB8 den FluB mindestens
siebenmal iiberqueren. Die beiden Losungs-
moglichkeiten konnt ihr leicht aus Bild 19
entnchmen. )

Im zweiten Beispiel wollen wir uns einer
,,Umllillaufgabe” widmen.
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Von drei GefiBen faBt das erste 41 und ist
mit Wasser gefiillt, das zweite GeldB [aBt
31, das dritte 1 L Die beiden letzten Gefille
sind leer. Durch Umlfiillungen soll — ohne
MapBzylinder! - erreicht werden, daB die
beiden ersten GefiBe je 21 enthalten.

Das Tripel {x, y, z} soll den Zustand kenn-
zeichnen, bei dem im 1. GefdB x Liter, im
2. y Liter und im 3. GefidB z Liter enthalten
sind.

Die folgenden Tripel geben alle Moglich-
keiten der Verteilung der Fliissigkeit (iﬁ
ganzen Litern) auf die 3 GefiBe an.

{400} {0,3,1} {2,2,0}
{3,0,1} {3,1,0} {2,1,1}
{1,3,00 {1,2,1}

Den Tripeln ordnen wir Knotenpunkte zu.
Vom Knotenpunkt {x,, y,, z,} zum Knoten-
punkt {x,, y,, z,} soll genau dann ein Bogen
(gerichtete Kante) fiihren, wenn der Zustand
{x1, ¥1, z;} durch einmaliges UmgieBen in
den Zustand {x,, y,, z,} iibergeht. Wir erhal-
ten den Graphen des Bildes 20. In ihm haben
wir einen Weg zu suchen, der den Knoten-
punkt {4, O, 0} mit dem Knotenpunkt
{2, 2, 0} verbindet und nur ,gleichgerichtete”
Bogen enthilt Zwei solche Wege sind im
Bild 20 hervorgehoben.

Bemerkung: Diese Umlfiillaufgabe war —
wie ihr sicher bemerkt habt — besonders ein-
fach geartet — um so durchsichtiger konnte
an ihr das Prinzip erldutert werden, das zur
Losung dieses Aufgabentyps angewandt wird.

Bild 20

Die Bedeutung der Graphentheorie liegt
nun keinesfalls etwa in dem Wert, den sie fiir
die Unterhaltungsmathematik besitzt, wenn-
schon sie aus dieser besonders zu Anfang
ihrer systematischen Entwicklung Impulse
erhalten hat.

Es gibt heute kaum eine Wissenschaft, in
der nicht graphentheoretische Methoden —

oder doch zumindest Begriffe der Graphen-
theorie zur Interpretation gewisser Sachver-
halte - benutzt wiirden.

Die Anwendungen liegen entweder an der
Oberfliache - sofern es sich um bloBe Inter-
pretation mittels graphentheoretischer Be-
griffe handelt — oder aber sie reichen so tiel,
daB uns augenblicklich noch die Voraus-
setzungen fir eine nihere Betrachtung feh-
len. Vielleicht konnen wir uns in einem spi-
teren Beitrag mit einigen solcher Anwendun-
gen befassen.

Der vorliegende Beitrag aber soll nicht be-
endet werden, ehe wir uns noch mit einem
Problem befaBt haben, das fiir die Volks-
wirtschaft groBe Bedeutung hat — und fir
dessen Behandlung wir uns alle Vorausset-
zungen geschaflen haben.

Zunichst haben wir noch einige Definitio-
nen anzufiihren. Definition 12: Ein Unter-
graph des Graphen G=[X, U] ist ein Graph,
dessen Knotenpunktmenge A eine Teilmenge
von X ist, und der genau alle diejenigen
Kanten von U enthilt, die in G die Knoten-
punkte von A verbinden.

Definition 13: Ein Teilgraph von G ist ein
Graph, der aus allen Knotenpunkten von X
und aus den Kanten einer Teilmenge V von
U besteht.

Definition 14: Ein Teil-Untergraph ist ein
Teilgraph eines Untergraphen. (Bild 21)

vl

Unfergroph Teilunfergraph
Bild 21 vos G ron G
W Teilgraphan von G

Definition 15: Einen Zusammenhéngenden
Graphen, der keinen Kreis enthilt, nennt
man Baum. (Bild 22)

35i Bild 22
a) b,

Bild 22a zeigt einen Baum, Bild 22b hinge-
gen nicht. Der Graph des Bildes 3b beispiels-
weise ist ebenfalls ein Baum.

XY




Definition 16: Ein Teilgraph eines Graphen G,
der ein Baum ist, heiBt Geriist von G. (Bild 23)
Fiir die beiden in Bild 23 dargestellten Gra-
phen wurden je zwei Geriiste ausgezeichnet.
Sicher findet ihr leicht weitere!

Danach konnt ihr euch bei der Behandlung
der Aufgabe 12 entspannen, ehe wir zum
»Endspurt” schreiten.

A 154 Suche einen Graphen G, der zwei
Geriiste hat, die keine gemeinsame Kante
besitzen!
Wir wollen das folgende Problem betrachten:
n Ortschaften A, (i=1, ..., n) sollen durch ein
Telephonnetz N verbunden werden, das
folgende Eigenschaften hat:
A) Uber das Netz kann man von jeder Ort-
schaft aus jede andere erreichen.
B) Verzweigungspunkte gibt es — aus Griinden
der Betriebssicherheit — nur in den Orten
selbst.
C) N soll von allen Telephonnetzen, die die
Bedingungen A) und B) erfiillen, dasjenige
sein, das zu seinem Bau die geringsten Ko-
sten verursacht.
Das Gelinde, innerhalb dessen die Ortschal-
ten liegen, mag iiberall von gleicher Beschaf-
fenheit sein, d. h. wir sind gerechtfertigt, die
wesentlichen Voraussetzungen V und W zu
machen. )
V) Beim Bau eines jeden A) erfiillenden Tele-
phonnetzes sind die Kosten pro Meter kon-
stant oder mit anderen Worten: Die Kosten
zur Schaffung eines Netzstiickes der Linge 1
sind stets der Linge 1 proportional, wobei
der Proportionalititsfaktor stets den gleichen
Wert hat.
W) Wir konnen jede Stadt mit jeder anderen
durch ein gradliniges Netzstiick verbinden.
Unter den Voraussetzungen V) und W) kon-
nen wir die Eigenschaft C so formulieren:
C’) Unter allen Netzen, die die Bedingungen
A und B erfiillen, ist dasjenige zu finden, des-
sen Gesamtlange am kiirzesten ist. Wir wollen
hier ein etwas allgemeineres Problem behan-
deln, was uns dann unter anderem ermogli-
chen wird, das gesuchte Telephonnetz zu
konstruieren. Dabei folgen wir der von H.
Sachs in dem Buch ,Einfilhrung in die Theo-
rie der endlichen Graphen, I* (Leipzig 1970)
gegebene Darstellung.
Gegeben sei ein schlichter zusammenhin-
gender Graph G mit n Knotenpunkten, in
dem jeder Kante k eine beliebige reelle
Zahl 1 (k) als ,Linge”“ zugeordnet ist. Ge-
sucht sind die ,,Minimalgeriiste”, das sind
diejenigen Geriiste H von G, deren ,,Gesamt-
linge"

1(H)= Y, 1(k) minimal ausfillt.

keH

Das Problem wird durch Satz 5 geldst.

Satz 5: Sind die Lingen der Kanten von G
paarweise verschieden, so besitzt G genau ein
Minimalgeriist. Dieses findet man mittels
des folgenden Algorithmus: Man konstruiere
eine endliche Folge von in G enthaltenen

Biumen H,, H,, ..., H,; H; bestehe aus
einem einzigen beliebigen Knotenpunkt von
G; H,,,(1£ £n—1) entstehe aus H, aul
folgende Weise: k,,, sei die kiirzeste unter
denjenigen Kanten von G, die mit H, genau
einen Knotenpunkt gemeinsam haben; man
fiige k, . , sowie deren noch freien Endpunkte
zu H, hinzu. Dann gilt: H, ist das gesuchte
Minimalgeriist.

Beweis: H, ist cin Baum (bestehend aus einem
isolierten Knotenpunkt) Unter Vorausset-
zung, daB H, ein Baum mit v Knotenpunkten
ist, ist zu zeigen, daB H,,, ein Baum mit
v+ 1 Knotenpunkten ist. Angenommen H,
wiire ein Baum, dann enthielte er einen Kreis,
der beim ,Anbau“ der Kante k,,, an H,
entstanden sein miiBte. Dann hitte k.,
aber beide Endpunkte mit Knotenpunkten
von H, gemeinsam - im Widerspruch zu der
vom Algorithmus vorgeschriebenen Eigen-
schaft von k,, ;, mit H, genau einen Knoten-
punkt gemeinsam zu haben. — Nach dem vor-
geschriebenen Algorithmus geht der ,,An-
bau“ der Kante k,,, an H, mit-der Hinzu-
nahme genau eines Knotenpunktes einher.
H,,, enthilt also v+1 Knotenpunkte.
Daraus folgt, daB H, ein Baum ist, der alle
KP von G enthilt; H, ist also ein Geriist von
G.

Wir zeigen nun, daB jedes von H, verschie-
dene Geriist von G eine Gesamtlinge hat,
die groBer ist als die von H, - H,, ist dann also
das gesuchte Minimalgeriist. Es sei H ein
beliebiges Geriist von G, welches von H,
verschieden ist. Da H, c H, aber H, & H, gibt
es einen Index u(1<A<n), so da HucH,
wihrend H,, , §H. Dann gehdrt die Kante
k, ., nicht zu H; wird sie zu H hinzugefiigt,
so entsteht genau ein Kreis C. Da H, ., kei-
nen Kreis enthilt, gibt es in C mindestens eine
Kante k, welche nicht zu H,,, und damit
auch nicht zu H, gehort Unter diesen Kan-
ten k findet man auch eine Kante k', die mit
¢inem Knotenpunkt von H, inzidiert (siche
Bild 24) andernfalls kénnte man, wenn man
den Kreis C im Knotenpunkt P beginnend
in Pfeilrichtung durchliuft, niemals wieder
zum Knotenpunkt P zuriickkehren. Es kon-
nen nicht beide Endpunkte von k' zu H, ge-
horen, weil H keinen Kreis enthilt. k' inzi-
diert also mit genau einem Knotenpunkt
von H, und hat folglich eine grofere Linge
als k,,,. Wird k' geléscht, so entsteht ein
neues Geriist H'=H +k,, , — k', welches eine
geringere Gesamtlinge als H hat; also ist
H kein Minimalgeriist. Da es unter den end-
lich vielen Geriisten von G gewiB eines klein-
ster Gesamtlinge gibt, schlieBen wir, daB
es genau ein Minimalgeriist gibt und daB
dieses mit H, identisch ist

Zusatz: Enthilt G mehrere Kanten gleicher
Linge, so findet man die Minimalgeriiste aul
folgende Weise: Man wende den Algorith-
mus an, wobei man jedoch unter denjenigen
Kanten von G, die mit genau einem Knoten-
punkt eines schon konstruierten Baumes H,

inzidieren, jeweils eine der kiirzesten will-
kiirlich auswdhle und zu H, hinzuliige:
So erhilt man stets ein Minimalgeriist, und
indem man die Auswahl der jeweils hinzu-
zufiigenden Kante auf jede zuldssige Weise
vornimmt, bekommt man auch alle Minimal-
geriiste.

Bild 24

Auf den Beweis des Zusatzes wollen wir hier
nicht niiher eingehen.

Wir sehen uns abschlieBend die Konstruk-
tion des Minimalgeriistes an einem Beispiel
an (Bild 25). Dabei wollen wir speziell das
Problem des billigsten Telefonnetzes behan-
deln und annehmen, daB die oben formulier-
ten Voraussetzungen V und W erfillt seien.

Bild 25

Wir gehen vom Knotenpunkt 4 aus und
erhalten in den Schritten 1 bis 9:

1. H, —besteht nur aus A

2. H;=H,U(A,B) 6. Hi=H,u(G,J)

3. Hy=H,u(A,F) 7. H,=Hgu(J,])

4 H,=H,u(B,C) 8 Hg=H,u(J,E)

5. Hs=H,u(F,G) 9. Hy=Hgu(G, H)

In Bild 25 tragen die Kanten des Graphen G
die Nummer des Schrittes, bei dem sie ,,an-
gebaut* wurden. G ist das gesuchte Minimal-
geriist.

H,,,=H,0(X, Y) ist der Baum, der aus
H, entsteht, wenn wir zu H, die Kante (X, Y)
sowie denjenigen ihrer Knotenpunkte, der
nicht Knotenpunkt von H, ist, hinzufiigen.

Achtung — alpha-Wettbewerb!

Zwischen dem 1. und 10. September 1973
sind alle (richtigen) Antwortkarten geschlos-
sen an die Redaktion, 7027 Leipzig Post-
fach 14 einzusenden. Wer zwei (oder mehr)
Urkunden einsendet, dazu die Karten des
Jahres 1972/73, erhilt das alpha-Abzeichen
in Gold und sein Name wird veroffentlicht.
Bitte alle Einsendungen (und evtl. Riickant-
wortbriefe) richtig frankieren! Geschwister
senden ihre Unterlagen getrennt ein.

Red. alpha
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V. Renéin, Praha

Billiardspiel

Den meisten Lesern ist sicher das Billiardspiel in
irgendeiner Form bekannt. In einigen Gaststiitten
stehen die kleinen Loch-Billiard-Tische, die oft von
zahlreichen Spielern und Zuschauern umlagert sind.
Meine dgyptischen Kollegen und ich (Mathematik-
fachlehrer H. Biichel, ehem. Mitarbeiter im Min. f.
Erzichung der Arabischen Republik Agypten, d. Red.)
spielten hier in Kairo einmal in der Woche an einem
groBen Billiard, das an den Ecken und in den Mitten
der langen Rechteckseiten Locher und Netze hat,
um die Kugeln aufzunehmen. Es bestehen natiirlich
bestimmte Regeln. Die Spieltechnik wird von mathe-
matischen und physikalischen Gesetzen beherrscht.
Diese Tatsache und die mit dem Spiel verbundene
Freude iiber gelungene und miBgliickte Aktionen
machen es uns zu einer schonen Freizeitbeschifti-

gung.

N(06) M(9,6)
$(7,5)
[ 6(14)
we33) B(73)
K(0,0/ L(90)

Das Rechteck KLMN veranschauliche den Tisch,
die Ecken haben die folgenden Koordinaten: K(0, 0),
L9, 0), M(9, 6), N(0, 6). Eine schwarze Kugel liegt
in S(7, 5), eine blaue Kugel in B(7, 3), eine griine Kugel
in G(1, 4), eine weiBe Kugel in W(3, 3) und eine rote
Kugel direkt an der Offnung M(9, 6). Die Spielregel
verlangt, daB die weiBe Kugel so gestoBen wird, daB
sie die rote Kugel in das Netz bringt, ohne vordem
cine andersfarbige Kugel zu beriihren.

a) Zeige, daB die rote Kugel nicht direkt von der wei-
Ben getroffen werden kann.

b) Zeige, daB es nicht moglich ist, die weiBe Kugel
an eine Bande (Rand des Tisches) zu spielen (mit
dem Ziel, die rote Kugel zu treffen), ohne daB eine
andersfarbige Kugel getroffen wird.
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¢) Bestimme den Weg der weiBen Kugel bei einem

Zwei-Banden-Spiel, damit sie die rote Kugel ins
Netz stoBt.
In der Aufgabe werde vorausgesetzt, daBl die Kugel
an der Bande dem Reflexionsgesetz gehorcht.
Anmerkung : Fiir Schiiler der héheren Klassen kénn-
ten Methoden der analytischen Geometrie eingesetzt
werden. Da aber die Kugeln nicht punktformige
Massen sind, sondern einen betrichtlichen Durch-
messer besitzen, ist eine konstruktive Losung der
Aufgabe ohne weiteres ausreichend und kann damit
auch von jingeren Schiilern gefunden werden. Vor
allem der Teil c) ist recht reizvoll.
Auf zahlreiche Losungsvorschlige freuen sich die
Redaktion alpha und der Einsender.
Mathematikfachlehrer H. Bichel, EOS Zella-Mehlis

Legespiel Euklid
Die sieben Plastiksteine (mit «=45°) sind zu einem

Rechteck zusammenzustellen. Es gibt zwei nicht-
kongruente Typen.

Do/ o7e
/\ NN

Aus ,,Praxis der Mathematik*, 8/68, Kiin
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Ing. H. Decker, Kéin

Wabenriitsel

In die weiBen Felder sind so Buchstaben einzusetzen,
daB die rundherum um eine Ziffer stehenden Buch-
staben bei geeigneter Wahl des Anfangsfeldes und des
Drehsinns die Wortbilder mathematischer Begriffe
der folgenden Bedeutung ergeben:

5. // 2.
A W4 ///; 3.

eine der Angaben, die eine Gerade festlegen
Grundrechenoperation

Ergebnis einer bestimmten Rechenoperation

eine der beiden Zahlen, die eine Potenz bestimmen
eine der Angaben, die einen Winkel festlegen
Grundrechenoperation

eine der beiden Zahlen, die eine Wurzeloperation
bestimmen

8. natiirliche Zahl mit genau zwei Teilern

Fachlehrerin Irmgard Trdger, Débeln

NAnbwh =

Magisches Zahlenquadrat

In diesem verschliisselten magischen Zahlenquadrat
bedeuten gleiche Symbole gleiche Grundziffern und
verschiedene Symbole verschiedene Grundziffern.

FIH 08| E8|
1108, 009 g
LS E ]

[ |
ST TN 2

EntschliiBle dieses magische Zahlenquadrat, in des-

sen Zeilen, Spalten und Diagonalen jeweils natiirliche

Zahlen stehen, deren Summe 750 ist!
Mathematikfachlehrer W. Triger, Schlofberg-OS, Dibeln

Silbenriitsel

AuBere Begrenzung einer Fliche
Halbmesser

Beiderseitig begrenztes Stiick einer Geraden
Griechischer Mathematiker

Spezielles Viereck

Kreis, dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten ist

7. Winkelfunktion

8. Lehrsatz aus der Ahnlichkeitslehre

9. Zahlwort

10. Freihandzeichnung

11. Eingliedriger Ausdruck

12. Begriff aus der Mengenlehre

13. Lingste Seite des rechtwinkligen Dreiecks
14. Fachausdruck fiir unentwickelt, unaufgelost
15. eine Bewegung

16. Ergebnis der Subtraktion

17. Griechischer Buchstabe

18. Grundrechenart

19. Festlegung eines Begriffs

SVvnphLN -

Aus den folgenden Silben sind Worter der obenstehen-
den Bedeutung zu bilden. Die zweiten Buchstaben
ergeben von oben nach unten gelesen eine alljahrlichen
schulischen Hohepunkt.

ot = de = diis

tan - te - tha - t1 - t1 - um - um - us - ze - zit

Oberlehrer Annelies Helwes, OS Burkhardtsdorf

Anekdote

P. A. M. Dirac war es gewohnt, sich immer klar und
deutlich auszudriicken. Nach Ende eines Vortrages
fragteer:,,Gibt esnoch Fragen?*‘ Ein Zuh6rer meldete
sich: ,,Ich habe die Herleitung dieser Formel nicht
verstanden ! Darauf Dirac: ,Das ist keine Frage,
sondern eine Feststellung. Gibt es noch Fragen?

Geburt der Potenzwurzel-Lyrik

In der Mathestunde
trat ein Integral auf mich zu
und sprach:
Worauf wartest du?
Mach ein Gedicht aus mir . ..
Sabine Kiihn (16 Jahre), Lyrikclub ,,Heinrich Heine", Berlin

91



Losungen

Losungen zu: Uber das Symbol
der X. Weltfestspiele

5410774 Wir zeichnen einen Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r=4 cm.
Auf dem Kreis k sollen fiinf Punkte (gemein-
same Endpunkte zweier benachbarter kon-
gruenter Kreisbogen) liegen; diese Punkte
legen auf dem bereits gezeichneten Kreis k
weitere finf kongruente Kreisbogen fest,
die sémtlich den gleichen Mittelpunktswin-
kel 360° : 5="72° besitzen. Wir legen deshalb
auf dem Kreis k einen Punkt A fest und ver-
binden ihn mit M. In M tragen wir an MA
ecinen Winkel von 72° an, dessen [reier
Schenkel den Kreis k im Punkt B schneidet
In M tragen wir an MB wiederum einen
Winkel von 72° an, dessen freier Schenkel k
in C schneidet und so fort. Die so erhaltenen
fiinf kongruente Mittelpunktswinkel sind mit
dem Winkelmesser zu halbieren. Die Schnitt-
punkte dieser Winkelhalbierenden schneiden
den Kreis k in den Punkten M, M,, M3, M,
und M, den Mittelpunkten der noch zu
konstruierenden fiinf Kreisbogen, fiir die
r =AM, der gemeinsame Radius ist.

641078 a4 Wir zeichnen einen Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und dem Durchmesser
AB=d=7 cm. Durch M zeichnen wir einen
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zweiten Durchmesser C_D, der senkrecht
auf AB steht. Wir halbieren AM und W;
die Mittelpunkte dieser Strecken seien E und
F. Aus Symmetriegriinden liegt der Mittel-
punkt M’ des zum Kreisbogen b, gehdrenden
Kreises auf ,ﬁ, zum anderen auf der Mittel-
senkrechten der Sehne DE. Der Mittelpunkt
M" des zum Kreisbogen b, geh6renden Krei-
ses liegt dann symmetrisch zu M’ beziiglich
der Geraden CD als Symmetrieachse.

7410794 Die Konstruktion der Figur ist
aus der Losung zur 1. Aufgabe ersichtlich.
Daraus folgt aber auch, daB sich die Figur
bei Drehung um M um einen Winkel von
72° im mathematisch positiven (oder negati-
ven) Sinn auf sich selbst abbildet. Folglich
sind die Seiten des entstandenen Fiinfecks
A'B'C’'D'E' und seine Innenwinkel kongruent.
Es handelt sich also um ein regelméBiges
Fiinfeck

8410804 Es seien AB und CD zwei auf-
einander senkrecht stehende Durchmesser
des Kreises k mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r, und es sei E die Mitte von
CM. Bezeichnen wir den zum Bogen b ge-
horenden Kreis mit k', seinen Mittelpunkt
mit M und seinen Radius mit ¥, dann gilt,
wie aus der Zeichnung ersichtlich wird,

'y =r1+<r’—§)z,

2
(R =P+eY-rrssm <30

==r

r =§r. Folglich erhalten wir

A i
R

Der Abstand des Mittelpunktes des darge-
stellten Kreises vom Mittelpunkt des zu
einem der Kreisbogen gehodrenden Kreises

betrdgt somit %r bzw. %d, wobei d der

Durchmesser des gegebenen Kreises ist.

9410814 Aus der Abbildung wird fol-
gendes ersichtlich:

cosa =L r=l, a=60‘;.
2 2

Die Ebene, die den Lingenkreis enthilt, bil-
det mit der Ebene, die den dargestellten I_(reis
enthilt, einen Winkel von 60°.

q

A

iy R

M P 3

10/124 10824 Jedes regelmiBige n-Eck
148t sich durch die Radien r vom Mittelpunkt
M des Umkreises nach den n Ecken in n

kongruente gleichschenklige Dreiecke zerle-
gen, die den Winkel 34"% an der Spitze M
M

M
-
h
fss T
AN rh %
A

Es sei Dreieck A,4,M mit den Seiten 4,4,
=s$;5, A,M=A,M=r und dem Winkel
¥ A;MA,=36° eines der zehn kongruenten
gleichschenkligen Dreiecke, in die sich ein
regelmiBiges Zehn-Eck zerlegen 14Bt. Die
Winkelhalbierende des Winkels &A,4,M
schneide die Seite A,M im Punkt P. Dann
gelten folgende Winkelbezichungen:

1 o Q o
XA, AM = ¥ A, 4,M=5(180°—369)=72",

XA A,P= xPA,M=36°, XA, PA,
=180°—(72° +36°)=72".

Aus ¥A,A4,P=¥A,PA, folgt nun 4,4,
=PA,=5s,, Aus ¥PMA,=&PA,M folgt
PM=PA,=s,,, und es gilt somit AP
=r—5,0. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
AA,AM und AA,A,P folgt dann
(r—s10):S10=510:7 bzw.
S102+T510~12=0.

2(/5—1) erfiillt diese qua-

Die Losung s, , = 3

dratische Gleichung und geniigt dem geome-
trischen Sachverhalt

Wie aus der Abbildung ersichtlich wird, gilt
zwischen der Seite s, eines regelmidBigen
Fiinfecks und der Seite s, , eines regelméBigen

Zehnecks folgende Beziehung:
1
2552 +(r—h}= leZ'

Wegen h?=r? —%s 2 erhalten wir durch

Einsetzen dann



1 I ——\?
4—ssz+<r— 7\/4r2—552) = 53, bzw.

124 r—l\/4r2—s 2 2=r_2(\/-5-_1)2
43 2 s 4 ’

Durch Umformen gewinnen wir daraus

s
_5\/10—2J5.

W 8*950 Zunichst stellen wir fest, daB fiir
a=0, b=0die Zahl z=a>+b* =0 nicht Prim-
zahl ist. Auch fiir a=0, b=1 sowie fir a=1,
b=0 ist die Zahl z=a®+b*=1 nicht Prim-
zahl
Dagegen erhalten wir fir a=1, b=1
z=a*+b3=1+1=2.
In diesem Fall ist also z eine Primzahl
Nun nehmen wir an, daB mindestens eine der
Zahlen a, b grofer als 1 ist. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeingiiltigkeit konnen wir
annehmen, daB a>1 ist. Wire nun b=0, so
wire
z=ad+b>=a,
d. h, die Zahl z wire nicht Primzahl, da sie
sich in drei Faktoren (z=a-a"a) zerlegen
14Bt, die simtlich gréBer als 1 sind. Ist aber
bz1,soist a+b>1 und ab > 1. Wir erhalten
jetzt die folgende Faktorenzerlegung:
z=a>+b3=a3+a*b—a*b—ab*+ab*+b3,
z=a*(a+b)—ab(a+b)+b*(a+b),
z=(a*—ab+b?(a+b).
z=( —ab+b*) (a+b).
Fiir den ersten Faktor in dieser Faktoren-
zerlegung gilt nun
a®—ab+b*=a*>—2ab+b*+ab
=(a—-bP+ab22;
denn (a—5)>20 und ab22.
Fiir den zweiten Faktor gilt a+b=2 Also
sind beide Faktoren groBer als 1, d. h. die
Zahl z ist in diesem Fall nicht Primzahl.
Damit haben wir bewiesen, daB nur fiir a=1,
b=1die Zahl z=a? +b? eine Primzahl ist.

94951 Die abgebildete Figur ist axial-
symmetrisch beziiglich der Symmetneachsen
AC und BD. Daraus folgt DM=MB=BN
= ND, d. h. das Viereck BNDM ist ein Rhom-
bus. Fillen wir jeweils von M das Lot auf AB
und auf AD und bezeichnen wir die Fuf-
punkte der Lote mit P und Q, so gilt
MP=MQ=x, d. h. das Viereck APMQ ist
ein Quadrat. Aus der Ahnlichkeit der Drei-

ecke AQMH und AHAB folgt (——x) x
—g a, also x=—. Fir den Flicheninhalt

des Rhombus BNDM gilt somit

Ar=A,pcp—2" Asep—2" Agpu»
D G C
3 N
tnllv H r
( M
o~ aF a
> x
71
A P £ 8

An=az—%a2 —%a’=%a’ und wegen a=6cm
gilt Ax=12cm>

Lisungen zu: aufgepaBt, nachgedacht, mit-
gemacht (Heft 4/73)
Klasse 5

Ala Axel kann mit seiner Feststellung
recht haben, Das folgende Beispiel verdeut-
licht dies. Der erste Garten habe die Seiten-
lingen 16 m und 20 m, der zweite Garten
habe die Seitenlingen 10 m und 30 m. Dann
gilt

A,=16-20m?=320m?,
uy=2-(16+20)m=72m;
A;=10-30m*=300m?, u,=2-(10+30)m
=80 m. )

In diesem Falle gilt also 4, > A,, aber u; <u,.
A2a

a) (m+a)—a>m—n, also wird die Diflerenz
groBer. '

b) (mn—a)—a<m—n, also wird die Diffe-
renz kleiner. -

¢) (m+ a)—(n+4)=m—n, also bleibt die Dif-
ferenz konstant.

d) (m—a)—(n—a)=m—n, also bleibt die Dif-
ferenz konstant

e) (m+a)—(n+b)>m—n fiir a> b, also wird
die Differenz groBer.

aAla

a) Wenn x> 8, so x+3>11, also gewiB x+3
>10.

b)Wenn 60 - x=50-y,sox=5-kundy=6-k.
wobei k eine natiirliche Zahl ist; also gili
X<y,

c) Wenn 5x>10, so x>2; wegen y>x gilt
dann y>3.

d) Wegen x>y gilt x=y+k, wobei k eine
von Null verschiedene natiirliche Zahl ist.
Nun ist y+2<y+k+S5, also auch y+2
<x+5.

e) Wegen x>y gilt x=y+k, wobei k eine
von Null verschiedene natirliche Zahl ist.
Nun gilt 60 —(y + k) < 75—y, also auch 60— x
<75-y.

f) Wenn y<5, so 3y<15, also gewiBl auch
3y<11.

Ada Wegen c<5, gilt 5+a<b+c<b+5,
also 5+a<b+5,d h a<b.

A5A Es sei z; eine zweistellige natiirliche
Zahl, deren Quersumme 12 betrigt, und es
sei z, die durch Vertauschen der Grundziffern
entstandenen Zahl. Die folgende Tabelle
enthilt alle m&glichen Fille:

z, 93 84 75 66 57 48 39

z, 39 48 57 66 75 84 93

Nur fiir die Zahl z; =39 gilt z,>2-2, bzw.
93>2-39. Die Aufgabe besitzt somit genau
eine Losung, nimlich z; =39.

Klasse 6 i

A6aa) Der giinstigste Fall tritt ein, wenn
das Winterferienlager von Dienstag bis Sonn-
abend stattfindet. Dann vergeht nur ein
Tag, bis Heinz wieder ins Kino gehen kann,
da der nichste Tag ein Sonntag ist.

b) Der ungiinstigste Fall tritt ein, wenn das
Winterferienlager von Mittwoch bis Sonn-
tag stattfindet. Am darauffolgenden Mitt«
woch konnte Pioniernachmittag sein. Dann
miiBte Heinz sieben Tage bis zum néchsten
Kinobesuch am darauffolgenden Sonntag
warten.

A7a Wegen x>y und x+y>§ gilt sicher

x+x>; bzw. 2x> - und damit auch x>;.

A8a Da der Punkt P ein innerer Punkt
des abgebildeten Dreiecks ABC ist, schneidet
die Parallele zu BC durch P jede der Drei-
ecksseiten AB und AC jeweils in genau eifiem
inneren Punkt dieser Strecken. Diese Schaitt-
punkte seien E und F. Fiir den Umfang
des Dreiecks BCP gilt dann u,=BC 4 PB
+PC. Fiir den n Umfang des Trapezes BCFE
gilt u,=BC + CF + FP + BE + EP.

Fir den UmIang des Dreiecks ABC gilt
u,-BC+AE+AF+BE+ CF. . Wegen PC
<CF+FP und PB<BE+EP > gilt somit
uy <u,. Wegen AE + AF > EP + FP gilt ferner
U, <uy, also auch u, <u;. Daraus folgt
BC+AB+AC>BC+PB+PC alsp auch
AB+AC>PB+PC.

a9a Wegen 6:1+3:-3=15 und 24-15
=9 muB die Summe aus den Noten der iibri-
gen drei Ficher kleiner als 9 sein, damit der
Zensurendurchschnitt besser als 2 wird; denn
24:12=2, aber 23:12<2. Esseiena, b und ¢
die Noten dieser drei Ficher. Dann gibt es
folgende Moglichkeiten:

a b ¢
2 3 3
3 2 3
3 3 2

Diese Noten miissen mindestens erreicht
werden, um einen Zensurendurghschnitt bes-
ser als 2 zu erhalten.

a10a Nach 30s hatte Martin s=v-t
=§ m -30s=150m zuriickgelegt. Norbert
hingegen hatte in dieser Zeit hichstens 135 m
geschafft. Seine Geschwindigkeit kann daher

hochstens % L =4,5- betmgen

W9*991 Aus a®+b>+c=1

folgt @+b2+ N =1, also
a* +b*+c*+2a%h? + 2b%c* +2a* =
a* +b*+c* + a2 (b* + c?) + b¥(a? +c’)

+c*@?+b%=1. Nun folgt aus (3
a+b+c=0 '
a+b=—c,
(a+b)*=c?,

a’+b%+2ab=c?

a?+b?=c? - 2ab. Analog flolgt 4)

93



b2 +c2=a*—2bc, %)

a®+c2=b%-2ac. (6)
Dabher folgt aus (4), (5), (6) durch Einsetzen
in(3)
a* 4+ b* +c* + a*(a® ~ 2bc) + b*(b? — 2ac)
+cXc?-2ab)=1,
a*+b*+c* +a* + b* + c* —2a’bc — 2ab*c—
—2abc*=1,

2Aa*+b*+c*)—2abc(a+b+c)=1.
Wegen a+b+c=0 folgt hieraus weiter
2(a* +b*+c%)=1,
r=at+bopet=l,
2
W9*992a) Da das Stern-Achteck symme-
trisch ist und M4, MB, MC, MD Symme-
trie-Achsen sind, sind die Dreiecke MAB,
-MBC, MCD, MDE usw. einander kongruent,
und ihre bei M liegenden Winkel sind jeweils
gleich 45°. Der Flicheninhalt A des Stern-
Achtecks ist daher achtmal so grol wie der
Fldcheninhalt A, des Dreiecks MAB (siche
Bild 1). Um nun diesen Flicheninhalt zu
berechnen, ermitteln wir zunichst die Linge
h der Hohe BP in dem Dreieck M AB (siehe
Bild 2). Wegen £ BMP =45°gilt auch ¥ PBM
=45° und daher MP=BP=h. Wir erhalten
also nach dem Satz des Pythagoras
h+h2=r?
2h2=r%

h=LJ3.
2~/

K)
v
M hP A
Wegen MA=R ist daher der Flicheninhalt
des Dreiecks MAB gleich
Rh——\/z

also der Flachemnha.lt des Stern-Achtecks

gleich _

A=8A4,=2Rr/2.
b) In dem rechtwinkligen Dreieck BPA gilt
nach dem Satz des Pythagoras wegen PA
=R —h fiir die Seite s=A4B des Stern-Acht-

ecks

s?=(R—h)*+h*=R?+2h* - 2hR.

Wegen 2h*=r? und h=§ /2 folgt hieraus
s>=R+r*—Rr ,/5,

- \/R1+r1—Rr\/§.

¢) Fir R=r wird aus der sternférmigen
Figur ABCDEFGH ein regelmifiges Acht-
eck, da dann alle Eckpunkte auf einem Kreis
um M mit dem Radius r liegen und die Strah-
len MA und MB, MB und MC usw. mitein-
ander einen Winkel von 45° bilden. Der
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Flicheninhalt des regelméBigen Achtecks mit
dem Umkreisradius 7 betriigt daher

A= 2,.2\/5
und die Seitenldnge

2t —r? J§=r 2—\/5

in Ubereinstimmung mit den in dem Tafel-
werk, 7.-12 Klasse, S. 53, angegebenen For-
meln.

10/124993 Es seien x und y zwei natiir-

liche Zahlen, fiir die die Gleichung

2*=y!+304

erfiillt ist. Dann gilt 2*>304. Wegen 2° =

und 2% =512 giltalso x 9.

Wegen 304=2* 19 folgt daher aus (1)
25=yl1+424-19,
yr1=242""*-19).

Wegen (2) ist dabei x—42=5; also ist y!

durch 2%, aber nicht durch 2° teilbar.

Nun sind 0!=1, 1!=1, 21=2 3!1=2-3,

41=23-3,5!=23-3- 5 nicht durch 2* teilbar.

Dagegen sind 6!=2%-32-5 und 7!=2*-3%-

5-7 durch 24, aber nicht durch 2° teilbar,

wihrend y! fiir y>7 durch 2° teilbar ist.

Fiir y =6 erhalten wir :

y!+304=720+304=1024=2'° 3)

fiir y=7 erhalten wir ¢

y!+ 304 =5040 + 304 = 5344 =2%- 167,

in diesem Fall ist also y! nicht gleich einer

Potenz von 2. Wegen (3) ist daher die Glei-

chung (1), wenn x und y natiirliche Zahlen

sind, nur fiir x=10 und y=6 erfiillt. Daher
ist das geordnete Paar (10, 6) die einzige

Losung, die die gestellten Bedingungen er-

fillt.

)]
256

el

10/124994 Fiir alle positiven ganzen Zah-
len n und g gilt, da das arithmetische Mittel
zweier verschiedener nicht negativer reellen
Zahlen stets groBer als ihr geometrisches
Mittel ist,
Z=§/a_+_2+UET1>2~\/:/a+_2-\/m
=2fla+2)@-1),

Z>2-2%/a*+a-2.

Nun miissen wir die folgenden beiden Fille

unterscheiden:

1. Fall: a22

Dann gilt a*+a—22a?,

also z>2-%/a?=2-%Ya.

2 Fall: a=1

Dann gilt

zZ= Ja+2+Ja 1=1/3+1
=v3+1>2=2-%a.

In den beiden Fillen gilt also

Z=%/a+2+%/a—1>2-3/a. Daraus folgt

Ya+2-%/a>Ya-4fa—1, wzbw.

W 10/12 w995 a) Wir erhalten
10-10° 100000

1445 105 1425 ~ O

Bei jahrlich gleichbleibender Férderung wiir-

den also die Vorkommen noch fiir 69,2 Jahre

reichen.

b) Es seien

a = 1445 die Erdolférderung des Jahres
1969 (in Mill t),

q = 1,07 derjihrliche Wachstumsfaktor der
Erdélférderung
die Anzahl der Jahre, in denen
noch geférdert werden kann,
¢ =10000 die Erdélvorkommen (in MilL t).
Dann gilt
aq+aq*+...+aq"=c,
g1
g—1
qu_ 1 =C(q- 1)'
aq
= clg—1) +1
aq
Setzen wir fiir ¢, ¢ und a die obigen Werte
ein, so erhalten wir
»_10000-0,07 . _
1,07 =445 107 +1=4,53+1=5,53.
Durch Logarithmieren erhalten wir hieraus
- 1g 1,07=1g 5,53

n=

=C'

aq

lg 1, 07 ) 0294
In diesem Falle reichen also die Erdolvor-
kommen nur noch fir 25,3 Jahre,

W 10/12a996 Es seien P,Q,R,S, das erste
Rechteck, P,Q,R,S, das zweite Rechteck
der Folge usw. (vgl. die Abb) Dann gilt
nach Voraussetzung

A _bo 9 oA oo 4a
P,0,=R;S,=3, P,0,=R,5,=7 usw.

Nun denken wir uns das Dreieck ABC in
eine Folge von gleichschenkligen Trapezen
ABR,S,, S{R;R,S, usw. zerlegt

Cc

Sz R,

)

.

A Py Q4 8

Der Flicheninhalt des ersten Trapezes, des-
sen Hohe wir mit h, bezeichnen, ist gleich

1 a 3
F; =5(ﬂ+i) hl =‘—1-ahl.

Dagegen ist der Flicheninhalt des ersten
Rechtecks P,Q,R,S,; gleich

Analog erhalten wir fiir den Flicheninhalt
des zweiten Rechtecks
, 2
Fz=§Fz,
wobei F, der Flidcheninhalt des zweiten
Trapezes der Folge ist. Fiir jedes Rechteck
der Folge gilt nun, daB sein Flicheninhalt

gleich % des Flicheninhalts des ihm um-

beschriebenen Trapezes ist. Daher ist die
Summe der Flicheninhalte F’ aller Recht-

ecke gleich der Summe aller Trapeze,

WIN WIN

also gleich des Fldcheninhalts F des



Dreiecks ABC. Wir erhalten daher fir den
Flicheninhalt der treppenformigen Figur

2. 24 5 a* =

F=2F=2.2 3=2 /3.

3 3 4\/ 6 \/
W10/12%997 1. Esseia,=a;=...=a,=1.

Dann folgt aus (1) und (2)

X+ X+ ... +X,=n,

X +x,4+ ... +x,=1.
Das ist aber ein Widerspruch wegen n22.
2. Esseia;=a,=...=ag,=—1.
Dann [olgt aus (1) und (2)

Xy + X+ ...+ X,=—n

1, falls n gerade

O Xy +x")={_ 1, falls n ungerade.
Auch hier erhalten wir wegen —n< —2einen
Widerspruch.
Im Falle a,=a,=...=a, hat also das Glei-
chungssystem keine Losung.
3. Es seien nicht alle g, einander gleich. Dann
ist mindestens eines der a; gleich 1 und
mindestens eines der a; gleich —1.
Wir konnen jetzt 0.B.d A. die g, so numerie-
ren, daB
ay=a,=...=aqy=1und a4, y=a,,,=...=a,
= —1 ist, wobei O<k<n gilt
3.1. Nun sei n—k, d. h. die Anzahl der g,
die gleich —1 sind, gerade. Dann folgt aus
(1) und (2)
(X +X3+ ..+ x)+ 00y +Xgez+ ... +X,)
=k+(n—k)=2k—n,
oy +x3+ . +x)—00g g +Xppz2+ ... +X)
=1.
Hieraus folgt durch Addition
2(xy+x,+... +x)=2k—n+1,
x, +x, +...+x,=k—";1.
Das Gleichungssystem (1), (2) hat also-keine
ganzzahligen Losungen, wenn n eine gerade

Zahl ist. Dann ist namlich ";—' nicht ganz-

zahlig, also kénnen nicht alle x, ganzzahlig
sein. Ist aber n eine ungerade Zahl, so ist
n—1

2
ganzzahlige Losung angeben. Wir setzen
nimlich

(6]
@

ganzzahlig, und wir kénnen auch eine

Xy=X3=..=X,; =0,
Ju:"=k—"T+1 und erhalten
(X + .+ x) (g  + X2+ +X)
—1 n+1
k-2 k- 2k,

3 + 3 2k—n

(g + X3+ 42X~ (X + Xpg2 4o +X,)

d h. die Gleichungen (3) und (4) und damit
auch die Gleichungen (1) und (2) sind erfiillt
3.2. Ist nun n—k, d. h. die Anzahl der a,, die

gleich —1 sind, ungerade, so erhalten wir"

wieder die Gleichungen (3) und (4'), wobei
aber auf der rechten Seite von (4') die Zahl — 1
steht.

Weiter erhalten wir analog wie oben

n+1
X +x, 4. +x,=k— >

Auch in diesem Falle hat das Gleichungs-
system (1), (2) keine ganzzahligen Lésungen,
wenn n gerade ist.

Ist aber n ungerade, so hat das Gleichungs-
system (1), (2) ganzzahlige Losungen, z B.

Xy=xy=...=%x,_,=0,
—g_n=t
" 2

Dann sind nimlich die Gleichungen (3), (4')
und damit auch die Gleichungen (1), (2)
erfiilit. Damit haben wir die Behauptung der
Aufgabe bewiesen.

W 10/12* 998 Zum Beweis der Behauptung
geniigt es zu zeigen, daB fiilr zwei beliebige
aufeinanderfolgende Winkel ¢, und ¢y,
(k=1, 2, ..., n—1) stets ¢, > @, 4, gilt. Nun
sei ay_, =Hﬁ—la ak+1=P—Ak+l (vel. die
Abb.).

p

Ao Akys D A

In dem Dreieck PA,_, A, ., ist der Winkel
¥ PA,_, Ay, stumpf und der Winkel
¥ A, - 1Ay, P spitz; daher gilt

also

G-y
U1y =<1,
G4y

weil in jedem Dreieck dem griBeren von
zwei Winkeln die gréBere Seite gegeniiber-
liegt.
Ist nun PD Winkelhaibierende in diesem
Dreieck, so gilt, weil nach einem bekannten
Satz der Geometrie eine Winkelhalbierende
die Gegenseite im Verhiltnis der anliegenden
Seiten teilt,

. A““D=b<l.

DAyiy @iy

Da A, Mittelpunkt der Strecke A,_,A4,,,
ist, liegt also D innerhalb der Strecke A, _,A,.
Daher liegt auch PD innerhalb des Dreiecks
PA,_,A,, und es gilt @,> @y, 4, W.Zb.W.
Bemerkung: Mit Hilfe der Trigonometrie
kann man die Behauptung noch schneller
beweisen. Da die Dreiecke PA,_,A; und
PAA,,, in der Linge der Grundlinie und
der Hohe iibereinstimmen, sind ihre Fli-
cheninhalte gleich, und es gilt

1 . 1 .
Eat—lal s""pt=§alal+ 1 SIRP s
. a, .
also  sing, =—*lsing, ..
G-y

Hieraus [olgt wegen Gt (vgl. Abs. 1 der
a_,

L6sung)
sin @, >sin @, 44, also @;>¢,,,, w.zbw.

541003 Wir zerlegen 64 in ein Produkt
von drei Faktoren, die samtlich natiirliche
Zahlen sind, und ermitteln die zugehorigen

Oberflichen Ay=2-(a-b+a-c+b-c). Die
folgende Tabelle enthilt alle méglichen Fiille.

a b c A,

1 1 64 258
1 2 32 196
1 4 16 168
1 8 8 160
2 2 16 136
2 4 8 112
4 4 4 96

Der Quader, der die Form eines Wiirfels
besitzt, hat die kleinste Oberfliche.

541004 Aus 023 M+020 M+4-008 M
=0,75 M und 4-0,75 M=3,00 M folgt, daB
Karin genau 3,00 M bei sich hatte. Nach
dem Einkauf besaB Karin noch 3,00 M
-075M-04 M=181 M.

W Sal005 Wir zeichnen die Gerade AB;
ihr Schnittpunkt .mit g sei Q, und wir ver-
binden Q mit A’. Dann zeichner wir die Ge-
rade BA', ihr Schnittpunkt mit g sei P. Die
nun zu zeichnende Gerade AP schneidet die
Gerade QA’ in B’, dem Bildpunkt von B.

W5 w1006 Die erste Verkaufsstelle erhielt
1200 : 3=400 Schachteln Pralinen. Die
zweite Verkaulfsstelle erhielt (1200—400) : 4
=200 Schachteln. Die dritte und vierte Ver-
kaufsstelle erhielten je (1200—600) : 2=300
Schachteln Pralinen.

Die ausgelieferte Menge wog 1200-125g
=150000 g=150 kg.

W 5*1007 Da keine Zifler mehr als zwei-
mal vorkommen darf, entfallen 12, 13, 14,
..., 19 als erste zwei Ziffern. In diesen Fillen
wiren nimlich die zugehdrigen Quotienten
2,3,4, ...,9 und diese Ziflern wiirden dreimal,
also mehr als zweimal vorkommen. Aus dem
gleichen Grunde entfailen 24 und 39 als erste
zwei Ziffern. Die Zahl, die der zweiten Ziffer
entspricht, ist Vielfaches der Zahl, die der
ersten Zilfer entspricht. Deshalb verbleiben
noch folgende Moglichkeiten:

26 326,28 428, 36 236, 48 248,
Wegen 26362 —26326=36>30,
28482 -28428=54>30, 48284 48248=
36>30 verbleibt als einzige Losung 36236;
denn es gilt 36263 —36236=27 und
20<27<30.
Vor Antritt der Fahrt lautete der Tacho-
meterstand 36236. Der Lehrer hat 27 km
zuriickgelegt.

W5*1008 Wir fertigen uns eine Tabelle
an. Es sei a das Lebensalter von Axel, b das
von Bernd und d das von Dieter.

a+b a b a+3=d b-9=d
22 1 21 4 12
22 2 20 5 1
22 3 19 6 10
22 4 18 7 9
22 5 17 8 8
22 6 16 9 7
22 14 10 17 1
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Nur fir a=5 und b=17 ist a+3=b-9.
Axelist 5, Bernd 17 und Dieter 8 Jahre alt.

641009 Die Grundziffern der Zehnerstelle
der zu ermittelnden dreistelligen Zahlen
konnten 2, 3, 5 oder 7 lauten. Da 4 und 9
teilerfremd sind und 4 - 9= 136 ist, sind natiir-
liche Zahlen durch 36 teilbar, wenn sie durch
4 und durch 9 teilbar sind.

Bei Verwendung der Grundziffer 2 konnten
unter Beachtung der Teilbarkeit durch 4 die
beiden letzten Ziffern 20, 24 oder 28 lauten.
Unter Beachtung der Teilbarkeit durch 9 er-
halten wir schlieBlich 720, 324 und 828.

Bei Verwendung der Grundziffer 3 erhalten
wir bei analogem Vorgehen zunichst 32, 36,
danach 432 und 936. Auf die gleiche Weise
ermitteln wir die restlichen Zahlen mit der
geforderten Eigenschalft: 252, 756, 972, 576.

641010 Spiegeln wir das Rechteck ABCD
an der Geraden AB als Symmetrieachse und
sei C' Bildpunkt von C,dann gilt BC=BC'=a,
also CC’=2a. Ferner gilt AC=AC'=2a.
Das Dreieck AC'C ist somit gleichseitig,
also auch gleichwinklig. Der Winkel ¥ CAC’
betrigt demnach 60°. Die Symmetricachse
AB halbiert diesen Winkel, also Winkel
«CAB=130".

W6m1011 Nach Voraussetzung gilt AB
=BC=AC und damit ¥ ABC=xBCA
=X CAB=60°. Der AuBenwinkel xCBD
des Dreiecks ABC betriigt somit 120°. Aus

BC=BD folgt a:BCD=<):BDC=% (180°

—120°)=30° und somit ¥ ACD=60°+30"
=90°, das heiBt ACLCD.

W6m1012 Eine Kugel der Sorte 4 mége
a Gramm, eine der Sorte B moge b Gramm
usw. wiegen. Dann gilt:
a) a=2b und b=3c und c=54d;

daraus folgt

a=2b und 2b=6¢ und 6c=30d,

also a=30d.
30 Kugeln der Sorte D halten einer Kugel
der Sorte A das Gleichgewicht.
b) Aus c=54d folgt 4c=20d. Aus 20d+5c¢
folgt durch Einsetzen4c+5c=9c. Ausb=3¢
folgt 3b=9¢, also 20d+5c¢=3b. 3 Kugeln
der Sorte B halten 20 Kugeln der Sorte D
und 5 Kugeln der Sorte C das Gleichgewicht.

W6*1013 Aus a=70° und f=80° [olgt
Winkel ¥ ACB=y=30°, da die Summe der
Innenwinkel eines Dreiecks 180° betrigt.
Ferner gilt 2« + 2z, +20;=180°, also a,
+a,+0,=90° Aus a;, +a,=a=70° und a,
=90° —(a, +a,) folgt @y =90° —70° =20°. So-
mit gilt o,=y—a;=30°-20"=10°, a,=a
—a,=70°—-10°=60°.

W 6*1014 Wir legen auf g, einen Punkt B
fest und schlagen um B mit dem Radius
BD=6,0cm einen Kreis, der g, wegen BD>h
in den Punkten D und D’ schneidet Ein wei-
terer Kreis um B mit BC =45 cm als Radius

schneidet wegen BC > h die Gerade g, in den
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Punkten C, und C,. Der Kreis um D mit dem
Radius AD=38 cm schoeidet g, wegen
AD>h in den Punkten 4, und 4,. Es sind
auf diese Weise vier paarweise nicht kon-
gruente Trapeze A,BC D, A,BC,D, A,BC,D
oder A,BC,D entstanden, die sich durch die
nicht Nlichengleichen Dreiecke AA4;A4,D und
ABC, C, unterscheiden. Schligt man um D’
einen weiteren Kreis mit dem Radius ,ﬁ)_,
so schnoeidet dieser g, in den Punkten A, und
A,. Jedes der so entstehenden weiteren Tra-
peze ist aber einem der bereits konstruierten
Trapeze kongruent, wovon man sich leicht
iiberzeugen kann. Es gibt also genau vier
Losungen.

741015 Aus Winkel ¥ ECF =45° und Win-
kel x CEF=90° lolgt x EFC=45°; also gilt
auch CE=EF. Da die ‘Gerade FB senkrecht
aufl dem Radius AB des Kreises k steht, ist
die Gerade FB ebenfalls Tangente an den
Kreis k. Folglich gilt fir die Tangenten-
abschnitte EF=FB. Deshalb gilt auch
CE=EF=FB.

741016 Wir spiegeln A an s,, B an s, als
Symmetrieachse. Es sei A’ Bildpunkt von 4,
B’ Bildpunkt von B. Die Verbindungs-
gerade A’B’ schneide s, in P und s, in Q.
Der Streckenzug APQB gibt den Verlauf des
zu konstruierenden Lichtstrahles an.

Aul Grund der Symmetrieverhiltnisse gilt
@,=9,; ferner gilt @,=¢, (Scheitelwinkel)
und somit auch ¢, =¢,. Es sei h das in P auf
s, errichtete Einfallslot des Lichtstrahls. Dann
gilta, =90°— ¢, und a, =90°— @, =90°—¢,,
also gilt fiir Ein- und Ausfallwinkel a, =a,.
Analoge Uberlegungen iiber die Reflexion
in Q fiihren zu entsprechenden Ergebnissen.

W 7w1017 Angenommen Aussage R, sei
wahr, d. h. Mannschaft C belegte den zweiten
Platz Dann muB Aussage S; falsch und
somit Aussage S, wahr sein. Das steht im
Widerspruch zur Annahme. Deshalb ist Aus-
sage R, falsch und Aussage R, wahr, d. h.
den dritten Platz belegte Mannschaft D.
Daraus folgt, daB Aussage T, falsch und
somit Aussage T, wahr ist. Den zweiten Platz
belegte Mannschaft A. Daraus folgt weiter,
daB Aussage S, falsch und somit Aussage S,
wahr ist; den ersten Platz belegte Mannschaft
C. Den vierten Platz belegte deshalb Mann-
schaft B.

Ldsung von Seite 79

Das Rad muB in Richtung A in Bewegung
gesetzt werden
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fiir die auBerunterrichtliche Tatigkeit
der Klassen 7/8

In Nummer 4/72 der Zeitschrift alpha wurde
ein Vorschlag der auBerunterrichtlichen Ta-
tigkeit in Mathematik fiir die Klassenstufen

5/6 vorgelegt. Wir erweitern nunmehr diesen »

Vorschlag auf die Klassenstufen 7/8. Nach-
folgend angegebene Stoffgebiete und Stoff-
inhalte bauen organisch auf den bereits dar-
gelegten Stoffgebieten und Stoffinhalten fiir
die Klassenstufen 5/6 auf. Es ist deshalb
notwendig, zu sichern, daB die Schiiler die
wesentlichen Inhalte des Vorschlages fir
die Klassenstufen 5/6 beherrschen. Das be-
trifft insbesondere die Stoffgebiete:

Logik, Mengenlehre, Algebra, Zahlentheo-
rie, Analysis und Geometrie (Anwendung
mengentheoretischer Grundlagen).

Bei unseren Vorschligen ist stets zu beach-
ten, daB es uns nicht auf eine Definition
zahlreicher abstrakter Begriffe ankommt,
sondern daB die Begriffsbildung stets am
Ende einer sorgfiltigen aus Beispielen und
Ubungen bestehenden Vorbereitung erfolgt.
Nicht alle Begriffe konnen explizit definiert
werden (z. B. der Begriff Strategie), es geht
aber stets darum, inhaltliche Vorstellungen
zu entwickeln.

In diesem Vorschlag fiir die Klassenstufen
7/8 werden neben einigen vollkommen neuen
Stoffinhalten auch eine Reihe von bekannten
Stoffinhalten aus dem Mathematikunterricht
angeboten. Das ist einerseits notwendig,
um den allgemeinen Zusammenhang zu wah-
ren; andererseits kommt es gerade darauf
an, diese Stoffinhalte zu vertiefen, zu ergiin-
zen und mit den neuen Stoffinhalten zu ver-
binden. Das ist vor allem in Hinsicht auf
eine systematische Vorbereitung auf die Ma-
thematik-Olympiaden notwendig.

Bei der Auswahl der Lehrstoffe wurde ver-
sucht, die Beziehungen zwischen den einzel-
nen Stoffgebieten herauszuarbeiten. Dabei
standen nicht die Abhingigkeiten zwischen
den einzelnen Stoffgebieten im Vordergrund;
es kam vielmehr darauf an, die Sachverhalte
(auch an Beispielen) von verschiedenen Sei-
ten - z. B. mengentheoretisch, logisch, alge-
braisch und zahlentheoretisch - zu betrach-
ten. In Klassenstufe 7 steht in diesem Sinne
der Aquivalenzbegriff im Mittelpunkt, in
Klassenstufe 8 sind es die Begriffe Abbil-
dung und Gruppe.

In Zusammenhang mit unseren Vorschligen
sei darauf hingewiesen, daB Ungleichungen
zunehmend an Bedeutung auch in den Ma-
thematik-Olympiaden gewinnen.

K. D. Kiopfel/W. Rautenberg

Klassenstufe 7

1. Logik

1. Aussageformen und deren Komposition,
Vorrangdefinition zur Klammereinsparung
2. Erfiillbare, nichterfiillbare und allgemein-
giiltige Ausdriicke

3. Semantische Aquivalenz (von Aussage-
formen)

4. Logische Interpretation der Begriffe ,,not-
wendig* und ,,hinreichend*, Zusammenhang
zur Implikation

2. Mengenlehre

1. Kreuzmenge, zweistellige Relationen
Reflexivitit Symmetrie und Transitivitit bei
zweistelligen Relationen

2. Ordnungsrelationen

Geordnete und teilweise geordnete Mengen,
ev. Anwendung der Ergebnisse auf die Po-
tenzmenge

3. Aquivalenzrelationen

Aquivalenzklassen, endliche Zahlen als Klas-
seneinteilung der endlichen Mengen nach
ihrem Umfang, Extensionalitit der semanti-
schen Aquivalenz von Ausdriicken (z. B.
daB dquivalente Ausdriicke gleiche Mengen
beschreiben)

3. Algebra

1. Aquivalenz von Termen (Wertverlaufs-
gleichheit)

Aquivalentes Umformen einfacher, insbe-
sondere arithmetischer Terme (z. B. a(b+c¢)
ist dquivalent ab+ac), Vorrangregeln zur
Klammereinsparung

2. Gleichungen

Darstellung der Aquivalenz von Termen in
Form von Gleichungen, Aquivalenz von
Gleichungen, lineare Gleichungen mit einer
zu bestimmenden Variablen

3. Strukturerweiterungen algebraischer Struk-
turen — Beispiele: Erweitern natiirlicher Zah-
len auf gebrochene Zahlen, Erweitern der
positiven Zahlen auf rationale Zahlen, Beson-
ders hervorzuheben ist die Aquivalenzklas-
senbildung bei Strukturerwciterungen, z B.
gebrochene Zahlen als Klassen von Brii-
chen, rationale Zahlen als Klassen von
Zahlenpaaren

4. Zahlentheorie

1. Zahlenkongruenzen, Restklassen als Aqui-
valenzklassen (mengentheoretische Auffas-
sung)

Grundrechenarten mit Restklassen, Repra-
sentantenauswahl, primitive Restklassen,
dquivalentes Umformen von Kongruenzen,
z. B.a=b mod c>ar=bt mod c mit t eI’
2. Diskussion der Kongruenz ax=mod c,
wobei x zu bestimmen ist; Unterschied zu
Gleichungen deutlich herausarbeiten

S. Analysis
1. Spezielle Ungleichungen, z. B.
la £b|<lal+(8],

x+1gz u. a.
x

2. Aquivalentes Umformen von Ungleichun-
gen bei Anwendung der vier Grundrechen-
arten und des Potenzierens; Problem der
Umkehrbarkeit (z. B. a> <b* —»a<b?)
3. Einfache lineare Ungleichung mit und
ohne Absolutbetrag, z. B.

|x—3]<|x—2|, oder

fx—2]—2x=5
Fallunterscheidung bei Auflésen des Be-
tragszeichens

4. Spezielle Anwendungen des Betragszei-
chens z. B. beim Bestimmen des Maximums
zweier Zahlen a, b

max (a, b):Jﬂ%Iﬂl

6. Geometrie

1. Grundlagen

a) Inzidenzgeometrie

Inzidenzbeziehungen (liegt in, geht durch,
verbinden, schneiden), Lagebeziehungen zwi-
schen Punkten, Geraden und Ebenen, Paralle-
lititsrelation

b) Kreis

Sehnen-, Tangentenvierecke, Beziehungen
zwischen Kreis und Dreieck (Umkreis, In-
kreis, Ankreis), Spiegelung am Kreis

2. Konstruktionen

a) Kreis: Tangentenkonstruktionen (von
Punkt an Kreis, gemeinsame Tangenten
zweier Kreise), Dreieckskonstruktionen un-
ter Verwendung der Sdtze iiber den Kreis
(z. B. ¢, h,, h, gegeb. oder a, 7, ¢ gegeben)

b) Flichenverwandlung (z. B. Fiinfeck unter
Beibehaltung eines Punktes in ein flichen-
gleiches Dreieck)

c¢) Einwandfreie Konstruktionsbeschreibun-
gen mit Konstruktion, Beschreibung, Be-
grindung und Determination aufstellen

3. Berechnungen

Kreisberechnungen (Bogen, Flache, Segment,
Umfang, zusammengesetzte Figuren) Arbei-
ten mit Winkel im Bogenmafl




7. Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Ereignis, abhingige und unabhingige Er-
eignisse (Erliuterung an zahlreichen Beispie-
len) Beziehungen zu Mengenzerlegungen
(Nur endliche Mengen betrachten).

2. Haufigkeit von Ereignissen

3. Berechnung von Urnenbeispielen, Lotto-
aufgaben

8. Kybernetik

1. Addition und Subtraktion von Dualzah-
len und logische Schaltungen

2. Realisation dieser Rechenarten in Elek-
tronischen Datenverarbeitungsanlagen

Klassenstufe 8

1. Logik :

1. Aussagenlogische 'Identititen (insbeson-
dere: de Morgansche Regeln, Kontraposi-
tion, ev. KettenschluBl) ’

2. SchluBregeln, systematische Darlegung
Einsetzungsregeln, Abtrennungsregeln, Kon-
trapositionsregel, Regel der Fallunterschei-
dung; Anwendung auf die formale Darstel-
lung gebriuchlicher SchluBweisen

3. Direkter und indirekter Beweis

2. Mengenlehre

1. Abbildungen, Darstellung als zweistellige
Relationen, Beispiele, z. B. Permutationen
als Abbildungen endl. Mengen auf sich,
Funktionsbegﬁff, Begriffe: auf, in, von,
aus bei Abbildungen; Spezielle Abbildungen
(z. B. Identitit, inverse Abbildung)

2. Komposition von Abbildungen, Grup-
peneigenschaften Anwendungen auf Geome-
trie (Bewegungen, Projektion)

3. Kardinalzahlenbegrifl, natiirliche Zahlen
als Kardinalzahlen, Begriffe abzihlbar und
iberabzahlbar

3. Algebra

1. Operationen als dreistellige Relationen;
Klassifizierung von Operationen: assoziative,
kommutative

2. Gruppen als einfache algebraische Struk-
turen; Untergruppen Gruppenordnung, [so-
morphie; Abelsche und Zyklische Gruppen,
Interpretationen an Permutationsgruppen;

Isomorphie zwischen endlichen Gruppen und
Untergruppen von Permutationsgruppen

3. Einbettung algebraischer Strukturen in
andere algebraische Strukturen — Beispiele
natiirliche Zahlen und rationale Zahlen

4. Arbeiten mit Variablen, Anwenden beim
Losen nichtlinearer Gleichungen, die auf
lineare fiihren.

4. Zahlentheorie

1. Additive Gruppen der Kongruenzen, mul-
tiplikative Gruppen «der Kongruenzen nach
Primzahlmodul

2. Lineare Diophantische Gleichungen, Lé-
sungen mit Hilfe von Kongruenzen;

3. Zahlentheoretische Untersuchungen unter

" Verwendung des Positionssystems z. B. bei

‘Teilbarkeitsregeln fir 7, 9, 11

S. Analysis

1. Funktionen, spezielle Eigenschaften: Mo-
notonie, Nullstellen, Darstellung in Koordi-
naten, Parallelverscniebung und Spiegelung
von Funktionen, Substitutionen

2. Lineare und stiickweise lineare Funktio-
nen, Deutung der Konstanten in Geraden-
gleichung, Schnittpunkte linearer Funktio-
nen, zueinander orthogonale lineare Funktio-
nen

3. Folgen, Bildungsgesetze von Folgen er-
kennen, als Funktionen darstellen; Begriffc
iberall dicht, Satz von oberer Grenze

4. Ungleichungen mit zwei Variablen, An-
wendung des Funktionsbegriffs bei Losung,
z. B. x+y <10 bedeutet Zerlegung der Ebene
in zwei Halbebenen mit der Trennungsgera-
den y=10—x

6. Geometrie

1. Grundlagen

a) Bewegungen als Abbildungen, Gruppen-
eigenschaften (In Verbindung mit Verschie-
bungen einfithren des Vektorbegriffes mog-
lich - unter Bezugnahme auf den Physik-
unterricht).

b) Innere und duBere Teilung von Strecken,
Doppelverhiltnis, Goldener Schnitt

c) Sehnensatz, Sekanten-Tangentensatz am
Kreis (Anwendung auf geometr. Beweise)
d) Ahnlichkeit und lineare Funktionen (Pro-
portionen, neue Deutung der Konstanten in
linearen Funktionen)

2. Konstruktionen

a) Konstruktionen in beschrinkter Ebene
Lot fillen, Senkrechte errichten, Strecken
und Winkel halbieren, Parallelen konstruie-
ren (z. B. zu gegebenen Gerade, Punkt nicht
auf der der Ebene, sondern als Schnittpunkt —
auflerhalb der Ebene liegend — zweier gege-
bener Geraden), Punkt mit anderen verbin-
den, der nicht auf der Ebene liegt

b) Konstruktionen von Vielecken, insbe-
sondere Dreiecken aus beliebigen Stiicken
und Teilungsverhiltnissen, regelmiBige
Zehnecke und Fiinfecke

3. Berechnungen

a) Berechnungen mit Hilfe des Pythagordi-
schen Lehrsatzes

b) Spezielle Teilungsverhiiltnisse am Dreieck,
z. B. Teilung der Seiten durch Winkelhalbie-
rende, Hohen, Teilung der Winkelhalbieren-
den, Seitenhalbierenden untereinander

7. Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Ereignisse, Elementarereignisse, zusam-
mengesetzte Ereignisse als Mengen von Ele-
mentarereignissen (Anzahl der Elementar-
ereignisse als . endlich vorausgesetzt), Ver-
gleich zu Mengen, Vereinigung und Durch-
schnitt von Ereignissen

2. Wahrscheinlichkeit, klassischer Begrff
(Anzahl der giinstigen zu Anzahl der mog-
lichen Ereignisse), Grundeigenschaften, Bei-
spiele einfacher diskreter Verteilungen, Ur-
nenbeispiele, Spiele (Gewinnchancen)

8. Spieltheorie

1. Spiele, Mathematische Definition eines
Spieles, endliche Spiele, Begriffe Regel, Zug,
Spiel, Strategie, Gewinn, Verlust

2. Zwei-Personen-Nullsummenspiele, Ma-
trixdarstellung, Sattelpunkte, anschauliche
Erlduterung des Minimaxtheorems, Existenz
von Sattelpunkten

9. Kybernetik

1. Aufbau eciner EDVA (Blockschaltbild),
Bestandteile der ersten Peripherie

2. Arbeitsweise einer EDVA -- Grobschema:
Befehl. Programm, Zusammenhang zwischen
Speicher, Rechenwerk und Leitwerk

Mit Zirkel und Zeichendreieck
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XV. Internationale Mathematikolympiade (8)
Moskau, Juli 1973

Studienrat J. Lehmann, V.L.d.V., Leipzig

Portrit in Zahlen (5)
Vorschlag fiir eine Wandzeitung — alpha-Club der 29. OS Leipzig

In freien Stunden, alpha-heiter (5)

Zusammenstellung aus sowj. Biichern und Zeitschriften:

Ursula Gimpel/J. Lehmann (beide Leipzig)

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb (5)

Zusammenstellung der Aufgaben aus sowjetischer Literatur:

Nationalpreistriger Oberstudienrat Dr. R. Liiders/Studienrat Th. Scholl (beide
Berlin)

Eine Aufgabe von Sergej Konjagin, Saratow (10)

1. Preistriger der XIV. und XV. Internationalen Mathematikolympiade

Der Repetitor (10)

Bericht aus der sowjetischen Zeitschrift ,,Der Moskauer Komsomolze** - Ursula
Gimpel/A. Halameisir

Loésungen (5)

Umschlagseite : Junge Mathematiker am Baikalsee (5)

Bildbericht (5)

Umschlagseite: Mathematik im Moskauer Pionierpalast auf den
Leninbergen (5)

Dr. V. Trostnikow, Ingenieur-Hochschule fiir Transport- und Verkehrswesen Moskau

Dieses Heft wurde zu Ehren der XV. Internationalen Mathematikolympiade in der
UdSSR ausschlieBlich aus Material unserer sowjetischen Freunde zusammengestelit.

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben fiir Schiiler ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Millionen auf

der Bleistiftspitze
Teil 1

A.A. Sauauarizep

Im 16. Jahrhundert kannten sich nur wenige
Menschen in der Mathematik aus. Etwas
war den Seefahrern bekannt, noch weniger
den Landvermessern. Das Hiuflein Gelehr-
ter, das sich auf die Universititen verteilte,
beschaftigte sich mit der reinen Mathematik
und zollte ihrer Anwendung im alltiglichen
Leben keine Aufmerksamkeit . ...

Im August 1966 erorterten mehr als 5000
fihrende Mathematiker der ganzen Welt
eineinhalb Wochen lang in Moskau die
wichtigsten Fragen der Anwendung der Ma-
thematik. Und das nicht nur in der Technik
und Okonomie, sondern auch in der Medizin,

in der Biologie und sogar in einer von der
Mathematik entfernt scheinenden Wissen-
schaft wie der Sprachwissenschaft. 1967
wurde im Ministerium fiir Gesundheitswe-
sen der Sowjetunion ein Rechenzentrum
geschaffen, und in der Akademie der Land-
wirtschaftswissenschaften K. A. Timirjasew*
begann man mit der Ausbildung von Mathe-
matikern — Kybernetikern fiir die Arbeit
in der Landwirtschaft. Im Herbst 1970 befan-
den sich unter den Gelehrten auf dem Mathe-
matikerkongreB in Nizza (Frankreich) allein
iiber hundert aus der Sowjetunion. Beson-
defs oft ergeben sich im Leben Aufgaben des
Avffindens von optimalen Bedingungen: eines

* Kliment Arkadjewitsch Timirjasew (1843
bis 1920) — russ. Pflanzenphysiologe

Maximums an Nutzeffekt, eines Minimums
an Ausgaben, eines Maximums an Produk-
tion oder Gewinn, eines Minimums an Ar-
beitskriften, Ausriistung, Transportmit-
teln. ...

Als Beispiel betrachten wir zunichst eine
Hausaufgabe.

,,Was meint ihr, wenn wir in diesem Jahr
Erdbeeren anpflanzen wiirden*, fragte Na-
tascha wahrend des Mittagessens.

,»Jaja, die pflanzen wir an, und dann pliin-
dern sie die Jungen nach und nach alle weg*™,
widersprach Lena.

,Man miiite sie einziunen*, bemerkte der
Vater.
,» Womit denn? AuBerdem wiirde man immer
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noch driiberklettern ...
,»Morgen frag ich im Werk. Ich glaube es
gibt Zaunfelder aus Abfillen*, versprach
der Vater.

Am nichsten Tag stand fest, daB man 36
Meter festen Zaunes bekommen kénnte.
,,Uber den klettert niemand driiber*, sagte
der Vater. ,,Ubrigens, wir konnen eine Par-

2Zm

Bild 1
12m 2m

S=12m-12m =tesm?

ANNNNN

zelle langs der Werkmauer nehmen, dann
brauchten wir sie von einer Seite nicht einzu-
zaunen.*

,,Aber, daB die Beete gerade werden*, er-
innerte die Mutter.

»»50 ..., wenn wir eine quadratische Parzelle
nehmen .... Gib mir mal einen Bleistift,
Natascha.“ Und die Mutter zeichnete:
(Bild 1).

,,Etwas wenig ergibt das, insgesamt nur

144 m?“, sagte Natascha. ,,Wir machen
eine Seite lieber etwas langer, so . . .. (Bild 2)
1¢m
Bild 2
11m j m
S=1m-Hm = 15 m?
ANARN RN VAN SANN\N

,,Man kann die Seite noch linger machen®,
erwiderte Lena und nahm den Bleistift
(Bild 3). ,,Seht mal, so wird die Parzelle
groBer, und Erdbeeren werden es mehr.*

6m
Bild 3
0m 10m
§=16m10m =160 m?
N ANNNNN AN AR

,,und die Seite kann man noch gréBer ma-
chen*, lachelte spottisch der Vater. ,,Nur
ist es besser nicht zu raten, sondern exakt
die Aufgabe zu formulieren und sie zu 16sen.*

Bild 4
¢ i (36-2x)m

Bild 4
xm

S= xm-(36-2x)m = m?

N ANNNAN

Ala Die zur Werksmauer senkrechten
Seiten der Parzelle seien je x Meter lang;
dann ist die zur Werksmauer parallele Seite

26—2x Meter lang, und die Flache S des

eingeschlossenen Rechtecks betragt
S=x - (36—2x) m%.
Wir formen den Ausdruck um, um ein volles
Quadrat herauszulésen:
S=x-(36—2x)=—2(x*—18x)=
==2(x2-29x+9>-9)=
=—2—9)—-2(x—9)*=
=162—-2 - (x—9)%.
Die Fliche der Parzelle ist also gleich der
Differenz zwischen der konstanten GroBe
162 und der veranderlichen GroBe
2-(x=9)%.
Dafiir, daB die Fliche moglichst groB wird,
muB man von der Zahl 162 moglichst wenig
abziehen. Natiirlich ware es gut, von 162
eine negative Zahl abzuziehen (dann wiirde
die Fliche sogar groBer als 162), nur kann
2 - (x—9)° nie negativ werden. Also, um
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eine moglichst groBe (maximale) Fliiche
zu erhalten, muB der Subtrahend Null sein:
2 - (x=9)*=0.

Hieraus folgt sofort x=9, d. h. die Liange
der Parzelle (lings der Werkmauer) miifite
18 Meter und ihre Breite 9 Meter betragen.
Unter dieser Bedingung wird die Fldche der
rechteckigen Parzelle maximal und betragt
162 m?.

Und jetzt lieber Leser, wirst du zum Direk-
tor der Transportabteilung des Brothandels
in einer kleinen Stadt ernannt. Deine Auf-
gabe — die Lieferung von Brot aus 3 Bicke-
reien in 5 Geschifte zu gewihrleisten. In
Tabelle 1 sind die Produktionskapazitaten
der Bickereien und der Bedarf der Geschifte
angegeben (je Tag). Als MaBeinheit haben wir
die Tragfihigkeit eines Brotautos angenom-
men.

Die Ziffern in den Kistchen der Tabelle 1
bedeuten die Transportkosten je Brotauto
(in Mark); so gibt die Ziffer 4 im linken
oberen Kistchen an, daB die Transport-
kosten eines Brotautos aus der Bickerei
B, in das I. Geschift 4 Mark betragen.

Als erstes muB der Transportplan aufge-
stellt werden. Von der Produktion aus der
Biickerei B8, gehen in das [. Geschiift 25 Autos,
in das II. — 20 und in das III. - 5. Von der Pro-
duktion B, gehen in das III. Geschift 10
und in das I'V. — 30 Autos. SchlieBlich gehen
von der Produktion B, in das IV. Geschift
25 und in das V. - die iibrigen 35 Autos.

Der entsprechende Transportplan ist in der
Tabelle 2 angegeben.

Wir fiillten - indem wir diesen Plan aufstell-
ten - eine Tabelle (man nennt sie oft Ma-
trix) aus, und zwar angefangen mit dem
oberen linken Kastchen. Auf einer geogra-
phischen Karte entspricht die obere linke
Ecke der nordwestlichen, deshalb bezeich-
net man solch einen Transportplan als
Nordwestecken-Plan.

Es ist nicht schwer, die tiglichen Gesamt-
transportkosten entsprechend diesem Plan
zu berechnen:
4-25+5-2042-5+5-104+4-30+7 -
25+4-4=695 (Mark).

Es taucht die Frage auf, ob man das Brot
nicht nach einem anderen Plan billiger aus-
fahren kénnte. Wenn man nun das I. Ge-
schift nicht aus A4, sondern aus B beliefern
wiirde, und entsprechend in das IV. Ge-
schiift 25 Autos aus A4 schickt (Tabelle 3)?
Jetzt betragen die tiglichen Gesamttrans-
portkosten 5-20+42-5+2-25+5-10+4-
3042 - 25+4 - 35=X30 (Mark).

Durch eine kleine Anderung des Transport-
planes konnten wir tiglich 175 Mark ein-
sparen. Fiir das ganze Jahr ergibt das mehr
als 50000 Mark Nutzen!

Man koénnte iibrigens noch mehr einsparen.
Tabelle 4 zeigt eine optimale (billigste)
Variante des Transportplanes. Die tiglichen
Transportkosten nach diesem Plan betragen
nur 385 Mark - anstatt 695 Mark nach der
ersten Variante. Auf diese Art und Weise

Béckereienund ibre|  Die Geschdffe und ihr Bedarf
Produktions Kaparifit 1:25 (U220 wegs |y <55 | p:35
8, : 50 4 3 2 2 3
8, : 40 : ¢ d ¢ d Tab. 1
8, : 60 2 5 3 7 v
8, : 50 |25 20" 5|* |’
8 : 40 |’ s 70 1%30 |* Tab. 2
8, : 60 | 17 |7 [Tes|%ss
, A 5 2 2 7
By : 50 20 5|25
8, : 40 | |° 10 |*30 |? Tab. 3
8, : 60 |%25|° |° 7 “3
B : 50 4 5 2 250 3
B, : 40 } ¢ g *5 |%35 Tab. 4
8, : 60 |%25 |20 P15 |7 |*
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gelang es nur mit Hilfe eines Bleistiftes die
taglichen Transportkosten um 310 Mark
bzw. um 459 gegeniiber den Anfangsko-
sten zu senken.

Die oben behandelte sogenannte Transport-
aufgabe ist nur eine aus einer ganzen Reihe
von Aufgaben der linearen Programmierung,
deren Ausarbeitung in den letzten Jahrzehn-
ten besonders intensiv betrieben wird. Hier
noch eine Reihe verwandter Aufgaben: die
optimale Auslastung der vorhandenen Pro-
duktionsausriistung, der Plan der Standort-
verteilung von Produktions- und Handels-
einrichtungen, die Landverteilung im Gar-
tenbau .... Viele dieser Aufgaben sind gut
erforscht und in allgemeiner Form ausge-
arbeitet.

In unserem Beispiel hatten wir 3 Bickereien
(Produzenten) und 5 Geschifte (Verbrau-
cher). Unsere Tabelle — Matrix - hatte ins-
gesamt 3 -5=15 Kaistchen. Es war nicht
schwer, alle moglichen Varianten des Trans-
portplanes zu berechnen und die effektivste
(optimalste) auszuwihlen. Beim Vorhanden-
sein von 10 Produzenten und einem halben
Hundert Verbraucher wird die Matrix schon
10 - 50=>500 Kistchen enthalten. Die Menge
der méglichen Varianten wird so groB, daB
es unmaoglich ist, sie alle zu berechnen. Sogar
mit Hilfe von elektronischen Rechenmaschi-
nen! Es sind jedoch Methoden ausgearbei-
tet worden, die es gestatten, von einem gege-
benen Plan (z. B. Nordweststecken-Plan) zu
einem anderen effektiveren iiberzugehen. So
kann man z. B. mit der Simplex-Methode
Schritt fiir Schritt jeden vorhandenen Plan
so lange verbessern, bis er optimal wird.

A2a Ein Werk kann Gerite zweier ver-
schiedener Typen B und M herstellen. Fiir
jedes Gerdat B werden 15 Diodén und 12
Trioden, fiir jedes Gerat M - 2 Dioden und
6 Trioden gebraucht. Eine Uberpriifung
am Priifstand des Gerites B dauert 3 Minu-
ten, des Gerites M — 12 Minuten. Beim Ver-
kauf erhalt das Werk fiir ein Gerit B-9 Mark
Gewinn (nicht gerechnet die Unkosten),
fiir ein Gerdt M — 6 Mark. Die Materialien
zur Herstellung der Geréte sind beschrinkt;
wihrend jeder Schicht kann das Werk iiber
nicht mehr als 300 Dioden und 306 Trioden
verfiigen, und der Prifstand kann in jeder
Schicht nicht mehr als 6 Stunden (360 Min.)
zuverliissig arbeiten.

Wie viele Gerite B und M mull das Werk
herstellen, damit der Gewinn (in einer Schicht)
maximal wird? Die Bedingungen der Auf-
gabe konnen gekiirzt in Form der Tabelle 5*
geschrieben werden.

Lésung: 1. Wir bezeichnen die Menge der
Gerite B und X, und die Menge der Gerite
M mit X,. Nun kann unsere Aufgabe mathe-
matisch folgendermaBen formuliert werden:
es sind zwei unbekannte GréBen X; und X,



zu finden, die folgenden Ungleichungen
geniigen

15- X+ 2- X,<300 m
12-X,+ 6-X,<306 ®
3-X,+12- X,£360 3)
Xz 0 @)
= 0, (&)

und zwar so, daB die GréBe T=9 - X, +6 - X,
einen moglichst groBen Wert annimmt.

Die Bedingungen unserer Aufgabe sind jetzt
in der Form von linearen Ungleichungen
aufgeschrieben. Die Zielfunktion T ist auch
eine lineare Funktion. Deshalb nennt man
solch eine Aufgabe gewohnlich eine Auf-
gabe der linearen Programmierung.**

II. Da in der Aufgabe nur zwei unbekannte
GroBen X, und X, figurieren, kann man
versuchen, sie graphisch zu l6sen: es ist
in der (X,, Y,)-Ebene ein Punkt mit den
notigen Koordinaten X; und X, zu finden
(anstelle X; und X, schreibt man oft X und
Y).

Wir geben uns ein System von rechtwinkli-
gen Koordinaten mit den Achsen X; und
X, vor. Wegen der Ungleichungen (4) und (5)
sind nur Losungen im ersten Quadranten
moglich (Bild 5). Dann zeichnen wir die
Gerade 15X, +2 X,=300.

2
% Bild 5
[
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2
L
4
4
L
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%
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e
,
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Wegen der Ungleichung (1) ist eine Lsung
unserer Aufgabe nur in den Punkten des
ersten Quadranten moglich, die unter (links)
dieser Geraden liegen (Bild 6). Weiterhin
zeichnen wir die Geraden
12X, + 6X,=306

und  3X,+412X,=360.

Ahnlich wie oben ist nun wegen der Un-
gleichungen (2) und (3) eine Lésung nur in
den Punkten mdglich, die unter diesen Ge-
raden liegen, d. h. im abgeschlossenen Viel-
eck OABCE (Bild 7).

* Die Tabellen 5 bis 7 siehe in Heft 6/73
(Teil 2), d. Red.

** Unter Programmierung versteht man oft
die Aufstellung eines Programms fir die
Arbeit einer elektronischen Rechenmaschine.
Der BegrifT ,,Programmierung* ist hier nicht
sehr passend gewihlt, er ist aber allgemein
iiblich. Besser wire die Bezeichnung ..line-
are Planung*.

Xa

Bild 6
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Der Wert der Zielfunktion auf jeder der
Geraden 9X, +6X,=K (K - beliebige Zahl)
ist konstant. Da diese Geraden keiner ein-
zigen Seite des Vielecks parallel sind, so ver-
lauft durch jede Ecke des letzten Vielecks
nur eine solche Gerade und fillt dabei mit
keiner Seite des Vielecks zusammen. Wir
bestimmen diese Geraden:

T,: 9X,+6X,=0

(durch den Punkt 0);

T,:9X,+6X,=180

(durch die Punkte 4 und E);

T;: 9X,+6X,=252

(durch den Punkt B);

T,9X,4+6X,=270

(durch den Punkt C).
Die aufgezihiten Geraden seht ihr auf Bild 8.
Es ist leicht zu sehen, daB die Zielfunktion
ihren maximalen Wert im Punkt C erreicht:

T(c)=T(12, 27)=9 - 12+6 - 27=270.

Bild 8

Nach rechts kann man die Gerade 9X,
+6X,=270 nicht verschieben, da sie dann
keinen einzigen Punkt des Vielecks OABCE
enthalten wiirde; wenn man sie nach links
verschiebt, nimmt sie kleinere als 270 Werte
an.

Antwort: Die Zielfunktion erreicht ihren
maximalen Wert, gleich 270, bei X;=12
und X,=27, d. h. maximalen Gewinn (und
zwar 270 Mark) erreicht das Werk, wenn
es 12 Gerite B und 27 Gerite M herstellt.

III. Die graphische Losung der Aufgabe
war méglich, da in ihr nur zwei unbekannte
GréBen X, und X, figurierten. Reale Auf-
gaben der linearen Programmierung ent-
halten nicht selten ... zig, ja manchmal
Hunderte Unbekannte.
Zur Lbsung dieser Aufgabe kann man auch
die sogenannte Simplex-Methode anwenden.
Das soll in einem zweiten Beitrag in Heft
6/73 geschehen.

A. Halameisdr

Mathematikstunde

von der wiiste

ziehen wir die wiiste ab
und bekommen

das feld

das feld

nehmen wir in die dritte potenz
und bekommen

den wald

aus dem wald

ziehen wir die wurzel
und bekommen

den garten

die friichte addieren wir
und bekommen
brot

das brot teilen wir

und bekommen
freundschaft

dann multiplizieren wir alles
und bekommen

das leben

Wjatscheslaw Kuprijanow
Nachdichtung: Axel Schulze
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aufgepaBt
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Primzahlen

Primzahlen haben schon die Menschen im
Altertum interessiert. Uber diese Zahlen
wurden viele interessante Fragen gestellt.
Es ist bemerkenswert, daB einige dieser Fra-
gen bis heute nicht beantwortet wurden.

1. Wir nehmen die Folge der natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ... In dieser Folge gibt
es keine gr6Bte Zahl. Wie groB man auch
eine natiirliche Zahl » wihlt, es gibt stets
eine groBere, z. B. die folgende natiirliche
Zahl n+1. Folglich gibt es keine groBte
natirliche Zahl. Diese Tatsache haben die
Mathematiker im Auge, wenn sie sagen,
daB die Menge der natiirlichen Zahlen un-
endlich ist.

2. Wir kommen zur Folge der natiirlichen
Zahlen zuriick. Die Zahl 1 ist die kleinste
Zahl der Folge. Sie hat nur einen Teiler, die 1.
Die ndchste Zahl ist 2. Diese Zahl besitzt
zwei Teiler, und zwar 1 und 2. Die Zahl 3
hat auch zwei Teiler 1 und 3. Die nichste
Zahl 4 besitzt dagegen drei Teiler, 1, 2 und 4.
Die Zahl 5 hat zwei Teiler, 6 hat vier Teiler
usw. Eine Zahl kann aber auch noch mehr
Teiler besitzen, so hat die Zahl 60 z. B. die
12 Teiler 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30,
60.

Alle Zahlen, die genau 2 Teiler haben (1 und
sich selbst), nennt man Primzahlen. Bei mehr
als 2 Teilern spricht man von zusammen-
gesetzten Zahlen. So sind z. B. 2, 3, 5,7, 11
Primzahlen, 4, 6, 8, 9, 10 dagegen zusammen-
gesetzte Zahlen. Und was fiir eine Zahl ist
17 Sie besitzt doch nur einen Teiler. Deshalb
ist sie weder Primzahl noch zusammenge-
setzte Zahl.

Dadurch wird die Menge der natiirlichen
Zahlen in 3 Teile — oder wie man auch sagt,
in 3 Untermengen - aufgeteilt. Die erste
Untermenge besteht nur aus einer Zahl, und
zwar aus der Zahl 1. Die zweite Untermenge
enthalt alle Primzahlen, und die dritte ent-
hilt alle zusammengesetzten Zahlen. Dabei
sei hervorgehoben, daB jede natiirliche Zahl
in einer und nur in einer Untermenge ent-
halten ist. Dazu sagt man auch, diese drei
Untermengen sind einander elementfremd.

3. Man errit leicht, daB die Menge der zu-
sammengesetzten Zahlen unendlich ist. In
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der Tat gibt es bereits unendlich viele Zah-
len der Form 2", wo n die Werte 2, 3,4, ...
durchlauft, dariiber hinaus gibt es aber
noch weitere zusammengesetzte Zahlen!
Was kann man nun aber von den Primzahlen
sagen, bilden sie eine endliche oder eine
unendliche Menge? Der bekannte altgrie-
chische Mathematiker Euklid, der im dritten
Jahrhundert unserer Zeitrechnung gelebt hat,
hat bewiesen, daB die Menge der Primzahlen
unendlich ist.
Schauen wir uns an, wie scharfsinnig Euklid
beim Beweis dieser Tatsache iiberlegt hat!
Es sei p eine gewisse Primzahl. Wir wollen
beweisen, daB es zu ihr noch eine gréBere
gibt. Dazu multiplizieren wir alle Primzah-
len bis p, p eingeschlossen, miteinander,
und addieren zu diesem Produkt eine Eins.
Wir erhalten die folgende Zahl:
2-3:5-7-... p+1.
Diese Zahl, die offensichtlich grofler als p
ist, ist entweder Primzahl oder zusammen-
gesetzt. Wenn sie Primzahl ist, so haben
wir damit bereits bewiesen, daB es eine Prim-
zahl gibt, die groBer als p ist. Ist diese Zahl
jedoch zusammengesetzt, so muB sie durch
eine gewisse Primzah! teilbar sein; sie wird
jedoch von keiner der Primzahlen 2, 3, 5, .. .,
p geteilt, denn bei der Division durch diese
Zahlen erhalt man als Rest stets 1. Das be-
deutet, daB sie durch eine Primzahl teilbar
sein muB, die gréBer als p ist. Somit miissen
wir auch in diesem Falle zugeben, daB es
eine Primzahl gibt, die groBer als p ist. Wegen
der Willkiir in der Wahl von p bedeutet das
indessen, daB es keine groBte Primzahl gibt,
und daraus folgt sogleich die Unendlichkeit
der Menge der Primzahlen.
4. Die Menge der Primzahlen ist somit un-
endlich. Dabei ist klar, daB die Menge der
Primzahlen, die kleiner oder gleich einem
gewissen n ist, endlich ist. Wie kann man diese
Zahlen finden? Am einfachsten geht man
dazu nach einer Methode vor, die ein Zeit-
genosse von Archimedes, der griechische
Mathematiker Eratosthenes, vorgeschlagen
hat. Wir wollen dieses Verfahren niher er-
ldutern. Es seien alle Primzahlen zu bestim-
men, die kleiner oder gleich n sind. Wir
schreiben dazu die Teilfolge der Zahlen von
lbisnauf:1,2,3,4,5,...,n

Als erstes steht hierin eine 1. Sie ist, wie wir
bereits wissen, nicht Primzahl. Daher strei-
chen wir sie weg. Die nachste Zahl ist 2.
Sie ist Primzahl. Wir behalten diese Zahl
bei und streichen alle Zahlen weg, die Viel-
faches von 2 sind. Dazu brauchen wir blo8
von 3 ab, jede zweite Zahl zu streichen.
Fahren wir fort! Die erste nichtweggestri-
chene Zahl ist 3. Sie ist Primzahl. Wir be-
halten sie bei und streichen alle Zahlen, die
Vielfache von ihr sind, d. h. von 4 ab jede
dritte Zahl (Bei der Zahlung muB man auch
die bereits weggestrichene Zahl beriicksich-
tigen: 6, 12, 18, ...) Nach dieser Operation
ist die erste Zahl, die nicht weggestrichen
und die damit Primzahl ist, 5. Wir behalten
sie bei und streichen alle Zahlen weg, die
Vielfaches von 5 sind, d. h. von 6 ab jede
fiinfte Zahl. Wir gehen weiter zur folgenden
nichtweggestrichenen Zahl (diese ist 7) Gber
usw.

SchlieBlich haben wir alle zusammengesetz-
ten Zahlen weggestrichen, und uns verblei-
ben nur noch die Primzahlen. So erhalten
wir z. B., wenn n=60 ist, die untenstehende
Tabelle mit allen Primzahlen von 1 bis 60.
Bei der Anwendung des Verfahrens von
Eratosthenes haben wir gewissermafen die
Zahlen durchgesiebt, und dabei sind alle zu-
sammengesetzten Zahlen durch das Sieb
gedrungen und nur die Primzahlen iibrig-
geblieben. Diese Methode heiBt Sieb des
Eratosthenes.

Zum SchluB wollen wir noch fiir unsere
dlteren Leser bemerken, daB man bei der
Anwendung des Siebes des Eratosthenes mit
dem Wegstreichen aufhoéren kann, sobald
man bei einer Primzahl p angelangt ist, die
groBer als \/n ist. Zu diesem Zeitpunkt sind
alle nicht weggestrichenen Zahlen Prim-
zahlen. So bricht der ProzeB des Wegstrei-
chens im Falle n=60 ab, wenn man alle
Zahlen weggestrichen hat, die Vielfache von 7

sind.
A. D. Bendukidse

Wir schlagen euch vor, euch einmal mit der
folgenden kleinen Aufgabe zu befassen:
Beweist, daB p*— 1 durch 24 teilbar ist, wenn
p eine Primzahl ist, die groBer als dret ist.
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Freundschaftlicher Austausch

Im Januar 1970 erschien Heft 1 dieser popu-
larwissenschaftlichen Schiilerzeitschrift. Zwi-
schen den beiden stellv. Chefredakteuren
von Quant und dem Chefredakieur von
alpha bestehen enge freundschaftliche Ver-
bindungen. Immer mehr Artikel beider Zeit-
schriften werden ausgetauscht. Bei der Zu-
sammenstellung dieses Heftes wurden wir
von unseren sowjetischen Freunden umfas-
send beraten.

Welches Grundanliegen hat Quant?

Einen bedeutenden Teil des in der Zeit-
schrift enthaltenen Materials muB man mit
dem Bleistift in der Hand lesen. In einer
Reihe von Artikeln werden Fragen der mo-
dernen Mathematik und Physik behandelt.
Eine Reihe von Artikeln haben gleiche Titel
wie die in Schullehrbiichern. Sie enthalten
bedeutendes Zusatzmaterial und bereichern
so die Lehrabschnitte mit neuen Aufgaben.
In der Zeitschrift finden die Leser auch inter-
essante Mitteilungen aus der Geschichte der
Wissenschaft. Bei den jungen Lesern wird
durch anschaulich illustrierte Beitrige die
Liebe zum Experimentieren geweckt. Quant
bietet besonders fiir Hochschulbewerber Ma-
thematik- und Physikaufgaben. Genau wie
in alpha finden wir lustige Anekdoten, ak-
tuelle Informationen, Briefmarken. Der
Astronomie und der Technik wird auch
Beachtung geschenkt.

Aus dem Inhalt des Heftes 5/73:

Ballistische Probleme im Kosmos -~ Der
Kybernetiker sucht nach unterirdischen La-
gerstitten — Fundamentale physikalische
Konstanten — Versuche mit infraroter Strah-
lung — Summen gleicher Potenzen natiir-
licher Zahlen — Reguldre Polyeder — Mathe-
matische und physikalische Aufgaben - Prak-
tikum fiir Abiturienten: Aufgaben iiber perio-
dische Funktionen — Heitere Probleme — Auf-
gaben iiber Maxima und Minima (ohne Ver-
wendung der Differential- und Integralrech-
nung) - Die Nowosibirsker Staatsuniversitit
stellt Aufgaben fiir Abiturienten - Buch-
rezensionen — Leserbriefe — Aufgaben aus
Abschlufpriifungen Mathematik der DDR.
Klassenstufe 10 — Quant fiir junge Leser —
Uber die Verteilung von Primzahlen - Brief-

marken iiber das Internationale Jahr der
Meteorologie — Losungen

Umfang des Heftes: 64 Seiten, Format
23 cm x 16 cm, 12 Hefte pro Jahr, Preis
fiir Leser der DDR: 3,25 M vierteljahrlich.
Zu bestellen bei jedem Postamt unter Nr.
13101. J. Lehmann

Die auf der ersten Umschlagseite des Heftes
1/72 der sowjetischen mathematischen Schii-
lerzeitschrift Quan: abgebildeten Figur —
von alpha als Titelblatt iibernommen - stellt
eine bemerkenswerte Kurve dar, die Kar-
dioide. Das Wort Kardioide stammt aus dem
Griechischen und bedeutet so viel wie Herz-
férmige (Herzlinie). Die Eigenschaften dieser
Kurve wurden erstmalig 1674 von dem
diinischen Gelehrten Ole Romer untersucht.

Die Kardioide besitzt viele Verwandte. Das
sind vor allem die verschiedenen Zykloiden,
Epizykloiden und Hypozykloiden. Rollt ein
Kreis auf einer Geraden ab, so hinterldBt
ein auf diesem Kreis befestigter Punkt in

Bild 1
. ™~
/I
N/
4
d
Bild 2 Bild 3
f
Bild 4

der Ebene eine Spur, eine Kurve, die Zykloide
heiBt (Bild 1).

LaBt man einen beweglichen Kreis auf der
Innenseite eines festen Kreises abrollen,
so beschreibt ein auf dem ersteren befestigter
Punkt in der Ebene eine Kurve, die Hypo-
zykloide heiBt (Bild 2).

Rollt dagegen der bewegliche Kreis auf der
AuBenseite eines festen Kreises ab, so nennt
man die Kurve, die ein auf dem beweglichen
Kreis liegender Punkt beschreibt, Epizy-
kloide (Bild 3). Die Kardioide ist diejenige
Epizykloide, bei der der Rollkreis und der
Festkreis ein und denselben Radius besitzen
(Bild 4). Uber die Besonderheiten aller dieser
Zykloiden, darunter der Kardioide. konnt ihr
in dem Buch von G. N. Berman: Zykloiden
(Gostechizdat 1954) nachlesen.

In Bild 5 ist eine der Moglichkeiten wieder-
gegeben, eine Kardioide zu konstruieren.
Man zerlegt den festen Kreis durch einzeine
Punkte in Abschnitte. Um jeden dieser

Punkte als Mittelpunkt schidgt man je einen
Kreis, der auBerdem durch einen festen
Punkt des Festkreises hindurchgeht. Ver-
sucht selbst zu beweisen, daB ihr bei dieser
Konstruktion tatsidchlich eine Kardioide be-
kommt (die allen diesen Kreisen umbe-
schrieben ist).

Zum SchluB sei noch eine lustige Deutung
der Kardioide erwdhnt:

Wir betrachten eine im Querschnitt kreis-
f6rmige nicht gleitfahige unbewegliche Taille.
Um sie rotiert ein Hulareifen von doppelt
so groBem Radius. Dann beschreibt jeder
Punkt des Reifens um die Taille eine Kar-
dioide. M. L. Smoljanskij

stellv. Chefredakteur von Quant
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Mathematiker auf Briefmarken der Sowjetunion

Euler, Leonhardt (15. 4. 1707 Basel bis 18. 9. 1783 Petersburg)
Schweizerischer genialer Mathematiker, héchst produktiv auf allen
Gebieten der Mathematik und Astronomie, besonders bei seinem
Wirken in RuBland. Besonders erwihnenswert sind seine Arbeiten
auf dem Gebiet der Algebra, der Analysis der Unendlichen. In der
Kreisberechnung fiihrte er die Zahl n ein.

Ljapunow, Alexander Michailowitsch (1857 bis 1918)

Bedeutender russischer Mechaniker und Mathematiker. Malge-
bende Arbeiten iiber die Stabilitit der Bewegung mechnischer Sy-
steme sowie auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Lobatschewski, Nikolai Iwanowitsch (1. 12. 1792 bis 24. 2. 1856)
Russischer Mathematiker und materialistischer Denker. Entwik-
kelte eine Nichteuklidische (d. h. das Parallelenpostulat nicht vor-
aussehende) Geometrie. .

Lomonoessow, Michail Wassijewitsch (19. 11. 1711 in Mischanin-
skaja, Gouvernement Archangelsk bis 15. 4. 1765 Petersburg)
Hervorragendster russischer Gelehrter, Denker und Dichter.
Ostrogradski, Michail Wassilowitsch (1801 bis 1861)

Russischer Mathematiker und Schullehrer einer Hochschule. Er
arbeitete iliber mathematische Analyse und griindete die mathe-
matische ,,Petersburger Schule*.

Torricelli, Evangelista (25. 10. 1608 Modiglina bis 25. 10. 1647 Flo-
renz)

Italienischer Mathematiker und Physiker. Wichtig sind seine
Berechnungen zum atmosphirischen Luftdruck, nach ihm wird die
Ma@einheit des Luftdrucks benannt:

_ 1 Torr=1 mm Hg-Séule bei 0 °C.

Ziolkowski, Konstantin Eduardowitsch (17. 9. 1857 bis 19. 9. 1935)
Russischer Mathematiker. Entwarf 1887 das Projekt eines Ganz-
metalluftschiffes und schuf die wissenschaftliche Grundlage zur
Bearbeitung des Raketenproblems, die theoretischen Arbeiten zum
Weltraumflug.
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Eine Aufgabe von
Leninpreistriger Prof. Dr.

A. Ljapunow

Nowosibirsk

Liebe alpha-Leser!

Mit freundlichen GriiBlen sende ich Euch einige mathe-
matische Probleme, deren Aufstellung mir groBes
Vergniigen bereitete.

A 10844 Essei E eine Ellipse und 4 ein Dreieck,
das in diese Ellipse einbeschrieben ist. Die Ellipse E
sei in ein Dreieck B einbeschrieben.

Es stellen sich folgende Fragen:

1. In welchen Verhiltnissen stehen die Flichen der
Figuren 4 und E, bzw. E und B?

2. Zu beweisen, daB fiir jeden Punkt 7 der Ellipse zwei
extremale Dreiecke existieren, nimlich ein Dreieck 4
maximalen Umfangs (maximaler Fliche), dessen einer
Eckpunkt 7 ist, und ein Dreieck B minimalen Umfangs
(minimaler Fliche), dessen eine Seite durch den
Punkt 7 geht.

3. Welches sind die charakteristischen geometri-
schen Eigenschaften der genannten extremalen Drei-
ecke?

4. Was kann man iiber die Flichen aller solchen
extremalen Dreiecke sagen?

5. Es sei auf einer Ebene eine Ellipse gezeichnet und
ein Punkt dieser Ellipse markiert. Mit Hilfe von Zirkel
und Lineal sollen die beiden extremalen Dreiecke
fiir den markierten Punkt konstruiert werden.

6. Analoge Fragen fiir den Fall von Vierecken, Sechs-
ecken und Fiinfecken (schwierig!).

7. Was kann man in analoger Weise fiir beliebige
n-Ecke aussagen, fir n>6.(Das ist schon mit der
Theorie von Galois verkniipft.) ‘

Im Oktober 1971 waren Armin Beck vom Akademieverlag und ich
vom VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften (DVW) in Akadem-
gorodok bei Nowosibirsk. Dort unterstiitzten wir die Deutsche
Buch-Export- und Import GmbH bei der Durchfiihrung einer Buch-
ausstellung.

Zu unseren unvergeBlichen Eindriicken gehorte die Festsitzung
im Hydrodvnamischen Institut der Sibirischen Abteilung der Aka-
demie der Wissenschaften der UdSSR zum 60. Geburtstag von Lenin-
preistriger Prof. Dr. A. A. Ljapunow. Der Institutsdirektor, Aka-
demiemitglied und Prisident der Sibirischen Abteilung der Aka-
demie, Prof. Dr. M. A. Lawrentjew, hielt die Festansprache, in der
er Leben und Werk des Jubilars wiirdigte. Vertreter vieler Institute
aus der ganzen Sowjetunion iiberreichten Gliickwunschadressen



und Geschenke; wir iiberreichten Biicher. Es herrschte eine fréh-
lich-feierliche Stimmung, die nach den bewegten Dankesworten
des Geburtstagskindes und einer Wiirdigung seiner eigens aus
Moskau angereisten, hochbetagten, aber noch sehr riistigen Mutter
ihren Hohepunkt erreichte.

Die Zeitungen Nowosibirsc am Abend und Sowjet-Sibirien brachten
Geburtstagsartikel, aus denen F. Rehak, Berlin, die folgenden, stark
gekiirzten Ausfiihrungen zusammenstellte. L. Boll

Leben und Werk

Alexej Andrejewitsch Ljapunow begann seine wissen-
schaftliche Tétigkeit im Jahre 1929 als Laborant im
Staatlichen Geophysikalischen Institut von Moskau.
Im Jahre 1934 wechselte er in das W. A. Steklow-
Institut fiir Mathematik iiber, dessen Mitarbeiter er
fiir lange Jahre bleiben sollte. Im Jahre 1939 vertei-
digte er seine Dissertation liber ein Thema aus der
Mengenlehre.

All seine neuen Vorhaben und Pline und die weitere
Vertiefung seiner Arbeit wurden jedoch durch den
Krieg jih unterbrochen. Er ging an die Front. Aber
auch an der Front, in den Kampfpausen, dachte er
weiter nach und zeichnete in seinen Frontnotizbiichern
das auf, was spiter zu Grundsteinen in einer Reihe
seiner Nachkriegsarbeiten werden sollte.

Im Jahre 1944 trat Ljapunow der KPdSU bei. Fiir seine
Verdienste an der Front wurde er mit dem Orden
Roter Sterr und it ciner Reihe von Medaillen aus-
gezeichnet. Gege:. Fnde des Krieges berief man ihn
von der Front an di= Artillerieakademie, an der er eine
Lehrtitigkeit aufnahm. Besonders hier und in der
Folgezeit in der Staatlichen Moskauer Universitit
trat seine ausgeprigte pidagogische Begabung zutage.
Mit seiner personlichen Anziehungskraft, seiner Kunst,
klar und verstdndlich, gleichzeitig aber auch konzen-
triert und prézise den Stoff darzulegen, eroberte er
sich die Achtung jedes Auditoriums. Hier arbeitete
er als erster vollig neue Vorlesungen fiir eine Reihe
von mathematischen Disziplinen aus.

Nach der Demobilisierung kehrte Ljapunow in das
vertraute W. A. Steklow-Institut zuriick. Im Jahre
1956 wurde ihm fiir seine wissenschaftliche und pad-
agogische Tatigkeit der Rotbannerorden der Arbeit
verliehen.

Im Jahre 1961 kam A. A. Ljapunow in das Nowo-
sibirsker wissenschaftliche Zentrum. Hier wurde er
zum Korrespondierenden Mitglied der Akademie der
Wissenschaften gewéhlt.

A. A. Ljapunow war einer der ersten Wissenschaftler
in der Sowjetunion, der sofort die auBerordentliche
Bedeutung der elektronischen Rechenautomaten und
der Ideen der Kybernetik erkannte und sein wissen-
schaftliches Interesse auf diese neuen Gebiete verlegt
hat. Seine Titigkeit auf diesem Gebiet forderte die
intensive Entwicklung und die schnelle Anerkennung
dieser wichtigen wissenschaftlichen Richtungen, die
von groBer prinzipiell-theoretischer und praktischer
Bedeutung sind. Der Enthusiasmus, die Energie, die
hohe Meisterschaft der Darlegung, die wissenschaft-
liche Kithnheit und seine begeisternde Personlichkeit
haben eine sehr wichtige Rolle bei der Verbreitung
und Entwicklung dieser Gebiete gespielt. Deshalb
reicht das Ergebnis seiner Tatigkeit hier weit liber den
Rahmen jener wichtigen Forschungen und Arbeiten
hinaus, die er selbst geleistet hat.

Auch seine umfangreiche Arbeit zur Ausbildung von
Kadern darf nicht unerwihnt bleiben. Eine intensive
Arbeit hat er in der Artillerieakademie und in der
Moskauer Universitdt geleistet, wo von ihm véllig
neue Vorlesungen eingefithrt wurden, und zwar Pro-
grammierung und Kybernetik. Gegenwirtig setzt er
diese Arbeit in der Nowosibirsker Universitit fort.
Seine Tétigkeit hat auch auf die Ausbildung der
sowjetischen Militarfachleute ihren Einflull ausgeiibt.
Unter seinen Schiilern befinden sich sieben habilitierte
Doktoren und ungefahr fiinfzig Kandidaten der Wis-
senschaften. Drei seiner Schiiler sind Korrespondie-
rende Mitglieder der Akademie der Wissenschaften
der UdSSR.

A. A. Ljapunow verwendet viel Kraft darauf, das
Niveau der mathematischen Ausbildung in der Mittel-
schule und der Arbeit in den Spezial-Schulen zu erh6-
hen. Sehr bekannt ist die Physikalisch-Mathematische
Schule von Akademgorodok, an deren Griindung
und an deren Arbeit er aktiven Anteil hat. Dariiber
hinaus leistet er eine umfangreiche Arbeit bei der Aus-
bildung von Spezialisten mit hoher Qualifikation in
allen Gegenden der Sowjetunion. Die Abteilung Fern-
studium der mathematischen Fakultit der Nowo-
sibirsker Staatlichen Universitit ist unter unmittel-
barer Beteiligung 4. A. Ljapunows entstanden.

Fiir die aktive Beteiligung an der Arbeit des in Nowo-
sibirsk geschaffenen wissenschaftlichen Zentrums
wurde A. A. Ljapunow im Jahre 1968 mit dem Rot-
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bannerorden der Arbeit und im Jahre 1970 mit der
Jubildumsmedaille ausgezeichnet. Zum 60. Geburtstag
erhielt er den Leninorden.

In seiner fast vierzigjahrigen wissenschaftlichen Tétig-
keit lassen sich drei Hauptrichtungen feststellen — die
Mengenlehre, die Kybernetik und die Methodologie
der Naturwissenschaft. Die erstere gehért zu den
grundlegenden Teilgebieten der Mathematik. Die
zweite umfaBt den mit der Programmierung und
Modellierung auf elektronischen Rechenautomaten,
mit der Regelungstheorie, mit der maschinellen Uber-
setzung von Sprachen und mit verschiedenen Zweigen
der Biologie zusammenhingenden Problemkreis. Die
dritte Richtung berithrt die Natur unserer Erkenntnis
selbst. Insgesamt stellt das Schaffen 4. 4. Ljapunows
eine Einheit dieser drei Richtungen dar. Sie duBert
sich in einem tiefen Eindringen in das, was gewisser-
maBen hinter diesen Richtungen steht, was ihre ideelle
Gemeinsamkeit bildet und was die Bearbeitung einer
jeden dieser Richtungen befruchtet.

Nachruf

Aus Nowosibirsk wurde uns mitgeteilt, da Prof. Dr.
Ljapunow wihrend eines Aufenthalts in Moskau am
23. Juni 1973 verstorben ist.

Wir verlieren in ihm einen bedeutenden Wissenschaft-
ler unserer Zeit. Der Férderung der Jugend hat er bis
in sein Alter hinein stets groBe Aufmerksamkeit
geschenkt. Ein Beweis sind die uns handschriftlich in
deutscher Sprache zur Verfiigung gestellte Aufgabe
und ein Brief mit herzlichen Griilen an die Leser der
Schiilerzeitschrift alpha.

Nebenstehende Leseprobe aus:
J.I. CHURGIN
Formeln —und was dann?

VEB VERLAG TECHNIK
252 Seiten, 140 Abb., 12 Tafeln
Halbleinen, Preis: 9,— M

\'
!

Gespriche eines Mathematikers mit Biologen und
Nachrichtentechnikern, Arzten und Technologen,
Geologen und Okonomen, mit Menschen verschiede-
ner Fachgebiete und Interessen iiber die Mathematik
und ihre Beziehungen zu den anderen Wissenschaften
Zum Autor:

Der Doktor der physikalisch-mathematischen Wissen-
schaften Jakov Isserie Churgin war sowohl Dispatcher
eines GroBbetriebes als auch wissenschaftlicher Mit-
arbeiter mehrerer fiihrender Institute fir Nachrichten-
technik sowie Lehrer an verschiedenen Hochschulen.
Zur Zeit ist er Professor am Moskauer Gubin-Institut
fiir Elektrochemie und Gasindustrie.
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Figuren auf
einem Stiick Gummi

Beginnen wir mit dem sicher schon oft verwiinschten
Dreieck. Wenn man eine Menge bestimmter Objekte
studieren will, so sucht man entweder nach gemein-
samen Eigenschaften dieser Objekte oder man ver-
sucht zu verstehen, wodurch sie sich unterscheiden.

Was haben die beiden im Bild 1 dargestellten Dreiecke

"gemeinsam? Eigentlich nur, dal} beide Dreiecke sind,

d. h. sie haben drei Winkel, die von drei Strecken
gebildet werden. Aus dieser Gemeinsamkeit folgen
weitere gemeinsame Eigenschaften: Die Summe ihrer
Innenwinkel ist gleich zwei rechten Winkeln; ihre
Flache 1aBt sich ausdriicken als das halbe Produkt
einer beliebigen Seite mit der entsprechenden Hoéhe.
Sicher erinnern Sie sich von ihrer Schulzeit her noch
an eine ganze Reihe von Sidtzen tiber Dreiecke.

B"“AQW

Was haben nun die Figuren im Bild 2 gemeinsam?
Sie sind aus Strecken gebildet, sie haben eine ungerade
Anzahl von Ecken, und das ist offenbar auch schon
alles. Und wie ist es mit den Figuren im Bild 3? Obwohl
sie durch irgend etwas einander dhnlich sind, ist es
bereits schwieriger, ihre gemeinsamen Eigenschaften
herauszustellen.

Kehren wir zuriick zum Dreieck. Im Bild 4 ist von
einem Dreieck ein dhnliches Dreieck abgeschnitten,
d. h. ein Dreieck, das ebenso grof3e Winkel wie das
urspriingliche hat. Die beiden Dreiecke besitzen dann
auBer den gemeinsamen Eigenschaften aller Dreiecke



auch noch Ahnlichkeit. Wir nehmen ein Stiick
Gummi und zeichnen unsere #dhnlichen Dreiecke
darauf (Bild 5).* Wenn man den Gummi in seiner
Léange dehnt, so dndern sich zwar die Dreiecke; sie
bleiben aber immer noch einander dhnlich (Bild 6).
Somit ist die Ahnlichkeit eine Eigenschaft, die bei
gleichmiBiger Ausdehnung in einer bestimmten Rich-
tung erhalten bleibt. Wenn der Gummistreifen jedoch
inhomogen (d. i. ungleichmiBig zusammengesetzt) ist
oder nicht gleichmiBig ausgezogen wird, so kann aus
dem Dreieck so etwas werden, wie im Bild 7 zu sehen
ist. Seine Seiten sind schon nicht mehr geradlinig, doch
irgend etwas Gemeinsames mit den vorangehenden
Figuren ist geblieben. Dieses ,,Etwas* zu erfassen,
wire interessant.

Doch warum sollten wir den Gummi nur nach einer
Richtung ausziehen? Wir nehmen ein Stiick diinnen
ebenen Gummi und zeichnen unsere dhnlichen Drei-
ecke darauf (Bild 8). Nun ziehen wir an verschiedenen
Seiten unterschiedlich stark, so als ob wir z. B. eine
Trommel bespannen wollten. Was wir erhalten, ist
etwas, das der Zeichnung eines dreijihrigen Kindes
dhnelt (Bild 9). Eine gewisse Gemeinsamkeit zwischen
den Bildern 8 und 9 ist aber immerhin erhalten geblie-
ben. Die Figuren im Bild 9 sind gewissermaBen eine
Karikatur der Dreiecke von Bild 8, aber auch sie
haben Ecken, und die Dreiecke haben sich nicht etwa
iibereinandergeschoben. Und was wird, wenn wir auf
dem Gummi zwei amdbenférmige (also unregelmaBig
umrandete) Figuren aufmalen, eine kompakte und
eine mit einem Loch in der Mitte (Bild 10), und den
Gummi wieder ,,auf eine Trommel spannen*“? Die
,,Amoben‘ bleiben ,,Amdben‘‘, doch auch das Loch
bleibt; wenn wir nichts zerreiBen, kann uns keine
Dehnung davon befreten.

Nach diesen Beobachtungen miiten wir nun ver-
suchen, zu verstehen, wodurch sich alle diese Trans-
formationen des Gummistiicks auszeichnen.

Mathematik und Kunst
Die Mathematik geht so dhnlich vor wie die Kunst;
sie greift Erscheinungen der realen Umwelt auf, ver-

* Wir wollen hier davon absehen, daB das Gummistiick etwas
schmaler wird, wenn wir es in die Lange ziehen.

Bild 5

Bild 6 Bild 7 Bild 8

eint analoge Ereignisse, Prozesse oder Fakten und
verallgemeinert sie. Der bekannte Schauspieler und
Kinstler Sergej W. Obraszow fithrt manchmal Puppen
vor. Hiindchen, Kitzchen, Lowen oder Hasen veran-
schaulichen irgendwelche komischen, rithrenden oder
schlechte Eigenschaften der Menschen. Die Puppen
werden durch Kugeln auf den Fingern oder einfach
durch die Finger selbst dargestellt. Mit Hilfe dieser
primitiven Mittel unterstreicht S. Obraszow das Mar-
kante im Benehmen und im Charakter der Menschen,
in ihren Beziehungen zueinander. Nachdem die Kunst
solcherart die Analogie gezeigt hat, hilt sie ein und
sagt den Zuschauern, daB sie sich den Rest selbst hin-
zudenken moégen.

Doch beim Mathematiker beginnt die Arbeit erst,
wenn er in einer mitunter langen und schwierigen
Beobachtung etwas Wichtiges oder Allgemeines be-
merkt hat, das eine ganze Klasse von Erscheinungen
charakterisiert. Er hat genau zu formulieren, welche
Eigenschaften ihn interessieren, ein Schema zu schaf-
fen und dieses genau zu studieren, um dann schlieBlich
noch nachzupriifen, ob die von ihm geschaffene Theo-
rie der Wirklichkeit entspricht.

Stetige Verformungen

Im vorigen Beispiel haben wir festgestellt, daB bei
Verformungen der Ebene wie etwa der willkiirlichen
Verzerrung eines Stiicks Gummi gewisse Eigenschaften
der Figuren erhalten bleiben. Der Mathematiker nennt
derartige Verformungen stetige Transformationen.
Das Wort stetig bedeutet dabei, daB nahe beieinander
gelegene Punkte nach der Transformation wieder nahe
beieinander liegen und daB eine Linie wieder in eine
Linie ibergeht. Es ist leicht einzusehen, daB zwei
sich schneidende Linien sich auch nach der Transfor-
mation schneiden werden; sich nicht schneidende
werden sich auch nach der Transformation nicht
schneiden. Eine Figur mit einem Loch kann nicht in
eine Figur ohne Loch oder eine mit zwei Lochern
iibergehen, denn dazu wire eine Klebestelle oder ein
RiB nétig, also eine Verletzung der Stetigkeit.

Diese Betrachtungen sind ein Ausgangspunkt der
Topologie, einer Wissenschaft, die die Eigenschaften
der geometrischen Figuren herausstellt, die sich bex
stetigen Transformationen nicht dndern.

Bild 9
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Aufgaben

1. Essei O ein Punkt auf einer Geraden g.
m—— — . . .

OP,, OP,, ..., OP, seien Einheitsvektoren,
wobei alle Punkte P; in einer Ebene, die g
enthilt, auf derselben Seite von g liegen.
Man zeige: Ist n ungerade, so gilt

|OP; +0P,+...+0P,| 2 1
(Dabei bedeutet |617 | die Lénge eines Vek-
tors OM ) (CSSR, 6 Punkte)

2. Man priife, ob es im dreidimensionalen
Raum eine endliche Menge M von nicht in
einer Ebene gelegenen Punkten gibt mit der
Eigenschalt, daB fiir beliebige zwei Punkte
A, Be M zwei andere Punkte C, De M exi-
stieren, so daB die Geraden AB und CD
parallel und verschieden sind.

(VR Polen, 6 Punkte)

3. Es seien a und b reelle Zahlen, fiir welche
die Gleichung

x*+ax®+bx?+ax+1=0
wenigstens eine reelle Losung hat. Man
bestimme den kleinsten moglichen Wert der

Summe a2+ b2
(Schweden, 8 Punkie)

4. Ein Soldat hat sich zu iiberzeugen, daB
im Innern oder aul dem Rand eines Gebietes,
das die Gestalt eines gleichseitigen Dreiecks
(einschlieBlich des Randes) hat, keine Mine
vorhanden ist. Der Wirkungsgrad seines
Detektors ist gleich der halben Hohe des
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Dreiecks. Der Soldat beginnt seinen Weg in

einem der Eckpunkte des Dreiecks.

Welchen Weg muB er wihlen, damit die

Linge seines Marsches zur Uberpriifung

des gesamten Gebietes am kiirzesten wird?
(SFR Jugoslawien, 6 Punkte)

5. Gegeben sei eine nicht leere Menge G von

nicht konstanten Funktionen f der Gestalt
S(x)=ax+b (Nachweisen,daB wenn

a=1, dann b=0)

a, b sind reelle Zahlen mit a0, x ist eine

reelle Variable. G habe die folgenden Eigen-

schaften:

(1) Ist f, g € G, dann gilt auch gof € G (wobei

(g f)(x)=g(f(x)) ist).

(2) Ist feG mit f(x)=ax+b, dann gehort

auch die inverse Funktion f~! der Menge G

an (wobei f‘(x):x_b

ist).

(3) Fiir jedes feG gibt es ein x,, so daB

"f(x;)=x,. Man zeige: Es gibt kein k, so da3

S (k)=k fur alle feG.
(VR Polen, 6 Punkte)

6. Esseien n positive Zahlen a,,..., a, gegeben,

sowie eine reelle Zahl g mit 0<g<1. Man

gebe solche n reellen Zahlen by, ..., b, an, daB

a) a,<b, fur alle k von 1 bis n.

by gelistel e alle k von 1 bis m—L.
b g

c) b|+bz+---+bn<1ﬂ(“1+"z+~--+“..)
-9

gilt. (Schweden, 8 Punkte)

* Aus der Republik Kuba nahmen nur 5 Schii-
ler teil.

** Insgesamt wurden von der Jury 2192
Punkte vergeben, das sind 43,89, der er-
reichbaren Gesamtpunktzahl (Zum Ver-
gleich: XIII. IMO: 28%; XIV. IMO: 47%)
*** 1. Preis: 40 bis 25 Punkte; 2. Preis:
34 bis 27 Punkte; 3. Preis: 26 bis 17 Punkte.

DDR-Teilnehmer der XV. IMO

Elias Wegert 2. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik
an der TH Kar{-Marx-Stadt, Klasse 12

Albrecht Bottcher 2. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik
an der TH Karl-Marx-Stadt, Klasse 12

Pawel Kroger 2. Preis
49. Oberschule Leipzig, Klasse 8

Gerd WeiBenborn 3. Preis
EOS , Heinrich Hertz", Berlin, Klasse 11

Reinhard Schuster 3. Preis
EOS ,.Hermann von Helmholiz'',
Klasse 11

Albrecht HeB 3. Preis
EOS Dresden-Siid, Klasse 11

Jirgen RoBmann 3. Preis
EOS | Friedrich Engels, Neubrandenburg,
Klasse 12

Leipzig,

Helmut RoBmann
Antonin-Zapotocky-Oberschule, Neubranden-
burg, Klasse 10

Eréffnung der XV.IMO in der 68. Oberschule
in Moskau kurz vor Beginn der 1. Klausur



Einen ersten Preis
erhielten:
1 Sergej Konjagin,
Saratow (UdSSR)
2 Pawel Grosmann, Moskau
3 Georgy Jegorow, Moskau
4 Janos Kollar, Budapest
5 David Goto, London

Mitglieder der Jury bei der Korrektur der
Ldsungen

Prof. Ottescu, stellv. Delegationsleiter der
ruméanischen Mannschaft, zeichnete fiir alpha
die beiden Madchen, welche an der XV. IMO
teilnahmen (bei 125 Schiilern)

Joke Brinkhuis, Gorinchem, Niederiande
(links) und Gudrun Brattstrom, Helsing-

borg, Schweden

- : ¥

Wettbewerbsatmosphare

DDR-Mannschaft
Prof. Dr. Alexej Markuschewitsch nimmt im
Pionierpalast an den Leninbergen die Aus-
zeichnung der Preistrager vor

Fakten — Zahlen — Fakten

@ Die beiden Klausuren fanden am 9. und

10. Juli 1973 in der 68. Schule Moskaus statt

(reine Arbeitszeit: je 4 nden)

& Sergej ! (UdSSR) bereits 1. Preis-
der XIV. IMO, erreichte als einziger
{le Punktzahl (40 Punkte). Scine

Redaktion alpha iberreichte Aufgabe

onjag

Schiiler die v

(siche S. 114) wurde gleichzeitig als eine der

Aufgaben der Moskauer Stadtolympiade ge-

I. IMO findet vom 4. bis
1974 in der DDR statt {(Klausuren an der

2

o 2
-y
v

Pid. Hochschule in Erfurt, Abschi

ptstadt der DDR).
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Portrit in Zahlen

Die Wirtschaft der UdSSR im neunten
Planjahrfiinft

Industrieproduktion

1970: 69,1 Mrd. Rubel 1975: 528—544 Mrd. Rubel
Landwirtschaft

1970: 80,3 Mrd. Rubel 1975: 96—98 Mrd. Rubel

Elektroenergie

1970: 740 Mrd. kWh  1975: 1030—1070 Mrd. kWh
Erdol

1970: 349 Mio t 1975: 480—500 Mio t

Erdgas

1970: 198 Mrd. m? 1975: 300—320 Mrd. m?
Steinkohle

1970: 624 Mio t 1975: 685—695 Mio t

Stahl

1970: 116 Mio t 1975: 142—150 Mio t
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Plaste, synthetische Harze

1970: 1,672 Mio t 1975: 3,457 Mio t
Chemiefasern

1970: 623000 t
Pkw

1970: 344 000 Stiick

Leichtindustrie, Kultur- und Haushaltwaren
1970: 76,5 Mrd. Rubel 1975: 112,4 Mrd. Rubel
Mébel

1970: 2,8 Mrd. Rubel

Haushaltkiihlschrinke
1970: 4,140 Mio St.
Stoffe

1970: 8,9 Mrd. m?

1975:1,05—1,1 Mio t

1975: 1,2—1,3 Mio Stiick

1975: 4,55 Mrd. Rubel

1975: 6,686 Mio St.

1975: ca. 11 Mrd. m?

In fiinf Studienjahren verbraucht ein Chemiestudent im Labora-
torium durchschnittlich 100 Kilo chemischer Reagenzien.

In einem Jahr iegt ein Student im Universititsbereich im Durch-
schnitt 1000 Kilometer zuriick.

An der Hochschule muB der Student mindestens 20 000 Buchseiten
durchlesen.

In finf Studienjahren besucht ein Student im Durchschnitt 400
Mal das Kino, wo er 1500 Kilometer Film sicht. Der Student
gibt doppelt soviel Geld fiir Piroggen (15000 Stiick) oder fiir Kefir
(iiber 1000 Flaschen) aus wie fiir den Kinobesuch.

In fiinf Studienjahren verbraucht ein Student mehr als zwei Pud
(32 Kilo) Salz, rund 200 Kilo Zucker, rund eine Tonne Brot und
trinkt eine Zisterne Wasser aus. Diese Nahrung enthdlt 3 bis
4 Kilo Phosphor, etwa anderhalb Kilo Kalzium und fast ebenso
viel Magnesium.



Schule in Zahlen

In der UdSSR gibt es heute liber 220000 allgemein-
bildende Schulen, mehr als 4200 Fachschulen und
iiber 800 Hochschulen und Universititen.

Seit Griindung der UdSSR hat sich die Zahl der sowje-
tischen Wissenschaftler alle sechs bis siecben Jahre
verdoppelt (im gleichen Zeitraum in den USA alle
zehn, in Westeuropa alle fiinfzehn Jahre).

Vor der GroBen Sozialistischen Oktoberrevolution
ging im zaristischen Ruflland nur jedes fiinfte Kind
entsprechenden Alters zur Schule. Fast 75 Prozent
aller Minner und Frauen waren des Lesens und
Schreibens unkundig. Noch schlechter war die Situa-
tion in den kolonial unterdriickten Gebieten: etwa
97 Prozent der Kirgisen, Turkmenen, Tadschiken,
Usbeken und Jakuten waren Analphabeten, 48 natio-
nale Minderheiten besaBen nicht einmal eine eigene
Schriftsprache. Die Sowjetmacht sorgte auch im
Bildungsbereich fiir eine schnelle Verinderung. Fiir
alle Kinder in der UdSSR soll bis 1975 der Ubergang
zur allgemeinen Zehnklassen-Oberschulpflicht abge-
schlossen werden.

Gegenwiirtig arbeiten in den sowjetischen Schulen
etwa drei Millionen Lehrer aller Nationalititen. Allein
in diesem Jahr wurden ihre Reihen um 150 000 Absol-
venten von Hochschulen und padagogischen Lehr-
anstalten verstirkt. 1,1 Millionen kiinftige Lehrer
bereiten sich derzeit auf ihre Arbeit.in der Praxis
vor.

In der UdSSR gibt es etwa 3600 Pionierpaldste und
-héduser, 560 Stationen Junger Techniker und 330 Sta-
tionen Junger Naturforscher. Allein in diesem Jahr
erhohte sich die Platzkapazitit an sowjetischen Schu-
len um 1,5 Millionen.

Studenten in der Sowjetunion

Die Karte der UdSSR ist mit Sternen versehen.
Jeder kleine Stern bedeutet eine Hochschule, der
groBte Stern in Moskau symbolisiert 74 Hochschulen.
Insgesamt zdhlen wir 247 Sterne, d. h. 247 ,,Stu-
dentenstddte* mit 805 Hochschulen.

Vor reichlich 200 Jahren, als es lingst die Sorbonne
und Cambridge gab, besal RuBland keine einzige
Hochschule. Wer eine Hochschule besuchen wollte,
muBte nach Europa gehen. Die erste Universitit
wurde am 12. Januar 1755 in Moskau eréffnet. 1915
gab es im Russischen Reich nur 105 Hochschulen mit
insgesamt 127000 Studenten, hauptsichlich aus ver-
mogenden Familien, da die Studiengelder fir Werk-
tiatige zu hoch waren. So sah das Erbe aus, das die
junge Sowjetrepublik vor 50 Jahren antrat.

Heute studieren in der Sowjetunion fiinf Millionen in
805 Hochschulen. 94 9, von ihnen sind Mitglied
des 27 Millionen zihlenden Leninschen Kommunisti-
schen Jugendverbandes.
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In freien Stunden ﬂiﬁéiﬂ heiter

Kalender aus Wiirfeln

Auf dem Tisch der Redaktion Quant steht ein Kalen-
der, wie ihn das Bild zeigt. Er besteht aus zwei Wiirfeln.
Uberlegt, wie er angefertigt wurde: In welcher Weise
muB man die Grundziffern auf die Seitenflichen der
beiden Wiirfel kleben, damit man jedes beliebige
Monatsdatum darstellen kann. Es ist offensichtlich,
daB es mehrere Losungen gibt. Was meint ihr wohl,
wie viele?

Kamsolow

Fiir dieses Spiel, dem wir den Namen nach seinem
Erfinder Juri Kamsolow (UdSSR) gaben, wird ein
6 x 8-Felder-Brett mit 24 weiBlen und schwarzen Stei-
nen bendtigt. Es kann zu zweit und zu viert gespielt
werden.

ZU ZWEIT. Wer beginnt, wird ausgelost.

Man setzt abwechselnd jedesmal zwei Steine der
eigenen Farbe auf beliebige Felder. Jeder bemiiht sich,
waagerechte und senkrechte Reihen zu bilden sowie
den Gegner, der die gleiche Absicht hat, daran zu
hindern. Je linger die Reihe wird, um so besser ist die
Position.

¢ 1@ OO0 e

7| QOO

ola O
lvi* O
: @
210 @)
1.§ .l '8

Sind alle Felder besetzt, werden die Punkte errechnet.
Wer die meisten errang, hat gewonnen. Fiir die kleinste
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Letzte Chance, die Zwischenpriifung

zu bestehen!
K. Muschkin, Moskau

Reihe aus zwei gleichfarbigen Steinen werden 4 Punkte,
fiir die Dreier 9, fiir einen Vierer 16 Punkte usw. ver-
geben. Vereinzelte Steine zdhlen nicht. Steine, die
zugleich in zwei Reihen stehen, diirfen nur einmal
beriicksichtigt werden. Die Steine sind so aneinander-
zureihen, daB die Hochstpunktzahl herauskommt.
Der Anschaulichkeit halber riickt man die Steine am
besten zusammen ; siche Abbildung, die eine mogliche
SchluBstellung zeigt. Wie man sieht hat WeiB einen
Fiinfer, einen Vierer, drei Dreier und einen Zweier.
Das ergibt 25416+ (3 - 9)+4="72 Punkte. Die Steine
auf den Feldern a2, d2, e6 und f3 sind ,,Isolanis‘
und fallen nicht unter die Wertung. Schwarz schaffte
(16 - 2)+(9 - 2)+(4 - 3)=62 Punkte. Falls sich gleiche
Punktezahlen ergeben, ist die Partie remis.

ZU VIERT. Es spielen zwei gegen zwei mit je 12 Stei-
nen. Die Paare sitzen einander gegeniiber und setzen
reihum. Auch hier setzt jeder Spieler wieder zwei
Felder. Punkterechnung wie beim Spiel zu zweit.

Falls weder Brett noch Steine vorhanden sind, nimmt
man einfach Pappe oder einen Bogen Papier und
zeichnet den Spielplan mit 48 Feldern auf, und anstelle
von Spielsteinen werden Kreise (WeiB) und Kreuze
(Schwarz) eingetragen. Und weil man sie am Ende
nicht zusammenriicken kann, streicht man einfach
die fiir die Wertung in Betracht kommenden Gewinn-
reihen durch. aus: NBI 19/73




Aus einem Bericht eines Korrespondenten
der Literarischen Zeitung

,,Erst drei Wochen sind seit dem Beginn des Jahres
1973 vergangen, aber der groBe elektronische Rechen-
automat in unserem wissenschaftlichen Zentrum hat
schon mit einer Genauigkeit von 10~° ausgerechnet,
daB das nichste Jahr die Jahreszahl 1974 tragen wird.

mitgeteilt von Prof. Ju. I. Sokolowskij, Nowosibirsk

Rational oder nicht?
Die Summe
S=10"1+10"*4+10"%4... +107 "+ ...
hat unendlich viele Summanden. Ist S eine rationale
oder eine irrationale Zahl?

Prof. Ju. 1. Sokolowskij, Nowosibirsk
Wir wiigen
Wir haben fiinf Kieselsteine verschiedenen Gewichts
und eine Hebelwaage. In jede Wigeschale pafit nur
ein Kieselstein. Es sollten nicht mehr als 7 Wigungen
vorgenommen werden, um die Kieselsteine ihrem
Gewicht nach zu ordnen.

Eine Tafel Schokolade

Wie viele Male muB man mindestens brechen, um die
Tafel Schokolade in die auf dem Bild angegebenen
Teile zu zerlegen? Dabei darf nur gradlinig in den
Vertiefungen der Schokolade gebrochen werden.

Ein Schnitt geniigt

Auf dem Bild sind drei Ringe dargestellt. Wenn man
den oberen Ring zerschneidet, sind alle Ringe vonein-
ander getrennt, zerschneidet man einen der unteren,
bleiben die anderen aneinandergekettet. Versucht die
drei Ringe so zu verketten, daB beim Zerschneiden
eines beliebigen von thnen alle drei voneinander-
getrennt werden!

Ein interessanter Spaziergang

Vor euch seht ihr einen Stadtplan. Wie kann man
einen Spaziergang so durchfiihren, daB man iiber
jede Briicke genau einmal geht?

Modell des Fernsehturms

Der Fernsehturm in Ostankino hat eine Hohe von
530 m und wiegt 30000 Tonnen. Wieviel wiirde ein
genaues Modell dieses Turmes wiegen, das eine Hohe
von 53 cm besitzt?

z -
Kopfsprung 1 k [

/

s
=T

Die Schiilerzeitschrift Quant tibernahm diese Vignette
eines auslindischen Karikaturisten aus ,,Sowjetski
Sport*“ — Der Kiinstler schrieb unter seine Zeichnung:
Ohne Worte. Wir (d. h. Quanr) schlagen eine andere
Unterschrift vor:
Ist das moglich ? Geht das? — Versucht, die Karikatur
unter diesem Gesichtspunkt zu beurteilen!

W. Alexandrow, Moskau
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Wer lost mit?
alpha -wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 6. Januar 1974

Die folgenden Aufgaben fiir die 5. bis
10. Klasse stellen einerseits eine Auswahl aus
den Aufgaben fiir die II. Stufe der Mathe-
matischen Schiilerolympiade 1973 der USSR
dar, andererseits sind die der sowjetischen Po-
puldrwissenschaftlichen Mathematisch-phy-
sikalischen Zeitschrift Quant entnommen,
insbesondere der Rubrik Quant fiir jiingere
Schiiler. Wir danken der Leitung der Sowje-
tischen Schule in Altenburg und der Redak-
tion der Zeitschrift Quant, die uns dieses
Material zur Verfiigung stellten.

AS541095 Gegeben seien drei Teller mit
Niissen. Auf dem ersten Teller liegen 22, auf
dem zweiten 14 und auf dem dritten 12 Niisse.
In jeweils einem Schritt diirfen von einem
dieser Teller genau soviele Niisse in einen
anderen Teller gelegt werden, wie dort bereits
vorhanden sind. Wie kann man in nur drei
Schriiien erreichen, daB auf allen drei Tellern
gleichviel Niisse liegen?

A 541096 Es ist zu zeigen, daB die Summe
von vier beliebigen aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen keine Primzahl sein kann!

W 5e1097 Ein Becken mit einer horizon-
talen Bodenfliche von 1 Hektar enthalt
1 Million Liter Wasser. LaBt sich in diesem
Becken ein Schwimmwettkampf austragen?

W Sw 1098 Zwei Familien wollen sich 16 |
Kwal teilen, der sich in einem FaB befindet.
Zum Abfiillen stehen ihnen aber nur zwei
Eimer mit dem Fassungsvermdgen von 61
bzw. 111 zur Verfiigung. Auf welche Weise
ist das Getrink umzufiillen, damit jede
Familie 8 1 erhilt?

W 5%1099 ,Wenn ich fiir jeden meiner
Enkel zwei Wiirstchen hei mache*’, dachte
Oma, ,,dann bleiben vier Wiirstchen iibrig.
Wenn aber jeder drei Wiirstchen erhalten
soll, miiBte ich erst noch ein Wiirstchen zu-

kaufen.* Wieviel Enkel hat diese GroBmut-
ter, und wieviel Wiirstchen sind vorriitig?

W 5* 1100 Unter den Teilnehmern einer
Arbeitsgemeinschaft Mathematik befinden
sich genau dreimal soviel Jungen wie Mid-
chen. Als Ursula einmal fehlte, hatte ein
Arbeitsgemeinschaftsteilnehmer Uwe als Gast
mitgebracht. An diesem Tage waren viermal
soviel Jungen wie Madchen anwesend. Wie-
viel Jungen und wieviel Middchen nehmen
regelmiBig an der Arbeitsgemeinschaft teil?

A641101 Es ist die kleinste natiirliche
Zah! zu ermitteln, die gréBer als 3 ist und die
bei Division durch 4, 17 bzw. 29 stets den
gleichen von Null verschiedenen Rest ergibt!

A641102 Die MafBzahl des Umfangs eines
Rechtecks ABCD (gemessen in cm) sei gleich
der MaBzahl seines Flacheninhalts (gemessen
in cm?). Die Seitenlingen dieses Rechtecks
(gemessen in cm) seien ferner ganzzahlig.
Wieviel mogliche Lésungen gibt es?

W é6m1103 Ein Maultier und ein Pferd
trugen einige Sicke. Das Pferd ermiidete
schneller und sagte zum Maultier: ,,Hilf mir
bitte, nimm einen Sack von meinem Riicken
und trage du ihn weiter!"* | Wiirde ich das
machen,** erwiderte das Maultier, ,,s0 wire
meine Last doppelt so groB wie deine. Wenn
du mir aber einen Sack abnimmst und ihn
tragst, werden wir gleiche Lasten tragen.*
Wieviel Sicke trug das Maultier, wieviel das
Pferd?

W 6 m1104 Zwei Seiten eines Dreiecks ABC
haben die Seitenlingen 5 cm bzw. 2 cm.
Die Lange der dritten Dreieckseite (gemessen
in cm) sei ebenfalls ganzzahlig. Welche Linge
konnte die dritte Seite haben?

W 6*1105 Es ist zu untersuchen, ob die
Zahl z=10""24+2 durch 3 teilbar ist. Die
Antwort ist zu begriinden.

Skl Sorg, 6316 Skikartuch,
Polglucnische Oborschule Skidiartnch, Klae 5 .

W5e346

ingor S4r. 128

Pridikat:
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
@blichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* verschen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W w 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Priadikat ,,sehr gut gelost*,
»gut gelost* oder ,,gelost. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,,nicht gelost*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 lauft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem 1. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 verdffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W6*1106 Gegeben seiein Rhombus 4BCD
mit dem spitzen Winkel XBAD=a=60°.
Eine Gerade g schneide die Seite ABin einem
inneren Punkt M und die Seite BC in einem
inneren Punkt N so, daB BM+BN=A4B=a
gilt. Es ist zu beweisen, daB das Dreieck
MND gleichseitig ist!

A741107 Bezogen auf seine Masse ent-
hélt Meerwasser 5 9 Salz. Mit wieviel Kilo-
gramm SiiBwasser muB man 80 kg Meer-
wasser mischen, damit der Salzgehalt der
Mischung 2 %, betrigt?

A741108 Fir dic Fahrt auf dem Dnepr
von Kiew nach Dnepropetrowsk bendtigt
ein Schiff 48 Stunden, fir die Riickfahrt
hingegen 72 Stunden. In wieviel Stunden
wiirde ein FloB von Kiew nach Dnepro-
petrowsk treiben? (Dabei wird vorausgesetzt,
daB die Stromungsgeschwindigkeit des Dnepr
und die Eigengeschwindigkeit des Schiffes
konstant sind.)

W 7a1109 Ein Schiiler zihlt sein rest-
liches Taschengeld und stellt fest, daB er noch
tiber einen Geldbetrag von 46 Kopeken ver-
fiagt, der sich aus genau 20 Miinzen und zwar
aus 3-Kopeken-Miinzen und 1-Kopeken-
Miinzen zusammensetzt. Weise nach, daB
diesem Schiiler beim Zihlen des Geldes ein
Fehler unterlaufen ist! Kann man diese
Feststellung auch treffen, wenn er 48 Kope-
ken oder 49 Kopeken gezihlt hitte? Welche
Geldbetrige lassen sich aus zwanzig Miinzen,
unter denen sich nur 3-Kopeken-Miinzen
und 1-Kopeken-Miinzen befinden, bilden?

W 7m1110 Eine LPG verkauft in den Mo-
naten von Juli bis November Apfel. Der
Preis fiir 1 kg Apfel ist im September um 20 %
niedriger als im Juli, im November hingegen
um 20 % hoher als im September. Sind die
Apfel im November billiger, gleich teuer
oder teurer als im Juli? Falls die Apfel im
November billiger oder teurer als im Juli
sind, ist anzugeben, um wieviel Prozent.

W 7#*1111 In einem Dorf in der Nihe
der Bahnstation D. befindet sich ein Volks-
eigener Betrieb. Der Direktor dieses Betrie-
bes, der in L. wohnt, fihrt an jedem Arbeits-
tag mit der Bahn von L. nach D. und kommt
dort piinktlich um 7.00 Uhr an. Ein Dienst-
wagen fihrt ihn um 7.00 Uhr von D. direkt
in den Betrieb. An einem Tage erreichte der
Direktor D. bereits um 6.00 Uhr. Da er verges-
sen hatte, den Kraftfahrer zu verstindigen,
ging er zu FuB in seinen Betrieb. Er begegnete
unterwegs dem Dienstwagen, der ihn unver-
ziiglich in den Betrieb brachte, wo er genau
12 Minuten frither als gewohnlich ankam.
(Dabei wird vorausgesetzt, daB der Kraft{ah-
rer auch an diesem Tage zu derselben Zeit von
dem Betrieb abfuhr und daB die Geschwindig-
eit des Kraftwagens stets gleichbleibend war.

Ferner fuhr der Kraftfahrer an den anderen
Tagen so, daB er genau um 7.00 Uhr am
Bahnhof D. eintraf.) Zu welchem Zeitpunkt
begegnete der Direktor dem Dienstwagen?

W 7 * 1112 Gegeben seien ein Quadrat
ABCD mit der Seitenlinge 4B=6 cm und
ein innerer Punkt E der Seite E, fiir den
EB=2 cm gilt. Dem Quadrat ist ein gleich-
seitiges Dreieck EFG so einzubeschreiben,
daB auch die Eckpunkte F und G dieses Drei-
ecks auf den Seiten des Quadrates liegen. Die
Konstruktion ist zu begrinden.

A84a1113 Wieviel natiirliche Zahlen bis
zu der Zahl 1973 sind durch 5, aber nicht
durch 7 und nicht durch 11 teilbar?

A841114 Es sind alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die die folgende
Eigenschaft haben:

Schreibt man links zu der dreistelligen Zahl
drei weitere Grundziffern hinzu, so erhilt
man das Quadrat dieser Zahl.

W 8wlll5 In jeden der Kreise der abge-
bildeten Figur soll genau eine der Zahlen
1,2,3,4,5, 6, 7 so eingetragen werden, da
alle Summen von je drei Zahlen, die auf einer
Geraden liegen, gleich sind.

W 8wlli6 Die abgebildete Figur, die aus
12 Quadraten besteht, soll so in genau vier,
von Quadratseiten begrenzte kongruente Teil-
figuren zerlegt werden, daB jede Teilfigur
genau ein schraffiertes Quadrat enthilt.
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W8*1117 Kann man 50 Steine, deren
Massen 370 kg, 372 kg, 374 kg, ..., 466 kg,
468 kg betragen, mit sieben Dreitonnern
befordern? Dabei darf jedoch jeder der sieben
Lastkraftwagen mit hochstens 3t beladen
werden; eine Uberschreitung dieser Bela-
stung — auch nur um wenige Kilogramm —
ist unzuldssig.

W 8* 1118 DreiSeerduber wollen die Beute
teilen, die aus 10 Piastern, 10 Dublonen und
einem FaB Wein besteht. Sie haben zwar
GefdBe zur Abfiillung und genauen Auftei-
lung des Weines, aber, o weh! jeder Seerduber
hat seine eigene Meinung dariiber, wieviel
Wert der Wein im Verhiiltnis zu den Piastern
bzw. Dublonen betriigt. Alle sind sich aber

dariiber einig, daB das FaB Wein mehr
als 4 Piaster und mehr als 4 Dublonen
kostet. Es ist zu beweisen, daB die Seerduber
die Beute so teilen konnen, daB jeder von
ihnen einen Anteil erhilt, der nach seiner
Ansicht keinen geringeren Wert hat als der
Anteil eines jeden anderen.

4941119 Man zerlege in Faktoren
(@+P2P + (- -+ ).

A941120 Auf welche Grundziffern kann
das Quadrat einer zweistelligen natiirlichen
Zahl enden, wenn dieses Quadrat eine unge-
rade Anzahl von Zehnern enthilt?

W9 w1121 Sechs Schiiler, die an einem
Subbotnik teilnahmen, wurden in drei Briga-
den eingeteilt. Die Brigadiere waren Wo-
lodja, Petja und Wasja. Wolodja und Mischa
erhielten 2 m lange Holzstimme, Petja und

Kostja 1% m lange, aber Wasja und Aljoscha
! m lange. Sie hatten jeden Stamm in
%m lange Stidmme zu zersigen. An der

Wandzeitung wurde mitgeteilt, daB der Bri-
gadier Lawrow mit Roshkow insgesamt 26

Stamme von je %m Linge fertiggestellt

hatte, der Brigadier Galkin mit Komkow
27 Stamme und der Brigadier Koslow mit
Jewdokimow 28 Stimme. Wie lautet der
Vorname Komkows?

W 9 m1122 Der Flicheninhalt eines Recht-
ecks sei gleich der doppelten Differenz der
Flicheninhalte zweier gleichseitiger Drei-
ecke, deren Seiten ebenso lang wie zwei
anliegende Seiten dieses Rechtecks sind. Es
ist das Verhiltnis des Umfanges des Recht-
ecks zu dem Umfang des groBeren der beiden
gleichseitigen Dreiecke zu ermittein.

W9 *1123 Es ist zu entscheiden, ob die
folgende Behauptung richtig ist:

Der Rest bei der Division des Quadrats einer
Primzahl, die groBer als 3 ist, durch 24 ist
stets gleich 1.

W9 *1124 Nach einer Kinoveranstaltung
fuhren mehr als 150 Zuschauer mit 6 Auto-
bussen nach Hause. In jedem Autobus waren
gleichviele Zuschauer. Die anderen Kino-
besucher — es waren genau um 15 % mehr —
gingen zu FuB nach Hause.

Wieviel Zuschauer waren im Kino, wenn das
Kino nicht mehr als 400 Plitze hatte und alle
Zuschauer einen Platz erhielten?

A10/1241125 Man untersuche, obdie Zahl
\/2+J5 : \/2+ V2+3-
AN S

eine rationale Zahl ist, und gebe, falls das
zutrifft, diese Zahl an.
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Der sowjetische Student Sergej Konjagin,
Saratow, UdSSR, der bei der XIV. Inter-
nationalen Mathematikolympiade 1972 die
volle Punktzahl erzielte und einen 1. Preis
erhielt, stellt uns die folgende interessante,
aber schwierige Aufgabe zur Verfiigung:

A10/12a1126 Es seien x und y reelle Zah-
len mit x> y>0. Man beweise, daB dann stets
die folgenden Ungleichungen erfiillt sind :
xt—yt x—y*
4

>x—y>

W 10/12m 1127 Es sind alle reellen Lésun-

gen der Gleichung
12x=3|+|x-3|—{4x—-1|=0

zu ermitteln.

W 10/12 m 1128 Es sei log,,7=a und log,,5
=b. Es soll die Zahl z=log,;28 durch die
Zahlen a und b ausgedriickt werden.

W 10/12 * 1129 Die Langen der Seiten eines
Sehnenvierecks ABCD seien L

E=a, BC=b, C—ch, DA=d.
Es soll die Lange der Diagonale BD dieses
Sehnenvierecks ermittelt werden.

W 10/12 * 1130 Man beweise, daB die na-
tarliche Zahl

(10741072 . +10+1) - (1074 4+ 5)+1
gleich dem Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

Vorliegende Aufgaben wurden
sowjetischer Literatur entnommen
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Der RepetitOl‘ Aus der sowjetischen Zeitschrift:

Und hier richtet sich die bekannte Zeitung
Der Moskauer Komsomolze an Euch, liebe
Schiiler.

Nur ein leichtfertiger Mensch kann glauben,
daB ja noch viel, viel Zeit bis zur AbschluB3-
prifung sei. Es ist allgemein bekannt, daB
das letzte Vierteljahr bei weitem nicht so lang
ist, wie es erscheint. April, Mai — und im
Juni sind schon Priifungen. Na und dann
beginnt ein ruheloses Leben. Viele von Euch
mochten Abiturienten werden. Welch beun-
ruhigender Titel! St68e von Biichern, Kon-
spekten, vorbereitende Ubungen ..., und
vielleicht hilft dies alles gar nichts, denn kann
man alle verzwickten Fragen kennen, die der
Priifende stellt?

,,Es ist gut®, behauptet er, ,,da8 Du alle For-
meln kennst, fehlerfrei schreibst, Dich aus-
zudriicken vermagst. Aber wie ist Dein
logisches abstraktes Denken entwickelt?*
Hier liegt moglicherweise der Hund begraben.
Damit Thr nicht den Kopf verliert, sondern
gewappnet in die Priifungen geht, eroffnet
der ,,Altersgenosse* eine neue Rubrik, den
,,Repetitor*. Wir hoffen, daB Aufgaben und
Fragen, die hier verdffentlicht werden, Euch
aus der schwierigen Lage heraushelfen, in
die Euch der Priifende bringen kann. Es ver-
steht sich, daB wir keine volle Garantie geben
konnen. Diejenigen, die als erste nicht nur die
richtigen Antworten, sondern auch den Lo-
sungsweg einsenden, werden in unserer nach-
sten Ausgabe genannt. Auf diejenigen, die
die einfallsreichste, eine originelle oder ele-
gante Losung finden, warten unsere Preise.

Aufgaben (Auswahl)

Ala Wie gehen die Uhren? ,,An einem
der letzten Tage des Aufenthaltes im Erho-
lungsheim*‘, erzdhlte mir ein Freund, ,,hérten
wir nach dem Abendbrot das Zeitzeichen.
Es war genau 19.00 Uhr. Auf meiner Uhr
war es finf vor 19.00 Uhr. Aber die Uhr geht
vor, wufite ich, und zum Zeitpunkt meiner
Abfahrt wird sie die genaue Abfahrtszeit des
Zuges anzeigen. Die Uhr meiner Nachbarin
war vier Minuten vor 19.00 Uhr. Thre Uhr
geht am Tag drei Minuten mehr vor als
meine,* setzte mein Freund fort. ,,Die Nach-
barin muBte den gleichen Zug wie ich benut-

zen, nur einen Tag eher. Ihre Uhr wird zum
Zeitpunkt ihrer Abfahrt auch die genaue
Zeit angeben. Wieviel Minuten geht jede der
beiden Uhren am Tage vor?

A2A Von Moskau nach Bykow fuhr ein
Radfahrer. 25 Minuten spiter startet ein
Auto, das den Radfahrer nach 15 Minuten
einholt. Es fuhr bis Bykow und kehrte sofort
wieder um, und 55 Minuten nach der Abfahrt
aus Moskau traf es denselben Radfahrer
wieder. Zu bestimmen ist die Geschwindig-
keit des Radfahrers und des Autos, wenn die
Entfernung von Moskau bis Bykow 34 km
betrigt.

A3a Finde den Familiennamen' Sidorow,
Iwanow und Petrow sind Kapitin, Maschi-
nist und Steuermann eines Passagierschiffes.
Unter den Passagieren befinden sich auch
ein Sidorow, Iwanow und Petrow. Uber sie
ist bekannt:

a) Der Passagier Sidorow wohntin Ismailow.
b) Der Maschinist wohnt in Kunzew.

c) Der Passagier Petrow hat lingst vergessen
worin sich Kosinus und Sinus unterscheiden.
d) Der Fahrgast, der den gleichen Familien-
namen wie der Maschinist hat, wohnt in
Malachowok.

e) Einer der Passagiere, ein bekannter Phy-
siker, wohnt in derselben StraBe wie der
Maschinist. ;

f) Wahrend des Aufenthaltes des Passagier-
schiffes spielen die beiden Besatzungsmit-
glieder Iwanow und der Steuermann oft
Schach. Wie heit der Kapitin mit Fami-
liennamen?

A44 Am Bau eines Hauses nehmen Zim-
merleute und Maler teil. Beide erhielten ein
und dieselbe Summe Arbeitslohn, aber es
waren zwei Maler mehr als Zimmerleute,
und deshalb erhielt jeder Maler einen Rubel
mehr als ein Zimmermann. Wieviel Zimmer-
leute und wieviel Maler waren es, wenn
bekannt ist, daB die Summe der Rubel,
die ihnen allen gezahit wurde, um 26 gréBer
war, als das Dreifache der Anzahl aller
Arbeiter?



Lésungen zu den Aufgaben der
XII. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR

DDR-Olympiade (aus Heft 4/73)

1. Teil a) und b) l6ste der Schiiler Michael
Schaper, Magdeburg, so: Die Summe der
AuBenwinkelgroBen in einem konvexen Viel-
eck ist 360°. (Ein einmaliger Umlauf auf den
Kanten des Vielecks bewirkt z. B. eine ein-
malige volle Umdrehung.)
Sind x Innenwinkel spitz, so haben die Gro-
Ben der entsprechenden AuBenwinkel eine
Summe, die groBer als x-90° ist, wihrend
die Summe der iibrigen AuBenwinkelgréBen
jedenfalls positiv ist. Daher folgt
x+90°<360° d.h. x<4.
Somit ist fiir a) gezeigt, daB es eine grofte
Zahl m der behaupteten Art gibt, und zwar
ist m<3.
Da es auBerdem Vielecke (z B. Dreiecke)
mit genau 3 spitzen Innenwinkeln gibt, lautet
die Antwort fiir b): m=3.
Folgendes Beispiel eines Schiilers zeigt, daB
Frage c) zu bejahen ist:
In einem gleichseitigen Dreieck ABC wird
ein Kreisbogen um C durch die beiden
Punkte A4 und B gelegt. Ist P ein Punkt dieses
Bogens, so gilt nach dem Zentriwinkel-
Peripheriewinkel-Satz ¥ APB=150°. Dann
sind (in AABP) £BAP und ¥ ABP kleiner
als 30°, und daher ¥ CAP und xCBP
spitz

Legen wir also die n—3 Punkte P,, ..., P,_;
auf den Kreisbogen AB, so hat das n-Eck
BCAP, ... P,_, genau 3 spitze Winkel
(xCAP| und £ CBP,_; sind neben ¥ ACB
nach der letzten Uberlegung spitz!)

Bemerkungen: Der Schwierigkeitsgrad dieser
Aufgabe kann fiir die 4. Stufe einer Olympiade
als angemessen angesehen werden, obwohl
die 2fache Existenzaussage in a) fur die Alters-

stufe hohe Anforderungen stellt. Die meisten
Schiiler fanden einen Zugang zur Aufgabe,
wobei jedoch exakte bzw. nahezu exakte
Losungen auch nur relativ selten erbracht
wurden.

Hiufige Fehler waren: Aus m<4 wurde aus
rein zahlentheoretischen Griinden aul m=3

|, geschlossen (fehlender Nachweis der Existenz

von Vielecken mit x=3).
Fiir c) wurden Winkelbetrachtungeh in n-
Ecken durchgefiihrt, jedoch kein Existenz-
beweis erbracht. Aus einer wahren Conclusio
wurde auf wahre Primisse geschlossen. Ver-
teilung der Punktstulen:
0 1 2 3 45 6
6 10 16 38 8 9 10.

Dr. K. D. Drews, Universitdt Rostock

2. Losung zu a)

1. Man merkt sofort, daB keine der 8 Schnitt-
ebenen durch den Mittelpunkt des Wiirlels
hindurchgeht. Folglich liegt ,in der Mitte*
des Wiirfels einer der gesuchten Teilkorper.
Wir suchen zunichst die Form djeses Teil-
korpers. Die Mittelpunkte der Seitenflichen
des Wiirfels seien mit M,, M,, ..., M, be-
zeichnet. Jede der 8 gegebenen Schnittebenen

Lk G

A

enthdlt genau 3 dieser Punkte M Jeder
Wiirfelecke kann man nun diejenigen 3 Punk-
te M; zuordnen, die die Mittelpunkte der in
der betrachteten Wiirfelecke zusammensto-
Benden Seitenflichen des Wiirfels sind, also
z B. der Wiirfelecke E die 3 Punkte M,, M,
M. So entspricht auch jeder Wiirfelecke
ein Dreieck mit den dieser Wiirfelecke zuge-
ordneten Punkten M; als Ecken. Z. B. ent-
spricht der Wirfelecke £ das Dreieck
M M M,. Diese Dreiecke sind gleichseitig.

Die Seitenldnge ist gJE, wie man durch

einfache Anwendung des Satzes von Pytha-
goras feststellt. Der Korper mit den Ecken
M, M,, ..., Mg wird folglich von 8 gleich-
seitigen Dreiecken begrenzt; es handelt sich
um ein Oktaeder. Jedes der 8 begrenzenden
Dreiecke liegt in genau einer der 8 Schnitt-
ebenen. Daher wird das Oktaeder M, M, M,
MM M, von keiner der Schnittebenen
durchsetzt. Es ist also einer der gesuchien
Teilkorper.

2. An jeder Wiirfelecke findet man ein Tetra-
eder, dessen Ecken die betreffende Wiirfel-

ecke und die drei dieser Wiirfelecke wie in
1. zugeordneten Mittelpunkte von Wiirfel-
seitenflichen sind. Z. B. liegt an der Wiirlel-
ecke E das Tetraeder EM M M. Die vier
ein solches Tetraeder begrenzenden Drei-
ecke liegen in vier Schnittebenen. Es ist leicht
einzusehen, daB ein solches Tetraeder durch
die iibrigen Schnittebenen nicht mehr zerlegt
wird, d. h. daB es sich um einen weiteren der
gesuchten Teilkorper handelt. Jede Schnitt-
ebene, die keines der begrenzenden Dreiecke
eines betrachteten Tetraeders enthilt, ist
namlich zu einer Schnittebene, in der ein
solches Dreieck liegt, parallel Die durch
A, H, C und E, B, G bestimmten Ebenen
bilden z B. ein derartiges Paar paralleler
Ebenen. Enthielte nun die durch A4, H, C
bestimmte (also eine zu EM, M parallele)
Ebene innere Punkte des Tetraeders

EM M /Mg, so miiBte sie die Strecke EM
in einem von M, verschiedenen Punkt
schneiden. Da sie den Punkt M, enthilt,
wiirden auch die Punkte E und D in dieser
Ebene liegen. Die Ebene miiBte folglich die
finf Punkte A4, D, E, H, C enthalten, was
aber unmoglich ist. In Zhnlicher Weise konnte
man zeigen, daB iiberhaupt keine Schnitt-
ebene durch das Tetraeder EM, M M, hin-
durchgeht. Entsprechend den acht Wiirfel-
ecken gibt es acht derartige Teilkorper. Man
erkennt durch einfache Anwendungen des
Satzes von Pythagoras, daB es sich um regel-

miBige Tetraeder mit der Kantenlinge g\/f

handelt.

3. An jeder Wiirfelkante findet man ein
Tetraeder, dessen Ecken die auf der betreffen-
den Wiirfelkante liegenden Wiirfelecken und
die Mittelpunkte der beiden Wiirfelseiten-
flachen, die sich in dieser Wiirfelkante schnei-
den, sind. Z.B. ist EFM ;Mg cin solches
Tetraeder. Ahnlich wie in 2. oder auch rein
anschaulich kann gezeigt werden, daB diese
Tetraeder durch die Schnittebenen nicht
weiter zerlegt werden. Entsprechend den
12 Wiirfelkanten gibt es 12 solche Tetraeder,
die aber im Gegensatz zu den unter 2. gefun-
denen nicht regelmiBig sind. Fiinf ihrer

Kanten haben die Linge ‘—2'\/5, eine Kante

hat die Linge a.

4. Insgesamt wurden somit 21 Teilkorper
gefunden. Zwei beliebige unter ihnen haben
keine inneren Punkte gemeinsam.

Losung zu b)

S. Das in 1. beschriebene Oktaeder kann
als aus 2 kongruenten Pyramiden mit der
gemeinsamen quadratischen Grundfliche
M M,M;M, und den Spitzen M bzw. M
zusammengesetzt aufgefaBBt werden. Der Fli-

cheninhalt der Grundfliche ist %az, die
Hohe hat die Linge g. Daher betridgt das

Volumen des Oktaeders

1 2.ﬂ=laa

32° 276
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Jedes der in 2. beschriebenen regelméBigen

Tetraeder (Kantenldnge g\/i) hat eine
Grundfliche vom Inhalt %az /3 und eine

Hohe der Linge %a\/i. Sein Volumen ist
daher

11, =1 = 1,

== 3-—aJ3==0a’.

3% V33aV3=ye
Jedes der in 3. beschriebenen Tetraeder 128t
sich als eine Pyramide auffassen, deren Grund-

fliche den Inhalt %a’ (ndmlich ein Viertel
des Inhalts einer Wiirfelseitenfliche) und
deren Hohe die Linge % hat. Sein Volumen

istalso 1 La2. - Lo
34 2 24
6. Addiert man die Volumina sidmtlicher

gelundener Teilkorper, so erhilt man

éa3+8 '%03+12-%a3=a3.
Daraus folgt, daB der Wiirfel durch die ange-
gebenen TeilkSrper wieder vollstindig zusam-
mengesetzt werden kann. Es wurden also
simtliche entstehenden Teilkdrper gefun-
den.

Einige Bemerkungen zu den Schiilerlésungen:
Die Grundlage fiir die Behandlung der Auf-
gabe bildete bei allen Schiilern eine Zeich-
nung. War diese iibersichtlich und klar, wurde
auch die Losung meistens gefunden. Die
Aufgabe ist sicher fiir die 4. Stufe der Olym-
piade als ,leicht* zu bezeichnen. Das wird
auch durch die verhdltnismaBig groBe Anzahl
von Schiilern, die 6 oder 7 Punkte erreichten,

belegt:
01 2 345 6 17
10 7 8 11 5 7 14 35

Die Schiiler, die sich mit gewissem oder vol-
lem Erfolg an der Aufgabe versuchten (nur
vier Schiiler bearbeiteten die Aufgabe iiber-
haupt nicht), gingen im Prinzip den hier dar-
gestellten Weg, der in seinen wesentlichen
Teilen auch mit dem Vorschlag der Aufgaben-
kommission iibereinstimmt. Die Punktabziige
hatten meist ihren Grund darin, daB nicht
samtliche Typen von Teilkorpern erkannt
worden sind.
Oft wurde bei Teil b) auch so vorgegangen,
daB die Volumina nur von TeilkSrpern zweier
Typen explizit berechnet worden sind. Das
Volumen der iibrigen Teilkorper ldBt sich
dann aus der in 6. angegebenen Gleichung
bestimmen, nachdem man sich (z. B. anschau-
lich) davon iiberzeugt hat, daB tatsdchlich
samtliche Teilkorper gefunden worden wa-
ren. Dr. G. Seifert,
Ingenieurhochschule Berlin

3 A. a) (entsprechend dem Losungsvorschlag
der Aufgabenkommission). Ist ABCD ein
konvexes Drachenviereck mit AB=AD und
CB=CD. so ist AC Symmetrieachse. Folg-
lich ist AC Halbierende der Innenwinkel bei
A und C, und die Halbierenden der Innen-
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winkel bei B und D schneiden AC in ein und
demselben Punkt M. Also hat M den glei-
chen Abstand von den Seiten des Vierecks.
Zusammen mit der Konvexitit von ABCD
folgt daraus, daB dieses Viereck einen Inkreis
besitzt.

b) (entsprechend dem Losungsvorschlag der
Aufgabenkommission). Nach der Umkehrung
des Satzes des Thales geht der Kreis mit der
Strecke AC als Durchmesser durch die
Punkte B und D. Folglich hat ABCD einen
Unmkreis.

c) (siehe dazu die Abb.)

Die FuBpunkte P und Q der Lote von M aul
AB bzw. BC liegen auf den zugehérigen
Seiten von ABCD (wegen der Konvexitit von
ABCD). Das Viereck MPBQ ist ein Rechteck
und wegen W=M_Q=g sogar ein Quadrat.
Fir MU schreiben wir kurz z.
Wir kénnen o0.B.d.A. x=y voraussetzen.
Dann gilt nach dem pythagoreischen Satz
(bzgl. der Dreiecke ABC, APM und CQM)
x> +y*=4r* (1),
(r+2)* =@ +(x—o)? @
und  (r—2)?>=g¢*+(y—0)? )
Aus (2) und (3) folgt
2r2 4222 =402 +x*+y?~20(x+y)
und zusammen mit (1) dann

22=202+r?—o(x+y) 4).
Nach dem Strahlensatz ist

(x—p9): x=AP: AB=MP: C_B=g 1 y;

also g(x+y)=xy (5).

Mit (1) und (5) ist
(x+y)?=x2+y?+2xy=4r+2¢0(x+y); und
aus dieser quadratischen Gleichung fiir (x + y)
folgt wegen x+y>0

x+y=g¢+./e*+4r (6).
Setzen wir schlieBlich (6) in (4) ein, so erhalten
wir die Behauptung

22=r*+o?—p /o*+4r*, wzbw.
Bemerkungen : Fiir diese geometrische Wahl-
aufgabe hatte sich zwar die Hilfte der Teil-
nehmer entschieden, doch nur zwei konnten
die volle Punktzahl erreichen. Einer von die-
sen ist Gernot Forster (Bezirk Cottbus),
dessen Losungsweg zu ¢) wir hier im wesent-
lichen wiedergegeben haben. (Dieser Schiiler
leitet (5) iiber Fliacheninhalte ab.)

Drei Schiiler wihlten folgenden giinstigen
trigonometrischen Ldsungsweg fiir c), den
nur Jorg Schulze (Bezirk Potsdam) erfolgreich

zu Ende filhren konnte: Es ist sin=—2—
r+z

und cosa=-&- (siche Abb.). Aus der Iden-
r—z

titdt sina+cos?a=1 ergibt sich eine qua-
dratische Gleichung fiir 2%, fiir die wegen
z2<r* nur die Behauptung als Lésung in
Frage kommt.
Die meisten Losungswege fiir c) fithrten im
wesentlichen auch zu dieser biquadratischen
Gleichung fiir z. Viele waren nicht in der
Lage, zweckmiBige und zielstrebige Umfor-
mungen vorzunchmen und die erhaltene
Gleichung fiir z richtig auszuwerten. Den
Uberlegungen wurde hiufig eine bestimmte
GréBenbeziehung zwischen x und y zugrunde
gelegt, ohne daB dies erkannt bzw. geniigend
diskutiert wurde.
Zum Beweis von a) und b) wurde vielfach
gezeigt, daB die bekannten Charakterisie-
rungen fiir Tangenten- bzw. Sehnenviereck
erfiillt sind. (Fiir a) und b) wurden 2 bzw.
1 Punkt vergeben.) AbschlieBend kann ein-
geschitzt werden, daB die beiden Wahlauf-
gaben eine ungiinstige Zusammenstellung
waren. Ein Vergleich der Ergebnisspiegel
unterstreicht das nachdriicklich. Die sehr
leichten Teile a) und b) von 3 A. haben sicher-
lich viele Schiiler zur Wahl dieser Aufgabe
verleitet. Die Hilfte der vorgelegten Arbeiten
kam aber iiber diese Teile nicht hinaus.
012 3 45 6 7
0 3 6 17 86 5 2

Dr. E. Quaisser, Pid. Hochschule

Karl Liebknecht*, Potsdam

3B. Dirk und Jens spielen ein Spiel mit fol-
genden Regeln: Es werden genau 7 Holzchen
hingelegt. Abwechselnd machen die Spieler
jeweils einen ,,Zug"“. Ein ,Zug" besteht aus
dem Wegnehmen von einem, zwei oder drei
Holzchen. Dabei darf keiner der Spieler den
gleichen Zug zweimal hintereinander aus-
fihren. Wer das letzte Holzchen wegnimmt,
hat gewonnen. Das Spiel endet unentschie-
den, wenn zwar noch Holzchen vorhanden
sind, der am Zug befindliche Spieler aber
keinen Zug nach den Spielregeln ausfilhren
kann,

Kann bei diesem Spiel einer der beiden Spie-
ler, bei jeder Spielmoglichkeit des anderen,
den Gewinn erzwingen?

Losungsvorschlag der Aufgabenkommission:
Wenn der Anziehende A im ersten Zug
1 Holzchen nimmt, so kann der andere Spie-
ler den Gewinn erzwingen, nimlich indem er
ebenfalls 1 Holzchen nimmt, so daB beim
zweiten Zug von A 5 Hoélzchen vorhanden
sind. Von ihnen muB er laut Spielregeln 2
oder 3 Holzchen nehmen, und dann bleiben
3 bzw. 2 Holzchen iibrig, die der zweite
Spieler nunmehr nehmen kann.

Wenn A im ersten Zug 2 Hélzchen nimmt,
so kann der zweite Spieler ebenfalls den Ge-
winn erzwingen, nimlich indem er 3 Holzchen
nimmt, so daB genau 2 Hélzchen iibrig blei-
ben. Von ihnen darf der erste Spieler laut
Spielregeln nur 1 Holzchen nehmen, und



das restliche Hélzchen kann dann wieder
der zweite Spieler nehmen. Nimmt aber der
erste Spicler im ersten Zug 3 Hdlzchen,
so kann er den Gewinn erzwingen, falls der
Nachziehende nun 2 oder 3 Holzchen nimmt;
denn dann bleiben 2 bzw. 1 Holzchen iibrig,
die A vollstindig fortnehmen kann. Falls
jedoch der zweite Spicler nun 1 Hélzchen
nimmt, so verbleiben drei Hélzchen. Von
ihnen kann der erste Spieler in seinem zwei-
ten Zug laut Spielregel nur 1 oder 2 Holzchen
nehmen. Nimmt er 1 Holzchen, so verliert
er. Nimmt er dagegen 2 Hoélzchen, so kann
der zweite Spieler das verbleibende Holzchen
nach den Spielregeln nicht nehmen; das
Spicl endet also unentschieden.

Damit ist pezeigt, daB es keinen Spieler gibt,
der bei jeder Spielmoglichkeit des anderen
den Gewinn erzwingen kann. Viele Schiiler
realisierten auch ihre Losungen in etwa in
dieser Art Besonders sorgfiltige und gut
formulierte Losungen gaben ab: Klaus Alt-
mann (Berlin), Hagen Meltzer (Bezirk Pots-
dam), Peter Reuter (ein Friihstarter aus dem
Bezirk Dresden) und Eckard Widgrube (Be-
zirk Halle) Eine besonderes gute Ubersicht
iiber alle oben geschilderten Spiclsituationen
erhilt man durch emnen ,Spielbaum*“, wie
er z B. von dem Schiiler Peter Erward (Be-
zirk Magdeburg) benutzt wurde:

In diesem Spielbaum sind die Fiille, in denen
ein Spieler einen in einem Zug zu realisieren-
den Sieg ,verschenkt“ nicht mit aufgenom-
men. Die in der obigen Losung betrachteten
Zugfolgen sind hervorgehoben. Weitere Er-
Liuterungen sind wohl nicht notwendig

Wenn auch die Aufgabe vom Typ her unge-
wohnt war, so muB sie doch als relativ leicht
eingeschitzt werden, das wird auch bestitigt

durch das Ergebnis:
0o 1 2 3 4 5 6 17
4 — 2 4 5 4 9 2

Nur werige Schiiler wurden also mit wesent-
lichen Punktabziigen bedacht, diese Schiiler
hatten dann entweder eine unvolistindige
Fallunterscheidung durchgefiihrt oder die
Spielregeln nicht immer beachtet bzw. falsch
interpretiert.

Verwunderlich bleibt nur, daB etwa die Hilfte
der Schiiler nicht diese leichte, sondern die
viel schwierigere andere Wahlaufgabe be-
arbeitete. Dr. H.-J. Sprengel
Pad. Hochschule ,,Karl Liebknecht“, Potsdam

4. Der Beweisisteﬂ aus zwei Teilen:
Pek-PF=PQ
P¢k—>PF+PQ,

(0
2

dabei sei P =(x, y) das Zeichen fiir einen belie-
bigen Punkt der Ebene und Q sei das Zei-
chen fiir den Punkt der Menge g, der dieselbe
x-Koordinate hat wie P,d. h. esist @ =(x, —1).
Aus der Abstandsformel ergibt sich
PO=J(y+1)>=|y+1]|bzw.
PF=/x"+(y—1).
Da (2) die Umkehrung von (1) ist, sind (1)
und (2) bewiesen, wenn nur Z#quivalente
Umformungen durchgefiihrt werden:

Pekoy=gxtoly+ =2+ -1y

oly+1]| =J2+Q@—1—PQ=PF.
Dieser (von der Aufgabenkommission vorge-
schlagene) Weg, der durch Kiirze ausgezeich-
net ist, wurde von keinem Schiiler gegangen.
Es wurde von den Schiilern (1) isoliert von (2)
nachgewiesen. Dabei beachteten viele nicht,
daB auch die Umkehrung bewiesen werden
muB. Die Abstandsformel zweier Punkte

_A_=(xh V1) B=(x3, y2)

AB= \,-":(-‘1 — %, + (1 —y2)?
war nur wenigen Schiilern geldufig. Das hatte
zur Folge, daB Fallunterscheidungen getrof-
fen werden muBten. Bei der analytischen
Formulierung von PF sind das die Fille
y>1, y=1, y<1; bei der analytischen For-
mulierung von P_Q die Fille y> -1, y=—1,
y< —1. Zu bemerken ist folgendes:
1. Besonders elegante L&sungen wurden
nicht gegeben; wahrscheinlich ist das bei
dieser Aufgabenstellung auch gar nicht mog-
lich.
2. Nur ein Schiiler benutzte die Definitions-
moglichkeit einer Parabel als Menge der
Punkte, die von einem festen Punkte (Brenn-
punkt F) denselben Abstand haben wie von
einer festen Geraden (Leitlinie g).

y
1+a
M
1 &F
a
P\ -1a P g
~ /' g
~3— X
1q
7 g
!
78 9a

3. Von mehreren Schiilern wurde (2) (besser
die Kontraposition PF=PQ—Pek) durch
Konstruktion der Parabel nachgewiesen. Um
F=(0, 1) wird ein Kreis M mit dem Radius
a=PF =IT(§ geschlagen und zu g werden
die Parallelen g,:y=—1+gq, g,:y=—1—a
gezogen. Oflensichtlich ist
Mn@g,ug)=Mng,

da Mng,=0 ist (Der kleinste y-Wert
eines Punktes von M ist 1 —a; die y-Werte
der Punkte von g, sind stets —1—a und die
Gleichung 1—a= —1—a ist nicht 16sbar).
Fira>1ist M ng,={p, p'}, bei a=1 fallen
Pund P’ zusammen, ista<1,dannist M n g,
die leere Menge. Geniigen die Koordinaten

von P=(x, y) der Gleichung y=:ltx2, dann
auch die Koordinaten von P'=(—x, y).

@) a=1>x=0,y=0>y=-1"

k)

p) a=2>x =2, y=1>y=-y

Bl— B -

y) a=1,a£2>y=—1+a
x=/a’— [1-(—1+a)]?
~Jaa—4
g )
Y=y
4. Punkte muBten abgezogen werden
a) bei Nichtbehandlung von (1) und (2)
b) bei unvollstindiger Fallunterscheidung
durch Nichtkenntnis der Abstandsformel.
Dipl.-Math. P. K. Kobelt,
Ingenieurhochschule Berlin

5. Geben Sie alle g-adischen Zahlensysteme
an, in denen die folgende Aufgabe wenigstens
eine Losung hat, und ermitteln Sie fiir diese
Zahlensysteme alle Losungen der Aufgabe:
Welche im g-adischen Zahlensystem zwei-
stellige Zahl hat die Eigenschalt, daB sich
erstens durch Vertauschen der beiden Zif-
fern wieder eine g-adische-zweistellige Zahl
ergibt, und daB man zweitens bei deren
Subtraktion von der ersten Zahl die im
gleichen Zahlensystem geschriebene Zahl 12
erhilt?

Da von den 97 beteiligten Schiilern 58 die
Aufgabe 16sten (29 erhielten die volle Punkt-
zahl und weitere 29 nur einen Punkt weniger),
kann sie fiir die Klassenstufe 10 als recht
einfach angesehen werden. Unsicherheiten
traten vor allem beim logischen Aufbau der
Losungsvorschlige auf. So waren Formulie-
rungen der Art ,also ist a=3 und b=1 im
4-adischen System eine Losung und die
Probe bestiitigt die Richtigkeit der Losung®,
nachdem gezeigt worden war, daB héchstens
im 4-adischen Zahlensystem eine Losung
existieren kann, die nur die Form a=3 und
b=1 hat, hdufig anzutrellen. Diese Schiiler
erkannten offenbar nicht, daB erst die Probe
bestitigt, daB die fiir die Losung ermittelten
notwendigen Bedingungen auch hinreichend
sind. Die unten angegebene L&sung ent-
spricht den Gedanken, die eine Reihe von
Startern in ihren Lgsungsvorschligen ent-
wickelten.

Losung: Wir nehmen an, daB ein g-adisches
Zahlensystem existiert, in dem es eine Lo-
sung z der Aufgabe gibt. Die g-adischen
Ziffern der Zahl z seien in dieser Reihenfolge
a und b. Da auch nach Vertauschung der
Ziffern a und b eine zweistellige Zahl z’
vorliegen soll, sind a und b von 0 verschieden.
Laut Aufgabenstellung treten in dem g-adi-
schen Zahlensystem wenigstens die Ziffern 1
und 2 auf, folglich gilt

g=3.
z—z'=1-g+2ergibtsich
ag+b—(bg+a)=g+2.

(1)
()
3)

Aus
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Durch Umformung von (3) erhilt man

(a-b)(g—1)=g+2 @)
Wegen (1) ist die Division durch g—1 mog-
lich, und es folgt

)

Als Primzahl hat 3 nur die Teiler 3 und 1
im Bereich der natiirlichen Zahlen. Der Fall
g=2 entfillt wegen (1), und es bliebt nur
g=4 iibrig. Wegen (2) sind a und b verschie-
den voneinander und mit g=4 ergibt sich
aus (5) a=3 und b=1. Wenn es also iiber-
haupt eine Losung gibt, dann kann es nur
die in der Form 31 im 4-adischen System
geschriebene Zahl sein. Da durch das Ver-
tauschen der Ziffern wieder eine zweistellige
4-adische Zahl entsteht und
34— 134y=3-4+1-(1-4+3)

=5

=12
gilt, ist das 4-adische Zahlensystem das ein-
zige g-adische Zahlensystem, in dem die
Aufgabe eine Losung besitzt, niimlich genau
die Zahl z=131,,

a—b=l+i>0.
g—1

H.-J. Vogel, Pdd. Hoch-
schule ,,Karl Liebknecht", Potsdam

Auf die Losung der Aufgabe 6 muB aus
Platzgriinden verzichtet werden.

Kreisolympiade (XII. OJM)
Klassenstufe 5

1. 415-382

1245

3320

830

158530
2. Giinter konnte z B. folgendermaBen schlie-
Ben: Die Differenz der Anzahl der Midchen
zu der der Jungen war eine gerade Zahl. Daher
muBten die Anzahlen der Midchen und die
der Jungen entweder gerade oder beide un-
gerade sein. In jedem dieser Fille ist aber die
Summe eine gerade Zahl, kann also nicht
325 sein.
Oder: Die Anzahl aller Teilnehmer ist gleich
der Summe aus der doppelten Anzahl der
teilnehmenden Jungen und 24, und damit
eine gerade Zahl. Giinters Meinung ist also
richtig.
3. Im ungiinstigsten Falle kann Ulrike zu-
nichst 8 rote, 8 blaue, 8 schwarze, 8 weiBe
und die beiden griinen Kugeln herausneh-
men. Nimmt sie zu diesen 34 Kugeln nun
noch eine weitere heraus, dann kann diese
Kugel nur eine der vier Farben rot, blau,
schwarz oder weiB tragen. In diesem Fall
erhilt Ulrike also 9 Kugeln gleicher Farbe.
Die kleinste Anzahl von Kugeln, bei denen
das mit Sicherheit der Fall ist, betrigt daher
3s.
4. a) Bei dem angegebenen MaBstab | : 100
entspricht 1 cm auf der Zeichnung ! m in der
Wirklichkeit.
Dabher ergibt sich folgende Zeichnung:
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b) Der GrundriB 4Bt sich in der aus der Abb.
ersichtlichen Weise in Quadrate von je 1 cm
Kantenlinge, also von 1 cm? Flicheninhalt,
cinteilen. Wegen des MaBstabes 1:100 ent-
spricht mit der Kantenlinge 1 m, also mit
dem Flicheninhalt | m2, Die FuBboden der
Rdume haben folgenden Flicheninhalt:
RaumA: 24 m? Raum D: 4m?

Raum B: 16 m? RaumE: 8 m?

Raum C: 8 m?

40 40 2
8 c
A N
0 3 ]
40 20 40

Zu streichen sind wegen 24 + 16 =40 insge-
samt 40 m? FuBbodenfliche.
Auszulegen sind wegen 8+4+8=20 insge-
samt 20 m? FuBbodenfliche.

Klassenstufe 6

1. Auf die Abbildung muB aus Platzgrinden
verzichtet werden.

2 Da jede Primienstufe mindestens einmal
vertreten war, gibt es mindestens 1 Werk-
tdtigen, der 150 M, einen, der 250 M, einen,
der 350 M, einen der 400 M und einen, der
500 M erhalten hatte. An diese [iinf Werk-
titigen wurden daher insgesamt 1650 M
ausgezahlt.

Fiir die restlichen 6 Werktitigen stehen mit-
hin noch genau 1000 M zur Verfigung. Hitte
jeder dieser Werktitigen genau 150 M erhal-
ten, dann wiren das zusammen 900 M.
Also muB mindestens einer der 6 Werk-
titigen mehr als 150 M Primie bekommen
haben. Laut Aufgabe hat er dann aber min-
destens 250 M Primie bekommen. Fiir die
restlichen 5 Werktitigen verbleiben nun
héchstens 750 M, es konnte also kein wei-
terer der fiinf Werktitigen mehr als 150 M
Primie erhalten haben. Folglich betriigt die
gesuchte Anzahl 6.

3. Die von den Pionieren erzielten Sammel-
ergebnisse seien mit r, w, m, b, j (in Mark)
bezeichnet.

Dann gilt laut Aufgabe:

1) w>b>j

2) j>r; r=13

3) b=r+4

4) w=m+2 m=j+1

Aus (2) und (3) folgt b=17. Aus (1) und (2)
folgt w>b>j>r, aus (4) w>m>j und daraus
sowie aus (5)m=>b, alsom=17.

Daher sammeiten: Werner 19 M, Beate und
Margot je 17 M, Jan 16 M und Rita 13 M.

4. Die Anzahl der in der DDR beheimateten

Schilfe betrigt laut Aufgabe % der Gesamt-

zahl, also stammten 7 Schiffe aus der DDR.
Die restlichen 14 Schiffe stammten aus den
anderen vier Lindern.

Nun hat Manfred laut Aufgabe mindestens
1 indisches Schifl sowie infolgedessen min-
destens 3 finnische, 4 bulgarische und 6 so-
wijetische Schiffe gesehen. Da das zusammen
bereits 14 Schifle sind, sind damit die ge-
suchten Anzahlen gefunden.

W 7a1018 Nach  Voraussetzung  gilt
M_1Q=r,,QMz=r1 und M M, =r, +r, Tra-
gen wir auf der Geraden PM, von P bis R
den Radius r, (wie aus der Zeichnung ersicht-
lich) ab, so gilt M;R=M,M,=r,+r,, d. h.
das Dreieck M RM, ist gleichschenklig.
Spiegeln wir nun k, an der Mittelsenkrechten
von M R als Symmetrieachse, so fillt das
Bild M| von M, mit R und das Bild @’ von Q
mit P zusammen. Daraus ergibt sich die
folgende K onstruktion: Wir zeichnen durch P
eine Senkrechte zu g, tragen auf ihr r, von
P bis R so ab, daB R und M, auf verschiede-
nen Seiten von g liegen. Wir verbinden R
mit M,. Die zu konstruierende Mittelsenk-
rechte von m schneidet die Gerade RP
in M,. Der Kreis um M, mit M,P=r, als
Radius ist der zu konstruierende Kreis k,.

e

1nYa

M2

n

N A4 g

NG
W7*1019 Wir drehen den Kreis k; um
den Punkt P als Drehzentrum um den Dreh-
winkel von 180°. Das Bild k{ von k, schneidet
k, in den Punkten B, und B,. Die Gerade
PB, moge k, in A,, die Gerade PB, moge
k, in A, schneiden. Auf Grund der Kon-
struktion und der vorliegenden Symmetrie-
eigenschaften (Punktspiegelung an P) gilt
A,P=PB; und AZ_P=I¥2. Die Aufgabe
besitzt somit zwei Losungen.

kq

W 7%*1020 Wirdrehenden Kreis k, um den
Punkt P als Drehzentrum um einen Dreh-




;841021
' Dann folgen ihr die drei weiteren ganzen

winkel von 180°. Das Bild k; von k; schneide
den Kreis k, auBer im Punkt P noch in B.
Die Gerade BP schneide k, in A. Dann gilt
auf Grund der Konstruktion und der vor-
liegenden Symmetrieeigenschaften (Punkt-
spiegelung an P) AP=PB.

Es sei n eine beliebige ganze Zahl.

Zahlen n+1, n+2, n+3. Wir erhalten fir

die 4n 5 verminderte Summe der Quadrate

dieser vier Zahlen

z=n?+(m+1)2+(n+2>+(n+3)*-5
n24n4+2n+1+n2+4n+4+n>+6n
+9-5

=4n?+12n+9=(2n+3)%

Daher ist z gleich dem Quadrat der ganzen

Zahl2n+3,w.z b. w.

Bemerkung: Wir weisen darauf hin, daB die

vier aufeinanderfolgenden Zahlen nicht not-

wendig positive ganze Zahlen sein miissen.

Sie kénnen auch sidmtlich oder teilweise

negativ sein. So gilt z B.

(=9 + (=424 (-3 +(-2*-5

=25+164+9+4—-5=49="7%;

(=224 (=12 +0*+12—5=44+1+0+1-5

=1=12

W 8a1022 Es sei x die MaBzahl der Zeit
(in h), die der zweite Kraftwagen bendtigt,
um den ersten einzuholen. Dann legt der
zweite Kraftwagen bis zum Einholen 85x km
zuriick und der erste 80x km. Da der erste
Kraftwagen 2 km mehr zuriicklegen muB,
gilt die Gleichung
85x =80x + 2. Daraus folgt
85x —80x=2,
Sx=2,

x==."
Der zweite Kraftwagen hat also den ersten
nach §h=24 min eingeholt In dieser Zeit

hat er eine Entfernung von
85- %km =34 km zuriickgelegt.
Bemerkung: Wir konnen diese Aufgabe noch
schneller 16sen, wenn wir beachten, daB die
Relativgeschwindigkeit des zweiten Kraft-
wagens (bezogen aufl den ersten) S km-h~!
betrigt. Da der Abstand zwischen den Kraft-
wagen urspriinglich 2 km betrug, erhalten
wir durch Division die Zeit bis zum Einholen
2km

2 .
="  —2h=24min.
x Skm b 5h 24 min.

W 8w 1023 Beieinem Weg von der Linge a
(in Metern) und einer Zeit ¢ (in Sekunden)
erhalten wir die mittlere Geschwindigkeit
v=% (inm-s™%)

» _a 3600 _a-36
't 1000

Ferner ergeben sich fiir die cinzelnen Teil-
strecken von je 500 m Linge die folgenden
Zeiten: 91,615, 98,555, 99,905, 94,21 s.

und (in km-h~?).

Fiir die Gesamtstrecke von 2000 m Linge er-
gibt sich die Zeit 384,27s. Daher erhalten
wir fiir die erste Teilstrecke

da HBCF ein Parallelogramm ist, XxCFH
=f. Daraus folgt
XGFD+ ¥CFH=ua+$=90°,

__5% -1 -1 also XHFG=90°,
v —91,61111 §!=546m-s7", 0 F

_500-36  _;_ -1
v, = 9161 m-s 1=19,6km-h~1
Analog erhalten wir die weiteren in der '&L
folgenden Tabelle angegebenen Werte: A 6 £ H B8

Geschwindigkeit
Weg in m Zeitin s inm-s™! inkm-h™!

1. Teilstrecke 500 91,61 5,46 19,6
2. Teilstrecke 500 98,55 507 18,3
3. Teilstrecke 500 99,90 5,01 18,0
4. Teilstrecke 500 94,21 5,31 19,1
Gesamtstrecke 2000 384,27 5,20 18,7

Der groBte Betrag der Abweichung der mitt-
leren Geschwindigkeit auf einer Teilstrecke
von der mittleren Geschwindigkeit auf der
Gesamtstrecke betrigt (19,6—18,7) km-h™!
=09km-h~".

Dabher ist der groSte Betrag der protentualen
Abweichung gleich

09- 1000/ —48
187 °°

W8 *1024 Wir setzen fﬁ:c, CD=h und

erhalten nach Voraussetzung E:g (vgl.

Abb... Dann gilt lﬁ:c—g und nach dem

Ho6hensatz
h’=}—l<c—h), also wegen h#0
2 2
_¢_hc 5 5h
2 42 4 27

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC ist
daher gleich

1 5,2
A==ch==h?.
2973
Fiir h=4 cm erhalten wir den Flacheninhalt

A=§~ 16 cm? =20 cm?.

W 8* 1025 Die Parallelen durch den Punkt
F zu den Seiten AD und BC mégen die
Grundseite AB in den Punkten G und H
schneiden (vgl. die Abb.). Dann sind die
Vierecke AGFD und HBCF Parallelogramme,
und es gilt

— — ¢ /= == C
AG=DF=-, HB=FC=—_.
2 ¢ 2
Wegen a+f=90° gilt a<90° und B<90°,
also a>c, 92->§. Daher liegt G zwischen

A und E und H zwischen E und B. Da AGFD
ein Parallelogramm ist, gilt ¥ GFD=a, und

das Dreieck GHF ist daher rechtwinklig.
Nun gilt CE=E—A_G=§—§,

iy D - 4 C
=EB-HB=%-%.
EH 575

Dabher ist E der Mittelpunkt der Hypotenuse
GH des rechtwinkligen Dreiecks GHF und
gleichzeitig Mittelpunkt des Umkreises dieses
Dreiecks (Umkehrung des Satzes des Thales).
Daraus folgt ﬁ=ﬁ=ﬁ=g—§,

n—c 2
also EF 5
941026 Es seien n—1, n, n+1 mit n>1
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.
Dann ist die Summe ihrer dritten Potenzen
gleich
s=(n=1P%+n+(n+1)*
=n*—3n’+3n—14+n*+n*+3n*+3n+1
=3n3+6n=3n(n?+2).
Um nun nachzuweisen, daB s stets durch 9
teilbar ist, miissen wir die folgenden drei
Fille unterscheiden:
1. nist durch 3 teilbar, d. h. n=3k.
2. n 4Bt bei der Division durch 3 den Rest 1,
d. h.n=3k+1.
3. n 4Bt bei der Division durch 3 den Rest 2,
d. h. n=3k+2, wobei in allen Fillen k eine
natiirliche Zahl ist. Wir berechnen jetzt s
in allen drei Fillen.
1. Fiir n=13k erhalten wir
s=3n(n?+2)=3- 3k[(3k)* + 2]
=9k[(3k)*+2];
sist also durch 9 teilbar.
2. Fiir n=3k+1 erhalten wir
s=3(3k+1)[(3k+1)*>+2]
=33k+1)(9k* +6k+1+2)
33k +1)3(3k% + 2k +1).
s ist also auch in diesem Fall durch 9 teilbar.
3. Fiir n=3k+2 erhalten wir
s=30k+2)[(3k+2)*>+2]
=3(3k+2) (9k> + 12k +6)
=3(3k+2)3(3k% + 4k +2).
s ist also auch in diesem Fall durch 9 teilbar.
Damit haben wir nachgewiesen, daB in
jedem Fall die Summe s durch 9 teilbar ist,
w.z b w.
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Bemerkungen: 1. Wer mit Zahlenkongruen-
zen rechnen kann, kommt noch etwas schnel-
ler zum Ziel.

Ist n=0 (mod 3), so gilt s=3n(n>+1)=0
(mod 9).

Ist n=1 (mod 3), so gilt n*+2=1+2=0
(mod 3), also s=0 (mod 9).

Ist n=2 (mod 3), so gilt n*+2=4+2=0
(mod 3), also s=0(mod 9).

In allen drei Fillen gilt also s=0 (mod 9),
w.z b w.

2. Der Satz gilt auch, wenn es sich um drei
aufeinanderfolgende ganze Z3hlen handelt;
denn bei dem Beweis haben wir nur voraus-
gesetzt, daB die Zahlen n—1, n, n+1 ganze
Zahlen sind. Z. B. ist

(=4’ 4+ (=3P +(—-2*=—-64-27—-8=-99
durch 9 teilbar.

941027 Wir unterscheiden die Fiille x>1,
0x<1, x<0.

1. Im Falle x > 1 erhalten wir
f)=|x|+|x—1|=x+x-1=2x—1.
Nun gilt 2x —1>2 genau dann, wenn 2x>3,

alsox>%. In diesem Falle ist also die Un-

gleichung (1) fur alle x>% erfiillt.

2. Im Falle 0<x <1 gilt wegen x—1<50
SX)=|x|+|x—1|=x—(x-1)=1.

In diesem Falle ist also die Ungleichung (1)
niemals erfillt.

3. Im Falle x<0 gilt |x|=—x und |x—1]|
=—x+1, also
f@®=|x|+|x=1]=—x+(—x+1)
=—2x+1.

Nun gilt —2x+1>2 genau dann, wenn

2x < —1, also x<—%. In diesem Falle ist

also die Ungleichung (1) fiir alle x<—%
erfiillt.

Die Ungleichung (1) ist also genau dann
erfillt, wenn

1 3.
<—-=od >=gilt.
X 20 er x 2g

—2x+1, falls x <0,
Wegen f(x)={ 1 Lfalls0<x<1,
2x—1,falls x> 1

y

yrlxlslx-11

besteht der Graph dieser Funktion aus drei
linearen Teilstiicken, die wir leicht zeichnen
konnen, indem wir die Punkte (—1; 3),
(0; 1), (1; 1), (2; 3) in das Koordinatensystem
einzeichnen (vgl. die Abb.). Ferner entneh-
men wir der Zeichnung, daBl die Losungs-
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menge der Ungleichung (1) aus allen reellen

Zahlen x mit x< —21 oder x>2g besteht.

W9 w1028 Es seien x, =20, x,, X3, X4, Xs,
x¢ dic Anzahlen der Gold-, Silber-, Bronze-
medaillen, 4., 5. bzw. 6. Plitze, die die DDR
erhielt. Dann gilt

7204 5%, +4x3+3x,+2x5+ x5 =480.
Nun gilt nach Voraussetzung

)

X3=X3=Xxg Xg4=X5 20. (2)
Aus (1) und (2) folgt daher

140+ 5x, +4x, + 3x, + 2x,4 + x, =480,

10x, + 5x, =340,

2x,+x,=068. 3

Wegen (2) gilt x,> x,; daher folgt aus (3)
68 >2x,+ x4=23x,,
X4 <@= 222,

3 3
also, da x, ganzzahlig ist, x, <22.
Andererseits ist Wegen (2) x;>20, also ist
x4=21 oder x,=22. Wire nun x,=21,
so wire wegen (3) 2x,=68—x,=47, was
zu einem Widerspruch fihrt, weil x, ganz-
zahlig ist. Daher gilt x, =22, und wir erhalten
weiter 2x,=68—-22=46, also x,=23. Aus
(2) erhalten wir ferner x,=x3=x4=23, x,=
=x5=22. Durch die Probe iiberzeugen wir
uns davon, daB mit diesen Werten die Glei-
chung (1) und auch die Beziehung (2) und
damit alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind. Die DDR erhielt also 23 Silbermedail-
len, 23 Bronzemedaillen, 22 vierte Plitze,
22 finfte Plitze und 23 sechste Plitze.

W9 w1029 Es sei P der Schnittpunkt der
Geraden BH und CE (vgl. die Abb.). Das
Quadrat ABCD ist axialsymmetrisch be-
ziiglich der Symmetrieachse EG. Daraus
folgt ¥ AED= ¥ BEC.

Aus XABH= xEBP und ¥ AHB= ¥ AED
= XBEP folgt AABH~AEBP. Somit gilt
BH:AH=EB:EP. Ferner gilt

— 2 — _
BH: =+ g =§al, also BH:%JS'
Durch Einsetzen erhalten wir

a ,z\.8 a -3 rp 9 /Z

= m=st EP=—/5.
<2J5) 5=5:EP, also 10\/

Aus EP:BP=1:2 folgt weiter
ﬁ=2~i37>=§ﬁ. Fir den Flicheninhalt

des achtzackigen Sternes gilt somit
1l a £z a ¢
Ag=A pcp—8" Asnr=a2_8 Eﬁ\/s g\/S
=§az, also A;=60 cm®.
0 4 c
H F
?
A E 8

Losungen zu alpha-beiter

Zu den Beitragen

Kalender aus Wiirfeln — Wir wiigen —
erwarten wir zahlreiche
Losungsvorschlage, d. Red.

Rational oder mickt?
S$=0,1001000010000001000000001 . ... Der
Bruchteil dieser Zehn (dezimal geschrieben)
hat eine regelmiBige Struktur: er besteht
pnach dem Komma aus Nullen, die mit Einsen
in Gruppen cingeteilt sind. Die erste Gruppe
hat keine Null, die zweite hat zwei Nullen.
Die n-te hat 2n—1 Nullen. {So groB ist die
Differenz zwischen n* und (n—1)2.] Ein
solcher Bruch ist nicht periodisch und deshalb
irrational.

Eine Tafel Schokolade

Wir stellen fest, daB wir bei jedem Brechen
die Anzahl der Stiicke um eines vergroBern.
Die Anzahl der Sticke ist 4 -8=32. Vor
dem Brechen hatten wir ein Stiick, nach dem
ersten Brechen waren es zwei, nach dem
zweiten drei . .., nach dem 31. waren es 32.
Ganz gleich, wie wir die Schokolade brechen,
immer sind es 31 mal.

Ein Schnitt geniigt

Die geforderte Verkettung der drei Ringe
ist auf dem Bild dargestelit.

Modell des Fernseltwrms
Das Modell wiegt 30 g.

Abbildongen vertamschit

In dem Beitrag: Inversion oder Spiegelung am
Kreis (3/73) wurden versehentlich die Abbil-
dungen der Seiten 52 und 53 vertauscht.
(1 und 4, 2 und 5, 3 und 6)



Junge Mathematiker
bei Freunden am Baikalsee

Seit sechs Jahren laufen an der Oberschule Burkau fiir die Klassen 5
bis 10 Mathematikarbeitsgemeinschaften, die monatlich zweimal
zusammen kommen. Sie werden in vorbildlicher Weise von Frau
Hannelore Jurack betreut. Seit fiinf Jahren ist dieser Klub eifriger

Teilnehmer am alpha-Wettbewerb, das zeigen die Erfolge: Im
Jahre 1971/72 nahmen 48 Schiiler am alpha-Wettbewerb teil. Sie
erhielten 433 Antwortkarten.

5 Jahre Teilnahme: Heike Jurack, Rainer Schwierz; 4 Jahre: Regine
Katzer, Gabriele Gnauck, Rainer Woger, Harald Anders;

3 Jahre: Rainer Sturm, Olaf Kylau, Sabine und Ingolf Puppe,
Matthias Vincentini, Doris Kuban, Holger Jurack, Annegret Wobst,
Ulrike Gnauck, Elke Sturm, Marlies Dorgel, Thilo Feidt, Andrea
Gerlach;

2 Jahre: 17 Schiiler; 1 Jahr: 10 Schiiler.

Als Auszeichnung untemahmen die Schiiler im vergangenen Jahr
— wie alpha bereits berichtete — eine Exkursion nach Libered
(CSSR).

In diesem Jahr erhielten wir von den 12 vorbildlichen AG-Teilneh-
mern einen GruB aus Irkutsk am Baikalsee. Insgesamt 20 Schiiler
der Schule waren Gast einer sowjetischen Schule in Irkutsk, der
Patenschule der OS Burkau. )

Unsere Anerkennung gilt diesem fleiBigen Kollektiv von Burkau.
Auf weiterhin gute Zusammenarbeit

J. Lehmann, Chefredakteur

Einfach fotografieren

SL-SYSTEM

FRUH UBT SICH, WER EIN MEISTER WERDEN WILL

Eine der modernsten Lernmethoden ist die Fotografie

Sie macht es moglich, Wissen zu speichern und anschaulicher zu machen.
Besonders wichtig sind dabei die Papierbilder in Color. Sie geben ein optimales
Bild der Wirklichkeit wieder. Das SL-System bietet alle Moglichkeiten,

das Fotografieren als Studienmethode einzusetzen
Die bedienungseinfachen Kameras

gibt es von 19,50 M bis 195,00 M

Informieren Sie sich in den
Kontaktringverkaufsstellen

Foto und in den

anderen Fach-

geschaften!

einfach fotografieren —
SL-System




Schon ldnger als zehn Jahre besteht auf den
Leninbergen, am steilen FluBufer, der allen
Moskauern wohlbekannte Pionierpalast. Sein
Mathematikzirkel jedoch besteht kaum halb
so lange. Anfangs bestanden lange Zeit Zwei-
fel, ob es angebracht sei, die Mathematik
neben den Srudios fiir kiinstlerische Laien-
titigkeit, der Tanzschule und solch unter-
haltsamen Beschiftigungen wie Kosmonautik
oder Flugmodellbau einzufiihren. Dann aber
wurde beschlossen, daB es richtig sei (immer-
hin befinden wir uns jetzt im Zeitalter der
wissenschaftlich-technischen Revolution und
Mathematisierung der Kenntnisse), und es
erhob sich die Frage: Was soll man die
Teilnehmer im Mathematikzirkel lehren? Zu
wiederholen, um die Kenntnisse zu vervoll-
stindigen, k6énnte dazu fiihren, daB das in
der Schule Gelernte nicht mehr das nétige
Interesse fainde. Den Stoff der Oberschule zu
vermitteln, bedeutet vorwegzunehmen; und
das zu tun, ist nicht immer empfehlenswert.
Die Praxis zeigt, daB Studenten, die bereits in
der Schule mit der Differentialrechnung be-
kannt gemacht wurden, lustlos die Mathema-
tikvorlesungen ‘besuchten, da sie glaubten,
doch nur das geboten zu bekommen, was
ihnen schon bekannt sei, und in der Endkon-
sequenz blieben sie oft hinter demen zuriick,
die erst begannen, die Mathematik zu stu-
dieren, erstmalig, aber ernsthaft und voller
Begeisterung.

Wenn man es aber trotzdem fiir richtig hilt,
vorzugreifen, sollte man sich dann nicht auf
Gebiete beziechen, die an den Schulen und
sogar Hochschulen wenig behandelt werden,
aber fiir die Zukunft von groBer Bedeutung
sind, wie beispielsweise: Maschinelle Re-
chentechnik? Genau diese Entscheidung
wurde letzten Endes getroffen.

Auch eine solch reiche Einrichtung wie der
Pionierpalast konnte nicht aus eigener Kraft
bestehen. Hilfe von seiten der Akademie
der Wissenschaften der UdSSR war notig.
Wissenschaftler kamen den Kindern zu Hilfe.
Den Zirkelteilnehmem wurde die ausgezeich-
nete elektrische Rechenmaschine MIR, die
im Rechenzentrum der Akademie der UdSSR
aufgestellt ist, zur Verfiigung gestellt.

Der Anfang war gemacht . ..

Vor vier Jahren traten die ersten Zirkelteil-

nehmer schiichtern an das elektronische Ge-
him heran. Im Verlauf der Jahre beendeten
viele von ihnen die Schule und studieren jetzt
an Instituten. Der Zirkelteilnehmer Brailow
macht sich bereits einen Namen, obwohl er
noch die Schule besucht. Er wurde Sieger
der Allunions-Mathematikolympiade. Cham-
pion Moskaus in Physik wurde sein Zirkel-
kamerad Sascha Schen. Andrej Formanowski,
der den Zirkel sogar noch besuchte, nachdem
er an der Universitat immatrikuliert worden
war, siegte in der zehnten Klasse auf der
Allunions-Chemieolympiade und wurde er-
ster Chemiker unter den Schiilern des ganzen
Landes. Sascha Strigaljew, einer der ersten
Zirkelteilnehmer, leistet schon im ersten Stu-
dienjahr am Institut fiir Nachrichtentechnik
ernsthafte wissenschaftliche Arbeit.

Allein diese Beispiele unterstreichen hinrei-
chend den Nutzen dieses Zirkels. Trotzdem
scheint uns, daB das Wesentliche nicht darin
besteht, daB aus dem Zirkel einige Stars
hervorgingen, sondern darin, daB in den
Jahren seines Bestehens Hunderte von Jun-
gen und Midchen lernten, Probleme zu stel-
len, sie in die Sprache von Maschinenpro-
grammen zu libersetzen und die erhaltenen
Ergebnisse auszuwerten. Diese Jugendlichen
werden nicht unbedingt Berufsmathematiker,
— der Zirkel ist nicht auf diejenigen orien-
tiert, fiir die die Mathematik spater einmal das
Hauptsichlichste im Leben sein wird, — aber
in ihrer zukiinftigen Arbeit wird sie das Ver-
mogen zu denken, das im Zirkel anerzogén
wurde, und die kurze Bekanntschaft mit der
Rechentechnik begleiten. Wenn es gilt, irgend
eine wichtige Aufgabe rasch zu 16sen, werden
sie sich erinnern, wie sie im Pionierpalast
und im Rechenzentrum der Akademie der
Wissenschaften der UdSSR mit den Elemen-
ten der numerischen Mathematik konfron-
tiert wurden.

4 Und hier ecinige Beispiele zu diesem
,,Sicherinnern**:

. Anfangs, ungefiahr zwei Monate lang,
beschiftigten wir uns nur im Pionierpalast:
Um an die Maschine heranzutreten, war es
noch zu frith. Man machte uns mit den Grund-
lagen der Kombinatorik und der Wahr-
scheinlichkeitstheorie bekannt und stellte
interessante Aulgaben. Einige von ihnen
konnten bereits hier gelost werden, andere,
die umfangreiche Berechnungen erforderten,
wurden beiseite gelegt, bis am Komputer
gearbeitet werden durfte ...
® Kommentar: Die Wahrscheinlichkeits-
theorie und die ihr vorangegangene Kombi-
natorik wurden im Zirkel deshalb als Haupt-
richtung behandelt, weil sie erstens jetzt in
vielen Gebieten der Wissenschaft eine wich-
tige Rolle spielen, die humanitire einge-
schlossen, und zweitens die Aufgaben hier in
der Regel ihrem Aufbau nach einfach sind,
zur Losung aber eine groBe Anzahl von
Rechnungen erfordern, d. h. an ihnen kann

man den Nutzen von elektronischen Rechen-
maschinen besonders klar erkennen.

4 ... Im Hoérsaal des Palastes beschaftigen
sich nicht nur Lehrer mit den Neulingen,
sondern auch Schiiler als Instrukteure, Zir-
kelteilnehmer des zweiten und dritten Lehr-
jahres. Sieerkldrten den jiingeren Kameraden,
wie Formeln hergeleitet werden, Programme
zu schreiben sind, wie man an den im Palast
vorhandenen elektronischen Rechenmaschi-
nen arbeite. Und dann brach der lang erwar-
tete Tag an. Voller Spannung hatten wir ge-
wartet, bis wir an der Reihe waren, und jeder
von uns gab mit noch ungeschickten Fingern
eine Information in die Maschine. Nach
einigen Sekunden ratterte diese die Antwort
selbst auf den Lochstreifen. Das war ein
Erlebnis!

® Kommentar: Die Maschine MIR, auf
der die Zirkelteilnehmer arbeiten, benutzt
als Maschinensprache die russische Variante
des ALGOL.

A ... Nach einigen Jahren beherrschten wir
sie vollstindig. Wir fiihlten uns an der Ma-
schine wie zu Hause. Jeder wuBte, was er zu
tun hatte. Die Maschinenzeit ist teuer, und
alle bemiihten sich, sie maximal zu nutzen.
Aber diejenigen, die darauf warteten an der
Reihe zu sein, versaumten es nicht, sich iiber
die am Lochstreifen Sitzenden lustig zu
machen, und manchmal Wetten beziglich
des Resultats abzuschlieBen. Es kam vor, daB
irgend jemand bat: , Kinder, stellt mir fiinf-
zehn Minuten zur Verfiigung, ich habe ein
ausgezeichnetes Programm fiir ein Spiel, eine
fehlerfreie Strategie!*

® Kommentar: Obwohlim Zirkel Standard-
aufgaben in mathematischer Statistik gegeben
werden, sind der Initiative der Zirkelteilneh-
mer keine Grenzen gesetzt. Jeder, der ein
interessantes Programm aufgeschrieben hatte,
das vom Lehrer gebilligt worden war, kann
zwanzig bis dreiBig Minuten Maschinenzeit
fir die Realisierung erhalten.

A ... Und da vergehen drei Stunden. Schon
andere Anwirter warteten darauf, an der
Reihe zu sein und schauten auf die Uhr. Der
Lochstreifen muB ausgewechselt werden, und
fiir eine Woche muB man sich von der Ma-
schine trennen. Schade! Fiinf Minuten reich-
ten nicht! Kann das Programm schlecht ge-
wesen sein? Das muB man zu Hause iiber-
prifen, oder man muB es nach zwei Tagen
wihrend der Ubungen im Palast mit dem
Lehrer und den anderen Kindermn unter-
suchen. Solche Fehler missen nicht sein . . .

W. Trostnikow, Moskau

In Heft 1/74 bringt alpha den Inhalt einer
Ubung des Mathematikzirkels des Moskauer
Pionierpalastes, d. Red.
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Uber den Schopfer
einer
neuen Geometrie

Zum 180. Geburtstag von
N. J. Lobatschewski

Die Entdeckung der nichreuklidischen Geo-
metrie durch N. J. Lobatschewski erschiit-
terte zum ersten Male die jahrhundertalte
Meinung, daB die von Euk!id formulierten
geometrischen Gesetze unverdnderlich und
im Kosmos giiltig sind. Die alten Raumvor-
stellungen wurden auch physikalisch unhalt-
bar durch die Ergebnisse des bekannten Ver-
suches von Michelson zur Bestimmung der
Lichtgeschwindigkeit. Schiiefllich brach 4.
Einstein in der allgemeincn Relativitatstheo-
rie endgiltig mit der Vorstellung eines abso-
luten Raumes, den es nach seiner Auffassung
ebensowenig gibt. wie die absolute Zeit.
Und wie das Kopernikanische System das
Ritsel des Aufbaus des Planetensystems
loste, welches die Astronomen gequilt hatte,
so war die Lobatschewskische Geometrie die
Lésung eines Problems, mit dem sich die
Geometer jahrhundertlang abgemiiht hat-
ten.

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski wurde am
1. Dezember 1792 als Sohn cines kleinstidti-
schen Beamten geboren. Zehn Jahre spiter
besuchte er gemeinsam mit seinen beiden
Briidern Alexander und Alexej das staatliche
Gymnasium in Kasan. Schon hier zeigte

Lobatschewski ungewohnliche Fahigkeiten
vor allem fiir Mathematik und Physik. Der
junge Lehrer G. J. Kartaschewski spielte fiir
die Entwicklung von Lobatschewskis Talent
eine groBe Rolle. Seit 1807 war Nikolai Stu-
dent an der Kasaner Universitat. Die Profes-
soren wunderten sich iiber die Leichtigkeit,
mit der er die Wissenschaften aufnahm, und
tiber die Fihigkeiten und die Originalitit sei-
nes Denkens. Nikolai wurde der ,,Stolz der
Universitidt'‘. Aber er blieb trotz allem ein
richtiger Junge, der bald Raketen steigen lieB,
bald aul einer Kuh durch den stddtischen
Garten ritt oder anderen Unfug anstellte.

1811 wurde Lobatschewski nach einem glan-
zenden AbschiuB seines Studiums Magister.
Seit 1814 war er Adjunkt und ab 1816 Pro-
fessor. (Magister und Adjunkt waren untere
akademische Grade an den russischen Uni-
versititen (bis 1863)).

Im November 1820 wurde Lobatschewski
zum Dekan der physikalisch-mathematischen
Fakultit gewihlt und im Jahre 1827 Rektor
der Universitiat. Dieses Amt bekleidete er
fast 20 Jahre. Lange Zeit leitete Lobatschewski
die Bibliothek der Universitdt. Er suchte die
Lehr- und Forschungsliteratur aus, deren
Kauf er dann auch personlich vornahm.

Seit 1822 war Lobatschewski Mitglied der
Baukomitees und ab 1827 dessen Vorsitzen-
der. Er begniigte sich nicht mit der Einstellung
der besten Architekten jener Zeit, sondern er
studierte selbst ernsthaft Architektur. Unter
seiner Leitung wurden mehrere Lehrgebaude,
die Bibliothek, das astronomische Observa-
torium, die Klinik und die Druckerei neu
erbaut oder rekonstruiert.

Lobatschewski iibernahm das Amt des Rek-
tors in einer schwierigen Zeit. Viele Profes-
soren lehrten im Stile des Mittelalters, und
Lobatschewski ibernahm die Aufgabe, die
Universitdt gegen den Widerstand reaktio-
nérer Kreise von solchen Lehrern zu sdubern.
In seiner bedeutsamen Rede ,,Uber die wich-
tigen Dinge der Erziehung*, dieer am 17. Juli
1828, ein Jahr nach seiner Amtsiibernahme
hielt, forderte er, daB an der Universitat keine
leeren Worte gepredigt, sondern echte Wis-
senschaft vermittelt werden sollte:

,.Fragt die Natur! Sie enthilt alle Wahrheit
und wird alle Fragen ausreichend beant-
worten.*

Die Kasaner Universitdt wurde zu einer erst-
klassigen Lehranstalt, die durch die ebenfalls
von Lobatschewski gegriindete Zeitschrift
. Wissenschaftliche Beitrige der Kasaner
Universitat*, die noch heute erscheint, weit-
hin bekannt wurde. In Kasan studierten in
der Folgezeit so bekannte Personlichkeiten
wie L. N. Tolstoi, die Chemiker Sinin und
Butlerow, Ilja Nikolajewitsch Uljanow und
am Ende des 19. Jahrhunderts Wiadimir
lljitsch Uljanow-Lenin.

Viel Energie wandte der Rektor auf, um ein
in Kasan im Jahre 1842 ausgebrochenes
Feuer zu bekdmpfen. (Es brannten auch die

Universititsbibliothek und das neuerbaute
Observatorium.) Lobatschewski leitete die
Rettungs- und Loscharbeiten. Das Obser-
vatorium fiel den Flammen zum Opfer; es
konnten aber alle Einrichtungen gerettet
werden. Das Feuer in der Bibliothek konnte
rechtzeitig geldscht werden. Unterdessen ver-
brannte das Haus von Lobatschewski und
ebenso seine Universititswohnung. Dariiber
hinaus kamen das gesamte Eigentum und
die unschatzbaren Handschriften von Lo-
batschewski im Feuer um.

Die Kiihnheit seiner Urleile und sein auf-
rechter Charakter waren Ursachen dafiir,
daB man gegen Lobatschewski zu intrigieren
begann. SchlieBlich kam es zu seiner Entlas-
sung von der aktiven Leitung und von der
padagogischen Titigkeit. Seine Krifte ver-
lieBen ihn jetzt schnell. Aber er glaubte trotz
allem an die grofe Zukunft seiner Entdek-
kung. Sein wissenschaftliches Testament
Pangeometrie konnte noch kurz vor seinem
Tod erscheinen. Schon in seiner Jugend
interessierte sich Lobatschewski fiir die Grund-
lagen der Geometrie und unterzog die Ele-
mente Euklids einer kritischen Priifung. Be-
sonders das 5. Postulat zog ihn in seinen
Bann:

,.Bringt man zwei Geraden mit einer dritten
zum Schnitt und betrdgt die Winkelsumme auf
einer Seite weniger als zwei rechte Winkel,
so schneiden sich die beiden Geraden.**

[a>
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a+p < 180°

a+p-180°

Die Geometer versuchten seit vielen Jahr-
hunderten, das 5. Postulat als Theorem zu
beweisen, doch stets flihrte man dabei unbe-
beweisen, doch stets fithrte man dabei unbe-
wubt irgendeine offensichtlich richtige Vor-
aussetzung ein. ,,... In der Ebene ist der
geometrische Ort aller Punkte, die von einer
Geraden den gleichen Abstand haben, wieder
eine Gerade.” Das schrieb Posidoni (Rom,
I. Jh. v. u. Z)).

Omar Chaijam (Mittelasien, 11. Jh.) behaup-
tete: ,,... zwei sich ndhernde Geraden schnei-
den sich stets.”

yae++ Zu jeder Figur kann man eine dhnliche
konstruieren.' Das schrieb John Wallis (Engl.,
17. Jh.).

Alexis Claude Clairaut (Frankreich, 18. Jh.)
entwickelte eine Theorie der parallelen Linien
auf der Grundlage der Existenz eines Recht-
ecks.
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Wolfgang Bolyai (Ungarn, Ende des 18., Be-
ginn des 19. Jh.) bewies das 5. Postulat unter
der Annahme, daB man durch drei Punkte,
die nicht auf einer Geraden liegen, stets einen
Kreis legen kann.

Aber alle diese Voraussetzungen erwiesen
sich als dquivalent zum 5. Postulat von
Euklid oder sie waren sogar noch stéarker als
das Postulat. So ist zum Beispiel die Behaup-
tung, daB durch einen Punkt, der auBerhalb
einer gegebenen Geraden liegt, eine und
nur eine Gerade geht, die die gegebene Ge-
rade nicht schneidet, dquivalent damit, daB
die Winkelsumme im Dreieck 180° be-
tragt.

Bereits 1828 wurde Lobatschewskis Geome-
trievorlesung gedruckt. Im ersten Teil ent-
wickelte er die absolute Geometrie, die das
Parallelenaxiom nicht beniitzte. Lobatschew-
skiwar fest davon liberzeugt, daB alle Axiome
Euklids ohne das Parallelenaxiom sich nicht
widersprechen.

Eine wichtige Rolle spielte fiir Lobatschewskis
Entdeckung seine kritische Einstellung zu
der Uberzeugung, daB unser geometrisches
Wissen angeboren ist. Aus dieser seiner Auf-
fassunp heraus entstand ein einzigartiges
geometrisches System.

Das Akademiemitglied Nikolai Iwanowitsch
Fufl, ein Schiiler des groBen Euler, duBerte
sich sehr negativ liber Lobatschewskis Arbeit.
Fuf war besonders iiber die Einfilhrung des
Meter al< MaBeinheit und iiber die Unter-
teilung -« Kreises in 400 Grad statt in
360 (G1ad emport. Er schrieb in seiner Re-
zension

,.Diese nevuen Linheiten wurden wdhrend der
franzisischen  Revolution ausgedacht, aber
wegen dev offensichtlichen Unbequemlichkeit
werden diese Neuheiten bald wieder vergessen
sein ... ‘.

Diese Rezension war zweifach falsch. Erstens
erwiesen sich die genialen Ideen Lobatschew-
skis nicht nur Fuf, sondern auch vielen ande-
ren talentierten Gelehrten jener Zeit als un-
zuginglich. Und zweitens wurde das Meter
ein in der gesamten Welt gebriuchliches
LangenmaB.

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski lieB sich
nicht durch die vernichtende Rezension von
N. I. Fuf} beirren, sondern er entwickelte seine
Ideen weiter und machte in den (olgenden
Jahren einen genialen, aber einfachen Schritt.
Er I6ste sich vom 5. Postulat, das das Denken
der Geometer wihrend fast zweitausend Jah-
ren belerrschte und das von keinem Vorgan-
ger od«r Zeitgenossen Lobaischewskis ange-
zweifelt wurde.

Er nahm an, daB man durch einen Punkt
auBerhalb einer Geraden nicht weniger als
zwei Geraden legen kann, die die vorgegebene
Gerade nicht schneiden. Aus dieser auf den
ersten Blick sinnlosen Voraussetzung zog
Lobatschewski weitere Schliisse. Dabei ge-
langte er zu keinerlei Widerspriichen. Dar-
iiber hinaus erhielt er ein in sich abgeschlos-

122

senes logisches geometrisches System, das er
als scheinbare Geometrie bezeichnete analog
zu den imaginiren Zahlen, die er auch schein-
bar nannte. Ebenso wie die imaginidren Zah-
len die allgemeinsten Zahlen sind fiir die die
Gesetze der gewohnlichen Algebra gelten, so
ist die scheinbare Geometrie das allgemeinste
geometrische System, fiir die alle Axiome Eu-
klids bis auf das Parallelenaxiom zutreffen.

Lobatschewski nahm an, daB man durch
einen Punkt C, der auBerhalb der Geraden
AB liegt, mindestens zwei Geraden @ und b
legen kann, die die Gerade 4B nicht schnei-
den.

Und ebenso wie die reellen Zahlen ein Spezial-
fall der komplexen Zahlen sind, so ist auch
die gewohnliche euklidische Geometrie ein
Spezialfall eines allgemeinen geometrischen
Systems. Die Scheingeometrie unterscheidet
sich wesentlich von der euklidischen Geo-
metrie.

Zunichst ist die Winkelsumme im Dreieck
kleiner als 180°. Dann ist die Punktmenge
der Ebene, die von einer gegebenen Geraden,
der Basis, den gleichen Abstand hat, im all-
gemeinen keine Gerade mehr. Man nennt sie
Aguidistante. In dieser Geometrie kann man
durch drei Punkte, die nicht auf einer Ge-
raden liegen, einen Kreis oder eine Aqui-
distante oder auch einen Grenzkreis legen.

Die Winkelsumme im Dreieck ist kleiner als
180°, . )
: —
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Die Aquidistante ist zu allen Geraden ortho-
gonal, die auf der Basis senkrecht stehen.

/

Der Grenzkreis ist zum Biischel paralleler
Geraden orthogonal.

A
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Durch den Punkt 4 kann man i. allg. keine
Gerade legen, die die Strahlen a und &
schneidet.

Weiterhin kann man im allgemeinen durch
einen Punkt, der im Inneren derjenigen
Flache liegt, die zwei sich schneidende Ge-
raden bilden, keine Gerade legen, die die
beiden anderen Geraden schneidet. SchlieB-
lich gibt es in dieser Geometrie keine dhn-
lichen Vielecke.

Lobatschewski leitete die trigonometrischen
Beziehungen in den Dreiecken seiner Geo-
metrie her. Er filhrte Koordinaten ein und
konnte damit erstmals eine groBe Anzahl
von Aufgaben der analytischen Geometrie,
der Fliachen- und Umfangsberechnung und
viele bestimmte Integrale 16sen.

Durch ein Experiment versuchte Lobatschew-
ski herauszufinden, ob in der realen Welt die
euklidische oder die scheinbare Geometrie
gilt. Dazu berechnete er die Winkelsumme
im Dreieck. Das Dreieck bildeten dabei zwei
diametral entgegengesetzte Punkte der Erd-
bahn und ein Fixstern. Lobatschewski fand,
daB die berechnete Winkelsumme innerhalb
der Fehlergrenzen des Experiments nicht von
180° abwich, und er folgerte deshalb, dal
man die Geometrie in der realen Welt als
euklidisch ansehen kann. Er war aber trotz-
dem der Ansicht, daB man bei groBen kos-
mischen Dreiecken eine Abweichung der
Winkelsumme von 180° feststellen kann.

Unabhingig von Lobatschewski entdeckten
zwei weitere Mathematiker die nichteukli-
dische Geometrie. Schon Ende des 18. Jahr-
hunderts kam Gauf auf die Idee, eine nicht-
euklidische Geometrie zu betrachten. Er be-
schiftigte sich einige Jahrzehnte hindurch
mit dieser Frage, aber er verdffentlichte seine
Ergebnisse nicht. Wenig spiter entdeckte
Johann Bolyai die nichteuklidische Geome-
trie. Seine Ergebnisse erschienen als Anhang
zum mathematischen Werk seines Vaters
Wolfgang Bolyai, das 1832 gedruckt wurde.
Man spricht nun Lobatschewski die Prioritit
der Entdeckung der nichteuklidischen Geo-
metrie zu, da Gauf seine Ergebnisse nicht ver-
offentlichte und weil Bolyai seine Entdeckung
nach Lobatschewski publizierte.

Am 23. Februar 1826 hielt der 33jihrige
Lobatschewski einen Vortrag liber seine Geo-
metrie auf der Sitzung der physikalisch-
mathematischen Abteilung der Kasaner Uni-
versitit, und er bat darum, seine Ergebnisse
zu verdffentlichen. Die Anwesenden verstan-
den die Darlegungen von Lobatschewski
nicht. Sie wihlten deshalb eine Kommission
aus drei Spezialisten, die sich ausfiihrlich
mit der Arbeit beschiftigen sollte. Jedoch
verstand die Arbeit weder der Adjunkt
Nikolai Dimitriwitsch, der spiter ein groBer
Gelehrter wurde und die Moskauer Mathe-
matische Gesellschaft begriindete, noch Pro-
fessor Alexander Jakowlewitsch Kupfer. Auch
Lobatschewskis alter Freund und Schulkame-
rad Iwan Michailowitsch Simonow, der in
jener Zeit ein angesehener Gelehrter war,
erkannte die groBe philosophische Bedeu-
tung der neuen Geometrie nicht. Es vergingen



viele Jahre; aber es traf kein Gutachten der
wissenschaftlichen Kommission ein. Die un-
schitzbare Arbeit wurde im Archiv der Uni-
versitit abgelegt. '

Lediglich 1829 erschien cine erste Fassung
der Entdeckung Lobatschewskis unter dem
Titel ,Uber die Grundlagen der Geometrie
in der Universititszeitschrift Kasaner Bote.
In den 30iger Jahren des 19. Jahrhunderts
erschienen einige weitere Aufsitze und Me-
moiren, in denen die Hauptresultate darge-
legt wurden.

Im Jahre 1840 erschien in Berlin Lobatschew-
skis Buch ,,Geometrische Untersuchungen zur
Theorie der parallelen Linien* in deutscher
Sprache. Es enthielt eine systematische Dar-
stellung seiner Entdeckungen. Dieses Buch
las auch Karl Friedrich Gauf. Er war der ein-
zige Mahtematiker jener Zeit, der in der Lage
war, die Genialitit von Lobatschewskis Ent-
deckungen zu erkennen. Er ¢rkannte sie auch.
Gaufl schrieb 1841 an eine seiner Schiiler:
,, Wie man mir mitteilte, sind in den Verdffentli-
chungen der Kasaner Universitdt viele Auf-
sdtze von Lobatschewski in russischer Sprache
enthalten. Mein Wunsch ist es, diese Aufsiitze
dieses geistreichen Mathematikers zu lesen.”
Mit 63 Jahren begann er die russische Sprache
zu lernen. Gauf schrieb spiter: ,,Ich kann
Jetzt schon recht fliefend russisch lesen und das
bereitet mir grofe Freude.'

Lobatschewski wurde auf I[nitiative von Gauf§
zum korrespondierten Mitglied der Gottinger
kéniglichen Gesellschaft gewihlt. Das Diplom
wurde Lobatschewski nach Kasan zuge-
schickt. Darin wird er als einer der vortreff-
lichsten Mathematiker des russischen Staates
bezeichnet.

Aber auch der K6nig der Mathematiker ver-
schaffte Lobatschewski keine Sffentliche An-
erkennung fiir seine Entdeckung. Gaug firch-
tete das Unverstdndnis seiner Zeitgenossen.
Lediglich ein Kollege von Lobatschewski,
der Professor der Kasaner Universitdt P. I.
Kotelnikow, trat Offentlich fiir die wissen-
schaftliche und erkenntnistheoretische Be-
deutung der Entdeckung von Lobatschewski
ein. Die wirkliche Anerkennung kam erst
einige Jahre nach seinem Tode dank der
Arbeiten von Eugenio Belirami (ltalien),
Felix Klein (Deutschland) und Henri Poin-
caré (Frankreich).

Lobatschewski schrieb mehrere Arbeiten iber
andere Gebiete der Mathematik. Einige Ver-
offentlichungen bezogen sich auf seine neue
Geometrie wie zum Beispiel ein Aufsatz Gber
die Berechnung bestimmter Integrale. Ein
anderer beschiftigte sich mit dem zufilligen
Fehler bei der Berechnung der Winkelsumme
in Dreiecken mit groBen Seiten. Andere Ar-
beiten betrafen Gebiete der Algebra und
Analysis: Algebra oder das Rechnen mit end-
lichen Grifen (1834), Uber das Verschwinden
trigonometrischer Reihen (1834), Uber die
Konvergenz unendlicher Reihen (1841) u. a.

Lobatschewski gab mit als einer der ersten
eine allgemeine Definition der Funktion.
Ebenso formulierte er die Begriffe der Stetig-
keit und Differenzierbarkeit einer Funktion
und zeigte den Unterschied auf. Aber Lo-
batschewskis Hauptverdienst war die Uber-
windung der gewohnten und intuitiven Vor-
stellung in der Geometrie. Das war der Ver-
zicht auf das 5. Postulat und die Schaffung
einer verallgemeinerten Geometrie, in der die
euklidische Geometrie nur ein Spezialfall ist.
Damit bereicherte Lobatschewski den Schatz
der Weltwissenschaft um einen wertvollen
Beitrag.
..Die Ideen unseres genialen Landsmannes,
die noch vor hundert Jahren als unzuldssiges
Paradox angesehen wurden, sind heute, weiter-
entwickelt und verallgemeinert, wichtige Bau-
steine in der allgemeinen Wissenschaft."
Das sind die Worte des angesehenen sowje-
tischen Geometers P. K. Raschewski.

A. J. Halameisdr/B. A. Rosenfeld

Auf jeder Fliche des Hyperboloids kann man
die Lobatschewskische Geometrie realisieren,
wenn man die Entfernung d zwischen zwei
Punkten A(x;, y,, 2;) und B(x,, y,, z;)
durch

E=(— x4+ -1V +@—z) defi-
niert. Einen Raum mit einer solchen Ab-
standsdefinition bezeichnet man als pseudo-
euklidisch.

Die Beltrami-Kleinsche Interpretation erhilt
man, wenn die Kugel mit imagindrem Radius

im pseudoeuklidischen Raum auf diejenige
Ebene projeziert wird, die die Kugel im Zen-
trum beriihrt.

Aul dem Umschlag:
Die pseudospharische Fliche von Beltrami.

Nach der Beltrami-Kleinschen Interpretation
ist die gesamte Lobatschewskische Ebene
eine Kreisfliche. Die Geraden sind die Seh-
nen des Kreises.

Die Pioncarésche Interpretation erhilt man,
wenn die Kugel mit imaginirem Radius des
pseudoeuklidischen Raumes von einem Pol
aus auf die Aquatorialfliche projeziert wird.

Nach der Pioncaréschen Interpretation ist
die Lobatschewskische Ebene ebenfalls eine
Kreisfliche. Die Geraden stehen senkrecht
auf dem Kreis und sie sind ebenfalls Kreise.
Die Winkel behalten thre natiirliche GroBe.

Ein Dreieck in der Pioncaréschen Interpreta-
tion. Offensichtlich ist die Winkelsumme des
Dreiecks kleiner als 180°.
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Solidaritait
in Aktion

Liebe junge Freunde!

Seit Jahren fiihrten die amerikanischen Im-
perialisten einen barbarischen Krieg gegen
unser Volk. Ihre Ziele waren nicht nur Kraft-
werke, Betriebe und Bewasserungsanlagen,
sondern auch Kulturbauten und Bildungs-
einrichtungen. Hunderte Bildungseinrichtun-
gen, von Kinderkrippen bis zu Hochschulen,
die in den Augen der Aggressoren sogenannte
militirische Ziele waren, wurden zerstort,
zahlreiche Kinder getdtet noch bevor sie
ihre neuen Schulhefte ge6ffnet hatten. Lehrer
kamen ums Leben, bevor sie alle ihre ihnen
anvertrauten Schiiler richtig kennengelernt
hatten.

Der Aggressionskrieg ist beendet. Fiir uns
beginnt eine neue Zeit, die Zeit, da der Wie-
deraufbau unseres Landes eine unserer wich-
tigsten Aufgaben ist.

Wir kampfen nun nicht nur an den Okono-
mie- und Verkehrsfronten, sondern auch an
der Bildungsfront. Unser hochverehrter Pré-
sident Ho-Chi-Minh hat gesagt: ,,Was immer
geschehen mag — wir miissen den Wett-
bewerb fiir gutes Lehren und Lernen fort-
setzen.” und ,,Die Herausbildung und Er-
ziehung der kommenden revolutioniren Ge-
neration ist eine iiberaus wichtige und not-
wendige Aufgabe.”

Die Kinder von heute sind die Herren von
morgen, die einen wichtigen Beitrag zum
Aufbau des Sozialismus und zur Verteidigung
unseres Landes leisten werden. Die Heraus-
bildung der Menschen neuen Typus, die die
Liebe zum Vaterland und das sozialistische
Bewubtsein in sich vereinen, die die Wissen-
schaft und Technik beherrschen, ist eine groBe
Aufgabe der Partei und des ganzen Volkes.
Trotz Bomben und Krieg hat sich unser
Bildungswesen in raschem Tempo sowohl
qualitat» 2is auch quantitativ entwickelt.
Folgenue Zanien belegen das:

1965 lernien 570000 Schiiler in 9295 Schu-
len.

1969 erhéxnic sich die Zahl der Schiiler auf
4000 000 uz:d %ie der Schulen auf 11 362.

1972 wurden i:otz barbarischem Bombarde-
ment die Schizen mit 4700000 Schilern
wieder icicrlicn i Oifnet. Wir sind sehr stolz
auf diese Zaiven, die neben der Anzahl der
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‘abgeschossenen USA-Flugzeuge ein Symbol
fiir den Sieg unseres Volkes ist.
Zerstorte Schulen werden durch Hiitten aus
Bambusmaterial ersetzt — von Schiilern und
Lehrern selbstindig aufgebaut — bis neue
feste Bauwerke an ihre Stelle treten kénnen.
Unsere Schiiler verstehen sehr wohl wofiir
und wozu sie lernen. Eine neunjéhrige Schii-
lerin schreibt:

Mein grofer Traum ist es

Eine Arbeiterin zu werden ;

Um liebe Schulen und Stidte

wieder schoner aufzubauen.
Ein anderer Schiiler schrieb:

In meiner kleinen Schule lerne ich,

in die weite Welt zu schauen.

Im Wettbewerb Fiir gutes Lehren und Lernen
bemiihen sich alle Schiiler, zu allseitig ent-
wickelten Persénlichkeiten zu werden. Die
Mathematik spielt dabei eine groBe Rolle.
Heute ist es schwierig, ein Gebiet zu finden,
sei es in der Praxis, in Wissenschaft oder
Technik, auf dem man ohne Mathematik-
kenntnisse gut arbeiten kann. Unter der
Losung Keine Angst vor der Mathematik
dringen viele junge Freunde in dieses Schwer-
punktfach mehr und mehr ein. Die Liebe zur
Mathematik wird zu einem der Ziele der
Schiiler.

Gute Grundkenntnisse, festes theoretisches
Wissen soll gepaart sein mit der Kenntnis
iiber mathematische Probleme aus der gesell-
schaftlichen Praxis. Zahlreiche Schiiler be-
miihen sich, mit ihren in der Schule erworbe-
nen Mathematikkenntnissen praktische Pro-
bleme in den landwirtschaftlichen Produk-
tionsgenossenschaften zu 1osen.

Zur Erfiillung dieser groBen Aufgaben leistet
die mathematische Schiilerzeitschrift ,, TOAN
HOC VA TUOI TRE* (Mathematik und
Jugend) einen wichtigen Beitrag. Jahrlich
erhalten viele Leser, die die zahireich gebote-
nen Aufgaben gut gelost haben, wertvolle
Preise. In Mathematikolympiaden haben alle
Jungen Mathematiker Gelegenheit, ihr Kon-
nen zu beweisen. Sehr gute Schiiler werden
in Spezialschulen fiir Mathematik aufgenom-
men. So bieten sich zahireiche Mdglichkeiten,
sich fiir die Mathematik zu interessieren und
immer tiefer in ihre Probleme einzudringen.
Immer mehr Kinder unseres Volkes inter-
essieren sich fiir die Mathematik. Sie priagen
sich dic Worte unseres Ministerprasidenten
Phan-Van-Dong ein:

Mathematik ist der Spori des Gehirns. Sie
hilft, uns zu Methoden des Denkens, des Ler-
nens, des Ldsens verschiedenartigster Pro-
bleme und zur schopferischen Intelligenz zu
erziehen.

Liebe junge Freunde in der DDR!

Wir bedanken uns bei Euch fir Eure Sympa-
thie und Solidaritit fiir unser Volk und unser
Vaterland. Wir begliickwiinschen Euch zu

Euren steten, schr guten Leistungen bei
Internationalen Mathematikolympiaden.
Freundschaft

Tran-Khunh-Hung
und Nguycn-Ba-Kim

Uber die Botschatt der DRV in Berlin erhielt
die Redaktion alpha die vietnamesische ma-
thematische Zeitschrift Mathematik und Ju-
gend (im Austauscn mit unserer Zeitschrift).

Wir danken der mathematischen Gesellschaft
der DDR, insbcsondere Herrm Prof. Dr.

Wintgen, Berli: Durch sie wurden direkte
freundschaftlicnz Verbindungen zu vietna-
mesischen Aspiranten und Studenten in Ber-
lin und Halle sowie mit dem Sekretidr der
mathematischer: >chiilerzeitschrift Mathema-
tik und Jugend peschaffen (siche S. 127).
Unser Bildbericht soll einen kleinen Einblick
in die herzlichen Kontakte mit unseren
Freunden aus der DRV geben.

Das Foto zeig: die Eroffnung der 2. Tagung
der Fachsektion *iuterricht und Ausbildung
(9. bis 12. 5. 1974; der mathematischen Ge-
sellschaft der 13K an der Pdd. Hochschule
Lieselotte Herimann in Gustrow.



Unter den 600 Teilnehmern befanden sich —
als Gaste der MG der DDR — die beiden
Aspiranten, welche obigen Beitrag iiber-
reichten. Es kam zu einem umfassenden
freundschaftlichen Erfahrungsaustausch mit
dem Chefredakteur von alpha.

Als AbschluB und Hohepunkt der auBer-
unterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik

lud der alpha-Club der 29. OS Leipzig beide
Aspiranten zu einem Besuch in die Messe-
stadt ein. Unser Foto: Die beiden Freunde
bei einem Stadtbummel, begleitet von den
Jugendfreunden des alpha-Clubs und Mit-
gliedemn ihrer Patenbrigade, dem Wartungs-
kollektiv des Rechenzentrums des Zentral-
instituts fiir Metallurgie, Leipzig.

Die Mitglieder des alpha-Clubs besuchen
gemeinsam mit den beiden vietnamesischen
Freunden das Rechenzentrum des Zentral-
instituts fur Metallurgie. In einem anschlie-
Benden Forum berichten sie Gber den Kampf
des vietnamesischen Volkes gegen die Aggres-
soren und iiber den Wiederaufbau ihres
Landes. Die FDJler des alpha-Clubs berich-
ten, daB die Schiiler der 29. OS im ersten
Halbjahr 1530 M und das Lehrerkollektiv
1750 M fir den Wiederaufbau in der DRV
gespendet haben. Die Patenbrigade des alpha-
Clubs iiberreicht 200 M.

>

Herzliche Aussprache iiber enge Zusammen-
arbeit zwischen dem Redaktionssekretir der
vietnamesischen Schiilerzeitschrift Mathema-
tik und Jugend und dem Chefredakteur von
alpha in Potsdam.

Eine Aufgabe von

Tran Khanh Hung
und

Nguyen Ba Kim

Demokratische Republik Vietnam

All3laa Man untersuche, ob es eine
natiirliche Zahl gibt, die die folgenden Eigen-
schaften hat:

Bei der Division dieser Zahl

durch 3 ergibt sich der Rest 1,

durch 4 ergibt sich der Rest 2,

durch § ergibt sich der Rest 3,

durch 6 ergibt sich der Rest 4.
Bejahendenfalls ist die kleinste natiirliche
Zahl anzugeben, die diese Eigenschaften

hat.

Al131ba Aufeinem Tisch liegen 30 Holz-
chen. Zwei Personen A und B spielen das
folgende Spiel:

Zunichst nimmt 4 von dem Haufen minde-
stens |, aber hochstens 6 Holzchen weg;
dann nimmt B von den verbleibenden Holz-
chen mindestens 1, aber hochstens 6 Holz-
chen weg: dann folgt wieder 4, dann B usw.
Wer die letzten Holzchen wegnimmt, hat
gewonnen.

Wie kann der Spieler A4, der die ersten Holz-
chen wegnimmt, erreichen, daB er unter allen
Umsténden gewinnt?

Besuch der Agra 1973
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Millionen auf
der Bleistiftspitze

Teil 2

Aufgabe:

a24 Ein Werk kann Gerite zweier ver-
schiedener Typen B und M herstellen. Fiir
jedes Gerit B werden 15 Dioden und 12 Tri-
oden, fiir jedes Gerdit M — 2 Dioden und
6 Trioden gebraucht. Eine Uberpriifung am
Priifstand des Gerétes B dauert 3 Minuten,
des Gerites M — 12 Minuten. Beim Verkauf
erhilt das Werk fiir ein Gerdt B — 9 Mark
Gewinn (nicht gerechnet die Unkosten), fiir
ein Gerdt M — 6 Mark. Die Materialien zur
Herstellung der Gerdte sind beschrinkt;
wihrend jeder Schicht kann das Werk iiber
nicht mehr als 300 Dioden und 306 Trioden
verfiigen, und der Priifstand kann in jeder
Schicht nicht mehr als 6 Stunden (360 Minu-
ten) zuverlissig arbeiten.

Wie viele Gerdte B und M muB das Werk
herstellen, damit der Gewinn (in einer Schicht)
maximal wird?

Im Teil I wurde die Lésung dieser Aufgabe
dargestellt. Die dort auch zitierten Tabellen
5, 6 und 7 holen wir an dieser Stelle nach.

Wir werden jetzt zur Losung dieser Aufgabe
eine andere, die sogenannte Simplex-Me-
thode betrachten. Wir fithren nichtnegative
Verdnderliche X;, X, und X5 ein, um die
Bedingungen (1) bis (3) durch folgende Glei-
chungen zu ersetzen:

15 X, + 2 X;+X,=300 (6)
12X+ 6 X;+X,=306 %)
3 X, +12 X,+ X, =360, (8)

Wir driicken die neueingefilhrten GroBen
(Basisgréflen) X5, X, und X, durch die An-
fangsgroBen (freie Grifen) X, und X, aus:
X,=300—-15X,- 2 X, 9
X,=306—12X,— 61X, (10)
Xs=360— 3X,—12X,. (1
Die Simplex-Methode besteht in der schritt-
weisen Verbesserung der vorhandenen L6-
sungen. Deshalb mu88 man zuerst irgendeine
zulassige Losung (entsprechend den Bedin-
gungen (1) bis (5))* finden, die nicht unbe-
dingt optimal ist. Das leichteste ist, man setzt
X,=X,=0.
Dabei ist der Gewinn T=9 X, +6 X, natiir-
lich auch gleich Null.
Eine Verbesserung der Losung soll in der
Vergroferung des Gewinns bestehen. Man
kann dazu z. B. X, vergroBemn*, nur miissen
wir beachten, daBl alle Veranderliche nur
nichtnegative Werte annehmen kénnen. Aus
Bedingung (9) ist zu ersehen, da
X, =@=20.
15
Ahnlich erhalten wir aus (10) und (11)

x, <39 555 und x <3602,
T 1

d. h. X, kann nicht groBer als 20 sein. Wir

setzen X, =20.

Dann erhalten wir aus (9) bis (11)
X,=X3=0; X,=66; X;=300.

Alle Veriinderlichen erwiesen sich als nicht-

negativ, die Losung also als zuldssig. Wir

berechnen den entsprechenden Wert der

Zielfunktion (Gewinn):
T,=9-20+6-0=180.

3 Diese Bedingungen sind gleichbedeutend

damit, daB unsere fiinf Unbekannten nicht
negativ sein sollen.

4 Dader Koeffizient bei X, , in der Zielfunk-
tion groBer ist als der Koeffizient bei X;,.

Beschrankungen | Bedoarf | Bemerkungen |Gewmnje Gerdf
Yorrdle 8 M 8| M
300 15 2 |Dioden (‘Stick)
306 12 6 | THoden (Stick)l 9 | 6 Tab. §
225 15 4
100 5 3 6| &8 Tab. 6
192 4 8
333 9 9
360 51 7 3| 1 Tab. 7
400 16 4
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IV. Die gefundene Losung ist besser als die
anfingliche, es ist ein Gewinn von 180 Mark
zu verzeichnen. Wir werden uns bemiihen,
diese Losung noch zu verbessern. Dazu ver-
tauschen wir die Rollen der Unbekannten:
X, und X;, die in unserer Lésung Null waren,
werden wir als freie ansehen und alle @brigen
Unbekannten sowie die Zielfunktion durch
sie ausdriicken’:

X,= 0-2%,-LX, (12)
x,= 66-2x,+ 31X, 13)
x5=300—55—3 X,+ %}(3 (14)
7 =180+2x,- 2x,. (15)

Aus der letzten Gleichung ist zu ersehen, daB
T gleichzeitig mit X, wichst. Auch hier miis-
sen wir uns allerdings wieder daran erinnern,
daB alle Veranderliche nur nichtnegative
Werte annehmen koénnen. Die Bedingung
(12) fihrt zur Einschrinkung X, £150; ahn-
lich ergeben (13) und (14)

X,<15 und Xz§%z25,
d. h. X, kann nicht groBer als 15 sein. Wir
setzen X,=15. Dann erhalten wir aus den
Bedingungen (12) bis (14):

X,=18; X,=X,=0; X;=126.
Die Werte aller Verdnderlicher sind wirk-
wirklich nicht negativ, die Lésung also zu-
lassig. Der entsprechende Wert der Ziel-
funktion betragt

T,=9-18+6-15=252°

V. Zur weiteren Verbesserung werden wir
die GréBen X5 und X, als freie ansehen (bei
der vorhergehenden Losung nahmen sie
den Wert 0 an!), und alle iibrigen Unbekann-
ten und die Zielfunktion durch sie aus-
driicken

1

1

X, =18—=— X, +_ X, 16

' TRCHEE R (e
2 5

—15+= X, -2 X

X, =15+ 5 X, - X, an
21, 29

X,=126-= X+ X, (18)

11 11

3 12

T =252+ X,—=X,. 19
+11 31104 (19

Aus der letzten Gleichung ist zu ersehen,
daB T gleichzeitig mit X, wichst. Ahnlich
wie oben finden wir die Bedingung JX; <66.
Als nidchste Verbesserung erhalten wir:
X;=12; X,=27; X;=66, X,=X;=0.

5 Hier wie auch im weiteren Verlauf fiih-

ren wir die Umwandlungen der Gleichungen
nicht aus, sondern geben nur das Endresultat
an. Der Leser sollte aber alle Umwandlun-
gen ausfithrlich ausfiihren. Gerade hier
braucht man also auch den eingangs erwidhn-
ten Bleistift.

¢  Diesen Wert kann man auch aus der Glei-
chung (15) erhalten.



Die Werte aller Verdnderlichen sind nicht-
negativ, die Losung also zuldssig. Als ent-
sprechenden Wert der Zielfunktion erhal-
ten wir
T,=9-12+6-27=270.

Um die ndchste Verbesserung zu erhalten,
wihlen wir X, und X; als freie Unbekannte
und driicken mit ihrer Hilfe die Zielfunktion

aus: 1
T=270—2 X, ~5X,. (20)

Bei X,=X;=0 erhalten wir offensichtlich
T=270. Bei positiven Werten dieser Ver-
dnderlicher wird T'<270, und negative Werte
der Verinderlichen sind nicht zuldssig. Eine
weitere Verbesserung ist also unmdglich,
der gefundene Wert der Zielfunktion ist
maximal und die Loésung selber X, =12
und X, =27 - optimal

Interessant ist die Feststellung, daB die auf-
einanderfolgenden verbesserten Werte der
Zielfunktion mit den Werten Ty, T, T, und T3
zusammenfallen, die wir bei der graphischen
Losungsmethode erhielten.

VI. Das Wesen der Simplex-Methode be-
steht also in der schrittweisen Verinderung
der Basis und, folglich, im schrittweisen
Ubergapg von einer Ecke des Vielecks zur
anderen. Im Fall von drei Unbekannten er-
halten wir anstelle eines Vielecks, das durch
Geraden begrenzt ist, ein durch Flichen be-
grenztes Polyeder (Vielkant). Wenn es noch
mehr Unbekannte sind, muB man sich ein
n-dimensionales Polyeder zuldssiger Losun-
gen vorstellen; die schrittweise Verbesserung
der Lésung wird dabei zum Ubergang von
einer Ecke des Polyeders zu einer anderen
gefiihrt. Man kann auch ein Programm der
nichstfolgenden Verbesserung fiir eine elek-
tronische Rechenmaschine aufstellen.
Die Notwendigkeit der Anwendung mathe-
matischer Methoden bei der Losung Gko-
nomischer Aufgaben steht schon langst auBer
jedem Zweifel. Nur ist es zur Einfithrung die-
ser Methoden in die Volkswirtschaft not-
wendig, daB sie von einem groBen Kreis
von Okonomen beherrscht wird. Ubrigens
sind zur Ausfiilhrung von Berechnungen in
Verbindung mit solchen Aufgaben mathema-
tische Kenntnisse im Umfang der 8. Klasse
durchaus ausreichend. Und nur bei einer
sehr groBen Anzahl von AusgangsgréBen ist
die Hilfe eines Mathematikers, eines Pro-
grammierers und die Anwendung einer elek-
tronischen Rechenmaschine notwendig.
Zum SchluB geben wir euch die Moglich-
keit, selbstindig zwei Aufgaben zu l6sen,
ahnlich den oben besprochenen. Die Be-
dingungen dieser Aufgaben findet ihr in
Kurzform in den Tabellen 6 und 7, die der
Tabelle 5 ahnlich sind.

A. Halameisdr

Die mathematische Schiilerzeitschrift Toan
hoc va tuoi tre (Mathematik und Jugend)
ist als Organ der Vietnamesischen Mathema-
tischen Gesellschaft im Jahre 1964 ins Leben
gerufen worden. Unter den Bedingungen des
schwierigen Kampfes gegen den USA-Im-
perialismus ist die Zeitschrift regelmaBig alle
zwei Monate einmal erschienen und hat damit
das Lerninteresse der Schiiler fiir die Mathe-
matik wesentlich gefSrdert.

Schwerpunkte der Zeitschrift :

.Gespriche mit Jungen Mathematikern — Bio-

graphien bekannter Mathematiker — Einfiih-
rung in die moderne Mathematik - Mathe-
matik und Praxis ~ Mathematik-Olympiaden
der DRV - Mathematik-Olympiaden in den
sozialistischen Bruderlindern und IMO -
Mathematische Aufgaben und Lésungen.
Die Schiiler nehmen mit groBer Begeisterung
an den Wettstreiten zur Lsung der gestellten
Aufgaben teil. Neben den Aufgaben, die von
den Mathematikern, Fachlehrern und Schii-
lern der DRV gestellt wurden, iiberneh-
men wir auch Aufgaben aus den mathema-
tischen Schiilerzeitschriften der sozialisti-
schen Linder, z. B. Quant (UdSSR) und
alpha. Die vietnamesischen Schiiler haben
groBe Freude beim Losen solcher Aufgaben
und finden dafiir manche sehr interessante
Losungen.
Wir mochten die alpha-Leser mit einigen
Aufgaben aus Toan hoc va tuoi tre bekannt-
machen. Manche Aufgaben sind den alpha-
Lesern vielleicht schon bekannt, jedoch deren
neuen Losungswege werden noch gesucht.
Nun wiinschen wir viel Freude beim Kno-
beln!
Hiermit bringen wir die Hoffnung zum Aus-
druck, daB in Zukunft diec mathematischen
Schiilerzeitschriften unserer Linder eine re-
gelmdBige Bezichung miteinander unterhal-
ten. Es wird sicherlich fir die alpha- und
toanhocvatuoitre-Leser niitzlich sein.

Hoang Chung

Aufgaben

Ala Man beweise, daB fiir alle reellen

Zahlen a, b, ¢ mit

a#0,b#0, c#0,a+5620,a+¢20,b+c=20
Jatb=Jatc+/btc

genau dann gilt, wenn 1+1+1=0.
a b c

A24 Man beweise, daB fur alle ganzen
Zahlen a, b, ¢ und fiir alle von Null verschie-
denen ganzen Zahlen n gilt :

Wenn a+5b+c und @ +b%+c* durch n teil-
bar sind, so ist auch a*+b*+c* durch n
teilbar.

4A3A Esseien aeine von Null verschiedene
reelle Zahl und 7 eine natiirliche Zahl mit
nz2.
Man ermittle alle reellen Lésungen (x,, x,,
..., x,) des folgenden Gleichungssystems:

X +x+...+x,=a,

B2+ .. +xE=a,

A44 Man ermittle alle natiirlichen Zahlen
k mit k23, fir die die Gleichung
XCHx+1P3+. .. +(I+k—2)3=(x+k—.1)3
eine Losung x hat, die eine natirliche Zahl ist.

A5A Man beweise ohne Benutzung eines
Tafelwerkes, daB

a) cos 36° >tan 36°;
b) cos 37°30° >tan 37°30';
c) cos 38° >tan 38°.

A6Aa Es sei ABC ein spitzwinkliges Drei-
eck, fiber dessen Seiten BC und CA nach
auBen die Quadrate CBDE und CAFG
konstruiert sind.

Man beweise, daB die Mittelpunkte P und Q
dieser Quadrate und der Mittelpunkt M
der Seite AB die Eckpunkte eines gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks sind.

Aus schaffensreicher Arbeit wurde unser
Redaktionsmitglied, Mathematikfachlehrer
W. Unze, am 29. 9. 1973 aus unserer Mitte
gerissen. Wir verlicren in ihm einen gewissen-
haften, pflichtbewuBten Padagogen, der seit
Griindung der alpha mit Herz und unermiid-
lichem FleiB mitarbeitete und damit einen
aktiven Beitrag fur die auBerunterrichtliche
Arbeit der Jugend leistete. Unser Foto:
W. Unze im Unterricht.
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin : Teconst,

7. Mdrz 1974
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A 541132 Die Schiiler der Klassen 5a und
5b einer Schule halfen bei der Obsternte.
Alle 31 Schiiler der Klasse 5a pfliickten an
9 Tagen jeweils nachmittags und schafften
zusammen insgesamt 2 232 K érbe mit Apfeln.
Die 33 Schiiler der Klasse 5b ernteten an
8 Nachmittagen zusammen insgesamt 2210
Korbe mit Apfeln; ein Schiiler dieser Klasse
hat dabei nur an 4 Nachmittagen geholfen.
Welche dieser beiden Klassen erzielte die
bessere Leistung, d. h. das hohere Durch-
schnittsergebnis je Schiiler und je Nachmit-
tag? Albrecht Opitz, 825 Meiflen

A541133 Auf zehn Felder des abgebilde-
ten Spielfeldes ist je ein Spielstein so zu setzen,
daB in jeder Zeile, in jeder Spalte und in
jeder Diagonale des Spielfeldes jeweils genau
zwei Spielsteine liegen. Es ist eine mogliche
Anordnung der zu setzenden zehn Spiel-
steine anzugeben! T.

W 5s1134 Einer 5. Klasse einer Schule
gehoren weniger als 30 Schiiler an. Die letzte
Klassenarbeit im Fach Mathematik hatte
folgendes Ergebnis: Es erhielten doppelt
so viel Schiiler die Note 4 wie die Note 5,
und doppelt so viel Schiiller die Note 3
wie die Note 4. Es wurden genau so viel
,.Einsen‘* wie ,,Zweien‘ erreicht. Die Anzahl
der ,,Dreien war halb so groB wie die
Anzahl der ,,Zweien“. Wieviel Schiiler ge-
héren dieser Klasse an, wenn zwei Schiiler
wegen Erkrankung die Klassenarbeit nicht
mitgeschrieben haben?  Andreas Fittke,

1035 Berlin, Rosa-Thilmann-OS, Klasse 5

W 5e1135 Eine Mutter hat ihren Kindern
Apfel mitgebracht. Gibt sie jedem Kind
5 Apfel, so bleiben 3 Apfel iibrig. Will sie
aber jedem Kind 6 Apfel geben, so hat sie
einen Apfel zu wenig. Wieviel Kinder und
wieviel Apfel waren es? Sch.

W 5*1136 Hans und Peter gehen iiber den
Schulhof. Vor einer groBen Linde bleibt
Peter plotzlich stehen und sagt zu Hans:
,,Ich werde jetzt auf geradlinigem Wege bis
zum 80 m vom Baum entfernten Zaun gehen
und dabei in cinem Abstand von jeweils
einem Meter je eine Murmel auf die Erde
legen, die letzte lege ich genau am Zaun
nieder. Ich wette, daB du nicht in der Lage
bist, innerhalb einer viertel Stunde jede
Murmel einzeln zum Baum zuriickzubrin-
gen.** Hans nimmt die Wette an, da er davon
iiberzeugt ist, dies zu schaffen. Wer von den
beiden behilt recht?

Albrecht Opitz, 825 Meifien

W 5*1137 Die Familien Krause, Meier
und Schmidt besitzen je ein Kraftfahrzeug
vom Typ ,,Wartburg®, ,,Skoda‘ bzw. ,,Tra-
bant*‘. Genau einer dieser PKW war von
roter, genau einer von blauer und genau
einer von grauer Farbe. Uns ist ferner fol-
gendes bekannt:
a) Familie Krause erhielt weder einen blauen
PKW noch ein Fahrzeug vom Typ ,, Trabant*.
b) Familie Schmidt wurde Besitzer eines
grauen PKW.
c) Der PKW vom Typ ,,Wartburg® ist
nicht von roter Farbe.
d) Familie Meier wurde nicht Besitzer eines
,»Trabant*.
Es sind jeweils der Fahrzeugtyp und die Fahr-
zeugfarbe fir die Familien anzugeben.
Cornelia Linz, 75 Cottbus, Ki. 7

A64a1138 Ein Junge hatte einen Fisch
geangelt und wurde gefragt, wie schwer
dieser sei. Scherzhaft antwortete er: ,,Der

Sl Sorg, 6316 Skikxurtu Schtuusinger Sb 128

W5e346
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Wettbewerbsbedingungen
1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nurmnmer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versechen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W = 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. volistindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pradikat ,,sehr gut geldst®,
»gut gelost oder ,,gelost*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
»nicht geldst*,

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 liuft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem 1. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 veroffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
cinsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Fisch wiegt % kg mehr als drei Viertel seines

Gewichtes.* Wieviel Kilogramm wiegt der
Fisch? Volker Zillmann, 801 Dresden

4641139 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat 4BCD dar. Ein innerer Punkt P
der Diagonale AC wurde mit den Punkten B
und D verbunden. Welchen Abstand mu8 P
von der Geraden BC haben, wenn der Fli-
cheninhalt des nicht schraffierten Flachen-
stiickes (Viereck BCDP) gleich dem dritten
Teil des Flicheninhaltes des Quadrates 4BCD

sein soll? Sch.
D c
P
A 8

W6m1140 Die Summe von fiinf natir-
lichen Zahlen, von denen die folgende stets
um 1 groBer als das Doppelte der vorherge-
henden ist, betrigt 243. Wie lauten diese

fitnf Zahlen?
Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch,
7404 Meuselwitz

W6ml114l Der Bruch % 1Bt sich be-

kanntlich als unendlicher Dezimalbruch dar-
stellen. Es ist anzugeben, welche Grundziffer
in diesem unendlichen Dezimalbruch an der
100. Stelle rechts vom Komma steht, ohne
zuvor alle Stellen zu notieren.

Reinhard Schulz, 4401 Rotta

W 6*1142 Die Abbildung stellt zwei Drei-
ecke A4BC und ACDE dar. Die Punkte
A, C und E liegen auf einer Geraden, und
es gilt AC=CE, AB=DE und BC=DC.
Welche Bedingungen mull der Winkel
X ACB= ¢ erfiillen, damit das Dreieck BDC

A C £

3 2

a) spitzwinklig, b) rechtwiniiig, c) stumpf-

winklig, d) gleichseitig ist. T»¢ Antworten
sind zu begriinden!

Mathematikli*-c» Peter Brack,

570 Groflengottern

ZWEI
-~ ZWEI
sollen die Buchstaber so durca Grundziffern
ersetzt werden, daB die Adition (im deka-
dischen System) zu einem richtigen Ergeb-
nis filhrt. Dabei sollen gicizhe Buchstaben
gleiche Ziffern, verschicdene F:chstaben ver-
schiedene Ziffern bedeuten. }:rmer darf die

W 6*1143 In dem Schema

Ziffer 0 nicht am Anfang einer Zahl stehen.
Es ist von den mdglichen Losungen genau
diejenige zu ermitteln, fir welche ,,ZWEI*
durch die kleinstmégliche Zahl belegt wird!

T.

A7a1144 Die abgebildete Figur stellt zwei
zueinander parallele Geraden g und k dar.
Auf g wurden vier simtlich voneinander
verschiedene Punkte 4, D, E und B, auf &
drei simtlich voneinander verschiedene
Punkte F, G und H festgelegt, und es wurde
Fmit Aund D, G mit D und E, H mit Eund B
verbunden. Es ist ein bei C rechtwinkliges
Dreieck 4 BC, dessen Flacheninhalt gleich der
Summe der Flacheninhalte der Dreiecke
AADF, ADEG und A EBH ist, so zu kon-
struieren. daB die Strecke 4B der abgebilde-
ten Figur zur Dreiecksseite AB wird, und
daB der Eckpunkt C mit dem Punkt G auf

derselben Seite von g liegt. L L.
F

G H %

A D E 8 g

A741145 Zwei Touristen mieten ein Falt-
boot, um fiir vier Stunden auf einem FluBl
zu paddeln. Sie erreichen mit dem Boot eine
durchschnittliche Eigengeschwindigkeit von
4,5 km - h™! (bei stechendem Gewisser).
Die Stromungsgeschwindigkeit des Flusses
betrigt jedoch 1,5 km - h™1.

a) Wie weit kénnen sich die Touristen vom
Anlegepunkt entfernen, wenn sie pausenlos
paddeln und piinktlich zurick sein wollen?
b) Nach wieviel Stunden sind sie am Wende-
punkt angelangt, wenn sie zuniichst strom-
aufwiarts fahren?

W 7u1146 Es ist ein Dreieck 4BC aus
den Sticken

X CAB=a=50°, BE=h,=3 cm und AD

=s,=2,5 cm zu konstruieren; die Konstruk-
tion ist zu begriinden.

Nach E. Hameister, Geometrische Kon-

struktion und Beweise,

mitgeteilt von Christine Kohlmann

8701 Lawalde, Ki. 11

W 7a1147 Das Café im Berliner Fernseh-
turm, das Platze fir 200 Gaste hat, ist taglich
von 9.00 Uhr bis 24.00 Uhr gedffnet. Der
Eintrittspreis fiir einen einstiindigen Aufent-
halt betrigt fiir Erwachsepe 5,— M und fur
Kinder die Hilfte. Wieviel Erwachsene und
Kinder besuchten wihrend eines Tages das
Turmcafé, wenn es stets ausverkauft war
und die Tageseinnahme der Eintrittspreise
12000 M betrug?

Claudia Busse, POS Bischofferode, KI. 8

W 7*1148 Es sind alle sechsstelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die folgende Ei-
genschaften besitzen:

a) Die Grundziffern der ersten und vierten
Stelle von links gerechnet stimmen iiberein,

ferner die Grundziffern an der zweiten und
finften Stelle, aber auch die Grundziffern
an der dritten und sechsten Stelle.
b) Die gesuchte Zahl ist gleich dem Sieben-
fachen einer Quadratzahl.

Volker Zillmann, 801 Dresden

W 7*1149 Die Summe der Innenwinkel
eines konvexen n-Ecks (n=4) betrigt

s=(n—2)-180". Es ist nachzuweisen, daB ein
konvexes n-Eck hochstens vier rechte Innen-
winkel besitzen kann. T

W7all09: s.S.130

A841150 Traglufthallen sind Konstruk-
tionen aus mit Kunststoff beschichteten
synthetischen Geweben, die frei von tragen-
den Konstruktionen im Innern sind und nur
von dem durch Kompressoren erzeugten
Uberdruck gehalten werden. Solche Trag-
lufthallen finden Verwendung im Bauwesen

zum witterungsunabhiangigen Bauen, als
Montage-, Lager- und Messehallen usw.
2
25
45

Die beigefiigte Abbildung zeigt den Grund-
riB einer Traglufthalle vom Typ B 43 des
VEB Textil- und Veredlungsbetriecbes Neu-
gersdorf. Dieser GrundriB besteht aus einem
Rechteck und zwei angesetzten Halbkreisen.
Die Traglufthalle hat die Form eines Halb-
zylinders mit zwei angesetzten Viertelku-
geln, ihre Hohe betrigt 10 m. Man berechne

a) die Grundfliche der Traglufthalle (in m?),
b) den Rauminhalt der Traglufthalle (in m?),
¢) die Oberfliche der Traglufthalle (in m?),
also die Fliche des Gewebes, das fiir die
Halle benétigt wird. L.

A841151 Die im Mai 1973 fertiggestelite
2200 km lange Erdolleitung Ust-Balyk-Ufa-
Almetjewsk hat eine maximale DurchlaB-
fahigkeit von 90 Mill t jahrlich, d. h. bei einem
ununterbrochenen Betrieb (365 Tage) kon-
nen durch diese Leitung, die einen Rohr-
durchmesser von 1220 mm hat, in einem
Jahr 90 Mill. t Erdol flieBen.

a) Wie groB ist unter diesen Bedingungen
die mittlere Geschwindigkeit des transpor-
tierten Erdéls (in km - h™* bzw. inm - s7')?
b) Wieviel Stunden betrigt die Zeit, in der
das Erd6l von Ust-Balyk bis Almetjewsk
flieBt? L.

W 8 w1152 Wieviel verschiedene sicbenstel-
lige natiirliche Zahlen kann man im dekadi-
schen System mit Hilfe von sieben verschie-
denen Grundziffern bilden,

a) falls alle diese sieben Grundziffern von
Null verschicden sind,
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b) falls eine dieser sieben Grundziffern gleich
Null ist? Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

W 8 m 1153 a) Es ist 2u beweisen, daB es in
einem n-Eck (n=3) hochstens n—3 iiber-
stumpfe Winkel (d. h. Winkel, die gréBer
als 180° sind) gibt.

b) Es soll fiir n=5 ein spezielles n-Eck
mit genau n—3 dberstumpfen Winkeln ge-
zeichnet werden.

Anleitung zu Lésung : Der Beweis zu a) wird
am besten indirekt gefiihrt; dabei kann die
Formel fiir die Summe s der Winkel eines
‘n-Ecks benutzt werden: s=(n—2)180°. T.

W 8*1154 Die abgebildete Figur stellt zwei
Kreise k, und k, mit den Mittelpunkten
M, und M,, den Radien ry=r,=3 cm und
dem Mittelpunktsabstand M, M, =e=5 cm
dar. Die Schnittpunkte 4 und B der Geraden
M, M, mit den Kreisen k, und k, wurden
mit den Schnittpunkten P und Q der beiden
Kreise verbunden. Es ist der Flicheninhalt

des Vierecks 4PBQ zu ermitteln. Sch.
Q
A - + 8
My § M
P

W 8*1155 Manbeweise, daB in jedem recht-
winkligen Dreieck 4ABC, dessen Hypotenuse
die Lange AB=c, dessen Katheten die Lingen
BC=a, AC=b und dessen Hohe auf AB
die Lange & hat, die folgende Gleichung gilt:
1 1 1
FREaTY
Thomas Maiwald, POS Olbersdorf, KI. 7

W9all56 Es sind alle geordneten Paare
(x, y) von natirlichen Zahlen anzugeben,
fiir die die Gleichung

xX—y2=1972
erfallt ist. Sch.
W 9a 1157 Die abgebildete Figur stellt ein
gleichschenkliges Dreieck 4BC mit der Basis
AB=a—=6 cm und den Schenkeln 4C=BC
=b=35 cm dar, dem ein gleichseitiges kon-
vexes Sechseck DEFCGH so einbeschrieben
wurde, daB der Eckpunkt D die Basis AB
des Dretecks 4BC halbiert und die Seiten
EF und GH parallel zur Hohe CD des
Dreiecks ABC sind. Es ist der Flacheninhalt
des Sechsecks zu ermitteln. Sch.

130

W 9*1158 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat 4 BCD mit der Seitenlange
AB=a=4cm
dar, dem ein regelmaBiges Achteck
EFGHJKLM mit der Seitenlinge EF=s
einbeschrieben ist. Es ist der Flicheninhalt
dieses Achtecks zu berechnen.

Roland Schlesinger, Safnitz

ZanN
L

A 8

W9*1159 In dem Kombinat VEB Loko-
motivbau Elektrotechnische Werke Hans
Beimler in Hennigsdorf werden Elektrotrieb-
wagen fir den Vorortverkehr entwickelt,
die bereits 1974 den Versuchsbetrieb auf-
nehmen werden. Diese Elektrotriebwagen
haben eine verhiltnismiBig hohe Anfahr-
und Bremsbeschleunigung von

a=1m - s~? und erreichen eine Hochstge-
schwindigkeit von v, =120 km - h™!. Welche
Zeit bendtigt ein solcher Elektrotriebwagen
a) fiir eine Strecke von einer Haltestelle bis
zu der nichsten 4 km entfernten Haltestelle?
b) fiir eine Strecke von 20 km, wenn auf
dieser Strecke Haltestellen im Abstand von
jeweils 4 km vorgesehen sind und der Zug
jeweils 30 s halt?

c) Welche Zeit benétigt fiir die Strecke von
20 km im Falle b) ein Vorortzug, der nur
eine Beschleunigung von 0,6 m-s~2 hat
und nur eine Hochstgeschwindigkeit von
90 km - h™! erreicht?

Anleitung zur Lésung :

Man nehme zunichst eine gleichmiBig be-
schleunigte Bewegung bis zur Erreichung
der Hochstgeschwindigkeit an, dann die
konstante Hochstgeschwindigkeit und end-
lich bis zur Erreichung der ndchsten Halte-
stelle eine gleichmaBig verzégerte Bewegung.
Dazu benutze man die Formeln fiir den Weg
und die Zeit bei der gleichméBig beschleu-
nigten Bewegung (vgl. Tafelwerk, 7. bis 12.
Klasse, S. 74). L.

W10/12m 1160 Inden Abbildungen 1,2 und
3 sind drei gleichschenklige Dreiecke gezeigt,
bei denen die Linge der Schenkel jeweils
gleich 0,5 ist und das Gber der Basis konstru-
ierte Quadrat den Fliacheninhalt 0,25 bzw.
0,50 bzw. 0,75 hat. Man berechne in allen
drei Fillen die GroBe des Winkels 7.

Dr. Willy Bennewitz, Radebeul

1 2 3

05  d 0.5
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W 10/12 m1161

der Gleichung
|x—10|+ |x=2|=|x*-10x+16]

im Bereich der reellen Zahlen zu ermitteln.

Andreas Schwarzig, Gérlitz

Es ist die Losungsmenge

W 10/12*1162 Es sei ABCDEFGH ein ge-
rades Prisma mit der quadratischen Grund-
fliche A BCD (Seitenldnge a) und der Hohe h.
Dabei sollen die Punkte E, F, G, H senkrecht
iiber den Punkten A4, B, C bzw. D liegen.
Die Flichendiagonale "EG sei durch die
Punkte P, und P, in drei @hlange Teile
geteilt, so daB EP, = P, P,=P,G ist. Es ist das
Volumen des Kdrpers ABCDP,P, zu be-

P\D, P,B, P,C, P,D, AB, BC, CD, DA und
f’TP: begrenzt ist. Detlef Tolksdorf (Kl. 11}
und Frank Burghard: (Kl. 10),
Spezialschule Frankfurt (Oder)

W 10/12*1163 Es sei
f(x)=ap+a;x+a,x2 +a,x°

ein Polynom mit reellen Koeflizienten a,, a,,

a;, a;, und es sei

S0)y=/)=A2)=1, [3)=100.

Man ermittle die KoefTizienten a,, a,, a,, a,

dieses Polynoms. L.

W 7= 1109 Viele Leser haben bemerkt, daB
sich in diese Aufgabe ein Fehler eingeschli-
chen hat:

Es muB heiBen : 47 Kopeken (nicht 46k.). Wir
verlingern den Einsendetermin fiir diese Auf-
gabe bis 7. Marz 1974.




alpha-Wettbewerb
1972/73

Preistriger

Dittmar Kurtz, Friedrichsrode; Andrea Nie-
Ben, Berlin; Roger Labahn, Leipzig; Audrey
Hoffmann, Berlin; Berthold Mobius, Dres-
den; Andreas Kasparek, Grifenhainichen;
Thomas Luschtinetz, Stralsund ; Martin Bliim-
linger, Linz (Osterreich); Andreas Fittke,
Berlin; Uwe Hanisch, Dresden; Heinz Ernst,
Linz (Osterreich); Steffen Hanisch, Dresden ;
Wolfgang Taubert, Meiningen; Michael
Winks, Berlin; Iris Schulz, Rotta; Thomas
Kaatz, Grifenhainichen; Oberschule Friede-
burg (Kollektiv); Monika Schiobe, Rotta;
Uwe Trautvetter, Neuenhofe; Heiko Miiller,
Schmalkalden ; AG Jg. Mathematiker, Lichte;
Franz Sander, Gorlsdorf; Dagmar Lorenz,
Gérlitz; Cordula Becker, Moskau (UdSSR);
Ing. A. Komer, Leipzig; Andreas Philipp,
Rochlitz; Roland Schlesinger, SaBnitz; Ste-
fan Kritenheerdt, Halle; Klaus Baumgart,
Dresden, Bernd Bojahr, Greifswald, Viktor
Chatschtschanski, Dzerschinsk (UdSSR).

Vorbildliche Leistungen

UIf Ritschel, Booflen; Ute Busch, Loben-
stein; Eckhard Liebscher, [lmenau; Andreas
Feige, Miihlhausen; Michael Reissig, Halle;
Riidiger Schultz, Bergen (Rg.); Arnhild Lo-
renz, Gorlitz; Torsten Ueberdick, Halle;
Bengt Nolting, Greifswald ; Angela Gebhardt,
Bernsbach; Gudrun Billig, Coswig; Klaus
Heving, Halle; Cornelia Thannhausser, Linz
(Osterreich); Udo Fechner, Spremberg; Peter
Herrmann, Zahna; Karsten und Frank Rich-
ter, Herzberg; Sylvia Schmidt, Buchholz;
Wolfgang Huschmann, Oelsnitz; Heike Man-
they, Ribnitz-Damgarten; Jirgen Ségen-
schnitter, Cottbus; Dagmar Laux, Leipzg;
Frank Zschormig, MeiBen; Gunter ReiBig,
Weimar; Claudia Riemer, Ponickau; Dieter
Kratsch, Gohren; Claudia Kummer, Leip-
zig; Pamela Teubner, Leipzig; Frank Seidel,
Radebeul; Wilfried Rohnert, Radebeul ; Chri-
stiane Mallek, Berlin; Birgit Rosenberger,
Suhl; Holger Stehfest, Havelberg; Atzel
Miiller, Oberlungwitz; Uta Weidauer, Berns-
bach; Andreas Kopf, Berlin; Heiner Schulz,
Strausberg; Bernd Brautigam, Astrid Pflaum;
Andreas Goldhahn, Bernsbach; Andrea H6-
nemann. Stiitzerbach, Stephan Jung, Berlin;
Frank Bergner, GroBenhain; Clemens Jau-
nich, Cottbus; Martina Menge, Bernburg;
Volkamr Tiirke, Auerbach; Regina Bohr,
Berlin; Bettina Miiller, Bannewitz; Ronald
Rosch, Karl-Marx-Stadt; Michael Minx,
Berlin; Ralf Kretschmar, Dresden; Peter
Burkhardt, Steinbach-Hllg.; Michael Kauf-
mann, Linz (Osterreich); Annekatrin Elsner,
Ponickau; Kathrin Kotzner, Radebeul; Ma-
nuel Richter, Wilthen; Birgit Amhold, Rade-
beul; Torsten Lowe, Schleiz; Birgit Oelschle-

gel und Arndt GliBer, beide Altenbeuthen;
Frank Briuer und Frank Macher, Bahratal;
Kurt Schulze, Himmelsberg; Hartmut Rom-
mel, Niederspier; Ulrich Crinesura, Weida;
Stefan Borchhardt, Worbis; Rainer Grimm,
Breitenbach, Martin Obst und Sylvia Czar-
ratzki, beide Zaatzke; Bettina Schulz, Rotta;
Frank Billert, Manfred HauBler, Uwe Lumm,
Andreas Hempel, Uta Steinmetz, Katrin
Steinmetz, alle Clingen; Dirk Herrmann,
Alt-Toplitz (aus KIl. 2); Karin Rasche und
Jirgen Giber, beide Stolpen; Barbara Hopf-
ner, Wolgast; Frauke Apel, Klausdorf; Tho-
mas Lenz und Norbert Behnke, beide Greu-
Ben; Iris Schwerdt, Zornigall; Bernd Pauli,
Pfaffroda; Tino Puppe und Claudia Barthel,
beide Burkau; Christina Grau, Falk Oel-
schliger, Constanze Prause, alle Schmal-
kalden; Torsten Flade, Beierfeld; Ute Busch,
Lobenstein; Claudia Riemer, Ponkau.

Weitere 2400 Wettbewerbsteilnehmer er-
hielten Urkunde und Abzeichen in Silber.
Alle, die das Abzeichen in Gold erworben
haben, veroffentlichen wir in Heft 1/74.

Kollektive Beteiligung von Schulen

am alpha-Wetthbewerb

OS Riidnitz; OS Kuhfelde; OS Fambach;
J. G. Seume-OS Schmalkalden; OS Mabhlis;
OS Clingen; OS I SaBnitz; OS Gro Wii-
stenfelde; Wille-Wallstab-OS Loderburg; OS
IT Hainichen; OS I Teterow; OS Stolpen;
OS Pfiffelbach; OS Bornstedt; 3. OS Weida;
J.-Brinckmann-OS Goldberg; Goethe-OS
Gnoin; Hugo-Jacobi-OS Zella-Mehlis; Ge-
schw.-Scholl-OS Wittenberg; OS Neuen-
hofe; EOS Worbis; Egon-Schultz-OS
Grimma; Klub Junger Mathematiker Cott-
bus; Pionierhaus Juri Gagarin, Karl-Marx-
Stadt; OS Klausdorf; OS Oberschénau;
Juri-Gagarin-OS GreuBen; E.-Thilmann-OS
Karl-Marx-Stadt; OS Léssau; 3. OS Neu-
strelitz, Fritz-Reuter-OS Siedenbolientin; OS
I und I Breitungen ; OS Giisen; OS Beierfeld;
OS Wolkenburg; Karl-Marx-OS Wilkau-
HaBlau; OS Wohlmirstedt; Hegel-OS Mag-
deburg; OS Wellmitz; Hanno-Giinter-OS
Firstenwalde; OS GroBbartloff; Th.-Neu-
bauer-OS Bad Salzungen; OS Viernau; Co-
menius-OS Oranienburg; OS Ziegelheim;
OS Teistungen; OS Bischofferode; C.-Zet-
kin-OS Wiehe; Egon-Schultz-OS Berlin; OS
Wernshausen; E.-Hartsch-OS Gersdorf; OS

Schorssow; G.-Hauptmann-OS Obercune-
walde; OS Altentreptow; OS Sachsendorf;
Max-Lenk-OS Zepernick ; Fr.-Engels-OS Ef-
felder; A.-Becker-OS Spremberg; A.-Diester-
weg-OS Spremberg; OS Ahlbeck; OS As-
bach; F.-Schiller-OS Eilenburg; OS Stein-
bach-Hallenberg; OS Burkau; OS Zaatzke;
E.-Schneller-OS Hoyerswerda; OS Naun-
dorf; OS Bahratal; OS Gr. Schwarzlosen:
A.-Diesterweg-OS Lobenstein; OS Mittel-
stille; OS Jordenstorf; OS Blumberg; OS
Schernberg; OS Alt-Toplitz; 22. OS Rostock;
K.-Kollwitz-OS Dingelstadt; OS Rotta; E.-
Rietschel-OS Pulsnitz; OS Zérnigall; OS
Neukloster; OS OBling; OS Loéwenberg;
OS Cossebaude; A.-Becker-OS Kamsdorf
OS Vockerode; OS Treben; M.-Poser-OS
Drognitz; OS Lichte; F.-Dettmann-OS Stral-
sund; OS Spora; L.-Firnberg-OS Wege-
leben; OS Olbersdorf; Pestalozzi-OS Ober-
lungwitz; alpha-Club 29. OS Leipzig; H.-
Beimler-OS  Hirschfeld; Karl-Marx-OS
Schmalkalden; OS Wernshausen; OS Frie-
deburg; OS Neetzow; K.-Liebknecht-OS
Karl-Marx-Stadt; OS Breitenbach; OS Win-
gerode; Lenin-OS Wolgast; OS Brehme; OS
Beierfeld; OS Leinefelde; OS Wohlmirstedt;
OS Menterode; E.-Hartsch-OS Gersdorf;
OS Lichte

Im Wettbewerbsjahr 1972/73:
44 300 Losungen
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In freien Stunden I||I|Iil heiter

»Achtung, alle im Chor**
Utschitelsko delo, Sofia

Der Aquilaber

Barnard, englischer Publizist fiir unterhaltsame Ma-
thematik, nannte dieses bei uns als ,,Windspiel*
bekannte System aus ,,Aquilibristik“ und ,,Kande-
laber*‘. Barnards Aquilaber hing in seinem Zimmer und
befand sich im Gleichgewicht.

Welche beiden Gegenstinde halten das System (be-
stehend aus Fischen, Kugeln, Glockchen und Waage-
balken bzw. Kombinationen davon) anstelle des
Fragezeichens (=x) in der Schwebe? Das Gewicht
der Fédden bleibt dabei unberiicksichtigt, nicht aber

das der Waagebalken. (Aus NBI, Arithme-
tische Gymnastik 30)

Eine Zahl fehlt

In jeder Reihe fehlt eine Zahl, die in den zur Auswahl
stehenden Zahlen enthalten ist. Die Zahl kann gefun-
den werden, wenn eine Beziehung zwischen den Zahlen
innerhalb der Reihen erkannt wird.

Oberlehrer H. Patzold, Waren|Miiritz

321 832 (O 7

) 4,6, 8

21 m Q15 17 B

%) 8, 13,25
s 65 3 Oz ¢
al 8,24, 367
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Liufersprung

Fiir eine geeignete Folge von Léuferziigen gilt: Die
Felder der obigen Figur, auf denen der Liufer nach-
einander steht, tragen Silben, die in dieser Reihenfolge
einen aus dem Mathematikunterricht der Klasse 6
bekannten Satz darstellen.

2 ///47 V/A; %

ein ecks e [
2 ?7 /57 %
7 %;" 22,
dref /Z der % ho ///

diie 7/
f/% punkt
nem //%

den nes

Der zerbrocheme Krug

Einer der zerbrochenen Kriige 148t sich mit den vier
Bruchstiicken wieder reparieren.

v
LA

A~ EY,

Das hab ich mir ausgedacht

dJl—d=Ag-
F t¢ = 4Aa
¢+e=9«

Elke Schonemann, AG-Mathe (Kl. 7), Elbingerode



Magisches Quadrat

Es sind drei Ziffern so zu vertauschen, daB ein magi-
sches Quadrat entsteht, d. h. die Summen in jeder
Spalte, Reihe und Diagonale iibereinstimmen.

Lutz Gdrtner, Pestalozzi-OS Wismar (K. 9)

% | 1|15

6
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Kreuzwortritsel

Waagerecht: 1. Zeichen fiir Sinus; 6. halber Durch-
messer eines Kreises; 8. Korper mit paralleler Grund-
und Deckflache; 10. Zeichen fiir Arkus.

TS PR 3 4 5
“ 1\
\

7. \ /
8 l)g 9

B AN

V|

Senkrecht: 2. Vorsilbe fir nicht, un. . . ; 3. dem Zenit
gegeniiberliegender Punkt der scheinbaren Himmels-
kugel ; 4. griechischer Buchstabe (Zeichen fiir Summe);
5. griechischer Buchstabe; 7. Kurzzeichen einer Ar-
beitseinheit; 9. Flichenmal.

Die Buchstaben entlang des Pfeiles ergeben ein Glied
der Aditionsaufgabe. Frank Berger, Grofenhain (Kl. 8)

Wasserhidhne unter sich

Mathematikfachlehrer K. Koch, Schmalkalden

Punkt, Punkt, Punkt
<0
()
hni .
Scheitelpunkt Behmttponkt Mittelpunkt

100%

Siedepunkt

Eckpunkt

’m

N

Schwerpunkt

Wendepunkt

F. Fricke, Berlin

Die Anekdote — Das beste Werk

Abraham Gotthelf Kistner (1719 bis 1800), Mathe-
matiker und Epigrammdichter, lernte als Student
so spielend leicht, daB er es sich vor seinem Staats-
examen leisten konnte, mit der bildhiibschen Tochter
seines Professors spazierenzugehen, anstatt die Nase
in die Biicher zu stecken. Als ihn der Professor
deswegen zur Rede stellte, erwiderte Kdstner schlag-
fertig: ,,Herr Professor, Sie haben uns Studenten als
Vorbereitung fiir das Examen das Studium Threr eige-
nen Werke empfohlen. Thre Tochter halte ich fiir Ihr
bestes.*
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Zum 25. Geburtstag
der Pionierorganisation

Sei stolz auf deine Organisation,
Junger Pionier!

® Uber 6 Millionen Menschen in unserer
Republik waren in den 25 Jahren des Beste-
hens der Pionierorganisation Mitglieder die-
ser Organisation.

® Pionierrepublik Wilhelm Pieck heiBt das
groBte und schonste Pionierlagerin der DDR.
60 km von Berlin entfernt, empfingt die
Pionierrepublik (1952 errichtet) jeweils 800
bis 1000 Pionierrate fiir 8 bis 10 Wochen.

® Der Verlag Junge Welt gibt 9 Zeitungen
und Zeitschriften fiir die Jugend heraus.

® Unsere Pionierorganisation Ernst Thdl-
mann ist mit mehr als 40 Pionier- und Kin-
derorganisationen aul allen Kontinenten
freundschaftlich verbunden.

o Fast 4000 Pioniere aus 25 Lindern sind
Jahr fir Jahr zu Gast in der Pionierrepublik,
im Pionierlager Prerow an der Ostsee und
in anderen schonen Lagern.

® Bis zum Sommer 1971 rollten bereits
36 Freundschaftsziige — besetzt mit Lenin-
und Théilmann-Pionieren, FDJ-Mitgliedern
und Komsomolzen — iiber die Grenzen der
UdSSR und der DDR.

® Das Abzeichen fir gute Arbeit in der
Schule ist die dlteste Awuszeichnung der
Pionierorganisation Ernst Thdlmann. Es
wurde im Verlauf von 25 Jahren an iiber
eine Million vorbildlich und aktiv in ihrer
Gruppe titige Pioniere verliechen.

® Der Kinderbuchverlag, das Berliner Thea-
ter der Freundschaft und fin[ weitere Kinder-
theater, 50 zentrale Pionierlager und 367 Héu-
ser der Jungen Pioniere, Stationen Junger
Touristen, Techniker und Naturforscher ge-
horen in unserer Republik den Kindern.

® Jede Woche lesen fast eine halbe Million
Pioniere ihre Pionierzeitung Trommel.

Pionierorganisation

Rechenzentrum alpha
begeisterte in der Berliner Wuhlheide

,.Jmmer lebe die Sonne'* — Das war das
Motto des Internationalen Kinderfestes zu den
X. Weltfestspielen, das am 1. August 1973
in der Berliner Wuhlheide stattfand. Zehn-
tausende Kinder aus 46 Lindern hatten in
Stadien, auf Bithnen, in Kabinetlten, am
Badesee und an den Bastel- und Knobelstra-
Ben unvergeBliche Erlebnisse. '

GroBen Zuspruch hatte das unweit von der
Station Junger Techniker aufgebaute Rechen-
zentrum alpha des Hauses der Jungen Pioniere
Bautzen. Etwa 500 Pioniere iiberpriiften ihr
Wissen und erhielten ein Souvenir und einen
von Bautzener Pionieren geschriebenen Kar-
tengruB. Das Rechenzentrum alpha bereitete
den Pionieren viel SpaB. Dariiber freuten wir
Betreuer des Rechenzentrums uns am mei-

sten. Das war der verdiente Dank an die
Pioniere und FDlJler in sieben Arbeits-
gemeinschaften des Pionierhauses Bautzen,
die in den vergangenen zwei Schuljahren in
fleiBiger Arbeit das Rechenzentrum ent-
wickelt, projektiert und gebaut haben.

Die Stunden des Festivals waren AnlaB, ein-
mal zuriickzublicken. Wie haben wir damals
vor zwei Jahren angefangen? Das Haus der
Jungen Pioniere Bautzen erhielt den Auftrag,
bis zum J. Zentralen Rdtetreffen im August
1972 ein mathematisches Objekt zu gestalten,
um viele Pioniere der Klassen 1 bis 7 durch
interessante Formen fir die Mathematik zu
begeistern.

In den folgenden Monaten trugen Pioniere
und FDJler der Arbeitsgemeinschaften der
Bereiche Mathematik [ Naturwissenschaften
und Technik ihre Gedanken zusammen und
entwarfen Skizzen. In enger Zusammenarbeit
der Arbeitsgemeinschaften Mathematik, Elek-
tronik, Elektrotechnik, BMSR-Technik und
Technisches Basteln entstand das urspriing-
liche Rechenzentrum alpha, das beim 1. Zen-
tralen Ratetreffen in Dresden seine General-
probe bestand.

Bis zu den X. Weltfestspielen wurde das
Rechenzentrum alpha wesentlich erweitert.
So wurden beispielsweise im vergangenen
Schuljahr von den Pionieren der Arbeits-
gemeinschaft Mathematik Klasse 7 (jetzt
Klasse 8) fir zwei Computer PIKO-dat
Programme entwickelt und gesteckt. Diese
Computer wurden mit einer bereits vorhan-

denen Arbeitstafel iiber eine Relaisschaltung
verbunden. Dadurch wurde das Niveau der
bereits vorhandenen Arbeitstafel wesentlich
erhoht. Heute kdnnen die Pioniere an sieben
Arbeitstafeln (1972 waren es nur vier) logi-
sches Denken, Kombinieren und Rechnen
iiben. Da am Rechenzentrum alpha gleich-
zeitig sieben Schiiler arbeiten kdnnen, be-
trigt der Durchlauf pro Stunde etwa 80 Schii-
ler. Fiir die Betreuung des Rechenzentrums



alpha sind nur drei Pioniere erforderlich. Die
Tafeln kénnen auch einzeln von Pioniergrup-
pen eingesetzt werden. Alle Tafeln von alpha
werden elektromechanisch und elektronisch
gesteuert und zeigen die Ergebnisse der
Denkoperationen optisch oder akustisch an.
Mit Hilfe von Tasten und Schaltern werden
die Aufgaben von dem am Rechenzentrum
alpha arbeitenden Schiiler eingegeben und
nach erfolgter Rechenoperation auf dhnliche
Weise auf ihre Richtigkeit hin ausgewertet.
Nun méchte ich noch eine Tafel ndher be-
schreiben: Auf einer Sperrholztafel ist die
Landkarte der Sowjetunion mit acht GroB-
stidten eingezeichnet. Je zwei GroBstidte
sind durch Glithlampenketten miteinander
verbunden. Durch Betitigen eines Dreh-
schalters mit vier Ebenen leuchten zwei (durch
Glithlampen verbundene) Stidte der Sowjet-
union auf. Dreht man den prismenférmigen
Drehschalter um 90° weiter, so ist eine neue
Aufgabe zu 16sen und es leuchten zwei andere
entsprechende Glithlampen auf. Nach schrift-
licher Losung der Aufgabe wird das drei-
stellige Ergebnis auf einem Schaltpult mit
den Ziffern 0 bis 9 durch vierpolige Stecker
gesteckt und der Stromkreis durch einen
Schalter geschlossen. Bei richtiger Losung
leuchten die Anzeige ,,Richtig* (griin) und
die Glithlampenkette zwischen den zwei
Stiddten auf. Bei falscher Losung leuchtet die
Anzeige ,,Falsch* (rot) auf und die Gliih-
lampenkette blinkt rot.

Zum SchluB noch eine Aufgabe von dieser
Tafel:

Im Jahr 1970 flossen 8,5 Mill. Tonnen Erdol
durch die Pipeline Freundschaft in die DDR.
1975 werden es bereits 16,5 Mill. Tonnen
sein. Die Lange der Olleitung von K uibischew
bis Schwedt betragt 1200 km. Diese Strecke
durchflieBt das Erd6l in 20 Tagen.

Wieviel Kilometer legt es in 8 Tagen zuriick?
(Losung: 480) Ehrenfried Zschech

(E. Zschech ist langjahriger Leser der alpha,
mehrfach Preistrager und Trdger des alpha-
Abzeichens in Gold, d. Red.)

Aus der Zentralschule
der Pionierorganisation ,,Ernst Thilmann‘
berichtet

In den letzten Tagen und Wochen bereiteten
wir uns — Studenten und Lehrer der Zentral-
schule der Pionierorganisation Ernst Thal-
mann in DroyBig (bei Zeitz) —auf den 15. Ge-
burtstag unserer Schule und den 25. Jahrestag
der Griindung der Pionierorganisation Ernst
Thédlmann vor. Wir haben mit dem Polit-
biirobeschluB vomn Juli 1973 einen KompaB
fiir unsere politische und padagogische Ar-
beit erhalten. Mit neuen Initiativen werden
wir zur Ausbildung klassenbewuBter Freund-
schaftspionierleiter beitragen. Vor allem das
Studium des Marxismus-Leninismus und der
Erzichungswissenschaften bildet die solide
Basis der Ausbildung unserer Studenten.

Im ProzeB der Ausbildung erwerben sie unter
anderem auch die Lehrbefahigung fir die
unteren Klassen. Ziel der Ausbildung im
Fach Methodik des Mathematikunterrichts
ist es, die Studenten zu befahigen, einen lehr-
plangetreuen Unterricht in den Klassen 1 bis
4 zu erteilen. Besondere Bericksichtigung
findet dabei die Anwendung der in diesem
Fach erworbenen Kenntnisse und Fahigkei-
ten in der spdteren Arbeit auf auBerunter-
richtlichem Gebiet.

Unser Grundsatz ist, die auBerunterrichtliche
Tatigkeit in den gesamten Bildungs- und
ErzichungsprozeB der Schule einzuordnen,
damit sie ein breites Betatigungsfeld der
FDJ und Pionierorganisation bildet. Dabei
sind besonders die Aspekte einer politisch-
ideologisch niveauvollen, interessanten und
vielseitigen Massenarbeit und einer ziel-
gerechten Forderung von Neigungen, Inter-
essen und Begabungen zu beachten.

So fertigten unsere Studenten des 2. Studien-

jahres im Schuljahr 1972/73 viele Knobel-
wandzeitungen mit gesellschaftlichen The-
men an. An der Losung der Aufgaben dieser
Knobelwandzeitungen beteiligten sich 170
Pioniere und Schiiler der Klassen 1 bis 4
unserer Ubungsschule, der Oberschule Droy-
Big.
Den Hohepunkt der auBerunterrichtlichen
Tétigkeit auf mathematischem Gebicet bildete
im Mai (nach Beteiligung der Pioniere und
Schiiler an der 1. und 2. Stufe der ABC-
Mathematik-Olympiade) die 3. Stufe — die
ABC-Schulolympiade der Klassen 1 bis 4
der OS DroyBig, durchgefiihrt als Klausur
(mit anschlieBender kultureller und sport-
licher Titigkeit und Auszeichnung der Besten.
Die Weiterfithrung dieser Arbeit betrachten
wir als einen konkreten Beitrag zur Verwirk-
lichung des Politbiirobeschlusses Fiir ein
hohes Niveau der sozialistischen Erziehung in
der Pionierorganisation Ernst Thalmann.

1. Koch




Heronsches Dreieck

1973

In Heflt 6/72 wurde mit einer originellen
Vignette allen Lesern ein ([rohes 1973 ge-
wiinscht. Mir hat sie AnlaB zu weiteren
Knobeleten gegeben:

Es zeigt sich, da das pythagoreische Drei-
eck mit den Seitenldngen ¢c=10, a=8, b=6
nebst seinem Um- und Inkreis sowie seinen
Ankreisen noch weitere Spielereien mit den
Ziffern der Jahreszahl 1973 zulaBt.

Der halbe Dreiecksumfang 148t sich némlich
in der Form

5=£'2’,ﬂ=_1+9+7_3

schreiben. Mit den Diflerenzen
bh—d)=—149—T7+3
s—h= 149-743
(s—¢)= 1-9+74+3

ergibt die Heronsche Dreieckslormel den

Fldcheninhalt

A= /s(s—a) (s—b) (s—c)
=J(=149+7-3)(-149-7+13)
S J+9-T+3)(1-9+7+3)
=(1=9+7+3){(-1+9+7-3)
=12+92-72-32
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Weiter betrdgt der Radius des Umkreises
(der Mittelpunkt des Umkreises ist der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf den
drei Seiten)
abc
r=n=1(9—7+3).

der Radius des Inkreises (der Mittelpunkt
des Inkreises ist der Schnittpunkt der Win-
kelhalbierenden der drei Innenwinkel)

o= =1-94+7+3,
S

Die Radien der Ankreise (jeweiliger Mittel-
punkt als Schnittpunkt der Winkelhalbieren-
den der beiden Aulenwinkel und der Win-
kelhalbierenden des nicht benachbarten In-
nenwinkels) sind

0, = 0=1+9-7+43
(s—a)
S
0= =—149-7+3
b (s—b)g
Qe=—"—p=—1+9+7+3.

C(s—0)
SchlieBlich ist die Summe der Flacheninhalte
des Inkreises und der drei Ankreise (siche die

A Fig. 1973) noch proportional dem Aus-
druck
+ei+ei+o2=(1+92+(7+3%

V(1+9)(7 +3)

Das Jahr 1973 scheint demnach in besonders
innigem Zusammenhang mit der Mathema-
tik zu stehen! Viel SpaB bei der Kontrolle
des Zahlenspiels.
Zeige, daB
e’ +ei+oi+ol=a*+br+ctist.

F. Klar

Das st sie. di Seite
as X
1St s1e, die 1000

der Schiilerzeitschrift alpha.

1973/74

Welch ein Zufall! Unabhingig von der obi-
gen Leserzuschrift sendet unser westdeut-
scher Mitarbeiter die nachfolgende Figur
mit dem folgenden Text:

Als Heronsche Dreiecke bezeichnet man solche
Dreiecke. deren Seiten rationale MaBzahlen
haben und deren Flacheninhalt ebenfalls
durch eine rationale Zahl angegeben werden
kann (nach dem griechischen Mathematiker
Heron von Alexandria,ca. 100v.u.Z.)

>
~
b3
o+
~
+
&
-~
~1489-7 +% 14VG7 *4
19 -7 +V%
s=149+7+4
A=1+49+74

Ganzzahlige Werte
im dargestellten

Dreieck MaBzahl
drei Seiten a, b, ¢ 15.13. 14
halber Umlang s 21
Flacheninhalt A 84
Hohe h, 12
Hoéhenabschnitte Pes 4c 5.9
Inkreisradius e 4

H. Decker



Losungen

W 9*1030 Nach dem Satz des Pythagoras
gilt. da u. b. ¢ die Lingen der Katheten
bzw. der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks sind,

a’+b*=c2
Hieraus folgt wegen c¢+0

€+ -

(4 ¢
Ferner gilt, da jede Kathete kiirzer als die
Hypotenuse ist,

4.1 und 2<1.
c (4

Daraus folgt, weil n—2 nach Voraussetzung
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl

: n-2 =2
Ist. (g) <1 und (2) <l
¢ c

Dabher gilt
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W9*1031 1. Wir erhalten

b? b?
a’—b2+ab=a2+ab+7—b2—7

(4 bY _3,:

—(a+§> —Zb

=(a+g+%\/§b) <a+g—%J§b), also

a*—b*+ab

=[a+%(\/§+1)b] [a—%(Js—l)b].

womit dic geforderte Faktorenzerlegung ge-

geben ist.

2. Angenommen, es gibe auch fir die Summe

a’+b? +ab eine solche Zerlegung in Linear-

faktoren. Dann hitten diese Linearfaktoren

die Form a+ xb bzw. a+yb, wobei x und y

reelle Zahlen sind, und es wiirde gelten

a?+ bt +ab=(a+ xb)(a+yb) -
=a®+(x+yab+ xyb®.

Hieraus folgt, da die Koeflizienten von ab

und h? aufl beiden Seiten iibereinstimmen

miissen, x+y=1

und xy=1, also wegen x%0

y=-.
X

. 1
Daraus folgt weiter x +-=1,
x

also  x*—x+1=0.
Nun gilt aber [ir alle reellen x
1.3

2 2
x‘—=x+l=x"—x+-+=
4 4

1\ 3.3
= J—— >z
(" 2) tai=y

was zu einem Widerspruch fuhrt.

Daher ldBt sich die Summe a*+b*+ab
nicht in zwei Faktoren von der geforderten
Art zerlegen.

10/124 1032 Angenommen, (x, y) sei eine
Losung des Gleichungssystems (1), (2). Dann
gilt wegen (1) y=5—x, also wegen (2)
x*+(5-x)*=275,
x34+5%—5-5%x+10-53x2-10- 52x°
+5-5x*—x*=275,

25x* —250x? +1250x2 — 3125x +2850=0,
x* —10x3 4+ 50x2 —125x+114=0.

Wir setzen
F(x)=x*—10x3+50x2—125x + 114.

Dann gilt f(0)=114,f(1)=30,/(2)=0,f(3)=0,
d. h. die Gleichung (4) hat die reellen Losun-
gen x;=2und x,=3.

Weitere reelle Losungen hat diese Gleichung
nicht; denn wir erhalten durch Division

f(x)

Q)

4

g2 = x2—5x+19.
c-D6-3
Und es gilt fiir alle reellen x

25 25

2 S5x+19=x2-5x+=+19-=2
X X X x+4 3

5\% 51
—(X—5> +T>0
Wegen (1) erhalten

wir firx;=2 y,=3

und fir x,=3 y,=2.

Wenn also das gegebene Gleichungssystem
iiberhaupt reelle Losungen hat, so kdnnen
es nur die Losungen (2, 3) und (3. 2) sein.
Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daB fir diese Werte die Gleichungen (1)
und (2) erfiillt sind, daB also genau diese
Paare Losungen des gegebenen Gleichungs-
systems sind.

10/1241033 a) Angenommen, es sei (x, )
ein geordnetes Paar reeller Zahlen mit y 20,
fiir das die Gleichung
+y)r=x—y
erfiillt ist. Dann gilt
x4+ 2x2y -yt —x+y* =0,
YA+ 2x2+ 1)y? +x*—x=0. )
Diese quadratische Gleichung Rir y?> hat
die folgenden Losungen

1 1
= extes4 [t xi4-—xtx
y 2 a

(1)

= —x’—%+ xtx+-

-l 1!
=-x 2+\/(x+2)

2
und y2=—x’—-%—\/<x+%) .

Wegen y2>0 kommt nur die Lésung (3)
in Frage.

H

3)

4)

" 1 . 1
Fiir 2 ——gilt =20,
u X2 2gl x+2_

und wir erhalten
(5)

Dabher ist y* =0 nur dann, wenn x2=0 und

x<1, d. h. nur Rir
0=xsgl.

In diesem Falle gilt
y=/x(1—x)

Fiir x< -% gilt x+1<0, also

yi= —xz—%+x+%=x(l—x).

(6)

™

d. h., wir erhalten keine reellen Werte fiir y.
Wegen (6) besteht daher der Definitions-
bereich von f aus allen reellen

x mit 05x<1.

b) Wegen (7) gilt

y=f(x)=/x{1-x). (8)
y
' -
3’
+ + P 4
0 M 1
2

c) Wegen (8) gilt y=0 genau dann, wenn
x=0 oder x=1. Die Funktion hat also die
Nullstellen x; =0 und x,=1.

Ferner gilt

)’z=x—x2=—(x2—-x+%)+%=
N2 1t
=—{x—= -£-
(" 2) *3=s
, 1 1
und y =2’ d. h. y=—2, genau dann, wenn

x=%. Daher ist der groBte Funktionswert
(das Maximum) %

d) Wir konnen den Graph dieser Funktion
punktweise konstruieren, indem wir aus (8)
die Funktionswerte firr x=0; x=0,1; x=0,2;
...; x=1 berechnen (vgl. die Abb.). Zu unserer
Uberraschung stellen wir fest, daB der Graph

ein Halbkreis mit dem Mittelpunkt G 0)
und dem Radius r=% ist.

Das ergibt sich aber auch aus der Gleichung
(5). Wir erhalten nimlich aus dieser Gleichung
yr=x—x2
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Fiir y 20 ist das die Gleichung eines Halb-
kreises mit dem Mittelpunkt (% 0) und

dem Radius r=%.
W 10/12e 1034 1. Es sind fiir Verzinsung

und Tilgung der Kredite zu a) und b) jihr-
lich zu zahlen

1°/, von 32000~ M, d. s. 320-M,
und 5°/, von 13500~ M, d. s. 675~ M,
zusammen also 995~ M,

d. s. monatlich 8292 M, also rund 83- M.
2. Die Tilgungszeit ¢ (in Jahren) fiir den Kre-
dit zu b) erhalten wir aus der Gleichung

s-2=1_100- ¢
gq—1
Wegen g=1,04 erhalten wir weiter
5(¢'—1)=100-0,04 - ¢',
5¢'—5=44,
g'=35, also 1,04'=5.
Hieraus erhalten wir durch Logarithmieren

t-lg104=Ig5,
185 _0699%
ig1,04 001703

Die Tilgungszeit [iir den Kredit zu b) betriagt
also rund 41 Jahre.
3. Nach 41 Jahren verbleibt fiir den Kredit
zu a) noch ein Restkredit von
32000,— M—41-320,— M =18880,— M.
Da alle Zahlungen von jdhrlich 995— M
nunmehr auf die Tilgung des zinslosen Kre-
dits verrechnet werden, erhalten wir die
restliche Tilgungszeit

, 18880

t =995 = 19,0.
Die restliche Tilgungszeit betrigt also 19 Jah-
re, so daB die beiden Kredite nach ins-
gesamt 60 Jahren getilgt sind.

W 10/12 w1035 Da beide Seiten der Un-
gleichung (1) nicht negativ sind. ist diese
Ungleichung genau dann erfiillt, wenn die
folgenden Ungleichungen erfiillt sind:
(ac + bd)* S(a® + b*) (2 +d?),
a*c? + 2abed + b*d* £ a*c? + a*d? + b3c?
+b%d?,
0=<a%d?+b*c*—2abcd, @)
0<(ad —bc)>. 5)
Nun ist aber die Ungleichung (5) fiir alle
reellen Zahlen g, b, c, d erfiillt, da das Quadrat
einer reellen Zahl stets groBer oder gleich
Null ist.
Daher sind auch die im Bereich der reellen
Zahlen dquivalenten Ungleichungen (4), (3),
(2) und (1), also die gegebene Ungleichung fiir
alle reellen Zahlen g, b, ¢, d erfiillt, w.zb.w.

@

3)

W 10/12* 1036 1. Fiir alle reellen x gilt

3)

S, (x)=sinx- cosx=% sin2x g%,
da sin2x <1 ist.

. 7y 1. nm 1 .
Nun gilt f (;)—2- sin 7=3 daher hat die

Funktion f, den gréBten Funktionswert %
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2. Fiir alle reellen x gilt

[f2(x)]* =(sinx + cos x)? =sin®x
+cosx+2sinx - cosx

=1+2sinx-cosx. Nun gilt

@

wegen (3) sinx - cosxé%, also

[fz(x)]2§l+2-%=2’ )

mithin f,(x)< /2.

Da nun fz(E)=sin£+cosE=\/§, hat die
4 4 4

Funktion f, den groBten Funktionswert \/5.

W 10/12* 1037 Es soll bewiesen werden,
daf stets gilt

AF -BD-CE=FB-DC- EA. )
Zum Beweis ziehen wir zunidchst durch D
zu AB eine Parallele, die die Gerade CF im
Punkt G schneidet, und durch D zu CA4 eine
Parallele, die die Gerade BE im Punkt H
schneidet (vgl. die Abb.).

Nun wenden wir den Strahlensatz an und
stellen Proportionen auf, in denen die in der
behaupteten Gleichung(1)aultretenden Strek-
ken vorkommen. Dabei beachten wir, daB
der Strahlensatz auch dann gilt, wenn der
Scheitelpunkt des Winkels zwischen den
beiden Parallelen liegt. Es gilt

AF AP
—_ ==, 2)
DG = PD
BD _DH
—_==—_ 3)
BC CE

Ferner stellen wir Proportionen aul, in denen
die Strecken DG und DH vorkommen:

DG _DC
—_ ==, 4
FB BC
DH PD
—_— = (5)
EA AP

Aus den Gleichungen (2), (3), (4) und (%)
erhalten wir durch Multiplikation

AF -BD-DG-DH _ AP-DH-DC- FD
DG-BC-FB-EA PD-CE -BC- AP
und hieraus durch Kiirzen bzw. Multiplika-
tion mit den Nennern beider Seiten der
Gleichung

EB_DC_E=F—BIEE7 w.z.b.w.

541039 Aus 30:5=6"und 6+2=8 lolgt,
daB der FuBginger fiir den Weg von A4 nach B
einschlieBlich der Rast acht Stunden bend-
tigt. Aus 3-5=15 und 30: 15=2 [olgt, daB
der Radfahrer dafiir nur zwei Stunden be-
notigt. Er muB also sechs Stunden, d.s.
360 Minuten, spiter als der FuBganger in A
abfahren.

541040 Wenn in einer dreistelligen natiir-
lichen Zahl die Null nicht als Grundziffer
vorkommt, so kénnen jeweils an der Einer-,
Zehner- und Hunderterstelle nur die Grund-
ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 auftreten.
Es konnen also an jeder Stelle genau neun
verschiedene Grundziffern vorkommen. Da-
her gibt es genau 9-9-9=729 dreistellige
natiirliche Zahlen, die nicht die Null als
Grundziffer enthalten.

W 5m1041 Sowohl die Summe zweier ge-
rader als auch die Summe zweier ungerader
natiirlicher Zahlen ist stets gerade. Deshalb
ist X wegen Y+Y eine gerade Zahl. Da die
Summe ZX <100 ist, muB X <4 sein. Fiir
X =0 wire XY keine zweistellige natiirliche
Zahl; deshalb muB X >0 sein. Also gilt
X =2 oder X=4.
Aus X =2 folgt Y=1 oder Y=6 bzw. Z=4
oder Z=5.
Aus X =4 folgt Y=2 oder Y=7 bzw. Z=8
oder Z=9.
Die gesuchten Lésungen lauten somit
21 26 42 47
420 426 +42 47
_@ 5% _84 %

W 51042 a) Fliche des FuBbodens:

6 m=600 cm, 4,5 m=450 cm,

A, =600-450 cm?=270000 cm?.

Fliche einer quadratischen Fliese:
A,=15-15em? =225 cm>.

Es werden 270000 : 225=1200 Fliesen be-
notigt.

b) Fliche einer rechteckigen Fliese:
A3=120-225 mm?=27000 mm?=270 cm?,
Von dieser Sorte werden 270000 : 270
=1000 Stiick benotigt.

W 5* 1044 Es sei h die Anzahl der verkauf-
ten Hiihner, e die der Enten, g die der Ginse,
p die der Puten und k die der Kaninchen.

Aus 100—(h+e)—(p+k)=100—-52-30=¢
folgt g=18.

Aus (e+g)—18=43—18=¢ folgt e=25.

Aus 52—-25=h folgt h=27; aus 34—18=p
folgt p=16;

aus 30— 16=k lolgt k=14.

An diesem Tage wurden 27 Hiihner, 25 Enten,
18 Giinse, 16 Puten und 14 Kaninchen ver-
kauft.

W 5% 1043 Da die gesuchte natiirliche Zahl
durch 6 teilbar ist, ldBt sie sich durch z=6-n
(n=0, 1, 2, 3, ...) darstellen. Die Hilfte von z
lautet dann 3 - n; der dritte Teil von z lautet
2-n

Aus 3-n—5=2-n folgt n=5 und damit
z=6-5=30.

641045 Aus 5,=130 m und 5,=220 m
folgt s=130 m+220 m=350 m. Deshalb gilt
t=§=350m'h=350-60 min=lmin.

v 42km 42000 2
In einer halben Minute hat der Giiterzug den

Tunnel in seiner ganzen Linge durchfahren.




641046 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit
¥ ACB=y=90° (vgl. die Abb.).

8

Py
Aus «+f=90° und p=2a folgt dann
3a=90° also «=30° und f=60°. Wir spie-
geln das rechtwinklige Dreieck ABC an der
Geraden AC als Symmetrieachse; dann gilt
fir die Winkel des Dreiecks ABB’° < ABB’
= xBB'A= ¥ BAB'=60°, d. h. das Dreieck
ist gleichwinklig und damit auch gleichseitig.
Aus BB'=AB und BC=CH folgt dann
2- BC=AB. Die Hypotenuse AB ist somit
doppelt so lang wie die Kathete BC.

W 6 w1047 Die Ziffern 1, 2, 3 und 4 lassen
sich wie folgt anordnen:
12342134 ..,4123

12432143,..,4132
1324 . e :
1342 ens
1423, : e :
1432 2431,..,4321

Es lassen sich also 4-6=24 verschiedene
Zahlen bilden. Jede Zilfer steht genau je
sechsmal an der Einer-, Zehner- bzw. Hun-
derterstelle. Die Quersumme der Ziffern be-
trigt 10, das Sechsfache der Quersumme
somit 6-10=60. Damit ergibt sich folgende
Rechnung:

60 Einer sind 6 Zehner, 60 Zehner sind 6 Hun-
derter, 60 Hunderter sind 6 Tausender,
60 Tausender sind 6 Zehntausender; wir er-
halten als Summe aller dieser Zahlen dem-
nach 66 660.

W 6 w1048 Nach Voraussetzung gilt ¥ PAS
- {SAB=%a und ¥ QBS = {SBA:%/S.

Ferner gilt xPSA= {SAB=%11 und £QSB

=SBA=% B als Wechselwinkel an geschnit-

tenen Parallelen. Die Dreiecke AASP und
ASBQ sind somit gleichschenklig, da gleichen
Winkeln eines Dreiecks gleiche Seiten gegen-
iiberliegen, und es gilt AP=PS und Eé:@
Daraus folgt

AP+BQ=PS+50=PQ.

C

W6*1049 Da die Summe ZX <100 ist,
muB X £3 sein. Fiir X=0 wire XY keine
zweistellige natiirliche Zahl; deshalb muB
X >0 sein. Also gilt X=1 oder X =2 oder
X=3
Es sei X=1; dann ist Y=7 und Z=5.
Es sei X=2; dann ist Y=4 und Z=17.
Es sei X=3; dann ist Y=1 und Z=9.
Die gesuchten Losungen lauten somit
17 24 31
+17  +24 +31
417 424 431
_ 5 72 93.

W6*1050 Fiir z, gilt z,=1-100000+x,
fir z, gilt z,=10-x+1. Wegen 3-z2,=2,
gilt dann

3-(100000+x)=10x+1,

300000+ 3x=10x+1,

7x=299999,

x=42857.

Die Zahl z, lautet somit 142857, und die
Zahl z, lautet 428 571, und es gilt 3 - 142857
=428 571.

741051 Da die Summe zy <100 ist, mufl
x <3 sein. Fiir x =0 wiire xy keine zweistellige
natiirliche Zahl; deshalb muB x>0 sein.
Also gilt x=1 oder x=2 oder x=3. Wegen
y<9 gilt 3- y<27; somit gilt fir die Einer-
stellen 3-y=0-10+y oder 3-y=1-10+y
oder 3-y=2-10+y.
Aus 3-y=0-10+y, also 3-y=y folgt y=0.
Aus 3-y=10+y, also 2-y=10 folgt y=>5.
Aus 3-y=20+y, also 2-y=20 folgt y=10;
das ist wegen y <9 nicht moglich.
Die gesuchten Losungen lauten somit

10 20 30 15 25

+10 420 430 +15  +25
+10 420 +30 415  +25
0 _% _4 _7

_30
741052 Es seien sy, s,, ..., 5¢ die erzielten
Sprungweiten (gemessen in cm); dann folgt
aus den Angaben von Klaus:
s4=410cm (Quersumme 5);

300 cm<s, <400 cm (Quersumme 5); von
den Zahlen 311, 302 und 320 ist nur 320 durch
5 teilbar, folglich gilt s, =320 cm;

5y=s, +%sl =320cm + 160 cm =480 cm;

5, +44 cm=s,; s;+44 cm=480 cm, also
5, =436 cm; s; war ein ungiiltiger Sprung;
also gilt, da dic Summe der Sprungweiten
Sy, Sz, S3, S4 und s¢ gleich 2118 cm war,
s¢=2118 cn—(s; +5,+5,+5,)
=2118cm—1646 cm =472 cm.

W 7a1053 Angenommen im Auflenthalts-
raum stehen x Bénke, dann gilt
6-(x—1)+3=5 x+4,
6x—6+3=5x+4,
x=T.
Fiir den ersten Fall gilt 6-(7—1)+3-1=39
Personen; fiir den zweiten Fall 5-7+4=39
Personen.
Im Aulenthaltsraum befinden sich 7 Bianke
und 39 Personen.

W7=1054 Aus p,-p,+1 und p,=p, +2
erhalten wir durch Einsetzen

P (P 42 +1=p 2 +2p +1=(p, + 1%
Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen p,, p, + 1, p, +2 ist eine durch 3
und eine durch 2 teilbar. Da p, und p, +2
beide Primzahlen und beide groBer als 3 sind,
muB p, +1 sowohl durch 3, als auch durch 2
und deshalb durch 6 teilbar sein. Ihr Quadrat
ist darum durch 6 - 6=36 teilbar.

W 7*1055 Es sei g die Quersumme einer
vierstelligen natiirlichen Zahl mit der gelor-
derten Eigenschalt; dann gilt

999 < g* <9999,
961 =312 <¢*<99*=9801,

31 <¢q2<99,

5 <q «9.

Die Quersumme g konnte also gleich 6. 7
oder 8 sein. Nun gilt
6*=1296 und g=1+4+2+9+6=18+6.
74=2401 und g=2+4+0+1=7.
84=4096 und g=4+0+9+6=19+8.
Die Aulgabe besitzt genau eine Losung; die
einzige natiirliche Zahl mit der geforderten
Eigenschaft lautet 2401.

W 7%*1056 Es sei H der Schnittpunkt der
drei Hohen. Fiir das rechtwinklige Dreieck
ABE gilt X ABE= X FBH=90°—o. Da jeder
der beiden Punkte D und F Scheitel eines
rechten Winkels ist, die iiber derselben Sehne
BH stehen, liegen D und F auf dem Kreis mit
BH als Durchmesser. Dann gilt auch ¥ FBH
= ¥ FDH =90° —« als Peripheriewinkel iiber
der gleichen Sehne FH. Aus ¥ ADB=90°
und X FDH =90°—ua folgt ¥ FDB=a. Wegen
XxFDB=f folgt daraus ferner ¥BFD=y.
Somit gilt X HFD=90°—.

Fir das rechtwinklige Dreieck ABD gilt
¥BAD= ¥ FAH=90°—f. Dic Scheitcl E
und F der rechten Winkel liegen aul dem
Kreis mit AH als Durchmesser. Deshalb gilt
¥ FAH= ¥ FEH =90°— f§ als Peripheriewin-
kel liber der gleichen Sehne FH. Daraus lolgt
¥ AEF =flund somit x AFE=1y,also ¥ HFE
=90°—7. Die Hohe CF des Dreiccks ABC
halbiert somit den Innenwinkel EFD dcs
Dreiecks DEF.

Der Nachweis. daB auch die iibrigen Hohen
die Innenwinkel des Dreiecks DEF halbicren.
erfolgt in analoger Weise.
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841057 Fir n=0 und n=1 trillt die Be-
hauptung wegen z=0 zu. da die Zah! 0 durch
6 und durch 24 teilbar ist. Es sei nun n einc
natiirtiche Zahl. die groBer als 1 ist. Dann gilt
z=n*—n=n(m*—1)=n—1)nn+1)

Die Zahl z ist also in jedem Falle durch 3
teilbar; denn von drei auleinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist stets eine Zahl durch 3
teilbar, und daher ist auch ihr Produkt durch
3 teilbar.

a) Ist nun n eine gerade natiirliche Zahl. so ist
sie durch 2 teilbar, also ist auch das Produkt
z=(n—1)n(n+ 1) durch 2 teilbar. Da z durch 2
und durch 3 teilbar ist und da 2 und 3 teiler-
[remde natiirliche Zahlen sind. ist z auch
durch 6 teilbar. w.z.b.w.

b) Ist aber n eine ungerade natiirliche Zahi.
so gilt n=2k+1. wobei k eine natiirliche
Zahl ist. In diesem Falle erhalten wir
z=(n—1)nn+1)=2k(2k+1)(2k+2)
=4k(k+1)(2k+1). Nun ist das Produkt
k (k+ 1) durch 2 teilbar, weil von den beiden
aufeinanderfoigenden natiirlichen Zahlen &
und k+ 1 eine Zahl durch 2 teilbar ist. Also
ist z durch 8 teilbar. Da. wie oben gezeigt
wurde, z auch durch 3 teilbar ist und da 3 und
8 teilerfremd sind, ist in diesem Falle z durch
3-8=24 teilbar. w.z.b.w.

841058 Die abgebildete Figur ist axial-
symmetrisch beziiglich der Geraden GP als
Symmetrieachse. Aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke AABH und AEBP folgt AH : AB
=5 . th a a a ..
=EP: EB bzw. 3¢ a=x: 7 also x-;. Fiir
den Flacheninhalt des konkaven Vierecks
APBG gilt demnach
Ao=Aupco—Aapp—2 " Apce.

a’ a® 3,

also Ay=24cm?
D G C
H F
P
A d 2 8
W8 w1059 1. Das Fahrschifl .SaBnitz" legt

die 107,4 km lange Strecke von SaBnitz nach
Trelleborg in 3 h 50 min= %::)2 h zuriick;
daher betrigt seine mittlere Geschwindigkeit

1074 - 60

Nunist 1sm=1,852km,also | km= sm.

1
1,852
Daraus folgt
v, x 12’2’502 sm/h 15,1 kn.

Die mittlere Geschwindigkeit dieses Fihr-
schifles betragt also 15,1 kn.
2. Das neue Fahrschiff .Riigen" legt die
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Strecke von 1074 km mit einer mittleren
Geschwindigkeit von ¢, =20.6 sm, h zuriick.
Da 1 sm=1.852 km. betrigt die Geschwin-
digkeit
v,=20.6-1.852 km/h~38.15 km/h. Die
Strecke von 1074 km wird also in der Zeit
1074 .
=m5—hz2,815 h~2h 49 min
zuriickgelegt.

W8e1060 Aus PD:PA=PE:PB=1:2
folgt nach dem Strahlensatz DE || AB und
AB=2- DE. Entsprechend gilt EF | BC und
BC=2"EF bzw. DF | AC und AC=2"DF.
Die Dreiecke A4ABC und ADEF sind somit
einander dhnlich. Aus der Ahnlichkeit folgt
Apgr: A gc=DE? : AB*=DE® : 4- DE?

=1 : 4. Der Fldcheninhalt des Dreiecks DEF
ist somit genau ein Viertel so groB wie der
des Dreiecks ABC.

c

AA\ 8

W8 * 1061
Da ein Viereck vier Winkel
xX+y+z+t=4, also y+z+t=2.
Es konnte also hochstens die Typen
(2;2;0;0). (2;0;2;0), (2;0;0;2), (2;1;1;0),
(2;1;0;1) und (2;0;1;1)

geben. Nun betriigt die Winkelsumme eines
Vierecks stets 360°. Daher scheidet der 1. Typ
aus; denn dann wire die Winkelsumme
kleiner als 360°. Ferner scheidet auch der
3. Typ aus; denn hier wiire die Winkelsumme
groBer als 360°. Es verbleiben also nur die
folgenden vier Typen von ebenen Vierecken
mit genau zwei spitzen Winkeln:

Nach Voraussetzung gilt x=2.
hat, gilt

Typ 4

Typ3

(2;0;2;,0), (2, 1;1;0), (2; 1, 0; 1) und
(2; 0; 1; 1). Fiir diese Typen kann die Bedin-
gung, daB die Winkelsumme 360° betrigt,
erfillt werden Die beigefiigte Abbildung
zeigt Beispicle fiir diese vier Typen.
W8*1062 a) I. Im Falle der ersten Zer-
legung (vgl. die Figur 1) gilt, da die Winkel-
summe des Dreiecks ABC gleich 180° ist,
ay+oay+fy+ By +y, +7,=180°

Nun sei der kleinste der Winkel a,. «,, 8, 35,
71: 72 gleich @.

Dann gilt a,2¢, a,2¢, 5,20, f,20,
712@, 722 ¢; also
180°=a, +ay+ 5, + B, +7 +7.26 0,

180°

dh. <180 3¢,
$="¢

Der kleinste dieser Winkel ist also nicht
groBer als 30°, also auch nicht groBer als 45°;
daher ist auch der kleinste der Winkel der
Teildreiecke nicht groBer als 45°.

>
5

b
T

Figur 1 Figur 2

B
N

n
A~7
o

Figur 3 Figur 4

N

™

A [
Figur 5

2 Im Falle der zweiten Zerlegung (vgl. die
Figur 2) gilt, da die Winkelsumme des Drei-
ecks ABC gleich 180° ist,
a+f+7, +y,+y;=180°
Nun sei analog wie oben der kleinste dieser
Winkel gleich ¢, dann gilt
180°=a+fB+y,+y;+73250,

d. h. pS—=

Auch in diesem Falle ist also der kleinste der
Winkel der Teildreiecke nicht groBer als 45°,
3. Im Falle der dritten Zerlegung (vgl. die
Figur 3) gilt, da die Winkelsumme des Drei-
ecks CDB gleich 180° ist,

6+ B, +p,+y,=180°
Nun sei der kleinste dieser Winkel gleich ¢,

dann gilt
180°=6+48,+p,+y, 240,
dh. (pgl—?—=45°.

Auch in diesem Falle ist also der kleinste der
Winkel der Teildreiecke nicht groBer als 45°.
4. Im Falle der vierten Zerlegung (vgl. die
Figur 4) erhalten wir analog wie in Ziff. 3
8, +0,+B+7v,=180°
180°=6,+3,+B+7,Z 40,

180 —45°.
4

o=

In allen vier Fillen ist also der kleinste der
Winkel der Teildreiecke nicht grofler als 45°,
w.zb.w.

b) Die Figur 5 zeigt ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck ABC, das in die eben-
falls gleichschenklig-rechtwinkligen Teildrei-
ecke ADC, DBE, CDE zerlegt worden ist.
Jedes dieser Teildreiecke hat einen rechten



Winkel und zwei Winkel von je 45°. In diesem
Falle ist also der kleinste der Winkel der
Teildreiecke genau gleich 45°.

941063 Es seien g, b zwei nichtnegative
reelle Zahlen, fiir die
Ja+b=Ja+ /b )
gilt. Dann [olgt durch Quadrieren auf beiden
Seiten der Gleichung (1) _
(Va+b?=(Ja)* +2 Ja Jb+(/b),
a+b=a+2Jab+b,
also 2./ab=0. @
Die Gleichung (2) ist aber nur dann erfiillt,
wenn a=0 oder b=0 gilt. Daher kann die
Gleichung (1) héchstens dann erfiillt sein,
wenn a=0 oder b=0. Andererseits erhalten
wir fir a=0
Jatb=J05b=Jb=/0+b
=Ja+ /b und fir b=0
Ja+h=y/a+0=Ja=Ja+ 0
=\/a+\/z,
d. h.,die Gleichung (1) ist erfiillt, wenn a=0
oder b=0. Die gesuchten geordneten Paare,
fir die (1) erfiillt ist, sind also alle Paare
[0;5] und [a;0], wobei @ und b beliebige
reelle Zahlen sind.

941064 Wir beweisen zunichst, daB der
Punkt P auf der Seitenhalbierenden CD des
Dreiecks ABC liegt. Nun gilt nach Voraus-
setzung fiir die Flicheninhalte der Dreiecke
CAP und CPB

A CAP=A__CPB'_ 1)
Ferner gilt, da wegen AD=DB die Grund-
linien und die Héhen der Dreiecke PAD und
PDB gleichlang sind,

A pip=4 pDB-

Endlich gilt wegen AD=DB auch

wobei

@

3)

A
A cp=A CDB=5’

A der Flicheninhalt des Dreiecks ABC ist.

C

LT N

A 2 8

Wiirde nun P nicht aul der Seitenhalbieren-
den CD liegen, z B. wie in der Abbildung
innerhalb des Dreiecks CDB, so wiren wegen
(1) und (2) die Vierecke ADPC und CPDB
flichengleich, und der Flicheninhalt A, des
Vierecks CPDB wire gleich

Andererseits gilt aber, da P innerhalb des
Dreiecks CDB liegt,
A, <A cps
also A, <ﬁ.
2
Das ist aber ein Widerspruch; daher ist die
Annahme. daB P nicht auf der Seitenhalbie-
renden CD liegt, falsch. Damit ist bewiesen,
daB P auf CD liegt.
Analog beweisen wir, daB P auch aul den
Seitenhalbierenden AE und BF liegt. Der

Punkt P ist also der Schnittpunkt der drei
Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC,
w.z.b.w.

W 941065 Es sei x eine reelle Losung der
gegebenen Gleichung; dann gilt
2ax

und x +a, x% —a, da sonst die Nenner in (1)
nicht von Null verschieden wiren. Nun
folgt aus (1) durch Multiplikation mit x2 — g2
2ax(x—a)+2ax(x+a)—a=2(x*—a?), 0))
2ax?—2a*x +2ax? + 2a®x —a=2x?—2a?,
4ax?—2x%42a%—a=0,
2(2a—1)x%+a(2a—1)=0,

(2a—1)(2x*+a)=0. 3)

1. Nun sei 2a—1=0, also a=%.

Dann ist die Gleichung (3) und damit auch
die Gleichung (2) fir alle reellen x und daher

die Gleichung (1) fiir alle reellen x mit ]xl#%

erfiillt.
2. Es sei 2a—1+0. Dann folgt aus (3)
2x2+a=0,
2 a

xt=—=

2 (S

2. a) Ist nun a>0 und a*%, so hat die
Gleichung (4) und daher auch die Gieichung

(1) wegen —§<0 keine reelle Losung.

2. b) Ist aber a<0, also —§>0, so hat die

Gleichung (3) und damit auch die Gleichung
2) genau zwei reelle Lésungen, nimlich

a a
"1=\/_§ und x2=—\/—2—,

Dann hat aber auch die Gleichung (1) diese
beiden Losungen unter der Voraussetzung,

daB |x|+a, also a+ —% gilt.

2. ¢) Ist a=0, so hat zwar die Gleichung (3)
genau eine reelle Losung, niamlich x=0,
aber die Gleichung (1) ist wegen x=a nicht
erfiillt, weil alle Nenner gleich Null sind.
Zusammenfassung: Die Gleichung (1) hat
also

a) keine reelle Losung, wenn a=0 und

1 1
a#:i oder wenn a= —3

b) genau eine reelle Lésung in keinem Falle;
c) genau zwei reelle Losungen, nidmlich

X1=\/—gund x,= —\/—%, wenn a <0 und

1
a+ 2

d) mehr als zwei reelle Losungen. und zwar

unendlich viele Lésungen, wenn a=%. In
diesem Falle ist die Gleichung fiir alle x mit

|x|4=% erfiillt.

W9al1066 Es sei AC=d. GC=x und
FG =y, dann ist nachzuweisen. dafy x=y gilt.

Aus AC=d=a./2 und E=a_folgl
G_C=x=a\/2——a, also x=a(,/2—1). Ferner

gilt SG=2y/2-a(y2-1)=32~2).

Aus der Ahnlichkeit der Figuren folgt
SG:SC=FG:BC, also

a

52-V2) B _

2 =X,alsoy=a(2_2 2)=a(\/2—1)
Y

und damit x=y.

W 9*1067 Fiir p=2 ist die Zahl 14+p=16
nicht Primzahl. Fiir p=13 ist die Zahl 32 +p=
=35 nicht Primzahl. Fiir p=>5 sind die Zah-
len 14+p=19, 26+p=31, 32+p=37 und
38+ p=43 simtlich Primzahlen.

Damit haben wir bereits eine Primzahl,
nimlich p=35, erhalten, fir die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiilit sind.

Wir wollen nun zeigen, daB es keine weitere
solche Primzahl gibt. Angenommen, es gibe
eine solche Primzahl p mit p>S5. Dann ist
p nicht durch § teilbar. Man kann daher p
in einer der Formen 5k+1, 5k+2, 5k+3,
Sk+4 darstellen, wobei k eine von Null
verschiedene natiirliche Zahl ist.

Fiir p=5k+1 erhalten wir die Zahl 14 +p=
Sk+15=5(k+3), die nicht Primzahl ist;
fiir p=5k+2 erhalten wir die Zahl 38+p=
=5k+40=>5(k +8), die nicht Primzahl ist;
fir p=5k+3 erhalten wir die Zahl 32+p=
=5k+35=5(k+7), die nicht Primzahl ist,
fir p=5k+4 erhalten wir die Zahl 26+ p=
=5k +30=>5(k+6), die nicht Primzahl ist.
Damit haben wir nachgewiesen, daB es keine
Primzahl, die groBer als 5 ist, gibt, fiir die die
Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind. Es gibt
also genau eine Primzahl, nimlich p=35,
so dafl die Zahlen 14+4p, 26+p, 32+p,
38 + p wieder Primzahlen sind.

W 9*1068 Nach dem Kongruenzsatz (ssw)
sind zwei Dreiecke immer dann kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem der gréBeren
Seite gegeniiberliegenden Winkel iiberein-
stimmen. In dem vorliegenden Fall sind
aber die Dreiecke ABD und BDC nicht
notwendig kongruent, wenn die Seite AB
kleiner als die Seite BD und daher auch die
Seite BC kleiner als die Seite BD ist. In diesem
Falle stimmen nidmlich die Dreiecke ABD
und BCD in zwei Seiten und dem der kleine-
ren Seite gegeniiberliegenden Winkel iiber-
ein, woraus nicht notwendig dic Kongruenz
dieser Dreiecke folgt. Daher ist auch das
Viereck ABCD nicht immer ein Drachen-
viereck, und die aufgestellte Behauptung
ist [alsch.

D
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Das wird durch die beigefiigte Abbildung
veranschaulicht. Obwohl in dieser Abbil-
dung DB=DB, AB=BC, ¥BDA= £CDB
gilt, sind die Dreiecke 4BD und BCD nicht
kongruent, und das Viereck ABCD ist kein
Drachenviereck.

W 10/124 1069 Wir setzen

a—c=x, b—d=y.

Dabei gilt nach Voraussetzung x>0, y>0

und a+b—c—d=x+y>0. Nun ist die Un-

gleichung (1) genau dann erfiillt, wenn die

Ungleichung
1.1, 8

x? T (x—y)?

erfillt ist.

Zum Beweis der Richtigkeit der Ungleichung

(2) leiten wir zunichst eine Ungleichung fir

LZ+L2 ab. Fiir alle positiven reellen Zahlen
x° Yy

@

x, y gilt ndimlich

Andererseits gilt

(x+yP=xr+2xp+yi=
=x2—2xy+3?+4xy
=(x—1) +4xy=4x)y.

also  (x+y)224xy.
Aus (4) erhalten wir durch Division
1 4 2 8
T Ty
Daraus folgt wegen (3)
1 1 8
1
womit die Ungleichung (2) und damit auch
die Ungleichung (1) bewiesen ist.

4

W 10/12 #1070 Mit Hilfe einer geschickten
Umformung konnen wir die Summe s, leicht
berechnen. Es gilt ndmlich fir alle von Null
verschiedenen natiirlichen Zahlen k

1 1

kP11 k—-1D)2k+1)
_1@k+1D)—(2k=1)_
T2 Qk=1)(2k+1)

_1 11

2\2k—1 2k+1
Daraus folgt

1 1 1 1 1 |
s=f—-—-t————t—
n 2(2—1 241 4-1 4+1 6-—1

_L+...+ 1 1 )
6+1 2n—1 2n+1)
ifr 1111

% 2( 373751577
1

1
n+1)

2n—1
s=1(1— 1 )=12n+1—l= 2n .
"2 2n+1}) 2 2n+1 2(2n+1)
s=—,
" 2n+1

womit die Behauptung bewiesen ist.
Fiir n=1 erhalten wir
R S |
1241 %

Ferner erhalten wir fiir n=2, 3, 10 bzw. 100
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s =2 _2

2 441 5§
L3 3
T6+1 7

s -1 _10
1o 20+l 21’
o __ 100 _100
100 200+1 201°

Wir erkennen, daB die Summe s, sich um so

mehr der Zahl % ndhert. je groBer n wird.

Eine Zahl fehlt

Es fehlt

a) die 4; denn 3-7=21 und 4-8=32

b) die 13, denn 11, 13, 17 sind Primzahlen
und 15, 18, 21 sind durch 3 teilbar

¢) die 8; denn 2°=8 und 5*=625.

Liufersprung
Die Hohen eines Dreiecks schneiden ein-
ander in einem Punkt.

Es gilt nimlich Der zerbrochene Krug
Es ist der Krug unten rechts.
lim s = lim
new | onmw 2t Das hab ich mir ausgedacht
—fim —" _ —fim-L =L 21-2=19
""“’n(2+l> nmwpyl 2 -
n " 743210
3+6=9
Magisches Quadrat
Der Aquilaber
Bezeichnen wir mit Buchstaben F = Fisch, 21131 3]76
K = Kugel, G e.Glo.ckchen, W= Waa.ge- ulalols
balken, dann ergibt sich anhand der Zeich-
nung: 14| 1 |15 4
K=2W 5]
F+K=G @ (2|64
2F+G=F+K+G+W 3
oder F=K+W (4) Krenzwortriitsel
aus (1) und 4) F=3 W )
aus (1), 2) und (5) G=5W 6)
x=3W+K=5W
Mit zwei Gegenstinden (laut Aufgabenstel-
lung) 14Bt sich dieses Gewicht durch eine
Kugel und einen Fisch aufbringen [nach (6)
und (2)].
Summand
Ein statt kein Lésungen zu: Quiz fiir helle Kipfe
Heft 5/73, S. 106: In Aufgabe 5 muB es 1.b 2. ¢ 3. ¢ 4.c 50
heiBen: ... Es gibt ein k, ... 6.b 71b
Mathematische Schiilerbiicherei, Band 75
I. L. Golowina/l. M. Jaglom
144 S., 82 Abb., 142 mm x 200 mm, Broschur, 6,—M, Best.-Nr.: 5700238

Aus dem Inhalt :

Berechnungen mittels vollstandiger In-
duktion — Beweise mittels vollstandiger
Induktion — Vollstindige Induktion bei
Konstruktionen — Bestimmung von Fi-
guren mittels vollstindiger Induktion —
Definition mittels vollstindiger Induk-
tion — Vollstindige Induktion nach der
Dimensionszahl — Nachwort von J. A.
Gastew — Ldsungen der Aufgaben




Sternfinder

. Durchmesser 17 cm
. Gewicht Jkg
} Preis 550 M

VEB Freiberger Prizisionsmechanik - DDR 92 Freiberg

Einfach fotografieren

SL-SYSTEM

FRUH UBT SICH, WER EIN MEISTER WERDEN WILL

Eine der modernsten Lernmethoden ist die Fotografie.

Sie macht es moglich, Wissen 2u speichern und anschaulicher 2u machen.
Besonders wichtig sind dabei die Papierbilder in Color. Sie geben ein optimales
Bild der Wirklichkeit wieder. Das SL-System bietet alle Moglichkeiten,

das Fotografieren als Studienmethode einzusetzen

Die bedienungseinfachen Kameras

gibt es von 19,50 M bis 19500 M

Informieren Sie sich in den

Kontaktringverkaufsstellen
Foto und in den

anderen Fach-
geschaften!

einfach fotografieren —
SL-System







UCHE

MaTHE

M. J. Wygnosdski

Héhere Mathematik —
griffbereit

782 Seiten, Lederin
Akademie-Verlag Berlin

2480 M

W. Walsch
Zum Beweisen im Mathematik-
unterricht

192 Seiten, 43 Abb., Pappband 8,00M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

W. Engel/U. Pirl

Aufgaben und Lasungen
aus Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR,

Band 1

178 S., Pappband 6,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Autorenkollektiv
Mathematik in Ubersichten

270 S. mit zahlr. Abb., Pappband
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

3,00M

K. Lemnitzer

Einfiihrung in die Technik

des Integrierens

(Lehrprogrammbiicher Hochschulstudium,
Band 2)

136 S., kartoniert 850M
Akademische Verlagsgesellschaft Geest

u. Portig Leipzig

J. Sedlagek
Keine Angst
vor Mathematik

167 S., 71 Abb. 4,80 M
Mathematische Schiilerbiicherei: Nr. 67
VEB Fachbuchverlag Leipzig

M. Kovics
Rechenautomaten
und logische Spiele

211 S., 114 Abb., Broschur
VEB Fachbuchverlag Leipzig

8,00 M

H. Almeroth
Riiumliche Vorstellungsfahigkeit

139 S., 180 Zeichnungen, eine Kontroll-
schablone als Beilage
Broschur

VEB Fachbuchverlag Leipzig

6,80 M

Dietrich/Stahl

Grundziige der Matrizenrechnung
313 S., 10 Bilder, 57 Kontrollfragen und
Antworten, 66 Ubungen und Lésungen,
Halbgewebe 8,50 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

V. Mangold/Knopp
Einftihrung in die hohere
Mathematik

Band I: Zahlen, Funktionen, Grenzwerte,
Analytische Geometrie, Algebra,
Mengenlehre

564 S., 116 Abb. 22,00 M
Band I1: Differentialrechnung, Unendliche
Reihen, Elemente der Differentialgeometrie
und der Funktionentheorie
624 S., 114 Abb., Leinen
S. Hirzel Verlag Leipzig

22,00 M

H. Vieregge

Einfiihrung in die klassische

Algebra

319 S., zahir. Abb., Pappband 19,80 M

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Baltjanski/Gochberg
Siitze und Probleme
der Kombinatorischen Geometrie

127 S., Pappband 6,80 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Autorenkollektiv
Lehrgang der Elementar-
mathematik

(zur Vorbereitung auf die Fachschulreife)
583 S., 523 Abb., 857 Aufgaben mit
Losungen, Ganzgewebeeinband
VEB Fachbuchverlag Leipzig

12,50 M

T. Pszczolowski
Schliissel zum Ziel

Vom zweckmiBigen Handeln und von
kybernetischen Prinzipien

199 S., Pappband mit Folie 4,50 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

H. Tucholski

Bildfliiche und Ma@

62 S., zahlr. Abb., Pappband 4,50 M

VEB Verlag der Kunst Dresden

Autorenkollektiv

Technisches Grundwissen fiir
Lehrer der polytechnischen
Oberschule

Technik und Technologie (der
metallverarbeitenden Industrie, der
chemischen Industrie, des Bauwesens und
der Landwirtschaft)

448 S., 295 Abb., cellophaniert,
Halbleinewand 18,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Christian Heermann
Das Einmaleins
geniigt nicht mehr

Mathematik im Alltag
144 S., zahlr. mehrfarbige Abb.,
Der Kinderbuchverlag Berlin

3,00M

H. Lohse/R. Ludwig
Statistik

fiir Forschung
und Beruf

Ein programmierter Lehrgang

Etwa 360 Seiten mit 185 z. T. farbigen Bil-
dern, 3 Selbstleistungskontrollen und 16 Zu-
sammenfassungen in einem Beiheft, 22,00 M

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Statistische Auffassungen und GesetzmabBig-
keiten sind in unseren Tagen nicht nur fir
irgendwelche besonderen Spezialisten erfor-
derlich — den Arbeiter und den Arzt, den
Ingenieur und den Lehrer, fiir den Okonomen
und den Offizier, den Biologen und Agro-
nomen, den Bankfachmann und den Pro-
duktionsorganisator.

Prof. B. V. Gnedenko, Moskau

Das Hauptanliegen des Buches ist die Ent-
wicklung des statistischen Denkens, das in
vielen Bereichen der Forschung und Praxis
eine immer bedeutendere Rolle spielt. Der
Inhalt erfaBt die Datenerfassung, Aufberei-
tung und die Darstellung der Daten sowie die
mathematischen Grundlagen. Das bereits in
Tests erprobte Werk ist vollstindig program-
miert und besonders fiir Leser geeignet, die
noch keine Vorkenntnisse auf dem Gebiet
der Ctatistik haben.
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