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Flementare Grundziige
der klassischen und modernen
Variationsrechnung

Was ist eigentlich Variationsrechnung?

Zur inhaltlichen Kldrung dieser Frage gehen
wir einleitend von den bekannten Extrem-
wertaufgaben der Analysis aus. Diese sind,
ganz allgemein charakterisiert, an die Ziel-
setzung gekniipft, zu einer vorgegebenen
Funktion f(x) ihren groBten oder kleinsten
Wert beziiglich aller x einer vorgegebenen
Teilmenge M des Definitionsbereiches von
f(x) zu bestimmen, also Max, f(x) bzw.
Min,, f(x) zu berechnen. Damit verbindet
sich zugleich die Aufgabe, soiche x=xy,,
bzw. x=x,,, aus M (sog. Extremstellen)
zu ermitteln, [Ur die f(xp.)=Max, f(x)
und f(xXp)=Miny, f(x) gilt. Ist zum Bei-
spiel f(x) eine stetige Funktion und M ein
Intervall [a. b] der x-Achse, so existieren
stets Max, , f(x) und Ming, , f(x), und
ihre zugeordneten Extremstellen liegen ent-
weder. im Innern von [a,b] oder auf dem
Rande dieses Intervalls. Ist f(x) dariiber
hinaus differenzierbar, muf} in jeder im In-
nern von [a.b] liegenden Extremstelle x,
notwendig [iir die erste Ableitung f’(x,)=0
gelten. Diese Gleichung bildet zugleich eine
Berechnungsgrundiage zur Ermittlung von
Xo. Ob umgekehrt eine Losung dieser Glei-
chung f’(x)=0 tatsichlich eine Extremstelle
von f(x) darstellt, bedarf freilich jedesmal
noch zusitzlicher Untersuchungen.

Mit den oben skizzierten Extremwertauf-
gaben und ihrer Losungsmethode erfaBt man
aber bei weitem nicht die vielseitigen Formen
von Optimierungsproblemen, die heute von
Naturwissenschaft, Technik und Okonomie
gestellt werden. Die Ursache dafiir liegt darin,
daB viele technische und 6konomische Vor-
ginge gar nicht bloB durch einen Parameter x,
also durch die Festlegung einer Variablen x,
eindeutig bestimmt werden, sondern zu ihrer
Beschreibung anderer mathematischer Gro-
Ben bzw. Hillsmittel bediirfen, z. B. mehrerer
unabhingiger Variablen x,, x,, ..., x, oder
auch Funktionen x(t). Fat man solche in
gewissen Grenzen noch als [rei wihlbaren
GroBen wiederum in der Kurzbezeichnung
x zusammen, so nennt man eine ihnen ein-
deutig zugeordnete Zahl f(x) ein Funktional
von x. Stellt z. B. x eine ebene Kurve dar,
so ist deren Linge L= f(x) ein Funktional

der Kurve x; genauso ist der Energiever-
brauch einer Maschine (pro Arbeitsgang) ein
Funktional ihrer Steuerung x. der landwirt-
schaftliche Ertrag einer Anbaufliche ein
Funktional ihrer Bearbeitung (einschlieB-
lich Bewisserung, Diingung und dergleichen).
Von diesem allgemeinen Standpunkt aus
versteht man heute unter Optimierungstheorie
jenes Teilgebiet der Mathematik, das die
Losbarkeit und Losungsmethoden verallge-
meinerter Extremwertaufgaben des Typs

f(x)>Min (Max) auf M

(gelesen: man minimiere bzw. maximiere
f(x) beziiglich aller x von M) erdrtert, wobei
f(x) ein vorgegebenes Funktional beziiglich
aller Elemente x einer Menge M (dem zu-
lassigen Bereich) ist. Nach dem Vorbild
klassischer Extremwertaufgaben der Difle-
rentialrechnung sind in diesem Jahrhundert
sehr leistungsfdhige Methoden entwickelt
worden, die zur Beschreibung und Bestim-
mung von Losungen solcher allgemeiner
Optimierungsprobleme dienen. Die Weiter-
entwicklung dieser Theorie ist gegenwirtig
noch stark im Gange.

Einen fiir die Anwendung wichtigen Sonder-
fall der Optimierungstheorie umfaBt nun
die Variationsrechnung, namlich solche Opti-
mierungsprobleme Variationsprobleme
genannt —, wo f(x) durch ein Integral dar-
gestellt wird und x eine Funktion (oder meh-
rere Funktionen) verkorpert. Zuriickgreifend
auf ein obiges Beispiel stellt die Aufgabe

b
F)={1+5%(t)>dt—Min auf M 1)
ein Variationsproblem dar, wenn wir unter M
die Gesamtheit aller im ¢-Intervall [a, b]
stiickweise stetig differenzierbaren Funktio-
nen x(t) verstehen®), die den vorgegebenen
Randbedingungen x(a)=c, und x(b)=c, ge-
niigen.

Die Ableitung der Funktion x(t) nach ¢ ist
hier mit x(t) bezeichnet. Unter Beachtung,
daB dieses f(x) das Funktional der Bogen-
lange einer ebenen Kurve in der rechtwink-
ligen kartesischen Darstellung y=x(¢) be-
schreibt, wird durch die Aufgabe (1) ana-
lytisch die Frage nach der kiirzesten Ver-
bindungslinie zweier Punkte P,(a,c,) und
P,(b,c,) ausgedriickt. Die Losung dieser

Aulgabe ist offenbar geometrisch die Strecke
P,P,. analytisch dargestelit die Funktion

x ()=c, +2= (1—a)lira<t<bh.
9 Vob—a

Anfange der Variationsrechnung gehen bis
auf das Aliertum zuriick.

Durch Pappus von Alexandrien ist uns iiber-
liefert, daB bereits im 2. Jhdt. v. u. Z. durch
Zenodoros das sog. (spezielle) isoperimetri-
sche Problem gelost wurde; d. h. er wies
nach, daB allein der Kreis unter allen ge-
schlossenen Kurven gleicher Lange den groB-
ten Fldcheninhalt einschlieBt. Einen syste-
matischen Aufbau erfuhr die Variations-
rechnung jedoch erst mit der Entwicklung
der Differential- und Integralrechnung. Fast
alle der nambhaften Begriinder der Analysis
haben in Beispielen und Theorie wesentliche
Beitrage zur Variationsrechnung geliefert.
Hervorzuheben sind I. Newtons Untersu-
chungen zur Rotationsfliche kleinsten Wi-
derstands (1686), die zahlreichen Beitréige
der Briider Johann und Jacob Bernoulli
(1667 bis 1748 bzw. 1654 bis 1705) und die
theoretische Fundierung der klassischen Va-
riationsrechnung durch L. Euler (1707 bis
1783) — der iibrigens auch den Namen
fiir diese Disziplin pragte — und J. L. La-
grange (1736 bis 1813).

Die groBe Bedeutung der Variationsrechnung
wurde besonders dadurch herausgestellt, da
zahlreiche Naturgesetze in einfacher Weise
als Variationsprobleme zu lormulieren sind.
Hierzu zihit das beriihmte Fermatsche Prin-
zip, nach dem in einem optisch durchlassigen
Medium mit ortsabhidngigem Brechnungs-
index n ein zwei Punkte verbindender Licht-
strahl gerade die Eigenschall besitzt, eine
minimale optische Weglinge aufzuweisen.
Im ebcnen rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystem formuliert, heiBt das ge-
nauer: Die Bahnkurve y=x,(f) eines Licht-
strahls von P,(a,c,) nach P,(b,c,) ist eine
Losung des Variationsproblems:

optische Weglinge

b
F0)={n(t, x(£))/1+ x(t)*dt>Min

aul M im Sinne von Aufgabe (1).

Mit dem Hamilton-Prinzip wurden die Bewe-
gungsgesetze der Mechanik in verwandter
Weise aus einem Variationsproblem dedu-
zierbar. Ahnliches gelang spiter fir die Elek-
trodynamik und Quantentheorie. Heute neh-
men auch zunehmend 6konomische Frage-
stellungen den Einsatz der Variationsrech-
nung in Anspruch, das gleiche gilt fiir die
moderne Regelungs- und Steuerungstechnik.

Einige Aspekte zur Losungstechnik von Varia-
tionsproblemen i
a) Die klassische Methode von Euler und

Lagrange

Wir studieren Variationsprobleme des Typs
b S

f0)={r(e, x(¢), x(£)) dt—Min auf M; 2

der zulidssige Bereich M habe hier die gleiche



Bedeutung wie im Beispiel (1). Der Inte-
grand r ist abhdngig von der Integrations-
variablen ¢ sowie von x(t) und x(t). Es wird
angenommen, fir die Funktion x=ux4()
werde das Minimum von f(x) erzielt. Dann
muB offenbar fir alle x(t) aus M die Relation
gelten f(x)2 f(x,). Insbesondere gilt das
gleiche auch fir x(f)=x4(t) +&h(t), wo h(t)
eine willkiirliche stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion ist. die den Randbedin-
gungen h(a)=h(b)=0 geniigt; ¢ ist ein zu-
sdtzlicher willkiirlicher Parameter. Fiir e=0
ist x(t)=xq(1). fir €40 ist x(¢) eine beziiglich
X, abgednderte (variierte) Funktion aus M.
Nach voranstehenden Bemerhungen muf8
also fiir alle ¢

Flxo+eh)2 f(xo)

sein. Bei festgewdhltem h(t) ist f(x,+e¢h)
eine Funktion von ¢ allein, ®(¢) genannt,
und P(¢) hat fir e=0 sein Minimum ¢ (0)=
= f(xo). Folglich muB nach den Ergebnissen
der Dilfferentialrechnung fiir alle im obigen
Sinne frei wihlbaren h(t)

#'(0)=0 3

sein. Diese Bedingung (3) bildet zugleich eine
rechnerische Grundlage zur Bestimmung von
Xo(f); mit Mitteln der héheren Analysis
konnen aus (3) dariiber hinaus dquivalente
Bedingungen abgeleitet werden, die die Be-
rechnung von x, vereinfachen. Allerdings
ist umgekehrt im allgemeinen nicht jede zu
M gehorende Lésung x, der Bedingung (3)
zugleich eine Losung des Variationspro-
blems (2). Wenn jedoch das Funktional f(x)
von (2) konvex ist, d. h. wenn fir beliebige
Funktionen x; und x, aus M und beliebige
Zahlen 4;, 2,20 mit A, +4,=1 stets
Syxg +23x2) S Ay f () + A, S (x3)
gilt, dann ist jede zu M gehtrende Losung
von (3) in der Tat eine Lésung von (2).
Zum Verstindnis dieser Ausfiihrungen er-
proben wir diese Methode an dem einfachen
Beispiel

b

f (x)={x*dt—Min auf M. @)

b
Hier ist @(e)= f (xo+&h)=[ (%o +&h)*dt=

b b b
={%o(0)2dr + 2[ %, (0)h(r)dt + €2 (R (1) dt.
Somit lautet die Bedingung (3) jetzt

(5)

fir alle stiickweise stetig differenzierbaren
Funktionen h(r) mit h(a)=h(b)=0. Man be-
stitigt leicht. daB jede Funktion x,(t) mit
Xo(t)=const.=A die Bedingung (5) erfiillt,
denn

b
D(0)=2{x,(t)h(t)dt =0

b b’
[AR(r)dt = A[h(t)dt= A[h(b)—h(a)]=0.

Erfiillt x,(t) auBerdem noch die Randbedin-
gungen Xx,(a)=c,, xo(b)=c, neben xq(t)
=const., so kann y=x,(r) wegen des kon-
stanten Anstiegs offenbar nur die Gleichung

2

einer Geraden in demselben Sinne wie die
Losung von Problem (1) sein. Es ldBt sich
sogar zeigen, daB diese Funktion xq(t) die
einzige Losung von (5) aus dem zulidssigen
Bereich M ist und zugleich das gestellte
Variationsproblem (4) 19st.

b) Das Pontrjaginsche Maximumprinzip

In vielen Anwendungen der Variationsrech-
nung treten Optimierungsaufgaben nicht
in der einfachen Form von Problem (2) auf,
sondern unter Hinzunahme weiterer Neben-
bedingungen, etwa in der Gestalt a < x(1)<
(d. h. hier unter Anstiegsbeschrinkungen der
Kurven y=x(t)). Mit U=[a, f] und Ein-
fiihrung zusdtzlicher Funktionen u(f)=x(r)
zu x(t) aus M tritt jetzt an die Stelle des
Variationsproblems (2) die allgemeinere Fra-
gestellung *

b
{r(t, x(¢), u(t))dt—Min 9

‘beziiglich aller x(¢) aus M unter den Neben-

bedingungen x=u und u(t) aus U [ir alle ¢
vonf[a,b].

Fiir solche und noch allgemeinere Variations-
probleme ihnlichen Typs ist in den Jahren
1958 bis 1960 durch eine Gruppe sowjetischer
Mathematiker unter Leitung des beriihmten
Mitglieds der Sowjetischen Akademie der
Wissenschaften und Leninpreistrigers Prof.
Dr. L. S. Pontrjagin ein grundlegend neues
Losungsprinzip geschaffen worden. Mit ihm
ist zugleich eine Neuorientierung der ge-
genwirtigen Forschung auf dem Gebiete der
Variationsrechnung gegeben worden,

An Aulgabe (6) erldutert, basiert dieses neue
Losungsprinzip — Pontrjaginsches Maxi-
mumprinzip genannt — aul der Grundidee,
die Minimierung des in (6) beschriebenen
Funktionals auf eine Schar gewohnlicher
Extremwertaufgaben einer zugeordneten
Funktion — der Pontrjagischen Funktion —
zuriickzufiihren. Genauer formuliert lautet
das Pontrjaginsche Maximumprinzip: Ist
Xo(t), uo(t) mit xg=uy,x, aus M, uy(t) aus U
eine Losung des Variationsproblems (6),
so gibt es eine (durch hier nicht nidher be-
schriebene  Zusatzbedingungen definierte)
Funktion y(t), mit der die Pontrjaginsche
Funktion

H*(t,x,u,y)= —r(t,x,u)+yu der folgenden
Bedingung geniigt (beziiglich aller » aus U)

Maxy H*(t, xo,0, )= H*(t, xo, tiq, y) fiir alle ¢
aus [a,b].

Dieses Maximumprinzip kann wiederum als
eine Berechnungsgrundlage fir x, und u, an-
gesehen werden.

*D. h. x(t) ist eine im ganzen Intervall [a, b]
stetige Funktion, fiir die eine Zerlegung von
[a, b] in endlich viele Teilintervalle angebbar
ist, in denen die Ableitung x(t) existiert und
stetig ist.

“R. Klétzler

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

R. Klotzler

Sektion Mathematik der Karl-Marx-Univer-
sitdt Leipzig

Eine Optimierungsaufgabe zu einem
Produktionsmodeil

411644 Ein Produktionsbetriecb hat die
Auflage, eine konstante (zeitunabhingige)
Produktion von x Mengeneinheiten/Monat
einer leicht verderblichen Ware aulzunehmen.
Der Bedarl im j-ten Monat betrigt b; Men-
geneinheiten (b ;>0). Der Erlos fiir verkaufte
Ware betrdgt k, M/Mengeneinheit. Nicht-
absetzbare Ware kann wegen ihrer Verderb-
lichkeit nicht mehr im darauflfolgenden Mo-
nat zum Verkauf angeboten werden; d.h.
diese Ware muB als Verlust von k, M/Men-
geneinheit verbucht werden.

Frage 1:
Wie groB ist (unter Einbeziehung der Ver-
luste) der Gesamtertrag K(x) des Betriebes
in n Monaten?
Frage 2:
Wie ist x zu wihlen, damit K maximal wird?
Frage 3:
Wie lautet eine Losung von Aulgabe 2 unter
der zusidtzlichen Kapazitiatsbeschrinkung
0<x<C(mit C>0)?
Hinweise: Man benutze zur Beschreibung
von K(x) die Symbole
Y. des Summenzeichens,
i=1 .
Min (a, b) als kleinste der Zahlen a und b,

¢ wenn ¢20

¥ {0 wenn ¢ <0.

Man denke sich auBerdem die Numerierung
der b; (nGtigenfalls nach Umnumerierung)
so ausgefiihrt, daB b, <b,<b,<... ist.




Ist eine Landkarte eine mathematisch
genau verkleinerte Abbildung eines
Teiles der Erdoberfliche?

Jeder Schiiler muB im Laufe seiner Schulzeit
mit einer Landkarte umgehen. Schon in der
Unterstufe erfiahrt er, daB eine Landkarte
die verkleinerte Abbildung eines Teiles der
Erdoberfliache ist. Es scheint, als sei dies eine
einfache Sache, denn es leuchtet jedem ein,
daB man die Erdoberfliche nicht in Original-
groBe abbilden kann.

Da auBerdem gesagt wird, daB die Verklei-
nerung mit Hilfe eines bestimmten MaB-
stabes erfolgt, ergeben sich vorerst keine
Probleme, noch dazu, wo die in der Unte:-
stufe verwendeten Karten Teile der Erd-
oberfliche darstellen, die verhialtnismaBig
klein sind.

Aber wir wollen einmal etwas genauer hin-
sehen und zuerst ein Problem untersuchen,
das auch mathematisch recht interessant
ist. Wir wissen, daB die Erde der Kugelge-
stalt sehr nahekommt. In den Atlanten und
als Wandkarten haben wir Karten, auf denen
die ganze Erde dargestellt ist. Es ergibt sich
fir uns das Problem zu untersuchen, ob es
moglich ist, die dreidimensionale Oberfliche
der Erde, d. h. eine der Kugeloberflache
dhnliche Fliche, iiberhaupt auf eine zwei-
dimensionale, also ebene Fliche zu iiber-
tragen.

Dazu sollten wir wissen, welche Forderungen
an die Genauigkeit der Abbildung gestellt
werden miissen. Im Idealfalle miiBten drei
Forderungen beriicksichtigt werden.

Die Karte miiBte /d@ngentreu sein, d. h. alle
Entfernungen miiBten in einer dem Karten-
maBstab entsprechenden Verkleinerung auf
die Karte iibertragen werden.

Die Karte miiBte winkeltreu sein, d. h. daB
alle auf der Erdoberfliche zwischen be-
stimmten Punkten gemessenen Winkel die
gleiche GréBe haben miissen wie die Winkel
zwischen den gleichen Punkten auf der
Karte.

Die Karte miiBte fldchentreu sein, d. h.
daBl die Flichen der Territorien nach der
Verkleinerung auf der Karte eine dem MaB-
stab entsprechende Fliche einnehmen miis-
sen.

Um eine Antwort auf unsere Frage zu finden,
fihren wir zuerst einen kleinen Versuch
durch. Wir nehmen einen kugelidhnlichen
Kérper, z. B. eine Apfelsine, und versuchen,
nachdem wir sie durch einen Schnit halbiert

und das Innere herausgenommen haben, die
Schalenhilften plattzudriicken, d. h. sie zu
verebnen. Der Versuch wird immer scheitern,
denn es bilden sich immer an einer Stelle
Falten, oder aber die Apfelsinenschale reiBt
an den Rindern wegen der zu starken Ver-
zerrung auf.

Wir kommen nach diesem Versuch zu dem
SchluB, daB die zweidimensiomale Abbil-
dung der dreidimensionalen Kugeloberfliche
nicht méglich ist, ohne Verzerrungen in
Kauf zu nehmen.

Gauf hat mathematisch nachgewiesen, daB
eine lingentreue Abbildung der Kugelober-
fliche auf einer Ebene nicht moglich ist.
Eine langen-, winkel- und flichentreue Ver-
kleidung der Erdoberflache ist nur mit Hilfe
eines Globus moglich. Der Globus ist jedoch
sehr unhandlich und deshalb nicht iiberall
einsetzbar. So miite z. B. ein Globus, auf
dem die Alpenlinder in der GroBe einge-
tragen sind, wie sie im Schulatlas auf Seite 43
abgebildet sind, einen Durchmesser von mehr
als 5 m haben.

Fiir die Darstellung der Insel Riigen oder
des Erzgebirges im Ma@stab 1: 500000 (S. 4)
benétigte man einen Globus von iiber 25 m
Durchmesser, d. h. in der Hohe eines fiinf-
stéckigen Hauses. Alle Karten, auf denen
groBe Gebiete der Erde dargestellt sind,
konnen diesen Teil der Erdoberfliche immer
pur anndherungsweise wiedergeben. Es gibt
immer Verzerrungen der Lingen, der Fli-
chen oder der Winkel.

Karten werden aber fiir die unterschiedlich-
sten Zwecke verwendet. Deshalb haben Kar-

tographen und Mathematiker, darunter auch
Gauf3, versucht, solche Losungen fir die
Karten zu finden, daB sie wenigstens {iir die
jeweils vorgesehenen Zwecke hinreichend
genau sind.

Gauf hat bewiesen, daB lingentreue Abbii-
dungen der Erdoberfliche nur auf Karten
moglich sind, die sehr kleine Gebiete abbil-
den, Gebiete, bei denen die Kriimmung
der Erdoberfliche durch ihre Kugelgestalt
noch keine Rolle spielt. Diese Karten erhilt
man dadurch, daB im Geldnde die Entfer-
nungen und Winkel zwischen den auf die
Karte einzutragenden Punkten gemessen und
diese im entsprechenden MaBstab verklei-
nert auf die Karte iibertragen werden. Aber
dieses Verfahren kann fir die Abbildung
der gesamten Erdoberflache nicht verwendet
werden.

Auf Seekarten ist wiederurr die Flichentreue
unwichtig, dafiir aber muB gefordert werden,
daB eine Seekarte winkeltreu ist, damit
der zu steuernde Kurs genau festgelegt wer-
den kann. Diese Winkeltreue kann man
unter anderem dadurch erzielen, daB man
die Kugeloberfliche auf einem Zylinderman-
tel abbildet. Diese Karte ist dann allerdings
weder flici.en- noch lingentreu. weil z. B.
der Nordpol nicht als ein Punkt, sondern
als gerade Linie abgebildet wird, deren Linge
der des Aquators entspricht. (Bild 1).

Bi.d 2
Kegelentwurf
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Es gibt noch schr viele andere Losungsmog-
lichkeiten. In unseren Atlanten sind u. a.
mehrere Arten der Kegelentwiirfe benutzt
worden, deren Entstehung vereinfacht so
dargestellt werden kann, daB man tber die
Erdkugel einen Kegel stiilpt, das Abbild
der Erdoberflache auf den Kegelmantel iiber-
trdgt und diesen dann aufschneidet und ver-
ebnet.

Nachstehende Skizzen zeigen, wie stark bei
den verschiedenen Kartenentwiirfen be-
stimmte Flichen verzerrt werden kdnnen.

O Bild 3a

Dieser Kreis (& —30 Meridiankreise, MaB-
stab 1:400 Mill.) kann nur auf dem Globus
maBstablich und unverzerrt wiedergegeben
werden. Wie derselbe Kreis, bei gleichem
Malfstab, in verschiedenen Kartennetzent-
wiirfen abgebildet wird, zeigen die folgenden
Darstellungen.

Bild 3b

Einfacher Kegelentwurf
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Bild 3c: Winkeltreuer Zylinderentwurf (Mer-
catorentwurl()

® Leningrad

Auch durch den Vergleich der Atlaskarten
90, 92 und 82 koénnt ihr sehen, wie z. B. die
Flache Gronlands unterschiedlich darge-
stellt werden mufBte. Diese Karten sind nicht
flichentreu. Wenn man jedoch Karten von
kleineren Teilen der Erdoberfliche zeichnen
will, 1aBt sich eine wesentlich groBere Ge-
nauvigkeit erzielen. )

Man verwendet z. B. bei den meisten amt-
lichen Karten, in denen die Gebiete eines
Landes dargestellt werden, die sogenannte
Polyederprojektion. (Ein Polyeder ist ein
allseitig von Ebenen begrenzter Korper.)
Zu diesem Zwecke wird das Gradnetz der
Erde in viele noch kleinere Flichen unter-
teilt, so daB auf der einzelnen Fliche nur
ein sehr kleines Territorium abzubilden ist.
Dadurch kann die Krimmung der Kugel-
oberfliche vernachlassigt werden, weil sie
einen sehr kleinen Wert besitzt. Wir kdnnen
annehmen, daB diese kleine Fliche fast
eben ist. Allerdings kann man die so erhal-
tenen Karten kleiner Gebiete nicht zu einer
Weltkarte zusammensetzen, sondern kann
sie entweder nur zu Lingenkreisstreifen oder
Breitenkreisstreifen zusammenlegen. Zwi-
schen den einzelnen Streifen gibt es immer
wieder Liicken, die man beriicksichtigen
muf, wenn man ein groBeres Gebiet abbil-
den will.

Die einzeluen Blitter einer solchen Karte
haben sehr unterschiedliche Gestalt. Wéah-
rend die Blatter, auf welchen von Lingen-
und Breitenkreisen begrenzte Gebiete in
Aquatornihe abgebildet werden, fast qua-
dratisch sind, haben die Karten, die Gebiete
in Polndhe abbilden, trapezdhnliche Gestalt
und werden immer ldnglicher und spitzer.
Die Karte, die den Streifenteil mit dem Nord-
pol aufnimmt, ist .ein Dreieck. Um das zu
verstehen, braucht man sich nur die Ge-
stalt der einzelnen Felder des Gradnetzes
auf dem Globus einmal genau anzusehen.
Mit der Verebnung der Kugeloberfliche
héngt aber noch ein zweites Problem zusam-
men.

Wir konnen auf dem Globus zeigen, daB alle
Meridiane in Nord-Siid-Richtung und alle

Breitenkreise senkrecht dazu in Ost-West-
Richtung verlaufen.

In der Unterstufe haben wir gelernt. dafl auf
einer Landkarte Norden immer oben, Siiden
unten, Westen am linken Rand und Osten

Bild 4

am rechten Rand ist. Wenn wir die Neigung
der Erdachse vernachlissigen, d. h. wenn wir
den Globus so hinstellen, daB die Erdachse
senkrecht nach oben zeigt, stimmt diese
Behauptung immer. Und auf Karten, auf
denen sehr kleine Gebiete wie der Heimat-
kreis oder ein Bezirk der DDR abgebildet
sind, stimmt das auch. Aber sehen wir uns
doch einmal im Atlas auf Seite 48/49 die
Karte der Sowjetunion an.

Wenn unsere Behauptung iiber die Himmels-
richtungen, daB Norden aul der Karte immer
oben, Siiden immer unten, Westen links und
Osten rechts liegt, den Tatsachen entspricht,
miiBite nach dieser Karte Leningrad dstlich
von Riga und Berlin westnordwestlich von
Leningrad liegen.

Bild 5

Ausschnitt aus der Atlaskarte 48/49 Sowjet-
union — ohne Eintragung des Gradnetzes
Bild 6

Ausschnitt aus der Atlaskarte 48/49 — mit der
Eintragung des Gradnetzes. Erst das Grad-
netz ermoglicht eine genaue Angabe der
Himmelsrichtungen zwischen den einzelnen
Orten




Priifen wir den gleichen Sachverhalt jedoch
auf dem Globus nach, so stellen wir etwas
ganz anderes fest!

Es stellt sich heraus, daB hier westlich von
Leningrad Oslo liegt, und daB wir Riga
nicht in westlicher, sondern in siidwestlicher
Richtung zu suchen haben. Westnordwest-
lich von Leningrad wird nicht Berlin, son-
dern Trondheim in Norwegen zu finden sein,
weil Berlin siiddwestlich von Leningrad liegt.
Wo liegt der Fehler? Auf dem Globus haben
wir festgestellt, daB die Lage eines Ortes
durch seine Lage im Gradnetz bestimmt wird.
Das Gradnetz der Atlaskarte wurde jedoch
bei unserer ersten Feststellung nicht beriick-
sichtigt.

Wir haben gesagt, daB alle Breitenkreise
immer von Westen nach Osten verlaufen.
Auf der Karte sind diese Breitenkreise aber
als Kurven eingetragen. Diese enden, weil
es sich bei dieser Karte um einen Kegelent-
wurf handelt, an den oberen Rindern der
Karte. Von Leningrad aus gesehen wire
also z. B. Westen am linken oberen Karten-
rand.

Wie wenig die Behauptung von den Himmels-
richtungen zu halten ist, zeigt sich auch auf
den Karten 90 und 91, auf denen das Nord-
polargebiet und die Antarktis abgebildet
sind. Auf Karte 90 ist z. B. Norden in der
Mitte, denn dort ist der Nordpol eingetra-
gen, und alle Meridiane laufen darauf zu.
Siiden ist auf dieser Karte an allen Karten-
randern zu suchen, denn alle Meridiane lau-
fen vom Nordpol aus nach dem Siiden, wie wir
auf dem Globus nachpriifen konnen.

Wo auf dieser Karte Osten oder Westen ist,
kann man nicht sagen. Es 148t sich nur eine
Aussage dariiber machen, ob ein Ort Ost-
licher oder westlicher von einem anderen
Ort liegt. So befindet sich z. B. Miinchen
Ostlicher als Paris, und Nome in Alaska ist
ostlicher als Anadyr im Fernen Osten der
Sowjetunion, obwohl Nome auf dieser Karte
weiter links liegt als Anadyr.

Dabei wird das Kuriosum noch groBer, wenn
man einmal die geographischen Langen bei-
der Orte bestimmt. Anadyr liegt ndamlich auf
etwa 175° stlicher Lange und ist trotzdem
westlich von Nome, das 175° westlicher Lange
ausweist. Uberlegt einmal wie das kommt!
Seht euch dazu das Gradnetz der Karte 90
genau an!

Wir wollen uns nun Gedanken iiber ein wei-
teres Problem machen. Im Unterricht ha-
ben wir gelernt, daB die Entfernungen auf der
Erdoberfliche mit Hilfe eines MabBstabes
auf die Karten iibertragen werden. Dieser
Mafstab wird als MaBstabsleiste oder als
Zahlenverhiltnis an den Rand der Karte
gedruckt.

Wir haben bisher diese MabBstibe benutzt,
um auf den Kreis-, Bezirks- oder DDR-Kar-
ten Entfernungen dadurch festzustellen, daB
wir zwei Orte mit einer Linie verbunden ha-
ben. Dann maBen wir die Linge der Strecke

und rechneten mit Hilfe des MaBstabes die
richtige Entfernung aus.

Auf diesen Karten waren jedoch nur verhalt-
nisméBig kleine Teile der Erdoberfliche
dargestellt, bei denen die Verzerrungen von
Langen oder Winkeln so gering sind, daf3
man sie vernachldssigen kann.

Nun wollen wir aber einmal sehen, ob man
mit dem eben genannten Verfahren auch auf
anderen Karten Entfernungen richtig messen
kann. Zu diesem Zwecke nehmen wir wieder
die Atlaskarte S. 48/49 Sowjetunion. Wir
wissen, daB dies eine Karte ist, die als Kegel-
entwurf hergestellt wurde, bei der also eine
Langentreue nicht vorhanden ist und deren
Breitenkreise auf dem Kegelmantel entspre-
chend als Kurven eingetragen sind.

Nach unserem Verfahren verbinden wir also
zwei Orte, Leningrad und Kap Oljutorski im
Fernen Osten, die auf dem gleichen Breiten-
kreis liegen, durch eine Gerade. Die Messung
der Entfernung zwischen beiden Orten ergibt
nach dieser Methode 6320 km. Uberpriifen
wir aber mit Hilfe eines Fadens, der auf dem
Globus von Ort zu Ort gespannt wird, die
Entfernung, so stellt sich heraus, daB wir
offensichtlich einen groBen Fehler gemacht
haben, denn auf dem Globus messen wir
eine Entfernung von 7780 km, die auch der
wirklichen entspricht. Wo liegt der Fehler?
Wir haben auf dem Globus den Faden genau
aufdem 60. Breitengrad Nord gespannt. Aber
auf der Karte sind wir mit unserer Linie nicht
der Kurve des Breitenkreises gefolgt, son-
dern haben die Sehne dieses Bogens gemessen.
Und diese ist natiirlich kiirzer. Dem wahren
Weg auf der Erdoberfliche entspricht aber
der Verlauf des 60. Breitengrades. Um die
kiirzere Strecke bewiltigen zu kénnen, miiB3-
ten wir von Leningrad nach Kap Oljutorski
einen Tunnel bauen. Man kann diesen Sach-
verhalt wieder mit einem kleinen Versuch
veranschaulichen. Dazu durchbohren wir
einen Apfel mit einer geraden Nadel. Mit
einem Zwirnsfaden messen wir die duBere
Entfernung auf der Apfeloberfliche zwischen
den beiden Punkten. Die innere Entfer-
nung kénnen wir an der Nadel ablesen, wenn
wir die beiden Punkte markieren, an denen
die Nadel die Apfelhaut durchstoBt. Sie wird
immer kiirzer sein als die Fadenldnge.
Wenn man also bei so groBen Gebieten die
West-Ost-Entfernung zweier Orte anndhernd
genau feststellen will, muB man immer auf
dem Breitenkreis messen.

Aufgabe: 1. MiB auf der Karte 48/49 die
richtige Entfernung zwischen Moskau und
Petropawlowsk (Halbinsel Kamtschatka),
und ermittle den Fehler, der entstanden
wire, wenn du die beiden Orte mit einer
Geraden verbunden und diese Strecke ge-
messen hittest!

2. Suche auf dem Globus den kiirzesten
Flugweg von Moskau nach Vancouver an
der Westkiiste Kanadas. Er geht nicht in die
Ost-West-Richtung!

Benutze dazu wieder ein Stiick Bindfaden!
Verfolge diese Strecke auch auf den Atlas-
karten 90 und 93! Mit der maBstabgerechten
Verkleinerung hingt aber auch noch ein an-
deres Problem zusammen.

Auf der Karte der Sowjetunion sind die
Eisenbahnen als 0,25 mm dicke schwarze
Linien dargestellt. Wenn man die Dicke
des Striches mit dem MaBstab der Karte
einfach umrechnet, ergibt sich eine Breite
der Eisenbahnlinie von 5 km!

Eigentlich diirfte eine Eisenbahnlinie, die
etwa 20 m breit ist, nur als 0,001 mm starker
Strich gezeichnet werden. Dieser lieBe sich
nur mit einem guten Mikroskop auf der
Karte erkennen. Ein Menschenhaar hat die
Dicke von 0,07 bis 0,17 mm!

Man kann also schon aus zeichnerischen
Griinden nicht alles, was an Zeichen in einer
Karte verwendet wird, in dem richtigen Gro-
Benverhiltnis darstellen, das dem Karten-
mafistab entspricht. Wichtige Fakten, z. B.
Hauptstddte oder Fliisse, werden oftmals
gréBer oder stirker gezeichnet, andere, we-
niger wichtige 1aBt man dafiir ganz weg,
um die Karte nicht zu iiberladen. Diese
Arbeit des Kartenzeichners nennt man ,,Ge-
neralisieren"*.

Aufgabe: Auf der Karte 28 des Atlas ist die
Elbe bei Magdeburg als 0,5 mm starker
blaver  Strich  eingetragen (MabBstab
1:500000). Welcher Breite entspriche das
in der Natur? (Die Elbe ist bei Magdeburg
zwischen 150 bis 200 m breit.)

Wir haben am Anfang gesagt, daB es schein-
bar keine Probleme bei der verkleinerten
Darstellung der Erdoberfliche aul der Land-
karte gibt. Thr werdet erkannt haben, daB
das in Wirklichkeit nicht so ist. Dabei konnte
eine Reihe von Problemen, die z. B. mit der
Darstellung des Grandnetzes auf einer ebenen
Karte zusammenhéngen, nur angedeutet wer-
den, weil zu deren Verstindnis groBere
mathematische Kenntnisse vorausgesetzt wer-
den miissen. Fiir den Karthographen ist es
sehr schwierig, den Anforderungen der Pra-
xis an die Karte immer Rechnung zu tragen.
Nur durch die Auswahl einer fiir eine be-
stimmte Karte besonders geeigneten Dar-
stellungsart ist es moglich, die verschieden-
artigen Schwichen der Landkarte weitest-
gehend auszugleichen. Deshalb trigt der
Kartograph eine sehr groBe Verantwortung.
Er muB nicht nur iiber ein sehr gutes geo-
graphisches Wissen verfiigen und gut zeich-
nen kénnen, er muB auch anwendungsbereite
mathematische Kenntnisse haben, um
brauchbare Kartenentwiirfe anfertigen zu
konnen.

In der Schule muB manches, was sich im
Leben als sehr kompliziert darstellt, verein-
facht werden. Deshalb ist es aber nicht
falsch. Wir miissen aber immer wieder iiber-
prifen, ob das, was wir einmal gelernt
haben, dem fiir uns neuesten Stand immer

noch entspricht. K. Sandner



Mathematik und Chemie

Viele Leser werden bei dieser Uberschrift + Mathematik stellt dagegen Optimierungs-

denken, daB Mathematik und Chemie nur
wenig miteinander zu tun haben, weil in der
Mathematik gerechnet und in der Chemie
experimentiert wird. Das wire jedoch ein
recht leichtfertiges und oberflichliches Ur-
teil, denn in der Chemie wird ebenfalls
gerechnet und - das ist vielleicht noch etwas
erstaunlicher - in der Mathematik wird
experimentiert !

Beginnen wir mit dem Rechnen in der Che-
mie. Vielleicht gehen wir zundchst davon
aus, warum iiberhaupt in der Chemie ge-
rechnet werden muB: Experimente kosten
Geld und Zeit, besonders, wenn sie kompli-
ziert sind, und man muB daher die Frage
stellen, ob man nicht das Ergebnis des Ex-
periments ausrechnen und damit auf seine
Durchfiithrung verzichten kann. Das ist in
vielen Fillen tatsichlich méglich. Will man
ein Experiment rechnerisch durchfiihren, so
muB man sich erst einmal die entsprechenden
mathematischen Formeln iiberlegen, nach
denen gearbeitet werden soll. Die Formeln
miissen natiirlich den chemischen Vorgang
widerspiegeln, d. h. nachbilden oder mo-
dellieren ; sie miissen letzten Endes das gleiche
oder wenigstens ein nidherungsweises Ergeb-
nis des Versuchs liefern. Das Aufstellen die-
ser Berechnungsformeln, des sogenannten
Modells, ist oft die schwierigste Arbeit bei der
Anwendung mathematischer Methoden in
der Chemie. Bei komplizierten Modellen
kann natiirlich dann auch die L&sungs-
methode Schwierigkeiten bereiten.

Es ist aber auch noch ein weiterer Gesichts-
punkt zu beriicksichtigen.

Chemische Experimente werden nicht nur
durchgefithrt, um festzustellen, wie irgend-
welche Stoffe miteinander reagieren, son-
dern in der Praxis kommt es insbesondere
darauf an, die Bedingungen, unter denen die
Reaktion stattfindet, so zu wihlen, daB das
gewiinschte Produkt in moglichst groBer
Menge entsteht, oder auch, daB irgendein
Vorgang moglichst billig ablauft. Man sucht
also, die entsprechenden Prozesse in diesem
Sinne bestmoglich oder optimal durchzufiih-
ren. Eine Optimierung ist meist auch durch
Versuche moglich, doch braucht man hierzu
im allgemeinen lingere Versuchsreihen. Die
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methoden zur Verfiigung, die auf das ent-
sprechende Modell angewendet werden kén-
nen und dann die Optimallosung liefern,
ohne daB chemische Versuche durchgefiihrt
werden miissen. Gerade in dieser Ausnutzung
von Optimierungsmethoden liegt die beson-
dere Bedeutung der Mathematik fir die
Chemie. und hierin liegt auch das haupt-
sichliche Einsatzgebiet des Mathematikers
in der chemischen Industrie, der mit seinen
Kenntnissen und Methoden unter Benutzung
von Rechenautomaten die Chemiker und
Verfahrenstechniker (das sind Ingenieure,
die die chemischen Verfahren in groBtech-
nische MabBstibe umsetzen) wirkungsvoll
unterstiitzen kann.

Um das Gesagte etwas besser zu veranschau-
lichen, sollen zwei einfache Beispiele solcher
Optimierungsprobleme folgen.
Nehmen wir an, wir hitten drei Gase mit
bestimmten Heizwerten und Schwefelgehal-
ten und sollen daraus ein Gas mischen, wel-
ches einen minimalen Heizwert nicht unter-
schreitet, einen maximalen Schwefelgehalt
nicht iiberschreitet und dabei noch még-
lichst billig wird. Es seien p,, p,, py die
Preise pro m? der Gase, 5y, 5,, 5; die Schwefel-
gehalte in g Schwefel pro m® der Gase und
hy, by, hy die Heizwerte in kcal pro m*. Die
geforderte Menge Mischgas sei m, dessen
minimaler Heizwert A und maximaler Schwe-
felgehalt s. Gesucht sind dann solche Men-
gen Xx,, X;, x; der vorhandenen Gase m3,
daB die geforderten Bedingungen erfullt
sind.
Dann kann man die Problemstellung formel-
miBig sofort folgendermaBen formulieren:
Es sind solche Werte x,20, x,20, x;=0
zu [inden, daB

hyx, +hyxy +hax; 2 hm

51X1 +82% +853%; Esm

X, +Xx; +Xx3
gilt und

P1¥1+P2X2 +P3Xy
moglichst klein wird.
Eine solche Problemform nennt man ein
lineares Optimalproblem, weil eine lineare
Funktion zu optimieren, d. h. méglichst
klein — oder in anderen Fillen auch még-
lichst groB ~ werden soll und lineare Un-

=m

gleichungen oder Gleichungen dabei einzu-
halten sind. Die Mathematiker haben eine
ganze Reihe von Losungsverfahren fiir solche
Aufgaben entwickelt, von denen das be-
kannteste und gebrauchlichste die sogenannte
Simplexmethode ist.

In den letzten Jahren sind viele weitere An-
wendungen hinzugekommen. Heutzutage
rechnet man die Produktionspline groBSer
chemischer Kombinate, wie etwa im VEB
Leuna-Werke, mit Hilfe solcher linearer
Optimalprobleme aus. Diese haben einige
hundert Nebenbedingungen und Variable
und konnen nur mittels Rechenautomaten
gelost werden; aber es handelt sich genau
um denselben Problemtyp wie oben bei dem
Mischungsproblem:

Eine lineare Funktion — z. B. der Gewinn —
ist moglichst groB zu machen, wobei ge-
wisse Nebenbedingungen, die von der Lei-
stungsfihigkeit der einzelnen Anlagen be-
stimmt werden, einzuhalten sind. Die Va-
riablen sind dabei die Produktmengen, die
in den verschiedenen Anlagen produziert
und dann verkauft oder in anderen Anlagen
weiterverarbeitet werden.

Diese linearen Optimalprobleme sind vom
mathematischen Standpunkt als die ein-
fachsten Optimierungsaufgaben mit Neben-
bedingungen anzusehen; ihre Losung macht
keine prinzipiellen Schwierigkeiten, wenn sie
auch bei groBen Problemen langwierig wer-
den kann. Es gibt aber auch viele Aufgaben-
stellungen in der Praxis der chemischen
Industrie, wo die Nebenbedingungen oder
auch die zu maximierenden oder minimie-
renden Funktionen nicht mehr linear von
den Variablen abhingen. Das ist fast immer
dann der Fall, wenn es um Probleme geht,
die sich mit der giinstigsten Konstruktion
oder dem optimalen Betrieb chemischer
Anlagen befassen. Hier spielen vor allem die
Fragen nach moglichst groBen Ausbeuten
oder hohen Umsitzen bei chemischen Reak-
tionen eine Rolle. Ausbeuten und Umsitze
hdngen aber von einer ganzen Reihe physi-
kalischer GroBen ab, wie etwa Temperatur
und Druck, unter denen die Reaktion ab-
lauft oder auch von der Reaktionszeit. Diese
Abhingigkeiten sind im allgemeinen recht
verwickelt und enthalten oft Exponential-
funktionen oder Logarithmen.

Manchmal ist es mdglich, solche Abhédngig-
keiten durch quadratische Funktionen an-
gendhert wiederzugeben, aber auch dann
ist das entstehende Optimierungsproblem
nicht linear. Solche Aufgabenstellungen sind
eine Grundlage fiir die schon erwihnte
Planung der Produktion. Wenn man nim-
lich die einzelnen Anlagen nicht optimal
betreibt, so schatzt man vielleicht die Lei-
stungsfihigkeit nicht richtig ein und hat
schon eine falsche Problemstellung bei der
Planung. Dann kann man natiirlich auch kei-
nen richtigen Plan ausrechnen.



Die Probleme zur Maximierung der Ausbeute
bzw. des Umsatzes konnen unter Umstén-
den so kompliziert sein, daB man keine
direkte Losungsmethode benutzen kann.
Dann kann man Simulationsverfahren an-
wenden, iiber die wir spiter noch einiges
sagen werden. Anderenfalls ist eines der
gebrauchlichsten Verfahren die Gradienten-
methode. Um eine gewisse Vorstellung von
dieser Methode zu vermitteln, wollen wir
die Losung eines Optimalproblems mit der
Besteigung eines Berges vergleichen. Einen
Berg kann man ja als geometrische Veran-
schaulichung einer Funktion mit zwei Ver-
anderlichen betrachten, und die Spitze ent-
spricht dem gesuchten gréBten Funktions-
wert.

Nun kann die Besteigung des Berges — jeden-
falls theoretisch - so geschehen, daB man

immer in der Richtung des steilsten Anstiegs

geht. Diese Richtung kann man berechnen,
und man nennt sie Gradient. Nun kann es
aber sein, daB die Verfolgung der steilsten
Richtung beim Erklettern des Berges nicht
immer mdglich ist, weil man an einen Zaun
oder zu steilen Abhang kommt. Dann geht
man eben an dem Zaun oder dem Abhang
entlang, bis es wieder moglich wird, die
Gradientenrichtung weiterzuverfolgen. Zaun
oder Abhang entsprechen aber den Neben-
bedingungen in unserem Optimalproblem,
die man nicht verletzen darf, und es gibt
Methoden, die genau dem Entlanggehen
am Zaun oder Abhang entsprechen. Wenn
auch unser Beispiel einem Problem mit nur
zwei Variablen entspricht, so 1aBt sich das
Verfahren doch im Prinzip auch auf Opti-
micrungen mit mehr Varaiblen anwenden,
und es ist damit eine sehr allgemeine Methode
gefunden.

Zu Beginn erwihnten wir, daB die Mathe-
matik auch mit Experimenten arbeitet. Ge-
meint ist hier der verhiltnismiBig junge
Zweig mathematischer Verfahren, die unter
dem Begriff ,,Simulation* bekannt sind.
Es kommt ndmlich immer haufiger vor, dal
wichtige Aufgaben auf solch komplizierte
Modelle fithren, daB es keine Lésungsver-
fahren gibt oder die bekannten Verfahren
mit einem viel zu hohen Rechenaufwand
verbunden sind. Wir sahen, daB eine Opti-
mierungsaufgabe immer darin besteht, ge-
wisse GroBen x,, ..., x, so zu bestimmen,
daB/ eine Zielfunktion ecinen groBten oder
kleinsten Wert annimmt und gewisse Ne-
benbedingungen erfiillt werden. Wenn es
nun kein brauchbares Verfahren gibt, die
gesuchten optimalen Werte auszurechnen,
so kann man vielleicht durch Probieren
solche finden. Man sucht sich Werte aus,
die den Nebenbedingungen geniigen, setzt
sie in die Zielfunktion ein und wiederholt
das mehrere Male. Die Werte, die zum groB-
ten Wert der Zielfunktion fiihren, betrachtet
man als Ndherungslosung der Aufgabe. Viel-
fach gibt es dann auch Mdglichkeiten zur

Abschitzung, wie weit der gefundene Wert
vom wirklichen Optimalwert entfernt ist.
Ob man die ,,Versuchswerte'* willkiirlich
oder systematisch bestimmt, hangt von dem
Problem ab; man kennt beide Moglichkei-
ten. Was wir soeben beschrieben haben,
ist aber gerade die Simulation oder experi-
mentelle Mathematik. Sicher haben viele
unbewuBt bereits solche Gedanken ausge-
nutzt, indem sie z. B. durch Probieren einen
Naherungswert fiir die Nullstelle einer Glei-
chung gefunden haben, den sie dann durch
ein anderes Verfahren verbessern konnten.
Auch bei Simulationsverfahren ist es oft
méglich, anschlieBend die gefundene Nihe-
rungslésung noch durch andere Methoden zu
verbessern. Wesentlich bei dem genannten
Experimentieren ist, daB man das Modell
des Prozesses benutzt und damit die Expe-
rimente auf der Rechenmaschine und nicht
im chemischen Sinne durchfiihrt. Dadurch
kann trotz des Experimentierens viel Zeit
und Aufwand eingespart werden.
Interessant ist noch, daB die Simulationsver-
fahren bei kleinen und einfachen Problemen
wesentlich mehr Aufwand als direkte mathe-
matische Verfahren erfordern, aber bei kom-
plizierten Problemen — und darin liegt gerade
ihre Stirke — noch Ldsungen ermoglichen,
wo die direkten Verfahren schon langst ver-
sagen.

Aus all dem Gesagten wird deutlich, welch
vielgestaltige und interessante Aufgaben ein
Mathematiker in der Praxis zu 16sen hat.
Gerade die Forschungen aul Gebieten, wo
verschiedene Wissenschaften — in unserem
Fall eben Mathematik und Chemie — zu-
sammentreffen, sind ja auBerordentlich be-
deutungsvoll und fiir die weitere Entwick-
lung der Volkswirtschaft unumgénglich not-
wendig. J. Piehler

Aus dem VEB Deutscher Verlag
fir Grundstoffindustrie:

Chem.-Ing. H. Fiedler

Chemisches Rechnen

auf elementarer Grundlage in Form einer
Aufgabensammlung .

367 S., 27 Bilder, zahlreiche Ubungsbeispiele,
400 Aufgaben mit Losungen, 218 Aufgaben

zum Selbststudium, Halbleinen 13,00 M
Autorenkollektiv

Tabellenbuch Chemie

4858, 2 Bilder, Halbieinen 16,20 M
Rauscher/Voigt/Wilke

Chemische Tabellen und Rechentafeln
fir die analytische Praxis

337 S., 3 Bilder, 7 Beilagen, Plasteinband
19,50 M

Leser schreiben an alpha

o (Unsere Oberschule miut ca 200 Schidileru
(Klasse | bis 8) betedigt sich schon seit vielen
Jahren am alpha-Wettbewerb. Dic Losung
dieser Aulgaben hat uns sehr geholicen.
unser mathematisches Wissen zu erweitern.
Im letzien Schuljahy betetligten sich beson-
ders die Mitglieder unseres Mathematik-
zirkels. die auch simtlich Mitglieder des
Kreiskiubs Junger Mathematiker sind.
Mathemarikzirkel der OS Zaatzke,
Krs. Bittscock

® [m vergangenen Jahr habe ich mich erst-
mals am Wettbewerb beleiligl. Dic Auleaben
halfen mir in der Schule. Sic haben mir
viel SpaB gemacht. Mit Stolz trage ich das
erworbene alpha-Abzeichen.

Henry Albrechi, Witteiiberge

® ich habe den Wunsch. einmal Mathe-
matik zu studieren. Schon allein deshalb
beteilige ich mich an den jihrlichen Wett-
bewerben. ... In den Heften 5,72 und 6/72
waren Aufgaben enthalten. die im Lchrpian
des Mathematikunterrichts erst spiter be-
handelt werden ...

Elke Kihler. Stufifurt

® Hiermit sende ich der Redaktion 21 Ant-
wortkarten . . Bemerken mochte ich noch.
daf ich wihrend meiner Lehrerlaufbahn.
die mit der Ausbildung auf einem ..Kdénig-
lichen PreuBlischen Lehrerseminar™ begann.
keinerlei Qualifikation fiir den Mathematik-
unterricht erworben habe.

Karl Krause. Renter (72 Jahre ! Mansfeld

® Mir macht das Losen der alpha-Aufgaben
immer viel SpaB... Doch die Aufgabe
W 5*1007 konnte ich ohne die Hilfc meines
Vaters nicht 1¢sen. Ich findce, diese Aufgabe
ist fiir die S. Klasse zu schwer. (Zu dieser
Aufgabe gingen 520 Ldsungen cin. davon
490 richtig gelost. d. Red.)

Gundra Schiimichen. Beriin

® Ich abonniere schon seit dem 6. Schul-
jahr eure Zeitschrift. Leider habe ich damals
kein Interesse fur die Aufgaben gezeigl.
Seit dem 7. Schuljahr arbette ich mit alpha.
Sie hat gewiB auch einen groBen Antcil, dall
ich in der 8. Klasse erstmalig die Note | in
Mathematik erhielt. Am alpha-Weltbewerb
1972/73 nahm ich erstmals teil. und ich [reue
mich {iber j.edc Karte. die mir meine richtige
Losung bestétigt. Eines steht fiir mich fest:
Mein spiterer Beruf muB im Zusammenhung
mit Mathematik stehen. Natiriich werde 1ch
alpha treu bleiben. denn alpha ist cinfach
groBe Klasse. Eike Pecksiein

® Als ungarischer Wissenschafiler mochte
ich der Zeitschrift alpha gratulicren. wiphu
ist einc gute Zeitschrift. die ick ab sofort
abonnieren werde.

Janos Agosian, Budapest



Mathematik

im Schottischen Kaffee

Heute weiB man in der ganzen Welt, dabB es in
Lwow (Ukrainische SSR) ein Kaffee gab,
in dem der Zahlkellner seinen Gésten ein
Buch zur aktiven mathematischen Mitarbeit
empfahl. Und dariiber soll in diesem Beitrag
berichtet werden.

S. Banach, der bekannteste polnische Ma-
thematiker, war ein unermiidlicher Arbeiter,
der oft nachts, tagelang iiber einem Problem
saB. ;

Beriihmt wurden seine ,,Séances'* — seine
Sitzungen. Er lud seine Anhdnger in das
Schottische Kaffee ein, um mit ihnen bei
einer Tasse Kaffee wissenschaftliche Kon-
versationen und Diskussionen zu fihren.
Damit entfachte er einen Meinungsstreit iiber
mathematische Ideen und Probleme, die die
Jugend genauso wie das Alter ansprachen.
Die Wahl der Themen war stets interessant,
meist kurios. Die Freiheit der Diskussionen
in einem Kaffee gestattete es, zwanglos —
fern von der oft strengen, engbegrenzten
Thematik und Atmosphire des Horsaales —
von einem Problem in das andere iiberzu-
wechseln. Banach verstand es, durch diese
Diskussionen die Hemmungen seiner Schiiler
abzubauen, war stets bestrebt, einen engen
Kontakt zu schaffen, der den Willen beim
jungen Menschen weckte, seine eigenen Ge-
danken zu duflern und zu vertreten. Banach
demonstrierte, daB er nicht zu den pedan-
tischen Wissenschaftlern seiner Zeit,. gehorte,
dic Angst um den Nimbus ihrer Wiirde
hatten, wenn sie mit der Jugend an einem
Tische saBen, wenn ihnen ein Fehler unter-
lief oder das von ihnen gestellte Probiem

in einer Sackgasse endete.
Viele angesehene Biirger der Stadt zweifelten,

daB man in einem Kaffee serids arbeiten
konne. Diese Tischrunde lieB sich. das zeigte
sich immer wieder — weder durch die Unruhe
an den Nachbartischen noch durch die Mu-
sik oder das Auf und Ab der HauptstraBe —
von ihren Gesprichen abbringen. Der Disput
wurde oft sehr heiB. Man schrieb auf die
weilen Marmorplatten der. Tische und auf
Servietten, erregte damit immer wieder den
MiBmut der Kellner, die mit ihren Tiichern
versuchten, die mathematischen Probleme
zu ld6schen. Mehrfach kam es zu heftigen
Auseinandersetzungen mit dem Bedienungs-

personal. Banach beendete den Streit der
beiden Parteien, den mathematisch Inter-
essierten und den Kellnern, indem er ein
groBes dickes Buch beschaffte, in dem alle
Probleme festgehalten, begonnene Lésungen
vervollstindigt wurden. Fiir besonders ele-
gante oder originelle Losungen setzten Teil-
nehmer an der Tischrunde Preise aus. Sie
lagen zwischen einer guten Tasse Mokka
und einer lebenden Gans.
Beim Zahlen nahm der Kellner das Schot-
tische Buch an sich und brachte es wieder,
wenn Mathematiker im Kaffee erschienen.
Neben den Eintragungen von Banach fin-
den wir die Handschriften vieler bekannter
Mathematiker wie Ulan und Mazur. Der
zweite Weltkrieg machte dieser Tischrunde
nach zehn Jahren ein Ende. Das Buch, ein
originelles Dokument einer auBerordent-
lichen Personlichkeit, wurde 1941 geschlos-
sen und der Ehefrau Banachs iiberreicht.
Ein gern gesehener Gast der Gesprichs-
runde war der bekannte, im Jahre 1971
verstorbene Mathematiker H. Steinhaus. Der
Urania-Verlag gab 2x 100 Aufgaben von
ihm heraus. Eine Auswahl von Problemen
soll unsere Leser anregen, dieses Buch zu
erwerben und einmal die Methode Banach
auszuprobieren.

Viel Freude und Erfolg

wiinscht J. Lehmann

Stefan Banach
30. 3. 1892 bis 31. 8. 1945

Stefan Banach ist geboren und aufgewachsen
inKrakow. Nach Ablegung des Abiturs (1910)
war er Student am Polytechnikum in Lwow.
In den Jahren des ersten Weltkrieges kehrte
er in seine Heimatstadt zuriick und studierte
dort Mathematik und verdffentlichte bereits
1919 seine ersten Forschungsergebnisse. 1920
wurde er Assistent an der Mathematischen
Fakultdt der Universitit Lwow und erwarb
im gleichen Jahr den Doktorgrad. 1922
wurde er auBlerordentlicher, 1927 ordent-
ficher Professor, 1924 korrespondierendes
Mitglied der Polnischen Akademie der Wis-
senschaften.

Gemeinsam mit H. Steinhaus grindete er
1929 die Zeitschrift Srudia Mathematica und
arbeitete an ihr bis 1941 aktiv mit. Er ist
einer der Initiatoren der Mathematischen
Biographien, erstmals 193] herausgegeben.
Die Preistriger der XIV. IMO - Torun
1972 - erhielten englischsprachige Ausgaben
dieser wertvollen Fachbiicher.

Waihrend der nazistischen Okkupation ruhte
die Professur Banachs. Die Faschisten setzten
ihn als Tierpfleger fiir . Versuchstiere am
Institut zur Bekdmpfung von Typhus ein.
Sein Gesundheitszustand erlaubte es nicht,
den ihm nach Ende des zweiten Weltkrieges
angebotenen Lehrstuhl an der Universitit
Krakow zu iibernehmen. Banach verdffent-
lichte iiber 60 wissenschaftliche Arbeiten,
insbesondere auf dem Gebiet der Funktional-
analysis, der Theorie der reellen Funktionen
und der Ma@theorie.

Internationales mathematisches
Zentrum ,,Stefan Banach*

Anfang 1972 wurde in Warschau das inter-
nationale mathematische Zentrum gegriin-
det. Es ist das Ergebnis des Grundsatzab-
kommens iiber multilaterale Zusammenar-
beit der Akademien sozialistischer Lander
(vom Dezember 1971). Es erhielt den Namen
Stefan Banach. [n seinem Sinne nahmen von
Januar bis Juli 1973 in einem ersten Seme-
ster 15 Nachwuchswissenschaftler aus acht
sozialistischen Landern teil. Nambhafte pol-
nische und auslandische Wissenschaftler spra-
chen zu Grundlagenproblemen der Mathe-
matik, wie Die Theorie der Modelle, Die
Theorie der Rekursion und einige angewandte
Probleme der Logik. Zur Ausbildung der
jungen Spezialisten gehorten auller Vorle-
sungen, Kolloquien, Symposien und Ge-
sprichen im kleinen Kreis auch praktische
Ubungen, verbunden mit angewandter For-
schungsarbeit.

So werden die progressiven Ideen Banachs
in diesem jungen Zentrum fortgesetzt.



Hugo Steinhaus
2 x 100 Aufgaben

Die beiden Biicher des polnischen Wissen-
schaftlers enthalten viele interessante Pro-
bleme und unterhaltsame Aufgaben aus der
Arithmetik und Geometrie mit den dazuge-
hérigen ausfiihrlichen Losungen. Leser ab
etwa 14 Jahren erlernen bei der Beschafti-
gung mit den originellen Aufgaben, bei deren
Auswahl - insbesondere im 2. Band - der
Autor sich davon leiten lieB, die Verbindung
der Mathematik zur Wirklichkeit darzu-
stellen, ein griindliches Vorgehen. Aber auch
mathematische Tricks und eine Einfithrung
in die Bearbeitungsmethoden mathemati-
scher Aufgaben werden ihm durch die beiden
Sammlungen geboten, die gleichzeitig den
Weg von der Schulmathematik zur héheren
Mathematik ebnen.

Proportionen

Die Zahlen 4, B, C, p, g, r seien durch die
Beziehungen

A:B=p,B:C=q,C:A=r
miteinander verkniipft.
Man schreibe die folgende fortlaufer.de Pro-
portion auf:

A:B:C=0:0:0

Dabei sollen in den Leerstellen (] Ausdriicke
inp, g, r so eingesetzt werden, daB diese durch
zyklische Vertauschung der Buchstaben p,
g, r auseinander hervorgehen. (Das ist so zu
verstehen: Aus dem ersten Ausdruck [J wird
der zweite und aus dem zweiten der dritte
Ausdruck erhalten, wenn man p durch g,
q durch r, r durch p ersetzt.)

Teilbarkeit von Zahlen

Die Zahl 3'054410%

ist teilbar durch 13, 49, 181 und 379, aber
nicht durch 5 und durch 11. Wie beweist
man das?

Dreiecke

In der Ebene seien 3n Punkte (n sei eine na-
tiirliche Zahl) gegeben, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen. Kann man aus
diesen Punkten (wenn man sie als Ecken
nimmt) n Dreiecke bilden, die keine Punkte
gemeinsam haben und nicht ineinander ent-
halten sind? "

Die Diagonale eines Ziegelsteins

Mit Hilfe eines Lineals soll die Raumdiago-
nale eines Ziegelsteines, der die Form eines
rechtwinkligen Parallelepipeds (Quaders) hat,
gemessen werden, d. h. der Abstand der
am weitesten auseinander liegenden Ecken.
Man gebe ein praktisches Verfahren zur
Messung dieser Diagonale an, das sich z. B.
in einem Betrieb anwenden liBt. Den Lehr-
satz des Pythagoras wollen wir nicht benut-
zen!

Verschniiren von Pickchen

Ein Karton in Form eines rechtwinkligen
Parallelepipeds (Quaders) wird im allge-
meinen lber Kreuz verschniirt: Im Mittel-
punkt N der Deckfliche sowie im Mittel-
punkt P der Grundfliche iiberscneidet sich
der Bindfaden jeweils in einem rechten Win-
kel. Man zeige: Wenn man die Schnur in
N und in P fest zusammenklebt, 13Bt sie sich
nicht mehr verschieben.

Drei Liufer

Drei Liufer, 4, B, C trainieren systematisch
auf der 200-m-Strecke. Nach jedem Lauf
notieren sie die Reihenfolge, in der sie das
Ziel passieren. Am Ende der Saison stellen
sic fest, daB A4 in den meisten Trainings-
liufen B geschlagen hat, daB B meistens C
besiegt hat und daB in fast allen Laufen C
vor A lag.

Wie ist das moglich?

Eine Ungleichung

Man beweise, daB fir a>b>c>0 die Be-
ziehung gilt: .
a—b b—c c—a
—t—t—>
a+b b+c c+a

Umbkreis und Inkreis

Fir ein gleichseitiges Dreieck ist der Radius
des Umkreises gleich dem Durchmesser des
Inkreises. Der Flicheninhalt des Umkreises
ist folglich viermal so groB wie der des In-
kreises. Man zeige, daB fiir andere Dreiecke
das Verhiltnis dieser Flacheninhalte stets
groBer als vier ist.

Heureka!

Gegeben sei eine Kugel vom Durchmesser 1.
Wir zeichnen auf der Kugeloberfliche einen
Kreis, der diese Flache im Verhiltnis 1 :9 zer-
legt. Wie groB ist der Kreisumfang?

Fiirbung einer Landkarte

Das Bild zeigt acht Linder; es seien |1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8 die Namen dieser Linder. Wic
konnen wir diese Landkarte mit den vier
Farben Rot, Blau, Gelb und Griin farbig
gestalten, so daB fiir jedes Paar benachbarter
Lander die Farbungen verschieden sind?

Ein Kuchen fiir drei

Zwei Briider, Lutz und Bernd, haben den
Weihnachtskuchen bereits in zwei Teile 4
und B zerlegt. Beide betrachten die Teilung
als gerecht. Da erscheint iberraschend Dr.
Abrakadabra, um am Fest teilzunehmen. Er
verbirgt seine Zweifel an der angeblichen
Gleichheit 4=B nicht und benutzt eine

Methode, die jedem % des Kuchens sichert

und zugleich 4=B8 nicht auBer acht laBt.
In der Tat erreicht die Methode, ausgehend
von der ersten Teilung, eine gerechte Zer-
legung in drei gleiche Teile.

Worin besteht der Trick?

Mathematische Literatur aus
dem Urania-Verlag

H. Steinhaus
100 Aufgaben

179 S., 131 Abb., Pappband, cellophaniert

H. Steinhaus
100 neue Aufgaben
176 S., 97 zweifarbige Zeichnungen, Papp-

band, cellophaniert 8,50 M

Leonhard A. Rastrigin

Zahl oder Wappen

Ein Buch iiber den Zufall

300 S., 80 Zeichnungen, Ganzgewebe

9,80 M
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Wir bauen-eine ,,Unruhe
mit regelmiligen Polyedern

Liebe alpha-Leser der 5. und 6. Klassen!
Mein Name ist Birgit Krétenheerdt:. Ich be-
suche zur Zeit eine 9. Klasse der Dr.-Kurt-
Fischer-Oberschule in Halle. Seit mehreren
Jahren gehore ich zu den Lesern der Schiiler-
zeitschrift alpha. Mit diesem Beitrag mochte
ich Euch eine Anleitung zum Basteln einer
Unruhe mit regelmiBigen Polyedern geben.
Eine solche Unruhe kann, wenn sie frei be-
weglich aufgehingt ist, ein schoner Zimmer-
schmuck sein. Auch Eurem Mathematik-
lehrer konnt Thr damit vielleicht eine Freude
bereiten.

Sicher ist Euch bekannt, daB ein Wiirfel als
regelmdfiger Kérper oder auch als regel-
mdpiges Polyeder bezeichnet wird. Die Be-
grenzungsflichen sind regelmiBige Vielecke,
und an jeder Ecke stoBen gleich viele Kanten
zusammen. Es kann bewiesen werden, daB
es genau 5 Arten regelmiBiger Polyeder gibt.

(In der Tabelle und im folgenden Text wird
das Wort regelmdpig mit r. abgekiirzt.)

In Bild 1 sind diese Polyeder der Reihe nach
von links nach rechts zu sehen. Fiir alle r.
Polyeder und auch fiir viele andere Polyeder
gilt die Formel E— K+ F=2, die von dem
Mathematiker Leonhard Euler (1707 bis
1783) erkannt und bewiesen wurde.

Beim Basteln unserer Unruhe wollen wir die
r. Polyeder weder als massive Korper, noch
als Flaichenmodelle aus den Netzen, sondern
als Kantenmodelle bauen. Dazu benétigen
wir etwa 20 Trinkrohrchen (moglichst von
gleicher Farbe), Garn, eine groBe Stopfnadel,
Nihseide fiir die Aufhdngung und 4 Stibe,
welche in die Trinkrohrchen passen (z. B.
Mikadostéibe).

Wie lang miissen nun die Kanten der ver-
schiedenen r. Polyeder gew#hlt werden, damit
die Unruhe ein gefilliges Aussehen erhilt?
Offensichtlich wiare es ungiinstig, fiir alle
5 Polyeder dieselbe Kantenlinge zu wihlen,
weil dann z. B. das Tetraeder gegeniiber dem
Ikosaeder viel zu klein wirken wiirde (vgl.
Bild 2a, b).

Eip etwas gefilligeres Aussehen wire gewahr-
leistet, wenn wir die Kantenlingen so wih-

len, daB alle 5 Polyeder gleiche Volumina
haben (vgl. Bild 2c¢, d). Wiirden wir fiir die
einzelnen Polyeder Kantenldngen verwen-
den, mit denen die umbeschriebenen Kugeln
gleiche GréBe besitzen, so bekommen z. B.
das Tetraeder und das Ikosaeder das Aus-
sehen des Bildes 2e, [ (als umbeschriebene
Kugel eines r. Polyeders wird diejenige Kugel
bezeichnet, auf deren Oberfliche die Ecken
des r. Polyeders liegen). Um ein noch ge-
filligeres Aussehen der Unruhe zu erreichen,
wihlen wir die Kantenlingen so, daB fur
jedes r. Polyeder die pedachte Kugelfliche
durch die Kantenmittelpunkte einen Radius
von 2 c¢m erhilt. Die erforderlichen Berech-
nungen kdnnen erst mit den Kenntnissen der
8. und 9. Klassen ausgefiihrt werden.
In der folgenden Tabelle sind die errechneten
Werte fiir die Kantenlingen (auf eine Stelle
nach dem Komma genau) angegeben.

/

Tetraeder Hexaeder Oktaeder
5,6 cm 2,8 cm 4,0 ¢cm
Dodekaeder Ikosaeder

1,5¢cm

Begrenzungs- Kanten an  Ecken Kanten  Flidchen
Name flichen jeder Ecke E K E
r. 3-Ecke 3 b 6 <+
-. Hexaeder (Wiirfel) r. 4-Ecke 3 8 12 6
r. Oktaeder £, 3 ce 4 6 12 8
r. Dodekaeder £ G 3 20 30 2

>
>

Der Wert fiir das Oktaeder ist ein exakter
Wert, wihrend die anderen Werte nur Néhe-
rungen darstellen.

Wir bauern zuerst das r. Tetraeder; dazu
schneiden wir 6 Réhrchen der Lange 5,6 cm
von den groBen Trinkrohrchen ab. Mit Nadel
und Garn (doppelt etwa 1 m lang) werden
zunichst 3 Réhrchen zu einer geschlossenen
Kette aufgefddelt. Mit einem Rohrchen die-
ser Kette und mit zwei weiteren Rohrchen
wird eine zweite geschlossene Kette hinzuge-
fiigt. Mit dem 6. Rohrchen wird nun das r.
Tetraeder vollendet; durch jedes Rohrchen
solite das Garn mindestens zweimal hindurch-
gezogen werden.

Beim r. Hexaeder (dem Wiirfel) bendtigen
wir 12 Rohrchen der Linge 2,8 cmm. Wir be-
ginnen mit einer geschlossenen Kette aus
4 Roéhrchen. Mit einem Rohrchen dieser
Kette und mit 3 weiteren Rohrchen wird
eine zweite geschlossene Kette hinzugefiigt.
Mit den restlichen 5 Rohrchen wird das
r. Hexaeder vollendet ; es ist darauf zu achten,
daB an jeder Ecke 3 Rohrchen zusammen-
stoBen.

Beim r. Oktaeder benétigen wir 12 Réhrchen
der Lange 4,0 cin, und wir beginnen mit einer
geschlos<enen Xette aus 3 Rohrchen; an



Inhalt einer Ubung des Mathematik-
Zirkels des Moskauer Palastes
der Pioniere und Schiiler

Thema: Wahrscheinlichkeit -
und einfachste Berechnungen

Grundbegriffe

m  Frage des Lehrers an alle: Neben mei-
nem Haus halten zwei Autobusse — Nr. 77
und Nr. 174. Der erste fahrt dreimal so hiu-
fig wie der zweite. Ich setze mich in den
zuerst abfahrenden Bus. Welche Chance
habe ich, daB es Nr. 174 ist?

A Die sofortige Antwort vieler Zirkelteil-
nehmer: 25 %! )

jeder Ecke missen 4 Rohrchen zusammen-
stoBen.
Beim r. Dodekaeder benétigen wir 30 Rohr-
chen der Linge 1,5 cm, und wir beginnen
mit einer geschlossenen Kette aus 5 Rohr-
chen; an jeder Ecke miissen 3 Réhrchen zu-
sammenstoBen.
Beim r. Ikosaeder benétigen wir 30 Rohr-
chen der Linge 2,4 cm, und wir beginnen
mit einer geschlossenen Kette aus 3 Rohr-
chen; an jeder Ecke miissen 5 Rohrchen zu-
sammenstoBen.
Wihrend die Kantenmodelle des Tetraeders,
des Oktaeders und des Ikosaeders sehr sta-
bile Form besitzen, konnen die Kantenmo-
delle des Hexaeders und des Dodekaeders
leicht verformt werden. Deshalb sollte bei
ihnen das Garn besonders straff gezogen wer-
den.
Zum Aufhingen der Polyeder verwenden wir
4 Trinkrohrchen von etwa 20 cm, 17 cm,
14 cm und 10 cm Lénge. Durch eingescho-
bene Stibe verhindern wir ein leichtes Ver-
biegen dieser Réhrchen. Entsprechend dem
Bild 1 werden die Polyeder mit Nahseide
aufgehdngt. Dazu brauchen wir etwas Ge-
duld, um Gleichgewicht der Rohrchen mit
den Stiben zu erreichen. Ich hoffe, ihr habt
SpaB beim Basteln, und die Unruhe gelingt
euch genauso wie mir. Wer noch mehr iiber
regelmiBige Polyeder lesen moéchte, dem
empfehle ich: alpha-Heft 1, 1969 (Fernseh-
fuBball- Regulire Polyeder von Dr. E. Schro-
der), alpha-Heft 2, 1969 (Der Eulersche Poly-
edersatz von Dr. H. Giinther), die Kleine
Enzyklopddie der Mathematik und das Biich-
lein Reguliire und halbreguldre Polyeder von
T. Roman (VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin).

B. Kritenheerdt

m Lehrer: Richtig. In Bruchteilen der
Eins ausgedriickt ist dies 0,25. Wer kann
die Antwort begriinden?

A Zirkelteilnehmer A : Wir nehmen an, daf8
auf der Strecke vier Autobusse verschiedener
Nummern verkehren, Nr. 75, Nr. 76, Nr. 77
und Nr. 174, die in einheitlichen Zeitabstan-
den fahren, wobei die ersten drei die gleiche
Fahrtroute haben. Dann ist klar, daB die
Chance, mit der Nr. 174 zu fahren, 0,25 ist.

s Lehrer: Eine sehr gute Erklirung. Ver-
allgemeinern wir sie! In der Antwort von A
war von vier Autobussen die Rede, die in
gleichen Zeitabstinden fahren, d. h., die in
dieser Hinsicht gleichberechtigt sind. Die
Chance, in einem von den gleichberechtigten
Bussen zu fahren, erhielten wir, indem wir
Eins durch die Anzahl de: gleichberechtigten
Busse dividierten. Warum?

A Viele: Na das ist klar!

» Lehrer: In der Mathematik muB man
alles begriinden. Oder etwa nicht alles?

A Zirkelteilnehmer B: AuBer Axiomen und
Definitionen alles.

m Lehrer: Und was liegt hier. vor — ein
Satz, ein Axiom oder eine Definition?

A B Natiirlich eine Definition.

m  Lehrer: Stimmt. Schreiben wir also eine
allgemeinere Definition auf, indem wir das
Wort ..Chance* durch das wissenschaft-
lichere Wort Wahrscheinlichkeit ersetzen:

.. Wenn wir es mit . .. gleichberechtigten Va-
rianten zu tun haben, dann ist bei zufdlliger
Auswahl die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine
von ihnen auszuwihlen, definitionsgemiB
Achtet darauf, daB in dieser Definition die
Termini ,,gleichberechtigt* und ,,zufallig*
vorkommen. Diese definieren wir an dieser

Stelle nicht, sondern verlassen uns auf unser
Sprachgefiihl.

Jetzt werden wir eine Aufgabe iiber die Ge-
winnwahrscheinlichkeit im Sportlotto 16sen.
In diesem Spiel erhilt derjenige eine Pramie,
der von sechs ,,Gliickszahlen™ (insgesamt
sind es 49 Zahlen) drei, vier, fiinf oder alle
sechs Zahlen errit.

Beginnen wir mit dem giinstigsten Fall —
wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
alle sechs Glickszahlen zu erraten? Wie muf3
man bei der Losung vorgehen?

A Zirkelteilnehmer C: Von 49 Nummern
kann man sechs auf so viele Weisen aus-
wiihlen, wie es Kombinationen von 49 Ele-
menten zur k-ten Klasse gibt. Alle diese
Varianten kann man als gleichberechtigt
ansehen. Jedoch fiihrt nur eine von ihnen
zum Gewinnen. Deshalb wird dic Antwort

durch den Ausdruck 7419— gegeben.
()

» Lehrer :Richtig. Wir rechnen das nicht aus,
sondern fiihren es dann aul der Maschine
gleich fiir alle Moglichkeiten aus. Jetzt ver-
allgemeinern wir die césung aul den Fall
eines beliebigen Spieles dieser Art (es heiBt
Genuesische Lotterie). Hier ist die Aufgaben-
stellung: ,,Unter n Zahlen gibt es m Gliicks-
zahlen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, k dieser Gliickszahlen zu erraten,
wenn man m Zahlen auswéhlt?

A C: (An die Tafel gehend) Insgesamt gibt
es<n) Maoglichkeiten der Auswahl. Wieviel
m

von ihnen enthalten k Gliickszahlen? Dazu
miissen k von unseren m Zahlen zu den m
Gliickszahlen und die iibrigen m-k zu den
n-m Nichtgliickszahlen gehoren. Das bedeutet
nach den Formeln der Kombinatorik, daB es
m\ (n—m
() (%)
solcher Moglichkeiten gibt. Folglich ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, £ dieser Zahlen
zu erraten, gleich
m\ (n—m n
() (b))

n Lehrer: Die Aufgabe ist richtig gelost. Die
erhaltene Formel iibersetzen wir jetzt in
die Programmsprache, und beim nichsten
Besuch im elektronischen Rechenzentrum
rechnen wir die Gewinnchancen im Sport-
lotto durch, indem wir die konkreten Zahlen
fiir k, m und n einsetzen. Und das ist das
Programm:
P=M(i=m—k+1,m, i)/II(i=1, k, i}x

xHii=n—m—m+k+1,n—m.i)
H(i=1,m-k )((i=n—m+1,n,i)/
II(i=1,m,1i)).
(Es wurde die Eingabesprache der Maschine
»~MIR - 1* benutzt.)
II ist das Zeichen der Multiplikation

i=h
M(i=a, b, i) bedeutet IT i

W. Trostnikow
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Wer lost mit?
ill[lllil -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: I. Mai 1974

A5A1165 Lingseiner 234 m langen StraBe
sollen die beiderseitigen 1,50 m breiten FuB-
gingerwege mit quadratischen Platten aus-
gelegt werden.
a) Wieviel Platten werden benétigt, wenn
jede Platte eine Seitenlinge von 25 cm besitzt?
b) Wieviel Arbeitsstunden benétigen sechs
Arbeiter zum Verlegen der Platten, wenn je-
der von ihnen in einer Arbeitsstunde 24 Plat-
ten verlegt?

Elsemarie Anger, Oschatz KI. 8

A541166 Kerstin kaufte in einem Schreib-
warengeschéft einen Radiergummi zu 20 Pf.
ein Lineal zu 80 Pf, einen Tuschkasten und
einen Zirkel, der zweimal so teuer war wie
der Tuschkasten. Insgesamt hatte sie ge-
nau 10 M zu bezahlen. Wie teuer waren
Tuschkasten und Zirkel?

Frank Deutsch, Falkensee, KI. 7

W 5al167 In einer Schule sind mehr als
20, aber weniger als 30 Lehrer tétig. In der
Mittelstufe unterrichten doppelt soviel Leh-
rer wie in der Unterstufe und genausoviel
Lehrer wie in der Oberstufe. Wieviel Lehrer
sind an dieser Schule tétig, wenn jeder von
ihnen in genau einer dieser drei Stufen unter-
richtet?

Anke Mentkowski, Eichwalde, Kl. 8

W 5m1168 Ein Lehrer wuBte, daB sein
Kollege Miiller im Jahre 1973 gerade 46
Jahre alt geworden war. Er kannte aber
dessen genaues Geburtsdatum nicht. Auf
eine Anfrage hin erhielt er folgende Antwort:
,Die Monatszahl meines Geburtsdatums
ist dreimal so groB wie die Tageszahl. Das
Produkt aus Monats- und Tageszahl ist
gleich der Zahl, die den beiden letzten Stellen
meines Geburtsjahres entspricht.” Wann
wurde der Kollege Miiller geboren?

Heiko Tennert, Débeln, KI. 7

W 5*1169 Multipliziert man eine zweistel-
lige natiirliche Zahl, deren Quersumme 12
betrdgt, mit 2 und subtrahiert man von die-
sem Produkt 12, so erhalt man als Ergebnis
wiederum eine zweistellige natiirliche Zahl.
bei der die Grundziffern in umgekehrter
Reihenfolge angeordnet sind wie bei der
urspriinglichen Zahl. Wie heiBt die urspriing-
liche Zahl? Wieviel Losungen besitzt diese
Aufgabe?

Eberhard Gralle, Gorlitz

W 5*1170 Auf einer Radrennveranstaltung

starteten vier Tandems. Uns ist iiber den

Verlauf folgendes bekannt:

a) Lutz erkdmpfte zusammen mit seinem

Partner den 1. Platz.

b) Klaus und sein Partner kamen auf den

2. Platz.

¢) Manfred und dessen Partner Dirk warcn

schneller als Bernd und dessen Partner.

d) Holger errang mit seinem Partner den

2. Platz.

e) Steffen erkdmpfte mit seinem Partner

einen der ersten drei Plétze.

f) Norbert hatte Bernd zum Tandempartner

Welche Sportler fuhren zusammen auf einem

Tandem? Welchen Platz erkimpften sie?
Henry Albrecht, Wittenberge, KI. &

A641171 Es ist nachzuweisen, daB jedc
dreistellige natiirliche Zahl, deren Hunderter-
stelle um 4 kleiner ist als deren Einerstelle,
um 396 kleiner.ist als diejenige dreistellige
Zahl, die man erhilt, wenn man die Grund-
ziffern .der gegebenen Zahl in umgekehrtcr
Reihenfolge aufschreibt.

Johanna Determann, Leutenthal, K. 8

A6A1172 Esist zu beweisen, daB die Sum-

me aus sieben aufeinanderfolgenden natiir-

lichen Zahlen stets durch 7 teilbar ist!
Hagen Peters, Liibbenau

Selli Sory, 6316 Skikzertach, Schiwsingor Str. 128 wse346
Polytechnische Obrorschule 54«4214-&114/; Klame 5 ®

El > > &
Pridikad: e

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sic haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W = 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede L6sung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(sieche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstandige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pridikat ,,sehr gut gelSst*,
,,gut gelost* oder ,,gelost*“. Schiiler, welche
nur einen Schlufsatz zu einer Aufgabe e¢in-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,,nicht gelost*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 liuft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem !. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriiger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 ver6ffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und da8 die
Postleitzah! des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W6 al1173 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD mit der Seitenléingeﬁ:a
dar. Der Mittelpunkt G der Seite CD wurde
mit den Punkten 4 und B, der Mittelpunkt £
der Seite 4B mit den Punkten C und D ver-
bunden und die entstandenen Schnittpunkte
mit H und F bezeichnet. Es ist der Flachen-
inhalt des Vierecks EFGH durch den Fla-
cheninhalt des Quadrates ABCD auszu-
dricken. Sch.

[ [ c

A E 8

W6w1174 Es sind zwolf zweistellige na-
tiirliche Zahlen zu ermitteln, die die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

a) An der ersten Stelle kommt die Grund-
ziffer- 2 genau viermal, die Grundziffer 3
genau fiinfmal, die Grundziffer 4 genau zwei-
mal und die Grundziffer 5 genau einmal vor.
b) An der zweiten Stelle kommt die Grund-
ziffer 2 genau einmal, die Grundziffer 3 genau
zweimal, die Grundziffer 4 genau zweimal,
die Grundziffer 5 genau dreimal und die
Grundziffer 6 genau viermal vor.

c) Die zu ermittelnden zweistelligen natiirli-
chen Zahlen sollen simtlich verschieden von-
einander sein.

d) Fiir genau zehn der zu ermittelnden Zah-
len ist die Ziffer der ersten Stelle kleiner als
die der zweiten. T.

W 6*1175 Zwischen zwei Orten 4 und B
verkehren zwei Autobusse, die auf der Fahrt
von A nach B bzw. von B nach A4 genau ein-
mal im Orte C jeweils 10 Minuten halten.
Beide Autobusse fahren zum gleichen Zeit-
punkt in 4 bzw. B ab, und zwar in entgegen-
gesetzter Richtung. Sie erreichen die End-
station B und 4 zum gleichen Zeitpunkt nach

l% Stunden. Die Entfernung der Orte 4 und
C betrigt % der Entfernung der Orte Bund C’

Es ist nachzuweisen, daB sich die Autobusse
bei konstanter Geschwindigkeit im Orte C
treffen. Albrecht Opitz, Meifen

W 6*1176 Uber den Katheten AC und BC
eines rechtwinkligen Dreiecks ABC mit der
HypotenuseTB_ wurden die Quadrate ACDE
und BFGC konstruiert. Von den Eckpunkten
E und F dieser Quadrate wurden die Lote
'EP und FQ auf die Gerade AB gefillt. Es
ist zu beweisen, daB PA=BQ gilt!  Sch.

A7A1177 In einem Produktionsbetrieb
sind genau 45 9/ aller Beschiftigten Frauen,
die dbrigen sind Manner. Es arbeiten in
diesem Werk 82 Manner mehr als Frauen.
Wie groB ist die Anzahl aller Betriebsange-
horigen? Sch.

A7A1178 Gegeben seien drei beliebige
von Null verschiedene Grundziffern. Durch
unterschiedliche Anordnung dieser Grund-
ziffern lassen sich sechs verschiedene drei-
stellige Zahlen bilden. Es ist zu beweisen,
daB die Summe dieser sechs Zahlen stets
durch 37 teilbar ist.

Dipl.-Ing. Martin Walter, Meiningen

W 7al179 Wie alt ist Angela, wenn ihre
Mutter 30 Jahre, ihre GroBmutter 62 Jahre
alt ist und nach einigen Jahren die Mutter
viermal und die GroBmutter achtmal so

alt wie Angela sein wird? Sch.
W 7m1180 Indem Schema VIER
+EINS

sollen die Buchstaben so durch Grundziffern
ersetzt werden, daB die Addition (im deka-
dischen System) zu einem richtigen Ergebnis
fiihrt. Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern, verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern bedeuten. Ferner darf die
Ziffer 0 nicht am Anfang einer Zahl stehen.
Zeige, daB die Aufgabe keine Losung besitzt !

T.

W 7*1181 Zeichne ein Parallelogramm
ABCD mit AB> BC und ¥ BAD <90°. Schla-
ge um A mit AD als Radius einen Kreis; sein
Schnittpunkt mit der Geraden CD sei E.
Schlage um C mit CD als Radius einen
weiteren Kreis; sein Schnittpunkt mit der
Geraden AD sei F. Ziehe die Verbindungs-
geraden BE, BF und EF! Weise nach, daB
das Dreieck BFE gleichschenklig ist!  Sch.

W 7*1182 Es ist die kleinste mehrstellige
natiirliche Zahl z zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften besitzt:
a) Die Zahl z beginnt an der hochsten Stelle
mit der GrundzifTer 4.
b) Streicht man diese Grundziffer 4 und fugt
man sie rechts hinter der letzten Grundziffer
an, so erhilt man eine natiirliche Zahl Z, die
gleich dem vierten Teil von z ist.

Volker Zillmann, Dresden

W 841183 Gegeben sei ein gleichschenk-
liges Dreieck ABC mit der Basis AB=3 cm,
dessen Umfang 13 cm betrigt. Eine Gerade
g, die zu der Geraden A B parallel ist, schneide
"AC in cinem inperen Punkt D und BC in
einem inneren Punkt E so, daB der Umfang
des Vierecks ABED gleich 7,4 cm ist. Es ist
die Lange der Strecke AD zu ermitteln.
Sch.

W 8 w1184 In den arabischen Erzihlungen
von den tauscndundein Nichten, die vor
vielen hundert Jahren gesammelt worden

sind, finden wir in der 458ten Nacht das fol-
gende Rdtsel:

Eine fliegende Taubenschar kam zu einem
hohen Baume, und ein Teil von ihnen setzte
sich auf den Baum, ein anderer darunter.
Da sprachen die auf dem Baume zu denen,
die unten waren: ,,Wenn eine von euch her-
auffliegt, so seid ihr ein Drittel von uns
allen; und wenn eine von uns hinabfliegt,
so werden wir euch an Zahl gleich sein.*
Wieviel Tauben setzten sich auf den Baum
und wieviel darunter? L.

W 8*1185 Es sei 4,B,C, ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse 4,B,=5 cm
und den Katheten B,C,=3 cm, 4,C, =4 cm.
Es sind die MaBzahlen (in cm) der Lingen
der Seiten aller dem Dreieck 4,B,C, dhn-
lichen Dreiecke 4 BC anzugeben, wobei diese
MaBzahlen natiirliche Zahlen sein sollen
und auBerdem auch die MaBzahl der Hohe
CD dieser Dreiecke eine natiirliche Zahl
sein soll. T.

W 8*1186 Drei Ruderer fahren auf drei
verschiedenen Strecken mit der gleichen
konstanten Eigengeschwindigkeit von
12 km-h ™! nach einem 1 km entfernten Punkt
und kehren von dort ohne Aufenthalt sofort
wieder zuriick. Der erste rudert auf einem
FluB zunichst 1 km stromabwarts und dann
wieder zuriick, der zweite rudert auf diesem
FluB zunéchst 1 km stromaufwirts und dann
wieder zufﬁck, und der dritte rudert in einem
stehenden Gewisser.

a) Welcher der drei Ruderer kehrt zuerst
zu dem Ausgangspunkt zuriick und welcher
zuletzt? Dabei wird vorausgesetzt, daB die
Stromungsgeschwindigkeit des Flusses kon-
stant ist und 3 km-h~! betragt.

b) Man beweise, daBl man die gleiche Reihen-
folge fiir das Eintreffen der Ruderer fiir jede
Eigengeschwindigkeit v und jede Stromungs-
geschwindigkeit des Flusses u erhalt, falls
u<v gilt. L.

W 9al187 Die Gedenkmiinze, die 1971
von der Staatsbank der DDR anlaBlich des
hundertsten Geburtstages von Karl Lieb-
knecht und Rosa Luxemburg herausgegeben
wurde, besteht aus einer Silber-Kupfer-Le-
gierung. Sie hat eine Masse von 20,9 g und
ein Volumen von 2123 mm?®.

Aus wieviel Teilen Silber und aus wieviel
Teilen Kupfer (bezogen auf eine Masse von
1000) besteht die Legierung, aus der die
Gedenkmiinze angefertigt worden ist?

Als bekannt wird dabei vorausgesetzt, da0
die Dichte des Silbers 10,5 g-cm~* und die
Dichte des Kupfers 8,92 g-cm ™ betrédgt. L.
W9all88 Gegeben seien zwei Dreiecke,
von denen die Seiten des einen 9 cm, 12 cm
und 15 cm lang sind und die des anderen
7 cm, 15 cm und 20 cm. Man untersuche,
ob sich diese beiden Dreiecke zu einem recht-
winkligen Dreieck zusammenlegen lassen,
und fiihre bejahendenfalls die Konstruktion
aus. T.
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W 9*1189 Es sind alle von Null verschie-
denen natiirlichen Zahlen x zu ermitteln,
fiir die die Gleichung
XTI T4=21
erfiillt ist. Herwig Gratias, S6mmerda
EOS ,,Ernst Schneller, Ki. 12

W 9*1190 Fiir ein konvexes Viereck ABCD
mit den Seittn AB=a, BC=b, CD=c,
DA=d und den Diagonalenﬁ=e,ﬁ=f
gelte c+d+e=b+c+f=c+d+f.

Es ist zu beweisen, daB dann dieses Viereck
ein gleichschenkliges Trapez ist. Sch.

W 10/12 w1191 Es sind alle reellen Lésun-
gen des Gleichungssystems
XY 3 ) x—y
l—xy 1+xy
zu ermitteln.  Dipl.-Ing. Fritz Ruef, Leuna
W 10/12 m 1192 Ze'ﬁhnen Sie ein Dreieck
ABC, legen Sie auf AC einen inneren Punkt D
und aul BC einen inneren Punkt E so fest,

daB D_C=%‘E uod E_C=% . BC gilt, und

1
-5 O

verbinden Sie D mit E! Weisen Sie nach, daB
der Flicheninhalt des Dreiecks ABC genau
sechsmal so groB ist wie der des Dreiecks
DEC! Sch.

W 10/12a1193 Man ermittle ohne Be-
nutzung einer Logarithmentafel und ohne
Kenntnis des Wertes fiir /g 2 die Anzahl der
Stellen der Zahl 21,

Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

W 10/1281194 Es sei n eine von Null
verschiedene natiirliche Zahl. Man beweise,
daB sich dann der Bruch

14-n*+n"

1+n+n®

\{/
:O: alpha
[\ 3

14

stets kiirzen 14Bt, d. h., daB der Zahler

1+n*+n" und der Nenner 1+n+n® stets

einen von 1 und — 1 verschiedenen ganzzah-
ligen Teiler haben.

Aus der math. Schiilerzeitschrift der DRV

. Mathematik und Jugend"'

Das sind sie, die 12000 Losungen des alpha-
Wettbewerbs, die mit jedem Heft eingehen.
Das ist sie, die fleiBige Redaktionsassistentin
(Bild links), die alle Briefe 6ffnet, die Losun-
gen sortiert und an die Korrektoren weiter-
leitet. Alle Wettbewerbsteilnehmer kénnen
siec bei dieser aufwendigen Arbeit unter-
stiitzen, indem sie die Wettbewerbsbedin-
gungen gewissenhaft eithalten.
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Preistriger
des Physik-Wettbewerbs
1973

Im Physikwettbewerb 1973 gingen 510 Lo-
sungen (davon 203 Midchen) ein. Es wurden
36 Losungen mit falsch gelost bewertet.

P6m1085 51 P9a1090 61
P6w1086 63 P9 al1091 28
P7m1087 81 P 10/12 w1092 24
P8m1088 112 P 10/12 w1093 20
P8e1089 50

Preistriger:

Fiir vorbildliche Leistungen erhielten eine
Urkunde, das alpha-Abzeichen und eine
Buchprimie:

Meinhard Mende, Lunzenau; Angelika Miil-
ler, Greifswald; Angelika Konieczny, Schul-
zendorf; Thomas Miller, Krems (Oster-
reich); Eckhard Liebscher, Ilmenau; Wilfried
Carl, Halle; Gudrun Billig, Coswig; Ber-
told Mébius, Dresden; Annette Damnik,
Luckenwalde; Michael Weicker, Miigeln;
Annette Blodner, Wiederitzsch; Dittmar
Kurzt, Friedrichrode ; Manfred Seidler, Cott-
bus; Irene SchwaB, Wismar; Dagmar Klatte,
Gorlitz; Barbel GroB, Rodewisch.

alpha-Wettbewerb

Abzeichen in Gold

Fiir sechsjiihrige Teilnahme

Kerstin Bachmann, Halle; Ralph Lehmann,
Petershagen; Jorg Hutschenreiter, Dresden;
Uwe Lewandowski, Leipzig; Harald Herr-
mann, Hammerunterwiesenthal; Christina
Feige, Miihlhausen; Lutz Piiffeld, Hennigs-
dorf; Angela Rohrbeck, Franzburg; Christoph
Scheurer, Glauchau-Gesau; Eckhard Scha-
dow, Oranienburg; Karin Fischer, Dresden;
Gerlinde Koch, Trusetal; Bernd Heymann,
Leipzig; Ehrenfried Zschech, Bautzen; Bet-
tina Zabel, Miihlhausen; Henrik Frank,
Greifswald; Wolfgang Richter, Pima; Peter
Linhart, Waldheim; Christian Endter, Eber-
hard Eff, Reiner Nothnagel, Eberhard Manske,
alle Steinbach-Hallenberg; Annegret Kirsten,
Leuna; Ute Winkler, Teltow.

Fiir finfjidbrige Teilnahme

Kirsten Helbig, Frankfurt; Ines und Ute Grei-
ner, Wurzen; Astrid Risel, Teterow; Karl-
Heinz Hering, Erfurt; Andreas Schlosser,
Zwickau; Detlef Poppe, Miihlhausen; Bernd
Hanke, GroBschweidnitz; Guido Blosfeld,
Halle; Bidrbel Rahnefeld, Karl-Marx-Stadt;
Wolfgang Kogler, Wiesenberg; Regina Hil-
denbrandt, Stiitzerbach; Ullrich Tetzlaff,
Friesack ; Sibylle Rohrbeck, Franzburg; Nor-
bert Koppe, Glienecke; Ullrich Bittner,



Greifswald; Lothar Jenning, Giilzowshof;
Regina Rau, Schneeberg; Marina Schulz,
Gorlitz; Brigitte Hildenbrandt, Stiitzerbach;
Michael Schnelle, Calau; Norbert Littig,
Lichtenberg; Martin Ermrich, Elbingerode;
Sigrid StraBburger, Zella-Mehlis; Riidiger
Blach, Calau; Reiner Lindemann, Cottbus;
Wolfgang Herrmann, Elterlein; Barbara
Recknagel, Steinbach-Hallenberg; Sabine
Mamerow, Altentreptow; Hans-Peter Tams,
Ribnitz-Damgarten.

Fiir vierjihrige Teilnahme

Angelika Miiller, Greifswald; Andreas Ni-
ther, Mittweida; Birgit Kiihnstedt, Erfurt;
Ralf Weber, Bischofswerda ; Uwe Risch, Burg;
Olaf Richter, Pima; Hermann Tenor, Des-
sau; Dirk Sprengel, Potsdam,; Jens-Uwe
Richter, Kemptau; Sven-Thorsten Freitag,
Zwickau; Rainer Gutsche, Herzberg; Amdt
Petzold, Karl-Marx-Stadt; Bernd Derlich,
Teterow ; Lars Luther, Giistrow; Ulrike Ban-
demer, Freiberg; Birgit Kriotenheerdt, Halle;
Torsten Waldeck, Karl-Marx-Stadt; Ilona
Drews, Wobbelin; Ulli Riedel, Floha; Jorg
Schubert, Pfaffroda ; Giesbert Léwe, Schieiz;
Astrid Schulz, Rotta; Reinhold Albrecht,
Reuden; Barbara Pahl, Neuenhofe; Man-
fred Zmeck, Riidnitz; Andrea Gerlach, Sau-
ritz; Marlies Dergel, Annegret Wobst, Doris
Kuban, Ulrike Gnauch, Elke Sturm, Mat-
thias Sturm, Matthias Vincentini. Ingolf
Puppe, Holger Jurack, alle Burkau, Hiltrut
Manske, Bettina Zimmermann, Falk Bahner,
Hansjlirgen Kiehm, Elke Gernoth, Sabine
Kiampf, Birgit Recknagel, Gabriele Raum-
schiissel, Armin Endter, alle Steinbach-Hal-
lenberg; Heidrun Weichler, Fambach; Beate
Esch, Thaldorf; Werner Weber, Dingelstadt;
Bernd Redlich, Wernburg; Sabine Steinert,
Dresden; Falk Bachmann, Halle; Horst
Kohlschmidt, Dresden; Manfred Seidler,
Cottbus; Matthias Liehm, Ludwigsfelde;
Annelie Giinther, Bernterode; Norman Bit-
terlich, Karl-Marx-Stadt; Hellfried Schu-
macher, Ahlbeck ; Andreas Hochhaus, Miihl-
hausen; Gina Jahnke, Dresden; Gerd Kéh-
ler, Hainichen; Wilfried Carl, Halle; An-
dreas Neubert, Schwarzenberg; Achim Bo-
beth, Dresden; Angela Bagola, Spremberg;
UIl Hutschenreiter, Dresden; Gisela Gott-
lieb, Halle; Peter Herrlich, Radebeul; Udo
Grunert, Wurgwitz; Jutta Becker, Liibtheen;
Birgit Lorenz, Pima-Copitz; Birgit WeiB,
Bernau; Fred Rempel, Cottbus; Heid-
run Scheinhardt, Bad Diirrenberg;
Manfred Lehrmann, Walbeck; An-
dreas Groschke, Cottbus; Wolfram Ul-
rici, Leipzig; Katrin Gote, Berlin; Ingrid
Hauenschild, Karl-Marx-Stadt; Thomas
Rehm, Bernau; Astrid Binder, Halle-Neu-
stadt; Caroline Oelsnitz, Teterow; Pia-Ga-
briela PreuBer, Greifswald; Stephan Fleisch-
mann, Zella-Mehlis; Dietmar Kochrian,

Schipkau; Beate Brandtner, Schildau; Chri-
stine Frenzel, Groitzsch ; Gerd Reif, Silbach;
Uwe Haufe, Oberlichtenau; Thorsten Lang-
rock, Weimar; Jens Walther, Benndorf; Ma-
rianne Bomberg, Miihlhausen ; Gudrun Mél-
ler, Dresden; Claudia Heuer, Magdeburg;
Michael Huhn, Teterow; Kerstin Miiller,
Brandis; Hans-Dirk Dunker, Zwenkau; Ulli
Klaus, Erfurt.

Fiir dreijihrige Teilnahme

Thomas Maiwald, Olbersdorf; Uwe Schiifer,
Cottbus; Jan Miiller, Berlin; Uwe Szgszka,
Rrohm; Dietmar Griger, Hecklingen; Frank
Schulze, Himmelsberg; Jiirgen Sommerschuh,
Bischofswerda ; Rainer Seifert, Pinnau; Ma-
rid Helbig, Frankfurt; Andreas Illing, Gers-
dorf; Sabine Schrider, Bernau ; Eva Gerstuner,
Dresden; Ingolf Buttig, GroBharthau; Ma-
nuela Lehmert, Worbis ; Elke Seidel, Dresden ;
Thomas Kischel, Greifswald; Uwe Heiber,
Ilmenau; Thies Luther, Giistrow: Gundula
Hanke, Frankenheim ; Meinhard Mende, Lun-
zenau; Andreas Wenzel, Dorfchemnitz ; Frank
Miiller, Cottbus; Barbara Wolf, Kéthen;
Sigrun Herbst, Halberstadt; Karl Krause,
Mansfeld (Rentner); Marcus Kasner, Temp-
lin; Ingo Fietze, Cottbus; Frank Burgkhardt,
Frankfurt; Volker Lerche, Schmalkalden:
Elke Witt, Uthausen ; Lew Dimenstein, Lenin-
grad (UdSSR); Lutz Thorwarth, Schmalkal-
den; Ulv Krabisch, Leipzig; Reiner Stein,
RoBdorl; Michael Heymann, Karl-Marx-
Stadt; Hanspeter Herzel, Giistrow; Thomas
Jakob, Gera; Heidi Bruhn, Warin; Andreas
Borner, Schkortitz; Gerd Oberwinter, Pots-
dam; Eckhard Kantz, Greifswald; Sabine
Pohl, Jena; Uwe Prochnow, Berlin; Norbert
Strecker, Lauchhammer, Heidrun Heller,
Schwallungen; Rita Rempel, Cottbus; Wulf
Henze, Milow; Wolfram Fliamig, Dresden;
Mathias Hofmokel, Karl-Marx-Stadt; Frank
Schulz, GoBwitz; Achim Giinther, Geisa;
Steffen Wiirtenberger, Karl-Marx-Stadt;
Astrid Richter, Zerpenschleuse; Silvia Ko-
nig, Forst; Michael Meisel, Bad Langen-
salza; Helfried Schmidt, Dresden; Dieter
Hess, Schwallungen; Dagmar Miiller, Eilen-
burg; Karin Landler, Staakén; Enzio Schna-
bel, Potsdam; Hannelore Oelschldger,
Schmalkalden ; Uwe Rauner, Gersdorf; Uwe
Heidrich, Olbersdorf; Uwe Westphal, Dres-
den; Wolfgang Seeber, Gehren ; Klaus Plotze,
Grifendorf; Klaus Schulze, Brandis; Uwe
Schwennicke, Jena ; Uwe Gruschke, Greppin;
Marina Tischer, Eisleben; Carola Fechtner,
Neubrandenburg; Angela Franke, Karl-
Marx-Stadt; Karine Hauffe, Goldbach;
Frank Mehner, Dobeln; Giinter Richter,
Dingelstdadt; Kirsten Liebmann, Karl-Marx-
Stadt; Klaus Richter, Dingelstidt; Thomas
Kuhl, Zepernick; Birgit Sieger, Eilenburg;
Klaus-Peter Erler, Konigs Wusterhausen;
Kerstin Reisner, Cottbus; Dieter Stuhr, Gii-

strow; Elke ZieBler, Erfurt; Rita Klingl,
Schleusingerneundorf; Norbert Haak, Tor-
gelow; Ulrich Pahner, Neuburg; Frank Mul-
sow, Parchim; Herbert Franke, Mittweida;
Frank Hése, Malitschkendorf; Gabriele
Schroter, Ilmenau; Steffi Miiller, Ddbeln;
Angelika Richter, Neukirch; Egbert Eulitzer,
Cottbus; Peter Olke, Linstow; Renate Baus,
Berlin; Kerstin Gehrisch, Cottbus; Bernd
KrauBer, Zella-Mehlis ; Thomas Guse, Miihi-
hausen; Andreas Weinreich, Demmin; An-
dreas Renz, Hoyerswerda; Uta Stopp, Dres-
den; Jens Erb, Glauchau-Gesau; Petra West-
phal, Berlin; Borwin Wegener, Berlin; Heide-
Rose Bartel, Rostock; Klaus Brinckmann,
Giistrow; Heike Werner, Waldheim; Mat-
thias Angrick, Miihlhausen; André Otto;
Berlin; Karin Poser, Kleinmachnow; Klaus
Conrad, Dresden; Ralf Kalesky, Potsdam;
Monika Brandt, Dessau; Klaus-Dieter Eick-
hoff, Berlin; Wolfgang Baier, Pfaffendorf;
Dietlinde Pargelow, Teterow; Wolfram Wer-
ner, Dresden; Cornelia Drechsler, Karl-
Marx-Stadt; Uta Hegemann, Greifswald;
Petra WeiBbecker, Gehren; Hans-Giinter
Reglin, Berlin; Andreas Ohm, Ahlbeck;
Mariana Kloper, Borsdorf; Barbel Schro':'n':ler,
Teterow; Holger Vogel, Ziegenhain; Udo
Funk, Gnoien; Karin Neumann, Reichen-
bach; Birgit Graizarek, Erfurt; Lutz Bohm-
hammel, Zehdenick ; Manuela Schiitte, B6h-
rigen; Jérg Hasemann, Uebingen; Roland
Kaschner, Lauchhammer-Mitte ; Ralf Wegel,
Dresden; Wolfgang Peinelt, Burgstddt; Jiir-
gen Kelber, Suhl; Silvia Glatzel, Riesa;
Joachim Ernst, Dobeln; Stephan Kaiser,
Niederschmalkalden; Andreas Bergmann,
Karl-Marx-Stadt; Roll Corand, Teterow;
Anke Jahn, Eilenburg; Heike Kwauka, Dres-
den; Volkmar Schulz, Greiz-Pohlitz; Udo
Topfer, Reuden; Steffen Salomon, Ringe-
thal; Dieter Herrmann, Prisannewitz; Woll-
gang Henkel, Erfurt; Annelie Gilberg, Tete-
row; Karin Bomberg, Miihlhausen; Mar-
tina Kurtschick, Kleinopitz; Heidemarie
Hendzlik, Wilh.-Pieck-Stadt Guben; Bettina
Gobel, Schmalkalden; Angela Weigert,
Kirchberg; Friedbert R6de, Wingerode; Ulf
MeiBner, Herzberg; Frank Engelmann, Ell-
rich; Uwe Bormann, Magdeburg; Jorg Bork,
Strausberg; Bernd Wemder, Dorfchemnitz;
Jens Burghardt, Frankfurt; Monika Kurch,
Cottbus; Eberhardt Ohm, Ahlbeck ; Gudrun
Drews, Wobbelin; Gesine Lamm, Ilsenburg;
Susanne Osterwald, Halle; Uwe Schoen,
Reichenbach; Siegfried WeiB, Neusalza-
Spremberg; Heidi Giinther, Sohland;- Eva-
Maria Liideritz, Grafendorf; Hans-Jiirgen
WeiBbecker, Gehren; Berthold Wettengel,
Oelsnitz; Birgit Holze, Ascherode; Klaus
Schlegel, Dresden; Sigrun Below, Seelow;
Carola Zimmermann, Débeln; Ingo Melzer,
Oberlungwitz; Ulrike Konig, Liibbenau; Det-
lef Fuchs, Neukloster; Cornelia Giintzel,
Cottbus; Gunter Klemm, Karl-Marx-Stadt;
Peter Hahn, Nauendorf.
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Scholastizismus

,,Ein Nest*, sagte die Waldohreule, die im Ruf groBer
Gelehrsamkeit steht, ,,ist ein halbkugelformiges Ge-
bilde, dessen Radius mit r, dessen Umfang mit 2ar
und dessen Oberfliche mit 4nr?:2 ausgedriickt wird.
Die Dimensionen sind verschieden und entsprechen
den Korperformen der jeweiligen Nestbenutzer be-
ziehungsweise deren Eiern.*

Keiner widersprach; denn es war klar ausgedriickt,
mathematisch definiert und demnach unantastbar.
Aber der Webervogel kiimmerte sich nicht darum.
Er sammelte Grashalme, baute und flocht ein gro8-
artiges, birnenformiges Kunstwerk mit windgeschiitz-
tem Eingang, Vorzimmer, Brutnische und Kinder-
zimmer.

,,Mein Nest!*“ sagte er dann mit berechtigtem Stolz.
,»Alles andere als das*, widersprach die Waldohreule
und verwies auf mehrere Lehrbiicher und auf die von
ihr selbst aufgestellten Grundsitze des Nestbaues.

Es war wirklich alles andere als ein Nest nach klassi-
scher Definition; aber es war ungemein praktisch.

aus: Kurt Kauter ,,Also sprach der Marabu", Eulenspiegelveriag

TrugschluB

Unser Leser, Stefan Bhm, Eisenach, teilte uns den

folgenden Trugschiuff mit, den er in einem alten

Mathematik-Lehrbuch gefunden hatte. Gleichzeitig

bat er uns, den Fehler in diesem TrugschluB nachzu-

weisen.

Jemand schlieBt wie folgt:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt bekanntlich
(n+1>=n?>4+2n+1. Daraus folgt m
(n+12—Q2n+1)=n?, )
(n+12—Q2n+1)—n@2n+1)=n*—n2n+1), (3)

(n+1Y?—n+DQ2n+ l)+%(2n+ 1)?=
:nz—n(2n+l)+%(2n—|—1)2, @

[rr1-denin]o=[rgemn ]2 @
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Aus (5) folgt weiter, wenn man auf beiden Seiten die
Quadratwurzel zieht,

n+1—%(2n+1)=n—%(2n+l), (©6)

also n+1=n, )
d. h., jede natiirliche Zahl ist gleich ihrem Nachfolger.
Wo steckt der Fehler?

1974=M CMLXXIV

M+C =MLX+X-1V
M-CM-L-X=X-1V
MC-ML =X+X" 1V

Ing. H. Decker, Kéin
Silbenritsel

&l - bel — bea — der - dif — ¢ —ex — fe — fer — ge — in

~Jiu—mul - nent —ok-on—pa—pli—-po -ra
renz—ta . ter —ti—ti— vall— yard.

Korper

Teil des Rechenstabes

Lingeneinheit

Rechenoperation

Bezeichnung fiir den Graph einer quadratischen
Funktion

Bereich

mathematische Disziplin

Unterschied zweier Zahlen

. Begriff aus der Potenzrechnung

Der erste Buchstabe eines jeden Wortes (von oben
nach unten gelesen) ergibt eine Form des Wettkampfes.
Diese Form hat sich auch in der Mathematik durch-
gesetzt.

s O3 8O =

© %0 N o

Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch Meuselwitz

Fiillriitsel

In jedes der 49 Felder des nebenstehenden Schemas
ist eine der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9
so einzutragen, daB in jeder Zeile siebenstellige Zahlen
entstehen, die die folgenden Eigenschaften haben:



a) Eine Potenz von 2, deren Quersumme gleich 26 ist.
b) Eine Potenz von 9, deren Quersumme gleich 45 ist.
¢) Eine Potenz von 2, deren Quersumme gleich 41 ist.

d) Eine siebenstellige Zahl, die aus lauter gleichen
Grundziffern besteht. ’

e) Ein Teiler der Zahl 3593970, dessen Quersumme
gleich 45 ist.

f) Ein Vielfaches der Zahl 893 615, dessen Quersumme
gleich 27 ist.

g) Eine siebenstellige Zahl, bei der jede Grundziffer
um | groBer als die folgende ist und die die Quer-
summe 42 hat. Ferner sollen die Summe der Zahlen
der ersten Spalte, die Summe der Zahlen der letzten
Spalte, die Summe der Zahlen der einen Diagonale
und die Summe der Zahlen der anderen Diagonale
simtlich gleich 40 sein.

Elfriede Krawietz, EQS ,,Georgius Agricola®,
Glauchau, 12. Klasse

Fremdkorper

In den folgenden Bildern ist jeweils eine Menge von
Objekten mit einer gemeinsamen Eigenschaft darge-
stellt, wobei in jede Menge ein Fremdkorper geraten
ist, der eigentlich nicht dort hinein gehort. Suche
diesen Fremdkorper, und streiche ihn heraus!

A [ 5 7 1 25 37 1 |

) . I:lDH
[

N 8 VOGEL

A:l £
o S0

. {(17}; (a); {-24; 27} & O
(o1, (m); (-5} =

e

Bezeichne die restlichen Elemente mit einem gemein-
samen Namen! Die Anfangsbuchstaben dieser Be-
griffe ergeben den Namen einer bestimmten Linie!

OStR K.-H. Lehmann, VL4V, Berlin

Vom 12er- ins 10er-System

Australia 7

Metric Conversion  Length Metric Conversion  Volume

Australia 7c

Metric Conversion Mass

Australia Tc

Metric Conversion Temperature

Mathematische Themen, gezeichnet von Rutherford Boyd
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XIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Olympiadeklasse 5

1. Eine Fischereigenossenschalt hatte an ei-
nem Tage nur Hechte, Barsche und Plétzen
gefangen. Davon waren insgesamt 125 Plot-
zen. Ferner waren es doppelt soviel Barsche
wie Hechte; die Anzahl der Hechte betrug
ein Fiinftel der Anzahl der Plotzen.

Stelle fest, wieviel Fische die Fischereige-
nossenschaft an diesem Tage insgesamt ge-
fangen hatte!

2. Zeichne zwei Geraden g, und g,, die ein-
ander in einem Punkte S schneiden! Wihle
einen Punkt 7, der auf keiner der beiden
Geraden liegt! Konstruiere die bei der Ver-
schiebung ST entstehenden Bilder g und g5
der beiden Geraden!

3. Indie 12 Felder A, B,C, D, E, F,G, H, K,
M, N, P der nebenstehenden Figur sollen
die natiirlichen Zahlen von 1 bis 12, jede
genau in eines der Felder, so eingetragen wer-
den, daB die Summe der in den Feldern A4,
B, C, D stehenden Zahlen 22 betrigt, ebenso
die Summe der in den Feldern D, E, F, G
stehenden Zahlen, gleichfalls die Summe der
in den Feldern G, H, K, M stehenden Zahlen
und auch die Summe der in den Feldern
M, N, P, A stehenden Zahlen.

— — ~~

a) Gib eine derartige Eintragung von Zah-
len an!

b) Untersuche, welche Zahlen bei jeder der-
artigen Eintragung in den Feldem A4, D, G
und M stehen!

4. Im Centrum-Warenhaus sind zu Dekora-
tionszwecken gleichgroBe Konservenbiich-
sen zu einer ,,Pyramide” aufgeschichtet wor-
den. In jeder Schicht sind die Biichsen so
~im Dreieck* angeordnet, wie die Abb. zeigt.
Die dort mit k bézeichnete Anzahl der Biich-
sen lings einer jeden ,Seitenkante des Drei-
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ecks" betrigt fir die unterste Schicht 9. In
jeder weiteren Schicht ist die entsprechende
Anzahl k um 1 kleiner als in der unmittelbar
darunterliegenden Schicht. Die oberste
Schicht besteht aus einer Biichse.

Ermittle die Anzahl aller in der ,,Pyramide®
enthaltenen Biichsen!

Olympiadeklasse 6

1. Eine rechteckige Glasscheibe ist 24 cm lang
und 22 cm breit. Daraus sollen rechteckige
Scheiben von 8 cm Linge und 6 cm Breite
geschnitten werden.

Welches ist die groBte Anzahl derartiger
Scheiben, die man dabei erhalten kann?
Stelle eine Moglichkeit, diese groBte Anzahl
zu gewinnen, in einer Zeichnung im Ma@stab
1:2 dar!

2. Vier undurchsichtige Wiirfel mit den Kan-
tenldngen a, =24 cm, ¢,=12 cm, a;=6 cm
und a,=3 cm sollen so iibereinander auf
eine undurchsichtige Tischplatte gestellt wer-
den, daB der groBte zuunterst, darauf der
ndchstgroBere usw., schlieBlich der kleinste
Wiirfel zuoberst steht, wobei jeder der Wiir-
fel vollstindig auf der Deckfliche des unter
ihm stehenden (bzw. auf der Tischplatte)
ruht (d. h. ohne iiber diese Fliche hinauszu-
ragen).

Ermittle von diesen Wiirfeln den Gesamt-
Nécheninhalt derjenigen Oberflichenteile, die
sichtbar (d. h. nicht verdeckt) sind!

3. Klaus hat gehort, daB in einer 6. Klasse
von allen Schiilern eine Mathematik-Klas-
senarbeit geschrieben wurde, bei der kein
Schiiler die Note ,,5* bekam. Ein Sechstel
der Klasse schrieb eine ,,1%, ein Drittel eine
2 und nur ein Neuntel eine ,4* Uber die
Anzahl der Schiiler dieser Klasse wuBite Klaus

nur, daB sie groBer als 10, aber kleiner als
40 war. Er fragt sich, wieviel Schiiler insge-
samt bei der erwdhnten Klassenarbeit eine
»3*“ geschrieben hatten.

Stelle fest, ob diese Anzahl mit den in der
Aufgabe enthaltenen Angaben eindeutig zu
ermitteln ist!

Wenn das nicht der Fall ist, dann ermittle alle
mit den Angaben vereinbaren Antworten
auf Klaus’ Frage!

4. Werner schreibt 50*0*05 an die Tafel und
will danach fiir jedes der Zeichen * eine der
Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 so eintragen,
daB eine durch 9 teilbare Zahl entsteht.

Gib simtliche Moglichkeiten einer derartigen
Eintragung (also alle so erhaltlichen durch 9
teilbaren Zahlen) an!

Olympiadeklasse 7

1. Die 36 Schiiler einer 7. Klasse nehmen am
auBerunterrichtlichen Sport teil, und zwar
jeder in genau einer der Sektionen Leicht-
athletik, Tischtennis, Schwimmen, Judo und

~ Schach. Uber die Teilnahme der Schiiler die-

ser Klasse an diesen Sektionen ist weiter

bekannt: -

(1) Mehr als die Hilfte betreibt Leichtathle-
tik.

(2) Es gehoren mehr der Sektion Schwimmen
als der Sektion Tischtennis an.

(3) Die Summe aus der Anzahl der Mitglie-
der der Sektion Schach und der Sektion
Judo betrdgt genau ein Neuntel aller
Schiiler.

(4) In der Sektion Tischtennis befinden sich
doppelt soviele Schiiler wie in der Sek-
tion Schach.

(5) Die Anzahl der Sektionsmitglieder Schach
ist groBer als das Doppelte, jedoch klei-
ner als das Vierfache der Anzahl der
Sektionsmitglieder Judo.

Ermittle fiir jede der genannten Sektionen

die Anzahl der Schiiler der erwihnten Klasse,

die Mitglieder dieser Sektion sind!

2. Karl sucht drei von Null verschiedene na-
tiirliche Zahlen a, b, ¢ fiir die folgendes gilt:
(a, b)=4 (lies: Der ggT der Zahlen g und b
ist 4),

(a, 0)=6, (b,c)=14.

Er behauptet nach einigem Probieren, da
es sogar mehr als eine Moglichkeit gibt,
drei solche Zahlen anzugeben.

Ist diese Behauptung richtig?

Gibt es eine Moglichkeit der Wahl dreier sol-
cher Zahlen a, b, ¢, bei der, verglichen mit
allen iibrigen Mbglichkeiten, a am klein-
sten und zugleich b am kleinsten und zu-
gleich ¢ am kleinsten ist? Wenn ja, dann gib
fiir diesen Fall die Zahlen q, b, ¢ an!

3. Gegeben sei ein Winkel mit dem Scheitel-
punkt S und der GréBe a (0° <a< 180°). Be-
weise folgenden Satz:

Schneidet eine Gerade g den einen und eine
andere Gerade / den anderen Schenkel des



gegebenen Winkels jeweils unter einem Win-
kel von 90°, jedoch nicht in S, so hat einer
der von g und h gebildeten Schnittwinkel
die GréBe a. (Fallunterscheidung)

4. Fs sei A4ABC ein Dreieck, in dem die
GréBe S des Innenwinkels BCA kleiner ist
als jede der GroBen der ‘beiden anderen
Innenwinkel.

Konstruiere alle Punkte P auf den Seiten
AC und BC, so daB £ BPA =2y gilt!
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion; ermittle die Anzahl der Punkte P mit
der verlangten Eigenschaft!

Olympiadeklasse 8

1. In der folgenden Aufgabe sind die Buchsta-
ben a, b, c und das Zeichen * durch jeweils
eine der Ziflern 0 bis 9 so zu ersetzen, daB
eine richtig geldste und in iiblicher Weise ge-
schriebene Multiplikationsaufgabe entsteht.

abc -bac

**‘b
**a
* % ¥ %

* h o % &k ok

Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche,
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern. An die Ziffern, die fiir die Zeichen * zu
setzen sind, werden keine Gleichheits- oder
Verschiedenheitslorderungen gestellt.

2. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit dem rechten Winkel bei C aus
2=2,5 cm und a=50°! Dabei sei ¢ der In-
kreisradius und a die GroBe des Winkels
BAC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!

3. Man ermittle alle rationalen Zahlen r
mit folgender Eigenschalt:
Subtrahiert man r vom Zihler des Bruches

% und addiert r zu dessen Nenner, so erhilt
man einen Bruch, der halb so groB wie
3.

‘—1 1st.

4. Zwei Kreise k; und k, mogen einander in
zwei verschiedenen Punkten A und B schnei-
den. Zwei voneinander verschiedene parallele
Geraden g; und g, durch 4 bzw. B seien
so gelegen, daB g, den Kreis k, in einem von
A verschiedenen Punkte C und den Kreis
k, in einem von A verschiedenen Punkte D
schneidet, daB ferner g, den Kreis k; in
einem von B verschiedenen Punkte E und
den Kreis k, in einem von B verschiedenen
Punkte F schneidet und daB dabei A zwi-
schen C und D sowie B zwischen E und F
liegt.

Beweise, daB dann CD=EF gilt!

Olympiadeklasse 9

1. Eine Turmuhr zeigt genau 13 Uhr an.
Stellen Sie fest, wie olt insgesamt bei gleich-
formiger Zeigerbewegung der Minuten- und
der Stundenzeiger innerhalb der nichsten
12 Stunden einen rechten Winkel miteinan-
der bilden!

2. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC,
in dem die Winkel ABC und BAC die GrsBe
90° bzw. 60° haben, schneide die Halbierende
des Winkels BAC die Gegenseite im Punkte D.

Beweisen Sie, daB D die Seite BC im Ver-
hiltnis 1:2 teilt!

3. Ein konvexes gleichschenkliges Trapez
ABCD (AB| CD; AD=BC; AB>CD) soll
folgende Eigenschaften haben:

Es soll sich einem Kreis mit dem Radius
r=12 cm umbeschreiben lassen; der Um-
fang des Trapezes soll u=100 cm betragen.
Untersuchen Sie, ob es solche Trapeze gibt,
und berechnen Sie die Seitenlingen jedes
derartigen Trapezes!

4. Man denke sich eine Kreislinie in 1000
gleichlange Teilbogen zerlegt und jeden der
Teilpunkte der Reihe nach mit den natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 1000 bezeichnet.

1000
998999 1 2 3

Es sollen nun nacheinander die Zahl 1 und
jede weitere 15. Zahl, also 1, 16, 31, 46, ...,
durchstrichen werden. Dabei sind bei wie-
derholten ,,Umldufen* auch die bereits ge-
strichenen Zahlen mitzuziihlen. Dieses Durch-
streichen ist solange fortzusetzen, bis nur
noch Zahlen durchstrichen werden miiBten,
die bereits gestrichen sind.

Ermitteln Sie die Anzahl aller Zahlen, die
bei diesem Verfahren nicht durchgestrichen
werden!

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle (im dekadischen Zahlen-
systemn) dreistelligen Primzahlen mit fol-
genden Eigenschalten:

(1) Schreibt man jede Ziffer der dreistelligen
Primzahl einzeln, so bezeichnet jede eine
Primzahl.

(2) Die ersten beiden und die letzten beiden
Ziffern der dreistelligen Primzahl be-
zeichnen (in dieser Reihenfolge) je eine
zweistellige Primzahl.

2. Bei den XX. Olympischen Sommerspielen
schnitten die Sportler unserer Republik, her-
vorragend ab. In der inoffiziellen Linder-
wertung, bei der fir den 1. bis 6. Platz 7, 5,
4, 3, 2 bzw. 1 Punkte vergeben wurden, be-
legten sie mit 480 Punkten hinter der UdSSR
und den USA den dritten Platz. Dabei er-
rangen sie 22 vierte, 22 [linfte und 23 sechste
Plidtze. Fiir den 1., den 2. und den 3. Platz

wurden wie iiblich Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen vergeben. Die groBite Dil-
ferenz der Anzahlen der von den DDR-
Sportlern errungenen Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen betrug dabei 3.

Zeigen Sie, daB diese Angaben hinreichend
sind, die genaue Anzahl der von den DDR-
Sportlern errungenen Gold-, Silber- und
Bronzemedaillen zu ermitteln!

3. Ein gleichschenkliges Trapez ABCD mit
AB| CD und AB=8cm, CD=2 cm habe
einen Inkreis mit dem Radius g.

Man berechne diesen Inkreisradius g.

4. Konstruieren Sie ein konvexes Sehnen-
viereck ABCDausa=10cm,b=8cm,c=7cm
und a=70°!

Dabei seien a die Linge der Seite AB, b die
der Seite BC, ¢ die der Seite CD und o die
GroBe des Winkels < BAD.

Olympiadeklasse 11/12

1. Es seien a4 und q reelle Zahlen mit a,+0;
q+0; g+ 1. Ferner sei {a;} eine geometrische
Folge, fiir die a;=ayq,(i=0, 1. 2, 3, ..)
gilt.
a) Man beweise, daB die Folgen

{b;} mit b;=a,,,—a; und

{c:} mit ¢;=b;y b,
ebenfalls geometrische Folgen sind.
b) Es sind alle Werte von a, und g (mit
a,+0; g+0) anzugeben, fir die die in a)
definierten Folgen {a;} und {c;} die Eigen-
schaft haben, daB a;=c¢; fiir alle natiirlichen
Zahlen i gilt.

2. Jeder von 41 Schiilern einer Klasse hatte an
genau drei Leichtathletik-Wettkdmpfen im
Laulen teilzunehmen. Dabei muBte jeder die-
ser Schiiler je einmal auf den Bahnen 1, 2 und
3 antreten. Schiiler A meint, daB es in dieser
Klasse allein auf Grund dieser Bestimmun-
gen mindestens sieben Schiiler geben miisse,
bei denen die Reihenfolge der Startbahnen
iibereinstimmte. Schiiler B meint dagegen
nach einigem Nachdenken, daB es sogar acht
solcher Schiiler geben miisse.

Man iiberpriife fir jede dieser Meinungen,
ob sie richtig ist.

3. In einem beliebigen konvexen Viereck
ABCD seien E der Mittelpunkt der Seite
AB und F der der Seite CD. Der Schnitt-
punkt von AF mit DE sei G, der von BF
mit CE sei H genannt.

Es ist zu beweisen, daB der Flicheninhalt
des Vierecks EHFG gleich der Summe der
Flacheninhalte der Dreiecke AGD und BHC
1st.

4. Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zah-

len, die Lésungen des Gleichungssystems
x*+y*+x+1=0 )
Y} +x2+y+1=0 sind. 2
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Losungen

Hinweis fiir unsere Leser

Ab Heft 1/74 veroffentlichen wir vorrangig
die Losungen des alpha-Wettbewerbs (je-
weils im iiberndchsten Heft nach Erscheinen
der Aufgaben). Soweit dann noch Platz ist,
bauen wir in die fiinf Seiten noch weitere
Losungen zu gegebenen Aufgaben, gestellt
auBerhalb des Wettbewerbs, ein. Die Losun-
gen zu alpha-heiter werden (wie bisher) am
Ende des jeweiligen Heftes veroffentlicht.
Red. alpha

AS5A1095 Teller 4 enthalte 22, Teller B 14
und Teller C 12 Niisse. Die folgende Tabelle
veranschaulicht dann die einzelnen Schritte
zur Umverteilung der Niisse:

4 6 6
4 11 1
15 0 1
15 1 0
9 1 6
9 7 0

7 6
3 11 2
14 0 2
14 2 0
8 2 6

W 5%1099 Die GroBmutter habe n Enkel;
der Vorrat betrigt dann entweder (2-n+4)
Wiirstchen oder (3:-n—1) Wiirstchen. Die
Gleichung 2-n+4=3-n—1 wird pur fir
n=5 erfiillt. Die GroBmutter hat somit
5 Enkel, und es sind 2 - 5+ 4=14 Wiirstchen
vorratig.

W 5*1100 Der Arbeitsgemeinschaft geho-
ren m Médchen, also 3 - m Jungen an. An dem
Tag, als Ursula fehlte, waren (3-m+1) Jun-
gen und (m—1) Midchen anwesend, und
es gilt4-(m—1)=3-m+1.. Nur fir m=5
wird diese Gleichung erfiillt.

An der Arbeitsgemeinschaft nehmen somit
regelmiBig 5 Médchen und 15 Jungen teil.

A641101 Die zu ermittelnde Zahl lautet
z=4-17-29+1=1973.

A B C

22 14 12 Ausgangssituation
22—-14=8 14+ 14=28 12 1. Schritt

8 28—-12=16 12+12=24 2. Schritt

8+ 8=16 16 24— 8=16 3. Schritt

A 541096 Jede natiirliche Zahl, die groBer
als 1 ist und die nur durch 1 und durch sich
selbst teilbar ist, heift Primzahl.

Unter vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen befinden sich genau zwei gerade und
genau zwei ungerade Zahlen. Die Summe
zweier ungerader Zahlen ist stets gerade.
Die Summe zweier gerader Zahlen ist eben-
falls stets gerade. Die kleinstmogliche Summe
von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen lautet 0+1+2+3=6, das heiBt, sie
ist groBer als die kleinste Primzahl 2.

W 581097 1 ha=10000 m?

= 1000000 dm?; da das Becken 10000001 =
1000000 dm® Wasser enthilt, betrigt die
WasserhShe im Becken genau 1 dm=10 cm.
Denn 1000000 dm? - 1 dm= 10060000 dm>.
Bei einer Wasserhdhe von 10 cm kann kein
Schwimmwettkampf ausgetragen werden.

W 581098 Die nachfolgende Tabelle gibt
Auskunft dariiber, wie das Getrink mit Hilfe
der beiden Eimer umzufiillen ist:

FaB Eimer Eimer
161 111 6l

16 0 0

10 0 6

10 6 0

20

A6A1102 Es seien a und b die Seiten-
lingen eines Rechtecks (gemessen in cm);
entsprechend den gestellten Bedingungen
gilt dann

2(a+ b)=ab,

2a+2b=ab,

2a=ab—-2b,

2a=bla—2), b=-2

a-2
b ist nur dann ganzzahlig, wenn 4 ein Viel-
faches von a—2 ist. Das trifft zu fiir 2, =3
oder a, =4 oder a,=6. Die Aufgabe besitzt
genau drei Losungen, namlich
a,=3cm, b;=6cm;
a,=4cm, b,=4cm;
az;=6cm, by=3cm.

4
b= =2+4—.
a—-2

W 6 w1103 Das Pferd moge x Sécke tragen.
Dann tragt das Maultier (x + 2) Sicke. Denn
wiirde es einen Sack abgeben, so hitte es
noch (x+ 1) Sicke und das Pferd auch (x+1)
Sdcke zu tragen. Nimmt aber das Maultier
dem Pferd einen Sack ab, so hat das Maultier
(x+3) Sicke, das Pferd (x—1) Sicke zu
tragen. Nun gilt aber

x+3=2-(x—1),

x+3=2x-2,

x=35.

Das Pferd trug 5 Sicke, das Maultier 7 Sicke.

W 681104 Esseiena=S5cm und b=2 cm
und ¢ die Langen der Seiten eines Dreiecks;
dann gilt

a+b>c und b+c>a.
Aus 5cm+2 cm=7 cm>c und 2 cm+c¢>
5 cm, also ¢>3 cm, folgt c=4 cm oder
¢=5 cm oder c=6 cm.

W 6*1105 Die Zahl 10'%73 jst eine natiir-
liche Zahl mit 1974 Grundziffern, deren
erste Grundziffer von links gerechnet 1 ist
und deren iibrige Grundziffern simtlich 0
sind.

Die Zahl 10"™+2 1aBt sich demnach wie
folgt schreiben: 1000...0002, wobei die
Grundziffer 0 genau 1972 mal vorkommt.
Die Quersumme dieser Zahl betrigt 3, d. h.
sie ist durch 3 teilbar.

W 6*1106 Aus der Abbildung wird folgen-
des ersichtlich:

AAMD=ABND (AD=BD, AM =BN,
XDAM = £ DBN =60°), also MD=ND,
XADM = ¥ BDN =4.

AMBD=ANCD (MB=NC, BD=CD,
XMBD= £ NCD=60°, also ¥ BDM

=X CDN=¢p.

Nun gilt aber XADC=2-5+2 ¢=120°
also 6+ ¢@=60°,d. h. x MDN =60°.

Wegen MD=ND gilt ¥xDMN= ¥DNM
=(180°—60°):2=60°. Dreieck MND ist so-
mit gleichwinklig, also auch gleichseitig,
und es gilt MN=MD=ND.

ATa1107 Es seien x kg SiiBwasser mit
80 kg 5°/,igem Meerwasser zu mischen,
dann gilt
2 5
(x+80) W—BO 00
(x+80)-2=80-5,
2x + 160 =400,
2x =240,
x=120.
Es sind 120 kg SiiBwasser dem Meerwasser
hinzuzufiigen, um eine Mischung mit einem
Salzgehalt von 2°/, zu erhaiten.

A741108 Es sei x die Eigengeschwindig-
keit des Schiffes (in km - h™!) und y die
Stromungsgeschwindigkeit des Flusses (in
km - h™!). Fahrt das Schiff fluBabwarts, so
addieren sich die Geschwindigkeiten; im
anderen Falle ist die tatsichliche Geschwin-
digkeit gleich der Differenz aus x und y.

Deshalb gilt wegen v=tE

x+y=-und x—y==
V=48 =7

Subtrahieren wir die zweite von der ersten



Gleichung, so erhalten wir 2y=%—7i
='1’s_2"’.=i alsoy=—s—.

144 144’ 288

Ein FloB wiirde also in 288 Stunden von
Kiew nach Dnepropetrowsk treiben, d. h.
es bendtigt sechsmal soviel Zeit wie das

Schill.

W 7m 1109 Es seien x Miinzen zu 3 Kope-
ken; dann sind es (20—x) Miinzen zu
1 Kopeke, und es gilt
IX+(20—x) - 1=47,
Ix+20—-x=47,
2x+420=47,
2x=27
27

X=—.

2

Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist die
Division 27:2 nicht ausfiihrbar; der Schiiler
hat sich verzahlt.
Diese Feststellung trifft auch fiir den Betrag
von 49 Kopeken (29:2), nicht aber [ir den
Betrag von 48 Kopeken (28:2=14) zu. Im
letzten Falle besitzt der Schiiler 14 Miinzen
zu 3 Kopeken und 6 Miinzen zu 1 Kopeke.
Der Gesamtbetrag sei gleich 2n Kopeken,
wobei n eine natiirliche Zahl ist; dann gilt
3x+(20—x)- 1=2n,
2x=2n-20,
x=n—10.
Diese Gleichung ist losbar fiir alle n=10,
also 2n>20. Aus 20-3 Kopeken=60 Ko-
peken folgt weiter 2n < 60.
Es lassen sich nur Geldbetrige bilden, die
geradzahlig sind und gleich oder groBer als
20 Kopeken. aber gleich oder kleiner als
60 Kopeken sind.

W 7a1110 Der Preis fir 1 kg Apfel moge
im Juli x Mark betragen; dann betrédgt er

im September (x_—éx):%x Mark. Im No-

vember betrigt der Preis ix+l-‘¢-lx=-2§-x
5 55 25

Mark. Da i—:x<x, sind die Apfel im No-

vember billiger als im Juli.

24 ] =ix folgt, daB der Preis

100
fiir die Apfel im November um 4%, niedriger
ist als im Juli.
W 7*1111 Angenommen, der Kraltwagen
bendtige z Stunden fir die Fahrt von D.
bis in den Betrieb und der Direktor sei von D.
aus x Stunden zu Ful gegangen, bis er aul
den ihm entgegenkommenden Kraltwagen
traf, dann gilt, wie aus der Skizze hervorgeht,
folgendes:
6h+x=7h~z+x, also z=1h.

Station D Pikw Belrjeb
?7h Thez
X ff‘:.rz‘punl(f ¥
w Full per Pxw
&h 6h +x th-2
Ph-z +x

Andererseits gilt aber auch
12
6h+x+x=Th+z——h.
X+ Xx z 60

Fiir z=1h erhalten wir daraus

6h +2x=8h— 12,
60

12
2x=2h—L2p,
x 60
54
=4
*=%0

Der Direktor begegnete dem Kraftwagen
um 6.54 Uhr.

Probe: Von 7.00 Uhr bis 8.00 Uhr sind 60 Mi-
nuten vergangen. Von 6.00 Uhr bis 7.48 Uhr
(12 Minuten vor 8.00 Uhr) sind 108 Minuten,
also 2 - 54 Minuten vergangen. ’
W 7*1112  Angenommen der innere Punkt
G von AD sei ein weiterer Eckpunkt des
gleichseitigen Dreiecks EFG. Drehen wir
EG um E als Drehzentrum im mathematisch
negativen Sinn um 60°, so fillt der Bildpunkt
G’ von G mit dem Eckpunkt F des Dreiecks
zusammen. Der Punkt F liegt nun aber ent-
weder auf BC oder auf CD.

Wir drehen deshalb das Quadrat 4BCD
um E als Drehpunkt im mathematisch ne-
gativen Sinn um 60°. Da G’ auf dem Bild
A'D’ von AD liegt, ist der Schnittpunkt von
A'D’ mit BC oder mit CD der gesuchte Eck-
punkt F des zu konstruierenden gleichseitigen
Dreiecks EFG. Aus der Seite EF ist die Kon-
struktion nun moglich.

A841113 Essei M die Menge aller natiir-
lichen Zahlen, die die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen, und es sei n die Anzahl der
Elemente von M. Da die Zahl 0 durch 7
(und auch durch 11) teilbar ist, gehort sie
nicht der Menge M an.

Ferner sei M die Menge aller natiirlichen
Zahlen a mit 0<a<1973, die durch 5 teil-
bar sind. Wegen L573=394% enthidlt die
Menge M genau 394 Elemente:
M;={1-52-53-5,...,394-5}.

Von den Zahlen der Menge M, sind

2

wcgen'3974= 67 genau 56 Zahlen durch

7 teilbar, wegen %=3S% genau 35 Zahlen

durch 11 teilbar,. wegen ﬁ=51
77 77

5 Zahlen durch 7 und 11 teilbar. Also sind
von den Zahlen der Menge M genau
56 +35—5=86 Zahlen durch 7 oder durch 11
teilbar.

Nun besteht die Menge M, deren Anzahl der

genau

Elemente wir ermitteln wollen, aus allen
Zahlen von Mg, die nicht durch 7 oder 11
teilbar sind. Die gesuchte Anzahl der Elemente
von M ist daher gleich n=394—86=308.

A84a1114 Es sei x eine dreistellige Zahl,
die die geforderten Eigenschaften hat. Dann
gilt

x?=1000a + x,
wobei a eine dreistellige natiirliche Zahl ist.
Daraus folgt

x% — x=1000a,

x(x—1)=8-125"a.
Daher ist entweder x oder x—1 ein Viella-
ches von 125; denn wenn x durch § teilbar
ist, kann nicht x—1 durch 5 teilbar sein,
daher ist x durch 125 teilbar. Entsprechen-
des gilt, wenn x—1 durch 5 teilbar ist.
Nun sei x ein Viellaches von 125. Dann ist
wegen x<8-125=1000 x—1 gerade, also
x ungerade. Da x eine dreistellige Zahl ist,
gibt es nur die folgenden Moglichkeiten:

x=125, 375, 625, 875; also

x—1=124, 374, 624, 874.
Von den Zahlen der zweiten Zeile ist aber
nur 624 durch 8 teilbar; wir erhalten daher
die erste Losung: x =625.
Diese Zahl hat die geforderten Eigenschafien;
denn es gilt

x2=6252=390625.
Es sei x — 1 ein Vielfaches von 125. Dann ist x
ein Vielfaches von 8, und wir erhalten die
Moglichkeiten:

x—1=125, 375, 625, 875; also

x=126, 376, 626, 876.

Von diesen Zahlen ist aber nur 376 durch 8
teilbar; wir erhalten die zweitc Lo&sung:
x=376.
Diese Zahl hat die geforderten Eigenschafien;
denn es gilt

x2=1376%=141376.
Damit sind alle Moglichkeiten erschopft;
es gibt also nur zwei Zahlen, die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillen, ndmlich x=625
und x=376.

W 8w1115 Wir bezeichnen die einzutra-
genden Zahlen wie in der Abbildung 1 mit
X Xgy X3, X4, X5, X, X7. Dann gilt x; +x;,+x3
+x4+x5+Xg+x,=1+2+3+4+5+6+7

=28. (1)

Ferner %ilt

Xyt X+ Xs=X;+X3+ X=X+ X+ X7
=X+ X3+ X,=Xs+Xg+X7=6, 2)
da nach Voraussetzung alle diese Summen
gleich sind.

Aus (1) und (2) folgt

Xy + (X5 + X5+ x4)+ (X5 + X6+ x7)=28,

x; +2s=28; (3
Is=(x; +x, +x5)+(x; +x3+x¢)
+(x; + x4+ X7),

35=28+2x,. 4)
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Aus (3) folgt
45=56—2x,.
Aus (4) und (5) folgt durch Addition
7s=84, also s=12.
Ferner lolgt aus (3)
xy=28—-2s=28-24=4.
Nun koénnen wir fiir x, eine der Zahlen
1,2, 3,5, 6,7 wahlen, z. B. x,=1. Dann wird
xs=7. Ferner konnen wir x; so wihlea,
daB x3+x,=11ist, z. B. x3=5, x,=6. Dann
wird x¢=13, x,=2, und es sind alle Gleichun-
gen (2) erfiillt. Damit haben wir eine Losung
gefunden (siehe Abb. 2).

(3)

Weitere Losungen erhalten wir, indem wir
[ir x, eine der Zahlen 2, 3, 5, 6, 7 wihlen
und dann x; und x, so bestimmen, daB die
Gleichung x, +x; +x, =12 erfiillt ist.

W8w1116 DieAbbildung zeigt die Losung.
Jede der kongruenten Teilfiguren besteht aus
drei Quadraten, von denen genau ein Qua-
drat schralfiert ist.

7,

Wir erhalten diese Losung leicht durch die
folgende Uberlegung. Da die Figur 12 Qua-
drate enthilt, enthalt jede der vier kon-
gruenten Teilfiguren genau drei Quadrate,
von denen genau ein Quadrat schraffiert
ist.

Man erhidlt daher zunidchst die Teilfigur
oben links, dann die Teilfigur oben rechts,
dann die untere Teilfigur und schlieBlich
die zwischen diesen drei Teilfiguren liegende
mittlere Teilfigur.

W 8*1117 Wenn mit jedem Lastkraltwagen
nicht mehr als 7 Steine befordert wiirden,
so konnten insgesamt hochstens 7-7=49
Steine befordert werden. Da aber 50 Steine
zu transportieren sind, miissen mit einem
der Lastkraftwagen mindestens 8 Steine be-
[6rdert werden.

Nun haben aber die 8 leichtesten Steine die
Massen 370 kg, 372 kg, 374 kg, 376 kg, 378 kg,
380 kg, 382 kg, 384 kg, insgesamt also die
Masse 3016 kg, das sind aber mehr als
3000 kg, also mehr als 3 t. Daher kann keiner
der Lastkraftwagen mit mehr als 7 Steinen
beladen werden.

Aus diesem Grunde ist es nicht méglich, die
50 Steine mit sieben Dreitonnern zu befor-
dern.

W 8*1118 Zunidchst erhdlt jeder der See-
rauber 3 Piaster und 3 Dublonen. Dann hat
jeder Seerduber zu erklidren, dem wievielten
Teil des Fasses Wein nach seiner Ansicht

22

1 Piaster entspricht. Derjenige, der den
groBten Teil nennt (es sei der Anteil a),
erhilt den letzten Piaster, wihrend jeder der
beiden anderen den Anteil a an Wein er-

hdlt. Dabei gilt nach Voraussetzung a<}‘,

1
Iso 2a<—.
also 2a 5

Nun erkldrt jeder Seerduber, dem wievielten
Teil des Fasses Wein nach seiner Ansicht
1 Dublone entspricht. Derjenige, der den
groBten Teil nennt (es sei der Anteil b), er-
halt die letzte Dublone, wahrend jeder der
beiden anderen den Anteil b an Wein er-

hilt. Dabei gilt wieder b<£. also 2b<%.

Wegen 2a+2b<1 bleibt noch ein Rest an
Wein iibrig, der zu gleichen Teilen an die
drei Seerduber verteilt wird.

Damit wurde die Beute so geteilt, daB jeder
einen Anteil erhilt, der nach seiner Ansicht
keinen geringeren Wert hat als der Anteil
der beiden anderen. Denn jeder erhilt 3 Pia-
ster, 3 Dublonen und den gleichen Anteil an
dem restlichen Wein. Ferner erhilt einer der
Seerduber 1 Piaster und jeder der beiden an-
deren den Anteil a an Wein. Nach Ansicht
des ersten hat 1 Piaster denselben Wert wie
der Anteil a an Wein, und nach Ansicht der
beiden anderen hat der Anteil a an Wein
keinen geringeren Wert als 1 Piaster. Ent-
sprechendes gilt fiir den Wert von 1 Dublone
und von dem Anteil b an Wein.

A94a1119 Um den Term
t=(a?+b»>+(c2—a?? - (b*+c?)?
in Faktoren zu zerlegen, setzen wir
& +b=x und c2—a’=y. Dann gilt
b2+ =@ +bH)+(ct—a¥)=x+y,
also t=x3+y3—(x+y)>.
Wegen x3+y3=(x+y)(x2—xy+y?)
und (x+y)*=(x+y)(x+y)*
=(x+y)(x*+2xy+y?)
folgt t=(x+y)(x2—xy+y?)
—(x+y) (2 +2xy+y?)
=(x+y) (x> —xy+y* —x*—2xy—y?)
=(x+y)3xy.
Durch Einsetzen der Terme fiir x, y, x+y
erhalten wir
t=—3(a’+b? (c*—a?) (b® +c?), womit
die Faktorenzerlegung durchgefiihrt wurde.

A941120 Es sei z=10a+b eine zweistel-
lige natiirliche Zahl, wobei a und b natiir-
liche Zahlen mit 1 <a<9 und 0<bh <9 sind.

Dann gilt
22=(10a+b)?=100a% + 20ab + b2
=20a(5a+b)+ b2

Nach Voraussetzung soll z? eine ungerade
Anzahl von Zehnern enthalten. Da aber
die Zahl 20a(5a+b) durch 20 teilbar ist,
also eine gerade Anzahl von Zehnern ent-
hilt, muB b eine ungerade Anzahl von
Zehnern enthalten.

Nun kann aber wegen 0<b<9 die Zahl b2
nur gleich

0,1,4,9,16, 25, 36,49, 64 oder 81 sein.

Von diesen Zahlen haben nur die Zahlen 16
und 36 eine ungerade Anzahl von Zehne-n,
und beide Zahlen enden auf 6. Daher endet
auch die Zah! z? in jedem Falle auf die Grund-
ziffer 6.

W 9a 1121 Da die Brigaden von Wolodja
und Wasja nur 2 m bzw. 1 m lange Holz-

stimme in 2 m lange Stimme zu zersigen

hatten, konnen sie nur eine gerade Anzahl
von Stimmen [ertiggestellt haben. Also kann
nur die Brigade von Petja (mit Kostja) eine
ungerade Anzahl von Stimmen fertiggestellt
haben. Da aber nur der Brigadier Galkin
mit Komkow eine ungerade Anzahl von

%-m-Stﬁmmen fertiggestellt hat (ndmlich 27),

lautet der Vorname von Galkin Petja. Daher
lautet der Vorname von Komkow Kostja.

W 9m1122 Es seien g und b mit a>b die
Lingen zweier anliegender Seiten des Rechi-
ecks und damit auch die Lingen der Seiten
der beiden gleichseitigen Dreiecke. Da der
Flacheninhalt des Rechtecks gleich ab ist
und der Fldcheninhalt der beiden Dreiecke

2 _ 2 -
gleich fT /3 bzw. %- J3, folgt

ab=2<‘:—z ﬁ—%z ﬁ):% J3@-b3). (1)

Da der Umfaag des Rechtecks gleich 2(a+ b)
und der Umfang des groBeren gleichseitigen
Dreiecks gleich 3a ist, erhalten wir das ge-
suchte Verhiltnis.

_2a+b)_2(, b
4==5 3(1+a). )

Um g zu ermitteln, miissen wir also zunéchst
x= b bestimmen.
a
Nun folgt aus (1)
a’—-bp2_ 2

__, also a_b_2 \/5

ab 3 b a 3

Wegen x =é #0 erhalten wir daher
a

1 2 5
——x==/3,
X x 3\/

x2+§\/§-x—1=0.
Diese quadratische Gleichung hat genau

eine positive Losung, nimlich

1z, N 1 7.2 = 1 =
=—=.3 —+1=—-=-/3+=/3=2/3.
*=—3V +\/3 3V3+3V3=343
Wegen (2) folgt daher

2 1 =\ 2 =

=={1+-/3})==(3 )

=3(1438)=5(3+43)
Das gesuchte Verhdltnis der Umfinge betriigt
daher

2 —
q=(—)(3+\/3)z1,052,

d. h., der Umfang des Rechtecks ist nur wenig
groBer als der Umfang des groBeren der
beiden gleichseitigen Dreiecke.

W9*1123 Es sei p eine Primzahl, die groBer
als 3 ist. Dann ldBt sich p stets in der Form



6m+1 oder 6m—1 darstellen, wobei m eine

natiirliche Zahl ist. Wire nidmlich p gleich

6m, 6m+2, 6m+3 oder 6m+4, so wire p

wegen p>3 nicht Primzahl, da alle diese

Zahlen durch 2 oder durch 3 teilbar sind.

Es sei nun p=6m+ 1. Dann gilt

p?=36m?+12m+1. Ist nun m=2k

eine gerade Zahl, so erhdlt man

p2=36-4k2+12 2k + 1=24(6k> + k) +1.

Ist aber m=2k+ 1 eine ungerade Zahl,

so erhilt man

pP=36(2k +1)2+ 122k + 1)+ 1
=36(4k? + 4k + 1)+ 24k + 12+ 1
=24(6k*+ Tk +2) + 1.

In beiden Fillen 1:iBt also p® bei der Divi-

sion durch 24 den Rest 1.

Es sei p=6m—1.

Dann gilt analog wie oben

fir m=2k p*=24(6k*—k)+1;

fir m=2k+1 p>=24(6k*>+5k+1)+1,

d. h, auch in diesen beiden Fillen a6t p?

bei der Division durch 24 den Rest 1.

Die in der Aulgabe formulierte Behauptung

ist also fur alle Primzahlen, die groBer als

3 sind, richtig.

W9*1124 Die Anzahl der Zuschauer, die

mit Autobussen abgefahren sind, sei gleich x.

Dann gilt x > 150. Ferner ist x durch 6 teilbar,

weil sich in jedem der 6 Autobusse gleichviel

Personen befanden. Aber auch 15°/, von x,

d. s 0,15x=%)x, ist eine ganze Zahl, da

genau 15°/, mehr Personen als x zu FuB
gingen. x ist also nicht nur durch 6, sondern
auch durch 20 teilbar, daher ist x durch 60
teilbar.

Nun gilt nach Voraussetzung einerseits
x> 150 und andererseits, da die Gesamtzahl
der Zuschauer x+1,15x=2,15x betrug und
nicht groBer als 400 war,

2,15x £400,
x§ﬁ= 186—10—.
2,15 215

Aus 150 <x <186 folgt nun, weil x durch 60
teilbar ist, x=180. Daraus [olgt weiter
2,15x=2,15-180=1387. Es waren also genau
387 Zuschauer in dem Kino.

Wir iiberzeugen uns noch davon, da damit
alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind:
180 Zuschauer, das sind mehr als 150, fuh-
ren mit 6 Autobussen nach Hause (30 in
jedem Autobus);

180-1,15=207 Zuschauer gingen zu FuB;
insgesamt waren also 180+207=387 Zu-
schauer in dem Kino, d.s. nicht mehr als
400.

A10/1241125 Wir bezeichnen die zu be-
rechnende Zahl mit x und erhalten

'x=\/2+—ﬁ- \,[:+ 2+_ﬁ~\/2;73
12— a, o M
wobsei a=2+\[2+ﬁ. Nun gilt

,/2+V’Z-\/5—JE=\/:;=\/2—J;4E
: V)]

Ferner gilt
\/2+\[2—+—\/3-\/2-\/2+—\/§= 4-2-/3
V2= /3 und )
\ﬁ;ji-ﬁa/maﬂﬂ. )

Aus (1), (2). (3), (4) folgt x=1, und x ist eine
rationale Zahl.
A10/1241126 Wegen x>y sind die Un-
gleichungen
4 4 4 4
x4y’y >x_y>x4x5y M
genau dann erfiillt, wenn
xt—y*
4y*(x—y)
Nun gilt
_ Xyt Py (e +y) (x—y)
4y’ (x~y) 4y*(x—y)
_ 2y (x+y) xPHxty+xyi+y?
- 4y3 - = 4y3
2
i(}’f—:+;—l+yf+1)>}(1+1+1+1)=1; o)

x*—y*

>1> .
4x*(x—y)

03]

x_ . x?
denn aus x>y>0folgt =>1,—5>1"
y y

3
und x—3> 1. Entsprechend gilt
y

x*=y* X+ xty+xyi+y’
4x3(x—y) 4x3

1/ y ¥ v\ 1

42+ L X <2 +1414)=1; (@
4<+x+x2+x3<4(+++) ()
yZ

denn aus x>y>0folgtz<l,—5<l
x x

3
und y—3<1.
P

Aus (3) und (4) folgen die Ungleichungen (2),
womit gleichzeitig die Ungleichungen (1)
bewiesen sind.

W 10/12 1127 Wir untersuchen die fol-
genden Fille:
1. Fall: x23.
Dann gilt [2x—3|=2x-3,
[x=3]=x~3, [dx—1|=4dx—1,
also 2x—3+x—-3—-4x+1=0,
—-x-5=0,
x=—5,
d. h,, in diesem Fall hat die Gleichung wegen
x23 keine Losung.

2. Fall:%§x<3.

Dann gilt [2x—3|=2x-3,
[x=3|=3—x, J4x—1|=4x—1,
also 2x—3+3—x—-4x+1=0,

—3x+1=0,

1

x=:,
3
d. h., auch in diesem Fall hat die Gleichung

wegen xgzg keine Losung.

3. Fall:1§x<§.
. 4 2

Dann gilt [2x—3|=3—2x,
[x=3|=3—x, [4x—1|=4x—1,
also 3-2x+3—x—-4x+1=0,
—Tx+7=0,
x=1.

In diesem Falle hat also die Gleichung die
Losung x=1.

4. Fall:x<1.
4

Dann gilt [2x—3{=3-2x,
|x=3|=3-x, 4x—1|=1-4x,
also 3-2x+3—x—1+4x=0,
x+5=0,
x= =15
In diesem Falle hat also die Gleichung die
Losung x = —5. Die gegebene Gleichung hat
also genau zwei Losungen, namlich x=1
und x=—35.
Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daB das tatsichlich Losungen der Gleichung
[2x — 3|+ |x— 3| - J4x — 1| =0 sind;
wir erhalten namlich
fir x=1: [2-3|+]1-3|-]4—1|
=14+2-3=0;
fir x=—5: |—10-3|+|-5-3|-]-20—1|
=13+8-21=0.

W 10/12 m 1128
Aus log,,7=a [lolgt 14°=7,
aus log,,5=b folgt 14°=5,
aus log,s28=z folgt 35°=28.
Aus (1) und (2) folgt weiter
147-14°=17-5, also 14°*?=135,
Aus (4) und (3) folgt wegen (1)
14@+bz_28—4-7=4-14° (5)
Nun gilt wegen (1)
2-14° =14,also 2=14'"°,
daher 4=(14!"92=142"2¢
Aus (5) und (6) folgt
14(n+b)z= 142—2a 2 149= 142—a,
also (a+b)z=2—a und wegen a+b+0
2-a.

at b 2—a
Daher gilt log, ;28 = 7b
W 10/12*1129 Wir bezeichnen die zu be-
rechnende Linge der Diagonale "BD mit x,
ferner die Winkel ¥DAB=a und &BCD
=7 (vgl. die Abb.).

(1
)
3)

O]

©

2=

Dann gilt, weil ABCD ein Sehnenviereck ist,
a+7y=180° also y=180°—a.
Nach dem Kosinussatz gilt in dem Dreieck
ABD
x2=a?*+d?*-2ad cosa
und in dem Dreieck CDB
x2=b%+c?—2bc cosy
=b2+c?—2bc cos(180° —a),
x2=b?+4c?+2bc cosa.
Aus (1) und (2) lolgt nun
a2 +d? —2ad cosa=b*+c +2bc cosa,
2(ad +bc)cosa  =a*+d*—b*—c?,
_at+d?—b*—c?
2(ad +bc)

1

2

3)

cosa

23



Aus (1) und (3) folgt weiter
zada2+dz_b2__cz
2(ad + bc)
2 =(az +d?)(ad + bc) — (a2 +d*)ad
ad + bc

x*=a*+d*-

i

b +cHad
ad+ bc
52 =(a2 +d%)be +(b? + c?)ad)ad
ad+bc ’
% =\/(a2 +d?)bc+(b*+c?)ad

ad+ bc

W 10/12*1130 Um zu beweisen, daB
z=(10"?724+10'2724 .+ 10+ 1)(10'°74+5)
+1 gleich dem Quadrat einer natiirlichen
Zabhl ist, setzen wir
x=1+104+10"+...+10'°724+10'%73,
Dann gilt
10x=10+102+...410'972 +10'°72
+10'°74 also 9x=10'74—1,d. h.
101974_1
x=—9 . Daraus folgt

1974 _
=¥(10197‘+5) +1,

z=é[“01974)2+5, 101974_101974_5_'_9]’

z

z=-—;[(10‘9"‘)2+4- 101974 44]

_ 101974+2 2
73 «

101°74 4+ 2 ist durch 3 teilbar, weil die Quer-

10l074+2

summe 3 betridgt. Daher ist eine

natiirliche Zahl, und z ist gleich dem Quadrat
dieser natiirlichen Zahl, w.z b. w.

Losungen zu alpha-heiter

TrugschluB
Bis zur Gleichung (5) sind alle SchluBfolge-
rungen richtig. Denn in der Gleichung (5)
steht in der eckigen Klammer auf der linken
Seite der Term
1 1 1

——Q2n+D=n+l—-n—-=—
n+1 2(n+) n+l—n 5=3
und auf der rechten Seite

24

Aber aus der Gileichung (8) folgt nicht
1 1

2 2’

denn aus der Gleichheit der Quadrate zweier

rationaler Zahlen folgt die Gleichheit dieser

Zahlen nicht, wenn sie ein verschiedenes

Vorzeichen haben. Daher ist auch der Schluff

von (5) auf (6) falsch, und es gilt nicht n+1 =n.
Dr. R. Liiders, Berlin

Silbenriitsel

. Oktaeder

. Laufer

Yard

. Multiplikation

. Parabel

. Intervall

Algebra

. Differenz

. Exponent
Losungswort: Olympiade

Fiillriitsel

Wir bezeichnen die siebenstelligen Zahlen
inder 1., 2. usw. Zeile des Schemas der Reihe
nachmita, b,c, d e, f g.

Nun gilt wegen 2'°=1024

220-210. 2101024 - 1024=1048 576 mit
der Quersumme g=131,

221 =209 152 mit g=26,

q=25,

223 =8 388608 mit g=41,

ferner ist 22> 107 und 2'° < 108.

Daher erhalten wir 2=2097152 und
¢=8388608. Ferner ist 9% < 10°,
97=4782969, 9°> 107, also b =4782 969 mit
2?2=4194 304 mit g=25.

Die Zahl 3593970 hat nur die [olgenden
Teiler, die siebenstellige Zahlen sind:
3593970:2=1796985 mit g=45 und
3593970:3=1197990 mit g=36.

Dabher ist e=1796985.

Da f ein Vielfaches der nicht durch 9 teil-
baren Zahl 893615 ist und wegen der Quer-
summe 27 durch 9 teilbar ist, kann nur
f=893615-9=8042535 sein; denn

893615 - 18 ist bereits eine achtstellige Zahl.
Wire die erste Grundziffer der Zahl g kleiner
als 9, so wiére ihre Quersumme kleiner als
9+8+746+5+4+3=42. Das widerspricht

aber der Voraussetzung, wonach die Quer-
summe gleich 42 ist. Daher ist g=9 876 543.
Nach Voraussetzung besteht die Zahl d aus
lauter gleichen Grundziffern. Bezeichnen wir
diese mit x, so gilt fiir die Summe in der ersten
Spalte

2+4+8+x+14+8+9=40,

x+32=40,
x=8.

Also ist 4—8 888 888.

Damit haben wir die vollstindige Losung
erhalten (vgl. das Schema!). Wir iiberzeugen
uns noch davon, daB die Summen in der
ersten Spalte, in der letzten Spalte und in den
beiden Diagonalen jeweils gleich 40 sind.

Fremdkorper

A Primzahlen

B AuBenwinkel

C Rechtecke

D axialsymmetrische
Figuren
Buchstaben
Einermengen
Linien
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Markuschewitsch) ® 6/71 Wie entsteht die
Zeitschrift alpha? (H. Jittner/P. DreBler,
J. Lehmann)

Ahnlichkeitslehre
4/67 Guter Mond, du gehst so stille . ..
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aus der Demokratischen Republik Vietnam
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her/R. Schroter) @ 4/73 Diplomlehrer fiir

- Physik (M. Wurlitzer) *

Beweise

2/67, 3/67 Beweise durch vollstindige In-
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Jugend A. J. Chintschins (A. Artisow/Mu-
romzewa) ® 4/68 August Ferdinand Mébius
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nert (J. Gronitz) @ 6/69 Michael Stifel (J.
Schwarz) @ 6/69 Alexander Ossipowitsch
Gelfond (H. Boll) @ 1/70 Mathematik in der
Familie W. 1. Lenins (G. N. Wolkow) e
3/70 Janos Bolyai (1. Reimann) ® 4/70 Auf
den Spuren Jakob Steiners (E. Schréder) @
5/70 Leninpreistriger Lew Semjonowitsch
Pontrjagin @ 6/70, 2/71, 4/71 Albrecht Diirer
(E. Schroder) ® 6/70° Die Leninpreistriger
Jurij Rezanov und Jurij Prochorov e 1/71,
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schenskaja (J. Senkjewitsch) e 5/71, 1/72,
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Indiens (V. Lewin) ® 6/71 Johannes Kepler
(Th. Riedrich) @ 5/72, 6/72, 1/73 Nicolaus
Copernicus (H. WuBing) @ 5/73 A. Ljapunow
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Funktionen
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6/67 Darstellung von Punkt und Gerade
in zugeordneten Normalrissen (E. Schroder)
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Antike (H. WuBing) @ 6/69 bis 5/70 Mathe-
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Dziadek) ® 5/72 Diophantische Gleichun-
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Vietnam ® 4/72, 5/73 Formeln — was dann?
(. 1. Churgin) ® 5/72 Sammelbildserie:
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2/70, 3/70, 4/70, 5/70 Nomogramme er-
setzen oder kontrollieren unsere Berechnun-
gen (W. Triger)

Olympiaden — Olympiadeaufgaben

1/67 VIII. IMO 1966 (J. Lehmann) e 1/67
Wir losen eine Aufgabe der VIII. IMO (H.
Bausch) @ 1/67 bis 6/67 VI. OJM der
DDR e 2/67 Mathematischer Leistungsver-
gleich Praha-Neubrandenburg (J. Lehmann)
® 3/67 Mathematischer Mannschaftswett-
bewerb (M. Mithner/G. Schulze) @ 3/67
Mathematische Wettbewerbe in England e
4/67 Mathematikolympiaden in Bulgarien
(S. Bodurow) @ 5/67 Mathematikolympia-
den in der UdSSR, Allunionsolympiade
Thblissi 1967 (J. Petrakow) ® 5/67 Eine vor-
bildliche Jahresarbeit (R. Hoppner) @ 6/67
IX. IMO 1967 (H. Bausch) ® 1/68 bis 6/68,
2/69 VII. OJM der DDR @ 1/68 18. Mathe-
matischer Jahreswettbewerb USA 1967 e
5/68, 6/68, X. IMO 1968 (H. Bausch/W. Bur-
meister) ® 6/68 Allunions-Fernolympiade
(R. Liders/J. Lehmann) @ 1/69 bis 3/69,
6/69, 2/70 VIII. OJM der DDR o 3/69
Concursul de matematica (SR Ruménien) @
5/69, 1/70 X1. IMO 1969 (H. Bausch/J. Leh-
mann) & 5/59 Fernolympiade Mathematik,
UdSSR 1968 (G. Ulbricht) @ 1/70 bis 4/70
IN. OJM der DDR e 2/70 Mathematik-
olympiaden in der CSSR (O. Langer/St.
Hordk) @ 3/70 Mathematische Schiilerwett-
streite in Ungam (1. Reimann/M. Walter) @
4/70 Mathematische Wettbewerbe in Schwe-
den @ 5/70 XII. IMO 1970 (H. Bausch/J.
Lelimann) e 1/71 bis 4/71 X. OJM der DDR
® 2/71 10 Jahre Olympiade Junger Mathe-
matiker der DDR @ 2/71 Mathematikolym-
piaden in der MVR @ 2/71 Osterreichische
Mathematikolympiade @ 5/71 Concursul
de inatematica (SR Ruminien) @ 5/77 XIII.
IMO 1971 (J. Lelimann) ® 1/72 bis 5/72
XI. OJM der DDR ¢ 1/72 FDGB-Urlauber-
Olympiade 1972 (W. Triger) ® 3/72 Ma-
thematikolympiaden in der VR Polen (S.

Straszewicz) ® 3/72 Riickblick auf die XIII.
IMO (Red.) ® 3/72 Mathematikolympiade
in der Republik Kuba (L. J. Davidson) e
5/72 XIV. IMO 1972 (J. Lehmann) @ 1/73
bis 5/73 XII. OJM der DDR e Mathe-
matikolympiaden in den Niederlanden (A.
v. Tooren) @ 4/73 1. Physikolympiade des
Bezirkes Leipzig @ 5/73 XV. IMO 1973 (J.
Lehmann)

Planimetrie

1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfacheres als ein
Quadrat (H. Wiesemann) & 5/68 Was ist ein
Viereck? (L. Gorke) e 6/68, 1/69, 3/69,
5/69, 6/72 Mit Zirkel und Zeichendreieck (J.
Lehmann) @ 1/69 Spieglein, Spicglein an
der Wand (W. Triger) @ 3/69 Mit Bleistift
und Lineal (E. Schroder) e 3/69 Bange
machen gilt nicht! Modell eines geom. Ex-
tremwertproblems (Th. Scholl) ® 5/69 Ube
sinnvoll - iiberall! Anleitung zur Arbeit
am Dreieck (G. Pietzsch) e 6/69 Kleine
geometrische Exkursion (Th. Scholl) e 2/70
Wie 16st man eine Konstruktionsaufgabe?
(H. Titze) ® 3/70, 4/70 Omamente (R.
Bittner) ® 2/72 Arbeitsblatt Geometrie (H.
Herzog) e 3/72 Die Ellipse als Normalpro-
jektion des Kreises (E. Schroder) @ 3/73
Spiegelung am Kreis (Ch. Meinel) @ 4/73
Eine interessanic, aber schwierige Aufgabe
(R. Liiders) ® 6/73 Heronsches Dreieck
1973/74 (F. Klar/H. Decker)

Stereometrie

1/69 FernsehfuBball ~ regulire Polyeder
(E. Schroder) @ 2/69 Der Eulersche Poly-
edersatz (H. Giinther) ® 5/71 Durch die
Welt der Tetraeder (G. Geise)

Unterbaltung

3/68, 4/68 Wir l6sen ein Zahlenritsel (Th.
Scholl) @ 3/68, 4/68, 5/68 Eine Knobelge-
schichte 1., 2., 3. Teil (W. Triger) ® 6/68
Schoén ist so ein Ring(el)spiel (J. Frormann)
® 3/69 An welchem Wochentag wurde ich
geboren? (W. Unze) ® 4/69 Wir stellen ein
Zahlenriatsel auf (W. Triger) e 1/71 Wir
spielen mit optimaler Strategie (W. Triger)
® 3/71 Wirklichkeit und Tauschung (J.
Sedlicek) @ 1/72 Kryptarithmetik (J. Leh-
mann/R. Liiders) ® 1/72 Geometrisches
Kreuzwortritsel aus Quant e 2/72 Ein
mathematisches Kreuzwortritsel (Ch. Riehl)
@ 1/72 Mathe-Quiz im Ferienlager (J. Leh-
mann/W. Triger) ® 3/73 alpha-Spiel-Maga-
zin (J. Lehmann) e 6/73 Mit Zirkel, Pinsel
und Schere (J. Lehmann)

Verbindung zur Praxis

3/67 Schwankt der Fernsehturm? (W. Zill) @
3/67 Der Berliner Fernsehturm (W. Zill) ®
4/67 Auf den Spuren Roald Amundsens (S.
Meier) ® 5/67 Erfahrungsaustausch mit
sowj. Wissenschaftlern (Bratsk) (H. Werner)
® [/68 50 Jahre Rote Armee ® 1/68 Dresden
in Zahlen (W. Weidauer) @ 1/69 Messegold

fir PrizisionsreiBzeuge (A. Hanisch) o
2/69 Staatlicher Mathematisch-Physikali-
scher Salon, Dresden — Zwinger (H. Grétzsch)
®- 3/69 Mathematische Modelle aus der
DDR (W. GlaB) e 4/69 Multicurve (E.
Schroder) ® 4/69 Aus der VAR berichtet ®
6/69 Mathematik und Musik (Ch. Lange) @
6/69 Rund um das Schachbrett (K. Kannen-
berg) ® 1/69 bis 6/70 Einfiihrung in die
Elektronische Datenverarbeitung (J. Fror-
mann) @ 4/71 Waffen aus Suhl (E. Hoff-
mann) @ 6/71, 1/72 Wie schnell fliegt ein
Uberschallflugzeug? (W. Triger) e 3/72
FluidkompaB Sport 3 (Red.) ® 4/72 Die
Rechenmaschine - ein Souvenir aus der So-
wjetunion (A. Mertens) @ 6/72, 2/73 Mathe-
matik im Reich der Téne (E. Schroder) @
2/73 Uber die Bedeutung der Mathematik

, fir den Markscheider (H. Meixner) ® 2/73

Gut gedacht ist halb gelost (J. Lehmann/W.
Unze) @ 3/73 Mit Karte und KompalB e
4/73 Herstellung eines Rechenstabes (A.
Ewert) @ 5/73, 6/73 Millionen auf der Blei-
stiftspitze (A. Halameisir)

Zahlenbereiche

5/68 Ube sinnvoll — Anleitung zum Rechnen
mit gebrochenen Zahlen (G. Pietzsch) e
172 Uber zwei Operationen mit Zahlen
(K. Tschimow) @ 1/73 Einige Fragen und
Aufgaben ungewohnter Art (G. Pietzsch) @
4/73 Mathematik und Physik (E. Mittmann)
® 5/73 Primzahlen (A. D. Bendukidse)

Zahlenfolgen

6/67 Einige Aufgaben iiber Folgen aus den
Schriften des Altertums (A. A. Kolosow)
® 3/68, 4/68, 5/68, 6/68, Elementare Zahlen-
folgen (H. Lohse)

Zahlentheorie

3/69, 4/69, 5/69, 1/70, 2/70 Rechnen mit Re-
sten (G. Lorenz) ® 5/70 Freitag der 13.
(T. Bailey/G. Hofmann) @ 4/71 Die Teil-
barkeit durch 7 (E. Naumann) e 2/72, 3/72
Die Arithmetik der Binominaikoeffizienten
(D. B. Fuchs) e 3/73 Gitterpunkte (M.
Giinther)

Zirkel (Arbeitsgemeinschaften)

5/67 Mathematischer Wettbewerb (W. Wer-
ner) ® 5/68 Was verbirgt sich hinter: MBZ 8?2
(G. Horn) @ 3/69 Ein Zirkelnachmittag tiber
,,18. Mathem. Jahreswettbewerb der USA*
(W. Triiger) ® 2/72 Uber eine mathematisch-
physikalische Schule in Kiew (L. A. Kalou-
jine) @ 4/73 Arbeiispline Mathematik
(KI. 7/8)/(D. Klopfel) ® 4/72 Uber unsere
Arbeit mit der mathematischen Schiilerzeit-
schrift alpha (AG Math. Liibtheen) ® 4/72
Mathematik frei Haus (K orrespondenzzirkel)
(R. Bergmann) @ 5/72 Mathematikern iiber
die Schultern geschaut (H. Bode) @ 3/73
Ein Mathematikzentrum in Aktion (W. Hen-
ker) e 5/73 Mathematik im Moskauer
Pionierpalast auf den Leninbergen (V. Trost-
nikow) ® 6/73 Rechenzentrum alpha begei-
sterte in der Berliner Wuhtheide (E. Zschech)
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Aufgaben fiir Freunde

der Friedensfahrt

Er ist ein Individualist!

Vignetten: Josef Kaczmarczyk ¥

Klasse §

Der Fahrer, der als erster, zweiter oder
dritter das Ziel einer Etappe der Friedensfahrt
erreicht, erhilt eine Zeitgutschrift von 30 s,
20 s oder 10 s. Am Ende einer Friedensfahrt
hat ein Fahrer insgesamt 80 s Zeitgutschrift
erhalten, weil er wiederholt vordere Plitze
an den Etappenzielen belegte.

Welche Moglichkeiten bestehen fiir seine
Erst-, Zweit- und Drittplazierungen bei den
einzelnen Etappen?

Klasse 6

Das Symbol der 25. Friedensfahrt bestand
aus drei konzentrischen Kreisen mit dem
Radius r, deren Mittelpunkte auf einer Ge-
raden liegen und voneinander den Abstand r
haben.

Zeige, daB die Figur £xQMP=120° gilt!

Klasse 7
Bei einer Etappe fallen aus der Spitzengruppe,
die mit 48 kh_m Geschwindigkeit fahrt, zwei

Fahrer infolge Reifenschadens aus. Nach
1 min 15 s Wartezeit ist der Reifenschaden
durch Radwechsel behoben, die beiden Fah-
rer starten wieder und die davongeeilte
Spitzengruppe befindet sich in diesem Zeit-
punkt bereits 24 km vor dem Etappenziel.

Welche Geschwindigkeit miiBten beide Fah-
rer mindestens vorlegen, um zur Spitzen-
gruppe spatestens am Ziel aufzuschlieBen?

Radwechsel, ohne anzuhalten

16. Etappe der 26. Internat. Friedensfahrt:
Der sprintstarke Waleri Lichetschow
siegt in Berlin

Klasse 8

Der bei der Friedensfahrt 1967 auf der 174 km
langen Etappe von Kutno nach Poznan auf-

gestellte Streckenrekord von 48,2 kTm wider-

stand bei den folgenden fiin{ Friedensfahrten
den Anstirmen. Erst 1973 beim 26. course
de la paix wurde dieser Rekord innerhalb
48 h gleich zweimal iiberboten: Auf der 10.
Etappe von Nieporet nach Wloclawek legte
der Belgier René Dillen durchschnittlich
je Stunde 100 m mehr zuriick als der Sieger
der Rekordetappe von 1967. Bei der 11. —
150 km langen — Etappe von Torun nach
Poznan siegte der sowjetische Fahrer Waleri
Lichetschow mit der phantastischen Durch-

schnittsgeschwindigkeit von 49,8 Ehg

a) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit er-
zielte bei der 26. Friedensfahrt der Sieger
der 10. Etappe?

b) Die voraussichtliche Ankunft der Frie-
densfahrer am Ziel der 11. Etappe der 26.
Friedensfahrt berechnete man durch Zu-
grundelegen der am Tage vorher erreichten
neuen Spitzengeschwindigkeit. Wieviel Mi-
nuten friiher als erwartet fuhr der Etappen-
sieger im Stadion von Poznan ein?

Klasse 9

Betrachte Text und Abbildung der Aufgabe
fir Klasse 6!

Zeige, daB die Flacheninhalte der in obiger
Figur schraffierten Flichen gegeben sind
durch

2 1 &0 1 _a1
PR S Y )

1l 1 3
Az—rz(§+§\/3) _6rz(2n+3J3) und

1 = 1 =
A3=rz(§‘/3—g) :gﬁ(3J3—n)!

Klasse 10

Ein Rennrad ist mit 27er Radem (27er Réader
haben einen Durchmesser von 27 Zoll.
1 Zoll=25,4 mm) ausgeriistet und besitzt
eine Gangschaltung, die vorn aus zwei Ket-
tenblattern mit 46 bzw. 48 Zihnen und am
Hinterrad aus einer Zahnkranzkombination
mit 14, 16, |8 und 20 Zihnen besteht.

é) Wieviel Umdrehungen macht das Ketten-
rad in einer Sekunde, wenn der Fahrer mit
groBtem Gang mit der Geschwindigkeit

50 "-h-‘ﬁ fahrt?

b) Wie groB ist die Fahrgeschwindigkeit,
wenn sich das Kettenrad ebenso schnell wie
bei a) dreht und wenn jedoch der kleinste

Gang eingeschaltet ist?
W. Trdger
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Mit 150 km/h iibers
Netz

Von Klassesportlern geschlagene Pucks, Vol-
leybille, Tennisbille, Tischtennisbille usw.
erreichen enorme Geschwindigkeiten. Schau-
en wir uns den weiBen Zelluloidball mit
seinem Umfang von 3,5 cm und seinem Ge-
wicht von 2,4 bis 2,53 g etwas genauer an.
Bei freiem Fall aus 0,3048 m Hoéhe auf die
Tischtennisplatte muB er wieder zwischen
0,2032 und 0,2286 m hochspringen. Und wie
steht es mit seiner Geschwindigkeit?

Messungen ergaben folgende Werte: Die
Ballgeschwindigkeit bei einem Verteidigungs-
schlag mit Unterschnitt betragt etwa 50 km/h
nach dem Schlag. Beim Aufprall auf der
Platte betrdgt sie nur noch etwa 30 km/h.
Ein normaler Treibschlag, der den Angriff
vorbereitet, gibt dem Ball eine Geschwindig-
keit von 70 km/h, beim Aufprall reduziert
sie sich auf 50 km/h und danach wird der
Ball durch die Eigenrotation wieder schneller
und erreicht etwa 55 km/h. Schmetterbille
konnen nach dem Schlag bis zu 150 km/h
erreichen. Noch beim Aufprall hat der Ball
eine Geschwindigkeit von 100 km/h. Dem
Gegner bleibt bei einem solchen Schmetter-
ball auf die kurze Entfernung nur eine Re-

aktionszeit von genau % Sekunden.

Vergleicht einmal diese Zeit an eurem Foto-
apparat mit der Belichtungszeit von

% Sekunden! Daran werdet ihr erkennen,

wie wenig Zeit einem Spieler bleibt, um den
Angriffsschlag des Gegners zu kontern. Und
das kommt in einem Satz bis zu 350 oder
gar 400 mal vor.

Warum gibt es

im Sport soviel
ausgefallene Malle?

Die Frage, weshalb ein FuBballtor gerade
7,32 statt 7 m breit sein muB, eine Manner-
Kugel ausgerechnet 7,257 kg statt 7 kg wie-

gen soll und ein Hockeystock hochstens
794 g wiegen darf, ist durchaus berechtigt.
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Der Sport hat hier ganz offensichtlich seine
eigenen Gesetze. Da England das Mutterland
des modernen Sports und vieler moderner
Sportarten ist, so haben sich auch diese in
England eingefiihrten MaBe und Gewichte
bis in die heutige Zeit iiberliefert.
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Wolfgang Schubert, aus: NBI

Ein FuBballtor sollte ndmlich bei seiner
Erfindung genau 24 FuB breit und 8 FuB
hoch sein, und das sind nun mal bei der Um-
rechnung in das metrische MaBsystem, das
seit 1875, seitdem die internationale Meter-
Konvention gilt, genau 7,32 m und 2,44 m.
Eine Minner-Kugel wiegt deshalb 7,257 kg,
da das genau 16 englische Pfund sind. Der
Abstand zwischen den Hirden auf einer
110-m-Hiirden-Strecke der Manner betrigt
seit eh und je zehn Yards, also umgerechnet
9,14 m, wahrend eine Hiirde bei ecinem
400-m-Hiirden-Lauf ein Yard hoch ist, also
91,4 cm.
Ahnlich ist es auch in anderen Sportarten.
England hat inzwischen das Dezimalsystem
eingefiihrt. Fiir den Sport ist eine solche Um-
stellung aber noch nicht zu erwarten.
Volker Kluge (aus JW)

——.
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(121848 5. 461

Wolfgang Schubert

aus NBI 3/73
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_~ Aufgaben fiir Freunde

des FuBballs

Karl Schrader, aus: NBI

Bei einem FuBballturnier ist das Punktver-
hiltnis einer Mannschaft das Verhaltnis der
insgesamt erreichten Plus- und Minuspunkte.
Ein gewonnenes Spiel bringt einer Mann-
schaft zwei Pluspunkte, ein verlorenes zwei
Minuspunkte und ein unentschiedenes Spiel
je einen Plus- und Minuspunkt. Bei der
Angabe eines Punktverhaltnisses wird der
Doppelpunkt lediglich als Trennzeichen zwi-
schen Plus- und Minuspunkten verwendet:
a:b ist hierbei eine Schreibweise fiir das
geordnete Paar [a; b), wobei a die Anzahl
der Plus-, b die Anzah! der Minuspunkte
angibt.

e

Iwan Milkov, aus: Eulenspiegel 49/7.

Al A Vier FuBballmannschaften 4, B, C
und D tragen ein Turnier aus, wobei jede
Mannschaft gegen jede andere genau ein
Spiel austrigt, d. h. Riickspiele sind nicht
vorgesehen. Nach AbschluB des Turniers
ergibt sich folgender Punktestand :

Mannschaft Punktverhiltnis
B 6:0
D 3:3
A 2:4
(o 1:5

Welche Aussagen konnen iiber den Ausgang
der einzelnen Spiele gemacht werden?

Hans Betcke,

A24 Bei einem FuBballturnier wird fiir
jede Mannschaft neben dem Punktverhiltnis
auch das Torverhaltnis angegeben. Dies ist
das Verhiltnis der erzielten Tore zur Zahl
der erhaltenen Gegentore. Am Ende eines
Turniers, bei dem jede der fiinf Mannschaf-
ten 4, B, C, D und E gegen jede andere genau
cin Spiel austragt, also keine Riickspiele
vorgesehen sind, ergibt sich folgender Ta-
bellenstand:

Mannschaft Punktverh.  Torverh.
A 7:1 3:0

B 6:2 2:0

C 5:3 5:2

D 2:6 4:3

E 0:8 1:10

Gib fiir jedes ausgetragene Spiel das Punkt-
und Torverhaltnis an!

A34a Bei einem FuBballturnier, an dem
n Mannschaften (n>2) teilnehmen, tragt
Jjede Mannschaft gegen jede andere genau ein
Spiel aus, d.h., Rickspiele finden nicht
statt.

a) Wie grof ist die Summe aus allen Plus-
und Minuspunkten einer Mannschaft?

b) Wie groB ist die Summe aus den Plus-
punkten aller Mannschaften ?

Willy Moese, aus: ZB

444 Bei ecinem FuBballturnier hatte
Mannschaft 4 genau vier Spiele zu bestreiten ;
sie erzielte dabei das Punktverhiltnis 4 :4
und das Torverhiltnis 4 :2.
Wieviele Maoglichkeiten bestehen fiir den
Ausgang  (Punktverhaltnis; Torverhiltnis)
der vier Spiele dieser Mannschaft?

W. Trdger

Qualifikationsspiel

DDR-Albanien 2:0,

unser Bild: Joachim Streich (DDR)
beim Kopfball auf das albanische Tor.
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Der ,,Euclides
Danicus‘*
von Mohr

(entnommen aus: Kézepiskolai Matematikai
Lapok, Budapest, 8/9 1972)

Hilfsmittel fiir geometrische Konstruktionen
sind das Lineal und der Zirkel. Das Lineal
dient dazu, um durch zwei gegebene Punkte
eine Gerade zu legen, der Zirkel, um einen
Kreis mit gegebenem Radius um einen ge-
gebenen Punkt zu zeichnen. Von den kon-
struierten Punkten werden nur die betrachtet,
die als Schnittpunkte von Geraden und Krei-
sen, die auf diese Weise gezeichnet werden,
auftreten. Im weiteren Verlauf der Kon-
struktion werden die bereits konstruierten
Punkte als gegeben angesehen.

Die mit Zirkel und Lineal ausfithrbaren Kon-
struktionen lassen sich demnach aus folgen-
den drei Grundkonstruktionen zusammenset-
zen:

aus der Konstruktion der Schnittpunkte

1. zweier Geraden,

2. einer Geraden und eines Kreises und

3. zweier Kreise.

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts wies
Lorenzo Mascheroni (1750 bis 1800, Ordens-
bruder, lehrte an der Universitat von Padua
Mathematik) nach, daB sich alle geometri-
schen Konstruktionen auch mit alleiniger
Benutzung des Zirkels durchfiihren lassen.
(Aufgaben, in denen das Ziehen von Geraden
gefordert wird, sind als gelést anzusehen,
wenn zwei Punkte der Geraden konstruiert
werden konnen.) Mascheroni verdffentlichte
seine beriilhmte Entdeckung 1797 in Padua
in seinem Werk ,,La geometria delcompasso*.
Diese Arbeit erregte zu damaliger Zeit
groBes Aufsehen und hat dem Namen des
Verfassers in der Geschichte der Wissen-
schaft ein Denkmal gesetzt.

Weit weniger war in der mathematischen
Welt bekannt, daB der dinische Mathema-
tiker Georg Mohr bereits 125 Jahre vor
Mascheroni in seinem Werk mit dem Titel
,,Euclides Danicus* zu demselben Ergebnis
gelangt ist.

Georg Mohr oder vielmehr Mohrendal (Moh-
renthal) wurde am 1. April 1640 in Kopen-
hagen geboren. Von Jugend an zog es ihn
zur Mathematik. Als 22jihriger ging er
nach England, Frankreich und Holland, um
sich Grundkenntnisse in Mathematik zu
erwerben, und lernte dabei zahlreiche Ge-
lehrte kennen, z. B. Leibniz und Tschirnhaus.
Nach lingerer Abwesenheit kehrte er in
seine Heimat zuriick und lebte ausschlieBlich
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von seinen wissenschaftlichen Forschungen.
1687 verlegte er seinen Wohnsitz nach Hol-
land. Ende 1695 iibersiedelte er nach Kies-
lingswalde bei Gorlitz und starb dort am
26. Januar 1697.

Mohr hat mehrere Werke geschrieben, seine
Manuskripte gingen aber in den Kriegen
von 1672 groBtenteils verloren. Uns ist nur
ein einziges Werk von ihm erhalten geblieben,
niamlich der schon oben genannte ,,Euclides
Danicus™, der vor nunmehr iiber 300 Jahren
1672 in Amsterdam in danischer und hol-
lindischer Sprache erschien, leider ohne die
Aufmerksamkeit auf sich zu ziehen, weil der
Titel nicht sehr gliicklich gewahlt war und
zu der Annahme verleitete, es handele sich
um einen Auszug oder eine Ubersetzung der
Elemente von Euklid. Die Arbeit ist in der
wissenschaftlichen Literatur vollstandig un-
bekannt geblieben. Erst 1928 wurde man auf
sie aufmerksam, als V. Beck, damals Hoérer
an der Universitat, bei einem Kopenhagener
Buchhindler ein  hollandischsprachiges
Exemplar des Werkes fand; der Kopenha-
gener Universititsprofessor Johannes Hjelms-
lev, dem Beck das Buch zeigte, studierte es
mit groBem Interesse und schrieb dariiber
eine Rezension.

EUCLIDES DANICUS,
Beftaande ubdi Too Decle.
Dmbd 3’,"}:3?5', : ‘.?anb(u ubaf be 6:;
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A konyv cimlapja

Das Werk von Mo#hr erschien 1928 in einer
Ausgabe der Kopenhagener Akademie erneut
in Kopenhagen in der urspriinglichen déni-
schen Sprache.

Im ersten Teil des Buches 16st der Autor alle
in den ersten sechs Biichern der Elemente
Euklids vorkommenden Konstruktionsauf-
gaben unter alleiniger Benutzung des Zirkels,
im zweiten und letzten Teil behandelt er
verschiedenartige Anwendungen von nur
mit Hilfe des Zirkels durchfihrbaren Kon-
struktionen.

Im folgenden wollen wir unter den Mohr-
schen Konstruktionen diejenigen kennen-
lernen, mit deren Hilfe sich alle Konstruk-
tionsaufgaben der Geometrie 16sen lassen.

Es handelt sich um die folgenden Aufga-
ben:

Ala Man verdopple die Strecke 40.

(Es ist zu beachten, daB hier und in den fol-
genden Aufgaben unter ,,Strecke™ stets die
Streckenlinge gemeint ist, von der nur die
beiden Endpunkte bekannt sind.)

Lésung: Wir schlagen um 0 mit dem Radius
AO einen Kreis, auf dessen Umfang wir,
vom Punkt 4 ausgehend, dreimal den Radius
A0 als Sehne abtragen; der letzte Teilpunkt
ist der dem Punkt A gegeniiberliegende
Punkt D des Kreises. Daher liegen 4, O und
D auf einer Geraden, und es ist
AD =2-40.

Durch mehrmalige Anwendung dieses Ver-
fahrens konnen wir einen Punkt N konstru-
ieren, so daB

AN=n-AB
ist, wo n eine positive ganze Zahl ist.
A2a Man teile die Peripherie eines ge-
gebenen Kreises in vier gleiche Teile.

Lésung : Wir tragen, nach Belieben von einem
Punkt A4 des Kreises ausgehend dreimal
den Radius 40 ab, so daB AB=BC=CD
=04 ist. Danach schlagen wir um die Punkte
A und D als Mittelpunkte Kreise mit dem
Radius AC=BD und bezeichnen ihren
Schnittpunkt mit E.
Bringen wir jetzt den gegebenen Kreis mit
einem um A4 mit dem Radius ﬁ'gesehlagenen
Kreis zum Schnitt und ist F der Schnittpunkt,
so ist AF eine Seite eines dem Kreis einbe-
schriebenen regelmaBigen Vierecks.
Beweis: Da in dem rechtwinkligen Dreieck
ACD AD=2-CD ist, gilt
AC*=3-CD?, woraus folgt,
daB in dem rechtwinkligen Dreieck AOE
OE*=2-A0?
gilt, d. h., OE=AF=A40-2 ist die Seite
eines dem Kreis einbeschriebenen regel-
maBigen Vierecks.

Ala Gegeben seien zwei Strecken AB
und CD von der Art, daB AB=2-CD;
man halbiere die Strecke AB.

F E i
6 [} o + o
[~ 0 A J 8

Lisung : Wir schlagen um den Punkt C mit

CD als Radius einen Halbkreis, auf dem

wir den Radius dreimal abtragen, so daB
DE=EF=FG=CD ist.



Nun schlagen wir um A mit der Zirkel6ffnung
GE einen Kreis und bringen ihn in H mit
einem Kreis zum Schnitt, dessen Radius DE
und dessen Mittelpunkt B ist. SchlieBlich
zeichnen wir um B und H mit CD Kreise,
die sich schneiden. Wenn unter den so ge-
wonnenen Punkten J derjenige Punkt ist,
dessen Abstand von A gleich CcD ist, so ist J
Mittelpunkt der Strecke AB.

Ad4a Man halbiere die Strecke AB.

Lésung : Zunichst bestimmen wir die Punkte
C und D so, daB diese mit AB in eine Gerade
fallen und CA=AB=BD ist. Danach schla-
gen wir um die Punkte C und D mit BC=AD
als Radius Kreise und bezeichnen ihren
Schnittpunkt mit E. Nunmehr halbieren wir
nach der oben dargelegten Konstruktion
die Strecken CE und DE in F bzw. G.
Schlagen wir schlieBlich um F und G Kreise
durch den Punkt E, die sich noch im Punkt M
schneiden, so gewinnen wir in M den gesuch-
ten Halbierungspunkt.

A5A Man fille auf eine beliebige Gerade
AB von einem auBerhalb von ihr liegenden
Punkt C aus das Lot und ermittle seinen
FuBpunkt M. ¢

>0
@

0
Ldsung: Wir schlagen um 4 und B durch
den Punkt C Kreise, die sich noch in D
schneiden. Halbieren wir jetzt gemiB der
4. Aufgabe die Strecke CD in M. so ist der
Punkt M FuBpunkt des von C aus auf 4B
gefallten Lots.
A6a Errichte aufeiner beliebigen Geraden
ABim Punkt 4 derselben die Senkrechte von
der gegebenen Linge AC!
Lésung: Wir zeichnen iiber AB auf Grund
von Aufgabe 4 einen Halbkreis und schlagen
um A4 mit dem gegebenen Abstand als Radius
einen Kreis. der den Halbkreis in D schneidet
(vorausgesetzt, daB der gegebene Abstand
kleiner als 4B ist). Danach halbieren wir
auf Grund von Aulgabe 2 den Halbkreis
im Punkt E.
Jetzt beschreiben wir um E als Mittelpunkt
einen Kreis mit dem Radius BE und bestim-
men den B gegeniiberliegenden Punkt F.
Danach bringen wir den Kreis um F mit
dem Radius BD mit dem iiber BF geschlage-
nen Halbkreis in G zum Schnitt.
Bringen wir schlieBlich den um B mit dem
Radius BG geschlagenen Kreis mit dem mit
AC als Radius um A geschlagenen Kreis

zum Schnitt. so ist 4C die gesuchte Senk-
rechte.

Beweis: In dem rechtwinkligen Preieck 4BD

gilt BD>=AB*— AD?,

in dem gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-

eck ABE 2 BE*.= AB?

und in dem rechtwinkligen Dreieck BFG
BG?=BF —FG.

Es ist indessen BF=2-BE und F—G-:EB,

also BG2 =AB*+ AD”.

In dem Dreieck ABC ist jedoch ! BC=BG

und AC AD. woraus folgt, daBB AC mit AB

einen rechten Winkel bildet.

Wir merken an: Sollle die gegebene Strecke

nicht kleiner als 48 sein, d. h., den iiber

AB gezeichneten Halbkreis nicht treffen

konnen, so miiBten wir das Zweifache, Drei-

fache, ..., n-fache der Strecke AB nehmen

ind hieriiber den Halbkreis zeichnen, um

um Ziel zu gelangen.

A7a Auf der durch ihre Punkte 4 und B
bestimmten Geraden trage man von A aus
die gegebene Strecke MN ab.

Lésung: Zunichst bestimmen wir mit Hille
der in Aufgabe 6 dargelegten Konstruktion
den Punkt C derart, daB AC auf der Geraden
A B senkrecht steht und gleich MN ist. Danach
ermitteln wir gemiB der 2. Aufgabe auf dem
um A mit dem Radius AC beschriebenen
Kreis die Punkte P und Q so, daB diese mit
AB in eine Gerade fallen. Dann ist AP= AQ
=MN.

a484a Zu drei Strecken ermittle man die
vierte Proportionale.

Lasung Die gegebenen Strecken- seien AB,
CD, EF und es sei eine solche Strecke MN
zu suchen, daB

AB:CD=EF : MN.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kon-
nen wir annehmen, daB

AB>EF
ist, weil wir im Falle 4B<EF immer eine
solche ganze Zahl n finden konnen, daB
n-AB groBer als EF wird. und dann die
vierte Proportionale zu n- 4B, n-CD und
EF zu suchen haben.
Die Konstruktion verlduft folgendermaBen:
Wir bestimmen auf der Geraden AB den
Punkt G so, daB AG=CD wird (gemiB
7. Aufgabe). Danach zeichnen wir iiber 4B
einen Halbkreis (gemiB 4. Aufgabe) und
bringen ihn mit dem um A mit dem Radius
EF geschlagenen Kreis in -H zum Schnitt.

SchlieBlich bestimmen wir den FuBpunkt J
des vom Punkt G aus auf 4H gefallten Lotes
(gemaB 5. Aulgabe). Dann ist die Strecke AJ
die gesuchte vierte Proportionale.

A94A Man bestimme den Schnittpunkt der
durch die Punkte 4 und B b/w. C und D
gegebenen Geraden.

Lésung : Wir bezeichnen den FuBpunkt des
von den Punkten C und D aufl AB gefillten
Lotes mit £ bzw. F. Die Gerade CD schneide
die Gerade 4B in M.
Wenn C und D auf verschiedenen Seiten der
Geraden AB hegen so ist

(CE+DF) :CE=EF :EM.
Fallen dagegen die Punkte C und D auf die-
selbe Seite der Geraden AB, so ist

(CE DF) CE=EF:EM.
Nun sind CE, DF. EF bekannt, und es LBt
sich daher auf Grund von Aufgabe 7. und 8.
EM konstruieren. Wenn wir nun schon EM
kennen, so kénnen wir den Ort von M er-
mitteln, indem wir von E aus auf AB die
Strecke EM abtragen.
A10a Man bestimme die Schnittpunkte
der durch ihre Punkte 4 und B vorgegebenen
Geraden mit dem Kreis um den Mittelpunkt
O und dem Radius OC.

Losung : o

a) O liegt auBerhalb der Geraden AB. Wir
schlagen um 4 und B mit dem Radius A0
bzw. BO Kreise, die einander in P schneiden.
Nunmehr zeichnen wir um P als Mittelpunkt
mit dem Radius OC einen Kreis. Die Schnitt-
punkte M und N der beiden Kreise sind die
Schnittpunkte des gegebenen Kreises und der
Geraden 4B.

b) O liegt auf der Geraden AB. In diesem
Falle bestimmen wir auf der Geraden A48
die Punkte M und N so, daB OM ~ON =0C
ist (gemaB Aulgabe 7.)

Wir sehen also, daB die 1. und 2. Grund-
konstruktion immer auf die 3. zurtckfiihrbar
ist, die sich unmittelbar mit einem Zirkel
ausfithren 1aBt. Hieraus folgt jedoch, daB
jede Konstruktion, die mit Zirkel und Lineal
ausfithrbar ist, auch nur mit dem Zirkel
durchgefiihrt werden kann.

Gyula Strommer
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Kann man ,,etwas an
niemanden verteilen*?

Uberlegungen zu dem alten Thema der Division

durch Null.

Immer wieder tauchen gelegentlich Fragen
auf, warum man nicht durch Null dividieren
..diirfe". Nun sind gewiB in der Mathematik
wie in jeder Wissenschaft kritische Fragen
niitzlich. Es gibt aber in der Mathematik
auch Fragen, von denen man bereits mathe-
matisch (!) bewiesen hat, daB sie zu nichts
filhren. Wir wollen iiberlegen, wie es damit
bei der Frage ,,Division durch Null* steht.
Zuerst wollen wir die Titigkeit ,,dividieren*
so erkldren, daB iiber sie keine unterschied-
lichen Meinungen mehr moglich sind. (Eine
solche Erklirung heiBt in der Wissenschaft
eine Definition.) Eine Zahl a durch eine
Zahl b zu dividieren, das soll — so erkliren
wir — folgendes bedeuten:

Man soll untersuchen, ob es eine Zahl x gibt,
fir die b-x=a gilt. Gibt es keine solche
Zahl x, so wird erklirt: Die Division von a
durch b ist nicht moglich. Gibt es dagegen
eine solche Zahl x, so soll man untersuchen,
ob es mehr als eine solche Zahl x gibt. Wenn
das der Fall ist, so wird wieder erklirt:
Die Division von a durch b ist nicht moglich.
Wenn es aber genau eine Zahl x gibt, fiir die
b-x=a gilt, dann — und wie die vorange-
henden Erklirungen zeigen, auch nur dann —
wird erklirt: Diese Zahl x sei das Ergebnis
der Division von a durch b.

In Bild 1 wird diese Erkliarung verdeutlicht.
Wir miissen sie uns gut einpragen, damit wir
nicht ‘in manchen Fillen ,,aus Versehen‘
eine andere Erkldrung zugrunde legen. Hitte
wohl z. B. jeder Leser erklirt, eine Division
von a durch b sei nicht méglich, wenn es
mehr als eine Zahl x gibt, fiir die b - x=a gilt?
Manch einer wire doch sicher bereit gewesen,
zu ,.erkldren'‘:

Gibt es eine Zahl x, Nein

Dann soll eben jede solche Zahl x als ein
mogliches ,,Divisionsergebnis* gelten. Wir
miissen uns also merken, daB die in der
Mathematik zugrunde gelegte Division so
eine ,,Erkl;irung“ nicht zulaBt! Dafiir gibt
es in der Mathematik gute Griinde. Das
Dividieren, das wir erkliren wollen, soll
niamlich eine Rechenoperation a:b werden,
und eine Rechenoperation liegt nur dann
vor, wenn ihr Ergebnis allein durch die An-
gabe der ersten Zah! a und der zweiten Zahl b
JSestgelegt wird: Eine Rechenoperation hat
niemals (d. h. fiir keine Angabe von aq und b)
mehr als ein ,,mdgliches Ergebnis‘.

Nun einige Beispiele zu unserer Definition!

1. Beispiel : Wir wollen priifen, ob die Division
von 2 durch 0 moglich ist. Wir haben also
zu fragen: Gibt es eine Zahl x, fir die
0-x=2 gilt? Die Antwort lautet: Nein,
es gibt keine solche Zahl; denn fiir jede
Zahl x gilt 0-x=0, also 0 -x<2.

Damit haben wir als Ergebnis: Die Division
von 2 durch 0 ist nicht méglich.

2. Beispiel: Wir wollen priifen, ob die Di-
vision von 0 durch 0 méglich ist. Wir fragen
zuerst: Gibt es eine Zah! x, fiir die 0-x=0
gilt? Die Antwort lautet: Ja, es gibt eine
solche Zahl, z. B. die Zahl 1; denn in der
Tat gilt 0-1=0. Weiter fragen wir: Gibt
es mehr als eine Zahl x, fir die 0-x=0 gilt?
Antwort: Ja, z. B. auBer der Zahl 1 auch
die Zahl 2; denn es gilt auch 0-2=0. Als
Ergebnis fanden wir damit: Die Division von
0 durch 0 ist nicht moglich.

3. Beispiel: Wir wollen priifen, ob die Di-
vision von 15 durch 3 moglich ist. Zuerst
fragen wir: Gibt es eine Zahl x, fiir die
3-x=15 gilt? Die Antwort lautet: Ja, z. B.

Bild 1

fiir die b x=a gilt?

Gibt es mehr als eine
Zahl x,
fir die b - x=a gilt?
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Ja: Es gibt mehr
als eine Zahl x, fir
die - x=a gilt.

Nein: Es gibt genau
eine Zahl x, fir
die b-x=a gilt

Division von a durch b
nicht moglich

Division von a durch b
nicht méglich

Division von a durch 6
ergibt diese Zahl x

die Zahl 5; denn es gilt 3-5=15. Die nichste
Frage lautet: Gibt es mehr als eine Zahl x,
fiir die 3-x=15 gilt? Diesmal lautet die
Antwort: Nein; denn fiir jede Zahl x, die
kleiner als 5 ist, gilt x <5 und daher 3-x<3-5,
d.h. 3-x<15; fur jede Zahl x a.ber, die
grafer als S ist, gilt x>5, also 3:x>3-5,
d.h. 3-x>15; es kann also nur die eine
Zahl 5 die Eigenschaft haben, daB ihr Produkt
mit 3 gleich der Zahl 15 ist. — Diese Ergeb-
nisse besagen: Die Division von 15 durch 3
(ist moglich und) ergibt die Zah! 5.

Mancher Leser hat sich vielleicht gewundert,
daB in diesen drei Beispielen so einfache
Rechnungen mit vielen Worten vorgefiihrt
werden. Wer unsere Frage aber aufmerksam
verfolgt hat, der wird gemerkt haben, daB
bei ihr die ,,Schwierigkeit gar nicht im
Rechnen besteht, sondern in den logischen
Uberlegungen, die man wihrend des Rech-
nens nicht aus den Augen verlieren darf.
Zum Beispiel muBiten wir im 3. Beispiel auf
folgendes achten: Als wir beweisen wollten,
daB es nicht mehr als eine Zahl x gibt, fiir
die 3-x=15 gilt, durften wir in diesem
Beweis nicht etwa schon die Tatigkeit des
Dividierens benutzen und kurz sagen:

. Wenn eine Zahl x die Eigenschaft 3-x=15
haben soll, dann muB [ir sie x=15:3,
d. h. x=5 gelten, also gibt es nur die eine
Zahl 5 mit dieser Eigenschaft.* Hatten wir so
,.bewiesen*‘, dann hitten wir das, was wir
beweisen wollten, im Beweis schon als ,,be-
kannt* benutzt, namlich das Divisionser-
gebnis 15 :3=35.

Einen solchen fehlerhaften Beweis, der das,
was er erst zeigen soll, schon benutzt, nennt
man einen ,,ZirkelschluB*“. Im 3. Beispiel
wurde der ZirkelschluB vermieden; man
muBte sich dazu ,,nur* ein anderes Hilfs-
mittel einfallen lassen; das Multiplizieren
in Ungleichungen.

Nun wollen wir iiber einzelne Beispiele hin-
ausgelangen und zu allgemeinen Aussagen
kommen.

1. Aussage: Ist a eine von 0 verschiedene
Zahl. d. h. gilt a+0, so gibt es keine Zahl x,
fir die 0-x:==a gilt. Fir jede Zahl a+0
ist folglich die Division von a durch 0 nicht
moglich.



2. Aussage: Es gibt mehr als eine Zahl x,
fiir die 0-x-=0 gilt. Folglich ist die Division
von 0 durch 0 nicht méglich.

3. Aussage: Ist a eine beliebige Zahl und ist &
eine von O verschiedene Zahl, d.h. gilt
b+0, so gibt es genau eine Zahl x, fiir die
b x =a gilt. Fiir jede Zahl b+ 0 und fiir jede
Zahl a ist folglich die Division von a durch
b moglich.

Die erste Aussage wird jeder Leser nach dem
Muster des 1. Beispiels leicht selbst beweisen
konnen. Die zweite Aussage ist iiberhaupt
dasselbe wie das 2. Beispiel; sie wurde hier
nur zur Vollstindigkeit nochmals kurz wie-
derholt. Die dritte Aussage kann' erst von
Schiilern verstanden werden, die schon ge-
brochene Zahlen kennen; wiirde man das
Wort ,,Zahl** etwa als ,,natiirliche Zahl*
verstehen, so wire die dritte Aussage falsch.
Beispielsweise wiren zwar a=2 und b=3
natiirliche Zahlen mit 640, aber es gibe
keine natiirliche Zahl x, fiir die 3 - x=2 gelten
wiirde. — Die dritte Aussage, in dieser
Weise von der Kenntnis gebrochener Zahlen
an verstanden, kann nun grundsitzlich auf
dhnlichem Wege wie beim 3. Beispiel be-
wiesen werden. Wenn man jedoch auch
noch auf das Vorkommen positiver und

Bild 2

die 2. Person
erhilt
die Menge

Die 1. Person
erhilt
die Menge

negativer Zahlen achten mu8}, wird der Beweis
etwas schwieriger. Wer sich beim Umgehen
mit positiven und negativen Zahlen in Un-
gleichungen sicher fiihlt und etwas Geduld
aufbringt, wird den Beweis aber finden
konnen.

Nun wollen wir noch einige Uberlegungen
zur Veranschaulichung des Dividierens durch-
fiihren.

Bekannt sei eine Anzahl b von Personen.
Vorgeschrieben sei ferner eine Anzahl a
von Gegenstianden. Gefragt wird, ob es genau
eine Zahl x mit folgender Eigenschaft gibt:
Erhilt jede der b Personen genau x Gegen-
stinde, wobei aber niemals ein Gegenstand
an zwei verschiedene Personen zugeteilt
wird, so ist die Anzahl aller zugeteilten Ge-
genstinde genau die vorgeschriebene Zahl a.
Gibt es keine solche Zahl x oder gibt es mehr
als eine solche Zahl x, so ist (wie wir wissen)
die Division von a durch & nicht méglich.
Gibt es aber genau eine solche Zahl x, so ist
sie das Divisionsergebnis a:b, und wir
sagen in diesem Falle und in keinem anderen:
,,Die Zahl x wurde dadurch ermittelt, daB
man g Gegenstinde gleichmiBig an & Per-
sonen verteilte." In diesem Sinne konnen
wir an dem zweiten Bild ablesen, wie man
15 Gegenstinde an 3 Personen verteilt,

Bild 3

Die 1. Person
erhalt

2
3 Apfel

Die 3. Person
erhalt
die Menge

wobei sich genau eine Moglichkeit ergibt,
namlich daB jede Person genau (15:3=) S
Gegenstinde erhalt. Ebenso zeigt das dritte

Bild eine Veranschaulichung von 2: 3:%.

Fragen wir nun nach einer solchen Veran-
schaulichung im Falle 1 :0, so haben wir zu
priifen, ob es moglich ist, genau eine Zahl x
anzugeben, so daB folgendes gilt: Erhalten
0 Personen je x Gegenstinde, so ist die
Gesamtzahl der an diese 0 Personen verteilten
Gegenslﬁnde genau I. Die Antwort lautet:
Man kann nicht ,,etwas an niemanden ver-
teilen*, d. h.: Es gibt keine Zahl x, so da3
beim Verteilen von je x Gegenstanden an
0 Personen insgesamt ,etwas“ (z.B. 1)
zugeteilt wiirde.

Ebenso miissen wir feststellen: Man kann
nicht ,,nichts an niemanden verteilen*, d. h.:
Es gibt mehr als eine (und folglich keine
eindeutig bestimmte!) Zahl x, so daB beim
Verteilen von je x Gegenstinden an 0 Per-
sonen insgesamt ,,nichts* (0 Gegenstinde)
zugeteilt wiirde.

Die Rechenoperation des Dividierens a :b,
praktisch angewandt als ,,Verteilen' von
insgesamt a Gegenstinden an b Personen,
ist nur fir b+0 moglich.

L. Stammler

Die 3. Person
erhalt

2
3 Apfel

Die 2. Person
erhalt

2
3 Apfel
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Insgesamt werden 2 Apfel zugeteilt.

O¢)

Null ... plus Null . ..

O

minus Null ... multipliziert

mit Null ...

aus: Jean Effel, Historio-Grafik (Eulenspiegelverlag)

das Ganze geteilt
durch Null

minus Wurzel
aus Null

£1 ez
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1974

A541195 Welche natiirlichen Zahlen n
erfiillen zugleich die folgenden Bedingungen?
a) 15<n<8S,
b) nist Vielfaches von 17,
c) n ist nicht durch 3 teilbar.
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Meuselwitz

A541196 Es sind zwei natiirliche Zahlen
zu ermitteln, deren Summe 16 betrigt und
deren Differenz gleich dem vierten Teil
ithrer Summe ist. Sch.

W5e1197 Einige Schiiler teilen 96 Apfel
unter sich zu gleichen Teilen auf. Es wird
kein Apfel zerschnitten, und es bleibt kein
Apfel iibrig. Wiren es vier Schiiler weniger
gewesen, dann hitte jeder von ihnen vier
Apfel mehr erhalten. Wieviel Schiiler teilen
sich die Apfel, und wieviel Apfel erhilt
jeder von thnen? Sch.

W5a1198 Ein Rechteck habe die Seiten-
langen 10 cm und 16 cm. Welchen Fliachen-
inhalt besitzt ein Quadrat, das den gleichen
Umfang wie das Rechteck hat?

Heidi Giinther, Sohland, KI. 7

W5*1199 Ein Quader habe die Kanten-
lingen 8 cm. 10 cm und 15 cm. Ein zweiter,
zum ersten volumengleicher Quader besitzt
die Kantenldngen 12 cm und 25 cm. Es ist
die Lange seiner dritten Kante zu bestim-
men! Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch

Meuselwitz

W 5*1200 Die Summe aus drei natiirlichen
Zahlen betrdgt 63. Die erste dieser Zahlen
ist um 3 kleiner als die zweite, die dritte um
3 groBer als die zweite. Wie lauten diese drei
Zahlen? Birbel Eggebrecht, Loitz, KI. 7

A641201 Es sind alle dreistelligen Prim-
zahlen zu bestimmen, fiir welche das Produkt
aus ihren drei Ziffern 252 betrigt. Sch.

A6GA1202 Esist

a) die kleinste, b) die groBte
sechsstellige natiirliche Zahl zu ermitteln.
die durch 18 teilbar ist und in der Form
71*84* dargestellt wird, wobei fiir die Stern-
chen Grundziffern einzusetzen sind.  Sch.

W6 w1203 Gegeben sei ein gleichschenk-
liges Dreieck ABC mit der Basis AB=3 cm
und den Schenkeln AC=BC=5 cm. Eine Ge-
rade g, die parallel zur Geraden AC ver-
lauft, schneide AB in einem inneren Punkt D
und BC in einem inneren Punkt E so, dal
der Umfang des Vierecks ADEC genau 11 ecm
betrigt. Es ist die Linge der Strecke A/
zu berechnen. Sch.

W6 w1204 Gegeben seien drei gebrochenc
Zahlena, b und ¢. Das Produkt aus den beiden
ersten Zahlen ist gleich 30,2. Das Produkt
aus der ersten und der dritten Zahl ist gleich
19,8. Es ist das Produkt aus der ersten Zahl
und aus der Summe der beiden iibrigen Zah-
len zu berechnen. Sch.
W6*1205 In der Multiplikationsaufgabe
t*7 Ll

5%4

tzii

6*‘#
ist jedes Sternchen durch eine Ziffer zu
ersetzen, so daB eine richtig geloste Aufgabe
entsteht. Sch.

W6*1206 Uber den Seiten AC und BC
eines spitzwinkligen Dreiecks ABC wurden
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versechen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W w 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. volistindige und richtige) Lésung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Priddikat ,,sehr gut geldst*,
»gut gelost oder ,,geldst*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,,nicht gelost™.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 lduft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem 1. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 veroffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



die Quadrate ACDE und BFGC konstruiert.
Von den Eckpunkten Eund F dieser Quadrate
wurden die Lote EP=x und I@:y auf die
Gerade AB gefillt. Es sei AB=c. Es ist zu
beweisen, daB x+y=c gilt.

A74a1207 Von einem Dreieck ABC sind
gegeben AB=c—7 cm, ¥ ABC=p=40°, der
Abstand SD=e=2 cm des Schnittpunktes
S der Winkelhalbierenden des Winkels
¥ ABC mit der Hohe 5=hc von der Seite
AB. Das Dreieck ABC ist zu konstruieren;
die Konstruktion ist zu beschreiben. Sch.

A74a1208 Die abgebildete Figur stellt zwei
sich von auflen im Punkte P beriihrende
Kreise &, und k, mit den Mittelpunkten M,
und M, und den Radien ry und r, mit r, <r,
dar. Im Punkte P wurde die beiden Kreisen
gemeinsame Tangente ¢ gezogen. Ferner
wurde die beiden Kreisen gemeinsame duBere
Tangente QR gezeichnet. Es ist zu beweisen,
daB der Schnittpunkt S der beiden Tangenten
der Mittelpunkt der Strecke Q_R ist!  Sch.

ka

W781209 Ein Schiiler sollte 37 mit einer
zweistelligen natiirlichen Zahl multiplizieren,
in der die Ziffer der Zehnerstelle doppelt
so groB ist wie die Ziffer der Einerstelle.
Beim Abschreiben dieser Aufgabe vertausch-
te dieser Schiiler versehentlich die beiden
Ziffern des Faktors, und er erhielt ein Re-
sultat, das um 666 kleiner ist als das gesuchte.
Wie lautet der zweite Faktor?

W7al1210 Es sind zwei natiirliche Zahlen
zu ermitteln, die folgende Bedingungen er-
fiillen :

a) Das Produkt aus dem Sechsfachen der
ersten und dem Vierfachen der zweiten Zahl
betrdgt 1680.

b) Die zweite Zahl ist um 1 kleiner als das
Dreifache der ersten Zahl.

Wie lauten die beiden gesuchten Zahlen?

W 7*1211 In einem Trapez ABCD mit den
parallelen Seiten AB und CD sei P die Mitte
von E. T die Mitte von R‘, Q die Mitte
von CD und S die Mitte von AD. Ein solches
Trapez ist aus den Strecken PT=4 cm,

0 Q C

JanN

TQ=5 cm. PQ=6 cm und dem Winkel
¥ BAD=50° zu konstruieren. Sch.

W7*1212 Unter n! (lies n Fakultit) ver-
steht man das Produkt 1-2-3-4- ... -n.
Soistz. B. 4!=1-2-3-4.

Berechne 7! —6!—5!, indem du die Differenz
zunachst vereinfachst. Sch.

A841213 Essind alle natiirlichen Zahlen n
anzugeben, fiir die die Summe
s=m+(n+ 12 +(n+2)* + (n+3)?
gleich einem Viellachen von 10 ist.
Ch. Lerche, Hihnichen

A84a1214 a) Man beweise, daB in einem
ebenen konvexen n-Eck (n2=3) hochstens
drei Winkel spitze Winkel sind.

b) Man konstruiere ein spezielles ebenes
konvexes Fiinfeck, das genau drei spitze
Winkel hat.

c) Man konstruiere ein spezielles ebenes
nichtkonvexes Fiinfeck, das vier spitze Win-
kel hat.

Anleitung zur Losung : Ein ebenes Vieleck ist
genau dann konvex, wenn es nur spitze,
rechte oder stumpfe Winkel, also keine iiber-
stumpfen Winkel, hat.

Fir die Winkelsumme eines ebenen n-Ecks
gilt s=(n—2)-180°. T.

W8wa12l15 In dem Buch des Georgiers
Suchan-Saba Orbeliani (1658 bis 1725) ,,Die
Weisheit der Liige*, einer Sammlung von
Fabeln und Erzihlungen, finden wir die
folgende Aulgabe:

Drei Briider wollten sich voneinander tren-
nen und ihren Besitz an Ziegen und Zicklein
aufteilen. Sie sagten: ,,Zehn Ziegen haben
je ein Zicklein, zehn je zwei Zicklein und
zehn je drei; wir wollen sie so unter uns
teilen, daB kein Bruder mehr erhilt als der
andere und auch kein Zicklein von seiner
Mutter getrennt wird.

Wie konnten die drei Briider ihren Besitz
an Ziegen und Zicklein aufteilen? L.

W8al2l6 Bie Egur stellt ein Rechteck
ABCD mit AB<BC dar. Um den Punkt C
wurde mit dem Radius CD ein Kreisbogen

D [

F

14 em Pem

beschrieben, der die Diagonale 4C im Punkte
E schneidet. Um den Punkt 4 wurde ein
weiterer Kreisbogen mit dem Radius AE
beschrieben, der die Seite 4B in dem in-
neren Punkt F so schneidet, daB AF=14 cm
und FB=7 ¢tm gilt. Es ist die Lange der
Rechteckseite BC zu berechnen.

Dipl.-Ing. M. Walter, Meiningen

W8*1217 Man beweise, daB jedes ebene

konvexe Viereck ABCD mit den Seiten

E=a, BC=b, CD=c und DA-=d., in dem
a+b=c+dund b+c=d+a

gilt, ein Parallelogramm ist. Sch.

W 8*1218 Man berechne den Flacheninhalt
der abgebildeten Rosette und entscheide,
ob er groBer als, kleiner als oder gleich % des

Flicheninhalts des umbeschriebenen Kreises
ist. a B

Dabei sei der Radius r des umbeschriebenen
Kreises gegeben. Die sechs Teile der Rosette
seien von Kreisbogen begrenzt, die den
Radius r haben. L,

W 981219 Der neue Personenkraftwagen
Shiguli WAS 2103 aus dem Automobilwerk
in Togliatti an der Wolga erreicht bei einer
Fahrt aus dem Stand die Geschwindigkeit
von 80 km - h™! in nur 10 s. Dabei kann an-
genommen werden, daB die Beschleunigung
konstant ist.
a) Mit welcher Beschleunigung (in m - s™2)
fahrt der Kraftwagen bis zur Erreichung die-
ser Geschwindigkeit?
b) Wie lang ist die Strecke, die der Kraft-
wagen dabei zuriicklegt?
c) In welcher Zeit erreicht dieser Kraftwagen
bei der Fahrt aus dem Stand seine Hochst-
geschwindigkeit von 150 km -h~!, wobei
wieder eine gleichmiBig beschleunigte Be-
wegung und die gleiche Beschleunigung wie
unter a) angenommen Sei.
d) Wie lang ist die Strecke, die der Kraft-
wagen bis zur Erreichung dieser Hochstge-
schwindigkeit zuriicklegt?
Anleitung zur Losung: Fiir eine gleichmaBig
beschleunigte Fahrt aus dem Stand gelten
die Formeln (vgl. Tafelwerk. 7. —-12. Klasse,
S. 74): a-t

2
Dabei ist 1 die Zeit (in s), bei der Beschleuni-
gung a (in m-s~2) in der die Geschwindig-
keit v (in m-s™") erreicht wird und der Weg s
(in m) zuriickgelegt wird. L
W 981220 Es sei ABC ein Dreieck mit
den Seiten BC=a=9 cm, AC—=b=12 cm
und AB=c=15 cm.
Man beweise, daB sich auf der Seite BC dieses
Dreiecks ein innerer Punkt D so finden l48t,
daB die Lingen der Strecken CD=x cm
und AD=y cm ganzzahlige MaBzahlen x
und y haben. T.

W 9*1221 Man beweise, daB fiir alle reellen
Zahlen a, b, ¢ mit a+b+c=0

ab+ac : be<0gilt. H. Gratias,

EOS ,,Ernst Schneller*', Sémmerda, Ki. 12

r=a-t, §=
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W 9%1222 Einem Quadrat sei ein Kreis k;
einbeschrieben, der alle vier Seiten dieses
Quadrates berithrt. Ferner liege innerhalb
dieses Quadrates ein zweiter Kreis k,, der
zwei Quadratseiten beriihrt und auBerdem
den Kreis &k, von auien beriihrt.

ks

a) Es ist der Radius x des Kreises &, zu be-
rechnen, wobei die Seitenlinge a des Qua-
drates gegeben sei.
b) Wievielmal so groB ist der Flacheninhalt
des Kreises k, wie der Flicheninhalt des
Kreises k,?

I. Kunath, Meifien

W 10/12 m 1223 Ein sterbender Vater teilte
sein Geldvermogen (das aus lauter gleich-
artigen Miinzen bestand) zu gleichen Teilen
unter seinen S6hnen auf und gab dabei dem

. . 1
ersten Sohn eine Miinze und 7 des rest-

lichen Geldes, dem zweiten zwei Miinzen und

; des (nun noch verbliebenen) Restes, dem

dritten drei Miinzen und % des (nun noch

verblicbenen) Restes usw.; doch in diesem
Augenblick starb der Vater, und es soll
festgestellt werden, wieviel Sohne er gehabt
und wieviel Miinzen er besessen hat.

Bemerkung : Diese Aufgabe stammt von dem
byzantinischen Mathematiker Maximos Pla-
nudes von Nikomedia, der im 13. Jahrhun-
dert gelebt und Biicher iiber die Arithmetik
geschrieben hat. L.

W 10/12 w1224 Es sind alle reellen Losun-
gen (x, y, z) des Gleichungssystems

xy 2 xz 3 yz 6
=2, U —==,(2 =-Q
x+y 3 o x+z 4 @ y+z 5()

zu ermitteln. W. Janous, Innsbruck

W 10/12*1226 Man ermittle alle geordneten
Paare (x, y) reeller Zahlen, deren Summe
x+y, deren Produkt xy und deren Differenz
der Quadrate x? —)? einander gleich sind.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

W 10/12*1225 Gegeben sei ein gleichsei-
tiges Dreieck mit der Scilenlinge 15 cm.
Man beweise, daB sich auf der Seite AB die-
ses Dreiecks ein innerer Punkt D so finden
14Bt, daB die Lingen der Strecken 4D=x cm
und C_D:)' cm ganzzahlige MaBzahlen x
und y haben. T.
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Aufgaben aus
Olympiaden
der SR Ruménien

Uberreicht durch Prof. C. Ottescu,
Bukarest

Klasse §

Ala In einem bestimmten volkseigenen
Betrieb sind Facharbeiter und angelernte
Arbeiter tatig. Ein Facharbeiter stellt durch-
schnittlich 20 Werkstiicke, ein angelernter
Arbeiter 15 Werkstiicke je Tag her. Ein
Meister soll eine aus 12 Werktdtigen beste-
hende Brigade zusammenstellen, die taglich
wenigstens 220 Werkstiicke fertigt. Dabei
sollen in diese Brigade moglichst viele ange-
lernte Arbeiter aufgenommen werden.

Aus wieviel Facharbeitern bzw. angelernten
Arbeitern muB sich diese Brigade zusammen-
setzen?

A2a In einem Beutel befinden sich genau
10 weiBe, 12 schwarze und 16 rote Kugeln
von gleicher GroBe und gleichem Gewicht.
Wieviel Kugeln muB man dem Beutel mit
verbundenen Augen entnehmen, um mit
Sicherheit 3 Kugeln von der gleichen Farbe
zu erhalten?

Klasse 6

Ala Die abgebildete Figur stellt zwei
Nebenwinkel ¥ ASC und & BSC dar. Jeder
dieser beiden Winkel wurde gedrittelt.

Weise nach, daB der Winkel < NSP kon-
stant ist, d. h., daB er unabhingig von der
GroéBe des Winkels ¥ ASC ist!

Wie groB muB der Winkel ¥ ASC sein, wenn
X ASN= £ NSQ gelten soll?

A2A Berechne den Wert des Terms

35 a

iir —=0,6!
20135 0 06!
Klasse 7

Al a Drei Schiiler Axel, Bernd und Dieter
haben zur Finanzierung eines gemeinsamen
Ausfluges zusammen 225 Lei gespart. Die

Ersparnisse von Axel betrugen ; der Er-
sparnisse von Bernd, und die Erspamisse von
Bernd betrugen % der Ersparnisse von Dieter.

Die Unkosten fiir den Ausflug beliefen sich

aber nur auf insgesamt 120 Lei, und jeder
dieser Schiiler hatte den gleichen Anteil zu
tragen.

Wieviel Lei verbliecben jedem dieser drei
Schiiler von den Ersparnissen?

A2aA Hanssagt zu Bruno: ,,Denke dir eine
von Null verschiedene natiirliche Zahl und
multipliziere sie mit 2. Addiere zu diesem
Produkt 50. Dividiere das so erhaltene Er-
gebnis durch 2 und subtrahiere danach die
von dir gedachte Zahl. Das Endergebnis
deiner Rechnung betrigt genau 25.
Begriinde, warum Hans das Endergebnis der
Rechnung voraussagen konnte!

Klasse 8

aAla Es seien a und b reelle Zahlen, und
essei E=a’+b>—3a—3b.

a) Man untersuche, ob E einen kleinsten
Wert annimmt und gebe bejahendenfalls
diesen Wert an.

b) Man weise nach, daB E>0 gilt, falls
a>3 und b>3.

A2a Es sei ABCD ein gleichschenkliges
Trapez mit den Grundseitetn AB=a und
E=b, wobei a> b sei.

1. Man drehe dieses Trapez um seine kleinere
Grundseite, so daB ein Rotationskdrper ent-
steht.

2. Man drehe dieses Trapez um seine groBere
Grundseite, so daB wieder ein Rotations-
korper entsteht.

Wann hat der entstandene Rotationskorper
ein groBeres Volumen, im 1. Fall oder im
2. Falle? Konnen die Volumina einander
gleich sein?

Klasse 9

Ala Essind alle reellen Zahlen ¢ und b

anzugeben, fiir die die Ausdriicke
1 1

=T i +ab)
y 1 1
E “a6—2) ba—b)
definiert sind, und es ist zu beweisen, daB
fiir alle diese @ und b E, =E, gilt.
A2a Eine Balkenwaage muB gleichlange
Arme haben, damit die Masse einer Ware
richtig ermittelt wird. Aul einem Markt stellt
ein Kiufer fest, daB die Waage eines Hindlers
ungleiche Arme hat; daher befindet sich die
Waage nicht mehr im Gleichgewicht, wenn
die Ware und die Wigestiicke vertauscht
werden. Der Kiufer, der 2 kg einer Ware
kaufen will, verlangt daher, daB ihm mit
dieser Waage zunidchst 1 kg so abgewogen
wird, daB die Ware links und das Waige-
stiick rechts liegt, und dann ein weiteres
Kilogramm so, daB die Ware rechts und das
Wigestiick links liegt. Es soll entschieden
und begriindet werden, ob der Kiufer auf
diese Weise mehr als 2 kg, weniger als 2 kg
oder genau 2 kg der wahren Masse der
Ware erhilt. (Dabei soll angenommen wer-
den, daB die Waage sich im unbelasteten
Zustand im Gleichgewicht befindet.)
Aufgaben Klasse 10 auf S. 39

und



Eine Aufgabe von
Prof. Dr. habil.

Horst Baumann

Leiter des Lehrstuhles Math. f. Okonomen an der Handels-

hochschule Leipzig

Die Handelshochschule Leipzig bildet in
einem vierjahrigen Direktstudium Kader fiir
die Tatigkeit in zentralen und bezirklichen
wirtschaftsleitenden Organen und Einrich-
tungen des Binnenhandels, in zentralen und
ortlichen staatlichen Organen fiir Handel
und Versorgung sowie in Bildungs- und
Forschungseinrichtungen des Binnenhandels
aus.
Im Verlauf des Studiums erhalten die Stu-
denten der Hochschule eine umfassende Aus-
bildung in Marxismus-Leninismus, in Poli-
tischer Okonomie, in der Okonomie der
sozialistischen Warenzirkulation und werden
mit den modernen Methoden der Leitung,
Planung und Organisation des sozialisti-
schen Binnenhandels vertraut gemacht. Da-
zu dient auch die in den ersten beiden Stu-
dienjahren erfolgende Ausbildung im Fach
Mathematik fir Okonomen. Hier werden
den Studenten die wichtigsten mathemati-
schen Verfahren fiir die Modellierung und
Optimierung o6konomischer Prozesse ein-
schlieBlich der dazu notwendigen mathema-
tischen Grundkenntnisse vermittelt. Die ma-
thematische Ausbildung ist in ihrem fach-
spezifischen und methodischen Aufbau so
gestaltet, daB die Bildungs- und Erziehungs-
moglichkeiten der Mathematik, besonders
die Fahigkeiten und Fertigkeiten zum logi-
schen und schéplerischen Denken und zur
Abstraktion bestmdglich genutzt und gefor-
dert werden. Neben den mathematischen
Grundlagen, die die Stoffkomplexe
mathematische Logik und Mengen-
lehre,
lineare Algebra (insbesondere Ma-
trizenrechnung),

Differential- und Integralrechnung,
Wabhrscheinlichkeitsrechnung
umfassen, wird besonders in der Ausbildung
im Fach Mathematik fir Okonomen die
praktische Anwendung mathematischer Ver-
fahren zur Modellierung und Optimierung
6konomischer Prozesse im Handel dargelegt.
Einen breiten Raum nehmen dabei die li-
neare und nichtlineare Optimierung, die
Netzplantechnik, die fir den Handel auBer-
ordentlich wichtigen Fragen der Transport-
und Standortmodellierung und -optimierung

sowie die Lagerhaltungsmodelle ein.
Nach AbschluB der zweijahrigen Ausbildung

im Fach Mathematik fir Okonomen besit-
zen dann die Studenten ein anwendungsreifes
Wissen, das sie in den Fachdisziplinen der
Studienrichtung Binnenhandel anwenden
miissen.,

Die folgende Aufgabe ist aus dem sehr wich-
tigen Gebiet der Transportoptimierung ent-
nommen und soll die Nutzung des mathe-
matischen Instrumentariums fiir die Opti-
mierung des Transportprozesses veranschau-
lichen.

A 12294 Die regelmiBige Belieferung der
Einzelhandelsverkaufsstellen mit Nahrungs-
und GenuBmitteln erfordert eine exakte Pla-
nung des Einsatzes der Transportfahrzeuge.
So wirken sich ungeniigende Auslastung der
Kapazitit der Lieferfahrzeuge, ungiinstige
Festlegung der Auslieferungstouren nach-
teilig fiir die gesamte Volkswirtschaft aus,
da unnétige zusatzliche Kosten entstehen und
Transportfahrzeuge unnétig gebunden wer-
den, die an anderer Stelle dringend gebraucht
werden. Der verantwortliche Einsatzleiter
im volkseigenen Handelstransportbetrieb
muB daher mit modernen Planungsmethoden
den rationellsten Einsatz der ihm zur Ver-
figung stehenden Transportfahrzeuge sowie
deren bestmoégliche Auslastung sichern. Da-
zu bedient er sich spezieller mathematischer
Methoden und Modelle der Transportopti-
mierung. Fir die giinstigste Gestaltung der
Touren fir die Belieferung der Einzelhan-
delsverkaufsstellen durch den sozialistischen
GroB8handel muB dann das sogenannte Rund-
fahrtmodell angewandt werden.

Die Problemstellung fiir dieses Rundfahrt-
modell kann man wie folgt formulieren:

Es sollen von einem Lager aus die verschie-
denen Einzelhandelsverkaufsstellen in einer
Reihenfolge (Rundfahrt) derart nacheinan-
der angefahren werden, da die zuriickgelegte
Gesamtstrecke zu einem Minimum wird.
Dabei wird jede Verkaufsstelle innerhalb
der Rundfahrt genau einmal beriihrt. Ferner
mub das Fahrzeug am Ende der Rundfahrt
wieder in das Lager zuriickkehren.

Fir unsere zu l6sende Aufgabe wollen wir
davon ausgehen, daB vier Orte 4, B, Cund D
mit je einer Verkaufsstelle von einem Lager E
aus in einer Rundfahrt angefahren werden
sollen. Die Entfernungen zwischen diesen
Orten sind aus der nachstehenden Skizze
zu entnehmen.

Eine Rundfahrt wire z. B.:
E-A4—-C->D-B-E

mit einer Gesamtentfernung von
9+7+6+15+11=48 (km)

oder

A-D->B-C—E—A

mit einer Gesamtentfernung von

10+15+5-8+9=47 (km).

Diese Rundfahrten sind allerdings — wie

selbst eingeschitzt werden kann — sehr un-

giinstig.

Berechne nun fiir diese 5 Orte die optimale

Rundfahrt, d. h. die Rundfahri, fiir die die

zuriickgelegte Gesamtentfernung ein Mini-

mum wird.

Als Losungshinweis sei gegeben, daB es sich

hier um eine kombinatorische Aufgaben-

stellung handelt!

Studenten der HHL im Mathematikseminar
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Weiter durch die Welt der Tetraeder

Wer sein rdumliches Vorstellungsvermdgen
trainieren will, der folge der Forisetzung
unseres Streifzuges durch die Welt der Te-
traeder. Wir hatten ihn im 5. Jahrgang dieser
Zeitschrift, 1971, Heft 5, S. 106—107, be-
gonnen. Zuletzt waren wir den rechtwink-
ligen Tetraedern begegnet:

Bezeichnung: Ein Tetraeder, das in einer
Ecke paarweise senkrecht aufeinander ste-
hende Kanten besitzt, heiBt ein rechtwink-
liges Tetraeder.

Die rechtwinkligen Tetraeder entsprechen
in gewisser Weise den rechtwinkligen Drei-
ecken in der Ebene. Beim Nennen des Be-
griffs ,,rechtwinkliges Dreieck™ denkt ihr
gewil sofort an die mit den rechtwinkligen
Dreiecken verkniipften Sitze: Kathetensatz,
Hohensatz, Satz von Pythagoras (manchmal
..Satzgruppe Pythagoras* genannt). Es heiBt
der Satz von Pythagoras gelegentlich auch
ebener Pythagoras™, und zwar dann, wenn
man ihn kurz und knapp unterscheiden
wili vom

~raumlichen Pythagoras*, der benutzt wird,
wenn man etwa die Linge einer Diagonale
eines Quaders oder eines Wiirfels aus den
Kantenlingen berechnen will, oder vom

.trigonometrischen Pythagoras*, der in der
Theorie der trigonometrischen Funktionen
die Beziehung ,sin’p+cos’p~=1 fir alle
Winkel ¢ bedeutet.

Uns geht es nun um einen anderen ,,rdum-
lichen Pythagoras™:

3. Der Pythagoreische Lehrsatz
fir rechtwinklige Tetraeder

LaBt eure Fantasie einmal spielen, um einen
Satz von Pythagoras fiir rechtwinklige Te-
traeder zu formulieren! An die Steile von
Hypotenuse und Katheten einerseits und
Hypotenusen- und Kathetenlingen anderer-
seits konnten welche Tetraederstiicke tre-
ten? ... Das Resultat der Bemiihungen ist,

daB folgende Behauptung wiinschenswerter-
weise richtig sei:

Satz 1: Es sei SABC ein rechtwinkliges
Tetraeder mit senkrecht aufeinander ste-
henden Kanten bei §. Wird einmal (der
Kirze wegen) der Flicheninhalt der Drei-
ecke AABC, AABS. ABCS bzw. ACAS
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beziiglich mit (4BC), (4BS), (BCS) bzw.
(CAS) bezeichnet, so gilt:

(ABS)* +(BCS)*+(CAS)*=(4BC)*.
Beweis: Zum Beweis dieses und weiterer
Sitze bendtigen wir

a) beziiglich eines rechtwinkligen Dreiecks
den Satz von Pythagoras,

den Hoéhensatz,

den Kathetensatz sowie

b) aus der darstellenden Geometrie den fol-
genden Sachverhalt, den ihr euch iibrigens
auch bequem selber klarmachen konnt:

Es wird die senkrechte Parallelprojektion
des Raumes auf eine Ebene 7 betrachtet.
Zwei senkrecht zueinander stehende (sich
schneidende oder windschiefe) Geraden, von
denen die eine zur Bildebene parallel liegt
und die andere nicht auf der Bildebene senk-
recht steht, werden dieser Abbildung unter-
worfen. Sie bilden sich als zwei senkrecht
aufeinander stehende Geraden ab.

Nun zum Beweis des Satzes 1. Die Flichen-
inhalte der Dreiecke AABS, ABCS und
ACAS erhalten wir natiirlich sofort. Mit
den aus Bild 5 zu entnehmenden Bezeich-
nungen ist

! =1 !
(ABS) 2ab, (BCS) Zbc, (CAS) an.
(03]

L

Bild 5

Von dem Dreieck AABC denken wir uns
die Hohe A durch den Punkt C konstruiert;
der HéhenfuBpunkt sei C,. — Stellt die
Figur den Sachverhalt richtig dar? Diese
Frage bedeutet: Priife, ob C, tatsichlich
zwischen 4 und B liegt! Das ist gleichwertig
mit einem Nachweis der Aussage: Das Drei-
eck AABC unseres rechtwinkligen Tetra-
eders SABC, dessen Kanten bei S senkrecht

aufeinander stehen, ist spitzwinklig. — Das
Lot A, aus S auf die Gerade 4B hat C, als
FuBpunkt (Beweis?). Anhand des Bildes 5
ersehen wir:
he?=p.,q.. *)
@ =pc. .. t4) (Kathetensatz), somit
¥ =q.. (., +4.)
ab’=p., q., (. +q.), wegen (*) und
.. tq. V=da+b:
=h, 2 -(a*+b?), daher

(Hohensatz),

2 a0 ;analog: h,” e
< 4b g: N TH 4
2
h,,,z =;zaaz. Nun ist
+
2 2
h?*=h 2+c2=ab2 +¢2, also @
[of (4 al+b2
PR =a’bz+b‘c2+czaz. 3)
c a+b? ’
2 12 22
analog: 4 Z=M
A b2+¢'2
B 2=azb21-b2(:’+cza2
" +d

Damit ergibt sich wegen AB*=(p,+q,)
=a? + 8 zunichst

(4BCY =% AB-h? =%(azb2 SLYERE Y

und weiter nach (1):
(ABCY? =(ABS)* - (BCSY +(CASY,

5, Satz 1
w.z. b.w, (3. Satz 1)

Aufgabe 6: Formuliere die Umkehrung von
Satz 1, und beweise die Giiltigkeit dieser Um-
kehrung!

4. Der Kathetensatz
fiir rechtwinklige Tetraeder

Nachdem es gelungen ist, den Satz von
Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke aus
der Ebene in den Raum fiir rechtwinklige
Tetraeder zu iibertragen, ist doch die Frage
sicherlich naheliegend: Lassen sich in ent-
sprechender Weise auch der Kathetensatz
und der Hohensatz fiir rechtwinklige Tetra-
eder aussprechen? Wieder soll sich eure
mathematische Fantasie angeregt fiihlen! ...
Wie steht es etwa mit der Giiltigkeit der fol-
genden Behauptung?

Satz2: Es sei SABC ein rechtwinkliges
Tetraeder mit senkrecht aufeinander ste-
henden Kanten bei S. Das Lot von S auf die



gegeniiberliegende Seite AABC habe den
FuBpunkt §. Dann gilt. wenn Dreiecks-
flicheninhalte wie in Satz |1 bezeichnet wer-

den:
{ (ABS") - (ABC) =(ABS)?

(BCS') -(ABC) =(BCS)*
(CAS')-(ABC)=(CASY

Aufgabe 7: Beweise den Satz 2!

Anleitung : Schneide die Ebene SS'C mit
den Ebenen ABC und .ABS: der Schnitt-
punkt von SS’C mit der Geraden AB ist
C,. der FuBpunkt des Lotes aus S auf 4B.
Die Ebene SS'C steht auf AB senkrecht.
Notiere fiirdas rechtwinklige Dreieck ASCC,
eine gegignete der beiden Aussagen des
Kathetensatzes und multipliziere mit 452!

(6, Satz2)

5. Der Hohensatz
fiir rechtwinklige Tetraeder

Noch leichter als der Pythagoreische Lehr-
satz aus der Ebene in den Raum lieB sich
also der Kathetensatz fiir rechtwinklige Te-
traeder iibertragen. Das stimmt uns beziig-
lich einer Ubertragung des Hohensatzes hoff-
nungsfroh! Konstruieren wir also die Héhe 4
eines rechtwinkligen Tetraeders SABC, das
Lot aus § auf AABC: der FuBpunkt sei §’
(Bild 7). Wiahrend ein rechiwinkliges Drei-
eck durch die Hohe auf die |l\potenuse in
zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird,
definiert die Tetraederhdhe /i sicher kein
einziges rechtwinkliges Tetraeder! Das
scheint nun wieder fiir unser Ubertragungs-
vorhaben weniger giinstig zu sein.

Ermitteln wir erst einmal die Linge der
Ho6he /1, Bild 7. Dies ist eine leichte An-
wendung der Beziehung (2). die auf das recht-
winklige Dreieck AABS bezogen ist. GemaD

(2) gilt in dem rechtwinkligen Dreieck
ASCC,:
, 2-h?
h ~—z—‘z. also nochmals nach (2):
ct+h)
2p2
(‘2. :’ h 2 2322
o b a*b’c ‘ ™
PO L A il i St L
¢ e

In dem ,,rdumlichen Kathetensatz™* (Satz 2)
haben die Fliacheninhalte (4BS’). (BCS").
(CAS’) die Stelle der Hypotenusenabschnitte
p. ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks einge-
nommen. Nennen wir

(BCS')=P. (CAS)=Q. (ABS)=R.

dann folgt aus (6) (Satz 2) zusammen mit (1)
und (4):
P-Q R ~(BCS")-(CAS)-(ABS")

_(BCS)? -(CAS)* - (ABS)?

) (4BCy

Ly Lo Ly

%\/(azb’+b243 Py

1 a*b*c*

== oder
8 (@b +6°C + @,

abc

P-Q-R=TEH (8)

DaB die TetraederhGhe # unser Tetraeder
SABC nicht in rechtwinklige Tetraeder zu
zerlegen vermag, hat anscheinend zur Folge,
daB bei der Ubertragung des Hohensatzes fiir
rechtwinklige Dreiecke (p-¢g=#%) in den
Raum fiir rechtwinklige Tetraeder ein Kor-
rekturfaktor ins Spiel gebracht werden muf3;
solch ein Faktor ist sichtlich auch aus Di-
mensionsgriinden notig (links steht eine MaB-
zahl fiir cm®. also muB auch rechts eine
solche stehen). Insgesamt haben wir damit
den

Satz 3: Es sei SABC ein rechtwinkliges Te-
traeder mit senkrecht aufeinander stehenden
Kanten bei S der Lingen a, b, ¢. Die senk-
rechte Projektion der Seitenflichen AABS,
ABCS und ACAS aul die Ebene des
Dreiecks AABC liefert die Dreiecke AA4BS',
ABCS’ und ACAS'. Werden die Flachen-
inhalte (BCS")=P. (CAS')=Q. (4BS’)=R
eingefiihrt und wird die Lange der Hohe S§°
mit 4 bezeichnet. so gilt:
P-Q-R :aﬂ-h’.

8
Nun kann aber dem Hohensatz fir recht-
winklige Dreiecke #2=p-q mit Hilfe des
Kathetensatzes p-c=a*. q-c=4% auch die
Form

2 2
b Ir* oder wegen 2 =a*+b?
c - C
212
B - b )

a* - b

gegeben werden. was schon aus (2) bekannt
ist. Diese Form ist mit (7) unmittelbar ver-
gleichbar. Das kann man auf folgende Weise
noch offensichtlicher machen:

Aus (9) ergibt sich als Beziechung zwischen
den Katheten und der Hohe eines recht-
winkligen Dreiecks:

1 1 1

ERNE

und aus (7) erhalten wir als Beziehung zwi-
schen den von S ausgehenden. zueinander
senkrechten Kanten . b. ¢ und der lohe /
eines rechtwinkligen Tetraeders S4BC :

1 11 1

I CE N SRS
Hierin kdnnen wir eine genaue Ubertragung
des Hohensatzes sehen. (Wer die trigonome-

(an

trischen Funktionen kennt, kann aus (11)
folgendes herleiten: Werden die Winkel
a=¥ASS. f=«BSS, ;7 xCS§
zwischen der Hohe SS” und den ausgezeich-
neten Kanten SA4. SB, SC eingefiihrt, so
gilt: 1 :cos’» cos?fi+cos’;.

eine in der analytischen Geometrie des
Raumes wichtige und oft verwendete Bezie-
hung. Kannst du eine entsprechende Bezie-
hung in der Ebene aus (10) herleiten?

Das rechiwinklige Tetraeder birgt noch eine
ganze Reihe interessanter Eigenschaften. Es
spielt eine wichtige Rolle beispielsweise in
der Axonometrie, wie sie in dem Aufsatz von
Kiihn, E.: Darstellende Geometrie und Ar-
chitekturausbildung II, diese Zeitschrift 6
(1972). H. 6, S. 128—129, aufl S. 128 (Satz
von Pohlke) angedeutet wird. Eine hiibsche
Anwendung findet das rechtwinklige Tetra-
eder im ..Katzenauge", vergl. Schréder, E.:
Auch ein SchluBlicht hat es in sich, diese
Zeitschrift 4 (1970), H. 1, S. 8—9. Wir
wollen uns mit obigen Darlegungen begnii-
gen, noch eine hiibsche Aufgabe stellen und
in einer weiteren Fortsetzung andere auf-
regende Dinge iber Tetraeder kennenler-
nen!

Aufgabe 8: Ist AABC ein spitzwinkliges
Dreieck, dessen Hohen sich im Punkte §”
schneiden und die HohenfuBpunkte 4,, B,.
C, haben, so gilt:

AS -S’A,=BS -S’B,=CS" -§5'C,.
Anleitung: Weise zunichst nach. daB es
wenigstens ein rechtwinkliges Tetraeder
SABC gibt (mit senkrecht aufeinander ste-
henden Kanten bei S). dessen Seite AABC
mit dem gegebenen Dreieck kongruent ist.
und nutze geeignete der oben angesteliten

Betrachtungen aus! — Gilt die Aussage der
Aufgabe 8 auch fiir stumpfwinklige Drei-
ecke? G. Geise

Biographie des Autors

Prof. Dr. G. Geise ist in Stendal geboren, be-
suchte in Aschersleben vier Jahre die Grund-
schule, anschlieBend sechs Jahre die Mittel-
schule. Nachdem er den Schlosserberuf er-
lernt hatte, besuchte er nochmals fiir einein-
halb Jahre eine Erweiterte Oberschule, um
die Reifepriifung abzulegen. Damit war der
Weg frei fiir ein fiinfjahriges Studium der Ma-
thematik an der Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg. Seit 1956 ist er als wissen-
schaftlicher Assistent, Oberassistent und wis-
senschaftlicher Mitarbeiter an der. Techni-
schen Hochschule bzw. Technischen Uni-
versitit Dresden tatig. In den Jahren 1962/63
und 1965.66 wirkte er an der Universitit
Rostock.

Die Arbeitsgebiete des 1972 zum ordentlichen
Professor ernannten Wissenschaltlers sind:
Kinematik. Matrizengeometrie. clementare
Differentialgeometrie, olimals im Zusam-
menhang mit speziellen Problemen aus der
Technik. Er wirkt seit Jahren aktiv bei den
Olympiuden Jg. Mathematiker der DDR mit.
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Das Prinzip
der kleinsten

Z.ahl
hilft uns weiter

l. Von dem bedeutenden Mathematiker
Gauf wird erzihlt, daB er seinen Lehrer mit
einer schnellen Losung folgender Aufgabe
iiberraschte:

® Man bestimme die Summe aller natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 100 ! Wahrend der
Lehrer seine Schiiler fir lingere Zeit be-
schiftigt glaubte. tiberlegte Gauf kurz und
summierte wie folgt:
F+2-+34 ... +100=(1+100)+(2+99)
+(3498) - ... +(50+51)

=101-50

=5050

® Bestimme auf die gleiche Weise die
Summe aller natiirlichen Zahlen von

a) 1 bis 30 b) 1 bis 31!

Bezeichnen wir die Summe aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 100 mit S(100), so ist

S(lm)zw. Ebenso ist
S(30) :M:%S und
S31) =(31+#=496.

2. Wir konnen nun fiir eine beliebige natiir-
liche Zahl n>1 die Summe aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis n bestimmen und sie mit
S(n) bezeichnen. Wenn n jedoch sehr gro8
ist, so wird das Addieren der n Summanden
eine langwierige Angelegenheit. Schneller
kdme man zum Ziel, wenn man das Addieren
der vielen Summanden auf eine Multipli-
kation zuriickfithren kénnte, so wie es Gauf
fir n=100 tat.

Kann man S(n) mit Hilfe der Gleichung

_(n+1)-n
S(n)v——2

berechnen?

Firn=100 und #=30 und n=31 ist die
Gleichung richtig. Aber ist sie fiir jede na-
tirliche Zahl n (n> 1) richtig?

© Uberpriife die Gleichung fiir n=2, 3, 4,
5,6,7.8,9.10!

Fiir n=2 erhalten wir
S2)=1+2=3
2+1)-2_3-2
B
Also ist die Gleichung fiir n=2 richtig.
Wollten wir jedoch die Gleichung fiir jede

und 3.
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einzelne natiirliche Zahl iiberpriifen, wiirden
wir uns eine unlésbare Aufgabe stellen. Es
gibt ja zu jeder natiirlichen Zahl einen Nach-
folger, fir den die Gleichung auch wieder
gepriift werden muB, so daB wir mit dieser
Aufgabe nie zu Ende kdmen.

3. Hier kann uns eine Eigenschaft der na-
tiirlichen Zahlen helfen, das

Prinzip der kleinsten Zahl: Jede nicht leere
Menge natiirlicher Zahlen enthdlt eine kleinste
Zahl.

Dieses Prinzip ist eine Grundeigenschaft der
natiirlichen Zahlen, die wir nicht beweisen.
Wir wollen uns mit dem Inhalt des Prinzips
jedoch an einigen Beispielen vertraut ma-
chen.

Sei M, die Menge der Zahlen 17, 10163,
10000000, 523, 11 und 89. Offenbar enthalt
die Menge M, eine kleinste Zahl, niamiich
11. Die Zahl 11 ist kleiner als alle anderen
Zahlen, die ebenfalls der Menge M, ange-
héren.

M, sei die Menge aller Primzahlen. Hier ist
2 die kleinste Zahl. Enthidlt eine Menge
nur eine einzige natiirliche Zahl, so ist diese
eine Zahl selbstverstandlich auch die kleinste
Zahl der Menge.

® Bestimme die kleinste Zahl )

a) der Menge aller Quadrate natiirlicher
Zahlen,

b) der Menge aller natiirlichen Zahlen, die
grdBer als 100 und durch 6 teilbar sind!

4. Wir werden nun das Prinzip der kleinsten
Zahl anwenden, um den folgenden Satz zu
beweisen :
Fiir jede natiirliche Zahl n (n>1) gilt

S(n)=("+])'”.

2

Wir filhren den Beweis indirekt. Angenom-
men, es gibt eine natirliche Zahl n (n>1),
fir die die Gleichung falsch ist. Dann ist
die Menge der natiirlichen Zahlen, fiir die
die Gleichung falsch ist, nicht leer. Nach
dem Prinzip der kleinsten Zah! enthilt diese
Menge eine kleinste Zahl, die wir k¥ nennen
wollen.
Es ist also

S(k)+ X)

(k+1)-k
—
Es muB k>2 gelten, denn wir lassen bei
unserer Aufgabe nur natiirliche Zahlen zu,
die groBer als 1 sind, und fiir die natiirliche
Zahl 2 ist die Gleichung — wie oben gezeigt —
richtig. Da k die kleinste Zahl ist, fiir die die
Gleichung falsch sein soll, muB die Gleichung
fur den Vorginger von k, d. h. fiir die Zahl
k—1, gelten, Es ist also
Stk 1)~ e=D+1) (k=1)

2
=D, (XX)

Aus  Sk-1)=1+2+...+(k=1)

und  S()  =14+2+4...+(k=1)+k

folgt S() =Stk—1)+k.

Unter Verwendung der richtigen Gleichung
(XX) erhalten wir

S(k) :’#4_/(
K—k 2k
~7 2
:kz—k+2k

2

_K+k

2
sw =ik

im Widerspruch dazu, daB die Gleichung
fiir die Zahl k nicht gelten sollte. Also war
die Annahme, daB es eine natiirliche Zahl
n (n>1) gibt, fir die die Gleichung nicht
gilt, falsch.

Die Gleichung

S(n)%w gilt

somit fiir jede natiirliche Zahl n (n>1).

5. Wenden wir uns einer anderen Aufgabe
zu.
® Gegeben seien zwei Buchstaben a und b.
Gegeben seien zwei Buchstaben a und b.
Wir wollen nun Worter nur unter Verwen-
dung dieser beiden Buchstaben bilden, wobei
aber jeder dieser Buchstaben durchaus mehr-
fach verwendet werden darf.
Betrachten wir zunichst die Worter, die aus
jeweils drei Buchstaben zusammengesetzt
sind:

aaa abb
aab bab
aba bba
baa bbb

Man nennt diese Worter auch Worter der
Linge 3. Es gibt also acht Worter der Lange 3,
wenn man zwei Buchstaben zur Verfiigung
hat. DaB diese Worter in der deutschen
Sprache ohne Bedeutung sind, soll uns hier
nicht interessieren.

® Schreibe alle Worter der Linge auf,
die nur unter Verwendung der Buchstaben
a und b gebildet werden kénnen!

Hast du alle Worter der Linge 4 gefunden?
Es miissen insgesamt 16 Worter sein.

® Wieviel Worter der Lange 1 und wieviel
Wérter der Lange 2 gibt es bei Verwendung
von zwei Buchstaben?

Stellen wir die bisher erhaltenen Resultate in
einer Tabelle zusammen:

Lange n Anzahl der verschiedenen
Wérter der Lange n
1 2
2 4
3 8
4 16

Fiir n=1, 2, 3 und 4 gilt offenbar: Es gibt
genau 2" Worter der Lange n.

Gilt die Aussage sogar fiir alle natiirlichen
Zahlen n (n>0)?



Ja, wir konnen mit Hilfe des Prinzips der
kleinsten Zah! beweisen:

Fiir jede natirliche Zahl n (n>0) gilt: Bei
Verwendung von zwei Buchstaben gibt es
genau 2" Worter der Lange n.

Beweis : Angenommen, es gibt eine natiirliche
Zahl n (n>0), fiir die die Aussage falsch ist.
Dann ist die Menge der natiirlichen Zahlen,
fir die die Aussage falsch ist, nicht leer.
Nach dem Prinzip der kleinsten Zahl ent-
hilt diese Menge eine kleinste Zahl. Diese
Zahl nennen wir k.

Wie wir oben gezeigt haben, ist die Aussage
fir n=1, 2, 3 und 4 richtig, also ist k sicher
groBer als 4.

Da k die kleinste Zahl ist, fiir die die Aussage
falsch ist, mul3 die Aussage fiir k— 1 richtig
sein. Es gibt also 27! Wérter der Linge
k—1.

Betrachten wir nun ein beliebiges Wort der
Liange k. Streichen wir den letzten Buchsta-
ben dieses Wortes, so erhalten wir ein Wort
der Linge k—1. Der letzte Buchstabe, den
wir gestrichen haben, war entweder ein a
oder ein b. Aus dem Rest-Wort der Linge
k—1 kann man durch Anfiigen eines Buch-
staben ein Wort der Linge k gewinnen. Jedes
Wort der Linge k£ kann man sich also aus
einem Wort der Linge k—1 durch Anfiigen
des Buchstaben a oder des Buchstaben b
entstanden denken. Aus jedem Wort der
Lange k—1 erhdlt man zwei Worter der
Liange k. Damit gibt es also

2*-1.2
Worter der Lange k. Nun ist aber
2k-1.2=2k

Folglich gibt es doch 2* Wérter der Linge &
im Widerspruch dazu, daB die Aussage fir
die Zahl k falsch sein sollte. Unsere Annah-
me, daB es eine natiirliche Zahl n (n>0)
gibt, fiir die die Aussage falsch ist, fiihrt
zum Widerspruch. Damit gilt die Aussage
fiir alle natiirlichen Zahlen n (n>0).

Aufgaben

Man beweise unter Verwendung des Prinzips
der kleinsten Zahl:

Ala Fir jede natiirliche Zahl n (n>0) ist
P24y, gm0 DCrt])

f 3 .
A2a st g+1, so gilt fiir jede natiirliche
Zahl n (n>0) die Gleichung

1 qn+ 1_ 1
1+¢'+¢+¢4+. .. +q"=—1 :
q-
A3a Isthz —1, so gilt fiir jede natiirliche
Zahl n die Ungleichung
(+h)"21+nh
(Bernoullische Ungleichung).
W. Stoye

Aufgaben
speziell fiir Klasse 9/10

Im September 1973 l6sten in einer groBeren
Anzahl von Schulen in unserer Republik
viele Schiiler der Klassenstufe 10 zentral
gestellte Aufgaben (reine Arbeitszeit: 90 Mi-
nuten).

Im folgenden veréffentlichen wir die Auf-
gaben. Der interessierte alpha-Leser kann
anhand dieser Arbeit sein Wissen und Kén-
nen priifen. A. Hopfe

AlA Gegeben ist der Term ab
¢

(a, b, ce P: c+0).
Setzen Sie a= 4.75

b= 122 und

c=2521
Fiihren Sie schriftlich eine Uberschlagsrech-
nung aus!

Berechnen Sie den Wert des Terms mit Hilfe
des Rechenstabes!

A2A Gegeben ist die Ungleichung
2(5x-2)
3
Geben Sie die Losungsmenge L dieser Un-
gleichung im Bereich der natiirlichen Zahlen

an!

(Eine Probe wird nicht verlangt.)

< 2x+6.

A3a a) Formen Sie die folgende Summe
in einen Quotienten um:

5,7 9-m
4m ' 6n  8mn
b) Berechnen Sie:

(m,ne P.m+0:n+0)
(%u—%v)z

A4A Zwei Lastkraftwagen transportieren
insgesamt 143 t Kies. Der eine LKW faBt
1,5mal soviel wie der andere. Insgesamt
sind 31 volle Fuhren des kleineren und
27 volle Fuhren des groBeren LKW erfor-
derlich.

Berechnen Sie, wieviel Tonnen jeder dieser
beiden Wagen faBt!

A5a 2) Geben Sie die Definition fiir eine
Funktion an!

b) Entscheiden Sie fir jede der Figuren (1),
(2) und (3), ob sie Graph einer Funktion
der Form y=/f(x) ist!

Begrinden Sie fiir alle drei Fille Ihre Ent-
scheidung!

[&)]

/ (3)

{2

A6a Weisen Sie die Giiltigkeit folgender
Aussage nach:

VergroBert man das Quadrat einer beliebigen
ungeraden Zahl um 3, so erhidlt man immer
eine Zahl, die durch 4 teilbar ist!

(Ldsungen auf S. 47)

Fortsetzung der Aufgaben von S. 39

Klasse 10

Ala Essei k ein Kreis mit dem Mittel-
punkt O, demein gleichschenkliges Trapez mit
ABCD BCIAD, BC=2a, AD=2b und a>b
umbeschrieben sei. Ferner seien £ der Schnitt-
punkt der Diagonalen dieses Trapezes und
M bzw. N die Beriihrungspunkte des Kreises
k mit den Seiten AB bzw. CD des Trapezes.
P sei der Schnittpunkt der Parallelen durch
den Punkt O zu der Seite BC mit der Seite
“AB des Trapezes.

1. Man ermittle den Radius des Kreises k
in Abhéngigkeit von a und b.

2. Man beweise, daB die Punkte M, Eund N
auf einer Geraden liegen.

3. Man ermittle die Lange der Strecke ME
in Abhdngigkeit von a und b.

4. Man stelle Ungleichungen zwischen den
Strecken OP, OM und EM auf und leite
daraus Ungleichungen zwischen dem arith-
metischen, dem geometrischen und harmo-
nischen Mittel zweier positiver reeller von-
einander verschiedener Zahlen a und b her.
(Unter dem harmonischen Mittel zweier

positiver reeller Zahlen a und b versteht man

diejenige Zuahl x, fir die 2=l+1 gilt.)
x a b

A2a Es seien ABCD ein Quadrat und F
der Mittelpunkt der Seite “CD. Ferner sei E
der FuBpunkt des von dem Punkt A auf die
Gerade BF gefiliten Lotes.

Man beweise, daB dann AD=DE gilt.
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In freien Stunden ﬂl[lllil heiter

es hat sowieso keinen Sinn.*

,,Bemiihen Sie sich nicht,

Aus: Magazin 11/73

Bruchstiicke

Die folgenden Bruchstiicke sind so zu erginzen, daB
in jeder Zeile ein sinnvolles Wort entsteht, das du
aus dem Mathematikunterricht kennst.

Die eingesetzten Buchstaben ergeben, hintereinander
gelesen, einen mathematischen Satz.

Die Bedeutung der Worter ist unten angegeben.
Versuche, zunichst ohne diese Hilfe auszukommen!

£ Z |1

w

E
TLA|F E

~

mMla|[>]x|e
x

o|\m\1
A

0| N

X

—

<
~N|m|™mM|ov|lMm

2z

N v E|(R

1. k. g. V. der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6; 2. fast Erster;
3. Nachschlagewerk: 4 einem Dreieck einbeschrie-
bene Figur; 5. ein Kegelschnitt; 6. Teil einer Sub-
traktionsaufgabe; 7. ein griechischer Buchstabe; 8.
Mittel zur Hervorhebung bestimmter Teile in einer
mathematischen Abbildung; 9. eine Ordnungszahl.

7 OS!(R K.-H. Lehmann, Berlin
Von3zu3

Auf der Abbildung ist von der Ziffer 3 in der oberen
linken Ecke quer durch die Felder bis zur 3 in der
unteren rechten Ecke ein Weg zu suchen, der insge-
samt — entsprechend der Summe der Zahlen auf den
beschrittenen Feldern — die Zahl 110 ergibt. Wie
(iber welche Zahlen) fihrt dieser Weg?

aus: NBI 33/73

M—
3I#I5I‘|3197
= 4 =1
7 )5 745 48]
2,3.7 6,9 & 1
L L -
« VA )1 V)3
‘5698?25_{
KMZK /6 /s_J
3I“Izldlsj"'J\gl
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Legespiel

Schneide aus Pappe sechs Fiinfecke, die zu dem abge-
bildeten Fiinfeck kongruent sind sowie sechs Drei-
ecke, die zum abgebildeten Dreieck kongruent sind,
aus!

I. Trager, Wilhelm-Pieck-OS Débeln

o/

acm

Lege diese zwolf Flachenstiicke so aneinander, daB
sie ein regelmiBiges Sechseck bilden!

a+ b=c
+ o+ +
-c+a b

b tcec=ca

M. Jiitte, 10. OS Greifswald

Eine Frage mit Pfiff

Ein Apotheker hilt einem Jungen Mathematiker ein
Rohrchen mit Tabletten hin und sagt erlduternd:
,,Eine Tablette enthélt 500 mg Vitamin C.*

Frage des Jungen Mathematikers: ,,Und die anderen 7




Rund um den Kreis

Im folgenden Text haben sich sieben Begriffe bzw.
Namen versteckt, die bei der Behandlung der Kreis-
lehre oft benutzt werden. Finde sie heraus!

Lieber Thomas! :

Kurz vor unserer Riickreise aus Thale sende ich Dir
herzliche Griifle. Gestern waren wir im Kino und sahen
., Tecumseh"'.

Nebenbei: Ich bitte Dich darum, fang gleich an, un-
seren Zaunbau vorzubereiten. Du mufit die Stangen
teilen und diese Kanten abschriigen. Fiihre alles ge-
wissenhaft durch. Messer, Sige und Feile liegen im
Werkzeugschrank.

Auf bald!

Dein Klaus OS!R K.-H. Lehmann, Berlin

..Eigentlich sollten Sie mir diese Wurzeln ziehen,

Herr Doktor!**
f |
atha
alpha

alpha
alpha

] alpha-Leser
beim Augenarzt

Waurzelziehen

Neulich driickte sich Heike vor der Jugendzahnklinik
herum. ,,Ich habe Angst. Der Doktor will mir eine
Wourzel ziehen, erzihlte sie ihrer Freundin Angelika.
,,LaB ihn nur machen,* sagte Angelika darauf. ,,Mor-

gen quadriert unser Mathematiklehrer die Wurzel
wieder und die Zahnliicke ist weg ... .
Elsemarie Anger, Karl-Liebknecht-OS Oschatz (Kl. 9)

Angewandte Mathematik

Sie kénnen es mir glauben, die Kinder sind heutzutage
viel kliiger als wir.
Mein Wowa ist Schiiler der 1. Klasse. Kiirzlich lernten
sie in der Schule die Addition und Subtraktion. Damit
fing es an...
Eines Tages kommt Wowa nach Hause, setzt sich an
den Tisch und beginnt, auf ein Blatt Papier zwei Zah-
lenreihen zu schreiben. Er bewegt die Lippen, starrt
mit den Augen zur Decke, zdhlt an den Fingern.
,,Was rechnest du da?* frage ich.
,.Ich rechne aus, wieviel ich koste*, sagt er.
,,Wie meinst du das, wieviel du kostest?*
,,Ganz einfach*, erklirt mein Sohn. ,,Auf der linken
Seite addiere ich alle eure Ausgaben fiir mich, auf der
rechten Séite addiere ich, was ihr mir schuldig seid.*
,,Aha*, staunte ich und schaue interessiert auf seine
Rechnung. ,,Du hast Mama drei Monate vor der
Hochzeit kennengelernt. Drei Monate, das sind
90 Tage, das bedeutet 90 Stelldichein, also 50 Blu-
menstriuBe. Rechnen wir fiir jeden Straufl einen
Rubel, das macht 90 Rubel. Plus 7 Theater- und
15 Kinobesuche, dazu 18 Portionen Eis und Gebick,
das wiren etwa 75 Rubel. Eure Hochzeit war nicht
sehr teuer, sagt Oma, weil ihr an einem Feiertag
geheiratet habt. Ich setze dafiir 200 Rubel ein. Dann
die personlichen Ausgaben fiir mich: ein Bett, einen
Kinderwagen, ein Laufgitter, einige Anziige und ein
Pelzmintelchen, dazu 7 Jahre tédglich 3 Mahlzeiten,
das wiren rund 3000 Rubel. Ehrenwort, ich habe
nichts vergessen.
Nun zur rechten Additionsarbeit: Das ist das Geld,
das ihr durch mich gespart habt. Seitdem ich auf
der Welt bin, seid ihr kein kinderloses Ehepaar
mehr. Folglich bekommt ihr einen Kinderzuschlag
plus Wohnungsgeld. Hat man euch nach meiner
Geburt eine Wohnung zugewiesen 7
Ich bestitigte es kopfnickend.
,»Als kinderloses Ehepaar muBtet ihr monatlich 40
Rubel bezahlen, jetzt nur noch 7. Das ergibt eine
Einsparung von 33 Rubel im Monat, das sind 396
im Jahr und 2772 in 7 Jahren. Wenn ich zu diesem
Betrag noch das Kindergeld addiere, crhalte ich die
Summe von 3 365 Rubel und 22 Kopeken. Subtrahiere
ich nun die Einnahmen von der Summe eurer Aus-
gaben, bleibt lediglich eine Differenz von 22 Kopeken,
die ihr mir schuldig seid. Du kannst mir das Geld
gleich fiir eine Eiswaffel geben. Meine Freunde
haben sich an der Ecke schon fiir mich angestellt.
Und auBerdem ist heute ein Feiertag!*

N. Stanilowski ( Aus ,,Litershnaja Gaseta"')
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XIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(9./10. Februar 1974)

Klassenstufe 7

1. Uber die Altersangaben (in vollen Lebens-
jahren) einer Familie (Vater, Mutter und
zwei Kinder) ist folgendes bekannt:

(1) Die Summe aller vier Lebensalter be-
tragt 124.

(2) Vater und Mutter sind zusammen dreimal
so alt wie ihre beiden Kinder zusammen.

(3) Die Mutter ist mehr als doppelt so alt
wie das ilteste der beiden Kinder.

(4) Die Differenz, die sich ergibt, wenn
man das Lebensalter der Mutter von dem
des Vaters subtrahiert, ist neunmal so groB
wie die Differenz, die sich ergibt, wenn
man das Lebensalter des jiingeren Kindes
von dem des alteren Kindes subtrahiert.
Wie alt ist jedes der vier Familienmitglieder?

2. Zeige, daB fir jede Primzahl p>3 das
Produkt (p+1)p(p—1) durch 24 teilbar ist!

3. Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB|CD
ausa—c~=3cm,b=4cm,d=6cm,e=9cm!
Dabei bedeuten a, b, c und din dieser Reihen-
folge die Lingen der Seiten 4B, BC, CD,
DA und e die Lange der Diagonalen AC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Trapez bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt ist!

4. Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len a, die gleich der Hélfte der Summe der-
jenigen beiden Zahlen sind, die durch zykli-
sche Vertauschung der Ziffern von a ent-
stehen!

Hinweis: Wird die Zahl a durch die Ziffern-
folge wvw dargestellt, so entstehen durch
zyklische Vertauschung die Zahlen vwu und
WUubv.

Dabei sollen auch Maéglichkeiten mit v=0
oder w—=0 zugelassen werden; die durch
zyklische Vertauschung entstehenden Zahlen
brauchen also nicht dreistellig zu sein.

5. Gegeben sei ein Dreieck 4 BC; der Schnitt-
punkt seiner Winkelhalbierenden sei W.
Die Parallele durch W zu BC schneide AC
in M und ABin N.

Beweise: CM+BN=MN

6. Ein mit konstanter Geschwindigkeit fah-
render Zug fuhr iber eine 225 m lange Briicke
in 27 sec (gerechnet von der Auffahrt der
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Lok auf die Briicke bis zur Abfahrt des
letzten Wagens von der Briicke).

An einem FuBginger, der entgegen der
Fahrtrichtung des genannten Zuges ging,
fuhr dieser in 9 sec voriiber. In dieser Zeit
hatte der FuBganger 9 m zuriickgelegt.
Ermittle die Lange des Zuges (in Meter) und
seine Geschwindigkeit (in Kilometer je Stun-
de)!

Klassenstufe 8

1. Anja, Brigitte, Cathrin, Daja und Eva
trugen mehrere Spiele fiir vier Personen
unter sich aus.

In jedem Spiel gab es einen Gewinner und
drei Verlierer. Jedes der Midchen spielte
gleich viele Male. Nach AbschluB aller
Spiele stellte man fest:

(1) Cathrin gewann genau die Hailfte, Daja
genau ein Drittel und Eva genau ein Viertel
der Spiele, an denen sie beteiligt waren.

(2) Die Anzahl der Siege des Madchens, das
das drittbeste Ergebnis erzielte, war eine
Primzahl].

(3) Keines der Midchen verlor alle Spiele.
Ermittle die genaue Anzahl aller Spiele, die
ausgetragen wurden, und gib an, wieviele
Spiele jedes Madchen insgesamt gewann!

2. Zeige, daB fiir jede Primzahl p>S das
Produkt

e-2)(-Dple+DE+2)
durch 360 teilbar ist!

3. In dem Quadrat ABCD mit der Seiten-
linge a werde die Seite AB durch die Punkte
A,, A,, As, die Seite BC durch B, B,, B,
die Seite CD durch C,, C,, C; und DA
durch D,, D,, D, jeweils in 4 gleichlange
Teilstrecken geteilt. Ferner seien die Strecken

1)
o) N7 8,
\%%
{ N
A A A A 8

A\B,, A,B,, B,C,, B,Cy, C\D,, C,Dy, D, A,

und D, A, eingezeichnet.

Von den Schnittpunkten dieser Strecken

miteinander seien die Punkte P,, P,, P,, P,,

P, Pg, P,, Py wieim Bild bezeichnet. Berechne,,
den Flicheninhalt des Achtecks P, P,P,P,P;

P¢P., Py in Abhingigkeit von a!

4. Ermittle alle rationalen Zahlen a, die die
Ungleichung

fa—2 <0 erfiillen!
a+1

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit BC=a, AC=b und x ACB=90°.
Ein Halbkreis iiber einer Teilstrecke von
AB sei so gelegen, daB die Seiten BC und AC
auf Tangenten an diesen Halbkreis liegen
und dieser BC und AC beriihrt.

Beweise, daB fiir seinen Radius r dann

1 1 1.

;_;+E gilt!

6. Konstruiere ein Dreieck ABC, das den
Bedingungen a:5:c=2:3:4 und r=4 cm
geniigt!

Dabei seien 4, b, ¢ in dieser Reihenfolge die
Léngen der Seiten BC, AC und AB, und r sei
der Umkreisradius.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Bedingungen ein Dreieck ABC eindeutig
bestimmt ist!

Klassenstufe 9

1. Wie man an Beispielen sehen kann, gibt
es Paare (x; y), worin x und y je eine zwei-
stellige natiirliche Zahl mit folgender Eigen-
schaft sind:

Tauscht man die Ziffern dieser Zahl gegen-
einande aus und addiert 9 zu der so entstan-
denen Zahl, so erhalt man die andere Zahl
des Paares. (Ein solches Paar ist z. B.
(25;61); denn es gilt 52+9=61 und 164+9=
25)

Hinweis: Entsteht beim Vertauschen der
Ziffern eine mit 0 beginnende Ziffernfolge
(etwa aus 30 die ,,03**), so ist statt dessen fir
die weiteren Operationen die (einstellige)
Zahl zu nehmen, die nach dem Streichen
der Null entsteht (in unserem Beispiel ,,3%).
Wir nennen die Zahlen x. y cines solchen
Paares (x; y) einander zugeordnel.

a) Geben Sie alle zweistelligen Zahlen an,
die als Elemente solcher Paare auftreten
konnen!

b) Ermitteln Sie alle zweistelligen Zahlen,
die auf diese Weise sich selbst zugeordnet
sind!

2. Geben Sie alle natiirlichen Zahlen n an,
fiir die

=12+’ +mn+1)>°
durch 10 teilbar ist!

3. Aufeiner Geraden g seien in dieser Reihen-
folge 6 Punkte 4, B, C, D, E, F gelegen. Ein



Punkt P auBerhalb g sei so gelegen, daB
PC das Lot von P auf g ist. Dabei gelte

PC=AB=BC=CD=DE~=EF.
Man beweise, daB dann ¥ APF=135° gilt.
Hinweis: Es geniigt nicht, diese Gleichheit
nur mit Rechentafelgenauigkeit nachzuwei-
sen.

4. In einer Ebene sollen regelmiBige n-Ecke
(mit einheitlicher Eckenzahl) so um einen
Eckpunkt herum aneinandergelegt werden,
daBl die Summe der GroBen der an diesem
Eckpunkt liegenden Innenwinkel 360° be-
tragt.

Geben Sie alle natiirlichen Zahlen » an, fiir
die das moglich ist; geben Sie dabei jeweils
die Anzahl der insgesamt benétigten n-Ecke
an!

5. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Wenn fiir rationale Zahlen a, b, ¢ mit abc+0

und a+b+c+0 die Gleichung 14‘—14—1:

a b ¢

= I gilt, so sind zwei der Zahlen
a+b+c

a, b, c zueinander entgegengesetzt.

(Rationale Zahlen x, y heiBen genau dann

zueinander entgegengesetzt, wenn x=—y

gilt.)

6. Gegeben sei ein regelmaBiges Tetraeder
mit den Eckpunkten 4, B, C, D und der
Kantenlange a. Ein Punkt D’ soll folgende
Eigenschaften haben:

(1) Das Tetraeder mit den Eckpunkten A,
B, C, I ist volumengleich zu dem gegebenen
Tetraeder,

(2) BD CD =a,

(3) 4D Fa.

Man untersuche, ob es solche Punkte D/
gibt, und ermittie fir jedes solche D’ die
Linge der Kante AD'.

Klassenstufe 10
1. Man beweise, daB fiir alle konvexen

Vierecke 4BCD lu<e+f<u gilt. Dabei
2

seien u der Umfang des Vierecks und e
bzw. [ die Lingen seiner Diagonalen AC
bzw. BD.

2. Man ermittle alle Paare (x; y) ganzer
Zahlen x, y, die die Gleichung 2x* + xy — 7=0
erfiillen.

3. Gegeben sei eine vierseitige Pyramide mit
quadratischer Grundfliche. Die Eckpunkte
dieser Fliche seien die Punkte 4, B, C und D.
Die Spitze der Pyramide sei S. Alle acht
Kanten haben die gleiche Linge a. £ und F
seien die Mittelpunkte der Kanten SB bzw.
SC. Eine Ebene durch die Punkte 4, E, F
und D zerlegt die Pyramide in zwei Teil-
korper.

Berechnen Sie das Verhéltnis der Volumina
dieser beiden Teilkorper!

4. Man beweise:

Wenn die Summe dreier Kubikzahlen durch
7 teilbar ist, dann ist wenigstens eine von
ihnen durch 7 teilbar.

5. Gegeben sei ein Kreis k mit einem Durch-
messer AB der Lange d. In diesem Kreis seien
zwei Kreise k, und k, so gelegen, daB sie
k von innen in den Punkten A bzw. B und
einander von aullen in einem Punkt M be-
rilhren, so daB also AM+MB=AB gilt.
Dabei sei AM 2 MB.

Der Flicheninhalt der schraffierten Fliache
ist gleich der Diflerenz aus dem Flicheninhalt
von k und der Summe der Flidcheninhalte
von k, und k,.

Man ermittle diejenige Linge von AM, fir
die der Flicheninhalt dieser schaffierten
Flache am groBten ist.

6. Man beweise, daB die Ungleichung
[log, b+ log,al =2 fiir alle Paare positiver
reeller Zahlen

(a,b) mit a%1, b*1 gilt.

Klassenstufe 11/12

1. Die in vollen Lebensjahren gerechneten
Altersangaben einer Familie sollen folgende
Bedingungen erfiillen:

Vor zehn Jahren war der Vater so alt wie
seine beiden Kinder zusammen. Vor einigen
vollen Jahrzehnten war er achtmal so alt
wie sein Sohn, wihrend gleichzeitig seine
Tochter dreimal so alt war wie ihr Bruder.
Der Altersunterschied zwischen Vater und
Tochter betridgt mehr als 20 Jahre und zwi-
schen Vater und Sohn weniger als 40 Jahre.
Man ermittle fiir das jetzige Alter von Vater,
Tochter und Sohn alle Angaben, die diesen
Bedingungen entsprechen.

2. Man beweise, dal die Ungleichung

a B <@ b
fiir alle positiven reellen Zahlen a, 4 und
alle natiirlichen Zahlen m, n mit n>m gilt.

3. Es sei ¥=ABCD ein beliebiges (konvexes
oder nichtkonvexes) nicht iiberschlagenes
ebenes Viereck.

Ferner seien 4', B, C, [¥ diejenigen Punkte,
fiir die die Vierecke ABA’D, ABCB', C"BCD,
AD'CD Parallelogramme sind.

Man beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen folgende Aussage gilt:

Dann und nur dann, wenn V nichtkonvex
ist, liegen alle vier Punkte 4', B, C, D
auBerhalb V.

4. Gegeben sei ein nicht notwendig regel-
miBiges Tetraeder mit den Eckpunkten P,
P,, P, und P, Wir betrachten 4 Kugeln
K;(i=1, ..., 4) mit P; als Mittelpunkt von
K.
Man beweise, daB die Forderung, derartige
Kugeln sollen sich paarweise von aullen be-
rithren, genau dann erfiillbar ist, wenn
P,P,+P,P,=P P+ P,P=P.P,
+ P, P, gilt.

5. Die MaBzahlen der®Seitenlingen eines
Dreiecks 4BC seien /2, /3 und /4.

Man beweise: Sind a, § und y die GroBen
der Innenwinkel dieses Dreiecks, so hat die
Gleichung

xsina+ ysinff+zsiny=0 als einzige Ldsung
im Bereich aller Tripel ganzer Zahlen das
Zahlentripel (x; y; 2)=(0; 0; 0).

6A. Eine Menge G von Elementen u, v,
w, ... heiBt genau dann eine Gruppe, wenn
die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind :
(1) In G ist eine Operation definiert, d. h.
jedem Paar (u, v) von Elementen v und v
aus G ist eindeutig ein Element w aus G zu-
geordnet, woliir man u - v=w schreibt.

(2) Diese Operation ist assoziativ, d. h. fir
alle Elemente

u,v,waus G gilt (u -v) cw=u (v -w).

(3) Zu jedem Paar von Elementen von u
und v aus G existiert mindestens ein Element
x aus G, so daB u -x=v gilt, und mindestens
ein Element y aus G, so daB y -u=v gilt.

Es sei P die Menge aller reellen Zahlen. Fiir
je zwei Elemente a, b aus P ist dutcch a - b

=a/b? +1+b,Ja*+]1 eine Operation defi-
niert.

Man beweise, daB die Menge P mit dieser
Operation eine Gruppe ist.

6B. M sei die Menge aller Punkte P (x, y)
eines ebenen rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystems, wobei x, y ganzrationale
Zahlen seien, fir die 0<x<4 und 05y=<4
gilt. Man ermittle die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB bei beliebiger Auswahl zweier
verschiedener Punkte aus 9 der Abstand
dieser beiden Punkte eine ganzrationale
MapBzahl besitzt (MaBeinheit sei die Einheit
des Koordinatensystems).

Anmerkung: Wenn n die Anzahl der ver-
schiedenen Auswahlmoglichkeiten zweier
Punkte und m die Anzahl derjenigen Aus-
wahlmoglichkeiten ist, bei denen der Abstand
eine ganzrationale MaBzahl besitzt, so nennt

man den Quotienten — die zu ermittelnde
n

Wahrscheinlichkeit. Dabei heiBen zwei Aus-
wahlmoglichkeiten genau dann verschieden.
wenn die bei ihnen ausgewihlten (aus je
zwei Punkten bestehenden) Mengen ver-
schieden sind.
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Losungen

Losungen zu Heft 6/73

A541132 Aus 2232:9=248 und 248 : 31
=8 folgt, daB auf jeden Schiiler der Klasse
5a im Durchschnitt ein Pfliickergebnis von
8 Kérben Apfel je Nachmittag kommt. Aus
4-334+4-32=4-(33+32)=4"- 65--260 und
2210:260=8,5 folgt, daB die Schiiler der
Klasse 5b eine bessere Leistung erreichten:
denn es erreichte jeder Schiiler im Durch-

schnitt ein Pfliickergebnis von 8% Korben
Apfel je Nachmittag.

A 541133 Eine mogliche Anordnung zum
Setzen der Spiclsteine ist die folgende:

WS5ml1134 Die Anzahl der Noten 5 sei x;
dann gilt folgendes:
Noten S 4 3 2 1

Anzahl x 2x 4x 8x 8x

Nun giit ferner 23-x<30. Die Losung
x =0 entfallt, da sonst kein Schiiler anwesend
gewesen wire. x=1 ist die einzige Losung
der Ungleichung.

Der Klasse gehoren somit (23+2) Schiiler,
also 25 Schiiler an.

W5 =1135 Angenommen, die Mutter habe
n Kinder; dann 14aBt sich folgende Tabelle
aufstellen, die Auskunft iiber die Verteilung
der Apfel gibt.

n 5n 6n 5n+36n-1

2 10 12 13 11
3 15 18 18 17
4 20 24 23 23
5 25 30 28 29

Nur fiir n=4 gilt 5n+3=6n— 1. Da jede Zahl
der Zahlenfolge 13, 18, 23, 28, ... um 5 gro-
Ber als die vorangehende, jede Zahl der Zah-
lenfolge 11, 17, 23,29, ... aber um 6 gré8er
ist als die vorangehende, gilt fir jede weitere
Belegung n> 5 stets 5n+3<6n—1. Die Auf-
gabe besitzt somit genau eine Losung. Es
waren 4 Kinder und 23 Apfel.
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W 5%1136 Um die erste und die letzte
Murmel jeweils einzeln zum Baum zuriick-
zubringen, muB Hans insgesamt einen Weg
von 2:-1m+2-80m=162m zuriicklegen.
Fiir die zweite und vorletzte Murmel ergeben
sich 2:2m+2-79 m=162 m. Fiir das letzte
Murmelpaar gilt 240 m+2-41 m=162 m.
Insgesamt ist eine Strecke von

40- 162 m=6480 m=6,480 km

in nur 15 Minuten zuriickzulegen. Das kann
Hans nicht schaffen; folglich hat Peter recht.

W 5*1137 Aus a) folgt:

Familie Krause erhielt entweder einen roten
oder einen grauen PKW. Da der graue PKW
nach b) an Familie Schmidt ging, erhielt
Familie Krause einen roten PKW. Somit er-
hielt die Familie Meier einen blauen PKW.
Aus a) folgt:

Familie Krause erhielt entweder einen ,,Wart-
burg* oder einen ,,Skoda“. Da Familie
Krause aber einen roten PKW erhielt, kann
es nach c) kein ,,Wartburg* sein. Demnach
erhielt Familie Krause einen roten ,,Skoda*‘.
Aus d) folgt:

Familie Meier erhielt entweder .ginen .. Wart-
burg" oder einen ,,Skoda‘. Da der ,,Skoda“
aber an Familie Krause ging, muB Familie
Meier einen blauen ,,Wartburg" und somit
Familie Schmidt einen grauen ,,Trabant
erhalten haben.

A 641138 Der Fisch sei x kg schwer; nun
4 3 1

——==—, d. h. der vierte Teil seines Ge-

ilt )
Bt27a7a

wichts ist gleich % kg. Der Fisch wiegt

somit 4-% kg=3kg.

NS T S P |
4 4 4 4

A 641139 Die Dreiecke ABCP und ACDP
liegen symmetrisch beziiglich der Geraden
AC als Symmetrieachse; sie sind also flichen-
gleich. Fir den Flicheninhalt des Vierecks
BCDP gilt

Oder x=3.

A=2»ﬂ=a~h.
2
Ferner soll gelten:
3-4=4’, also
3-a-h=ad* (a%0)
3-h=a,
hzlm
3

Der Abstand des Punktes P von der Geraden
BC ist gleich dem dritten Teil der Linge der
Quadratseite BC-=a.

0 c

A 8

W 6a1140 Bezeichnet man die erste der
[inf Zahlen mit n, so lauten diese Zahlen n,
2n+1, 4n+3, 8n+7 und 16n+15. Ihre

Summe betragt somit 317+ 26=243. Daraus
folgt 31n =217. also n=17.

Die fiinf Zahlen lauten somit 7, 15, 31, 63,
127. .

W 6a114]1 Der Dezimalbruch von 7 be-
sitzt eine
1_%1a2857.
7

Aus 6-16+x=100 folgt x=4, d. h. an der
100. Stelle steht die Grundziffer 8.

W 6*1142 Aus AC=CE, AB=DE und
BC=DC folgt AABC= ACDE; demnach
gilt auch ¥ ACB= £ ECD -¢. Aus BC=DC
folgt ¥ CBD = & CDB = B. Es sei Win-
kel BCD = y; dann gilt y = 180° — ¢ und
y = 180° — 28, folglich giltp = B.

sechsstellige Periode; es gilt

Zu a) Fiir 45° < ¢ <90° folgt aus y=180°—2¢
stets y<90°. Da auch die anderen Winkel
des Dreiecks BDC kleiner als 90° sind, ist
dieses Dreieck spitzwinklig.

Zu b) Fir ¢=45° erhalten wir
y=180°—2¢ genau y=90°, also ist das Drei-
eck BDC rechtwinklig.

Zu ¢) Fiir 0° < ¢ <45° folgt aus y=180°—2¢
stets y>90°, also ist das Dreieck BDC
stumpfwinklig.

Zu d) Das Dreieck BDC ist gleichseitig genau
dann, wenn y=69°, also 2¢  180°— y=120".
d. h. ¢-=60° ist.

W 6*1143 Da fur ,,ZWEI" die kleinstmog-
liche Zahl zu ermitteln ist, muB auch die Zahl
fir ,,VIER*" méglichst klein sein. Deshalb
konnte Z=1 und V=2 sein.

Essei V=2; wegen W=V und W+ Z kénnte
dann W =0 oder W=3 sein. Fiir W=0 wire
I=1; das widerspricht Z- 1. Es sei W=3;
dann konnte /=6 oder /=7 sein.

Fir /=6 ergibe sich wegen /+/=R
(6+6=12) somit R=2; das widerspricht
V—=2.

Es sei /=7; dann gilt R=4 (7 -7=14).
Dabher gilt | + E+ E=10+E. also E=9.
Die gesuchte Losung lautet somit 1397
1397
2794

aus

-+

A74al144 Es sei h der Abstand der Paral-
lelen g und k; fiir den Fliacheninhalt des zu
konstruierenden Dreiecks 4BC gilt dann

h
A

h = h == h ==

=§~(E+ﬁ+ﬁ)=%-h-ﬁ.

A 0 E 8

Demzufolge liegt der Punkt C des zu kon-
struierenden Dreiecks ABC auf der Geraden



k. Wir zeichnen deshalb iiber 4B als Durch-
messer den Thaleskreis, der ¥ in den Punk-
ten C und C’ schneiden moge und verbinde
C mit C' jeweils mit den Punkten 4 und
B. Die Dreiecke AABC und AABC’ erfiillen
die geforderten Bedingungen.

A7a1145 Bei der Fahrt stromaufwirts sei
v;=4,5—1,5=3 die MaBzahl der durch-
schnittlichen Geschwindigkeit, ¢, die MaB-
zahl der benétigten Zeit und s, die MaBzahl
des zuriickgelegten Weges. Fiir die Fahrt
stromabwirts gilt dann entsprechend v,=4,5
+1,5=6, t,=4—1, und s, =s,. Daraus folgt
Ul =015,
3 4=6-(4-1),
3- 4,=24-6"1,

9- ;=24
24 8 2
[ =—=—=2-.
19 3 23

Wir erhalten somit s, =v, £, =3 g km=8 km.

Die Touristen kénnen sich 8 km vom An-
legepunkt entfernen; sie erreichen den Wende-

punkt nach 2% h.

W 71146 Verlingert man AD=s, iber
D hinaus bis F um sich selbst, so sind AFund
BC Diagonalen des Vierecks ABFC. Wegen
AD=DF und BD=CD halbieren diese Dia-
gonalen einander, d. h. das Viereck ABFC
ist ein Parallelogramm. Daraus ergibt sich
folgende Konstruktion:

Ly
v

(B 78

Wir zeichnen das Teildreieck ABE aus den
Stiicken ¥ CAB=a=50°, ¥ AEB~=90° und
BE=h,=3cm. Durch B zichen wir eine
Parallele zu AE. Der Kreis um 4 mit dem
Radius 2s,=5 cm schneidet diese Parallele
in F. Die Parallele durch F zu 4B schneidet
die Gerade AE in C. Verbinden wir B mit C,
so erhalten wir das zu konstruierende Dreieck
ABC.

W 781147 Von 9.00 Uhr bis 24.00 Uhr
sind 15 Stunden vergangen. Es waren an
diesem Tage 15-200 Giste, also 3000 Giste
im Turmcafé. Darunter seien x Erwachsene,
also (3000—x) Kinder; dann gilt
5x+2,5(3000—x) =12 000,
5x+ 7500—2,5x=12000.
2,5x= 4500,
x=1800.
An diesem Tage haben 1800 Erwachsene und
1200 Kinder das Turmcafé besucht.

W 7*1148 Die Zahl z=abcabc (in dezima-
ler Darstellung) 148t sich wie folgt schreiben :
z=1000-x+x=1001"x=7-11-13-x.

Aus 7-11-13-x=7-n* folgt 11-13-x=n?,
also x=11-13=143.

Probe: 143143=17-1432,

Aus 11-13-x=n? erhilt man noch eine wei-
tere dreistellige Losung fiir x, nimlich
x=11-13-4:=572, und es gilt
572572=17-286".

W 7*1149 Wir unterscheiden die Fille n=4
und n>4.

1. Fall: (n=4) )

Wegen (n—2)-180° gilt fiir die Winkelsumme
eines Vierecks in diesem Falle (4—2) - 180°
=360°. Da 4-90°-=360°, kann ein Viereck
ho6chstens vier rechte Winkel besitzen.

2. Fall: (n>4)

Jeder Innenwinkel eines konvexen Vielecks
ist kleiner als 180°. Wiirde ein konvexes
n-Eck mit n>4 vier rechte Winkel enthalten,
so wiirde die Winkelsumme in diesem #-Eck
kleiner als 4-90°+(n—4)-180°, d. h. kleiner
als (n—2)-180° sein; denn jeder der iibrigen
(n—4) Winkel wire wegen der Konvexitit
kleiner als 180°. Nach dem Satz iber die
Winkelsumme im n-Eck kann dieser Fall
nicht eintreten. Ein konvexes n-Eck mit mehr
als vier Eckpunkten kann also héchstens drei
rechte Winkel enthalten.

A841150 a)Da die Grundfliche aus einem
Rechteck mitder Linge45m—2-10 m=25m
und der Breite 20 m sowie aus zwei Halb-
kreisen mit dem Radius 10 m besteht, be-
tragt ihr Flicheninhait
A=(25-20+100m)m?~ 814 m?.

b) Da die Halle aus einem Halbzylinder mit
dem Radius 10 m und der Héhe 25 m sowie
zwei Viertelkugeln mit dem Radius 10 m be-
steht, betridgt ihr Rauminhalt

V=(§~ 100 -25+2-§n-1000)m3

~(1250n - 667m)m3;
V=1917zm" =~ 6020m3.
c) Die Oberfliche des Halbzylinderteils ist
gleich 0,=r-10-25 m?~785 m?, die Ober-
fliche der iibrigen Teile ist gleich der Ober-
fliche einer Halbkugel von Radius 10 m,
also gleich 0, 2n-100 m?=~ 628 m?.
Die Gesamtoberfliche betrigt daher

01413 m?

AB8A1151 a) Da la=365-24 h=8760h,
flieBen in 1 h '
90000000
8760
Erd6l durch den Querschnitt der Leitung.
Ist nun x die MaBzahl der Weglinge (in m),
die das Erdél in | h zuriicklegt, so gilt, da der
Radius des zylindrischen Rohres 0,61 m be-
trigt,

tx~10270 t

70,612 x=10270,
— 10270
Coo612
Das Erdél legt also in 1 h 8790 m=8,79 km
zuriick, d. h. die Geschwindigkeit betragt
v=8,79km-h~!=244m-s'.
b) Die Zeit fir den Transport von Ust-Balyk
2200

bis Almetjewsk betrigt Wh=25| h, d.s.

8790,

10 Tage 10 Stunden.

W 8wm1152 Im Falle a) ist keine der sieben
Grundziffern gleich Null. Man kann also
die erste Stelle auf sieben verschiedene Mog-
lichkeiten besetzen. Dann verbleiben fiir die
Besetzung der zweilen Stelle noch sechs Mog-
lichkeiten usw., bis schlieBlich fiir die Beset-
zung der letzten Stelle nur eine Grundziffer
ibrigbleibt.
Wir erhalten daher in diesem Falle
7-6-5-4-3-2-1=5040
verschiedene siebenstellige Zahlen.
Im Falle b) ist eine der sieben Grundziffern
gleich Null; es gibt also fiir die Besetzung der
ersten Stelle nur sechs Moglichkeiten. Dann
bleiben sechs Grundziffern tibrig, und es gibt
fir die Besetzung der zweiten Stelle sechs
Maoglichkeiten, fiir die Besetzung der dritten
Stelle fiinf Méglichkeiten usw. wie oben.
Wir erhalten daher in diesem Falle
6:6-5-4-3-2-1=4320
verschiedene siebenstellige Zahlen.
W 8 w1153 a) Angenommen, fir eine na-
tiirliche Zahl n mit n23 gibe es ein n-Eck,
in dem mindestens n—2 Winkel iiberstumpf
sind. Da jeder dieser Winkel groBer als 180°
ist und da ihre Anzahl mindestens n—2 be-
tragt, ist die Summe dieser iiberstumpfen
Winkel groBer als (7—2)180°.. Damit gilt
erst recht fiir die Summe s aller Winkel dieses
n-Ecks s>(n—2)180°. Also kann das n-Eck
nicht n—2 iberstumpfe Winkel und daher
hochstens n—3 iiberstumpfe Winkel haben,

w.z.b.w.

b) In der beigefiigten Abbildung ist ein Finf-
eck gezeichnet, das n—3=2 iiberstumpfe
Winkel von je 210° hat. Die iibrigen Winkel
von 60°, 30° und 30° sind spitz. Die Winkel-
summe betragt

210°+210°+4-60° +30° + 30°

=540"==3-180°.
W 8*1154 Die Figur ist symmetrisch be-
ziiglich der beiden Kreisen gemeinsamen
Zentrale M, M, und beziiglich der Geraden
PQ als Symmetrieachsen, die sich im Punkt §
schneiden (siehe Bild).
Das Viereck APBQ ist demnach ein Rhom-
bus; fiir seinen Fliacheninhalt gilt

y =§ .4B-PQ.
Wegen QM =r=3 cm und SM, =% ce=
=2,5 cm gilt nach dem Satz des Pythagoras
§Q7=(3" - 2,5%)m? = LLcm?, also 50 3.
-J11 em. Aus_A_B=_21+e _6cm+5cm=
=11 cm und PQ=2-5SQ=/11 cm folgt
A= 11-JTT em?= 18,24 cm?.
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W 8*1155 Der doppelte Flicheninhalt des
rechtwinkligen Dreiecks ABC ist einerseits
gleich 24=ab
und andererseits gleich 24 =ch.
Daraus folgt ab=ch,
ab* =2,

1_c

R a?p?’
Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
A =ad*+b? also

1_2+b
K ab’
1 1 1
’?:‘?"-p, w.z.b.w.

W9mll56 Es seien x und y zwei natiir-
liche Zahlen, fiir die

X2—)?=1972 m
gilt. Wegen 1972=2-2-17-29, wobei die
Zahlen 2, 17 und 29 Primzahlen sind, gilt
dann

(x+y)x—y)=2-2-17-29, ()
also x+y=a, 6))
x=y=b, @

wobei a und b natiirliche Zahlen mit a+0,
b+0 und ab=1972 sind. Aus (3) und (4) folgt
durch Addition bzw. Subtraktion

2x=a+b, x=%b )

a—-b

2y=a-b, y==— ®

Daraus folgt aber, daB 2 und b entweder
bexde gerade oder beide ungerade sein miis-
sen, weil sonst x und y nicht natirliche Zah-
len wiren. Ferner gilt a2 b.
Wegen ab—=1972=2-2-17-29 kénnen nun
a und b nicht beide ungerade sein; also miis-
sen sie beide gerade sein. Es gibt daher nur
die folgenden beiden Moglichkeiten, da
azb:
1.a=986, b=2;

dann ist x=494, y=492,

also x?—y?=1972.
2.a=58,b=34;

dann ist x=46, y=12,

also x*—y?=1972.
Es gibt also genau zwei geordnete Paare von
natiirlichen Zahlen, fiir die die Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind, namlich (494, 492)
und (46, 12).

W9 w1157 Nach dem Satz des Pythagoras
(siehe Bild) gilt CD*=h*=BC*— BD*=16,
also h=4 cm. Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke AGFC und AABC folgt GF:AB=
=CG:4AC bzw. GF:6=x: 5, also GF=

=gx. Analog dazu erhalten wir CK =—

¢

x X

A o - 8

Aus h=4=2~gx+x folgt x=f—g cm.
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Fir den Flicheninhalt des Sechsecks gilt so-

L e 14— 3
da GK=1GF=3
mit, da 5 3
CD+GH 20, 3-20 x
=2 CD+CH =% 4+20 2o
4 2 @R ™
19

=5—cm?=5,11 cm®.
169

W9*1158 Da das Achteck EFGHIKLM
regelmaBig ist, sind alle seine Seiten gleich-
lang und alle seine Winkel gleichgroB. Daher
sind die rechtwinkligen Dreiecke AAEM
und ABGF gleichschenklig und einander
kongruent. Wegen AB=a und EF=s gilt

also mt,ﬁ:':%(a—s).

0 K J ¢
L/ \H
M G
as 5 s
2
s
A BF ¢ F2f 3

K3 z

Nach dem Satz des Pythagoras gilt wegen
EM=s 322G,

25 =a* —2as+52,
s +2as—a=0,
s —a(JZ—l) Dabher gilt
a—s=a~a(\J2-1)=a(2— JZ)
Der Flacheninhalt des Achtecks ist also

gleich A=az—4-%-(a—s)’,
A=at =223,

4 =a2-%a2(4—4ﬁ+ 2),

A=24*(J2-1),

A=32(/2—1) cm?x 13,25 cm?.
W 9*1159 a) Es sei ¢, die Zeit, die der Trieb-
wagen bis zur Erreichung der Hochstge-
schwindigkeit v, =120km-h™'=33,3ms"!
bendtigt; dann gilt v, =a-r,, wobei
a=1m-s™ % also t;,=33,3s. In dieser Zeit
legt der Triebwagen einen Weg von

-2

sl=g'tf =%'33,3z m~555m zuriick. Die
gleiche Weglinge legt der Triebwagen von
dem Zeitpunkt, in dem die Hochstgeschwin-
digkeit vermindert wird, bis zur nichsten
Haltestelle zuriick. Daher verbleibt eine
Strecke von

4000 m—2-555m=2890 m,
auf der der Triebwagen mit der konstanten
Geschwindigkeit
v, =33,3 m-s"! fdhrt. Fiir diese Strecke wird
daher die Zeit

2890

l 4——3—'3—35 86 8s
benotigt. Die gesamte Fahrzeit von einer
Haltestelle bis zur nich.ien (bei 4 km Entfer-
nung) betriagt daher
t=2t,+1,=66,6 s+86,8 s=153,4 5, das sind
rund 2 min 33 s,

b) Fiir jede der finf Teilstrecken benétigt der
Triebwagen 153 s. Dazu kommen noch die
Haltezeiten von je 30 s auf den vier Zwischen-
haltestellen, das sind zusammen 120 s.
Fiir die Gesamtstrecke von 20 km bendotigt
der Triebwagen also einschlieBlich der Halte-
zeiten eine Zeit von 5-153s+1205s=885s,
das sind 14 min 45 s.
¢) Fiir =0,6 m-s™2 und v,=90km-h~'=
=25 m-s"! erhilt man analog wie oben

121

25
"z_a=ﬁ s=41,7s,

a, 06

s _Etf >
_4000—2-521,7
2 25

Daraus folgt
t=2t;+1,=201,8 s,das smd rund 3 min 22s.
Fiir die Gesamtstrecke von 20 km einschlieB-
lich der Haltezeiten benétigt der Zug also
eine Zeit von 5-202s+120s=1130s, das
sind 18 min 50 s.
Wir sehen also, daB der Zugverkehr durch
den Einsatz der neuen Elektrotriebwagen
erheblich beschleunigt werden kann. Bei
einer Strecke von- 20 km wird die Fahrzeit
um 4 min 5 s geringer.

*41,7 m=521,7 m,

s=118,4s.

W 10/12= 1160 Wir bezeichnen jeweils die
Lange der Schenkel mit a=5=0,5 und die
Linge der Basis mit c.

1. In diesem Falle gilt 2=0,25, also ¢=0,5.
Es ist also a=b=¢=0,5, d. h. das Dreieck
ist gleichseitig. Daraus folgt y=60°.

2. In diesem Falle gilt =0,5 und @*+»*=
=0,2540,25=0,5, also a*> +b*=c*. Nach der
Umkehrung des Satzes des Pythagoras ist
also das Dreieck rechtwinklig, und es gilt
y=90°. (4

A 8
3.In diesem Falle gilt nach dem Kosinus-

satz ¢ =a*+b>—2ab cosy,
_a+p-7
cosy == —

Daraus folgt wegen a=5b--0,5 und ¢*=0,75
0,25+0,25-0,75

cosy =
2:0,5-0,5
— 0,25 = —0,5, arso
20,25
y =120
Bemerkung: Im 3. Falle kénnen wir die

GroBe des Winkels y auch elementargeo-
metrisch- ermitteln. Wihlen wir die Bezeich-
nung der Punkte wie in Bild 3, wobei D die
Mitte der Basis ist und die Strecke CD iiber
sich selbst bis E verlidngert wurde, so gilt
E%J(m,

CD*=AC*— AD*= 025—Z 075—- -0,25,
CD_l 0,5, CE=0,5.



Wegen AE=AC=0,5 ist also das Dreieck
AEC gleichseitig, d.h. XxECA=60° und

y=120°, c
05 05
A 8
D
£
0,75
W 10/12=1161 Es gilt

jx—10]= x—10, falls x=10, )
[x—10]=—x+10, falls x <10, )
[x— 2|l= x— 2,fallsx= 2, 3)
x— 2|l=—x+ 2,fallsxs 2. 4)

Fiir f{x)=x?—- 10x+ 16 erhalten wir

fx)=(x - 10x+25)—9=(x—5)*—9, also

flx)20 genau dann, wenn (x—5)*29, also

wenn x—523,d.h. x=28 oder wenn
5-x23,d.h. xs2.

Dagegen ist f{x)<O genau dann, wenn

2<x<8. Es gilt also

2 —10x+16|=x2—10x+16,

falls x=8

oder x=<2 )
[x2 —10x+16|= — x>+ 10x— 16,

falls 2<xx<8. 6)

Wir haben daher die folgenden Fille zu un-

terscheiden:

1.x<2.

In diesem Falle erhalten wir wegen (2), (4)

und (5) die Gleichung
—x+10—x+2=x2—10x+16,
x*—8x+4=0; diese quadratische

Gleichung hat die Losungen

4+/16—4=4+/12=4+2/3, von

denen nur die Losung
x =4— 2\/5

der Bedingung x <2 entspricht.

2.25x<8.

In diesem Falle erhalten wir wegen (2), (3)

und (6) die Gleichung
—x+104+21—2=~x>+10x—16,
x2—10x+24=0. Diese

quadratische Gleichung hat die Losungen
x,=6 und x,=4,

die beide die Bedingung 2< x <8 erfiillen.

3.85x=10.

In diesem- Falle erhalten wir wegen (2), (3)

und (5) die Gleichung
-x+104+x—2=x2—~10x+16,
x?—10x+8=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Lésun-

gen 5+./17 und 5—./17, von denen nur die

Lasung . _s.4 /17

die Bedingung 8 < x <10 erfiillt.

4.x210.

In diesem Falle erhalten wir wegen (1), (3)

und (5) die Gleichung
x=104+x—-2=x2—10x—-16,
x2—12x+28=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losun-

gen 6+./8 und 6—./8, die beide nicht die

Bedingung x> 10 erfiillen. Durch die Probe
iiberzeugen wir uns davon, daB fiir
x1=4—2\/§, X, =6, x3—=4,
Xy =5+/17
jeweils die gegebene Gleichung erfiillt ist.
Daher ist die Losungsmenge der gegebenen
Gleichung
L={4-2/3,4,6,5+/17}.

W 10/12*1162 Da die Punkte P, und P,
auf der zu AC parallelen Gerade EG liegen,
liegen die vier Punkte 4, C, P,, P, in einer
Ebene (vgl. Bild 1). Sie bilden ein gleich-
schenkliges Trapez mit den Grundseiten

AC=a/2 und P P, =§Ji sowie der Hohe
(vgl. Bild 2). Der Flacheninhalt dieses Tra-

pezes ist gleich

6=Y@2+2/Dh=2an 2.
23 3

H G

Bild 1

4 arz  ;

Nun kénnen wir uns den Kérper ABCDP, P,,
dessen Volumen wir berechnen wollen, aus
zwei Pyramiden mit der gemeinsamen Grund-
fliche ACP,P, und den Spitzen B bzw. D
zusammengesetzt denken. Die Grundfliche
dieser beiden Pyramiden ist gleich G, ihre

Hohe ist gleich gﬁ, namlich gleich der hal-
ben Diagonale des Quadrates ABCD. Daher
betragt das Volumen des Korpers ABCDP, P,

2.a .5 22, ~a . 5 4
V==2G--\/2=5"Zah\[2-=,/2= s
3 2 33 v 2‘/ 5“2"
W 10/12*1163 Angenommen, es gibt ein
Polynom f{x)=a,+a,x* +a,x* +a,x* mitden
verlangten Eigenschaften. Dann gilt

S0)=a,=1, )
f)=ay+a,+a,+a,=1, @
f(3)=ay+3a; +9a,+27a;=100. )

Durch Einsetzen von a,=1 in (2), (3) und (4)
erhalten wir das Gleichungssystem

a;+a,+a;=0, 5)
2a, +4a,+8a;=0, ©)
3a,+9a,+27a,=99 (@)

und hieraus, indem wir a¢,=—a,—a; in (6)
und (7) einsetzen,

2a,+6a;,=0, ®)
6a, +24a,=99,
also  2a,+8a,=33. 9)

Durch Subtraktion erhalten wir aus (9) und
®)

2a,—=133, also a;=16,5.
Ferner erhalten wir aus (8)

a;= —3a,=—3-16,5=—-49,5
und aus (5)

a,=—a,—a;=49,5-16,5=33.
Das Polynom lautet daher
Sx)=1+33x—49,5x%+16,5x".
Durch Einsetzen von x=0, 1. 2, 3 erhalten
wir, wie gefordert,

S(0)=£(1)=£(2)=1 und f{3)=100.

Losungen zu Aufgaben,
speziell fiir Klassen 9/10 (Seite 39)

Ala Gegeben: Term 5‘%[1 und die Werte

a=4,75; b=1,22 und ¢=25,2
Gesucht: Wert des gegebenen Terms

Lisung : Der Uberschlag lautet 511 =02
4,75-1,22 L 3
Ergebnis: ——>"-=0,23
25,2

Ein Vergleich des Ergebnisses mit dem Wert
des Uberschlages zeigt die richtige GroBen-
ordnung.

2(5x—2)

A2A Gegeben: — 3 <2x+6

Gesucht: Losungsmenge im Bereich der na-
tirlichen Zahlen

Lésung: Durch dquivalente Umformungen
der gegebenen Ungleichung eliminiere ich x.

@axw 3
10x—4<6x+18 | —6x+4
4x<22 4
x<35,5

Die Losungsmenge ist L={0, 1, 2, 3, 4, 5}

434 a) Zunichst bestimme ich den Haupt-
nenner der drei Summanden.

4-m =22m

6'n =2-3-n

8m-n=22m-n

k.gV. 223-mn
Durch Erweiterung jedes einzelnen Bruches
erhalte ich diec Summe
S .7 _9-m_3m 2 _
4m 6n 8mn 24mn 24mn  24mn
Durch Addition der Summanden ergibt sich
der gesuchte Quotient ’
5,7 9-m_30n+31m-27
4m 6n 8mn 24mn ’
b) Bei der Berechnung des Quadrats benutze
ich die binomische Formel

(a+b)?, wobei a=§u und b= —%v ist.

2, s b 201

(3u 20) —gul 3uv-i—“vz

Ad4a Ansatz:

(1) 31 LKWy +27 LKW,,,, =143

@ 1,5 LKW,,... =LKW,,y?
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Um die Ubersichtlichkeit zu verbessern, er-
setze ich LKW, =x und LKW, ,=y. Ich
erhalte das folgende Gleichungssystem :
Lésung .

(1Y 3lx - 27y=143

2y 1,5x =y

(2)" in (1)’ eingesetzt ergibt:

(1) 31x+27-(1,5x) 143
71,5x 143 :71,5
X 2

Aus (2) erhalte ich fiir y=3

Probe: Die Probe fiihre ich am Text durch.
31 Fuhren des kleineren LKW beférdern
2:31=62t Kies. 27 Fuhren des groBeren
LKW befordern 3-27==81t Kies. Insgesamt
werden 62 t+81 t=143t transportiert. Das
entspricht der Aufgabenstellung.
Antwortsatz: Der LKW mit der kleineren
Ladekapazitit faBt 2 Tonnen und der groBere
LKW 3 Tonnen Kies.

A54 a) Eine Funktion ist eine Menge ge-
ordneter Zahlenpaare [x; y] mit xeX (De-
finitionsbereich) und y € Y (Wertebereich),
wobei die Menge X eindeutig auf die Menge Y
abgebildet wird.

b) Die Figuren (1) und (3) sind Graphen von
Funktionen der Form y={(x), weil jedem x
aus dem Definitionsbereich genau ein y aus
dem Wertebereich zugeordnet wird. Die
Figur (2) ist kein Graph einer Funktion
der Form y-=f(x), weil es x-Elemente gibt,
denen zwei verschiedene y-Elcmente zu-
geordnet sind.

A6a Der Term [iir eine beliebige ungerade
Zahl hat die Gestalt (2n+ 1), n natiirliche
Zahl. Das Quadrat dieser beliebigen un-
geraden Zahl ist

@n--1Y?=4n*4+4n-- 1.
Dieses Quadrat soll um 3 vergroBert werden.
Ich addiere zum Quadrat die Zahl 3 und
erhalte

@n - 1?2 +3=4n*- 4n+4.
Dieses Ergebnis ist durch 4 teilbar, da jeder
Summand den Faktor 4 enthilt.
Bei dieser Aufgabe wihlten die Schiiler sehr
unterschiedliche Darstellungsformen des ge-
forderten Nachweises. Beispielsweise gingen
mehrere Schiiler folgendermaBen vor:
Behauptung: 4|[(2n+1)*+3], n natiirliche
Zahl

Mit Zirkel und Zeichendreieck

Nachweis: (2n+1)? +3=4n*+4n-+4
=4(n*5n-1)
Das Produkt 4(#*+n+1) enthilt den Fak-
tor 4, deshalb gilt:
4|[2n+1)*+3]
Dieses Vorgehen ist exakt, vollstindig und
recht iibersichtlich. Bei solchen Nachweisen
gibt es stets verschiedene Moéglichkeiten der
Darstellung. Einige Schiiler fiihrten den
Nachweis ohne jegliche Erlduterung folgen-
dermaBen:
x+12+3=4x2 +4x+1+3=4x>+4x+4
4 +4x+4
T 4
y=x*+x+1
Wenn auch eingeschitzt werden kann, daf3
diese Schiiler die Aufgabenstellung und den
richtigen Ansatz fir den Nachweis erkannt
hatten, so ist die Form der Darstellung nicht
befriedigend. Die Gedanken, die sich dabei
der einzelne Schiiler gemacht hat, sind besten-
falls zu erraten.

Losung zur Aufgabe von Prof. Dr. L. Berg

410384 Die Aufgabenstellung fiihrt auf
die Rekursionsformel n,,,=2n,—1. Von
n,=2 ausgehend, findet man sofort die
ersten Glieder 2, 3, 5, 9, 17, 33, 65, ... der
Folge, und man vermutet leicht das Bildungs-
gesetz m, =21+ 1. Der Beweis der Ver-
mutung kann folgendermaBen erfolgen.
1. Durch vollstindige Induktion.
2. Durch die Substitution , , ;== 2*v,. die zu
der Gleichung x, —x,_,=—2"% und wegen
xo=2 zu der Losung
x =2— Y 27°=1+2"* fithrt.

r=1
3. Durch die Substitution n,=x,+y,, mit
Yi+1=2)x—lund x, , , =2x, sowiex, -+-y, =2.
Es ist naheliegend, y,=1 zu wiahlen. Dann
folgt x, ==1 und somit x,=2*"1.

Lésung der Aufgabe von Prof. Dr. R. Klotzler

All64a Zul:
K(x)= Y {“1Min(b},x)—k0(x—bj)+}.
i=1

Zu 2: y=K(x) stellt im kartesischen (x, y)-
Koordinatensystem einen Polygonzug dar,
dessen Ecken die Abszissen b; haben und
dessen Anstieg m; in [b;, b, ] (n—j) k, —jk,
betragt. Das Maximum liegt dann z. B. in

einem solchen Eckpunkt der Abszisse b,
fiir den m;, <0 und m;, —120 ist. Aus vor-
anstehender Charakterisierung von b, er-
gibt sich nach wenigen Rechnungen

P==Wleiste: nabiitliche Zghlss — v~ XIS
17ko

xmnxzbit 2

Zu 3: Ist b, = C, betragt x,,,,=b;,; andern-

falls ist x,,.=C. (Anmerkung: Die angege-
bene Losung braucht iibrigens nicht die ein-
zige optimale Ldsung zu sein.

Lésungen zu alpha-heiter

Bruchstiicke

neunzig, Zweiter, Tafelwerk, Inkreis, Ellipse,
Minuend, Omikron, Grauton, Neunter.
Von3zu3

Der Weg verlduft iiber folgende Ziffern: 3 —
4—5-4-3-9-7—8—1-4-9-6—7—8—
9—1-2-8-5-4-3.

Legespiel
b+ce=ca
6+5=I1 a=6; b=S5; ¢=1
+ o+ 4+
-1-6=35
5-11=16

Rund um den Kreis

Riickreise Thale sende Tecumseh nebenbei
darum fang Stangen teilen diese Kanten
durch Messer

Schiiler der Spezialschule fiir Musik, Halle
(Klasse 5/6), zeichneten die vorliegenden
Ornamente, Anregung gab das Titelblatt von
Heft 2/73. '
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ESONANT STATISTISCHEMECH

RALEITUNG SYMMETEIE THERMOD.
FRUNGEN WARMELEITUNG WELLEN

GLEICHERD IWEIRDRPERPROBLEM

VEB F. A. Brockhaus Verlag Leipzig 1973
2 Bande, Kunstleder, 62,— M
Band I A—L, Band Il M—Z

Brockhaus ABC Physik

Das umfassende Lexikon der Physik enthilt auf mehr
als 1700 Seiten rund 12000 Stichworter, 2000 Ab-
bildungen im Text und auf 64 teilweise farbigen
Tafeln sowie eine Vielzahl von Tabellen, graphischen
Darstellungen und Literaturangaben.

Brockhaus ABC Physik

gibt in alphabetisch geordneten Einzelartikeln einen
Uberblick iiber das Gesamtgebiet der gegenwirtigen
Physik und ihrer Spezialdisziplinen in der vielfaltigen
Verflechtung und gegenseitigen Abgrenzung zu den
Nachbargebieten. Zusammenhiangende GroBartikel
und kiirzere Einzeldarstellungen geben Einblick in
moderne physikalische Forschungs- und Arbeits-
richtungen sowie in den weiten. technischen An-
wendungsbereich der Physik. Die physikalischen Zu-
sammenhdnge der den Menschen umgebenden Er-
scheinungen werden wissenschaftlich einwandfrei und
weitgehend allgemeinverstindlich erldutert, um einen
moglichst groBen Benutzerkreis die rasche Orientie-
rung zu erleichtern. Da viele Ergebnisse und Gesetz-
mifigkeiten der modernen Physik nur in der Aus-
drucksweise der Mathematik prizise zu erkliren
sind, werden die verwendeten mathematischen Aus-
driicke selbst in besonderen Artikeln erlautert.

Brockhaus ABC Physik

wendet sich an alle Leser, die zu ihrer fachlichen
Qualifizierung und allgemeinen Weiterbildung in
und neben dem Beruf an der Erliuterung physikali-
scher Begriffe interessiert sind, an die Oberschiiler,
die Studierenden naturwissenschaftlicher und tech-
nischer Fachrichtungen in Fach- und Hochschulen,
an die Lehrer der Polytechnischen und Erweiterten
Oberschule, an interessierte Werktitige in den viel-
faltigen Einrichtungen der Erwachsenenbildung und
schlieBlich an den wissenschaftlich oder praktisch
titigen Fachmann, um sich auf dem Nachbargebiet
schnell und zuverlissig zu orientieren.

Auf 122 Seiten werden z. B. die mit dem Anfangs-
buchstaben A beginnenden Begriffe erliutert. Die
wichtigsten Stichworter der ersten 50 Seiten seien
hier genannt:

Abbesche Zahl; Abbildung (geometrisch-optisch; beu-
gungsoptisch ;akustisch) ; Abbildungsgleichungen ; Ab-
beration; Ableiter; Ablenkprisma; Ablese- und An-
zeigeeinrichtungen; Abschirmung; absoluter Betrag,
absoluter Fehler, absoluter Nullpunkt, absolute Ruhe,
absolute Temperatur; Absorption; Adoptation; Ad-
ditionstheorem der Geschwindigkeit; Adhision; Ad-
sorption; Aeromechanik ; Affinitit; Aggregatzustand;
Ahnlichkeitsregeln, -sitze, -theorie, -transformation;
Akkommodation; Akustik ; Algebra;

Die Spezialklassen Mathematik /Physik

an der Humboldt-Universitit zu Berlin

nehmen noch Bewerbungen von besonders begabten
und leistungsstarken Schiilern der 10. Klassen (EOS
und POS) fiir das Schuljahr 1974/75 entgegen.

Voraussetzung: Bei vorbildlichem gesellschaftlichem
Verhalten hervorragende Leistungen in den Fichern
Mathematik und Physik.

Ausbildungsziel: Vertiefte Kenntnisse in den natur-
wissenschaftlichen Fiachern und Abitur nach zwei
Jahren (11. und 12. Klasse).

Bei entsprechenden Leistungen ist eine bevorzugte
Aufnahme eines Diplomstudiums gesichert.

Soziale Bedingungen: Finanzielle Zuwendungen
werden gewiahrt. Unterkunft im Studentenheim

ist moglich.

Bewerbungen sind umgehend an die Spezialschule
der Humboldt-Universitit,

102 Berlin, BurgstraBe 26, zu richten.

Telefon: 422 6585



Leseprobe

1. Ein landwirtschaftlich-mathematisches
Problem Newtons

Isaac Newton sollte nach dem Willen seiner
aus einer Bauernfamilie stammenden Mutter
den von seinem Vater ererbten kleinen Guts-
hof in dem nahe der Ostkiiste Englands
liegenden Dorf Wolsthorpe iibernehmen.
Aber auf Anraten von Verwandten und
Freunden, die Newtons Begabung erkannten,
konnte er studieren und erhielt bereits im
Jahre 1669 den Lehrstuhl Siur Mathematik an
der Universitdt Cumbridge iibertragen. Zu
seinen Pflichten gehorten auch Vorlesungen
iber Arithmetik und Algebra. Sein Schiiler
und spiterer Nachfolger William Whiston
(1667 bis 1752) veroftentlichte 1707 diese Vor-
lesungen secines I.chrers unter dem Titel
,Arithmetica universalis”. In diesem Werk
findet sich folgendes Problem, das Newton
wohl in Erinnerung an seine fristhere land-
wirtschaftliche Tatigkeit aufgestellt hatte:

k, Kiithe weiden w, Wiesen in ¢, Tagen ab,
k, Kiihe weiden w, Wiesen in 1, Tagen ab,
ky Kithe weiden w, Wiesen in r; Tagen ab.
Welche Beziehung besteht zwischen den
neun GroBen &, bis ;7 Es muB vorausgesetzt
werden, daB alle Wiesen den gleichen Ertrag
an Futter licfern, daB das tagliche Wacl_'lstum
der Wiesen sich nicht dndert und daB jede
Kuh taglich dieselbe Futiermenge friBt.
Newton fand folgende Losung der Aufgabe:
Der anfingliche Grasbestand jeder Wiese sei
x. die tigliche Wachstumsmenge jeder Wiese
sei y und die tiglich von jeder Kuh auf-
genommene Futtermenge sei z.

Am Ende des ersien Tages ist die auf allen
Wiesen noch vorhandene Futtermenge
wx-rw, ¥ —k;z; am Ende des dritten Tages
ist die auf allen Wiesen noch vorhandene
Futtermenge w,x+3w,y—3k;z usw; am

Ende des r-ten Tages ist auf allen Wiesen
noch die Futtermenge w,x + tw,y— tk,z vor-
handen.

Da nach ¢ Tagen simtliche Wiesen abgefres-
sen sind. ergeben sich die drei homogenen
Gleichungen

wix+twy—tkyz=0, 1)
WaX+ Wy — 1k, 2=0, 2)
WaXx+13wsy — 13k32=0. 3)

Newton wuBte von den von Leibniz gefunde-
nen Determinanten noch nichts; er 16ste die
Aufgabe folgendermaBen:
Die Gleichungen (1) und (2) ergeben, nach
den Unbekannten x und y aufgelost:

x=llz “(keywy —kaywy) .

wiwy (i —1,)
=wltzk2 —wytik; 5
wiw,y (6 — 1)

Wir setzen diese beiden Ausdriicke in (3) ein
und erhalten nach Multiplikation mit dem
gemeinsamen Nenner w,w,(f,—1,):z die ge-
suchte Beziehung:
waty 1y (kywy —kawy )+ 13wy (wy Lok, — withky )
=kytswywy(t3—1,). .
In Determinantenform lautet diese

Bedingung:
wy owity —ki, l
Wy, Wyl, —kjt, =0.
wy wily —ksly

2. Primzahlzwillinge

Abgesehen von dem Primzahlpaar 2 und 3 ist
der Mindestabstand von zwei aufeinander-
folgende Primzahlen gleich 2. Primzahl-
paare dieser Art bezeichnet man als Primzahi-
zwillingq, z.B.3und 5, Sund 7. 17 und 19
usw. Auch die Primzahlzwillingspaare werden
nach oben hin seltener. Die Abnahme unter-
liegt jedoch keinem angebbaren Gesetz und
ist ziemlich unregelmaBig. So licgen zwischen
1 und 500 genau 24, zwischen 501 und ! 000
nur 1l und zwischen 1001 und 1500 merk-
wiirdigerweise 15 Zwillingspaare. Die Frage,
ob es unendlich viele Primzahlzwillinge oder
ob es ein groBtes Zwillingspaar gibt, ist bisher
noch ungeldst.
Das Problem der Primzahldrillinge ist sehr
einfach zu 16sen. AuBer den Drillingen 3, 5
und 7 kann es weiter keine Drillinge geben,
da von drei aufeinanderfolgenden ungeraden
Zahlen stets eine Zahl durch 3 teilbar ist.
Daraus folgt, daB es auch keine Vierlinge von
Primzahlen, die in den Abstinden 2, 2, 2 auf-
treten, geben kann. Bezeichnet man dagegen
Primzahlen mit den Abstinden 2, 4, 2 als
Primzahlvierlinge, so kann man mit Hilfe
einer Primzahltabelle solche Vierlinge ohne
weiteres feststellen, z. B. 5, 7, 11, 13 oder
101, 103, 107, 109. Sogar noch zwischen
290000 und 300000 gibt es Primzahlvierlinge:
294311, 294313, 294317, 294319,
295871, 295873, 295877, 295879,
299471, 299473, 299477, 299479.
Ob es unendlich viele Gruppen von Primzahl-
vierlingen gibt, ist bisher nicht bekannt.

Weitere mathematische Titel des
BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig

Belkner, H.
Determiranten

2. berichtigte und erweiterte Aufl.
96 S. mit 8 Abb., Leipzig 1970,
kartoniert 4,80 M

Mathematische Schiilerbiicherei 33,
Bestell-Nr. 665100 1

Lehmann, E.

Lineare Optimierung

fiir Junge Mathematiker

116 S. mit 36 Abb., Leipzig 1970,
kartoniert 4,85 M

Mathematische Schiilerbiicherei 47,
Bestell-Nr. 665564 3

Miller, M.
Rechenvorteile

4. verbesserte und erginzte Aufl.
92 S. mit | Abb., Leipzig 1968,
kartoniert 3,75 M '

Mathematische Schiilerbiicherei 14,
Bestell-Nr. 6650658

Ubungen fiir
Junge Mathematiker
Herausgegeben von G. Kleinfeld

Teil 1: Zahlentheorie

Von E. Lehmann, 2. Aufl. 159 S.
mit 22 Abb., Leipzig 1970,
kartoniert 6,50 M

Mathematische Schiilerbiicherei 36,
Bestell-Nr. 6651028

Teil 2: Elementargeometrie

Von G. Grosche, 2. Aufl.

93 S. mit 74 Abb., Leipzig 1973,
kartoniert 4,50 M

Mathematische Schiilerbiicherei 37,
Bestell-Nr. 6654667

Teil 3: Ungleichungen

Von G. Kleinfeld, 2. Aufl.

134 S. mit 20 Abb., Leipzig 1573,
kartoniert 5,50 M

Mathematische Schiilerbiicherei 38,
Bestell-Nr. 6654675
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Mathematik-
Olympiaden in
der DDR

Fiir viele Schiiler nimmt die Mathematik
seit langem einen wichtigen Platz auch in
der auBerschulischen Tatigkeit ein. Dabei
geht es nicht nur um die stindig wachsende
Bedeutung dieser Wissenschaft fir unsere
gesamte Volkswirtschaft, nicht nur darum,
daB wir dringend Spitzenleistungen auf die-
sem Gebiet brauchen, die immer mehr un-
mittelbar produktionswirksam werden. Fiir
uns geht es auch darum, daB zu einer allseitig
entwickelten sozialistischen Personlichkeit
gute, solide Kenntnisse und Fertigkeiten in
der Mathematik gehoren. Diese tragen dazu
bei, das Verstandnis der Schiiler fir die
GesetzmaBigkeiten in Natur und Gesellschaft
zu erhShen. Sie sollen lernen, Definitionen
zu erfassen, Beweise zu fithren sowie die
mathematische Terminologie und Symbolik
zu verstehen. Durch die geforderte exakte
Ausdrucksweise werden die Lernenden ver-
anlaBt, iiber den jeweiligen Sachverhalt
grindlicher nachzudenken und ihn damit
gedanklich besser zu beherrschen.

Ein entscheidender AnstoB auf diesem Ge-
biet war der BeschluB des Politbiiros des
ZK der SED und des Ministerrats der DDR
vom 17. Dezember 1962 Zur Verbesserung
und weiteren Entwicklung des Mathematik-
unterrichts in den allgemeinbildenden poly-
technischen Oberschulen der DDR. Heute
gibt es in vielen Schulen, Kreisen und Be-
zirken eine vielseitige, interessante auBer-
unterrichtliche mathematische Titigkeit.
Charakteristisch ist dabei die sehr enge und
fruchtbare Zusammenarbeit von Fachwissen-
schaftlern — also Mathematikern aus Uni-
versititen, Hoch- und Fachschulen sowie
der Akademie der Wissenschaften der DDR -
Piadagogen und der FDJ.

Auch die Mathematische Gesellschaft der
DDR sieht einen nicht unwesentlichen Teil
ihrer Aufgaben darin, mathematisch talen-
tierte und interessierte Schiiler zu férdern
und zu betreuen.

Zahlreiche Mitglieder der Mathematischen
Gesellschaft der DDR arbeiten daran mit,
auBerunterrichtliche Veranstaltungen inhalt-
lich zu gestalten. Die Gesellschaft ist zusam-
men mit dem Ministerium fir Volksbildung
und dem Zentralrat der FDJ sowie dem
Ministerium fiir Hoch- und Fachschulwesen
Trager der Olympiaden Junger Mathematiker.

Zu den Haupttagungen der Gesellschaft und
zu den Tagungen ihrer Sektion Schulmathe-
matik werden seit 1968 jeweils etwa 50 Schii-
ler eingeladen, die sich bei der 4. Stufe der
Mathematik-Olympiade (Olympiadeklassen
10 bis 12) ausgezeichnet haben. Diese Schiiler
besuchen sowohl angemessene Vortrage des
allgemeinen Tagungsprogramms als auch
spezielle, nur fiir sie durchgefithrte Veran-
staltungen.

In Berlin hat sich eine Mathematische Schii-
lergesellschaft konstituiert, die von Mathema-
tikern der Sektion Mathematik der Hum-
boldt-Universitit geleitet und betreut wird.
Generell kommt es darauf an, viele Schiiler
anzuregen, sich mit der Mathematik zu be-
schaftigen. Das muB durchaus nicht immer
in festen Organisationsformen, z. B. Zir-
keln und Arbeitsgemeinschaften, geschehen.
Mathematische Knobelaufgaben an der
Wandzeitung, interessante FDJ- bzw. Pio-
nierveranstaltungen mit mathematischen
Aufgaben, Wettbewerbe im Herstellen ge-
eigneter Knobelaufgaben und nicht zuletzt
die systematische Arbeit mit der mathema-
tischen Schiilerzeitschrift alpha, (vor allem
fiir Schiiler der Klassen 5 bis 10) mit der
Zeitschrift Wurzel (herausgegeben von der
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitdt Jena) sowie mit den Aufgaben
von Wissenschaft und Fortschritt (die letzten
beiden vor allem fiir Schiiler der Erweiterten
Oberschulen) sind dafiir geeignet. Talente
und Leistungsmoglichkeiten auf dem Gebiet
der Mathematik werden hidufig erst dabei
entdeckt Wenn sich die mathematische Be-
gabung auch bei Olympiaden bestatigt, wer-
den die Schiiler in Kreisklubs, Bezirksklubs,
auf zentralen Lehrgingen oder individuell
weitergefordert.

Die Olympiaden Junger Mathematiker zeigen,
daB sich diese Formen des Forderns mathe-
matisch besonders talentierter Schiiler be-
wihrt haben. Erfolge erzielen in diesem Wett-
bewerb — besonders in hoheren Stufen und
hoheren Olympiadeklassen — auf die Dauer
nur solche Schiiler, die fleiBig, ausdauernd
und zielstrebig ihr mathematisches Wissen
und Konnen festigen, ergidnzen und vertie-
fen, d.h., die sich auch auBerhalb des
Unterrichts mit der Mathematik befassen.
Die Erfahrungen beweisen, daB diese Schiiler

nicht einseitige Spezialisten sind, sondern
sichauch fiir viele andere Dingeinteressieren —
z. B. fir Naturwissenschaften und Musik.
Viele Junge Mathematiker vermitteln ihr
Wissen ihren Mitschiilern, vor allem den
jungeren, und tragen dazu bei, das mathe-
matische Niveau ihrer Schulen zu heben.
Die Olympiade-Aufgaben werden aus den
Gebieten der Mathematik entnommen, die
auch in der Schule behandelt werden. Be-
sonders beachtet werden die Bereiche, aus
denen die Aufgaben der Internationalen
Mathematik-Olympiaden gestellt werden.
Daher wurden z. B. nur wenige Aufgaben aus
der Analytischen Geometrie, der Differen-
tialrechnung und der Integralrechnung aus-
gegeben. Die Schiiler konnen jedoch beim
Losen der gestellten Aufgaben Methoden der
sogenannten Hoheren Mathematik benutzen,
wenn sie richtig begriindet werden.

Folgende Themen stehen bei den Aufgaben
im Vordergrund: Arithmetik, Gleichungen,
Ungleichungen, Funktionen (insbesondere tri-
gonometrische Funktionen), logisch-kombi-
natorische Aufgaben, Geometrie der Ebene,
Geometrie des Raumes sowie geometrische
Konstruktionen. Es gibt aber auch Aufgaben
aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, iiber
algebraische Strukturen u. a., bei denen Be-
griffe, die nicht zum Schulstoff gehoren,
in der Aufgabenstellung erldutert werden.
Aus den Olympiaden Junger Mathematiker
sind zahlreiche Studenten mit ausgezeich-
neten Leistungen hervorgegangen.

Aus AnlaB der X. Olympiade Junger Mathe-
matiker im April 1971 haben erfolgreiche
Teilnehmer friiherer Internationaler Mathe-
matik-Olympiaden auf einem Kolloquium
uber ihre gegenwirtigen Arbeiten berichtet.
Neun dieser Vortrige sind in den Mittei-
lungen der Mathematischen Gesellschaft der
DDR veréflentlicht worden.

Erfolgreichster Teilnehmer aller bisherigen
Internationalen Mathematik-Olympiaden ist
Wolfgang Burmeister. Er errang drei 1. Preise
sowie zwei 2. Preise und wurde schon als
Schiiler der 8. Klasse Preistriger. Im Rah-
men der wissenschaftlich-praktischen Arbeit
fir die Schiiler der Abiturstufe verfaBte er
eine Arbeit aus dem Gebiet der numerischen
Mathematik unter dem Titel /nversionsfreie
Verfahren zur Losung nichtlinearer Opera-
tionsgleichungen. Diese Arbeit erschien kiirz-
lich in der Zeitschrift fiir angewandte Mathe-
matik und Mechanik. Zwei weitere Arbeiten,
die er als Student schrieb — er legte 1971 das
Abitur ab — sind im Druck. Seit Februar
dieses Jahres ist er Forschungsstudent.
Durch die Mathematik-Olympiaden und die
damit verbundenen FérdermaBnahmen wird
erreicht, daB sich mathematisch begabte
junge Menschen friihzeitig an die Front der
mathematischen Forschung fithren lassen.
Aus der Geschichte der Mathematik ist
bekannt, daB viele bedeutende mathematische
Entdeckungen und Erfindungen von den
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Mathematikern vorwiegend im dritten Le-
bensjahrzehnt (oder friiher) gemacht wurden.
In den spdteren Lebensjahren wurden sie
von ihnen vor allem weiterentwickell.

Man muB sich jedoch grundsitzlich dariber
im klaren sein, daB bei den Olympiaden jene
Schiiler hervorgetreten sind, die eine gute
Kombinationsfahigkeit besitzen und imstande
sind, ein Problem schnell zu 16sen. Das sind
zwar fiir den Mathematiker wertvolle Eigen-
schaften, es wire aber verfehlt, zu glauben,
daB nur der ein guter Mathematiker werden
kann, der iiber diese Eigenschaften verfugt.
Es gibt zahlreiche mathematische Probleme,
die nur durch ein tiefgriindiges Umdenken
zu losen sind. Mathematiker, die solche
Probleme gelost haben, hitten vielleicht nie-
mals zu Preistrigern einer Olympiade gehort.
Umpgekehrt gibt es unter den Gewinnern der
traditionsreichen ungarischen und sowjeti-
schen Wettbewerbe neben international be-
kannt gewordenen Mathematikern auch sol-
che, die spiter auf diesem Gebiet nicht
hervorgetreten sind.

Ein Priifstein fir die Qualitat unserer Jungen
Mathematiker sind auch die jihrlichen In-
ternationalen Mathematik-Olympiaden (Abk
IMO). Bei der 1. Internationalen Mathematik-
Olympiade, die 1959 auf Einladung der
Mathematischen Gesellschaft (Societatea de
Stiinte Matematice di Republica Socialista
Romania) und des Ministeriums fiir Bil-
dungswesen der Souzialistischen Republik
Ruminien in Bukarest durchgefiihrt wurde,
belegte die Mannschaft der DDR unter den
sieben Teilnehmerlidndern den letzten Platz.
In den folgenden Jahren bekundeten weitere
Lander ihr Interesse an den Mathematik-
Olympiaden, so daB 1973 zur XV. IMO
schon 16 Teilnehmerldnder zu verzeichnen
waren. Wir kénnen stolz darauf, sein, daB
sich die Mannschaften unserer Republik
allmidhlich immer weiter nach vorn gekdmpft
haben und seit 1966 zur Spitzengruppe in der
inoffiziellen Landerwertung gehoren. Im Jah-
re 1965 wurde die VII. IMO in der DDR
durchgefithrt. In der Zeit vom 4. 7. bis
17. 7. 1974 wird die DDR erneut Gastgeber
fir die Teilnehmer einer IMO sein.

Im folgenden -soll am Beispiel dieser XVI.
IMO der Ablauf einer solchen Olympiade
dargestellt werden:

Der Delegationsleiter der DDR konnte 1973
der Jury der XV. IMO mitteilen, daB die
DDR zur XVI. IMO einladen wird. Die
Olympiade wird vom Ministerium fiir Volks-
bildung und der Mathematischen Gesell-
schaft der DDR in Zusammenarbeit mit
dem Ministerium fiir das Hoch- und Fach-
schulwesen und dem Zentralrat der FDJ
durchgefiihrt.

Die Einladungen des Ministers fiir Volks-_i,

bildung der DDR wurden am Ende des
Jahres 1973 an alle Linder gesandt, die bis-
her an Internationalen Mathematik-Olym-
piaden teilgenommen haben.
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Die Lander, die ihre Teilnahme an der XVI.
IMC zugesagt haben, wurden aufgefordert,
bis zum 1. 4. 1974 drei bis fiinf Aufgaben
mit Losungen an den Prdsidenten der Jury
der XVI. IMO einzusenden. Das Gastgeber-
land reicht traditionsgemaB keine Aufgabe
ein. Der Prisident wihlt mit drei Beratern
(Hochschullehrer, die der Aufgabenkommis-
sion des ZKOJM angehdren) 6 Aulgaben
und 6 Ersatzaufgaben aus, die zusammen
mit ihren Ldsungen in den vier Verhand-
lungssprachen deutsch, russisch, englisch
und franzésisch am 4. 7. den Mitgliedern der
Jury als Vorschlag iibergeben werden. Die
Jury besteht aus den Delegationsleitern der
Teilnehmerlander und dem vom Veranstal-
terland berufenen Prasidenten. Sie wird am
S. 7. in Weimar das erste Mal zusammen-
treten. In den folgenden dreitdgigen Verhand-
lungen legt sie die 6 Wettbewerbsaufgaben
und die Bewertungsgrundsitze (ein Punkt-
system, bei dem ein Teilnehmer im allge-
meinen maximal 40 Punkte erreichen kann)
endgiiltig fest. Dabei muB beachtet werden,
daB nur solche Auflgaben gestellt werden,
deren Stoffgebiete im Schulunterricht aller
Teilnehmerldnder grundsitzlich behandelt
werden. Weiter priift die Jury, ob alle Teil-
nehmer dem Reglement entsprechen, d. h.,
Schiiler von allgemeinbildenden Schulen,
Berufsschulen oder Spezialschulen sind und
das Hochstalter von 20 Jahren nicht iiber-
schritten haben. Die festgelegten Aufgaben
werden dann von den jeweiligen Delegations-
leitern in die Landessprache der Schiiler
iibersetzt und vervielfiltigt.

Vom 6. 7. ab versammeln sich die Teilnehmer
in Erfurt. Jede Mannschaft besteht aus
8 Schiilern, die in den meisten Lindern auf
Grund ihrer Ergebnisse bei den nationalen
Mathematik-Olympiaden ausgewahlt wer-
den. Am 8. 7. findet die offizielle Er6ffnung
in der Pidagogischen Hochschule Dr. Theo-
dor Neubauer statt. Danach beginnt die
erste Klausur, in der 3 Aufgaben in vier Stun-
den zu bearbeiten sind. In den ersten 30 Mi-
nuten konnen die Schiiler schriftlich Fragen
zum Aufgabentext an die Jury stellen. Diese
entscheidet, ob bzw. wie eine Frage schrift-
lich beantwortet wird. Am nachsten Tag
(9. 7.) wird die zweite Klausur unter densel-
ben Bedingungen geschrieben.
Die Delegationsleiter nehmen zusammen mit
ihren Stellvertretern eine erste Korrektur
vor. Danach erfolgt eine zweite Priifung der
Arbeiten durch Koordinatoren, die fir ein
einheitliche Beurteilung aller Schiiler zu sor-
gen haben und fiir jede Aufgabe jedes Schii-
lers zusammen mit dem Delegationsleiter eine
Bewertung festsetzen.
Diese Koordinierung fiir die Teilnehmer aus
¢&}n Gastlandern erfolgt durch Gruppen von
je drei sprachkundigen (fir russisch. englisch,
(ranzdsisch) Mathematikern aus der DDR.
Bei der Koordinierung der Losungen der
Schiiler aus der DDR wirken Delegations-

leiter aus anderen Lindern (in der Regel
diejenigen, die die Aufgaben vorgeschlagen
haben) mit. Sollten sich Delegationsleiter
und Koordinatoren nicht einigen konnen,
so muB die Jury (mit einfacher Stimmen-
mehrheit) iiber die Bewertung entscheiden.
DaB alle Personen, die Kenntnis der Wett-
bewerbsaufgaben haben, verpllichtet sind,
diese bis zum Beginn der Klausur geheim-
zuhalten, versteht sich von selbst. Um die
Kontaktmdéglichkeiten der Jurymitglieder mit
den Schiilern bis zum Ende der Korrektur
(bewertet wird das, was der Schiiler geschrie-
ben hat. Der Korrektor soll sich nicht von
ihm erlautern lassen, was der Schiiler gemeint
hat) einzuschrinken, wird die Jury nicht
am selben Ort wie die Schiiler unterge-
bracht.

Am 11. 7. wird die Bewertung abgeschlossen,
und am 12. 7. tritt die Jury zusammen, um
iiber die Verteilung der Preise zu entschei-
den. Entsprechend den erreichten Punkt-
zahlen werden (meist mehrere) 1., 2. und
3. Preise sowie Diplome fiir die ausgezeich-
nete Losung von Aufgaben vergeben. Preise
und Diplome sind nicht mit Geld- oder
Sachwerten verbunden. Die Ubergabe der
Urkunden durch den Prisidenten der Jury
an die Preistrager erfolgt auf einer festlichen
Veranstaltung am 15. 7. 1974 in der Kon-
grefhalle in Berlin. AuBer dieser offiziellen
Wertung gibt es eine inoffizielle Lander-
wertung, bei der die von allen Schiilern einer
Delegation erreichten Punkte zusammen-
gezihlt werden (vgl. Tabelle). In ihr spiegeln
sich die Giite des mathematischen Schul-
unterrichts, die Intensitét der auBerunterricht-
lichen Forderung in Mathematik sowie die
Qualitét und die Moglichkeiten des Auswahl-
verfahrens fiir die IMO-Teilnehmer wider.

Vom 6. bis zum 9. 7. werden die Wettbewerbs-
teilnehmer mit der Stadt Erfurt und ihren
Menschen bekannt gemacht. Nach den Klau-
suren haben sie Gelegenheit, sich bei Sport
und Spiel zu erholen. Wihrend die Jury die
Schiilerarbeiten korrigiert und bewertet, un-
ternehmen die Schiiler Exkursionen nach
Eisenach, Ruhla, Jena, Ilmenau, Kahla,
Oberhof und Suhl. Der 12. 7. dient einer
Exkursion nach Weimar und Buchenwald.
In der Nationalen Mahn- und Gedenkstdtte
ist eine Ehrung der Opfer des Faschismus
vorgesehen.
Am 13. 7. werden die Teilnehmer und die
Jury nach Berlin fahren. Die Tage in Berlin
sind mit Stadtbesichtigungen, einem Ausflug
nach Potsdam (dabei Besichtigung der Ge-
denkstitte Cecilienhof) und der AbschluB-
[eier ausgefiillt. Fiir alle Teilnehmer ist eine
solche internationale Veranstaltung ein gro-
Bes Erlebnis. Es gibt ihnen die Moglichkeit,
einen Einblick in das Leben in unserem sozia-
listischen Staat zu bekommen und sich mit
den Errungenschaften unseres Bildungssy-
stems vertraut zu machen.

H. Bausch/W. Engel/H. Titze



IMO-Teilnehmer zu Gast
an der Piadagogischen Hochschule
,,Dr. Theodor Neubauer

Als im September 1953 die ersten Studenten
am Pidagogischen Institut Erfurt immatri-
kuliert wurden, ahnten wohl nur wenige,
daB hier eine der groBten Stitten fiir die
Ausbildung von Fachlehrern ihre verantwor-
tungsvolle Titigkeit aufgenommen hatte.
Anstelle des Gebaudekomplexes, der heute
die Pddagogische Hochschule Dr. Theodor
Neubauer reprasentiert, gab es damals ledig-
lich ein Lehrgebiude, anstelle der mehr als
3400 Studierenden, die heute an der Hoch-
schule ausgebildet werden, gab es 1953
460 Studenten. Das ist gewiB eine beein-
druckende Bilanz, auf die die 430 Hochschul-
lehrer und wissenschaftlichen Mitarbeiter
dieser Hochschule mit Recht stolz sind.
Auf BeschluB des Ministerrates der DDR
erhielt das Pidagogische Institut Erfurt mit
Wirkung vom 1. September 1969 den Status
einer Pddagogischen Hochschule. Gleichzeitig
wurde das Pddagogische Institut Miihlhausen
mit der neugegriindeten Hochschule ver-
einigt. Das war ein Hohepunkt in der Ge-
schichte dieser jungen Lehrerbildungsstitte,
Ergebnis einer zielstrebigen, beharrlichen und
erfolgreichen Bildungs- und Erziehungsar-
beit.

Heute bildet die Pddagogische Hochschule
Dr. Theodor Neubauer Erfurt/Miihlhausen
in einem vierjahrigen Studium Diplomlehrer
fir die allgemeinbildende polytechnische
Oberschule aus. Die Spezialisierung auf be-
stimmte Wissenschaftsdisziplinen (in Erfurt
sind es Mathematik, Physik, Polytechnik,
Deutsch, Russisch, Kunstwissenschalt) hatte
u. a. eine Konzentration wissenschaftlicher
Krafte zur Folge, die eine gute wissenschaft-
liche Ausbildung der Studierenden garan-
tiert und beachtenswerte Forschungsleistun-
gen bringt.

Eine der groBten Sektionen der Pidagogi-
schen Hochschule ist die Sektion Mathe-
matik/Physik mit etwa 750 Direktstudenten.
Im Fach Mathematik stehen in den ersten
beiden Jahren die klassischen Disziplinen
Analysis, Algebra und Geometrie im Vor-
dergrund. Sie werden in einem zusammen-
hiangenden Kurs vermittelt.

Fiir Studenten mit dem Hauptfach Mathe-
matik wird die Ausbildung vom 3. Studien-
jahr an mit Lehrveranstaltungen zur Nume-
rischen Mathematik und Rechentechnik, zur

Wabhrscheinlichkeitsrechnung und mathema-
tischen Statistik und zur Geschichte der
Mathematik fortgesetzt.

Die Piadagogische Hochschule Dr. Theodor
Neubauer ist ein internationaler Treffpunkt.
In jedem Jahr werden an dieser Hochschule
mehr als 400 Wissenschaftler, Padagogen
und Studenten aus sozialistischen und nicht-
sozialistischen Landern begriiBt-

Wihrend Deutschlehrer aus Frankreich, Ita-
lien, GroBbritannien, Finnland und anderen
nichtsozialistischen Lédndern schon seit 15
Jahren zu mehrwochigen internationalen
Sommerkursen nach Erfurt kommen, weilten
im Studienjahr 1972/73 erstmalig padago-
gische Kader aus der Demokratischen Re-
publik Vietnam an unserer Hochschule.
Hier eigneten sie sich Wissen an, das dem
tapferen vietnamesischen Volk bei der sozia-

listischen Weiterentwicklung seines Schul-
wesens zugute kommen wird.

Auch Assessoren, Inspektoren und Fach-
lehrer aus der Republik Kuba, wo schritt-
weise die Lehrpliane und Lehrbiicher unseres
Mathematikunterrichts eingefithrt werden,
zihlen seit einigen Jahren zu gern gesehenen
Gasten unserer Hochschule.

Besonders enge Verbindungen bestehen zwi-
schen der Pddagogischen Hochschule Dr.
Theodor Neubauer und sieben gleichartigen
Einrichtungen der Lehrerbildung in der
UdSSR und den sozialistischen Bruderlin-
dern. Der Austausch von Wissenschaftlern
zwischen den Partnerhochschulen und die
Durchfiihrung von Studentenpraktika im
Ausland sind inzwischen zu guten Traditio-
nen geworden, die eine wesentliche Berei-
cherung einiger Ausbildungsprogramme dar-
stellen.

So erhalten beispielsweise alle Studenten, die
Russisch als Hauptfach studieren, die Mog-
lichkeit. cin Sprachpraktikum in Moskau,
Iwanowo. Rjasan oder Vilnius zu absol-
vicren. Ausgewdhlte Studenten der Sektion
Polytechnik, Mathematik/Physik und Che-
mie/Biologie [ahren nach Katowice (VR
Polen), Eger (Ungarische VR), Banska By-
strica und Ostrava (CSSR), um an befreun-
deten Einrichtungen spezielle Untersuchun-
gen durchzufiihren und den Erfahrungsaus-
tausch mit den Kommilitonen zu pflegen.
Die Mitarbeiter und Siudenten der Pddago-

gischen Hochschule Dr. Theodor Neubauer
freuen sich, auch die Teilnehmer der XVI.
Internationalen Mathematik-Olympiade in
Erfurt zu wissen und heiBen sie herzlich will-
kommen. S. Bir

IMO-Teilnehmer stellen Aufgaben

Alexander Torgasev, Beograd,
Teilnehmer der VII. und VIII. IMO

412304 Ein kluger Mann, der ein Objekt
aus der Entfernung kleiner als ein Meter
sehen kann, und der eine Schrittlinge von
einem Meter hat, machte folgende Wette:

Wenn es ein Objekt in der Entfernung von
d Metern gibt (d>1) und wenn ihm nach
jedem Schritt gesagt wird: ,,Du kommst
niher an das Objekt" oder: ,,Du kommst
nicht niher an das Objekt", kann er das
Objekt nach einer endlichen Zahl von Schrit-
ten erreichen, noch genauer, deren Zahl wird

kleiner als (‘gd-}—'/) sein. (Es wird angenom-

men, daB er das Objekt erreichen wird, wenn
er es sicht, d. h. seine Entfernung betrigt
weniger als ein Meter von ihm.)

Gewann der kluge Mann die Wette?

Hans-Dieter Gronau, Rostock,
Teilnehmer der XI. IMO

A 1231 A Es seien g und b zwei reelle Zah-
len.
a) Man beweise, daB dann stets die Unglei-
chung

a*+b* 2a’b+ab®
erfiillt ist.
b) Man gebe eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir an, daB in (1) das
Gleichheitszeichen gilt.

M

Christoph Bandt, Greifswald,
Teilnehmer der IX. und X. IMO

A 12324 Eine Tafel Schokolade besteht
aus 5 Reihen zu je 20 Stiick. Wie mufl man
brechen, um mit moglichst wenig Briichen
die ganze Tafel in einzelne Stiicke zu zer-
legen?

Dabei darf man jeweils nur einen Teil der
Schokolade auf einmal brechen und nur an
einer geraden Linie entlang. Ist es giinstiger,
zuerst in Reihen zu je 20 Stiick oder in
Spalien zu S Stiick zu brechen?
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Mathematik in
der Gesellschafts-
prognostik

Jedem Teilnehmer an Mathematik-Olympia-
den — und das kann fiir alpha-Leser fast als
Selbstverstiandlichkeit vorausgesetzt werden —
begegnetl frither oder spater, bewuBt oder
unbewuBt, der vielzitierte Ausspruch von
Karl Marx:

Eine Wissenschafl ist erst dann als entwickelt
anzusehen, wenn sie dahin gelangt ist, sich
der Mathematik bedienen zu kdnnen.

Marx, der sich selbst eingehend mit mathe-
matischen Theorien und ihrer Anwendung
vor allem in der Okonomie befaBte, charak-
terisierte hier das Verhiltnis einzelner Wis-
senschaften zur Mathematik in allgemeiner
Weise. Er spricht davon, daB sich die Wissen-
schaften ,,der Mathematik bedienen‘ und
sicht im Grad der Nutzung mathematischer
Erkenntnisse ein Kriterium fiir die Bestim-
mung des Entwicklungsstandes von Wissen-
schaften. Nun gibt es viele, die die obige
Aussage dahingehend ausgedeutet wissen
wollen, daB niedriger Entwicklungsstand
einer Wissenschaft gleichbedeutend mit ,,Un-
exaktheit dieser Wissenschaft wire und
man einmal einem Mathematiker die Pro-
bleme dieser Wissenschaft vorlegen sollte,
wodurch auch diese Wissenschaft auf den
Weg ,.groBerer Exaktheit” gefiihrt werden
konne.

Als Mathematiker an einem gesellschafts-
wissenschaftlichen Institut muBte ich mir
auf die Frage nach dem Verhiltnis der Ge-
sellschaftsprognostik zur Mathematik, aus-
gehend von obiger allgemeiner Aussage,
eine konkrete, spezifische Antwort suchen.
Dabei zeigte es sich, daB die eben zitierte
Auffassung von der Mathematik als dem
Allheilmittel jeglicher Wissenschaftsentwick-
lung schon oberflachlicher Uberpriifung nicht
standhielt. Einige wichtige Aspekte der Be-
zichung von Gesellschaftsprognostik und
Mathematik, behandeit am konkreten Bei-
spiel, sollen Gegenstand dieses Artikels sein.
Die Gesellschaftsprognostik hat als relativ
selbstindige Wissenschaftsdisziplin iin Mar-
xismus-Leninismus die wissenschaftliche Vor-
aussicht gesellschaftlicher Entwicklungspro-
zesse zu threm Gegenstand. Nun werden eini-
ge bei der Verbindung von ,,Voraussicht"
und ,,wissenschaftlich* bedenklich den Kopf
schiitteln und [ragen, auf welcher Basis
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ein derartiges Vorwegnehmen gesellschaft-
licher Prozesse in wissenschaftlicher Weise
maoglich sei. Die gesellschaftliche Entwick-
lung hat im Sozialismus dem Horoskop, der
Sterndeuterei und dem Lesen aus dem Kaffee-
satz ein Ende bereitet, aber es weckt der Be-
griff der Voraussicht doch noch zu leicht
Erinnerungen an derartige ,,Informations-
quellen*. Nun vollzieht sich die gesellschaft-
liche Entwicklung, wie die Naturprozesse
auch, nicht regellos, nicht spontan. Sie voll-
zieht sich nach objektiven Gesetzen, unab-
hingig vom Wollen und Wiinschen der
Menschen. Hierin liegt die Basis der Mog-
lichkeit aber auch gleichzeitig die Ursache
der Notwendigkeit wissenschaftlicher Vor-
aussicht im Sozialismus. Derartige Gesetze
und die Bedingungen, unter denen sie wir-
ken, konnen erkannt und im Handeln der
Menschen bewuBt genutzt werden. Die zu-
kinftige Entwicklung der Gesellschaft ba-
siert auf dem Heute und dem Gestern, wo
die Voraussetzungen der morgigen Entwick-
lung geschaffen werden. Die Analyse der
GesetzmiBigkeiten der gesellschaftlichen
Entwicklung in Vergangenheit und Gegen-
wart gestattet es, auf Grundziige und Mog-
lichkeiten kiinftiger Entwicklung zu schlie-
Ben und darauf aufbauend den zu beschrei-
tenden Entwicklungsweg zu planen.

In der Prognose- und Planungstitigkeit be-
gegnen uns auf Schritt und Tritt GroBen-
angaben, Mengenbestimmungen, Kapa-
zitdten, kurz verschiedenste Quantititen.
Neben der qualitativen Angabe der Grund-
richtung von Produktions- und Gestaltungs-
prozessen werden ganz konkrete quantitative
Ziele bestimmt. So heiBt es nicht schlechthin,
Wohnhiuser sind zu errichten, sondern es
wird ausgewiesen, welche Wohnungstypen
in welchem Zeitraum mit wieviel Arbeits-
kriften und materiellen Mitteln errichtet
werden miissen. Fiir die Planung der Ent-
wicklung von Mechanisierung und Automati-
sierung muB neben der zukiinftigen Struktur
auch die GroBenordnung des Wachstums
der Elektroenergieerzeugung bestimmt wer-
den. Auch [ir die Entwicklung von Wissen-
schaft und Technik sind Zahlenangaben
notwendig. Welche Leistungsparameter mufl
ein technologisches Verfahren erreichen, das
zu einem zukiinltigen Zeitpunkt die heute
benutzten Verfahren ablsen wird?

Auf derartige Fragen miissen Prognostiker
Antwort geben. Zu diesem Zweck entstand
im ProzeB des Prognostizierens eine Vielzahl
von Prognosemethoden, von denen bis heute
in der Literatur schon weit iiber hundert be-
schrieben wurden. Diese Vielfalt hat ihre
Ursache einerseits darin, daB die verwende-
ten Methoden dem speziellen, konkret zu
untersuchenden ProzeB entsprechen miis-
sen, ihm ,,auf den Leib geschneidert* werden
miissen; andererseits kénnen und miissen
gesellschaftliche Prozesse auf Grund ihres
komplexen Charakters von verschiedenen
Gesichtspunkten betrachtet werden. Solche
Verfahrensgruppen sind zum Beispiel die
Zeitreihenforschung, die Strukturforschung,
die Invarianzenforschung, die Grenz- und
Schwellenwertforschung, die Substitutions-
analyse und die Strategische Analyse. Im
Rahmen dieser Verfahren, in denen zumeist
mehrere spezielle Methoden aus unterschied-
lichen Wissenschaftsdisziplinen zusammen-
wirken, finden bereits heute in starkem
MaBe mathematische Begriffsbildungen und
Theorien ihre Anwendung, vor allem Be-
griffsbildungen, theoretische Zusammenhan-
ge und Priif- und Schitzverfahren der mathe-
matischen Statistik und Wahrscheinlichkeits-
theorie. Beispiele fiir derartige Methoden
sind die Regressions- und Korrelationsana-
lyse, die Theorie der Zufallsprozesse, die
Monte-Carlo-Methode und die Methode der
kleinsten Quadrate.

Einer dieser Methodenkomplexe, die Extra-
polationsmethoden, soll hier Gegenstand
ndherer Betrachtung sein. Die Probleme, die
bei der Nutzung dieser Methoden entstehen,
werden uns Anhaltspunkte fiir die Unter-
suchung des Verhiltnisses von Mathematik
und Gesellschaftsprognostik liefern.

Das Grundprinzip dieser Methoden steckt
schon in ihrem Namen - Extrapolation.
Die ilteste Hypothese iiber die Zukunft ist
es, sich die Zukunft als eine direkte und ge-
radlinige Fortsetzung der Gegenwart und
Vergangenheit vorzustellen. Alle Extrapola-
tionsverfahren basieren auf der Annahme,
daB die in einem bestimmten Zeitraum be-
obachteten Entwicklungstendenzen unver-
anderlich oder wenigstens relativ stabil sind
und also auf einen bestimmten kiinftigen
Zeitraum, den Prognosezeitraum, aus-
gedehnt, extrapoliert werden kénnen.

Anzahl der wissenschaftlichen Kader in der UdSSR (in Tsd.)

1950 162,5 1958 2840
1951 — 1959 310,0
1952 179,1 1960 354,2
1953 191,9 1961 404,1
1954 210,2 1962 524,5
1955 223,9 1963 566,0
1956 239,9 1964 612,0
1957 261,6 1965 664,6

1966 712,4 Korrigierte Werte
1967 770,0 (+7%)

1968 822,9 1959 331,7
1969 883,4 1960 379,0
1970 927,7 1961 4324
1971 1002,9 ,
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Die Nutzung dieses Methodenkomplexes soll
an einem konkreten Beispiel dargestellt wer-
den. Fiir die Prognose und Planung von Wis-
senschaft und Technik ist es wichtig, Aus-
sagen iiber gegenwirtige und zukiinftige
Entwicklungstendenzen der Struktur und
der Anzahl wissenschaftlicher Kader zu er-
halten. Ausgangspunkt ist die Messung der
zu prognostizierenden Grée, hier der Anzahl
der wissenschaftlichen Kader. Nach fest-
gelegten Kriterien wird dieser Wert in je-
dem Jahr von der Staatlichen Zentralver-
waltung fiir Statistik erfaBt. Fir die nachfol-
genden Berechnungen wollen wir die Tabelle
der Anzahl der wissenschaftlichen Kader in
der Sowjetunion fiir den Zeitraum von 1950
bis 1971 zugrunde legen, s. Seite 52.

Eine solche funktionale Zuordnung von
Beobachtungsdaten zu Zeitintervalien wird
als dynamische Reihe oder Zeitreihe bezeich-
net. Derartige Zeitreihen werden nun mathe-
matischen Untersuchungs-, Ndherungs- und
Priifverfahren unterworfen. Der Gedanken-
gang kann dabei etwa wie folgt umrissen
werden: Wir l6sen uns vom konkreten Ge-
genstand und betrachten die Menge der Be-
obachtungsdaten als Zahlenmenge. Aufgabe
ist es nun, innerhalb dieser Zahlenmenge
einen Zusammenhang zu finden, der ge-
stattet, auf kiinftige Beobachtungsdaten zu
schlieBen. Die einfachste Form der mathema-
tischen Behandlung von Zeitreihen ist der
Versuch, die Zeitreihenwerte durch eine
Funktion der Zeit moglichst gut anzunihemn.
Dieser so ermittelte funktionale Zusammen-
hang wird auch fiir den nachfolgenden Zeit-
raum als giiltig angesehen und gestattet
durch die Berechnung von Funktionswerten
fiir zukiinftige Werte der Zeitvariablen die
Bestimmung von Prognosedaten.

Wir wollen diesen ProzeB an unserem kon-
kreten Beispiel demonstrieren. Um die er-
haltenen Ergebnisse iiberpriifen und bewer-

ten zu kénnen, versetzen wir uns in das Jahr
1969 zuriick und legen nur die Werte von
1950 bis 1968 zugrunde. Eine von uns an
Hand unserer Berechnungen aufgestellte Pro-
gnose fir 1971 kann dann an den realen
Werten getestet werden.

Die graphische Darstellung 4Bt erkennen,
daB das Wachstumsverhalten der statisti-
schen Reihe etwa ab 1959 trotz des Sprunges
von 1961 zu 1962 der Berechnung zugrunde
gelegt werden sollte; die fritheren Werte
beschreiben den ProzeB des Erreichens dieses
Wachstumstempos, der 1959 abgeschlossen
wurde. Dann fragen wir uns nach den Ur-
sachen des Sprunges von 1961 zu 1962 und
stellen fest, daB diesem Sprung in der Zeit-
reihe kein echter Sprung in der Zunahme
der Anzahl der wissenschaftlichen Kader
entspricht. Seit 1962 wurde der Berechnung
dieser GroBe in der UdSSR eine neue Metho-
de zugrunde gelegt, die einen groBeren Be-
reich von Personen erfaBt. Mit einem Kor-
rekturfaktor von 7 9/, lassen sich die Werte
von 1959 bis 1961 vergleichbar machen.
Die korrigierte Zeitreihe ist Basis unserer
Berechnungen.

Die nichste Frage ist, was wollen wir unter
moglichst guter Anniherung einer Funktion
an Zeitreihenwerte verstehen? Das in der

Monika und Bernd
Noack, jetzt beide
Dipl.-Mathematiker,
sind ehemalige
erfolgreiche
IMO-Teilnehmer

Praxis meistverwendete Kriterium ist die
Summe der Quadrate der Differenzen der
berechneten von den gemessenen Werten.
Es seien x,, x,, ..., x, die gegebenen Zeit-
reihenwerte fir die Zeitpunkte ¢, ¢,, ..., ¢,
Als Niaherung soll die Funktion y=f(z)
verwendet werden. Mit y,=f(t,) ergibt sich
dann als Summe der Dillerenzenquadrate

S= nZ(yl—xi){
i=1

Die Auswahl der giinstigsten Funktion aus
der Schar der Funktionen eines Typs erfor-
dert die Losung eines Extremwertproblems.
Nehmen wir an, wir wollen unsere Zeitreihe
moglichst gut durch eine Gerade annihern.
Wir konnen von der Geradengleichung
y=a+ bt ausgehen. Es sind Werte a, und b,
so zu bestimmen, daB die Gerade y=a,+ b,t
beste Ndherung im Sinne obigen Kriteriums
ist, d. h. daB S als Funktion von a und b
ein Minimum annimmt. Notwendige Bedin-
gung dalfiir ist die Giiltigkeit der Gleichun-
gen 9§ 35
%—0, E_—O’
woraus sich das folgende Gleichungssystem
fiir @ und b ergibt:
t,.> b=0
1

3;x,._;m_<
i=1 i
3 x..tl.—< "Z[‘,>a-<2tl.z>h=0.
i=1 i=1

Diese Bedingungen sind zugleich auch hin-
reichend, denn S kann durch die Wahl ge-
niigend entfernt verlaufender Geraden belie-
big vergroBert werden, ein endliches Maxi-
mum kann also nicht existieren. Die Berech-
nung des Gleichungssystems (1) liefert [iir
n=10 und ¢ gsg+;=i (i=1, ..., n) als beste
Néherung die Gerade y=280,7+ 54,7t

Die Abbildung zeigt, daB diese Gerade vor
allem die Werte fiir 1964 bis 1969 sehr gut
annihert. Fiir 1971 erhalten wir einen Pro-
gnosewert y,9;, =991,8 Tsd, der den realen
Wert um 11,1 Tsd verfehlt. Bezogen auf den
Zuwachs von 180,0 Tsd Menschen von 1968
bis 1971 ist das ein Fehler von 6,2 9. Fir
1975 erhalten wir y,4,5=1210,6 Tsd. Ana-
log zur Ndherung durch Geraden kann die
Zeitreihe durch andere Funktionstypen ap-
proximiert werden. B. Noack
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Dieser Beitrag wird mit einem 2. Teil in
Heft 4/74 abgeschlossen.




Wir bestimmen die
geografischen Koordinaten
unseres Heimatortes

Dieser Beitrag soll vor allem den Schiilern der unteren Klassen-
stufen einen Einblick in die Astronomie geben, er ist aber auch
als Ergidnzung des Astronomieunterrichts in den 10. Klassen ge-
dacht sowie fir Arbeitsgemeinschaften verwendbar.

Die Erde besitzt eine kugelihnliche Gestalt. Wie bereits aus dem
Geografieunterricht bekannt ist, kann man jedem Ort auf der Erde
Koordinaten zuordnen. Es sind dies die geografische Linge (mit
dem griechischen Buchstaben A bezeichnet) und die geografische
Breite (¢). Das Koordinatensystem der Erde ist aus Langen- und
Breitenkreisen aufgebaut: 180 Lingenkreise (Meridiane) - jeweils
dstlicher und westlicher Linge — sowie je 90 Breitenkreisen auf der
Nord- und Siidhalbkugel. Der Aquator ist der lingste Breitenkreis
(etwa 40000 km). Die Pole besitzen die geografische Breite 90°.
(Bild 1)

westl. L. —— dstl. L.
Nullmeridian /& \/ = nérdl. Br.
Y [ S (S SN

. [ Breiten-
Aquator —
4 7\ kreise
siidl. Br.
Bild 1
Meridiane

Wenn wir die Sterne, die sich in unterschiedlichen Entfernungen
von der Erde befinden, auf eine gedachte Kugel mit der Erde als
Mittelpunkt projizieren, erhalten wir die scheinbare Himmelskugel
(Bild 2). Das Bild eines Sterns auf der scheinbaren Himmelskugel
entsteht an der Stelle, an der der Strahl Erde — Stern die Himmels-
kugel schneidet.

Bild 2

A

| \
\ [\
|\
SN
p' | verlingerte

E Erde

R Radius der scheinbaren Himmelskugel

* wahre Position des Sterns

Erdachse

% Ort des Sterns auf der scheinbaren Himmelskugel
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Die Erde rotiert um eine Gerade, Erdachse genannt. Die Erdachse
schneidet die Erdoberfliche im Erdnord- und -siidpol, die Himmels-
kugel ebenfalls in zwei Punkten, dem Himmelsnordpol P und dem
-siidpol P’. Die Ebene, die durch den Erdmittelpunkt verlduft
und auf der Erdachse senkrecht steht, heiBt Aquatorebene. Sie
schneidet die Erdoberfliche im Erddquator und die Himmelskugel
im Himmelsidquator.

Die Erde dreht sich in 23 h 56 min=1 Sterntag =24 Sternstunden
einmal um die Erdachse.

Diese Rotationsdauer kann wie folgt ermittelt werden: Ein Fern-
rohr wird auf einen Fixstern [est eingestellt. Jeweils nach einem
Sterntag ist der Stern wiederum im Fernrohr zu sehen. Erstreckt sich
die Messung iiber mehrere Tage, dann 148t sich die Rotationsdauer
der Erde recht genau ermitteln.

Die verschiedenen Tageszeiten sind eine Folge der Rotation der
Erde. Genau genommen miifite jeder Ort eine eigene Ortszeit be-
sitzen. ZweckmiBigerweise werden aber mehrere Orte zu bestimm-
ten Zeitzonen zusammengefaBt. Wir kennen z. B. die Mitteleuro-
piische Zeit (MEZ), die Osteuropdische Zeit (OEZ - Moskauer
Zeit) und die Weltzeit (Greenwicher Zeit). '
Weiterhin ergibt sich aus der Rotation der Erde die scheinbare
tiagliche Rotation der Himmelskugel. Da die Himmelskugel in
Wirklichkeit feststeht, rotiert sie fiir einen Beobachter auf der Erde,
der die Erdrotation nicht wahrnimmt, scheinbar entgegengesetzt
zur Drehrichtung der Erde. Jeder Fixstern bewegt sich mit der
Himmelskugel in 23 h 56 min scheinbar auf einem Parallelkreis
zum Himmelsdquator (Bild 3).

Bild 3

Aquatorebene

Waihlt man auf der Erdoberfliche einen beliebigen Beobachtungs-
punkt B, so ist die dazugehorige Horizontebene digjenige Ebene,
deren samtlich durch B verlaufende Geraden Tangenten an der
Erdkugel sind. Das bedeutet: Eine Gerade, welche senkrecht auf der
Horizontebene steht und durch den Punkt B geht, verlduft durch
den Erdmittelpunkt. Der Strahl Erdmittelpunkt — Beobachtungs-
punkt schneidet dann die Himmelskugel in einem Punkt, der Zenit
genannt wird. Zu jedem Beobachtungsort gehort aul der Himmels-
kugel weiterhin ein (Himmels-)meridian. Dies ist derjenige Kreis
auf der Himmelskugel, der durch Nordpunkt (Himmelsnordpol P),
Siidpunkt (Himmelssiidpol P’} und durch das Zenit Z des Beobach-
tungsortes verlduft. (Alle Orte der Erde gleicher pgeogralischer
Linge haben ein und denselben Himmelsmeridian, jedoch nicht den
gleichen Zenit.) Wenn von B aus ein Stern S betrachtet wird, dann
schlieBt der Strahl BS mit der Horizontebene einen Winkel ein,
den man Erhebungswinkel bzw. in der Astronomie Hohe (k) nennt.
Sie wird von 0 bis $0° gemessen. (Sterne, die sich unter der Hori-
zontebene belinden, also unsichtbar sind, haben negative Hohe.)

Wihrend eines vollen scheinbaren Umlaufes um die Erde, also
wihrend 23 h 56 min, durchwandert ein Stern auf der scheinbaren
Himmelskugel zweimal den Meridian des Beobachtungsortes.
Diese beiden Zeitpunkte sind [iir alle Orte auf der Erde gleicher geo-
grafischer Linge gleich. Der Vorgang selbst wird Meridiandurch-
gang oder Kulmination genannt. Man spricht von oberer bzw.
unterer Kulmination (Bild 4). Bei der oberen Kulmination erreicht



der Stern seine maximale, bei der unteren Kulmination seine
minimale Hohe. Wenn sich die Himmelskugel nach 12 Sternstunden

% Sterntag | um die Achse PP’ (scheinbar) um 180° gedreht hat,
geht der Stern in der Stellung S abermals durch den Meridian.

Aus Symmetriegriinden gilt (Bild 4):
o= X SEP= £ PES’

Scheinbare Bahn Horizontebene
des Sterns
Aquatorebene
Bild 4
! p' S untere Kulmination
S’ obere Kulmination
Z Zenit

Der geiibte Mathematiker kann aus der Zeichnung heraus sofort
erkennen, daf sich die Polhhe h,, d. h., die Hohe des Himmelspols
P, aus dem arithmetischen Mittel der beiden Kulminationshéhen
h, und h, ergibt:

h, =h;+a

h, =h;—a

2h,=h+h,

n _hith, (1)
P 2

Die Formel gilt auch in dem allgemeinen Fall, wenn h, und h, zwei
beliebige Hohen sind, die im Abstand von 12 Sternstunden gemes-
sen werden.

Um nun endlich auf die geografischen Koordinaten zuriickzukom-
men, zeigen wir anhand- der ndchsten Abbildung, daB die Polhdhe
gleich der geografischen Breite ist:

¥QBP=9%0°+¢
XQBP=90°+h,
h,=¢ beide zum (0]
Himmelsnordpol
£ (P
Bild 5
90‘\7‘0‘\

Erddquator

Die beiden von B und N ausgehenden
Strahlen sind praktisch parallel,

da die GroBe der Erde den kosmischen
Entlernungen gegeniiber verschwindend
klein ist.

B Beobachtungsort
N Erdnordpol
S Erdsiidpol

Aus (1) und (2) folgt, daB wir die geografische Breite aus zwei Hoéhen-
messungen eines belicbigen Sternes im Abstand von 12 Sternstunden
ermitteln kénnen. Wir haben der Einfachheit halber die Messung
am Polarstern vorgenommen, einem Stern, der in der Nihe des
Himmelspols zu [inden ist.

Bild 6
Objektiv

7 5
. 0 //
Okular h \
S
-
Parallel
zur Horizontebene

7 h

i
7

T T

Die Hohenmessungen fiihrten wir in der Volkssternwarte Hartha
durch. Wir verwendeten dazu einen Theodoliten; das Prinzip eines
solchen Gerites zeigt Bild 6. Die Messungen wurden in einer Nacht
in den Wintermonaten durchgefithrt, damit der Stern nach 12 Stern-

stunden %Sterntag) noch sichtbar war. Sie ergab:

15. 12. 1972 17*30™ MEZ (obere Kulmination des Polarsterns)
h, =51°42'00"
16. 12. 1972 0528™ MEZ (untere Kulmination des Polarsterns)
h, =50°30'42"
Die geografische Breite des Beobachtungsortes Hartha betrigt
somit gemdB Formel (1) und (2)
h _102°12'42"

4

=51°06"21".

Es [ehlt nun noch die geogralische Linge der Sternwarte Hartha,
um den Ort im Koordinatennetz der Erde genau [estlegen zu kon-
nen. Fiir die Schiiler der unteren Klassenstufen wollen wir hier eine
vereinfachte Darstellung geben:
Wir haben fiir einen bestimmten Stern die Kulminationszeit ¢, in
Hartha ermittelt. Wir nehmen nun an, daB eine Schiilergruppe in
Greenwich (Nullmeridian) denselben Stern beobachtet und uns
dessen Kulminationszeit ¢, am gleichen Tag fiir Greenwich mit-
teilt. (Dieser Wert kann auch aus einem Sternkalender entnommen
werden.) Um die Zeitdifferenz zwischen Greenwicher Zeit und
MEZ auszuschalten, haben wir vorher unsere Uhr nach Green-
wicher Zeit umgestellt, d. h., nach unserem Zeitzeichen eine Stunde
zuriick. Die Berechnung der Linge beruht aul der Bezichung:

23 h 56 min=360° (Rotationsdauer der Erde) (eine volle
Umdrehung)

ty—t =4
Nun konnen wir die geografische Linge aus folgender Proportion
berechnen:

A et
360° 23 h 56 min’

also A =_3M) .
23 h 56 min

Die Messung fiihrten wir wie folgt aus: Zuerst stellten wir den
Theodoliten genau aul die Nord-Siid-Richtung ein. Wir suchten
den Stern a Andromedae (Bild 7) auf, dessen Kulminationszeit
vorher von uns abgeschitzt wurde, und ermittelten nun die genaue
Zeit seines Meridiandurchgangs. Wir erhielten somit fir ¢; den
Zeitpunkt 16"37™07° (Greenwicher Zeit). Die Zeit ¢, fiir Greenwich
ermittelten wir nach dem Sternkalender fiir diesen Tag zu 17"28™57°
Greenwicher Zeit. Demnach ergibt sich eine Zeitdiflerenz von
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51min 50s. Diesen Wert kénnen wir in die obige Gleichung ein-
setzen:
_360° - (51min 50s)

23h 56min

Kleiner Bir
Polarstern
Bild 7
o—
assiopeia Cephici
Andromeda
%, Andromedanebel (M 31)
’

g ~ And (Alpheratz)

Das Sternbild Andromeda mit Nachbarsternbildern. —
Sterngruppen, die sich auf begrenzten Flichen der scheinbaren
Himmelskugel befinden, werden willkiirlich und ohne Beriicksich-
tigung der wahren Entfernungen der Sterne zu Sternbildern zu-
sammengefat. Die Sterne eines Sternbildes werden — meistens
nach ihrer Helligkeit - mit «, S, y, ... bezeichnet.

Bevor wir weiterrechnen, miissen wir die Zeitangabe ins Dezimal-
system iibertragen (Tafelwerk S. 31):
_360°-0,863%h _ 12,99°.
23,9333h
Durch Umrechnen erhielten wir fiir die geografische Linge von
Hartha

A=12°59'24".

Schiiler der 10. Klasse werden wissen, wie man auf einem einfacheren
Wege zum Ergebnis gelangen kann, den wir hier der Vollstindig-
keit halber mit anfithren.
Mit Hilfe eines Sternzeitchronometers* ermittelten wir die Stern-
zeit Greenwich zum Zeitpunkt der Kulmination von a Andro-
medae in Hartha. Sie betrug 23"15™00° Sternzeit. Aus dem Kalender
entnahmen wir die Sternzeit fiir die Kulmination in Greenwich:
00"06™59° Sternzeit. Die Zeitdifferenz betrdgt somit 51 min 59 s
Sternzeit. Fiir die Rotationsdauer der Erde miissen wir jetzt 24 Stern-
stunden ansetzen. Es ergibt sich damit

= 360° - 0,8663%h

24h

oben. Nun kennen wir die geografischen Koordinaten:

¢ =>51°06"21" n. Br.

4 =12°5924" 6. L. unseres Beobachtungsortes Hartha.
Wir empfehlen den Lesern, die im Anhang angegebenen Aufgaben
zu 16sen.
Zum AbschluB méchten wir uns bei Herrn Busch, V. L. d. V., Leiter
der Bruno-H. Biirgel Sternwarte Hartha und Herrn Trager, Mathe-
matikfachlehrer an der SchloBberg-OS Débeln, fiir ihre Hilfe und
Unterstiitzung bedanken.

Lutz Muiller, Dieter Neumann, Holger Pietzsch

. Dies fiihrt zum gleichen Ergebnis wie

Aufgaben (ab K1. 7):

4 | aa) Berechne den Abstand a zweier benachbarter Langenkreise
mit der Lingendifferenz 1° auf der Erdoberfliche am Aquator,
wenn der Erdradius in Aquatornihe 63784 km betrigt.

b) Fiir K1 10: Man gebe eine Formel zur Berechnung des Abstandes
zweier benachbarter Langenkreise, gemessen ldngs eines Breiten-
kreises, in Abhzngigkeit von der geografischen Breite an. Fiir die
Erde wird Kugelgestalt angenommen (R =6371 km).

¢) Fiir 10. Kl.: Die Differenz zur wahren geografischen Linge der
Sternwarte Hartha (12°57'52") betrug bei unserer Messung 1'32".
Wieviel km Entfernung macht dieser Fehler auf der Erdoberfliche
aus? (p=51°0621")

A2a Die MEZ geht vom 15. Langenkreis (Gorlitz) als Bezugs-
meridian aus. Ermittle die Ortszeiten fiir Leipzig, D6beln, Berlin und
Dresden, wenn es in Gorlitz 12°00™ ist. Beachte: Eine Lingendiffe-
renz von 15° entspricht einer Zeitdifferenz von 1h.

Leipzig A=124 Berlin A=134°
Dobeln b=13.1° Dresden A1=13,7°
Bratislava A=17,1° Warschau A=21,1°
Krakow A=199°

* Def. der Sternzeit s. Brockhaus abc Astronomie o. 4.
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1 Von drei Ringen, die duBerlich gleich
aussehen, moge ein Ring schwerer sein als
die beiden anderen.

Wie findet man diesen mit Hilfe einer einzigen
Wigung auf einer gewdhnlichen doppel-
schaligen Waage?

2 Zwei Zahlen sollen multipliziert das Pro-
dukt 24 ergeben. Dividiert man die gréBere
Zahl durch die kleinere, so erhdlt man
ebenfalls 24. Wie heiBen die beiden Zahlen?

3 Ein Balken wurde in drei Minuten in
Stiicke zu je m m Liange zersdgt, wobei jeder

Schnitt 1 Minute dauerte. Wie lang war der
Balken?

4 Es werden nacheinander alle Zahlen von
1 bis 99 aufgeschrieben.
Wie oft wird die Ziffer 5 geschrieben?

5 Drei Schiiler trugen ein Schachturnier
aus, wobei insgesamt 6 Spiele durchgefiihrt
wurden.

Wieviel Partien spielte jeder einzelne?

6 Wieviel Gepécktriager muB ein Forscher,
der einen sechstigigen Marsch durch die
Wiiste antreten will, bei sich haben, wenn
jeder von ihnen nur einen Nahrungsvorrat
und Wasser fiir vier Tage fiir eine Person
mitfithren kann?

1 1 243 5
13 g+y=232=2 (6 Fahrer)

14 Der Abstand zwischen zwei Biumen
betrigt jeweils 20 m.

15 Wenn der Ball das letzte Mal einen Meter
hoch springt, so sprang er das vorletzte
Mal zwei Meter und davor vier Meter hoch.
Damit er aber vier Meter hoch springt, muf3
er von acht Metern herunterfallen.

6 6 60 15 _1
6 gy=g=g=7="2
T0
Annerose erhilt ab sofort 7,50 M Taschen-
geld.

17 Erst drei Liter in den 5-Liter-Topf,
dann nochmals 3 Liter hinzu. Da der Topf
aber nur 5 Liter faBt, bleibt 1 Liter im 3-Liter-
Topf iibrig. Den Inhalt des 5-Liter-Topfes
ausgieBen, den verbleibenden | Liter hinein
und nun 3 Liter dazu.

18 Esgibt 16 Lésungen,z.B. 15+51~=66,.

=
S
B 4

12 In einem Brotroster konnen gleichzeitig
zwei Scheiben Brot einseitig gerdstet werden.
Das Résten jeder Seite dauert 30 Sekunden.
Drei Scheiben beiderseitig zu résten dauert
danach 2 Minuten.

Uberlegt, wie man diese Menge in nur

1., .
~M Minuten rosten kann!

13 Auf einer Radrennbahn findet ein Ren-
nen statt. Ein Fahrer fahrt so, daB ein Drittel
des Feldes vor ihm und die Hilfte der Teil-
nehmer hinter ihm ist.

Wieviel Fahrer nehmen am Rennen teil?

14 Lings eines Feldweges von 400 m Linge
wollen Junge Pioniere an beiden Seiten

Obstbdume anpflanzen. Von der GPG er-
halten sie kostenlos 42 Stiick.

In welchen Abstinden werden die Biume
gepflanzt?

15 Wenn ich einen Ball fallen lasse (ohne
zu werfen), springt er nur bis zur halben
Fallh6he. Ich lasse einen Ball zur Erde fallen
und dreimal springen. Das dritte Mal springt
er einen Meter hoch.

Von welcher Hohe habe ich den Ball fallen
lassen?

16 Bisher hast du 6 Mark Taschengeld er-
halten. Ab sofort bekommst du nur noch
den 0,8. Teil deines Taschengeldes. Annerose

argert sich zunichst, dann aber schenkte sie 4

RS ARSI NIRRT S SIS SIS Y Y PR R R e

befindet sich die falsche Miinze unter den
drei Miinzen, die weniger wiegen. Auf die-
sem Wege finden wir drei Miinzen heraus,
unter denen sich die falsche Miinze befindet.
Nun arbeiten wir wie in Aufgabe 1.

8 4 Katzen.

ooo
a O
a O
ooao

10 Rolf angelt 8 Fische, Monika 6.

11 1. Wir nehmen an, Marie-Luise hat
sich 860 gedacht. Wir fragen:
Istdiegedachte Zahl groBer als 512 (2°==512)?
- Ja.

Folglich gehort die gesuchte Zahl zu dem
Intervall 512 bis 1024 (2'°). Wir nehmen
die Haillte dieses Intervalls, fiigen sie zu
512 hinzu und fragen:

2. Ist die gedachte Zahl grofer als 7687 - Ja.
Wir merken uns, daB die gesuchte Zahl zum
Intervall 768 bis 1024 gehort. Wir fiigen zu
768 die Hilfte des Intervalls, d. h. 128, hinzu
und fragen:

19 Wie missen die Figuren im letzten
Quadrat angeordnet werden?

\ N

o Il.4 El.
L

20 Kryptarithmetische Aufgabe

s|+| [=| =4
X //X ol
AN
X -+ =8
N+ N +
+| |=| |=5
”.@ =5 =5

Ein feines Spiel

Jeder der zwei Spieler erhdlt zwei gleiche
Steine. Sie werden abwechselnd gesetzt. Beim
Zichen versuchen die beiden Spieler, ihre

Steine in solche Stellung zu bringen, daB der
andere seine Steine nicht mehr bewegen
kann. Auf unserer Zeichnung kann der
Spieler mit den dreieckigen Steinen nicht
mehr weiter. Versucht es auch einmal!

58



XII1. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Klassenstufe 10 Aufgaben

1. In einem Ornament sind ein gleichseitiges
Dreieck ABC, darin ein Halbkreis k, (mit
dem Mittelpunkt M, und dem Radius r,)
und ein Kreis k, (mit dem Mittelpunkt M,
und dem Radius r,) sé gezeichnet, daB sie
den [olgenden Bedingungen geniigen:

(1) M, liegt auf der Strecke AB,

(2) k, beriihrt jede der Strecken AC und BC,
(3) k, beriihrt k, von auBen sowie jede der
Strecken AC und BC.

Man zeige, daBB  r, >r, gilt und ermittle
das Verhdltnis r, :r,.

2. Konstruieren Sie ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC mit dem rechten Winkel bei C
aus s,=6 cm, s,=8 cm! Dabei seien s, die
Linge der Seitenhalbierenden von BC und
s, die der Seitenhalbierenden von AC.
Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob ein derartiges
Dreieck ABC mit den gegebenen Lingen s,,
5, existiert und bis aul Kongruenz eindeutig
bestimmt ist!

3A. a) Beweisen Sie, daB man zu gegebenem
reellem x, die Zahl x,%+x,+1 nach der
folgenden Methode gralisch ermitteln kann:
Man konstruiert in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt
O dasjenige Quadrat OPEQ, fir das E die
Koordinaten (1; 1) hat und Q, E auf einer
Parallelen g zur x-Achse liegen. Auf g zeichnet
man einen Punkt X so, daB die gerichtete
Strecke EX die Linge x, hat, unter Beriick-

Preistrager -

Reiner Lindemann,

C.-Blechen-OS,
Cottbus (KI. 10)

Apolda (KI. 10)

Thomas Hoffmann,
EOS Geschwister Scholl

sichtigung des Vorzeichens von x,. Im Punkt
X errichtet man auf der Geraden durch P
und X die Senkrechte; sie schneidet die
y-Achse in einem Punkt Y. Dann hat Y die
zuermittelnde Zahl x,? + x, + 1 als Ordinate.
b) Beweisen Sie mit diesem grafischen Ver-
fahren, daB die durch f(x)=x*+x+1 fiir
alle reellen x definierte Funktion f keine
reelle Nullstelle hat! "

3B. Man ermittle alle ganzzahligen Zahlen-
paare (x, y), die die Gleichung (x+2)* —x*
=y erfiillen,

4. Man untersuche, ob die Zahl

x= 4+ T~ J4=J1- 3

positiv, negativ oder gleich Null ist.

S. Veranschaulichen Sic in einem rechtwink-
ligen kartesischen Koordinatensystem die
Menge aller Zahlenpaare (x, y), die die fol-
gende Gleichung erfiillen!

[el+ Il -3-3| =1

6. Ein regulires Tetraeder mit den Eck-
punkten A4, B, C und D und der Kanten-
linge a werde durch sechs paarweise von-
einander verschiedene Ebenen geschnitten,
wobei jede der Ebenen von dem Tetraeder
genau eine Kante und den Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Kante enthalte.

a) Wieviel Teilkorper entstehen insgesamt,
wenn man sich alle Schnitte gleichzeitig
ausgefiihrt denkt?

b) Berechnen Sie die Volumina der einzelnen
Teilkorper unter Verwendung der Kanten-
lange a!

Einen ersten Preis erhielten

Ralph Lehmann,

EOS Diesterweg
Strausberg (K1. 11)

Reinhard Schuster,

Thomas-EOS Leipzig,
volle Punktzahl (KI. 12)

Klassenstufe 11/12

1. Es seien in einer Ebene zwei vom Nullvek-
tor verschiedene Vektoren x und p gegeben.
Dann wird durch
cp=|z—ny|firn=1,2,3, ... 1)
eine Folge reeller Zahlen definiert. Es sind
notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir anzugeben, daB die Folge (1)
a) streng monoton steigend,
b) streng monoton fallend ist.
¢) Fir den Fall, daB die Folge (1) nicht
streng monoton ist, ist zu untersuchen, ob
es eine natiirliche Zahl n, gibt, so daB die
Folge (1) die Monotonieintervalle

1=n<n, und n,<n besitzt.
2. Ist x eine reelle Zahl, so bezeichne [x]
die groBte ganze Zahl, die nicht groBer als
x ist.
(So ist z B. [z]=3; [0,7]=0; [5]=5;
[(-07]=-1
a) Man zeige, daB es zwei rationale Zahlen g,
b derart gibt, daB die Zahlen c,=an+b—
—[an+b](n=1, 2, ...) eine nicht-konstante
Zahlenfolge bilden und daB alle ¢,+0 sind.
b) Man beweise, daB fiir je zwei rationale
Zahlen a, b die in a) definierte Zahlenfolge
ein Minimum besitzt.
3. Es seien n,, n, zwei positive ganze Zahlen;
in einer Ebene seien eine Menge M, aus
2n, voneinander verschiedenen Punkten so-
wie eine Menge M, aus 2n, voneinander und
von jedem der Punkte aus M, verschiedenen
Punkten so gelegen, daB es keine Gerade gibt,
die durch drei dieser 2n, + 2n, Punkte geht.
Man beweise, daB dann eine Gerade g mit
folgender Eigenschaft existiert:
Zerlegt g die Ebene in die Halbebene H und K
(wobei g selbst weder zu H noch zu K ge-
rechnet werde), so liegen sowohl in H als
auch in K jeweils genau die Hilfte aller
Punkte aus M, und genau die Hilfte aller
Punkte aus M,.
Die Aufgaben 4, 5, 6A und 6B siche Heft
4/74, 8. 1

(Von den Aulgaben 10/3A und 10/3B bzw.
12/6A und 12/6B war jeweils genau eine
auszuwihlen und zu l6sen.)

Hans-Gert Gribe,
ABF Walter Ulbricht,
Halle (KI. 12)

§
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Riickblick auf die XV. IMO

MOCKBA

IMO

1973

Die Teilnehmerldnder der XV. IMO iiber-
reichten der DDR-Mannschaft in Moskau
fiir die alpha-Leser je eine Aufgabe. Albrecht
Hef (IMO-Teilnehmer der XV. IMO) und
Wolfgang Burmeister (Forschungsstudent an
der TU Dresden, erfolgreichster IMO-Teil-
nehmer der DDR) iibernahmen die Bearbei-
tung.

VR Bulgarien
Es ist zu beweisen, daB
o1 n? gilt fur alle natiir-
x=1sin2 -2k + 1)
2n

lichenn mitn21.

CSSR

Gegeben sind ein Kreis k um S mit dem Ra-
dius r und zwei voneinander verschiedene

Punkte P und Q, die nicht auf dem Kreis
liegen.

Konstruiere zwei parallele Geraden p und g
durch P bzw. Q, die k in X bzw. Y so schnei-
den, daB & YSX =90°!

DDR

Fiir kein natiirliches n=1, 2, ...
liches m mit m>n gilt:
1. 1

—4—t...+ 1 ist eine natiirliche Zahl.
n n+l m

und natiir-

Republik Finnland

Gegeben sei die Umfangslinie einer Ellipse.
Man konstruiere mit Zirkel und Lineal die
Brennpunkte.

Frankreich

Es sei p eine ungerade Primzahl. Man zeige,
daB die Aussagen

Bei den Internationalen Mathematik-Olympiaden von Schiilern der DDR errungene Preise

(A) 1P42P+ ... +¢P ist durch p? teilbar
(B) g oder g+ 1 ist durch p teilbar
dquivalent sind.

GroBbritannien

Zwei feste Kreise werden von einem variablen
Kreis in P und Q beriihrt, man zeige, daB
zwei Punkte R, und R, existieren, so daB
die Gerade PQ stets durch R, oder R, ver-
lduft. '

SFR Jugoslawien

Es seien p und g ungerade teilerfremde
Zahlen und es sei

Man zeige:
*
ptq#= g + z_y +...+ p_q
p 14 p
L]
+[EJ+[2—p]+...+[q—p],
q q q
wobei [x] die gréBte ganze Zahl kleiner als
x ist.

Republik Kuba

Man ermittle drei reelle Zahlen, die die fol-
genden Eigenschaften haben:

a) Ihre Summe ist gleich 35.

b) Die Summe ihrer Quadrate ist gleich 525.
c) Diese drei Zahlen bilden eine geometri-
sche Folge, d. h., sie sind von der Form a,
aq, aq®, wobei a und g von Null verschiedene
reelle Zahlen sind.

Hinweis zur Lisung: Man beachte, daB das

IMO 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973
I . 1L V. V. VL VIL VIL IX. X. XL XIL XIL XIV. XV.
1. Preis - = = = = = = 3 3 5 — 1 1 1 —
2. Preis - - = 1 — 1 2 3 3 3 4 2 1 3 3
3. Preis - = 1 — 3 2 3 — 1 — 4 4 4 4 4
Bei den Internationalen Mathematik-Olympiaden von den teilnehmenden Mannschaften erzielte Gesamtpunktzahlen
IMO I . 0L IV. V. VI VIL VIO IX. X. XI. XI. XIL XIV. XV.
VR Bulgarien 131 175 108 196 145 198 93 238 159 204 189 145 39 120 96
CSSR 192 257 159 212 151 194 159 215 159 248 170 150 55 130 149
DDR 40 38 146 153 140 196 175 280 257 304 240 221 142 239 188
SFR Jugoslawien —  — — — 162 155 137 224 13 179 181 209 71 136 137
Mongolische VR — — — — — 169 63 88 87 74 120 78 26 48 64
VR Polen 122 — 230 212 13 209 178 269 101 262 119 105 118 160 174
SR Rumanien 249 248 197 257 191 213 222 257 214 208 219 208 110 206 131
UdSSR (11l) — " — 263 271 269 281 293 275 298 231 221 205 270 254
Ungarische VR 233 248 270 289 234 253 244 281 251 291 247 233 255 263 215
Republik Finnland - - - = = =6 = = = = = =86
Frankreich - O - — DD T T Z— @4 — 119 1a ® — 1%
GroBbritannien — — — — — — — — 231 263 193 180 110 179 164
Italien — — — — — — — — (1100 132 — — — — —
Schweden - - - - — — = =13 2% 104 110 (@) 60 9
Belgien — — — — — — — — - — 57 — — — —
Niederlande - - - — — — — = = — 51 8 a4 5 9%
Osterreich - = =TT = = = = = =14 (82 136 144
Kuba - - = = = = = = = = =T =9 W @

Zahlen in Klammern:
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Mannschaft hatte weniger als 8 Teilnehmer oder hatte nicht am gesamten Wettbewerb teilgenommen.



Polynom g*+4g%+1 sich in zwei Faktoren
zerlegen ldBt, von denen der eine gleich
g*+q+1ist.

Mongolische Volksrepublik

Drei parallel geschaltete Widerstinde haben
einen Gesamtwiderstand von ;Q. Der erste

Widerstand ist doppelt so groB wie der
zweite, dieset wiederum ist doppeit so groB
wie der dritte.

Wie groB sind die drei Widerstinde?

Niederlande

Gegeben [st ein spitzwinkliges Dreieck A4, B,
C. Man zeige, daB es drei Punkte 4,, B, C,
mit der Eigenschaft gibt, daB

(1)  A,eAB; B.eBC; C,eCA

(2) A,B,1AB: B,C,1BC; C,A,1CA
gilt.

Osterreich

Es seien a und b zwei teilerfremde natiirliche
Zahlen, und ¢ sei Teiler von a?+b% Man
beweise, daB sich ¢ in der Form x?+ y? mit
natiirlichen Zahlen x, y darstellen 14Bt.

VR Polen

Es sei p,(x) ein Polynom n-ten Grades und
es gelte

pD)=r"

p2)=r?

p.(n)=r", dabei sei r eine reelle Zahl.
Es ist p,(n+ 1) zu berechnen.

SR Ruminien
Es sei n eine natiirliche Zahl groBer als 1.
g, seien reelle Zahlen aus dem Intervall
[-1;1]G=1, .., n).
Fiir welche ¢; (i=1, ..., n) nimmt der Ausdruck
e +...+¢, g +es+...+E,

n n

E=, I+,

4. e —Eatet ey
T n
sein Maximum an?

Schweden

Es seien a, b, ¢ paarweise teilerfremde natiir-
liche Zahlen.

Man gebe eine Losung der Gleichung
x+y*=7" in natiirlichen Zahlen an!

Sowjetunio::
Es seien n und m natiirliche Zahlen, die beide
nicht kleiner als 2 sind. Es ist zu beweisen,
daB »™ nicht in Form einer Summe
it St SRRk
kl . kz kp
darstellbar ist, ‘
wobei kjm und k;<m gelten soll.

Ungarische VR

Es sei {a,} eine Folge positiver reeller Zahlen

mit der Eigenschaft a,_,<a,+a, Dann
lim a,

noson

existiert

Eine Aufgabe von Prof. Dr. habil.

Werner Mogling

Sektion Mathematik|Physik

der Pddagogischen Hochschule Erfurt/Miihlhausen

A 1228 A Gegeben ist ein konvexes Vier-
eck ABCD so, daB sich die durch die gegen-
iiberliegenden Seiten 4B und CD bestimmten
Geraden im Punkt S, die durch die gegen-
iiberliegenden Seiten BC und D4 bestimmten
Geraden im Punkt T schneiden (siehe Bild).

7
s A lY

Es ist zu beweisen, daB die Umkreise der
Dreiecke ADS, BCS, ABT, CDT durch
einen gemeinsamen Punkt P verlaufen.
Danach ist zu untersuchen, ob dieser Sach-
verhalt auch fiir nichtkonvexe Vierecke gilt
(fisr Schiiler ab Klasse 7).

AuBerdem wird nach der geometrischen
Bedeutung von P gefragt, die man erkennt,
wenn zum Beweis dhnliche Dreiecke und
damit Ahnlichkeitstransformationen verwen-
det werden (fiir Schiiler ab Klasse 9).

Mathematik in Erfurt

Mit der Griindung des Lehrstuhls Mathema-
tik im Jahre 1957 begann am damaligen
Pddagogischen Institut in Erfurt die Ausbil-
dung von Lehrern fiir das Fach Mathematik.
Seitdem haben mehr als 2000 Absolventen
das Mathematikstudium in Erfurt erfolg-
reich beendet.

An unserer Hochschule werden jahrlich etwa
600 Studenten immatrikuliert, die in vier
Jahren als Lehrer in zwei Unterrichtsfachern,
einem Haupt- und einem Nebenfach, aus-
gebildet werden. Mathematik als Hauptfach
ist mit Physik oder Kunsterziehung, Mathe-
matik als Nebenfach mit Physik oder Chemie
gekoppelt.

In den ersten beiden Studienjahren, dem
sogenannten Grundstudium, erfolgt in Mathe-
matik eine Ausbildung in den Disziplinen
Analysis, Algebra, Geometrie und nume-
rische Mathematik, die in einem zusammen-
hiangenden Kurs vermittelt werden. Hier er-
wirbt der Student die fiir einen guten Mathe-
matikunterricht notwendigen Fachkenntnisse
und die Voraussetzungen zur selbstindigen

Beschiftigung mit mathematischen Proble-
men. Wihrend die Ausbildung im Neben-
fach im wesentlichen nach den ersten beiden
Studienjahren abgeschlossen ist, beginnt fiir
Studenten mit dem Hauptfach Mathematik
nach dem Grundstudium das sogenannte
Fachstudium.

Hier wird der Unterricht in numerischer
Mathematik, verbunden mit einer Ausbil-
dung an Rechenautomaten, fortgesetzt; da-
neben werden Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Gruadlagen und Geschichte der Mathematik
gelehrt. AuBerdem erhidlt der Student eine
vertielte Ausbildung nach Wahl in Algebra,
Analysis oder Geometrie, die ihn speziell
auf die Anlfertigung der Diplomarbeit vor-
bereitet. Die Thematik wird so gewihlt,
daB der Student die Méoglichkeit hat, mit
seiner Arbeit einen Beitrag zur mathemati-
schen Forschung zu leisten. AuBer Haupt-
und Nebenfach umfaBt das Studium noch
die Ficher Marxismus-Leninismus, Pid-
agogik, Psychologie und Methodik. Auch
Sport und Fremdsprachen sind Bestandteile
der Ausbildung.

Wegen des hohen Bedarfs sind vor allem in
den Kombinationen Mathematik/Physik und
Physik/Mathematik die Voraussetzungen fiir
die Zulassung zum Studium giinstig.

Fir Absolventen der 10. Klasse der Ober-
schule besteht die Moglichkeit, unmittelbar
nach Beendigung der Schulzeit einen einjah-
rigen Vorbereitungslehrgang in der Fach-
kombination Physik/Mathematik zu besu-
chen und daran anschlieBend mit dem Stu-
dium zu beginnen.

Oft wird von Schiilern die Frage nach der
Vorbereitung auf das Mathematikstudium
an unserer Hochschule gestellt. Die Voraus-
setzung dazu ist die sichere Beherrschung des
im Schulunterricht vermittelten Wissens nicht
nur der Abiturstufe, sondern aller Klassen,
und die Fahigkeit zur selbstindigen Bearbei-
tung angemessener Aufgaben und Probleme
des Schulunterrichts, wie sie bei den mathe-
matischen Olympiaden und in der Zeitschrift
alpha gestellt werden. Auch aufl die bereits
jetzt in ansehnlicher Zahl vorliegenden Bande
der Mathematischen Schiilerbiicherei sei in
diesem Zusammenhang hingewiesen (siehe
4. Umschlagseite, d. Red.). W. Mégling
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Mathematische
Schiilergesellschaft

Am 5. Juli 1973 lud die Mathematische Schii-
lergesellschaft (MSG) der Humboldt-Uni-
versitit zu einem Kolloquium ein. Zwei Ziele
hatte die von iiber 100 Jugendlichen sowie
zahlreichen Wissenschaftlern und Vertretern
der demokratischen Offentlichkeit besuchte
Veranstaltung im Weierstraf-Saal der Uni-
versitat:

Die Jungen Mathematiker legten Rechen-
schaft ab iiber die in den letzten drei Jahren
geleistete auBerunterrichtliche Arbeit. Zum
zweiten wollten sie die in den Zirkeln disku-
tierten Probleme, die besonders interessant
waren, vor einem groBen Kreis durch ihre
besten Vertreter vortragen, zur Diskussion
stellen, verteidigen.

Leitungskollektivder MSG

Stellvertretend fir die zahlreichen Beitrige
wollen wir unseren Lesern zwei vorstellen.
Zum ersten schreibt Dipl.-Math. Manfred
Brandt, ehemaliger Teilnehmer der V1. und
VII. IMO, jetzt Assistent an der Humboldt-
Universitat: ,,Ich betreue eine Gruppe von
Schiilern der EOS Heinrich Hertz. Wir tref-
fen uns alle zwei Wochen und 16sen gemein-
samn mathematische Probleme. Zu den Jun-
gen Mathematikern gehort auch Christian,
der in der AG wie im Kolloquium mit seinen
Problemen eine ungewohnte geometrische
Fragestellung anreiBt.
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Christian Horn

Uber die Zerlegung
von Figuren

Bei einem Kreis spricht man ganz selbst-
verstindlich von seinem Durchmesser. Es ist
der maximale Abstand, den zwei Punkte des
Kreises miteinander haben koénnen. Beim
Kreis gibt es aber beliebig viele solcher Punkt-
paare: auf jeder Geraden durch den Mittel-
punkt befinden sich zwei solcher, diametral
gegeniiber liegender Punkte. Der Begriff
Durchmesser ldBt sich jedoch auf beliebige
Figuren erweitern, und sogar sinnvoll! Auch

hier gibt es ja wenigstens zwei Punkte, die
maximalen Abstand voneinander haben.
Um mit dem Begriff des Durchmessers besser

Bild 1

arbeiten zu konnen, wollen wir ihn schnell
noch exakt definieren. (Hinweis: unter ¢
[A, B] versteht man den Abstand der Punkte
A und B, also eine [reelle] Zaht.)

Definition: Der Durchmesser d einer Figur F
ist eine solche reelle Zahl, daB fiir alle Punkte
M, N e Fgilt:

e (M, N)=d

und (mindestens) zwei Punkte 4 und Bin F
existieren mit g(4, B)=d. Wir wollen jetzt
Zerlegungen von Figuren betrachten. Neh-
men wir zum Beispiel den Kreis. Wie man
sich auch anstellt, bei jeder Zerlegung des
Kreises in zwei Teile befinden sich in wenig-
stens einem dieser Teile zwei gegeniiberlie-
gende Punkte mit dem Abstand d. Dieser
Teil hat dann offensichtlich den Durchmes-
ser 4. Wenn man sich ungeschickt anstellt,
haben sogar beide Teile den Durchmesser d.

Bild 2

Der Ungeschicklichkeit sind aber dadurch
Grenzen gesetzt, daB der Durchmesser einer
Figur durch Zerlegung nicht gréBer werden
kann. Wir wollen daher nur solche Zerlegun-
gen betrachten, bei denen alle Teilfiguren
einen Durchmesser kleiner als 4 haben.
Beim Kreis reicht offensichtlich eine Zer-
legung in drei Teile schon aus. Bei Rechteck
und Quadrat klappt es sogar mit einer Zer-
legung in zwei Teilfiguren.

N

Bild 3

Man schreibt dafiir a(Quadrat)=2.

a(F) gibt allgemein die minimale Anzahl
von Teilfiguren an, in die man eine Figur F
vom Durchmesser d zerlegen muB, damit alle
Teilliguren einen Durchmesser kleiner als d
haben.

Wie durch die Schreibweise angedeutet, ist
diese Anzahl eine Funktion der Figur (zu
jeder Figur gibt es eben genau eine minimale
Anzahl von Teilfiguren); genauer gesagt
eine Funktion von charakteristischen Para-
metern dieser Figur, denn a(F) ist z. B. véllig
unabhingig von der GroBe der Figur F.
Jetzt mochte man a(F) fiir moglichst umfas-
sende Klassen von Figuren bestimmen oder
abschitzen.



Wir hatten vorhin schon mit derartigen Uber-
legungen angefangen. Fir Quadrate gilt
ebenso wie z. B. fitlr Rechtecke, Drachen-
vierecke, Parallelogramme, Ellipsen a(F)=2.
Alle diese Figuren haben eins gemeinsam,
sie besitzen jeweils nur ein bis zwei innere
Strecken (d. h., Strecken, die zwei Punkte
aus F - in diesem Falle Randpunkte — ver-
binden, wobei diese Strecken jedoch nicht
vollstindig in F verlaufen miissen, da wir
nicht die Konvexitit von F gefordert haben)
von der Linge des Durchmessers dieser Figur.
Unter diesen Umstinden ist es einfach, alle
diese Strecken der Linge d durch eine Zer-
legungslinie zu schneiden, wodurch auto-
matisch die beiden Teilfiguren dann einen

kleineren Durchmesser haben.
B@

Bild 4
Nun kann die Zerlegungslinie bei komplizier-
teren Figuren auch etwas krumm werden
(muB sie aber nicht!).

Zerteilt man solch eine innere Strecke von
der Lange des Durchmessers jedoch zwei-
mal (oder allgemein: in gerader Anzahl)
durch eine Zerlegungslinie, so liegen Anfangs-
und Endpunkt dieser inneren Strecke in
ein und derselben Teilfigur. Diese Teilfigur
hat dann wieder den Durchmesser d. Das
wollen wir aber nicht. So muB man also ver-
suchen, alle inneren Strecken von der Liange d
des Durchmessers der Gesamtfigur durch
eine Zerlegungslinie so zu schneiden, daB
die Anzahl der Schnittpunkte ungerade wird.
So kann man sehr leicht alle n-Ecke zerlegen.
Komplizierter wird es schon bei Figuren,
die unendlich viele solcher inneren Strecken
besitzen. Das sind Figuren wie der Kreis
oder solche, deren Rand zumindest teilweise
einem Kreisbogen entspricht.

Hier kommt man meist mit einer Zerlegung
in zwei Teile nicht mehr aus.

Aber gibt es auch noch Figuren, die man
selbst mit einer Zerlegung in drei Teile nicht
dazu bringen kann. daB alle Teilfiguren einen
kleineren Durchmesser haben? Man mochte
meinen nein. Doch ein richtiger Mathemati-

Christian Horn beim Vortrag

Bild §

Renteaux-Dreieck
dret Bogen von Kreisen mit dem
Radius d

ker verlaBt sich in solchen Fragen nicht auf
sein Gefithl. Man miiBte die Vermutung also
beweisen. Vielleicht ist dazu der unten abge-
druckte Satz eine Hilfe. Aus dem Bild ist er-
sichtlich, daB man ein regelmaBiges Sechs-
eck, bei dem der Abstand der jeweils paralle-
len Geraden gleich 4 ist, in Teilfiguren mit
einem Durchmesser jeweils kleiner als d
(wegen der Dreiecksungleichung) zerlegen
kann.

Bild 6 d

Es geniigt also folgenden Satz zu beweisen
(fir Leute, die nachschlagen wollen: er
wurde 1920 von Pal aufgestelit: Uber ein
elementares Variationsproblem, Danske Vi-
denskab, Selkab., Math,-Fy. Meddel. 3,
No. 2 (1920); allerdings ungarisch):

Satz: Jede ebene Figur mit dem Durchmes-
ser d kann in ein regelmaBiges Sechseck ein-
geschlossen werden, bei dem der Abstand
der gegeniiberliegenden Seiten gleich d ist.
Der Beweis 140t sich aber auch fithren, ohne
die Bibliotheken unnétig zu strapazieren.

Michael Happ/Gerd Amold

Eine Aufgabe
mit verschiedenen
Losungen

Aufgabe: Auf einer 300 m langen kreis-
formigen Aschenbahn laufen zwei Lauler
(A und B) vom selben Punkt ab. Laufen sie
in gleicher Richtung, kommt der eine (B)
eine halbe Minute spdter beim Start an als
der andere (A); laufen sie in entgegenge-
setzter Richtung, begegnen sie einander nach
20 Sekunden.

Berechnen Sie die Geschwindigkeiten der
beiden Liufer!

1. Losung: Es seien mit v,, v die Geschwin-
digkeiten der Laufer und mit t,, ¢ die Zeiten
fir je eine Umrundung der Aschenbahn
durch die L&ufer bezeichnet. Dann folgt
unmittelbar

vA+vB=@=15 bzw. ry=15—v,

20

denn sie begegnen einander nach 20 Sekun-
den, und weiter tz=t,+ 30; denn B benotigt
30 Sekunden mehr als 4. Weiter erhalten wir

t, 300 und t,=t +30 =3DLO woraus sofort

v, B
300
t,= —30 folgt.
4 15-v, e
Wir miissen also folgende Gleichung losen:
300__ 300 _ 30
v, 15-v,

Es ergibt sich

v,%+5v,—150=0 woraus wir die Wer-
te
v, = —30 (entfillt, da v<0 nicht sinnvoll)
und t,, =10 erhalten.
Mit v, =10 ergibt sich fiir vy=5.
Antwort: Die Geschwindigkeiten der beiden
Liufer betragen

10Z(4) und 5 ™ (B).
N )

2. Lasung: Laut Aufgabenstellung ist 4 der
schnellere Liufer. Wenn A die 300 m ge-
laufen ist, dann muB B in 30 s noch eine be-
stimmte Strecke x zuriicklegen, um ebenfalls
300 m gelaufen zu sein. Beide Liufer legen
in 20 s zusammen 300 m zuriick. Daraus
folgt, daB sie in 30 s genau 450 m zuriick-
legen. Davon lduft B x Meter; A lauft in
dieser Zeit (450 —x) Meter.
Nun gilt fiir den Weg von A: 450—x =300
+(150 — x) und fiir den Weg von B : x=(300
—x)—2(150—x). '
Betrachten wir den Term 150 —x.
Fall 1: 150-x>0
300+y (300—x)—2y

v, vg ’
wobei zur Vereinfachung y=150—x ge-
setzt wurde. Daraus ergibt sich ein Wider-
spruch, da 4 nicht mehr als 300 m gelaufen
sein kann, wenn B in der gleichen Zeit we-
niger als (300—x) m lduft; denn laut Vor-
aussetzung laulen A 300 m und B (300 —x) m
in der gleichen Zeit, d. h. Fall 1 ist nicht zu-
treffend.
Fall 2: 150—x<0
Auch hier ergibt sich ein Widerspruch,
analog Fall 1. Dann ist nur noch 150—x=0
méglich, also x=150. Daraus folgt fiir

Es gilt

150
DB=E=5
vg=35

Und fiir v, dann %0=UA=10

Antwort: Die Geschwindigkeiten der beiden
Liufer betragen

5™(B) und 10(4).
S S
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Der Goldene
Schnitt
und die Zahl t

In diesem Beitrag will ich euch mit einer
sehr interessanten Zahl oder besser mit einem
Teilungsverhiltnis, das vielfdltige und ver-
bliiffende Eigenschaften besitzt, bekannt ma-
chen. Schon der bekannte Astronom und
Mathematiker Johannes Kepler (1541 bis
1630) beschrieb es mit Worten groBer Be-
geisterung: ,,Unter den stetigen Proportionen
existiert eine einzige ausgezeichnete Art,
die géttliche Proportion, wobei von den drei
GroBen die zwei kleineren zusammen die
groBere ergeben, oder wo ein Ganzes so in
zwei Teile zerlegt wird, daB zwischen den
Teilen und dem Ganzen eine stetige Pro-
portion entsteht.

Eine Strecke a heiBt nach dem Goldenen
Schnitt — oder stetig — geteilt, wenn ihr groBer
Abschnitt x mittlere Proportionale der Ge-
samtstrecke und des verbleibenden Abschnit-
tes ist.

a:x=x:(a—x) 1)
Fiir b=(a—x) gilt:
a:x=x:b ?)

bie nachlolgenden Konstruktionen be-

schreibt und beweist ihr bitte selbst!

e
//' |
: |

Pythagoras beachten!

A
Bild | s N
A{,_"-_w B =
Hoéhensatz beachten!
A e \\\\
Bild2 ,

X |

//’ \'
/ L \
ey N

a b

Beim Goldenen Schnitt sind a, x und b Glieder
einer geometrischen Folge, wobei x geome-
trisches Mittel von a und b ist. Wir wollen
nun die Lange der Strecke x aus Gleichung (1)
gleich eins setzen, und die GroBe von a er-
mitteln. Es gilt:

Eine Eigentiimlichkeit dieser Proportion be-
steht darin, daB aus dem groBeren Teil und
dem Ganzen wieder eine gleiche Proportion
gebildet werden kann; was vorher der gro-
Bere Teil war, wird dabei der kleinere; was
vorher das Ganze war, wird der groBere
Teil, und die Summe beider spielt nun die
Rolle des Ganzen. Das geht unendlich weiter,
immer bleibt die gottliche Proportion be-
stehen.“

Vielleicht wird seine Begeisterung und die
vieler anderer Mathematiker fir die Pro-
blematik des Goldenen Schnittes auch uns
ergreifen, wenn wir uns etwas mit einigen
Eigenschaften dieser Teilung bekannt ma-
chen. So will ich in Form kurzer Denkan-
stoBe einige Eigenschaften der stetigen Tei-
lung und der Zahl 7 aufzeigen, die euch zu
selbstindigem Nachdenken und Weitersu-
chen anregen sollen.
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a:l1=1:(a-1) 3)
a*-a-1=0

_ 145
84,2~

Uns
a=M interessieren. Mit ihm haben wir
eine wichtige algebraische Zahl mit erstaun-
lichen Eigenschaften gelunden. Sie wird t
(nach dem griechischen Wort toun - ,,Schnitt*)
genannt.
Die erste Eigenschaft finden wir, wenn wir
Gleichung (3) mit a=t durch t dividieren.
Es bleibt:

1 @)

T=14-.
T

soll aber nur der positive Wert

Fiir das r im Nenner kénnen wir nach Be-
zichung (4) die ganze linke Seite einsetzen:
T =1 +L.

142
T

Wenn wir das fortfiihren, erkennen wir, daB
wir einen Kettenbruch gefunden haben, in
dem nur die Zahl 1 periodisch wiederkehrt.
T=1 +L
I+1
41
1+1

Die Niherungswerte dieses Kettenbruches
haben iiberraschende Eigenschaften. So er-
halten wir:

1:,=1+1=2; rz=1+L=§;
1 141 2
1
T3=14 11 =§
I+—
1+1

Wenn ihr genau hinseht und mit der Folge
der Fibonaccischen Zahlen vertraut seid,
erkennt ihr, daB jeder Niherungswert der
Quotient zweier aufeinander flolgender Fibo-
naccischer Zahlen ist. Fiir die geschulteren
Leser unter euch kénnen wir auf dieser Er-
kenntnis aufbauend die Zahl t auch definie-
ren als:

im f@+D) _r: 1) - Fibonacci-
n—o f(n)

sche Zahlen. %)
Weiterhin sei kurz erwihnt, daB in expliziten
Formeln fiir die Fibonaccischen Zahlen die
Zahl 7 eine wesentliche Rolle spielt. Doch nun
wieder zu anschaulicheren geometrischen
Sachverhalten zuriick. Als erstes sei ein Recht-
eck gegeben, in dem sich die Seiten wie 17:1
verhalten (goldenes Rechteck).

Bild 3
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Zeichnet das Quadrat ABEF ein, und unter-
sucht das verbleibende Rechteck FECD!
Wir stellen fest:

Wird von einem goldenen Rechteck ein
Quadrat mit der Seitenldnge der kiirzeren
Rechteckseite abgetrennt, so verbleibt wieder
ein goldenes Rechteck (die Seiten verhalten
sich wie t:1). Der Beweis ergibt sich aus
Gleichung (4).

Damit sind aber die bemerkenswerten Eigen-
schaften des stetigen Teilungsverhiltnisses
noch keineswegs erschépft. Vielleicht habt
ihr schon einmal etwas iiber die Konstruktion
eines regelmiBigen Zehn- oder Fiinfecks
allein mit Zirkel und Lineal gehort. Dabei
nutzt man die Tatsache aus, daB die Seite
eines regelmiBigen Zehnecks gleich dem
groBen Abschnitt des stetig geteilten Um-
kreisradius ist. Um diesen Sachverhalt zu
beweisen, betrachten wir das Bestimmungs-
dreieck AAMB eines Zehnecks:



Der Winkel ¥ BM A ist %—:36" groB. Aus
dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck
und der Tatsache, daB es sich bei den Win-
keln ¥ MBA und ¥ MAB um Basiswinkel
eines gleichschenkligen Dreiecks handelt,
folgt weiter, daB ¥ MAB und ¥ ABM beide
72° groB sind. Zeichnet nun die Winkelhal-
bierende des Winkels ¥MAB. Sie teilt
¥ MAB in zwei Winkel mit einer Gr6Be von
je 36° und hat mit der Seite MB den Punkt D
gemeinsam. DaB es sich bei den Dreiecken
AABM und AABD um zwei dhnliche Drei-
ecke handelt, habt ihr sicher schon erkannt.
(Fiihrt bitte den Beweis selbstindig!) Es
gilt darum:

MA :BA=BA :BD
oder anders geschrieben:

ris=s:s 6)
s ist dabei der groBere Abschnitt des stetig
geteilten Umkreisradius. s ist die Diffe-
renz von r und s.

Bild 4

« —
M r A

Da wir d.e Xonstruktion des Goldenen
Schnittes be:¢ . kennen, kann jetzt jeder von
euch ein regelmiBiges Zehneck in einem
Kreis konstruieren:

Zeichnet einen Kreis mit dem Radius r
um M und teilt r stetig! (Errichtet auf dem
Radius AM im Punkt M die Senkrechte BM!)
Halbiert BM und verbindet den entstande-
nen Punkt C mit A. Auf dieser Strecke AC
tragt ihr schlieBlich die Linge der Strecke MC
ab. Die auf AC verbleibende Strecke AD
ist dann der groBere Abschnitt des stetig
geteilten Umkreisradius und ist damit die
gesuchtie Linge einer Zehneckseite mit dem
Umkreisradius r. Den Beweis dieser Kon-
struktion habt ihr sicher schon selbst gefiihrt,
als ihr die Konstruktion von Bild 1 bewiesen
habt.) Zur Konstruktion eines regelmiBigen
Zehnecks braucht ihr nun nur die Linge des
groBeren Abstandes des nach dem Goldenen
Schnitt geteilten Umkreisradius in den Zirkel
zu nehmen und diese von einem festen Punkt
beginnend auf der Kreisperipherie abzutra-
gen. (Bild 5)

Bild 5

Mit dieser Konstruktion haben wir auch eine
Konstruktion des regelmiBigen Fiinfecks
gefunden. Dazu verbinden wir nur jeden
zweiten der 10 auf der Kreisperipherie kon-
struierten Punkte (Bild 6). Doch betrachten
wir das konstruierte Fiinfeck etwas ndher.
Durch die Anwendung der Ahnlichkeits-

sitze erhalten wir:
EC : AB=ES :SB ™

B

Bild 6

E
Da weiter gilt:
ES=DC (Gegenseiten eines Rhombus)
(7a)
und DC=AB (Seiten eines regelmiBigen
Fiinfecks), konnen wir die Gleichung in
folgender Form schreiben:
EC :ES=ES :SB= 1:1 ®)
Im regelmidBigen Fiinfeck teilen sich also
die Diagonalen stetig Betrachten wir noch
die Beziehung (7a), so stellen wir fest, daB
die Seite eines Fiinfecks gleich dem gréBeren
Abschnitt einer nach dem Goldenen Schnitt
geteilten Diagonale dieses Fiinfecks ist.
Untersucht nun das Seitenverhiltnis der
beiden Fiinlecke ABCDE und A'B'C'D’E’
im Bild 7!

0
Bild 7 /

A 8

Wird der Goldene Schnitt in der bildenden
Kunst oder in der Gestaltung unserer Um-
welt angewandt, so vermittelt er ein dstheti-
sches Gefiihl der Ausgewogenheit und der
Vollkommenheit. Darum f{inden wir seine
praktische Anwendung sehr hdulig im tig-
lichen Leben. So stehen die Seiten von vielen,
besonders dlteren Tischen, Tiiren, Bilder-
rahmen und Biichern im Verhiltnis-< : 1.
Die stetige Teilung fand schon im Altertum
vor allem in der Kunst und in der Asthetik
ihre Anwendung. Sie galt als Ideal, das es
anzustreben galt ([inden sich in alten Bildern
Horizontalen, so teilen diese die eine Bild-
seite hidufig stetig). So wurde im Mittelalter
versucht, das Verhiltnis des Goldenen Schnit-
tes auch in den Proportionen des mensch-
lichen Korpers und in denen der Natur iiber-
haupt wiederzufinden.

Zum SchluB sei nur noch erwihnt, daB unsere
kleine Aufzihlung der Eigenschaften des
Goldenen Schnittes nicht vollstindig ist und
nur die einfachsten dieser Eigenschaften
enthidlt. So werdet ihr beim selbstindigen
Weitersuchen sicher noch andere interessante
Sachverhalte erkennen und untersuchen kon-
nen.

Ch. Meinel

Radierung von Herbert Tucholski: Stralsund
(Anwendung des Goldenen Schnittes in der
bildenden Kunst) aus: Bildfliche und Map,
VEB Verlag die Kunst, Dresden Preis
450 M

T((ii)?)/;ré;‘ :

Sildfidche
d




In freien Stunden ﬂlphﬂ heiter

international

Avoine, Paris

Das Damespiel

Zwei Schiiler, 4 und B, beschlieBen, unter folgenden
Bedingungen einen Wettkampf im Damespiel auszu-
tragen.

a) Es sollen zehn Partien gespielt werden (die unent-
schiedenen sollen nicht gezihlt werden).

b) Nach jeder Partie soll dem Sieger ein Punkt zu-
erkannt werden, und wenn er dabei mehr als eine
Dame ,,weggenommen hat*‘, bekommt er nicht einen,
sondern zwei Punkte.

c) Sieger ist derjenige, der die meisten Punkte hat.
Wann war das Turnier zu Ende, wenn man weil,
daB die Schiiler zusammen 13 Punkte erworben haben ?
Der Sieger war B, obwohl er weniger Partien gewon-
nen hatte als 4. Wieviel Partien gewann jeder Teil-

nehmer des Damespiels?
K. A. Rupassow, Tamtow (UdSSR)

Al BAS

Wer 16st diese anspruchsvolle kryptarithmetische Auf-
gabe?

SOPHAO |TET
HPOA ,VUI
UPUO
[0 8
Toén hoc va tudi tré, 7/8/1972, Hanoi (DRV)
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Aritmetica

Stellt die Zahlen 1, 2, 3, ..., 8,9, 10 zusammen, indem

ihr fiir jede 4mal die Ziffer 7 verwendet! Zum Beispiel

Eugen Rusu, Bukarest

Third eastern african regional contest

Wenn von einer aus sieben Gliedern bestehenden
offenen Kette das dritte Glied genau in der Mitte
durchgezwickt wird, verbleiben zwei einzelne halbe
Glieder, zwei zusammenhidngende und nochmals vier
zusammenhidngende Glieder. Nun ist es moglich,
ein Kettenglied (die beiden Hélften des geteilten

Gliedes), zwei Kettenglieder, drei (24.—%+%) oder vier

oder fiinf (4+%+—;—) oder sechs (2+4) oder sieben

(aller) Kettenglieder als Wigestiicke zu benutzen.

Welche zwei Glieder einer aus 23 Gliedern bestehenden
offenen Kette sind in der Mitte durchzuzwicken,
damit 1 oder 2 oder 3 oder4 oder . . . 22 oder 23 Glieder
dieser Kette als Wigestiicke benutzt werden kénnen?

H. Bartel, Mbeya, Tansania



Neun falsche Felder

(H

k| N L IR|XK | L=

XM X Z X X
| A XA A
SN ENIANI A

Auf der vorliegenden Verkniipfungstabelle wird je-
weils ein Zeichen der ersten Spalte (senkrecht) mit
der ersten Zeile zusammengesetzt (waagerecht). Bei
der Verkniipfung von Zeichen sind dem Zeichner
9 Fehler unterlaufen. So ist z. B. die Figur 3b falsch.

Findest du die Fehler? Pi, 1)72, Wien
A Tvee

legpuzzles
in een

B

Ubertrage die vier vorgegebenen Figuren auf ein
Stiick Papier und schneide sie aus! Es ist méglich,
aus den vier Figuren ein Quadrat zu legen. Man kann
aber auch aus ihnen ein gleichseitiges Dreieck zusam-
mensetzen.

Pythagoras- Festival, Groningen ( Niederlande )

3aHuMamenHa

MATEMATUKA

Ersetze die geometrischen Figuren durch Ziffern so,
daB wahre Aussagen entstchen!

OaA-DA=04Nh
3 ¥
H.00= &b

&C+rea=CRN

Mamenrimuka, 4/71. Sofia

String figures and how to make them

Der Leser moge ein zwei Meter langes Stiick weiche
Schnur nehmen, die Enden verknoten und schen,
ob er die Figur, die sogenannte Jakobsleiter, meistern

kann. )
Caroline Furness Jayne, {.ondon
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Losungen

AS54a1165 a) Esisteine rechteckige Boden-
fliche von 234 m Linge und 1,5 m+15 m
=3 m Breite mit Platten auszulegen.

3 m=300 cm; 234 m=23400 cm.
Aus 300:25=12 und 23400:25=936 und
12-936=11232 folgt, daB 11232 Platten be-
notigt werden.
b) In einer Arbeitsstunde verlegen die sechs
Arbeiter zusammen 6-24 Platten, also 144
Platten. Aus 11232:144=78 folgt, daB die
Arbeit von den sechs Arbeitern in 78 Ar-
beitsstunden geschaflt wird.

A541166 Aus80P(+20Pf=100Pf=1M
und 10 M—1 M=9 M [olgt, daB fiir den
Tuschkasten und den Zirkel zusammen 9 M
zu zahlen sind. Der Tuschkasten moge x M
kosten; dann gilt
x+2x=9,3x=9, x=13.

Der Tuschkasten kostet 3 M, der Zirkel
2-3M=6 M.

W 5m1167 Es seien x Lehrer in der Unter-
stufe titig; dann unterrichten 2-x Lehrer
in der Mittelstufe und 2-x Lehrer in der
Oberstule. Insgesamt sind an der Schule
x+2-x+2-x=5-x Lehrer titig Aus
20<5-x<30 folgt x=5. In der Unterstufe
sind somit 5, in der Mittel- und Oberstufe
jeweils 10 Lehrer titig, d. h.,, an der Schule
unterrichten insgesamt 25 Lehrer.

W 581168 Aus 1974 -46=1927 folgt, daB
der Kollege Miiller im Jahre 1927 geboren
wurde. Es sei x die Tageszahl seines Geburts-
tages; dann gilt

x-3x=27,3x2=27

2=9,x=13.

Die Geburt [liel auf den 3. September 1927.
W 5*1169 Es sei z die urspriingliche zwei-
stellige natiirliche Zahl. Da ihre Quersumme
12 betragen soll, gibt es genau sieben solcher
Zahlen.

z 2-z 2-z—-12
39 78 66
48 96 84
57 114 102
66 132 120
75 150 138
84 168 156
93 186 174

Es entfallen alle Zahlen z>48, da in diesen
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Fillen 2-z—12 eine dreistellige Zahl ergibt.
Auch z=139 erfiillt nicht die Bedingungen der
Aufgabe, da 66493 ist. Die Aufgabe besitzt
genau eine Losung, und zwar z=48 und
somit 2-z—12=84.

W 5*1170 Ausb)und d) folgt:
Holger und Klaus errangen den 2. Platz.

Aus c) und ) folgt:
Das Tandem mit den Fahrern Dirk und Man-

fred war schneller als das Tandem mit den
Fahrern Bernd und Norbert. Fiir Lutz ver-
bleibt nur noch Steffen als Partner.

Aus a) folgt:

Lutz und Steffen errangen den 1. Platz.
Somit kamen Dirk und Manlred auf den
3. Platz, Bernd und Norbert aufl den 4. Platz.

A6A 1171 Es sei z eine dreistellige natiir-
liche Zahl, deren Hunderterstelle um 4 klei-
ner ist als deren Einerstelle; diese Zahl 148t
sich darstellen durch z=100-a+10-b+
+(a +4). Durch Anordnung der Grundziffern
in umgekehrter Reihenfolge erhilt man die
Zahl z’=100"(a+4)+10 - b+a. Nun soll gel-
ten z'—z=1396, also

101a+ 105 +400—(101a + 10b+ 4)=396.

Das trifft stets zu, womit der geforderte Nach-
weis erbracht ist.

A6A1172 Es sei n eine beliebige natiir-
liche Zahl; dann gilt n+(n+1)+(n+2)+
+(n+3)+(n+4)+n+5)+(n+6)=Tn+21=
‘'=7(n+3). Dieses Produkt ist stets durch 7
teilbar; daher ist auch die Summe von sieben
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
stets durch 7 teilbar.

W 6w 1173 Die Geraden HF znd EG sind
Symmetrieachsen des Quadrats ABCD. Wir
zeichnen durch H und F weiterhin je eine
Parallele zu EG. Aul diese Weise wird das
Quadrat in 16 flichengleiche rechtwinklige
Dreiecke zerlegt. Der Fliacheninhalt eines

solchen Dreiecks betrdgt somit Al=iaz.

16
Fiir den Fliacheninhalt des Vierecks EFGH

i 1
gilt deshalb 4,=4- 4, =4—1a2’

W 6m1174 Es seien a,, a,, ...
Grundziffern, die an der ersten Stelle der zu
ermittelnden zweistelligen natiirlichen Zahlen
stehen. Aus a) folgt dann a, =2,a,=2,a,=2,
a,=2, as=3, ag=3, a,=3, ag=3, ay=3,
a,0=4, a;;=4 und a;,=5.

Da alle zu ermittelnden zweistelligen Zahlen
simtlich verschieden voneinander sein sol-
len und da an ihrer zweiten Stelle nur finl
verschiedene Grundzilfern (2, 3. 4, 5, 6) auf-
treten, lauten [fiinf der gesuchten Zahlen
32, 33, 34, 35, 36. Da an der ersten Stelle die

, ag, die

Grundziffer 2 genau viermal auftritt und
da in den restlichen sieben gesuchten Zahlen
an der zweiten Stelle die Grundziffer 3 nur
noch genau ecinmal, die Grundziffer 4 nur
noch genau einmal vorkommt, lauten vier
weitere der gesuchten Zahlen 23, 24, 25, 26.
In den drei noch zu bestimmenden Zahlen
kommt an der zweiten Stelle die Grundzif-
fer 5 noch genau einmal, die Grundziffer 6
noch genau zweimal vor. Da unter den er-
mittelten Zahlen bereits die Zahlen 32 und
33 sind und fiir genau zehn der gesuchten
Zahlen die Zilfer der ersten Stelle kleiner ist
als die der zweiten, lauten die restlichen drei
Zahlen 45, 46, 56. Als Losung erhilt man die
zweistelligen Zahlen 23, 24, 25, 26, 32, 33,
34, 35, 36, 45, 46, 56.

W 61175 Aus 1%h=90 min und 90 min—

— 10 min = 80 min folgt, daB auf jeden Auto-
bus fiir die Fahrt von 4 nach B bzw. von
B nach A eine reine Fahrzeit von 80 min

kommt. Aus EE=;—‘ BC folgt A—C—=‘—;. AB

und E:g-,ﬁ. Der Autobus, der von

A nach B fihrt, erreicht den Ort C nach einer

Zeit von 3-80 min=35§ min; er fahrt in C

nach 35; min+ 10 min=45§ min wieder ab.
Der Autobus, der von B nach A fihrt,

erreicht den Ort C nach g - 80 min =44g min;

er kommt in C also 44;i min—35§ min=8§

min spdter an, als der andere Autobus (Ge-
genbus). Da der Aufenthalt in C aber 10 min,

also ldnger als Bg min dauert, treflen sich
beide Autobusse in C.

W 6*1176 Wir fillen von C das Lot CR
auf die Gerade 4B.

Aus ¥ ACR=90°-a und XABC=f=
=90°—a folgt ¥ ACR=p. Aus XBCR=
=90°—f und ¥xBAC=a=90°—§ lolgt
¥BCR=a. Ferner gilt ¥xPAE=90°—a=p
und ¥QBF=90°—p=a, AE=AC und BC=
=BF. Daraus folgt APAE=AARC und
ABQF=ARBC und somit PA=RC bzw.
@=R, also auch ﬁ:@.

A74a1177 Aus 100°/,—45°/,=55°, folgt,
daB in diesem Betrieb 55°/, aller Beschiftig-
ten Mainner sind. Der Betrieb beschiftigt
also 10°/, mehr Minner als Frauen. Nun
gilt P:p=G:100 bzw. 82:10=G:100, also



G=2820. Die Zahl aller Betriebsangehorigen
betrdgt 820 Personen.

4741178 Es seien a, b und ¢ die von Null
verschiedenen Grundziffern. Fiir die Summe
der moglichen dreistelligen Zahlen gilt
dann 100a+10b+c

+100a+10c +b

+100b+10a+¢

+100b+10c+a

+100c +10a+b

+100c +10b+a

s=222a+222b+222c=
=2-3-37(a+b+c), d. h. alle derart gebilde-
ten Summen sind stets durch 37 teilbar.

W 741179 Angela sei n Jahre alt; in x Jah-

ren sei ihre Mutter viermal, ihre GroBmut-

ter achtmal so alt wie Angela; dann gilt
n+x=(30+x):4

und n+x=(62+x):8.
Durch Gleichsetzen erhalten wir daraus
30+x_62+x
4 8’

8(30 4+ x)=4(62 + x),
230+ x)=62+x,
60+2x=62+x,
x=2

Ausn+2=(30+2):4 folgt n=6
Angela ist 6 Jahre alt; in zwei Jahren wird
sie 8 Jahre, ihre Mutter 32 Jahre und ihre
GroBmutter 64 Jahre alt sein.

W 781180 Wir betrachten zunichst die
Zehnerstellen. Es konnte gelten E+N=N
oder 1+ E+N=10+ N, also E=0 oder E=9.
Wegen V+ E=F schneidet E=9 aus; denn
fir V=1 wire F=10.

Das widerspricht 0 < F < 10.

Auch E =0 scheidet aus, weil in ,,EINS“ die
Grundziffer 0 nicht am Anfang stehen darf.
Also hat die Aufgabe keine Losung.

W 7*1181 Die Winkel ¥xBAD und ¥ ADE
sind Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len, also gilt ¥xBAD= xADE=a. Wegen
AD=AE gilt ferner ¥ AED =a. Daraus folgt
¥EAD=180°—2a und somit x EAB=
=180°—a.

A 8

Aus CD=CF folgt ¥CDF= xCFD. Nun
gilt ¥ADE= ¥CDF=a als Scheitelwinkel,
folglich ¥ DCF =180°—2a. Wegen £ BCD=
o gilt schlieBlich ¥ BCF=180°—a. Ferner
gilt AE= AD=BC und AB=CD=CF. Die
Dreiecke A4BE und ACFB sind somit
kongruent, und es gilt BE=BF, d. h., das
Dreieck BFE ist gleichschenklig.

W 7*1182 Die Zahl z 1Bt sich darstellen
durch z=4-10*+x, wobei k eine natiirliche
Zahl mit k=1 und x eine natiirliche Zahl mit
x < 10* ist.
Fiir die Zahl 2’ gilt dann z' =10 x+ 4. Wegen
4-2'=z gilt ferner
410x+4)=4-10*+x,
40x+16=4-10*+x,
39x=4-10—16,

313 x=4(10*—4).
Folglich muB 10*—4 durch 39 teilbar sein.
Nun ist k=35 die kleinste Zahl, fiir die 10*—4
=10°-4=99996=22-3-13-641 durch 39
teilbar ist.
Aus39x=4-2%-3-13- 641 folgt
x=4-2%-641=10256 und somit z=410256.

W8ul183 Aus AC=BC, AB=3 cm und

AC+BC+AB=13 cm folgt 2- AC=10 cm,

also AC=>5cm (vgl. die Abb.).

Nun sei CD=x cm, also AD=BE =(5— x)cm.

Nach dem Strahlensatz gilt
DE:AB=CD:AC,

also DE= AB CD_3 ' x cm=0,6x cm.
AC 5
c
D E
A 8

Da der. Umlang des Vierecks ABED gleich
7,4 cm ist, folgt

3+(5-x)+(5—x)+0,6x=74,

13—1,4x=174,

1,4x=5,6,
x =4. Daraus folgt

AD=AC—CD=(5—4) cm=1 cm.

Die Linge der Strecke AD betrégt also 1 cm.

W 8wm1i184 Die Anzahl der Tauben, dic
sich auf den Baum setzen, sei x. Fliegt jetzt
eine Taube hinab, so verbleiben auf dem
Baum x—1 Tauben, und nach Vorausset-
zung befindet sich jetzt die gleiche Anzahl
unter dem Baum, das sind x—1. Urspriing-
lich saBen also unter dem Baum x—2 Tau-
ben, und die Gesamtzahl der Tauben betrug
x+x—2=2x-2.

Wenn aber von den x—2 Tauben unter dem
Baum eine auf den Baum [liegt, so verbleiben
unter dem Baum x — 3 Tauben, das sind nach

Voraussetzung % der insgesamt 2x—2 Tau-

ben. Daher gilt
x—3=%(2x—2),
Ix—9=2x-2,
x=17.
Es setzten sich also 7 Tauben auf den Baum
und x —2=35 Tauben darunter.

W 8*1183 Es sei ABC ein Dreteck, fiir das
die gestellten Bedingungen erfiillt sind. Wir
bezeichnen die MaBzahlen der Lingen der

Seiten BC, AC, AB mit a, b, ¢ und die MaB-
zahl der Héhe CD mit A (vgl. die Abb.).

Wegen AABC~AA,B,C, gilt dann

a=3k,b=4k,c=5k, (1)
wobei k der zugehorige Ahnlichkeitsfaktor
ist. Da nach Voraussetzung a, b, ¢ natiirliche
von Null verschiedene Zahlen sind und da
die Faktoren 3, 4 und 5 einander teilerlremd
sind, ist auch k eine natiirliche Zahl mit k +0.
Nun ist der doppelte Flacheninhalt des Drei-
ecks ABC einerseits gleich ch und anderer-
seits gleich ab. Daraus folgt

ch=ab,
b 3k-4k 12k
1 p=30 KAk 2Lk 2
aise c Sk 5 @

Da nach Voraussetzung h eine natiirliche
Zahl ist, gilt das auch fiir li—k Also ist k

durch 5 teilbar, und es gilt k=>5n, wobei n
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl
ist. Die MaBzahlen der Lingen der Seiten
aller Dreiecke ABC, die die verlangten Eigen-
schaften haben, sind daher wegen (1)

a=15n, b=20n, c=25n mit n=1, 2, 3, ....

W 8*1186 a) Der 1. Ruderer legt auf der
Hinfahrt (stromabwirts) den 1 km langen
Weg mit einer Geschwindigkeit von

(124+3)km-h~!'=15 km-h™' zuriick, da
die Eigengeschwindigkeit sich um die Stro-
mungsgeschwindigkeit erhoht. Er benotigt

fiir diesen Weg eine Zeit von %h=4 min.

Auf der Riickfahrt (stromaulwirts) legt er den
1 km langen Weg mit einer Geschwindigkeit
von (12—3)km-h~!'=9 km - h~! zuriick, da
die Eigengeschwindigkeit sich um die Stro-
mungsgeschwindigkeit vermindert. Er be-
notigt lir die Riickfahrt eine Zeit von

$h=6 min 40 s,

Insgesamt bendtigt er also die Zeit
t;=10 min 40 s.
Der 2. Ruderer benétigt fiir die Hinfahrt
(stromaulwirts) eine Zeit von 6 min 40 s
und fiir die Riickfahrt (stromabwirts) eine
Zeit von 4 min, insgesamt also die Zeit
1,=10 min 40 s, das ist die gleiche
Zeit wie der 1. Ruderer.
Der 3. Ruderer fahrt in einem stehenden Ge-
wisser aul der Hinfahrt und aul der Riick-
fahrt mit derselben Geschwindigkeit von
12 km - h™!. Er benétigt also die Gesamtzeit

ty= (11—2+1—]2) h =10 min.
Der 3. Ruderer, der in einem stehenden Ge-
wisser fahrt, kehrt also zuerst zuriick, es
folgen dann 40 s spiter der 1. und der 2. Ru-
derer gleichzeitig.
b) Im allgemeinen Fall erhdlt man, wenn

69



die Linge des Weges fiir die Hinfahrt gleich
a ist, die Gesamtheit des 1. Ruderers

a a 1)
otu * v—u’ (
da die Geschwindigkeit stromabwirts v+u
und die Geschwindigkeit stromaulwarts v —u
betragt. Die Gesamtzeit des 2. Ruderers
betrigt

t

1

a a
=t — 2)
p v—u v+u._ (
Es gilt also wieder ¢, =1¢,.

Die Gesamtzeit des 3. Ruderers betrigt

§ =" +9=2 Nungilt 3)
v v ow
t=av—au+av+au= 2av =E_ 1
1 02— u? - b 1—“—2-
vl

Nach Voraussetzung gilt 0 <u <v, also

>1.

0<C <t dho<1 -2
<F< ,d. h. <1—;<1,also 3

u
[
02

Daraus folgt ¢, >E. Wegen (3) erhalten wir
l!

daher t, =t,>1t;.

Daher kehrt auch im allgemeinen Fall der
3. Ruderer zuerst zuriick, und es folgen dann
spiter der 1. und der 2. Ruderer gleichzeitig.

W9 w1187 Angenommen, die Legierung
besteht aus x Teilen Silber und y Teilen
Kupfer (bezogen auf die Masse 1000). Dann
gilt

X+ =1000. (1)
Ferner betrdgt die MaBzahl der Masse (in g)

des Silbers 20,9x7 also die MaBzahl des Vo-
1000

209x

——"=— und die MaB-
1000- 10,5

lumens (in cm?)

zahl der Masse des Kuplers 20.9y
1000

, also die

20,9y
1000892
gilt, da das Gesamtvolumen 2,123 cm?® be-
tragt

20,9x 209y
1000-10,5 1000-892
Aus (1) und (2) folgt y=1000—x, also 3)

209 209

209 209 1 000—x)=2123, 4
0.5 Tggz(1000—) )

1.9905x +2,3430(1 000 — x)=2123,
1,9905x + 2343 —2,3430x=2123,
0,3525x= 220,
x= 624,1.
Ferner erhidlt man wegen (3)
y=1000—624,1=3759.
Rundet man nun diese Ergebnisse aul volle
5 Einheiten, so erhilt man
~625 und y=x375.
Die Legierung der Gedenkmiinze besteht
aus rund 625 Teilen Silber und rund 375
Teilen Kuplfer.

MaBzahl des Volumens Also

=2,123 2

W9 1188 Es sei ABC das erste Dreieck
mit den Sciten AB=15 cm. AC=12 cm
und BC=9 cm (vgl. die Abb.). Wegen
92+ 122=152 ist nach der Umkchrung des
Salzes des Pythagoras dieses Dreieck recht-
winklig mit dem rechten Winkel bei C.

10

Verldngert man jetzt die Seite CB des Drei-
ecks ABC um 7 cm iiber B hinaus bis zum
Punkt D, so erhidlt man das ebenfalls recht-
winklige Dreieck ADC. Bezeichnet man die
MaBzahl der Lange der Seite AD mit X,
so gilt nach dem Satz des Pythagoras

x2=(7+9)2+122=162+122=256

+ 144 =400.
Daraus folgt x=20. Das Dreieck ADB hat
also die geforderten Seitenlingen des zweiten
Dreiecks, nimlich BD=7 cm, AB=15 cm,
AD =20 cm, und die Dreiecke ABC und ADB
wurden, wie verlangt, zu einem rechtwink-
ligen Dreieck zusammengelegl.

W9*1189 Wir setzen

Fx)=x""2p x5 g x4
und untersuchen, fiir welche von Null ver-
schiedene natiirlichen Werte von x
f(x)=21st
Wir erhalten
f()=1+1+1=3,

- 1,1 7
N=2042"142 2= 4 4-=1,
f@=2°42""+ L+s+,=,
f(3)=31+30+3_1=3+1+%=13_3,

S@=42+4'+4°=16+4+1=21.

Fiir alle weiteren natiirlichen Zahlen x mit
x>4 erhalten wir

S)=x""*(x2+x+1).

Dabei gilt wegen x>4 und x—4>0
X*"*>1 und x*+x+1>16+4+1=21,
also  f(x)>21.

Daher hat die Gleichung
T S V)|

nur eine natiirliche Zahl als Lsung, nimlich
x=4.

W9*1190 Aus c+d+e=c+d+f
e=f; aus b+c+f=c+d+flolgt b=d. Daher
gilt

AACD=ABCD (BC=AD, AC=BD,
CD=CD).

Aus der Kongruenz dieser beiden Dreiecke
folgt xCDA= ¥BCD, x ACD= &< CDB,

¥ DAC= ¥ DBC.

Aus der vorletzten Gleichung folgt, daB das
Dreieck CDS gleichschenklig ist und CS=DS
gill. Wegen AC=BD gilt daher auch AS=BS,
d. h. auch das Dreicck ABS ist gleichschenk-
lig, und es gilt £SAB= xSBA. Wegen
¥ BSA= X CSD (Scheitelwinkel) gilt daher

2- ¥SAB+ £BSA=180°,

2- ¥SCD+ xBSA=180°,

also ¥SAB= £ SCD.

folgt -

Da diese Winkel Wechselwinkel an den ge-
schnittenen Geraden AB und CD sind, folgt
AB|CD. Das Viereck ABCD ist also ein
Trapez und wegen BC = AD ein gleichschenk-
liges Trapez, w. z. b. w.

W10/12a 1191 Es sei (x, y) eine reelle
Losung des Gleichungssystems

Xty 3 (1)
1—xy

b =1, Dann gilt 2)
1+ xy 3

x+y  =3-3xy, 3)
3x—3y =1+xy. Aus (3) lolgt 4)
y+3xy =3—x,

y(14+3x)=3—x.

Wiére nun 14+3x=0,d. h. x= —%, so miiBte

auch 3—x=0, also x=3 sein, was zu einem
Widerspruch fiihrt. Daher gift 1+43x%0,
und wir erhalten
3—x
1+43x
y+xy=3x—1,
y3+x)=3x—1.
Auch hier gilt 3+ x+0, da sonst ein Wider-
spruch entstehen wiirde. Daher erhalten wir

y= Aus (4) folgt 5)

y=2X=1. Aus(5)und (6) folgt  (6)
+Xx
3—x =3x-1
143x 3+x’
9—x?=3x—1+9x>-3x,
10x2 =10,
x?=1
Diese Gleichung hat genau zwei Ldsungen,
ndmlich x, =1; wegen (5) ist dann y, =—::;;
=%; und x,=—1; wegen (5) ist dann
3+1
=——=-2
27153

Das sind aber gleichzeitig auch Ldsungen
des Gleichungssystems (1), (2); denn es gilt

X1ty 1+% Xy = 1—% i
== B

l—xy, 1—5 I+xy, l+§

Ferner gilt

X;+y, —1-2_ X;—y, _—1+42 1

{—x,y, 1-2 ' 1+xy, 1+2 3

Daher hat das Gleichungssystem (1), (2)
genau zwei reelle Ldsungspaare, nidmlich

(1,%) und (=1, —2).

W 10/12 81192 Es seien AC =5 und damit

Df:% -b, BC=a und damit EC=%~ a

¥ ACB=y. Dann gilt




4BC=% -ab - sin y und

n£c=%'%a : %b- siny=%- ab-siny,
also 6-Apgc=Apc- W.Z. b.w.
W 10/12*%1193 1. Zunéchst schitzen wir die
Zahl 2!°° nach unten ab. Wegen 2'°=1024
erhalten wir ’
2100 =(210)10= 1 02410> 1 W)IO = 1030.
Die Zahl 21°° hat also mindestens 31 Stellen,
da sie groBer als 10%° ist und diese Zahl
bereits 31 Stellen hat.
2. Nun schitzen wir die Zahl 2!°® nach oben
ab und erhalten
2100-1024'°<1100*°=11'°-100'°
=111°.102°,
Wegen 11*=14641<15000=15- 103
gilt 118 <225 108,
11'9<225- 106 - 121=27225-105<2,8-10'°.
Daraus [olgt
2100..28-10'°-10%°=2,8 - 10°°.
Die Zahl 2'%° ist also kleiner als eine 31stel-
lige Zahl, sie hat also hochstens 31 Stellen.
Da die Zahl 2'°° héchstens 31 Stellen und
wie oben nachgewiesen wurde auch minde-
stens 31 Stellen hat, hat sie genau 31 Stellen.

A

W 10/12*1194 Wir versuchen zunichst, die
Polynome n’ +n?+1 und n®+n+1 in Fak-
toren zu zerlegen, um festzustellen. ob sie
einen gemeinsamen Teiler haben. Zu diesem
Zwecke addieren wir zu dem ersten Polynom
die Diflerenzen n® —n%,n* —n5,n* —n*,n>-n
n*—n?, n—n, die simtlich gleich Null sind,
und erhalten
n+n?+1=n"+n—n®+n°—n°+n*—n*
+n¥—n*tn?—n’4+n—n+nt+1
=n’(n?+n+1)—n*m®+n+1)
+n¥(n*+n+1)—n@m@*+n+1)
+(n*+n+1)
=(n24+n+1D)(n*—n*+n2—n+1).
(n
Zu dem zweiten Polynom addieren wir die
Differenzen n” —n’, n®—n®, n®>—n®, n*—n*,
n®—n3, n*—n?, die simtlich gleich Null
sind, und erhalten
n+n+1=n®+n"—n"+n%—nb+n°—n’
+nt—nt+nd—nd+n*—n’+n+1
=n*(n®+n+1)—n*(n+n+1)
+n3(n2+n+ 1) —n*n?+n+1)

-n

+(n*+n+1)
=M +n+1)(n®—n3+n3—n?+1)
2
Wegen (1) und (2) ist also der Bruch
1+n*+n’
1+n+n®

stets durch n?+4n+1 kiirzbar. Wegen n2x1
gilt dabei n? +n+1> 1.
Man erhilt z B. fiir n=1

—l+"2+"7=§=1 und fiir n=2
1+n4+n® 3 1
L+n’+n” _ 1444128 133
T+n+n® 1424256 259
_719_19
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Ala Die Mannschaft B erhilt keinen
Minuspunkt; somit gewinnt sie ihre Spiele
gegen die Mannschaften D, A und C. Diese
drei Mannschaften erhalten je zwei Minus-
punkte aus ihren Spielen gegen die Mann-
schaft B. Die Mannschaft D erhilt insgesamt
drei Minuspunkte; deshalb muB sie bei
genau einem ihrer Spiele gegen A und C ein
Unentschieden erreichen und das andere
gewinnen.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.

1. Fall: D spielt gegen C unentschieden.
Dann gewinnt D gegen A. Damit hat 4 aus
den Spielen gegen B und D keinen Pluspunkt
erzielt. Da A laut Punktestand insgesamt
aber zwei Pluspunkte erhidll, gewinnt A in
diesem Fall das Spiel gegen C. Damit erhilt C
aus seinen drei Spielen genau einen Plus-
punkt, und zwar aus dem Spiel gegen D.

2. Fall: D spielt gegen A unentschieden.
Dann gewinnt D gegen C. Da 4 aus den bei-
den Spielen gegen B und D nur einen Plus-
punkt erhilt, laut Punktestand aber insge-
samt zwei Pluspunkte erhilt, spielt in diesem
Fall 4 auch gegen C unentschieden. Damit
erhdlt C aus seinen drei Spielen genau einen
Pluspunkt.

In beiden untersuchten Fillen werden die
gestellten Bedingungen erfiilt, d. h. es kénnen
beide Fille eintreten.

A2A Jede der angefithrien Mannschaften
bestreitet genau vier Spiele. Aus dem Punkt-
verhdltnis 7:1 folgt, daB Mannschalt A4
einmal unentschieden spielt und drei Spiele
gewinnt. Das Torverhiltnis 3 : 0 von Mann-
schaft 4 besagt dann, daB die gewonnenen
Spiele jeweils mit dem Torverhiltnis 1:0
enden und das unentschiedene Spiel mit dem
Torverhiltnis 0 :0 endet. Da B die einzige
Mannschalt neben A ist, die kein Gegentor
hinnimmt, spielten die Mannschaften A und
B mit dem Torverhiltnis 0 : 0 gegeneinander
unentschieden.

Damit lautet der Ausgang der vier Spiele
von Mannschaft A wie folgt:

Spiel Punkte Tore
A gegen B 1:1 0:0
A gegen C 2:0 1:0
A gegen D 2:0 1:0
A gegen E 2:0 1:0

Aus dem unentschiedenen Spiel gegen A4
erhdlt Mannschaft B einen Minuspunkt. Aus
dem Punktverhiltnis 6 :2 von B [olgt dann,
daB B von den iibrigen drei Spielen gegen
C, D bzw. E zwei Spiele gewinnt und ein
Spiel unentschieden spielt. Aus dem Torver-
hiltnis 2 : 0 von B lolgt schlieBlich, daB die
gewonnenen Spiele jeweils 1:0 enden und
das unentschiedene 0 :0 ausfdllt. Da C ins-
gesamt nur drei Minuspunkte erhilt, davon
zwei aus dem Spiel gegen A, spielt B gegen C
unentschieden. Damit ergibt sich weiterhin:

Spiel Punkte Tore
B gegen C 1:1 0:0
B gegen D 2:0 1:0
B gegen E 2:0 1:0

Aus den restlichen Punktverhiltnissen der
in der Aufgabe gegebenen Tabelle folgt, daB
C gegen D und E, und daB auch D gegen E
gewinnt. Da D insgesamt drei Gegentore
erhdlt und in den Spielen gegen A und B
bereits je ein Gegentor hinnehmen muB,
kann das dritte Gegentor nur aus dem ver-
lorenen Spiel gegen C stammen.
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