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Die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und der wissenschaftlich-technische

Fortschritt

Die Menschheit befindet sich jetzt in einer
Phase ihrer Entwicklung, in der wissen-
schaftliche Erfolge sehr schnell praktische
Anwendung finden, und die Bediirfnisse der
Praxis dringen die Wissenschaft, sich neuen
Problemen zuzuwenden, neue Forschungs-
methoden zu entwickeln. Die Wissenschaft
unserer Tage ist untrennbar mit dem tég-
lichen Leben der Gesellschaft verbunden,
und von ihr hidngt im bedeutenden MaBe
der weitere gesellschaftliche Fortschritt ab.
Ein charakteristischer Zug unserer Zeit ist
es ferner, daB mathematische Methoden
weite praktische Anwendungen erhalten ha-
ben und zu einem der wesentlichen Hilfs-
mittel des wissenschaftlichen, technischen
und o6konomischen Fortschritts geworden
sind. Dabei erwarb die mathematische Wis-
senschaft von den zufilligen Erscheinungen
eine besondere Rolle. Es stellte sich klar
heraus, daB die Ideen und Methoden der
Wahrscheinlichkeitstheorie  unentbehrlich
sind, um bestimmte physikalische und che-
mische Theorien aufzustellen, gewisse tech-
nische Systeme zu berechnen und medizi-
nische Diagnosen zu stellen, Experimente
zu planen und die Daten zu verarbeiten, die
sich dabei ergeben. Die Ideen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathemati-
schen Statistik wurden in unseren Tagen
zu fundamentalen Begriffen der Wissen-
schaft und Praxis. Uber die Ursache dafiir
und iiber gewisse allgemeine Fragen der
Wahrscheinlichkeitstheorie geht es im vor-
liegenden Artikel.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung entwickel-
te sich unter dem EinfluB der beharrlichen
Forderungen der Praxis, in der unvermeid-
liche zufillige MeBfehler auftreten, und auch
in Verbindung mit Aufgaben der Demogra-
phie und Versicherungen. Das Anfangssta-
dium der Wahrscheinlichkeitstheorie ist mit
den Namen bedeutender Wissenschaftler vér-
bunden: B. Pascal, P. Fermat, C. Huygens,
J. Bernoulli u. a. Sie entstand aus dem Stre-
ben, die Natur der Dinge zu verstehen und
neue Naturgesetze zu finden, und zugleich ein
Mittel in die Hand zu bekommen, um das
Verhalten von wichtigen Naturerscheinungen
und technischen Prozessen vorauszuberech-
nen. Experimente erhielten in jener Zeit
eine entscheidende Bedeutung, und daher

spielte die Notwendigkeit, eine Theorie der
MeBfehler zu schaffen, eine besondere Rolle.
Die ersten Schritte in dieser Richtung wurden
von dem groBen italienischen Wissenschalft-
ler Galileo Galilei schon im 16.-17. Jahr-
hundert getan; aber die Entwicklung der
Theorie, die bis auf unsere Tage bedeutsam
ist, geht auf ein anderes Genie zuriick,
nimlich den deutschen Gelehrten Karl
GauB.

Im 17. und 18. Jahrhundert richteten die Wis-
senschaftler wesentlich ihre Aufmerksamkeit
auf das Studium der zufilligen Ereignisse und
ihrer Wahrscheinlichkeiten; dagegen standen
im 19. Jahrhundert die Eigenschaften von
ZufallsgroBen im Mittelpunkt des Interesses
auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. In dieser Periode sind wohl die
meisten Erfolge in der Wahrscheinlichkeits-
theorie mit den Namen franzdsischer und
russischer Wissenschaftler verbunden, z. B.
mit P. Laplace, S. Poisson, P. L. Tscheby-
schev, A. M. Ljapunov und A. A. Markov.
Es verdient dabei erwidhnt zu werden, daB
wihrend des ganzen vergangenen Jahrhun-
derts fundamentale mathematische Resul-
tate erhalten wurden, obwohl die Grundbe-
griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung un-
genau waren und strenge Delinitionen fehl-
ten.

Im ersten Viertel unseres Jahrhunderts, zeigte
sich mit volliger Klarheit, daB der Begriff
Wahrscheinlichkeit ein Grundbegriff der mo-
dernen Physik ist und es ohne ihn nicht mog-
lich war, weitere physikalische Gesetze zu
formulieren. So entstand die Notwendigkeit,
die Wahrscheinlichkeitstheorie logisch auf-
zubauen. Ohne dies wire das bedeutende
Gebidudeder statistischen und Quantenphysik
stindigem Angriff ausgesetzt. AuBerdem hat-
te man in dieser Zeit endgiiltig die funda-
mentale Rolle der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie fiir die Biologie und Ingenieurwissenschaf-
ten, fiir die Organisation der Produktion
und fiir eine Anzahl anderer Gebiete der
Praxis (z. B. der Theorie und Praxis der Nach-
richtenverbindungen, Fragen des Transports,
der Okonomie usw.) verstanden. So ent-
stand ein echtes Bediirfnis nach logischer
Vervollkommnung der Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Dies wurde auch
deutlich in dem beriihmten Vortrage von

D. Hilbert auf dem internationalen Mathe-
matikerkongreB in Paris, in dem er 23 Pro-
bleme von fundamentaler Bedeutung auf-
stellte. Unter der Nummer 6 in dieser Liste
stand die Ausarbeitung des axiorhatischen
Aufbausder Wahrscheinlichkeitstheorie. Die-
ses Problem wurde von dem sowjetischen
Mathematiker A. N. Kolmogorov auf der
Grundlage der Mengentheorie gelost. Das
von ihm vorgeschlagene Axiomensystem ist
inder ganzen Welt anerkannt. Aufder Grund-
lage der Ideen A. N. Kolmogorovs erhielten
alle Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie
einen klaren Sinn.

Aber nicht nur die Grundlegung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie war die Aufgabe der
Wissenschaft des 20. Jahrhunderts. Aktuelle
Fragen der Physik, Biologie und anderer
naturwissenschaftlicher Gebiete und auch der
Technik und Okonomie forderten mit voller
Stimme den Aufbau eines Begriffs, der das
Wesen vieler realer Erscheinungen wider-
spiegelt. Es besteht darin, daB sie sich zeitlich
verindern und daB thre Charakteristiken
in jedem Zeitpunkt nicht durch die vorher-
gehende Entwicklung eindeutig bestimmt
sind, sondern vom Zufall abhingen. So ent-
stand ein Begriff, der gegenwirtig eine funda-
mentale Rolle in Wissenschaft und Praxis
spielt — der Begriff des zufilligen (oder stocha-
stischen) Prozesses. Mit diesem Begriff sind
nicht nur Erfolge der Wahrscheinlichkeits-
theorie . und Mathematik im ganzen verbun-
den, sondern durch ihn ist die Naturwissen-
schaft unmittelbar mit der Praxis verbunden.
Betrachten wir jetzt einige Beispiele prak-
tischer Situationen, die uns hinfihren in die
Welt der zufilligen Ereignisse, der Zufalls-
gr6Ben und der Zufallsprozesse, d. h. zu den
Grundbegriffen der Wissenschaft vom Zu-
fall, ndmlich der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Die Beispiele machen zugleich die
Breite und Wichtigkeit der Anwendungen
der Wahrscheinlichkeitstheorie sichtbar und
lassen ihre Bedeutung fiir den wissenschaft-
lich-technischen Fortschritt erkennen.
Telefonverbindungen gehoren zu einem un-
erlaBlichen Bestandteil unseres taglichen Le-
bens. Wiirde man der modernen Menschheit
die Moglichkeit zu telefonieren entziehen,
so hitte das eine vollige Desorganisation
des Lebens der Gesellschaft zur Folge.
Werfen wir einen Blick aufl Telefonverbin-
dungen von der technischen oder &kono-
mischen Seite, die uns hier interessiert.
Wihlen wir irgendein Zeitintervall, etwa
von 10 Uhr bis 10.10 Uhr. Wieviel Anrufe
von Teilnehmern gehen in dieser Zeitspanne
beim Fernamt ein? Wieviel Absagen er-
halten die Teilnehmer von ihm, weil die
Leitungen besetzt sind oder die Vermittlun-
gen nicht besetzt sind? Diese Fragen sind
nicht unniitz, da sie eng mit der Qualitiit der
Telefonverbindungen verbunden sind. Auf
diese Fragen zu antworten ist schwierig,
weil niemandem bekannt ist, wieviel Teil-



nehmer in diesem Zeitintervall das Fernamt
in Anspruch nehmen. Vielleicht betrigt die
Anzahl der Anrufe 0, 1, 2, 3, usw., aber mehr
wissen wir nicht iiber sie. Uns ist aber auch
nicht bekannt, wie lange ein begonnenes
Gespriach dauern wird. Bekanntlich wird
zuweilen eine Telefonverbindung nur fiir
ganz kurze Mitteilungen hergestellt, etwa
»ich komme*. Aber man kennt auch den
Fall, in dem ein Telefonapparat durch ein
ununterbrochenes Gespriach von 10, 15, 20
und mehr Minuten besetzt ist. Die Lénge des
Gesprichs im voraus festzusetzen ist nicht
moglich, sie ist zufdllig. Folglich ist auch die
Anzahl der besetzten Leitungen in der Zen-
trale zufillig. Sie verdndert sich auf zufillige
Weise in der Zeit und kann als Beispiel fiir
einen zufalligen ProzeB angesehen werden.
Wie wir aus dem eben Gesagten ersehen,
fiihrt uns schon die oberflachliche Betrach-
tung der Naturerscheinungen, denen man
bei der Analyse der Arbeit von Telefonzen-
tralen begegnet, dazu, zufillige Prozesse zu
betrachten. In einem gegebenen Zeitintervall
[ kdnnen in der Zentralek =0, 1,2, ... An-
rufe eingehen. Ereignisse der Gestalt ,,k An-
rufe in [** heiBen zufdllig. Dagegen nennt
man die Anzahl der wirklich in I eintreflen-
den Anrufe eine ZufallsgroBe. Sie ist eine
ZufallsgréBe, die nur ganze, nichtnegative
Werte annehmen kann. Die Dauer eines
Gespriches ist auch eine ZufallsgroBe, aber
sie kann einen beliebigen nichtnegativen,
auch irrationalen Wert annehmen.

Betrachten wir jetzt ein physikalisches Bei-
spiel. Wir beschiftigen uns mit der Erfor-
schung der Radioaktivitiit einiger Stoffe. Uns
interessiert die Energiemenge, die aus einem
bestimmten Pridparat in einem gegebenen
Zeitintervall t austritt. Bekanntlich ist die
Zahl der Atome, die in ¢ zerfallen, zufallig;
sie nimmt einen der Werte 0, 1, 2, ... an.
Wir haben es abermals mit ZufallsgroBen zu
tun, nidmlich mit der Zahl der zerfallenden
Atome und der dabei frei werdenden Energie.
Fiir die Messung der Zah! der zerfallenden
Atome gibt es besondere Gerite, z. B. den
weithin = bekannten Geiger-Miiller-Zahler.
Aber jetzt fragen wir uns: Gibt es absolut
genaue Aussagen dieser Zihler? Um diese
Frage zu beantworten, erinnern wir uns an
den Aufbau eines solchen Gerites. Jedes
Teilchen, das in den Zihler einfillt, ruft in
ihm eine Entladung hervor., Der Zihler
bleibt unempfindlich fiir neue Teilchen bis
die nidchste Aufladung beendet ist. Somit
ist der Zihler ein nicht vollig genaues Gerit.
Also entsteht die Frage: Wieviel Teilchen
registriert der Zéhler in einem vorgeschrie-
benen Zeitintervall nicht? Offensichtlich ist
auch diese Zahl zufillig. Von neuem begegnen
wir hier der Notwendigkeit, die Begriffe
und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung heranzuziehen, die sich jetzt nicht auf
technische, sondern physikalische Erschei-
nungen beziehen. Und das Heranziehen der
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Ideen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in
der Physik ist keine Ausnahme, sondern eine
Regel. Dariiber hinaus kam die moderne
Physik zu der SchluBfolgerung, daB alle
physikalischen ~ GesetzmiBigkeiten wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Charakter tra-
gen und daB man wahrscheinlichkeitstheo-
retische Ideen und Begriffe benétigt, um sie zu
formulieren. In der Physik zieht man es
aber gewohnlich vor; von statistischen Ge-
setzmiBigkeiten zu sprechen. Nicht ohne
Grund schlieBt ein so hervorragender Phy-
siker wie Max Born sein neuestes Buch mit
den Worten: ,,Wir wissen, wie vergeblich
die klassische Physik kdmpfte und sich be-
miihte, immer neue quantitative Beobach-
tungen mit vorgefaiten Ideen iiber die Kau-
salitit in Ubereinstimmung zu bringen ...
und wie sie gegen das Eindringen des Zufalls
einen aussichtslosen Krieg fiihrte. Heute ist
die Rangordnung der Ideen umgekehrt: der
Zufall wurde zu einem Grundbegriff*.
Etwas spiter schreibt er: ,,... Ich glaube,
daB der Begriff Zufélligkeit wichtiger ist
als der der Kausalitat. Ubrigens kann man
in jedem konkreten Fall iber die Beziehung
Ursache-Wirkung nur urteilen, wenn man
die Gesetze des Zufalls auf die Beobachtungen
anwendet.*

Aber vielleicht findet man eine solche Situa-
tion nur in der Physik, die so eng mit der
Mathematik verbunden ist, daB man schwer
unterscheiden kann, wo die Physik beginnt
und die Mathematik endet? Verliert vielleicht
der Begriff der Zufilligkeit seine Bedeutung
in der Medizin, die lange und stolz ihre
Unabhingigkeit von der Mathematik auf-
rechterhalten hat? Wie sich erweist, verhalten
sich die Dinge nicht so; und die wahrschein-
lichkeitstheoretischen Ideen dringen in die
Medizin ein und erhalten eine ernsthafte
Bedeutung in Fragen der Diagnostik, Diffe-
rentialdiagnostik, bei der Auswahl von Sym-
ptomkomplexen fiir die verschiedenen Er-
krankungen usw. Wir wollen hier nur auf
eine Frage der Organisation des Gesundheits-
schutzes eingehen; hier wird offensichtlich,
dafl man mit den Hauptfragen auf diesem
Gebiet nicht fertig wird ohne wahrscheinlich-
keitstheoretische Methoden zu nutzen. Wir
betrachten die Arbeitsorganisation einer Kli-
nik, die einen bestimmten Bezirk einer grofien
Stadt betreut. Wieviel Arzte und Sanitits-
wagen sind ndtig, damit die Patienten mit
akuten Erkrankungen nicht langer als eine
im voraus gegebene Frist warten miissen,
ehe ein Arzt bei ihnen eintrifft? Bei der
Antwort auf diese Frage stoBen wir auf eine
Reihe von Schwierigkeiten, und zwar: Zu-
nachst, wieviel Forderungen wird es geben
und wie verteilen sie sich auf die Zeit einer
Schicht? Niemand kann dies voraussagen,
weil die Zahl der Forderungen und die Augen-
blicke ihres Eintreffens zufailig sind. Uberdies
hédngt die Zeit, die der Arzt an einem Kranken-
bett verbringt, auch vom Zufall ab. Zufillig

ist auch die Zeit, die der Arzt aufwenden muf,
um von der Klinik zur Wohnung des Kranken
zu gelangen. Aber hierin ist der EinfluB des
Zufalls nicht erschopft. Wir weisen nur auf
eine weitere Méglichkeit hin. Es wird von
Zeit zu Zeit vorkommen, daB der Anruf
eines Kranken an ein besetztes Telefon der
Klinik gerat. Dadurch wird natiirlich die
Wartezeit dieses Patienten bis zum Eintreffen
des Arztes vergrofert.

Wir verweilen nur noch bei einer Frage.
In den letzten Jahren entstand in Verbindung
mit der VergroBerung der Rolle der techni-
schen Systeme und mit der Konstruktion von
modernen Flugzeugen, Nachrichteniibermitt-
lungssystemen, Elektrizitatswerken, landwirt-
schaftlichen Maschinen und medizinischen
Apparaturen eine neue Forschungsrichtung,
die die Bezeichnung Zuverlissigkeitstheorie
erhielt. In dieser Theorie befaBt man sich u. a.
mit MaBnahmen, die die Zeit erhéhen, _in
der die Maschinen stérungsfrei arbeiten.
Besondere Bedeutung fiir die Praxis haben
zwel Aufgaben, die man bis jetzt nicht als
gelost ansehen kann. Eine von ihnen besteht
in der Prognose von Versagern, die andere
in der Ausarbeitung von Methoden zur
Beschleunigung von Versuchen. Der Sinn der
ersten Aufgabe besteht darin, ein System von
Kriterien auszuarbeiten, nach denen man
im voraus beurteilen kann, ob sich bei einer
technischen Anlage widhrend der Arbeit ein
gefahrlicher Zustand herausbildet, der ge-
eignet ist, das plotzliche Versagen der ganzen
Anlage herbeizufiihren. Die zweite Aufgabe
beruht darauf, daB technische Gerite bei
gewohnlichen Belastungen in der Lage sind,
mehrere Jahre einwandfrei zu arbeiten. Ver-
suche zur Priifung der Qualitit solcher Gerite
kann man oft nur iiber kiirzere Zeitraume,
Monate oder Wochen, erstrecken. Wie kann
man bei verhidltnismiBig kurzen Versuchen
dariiber urteilen, wie sich eine groBe Zahl von
Geriten im Verlaufe normaler Arbeitszeiten
verhalten wird?

Fortsetzung auf Seite 24



Junge
Mathematiker
ehren

die Opfer

des Faschismus

Standhaftigkeit, Kampfgeist und Tatkraft
der Millionen aufrechter Antifaschisten seien

Die Teilnehmer der XVI. Internationalen uns Vorbild in dem Kampf, den wir fiihren
Mathematikolympiade (Erfurt/Berlin 1974) zur Erhaltung und Sicherung des Friedens
beim Besuch auf der Welt.

der Mahn- und Gedenkstdtte Buchenwald

sowjetische Ehrenmal in Berlin-Treptow

Teilnehmer der ersten Olympiade Junger
Mathematiker der DDR (DDR-Stufe 1962)
beim Besuch der Mahn- und Gedenkstitte
Buchenwald

In den Konzentrationslagern, den grauen-
haftesten Stiitten der Massenvernichtung wur-
den von den Nazis iiber 11 Millionen Men-
schen, Angehérige fast aller europiischen
Lander, vergast, erschlagen oder zu Tode
gequiilt.

Auschwitz, Dachau, Maidanek, Mauthau
sen, Buchenwald, Ravensbriick, Sachsenhau-
sen sind nur einige der vielen KZ-Lager, die
in Deutschland und in den von den Nazis
okkupierten Liandern Europas errichtet wur-
den. Fiir immer werden diese Stitten Anklage
erheben gegen die Unmenschlichkeit des
Faschismus. Wir gedenken gleichzeitig derer,
die im Kampf fiir die Befreiung des deutschen
Volkes ihr Leben lieBen.

Teilnehmer der VII. Internationalen Mathematikolympiade (Berlin 1965) besuchen das

Neuerscheinung zum 11. 4. 1975

HARTUNG, H.-J.

Signale durch
den Todeszaun

DER AM 18 AUGUST 1944 e
o "’“ggg‘f;"gg;'ﬁ%gﬁc"’ U‘v ... Eine historische Reportage iiber Bau,
'.vj Einsatz und Tarnung illegaler Rundfunk-
‘ empfiinger und -sender im Konzentrations-

lager Buchenwald.

Das Buch behandelt in Verbindung mit der
Nachrichtentechnik ein Stiick Geschichte der
deutschen Arbeiterbewegung wiithrend der
Nazidiktatur. Aussageschwerpunkt sind Bau,
Tarnung und Einsatz illegaler Radioemp-

finger und -sender durch klassenbewuBte
Hiftlinge im Auftrag des ILK bzw. der
KPD-Leitung in: ehemaligen Konzentra-
tionslager Buchenwald. Das Buch soll an-
liBlich des 30. Jahrestages der Selbstbefrei-
ung des KZ am 11. April 1975 erscheinen und
insbesondere die junge Generation unseres
Volkes emotionell ansprechen, die weder
Kapitalismus noch Faschismus erlebt hat.

LSV 3539, 208 Seiten, 73 Abbildungen,
Leinen, 9,50 M (1/75) Bestellwort: Hartung,
Buchenwald Bestell-Nr. 5522750

V'

T VEB VERLAG TECHNIK
BERLIN



Maidchen meistern
Mathematik

Im Internationalen Jahr fiir die Frau:
alpha stellt die 17 Teilnehmerinnen

der XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR (DDR-Ausscheid) vor.

Bezirk
Name
Schule

Beruf des Vaters
Tatigkeit des Vaters
Beruf der Mutter

Tatigkeit der Mutter

Berufswunsch
Bes. Interessen
Ges. Funktion

Auszeichnungen

Erfolge
in Bez.-Olympiade

Forderung
in Mathematik

Bezirk
Name
Schule

Beruf des Vaters
Tatigkeit des Vaters
Beruf der Mutter

Tiatigkeit der Mutter

Berufswunsch
Bes. Interessen
Ges. Funktion

Auszeichnungen

Erfolge
in Bez.-Olympiade

Forderung
in Mathematik

Neubrandenburg
Sybille Stolzenburg
EOS Richard Wossidlo
Waren, KI. 10

Reichsbahn-
ingenieur
Produktions-
mechaniker
Angestellte

Schwangerenberatung

Chemie
Reiten
Forderzirkel
Mathematik

Abzeichen fir
gutes Wissen

72 1. Preis
74 1. Preis

Kreisklub
Bezirksklub

Neubrandenburg
Ute Kuffner

EOS ,,Artur Becker*
Strasburg, KI. 10

Lehrer

Lehrer
Erzieherin
Erzieherin
Medizin

Sport
FDJ-Gruppen-

sekretir

Abzeichen fir
gutes Wissen

71 1. Pr., 73 3. Pr.

Potsdam

Rita Wernsdorf
EOS Helmholtz
Potsdam, KI. 11

Dipl.-Wirt
schaftler
Sekretar fir
Sozialpolitik
Sekretirin

Sekretirin

Mathematik

Musik
Gruppenleitungs-
mitglied, Mitglied des
Klubaktivs (BKIM)
Lessing-Med. in
Silber, Herder-Med.
in Silber und Gold
72/74 gute Plitze

74 1. Preis, 73 Teiln. DDR 73 Teiln. DDR

Bezirksklub
Korrespondenz-
zirkel (DDR)

Kreisklub
Bezirksklub

Dresden
Almute Mende
Pestalozzi-OS
Riesa, K!. 10

Dipl.-Physiker
Fachschuldozent
Berufsschullehrer

Hausfrau

Mathematik

Musik

Mitgl. der
FDIJ-Leitung d. Klasse

Abz. f. gutes Wissen
(Silber), Fiir hohe L.z.
E.d. DDR

74 2. Preis

AG Mathematik

Halle

Kerstin Bachmann
A.-H.-Francke
EOS, Halle, KI1. 10

Mathematiker
(Prof.)
Hochschullehrer

Lehrerin

Invaliden-
rentnerin

Mathematik
Musik, Ru, Zei
Funkt. f. Agit.
u. Prop.

mehrere Auszg.

72 . Preis
73 1. Preis
74 3. Preis
Selbststudium

Karl-Marx-Stadt
Ulrike Glaser
Diesterweg OS Karl-
Marx-Stadt, K1. 10

Lehrer

Lehrer:

Lehrer

Lehrer
Mathematik
Sport, Musik
Schriftfiihrer

der FDJ-Gruppe

Abzeichen fiir
gutes Wissen (Silber)

74 1. Preis
Mathe Zirkel i.

Pionierhaus KMSt.
Korrespondenzzirkel

Karl-Marx-Stadt
Barbara Kilias

BBS Spinnerei-
maschinenbau, K. 10

Dipl.-Ing.

Abt.-Ltr. fir
Kader u. Bildung

Dipl.-Ing. Maschb.
Musik
Kulturobmann

Herder-Med. in Bronze,
Abz. fiir gutes Wissen
(Bronze, Silber)

74 1. Preis

Korrespondenz-
zirkel



Potsdam
Petra Beck
Spezial-EOS
Kleinmachnow, KI. 10

Dipl.-Lebens-
mittelchemiker
Abteilungsleiter

med.-techn.
Assistentin
Hausfrau

Medizin

Bio, Ch, Zeichn.
Mitgl. der GOL
Mitgl. des Klubaktivs

72/74 gute Plitze

Kreisklub
Bezirksklub

Rostock

Margit Birnbaum
F.-L. Jahn EOS
Greifswald, K. 10

Dipl.-Biologe
Parteisekretar
Dipl.-Biologe

med.-techn.
Assistentin

Mathematik
Seminargr. Theat.
Verantwortl. f.
Lernzirkel

Abzeichen fiir
gutes Wissen (Bronze)

72 2. Preis
73 2. Preis
74 1. Preis
Kreisklub

Bezirksklub

Schwerin
Ilona Drews

EOS Ludwigslust
KL 9

Lehrer
Lehrer
Sekretirin

Schulsachbearbeiter

Mathematik

Ph, Rezitation
Mitgl. der
Lernkommission

73 2. Preis
74 3. Preis

Kreisklub
Bezirkskluh

Rostock

Angela Rohrbeck
EOS Franzburg
Kl. 12

Lehrer
Lehrer
Lehrer
Lehrer

Mathematik
Theater, Lyrik
Lernfunktionir
der Klasse

Abzeichen fiir

gutes Wissen (Gold),
Herder-Med. in Bronze
72 2.Pr.,, 73 2. Pr.

74 1. Preis

72/73 Teiln. DDR
Bezirkslager
Mathematik

Schwerin
Ute Lehmann

EOS J. Brinckmann
Giistrow, K1. 10

Ing. fiir Wasser-
wirtschaft
Bereichsingenieur

Reisebiirokaufmann

Zweigstellenleiter
Reisebiiro

Bio, Ch
Mitgl. des
Agitationsstabes

Abzeichen f.
gutes Wissen

72 2.Pr., 73 2. Pr.
74 3. Preis

73 Teiln. DDR
Kreisklub
Bezirksklub

Gera
Heidrun Wabnitz

Spezialschule VEB Carl

Zeiss Jena, Kl. 12

Dipl.-Landwirt
Fachlehrer
Sekretdrin

Sekretirin

Dipl.-Physiker

Ph, Sport, Fremdspr.
FDJ-Ltg. (BKIM)
stellv. Klassen-
gruppenleiter
Herder-Med. in Silber,
Abz. fiir gutes Wissen
(Gold)

72 1.Pr.,, 73 4. Pr.
74 3. Preis

Teiln. DDR 72/73
AG Mathematik
Korrespondenzzirkel
(BKJM)

Suhl
Biirbel Hamm
EOS Artur Becker
Suhl, K1 11

Lehrer
Pid. Mitarbeiter
Lehrer
Lehrer

Dipl.-Lehrer Ma./Ph.
Musik
FDJ-Klassengruppen-
Itg., Pionier-
gruppenleiter

Abz. f. gutes

Wissen (Silber), Abz.
f. hohe Leistg. DDR
72 1. Preis

73 3. Preis

74 1. Preis
Schul-AG,
Spezialistenlager
Math. d. Bez.

Magdeburg
Adriane Ulrich
EOS Wanzleben
KL 11

Finanzwirtschaftler

Ltr. Abt.
Rechnungswesen
Sparkassen-
angestellte
Sparkassen-
angestellte

Mathematik
Literatur, Musik
FDJ-Sekretiar
der Klasse

Abzeichen fir
gutes Wissen (Silber)

71 1.Pr., 72 3. Pr.
74 2. Preis

Teiln. 72/73 DDR
Bezirksklub

Cottbus
Sabine Anders
A.-Becker-OS
Cottbus, KI. 10

Elektriker
Priiffeldleiter

pflegerische
Hilfskraft

Mathematik
Musik
Lehrverantwortlicher

Abzeichen fir
gutes Wissen (Silber)

72 2. Preis
73 2. Preis
74 1. Preis
Kreisklub

Bezirksklub

Magdeburg
Astrid Kammel
EOS J. Pestalozzi
Havelberg, KI. 10

Ing. f. Lebens-
mittelindustrie
Werkleiter

Industriekaufmann

Planungsleiter

Mathematik
Handball, Musik
stellv. GOL-Sekretir

Herder-Med.,
Abz. fir gutes
Wissen (Silber)
72 2. Preis

73 1. Preis

74 1. Preis
Schul-AG
Bezirksklub




Wer lost mit?
i|||I|IiI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 30. April 1975

aus: ,,Polen* 5/68, Kazimierz Mozolewski

A54132]1 Der 1,35 m breite und 3,45 m
lange FuBboden des Badezimmers einer
Wohnung soll mit quadratischen Fliesen aus-
gelegt werden, die eine Seitenldnge von 15 cm
besitzen und 6 mm stark sind. Es sollen
alle dafiir benotigten Fliesen iibereinander
gestapelt werden. Wie hoch wird dieser

Stapel?
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Altenburg

A541322 In einer Schule sollen in allen
Klassenriumen simtliche Stiithle erneuert
werden. Dazu wurden 540 Stiihle bestellt.
Durch eine Teillieferung. konnten in fiinf
Klassenrdumen mit je 28 Sitzplitzen und
in fiinf Klassenrdumen mit je 30 Sitzplitzen
die Stiihle bereits ausgewechselt werden.
Es bleiben nur noch Klassenrdume mit je
25 Sitzplitzen iibrig. Wieviel Klassenrdume
mit je 25 Sitzplitzen gibt es an dieser Schule?

Sch.

W 51323 In einem volkseigenen Betrieb
kampfen 27 Brigaden um. den Titel ,,Kol-
lektiv der sozialistischen Arbeit*. Das sind
11 Brigaden mehr als der vierte Teil der
Anzahl aller Brigaden dieses Betriebes. Wie-
viel Brigaden arbeiten in diesem Betrieb?

W 5e1324 Von Zimmemn eines Studenten-
wohnheimes sind neun als 4-Bett-Zimmer
und drei mehr als 2-Bett-Zimmer eingerich-
tet. Die restlichen Rdume sind 6-Bett-Zim-
mer. Wieviel Zimmer mit je 6 Betten gibt
es in diesem Studentenwohnheim, wenn es
insgesamt iiber 126 Betten verfigt?*  Sch.

W 5*1325 Zu unserer Hortgruppe gehoren
drei Pioniere mit den Familiennamen Hof-
mann, Hoschke und Meisel. IThre Vornamen
lauten Dirk, Andrea bzw. Mario. Sie sind
entweder neun oder zehn Jahre alt, und
sie besuchen die Klasse 4a bzw. 4b. Wie
heiBen diese drei Pioniere mit Vor- und

Familiennamen, wie alt ist jeder von ihnen

und welche Klasse wird von ihnen besucht?

Von ihnen ist uns folgendes bekannt:

a) Die Pioniere mit dem Vornamen Dirk und

dem Familiennamen Hofmann sind Schiiler

verschiedener Klassen.

b) Dirk ist genau so alt wie der Pionier

mit dem Familiennamen Hoschke.

c) Andrea und der Pionier mit dem Fami-

liennamen Hofmann, der der jiingste von

den dreien ist, gehen in dieselbe Klasse.

d) Das Midchen besucht die Klasse 4b.
Hortgruppe 4aj/4b, 5. Oberschule Zittau

W 5*1326 Die Summe zweier natiirlicher
Zahlen betrigt 145. Eine dieser beiden Zah-
len wird durch eine Ziffer dargestellt, die
auf die Grundziffer 2 endet. Streicht man
diese Grundziffer 2, so erhilt man die Ziffer,
durch die die zweite Zahl dargestellt wird.

Wie lauten die beiden natiirlichen Zahlen?
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Altenburg

4641327 Es sind alle natiirlichen Zahlen
n mit 10005159999 zu ermitteln, die fol-
gende Eigenschaften besitzen:
a) Die Ziffern dieser Zahlen beginnen und
enden mit der gleichen Grundziffer.
b) Die Zahl, die der zweiten Grundziffer
entspricht, ist dreimal so groB wie die Zahl,
die der ersten Grundziffer entspricht.
c) Die Zahl, die der dritten Grundziffer ent-
spricht, ist um 5 kleiner als die Zahl, die
der zweiten Grundziffer entspricht.

Ute Miéllhoff, Piesau

A641328 Kann die Summe von vier auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen eine
Primzahl sein? Sch.

W6m1329 Wieviel Grad betrigt die
Summe der Innenwinkel eines konvexen
Vielecks (n-Ecks)? Sch.

Skl Sorg, 6316 Sbikurtach, Schlusinger St 128
Polibechnische, Oberschudy Shiduortnch, Klane 5 .

W5e346

Pridikai:

I .

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf)
zu richten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer sind ein W (d. h.
Wettbewerb) und eine Ziffer, z. B. 7, vorge-
setzt (d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Auf-
gaben mit W* versehen gelten auch als
Welttbewerbsaufgaben. Sie haben einen ho-
hen Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit W w10/12 oder W*10/12 ge-
kennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A 4 (210 mm
% 297 mm) (siche Muster), denn jede Aul-
gabengruppe wird von einem anderen Ex-
perten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) L6sung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Priddikat ,sehr gut ge-
16st, ,,gut gelost* oder ,.geldst*. Schiiler,
welche nur einen SchluBsatz zu einer Auf-
gabe einsenden, die vorgegebene Form nicht
beachten, uniibersichtlich oder unsauber ar-
beiten, erhalten eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,,nicht geldst*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1974/75
lauft von Heft 5/74 bis Heft 2/75. Zwischen
dem 1. und 10. September 1975 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/74 bis 2/75 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/75 verdffent-
licht. Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/74 bis 2/75) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwel
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1974/75 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten daraul zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig {rankiert sind, und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



W 681330 Im Kreis Seclow nehmen 126
Lehrerinnen und Lehrer an der Weiterbil-
dung teil. Die Hilfte der Anzahl der Lehrer
ist gleich dem fiinften Teil der Anzahl der
Lehrerinnen. Wieviel Lehrerinnen und wie-
viel Lehrer beteiligen sich an der Weiter-
bildung? Helmut Engelmann, Sachsendorf

W 6*1331 Gegeben sei ein rechtwinkliges
Dreieck ABC, dessen Hypotenuse AB dop-
pelt so lang ist wie die Kathete AC. Die Win-
kelhalbierende des Winkels ¥ BAC schneide
die Gerade BC im Punkt D, die Winkelhal-
bierende des Winkels < ADB schneide die
Gerade AB im Punkte E. Es ist nachzuwei-
sen, dal das Dreieck AEC gleichseitig ist.
Sch.

W 6*1332. Konstruiere ein Dreieck ABC
mit dem Winkel £ ABC=§=50°, in welchem
der Abstand des Schnittpunktes H seiner
Hohe n von der Geraden AB m=3 cm, von
der Geraden BC n=2 cm betrigt! Begriinde
die Konstruktion! Sch.

A74a1333 Es ist der Rauminhalt eines
Spielwiirfels von 18 mm Kantenldnge zu be-
rechnen, dessen halbkugelfSrmige Augen
einen Durchmesser von 2 mm besitzen. (Vo-

lumen einer Kugel: V:;m‘")
Klaus Géthling, Thaldorf

A741334 Eine Holzfillerbrigade stellte in
drei Tagen 184 m® Holz bereit. Dabei wurde
von der Brigade der Tagesplan am ersten
Tag mit 14 m? iibererfiillt. Am zweiten Tag
lag die Brigade mit 2 m® unter der Plan-
aufgabe. Am dritten Tag stellte sie 16 m®
iiber den Plan bereit. Wieviel Kubikmeter
Holz muBte die Brigade tiglich nach dem
Plan bereitstellen?

W 7w 1335 Zeichne ein Parallelogramm
ABCD mit AB>BC! Konstruiere auf 4B
einen inneren Punkt E, auf BC einen inneren
Punkt F, auf CD einen inneren Punkt G
und auf DA einen inneren Punkt H so,
daB AE=BF=CG=DH=m<BC gilt! Weise
nach, daB das Viereck EFGH ein Parallelo-
gramm ist! Sch.

W 7al1336 Das Touristenschiff MS
»Spree* verfiigt iiber 29 Kabinen mit zwei,
drei oder vier Betten und kann 86 Fahrgiste
aufnehmen. Ein Fahrgast behauptet, daB es
11 oder 13 Dreibettkabinen gebe. Weise nach,
dap diese Behauptung falsch ist!

Schiiler Andreas Fittke, Berlin, KI. 7

e

e =

W 7*1337 Die abgebildete Figur stellt einen
Kieis k mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r dar, dem ein Quadrat einbeschrie-

ben und ein weiteres Quadrat umbeschrieben
wurde. Jemand behauptet, daB
a) die MaBzahl des Flicheninhalts des Krei-
ses gleich dem arithmetischen Mittel aus den
MaBzahlen der Flicheninhalte der beiden
Quadrate ist,
b) die MaBzah! des Umfangs des Kreises
gleich dem arithmetischen Mittel aus den
MaBzahlen der Umfange der beiden Qua-
drate ist. Es ist zu dberpriifen, ob diese Be-
hauptungen zutreffen!

Mathematikfachlehrer Werner Konig,

Berlingerode

W 7*1338 Gegeben scien die folgenden
Mengen von natiirlichen Zahlen:

M, ={1,10}, M,={1;9},

My={6; T}, M,={2;8},

Ms={1; 5},C={1;3;4;5;9}.
Ferner seien 4 und B zwei Mengen, die nur
die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
oder 10 als Elemente enthalten kénnen, mit
folgenden Eigenschaften:
a) Zur Menge M, gehoren genau diejenigen
Elemente, die der Menge A und der Menge B

angehoren.
A 8

~
b) Zur Menge M, gehéren genau diejenigen
Elemente, die der Menge B und der Menge C
angehoren.

c) Zm Menge M, gehoren nur diejenigen
Elemente der Menge A, die weder der
Menge B noch der Menge C angehoren.

d) Zur Menge M, gehoren diejenigen Ele-
mente der Menge B, die weder der Menge 4
noch der Menge C angehdren.

e) Zur Menge M, gehdren genau diejenigen
Elemente, die der Menge 4 und der Menge C
angehdren.

f) Alle Elemente der Mengen M, M,, M,,
M,, M; sind mindestens einer der Mengen
A, B oder C enthalten.

Es sind alle Elemente der Menge A sowie alle
Elemente der Menge B anzugeben und in das
abgebildete Diagramm einzutragen. Sch.

W 8 w1339 Beiden Bahnradsport-Weltmei-
sterschaften 1974 in Montreal wurde Eduard
Rapp (UdSSR) im 1000-m-Zeitfahren Welt-
meister. Er legte die Strecke von 1000 m in
1 min 7,61 s zuriick. Den zweiten Platz be-
legte Ferrucio Ferro (Italien) mit 1 min
7,66 s.

a) Man berechne die durchschnittlichen Ge-
schwindigkeiten (inm - s~ ' und in km - h™!),
die die beiden Fahrer auf der Bahn erziel-
ten.

b) Wieviel Meter betrug der Vorsprung, den
Rapp bei der Fahrt durch das Ziel vor Ferro
hatte? (Dabei soll eine konstante Geschwin-
digkeit vorausgesetzt werden; eine etwaige

Erhohung der Geschwindigkeit beim End-
spurt wird also nicht beriicksichtigt.) L.

W 8 w1340 Es ist zu untersuchen, ob es ein
gleichseitiges Dreieck gibt, bei dem die
MaBzahl des Flacheninhalts gleich der MaB-
zahl des Umfangs ist.
Wenn ja, sind die MaBzahlen der H6he und
der Seitenlidnge eines solchen gleichseitigen
Dreiecks zu ermitteln.

Matthias Rogall, Dresden

W 8*1341 In einem gleichschenkligen Drei-
eck sei die Basis ebenso lang wie die Win-
kelhalbierende eines der Basiswinkel. Wie
groB ist der Winkel an der Spitze dieses
gleichschenkligen Dreiecks?

H.-J. Schmidt, stud. math., Greifswald

W 8*1342 Es seien a und b zwei gerade
natiirliche Zahlen mit a=5. Man beweise,
daB dann stets wenigstens eine der drei
Zahlen a+b a-b ab

durch 6 teilbar ist. Sch.

W 9 w1343 Jemand stellte bei vier aufein-
anderfolgenden ungeraden natiirlichen Zah-
len fest, daB das Produkt aus der zweiten
und dritten Zahl um 8 groBer als das Produkt
aus der ersten und vierten Zahl ist. Um welche
Zahlen handelte es sich? Sch.

W 9 w1344 Ein gerades Prisma habe eine
quadratische Grundfliche mit der MaBzahl a
der Seitenldnge, die Lange seiner Héhe habe
die MaBzahl A, wobei a und A von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen sind. Man gebe
alle Moglichkeiten fiir die MabBzahlen «
und & an, so daB die MaBzahl des Volumens
dieses Prismas gleich der Mafzahl seiner
Oberfliche ist. Volker Zillmann, Dresden

W 9*1345 Es seien n eine von Null verschie-
dene natiirliche Zahl und N die Menge der
natiirlichen Zahlen von 1 bis 2n:
N={1,2,3,...,2n)
Ferner sei M ecine Menge von n-+1 natiir-
lichen Zahlen, die aus der Menge N aus-
gewihlt wurden. Man beweise, daB es dann
in der Menge M stets zwei Zahlen gibt, von
denen die eine durch die andere teilbar ist.
Steffen Thiel, OS Schulzendorf, KI. 8

W 9*1346 Es sei ABC ein Dreieck, dessen
Seitenldngen BC=a, CA=b, AB=c gegeben
sind.
a) Man ermittle die Linge der von dem
Punkt C ansgehenden Hohe A=CD und den
Flacheninhalt dieses Dreiecks.
b) Man berechne diese GroBen, wenn
a=12 cm, b=10 cm, ¢=8 cm.

Harald Friesel, Clara-Zetkin-OS

Hohenstein-Ernstthal, Kl. 10

W 10/12 w1347 Die Rohstahlproduktion

(in Mill. t) der Sowjetunion entwickelte sich

im Vergleich zu derjenigen der USA wie

folgt: UdSSR  USA
1955 45,3 106,2
1965 91,0 119,3



Infolge des hohen Wachstumstempos der
Produktion in der UdSSR war daher be-
reits im Jahre 1965 zu erwarten, daB die
UdSSR die USA in der Rohstahlproduk-
tion iiberholen wird.
In welchem Jahr war damit zu rechnen, wenn
man auch fiir die Jahre nach 1965 jeweils
den gleichen jahrlichen Steigerungsfaktor wie
im Zeitraum von 1955 bis 1965 annimmt?
Anleitung zur Losung: Man erhalt den jéhr-
lichen Steigerungsfaktor ¢ aus der Formel
4, - ¢'%=4,, m
wobei A4, die Produktion im Jahre 1955 und
A, die Produktion im Jahre 1965 ist. Sind
g bzw. r die jihrlichen Steigerungsfaktoren
fir die UdSSR bzw. die USA und x die
Anzahl der Jahre, die von 1965 bis zum
Zeitpunkt des Uberholens vergehen, so gilt
91,0 - F=119,3-r. (2 L.

W 10/12 @ 1348 Bei der XIII. Weltmeister-
schaft 1974 im Turnierangeln belegte die
erst 17jahrige Andrea Eichorn (DDR) in der
Disziplin Fliege Skish den ersten Platz. Bei
dieser Disziplin hat der Angler von einem
Standort 4 aus zehn Wiirfe in vorgeschriebe-
ner Reihenfolge in fiinf Platikschalen auszu-
fiihren, deren Mittelpunkte mit S, S,, S,
S4, Ss bezeichnet seien (vgl. die Abb.). Be-
kannt sind die Abstinde AS1 a=8 m,
AS;=b=13m, § SZ—SZS;,—.S‘JSA—S,‘S,
=1,8 m. Man berechne dic Abstinde 4S,,
ASa und ASA R L.

W 10/12*1349 Durch ein rechteckiges
Grundstiick 4BCD mit den Seitenldngen
AB=100 m und BC=60 m soll ein 10 m
breiter Weg angelegt werden, der, wie in der
Abbildung gezeigt wird, von 4 nach C ver-
lauft. Wie groB ist der Flicheninhalt des
von dem Weg eingenommenen Teils des
Grundstiicks?

Mathematikfachl. Reinhard Schulz, Rotta

D 5
® )
4 100 8

W 10/12*1350 Es sei x eine reelle Zahl, die

groBer als 1 ist.

Ubung macht
den Meister

Unm allen Absolventen der 10, Klasse unserer
Oberschulen, die die Absicht haben, das Stu-
dium an einer Ingenieur- bzw. Fachschule der
DDR aulzunehmen, einen Einblick in die An-
forderungen in Mathematik zu geben, ver-
6ffentlichen wir eine Auswahl von Aufgaben,
die der Vorbereitung auf das Studium dienen.
Aus diesen Aufgaben geht hervor, daB der
Lehrstoff der Klassen 6 bis 10 sicher be-
herrscht und daB das erworbene Wissen
anwendungsbereit sein muf.

3 517 5
Ala Addieren Sie: ﬁ_§+i_g+ 1
.. 6 6
A2A Berechnen Sie: — :3; 18:—
35 5 35
A3A Berechnen Sie mit Rechenstab:
34,7-0,684 -
7o V1738
A4a Berechnen Sie:
(—5)+(=3)—(—4); —F2X;
—ax
—0,3a%b
—0,12ab’°
(3a +2b)(4a — 2b) +(3a + 4b)(3a — 4b)
—(a—3b)?

a) Wie kann man den Ausdruck

z=l+4+x+x>+... +x15
so umformen, daB bei der Berechnung von z
nicht mehr als fiinfmal multipliziert oder
dividiert werden mufB3?
(Die Anzahl der auszufiihrenden Addmo-
nen und Subtraktionen ist dabei nicht vor-
geschrieben; die Gesamtzahl der Multiplika-
tionen und Divisionen darf jedoch nicht
groBer als 5 sein. Ferner ist zu beachten, daB8
z. B. die Berechnung der Potenz x*=x - x
eine Multiplikation erfordert, und die Be-
rechnung der Potenz x*=x2- x> eine wei-
tere Multiplikation.)
b) Man untersuche, ob man den obigen Aus-
druck auch so umformen kann, daB bei der
Berechnung von z nicht mehr als fiinfmal
multipliziert (und iiberhaupt nicht dividiert)
werden muB, wobei wieder die Anzahl der
auszufiihrenden Additionen und Subtrak-
tionen nicht vorgeschrieben ist.
Bemerkung : Die Aufgabe b) ist schwieriger;
ihre Losung wird bei der Einsendung fiir
den Wettbewerb nicht verlangt.

W. Burmeister, Dresden

ASA

AGA

Ala

ASa

aA%a

Al104

Alla

Al2a

Alla

Alda

Al5a

Al6a

A17A_

Al8a

Berechnen Sie durch Partialdivision:
(2113 —34n20 +250%) : (Tn+ 5v)
Kiirzen Sie:

ab+a 3n-3

) b—a V5o ©

a’+ab
a’—b?

Bringen Sie den Bruch a-2 auf den
a+2

Nenner a®> —4

Ermitteln Sie das kgV von:
a) 3a%b*, da’c, 12b°c*

b) x2—1, x2—x, x—x>

Berechnen Sie:
u+1 3u—1  14u+2
u+2 3u—-3 12u®-12

Vereinfachen Sie:
a) xam—6,3xn—3m+z le—n

) uSUi 9 u3US 9
x*y® x2y®
c) J125x J(ab)z
2J8+9J18 5\/72
d) i/ $32
e) si—r ‘f"vj
jull 8
Berechnen Sie logarithmisch:

0,0673 - 6,423
12,352

3/0,0004; +

Losen Sie:
4x-7 11
a) —=
6x+18 45
b) Jx+1-7=0
c) 4:3=(63—x):x
d) Tx-3y=13
3y=25—-45x

e) x+2y+3z=32

2x+ y+3z=31

Ix+2y+2 =28
D (x+5P2+(x=22+(x-7(x+7=

=11x+30
g 4x—3/7x—6=6 N
Fiir welche Werte von x gelten die
Ungleichungen:
2x—4>5-x 3x+10>7x—10?
Welche von den Punkten P,(0;4),
P,(—2;12)-und P4(6; 16) liegen aul
den Kurven mit den Gleichungen
a) y=2x+4 b) y=x>-2x+4
c) y=.14x+172?
Bestimmen Sie die folgenden Funk-
tionswerte:
a) sin 15,3°

Tx+2
10x +30

b) tan 52,6°

c) cot87° d) sin212,3°

e) tan322,6° f) cot200,3°
Bestimmen Sie die beiden Winkel,
die zwischen 0° und 360° liégen:

a) sina =0,1736 b) cosa=0,5721
c) cosa= —-0,9291 d) cota= —6.17
Berechnen Sie im folgenden recht-
winkligen Dreieck die fehlenden
Stiicke:

¢c=20cm, a=65°

Berechnen Sie im [olgenden allge-
meinen Dreieck die fehlenden Stiicke
sowie den Flidcheninhalt:

b=42cm, ¢c=35cm, a=130°



Der ,,Dirichletsche Schubfachschluff*

Wir mochten unsere alpha-Leser mit einem
Beweisverfahren bekannt machen, das unter
dem Namen ,Dirichletscher Schubfach-
schluB“ bekannt ist und nach dem deutschen
Mathematiker Dirichlet (sprich: diriklé)
(1805 bis 1859) benannt wurde. Der Schub-
fachschluB ist unmittelbar einleuchtend, er
lautet:

»Wenn n+ 1 Gegenstinde auf n Schubladen
verteilt sind, dann miissen sich in wenigstens
einer Schublade mindestens zwei Gegen-
stinde belinden®. In diesem Satz wird nichts
dariiber ausgesagt, auf welche Weise die
n+1 Gegenstinde auf n Schubladen ver-
teilt wurden, das heiBt, es kénnten auch
Schubladen leer geblieben sein. Wurde in jede
der n Schubladen genau je ein Gegenstand
gelegt, dann verbleibt noch genau ein Gegen-
stand, der in eine der n Schubladen zu legen
ist. Diese Schublade enthidlt dann genau
zwei Gegenstdnde. Blieben bei der Vertei-
lung einige Schubladen leer, so kann es
Schubladen geben, die sogar mehr als zwei
Gegenstinde enthalten, also wenigstens zwei
Gegenstinde.

Wir wollen den ,,Dirichletschen Schubfach-
schluB“ etwas abstrakter [ormulieren: ,,Be-
sitzt jedes von n+1 Objekten eine von n
Eigenschaften, so haben mindestens zwei
der Objekte die gleiche Eigenschalt”. Wir
wollen nun gemeinsam einige Aulgaben 16sen,
deren Losungsweg auf dem ,,Dirichletschen
SchubfachschluB* beruht.

1. Aufgabe: Es ist zu beweisen, daB man
unter 18 beliebig gewihlten natiirlichen Zah-
len stets zwei finden kann, deren Differenz
durch .17 ohne Rest teilbar ist!

Losung: Bei der Teilung einer beliebigen
natiirlichen Zahl durch 17 kénnen die Reste
0,1, 2 3, .., 15, 16 auftreten, das heiBt, es

gibt insgesamt 17 voneinander verschiedene
Reste. Da aber 18 Zahlen vorhanden sind,
miissen wenigstens zwei von ihnen bei der
Teilung durch 17 den gleichen Rest haben.
Die Diflerenz dieser beiden Zahlen ist dann
durch 17 teilbar, denn aus z,=17k+r und
z,=17i+r folgt z; — z,=17(k — ).

2. Aufgabe: Es ist zu beweisen, daB man
unter 100 beliebig gewidhlten natiirlichen
Zahlen stets solche Zahlen finden kann, deren
Summe durch 100 restlos teilbar ist!
Losung: Es seien a,, a,, a3, ..., Gyq, Gyo¢
die beliebig gewihlten natiirlichen Zahlen.
Mit ihnen lassen sich folgende 100 Summen
bilden:
Sy =4ay; 5;=a,+4a,; S3=a,+a,+4as;...;
100=8;1+a;+...+a90
Bei der Division der Summen s, 55, ..., $10¢0
durch 100 kénnen nur die Reste 0, 1, 2, 3, ...,
99 auftreten. Unter den Resten der Summen
kommt entweder O vor, oder es gibt wenig-
stens zwei Summen mit gleichem Rest Im
ersten Fall ist s; durch 100 teilbar, also auch
a,+a,+...+a;. Im zweiten Fall gilt

5, =100x+r
5;=100y +r und damit
85— ;= 100(x—y).

Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltig-
keit konnen wir k>j annehmen. Deshalb
gilt weiter
(a,+a;+...+a;+a;,,+...+a)—
—{(a,+a;+...+a) =100(x — y),

1 ta,+ . +a =100(x—y)

3. Aufgabe: Auf einem rechteckigen Zelt-
platz, der 75 m lang und 35 m breit ist, stehen
ungeordnet 52 Fiinfeckzelte, die eine maxi-
male Breite von 2,6 m besitzen. Ist es moglich,
fir ein weiteres Zelt einen freien Platz zu
finden, der die Form eines Quadrates mit
der Seitenldnge von 4 m hat?

Ing. H. Decker, Kiin

Ax-149-7:5

L 12975
(1+49):(7-5)

12°-4 +5+67-8-90 29817 +654 -3-2+1
4874654 -3+2+1 = 1975 +1-975 + 134745

1-9 474541 4(9+7) 52149475+ (1-947-5)2+(1-9-745) 2

(1-9)(-7 +5)

VT Ee5

Losung: Wir denken uns den Zeltplatz (wie
aus der Zeichnung ersichtlich) mit Quadra-
ten von 4 m_Seitenlinge bedeckt, wobei
zwischen benachbarten Quadraten jeweils
ein Streifen von 2,6 m Breite frei gelassen
wird.

Bm

O

5m

Angenommen, es lassen sich m Quadrate
an der Lingsseite und n Quadrate an der
Breitseite des Zeltplatzes in der gewiinschten
Weise anordnen. Dann gilt
dm+2,6(m—1)<75 und 4n+2,6(n—1)<35,
alsom<1lund n<5.

Der Zeltplatz kann demnach mit maximal
11-5=55 Quadraten bedeckt werden. Da
auf dem Zeltplatz nur 52 Zelte stehen, ist
mindestens noch fiir 3 Zelte je eine quadra-
tische Fldche von 4 m Seitenlidnge frei.
Warum haben wir in unseren Uberlegungen
zwischen benachbarten Quadraten jeweils
einen 2,6 m breiten Streifen frei gelassen?
Wiirde man die Quadrate ohne Zwischen-
streifen aneinander reihen, so konnte es
vorkommen, daB ein Zelt zwei, drei oder
gar vier Quadrate teilweise iiberdeckt. Durch
die Trennstreifen ist gewdhrleistet, daB jedem
Zelt genau ein Quadrat zugeordnet wird.
Nur dadurch ist der SchubfachschiuB an-
wendbar.

Der Leser beachte folgenden Unterschied zwi-
schen den beiden ersten Aufgaben einerseits
und der 3. Aufgabe andererseits. Wihrend
es bei der 1. und 2. Aufgabe auf eine zwei-
fache Belegung eines Schubfaches ankommt,
ist in der 3. Aufgabe gerade die Existenz
wenigstens eines leeren Schubfaches nachzu-
weisen. Zum AbschluB eine Aufgabe, die
der interessierte Leser selbstindig 16sen mége,
und deren Losung in einem spiteren Heft
verdffentlicht wird.

4. Aufgabe: Man zeige, daB es in der unend-
lichen Zahlenfolge 7, 72, 73, ..., 7", ... der
Potenzen von 7
a) wenigstens eine Potenz gibt, die aul die
Ziffern 001 endet,
b) unendlich viele Potenzen mit der genann-
ten Eigenschaft gibt!

G. Hesse/Th Scholl
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Vorfahrt beachten!
Teil 2

Um die folgenden Aulgaben l5sen zu kénnen, benutzen wir die folgenden beiden Tabellen:

Nun kénnen wir die im Heft 5/74 erworbenen
Kenntnisse anwenden:

ala Wielang ist mindestens der Bremsweg
eines Kraftfahrzeuges aus der Geschwindig-
keit 50X

h
a) auf trockener BetonstraBe und
b) auf BetonstraBe mit festgefahrener Schnee-
decke?
Vergleiche die beiden Bremswege miteinan-
der!

A2a Warum ist es nicht sinnvoll, Kralft-
fahrzeuge mit einer Betriebsbremse auszu-
statten, die groBere Bremsverzégerungen als

6.4 bewirken knnte?
s
43a a) Ermittle mittels LingenmaB und
Uhr mit Sekundenzeiger durch einen Versuch
deine normale Geschwindigkeit in o,
s

b) Du willst die abgebildete 6,50 m breite

10

StraBe iiberqueren, um vom Punkt 4 zum
Punkt B zu gelangen.

Wieviel Zeit wiirdest du hierzu benétigen,
wenn du dies verkehrswidrig auf dem gerad-
linigen Weg von A nach B tun wiirdest?
Welche Zeit wiirdest du dich dabei aufl der
StraBe befinden? Wieviel Zeit bendtigst du,

wenn du den Verkehrsvorschriften (§ 33
StVO) entsprechend erst geradlinig von A
nach C und dann weiter von C nach B liufst?
Wieviel Zeit befindest du dich jetzt nur auf
der StraBe (Bild 1)

Lose diese Aufgabe mittels einer maBstdb-
lichen Zeichnung, der du die benétigten
Wegldngen entnimmst und benutze weiter-
hin das Ergebnis der Aufgabe a)!

A44a Du willst die gleiche trockene StraBe
mit Schwarzdecke nochmals vorschrifisge-
mif vom Punkt P zum Punkt Q iiberqueren.
(Bild 2) Welchen Abstand s muB zu Beginn
des Uberquerens ein Fahrzeug F mindestens
noch von deinem Weg haben, wenn folgende
Bedingungen gelten:

Das Fahrzeug F fahrt mit der Geschwindig-

fioit = sokT"‘ (rilissige Hochstgeschwindip-

keit in geschlossenen Ortschaften mit gelbem
Ortsschild). Das Fahrzeug kann mit der

" m
Bremsverzdgerung a=5—; abgebremst wer-
s

den. Das Fahrzeug soll in dem Moment, in
dem du den Punkt Q erreichst, von deinem
Wege noch einen Abstand besitzen, der
mindestens gleich dem Bremsweg des Fahr-
zeuges ist.
Bei Aufgabe 4 lieBen wir den Reaktionsweg
unberiicksichtigt, weil der Fahrer den Fub-
ginger rechtzeitig sieht und deshalb mit einer
Komplikation rechnet.
Wenn zwei Fahrzeuge hintereinander mit
gleicher konstanter Geschwindigkeit fahren,
so muB das nachfolgende Fahrzeug einen
Sicherheitsabstand s; zum Vorausfahrenden
einhalten. Als Sicherheitszeit 5 soll die Zeit
bezeichnet werden, um die das zweite Fahr-
zeug eine bestimmte Stelle der StraBe spiiter
passiert als das erste. Laut Formel gilt:
Vsg=v-tg
Als Faustregel gilt : Bei normalgriffiger StraBe

. . . . : 1 ;

ist die Sicherheitszeit t_=——h einzuhal-
S 1000

ten! Bei dieser Sicherheitszeit wiire z B. bei

der Fahrgeschwindigkeit v = 85 :—m der Si-

cherheitsabstand gleich

km 1 1000 m
—gskm. L, _ g5

s h 1000 h
th=85m



Bei dieser Faustregel gibt der Tachometer-
ausschlag die MaBzahl des Sicherheitsab-
standes in Meter an.

AS5A Priife, in welchen Fillen bei Fahren
auf trockenen StraBen das nachlolgende
Fahrzeug, das bei entsprechenden Fahr-
bahnverhiltnissen mit der maximalen Brems-

verzogerung 5,4 Ez abgebremst werden kann,
s

noch rechtzeitig zum Halten gebracht werden
kann, wenn es den der Sicherheitszeit
t, = ﬁh entsprechenden Sicherheitsab-
stand einhilt, wenn das vorausfahrende Fahr-
zeug wegen eines FrontalzusammenstoBes
(Auffahrunfall) plétzlich auf der Stelle liegen
bleibt und wenn der Fahrer des zweiten
Fahrzeuges mit der Reaktionszeit tz = 1s
reagiert! (Bild 3)

Beim Fahren auf nicht normalgriffigen Stra-
Ben muB der Sicherheitsabstand zum Teil
sehr erheblich vergroBert werden! FuBginger
sollten bei ungiinstigen Witterungsverhilt-
nissen beim Betreten der StraBe beriicksich-
tigen, daB dann nicht nur die Bremswege
der Fahrzeuge linger sind, sondern daB jedes
Bremsen eines Fahrzeuges eine zusitzliche
Gefahrenquelle darstellt!

In geschlossenen Ortschaften (mit gelbem
Ortsschild) betrigt im allgemeinen die zu-

lassige Hochstgeschwindigkeit 50 l% Doch

wie die folgende Aufgabe zeigt, wiirde es
dem § 1 StVO (...Jeder Teilnehmer am
6ffentlichen StraBenverkehr hat sich so zu
verhalten, daB Personen oder Sachwerte
nicht gefdhrdet oder geschidigt werden kon-
nen ...) widersprechen, an eine Kreuzung
mit begrenzter Sicht mit dieser Geschwindig-
keit heranzufahren.

A6a Die Abbildung stellt die Kreuzung
zweier gleichrangiger Straflen dar, die von
2 m breiten Biirgersteigen begrenzt sind, an
die sich ihrerseits wieder die Sicht behin-
dernde Hiuserblocke H anschlieBen. Aus
den StraBen A und B wollen zwei Motor-
radfahrer F, und Fp, die wir zur Vereinfa-
chung zusammen mit ihren Maschinen als
punktformig betrachten, mit gleicher Ge-
schwindigkeit die Kreuzung in gerader Rich-
tung passieren. Sie fahren beide in 1 m Ab-
stand von der Bordsteinkante. Bei unver-
indertem Weiterfahren wiirden sie gerade
im Punkt P zusammenstoBen. (Bild 4)

Mit welchen der in Tabelle I angegebenen
Geschwindigkeiten diirfen beide nur fahren,
damit der Fahrer F,, der gemi § 13 StVO
keine Vorfahrt hat, sein Fahrzeug vom
Moment des Erkennens der Gefahr an noch
vor Erreichen des Punktes Q zum Stehen
bringen kann? Dabei sollen tg=1 s und

a= Sg (Fiir Betriebs- und Handbremse

sind fiir Kraftrdder je 3 SEZ erreichbare Brems-

verzogerung vorgeschrieben.) angenommen
werden.

Laut Aufgabe 2 wissen wir, daB auch Fehler
beim Uberholen in hohem MaBe zu Verkehrs-
unfillen fiilhren. Als Uberholen wird das
Vorbeifahren eines schnelleren Fahrzeuges
an einem sich in gleicher Richtung bewe-
genden langsameren bezeichnet.

A7a Ein PKW F,, der mit der Geschwin-
digkeitv, = 90 lfhﬂ fihrt, iiberholt einen

PKW F,, der mit der Geschwindigkeit

v, =70 l% fahrt. Der Uberholvorgang. d. h.

der Spurwechsel, beginnt, wenn F, sich F,
aul den seiner Geschwindigkeit und der

Sicherheitszeit tg = 1 s entsprechenden Si-
cherheitsabstand s5, genéhert hat. Der Uber-
holvorgang ist beendet, d. h., F, fihrt wieder
langs des rechten Fahrbahnrandes, wenn F,
sich um s5,, den der Geschwindigkeit v, und
t,=ﬁh entsprechenden Sicherheitsab-
stand, vor dem Fahrzeug F, befindet. Fiir
alle Fahrzeuge soll die Bremsverzdgerung

m
a = 5— zur Anwendung kommen und alle
s

Fahrzeuge sollen die Linge ! = 4 m haben.
(Bild 5)

a) Welche Zeit dauert der Uberholvorgang?
Anleitung : Beachte, da3 wihrend dieser Zeit
F, mit der Geschwindigkeit v, —v, die
Strecke sg, +55,+! mehr als F, zuriicklegen
muf!

b) Wie lang ist die Uberholstrecke, d h.,
welchen Weg legt F, wihrend des Uberhol-
vorganges zuriick?

¢) Wiihrend des Uberholens benutze F, auch
die linke Fahrbahnseite. Am Ehde des Uber-
holvorganges muB ein mit der Geschwindig-

keitv, = 90‘% entgegenkommendes Fahr-

zeug Fy von F, mindestens noch den Ab-
stand s, +ss, haben. Bis zu welcher Ent-
fernung von F, aus muB zu Beginn des
Uberholvorganges die Fahrbahn einzusehen
und frei von entgegenkommenden Fahrzeu-
gen sein?

48a Ein PKW mit der Masse m=1000 kg
prallt mit der Geschwindigkeit v=50 k_mh

gegen ein festes Hindernis. Dabei wird die
Bugpartie um s=0,5 m zusammengescho-
ben.

Berechne nach der Formel %v2=Fs die

Kraft F, die wihrend des Auffahrunfalles auf
den PKW einwirkt!

Vergleiche diese Kraft mit der Stemmleistung
eines Weltklassegewichthebers!

W. Trdager

,,Meine Giite, sechzig schafft der doch nie!**
aus: LVZ,1.6.74

Was sonst noch passierte Helmut Gabbert
Statistiker haben festgestellt, daB ein Fiaker
anno 1900 durch die Pariser Stralen mit
einer Stundengeschwindigkeit von 9 km
fuhr. Leichter fiir sie war es allerdings, die
Durchschnittsgeschwindigkeit eines Autos im
heutigen Paris zu ermitteln: Es erreicht in den
Nachmittagsstunden nicht mehr als 7 km/h.
aus: ND,6.7. 69
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Jetzt schligt’s 13!

oder: Rund um die Uhr

Ala ,Wie spit ist es? wurde Marie-
Luise gefragt.

Der Junge Mathematiker antwortete scherz-
haft: ,,Bis zum Ende des Tages bleiben
zweimal zwei Fiinftel von dem, was seit
seinem Beginn bereits verflossen ist.*
Wie spit war es in diesem Augenblick?

\ I'd

,,Und warum funktioniert sie nicht mehr?*

. Tja — es sieht so aus, als wire Sand hinein-
gekommen!*

A2A a) Wie oft stehen Stunden- und
Minutenzeiger einer Uhr innerhalb von 12
Stunden iibereinander?

b) Wie oft steht in der gleichen Zeit der
(Zentral-) Sekunden-Zeiger einer Uhr iiber
dem Stunden- oder Minutenzeiger?

12

Ala Der Minutenzeiger einer Uhr ist
2 cm lang, der Stundenzeiger 1,5 cm.
Wievielmal so groB ist die Geschwindigkeit
der Spitze des Minutenzeigers im Vergleich
zur Geschwindigkeit der Spitze des Stunden-
zeigers?

,,Wie spit ist es jetzt, Adalbert?* -

,,In zehn Minuten elf Uhr.* —

,,Ja — in zehn Minuten! Aber wie spit ist es
jetzt 7

A4a Heinz bekommt jeden Morgen zum
Friihstiick drei Scheiben Rostbrot. Da der
Réstvorgang im Brotroster fir eine Seite
jeweils 30 Sekunden dauert, gleichzeitig aber
zwei Brotscheiben eingelegt werden konnen,
ergibt sich fiir das Rosten eine Gesamtzeit
von zwei Minuten. Dabei ist der Brotroster
allerdings nicht voll ausgelastet.

Heinz iberlegt, wie er den Rostvorgang
beschleunigen kann, ohne jedoch dabei die
fiir eine Seite erforderliche Zeit zu verkiirzen.
Was hat Heinz gemacht, und wie lange dauert
jetzt die Rostzeit fiir drei Brotscheiben?

Eieruhr

A5a4 Um 5 Uhr schligt eine Turmuhr
5 mal. Das dauert 5 Sekunden.

Um 10 Uhr schligt dieselbe Uhr 10 mal.
Wieviel Sekunden dauert das?

A6A Wievielmal in 24 Stunden bilden
der groBe und der kleine Zeiger einer Uhr
einen rechten Winkel?

A7a Jirgen und seine jingere Schwester
Elke haben den gleichen Schulweg. Elke
braucht vom Elternhaus bis zum Schultor
genau 30 Minuten, Jiirgen genau 20 Minuten.
An e¢inem Tage ging Elke genau 5 Minuten
vor Jiirgen aus dem Haus.

Nach wieviel Minuten holte Jiirgen seine
Schwester ein?

(Es sei angenommen, daB jeder von beiden
mit gleichbleibender Geschwindigkeit ging.)

A84A Petra spielt mit Werner eine Partie
Schach. Als sie fertig sind, fragt Werner:
»Wie Jange haben wir eigentlich gespielt?*
Petra antwortet: ,,Ich weil es nicht, aber ich
habe aus dem Fenster gesehen und gezihlt,
daB die StraBenbahn genau zehnmal in
dieser Zeit an unserem Hause in Stadt-
richtung vorbeifuhr. Die erste Bahn kam,
als wir mit dem Spiel anfingen, und die
zehnte, als wir gerade fertig waren.*

Wie lange haben Petra und Wemer gespielt,
wenn die Bahn alle 20 Minuten fihrt?



A9a Die Mitglieder der Arbeitsgemein-
schaft Junge Narurforscher haben sich fiir
eine Wanderung verabredet, mit dem Treff-
punkt Bahnhof, 10 Minuten vor Abgang
des Zuges um 7.00 Uhr.

Leider gehen die Uhren von Gerd und Heinz
falsch. Gerd richtet sich nach seiner Uhr,
von der er annimmt, daB sie 20 Minuten vor-
geht. In Wirklichkeit geht sie jedoch 10 Mi-
nuten nach. Heinz glaubt, daB seine Uhr
10 Minuten nachgeht. In Wirklichkeit geht
sie aber 5 Minuten vor.

Wann treffen beide am Bahnhof ein?

,,Du hast recht, sie steht.*

A10A Welchen Weg legen in 24 Stunden
zuriick:

a) Die Spitze des Minutenzeigers einer
Taschenuhr (Ldnge des Zeigers 4 mm),

b) die Spitze des Minutenzeigers einer Wand-
uhr (Ldnge des Zeigers 9,5 cm),

c) die Spitze des Minutenzeigers einer Turm-
uhr (Lange des Zeigers 2,25 m).

Alla ,,Genau eine Million zweihundert-
neuntausendsechshundert Sekunden dauert
es, bis wir uns wieder treffen*, sagt Walter,
der gern mit groBen Zahlen rechnet, zu
Rolf, als sie sich am 10. Mai um 12.00 Uhr
verabschieden.,

Wann treffen die beiden wieder zusammen?

,,»Und warum liefern Sie ausschlieBlich an die
Uhrenindustrie?* — ,,Es ist Tickholz !

Al2a Aufder Westminster-Abbey in Lon-
don befindet sich eine Turmuhr mit einem
besonderen Schlagwerk. Zum Viertel jeder
Stunde ertont es viermal, zum Halb achtmal
und zum Dreiviertel zwélfmal.

Jede volle Stunde sind 16 Schlage und zu-
sitzlich so viele Schlige zu horen, wie es
die Tageszeit gerade angibt. Zum Beispiel
sind es um 6 (bzw. 18) Uhr 16+ 6 =22 Schlige.
Wie viele Schlige kann man an dieser
Turmuhr innerhalb von 12 Stunden zih-
len?

u

A 134 Aufder Abbildung sind wie auf dem
Ziffernblatt einer Uhr die Zahlen 1 bis
12 abgebildet.

Untersuche, ob sich diese vier Kreisscheiben
durch Einzeichnen von Linien (z. B. Ge-
raden), die keine der Ziffern treffen, so in
Teilstiicke zerlegen lassen, daB die Summe

der auf jedem Teilstiick derselben Kreis-
scheibe liecgenden Zahl jeweils untereinander
gleich sind!

Dabei ist die erste Kreisscheibe in 2 Teile,
die zweite in 3 Teile, die dritte in 4 Teile
und die vierte in 6 Teile zu zerlegen.

alpha-
Wandzeitung
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Wortpaare gesucht

Es sind 11 Paare von Wortern zu bilden, von denen das
jeweils erste mit der gleichen Silbe endet, mit der das
zweite beginnt.

Die Anfangsbuchstaben der gemeinsamen Silben
ergeben hintereinander gelesen eine beliebte Seite einer
beliebten Zeitschrift.

Und wer’s nicht schafft, dem seien die Silben gegeben:
al—ar—bra—chi—der—der—des—e—e—e—eck -
ein — ein — end — er — halb — he — hekt — hé — i — ki -
ko — kreis—le—le —li - li — li — lo — me — men — ment —
mi — mi — mit — mus — ne — ni — nis — nu — nu — punkt —
recht — rith — ron — sa — schei — senk — te — tel — tel -
tra.

(Dabei ist die jeweils gemeinsame Silbe nur einmal
aufgefiihrt.) OSIR K.-H. Lehmann. VLAV, Berlin

Kombinatorik am Wabenriitsel

In jedes der zwolf quadratischen Felder dieser Figur
ist derart ein Buchstabe einzusetzen, daB beim Lesen
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G. Sprengel, Dessau

in zyklischer Reihenfolge der in den vier Feldern,
die an einen Kreis anstoBen, stehenden Buchstaben
sich die Wortbilder ,,Satz, ,,Stab*“, , Term* und
»,Zehn ergeben.

Gib eine Losung an, und zeige, dal diese Aufgabe

genau acht Losungen hat! Mathematikfachlehrer
W. Trdager, Débeln

Legespiel mit Dreiecken

Konstruiere vier Dreiecke mit folgenden Seiten auf
Pappe!

1. Dreieck: 1 cm, 13 cm, 13 cm

2. Dreieck: 5¢cm, 7cm, 8cm

3. Dreieck: 7cm, 10 cm, 13 cm

4, Dreieck: 7 cm, 13 cm, 15cm
Schneide danach diese Dreiecke aus, und lege sie zu

einem Parallelogramm aneinander!
Mathematikfachlehrer W. Trdger, Débeln

Dynamische Schiénheit

To obtain the above design draw a series of concentric
circles with radii r, 2r, 3r, ..., nr, and a series of
parallel tangents terminating on the circumference

of the largest circle. H. Baravalle, scripta matematica,

University New York



Kryptarithmetik

Setze fiir alle auftretenden Figuren Ziffern ein!
Gleiche Figuren bedeuten gleiche Ziffern.

Carola Ribbe, Kreisarbeitsgemeinschaft Aschersleben

Ein Wiirfelspiel

Es war bei einem Wiirfelspiel,
ein Wiirfel in das Wasser fiel.
Der Wiirfel stand — ja kann das sein? —
wie eine Gans auf einem Bein.
Das Wasser bis zum Schwerpunkt ging
und somit sein Gewicht auffing.
Ein Spieler hat ihn dann gerettet,
des Wiirfels Mantel hingebettet.
Da sah er — es war sonnenklar -
daB noch die Hilfte trocken war.
Er teilt’ mit séhnurgeradem Schnitt
und nahm die trockene Hilfte mit.
Nun frag’ ich, ob sich das vertrigt.
Wie war der Mantel hingelegt?
Verlangt wird eine Zeichnung des Wiirfelnetzes mit
Angabe des Schnittes und ein Schrigbild des halben
Wiirfels.
Dr. W. Bennewitz, Radebeul

Man sollte . . .

Es sind mathematische Begriffe so einzusetzen, daB
vollstindige Sitze entstehen. Die Anfangsbuchstaben
dieser Begriffe nennen einen geometrischen Kérper.

Man solite
2 6 2
%96 ] ] [ l l I
Die Brixche
99_9 27 9

A T 7 T |

Die nat. Zahlen
9314 M8, 2% sind ...

% gehort zur Klaseder ...

Briche .

12+8 =30 . Diese ... | l
ist falsch ,dem 2+8 =20

Schiiler G. Schwarze, Schwarzheide (Kl. 7)

Kreuzwortritsel

Alle Worter sind senkrecht einzutragen.

1. Franzésischer Mathematiker

2. Ein Werk von Euklid

3. Dreidimensionale Ausdehnung

4. Vorsatz bei gesetzlichen Einheiten (der hundertste
Teil der Einheit)

5. Name einer Stadt, die in der Antike ein wissen-
schaftliches Zentrum war »

6. ,,Methode“ von FEratosthenes zur Bestimmung
von Primzahlen

7. Name eines Mathematikers, der in der Antike
die verlorengegangenen ,,Elemente* zusammen-
stellte

8. Linie am Kreis

Die stark umrandeten Felder ergeben einen mathe-

matischen Begriff, den alle Schiiler bereits in der

1. Klasse verwenden.
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch, Altenburg

W. P. Rosanzew



alpha-Wettbewerb
Abzeichen in Gold

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Annegret Kirsten, Leuna; Ute Winkler, Tel-
tow; Ralph Lehmann, Petershagen; Kerstin
Bachmann, Halle; Christoph Scheurer, Glau-
chau-Gesau; Lutz Piiffeld, Hennigsdorf; Uwe
Lewandorski, Leipzig; Peter Linhart, Wald-
heim; Henrik Frank, Greifswald; Karin Fi-
scher, Dresden; Eckhard Schadow, Oranien-
burg; Christina Feige, Mihlhausen; Dagmar
RiBmann, Dresden

Fiir sechsjiihrige Teilnahme

Kirsten Helbig, Frankfurt; Guido Blosfeld,
Halle; Detlef Poppe, M iihlhausen ; Karl-Heinz
Hering, Erfurt; Andreas Schlosser, Zwickan;
Regina Hildenbrandt, Stiitzerbach; Wollgang
Kogler, Wiesenburg; Hans-Peter Tams, Rib-
nitz-D.; Gerlinde Koch, Schmalkalden; Re-
gina Rau, Schneeberg; Bernd Hanke, GroB-
schweidnitz; Reiner Lindemann, Cottbus;
Marina Schulz, Gorlitz; Martin  Ermrich,
Elbingerode; Michael Schnelle, Calau; Barbel
Rahnefeld, Karl-Marx-Stadt; Sibylle Rohr-
beck, Franzburg; Brigitte Hildenbrandt, Stit-
zerbach; Ullrich Bittner, Greifswald; Wolf-
gang Herrmann, Elterlein; Roswitha Leyh,
Eisenach; Riidiger Blach, Calau; Astrid Rosel,
Zittau

Fiir funfjihrige Teilnahme

Angelika Miiller, Greifswald; Hermann Te-
nor, Dessau; Rainer Gutsche, Herzberg;
Andreas Niither, Mittweida; Heiner Schulz,
Strausberg; Falk Bachmann, Halle; Ilona
Drews, Wébbelin; Olaf Richter, Pirna; Lars
Luther, Giistrow ; Jens-Uwe Richter, Kemtau;
Hiltrud Manske, Steinbach-Hallenberg; Bir-
git Kritenheerdt, Halle ; Bernd Redlich, Wern-
burg; Birgit Kiihnstedt, Erfurt; Dirk Spren-
gel, Potsdam; UIf Hutschenreiter, Dresden;
Kerstin Miiller, Brandis; Ralf Weber, Bi-
schofswerda; Horst Kohlschmidt, Dresden;
Irene Hanske, Putzkau; Ulrike Bandemer,
Freiberg; Frank Richter, Herzberg; Sven-
Thorsten Freitag, Zwickau; Angela Bagola,
Spremberg; Wilfried Carl, Halle; Ulli Riedel,
Floha; Thomas Rehm, Bernau; Birgit WeiB,
Bernau; Michael Huhn, Teterow; Jens Wal-
ther, Bennsdorf; Jorg PaBler, Marienberg;
Manfred Seidler, Cottbus; Arndt Petzold,
Karl-Marx-Stadt; Astrid Binder, Halle; Gis-
bert Schultz, Dessau, Manfred Zmeck, Riid-
nitz; Birgit Lorenz, Pima; Gerd Reif, Silbach;
Werner Wehr, Dingelstidt; Wolfram Ulrici,
Leipzig; Andreas Neubert, Schwarzenberg;
Bettina Zimmermann, Schmalkalden; Heike
Anders, Dahlewitz; Bernd Derlich, Teterow;
Beate Brandtner, Schildau ; Heidrun Weichler,
Schmalkalden; Torsten Waldeck, Karl-Marx-
Stadt; Lutz Dopheide, Leipzig; Stephan
Fleischmann, Zella-Mehlis; Holger Jurack,
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Burkaa; Jorg Schubert, Pfaffroda; Falk
Bahner, Hans-Jiirgen Kichm, Sabine Kiampf,
Elke Genath, Gabriele Reumschiissel, alle
Steinberg-Hallenberg

Fiir vierjihrige Teilnahme

Marid Helbig, Frankfurt; Frank Schulze,
Himmelsberg; Uwe Szyszka, Brohm; Jan
Miiller, Berlin; Thies Luther, Giistrow; Ulv
Krabisch, Leipzig; Lew Dimenstein, Lenin-
grad (UdSSR); Rainer Seifert, Pinnau; Ma-
nuela Lehmert, Worbis; Sabine Schrider,
Bernau; Thomas Maiwald, Olbersdorf; Vol-
ker Lerche, Schmalkalden; Uwe Heiber,
Ilmenau; Jérg Wachsmann, Astrid Surber,
Silke Zimmermann, Elke Halecker, alle Clin-
gen; Andreas Illing, Gersdorf; Bernd KreuB-
ler, Leipzig; Volker Ludley, Bergwitz; Gu-
drun Drews, Wobbelin; Elke Witt, Uthau-
sen; Uwe Rieckert, Cottbus; Kornelia Poike,
Neukirch; Lutz Thorwarth, Schmalkalden;
Ingo Fietze, Cottbus; Meinhard Mende, Lun-
zenau; Gundula Hanke, Frankenheim ; Heiko
Tennert, Débeln; Karl Krause, Mansfeld
(Rentner); Reinhold Miiller, Leipzig; Jiirgen
Sommerschuh, Bischofswerda; Frank Burg-
hardt, Frankfurt; Ingolf Buttig, GroBhar-
thau; Frank Miiller; Cottbus; Jorg Briistel,
Ziegelheim; Wolfgang Huschmann, Oelsnitz;
Elke Seidel, Dresden ; Sylvana Kiihn, Grifen-
hain; Sigrun Below, Seelow; Klaus Schulze,
Brandis; Silvia K6nig, Forst; Thomas Fuchs,
Fambach; Ulrike Zinke, Liitzen; Birgit
Schonfelder, Schwedt; Uwe Beck, Falken-
see; Wolfgang Baier, Pfaffendorf; Birgit
Genz, Anklam; Bernd Griinler, Zeulen-
roda; Borwin Wegener, Berlin; Matthias
Heinevetter, Heiligenstadt; Norbert Siedow,
Neuruppin; Carla Bergd, Dittersdorf; Tho-
mas Fiedler, Greifswald; Annette Schulze,
Débeln; Gerhild Hanke, Frankenheim; Ralf
Hértling, Berlin; Christine Hense, Potsdam ;
Berthold Wettengel, Oelsnitz; Bermhard
Tschada, Sondershausen; Regina Kupfer,
Dresden; Andreas Fischer, Radebeul; Ca-
rola Fechtner, Neubrandenburg; Volker
Fritzsche, Radebeul; Andreas Wenzel, Dorf-
chemnitz; Cornelia Linz, Cottbus; Thomas
Jarosch, Berlin; Siegfried Sonnenschein, Wit-
tenberge; Heidi Giinther, Sohland; Bir-
git Graizarek, Erfurt; Jens Schonfelder,
Schwedt; Reinhard Koeppe, Loburg; Uta
Stopp, Dresden; Rita Rempel, Cottbus;
Karla Eberlein, Niederfrauendorf; Volker
Manusch, Dittersbach; Amo Feuerherdt,
Brandenburg; Uwe Prochno, Berlin; Thomas
Jakob, Gera; Uwe Kriiger, Greifswald; Su-
sanne Schmidt, Schmalkalden; Ulrich Pal-
mer, Neuburg; Petra Scharf, Débeln; Volker
Lippoldt, Leipzig; Klaus Schlegel, Dresden;
Uwe Bormann, Magdeburg; Carola Zim-
mermann, Débeln; Kirsten Liebmann, Karl-
Marx-Stadt; Isolde Kehr, Gospenroda; Jens
Erb, Glauchau-Gesan; Joachim Emnst, Do-
beln; Frank ABmus, Oranienburg; Siegmar
Reckenbeil, Fambach; Monika Kurch, Cott-

bus; Cornelia Giintzel, Cottbus; Gabriele
Schréter, Iimenau; Holger Harz, Weimar;
Elke ZieBler, Erfurt; Dagmar Schiippel,
Karl-Marx-Stadt; Jirgen Scheller, Cottbus;
Karsten Konig, Zeuthen; Ulf MeiBner, Herz-
berg; Heidi Hendzlik, Guben; Wolfgang See-
ber, Gehren; Sigrun Herbst, Halberstadt;
Peter Hahn, Nauendorf; Elke Fiedler, Dres-
den; Herbert Pranner, Stiitzerbach; Roland
Kaschner, Lauchhammer; Hans Peter Delius,
Halle; Stefan Kaiser, Niederschmalkalden;
Wulf Henze, Milow; Wolfgang Henkel,
Erfurt; Doris Jeschner, Eisleben; Wolfgang
Flinig, Dresden; Uwe Konig, Bautzen;
Sabine Pohl, Jena; Astrid Richter, Zerpen-
schleuse; Frank Mulsow, Parchim; Heinz-
Peter Miiller, Bischofferode; Helga Schuster,
Cottbus; Silvia Glatzel, Giistrow; Marianne
Prignitz, Giistrow ; Lothar Eimecke, Fermers-
walde; Cornelia Drechsler, Karl-Marx-Stadt;
Rita Klingl, Schleusingerneundorf; Rainer
Hecht, Ddbeln; Gerald Nahrstedt, Neuen-
hofe; Steffen Giindel, Gersdorf; Thomas
Briickner, Stefan Petzl, Steffen Richter,
Steffen Kley, Volkmar Fichtner, alle Karl-
Marx-Stadt; Heike Kuschel, Rotta; Christina
Schneider, Harald Berger, Monika Kiinstler,
Simone Sauer, Angela Lange, Regina
Schwarz, Anke Tutschke, Dagmar Hentsche,
Ingolf Wiedermann, alle Burkau; Hubert
Steinmetz, Eva Marx, Sabine Range, alle
Clingen; Sybille Baumgart, Léderburg; Karin
Kusche, Kerstin Menz, Bettina Hoffmann,
Martina Henkel, Kerstin Miiller, Margit
Mangold, Ursula Thomas, Jens Schmidt,
Edith Franke, Ingeburg Pfannschmidt, Wal-
demar Olk, Gabi Huhn, Steffi FaBier, Bet-
tina Zimmermann, Marina Wahl, Brigitte
Holland-Moritz, Carola Voigt, Jens Konig,
Angela Gotthelf, Karin Holland-Cunz, Steffi
Holland-Merten, Martina Wahl, Armin End-
ter, alle Steinbach-Hallenberg; Ursula Gar-
nitz, Zeuthen; Kathrin Benedix, Débeln;
Andreas Fischer, Lobetal; Bianca Herrmann,

.Zahna.

Fiir dreijihrige Teilnahme
Andreas Kasparek, Griafenhainichen ; Dittmar

Kurtz, Friedrichsrode; Iris Schulz,  Rotta;
Andrea NieBen, Berlin; Wolfgang Taubert,

"Meiningen; Martin Bliimlinger, Linz (Oster-

reich); Stefan Krétenheerdt, Halle; UH
Ritschel, BooBen; Eckhard Liebscher,
Iimenau; Riidiger Schultz, Bergen; Thomas
Luschtinetz, Stralsund; Audrey Hoffmann,
Berlin; Andreas Fittke, Berlin ; Arnhild Lorenz,
Gorlitz; Petra Henkel, Alt-Téplitz; Carola
Totzauer, Giistrow ; Heinz Ernst, Linz (Oster-
reich); Andreas Mempel, Uwe Lumm, beide
Clingen; Sabine Schoof, Neuenhofe; Gerald
Werner, Meiningen ; Thomas Kaatz, Grifen-
hainichen; Comnelia Thiel, Giistrow; Ute
Busch, Lobenstein: Bernd Briutigam, Berns-
bach; Michael Reissig, Halle; Jens-Peter
Ménch, Berlin; Clemens Jaunich, Cottbus;
Gunter Gerbeth, Greiz; Lothar Gruber, Linz



(Ostereich); Karin Schmidt, Bemsbach;
Volker Barop, Torgau; Michael Marczinek,
Berlin; Viktor Chaschtschansk, Dzerschinsk
(UdSSR); Klaus Hering, Halle; Axel Miiller,
Oberlungwitz; Stefan Kasper, Leipzig;
Michael Kaufmann, Linz (Osterreich);
Dagmar Lorenz, Gorlitz; Comnelia Thann-
hausser, Linz (Osterreich); Hans-Reinhard
Berger, Hohenstein-E. ; Franz Sander, Gorls-
dorf; Gerhard Neumiiller, Linz (Osterreich);
Manfred HauBler, Jorg Keitel, Frank Billert,
Gudrun Bertram, alle Clingen; Matthias
Fritzsche, Stolpen; Berthold Mobius,
Dresden; Monika Schébe, Rotta; Angela
Gebhardt, Bernsbach; Birgit Rosenberger,
Suhl; Ralf Buschko, Berlin; Brigitte Urban,
Strausberg; Dieter Kratsch, Géhren; Frank
Ringel, Alt-Té6plitz; J6rg Kunzmann, Berns-
bach; Horst Lange, Olbersdorf; Claudia
Riemer, Ponickau; Jirgen Gibel, Stolpen;
Michael Minx, Berlin; Andreas Bernert,
Griinbach; Elke Grife, Oberlichtenau;
Christine und Mathias Kuhnt, Zug; Karsta
>ahl, Uwe Trautvetter, beide Neuenhofe;

Andreas Goldhahn, Bemsbach; Dietmar
Wendlik, Cottbus; Kunt Oertel, Zschorne-
witz; Falk Pankau, Wildpark; Uwe Reimann,
Gorlitz; Lutz Teichler, Rennersdorf; Ines
Kircheis, Bernsbach; Beate Weisheit, Fam-
bach; Pamela Teubner, Leipzig; Michael
Wiinsche, Stolpen; Wulf Dettmer, Dresden;
Harry Scholich, Berlin; Ralf Libs, Schén-
beck ; Petra Mittelstedt, Halle; Holger Biich-
ler, Feldberg; Ilona Wiinsche, Rodewitz;
Manuela Ufer, Stolpen; Steffen Krebs, Rade-
beul; Katrin Richter, Wittenberg; Marlies
Kolbatz, GroB-Quassow; Rolf Weidlich,
Bermsbach; Sabine Jahn, Reuden; Andreas
Helmke, Brandenburg; Uta Gutsche, Herz-
berg; Michael Sack, Leipzig; Irmhild Bittner,
Greifswald; Irmtraud Karnetzke, Wilhelms-
burg; Bettina Biichel, Ute Griinbeck,
Christina Wurst, Klaus Pabst, Birgit Herd-
mann, Bernd LinB, Heidi Pabst, Heiko
Rosenbusch, alle Springstille; Klaus Rehm,
Bernau; Volker Schulz, Nauen; Heidrun
Leisker, Bohla; Sabine Seyfried, Cottbus;
Peter R6hl, Cottbus; Uta Weidauer, Berns-
bach; Jorg Kaiser, Cottbus; Hardy Eich,
Glasin; Lutz Hoffmann, Giistrow; Ingrid
Strickfaden, Annaburg; Werner Gundlach,
Schwarz; Ulrich Berger, Floha; Jens Stahl-
berg, Zwickau; Petra Stuhr, Giistrow ; Gerold
Bruntsch, Grobern; Thomas Friebus, Magde-
burg; Andreas Brand, Leinefelde; Erika
Kriiger, Sangerhausen; Ralf Henze, Amn-
stadt; Andreas Kopf, Berlin; Gerald Hauck,
Erfurt; Ute Lehmann, Giistrow; Christian
Kolliwer, Berlin; Kerstin Utke, Stralsund;
Marlies Griser, Werlitzsch; Antje Lorenz,
Alt-Téplitz; J6rg Gabriel, Freist; Karl-Heinz
Jinger, Dresden; Uta Miiller, Mittelherwigs-
dorf; Rainer Michael, Berlin; Thomas Hoff-
mann, Apolda; Sibylle Strempel, Petersdorf;
Kai Schmidt, Leipzig; Uwe Klaus, Eilenburg;
Karin Kramer, Goérlitz; Beate Rost, Neuen-

dorf; Manfred Zimmer, Volkstedt; Dagmar
Pohle, Miihlberg; Gabriele Hoffmann, Ber-
lin; Roland Loffler, Weida; Andrea Weigel,
Bernsbach; Steffen Déring, Olbersdorf; Tho-
mas Richter, Schwerin; Hendrik GlaBmann,
Karl-Marx-Stadt; Thomas Berg, Berlin;
Petra Herzog, Wolgast; Marita Figas, Ber-
lin; Frank Hasse, Warbelow ; Marina Krause,
Golm; Ralf Vogt, Werder; Martina Knospe,
Gorlitz; Jorg Schmelnig, Berlin; Petra
Straube, Schernberg; Bengt und Sylke Nol-
ting, Greifswald; Manuela Boy, Hoyers-
werda; Kornelia Rasch, Zeitz; Petra Beck;
Potsdam; Birgit Pischel, Magdeburg; Frank
Tischer, Spremberg; Angelika Anspichler,
Gr. Molzahn; Michael Groth, Cottbus;
Karlemann Timm, Schwerin; Wolfgang
Blachnik, Liibbenau; Reiner Gaulke, Krien;
Monika Késsel, Fambach; Axel Schurath,
Gnoien; Steffen Nies, Leipzig; Frank Wilde,
Berlin; Claudia Naumann, Gorlitz; Bernd
Stiehler, Bernsbach; Astrid Birenklau,
Ruhla; Frank Kressin, Giistrow; Lutz Schuf-
fenhauer, Bernsbach; Winfried Glode, Neu-
brandenburg; Julius, Karl und Friedrich
Heymann, Berlin; Kerstin Otto, Alt-Top-
litz, Uwe Héosel, Lobenstein; Petra Mae-
der, Berlin; Lutz Wiibbenhorst, Magde-
burg; Jan-Joachim Riickmann, Berlin;
Marina Lehmann, Séllichau; Thomas
Wegner, Pirna; Ingrid Escher, Bernsbach;
Gerhard Heger Birenstein; Erhard Pfeil,
Greiz; Rainer Griinert, Dresden; Wolfram
Ortweiler, Apolda; Kerstin Griiger, Halle;
Ilona Flogel, Berlin; Michael Schilling,
Berlin; Kerstin Briickner, Karl-Marx-Stadt;
Hartmut Simmchen, Zittau; Wiete Schirmer,
Karl-Marx-Stadt; Tanja Hellak, Eisenhiitten-
stadt; Birgit Haeske, Gorlitz; Uwe Borner,
Brand-Erbisdorf; Ulrike Ketelhut, Gotha;
Martin Winkler, Berlin; Knut Ullmann,
Bernsbach; Rolf Kuhn, Wintringerode;
Detlef Kohn, Weimar; Betty Schonherr,
GroDrohrsdorf; Frank Pfeiffer, Warbelow;
Claudia Kubo, Daubitz: Jirgen Schmidt,
Meiningen; Frank Mosler, Weimar; Wolf-
gang Patzer, Erfurt; Uwe Gitzschmann,
Cottbus; Ralph Scharf, Débeln; Marina
Badorrek, Sondershausen; Hendrike Meyer,
Carmen Hildebrandt, Kerstin Tamm, alle
Schmalkalden; Matthias Breitbarth, Miihl-
hausen; Birgit Mann, Berlin; Michael Schalle,
Drognitz; Ilona Nolte, Kirchgandern; Elke
Kohler, StaBfurt; Cornelia Berger, Débeln;
Klaus Harms, Bobzin; Andrej Jendrusch,
Glienicke; Horst Kritzschmar, Groditz;
Christine Gutschmidt, Friedland; Axel
Kiihne, Blankenfelde ; Volker Dabow, Naun-
dorf; Jens Bo6rner, Berlin; Gerd Helmert,
Karl-Marx-Stadt; Uwe Stoéhr, Bernsbach;
Dieter Hornawsky, Silbach; Barbara Schnei-
der, Stiitzerbach; Gemot Beske, Janow;
Michael Schuster, Leipzig; Bert Carlsen,
Titschendor(; Thomas Gopfert, Karl-Marx-
Stadt; Ingo Lenz, Hagenow; Sabine Block,
GroBenhain;" Andrea Schréder, Zeitz;

Ramona Grobleben, Dresden; Birbel Otto,
Pirna; Ines Appelt, Eisenhiittenstadt;
Giinther Bartholmé, Triebs; Barbara Lutter,
Giistrow; Silke Schmiedtke, Golm; Jorg
Vollrath, Karl-Marx-Stadt; Christian Hey-
mann, Karl-Marx-Stadt; Walter Rempel,
Sonneberg; Olaf Hetze, Adorf; Marita
Rentsch, Dresden; Lothar Demelius,
Ilmenau; Siegbert Scharf, Dresden; Thomas
Jeske, Berlin; Bernd Schifer, Gotha; Norbert
Samland, Teterow; Matthias Ott, Sonneberg;
Petra Krohn, Reinberg; Elke Henkel, Berlin;
Gudrun Fuchs, Neukloster; Petra Gothé,
Cottbus; Claudia Bom, Breitenbach; Kar-
sten Beldekow, Krien; Bernhard Krem-
pelt, Cottbus; Marion Werner, Rietschen:
Ramona Ulbricht, Hermsdorf; Tho-
mas Richter, Neuhausen; Frank Nachtigall,
Eberswalde; Andrea Hadlich, Zwickau; Iris
Ostwald, Grimmen; Harald Geick, Suckow;
Claudia Endtricht, Gorlitz; Barbel Hamm,
Suhl; Matthias Weber, Meiningen; Andreas
Neumann, Berlin; Helmut Jacob, Jena; Ker-
stin Hinrichs, Allerstedt; Rita Heinevetter,
GroBbodungen; Roland. Zabel, Weitin;
Holger Wegner, Pima; Bjorn Noack, Libbe-
nau; Klaus Griitzmann, Samtens; Christina
Seidel, Bernterode; Ines Spyrka, Bergen;
Marion Unverricht, Dresden; Kerstin
Kickenmeister, Wildberg; Manuela Krahne-
feld, Zorbig; Sabine Pfiitzner, Seeligstadt;
Manfred Goldenbogen, Stralsund; Hartmut
Filler, Bucha; Ronald Hartung, Tissa;
Susanne Schlegel, GroBbodungen; Rolf Kri-
mer, Petra Franz, Jérg Busch, Hans Busch,
Marina Morgenstern, alle Lobenstein; Gun-
ter Krause, Lutz Schade, Uwe Fischer, Mar-
lies Gerlach, Christine- Kretzschmar, Iris
Seeberg, Lutz Fuchs, alle Hainichen; Nor-
bert Ziegler, Ilona Winkler, beide Cunners-
dorf; Rolf Schmid, Schlegel; Bettina Billig,
Jana Riedel, Andrea Tippner, Barbara Jander,
Angela Hartewig, Sabine Schmidt, Ute Selle,
Ralph Meichsner, Heike Richter, Leonore
Weise, Ronald Miiller, alle Karl-Marx-Stadt;
Doris Giildenzopf, Himmelsberg; Jorg KuB,
Heike Gericke, Evelyn Honicke, Kerstin
Topfer, alle Reuden; Achmed Kuschel,
Klaus-Dieter Holzwig, Bernd Saxenberger,
Harry Schréter, alle Rotta; Andreas Erler,
Hellendorf; Martina Albrecht, Klenz; Elke
Ahrendt, Remlin; Isolde Fail, Comelia
Wiede, beide Jordenstorf; Rita Kellermann,
Remlin; Ramona Barz, Schlieben; Jorg
Hentschel, Siedenlangenbeck ; Riidiger Tanz-
ke, Sigrid Eve, Petra Prondzinski, Andreas
Erben, Bettina Voigt, Cordula Schmidt,
Hardo Burkhardt, Hans-Joachim Berger,
alle Loderburg; Barbara ZeiB, Frank Haf-
ner, Marina Nothnagel, Kerstin Scheer-
schmidt, Stefan Usbeck, Jens Willnig, Stefan
Meingst, Andreas Giinnel, Christine Ciesla,
Barbara Hossel, Regina Kusche, Evelyne
Recknagel, Kerstin Schubert, Petra Thom-
zik, Monika Kaufmann, Harald Bauroth,
Fortsetzung S. 22.
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XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(20. 11. 1974)

Olympiadeklasse 5

1. Aufdem beiliegenden Arbeitsblatt sind
ein Dreieck ABC, ein Verschiebungspfeil
FI_’: sowie ein Dreieck 4,B,C, abgebildet.
Das Dreieck 4,B,C, ist dadurch entstanden,
daB auf das Dreieck ABC zuerst die Verschie-
bung ﬁ: und dann eine zweite Verschie-
bung angewendet wurde.

4

23

A

Konstruiere unter alleiniger Verwendung von
Zirkel, Lineal und Zeichendreieck denjeni-
gen Verschiebungsplfeil Pl—P;, der diese zweite
Verschiebung angibt!

Eine Konstruktionsbeschreibung wird nicht
verlangt.

2. Anita und Peter sollten fiir ihre Gruppe
aus dem Konsum 7 Flaschen Selterswasser
holen. Sie hatten eine Geldsumme bei sich,
die genau hierfiir gereicht hitte. Sie konnten
aber nur Brause bekommen, von der jede
Flasche 15 Pfennige mehr kostete als eine
Flasche Selterswasser. Fiir ihr gesamtes Geld
erhielten sie nunmehr 4 Flaschen Brause.

Ermittle den Preis fiir eine Flasche Selters-
wasser und den Preis fiir eine Flasche Brause.
Wieiviel kosteten die 4 Flaschen Brause?

3. Uwe [uhr mit einem Sonderzug ins Ferien-
lager. Als der Zug genau die Hilfte seiner
Reisestrecke zuriickgelegt hatte, schlief Uwe
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ein und erwachte erst, als der Zug noch eine
Strecke von genau 25 km bis zum Reiseziel
zuriickzulegen hatte. Diese Strecke war halb
so lang wie die Strecke, die der Zug zuriick-
gelegt hatte, wihrend Uwe schlief.

Wieviel Kilometer betrug Uwes Reisestrecke?

4. Schiilerinnen und Schiiler einer Klasse 5
trugen ein 14tigiges Schachturnier aus. Da-
bei wurden an jedem der 14 Tage genau
6 Spiele ausgetragen. Die Anzahl der teil-
nehmenden Jungen war groBer als die der
teilnehmenden Maidchen. Jedes Midchen
spielte gegen jedes andere Midchen und
jeder Junge gegen jeden anderen Jungen
genau zweimal. Keines der Madchen spielte
gegen einen Jungen. Ermittle die Anzahl der
Midchen und die der Jungen, die an diesem
Turnier teilnahmen!

Olympiadeklasse 6

1. Auf dem beiliegenden Arbeitsblatt sind
ein Dreieck ABC und ein Dreieck A4,B,C,,
ein Punkt P sowie eine Gerade g abgebildet.
Das Dreieck A4,B,C, ist aus dem Dreieck
ABC durch folgende Konstruktionen ent-
standen:

u?
Zunichst wurde AABC an g gespiegelt, wobei
ein Dreieck 4,B,C, ebtstand.

Danach wurde aul AA4,B;C, eine solche
Verschiebung angewendet, daB AA,B,C, als
Bild des Dreiecks A, B, C, entstand.
Konstruiere unter Verwendung von Zirkel,
Lineal und Zeichendreieck den Verschie-
bungspfeil i’—é dieser aul AA,B,C, anzu-
wendenden Verschiebung.

Eine Konstruktionsbeschreibung wird nicht
verlangt.

2. Klaus behauptet, eine von ihm aufgeschrie-
bene natiirliche Zahl a habe folgende Eigen-
schaften:

(1) Vertauscht man zwei geeignete Ziflern
von z miteinander, so ist die aul diese
Weise entstehende Zahl z’ um 198 groBer
als z.

(2) Die Summe aus z und z’ betrdgt 13 776.

Stelle fest, ob es genau eine Zahl z mit den

von Klaus genannten Eigenschaften gibt!

Wenn dies der Fall ist, so ermittle diese Zahl!

3. Anita, Brigitte, Christa und Dana trugen

untereinander einen Wettkampl aus. Auf die

Frage, wer den ersten, zweiten, dritten bzw.

vierten Platz belegte, wurden folgende drei

Aussagen gemacht:

(1) Anita siegte, Brigitte belegte den zweiten
Platz

(2) Anita belegte den zweiten Platz, Christa
den dritten.

(3) Dana belegte den zweiten, Christa den
vierten Platz. Wie sich herausstellte, wurde
in jeder der drei Aussagen (1), (2), (3)
eine Plazierung richtig und eine falsch
angegeben.

Wer belegte den ersten, zweiten, dritten bzw.

vierten Platz?

4. Ein Radfahrer fuhr mit gleichbleibendei
Geschwindigkeit auf einer Strale von A
nach B. Er startete in 4 um 6.00 Uhr und
legte in jeder Stunde 14 km =zuriick. Ein
zweiter Radfahrer fuhr auf derselben StraBe
mit gleichbleibender Geschwindigkeit von
B nach A. Er startete am selben Tag um
8.00 Uhr in B und legte in jeder Stunde 21 km
zuriick.

Beide Radfahrer begegneten sich genaun am
Mittelpunkt der Strecke von A nach B.

Um wieviel Uhr begegneten sie sich? Wie
lang ist die Strecke von A nach B?

Olympiadeklasse 7

1. Drei Schiilerinnen mit den Vornamen

Angelika, Beate und Christine und den

Zunamen Miiller, Naumann und Richter

beteiligten sich am alpha-Wettbewerb.

Folgendes ist iiber sie bekannt:

(1) Die Schiilerin Naumann nahm zum ersten
Mal teil.

(2) Die Schiilerin Richter erhielt eine schlech-
tere Bewertung als mindestens eine der
anderen Schiilerinnen.

(3) Die Schiilerin Miiller benutzte nur linier-
tes Papier.

(4) Angelika erzielte das schlechteste Ergeb-
nis.

(5) Beate hatte bereits im Vorjahr das alpha-
Abzeichen erhalten.

(6) Die erfolgreichste der drei Schiilerinnen
verwendete nur unliniertes Papier.

Ermittle den Vor- und Zunamen der erfolg-

reichsten der drei Schiilerinnen!

2. Beweise folgende Aussage:
Wenn ein Dreieck ABC die Eigenschaft hat,



daB fiir den Mittelpunkt D der Seite AB die
Gleichung

1) DB=BC=CD gilt, so ist das Dreieck
rechtwinklig,

3. Konstruiere ein Dreieck ABC aus a=60°,
B =135° und w,=5,5 cm. Dabei seien a bzw. §
die GroBen der Winkel ¥ BAC bzw. xABC
und w, die Linge der Winkelhalbierenden
des Winkels ¥ BAC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!

4. Fritz hat von seinem Freund Max fiir
6 Tage ein Buch geliehen. Zu seinem Freund
Paul, der das Buch nach ihm leihen mochte,
sagt er am Morgen des 6. Tages: ,,Am ersten
Tag las ich den 12. Teil des Buches, an den
folgenden 4 Tagen jeweils ein Achtel, und
heute muB ich noch, wenn ich das ganze
Buch lesen will, 20 Seiten weniger lesen, als
ich in den vergangenen Tagen zusammen
gelesen habe.

Wieviel Seiten hat das Buch insgesamt?*
Untersuche, welche Moglichkeiten es fur
Paul gibt, auf diese Frage so zu antworten,
daD alle Angaben von Fritz zutreffen!

Olympiadeklasse 8

1. Bei einer Kreisspartakiade wurden f{iir die
Teilnehmer insgesamt 61 Goldmedaillen,
63 Silbermedaillen und 60 Bronzemedaillen
vergeben. Die Mannschaften der Schulen der
Stadt B erkdmplften dabei zusammen 42 dieser
Medaillen. Sie erhielten genau ein Drittel
aller Silbermedaillen, mehr als ein Sechstel,
jedoch weniger als ein Fiinftel aller Bronze-
medaillen und einige Goldmedaillen.
Ermittle die Anzahl aller Gold-, Silber- und
Bronzemedaillen, die von den Schiilern der
Stadt B bei diesem Wettkampf errungen
wurden !

2. Vier Lastkraltwagen A, B, C und D befah-
ren dieselbe Strecke. Fihrt A mit einer

Durchschnittsgeschwindigkeit von 56lﬂ

undBmit40kh—m, so bendtigt A genau

2 Stunden weniger als B fur diese Strecke.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit
miiBte C fahren, wenn D genau 4 Stunden
eher als C abfahren, durchschnittlich mit

35"h—m fahren und gleichzeitig mit C am
gemeinsamen Ziel ankommen soll?

3. Gegeben sei ein Dreieck ABC, das [ol-
gender Bedingung geniigt:

Die GroBe des Winkels ¥ ABC betrigt ein
Viertel der GroBe des AuBenwinkels bei A.
a) Stelle fest, ob es auf AB einen Punkt D
gibt, fiir den AD=AC gilt!

b) Beweise, daB fiir jeden derartigen Punkt
DB=DC gilt!

4. Konstruiere einen Kreis k, der folgende
Eigenschaft hat:

Ist AB ein Durchmesser von k, g die Tangente
an k in B und liegt ein Punkt Q so auf g,
daB BQ =6 cm gilt, so schneidet k die Strecke
AQ in einem Punkt P, [ir den @=3 cm
gilt.

Beschreibe und begrunde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein derartiger Kreis k bis auf Kongru-
enz eindeutig bestimmt ist.

Olympiadeklasse 9

1. An einer FuBballmeisterschaft der DDR
beteiligen sich 14 Mannschalten der Ober-
liga In der ersten Halbserie spielen je zwei
dieser Mannschaften genau einmal gegen-
einander.

Es ist zu beweisen, daB es in der Zeit dieser
Halbserie nach jedem Spieltag zwei Mann-
schaften der Oberliga gibt, die die gleiche
Anzahl von Spielen ausgetragen haben.

2. Es sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck,
H sei der Schnittpunkt seiner Héohen und
D, E, F deren FuBBpunkte, wobei D auf BC,
E auf CA und F auf AB liegen mogen.
Man beweise, daB dann AH-HD=BH - HE
=CH - HF gilt!

3. Es ist die kleinste positive ganze Zahl z
zu ermitteln, deren dritte Potenz ein ganz-
zahliges Vielfaches von 588 ist.

4. AB sei eine in der Ebene ¢ gegebene Strecke
der Linge a. In ¢ sei g die Gerade durch 4,
die senkrecht zu AB ist In B sei die Senk-
rechte s auf die Ebene ¢ errichtet. SchlieBlich
seien C ein von A verschiedener Punkt auf g
und D ein von B verschiedener Punkt aul's.

a) Man beweise, daB es eine- Kugel gibt, die
durch die Punkte A, B, C und D geht.

b) Man berechne den Radius einer solchen
Kugel fiir den Fall, daB C‘_A=an und
BD=a /3 gilt.

Olympiadekiasse 10

1. Klaus iiberpriift wihrend der Ferien seine
Vokabelkenntnisse in Russisch. Als er unter
den 2555 Wértern, die er im Laufe der Zeit
sorgliltig in sein Vokabelheft eingetragen
hat, die Anzahl z, derjenigen Worter ermit-
telt, die er noch beherrscht, und danach die
Anzahl z, der iibrigen Worter, stellt er beim
Aufschreiben dieser beiden Zahlen fest, daB
zy>2z, ist und daB er beim Aufschreiben
genau zwei Ziflern verwendet hat, und zwar
immer abwechselnd, wobei die an erster
Stelle stehende Ziffer bei beiden Zahlen
dieselbe ist.

Man ermittle z, und z,.

2. Geben Sie alle (geordneten) Tripel (x, y, z)
an, die die folgenden Bedingungen erfullen:
(1) x—y=96,
(2) y—2z=96,

(3) x, yund z sind Quadrate natiirlicher
Zahlen.

3. Es sei AADC ein rechtwinkliges gleich-
schenkliges Dreieck mit C als Scheitelpunkt
des rechten Winkels. Uber AC sei nach auBen
ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit B als
Scheitelpunkt des rechten Winkels so gelegen,
daB der FuBpunkt E des Lotes von D auf
die Gerade durch A, B zwischen A und B
liegt.

Man beweise, daB Gann DE=AB+ BC gilt.

4. Gegeben seien positive Streckenldngen
h, r, x mit x<2r. Es bezeichne ¢ eine Ebene
und k einen in ¢ gelegenen Kreis mit einem
Durchmesser ' AB der Linge 2r. Auf der
Senkrechten zu ¢ durch A sei C ein Punkt
mit AC =h. Aulk sei D ein Punkt mit BD = x.
a) Man berechne das Volumen V der Pyra-
mide mit den Eckpunkten C, D, A, B.

b) Man beweise, daB BD LCD gilt.

Olympiadeklasse 11/12

l. Es sei {x,} n=0, 1, 2, 3, ...
Zahlenfolge, fir dgie

diejenige

Xn— 1
Xpoy+1
(n=1,2,3,...)gilt.
Man gebe die Glieder x,, , und x, dieser
Zahlenfolge an. Man gebe einen Term f () mit
der Eigenschaft

J)=x,

2. Gegeben sei eine rechteckige Tabelle mit
drei Zeilen und vier Spalten, also mit 12 Fel-
dern. In einem dieser Felder stehe die Zahl 0.
Man untersuche, ob es eine Moéglichkeit gibt,
alle iibrigen Felder mit Hilfe der natiirlichen
Zahlen von 0 bis 9 derart auszufiillen, daB
(1) jede in der Tabelle vorkommende Zahl
dort h6chstens zweimal auftritt,

(2) die Summen der Zahlen in jeder der drei
Zeilen gleichgroB sind,

(3) die Summen der Zahlen in jeder der vier
Spdlten gleichgroB sind, wobei diese (so-
mit viermal auftretende) Summe groBer
als 15 ist.

x,=1lund x =

n=0,1,2,3,...) an. (1)

3. Es sei ABCD ein Sehnenviereck und E
der Schnittpunkt seiner Diagonalen AC und
BD. Die Seite DA sei nicht parallel zur Seite
BC, so daD sich die diese Seiten enthaltenden
Geraden in einem Punkt F schneiden. Die
Gerade g halbiere den Winkel ¥ BEA und
die Gerade h den Winkel ¥ AFB.

Man beweise, daB dann g||h ist.

4. Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben,
fir die das Gleichungssystem

X 4y +z =0, (1)
x2+yr4zi=1, (v)]
x*+y*+z4=a 3)

1. keine reellen Losungen (x, y, z)
2. genau eine reelle Losung,
3. mehr als eine reelle Losung hat.
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Losungen

Lisungen zum alpba-Wettbewerb, Heft 5/74

A 541252 Angenommen, es seien x Kinder
anwesend; dann waren (x + 15) Erwachsene,
also (2x+15) Personen anwesend. Nun gilt
2x + 15=23, 2x =8, x =4. Demnach gehérten
zu dieser Gesellschaft 4 Kinder und 19 Er-
wachsene. Unter den Erwachsenen seien
y Frauen, also (y+5) Minner, dann gilt
2y+5=19, 2y=14, y=17. Demnach setzten
sich die Erwachsenen aus 7 Frauen und
12 Minnern zusammen.

A 541253 Das Aquarium besitzt ein Fas-
sungsvermogen von 48-25-22 cm?
=26400 cm?. Das eingefiillte Wasser besitzt
einen Rauminhalt von 48-25-17 cm’
=20400 cm®. Der Ziegelstein wiirde
30-20- 10 cm®=6000 cm® Wasser verdrin-
gen.

Aus 20400 cm*+6000 cm®=26400 cm?
folgt, daB das Aquarium nach dem Eintau-
chen des Ziegelsteines die vorhandene Was-
sermenge gerade noch fassen kann, also bis
zum Rand gefiillt ist.

WS5ml1254 Wir rechnen 100—4=96,
90—-18=72. Die Zahl 96 besitzt folgende
Teiler, die groBer als 18 sind: 24, 32, 48, 96.
Die Zahl 72 besitzt [olgende Teiler, die groBer
als 18 sind: 24, 36, 72.

Die Zahlen 96 und 72 haben den gemein-
samen Teiler 24. Der gesuchte Divisor lautet
somit 24, und es gilt
100=4-24+4bzw.90=3-24+18.

W 5. 1255 Angenommen, es belinden sich
x Gldser mit Birnen im Regal; dann sind
dort noch 3-x Glidser mit Pflaumen und
2-3- x=6-x Gldser mit Kirschen. Insgesamt
befinden sich im Regal x+3x+6x=10x
Gliser mit Obst. Nun gilt 40 <10x <60, also
4 <x <6, Nur x=>5 erfiillt diese Ungleichun-
gen. Im Regal befinden sich demnach § Gli-
ser mit Birnen, 15 Gldser mit Pflaumen und
30 Gldser mit Kirschen.

W 5*1:36 Das Alter der vier Schiiler Alfred,
Benno, Detlev und Egon (in ganzen Zahlen)
sei in dieser Reihenfolge mit a, b, d, e bezeich-
net; das Alter der Schiiler Ampler, Baumbach,
Diirer. Erbe sei in dieser Reihenfolge mit
A. B, D, E bezeichnet.

Aus a) folgt: a<e<b. n
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Aus b) lolgt: a<d<b. 2)
Aus c) folgt: E<D< A. 3)
Aus d) folgt: D<B<b. )

Aus (1) und (2) folgt: Alfred ist der jiingste,
Benno der ilteste.

Aus (3) und (4) lolgt: Erbe ist der jiingste,
Diirer der zweitjiingste, Benno muf3 den
Nachnamen Ampler haben. Folglich heiBt
ein weiterer Schiiler Alfred Erbe.

Aus ¢) folgt: Ein Schiiler heiBt Detlev Diirer.
Der vierte Schiiler heit somit Egon Baum-
bach.

Hieraus ergeben sich die Ungleichungen
a<d<e<b und E<D<B<A. Dem Alter
nach geordnet, mit dem jiingsten beginnend,
heiBen die vier Schiiler Alfred Erbe, Detlev
Diirer, Egon Baumbach, Benno Ampler.

W 5*1257 Dieser Klasse mégen x Schiiler
angehoren. Dann belaufen sich die Ausgaben
aul (80 - x+ 150) Pf bzw. (90 x —150) Pf.
Deshalb gilt 90x — 150=80x + 150,

10x =300,

x=30.

Der Klasse gehoren 30 Schiiler an.
Aus 80 - 30 Pf+150 Pf=2550 Pf=25,50 M
bzw. 90 - 30 Pf— 150 Pf=2550 Pf=25,50 M
folgt, daB fiir dic Ausschmiickung des Klas-
senraumes 25,50 M ausgegeben wurden.

A641258 Angenommen nach x Stunden
sei die Arbeit gemeinsam geschafft. In einer
Stunde schafft Peter den vierten, Klaus den
sechsten und Gerda den dritten Teil der zu
verrichtenden Arbeit.

Fiir x Stunden gilt dann

—-x=1,
12
_12_4
9 3

Der Schulgarten wtirde bei gemeinsamer

Arbeit nachg Stunden, also nach 1 Stunde
und 20 Minuten gejitet sein.

A641259 Es seien xDAC=¢,, ¥xDCA
=¢, und £BAC=¢; Aus AD=CD folgt
¢, =@, Da dic Winkel ¢, znd ¢; Wechsel-
winkel an geschnittenen Parallelen sind,
gilt ferner ¢,=¢, und somit auch ¢,=¢,,
d. h, die Diagonale AC halbiert den Winkel
¥ BAD. D c
'

[,
A 8
W6 w1260 Fiir einen Pfennig wiirde man
%g Waschpulver, fiir 200 Pf wiirde man
278 - 200
145
pulvers erhalten.

g, also rund 383 g dieses Wasch-

l+-1—=5 und 1—3=2

W6 m 1261
- 2718 7 777

Aus

und 12:%=23 folgt, daB dieser Klasse 28

Schiiler angehoren.

Oder mit Hille einer Gleichung:

Es sei x die Anzahl der Schiiler dieser Klasse,
dann gilt

Leeliin2=x,

2 14
;x+12=x,
12=2x,
7
x=28.

W 6*1262 Aus der Bemerkung des Schiilers
mit dem Familiennamen Dachs folgt: Einer
der vier Freunde heiBt Dieter Fuchs.

Aus dem Aufgabentext geht hervor, daB es
sich bei den Schiilern Bir, Frank und Dachs
um drei verschiedene Personen handelt. Des-
halb kénnen weder der Schiiler Bir noch
der Schiiler Dachs den Vornamen Frank
haben. Folglich heiBt ein weiterer dieser
Schiiler Frank Léwe.

Es verbleiben nunmehr die Vornamen Bernd
und Lutz sowie die Familiennamen Bir und
Dachs.

Aus der Aussage des Schiilers Bar folgt:

Die anderen Freunde heiBen Bernd Dachs
und Lutz Bar.

W 6*1263 Es sei a das im Jahre 1974 von
Herrn Anton Amsel und b das von seiner
Schwester Berta erreichte Lebensalter.
Dann gilt 74 —a=>b,

8+b=a.
Dieses Gleichungssystem besitzt die Losung
a=41, b=33.
Herr Anton Amsel wurde 1933 geboren und
ist 41 Jahre alt. Seine Schwester Berta wurde
1941 geboren und ist 33 Jahre alt.

AT7A41264 In jedem Viereck betrigt die
Summe der Innenwinkel 360°. Sind drei der
Winkel rechte, so ist auch der vierte ein
rechter, d h., das Viereck ist ein Rechteck.
Im Rechteck sind die Diagonalen gleich lang
und sie halbieren einander. Folglich 1aBt
Sich um den Schnittpunkt der Diagonalen
ein Kreis beschreiben, der durch die vier
Eckpunkte des Rechtecks geht, d. h., das
Rechteck ist ein Sehnenviereck. Die gegebene
Aussage ist somit wahr.

Die Umkehrung der gegebenen Aussage
lautet: ,Jedes Sehnenviereck hat drei rechte
Winkel.*



Diese Aussage ist falsch, wie das folgende
Gegenbeispiel zeigt:

Einem Kreis k mit dem Mittelpunkt M un_d
dem Durchmesser AB wurde eine Sehne CD
so eingezeichnet, daB 4B | CD gilt. Wegen
CD < AB ist das Sehnenviereck ABCD kein
Rechteck, und es besitzt folglich nicht drei
Innenwinkel, die rechte Winkel sind.

A741265 Wir konstruieren iiber AB als
Durchmesser den Thaleskreis, der P zum

Mittelpunkt hat und den Radius IEZ besitzt.

Da die Winkel ¥ ARB und ¥BQA beides
rechte Winkel sind, deren Schenkel durch 4
und B gehen, liegen deren Scheitel R und Q
beide auf dem pgezeichneten Thaleskreis,

c

und es gilt ﬁ=ﬁ=@=ﬁ§=i. Das

Dreieck PQR ist somit gleichschenklig.

™
ron

)
oy
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W 7. 1266 Wir stiitzen uns auf lolgenden
bekannten Satz: ,Werden von einem Punkt
auferhalb eines Kreises die beiden Tangen-
ten an den Kreis gelegt, dann sind die Ab-
schnitte der Tangenten von diesem Punkt
bis zu den Beriihrungspunkten gleich lang.“
WegenCTj=CE und @=C§ gli

P, P,=0Q,0,. Wegen BP =BR=BP, gilt
— 1 1 - —
BP2=§~P1P2=E-Q1Q2. Wegen AQ =AR
=40, silt z@=% -Q,0, und folglich auch
AC=BC.

W 781267 Die Anzahlen der hergestellten
Figuren, Teller; Schiisseln und Vasen seien
in dieser Reihenfolge mit f; ¢, s und v bezeich-
net. Dann gilt

f+t+s+v=120, )
6-t=120, 2)
f+t=s+v, (3)
10+s=v. 4)

120

Aus (2) folgt t= o= 20.

Aus (1) und (3) lolgt
(f+0)+(f+1)=120,

2-(f+1)=120,
S+t= 60,
[+20= 60,
f= 40.

Aus (4) erhalten wir durch Einsetzen wegen
s+v=f+1=060schlieBlich 10+5=60—s, also
25=150 und somit s=25 und v=35. Yon den
Zirkelteilnehmern wurden 40 Figuren, 20 Tel-
ler, 25 Schiisseln und 35 Vasen hergestellt.

W 7*1268 Fiir die gesuchten vierstelligen
natiirlichen Zahlen gilt
1000a + 1006 + 10c + d = 19k und
1000a+100b+10c+d=a+b+c+d
+4653.
Durch Gleichsetzen erhalten wir daraus
a+b+c+d+4653=19k; dabei ist k eine na-
tiirliche Zahl. Wegen 1£a<9 und 0<b, ¢, d
<9 gilt ferner
12a+b+c+d=36,also
4654<19k <4 689.
Nur die Zahlen k=245 und k=246 erfiillen
die Ungleichungen. Wegen 19-245=4655
und 4653 +20=46734+4655 entfillt k=245

als Losung.
Die Aufgabe besitzt genau eine Losung; es
gilt k=246 und 19-246=4674 sowie

4653+ 21=4674. Die cinzige vierstellige na-
tiirliche Zahl, die die gestellten Bedingungen
erfiillt, lautet daher 4674.

W 7%1269 Wegen AM,=AM,=PM,
=PM,=rund BM;=BM,=PM,=PM,=r
sind die Vierecke AM,PM, und BM;PM,
Rhomben, und es gilt AM,|PM,|BM,. Die
Kreise um 4 und C mit dem Radius r mogen
sich in M schneiden. Dann ist auch Viereck
AMCM, ein Rhombus, und es gilt AM | [MC
und somit auch BM,|MC. Demnach ist
auch das Viereck CMBM, ein Rhombus.
Wegen AM =BM=CM =r hat der Umkreis
des Dreiecks ABC den Radius r.

@m+1)>—(2n+1)?

=4m? +4m+1—4n*—4n—1
=4(m*+m—nt—n),

d. h, auch in diesem Falle ist die Differenz
der Quadrate der beiden Zahlen durch 4 teil-
bar, w. z b. w.

A841271 Es sei ABC ein stumpfwinkliges,
gleichschenkliges Dreieck mit der Basis
AB=10 cm und ¥BCA>90°. CD sei die
von dem Punkt C ausgehende Hé6he dieses
Dreiecks (vgl. die Abb.). Ferner sei ABC’ ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit
der Hypotenuse AB, dessen Spitze C’ auf
derselben Seite der Geraden AB wie der
Punkt C liegt.
Dann gilt xDC'A=45° und £ DCA>45°;
also ist C ein innerer Punkt der Strecke ﬁ,
und es gilt AD<AC<AC".
Aus dem Satz des Pythagoras lolgt wegen
AD=C'D=5 cm AC*=(5*+5%) cm?
=50 cm?, also AC’=,/50 cm.
Wegen AD=5cm folgt daher
5cm < AC <./50 cm und hieraus we-
gen 7<,/50<8, weil AC ganzzahlig ist,
5cm<AC<7cm. Daher kann AC
nur gleich 6 cm oder 7 cm sein.
Es gibt daher genau zwei stumpfwinklige,
gleichschenklige Dreiecke, die den gestellten
Bedingungen entsprechen, nimlich Dreiecke,
deren Schenkel die Lingen 6 cm bzw. 7 cm
haben.

1

c
h 4 D 8

k

A8A 1270 Wenn die Summe zweier natiir-
licher Zahlen gleich einer geraden Zahl ist,
so sind entweder beide Zahlen gerade oder
beide Zahlen ungerade. Wir unterscheiden
daher zwei Fille:

a) Die beiden natiirlichen Zahlen seien gerade
Zahlen, wir bezeichnen sie mit 2m bzw. 2n.
Dann gilt

(2m)2 —(2n)> =4m? — an® = 4m* —n?),

d. h., die Differenz der Quadrate der beiden
Zahlen ist durch 4 teilbar.

b) Die beiden natiirlichen Zahlen seien un-
gerade Zahlen, wir bezeichnen sie mit 2m+1
bzw. 2n+ 1. Dann gilt

W 8w 1272 Da zu Beginn der Durchlahrt
die Lokomotive die Tunneleinfahrt passiert
und am Ende der Durchfahrt (wenn der
letzte Wagen die Tunnelausfahrt passiert)
die Lokomotive sich bereits 80 m von der
Tunnelausfahrt entfernt befindet, legt der
Zug wihrend der Durchlahrtszeit ¢ eine Ent-
fernung von

s=134 m+80 m=214 m=0,214 km zuriick.
Nun gilt fiir die Durchfahrtszeit ¢ (in h)

t=2, wobei s=0,214 km und v=40 km -h™!
v

ist Man erhilt daher
t=f=g’2ﬁ 0,214-90
v 40 3600
Die Durchfahrtszeit betrigt daher rund 19 s.

h= h=19,26s.
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W 8w 1273 Es seien M,, M, die Mittel-
punkte der Kreisscheiben, r ihr Radius,
P,P, und Q,0, je ein auf M, M, senkrecht
stehender Durchmesser der Kreise (vgl die
Abb.). Dann ist das Viereck P,Q,0,P, ein
Rechteck, das wegen

P@, =M M,=nr, 0,0,=2r
den Flicheninhalt A, =nr-2r=2nr? hat.
Den Flidcheninhalt des schraflierten, durch
die Strecken }7,62, P,Q, und die Halbkreise
zwischen P,, P, bzw. Q,, O, begrenzten
Fldachenstiicks erhdlt man daher, indem man
von A, den Flacheninhalt zweier Halbkreis-
scheiben vom Radius r subtrahiert:

T
A=A =2 = =2ar* —qr? =ns?

Er ist also genau gleich dem Flicheninhalt
nr? einer der Kreisscheiben.

A a,

I

P, Qa4

W 8*1274 Es sei% die Ldnge der ersten

Halbstrecke, dann ist% auch die Léange der
zweiten Halbstrecke. Das Fahrzeug legt die

erste Halbstrecke in der Zeit 21 und die
Uy
zweite Halbstrecke in der Zeit S zuriick,
U2
also die Gesamtstrecke in der Zeit
s s 2v0, 2040,
Vp=—=——""=—2—%,
to s (vy+vy) v +u,
Andererseits betragt das arithmetische Mittel
der beiden Geschwindigkeiten
o= vy +U, .
Man erhilt daher die Differenz
- _bi4vy 200, (0,40, —duw,

v—v
o 2 v+, vy +v,)
_vi+20,0,+v3—4v,0,
2(v, +v,)
P =”f—2”ivz+l’§=(v1 —u,)°
° vy +0,) 2y +vy)

Daraus [olgt

v—v4y >0, also vy <7,
d. h., die Durchschnittsgeschwindigkeit v,
fiir die gesamte Strecke ist stets kleiner als
das arithmetische Mittel 7 der beiden Ge-
schwindigkeiten.

W 8*1275 Nach dem Satz des Pythagoras
gil _
AB?=g%+a* =24’ also AB=a/2,

E:ﬁ:%ﬁ.

Ferner gilt wegen CD=

[NS TR

2 2 5 — g ~

aD =a*+% =242, ap=% /5.
LT v

Ist nun Q der FuBpunk. des von D aul AB

gefillten Lotes, so gilt DQ || CE, also nach

dem Strahlensatz

22

@:Q—B= '%:1:1, und

D—Q:C_E=l:2,
d. h. 5§=Q_B=@=gﬁ.

[ S AR~

Bezeichnen wir die gesuchte Linge der
Strecke FD mit x, so gilt nach dem Strahlen-
satz ferner

x:AD=EQ: AQ,

a -~

a -z a ;3
— 254N
oAb 0 2V4Y 4 o
6

AQ 3 =
Za\/Z
A941276 Es sei a eine positive reelle
Zahl, fiir die die Bedingungen der Aulgabe
erfiilit sind. Dann gilt fiir alle natiirlichen
Zahlenn
a"+a"=a"t!, 1)
also 2a"=a""a. (2)
Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung
durch 4", was wegen a+0 zulidssig ist, so
erhilt man a=2.
Also kann es hochstens eine reelle Zahl a,
namlich a=2, geben, so daB die Gleichung
(1) fiir alle natiirlichen Zahlen n erfiillt ist.
Andererseits gilt aber fiir a=2 und fir alle
natiirlichen Zahlen n (einschlieBlich n=0)
2n+2n=2,2n=2n+l’
also ist auch die Gieichung (1) fiir a=2 stets
erfillt. Damit wurde gezeigt, daB es genau
eine positive reelle Zahl a, ndmlich a=2 gibt,
fiir die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind.

A 941277 Es sei (x, y, z) eine Losung des
Gleichungssystems (1), (2), wobei x, y, z
natiirliche Zahlen sind. Dann gilt x+0,
y#+0, z%0, weil sonst die Gleichung (1)
nicht erfiillt wire. Ferner gilt wegen 384=27-3
und 1152=27-9

xy2z3=27-3, 3)

x2y32=27-9. “@
Aus (3) erhdlt man durch Quadrieren

x2y426=214.9, (5)
also aus (5) und (4) durch Division

yz5=2". (6)

Da y und z natiirliche Zahlen sind, kann z
nur gleich 1 oder 2 sein.
a) Es sei z=1. Dann ist y=27=128 und
wegen (1)

e 384 _ 384

y2-z3 1287

also nicht gleich einer natiirlichen Zahl, so
daf dieser Fail ausscheidet.

b) Es sei z=2. Dann ist y=%=4, also
wegen (1)
(384 _384_
42-2° 128
Das gegebene Gleichungssystem kann also
hochstens die Lésung
x=3, y=4, z=2
haben. Die Probe bestiitigt, daB das tatsiich-
lich eine Losung des Gleichungssystems (1),
(2) ist; denn wir erhalten
xy?z3=3-4%2-2>= 384,
x2y3z=32-4%.2=1152.
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W9al1279 Die Punkte 4, B und G bilden
ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypo-
tenuse AG, weil die Kante AB auf der Seiten-
fldiche BCGF und damit auch auf der Geraden
BG senkrecht steht (vgl. Abb. 1). Daher ist
der Abstand des Punktes B von der Raum-
diagonale AG gleich der Linge der Hohe
@ =h dieses rechtwinkligen Dreiecks. Nun
gilt AB=g, BG=a,/2 (da BG Diagonale des
Quadrats BCGF ist), also nach dem Satz
des Pythagoras (vgl. Abb. 2)
AG =a? +(a\/2)=3a%, AG=a/3.

Bildl W G Bild 2
E P
i alz
a) q
LN/ _~"¢
A 8 A e A

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BQ und
ABG folgt ferner _
h:a=a\/2_:a\/3,
2 a
h=a [-=-./6.
3 3\/

Der Abstand dei_ Eckpunktes B von der
Raumdiagonale AG ist daher wegen a=6 cm

gleich h =g J6=2./6cm~4,90cm.

W9*1280 Es ist zu beweisen, daB nicht
z=n? gilt, wobei n eine natiirliche Zahl ist.
Wir fiihren den Beweis indirekt. Angenom-
men, es gelte z=n2 Wenn nun z durch 3 teil-



bar ist, dann ist auch n? durch 3 teilbar.
Daraus folgt aber, daB auch n durch 3 teil-
bar ist (weil 3 eine Primzahl ist). Wegen
z=n-n [olgt weiter, daB z durch 9 teilbar
ist. Wie wir sehen werden, ist z durch 3,
aber nicht durch 9 teilbar, was zu einem
Widerspruch fiihrt.
Durch Umformungen erhalten wir ndmlich
z=57-4+1=(5-7°-5%2+1
=355-25+1.
Nun gilt (vgl Tafelwerk, 7.—12. Klasse,
S. 57) ’
355=(36—1)*=136°—5-36*
+10-36%—10-362+5-36—1,
355=qg—1,
wobei a eine natiirliche Zahl ist, die durch 36,
also auch durch 9 teilbar ist.
Wir erhalten daher
z=(a—-1)-25+1=25a-25+1
=25a-24.
Nun ist 25a durch 9 teilbar. weil a durch 9
teilbar ist; 24 hingegen ist zwar durch 3,
aber nicht durch 9 teilbar. Also ist auch z
durch 3, aber nicht durch 9 teilbar.
Damit ist bewiesen, da8 z nicht gleich dem
Quadrat einer natiirlichen Zah! ist.
Bemerkung: Wer mit Zahlenkongruenzen
rechnen kann, kommt noch schneller zum
Ziel. Man erhilt nimlich
52= 25=7(mod 9),
53= 5-7=8(mod9),
S*= 8- 5=4(mod9),

Kleines

Sprachlexikon
Fundamentale Relationszeichen
= (ist) gleich
= paseH, paBH4, paBHO, PaBHEI

WM : paBHAETCA. ... ..

= (is) equal to or: equals

= (est) égal &
p (ist) gleich ¢
p PaBHO q UNN: p paBHAeTCA ¢
p equals g or: p (is) equal to q
p égale q ou: p (est) égal d g

1l
D

Tw TS
I

wie (in Verhéltnisgleichungen)
KaK (B MponopIusx)

as (in proportions)

comme

p (verhilt sich) zu g wie s zu ¢
P OTHOCHTCA K ¢ KaK §
OTHOCHTCS K !

p(is)to g-as s(is)to ¢t

rapport de p sur g égale s sur ¢

-]

'g=s:t
igq=s:t

-

1qiis:t
giisct
(ist) kleiner als
MEHbILE
(is) less than
inférieur a
(ist) groBer als
66nblIe
(is) greater than
supérieur a

VVVV AAAATTD

5= 8-4=5(mod9).
72=49=4 (mod 9),
7= 4-4=7(mod9),

7= 7-7=4(mod 9).
Daher gilt z=5"-7"+1=5-4+1=21=3
(mod 9),d. h,, z ist durch 3, aber nicht durch 9
teilbar, woraus wie oben folgt, daB z nicht
eine Quadratzahl ist.

Wortpaare gesucht

1. Lineal — Algebra; 2. Kilo - Logarithmus;
3. Scheitelpunkt — Punktmenge; 4. Hohe —
Heron; 5. Hektar — Archimedes; 6. einein-
halb — Halbkreis; 7. Mittellinie — Element;
8. Galilei - Ikosaeder; 9. Minute — Tetraeder;
10. senkrecht — Rechteck — alpha heiter

Kombinatorik am Wabenriitsel

Da die Buchstaben 4 und n des Wortes ,,zehn“
nur in diesem Wort vorkommen, miissen diese
beiden Buchstaben in den AuBenfeldern eines
Zyklus stehen. Da es vier Zyklen-mit je zwei
AuBenfeldern gibt, kann das Wort ,zehn*
auf acht verschiedene Weisen eingesetzt wer-
den. Da der Buchstabe z auler in ,zehn“
nur noch in ,Satz“ vorkommt, miissen die
Buchstaben von ,Satz* in den Zyklus einge-
tragen werden, in dem bereits das z von
»zehn“ steht. Das Wort ,Satz* kann auf

=< (ist) hochstens gleich od. :
(ist) kleiner oder gleich
=< MéEHbILIE UM PaBHO
(WS He TPEBOCXOMNT)
=< (is) not greater than or:
(is) less than or equal to
=< pas supérieur a ou:

inférieur a ou égal a
* (ist) nicht gleich

od.: (ist) ungleich
# HEpaBHO
+ (1s) not equal to
or: does not equal
different de
(ist) angenihert gleich
od.: (ist) nahezu gleich
npu6IMKEHHO PaBHO
= (is) approximately equal to

+

Q

e a
I

or: approximately equals
égal environ &

Qmn

Fundamentale Symbole und Ausdriicke aus der
Mengenlehre

aeM  aist Element von M

a ABNAETCA 3JIEMEHTOM MHOXKECTBA
M

ais an element of M

a appartient 3 M

zweifache Weise cingetragen werden: ent-
weder trigt das neu besetzte Innenfeld den
Buchstaben ¢t oder s. Da der Buchstabe e
aufer in ,,zehn“ nur noch in ,Term" vor-
kommt, muB in den Zyklus, in dem bereits
das e von ,zehn“ steht, das Wort , Term“
eingetragen werden. Das Wort ,, Term“ kann
wiederum auf zwei Weisen eingetragen wer-
den: entweder trigt das jetzt neu besetzte
Innenfeld den Buchstaben ¢ oder r. Da in
den noch nicht vollbesetzten Zyklus nur das
Wort ,,Stab® einzutragen ist und da in diesem
Wort der Buchstabe r nicht vorkommt,
durfte das Wort ,,Term“ nur so eingetragen
werden, daB von ihm die Buchstaben e und ¢
in den Innenfeldern stehen. Da schlieBlich
in ,,Stab* der Buchstabe ¢ nur einmal vor-
kommt, muBl das Wort ,,Satz“ so eingetragen
worden sein, daB von ihm in den Innenfel-
dern die Buchstaben z und s stehen. Das
Wort ,,Stab* 148t sich noch aufl genau eine
Weise eintragen. Da jede der acht Méglich-
keiten des Eintragens von ,zehn“ sich zu
genau einer Losung fortsetzen 1dBt, gibt es
genau acht Losungen. Eine Losung ist:

h/Ln

1

ez}t
4 2)—
t ls
3
a\lfb

r

b¢M b ist nicht Element von M
b ne fBnAeTCa INEMEHTOM MHO-
wectsa M
b is not an element of M
b n' appartient pasa M

M={2,4,6}

M ist die Menge mit den Elementen 2. 4. 6

M SBIfiETCA MHOXECTBOM, COAEPHAILIMM
3NeMENTHI 2, 4, 6

M is the set with the elements 2, 4, 6

M est I'ensemble contenant les éléments
deux, quatre, six

M=g

M ist eine leere Menge

M spysieTcA NYCTEIM MHOXECTBOM
M is an empty set (or: a null set)
M est ensemble vide (nul)

AcB

A ist Untermenge (od.: Teilmenge) von B
A ABNfeTCA MOAMHOXECTBOM OT B

A is a subset of B

A inclus dans B

AcB

A ist echte Untermenge von B

A ABNAETCA NPABUILHBIM NOAMHOXECTBOM
oT B

A is a proper subset of B

Ainclus dans B



Legespiel mit Dreiecken

Nach dem Kosinussatz gilt fiir die beiden
in obiger Zeichnung markierten Winkel:
—225+49+169 1

cosg=———"-— """ =——;
2-7-13 26
cospo =169 +16941_ 1
2-1-13 - 26
‘é\ cm 5cm

’\9,9

Hieraus [olgt a + §=180°. Also lassen sich die
Dreiecke mit den Seiten 1 cm, 13 cm und
13 cm, sowie 7 cm, 13 cm und 15 cm zu einem
Dreieck mit den Seiten 8 c¢cm, 13 cm und
15 cm aneinanderiegen. Die beiden anderen
gegebenen Dreiecke lassen sich ebenlalls zu
einem Dreieck mit den Seiten 8 cm, 13 cm
und 15 cm aneinanderlegen. Die beiden so
erhaltenen kongruenten Dreiecke lassen sich
auf dreifache Weise wiederum zu einem
Parallelogramm aneinanderlegen.

Kryptarithmetik

377- 2=1375
Do+ -
29 - 12=348
13+14= 27

AuB

die Vereinigungsmenge von 4 und B
cymMma (MnH: 06beANHEHHE) MHOXeCTBA
AuB

the union of 4 and B

A union B

AxB

das Mengenprodukt (od.. die Kreuzmenge)
von 4 und B

HexdpToBO Npon3BenéHne MHOXecTBa A u B
the Cartesian product (or: the cross product
set) of A and B

intersection des ensembles 4 et B

(ou: produit cartésien ou produit extérieur)

A~B

A und B sind gleichmachtig

(A4 kann auf B eindeutig abgebildet werden)
A ¥ B aBafloTCA 3KBUBAJIEHTHBIMH (A4 MO-
xeT 6bITh U306paxend Ha B B3aMHO —
OMHO3HAYHO)

A and B are equivalent to each other

(A can be mapped on B biuniquely)

A et B sont de méme puissance

Operationszeichen

Addition — cnoxéune —
addition — addition
Summanden - ciarieMsie -
addends - nombres a ajouter

ay, a;
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Ein Wiirfelspiel

N

WA

} Schrégbild

LS

Man sollte...

kiirzen, unecht, gerade, echten, L&sung —
KUGEL

Kreuzwortriitsel

1. Vieta, 2. Data, 3. Raum,
4. Zenti, 5. Athen, 6. Sieb,
7. Leon, 8. Sehne — VARIABLE

Fortsetzung von Seite 2

Zu diesem Zweck nimmt man seine Zuflucht
zu verschirften Versuchsbedingungen, bei
denen das Gerit bei erhohter Geschwindig-

s Summe - cymMMa - sum — somme
+ plus - mmoc — plus - plus
Beispiel:

a,+a,=as

a eins plus a zwei gleich s

a OIHH IUTIOC g ABA PaBHO §
a one plus a two is equal to s
a un plus a deux égale s

Subtraktion — BrIYMTAHME
subtraction — soustraction

L Minuend - yMeHbLIdeMOE
minuend - minuende —
i Subtrahend - BbIuMTdeMOE -

subtrahend — nombre
a soustraire
d Differenz — passocts —
difference — différence —
minus — MAHyC — minus — moins
Beispiel:
L—1=d
GroB-Lminus Klein-/ gleich d
3n1b 60JIbIIOE MAHYC 3)1b MAJIOE PABHO A3
capital Lminus small { is equal to d
majuscule L moins minuscule / égale d
Multiplikation — ymHOMXéHHE —
multiplication — multiplication

, X mal — x, *, X yMHOXHTb H2 HJIH:
YMHOXEHHOE Ha
- multiplied by or: times — x, - fois
ab Faktoren — comHOxuTERH —

factors — facteurs

keit, Temperatur oder elektrischer Spannung
arbeitet. Auch hier muB man mit zufilligen
Streuungen der Eigenschaften der Materialien
rechnen; so ist auch die Lebensdauer techni-
scher Gerite eine zufillige GriBe, denn sie
werden unter verschiedenen Bedingungen und
aus wechselnden Materialien hergestellt. Dies
riihrt in besonderem MaBe von dem mole-
kularen Aufbau der Stoffe und von den
betriachtlichen Schwankungen der Bedingun-
gen her, unter denen die Materialien bearbei-
tet werden, ferner von lokalen Verinderungen
der Wechselwirkungen zwischen den Mole-
kiilen. Daher ist die Wahrscheinlichkeits-
rechnung die Grundlage fiir Theorie und
Praxis der Zuverlassigkeit.

Ich habe bis jetzt dariiber gesprochen, warum
fiir die moderne Entwicklung der Wissen-
schaft und Praxis die Wahrscheinlichkeits-
rechnung wichtig ist, warum sie ein Funda-
ment ist fitir den Fortschritt in Wissenschaft,
Technik und Produktion. Indessen habe ich
nichts gesagt iiber wahrscheinlichkeitstheo-
retische Begriffe wie zufillige Ereignisse und
ihre Wahrscheinlichkeit, zuféllige GréBen
und ihre Verteilungsfunktionen, zufillige
Prozesse und iiber zufillige Felder und iiber
ihre mathematischen Charakteristiken. Ohne
sie ist die ganze vorangegangene Betrachtung
unvollstindig und unzureichend. Jedoch er-
fordert die Darlegung dieser Begriffe eine

spezielle Erorterung. B. Gnedenko
¢ Produkt — nponisenéHue —
product — produit
Beispiel :
a-b=ab=c

a mal b gleich ¢ (od.: ab gleich ¢)
axb=a-b=ab=c

a YMHOXEHHOe Ha b paBHO ¢

WIH: a YMHOXKHUTDb Ha b paBHsieTcA ¢

a times b is equal to ¢

or: a multiplied by b is equal to ¢

or: abisequal to c

a-b=ab=c

a fois b égale ¢ (ou: a multiplié par b égale c)

Division - nenénue —
division — division

a Dividend — geniimoe nin:
yucaatend — dividend or: numerator —
dividende ou: numérateur

b Divisor od.: Nenner —
IEeNATENb WM : 3HAMEHATEh —
divisor or: denominator — diviseur
ou: dénominateur

c Quotient — 4icTHOE —
quotient — quotient
a 5 g
B Bruch — npo6s — fraction - fraction —

;, -,/ geteilt durch od.: durch
., — OEJIATh HAa UJIK: NEJEHHOE HA
+,:,—,/ divided by or: over
:,—,/ divisé par ou. sur
Beispiel hierzu in Teil 2, a 2/75



1967 bis 1974

alpha (Zeitschrift alpha): 5/69 An die Leser
der Zeitschrift alpha (A. Markuschewitsch) @
6/71 Wie entsteht die Zeitschrift alpha?
(H. Jiittner/P. DreBler, J. Lehmann)

Abnlichkeitslehre: 4/67 Guter Mond, du gehst
so stille ... (L. Gorke)

Aufgaben: 5/67 Aufgaben aus Mathematik-
biichern der Estnischen SSR (O. Prinits) @
6/68 GriiBe aus der Demokratischen Repu-
blik Vietnam (H. Tang/Nguyen lam Son) @
6/69, 1/70 Priifungsaufgaben aus Island (G. O.
Gestsson) ® 1/70, 4/70 Priifungsaufgaben
aus Tansania (W. Biichel) @ 3/72 Mathe-
matik und Sport (Th. Scholl) @ 1/73 Einige
Aufgaben aus AbschluB- und Reifepriifungen
(G. Piiffeld) ® 2/74 Aufgaben speziell fiir
Klasse 9/10 (A. Hopfe) ® 4/74 Wir sind
25 Jahre jung! (Leipziger Volkszeitung) e
5/74 25 Jahre RGW (Th. Scholl) @ 6/74 Was
braucht man zum Lésen einer Aufgabe?
(W. Burmeister) ® 6/74 Logik-Aufgaben aus
der Ungarischen VR (Urania) @ 6/74 30 Jahre
VR Polen

Berichte: 1/67 Internat. Mathematikerkon-
greB 1966 (Moskau) (D. Ziegler) ® 6/68
Junge Mathematiker erlebten Jahrestagung
der Mathematischen Gesellschaft in Rostock
(H. Titze) @ 1/71 Die Mathematik ist schén
(R. Peter) @ 1/71 Taugen Midchen fiir die
Mathematik? @ 2/71 10 Jahre Weltraumflug
(W. Tridger) ® 3/72 Mathematikstudent im
Forschungsstudium (O. Krotenheerdt) e
4/72 Technische Universitit Dresden (R. Son-
nemann) ® 1/73 Festival-Initiative (K. Bach-
mann) @ 6/73 Solidarititin Aktion (DRV) @
6/73 Sei stolz auf Deine Organisation, Junger
Pionier! ® 6[73 Aus der Zentralschule der
Pionierorganisation E. Thdlmann berichtet
(I. Koch) e 3/74 Mathematik in Erfurt
(W. Mégling) @ 3/74 Mathematische Schii-
lergesellschaft der Humboldt-Universitit zu
Berlin (MSG)

Berufe: 3/67 Vermessungsingenieur mit
Hochschulstudium (W. Zill) e 6/67 Als
Diplommathematiker in Dubna (G. LaBner)
® 6/67 Als Mathematiklehrer in Tansania
(H. Biichel) ® 2/68 Elektronische Datenver-
arbeitung — eine Perspektive @ 3/68 Fach-
arbeiter fir Datenverarbeitung (Ch. Papen-
dorf) @ 4/68 Mathematisch-technischer As-
sistent (G. Paulin) @ 5/68 Ingenieur fiir Pro-
grammierung (W. Leupold) @ 6/68 Diplom-

Mathematiker (Rechentechnik und Daten-
verarbeitung) (J. Lotzsch/G. Seifert) @ 2/69
Spezialklassen an mathematischen Fakulti-
ten ® 3/69 Ulrich Zdhle berichtet (U. Zihle)
® 4/69 Vom IMO-Teilnehmer zum Doktor-
Aspiranten (H. Ernst) ® 5/69 Hochbau-
zeichner - ein Beruf fiir Midchen ® 6/69
Diplom-Mathematiker (H. Girlich) e 1/70
Diplomlehrer fiir Mathematik (R. Mildner)
® 5/70 Bauingenieur (W. Wittig) e 6/70
Hochschulingenieur (G. Burucker) o 1/71
Vermessungsfacharbeiter und Kartographie-
facharbeiter ® 5/72 Studienmdéglichkeiten an
der Hochschule fiir Architektur und Bau-
wesen Weimar (D. Schwaab) @ 1/73 Geo-
physiker (R. Rosler) Statistiker (E. Bliiher/
R. Schréter) @ 4/73 Diplomlehrer fiir Physik
(M. Wurlitzer) ® 5/74 Aus der Arbeit eines
Diplommathematikers (M. Peregudow)

Beweise: 2/67, 3/67 Beweise durch vollstin-
dige Induktion (W. Stoye) ® 1/69 Spieglein,
Spieglein an der Wand (W. Triger) @ 4/69
Mathematikprobleme—selbst gemacht (Nazla
H. A. Khedre) ® 4/71 Ein interessanter geo-
metrischer Beweis (E. Schroder) @ 2/74 Das
Prinzip der kleinsten Zahl hilft uns weiter
(W. Stoye)

Biographien: 2/67 Gotifr. Wilh. Leibniz als
Mathematiker (W. Purkert) ® 4/67 Leonhard
Euler 1707 bis 1783 (H. Bernhardt) e 4/67
Gaspard Monge 1746 bis 1818 (E. Schréder) @
5/67 A. J. Chintschin (H. Bernhardt) @ 5/67
Aus der Jugend A. J. Chintschins (A. Artisow/
Muromzewa) ® 4/68 August Ferdinand Mé-
bius 1790 bis 1868 (H. WuBing) ® 1/69 Lew
Danilowitsch Landau (B. Zimmermann) @
4/69 Evariste Galois (E. Hertel/O. Stamfort)
® 6/69 Michael Stifel (J. Schwarz) @ 6/69
Alexander Ossiowitsch Gelfond (H. Boll) e
1/70 Mathematik in der Familie W. /. Lenins
(G. N. Wolkow) e 3/70 Janos Bolyai (1. Rei-
man) @ 4/70 Auf den Spuren Jakob Steiners
(E. Schroéder) ® 5/70 Leninpreistrager Lew
Semjonowitsch Pontrjagin @ 6/70, 2/71, 4/71
Albrecht Diirer (E. Schréder) @ 1/71, 4/71
Der Weg eines Talents — Olga A. Lady-
schenskaja (). Senkjewitsch) e 5/71, 1/72,
2/72 Ramanujan - das mathematische Genie
Indiens (V. Lewin) @ 6/71 Johannes Kepler
(Th. Riedrich) ® 5/72, 6/72, 1/73 Nicolaus
Copernicus (H. WuBing) ® 5/73 A. Ljapunow
(L. Boll) ® 6/73 Uber den Schopfer einer
neuen Geometrie/N. J. Lobatschewski (A.
Halameisidr/B. A. Rosenfeld) ® 1/74 S. Ba-
nach/Mathematik im Schottischen Kaffee
(J. Lehmann) e 6/74 Blaise Pascal (S. G.
Gindikin)

Funktionen: 6/70, 2/71, 4/71 Was ist eine
Funktion? (A. N. Kolmogorow) e 2/73
Funktionen und ihre graphische Darstellung
(Gelfand/Glagolewa/Schmol) ® 1/74 Einige
Grundziige der klassischen und modernen
Variationsrechnung (R. Klétzler)

Geometrie, darstellende: 6/67 Darstellung
von Punkt und Gerade in zugeordneten

Normalrissen (E. Schroder) @ 1/68 Abstand
zweier Punkte im Raum (E. Schréder) @ 2/68
Darstellung einer Ebene in zugeordneten
Normalrissen (E. Schroder) ® 4/68 Bestim-
mung der wahren Gestalt einer ebenen Figur
(E. Schroder) ® 1/70 Auch ein SchluBlicht
hat es in sich (E. Schréder) ® 5/70 Ein kleiner
Dreh fiithrt zum Ziel (E. Schréder) ® 5/72,
6/72 Darstellende Geometrie und Architek-
turausbildung (E. Kiihn)

Geschichte der Mathematik: 6/68 Der mathe-
matische Wettstreit in der Antike (M. Otto) @
6/68 Mathematische Manuskripte von Karl
Marx (R. Sperl) ® 1/69 Was bedeutet eigent-
lich ,,x**? (Aus .,Pos sv'etu* 11/67) @ 1/70
Uber die Anfinge der Mathematik (H. Wu-
Bing) ® 6/69 bis 5/70 Mathematikkalender
(W. Heinig/J. Lehmann) @ 3/71 Geschichte
der Mathematik der Tschechoslowakei (O.
Langer) ® 2/73 In alten Mathematikbiichern
geblittert (J. Lehmann) @ 2/74 Der Euclides
Danicus von Mohr (G. Strommer)

Gleichungen/Ungleichungen: 1/68  Eine
schwierige Hausaufgabe (R. Liiders) ® 6/69
Uber Funktionsgleichungen mit absoluten
Betriagen (W. Triager) ® 4/70 Einige Un-
gleichungen fiir Fakultiten (V. I. Lewin) ®
6/70 Uber Gleichungen mit absoluten Be-
tragen (W. Triger) @ 2/72 Zwei Beweise
einer Ungleichung von Cauchy (W. Dziadek)
® 5/72 Diophantische Gleichungen (H. Men-
zer) ® 1/73 Ungleichungen im Bereich der
nat. Zahlen (J. Lehmann) @ 4/73 Ein Verfah-
ren zur Abspaltung linearer und quadrati-
scher Polynome (H. Butzke) ® 5/74 Uber
Ungleichungen (H.-D. Gronau)

Graphentheorie: 3/71 Uber die Ramseyschen
Zahlen (J. Sedliéek) ® 4/72 Der Graph
(J. 1. Churgin) @ 6/72, 1/73, 2/73, 4/73 Aus
der Graphentheorie (W. VoB)

Kombinatorik: 6/71 Geometrische Kombi-
natorik (L. Lovasz/J. Pelikan) @ 6/71, 2/72,
3/72 Welche, wie viele Mglichkeiten gibt es?
(W. Tiirke)

Literatur: 6/70 Quant - eine neue physika-
lisch-mathematische  Schiilerzeitschrift ®
6/70, 6/73 Jugend und Mathematik — eine
mathematische Schiilerzeitschrift der Demo-
kratischen Republik Vietnam @ 5/73 alpha
zu Gast bei Quant

Logik: 2/68 Notwendig oder hinreichend -
das ist hier die Frage (M. Rehm) @ 3/70
Mathematische Logik fiir Anfinger (Lese-
probe) @ 5/70 Achtung Kreuzung — Vorfahrt
beachten! (W. Triger) ® 5/72, 6/72, 1/73,
2/73 Kleine Worte — GroBe Wirkung (L.
Flade)

Mengenlehre: 1/67 Mit Mengen fingt es an
(1) (W. Walsch/H. Lohse) @ 2/67 Wir operie-
ren mit Mengen (2) (W. Walsch) @ 3/67 Wir
untersuchen Abbildungen (3) (W. Walsch) @
4/67 Wir losen Aufgaben aus der Mengen-
lehre (W. Walsch) @ 2/69 Zweiermengen und
geordnete Paare (H. Tiede)



Nomographie: 2/70, 3/70, 4/70, 5/70 Nomo-
gramme ersetzen oder kontrollieren unsere
Berechnungen (W. Tréger)

Olympiaden — Olympiadeaufgaben: 1/67
VIII.IMO 1966(J. Lehmann) @ 1/67 Wirlosen
eine Aufgabe der VIII. IMO (H. Bausch) @
1/67 bis 6/67 VI. OJM der DDR e 2/67
Mathematischer Leistungsvergleich Praha-
Neubrandenburg (J. Lehmann) @ 3/67 Ma-
thematischer Mannschaftswettbewerb (M.
Mithner/G. Schulze) ® 3/67 Mathematische
Wettbewerbe in England @ 4/67 Mathema-
tikolympiaden in Bulgarien (S. Bodurow) @
5/67 Mathematikolympiaden in der UdSSR,
Allunionsolympiade Thbilissi 1967 (J. Petra-
kow) e 5/67 Eine vorbildliche Jahresarbeit
(R. Hoppner) @ 6/67 IX. IMO 1967 (H.
Bausch)- @ 1/68 bis 6/68, 2/69 VII. OJM der
DDR e 1/68 18. Mathematischer Jahres-
wettbewerb USA 1967 @ 5/58, 6/68 X. IMO
1968 (H. Bausch/W. Burmeister) @ 6/68
Allunions-Fernolympiade (R. Liiders/J. Leh-
mann) ® 1/69 bis 3/69, 6/69, 2/70 VIII. OJM
der DDR @ 3/69 Concursul de matematica
(SR Rumaénien) @ 5/69, 1/70, XI. IMO 1969
(H. Bausch/J. Lehmann) @ 5/69 Fernolym-
piade Mathematik, UdSSR 1968 (G. Ul-
bricht) @ 1/70 bis 4/70 IX. OJM der DDR @
2/70 Mathematikolympiaden in der CSSR
(O. Langer/St. Horak) e 3/70 Mathemati-
sche Schiilerwettstreite in Ungarn (I. Rei-
mann/M. Walter) ® 4/70 Mathematische
Wettbewerbe in Schweden @ 5/70 XII. IMO
1970 (H. Bausch/). Lehmann) e 1/71 bis
4/71 X. OJM der DDR @ 2/71 10 Jahre
Olympiade Junger Mathematiker der DDR
® 2/71 Mathematikolympiaden in der MVR
e 2/71 Osterreichische Mathematikolym-
piade ® 5,71 Concursul de matematica
(SR Ruminien) ® 5/71 XIII. IMO 1971
(J. Lehmann) @ 1/72 bis 5/72 XI. OJM der
DDR e 1/72 FDGB-Urlauber-Olympiade
1972 (W. Triger) @ 3/72 Mathematikolym-
piaden in der VR Polen (S. Straszewicz) @
3/72 Riickblick auf die XIII. IMO (Red.) ®
3/72 Mathematikolympiade in der Republik
Kuba (L. J. Davidson) ® 5/72 XIV. IMO
1972 (J. Lehmann) e 1/72 bis 5/73 XII. OJM
der DDR @ Mathematikolympiaden in den
Niederlanden (A. v. Tooren) ® 4/73 1. Phy-
sikolympiade des Bezirkes Leipzig ® 5/73
XV.IMO 1973 (J. Lehmann) @ 1/74 bis 6/74
XIIl. OJM der DDR o 3,74 Mathematik-
olympiaden in der DDR (H. Bausch/W.
Engel/H. Titze) ® 2/74 Aufgaben aus Olym-
piaden der SR Ruminien (C. Ottescu) @
5/74 XVI. IMO 1974 (J. Lehmann) e 5/74
Mathematikolympiaden in der DRV (Hoang
Chung) e 6/74 7th Tanzanian Mathematics
Contest (H. Bartel)

Planimetrie: 1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfache-
res als ein Quadrat (H. Wiesemann) @ 5/68
Was ist ein Viereck? (L. Gorke) ® 6/68, 1/69,
3/69, 5/69, 6/72 Mit Zirkel und Zeichen-
dreieck (J. Lehmann) @ 1/69 Spieglein,

Spieglein an der Wand (W. Triiger) ® 3/69
Mit Bleistift und Lineal (E. Schréder) @ 3/69
Bange machen gilt nicht! Modell eines geom.

Extremwertproblems (Th. Scholl) e 5/69-*

Ube sinnvoll — iberall! Anleitung zur Arbeit
am Dreieck (G. Pietzsch) @ 6/69 Kleine geo-
metrische Exkursion (Th. Scholl) @ 2/70 Wie
16st man eine Konstruktionsaufgabe? (H.
Titze) @ 3/70,4/70 Ornamente (R. Bittner) ®
2/72 Arbeitsblatt Geometrie (H. Herzog) @
3/72 Die Ellipse als Normalprojektion des
Kreises (E. Schroder) @ 3/73 Spiegelung am
Kreis (Ch. Meinel) ® 4/73 Eine interessante,
aber schwierige Aufgabe (R. Liiders) @ 3/74
Der goldene Schnitt und die Zahl 1 (Ch. Mei-
nel) ® 6/74 Uber das Falten einer Landkarte
(H. F. Lumon)

Stereometrie: 1/69 FernsehfuBball — regulire
Polyeder (E. Schréder) @ 2/69 Der Eulersche
Polyedersatz (H.*Giinther) ® 5/71, 2/74, 4/74
Durch die Welt der Tetraeder (G. Geise) ®
1/74 Wir bauen eine Unruhe mit regelméBigen
Polyedern (B. Krotenheerdt) e 4/74: 5/74
Stereographische Projektion (E. Schroder)
® 6/74 Wie kann man sich Punkte im vier-
dimensionalen Raum vorstellen? (J. Churgin)

Unterhaltung: 3/68, 4/68 Wir 16sen ein Zah-
lenritsel (Th. Scholl) e 3/68, 4/68, 5/68
Eine Knobelgeschichte 1., 2., 3. Teil (W. Tra-
ger) ® 3/69 An welchem Wochentag wurde
ich geboren? (W. Unze) @ 4/69 Wir stellen
ein Zahlenritsel auf (W. Triager) ® 1/71 Wir
spielen mit optimaler Strategie (W. Triger)
© 3/71 Wirklichkeit und Tauschung (J. Sed-
la¢ek) @ 1/72 Kryptarithmetik (J. Lehmann/
R. Liiders) ® 2/72 Ein mathematisches
Kreuzwortritsel (Ch. Riehl) @ 3/72, 3/74
Mathe-Quiz im Ferienlager (J. Lehmann/
W. Triger) ® 3/73 alpha-Spiel-Magazin
(J. Lehmann) e 6/73 Mit Zirkel, Pinsel und
Schere (J. Lehmann)

Verbindung zur Praxis: 3/67 Schwankt der
Fernsehturm? (W. Zill) @ 3/67 Der Berliner
Fernsehturm (W. Zill) @ 4/67 Auf den Spuren
Roald Amundsens (S. Meier) ® 5/67 Erfah-
rungsaustausch mit sowj. Wissenschaftlern
(Bratsk) (H. Werner) ® 1/69 Messegold fiir
PrizisionsreiBzeuge (A. Hanisch) e 2/69
Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Sa-
lon Dresden-Zwinger (H. Grotzsch) @ 3/69
Mathematische Modelle aus der DDR (W.
GlaB) e 4/69 Multicurve (E. Schréder) o
4/69 Aus der VAR berichtet ® 6/69 Mathe-
matik und Musik (Ch. Lange) ® 6/69 Rund
um das Schachbrett (K. Kannenberg) ® 1/69
bis 6/70 Einfilhrung in die Elektronische
Datenverarbeitung (J. Frormann) 4/71 Waf-
fen aus Suhl (E. Hoffmann) e 6/71, 1/72 Wie
schnell fliegt ein Uberschallflugzeug? (W.
Triger) ® 3/72 FluidkompaB Sport 3 (Red.)
@ 4/72 Die Rechenmaschine — ein Souvenir
aus der Sowjetunion (A. Mertens) ® 6/72,
2/73 Mathematik im Reich der Téne (E.

Schroder) @ 2/73 Uber die Bedeutung der
Mathematik fiir den Markscheider (H. Meix-
ner) ® 2/73 Gut gedacht ist halb gelost (J.
Lehmann/W. Unze) ® 3/73 Mit Karte und
KompaB (J. Lehmann) @ 4/73 Herstellung
eines Rechenstabes (A. Ewert) 5/73, 6/73
Millionen auf der Bleistiftspitze (A. Hala-
meisidr) ® 4/73 Mathematik und Physik (E.
Mittmann) @ 1/74 Ist eine Landkarte eine
mathematisch genau verkleinerte Abbildung
eines Teils der Erdoberfliche? (K. Sandner)
® 1/74 Mathematik und Chemie H. Pichler;
® 2/74 Aufgaben fiir Freunde der Friedens-
fahrt und des FuBballs (W. Triger) ® 3/74,
4/74 Mathematik in der Gesellschaftspro-
gnostik (B. Noack) @ 3/74 Wir bestimmen die
Koordinaten unseres Heimatortes (Schiiler-
koliektiv) ® 2/74 Kann man ,,etwas an nie-
manden verteilen"? (L. Stammler o 4/74
Mathematik und Chemie (H. Pelka) @ 4/74
Vom Jakobstab zum Sextanten (J. Lehmann)
® 5/74 Vorfahrt beachten! (W. Triger)

Zahlenbereiche: 5/68 Ube sinnvoll — Anlei-
tung zum Rechnen mit gebrochenen Zahlen
(G. Pietzsch) ® 1/72 Uber zwei Operationen
mit Zahlen (K. Tschimow) @ 1/73 Einige
Fragen und Aufgaben ungewohnter Art (G.
Pietzsch) ® 5/73 Primzahlen (A. D. Bendu-
kidse) ® 5/74 Wir arbeiten mit Primfaktor-
zerlegungen (W. Triger)

Zahlenfolgen: 6/67 Einige Aufgaben iiber Fol-
gen aus den Schriften des Altertums (A. A.
Kolosow) e 3/68, 4/68, 5/68, 6/68 Elemen-
tare Zahlenfolgen (H. Lohse)

Zahlentheorie: 3/69, 4/69, 5/69, 1/70, 2/70
Rechnen mit Resten (G. Lorenz) e 5/70
Freitag der 13. (T. Bailey/G. Hofmann) e
4/71 Die Teilbarkeit durch 7 (E. Naumann)
@ 2/72, 3/72 Die Arithmetik der Binomial-
koeffizienten (D. B. Fuchs) ® 3/73 Gitter-
punkte (M. Giinther) ® 4,74 Teilbarkeits-
beziehungen (K. Becker)

Zirkel (Arbeitsgemeinschaften): 5/67 Mathe-
matischer Wettbewerb (W. Werner) @ 5/68
Was verbirgt sich hinter: MBZ 8? (G. Horn)
® 3/69 Ein Zirkelnachmittag iiber ,,18. Ma-
them. Jahreswettbewerb der USA** (W. Tri-
ger) @ 2/72 Uber eine mathematisch-phy-
sikalische Schule in Kiew (L. A. Kaloujnine)
4/73, 4/74 Arbeitspline Mathematik (KI. 7/
10) (D. Kiépfel/M. Rehm) ® 4/72 Uber
unsere Arbeit mit der mathematischen Schii-
lerzeitschrift alpha (AG Math. Liibtheen) ®
4/72 Mathematik frei Haus (Korrespondenz-
zirkel) (R. Bergmann) @ 5/72 Mathematikern
iiber die Schulter geschaut (H. Bode) ® 3/73
Ein Mathematikzentrum in Aktion (W. Hen-
ker) ® 5/73 Mathematik im Moskauer Pio-
nierpalast auf den Leninbergen (V. Trostni-
kow) @ 1/74 Inhalt einer Ubung des Mathe-
matikzirkels des Moskauer Palastes der Pio-
niere und Schiiler (V. Trostnikow) @ 5/74
K. Bachmann berichtet aus dem Leben einer
AG
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Mathematik
und Sprachwissen-

schaft

Es gibt heute immer mehr Wissenschaften,
in denen man mathematische Methoden als
Hilfsmittel zur Forschung benutzt. Auch in
der Sprachwissenschalt geschieht dies seit
einigen Jahrzehnten.

Man kann dabei im groBen und ganzen zwei
Richtungen unterscheiden: In der einen wer-
den statistische GeselzmaBigkeiten der Spra-
che untersucht (z. B. Haufigkeiten von Wor-
tern), in der anderen bemiiht man sich, die
Struk turen darzustellen, die sprachlichen Au-
Berungen innewohnen.

Die erste Richtung heiBt Sprachstatistik. Mit
ihr wollen wir uns hier nicht beschiftigen.
Wer an ihr Interesse hat, dem kann ich
empfehlen, sich in einer geeigneten Biblio-
thek das Buch ,.Einfiihrung in die Sprach-
statistik™* von Charles Muller auszuleihen.
(Erschienen im Akademie-Verlag, Berlin
1972.) Wir wollen uns jetzt ein wenig in
der zweilen Richtung umsehen. Sie wird
meist mathematische Linguistik genannt, ob-
wohl diese Bezeichnung eigentlich die Sprach-
statistik mit einschlieBt.

Zuvor ein paar Bemerkungen iiber unsere
Sprache.

Alle sprachlichen AuBerungen sind struk-
turiert, d. h. nach gewissen Regeln auf-
gebaut. Wihrend wir sprechen oder schrei-
ben, wenden wir diese Regeln an, ohne uns
jedesmal iiber sie Gedanken zu machen. Mit
groBer Geschwindigkeit ldauft im Gehirn
ein komplizierter ProzeB ab, der zum Bei-
spiel bewirkt, daB wir fiir das Subjekt eines
Satzes die Nominativform wihlen, daB wir
also sagen

Die kleinen Kinder spielen im Zimmer,
aber nicht

Den kleinen Kindern spielen im Zimmer.
Auch wenn wir Gesprochenes horen oder Ge-
schriebenes lesen, wenden wir Regeln des
Sat -baus an. Wenn uns jemand sagt:

Dem Vater gibt das Kind ein Buch,

so erkennen wir an der Wahl der Kasus -
Kind im Nomitativ, Vater im Dativ —, wer
der Geber und wer der Empfianger des Bu-
ches ist.
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Uber die Struktur von Sitzen erfahren wir
einiges in den Grammatikstunden des
Deutschunterrichts. Wir lernen z. B. die

Satzglieder unterscheiden. Unser Beispiel-
satz (1) hat folgende Satzglieder:

Subjekt: die kleinen Kinder,
Pradikat: spielen,
Lokalbestimmung: im Zimmer.

Zwischen diesen Satzgliedern bestehen viele
Beziehungen, z. B. diese:

(2) Das Subjekt steht im Plural, deshalb
muB auch das Verb, aus dem hier das Pré-
dikat besteht, im Plural stehen.

(3) Die Lokalbestimmung zu spielen kann
nur einen Ort, nicht eine Richtung angeben.
Dabher heift es im Zimmer (Dativ) und nicht
ins Zimmer (Akkusativ).

Zwischen den drei Wortern, die das Subjekt
bilden, gibt es u. a. folgende Beziehungen:
(4) Der Artikel die und das Adjektiv
kleinen richten sich in Kasus (Fall), Nu-
merus (Zahl) und Genus (Geschlecht) nach
dem Substantiv, auf das sie sich beziehen
Kinder.

(5) Das Adjektiv kleinen wird auBerdem
vom davor stehenden Artikel beeinfluBt:
Wire er nicht vorhanden, so miBte es kleine
heiBen. i

Bisher haben wir von der Struktur der Séitze
nur die formale Seite betrachtet, niamlich
die grammatische Struktur. Ein Saiz hat
aber nicht nur eine bestimmte Form, son-
dern auch einen Inhalt. Dieser besitzt eben-
falls eine Struktur, auf die wir hier aber nicht
niher eingehen wollen. Sie steht mit der
grammaltischen Struktur in engem Zusam-
menhang.

Fir die Wissenschaltler, die in der mathema-
tischen Linguistik tétig sind, besteht gegen-
wirtig eine sehr wichtige Aufgabe darin, eine
mathematische Beschreibung der gramma-
tischen Struktur von Sitzen zu finden. Diese
Aufgabe soll nun kurz erlautert werden.
Zunichst wollen wir einiges iiber ihren
Zweck sagen. Es wire sehr niitzlich, wenn
man ein Programm zur automatischen gram-
matischen Analyse von Sitzen hitte, ein
Programm, mit dessen Hilfe fir jeden be-
liebigen Satz einer Sprache durch einen
Elektronenrechner eine Beschreibung der
grammatischen Struktur ermittelt werden
kann. Dies wire ein wichtiger Schritt zu meh-
reren Zielen, die von groBer praktischer Be-
deutung sind, wie z. B. der automatischen
Sprachiibersetzung und der automatischen
Sammlung von Fakten iiber irgendein Wis-
sensgebiet.

Um aber ein automatisches Verfahren zur
grammatischen Analyse aufzustellen, muf
man erst die Grammatik ,,mathematisie-
ren"'. Das heiBt, man muB das, was dber
die Struktur von Sitzen zu sagen ist, so
prizise, einheitlich und vollstindig darstel-
len, wie es in der Mathematik Gblich ist.
Wie das geschieht, soll jetzt ein wenig ge-
schildert werden.

Eines muB gleich gesagt werden: Es wird hier
nicht von Zahlen und Berechnungsverfah-
ren die Rede sein. Die hauptsichlichen ma-

thematischen Werkzeuge, die wir fiir unsere
Aufgabe brauchen. sind Mengen. Relatio-
nen und algebraischie Strukturen. Man kann
es auch so ausdriicken: Es werden keine
Quantititen, sondern Qualititen unlersucht;
in der Grammatik will man nicht die Lange
oder die Haufigkeit eines Worles wissen
(dies wiren quantitative Merkmale), son-
dern man will z. B. wissen, ob das Wort
ein Verb, Adjektiv usw. ist.

Wenden wir uns nun wieder der gramma-
tischen Struktur von Sdtzen zu. Anstatt zu
sagen. ein Satz hat eine bestimmte Struktur,
kann man auch sagen: Zwischen seinen
Teilen bestehen bestimmte Beziehungen. Fiir
unseren Beispielsatz (1) haben wir eimge
angegeben ((2) bis (5)). Indem wir solche Be-
ziehungen kennenlernen, lernen wir unsere
Sprache besser verstehen und gebrauchen.
Die Grammatik hilft uns dabei.

Wir sind keine Computer, sondern lebendige
Wesen. Wir erlassen, wenn wir einen Salz
horen; so viele Beziehungen gleichzeitig.
wie sie kein Computer erfassen kann. Und
fiir solchen lebendigen Umgang mit der
Sprache ist die Grammatik gemacht, die wir
in der Schule lernen. Gerade weil sie nicht
mit mathematischer Strenge formuliert ist.
ist sie fir uns leichter versiandlich. Wie
sieht nun eine Grammatik aus, mit der nicht
Menschen, sondern Computer arbeiten sol-
len?

Im Zentralinstitut fiir Sprachwissenschaft an
der Akademie der Wissenschaften der DDR
ist eine Gruppe von Mathematikern und
Sprachwissenschaftlern dabei, eine solche
Grammatik fiir die deutsche Sprache in allen
Einzelheiten auszuarbeiten.

Der wichtigste Grundbegriff, von dem wir
ausgehen, ist der Begriff Abhdngigkeitsbaum.
Ein Abhéngigkeitsbaum ist ein spezieller
Graph. (Wer die Definition des Graphen
nachlesen mochte, schlage in ,,alpha*, Heft
4/72 und 6/72(f. nach.)

Definition: Ein Graph G heiBt genau dann
Abhdngigkeitsbaum, wenn folgende Bedin-
gungen erfillt sind:

(B,) Die Kanten von G sind gerichtel.

(B8,) Es gibl genau ecinen Knotenpunkt S
von G, in dem keine Kante ihren Anfang
nimmt. (S heiBt Spitze von G.)

(B;) In jedem Knotenpunkt K von G mit
K= S beginnt genau eine Kante.

(B8,) Von jedem Knotenpunkt fiihrt ein Weg
zur Spitze, wobei jede Kante des Weges ent-
sprechend ihrer Richtung durchlaufen wird.
Bild 1 zeigt zwei Beispiele flir Abhingig-
keitsbdume. In Bild 2 seht ihr gerichtete
Graphen, die keine Abhingigkeitsbdume
sind:

Beim ersten ist B, verletzt, er hat zwei
Spitzen. Beim zweiten ist B, verletzt, B, und
B, aber sind erfiillt. Beim dritten sind alle
Bedingungen auBer B, erfiillt; die Kante
zwischen 4 und B ist ,.falsch* gerichtet.
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A Aufgabe o Man beweise, daB jeder Ab-
hangigkeitsbaum ein Bawm ist, d. h., daB er
zusammenhéngend ist und keinen Kreis ent-
hélt. Jedem Satz der deutschen Sprache wird
nun nach bestimmten Regeln ein Abhin-
gigkeitsbaum zugeordnet. Zum Beispiel-
satz (1) gehort der in Bild 3 dargestellte
Baum.

Die kleinen Kinder spielen im Zimmer.

Den Wértern des Satzes entsprechen umkehr-
bar eindeutig Knotenpunkte des Abhingig-
keitsbaumes. Verlduft eine gerichtete Kante
von einem Knotenpunkt K, nach einem
Knotenpunkt X,, so bedeutet das, daB zwi-
schen den entsprechenden beiden Wortern
eine grammatische Beziehung besteht oder,
wie wir sagen, eine Abhdngigkeit. Umgekehrt
wird aber nicht jede Abhidng._keit zwischen
Waortern durch eine Kante zwischen den ent-
sprechenden  Knotenpunkten dargestellt.
Zum Beispiel besteht im Satz (1) eine Ab-
hingigkeit zwischen die und kleinen. Wir
haben sie vorhin unter (5) erldutert. Sie wird
nicht durch eine Kante dargestellt, denn
sonst sdhe der Graph so aus wie im Bild 4.

Dieser Graph ist offensichtlich kein Baum
mehr, also erst recht kein Abhingigkeits-
baum. Auf Abhingigkeitsbiume als Struk-
turbeschreibungen wollen wir aber nicht
verzichten, da sie viele Vorteile bieten. Wiir-
den wir Graphen mit Kreisen zulassen, so
wire unser Vorhaben, die automatische Ana-
lyse von Sitzen, sehr viel schwerer zu 16sen.
Wir statten deshalb die Abhingigkeitsbiume
mit zusdtzlichen Informationen aus, jedoch
so, daB die Baumstruktur erhalten bleibt.

Jedem Knotenpunkt eines Abhingigkeits-
baumes wird eine Merkmalkombination (MK)

Siir alle Knotenpunkte einheitlichen Schema in
fiinf Teile gegliedert ist. In jedem der fiinf
Teile stehen an festen Plitzen bestimmte An-
gaben iiber das Wort, dem der betreffende
Knotenpunkt zugeordnet ist. Zum Beispiel
gibt es im ersten Teil jeder MK unter ande-
rem die Pliatze ,,Kasus (Fall), ,,Numerus*
(Zahl), ,,Person*, , Tempus*" (Zeit). S. Ta-
belle 1

Nehmen wir aus unserem Beispielsatz (1)
die Worter Kinder und spielen. An den eben
genannten Plitzen in der MK miBten fol-
gende Eintragungen stehen:

Kinder S. Tabelle 2

spielen S. Tabelle 3

Erliuterung : Pl=Plural, Pris=Prisens. Der
Stern bedeutet, daB das betreffende Merkmal
fiir das jeweilige Wort keine Bedeutung hat:
Bei Substantiven ist es sinnlos, zu sagen, sie
stehen im Prisens oder im Perfekt. Bei Ver-
ben dagegen unterscheidet man keine Kasus
(Fille), wohl aber Tempora (Zeiten). Erin-
nern wir uns nun an die Beziehung, die un-
ter (2) genannt wurde: Wenn das Subjekt
im Plural steht, so muB auch das Verb des
Pradikats im Plural stehen. Fiir unser Schema
der Merkmalkombinationen bedcutet das:
[m Abhingi;keilsbaum zu Satz (1) (vgl.
Bild 3) muB die MK fiir spielen an der Stelle
,»,Numerus* die gleiche Eintragung haben
wie die MK fiir Kinder.

Die Beziehung (5), also die Beeinflussung des
Adjektivs kleinen durch den Artikel die,
1aBt sich nun ebenfalls ausdriicken durch ge-
wisse Eintragungen in den MK der beiden
Woérter.

AuBer den Merkmalkombinationen enthal-

Zusatzinformationen, die aber ebenfalls exakt
festgelegt sind.

Durch alle diese Angaben werden die Ab-
hingigkeitsbaume zu einem Beschreibungs-
mittel, das sehr anpassungsfihig und doch
streng formal ist. Es wird sowohl den Erfor-
dernissen der Sprache als auch der Mathe-
matik gerecht.

Damit Thr keinen falschen Eindruck gewinnt,
muB noch folgendes gesagt werden: In
diesem Artikel haben wir iiber Abhéngig-
keitsbdume nur anhand einiger ausgewihlter
Begriffe und Beispiele gesprochen. So wie die
Spitze des Eisberges, die aus dem Meer
aufragt, nur ein kleiner Teil des Eisberges ist,
so ist das, was hier dargestellt wurde, nur
der Anfang einer umfangreichen mathemati-
schen Theorie. In ihr wird u. a. ausgesagt
und bewiesen,

® welche Zusammenbidnge zwischen den
Merkmalkombinationen und den anderen
Zusatzinformationen bestehen,

® warum sich mit den Abhingigkeitsbiu-
men und den Zusatzinformationen alle gram-
matischen Erscheinungen, die man braucht,
beschreiben lassen,

® wie bei der automatischen Satzanalyse
zu einem gegebenen Satz der Abhingigkeits-
baum konstruiert wird.

Wir haben hier keinen Platz, die Resultate zu
erldutern, sondern miissen uns mit den Grund-
begriffen begniigen, die wir schon dargestellt
haben.

Ich hoffe, Ihr konntet trotzdem einen Ein-
druck davon gewinnen, daB sich auch iber
die Sprache, diese lebendige und vielgestal-
tige Erscheinung, mit Hilfe der Mathematik
niitzliche Erkenntnisse gewinnen lassen.

zugeordnet. Das ist eine Liste, die nach einem ten die Abhéngigkeitsbiume noch andere H. Kiistner
Bild 1a) . b) Tabelle 1
/ \ /. S
» " - e ) T ———
Nl 4 \\ . ¢ Teil 1 Teile 2 bis §
./ . . \ o o mmm——
Kasus Numn. | Pers. Tempus
.9
Bild 2a) b) c) / R = —_———
¢ § S .
Ll 1 L 4 2 * B / ¢
L]
f / / \ AN Tabelle 2
o o [ I A e
Teil 1 Terle 2 bis 5§
. Kosus T Num. Pers. | lempus L ____—_:::
L]
— T, Bild 3 1 Pl 3 * I
‘/./’ \
Die kleinen Kinder spielen im Zimmer
Tabelle 3
e -
v Teil 1 Tetle 2 bis 5
L[ ] R R E e -
. — \ . Bild 4 Kasus Num. Pers. re'ﬂPUf _______________
//’ \ " . T e
I A B

® -———
6

2




Es ist die 11. Karte

Ein altes Kartenkunststiick
mathematisch beleuchtet

21 gemischte Karten werden der Reihe nach
olfen vor dem Mitspieler aul drei StoBe ver-
teilt. Dabei hat dieser still fiir sich eine
Karte zu merken. Er gibt den StoB an, in
welchem sich die gemerkte Karte befindet.
Beim Aufnehmen der Karten wird dieser
StoB in die Mitte zwischen die beiden unbe-
zeichneten St6Be genommen.

Die Karten werden zum 2. Mal wie oben aus-
gelegt. Der Mitspicler gibt wieder den StoB
an, in dem sich die Karte befindet. Die Kar-
ten werden wie oben aufgenommen und der
Vorgang wird noch einmal wiederholt. Nun
belindet sich die gemerkte Karte genau in
der Mitte der 21 Karten. Sie ist also die
11. Karte.

Durch Rechnung ld8t sich der Sachverhalt
bestitigen. Der Mitspieler habe sich die c-te
Karte gemerkt. ¢ kann jeden Wert von
1 bis 21 haben.

Beim 1. Auslegen liegen s, =|:%i| Karten

unter der gewdhlten Karte.[%] bedeutet

c—.—l

, z. B. fiir
3

das groBte Ganze von

c=17istes 5.

Beim 1. Aufnehmen kommt die Karte an die
(745, +1)-te Stelle von unten. Legt man
die Karten, mit der untersten anfangend, aus,
so liegen beim 2. Auslegen unter der Karte

s, = u} Karten.
2 k]

Beim 2. Aufnehmen ist die Karte an die
(745, + 1)-te Stelle gekommen.
Beim 3. Auslegen liegen unter der Karte

5,= %} Karten. Beim 3. Aufnehmen

ist sie nun an der (7+s; + 1 = 11)-ten Stelle.
Das ist auch der Fall. Fiir

zunchmen, daB ein Kartenspiel a - b Karten
habe, worin g und b ungerade Zahlen sind.
Es beflindet sich dann in der Mitte, also an der

Stelle Lhéﬂ wirklich cine Karte.

Beim Zusammennehmen kommen unter bzw.,

a—1

iiber den bezeichneten StoB '% StoBe zu

b Karten. Die Karten werden ndamlich in
a StoBen zu b Karten ausgelegt.

Es soll nun untersucht werden, welche Be-
ziehung zwischen a und b bestehen muf,
damit die Aufgabe nach dem n-ten Schritt
gelost ist. Es soll beim Auslegen wieder mit
der untersten Karte begonnen werden.

Es befinden sich unter der c-ten Karte

beim 1. Auslegen s, = g] Karten,
a
(%)
ry 2 .
beim 2. Auslegen s, = ——bﬁ] K.,
L a
a—l, b+s,_,
beimn. Auslegens, =| —— | K.
a

Soll beim n-ten Aufmehmen die Karte in der
Mitte des Spiels sein, so muB sie beim n-ten
Auslegen in der Mitte ihres StoBes liegen.

Unter ihr miissen also ? Karten liegen.
a-—1

= b
7 PTher g

s =| ———— | =——

" a 2
Hieraus 1dBt sich die grofBte Zahl b in Ab-
hangigkeit von a bestimmen, fiir die die Aul-
gabe in n Schritten gelost ist.
Der kleinste Wert fiir s,_, ergibt sich aus der

¢ =1,23/4,5, 6/78,9/10, 11, 12/13, 14, 15/16, 17, 18/19, 20, 21 ist

s = 0 /10 /2 /3 /4
§;= 2 / 3 /
5y = 3

also 7+s;+1=11.

Dieser Scherz,d. h. die Moglichkeit, durch eine
endliche Anzahl solcher Umlegungen eine
Karte in die Mitte des Spiels zu bekommen,
beruht keineswegs aufl einer besonderen ,,Hei-
ligkeit* der Zahlen 3 und 7. Es geniigt an-

Gleichung
a—1
-b
b-1_ - s _b-a
2 a L L
5 / 6
4

Den groBten Wert fiir s,_, errechnet man
aus der Gleichung

a—1
— b+ : +1
2 -

e .

b+1
2 a nolme 2

=b+a—2

Das sind a aulcinanderfolgende Werte.
Der kleinste Wert fiir s,_, ergibt sich aus der

Gleichung

a—1 b+s _, a—_—l-b—rs”
b—a | 2 S 17 Smin
2 a a ’
] _b-d?
b">zmln__ 2

Den groften Wert fiir s,_,
ergibt die Gleichung

a—1
—— bh+s
b [5705e]

2 a
a—1 +1
+d _b+az—2

7= 2max

a > n=2max 2
Das sind im ganzen a? Werle.

b_anl
n—Mmin = 2
_b+a"-2
n—Mmax 2

b_um+l

und

Esseis
. Dann ist

Sn—(m+1)mm=

aus der Gleichung

a—1 )
b_am 2 .b+5’|_(m+l]mln
3 = und
a
_bt+amt!'-2
Sn— (m+ Deman 2

aus der Gleichung

o
b+a™_ 2
2 a
Das sind a™*! Werte, die von s,_, ., ange-
nommen werden.

“b+s *1

r=(m+ Dmax

_an—1
SchlieBlich sind 5, =2"9""" bis

n=1__
s, __=% a"" ! Werte.

Ist die Aufgabe gelost, so muB+die Anzahl
der s,-Werte b=qg""!

. c—1 .
sein, da |:—:| b Werte annimmt.
a

_b—g"' _b+a""' -2

B R M e

=b— 1. Esergibt sich:

Fiir b=a® =1 ist die Aulgabe in einem Schritt

gelost; fiir b=a%+2 bis a' ist die Aufgabe

in zwei Schritten geldst; fiir b=a'42 bis a?

ist die Aulgabe in drei Schritten gelost usw.

Fiir b=a™+2 bis a™*" ist die Aufgabe in

m+ 2 Schritten gelost.

Ist b=ca™+cp_1a™ ' +...+co so ist die

Aufgabe in n=m+2 Schritten gelost.

Fiir unser Beispiel a=3, b=7, ¢,=2, ¢,=1,

m=1 ist die Aufgabe in n=13 Schritten gel6st.
Hildegund Méller, Mittweida
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Wir bauen Polyeder

Herstellung von Polyedern
aus allen Teilflichen eines Quadrates

Aufgabenstellung :

Ein Quadrat mit der Seitenldnge a ist so in
n-Ecke aufzuteilen, daB sich aus genau allen
Teilfldchen ein Polyeder zusammensetzen
1d8t. Jedes n-Eck bildet eine Begrenzungs-
fliche des Polyeders.

Ay=a?

a) Versuche, moglichst viele Polyeder mit
den genannten Eigenschaften zu finden!

b) Stelle jedes Polyeder im Grund-AufriB-
verfahren und im Schrigri dar! '
¢) Leite fiir jedes Polyeder die Volumenfor--
mel in Abhédngigkeit von a her! V=f(a)

d) Stelle Modelle her!

1. Ein Quader mit quadratischer Grundfléiche

Kanten des Korpers:

AR

aa
2’2

3
Volumen des Korpers: V=f(a)=‘;—6

2. Ein Dreikantprisma

Zur Konstruktion der Teilflichen ist die
Kathete des gleichschenkligen rechtwink-
ligen Dreiecks HJ=x zu berechnen.
Wegen HG=1JF gilt:
x\/i =a—x
x(y2+1)=a
a _
x—\/§+ I —a(\/2 1)
Mit a,/2—a ist die Konstruktion der Teil-
flichen leicht ausfiihrbar. Berechnung des
Volumens aus:

HJ=JG=x=a(/2—1)
JF =HG=x/2=a(,/2-1)/2

V=f(a)=$@-a(\/§-1)ﬁ

V=f(a)=%3(10—7J§)

3. Ein Tetraeder

Verbindet man die Halbierungspunkte zweier
anliegenden Seiten und diese mit dem gegen-
iiberliegenden Eckpunkt des Quadrats, so
erhilt man das Netz eines Tetraeders.
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Die Werte zur Berechnung der Grundfliche
lassen sich unschwer aus der Skizze herlei-
ten. Die Hohe h ist zu berechnen.

Winkel E"D"C" ist dic Projektion des Win-
kels EDC=90°. Weil Schenkel CD parallel
zur RiBebene, folgt Winkel E"D"C"=90°.
Kombination von Hohen- und Kathetensatz
ergibt (ur h:

h=? /2_4
c\/c a

. 3 =
mit a=a, c=za\/2.

Daraus ergibt sich / =§

Berechnung des Volumens:

1
V=5Ag~l1
a
2
a
g
4
q
4
Zul.
E'H" Fg"
a0 8'c"
»IH cI'G’
A;E' 8 F'
H 6
i
£ £ F
o)——FJ-Jc
/
A -]

4. Ein Oktaeder aus 8 gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreiecken.

Zur Konstruktion des Grund-AufriBbildes
und weiteren Berechnung des Volumens wird
zunichst der Winkel p” berechnet.

X AEJ=90°, £ A"E"J" =90°, weil AE parallel
zur Rilebene.

So giltim A4A"B"E"

2 _oV?
== o + B +90° + f” = 180°
sinf” sina”

R A
sinf” " sin (90—28") " cos 2p”
cos 28" = \/5 sin B”
1—2sin?f" = /24 sinf”
0=2sin2p" + /2 sinf" — 1

singr, =228 g 5

sinf” = —>4Q(1—J§)=>4Q(J5—1)

sinf; entfillt.
B =259° 2p"=518° a"=38,2°

D G c
$H
+
H F
X J a-x a
A I3 8
Zu 2.
D" jn
!
HIIIH n G;'Gll
H 7 G
H o G’




Zur Volumenberechnung zerlegt man das
Tetraeder in 2 kongruente Pyramiden mit
gemeinsamer drachenviereckférmiger Grund-
fliche AJBF und wendet die trigonometri-
sche Dreiecksformel an.

AG=2® AF - FB -sin(90° + §) =
=g\/§-§-cosﬂ"=%z\/5005ﬂ”
cosp’= 1—[%2(\/3*1):IZ=
1 = 3.1 ¢
- im6-28= [+
) -
=5\/1+\/5
— 2 —
AG=%2\/§-%\/1+\/5= %\/2(1+J5)
1, )22 3)- h=
v =2<§AG ;.>_3 : \/2(1+J5) h
& a1+ b
_E\/ (1+./5)
P
h =§\/2smﬂ =g\/2'34L(\/5—1)=

a =
—Z(\/5—1)
=L 5.9 /5_
v —f(a)—lz\/2(1+\/5) 4(\/5 1)

V =f@=L JA5D)

Zu 3.

5. Ein Zwélffidachner aus 8 kongruenten

gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken
und 4 Rechtecken, von denen je 2

kongruent sind.

Hinweise zur Konstruktion:

a auf @ abtragen ergibt N. Parallelen durch
Nzu E@ ergeben, L, K und zu PK ergeben 7.
Mittelsenkrechten auf LN und LO ergeben
W V,JMYX.

Mittelsenkrechte auf @ ergibt Z, U.

Der Korper wird von einem vierseitigen
Prisma gebildet, dem an die Grund- und
Deckflache je eine vierseitige Pyramide an-
gesetzt ist. Die beiden Pyramiden stellen
zu dem unter ,,4. Oktaeder* behandelten
dhnliche Korper das.

Die Berechnung des Volumens kann daher
mit den bereits hergeleiteten Formeln erfol-

. a ;3
gen, nur ist jetzt fiir a 3 /2 zu setzen, Ebenso

gilt das fiir die Grundfliche des Prismas.

2\/5 : , -
14 =Q—L/2(\/§—1)=“—\/7§—_1

1 24 48
2V?
V =4 -h=
Pr G 8
a
°

NG

g

2
Zu 4.

NATENE TR
=‘3’—; L20+J52-y2)
S VENCTEREN]
JI+ 5 6-273
y _a [M— 1+3,/(1 +\/5)(3—2\/2)]

ges =E

6. Ein konkaver 30-Flichner
Die Oberfliche des Korpers besteht aus

6 Quadraten mit der Seitenlinge éa ‘und

24 Rechtecken mit den Seitenldngen %a, %a.

Das Volumen des Korpers ist zusammen-
gesetzt aus:

5a
6 Quadern, Kantenlingen 2, 2, 2
Quadern, Kantenldngen & 6 2

1 Wiirfel, Kamenlﬁnge%

Berechnung des Volumens

—r@=6(2) 39.(9Y y=f@=Ta
v=f (")_6(6> 24+<6) V=1@)=35°

R r4 Q
U N
L - K
fe%)).
K
12
I m_{r Y
0 v T P
o
Zu 5. 511
2
I 97 »
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A” 8. D" cl
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Die Beschiftigung mit diesem Beitrag fiihrt
schlieBlich auf die Frage nach der Existenz
weiterer solcher Kérper und ob ihre Anzahl
bestimmbar ist.
Die Antwort fallt iiberraschend aus und sei
als Behauptung vorweggenommen:
Es existieren #-Flachner, deren Begrenzungs-
flichen zu einem Quadrat zusammengesetzt
werden konnen mit 4, 5, 6, ... n-Fldachen.
n=4
Beweis: Die Existenz des 4-, 5- und 6-Flich-
ners ist bewiesen. Bei jedem dieser Korper
1Bt sich eine Dreikant-Pyramide so ab-
trennen, daB diese an den Schnittkanten nach
innen so angesetzt wird, so daB diese nicht
den Krets durchstoBt.
So entstehen aus dem 4- ein 7-Flachner, aus
dem 5- ein 8-Flachner und aus dem 6- ein
9-Fliachner.
Nun kann die nach innen angesetzte Pyra-
mide weiter unterteilt werden. Es entstehen
Stiimpfe und die Spitze, die an den Schnitt-
kanten nach innen, nach auBen, ... angesetzt
werden. Dabei wird die vorgegebene Ober-
fliche nicht veridndert, die Anzahl der Be-
grenzungsflichen nimmt jedoch bei jeder
Knickung um drei zu. So entstehen folgende
Mengen:
Aus 4-Flichnern: M, =(4+ 3n)-Fl
=4-,7-,10-, 13-, ... Flichner
Aus 5-Flachnern: M, =(5+ 3n)-FI
=5-, 8-, 11-, 14-, ... Flichner
Aus 6-Flachnern: M, =(6+ 3n)-FI
=6-,9-, 12-, 15-, ... Flachner
Die Vereinigungsmenge
MuM,uM,
=4-, 5-, 6-, 7-, ...n-Fliachner, q. e. d. Aufl
weitere interessante Polyeder dieser Art sei
hingewiesen. So existiert u. a. ein konvexer
Zehnflichner, ein sog. Antiprisma.

W. Zehrer

Zu 6.

s
3
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L
Grundrifbild
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Mathe in der Mokotowska

Wissenschaftler der RGW-Liinder in Warschau

In den zwanziger Jahren war das,,Schottische
Café'* im polnischen Lwow hiufig Zeuge
mathematischer Diskussionen, wie wir in

alpha 1/74 berichteten. Initiator war der pol-
nische Mathematiker Stefan Banach.

Vom Schottencafé ins SchloB

Knapp fiinfzig Jahre spiter trafen sich im
Dezember 1971 in Moskau Vertreter der
Akademien der Wissenschaften sozialisti-
scher Linder und beschlossen ein Grund-
satzabkommen iiber die kiinftige multilate-
rale Zusammenarbeit in der Forschung.

Die Mathematiker schritten als erste zur
Realisierung dieser Abmachungen: Schon
einen Monat spiter, im Januar 1972, trafen
sich Wissenschaftler Bulgariens, der CSSR,
der DDR, Ruminiens, Ungarns und der
UdSSR mit ihren polnischen Gastgebern in
Warschau und griindeten das ,,Internationale
Zentrum fiir Mathematik. Sitz dieser Ein-
richtung wurde das entsprechende [Institut
der Polnischen Akademie der Wissenschaf-
ten, ein ehemaliges SchloB in der Mokotow-
skastraBe. Zum ersten Direktor wurde Prof.
Dr. Olech berufen, und als das damals
jingste Kind der sozialistischen Wissen-
schaftskooperation aus der Taufe gehoben
wurde, gab es ecinhellige Zustimmung fiir
den Namen ,,Stefan Banach*. Die Namens-
gebung war eine doppelte Verbeugung vor
einem bedeutenden Gelehrten: vor einem
glinzenden Mathematiker und vor einem
Mann, der es verstanden hatte, den mathe-
matischen Meinungsstreit in einer bis dahin
noch nicht gekannten Form zu organisieren
- im kleinen Kreise, frei und offen.

Angewandte Mathematik -
Theoretische Mathematik

Wer war Stefan Banach? Was ist Funktional-
analysis, ein Gebiet, auf dem er Weltruhm
erreichte?

In der Tatsache, daB nur wenige Menschen
diese Frage ohne Zogern beantworten kon-
nen, liegt das bedauerliche Geschick einer
Wissenschaft, die unserer Welt von heute
mehr gibt, als diese Welt sich trdumen
1aBt.

DaB die Mathematik allseitig unser Leben
durchdringt, wird oft gesagt. Meist stehen
dabei sehr realistische, handgreifliche Bei-
spiele vor Augen: ihr Mitwirken bei der
Konstruktion von Maschinen und Bauwer-
ken, bei der Optimierung industrieller Fer-
tigungsprogramme, in der volkswirtschaft-
lichen Planung, in der Statistik aller Schat-
tierungen. Die mathematischen Verfahren
sind hier bereits verhaltnismiBig hoch ent-
wickelt, das Hilfsmittel ,,Computertechnik*
geht mit Ausklang dieses Jahrzehnts seiner
,.vierten Generation'* entgegen.

Die mathematischen Methoden reichen aber
wesentlich weiter. Mit ihrer Hilfe lassen sich
Prozesse in unserer Umwelt und in der
Technik beschreiben — verkiirzt, liberschau-
barer, immer vollstindiger und konkreter,
als es Worte vermogen. Die Bemiihungen
reichen von einem Standardmodell der Hoch-
atmosphdre bis zur mathematischen Dar-
stellung ozeanischer Prozesse oder der Erd-
bebenmechanismen. Da haben aber auch
estnische Wissenschaftler ein Modell des
lebenden Waldes erarbeitet, und Studenten
der Universitit Greifswald senkten auf glei-
che Weise die Materialverluste bei der Ben-
zolvordestillation (ein Exponat der 5. Zen-
tralen Leistungsschau in Leipzig). In der
Moldauischen SSR wurde die Zuckerriiben-
ernte ,,mathematisiert*: Nutzeffekt jahrlich
3 Millionen Rubel.

Damit ist es bereits gesagt, daB - so Pro-
fessor Olech — ,,es die Mathematik nicht nur
vermag, Probleme der Wirklichkeit zu be-
schreiben, sondern daB sie sie auch .16sen
kann*.

All das ist angewandte Mathematik. Mit ihr
wird auch der AuBenstehende konfrontiert.
Er spiirt Wirkungen.



Die angewandte Mathematik benétigt jedoch
thr Handwerkszeug. Das sind nicht die Com-
puter, sie stellen nur ein Sekundar-Hilfsmittel
dar; auch nicht das Vokabular oder die
Symbolik von den Zeichen der vier Grund-
rechenarten iiber ,kleiner”, ,,gro8er” und
,identisch* bis zum verwirrenden Wald
der Differentiale, Integrale, Matrizen, De-
terminanten, Vektoren und Operatoren. Es
sind vielmehr die Gesetze, die diese mathe-
matischen Elemente miteinander verkniip-
fen, damit sie in der Anwendung die Wirk-
lichkeit wahrheitsgetreu widerspiegeln. Sie
zu finden und weiterzuentwickeln ist Auf-
gabe\der theoretischen Mathematik. Von den
Wissenschaftlern, den ,,Theoretikern*, ho-
ren wir sehr wenig. lhre Arbeit erfordert
einen derartig hohen Grad an Abstraktion
und Spezialisierung, daB sich der Nutzen
ihrer ,,Produkte* nicht in die Sprache des
Alltags iibersetzen laBt. Trotzdem bleibt eine
Tatsache bestehen: Der Nuizen der unge-
wandten Mathematik ist um so héher, je
grofler der Vorlauf der theoretischen Mathe-
matik ist.

Integrierte Integrale

Diese fundamentale Erkenntnis wird immer
stirker zum Leitmotiv der Wissenschafts-
politik in den sozialistischen Staaten. Sie
duert sich in der tiefgreifenden Mathemati-
sierung im Bildungswesen von der Ober-
schule bis zur Universitat, in der Liebe und
Freude junger Menschen zum Fach, bei
den Mathematik-Olympiaden, deren Auf-
gabenstellungen nur staunende Bewunderung
entlocken konnen. Der virtuosen Hand-
habung dieses Instruments ,,theoretische Ma-
thematik' verdankt z.B. die sowjetische
Wissenschaft zu einem guten Teil ihre Spit-
zenstellung in der Welt.

Der AnstoB zur Griindung des Internationa-
len Zentrums in Warschau kam von der
Polnischen Akademie der Wissenschaften, alle
anderen Beteiligten waren schnell zur Mit-
arbeit entschlossen. Da ein Tisch, eine Ta-
fel, Papier und Bleistift sowie eine gutbe-
stiickte Bibliothek die wichtigsten Arbeits-
mittel des theoretischen Mathematikers dar-
stellen, waren in diesem Fall auch keine
langfristigen Mittel-Planungen erforderlich,
um zur Tat zu schreiten. So sind bis heute
bereits drei Spezialisierungskurse von je einem
Semester Dauer absolviert, zu denen sowohl
Spezialisten als auch Nachwuchswissen-
schaftler eingeladen wurden. Im ersten Se-
mester standen die Theorie der Modelle, spe-
zielle Zahlenfolgen und Anwendungsfragen der
mathematischen Logik auf der Tagesord-
nung, in den beiden folgenden die Theorie der
Optimalen Steuerung, d. h., technische und
okonomische Systeme so zu gestalten, daB
ein vorgegebenes Ziel mit minimalem Auf-
wand erreicht wird.

Die Arbeit vollzieht sich in Vorlesungen und

Kolloquien, daneben aber werden auch Ge-
sprache und Diskussionen im kleineren Kreise
bevorzugt. Die jungen Nachwuchswissen-
schaftler kénnen ihre Probleme vortragen
und mit allen beraten. Die personlichen
Kontakte tragen dazu bei, eine Uberspe-
zialisierung und Abgrenzung zu vermeiden,
das gegenseitige Verstandnis zu erleichtern im
Interesse der Integration, im Sinne des Man-
nes, der dem SchloB in der Mokotowska sei-

nen Namen gab. Ch. Heermann,

gekiirzt aus ,,Wochenpost'* 4874

Prof. Dr. Klotzler berichtet

Der voranstehende informative Beitrag von
Ch. Heermann iiber das Banachzentrum in
Warschau veranlaBt mich, aus meiner eigenen
Erfahrung heraus die groBe wissenschaftliche
Bedeutung dieser internationalen mathema-
tischen Weiterbildungs- und Forschungs-
stitte nochmals hervorzuheben. Neben weite-
ren Fachkollegen aus der DDR hatte ich
Gelegenheit, 1973/74 mehrwochig als Lektor
undnatiirlichauchals Horer am zweiten Lehr-
programm ,, Theorie optimaler Prozesse* in
Warschau und zum AbschluBsymposium in
Zakopane aktiv mitwirken zu konnen. Dabei
zeigte ich insbesondere einige Aspekte auf,
die sich heute aus der Weiterentwicklung der
Variationsrechnung (vgl. alpha 1/74) fiir die
optimale ProzeBsteuerung ergeben. Die dort
gepflegte intensive Zusammenarbeit der Lehr-
gangsteilnehmer hat zu dauerhaften person-
lichen und wissenschaftlichen Kontakten
beteiligter Einrichtungen der sozialistischen
Liander gefithrt und nicht zuletzt zu einer
hohen internationalen Anerkennung der
mathematischen Forschung in der DDR.

m@;{‘w}f

Kurzbiographie

Prof. Dr. sc. nat. R. Klotzler, geb. 1931 in
Chemnitz; Vater: Posthelfer, Mutter: Haus-
frau; 1937 bis 1945 Besuch der Grundschule,
1945 bis 1949 Besuch der Oberschule, Abitur;
1949 bis 1953 Mathematikstudium an der
KMU Leipzig, Diplom; 1954 bis 1956 plan-
miBige Aspirantur an der KMU, Promotion;
1956 bis 1959 Assistent am Forschungs-
institut fiir reine Mathematik der Deutschen
Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Mitarbeit am ,,Mathematischen Wérter-
buch*;

1963 bis 1965 Professor mit Lehrauftrag fiir
Mathematik und Darstellende Geometrie an
der Hochschule fiir Bauwesen Leipzig;

Eine Aufgabe
von Prof. Dr. sc. math.

Istvan Fenyo

Lehrstuhl fiir Mathematik an der Fakultdt
fiir Elektronik
der Technischen Universitdt Budapest

A1352a Es sei zu beweisen: Falls das
Quadrat einer natiirlichen Zahl x als Summe
von zwei Quadratzahlen darstellbar ist (d. h.,
es existieren zwel natiirliche Zahlen, deren
Quadratsumme x? ist), dann gibt es zwei
natiirliche Zahlen a und b derart, daB

x=a+b+\/m ™)
gilt. Auch die Umkehrung ist richtig.: Sind a
und b natiirliche Zahlen, fiir welche \/ﬁ eine
natiirliche Zahl ist, so ist das Quadrat der
unter (*) definierten Zahl als Summe von zwei
Quadratzahlen darstellbar.

Kurzbiographie :

geb. 1917 in Budapest, Abitur, Mathematik/
Physikstudium an der Universitdt Budapest,
anschlieBend Lehrer dieser Ficher an einem
Gymnasium (entspricht unserer EOS), Auf-
nahme des Chemiestudiums mit AbschiuB
Dipl.-Chemiker, Arbeit (bis Ende des 2. Welt-
krieges) als Diplomchemiker in verschiedenen
Betrieben. Prof. F. promovierte 1945 und
habilitierte 1950 an der TU Budapest. Nach
Einfilhrung der neuen wissenschaftlichen
Grade erwarb er den Grad ,,Kandidat der
Math. Wissenschaften** (Dr. sci math). Er ist
seit 1945 an der TU Budapest titig, von 1960
an als ord. Prof., 1962/63 Gastprofessur in
Rom, anschlieBend Studienaufenthalte in
Paris und der BRD, 1964/66 Gastprofessur
in Rostock. Einladungen zu Vorlesungen an
Universititen und Hochschulen in der DDR,
UdSSR, SR Ruminien, VR Polen, CSSR,
SFR Jugoslawien, Italien, Holland, Frank-
reich, BRD, GroBbritannien, Finnland,
Schweden, USA, Kanada. Prof. F.ist Mitglied
mehrerer wissenschaftlicher Gesellschaften.

1965 bis 1971 Professor mit vollem Lehrauf-
trag, seit 1969 ordentlicher Professor an der
M LU Halle-Wittenberg und 1968 bis 1971
Direktor deren Sektion Mathematik; 1971
Gastprofessor in Jyvaskyla (Finnland); 1972
Umberufung an die KMU Leipzig — Fach-
gebiet Analysis und Mathematische Metho-
den der Operationsforschung; 1973 Lektor im
Banachzentrum Warschau;

seit 1969 Mitglied des Vorstandes der Mathe-
matischen Gesellschaft der DDR und seit 1971
Stellvertreter des Vorsitzenden.
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In freien Stunden ﬂlphﬂ heiter

G. Nauczycielski, Warschau

Ohne Worte

Wir wiigen

An einer symmetrischen Tafelwaage sind beide Tafeln
zum Auflegen von ,,Gewichten zugelassen. An den
bereitzustellenden ,,Gewichtssatz“ werden folgende
Forderungen gestellt: '
1. Die Feststellung der Masse eines Gegenstandes soll
auf das Gramm genau moglich sein.
2. Es sollen Massen bis zu 1000 g wagbar sein.
3. Die Anzahl der ,,Gewichte*‘ soll minimal sein.
Man zeige, daB ein aus sieben ,,Gewichten‘ bestehen-
der Satz Wigungen bis zu 1093 g unter den oben ge-
stellten Nebenbedingungen erlaubt.
Man zeige, daB fiir die bereitzustellenden ,,Gewichte*
P, das Bildungsgesetz P,=3* (k=0, 1, 2, 3, 4, ...)
besteht.
Erlduterung : ,,Gewicht* ist eine Bezeichnung fiir
Wigestiicke oder Massenstiicke zur Bestimmung von
Massen mit der Waage.

Doz Dr. E. Schréder, TU Dresden

Die Primzahl

Die Buchstaben sind so durch Ziffern von 1 bis 9
zu ersetzen, daB wahre Aussagen entstehen. Dabei
bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

PRIMZAHL:-L-P=PPPPPPPPP
PRIMZAHL-L-R=RRRRRRRRR
PRIMZAHL-L-I =ITIHIITIIIITI
PRIMZAHL-L-M=MMMMMMMMM
PRIMZAHL:L-Z =2Z Z2ZZZZZ 2 Z
PRIMZAHL-L-A=AAAAAAAAA
PRIMZAHL-L-H=HHHHHHHHH
PRIMZAHLL-L=LLLLLLLLL
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden
Kryptarithmetik

abc ~dae= ff

+ +
bc - ba=bge
db+dcb=dfd

(0<da); (b<3)

Schiiler Th. Weifs, Weimar
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Geometrie in der Praxis

Freundliche Kreuzung: Ein DurchlaBvermdgen von
250000 Autos in 24 Stunden wird ein Autoknoten-
punkt bei Moskau haben, der sich durch den Bau einer
neuen StraBe Moskau-Riga ergibt.

,,Turbine*“ heiBt das Projekt, nach dem die Autos
iiber die Auf- und Abfahrten stromen werden wie
Wasser iiber eine Turbine. Soweit der Verkehr geregelt
werden muB, ibernechmen Fernsehkameras in Ver-
bindung mit einem elektronischen Rechner diese
Aufgabe. Die Vorbereitungsarbeiten fiir den Bau
haben bereits begonnen.

Ohne Worte

Silbenriitsel
a—a—abs—ar—bi—ble—chi—chung—des—
durch—e—eck—glei—he—hen—hé—-hoé—le—

mes—ment—nom —r1—ri1— S€ — sech — S€

satz — te — tion — trak —und — va — zehn — zis — zwei — Big
1. Teil des Kreises; 2. Grundbestandteil; 3. Mathe-
matiker aus Hellas (287 bis 212 v. u. Z.); 4. Satz iiber
Flichenbeziechungen im rechtwinkligen Dreieck; 5.
Teil der Algebra; 6. zweigliedriger Ausdruck (a+b
oder a—b); 7. Teil des Koordinatensystems; 8. Zahl;
9. Teil des Dreiecks; 10. griech. Philosoph (384 bis
322 v. u. Z.); 11. Flache; 12. Rechenoperation; 13.
Zahl; 14. Verinderliche

Der 3. Buchstabe jedes Wortes (von oben nach unten
gelesen) ergibt ein Unterrichtsmittel fiir das Fach
Mathematik.

Schiilerin A. Broschmann, Berlin

/



Viermal die gleiche Ziffer

Wie kann man die Zahl 89 durch vier gleiche Ziffern

darstellen ?
Schiilerin Uta Eimecke, Domersleben (Kl. 7)

Legespiel

Schneide je vier rechtwinklig-gleichschenklige Drei-
ecke aus Pappe mit folgender Kathete aus:
a) 7cm b} 3cm.
Schneide weiterhin vier kongruente Dreiecke mit den
Seiten 3 cm, 4 cm und 5 cm aus! Lege alle zwolf Drei-
ecke zu einem Rechteck zusammen! .
Irmgard Triger, Wilhelm-Pieck-OS Débeln

Mathematische Begriffe gesucht

In jeder Zeile soll ein mathematischer Begriff zusam-
mengesetzt werden. Dabei sollen alle in den Ausgangs-
wortern vorkommenden Buchstaben (unabhéngig von
ihrer Reihenfolge) benutzt werden. Die Anfangsbuch-
staben der gefundenen Worter ergeben den Namen
eines indischen Mathematikers. der ein im Mittelalter
beriihmt gewordenes Lehrbuch der Mathematik ver-
offentlichte.

1. BREIT LUCH

2. LIEDER HABEN

3. DREIl ADEN

4. BECKEN EIS

5. EHRE KISSEN

6. TEIL FRAU FASS
7. BART SCHNEE

8. SCHERZEN KAUZ

Versuche, diese Worter zu finden!

Falls du nicht weiterkommst, kannst du die folgenden
Erklarungen zu Hilfe nehmen:

Teil eines Ganzen

Linie, die etwas in zwei gleiche Teile zerlegt
Grundrechenart

spezielles Viereck

Verbindungsstrecke zweier Punkte eines Kreises
Grundbegriff aus der darstellenden Geometrie
Rechenhilfsmittel '

Teil eines Koordinatcnsystems

Gl Al e

OSIR K-H. Lehmann, V. L. d. V., Berlin

Logischer Schiufi

Das Tafelbild war sauber und iibersichtlich. Die bis-
herige Erarbeitung der Vertauschbarkeit der Summan-
den verlief logisch. Nun galt es nur noch, die Gesetz-
mafigkeit zu formulieren. Antworten schwirrten durch
den Raum: ,,Man kann sie umwechseln.” — ,Es
kommt nicht auf die Reihenfolge an.*

Niemand spricht das erlésende Wort und bringt die
gewiinschte Formulierung fiir die immer verzweifelter
blickende Kollegin. Da meldet sich Norbert. Er hat
schon oft geholfen, warum nicht auch jetzt?

,,Na, Norbert!*

,,Man kann es auch bleibenlassen — das Ergebnis ist
das gleiche.**

Aufgeschrieben von Horst Schneider
(aus DLZ 3/75)

Henry Biittner

Freundliche Krenzung

Ein DurchlaBvermogen von 250000 Autos in 24 Stun-
den wird ein Autobahnknotenpunkt bei Moskau
haben, der sich durch den Bau einer neuen Strafle
Moskau-Riga ergibt.

,,Turbine*“ heiBt das Projekt, nach dem die Autos
iiber die Auf- und Abfahrten strdmen werden, wie
Wasser iiber eine Turbine. Soweit der Verkehr gere-
gelt werden muB, ibernehmen Fernsehkameras in
Verbindung mit einem elektronischen Rechner diese
Aufgabe. Die Vorbereitungsarbeiten fiir den Bau
haben bereits begonnen.
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aufgepafit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Notwendig oder hinreichend —
das ist hier die Frage

Frank hatte sich schon lange eine Eisenbahn
gewiinscht. Nun endlich war es soweit. Auf
seinem Geburtstagstisch lagen Schienen,
Weichen, ein Transformator und eine E-Lok
mit vier Wagen. Auch ein Bahnhofsgebiude
war dabei. Gleich nach der Schule lud Frank
seinen Freund Michael zu einem Bastelnach-
mittag ein. Immer wieder wurden die Schienen
und Weichen neu zusammengesetzt. So ent-
standen u. a. folgende Schienenfiihrungen
(siehe Bild 1, 2, 3).

Bild 1

Bild 1a

Bild 3 Wy
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Frank regeltc die Geschwindigkeit des Zuges
am Transformalor und war verantwortlich
fir die Stellung der Weiche (W,). Michael
bediente indessen alle anderen Weichen.
Wihrend des Spiels konnte man nun beob-
achten, welchen EinfluB die Stellung der
Weiche (W)) auf die Bahnhofsdurchfahrt
des Zuges hatte.

Betrachten wir zundchst Bild 1.

Die Stellung der Weiche (W,) nach links
(beziiglich der vorgegebenen Fahrtrichtung
des Zuges) ist ganz sicher hinreichend dafiir.
daB der Zug den Bahnhof passiert, d. h., es ist
nicht méglich, daB die Weiche (W,) nach links
gestellt ist und der Zug nicht den Bahnhof
passiert. Einen solchen Zusammenhang kann
man auch in einem Satz mit der Wendung
,,wenn-, so** ausdriicken:

a) Wenn die Weiche (W,) nach links gestellt
ist, so passiert der Zug den Bahnhof.
Gleichbedeutend mit dem Satz a) ist der Satz:
b) Immer wenn die Weiche (W,) nach links
gestellt ist, so passiert der Zug den Bahnhof.
Uberlegen wir einmal, ob die Stellung der
Weiche (W,) nach links auch norwendig fiir
eine Bahnhofsdurchfahrt des Zuges ist. Das
ist sicher nicht der Fgll, denn auch bei einer

Bild 2

Bild 2a

W3

Stellung der Weiche (W),) nach rechts besteht
bei entsprechender Einstellung der anderen
Weichen die Moglichkeit, daB der Zug den
Bahnhof passiert (siche Bild 1a).

Wenden wir uns den Schienenstringen

des Bildes 2 zu: ’

Die Stellung der Weiche (W,) nach links ist
jetzt nicht hinreichend dafiir, daB der Zug den
Bahnhof passiert (sieche Bild 2a). Es kann
ndmlich sein, daB der Zug bei Weiche (W),)
zwar nach links, bei der Weiche (W,) aber

nach rechts geleitet wird. Dann kommt der
Zug ganz sicher nicht am Bahnhof vorbei. Ist
die Weiche (W) nach /inks gestellt und wird
der Zug beir Weiche (W,) nach links geleitet,
so passiert er den Bahnhof. Wenn aber die
Weiche (W,) nach rechts gestelit ist, kommt
der Zug sicher nicht am Bahnhof vorbei. Die
Stellung der Weiche (W)) nach links ist also
notwendig dafiir, daB der Zug den Bahnhol
passiert. Es ist somit nicht méglich, daB der
Zug den Bahnhof passiert und die Weiche
(W,) nicht nach links gestellt ist, d. h.:

¢) Nur wenn die Weiche (W)) nach links
gestellt ist, passiert der Zug den Bahnhof.
Anders ausgedriickt:

d) Der Zug passiert nur dann den Bahnhof,
wenn die Weiche (W) nach links gestellt ist.
Gleichbedeutend damit ist der Satz:

€) Immer, wenn der Zug den Bahnhof passiert,
so ist die Weiche (W,) nach links gestellt.
(Gemeint ist: Die Weiche (W),) ist nach links
gestellt, wenn sie vom Zug befahren wird.)
Aus dem Mathematikunterricht ist uns be-
kannt, daB mit der Wendung ,,wenn-, so*
Voraussetzung und Behauptung eines Satzes
verkniipft werden konnen. (Voraussetzungen
sind solche Teile des Satzes, deren Erfiilltsein
die Giiltigkeit des iibrigen Satzteils (der Be-
hauptung) nach sich zieht.)

o Uberlegt einmal, welches jeweils die Vor-
aussetzung und welches jeweils die Be-
hauptung in den Sitzen ¢), d), e) ist! Sicher
habt Thr bemerkt, daB in den Sitzen c),
d), e) jeweils die Voraussetzungen iiber-
einstimmen.

Die Voraussetzung lautet : Der Zug passiert
den Bahnhof. Die Behauptung aller drei
Séitze heiBt dann:

Die Weiche (W)) ist nach links gestellt.

® Bestimmt nun in folgenden Sitzen jeweils
die Voraussetzung!

- Nur wenn eine Zahl a durch 5 teilbar ist, so
ist sie auch durch 10 teilbar.

— Wenn eine natiirliche Zahl » durch 10
teilbar ist, so ist sie auch durch 5 teilbar.

- Ein Dreieck 4BC ist nur dann gleichseitig,
wenn es spitzwinklig ist.

— Nur wenn ein Rhombus einen rechten
Winkel hat, ist er ein Quadrat.

- Eine Zahl ist nur dann durch 6 teilbar,
wenn sie durch 3 teilbar ist.

® Setzt jeweils in die Leerstellen folgender
Sétze das Wort ,,notwendig™ bzw. ,,hin-
reichend so ein, daB wahre Aussagen
entstehen!

— Die Teilbarkeit einer Zahl durch 4 ist ...
dafiir, daB die Zahl durch 8 teilbar ist.

- Die Teilbarkeil einer Zahl durch 8 ist ...
dafiir, daB die Zahl durch 2? teilbar ist.

- Die Eigenschaft eines Dreiecks, spitzwink-
lig zu sein, ist ... dafiir, daB das Dreieck
gleichseitig ist.

- a<2und b<15ist ... fira+b<17.

-a-b=0ist...fiira ~0Ound b=0.

-a>3und 7<r<10ist...firs >3



Wenden wir uns jetzt dem Bild 3 zu und
iiberlegen abermals, ob die Stellung der
Weiche (W) nach links hinreichend oder
notwendig fiir eine Bahnhofsdurchfahrt des
Zuges ist.

Sicher ist die Stellung der Weiche (W) nach
links hinreichend dafiir, daB der Zug den
Bahnhof passiert, d. h., der Satz

.Wenn die Weiche (W,) nach links gestelll
ist, dann passiert der Zug den Bahnhof*~
ist wahr.

Ist die Stellung der Weiche (W,) nach links
auch eine notwendige Bedingung fiir die
Bahnhofsdurchfahrt des Zuges?

Natiirlich, denn es gilt:

»Nur wenn die Weiche (W,) nach links
gestellt ist, passiert der Zug den Bahnhof**
oder anders ausgedriickt

., Wenn der Zug den Bahnhof passiert, so ist
die Weiche ( W,) nach links gestellt*.

In Bild 3 ist die Stellung der Weiche (W,) nach
links also hinreichend und gleichzeitig not-
wendig fiir eine Bahnhofsdurchfahrt des
Zuges.

Einen solchen Zusammenhang kann man
mit der Wendung ,.dann und nur dann,
wenn" bzw. ,,genaudann, wenn‘‘ ausdriicken:
Der Zug passiert dann und nur dann den
Bahnhof, wenn die Weiche (#,) nach links
gestellt ist.

Der Zug passiert genau dann den Bahnhof,
wenn die Weiche (W) nach links gestellt ist.
Um zu entscheiden, ob ein Satz der Form ,,4
genau dann, wenn B bzw. ,,4 dann und nur
dann, wenn B wahr ist, muB man nach-
weisen, daB A4 sowohl! eine hinreichende als
auch eine notwendige Bedingung fiir B ist.
Ist A keine hinreichende oder keine notwen-
dige Bedingung fir B, so ist der entspre-
chende ,,genau dann, wenn*'-Satz bzw. ,,dann
und nur dann, wenn**-Satz falsch.

o Stelle fest, welche der angegebenen Sitze
falsch sind!

— Genau dann, wenn ein Dreieck gleich-
seitig ist, ist es auch gleichschenklig.

— Eine Zahl ist dann und nur dann durch
3% teilbar, wenn die Quersumme dieser
Zahl durch 4> -5 teilbar ist.

— x<2? ist notwendig und hinreichend fiir
2x <2,

- Die Diagonalen stehen dann und nur dann
senkrecht in einem Viereck 4BCD, wenn
das Viereck ein Drachenviereck ist.

— Zwei Parallelogramme besitzen genau
dann einen gleichen Fliacheninhalt, wenn
sie in ihren Hohen und Grundseiten {iber-
einstimmen.

Bei Betrachtung der Schienenstringe, Wei-
chenstellungen und Zugdurchfahrien konnten
wir uns mit wichtigen mathematischen Rede-
weisen vertraut machen. Wir lernten die
Worte ,,hinreichend' und |, notwendig* ken-
nen und wissen nun, welche Zusammen-
hinge man mit ihnen beschreiben kann.

Leser schreiben an alpha

a ... Der Wettbewerb hat uns SpaB gemacht
und viele Anregungen gegeben. Unsere AG
hatte nie Langeweile, sondern immer alle
Hénde voll zu tun ...

AG Mathematik, OS Kuhfelde
m ..., alpha ist einfach Klasse!" Vor allem
regt alpha zum Nachdenken, Knobeln und
Mitmachen an, was ich an ihr besonders
schitze. Ich habe nicht viel Zeit fiir Neben-
beschiftigungen, aber trotzdem versuche ich,
die Aufgaben des Wettbewerbs zu losen und
freue mich dann natiirlich doppelt, wenn ich
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,gut™
erhalte ... Sylvia Schwenke, Dohna

m...Obwohl ich kein Schiiler mehr bin,
habe ndamlich inzwischen meine Facharbeiter-
priifung als Wirtschafiskaufmann (Statistik)
mit gutem Erfolg abgelegt, werde ich trotz-
dem die alpha weiterhin lesen und mich auch
am Wettbewerb beteiligen. Ubrigens, in
Wirtschaftsmathematik habe ich die Note
»sehr gut* erhalten. Das langjahrige Stu-
dium der alpha ist an diesem Erfolg nicht
unbeteiligt. ... Sybille Koch, Schmalkalden

m ... Das Losen der interessanten Aufgaben
hat mir groBen SpaB gemacht. Ich habe viel
dabei gelernt. Durch diese Beschiftigung,
die ich im kommenden Schuljahr fortsetzen
werde, fiille ich manche freie Stunde sinn-
Henri Koch. Arnstadt
w ... Inzwischen habe ich die 12. Klasse
beendet und bin seit November in der NVA.
AnschlieBend mdéchte ich in Jena Physik
studieren. Zum Zeichen, daB ich trotzdem
noch Anhénger der alpha bin, sende ich einige
neue Aufgaben fiir den Wettbewerb. Das

voll aus. ...

Entwerfen von Aufgaben bereitet mir sehr
viel Freude. Ich mochte dieses Hobby auch
in Zukunft beibehalten, um in Form zu blei-
ben. Herwig Gratias, Sommerda. z. Z. NVA
® ... Mir hat der Wettbewerb fiir den Unler-
richt sehr geholfen. Ich konnte meine Mathe-
Zensur im zweiten Halbjahr auf Note 1
verbessern.. . .

Sylvia Rosochatius, Hermsdorf
m ... Besonders gefillt mir auch, daB in
letzter Zeit auch Wettbewerbe in Physik
und Chemie durchgefiihrt werden.. . .

Lutz Hiibschmann, Raschau

w ... Mein Vorschlag : Man sollte die inneren
beiden Seiten so gestalten, daB sie unmittelbar
zur Veroffentlichung an einer Wandzeitung
geeignet sind. . ..

Gerhard Hornbogen, Weimar
m...Von Eurer Zeitschrift kann man ein-
fach nur begeistert sein. Es ist nur schade, daf
ich erst so spdt mit alpha in Kontakt kam.

Michael Vowe, Therwil (Schweiz)
® ... Meine Frage: ... Wer korrigiert die
vielen Losungen? ...

Astrid Lehmann, Rostock
Unsere Antwort :
Die Zusammenstellung und Bearbeitung aller
Aufgaben des Wettbewerbs liegt seit Griin-
dung der Zeitschrift in den bewidhrten Han-
den von NPT OStR Dr. R. Liiders und StR
Th. Scholl, beide Berlin; die jahrlich iiber
50000 eingehenden Losungen korrigieren
StR J. Lehmann, VLAV, Leipzig, und OStR
G. Schulze, Herzberg; die Auswertung des
Wettbewerbs (Sept./Okt. jedes Jahres) wird
von der Redaktionsmitarbeiterin R. Schubert
und StR J. Lehmann vorgenommen (Bearbei-
tung von ca. 4000 Urkunden und 300 Pick-
chen mit Buchpreisen usw.).

Beim genauen Lesen ist Euch sicher das Wort
Hnur'' aufgefallen. Welche groBe Wirkung
dieses kleine Worl besitzt, wollen wir uns
nochmals an folgendem Beispiel verdeutli-
chen:

(1) Wenn das Viereck ABCD ein Drachen-
viereck ist, stehen seine Diagonalen senkrecht
aufleinander.

(2) Nur wenn das Viereck ABCD ein Dra-
chenviereck ist, stehen seine Diagonalen
senkrecht aufeinander.

Die Sidtze (1) und (2) unterscheiden sich
lediglich durch das Wort ,.nur*". Aber gerade
das Hinzufiigen von ,.nur* zu Satz (1)
bewirkt, daB eine ganz andere Aussage ent-
steht. Der Satz (1) ist wahr, der Satz (2)
dagegen falsch. (Der Satz (2) ist die Umkeh-
rung von Satz (1).)

® Stellt nun zum Abschlul} fest, welche der
folgenden Aussagen falsch sind!

— Hal ein Viereck ABCD mindestens einen
rechten Winkel, so ist es ein Quadrat.

— Ein Viereck ABCD ist nur dann ein
Quadrat, wenn es mindestens einen rechten
Winkel hat.

— Nur Machengleiche Figuren sind zuein-
ander kongruent.

— Wenn Figuren zueinander kongruent sind.
so sind sie flichengleich.

- Nur zueinander kongruente Figuren sind
flachengleich.

- Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:
Wenn a =b, so isl a®=b°

- Fiir natiirliche Zahlen gilt:

Nur wenn a =b ist, so ist auch «® = p°.
L. Flude
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Rund um
das Schachbrett

Der Konig

Wieviel Konige sind mindestens notig, um
alle Felder eines Schachbretts zu beherrschen.
Es wird dabei angenommen, daB das Stand-
feld eines Konigs auch als beherrscht gelten
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Damen auf dem Schachbrett

a) Auf ein Schachbrett sind vier Damesteine
so0 zu stellen, da8 sie alle nichtbesetzten Felder
mit Ausnahme von «l, a2, b1, b2 decken.

b) Auf das Brett sind fiin[ Damesteine so
aufzustellen, daB sie alle nichtbesetzten Felder
decken.

¢) Wieviel Ziige kann man auf einem leeren
Schachbrett mit einem Damestein ausfithren?
(Der Damestein kann sich bei jedem Zug
beliebig weit vor oder zuriick, parallel zu den
Seiten des Brettes oder zu den beiden Diago-
nalen des Brettes bewegen.)
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Von A bis Z

a) Stellein die obere linke Ecke 4 des Schach-
bretts einen Stein. Er soll senkrecht oder
waagerecht (nicht diagonal) zum gegeniiber-
liegenden Eckleld (Z) ziehen und dabei jedes
Feld einmal durchlaufen.

b) Setze auf das mit 4 gekennzeichnete Feld
einen Liufer.

Er soll so auf das mit Z bezeichnete Feld
gezogen werden und zwar so, daB dabei alle
weiflen (also keine schwarzen) Felder des
Brettes beriihrt werden. Die Kreuzung von
Zuglinien ist gestattet. Kein Weg darfzweimal
beschritten werden.
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Das Petrow-Dreieck

Das Bild zeigt das sogenannte Petrow-Dreieck
(beim Damespiel). Es soll uns gleich als
Aufgabe dienen: Schwarz zieht und - verliert.
Wie?

Das zersprungene Schachbrett

Man versuche, moglichst rasch, die acht
Einzelteile zu einem Schachbrett zusammen-
zusetzen. Wer ist der Schnellste?
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f‘ Die schwarzen und weiBen Réssel sowie
\' X Laufer sollen die Platze tauschen, und zwar
§ in elf bzw. achtzehn Ziigen!

Wer schafft’s zuerst?

o| 74 LV |
l D

,’W%/ /ﬂ W Rossel und Liufer

.
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’/l ..........
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Kommt ihr jetzt endlich zum Essen - 4
oder ...? 3 % /4.//&/@’/’/. 75)\
Magisches Quadrat j m%@%%-%-%
Welche beiden gleichartigen Symbolpaare o B c 4 e 7 g h
liegen am dichtesten beieinander? 3
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Acht-Koniginnen-Problem

Es sind acht Koniginnen so auf dem Schach-

brett aufzustellen, daB keine von einer anderen

geschlagen werden kann. [/*
oder: 8 Miinzen sollen auf dem Schachbrett

verteilt werden, daB auf jeder Reihe, Spalte

und Diagonalen nur eine liegt.

| 0 V) )
%l/./.%.
Jemand bemiiht sich, den Springer auf dem ./-/.//

Schachbrett von de; linken unteren Ecke /-/-/./.
(Feld al) nach der rechten oberen (Feld 48) 4 -%’.%.%-%
zu bringen.,- wobei ;‘]er Springer jedes Feld 3 /.//././.
g:::::t?zr:; l:iz /s:llxlf;be unlésbar ist! %‘;%}%}é

//

Er kommt niemals zum Ziel
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Wer lost mit?
EI||I|IEI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 23. Juni 1975

541353 Inge sammelt auslindische An-
sichtskarten. Sie besitzt bereits 120 Ansichts-
karten aus vier verschiedenen Lindern. Da-
von stammen 24 Ansichtskarten aus Finnland
und dreimal soviel aus der Sowjetunion. Die
Anzahl der Ansichtskarten aus der CSSR
ist gleich dem vierten Teil der Anzahl der
Ansichtskarten aus der Sowjetunion. Die
restlichen Ansichtskarten stammen aus der
Volksrepublik Bulgarien. Wieviel Ansichts-
karten aus jedem dieser vier Linder besitzt
Inge? Anne Schmiickling, Bischofferode

541354 Um ein Grundstiick wurde vor
Jahren ein Zaun mit 32 gleichartigen Zaun-
feldern zu je 22 Latten gezogen. Der repa-
raturbediirftige Zaun soll ausgebessert wer-
den. Einige Zaunfelder haben iiberhaupt
keine Latten mehr. Ebensoviele Zaunlelder
besitzen noch alle Latten. Bei den restlichen
Zaunfeldern ist jeweils noch genau die Hilfte
der Latten vorhanden. Wieviel Latten sind
insgesamt zu erneuern?
Mathematikfachlehrer G. Friedel, Choren
W 5 w1355 Drei Stoffballen der Farben rot,
grin und weiB enthalten zusammen Stoff-
bahnen mit einer Gesamtldnge von 3,250 km.
Der rote Stoff ist um 200 m ldnger als der
griine, der weie um 150 m kiirzer als der
rote. Wie lang sind die Bahnen des roten,
grinen und weiBen Stolles?
Ramona Fligel, Wiederstedt, Ki. 7
W 5a 1356 Eine natiirliche Zahl n=2 heiBt
Primzahl genau dann, wenn sie nur durch n
und durch .1 teilbar ist. Es sind alle natiir-
lichen Zahlen k zu ermitteln, die kleiner als
10 sind und folgende Bedingung erfiillen:
Multipliziert man eine solche Zahl k mit 5
und subtrahiert vom erhaltenen Produkt 2.
so erhdlt man als Diflerenz eine Primzahl.
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Altenburg
W 5*1357 Welche und wie viele ein-, zwei-
und dreistellige Ziffern lassen sich aus den

Grundziffern 1, 2 und 3 bilden, wenn sich
diese Grundzilfern wiederholen diirfen?
Es ist die Summe aller Zahlen zu bestimmen,
die den ermittelten Zilfern entsprechen.
Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
Altenburg

W 5*1358 In einer 5. Klasse fiel die letzte
Klassenarbeit im Fach Mathematik wie folgt
aus:
a) Der sechste Teil der Anzahl der Schiiler
dieser Klasse erhielt die Note 1.
b) Die Noten 2 und 3 erhielten zusammen
16 Schiiler.
c) Die Anzahl der Schiiler, die die Note 4
erhielten, war doppelt so groB wie die Anzahl
der Schiiler, die die Note § erhielten.
d) Die Anzahl der Schiiler, die die Note 3
erhielten, war groBer als die Anzahl der
Schiiler, die die Note 5 erhielten, aber kleiner
als die Anzahl der Schiiler, die die Note 4
erhielten.
e) Die Anzahl der Schiiler, die die Note 1
erhielten, war verschieden von der Anzahl
der Schiiler, die die Note 3 erhielten. Wie
viele der 30 Schiiler dieser Klasse erhielten
die Noten 1, 2, 3, 4 und 5?

Rita Hellmann, Grofschénau, K1. 7

6A1359 Es sind alle natiirlichen Zahlen
zwischen 100 und 200 zu bestimmen, die durch
7 teilbar sind und deren Quersumme 11
betrégt.

Alois Weninger, Knittelfeld ( Osterreich)

641360 Die abgebildete Figur stellt ein
Parallelogramm ABCD dar. Durch einen
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!). Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Berul)
zu richten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer sind ein W (d. h.
Wellbewerb) und eine Ziffer, z. B. 7, vorge-
setzt (d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Auf-
gaben mit W* verschen pgelten auch als
Wettbewerbsaufgaben. Sie haben einen ho-
hen Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit W w10/12 oder W*10/12 ge-
kennzeichnet sind.

5. Fiir jede LOsung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A 4 (210 mm
% 297 mm) (siche Muster), denn jede Auf-
gabengruppe wird von einem anderen Ex-
perten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstdndige und richtige) Lésung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pradikat ,,sehr gut ge-
l6st**, ,,gut geldst oder ,,gelost™. Schiiler,
welche nur einen SchluBsatz zu einer Auf-
gabe einsenden, die vorgegebene Form nicht
beachten, uniibersichtlich oder unsauber ar-
beiten, erhalten eine rote Karte mit dem Ver-
merk ;,nicht gelost®.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1974/75
lauft von Heft 5/74 bis Heft 2/75. Zwischen
dem 1. und 10. September 1975 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/74 bis 2/75 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und dic Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/75 vero(fent-
licht. Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/74 bis 2/75) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und. diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1974/75 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind, und daf} die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



inneren Punkt § der Diagonale AC wurden
die Parallele zur Geraden AB und die Paral-
lele zur Geraden BC gezeichnet. Es ist nach-
zuweisen, daB die Flicheninhalte der Vier-
ccke MBQS und PSN D pleich sind. Sch.

W 6 m136] Zeichne ein Dreieck ABC aus
den Stiicken AB=c¢=5cm, BC=a=6cm
und AC=h=4cm! Dem Dreieck ABC ist
ein Rhombus DEFG so einzubeschreiben,
daB D auf AB, E auf BC. G auf AC liegt und
die Punkte F und C zusammenfallen. Die
Konstiuktion des Rhombus ist zu begriinden.

Sch.

W 6=m1362 Eine Mathematikarbeit hatte in
einer 6. Klasse folgendes Ergebnis:
Ein Neuntel der Schiiler erhielt die Note 1,
ein Drittel die Note 3. Von den restlichen
Schiilern erhielten zwei Fiinftel die Note 2
und die Hilfte die Note 4. Die Note 5 erhiel-
ten genau zwei Schiiler. Wieviel Schiiler haben
diese Mathematikarbeit mitgeschrieben? Wie-
viel Schiiler entfallen auf die einzelnen Noten?
Alois Weninger, Knittelfeld ( Osterreich)

W 6*1363 Alfred sagt: ,.Das Lebensalter
meiner Schwester Berta (in ganzen Zahlen)
ist doppelt so groB wie die Summe aus den
Lebensaltern meiner Schwestern Christa und
Dorit. Ich bin der Alteste und doppelt so
alt wie mein Bruder Ernst. Dorit ist die
Jiingste. Addiert man das jeweilige Alter von
uns Geschwistern, so erhilt man als Summe
33. Unsere Geburtsjahre liegen samtlich
wenigstens um 2 Jahre auseinander.” Wie
alt ist jedes dieser Geschwister?

Burkhard Maep, Bad Doberan

W 6*1364 Eine durchgefiihrte Altstofl-
sammlung brachte folgendes Ergebnis:

a) Die Schiiler der 7. Klasse sammelten
20 kg Altstoffe mehr als die Schiiler der
5. Klasse.

b) Das Sammelergebnis der Schiiler der
10. Klasse lag um 20 kg iiber dem doppelten
Sammelergebnis der 5. Klasse.

c) Die Schiiler der 8. Klasse erreichten drei
Viertel des Sammelergebnisses der Schiiler
der 10. Klasse.

d) Das Sammelergebnis der Schiiler der
9. Klasse war gleich dem arithmetischen
Mittel aus den Sammelergebnissen der Klas-
sen 8 und 10.

¢) Die Schiiler der 6. und 7. Klasse erzielten
gleiche Sammelergebnisse.

Wieviel Kilogramm Altstoffe wurden von
den Schiilern der einzelnen Klassen gesam-
melt. wenn insgesamt 1759 kg aufgebracht
wurden? « Dirk Dalisada, 36. OS Rostock

7 a4 1365 Das Produkt von vier aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen betrigt 32 760.
Wie heiBen diese vier Zahlen?

Andreas Fittke. Berlin

741366 Jemand errechnet 357 auf [olgende
Weise:
Er multipliziert die der Anzahl der Zehner

cntsprechende natiirliche Zahi 3 mit threm
Nachfolger 4 und erhiilt das Produkt 3 -4 = 12.
Dann multipliziert er dieses Produkt mit 100
und crhilt 12-100=(200. Nun bildet cr
das Quadrat aus der Anzahi der Einer. also
52 =25. SchlieBlich werden beide Tcilergeb-
nisse addiert. also [200+25=1225.
Es ist zu untersuchen. ob dieses Verfahren
fir dic Berechnung des Quadrats aller zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen gilt. die aufl die
Ziffer 5 enden!

Alois Weninger. Knittelfeld (O~terreich)

W 781367 Aul ciner Familienfeier waren
ein Drittel weniger Frauen als Minner an-
wesend. Nachdem sich sechs Ehepaare ver-
abschiedet hatten. verblieben noch dreimal
so viele Minner als Frauen im Festkreise.
Wieviel Ménner und Frauen waren urspriing-

lich anwesend? Sch.

W 7m 1368 Zeichne ein Rechteck ABCD
mit AB=a=8cm und BC=b=5cm! Kon-
struiere die vier Winkelhalbierenden der
Innenwinkel dieses Rechtecks und bezeichne
ihre Schnittpunkte mit E. F. G und H! Be-
rechne den Flacheninhalt des Vierecks
EFGH! Sch.

W 7*1369 Welche Oberfliche besitzt ein
Spielwiirfel von 15 mm Kantenlange. dessen
halbkugellérmige Augen einen Durchmesser
von 2 mm haben?

W 7*1370 Ein FuBgénger undein Radfahrer
brechen zum gleichen Zeitpunkt in A auf,
um nach B zu gelangen. Der FuBginger mar-
schiert mit einer konstanten Geschwindigkeit
von 5 km-h~ ', der Radfahrer [ihrt mit einer
konstanten Geschwindigkeit von 15 km-h™".
Nachdem der Radlahrer die Hillte des Weges
zuriickgelegt hatte. mufite er aul Grund einer
Umleitung vom direkten Weg abweichen.
wihrend der FuBginger den direkien Weg
fortsetzen konnte. Beide erreichten B zum
gleichen Zeitpunkt. Hitte der Radlahrer
keinen Umweg gehabt, so wire er zwei
Stunden [riiher als der FuBginger in B ange-
kommen. Wie groB ist die Entfefnung, die
der Radlahrer von der Abzweigung bis zum
Ort B zuriicklegen muBte?

Andreas Fittke. Berlin

W8 ael371
rienlager nehmen 70 Freunde teil. von denen
jeder auBer seiner Muttersprache genau eine
der Fremdsprachen Russisch. Deutsch. Eng-
lisch. Franzosisch. Polnisch und Arabisch
beherrscht. Man beweise. daf3 es dann wenig-
stens eine Fremdsprache gibt. die von min-
destens 12 Teilnehmern dieses Ferienlagers
beherrscht wird. L.

An einem internationalen Fe-

W38ml1372 Es sei ABCD ein Trapez mit
den parallelen Seiten AB und CD. wobei
die Liinge der Seite AB dreimal so grofl wie
die Lidnge der Seite CD ist (vgl. das Bild).
Die Mitte F der Seite AB sei mit den Punkten
C und D, die Mitte E der Seite CD mit den

Klaus Gothling. Thaldorf

Punkten 4 und B verbunden. Dic Geraden
AE und DF schneiden sich in dem Punkt M :
die Geraden BE und CF schneiden sich
in dem Punkt N. Man berechne die Linge
der Strecke MN wenn die Linge der Scite
AB=u gegeben ist. Sch.

D £ c

A F 8

W 8*1373 Der ExpreBzug ..Aurora” von
Moskau nach Leningrad fahrt um 13.43 Uhr
in Moskau ab. hilt nur in Bologoje (331 km
von Moskau entlernt) von 16.11 bis 16.19 Uhr
und trilft in Leningrad (650 km von Moskau
entfernt) um 18.42 Uhr ein.

aj Man berechne die mittlere Geschwindig-
keit (in km - h™!) dieses ExpreBzuges aul der
Strecke Moskau-Bologoje und auf der
Strecke Bologoje-Leningrad.

b) Wann und in welcher Entlernung von
Moskau begegnet dieser Zug dem Gegenzug.
der um 13.00 Uhr in Leningrad abfdhrt. von
15.48 bis 15.58 Uhr in Bologoje hdlt und
um 18.53 Uhr in Moskau eintrifft?

(Die Aufgabe b) kann rechnerisch oder
graphisch gelost werden. Ferner kann bei der
Losung eine jeweils konstante Geschwindig-
keil angenommen werden.) L.

W 8*1374 Es sei ABCD ein Rechteck mit

den Seitenldngen AB=a, BC=b. Ferner sei E

der FuBpunkt des von dem Eckpunkt A

auf die Diagonale BD gefillten Lotes.

a) Man berechne die Linge der Strecke AE

aus den gegebenen Seitenldngen «. b des

Rechtecks.

b) Man gebe ein Zahlenbeispiel an. bei dem

a. b und AE ganzzahlige Werte haben.
Roland Schlesinger, Safnitz, POS 111, KI. 8

W9 el1375 Man beweise, daBl die Summe
von vier Polenzen. deren Basis jeweils gleich 2
ist und deren Exponenten vier aufeinander-
folgende von Null verschiedene natiirliche
Zahlen sind. stets durch 30 teilbar ist.
Oberlehrer Ing. K. Koch. Schmalkalden

W9 a1376 Man beweise, daB fiir alle natiir-
lichen Zahlen n mit n> 1
L_+L_+L_+...+%>\/}i

JI V2 Y3 N

gilt. Peter Surjan, Budapest, UVR

W 9*1377 In dem Schema

HE KKK G KK KRR _KKXXKQ
* Kk

* K Kk

ist fiir die Sternchen jeweils eine der Grund-
ziffern 0. 1, 2, 3, 4. 5, 6. 7, 8, 9 einzusetzen. so
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daB eine richtig geldste Divisionsaulgabe
entsteht. Dabei darf aber am Anfang einer der
drei- oder mehrstelligen Zahlen des Schemas
niemals die Grundziffer 0 stehen.

Anleitung zur Losung: Man bezeichne den
neunstelligen Dividenden mit x. den drei-
stelligen Divisor mit y und den sechsstelligen
Quotienten mit z. wobei an der zweiten, drit-
ten und fiinften Stelle von z jeweils die Grund-
zilfer 0 und an der siebenten Stelle die Grund-
ziffer 9 steht. Dann stelle man Ungleichungen
fiir y und danach fir z aull L.

W9*1378 Es sei ABCD ein ebenes kon-
vexes Viereck mit dem Fliacheninhalt A,
und dem Umfang uy. Um jeden Punkt der
Sciten AB. BC. CD. DA (einschlieBlich der
Punkte A. B. C. D) seien Kreise mit dem
gleichen Radius r geschlagen (vgl. das Bild
in dem nur einige dieser Kreise gezeichnet
sind). Es sei nun G das im Bild schraffierte
Gebiet. das aus der Vereinigungsmenge der
Mengen aller inneren und Randpunkte dieser
Kreise sowie der Menge aller inneren und
Randpunkte des Vierecks ABCD besteht.
Man berechne den Fldacheninhalt und den
Umlang dieses Gebietes G. T

W 10/12a 1379 Eine positive reelle Zahl «
sollsoinzwei Summanden zerlegt werden, da3
die Summe der dritten Potenzen dieser Sum-
manden moglichst klein, also ein Minimum,
wird. Man stelle lest. ob es eine solche Zer-
legung gibt und gebe bejahendenlalls die
beiden Summanden an.

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

W 10/12 w1380 Einem Winkel von der
GroBe o mit 0°<a< 180° seien zwei Kreise
k, und k, so einbeschrieben, daB diese beiden
Kreise einander von auflen beriihren und
jeder der Kreise die Schenkel des Winkels
beriihrt. Dabei sei k, der kleinere der beiden
Kreise.
a) Es soll das Verhiltnis /l=? der Radien
1

der beiden Kreise als Funktion von o dar-
gestellt werden.
b) Es ist dieses Verhiltnis 4 [ir die Fille
o=60° und o =90° zu berechnen.

Michael Marczinek, Berlin

W 10/12*1381
der Gleichung

A. D. Osmanow, Demurlo,
Georgische SSR. UdSSR

Es sind alle reellen Losungen

zu ermitteln.
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XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(7./8. Februar 1975)

Klassenstufe 7

1. Fritz, Hans, Ulrich und Werner sind Schii-
ler verschiedener Klassenstufen, und zwar
der Klassen 5, 6, 7 und 8.

Sie gingen Pilze sammeln.

Folgendes ist bekannt:

(1) Der Schiiler der Klasse 5 und auBer ihm
noch Ulrich fanden je 8 Steinpilze, der Schiiler
der Klasse 7 fand keinen einzigen Steinpilz.
(2) Fritz, Hans und auBer ihnen der Schiiler
der 6. Klasse landen viele Rotkappen.

(3) Drei Schiler. nimlich der Schiiler der
Klasse 8, der Schiiler der Klasse 7 und Hans
lachten iiber den vierten Schiiler, ndmlich
Werner, der einen Fliegenpilz mitgebracht
hatte. Wer von den vier Schiilern ist Schiiler
der Klasse 5. wer der 6, wer der 7 und wer
der 8?

2. Beweise: Unter je vier beliebigen natiir-
lichen Zahlen gibt es mindestens zwei, deren
Diflerenz durch 3 teilbar ist.

W 10/12*1382 Es seien k ein Kreis mit dem
Mittelpunkt M und MA, MB zwei aulein-
ander senkrecht stehende Radien dieses Krei-
ses; es gilt also MA=MB=r. An den Kreis
soll eine Tangente konstruiert werden, die
die von M ausgehenden Strahlen MA und
MB in den Punkten C und D schneidet.
Wie muBl der Berithrungspunkt dieser Tan-
gente gewahlt werden, damit die Linge
der Strecke CD moglichst klein wird? Wie
lang ist in diesem Fall die Strecke cD? L.

W 10/12 w1383 Man ermittle alle reellen
Zahlen x. fiir die die beiden Gleichungen

I+ 133+ 2052+ 17x+7=0 (1)
und  3x*+ x*- 8x%+1Ix—-7=0 ()
erfiillt sind.  Manfred Freitag. Schwarzheide
Bemerkung: Diese Aufgabe hat eine grolBe
Ahnlichkeit mit der Aufgabe 1278 (vgl
alpha, Heft 5, 1974. S. 103). Sie unterscheidet
sich von der Aufgabe 1278 nur dadurch, daf3
in der Gleichung (2) der zweite Summand
+x3 (und nicht —x?) lautet. Wihrend aber
das Gleichungssystem der Aulgabe 1278 keine
Losung hatte, hat das Gleichungssystem
der hier gestellten Aufgabe genau eine reelle
Losung.

3. Konstruicre ein Dreieck ABC aus b—c¢
=3 cm. x=55 und =85!

Dabei seien b bzw. ¢ die Langen der Seiten
AC bzw. AB, a die GroBe des Winkels
¥ BAC und f die des Winkels £ ABC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke
ein Dreieck bis aul Kongruenz eindeuligl
bestimmt ist!

4. In einem VEB wurde eine bestimmte Art
von Werkstiicken zuerst in der Abteilung A4,
und danach in der Abteilung A, bearbeitet.
Dabei konnte zunidchst in der einen Abtei-
lung téglich dieselbe Anzahl von Werk-
stiicken bearbeitet werden wie in der ande-
ren.

Mit Hille von RationalisierungsmaBnahmen
in beiden Abteilungen konnten die 53 Arbei-
ter der Abteilung 4, ihre Produktion auf
159°/, und die 62 Arbeiter der Abteilung A,
ihre Produktion aul 124°/, erhéhen. Da
aber aus den angegebenen Griinden der
ProduktionsausstoB in beiden Abteilungen
gleich groB sein mubBte, entschlossen sich
hinreichend viele Arbeiter der einen Abtei-
lung dazu, in der anderen Abteilung zu arbei-
ten. Welche Anzahl von Arbeitern aus welcher
der beiden Abteilungen nahm ihre Arbeit
in der anderen Abteilung auf, wenn erreicht
wurde, daB der ProduktionsausstoB in bei-
den Abteilungen danach wieder gleich groB
war?

Auf wieviel Prozent der Produktionsmenge
vor den RationalisierungsmaBnahmen war
damit insgesamt der ProduktionsausstoB ge-
stiegen?

Bemerkungen: Es sei angenommen, daB der
ProduktionsausstoB beider Abteilungen je-
weils der Zahl der Arbeiter proportional
ist.

5. Der Umfang eines Dreiecks mit den Seiten-
lingen a, b, ¢ betriigt 34 cm. Weiterhin gilt
a:b=3:8undb:c=4:3. Ermittle die Seiten-
lingen!

6. Claudia erzihlt ihrer Freundin Sabine,
sie habe ein Dreieck ABC gezeichnet, in dem
die Hohe aul BC genau durch den Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten von AB und
der Winkelhalbierenden von % ABC geht.
Sabine behauptet, allein aus diesen Angaben



koénne man, ohne die Zeichnung zu sehen,
eindeutig die GroBe des Winkels ¥ ABC
ermitteln.

Untersuche, ob Sabines Behauptung richtig
ist! Wenn dies der Fall ist, ermittle die GroBe
von ¥ ABC!

Klassenstufe 8

1. Um Peters Fahigkeiten im Knobeln zu
erproben, werden ihm an einem Zirkelnach-
mittag iiber fiin[ Schiiler siecben Aussagen
mitgeteilt, unter denen, wie ithm ebenfalls
gesagt wird, genau eine falsch ist. Er soll
diese lalsche Aussage herausfinden und auBer-
dem die Schiiler dem Alter nach ordnen.
Die Aussagen lauten:

(1) Anton ist dlter als Elvira.

(2) Berta ist jiinger als Christine.

(3) Dieter ist jiinger als Anton.

(4) Elvira ist dlter als Christine.

(5) Anton ist jiinger als Christine.

(6) Elvira ist dlter als Dieter.

(7) Christine ist jiinger als Dieter.

Ermittle die falsche Aussage, und ordne die
Schiiler dem Alter nach! Beginne mit dem
jlingsten!

2. Von zwei Primzahlen wird folgendes gefor-
dert:

a) Ihre Summe ist eine Primzahl

b) Multipliziert man diese Summe mit dem
Produkt der zuerst genannten beiden Prim-
zahlen, so erhdlt man eine durch 10 teil-
bare Zahl.

Man gebe alle Primzahlen an, die diese For-
derungen erfiillen.

3. Gegetﬁl Sﬂ ein Kreissektor mit dem
Radius SP=SR=8,5 cm und dem Zentri-
winkel ¥ PSR der GroBe 55° (siehe Bild).

R

55°
§ P

Konstruiere einen Kreis k, der dem gegebenen
Sektor einbeschrieben ist, d. h. der die Strek-
ken SP, SR und den Bogen PR so beriihrt,
daB k innerhalb der Fliche des PR enthal-
tenden Kreises liegt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

4. Achim, Bernd, Christian und Detlef waren
die vier Teilnehmer der Endrunde eines
Schachturniers. Es hatte jeder gegen jeden
genau zweimal zu spielen. Fir jede gewon-
nene Partie wurden | Punkt, fiir jede unent-
schiedene ein halber Punkt, fir jede ver-
lorene 0 Punkte vergeben.

Ein Wandzeitungsartikel iiber dieses Tur-
nier enthilt [olgende Angaben:

Bernd und Christian erzielten zusammen

genau einen Punkt mehr als Achim und
Detlef zusammen. Christian und Detlef er-
zielten zusammen genau 7 Punkte. Achim
und Christian konnten zusammen genau
5 Punkte weniger erreichen als Bernd und
Detlef zusammen.

Es wird gefragt, wie viele Punkte jeder der vier
Teilnehmer erhielt.

Ermittle aul diese Fragen alle Antworten,
die den genannten Angaben entsprechen!

5. Beweise folgenden Satz:

Verbindet man die Mittelpunkte der Diago-
nalen eines Trapezes, so erhdlt man eine
(evtl. zu einem Punkt ausgeartete) Strecke,
deren Lange halb so gro8 ist wie die Dilferenz
der Lingen der beiden parallelen Seiten.

6. Gegeben seien drei Zahlen p, p,, p, mit
0<p,<p<p,<100.

Aus einer geeigneten Menge x kg einer
pi-prozentigen Losung eines Stoffes (d. h.
einer Losung, die p,°/, dieses Stoffes und
den Rest Wasser enthilt) und einer geeig-
neten Menge y kg einer p,-prozentigen Lo-
sung des gleichen Stofles soll durch Zusam-
mengieBen eine p-prozentige Losung herge-
stellt werden.

a) Ermittle das hierzu erforderliche Mi-
schungsverhiltnis, d. h. die Zahl x:y, zu-
néchst speziell fir die Werte p, =25, p, =60
und p=135!

b) Stelle dann eine fiir beliebige- Werte von
Py, p, und p giiltige Formel fiir das Mi-
schungsverhiltnis auf! h

Anmerkung: Die angegebenen Prozentsitze’

beziehen sich auf die Masse, sind also nicht
als Volumenprozent anzusehen.

Klassenstufe 9

1. Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl x
(wobei x nicht unbedingt einstellig sein soll),
die folgende Eigenschaften hat: Die Zahl
83-x (das Produkt aus 83 und x) hat als
Darstellung die Ziffernsolge 3 x 8 (d. h. vor
die Ziffer oder Ziffernfolge der Zahl x ist
eine 3, hinter die so gebildete Zilfernfolge
eine 8 zu setzen).

2. Man gebe alle geordneten Quadrupel
(a,, a;, a,, a,) aus vier unmittelbar aufein-
anderfolgenden ganzen Zahlen a,, a,, a3, a,
mit a,<a,<ad;<a, an, die folgender Be-
dingung geniigen:

Die Summe der dritten Potenz der ersten
beiden Zahlen des Quadrupels ist gleich der
Differenz der dritten Potenz der letzten und
vorletzten Zahl des Quadrupels.

3. Von einem beliebigen Trapez ABCD mit
AB | CD seien die Lingen a=AB, ¢c=CD
seiner Parallelseiten sowie der Abstand h der
diese Parallelseiten enthaltenden Geraden
gegeben. Der Schnittpunkt der Diagonalen
AC und BD sei S.

Man berechne aus den gegebenen Lingen

a, ¢, h die Flacheninhalte F|, F,, F,. F, der
Dreiecke ABS, BCS. CDS bzw. ADS.

4, Man beweise, daB [ir beliebige reelle

Zahlen x, y, z die [olgende Beziehung gilt:
x2+y?+22 = xy+xz+yz.

Ferner gebe man fiir x, y, z Bedingungen an,

die gleichwertig damit sind, daB in der ge-

nannten Beziehung das Gleichheitszeichen

gilt.

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit dem rechten Winkel bei C. Aul
dem Umkreis k des Dreiecks liege auf dem
Kreisbogen AB, der C nicht enthilt, ein
von A und B verschiedener Punkt P. Sym-
metrisch zu P beziiglich der Geraden durch
A und C bzw. der durch B und C mogen die
Punkte P, und P, liegen.

a) Man beweise, daB C aul der Geraden g
durch P, und P, liegt.

b) Man beweise, daB g genau dann die Tan-
gente im Punkt C an den Umkreis k ist.
wenn CP 1 AB gilt.

6. In einem Wiirfel mit den Eckpunkten
A, B, C, D, E, F, G, H (siehe Bild) und der
Kantenlinge a seien K, L, M die Mittel-
punkte der Seiten CG, FG bzw. HG.

H M NLE

Man ermitde das Volumen der Pyramide
mit den Eckpunkten 4, K, L, M.

Klassenstufe 10

ARZT

+ ARZT

ARZTE
sollen die Buchstaben so durch Ziffern er-
setzt werden, daB eine richtig geloste Addi-
tionsaufgabe entsteht. Dabei sollen fiir die
gleichen Buchstaben gleiche Ziffern und fiir
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern eingesetzt werden.
Geben Sie alle Losungen dafiir an! (A und A
gelten als verschiedene Buchstaben.)

1. In

2. Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist ABCD ein (konvexes) Drachenviereck mit
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AB=AD=a, BC=DC=b und dem Inkreis-
mittelpunkt M, dann gilt

a_AM-BM

b CM-DM
3. Gegeben sei eine positive reelle Zahl q,
fir die a+1 gilt. Man ermittle alle reellen
Zahlen x, die die Gleichung

x'°8¢" =42 erfiillen.

4. Es seien a, b gegebene positive reelle Zah-

len, und es sei f die fir alle natiirlichen Zah-

len n durch die Gleichung
f(ny=a"+b"+(a+b)

definierte Funktion. Beweisen Sie, daB dann

(f))*=2-f(4) gilt!

5. Man gebe alle natiirlichen Zahlen n mit
n<40 an, fir die die Zahl

n?+6n—187
ohne Rest durch 19 teilbar ist.

6. Gegeben sei ein Parallelogramm OPQR.
Gesucht sind alle Punkte X auf der Verldn-
gerung von OP iiber P hinaus, die [olgende
Eigenschalt haben: Schneidet die Parallele
durch O zu XR die Verlingerung von OR
iiber R hinaus in Y, so gilt PY | XQ.

Man untersuche, ob derartige Punkte X
existieren. Ist dies der Fall, so beschreibe und
begriinde man eine Konstruktion aller der-
artigen Punkte und untersuche, ob es nur
einen solchen Punkt X gibt.

Klassenstufe 11/12

1. In die 64 Felder eines Schachbretts sind
die Zahlen 1, 2, ..., 64 so eingetragen, daB in
der ersten waagerechten Reihe von links nach
rechts die Zahlen 1, 2, ..., 8 in der zweiten
waagerechten Reihe von links nach rechts die
Zahlen 9, 10, ..., 16 usw. in dieser Reihen-
folge stehen. Jemand soll nun acht Tiirme
so aul Felder des Schachbretts stellen, daB
keine zwei von ihnen einander schlagen
konnen. Danach soll er die Summe S der
Zahlen bilden, die auf den von den Tiirmen
besetzten Feldern stehen.

Es sind alle dabei moglichen Werte von §
anzugeben.

Anmerkung: Zwei Tiirme kdnnen einander
genau dann schlagen, wenn sie auf einer ge-
meinsamen waagerechten oder senkrechten
Felderreihe stehen.

2. Gegeben sej eine rationale Zahl c. Ferner
sei M die Menge aller derjenigen Paare (a, b)
aus rationalen Zahlen a, b, fir die a+b=c
gilt.

Beweise, daB unter allen Produkten a-b
mit (a, b)e M dasjenige am groBten ist, das
aus dem Paar (g, b) mit a=b gebildet wurde!

3. Im Innern eines Wiirfels ABCDEFGH mit
den Seitenflichen ABCD, ABFE, BCGF,
CDHG, DAEH, EFGH und mit der Kanten-
ldnge a befindet sich ein gerader Kreiskegel-
korper mit den folgenden Eigenschaften:
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a) Seine Spitze fillt mit dem Eckpunkt A
des Wiirfels zusammen.

b) Seine Achse liegt auf der Raumdiagonalen
AG des Wiirfels.

¢) Seine Grundfldche hat mit einer der drei
Seitenflachen des Wiirlels, auf denen G liegt,
genau einen Punkt gemeinsam.

A i

F

Man beweise:

Ist « die GroBe des Winkels zwischen einer

Seitenlinie und der Achse und r der Radius

der Grundfliche des Kegelkdrpers, so gilt
01(3

—cota+\/§'

4. Es ist zu untersuchen, ob es eine Funktion
y=log, (bx+c) mit a, b, c reell; a> 1

gibt, deren Graph in einem x, y-Koordinaten-
system durch die Punkte (2; 2), (—1; 0) und
(0; 1) verlduft.

Man gebe, falls es eine solche Funktion gibt,
alle reellen geordneten Zahlentripel (g, b, c)
an, [ur die das zutrifft.

5. Es seien in der Ebene fiinf Punkte F, G, H, I,
K gegeben, von denen keine drei aul derselben
Geraden liegen.

Man begriinde und beschreibe die Konstruk-
tion eines Fiinfecks ABCDE fiir das F, G, H, I,
K in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der
Seiten AB, BC, CD, DE, EA des Fiinfecks
sind.

Man untersuche, ob ein solches Fiinfeck
ABCDE durch die gegebenen Punkte F, G,
H, I, K eindeutig bestimmt ist. Dabei wird
nicht vorgeschrieben, daB das Fiinfeck
ABCDE konvex, nicht konvex oder iiber-
schlagen ist; es soll auch zugelassen sein,
daB Ecken miteinander zusammenfallen oder
Seiten teilweise ineinander oder in der Ver-
lingerung voneinander liegen.

6. A. Ein in einem industriellen ProzeB ein-
gebauter MeBkomplex M iibermittelt an
eine Ubertragungseinheit A, genau eines,
der beiden Signale S, oder §,, das dann von
A, zu einer Ubertragungseinheit 4,, von 4,
zu einer Ubertragungseinheit 4, und von 4,
zu einem Elektronenrechner R iibermittelt
wird. Jede Ubertragungseinheit 4, (i=1, 2, 3)
kann genau die Signale S, oder S, iibermit-
teln. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A;
statt des jeweils empfangenen Signals gerade
das andere weitervermittelt, betrage 0,01.
Es sei nun bekannt, daB am Ende eines sol-
chen Ablaufes durch A, in den Rechner R
das Signal S, iibertragen wurde.

Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB M zu Beginn dieses Ablaufes an
A, ebenfalls S, iibermittelt hatte?

Hinweis: Wenn sich unter Voraussetzungen V
in einer groBen Anzahl n von Fillen insge-
samt g solche beflinden, bei denen ein Ereig-
nis E eintritt bzw. eingetreten ist, so heiBt die

Zahl p=‘g die Wahrscheinlichkeit fir das
n

Eintreten (bzw. Eingetretensein) von E unter
den Voraussetzungen V. Zur Losung kénnen
auferdem folgende Sitze verwendet werden:
Das Additionsgesetz der Wahrscheinlich-
keitsrechnung fiir unabhingige Ereignisse:
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von zwei
einander ausschlieBenden Ereignissen E, und
E, eins von beiden eintritt, ist gleich der
Summe p,+p, der Wahrscheinlichkeit p,
fir das Eintreten von E, und der Wahr-
scheinlichkeit p, [iir das Eintreten von E,.
Das Multiplikationsgesetz der Wahrschein-
lichkeitsrechnung:

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Ereig-
nis E und ein Ereignis F eintreten, ist gleich
dem Produkt p-g der Wahrscheinlichkeit p
fiir das Eintreten von E und der Wahrschein-
lichkeit g daliir, daB unter der Vorausset-
zung von E das Ereignis F eintritt.

6. B. Es seien p eine von Null verschiedene
reelle Zahl und f eine fiir alle reellen Zahlen x
definierte Funktion mit der Eigenschalft
S(x)

3f(x)-1
fiir alle reellen x.
a) Man beweise, daB jede derartige Funktion
S (sofern es solche gibt) periodisch ist, d. h,,
daB es zu ihr eine von Null verschiedene
reelle Zahl g gibt, so daB

f(x+q)=f(x) fir alle reellen x 2)

Jx+p)= (1

gilt.
b) Man gebe fiir einen speziellen Wert von p
eine solche nicht konstante Funktion f kon-
kret an.
Hinweis: Man kann insbesondere unter-
suchen, ob eine Funktion vom Typ
f(x)=a+b s.inzx
c+dsin?x
Konstanten a, b, c, d fiir alle reellen x defi-
niert ist, die Eigenschaft (1) hat und nicht
konstant ist.

bei geeigneten Werten der

Sowjetische Schiiler und vietnamesische Stu-
denten der Univ. Leipzig nahmen an der
Bez-Oly, teil




Losungen

Abbildung zur Losung W 8*1275
c

(1]

A E a 8

Lasungen zu: Ubung macht den Meister
Heft 1/75
2

L Wyl 20 105 3 0,095; 8,03
2453

4. 2: b: —%a; 2002 — 8ab—29b?

5. (21n3 —34n%v+250%): (Tn+ 5v)
=3n2—Tnv+ 5v°
(21n% + 15n%0)

49n2p + 2503
—(—49n%v+35mv?)
250% + 35nv?
—(25v3 + 35nv?)
ab+a_ab+1) b+l

ab—a ab—1) b—1

In=3_ -1 _ 3

5-5n —5(n—1) 5

a’*+ab_ ala+b) _ a

a’—b? (a+b)(a—b) a—b

a-2_@-2@-2)_(@=2’

a+2 (@+2)(@-2) a*-4

8. a) 12a°b5¢?

b) xX—1=(x+1D{x—1),x2—x=x(x—1),
x—x2=—x(x—1)
kgV: —x(x+1)(x—1)
2u+1 3u—1 14u+2
T 2u+2 3u-3 12u2-12

_2u+1 3u—1 1(Tu+1)
Au+1) 3u+1) 6u+tl)@—1)

33— 1) QuA1)—2u+1) Gu—1)+Tu+1

6u+1)(u—1)

6. a)

b)

<)

7.

0 —
_6(u+l)(u—1)_0

a4\ 9
10.9) 15x72=22; ) ("?)
¢) 5x%; ab; *
2/8+918—5/72=4,/2+27,/2-30/2
=2

d) 6/2 ¢)v
11. 0,20913; 0,5856
2 4x=7 11_ Tx+2
6x+18 45 10x+30
4x -7 ﬂ= TIx+2 HN: 90(x+3)
6(x+3) 45 10(x+3)

15(4x = T)+22(x + 3)=9(7x +2)
x=3
b) Jx+1-7=0
Jx+1=7
x+1=49
x=48
c) x=27;, d) x=4; y=5;
e) x=4, y=5, 2=6;
10 .
3
g 4x—3/Tx—6=6
4x-6=3./7x—6
(4x —6)* =9(7x —6)
x=6
13. x>3; x<5
14. a) P; P,
15. a) 0,2639

f) x, =5 x,=—

b) Pi; P, ¢ Py Py
b) 1,308 c) 6,54
d) —0,5344 ¢) —0,7646 ) 2,703
16. a) 10°;170° b) 55,1°;304,9°
c) 158,3°; 201,7° d)170,8°; 350,8°
17. a=18,12cm; b=845cm; f=25°
18. a=698cm; f=274° y=226°;
A=1563 cm? '

Losungen zu: Rund um die Uhr Heft 1/75

A 1la Der Taghat 24 Stunden, d. s. 1440 Mi-
nuten. Zweimal zwei Fiinftel sind vier Fiinf-
tel, die schon seit Beginn des Tages ver-
flossen sind.

Wenn x die Anzahl der seit Tagesanfang (null
Uhr) verflossenen Minuten ist, so ergibt:

x+%x=1440

bzw. x= 800.
Es sind also 800 Minuten seit Tagesbeginn
verflossen. Es ist 13.20 Uhr.

A24a 2a) 1lmalstehen die Zeiger in 12 Stun-
den iibereinander.

b) In einer Stunde wird der Minutenzeiger
vom Sekundenzeiger 59mal iiberholt, inner-
halb von 12 Stunden auch der Stundenzeiger
(60 12— 1)mal:

12(60—1)+12-60—1=1427, d. h. 1427mal
steht der Sekundenzeiger iiber dem Minuten-
zeiger oder dem Stundenzeiger innerhalb von
12 Stunden.

A3 A Die Geschwindigkeit des Minuten-
zeigers sei vy, die des Stundenzeigers v,; dann

gilt:

v1=%_2:,r1_21tl-2=4n;
1 1

b S 2 215 L
L P X 12 ’

v,: vz=(4n):(%n)=16: 1.

Die Geschwindigkeit der Spitze des Minuten-
zeigers ist 16mal so groB wie die der Spitze
des Sekundenzeigers.

A 44 Heinz legt zwei Scheiben Brot in den
Brotroster. Nach 30 Sekunden dreht er die
erste Scheibe um, nimmt die zweite heraus
und legt an ihre Stelle die dritte Scheibe.
Nach weiteren 30 Sekunden ist die erste
Scheibe von beiden Seiten gerdstet und
kann herausgenommen werden.

Nun wird die bereits einseitig gerostete zweite
Scheibe wieder eingelegt und die dritte
Scheibe umgedreht. Bis zu Beendigung des
Rostvorgangs fir diese Scheiben werden
nun nochmals 30 Sekunden benétigt.

Die Gesamtzeit des Rostvorgangs [ir die
drei Brotscheiben betrdgt somit nur noch

90 Sekunden bzw. 1% Minuten.

454 Der 1l Schlag beginnt mit 0 Sekunden.
d. h. die Zwischenriume zwischen den Schla-
gen betragen 5 Sekunden. Daraus folgt:

5:4=l%, d. h. zwischen jedem Schlag der
Uhr licgen l% Sekunden.. Um 10 Uhr gibt
es 9 Zwischenrdume zwischen den Schligen

bzw.9-l%=ll%, d h um 10 Uhr dauert
das Schlagen lli Sekunden.

A6A (12—1)-2=22malim Laufe eines Um-
laufs des groBen Zeigers aul dem Zifferblatt,
d. h., in 24 Stunden bilden die beiden Uhr-
zeiger 44mal einen rechten Winkel.

A7 a Fiir die Hillte des Schulweges brauch-
ten bei konstanter Geschwindigkeit Jirgen
genau 10 Minuten und Elke genau 15 Mi-
nuten. Da Elke genau 5 Minuten Vorsprung
hat, holt Jiirgen sie in genau 10 Minuten ein
oder: x x 5
20730 30°
A84a Petra und Werner spielten 180 Mi-
nuten, d. s. 3 Stunden.
A94 Heinz ist eine Viertelstunde vor der
Zeit, Gerd dagegen 30 Minuten spiter am
Bahnhol.
A10a Zu allen Berechnungen verwenden
wir die Formel zur Berechnung des Kreisum-

x=10

fangs u=2rr und n=3,14.
a) 2-4mm-3,14=25,12mmin der Minute,
25,12mm - 60-24=361728 mm=36 min
24 Stunden.
Alla 12096005=20160min=336h=
14 Tage. Das Treffen findet am 24. Mai um
12.00 Uhr statt.
4124 Viertelschlige:
12 3 4
44 4 4
4484124+ 16= 40 Schlidgein 1 Stunde bzw.
480 Schldge in 12 Stunden.
Stundenschldge: (1+2+43+... +12)=
78 Schlige. 480+ 78 = 558 Schlage in 12 Stun-
den. Oder eine andere Losung.
(414+42+43+...4+52)=93-6
=558 Schlige.
A13a Dic Summe der aul jeder Kreis-
scheibe aufgetragenen Zahlen betrigt jeweils
78. Die Kreisscheibe 148t sich daher hich-
stens dann in die laut Aulgabe geforderten
Teile zerlegen, wenn die verlangte Teilanzahl
(also 2; 3; 4; 6) ein Teiler von 78 ist.
Das gilt fiir 2; 3 und 6, fiir 4 dagegen nicht.
Daher lassen sich hochstens die erste, die
zweite und die vierte Kreisscheibe in der
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geforderten Weise zerlegen. Eine Zerlegung

in 4 derartige Teile (Kreischeibe 3) ist nicht

moglich. Wie wir sehen, konnen die genann-

ten Kreisscheiben tatsichlich der Aulgabe

entsprechend geteilt werden. Dabei beachten

wir, daB fiir die Zahlen 1, 2, ..., 12 gilt:
1+12=2+11=3+10=4+9=5+8
=6+7=13

Lésungen zum alpha-Wettbewerb Hefl 6/74

A541289 Wir rechnen 10,00 M-254 M
—0,60M=6,86 M. Kerstin bezahlte [iir
Fleisch und Wurst zusammen 6,86 M.

und Wurst zusammen 6,86 M.

A541290 Aus 70-15=1050 und 55-20=
1100 und 1050+ 1100=2150 folgt, daB die
Einnahmen 2150 Pf, also 21,50 M betrugen.
Fiir den Kauf der Heckenschere fehlten noch
70 Pf.

W5m1291 Aus 463,35—174,55=288,80
folgt, daB der Preis fir die Stores 288,80 M
betrdgt. Aus 8-36,10=288,80 folgt, daB 8 m
Stores gekauft wurden.

W 5Sm1292 Aus (200:4)-3=150 folgt, daB
der Zirkus iiber 150 Sitzplatze verfiigt.
a) Aus (200-150):4=7500 folgt, daB wih-
rend der Saison insgesamt 7500 Programm-
zettel verkauft wurden.
b) Aus (200-150):2=15000 und 30- 15000
=450000 folgt, daB aus der Tierschau
450000 Pf, also 4500 M eingenommen wur-
den.
W 5%1293 Wegen E+E=U muB U eine
gerade Zahl sein. Wegen U+ U=10T+R
bzw. U+ U=10T+R—1gilt T=1und U =5,
also U=6 oder U=8.
Wenn U=6, so E=3 oder E=8. Fir E=3
gilt W=2 und R=2. Das fithrt zu einem
Widerspruch, denn es muB W4 R sein.
Fiir E=8 erhalten wir 1+ W+ T=E, also
1+W+1=8 und somit W=6. Das fiihrt
ebenfalls zum Widerspruch; es mu8 W+U
sein.
Wenn U=8, so E=4 oder E=9. Fir E=4
erhalten wir W+ T=E, also W+ 1=4 und
somit W=3. Wegen T=1 folgt aus U+U
= 10T+ R schlieBlich R=6 und wir erhalten
die richtig geléste Additionsaufgabe
834
+ 814
1648.
Fiir E=9 erhalten wir 14+ W+ T=E, also
1+ W+1=9 und somit W=7. Aus U+U
=10T+R flolgt wegen T=1 somit R=6,
und wir erhalten eine zweite Losung, namlich
879
+ 819
1698.
Diese Aufgabe hat also zwei Losungen.

W5*1294 Wegen 19=15+4 und 74=
14+ 60 und 4+ 60=64 miissen zu jeder der
zehn Summen (waagerecht, senkrecht, diago-
nal) jeweils 64 addiert werden. Wir geben
nachstehend eine mogliche Losung.

44

64 80 | 3 ! 2|13
4160 5(10115| 68

60 4 9166 7|16
4160 4119 (74| 1

A641295 Wir zeichnen durch C eine Senk-
rechte zur Geraden AP und bezeichnen deren
FuBpunkt mit D, und wir verbinden B mit D.

¢

Aus §=60° und «CDP=90° folgt ¥ DCP=
,=230° und somit 2- DP=CP. Wegen 2 - BP
=CP gilt BP=DP, d. h,, Dreieck DBP ist
gleichschenklig, und es gilt xPBD= £ PDB
=30°. Wegen ¥ PCD= ¥ PBD ist auch das
Dreieck BCD pgleichschenklig, und es gilt
BD=CD. Aus ¥ABD=45°—30°=15° und
*¥DAB=6—p=15° folgt, daB das Dreieck
ABD ebenfalls gleichschenklig ist und somit
AD=BD gilt. Aus AD=BD und BD=CD
folgt AD=CD. Deshalb gilt o, =y, Wegen
ay + 79, =90° gilt somit y, =45°, also
y=v1+7,=75%

A 641296 Es sei x die Anzahl der Knobel-
aulgaben; dann waren (x+35) Gleichungen
und (x-2) Geometricaufgaben zu ldsen.
Dabher gilt
x+(x+5)+(x—2)=130,
3x+3=30,
Ix=127,
x=9.
Die Teilnehmer dieser Arbeitsgemeinschaft
hatten 9 Knobelaufgaben, 7 Geometrieauf-
gaben und 14 Gleichungen zu 15sen.

W 6m1297 Der erste Faktor sei n. Dann

lautet der zweite Faktor g+2="—-2"4. Fiir

den dritten Faktor gilt somit #+2

_n+12
==

Nun gilt n =1120. Fiir n>0

n+4 n+12
2 4

ist der Faktor n+12

genau dann eine von

Null verschiedene natiirliche Zahl, wenn
n=4,8, 12, 16, 20..., gilt. Wir stellen eine Ta-
belle aul.

n+d nt12
n 4
4 4 4 64
8 6 5 240
12 8 6 576
16 10 7 1120
20 12 8 1920

Fiir n>20 wird p>1920. Daher sind nur [iir
n=16 die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Die drei Zahlen lauten somit 16, 10 und 7,
und es gilt 16-10-7=1120.

W 6 = 1298 Die GroBmutter verzehrte

2- 21—4 = 11—2 der Torte. Wir rechnen % + i + % +

1, 3.1 _6+12+5+8+9+4 44 22

st 16712 a8 824
g 24_22_2

24 24 24
eingeteilten Stiickchen Torte iibrig.

Somit blieben zwei der

W 6*1299 Die erste Zahl dieser geordneten
Paare sei 10a+b mit a+0; dann lautet die
zweite Zahl 10b+a, d. h., es muB also auch
b0 sein. Fiir die Summe beider Zahlen gilt
s=(10a+b)+(10b+a)=11(a+b).

Bei Division durch 5 ld8t 11(a + b) nur dann
den Rest 3, wenn a+b=3 oder a+b=13
oder a+b=8 oder a+b=18 gilt. Die geord-
neten Zahlenpaare lauten demnach (12; 21),
(17; 71), (26; 62), (35; 53), (49; 94), (58; 85),
(67;76).

W 6*1300 Jeder Innenwinkel des regelmiBi-
gen Fiinfecks ABCDE betrigt (5-180°
—360°):5=108°. Deshalb pgilt xCDF
= ¥ DCF =72° da jeder dieser beiden Winkel
Nebenwinkel zu einem Fiinfeckswinkel ist.
Wegen £ CDF = & DCF ist das Dreieck DCF
gleichschenklig, und es gilt CF=DF und
¥ CFD=180°~2-72°=36°. Aus CD=ED
folgt ¥ DEC= & DCE~=(180°-108°):2-=36°.
Wegen ¥ FEC= ¥ EFC gilt schlieBlich EC
=FC. Aus DF=FC und EC=FC folgt
EC=DF. Die Strecke EC ist genau so lang
wie die Strecke DF.

A 741301 AufGrundder Aufgabenstellung
gilt Sn—1)+2=4-n+1,

Sn—5+2=4n+1,

n=4.

Es sind somit 4 Kartons vorhanden.
Weiterhin gilt
m=5-(n—1)+2=5-3+2=17.
Somit sind 17 Gegenstinde zu verpacken.

A741302 Essei M die Mitte von AD und N
die Mitte von BD, dann ist das Viereck
ENFM ein Parallelogramm, denn es gilt
ME | BD | FN bzw. EN || AC | MF.

Weiterhin gilt ME=FN =§=5, 5 cm und
EN=MF= ; =3,5 cm. SchlieBlich gilt noch

MN | AB || CD. Wir konstruieren zunichst
das Teildreieck ENF aus EN =3,5 cm, FN
=5,5 cm und EF =5,5 cm. Danach schlagen
wir um E einen Kreis mit FN als Radius
und um F einen Kreis mit EN als Radius;
die Kreise schneiden sich im Punkte M.
Durch die Punkte E und F zichen wir je eine
Parallele zur Geraden MN. Nun schlagen wir

um E mit §=5,25 cm einen Kreis, der die

durch E zu MN gezogene Parallele in den
Punkten A4 und B schneidet. Die Gerade AM



schneidet die durch F zu MN gezogene
Parallele in D. die Gerade BN schneidet diese
Parallele in C.

A £ 8

W 781303 Jeder AuBenwinkel eines Drei-
ecks ist gleich der Summe der beiden nicht-
anliegenden Innenwinkel. Wegen CM=CS
=r gilt x CSM = £ CMS=p und somit auch
£ MCD=2f Wegen CM=DM=r gilt ferner
£MDC= £ MCD=2§ und somit

a=28+8=34

W 7m1304 Nach  Voraussetzung  gilt
¥ ACB=60°. Die Symmetrieachse CM, hal-
biert den Winkel < ACB, folglich gilt ¥ BCR
=30°.

In einem rechtwinkligen Dreieck, das einen
Innenwinkel von 30° hat, ist die diesem Win-
kel gegeniiberliegende Kathete halb so lang
wie die Hypotenuse.

Deshalb gilt CM,=2r, und CM,=2r,.
Wegen M, M,=r;+r, gilt schlieBlich CM,

=CM,+ M M,,
2ry=2ry+(ry+ry),
ry=3r,

W 7*1305 Nach Konstruktion gilt BE=BC
=AD=b, DF=CD=AB=a. Aus BC=BE
folgt ¥ BCE= ¥ BEC=¢, also x EBC=180°
—2¢p. Wegen ¥ ABC = ¥ BCE (Wechselwin-
kel an geschnittenen Parallelen) gilt somit
€ ABE=¢ +(180° —2¢)=180° —

Ferner gilt ¥ ABC= £xDCF=¢ als Stufen-
winkel an geschnitienen Parallelen. Aus
DC=DF=a folgt ¥ DCF= %DFC=g, also
¥ CDF =180° — 2¢. Aus den Parallelogramm-
cigenschalten folgt ¥ ABC= £ ADC=¢. So-
mit gilt X ADF=¢+(180°—2¢)=180°—
Aus den bisherigen Uberlegungen folgt
AABE=AFDA. Aus der Kongruenz dieser
Dreiecke folgt AE=AF. Das Dreieck AEF
ist somit gleichschenklig.

W 7*1306 a) Esseia=b=c=d=e=1. We-
gen 541 wird die gegebene Gleichung nicht
erfiillt.

b) Es seien a=b=c=d=1 und e+1. Dann
gilt 4+ e=e. Es gibt keine natiirliche Zahl e,
die diese Gleichung erfillt.

c) Es seien a=b=c=1,d+1 und d<e<10.

Dann gilt
3+d+e=d-e,
d+3=de—e.
d+3=e(d—1),

_d+3 o1 4
Td—1 d—1

Nur fiir d=2 bzw. d=3 erhilt man natiir-

liche Zahlen e=5 bzw. e =3, die die gestellten

Bedingungen erfiillen.

d) Es seien a=b=1, ¢=2 und 2£d<e<10.

Dann gilt 4+d+e=2de. Wegen d=e<10

erhilt man daraus 222>2de, also d-e<1l.

Nur die geordneten Zahlenpaare (2; 2),

(2; 3), (2; 4), (2; S) und (3; 3) erfillen diese

Ungleichung Nun gilt 1+1+2+2+2

=1-1-2-2-2=8 Alle iibrigen Zahlenpaare

(d; e) erfiillen nicht die Gleichunga+b+c¢+d

+e=abcde.

Deshalb gilt nur d=2 und e=2.

e) Es seien a=b=1, c=3 und 3£d<Le<10.

Dann gilt 5+d+e=3de. Wegen d<e<10

erhalten wir daraus 232 3de, also de< 7§< 8.

Es gibt keine natiirlichen Zahlen d und e,
die gleich oder groBer als 3 sind und die diese
Ungleichung erfillen. Damit gibt es auch
keine weitere Losung fir ¢>3. Die Aulgabe
besitzt somit genau drei Losungen; sie lau-

ten a,=b,=¢,=1,d,=2, e, =5;
a,=b,=c,=1, dy=e,=3;
az3=by=1, cy=dy=e;=2.

Probe:
1+1414+42+5=1-1-1-2-5=10,
1+1+143+3=1-1-1-3-3= 9,
1+14+24242=1-1-2-2-2= 8

ABA 1307 a)lst x die MaBzahl (in cm) des
Durchmessers des Drahtes, so gilt, da die
Linge des Drahtes gleich 100000 cm und
seine Masse gleich 1 g ist,

ng- 100000-892=1,

Tee_ L1071 10-sc
4 100000 - 8,92 892 0,892
x=1,2- 1073, Der Durchmesser des Drahtes
ist also gleich rund
0,0012cm=0,012 mm=12 gm.

b) Da die Linge des Drahtes 1000 m betrdgt
und sein Querschnitt 112,1-107¢ mm?, ist
der elektrische Widerstand gleich

—0016-1000-10°%, _ 4 143. 105

112,1
=0,143IMQ.

W 8w1308 Es sei x die Anzahl der Bakte-
rien, die jeweils entnommen wurden. Dabei
darf x hochstens so groB sein, daB auch bei
der 4. Entnahme noch x Bakterien entnom-
men werden konnen. Nun verbleibt nach
der 1. Entnahme, da 3000 Bakterien vorhan-
den sind und x entnommen werden, der Rest
ry =3000—x.

Nach der 2. Entnahme verbleibt, da inzwi-
schen sich die Anzah! verdoppelt hat, der
Rest

ry, =2(3000 — x} — x=6000—3x.

Nach der 3. Entnahme verbleibt der Rest
ry=2(6000—3x)—x=12000—T7x
und nach der 4. Entnahme

ry =2(12000 — 7x)— x=24000—15x.
Dabei gilt
24000—15x=0,
also 15x £24000,
x< 1600

Dabher koénnen bei jeder Entnahme hochstens
1600 Bakterien entnommen werden.

W 81309 Essei AB=a, BC=b; dann gilt

AE——2 Ferner sei G der FuBpunkt des von

F aufl AB gefillten Lotes (Abb. folgt in Helt
3/75). Ferner sei AG=x; dann gilt GB=a-x.
Aus den Strahlensitzen folgt nun
bla—x)

b -
v.z—(a x):a, y 7

y:b=x:a, y=b—x.
a

Aus (1) und (2) erhdlt man durch Gleichset-

zung
b—x=b(—a_—x),a1502x=a—x, Ix=a,
a 2a
X =§. Daraus folgt wegen (2) (3)
ba b
===, 4
Y=a'373 @

Fiir die Flicheninhalte 4,, A,, A; und A,
der Dreiecke AFE, ABF, BCF und des Vier-
ecks FCDE erhilt man daher

1 b ab
4=
1 ab 2ab
AZ_E V=T
1 1. 2 4ab
— =-bh-Zg =—,
s=ybrla—)=gbrza="y
Ag=ab—(4,+A4,+A)=ab—ab- L1222
5ab
VN

Daraus ergibt sich das gesuchte Verhiltnis
der Flicheninhalte
A 1Ay Ay Ay=1:2:4:5.

W 8*1310 Es sei (x; y) ein geordnetes Paar
natiirlicher Zahlen x und y, fir die die Glei-
chung x%+y—37=0 erfiillt ist.
Dann gilt, da y eine natiirliche Zahl ist,
y=37—x220,
also x2g37.
Daher kann die natiirliche Zahl x nur die
Werte 0, 1, 2, 3. 4. 5, 6 annehmen, und wir
erhalten )
y=237,36, 33, 28, 21, 12, 1,
also die geordneten Paare
(0; 37), (1; 36), (2; 33), (3; 28), (4; 21), (5; 12),
(65 1).
Andererseits sind, wie die Probe zeigt, diese
geordneten Paare aber auch simtlich Lo6-
sungen der gegebenen Gleichung.
W 8*1311 a) Es sei ABCD ein beliebiges
Drachenviereck, wobei wir o. B. d. A. an-
nehmen konnen, daB die Gerade AC Sym-
metrieachse ist (vgl. die Abb.). Diese Symme-
trieachse halbiert die Winkel xDAB und
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£ BCD. Die Winkelhalbierende des Winkels
X ABC moge die Symmetrieachse AC in
dem Punkt M schneiden. Dann ist M der
Mittelpunkt des Kreises k, der die Seite AB
in T, und die Seite BC in T, beriihrt.

| A

Bei der Spiegelung an der Symmetricachse
AC werden nun die Punkte 4, C und M
auf sich selbst abgebildet, und auch der Kreis
k mit dem Mittelpunkt M wird auf sich selbst
abgebildet. Da ferner der Punkt B aufl den
Punkt D abgebildet wird, werden die Gerade
AB auf die Gerade AD und die Gerade CB
aul die Gerade CD abgebildet. Daher beriih-
ren die Geraden AD und CD den Kreis k
in den Punkten Ty bzw. T3, die Bildpunkte
von Ty bzw. T, sind.

Das Viereck ABCD ist also ein Tangenten-
viereck, womit bewiesen ist, daB die Aussage
(1) wahr ist.

b) Die Negation der Aussage (1) lautet:
Nicht jedes Drachenviereck ist ein Tangenten-
viereck. )
Man kann das auch wie folgt formulieren:
Es gibt (mindestens) ein Drachenviereck, das
nicht Tangentenviereck ist. 3)
Da die Aussage (1) wahr ist, ist ihre Negation,
also die Aussage (3), falsch.

c) Man kann die Aussage (1) auch als Impli-
kation formulieren:

Fiir alle konvexen Vierecke ABCD gilt: Wenn
ABCD ein Drachenviereck ist, so ist es ein
Tangentenviereck.

W9al1312 Angenommen, es gibe zwei na-
tiirliche Zahlen x und y, fiir die die Gleichung

X*—5y+8=0 )
erfiillt ist. Dann gilt
—Sy=—x>—38,
_x'+8
==
y=l+%. @

Da y eine natiirliche Zah! ist, ist x* +3 durch
5 teilbar, d. h. x> kann nur auf die Grund-
ziffern 2 oder 7 enden.

Nun endet aber das Quadrat einer einstelligen
natiirtichen Zahl niemals auf diese Grund-
Zffern; denn die Quadrate von 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8,9 enden aufl die Grundzlfern 0, 1, 4, 9,
6,5,6,9,4, 1, also niemals auf 2 oder 7. Wegen
(10a + b)* = 100a® + 20ab + b?

=10(10a> + 2ab) + b*
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enden aber auch die Quadrate mehrstelliger
natiirlicher Zahlen niemals auf 2 oder 7.
Unsere Annahme, daB die Gleichung (1)
eine Losung in natiirlichen Zahlen hat, fiihrt
also zu einem Widerspruch. Es gibt daher kein
geordnetes Paar (x;)) natiirlicher Zahlen,
so daB die Gleichung (1) erfiillt ist.

W9 w1313 a)Die bebaute Fliche betrigt
F=10,48-7,74 m?=81,12 m2
b) Der geometrische Korper, der dem um-
bauten Raum des Hauses entspricht, ist
ein gerades Prisma, dessen Grundfliche als
Seitenansicht in der Abbildung dargestellt ist
und dessen Hohe 10,48 m betrigt.
Die Seitenansicht besteht aus einem Recht-
eck mit den Seitenlingen 7,74 m und 5,32 m
mit einem aulgesetzten gleichschenkligen
Dreieck, dessen halbe Basis gleich

% 7,74 m=13,87 m ist und dessen Hohe gleich

3,87-1,12 m=4,33 m ist. Der Flicheninhalt

dieser Figur ist daher gleich

A=(7,74-532+387-4,33)m%2=57,9 m%

Daraus ergibt sich der Rauminhalt
V=579-10,48 m®=606,8 m®.

Der umbaute Raum betrégt also rund 607 m>.

W9*1314 Fiir n=0 erhilt man
z=1457-1=58=2-29, z ist also in diesem
Falle durch 29 teilbar.
Nun sei n>1. Wegen
448=15-29+13 gilt dann
448"=(15-29+13)"=29a + 13",
wobei a eine natiirliche Zahl ist. Denn mul-
tipliziert man die Faktoren 15-29+13 mit-
einander, so entsteht eine Summe, bei der
alle Summanden Vielfache von 29 sind mit
Ausnahme des letzten Summanden, der gleich
13" ist. Ferner erhilt man
332"=(11-29+13)"=29b+ 13",
wobei b eine natiirliche Zahl ist.
Daraus folgt
z=29a+13"+57(29h + 13"),
z=2%a+57b)+13%(1+57)
=29(a+57b)+ 13" 58,
z=2%a+57b+2-13".
Damit wurde bewiesen, daB die Zahl :z
durch 29 teilbar ist. Bemerkung: Wer mit
Zahlenkongruenzen rechnen kann, kommt
noch schneller zum Ziel. Aus
448 =13 (mod 29)
332=13 (mod 29) folgt nimlich
z=448"+57-332"=13"+57- 13",
z=58-13"=0(mod 29),
da 58=2-29=0(mod 29).
z ist also durch 29 teilbar.
W9*1315 Es seien M der gemeinsame
Mittelpunkt der Kreise K und k, D der
Punkt, in dem der Kreis k den durch die
Punkte 4 und B gehenden Kreisbogen be-
rithrt,
E der Mittelpunkt der Strecke AB,
F der Mittelpunkt des durch die Punkte 4
und B gehenden Kreisbogens (Abb. folgt in
Heft 3/75).
Dann gilt x MAE=30°, da die Winkelhal-
bierenden des gleichseitigen Dreiecks ABC

und

durch den Punkt M gehen. Man kann also
das rechtwinklige Dreieck MAE zu einem
gleichseitigen Dreieck mit der Hohe AE
ergidnzen. Daher gilt

AM=R, m%. E:%ﬁ.
Bezeichnet man den Radius des durch die

Punkte A, B gehenden Kreisbogens mit x,
FA =FD=x,

FF — 2_5 _z___ z_}Rz
FE—\/x (2J3> x* =7 R%,

MD=r, ﬁ:‘g—r,

so gilt

also wegen FE+DE=FD

\/x2—3R2+§—r=x,

\/xz—?—‘R2=x+r—§.

Durch Quadrieren erhilt man hieraus
2
x? -—%R2=x2+2rx+r2—Rx—rR+RT,
Rx—2rx=RX+r*—rR,
x(R—2r)=R24r*—rR.

Wegen §>r gilt R—2r>0.

Daher kann man durch R —2r dividieren und
erhilt den Radius der drei Kreisbogen

x_R2+r2—rR
R-2r
W 10/12e1316 Wir
das Polynom
S)=x" —dx® +x® —4x5— x5 +4x3 - x2 +4
(1)

in Faktoren zu zerlegen. Das ist moglich;

versuchen zunichst,

denn wir konnen jeweils zwei aufeinander

folgende Summanden zusammenfassen und

erhalten

F(x)=(x""—4x%) + (x® — 4x%) — (x° - 4x3)
—(x2-4).

Nun konnen wir x°, x8 bzw. x> ausklammern

und erhalten weiter

S(x)=x%(x2 —4) + x(x* —4) - x3(x2 - 4)
—(x*—4),

JX)=(2=4 [ +x—x>—1],

S)=02 =4 [x%> + 1) - (x*+1)],

S)=02 =93+ 1) (x° - 1),

FO)=0x+2) (x—2) (> + (x> - 1), )

Daher hat die Gleichung f(x)=0 die folgen-

den reellen Losungen:

x;=1, x,=—1, x3=2, x,=-2, 3

weil in diesen Fillen jeweils einer der Fak-

toren in (2) gleich Null ist. Nun gilt

x3+1  =(x+1)(x*—x+1) und

1,3
2_ 1={x2—x+-)+=
X X+ (x X 4> ]

= Jc—l 2+§‘>0‘daherist
2 4"

=0 nur fiir x= — 1. Ferner
=(x—1)(x2+x+1)und

x3+1

gilt  x3—1

1 3
Prx+l=[xt+x+- )42
X X (x X 4) 2
1\, 3 .
={x+=) +>>0; daher ist
2 4

x3*—1 =O0nur fiir x=1.



Daher hat die Gleichung f(x)=0 und damit
auch die gegebene Gleichung auBer den in (3)
angegebenen Lsungen

x =1, x;=—1, x3=2, x4=-2

keine weiteren reellen Losungen.

15+13+ 14

W 10/12 1317 1. Wegens= ——cm

=21cm ist der Flicheninhalt des Dreiecks
ABC gleich
A=/21-6-8-Tem*=3-4-Tcm*=84cm>
C'2hE=Agjlt hc =8‘:"‘2

AF = /b*—h 7 (vgl. die Abb.) folgt
AF=/13?—122 cm=5cm,
FB=c— AF=9cm.

2. Wegen m=12cm.

3. Aus

4. Aus p-s=Alolgt Q=£=%cm=4cm.

s
5. Es gilt_ _
AP, =APy;=s—a=6cm,

BP,=BP,=s—b=8cm,
CP,=CP,=s—c=Tcm.

Kleines Mathematik-
Sprachlexikon Teil 2

Rechnen mit gebrochenen Zahlen
HeiicTeya Haa opobiamu
Operating with fractions

Calcul des fractions

ar a

br b
ar durch br gleich ab-tel.!
ar over br equals a over b.!
ar sur br égale a sur b.!

! Man kiirze den gegebenen Bruch durch r
! CokpatiTh nanHyro opobs Ha r

! Cancel r out of the given fraction

! Simplifiez la fraction donnée par r.

Regel: Man kiirzt einen Bruch, indem man
Zzhler und Nenner durch den groBten ge-
meinsamen Teiler dividiert.

JIpo6b COKpalldeTCs NyTEM NENEHUA YUCIIR-
TEeJIi M 3HAMEHATENA Ha MX HauOONbLUMM
o6t aenTeNb.

To reduce a fraction to its lowest terms,
divide the numerator and the denominator
by their highest common factor (or: measure
or: divisor).

W 10/12*1318 a)Es seien

R=6370km der Radius der Erdkugel und
daher auch der Radius des Schnittkreises mit
dem Mittelpunkt M,

h=270 km der Abstand des Punktes P der
Umlaufbahn von der Erdoberfliche und
daher auch von dem Punkt C des Schnitt-
kreises,

A und B die Berithrungspunkte der von P an
den Schnittkreis gelegten Tangenten,

D der FuBpunkt des von A auf MP gefillten
Lotes (vgl. die Abb.).

Ferner sei AD=x und m=y. :

Dann gilt MA=MC=R und MP=R+h,
und das Dreieck PM A ist rechtwinklig, weil
der Radius MA auf der Tangente PA senk-
recht steht. Daher gilt nach dem Katheten-
satz

R =yR+h),
RZ
y =R+h' Ferner gilt

Pour simplifier une fraction, on divise le
numérateur et le dénominateur par le plus
grand diviseur commun.

a ar

b br

ab-tel gleich ar durch br.

a nenéHHoe Ha b paBHO ar nenénunoe Ma br.
a over b equals ar over br.

a sur b égale ar sur br.

Regel: Man erweitert einen Bruch, indem
man Zidhler und Nenner mit der gleichen
Zahl multipliziert.

Apobb npespaindeTcs nmyTEM YMHOMEHMA
YUCIUTENS M 3HAMEHATENA Ha OAHO U TO
Ke Yucno.

To reduce a fraction to higher terms, mul-
tiply the numerator and the denominator
by the same number.

Pour amplifier une fraction, on multiplie
le numérateur et le dénominateur par le
méme nombre.

ayc_ad + be

b d bd

ab-tel plus oder minus cd-tel ist gleich dem
Quotienten aus ad plus oder minus b¢ und bd.

Jpobs a va b mmoc wam maHyc apobn
¢ Ha d papHO Opobu ad naroc uaM MAHyc
bc nenénuoe Ha bd.

RA

x}=R}—y?=R?—
R+h)?
_R*(R*+2hR+h*—R?)
(R+h)? ’
2 RPhQR+h)
(R+h)?
R J—
x “R+h \/2R+h.

Setzt man die Werte R=6370 km und
h=270km ein, so erhilt man
x=%g\/M= 1798 km
© = 1800 km.
Die Hohe der Kugelzone betriigt also rund
3600 km, da AB=2x.
b) Der Oberflicheninhalt der Kugelzone ist
gleich A, =2nRz=4nRx.
Der Oberflicheninhalt der Erdkugel betrigt
Ao=4nR2,
Daraus folgt
A _dmRx_x 1800 0283,
A, 4mR? R 6370
Man kann also bei einem vollen Umlauf rund
28°/, der Erdoberfliche von der Station
Salut 3 aus iiberblicken.

W 10/12*1319 Es sei x eine reelle Losung
der Gleichung

\/a—\/m=x

Dann giltx =0, da die Wurzel aus einer reellen
Zahl niemals negativ ist. Ferner gilt

M

a over b, this fraction followed by plus or
minus ¢ over d equals ad plus or minus bc,
this sum or difference over bd.

a sur b, cette fraction plus ou moins ¢ sur d,
égale ad plus ou moins bc, cette somme ou
différence sur bd.

Regel: Man bildet die Summe (bzw. Diffe-
renz) zweier ungleichnamiger Briiche, indem
man sie gleichnamig macht — die Briiche
haben dann den Hauptnenner — und die
Zihler zusammenfaBt.

Y1666 HaliTH cyMMy (MM pA3HOCThL) ABYX
npobéit Hamo npuBecT:! HX K O6lleMy 3Ha-
MEHATESIO, MPOM3BECTH CIOXKEHME (MU BbI-
YUTAHME) YHCIATENEH W NOUMUCATL OCIIMIA
3HaMeHATeNb.

To find the sum (the difference resp.) of two
unlike fractions, change them to like frac-
tions (fractions having their least common
denominator) and combine the numerators.

Pour faire la somme (respectivement la
différence) de deux fractions n’ayant pas
le méme dénominateur, on fait d'abord
la réduction au méme dénominateur — en ce
cas les fractions ont le dénominateur com-
mun — et ensuite on réunit les numérateurs.

(Oder auch: Pour additionner ou soustraire
deux fractions n'ayant pas ...)



(o Jaisier,
a—Ja+x=x%,

a-x’=Ja+x, (3)
2)2

also

(a—x*Y=a+x,

(a—x¥?—a—x=0. (4)
Diese Gleichung 4. Grades konnen wir 16sen,
indem wir die linke Seite in Faktoren zer-
legen. Wir erhaliten nimlich

1 1
a—x? —(a—xD+-—x}—x——2=0,
( ) —(a—x? X

1\? T 12
—x*=2) —{x+2] =0;
(s3] (3]
hieraus folgt nach der sogenannten 3. Bino-
mischen Formel

> 1 1 . 1 1\ _
<a—x —E—x—£><a—x -—§+x+§>—0,
(a—x*=x—1)(a—x*+x)=0. (5)
Diese Gleichung ist erfiillt, wenn
I. a—x*—x—1=0 oder (6)
2. a—x*+x =0. )

1. In diesem Fall gilt
x24+x+1—a=0, also

x, = —%+\/i—1+a=-i3;&_—3.

1

(8

Wegen x 20 erfiillt die zweite LSsung dieser
quadratischen Gleichung nicht die Gleichung
(1).

Wegen (1) gilt nun a—\/aﬂgo, also
Ja+x<a, wegenx20also /Jaga d hazl.
Die Gleichung (1) kann daher nur fir a2 1
eine reelle L&sung haben.

Es sei jetzt a=1; dann ist x, eine reelle Zahl,

a ¢ _ac a ¢ _ac
b d bd b d bd
a ¢ _ac a c_ac
b d bd b d bd

ab-tel mal cd-tel gleich ac durch bd.
Jlpobb a Ha b yMHOMenHan Ha apode ¢ Ha d
paBHO OpoO6u ac Ha bd.

a over b, this fraction multiplied by ¢ over d
equals ac over bd.

a sur b, cette fraction multipliée par ¢ sur d,
égale ac sur bd.

Regel : Man bildet das Produkt zweier Briiche,
indem man Zihler mit Zihler und Nenner
mit Nenner multipliziert.

Y7066 HaWTH mpou3BeaéHue ABYX ApoOEi
HA0 YMHOXHMTb MUCAHUTENb HA YMCIATENL
M 3HAMCEHATENIb HAa 3HAMEHATENb.

To find the product of two fractions, mul-
tiply the numerators together and the deno-
minators together.

Pour faire le produit de deux fractions, on
multiplie les numérateurs entre eux et les
dénominateurs entre eux.

(Oder auch: Pour multiplier une fraction
par une fraction, on ...)

5.1_5_42 515 42

62 3 3 62 3 3
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und fiir x, sind die Gleichungen (8), (6), (5)
und (4) erfiillt. Ferner gilt

_ idg — 3\2
a—xf:a_<_lﬂu)
2
1+/4a=3
= 0.
2 >

Ldsungen zu alpha-heiter

Wir wiigen
Py=1g,P =38, P,=9g P,=27g, P,=8lg,
P;=243g, P,=729g.

Die Primzahl

P=1; R=2; I=3;, M=4;, Z=5; A=6;
H=7;, L =9.
Kryptarithmetik

Da 0<d, b<3, muB b=1 und d=2 sein
(letzte Zeile, db+dcb=dfd). Aus der ersten
Zeile geht nun hervor, daB a=3 (1 und 2
schon vergeben, 3stellige Zahl mit Hunderter
2+ 2stellige Zahl kann im Hochstfall 398
ergeben (299 +99)).

Damit muB8 ¢=5 sein (mittlere Spalte 2+3
=35). f muB dann 7 sein, denn 21 +251=272.
e muB jetzt 8 (315—238=77) und g muB 9
sein (77 4+195=272).

315-238= 77

o+ o+

15 13=195

21 +251=272
5,132 5.1.5_42
6 2 3 3 62 31 3

Finf Sechstel durch ein halb gleich fiinf
Drittel gleich ein zwei Drittel.

IMATe mecTeIX AeN€HHOE Ha OOHY BTOPYIO
paBHO NATA TPéTbMM WM DaBHO OHOI
LENOH ¥ ABYM TPETHHM.

Five sixths divided by one (or: a) half equals
five thirds equals one and two thirds.

Cing sixiémes divisés par un demi égalent
cinq tiers égalent un et deux tiers.

Regel: Man bildet den Quotienten zweier
Briiche, indem man den Dividenden mit
dem Kehrwert des Divisors multipliziert.
Y166m HaliTh 4ydcTHOoe ABYX ApoGéii Hamo
YMHOXHTb aeniiMoe Ha o6paTHoe 3HauéHue
HEeNATENA.

To find the quotient of two fractions,
multiply the dividend by the inverted divisor.
Pour faire le quotient de deux fractions,
on multiplie la fraction dividende par la
fraction diviseur renversée.

(Oder auch: Pour diviser unc [raction par
une fraction, on ...)

a c_ad a . c_ad
b'd be b'd be
a_ c_ad a. ¢ _a
b d ke b'd bc

Silbenratsel

1. Durchmesser, 2. Element, 3. Archimedes,
4. Hohensatz, 5. Gleichung, 6. Binom, 7.
Abszisse, 8. Sechzehn, 9. Hohe, 10. Aristo-
teles, 11. Dreieck, 12. Subtraktion, 13. Zwei-
undreiBig. 14. Variable - Rechenschieber

Viermal die gleiche Ziffer
8
89=88+—
8
Legespiel

Eine mogliche Losung stelit die folgende Figur
dar:

3em
4em em
Pem Semn
3em, Jem (-
Iem
bem fem
Sem Pem
Iem Som hem

Mathematische Begriffe gesucht

1. Bruchteil, 2. Halbierende, 3. Addieren,
4. Siebeneck, 5. Kreissehne, 6. AufriBtafel,
7. Rechenstab, 8. Achsenkreuz -
BHASKARA

Jpobb a Ha b menéxuas Ha opobu ¢ Ha d
paBHO apobu ad Ha be.

a over b, this fraction divided by ¢ over d
equals ad over bc.

a sur b, cette fraction divisée par ¢ sur d,
égale ad sur bc.

Regel : Man verwandelt einen unechten Bruch
in eine gemischte Zahl, indem man ihn in
die Summe aus einer ganzen Zahl und einem
echten Bruch aufspaltet:

S_12o142

3 3 3

HenpaesunsHas apobs npeBpamaercs B cMé-
LIaHHOE YUCNO MYTEM PACILENEHUa erd Ha
CYMMY LEJIOrO YMCI4 M NPaBUILHON ApOGH:
S_12o 42

3 3 3

To convert an improper fractions into a
mixed number, break it up into the sum
of an integer and a proper fraction:

§=12=1+3_
3 3 3
Pour transformer une expression [raction-
naire en un nombre fractionnaire, on extrait
les entiers de l'expression, ainsi on obtient
un nombre entier suivi d’une fraction ordi-

naire:
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der Wissenschaften, Berlin

Dieser Sammelband wurde von einem Kollek-
tiv von 60 Autoren gestaltet.

Insbesondere soll deutlich gemacht werden,
welchen Platz die Arbeiten der Mathematiker
der DDR einnehmen. Erarbeitet wurde dieses
Werk von den auf ihren Gebieten fithrenden
Wissenschaftlern, und aufler den bei den
einzelnen Beitrdgen genannten haben zahl-
reiche andere Mathematiker am Entstehen
des Festbandes mitgewirkt.

Ein ausfiihrliches Vorwort vermittelt einen
Eindruck von der hohen Wertschiatzung, die
die Wissenschaft und Forschung in der DDR
erfahren, seit die ersten Schritte zur Forde-
rung von Wissenschaft und Bildung in unse-
rem von Faschismus und Krieg zerstorten
Land getan wurden, und geht dariiber hinaus
kurz auf Gebiete ein, denen kein besonderer
Beitrag gewidmet ist, wie z. B. die Schul-
mathematik und die mathematisch-histo-
rische Forschungsarbeit. Ein Artikel berich-
tet {iber die Aktivititen der Mathematischen
Gesellschaft der DDR.
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durch
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Bau, Einsatz und Tarnung illegaler
Rundfunkempfinger und -sender
im Konzentrationslager Buchenwald

Ein Buch fiir unsere mathematischf
naturwissenschaftlich/technisch
interessierten Leser

Seiten: 207, Abbildungen: 67
Einband: Leinen mit Schutzumschlag
Preis: 9,50 M

VEB Verlag Technik, Berlin

Inhalt: Briicken in die Freiheit — Selbstge-
baute illegale Rundfunkempfinger - Das
verwandelte Vorsatzgeriat — Geheimnisse der
Kellerwerkstatt — Der russisch sprechende
Schuhfetteimer — Signale nach drauflen -
Selbstgebaute illegale Sender — Erste Sende-
versuche — Unterm Dach der Kinohalle -
Ein EntschluB wird gefaBt — Der Blitzableiter
als Sendeantenne. . .

Dokumentation

Der Arm des Fiihrers — Angepeilter Sende-
empfang — ... wird mit dem Tode bestraft —
Eine Stitte des Grauens, aber auch der Soli-
daritit — Zeittafel — Das Audion-Vorsatz-
gerit als illegaler Kurzwellenempfinger —
Die Elektrikerkommandos — Die NKFD,
echte nationale Alternative — Der Akku-
Empfinger ~ Der Eimer-Empfinger - Mit
Gesetzeskraft gegen ,,Schwarzsender* -
Schwierigkeiten und Gefahren — Der MeB-
generator als erster illegaler Kurzwellensen-
der — Das Prinzipschaltbild gibt Auskunft —
Wertetafel der wichtigsten Bauteile - Deck-
name Dora — Konstruktive Details — Sende-
versuche

Leseprobe

Zehn Ampere. ..

Sie werkten ohne Verschnauf, nur hin und
wieder fiel ein Wort, ein leiser Zuruf. Enger
als eng war es in der kleinen Kabine. Manch-
mal stieBen sie mit den Schultern zusammen,

mit den K6pfen. Hinzu kam, daB sich der drei
eine fieberhafte Spannung bemichtigte.
Zehn Ampere . . .

Um die Sendeanlage betriebsbereit zu ma-
chen, muBte ein Stiick der Asbestverkleidung
der Kabinenwand entfernt, der Gegentakt-
endverstirker aus seinem Versteck genom-
men, aufgebaut und angeschlossen werden.
Im Verstirkerblock der Kinoapparatur, in
dem die Steuerstufe untergebracht war, muBte
die Netzstromversorgung angelegt und iiber-
priift werden. Fiir die R6hrenheizung waren
die Akkumulatoren bereitzustellen und zu
schalten. Der Umformer muBte betriebsklar
gemacht werden.

Zehn Ampere. . .

NeunuhrdreiBig, eine halbe Stunde vor der
Zeit, konnte Gwidon Damazyn den Sender
bei Leerlauf einschalten, um ihn dann bei
Dauertontastung nach Maximum der Lei-
stungswerte induktiv an den Antennenein-
gang anzukoppeln.

Fertig, alles klar!

Einer von Gwidons Geféhrten bekreuzigte
sich.

Damazyn riB an dem Seil, das mit den Klap-
pen des Liiftungsschachtes verbunden war:
Luft, Luft! Die sendebereiten Gerite strahl-
ten Wirme aus, es war eine infernalische Hitze
in der engen Kabine. Die Minner, zu denen
als vierter noch der sowjetische Armeefunker
gekommen war, lehnten an der Kabinen-
wand oder hockten auf den Klappbretiern,
die zu anderer Zeit den beiden Filmvorfih-
rern als provisorische Sitze dienten.

Die Minner atmeten schwer, der eine glaubte
das Herz des anderen wummern zu héren.
Die kleine Lampe iiber ihren Kopfen ver-
zerrt die angespannten Mienen ihrer asch-
fahlen, ausgezehrten Gesichter, in denen die
Backenknochen scharf hervortraten. Dunkel
und unheimlich gihnte unter ihnen die Leere
des Kinosaales. Die Stille vervielfachte jedes
Geriusch in der engen Kabine und machte
das harmlose Brummen der Sendeanlage
zum Drohnen.

Endlich: Leise schiirfende Schritte auf der
Stiege, die steil aulwirts fiihrte.

Otto Roths Atem rasselte, keuchend schob
sich der Hiine in die Himmelfahrtsgondel.
Sein Gesicht war ernst, widernatiirlich ernst.
,,Das Lager ...*, keuchte er, ,soll alles
evakuiert werden. Heute noch. Befehl des
Kommandanten.*

,.Njet. Machen wir eigene Befehle*, fliisterte
Leonow, der Armeefunker. ,,Sprechen wird
Stimme von Buchenwald, charascho?*
,»Fangen wir an!** sagte Otto Roth.
Damazyns Hénde wirbelten hoch, hastig,
fahrig, erregt. Vielleicht ein wenig zu erregt.
Mit gekonnten Griffen schalteten sie das
Gerit, dann legte sich die Rechte auf die
Taste. Daumen, Zeigefinger und Mittelfin-
ger umgriffen den Tasterknopf, begannen
ihn niederzudriicken in kurzen und langen
Intervallen. Dadidaditt, Pause. Dadaditta.
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,Die Schule muBl der jungen Generation in einem
wissenschaftlichen und parteilichen Unterricht hohe
Allgemeinbildung vermitteln und eine hohe Wirksam-
keit der sozialistischen Erziehung erreichen. Sie soll
die Jugend auf das Leben und die Arbeit in der sozia-
listischen Gesellschaft vorbereiten.*

VIII. Parteitag der SED

In der DDR hat jeder Biirger das Recht auf Bildung.
Das sozialistische Bildungswesen ist eine der gréBten
Errungenschaften unseres Staates und von groBer
Bedeutung fiir die Heranbildung allseitig entwickelter
Personlichkeiten.

Mit der Schulreform 1945 wurde der Grundstein fiir
eine demokratische Entwicklung des Schulwesens
gelegt. Es entstand ein organisch gegliedertes Schul-
system mit einer 8jédhrigen Grundschulpflicht. Beson-

Anteil der Schiiler, die in die 9. Klasse aufgenommen
wurden (in Prozent)

1952 1965 1973
72 85 90

Teilnehmer an der Schulspeisung

dere Aufmerksamkeit galt der Ausbildung von Leh-
rern und den Landschulen. 1945 gab es in den Dérfern
4114 einklassige Schulen, 1949 waren es noch 668.
Die letzte Einklassenschule wurde 1959 aufgelost.

! 1 m

Seit 1959 wird die 10jahrige Schulpflicht an den allge-
meinbildenden polytechnischen Oberschulen schritt-

1960 1970 1973
21% 48% 60%

weise verwirklicht. Das Gesetz iiber das einheitliche
sozialistische Bildungssystem aus dem Jahre 1965
leitete eine neue Periode ein. Es umfaBt alle Bildungs-
stufen vom Kindergarten iiber die allgemeinbildende
polytechnische Oberschule bis zur Hochschule und
Erwachsenenqualifizierung. Das Ziel, bis 1975 etwa
90 Prozent der Schiiler der allgemeinbildenden Schu-
len, die die 8. Klasse mit Erfolg beendet haben, in die
9. Klasse aufzunehmen, wurde bereits 1973 insgesamt
erreicht.

davon Fachraume

Unterrichtsriume an allgemeinbildenden Schulen
1955 1970 1973

66 904 89 594 104 497
20 319 29 285
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Lineare Systeme und ihre
Beschreibung durch Operatoren

Die Wissenschaft entwickelt sich stindig wei-
ter. Besonders der Schiiler von heute, d. h.,
der Facharbeiter, Spezialist und Leiter von
morgen, muB sich die Frage vorlegen, wie er
den stindig steigenden Anforderungen ge-
recht werden und die anfallenden Aufgaben
meistern kann. Aber so wie Friedrich Engels
von der Renaissance sagle, ,eine Zeit, die
Riesen brauchte und Riesen zeugte*, hat
auch die Gegenwart die Hilfsmittel fiir die
Losung heutiger Probleme bereitgestellt.
Von einem dieser Hilfsmittel, der System-
theorie und ihren mathematischen Methoden,
soll im folgenden die Rede sein, wobei wir
uns natiirlich mit der Andeutung einiger
elementarer Teilaspekte begniigen miissen.

1. Systeme

Zur Bewiltigung vielschichtiger komplexer
Probleme sind im Rahmen der Systemtheorie
wissenschaftliche Methoden entwickelt wor-
den, die sich in der Praxis bewidhrt haben.
Ein System ist nichts anderes als ein geschlos-
senes Ganzes, das mit seiner Umwelt in
Kontakt steht wie ein Radioapparat, eine
Fabrik, eine Datenverarbeitungsanlage, ein
Mondauto oder ein Sonnensystem.
Kontakt mit der Umwelt soll bedeuten, daB
auf das System Eingangssignale wirken, die
das System zu ganz bestimmten Ausgangs-
signalen veranlassen (Bild 1), wobei das Wort
Signal in einem sehr allgemeinen Sinn ver-
wendet wird. Beispielsweise handelt es sich
beim Radio um elektromagnetische bzw.
akustische Wellen, die die Rolle der Signale
spielen, bei der Fabrik um Rohstoffe bzw.
Waren, bei der Rechenmaschine um Ein-
bzw. Ausgangsdaten, beim Sonnensystem
um Gravitationskrifte bzw. Geschwindig-
keitsﬁnderungén des Massenmittelpunktes
usw. Das klassische Beispiel fir ein System
ist ein Sender, der eine Nachricht iibertragt.

Eingangssignal rSysfem | Avsgangssignd
Bild 1 L

Die Erfolge der Systemtheorie beruhen dar-
auf, daB man iiber das Verhalten eines
Systems als Ganzes Aussagen machen kann,
ohne alle Einzelheiten, aus denen das System
sich zusammensetzt, genauer zu kennen.
Jeder, der ein Radio- oder Fernsehgerat

einschaltet, aber keine Ahnung von der Ar-
beitsweise dieser Systeme besitzt, nutzt jenen
Sachverhalt unbewuBt aus.

Das Geheimnis dieses Erfolges beim Aufbau
immer umfassenderer und komplizierterer
Systeme beruht darin, daB man letztere aus
in ihrem Verhalten bekannten Systemen zu-
sammensetzt, so wie ein Haus aus einzelnen
Bauelementen entsteht. Dieses Baukasten-
prinzip erméglicht es, den Uberblick zu be-
halten bzw. zu gewinnen. Dabei beantwortet
die Systemtheorie auch die Frage, wie gege-
bene Bauelemente prinzipiell zusammenzu-
setzen sind, um ein Systemn mit vorgegebenen
Eigenschaften zu erhalten. Bei mehreren
denkbaren Moglichkeiten liefert sie dariiber
hinaus die giinstigste M6glichkeit hinsichtlich
der Erreichung zusitzlicher Eigenschaften
wie niedrige Herstellungskosten, erhohte Be-
triebssicherheit usw. Bei sich widersprechen-
den Anforderungen liefert sie einen geeig-
neten KompromiB.

Es sei noch bemerkt, daB sich die Anwendung
der Systemtheorie keineswegs auf die Tech-
nik und die Okonomie beschrinkt, sondern
daB sie sich auch in der Biologie und der
Medizin erfolgreich bewihrt hat, indem man
beispielsweise den Menschen ais ein biolo-
gisches System auffaBt und sein Verhalten
im gesunden und krankhaften Zustand unter-

.sucht, um Riickschliisse der verschiedensten

Art daraus zu ziehen.

2. Operatoren

Nach den einleitenden Bemerkungen iiber
die Bedeutung und iiber einige Anwendungs-
méglichkeiten der Systemtheorie soll jetzt
versucht werden, einige einfache mathema-
tische Grundlagen der Systemtheorie zu
skizzieren. Zu diesem Zweck beschreiben wir

das Eingangssignal durch eine Funktion
x=x(#) mit der Zeit r als unabhangige
Verdnderliche und das Ausgangssignal eben-
falis durch eine Zeitfunktion f=f(t). Beim
Beispiel des Radios stellen diese Funktionen
die erwihnten Wellenschwingungen dar
(Bild 2). Vier Beispiele fir einfache Bauele-

mente sind den nachsten Bildern zu entneh-
men (Bild 3 bis 6).

Bild 3
Bild 4

Bild 5

Bild 6

Zur Beschreibung der Arbeitsweise von Sy-
stemen benutzen wir sogenannte Operato-
ren, die im folgenden durch halblette latei-
nische Buchstaben bezeichnet werden wie
A, B usw. Der Kiirze wegen sprechen wir
von einem System A, wenn ein System mit
dem Operator A gemeint ist. Bewirkt ein
System A die Umwandlung eines Eingangs-
signals x(7) in das Ausgangssignal f{f), so
schreiben wir
Ax(f)=A{r) oder kurz Ax=f

und lesen: A angewandt auf x(7) ergibt f{1).
Zwei Operatoren A, B heiBen gleich, ge-
schrieben A--B, wenn Ax(f)=Bx(!) fir alle
nur moglichen Eingangssignale gilt. Die
Stellung der Operatoren in diesen Gleichun-
gen erinnert bewubt an eine Multiplikation,
und in der Technik wird der Operator eines
Systems auch Ubertragungsfaktor genannt.
Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen
1aB8t sich Bild | durch die Kurzfassung des
Bildes 7 ersetzen.

3. Produkte von Operatoren

Bild 7

Ein Beispiel [iir den einleitend erwihnten
Aufbau neuer Systeme aus gegebenen Bau-
elementen erhalten wir, wenn wir das Sy-
stem C betrachten, das durch Reihenschaltung
aus den Systemen A und B entsteht (Bild 8).
Dabei hingt das Ergebnis im allgemeinen von
der Reihenfolge der auftretenden Teilsysteme
ab, und stillschweigend wird vorausgesetzt,
daB das Ausgangssignal des Systems B ein
mogliches Eingangssignal fur das System A
ist. Bei der Reihenschaltung kdnnen wir das
Ausgangssignal f{1) durch f{f)=Cx(f) oder
auch durch f{t)=A(Bx(f)) ausdriicken, so
daB wir die Gleichung
Cx()=A(Bx(?)) erhalten.

Bild 8
X i
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Die zusitzlichen Klammermn legen dabei die
Reihenfolge der Anwendung der einzelnen
Operatoren fest. Es ist iiblich, den Operator
C der Reihenschaltung als Produk: der Ope-
ratoren A und B (in dieser Reihenfolge) zu
bezeichnen und C=AB zu schreiben,

d.h. (AB)x(9)=ABx(7)) .

Entsprechend ist ein Produkt von drei Ope-
ratoren (in bestimmter Reihenfolge) durch

(ABCO)x(1)=A(B(Cx(1)))

erklirt (Bild 9). Bild 9

Ala Dieses Produkt ist assoziativ, d. h.,
es gilt A(BC)=(AB)C (Beweis!).

Bei gleichen Faktoren benutzt man auch die
Potenzschreibweise

AZ=AA, A3=AZA=AA’=AAA usw.

4. Summen von Operatoren

Eine weitere Moglichkeit fiir eine Verkniip-
fung gegebener Systeme bietet uns die Paral-
lelschaltung (Bild 10). Hierbei wird zusitz-
lich ein sogenannter Addierer benutzt, d. h.,
ein System mit zwei Eingdngen, das als Aus-
gangssignal die Summe der Eingangssignale
liefert. AuBerdem tritt auf der linken Seite
des Schaltbildes ein Verzweigungspunkt auf,
der angibt, daB das Eingangssignal x(¢)
sowohl zum System A als auch (in Form eines
Duplikats) zum Systemn B gefiihrt wird. Fiir
den Ubertragungsfaktor D des gesamten
Systemns gilt

Dx(f)=Ax(£)+Bx(1).
Es ist tiblich, D als Summe der Operatoren
A und B zu bezeichnen und D=A+B zu
schreiben, d. h.,

(A+B)x(£)=Ax(r) +Bx(1).

Bid 10 =7 A B
i D o
A

Ax

A2A Die so definierte Addition von Ope-
ratoren ist kommutativ, d. h. fir zwei Sum-
manden gilt

A--B=B+A,
fiir drei Summanden ist sie auch assoziativ,
d. h, (A+B)+C=A+(B+0),
und die Benutzung der Klammem ist hier
iiberfliissig (warum?).
Da die in den Bildern 11 und 12 dargestellten
Systeme offenbar dquivalente Systeme dar-
Bild 11

8Cx

{ABICK
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7 Bild 12

stellen, d. h. Systeme, die gleiche Eingangs-
signale mit gleichen Ausgangssignalen be-
antworten, erkennen wir die Giiltigkeit des
rechtsseitigen Distributivgesetzes
(A+B)C=AC+BC.

Nebenbei haben wir hierdurch ein Beispiel
fir unterschiedliche Realisierungsmoglichkei-
ten eines Systems mit bestimmten Ubertra-
gungseigenschaften durch unterschiedliche
innere Anordnung kennengelernt. Da man
bei der ersten Variante mit einem Bauelement
weniger auskommt, ist sie in ihrer Herstel-
lung billiger und somit in der Praxis zu be-
vorzugen.

5. Lineare Operatoren

Triviale Beispiele fiir Operatoren sind die
bereits durch Bild 3 eingefiihrten Verstdrker,
d. h., Operatoren A mit der Eigenschaft
Ax(f)=ax(i),
wobei g eine feste (von A abhingende) Zah!
und die Multiplikation auf der rechten Seite
der Gleichung die gew6hnliche Multiplika-
tion ist. Fiir Verstarker sind alle Gleichungen
der vorhergehenden Abschnitte leicht nach-
priifbar (Probe!). Eine Verstirkung im eigent-
lichen Sinne des Wortes liegt natiirlich nur
im Fall a>1, vor, im Fall g=1 148t das
System das Eingangssignal unverdndert, im
Fall 0< a <1 liegt eine Abschwiichung vor und
im Fall a=0 eine Annullierung, d. h., das
System reagiert auf kein Eingangssignal
und sendet stets das Ausgangssignal f{r)=0.
Im Fall a=—1 ist das System ein Kom-
mutator (Bild 4), d. h., das Ausgangssignal
ist gleich dem mit entgegengesetztem Vor-
zeichen versehenen Eingangssignal, und die
noch verbleibenden Fille a<—1 und
—l<a<0 lassen sich wegen a=(—1)|a|
auf die vorhergehenden durch Reihenschal-
tung zuriickfiihren. Sofern keine MiBver-
stindnisse zu befiirchten sind, werden wir
im folgenden bei einem Verstirker den
Operator A einfach durch die zugehdrige
Zahl a ersetzen.
Fiir beliebige Zahlen a, a,, a, und beliebige
Funktionen x,(f), x,(f) gilt nach bekannten
Klammerregeln
a(a,x,(1) +a,x,(0) =@ ax,(£)+a,ax,(f).
Operatoren A mit der analogen Eigenschaft
Aax,(D+ayx,() =a,Ax(8)+a,Ax,(1)
heiBen lineare Operatoren und die zugehori-
gen Systeme lineare Systeme. Speziell sind
also Verstirker lineare Systeme. Die Lineari-
tat eines Systems bedeutet nichts anderes als
die Giiltigkeit des aus der Physik (Klasse 10)
bekannten Uberlagerungsprinzips, daB sich
ndmlich zwei unabhangige Ursachen (unter

bestimmten Bedingungen) nicht gegenseitig
beeinflussen, sondern in ihren Wirkungen
additiv iiberlagemn.
Ein linearer Operator 1aBt sich auch noch
anders charakterisieren. Ein Operator heiBt
additiv, wenn er fiir beliebige Eingangsfunk-
tionen x,(¢), x,(¢) die Eigenschaft
AQx (D x(0) =Ax, (1) + Axy(0)
besitzt, und er heiBt homogen, wenn er fiir
beliebige Zahlen a und beliebige Eingangs-
funktionen x(¢) die Eigenschaft
A(ax(t)) =aAx(t) besitzt.

A3 A Ein Operator, der sowohl additiv als
auch homogen ist, ist zugleich auch linear
und umgekehrt. Die Richtigkeit dieser Be-
hauptung ist leicht nachpriifbar, und dem
Leser sei ihr Beweis zur Einiibung der Be-
griffe ausdriicklich empfohien.
Aus der Definitionsgleichung fiir additive
Operatoren folgt, wenn wir x,(f)=Bx(?),
x,(f)=Cx(r) wihlen, daB lineare Operatoren
A auch das linksseitige Distributivgesetz

AB+C)=AB+AC
erfillen. Aus der Definitionsgleichung fiir
homogene Operatoren folgt fiir a=—1, daB
diese stets ungerade Operatoren sind, d. h.
die Eigenschaft

A(=x(0) =—Ax(?)
besitzen. Es gibt auch gerade Operatoren,
d. h., solche mit der Eigenschaft A (—x(f))
=Ax(f), wie beispielsweise der Gleichrichter
(Bild 5)

Ax()=|x()].
Gerade Operatoren konnen natiirlich nicht
linear sein. Ist A der Gleichrichter und B
der Kommutator, so gilt ABx(7)=|x()| und
BAx()=— | x(r) |, so daB wir hiermit auch
ein Beispiel fir zwei Operatoren mit AB+BA
kennengelernt haben, die also nicht ver-
tauschbar sind.
A4a Die Bedeutung linearer Systeme liegt
darin, daB sie sich besonders leicht iibersehen
und handhaben lassen. Beispielsweise erge-
ben sich durch Reihen- und Parallelschal-
tung aus linearen Systemen stets wieder lineare
Systeme oder, anders ausgedriickt, Produk:
und Summe linearer Operatoren ergeben stets
wieder lineare Operatoren (Beweis!).

6. Der Verschiebungsoperator

Um auch ein nichttriviales Beispiel fiir einen
Operator kennenzulemen, betrachten wir
den durch
Vx(f)=x(t—1)

definierten  Verschiebungsoperator.  Sein
Name kommt daher, daB bei Anwendung
dieses Operators jede Eingangsfunktion um
eine Zeiteinheit nach ,,rechts* verschoben
wird (Bild 13). Der Verschiebungsoperator
beschreibt ein System, das auf Grund vor-
handener Trigheit ein ankommendes Signal
erst nach einer ,,Schrecksekunde® weiter-
leitet. Beispiele fiir die Anwendung des Ver-
schiebungsoperators auf spezielle Eingangs-
funktionen x(#) sind V1=1, Vi=7—1,



2-2t+1,
=2 —612+6¢-2,

2=-1)P=
v@A)=2(1—1)°

V(E-1)=V((+1) (1) =(t-2)=L=21,

1
=271 =2,
2

V2

Bild 13
Wegen

V(ayx, (1) +a;x,(8) =ayx,(t— 1) +ax,(2—1)
=a,Vx;(1)+a,Vx,(!)
fiir beliebige a,, a, und x,(?), x,(f) ist der
Verschiebungsoperator ein linearer Opera-
tor. Nach einer vorhergehenden Feststellung
(welcher?) sind dann auch die durch mehr-
malige Anwendung von V entstehenden Po-
tenzen

V2x(f)=x(1—2), V3x()=x(z—3)
und allgemein fiir beliebige natiirliche Zah-
len n22

Vox(t)=x(t—n)
lineare Operatoren, die die Weitergabe eines
Eingangssignals um 2, 3 bzw. n Zeiteinheiten
verzdgern.
Durch Zusammensetzung von Verstirkern
und Verschiebungsoperatoren kann man
leicht weitere Beispiele fir lineare Operato-
ren bilden, etwa A=1-—2V mit

Ax(D)=x(t)— 2x(t—1).
Waihlen wir x(f)=t, so erhalten wir hierbei
Ar=2—¢, und fir x(r)=2" folgt

A20=2'-2-2""1=0
fiir alle 1. Dieses Beispiel zeigt, daB es Sy-
steme gibt, die auf gewisse Eingangssignale
nicht (mit einem von 0 verschiedenen Aus-
gangssignal) reagieren, obwohl der Operator
nicht der annullierende Operator ist. Systeme
mit dieser Eigenschaft heiBen singuldr.

7. Operatoren als verallgemeinerte
Funktionen

Im Lehrbuch Mathematik der 8. Klasse wird
eine Funktion als eine eindeutige Abbildung x
von einer Menge D auf eine Menge W er-
klart (Bild 14), allerdings mit der ausdriick-
lichen Einschriankung, da8 es sich bei den
Mengen D und W um Zahlenmengen han-
delt. Obwohl bei der Wiederholung des
Funktionsbegriffs in Klasse 9 auf diese
Einschrinkung verzichter wird, beziehen
sich auch dort alle Beispiele nur auf solche

Bild 14

Xy = x{t)

Xy=x(ly)

r1""\{.——. X1=X(f1)(.

xJ(f}.—_g————-’.*". f;(f) AX_;(U .
A i filt)= Axy (1) ,

bit)Axm
., . .'.-.-" w

spezielle Funktionen. Echte Beispicle fiir
den verallgemeinerten Funktionsbegriff sind
die zuvor betrachteten Operatoren. Diese
sind ja nichts anderes als eindeutige Abbildun-
gen, bei denen die Elemente des Definitions-
bereiches D die Eingangssignale und die Ele-
mente des Wertebereiches W die Ausgangs-
signale sind (Bild 15).

Diese Elemente sind also hier keine Zahlen,
sondern selbst Funktionen (im engeren Sinne
als Abbildungen zwischen Zahlenmengen).
Der einzige duBere Unterschied besteht darin,
daB es bei den Funktionen im engeren Sinne
iiblich ist, die Argumente in Klammern zu
setzen, wihrend die Argumente bei den
Operatoren ohne Klammern direkt hinter das
Symbol fir den Operator gesetzt werden,
sofern die Benutzung der Klammem nicht
dadurch erforderlich wird, daB das Argu-
ment sich aus mehreren Teilen zusammen-
setzt.

Die Beispiele fiir Operatoren, die wir hier
behandelt haben, waren im Grunde genom-
men alle sehr einfach. In den Anwendungen
treten natiirlich wesentlich kompliziertere
Operatoren auf. Wegen des elementaren
Charakters dieses Beitrages konnen wir dar-
auf aber nicht weiter eingehen.

Aufgaben

A5A Man weise nach, daB die Systeme
der Bilder 16 und 17, bei denen die drei-
eckigen Bauelemente Verstirker bedeuten,
dquivalent sind, d. h., den gleichen Uber-
tragungsfaktor besitzen.

Bild 17

A6A Man stelle bei dem System des Bil-
des 18, das eine Riickkopplung enthilt,
die Gleichung auf, die zwischen Ein- und
Ausgangssigrial besteht. A sei ein linearer
Operator.

B A

Bild 18

8

A 74 Man berechne fur den Operator
=1+a,V+a,V* das Ausgangssignal f(f)
fiir das Eingangssignal x(¢) =¢ und iiberpriife,
unter welchen Bedingungen fiir die auftreten-
den Parameter f{tr)=0 wird.
A84a Man lose Aufgabe 7 im Fall x(¢)=2z',
wobei z eine von Null verschiedene (unbe-
kannte) Zahl sei. L. Berg

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. rer. nat.

Hans-Joachim
RoBberg

A1382a Auf welcher Kurve € liegen die
Schnittpunkte der folgenden Geradenpaare

O<p<2m o+ E, n, %n)?

xcos<p+isin(p=1costpsincp )
xcos® p=ysin® ¢ )]
Verschaffe dir eine Vorstellung vom Verlauf
dieser Kurve durch Wertetabelle und durch
Uberlegung!
Man kann folgende Eigenschaften elementar
erschlieBen:
a) Es gibt vier Symmetrieachsen.
b) € liegt im Innemn des Kreises & um 0 mit
Radius 1.
c) Die Kurvenpunkte mit minimalem Ab-
stand von 0 liegen auf den Winkelhalbie-
renden des Koordinatenkreuzes.
d) In jedem Quadranten ist € streng mono-
ton.
¢) Wer mit der Differentialrechnung vertraut
ist, kann zeigen: Die Ableitung ist in jedem
Quadranten monoton. Was folgt aus den
Grenzwerten dieser Ableitung?

Kurzbiographie: Prof. Dr. rer. nat. habil
H.-J. RoBberg wurde 1927 in Débeln als
Sohn eines Mathematiklehrers geboren. Er
besuchte von 1932 bis 1935 die Volksschule.
Im Jahre 1946 schloB er seine Schulzeit mit
dem Abitur ab, studierte fiinf Jahre an der
Karl-Marx-Universitit Mathematik.
Nachdem er als Assistent und Oberassistent
am Forschungsinstitut fir Mathematik der
Deutschen Akademie der Wissenschaften (1956
bis 1969, Berlin) titig war, wurde er als
ordentlicher Professor fiir mathematische
Methoden der Operationsforschung beru-
fen.
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Emmy Noether
(1882 bis 1935)

Leseprobe

Emmy Noether hat die Algebra des 20. Jahr-
hunderts durchgreifend neugestaltet. Diese
Leistung reiht sie ein unter die bedeutendsten
Mathematiker des 20. Jahrhunderts iiber-

haupt. Allen, die noch das Gliick person-
licher Begegnung mit ihr hatten, ist sie in
unvergeBlicher Erinnerung als Mensch voller
Herzensgiite, Selbstlosigkeit, ‘Lebensfreude
und urspriinglicher Vitalitat. Als sie mitten
aus voller mathematischer Produktivitit her-

aus am 14. April 1935 ganz unerwartet an:

den Folgen einer Tumor-Operation verstarb,
herrschte unter ihren zahlreichen Freunden,
Schiilern und Kollegen aus aller Welt tiefe
Bestiirzung und Trauer.

Emmy Noether wurde als erstes Kind von
Max Noether und seiner Frau Ida, geb.
Kaufmann, am 23. Mirz 1882 in Erlangen
geboren. Beide Elternteile stammten aus
vermégenden Familien von Kaufleuten und
Gelehrten jiidischen Glaubens.

Der Vater Max Noether war seit 1875
Professor der Mathematik in Erlangen und
hatte mit einer Vielzahl hervorragender Ar-
beiten zur Invariantentheorie und zum Aufbau
der algebraischen Geometrie als selbstandiger
mathematischer Disziplin beigetragen. Er-
langen besaB — nicht zuletzt durch das Wirken
von Max Noether u. a. - seit der Mitte
des 19. Jahrhunderts — einen guten Ruf als
Pflegestitte der Mathematik. In diesem,
allerdings etwas kleinstadtisch gefarbten Mi-
lieu des Studienbetriebes wuchs Emmy Noe-
ther heran, zusammen mit drei jiingeren
Briidern.
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Ein Midchen aber war damals, im Deutschen

Kaiserreich, nicht fiir die Wissenschaft be-
stimmt, schon gar nicht fiir Mathematik.
So durchlief Emmy, ein kluges und freund-

liches Kind, von 1889 bis 1897 nur die Klas-

sen der Stddtischen Héheren Tickterschule
in Erlangen und meisterte miihelos die fast
ausschlieBlich sprachlich und hauswirtschaft-
lich orientierte Ausbildung. Lediglich in der
Klavierausbildung kam Emmy nicht iiber
die Anfangsgriinde hinaus.

Sogar noch der nachste Schritt ihrer Aus-
bildung, eine im Jahre 1900 abgeschlossene
Staatspriifung als Lehrerin der franzdsischen
und englischen Sprache, deutet in nichts auf
die spitere, schrittmachende mathematische
Leistung hin.

Dann aber erwachte in Emmy der Wunsch
zum Universitdtsstudium, zunidchst als Ho-
spitantin in Erlangen. Sie mufite das Abitur
nachholen; dies geschah 1903 in Niirnberg.
Danach liel sich Emmy Noether in Géttingen
fiir das Wintersemester 1903/04 immatri-
kulieren, darauf in Erlangen im Oktober
1904.

Fiir ein junges Midchen erforderte der Ent-
schluB zum Studium damals, unter den Be-
dingungen weitverbreiteter Voreingenom-
menheit gegen das Frauenstudium, einigen
personlichen Mut: Unter den 986 um diese
Zeit in Erlangen Studierenden gab es aufer
Emmy noch insgesamt ein einziges weiteres
Maidchen; im Bereich der Sektion II der
Philosophischen Fakultit (dem der Natur-
wissenschaften) blieb Emmy stindige allei-
nige Ausnahme. Noch kurz vor dem 1. Welt-
krieg gab es in Deutschland Professoren, die,
obwohl das Frauenstudium gesetzlich erlaubt
war, sich weigerten, mit ihren Vorlesungen
zu beginnen, solange eine Frau im Horsaal
anwesend war.

Unter dem EinfluB P. Gordans beschiftigte
sich Emmy Noether zunichst mit Invarianten-
theorie und promovierte mit einer entspre-
chenden Dissertation ,,Uber die Bildung des
Formensystems der ternaren biquadratischen
Form* im Jahre 1907.

Im Jahre 1915 iibersiedelte Emmy Noether
nach Géttingen, an das damals unstreitig
filhrende mathematische Zentrum Deutsch-
lands und eines der mathematischen Haupt-
zentren der Erde. Hier forschten und lehrten
Felix Klein und David Hilbert. Um diese
Zeit, nach den Publikationen von A. Ein-
stein zur Relativittstheorie, waren die Dif-
ferentialinvarianten bevorzugter Forschungs-
gegenstand.

E. Noether beteiligte sich eifrig, ging Hilbert
bei der Forschung zur Hand und fiihrte Hil-
berts Seminar zur Invariantentheorie durch.
Trotz einer ganzen Reihe von bedeutenden
Arbeiten iiber Differentialinvarianten und
trotz der VorstoBe von Hilbert und Klein
scheiterte Emmy Noether beim ersten Ver-
such der Habilitation, und zwar an der
Habilitationsordnung in Deutschland, die

ausdriicklich nur Manner zur Habilitation
zulieB. Hilbert soll, wie ecine fast sicher
verbiirgte Anekdote berichtet, damit fiir die
weibliche Kandidatin argumentiert haben,
daB er nicht einsehe, wieso das Geschlecht
ein Gegenargument darstelle. SchlieBlich,
so figte Hilbert hinzu, nach allem was er
wisse, seien sie eine Universitit und nicht
eine Badeanstalt. Aber auch Hilbert drang
nicht durch;, die Habilitation E, Noethers
konnte erst im Friihsommer 1919 erfolgen,
als nach dem Zusammenbruch des Kaiser-
reiches die antiquierte Habilitationsordnung
in diesem Punkte aufgehoben wurde.

Doch wirkten reaktionire und antisemitische
Auffassungen fort. Zwar erhielt E. Noether
am 6. April 1922 die Berechtigung zur Fiih-
rung der Dienstbezeichnung ,,auBerordent-
licher Professor* ausdriicklich ohne Besol-
dung und Anderung ihrer juristischen Stel-
lung, endlich 1923 auf nochmalige Inter-
vention einen Lehrauftrag fir Algebra mit
einem minimalen Einkommen; aber eine
ordentliche Berufung an eine deutsche Uni-
versitit hat E. Noether ebensowenig erhalten
wie die Ernennung zum Mitglied einer deut-
schen Akademie. Mit dem Anfang der 20er
Jahre begann E. Noether eine Reihe grund-
legender Publikationen, die das Gesicht der
Algebra grundsitzlich neu formen sollten.
Seit der Mitte der 20er Jahre fand Emmy
Noether eine Reihe von hochbegabten Schi-
lern aus aller Welt, die sich in Gottingen um
sie scharten, darunter Schiiler aus Frankreich,
den USA, aus China, aus der Sowjetunion.
Zu Anfang der 30er Jahre war ihr Ruf als
einer der bedeutendsten Neugestalter der
Mathematik im internationalen MaBstab
unbestritten, auch wenn sich damals noch
nicht alle ihrer Auffassung anzuschlieBen
vermochten.

Die Gottinger Zeit wurde nur durch zwei
kurze Gastprofessuren in Moskau (1928/29)
und Frankfurt/Main (1930) unterbrochen.
Uber die Moskauer Zeit, die sie im Kreise
ihres ehemaligen Gottinger Schiilers P. S.
Alexandrow und seiner Freunde verbrachte,
hat sich Emmy Noether stets sehr lobend ge-
aubert, trotz der damals noch schwierigen
Lebensbedingungen nach Krieg und Konter-
revolution. Im engsten Kontakt stand sie
seitdem ferner mit 0. J. Schmidt, dem bedeu-
tenden Mathematiker, Polarforscher und
Stammvater der sowjetischen algebraischen
Schule, mit dem hochbegabten Algebraiker
N. G. Tschebotarjew und L. S. Pontrjagin
(geb. 1908). Die Géttinger Zeit war fiir
Emmy Noether ausgefiillt mit Forschung
und Vorlesungen, vor allem mit tempera-
mentvollen Diskussionen iber Mathematik
im Kreise ihrer Schiiler, die von ihr selbst-
ironisch als ,,Trabanten*, von anderen im
liebevollen Scherz als ,,Noether-Knaben*
bezeichnet wurden. Dies wenigstens, die re-
lative Unabhingigkeit von Vorlesungstitig-
keit und anderen Verpflichtungen, war die



Folge des Umstandes, daB sie keine Berufung
erhalten hatte. Bei bescheidenem Lebensstil
und groBer Geniigsamkeit lebte sie von
ererbtem Vermogen.

Die Forderungen an ihre Schiiler waren
auBergewohnlich hoch; sie selbst war un-
eigenniitzig auf den Fortschritt ihrer Schiler
bedacht. Van der Waerden sprach im Nachruf
fiir alle ihre Schiiler, wenn er so urteilt:
,»Yollig unegoistisch und frei von Eitelkeit,
beanspruchte sie niemals etwas fiir sich selbst,
sondern f6rderte in erster Linie die Arbeiten
ihrer Schiiler. Sie schrieb fiir uns alle immer
die Einleitungen, in denen die Leitgedanken
unserer Arbeit erklirt wurden, die wir selbst
anfangs niemals in solcher Klarheit bewuBt
machen und aussprechen konnten. Sie war
uns eine treue Freundin und gleichzeitig
eine strenge, unbestechliche Richterin.*
Ganz zweifellos machte diese Art standiger,
intensiver Diskussion mit ihren ,, Traban-
ten* eines der ,,Geheimnisse* der Frucht-
barkeit der Noetherschen Schule aus. Durch
ihre Schiiler wurde die moderne Auffassung
an fast alle deutschen Universititen ver-
pflanzt; ausldndische Studierende und Schii-
ler Emmy Noethers trugen das strukturelle
Denken in die Zentren mathematischer For-
schung nach Frankreich, der Sowjetunion,
Japan und den USA.

Kurz nach Emmy Noethers Tode urteilten
zwei filhrende Mathematiker, H. Hopf und
P. 8. Alexandrow, iiber ihre Wirkung auf den
Gang der Mathematik: ,,Die allgemeine
mathematische Einsicht Emmy Noethers be-
schrinkte sich nicht auf ihr spezielles Wir-
kungsgebiet, die Algebra, sondern iibte einen
lebhaften EinfluB auf jeden aus, der zu ihr
in mathematische Beriihrung kam." Sie
selbst sah vielleicht noch klarer ihre eigene
Leistung. In einem Brief urteilt sie folgender-
maBen: ,,Meine Methoden sind Arbeits-
und Auffassungsmethoden und daher an-
onym liberall eingedrungen.*

Viele noch heute lebende fithrende Mathe-
matiker rechnen es sich zur Ehre an, Schii-
ler, ,,Trabanten* oder Diskussionspartner
von Emmy Noether gewesen zu sein. Sie
rithmten ihre Gite und ihre Gastfreund-
lichkeit, die sie trotz eines gelegentlichen
Ungeschicks zu entwickeln pflegte. Beriihmt,
geradezu sprichwoértlich waren gewaltige
Schiisseln von Pudding, bei dessen Verzehr
hochste Mathematik in einer Mansarden-
wohnung pgetrieben wurde. Beliebt waren
auch die ausgedehnten Spazierginge, Baden
und Schwimmen im Gottinger Stadtbad.
Emmy Noether war eine vorziigliche, lei-
denschaftliche Schwimmerin und Tauche-
rin.

Als Frau war E. Noether wenig attraktiv,
ihre Stimme war rauh. Im Umgang war sie
nie sentimental, eher burschikos. Und doch
ging von ihr eine spezifische Art von An-
ziehungskraft, eine unwiderstehliche geistige
Ausstrahlung aus.

Alles in allem verlief die Géttinger Zeit
fiir Emmy Noether gliicklich. Sie war erfolg-
reich in der Forschung, sie war fréhlich im
Kreise ihrer Schiller und Freunde, sie er-
freute sich zunehmender Anerkennung in
aller Welt. Hochstens die Tatsache, daB ihre
aufwendige Mitarbeit an den ,,Mathemati-
schen Annalen* keine offizielle Anerken-
nung fand, krinkte sie ein wenig. Mit be-
wundernswerter Standhaftigkeit hatte sie die
traurigen Pflichten erfiillt, die sich aus dem
Tode der Mutter (1915), des einen Bruders
Alfred (1918), des Vaters (1921) und des
jiingsten Bruders (1928) ergaben. Sonst aber
schien sich alles harmonisch zu entwickeln.
Da brach die Nacht des Faschismus iiber
Deutschland herein. Als ehemaligem Mit-
glied der Sozialdemokratischen Partei
Deutschlands, als iiberzeugter Pazifistin, vor
allem aber ihrer jidischen Herkunft wegen
entzog ihr das faschistische Deutschland
die Lehrbefugnis. Die gleiche, verbreche-
rische Verfilgung traf den Mathematiker
R. Courant und den theoretischen- Physiker
und Nobelpreistriger Max Born. Andere,
zum Beispiel O. Neugebauer, F. Landau, O.
Blumenthal, P. Bernays wurden aufgefordert,
ihre Vorlesungstitigkeit einzustellen. H. Wey/
iibernahm voriibergehend das Direktorat des
Mathematischen Institutes, emigrierte aber
auch bald.

Helmut Hasse unternahm einige, aber sinn-
lose Anstrengungen, von der durch den Ein-
grff der Nazis zerstérten weltberithmten
Gottinger mathematisch-physikalischen
Schule an Substanz zu retten, was sich noch
retten lieB. Aber auch ein Gutachten iiber
Emmy Noether konnte keine Abhilfe schaf-
fen; das Lehrverbot fiir sie blieb bestehen.
Inzwischen hatte H. Wey! fiir sie in den USA
die Fiihler ausgestreckt; Ende Oktober 1933
fuhr sie nach den USA und iibernahm eine
Gastprofessur an einer Frauenhochschule,
am Bryn Mawr College (Pennsylvanien), in
relativer Nihe zu Princeton (New Jersey), wo
inzwischen auch A. Einstein und H. Weyl
als Professoren aufgenommen worden waren
und sich ihrerseits nach Kriften fiir andere
vertricbene Kollegen aus Deutschland be-
miihten.

Gegeniiber Gottingen, wo Emmy Noether
sich im Kreise anspruchsvollster und hoch-
begabter Schiiler in ihrem Element hatte
bewegen konnen, bedeutete das College eine
gewaltige Umstellung. Mit dem ihr eigenen
frohgemuten Naturell hat Emmy Noether
diese Verdnderung gemeistert. Bald fand
sic sogar echte Schiilerinnen im College;
im nahegelegenen Princeton bildete sich ein
vielversprechender Ansatz einer neuen Noe-
ther-Schule.

Kein Brief, keine private Mitteilung, nichts
deutete auf eine Erkrankung Emmy Noethers
hin, nichts auf die Absicht, sich einer Ope-
ration zu unterziehen. Die Freunde traf die
Nachricht vom plétzlichen Tode an den

Folgen eines chirurgischen Eingriffs wie ein
Blitz aus heiterem Himmel.

Eine kleine Gruppe von Freunden aus der
alten Heimat und der neuen Wirkungsstiitte
nahm von ihr Abschied.

Sehr poetisch ist ein siidamerikanischer Nach-
ruf auf Emmy Noether, deren Leistung fiir
die Entwicklung der modernen Algebra nicht
hoch genug veranschlagt werden kann. Am
SchluB heiBt es: ,,Die Verehrung, die diese
bewundernswerte Frau wegen ihres Verstan-
des erweckt, steht an Intensitdt der Hoch-
achtung und Liebe ihrer Schiiler nicht nach,
die sie wegen ihrer Charaktereigenschaften
fiir sie empfinden. Ein schones Beispiel, das
man jenen vorhalten soll, die mit mittelalter-
lichen Kriterien heute noch von der intellek-
tuellen und psychologischen Inferioritat der
Frau sprechen.* H. Wufling

1882 23. Mirz, Emmy Noether in Erlan-
gen geboren

1900 April, Priifung als Lehrerin fiir
franzésische und englische Sprache

1907 13. Dezember, Promotion zum Dr.
phil. in Erlangen

1915 April, Ubersiedlung nach Géttingen

1919 4. Juni, Habilitation in Géttingen

1922 6. April, Dienstbezeichnung
Auflerordentlicher Professor

1923 Sommer, Lehrauftrag fiir Algebra

1925 August, AbschluB des schritt-

machenden Manuskriptes ,,Abstrak-
ter Aufbau der Idealtheorie in alge-
braischen Zahl- und Funktionen-
korpern'*

1928/29 Gastprofessor in Moskau

1930 Gastprofessor in Frankfurt/Main

1932  Juni, AbschluB des Manuskriptes
,.Nichtkommutative Algebren**

1932 Ackermann-Teubner-Gedichtnispreis

1932 7. September, Bedeutender Vortrag
,.Hyperkomplexe GroBen und ihre
Beziehung zur kommutativen Alge-
bra und zur Zahlentheorie'* auf dem
Internationalen Mathematiker-
KongreB in Ziirich

1933  April, Entzug der Lehrbefugnis durch
die faschistischen Behorden

1933 Okuober, als Gastprofessor in den
USA am Bryn Mawr College,
Pennsylvanien

1934 Sommer; endgiiltige Ubersiedlung
nach den USA

1935 14. April, unerwarteter Tod Emmy

Noethers nach einer Operation
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,,Notwendig und hinreichend*

ist hier zu beweisen

In alpha 5/1974 wurde ein Bericht iiber die
XVI. Internationale Mathematikolympiade
1974 in Erfurt/Berlin gegeben. Darin fanden
auch die sechs von den Teilnehmern zu
l6senden Aufgaben einen Abdruck. Sicher
hat dies viele alpha-Leser dazu angeregt,
sich Gedanken iiber die Losung einer oder
mehrerer Aufgaben zu machen. AuBerdem
interessiert hierbei, welche Losungsvarian-
ten von den Teilnehmern der verschiedenen
Lander geboten wurden. Im folgenden soll
fiir Aufgabe 2 des ersten Arbeitstages einmal
eine mogliche Losung demonstriert und
weitere Betrachtungen sollen daran ange-
kniipft werden.

Aufgabe: Es seien A, B, C die Ecken eines
Dreiecks. Die GroBen seiner Innenwinkel
bei A, B bzw. C seien «, f bzw. y.

Man zeige, daB es dann und nur dann auf
der Strecke AB einen Punkt D gibt, fiir den
CD das geometrische Mittel von AD und
BD ist, wenn

sin a * sin ﬂgsinzg gilt.h
Ldsung: Der Beweis ist in zwei Richtungen zu
fithren.
I. Im Dreieck AABC ist auf der offenen
Strecke AB ein Punkt D derart vorgegeben,
daB die Glelchung
CD*=A4D - BD
gilt (Voraussetzung).
Mit den in Abbildung 1 eingefiihrten Bezeich-
nungen lassen sich folgende Beziehungen ab-
lesen:

Y

a) aus Dreieck AADC CD=ADS2% ()
sin y,

b) aus Dreieck ABCD CD=BD 328 3
siny,

A 0 B

Durch Einsetzen von (2) und (3) in (1) ergibt
sich nach Kiurzen mit dem Faktor k= AD - BD
#0.

sina sinﬁ_1
siny, siny,

oder sina-sinf =siny, -siny, Wegen
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- . 1
sin y, * sin y1=5|:cos (y,—7;)—cos(y, +'y2):|

§% [l —cos y:l sng 5)
folgt aus (4) unter Beriicksichtigung von (5)
sina-sin B< sinzg ©)

II. In dem vorgelegten Dreieck AABC be-
steht die Bezichung

sina-sin f#< sinl% )]

Die Winkelhalbierende von y schneidet die

Seite AB in W,

Fiir die weitere Rechnung werde gesetzt:
AW=p, BW=gq, CW=r (8)

Aus Abbildung 2 lassen sich folgende Bezie-

hungen ablesen:

sina="sin Z, sin ﬂ=£ sin’ 9)
p 2 g 2

Durch Einsetzen von (9) in (7) [indet man die
zu (7) dquivalente Relation

r’<p-q (10)
In diesem Teil des Beweises ist zu unter-
suchen, ob bei Giiltigkeit der Voraussetzung
(10) auf der offenen Strecke AB ein Punkt D
derart existiert, daB die Gleichung

AD - BD=CD?
erfiillt ist. Setzt man

ﬁ:;x, CD=s
so lautet Gleichung (11)

s2=(p+x) (g—x). (13)
Durch Anwendung des Cosinus-Satzes der
ebenen Trigonometrie auf das Dreieck ACWD
findet man

(11)

(12)

s2=r?4+x2—2rx cos (a+%)z) (14)

Aus (13) und (14) resultiert fiir x die quadra-
tische Gleichung

2x?2+ Mx+N=0 mit (15)

M=p—q—2rcos <a+2) und N=r?—pq.
Nun wird gezeigt, daB (15) eine reelle Lésung

Xo Mit x,=0 und x,<gq besitzt. Dies gilt
offenbar [iir

-M+yM 2_8N

X, = 4 .
Wegen M220 und r?—pg<0 entsprechend
der Voraussetzung (10) ist gesichert, daB der
Radikand M2—8N=M?20 ist.
Die Losung (16) von (15) ist daher eine nicht-
negative reelle Zahl.
Nun ist noch zu zeigen, daB x,<g gilt. Dies
beweisen wir indirekt.
Man geht von der Annahme aus

(16)

X024 (17)
und fiihrt dies aul einen Widerspruch. Unter
Verwendung von (16) folgt aus (17)

-M+ /M?—8N24q
und JM*—8N249+M (18)
Durch Quadrieren beider Seiten von (18)
dndert sich nichts an der Orientierung dieser

Ordnungsrelation, also
M?*—8N 2169 +8qM + M?

oder OZB[q +r —2qrcos(a+2>:|3)(l9)

Die Anwendung des Cosinus-Satzes auf das
Dreieck ABCW liefert weiter

028 BC2. (20)
Ausgehend von (17) wurde der Widerspruch
in (20) hergeleitet. Das Gleichheitszeichen
in (20) ist durch Zulassung des Gleichheits-
zeichens in (17) bedingt. Folglich kann auch
D nicht mit B zusammenfallen. Damit ist
die Existenz eines Punktes D auf der links
abgeschlossenen, rechts offenen Strecke WB
und damit auf der offenen Strecke AB derart
gesichert, daB die Forderung (11) unter
der Voraussetzung (7) erfiillt ist. Wie aus
(10) und (16) weiterhin abzulesen ist, fillt D
genau dann mit W zusammen, wenn in (7)
das Gleichheitszeichen gilt.

Beim Korrigieren der Arbeiten zeigte sich,
daB sehr verschiedenartige Losungsvarian-
ten geboten wurden, von denen einige skiz-
ziert werden sollen. Zum Beispiel fand von
mehreren Teilnehmern der Sekantensatz An-
wendung. Hierzu wurde der Umkreis k zum
Dreieck AABC eingezeichnet und eine Paral-
lele g zu e=e(AB) durch C gelegt. Durch
Spiegelung von g an e ergibt sich die Gerade
h. Schneidet diese den Umkreis k& in den
Punkten C, und C,, so gilt nach dem Se-
kantensatz
AD;-DB=CD,-D,C;, (i=12)

wie dies aus Abbildung 3 abzulesen ist. Fer-
ner folgt nach Konstruktion

CD,=DC;. (i=12)
Daher besteht die Gleichung
AD DB B=CD; CDZ.




Notwendig und hinreichend fiir die Existenz
eines Punktes D, auf der offenen Strecke AB
mit der geforderten Eigenschaft (1) ist also,
daB die Gerade h den Kreis k reell schneidet
oder in einem Punkt beriihrt. Eine analytische
Fassung dieser Bedingung ist aus Abbil-
dung 3 abzulesen.
Es gilt
h.=d=bsina (Distanz der Parallelen)

c

= (Umkreisradius)
2siny
c (Lénge des Lotes von M auf ¢
u =—coty ; ] . L
2 im Sinne einer orientierten

GroBe)
Notwendig und hinreichend fir den Schnitt
bzw. die Berithrung von h und k ist das Be-
stehen der Relation
d=<g-u

oder bsinas< —_C—(l —cosy).
2siny

Wegen% siny =sinf und (1 —cosy)=2 sin® %
folgt die Ungleichung

sing - sinf <sin? %
als notwendige und hinreichende Bedingung
fir die Existenz eines Punktes D auf der
offenen Strecke AB mit der geforderten Ei-
genschaft.
Verschiedentlich fanden auch Mittel der
Analysis Verwendung. So wurde zunichst
gezeigt, dall die F_or_derung

AD-BD=CD?
dquivalent ist mit der Gleichung

sina - sinf = sin(z - (p) - sin <Z+ cp)
2 2
: ¥ ¥
t ——<@p<—-.
mi e
Dabei ist ¢ der von w, und (CD) eingeschlos-
sene orientierte Winkel. Die Funktion fp)

=sin (% - (p) - sin (% + (p) hat die Eigenschaf-

tenf(—%)=f<%>=0,f((p)>0 fiir —%<(p<%

und f7(0)=0.

Ferner wurde nachgewiesen, daB f(¢) an
der Stelle ¢ =0 ein absolutes Maximum
beziiglich des betrachteten Intervalls besitzt.
Damit folgt weiter

sinzgg sin (%— (p) . sin(%+ (p),

womit die Beweiskette geschlossen ist.

Bemerkenswert waren auch einige von den
Teilnehmern der franzésischen Delegation
gebotenen Losungen. Trotz der durch den
Lehrplan bedingten Unkenntnis iiber tri-
gonometrische Funktionen und Lehrsitze
der ebenen Trigonometrie wurden vollstén-
dige Beweisfilhrungen mittels Zerlegungen
in rechtwinklige Dreiecke und Diskussionen
von Diskriminanten quadratischer Gleichun-
gen vorgelegt. Fallunterscheidungen und
langwierige Rechnungen machten die L&-
sungswege vielfach sehr schwer iiberschaubar.
Diese hier besprochene, von der finnischen
Delegationsleitung vorgeschlagene Aufgabe

Kombinatorische Probleme

beim Aufstellen

einer FuBballmannschaft

Der Trainer einer FuBballmannschaft hat sich
fir das Aulstellen seiner Mannschaft nach
folgendem Schema entschieden:

1 Torwart
2 3 4 Verteidiger
5 6 7 8 Laufer
9 10 11 Stiirmer

Ala Zur Verfiigung stehen dem Trainer
14 Spieler 4, B,C, D, E, F,G, H, 1, J,K, L,
M und N. Dabei kénnen A4 nur als Torwart,
B, C, D und E nvr als Verteidiger, F, G, H, I,
J und K nur als Liufer und L, M und N nur
als Stiirmer eingesetzt werden. Insbeson-
dere darf der Stiirmer N nur als ,Links-
auBen”, also mit der Riickennummer 11
eingesetzt werden.

war von der Jury mit 6 Punkten ausgezeich-
net worden. Fiir den Nachweis der Richtig-
keit einer Implikation wurden drei Punkte
ausgegeben. Fiir den Nachweis der Aqui-
valenz beider Aussagen gab es die volle
Punktzahl. Losungsansitze wurden anteil-
miBig bewertet. Fiir die 140 Teilnehmer er-
gab sich der folgende Punktespiegel:

Punkte Teilnehmer  Teilnehmer
gesamt DDR
0 25 0
1 14 1
2 5 0
3 1
4 20 0
5 8 - 1
6 64 5
Eberhard Schréder

1) beziiglich der Bezeichnungen von Strecken,
Lingen von Strecken und Winkeln wurde die
in den Aufgabenstellungen angewandte Be-
zeichnungsweise iibernommen.

%) x wird hier im Sinne einer orientierten
GroBe eingefiihrt.

%) Das beiderseitige Quadrieren der Unglei-
chung (18) ist erlaubt wegen

49+M=3g+p—2rcos(a +%)

=l|:3q2 +pg—2rqgcos (a+ Z):I
q 2

>$|:q2+r2—2qrcos(a+%)]>0.

Wieviel Mbglichkeiten fir das Aufstellen
der Mannschaft gibt es?

Dabei ist eine Mannschaftsaufstellung eine
Menge von 1! geordneten Paaren (X; n),
wobei X der Name des Spielers (A, B, ..., N)
ist, und n die ihm zugeordnete Riickennum-
mer ist. Natiirlich muB in einer solchen Menge
von 11 geordneten Paaren (X; n) jede der
Riickennummemn 1, 2,..., 10 und 11 genau
einmal vorkommen und kein Name eines
Spielers darf zweimal vorkommen.

A2a Fiir das Aufstellen der Liulerreihe
stehen dem Trainer 6 Spicler 4, B, C, D, E
und F zur Verfiigung. Fiir den Einsatz dieser
6 Spieler gibt es’ folgende Beschrinkung:
A darf hochstens auf den Positionen 6 und 7
spielen.

Wieviel Moglichkeiten fiir das Aufstellen
der Lauferreihe gibt es?

A3a Fiir das Aufstellen der Liuferreihe
stehen dem Trainer 5 Spieler A4, B, C, D und E
zur Verfiigung Dabei sollen A und B unbe-
dingt zum Einsatz kommen und sogar auf
benachbarten Positionen spielen.

Wieviel Moglichkeiten zum Aufstellen der
Liauferreihe gibt es?

A4a Zum Einsatz stechen dem Trainer
13 Spieler A, B, C,D,E, F, G, H, I, J,K, L
und M zur Verfiigung A und B k6énnen nur
als Torwart aufgestellt werden, C, D und E
nur als Verteidiger, F, G, H und I nur als
Liufer und J, K und L nur als Stiirmer.
Der Spieler M kann sowohl als Liufer als
auch als Stiirmer eingesetzt werden.
Wieviel Moglichkeiten fiir das Aufstellen der
Mannschaft gibt es?

W. Trdger
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Es ist nun schon zu einer guten Tradition
geworden, daB die DDR-Mannschalt wih-
rend der IMO von jeder teilnehmenden
Mannschaft eine Aufgabe fiir unsere alpha-
Leser erhdlt. Wir danken stud math. Wolf-
gang Burmeister, Forschungsstudent an der
TU Dresden, fiir die Bearbeitung der gestell-
ten Probleme.

Volksrepublik Bulgarien

Gegeben sei ein Schachbrett der GroBe
mxn Felder. Fiir welche m und n kann es
in ,,Tetraminos"“ zerlegt werden?

L]

—J

Republik Finnland
Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck ABC.
Die Eckpunkte bewegen sich mit gegebenen
-konstanten Geschwindigkeiten v,, v, ve so,
daB in jedem Augenblick gilt:

%11 4B, 73 11 BC und 5211 C4.
Es ist der Weg zu ermitteln, den die Punkte
A, B, C beschreiben.

Republik Frankreich

Gegeben sei eine Primzahl p mit folgender

Eigenschaft: Fiir jede natiirliche Zahl g
besitzt die Zahl (a+ 1)’ —a® nur Teiler der
Form 2kp+1 (ke N).

Man zeige, daB es fir eine solche Zahl p
unendlich viele Primzahlen von der Form
2kp+1 (ke N) gibt.

(Hinweis: Wenn es nur endlich viele Prim-
zahlen P,, ..., P, dieser Form gibe, konnte
man a=P, - ... P, setzen und einen Wider-
spruch herleiten. Schwieriger ist zu beweisen,
daB Voraussetzung und Behauptung dieser
Aufgabe fiir alle ungeraden Primzahlen p
gelten.)

Vereinigtes Konigreich von
GroBbritannien und Nordirland
Die Bilder der Funktionen y=bx+c¢ und
y=x> mogen sich in genau drei Punkten
mit den Abszissen x,, x,, x; schneiden.
Man zeige, daB durch die Gleichungen

X =px24qx,+r

Xy=px3+qx;+r

Xy3=pxi+qx,+r

drei reelle Zahlen p, g, r eindeutig bestimmt-

werden und gebe diese in Abhingigkeit von
b und ¢ an.
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Sozialistische Fioderative Republik
Jugoslawien

Auf einem Schachbrett der GréBe n x n steht
in jeder waageref:hten und senkrechten Reihe
genau ein Turm.

Um wieviel Felder miissen alle n Tirme im
Hochstlalle insgesamt riicken, damit sie aul
eine vorgegebene lange Diagonale des Brettes
zu stehen kommen?

Republik Kuba

Gegeben seien fiinl Punkte in einer Ebene.
Man zeige, daB unter allen Dreiecken, die
drei dieser Punkte als Eckpunkte haben,
hochstens sieben spitzwinklige vorkommen.

Mongolische Volksrepublik

Welches ist der groBtmogliche Flacheninhalt

fiir alle Dreiecke, deren Seiten a, b, ¢ der

folgenden Bedingung geniigen:
0<ag15b=2=5c<3?

Konigreich der Niederlande

Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck
ABC mit £CAB= xABC=40°. P sei ein
Punkt im Innern dieses Dreiecks, fir den
¥ PAB=30° und ¥ PBA=20° gilt.

Man soll den Winkel X PCA ermitteln.

Republik Osterreich

Es seien x,, ..., x, reelle Zahlen, dic dem

Intervall {m, M) der Zahlengeraden ange-

horen. Die Summe dieser Zahlen sei Nulil.

Man beweise die Ungleichung
xi+xi+...+xiS—n-m-M.

Volksrepublik Polen
Gegeben sei eine natiirliche Zahl n>3. Fiir
jedes Paar a4, b von natiirlichen Zahlen mit
I<a<b<n bilden wir die Differenz
o b-4/ a.
Zu bestimmen ist das Produkt

p= 1 (/b-4a

1<a<bsn

aller derartigen Differenzen.
Hinweis: Die Aufgabe besitzt eine iiber-
raschend einfache Losung.

Tschechoslowakische Sozialistische

Repablik

Es ist die Menge aller Polynome P(x)
=ax?+bx?+cx+d (a, b, c, d reelly mit fol-
gender Eigenschaft gegeben:

Fiir alle xe (-1, 1)) gilt P(x)e (-1, 1).
Man zeige, daB man eine Zahl K so ange-
ben kann, daB |a|<K fiir alle Polynome
aus dieser Menge gilt. Ferner bestimme man
das kleinstmogliche K dieser Art.

Union der Sozialistischen Sowjet-

republiken

Es seien a, b, ¢, d vier positive Zahlen, deren
Produkt gleich 1 ist.

Es ist zu beweisen, daB

@+ ++d +ab+bc+cd+dat+ac+tbd
210 gilt.

Sozialistische Republik Rumiinien
Gegeben sei eine Zahl a>1.
Man beweise, daB keine fir alle reellen x
definierte Funktion f(x) existiert, so daB
f(x)% const. und

[fla)—fb) |<|a—b]*
fiir alle reellen Zahlen a und b gilt.

Kdnigreich Schweden
Gegeben sind zwei Folgen {a,}, {b,} posi-
tiver reeller Zahlen. Dabei gilt fiir jedes
neN
a = 2
n+1 l " l
all bll
Man beweise, daB beide Folgen einen Grenz-
wert besitzen und daB gilt:
lim a,=lim b,=/a,b,.

-

a,+b,
und b"“=T'

n— o

Ungarische Volksrepublik

Auf der H6he h, eines Dreiecks ABC sei ein

Punkt P gegeben. Die Geraden AP, BP, CP

schneiden die Seiten BC, CA bzw. AB in den

Punkten 4,, B, bzw. C,. Man beweise:
XB,C,P=£PC,A,.

Vereinigte Staaten von Amerika

Die abgebildete Figur stellt ein Trapez
ABCD mit den parallelen Seiten AB=5 cm
und CD=3 cm dar. Ein innerer Punkt M
von A_B, der 1 cm von A4 entfernt ist, wurde
mit einem Punkt N der Geraden DC ver-
bunden, wobei DN=4 cm und CN= Icm
betrdgt. Durch den Schnittpunkt S der
Geraden BC und MN wurde eine Gerade g
gezeichnet, die CN in einem inneren Punkt P
und MB in einem inneren Punkt @ schnei-
det. -

Wie lang ist die Summe x+y aus den Strek--
ken DP=x und AQ=y?

Demokratische Republik Vietnam

Es sei ein Polyeder gegeben, dessen Seiten-
flichen schwarz und wei gefirbt wurden
derart, daB je zwei weiBe Seitenflichen weder
eine gemeinsame Kante noch eine gemein-
same Ecke haben. AuBerdem gibt es mehr
weiBe als schwarze Flachen.

Es ist zu beweisen, daB ein solches Polyeder
keine Inkugel (d. h. eine Kugel, die sich
innerhalb des Polyeders befindet und simt-
liche Seitenflachen beriihrt) hat.

Deutsche Demokratische Republik

Jeder Teilnehmer der XVI. IMO erhielt eine
Urkunde. Sie enthielt u. a. eine elegante
geometrische Aufgabe aus einer DDR-Olym-



piade (in den vier IMO-Verhandlungsspra-
chen) und als Randleiste den Losungsweg
(siche Abb.).

Man untersuche, ob es regelmaBige n-Ecke
gibt, bei denen die Differenz der Lingen
einer groBten und einer kleinsten Diagonale
gleich der Seitenlinge des n-Ecks ist.

Wenn ja, so gebe man alle natiirlichen Zah-
len n(ng4) an, fiir die das gilt.

/’[\

Die Universitit Sofia, Austragungsort der
Klausuren (Bild rechts oben)

Wihrend die Delegationsleiter korrigierten,
besuchten diec Teilnehmer das Hiittenwerk
Kremikowski

Die siegreiche sowjetische Mannschaft bei
einem Stadtbummel durch Sofia

Ich war 1966 dabei

In diesem Jahr ist die VR Bulgarien zum
2. Male Gastgeber einer IMO. Im Jahre 1966
war ich als Chefredakteur der alpha Gast der
VIII. IMO. Mit diesem Bildbericht geben
wir einen Einblick in die VIII. IMO und
griilBen unsere bulgarischen Freunde aufs
herzlichste.

So wurden die Preise verteilt:

Die internationale Jury vergab bei der VIIIL.
IMO in Sofia insgesamt 40 Preise. Und das
sind die Preistriger:

Sowjetunion (fiinf erste Preise, ein zweiter
Preis, ein dritter Preis)

DDR (3/3/-)
Ungarische VR (3/2/1)

VR Polen (1/4/2)

VR Bulgarien 1/-/3)

SR Ruminien (1/1/2) .
SFR Jugoslawien  (-/2/1)

CSSR (/1/2)

MVR (ein Sonderpreis)

Auf der 1200 km

necl T LTI T

BAERLLTAN R
CES SRR

Die erste der gestellten Aufgaben

der VIII. IMO

Bei einem mathematischen Schillerwetibe-
werb wurden insgesamt drei Aufgaben, A,
B, C, gestellt. Unter allen Teilnehmemn gab es
(genau) 25 Schiiler, von denen jeder wenig-
stens eine Aufgabe gelost hatte. Unter den
Schiilern, welche die Aufgabe A nicht gelost
hatten, war die Anzahl derjenigen, welche die
Aufgabe B gelSst hatten, zweimal so groB
wie die Anzahl derjenigen, welche die Auf-
gabe C geldst hatten. Die Anzahl Qer Schiiler,
die nur die Aufgabe A gelost hatten, war um
1 groBer als die Anzahl der iibrigen Schiiler,
welche die Aufgabe A gelost hatten. Von
den Schiilern, die nur eine Aufgabe gelost
hatten, hatte die Halfte die Aufgabe A nicht
gelost. Wieviel Schiiler hatten nur die Auf-
gabe B gelost?

langen Rundfahrt der

Freundschaft (am Schwarzen Meer)
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In freien Stunden iI||I|IiI heiter

Unterhaltungsmathematik aus der VR Bulgarien

Wie viele sind es?

Zwolf Personen tragen insgesamt 12 Brote. Die Man-
ner tragen je zwei Brote, die Frauen je ein halbes, die
Kinder je ein viertel Brot.

Wie viele Méinner, Frauen und Kinder sind es?

Drei Kistchen

Vor uns liegen drei gleiche Kistchen. In einem sind
zwei weiBe, in dem anderen zwei schwarze und im drit-
ten eine schwarze und eine weiBe Kugel. Auf den
Deckeln sind sie gekennzeichnet.

Das Problem besteht darin — ohne hineinzuschauen -
eine Kugel aus einem Kistchen herauszunehmen und
zu erkennen, welche Kugeln in welchem Kaistchen
liegen, wenn bekannt ist, daB die Beschriftung auf
keinen Fall der Wahrheit entspricht.

»oage deinem Konstrukteur, daB ich gern einmal mit
ihm reden mochte!*
Utschitelsko delo, Sofia
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Angeln mit vielen Unbekannten

Vater Nikolai mit Sohn und Vater Peter mit Sohn
gehen angeln. Die Zahl der Fische, die Nikolai ge-
angelt hat, endet mit der Ziffer 2, die seines Sohnes
mit der Ziffer 3, die von Peter ebenfalls mit 3 und die
seines Sohnes mit 4.

Die Summe aller Fische, die sie insgesamt geangelt
haben, ist die Quadratzahl einer natiirlichen Zahl.
Wie heiBt der Sohn vom Vater Nikolai?

Arithmetisches Riitsel

In die Kreisfiguren sind die Zahlen 11 bis 19 so ein-
zusetzen, daB die Summe aller vier Zahlen, die sich
in einem groBen Kreis befinden, die Zahl 59 ergibt,
gleichzeitig soll die Summe der drei Zahlen, welche
sich in den Kreisfiguren auf den Diagonalen befinden,
jeweils die Zahl 39 ergeben.



Beim Einkauf

In fiinf Minuten war die Halfte meines Geldes weg,
erziahlte ein Mann seiner Frau, als er aus dem Ge-
schift kam. Dabei betragen meine Lewas jetzt genau
die Halfte der Stotinkis, die ich anfangs hatte, und die
Stotinkis genauso viele wie die Lewas, welche ich
am Anfang hatte.

Wieviel Geld hatte der Mann, und wieviel ist ihm nach
dem Einkauf geblieben? (1 Lew=100 Stotinki)

Das Lotterielos

Ich habe mir ein Lotterielos, auf dem die Summe der
Ziffern (Quersumme) der fiinfstelligen Zahl dem Alter
meines Vaters entspricht, gekauft. Als ich ihm das
sagte, wuBte er sofort, welche Zahl mein Lotterielos
trigt. WeiBt du es? '

Kryptarithmetik
ok Lk Qo * ko Lk k&
* e O ES
* % % EEE
*Q* * % g
« x* k() 4****3

+2] || |2]=] lo
. 71+ =13
1+ 13]:12] |=

LI+ I-L o= 1/]

Die Treppe

Fiille die Treppe mit den Zahlen 1 bis 38 so, daB die
Summe an jeder Wand jedes Wiirfels 78 betragt!

In einem Zug

AN

Die auf diesen beiden Seiten gestellten Probleme iiber-
nahmen wir aus der bulgarischen mathematischen
Schiilerzeitschrift

Mame
Namu
d

Herausgeber: ZK des Komsomol und des Ministeri-
ums fiir Volksbildung der VR Bulgarien.
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Seit 1969 besteht ein Patenschaftsvertrag zwi-
schen dem alpha-Club der 29+ Oberschule und dem
Wartungskollektiv der EDV:Anlage des Zentralinsti-
tuts der Metallurgie in Leipzig. Von dieser Zusam-
menarbeit wurde in dieser Zeitschrift schon berich-
tet. Hohepunkte waren 1974 — wie alljahrlich — der
Besuch einer Gruppe des alpha-Clubs bei der Paten-
brigade und erstmals auch der Sieger der Kreis-
olympiade des Stadtbezirks Siidost. Ihre Auszeich-
nung fand in den Riumen des ZIM unter Mitwirkung
der Patenbrigade statt. Den Jungen Mathematikern
wurde die Arbeitsweise einer modernen EDVA er-
ldutert und vorgefiihrt. Alle interessierten sich beson-
ders fiir das neu aufgebaute elektromechanische Zei-
chengerit, in der Fachsprache als Plotter bezeichnet.
Mit diesem Gerit werden mathematische Ergebnisse,
die sich graphisch darstellen lassen, in relativ kurzer
Zeit und sehr genau gezeichnet. Als Uberraschung
hatte ein Mitarbeiter des ZIM — ehemaliger Teilneh-
mer an Mathematikolympiaden — eine Urkunde mit
Hilfe des Rechners angefertigt, auf der die Patenbri-
gade die Sieger zu ihrem Erfolg begliickwiinschte.
Diese Urkunde wurde in Anwesenheit der Jungen
Mathematiker vom Plotter gezeichnet und jedem Sie-
ger iberreicht.

Da der Plotter, wie schon erwihnt, groBe Aufmerk-
samkeit erregte, mochten wir hier etwas mehr von
seiner Funktion und Anwendung bringen.

Zeichnerische Darstellung von Ergebnissen

der EDV

Mit Hilfe des Plotters kénnen die Ergebnisse der elek-
tronischen Datenverarbeitung automatisch in gra-
fische Form umgesetzt werden. Je €in Schrittmotor mit
angebautem Getriebe bewirkt den Antrieb in der
x-Achse und der y-Achse. Den Motoren ist eine Elek-
tronik vorgeschaltet, welche die ankommenden Steu-
ersignale umwandelt und verstirkt. Die Steuerung
erfolgt durch Signale, die die EDV-Anlage zunéichst
auf Magnetband aufzeichnet und die spiter durch
eine besondere Magnetbandeinheit gelesen und dem
Plotter zugefiihrt werden.

Bei jedem ankommenden Steuersignal dreht sich der
Rotor des einen oder anderen Schrittmotors um einen
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festliegenden Drehwinkel, woraus eine genau defi-
nierte lineare Bewegung des Zeichenstiftes um eine
Schrittlinge von 0,03175 mm in positiver oder nega-
tiver x-Richtung oder y-Richtung resultiert. Ein
Elektromagnet bewirkt durch ankommende Signale
ein Heben oder Senken des Zeichenstiftes.

Erhalten beide Schrittmotoren gleichzeitig ein Steuer-
signal, so wird ein Schritt in Richtung einer Diago-
nalen ausgeldst. Jede Zeichnung wird aus einer geeig-
neten Aufeinanderfolge von einzelnen Schritten zu-
sammengesetzt. Durch geeignete Grundprogramme
fir die EDVA werden solche Steuersignale an den
Plotter gegeben, daB eine ideale Anniherung an den
gewiinschten Kurvenzug erreicht wird. Die kleinen
Grundschritte lassen sich in der fertigen Zeichnung
nicht mehr mit dem bloBen Auge erkennen, die des-
halb aus Linien und Kurven sowie Beschriftungen
beliebiger Art bestehen kann.
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SIN(X) ,COS(X) UND SIN(X) + COS(X)
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Kurven im Achsenkreuz

g

Ein Teil der Erdkugel, vom Plotter gezeichnet.
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Dreidimensionale Darstellung einer Oberflichenstruk-
tur

Das Titelblatt des Heftes 2/75 zeigt einen Wiirfel
in isometrischer Darstellung. Durch Rotation von

Vierecken pro Wiirfelfliche entstand dieser schone
Effekt.
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Preistrager

Der VIII.
Internationalen
Physikolympiade
entgegen

Preistriiger
des Physikwettbewerbs 1974

Zu unserem Physikwettbewerb gingen ein:
Klassenstufe 6 108 Losungen
7 65 Losungen
8 67 Losungen
9 59 Ldsungen
10/12 138 Losungen
zus. 437 Losungen
Alle Teilnehmer erhielten im Februar eine
Antwortkarte, die Preistrager eine Urkunde
und eine Buchpramie.
Preistrager: Thomas Bienek, Schwepnitz;

Lutz Méller, Schmiedeberg; Frank Regens-

burger, Dresden; Frank Hadamik, Rade-
beul; Ulv Krabisch, Leipzig; Volker Lerche,
Schmalkalden ; Torsten Waldeck, Karl-Marx-
Stadt; Annelie Meyer, SilberstraBe; Josef
Hofbauer, Traismauer (Qsterreich); Karl
Krause, Mansfeld; Wolfgang Huschmann,
Qelsnitz; Petra Maeder, Berlin.

,,Heute behandeln wir in der Schule die
Atomzertriimmerung.‘
Aus: Ucitelské noviny, Prag

Preistriiger
des Chemie-Wettbewerbs 1974
Zu unserem Chemie-Wettbewerb gingen ein:
Klassenstufe 7 365 Losungen
8 260 Losungen
9 311 Losungen
10/12 455 Losungen

zus. 1391 Losungen

Alle Teilnehmer erhielten im Februar eine
.Antwortkarte, die Preistrager eine Urkunde
und eine Buchprimie.

Preistriger: Dietmar Schréter, Dresden
(K1. 6); Olaf Heese, Berlin; Heike Briinig,
Saalfeld; Elke WeiB, Merseburg; Friedbert
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Rode, Wingerode; Steffen Roch, Annaberg;
Michael Weicker, Miigeln; Heidemarie
Probst, Bad Frankenhausen; Josef Hofbauer,
Traismauer (Osterreich); Lutz Krukowska,
Bohlitz-Ehrenberg; Daniel E. Hersberger,
Reinach (Schweiz); Ulrich Kirchhiibel,
Floha; Martin Ermrich, Elbingerode; Bir-
git Baldauf, Zschornewitz; Wiete Schirmer,
Karl-Marx-Stadt.

Preistriger
des Wettbewerbs 30 Jahre VR Polen

Zu unserem Sonderwettbewerb 1974 gingen
418 Losungen ein. Alle Teilnehmer erhielten
im Februar eine Antwortkarte, die Preis-

triger eine Urkunde und eine Buchprimie. v

Preistriger: Das Kollektiv der OS Déllnitz/
Saalkreis; AG Mathematik (KIl. 9), OS
Kleinberndten; Klasse 7b der OS Karl Marx,
Schmalkalden; Bernd Miiller, Stralsund;
Ulrike Baumann, Radebeul; Dorothea Mol-
ler, Gerbstedt; Annegret Kirsten, Leuna;
Norbert Fuchs, Meiningen; Mario Steller
Lichtenstein; Gudrun Tappert, Wilh.-Pieck-
Stadt Guben; Elvira Klingebiel, Bischoffe-
rode; Karin Sukowski, Neukloster; Michael
Menzel, Greifswald ; Holger Brodmann, Hett-
stedt; Heidrun Vorsprecher und Greta Béh-
misch, Berlin; Christel Mitzenheim, Jena.

Die DDR ist in diesem Jahr der Gastgeber
der VIIL IPO. alpha wird ausfiihrlich dariiber
berichten. '

Aus dem Programm:

6./7. Juli - Anreise der Delegationen, Freund-
schaftstreffen mit FDJlern der PH Giistrow,
Empfang der Jury durch den Rektor der
Pidagogischen Hochschule und Vertreter
des Ministeriums fiir Volksbildung

8. 7. — Exkursion nach Schwerin, am Abend:
Eréffnungsfeier in der PH Gistrow

9. 7. - 1. Klausur (theoretische Probleme)
10. 7. — Exkursion nach Schwerin

1. 7. - 2. Klausur (Experimente)

12./13. 7. — Exkursion nach Rostock

14. 7. — Feierlicher AbschluB der VIII. IPO
15./16. 7. — Exkursion nach Potsdam und
‘Berlin

17. 7. — Abreise der Delegationen

1. INTERNATIONALE
\\iriia>~\\
]

C61 400 3AVIdWATO

Piad. Hochschule Giistrow
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Ein Zaun und ... eine
quadratische Funktion

Im Kontor der Brigade saB der Leiter des
Maschinenhofs, Alexej Chromov, iiber ein
Blatt Papier gebeugt und zeichnete etwas:
er hatte vor, den Maschinenhof mit einer
Umziunung mit drei Toren zu versehen.
,,Kostja*, wandte er sich an den Bautech-
niker, der gerade das Kontor betreten hatte,
»ich plane hier eine Umzdunung und habe
120 Meter Maschenzaun. Wie werde ich das
am besten machen?**

,»Auf der einen Seite sind die Garage und die
Werkstatten*, sagte der Techniker, ,,wir
werden ihre Winde ausnutzen. Du hast
120 Meter Zaun, dazu kommen die drei
Tore, jedes zu 12 Meter, das heiBt, die ganze
Umziunung miBt 156 Meter.** Und er zeich-
nete einen Plan: .

,,Bitte, das wird ziemiﬁéh‘ eng werden, nur
etwa 2700 Quadratmeter* bemerkte Alexej,
nachdem er den Plan angeschaut hatte. ,,Mo-
ment mal, kann man nicht die eine Seite
linger machen? Etwa so*:

»Richtig, so sind es fast hundert Quadrat-
meter mehr*, pflichtete der Techniker bei.
»Wie wire es, kénnten wir nicht auf dieser
Seite auch noch etwas zugeben 7

o
,»Sieh einmal an, noch iiber zweihundert
Quadratmeter gewonnen‘, rief Alexej er-
freut, ,,doch der Zaun ist nicht linger ge-
worden! Hore, Kostja, konnen wir nicht
noch mehr gewinnen?**

,,Moglich*, lieB sich der Lehrer Semjon Pe-
trovitsch vernehmen, der gerade das Kontor
betrat, ,,zunichst wollen wir die Aufgabe
scharf formulieren und dann l16sen**.

Aufgabe

Es sind Linge und Breite eines Rechtecks
von maximalem Flacheninhalt zu ermitteln,
wenn die Summe der Lingen dreier seiner
Seiten 156 Meter betrigt. A. Halameisdr

(Losung siehe S. 71).

Die Rechnung ohne
den Wirt machen ...

Mathematisches und Zahlen in sprichwért-
lichen Redensarten

Wenn man heute in eine Gaststatte geht,
kann man sich anhand der Speisenkarte
das ausrechnen, was man zu bezallen hat —
das heiBt aber noch lange nicht, daB man
die Rechnung ohne den Wirt macht. Diese
Redensart driickt vielmehr aus, da man sich
gewallig verrechnen oder verplanen kann,
wenn man wesentliche Faktoren nicht be-
riicksichtigt — und der Wirt war frither in
seiner Eigenmichtigkeit schon ein wesent-
licher Faktor. Das sagt auch eine Uberliefe-
rung aus dem Jahre 1639: ,,Wer die Zech
ohn den Wirth macht, muB8 zweymahl rech-
nen'‘.

Man muBte also genau aufpassen, daB man
nicht betrogen wurde, daB einem nicht ein X
fiir ein U vorgemacht wurde. Bei den im
Mittelalter fast ausschlieBlich verwendeten
romischen Zahlzeichen bedeutet ja X zehn
und V — das zugleich auch fiir U stand - fiinf.
Der urspriingliche Sinn dieser Redewendung
ist also der, daB man zehn (,,ein X*‘) statt
finf (,,ein V=U") angeschriecben bekommt,
demnach tiichtig betrogen wird.

Sei es wie es sei — entweder hat man sein Geld
nicht richtig gezihlt oder der Wirt bzw.
Ober hat uns mit doppelter Kreide angeschrie-
ben (d. h. einen Posten zweimal gerechnet),
jedenfalls, wenn das Geld zum Begleichen
der Rechnung nicht reicht, driicken wir unsere
Bestiirzung durch den Ruf ,,Ach du griine
Neune!“ aus, auch wenn der Ober vielleicht
keinen griinen Kugelschreiber verwendet
oder gar keine Neun geschrieben hat. Die
Deutung ist in diesem\F'aQ sehr umstritten.
Uber das Schlesische wurde es als verhiil-

lende Form fiir ,krumme Not*, die Epi-

lepsie (=Fallsucht), ausgelegt.

Die einfachste Losung, aus unsersy Misere
herauszukommen, wire, einen Strich durch
die Rechnung zu machen. Einmal ist das
moglich im wahrsten Sinne des Wortes und
zum anderen so, wie man die Redensart
anwendet: Man durchkreuzt die Absichten

des anderen, verhilt sich anders, als der an-
dere annimmt, und geht z. B. einfach aus der
Gaststitte.
Was dann passiert, kann man sich an den
fiinf Fingern abzihlen, d. h. sich ohne groe
Miihe im voraus iiberlegen: Weil man etwas
auf dem Kerbholz hat, wird die Gaststitte
entsprechende gerichtliche MaBnahmen ein-
leiten.
Die letzte Redensart benutzen wir heute fir
,.ein Vergehen begangen, etwas ausgefressen
haben*. Ausgangspunkt dafiir ist die Be-
nutzung des Kerbholzes als Abrechnungs-
mittel fiir Handelsleistungen oder Schulden
(daher der oben aufgefiihrte Sinn).
Das Kerbholz (oder auch Kerbstock ge-
nannt) ist seit vorgeschichtlicher Zeit in
Europa bekannt als wichtigstes Gerdt zur
Aufzeichnung von Arbeitsleistungen oder
Handelsmengen, bevor die schriftliche Rech-
nungsfiihrung aufkam. Es besteht aus zwei
durch Spalten eines Holzstabes gewonnenen
Teilen; diese beiden Teile wurden genau
aneinandergehalten und Kerben als Aus-
druck gewisser Mengen darauf eingeschnit-
ten (die man damit auf dem Kerbholz hatte!).
Die Partner erhielten dann je einen Teil
des Kerbholzes und konnten bei der Abrech-
nung die Ubereinstimmung der Kerben durch
Aneinanderhalten der Teile priifen.
Ein Verfahren, bei dem bestimmt nicht mehr
Holz verbraucht wurde, als heute in allem
zur Durchfiihrung des Handels notwendigen
Papier steckt. Womit in die Kerbe der Geg-
ner des ,Papierkrieges” gehauen werden
soll, d. h. deren Kerbe wird vertieft, was
auf dem Kerbholz eine VergroBerung der
Menge bedeutete und heute im Sinne von
,Verstirkung des Standpunktes*, ,,Unter-
stiitzung in einer bestimmten Meinung* ver-
wendet wird. -

Ch. Polimer

Vor 200
Jahren

=N - SE"D
...am 29. Oktober 1675 hat Leibniz zum
ersten Male die beiden Symbole d und | be-
nutzt:
»Utile erit scribi | pro ,omnia* et | 1 pro
womnia I* [ significat summam, d diffe-
rentiam“ ...

zu deutsch:

,»Vorteilhaft schreibt man j' fir ,.alles“ und
{1 fiir ,alle I [ bezeichnet eine Summe, d
ein Diflerenz.*
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XIV. Olympiade
Junger
Mathematiker
der DDR

DDR-Olympiade, 24. bis 27. Mirz 1975

Aufgaben - Olympiadeklasse 10

I. Es seiz=(1—f—2)(1—:—z)(1—%)-...
4

(1 _W)

(wobei die Nenner der Subrahenden in den

Faktoren die Folge der ungeraden Quadrat-

zahlen von 12 bis 1992 durchlaufen).

Man stelle die rationale Zahl z in der Form

|4

z=% dar, wobei p, g ganze, teilerfremde

Zahlen sind und g >0 ist.

2. Beweisen Sie folgenden Satz:

Ist ABCD ein Tangentenviereck mit den
Seitenldngen AB=a, E:b, CD=c, AD=d
und dem Inkreismittelpunkt M, so gilt

a_AM-BM
¢ CM-DM

Von den nachstehenden Aufgaben 3A und
3B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen:

3A. Es sei ABCDS eine gerade vierseitige
Pyramide mit fest vorgegebener quadrati-
scher Grundfliche ABCD.

Wir betrachten alle geschlossenen Strecken-
ziige PQRTP, wobei P ein fest vorgegebener
innerer Punkt der Kante AS, Q ein innerer
Punkt von BS, R von CS sowie T von DS
ist.

Man ermittle die Menge aller derjenigen
WinkelgréBen ¢ (0° <@ <90°), fiir die fol-
gendes gilt: Hat der Winkel < ASB die
GroBe ¢, so existiert unter den auf der Pyra-
mide ABCDS betrachteten Streckenziige
PQRTP ein kiirzester.

3B. Sechs Schiiler eines Mathematikzirkels
machen mit dem folgenden Ratespiel ein
kleines Logiktraining: Peter, Klaus, Monika,
Ilona und Uwe verstecken fiinf Gegenstinde:
Zirkel, Radiergummi, Lineal, Bleistift und
Fiiller so bei sich, daB jeder genau einen dieser
Gegenstinde hat. Dann bekommt Dirk fiinf
Aussagen mitgeteilt, unter denen, wie ihm
ebenfalls gesagt wird, genau zwei falsch sind.
Die Aussagen lauten:

Uwe: ,Wenn Peter den Zirkel nicht hat, dann
hat Klaus das Lineal nicht.“

Monika: ,Uwe hat soeben eine wahre Aus-
sage gemacht”
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Peter: ,,Ich habe den Zirkel oder Klaus hat
das Lineal nicht.”

Klaus: ,,Ich habe das Lineal nicht oder Uwe
hat den Bleistift."

Ilona: ,Ich habe den Fiiller oder ich habe
den Bleistift.“

Man untersuche, ob sich nach diesen Regeln
alle Verstecke der Gegenstinde eindeutig
ermitteln lassen. Wie lauten, falls dies mog-
lich ist, die Verstecke? :

4, Man ermittle alle rationalen Zahien r,
die die folgende Gleichung erfiillen:

W2+/3r + (2= =4

5. In einem Klub Junger Mathematiker gibt
es Streit um das Monotonieverhalten von
Funktionen. Bekannt ist von zwei Funktio-
nen fund g, daB beide fiir alle reellen Zahlen x
definiert sind, f im gesamten Definitionsbe-
reich streng monoton wichst und daB die
Gleichung g(x)> —f (x)*=1 fiir alle x erfiillt
ist. Annemarie folgert nun daraus:
»Dann ist auch g .eine auf dem gesamten
Definitionsbereich streng monoton wach-
sende Funktion.“ Brigitte widerspricht: ,,Es
1aBt sich nur schlieBen, daB g im gesamten
Definitionsbereich entweder streng monoton
wachsend oder streng monoton fallend ist.*
Christa meint: ,,Ihr habt beide nicht recht.
Wer von diesen Schiilerinnen hat nun recht?
Anmerkung: Eine Funktion f wird genau
wachsend) .
in
fallend }
einem Intervall bezeichnet, wenn fiir alle
Zahlen x;, x, aus diesem Intervall, fiir die
x; <x, gilt, die Ungleichung
f(x1)<f(x2)} gilt.
(1) >1 (x3)
6. Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kanten-
linge a. Eine seiner Raumdiagonalen habe
die Endpunkte X und Y. Die Mittelpunkte
der von X ausgehenden Wiirfelkanten seien
mit A4, B, C, sie Mittelpunkte der von Y
ausgehenden Wiirfelkanten mit D, E, F so
bezeichnet, daB 4 und E auf zwei zueinander
parallelen Wiirfelkanten liegen, ebenso B
und F und ebenso C und D.

dann als streng monoton {

a) Man ermittle alle Moglichkeiten, eine
eincindeutige Zuordnung zwischen den Punk-
ten A, B, C und den Punkten D, E, F so zu
withlen, daB folgendes gilt: Die drei Strecken,
die jeden der Punkte A, B, C jeweils mit
seinem zugeordneten Punkt verbinden, und
die sechs Strecken 4B, BC, CA, DE, EF, FD
sind die simtlichen Kanten einer Figur, die
entweder ein Polyeder (d. i ein ebenflichig
begrenzter Korper) ist oder aus mehreren
Polyedern zusammengesetzt werden kann.

b) Wenn es Figuren der in a) genannten Art
gibt, so ermittle man fiir jede von ihnen das
Volumen.

Einen ersten Preis erhielten:
Olympiadeklasse 10: Uwe Schiéfer, EOS ,,Dr.
Th. Neubauer*, Cottbus (KI. 9); Werner
Hoffmann, EOS Miihlhausen; Thomas Mai-
wald, EOS Zittau (KI. 9)

Olympiadeklasse 12: Harry Reimann, EOS
»Heinrich Hertz*, Berlin; Ralph Lehmann,
EOS Diesterweg, Strausberg; Bernd Zad-
dach, Spezialklasse Mathematik der Hum-
boldt-Universitit zu Berlin; Helmut RoB-
mann, EOS , Friedrich Engels*, Neubran-
denburg

Einen zweiten Preis erhielten:
Olympiadeklasse 10: Thomas Kischel, Le-
nin-OS Greifswald; Stefan Gei, EOS Hum-
boldt, Erfurt; Thomas Kaatz, EOS Griifen-
hainichen; Roger Labahn, EOS ,,Geschw.
Scholl*, Anklam; Harald Katzberg, EOS
Kyritz; Joachim Heinitz, Kéthe-Kollwitz-
OS Zwickau; Torsten Beseniuk, EOS Briihl
(Schwerin); Hans-Diettmar Groger, EOS
StaBfurt

Olympiadeklasse 11: Uwe Risch, EOS ,,Ge-
schw. Scholl*, Burg; Uwe Lébus, EOS ,,R.
Rolland* Dresden ; Michael Marozinek, EOS
»Heinrich Hertz*, Berlin (Kl 10); In Olym-
piadeklasse 12: Udo Matte und Uwe Quast-
hoff, beide Spezialklasse Mathematik der
Martin-Luther-Universitdt Halle; Klaus Alt-
mann, Alexander Wilczok und Martin
Hanke, alle EOS ,,Heinrich Hertz*, Berlin

Einen dritten Preis erhielten:
Olympiadeklasse 10: Hartmut Walter, EOS
» J. W. Goethe", Bischofswerda; Dirk Both-
mann, EOS F. Schiller, Bautzen; Riidiger
Schultz, EOS ,,Ernst-Moritz-Arndt“, Bergen;
Uwe Baumbach, EOS ,,Heinrich Hertz“, Ber-
lin; Lutz Giirtner, Pestalozzi-OS Wismar;
Michael Zwicke, EOS , Friedrich Engels“,
Riesa; Roland Kaschner, EOS ,,J. R. Becher*,
Lacuhammer; Thomas Luschtinetz, Hansa-
OS Stralsund; Stefan Vogel, Ernst-Thil-
mann-OS Plauen (KL 9). In Olympiade-
klasse 11: Friedhelm Schieweck, EOS
»Otto v. Guericke”, Magdeburg; Hans-
Georg Martin, Spezialschule VEB ZeiB8,
Jena; Reiner Lindemann, Spezialkl. der
Humboldt-Universitdt zu Berlin; Uwe Ebert,
EOS Altenberg; Marcus Kasner, EOS ,,Her-
mann Matern*, Templin; Frank Burghardt,
Spezialschule techn. Richtung Frankfurt/O.;
Peter Szyler, EOS ,,Geschw. Scholl“, Garde-
legen; Frank Richter, EOS Herzberg (K1. 10)
Olympiadeklasse 12: Andreas Engel, Spezial-
klasse der Humboldt-Universitdt zu Berlin;
Thomas Schmitt und Jiirgen Helbig, beide
Spezialklasse der Martin-Luther-Universitit
Halle; Kurt Frischmuth, ABF ,,Walter
Ulbricht*‘, Halle

Anerkennungsurkunden fiir gute Leistungen
wurden an weitere 51 Schiiler vergeben.



Losungen

Hinweis: Zu Aufgabe 1260 (5/74) ist uns ein
Formulierungsfehler unterlaufen. Es muB
heiBen ,,... wenn die Verpackungskostemr
unberiicksichtigt bleiben sollen?*

Abbildung zur Lésung 1309

[ c
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b
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A x G a-x 8

F
Lésungen zum alpha-Wettbewerb Heft 1/1975

541321 1,35m=135cm; 3,45 m=345 cm;
135:15=9; 345:15=23. Fiir dieses Bade-
zimmer bendtigt man fir 9 Reihen je 23 Flie-
sen, insgesamt also 9-23=207 Fliesen.
207-6mm=1242 mm=1242cm=~124 m.
Der Stapel Fliesen ist rund 1,24 m hoch.

541322 Wir rechnen 5-(28+430)=50-58
=290, 540 —290=250 und 250:25=10. An
dieser Schule gibt es zehn Klassenriume
mit je 25 Sitzplitzen.

W5m1323 Wir rechnen 27-11=16 und
4-16=64. Oder x:4=27-11, x:4=16,
x=64. In diesem Betrieb arbeiten 64 Briga-
den.

W 5e1324 Angenommen, es gibt x Zim-
mer mit je 6 Betten; dann gilt
6-x+4-9+2-(9+3)=126,
6x+36+24=126,
6x= 66,
x= 11.
In diesem Studentenwohnheim gibt es elf
6-Bett-Zimmer.

W 5*1325 Aus d) folgt: Andrea besucht die
Klasse 4b. Aus a) folgt: Dirk hat nicht den
Familiennamen Hofmann. Aus c) folgt: An-
drea hat nicht den Familiennamen Hofmann.
Deshalb heiBt einer der Pioniere Mario Hof-
mann
Aus ¢) folgt: Mario Hofmann besucht die
Klasse 4b und ist der jiingste, also 9 Jahre alt
Desbalb sind Dirk und Andrea beide 10 Jahre
alt.
Aus b) folgt: Dirk heiBt nicht mit Familien-
namen Hoschke, also Meisel. Deshalb heiBt
Andrea mit Familiennamen Hoschke.
Ergebnis: Mario Hofmann, 9 Jahre alt, Klasse
4b, Dirk Meisel, 10 Jahre alt, Klasse 4a, An-
drea Hoschke, 10 Jahre alt, Klasse 4 b.
W 5*1326 Die groBte zweistellige natiirliche
Zahl, deren Ziffer auf die Grundziffer 2 en-
det, lautet 92. Streichen wir die Ziffer 2, so
verbleibt die Ziffer 9.
Wegen 92+9=101<145 muB eine der ge-
suchten Zahlen zwischen 101 und 145 lie-
gen und auf die Grundziffer 2 enden.
Dabher ist diese Zahl von der Form- 10x + 2,
und wir erhalten
(10x+2)+x =145,
11x=143,
x= 13.
Die beiden natiirlichen Zahlen lauten also
132 und 13; es gilt 132+ 13=145.
641327 Die zu ermittelnden Zahlen lassen
sich darstellen durch
n=1000a+100-3a+10-(3a—5)+a.
Wegen 3a<9 gilt a<3. Wegen a>0 kann
daher a nur gleich 1, 2 oder 3 sein. Da fiir
a=1 die Zahl 3a—5 keine natiirliche Zahl
ist, gilt a=2 oder a=3.
Es gibt somit zwei Zahlen, die die gestellten
Bedingungen erfiillen, sie lauten 2612 und
3943
641328 Unter vier aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen gibt es genau zwei gerade
und zwei ungerade Zahlen. Die Summe zweier
gerader, aber auch die Summe zweier unge-
rader Zahlen ist stets eine gerade Zahl.
Die Summe von vier auleinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist also in jedem Falle eine
gerade Zahl, deshalb durch 2 teilbar und, weil
sie groBer als 2 ist, keine Primzahl.
W6a1329 Es seien P, P,, ..., P,_; und
P, die Eckpunkte eines konvexen n-Ecks.
Von einem Eckpunkt aus lassen sich genau
(n—3) Diagonalen zehen, die das n-Eck in
(n—2) Dreiecke zerlegen. Die Summe der
Innenwinkel jedes dieser Dreiecke betrigt
180°; die Summe der Innenwinkel dieser
(n—2) Dreiecke betrdgt somit (n—2)- 180°.
Sie ist gleich der Summe der Innenwinkel
des n-Ecks. p | Py

Py )

W 6u1330 Angenommen, es nehmen x
Lehrerinnen und somit (126 —x) Lehrer an
der Weiterbildung teil, dann gilt
x_126—x
s 2
2x=630-5x,
Tx =630,
x= 90.
An der Weiterbildung nehmen 90 Lehrerin-
nen und 36 Lehrer teil

W 6*1331 Es sei AC=b und AB=c=2b.
Wir spiegeln A an der Geraden BC als Sym-
metrieachse; es sei A’ der Bildpunkt von A.
Wegen AB=2- AC und auf Grund der Sym-
metrieeigenschaften gilt dann CA=CA'=b,
also AA'=2b und AB=A'B=2b.

Somit ist das Dreieck ABA’ gleichseitig, und
es gilt Winkel X¥BAC=60° und Winkel
¥ ABC=90°—-60°=30°.

Da AD Winkelhalbierende ist, gilt weiter
Winkel £ CAD= xBAD=30°. Also ist das
Dreieck ABD gleichschenklig mit der Basis
AB, und die Winkelhalbierende DE ist auch

Scitenhalbierende. Daher gilt A_E=%~E

= AC =b. Das Dreieck AEC ist daher gleich-
schenklig und wegen Winkel ¥ CAE =60° so-
gar gleichseitig,

A 8

W 6*1332 Zunidchst ist der Winkel
¥ XBY=8=50° mit seinem Scheitel B zu
zeichnen. Danach ist zu dem Schenkel BX
von f eine Parallele g im Abstand m=3cm
und zu dem Schenkel BY eine Parallele h
im Abstand n=2cm zu konstruieren. Der
Schnittpunkt der Geraden g und h sei H.
Die Senkrechte zu BX durch H schneidet BY
im Punkte C, die Senkrechte zu BY durch H
schneidet BX im Punkte 4. Verbindet man
A mit C, so erhilt man das zu konstruierende
Dreieck ABC.

Y
h C
4 6
g
m=3an
A
X - 8
A ns2em

741333 Ein Spielwiirfel besitzt | +2+3+4
+5+6=21 Augen. Fiir sein Volumen gilt
demnach
V=V, - V2=a3—2-3m‘3,
23
V=(18*—14n- 13) mm>~ 5788 mm?>.
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741334 Das Plansoll fir einen Tag be-
trage x m?, dann gilt
(x+14)+(x—2)+(x+16)=184,

3x+28=184,
3x =156,
x= 57,

Die Brigade muBte tiglich 52 m*® Holz nach
dem Plan bereitstellen.

W 7u1335 Wegen AB=CD=a und AE
=CG=m gilt EB=DG=a—m. Wegen BC
=A4D=b und BF=DH=m gilt CF=AH
=b—m. Ferner gilt xHAE= £ FCG und
XEBF= &£GDH. Daraus folgt AAEH
=~ AGFCund AEBF=AGDH.
Aus der Kongruenz dieser Dreiecke l'olgt
weiter

EH=FG und EF=GH.

D om G m c

Die Diagonale EG zerlegt das Viereck EFGH
in zwei kong‘ruente Dreiecke AEFG und
AGHE (EF=HG, EH=FG, EG=EG). Aus
der Kongruenz dieser beiden Dreiecke folgt
¥ FEG= £ HGE. Da diese Winkel Wechsel-
winkel an geschnittenen Geraden sind, miis-
sen die Geraden parallel verlaufen. Deshalb
gilt EF | GH und EH | FG, d. h., das Vier-
eck EFGH ist ein Parallelogramm.

W 7e1336 Angenommen, es gebe x Ka-

binen mit zwei Betten, y Kabinen mit drei

Betten und z Kabinen mit vier Betten; dann

gilt x+ y+ z= 29 -4
2x+3y+4z= 86 (=1
4x+4y+4z= 116

—2x—3y—4z=—86 +
2x+ y = 30
y =30-2x,

Da x, y und z simtlich natiirliche Zahlen
sind, ist 2x eine gerade natiirliche Zahl. Dann
ist auch y=30-2x eine gerade natiirliche
Zahl. Daher ist die Behauptung des Fahrga-
stes falsch.

W 7*1337 Wir drehen das dem Kreis ein-
beschriebene Quadrat um den Mittelpunkt
des Kreises als Drehzentrum um 45°.

Es seien A,, A,, A, die MaDBzahlen der Fli-
cheninhalte des Kreises, des umbeschriebe-
nen und des einbeschriebenen Quadrates;

dann gilt 4, =m’ A,=(2r) A3=4~%-rz
=2r2 Fiir das arithmetische Mittel aus A4,
und 4, erhalten wir ml=%(4r2+2r2)=3r‘,

und es gilt 3r<ar?, weil 3<n=3,14...
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Der Flicheninhalt des Kreises ist also groBer
als das arithmetische Mittel aus den MaB-
zahlen der Fldcheninhalte der beiden Qua-
drate.

Es seien u,, u,, u; die MaBzahlen der Um-
fange des Kreises, des umbeschriebenen und
des einbeschriebenen Quadrates; dann gilt
uy=2nr, uy=8r, u3=4r/2. Fiir das arith-
metische Mittel aus u, und u, erhalten wir

mz=%(8r+4rJ§)=2d2+Ji)-

Nun gilt aber

2r2+J2)_2+/2_2+141

2er  0m 3,14

Der Umfang des Kreises ist also kleiner als
das arithmetische Mittel aus den MaBzah-
len der Umféinge der beiden Quadrate. Die
Behauptungen treflen daher in beiden Fil-
len nicht zu.

>1.

W7*1338 A=({1,5,6,7,10};

B={1, 2, 8,9, 10}

W8m1339 a) Die mittlere Geschwindig-
keit auf der 1000-m-Bahn betrug fiir Eduard
Rapp{UdSSR)

000
1-1479m-s!
hgre ™S T APms
=5324km-h"!,
fir Ferrucio Ferro (Ilalien)
1000 .
=1478m-s"!
276766 m-s
=5321km-h™L

b) Als Rapp durch das Ziel fuhr, hatte Ferro

noch 0,05 s zu fahren, bis er das Ziel erreichte.

Da Ferro in 1 Sekunde 14,78 m zuriicklegte,

betrug sein Abstand von dem Ziel noch
14,78 - 0,05 m=0,74 m.

Rapp hatte also bei der Fahrt durch das

Ziel einen Vorsprung von 0,74 m.

W8 m1340 Ange'nommen, es gibt ein sol-
ches Dreieck mit der MaBzahl der Héhe h
und der Mabzahl der Seitenldnge a. Dann
ist die MaBzahl des Flacheninhalts gleich
4,0
und die MaBzahl des Umlangs gleich
u=3a. Wegen A=u gilt

%h=3a, also h=6, wegen a=0.

Hat nun ein gleichseitigeé Dreieck eine Hohe,
deren MaBzahl h=6 ist, so gilt

a6
A=—=3a= A
> a=u

d. h, die MaBzahl 4 des Flicheninhalts
ist gleich der MaBzahl ¥ des Umfangs, es
gibt also ein gleichseitiges Dreieck mit der
verlangten Eigenschaft.

In einem solchen gleichseitigen Dreieck (siche
Bild) gilt nach dem Satz des Pythagoras
2 4h2 4h2 -3
2_p2 42 =h?, a?= ,
4 Py 9

also a =2?h\/§ und daher wegen h=6

=¥\/§=4\/§z6,93.
Ferner gilt A=u=3a=12,/3%208.

c

W 8*1341 Es sei ABC ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Basis AB cbenso lang wie
die Winkelhalbierende AD des Basiswinkels
¥ CAB sei (vgl. das Bild).

Bezeichnet man die GréBen der Winkel mit

$CAB= £ ABC=a, xBCA=y, XxBDA=0,
sogilt , cup— xDAB=2.

Wegen AB=AD ist das Dreieck ABD eben-
falls gleichschenklig; daher gilt =a.

Da die Winkelsumme des Dreiecks ABD
gleich 180° ist, gilt weiter

o
=+6=180°,
at+o+

also ga =180°, a=72°

Daher ist der Winkel an der Spitze des
Dreiecks ABC gleich
y=180°—2a=180°—144°=36°.

W 8*1342 Da a und b nach Voraussetzung
gerade natiirliche Zahlen sind, sind auch

. die Zahlen a+b, a—b und ab gerade Zahlen.

Wir haben daher nur noch nachzuweisen, daB

wenigstens eine dieser drei Zahlen durch

3 teilbar ist.

1. Ist nun a oder b durch 3 teilbar, so ist

ab durch 3 teilbar.

2. Ist weder a noch b durch 3 teilbar, so

1iBt jede dieser Zahlen bei der Division

durch 3 den Rest 1 oder 2. Daher gilt
a=3m+1 oder a=3m+2,
b=3n+1 oder b=3n+2,

wobei m und n natiirliche Zahlen sind.

Ist a=3m+1 und b=3n+1,so0ist
a—-b=(3m+1)-(3n+1)=3m-3n
=3(m—n) durch 3 teilbar.



Ist a=3m+2 und b=3n+2,s0ist
a—b=(3Bm+2)—(3n+2)=3m-3n
= 3(m — n) durch 3 teilbar.

Ist a=3m+1 und b=3n+2,s0ist
a+b=03m+1)+(3n+2)
=3m+3n+3=3(m+n+1)durch 3
teilbar.

Ist a=3m+2 und b=3n+1,soist
ebenfalls

a+b=(3m+2)+(3n+1)

=3(m+n+ 1) durch 3 teilbar.
3. In allen Fillen ist also wenigstens eine
der drei Zahlen a+b, a—b, ab durch 3 teilbar
und daher auch, da es gerade Zahlen sind,
durch 6 teilbar, w. z b. w.

W9 w1343 Es seien 2k+1, 2k+3, 2k+5,
2k +7 vier auleinanderfolgende ungerade na-
tiirliche Zahlen, wobei k eine natiirliche
Zahl ist. Dann ist das Produkt aus der
zweiten und dritten Zahl gleich

Py =(2k+3)(2k+5)=4k>+ 16k + 15

und das Produkt aus der ersten und vierten
Zahl gleich
P,=(2k+1)(2k+ ) =4k>+ 16k +7.

Es gilt also fiir alle &

P,—P,=8,

d. h., wenn man beliebige vier aufeinander-
folgende ungerade' natiirliche Zahlen, z B.
1,3,5,7 oder 3,5, 7,9 usw. wihlt, so ist stets
das Produkt aus der zweiten und dritten
Zahl um 8 groBer als das Produkt aus der
ersten und vierten Zahl.

W9mil44 Es seien a die MaBzahl der
Seitenlinge der quadratischen Grundfliche
und h die MaBzahl der Hohe des Prismas.
Dann ist dic MaBzahl des Volumens des
Prismas gleich
V=a?h
und die MaBzahl der Oberfliche gleich
A=2a*+4ah=2a(a+2h).
Wegen V=A folgt daraus
a’h=2a(a+2h),
also wegen a #0
ah=2a+4h,
h(a—4)=2a,
h= 2a .
a—4
Da g und h von Null verschiedene natiirliche
Zahlen sind, gilt a—4>0, also a>4.
Ferner gilt
2a—8+8_2(a—4, 6 8- _ 8
b= asd " ama tamd Tia

a—4
a—4 ist also ein Teiler von 8, da h eine na-
tiirliche Zahl ist Wegen a—4>0 kann daher
a—4 nur gleich 1, 2, 4 oder 8 sein.

Die folgende Tabelle zeigt die vier Méglich-
keiten fiir a und h; in diesen vier Fillen (und
nur in diesen Fillen) gilt V=A4.

a—4 1 2 4 8

a 5 6 8 12

h=2+ 8 10 6 4 3
a—4

V=a’h 250 216 256 256

A=2a(a+2h) 250 216 256 432

W 9*1345 Die Menge N={1, 2, 3, ..., 2n}
enthilt genau n gerade und genau n ungerade
Zahlen. Die Menge M mége genau p gerade
und genau g ungerade Zahlen enthalten.
Da die Menge M als Teilmenge der Menge N
genau n+1 Zahlen enthilt, enthilt sie min-
destens 1 und héchstens n ungerade Zahlen
sowie mindestens 1 und hochstens n gerade
Zahlen; es gilt p}q=n+1. Wir konnen
daher die Menge M so ordnmen, daB wir

zuniéchst die p geraden Zahlen a,, a,, ..., g,
und dann die g ungeraden Zahlen b,, b,, ...,
b, angeben:

ay, as, ..., a,;,bl, by ..ty by )

Jede der geraden Zahlen g; ist gleich dem
Produkt aus einer Potenz von 2 und einer
ungeraden Zahl ¢;:a;=2°'-¢, Jetzt ordnen
wir jeder geraden Zahl g, der Zeile (1) die
ungerade Zahl ¢; zu und jeder ungeraden
Zahl der Zeile (1) diese Zahl selbst zu und
erhalten die Zahlen:

€15 €3 ees Cpp by, by o by 2)
In der Zeile (2) stechen p+g=n+1 ungerade
Zahlen, die alle kleiner als 2n sind Da es
aber nur n solche Zahlen gibt, miissen min-
destens zwei Zahlen der Zeile (2) iiberein-
stimmen. Es gilt daher entweder c;=c, oder
c=b,
Im ersten Falle gilt

a;=2"-¢,a,=2%¢,
NN

I 9 _
also —= >

ay

Da wir o. B. d A. s;>s5, annehmen konnen, ~

ist 2°'™* eine ganze Zahl, also a; durch g,
teilbar. Im zwetten Falle gilt
a;=2"¢, b;=c, also %=2"
i
d. h. g; ist durch b; teilbar. In jedem
Falle gibt es also in M zwei Zahlen, von denen
die eine durch die andere teilbar ist, w. z b. w.

W9*1346 a) Wir nehmen zunichst an, daB-
die Hohe CD=h innerhalb des Dreiecks
ABC liegt (vgl. das Bild) und bezeichnen die
Linge der Strecke AD mit x. Dann gilt nach
dem Satz des Pythagoras
h2=b?—x2,

m

h2=a?—(c—x)~ )
Daraus folgt
a?—c?+2cx—-x=b*—x?, 3)
2ex=h*+c2—a?,
b2 +c?-a?
=== @

Wegen (1) gilt weiter

%)

Ferner gilt fiir den Fidcheninhalt des Drei-
ecks ABC

_ch_c 4, (b’ +c*—a
—2_2\/"'( 2w ) ©

Es 13Bt sich leicht zeigen, daB die Formeln (5)
und (6) auch dann giiltig sind, wenn die
Hohe CD auBerhalb des Dreiecks liegt.

Fiir die praktische Rechnung ist es zweck-
miBig, die Formeln (5) und (6) noch umzu-
gestalten. Wir erhalten

h=b*—x*=J(b+x)(b—x)

_ (b+b2+cz—az}(b b2+ c?—a?
2c 2¢

1 S
—h=i J@bc+ b2 +c?—a?)
(2bc—b2—c*+a?),

h=% Jrr—a[a—b—d7

h=§\/(b+c+a)(b+c—a)

2c
(a+b—c)(a—b+c). Setzt man

c

>

x cx
A D 8

a+b+c=2s, so wird

b+c—a=2s—2a=2s—a),
a+c—b=2s—2b=2s—0b),
a+b—c=25—2c=2s—c),

also h=2icJ1ss(s-a)(s—b)(s—c),

h=%Js(s—a)(s—b)(s—cj. )
Wegen (6) lolgt daraus fir den Flicheninhalt
A= [Hma6-b6-.  ®

Die Formel (8) wird auch die Heronische
Inhaltsformel genannt nach dem griechi-
schen Mathematiker Heron von Alexandria
(um 130 w Z).
b) Man erhilt fir a=12 cm, b=10 cm,
c=8 cm
s=a+b+c=
2
s—a=3cm,
s—b=5cm,
s—c=7cm,;
daher gilt wegen (7) und (8)

h=§¢15-3-5-7cm

15cm,

=l4—5 JTem=992cm,

A=J15-3-5 T cm?
=15./7 cm? 239,69 cm?.

W 10/12 w1347 Aus (1) folgt [ir den jahr-
lichen Steigerungsfaktor g der UdSSR

10_910

453

10-logg=1g91,0—1g 453,
_lg910-1g453_ 0,03029.

010
Analog erhilt man fiir den jdhrlichen Steige-
rungsfaktor r der USA

lgq

L10_1193
1062’
1gr 81193181062 505

10
Ferner erhilt man aus (2)
91,0-4*=1193-r%,
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* 119,3
( ) 910"
x(lgg—1gr)=1g 119,3—-1g 91,0,
_lg1193-1g910_0,1176
lgg—lgr 00252
Unter Voraussetzung gleichbleibender jihr-
licher Steigerungsfaktoren war also nach
rund S Jahren, d. h., im Jahre 1970, damit zu
rechnen, daB die UdSSR die USA in der Roh-
stahlproduktion iiberholen wird. Tatsdch-
iich erfolgte das Uberholen 1 Jahr spiiter,
namlich im Jahre 1971, in dem die Rohstahl-
produktion in der UdSSR 120,7 Mill t,
dagegen in den USA 1093 Mill t betrug.
Diese Dilferenz (von 1 Jahr) hat verschiedene
Ursachen, eine der Ursachen ist die durch
Konjunkturschwankungen in den USA be-
dingte ungleichmiBige Entwicklung; daher
war die Annahme eines gleichbleibenden
Steigerungsfaktors nur angenihert zutref-
fend.

i

W 10/12 1348 Wir setzen S,S;=c
=4-1,8m=7,2mxS;S,A=p, AS,=x,,
AS,=x;, AS,=x, (vgl das Bild).

Dann gilt nach dem Kosinussatz

cc’sﬂ=az+c2—bz=8z+7,2z—132
2ac 2872
53,16
——m —-0,4615.

Ferner erhalten wir
x2=(82+1,82-2-818cos fy m?
=(64+3,24+13,29)m? =80,53 m?,
x,=897m;
x3=(82+3,62—2-83,6 cos f) m*
=(64+ 12,96+ 26,58) m? = 103,54 m?,
x3=10,18 m;
x2=(82+54>—2-8- 54 cos f) m’
=(64+29,16+39,87)m2=133,03 m?,
x,=11,53m.
Die gesuchten Abstinde des Standortes A
von den Mittelpunkten S,, S, bzw. S, der
zweiten, dritten bzw. vierten Schale betragen
als0 8,97 m, 10,18 m, 11,53 m.

S

FxC

60

3
>

A AXE

W 10/12*1349 Der von dem Weg cinge-
nommene Teil des Grundstiicks stellt ein
Parallelogramm AECF dar, dessen Seiten
AE und FC die MaBzahl x haben mogen.
Ferner sei G der FuBpunkt des von E auf
AF und H der FuBpunkt des von F auf EC
gefillten Lotes (vgl. das Bild). Dann gilt fiir

100-x B

70

die MabBzahlen der Lingen der Seiten der
rechtwmkhgen Dreiecke AEG und EBC
AE=x, EG=10, AG= Jx —100,
EB=100—x, BC=60.
Wegen AG || EC gilt nun
AAEG~AEBC,
AG:EG=EB: BC,
JxZ=100: 10=(100—x): 60,
6/x*~100=100—x,
36x? — 3600 = 10000 — 200x + x2,
35x% +200x — 13600 =0,
, 40 2720
X+ —7— xX— T
Diese quadratische Gleichung hat genau eine
positive Lﬁsung, namlich

x=_E 400 7720 2720 -2o+1(19

49
—-20+1394
xm————"

also

=0.

x17,06.

Nun ist die MaBzahl des Flicheninhalts des
Parallelogramms AEFC gleich dem Produkt
aus der MaBzahi der Linge der Seite AE=x
und der Mafzahl der zugehdrigen Hohe
BC=60
A=17,06 601024,

Der Flicheninhalt des von dem Weg einge-
nommenen Teils des Grundstiicks betrigt
daher rund 1020 m2,

W 10/12*1350 a) Aus z=1+x+x>+..+
x!% und zx=x+x2+...+x'5+x!® folgt
durch Subtraktion

zx—z=x'%-1,

Z(x—1)=x'6—1
und hieraus wegen x— 120

x16—1

Z==— (1)
Das ist die geforderte Umformung; denn
man benétigt zur Berechnung von
x? =x-x 1 Multiplikation
x* =x?-x? 1 weitere Multiplikation,
x® =x*-x* 1 weitere Multiplikation,
x16=x8-x% 1 weitere Multiplikation,
zusammen also 4 Multiplikationen.
Ferner ben6tigt man zur Berechnung von
x16—1
x—1
so daB also insgesamt 5 Multiplikationen bzw.
Divisionen notwendig sind.

1 Division,

b) Wir versuchen, den Ausdruck
z=l+x+x%+... +x!3
so umzuformen, daB eine Summe von Pro-
dukten entsteht, zu deren Berechnung nicht
mehr als 5 Multiplikationen erforderlich sind.
Wir erhalten
2=1+0c+x*+x" +x'%4+x!?)
+2+x3+x8+ x4 x4
+03+ x84+ x° +x12+x19),
z=14x(1+x3+x5+x°+x12)
+x* 1+ x> +x5+x%+x'?)
+x3(14+x3 +x8+x% +x13),
z=14+(x+x*+x?
1+ x>+ x8 +x% +x12),
z=1+(x+x>+x}) [(1+x*+x%)+
+ x84 x%)). 2
Damit haben wir eine Umformung erhalten,

die den gestellten Forderungen entspricht;
denn man benétigt zur Berechnung von

x2=x-'x 1 Multiplikation,
x3=x?-x 1 weitere Multiplikation,
x6=x3x* 1 weitere Multiplikation.

Mit diesen drei Multiplikationen sind bereits
(da Additionen nicht gezihlt werden) die
Summen

x+x24+x3, 1+x3+x5, x¥+x°

erfaBt worden. Wir benotigen jetzt nur noch
zur Berechnung von

x®(x3+x%) 1 weitere Multiplikation,

(e +x2 4+ %) [(1 4+ x> + x8) + x8(x3 + x%)]

1 weitere Multiplikation, so daB insgesamt
nur 5 Multiplikationen erforderlich sind,
womit auch die Aufgabe b) gelost ist.

Lésung zu: Der ,,Dirichletsche
SchubfachschluB*, Heft 1/75

a) Bei der Division einer natiirlichen Zahl n
durch 1000 kénnen die Reste 0, 1,2, 3, ..., 999
auftreten,
Aus 7'=7, 72 =49, 73=343, 74+=2401,
75=16807, ... folgt, daB die Potenzen von 7
nur auf die Ziffern 1, 3, 7 und 9 enden.
Von den bei der Division durch 1000 auf-
tretenden Resten konnen deshalb diejenigen
fortfallen, die auf die Ziffern 0, 2, 4, 5, 6 oder 8
enden. Es entfallen also alle geraden Zahlen,
das sind 500 Zahlen, ferner noch alle auf die
Ziffer 5 endenden Zahlen, das sind weitere
100 Zahlen. Auf die verbleibenden 400 Reste
verteilen wir die ersten 400 Potenzen der 7.
Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung
VOT.
1. Fall: Wenigstens eine der Potenzen 7!, 72,
., 74°° 14Bt bei Division durch 1000 den
Rest 1, endet also auf die Ziffern 001, dann
wire die Existenz einer solchen Potenz be-
reits gesichert.
2. Fall: Keine dieser 400 Potenzen 1aBt bei
Division durch 1000 den Rest 1. Dann lassen
wenigstens zwei der Potenzen den gleichen
Rest r, und es gilt

7*=1000m +r,
7i=1000n+r,
7% — 7' =1000(m — n),
T — 1) = 1000(m — n),

wobei k> i gelte.
Da 7' zu 1000 teilerfremd ist, muB 7*°°
bei Division durch 1000 den Rest 1 lassen.
Wegen O<k—i<400 gehort 7*°' zu den
ersten 400 Potenzen der 7. Deshalb ist nur
der 1. Fall richtig.
b) Es sei 7™ die kleinste Potenz, die bei Divi-
sion durch 1000 den Rest 1 ldBt, also aul die
Ziffern 001 endet.
Dann ldBt auch (7" bei Division durch
1000 den Rest 1, wobei n=1, 2, 3, ... gilt.
Das heift, es gibt unendlich viele Potenzen
von 7, die auf die Ziffern 001 enden.
Ohne Beweis: Die kleinste auf die Ziflern
001 endende Potenz von 7 ist 72°, eine 17stel-
lige Zahl.



Lésung zu: Ein Zaun und . ..
Funktion, Seite 65

eine quadratische

Die zur Wand senkrechten Seiten mogen je
x Meter lang sein; dann hat die zur Wand
parallele Seite (156—2x) Meter, und der

Flicheninhalt des Rechtecks betrigt S=

x(156—2x) Quadratmeter. (siche Bild) Wir

formen den Ausdruck fiir den Flicheninhalt
um, indem wir ein vollstindiges Quadrat
abtrennen:

S=x(156—2x)= —2(x? — 78x + 1521 —1521)
=—2[(x=1392—1521]==2 - (—1521)
—2(x—39)? oder $=3042—2(x —39)2.

156 -2x

/7

Somit ist der Fliacheninhalt des Rechtecks
(des Maschinenhofs) gleich der Differenz aus
der konstanten GroéBe 3042 und der ver-
dnderlichen GréBe 2-(x—39)%. Da aber der
Ausdruck 2 - (x— 39)? nicht negativ sein kann,
betragt der Flicheninhalt hochstens 3042
Quadratmeter; dieser Wert wird erreicht,
falls 2-(x—39)2=0, also x=39 ist, d. h,,
die Ldnge des Hofs (in Richtung der Wand)
muB 78 Meter betragen, die Breite dagegen
39 Meter. Unter genau diesen Bedingungen
wird der Flicheninhalt des Grundstiicks
maximal und betriigt 3042 Quadratmeter.

Kleines Mathematik-
Sprachlexikon Teil 3

Waurzeln

KOPHH - roots - racines

2/=>b, n-te Wurzel aus ¢ gleich b
KOPeHb 3HHOH CTeNeHH H3 ¢ PaBeH b
(the) n-th root of c is equal to b
racine enni¢me de ¢ égale b

?/  Wurzelausdruck

gopenb - radical - terme radical

J Wurzelzeichen

3HAK KOPHA

- root sign (radical sign) - signe radical
n Wurzelexponent

mokasatenb kopas  index of a root
exposant d’une racine

¢ Radikand
noxopeHnoe Boipaxenue - radicand -base

b Wurzelwert
3HaYeHHe KOpHA

value of a root - valeur d’une racine
m

'{/?=c n, n-te Wurzel aus ¢ hoch m gleich
¢ hoch m n-tel

KOpeHb JHHOM CTeNeHH H3 ¢ B CTENEHN m
paBeH ¢ B CTENEHNU m, JENEHHOE Ha n

the n-th root of ¢ to the m-th equals ¢

to the power of m over n

Anmerkung: Es ergibt sich, daB die cine Seite
des Rechtecks doppelt so lang sein muB wie
die andere. Versucht zu beweisen, daB dieses
Ergebnis ,,unabhingig von der Zaunlidnge"
ist (man setze diese gleich z und rechne dann
genauso wie oben gezeigt)!

Lisungen zu
Rund um das Schachbrett Heft 2/75

Der Konig

v %V
7k1/k1

Damen auf dem Schachbrett

a) Die Damesteine stellt man u. a. auf die
Felder ¢6, c3, {8, hS5.

b) Die Damesteine kann man u. a. auf die
Felder d6, 5, f4, g8 und h7 stellen.

¢) Mit einem Damestein kann man 1456
Ziige machen.

Das Petrow-Dreieck

Derartige Damestellungen gibt es vier: 1.
weil c3, e3 und d6, schwarz d8; 2. weiB d6,
f6 und e3, schwarz el; 3. weiB f4, f6 und
¢S, schwarz a$; 4. weiB c3, c5 und f4, schwarz

racine enniéme de ¢ puissance m égale ¢
puissance m sur n

Jx Quadratwurzel aus x
KOpEHb KBafPAaTHBIH M3 X
square root of x - racine carrée de x

{/x Kubikwurzel aus x
KOpeHb KyOudeckuit u3 x
cube root of x - racine cubique de x

radizieren
HSEJ'[C‘!B KOP€Hb
to extract a root - extraire la racine

einen Wurzelausdruck durch eine Potenz
mit gebrochenem Exponenten wiedergeben
Heo6pa3oBaTh NOAKOPEHHOE BLIPAKEHHE C
MOMOLIbIO CTENEHH C APOOHBIM NIOKA3aTE/IEM
to express a radical by a power with

a fractional exponent

reproduire un terme radical par une
puissance i un exposant fractionnaire

Potenzen
BO3BECTH B cTeneHb - Powers - Puissances

b"=¢, b hoch ngleich ¢
b B sHHOI# cTeneHu paBHO ¢

" b to the n-th power is equal to ¢

b puissance n égale ¢

b Basis
OCHOBaHHMe cTeneHH - base - base

h4. Bei jedem dieser Dreiecke bildet eine
Dame die Dreiecksspitze (zum Brettrand).
Das Dreieck ist in jeder konkreten Stellung
in der geringsten Zugzahl aufzubauen. In
allen vier Fallen hat die schwichere Seite,
deren Dame binnen vier Ziige gefangen wird,
den Anzug. Sobald die einzelne Dame ge-
zogen hat, zieht die gegnerische Dame vom
groBen Weg an das Ende der Diagonale der
einzelnen Dame. Wenn diese dann wieder
am Zug ist, folgt ein doppeltes Damenopfer
nach folgendem Muster.

. d8—h4;2 c3—el! h4—16; 3. e3—g5!
f6; h4; 4. d6—g3; h4:f2; 5. el:beliebig
(Falls hingegen 1. ... d8-a$5, so 2. c3—el!
aS5—d8; 3. ¢3—-b6! d8:a5; 4. d6—b4 a5:
beliebig und 5. el : beliebig).

A7 A~
(4%' % ///)7.4 /

2O

Das zersprungene Schachbrett
Die Losung sei jedem Leser selbst iiberlassen!

~

/ Von A bis Z
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Magisches Quadrat
5g und 2b; 1g und 2b; 5a und 5d

n Potenzexponent
nokasaTelb CTENeHy - power exponent
exposant d’une puissance

¢ Potenzwert
3HaveHMe cTeneHH - value of a power
valeur d’une puissance

b" Potenz
CTeNeHs - POWEr - puissance

b‘"=#, b hoch minus n gleich eins
durch b hoch n

b B cTeneHH MHHYC 1 PaBHO €OMHHMNE
eséHHoM Ha b B 3HHOM CTeneHH

b to the power of minus n is equal to
one over b to the n-th

b puissance moins n égale un sur b
puissance n

b* b Quadrat
b B xBagpaTe (wm: b kBagpat)
b squared - b au carré

b b hoch drei

b B xy6e - b cubed - b puissance trois
potenzieren

BO3BECTH B CTEIEHD - tO raise to a power
élever 4 une puissance

eine Zahl quadrieren

BO3BECTH YMCTIO B KBAApPaT
to square a number - carrer un nombre
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Er kommt niemals zom Ziel

Der Springer gelangt immer von einem
schwarzen Feld auf ein weiBes und dann
vom weiBen wiederum auf ein schwarzes
usw. Das Schachbrett hat 64 Felder. Um
nach h8 zu gelangen, muB der Springer,
wenn er jedes Feld beriihrt, 63 Ziige ausfiih-
ren. Am Anfang steht der Springer auf
einem schwarzen Feld und am Ende muB
er ebenlfalls auf einem schwarzen Feld ankom-
men. Das ist unmoglich, weil der 63. Zug
ein ungerader ist und der Springer bei jedem
ungeraden Zug, da er doch auf einem schwar-
zen Feld beginnt, aul ein weifles Feld kommt.

Rossel und Liufer
Die Red. alpha erwartet Lésungsvorschlige.
< Z% 7/ Acht-Koniginnen-
A A #7754
¢ ‘/% A7 Problem
AV
4 ., Nl

7

Losungen zu alpha-heiter 3/75

Wie viele sind es?
x+y+z=12

2x+24Z=a8
2 4

y=36—-T7x

Geometrie
reoMeTpHs - geometry - géomeétrie

Planimetrie
IJ1aHMMETpHs - planimetry - planimétne

Geraden und Winkel
NpAMBIE YTIIbI

lines and angles - droites et angles
%
—_—
Gerade g
npsMas g - straight line g - droite g

—_—
0 s

Strahl

nyd - ray - demi-droite
————{.
A c 8

Strecke A_i =c

oTpe3ok ABna g

line segment 4B is equal to ¢
segment AB=c

%&

g, ist parallel zu g, (g,llg;)

&, U g, NapajuIeNEHE MeX Ty coboit
g, is parallel to g,

g, ist parallel to g,

72

Fiinf Mainner, eine Frau und sechs Kinder
transportierten die 12 Brote.

Drei Kiistchen

Man nehme eine Kugel aus dem Kistchen
,,schwarz/weiB‘* heraus. Da die Beschriftung
falsch ist, miissen zwei Kugeln gleicher Farbe
in ihm stecken (2x schwarz oder 2 x weiB).
Sollte die entnommene Kugel weil sein, ist die
andere auch weiB. Analog folgt, daB mit dem
Kiastchen 2x weil zwei schwarze Kugeln
liegen und im dritten kénnen nur schwarz/
weil sein. Wenn die gezogene Kugel schwarz
ist, dann ist die andere auch schwarz, in dem
Kiastchen mit der Beschriftung schwarz/
schwarz stecken eine schwarze und eine
weile Kugel.

Angeln mit vielen Unbekannten

Da'die Summe der Endziffern der geangelten
Fische 2+34+34+4=12 mit der Ziffer 2
endet und es kein Quadrat einer natiirlichen
Zahl gibt, das mit 2 endet, muB es sich nicht
um vier, sondern um drei Personen handeln.
(2+3+4=9), d. h., daB der Sohn von einem
gleichzeitig der Vater von dem anderen ist.
Nikolai kann nicht der Sohn vom Vater
Peter sein, da seine Beute mit der Ziffer 2
endet und nicht, wie es im Text — 4 - heiBt.
Daraus folgt, daB Peter der Sohn von Niko-
lai ist.

9

%

g, steht senkrecht auf g, (g, 1g,)
£, TEPHEHIMKYNAPHO K g,
g, is perpendicular to g,
g, perpendiculaire & g, (oder auch :
g, €t g, orthogonaux)

-
Scheitel 8

S A
BEPIIHHA - vertex - sommet
Schenkel
cropoHa (yria) - leg - c6té
Winkel ASB
yron ASB - angle ASB - angle ASB
spitzer Winkel
ocTpkhiii yroa - acute angle - angle aigu
rechter Winkel
npsmoti yron - right angle - angle droit
stumpfer Winkel
Tymoi yron - obtuse angle - angle obtus
gestreckter Winkel
Pa3BEPHYTHIH yrol
straight angle - angle plat

Arithmetisches Ritsel

Beim Einkauf
Der Mann hatte am -Anfang 99,98 Lewa,
nach dem Einkauf 49,99 Lewa.

Das Lotterielos
Die Summe der Ziffern einer fiinfstelligen
Zahl kann nicht groBer als 45 sein

9+9+9+9+9=45). Sie kann nicht kleiner
gewesen sein, sonst wiirde es mehrere Mog-
lichkeiten geben und der Vater wiirde die
Zahl nicht sofort erkennen. Das Los trigt
die Zahl 99999 und mein Vater ist 45 Jahre
alt.

Kryptarithmetik Die Treppe
120 - 589=70680; 5 35
177 - 594=104368 34 4

8+-24-12=20; 36 2 38
2-N+17=31 3 37 1
7+4(63:21)=10; 19 21 17 23
17+94-50=61 20 18 22 16

30 8 32 6 29

9 31 7 33 10
14 26 12 28 15
25 13 27 11 24

iiberstumpfer Winkel
yrona 6onbiue 180°
retlex angle - angie de plus de 180°

Komplementwinkel (+ =90°)
IOMOJHATENbHbIE YTJIIbl, CYMMa KOTOPbIX
papHa 90°

complementary angles

angles complémentaires

Supplementwinkel

DOTIOJIHATENbHEIE YTibl, CYMMa KOTOPbIX
pasHa 180°

supplementary angles

angles supplémentaires

Winkelpaare an einer Transversalen durch
zwei Gerade

napsl YTI0B, 06pasyeMbIX NpA NepeceeHH
IBYX NapajUleNbHEIX MPAMBIX TPeTbel
pAMoOR

pairs of angles made by a transversal
cutting ob two straight lines

angles formés par deux paraliéles coupés
par une sécante

Stufenwinkel
COOTBETCTBEHHBIE YT JIbI

corresponding angles - angles correspondants

Scheitelwinkel
BEPTHKAJILHBIE YTJIbI
vertical - angles opposés (par le sommet)



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

® Seit 1969 fordern Studenten der Sektion
Mathematik/Geographie der PH Kar! Fried-
rich Wilhelm Wander Dresden interessierte
und talentierte Schiiler der Klassen 5 bis 8.
Die kiinftigen Mathematiklehrer wollen ihr
bereits erworbenes fachliches Wissen an die
Schiiler weitergeben und dabei wertvolle
Erfahrungen in der Planung und Gestaltung
der auBerunterrichtlichen Arbeit sammeln.
Allen Teilnehmemn macht es Freude, Denk-
und Knobelaufgaben zu stellen, die sie selbst
erdacht, aus Biichern oder der alpha aus-
gewihlt und mit denen sie sich schon griind-
lich beschaftigt haben.

Spiel und Sport werden natiirlich im Lager
groB geschrieben. Unser Bild zeigt Junge
Mathematiker beim Training fir die Moped-
fahrerlaubnis.

Zwei Aufgaben aus ihrer Arbeit:

Klasse 6: Drei Offiziere der NVA treffen
sich zu einer Besprechung:

Major Weiff, Oberleutnant Schwarz und
Hauptmann Braun. Beildufig bemerkte der
Schwarzhaarige: ,,Es ist merkwiirdig, daB
einer von uns weiBe, einer schwarze und einer
braune Haare hat, daB jedoch keiner von
uns die Haarfarbe hat, die seinem Namen
entspricht.*

,,Du hast recht”, entgegnete Major Weif.
Welche Haarfarbe hat der Hauptmann?

Klasse 8: Es stehen fiinf einzelne Spulen
mit den Widerstinden 1 Q,2 Q, 5Q, 10 Q
und 20 Q zur Verfiigung. Stelle fest, wie viele
Widerstinde gemessen werden kénnen, wenn
die Spulen jeweils in Reihe geschaltet sind!

® Der im Jahre 1972 in Grifenhainichen
gebildete Kreisklub Junger Mathematiker
kann eine Reihe schoner Erfolge aufweisen :
So konnten z. B. im Februar 1975 die sieben
Teilnehmer im Bezirksausscheid einen 1., 2.,
5. und 6. Platz erringen.

Hohepunkt der Arbeit ist das jahrlich in den
Sommerferien durchgefiihrte vierzehntigige
Spezialistenlager (fiir KI. § bis 7).

An 6 Vormittagen beschiftigen sich die
Teilnehmer mit mathematischen Problemen,
u. a. mit Elementen der Mengenlehre, der
Aussagenlogik und der Geometrie sowie Auf-
gaben aus fritheren Olympiaden und alpha-
Heften. AbschluB und Hoéhepunkt ist die
Lagerolympiade.

Drei Aufgaben aus der Klausur:

Klasse 5: In einem Kasten befinden sich
100 Kugeln, davon sind 25 weiB, 20 griin,
15 schwarz, 10 blau, 5 rot und der Rest gelb.

Wieviel Kugeln muBt du mit verbundenen
Augen mindestens herausnehmen, damit du
auch im ungiinstigsten Fall
a) 2 Kugeln, b) 6 Kugeln,
gleicher Farbe bekommst?

c) 20 Kugeln

Klasse 6: Konstruiere Dreiecke ABC mit
folgenden Bestimmungssticken:

Seite BC=a=>5 cm, Winkel ACB=y=100°
Winkelhalbierende BD=w, =6 cm.

Klasse 7: Gegeben ist eine Strecke AB und
auBerhalb von AB ein Punkt P.

a) Konstruiere ein Dreieck ABC, in dem
AB die Seite ¢ und P der Schnittpunkt der
drei Hohen des Dreiecks ABC ist!

b) Wo muB P liegen, damit das Dreieck
stumpfwinklig ist?

Aus AnlaB des 25. Jahrestages der Griindung
unserer Republik legten sie im Oktober 1974
in einem ersten Kolloquium Rechenschalft
uber ihre Arbeit ab (siche Foto).

® Mit einem Vortrag vom stellv. Vorsit-
zenden der Mathematischen Gesellschaft der
DDR, Prof. Dr. Klétzler, der Verpflichtung
der 25 Schiiler durch den Direktor der Sek-
tion Mathematik der Karl-Marx-Univer-
sitit, Prof. Dr. Schumann, und einer Aus-
sprache zwischen den Gisten, Wissenschaft-
lemn und Schiilern wurde die Mathematische
Schiilergeselischaft Leipzig gegrindet (16. 12.
74).

Unser ‘Foto: Feierliche Eroffnung der Olym-
piade Junger Mathematiker der DDR, Be-
zirksausscheid. Alle 25 Schiiler der MSG
Leipzig hatten sich durch hervorragende
Leistungen fiir diese 3. Stufe qualifiziert.




aus dem
Urania-Verlag

Klaus Frever
Rainer Gaebler
. Werner Mocke]

URANIA

Bestell-Nr. 6531958, 223 S., zahir. Abb.,
Preis 12,00 M

Képfchen, Kopfchen muB man bei der Be-
schiftigung mit dem jetzt in 2. Auflage er-
schienenen Buch haben. Kniffliges fir jung
und alt wird hier in einer abwechslungsrei-
chen, nach Sachgebieten geordneten Aus-
wahl dargeboten. Unterhaltsame Aufgaben
aus verschiedenen Gebieten von Mathematik
und Physik regen das logische Denken an.

Vier Mann und nur ein Boot

Im Urlaub kamen Vater, Mutter, Tochter
und Sohn auf einer Wanderung an einen
kleinen FluB, den sie iiberqueren wollten.
Weit und breit war keine Briicke zu sehen.
Als sie eine Weile am Ufer entlanggegangen
waren, entdeckten sic ein Wochenendhaus-
chen mit einer Anlegestelle, an der ein Boet
vertiut war. Das Boot, ein winziges Gefahrt,
hatte eine Tragfahigkeit von maximal 75 kg.
Der Vater wog 75 kg, die Mutter 70 kg und
Tochter und Sohn je 35 kg.

Wie konnte die Familie mit dem entdeckten
Boot iibersetzen, und wie viele FluBiiber-
querungen waren mindestens erforderlich?

Johannes Lebmann

Mathe mit Pfiff

Ein Buch aos der akzent-Rejhe

128 S., zahlreiche lustige Vignetten,
Vierfarbendruck, Best.-Nr. 6533646
Preis 4,50 M

Aus dem Inhalt:

Uberall natiirliche Zahlen - gebrochene Zah-
len - Teilbar oder nicht teilbar? - Uberall
Variable - Gleichungen und Ungleichungen
in Theorie und Praxis - Logik/Kombinatorik
- Aus alten Mathematikbiichern - Gesucht x,
gesucht 4 - Rund um den Kreis - Geometrie -
Magische Quadrate - Wirfeleien - Krypt-
arithmetik - Ratsel und Spiele - umfassende
Lésungen ’

® Die Summe. zweier- natiirlicher Zahlen
betragt 968. Ein' Summand endet mit einer
Null. Streicht man diese Null, so erhilt man
die andere Zahl.

Wie lauten diese beiden Zahlen?

® Bisher hast du 6 Mark Taschengeld er-
halten. Ab sofort bekommst du nur noch
den 0,8.Teil dieses Taschengeldes. Jérg ar-
gerte sich zunachst, dann aber schenkt er
vor lauter Freude seiner kleinen Schwester
Claudia eine Tite Bonbons.

Es ist das Verhalten von J6rg zu begriinden.

cory,

Gottner/Fischer/Krieg

Was ist, was kann
Statistik

255 8., zahir. Abb.,

Bestell-Nr. 6533160, Preis 6,80 M

Kennziffern, statistische Analysen, graphi-
sche und tabellarische Darstellungen stati-
stischen Inhalts sind heute Bestandteile der
beruflichen Titigkeit vieler Menschen. So-
wohl zur Leitung und Planung der gesamten
Volkswirtschaft als auch iber einzelne Teile
sind statistische Informationen unentbehr-
lich. Ebenso bedingt die Losung naturwissen-
schaftlicher, technisch-konstruktiver und
technologischer Aufgaben in vielen Fillen
die Verwendung statistischer Werte. Ohne
die Anwendung statistischer Methoden ist
ein tieferes Eindringen in den Gegenstand
der einzelnen Wissenschaften nicht mehr vor-
stellbar. Aufgabe des vorliegenden Bind-
chens soll es sein, den Leser in die Methoden
der Statistik einzufiihren und an ciner Aus-
wahl von Beispielen deren Bedeutung zu
zeigen.

Huogo Steinhaus

100 neue Aufgaben

Best.-Nr. 653 2866, 176 Seiten,
zahlreiche Abb., Preis 8,50 M

‘Das Buch enthalt in einer breiten Skala

Aufgaben und Probleme aus verschiedenen
Gebieten der elementaren Mathematik, Auf-
gaben zum Kopfzerbrechen fir mathematisch
noch weniger Gewandte sowie fur Geiibte.
Sie erfordern nicht unbedingt Kenntnisse
der hoheren Mathematik. Wer sie aber
l6sen will, muB klar und schopferisch den-
ken. Diese Fahigkeit wird beim Beschaftigten
mit den Aufgaben zwanglos entwickelt bzw.
gefordert.

Fiirbung einer Landkarte

Die Abbildung zeigt acht Linder; es seien
1,2,3,4,5, 6,7, 8 die Namen dieser Lander.
Wie konnen wir diese Landkarte mit den
vier Farben Rot, Blau, Gelb und Griin farbig
gestalten, so daB fiir jedes Paar benachbarter
Liander die Farbung verschieden ist?
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Im vorhergehenden Heft wurde der fiir die
moderne Analysis und ihre Anwendungen
in der Praxis fundamentale Begriff des line-
aren Operators eingefiihrt. Jetzt wollen wir
zeigen, wie man diesen Begrifl bei der For-
mulierung und L&sung von Gleichungen
vorteilhaft verwenden kann. Der Einfach-
heit halber beschrinken wir uns dabei aul
sogenannte rekursive Gleichungen oder Re-
kursionsformeln, die sich vollig elementar
behandeln lassen, und beginnen mit einigen
Beispielen fiir solche Formeln.

Beispiel 1: Der Sage nach wilnschte sich der
Erfinder des Schachspiels von seinem Konig
als Belohnung so viele Weizenkdrner, wie
man aufl dem letzten Feld des Schachbretts
erhilt, wenn man aufl das erste Feld ein
Korn legt und bei jedem weiteren Feld die
Zahl der Korner verdoppelt. Bei den ersten
zehn Feldern ergeben sich hierbei die Zahlen
1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512.

Bezeichnen wir die Zahl der Korner auf dem
n-ten Feld mit x,, so lautet das Bildungs-
gesetz dieser Zahlen fir n=2, 3, ..., 64
Xy=2%,_y, X, =1L

Der Konig hielt den Wunsch fiir sehr be-
scheiden, ob das stimmt, werden wir noch
sehen.

Beispiel 2: Im Jahre 1202 stellte der italieni-
sche Mathematiker Leonardo Fibonacci die
Aufgabe, die Zahl der Kaninchen am Ende
eines Jahres zu berechnen, die sich unter
folgenden Bedingungen vermehren:-Zunéchst
sei ein erwachsenes Paar vorhanden. Jedes
erwachsene Paar moge in jedem Monat genau
ein weiteres Paar zur Welt bringen, und jedes
neugeborene Paar sei in zwei Monaten er-
wachsen. Das Bildungsgesetz fiir die Zahl x,
der am Ende des n-ten Monats vorhandenen
Kaninchenpaare lautet offenbar
Xy=Xp-yg+X,_3, X, =2,%x,=3
furn=3,4,...,12 Firn=3lolgt x;=3+2=35,
fur n=4 folgt x, =5+ 3=8 und fiir x,, x, ...,
X, finden wir analog

13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377.

Beispiel 3: Die positive Losung der Glei-

chung x=5+—2 ist, wie man leicht nach-
x+1

rechnet (Klasse 8), die Zahl /2. Dieser

Losung entspricht geometrisch der Schnitt-

punkt der Geraden y=x mit der Hyperbel
y=(x+2)/(x+1). Die der vorhergehenden

Gleichung nachgebildete Rechenvorschrift
Xy +2
X =—
Xpoy+1
liefert, wenn man beispielsweise von x,=1
ausgeht,-fir n=2, 3, 4; ... Werte, die sich der
Schnittstelle /2 immer mehr annihern
(Bild 1). Die ersten fiinf dieser Werte lauten
37174199
2'5°12°29°70°
und man kann sie als rationale Naherungs-
werte fiir die Irrationalzahl \/5 verwenden.

Ala Die Zahlen u, und v, seien durch
uy=v,=lund u,=u,_;+2v,_,,
Up=Up_ 1+ U,y
fir n=2, 3, 4, ... definiert. Man zeige:
a) im Beispiel 3 gilt x,=u,/v,,
b) diese Zahlen erfiillen fir n=3, 4, 5, ...
auch die Gleichungen
Up=2Up  FlUp 3, 0,=20,_y+0, 3,
c) fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
ul—2v2=(-1)"
Beispiel 4: Die Wahrscheinlichkeit eines zu-
fdlligen Ereignisses ist ein MaB fiir die Sicher-
heit des Eintretens dieses Ereignisses. Dieses
MaB kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen,
wobei man dem unmoglichen Ereignis die
Wahrscheinlichkeit 0 und dem sicheren Er-
eignis die Wahrscheinlichkeit 1 zuschreibt.
Ein bekanntes Beispiel fir einen zufilligen
ProzeB ist die Brownsche Molekularbewe-
gung (Klasse 11), die man auch als Irrfahrt
eines Teilchens bezeichnet. Wir betrachten
eine Irrfahrt unter [olgenden Bedingungen:
Ein Teilchen mége sich zufillig auf den ganz-
zahligen Punkten n=0, 1, 2, ..., N einer
Geraden bewegen, wobei es von einem Punkt
nmit 0<n<N zu den benachbarten Punkten
n—1 bzw. n+1 jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 iibergeht, bis es bei einem der
Endpunkte 0 bzw. N angekommen ist (Bild 2).
Es sei x, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
das Teilchen, vom Punkt n ausgehend, nach
endlich vielen Schritten den Punkt O erreicht.
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung lehrt, daB
dann fiir 0<n< N die Beziehung

1
x"=§(x
Die vorhergehenden Bemerkungen fithren
leicht zu den Randwerten x,=1, x,=0 (Be-
weis!), die Losung dieses Problems wird
weiter unten angegeben.

+x,_ ) besteht.

n-1

A24 Man zeige, daB die vorhergehende
Gleichung aul die Normalform

Xy =2Xy 4y = Xp-2

mit 2<n< N gebracht werden kann.
Beispiel 5: Mit den Bezeichnungen des vor-
hergehenden Heftes betrachten wir die in
Bild 3 angedeutete Ubertragungsreihe, bei
der zwei benachbarte Signale durch
x,=A,x,_ verkniipft

sind und wir daher rekursiv fiir n=1, 2, 3
xy=A1Xxg, X3=A3A X, x3=A3'A2A,xo
usw. erhalten. Bei Verwendung standardi-
sierter Bauelemente kommt dem Fall be-
sondere Bedeutung zu, daB die Ubertragungs-
reihe sich aus gleichen Teilsystemen zusam-
mensetzt und somit die Ubertragungsfak-
toren

A=A,=A,=..=A

nicht von n abhidngen. Dann vereinfachen
sich unsere Ergebnisse unter Benutzung der
Potenzschreibweise zu

X, =AXq, X3=A2xq, x;=A3%x,,

und es gilt aligemein x,=A"x,,

was sich leicht durch vollstindige Induktion
(Klasse 11) beweisen 1aBt. Ein Beispiel [ir
eine solche Ubertragungsreihe ist die Uber-
tragung einer Fernsehsendung mit Hille
von n Zwischenstationen, wobei n wihrend
einer Intervisionssendung etwa die GroBen-
ordnung 50 hat.

Rekursionsformeln: Die vorhergehenden Bei-
spiele, die sich leicht durch zahlreiche wei-
tere erginzen lieBen, besitzen folgende Ge-
meinsamkeiten. In jedem Fall ist eine Folge
Xy, X3, X3, ..., d. h. eine Funktion x, der
ganzzahligen Verdnderlichen n gesucht (bei
der in der Regel nur die Werte mit n=0 in-
teressieren). Den Wert dieser Funktion an
einer festen Stelle n kann man aber aufl
Grund des Bildungsgesetzes erst dann be-
rechnen, wenn man den Wert an der vorher-
gehenden Stelle n—1 (Beispiele 1, 3, 5) oder
sogar an den beiden vorhergehenden Stellen
n—1, n—2 (Beispiel 2, Aufgaben 1b. 2) kennt.
Solche Bildungsgesetze heiBen Rekursions-
formeln. Im folgenden befassen wir uns ein-
gehender mit den Rekursionsformeln erster
Ordnung vom Typ

X,=aX,-y, a#0

und denjenigen zweiter Ordnung
X,=ax,_+bx,_, b#0.

Im Beispiel 5 haben wir x, nicht nur rekursiv
durch x,_,, sondern auch unmittelbar durch
X, ausgedriickt. Dieses Ergebnis halten wir
zunidchst nach Spezialisierung aul Verstarker
A =a mit einer beliebigen Zahl a#0 fesL

Satz 1: Geniigt x, fur beliebige natiirliche
Zahlen n der Rekursionsformel x,=ax,_,,
so besitzt x, die Darstellung x,=a"x,.
Umgekehrt ist jede Funktion dieser Form
mit beliebigem x, eine Losung der Rekur-
sionsformel. Fiir Leser, die mit den Begriffen
des Beispiels 5 nicht so vertraut sind. sei
noch ein direkter Beweis dieses Satzes ange-
fihrt.
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Beweis der ersten Teilbehauptung: Im Fall
a=1 lautet unsere Rekursionsformel x,=
=Xx,_;, und es ist unmittelbar klar, daB x,
gar nicht von n abhidngt. also x,=x, ist.
Wegen 1"=1 gilt dann die im Satz angege-
bene Darstellung fiir x, Der allgemeine
Fall 14Bt sich aul den soeben erledigten Spe;
ziallall zuriickfiihren, indem man die Hilfs-
funktion y,=a""x, einfiihrt. Fiir diese gilt
ndmlich

Yo=a""x,=a """ 'x, =y, ,,s0daB
Ya=Y,=x, ist und daher x,=a"x,.

Beweis der zweiten Teilbehauptung:

Ist x,=a"x, mit einer beliebigen Zahl x,,
so ist x,_,=a""'x, und

ax,_,=a"x,=x,, was zu beweisen war.
Wie man sofort sieht, 1aBt sich die Losung
x,=a"x, der Rekursionsformel von Satz 1
auch in der Form x,=a""'x,

schreiben (Beweis!). Hieraus geht hervor, dal
das gesuchte Ergebnis des Beispiels 1 die
unvorstellbar groBe Zahl x4, =2%%>9-10!®
ist.

Die dort geforderte Belohnung iibersteigt
bei weitem alle Weizenvorrite, sogar die der
heutigen Welt.

Um jetzt unsere Kenntnisse aus dem vorher-
gehenden Helt anzuwenden und zu vertiefen,
fassen wir die Rekursionsformeln auf als

n+1

Operatorgleichungen: Wie wir wissen, ist ein
Operator nichts anderes als eine eindeutige
Abbildung x—Ax, bei der die Elemente des
Definitions- und des Bildbereiches Funktio-
nen sind. Fiir unsere Zwecke geniigt es, diese
Funktionen x=x(f) nur an ganzzahligen
Argumentstellen t=n zu betrachten, wobei
wir x(n)=x, schreiben (Bild 4). Dann hat
speziell der Verschiebungsoperator V die Ei-
genschaften

Vx,=X,_1, VX,=X,_;.

Unsere Rekursionsformeln

x,—ax,_,=0, x,—ax,_,—bx,_,=0,

bei denen wir alle Glieder auf die linke Seite
gebracht haben, lauten damit
(1-aV)x,=0bzw. (1—aV—-bV3)x,=0,

und Satz 1 148t sich folgendermaBen formulie-
ren,

Bild 1

-Satz 1’: Die Gleichung erster Ordnung
(1=aV)x,=0

besitzt genau die Losungen x,=a"x,.

Zur Verallgemeinerung dieses Satzes be-
trachten wir jetzt die beiden Operatoren
A=1-aV, B=1-V mit gewissen

Zahlen a, ##0 und die Gleichungen
Ay,=0, Bz,=0.

Nach Satz 1’ besitzen sie die Lésungen
Yo=Y, 2y=f"z,.

Satz 2: Die Gleichung zweiter Ordnung
ABx,=0 besitzt

fiir beliebige Zahlen y,, z, die Lésung
Xp=Yn+2Z,

Beweis: Da die auftretenden Operatoren
linear sind und somit auf eine Summe glied-
weise angewandt werden konnen, gilt wegen
Bz,=0und A0=0
ABx,=AB(y,+z,)=ABy,+ABz,= ABy,.
Andererseits folgt durch Ausmultiplikation
AB=1-(a+p)V+afV?*=BA,sodaBA mit B
vertauschbar ist und wir wie behauptet
ABx,=ABy,=BAy,=B0=0 erhalten.

Setzen wir jetzt a=a+f, b= —ap,

so sehen wir, daB Satz 2 uns fiir die Rekur-
sionsformel x,=ax,_; +bx,_,

folgende Losung liefert: x,=a"y,+ p"z,.

A3A Man zeige (Klasse 9): Sind umgekehrt
a, b vorgegeben mit a®+4b>0, so bleibt
die letzte Losungsaussage erhalten, wenn o
und B die Nullstellen der quadratischen
Gleichung 4> —al—b=0 sind, also beispiels-
weise

a=§(a+¢m), ﬂ=%(a—\/m).

Im Fall a2+4b=0 ist a=f=a/2, und die
durch Satz 2 ermittelte Losung kann zu
x,=(a/2)"x, zusammengefallt werden. Wie
der folgende Satz zeigt, gibt es aber noch
weitere Losungen.

Satz 3: Die Gleichung zweiter Ordnung
(1—aV)?>x,=0 besitzt

fir beliebige Zahlen x,, y, die Losung
Xp=0"(x,+nY,).

Beweis: Wegen der Linearitit des Operators
A=1-0aV und der bereits bekannten Tat-
sache, daB a"x, eine Losung ist, gilt

A’x,=y,A%"n. Wegen
Ae"n=a"n—a"(n—1)=0a" ist weiterhin
A’a"n=Aa"=0

und damit auch

AZx,=0, was zu beweisen war.

A44a Man zeige mit Hilfe des Spezialfalls
a =1 von Satz 3, daB die Rekursionsformel der
Aufgabe 2 unter den Bedingungen x,=1,
xy =0 des Beispiels 4 die Lésung x,=1—n/N
besitzt (Bild 5).

Anfangswertprobleme: Aus der Gestalt der

Rekursionsformel x,=ax,_;+bx,_,

ist ersichtlich, dal man die Werte x, der Lo-

sung liir n=2, 3, 4, ... schrittweise berechnen

kann, wenn die Anfangswerte x, und x, vor-

gegeben sind. Wie im Fall von Satz 1 laBt

sich dieses Anfangswertproblem aber auch

geschlossen 16sen. :

Satz 4: Im Fall a®> +4b>0 ist

xn=an.Va+ﬂnzo

mit den Zahlen « und 8 aus Aufgabe 3 und
_X1—Px, XX,

Y a0 Jaedb

die Losung des Anfangswertproblems.

Beweis: Nach Satz 2 wissen wir bereits, daB

x, eine Losung der Rekursionsformel ist.

Da diese Losung eindeutig durch die An-

fangswerte bestimmt ist, braucht nur noch

fir n=0und n=1

Xo=Yo+ 2, Xy=0y,+fz,

gezeigt zu werden. Wegen a—f=./2+4b

folgt dies aber unmittelbar durch Einsetzen

der Ausdriicke fiir y,, z,.

Nach diesen Vorbereitungen kann man jetzt

alle noch nicht behandelten Rekursionsfor-

meln aus unseren vorhergehenden Beispielen

aullgsen.

A54 Man zeige, daB die Zahlenfolge von
Fibonacci aus Beispiel 2 die geschlossene
Darstellung -

1 ((1+ 5 5
X =—=
/5 2

5)n+2 (1_ {5)!!1'2)
besitzt, wobei von den Anfangswerten x,=1,

2
x, =2 auszugehen ist. Trotz der aultretenden
Waurzel sind die x,, natiirliche Zahlen!

WL [ L Bild 3

L) S——.
wh-m————

Bild 6




A64 Man zeige: Die Losungen der Re-
kursionsformeln aus Aufgabe 1b lauten unter
den Anfangsbedingungen u,=u,=1 bzw.
v,=0, vy=1
%((1 + Y +(1—y2).

-1 = (=2
U"—Z\/i((l +/2"-(1=J2)".
Nach Aufgabe 1a ist damit auch die Losung
x, der Rekursionsformel aus Beispiel 3 be-
kannt. Nach Aufgabe 1c laBt sich weiterhin
der Fehler zwischen x2 und 2 bzw. zwischen
x,und /2 angeben, denn aus
w—202=(-1y
folgt nach Division durch v
x2—2=(=1y/p}
und nach weiteren Zwischenrechnungen
Xy — /2= (= 1)1 +/2),.
Beispielsweise erhalten wir hieraus fir n=6
die Abschitzung 0<99/70—,/2<107%.
Die Rekursionsformel der Aufgabe 2 geniigt
nicht den Voraussetzungen von Satz 4,
doch 14Bt sich dieser Fall ganz analog erle-
digen.

u =
n

A74a Man zeige: Das Anfangswertproblem
fur die Rekursionsformel
Xp=200X,_ 1 — 02X,
mit a#0 besitzt die Losung
xn=a"<(1 —n)xa+5xl>.
a

Periodische Losungen: Es bleibt noch der
Fall a2+4b<0 zu untersuchen, wobei wir
uns jedoch auf den Spezialfall a=0, b= —c?
mit ¢ >0 beschrinken, d. h. auf die Gleichung
X, +2x,_,=0.
Behandeln wir die Fille gerader und unge-
rader n getrennt, so finden wir mit den Uber-
legungen des Beweises von Satz 1
X20= (= €)%y X4 1=(—")"x,.
Dieses Ergebnis laBt sich mit Hilfe trigono-
metrischer Funktionen (Klasse 10) folgender-
maBen zusammenfassen,
x =c"(x cos 2+ X1 5in n—") Im Fall

" ° 2 ¢ 2
¢=1 hat x, die Periode 4 (Bild 6).

A84a Man zeige: Das Anlangswertpro-
blem fiir die Rekursionsformel
Xp=1+/2%,- | —X,-, besitzt die Lésung

nn 5 . mn
x =X cos:+(xl\/2—xo) sin 7

Lothar Berg
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc.

Benno Klotzek
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Sektion Mathematik |Physik
Lehrstuhl Geometrie

Eine Aufgabe von
Dr.

Hans-Joachim
Doring

Martin-Iuther-Universitat Halle/Wittenberg
Sektion Wirtschaftswissenschaften “

A1384a a) In der Ebene € seien eine
Gerade g und Punkte P, Q mit P, Q € g ge-
geben. Kann ein Punkt Reg so gewihlt
werden, daB I(P_R)+I(6§) moglichst klein
wird?

Anleitung : Wir unterscheiden die Fille, daB
P, Q in verschiedenen bzw. nicht in ver-
schiedenen Halbebenen beziiglich g liegen.
Im zweiten Fall spiegle man etwa P an g.

b) Im Innern eines Winkels mit dén Schen-
keln p, g liege ein Punkt R. Unter welchen
Bedingungen fiir den Winkel lassen sich
Punkte Pep und Q € g finden, fir die die
Summe I(PQ)+ K QR)+ I RP) mdglichst klein
wird?

Tagung
der Mathematischen Gesellschaft der DDR
Vom 12. bis 14. Mai 1975 war die Pddago-
gische Hochschule ,,Karl Liebknecht*, Pots-
dam, der Gastgeber der 3. Tagung der Fach-
sektion ,,Unterricht und Ausbildung**. Uber
400 Wissenschaftler und Lehrer hatten um-
fassend Gelegenheit, sich iiber fachliche wie
methodische Fragen des Mathematikunter-
richts und der auBerunterrichtlichen Arbeit
auszutauschen.
Themen aus dem Arbeitsprogramm. Zu eini-
gen aktuellen Problemen des Mathematik-
unterrichts in den Oberschulen der DDR -
Zu einigen Erscheinungsformen imperialisti-
scher Schulpolitik und Pddagogik im Bereich
der mathematischen Bildung in kapitalisti-
schen Staaten — Grundfragen der Topolo-
gie — Griindung einer Fachsektion ,,Ge-
schichte und Philosophie der Mathematik* -
Probleme des fakultativen Unterrichts - Be-
weise mit Hilfe des Bewegungsbegriffs — Ge-
danken zum mathematischen Definieren -
Zur Theorie der geometrischen Konstruk-
tion — Uber Winkelfunktionen — Grundziige
- der universellen Algebra.
Zahlreiche Beitridge wurden der Redaktion
alpha iibergeben bzw. zugesagt (im Rahmen
einer umfassenden Aussprache iber die
auferunterrichtliche Arbeit).

‘a1385a Zur Herstellung von drei Er-
zeugnissen benotigt ein Industriebetrieb zwei
verschiedene Rohstoffe (R,, R,). Um eine
Einheit des ersten Erzeugnisses herzustellen,
braucht man drei Einheiten des Rohstoffes R,
und sieben Einhé¢iten des Rohstoffes R,,
fiir eine Einheit des zweiten Erzeugnisses
sechs Einheiten von R, und fiinf Einheiten
von R,, fiir eine Einheit des dritten Erzeug-
nisses acht Einheiten von R, und vier Ein-
heiten von R,. Vom Rohstoff R, stehen pro
Zeiteinheit 640 Einheiten und vom Rohstoff
R, 490 Einheiten zur Verfiigung.

Problem: Wieviel Einheiten sind von den
einzelnen Erzeugnissen herzustellen, damit
der gesamte Rohstoffvorrat verbraucht wird?
Anleitung : a) Definieren Sie die Variablen
in geeigneter Weise!

b) Stellen Sie das Gleichungssystem auf!
c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des
Gleichungssystems!

d) Bestimmen Sie eine spezielle ganzzahlige
Lo6sung, indem Sie fiir die beliebig wahlbare
Variable bestimmte Werte einsetzen!

(Da es sich um Produktionszahlen handelt,
kommen nur nichtnegative Werte als zu-
lassige Losung in Frage.)

Kurzbiographie: geb. 1931 in Ober-Bielau,
Kreis Gorlitz; Vater: Lehrer. Besuch der
Oberschule von 1943 bis 1951. 1951 Abitur
an der Ehrenberg-Oberschule Delitzsch. 1951
bis 1952 Fachlehrerhelfer fiir Mathematik an
der Zentralschule Krostitz; 1952 bis 1955
Direktstudium an der Martin-Luther-Uni-
versitat Halle-Wittenberg, Pddagogische Fa-
kultit, Mathematik und Physik; 1955 bis
1968 Fachlehrer und Direktor an polytech-
nischen und erweiterten Oberschulen der
Stadt Halle; 1957 bis 1963 Fernstudium an
der Pidagogischen Hochschule Potsdam,
Nat. Fak., Fach Mathematik. Seit 1968 wis-
senschaftlicher Mitarbeiter an der Sektion
Wirtschaftswissenschaften der Martin-Lu-
ther-Universitdt. Studienaufenthalte 1972
Okonomische Hochschule Bratislava, 1973
Okonomische Fakultdt Subotica der Univer-
sitit Novi Sad. 1971 Facultas docendi fir
Fachgebiet: ,,Mathematische Grundlagen der
Operationsforschung‘‘. 1973 Promotion zum
Dr. oec.; wissenschaftlicher Oberassistent;
Vorlesung : ,,Mathematik fiir Okonomen*'.
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Dem griechischen Philosophen und Mathe-
matiker Pythagoras (6. Jh. v. u. Z.) wird die
Einsicht zugeschrieben, daB die Erde eine
Kugel sei. Im dritten Jahrhundert v. u. Z. be-
stimmte Eratosthenes (von ihm stammt das
,»Sieb des FEratosthenes“ zur sukzessiven
Bestimmung der Primzahlen) die GroBe
des Erdradius zu etwa 5900 km. Er wuBte,
daB Syene, das heutige Assuan, siidlich von
Alexandria liegt, und daB zur Sommerson-
nenwende mittags die Sonnenstrahlen in
Syene senkrecht auf die Erdoberfldche ein-
fallen. Deshalb ma8 er die Entlernung Syene-
Alexandria sowie den h&chsten Sonnenstand
h=83° am Tag der Sommersonnenwende in
Alexandria, um aus beiden Messungen den
Erdradius r, zu berechnen:

e:2fry =(90°h):360°

Ein Blick in die Tabelle , Astronomische
Konstanten und Einheiten* unseres Tafel-
werkes lehrt uns, daB der von.Eratosthenes
ermittelte Wert eine fir damalige Bedingun-
gen recht gute Niherung darstellt. Denn in
der zitierten Tabelle ist der Radius einer mit
der Erde volumengleichen Kugel zu

M ry, =6371km

angegeben. Heute wissen wir, daB unsere
Erde nur gendhert als Kugel aufgefaBt werden
kann. Infolge der durch die Rotation der
Erde um ihre durch Nord- und Siidpol ver-
laufende Achse auftretenden Zentrifugalkrafte
ist unsere Erde abgeplattet: Der Abstand
Pol-Erdmittelpunkt (6 357 km) ist um 21 km
kleiner als der Abstand Aquator—Erdmittel-
punkt (6378 km). DaB die Erdoberfliche
nicht eben, sondern gekriimmt ist, erkennt
jeder, der an der Kiiste das Herankommen
eines Dampfers beobachtet: Zuerst sicht
man nur die héchsten Aufbauten des Schiffes,
dann wird das Deck des Schiffes sichtbar und
schlieBlich auch der Rumpf des Schiffes.
Wihrend auf dem Festland durch die unre-
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und dann die dritte Querstrafe links!*

Bild 2

gelmiBige Gestalt der Erdoberflliche bei
Beschrianken auf kleinere Entfernungen die
Kugelgestalt der Erdoberfliche nicht zu er-
kennen ist, ist dies bei einer nicht durch Wel-
len bewegten Wasseroberfliche relativ klei-
ner Ausdehnung méglich.

Die eben beschriebene Erscheinung kann ein
Schiilerkollektiv, das an einem groBen Bin-
nensee unserer, Republik wohnt bzw. dort
seinen Urlaub verbringt, benutzen, um bei
Windstille den Erdradius zu bestimmen:
Senkrecht iiber einem Punkt P «des Seeufers
wird in der Hohe h ein Gegenstand G be-
festigt. Ein Beobachter sticht vom Punkt P
des Ufers aus mit einem Boot in See. Er
entfernt sich soweit vom Punkt P, bis der auf-
gestellte Gegenstand infolge des Untertau-
chens unter den Horizont gerade nicht mehr
gesehen werden kann. Dies geschehe, wenn
das Boot den Punkt B erreicht, oder mit
anderen Worten, wenn sich die Augen des
Beobachters im Punkt A (in der Hohe h
senkrecht iiber B) befinden. Um bei der Aus-
wertung unseres Versuches einfacher rech-
nen zu konnen, haben wir angenommen, dafl
die H6he der Augen des Beobachters iiber
der Wasseroberfliche ebenso groB ist wie
die HOohe des Gegenstandes G iiber dem
Wasserspiegel :

Bild 3

Die Dreiecke AMT und MGT sind kon-
gruent, denn sie haben die Seite MT=r,
gemeinsam, ihre Winkel bei T sind rechte
und ihre Seiten AM und MG haben die
Lange ry; +h Wird die gradlinige Entfer-
nung AG mit s bezci’chnet, so gilt also ins-

besondere AT =ﬁ=%. Nach dem Iehrsatz

des Pythagoras, angewandt auf AAMT, gilt

AM?=AT*+MT?*d h

2
s .

(ry +h)1=(§> +r7
Hieraus folgt unter Benutzung einer bino-
mischen Formel 5

o+, h+h2=s:+rg .

2

Durch Subtraktion von ry ? von beiden

Seiten dieser Gleichung ergibt sich
2
() 2, h+h? =§Z

Wir nehmen an, daB die Hohe der Augen
des Beobachters und des Gegenstandes G
iiber dem Wasserspiegel bei unserem Versuch
jeweils zu
(III) h=1,50 m gewidhlt werden.
Zunichst soll die Gleichung (II) benutzt
werden, um mittels des unserem Talelwerk
entnommenen Wertes des Erdradius die
Entfernung s zu berechnen, in der bei unse-
rem Versuch der Gegenstand G fiir den
Beobachter gerade unter den Horizont taucht.
Deshalb stellen wir die Gleichung (II) zu-
nichst nach s um:
av) s=2\/2ré h+h?
Weiterhin setzen wir in Gleichung (IV) die
gemiB (I) und (III) bekannten Werte ein
und berechnen s: -
522,/19,1 km®~8,74 km
Unter Beachtung der ,Faustregel fir das
Rechnen mit Ndherungswerten erkennen wir
beim Berechnen des Radikanden 19,1 km?,
daB s statt nach der Formel (IV) nach der
einfacheren Niherungsformel s~2,/2r, hbe-
rechnet werden darf.
Unsere Rechnung lehrt: Der See, auf dem
wir unser Experiment mit h=1,50 m durch-
filhren wollen, muB vom geeignet gewahlten
Punkt P aus in einer Richtung eine Ausdeh-
nung von etwa 10 km besitzen.
Um andererseits mittels der durch den be-
schriebenen Versuch erhaltenen MeBwerte
den Erdradius selbst zu berechnen, muB
die Formel (II) nach r, umgestellt werden
und in die so erhaltenen Formel (V) miissen
die fiir s und h ermittelten Werte eingesetzt
werden:

V) r, =
() ¢ Tgn 2

Wer die Berechnung ausfiihrt, bemerkt analog
zu oben, daB bei der Formel (V) der Subtra-

s2 h

hend g offenbar vernachldssigt werden darf:

T8k

Eine Schiilergruppe moge bei der Durch-
fihrung dieses Experimentes fiir die Hohe h
und die kritische Entfernung s die MeBwerte
h=1,50 m und 3=8,6 km ermitteln. Durch
Einsetzen dieser Niherungswerte k& und 3
in die Naherungsformel (VI) wird ein Néhe-

vl r,

rungswert r, fiir den Erdradius r, erhal-
ten: — .
i 7 =5 =88k L6163 km

8h 8-1,50m



Wie stark weicht 7, von dem durch die
Formel (V) bestimmten , wahren* Wert des
Erdradius ab? Da wir bei diesem Versuch die
wahren Werte h und s nicht kennen, kénnen
wir mittels Formel (V) auch ry nicht berech-
nen. r, 4Bt sich jedoch nach oben und nach
unten abschitzen, sofern die Schiilergruppe
bei der Durchfiihrung des Versuches auch
Fehlerschranken fiir die MeBwerte h und
bestimmt. Ohne zundchst auf die Durch-
fihrung des Versuches ndher einzugehen,
seien als vollstindige Versuchsdaten ange-
geben:
(VIII) =1,50m; |h—h|=004m
(IX) 3=86km; |5—s|<02km
Laut (VIII) und (IX) geniigen die wahren
Werte h und s den Ungleichungen:
1,46 m=1,50m—-0,04 m<h<£1,50 m+0,04m
=1,54m
84km=8,6km—02kmEs<86km+
+02km=8_8km
Mit h = 1,46 m und s < 8,8 km folgt aus (V)

<(88km)> 146m 7744 km?
s S - < <

81,46 m 2 11,68 m
< 77440 km.
11,6

Wegen77440 km : 11,6 <6700 km gilt also
X) ry <6700km
Andererseits  folgt
5=8,4 km aus (V)

mit h<1,54 m und

¢ 78.1,54m 2 1232m 2

Wegen 70560 km : 12,32 > 5720 km gilt eben-
falls

(XI) ry >5700km. (X) und (XI) zusammen
bilden das Versuchsergebnis:

5700km<rg; <6700 km

Wihlen wir nunmehr statt (VII) als neuen
Niherungswert des Erdradius das arithme-
tische Mittel der beiden gefundenen Schran-

ken
= =5700km+6700km

]
2

so ist durch diesen Versuch der Erdradius
mit einem absoluten Fehler 7, —r, be-
stimmt worden, der der Ungleichung
|F; —r; | <500km geniigt.
An diesem Versuchsergebnis und der ein-
gangs gemachten Mitteilung iiber die Abplat-
tung der Erde lesen wir ab: Auch wenn wir
unseren Versuch unter gleichen Bedingungen
an Orten verschiedener geographischer Breite
durchfiithren, konnen wir wegen der GroBe des
absoluten Fehlers an den mit unseren Ver-
suchsmitteln erhaltenen Ergebnissen nicht
die Abplattung der Erde erkennen.
Nunmehr sollen einige Bemerkungen zur
Durchfiihrung dieses Versuches angefiihrt
werden:
Der bei unserem Versuch zu wihlende Ge-
genstand G muf} so beschaffen sein, daB er
vom Auge des Beobachters aus allen Ent-
fernungen, die nicht groBer als die kritische
Entfernung s ~ 8,74 km sind, noch mit Sicher-
heit gesehen werden kann. Insbesondere muB
gelten: Befindet sich das Boot im kritischen

=6200 km,

5@4km)> 154m_7056km* 1,54m

Punkt B (siehe Bild 3), so muBl der Beobach-
ter durch Hohersteigen im Boot, d. h., nach
VergroBern seiner Augenhéhe, den am Ufer
aufgestellten Gegenstand G wieder sicher
sehen konnen.

Um den Durchmesser d des Gegenstandes G,
den wir als kreisformig annehmen wollen,
unter den zu stellenden Forderungen beziig-
lich der Sehweite und wegen der begrenzten
Leistungsfdhigkeit des menschlichen Auges
gegeniiber h=1,50 m vertretbar klein zu hal-
ten, wird vorgeschlagen, als Gegenstand G
die Scheinwerferscheibe einer lichtstarken
Stablampe zu wiihlen, deren Lichtkegel vom
Punkt G nach dem Punkt A (siche Bild 3)
gerichtet ist. Dabei ist der Versuch in dunkler
Nacht mit guter Bodensicht durchzufithren.
Das Auge des Beobachters ist noch mit einem
Fernglas zu bewaffnen.

Durch die Ausdehnung des Gegenstandes G
sowie durch die des Fernglasobjektivs ist die
Gro6Be h nur mit einer angebbaren Genauig-
keit bestimmbar.

s
— Lichtkegel — 6
=

|
|
|
|
|
|

AN

Falls die Scheinwerferscheibe der Stablampe
einen Durchmesser d=8 cm besitzt, kann
beim Justieren der Stablampe gemi8 Bild 4
angenommen werden, daB PG der Unglei-
chung

(XII) 1,46 m < PG < 1,54 m geniigt.

Wird andererseits vom Beobachter ein
10 x 50-Fernglas benutzt, so kann, da die
Zahl 50 die MaBzahl des in Millimeter ge-
messenen Objektivdurchmessers ist, fiir BA
ebenfalls die Ungleichung

(XIII) 1,46 mE$BAK1,54m

als giiltig angenommen werden. Hier ist
durch die vorsichtige Wahl der Schranken
mit beriicksichtigt worden, daB sich vom
Boot aus die Linge BA ungenauer ermitteln
148t als die Linge PG am Ufer.

(XII) und (XIII) garantieren zusammen die
Giiltigkeit von (VIII). Ein Weg zur Bestim-
mung der Entfernung s=AG (siche Bild 3)
sei aufgezeigt: Mittels einer Wanderkarte
groBen MaBstabes wird als Punkt P ein auf
der Wanderkarte eindeutig festgelegter Punkt
am Uler des Sees gewihlt. Um auch den kri-
tischen Punkt B auf der Wanderkarte [est-
legen zu kénnen, werden zwei weitere mog-
lichst nahe bei B gelegene auf der Karte
eindeutig festlegbare Punkte Q und R so
gewihlt, daB der Winkel QBR in grober
Niherung ein rechter Winkel ist. Durch An-
peilen der Punkte Q und R von B aus mittels
MarschkompaB werden die Richtungen fest-
gelegt, in denen Q bzw. R von B aus erschei-
nen (gegebenenfalls miissen auch die Punkte
Q und R durch Lampen markiert werden).
Bild 6 148t erkennen, wie ausgehend von den
auf der Karte markierten Punkten Q und R
mittels der gemessenen Richtungswinkel der
Punkt B auf der Karte festgelegt wird. Da-
nach ist die Strecke PB auf der Karte auszu-
messen und gemiB KartenmaBstab umzu-
rechnen.

Der so fiir s ermittelte Wert ist ebenfalls nur
ein Niherungswert. Dies ist u. a. auch deshalb
der Fall, weil es unmaéglich ist, auch nur einen
Teil einer Kugeloberlliche (Erdoberfliche)
lingentreu auf einen Teil der Ebene (Karte)
abzubilden.

AbschlieBend 16sen wir die folgenden Aul-
gaben selbstandig:

Ala Einer Arbeitsgemeinschaft, dic ge-
miB dem Vorgehen in diesem Beitrag den
Erdradius bestimmen will, steht zum Versuch
nur ein See mit der maximalen geradlinigen
Ausdehnung 2,5 km zur Verfiigung. Wie grofl
darf h hochstens gewdhlt werden?

A24A In welcher geradlinigen Entfernung
kann ein Beobachter am Meeresstrand, des-
sen Augen sich 1,60 m iiber dem Meeresspie-
gel befinden, bei ruhiger See ein Schill frii-
hestens erkennen, dessen Aufbauten 6,5 m aus
dem Wasser ragen?

A3a (ab Klasse 9) Ein Beobachter, dessen
Augen sich in der Hohe h, iiber dem Meeres-
spiegel befinden, sieht ein von ihm wegfah-
rendes Schiff in der Entfernung s bei unbe-
wegter See unter den Horizont tauchen. Die
Aufbauten dieses Schifles ragen bis zur
Hohe h, aus dem Wasser. Gib die Formel
an, nach der aus s, h, und h, der Erdradius
ry zu berechnen ist! W. Trager
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Wie wigt man
ein Atom?

Noch kurz vor der Jahrhundertwende glaubte
man, daB die Physik in sich als Forschungs-
gebiet im wesentlichen abgeschlossen sei
und wohl kaum noch grundlegende Neuent-
deckungen hinzukommen wiirden.

Doch spitestens 1896, mit der Entdeckung
der natiirlichen Radioaktivitit, begann eine
Entwicklung, die die Physik von Grundauf
neu gestalten sollte.

Lenard war es, der 1903 Streuversuche mit
Elektronen an Atomen durchfiihrte und zu
dem iiberraschenden SchluB kam, daB das
Atom sich nicht als massive Kugel darstellen
14Bt, sondem im wesentlichen aus einem
Kem mit einer dazugehorigen Hiille besteht.
Lenard konnte bereits an Hand der Streu-
versuche aussagen, daB der Radius des Kerns
in der GréBenordnung von 10~ ' cm und der
des gesamten Atoms bei 107% cm liegt. Der
Zwischenraum sollte , leer** sein.

Lenards SchluBfolgerungen konnten 1911
durch Rutherford bestitigt werden. Ergeb-
nisse von Streuversuchen mit a-Teilchen er-
gaben, daB der Kern des Atoms positiv gela-
den und in ihm nahezu die gesamte Masse
des Atoms konzentriert ist. Der Kern miiBite
demnach, da das Atom insgesamt neutral
ist, von einer negativen Elektronenhiille
umgeben sein, welche die positive Ladung
des Kerns nach auBen kompensiert.
Rutherfords experimentell gewonnene Er-
kenntnisse faBte 1913 Bohr in einer Theorie
zusammen ( Bohrsches Atommodell). Seit je-
ner Zeit hat sich unser Wissen iiber den Auf-
bau des Atoms gewaltig erweitert. Das Bohr-
sche Atommodell mit seinen Elektronenbah-
nen um den positiven Kern konnte in der
folgenden Zeit wiederum nur im beschrink-
ten MaBe eine Erklarung fiir gewisse atom-
und kernphysikalische Erscheinungen geben.
Unsere heutigen Vorstellungen iiber den
Aufbau des Atoms lassen sich kaum noch
auf ein bildhaftes Modell zuriickfiihren.
Komplizierte mathematische Gleichungen
sind an die Stelle anschaulicher Vorstellun-
gen getreten, Mathematik und Physik zu
einer untrennbaren Einheit verwachsen. Viele
physikalische Probleme konnten anfangs
nicht geklirt werden, weil die mathematische
Fragestellung erst gelost werden muBte. Das
trifft gerade in der Atom- und Kernphysik
auch heute noch zu.
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Eine der wichtigsten GréBen des Atoms ist
seine Masse. Sie ist der Messung unmittelbar
zuginglich und erregte deshalb schon bei-
zeiten das Interesse der Physiker. Bereits
1907 stellte man bei Untersuchungen an
radioaktiven Elementen fest, daB es wohl
Elemente mit gleicher. Ordnungszahl (.= An-
zahl der Protonen im Kern), aber mit ver-
schiedenem Atomgewicht geben miisse.
Diese Erscheinung ist nur so zu deuten, dal
die betreffenden Atome gleiche Protonenzahl,
aber eine unterschiedliche Neutronenzahl
haben. Man nennt solche Atome Isotope. In-
zwischen sind mehr als 1000 kinstlich her-
gestellte und in der Natur vorkommende
Isotope bekannt.

Wie wird nun eigentlich ein Atom gewogen?
Die klassische Methode zur Bestimmung der
Masse wurde von J. J. Thomson 1910 ent-
wickelt. Da die spiteren verbesserten Me-
thoden im Prinzip dhnlich arbeiten, soll
Thomsons sogenannte Parabelmethode aus-
fiihrlicher beschrieben werden.

Die zu untersuchenden Atome werden ioni-
siert, d. h., elektrisch ,,aufgeladen*, indem
aus der Elektronenhiille z. B. ein oder meh-
rere Elektronen entfernt werden. Das somit
positiv geladene lon kann sowohl in einem
magnetischen als auch elektrischen Feld ent-
sprechend abgelenkt werden. Die Ionen wer-
den durch das homogene elektrische Feld
eines Plattenkondensators beschleunigt.

Kondensator - y

Spule(s) olaten

AuFfongschirm

abgelenide Teichen

Es wirkt dabei die Kraft F:-¢ - E auf die
Ionen, wobei E die Feldstirke des angeleg-
ten Feldes und e die Ladung des Ions ist. Die
Beschleunigung g, die das Ion im elektrischen
Feld erhilt, errechnet sich aus F=a - m. Dar-
aus folgt

-E
a—:eT (m = Masse des Ions)

(M

Als nichstes miissen wir die Ablenkung in
y-Richtung bestimmen (siche Bild). Aus der
Weggleichung einer beschleunigten Bewe-
gung

s=-1

2

ergibt sich in unserem Fall y =2 2. #)]
2

(Beschleunigung erfolgt nur im Plattenkon-
densator!)

Aus (1) und (2) folgt ¥ =& E. .

2m

Die Ablenkung in y-Richtung erfolgt in der
Zeit ¢, wenn das Ion den Plattenkondensator
der Lange / durchlduft. Aus der Geschwindig-

3

keit v:-—l, die es in diesem Stiick hat, 1aBt
t

sich ¢ bestimmen. (3) erhilt damit die Form

e E-| ) @)

2mr?
Wir errechnen jetzt die Ablenkung
in x-Richtung.
Dem elektrischen Feld iiberlagerte Thomson
ein magnetisches Feld, welches von den
Spulen (S) erzeugt wird, so daB die elek-
trischen und magnetischen Feldlinien parallel
verlaufen. Im Magnetfeld wirkt die soge-
nannte Lorentz-Kraft:
F=e - H - vaufdasIon

(H =Feldstirke des magn. Feldes).
Diese Kraft versucht das Ion auf eine Kreis-
bahn zu zwingen. Den Radius dieser Kreis-
bahn erhilt man, wenn die Lorenz-Kraft mit
der Zentrifugal-Kraft

V=

&)

m-v
e-H
Die Ablenkung durch das Magnetfeld erfolgt
in x-Richtung. Wir verfahren analog wie
bei (2):

x=-f=

2 207 s
die Beschleunigung ist a == L
r

(6)

L2
F=2v gleichgesetzt wird: r-=
r

ar

12

Dann erhalten wir fir x=— )]
2r
(6) in (7) eingesetzt, ergibt schlieBlich
2, .
= Pe-H. @)
2-m-v

Diese Gleichung quadriert, nach r?> umge-
stellt und in (4) eingesetzt, bringt uns das
Endresultat

S2Em o ©)

PeH?

Das ist aber eine Parabelgleichung. Die (etwas
langatmige) Herleitung sollte verdeutlichen,
mit welch relativ einfachen physikalischen
und mathematischen Mitteln das Problem
der Massenbestimmung von Ionen gelost
werden konnte. Im physikalischen Experi-
ment miiBten z. B. auf einer Fotoplatte in der
x-y-Ebene Spuren von lonen zu finden sein,
die Parabeldste bilden. Tatsichlich konnte
Thomson dies 1910 mit seinem Massenspek-
trographen, wie die Anordnung genannt wird,
beobachten. Da die in der Gleichung (9) ste-
henden GréBen y, x, I, E und H direkt und e
durch andere Versuche gemessen werden kén-
nen, 1aBt sich dadurch die Masse der lonen
errechnen. Addiert man zu dieser lonenmasse
noch die Masse der durch den Ionisationspro-
zeB entfernten Elektronen, ergibt sich das
absolute Atomgewicht. (Ubrigens: von un-
serem Korpergewicht rund 20 g abgezogen,
ergibt das Gewicht aller Atomkerne des Kor-
pers. So leicht sind Elektronent!)
Wir miissen nochmals auf die Gleichung (9)
zuriickkommen. lonen unterschiedlicher
Masse ergeben auf der Fotoplatte auch un-
terschiedliche Parabeléste. Das fiihr: schlieB-
lich zur Bestimmung der Masse der Isotope.




Thomson selbst konnte mit seiner Methode
eine Reihe von Isotopen entdecken.

Der Thomsonsche Massenspek trograph arbei-
tete noch ziemlich ungenau, jedoch wurde
das Prinzip der Ablenkung von Ionen im
magnetischen und elektrischen Feld bei den
Weiterentwicklungen beibehalten. Wesent-
liche Erkenntnisse der Atom- und Kernphy-
sik sind der Massenspektroskopie zu verdan-
ken. Aus der Fiille von Anwendungen und
neuen Erkenntnissen sollen nur einige her-
ausgegriffen werden, die besonders deutlich
zeigen, inwieweit die Physik auch andere
Gebiete der Naturwissenschaft beeinftuBt.
Die neuen Erkenntnisse beruhen vor allem
auch auf genauen Kenntnissen der physika-
lischen Eigenschaften von Isotopen, wie eben
gerade der Masse.

Aston konnte z. B. 1920 mit einer verbesser-
ten massenspektroskopischen Methode fest-
stellen, daB die Gesamtmasse eines lons
kleiner ist als die Summe der Masse der ein-
zelnen Teilchen. Mathematisch scheint diese
Tatsache volliger Unsinn zu sein, denn stelle
dir bitte vor, du wiegst einen Apfel zu 60 g
und einen zweiten mit 55 g Zusammen
wiirden die Apfel nicht 115, sondern 112 g
wiegen. — Ein nicht vorstellbares Ergebnis. —
Die MasseneinbuBe (der sogenannte Mas-
sendefekt) beruht bei den Atomen auf der
Tatsache, daB ein Teil der Masse der Kern-
teilchen in Bindungsenergie ,,umgewandelt**
wird. Gerade die Erkenntnis, daB Masse in
Energie und Energie in Masse umgewandelt
werden kann (besser miilite es heiBen, daB
Masse und Energie dquivalent sind), hat die
Physik des 20. Jahrhunderts grundlegend
revolutioniert, z. B. basiert die Gewinnung
von Kernenergie auf dieser Tatsache.
GrofBe Bedeutung in Naturwissenschaft und
Technik haben die Isotope erlangt. Die mas-
senspektroskopische Untersuchung von Me-
teoriten hat z. B. ergeben, daB die Isotopen-
zusammensetzung - von Eisen, Tellur und
anderen Elementen die gleiche wie auf der
Erde ist. Die prozentuale Zusammensetzung
eines Isotopengemisches 1dBt somit den SchluB
zu, daB das Sonnensystem chemisch etwa
gleich aufgebaut ist.

Eine andere Moglichkeit der Anwendung fiir
die Massenspektroskopie fand sich in der
Geologie. Durch radioaktiven Zerfall von
in der Natur vorkommenden Elementen
kommt es zu einer starken Variation der
Isotopenzusammensetzung, da die einzelnen
Isotope eines Elements meist verschiedene
Zerfallszeiten (Halbwertszeiten) haben. Zer-
fallt z. B. Rhenium in einem Gestein in das
Isotop '®70Os (Osmium, 187 gibt die Anzahl
von Protonen und Neutronen im Kern an),
so wird sich bei der massenspektrographi-
schen Untersuchung dieses Isotop mengen-
maBig bestimmen lassen. Aus der Kenntnis
der Halbwertszeit von Rhenium (5 - 10'°
Jahre) und der vorgefundenen Menge von
Osmium laBt sich auf das Alter des Ge-

Die Schiiler-
akademie Leipzig

Auf der Grundlage von Vertragen zwischen
dem Rat der Stadt Leipzig und wissenschaft-
lichen Einrichtungen Leipzigs entstand nach
dem Vorbild seiner Partnerstadt Kiew die
Schiilerakademie Leipzig. In ihr vermitteln
Wissenschaftler verschiedenster Gebiete den
Jugendlichen neueste wissenschaftliche Er-
kenntnisse und leisten damit einen Beitrag
zur sinnvollen, anspruchsvollen Freizeitge-
staltung und zur Berufsvorbereitung.

Die Schiilerakademie Leipzig stellt sich die
Aufgabe

- ihre Mitglieder, leistungsstarke und ge-
sellschaftlich aktive Schiiler der Klassen 9
bis 12, mit Problemen der modernen Wissen-
schaftsentwicklung vertraut zu machen.

- ihren Mitgliedern Aufgaben und Ziele der
sozialistischen Integration am Forschungs-
gegenstand einzelner Institutionen (Akade-
mie der Wissenschaften der DDR und Karl-
Marx-Universitit Leipzig) aufzuzeigen,

- ihnen Methoden des wissenschaftlichen
Arbeitens zu erklaren,

steins schlieBen. Mit Hilfe der Isotopenhiu-
figkeitsuntersuchungen an irdischem Blei
konnte man auf dhnliche Weise das Alter der
Erde auf rund 4,54 Milliarden Jahre be-
stimmen.
Eine besonders genaue MeBmethode mit
einem Kohlenstoffisotop soll zum Schlufl
genannt werden. Neben dem Kobhlenstolf-
isotop '2C existiert in der Natur auch noch
das '3C- und das '*C-Isotop (Kohlenstoff hat
6 Protonen, die Isotope 6, 7 oder 8 Neutro-
nen im Kern). Das Kohlenstoff-14-Isotop
wird bei der Reaktion der durch die kos-
mische Hohenstrahlung entstandenen Neu-
tronen mit Stickstoff-14 in der Atmosphire
standig neu gebildet. Aus dem Kohlendioxyd
der Luft kann es durch Fotosynthese zum
organisch gebundenen Kohlenstoff werden.
Von 1 g aus Pflanzenmaterial aus dem 19.
Jahrhundert gewonnenem Kohlenstofl zerfal-
len 14 Atome pro Minute (Halbwertszeit von
14C — 5730 Jahre). Mit den besten MeB-
methoden konnen noch Kohlenstoffisotope
nachgewiesen werden, die vor 40000 Jahren
entstanden sind. Damit 1aBt sich der Zeit-
punkt der Entstehung von Pflanzenmaterial
sehr lange und ziemlich genau zuriickverfol-
gen. Es konnten z. B. umfangreiche neue
Erkenntnisse iiber den zeitlichen Verlauf
von Eiszeiten und iber das chronologische
Einordnen von Kulturepochen anhand von
Grabfunden gewonnen werden.

H.-D. Jihnig

— Moglichkeiten zu schaffen, sie an Teilauf-
gaben von Vorhaben dieser Institutionen
zu beteiligen,
— sie im Geiste der Weltanschauung und
Moral der Arbeiterklasse zu erziehen.
Durch Vortrage (Vorlesungen), Experimen-
talzirkel, Besichtigungen, Exkursionen,
Kolloquien und Seminare werden den Mit-
gliedern, die von den Direktoren und der
GOL der FDJ ihrer Oberschule fiir die
Mitgliedschaft in der Schiilerakademie Leip-
zig vorgeschlagen wurden und fiir die diese
Mitgliedschaft als FDJ-Auftrag gewertet
wird, aktuellste Probleme der Natur- und
Gesellschaftswissenschaften vermittelt.
Die Mitglieder erhalten beispielsweise den
Auftrag, durch Vortrige, Dia-Ton-Reihen
und Wandzeitungen die gewonnenen Erkennt-
nisse ihren Mitschiilern weiterzuvermitteln.
Dazu kénnen sie u. a. die aufgezeichneten
Vortrage (Tonbinder) und andere Materia-
lien ausleihen. Die Resonanz der Schiiler be-
ziiglich dieser Einrichtung ist groB. Inner-
halb eines Jahres erhohte sich die Zahl ihrer
Mitglieder von 140 auf iiber 900. Auch die
Wissenschaftler 4uBern, daB es ihnen Freude
béreitet, den aufgeschlossenen, interessierten
Jugendlichen ihr Wissen zu vermitteln.

H.-D. Sauer

Aus dem Programm des Schuljahres 1974/75,
Bereich Naturwissenschalten:
Geographische Landschaftsforschung und
ihr Beitrag zur sozialistischen Landeskultur -
Wie alt ist unsere Erde? — Gegenwirtige
Vorstellungen iiber die Entstehung fossiler
Brennstoffe — Einsteins Relativitdtstheorie —
Regulation des Stoffwechsels der Zelle - Ent-
wicklungsprobleme industrieller Ballungsge-
biete in der DDR - Die Rolle des Messens
zur Erkennung der objektiven Umwelt —
Energiereiche Strahlung zur Herstellung
neuer Werkstoffe - Wozu ist theoretische
Durchdringung der Forschung nétig? — Che-
mie im Haushalt - Waschmittel — Industrie-
abwisser-Nutzung und -Reinigung - Ver-
unreinigung der Luft — Chemie und Land-
wirtschaft — Mikrobielle Synthese von Zitro-
nensdure — Mikroorganismen in der Indu-
strie — Nahrung der Zukunft — Anwendung
der Rechentechnik bei der Fiihrung che-
misch-technischer Prozesse — Was kann man
als Schiiler von der Relativitdtstheorie ver-
stehen? — Laser — ihre Anwendung und
Zukunft — Wie man den atomaren Aufbau
der Kristalle aus Rontgenstrahlinterferenzen
ermittelt — Experimentalzirkel in der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR
Exkursionen: Das Zentralinstitut fir Iso-
topen- und Strahlenforschung der Akademie
der Wissenschaften der DDR - Welche
Natursteine sind an Leipziger Bauwerken
verwendet worden? — Was ist das fiir ein
Gestein? - Das Geophysikalische Obser-
vatorium Collm - Der Botanische Garten
der Karl-Marx-Universitit.

79



Spieglein,
Spieglein
an der Wand...

Geometrische Optik,
speziell fiir Klasse 5/6

Sicherlich hast du dich schon einmal vor
einem Spiegel bewegt und dabei das merk-
wiirdige Verhalten deines Spiegelbildes be-
trachtet. Um den Sachverhalt genau durch-
denken zu kénnen, wollen wir uns eine kon-
krete Situation vorstellen:

Wir nehmen an, du kdmmst dir vor dem
Spiegel deine Haare und willst dir gerade
links deinen Scheitel neu zichen (Bild 1).

Du fingst am Hinterkopf an und ziehst den
Kamm nach vorn. Was macht dein Spiegel-
bild? Dein Spiegelbild scheint sich rechts
den Scheitel zu ziehen. Dabei bewegt es
ebenfalls den Kamm zur Stirn hin.

Dein Freund steht schrig hinter dir und be-
obachtet euch beide, dich und dein Spiegel-
bild. Von seinem Standpunkt aus ziehen
beide den Scheitel links, aber wihrend der
Kamm bei dir von deinem Freund wegge-
zogen wird, nihert sich ihm der Kamm in
deinem Spiegelbild. Von seinem Standpunkt
aus erscheint der Richtungssinn (vorn und
hinten) der Kammbewegung vertauscht.

Die Entscheidung iiber links oder rechts,
vorn oder hinten fillt also unterschiedlich
aus, je nachdem ob ein auBenstehender Be-
obachter urteilt oder ob man das Spiegel-
bild selbst sprechen laBt:

Bei einer Aussage iiber ein Spiegelbild mufl
der Standpunkt des Beobachters angegeben
werden.

Bild 1: Du und dein Spiegelbild

Zur exakten Charakterisierung des Bildes
am Planspiegel wollen wir ein Experiment
durchfiihren:

Wir stellen einen Spiegel senkrecht auf den
Tisch. Davor legen wir einen Wiirfel, dessen
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Seitenflichen zur besseren Unterscheidung

mit verschiedenfarbigem Papier beklebt sind.

Wir betrachten den Wiirfel und sein Spiegel-

bild. Wir bewegen den Wiirfel nach links,

dann nach rechts.

- Von deinem Standpunkt aus bewegt sich
sein Spiegelbild ebenfalls zuerst nach links,
dann nach rechts.

Wir bewegen den Wiirfel zum Spiegel hin,

vom Spiegel weg.

— Sein Spiegelbild bewegt sich ebenfalls zum
Spiegel hin, vom Spiegel weg.

- Gegenstand und Spiegelbild bewegen sich
in gleicher Weise.

Nun vergleichen wir die Lage entsprechender

Ecken, Kanten und Flichen von Gegenstand

und Bild miteinander (Bild 2).

PunktA’ liegt Punkt 4 gegeniiber, Punkt B’

liegt Punkt B gegeniiber, Punkt C’ liegt

Punkt C gegeniiber usw.

Wie verhilt es sich mit den Kanten? Wir

fahren einmal mit dem Finger die Kante EH

von E nach H entlang und vergleichen die

Fingerbewegung am Gegenstand mit der im

Spiegelbild.

— Wir erkennen: Die dem Spiegel zulau-
fenden Kanten haben im Spiegelbild ent-
gegengesetzten Richtungssinn.

Wie verhilt es sich mit den Flichen? Die

dem Spiegel niachste Fliche des Wiirfels ist

auch im Spiegelbild die dem Spiegel nichste

Fliche.

Spiegel £ £
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Bild 2: Gegenstand und Bild in schriger
Parallelprojektion

Im Mathematikunterricht der Klasse 5 hat-
test du @hnliche Betrachtungen, nimlich
die Spiegelung von Punkten, Strecken und
Figuren an der Geraden, der Symmetrie-
geraden, durchgefiihrt und den Lehrsatz
erarbeitet :

,,Durch Spiegelung an einer Geraden kénnen
wir einer Figur (dem Original) das Spiegel-
bild dieser Figur zuordnen. Original und
Spiegelbild liegen beziiglich der Symmetrie-
achse symmetrisch zueinander. Entspre-
chende Strecken sind gleich lang, und ent-
sprechende Winkel sind gleich groB, ent-
sprechende Punkte haben gleichen Abstand
von der Symmetrieachse.**

Jetzt soll ein Korper an einer Ebene, der
Symmetrieebene, gespiegelt werden. Du sollst
also deine Kenntnisse aus der Planimetrie in
die Stereometrie Gbertragen.

Du wirst vermuten, daB der Gegenstand und
das Spiegelbild ebenfalls symmetrisch zur
Symmetrieebene, dem Spiegel, liegen. Da-
zu muBt du noch beweisen, daB der Ge-
genstand und sein Spiegelbild gleichgroB
sind und daB das Spiegelbild von der Symme-
trieebene die gleiche Entfernung wie der
Gegenstand hat. Schaust du dir deinen Wiir-
fel und sein Spiegelbild kritisch an, so
scheint das Bild kleiner als der Gegenstand
zu sein. Besonders deutlich wird der Gro-
Benunterschied bei groBen Gegenstandswei-
ten. Die Ursache fiir diese Erscheinung ist
in der Perspektive zu suchen (Bild 3).
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Bild 3:

Gegenstand und Bild in Zentralprojektion

Im Experiment muB diese perspektivische
Verkleinerung des Bildes beriicksichtigt wer-
den. Man darf nicht direkt den Gegenstand
mit dem Bild vergleichen, sondern mufB
iiber eine BezugsgroBe, einen zweiten gleich-
beschaffenen Gegenstand, schlieBen. Dazu
machst du einen weiteren Versuch (Bild 4):
Auf deinem Lineal befestigst du in der Mitte
mit Knete senkrecht ein Diaglas oder eine
etwa gleichgroBe Glasscheibe. Du nimmst
dir zwei Kerzen oder zwei Halmapuppen,
die eine soll dein Gegenstand sein, die andere
soll der Lagekontrolle des Spiegelbildes die-
nen. Du stellst die eine Kerze bzw. Puppe in
Abstinden von 2 cm, 3 cm, 4 ¢cm, 5 cm vor
dem Diaglas auf. Du schaust von der glei-
chen Seite in den Spiegel, und dort, wo sich
das Spiegelbild zu befinden scheint, stellst
du die Kontrollkerze oder -puppe hin. Du
vergleichst einmal die zusammengehérigen
Gegenstandsweiten und Bildweiten mitein-
ander und zum anderen die jeweilige GroBe
des Spiegelbildes mit der GroBe der Kon-
trollkerze bzw. -puppe. Du wirst zu folgenden
Erkenntnissen kommen:
- Bildweite und Gegenstandsweite
gleich.
— Gegenstand und Bild sind gleich groB.
Nun kannst du den Satz formulieren: Durch
Spiegelung eines Gegenstandes an einem
Planspiegel (Symmetrieebene) erhalten wir
ein zum Original symmetrisch gelegenes Spie-
gelbild dieses Gegenstandes. Das Spiegelbild
ist genau so groB wie der Gegenstand. Ent-
sprechende Punkte haben den gleichen Ab-
stand von der Symmetrieebene.
Wenn du also einen Gegenstand im Spiegel-

sind



bild fotografieren willst, muBt du zur Ent-
fernung Fotoapparat — Spiegel noch die Ent-
fernung Gegenstand — Spiegel hinzu addieren,
um ein scharfes Bild des Spiegelbildes zu
erhalten.

Glasscheibe
(ebener Spiegel)

ﬁ Gegen -
b stand
gl et | T | A IR |
o 1 2 3 &% 5 &
Bild 4: Ermittlung der Lage und der GroBe
des Spiegelbildes

Trotz vieler Ubereinstimmung der planime-
trischen und der stereometrischen Gegeben-
heit wird dir sicherlich auch ein prignanter
Unterschied zwischen beiden aufgefallen sein.

Wihrend namlich ebene Figuren durch Um-

klappen um die Faltgerade, die Symmetrie-

achse, zur Deckung gebracht werden kénnen

(Durchgang durch die dritte Dimension),

koénnen bei Korpern Original und Spiegel-

bild durch Bewegung nicht in identische

Lage gebracht werden.

— Die rechte Hand vor dem Spiegel erscheint
im Spiegelbild als linke Hand. Es gelingt
dir nicht, beide Hande zur Deckung zu be-
kommen.

Wie erklart sich nun die Entstehung der Spie-

gelschrift?

Schreibe einmal vor dem Spiegel deinen

Namen in der Luft! Du kannst die Schrift-

ziige ohne weiteres auch im Spiegel richtig

lesen. Bei einem undurchsichtigen Blatt, z. B.

der Zeitung, aber erscheint die Schrift ,,spie-

gelbildlich*. Was ist geschehen? (Bild 5)

» 1
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Hans ungewendet 2npH gewendet

Bild 5: Schrift auf Klarsichtfolie

vor dem Spiegel

Schreibe deinen Namen auf ein Stiick un-
durchsichtiges Papier! Um es vor den Spie-
gel halten zu kénnen, muBt du es wenden.
Die Spiegelschrift sieht genau so aus, wie
ein Abdruck auf Loschpapier. Durch das
Wenden ist die Schrift zur Spiegelschrift ge-
worden!

Nun schreibst du deinen Namen auf Klar-
sichtfolie. Da diese durchsichtig ist, brauchst
du sie nicht zu wenden. Jetzt kannst du
deine Schrift ohne weiteres auch im Spiegel
richtig lesen. Ursula Manthei

A. KAUFFELD
Otto von Guericke

Schriftenreihe: Biographien
hervorragender Naturwissen-
schaftler, Techniker und Mediziner

In der Broschiire wird zunichst ein ausge-
zeichneter Uberblick iiber das private Leben
und iiber die berufliche Titigkeit des Rats-
herrn, Ingenieurs und Diplomaten Otto von
Guericke gegeben. Man erfihrt, daB Guericke
50 Jahre im Dienste seiner Vaterstadt Magde-
burg titig war, die letzten 30 Jahre davon
als Biirgermeister. In seine Amtszeit fiel der
30jahrige Krieg, und zu seinen Aufgaben ge-
hérte der - Wiederaufbau seiner . zerstorten
Vaterstadt.

Erst im Alter von 50 Jahren begann Guericke
mit seinen physikalischen Untersuchungen
und fiihrte diese neben seiner anstrengenden
beruflichen Arbeit aus. Nach etwa 10 Jahren
schloB er seine wissenschaftlichen Arbeiten
mit der Verdffentlichung eines siebenbin-
digen Werkes ab.

In weiten Kreisen ist Guericke oft nur als
Erfinder der Luftpumpe und besonders durch
seine eindrucksvollen Versuche mit den Mag-
deburger Halbkugeln (s. Abb.) bekannt ge-
worden. Der Verfasser des Buches stellt fest,
daB diese Demonstrationsexperimente nur
abschlieBende Glieder einer planmiBigen
und umfassenden Untersuchung zur Erfor-
schung der Luft bzw. des gasférmigen Zu-
standes der Korper waren. Dariiber hinaus
beschiftigte sich Guericke aber auch mit

dem Problemkreis Schwere und Kraft sowie
mit anderen damals besonders aktuellen
physikalischen Erscheinungen.

Das Buch unterrichtet auch iiber den philo-
sophischen Standpunkt Guerickes, der im
Grunde materialistisch war, und iiber seine
Forschungsmethoden eingehend und ver-
standlich.

Auf den von ihm erforschten Gebieten hat
Guericke in seiner Zeit und mit den Mitteln
seiner Zeit Erkenntnisse gewonnen, die iiber
das Niveau seiner Zeit hinausfithrten, und
deren ganze Bedeutung erst sehr viel spiter
voll erfa8t werden konnte.

Es ist sehr aufschluBreich zu erfahren, welche
Rolle das Experiment und besonders das
eigene Experimentieren als Mittel der Er-
kenntnisgewinnung bei Guericke gespielt ha-
ben und daB Guericke neben Galilei u. a.
durch den Einsatz des Experiments als Frage
an die Natur wesentlich zur Uberwindung der
Scholastik und der Dogmen der aristoteli-
schen Lehre beigetragen hat. Er war somit
einer der Pioniere der modernen naturwissen-
schaftlichen Forschungsmethode.

Leipzig: BSB B. G. Teubner Verlags-
gesellschaft 2. Aufl. 1974,
111 Seiten, 6 Abbildungen, Preis 5,60 M
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XV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 10. Oktober 1975

Achtung: Bis aul solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften wohlbekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prazise formuliert und
bewiesen werden. Der Losungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktio-
nen, Hillslinien) mufB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengdnge und Schliisse sind
in logisch und grammatisch einwandfreien
Sdtzen darzulegen.

Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab 10. Oktober 1975 verdllentlicht.

Olympiadeklasse 5

1. Im Jahre 1974 erzielten 187 Schille der
DDR-Handelsflotte eine Transportleistung
von insgesamt 10800000 t.

Berechne zur Veranschaulichung dieser Lei-
stung, welche Linge ein Giiterzug bei gleicher
Transportleistung haben miiBte! Dabei sei
angenommen, daB dieser Zug aus Giiter-
wagen mit einer Tragfihigkeit von je 25 t
besteht und daB jeder dieser Wagen (ein-
schlieBlich der Koppelvorrichtung) eine
Lange von 12 m besitzt.

Wieviel Giiterziige zu je 60 dieser Giiter-
wagen hdtten 1974 tédglich [ahren miissen,
um die gleiche Transportleistung zu erzielen
(das Jahr sei zu 360 Tagen gerechnet)?

2. Ermittle alle positiven geraden Zahlen

u, p. g, die folgende Ungleichungen erliillen:

a) 42> 5u >19

by 11<(3p+3)<22

¢) 23>(3g—3)2 3 undfirdie(3g—3)eine
natiirliche Zahl ist!

Gib die Losungsmenge so an, daB die gera-

den Zahlen, die jeweils die betreffende Un-

gleichheit erfiillen, der GroBe nach geordnet

sind!

Beginne stets mit der kleinsten!

3. Eine Gruppe von Pionieren unternahm
eine Radwanderung. Sie starteten innerhalb
eines Ortes und erreichten nach 800 m Fahrt
den Ortsausgang. Nachdem sie danach das
Fiinffache dieser Strecke zuriickgelegt hatten,
rasteten sie. Nach weiteren 14 km machten
sie Mittagspause. Die Reststrecke bis zu
ihrem Fahrtziel betrug 2,5 km weniger als
die bisher zuriickgelegte Strecke.

Ermittle die Gesamtlange der Strecke vom
Start bis zum Fahrtziel!
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4. An einem Waldlaul beteiligten sich ins-
gesamt 81 Personen. Von den teilnehmenden

Erwachsenen (18 Jahre oder ilter) war die.

Anzahl der Minner doppelt so groB wie die
der Frauen. Die Anzahl der teilnehmenden
Kinder und Jugendlichen (unter 18 Jahren)
betrug die Hilfte der Anzahl der teilnehmen-
den Erwachsenen. Dabei waren es halb so-
viel Kinder (unter 16 Jahren) wie Jugendliche
(16 Jahre oder ilter, aber unter 18 Jahre).
Gib die Anzahlen der teilnehmenden erwach-
senen Mainner, Frauen sowie der teilneh-
menden Kinder und Jugendlichen an!

Olympiadeklasse 6

1. Die Volksrepublik Polen liclerte vom
6. Dezember 1974 (erster Liefertag) bis zum
18. Dezember 1974 (letzter Liefertag) eine
Gesamtmenge von 132000 t Steinkohle und
24000 t Koks auf dem Wasserwege in die
Hauptstadt der DDR. Die Lieferung erfolgte
auf Schleppkdhnen mit einem Fassungsver-
mogen von je 600 t.

Wieviel dieser Kahnladungen trafen im ange-
gebenen Zeitraum durchschnittlich an jedem
Tag in Berlin ein (wobei Sonntage als Lieler-
tage mitgerechnet seien)?

2. In dem abgebildeten Kryptogramm sind
in die Késtchen statt der Buchstaben Ziffern
so einzusetzen, daB alle fiinfl angegebenen
Aufgaben richtig gelost sind.

Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Zil-
fern, verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern bedeuten. Als Losung geniigt nicht,
wie bei solchen ,,Zahlenritseln® sonst iiblich,
die Angabe von gesuchten Zahlen. Es muB
nachgewiesen werden, daB die angegebenen
Zahlen alle gesteliten Forderungen erfiillen
und daB sie die einzigen Zahlen sind, die das

N (2]
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3, Im Jahre 1770 gab der Schweizer Mathe-
matiker Ieonard Euler ein Lehrbuch der
Algebra heraus, das mehr als 100 Jahre lang
zu den meistgelesenen Algebrabiichern ge-

][5 [=

horte. Eine Aufgabe aus diesem Lehrbuch
lautet: )

Die Zahl 25 ist so in zwei Summanden zu
zerlegen, daB der groBere der beiden Sum-
manden 49 mal so grof ist wie der andere.
Untersuche, ob eine solche Zerlegung mog-
lich ist, und ermittle, wenn dies der Fall ist,
die beiden dabei auftretenden Summanden!

4. Eine Pioniergruppe sammelt Altpapier.
Bei der Abrechnung stellte sich heraus, daB
das Sammelergebnis der letzten beiden Tage
ein Viertel der insgesamt erreichten Menge
betrug, und zwar waren am letzten Tag
27 kg gesammelt worden und am vorletzten
Tag 6 kg weniger als am letzten Tag.
Wieviel Kilogramm betrug die insgesamt
gesammelte Menge Altpapier?

Olympiadeklasse 7

1. Zwei Mathematiker unterhalten sich iiber
ihre unterschiedlichen Telefonnummern. Da-
bei stellte sich folgendes heraus:

(1) Jede der beiden Telefonnummern ist eine
dreistellige Primzahl,

(2) Jede einzelne Ziffer in den beiden Telefon-
nummern stellt, als einstellige Zahl aufgelaft,
ebenfalls eine Primzahl dar.

(3) Die Ziffern, die in den beiden Telefon-
nummern jeweils an der Zchnerstelle stehen,
stimmen miteinander iiberein. Die Ziffer der
Hunderterstelle der einen Telefonnummer
ist die Ziffer der Einerstelle der anderen und
umgekehrt.

Ermittle die Telefonnummern, und begriinde
das Ergebnis. ohne dabei eine Primzahlen-
tabelle als Beweismittel zu verwenden!

2. Zwei GeldBe, A bzw. B genannt, haben
zusammen ein Fassungsvermdégen von genau
8 Litern. Auf beide GefiBe ist eine bestimmte
Wassermenge W so verteilt, daBl 4 zur Hillte
und B ganz gefiillt ist. GieBt man nun soviel
Wasser aus B in A, daB A ganz gefiillt ist,
so ist B noch zu einem Sechstel gefiillt. Ge-
fragt wird

a) nach dem Fassungsvermdgen von jedem
der Gefifle 4 und B,

b) nach der Wassermenge W.

Ermittle alle in a) und b) erfragten Angaben,
die die genannten Eigenschaften haben!

3. Gegeben seien zwei Geraden g, und g,,
die einander in genau einem Punkt S schnei-
den.

Um § als Mittelpunkt sei ein Kreis geschla-
gen, er schneide g, in 4 und B sowie g, in
C und D.

Beweise, daB die Strecken AC und BD gleich

lang und parallel sind, daB also AC=BD
und AC|BD gilt!

4. In der Ebene ¢ seien 50 verschiedene
Punkte so gelegen, daB keine Gerade existiert,
die drei dieser 50 Punkte enthalt.

Jeder dieser 50 Punkte soll nun mit jedem
anderen durch eine Strecke verbunden wer-
den.



a) Ermittle die Anzahl der Verbindungs-
strecken!

b) Angenommen, die 50 Punkte seien die
Eckpunkte eines konvexen 50-Ecks. Ermittle
die Anzahl der Diagonalen des 50-Ecks!

Olympiadeklasse 8

1. Peter kam vom Einkaufen zuriick. Er
kaufte in genau 4 Geschiften ein und hatte
dafiir genau 35 M zur Verfigung Davon
bringt er der Mutter genau 2 M wieder und
berichtet: ,Im Gemiiseladen habe ich 4 M
und noch etwas, jedenfalls mehr als 10 PIL
bezahlt.

Im Schreibwarengeschift habe ich mehr als
im Gemiseladen bezahlen miissen, es war
eine gerade Zahl von Pfennigen und kein
S-Plennig-Stiick dabei. Beim Bidcker war
es dann mehr als im Gemiiseladen und
Schreibwarengeschift zusammen, aber diese
Geldsumme war ungerade, und im Konsum
schlieBlich bezahlte ich mehr als in den drei
anderen Geschiiften zusammen.”

Welche Geldbetrige bezahlte Peter in den
vier genannten Geschiften?

2. a) Ermittle alle geordneten Paare (a. b)
natiirlicher Zahlen, fir die die [olgenden
Bedingungen e:fiillt sind:

(1) a<4. (2) a—b6>0. (3) a+b>2.
b) Beweise, daB es keine gcordneten Paare
(a. b) ganzer Zahlen mit den Eigenschaften
(1), (2), (3) gibt, bei denen a <0 oder b <0 ist!

3. Man beweise: Wenn in einem Dreieck
ABC fiir die GroBen f. y der Winkel < ABC,
¥ BCA und fiir einen Punkt D auf der Seite

BC der Winkel ¥ BDA die GroBe 90°+§—§

hat, so liegt D auf der Winkelhalbierenden

von ¥BAC.
4. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit
der Kantenldnge 5 cm.

H G

[ SN S Y

A 8

Dieser Wiirfel ist in senkrechter Zweitalel-
projektion abzubilden. Dabei wird gefordert,
daB die Raumdiagonale AG sowohl parallel
zur GrundriBtafel als auch parallel zur Auf-
riBtafel liegt. Im iibrigen kann, wenn diese
Forderung erfiillt wird, die Lage des Wiirfels
im Raum beliebig gewdhlt werden. Alle
Eckpunkte sind entsprechend des Bildes zu
benennen.

Beschreibe und begriinde die Konstruktion
einer derartigen Zweitafelprojektion des Wiir-
fels!

Hinweis: Es emplfiehlt sich, eine giinstige
Lage der vier Punkte A, E, G, C zu wihlen.

Olympiadeklasse 9

1. Ermitteln Sie alle im dekadischen Zahlen-
system geschriebenen vierstelligen natiirli-
chen Zahlen, die gleichzeitig folgende Bedin-
gungen erfiillen:

(1) Die Zahl wird mit vier Ziffern geschrie-
ben, die, einzeln fiir sich gelesen, vier unmittel-
bar aufeinanderfolgende Zahlen bezeichnen.
An die Reihenfolge dieser Ziffern werden hier
keine Anforderungen gestellt.

(2) Die Zahl ist durch 99 teilbar.

2. In HAUS

+HAUS

STADT
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen fiir gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern ein-
gesetzt werden.
Geben Sie alie Losungen dafiir an!

3. Gegeben seien zwei verschiedene zuein-
ander parallele Geraden g und h. AuBerhalb
des von ihnen eingeschlossenen' Streifens
seien ferner zwei voneinander verschiedene
Punkte A und B so gegeben, daB3 auch kein
Punkt der Strecke A3 in diesem Streifen
liegt und dafi der Abstand von A zu g kleiner
ist, als der Abstand von A zu h. Fiir jeden
Punkt P auf h bezeichne A’ bzw. B’ den
Schnittpunkt von g mit PA bzw. PB.
Konstruieren Sie alle diejenigen Punkte P
aul h. [ir die mit diesen Bezeichnungen
AP=B'P gilt!

Begriinden Sie die Konstruktion; diskutieren
Sie, ob alle Punkte P mit der genannten
Eigenschalt erhalten werden konnen und wie
viele solcher Punkte es je nach der Lage der
gegebenen g, h, A, B geben kann!

4. Als Herr T. am 30. 12. 1973 seinen Ge-
burtstag beging, sagte er zu seiner Frau:
»Jetzt bin ich genau 8mal so alt wie unser
Sohn, wenn ich als Altersangabe jeweils
nur die vollen (vollendeten) Lebensjahre
rechne.”

Darauf entgegnete seine Frau: ,Im Jahre
1974 wird der Fall eintreten, daB du 5mal
so alt bist wie unser Sohn, wenn auch ich
nur die vollen Lebensjahre beriicksichtige.*
Untersuchen Sie, ob es genau ein Datum gibt,
fir das - als Geburtsdatum des Sohnes —
alle diese Angaben zutreffen!.

Ist das der Fall, so geben sie das genaue
Geburtsdatum des Sohnes an (Tag, Monat,
Jahr)!

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen
n21 jeweils mit folgender Eigenschalt:

a) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von
1 bis n ist eine zweistellige Zahl, deren beide
Ziffern gleich sind.

b) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von
1 bis n ist eine dreistellige Zahl, deren drei
Ziffern einander gleich sind.

Hinweis: In der Zaklentalel ist eine Gleichung
zur Berechnung der Summe natiirlicher Zah-
len zu finden.

2. Von einem rechtwinkligen Dreieck seien
die Lange ¢ der Hypotenuse und die Lénge r
des Inkreisradius bekannt.

Ermitteln Sie den Umfang des Dreiecks!

3. Ermitteln Sie alle Moglichkeiten. den
Wert [ir das Verhiltnis « -h zweier positiver
reeller Zahlen a und b mit a <b so zu wihlen.
da8 folgendes gilt:

Das geometrische Mittel \/ab dieser Zahlen
betrigt 60°/. ihres arithmetischen Mittels!

HAUS
+ HAUS

4. In

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen fiir gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Zillern ein-
gesetzt werden.

Geben Sie alle Losungen an!

Olympiadeklasse 11/12

1. An einer Schule wird hdufig Tischtennis
gespielt. Man zeige. daB es stets unter sechs
beliebigen Schiilern dieser Schule entweder
drei gibt. die bereits jeder gegen jeden ge-
spielt haben, oder drei gibl. zwischen denen
noch kein Spiel ausgetragen worden ist.

2. Man beweise, daB es zu drei beliebig aus-
gewidhlten Punkten einer Kugeloberflache
stets eine Halbkugel gibt, aul der diese drei
Punkte liegen.

Bemerkung : Eine Halbkugel (-fliche) werde
stets einschlieBlich ihrer Randlinie verstan-
den.

3. Man ermittle alle Tripel (x. y. z) reeller
Zabhlen, fiir die

1 1 7
—_— = 1
x+y x+z 12 M
1 1 8
— =, 2
. x+y y+z 15 @
[ D S AT 3)

x+z y+z 20

4. Essei M die Menge aller derjenigen sieben-
stelligen Zahlen (im dekadischen Positions-
system), in denen jede der sieben Ziffern
1,2, 3,4,5,6, 7 einmal aultritt.

Man beweise, daB keine der Zahlen aus M
durch eine andere Zahl aus M teilbar ist.

83



Spiel mit Dominosteinen

o123 |#]5
6(6|6[6|6(6

Die Dominosteine
konnen so zu einem Rechteck gelegt werden, daB in
keiner Zeile und in keiner Spalte eine Zahl doppelt
vorkommt.

olz2 1
Eine mégliche Anordnung der Steine ist diese |4 [3 ,

ol1]z2]> 2 0|3
Beteiligt man auch die Steine [*[*]*]* I K

am Spiel, ist das Rechteck besonders einfach zu legen,
so daB in keiner Zeile und in keiner Spalte eine Zahl
doppelt vorkommt.

Etwas schwieriger wird es wieder, wenn auch noch die
Steine [o[1 12131+
515151515

dazukommen und die 15 Steine zu einem Rechteck
gelegt werden, wobei die gleiche Vorschrift (wie oben)
gelten soll.

Zum Schluf sollen noch folgende Steine am Spiel
teilnehmen, und auch jetzt soll die gleiche Vorschrift
gelten, daB in keiner Zeile und in keiner Spalte gleiche
Zahlen mehrfach vorkommen.

olo|o|1]|2]|3
11213233

Wer bereits bei den ersten 10 Steinen mit den Ziffern
von 0 bis 4 eine zweckmiBige Methode gefunden hat,
dem wird die letzte Aufgabe keine groBen Schwierig-
keiten machen. Heinz Krzikalle, Jacobsdorf

il TN ‘ aus: Neues Leben 4/75,
M =ns(n +5) Lothar Otto

84

Dreistellige Telefonnummern

Johannes wohnt in einer Kleinstadt, wo man bloB
dreistellige Telefonnummern benutzt. Einmal fragte
er seine Mitschiilerin Monika: ,,Kannst du mir
deine Telefonnummer nennen?‘* Sie antwortete: ,,Die
erste Grundziffer heiBt acht, die anderen zwei sind
ungerade. Kannst du’s erraten?*
Wieviel solche Nummern gibt es in der Stadt?
Mathematikfachlehrer A. Halameisdr, Moskau

Vierstellige Autonummern

Frank erzahlt:
Die vierziffrige Autonummer meines Mathe-Lehrers
ist sehr leicht zu merken. Sie ist symmetrisch und die
Quersumme ist so groB wie die vordere zweiziffrige
Zahl.
Ralph meint:
Die Autonummer (vierziffrige) meines Vaters ist auch
bemerkenswert. Die hintere zweiziffrige Zahl kann
nicht gréBer sein, und sie ist beinahe das Fiinffache
der vorderen zweiziffrigen Zahl.

Mathematikfachlehrer W. Zehrer, Netzschkau

Kryptarithmetik
EI NS PAAR VI ER
+ETI NS +P AAR +VI ER
PAAR VI ER ACHT

Die Buchstaben sollen so durch Ziffern ersetzt werden,
daB die Addition zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern bedeu-
ten. Untersuche, wieviel Losungen die Aufgabe hat!
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Schiilerin Monika Damisch, Gera



XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen

Kreisolympiade

Klassenstufe 5

1. Als Losung gilt jede (einwandfreie) Zeich-
nung, in der (1. Losungsweg) fiir mindestens
einen der Punkte A4, B, C sein 1_3151) Ay,
B, bzw. C, bei der Verschiebung PP, und
dann gleichsinnig parallel und gleichlang
— —— —>
zu A,4,, BB, bzi‘CICz der gesuchte
Verschiebungspfeil P,P, oder (2. Losungs-
weg) gleichsinnig parallel und g_l@i::hlin
zu einem :1er Verschiebungspleile A4,. BB,
bzw. CC, der Verschiebungspfeil PP, und
dann durch Verbindung von P, mit P,
der gesuchte\Verschiebungspfeil P,P, kon-
struiert wurde.

]

2. Anita und Peter bezahlten fir die 4 Fla-
schen Brause wegen 4-15=60 insgesamt
60 Pfennig mehr, als sie fir 4 Flaschen
Selters bezahlt hitten. Fiir diese 60 Pfennig
hitten sie genau 7—4=3 Flaschen Selters-
wasser kaufen konnen. Wegen 60:3=20
kostete mithin jede Flasche Selterswasser
20 Plennig. und folglich jede Flasche Brause
35 Pfennig Wegen 4-35=7-20=140 ko-
steten die 4 Flaschen Brause 1.40 Mark.

3. Laut Aulgabe legte der Zug. wihrend Uwe
schliefl, eine Strecke zuriick. die doppelt so
lang wie 25 km war, also 50 km betrug
Vom Zeitpunkt des Einschlafens an bis zum
Reiseziel mubte wegen 504+25=75 Uwe
folglich 75 km fahren. Das war laut Aulgabe

die Hilfte der Liange seiner Reisestrecke.
Daher war diese Reisestrecke 150 km lang.

4. Laut Aufgabe wurden wegen 14-6=84

.in diesem Turnier insgesamt 84 Spiele aus-

getragen. Diese Anzahl setzt sich additiv
zusammen aus der Anzahl der Spiele, die die
Maidchen gegeneinander durchfiihrten, und
der Anzahl der Spiele, an denen die Jungen
beteiligt waren. -

Bei n Spielern, von denen jeder gegen jeden
(n— 1) der anderen Spieler genau zwei Spiele
austrégt,” betrigt die Anzahl aller Spiele
n(n—1). Damit 1Bt sich folgende Tabelle

aufstellen:

Anzahl Anzahl Ergénzung
der Spieler  der Spiele zu 84
2 2 82
3 6 78
4 12 72
5 20 64
6 30 54
7 42 42
8 56 28
9 72 12

=10 =90 -

Da laut Aufgabe 84 Spiele insgesamt durch-
gefithrt wurden, kann die Anzahl der teil-
nehmenden Jungen bzw. die der Méadchen
nicht groBer als 9 gewesen sein. Als Summan-
den konnen nur die in der Tabelle ermittelten
Zahlen auftreten, und zwar miissen es genau
zwei Summanden der Form n(n—1) sein.
deren Summe 84 betrdgt. Das ist. wie ein
Vergleich der Zahlen der zweiten und dritten
Spalte der Tabelle zeigt. nur fir 42+42=284
und 12+72=84 moglich. Da die Anzahl
der teilnehmenden Jungen groBer war als
die der Madchen. kann die gesuchie Losung
nur lauten:

Es nahmen 4 Middchen und 9 Jungen an dem
in der Aulgabe erwahnten Turnier teil.

Klassenstufe 6

1. Als Losung gilt jede (einwandfreie) Zeich-
nung. in der fiir mindestens einen der Punkte
A,. B, bzw. C, bei der Spiegelung an g
und dann gleichsinnig parallel und gleich-
lang zu Zl_A; B_EEW Cl_C; der gesuchte

. Verschiebungspfeil PQ konstruiert wurde.

2. Wenn es eine Zahl z der genannten Art
gibt, so gilt fiir sie und die Zahl z’:

) z'=198 +z sowie
2 z+2'=13776.
Aus (1) und (2) folgt:

z+198 +2z=13776, woraus man
. 2z=13776—198 =13 578,
also z= 6789 erhilt.
Also kann nur diese Zahl die genannten
Eigenschaften haben. In der Tat treffen nun
Klaus’ Aussagen fiir diese Zahl und z'=
6789+ 198=6987 zu. da z' aus z dadurch
gewonnen werden kann. daB in z die Zil-
fern'7 und 9 miteinander vertauscht werden.
Daher hat genau die Zahl z=6789 die von
Klaus genannten Eigenschalten.

3. Angenommen, in Aussage (1) wire Bri-
gittes Plazierung richtig angegeben. dann
wiren die Pldtze von Anita in (2) und Dana
in (3) falsch angegeben. und demnach miiBte
Christa den dritten und zugleich den vierten
Platz belegt haben. was nicht mdglich ist.
Folglich ist in (1) die Plazierung von Anita
richtig und die von Brigitte falsch angege-
ben. Daraus folgt, daB in (3) der Platz Christas
falsch und der Danas richtig angegeben
wurde. Mithin belegte Anita den ersten.
Dana den zweiten. Christa den dritten und
Brigitte den vierten Platz

4. Der erste Radfahrer war um 8.00 Uhr genau
zwei Stunden gefahren und hatte dabei
eine Strecke von 28 km’ zuriickgelegt. Von
diesem Zeitpunkt an legte der zweite Rad-
fahrer in jeder Stunde genau 7 km mehr zu-
riick als der erste. Da sie sich genau am
Mittelpunkt der Strecke von A nach B
trafen. geschah das wegen 28:7=4 genau
4 Stunden nach Abfahrt des zweiten Rad-
[ahrers, also um 12.00 Uhr.

Bis zu diesem Zeitpunkt hatte wegen
6-14=84 bzw. 4-21=84 jeder von beiden
genau 84 km zuriickgelegt. Die Léange der
Strecke von A nach B betragt wegen
2-84=168 mithin 168 km.



Klassenstufe 7

1. Aus (6), (3) und (2) folgt, daB weder die
Schiilerin Miiller noch die Schiilerin Rich-
ter am besten abschnitt. Folglich lautet der
Zuname der erfolgreichsten Schiilerin Nau-
mann. Wegen (4) lautet ihr Vorname nicht
Angelika und wegen (1) sowie (5) auch nicht
Beate. Folglich heiBt sie Christine. Die er-
folgreichste der drei Schiilerinnen heiBt Chri-
stine Naumann.

2. Wegen (1) ist das Dreieck ABC gleich-
seitig. Jeder seiner Innenwinkel ist mithin
60° grof.

Aus (1) folgt ferner, da D der Mittelpunkt von
AB ist, AD (=DB)=CD. Also ist AADC
gleichschenklig. Als Nebenwinkel des Win-
kels ¥BDC hat der Winkel ¥xADC eine
GroBe von 120°.

Folglich hat der Winkel ¥ ACD als einer der
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
ADC eine GroBe von 30°. Da die GroBe des
Winkels &< ACB gleich der Summe der Gré-
Ben der Winkel ¥BCD und XACD ist,
betrdgt diese 60°+30°=90°, das Dreieck
ABC ist also rechtwinklig, w. z b. w.

3. (I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
wie es laut Aufgabenstellung konstruiert wer-
den soll. AD sei die Winkelhalbierende von
¥BAC, wobei D auf BC liegt. Dann sind
von dem Teildreieck ABD die Stiicke AD = W

{BAD=—az— und ¥ ABD = § bekannt. Punkt C

liegt erstens auf dem freien Schenkel des in
A an AB nach derselben Seite der Geraden
durch A und B wie D angetragenen Winkels
der GroBe o und zweitens aul dem Strahl
aus B durch D.

Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(II) (1) Wir konstruieren das Dreieck 4BD
aus E=5,5 cm, ¥BAD=30° und ¥ ABD
=35°.

(2) Wir tragen in 4 an AB einen Winkel
der GroBe 60° nach derselben Seite der
Geraden durch 4 und B an, auf der D liegt.
(3) Wir zeichnen den Strahl aus B durch D.
Schneidet er den freien Schenkel des in (2)
konstruierten Winkels, so sei dieser Schnitt-
punkt C genannt.

(III) Jedes so konstruierte Dreieck ABC
entspricht den Bedingungen der Aulfgabe.
Beweis: Nach Konstruktion hat der Winkel
¥BAC die GroBe 60°. Ebenso hat nach

Konstruktion der Winkel ¥ ABC die Grée
35°. SchlieBlich ist nach Konstruktion AD
Halbierende des Winkels ¥ BAC und hat
die Linge 5,5 cm.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf
Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso
sind die Konstruktionsschritte (2) und (3)
eindeutig ausfiilhrbar. Da sowohl ¥BAC
als auch & ABD spitze Winkel sind. gibt es
genéu einen Schnittpunkt C. Mithin ist
AABC durch die gegebenen Stiicke bis aufl
Kongruenz eindeutig bestimmt.

4. Angenommen, die Angaben treffen zu,
wenn das Buch x Seiten hat. Von ihnen las

Fritz am ersten Tag x Seiten, an den [ol-
genden 4 Tagen zusammen 4. g Seiten. das

. 7 . .
sind zusammen EX Seiten. Fiir den letzten

Tag verblieben daher noch 15—2x Seiten. Das
waren laut Aufgabe 20 Seiten weniger als
7 .
Ex Seiten.
somit x=6-20=120.

Somit k6nnen nur fiir die Antwort, das Buch
habe 120 Seiten, die Angaben von Fritz zu-
treffen. In der Tat treffen sie hierfiir zu;
denn hat das Buch 120 Seiten, so las Fritz
am ersten Tag 10 Seiten, an den folgenden
4 Tagen je 15 Seiten, bis dahin also zusam-
men 70 Seiten; und liest er noch (20 Seiten
weniger), d. h. 50 Seiten, so ergibt sich genau
die Seitenzahl des Buches, 120 Seiten.

Daraus folgt %x=20 und

Klassenstufe 8

1. Die Anzahl aller von den Schiilern der
Stadt B bei dieser Kreisspartakiade errun-
genen Goldmedaillen sei g, die der Silber-
medaillen s und die der Bronzemedaillen b.
Dann gilt laut Aulgabe:

g+s+b=42, )
63

s=—=21, 2
3 (2)

10<b<12. 3)

Daraus folgt, da b ganzzahlig ist, b=11
und somit wegen (1) und (2) g=42—-21—11
=10.

Die Schiiler der Stadt B errangen 10 Gold-,
21 Silber- und 11 Bronzemedaillen.

2. Angenommen, A habe die in der Aufgabe
genannte Strecke in ¢ Stunden zuriickgelegt.
Dann benétigte B fiir dieselbe Strecke (¢ +2)
Stunden. Daher gilt 56¢=40 (t+2), woraus
man ¢t =5 erhilt.

A legte mithin die Strecke mit einer Durch-

schnittsgeschwindigkeit von 56kTm in 5 Stun-

den zuriick. Die Strecke war daher 280 km
lang. Wegen 280:35=8 wiirde D fiir diese
Strecke bei einer Durchschnittsgeschwindig-

keit von 35kTm genau 8 Stunden brauchen.

Da C erst 4 Stunden spidter als D abfahren

soll, miiBte er die gesamte Strecke in genau
4 Stunden zuriicklegen, wenn er gleichzeitig
mit D am Ziel eintreffen will. Wegen 280:4
=70 miiBte er dabei eine Durchschnittsge-

schwindigkeit von 70'%n einhalten.

3. Es sei x ABC=p. Dann hat der Auflen-
winkel bei A laut Aufgabe die GréBe 4.
Nach dem Satz iiber den AuBenwinkel am
Dreieck betrdgt die GroBe des Winkels
¥ ACB somit 3 8. also gilt x ACB> £ ABC.
Daraus folgt, da im Dreieck dem groBeren
von zwei Winkeln jeweils die langere Seite
gegeniiberliegt. AB> AC. Daher gibt es aul
AB einen Punkt D. fiir den AD=AC gilt.
Mithin sind A, D, C die Ecken eines gleich-
schenkligen Dreiecks. Daraus und aus dem
AuBenwinkelsatz folgt
XADC= £ ACD=28.

SchlieBlich erhdlt man fiir jeden Punkt D
der genannten Art XDCB=xACB-
X ACD=3p—2f=F=%DBC, also ist
ACDB gléichschenklig mit DB= DC,w.z b.w.

N

48 28 B
A o 8

4. (I) Angenommen, k sei ein Kreis, wie er
laut Aufgabenstellung konstruiert werden
soll. Sein Mittelpunkt sei M. Dann ist nach
dem Satz des Thales ¥ APB ein rechter
Winkel und als sein Nebenwinkel «BPQ
ebenfalls ein rechter Winkel. Folglich liegt P

eerstens auf dem Halbkreis iiber BQ und zwei-

tens auf dem Kreis um Q mit dem Radius PQ.
Punkt A liegt erstens auf dem Strahl aus Q
durch P und zweitens auf der Senkrechten
zu BQ durch B.

4

Daraus folgt. daB ein Kreis nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht., wenn
er durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(II) (1) Wir zeichnen die Strecke BQ der
Ldnge 6 cm.

(2) Wir schlagen iiber BQ einen Halbkreis.
{(3) Wir schlagen um Q mit dem Radius der
Léange 3 cm einen Kreis. Schneidet er den in
(2) gezeichnetcn Halbkreis in einem Punkt.
so sei dieser P genannt.

(4) Wir errichten in B die Senkrechte zu g.
(5) Wir zeichnen den Strahl aus Q durch P.
Schneidet er die in (4) konstruierte Senkrechte.
so sei der Schnittpunkt A genannt.

(6) Wir zeichnen den Kreis k mit dem Durch-
messer AB.



(ITI) Jeder so konstruierte Kreis k entspricht
den Bedingungen der Aulfgabe.

Beweis: Nach Konstruktion gilt @:6 cm
und @=3 cm. Der Kreis k berithrt die Ge-
rade g laut Konstruktion in B. da AB L g
ist. Ferner liegt laut Konstruktion P aufl
AQ (und zwar ist P+ A). Wegen BP L PQ
(nach dem Satz von Thales) und damit
BP | AP liegt P nach der Umkehrung des
Satzes des Thales auf dem Kreis k mit dem
Durchmesser AB sowie laut Konstruktion
aul AQ.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf
Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso
ist (2) bis aul Kongruenz eindeutig ausfiihr-
bar. (3) liefert bei den gegebenen Lingen
fiir BQ und PQ genau einen Schnittpunkt P.
(4) ist eindeutig ausfiihrbar. ebenso (5). und
es gibt, da der in (5) konstruierte Strahl einen
spitzen Winkel mit dem Strahl aus Q durch B
bildet, genau einen Schnittpunkt A des in
(5) konstruierten Strahles mit der in (4)
konstruierten Senkrechten. SchlieBlich ist
auch (6) eindeutig ausfiihrbar. Der Kreis k
ist durch die gegebenen Stiicke mithin bis
aul Kongruenz eindeutig bestimmt.

pa
h

Klassenstufe 9

1. Fiir jeden Spieltag in der Zeit dieser Halb-
serie sei n die Anzahl derjenigen Mannschaf-
ten der Oberliga, die nach diesem Spieltag
mindestens ein Spiel ausgetragen haben.
Fiir jede dieser n Mannschaften ist die Zahl
der ausgetragenen Spiele hochstens n—1.
da jede hochstens gegen jede der n-—1
anderen Mannschaften genau ein Spiel aus-
getragen haben kann. Nun gibt es unter den
natiirlichen Zahlen von 1 bis n—1 keine n
paarweise verschiedenen. Daher stimmen
mindestens zwei dieser Zahle iiberein,
w.z b w.

2. Da das Dreieck ABC spitzwinklig ist.
liegen D, E und F auf den Dreieckseiten. und
H liegt im Innern des Dreiecks. Nach dem
Hauptihnlichkeitssatz sind die Dreiecke
AEH und BDH ihnlich, da sie in den Schei-
telwinkeln bei H und in den rechten Winkeln

[

bei E bzw. D iibereinstimmen. Folglich gilt:
AH:HE=BH :HD und damit
AH-HD=BH - HE.
Analog ergibt sich, daB auch
BH-HE=CH - HF gilt.
3. Hat eine ganze Zahl z ein ganzzahliges
Vielfaches von 588 als dritte Potenz. so gibt
es eine ganze Zahl @ mit z3 = 588a=22-3-7-a.
Daraus folgt, daB z*® und folglich auch :z
durch jede der Primzahlen 2, 3. 7 teilbar ist;
hiernach gibt es eine ganze Zahl x, mit der
z von der Form z=2-3 -7 x ist. Hat umge-
kehrt z diese Form, so ist z3=2%2-3-72-2-32-
7 - x* ein ganzzahliges Vielfaches von 588.
Daher hat eine ganze Zah! genau dann ein
ganzzahliges Vielfaches von 588 als dritte
Potenz, wenn sie ein ganzzahliges Viellaches
von 2-3-7=42 ist. Unter allen positiven
ganzzahligen Vielfachen von 42 ist 42 die
kleinste und somit die gesuchte Zahl.

4. a) Der Mittelpunkt von CD sei M. Aus
s L e folgt BD 1 BC sowie BD L AC, hier-
nach und wegen AB L AC ist_die Ebene
durch A, B, C senkrecht zu AC, demnach
ist AD 1 AC. Alsogilt xCBD= xCAD=90".
Nach der Umkehrung des Satzes des Thales
liegt daher jeder der Punkte 4 und B aul
einem Kreis um M mit dem Durchmesser
CD. Folglich liegen die Punkte A. B, C und D
auf der Kugel um M mit dem Durchmesser
CD.

b) Nach dem Lehrsatz des Pythagoras erhalt
man aus CA=a,/2 und AB=a fir CB die
Linge C—B=a\/§ und daraus sowie aus
B—D=a\/§ fiir die Lange des Durchmessers
der Kugel CD=a./6. Der Radius der Kugel

betriigt in diesem Falle also % J6.

Klassenstufe 10

1. Die Zahl z, ist vierstellig, da sonst wegen
z,>z, die Summe z; +z,<2000 wire.
Bezeichnet man die erste der benutzten Zif-
fern mit a und die zweite mit b. so gilt a=1
oder a=2. Die Zahl z, hat hiermit die Form
abab, z, ist entweder

(1) vierstellig, dann hat sie die Form abab
oder (2) dreistellig, dann hat sie die Form
aba oder (3) zweistellig, dann hat sie die
Form ab oder (4) einstellig, dann hat sie die
Form a.

Im Falle (1) und (3) stehen an den Einerstellen
beider Zahlen gleiche Ziffern, folglich wire
ihre Summe eine gerade Zahl. im Widerspruch
dazu, daB 2555 ungerade ist.

Im Falle (4) wire a=2, was auf b=13 [iihren
wiirde. Da aber 2323+2=232542555 ist,
ist auch dieser Fall nicht méglich.

Im Falle (2) muB a=2 sein. Daraus erhilt
man b=3. Tatsichlich erfiillen diese Anga-

ben alle Bedingungen der Aufgabe; denn
es ist 2323 +232=2555.
Die beiden Ziffern lauten 2 und 3, und es ist
z,=2323 und z,=232.

2. Angenommen, (x. ). z) sei ein Tripel mit
den verlangten Eigenschalten.

Aus (1) und (2) folgt dann (4) x>y>z.
Nach (3) gilt x=a?, y =b?, z=c?, wobei a, b, ¢
natiirliche Zahlen sind.

Aus (4) folgt dann (5) a>b>c.

Wegen (1) und (2) gilt schlieBlich

a?—b*=96 sowie b*>—?=96 und damit
(a+b)(a—b)=(b+c)(b—c)=96.

Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (4), daB hochstens die folgenden Mog-
lichkeiten bestehen:

a+b 96 48 32 24 16 12

bzw.

w b+c

bzw a—b 1 2 3 4 6 %
" b—c

Hiervon scheiden die Fille mit ungeraden
(a+b)+(a—b)=2a aus. und in den iibrigen
Fillen folgt

(a, b) (25,23) (14.10) (11,5) (10,2)
(a,¢)

Die einzige Zahl, die sowohl erste als auch
zweite Zahl in je einem dieser Paare ist, ist 10.
Damit verbleibt nur die Moglichkeit a= 14,
b=10,c=2.

Das fiihrt auf x=196. y =100, z=4..
Umgekehrt hat das Tripel (x, y. z) aus diesen
Zahlen die verlangten Eigenschaften; denn
esist 196—100=100—4=96.

bzw.

‘Das Tripel (196, 100. 4) ist daher die einzige

Losung der Aufgabe.

3. Wegen X AED=90° und £xACD=90°
liegen E und C nach der Umkehrung des
Lehrsatzes des Thales aul dem Kreis mit dem
Durchmesser AD. Daher ist nach dem Peri-

¥ CAE (<90°) oder gleich 180°— xCAE
(>90°).
Der zweite Fall kann nicht eintreten, weil mit
B auch AB und insbesondere E als Punkt von
AB auf der anderen Seite der Geraden durch
A und C liegt wie D und daher ¥ ECD>90°,
also ¥ CDE <90° ausfillt.
Es sei jetzt R der Punkt auf DE, [ir den

" DR=AB m
gilt (wegen AB < AC=DC < DE existiert tat-
sichlich genau ein solcher Punkt R).
Dann ist ADRC=AABC (nach sws).
Folglich ist £ DRC =90° und somit x ERC=
90°. Daher ist BERC ein Rechteck, so daB

RE=BC ist. )]

~ o
Aus (1) und (2) folgt (da R auf DE liegt)
durch Addition die zu beweisende Behaup-
tung.



4. a) Nach dem Satz des Thales ist das Drei-
eck ABD rechtwinklig mit D als Scheitel
des rechten Winkels. Daher gilt:
AD= /4 —x? und somit fiir das Volumen
der Pyramide

V=%xh Jarr—x2,

b) Wegen AC L€ ist AC L BD. [erner gilt
AD L BD. Daher steht die Ebene durch
A, C, D senkrecht auf BD. woraus die Be-
hauptung CD L BD folgt.

Anderer Beweis fiir b):
Nach Voraussetzung ist AC L AD. Daher
gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras

CD*=4r*— x>+ h?
und wegen AC 1L AB

BC*=4r2 4+ i?

=CD?+BD?

Dabher ist nach der Umkehrung des Lehrsatzes
von Pythagoras ¥ CDB ein rechter Winkel,
w. z. b. w.

Bezirksolympiade
Klassenstufe 7

1. Es gibt verschiedene Losungswege:
Verlangt werden (zur Vergabe der vollen
Punktzahl) solite eine Begriindung min-
destens folgenden Umfangs:

Wegen (1) ist Ulrich nicht Schiiler der Klasse
7, wegen (3) sind Hans und Werner nicht
Schiiler der Klasse 7. Also ist Fritz der
Schiiler der Klasse 7. Von den restlichen
Schiilern gehéren wegen (3) Hans und Wer-
ner nicht der Klasse 8 an. Also ist Ulrich
Schiiler der Klasse 8. Von den nun noch ver-
bleibenden zwei Schiilern ist Hans wegen
(2) nicht Schiiler der Klasse 6. Also gehort
Werner der Klasse 6 an, und [folglich ist
Hans der Schiiler der Klasse 5.

2. Fiir jede natiirliche Zahl gilt:

Bei ihrer Division durch 3 tritt als Rest
einer der Werte 0, 1, 2 auf. Unter diesen
Werten befinden sich keine vier verschiede-
nen. Daher gibt es unter je vier beliebigen
natiirlichen Zahlen zwei, die bei Division
durch 3 denselben Rest lassen. Ist r dieser
Rest, so sind diese beiden Zahlen von der
Form 3p+r und 3q+r mit natiirlichen Zah-
len p, q. Ihre Diflerenz ist demnach
(3p+r)—(3g+r)=3(p—gq), also durch 3 teil-
bar.

v

3. (I) Angenommen. AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Dann ist b>c. Daher gibt es einen Punkt D
auf AC, fir den AD=c. also DC=b—c
gilt.
Sodann ist nach dem Winkelsummensatz
XDCB= x ACB=180°—(a+ ).
Ferner ist AABD gleichschenklig mit AB
=AD=c. also gilt
X ABD= ¥ ADB.
Wegen XABD+ £ ADB +« = 180° folgt hier-

aus ¥ ABD = {ADB=%(180°—a). Daher

gilt {CDB=180°—%(180°—a)=90°+%.

Punkt A liegt erstens aul dem Strahl aus C
durch D und zweitens auf dem freien Schen-
kel des in B an CB nach der Seite der Geraden
durch B und C, auf der D liegt, angetragenen
Winkels der GroBe f.

Daraus folgt, daB ein Dreieck ABC nur dann
den Bedir.gungen der Aufgabe geniigt, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(II) (1) Man konstruiert ein Dreieck BDC,
in dem die Seite DC die Linge b—c, der

Winkel £CDB die Grobe 90°+5

Winkel ¥DCB die GréBe 180°—(a+ B) ha-
ben.

(2) Man zeichnet den Strahl aus C durch D.
(3) Man trédgt in B an BC nach der Seite
der Geraden durch B und C, aufl der D liegt,
einen Winkel der GroBe f an.

(4) Schneidet sein freier Schenkel den in (2)
gezeichneten Strahl in einem Punkt auBerhalb
von CD. so sei dieser A genannt.

(III) Beweis. daB jedes so konstruierte Drei-
eck ABC den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht:

und der

180°-(asf]

Nach Konstruktion hat ¥ ABC die verlangte-
Grofe B. Ferner hat £ BAC nach dem Win-
kelsummensatz und nach Konstruktion die
GroBe

180°— ¥ ABC— xDCB=180°——(180°—
—a—f)=ua

Weiterhin ist nach Konstruktion

¥ ADB=180°— ¥ CDB= 180°—(90°+§)

=90° -—% und somit

¥ ABD=180°— £ BAD— x ADB

= lsoé-a-(90°—§) =90°~2 =X ADB.
Also ist AABD gleichschenklig mit AB=AD,
und somit gilt auch, wie verlangt, AC— 4B
=AC—AD=CD=b—c.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis aul Kon-
gruenz eindeutig ausfiihrbar, da fiir die ge-
gebenen GroBen a, B die Beziehung 180° —a

—p>0und (90°+%)+(180"—a—[3)< 180°

gelten.
Danach sind die Konstruktionsschritte (2)
und (3) eindeutig ausfiihrbar und wegen

(180° — o — )+ f < 180° und 90°+°—2!>aauch

Konstruktionsschritt (4). Durch die gege-
benen Stiicke ist ein Dreieck mithin bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt.

4. In A, produzierte nach Durchfiihrung der

Rationalisierung jeder der 53 Arbeiter %

und in A4, jeder der 62 Arbeiter %des

ProduktionsausstoBes seiner Abteilung vor
den RationalisierungsmaBnahmen. Da in 4,
die Produktion auf eine groBere Menge ge-
wachsen war als in A4,, muBten Arbeiter
von A, nach A, iiberwechseln. lhre Anzahl
sei x. Danach betrug in 4, die Produktion
];—32(53—)0 der friiheren Produktion, in
1,24
62
duktionsausstofe gleich waren, gilt

159 124
o 53-0=""(62+).d h

A, aber (62+x). Da diese beiden Pro-

3(53—x)=2(62+x), also
159 —3x=124+2x und damit
35="5x
x=17.
Es wechselten somit 7 Arbeiter von 4, nach
A, iiber. Der neue ProduktionsausstoB in
jeder Abteilung betrug dann

L9 46(=L12%. 69)=1,38,

53 62
d. h, er stieg auf 138 °/, des [ritheren Produk-
tionsausstoBes.

5. Esgilt
a:b =3:8
b:c =8:6 (Erweiterungvon4:3

mit 2), daraus [olgt

a:b:c=3:8:6,
d. h, a, b und c sind der Reihe nach das
3-, 8-, bzw. 6lache ein und derselben Linge.
Wegen 3+8+6=17 und wegen des gege-
benen Umfangs von 34 cm betridgt diese
Lénge 2 cm.
Die gesuchten Seitenldngen betragen daher
a=6 cm, b=16 cm, c=12 cm.
Weitere Losungsmaoglichkeit:
Gegeben:a :b=3:8

b:c=4:3
a+b+c=34cm

daraus folgt

b=§a
3, 38
(—Zb—z 50-—20

a+§a+?41=34cm

ga=34cm
3

a=6cm,b=16cm,c=12 cm.



6. Sei S der genannte Schnittpunkt. E der
Mittelpunkt der Seite AB und F FuBpunkt
der Hohe auf BC.
Weil die Gerade durch B und S den Winkel
¥ ABC halbiert, gilt dann

¥ FBS>~ xSBA n
Da § auBerdem auf der Mittelsenkrechten
von AB liegt, sind 4, B, S die Ecken ecines
gleichschenkligen Dreiecks mit AS=BS, und
deshalb ist

¥SAB= ¥xSBA 2)
Aus (1) und (2) lolgt:

¥FBS= XSAB~ xSBA 3)
Weiter sind 4, B, F die Ecken eines recht-
winkligen Dreiecks. Die Summe der GroBe
der in (3) genannten untereinander gleich
groBen Winkel betrigt somit nach dem
Winkelsummensatz 90°.
Jeder von ihnen hat daher die GroBe 30°.
Sabines Behauptung ist also richtig Die
GroBe des Winkels ¥ ABC betrigt 60°.

Klassenstufe 8

1. Das Alter eines jeden Schiilers sei mit dem
Anfangsbuchstaben seines Vornamens be-
zeichnet.

Angenommen, (5) widre wahr. Dann folgte
erstens, daB (1) und (4) nicht beide wahr sein
konnten; zweitens [olgte auch, daB (7) und
(3) nicht beide wahr sein konnten. Es gibe
also unter den Aussagen (1) bis (7) mehr als
eine [alsche. Damit ist die Annahme, (5) wire
wahr, widerlegt; d. h. (5) ist die [alsche Aus-
sage, und (1), (2), (3), (4), (6) und (7) sind wabhr.
Aus (2) folgt B<C, aus (7) folgt C<D, aus
(6) folgt D<E, aus (1) folgt E<A. Die ver-
langte Reihenlolge der Schiiler lautet mithin:
Berta, Christine, Dieter, Elvira, Anton.

2. Angenommen, zwei Primzahlen P,, ,
haben die verlangten Eigenschaften. Eine der
Primzahien P, und P, muB wegen (a) 2 sein,
da die Summe ungerade Primzahlen stets
groBer als 2 und durch 2 teilbar ist Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei P, =2.
Wegen b) gibt es eine natiirliche Zahl n, so
daB (2+P,) 2P,=10"n,

also (2+P,)P, = 5-n ist

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung einer
natiirlichen Zahl in Prim{aktoren gilt ent-
weder 2+ P,=5,d h. P,=3 oder P,=5.
Also erfiillen hichstens die Primzahlen (2; 3)
und (2; 5) die Bedingungen.

In der Tat haben sie die verlangten Eigen-
schaften; denn ihre Summen P, 4P, sind
5 bzw. 7, jeweils also eine Primzahl. Die

Produkte (P, +P,)P,P, sind 30 bzw. 70,
jeweils also durch 10 teilbar.

3.(I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den
Bedingungen der Aufgabe geniigt. A sei
sein Beriihrungspunkt mit SP, B der mit SR
und C der mit dem Bogen PR. Der Mittel-
punkt M des Kreises k liegt dann auf dem
Strahl s aus S durch C; ferner ist ASAM
=~ ASBM wegen m=§ﬁ, MA=MB (Ra-
dius von k) und ¥ MAS= ¥ MBS=90°".

Daher ist xMSA= &MSB, so daBl s den
Winkel PSR halbiert. Wegen MA=MC
ist weiter AACM gleichschenklig und somit

XACM = <):CAM=% X AMS, letzteres nach

dem AuBenwinkelsatz der hier anwendbar
ist, weil wegen der vorausgesetzten Beriih-
rung von innen M zwischen S und C liegt.
Sind jetzt M’ ein beliebiger von S verschie-
dener Punkt aul s. A’ der FuBpunkt des
Lotes von M’ aul die Gerade durch S und P
und C’ der Schnittpunkt von s mit dem
Kreis um M’ mit dem Radius M'4’. so ist
XA'M'S= X AMS. weil AAMSZAA'M'S
ist. Es gilt nimlich ¥ ASM=%A'SM' und
¥SAM=%S4'M"=90°.

Daher geniigt ein Kreis k nur dann den
Bedingungen der Aufgabe. wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

(II) (1) Man konstruiert die Halbierende des
Winkels ¥ PSR, in dessen Innerem der
Bogen PR verlduft. Ihr Schnittpunkt mit
dem Bogen PR sei C.

(2) Man wihlt einen beliebigen Punkt M’
auf SC. Von M’ fallt man das Lot M4’ aul
SP. .

(3) Man schlidgt um M’ den Kreis k' mit
dem Radius M’A’. Der Schnittpunkt von k'
mit der Verlingerung von SM’ iiber M’
hinaus sei C'.

(4) Man zeichnet die Parallele zu A'C" durch
C. Ihr Schnittpunkt mit SP sei A.
(5) Man errichtet auf SP in A die Senkrechte.
Ihr Schnittpunkt mit SC sei M.
(6) Man schldgt den Kreis k um M mit dem
Radius MA4.
(III) Jeder so konstruierte Kreis k geniigt
den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Da gemaB (5) ¥ MAS=90° ist und
gemiB (4) A auf SP liegt, beriithrt k die
Strecke SP, und zwar in 4. Aus Symmetrie-
griinden beriihrt daher k auch die Strecke
SR. Wegen CA|C’A’ (nach (4)) gilt
XSCA= xSC’'A’ und wegen MA|M’'A’
(nach (2) und (5)) und, da M auf SC liegt
(nach (5)),

XCMA=xC'M'A".
Daher gilt ACMA~AC'M’A’, und wegen
M'A’=M'C’ ist MA=MC. Daher beriihrt k
den Bogen PR in C, dem gemeinsamen
Punkt von k, PR und der Zentralen durch
M und S.
(IV) Die Konstruktionen in (II) sind alle
(eindeutig) ausfithrbar. Das ist fiir (1), (3)

und (6) bekannt und ergibt sich fiir (2), (4)
und (5) folgendermaBen:

(2): Fir den FuBpunkt A’ des Lotes von
M’ aul die Gerade durch S und P gilt
SA'<SM'<SC=S5P, also liegt A’ aul SP
wegen ¥ CSP<90°.

(4): Weil M’ auf SC’ liegt, gilt SA'<SC’
und folglich nach dem Strahlensatz fir den
Schnittpunkt 4 mit der Geraden durch S
und P

SA<SC=SP, also liegt wegen ¥ CSP<90°
der Punkt 4 auf SP.

(5): Fiir den Schnittpunkt M mit der Geraden,
durch 'S und C gilt nach dem Strahlensatz
und w_e_il_M’ auf SC’ liegt,

W=s§%. SC<SC, woraus. weil 4 aul SP
liegt und ¥ CSP <90° ist, folgt. daB M aufl
SC liegt.

Bemerkungen: Zu dieser Konstruktion [iihrt
auch folgende Uberlegung: Einerseits hat —
nach Konstruktion von M’ A". C’ wie in (I)
bzw. (II) (1) bis (3) - die Figur aus k&’ und dem
Zentriwinkel ¥ PSR gehorenden Bogén des
Kreises aus S durch C’ die geforderten Be-
rithrungseigenschaften (mit diesem Bogen
statt PR).

Andererseits muB diese Figur durch eine
zentrische Streckung mit dem Zentrum S
in die Figur um den gesuchten Kreis und
den Bogen PR iibergehen, da bei zentrischen
Streckungen Kreise in Kreise iibergehen.
Geraden durch das Zentrum in sich selbst.
und da Beriihrungen erhalten bleiben.

4. Es wurden genau 2 Spiele der folgenden
Zusammenstellung gespielt: 4B. AC. AD.
BC, CD. Daher wurden insgesamt 12 Partien
gespielt und mithin 12 Punkte vergeben.
Wenn nun bei einer Punkteverteilung. die
den Angaben entspricht. Achim. Bernd.
Christian und Detlefl in dieser Reihenfolge
a, b, ¢. d Punkte erzielten. so gilt:

a+d+1=b+c. (1)
c+d=7 (2)
b+d=a+c+5. 3)

Weil 12 Punkte insgesamt vergeben wurden.
d ' h a+b+c+d=12 gilt. kann man aus
dem entstandenen Gleichungssystem von
4 Gleichungen der Reihe nach die Unbe-
kannten zu.eliminieren und dann der Reihe
nach zu ermitteln versuchen.

So lolgt z B. aus (1)

a+d=5.5. 4
und b+c=6,5. (5)
Analog schlieBt man aus (3)
auf b+d=85 6)
und a+c=3.5 (7

\



AuBerdem folgt aus (2)

a+b=S5. (8)
Durch Addition erhilt man aus (7) und (8)

2a+b+c=8,5 und daraus sowie
aus (5) 2a+6,5=8.5, also a=1.
Damit ergibt sich aus (4) d=4.5.
aus (6) b=4
und aus (7) ¢=25.
Daher kann nur die Antwort. Achim erhielt
1 Punkt, Bernd 4 Punkte. Christian 2,5 Punkte
und Detlel 4.5 Punkte. den Angaben ent-
sprechen.
In der Tat erfiillt diese Antwort alle Bedin-
gungen der Aufgabe. Denn wie die folgende
Tabelle zeigt. gibt es Beispiele fiir eine Ver-
teilung der Partieausginge, bei der die in der
Antwort genannte Punkteverteilung entsteht.
Ferner erhielten bei ihr Bernd und Christian
zusammen 6.5 Punkte, also genau einen
Punkt mehr als die 5,5 Punkte von Achim
und Detlel. Weiterhin erhielten Christian
und Detlefl zusammen genau 7 Punkte.
SchlieBlich erreichten Achim und Christian
zusammen 3.5 Punkte. also genau 5 Punkte
weniger als die 8,5 Punkte von Bernd und
Detlef.

Al Bl ¢
A 1 0 0 1
B[ 2| 1|4
c |2]o 0,5 (]2,5
D 21 11,5 4,5

In jedem Feld steht die Anzahl der Punkte,
die der in der jeweiligen Zeile stehende
Spieler beim Spiel gegen den in der entspre-
chenden Spalte stehenden Spieler erzielte.

5. Es seien 4, B, C und D Eckpunkte des
Trapezes. und es sei AB| CD. Weiterhin
seien E der Mittelpunkt der Seite BC. F der
Mittelpunkt der Seite AD sowie G der Mit-
telpunkt der Diagonalen AC und H der
Mittelpunkt der Diagonalen BD. Dann liegen
nach der Umkehrung eines Teiles des Strah-
lensatzes und dem Satz iiber die Mittelpar-
allele im Trapez ABCD die Punkte G und H
auf FE. Man wihle die Bezeichnung so.
daB AB2> CDist.

Behauptung : GTI?=% (1B-CD).

1 3

Beweis: Aus dem Satz, daB in jedem Dreieck
die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
zweier Seiten parallel zur dritten verlduft
und halb so lang wie diese ist, oder nach der
Umkehrung eines Teiles des Strahlensatzes

folgt ﬁ=%A_B_ )

sowie FG:%C_ﬁ Aus (1) und (2) folgt (2)

ﬁ—ﬁ=%(ﬁ—'c’ﬁ)=6ﬁ. w.2 b w.

'

6. a) In x kg der 25prozentigen Lésung befin-
den sich %kg des gelosten Stofles. in y kg

der 60prozentigen Losung entsprechend

60y
—kg.
100
Somit hat x:y genmau dann den gesuchten
Wert. wenn sich in den durch Zusammen-
gieBen erhaltenen (x + y) kg genau %.(T”k g
des geldsten StofTes befinden, d. h. genau dann.
wenn 255,80y _ 3
100 100 100

Reihe nach dquivalent
mit  25x+ 60y =35x+35y.

25y =10x,

5_x

2y'

gilt. Dies ist der

Das gesuchte

Mischungsverhiltnis betrigt somit 5: 2.

b) Mit analoger Begriindung wie in a) hat

x:y genau dann den gesuchten Wert. wenn
P P, _ P, ;
100x+100y_ﬁ (x+ y) gilt.

Dies ist der Reihe nach dquivalent mit
Pix+py=px+py,
(P2—p)y =(p—pi)x,

p=p _X
p—p y )
Das gesuchte Mischungsverhaltnis lautet:
P1=P
P—D
Klassenstufe 9

1. Genau dann ist x die gesuchte Zahl, wenn
x die kleinste natiirliche Zahl ist. zu der eine
natiirlicheZahlnz 2mit83x=13- 10"+ 10x + 8
oder, dquivalent hierzu, mit 73x=3-10"+8
existiert.

Untersucht man die Zahlen 308, 3008, 30008,
300008, 3000008 der Reihe nach auf Teil-
barkeit durch 73, so ergibt sich. daB von
ihnen nur die Zahl 3000008=73-41096
teilbar ist. Daher ist x=41096 die gesuchte
Zahl, und es gilt

83-41096=13410968.

2. Genau dann ist(a,, a,. a,, a,) ein derartiges
Quadrupel, wenn es eine ganze Zahl n mit
a,=n. a;=n+1, a;=n+2, a,=n+3 gibt,
fiir die
P +n+1)>2=0n+312—-(n+2)° 1)
gilt. Gleichung (1) ist #quivalent mit
P 4+n®+3n24+3n+1=n>+9n*+2Tn+27—
(n®+6n*+12n+8)
und dies mit n* —6n=9, d. h. mit
n(n*>—6)=9. )
Da fiir ganzzahliges n die beiden Faktoren
des linken Terms der Gleichung (2) ganze
Zahlen sind, kann (2) nur erfiillt sein, wenn
n eine der Zahlen 1, — 1,3, —3,9, —9ist.
Wie die folgende Tabelle zeigt, erfiillt von die-
sen Zahlen genau die Zahl n=3 die Glei-
chung (2) und damit die Gleichung (1).

n n? (n*—6) n-(n*—6)
1 1 -5 - 5
-1 1 -5 5
3 9 3 9
-3 9 3 - 9
9 81 75 675
-9 &4 75 —-675

Damit erfiillt das Quadrupel (3, 4, 5, 6) als
einziges alle Bedingungen der Aulgabe.

3. Es seien E der FuBpunkt des Lotes von S
auf die Gerade durch 4 und B sowie F der
des Lotes von S auf die Gerade durch C und
D. Dann gilt EF=h. Setzt man ES=x. so
folgt FS=h—x.

a ] £ 2

Nun gilt naih_einem Teil des Strahlensatzes:
x:(h—x)=8SA:S8C=a:c, also cx=ah—ax.
woraus man

x=—2"_ (1) sowie h—x =" (2) erhilt.
a+c¢ a+c

Folglich gilt:
2
F =1ax= a’h sowie F =lc(h-—x)=
t 2 2a+c) - 32
_ c2h
2a+ c)'

Die Dreiecke ABC und ABD haben den glei-
chen Fldcheninhalt, da sie in einer Seite
und der zugehorigen Hohenldnge iiberein-
stimmen. Fiir ihren Fliacheninhalt F gilt:

F=%a-h. Hiernach gilt fiir die Flichen-

inhalte F, bzw. F:

1 a*h
—F =F—F =-gh—
FomFu=F—F == ro
_a’h+ahc—a1h= ahc
2a+¢) Aa+c)

4, Wegen (x —y)? 20 gilt x2 + y? > 2xy. wobei
Gleichheit genau fiir x=y gilt, und entspre-
chend x2+ z%=2xz, wobei Gleichheit
genau fiir x =z gilt, sowie
y*+2222yz, wobei Gleichheit
genau fiir y=z gilt. Durch Addition und
Division mit 2 folgt:
Es gilt stets
x2+y2 4222 xy+xz+yz. und darin
das Gleichheitszeichen genau dann, wenn
x=y=z gilt.

5.a) Es gilt £ ACP;= ¥ ACPund £xBCP,=
¥ BCP, da der jeweils zuerst genannte Winkel
Bild des anderen Winkels bei einer Spiege-
lung an der Geraden durch 4 und C bzw.
an der durch B und C ist. Da die Winkel
XACP und ¥ BCP zusammen einen rech-
ten Winkel ergeben, bilden alle vier genann-
ten Winkel zusammen einen gestreckten.
Also gilt ¥P,CP,=180° d. h., C liegt auf
der Geraden g durch P und P,.

b) Aus a) [olgt: Genau dann ist g die Tangente
tin C an k, wenn P, auf ¢ liegt. Dies ist genau



dann der Fall, wenn P auf dem Spieg"elbild s
von t. bei Spiegelung an der Geraden durch 4
und C liegt. Somit ist b) bewiesen, wenn man
nachweist, daB s L 4B gilt. Dies kann [ol-
gendermaBen geschehen:

Der Winkel, den ¢t mit AC bildet, erginzt
den Winkel ¥ BAC zu 90° (denn ist M der
Mittelpunkt von AB, also von k. so erginzt
der Winkel zwischen ¢t und AC den Winkel
¥ACM zu 90°, und da AACM gleich-
schenklig ist, gilt *ACM= XBAC). Also
erginzt auch der Winkel, der s mit AC bildet,
¥ BAC zu 90°. Daher gilt s | AB.

6. Die Grundfliche der betrachteten Pyra-
mide ist die des gleichseitigen Dreiecks

KLM. Es hat die Seitenlinge gﬁ (Pytha-
goras). Folglich betrigt sein Flicheninhalt

2 —
(laut Tafel) %J} Es sei N der Mittelpunkt

von LM. Dann liegen die Punkte K, N so
aul dem Rechteck ACGE, wie es die Abb.

zeigt; und zwar ist G_K=2£ und G—N=EJ§

(als halbe Linge der Hypotenuse des gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks MGL mit

GM=GL =§)_ Daraus folgt:

|ﬂd v&iter (da AGPK~ANGK ist)
GP:GN=NG:NK.

also Gp=2-2/2.2 /6=12 3,
24‘/ 4‘/ 6.‘/
also E=E-ﬁ=gaJ§.
D ' c
E
b
X
A' a 8

Weiter gilt wegen GN : G_I?=§‘/§=6C: :CA

AACG~ AKGN und daher AACG ~AGPK,
so daB fir den Schnittpunkt P von AG mit NK
¥ GPK= ¥ ACG=90° ausfillt.

Aus Symmetriegriinden gilt auch

X GPL=90".

Dabher steht GP auf der Ebene durch L. M. N
senkrecht, so daB AP Hohe der Pyramide
AKLM ist.

Mithin erhidlt man fiir das Volumen V der
Pyramide mit den Eckpunkten 4. K. L. M
den Wert

Klassenstufe 10

1. Angenommen, es gibt eine Losung, dann
muB A=1 sein, da die fiinfstellige Summe
zweier vierstelliger Zahlen kleiner als 20000
ist.
Sei die aus den drei Ziffern R, Z und T ge-
bildete (moglicherweise mit 0 beginnende)
dreistellige Zahl mit x bezeichnet. so mul
gelten:
2(10004 + x)=10000+ 10x + E. also
20004+ 2x—10000— 10x=E und damit
8(2504— 1250 —x)=E. also 8 | E.
Da E eine einstellige natiirliche Zahl ist.
kommen nur E=0 oder E=8 in Frage.
Fiir E=0 folgt sofort

2504 — 1250 =x.
also 10(254-125)=x
und somit 10 x.
Das aber ist nur moglich fir T=0. was auf
den Widerspruch T=E fihren wiirde.
Also ist eine Losung nur moglich fir E=8.
In diesem Falle erhilt man

2504—-1250—x=1

250(A=5)=x+1 -

A=54%+1
250

Da A eine einstellige natiirliche Zahl ist,
x+1

folgt, daB der Quotient =———(>0) eine
g Q 750 (

natiirliche Zahl kleiner als 5 sein muB.
Ist er 1, 2, 3 bzw. 4 so ergibt sich jeweils

x =249,

x =499,

x=749 bzw. x=999.
Da nach den Bedingungen der Aufgabe x
aus drei verschiedenen Zilfern bestehen muf,
kommen hochstens 749 und 249 in Frage.
Fiir x= 749 erhilt man A =8, was im Wider-
spruch zu E=8 steht. Fir x=249 erhilt
man A=6. Die somit als einzige verbliebene
Maoglichkeit
A=1,E=8 R=2,Z=4,T=9 A=6
erfillt alle Bedingungen der Aufgabe, da
diese Ziffern samtlich verschieden sind und
da 6249

+ 6249

12498 gilt.

Hinweis: Sollte die Losung durch systema-
tisches Probieren gefunden worden sein,
so ist nur dann volle Punktzahl zu geben,
wenn die Losung mit ausreichendem Text
versehen ist. Insbesondere muB nachgewie-
sen worden sein, daB es genau eine Losung
gibt.

2. Wegen AB=AD und BC=DC ist ABCD
symmetrisch zu AC, so daB BM =DM aus-
falle.

Daher ist die zu beweisende Behauptung

. a_AM _ .
mit —==-— dquivalent.

b CM
Bezeichnen nun r den Inkreisradius und im
Dreieck ABC h die Linge der Hohe auf
die Gerade durch 4 und C sowie I (AXYZ)

den Flicheninhalt des Dreiecks X Y Z. so gilt

XIV. Olympiade
Junger Mathe-
matiker der DDR

(DDR-Olympiade) ,

Aufgaben der Olympiadeklasse 11/12

1. Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen
a. b. ¢, d mit

0<asb=c<d
a,bieydsbiediag (1)
b ¢cd aab c d
Man gebe notwendige und hinreichende Be-
dingungen dafiir an, daB in (1) das Gleich-

heitszeichen gilt.

‘2. Von einem Dreieck seien die Innenwinkel

gemessen worden. Die Summe der dabei
(als Né@herungswerte der wahren Innenwin-
kelgroBen) erhaltenen MeBwerte u. ©v. w
sei 180°+J mit d+0°. Durch drei Korrek-
turwerte x, y. z sollen die MeBwerte so ver-
dndert werden. daB die Summe der dann ent-
stehenden Werte u+x. v+y. w+z gleich
180° ist.

Es ist zu beweisen. daB [iir alle unter diesen
Bedingungen moglichen Korrekturwerte x.
y, z der Wert S=x%+y?+z2 genau dann

am kleinsten ist, wenn x=y=z= —g gilt.

3. In einem Mathematikzirkel. in dem Eigen-
schaften von Funktionen f bei Kehrwert-
bildung untersucht werden, vermutet ein
Zirkelteilnehmer, allgemein gelte fiir Funk-
tionen f, die in einem Intervall J definiert
sind und nur positive Funktionswerte haben.
der [olgende Satz:

(A) Ist fin J streng konkav so ist } in J
streng konvex. Ein anderer Zirkelteilnehmer
meint, es gelte auch der folgende Satz:
(B) Ist fin J streng konvex. so ist } in

J streng konkav. Man untersuche jeden die-
ser Sdtze auf seine Richtigkeit.

Hinweise:

1) Genau dann heiBt f(x) in J streng
konvex , wenn [ir je drei Zahlen x, .
konkav N

ar -h-AM __
a2 _1@amp) 2" "7 _AM
b lbr I (ACMB) 1h<C_M CM
2 2
w.z b w

( Fortsetzung siche Heft 5/75.)
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x*, x, aus J mit x, < x* < x, der auf der von
den Punkten (x,; [(x,)) (x2; f(x,)) begrenz-
ten Sehne gelegene Punkt dessen Abszisse x*

ist, eine Ordinate hat, die {ﬁfﬂe'} als
S(x*)ist. einer

2) Mit } ist die durch die Festsetzung

g(x):L fiir alle Zahlen x des Intervalls J
J(x) '

definierte Funktion g bezeichnet.

4. Man ermittle alle Paare (x; y) reeller Zah-
len x und y, fiir die die Gleichungen
24x? —25xy—73x+25y—35=0 (1) und

x2— y*— 2x— 2y— 7=0 gelten. (2

S. Ist P ein Punkt im Innern eines regelmaBi-
gen Tetraeders A, A,A3A,, so seien die Ab-
stinde, die P von den vier Seitenflichen des
Tetraeders hat. mit x,, x,. x;. x4 bezeichnet.
Mit h sei der Abstand bezeichnet. den A4 von
der Flidche des Dreiecks A,A4,A4, hat.

a) Man beweise, daB es genau einen Punkt P*
im Innern von A,4,A4,A4, gibt, fir den alle
vier Abstinde x,. x, xi; x, den Wert

h
— haben.
4

b) Man beweise. daB fiir alle Punkte P im
Innern des Tetraeders das Produkt x,x,x;x,
genau dann seinen gréBten Wert annimmt,
wenn P mit dem in a) genannten Punkt P*
zusammenfillt. *

Von den nachstehenden Aufgaben 6A und
6B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen:
6A. Es sei n eine natiirliche Zahl mit n>2.
Jemand schreibt n Briefe, von denen jeder
fir genau einen unter n verschiedenen Adres-
santen vorgesehen ist, und steckt in jeden
von n Umschligen genau einen dieser Briefe,
ohne vorher die Adressen auf die Umschlage
zu schreiben. Da er nun nicht mehr weib,
in welchem Umschlag sich welcher Brief
befindet, schreibt er willkiirlich die n Adres-
sen auf die n Umschlége (auf jeden Umschlag
genau eine Adresse).

Man beweise: Die Wahrscheinlichkeit g,
daliir, daB bei keinem der Adressaten der an
ihn gerichtete Umschlag den fir ihn vor-
geschenen Brief enthilt, hat den Wert
L+...+(—l)"-L.
3! n!
Hinweis: Man bezeichne jede iiberhaupt
mogliche Verteilung der Briefe an die Adres-
saten (jeder Briel an genau einen der Adres-
saten) als einen .moglichen Fall®. Unter
diesen bezeichne man jede Verteilung. bei
der fiir keinen Adressaten der an ihn gerich-
tete Umschlag den fiir ihn vorgesehenen Briefl
enthilt, als einen ,giinstigen Fall“. Die An-
zah] aller moéglichen Fille sei a, genannt,
die Anzahl aller ,giinstigen Fille" g,. Dann
ist die genannte Wahrscheinlichkeit g, defi-
niert als

—(_ 2.l —1) -
4, =(= 17 2 +(=1)

&)

q,.=an

VI

6B. In der Ebene sei der ..Abstand" zwi-
schen zwei Punkten wie [olgt definiert:
Sind P, und P, zwei beliebige Punkte. die in
cinem rechtwinkligen Koordinatensystem die
Koordinaten (x,;y,) bzw. (x,; y,) haben
(X X5. ¥;. y, seien reelle Zahlen). so sei ihr
-Abstand“

d(P,; Py)=max{ le._xll' [y1=y21}-

Man ermittle die Menge M aller Punkte der
Ebene. die beziiglich des so definierten Ab-
standes von den Punkten A4 (0; 2) und B (1; 4)
gleichweit entfernt sind.

Preistriger stellen Aufgaben

Harry Reimann: Es seien m>3, n=1 und
k=1 natiirliche Zahlen. Im Raum seien n
verschiedene m-Ecke gegeben. die paarweise
genau einen Eckpunkt gemeinsam haben.
Jeder der Eckpunkte der n m-Ecke sei der
gemeinsame Eckpunkt von genau k m-Ecken.
Es ist zu zeigen, daB dann stets k <m gelten
mubB.

Ralph Lehmann: In der Ebene seien ein Kreis
vom Radius 1 sowie n beliebige Punkte P,.
P, ..., P, gegeben.

a) Man zeige, daB auf der Peripherie des
Kreises ein Punkt P mit ﬁ‘+...+PF,,gn
existiert.

b) Man zeige. daB auf dem Rand eines belie-
bigen dem Kreis umbeschriebenen Dreiecks
ein Punkt Q mit QP,+...+QP,=2n exi-
stiert.

Uwe Schifer: Gegeben sei ein Kreis k mit
dem Radius r und dem Mittelpunkt M sowie
ein Punkt 4 mit A ek. Auf der Tangente Z
durch den Punkt A4 sei ein Punkt B mit

AB=a gegeben. Man konstruiere auf der
Parallele p zu t durch M einen Punkt C.
der nicht innerhalb des Kreises k liegt, mit
folgender Eigenschaft: Wenn die Gerade
AC den Kreis k in einem zweiten Punkt
D+ A schneidet, so gilt AB=CD.

Thomas Maiwald: Es sind alle reellen Zahlen
x zu ermitteln, fir die die Gleichung

13\ +1=0

5

x* —E.‘(3 + 12x2—
2

erfiillt ist.

Preistrager der XIV. Olympiade
Junger Mathematiker des DDR

Einen ersten Preis erhielten:

(aus’KL 9);

links:

obere Reihe, von links:
KI. 10: Uwe Schifer. EOs ..Dr. Th. Neubauer", Cottbus

KI. 10: Werner Hoffmann, EOS Miihlhausen;

K. 10: Thomas Maiwald, EOS Zittau (aus KI. 9);

- mittlere Reihe. von links:

" KI. 12: Harry Reimann. EOS ..Heinrich Hertz". Berlin:
Kl 12: Ralph Lehmann. EOS ..Diesterweg”. Strausberg;
K1. 12: Bernd Zaddach. Spezialkl. der Humboldt-Univ.;

KI. 12: Helmut Rofmann. EOS ..Friedrich Engels™. Neubr.



Beruf gesucht

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Vor-, Nach- und Beinamen

Im folgenden sind die Vor-, Nach- oder Beinamen von
beriihmten Mathematikern und Physikern genannt,
dazu die zugehorigen Lebensdaten. Es sind die jeweils
fehlenden Namen (also zum Vor- der Nachname
usw.) zu finden; die Anfangsbuchstaben der zu erra-
tenden Namen ergeben den Namen eines berithmten
Mathematikers, der von 1601 bis 1655 lebte.
Giuseppe (1858 bis 1932), Newton (1643 bis 1727),
Albert (1879 bis 1955), Dedekind (1831 bis 1916),
Johannes (1436 bis 1476), Noether (1882 bis 1935),
René (1596 bis 1650), Galois (1811 bis 1832), Jean
Baptiste Joseph de (1768 bis 1830), Cartan (1869
bis 1951), Bernhard (1826 bis 1866), Planck (1858
bis 1947), Niels Henrik (1802 bis 1829), von Milet
(um 624 bis 547 v. u. Z.).

Dipl.-Math. Ch. Pollmer, z. Z. NVA

Silbenriitsel

Aus den Silben »

bel - ber - de - ein - ent - ep - funk - ge - gen - gramm -
heits - ka - ko - kreis - kreis - ldn - li - lon - me - mil -
nus - on - pa - quo - ra - si - sym - tan - te - ter - ti -
trie - ur - wahr - wert

sind 14 dreisilbige Worter nachstehender Bedeutung
zu bilden und in die Figur einzutragen. Dabei haben je
zwei Worter eine gemeinsame Mittelsilbe, die unter
den angegebenen Silben jeweils nur einmal aufgefiihrt
ist. Aus den Anfangsbuchstaben dieser Mittelsilben
erhilt man einen in Klasse 9 eingefiihrten mathema-
tischen Begriff, wenn man in dje mit 4, B, C und D
gekennzeichneten Felder noch je einen der Vokale
a, i, o und u einfiigt.

Die Worter bedeuten:
Einheit der Masse
Durchmesser eines Geschosses

Gerade, die eine Kurve beriihrt

Teil eines Koordinatensystems auf der Erdkugel
Graph einer quadratischen Funktion
unbegrenzte gerade Linie

eindeutige Abbildung

Ergebnis einer Division

00 N On La B Wit =

9. Kreis mit dem Radius r=1
10. Merkmal einer Aussage
11. bei der Spiegelung entstehende geometrische
Verwandtschaft
12. Gerit zur Eichung von Lingen
(aufbewahrt in Paris)
13. eine Winkelfunktion
14. griechischer Buchstabe
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLdV, Berlin

In einem Zug

Die Figur soll ohne abzusetzen nachgezeichnet werden.
Dabei darf keine Verbindung zweier Punkte zweimal
benutzt werden; auch diirfen sich keine Schnittpunkte
mit schon benutzten Verbindungsstrecken ergeben.

- Oberlehrer Dipl.-Mathernatiklehrer K. Becker, Liibtheen

Mathematische Begriffe

Die Buchstaben von 9 der 12 mathematischen Begriffe
Bild, Term, neun, Wert, Ecke, wahr, Zahl, zwei,
plus, Satz, Stab und zehn sind so in das folgende
Schema einzusetzen, daB in jedem Feld ein Buchstabe
steht und daB in den vier Feldern um einen mit
Nummern versehenen Kreis beim Lesen in zyklischer
Reihenfolge jeweils das Wortbild eines der 9 gewihl-
ten mathematischen Begriffe steht.

Mathematikfachlehrer W. Triger, Débeln

L 1*] 1 | | Kreuzwortriitsel

Erginze das folgende Schema! Die Buchstaben in
den Feldern 1 bis 7 ergeben einen Ausruf des bekann-
ten Mathematikers Archimedes.

Waagerecht: 1. bekannter Mathematiker (1862 bis
1943); 2. Begriff aus der Mengenlehre; 3. gleichmiBig
gekrimmte Linie (existiert fiir jedes Dreieck); 4. eng-
lischer Friedensnobelpreistriger, Mathematiker; 5.
Kegelschnitt; 6. Winkelfunktion; 7. Teilgebiet der
Mathematik Mathematikfachlehrer M. Linde, Damme
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Der Abakus

1. Der Abakus als Urahn vieler
Generationen von Rechengeriten

Im Heft 4/1972 unserer Zeitschrift ist die
,-CHETb! yueHudeckne* beschrieben worden.
Sie ist als ,,Russische Rechenmaschine' in
der Rechentechnik schon seit 1812 bekannt.
Noch heute gibt es nahe Verwandte von ihr,
der chinesische Suan-phan und der japani-
sche Soro-ban. Sie sind in Ostasien im Ge-
brauch und werden dort in Schule und Wirt-
schaft verwendet.

Gehen wir zuriick bis auf die kulturelle Friih-
zeit der Volker, so treffen wir auf den Urahn
dieser drei Rechengerite. Es ist der Abakus,
das Rechenbrett. Er war eine Stein-, Metall-
oder Holztafel, auf der in Spalten zwischen
eingeritzten Linien Rechensteine als Ziffern-
symbole eingesetzt wurden. Dieser Abakus
hat sich in mancherlei Abwandlungen der
Gestalt und Handhabung bis in unsere Zeit
erhalten.

Wir wollen nicht jede Station des Entwick-
lungsweges dieser friithen Rechentechnik un-
tersuchen, sondern uns nur mit den beiden
bekanntesten Vertretern des klassischen Re-
chenbretts, dem griechischen und dem rémi-
schen Abakus, befassen. Im wesentlichen sol-
len die Grundelemente des Aufbaus der ein-
zelnen Geridte und die Regeln ihrer Hand-
habung gezeigt werden. Es wird in der uns
vertrauten Art von rechts nach links gerech-
net, und zwar meist nach dem Dezimalsy-
stem. Jede Spalte entspricht einer Zehner-
stelle und die Symbole darin, seien es nun
Steinchen oder andere Dinge, einer Einheit.
Neu wird die sogenannte ,,Fiinferbiindelung*
sein. Das ist das Zusammenfassen von je
5 Einheiten zu einer besonderen Einheit
unter einem eigenen Symbol oder in einer
eigenen Spalte.

2. Der ,,Griechische Abakus*,
auch ,,Salaminische Tafel* genannt

Er ist das Musterbeispiel eines klassischen
Abakus. Seinen anderen Namen hat er von
der griechischen Insel Salamis, wo 1846 ein
Exemplar aufgefunden wurde. Dies ist eine
Marmortafel, 1,50 m mal 0,75 m groB, also
von der GroBe einer Tischplatte. Wahr-
scheinlich wurde er auch mit einem FuB als
Rechentisch benutzt.
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Denkt man sich nun als Rechner an der un-
teren Lingsseite stehend, dann fallen in jeder
Hilfte eine Gruppe von senkrechten, paral-
lelen Linien auf, die in den Marmor einge-
ritzt sind. Links sind 10, rechts 4 Spalten ge-
bildet, in die die Rechensteine als Ziffern-
symbole eingesetzt wurden. Dann sind noch
unten, links und oben Zeilen von griechi-
schen Schriftzeichen. Es sind Buchstaben, die
Zahlen und Miinzwerte darstellen, ein Be-
weis dafiir, daB die Tafel fiir geschaftliche
Zwecke geschaffen wurde (Bild 1). Diese
Zeichen sind entweder Gedichtnishilfen ge-
wesen wie die Gebiihrentabellen auf unseren
Postanweisungen, oder man hat an ihnen
zur Erleichterung der Rechnung die Steine
dafiir abgezahlt bereitgehalten.
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Bild 1

Die linken, lingeren Spalten waren fiir die
Miinzwerte, deren Einheit die Drachme, ein
Silberstiick, war. Von der ersten Spalte
rechts beginnend, haben wir nach links: 1, 5,
10, 50, 100, 500, 1000, 5000 Drachmen und
1 Talent, das 6000 Drachmen galt, fiir die es
aber kein Miinzstiick gab. Die Reihenfolge
der Spalten war nicht rein dekadisch, also
in Zehnerpotenzen, sondern dazwischen lag
jeweils deren Fiinffaches (Bild 2).

Die rechten, kiirzeren Spalten waren fiir das
Kleingeld, die Kupfermiinzen, die Bruch-
teile der Drachme waren, bestimmt. 1 Obo-

los = l Drachme, l Obolos = L) Drachme,

2 12
L Obolos = 4 Drachme und 1 Chalkos = 1
4 24 8
Obolos = 1 Drachme.
48 Bild 2
in unseren 2iffern |\“§’§ §§89""‘
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Die Rechenregeln lernt man am besten beim
Lésen von Aufgaben. Rechenbrett sei ein
Bogen Papier, den man mit 9 Spalten ver-
sieht (Bild 2). An den Kopf jeder Spalte
setzt man die Zahlenwerte wie angegeben.
Als Rechensteine dienen Miihle- oder Dame-
steine.

Wir wollen die Aufgabe l6sen: 770+ 7777.
Man setzt erst — noch ohne Beriicksichtigung
der Ser-Spalten — die Steine fiir beide Zah-
len nacheinander ein. Dann entsteht fol-
gende Lage: In einer Einer-Spalte 7 Steine,
in der 10er-Spalte 14 Steine, in der 100er-
Spalte 14 Steine und in der 1000er-Spalte
7 Steine. Nun kommit die Vereinfachung durch
Umsetzen der Steine.

In der Einer-Spalte nehmen wir von den
7 Steinen 5 weg und setzen dafiir einen Stein
in die Ser-Spalte, 2 Steine bleiben in der
Einer-Spalte. In der Zehner-Spalte nehmen
wir 10 Steine weg und setzen dafiir einen Stein
in die 100er-Spalte. In der 10er-Spalte sind
es dann noch 4 Steine. Nun kommen von
den 15 Steinen (14+1) in der 100er-Spalte
10 weg, dafiir ein Stein in die 1000-Spalte und
statt der restlichen 5 Steine ein Stein in die
500er-Spalte. Jetzt sind 8 Steine in der 1000er-
Spalte. Davon 6 Steine weg und ein Stein in
die Talent-Spalte, bleiben 2 Steine in der
1000er-Spalte. Das Resultat ist: 1 Talent
2547 Drachmen.

Bei der an sich einfachen Rechnung ist groBte
Aufmerksamkeit nétig. Die ,,Salaminische
Tafel** war bis um das 4. Jh. v.u.Z. in Ge-
brauch. Dann kam mehr und mehr das
schriftliche Rechnen auf.

3. Der ,,Rémische Handabakus*‘,
der Taschenrechner der Antike

Auch die Rémer benutzten den griechischen
Abakus. Aber fir den Gebrauch in Schule,
Haushalt und kleinen Geschiften haben sie
ein kleines handliches Gerét erfunden, den
,,Romischen Handabakus‘‘. Im Bild 3 sieht
man eine kleine Bronzetafel, nur 9 cm mal
12,5 cm groB, also knapp Postkartenformat.
Im Bau und Handhabung bestehen Ahnlich-
keiten mit der ,,Salaminischen Tafel*. Er ist
aber schon eine Weiterentwicklung des alten
Abakus, zwar noch keine Rechenmaschine,
aber schon ein mechanisches Gerit. In die
Bronzeplatte sind zwei Reihen Schlitze ein-
geschnitten, in denen sich verschiebbare

Bild 3




Knopfchen befinden. Dieser Abakus war
wieder zunichst fiir Geschifte bestimmt;
denn er ist fiir Geldrechnung eingerichtet.

In der unteren Reihe der lingeren Schlitze
beginnt die Reihenfolge und damit der Stel-
lenwert im Dezimalsystem vom 3. Schlitz
rechts mit der Einheit der romischen Wah-
rung 1 As. Dann folgen nach links 10 As,
100 As usw. bis zu 1 Million As. Die Fiin-
ferbiindelung wird hier durch die kiirze-
ren oberen Schlitze ersetzt. Unten sind
4 Knopfchen, oben ist nur 1 Knopf, der das
Fiinffache der unteren Einheit gilt mit Aus-
nahme des ersten Schlitzes von rechts, bei
dem ein Knopf das Sechsfache zéhlt. Man
kann so in jeder Dezimale Ziffern bis zu
9 Einheiten (4+5) darstellen.

Die Knopfchen zihlen nur, wenn sie zur
Mitte hingezogen sind. In der Randstellung
sind sie stumm. Die beiden Schlitze ganz
rechts unten sind wieder fiir das Kleingeld
bestimmt. Die zweité Spalte von rechts gilt

eine UnciaT%Ax und hat als einzige §

Kndopfchen. Die erste Spalte gilt abschnitts-
weise [iir l U. :—l— As, l uU. :L As und
2 24 4 48

1

3—6‘ As.

Zwischen den oberen und unteren Schlitz-
reihen sind die Zeichen fiir die Stellenwerte
in altromischen Symbolen angebracht (Bild
4). Zur Erlduterung stehen unsere heutigen
arabischen Ziffern darunter in Klammer.

Lt
3

® & 0 O ®
® o o
K W & ¢ C x | £
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® 0 ¢
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Um das Rechnen auf einem wirklichen Aba-
kus zu iiben, basteln wir dazu ein Modell.
Man nimmt am besten starken Karteikarton
im Format A5 (14,8 cm mal 21 cm) und
macht dazu erst eine Vorzeichnung auf Milli-
meterpapier. Das erspart unnétige Arbeit
mit Zirkel und Malstab. Die 8 oberen
Schlitze werden 3 cm, die 9 unteren 6 cm
lang. Die Abstinde zwischen den einzelnen
Schlitzen und den beiden Schlitzreihen be-
tragen je 3 cm. Die Zeichnung wird auf den
Karton geheftet und durchgepaust. Man kann
auch durch die Zeichnung hindurch die
Schlitze mit einem scharfen Messer ein-
schneiden. Dann werden am zweckmaBigsten
BriefverschluBklammern als Knépfchen in
der notigen Anzahl (45 Stiick) durch die
Schlitze gesteckt. Um ein gegenseitiges Be-

hindern beim Verschieben zu vermeiden,
dirfen die Stiele nicht ldnger als 1 cm sein.
Zwischen die beiden Schlitzreihen wird ein
Streifen mit den entsprechenden Zahlen-
zeichen geklebt.

Nun rechnen wir die gleiche Aufgabe wie
vorhin: 770+ 7777.

Verliert dabei nicht die Geduld! Sagt nicht:
»,Das kann man doch schneller auf dem
Papier rechnen!"* Das konnten die Romer
eben nicht, genauso wenig wie die Griechen.
Mit den romischen Zahlen war das sehr
schwierig. Also nochmal: Konzentrierte Auf-
merksamkeit und genaues Kopfrechnen!
Jetzt zur Aufgabe. Wir legen das Schema
(Bild 4) daneben. Fiir die Zahl 770 bleibt
der Einer-Schlitz leer. Dann schieben wir
im 10er-Schlitz 2 untere Knopfe zur Mitte,
ebenfalls den oberen Knopf. Dasselbe erfolgt
im 100er-Schlitz. Nun nehmen wir die Zahl
7777 dazu. Im Einer-Schlitz unten 2 Knopfe
zur Mitte, den oberen ebenfalls. Im 10er-
Schlitz soll nun die Zahl 140 erscheinen
(70~ 70). Also unten 4 Knopfe zur Mitte.

Bild 5

770 + 7777 = 8547
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Fir die restlichen 100 kommt 1 unterer

Knopf im 100er-Schlitz zur Mitte. Im 100er-
Schlitz soll jetzt 1500 ausgedriickt werden
(100 + 700+ 700). Es kommen also der obere
Knopf zur Mitte, die 4 Knopfe unten wieder
in Ruhestellung und im 1000er-Schlitz 1
Knopf unten zur Mitte. SchlieBlich muB im
1 000er-Schlitz 8000 erscheinen
(1000 +7000). So kommen noch 2 Knopfe
unten zur Mitte, im ganzen also 3, und der
obere Knopf auch zur Mitte. Dann haben wir
das Resultat 8 547. Bei dieser ersten Aufgabe
werden am besten auBer dem Schema noch
Papier und ein Stift benutzt. Fiir alle Phasen
der Rechnung 140t sich diese Aufgabe nicht
skizzieren. Im Bild 5 sind deshalb nur die
Zahl 770 und das Endresultat dargestellt.
Die Zwischenrechnungen miissen im Kopf
oder auf dem Papier gemacht werden. Wei-
tere Aufgaben konnen selbst ausgedacht
werden. M. Detlefsen
Literaturhinweis :

Wer sich weiter mit der Mathematik des
Altertums beschéftigen mochte, dem sei das
Lehrbuch von Prof. H. WuBing emplohlen:
Mathematik der Antike, Verlag B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1964.

15 Jahre
Mathe - LVZ

® 15 Jahre Mathe-Olympiaden in Leipzig
—~ Am 13. Juni 1960 ging die erste Olympiade
Junger Mathematiker zu Ende. Ein Kollek-
tiv von Mathematiklehrern wihlte aus iiber
200 interessierten Schiilern die Besten aus,
iiberreichte Urkunden und gab damit den
StarischuB fiir eine intensive Forderung der
Jugend.

® 15 Jahre aktive Unterstiitzung der auBer-
unterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik
durch die Ieipziger Volkszeitung. In unun-
terbrochener Folge gab die LVZ jeweils zu
Ehren des Geburtstages der Pionierorgani-
sation ,,Ernst Thilmann* am 13. Dezember
die nunmehr zur Tradition gewordene
,,Mathe-LVZ* heraus  (Gesamtauflage
1 000 000): Mit Zirkel und Rechenstab —
Mathe - international - Mathe-Olympia-
den (1) - Mathe - heiter - Mathe - Rechen-
vorteile — Mathe - unterhaltsam - Mathe
und Sport - Mathe - Astronautik und Aero-
nautik — Mathe und Bauwesen - Mathe und
Verkehrserziehung — Mathe und Fachunter-
richt — Mathe - Olympiaden (II) — Mathe -
modern

Die neue Mathe-LVZ (13. 12. 1975) lautet:
Geometrie - (k) ein Stiefkind.

® Seit 12 Jahren erscheint monatlich auf
der Jugendseite der LVZ eine Aufgabe unter
dem Motto: Mathe-Quiz. Weit iiber 100 #00
Einsendungen zeugen vom Interesse vor
allem junger Leser fiir die Mathematik.

® Jedes Jahr sind rund 2 000 Pioniere und
Jugendfreunde Giste der ,WissensstraBe
Mathematik* zum Pressefest der LVZ. Sie
werden vom alpha-Club der 29. OS Leipzig
(Leitung : StR J. Lehmann, VLAV, Chefred.
der alpha) betreut.

Zu unseren beiden alpha-Wandzeitungen
(Seite 88/89):

In diesem Jahr werden (wie in jedem Jahr)
Arbeitsblitter (gestaffelt nach Klassenstu-
fen 1 bis 8/10) ausgegeben: An Tischen ha-
ben die interessierten Schiller die Moglich-
keit zum Rechnen, d. h. ithr Wissen und
Konnen zu erproben. Die Mitglieder des
alpha-Clubs korrigieren die Arbeitsbldtter
(Format A3). Bei gutem bzw. sehr gutem Ab-
schneiden wird die Urkunde (siche Abb.)
ausgefiilll und dem Teilnehmer iberreicht.
AuBerdem stellt die LVZ jedes Jahr Preise
zur Verfiigung. Punktspiegel fiir Klasse 5:
Aufgabe 1: 3 Punkte, 2/2 P, 3/2 P, 4/4 P,
52 P,6/3P,7/2P,8/2P,; 20 bis 18 P. -
sehr gut, 17 bis 13 P. — gut. (Jedes Jahr wer-
den Arbeitsblidtter mit neuem Inhalt bereit-
gestellt.)
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Losungen

Losungen zu ,,Lineare Systeme und ihre Be-
schreibung durch Operatoren* Heft 3/75

1. (A(BC))x=A(BCx)=A(B(Cx)),
((AB)Cx))=(AB)(Cx)=A(B(Cx)).

2. Das kommutative und assoziative Gesetz
gelten fiir die Operatoraddition. da diese
Gesetze [ir die gewohnliche Addition gelten
und sich unmittelbar iibertragen. Die Klam-
mern sind iiberfliissig, da das Ergebnis von
der Art der Zusammenfassung unabhingig
ist.

3. A(a,x, +a,x,)=(da additiv) A(a,x,)+
A(a,x,)=a,Ax, +a,A(x,) da homogen).
Umgekehrt folgt aus der Definitionsgleichung
fir die Linearitdt im Fall a,=a,=1. daB A
additiv ist, und im Fall a,=0, daB A homo-
gen ist.

4. AB(a,x, +a;x,;)=A(a,Bx, +a,Bx,)=
a,ABx, +a,AB,.

(A+B)(a;x, +a;x,)=Ala,x, +a,x,)+
B(a,x; +a,x;)=a,Ax; +a,Ax, +

a;Bx, +a,Bx;=a,(Ax, +Bx,)+

a,(Ax, +Bx,)=a,(A+ B)x, +a,(A + B)x,.

5. A=(1+2V)(1+3V). B=1+V(5+6V).
A=B=1+5V+6V2

6. Ax+ ABf=f oder auch Ax=(I— AB)f.

7. At=(1+a, +a,)t—(a, +2a,) und

At=0 fir a,= —-2.a,=1.

8. AZ=(z22+a,z+ay)z2 2und Az'=0

fiir z=%(—al +Ja?—4a,)

P | 5
sowie fiir 2_5(—01 _\/"1 —4a).,

Losungen zu ,,Kombinatorische Probleme beim
Aufstellen einer FuBballmannschaft* Heft 1/75

Ala Fir die Wahl des Torwarts besteht
genau eine Moglichkeit. Fiir das Aufstellen
der Verteidigerreihe gibt es 24 Moglichkeiten:
Denn zunichst gibt es vier Moglichkeiten
fur die Wahl des Verteidigers mit der Riicken-
nummer 2, nimlich (B, 2), (C, 2), (D, 2) und
(E, 2). In jedem dieser 4 Fille gibt es drei
Moéglichkeiten fiir die Wahl des Verteidigers
mit der Riickennummer 3. In jeder der damit
gegebenen 4 -3 Moglichkeiten bestehen wie-
derum 2 Moglichkeiten fiir die Wahl des
Verteidigers mit der Riickennummer 4. Da-
mit bestehen 4-3-2=24 Moglichkeiten fir
das Aufstellen der Verteidigerreihe.

Fiir die Wahl des Laufers mit der Riicken-
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nummer 5 gibt es 6 Moglichkeiten. In jedem
dieser 6 Fille gibt es 5 Moglichkeiten fir
die Wah! des Léufers mit der Riickennum-
mer 6. In jeder dieser 6 - 5=30 Méglichkeiten
gibt es 4 Moglichkeiten fiir die Wahl des
Léufers mit der Riickennummer 7. In jedem
dieser 6-5-4=120 Fille gibt es 3 Moglich-
keiten fiir die Wahl des Ldufers mit der
Riickennummer 8. Fiir das Aufstellen der
Léuferreihe gibt es also 6 5-4 - 3=360 Mog-
lichkeiten.

Da der Stiirmer N nur die Riickennummer 11
tragen darf, gibt es fir die Wahl des Stiir-
mers mit der Riickennummer 9 zwei Maog-
lichkeiten. In beiden Fillen gibt es fiir die
Wahl des Stiirmers mit der Riickennummer
10 nur eine Moglichkeit. Fiir das Aufstellen
der Stiirmerreihe gibt es also 2-1=2 Mog-
lichkeiten. Da das Aufstellen der vier Spieler-
reihen (Torwart-Verteidigerreihe-Liulerreihe
-Stiirmerreihe) voneinander unabhingig ist,
gibt es 1-24-360-2=17280 Maoglichkeiten
fir das Aufstellen der FuBballmannschalt.
A24 Fiir den Einsatz des Spielers 4 gibt
es 3 Moglichkeiten.

1. Fall: A wird nicht eingesetzt. Dann gibt
es 5-4-3-2=120 Moglichkeiten fiir das
Aufstellen der Liuferreihe.

2. Fall: A wird aul Position 6 eingesetzt.
Dann gibt es 5-4-3=60 Moglichkeiten [lir
das Aufstellen der Liulerreihe.

3.Fall: A wird auf Position 7 eingesetzt.
Dann gibt es ebenlalls wie im 2. Fall 60 Mog-
lichkeiten fiir das Aufstellen der Liulerreihe.
In allen drei moglichen Fillen gibt es, da
alle Aufstellungen voneinander verschieden
sind, insgesamt 120+ 60 + 60 =240 Méglich-
keiten fiir das Aufstellen der Liuferreihe.
A3a Fiir den Einsatz der Spieler 4 und B
gibt es 6 Moglichkeiten:
1. Fall: (A, 5), (B, 6) 4. Fall: (B, 5), (4, 6)
2. Fall: (A,6),(B,7) 5. Fall: (B, 6),(A,7)
3. Fall: (A,7),(B,8) 6. Fall: (B,7), (A, 8)
In jedem dieser 6 Fille gibt es fiir das Be-
setzen der iibrigen Positionen der Liufer-
reihe jeweils 3-2=6 Maoglichkeiten. Ins-
gesamt gibt es also 6 6=36 Mdoglichkeiten
fir das Aulstellen der Liuferreihe.

A4a Fir das Aufstellen des Torwarts gibt
es zwei Moglichkeiten. Fiir das Aulstellen
der Verteidigerreihe 3-2-1=6 Mdglichkei-
ten. Die Maoglichkeit fiir das Aufstéllen der
Lédufer- und Stiirmerreihe iiberblicken wir
mit einer Fallunterscheidung:

1. Fall: Der Spieler M wird nicht eingesetzt.
Dann gibt es fiir das Aulstellen der Liufer-
reihe 4-3-2-1=24 Moglichkeiten, fiir das
Aulstellen der Stiirmerreihe 3-2-1=6 Mog-
lichkeiten. Im 1. Fall gibt es fiir das Aufstel-
len der Mannschaft

2-6-24-6=1728 Mabglichkeiten.

2. Fall: Der Spieler M wird als Léufer ein-
gesetzt. Er kann entweder die Riickennum-
mer S, 6, 7 oder 8 tragen. Fiir seinen Einsatz
gibt es vier Moglichkeiten. Bei jeder dieser
vier Moglichkeiten gibt es 4-3 - 2=24 Mog-

lichkeiten fiir das Besetzen der anderen
Positionen der Léauferreihe. Es gibt also
4-24=96 Moglichkeiten fiir das Aufstellen
der Liulerreihe. Fiir das Aufstellen der
Stiirmerreihe gibt es 3-2-1=6 Mdoglich-
keiten. Im 2 Fall gibt es 2-6-96-6=6912
Maglichkeiten fiir das Aufstellen der Mann-
schalft.

3. Fall: Der Spieler M wird als Stiirmer ein-
gesetzt. Fiir das Aulstellen der Lauferreihe
gibt es 4-3-2-1=24 Mdglichkeiten. Der
Stiirmer M kann entweder die Riickennum-
mem 9, 10 oder 11 tragen. Fiir seinen Einsatz
gibt es also 3 Moglichkeiten. Fiir jede dieser
Moéglichkeiten gibt es fir das Besetzen der
beiden anderen Stiirmerpositionen 3-2=6
Maéglichkeiten. Es gibt also 3-6=18 Mog-
lichkeiten fir das Aufstellen der Stiirmerreihe.
Im 3. Fall gibt es 2-6-24-18=5184 Mog-
lichkeiten fiir das Aufstellen der Mann-
schaft.

Insgesamt gibt es also 1728+6912+5184
=13824 Moglichkeiten [ir das Aufstellen
der Mannschaft.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb Heft 2/75

541353 Wirrechnen 3-24=72,72 :4=18,
120—(72+18+24)=120—114=6.

Inge besitzt 24 Ansichtskarten aus Finnland,
72 aus der Sowjetunion, 18 aus der CSSR
und 6 aus der Volksrepublik Bulgarien.

541354 Angenommen a Zaunfelder haben
keine Latten mehr und weitere b Zaunfelder
besitzen noch alle Latten. Dann wiirden we-
gen a=b die vorhandenen Latten der b Felder
ausreichen, um alle (a+b) Felder mit der
halben Anzahl der erforderlichen Latten aus-
zuriisten. Da in den restlichen ¢ Feldern
ebenfalls nur die Hilflte der Latten vorhan-
den ist, miissen wegen a+b+c=32 somit
11-32 Latten, also 352 Latten, erneuert
werden.

W 5a1355 Der rote Stoff sei x Meter lang;
dann hat der griine Stoff eine Linge von
(x—200) Metern, und der weiBe Stofl ist
(x—150) Meter lang. Nun gilt

x +(x —200) + (x — 150)=13250,

3x—350=3250,
3x=3600,
x=1200.

Die Bahnen des roten, griinen und weiBen
Stoffes sind 1200 m, 1000 m und 1050 m lang.

WS5ae1356 Wir losen diese Aulgabe mit
Hilfe einer Tabelle.

n Sn 5-n-2

1 5 3 Primzahl
2 10 8

3 15 13 Primzahl
4 20 18

5 25 23 Primzahl
6 30 28

7 35 33

8 40 38

9 45 43 Primzahl



Nur die natiirlichen Zahlen 1, 3, 5 und 9
erfiillen die Bedingung der Aufgabe.

W 5%1357 Zunichst lassen sich genau drei
einstellige Ziffern 1, 2 und 3 bilden, und es
gilt s, =142+ 3=6. Ferner konnen folgende
zweistellige Ziffern gebildet werden; 11,12, 13,
21,22,23,31,32,33. Esgilts, =114+ 12+ 13 +
+21+...4+33=198.

SchlieBlich lassen sich folgende dreistellige
Zillern bilden:
111, 112, 113, 121, 122, 123, 131, 132, 133,
211, 212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233,
311, 312, 313, 321, 322, 323, 331, 332, 333
Hiefir giit s;=1114+112+...+333=5994.
Es lassen sich genau drei einstellige, neun
zweistellige und 27 dreistellige Ziffern bilden,
und es gilt s=5,+5,+5;=6+198+5994=
6198.

W 5*1358 Wir rechnen 30: 6=5; fiinl Schii-
ler erhielten die Note 1. 30—5—-16=9; neun
Schiiler erhielten die Noten 4 oder 5. Ange-
nommen x Schiiler erhielten die Note 5,
dann erhielten 2-x Schiiler die Note 4.
Deshalb gilt x+2-x=9,3-x=9, x=3. Drei
Schiiler erhielten die Note 5, sechs Schiiler
die Note 4. Angenommen y Schiiler erhielten
die Note 3; dann gilt 3< y<®6, also y=4 oder
y=>5. Nach e) entfillt y=5. Somit erhielten
4 Schiiler die Note 3 und 12 Schiiler die Note 2.

641359 Aus 100<n<200 und 7|n folgt
n=105, 112, 119, 126, ..., 182, 189, 196.
Von diesen Zahlen haben die Quersumme 11
genau zwei Zahlen, ndmlich 119 und 182,

A641360 Aus AB|[CD||PQ und AD|
BC | MN folgt, daB die Vierecke AMSP
und SQCN ebenlalls Parallelogramme sind.
Jedes Parallelogramm wird durch eine seiner
Diagonalen in zwei kongruente Dreiecke
zerlegt. Deshalb gilt 4,=A4,, A;=A¢ und
A, +A;+ A=A, +As+ Ag. Durch Einset-
zen erhalten wir 4, + A, + A3 =A,; + A5+ A;.
Daraus folgt A,=A4,, w. 2 b. w.,

] N c
Ag
A;S A_,
A M 8

W 681361 Die Diagonalen eines Rhom-
bus halbieren seine Winkel. Nachdem das
Dreieck ABC konstruiert worden ist, zeich-
nen wir die Winkelhalbierende des Winkels
¥ ACB=y; ihr Schnittpunkt mit 4B sei D.

C=F

Nun zeichnen wir durch D die Parallele
zu AC und die Parallele zu BC. Sie mogen
BC in E bzw. AC in G schneiden. Das Vier-
eck DEFG ist dann der dem Dreieck ABC
einzubeschreibende Rhombus.

W 6m1362 Es-sei x die Anzahl der Schiiler,
welche die Mathematikarbeit mitgeschrieben
haben.

1.1 4 4 5 .
Wegen ~+-=—und 1— =2 gilt
egen9+3 gun 5= 8
1 1 .52 51
9x+3x+§ gx+§ §x+2—x,
%x+2=x,
1
—x=2, x=36.
18

Es haben 36 Schiiler die Mathematikarbeit

mitgeschrieben. $~36=4 Schiller erhielten
die Note 1; g 36=8 Schiiler erhielten die
Note 2; %436=12 Schiiler erhielten die

Note 3 und ISE~36= 10 Schiiler erhielten die
Note 4.

W 6*1363 Es seien g, b, ¢, d, e jeweils das
Lebensalter von Alfred, Berta, Christa. Dorit
und Ernst; dann gilt

a+b+c+d+e=33 (1)
b=2(c+4d), (2)
a=2e. (3)

Wir multiplizieren Gleichung (1) mit 2 und
erhalten
2a+2b+2(c+d)+2e=66.
Mit Hille von (2) und (3) gewinen wir daraus
durch Einsetzen
2a+2b+b+a=066,
3a+3b=66,
a+b=22
Aus (2) folgt: b ist eine gerade natiirliche Zahl;
aus (3) folgt: a ist eine gerade natiirliche Zahl.
Angenommen Dorit, die Jiingste, sei 1 Jahr
alt; dann ist Christa wenigstens 3 Jahre alt.
Deshalb gilt b=2(1+3)=8. Also ist b=8
oder b=10. Denn b ist eine gerade natiirliche
Zahl und kann nicht groBer als 10 sein, weil
sonst wegen a+bh =22 a kieiner als b wire.
Fiir b=8 gilt a=14 und somit e=7. Das
ist wegen b2e+2=9 nicht méglich. Fir
b=10gilt a=12 und somit e=6 und c +d=5.
Wegen c2>d+2 gibt es genau eine Losung,
nidmlich d=1 und c=4.
Dorit ist 1 Jahr, Christa 4 Jahre, Ernst 6 Jahre,
Berta 10 Jahre und Alfred 12 Jahre alt.

W 6*1364 Angenommen, die Schiiler der
5. Klasse haben x kg Altstofle gesammelt.
In der nachstehenden Tabelle sind die Sam-
melergebnisse von den Schiilern der 5. bis
10. Klasse zusammengestellt:

Klasse Sammelergebnis Altstolfe
inkg inkg
5 X 202
6 x+20 222

7 x+20 222
8 1,5x+15 318
9 1,75x+17,5 371
10 T 2x420 424
8,25x+92,5 = 1759
8,25x = 16665

x =166650: 825

x = 202

A741365 Aus 10*=10000<32760 und
20* = 160000 > 32760 folgt, daB die gesuchten
Zahlen groBer als 10, aber kleiner als 20 sein
miissen. Da das Produkt 32760 auf die Zif-
fer O endet, also durch 5 teilbar ist. muB eine
der gesuchten Zahlen ebenfalls durch 5 teil-
bar sein. Das triflt im angegebenen Intervall
nur fir die Zahl 15 zu. Wegen 15*=50625
>32760 miissen die iibrigen drei Zahlen
simtlich kleiner als 15 sein. Wegen
nn+1)(n+2)(n+3)=32760 und n+3=15
gilt somit n=12.

Die gesuchten Zahlen lauten 12, 13, 14 und
15, und es gilt 12-13-14- 15=32760.

A741366 Die zweistelligen natiirlichen
Zahlen, die auf die Ziffer 5 enden. lassen sich
in der Form 10n+ 5 darstellen mit n=1, 2, 3,
..., 9. Nun gilt (10n+ 5)>=100n2 + 100n + 25
=n(n+1)- 100+ 52

Dieses Verfahren gilt somit fiir die Berech-
nung des Quadrats aller zweistelligen natiir-
lichen Zahlen, die aufl die Ziffer 5 enden.

W 721367 Angenommen, es waren x Man-

ner anwesend; dann Dbeteiligten sich

1.2 . .
x—§x=—x Frauen an der Familienfeier.

Nun gilt
x—6=3<3x-6>.
3
x—6=2x—18,

x=12.
Somit waren 12 Minner und 8 Frauen an-
wesend.

W 7m1368 Nach Konstruktion gilt ¥ BCP
=45°. Wegen £ PBC=90° gilt dann auch
X BPC=45"

Daraus folgt BC=BP=b, also AP=a—b.
Nach Konstruktion gilt £ ADQ =45°. Wegen
¥ QAD=90° gilt dann auch XAQD=45°

D c

¥5° 450

R X s
L. R

a-b 45° 45N’

A P a 8

Daraus folgt £ PEQ=90° und somit auch
¥ HEF = ¥ PEQ =90° als Scheitelwinkel. Aus
analogen Uberlegungen folgt, daB simtliche
Innenwinkel des Vierecks EFGH rechte Win-
kel sind. Wegen AD=A4Q=BC=b gilt fer-
ner @=a—b. Fillen wir von P das Lot PR
auf AH und von Q das Lot Q_S aul BF,
dann folgt aus der Kongruenz der Dreiecke
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AAPR und AQBS schlieBlich PR=0S, d. h.,
das Viereck EFGH ist ein Quadrat Fiir den
Fliacheninhalt dieses Quadrates gilt

— — 1
A = HF EG==--(a—b)-(a—b)=
=3 5 (a—b)-(a—b)
1
=—-(a—b)?%
3 (a—b)
1
AQ=§-(B—5)2cmz=4,5cm’.

W 7*1369 Ein Spielwiirfel besitzt insgesamt
1+2+3+4+5+6=21 Augen. Nun gilt fir
die Oberfliche eines Wiirfels 4, =642, fiir

die Fliche cines Kreises A, =g nd?, fr

die Oberfliche einer Halbkugel A3=%nd1.

Fiir die Oberfliche des Spielwiirfels gilt
scmit

Ay=6a>=21- Jnd 4212 d?

21
=6a’+=—nd>.
a 2 b4

Fiir unser Zahlenbeispiel erhalten wir

A =(6- 152+2-n-22> min & 14162,
w 4

W 7*1370 Es sei s die MaBzahl der Ent-
fernung (in km) von A nach B; dann gilt

Sices s L
wegen t == fiir unser Beispiel
v

5 s 2s

= , —=2, s=15,
15

515
d. h.,, die Orte A und B sind 15 km vonein-
ander entfernt. Fiir das Durchfahren der
halben Wegstrecke von 7,5 km benétigt

der Radfahrer % h. Fiir den Umweg benétigte

I | ;
er somit 2§h. Darum gilt s,=v, ¢,

15"T“‘~§h=37,5 km. Der Radfahrer hatte

einen Umweg von 37,5 km zu bewiltigen.

W 8 a1371 Wir fiihren den Beweis indirekt,
nehmen also an, daB die in der Aufgabe auf-
gestellte Behauptung falsch ist Dann wird
keine der angegebenen Fremdsprachen von
mindestens 12 Teilnehmern beherrscht. Also
kann jede Fremdsprache nur von héchstens
11 Teilnehmern beherrscht werden. Da es
sich um 6 Fremdsprachen handelt, wire also
die Anzahl n der Fremdsprachen, die ins-
gesamt beherrscht werden,

n<6-11=66.
Das steht aber im Widerspruch zu der Vor-
aussetzung, wonach jeder der 70 Teilnehmer
genau eine Fremdsprache beherrscht, also
die Anzahl der Fremdsprachen, die insge-
samt beherrscht werden, gleich

n="70ist.
Daher ist die Annahme falsch, und die auf-
gestellte Behauptung ist richtig, d. h., es
gibt wenigstens eine Fremdsprache, die von
mindestens 12 Teilnehmern beherrscht wird,
w.z b w.
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W8m1372 Wegen AB| CD gilt nach den
Strahlensitzen
E:E=W:M=1:3,
EC:FB=EN :W:l:l
also CD || MN und daher 4B || MN.
Daraus folgt weiter
AB_EA_EM+AM_, AM

MN EM  EM EM
=1+3=4,
also M—_N=1, MN=lE=1a.
AB 4 4 4

Die Linge der Strecke MN ist also gleich ia.

W 8*1373 a) Der ExpreBzug ,,Aurora“ legt
auf der Fahrt von Moskau nach Bologoje
eine Strecke von 331 km in 2h 28 min=
148 min zuriick. Seine mittlere Geschwindig-
keit betrdgt daher auf dieser Strecke
v=ﬂ _,=33l-60km_h_l
1148
=1342km-h"".
Auf der Fahrt von Bologoje nach Leningrad
legt er eine Strecke von 319 kmin2h 23 min=
143 min zuriick. Seine mittlere Geschwindig-
keit betriagt daher auf dieser Strecke

km - min

b= km-min-1 =320 -
2 143 143
=1338km-h~".

b) Die beiden Ziige mégen sich x min nach
der Abfahrt des ersten Zuges von Moskau
also um 13 h 43 min+x min treffen. Dann
hat der erste Zug eine Strecke von
x-%km zuriickgelegt, da er in 1 Minute

gL km zuriicklegt.

148

Der zweite Zug [dhrt um 15.58 Uhr von
Bologoje ab, also 135 min spiter, als der
erstc Zug von Moskau abgefahren ist und
noch vor dem Eintreflen des ersten Zuges
in Bologoje. Bis zur Begegnung mit dem
ersten Zug fihrt er daher (x —135) min und
legt eine Strecke von (x—135)- %km zu-
riick, weil er in 175 min 331 km, also in 1 min

Ie

33 km zuriicklegt.
175
den beiden Ziigen gefahrenen Strecke gleich

331 km ist, erhilt man die Gleichung

23 (x—135)-331 331, also
148 175

Da die Summe der von

x 175+ (x—135)- 148=148-175.
Daraus folgt

175x+ 148x—135- 148 =148 - 175,

323x=148-175+ 148 - 135,

323x=148- 310,

x=148-310_ 100,
323

Der erste Zug begegnet also dem zweiten
Zug 142 min, d. s 2h 22 min nach seiner
Abfahrt von Moskau, also um 16.05 Uhr.
Er hat dabei eine Strecke von 142 - % km=
317,6 km zuriickgelegt. Die beiden Ziige
begegnen sich also in einer Entfernung von
rund 318 km von Moskau.
Die Abbildung zeigt die graphische Losung
dieser Aufgabe. Auf der Abszissen-Achse
sind, wie bei graphischen Eisenbahnfahr-
pldnen iiblich, die Entfernungen von Moskau
abgetragen, auf der Ordinaten-Achse die
Uhrzeiten. Der von links unten nach rechts
oben verlaufende Streckenzug zeigt den Weg
des ersten Zuges, der von rechts unten nach
links oben verlaufende Streckenzug den Weg
des zweiten Zuges. Beide Streckenziige schnei-
den sich in einem Punkt, der der Entfernung
318 km (von Moskau) und der Uhrzeit
16.05 Uhr entspricht.
Die Abbildung zeigt den gesamten Abschnitt
von Moskau bis Leningrad, damit die Fahrt
der beiden Ziige gut veranschaulicht wird.
Fiir die graphische Losung der Aulgabe
hitte es: auch geniigt, nur den Abschnitt
von Moskau bis Bologoje darzustellen, da
die beiden Ziige sich in diesem Abschnitt
begegnen.

W 8*1374 a) Wir bezeichnen die gesuchte
Linge der Strecke AE mit x (siche Bild).

| £ N 3
|

A 1842 2




Nun gilt AB=a, AD=BC=>b und nach dem
Satz des Pythagoras BD =,/a® +b>.
Aus XBEA= £ DAB=90°, x ABE= £ ABD

folgt nun
AABE ~ AABD,
also  x:a=b:/a*+b%,
___ab
Jat+b?

b) Setzt man a=4 cm, b=}_cm, so wird
Ja*+b*=/16+9cm=./25cm="5cm,

x——-% cm=24cm,

also noch nicht ganzzahlig. Da aber das
5-fache von 2,4 ganzzahlig ist, braucht man
fir @ und b jeweils nur fiinfmal so grofe
Werte zu wihlen. um auch einen ganzzah-
ligen Wert fir x zu erreichen. Man erhilt
ndmlich fir a=20cm, b=15¢cm

20-15 2015
J20% + 152 J625
= 202-515 cm=12cm, also einen

ganzzahligen Wert, wie es verlangt wurde.

W9m1375 Esseienn n+1, n+2, n+3 mit
n>0 vier aufeinanderfolgende natiirliche Zah-
len; dann ist die Summe der vier Potenzen
entsprechend der Aufgabe gleich
s=2l|+2n+l +2n+2+2n+3
=2"2°421 422429
=2"14+2+4+38)
=15-2"mitn=1. Daraus [olgt
s=15-2-2""1=30-2""!
Nun ist 2"~! wegen n— 120 eine natiirliche
Zahl, also ist die Summe s durch 30 teilbar,
w.z b ow

W9 w1376 Fir alle natiirlichen Zahlen k
mit k>0 gilt )
k+1>k.
Durch Multiplikation auf beiden Seiten die-
ser Ungleichung mit der positiven Zahl
folgt l>—1— also auch—> !
k(k+1) k k+1 Jk Jk+1
Setzt man der Reihe nach k=1, 2, ..., n—1,
so erhilt man die fortlaufende Ungleichung
1 1 1 1 1
—>—>—>...> —.
A BB gt g
Daraus [olgt insbesondere
1 1 1 11 1

ﬁ>ﬁ. \/5>7n_—, ﬁ>ﬁ7

! >é‘ Fiir die Summe gilt daher
Jn=1 n

1 1 1 1 1
S=——=+—+—+...+ —

VI J2 3 Jn=1 n

FESILEN U S P SO U

Jn ogn Jn g

Dabher gilt s> /n.w. z b. w.

WO9*1377 Aus 9y<1000 folgt y<%°=

lllé, also y< 111 und hieraus wegen y=>>
z
100000000)100000>“0 y=111. -
900 909 901

~mit o, f,

Aus z= X > 100000000, 04,100
11— 111 111
>900900 und z<900909 folgt, da an der
letzten Stelle von z die Grundzifler 9 steht,
z=900909,
also = yz= 100000 899.
Die Divisionsaufgabe lautet daher
100000899 : 111 =900909
999
1008
999
999
999

W9*1378 Man zeichnet das Rechteck
ABB, A, das auBerhalb des Vierecks ABCD
liegt, dessen eine Seite mit 4B zusammenfillt
und dessen Seiten A4, und BB, die Linge r
haben. Ferner zeichnet man zu den anderen
Viereckseiten die entsprechenden Rechtecke
BCC,B,, CDD,C, und DAA,D,.
Ferner zeichnet man um die Eckpunkte
A, B, C, D Kreisbogen mit dem Radius r,
die jeweils durch die Punkte 4,, 4, bzw.
B,, B, bzw. C,, C, bzw. D,, D, begrenzt
sind.
Dann ist das Gebiet G dasjenige Gebiet,
das durch diese vier Kreisbogen sowie durch
die vier Strecken A4,B,, B,C,, C,D,. D;A,
begrenzt wird. Denn jeder Punkt des Gebie-
tes G ist entweder ein Punkt des Vierecks
ABCD oder ein Punkt einer der vier Recht-
ecksflichen oder ein Punkt einer der vier
zu den Kreisbogen gehdrenden Kreissektoren
und umgekehrt.
Bezeichnet man nun die WinkelgroBen des
Vierecks mit a, B, y, d und die zu den vier
Kreissektoren gehorenden WinkelgréBen
¥, & so gilt, da die Winkel der
Rechtecke bei 4, B, C, D jeweils gleich 90°
sind,
a+a'=f+pf =y+y=0+6=180°
also wegen a+ f+7y+6=360°
auch o'+ f'+y +6'=360°.
Daraus folgt, daB die vier Kreissektoren
sich so aneinander legen lassen, daB sie
zusammen eine Kreisflache mit dem Radius
r bilden, daB also ihr Gesamtflicheninhalt
gleich nr? und der Gesamtumfang der ent-
sprechenden Kreisbogen gleich 2zr ist.
Ferner gilt
A\B,+B,C,+L,D,+D,A,=AB+BC
+C_D+l.ﬁ=uo. Daher ist die Summe der
Fliacheninhalte der vier Rechtecke gleich
"A.B, +B,C, +C,D, + DA =ru,.
Der Fliacheninhait des Gebietes G ist also
gleich A=Ag+nr +rug;

n. der Umlang des Gebietes G ist gleich

uU=ug+2nr.
W 10/12 @ 1379 Die positive reelle Zahl a
sei in zwei Summanden x und y zerlegt.
Dann gilt

Xx+y=a. also y=a-—x.
Setzt man nun x=g+t,

so wird y=a—x=§—t. Die Summe

der dritten Potenzen von x und y ist dann_
2

3 3
s=x+y3 =24t} +(2-1),
2 2
a

3 2 3
s=243 L 143824018 3.2,
8 4 2 8 4

a .»_ .3
+3---t5—1°,
2

3
a
s=—+3-a-t%
4
Nun gilt a>0 und fiir alle reellen ¢
t220, also 3-a-£2>0.
Daraus folgt
a® a®
sgj fur alle reellen ¢ und s=7 fir £e=0.
Damit ist bewiesen, daB die Summe s der
dritten Potenzen der beiden Summanden
3
einen kleinsten Wert besitzt, namlich a:.
Dieser Wert wird angenommen, wenn ¢ =0,
wenn also
x=2+0=2und y=g—0=‘—],
2 2 2 2

d. h, wenn beide Summanden gleich, und

zwar gleich g sind.

W10/12m 1380 a) Es seien M, und M,
die Mittelpunkte der Kreise k, und k,,
T, und T, die Beriihrungspunkte dieser
Kreise mit einem der Schenkel des gegebenen
Winkels (siehe Bild). Dann liegen die Punkte
M, und M, aul der Winkelhalbierenden die-
ses Winkels; es gilt also

¥M ST, = ¥ M,ST, =§. Ferner gilt
*xST\M, = £ST,M,=90°. Daraus
folgt wegen 0 <a < 180°, d. h. sin X0,

2

sin——_r‘_,also sM =1, (1)
z SM, l sin®
2

sin =2 also SM =Tz (2)
2 SM, 2«
smi

Da die Kreise k; und k, einander von auBen
beruhren, gllt
SM,—

SMl—M Mz—r +r,.

3

Aus (1), (2) und (3) lolgt

r r
2L S=n

2

.o
sinZ  sin2
2 2

.o N
r —r =r_Ssin-4r_sin-,
2 1 1 2 2 2

. a . a
r <l—sm—>=r (1+sm—>
2 2 1 2

. Lo
und hieraus wegen sin - < 1
2
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. a
l+sm§
(4)

o
1—sin—
2

3 a1
Fiir o =60° gilt —=130°, d. h. sin —=—, also
b) Fiir a 1 gi 5 d )

T+5
A=l2— _“_3 Fira=90° gm—_45° d.h,
ry 1
=3
1+2,/2 =
W g

a1z r
sin-=-./2,also A=-2=
5=5V

r, 1 = 2-/2
1--./2

_ 2\/

=3+2/2x583.

W 10/12*1381
der Gleichung

(\/x NS
(Vx4 =14 =2x. (1)

Dann gilt x=0, weil die Summe aufl der
linken Seite von (1) nicht negativ ist, und
sogar x>1, weil x2—120.
Setzt man z=\/x+\/ﬁ, so gilt
z>0 und daher wegen x—,/x*—1>0
1_ 1 x=x*~1
\/x+\/x -1 J/x— Jxi-1
=—Z=2 _l—\/x Jx2-1
Jx —xi—
Die Glexchung (1) ist also genau dann erfiillt.
wenn 1
Fe

2278 _2x- 7744 1=0.

(ZF *—=x)?=x2-1,d. h., wenn
a) Z* *—x=/x*—1oderb) 7 *—x
=—/x’—1. Im Falle a) gilt 7#~*
=x+./x?—1. also wegen (2)

4=z
Da Potenzen mit gleicher Basis nur dann
gleich sind, wenn die Basis gleich 1 ist oder
wenn die Exponenten gleich sind. gilt also
z=1 oder x—4=2.
Nun gilt z=1 genau dann, wenn x+\/x1——f
=1, was wegen x2=1 nur fir x=1 moglich
ist.
Damit haben wir die erste Losung x,=1
der Gleichung (1) erhalten; denn es gilt
WT=0)2+(JT+0) > =1+1=2=2-1. Ist
aber x—4=2, so gilt x=6. Damit haben wir
die zweite Losung x, =6 der Gleichung (1)
erhalten; denn es gilt
(/6= /352 +(/6+35)?
=6— J35+6+J35 2-6.
Im Falle b) gilt

z‘_4=x—\/x2—1=1—2=z'2.
z

Es sei x eine reelle Losung

):4

2

€

Das gilt wie im Falle a) nur. wenn z=1 oder
x—4=—2. Da z=1 schon unter a) behandelt
wurde, erhalten wir nur noch eine dritte
Losung aus x—4=—2, d. h. x;=2; denn

es gilt _ _
(\/2—\/3)-2+(\/2+\/3)-2=

T2 \/3 2+J3
+:(3+2-:[ 422
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Die Gleichung (1) hat also genau drei reelle
Losungen, ndmlich
xy=1, x,=6, xy=2.

W 10/12%1382 Ist T der _Beriihrungspunkt
der Tangente, so gllt MT=r. Bezeichnet
man zur Abkiirzung CT=x. TD= y. SO er-
gibt sich aus dem Héhensatz in dem recht-
winkligen Dreieck CMD die Gleichung
rl
r’=xy, also y=—.
x [—
Bezeichnet man die Linge der Strecke CD
mit f (x), so gilt
f(x)=x+y=x+r—mit x>0.
x

Um nun [estzustellen, fiir welchen Wert von x
ein Minimum von f(x) angenommen wird,
beachten wir, daB fiir alle positiven reellen
Zahlen a und b gilt:
a+b=(/a)* - 2/ab+(,/b)> +2,/ab
=(Ja—/b?*+2./ab
22 /ab.
Insbesonderegilta + b= 2\/;1—b, wenn \/c_: = JE,
also wenn a=5. Daher gilt

2
f(x)=x+r—gz /x-r—=2r
X X

X
2
fx=2r falls x=C" d. h, x?=7r?,
X
D
also x=r. P y
,
s x
\ 1 Al ¢
\-J—

Die Linge der Strecke CD nimmt also den

“kleinsten Wert 2r an, wenn x=y=r. wenn

also TC=TM =r ist. Dann liegt T auf der
Winkelhalbierenden des rechten Winkels
XxBMA.

W 10/12 @ 1383 Angenommen, es sei x eine
reelle Zahl, fir die die Gleichungen (1) und
(2) erfiillt sind. Dann erhdlt man. indem man
(2) von (1) subtrahiert,

12x% +28x2 + 6x 4+ 14=0.
also  6x*+14x2+3x+ 7=0. 3)
Andererseits erhdlt man aus (1) und (2)
durch Addition
6x*+14x® 4+ 12x% +28x =0,
x(6x3+14x%+12x+28)=0 und, da
x=0 nicht Losung von (1) bzw. (2)
ist.  6x°414x?+12x+28=0. )
Aus (4) und (3) erhdlt man weiter durch
Subtraktion

21 7

Ix+21=0,also x=——=—_,
X + x 9 3

Wenn also das Gleichungssystem (). (2)
liberhaupt eine Losung hat. so kann es nur

also

die Losung x = —% sein. Nun gilt fiir x= -g

I+ 13x3+20x2+17x+7
_2401 4459 980 119

T 27 27 9 3
It +x3—8x2+11x-17

d. h. die Gleichungen (1) und (2) sind erfiillt.

Lésungen zu ,,Rekursionsformeln als spezielle

Operatorgleichungen* (von S. 73)

Uy Uy +20,

Un— Upo 1 +Upy -

x,,_,+2?x =ﬂ=l=l

Xoog+1770 1

ist x, eindeutig bestimmt.

b) Elimination von v,_, ergibt u,=u,_,

+2(v,—u,_,)=—u,_, +2v, Ersetzung von

ndurchn—1ergibtu, ,=—u,_,+2v,_,,er-

neute Elimination von v,_, ergibt u,_,

=—ty_;+(U,—u, ), also u,=2u,_,

+U,_p

Die zweite Gleichung entsteht analog.

¢) Durch Quadrieren entsteht u,2=u2_,

Uy Upy F 405 g, U= 42Uy Uy +

+v2_,, durch Elimination des gemischten

Gliedes u,?—2v,? 1+202_, d h oy,

=—Yu-1, y1=—1 mit der Abkiirzung y,

=u,?—2v,%. Nach Satz 1 folgt y,=(—1)"

(wegen yo=1).

2. Auflésung nach x,,, ergibt x,,;=2x,

—X,-1, jetzt n durch n—1 ersetzen.

3. Man setze x,=a"yo+ "2, in x,—ax,_,

—bx,_, ein. klammere o~ 2y, bzw. "2z,

aus und benutze a’~ax—b=0. f>—af—b

=0.

4. Nach Satz 3 gilt x,=x¢+ny, Fiir n=0

ist xo=1, fiir n=N folgt 1-Ny,=0, also
1

Vo= N

la) Durch x =

=—ul_

5. Aus A2—1—1=0 folgt a=%+3zﬁ.

ﬂ=i—%5’ und aus Satz 4 folgt
y =2—[3_azz _a— 2__[3_2A

° /5 \/5 ° /5 NG
6. Aus A2—21-1=0 folgt a—1+J2
= l—\/2 aus Satz 4 im ersten Fall

1-8_1 Bl 1und tim zweiten

Yo=3 272 %" L/z 2

Fall y,= Z\/LZ’ z,= —m.

7. Nach Satz 3 ist x,=a"(xy+ny,). und fiir

n=1 folgt aus x,=oax,+ay, sofort
Xy

yo—:—x

8. Wegen cos 0=1, sin 0=0 stimmt die L6-
sung fiir n=0 und wegen cos——sm—=

& £ a \/2
auch fiir n=1. Beim Einsetzen von x,cos” 7
+x"sm—(m1t x*=x \/2 x,) in x_ —
\/2 x,

von cos (¢ — —)——(cos @ +sin ¢) und

J2

n . . . b4
cos (¢—§)= sin @ sowie sin ((p—z)

l+x,I , heben SlCh unter Beachtung

=é(sin @ —cos ¢) und sin (qa—E): —cos'zp
2 2

alle Glieder weg.



Losungen zu: alpha-heiter 4/75

Spiel mit Dominosteinen

Maégliche Anordnungen:

olr|2(3|«|lo|1({2|3 5]||ol7]|2]|3]4]|5]¢
1234 |0|]1]|2({5]¢ ¢ 1(2]3|4|5|6)0
213401239 [S5 1) |2]|3]|4|5|6]|0|1
4lol1]e|3]|13ju|1]o 2 ||4j5]|6|0|7{2]|3
415|011 3 3|4 |5t6|of1)2
510132 4 6lo|112(3|%|5

Dreistellige Telefonnummern

Die Nummer heiBt 8—~x—y. Es gibt 5 un-
gerade Grundziffern, und zwar: 1, 3, 5, 7, 9.
Also fiir x kann man 5 verschiedene Grund-
ziffern nennen und ebensoviel fiir y. Das
kann man als eine Tabelle darstelien:

1 3 5 7 9

m 13 15 17 19
31 33 35 37 39
51 53 55 57 59
71 73 75 7779
91 93 95 97 99

O~ n W -

Ergebnis: 5 - 5=25.

Vierstellige Autonummern

Die Autonummer lautet: 1881

Aufbau der Zahl: a b b u

Gleichung: 2(a+5)=10u+b
b-=8a

Kleines Mathematik-
Sprachlexikon Teil 4

Gleichungen -
VYpasHenus - Equations - Equations
Beispiel zur Losung einer Gleichung
IIpumep peureHUs ypaBHEHHUs
Example [or solving an equation
Exemple (modéle) pour solutionner
une équation

Tx-2) 1 73
R AT
2 35(x—2)+3=173
(3) 35x-70+3 =73

3I5x—67 =73
4 3I5x=140
&) x= 4

(1) Multiplizieren Sie beide Seiten

(jedes Glied) mit dem Hauptnenner!
VMHOXUTb 06¢ 4acTH ypaBHEHMs (Kaxbiii
YJleH) Ha obumit 3HamMeHaTeNb !

Multiply both sides (each term) by the
least common denominator!

Multipliez les deux cotes (chaque terme)
par le dénominateur commun!

(2) Losen Sie die (runden) Klammern auf!
PackpbITh cko6kn!

Remove the parantheses!

Ouvrez Jes paranthéses!

Die Losung a=»5b=0 entfillt, da die Auto-
nummer 0000 nicht existiert.
Die zZweite Autonummer lautet: 2099.

Vor-, Nach- und Beinamen

Peano, Isaac, Einstein, Richard, Regiomon-
tanus, Emmy, Descartes, Evariste, Fourier,
Elie, Riemann, Max, Abel, Thales: Pierre de
Fermalt.

In einem Zug

Zur Angabe einer LOsung numerieren wir
die Punkte von 1 bis 16. Um ohne abzusetzen
die Figur nachzeichnen zu kénnen, muf3 der
Streckenzug im Punkt 6 beginnen und im
Punkt 11 enden oder umgekehrt, da in diesen
beiden Punkten jeweils eine ungerade An-
zahl von Strecken aufeinandertreffen. .

Eine der moglichen Lésungen ist
6,2,51,23.7,6,509, 10,6, 11, 10, 14, 9,
13,14, 15,11, 12,15, 16, 12, 8, 3,4, 8, 7, 11.

1 3 L]
<4
101 +22 123 e
- + - ] 10 1 ;1
25 -2=23
76+24=100 3 1% 15 16
Mathematische Begriffe

Eine mogliche Losung:

1 2 3 IR E 6
LHIL |I(A ITAN]MN] PA | GE

? & E] 10 1 ” ] %
FUNK} QUO | EIN WAKR| SYM| LIR | KO | EP

Kryptarithmetik
a) 3614 3941 4831
+3614 +3941 + 4831
7228 7882 9662
b) 1770 1880 2880
+1770 + 1880 + 2880
3540 3760 5760
4660 4880
+4660 +4880
9320 9760
c) 4513 4531
+4513 +45131
9026 9062

ToTofsl o]+ ] Joo] [e[o [s]

Beruf gesucht — Mathematiker [amnl senl e ’stl ml 0 l on IENT II(RE/S]WERT[TRIE[ TR !NUSILLW’

Silbenriitsel - LOGARITHMUS

(3) Addieren Sie 67 aul beiden Seiten!
ITpubaBuTe K 06eMM YacTAM ypaBHeHHus 67
Add 67 to both sides!

Additionnez (ajoutez) 67 aux deux cbtés!

(4) Teilen Sie beide Seiten durch den
Koeffizienten von x!

Pa3gennts 06e yacTH ypaBHEHHA Ha

ko3¢ duureHT npy x

Divide both sides by the coelficient of x!
Divisez les deux cotés par le coefficient de x!

Diskutieren Sie das Ergebnis aus der Sicht
der Mengenlehre!

XapaxTepu3yiTe pe3yibTaT ¢ TOUYKA
3pEHHA TEOPHH MHOXECTB!

Discuss the result [rom the standpoint

of the thory of stees!

Discutez le résultat par le point de vue

de la théorie des ensembles!

Im Variablenbereich X ist x=4 das einzige
Element, das die gegebene Gleichung zu
einer wahren Aussage macht. (Die LSsungs-
menge S besteht aus einem einzigen
Element: S={4}.)

B o6nacTi nepeMeHHOMN X eqMHCTBEHHbIM
37IEMEHTOM, KOTOPBIA JeJiaeT JaHHOe
yPaBHEHUE UCTUHHBIM, ABJIAETCA X =4.
(MHOXeCTBO KOPHEH COCTOHT TOJILKO U3
onHoro 3nemenTa:S={4}.)

OO
QL ILILILTL I ALD

Kreuzwortratsel

1. Hilbert 5. Ellipse

2. Element 6. Kosinus
3. Umkreis 7. Algebra
4. Russell HEUREKA

In the range X of variables, x=4 is the

only element making the given equation

a true statement. (The solution set S consists
of only one element: S={4}.)

Dans la zone X des variables, x=4 est le
seul élément qui fait I'équation donnée

4 une vraie proposition. (L'ensemble S des
solutions se compose d’un seul élément:
S={4})

Dreiecke

Tpeyronbuukn - Triangles - Triangles
Schiefwinkliges Dreieck

Tpou3BoJILHBIA TPEYrOJIbHAK
oblique or scalene triangle - triangle scaléne

Seiten a, b, ¢ - cTOpoHbl 4, b, ¢

sides - cotés

Innenwinkel a, 8, y - BHyTpeHHHE YIJIbI
interior angles - angles intérieurs

AuBenwinkel § - BHelLHHH yron
exterior angle - angle extérieur
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Textgleichungen

1968 Fiir die Bearbeitung von Werkstiicken
stehen zwei Drehmaschinen zur Verfiigung.
Die erste Maschine muB@ zur Bearbeitung
20 Minuten vorbereitet werden und stoBt
dann alle 14 Minuten ein Werkstiick aus.
Die zweite moderne Maschine muB 200 Minu-
ten vorbereitet werden und stéBt dann alle
2 Minuten ein Werkstiick gleicher Art aus.
a) Wieviel Minuten werden bereits bei der
Herstellung von 100 Werkstiicken einge-
spart, wenn die modernere Maschine ein-
gesetzt wird?

b) Bestimmen Sie diejenige Stiickzahl, zu
deren Herstellung beide Maschinen die glei-
che Zeit bendtigen!

1969 a) Konstruieren Sie ein gleichseitiges
Dreieck mit beliebiger Seitenlinge a, und
zeichnen Sie eine Hohe A ein!

b) Leiten Sie die Gleichung hnga " ohne

Benutzung trigonometrischer Beziehungen
her!

1970 Zwei Klassen planen eine Ferien-
wanderung. .
Fir gute Leistungen im polytechnischen

Rechtwinkliges Dreieck
[IpAMOYronbHbBIA TPEYroNBHHUK
right triangle - triangle rectangle
Katheten a, b - katetni a,b

legs or cathetuses - cOtes
Hypotenuse ¢ - runoTeHysa ¢
hypotenuse ¢ - hypoténuse ¢
spitze Winkel a, # - ocTpnle yranl
acgute angles - angles aigus

rechter Winkel y - npsaMo# yron y
right angle - angle droit
pythagoreischer Lehrsatz: g2 + b2 =2 -
teopeMma ITudaropa a2 +b2=c2
Pythagorean theorem: a2 + b2 =¢?
théoréme pythagoréen a? + b% =c?

Gleichschenkliges Dreieck
PaBHoGeapeHHbI TPEYronbHUK
isosceles triangle - triangle isoctle

Basis AB - ocHOBaHue AB
base AB - base AB
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Unterricht erhalten sie dazu von ihrem Pa-
tenbetrieb 360 M. Dieser Betrag soll ent-
sprechend der Schiileranzahl auf beide Klas-
sen aufgeteilt werden. In der einen Klasse
sind 26, in der anderen 22 Schiiler.

a) Berechnen Sie den Teilbetrag, den jede
Klasse erhilt!

b) Wieviel Prozent der Gesamtsumme er-
halt die Klasse mit 26 Schiilern?

1971 Zur optimalen Auslastung des Trans-
portraumes bei der Beférderung von Speise-
kartoffeln werden durch die Deutsche Reichs-
bahn Zielziige eingesetzt. In einem solchen
Zug laufen zwei Wagentypen mit einer Lade-
fahigkeit von 20 t bzw. 24  Speisekartoffeln.
Der Zug besteht aus 33 Waggons. Er befor-
dert insgesamt 720 t Speisekartoffeln.
Berechnen Sie, wieviel Waggons des jewei-
ligen Typs in diesem Zielzug eingesetzt
sind!

1972 Das Produkt aus der Differenz zweier
verschiedener Zahlen und einer dritten Zahl
sei gleich .

Geben Sie diesen mathematischen Sach-
verhalt in Form einer Gleichung mit Hilfe
von Variablen an!

1973 Die Differenz zweier natiirlicher Zah-
len betrigt 6. Das Produkt dieser beiden
Zahlen betrdgt 216. Ermitteln Sie diese bei-
den natiirlichen Zahlen!

Schenkel AC, BC

paBHble cTopoHbl AC, BC

lateral sides AC, BC - cotés AC, BC
Basiswinkel a. f - yrsibel npu ocHoBaHuy a, f
base angles . f - angles 4 la base «, 8

Winkel an der Spitze y - yron npu sepiunse y
vertex angle y - angle au sommet y

c

Gleichseitiges Dreieck mit drei
Symmetrieachsen

PaBHOCTOPOHHMI TPEYrOILHUK C TPeMsA
OCAMMU CHMETPHH

equilateral triangle with three axes

of symmetry

triangle équilatéral avec trois axes .

de symétrie

M Mittelpunkt des In- und Umkreises;
Schnittpunkt der Hohen, der Mittelsenk-
rechten sowie der Seiten- und Winkel-
halbierenden

1974 Im Stadtzentrum. Berlins erscheint
von einem Punkt P aus der Fernsehturm
hinter dem Hotel ,,Stadt Berlin* so, da
die Punkte P, 4 und B auf einer Geraden
liegen.

a) Ermitteln Sie durch eine Zeichnung im
MaBstab 1 : 10000 die Hohe A4 des Hotels!
Geben Sie das Ergebnis in Metern an!

b) Ermitteln Sie die Hohe des Hotels auch
rechnerisch! Formulieren Sie einen Antwort-
satz!

1975 Im Jahre 1973 wurden im Rahmen
des Wohnungsbauprogramms in der DDR
80700 Neubauwohnungen geschaffen.

a) Davon wurden 60 9, an Arbeiterfamilien
vergeben. Wieviel Wohnungen waren das?
b) Im Jahre 1972 wurden 69 500 Neubauwoh-
nungen geschaffen. Berechnen Sie, um wie-
viel Prozent die Anzahl der 1973 gebauten
Wohnungen héher lag als die der 1972 ge-
bauten!

M ueHTp BIUCaHHO# OKPYXHOCTH M
ONHCaHHOM OKPYXHOCTH ; TOYKa IEpeceveHUs
BBICOT, CPEAHHHBIX NIEPTIEHAUKYJIAPOB,
MeauaH U GuccekTpuc yrios

M incentre and circumcentre; intersection
point of the altitudes, the mid-perpendiculars,
the medians, ard the bisectors of the angles
M centre de cercle inscrit et cercle
circonscrit, point d’intersection des
altitudes, des perpendiculaires au milieu,

des médianes et des bissectrices

Dreieck ABC gleich Dreieck ABD
(AABC und AABD sind fichengleich;
AABC=AABD)

Tpeyronbuux ABC paBHOBENHK Tpey-
ronbHuky ABD (AABCw AABD
PaBHOBENUKNE; Sa 5c=Ss,8p)
Triangle ABC equals triangle ABD
(AABC and AABD are equal in area;
AABC=AABD)

Triangle

ABC égale triangle ABD.

¢ D



aus dem
Teubner-Verlag

J. KUCZERA
Heinrich Hertz
92 Seiten, 8 Abb., Preis: etwa 4,50 M

Heinrich Hertz als Entdecker der elektro-
magnetischen Wellen ist eine der markan-
testen Personlichkeiten der Physikge-
schichte.

Sein Leben und sein Werk sind angesichts
der Rolle, die dic elektromagnetischen Wel-
len in unserem tiglichen Leben spielen, von
allgemeinem Interesse.

Aus dem Inhalt: Elternhaus und Schule
(1857 bis 1875) — Technisches Studium,
Studienwechsel zur  Naturwissenschaft
(1875 bis 1878) — An der Berliner Univer-
sitit und in Kiel (1878 bis 1885) — Die erfolg-
reiche Karlsruher Zeit (1885 bis 1889) -
Entdeckung der Radiowellen — Letzte Lebens-
jahre in Bonn — Zur weltanschaulichen Posi-
tion von H. Hertz

E. SCHMUTZER/W. SCHUTZ
Galileo Galilei
152 Seiten, 8 Abb., Preis: 6,90 M

Galilei gehért zu den hervorragendsten Na-
turwissenschaftlerm der Menschheitsge-
schichte. Seine Leistung — erzwungen im
Kampf gegen ideologische Gegner, gegen
Boswilligkeit und Voreingenommenheit
wihrend einer Periode durchgreifender ge-
sellschaftlicher Neuorientierung - ist zum
Sinnbild der fortschrittlichen Haltung eines
Wissenschaftlers und seines Einsatzes fir
einc dem Menschen helfende Verwendung
naturwissenschaftlicher Erkenntnisse gewor-
den.

Aus dem Inhalt: Kindheit und Jugendjahre
(1564 bis 1588) — Galileis Wirken in Pisa,
Padua und Florenz (1589 bis 1633) — Galileis
ideologischer Konflikt mit der kirchlichen
Obrigkeit — Galileis wissenschaftliches Ver-
machtnis in seinen beiden Hauptwerken -
Ausblick auf die Newtonsche und Einstein-
sche Physik

M. MILLER

Geliste und ungeloste
mathematische Aufgaben
96 Seiten, 7 Abb., Preis: 5,70 M

H. BELKNER
Reelle Vektorrdume
174 Seiten, 49 Abb., Preis: 9,50 M

GELFAND/GLAGOLEWA/SCHNOL
Funktionen und ihre

graphische Darstellung

127 Seiten, 132 Abb. u. 9 Tafeln, Preis 7,00 M

N. J. WILENKIN
Unterhaltsame Mengenlehre
184 Seiten, 82 Abb., Preis: 6,50 M

1. VYSIN

Methoden zur Lisung
mathematischer Aufgaben
146 Seiten, 41 Abb., Preis 9,60 M

GELFAND}GLAGOL@WA/KIRILLOW
Die Koordinatenmethode
75 Seiten, 6 Abb., Preis 3,40 M

ZICH/KOLMAN
Unterhaltsame Logik
84 Seiten, 15 Abb., Preis 4,40 M

Eine Aufgabe aus dem
BSBB. G. Teubner-Verlag

gestellt von

Dr. R. Thiele

Lektor fur Mathematik

A 13864 A kennt das Produkt p=mn und
B die Summe s=m+n zweier natiirlicher
Zahlen m und n mit 1 <m<n. A weiB, daB B
die Summe s kennt, und B weiB, daB 4 das
Produkt p kennt.

Es ergibt sich folgender Dialog.

A,: ,JIchkenne die Summe s nicht*

B,: ,Das wuBte ich Ich gebe dir den Hin-
weis, daB die Summe s kleiner als 14
ist.”,

A,: ,Ich wuBte bereits, daB die Summe s
kleiner als 14 ist. Jedoch kenne ich
jetzt die Zahlen m und n.*

B,: ,Damit kenne ich auch m und n!*

Wie lauten die natiirlichen Zahlen m und n?

A. KOLMAN
Die vierte Dimension

Etwa 96 Seiten mit etwa 30 Abbildungen,
kartoniert, etwa 5,95 M, erscheint roraus-
sichtlich IV. Quartal 75

Aus der Geschichte des Verlages

Der BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
stellt einen der éltesten Verlage in der DDR
dar. Durch B. G. Teubners Kauf einer Setze-
rei und Druckerei wurde 1811 der Grund-
stock fir die 1824 eroffnete und bald weit-
hin bekannte Verlagsbuchhandlung gelegt.

Zunichst begann die verlegerische Tatigkeit
mit griechischen und lateinischen Textaus-
gaben, die noch nach 150 Jahren Bestandteil
des Verlagsprogramms sind. Die Entwick-
lung der kapitalistischen Wirtschaft in der
zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts und der
damit verbundene Aufschwung der Natur-
wissenschaften fiihrten zur Herausgabe ma-
thematischer Werke. Der Anfang wurde
1849 gemacht. Bald schloB sich die Heraus-
gabe der noch heute existierenden Zeit-
schrift ,,Mathematische Annalen* an, in
der bereits die namhaftesten deutschen Ma-

thematiker jener Zeit verdffentlichten. Um
die Jahrhundertwende gehorte der Teubner
Verlag zu den filhrenden Wissenschaftsver-
lagen der Welt, so daB z B. die beriihmten
Mathematiker O. Hesse, J. Steiner, J. Plicker,
H. GraBmann, H. Minkowski, B. Riemann,
F. Klein, D. Hilbert und C. Carathéodory
Autoren des Verlages waren.

Im Jahre 1911 wurde die Mathematische
Bibliothek begriindet, die spater zur Mathe-
matisch-Physikalischen Bibliothek erweitert
wurde und in der bis 1964 etwa 100 Binde
erschienen.

Der Beitrag des Teubner-Verlages zur Ver-
wirklichung des ,,Mathematikbeschlusses‘
bestand in der Mitarbeit beim planmaBigen
Aufbau und der zielstrebigen Entwicklung
einer Mathematischen Schiilerbiicherei, deren
erster Band im Teubner-Verlag erschien und
deren vorliegende Bande seit iiber zehn Jah-
ren verstindliche Einfuhrungen in die wich-
tigsten mathematischen Disziplinen bilden.
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Der Inhalt von
Polygonfliche

Im folgenden sind einige Aufgaben zusam-
mengestellt, bei denen der Begriff ,Inhalt
einer Polygonfliche” von grundlegender Be-
deutung ist. Durch cine Aufstellung der von
uns benétigten und voneinander unabhingi-
gen Eigenschaften dieses Begrilfes soll eine
axiomatische Definition des Inhalts einer
Polygonfliche gegeben werden.

A 1. Der Inhalt einer Polygonfliche ist eine
positive Zahl

A 2 Die Inhalte von gleichen (kongruenten)
Polygonflichen sind gleich.

A 3. Wenn eine Polygonfliche in mehrere
Teilfliichen zerlegt wird, so ist ibr Inhalt
gleich der Summe der Inhalte dieser Teil-
flichen.

A 4 Der Inhalt einer Dreiecksfliche ist
gleich dem halben Produkt von der Linge
einer Grundlinie mit der Linge der dieser
Grundlinie zugeordneten Hdohe.
Bemerkung : Die MaBeinheit wird als gegeben
angesehen. Es l4Bt sich leicht zeigen, daB das
Produkt unabhingig davon ist, welche der
Dreieckseiten als Grundlinie angenommen
wird Zur Bezeichnung der Sdtze wurde der
Buchstabe A4 gewihlt, da das Wort ,,Axiom"
damit beginnt.

Aus den oben angefiihrten vier Eigenschaften
(Axiomen) ergeben sich alle Sitze iiber die
Inhalte von Vielecksflichen, die in der Schul-
mathematik gelehrt werden. Sehr viel schwie-
riger ist der Beweis dafiir zu fiihren, daB man
jeder ebenen Vielecksfliche A,4,...4, genau
eine positive Zahl I, ,, 4, namlich ihren
Inhalt, zuordnen kann, 'so daB dabei die
Eigenschaften A 1, A 2, 4 3 und A4 4 gewahrt
sind. Im Lehrprogramm der Schulen ver-
zichtet man auf diesen Beweis und nimmt
den Satz als oflensichtlich geltend an.

An Stelle von A4 kann auch die folgende
Grundeigenschaft gesetzt werden, aus der
sich A 4 folgern liBt: A 4* Der Inhalt einer
Quadratfliche mit den Seii:n der Linge 1
ist gleich 1.

Beispiele:

a) Der Inhalt einer Parallelogrammfliche
ist'gleich dem Produkt aus den Lingen von
Grundlinie und Hoéhe.

b) Der Inhalt einer Trapezildche ist gleich
dem Produkt der balben Summe der Lin-
gen der Grundlinien und der Lange der Hohe.
Macht euch einmal Gedanken dariiber, wie

man diess Bechauptungen mit Hilfe der
Axiome A 1 bis A 4 beweisen kann. Wir be-
ginnen diec Aufgabenserie damit eine andere
Formel fiir den Inhalt der Trapezfliche zu
beweisen.

Ala Der Inhalt einer Trapezfliche ist
gleich dem Produkt von der Liinge einer der
beiden Seiten des nichtparallelen Scitenpaa-
res und der Linge des Lotes aus deér Mitte
der anderen Seite auf die gegeniiberliegende
Seite.

Beweis: In der gegebenen Trapezfliche ABCD
seien AD || BC, K ist die Mitte der Seite CD
und KH das Lot von K auf die Gerade g(A4B).
Wir legen durch den Punkt K eine Gerade
h| g M und P seien die Schnittpunkte von
h mit den Geraden a(BC) bzw. l(AD)(Bild 1).

Bid1 > e

A P D
Die Parallelogrammfliche ABMP ist inhalts-
gleich mit der gegebenen Trapezfliche ABCD,
da die Fiinfeckfliche ABCKP Teillliche der
beiden anderen Flichen ist und die beiden
Dreiecksflichen CMK und KPD inhalts-
gleich sind; d. h. Trapezflache und Parallelo-
grammfliche sind aus inhaltgleichen Teil-
flichen zusammengesetzt Da der Inhalt
der Parallelogrammfliche gleich dem Pro-
dukt der Lingen ihrer Grundlinie | AB| und
Héhe |[KH | ist, ist die Behauptung bewiesen.
Den letzten Absatz des Beweises kann man
formal wie folgt schreiben:
1 spmp=14pcxp+Icux nach A3
Iipcp =1apcxr+Ixpp nach A 3 und Kon-
struktion
nach Kongruenzsatz
~eine Seite und zwei
anliegende  Winkel*
und nach 4 2
J I —— nach A3
Wir emplehlen euch, die nun folgenden Auf-
gaben in dhnlicher Weise zu 15sen. Sie sind
im Wesentlichen so geordret, daB die Losung
der vorangegangenen Aufgabe eine Hilfe
fiir das Losen der folgenden bietet Einige
dieser Aufgaben sind auch mit Lésungen ver-
sehen, wie z B. Aulgabe 1, die wir oben be-
trachteten. Es ist jedoch nicht erforderlich,
sich nach diesem Hinweis zu richten. Die
Aufgaben lassén auch andere Losungswege
zu, die nicht schlechter als die hier vorge-
schlagenen sind.

A24a Inder Trapedliche ABCD (BC || AD)
ist der Punkt K (Mittelpunkt von 4B) mit
den Eckpunkten C und D verbunden. Es ist
das Verhiltnis des Inhaltes der Dreieck-
fliche KCD zum Inhalt der TrapeiJ'lache
ABCD zu bestimmen.

A3a Durch einen inneren Punkt X der
Diagonalen AC der Parallelogrammfliche

Igep =Icux

ABCD sind Parallelen zu den Seiten der
Fliche gelegt Hierdurch wird die gegeblene
Parallelogrammiliche in vier Paralleio-
grammflichen unterteilt, wobei zwei Teil-
flichen von der Diagonalen AC geschnitten
werden. Beweist, daB die beiden anderer
Parallelogrammllidchen inhaltsgleich sind.

Hinweis: Benutzt die Tatsache, daB eine
Parallelogrammfliche durch eine Diagonale
in zwei inhaltsgleiche Dreiecke zerlegt wird.
A4a Durch jeden Eckpunkt einer kon-
vexen Viereckfliche wird eine Gerade gelegt,
die parallel zu jener Diagonalen des Vierecks
ist, die nicht durch diesen Eckpunkt geht
(Bild 2).

Bild 2

Beweist, daB die sich so ergebende Parailelo-
grammfldche den doppelten Inhalt der kon-
vexen Viereckfliche besitzt.

AS5A Beweist, daB zwei konvexe Viereck-
flichen inhaltsgleich sind, wenn ihre Diago-
nalen entsprechend gleiche Linge haben und
sich auBerdem unter gleichen Winkeln schnei-
den.

A64 In die Parallelogrammfizche ABCD
sind vier Strecken eingezeichnet Die Ecke
B ist mit dem Mittelpunkt der Seite DC, die
Ecke A mit dem Mittelpunkt der Seite BC,
die Ecke D mit dem Mittelpunkt der Seite 4B
und die Ecke C mit dem Mittelpunkt der
Seite AD verbunden.

Bewaist, daB die durch diese vier Verbin-
dungsstrecken umschlossene Viereck(lache
eine Parallelogrammflacke ist und daB deren
Inhalt finfmal kleiner als der Inhalt der
Parallelogrammfliche ABCD (Bild 3).

Bild 3

A7a Beweist, daB der Inhalt einer regel-
miéBigen Achteckfliche gleich dem Produkt
der Lingen der gri’Bten und kleinsten ihrer
Dlagonalen ist. Hinweis: Betrachtet das Bild 4.

Bild 4

A84A Beweist, daB der Inhalt einer Viel-
eckfliche, deren Seiten durch einen Kreis
von innen berithrt werden, gleich dem Pro-
dukt der Linge des Kreisradius und dem
halben Umfang des Vielecks ist
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In den [olgengen Aulgaben kommt man ohne
das Verfahren der Zerlegung und Addition
aus. Wir wollen festhalten, daB dieses Ver-
fahren im Prinzip immer dann anwendbar
ist, wenn die Inhaltsgleichheit zweier Viel-
ecke zu beweisen ist.
Es gilt das folgende Theorem: Wenn zwei
Vieleckfldchen inhaltsgleich sind, so kann man
eine von ihnen derart in Teilflichen zerlegen,
daf sich daraus die andere Vieleckfliche zu-
sammensetzen ldpt.
Der Beweis dieses Theorems ist nicht schwie-
rig. Um aber die Inhaltsgleichheit zweier
Flichen nachzuweisen, oder das Verhiltnis
der Inhalte zweier Flichen zu ermitteln, ist es
im konkreten Fall durchaus nicht immer
notwendig, zu zerlegen oder zu addieren.
So ist es z B. vielfach vorteilhaft, die Inhalte
zweier Dreieckflichen mit Hilfe des Axioms
A 4 zu vergleichen. Aus diesem resultieren
sofort die folgenden Aussagen iiber die Ver-
hiltnisse der Inhalte von Dreieckflichen:
Wenn man den Eckpunkt einer Dreieck-
fliche ldngs einer durch diesen Punkt gehen-
den Geraden verschiebt, die parallel zu der
nicht durch diesen Punkt gehenden Dreieck-
scite liegt, so verindert sich der Inhalt der
Dreieckfldche nicht. (In Bild 5 sind die Drei-
eckflichen ABC und ADB flichengleich,
da die Lingen der Grundlinien und ‘Héohen
iibereinstimmen.)

¢ D

Bild 5

A 8
Bei k-facher VergroBerung einer Seite von
einer durch zwei Seiten und den eingeschlos-
senen Winkel gegebenen Dreiecklliche ver-
groBert sich auch der Inhalt der Dreieck-
fliche k-mal. (Vergleiche Bild 6; die Drei-
eckflichen ABC und ABD haben dic gleiche
Hoéhe AH. Deshalb ist das Verhiltnis der
Inhalte ihrer Flichen gleich dem Verhéltnis
der Langen der Basisstrecken: I, 5c: 1 pp=
|BC|:|BD|)

Bild 6

Hieraus lassen sich folgende Verallgemeine-
rungen ableiten:

Wenn zwei Dreieckfldchen in einem Winkel
iibereinstimmen, so ist das Verhiltnis der

Bild 7
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Inhalte beider Dreieckflichen gleich dem Ver-
hiltnis der Produkte aus den Lingen der
diese Winkel einschlieBenden Seitenpaare
(Bild 7; I4pc:148p=|BC|:| BP|,
Iipp:Igpp=| AB| :| EB|; daher ist auch
148c : Igap=(4B|-|BC)) :(EB|- |BD)).

Sind insbesondere zwei Dreieckflichen dhn-
lich und stehen die Léngen sich entsprechen-
der Seiten der beiden Flichen im Verhilt-
nis k:1, so verhalten sich deren Inhalte
wie k2: 1.

In den folgenden Aufgaben konnen gerade
derartige Uberlegungen zur Lésung ange-
wandt werden, ndmlich Vergleiche der Inhalte
von Dreieckflichen, bei denen Basisstrecken,
Hohen oder Winkel gleiche GroBe besitzen.

Bild 8

A94 O sei der Schnittpunkt der Strecken
AC und BD (Bild 8). Notwendig und hin-
reichend dafiir, daB die Inhalte der Drei-
eckflichen AOB und DOC iibereinstimmen,
ist, daB die Geraden a(BC) und b(AD) parallei
sind. Beweist dies!

Zur vollstindigen Losung gehort der Beweis,
von zwei Behauptungen:

(1) Wenn die Inhalte der Dreieckflichen
AOB und DOC iibereinstimmen, so sind
die Geraden a(BC) und H(AD) parallel.

(2) Wenn die Geraden a(BC) und W AD)
parallel sind, so sind die Inhalte der Drei-
eckflichen AOB und DOC gleich.

A10a Beweist, daB jede konvexe Vier-
eckfliche dann und nur dann eine Parallelo-
grammfliche ist, wenn jede ihrer Diagonalen
den Inhalt der Fliche halbiert. Auch in dieser
Aufgabe sind, wie in Aufgabe 9, zwei Theore-
me zu beweisen: das direkte und das inverse.
alla In der Dreieckfliche ABC teilt eine
durch den Eckpunkt A gehende Gerade die
Seitenhalbierende aus dem Eckpunkt B im
Verhiltnis 1:2 von B aus gerechnet. Ferner
schneidet sie die Seite BC im Punkt K.
Bestimmt das Verhiltnis der Inhalte der
Dreieckflichen ABK und ABC.

Hinweis: Legt durch den Punkt C eine zu
AK parallele Gerade und bestimmt mit ihrer
Hilfe das Verhiiltnis |BK| :|BC|.

Al12a Bestimmt in der Verldngerung der
Seite BC einer konvexen Viereckfliche ABCD
einen Punkt O derart, daB der Inhalt der
Viereckfliche ABCD gleich dem Inhalt der
Dreieckfliche ABO ist.

Hinweis: Legt durch den Punkt D eine zur
Diagonalen AC parallele Gerade. Ist die
Aufgabe 12 immer losbar? Ist die Losung
immer eindeutig?

Die Losung der Aufgabe demonstriert zu-
gleich einen Weg, wie eine beliebige konvexe
Vieleckfliche in eine inhaltsgleiche mit ge-
ringerer Seitenzahl verwandelt werden kann.

Al13a Vom Mittelpunkt der Symmetrie-
linie einer gleichschenkligen Dreieckfliche
sind die Verbindungsgeraden nach den auf
der Basis liegenden Eckpunkten gezogen
(Bild 9).

Wie verhalten sich die Inhalte der durch die
beiden Geraden ausgeschnittenen vier Teil-
fldichen zum Inhalt der Dreieck/liche?

Bild 9

Al4a Gegeben ist die Dreieckfliche ABC.
Durch Abtragen der Strecke AB auf g(4B)
iiber B hinaus ergibt sich der Punkt P;
durch Abtragen der Strecke BC auf g(BC)
iiber C hinaus ergibt sich der Punkt K;
durch Abtragen der Strecke CA auf der Ge- -
raden g(CA) iiber A hinaus ergibt sich der
Punkt M. -
Wie verhiilt sich der Inhalt der Dreieckfliche
ABC zum Inhalt der Dreieckfliche PKM?
Hinweis: Die Punkte M und B, P und C,
sowie A und K sind durch je eine Gerade
miteinander zu verbinden.

Al15a Formuliert und 19st eine analoge
Aufgabenstellung fiir eine Viereckfliche. Fol-
gert aus ihr das Resultat der Aufgabe 6.
A16a Auf den Seiten der konvexen Vier-
eckfliche ABCD sind die Punkte M, P, H, K
derart festgelegt, daB |AM|:|MB|=3:5,
|BP|:| PC|=1:3, |CK|:|KD|=4:5 und
|[DH|:|HA|=1:8 gilt.

Wie verhidlt sich der Inhalt der Sechseck-
fliche MBPKDH zum Inhalt der Viereck-
fliche ABCD? Uberlegt, ob man die Auf-
gabe auch allgemein bei beliebiger Vorgabe
der Verhdltnisse | AM |:|MB]|, |BP|:| PC]|,
|CK|:|KD|, |DH|:|HA| lésen kann.
Hinweis: Zeichnet die Diagonale BD ein
und benutzt die Eigenschaft 4 3.

Al7a In einer konvexen Viereckflache
sind die Mittelpunkte benachbarter Seiten
miteinander verbunden.

Von welcher Art ist die von den eingezeich-
neten Verbindungslinien bestimmte Viereck-
fliche?

Wie verhilt sich der Inhalt der gegebenen
zum Inhalt der eingezeichneten Viereck-
lache?

Hinweis: Zieht die Diagonalen in der gege-
benen Viereckfliche und benutzt eine Ei-
genschaft der Mittellinie bei Dreiecklldchen.
A184a Beweist, daB zwei Viereckflichen
mit zusammenfallenden Mittelpunkten ihrer
Seiten auch gleichen Inhalt haben (Bild 10).

Bild 10




A 194 Eine Gerade g, die zur Diagonalen
AC der Viereckfliche ABCD parallel ist
und die Diagonale BD halbiert, soll die Seite
AD in einem Punkt E schneiden. Beweist, daB
die Vierecklliche ABCD von der Geraden
h(CE) halbiert wird.

Hinweis: Zeichnet die Seitenhalbierenden
beziiglich der Dreieckfliche BCD durch C
und beziiglich der Dreieckfliche BAD durch
Aein.

4204 Durch die Mittelpunkte der beiden
Diagonalen einer konvexen Viereckfliche
ist je eine zur anderen Diagonalen parailele
Gerade gezeichnet Der Schnittpunkt O die-
ser Geraden ist mit den Mittelpunkten der
Viereckseiten verbunden.

Beweist, daB diese vier Verbindungslinien
die Viereckfldche in vier Teilflichen gleichen
Inhaltes zerschneiden.

Hinweis: Macht eine groBe Skizze und be-
zeichnet darin die Mittelpunkte der Strecken
AB, BC, CD und DA entsprechend mit M, T,
P und K und den Mittelpunkt der Diagona-
len AC mit H. Um z B. zu zeigen, daB der
Inhalt der Viereckfliche MOKA ein Viertel
des Inhaltes der Viereckfliche ABCD ist,
hilft die Feststellung, daB die Viereckllichen
MOKA und MHK A inhaltgleich sind.

A2l a Zwei sich gegeniiberliegende Seiten
einer konvexen Viereckfliche werden von
zwei Geraden g und h derart geschnitten,
daB die Seiten in drei Strecken gleicher
Linge zerlegt werden. Dabei besitzen g und
im Innern der Viereckfldche keinen gemein-

samen Punkt (Bild 11). Beweist, daB der’

Inhalt der von g und h ausgeschnittenen
Teilfliche ein Drittel des Inhaltes der gege-
benen Viereckfliche ist

Bild 11

A224A Die Punkte K und Lseien die Mit-
telpunkte der Seiten AB bzw. CD der kon-
vexen Vierecklliche ABCD. Die Strecken
DK und AL schneiden sich im Punkt P
und die Strecken CK und BL im Punkt Q.

Beweist die Behauptung, daB die Summe der
Inhalte der Dreieckflichen APD und BQC
gleich dem Inhalt der Viereckfliche PKQL
ist (Bild 12).

Bild 12

[ i L * ¢
In den bisherigen Aufgaben war die Inhalts-

gleichheit von Polygonflichen zu beweisen
oder das Verhiltnis der Inhalte solcher

Flichen zu bestimmen. Nun [olgen einige
Aufgaben, bei denen Ungleichungen iiber die
Inhalte von Flichen Verwendung finden.

4234 Der Punkt M liege innerhalb der
Dreieckfliche ABC.

Beweist, daB die Inhalte der Dreieckflichen
ABM und CBM dann und nur dann gleich
sind, wean M auf der Seitenhalbierenden BK
(mit K als Mittelpunkt der Strecke AC) liegt
(Bild 13).

Bild 13

Ak <
Losung: Wenn der Punkt M auf der Seiten-
halbierenden BK liegt, so gilt I, gx=1Icpx,
I,ux=1Icux und daher I, 5y =1cgy. Damit
ist die Behauptung der Aufgabe in einer
Richtung bewiesen. Noch unbewiesen ist die
Umkehrung: wenn [ 50 =Icpy gilt, so liegt
der Punkt M auf der Seitenhalbierenden
durch B.
Wir gehen von der Annahme aus, daB M
nicht auf der Seitenhalbierenden BK liegt
Dann hat genau eine der Strecken M A oder
MC mit der Seitenhalbierenden BK einen
Punkt gemeinsam. Die Strecken MC und
BK mogen den Punkt N als gemeinsamen
Punkt haben Dann gilt I ,5), <1 gy, da die
Dreiecksfliche ABM innerhalb der Drei-
eckfliche ABN liegt Ferner gilt Icpp>Icpy,
da die Dreieckfliche CBN innerhalb der
Dreieckfliche ABM innerhalb der Drei-
1,8v=1Icpn, da N auf der Seitenhalbierenden
BK liegt. Wegen
Iyppe <1 4pn=1Ican<Icpu Bilt I 41pu<Icpu-
Wir waren von der Annahme ausgegangen,
dab [ gy =Icpy gilt. Der Widerspruch zeigt,
daB das Gleichheitszeichen nicht gelten kann,
wenn M nicht auf der Seitenhalbierenden BK
liegt Fiir den Fall, daB dic Strecken M A4 und
BK einen gemeinsamen Punkt haben, ver-
lauft die Beweisfilhrung analog Die Aulgabe
ist damit vollstindig gelost.
Zur Losung der folgenden Aufgabe, die eine
gewisse Ahnlichkeit mit Aufgabe 20 hat,
lassen sich die gleichen Hilfsmittel wie oben
anwenden.

A244 Je zwei sich gegeniiberliegende Sei-
ten einer Sechseckfliche ABCDEF sind zu-
einander parallel
Beweist, daB der Inhalt der Dreieckfliche
ACE nicht kleiner als die Hilfte des Inhaltes
der Sechseck(lache sein kann.
P. R. Kantor/Sh. M. Rabbot
aus: ,,Quant“ 2/72

Wir danken Herm Doz Dr. Schréder, TU
Dresden, fiir die Bearbeitung des sowjetischen
Beitrags fiir die Leser der Schiilerzeitschrift
alpha.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc.

P. J. Kotschina

Mitglied der Akademie der Wissenschaften
der UdSSR

A1387a Die Oberfliche des Luftschiffes
Komsomolskaja Prawda bestand aus drei
Teilen: dem Vorderteil, einem Rotations-
ellipsoid mit den Halbachsen 16 m und 5 m,
dem Mittelteil — auch einem Rotations-
ellipsoid mit den Halbachsen 30 m und 5 m
und dem Schwanzteil — einem Kreiskonus,
dessen Spitze genau 1 m vom Ende des Mittel-
teils entfernt war; dieser Kreiskonus war an
das Ende des Mittelteils aufgesteckt.

a) Skizzieren Sie den Achsenschnitt des Luft-
schiffes!

b) Schreiben Sie die drei Gleichungen der
drei Teile des Achsenschnittes auf (die
x-Achse — als Symmetrieachse, die y-Achse —
durch die Schnittpunkte der beiden Ellipsen)!
c) Schreiben Sie die drei Gleichungen der
Rotationskorper auf!

d) Berechnen Sie das Volumen des mit Was-
serstoff gefiillten Luftschiffes (Kreiskonus
vernachlassigen)!

Kurzbiographie: Frau Prof. Dr. Pelageja
Jakowlewna Kotschina, geboren im Jahre
1899, ist Mitglied der Akademie der Wissen-
schaften der UdSSR. Fiir ihre hervorrgenden
wissenschaftlichen Leistungen wurde sie mit
dem Titel ,,Held der sozialistischen Arbeit*
ausgezeichnet. Die Gelehrte von Weltruf
arbeitet im Bereich der Mathematik, der
Mechanik, der Hydrodynamik und beson-
ders in der Filtrationslehre sowie der Filtra-
tionsberechnung. Eine Reihe von Werken
P. J. Kotschinas ist dem Leben und Wirken
der Mathematikerin Sofia Kowalewskaja ge-
widmet. Viele Jahre unterrichtete sie Mathe-
matik an verschiedenen Hochschulen. Trotz
ihres hohen Alters ist sie bis heute aktiv
am Institut fiir Probleme der Mechanik der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR
tatig.
Die uns iibersandte Aufgabe ist dem Gebiet
der Analytischen Geometrie entnommen.
Solche Aufgaben galt es bei der Projektie-
rung von Luftschiffen zu l6sen. In Heft 1/76
bringen wir dazu eine kleinen Beitrag aus
der Feder von P. J. Kotschina, der Einblick
in ihre frithere Titigkeit auf dem Gebiete
der Berechnung und Projektierung von Luft-
schiffen gibt.

A. Halameisdr, Moskau
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1. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

,,30 ein Zufall, daB wir uns hier treffen!* — ,,Das
stimmt, aber wahrscheinlich komme ich morgen
noch einmal her. Moglicherweise sehen wir uns dann
wieder.* — ,,Sicher, denn ich werde morgen auch hier
sein.**
Ein Dialog, wie er uns tiglich begegnen konnte. In
ihm wimmelt es von Begriffen wie ,,Zufall*, ,,wahr-
scheinlich®, ,,méglicherweise’, ,,sicher, die wir in
der Umgangssprache hiufig gebrauchen, ohne iiber
Jihre genaue Bedeutung recht nachzudenken.
Die Wabhrscheinlichkeitsrechnung befaBt sich u. a.
damit, diese Begriffe so zu fassen, daB man mit ihnen
rechnen, aus ihnen giiltige Aussagen gewinnen kann.
Mit einigen Grundlagen dieser mathematischen Diszi-
plin wird sich unser Beitrag befassen. Zunéchst
wollen wir die Begriffe kliren, die wir immer wieder
bendtigen.
Als zufdlligen Versuch bezeichnen wir einen Vorgang,
dessen Ergebnis ungewiB ist. Er muB unter den ihn
bestimmenden Bedingunseen (zumindest gedanklich)
beliebig oft wiederholbar sein. Die moglichen Aus-
ginge eines zufilligen Versuches heiBen Elementar-
ereignisse. Unter einem zufdlligen Ereignis (hiufig
auch nur ,,Ereignis* genannt) verstehen wir eine Un-
termenge der Menge aller Elementarereignisse. Zu-
fallige Ereignisse wollen wir mit groBen lateinischen
Buchstaben, eventuell mit Indizes versehen, bezeich-
nen. Dazu einige Beispiele:
(1) Zufilliger Versuch: Einmaliges Wiirfeln
Elementarereignisse: 4, (eine 1 wiirfeln), 4, (eine 2
wiirfeln) ..., 4, (eine 6 wiirfeln).
Weitere zufillige Ereignisse sind z. B.: G (eine gerade
Zahl wiirfeln), Z (eine Zahl gr6Ber als 2 wiirfeln),
P (eine positive Zahl wiirfeln).
(2) Zufalliger Versuch: Dreimaliges Wiirfeln
Elementarereignisse: 4, (3 Augen in der Summe
wiirfeln), A,, As, ..., A;;, A,5. Weitere Ereignisse
sind A (zwischen 12 und 15 wiirfeln), B (eine Prim-
zahl wiirfeln), C (mehr als 20 wiirfeln).
(3) Zufilliger Versuch: Niederschlag am 7. 10. 1975
in Leipzig
Elementarereignisse sind z. B. N, (kein Niederschlag),
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N,o (10 mm Niederschlag), N,;, (12,3 mm Nieder-
schlag). Weitere Ereignisse sind 4 (Niederscllags-
menge zwischen 8 und 15 mm), B (weniger als 1 000 mm
Niederschlag).

Wir wollen im folgenden an unsere zufilligen Versuche
2 einschrinkende Bedingungen stellen:

1. Es sollen nur endlich viele Elementarereignisse
moglich sein.

2. Wenn man den zufilligen Versuch geniigend oft
wiederholt, soll im Mittel jedes Elementarereignis
gleich oft auftreten.

Beispiel (1) erfiillt die beiden Bedingungen, wihrengd
Beispiel (2) der Bedingung 2. nicht geniigt (Augen-
summe 3 tritt z. B. seltener auf als Augensumme 10).
Wir konnen aber auch den zufilligen Versuch aus
Beispiel (2) unseren Bedingungen anpassen, wenn wir
als Elementarereignisse A,,,; (dreimal 1 wiirfeln),
Ay, (bei den ersten beiden Wiirfen 1, beim dritten
2 wiirfeln), A4,,, (beim ersten und dritten Wurf 1,
beim zweiten 2 wiirfeln), . . ., A¢e6 (dreimal 6 wiirfeln)
auffassen.

s Ubung 1: Man begriinde, warum Beispiel (3)
den Bedingungen 1. und 2. nicht geniigt!

Wir fragen jetzt danach, ob es ein MaB dafiir gibt,
,wie zufillig™ ein bestimmtes Ereignis 4 ist. Grenz-
fille fir zufillige Ereignisse sind offensichtlich das
sichere Ereignis S, das bei einem zufélligen Versuch
stets auftritt (Ereignis P aus Beispiel (1) und B aus (3)),
und das unmégliche Ereignis, das bei einem zufilli-
gen Versuch nicht auftreten kann (Ereignis C aus
Beispiel (2)).

Das gesuchte MaB fiir den Zufall, die Wahrschein-
lichkeit, kann unter den Bedingungen 1. und 2.
(klassischer Fall) auf folgende Art definiert werden:
Wabhrscheinlichkeit fiir das zufallige Ereignis A4

Anzahl der fiir 4 giinstigen Elementarereignisse

Gesamtzahl der Elementarereignisse
in Formeln: P(A) =g(TA0_

Dabei heiBit ein Elementarereignis E fiir das zufillige
Ereignis A giinstig, wenn aus dem Auftreten von E
das Auftreten von A folgt. Die so definierte Wahr-
scheinlichkeit hat die Eigenschaften:

a) 0<P(A)<1 fir alle zufilligen Ereignisse 4

b) P(S) =1

¢) PU)=0

d) P(E) =rln fir Elementarereignisse E

e) Die” Vereinigung A, UA,u...UA, von n Ereig-
nissen A,, A,, ..., A, ist ein Ereignis, das genau dann
auftritt, wenn mindestens eines der Ereignisse A,,
A,, ..., A, auftritt. Sind A4,, A,, ..., A, Elementar-
ereignisse, so gilt

PA,ud,u...u A,,)='£n.



Die Ereignisse A,, A,, ..., A, schlieBen einander aus,
wenn bei jedem Versuchsausgang hochstens eines
der Ereignisse 4, A,, ..., A, auftreten kann.

« Ubung 2: Man beweise, daB fir beliebige, einan-
der ausschlieBende Ereignisse A4,, A4,, ..., 4, gilt
PA, A, ... UA)=PA)+P(A)+...+P(4,)!

2. Wiirfeln und Wahrscheinlichkeit

Die Wabhrscheinlichkeitsdefinition wollen wir jetzt auf
einige Beispiele anwenden, die sich auf das Wiirfeln
beziehen. Dabei miissen wir uns vor Augen halten, daB

aus P(A)=é nicht folgt, daB bei jeweils 6 Wiirfen

das Ereignis A unbedingt genau einmal auftreten muB
(Analog: Jedes 4. Los gewinnt!). Eine ,strenge“
GesetzmiBigkeit, wie wir sie sonst von der Mathe-

matik gewohnt sind, tritt hier nicht auf. P(A)=%

bedeutet lediglich, daB A bei 6 Wiirfen im Mittel
genau einmal auftritt. Wiirfelt man also sehr lange,
so werden sich fiir das Verhiltnis

Versuche, bei denen A auftrat
Gesamtzahl der Versuche

Werte einstellen, die sich von % nur wenig unter-
scheiden.

Beim einmaligen Wiirfeln sind die Wahrscheinlich-
keiten fiir die einzelnen Ereignisse leicht iiberschaubar.
Die Gesamtzahl m der Elementarereignisse ist 6.
Die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Elementarereignis E

demzufolge P(E)=%. Die Anzahl der fir ein be-

liebiges zufilliges Ereignis A giinstigen Fille g(A)
kann man durch Auszihlen leicht ermitteln. So ist

etwa in Beispiel (1) P(G)=%=%, denn fiir G sind die

Elementarereignisse 4,, A, und A4, giinstig, oder
P(Z)=2=§, da fir Z die Elementarereignisse 4,,
A, As und Ag giinstig sind.

Etwas komplizierter wird es beim mehrmaligen Wiir-
feln. Zunidchst iiberlegen wir uns, daB die Anzahl der
Elementarereignisse beim n-maligen Wiirfeln ,,6“ be-
trigt: Bei jedem Wurf gibt es genau 6 mégliche Aus-
ginge, unabhingig davon, wie die anderen Wiirfe
ausgegangen sind. Also ist die Gesamtzahl 6-6-...-6
=6".

(Wir miissen wegen Bedingung 2. die méoglichen Ver-
suchsausginge ,zuerst 1, dann 2“ und ,zuerst 2,
dann 1“ als verschieden ansehen.)
.Betrachten wir einige konkrete Beispiele:

1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, beim
zweimaligen Wiirfeln eine durch 5 teilbare Augen-
summe zu erzielen?

Lésung: Wir fihren folgende Bezeichnungen fiir
Ereignisse ein:
B Augenzahl durch 5 teilbar
C Augenzahl 5
D Augenzahl 10
A, zuerst i, dann k wiirfeln (Elementarereignisse)
Nach Ubung 2 gilt
P(B)=P(C u D)=P(C)+ P(D)
und nach Eigenschaft )

4 1
P(C)=P(A14)+P(A23)+P(A32)+P(A“)=38=§
. 3 1
P(D)=P(A46)+P(A55)+P(A64)=3_6_=E_
Damit ist P(B)=$+11—2=37_6'

2 Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei n-maligem
Wiirfeln mindestens eine 6 zu erzielen?

Losung: Wir filhren zunédchst den Begriff des Komple-
mentdrereignisses ein. Ein Ereignis A heiBt zum
Ereignis A komplementdr, falls es genau dann aulftritt,
wenn A4 nicht auftritt. Offensichtlich gilt 4 U A=S
und P(4)+ P(4)=1.

Das zum in der Aufgabe beschriebenen Ergebnis A
komplementire A ist:

,»,Bei n-maligem Wiirfeln keine 6 erzielen®.,

Wie oben iiberlegt man sich, daB g(4)= 5" ist. Also gilt

P(4)=1—P(A)=1 —(%>

« Ubung 3: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, bei zweimaligem Wiirfeln die Augensumme
a) 8, b) 11 zu erzielen?
a Ubung 4: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, bei n-maligem Wiirfeln insgesamt weniger als
(n+4) Augen zu erzielen? '
Zuletzt ein Beispiel, bei dem unsere Wahrscheinlich-
keitsrechnung zu versagen scheint:
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei zwei-
maligem Wiirfeln eine gerade Augensumme oder
insgesamt weniger als 8 Augen zu erzielen?
a Ubung 5: Wo steckt der Fehler in folgender ,L5-
sung”?
Ereignis 4: Augensumme gerade Zahl
Ereignis B: Augensumme 8
Offensichtlich ist in der Aufgabenstellung nach
P(A v B) gefragt. Giinstig fiir A sind die 18 Elementar-
ereignisse Ay, A3, Az2 A3y, ..., Age; glinstig fir B
die 21 Elementarereignisse Ag, As;, Ag3, Aaas Azs,
Ay, ..., Ay Daraus folgt:

18 21 13 13
P(Av B)—P(A)+P(B)—36+36—12. (Aber. 12>1)
Im nidchsten Heft setzen wir den Beitrag mit der Auf-
16sung dieses ,,Widerspruchs“ zur Wahrscheinlich-
keitsdefinition fort, obwohl die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB ihn ein aufmerksamer alpha-Leser selbst
entdeckt, nahe bei 1 liegt. P. Henkel/G. Schmidt
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XVILI. Internationale
Mathematikolympiade

Burgas/Sofia, Juli 1975

MWM

Aufgaben 1. Tag

1. Es seien x, y, (i=1,
und es gelte:
XyZX2...2X, und y, 2y, 2.2y,

Es sei zy, z,, ..., z, irgend eine Anordnung
der Zahlen y,, ..., y, Man beweise:

Z (x;— .Vi) < Z (xi_zl)z

..., n) reelle Zahlen

(CSSR, 6 Punkte)

2. Es sei a,, a,, a,,... irgend eine unendliche
Folge von positiven ganzen Zahlen so, daB
fir alle k=1 gilt: a,<a,,,. Man zeige, daB
unendlich viele a,, dieser Folge in der Form
G,=x'0a,+y"a,
mit geeigneten positiven ganzen Zahlen x, y
geschricben werden konnen. Dabei ist p+gq.
(England, 7 Punkte)

3. Uber den Sciten eines beliebigen Dreieckes

ABC sind nach auBen die Dreiecke BPC,

CQA and ARB so konstruiert, daB
¥PBC= £CAQ=45",
XBCP= xQCA=130°
¥ ABR= ¥xBAR=15°

gilt. Man beweise:

1. XQRP=90° und

2 QR= RP. (Niederlande, 7 Punkte)

und

In Sofia fand der feierliche AbschluB der
XVII. IMO statt.

2. Tag

4. Essei A die Summe der Ziffern der im

dekadischen Zahlensystem dargestellten Zahl
44444444.

Es sei B die Summe der Ziffern von 4. Man

berechne die Summe der Ziffern von B.

(Alle Zahlen sind im dekadischen Zahlen-

system dargestellt.) (USSR, 6 Punkte)

5. Entscheide durch einen Beweis, ob es*

moglich ist, auf der Kreislinie eines Kreises
(Radius 1) 1975 Punkte derart zu wihlen,
daB der (geradlinige) Abstand beliebiger
zweier dieser Punkte eine rationale Zahl ist.

(UdSSR, 6 Punkte)

6. Man bestimme alle Polynome P in zwei
Variablen, die den folgenden Bedingungen
geniigen:
1. P ist homogen vom Grade n, d. h,, fir
alle reellen Zahlen ¢, x, y gilt:
P(t-x, t y)=t"-P(x, y)
(n ist eine positive ganze Zahl),
2. [iir alle reellen Zahlen g, b, ¢ gilt:
P(a+b,c)+P(b+c,a)+ P(c+a,b)=0
und :

3. P(1,0)=1. (England, 8 Punkte)

® Punktspiegel: 40 bis 39 Punkte 1. Preis —
38 bis 32 Punkte 2. Preis — 31 bis 23 Punkte
3. Preis

e Die DDR-Mannschaft hatte mit allen
Mannschaften engen Kontakt. In alter Tra-
dition {ibergab jede der 17 Mannschaften
eine Aufgabe an die DDR-Mannschaft fir
die Leser der Zeitschrift alpha, die wir in
3/76 veréffentlichen. Dariiber hinaus trug
die DDR-Mannschaft beim Gedankenaus-
tausch weitere 40 Aufgaben zusammen,

" welche zum Training in Clubs, Spezialklas-

sen und der alpha geeignet sind. Uwe Quast-
hoff bearbeitet sie und stellt sie alpha zur
Verfiigung.

® Die amerikanische Mannschaft infor-
mierte alpha, daB an der ersten Stufe der
Olympiade (mit halbprogrammiertem Mate-
rial) rund 350000 Schiiler der AbschiuB-
klassen in den USA teilnahmen. Die 100
Besten nahmen an einer Landesolympiade
in New York teil.

@ Gastgeber der XVIIL. IMO wird Oster-
reich sein. Die XIX. IMO findet in der SFR
Jugoslawien statt. Voraussichtlich wird das
Grinderland der IMO’s, die SR Ruminien,
zur XX. IMO einladen.

® Jeder IMO-Teilnehmer erhielt ein Ab-
zeichen (siche oben links). Die bulgarischen
Freundezeigen damit dieweltweite Bedeutung
dieser internationalen Veranstaltung (Erd-
kugel). M=} 8n bedeutet: jede Mannschaft
besteht aus 8 Schiilern; n=7: An der 1. IMO

nahmen sieben (sozialistische) Liander teil.
21

Y': Das bulgarische Ministerium fiir Volks-
bildung lud 21 Lander ein. Die Mannschaf-
ten der Rep. Kuba, Rep. Finnland, Italiens
und der Tirkei reisten nicht an.

o Die Auszeichnung der Preistriger nah-
men drei Mathematiker vor: Der stellv.
Minister fiir Volksbildung der VR Bulga-
rien, der 37jahrige Rektor der Universitat
Sofia und der Vorsitzende der Mathemati-
schen Gesellschaft der VR Bulgarien.

® Zwischen den Chefredakteuren der
mathematischen Schiilerzeitschriften ,,Mate-
matika* (Sofia) und der ,,alpha* fand wah-
rend der IMO ein Erfahrungsaustausch statt.
Es wurde insbesondere ein Austausch von
Artikeln und von Aufgaben der Olympia-
den (1. und 2. Stufe) vereinbart.

Altes bulg. Stadtwappen

® Der Delegationsleiter der &sterreichi-
schen Mannschaft dankte in aller Namen fiir
die herzliche Gastfreundschaft der buigari-
schen Freunde. Die Mitglieder der Jury sowie
aller Mannschaften lernten kennen: Burgas
und den Sonnenstrand des Schwarzen Mee-
res. Warna und den Goldenen Strand (Nesse-
bar) sowie auf einer Rundfahrt den Schipka-
PaB (Balkangebirge), die Stidte Sliven, Stara
Zagora, Kasanlak, Gabrowo, Plewen und
Sofia (mit Witoschagebirge).



® alpha stellt die DDR-Mannschaft vor:
1. Klaus Altmann, EOS , Heinrich Hertz*,
Berlin (KI. 12) 36 Punkte, 2. Preis — 2. Ralph
Lehmann, EOS ,Diesterweg', Strausberg
(K1. 12) 33 Punkte, 2. Preis — 3. Michael
Marczinek, EOS , Heinrich Hertz, Berlin
(K1. 10) 26 Puankte, 3. Preis — 4. Udo Matte,
WeiBenfels, Spezialklasse Math.-Ph. der Mar-
tin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg
(X1. 12) 29 Punkte, 3. Preis — 5. Uwe Quast-
hoff, Leipzig, Spezialklasse Math.-Ph. der
Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg
(K. 12) 34 Punkte, 2. Preis — 6. Harry Rei-
mann, EOS ,,Heinrich Hertz*, Berlin (KI. 12)
34 Punkte, 2. Preis — 7. Uwe Risch, EOS
,,Geschw. Scholl*, Burg (KI. 11) 27 Punkte,
3. Preis — 8. Helmut Rofmann, EOS ,,Fried-
rich Engels”, Neubrandenburg (KI. 12)
30 Punkte, 3. Preis

o Alle Mitglieder der DDR-Mannschaft
sind alpha-Leser. Das alpha-Abzeichen in
Gold erhielten: Ralph Lehmann (7jahrige
Teilnahme), Uwe Quasthoff (4 Jahre), Uwe
Risch (4 Jahre), Harry Reimann (3 Jahre),
Abzeichen in Silber: Klaus Altmann (1 Jahr).

links: DDR-Mannschaft;
rechts: griechische Mannschaft
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Der Rektor der Universitit zeichnet aus
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® In diesem Jahr nahm erstmals eine Mann-
schaft aus Griechenland an der IMO teil.
In Griechenland werden Olympiaden fir
die AbschluBklassen (entspricht unserer
Klasse 12) in zwei Stufen durchgefiihrt.

Wettbewerbsatmosphire

* Ein Schiiler der Mannschaft der DRV er-
krankte am Tage der Anreise und konnte
an den beiden Klausuren nicht teilnehmen.
** Drei Diplome wurden fir die ausgezeich-
nete Losung einer Aufgabe erteilt.

Bilanz der Erfolge Teilnechmer 3

Teilnehmerland 1 2 3 4 5 6 7 8 Y 1.Preis 2Preis 3.Preis Diplom**
Volksrepublik Bulgarien 13 16 33 14 25 27 30 28 186 — 1 4 —
Deutsche Demokratische Republik 36 33 26 29 34 34 27 30 249 — 4 4 —
Republik Frankreich 40 19 27 14 35 11 20 10 176 1 1 1 —
Republik Griechenland 8 20 7 10 4 11 2 33 95 — 1 — —
Vereinigtes Konigreich von

GroBbritannien und Nordirland 24 36 23 40 40 32 19 27 241 2 2 3 —
Sozialistische Foderative Republik

Jugoslawien 36 18 20 26 13 11 22 17 163 — 1 1 —
Mongolische Volksrepublik 13 3 7 2 2 12 2 10 75 — — 1 —
Kénigreich Niederlande 9 8 29 4 0 8 6 3 671 — — 1 —
Republik Osterreich 34 39 13 28 20 17 23 18 192 1 1 2 —
Volksrepublik Polen 4 13 11 16 16 4 27 23 124 — 2 —
Sozialistische Republik Ruminien 35 27 19 16 14 18 28 23 180 — 1 3 2
Union der Sozialistischen

Sowjetrepubliken 32 25 25 34 40 26 28 36 246 1 3 4 —
Konigreich Schweden 13 22 16 17 11 34 37 10 160 — 2 — —
Tschechoslowakische

Sozialistische Republik 18 13 16 18 27 20 30 20 162 — — 2 —
Ungarische Volksrepublik 27 34 37 23 28 35 37 37 258 — 5 3 —
Vereinigte Staaten von Amerika 29 40 28 40 32 11 28 39 247 3 1 3 1
Demokratische Republik Vietnam 36 25 26 20 21 17 30 * 175 — 1 3 —
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Wer 10st mit?
il||I|IiI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 20. Januar 1976

Ma 5= 1387 Katja erhielt von ihrer Mutter
3,80 M zum Einkauf von Kuchen. Katja
kaufte Butterkuchen zu 25 Pf je Stiick, Pflau-
menkuchen zu 35 Pf je Stiick und Tértchen zu
70 Pf je Stiick. Sie kaufte von einer Sorte
genau 2 Stiick, von einer weiteren Sorte
genau 3 Stiick und von der verbleibenden
Sorte genau 4 Stick. Von welcher Sorte
hat Katja zwei, drei bzw. vier Stiickchen
Kuchen eingekauft, wenn sie das Geld rest-
los ausgegeben hat?

Anett Rabe, Pestalozzi-OS Oberlungwitz, KI.6

Ma 5 1388 Inein Quadrat ABCD mit dem
Umfang von 108 ¢m wurde, wie aus der
Abbildung ersichtlich, ein kleineres Quadrat
EFGH so eingezeichnet, daB die schraffierte
Fliche genau 648 cm® betrigt. Wie lang ist
der Umfang des Quadrates EFGH?

Iris Bohme, OS Spora, Kl. 6

D c

Ma 581389 Die Jungen Pioniere -einer
5. Klasse fertigen eine Wimpelkette an. lhnen
steht eine 267 m lange Schnur zur Verfiigung.
An beiden Enden der Schnur sollen je 52 cm
zum Befestigen freibleiben. Auf die Schnur
werden 15 cm breite Wimpel gezogen, zwi-
schen denen ein Abstand von 4 cm bleibt. Der
zehnte Teil der Anzahl dieser Wimpel ist
von roter, der siebente von blauer Farbe.
An der Schnur befinden sich dreimal so
viel gelbe wie rote Wimpel; die restlichen
Wimpel sind weil. Wieviel Wimpel sind von
weiBer Farbe?

Birgit Weyh, OS Fambach, KI. 7

Ma 581390 Eine Sekretirin erhielt den
Auftrag, ein Manuskript von 126 Seiten
innerhalb von sechs Arbeitstagen abzuschrei-
ben. Statt téglich gleichviel Seiten, wollte die
Sekretirin im ersten Drittel der zur Verfii-
gung stehenden Arbeitszeit tiglich 7 Seiten
mehr, wahrend der restlichen Tage taglich
7 Seiten weniger abschreiben, als das tig-
liche Soll vorsah. Konnte die Sekretirin
bei dieser Arbeitsaufteilung ihren Auftrag
termingerecht erfiillen? Sch.

Ma 581391 Peter und Karin sammeln
Briefmarken, Peter besitzt gegenwirtig drei-
mal soviel Briefmarken wie Karin. Hatten
Peter 130 Briefmarken weniger und Karin
10 Briefmarken weniger gesammelt, so wiir-
den beide gleichviel Briefmarken besitzen.
Wieviel Briefmarken hat Peter, wieviel Karin
gegenwirtig gesammelt?  Wolfgang Bauer,

OS Il Bad Langensalza, Kl. 5
Ma 5a1392 Zu einer Familic gehoren
GroBvater, Vater und Sohn. Addiert man
das Lebensalter (in ganzen Zahlen) des Vaters
und das des Sohnes, so erhilt man 41 Jahre.
Die Summe aus dem Lebensalter des Vaters
und dem des GroBvaters betrdgt 96 Jahre.
Die Summe aus dem Lebensalter von GroB-
vater, Vater und Sohn betragt 100 Jahre.
Wie alt ist jeder von ihnen?

Sahiiler Ralf Schicke, Lochau

Ma 6 w1393 Wihretd der 30. Nordischen
Skiweltmeisterschaffen in Falun errangen
die Sportler aus der DDR fiinf ]. Plitze,
sechs 2. Plitze, zwei 4. Platze, zwei 5. Plitze
und einen 6. Pfatz. _ ’

Fiir diese Piitze wurdén nach der inoffiziel-
len Linderwertung, bei der die DDR von
allen beteiligten Landern am besten abschnitt,
insgesamt 76 Punkte vergeben. Dabei wurden
in jeder ausgetragenen Disziplin fir jeden
der Plitze 1 bis 6 jeweils die gleichen Punkt-
zahlen p,, p,, p3; Pas Ps, P Mit py>p,>p3>

Kerstimg-0S, Klamse 7

Thies LuAbor, 26 Gussrow, Werdersér 22
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Ma 7n
gl 1369

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-

Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktien alpha
7027 Leipzig, Pestfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der tiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
i Ziffer, z. B. 7,

vorgesetzt (d. h. fiir

. Klasse geeignet).
4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
pall Format A4 (210 mm
197 mm) (siche Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert.

verwenden,

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost*, ,.gelost*.
Schiiler,
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte

»gut geldst” oder

welche nur einen SchluBisatz zu

mit dem Vermerk ,,nicht gelost**.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1975/76
lauft von Heft 5/75 bis Heft 2/76. Zwischen
dem 1. und 10. September 1976 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
~der Hefte 5/75 bis 2/76 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriager und dic Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/76 veréffentlicht.
Wer mindestens 8 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/75 bis 2/76) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1975/76 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).
Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



DPa>Ps>pe>0 vergeben. Es ist zu ermitteln,
wieviel Punkte es jeweils fiir einen 1., 2.,
3, ..., 6. Platz gibt. T.

Ma 6 w1394 Joérg, der an der Mathematik-
Olympiade seines Bezirkes teilgenommen
hatte, wurde gefragt, welchen Platz er erreicht
habe. Jorg antwortete: ,,Addiert man zu der
Zahl der von mir erreichten Platznummer 5,
dividiert man diese Summe durch 10, addiert
man zu dem erhaltenen Quotienten 3 und
multipliziert man schlieBlich die nun erhal-
tene Summe mit 5, so erhilt man eine Zahl,
die um 10 gréfer ist als die Zahl meiner
Platznummer.* Welchen Platz hat Jérg be-
legt? Carola Senft, Wingerode

Ma 6w 1395 Es ist die kleinste natiirliche

Zahl zu ermitteln, die bei Division durch

2, 3, 5,7 oder 11 stets den Rest 1 1aBt.
Carola Kunze, KI. 7 Callenberg

Ma 6a1396 Auf einem Orientierungs-
marsch vom Orte 4 nach dem Orte B hatten
die teilnehmenden Kameraden der GST drei
Kontrollpunkte anzulaufen. Nachdem sie
1 km weniger als den dritten Teil der gesam-
ten Marschstrecke zuriickgelegt hatten, trafen
sie am ersten Kontrollpunkt ein. Nach wei-
teren 5 km Marschweg hatten sie den zweiten
Kontrollpunkt erreicht und damit bereits

% der gesamten Marschstrecke zuriickgelegt.

Der dritte Kontrollpunkt lag genau in der
Mitte der Wegstrecke zwischen dem zweiten
Kontrollpunkt und dem Ziel. Wieviel Kilo-
meter waren vom dritten Kontrollpunkt
bis zum Ziel noch zu marschieren?

Ingrid Wolf, Berlin

Ma 6 w1397 Es ist folgender Satz zu be-

weisen:

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den

spitzen Innenwinkeln von 30° und 60° ist

die Hypotenuse doppelt so lang wie die dem

Winkel von 30° gegeniiberliegende Kathete.
Thomas Apel, Reichenbach

Ph 6 w1398 Zwischen einem Blitz und dem
darauffolgenden Donner wird eine Zeit

1
von 555 gemessen.

Wie weit ist das Gewitter entfernt?
(Die Schallgeschwindigkeit betragt
1198,8 km pro Stunde.)

Ma7m1399 Uwe kaufte zu Beginn des

Schuljahres einige Schreibhefte zu 8 Pf

und einige zu 15 Pf das Stiick. Er gab dafir

den Betrag von 1,31 M aus. Wieviel Hefte
jeder Preislage hatte er gekauft?

Holger Brodmann,

OS P.-Herrmann, K. 8, Hettstedt

rund
L L

Ma 781400 Addiert man zur Anzahl der
Schiller unserer Klasse die Zah!l 1 und divi-
diert man diese Summe durch 3, so erhilt
man die Anzahl der Madchen unserer Klasse.
Subtrahiert man von der Anzahl der Schiiler

unserer Klasse hingegen 10 und dividiert
man diese Differenz durch 2, so erhalt man
ebenfalls die Anzahl der Madchen unserer
Klasse. Wieviel Jungen gehoren dieser Klasse
an? Heidrun Thiel, OS Ponitz, KI. 9

Ma 7. 1401 Welches konvexe Vieleck be-
sitzt genau 35 Diagonalen?
Holger Brodmann, Hettstedt

Ma 7m1402 Ein Korb mit Apfeln wurde
wie folgt aufgeteilt:
Achim erhielt die Halfte der im Korb befind-
lichen Apfel und noch einen halben Apfel.
Von den verbleibenden Apfeln erhielt Bruno
wiederum die Hilfte und einen halben Apfel.
Von den nunmehr noch im Korb vorhande-
nen Apfeln erhielt Claus ebenfalls die Halfte
und einen halben Apfel. Auf die gleiche
Weise wurde die Verteilung mit Dieter,
dann mit Ernst fortgesetzt, der schlieBlich
genau einen Apfel erhielt. Wieviel Apfel
befanden sich in dem Korb?

Holger Brodmann, Hettstedt

Ph 71403 Zu berechnen ist die Dichte des
Stoffes, aus dem ein fester Koérper besteht.
Der Korper hat eine Masse von 4,2 kg und
sein Volumen betrigt 21 dm®. Welcher Stoff
hat diese Dichte?

Ch 7m 1404 Ein mit Schwefelsaure von der
Dichte 1,315 g/ml gefiillter Glasballon hat
eine Masse von 100 kg. Die Masse des leeren
Ballons betragt 13,8 kg. Wieviel Liter Schwe-
felsdure befinden sich in dem Ballon?

Ma 821405 Die gebrochene Zahl% soll

als Differenz zweier echter Briiche mit den

Nennern 7 und 13 dargestellt werden.
H. Kampe, Fachlehrer fur Mathematik,
Neuseddin

Ma8w1406 a) Es sei ABC ein Dreieck,
bei dem sich die GroBen der drei Winkel
wie 3:4:11 verhalten. Wie gro8 sind die
Winkel dieses Dreiecks?
b) Gibt es auch ein Dreieck, bei dem sich die
GroBen der drei Winkel wie 1:10: 100 ver-
halten? Bejahendenfalls sind die Gro8en der
drei Winkel zu berechnen.

Dieter Knape, Fachlehrer, Jessen

Ma8a1407 Es seien a und ¢ mit a<c
zwei positive reelle Zahlen. Man gebe alle
positiven reellen Zahlen x an, fir die die
Gleichung

H—_x:c

1+Z

erfiillt ist. Herwig Gratias, S6mmerda

Ma8 w1408 Es seien ABCD ein Quadrat
und E der Mittelpunkt der Seite DA. Ferner
sei M der Mittelpunkt der Strecke EC (vgl.
das Bild). Man entscheide, ob der Flichen-
inhalt des in der Abbildung weiB gefarbten
Vierecks ABME gréBer, kleiner oder gleich

'Ma9mldll

dem Flicheninhalt des in der Abbildung grau
gefirbten Fiinfecks EMBCD ist. Erst schit-
zen, dann die Flicheninhalte berechnen! L.

0 c
M
E
A 8
Ph8m 1409 a) Welchen Druck iibt ein

stehender Mensch mit einem Gewicht von
60 kp auf den FuBboden aus, wenn die
Fliche einer FuBsohle 150 cm? betréagt?

b) Welchen Druck iibt derselbe Mensch beim
Skilaufen auf die Schneedecke aus, wenn die
Linge eines Skis 2 m und die durchschnitt-
liche Breite 10 cm betragt?

¢) Gib fiir beide Drucke das kleinste ganzzah-
lige Verhiltnis an! L L

Ch 821410 1000 g 25%ige Salzsaure sol-
len mit Wasser auf -den Gehalt von 107
verdiinnt werden. Wieviel Wasser ist hierzu
erforderlich?

Es seien a und b zwei reelle
Zahlen.

a) Man beweise, daB dann stets die Unglei-
chung @*—ab+b? =0 erfilllt ist. Q)
b) Man beweise ferner, daB das Gleichheits-
zeichen in (1) nur dann gilt, wenn ea=5b=0
ist. Thomas Maiwald, EOS Zittau, KI. 10

Ma9w1412 Eine gerade quadratische Py-
ramide habe den  Oberflicheninhalt
Ay=1536 cm?. Die Summe der Flichenin-
halte der vier Seitenflichen (auch ,,Mantel*
genannt) betrage M =960 cm”. Man berechne
das Volumen V dieser Pyramide.

Dieter Knape, Jessen

Ma9e1413 Es ist zu beweisen, daB das
Produkt von vier aufeinanderfolgenden na-
tirlichen Zahlen, vermehrt um 1, stets eine
Quadratzahl ergibt, daB also
n(n+1) (n+2) (n+3)+1=a*
ist, wobei a eine natirliche Zahl ist.
Holger Brodmann, Hettstedt

Ma9wl1414 Es seien ABCDEFGH ein
Wiirfel mit der Kantenlinge a, M der Mittel-
punkt der quadratischen Grundfliche ABCD
und DF eine Raumdiagonale dieses Wiirfels
(vgl. das Bild). Diese Raumdiagonale mége
die Verbindungsstrecke HM in einem Punkt

H G

-
S e
-

105



K schneiden, was stets zutrifft, weil die
Punkte D, M, B, F und H in einer Ebene
liegen.
a) Man berechne die Flacheninhalte der
Dreiecke KDM und KFH.
b) Man berechne den Abstand des Punktes X
von dem Eckpunkt C des Wiirfels.
Oberlehrer H. Pitzold,
Volkshochschule Waren| Miiritz

Ph 9= 1415 Zum Antrieb einer Seilwinde an
einem Turmdrehkran wird ein Motor mit
einer Leistung von 20 kW benutzt. Die Seil-
winde hebt einen 60 kp schweren Kiibel in
4s 20 m hoch. Wie groB ist der Wirkungs-
grad der Anlage? L. L.

Ch9=1416 Nach dem Kontaktverfahren
wird aus Gips (CaSO, - 2H,0) Schwefgl-
saure hergestellt. Wieviel 96%ige Schwefel-
saure erhalt man aus 100 t Gips?

G. Brandes

Ma 10/12w 1417 Es sind alle reellen Zah-
len x zu ermitteln, fiir die die Ungleichung
-2"—‘9| <1 exfillt st L
x+1
Ma 10/12 w1418 Gegeben sei ein Wiirfel,
dessen Kanten jeweils in drei gleiche Teile
geteilt worden sind. Durch je drei Teil-
punkte, die auf den drei von einem Eckpunkt
des Wiirfels ausgehenden Kanten liegen und
die diesen Eckpunkten benachbart liegen,
sei eine Ebene gelegt. Durch diese acht Ebe-
nen seien nun acht Teilkdrper abgeschnitten,
die die Form von dreiseitigen Pyramiden
(Tetracder) haben, so daB ein Restkorper
entsteht, der durch sechs einander kongruente
Achtecke und durch acht gleichseitige Drei-
ecke begrenzt ist (vgl. das Bild). Wie ver-
halt sich das Volumen V, des Restkorpers
zu dem Volumen V; des Wiirfels?
Mathematikfachlehrer Alois Weninger,
Knittelfeld, Osterreich

Ma 10/12 @ 1419 Das Volumen eines Baum-
stamms, der die Form eines geraden Kreis-
kegelstumples hat, kann nach der folgenden
Formel berechnet werden:

_rh 2

V_E(dx +d d, +d7).

Dabei ist h die Hohe,
d, der untere Durchmesser,
d, der obere Durchmesser des Baumstamms.
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In der Praxis rechnet man aber meistens mit
der folgenden Niherungsformel (der sog
JForsterformel*):
, T
V=Zhd?,
4

wobei d =% der mittlere Durchmesser
des Baumstamms ist.

a) Man berechne das Volumen eines Baum-

stamms nach der genauen Formel und nach

der Niherungsformel, wenn
h=10m,d,=30cm, d,=20cm.

b) Wie groB sind dabei der Betrag des abso-
luten Fehlers und der Betrag des prozentualen
Fehlers?

c) Man stelle eine allgemeine Formel fiir

V-

V-V’ und fir L auf, indem man

d,=d+déundd,=d— ¢ setzt.
Werner Gundlach,
Fachlehrer f. Mathematik i. R., Schwarz

alpha stellt vor:
Preistriger der
XVH. IMO

Einen 1. Preis erhielten:

John Rickard
City of London

London, England

Ma10/12e 1420 Man ermittle alle Funk-
tionswerte der Funktion
1+ simi)

f(x)=< \/';S.E— :
. 1+sinx 1—sinx

: 1—cosx l_-i-iog) im Intervall
1 +cosx 1—cosx

0<x<§ und im Intervallg <x<m.

Peter Surjan, Budape:vt, Ungarische VR

Ph 10/12 w1421 Der Ausleger eines Turm-
drehkranes ist am Rohrmast in einer Hohe
von 28,4 m befestigt. Bei der hichsten Stel-
lung des Auslegerendpunktes von 52 m be-
triigt die Ausladung 10 m und die Tragkraft
4000 kp. Wie lang ist der Ausleger? Ermittle
zeichnerisch oder rechnerisch die Belastung
des Auslegers! L L.

Ch 10/12 @ 1422 Eine Natronlauge benotigt
zur Neutralisation 50 ml einer 0,1 normalen
Schwefelsdure. Wieviel Gramm NaOH ent-
hiilt die Lauge?

G. Brandes

Jonathan Hitchcock
Kingston Grammar School
Kingston, England
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180. Schule Moskau
Moskau, UdSSR



Kiimpfen, suchen, finden

und verteidigen
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Uber die Méglichkeiten zur Beschiftigung
mit der Mathematik fiir interessierte Schiiler
in der Sowjetunion

Ich hatte Gelegenheit, mehrere Jahre recht
griindlich einige Probleme des Mathematik-
unterrichts in sowjetischen Schulen zu unter-
suchen. Hiufig werde ich in diesem Zusam-
menhang gefragt, worin die Ursachen zu
suchen sind, daB8 die sowjetischen Schiiler
auf mathematischem Gebiet so groBe Erfolge
aufweisen konnen. Ich will versuchen, diese
Frage kurz zu beantworten.

Unter den sowjetischen Schiilern gibt es — wie
auch in der DDR - sehr viele, fiir die die
Beschiftigung mit der Mathematik mehr
als nur eine notwendige Pflicht ist, die mit
viel Enthusiasmus und Liebe, vor allem aber
mit groBem FleiB ihrem Hobby, besonders
dem Lésen interessanter Aufgaben, nach-
gehen.

Mehr noch als bei uns werden durch Fern-
sehen und Presse den Interessenten Aufgaben
gestellt. Viele sowjetische Schiiler beteiligen
sich aktiv an Fernsehschulen. An den Zei-
tungskiosken der UdSSR bietet man popular-
wissenschaftliche mathematische Literatur
ebensowieandere Zeitschriftenan, vorallem —
man kauft sie auch. Fir viele sowjetische
Schiiler ist die Beschiftigung mit der Mathe-
matik zum Bediirfnis geworden, mathemati-
sches Wissen ist wichtiger Bestandteil der
Allgemeinbildung.

Hauptsichlich beschiftigen sich die sowje-
tischen Schiiler natiirlich im Unterricht mit
der Mathematik. Zur Zeit werden an den
Schulen der UdSSR neue Lehrpliane in diesem
Fach eingefiihrt, die eine weitere Erhéhung
des Unterrichtsniveaus mit sich bringen wer-
den. Danach lernen bereits die Schiiler der
7. Klasse den Wurzelbegriff, quadratische
Gleichungen, Vektoren u. a. m. kennen,
Schiiler der 9. und 10. Klassen — die Anfange
der Differential- und Integralrechnung, ein
Gebiet, welches bei uns Stoff der EOS ist.
Viele Aufgaben, vor allem zum Beweisen, zum
Losen von Gleichungen und Ungleichungen
und Aufgaben aus der Geometrie sind schwe-
rer als die bei uns iiblichen. Besonders hohe
Anforderungen werden an die Schiiler ge-
stellt, die sich fiir die Aufnahme an eine Hoch-
schule bewerben. In mathematischen Fach-

richtungen gibt es fiir einen Studienplatz zwei,
drei oder noch mehr Bewerber. Sie alle miis-
sen eine Aufnahmeprifung absolvieren. alpha
wird in einem der nachsten Hefte einige Va-
rianten solcher Kontrollarbeiten verdffent-
lichen.

Eine besonders giinstige Maoglichkeit zur
zusatzlichen Beschaftigung mit dem Lieb-
lingsfach bietet den sowjetischen Schiilern
der fakultative Unterricht. Dafir stehen in
den Klassen 7 und 8 je zwei Wochenstunden
und in den Klassen 9 und 10 je vier Wochen-
stunden zur Verfiigung. Uber ein Drittel
der Teilnehmer am fakultativen Unterricht
haben sich fiir die Mathematik entschieden.
So konnen Schiiler der 7. und 8. Klassen
sich griindlicher als dies im Unterricht ge-
schehen kann, mit den Teilbarkeitsregeln,
mit der Symmetrie, der Parallelverschiebung
und der Drehung, mit Elementen der Men-
gentheorie, mit Funktionen und ihren Gra-
phen beschiftigen. Sie konnen zusiizlich
Aufgaben aus den verschiedenen Stoffgebie-
ten lsen. In den 9. und 10. Klassen haben
die Schiler auBer dem Kurs Ergdnzende
Kapitel und Fragen des systematischen Ma-
thematiklehrgangs noch die Moglichkeit einen
Lehrgang in Numerischer Mathematik, Pro-
grammierung oder einer anderen angewand-
ten Richtung zu belegen.

Wie an unseren Schulen, so bestehen auch
an sowjetischen Schulen eine Vielzahl ma-
thematischer Arbeitsgemeinschaften. An erster
Stelle steht in diesen Arbeitsgemeinschaften
das Losen interessanter Aufgaben zur Vor-
bereitung auf Olympiaden. Eine Auswahl
solcher Aufgaben findet ihr auf der alpha-
Wandzeitung. Die Schiiler arbeiten selbstan-
dig  populdrwissenschaftliche  Literatur
durch und halten Kurzvortrige im Zirkel
oder in einer wissenschaftlichen Schiilerge-
sellschaft. An den Schulen werden haufig
spezielle mathematische Wettbewerbe und
Wettkampfe im miindlichen Lésen von Denk-
aufgaben veranstaltet. Besonders intensiv
beschaftigen sich die sowjetischen Schiiler
mit den Biographien bedeutender Mathe-
matiker.

Fir alle interessierten Schiiler der UdSSR
besteht die Moglichkeit, an einer Schule mit
verstdrktem Mathematikunterricht zu lernen
oder Teilnehmer einer mathematischen

Fernschule- zu werden. An den Schulen mit
verstirktem Mathematikunterricht erhalten
die Schiiler auch eine berufsorientierende
Ausbildung als Programmierer|Technischer
Rechner. An diesen Schulen wird nur unwe-
sentlich mehr Unterrichtsstoff im Vergleich
zu den ubrigen Schulen vermittelt, dafir
wird der Stoff besonders griindlich behan-
delt. Es werden viele schwierige Aufgaben
gelost.

Verstandlicherweise spielt die Mathematik
auch in der auBerunterrichtlichen Arbeit
eine entscheidende Rolle. Ich hatte Gelegen-
heit, an einem Treffen von Schiilem sowje-
tischer Mathematikschulen teilzunehmen,
welches durch die 239. Leningrader Mittel-
schule organisiert wurde. Es nahmen Schiiler
aus 19 Stadten teil. Die notwendigen Mittel
fiir Exkursionen und Verpflegungerarbeiteten
die Leningrader Schiler, sie organisierten
selbst einen Teil der Veranstaltungen, die
Unterkunft und Betreuung der Gaéste. Es
gab einen Tag der Mathematik, einen Tag der
Physik, einen Tag der Geschichte und Litera-
tur. Der Tag der Mathematik begann mit
Kurzvortragen bedeutender Wissenschaftler
der Leningrader Universitit. Nach einer
kleinen Mathematikolympiade wurde in Sek-
tionen gearbeitet. Die Schiler hielten Kurz-
vortrige, die oft im Kollektiv erarbeitet wor-
den waren.

Schiiler der mathematischen Fernschulen er-
halten regelmaBig Lehrmaterialien und
Ubungsaufgaben zugeschickt. Studenten der
Pidagogischen Hochschulen bzw. Univer-
sitaten korrigieren die eingereichten Losun-
gen. An solchen Schulen beteiligen sich tau-
sende Schiiler (an Fernschulen der Moskauer
Universitit allein diber 10000). Vor allem
durch die Fernschulen und die oft damit
eng verbundenen Arbeitsgemeinschaften wird
erreicht, daB ein beachtlicher Teil der sowje-
tischen Schiiler sich regelmiBig und mit
groBem FleiB iiber den Unterricht hinaus
mit der Mathematik beschiftigt. Das ist die
Grundlage aller Erfolge. D. Hetsch

Absolventen zahlreicher sowj. Schulen er-
halten ein spezielles Abzeichen, z. B. das der
Ph.-Math.-Internatsschule bei der Moskauer
Lomonossow-Universitat.

w239 - AEHUHIPAA, 1972
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Mathematikaufgaben

aus Freundesland

Aufgaben aus der Sowjetunion

alpha -Wandzeitung

Klasse 6

Ala Wieviel Teiler hat die Zahl 36 - 547
A2a Von 100 Wiirfeln haben 80 eine rote
Seitenfliche, 85 — eine blaue, 75 - eine griine.
Wie groB ist die kleinstmdgliche Zahl von
Wiirfeln, die Seitenflichen aller 3 Farben
haben miissen?

A3a Die Arbeiter 4 und B fiihren ge-
meinsam eine bestimmte Tatigkeit in 4 Tagen
aus, 4 und C wiirden dazu 3 Tage benotigen,
B und C 2,4 Tage. In welcher Zeit wiirde jeder
der drei Arbeiter die Titigkeit allein ausfiih-
ren?

A44a Die Pionierleiterin verteilt in ihrer
Pioniergruppe Ansichtskarten. Der erste Pio-

nier erhdlt 1 Karte und % des Rests, der
zweite — 2 Karten und %6 des verbliebenen

Rests, der dritte — 3 Karten und 11—0 des ver-

bliebenen Rests usw.

Wieviel Pioniere waren in der Gruppe, wenn
alle die gleiche Anzahl von Karten erhielten?
A5a Es ist die zweistellige Zahl zu be-
stimmen, deren Quersumme 13 ist und bei der

die Differenz zwischen der urspriinglichen
Zahl und der Zahl, die durch Vertauschen
der Ziflern entsteht, auf 7 endet.

A6Aa Es ist der unkiirzbare Bruch zu be-
stimmen, dessen Wert sich beim Hinzufiigen
des Nenners zu Nenner und Zihler verdop-
pelt.

A7a Esist zu beweisen, daB das Produkt
dreier aufeinanderfolgender Zahlen immer
durch 6 teilbar ist!

A8a Esist zu beweisen, daB zwei Zahlen,
die un'gerade sind und deren Differenz 64 ist,
immer relativ prim zueinander sind!

A94a Es ist zu beweisen, daB man eine
beliebige Rubelsumme, die gréBer als 7 ist,
mit Banknoten im Werte von 3 und 5 Rubel
bezahlen kann, ohne daB Wechselgeld her-
ausgegeben werden muB.

A10a Um 5 gegebene Zahlen zu addieren,
die nicht durch 5 teilbar sind, rundet ein
Schiiler jeweils aul eine durch 5 teilbare
Zahl. Die gefundene Summe erwies sich als
richtig.

Welcher Fehler hitte auftreten knnen, wenn
er jeweils nur die nichstkleineren, durch 5
teilbaren Zahlen addiert hitte?

alla Es ist die kleinste ganze Zahl zu
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bestimmen, die mit der Ziffer 1 beginnt und
die sich verdreifacht, wenn man die Zifler 1
vorn streicht und hinten hinzusetzt.

A12a Eine bestimmte Zahl endet auf die
Ziffer 6. Wenn man diese Ziffer am Ende
streicht und sie vorn an die Zahl setzt, so
hat die neue Zahl den doppelten Wert der
urspriinglichen Zahl.

Wie groB ist sie? Welche weiteren Zahlen
haben diese Eigenschaft?

Al13a Die Mengen A, B, C seien nicht
leer und es gelte: A ist Untermenge von
BuC, B ist Untermenge von A u C, C ist
Untermenge von 4 v B. Kann man daraus
schlieBen, daB 4 =B=C ist?

Al4a Gegeben seien drei Mengen 4,, 4,,
A; und fir jedes n24 wird eine Menge
A=A, n(A,_, U A,_3) definiert.

Es ist die Menge A4, zu bestimmen!

Al5a Es ist zu beweisen, daB die Linge
der Seitenhalbierenden des Dreiecks kleiner
als die halbe Summe der Lingen der Seiten
ist, zwischen denen sie liegt, aber groBer als
die Differenz zwischen dieser halben Summe
und der Hiilfte der Linge der dritten Seite!

A 164 Esist zu beweisen, daB im ungleich-
seitigen rechtwinkligen Dreieck die Winkel-
halbierende des rechten Winkels auch den
Winkel zwischen Hohe und 3eitenhalbieren-
der der Hypotenuse halbiert!

Klasse 7 .

ala 7 Apfel sind auf 12 Personen gleich-
miBig aufzuteilen, ohne einen Apfel dabei
in 12 gleiche Teile zu teilen.
A2A Mit welcher kleinsten Anzahl von
Gewichten kann man auf einer Balkenwaage
eine beliebige Masse ganzzahlig von 1 g bis
40 g wiegen, wenn man die Gewichte aul
beide Seiten der Waage legen darf?
A3a Es ist zu beweisen, daB man unter
12 beliebigen natiirlichen Zahlen immer
2 Zahlen auswihlen kann, so daB deren
Summe oder deren Differenz durch 20 teilbar
ist.
A4a Essind solche Zahlen zu finden, die
bei der Division durch 2 den Rest 1, bei der
Division durch 3 den Rest 2, bei der Division
durch 4 den Rest 3, bei der Division durch 5
den Rest 4 und bei der Division durch 6
den Rest 5 lassen.
A5A P und (8P2+1) seien Primzahlen.
Es ist P zu bestimmen! )
A6a Es ist fir a, b, c>0 zu beweisen:
Wenn 2=9, S0
b ¢
a+b* _a
b’ +c® ¢
A7a Esistzubeweisen: Wenna+b+c=0,
50 a®+b* +c>=3abc.
A84a Esistzubeweisen: Wenna+b+c¢=0,
so (a* +b*+c?)?=2-(a* +b*+c*).
A9a Es ist zu beweisen: Wenn a+b+c

durch 6 teilbar ist, so ist auch a®+5b%+c?

durch 6 teilbar.



A10a Gegeben ist ein konvexes n-Eck,
dessen Innenwinkel alle stumpf sind. Es ist
zu beweisen, daBl dic Summe der Lingen der
Diagonalen groBer als die Summe der Sei-
tenldngen ist!

Alla Esist zu beweisen, daB im Trapez
die Halbierungspunkte der Diagonalen und
die Hulbierungspunkte der nichtparallelen
Seiten auf einer Geraden liegen!

a124 Es ist zu beweisen: Wenn man
die Seitenmitten eines Vierecks verbindet,
so erhillt man ein Parallelogramm.
A13a Es ist zu beweisen, daB die Summe
der Abstinde jedes inneren Punktes von den
Seiten eines gleichseitigen Dreiecks gleich
der Hohe des Dreiecks ist!

A 144 Es ist ein ebenes, konvexes Viereck
aus 3 Seiten und den beiden Winkeln zu
konstruieren, die die fehlende vierte Seite
mit der ersten und der dritten bildet.

Ala a und b sind teilerfremd. Wie grofl

kann der gr6Bte gemeinsame Teiler von

a+b und a—b werden?

A2Aa a und b scien ganze Zahlen. Es ist

zu beweisen: Wenn a”+b* durch 21 teilbar

ist, so ist auch a?+ b? durch 441 teilbar.

a3a Esist zu beweisen, daB fiir jede belie-

bige natiirliche Zahl n eine solche Zahl N

existiert, so daB keine der Zahlen N+1,

N+2, ...,N+n Primzahl ist.

A4A Aus den Zahlen 1, 2 3, ..., 2n sind

n+1 Zahlen ausgewdhlt Es ist zu beweisen,

daB man unter den ausgewihlten immer

zwei finden kann, von denen eine die andere

teilt.

A5a Es ist zu beweisen, daB die Summe

1+1+1+...+l fiir kein einziges ne N zu
23 n

einer ganzen Zahl wird.

A6a Man beweise:

Wenn x+l=1. 50 x5+is= 1.
x x

A7a Es ist zu beweisen, daB fiir alle
natiirlichen Zahlen n> 1 gilt:

Zn+1)

1! -22~33-...~n"<n2
a8a Es ist die Ungleichung x2+ y?+ 22
2 xy+xz+ yz zu beweisen!
A9A Man beweise, daB fiir alle reellen
Zahlen g und b mit a+b=2 gilt:

a*+b*=2.
A10a Beweisen Sie:
Wenn x; +x; +x3=0

X, +x3 +x4=0

Xgo +x|oo+xl =0

X100+ X, +x,=0,s0gilt
X =X3=...=X100=0.
Alla Man lose die Gleichungssysteme
a) y’=5x+y b) x®=5x+y
xX3=5y+x Y =5y+x

4124 Unter welchen Bedingungen hat das
Gleichungssystem
xyz+z=a
xyz>+z=b
x2+y? + 2% =4 genau eine Losung?
A 134 Auf den Seiten eines konvexen Vier-
ecks ABCD mit dem Flicheninhalt 1 wer-
den folgende Punkte festgelegt: K auf AB,
L auf BC, M auf CD, N auf AD. Dabei soll

gelten

I(ZIT)= l(FL)=1 l(CT4)=l

1(KB) " 1(IT) 3’ 1(MD)

1DN)_1

1(NA) s

Es ist der Flacheninhalt des Sechsecks
AKLCMN zu bestimmen!

A 144 Esist ein Quadrat zu konstruieren,

von dem ein Eckpunkt und der Mittelpunkt
einer nichtanliegenden Seite gegeben ist.

Die sprachliche Vorbereitung auf das Aus-
landsstudium erfolgt durch Gastdozenten
aus den einzelnen sozialistischen Landern in
modernen Phonokabinetten

Bei Freunden studieren

Liebe alpha-Leser!
Viele von Euch wissen sicher schon recht
gut, welchen Beruf sie einmal ergreifen wollen.
Einer wird Facharbeiter, der andere méchte
erst ein Studium absolvieren, ehe er in seinem
Beruf titig wird.
Aber Hand aufs Herz! Habt Thr Euch schon
einmal iuberlegt, wo Thr studieren wollt?
Kennt ihr alle Méglichkeiten?
Seit zwei Jahrzehnten entscheiden sich jihr-
lich Hunderte fiir ein besonders interessantes
Studium, fiir ein Studium in der UdSSR oder
in anderen sozialistischen Landern. Welchen
Mathematik-Anhénger reizt es nicht, an
solchen beriihmten Universititen, wie der
Moskauer, Leningrader, Charkower, Toru-
ner, Krakower oder Budapester Universitat
sein Studium zu absolvieren?
Ein Studium im Ausland ist eine ehrenvolle
Auszeichnung. Durch hervorragende fach-
liche und gesellschaftliche Arbeit kann man
erreichen, daB man von seiner EOS oder
BBS zum Besuch der
ABF Walter Ulbricht Halle — Institut zur
Vorbereitung auf das Auslandsstudium
delegiert wird. Ein Studium im sozialisti-
schen Ausland verlangt viel Anstrengung,
aber wer FleiB und Miihe nicht scheut,
dem bietet es reiche Mboglichkeiten. Ein
Studium in der UdSSR wird Euch Gelegen-
heit geben, aus erster Hand das Land ken-
nenzulernen, das die Grundlagen der kommu-
nistischen Gesellschaftsordnung errichtet. [hr
werdet Méglichkeiten haben, enge, freund-
schaftliche Kontakte zu Menschen anderer,
mit uns briiderlich verbundener Staaten
herzustellen. Nach erfolgreichem AbschiuB
des Studiums gehort Ihr zu denjenigen, die
die sozialistische 6konomische Integration
mitverwirklichen. Das ist eine schwere aber
schone Aufgabe, eine lohnende Perspektive.
D. Hetsch




Wahr oder falsch —

Wie kann man das beweisen?

Axel erledigt seine Hausaufgaben. Beim Ad-
dieren der Zahlen 35 und 21 fallt ihm dabei
auf, daB beide Zahlen durch 7 teilbar sind
undedaB auch ihre Surffme 56 durch 7 teilbar
ist. Er dberlegt, ob wohl in jedem Fall die
Summe von zwei Zahlén, die durch 7 teil-
bar sind, eine Zahl ist, die ebenfalls durch 7
teilbar ist. Er fragt seine gréBere Schwester
Beate und deren Freundin Christa danach.
Beate behauptet: ,Immer wenn man zwei
durch 7 teilbare natiirliche Zahlen addiert,
so erhalt man als Summe wieder eine durch
7 teilbare natiirliche Zahl.* Christa erginzt:
,Und entsprechend ist es, wenn man zwei
Zahlen addiert, die nicht durch 7 teilbar sind.
Man erhélt als Summe stets eine Zahl, die
ebenfalls nicht durch 7 teilbar ist.*

Haben Beate und Christa recht mit ihren
Behauptungen? Beide begriinden ihre Fest-
stellungen, indem sie Zahlenbeispiele dafiir
angeben. *

dann sogar: ,,Christas Behauptung ist trotz
der angegebenen Beispiele falsch. Die Zahlen
23 und 26 sind nicht durch 7 teilbar, ihre

Summe 23+26=49 ist aber dennoch durch

7 teilbar.” Zu Beates Behauptung fallt ihm
kein Gegenbeispiel ein. Ist Beates Aussage
demzufolge also wahr? Das 1aBt sich gewiB
nicht sagen, denn vielleicht hat Axel nicht
geniigend lange nach einem solchen Gegen-
beispiel gesucht. SchiieBlich gibt es beliebig
viele Fille, iiber die Beate etwas aussagt.

Fassen wir zunichst einmal zusammen:

Eine Aussage, die sich auf mehr als einen
Einzelfall bezieht, ist als falsch erkannt,
wenn man nachweisen kann, daB sie auf einen
in ihr erfaBten Fall nicht zutrifft, d. h. wenn
man ein Gegenbeispiel angeben kann. Eine
Aussage, die sich auf beliebig viele Einzel-
fille bezieht und fir die man kein Gegen-
beispiel gefunden hat, muB nicht unbedingt
wahr sein. Demzufolge kénnen Aussagen,
die sich auf beliebig viele Einzelfille beziehen,

Beate:
Durch 7 teilbar Durch 7 teilbar Summe
42 . »l4. 42+14=56
21 28 214-28=49
14 7 144 7=21

,,Die Summen 56, 49 und 21 sind durch 7
teilbare natiirliche Zahlen. Also ist die Summe
zweier durch 7 teilbarer Zahlen wieder
stets c_lhrch 7 teilbar.*

Christa:

nicht durch Uberpriifen einer bestimmten
Anzahl dieser Einzelfalle als wahr nachge-
wiesen werden.

Wie aber 1aBt sich die Wahrheit ciner Aus-
sage nachweisen?

"Nicht durch 7 teilbar Nicht durch 7 teilbar Summe
25 30 25430=55
36 23 . o 36+23=59
15 10 15+10=25

»Die Summen 55, 5'9 und 25 sind nicht durch
7 teilbar. Also ist die Summe zweier nicht
durch 7 teilbarer natiirlicher Zahlen stets
* nicht durch 7 teilbar.*

Axel iberzeugen diese Begrindungen nicht
ganz. Nach einigem Nachdenken meint er
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Eine Aussage ist dann als wahr erkannt,
wemrn man nachweisen kann, daB sie auf
jeden in ihr erfaBten Fall zutrifft. Dieser
Nachweis ist verhaltnismaBig einfach, wenn

zum Beispiel nachweisen, daB die Aussage
(1) ,,Unter drei aufeinander folgenden un-
geraden Zahlen, die kleiner als 50 sind, be-
findet sich stets eine Primzahl*

wabhr ist, so kann man einfach alle 23 Einzel-
falle, beginnend bei1, 3, 5) und endend bei
(45, 47, 49), der Reihe daraufhin untersuchen,
ob sich mindestens eine Primzahl unter den
jeweils drei ungeraden Zahlen befindet. Da
dies auf jeden dieser untersuchten Einzel-
falle zutrifft, ist die obige Aussage wahr.
Beates Aussage liBt sich auf diese Weise
nicht als wahr nachweisen, da man nicht be-
liebig viele Einzelfdlle iberpriiffen kann.
In diesem Fall bedient man sich zweckmaBi-
gerweise der Variablen. Sie stehen anstelle
von Zahlen, die man beliebig aus einem vor-
gegebenen Zahlbereich, zum Beispiel aus
dem Bereich der natiirlichen Zahlen, wihlen
kann.

Wir wollen daher zunichst einmal Beates
Aussage unter Verwendung von Variablen
neu formulieren:

(2) ,,Wenn die natiirlichen Zahlen a und &
durch 7 teilbar sind, so ist ihre Summe a+56
durch 7 teilbar.

Um zum Ausdruck zu bringen, daB dieser
Sachverhalt auf alle beliebig vielen méglichen
Fille zutrifft, wollen wir noch genauer for-
mulieren:

(3) ,,Fir alle natbrlichen Zahlen @ und b
gilt: Wenn a und b durch 7 teilbar sind, so
ist ihre Summe a+b durch 7 teilbar.*

Die ,,Buchstaben* ¢ und b, die Variablen,
erfassen gewissermaBen die beliebig vielen
natiirlichen Zahlen, di¢' durch 7 teilbar sind,
,,mit einem Schlage*. Will man die Wahrheit
der obigen Aussage also nachweisen oder —
wie man auch sagt - die Aussage beweisen,
so muB man dabei selbstverstindlich auch
mit diesen beliebigen Zahlen a und b arbei-
ten und nicht mit speziellen Zahlen, die durch
7 teilbar sind.

Bei dem Beweis einer Aussage stiitzt man sich
auf Aussagen, die bereits als wahr erkannt
worden sind, und auf Definitionen von Be-
griffen, die in der zu beweisenden Aussage
oder in den bereits bekannten Aussagen vor-
kommen. Man wird bei einem Beweis im
allgemeinen von dem ausgehen, was man
bereits aber die in der Aussage enthaltenen
Begriffe weiB. Fragen wie ,,Was wird voraus-
gesetzt?*, ,,Was wird behauptet?, , Was
ist Gber die vorkommenden Begriffe be-
kannt?“ helfen oft beim Finden eines Bewei-
ses.

Versuchen wir also einmal, einen Beweis fiir
die Aussage (3) zu finden und aufzuschreiben.
Wir werden davon ausgehen, daB a und &
beliebige natiirliche Zahlen und durch 7
teilbar sind. Was bedeutet nun ,,eine Zahl a
ist durch 7 teilbar*“? Wir erinnern uns an die
Definition der Teilbarkeit natirlicher Zah-
len. (Vgl. zum Beispiel Lehrbuch fir Klasse 6,

sich die Aussage nur auf eine bestimmte , Seite 8). ,,Die natirliche Zahl a bzw. b

Anzahl von Einzelfillen bezieht. Soll man

ist durch 7 teilbar* bedeutet: ,,Es gibt eine



natirliche Zahl, die, mit 7 multipliziert, a
bzw. b ergibt." Bezeichnet man diese Zahl
bei der Zahl a mit # und bei der Zahl b mit m,
so ist daher a=7 - n und b=7 - m. Nachzu-
weisen ist, daB die Summe der Zahlen a
und b durch 7 teilbar ist.

Bilden wir also die Summe: a+b=
7 -n+7 - m. Wir wiren fertig mit unserem
Beweis, wiilten wir, ob es eine natiirliche
Zahl gibt, die mit 7 multipliziert, a+b ergibt.
Man mifBte also versuchen, die Summe
7-n+7-m in ein Produkt umzuformen,
von dem ein Faktor die Zahl 7 ist. Eine solche
Umformung ist aber mdglich auf Grund des
bereits bekannten Distributivgesetzes. Fiir
alle natiirlichen Zahlen » und m gilt namlich:
7-n+7-m=T7-(n+m). Also ist a+b=
7 : (n+m). Da die Summe der Zahlen » und m
wiedereinenatiirliche Zahl ist,—nennen wir sie
k —, gibt es also eine Zahl, namlich die Zahi
k=n+m, die, mit 7 multipliziert, die Summe
a+b ergibt. Das wiederum bedeutet: Die
Summe a+b ist durch 7 teilbar. Da wir mit
beliebigen Zahlen a und b gearbeitet haben,
ist damit die Aussage (3) bewiesen. Beate
hat also recht mit ihrer Aussage.

a ist teilbar durch ¢ b ist teilbar

durch ¢

Es gibt eine natiirliche Zahl,
die, mit ¢ multipliziert,

a ergibt. b ergibt.

Es gibt ¢ine natirliche Zahl,
die mit ¢ multipliziert,

Definition

Diese Zahlen seien mit n und m bezeichnet.
a=c-'n b=c-m

at+b=c-n+c-m

Addition ist stets
ausfiihrbar im Bereich
d. natiirlichen Zahlen

Distributiv-

a+b=c-(n+m)
gesetz
Es sei k=n-m; k ist eine natirliche Zahl.
a+b=c k
Es gibt eine natirliche Zahl, die, mit ¢ multipliziert,
die Surnme a+ b ergibt.
a+b ist teilbar durch ¢ Definition

7/a 7/b 7/ catb)
n m n_+ m
T T T P
[ JJ ) f
3 a b 7 a+bT] 7
I ¢
| .
A __ ) Y .
a=7n b=7-m a+b=7n+7'm =7¥(n+m)

Wenn man den Beweis noch einmal Schritt
fir Schritt durchgeht, wird man feststellen,
daB man ihn ebenso fir die folgende allgemei-
nere Aussage fihren konnte:

(4) ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b und ¢
gilt: Wenn a und & durch c teilbar sind, so
ist ihre Summe a+ b durch ¢ teilbar.*

Den Beweis dafiir kénnte man in der folgen-
den Form kurz aufschreiben:

Beweis :
a, b, ¢ seien beliebige natiirliche Zahlen; a
und b seien teilbar durch c.

Da a, b und c¢ beliebige natiirliche Zahlen
sind, ist die Aussage bewiesen.

Fassen wir also zu sammen: Eine Aussage
iber Zahlen, aber auch Gber geometrische
Begriffe, wie Dreiecke, Kreise usw. —, die
sich auf unendlich viele Einzelfalle bezieht,
14Dt sich nicht beweisen, indem man einige
spezielle Einzelfalle aberpriift.

Der Beweis 1aBt sich nur erbringen, wenn man
dabei mit beliebigen Zahlen (oder entspre-
chend Dreiecken, Kreisen usw.) arbeitet.
Nur auf diese Weise 1aBt sich zeigen, daB
eine solche Aussage, bezogen auf die unend-
lich vielen Einzelfalle, wahr ist. Eine Aus-
sage, die sich auf endlich viele Einzelfalle

bezieht, wie 2. B. die Aussage (1), kann da-
gegen tatsichlich durch Uberpriifen aller
Einzelfalle bewiesen werden.

Fir alle diejenigen, die auch selbstindig
iben mochten, um so ihre Kenntnisse zu
vertiefen und ihre Fahigkeiten zu entwickeln,
sei zum AbschluB noch eine Aufgabe ange-
figt.

Aufgabe: Folgende Aussagen sollen unter-
sucht werden:

(5) ,,Fir alle natdrlichen Zahlen @ und b
gilt: Wenn g und b gerade Zahlen sind, so
ist ihre Summe a+ b eine gerade Zahl.*

(6) ,Fir alle natiirlichen Zahlen g und b
gilt: Wenn g eine zweistellige gerade Zahl und
b eine zweistellige ungerade Zahl ist, so ist
ihre Summe 2+ b eine ungerade Zahl.”

() ,Fir alle natirlichen Zahlen 4 und b
gilt: Wenn @ und b ungerade Zahlen sind,
so istihre Summe a+ b eine gerade Zahl.*

(8) ,,Fir alle natiirlichen Zahlen a, b und ¢
gilt: Wenn a, b und ¢ aufeinanderfolgende
Zahlen sind, so ist ihre Summe a+b+c
durch 3 teilbar.*

(9 ,Fir alle natiirlichen Zahlen a gilt:
Wenn g eine dreistellige Zahl ist und wenn
die letzte Grundziffer von a durch 2 teilbar
ist, so ist a durch 2 teilbar.**

(10) ,,Fur alle natirlichen Zahlen n gilt:
n - (n+1)+1 ist eine Primzahl.

(11) ,,Fiir alle patiirlichen Zahlen 4, b und ¢
gilt: Wenn die Summe a+5b durch c teilbar
ist, so sind a und b durch c teilbar.**

(12) ,,Fir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢
gilt: Wenn a, b, ¢ aufeinanderfolgende unge-
rade natiirliche Zahlen sind, so ist minde-
stens eine dieser Zahlen eine Primzahl.*

(13) ,,Far alle natirlichen Zahlen a gilt:
Wenn g eine cinstellige Zahl ist, so ist
a - (a+2)+1 eine Quadratzahl.

(14) ,,Fur alle natiirlichen Zahlen g pgilt:
Wenn a eine Primzahl und a<10 ist, so ist
a - (a+3)+1 eine Primzahl.*

(a) Welche Aussagen sind falsche Aussa-
gen, d. h. far welche dieser Aussagen 1aBt
sich ein Gegenbeispiel angeben?

(b) Welche Aussagen sind wahre Aussagen?
Welche dieser Aussagen lassen sich durch
Uberpriifen endlich vieler Einzelfille bewei-
sen?

Welche dieser Aussagen lassen sich auf diese
Weise nicht beweisen?

(c) Gib fir jede Aussage entweder ein
Gegenbeispiel an, oder beweise sie!

M. Rehm

111



Es ist die 11. Karte

I. Gang : Der Mitspieler wird gebeten, sich eine Spiel-
karte zu merken, die ich in 4 Gingen finden will.
21 Spielkarten werden in 3 Stapeln zu 7 Karten aus-
gelegt, und der Mitspieler bezeichnet den Stapel mit
seiner ,,gedachten* Karte. Dieser Stapel kommt in
die Mitte der neu zusammengelegten 3 Stapel.

II. Gang: Beim zweiten Auslegen hat das eben be-
zeichnete Kartendrittel die umrandeten Plitze in der
Anordnung, wie folgt: 1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12 | Mittelplatze
(13 14 | 15

16 17 18

19 20 21

Ill. Gang: Moglichkeit A: Mitspieler bezeichnet
Reihe 1, falls 10 oder 13 die Gedachte ist. Nach rich-
tigem Zusammenlegen und neuem Auslegen bekommt
10 den Platz 11., (7+4) 13 den Platz 12., (7+5)
Moglichkeit B: Mitspieler bezeichnet Reihe 2, falls
8, 11 oder 14 die Gedachte ist; dann bekommt

8 den Platz 10., (7+3)

11 den Platz 11., (7+4) 14 den Platz 12., (7+5).
Moglichkeit C: Mitspieler bezeichnet Reihe 3, falls 9
oder 12 die Gedachte ist; dann bekommt
9 den Platz 10, (7+3) 12 den Platz 11., (7+4).
Man sieht, nach dem III. Gang gibt es fiir die Ge-
dachte nur noch die drei Mittelplitze 10., 11. oder 12.
Nach letzter Reihenbezeichnung und entsprechendem
Zusammenlegen wird jeder der drei Mittelplitze zum
11. wegen 7+4=11.

IV. Gang: Verdeckt hinzihlen, 11. aufwerfen!

1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 6 ‘4 5[6 [4 5 6]

7 8 9 7 8 9 7 8 9

10 11 12 10 [11 12

13 14 15 13 14 15

16 17 18 Von 27 Karten wird es immer
19 20 21 die 14., von 15 Karten
2 23 24 die 8., von 9 Karten die 5. Karte.
25 26 27 S. Thum, Barth
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,,3ie sagten doch,
Rechenstabgenauigkeit geniigt!*
... Fink, TH Magdeburg

Riitsel

P -

8

Waagerecht:

1. Teilgebiet der Mathematik
2. Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

der Innenwinkel eines Dreiecks bildet

den Mittelpunkt fiir den . ..
. Begriff beim Rechnen mit Logarithmen
. Name der Funktion y=x*
Zahl
. Zeiteinheit
. Viereck
. Land der Pyramiden
Reiht man die Buchstaben auf der gestrichelten Linie
aneinander, so erhidlt man einen Wirkungsort des
Mathematikers Adam Ries. '

Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch, Altenburg

i B =SS I V]

Kennst du sie?

Von 15 beriihmten Mathematikern (M), Physikern
(P) bzw. Chemikern (C) sind die Vornamen und
Lebensdaten angegeben. . Errate die Nachnamen;
deren Anfangsbuchstaben ergeben den Namen eines
Mathematikers, der im vorigen Jahrhundert lebte.

Daniel (1700 bis 1782 (M), Albert (1879 bis 1955) (P),
Friedlieb Ferdinand (1795 bis 1867) (C), John (1550
bis 1617) (M), David (1862 bis 1943) (M), Niels
Henrik (1802 bis 1829) (M), Wilhelm Conrad (1845 bis
1923) (P), Richard (1831 bis 1916) (M), Adam (1492
bis 1559) (M), Abram Fjodorowitsch (1880 bis 1960)
(P), Leonhard (1707 bis 1783) (M), Dimitri Iwano-
witsch (1834 bis'1907) (C), André Marie (1775 bis 1836)
(P), John von (1903 bis 1957) (M), Emmy (1882 bis
1935) (M) Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden



Verriickte Sitze

Hier sind ein paar Ritselsitze. Konnt ihr sie lesen?

8 8er schwammen am 7gebirge vorbei.

7 Kinder 7 den Sand

4 Redforster spielten 1st auf Re4 66.

4 W8eln 18en 3st. Stephan Marzak, 11 Jahre, Kéln

Knobel mit

Die Buchstaben sind so durch Ziffern 1 bis 9 zu er-
setzen, daB wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeu-
ten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern.

K- 1 +K =
KN - | +N = T
KNO I +@ = TIM
KNOB | +B = T ML
KNOBE - | +E = TIMLE
KNOBEL | +L = TIMLEB
KNOBELM I +M = TIMLEBO
KNOBELMI -} +1 - TIMLEBON
KNOBELMIT |l +T =TIMLEBONK
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden
Kryptarithmetik H. Oehl, Miinchen
Mathe
+ alpha
Spass (Keine Zahl beginnt mit Null.)
Magische Figur

In der Figur sind die Zahlen von 1 bis 14 so einzutra-
gen, daB die Summe der Zahlen in den gleichen Formen
stets 15 ist. Je vier Formen sind zu einem Viereck ver-
bunden. Die Summe der Zahlen in den Eckpunkten
soll stets 30 betragen.

Mathematikfachlehrer B. Herrmann, Alt-Toplitz
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Mundwinkel R. Schade, aus: Magazin 4/75
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Silbenriitsel

me—mo—-na—na—nal-o-0-0-

ma —ma — me€ —

ler Silben hat die

I §
2H13

helfende Bedeutung.)

Die Worter bedeuten :

1. Linie, die die Seiten eines Vielecks beriihrt

2. Einheit der Linge

3. Bezeichnung fiir die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, ...

4. Ergebnis einer Division

5. letzter Buchstabe des griechischen Alphabets

6. Plural einer Zeiteinheit

7. Gerade, die zu einer anderen gleichen Abstand hat

8. griechischer Buchstabe

9. Seite eines rechtwinkligen Dreiecks

10. Bestandteil eines Dezimalbruchs

11. Teilgebiet der Mathematik

12. Bezeichnung fiir Zahlen, wie z. B. 2, , ...

13. sportlicher und mathematischer Wettbewerb

14. Name einer in der Kreislehre wichtigen Zahl
15. im Altertum benutztes Rechenbrett

16. Bezeichnung fiir die'natiirlichen Zahlen,

die durch 2 teilbar sind.
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLdV, Berlin

Am Rechner Neonlicht gleit
Dieter Christke, Leipzig haltlos

an weillflieBenden Winden.
Glattes Linoleum

wirft spiegelnd es

den Rohren zuriick.

Hinter schirmendem Glas
zucken feinnervig
vielgliedrige Arme

erhalten der Biander —
widersinnig scheint’s —
unfafibaren Tanz.
Lacknigel berithren
liebkosend

plastgestaltete Dendriten,
ratterndes Jauchzen
peripherer Gerite zeigt an —
berechnet ein neuer Gedanke.
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XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen - Fortsetzung

Bezirksolympiade

Klassenstufe 10

4. Laut Definition von f gilt

r2)

=(a®+b?+(a+b)*)=(2a%+2ab + 2b%)* =
=4(a*+2a°b+2a%b* + a*b? + 2ab® + b*) =
=2(a*+b*+a* +4a*b+ 6a*b® + dab® + b*)=
=2a*+b*+(a+b)*)=2f(4), w.z.b.w.

5. Angenommen, 2 sei eine Zahl mit den ver-
langten Eigenschaften. Dann muB wegen
n*+6n—187=(n—11)(n+ 17) mindestens
einer dieser beiden Faktoren durch 19 teil-
bar sein, da 19 eine Primzahl ist.

Fall1: Es gelte n—11=m- 19 mit ganzzah-
ligem m. Daraus folgt n=19m+ 11.

Fiir m <O ist n keine natiirliche Zahl.

Aus m=0 folgt n=11.

Aus m=1 folgt n=30.

Fiir m>2 ist n>40.

Fall2: Es gelte n+17=r-19 mit ganzzahli-
gem r. Daraus folgt n=19r—17.

Fiir r<0 ist n keine natiirliche ZahlL

Aus r=1 folgt n=2.

Aus r=2 folgt n=21.

Fiir r23 ist n>40.

Also konnen hochstens die Zahlen 11, 30,2, 21
die Bedingungen der Aulgabe erfiillen.
Tatsichlich gilt:
11246-11—187=11(11+6—17)=0-19
302+6-30—187=130-36—187=
893=47-19
2246-2—-187=16—187=—-9-19
2124+6-21—-187=21-27-187=
380=20-19

Genau die Zahlen 11, 30, 2, 21 geniigen daher
den Bedingungen der Aufgabe.

6 (1) Angenommen, X sei ein Punk_t der
geforderten Art Dann gilt, wenn OP=g,
OR=b, PX=x, RY=y gesetzt wird:

vy b . (1)

a a+b
denn wegen XROPz & YRQ und
XORX = XRYQ ist AORX~ARYQ.
AuBerdem gilt ’;‘=Ify
weil wegen XOPY =~ x0XQ und
XOYP = ¥ PQX AOYP~APQX gilt
Aus (1) und (2) folgt

@
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= ) 3)

a+x
x?+ax—at=0
und hieraus wegen x>0

a. ~
=2(/5-1).
x=3 /5-1)

Ist nun AOMP ein rechtwinkliges Dreieck mit

@

den Katheten OP und OM ;22, N der
Schnittpunkt von MP mit dem Kreis um M
mit dem Radius g X der nicht auf OP
gelegene Schnittpunkt des Kreises um P

mit dem Radius PN, so ist PX =g /5-1).

Daher geniigt der Punkt X nur dann allen
Forderungen der Aufgabe, wenn er auf lol-
gende Weise konstruiert werden kann:

(II)  (a) Man errichtet auf OP in O die
Senkrechte s.

Man trédgt von O aus auf s eine Strecke

P
OM der Linge % ab.

(#)  Man schligt den Kreis k um M mit
dem Radius MO. Ist N der Schnitt-
punkt von k mit PM, dann

schlage man den Kreis k' um P mit
dem Radius PN. Der nicht auf OP
liegende Schnittpunkt von k' mit der
Geraden durch O und P ist der
Punkt X.

(III) Jeder so konstruierte Punkt X ge-
niigt den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis:Nach dem Lehrsatz von Pythagoras

@

git  MP= \/O_M’HW%\/E.

Daherist nach Konstruktion
PX=PN=PM—-MN=PM—-MO=

. -
W3-,

Folglich gilt x=ﬁ'=g(ﬁ— 1) und damit

(4) und (3). Ist nun Y auBerhalb von OP
auf der OR enthaltenden Geraden so gelegen,
daB YQ || RX ist, so gilt
AOYP ~ APQX
und hieraus ¥OPY = ¥ PXQ. Folglich ist
¥PXQ+ < YPX=180".
Daher kénnen die PY bzw. XQ enthalten-
den Geraden nach dem Winkelsummensatz
fiir Dreiecke keinen Schnittpunkt haben,
sind also parallel.
(IV) Die angegebene Konstruktion ist stets
auf genau zwei Weisen ausfiihrbar, die beide
auf denselben Punkt X fiihren.

DDR-Olympiade

Olympiadeklasse 10

1. Wendet man auf die Faktoren des gege-
benen Produktes eine der binomischen For-
meln an, so erhdlt man z=

(1-2)-(1+2)-3—-2)3+2) (5-2)-(5+2)-
12.32_52
L (197=2)-(197+2) - (199—2) - (199 +2)
.. 19721992
Da nun in allen Faktoren des Zihlers von
den ungeraden Zahlen die Zahl 2 subtrahiert
wird bzw. zu den ungeraden Zahlen die Zahl 2
addiert wird, sind alle Faktoren des Zihlers
ungerade Zahlen. Dabei treten alle ungera-
den Zahlen mit 3<m<197 genau zweimal
als Faktoren auf, denn sie werden ein erstes
Mal dadurch erzeugt, daB von der Zahl
m+2 die Zahl 2 subtrahiert wird und ein
zweites Mal dadurch, daB zu der Zahl
m—2 die Zahl 2 addiert wird Demnach kann
man kiirzen und erhilt
z=(l-—2)~(3—2) -(197+2)-(199+2)
12 . 1992
und schlieBlich

z=%. Da 199 eine Primzahl ist, ist z

damit in der verlangten Form angegeben.
Wir wollen hier noch angeben, wie man die
die Losung unter Verwendung des Produkt-
zeichens IT aufschreiben kann.

99 4
z=11 (1— )
k=0 (2k+1)?

99
I ((2k+1)2-2%)
k=0

z=

99
I (2k+1)

k=0

99
M ((2k+1)-2)((2k+1)+2)
k=0

=5
I (2k+1)
k=0

99

I (2k+3)
k=0

99
T (2k-1)
x=0

zZ=

99 99
M 2k+1) T 2k+1)

k=0 k=0



Ersetzt man nun k durch k—1, so muB man
natiirlich k von 1 bis 100 laufen lassen. Wir
nutzen das aus und erhalten damit

99 100

I (2k—-1) I (2k+1)

_k=0 k=0

100 99
T (2k—1) T (2k+1)

x=0

k=1
Jetzt kénnen wir kiirzen, und von jedem die-
ser vier Produkte bleibt dann entweder der
0-te Faktor oder der 100-ste Faktor stehen:
_—1-201
1991
erhalten wir das Ergebnis wie oben.
Bemerkungen: Diese Aufgabe muB im Rah-
men der 4. Stufe der OJM als leicht bezeichnet
werden und war damit als 1. Aulgabe am
ersten Tag auch richtig platziert. Die meisten
Schiiler l6sten die Aufgabe ohne ersichtliche
Schwierigkeiten wie ganz oben angegeben.
Kein Schiiler benutzte die Produktschreib-
weise. (Wir mochten bei dieser Gelegenheit
nur einmal auf diese Méglichkeit aufmerksam
machen.) Die hduligsten Méngel traten bei
Formulierungen auf, etwa 30°/, wiesen im
Antwortsatz nicht auf die Teilerfremdheit
von 201 und 199 hin. Punkteverteilung:
Punkte 01234 5 6
Anzahl der Schiiler 8 0 2 2 2 31 55
Dr. Hans-Jirgen Sprengel,
Pad. Hochschule Karl Liebknecht,
Potsdam

. Damit

2. I. FormelmiBige Erfassung der geome-
trischen Vorgaben (siehe Bild). Mit P, Q, R, S
werden in dieser Reihenfolge die aul 4B,
BC, CD, DA liegenden Berithrungspsnkte
des Inkreises mit dem Tangentenviereck be-
zeichnet. Es ist die Tatsache zu verwenden,
daB ein Beriihrungsradius senkrecht auf der
zugehorigen Tangente steht.

Weiterhin seien a, f, 9, § in dieser Reihenfolge
die GroBen der Winkel ¥ AMP, ¥xBMQ,
¥ CMR, £ DMS. Da die Tangenten aus A
an den Inkreis symmetrisch beziiglich AM
liegen, gilt X AMP= X AMS. Entsprechend
folgt *BMQ= xBMP, xCMR=xCMQ,

X DMS= xDMR.

Nach Konstruktionen sind die Winkel «, f,
v, & spitz, und es gilt die Gleichung

a+f+y+é=n (1)
Im Teildreiecck AMAB bestehen folgende
Bezichungen

AP+BP=a 2
AP _sin a, BP _sin B 3
AM BM

—L_=cos €, ——=cos B. 4)
AM M

Auf Grund des Sinus-Satzes der ebenen Tri-
gonometrie gilt weiterhin
AM _cosp
BM cosa
II. Beweis
Durch Einsetzen von (3) in (2) findet man
AM sin « +BM sin f=a ()
Verkniipft man (5) mit (6), ergibt sich
“BM (sin a cos
cos a
Die gefundene Gleichung wird mit cos a
durchmultipliziert.
Eﬂ(sin a cos f+cosa sin f)=acosa (7)
Die linke Seite von (7) liBt sich mit Hilfe
eingg Additionstheorems umformen. Durch
Division mit BM und Einsetzen von (4) auf
der rechten Seite von (7) ergibt sich
sin (a+ f)=——— - @®
AM - BM
Mittels zyklischer Vertauschung der Formein
2 bis 5 von dem Dreieck AMAB auf das
Dreieck AMCD und ein den Schritten 6 bis 8
analoges Vorgehen findet man
sin (y + §) =——— ©)
CM -DM
Wegen sin (a+f)=sin (z—(x+p)) folgt
aus (1) sin (a + f)=sin (y+9). (10)
Mit (10) fiihren (8) und (9) auf die Gleichung
O g O AMBM
AM-BM CM-DM ¢ CM-DM
Ende des Beweises.
Bemerkungen: Die gestellte Aufgabe ist Rir
die Klassenstufe 10 als angemessen zu be-
zeichnen. Bei Vorgabe von 7 Punkten fiir
den vollstindigen Beweis ergab die Korrektur
folgenden Punktespiegel:
Punkte 0 123456 7
Anzahl d. Schiiler 29 24 3 3 6 4 0 31

Der hohe Anteil von Schiilern (53°/,), die
mit der Aufgabe so gut wie nichts anzufangen
wuBten, erklirt sich aus dem Fehlen eines
Lésungsgedankens. Ein Losungsgedanke be-
steht z B. darin, die Flacheninhalte der Drei-
ecke AMAB und AMCD zueinander in
Beziehung zu setzen. Wegen der gemeinsamen
Héhe r muB das Verhiltnis der Flichenin-
halte gleich dem Verhdltnis a :c der Basen
sein.
Auf alle Fille ist die Bereitstellung geome-
trischer Grundbeziehungen an dem Viereck
ein erster Schritt zur Durchfithrung des Be-
weises. In dem hier demonstrierten Fall er-
leichtert dies eine zielgerichtete identische
Umformung der Ausgangsgleichung (2).
Dozent Dr. E. Schrider,
Technische Universitat Dresden

)

+sin f)=a

3 A. Losung (in Anlehnung an den Vorschlag
der Aufgabenkommission):
Die Pyramide ABCDS (Bild 1) wird langs AS

aufgeschnitten. Ihre Mantelfliche wird in die
Ebene abgewickelt, so daB die Figur von
Bild 2 entsteht Die Punkte der Kante AS
werden dabei sowohl den Punkten der
Strecke A’S’ als auch denen von A"S’zuge-
ordnet, z B. hat P die beiden Bildpunkte P’
und P”. Wegen 0° <@ <90° gilt 0° < X A'S'A”
=4¢ <360° so daB stets A'+ 4" und P’ P”
sein muB. Betrachtet man einen beliebigen,
aber festen Punkt P und dazu einen belie-
bigen geschlossenen Streckenzug PQRTP
von der in der Aufgabe genannten Art, 50
geht PQRTP bei dieser Abbildung in einen
gleichlangen (wegen P’ P” nicht geschlos-
senen) Streckenzug P'Q'R’T P” (Bild 2) iiber,
der folgende Eigenschaften hat:
1. P'S'=P"S'=PS;
2. P, Q, R, T bzw. P" sind

innere Punkte der Strecken A4'S’,

B'S’, C'S', D'S’ bzw. A"S’.

Bild 1

Bild 2

Streckenziige in der Ebene mit diesen beiden
Eigenschaften sollen zuldssige Streckenziige
genannt werden. Jedem zuldssigen Strecken-
zug entspricht umgekehrt ein geschlossener
Streckenzug auf dem Mantel der Pyramide,
der dieselbe Linge hat und die Forderungen
der Aulfgabe erfiillt Unter den geschlossenen
Streckenziigen PQRTP gibt es daher genau
dann einen kiirzesten, wenn es unter den
zulidssigen Streckenziigen P'Q'R’'T’P” einen
kiirzesten gibt. Das Bild 2 legt nahe, zwei
Fille zu unterscheiden:

1. 0° <4¢ <180°. Das Polygon A'B'C’'D’'A"S’
ist ein konvexes Sechseck. Man erkennt
leicht, daB die Strecke P’'P” dann jede der
drei Strecken B'S’, C'S’, D'S’ in einem inneren
Punkt schneiden muB. Daher ist die Strecke
P'P"=P'Q R T{P” (Bild 2) ein zulissiger
Streckenzug, und zwar der kiirzeste, da die
Strecke die kiirzeste Verbindung zwischen
P’ und P” iiberhaupt ist Ergebnis:

Die WinkelgroBen ¢ mit 0°<@ <45° ge-
horen zu der gesuchten Menge.

2. 180°<4¢ <360°. Das Polygon A'B'C'D’
A"S’ ist entweder ein Fiinfeck (@ =45
oder ein konkaves Sechseck mit einem Innen-
winkel ¥ A'S'A">180°. In beiden Fillen
ist die Strecke P'P” sicher kein zuldssiger
Streckenzug, da sie keine inneren Punkte der
Strecken C'S’, B'S’, D'S’ enthalt. Das fiithrt
zu der Vermutung, daB in der Menge der
zuldssigen Streckenziige kein kiirzester exi-
stiert, wenn 45° < ¢ <90° ist. Dies wird nun
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dadurch bewiesen, daB gezeigt wird: Fiir
45°<@<90° gibt es zu jedem zuldssigen
Streckenzug noch einen kiirzeren zulidssigen
Streckenzug. Ist ndmlich P'Q’R’T’'P” (Bild 3)
irgendein zuldssiger Streckenzug, so kénnen
nicht samtliche der drei Streckenziige
P'Q'R’, Q'R'T', R'T'P" Strecken sein. Sonst
wire P'Q'R'T'P” die Strecke P'P”, also im
Widerspruch zur Voraussetzung kein zu-
lassiger Streckenzug Es sei Q'R'T’ ein
Streckenzug, bei dem @', R’, T’ nicht auf
derselben Geraden liegen. Die Strecke Q'T’
muB wegen & B'S'D’'=2¢p <180° die Strecke
C'S’ in einem inneren Punkt R} schneiden.
Daher ist P'Q'R| T'P” wieder ein zulidssiger
Streckenzug. Er ist aber kiirzer als P'Q'R’
T'P", weil Q'T' < QT +R'T ist Ergebnis:
Die WinkelgroBen ¢ mit 45°<¢p <90° ge-
horen nicht zu der gesuchten Menge.

Die gesuchte Menge von WinkelgroBen ¢
ist daher mit 0° <¢ <45° gefunden.

Bild 3

Bemerkungen: Die Aufgabe wurde von nur
11 Schiilern ausgewihlt Das zeigt, daB bei
den Schiilern im allgemeinen die Logik
gegeniiber der Geometrie den Vorzug ge-
nieBt. Mingel traten vor allem bei der Be-
handlung des Falls 45°< ¢ <90° auf, wenn
es darum ging, einen sauberen Nachweis
dafiir zu fiihren, daB es zu jedem zuldssigen
Streckenzug immer noch cinen kiirzeren
gibt.

Punkte

Anzahl d. Schiiler

01234567

12000161
Dr. G. Seifert, Akademie der
Wissenschaften der DDR, Zentralinstitut
fiir Mathematik und Mechanik

3 B. Losung (nach einem bearbeiteten Lo-
sungsvorschlag des Schiilers Bernd Renner,
Halle): Uwes Aussage ist nur dann falsch,
wenn gilt:

a) Peter hat den Zirkel nicht,

b) Klaus hat das Lineal

‘Peters Aussage ist ebenfalls nur dann falsch,
wenn a) und b) zutreffen. Das heiBt, daB
Uwes und Peters Aussagen entweder beide
wahr oder beide falsch sind. Wiren sie beide
falsch, so wire auch Monikas Aussage falsch —
was aber im Widerspruch zur Voraussetzung
steht. Daraus folgt, daB die Mitteilungen von
Uwe, Peter und Monika wahr und die von
Klaus und Ilona falsch sind. Da die Aussage
von Klaus falsch ist, hat er selbst das Lineal,
und Uwe hat den Bleistift nicht. Dann hat
Peter den Zirkel (Peters Aussage). Ilona hat
weder Fiiller noch Bleistift, also hat sie den

116

Radiergummi. Da Uwe den Bleistift nicht hat,
hat ihn Monika. Also hat Uwe den Fiiller.
Mithin ergibt sich:

Uwe hat den Fiiller,

Monika hat den Bleistift,

Peter hat den Zirkel,

Klaus hat das Lineal,

Ilona hat den Radiergummi.
Bemerkungen: 89 °/, der Schiiler wihlten
diese Aufgabe. Als typische Fehler traten
falsche Wahrheitswerttabellen auf, insbeson-
dere bei der Implikation. Oftmals wurden
auch unvollstandige bzw. uniibersichtliche
Fallunterscheidungen durchgefiihrt.

Punkte 0 12 34 56 7
Anzahld. Schiller 13 133 14 5 13 1 27
Dr. Ingeborg Bartsch, Universitdt
Rostock, Sektion Mathematik

4. 1. Losungsmoglichkeit: Wir nehmen an,
daB eine rationale Zahl r die Gleichung (1)
erfiillt. Dann folgt durch Quadrieren, da
beide Seiten von (1) positiv sind,
Q+J3+2(/2+/3- /2= J3)
+(2—/3) = 16, woraus sich
Q2+ +2- /=14
und die Erkenntnis
./2+\/3‘,/2—\/3=1 ergibt. (3)
Durch die Substitution (2 +\/§)’= : z erhilt
man aus (2) unter Beriicksichtigung von (3)
die quadratische Gleichung z2—14z+1=0,
deren Losungenz, =7+ 4\/3 undz,=7- 4\/3
sind. Daraus ergibt sich N
Q@+ =7+43 baw.
2+ /3 =7-4./3.
Wegen 7+4/3=4+4./3+3=(2+/3) er-
halten wir als mogliche Losungen von (1)
r,=2 und r,=—2 Die rationalen Zahlen
r,=2und r, = —2 sind tatsichlich Lésungen
von (1), denn es gilt
(V2+3+(/2- /3=
=2+./3+2-/3=4 und
2+ 2+ (/2= 32 =
=2-/3+2+/3=4.
2. Losungsmoglichkeit: Wir betrachten die
Funktion f mit f (x)=(/2+/3) +
+(/2—./3)" lir alle reellen Zahlen x. Zu-
néchst gilt stets
f(=%) =2+ +(/2-J3)*
_ 1 S 1 _
W2+ (/2=3F
=W2=V3" +(/2+Br=1(x).
Also ist f eine gerade Funktion und es gilt
V2+/3=(/2—/3)"". Wirsetzen /2 +./3
= :a und erhalten f(x)=a*+a~* mit a> 1.
Fiir x>0 untersuchen wir das Monotonie-
verhalten von f. Mit einer beliebigen positi-

ven reellen Zahl « gilt:
fer+a)-f )=+ Lo L.

1
=F£az.r+2u+ 1 _aZx+¢_a¢)

2

1

=%La2.r+a(aa_ 1)—(0’— l))
a

=;xl_+£02x+¢_ l)(au_ 1)

Wegen >0 und a>1 folgt a*>1 und
a***2>1, also f(x+a)—f(x)>0 und damit
S(x+a)>f(x). Im Intervall (0,00) ist die
Funktion f streng monoton wachsend und
wegen f(—x)=f(x) im Intervall (—oo, 0)
streng monoton fallend. Folglich kdnnen
hochstens eine positive reelle’ Zahl r; und
eine negative reelle Zahl r, existieren, die (1)
erfilllen. Die Gleichung (1) 18t sich auch in

der Form (2+/3)24+(2—/3)7=4 schreiben,
aus der man unmittelbar die Losung r, =2
ablesen kann. Daher sind ry=2und r,=—r,
= —2 genau die Lésungen von (1).

Bemerkungen: Von den 100 Startern l5sten
15 die Aufgabe vollstindig (6 Punkte), 3 wie-
sen nur die Notwendigkeit nach, daB eine
Losung r Element der Menge {2, —2} ist,
unterlieBen aber den Hinweis, daB sowohl 2
als auch -2 tatsichlich Lésungen sind
(5 Punkte), 32 konnten nur die ,gesehene*
Losung r, =2 angeben (1 Punkt) und 5 Star-
ter erhielten keinen Punkt 36 Schiiler be-
miihten sich vergebens, mit Hilfe von Mono-
toniebetrachtungen die Vollstindigkeit der
Losungsmenge {2, —2} fiir Gleichung (1)
zu zeigen. Die Bezichung /2+./3
=./2—./3)"" haben nur etwa 20 Starter
erkannt. Ein Schiiler entwickelte eine in-
teressante Losungsvariante unter Benutzung
der Tatsache, daB fiir von Null verschiedene
reelle Zahlen x und y aus xy+1 und x+y
stets x ' —y~!+y—x folgt Wegen der sehr
unsauberen schriftlichen Darlegung seiner
Gedanken gelangte er jedoch nicht ans Ziel
Der Schwierigkeitsgrad der Aufgabenstellung
erscheint der Klassenstufe angemessen zu
sein. Dr. Hans-Jiurgen Vogel,
Pdd. Hochschule ,Karl Liebknecht", Potsdam

5. Die Aussagen von Annemarie und Bri-
gitte sind Allaussagen. Um eine solche zu
widerlegen, reicht ein Gegenbeispiel aus.
Nimmt man f(x)=x g(x)=\/x2—+1,
dann erhilt man zwei Funktionen, die alle
Voraussetzungen erfiillen:
1. Definitionsbereich von f=Definitionsbe-
reich von g=Menge R der recllen Zahlen.
2 a) f ist aul R streng monoton wachsend,
wie sich sofort aus der Monotoniedefinition
in der Anmerkung ergibt.
b) g ist nicht auf ganz R streng monoton.
Fiir x, = —1 <1=x, ergibt sich

glx)=g(x)=/2.
3. g2~ fHx)=(/x*+ 1P —x*=1
Von Schillern angegebene Modifikationen
des obigen Losungsweges:
1. Andere Funktionen fiir g
a) glx)=—/x*+1

x2+1 fiir rationale x

b) g(0)= {\{ Jx*+1 [ir irrationale x
2 Direkter Nachweis, daB g(x)=,/x*+1
nicht streng monoton ist aul ganz R.
Fall 1: x,, x,€(0, o)
xy<xyoxi<xdsxitl<xd+ls/xI+1
=g(x,)</x5+1=g(x,); also ist
g auf (0, o) streng monoton wachsend.




Fall 2: x,, x,6(— 0. 0)
Xy <] > [l P = x> ol =
=x3-g(x,)>g(x,); also ist g auf (— oo, 0)
streng monoton fallend.
3. Zusitzliche Forderung an f: Es gebe x,,
x,€R mit f(x,)=—f(x,).
Solche Funktionen sind z B. f(x)=x, f(x)
=x2 Sei 0. B. d. A x, <x, Dann ist g%(x,)
=1+4+f¥x,)=1+f%x,)=g*(x;) und damit
le(xy)|=1|g(x;)|; also ist g nicht iiberall streng
monoton.
Bemerkungen: Die meisten Schiiler sahen
nicht, daB nur ein Gegenbeispie! angegeben
zu werden braucht, um die Aussagen von
Annemarie und Brigitte zu widerlegen. Wer
es aber erkannte, kam auch schnell auf das
Beispiel

S(X)=x,g(x)=y/*x*+1.
Bei dem Versuch eines ,allgemeinen“ Be-
weises wurden von den Schiilern aufwendige
Umformungen vorgenommen, die dann in
den meisten Fillen nicht zum Ziel fithrten
Die Anmerkung zur Aufgabe glaubten einige
Schiiler benutzen zu miissen; sie versperrten
sich damit die Idee des Gegenbeispieles.

Punkte 0 12 34 5 6
Anzahl d. Schiller 30 15 4 10 8 16 17
Der Punktedurchschnitt von 2,67 ist fiir diese
doch leichte Aufgabe als zu gering zu bezeich-
nen. Dipl.-Math. Feter Kobelt,
Ingenieurhochschule Berlin-Wartenberg

6. Losung (entsprechend dem Vorschlag der
Aufgabenkommission):

a) . Angenommen, es gibt eine Zuordnung
zwischen den Punkten A, B, Cund D, E, F
mit den geforderten Eigenschaften. Wir be-
zeichnen mit A', B, C’ die Punkte, die dabei
A, B, C zugeordnet sind Da AB Kante sein
soll, muB 4B mindestens zwei ebenen Seiten-
flichen angehéren. Nach Voraussetzung ge-
hen von A nur die Kanten AB, AC, AA’ und
von B nur die Kanten B4, BC, BB' aus.
Folglich miissen A4’ und BB’ in ¢iner ge-
meinsamen Ebene liegen, in der auch 4B
und A'B’ liegen.

Die Punkte A, B, E, F liegen in einer gemein-
samer Ebene g da der Mittelpunkt M des
Wiirfels aus Symmetriegriinden Mittelpunkt
von AE und BF ist (siche Bild). Da M auch
Mittelpunkt von CD ist und M nicht in der
Ebene durch A, B, C enthalten ist, gilt Dée,
und damit kann weder DE noch DF mit AB

in einer gemeinsamen Ebene liegen. Folglich
muB A’'B’=EF und damit C’'=D sein. Nun
muB aus Symmetriegrinden noch A'=E
und B'=F sein.

II. Auf Grund der Mittelpunktsiage von M
ist andererseits einsichtig, daB diese Zuord-
nung tatsdchlich die geforderten Eigenschaf-
ten besitzt Die gesuchte Figur besteht aus
den beiden Tetraedern ABCM und DEFM.
b) Die Strecken AB, BC, CA, DE, EF, FD

haben simtlich die Linge gJi Da AE,

BF und CD die Linge a./2 besitzen, haben
auch AM, BM, CM, EM, FM, DM simtlich
die Linge gJi’ Also sind beide Tetracder

regelmiBig und kongruent zueinander und
haben nach einer bekannten Formel das

Volumen - 22 3\/5—£ Die gesamte
12\2 24

3
Figur hat dann das Volumen ‘:—2.

Bemerkungen: Die meisten Schiiler gingen
von den sechs moglichen eindeutigen Zu-
ordnungen von {4, B, C} auf {D, E, F} aus.
Die Begriindungen dafiir, daB fiinf dieser
Zuordnungen nicht die geforderten Eigen-
schaften besitzen, waren hiufig unzureichend
und zu sehr auf die Anschauung gestiitzt
(Bei der Korrektur wurde eine solche Be-
hauptung, daB der Mittelpunkt M des Wiirfels
auch Mittelpunkt von AE, BF und CD ist,
der anschaulichen Richtigkeit wegen ohne
weitere Begriindung akzeptiert)

Eine eclegante elementare Berechnung des
Volumens der Figur hat ein Schiiler angege-
ben, wenn man die Volumenformel fiir das
regelmiBige Tetraeder nicht parat hat Sind
G, H, K die Mitten derjenigen Seitenflichen
des Wiirfels, die die Punkte 4, B bzw. B, C
bzw. C, A enthalten, so ist AXBGKCHM ein

Wiirfel mit der Kantenlidnge g. Aus diesem

Wiirfel entsteht das Tetraeder ABCM da-
durch, daB vier zu AXBC kongruente Tetra-
eder abgeschnitten werden Das Tetraeder
AXBC hat nun offensichtlich ein Sechstel
des Volumens des Wiirfels (mit der Kanten-

linge 2). Also hat das Tetraeder ABCM
2(a\* a® . .., . ..

das Volumen ={ -} =—. (Bei dieser Losung
6\2/ 24

ist nicht einmal die Kenntnis notwendig,
daB das Tetraeder ABCM regelmiBig ist.)
Die Aufgabe war angemessen. Die Schiiler
fanden (bis auf wenige Ausnahmen) einen
Zugang und konnten wenigstens Teillosun-
gen erzielen. Im Teil b) traten Fehler bei der
Volumenberechnung auf, insbesondere bei
der Berechnung der Hohe des Tetraeders.
Bei richtiger Losung wurden fiir den Teil a)
S und fiir den Teil b) 3 Punkte vergeben.
Punkte 0123 4 56 7 8
Anz d.Schiller 7475191119 2113
Dr. E. Quaisser, Pad. Hochschule
.Karl Liebknecht* Potsdam

1968 a4 ist die Anzahl der Werkstiicke und ¢
die Zeit in Minuten, dann folgt fiir die
1. Maschine ¢, = 20+14q
2. Maschine ¢,=200+ 2a.
a) Bei 100 Werkstiicken gilt
t,= 20+14-100=1420
£,=200+ 2-100= 400
Die Einsparung berechnet man aus t,—¢,
=1020. Durch die modernere Maschine
werden 1020 Minuten eingespart.
b) Bei gleicher Zeit gilt ¢, =¢,.
20+ 14a=200+2a
124=180
a= 15
Bei 15 Werkstiicken brauchen beide Ma-
schinen die gleiche Zeit.
(KL 9, Gleichungssysteme)

1969 Aus dem rechtwinkligen ADBC ergibt
sich nach dem Lehrsatz des ‘Pythagoras:

2
az=(2) +h?
2

h=a2-L
4
hz gaz
4
3 Kl 8
h =23 (KL8,
2 v Lehrsatz des Pythagoras)

1970 a) die 1. Klasse erhdlt x Mark, die
2. Klasse (360 - x) Mark.
26:22=1x:(360—x)

22x=26-(360— x)

22x=360-26—26x

48x =360 26

x=195

Die 1. Klasse erhilt 195 M und die 2. Klasse
165 M.
b) 360:195=100:x

19500

X = ———
360
x=542

Die Klasse mit 26 Schiilern erhilt 54,2°/, der
Gesamtsumme.
(K. 8, Gleichungen, Kl. 7 Prozentrechnung

1971 Es sind vom 1. Typ x Waggons,
vom 2. Typ (33 — x) Waggons.
20x+(33 —x)24=720
20x+ 792 —24x=1720
4x= 72
x= 18
Vom 1. Typ wurden 18 Waggons und vom
2. Typ 15 Waggons eingesetzt.
(KL 8, Gleichungen)
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1972 x+y= 4 x=4-y
Ix—2y= 52 x=12
34—y)—2y= 52
12-3y—2y= 52
y=-8
Die zwei Zahlen heiflen 12 und —8.
' (K1. 9, Gleichungssysteme)

1973 x—y= 6 x=6+y x:yeN
x'y=216
6+yy=216
y2+6y—216= 0

__P r\*
e

Yi.2=—3+./9+216

Yi2=—3%15
y = 12
y, =—18 (entfillt als Losung,
da yeN)
xX= 6+y
x= 6+12

~  x= 18 Die beiden
natiirlichen Zahlen heiBen 12 und 18.
(K1 9, Quadratische Gleichungen)

1974 PH=200m
PF =600 m
FB =360m
x:200=360: 600
x=120
Die Hohe des Hotels betrédgt 120 m
(K. 8, Ahnlichkeit, Strahlensatz)

B
A

P H E

1975 a) 80700: x=100:60
x=48420
An Arbeiterfamilien wurden 48420 Wohnun-
gen vergeben
b) 69500:80700=100: x
x=116,2

Die Anzahl der 1973 gebauten Wohnungen
lag um 16,2°/, hoher als 1972,
(K1. 7, Prozentrechnung)

Lisungen zu alpha-heiter 5/75

Ritsel

1. Algebra, 2. Inkreis, 3. Numerus,
4. Parabel, 5. Billion, 6. Sekunde,
7. Rhombus, 8. Agypten
Losungswort : Annaberg

Kennst du sie?

Bernoulli, Einstein, Runge, Neper, Hilbert,
Abel, Réntgen, Dedekind, Ries, Loffe, Euler,
Mendelejew, Ampere, Neumann, Noether;
Bernhard Riemann.

Verriickte Sitze

Acht Achter schwammen am ‘Siebengebirge
vorbei. Sieben Kinder siecben den Sand. Vier
Revierforster spielten einst auf Revier sechs-
undsechzig. Vier Wachteln lachten dreist.
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Aufgaben der Qualifizierungsrunde

der schwedischen

Mathematik-Olympiade 1974

1. Aus cinem Silberdraht soll ein Ohrgehinge
angefertigt werden, das aus einem Kreis mit
angelotetem Quadrat besteht (vgl die Abb.).
Wie verhilt sich der Durchmesser des Kreises
zu der Seitenlinge des Quadrats, wenn die
Summe der Flicheninhalte des Kreises und
des Quadrats moglichst klein sein soll?

2. Finf Gegenstinde, die mit den Ziffern
1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet seien, sollen so in drei
Ficher A, B, C gelegt werden, daB sich in
jedem Fach mindestens ein Gegenstand be-
findet Wieviel Moglichkeiten gibt es dafiir?
3. Es sind alle reellen Lésungen der Glei-
chung

YO —x+Yx—11=Ya
zu ermitteln.

Knobel mit
K=1,N=2,0=3,B=4, E=5,L=6 M=17,
I1=8, T=9

Kryptarithmetik

Einige Lésungen:
432954-37093=80388;
14082+49384=63466;
32084429 182=61266;
1659264 096=80 688

Magische Figur

Silbenriitsel

1. Inkreis, 2. Meter, 3. matiirlich, 4. Quo-
tient, 5. Omega, 6. Monate, 7. Parallele,
8. Gamma, 9. Kathete, 10. Komma, 11. Arith-
metik, 12. irrational, 13. Olympiade, 14. Pi,
15. Abakus, 16. Gerade

Internationale Mathematikolympiade

Man beachte, daB in dieser Aulgabe die
dritte Wurzel aus einer reellen Zahl auch
dann definiert ist, wenn der Radikand nega-
tiv ist Es gilt also fiir alle reellen Zahlen a
und b

i/;=b genau dann, wenn a=>5b>.

4. Man beweise, daB fiir alle ganze Zahlen n
die Zahlen

2n*4+n+1 und 8n%4+2n+1
keinen gemeinsamen Teiler haben, der groBer
als 1 ist.

S. Es seien p und g zwei voneinander ver-
schiedene positive ganze Zahlen.

a) Man beweise, daB es dann eine quadra-
tische Gleichung mit ganzzahligen Koeffi-
zienten gibt, deren eine Losung gleich
JP—a .

\/p+ Jq 1st.

b) Man untersuche ferner, welche zweite
Losung eine solche quadratische Gleichung
haben kann.

6. Es sei M eine Menge von m-n Punkten
(m23, n23), die in der Form eines Recht-
ecks angeordnet sind. Man unterscheidet
in dieser Menge innere Punkte und Rand-
punkte. Dabei sei ein Punkt P innerer Punkt
genannt, wenn er wie in der Abbildung von
vier benachbarten Punkten P,, P,, P,, P,
umgeben ist.

X X X X X
X X X x X

Nun seien Funktionen f definiert, bei denen
jedem Punkt P der Menge M cine reelle
Zahl f(P) zugeordnet ist und fiir alle inneren
Punkte P

SO) =3  (P)+1 (o) +f (Ps)+ (P.))

gilt.

/, und f; seien zwei solche Funktionen, wobei
fi(R)=f>(R) fir alle Randpunkte R der
Menge M gilt.

Man beweise, daB dann auch f,(P)=f,(P)
fiir alle inneren Punkte der Menge M gilt.



Ubung
macht den Meister

Arbeit mit Variablen

Aus AbschluBpriifongen der 10. Klasse
der Oberschule

1975 Vereinfache den Term
(m?n%)?
so weit wie moglich!
1974 Vereinfache folgenden Term so weit
wie moglich!
3/a%® (a20; b=0; be P)
1973 Gib den Wert fiir die Variable a an,
fiir den der Term
5
6—3a
nicht definiert ist!

1972 Forme die Gleichung fiir das Volumen

des Kegels

V= 1 ar?
3

nach der Variablen r um!

Kleines Mathematik-
Sprachlexikon Teil 5

Vierecke

YeThIPEXYT OJILHHKY
Quadrangles (or : Quadrilaterals)
Quadrangles (Quadrilatéres)

LA
L1 LT
]

K 3
L
L)
1 aligemeines Viereck
NPOH3BOJIbHBIH YEThIPEXYTOIbHHK
any quadrilateral
quadrangle quelconque
2 Trapez
Tpaneuus (4eThiPEXYTOJIbHHUK, [BE
CTOPOHB! KOTOPOTO NApPaJUIE/IbHbI)
trapezium, trapezoid (quadrilateral with
one pair of parallel sides)
trapéze (quadrangle avec une paire de
cbtés paralléles) ’

1971 Forme die folgende Gleichung nach a

um!

1970 Vercinfache die folgende Summe so
weit wie mdglich!

3m(m + 0,6n — 4n?)+ (m — 5n)*

1969 Lose die folgende Gleichung nach a
auf!

1.1_,

a Sa

(@+0,b+0; a,b reell)

1968 Lose die folgende Gleichung nach ¢t
auf!

s=p+p-k-t

(P+0, k+0)

1967 Berechne

(6a-+5b) (L;-zb) '
’ 2

1966
wie moglich!
1,11
a'b c
(a*b; b+0; c*0, a+ —b)

3 Parallelogramm (Viereck mit parallelen
Gegenseiten)
NapajuieNiorpaMm (HeTHIPEXYTONIBLHUK,
NPOTHBOMNONOXHBIE CTOPOHLI KOTOPOrO
napaiesibHbI)
parallelogram (quadrilateral whose
opposite sides are parallel)
parallélogramme (quadrangle avec
cotés paralléles opposés)
Rhombus
poM6 (PaBHOCTOPOHHMIA YeThIPEX-
YroJILHHK)
rhombus (equilateral quadrangle)
losange (quadrangle équilatéral)
5 Rechteck
NPAMOYTONbLHAK (4EThIPEXYrONBHUK C
NPAMBIMU YTIAMH)
rectangle (quadrilateral with right angles)
rectangle (quadrangle qui a seulement
des angles droits)
6 Quadrat
KBaJpaT (PaBHOCTOPOHHHUI NPAMO-
YrOJIbHHK)
square (equilateral rectangle)
carré (rectangle équilatéral)

o

Regelmiflige Vielecke
NPaBUIBHbIE MHOTOYI OJILHUKH
Regular Polygons - Polygones réguliers

Lose nach ¢ auf und vereinfache so weit

1965 Eine Seite eines Rechtecks sei 6 cm
lang Verlingert man diese Seite um 4 cm
und verkiirzt die andere um 1 cm, so ent-
steht ein Rechteck mit gleichem Flichen-
inhalt. ’

Wie lang ist die andere Seite des urspriing-
lichen Rechtecks?

So wie Sie es gemacht haben geht es
natiirlich auch.

Funfeck - Sechseck - Achteck - Zwolfeck
NATHYTONLHUE, * IIECTHYIOJIbHHK *
BOCLMMYTOJIBHME * IBEHAAUATHYTONbHHK
pentagon - hexagon - octagon - dodecagon
pentagone - hexagone - octogone -

dodécagone

Der Kreis The circle

KpyT Le cercle’

Kreis und Kreisteile

M Mittelpunkt A=nr* Kreisflache
UEHTp IUIOIa b Kpyra
centre area of the circle
centre surface du cercle
r Radius t Tangente
panumyc KacaTesnbHas
radius tangent

rayon tangente

d Durchmesser P, Beriihrungspunkt

AMaMeTp TOYKA KacaHus
diameter point of tangency
diamétre point de contact
U=2nr Kreisumfang

JUIMHA OKPYXHOCTH
circumference of the circle
pénimetre du cercle (circonférence du cercle)
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s Sekante A, Kireisabschnitt - ) ’ © Gerader Kreiskegel
ceKylas KPYrOBOH CErMEHT : NMPAMOM KPYroBo# KOHYC
secant circular segment ! Right circular cone
4
sécante segment de cercle y Cbne droit circulaire
PP, Sehne A, Kreisausschnitt R , .
xopnaa KpPYTOBOIi CEKTOP “
chord circular sector d Durchmesser der Grundfliache
corde secteur de cercle JMaMeTp OCHOBaHHSA

P:)’z Kreisbogen
ayra

circular arc

arc de cercle

Kreiszylinder
KPYroBbIe [MJIMHAPbHI
Circular cylinders
Cylindre circulaire

1 gerader Zylinder

OpAMONA WIMHID

right cylinder

cylindre droit (cylindre de révolution)

h Hdéhe
BBICOTA
height
hauteur

diameter of the base
diamétre de base

Ay =dh Mantelfliche des geraden Zylinders

60K0BadA NOBEPXHOCTb NPAMOro KpPyroBo

LMWIMHAPA

curved surface of the right circular cylinder
surface latérale du cylindre droit circulair

2 schiefer Zylinder
HaKJIOHHBIA HHIHHAD
oblique cylinder
cylindre oblique

3 schief abgeschnittener Zylinder
HAKJIOHHbIA OTPE3ANHLIH LMINHAP
obliquely cut cylinder

cylindre tronqué

4 Hohlzylinder
MOJIbIA THIMHAD
hollow cylinder
cylindre creux

Kegelstumpf
YCE4EHHBIA KOHYC
Frustum of a cone
Coéne tronqué

Mit Heft 6/75 schlieBen wir unser kleines
Lexikon ab. Wir wiirden uns freuen, von
unseren Lesern Aufgaben in russischer, eng-
lischer oder franzésischer Sprache (Lésungs-
vorschlage in deutsch) zu erhalten.



aus dem VEB
Fachbuchverlag

S. Koch

Arleitung zum Losen
mathematischer Aufgaben

136 S., 61 Abb. Preis 7,60 M
In diesem Buch sind aus dem Bereich des
Mathematikunterrichts der Fach- und Ober-
schulen etwa 140 vollstindig durchgerech-
nete Aufgaben enthalten, deren Ldsung
jeweils in Schritte unterteilt ist:

Teil A: Aufgabenstellung

Teil B: Erste Losungsschritte, meist mit dem
Losungsplan, dem Ansatz und den notwen-
digen Uberlegungen

Teil C: Durchfiihrung der weiteren rechneri-
schen Operationen

Teil D: Fixierung des Ergebnisses, Kontrolle
und Formulierung der Antwort. Hier wer-
den auch SchluBfolgerungen gezogen, Ver-
allgemeinerungen erwdhnt und Hinweis auf
Erginzungen gegeben.

Aus dem Inhalt: Formelumstellungen - Aus
der Mengenlehre - Anwendungsaufgaben zu
linearen Gleichungssystemen mit zwei un-
bekannten Variablen - Quadratische Glei-
chungen - Ungleichungen, Wurzelgleichun-
gen, goniometrische Gleichungen - Folgen,
Grenzwert, Stetigkeit - Funktionsuntersu-
chungen - Extremaufgaben - Fliachenberech-
nung durch Integration - Volumenberech-
nung von Rotationskérpern

A. J. Kitaigorolski

Unwahrscheinliches —
moglich oder unméglich?

252 S., 38 Bilder Preis 5,50 M
In diesem Buch geht es um die Wahrschein-
lichkeitstheorie. Anliegen des Autors ist es,
den Lesern die Dialektik von GesetzmabBigkeit
und Zufall verstindlich zu machen und Ver-
haltensweisen fiir gewisse Situationen in
Beruf und Alltag zu erlautern.

Jiri Sedlétek

Keine Angst vor
Mathematik

167 S., 71 Bilder Preis: 480 M
Das Buch will zeigen, daB manche Aufgaben
der Unterhaltungsmathematik kein bloBer
Zeitvertreib sind, sondern daB sie zu ernsten,
fir die angewandte Mathematik wichtigen
Problemen fiihren. Diese Schrift, deren Stoff
hochstens das Wissen der Oberschule ver-
langt, wendet sich insbesondere an Schiiler,
die sich fir Mathematik interessieren.

KieBling/Korner

Anleitung zum Lésen
physikalischer Aufgaben

127 S., 56 Abb., 1 Beilage Preis 5,00 M
Die Verfasser dieses Buches haben sich die
Aufgabe gestellt, die Selbststudienarbeit beim
Ldsen physikalischer Aufgaben bestmoglich
anzuleiten. Dieses Buch ist kein Lehrbuch,
sondern eine Ubungsanleitung. Der Leser
muBl sich die physikalischen Grundlagen
durch Anhéren der Experimentalvorlesun-
gen und Studium von Lehrbiichern erarbeitet
haben. In dem Buch finden wir rund 100 viel-
seitig ausgewahlte Beispiele (Teilprogram-
mierte Losung von Aufgaben und Diskus-
sion).

Dietrich/Stahl
Grundziige der
Matrizenrechnung

313 S., 10 Bilder, 57 Kontrollfragen und Ant-
worten, 66 Ubungen und Lésungen
Preis 8,50 M

M. Kovics

Rechenautomaten und
logische Spiele

212 S., 114 Bilder Preis 8,00 M
Dieses Buch fithrt auf populirwissenschaft-
liche Weise einige Gedanken iiber die Bezie-
hungen zwischen Mathematik, Logik, Physik
und Kybernetik ein, und gleichzeitig regt
es dazu an, einfache Gerite selbst zu bauen.

Mechanische Multiplizier-Dividier-Maschine

T
Uy +—
: - —
—J P
— U+ U,y
.. —
T P
—

Addition mit Hilfe eines Transformators

Die Lésung mathematischer und logischer
Aufgaben, die sonst mit Bleistift und Papier
gerechnet werden, findet ihre Darstellung
in physikalischen Zusammenhingen und
kann so mit wenigen Mitteln, aber mit etwas
Denkarbeit automatisiert werden. Neben
Lesen, Lernen und Uberlegen steht gleich-
zeitig das Basteln, zu dem das Buch anregt
und so eine sinnvolle Verbindung zwischen
Theorie und Praxis herstellt.

G. Choquet Neue

Elementargeometrie

VEB Fachbuchveriag Leipzig

144 S., 15 Bilder Preis 1680 M
Mit diesem Buch legt der Verlag ein Werk
eines wegen seiner mathematischen Leistun-
gen hoch angesehenen franzésischen Wissen-
schaftlers vor, das auch einen method.-didak-
tischen Zweck verfolgt. Es enthilt eine axio-
matische Begrindung der euklidischen Ele-
mentargeometrie, die, von anschaulichen
Axiomen ausgehend, dennoch rasch die zu-
grunde liegenden algebraischen Strukturen
hervortreten laBt. Nicht die Kongruenzbe-
ziehungen von Dreiecken stehen im Vorder-
grund, sondern die durch das Parallelogramm
gegebene Vektoraddition. Geschrieben ist das
Ganze in einem modernen Stil, der das Ver-
trautsein mit solchen Begriffen wie Aqui-
valenz, Abbildungen, totale Ordnung — Be-
griffe, ohne die heute wohl kaum noch eine
mathematische Theorie formuliert wird.



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mit diesem Beitrag erdffnen wir die alpha-
Serie ,, Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt*.
Wir — das ist ein Kollektiv von FDJlern
der Sektion Mathematik der Karl-Marx-
Universitdt Leipzig. In unserer Serie wollen
wir iiber ,den mathematischen Alltag“ an
den Schulen berichten, iiber Zirkelnachmit-
tage von Arbeitsgemeinschaften, Mathema-
tikklubs, iiber die Arbeit mit der alpha,
iiber Spezialistenlager und andere Aktivi-
titen Junger Mathematiker.

Natiirlich wird dabei die Diskussion von
interessanten Aufgaben, die euch, liebe alpha-
Leser, beschiftigen, im Mittelpunkt stehen.
Deshalb sind wir an euren Ideen interessiert.
Helft mit bei der Gestaltung der neuen Serie!
Richtet eure Beitriige an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14
»Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt*“.

VergeBt nicht, Absender sowie Schule und
Schuljahr anzugeben!

o Einen interessanten Beitrag zu ecinem
Pionierfest leisteten die 11 Mitglieder der
AG Mathematik der Klasse 6c der 1. Ober-
schule ,,Hans Beimler* aus Herzberg und
ihre Zirkelleiterin, Frau Gutsche. Sie hatten
Stinde aufgebaut, an denen sie ihren Mit-
schiillern Mathematikaulgaben, Scherzfragen
und lustige Zeichenaufgaben vorlegten. So
wurden z B. Rechenaufgaben mit Streich-
holzern oder Fragen wie ,Welche Zahl
hat ebenso viele Ziflem wie Buchstaben?*
gestellt.

e® Die folgende Aufgabe sandte uns Herr
Reinhard Schulz, Fachlehrer fiir Mathematik
an der OS Rotta und Leiter des Kreisklubs
Junger Mathematiker Grifenhainichen.
Aufgabe: 27 kongruente Kreise mit dem
Radius r sind entsprechend der Zeichnung
so angeordnet, daB jeder innere Kreis von
genau 6 Kreisen beriihrt wird. Wie groB ist
der Radius des zugehorigen Umkreises?

Die Aufgabe eritstand iibrigens bei der Kreis-
olympiade, als je 27 Bleistifte fiir die Teil-
nehmer auf diese Weise gebiindelt waren.
Auch Rohre, die auf der Ladefliche eines
LKW so zusammengebunden waren, fand
Herr Schulz.

Die Lésung stammt von seinem Klubmitglied
Thomas Kaatz. Thomas (s. Foto) ist Schiiler
der 10. Klasse der EOS Grifenhainichen
und mehrfacher Sieger bei der Bezirksolym-
piade.

Losung: (1) Der Schnittpunkt P, der Trans-
versalen des gleichseitigen Dreiecks P;PgP,,
ist der Mittelpunkt des Umkreises, denn
APP,P,, =2 AP PP, = AP PP =
AP,PyPys= AP P,oP = APy PP,

nach sws.

Also gilt R=P,P,.
@ PP, =§ J§r=§ Hohe im Dreieck

PyP,P,,.
(3) XPP;P = ¥PsP:P1o+ ¥P1oP:Py=
60° +30° =90°, daraus folgt

__ 4 2 2_4 o
PlPs-\/Sr +4r —5J3r.

(4) PePs= \/5 r=Héhe im gleichseitigen
Dreieck P¢PgP,,.

(5) Dreieck PP, P, ist rechtwinklig mit
den Katheten P,P;=P P +Iﬁ=

% J3rund P P =3r. Daraus folgt
5o 49, 2_2 oo
PIP‘—\/?r +9r -§J57r.

(6) Der Kreis mit dem Radius r um P, be-
riihrt den Umkreis in P,, lolglich liegen P,,
P, und P, auf einer Geraden. Also ist

T — —_— 2 ——3
R=P1P‘+P‘P2=<§ J57+1)rz6,03r

® Zum AbschluB eine Aufgabe von Di-
plommathematiker Gerold Schmidt, dem Au-
tor dieses Artikels:

Aufgabe: In der Aufstiegsrunde zur FuBball-
Oberliga spielen die 5 Staffelsieger der Liga,
wobei jede Mannschaft gegen jede andere
genau einmal auf eigenem und genau einmal
auf gegnerischem Platz anzutreten hat. Fiir
ein gewonnenes Spiel gibt es 2 Punkte, fir
ein unentschiedenes 1 und fir ein verlorenes
keinen.

Am Ende steigen die beiden Mannschalten
mit den meisten Punkten in die Oberliga
auf (bei Punktgleichheit entscheidet die Tor-
differenz, d. h. die Diflerenz aus erzielten
Toren und Gegentoren, iiber die Plazierung).
a) Man beweise, daB eine Mannschalt, die
jedes Heimspiel gewinnt und jedes Aus-
wirtsspiel unentschieden gestaltet, auf jeden
Fall aufsteigt!

b) Man untersuche, ob diese Behauptung
auch richtig ist, wenn 6 Mannschalten auf
oben genannte Weise 2 Aufsteiger ermitteln!
Die Losung findet ihr im nichsten Heft unter
~Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt“. Viel
SpaB beim Knobeln! G. Schmidt

Leser fragen —
alpha antwortet

Unser Leser Wolfgang Noetzold aus Zschok-
ken versteht die folgende Aussage, aul die
er beim Studium der Kleinen Enzyklopddie
Mathematik stieB, nicht:

»-.. jeder abbrechende Dezimalbruch ldBt
sich als unendlicher Dezimalbruch mit un-
endlich vielen Nennermn darstellen, z B.
7,58=17,57999...“ -

Unsere Antwort: Wir bezeichnen die Zahl,
die durch den unendlichen Dezimalbruch
7,57999 ... dargestellt wird, mit x. Dann gilt
10x=175,7999 ... Subtrahieren wir
x=7,579 ..., so erhalten wir 9x=6822
und nach Division durch 9  x=7,58.

Da zwei Zahlen, die mit einer dritten iiber-
einstimmen, untereinander gleich sind, gilt
also 7,58 =757999 ...

Dieses Verfahren ist auf jeden abbrechenden
Dezimalbruch anwendbar, was den obigen
Satz beweist.

Wir bemerken noch, daB man mit einer
Verallgemeinerung des obigen Vorgehens,
jeden periodischen Dezimalbruch in die Form

ﬁ (p und g ganze Zahlen) umwandeln kann.

Damit beweist man, daB jeder periodische
Dezimalbruch Darstellung einer rationalen
Zabhl ist.

Ubung: Verwandle die periodischen Dezimal-
briiche

a) 1,444... b) 107,107...

in die Form 2 (p und q ganz und unkiirzbar)!
q
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Uber die wichtigste
Eigenschaft
der reellen Zahlen

1. Wir formulieren die wichtigste Eigenschaft
der reellen Zahlen

Bei der Behandlung von Quadratwurzeln
und bei Kreisberechnungen habt ihr in der
7. Klasse erstmalig mit reellen Zahlen gear-
beitet. In der 9. Klasse sind eure Kenntnisse
iiber reelle Zahlen vertieft worden. Unter
anderem habt ihr folgende Definition ken-
nengelernt (vgl. Lehrbuch 9. Klasse, Seite 21):
Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimal-
bruch ohne Neunerperiode.

Worin liegt nun eigentlich die wesentlich
neue Qualitiit des Bereiches der reellen Zah-
len im Vergleich zum Bereich der rationalen
Zahlen? Zu jeder rationalen Zah! gibt es
genau einen Punkt auf der Zahlengeraden.
Die Menge der rationalen Zahlen ist durch
die Ordnungsrelation < dicht geordnet.
Das heiBt bekanntlich, daB zwischen je zwei
verschiedenen rationalen Zahlen noch min-
destens eine weitere rationale Zahl liegt.
Hieraus folgt dann, daB zwischen je zwei
verschiedenen rationalen Zahlen noch un-
endlich viele andere rationale Zahlen liegen.
Folglich liegen auch auf der Zahlengeraden
zwischen je zwei verschiedenen Bildpunkten
rationaler Zahlen noch unendlich viele an-
dere Bildpunkte von rationalen Zahlen.
Und doch gibt es auf der Zahlengeraden noch
Punkte, die nicht Bildpunkte von rationalen
Zahlen sind.

Der in der Figur 1 markierte Punkt P ist z B.
nicht Bildpunkt einer rationalen Zahl, und
zwar deswegen nicht, weil es keine rationale
Zahl x gibt, die der Gleichung x*>=2 ge-
niigt.V

(Haben wir also nur die rationalen Zahlen
zur Verfiigung, so hat die Strecke OP keine
Linge.)

reellen Zahl ist (vgl. Lehrbuch Klasse 9,
Seite 21).
Durch diese markante Eigenschaft unter-
scheidet sich die Menge der reellen Zahlen
grundlegend von der Menge der rationalen
Zahlen.
Wir wollen uns zunichst das Ziel setzen,
diesen grundlegenden Unterschied noch aul
eine andere Art zu beschreiben, ohne uns
dabei auf die Zahlengerade beziehen zu
miissen. Dazu betrachten wir einige Bei-
spiele (Beispie! 1 bis 3).2
Beispiel 1:

M, ={x|x<1 und x rational} ¥
und M,={y|ly>1 und y rational}
sind zwei Mengen mit folgenden Eigenschal-
ten:
a) Beide Mengen sind nicht leer, d. h., sie
enthalten jede wenigstens ein Element.
b) Fiir jedes Element x aus M, und jedes
Element y aus M, gilt x<y (hier sogar
x<y). (Figur 2)

Figur 2
M1

J {

M
———

X 1 y

c) Die Mengen M, und M, ,kommen sich
beliebig nahe*. Das soll [olgendes bedeuten:

Zu jeder natiirlichen Zahl n (und sei sie noch
so groB3 gewahlt) gibt es stets ein Element x
aus M, und ein Element y aus M, derart.

daB y—x< ﬁ ist. (Figur 3)

Wir geben zunichst einige Erlduterungen zu
den genannten Eigenschalten.

Zu (a): M, enthilt z B. die Zahl %, denn %

ist eine rationale Zahl, und es gilt %<l.
Ebenso sind die Zahlen %,17—1,0,—%, ~19
u. a. Elemente von M ,. Demgegeniiber enthalt

M,z B. die Zahlen 2,2 und 2,35; denn alle

diese Zahlen sind rational und gréBer als 1.

Zu (b): Da jede Zahl aus M, kleiner als 1
und jede Zahl aus M, groBer als 1 ist, gilt
x <y [ir jedes xeM, und jedes yeM ,.

Zu (c): SchlieBlich sei beispielsweise die na-
tiirliche Zahl n=3 vorgegeben. Gibt es Zah-

Figur 1 \\ 1
\ len x aus M, undyausMz,sodaﬁy—x<10—3
1 \ ist? -
\\t Ja! Wir lwiihlen z B x=1 3 L und
¢ =1+ .
0 1 P 2 ¥=""10000

Die Menge der reellen Zahlen 14Bt sich je-
doch so auf die Zahlengerade abbilden, daB
es nicht nur zu jeder reellen Zahl genau
einen Punkt auf der Zahlengeraden gibt,
sondern dariiber hinaus auch jeder Punkt
der Zahlengeraden Bildpunkt genau -einer

Beide Zahlen sind rational. Ferner gilt x <1
und y>1. Also ist xeM, und yeM,. AuBer-

dem ist
1

" 10000
-2 10 _1
10000 10000 1000

y—x=1+ (1 )=

10000

,also y—x<

1
1000

Aufgabe 1:

Es sei n=35 vorgegeben. Bestimme Zahlen
xeM, und yeM, mity—x<—ll0§!
(*) Es gibt nun genau eine rationalé Zahl s,
die zwischen beiden Mengen liegt in dem
Sinne, daB fiir jede Zahl xeM, und fiir jede
Zahl yeM, gilt x<s<y.

Diese Zahl s ist die Zahl 1.

Betrachten wir noch ein anderes Paar von
Mengen M, M, (Beispiel 2):

M | = {x|x rational und x>0 und x* £9}
M, = {y|y rational und y>0 und y*>9}.
Auch diese beiden Mengen haben die Eigen-
schalten (a), (b) und (c).

Aufgabe 2:

Gib Zahlen an, die zu M| bzw. M, gehoren!
Eigenschaft (b) kann wie folgt nachgewiesen
werden:

Aus xeM, und yeM, folgt x2<9 und 9<y?,
also x2 <y?. Gibe es nun ein xeM, und ein
yeM, mit x>y, so wire x*>y? im Wider-
spruch zu x2 < y?.

Also muB stets x <y gelten.

Uberzeugen wir uns noch von der Giiltig-
keit der Eigenschalft (c)!

Es sei z B. die Zahi 1_36 vorgegeben. Die

Zahlen x=3 und y=3,001 leisten das Ver-
langte. Es ist nimlich 3 eine positive ratio-
nale Zahl mit 32=9<9; ebenso ist 3,001
eine positive rationale Zahl und 3.001%2=
=9,006001 >9. SchlieBlich gilt y—x=
=3,001—3=0,001 <0,01.
In gleicher Weise findet man zu jeder natiir-
lichen Zahl n Zahlen xeM, und yeM, mit*
1
y—x<ﬁ.
Auch hier gibt es wieder genau eine Zahl,
die zwischen beiden Mengen liegt, nimlich
die Zahl 3. Fiir jedes xeM, und jedes yeM,
gilt also x £3<y.

Es gibt allerdings Mengen M, und M,
rationaler Zahlen, die zwar die Bedingungen
(a), (b) und (c), aber nicht die Bedingung (*)
erfiillen.

Dazu ein Beispiel (Beispiel 3):

M, = {x|x positiv rational und x* <2}

M, ={y|y positiv rational und y?>2}.

Aufgabe 3:

Zeige, daB M, und M, die Eigenschalten
(a) und (b) haben!

Wir wollen auch (c) iiberpriifen. Ist 11—0
(also n=1) vorgegeben, so leisten die Zahlen
x=1,41 und y=142 das Verlangte, denn
beide Zahlen sind positiv rational, es ist
x2=19881<2, y>=20164>2 und schlieB-

lich y—x=1,42-1,41=001<0,1.
ISt%O vorgegeben, so betrachten wir die

Zahlen
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2

a a
1,410 1,988100
1,411 1,990921
1,412 1,993744
Zahlen 1413 1,996569
aus M, 1.414 1,999396
1.415 2,002225
1,416 2,005056
Zahlen 1,417 2,007889
aus M, 1,418 2,010724
1,419 2,013561
1,420 2,016400

Wir wihlen also x=1414 und y=1415.
Dann ist xeM,, yeM, und y—x=1415—
—1,414=0,001 <0,01. Entsprechend verfah-

ren wir, wenn die Zahl

1
vorgegeben
000 'OrE°E

ist. Dazu berechnen wir die Quadrate der
Zahlen

1,4140; 1,4141; ...; 1,4149; 1,4150.

Wieder finden wir zwei Zahlen derart, daB
das Quadrat der einen noch kleiner und das
Quadrat der anderen schon gréBer als 2 ist.
Die eine gehdrt zu M |, die andere zu M, und

. . . . 1

ihre Differenz ist kleiner als 000"

Wenn man fiir eine beliebige natiirliche Zahl n
schon Zahlen xeM, und yeM, mit y—x<ﬁl);
gefunden hat, so erhdlt man auf die gleiche
Weise wie oben fiir die natiirliche Zahl n+1
ebenfalls ein xeM;, und ein yeM, mit
y=x<ror.

Wie steht es nun mit der Bedingung (*)?
Gibe es eine rationale Zahl ¢ zwischen den
Mengen M, und M,, so wiren folgende
Fille moglich:

(1) ¢2=2 (2) ?<2 (3) *>2
Wie wir bereits wissen, kann Fall (1) nicht
eintreten, da es keine rationale Zahl gibt,
deren Quadrat gleich 2 ist.

Im Fall (2) wiirde die Zahl ¢ zu M, gehoren.
Wir zeigen, daB es zu jeder Zahl aus M, eine
noch gréBere gibt, die ebenfalls zu M, ge-
hort.

Es sei x eine beliebige Zahl aus M,. Wenn
wir zeigen kénnen, daB es eine positive Zahl z
gibt, fiir die (x + 2)% <2 gilt, so sind wir fertig.
Wegen z>0 ist nimlich x+z>x und wegen
(x+2)*<2ist x+2zeM,.

Wie finden wir aber eine solche Zahl z?

Aufgabe 4:

Gib fir die Zahlen x=1; 14; 1,41; 1,414
(Zahlen aus M,) jeweils ein positives z an,
so daB (x+2z)?<2 gilt! Sicher mul z der
Ungleichung 0<z<1 geniigen. Wenn diese
Abschitzung fiir z auch noch viel zu grob
ist, so hilft sie uns jedoch schon, unsere
weiteren Uberlegunger zu vereinfachen. Es
ist

(x+2?=x2+2xz+z2*=x*+2z(2x +2).
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Wegen 1,5eM, und 0<z <1 gilt gewiB
2x+2<2-1,5+1=4 und damit

(x+2)? <x*+4z.
Wihlen wir z nun so, dafl
i) x?+4z <2 gilt,

so ist natiirlich auch (x + z)* <2. Die Unglei-
chung i) ist fiir z <%(2 —x?) erfiillt.
Folglich erhalten wir

(x+2)?<x? +dz<x? +4- %(2—x2)=2.

Dic Zahl x+z mit0<z<i(2—x2) ist also

groBer als x und gehort auch noch zu M.
Somit finden wir zu jeder Zahl xeM, — also
auch zu ¢ - eine noch groBere Zahl in M.
Das ist aber ein Widerspruch zu der Bedin-
gung (*), denn fir jede Zahl xeM, miiBte
x=Zc gelten.

Aufgabe 5:
Zeige analog, daB auch Fall (3) nicht eintre-
ten kann! Damit erhalten wir: Es gibt keine
rationale Zahl, die zwischen den Mengen M,
und M, liegt.
DaB es bei diesem Beispiel, wie auch bei
vielen anderen keine rationale Zahl gibt,
die zwischen beiden Mengen liegt, ist der
entscheidende Mangel des Bereichs der ratio-
nalen Zahlen und der Grund dafiir, diesen
Zahlenbereich zum Bereich der reellen Zah-
len zu erweitern. Im Bereich der reellen Zah-
len gilt nun der folgende Satz 1: Sind M,
und M, Mengen reeller Zahlen mit den
Eigenschaften a) bis c), so gibt es stets genau
eine reelle Zahl, die zwischen beiden Mengen
liegt.
In diesem Satz wird die wichtige Eigenschalft
des Bereiches der recllen Zahlen formuliert,
die - wie wir an Beispielen gesehen haben -
im Bereich der rationalen Zahlen nicht gilt.
Weiteroben hatten wir die wichtigste Eigen-
schaft der reellen Zahlen unter Zuhilfenahme
der Zahlengeraden formuliert. Mit dem Satz 1
haben wir eine von der Zahlengeraden unab-
hidngige rein arithmetische Beschreibung der
wichtigsten Eigenschaft der reellen Zahlen
erhalten. Zahlreiche mathematische Frage-
stellungen gehen auf diesen wichtigen Satz
zuriick. Einige dieser Probleme werden be-
reits in der Schule behandelt.
In einem 2. Teil (Heft 1/76) sollen einige Bei-
spiele dargelegt werden, bei denen der Satz 1
angewendet wird.

H. Lemke/W. Stoye

D Diese Behauptung wurde im Unterricht
der 9. Klasse bewiesen (vgl. Lehrbuch
Klasse 9, Seite 12)

? Die hierbei verwendeten Skizzen (Figur 2
und 3) dienen nur zur Veranschaulichung
des betreffenden Sachverhalts.

3 Lies: M, ist die Menge aller x, Fir die giit:

x<1 arnd x rational. .

4 Man wihle etwa x=3 und y==3+IW.

Eine Aufgabe von
Prof. em. Dr. Dr. h. c.

Helmut Heinrich

Sektion Mathematik
der Technischen Universitat Dresden

A 1423 a) Bei einer Uhr seien (z B. infolge
schlechter  Beleuchtungsverhiltnisse) der
groBe und der kleine Zeiger leicht zu ver-
wechseln. Wie oft innerhalb von 12 Stunden
und zu welchen Zeiten liefert die Vertau-
schung der beiden Zeiger eine korrekte
Zeigerstellung?

Anmerkung: Da der groBe Zeiger in einer
Stunde, der kleine Zeiger in 12 Stunden einen
Unmlauf vollfiihrt und gefordert werden mubB,
daB zur Zeit 0 h 0 min beide Zeiger in Null-
richtung zeigen, heiBlt eine Zeigerstellung
korrekt, wenn die MafBzahlen a und § der
in Grad gemessenen Winkel, die die beiden
Zeiger zur Zeit s h m min mit der Nullrichtung
einschlieBen, der Relation

o =6 m (groBer Zeiger)

B=30s+ %m (kleiner Zeiger)

s€{0, 1,2, ..., 11}

0=m<60 geniigen. (1

A 1423 b) Die Maschen eines einen ein-

fach zusammenhingenden flichenhaften Be-

reich B bedeckenden Netzpolygons N (Bild 1)

seien siimtlich Vielecke gleicher Eckenzahl n,

und N sei so beschaffen, daB jede Kante

(n-Eck-Seite) entweder ganz dem Rande von B

angehort oder zwei benachbarten Maschen

gemeinsam ist Es seien:

r die Anzahl der auf dem Rand von B lie-

genden Kanten (Maschenseiten)

[ =Anzahl der auf dem Rand von B liegen-

den Knoten (Maschenecken)]

s die Anzahl der im Innern von B liegenden

Kanten.

p die Anzahl der im Innern von B liegenden

Knoten.

Dann gilt stets die Relation.
r—(n—2)s+np=n.

(X
/o

n=5,r=9s5=8 p=4

r-(n—2)s+np=9-3-84+5-4:=5



VIII.
Internationale

Physikolympiade

7. bis 17. Juli 1975 (Giistrow, Berlin)

Theoretische Aufgaben,
1. Klausur (9. Juli)

1. An eine vertikale Achse A4 ist unter dem

Winkelg—a ein seitlicher Arm angesetzt.

Die Anordnung kann um A4 mit der Winkel-
geschwindigkeit w rotieren. Auf dem Arm
befindet sich ein verschiebbarer Kérper mit
dem Gewicht G=m-g. Die Verschiebung
erfolgt unter Reibung mit dem Haftreibungs-
koeflizienten p.
(u=tan B, f: Reibungswinkel)
a) Fiir welche Winkel a befindet sich der
Ké&rper bei w=0 in Ruhe und bei welchen
Winkeln « befindet er sich in Bewegung?
b) Die Anordnung rotiere mit der konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit .
(Wihrend einer Rotationsbewegung indert
sich der Winkel a nicht.)
Fiir welche Lagen befindet sich der Korper
relativ zum Arm in Ruhe?
Benutzen Sie bei der Rechnung die folgenden
Bezichungen:
sin (¢ + f)=sin « - cos f+cos a -sin f
cos (a+ f)=cos a - cos f+sin a-sin f

Prof. Dr. Kremp, Pdd. Hochschule Giistrow

links: Pid. Hochschule ,,Liselotte Herrmann*,

rechts. Delegation der DDR (v. l. n. r.): Volker Fritzsche — 1. Preis
(K. 12, Spezialkl. der Martin-Luther-Universitit Halle);
Prof. Dr. Wendt (Delegationsleiter, PH Giistrow);

2. Fiir eine dicke Glaslinse (Brechzahl n) in
Luft mit den Kriimmungsradien r, und r,
und dem Scheitelabstand d ist die Brenn-
weite f der Linse durch folgenden Ausdruck
gegeben

nrr,

L Sy S ————
Anmerkung: r,>0 bedeutet: Kriimmungs-

"mittelpunkt M, liegt rechts vom Fldchen-

scheitel §;; r,<0 bedeutet: Kriimmungs-
mittelpunkt M; liegt links vom Flidchen-
scheitel §;-(i=1, 2).
Fiir bestimmte Anwendungen ist die Unab-
hingigkeit der Brennweite von der Wellen-
ldnge A erwiinscht.
a) Fiir wieviel verschiedene Wellenldngen
kann man dieselbe Brennweite erreichen?
b) Stellen Sie eine Beziehung zwischen r;, d
und den Brechzahlen auf, fiir die die gefor-
derte Wellenlingenunabhiingigkeit erfiillbar
ist, und diskutieren Sie.diese!
Zeichnen Sie eihe mogliche Linsenform!
Geben Sie die Lage der Kriimmungsmittel-
punkte M, und M, an!
¢) Zeigen Sie, daB sich fiir eine Plankonvex-
linse eine bestimmte Brennweite nur fir eine
Wellenlinge erreichen ldft!
d) Geben Sie fiir 2 weitere Fille Bedingun-
gen fiir dic Parameter der dicken Linse an,
fiir die man eine bestimmte Brennweite nur
mit einer Wellenléinge realisieren kann! Be-
riicksichtigen Sie dabei den physikalischen
und den geometrischen Sachverhalt!

Praf. Dr. Klebe, Pad. Hochschule Potsdam

3. Losen Sie folgende ebene ionenoptische
Aufgabe:

Aus einem Punkt Q tritt ein in der Zeichen-
ebene divergierendes Strahlenbiindel von
cinfach positiv geladenen Ionen (Ladung +¢)
gleicher konstanter Masse m aus. Sie wurden

durch die Spannung U beschleunigt. In einem
homogenen Magnetfeld der Induktion B,
welches die Zeichenebene senkrecht von
hinten nach vorn durchsetzt, werden die
Ionen abgelenkt.
Die Begrenzung des Magnetfeldes soll so
beschallen sein, daB die urspriinglich diver-
gierenden lonen sich als konvergierende
Strahlen im Punkte A (Q—A =2a) schneiden.
Der Verlauf der Ionenbahnen sei symme-
trisch beziiglich der Mittelsenkrechten auf
0A.
Von den méglichen Magnetfeldbegrenzungen
ist der Typ zu betrachten, bei dem ein zusam-
menhingendes Magnetfeld in der Umgebung
der Mittelsenkrechten wirkt und sich die
Punkte Q und A4 im feldfreien Bereich belin-
den.
a) Geben Sie den Kriimmungsradius R der
Teilchenbahnen im Magnetfeld als Funktion
der Spannung U und der Induktion B an!
b) Geben Sie charakteristische Eigenschaften
der Teilchenbahnen in der oben beschriebe-
nen Anordnung an!
¢) Gewinnen Sie die Magnetfeldbegrenzun-
gen durch geometrische Konstruktionen fir
die Fille
R<a, R=a, R>a!
d) Geben Sie die allgemeine Gleichung fiir
die Magnetfeldbegrenzung an!
Prof. Dr. Bernhard,
Humboldt-Universitdt zu Berlin

Experimentelle Aufgabe,
2. Klausur (11. Juli)

4. Aus Platzgriinden miissen wir auf die
Veroflentlichung des Textes der Aufgabe 4
sowie der Losungen verzichten. Allen in-
teressierten Jungen Physikern empfehlen wir,
sich an ihren Physiklehrer zu wenden, der

Martin Hanke - 2. Preis (KI. 12, EOS ,,Heinrich Hertz*, Berlin);
JorgBergmann-—1. Preis(KI. 12, Spezial-OS ,,M. A. Nex6** Dresden);

Matthias Wagner — 1. Preis (KI. 12, Spezialschule ,,Carl Zeiss* Jena);
Udo Walta (Pdd. Betreuer, PH Giistrow); Hans-Georg Martin —
3. Preis (KI. 11, Spezialschule ,,Car! Zeiss** Jena)
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sicher das umfassende Material iiber die
VIIL IPO aus Helft 10/75, Zeitschrift ,,Physik
in der Schule*, zur Verfiigung stellt.

o0

=
Ergebnisse der VIIL. IPO E g

£
- Gesamt- Preis E 2
Land punktzahl 1. 2. 3. < B
VR Bulgarien 109 - - - 3
DDR 186 3 1 1 -
Bundesrepublik
Deutschland 97 - - - 1
Rep. Frankreich 144 - 1 2 2
VR Polen 164 - 1 4 =
SR Ruminien 135 1 1 - 1
‘CSSR 146 1 1 1 1
Ungarische VR 169 1 21 1
UdSSR 176 1 2 2 -

zus. 7 911 9

Punktespiegel: 1. Preis — 50 bis 39 Punkte,
2 Pr. - 38 bis 34 P, 3. Pr. — 33 bis 28 P,,
Anerkennung — 27 bis 22 P.

Wettbewerbsatmosphire

Aus dem Programm: Exkursionen nach
Rostock, Schwerin, Berlin und Potsdam.
Unser Foto: Kranzniederlegung am Denkmal
zu Ehren der Hiftlinge des KZ Sachsen-
hausen (Muess bei Schwerin)

Extremwert-
aufgaben, die jeder
losen kann

Wir wollen unter allen Rechtecken mit dem-
selben Umlang U =20 cm das fldchengroBte
ermitteln (Bild 1).

Bild 1

a

Sprecht eine Vermutung aus, wie wohl die
Seitenldngen a und b des Rechteckes zu wih-
len sind! ’
Wir wissen, daB U=2(a+b)=20, also a+b
=10 ist. Der Flicheninhalt A des Rechtecks
ergibt sich aus A=a-b. Daher kdnnen wir
die obige Frage auch so formulieren:

Welches von allen Paaren (a; b) positiver
Zahlen der Summe 10 hat das gréBte Pro-
dukt? Solche Paare sind z B.

(1;9); (85 2); (5; 5); (%;12—3):(9,9;0,1)

mit den dazugehorigen Produkten

9;16; 25; %; 0,99.

Ihr habt natiirlich lingst gemerkt, daB das
groBte Produkt vermutlich fiir a=b=35 auf-
tritt. Wir wollen nun beweisen, daB das

Produkt zweier positiver Zahlen a, b der
konstanten Summe s stets fiir a=b=§s

maximal wird.
e

Fira=b =£2 ergibt sich als Produkt a- b =7

Fiir jede andere Wahl vonaund b mita+b=5
ergibt sich ein kleineres Produkt; denn neh-

men wir etwa a=§2+d mit 0<d<§, S0
bleibt fiir den zweiten Faktor b=§—d, und

als Produkt erhalten wir a-b=(£2+d)(§2—d)

21
=—ST—d2, welches wegen d2 >0 stets kleiner

. s?
ist als T
Wir erhalten also als Resultat den

Satz: Unter allen Paaren positiver Zahlen
a, b_mit konstanter Summe s ist das Paar

(%-%) dasjenige mit dem groBten Produkt.

Mit Hilfe dieses Satzes 19sen wir einige Auf-
gaben aus der Geometrie bzw. aus der Phy-
sik.

Beispiel 1: In ein gleichschenkliges Dreieck
AABC soll ein Rechteck MNPQ von maxi-
malem Inhalt so gelegt werden, wie in Bild 2
dargestellt. ¢

Bild 2

|
|
|
|
|
|
I
I
|
1
A M c'

N B

Wir bezeichnen mit ¢ die Linge der Basis AB
des Dreiecks, mit h die Linge seiner Héhe
CC’ und mit x bzw. y die gesuchten Lingen
der Seiten MN=QP bzw. MQ=NP des
Rechtecks. R

Was weiBt du iiber die Langen der Strecken
AC’ und AM? Wenn du diese Frage beant-
wortet hast, findest du wegen der Ahnlich-
keit der Dreiecke AAMQ und AAC'C (Be-
griindung?) die Proportion:

<
>
die wir nach y auflosen und erhalten

c X
z—D=h:
y (2 2)

h
y= z(c —X)
Rechne das nach!

Der Inhalt A des Rechtecks MNPQ ergibt
sich dann zu

A =xy=gx(c—x).

Dah eine Konstante ist, hingt die GroBe
c

von A allein von dem Produkt x(c—x) ab.
Erfiillen die Faktoren des Produktes die
Voraussetzungen des obigen Satzes? Ja, denn
es ist x>0 und ¢—x>0 wegen ¢>x und
x+(c—x)=c, ¢ konstant Nach unserem
Satz hat demnach das Rechteck MNPQ
maximalen Flicheninhalt fiir
x=c—x=£,

2

woraus sich y=g und als maximaler Fla-

. 1
cheninhalt 4, __ =th ergeben.

Das nichste Beispiel verlangt Kenntnisse
aus der Korperberechnung und dem Rech-
nen mit Wurzeln. Wer das nicht kann, liest
gleich bei Beispiel 3 weiter.

Beispiel 2: Welcher unter allen geraden
Kreiskegeln konstanter Oberfliche A4 hat
das gr6Bte Volumen V?

Wir bezeichnen mit r die Linge des Grund-
kreisradius des Kegels und mit h seine
Héhe. Die Formeln fir Volumen V und
Oberfliche 4 eines Kreiskegels konnt ihr
dem , Tafelwerk“ entnehmen:

V=’3-‘r1h A=nr(r+s)

Dabei bezeichnet s die Linge einer Mantel-
linie; nach dem Satz des Pythagoras gilt

" s?=r?+h? oder s=/r*+h® (Bild 3).



Wi\r 16sen nun die Formel fiir die Oberfliche 4
nach h auf und setzen den erhaltenen Aus-
druck in die Formel fiir das Volumen Vein:

Bild 3

nr(r+/rr+h%)=4

T A
r+Jrr+==
\/ nr

S 2
\/’z+hz=i—r=A mr
nr r

2 2_(4 7"2)2
r“+h 7_
(A—nr?)?
h= T_rz_

l N —
=—JA(A—2nar?

nr\/ ( )

Also: V=12 -i\/A(A —2nr?)=
3 mr
- :35 JrA= T,

V=3E 21tr2(i—r2) _y2nd rz(_’i_rz)
. 3 2n 3 2n
Wer hat bemerkt, mit welchem Ziel die Um-
formungen in V vorgenommen wurden? Ganz

recht, auf den letzten Ausdruck konnen wir
unseren Satz anwenden, denn wegen der

Konstanz von 3@ hiangt V allein vom
Produkt rz(i—-rz) ab, und zwar ist V' uri so
groBer, je groBer dieses Produki ist. Da die
Radiuslinge r die Ungleichung »2 <2% erfiilit

(Begriindung?), sind beide Faktoren des Pro-
duktes positiv und haben die konstante Sum-

mezé. Also nimmt das Volumen V seinen
T

groBten Wert an fiir r? “A_p =4 woraus

2n 4n
r=% 4 folgt. Das maximale Volumen be-
\/ s

trigt dann V,__ ~A 24 Rechne das nach!
12\ =
Ausdem Ansatz =~
anx=A 2—A=Erlh=lt—'i'

12z 3 34n
ergibt sich

24 >
h= [==2r/2.
S22

Wir erhalten also das Resultat:

Von allen geraden Kreisregeln konstanter
Oberfliche besitzt derjenige das maximale
Volumen, fiir dessen Radiuslinge r und
Hohenlédnge h die Proportion

h:2r=2:1gil

Beispiel 3: Die Leistung N einer Turbine
hiingt von der Zahl n der Umdrehungen ab;

es gilt N=on—pn?, wo a, B positive Kon-
stanten sind. Bei welcher Umdrehungszahl
erreicht die Turbine maximale Leistung?
Forme zunichst den Ausdruck fiir N so um,
dafl unser Satz anwendbar ist, und priife,
ob alle Voraussetzungen erfiillt sind!

Sicher hast du N umgeformt zu N = ﬂn(% —n),
worin n(% —n) fir0O<n <% ein Produkt aus
zwei positiven Faktoren mit konstanter Sum-

a . . . . .
me = ist. Die Turbine erreicht also ihre

maximale Leistung N _furn =2 =1.
- BT
x‘@'
Bei der Herleitung unseres Satzes und in den
Beispielen sind wir stets davon ausgegangen,
daB unser Problem eine Lésung besitzt,
mehr noch, daB es eindeutig lGsbar ist.
Dieses Vorgehen legt uns der ,,gesunde Men-
schenverstand“ nahe, und diese Annahme
ist auch bei den nachfolgenden Aufgaben
gerechtfertigt. Bei schwierigen Extremwert-
aufgaben ist es notwendig, Untersuchungen
zur Existenz und gegebenenfalls zur Eindeu-
tigkeit von Losungen zu machen, doch muB
man sich dazu in der Differentialrechnung
auskennen.
Wenn es dir bis hierher Spall gemacht hat,
kannst du deine Krifte noch an den folgen-
den Aufgaben messen.

und es ist N
mda.

ala Welches von allen Dreiecken mit
einer gemeinsamen Seite AB und gemein-
samem Umkreis, dessen Mittelpunkt M auf
dieser gemeinsamen Seite liegt, hat den
groBten Flacheninhalt (Bild 4)?

Cs
Bild 4 s
Cq

A M 8

A24a Fir welchen Wert von x aus dem
Intervall —3<x<4 nimmt die Funktion
mit der Gleichung y =1 (x)=(x—4)*(x?+6x
+9)? ihren maximalen Funktionswert an?
A3a Wir wollen nun die am Anfang ge-
stellte Frage in dem Sinne umkehren, daB
wir nach demjenigen unter allen Paaren posi-
tiver Zahlen a, b mit konstantem Produkt
fragen, das die kleinste Summe hat.

a) Beweise zunichst den Satz: Die Summe
zweier positiver Zahlen, deren Produkt 1
ist, ist micht kleiner als 2. Wann tritt das
Gleichheitszeichen ein?

Anleitung: Es ist also zu zeigen, daB fiir posi-
tive Zahlen ¢, d mit cd=1 stets c+d =2 gilt.

Wegen cd=1 kannst du d=l setzen; sodann
c

benutze die Ungleichung (c —1)*>0.

b) Nun kénnen wir zur urspriinglichen Fra-
gestellung zuriickkehren. Vielleicht versuchst
du erst einmal, aus der Betrachtung konkreter
Beispiele eine Vermutung zu formulieren.

Anleitung fiir den Beweis: Es ist zweckmiBig,
das konstante Produkt ab der Zahlen g, b
mit p? zu bezeichnen: ab = p>.
Um deine Vermutung zu beweisen, daB a+b
minimal wird fiir a=b=p, setze a=pc mit
O<c<p. Wie ist dann b zu setzen? Nun
kannst du den unter a) bewiesenen Satz
anwenden.
¢) Welches unter allen Rechtecken konstan-
ten Flicheninhalts hat den kleinsten Umfang?
A4a Die in Aufgabe 3a) bewiesene Un-
gleichung c+d=2 fiir positive Zahlen ¢, d
mit ¢-d=1, die im Zusammenhang mit
Aufgabe 3 den Charakter eines Hilfssatzes
hat, ist auBerordentlich wichtig und viel-
seitig anwendbar. Davon wollen wir uns
sogleich iiberzeugen!
a) Zeige: Das geometrische Mittel G=./ab
zweier positiver Zahlen a, b ist nicht groBer
als ihr arithmetisches Mittel

a+b_ ,—~_a+b

5 nabs >

Wann tritt das Gleichheitszeichen ein?

A=

. b
Anleitung: Es git 2- 2=1.
niettung S gl G G

b) Den Satz aus Aufgabe 3a) kann man auf
n positive Zahlen a,, a,, ..., a, ausdehnen
und zeigen: Wenn a;a, - ... a,=1, dann
a,+a,+...+a,2n Wenn du die Methode
der vollstindigen Induktion beherrschst,
kannst du den Beweis versuchen.

Die Beweisidee wird deutlich, wenn wir hier
unter Benutzung der Giiltigkeit des Satzes
fir n=2 zeigen, daB er auch fir n=3 gilt:
Seien a,, a,, a, drei positive Zahlen mit
aya,a;=1. Sind alle g;=1(i=1, 2, 3), so ist
da,+a,+az;=13 Sind nicht alle Faktoren
gleich 1, so mul es solche geben, die kleiner
als 1, und solche, die groBer als 1 sind. Sei
etwa a,>1, a,<1, so lormen wir die zu
untersuchende Summe um: a, +a,+a;=
=(aja,+ay)+1+a,—aa,+a,—1
=(a,a,+az)+1+(@;—1)1—a,)

Wegen (a,a,)a,=1 gilt nach Aufgabe 3a):
a,a,+a,=2, lolglich a,+a,+a;22+1+
+(a, — 1)1 —a;), mithin

a,+a;+ay;>3, da der letzte Summand
(@, —1X1—a,) wegen a,>1 und a, <1 gewiB
positiv ist.

c) Mit dem eben gewonnenen Ergebnis
kannst du die Ungleichung zwischen geo-
metrischem und arithmetischem Mittel gleich-
falls auf drei (bzw. aul n) positive Zahlen
ausdehnen. Der Beweis verlauft ebenso wie
in 4a).

d) Nun kannst du sogar untersuchen, welcher
von allen Quadern mit den Kantenlingen
a, b, ¢ bei konstanter Summe a+b+c=s
groftes Volumen hat.

Wie zu erwarten war, tritt dies fiira=b=c¢ =§

ein, das maximale Volumen ist V;Mx=(§)3.
Die Ungleichungen, die in den Aufgaben 4a)
bis 4c¢) untersucht wurden, gestatten noch

viele wichtige Folgerungen. Vielleicht [indest
du einige davon? J. Hronik/H. Kdstner
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Wer lost mit
illllllﬂ -Wettbewerb

Na, sagen Sie schon,
wie haben Sie es gemacht?

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1976

Ma 581424 Aus einem Draht von jeweils
120 cm Linge soll einmal das Kantenmodell
eines Wiirfels, zum anderen das Kanten-
modell eines Quaders mit einer Linge von
a=15 cm und einer Breite von b=10 cm
hergestellt werden. Um wieviel Kubikzenti-
meter unterscheiden sich die Rauminhalte

dieser beiden K&rper?
Mathematikfachiehrer A. Weninger,
Knittelfeld/Osterreich

Ma 5w 1425 Gegeben sei ein Rechteck
ABCD mit den Seitenlingen a=25 cm und
b=16 cm. Ein zu diesem Rechteck flichen-
gleiches Rechteck 4'B’C’D’ habe die Seiten-
linge a'=40 cm. Um wieviel Zentimeter ist
der Umfang u des Rechtecks A'B’'C'D’
groBer als der des Rechtecks ABCD?
M athematiklehrer Gerold Friedel,
Choren

Ma 5 = 1426 Welche natiirlichen Zahlen aq,
b, c, d, e f, g h,j k erfiilllen simtliche der
nachstehenden Gleichungen?

(1) b:h=k, (5) a+j +e=16,

(2) e—j =k, 6 d+a=6,

(3) at+c=e, (W) b=e+c,

@ f+d=f, (8 j=g:,
(&) S=(c+g):h,
(10) a+j =9.

Schiiler Matthias Rogall, Dresden

Ma 5 w1427 In dem Schema
VI ER
+VI ER
ACHT
sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB man eine richtig geldste
Additionsaufgabe erhilt, deren Summe so
groB wie nur méglich sein soll. Gleiche Buch-
staben bedeuten dabei gleiche Grundziffern,
verschiedene Buchstaben bedeuten verschie-
dene Ziffern.
Schiilerin Uta Eimecke,
0S Domersleben (K1. 7)

Ma 5 @ 1428 Fiir die im dekadischen System
dargestellte natiirliche Zahl abaacd sollten
die folgenden Bedingungen erfiillt sein:
a+b=2; 2a=c; 3a+b+c+d=16.
Um welche Zahl handelt es sich?

Schiiler Matthias Rogall, Dresden

Ma 5w 1429 Von den 26 Schiilern einer
5. Klasse erzielten in der letzten Klassen-
arbeit im Fach Mathematik genau so viele
Schiiler die Note 1 wie die Note 3. Die Note 2
erreichten doppelt so viele Schiiler wie die
Note 1. Zwei Schiiler erhielten die Note 4,
kein Schiiler die Note 5. Wieviel Schiiler
erhielten die Note 1 bzw. 2?
Schiilerin Sabine Moldauer,
OS Sondershausen

Ma 6 w1430 In einer Klassenarbeit im Fach
Mathematik wurden von den Schiilern einer
sechsten Klasse folgende Ergebnisse erzielt:
Der dritte Teil der Schiiler dieser Klasse
erhielt die Note | oder die Note 5. Fiinf
Schiiler mehr als der dritte Teil der Schiiler
erhielten die Note 3 oder die Note 4. Der
sechste Teil der Schiiler erreichte die Note 2.
Die Anzahl der Schiiler, die die Note 4 erhiel-
ten, ist gleich dem vierten Teil der Anzahl
der Schiiler, die die Note 3 erzielten. In der
Klassenarbeit wurde der Zensurendurch-
schnitt 2,4 erreicht. Wieviel Schiiler erhielten
jeweils die Noten 1, 2, 3, 4 bzw. 5?

Schiiler Andreas Kasparek, Grifenhainichen

Ma 6 w1431 Ein Quader mit den Kanten-
lingen a, b, c¢ besitze eine Oberlliche
Ao =286 cm?. Eine der aus den Kantenliingen
a und b gebildete Rechteckfliche betrage
A, =63 cm?; eine der aus den Kantenlingen
b und c¢ gebildete Rechteckfliche betrage
A;=35 cm® Es ist das Volumen dieses
Quaders zu berechnen.
Schiilerin Gabi Kutschbach,
Karl-Marx-Stadt (K. 7)

Thies Lubsr, 26 Gunirow, UWlerdersdr. 22
Kersting-05, Klamse 7
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Wetthewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von

Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-

zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr

(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-

ten an -
Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm X
197 mm) (siehe Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost*, ,,gut gelost” oder ,.gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1975/76
lauft von Heft 5/75 bis Heft 2/76. Zwischen
dem 1. und 10. September 1976 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/75 bis 2/76 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/76 veroffentlicht.
Wer mindestens 8 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/75 bis 2/76) erhaiten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1975/76 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).
Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma 6 @ 1432  Ein Schiiler, der sich am alpha-
Wettbewerb beteiligt, hat auf Grund von
eingesandten Losungen mehr als 20, aber
weniger als 45 Antwortkarten erhalten.

g dieser Karten trugen das Pridikat ,gut

gelost. Die Anzahl der Karten mit dem
Priadikat ,,gelost war gleich dem dritten Teil
der Anzahl der Karten mit dem Pridikat
»gut geldst“. Die Anzahl der nicht gelosten
Aufgaben war gleich der Hilfte der Anzahl
der Karten mit dem Pridikat ,gelost. Wie-
viel der eingesandten Aufgaben waren ,sehr
gut gelost®, ,.gut gelost”, , gelost bzw. ,nicht
gelost“?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma 6 w1433 Ein Radrennfahrer trainierte
an drei auleinanderfolgenden Tagen. Am

ersten Tag legte er 14—5, am zweiten Tag % der

gesamten Trainingsstrecke und am dritten

Tag 100 km zuriick.

Wieviel Kilometer legte der Radrennfahrer

am ersten und zweiten Tag jeweils zuriick?
Schiilerin Elisabeth Clemens, Prerow

Ma 6 w1434 Hans hat sich ein Buch ge-
kauft. Von Bernd nach dem Preis befragt,
antwortete Hans scherzhaft: ,,Das Buch

kostete 1,50 M und noch %seines Preises.*

Wie teuer war das Buch?
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ph 6 m 1435 Aus 40 kg Messing sollen genau
vier Wigestiicke so hergestellt werden, daB
damit jede Masse von 1 kg bis 40 kg (mit
ganzzahliger MaBzahl) auf einer gleicharmi-
gen Balkenwaage ermittelt werden kann.
Welche MaBzahlen miissen diese vier Wige-
stiicke besitzen?

Schiiler Klaus Meier, Osternienbirg

Nagiirlich
Sollbe spartlichue
Botdtigung awectv Vep- ™
4rgeh bereiten.

Ma 7 w1436 Vier Junge Pioniere, und zwar
Axel, Bernd, Ernst und Franz, die bei der
Verschonerung des Vorgartens ihres Wohn-
blocks mitgeholfen hatten, erhielten einen
Korb mit Apleln als Belohnung Axel erhielt
den vierten Teil der Anzahl dieser Apfel.
Bern erhielt zwei weniger als ein Drittel,
Ernst sechs weniger als die Hilfte der Anzahl
aller Apfel. Franz erhielt drei Apfel mehr als
die Hilfte der Anzahl der Apfel, die Axel
erhalten hatte. Wieviel Apfel erhielt jeder
dieser Jungen Pioniere? Sch.

Ma 7@ 1437 Mit welcher Ziffer endet das
Produkt.
19731973 - 19741974 . 197519759
Dabei bedeutet z. B. 1975'°7% ein Produkt
aus 1975 Faktoren, von denen jeder gleich
1975 ist.
Oberlehrer Ing. Karl Koch, Schmalkalden

Ma 7w 1438 Es st ein Dreieck ABC aus der
Seite AB=c=6 cm, dem Innenwinkel ¥ ABC
=y=40° und der Seitenhalbierenden CD
=s5.,=8 cm zu konstruieren. Die Konstruk-
tion ist zu begriinden und zu beschreiben.
Schiiler Andreas Kasparek, Grafenhainichen

Ma 7w 1439 Zeichne ein Dreieck ABC aus
AB=c=4 cm, BC=a=6 cm und AC=b
=9 cm! Verwandle durch eine geeignete
Konstruktion das gezeichnete Dreieck ABC
in ein [lichengleiches Rechteck ABEF, das
die Seite AB mit dem Dreieck ABC gemein-

sam hat.
Mathematikfachlehrer B. Herrmann,
Ale-Toplitz

Ph7m1440 Wie groB ist die Geschwindig-
keit eines Raumschiffes, das sich in gleich-
formiger Kreisbewegung um die Erde bewegt
und dabei einen Weg von 42600 km in
1,5 Stunden zuriicklegt?

Ch 7. 1441 Zur Herstellung von 1 t Zucker
werden 120 m® Wasser benétigt. Eine Zucker-
fabrik produziert pro Jahr 1022 t WeiBzucker.
Um die GroBe der bendtigten Wassermenge
zu veranschaulichen, ist zu berechnen, wie-
viel Tankwagen mit 3 t Fassungsvermdgen
nodtig wiren, um dic genannte Wassermenge
sereitzustellen. L L

Ma 8 w1442 Es sind alle zweistelligen na-
tiirlichen Zahlen z anzugeben, die gma] 50

groB sind wie diejenige zweistellige natiirliche
Zahl, die durch Vertauschung der Ziflern
der Zahl z entsteht.

Mathematikfachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ma 8 w1443 Zur Einzidunung einer Weide-
fliche, die die Form eines Rechtecks haben
soll, mit einem Elektrozaun stehen 1120 m
Leitungsdraht zur Verfiigung. Der Zaun soll
so angelegt werden, daB er aus zwei parallel

gefiihrten Leitungsdrihten besteht, daB also

seine Gesamtldnge 560 m betrigt.

a) Wie groB ist der Flicheninhalt der maxi-

malen Rechtecksfliche, die durch diesen

Zaun begrenzt werden kann?

b) Wie lang sind die Seiten des Rechtecks?

Mathematikfachlehrer

Hans-Joachim Hellwig, Heiligengrabe

Ma8w 1444 Im Juni 1937 gelang es dem
sowjetischen Flieger Valeri Tschkalow als
erstem Flieger der Welt, in einem Non-
Stop-Flug von Moskau (¢=>56° N) iiber
den Nordpol (¢ =90° N) nach Seattle (USA,
@=48° N) zu fliegen. Er benotigte mit seiner
ANT-25 fiir diesen Flug 63 h 25 min.

Im Juni 1975 wurde dieser Non-Stop-Flug
von einer IL-62 M wiederholt. Diese sowje-
tische Maschine bendétigte fiir den Flug nur
10 h 54 min.

a) Man berechne die Liange der zuriick-
gelegten Flugstrecke und beachte dabei,
daB in beiden Fillen die tatsdchlich zuriick-
gelegte Flugstrecke um 12,27 °/, linger war
als die Luftlinie Moskau—Nordpol-Seattle.
b) Man berechne die mittleren Geschwindig-
keiten (in km-h™!) der ANT-25 und der
IL-62-M auf ihrem Flug von Moskau nach
Seattle.

Hinweis zur Losung: Bei der Berechnung der
Lange der Luftlinie Moskau-Nordpol-
Seattle beachte man, daB ein Meridian vom
Aquator (¢=0° N) bis zum Nordpol (¢p=
90° N) rund 10000 km lang ist. L.

Ma 8 w1445 a) Wieviel Meter Stahirohre,
die die Form eines Hohlzylinders mit dem
inneren Durchmesser 270 mm und der
Wandstirke 6 mm haben, kénnen aus 3000 t
Stahl (Dichte 7,85 g-cm™2) hergestellt wer-
den?

b) Nach einem neuen, in der UdSSR ent-
wickelten Verfahren ist es mdoglich, solche
fiir Bewidsserungsanlagen bestimmten Stahl-
rohre auch mit einer Wandstiarke von nur
1,8 mm herzustellen. Wieviel Meter Stahl-
rohre von dieser Wandstirke konnen aus
3000 t Stahl angefertigt werden? L.

In Halle werden die alten Hiu-
ser modernisiert. Ein Lastaufzug befordert
60 Mauerziegel (1 Mauerzigel hat ein Ge-
wicht von 3,5 kp) in 25 Sekunden 20 m hoch.
Berechne die erforderliche Arbeit in kpm!

L L.

Ph 8 w 1446

127



Ch 8 m 1447 Es sollen 1000 g 10°/,ige Salz-
sdure durch Zusatz von 25°/ iger Salzsdure
auf den Gehalt von 12,5 °/, gebracht werden.
Wieviel 25°/ . ige Salzsdure ist erforderlich?
Dipl.-Chemiker G. Brandes, Magdeburg

Ma9 w1448 Auf Grund neuerer Untersu-
chungen gelangten kanadische Astronomen
zu der Erkenntnis, daB Barnards Stern im
Sternbild des Schlangentrégers, der von der
Erde etwa 6 Lichtjahre entfernt ist, von fiinl
Planeten umgeben sein miisse. Diese Plane-
ten umkreisen den Stern mit Umlaufzeiten
von 24, 29 3,8 11 bzw. 26 Jahren. Der
innerste Planet hat einen Abstand von 0,95 AE
von dem Zentralgestirn. Dabet ist 1 AE
(Astronomische Einheit) gleich der mittleren
Entfernung der Erde von der Sonne und
‘betridgt rund 150 Millionen km.

Man berechne mit Hille des 3. Keplerschen
Geserzes, nach dem sich die Quadrate der
Umlaufzeiten von Planeten wie die dritten
Potenzen ihrer Abstinde von dem Zentral-
gestirn verhalten, die Abstidnde der iibrigen
vier Planeten von Barnards Stern in AE und
in Millionen km. L

Ma 9 w1449 Der innere Durchmesser eines
Rohres, das die Form eines Hohlzylinders
hat, kann auf die folgende Weise ermittelt
werden:

Man lege ein Brett AB, dessen Linge b
bekannt, aber kleiner als der innere Durch-
messer des Rohres ist, in das Rohr und messe
den Abstand CD=a des Mittelpunktes D
der Strecke AB von der inneren Rohrwandung
(vgl. die Abb., in der das Rohr im Quer-
schnitt gezeigt ist).

b Y
Co

c
Man berechne nun den inneren Durchmesser
d eines Rohres fiir den Fall, daB b=1200 mm
und a=200 mm ist.
Mathematikfachlehrer
Friedrich Bier, Klausdorf

Ma9we1450 Es sind alle reellen Losungen
(x, y) des Gleichungssystems

x y _13 1
x+y+x—y 5° M
x2+y:=13 (2)

zu ermitteln.
Schiiler Roland Schlesinger,
OS I1] Sapnitz (Ki. 9)

Ma9 w1451 Von den abgebildeten vier
Wiirfeln habe der erste eine Kantenlinge
von 1 cm, der zweite von 2 cm, der dritte
von 3 cm und der vierte von 4 cm.

a) Man berechne den Oberflicheninhalt des
aus diesen vier Wiirfeln zusammengesetzten
Korpers.
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b) Man berechne den Oberflicheninhalt eines
Korpers, der aus n solchen Wiirfeln zusam-
mengesetzt ist, wobei der erste eine Kanten-
linge von 1 cm hat und die Kantenlinge
jedes der folgenden Wiirfel jeweils um 1 cm
grofler als die des vorhergehenden Wiirfels
ist. Sch.

b b e b

s

Ph9 m 1452 Ein Olheizgerit, eingesetzt zum
Trocknen von Zementlertigteilen, hat eine
Leistung von 80000 kcal-h~!.

Wie groB ist der Verbrauch von Heizél (Heiz-
wert 10000 kcal-kg~!) in einer Schicht
(8h) bet einem Wirkungsgrad von 0,6? L. L.

Ch 9 @ 1453 Berechnen Sie die Masse Phos-
phorpentaxid in 20 g 60 °/ iger o-Phosphor-
sdure! G. Brandes

Ma 10/12 w1454 Man beweise, daB die
Summe

s=14243+...4n
aller natiirlichen Zahlen, die nicht gréBer als
eine natiirliche Zahl n sind, genau dann
durch die Anzahl n ihrer Summanden teil-

bar ist, wenn n eine ungerade Zahl ist.  Sch.

Ma 10/12 m 1455 Gegeben sei ein gerader
Kreiszylinder mit dem Radius r, dessen
Hohe n mal so groB wie sein Durchmesser
ist. Dabei sei n eine natiirliche Zahl mit
n=1. Ferner sei ein gerader Kreiskegel gege-
ben, dessen Radius und dessen Hohe ebenso
groB wie der Radius bzw. die Hoéhe des
Zylinders ist.

|
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r
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In den Zylinder seien n Kugeln mit dem
Radius r so gelegt, daB sie iibereinander lie-
gen und ihre Gesamthhe gleich der Hohe des

Zylinders ist (vgl. die Abb,, in der ein Zylinder
mit drei Kugeln im Langsschnitt dargestellt
ist). Nun sei der freie Raum zwischen den
Kugeln und dem Zylindermantel mit Wasser
ausgefiillt. Man entscheide, ob das Volumen
der Wassermenge kleiner, groBer oder ebenso
grofl wie das Volumen des Kegels ist.

Ing. Armin Korner, leipzig

Ma 10/12 m 1456 Es sind alle reellen Losun-
gen der Gleichung
x(x+2)(x+3)(x+5)="720
zu ermitteln. Schiler Frank Pohl,
EOS ,.DSF*, Neugersdorf (Kl 11)

Ma 10/12 @ 1457 Einem Wiirfel mit der
Kanterlinge a sei eine Kugel einbeschrieben.
Ferner sei ¢ eine Ebene, die durch eine der
Wiirfelkanten sowie durch den Mittelpunkt
einer der quadratischen Begrenzungsfldchen
des Wiirfels geht, die mit dieser Wiirfelkante
keinen Punkt gemeinsam hat. Man berechne
den Fliacheninhalt des Kreises, in dem sich
die Ebene ¢ und die Kugel schneiden.
Oberlehrer H. Pdtzold,
Volkshochschule Waren/Muiritz

Ph 10/12m 1458 Ein Flugzeug A fliegt in
einer Hohe h=4000 m mit einer Horizontal-
geschwindigkeit v=500 km h~'. In welcher
waagerecht gemessenen Entfernung x, (siche
Bild) vom Punkt B muB ein beliebiger Korper
aus dem Flugzeug abgeworfen werden, damit
er im [reien Fall in B auftriflt? (Der Luft-
widerstand wird vernachldssigt.)

Prof. Dr. V. Hajko, TH Kofice (CSSR)
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Ch10/12m 1459 Wieviel g 95 °/.iges Na-
triumkarbonat sind zur Herstellung von
10 10,2 normaler Losung erforderlich?

G. Brandes

»lmmer nur Spalt-Tabletten,

Warum bekomme ich nicht auch mal
Dioxphenylactanolisaopropyaminsulfat
wie die Schulzen?*



Bodo Heise, Gorlitz; Andrea Dreyer, Cottbus;
Frank Lohmeyer, Zittau; Jens Schumann,
Coswig; Harry Hifer, Dorndorf; Jorg Pih-
land, Klingenthal; Peter-Alexander Pédhler,
Dresden; Jiirgen Anders, Dahlewitz; Frank
Herzel, Giistrow; Falk und Karsten Breuer,
Radebeul ; Esther Wolf, Hoyerswerda; Frank
Eisenhaber, Bettina Dihn, beide Giistrow;
Rolf Kamieth, Kakerbeck; Gerd Bimbaum,
Spitzkunnersdorf; Jens Peter Midnch, Berlin;
Klaus-Dieter Beck, Potsdam; Frank Meurer,
Dietzhausen; Olaf Racke, Neubrandenburg;
Marion Breitschuh, Berlin; Peter Dittrich,
Rudolstadt; Franz Sander, Gorlsdorf; Alois
Weninger, K nittelfeld (Osterreich) ; Eva Gerst
ner, Dresden; Ullrich Scherf, Eisenach; Almut
Beckmann, Steinbach-Hallenberg; Cormelia
Kriimmling, Neuenhofe; Andreas Hempler,
Riidnitz; Heike Ender, L&ssau; Thomas
WingeB, Fambach; Friedel Messerschmidt,
Bettina Riomhild, beide Trusetal; Jiirgen
Wage, Mittelstille; Heinz-Olaf Miiller,
Schmalkalden; Birgit Thomas, Zittau; Henry
Ribbe, Thaldorf; Martina Schmidt, Yvonne
Pforr, Andrea Thriinhardt, alle Rotta; Stefan
Gondlach, Zittau; Birbel Kiel, Niederorschel;
Manuela Lehmert, Worbis; Iris Reinhold,
Wingerode.

Vorbildliche Leistungen

Reiner Burkhardt, Voigtsdorf; Carsten Rih-
der, Zittau; Undine Nathan, Hoyerswerda;
Gabriele Orgis, Bernsbach; Margrit Weib-
recht, Bad Salzungen; Steffen Pankow, Zit-
tau; Thomas Mittelbach, Plessa; Eckart
Maobius, Schwerin; Thomas Hartwig, Dres-
den (KI. 3); Birgit Lang, Karl-Marx-Stadt;
Karola Nither, Leipzig: Uwe Zscherpel,
Meerane; Ulrike Baumann, Radebeul ; Frau-
ke und Burkhard Maess, Bad Doberan;
Claudia Steiber, Lienz (Osterreich); Kerstin
Zirnstein, Pirna; Uwe Krebs, Dresden; Udo
Schmidt, Schulzendorf; Roderich Winkler,

Schwerin; Hans Georg Lobert, RoBleben;
Stefan Schuster, MeiBen; Christine Schober,
Rostock; Ruth Jacobs, Halle-Neustadt ; Gun-
dula Géllner, Dresden; Annelie Meyer, Sil-
berstrale; Ina und Uwe Ebert, Ruppendorf;
Wilfried Rentsch, Dresden; Volker Beyes,
Berlin; Christian Buchta, Felixdorf (Oster-
reich); Bernd Hanke, GroBschweidnitz; Uwe
Kintzel, Erfurt; Klaus Baumgart, Dresden;
Wolfgang Stein; Rudolstadt; Axe! Haubei8,
Ringleben; Michael Rehm, Torgau; Gunter
Rothimel, Knut Enter, Frank Wurschi,
Annette Recknagel, Petra Recknagel, Sabine

_Munk, Birgit Hoffmann, alle Steinbach-

Hallenberg; Cornelia Brauer, Volker Thiele,
Erika Trautvetter, Doris Trautvetter, alle
Neuenhofe; Silke Zimpel, Dingelstadt;
Frank Jeschek, Kloster; Silvio Schmidt,
Thomas Gerth, Sabine Eberhardt, Dietmar
Miiller, Ines Rieger, alle Schmalkalden;
Anett Schulzensohn, Oberseifersdorf; Elke
Herrlich, Bad Gottleuba; Holger Hanisch,
Lobenstein; Frank Kunze, GreuBen: Mat-
thias Kasparek. Bodo Pfuhl, beide Rotta;
Frank Hopfner, Wolgast; Gerald Sommer,
Ines Grigoleit, Gabriele Schubert, alle Zittau;
Marion Solter, WestgreuBen; Uwe Hever-
hagen, Clingen; Kerstin Fritze, Niederor-
schel; Doris Warschun, Marita Freyer, Syl-
via Maiiller, alle Riidigershagen; Kirsten
Rosenow, Altentreptow; Dietmar Glanz,
Kefferhausen; Thomas Merscher, Berlin;
Monika Wehling, Wingerode; Iris Abt, Elke
Hiifner, ﬁirgil Weyh, Wolfgang Hensel, alle
Fambach; Kerstin Weisheit, Annette Renn-
hack, Beate Engelhaupt, Sybille Wiegand,
alle Rof3dorf; Elke Specht, Jorg Voigtberger,
beide Mittelstille; Bernd Muiiller-Lustig,
Ernstthal; Petra Biehain, Horka; Dorit Gru-
nert, Lossau; Bernd Kasch, Bernd Bethke,
Carola Frank, Marion Buckmann, Silvia
Heidrich, alle Stralsund; Steffi KrauB, Ber-
lingerode; Falk Neumann, Hoyerswerda;
Thomas Bienek, Schwepnitz; Christel Mit-
zenheim, Jena; Susanne Zdllner, Halle.
Guntram Tiirke, Auerbach: Gunter Ruot-
hémel, Steinbach-Hallenberg; Grit Schulsc
Cottbus; Uwe Haberlandt, Leipzig; Elkc

Pfannschmidt, Wiederstedt; Jérg Butter,
Freiberg; Manuela Marpert, Markersdorf;
Uwe Feldberg, Worbis; Ina Spanaus, Schleu-
singen; Anne-Kathrin Endtricht, Gérlitz;
Heike Arnold, Grimma; Simone Hansche,
Klausdorf; Jana Michaelis, Bad Salzungen;
Ute Jentzsch, Coswig; Gunter Fix, Mittel-
bach; Mario Binkowski, Demmin; Angelika
Radtke, Mittweida; Ute-Barbara Heuer.
Leisnig; Henri Koch. Arnstadt.

Hinweis: Die Namen der Teilnehmer am
Wettbewerb, die das Abzeichen in Gold fiir
drei- oder mehrjahrige Teilnahme erhielten,
veroffentlichen wir in Heft 1/76. d. Red.

| JIm Wetbewerbsjohr 1974/75 :
58800 Losungen

in 1000

10




Zufall und
Wahrscheinlichkeit

Teil 2

Der Fehler der in Ubung 5 dargestellten ,Losung”
bestand darin, dal wir nicht beachtet haben, daB} das
benutzte Additionsgesetz nur fiir einander ausschlie-
Bende Ereignisse gilt. Wenn eines der Elementar-
ereignisse Ay, A3, Ay, Asy, Ays, Azas Az, Aas, Asy
eintritt, so treten aber sowohl A als auch B ein. Also
schlieBen 4 und B einander nicht aus.
Durch dieses Beispiel werden wir auf eine neue Defi-
nition gefiihrt:
Unter dem Durchschnitt AnB zweier Ereignisse A
und B versteht man die Vereinigung aller Elementar-
ereignisse E,, E,, ..., E, mit folgender Eigenschaft:
Tritt E; (i 1, 2, ..., v) ein, so auch 4 und B.
Allgemein gilt das Additionsgesetz fir Wahrschein-
lichkeiten: ‘
P(AuB)= P(A)+P(B) P(ANnB)
Daraus erhilt man das Additionsgesetz fiir einander
ausschlieBende Ereignisse, wenn man bedenkt, daB
sich zwei Ereignisse genau dann ausschlieBen, wenn
AnB=U, also P(AnB)=0.
Im Beispielist AnB=A;,VA;3UA,,UA3;UA;5UA,,
UA;3UA,,UAs, und somit

P(AUB)= 16 21 9 5

36736 36 6
Ubung 6 : Man beweise: Sind 4 und B zufillige Ereig-
nisse, so gilt

P(ANB)< P(4)< P(AUB) < P(4)+ P(B)

Unter welchen Bedingungen gelien die einzelnen
Gleichheitszeichen?

3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Unter der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A/B) ver-
stehen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das
Ereignis A eintritt, wenn das Ereignis B eingetreten ist.
Wir wollen uns diesen Begriff wieder am Beispiel
des einmaligen Wiirfelns klarmachen.

Seien A: Gerade Augenzahl wiirfeln

und B : Mindestens 5 Augen wiirfeln.

Damit ist AnB: Genau 6 Augen wiirfeln.

Offenbar sind

P(A)=— P(B)=
P(A/B) ist die Wahrsche1n11chke1t dafiir, eine gerade

= und P(AmB)-—
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Zahl erzielt zu haben, wenn die Augenzahl mindestens
S betrigt. Es gilt P(4 /B)=%, denn mégliche Fille sind

jetzt 5 und 6, aber giinstig ist nur die 6. Ferner ist

P(B/A)=—, wovon der Leser sich selbst leicht iiber-

zeugt. Allgemem gilt: P(4/B)= (PA(;)B)

Lost man diese Gleichung nach P(A~B) auf, so erhilt
man eine Formel zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeit des Durchschnitts der Ereignisse A und B
aus der bedingten Wahrscheinlichkeit P(4/B) von A
beziiglich B und der Wahrscheinlichkeit von B (Multi-
plikationsgesetz fir Wahrscheinlichkeiten):
P(AnB)=P(A/B)- P(B)
m Ubung 7: In einem Bekleidungswerk erweisen sich
96 °/, der Anziige als tragbar. Von jeweils 4 dieser
Anziige sind im Mittel 3 erste Wahl. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, da ein Anzug dieses Werkes
zur ersten Wahl gehort?
Zwei Ereignisse A und B heiBlen unabhingig, wenn gilt
P(A/B)=P(4).
Diese Definition ist sinnvoll, denn aus ihr folgt auch
P(AnB) _P(A/B)- P(B)
P(4) P(A)
d. h., man kann die Variablen, die fiir die Ereignisse
stehen, vertauschen.
Fiir unabhingige Ereignisse 4 und B hat das Multi-
plikationsgesetz die einfache Form:
P(AnB)=P(A)- P(B).
Beispiel: Schiitze 1 erzielt 80 °/, Treffer, Schiitze 2
70 °/,. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
mindestens ein SchuB} im Ziel landet, wenn beide
gleichzeitig schieBen?
Seien A: Schiitze 1 trifft und B: Schiitze 2 trifft.
Gesucht ist P(AuB)=P(4)+ P(B)—P(AnB). Da A
und B unabhinge Ereignisse sind, ist
P(AnB)=P(A): P(B)=0,8-0,7=0,56 und
P(AuB)=0,8+0,7—0,56=094.
SchlieBlich wollen wir noch den Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit angeben und mit Hilfe der bereits
bekannten Gesetze beweisen:
Die Ereignisse A,, A,, ..., A, schlieBen einander aus,
und es sei 4;UAd,uU...UA,=S. (Unter diesen Bedin-
gungen bilden A,,,, ..., A, ein vollstindiges Ereignis-
system.) Dann gilt fiir jedes zufillige Ereignis B:
P(B)=P(B/A,)  P(4,)+ P(B/A,) - P(4,)
+...+P(B/A,) P(4,) '
Beweis: Auf Grund der Voraussetzung gilt
B=BnS=Bn(A4,vA,u...uA4,)
=(BnA)u(BNnA4,)u...u(BNnA4,),
und die Ereignisse (BnA,;), (BnA,),
schlieBen einander aus. Folglich ist
P(B)=P(BNA,)+P(BnA,)+...+ P(BnA,).
Wendet man noch auf jeden Summanden das Multi-
plikationsgesetz an, so erhélt man die Behauptung,

P(B/A)= = P(B),

, (Bn4,)



Beispiel: In einem VEB werden an drei Maschinen
die gleichen Werkstiicke produziert.

Tages- Ausschu3-

Maschine produktion anteil
1 263 Stiick
25
2 526 Stiick io
.. 1
3 789 Stiick —
iic 5

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein will-
kiirlich gewihltes Werkstiick fehlerhaft ist?
Seien A: Werkstiick fehlerhaft
und B; : Werkstiick an Maschine i produziert.
Lésung :
P(A/B,)- P(B,)+ P(A/B,) - P(B,)+ P(A/B3) - P(B;)
JL L 12 13 14le3 1

256 50 6 256 150 30°
Damit mochten wir unseren kurzen Ausflug in die
Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung beenden.
Wer noch weiter in sie eindringen will, sei auf die
beiden Literaturangaben am Ende dieses Beitrages
verwiesen. Aus diesen Biichern entnahmen auch wir
zahlreiche Anregungen und Beispiele.
Zur Ubung fiigen wir noch einige Aufgaben an, die
mit den Mitteln unserer beiden Beitriige gelost werden
konnen.

4. Ubungsaufgaben

w Ubung 8: In einer Stadt langjihrig durchgefiihrte
Beobachtungen ergaben, da von 100000 Kindern,
die das 10. Lebensjahr erreichten, im Mittel 82277
das 40. und 37977 das 70. Lebensjahr erreichen. Wie
groB ist dic Wahrscheinlichkeit, daBB ein 40jdhriger
das 70. Lebensjahr erreicht?

» Ubung 9: Jemand schreibt an 6 Personen Briefe
und dazu 6 Umschlige. In jeden Briefumschlag legt
er auf gut Gliick einen Brief. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB wenigstens ein Brief in den rich-
tigen Umschlag kommt?

w Ubung 10: Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB man von A4 nach B gelangt, wenn an jeder Kreu-
zung jede Richtung mit gleicher Wahrscheinlichkeit
eingeschlagen wird!

m Ubung 11 Ein Schiitze erzielt 809 Treffer, ein
zweiter 40 °/,. Jeder gibt genau einen Schuf auf eine
Zielscheibe ab. Es wird danach genau ein Treffer
festgestellt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit da-
fir, daB er vom ersten Schiitzen stammt?

rd

u Ubung 12: 15 Urnen von 3 unterschiedlichen Typen
sind wie folgt mit schwarzen und weiBen Kugeln

gefiillt :
Typ Anzahl schwarze K. weille K.
I 2 10 5
11 6 8 2
m 7 10 6

a) Eine Kugel wird willkiirlich gezogen. Sie ist schwarz
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB sie aus
einer Urne vom Typ I stammt?

b) Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, bei
zwei Ziehungen zweimal weill zu ziehen, wenn man
die zuerst gezogene Kugel vor dem zweiten Zug
zuriicklegt.

Literaturhinweise

Gert Maibaum: Wahrscheinlichkeitsrechnung
besonders geeignet fiir den fakultativen

Unterricht an EOS, 223 Seiten, zahlreiche Abb.

und Aufgaben Preis 7,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

B. W. Gnedenko/A. J. Chintschin: Elementare
Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

174 Seiten, 18 Abb. Preis 4,50 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin

E. B. Dynkin/W. A. Uspenski:

Mathematische Unterhaltungen, Teil 3

Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung

84 Seiten, 32 Abb. Preis 4,10 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin

A. Renyi: Briefe iiber die Wahrscheinlichkeit

94 Seiten Preis 7,80 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin
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Mit Papier
selbst gestaltet

Anregung -
zur eigenschdpferischen Arbeit

alpha-Wandzeitung

Die Texte zu dieser Wandzeitung wurden
dem oben pgezeigten Heft, Herausgeber:
Zentralhaus fiir Kulturarbeit der DDR,
Leipzig (Autor: B. Sikora) entnommen.

Wesentliche Papiereigenschaften

Zugwiderstand ist groBer als Druck-
widerstand

Biegung durch Eigengewicht
Stabilisierung durch Faltung

Faltung und Rollenform erméglichen
ein Aufstellen
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Riss langs der Faser ist glatter
als quer zur Faser

Doppelfaltung widersteht einer Flachen-
belastung besser als einfache Faltung

Papier ist gut geeignet zum Biegen,
Verdrehen, Einschneiden und Lochern

Papiere, Kartons, Pappen, Folien —
eine Ubersicht

Velourpapier

Samtige Oberfldche in verschiedenen Farben.
Dekorationspapier mit vielfiltiger Verwen-
dungsméglichkeit.

Buntpapier

Verschiedenfarbige, glinzende oder matte
Oberfliche, rauhe oder gummierte Riick-
seite. In Blockform erhiltlich.

Fiir Applikationen, Collagen, Silhouetten-
schnitte und ausgeschnittene Schrift nutzbar.

Scherenschnittpapier

Rauhes, schwarzdurchgefarbtes Material fiir
Silhouetten und Bildschnitte, in Blockform
im Handel.

Seidenpapier

Je nach Art unterschiedlich diinn, durch-
scheinend und weich, geringe rdumliche Sta-
bilitit, weiB, gelblich eingefiarbt oder be-
druckt.

Werkmappen

Verschiedene Restpapiere und Karton meist
im Format A 5, in Mappen abgepackt, viel-
seitig nutzbar.

Ein Hinweis: Es lohnt sich, fir farbige
Papierarbeiten geeignetes Material zu sam-
meln. Mit einer Palette verschiedener Papiere
148t sich leichter und phantasievoller arbei-
ten.

Die nachfolgend genannten Papiere und
Pappen dienen vorwiegend als Hiill- und
Packmaterial. Sie sind aber auch zu deko-
rativen Zwecken nutzbar.

Kreppapier

Dekorations- und Einwickelpapier, in Rollen

und verschiedenen Farben im Handel (meist

0,5 m breit und 5 m lang). Fein gefaltelte

Oberflache, vielfaltig verformbares Material, -
zum Zusammenlegen und Kniillen gut geeig-

net. Exakte rdumliche Formen sind nicht

moglich. ReiBfestigkeit quer zur Faser gering.

Pergamentpapier

Wird zum Einpacken fettiger Waren benutzt.
Zu gestalterischen Zwecken ist das als ,,Echt
Pergamentpapier” erhiltliche Material nutz-
bar, relativ wei und durchscheinend, fiir
Knitterpapiere und Transparentschnitte ge-
eignet.

Packpapier

Naturfarbig oder gefirbt, rauhe und glatte
Seite. Nachbehandelte Papiere sind auf bei-
den Seiten geglittet und imprégniert. Wird
in Rollen oder Bogen gehandelt und kann
fiir Dekorations- und Faltarbeiten verwendet
werden.

Pappe

Kriftiges naturfarbiges, eingefdarbtes oder
kaschiertes Material. Wird Pappe geklebt,
muB dies auf Vorder- und Riickseite erfolgen,
damit keine Flichenkriimmungen entstehen.
Nutzbar fiir Buchumschlige, Behilter und
Grundkérper, als Unterlage fiir Papierarbei-
ten sehr gut geeignet.

Wellpappe

Durch gewellte Pappeinlage verstirktes Ma-
terial, quer zur Wellung gut biegbar, in Wel-
lenrichtung relativ stabil.

Fir rdumliche Formen als eigenstindiges
und als Grundmaterial nutzbar.

Zeitungspapier

Holzhaltiges Papier mit groBen Harzanteilen,
rauh, saugfdhig, vergilbt leicht, billig und
gut zu verarbeiten, geringe optische Wirkung
der Oberfliche.

Geeignet fiir Saaldekorationen (Sdulenum-
wicklung u. 4.), aber nicht fiir feingliedrige,
stabile Formen. Wird in Rollen geliefert,
Restware in Druckereien.

Plakatkarton
Kartonmaterial mit Kreide-Kaseinbeschich-
tung in Plakatformaten. Beschichtung sehr
empfindlich.
Kann fiir Tischaufsteller verwendet werden.



Schreib- und Zeichenpapier, Zeichenkarton
Mehr oder weniger holzhaltig bzw. holzftei,
verschiedene Bleichungsgrade, gut geschlos-
sene Oberfliche, Vorderseite glatter und
dichter als Riickseite. Unterschiedliche Qua-
litdt ist zu beachten. Im Format A 5 bis A 1
in Blattform im Einzelhandel, gréBere For-
mate und Zeichenkartonrollen (1,57 m breit,
55 m lang, hadernhaltiger, weier und holz-
freier Karton vom VER Feinpapierfabriken
Neu KaliB) im Fachhandel erhiltlich.
Rollenkarton ist geeignet fiir Faltleuchten
und groBformatige, anspruchvolle Dekora-
tionsarbeiten. '

Tapeten

Tapetenreste konnen auf der Rickseite mit
wasserfester Plakatfarbe (Nerchau-Plakat-
farbe) eingewalzt, getrocknet und gegebenen-
fals mit PVAC-Bindemittel farblos lackiert
werden.

Aus dem eingefirbten Papier lassen sich
groBflichige Dekoratiznen und Schriften
ausschneiden, die mit Tapetenkleister auf-
geklebt werden kénnen.

Kunstdruckpapier und -karton
Entsteht durch ein- oder beidseitige Be-

schichtung hochgradig gebleichter Papiere

und Kartons mit Kreidzs und Kaolin unter
Druck und Wirmeeinwirkung. wird fiir Halb-
tondruck verwendet und ist im Fachhandel
in StandardgréBen erhilich. Zerstdrung der
Oberfliche bei Bearbeitung mit spitzen Ge-
genstinden und Punktkizbung. Schmierflecke
entstehen leicht.

Auf dem matt oder glid:zend weiBen Papier
stehen Striche mit Skrivent und ReiBfeder
sehr brillant, fiir Federzeichnungen ist es
jedoch weniger geeignet

Folien

Klarsichtfolien als Schutz- und Veredlungs-
schicht fiir reprisentative Arbeiten, gefirbte
Folien fiir Durchleuchtebilder, Collagen und
mehrschichtige Bildschuitte sind im Einzel-
handel erhiltlich. Holz- und Metallfolien
konnen als Untergrund von dekorativen Ar-
beiten und fiir Behdlter und Verpackungen
benutzt werden. Gold- und Silberfolien aber
nur sparsam einsetzen, cbei;-> die bunten
Folien. Sie wirken schneil kitschig.

Transparentpapier

VerhiltnismiBig gut durchsichtig, relativ fest.
dichte Oberfliche. Empfindlich gegeniiber
Feuchtigkeit (verzieht sich unregelmiBig)
und Bruch, reiBt leicht ein. Verwendung

zum Uberpausen und Korrigieren von Ent-
wiirfen, Untergrund fiir Zeichnungen bei
Lichtpaus-Vervielfiltigung. Fiir bestimmte
Faltarbeiten (Effekt der durchscheinenden
Faltung) geeignet.

Biittenpapier

Handgeschopftes Biitienpapier ist unter-
schiedlich dick, wei3, gelblich oder braun.
Relativ festes Material mit dichter Ober-
fliche und typischem, gewelltem Rand.
Wird fiir kiinstlerische Schriftgestaltung und
Federzeichnungen verwendet.

Papierstreifen gefiltelt
und eingeschnitten, dann aufgefichert

Pappe und Karton, gefaltet, gesteckt —
eingeschnittene und geklebte Kegel

Wir falten eine ,,Taube**

Farbflichen sind aufgeklebt

Tischkarten
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Mi:idchen
meistern
Mathematik

alpha stellt vor:
Sabine Anders, Cottbus

Ich heiBe Sabine Anders, bin 17 Jahre alt
und besuche die 12. Klasse der EOS
»A. Becker”, Cottbus. Meine Mutter (ohne
Beruf), mein Vater (Elektriker) und meine
Schwester (16 Jahre alt) geh6ren zur Familie.
Durch meinen Vater, damals selbst Liebhaber
von Unterhaltungsmathematik, wurde ich
bereits in frithester Kindheit durch logische
Denkschulung mit der Mathematik bekannt
und vertraut gemacht. Dank meiner guten
Konzentrationsfahigkeit hatte ich erste Er-
folgserlebnisse, die meine Freude an ‘mathe-
matischen Knobeleien weckten und meine
Kombinationsfahigkeit forderten. Vom ersten
Schultage an folgte ich dem Mathematik-
unterricht mit groBer Aufnahmebereitschalt.
In guter Mitarbeit und gewissenhaftem Anfer-
tigen von Hausaufgaben machte sich mein
Interesse fiir die Mathematik bemerkbar.
Auch in anderen Fichern folgte ich dem
Unterricht aufmerksam, so daB ich nie
gréBere Schwierigkeiten hatte. Da meine
Eltern das Ziel hatten, uns eine moglichst
breite Allgemeinbildung zukommen zu las-
sen, gingen sie mit uns beiden” Geschwistern
in die Bezirksmusikschule. Seit dieser Zeit
hatten unsere Mitbewohner oft Grund, sich
bei uns wegen Lirms, verursacht durch mehr
oder weniger qualifiziertes Klavierspiel, zu
beschweren.

Bis zum vollendeten 3. Schuljahr wachte
unsere Mutter streng daraul, daB wir gewis-
senhaft und einwandfrei unsere Pflichten
(Hausaufgaben, Klavieriiben) erfiillten. Bis
zu meinem Eintritt in den Matheklub be-
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schiftigte sich mein Vater mit uns auBer-
unterrichtlich, indem er uns stindig Knobel-
aufgaben — selbsterdachte oder aus der Lite-
ratur gewihite — stellte. So gelang es mir,
bei ABC-Olympiaden, Kreis- und Bezirks-
olympiaden, Preise zu erringen, wodurch ich
mir meine Mitarbeit im Kreis- und Bezirks-
klub Cottbus verdiente. Auch in der Musik-
schule stellten sich bald Erfolge ein; so erhielt
ich beim DDR-Ausscheid in der Fachgruppe
Klavier das Pridikat sehr gut.

Ubergebiihrende Anerkennung meiner Lei-
stungen fiihrte zur Uberheblichkeit, die sich
darin duBerte, daB ich glaubte, nichts mehr
tun zu miissen, um erfolgreich zu sein. Meinen
Eltern habe ich es zu verdanken, daB ich

diese Krise rechtzeitig iiberwinden konnte.

Die kontinuierliche und intensive Férderung
im Kreis- und Bezirksklub erm&glichte mir
die Teilnahme an den letzten drei DDR-
Olympiaden. Mein Wunsch ist es, nach dem
Abitur Mathematik zu studieren. Doch kann
ich mir mein Leben nicht mehr ohne die
Beschiftigung mit der Musik vorstellen.
Mit Kerstin Bachmann (Halle, siehe alpha-
Heft 3/72), deren Hobby neben der Mathe-
matik auch Musik, das Violinenspiel ist, ha-
ben wir bei der Siegerehrung der DDR-Olym-
piade 1974 zusammengespielt Wenn es auch
viel Arbeit kostete, es hat uns (und den Zu-
hérern, d. Red.) groBe Freude bereitet.
Ein anderes Hobby von mir ist das Lesen.
Erst kiirzlich studierte ich das Buch ,Spiel
mit dem Unendlichen“ von der ungarischen
Mathematikerin Rosza Peter geschrieben.
Ich kann es jedem sehr empfehlen, auch denen,
die sich nicht unbedingt intensiv mit Mathe-
matik beschiftigen.
Seit Griindung der Zeitschrift ,,alpha“ nehme
ich am alpha-Wettbewerb teil. Alle Leser
mochte ich herzlich griiBen und zum SchluB
eine Aufgabe stellen, deren Losung IThr im
Heft 1/76 findet:
Ala
(1) A+ ++d el =
=(a+b+c+d+e)?

) ace =a+b+c+d+e
3) bce =2(a+b+c+d+e)
4) b+c=e
5 . d =a+c
Gesucht sind alle ganzzahligen Losungen
des obigen Gleichungssystems.

Sabine Anders

alpha stellt vor:
Dr. Monika Noack, Berlin

Von Beginn meiner Schulzeit an, das war im
Jahre 1953, nahm ich am Schulleben, ins-
besondere auch an allem, was an Auler-
schulischem geboten wurde, mit viel Freude
teil. Ich war ein aktiver und begeisterter
Pionier, was bei dem abwechslungsreichen
Pionierleben, das es an meiner Schule gab,
nicht schwer war. In der 8. Klasse nahm ich
an der 1. Berliner Mathematik-Olympiade

teil. Von 1961 bis 1965 besuchte ich die
EOS ,Heinrich Hertz“, die damals allerdings
noch nicht Spezialschule fiir Mathematik
war. In meiner Freizeit trieb ich viel Sport,
war in einem Chor und zeitweilig in noch
anderen Arbeitsgemeinschaften, ich las viel,
besuchte regelmdfig Theater und Konzerte,
nahm an Mathematikzirkeln und Spezia-
listenlagern Junger Mathematiker teil und
bemiihte mich als FDJ-Leitungsmitglied um
eine gute FDJ-Arbeit in meiner Klasse und
Schule. Als Schiilerin der 11. Klasse gehorte
ich zu jenen acht Jungen Mathematikern,
die zur VI Internationalen Mathematik-
Olympiade nach Moskau delegiert wurden,
und erhielt dort einen dritten Preis, was mir
bei der VIL. IMQ in Berlin, an der ich auch
teilnahm, leider nicht gelang.

Meine Entscheidung fiir ein Mathematik-
studium stand schon lange vor dem Abitur
fest, und so nutzte ich die den sechs weiteren
IMO-Kandidaten und mir gebotene Mog-
lichkeit, statt des UTP eine spezielle Be-
treuung durch einige Mitarbeiter der Hum-
boldt-Universitdt zu erhalten. Dariiber hin-
aus besuchte ich beispielsweise noch die Vor-
lesung ,,Lineare Algebra“ des 1. Studienjahres.
Spéter im Studium nahm ich dann auch viele
Moglichkeiten wahr, fakultativ Lehrveran-
staltungen zu besuchen. Mir hat das Studium
der Mathematik immer viel Spall gemacht,
und auf Grund der relativ guten Vorberei-
tung durch Mathematikzirkel und #hnliche
Veranstaltungen fiel es mir auch - vor allem
zu Beginn des Studiums — leichter als man-
chem anderen. Der Ubergang von der Schule
zur Universitdt bringt fiir jeden Schwierig-
keiten mit sich. Statt der gewohnten Schul-
stunden sind Vorlesungen, Ubungen und
Seminare zu besuchen, und von ganz ent-
scheidender Bedeutung wird ein umfang-
reiches Selbststudium. Man muB sehr fleiBig,
beharrlich und kontinuierlich arbeiten und
sich an tagtigliches Ringen um das Ver-
standnis des Stolfes gewohnen. Aber die
Freude an der Beschiftigung mit der Mathe-
matik hat das bei mir nicht gemindert. —
Seit dem AbschluB meines Forschungsstu-
diums bin ich Assistent am Bereich Mathe-
matische Optimierung der Sektion Mathe-
matik der Humboldt-Universitit und als sol-
cher an der Ausbildung der kiinftigen Diplom-
Mathematiker beteiligt.




Meine Verbindung zur Mathematik-Olym-
piade ist nie abgerissen; ich bin Mitglied des
Bezirkskomitees fiir die Olympiaden Junger
Mathematiker Berlin, unterrichte in den
Berliner Spezialistenlagern und bei der Vor-
bereitung unserer IMO-Kandidaten, -bin als
Koordinator bei der Berliner- und DDR-
Olympiade titig und nicht zuletzt Sekretar
der Mathematischen Schiilergesellschaft bei
der Humboldt-Universitit zu Berlin. Seit
dem vergangenen Jahr betreue ich im Rahmen

der MSG vier Junge Mathematiker, was mir-

viel Freude bereitet, und ich hoffe, daB diese
vier, die in Berlin bisher sehr erfolgreich
waren, bei kiinftigen Olympiaden auch wieder
ein Wort mitzureden haben.

Aus meiner Arbeit in der MSG

Alle Pioniere und FDJ-ler der Mathemati-
schen Schiilergesellschait bei der Sektion
Mathematik der Humboldt-Universtitdt zu
Berlin (MSG) kommen wéchentlich einmal
‘in ihren Zirkeln (Klassenstufe 7 bis 12) zu-
sammen. Sie werden von Mitarbeitern und
Forschungsstudenten der Sektion Mathema-
tik betreut Die Teilnehmer lernen teils direkt
im Unterricht, teils durch Selbststudium
ausgewiihlte, altersangemessene Kapitel der
Mathematik kennen, die oft iber den Schul-
stofl hinausgehen. Daneben werden natiir-
lich auch Aufgaben geldst, die Olympiade-
charakter haben, denn das gute Abschneiden
unserer Berliner IMO-Teilnehmer in diesem
Jahr ist uns Verpflichtung, alles zu tun, damit
wir auch zu kiinftigen Internationalen Mathe-
matik-Olympiaden Teilnehmer aus Berlin
delegicren konnen, die unsere Republik

wiirdig vertreten. — Die Besten jeder Klassen- -

stufe erhalten neben den Zirkeln eine Spe-
zialbetreuung durch Mitarbeiter der Sektion
Mathematik. Die Spezialgruppe der Klasse 9
leite ich seit einem Jahr. Ihr gehéren vier
Schiiler an. Bisher beschiftigten wir uns vor
allem mit Geometrie. Die Schiiler halten
Vortrige iiber kleine Kapitel, und wir 16sen
Aufgaben, die wir meist sowjetischen Aul-
gabensammlungen, die fur unsere Zwecke
besonders gut geeignet sind, entnehmen.
Einige davon werde ich aufschreiben:
AAufgabea Die Mitten der Seiten AB
und 5, BC und ED des konvexen Fiinfecks
ABCDE seien durch Strecken verbunden.
Die Mitten H und K dieser Strecken seien
von neuem miteinander verbunden. Man be-
weise, daB die Strecke HK parallel zur
Strecke AE ist und daB die Linge von HK
gleich einem Viertel der Linge von AE ist.
AAufgabea Es sei eine der Diagonalen
eines gegebenen Sehnenvierecks Durchmes-
ser des Umkreises. Man beweise, daB die
Lingen der Projektionen der einander gegen-
iiberliegenden Seiten auf die andere Diago-
nale gleich sind.

s. auch S. 138 Monika Noack
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Was soll man machen, wenn es keine

D. Fink, stud. math. an der TH ,,Otto v. Guericke'', Mugdeburg

Diophant

Wenn man die Buchstaben im Namen des griechischen
Mathematikers DIOPHANT in geeigneter Weise
durch Ziffern von O bis 9 ersetzt und von der so
entstandenen Zahl das 3n-fache (n=3, 4, ..., 27)
‘bildet, erhilt man neunstellige Zahlen, in denen sich
jeweils eine Ziffernfolge dreimal wiederholt.

Von den méglichen 25 Gleichungen seien zur Erleich-
terung einige angegeben.

3- 4-DIOPHANT=DI RDI RDI R

3. 7-DIOPHANT=1 HTI HTI1 HT
3-10-DIOPHANT=ONEONEONE
3-11'-DIOPHANT=PENPENPEN
3-16:DIOPHANT=HTI HTI HT
3-177'-DIOPHANT=A1I TAI TAI T
3-199'-DIOPHANT=NEONEONEO
3-:25-DIOPHANT=TAI TAI TAI
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden
Ungarische Wiirfeleien

Aus der ungarischen Ritselzeitschrift ,,Fules* aus-
geschnitten:

Welcher Wiirfel geh6rt zu dem dargestellten Netz?

IMO-Spielerei

Auf der Rundfahrt der Freundschaft (Burgas-Tir-
nowo—Sofia) wurde auch viel geknobelt. M. Marczinek
errechnete 2'°0=1267650600228229401496703205***
und fragt alle alpha-Leser:

Wie heiflen die letzten 8 Ziffern von 2'° in Dezimal-
schreibweise?
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karierten Blocke gibt?

Das Haus vom Nikolaus -

Wie viele Moglichkeiten gibt es, das Haus zu zeichnen,
ohne den Stift abzusetzen und ohne eine Strecke zwei-
mal zu durchfahren?

(Hinweis: Die Diagonalen sind je eine Kante, ihr
Schnittpunkt zihlt nicht als Knoten.)

Dr. G. Maef, Sektion Numerische Mathematik
an der Universitit Rostock

Heitere Interpretation einer Olympiadeaufgabe

An einer FuBballmeisterschaft der DDR beteiligen
sich 14 Mannschaften der Oberliga. In der ersten Halb-
serie spielen je zwei dieser Mannschaften genau einmal
gegeneinander. Es ist zu beweisen, daB es in der Zeit
dieser Halbserie nach jedem Spieltag zwei Mann-
schaften der Oberliga gibt, die die gleiche Anzahl von
Spielen ausgetragen haben.

Wie originell ein Schiiler der Klasse 9 diese Aufgabe
16ste, findest du auf Seite 144.

In einem Zug

Die Figur soll ohne abzusetzen nachgezogen werden.
Dabei ist die Verbindung zweier Punkte stets eine
Strecke, und keine Verbindung darf zweimal benutzt

werden. Oberlehrer Dipl.-Math.-Lehrer

K. Becker, Liibtheen

Kryptarithmetik

" MATHE
+ALPHA
S S

SPA H. Gehl, Miinchen



Die Rufnummer

Willst du mich heute noch erreichen,
dann wihle so vier Zahlenzeichen:
Die hintere Zahl aus zwei Ziffern
kann die vordere schnell liefern,

wenn man davon ganz ungeniert
genau ein Zehntel subtrahiert.

Von den vier Ziffern dann — summiert,

-fiihI’'n Mystiker sich attackiert. Mathematikfachlehrer
W. Zehrer,
Kreisvolkshochschule Netzschkau

Fiillriitsel

Die dritten Buchstaben der Wortbilder der durch die
angegebenen Eigenschaften bestimmten mathemati-
schen Begriffe ergeben in der festgelegten Reihenfolge
gelesen das Wortbild des gesuchten Begriffes.
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1. Zeile: Gerade, die einen Kreis in zwei Punkten schneidet.

2. Zeile: Viereck mit vier Symmetrieachsen.

3. Zeile: Menge der gemeinsamen Punkte einer Trapezfliche und
der Mittelparallelen ihrer Grundseiten.

4. Zeile: Viereck, dessen Eckpunkte auf einem Kreis liegen.

5. Zeile: Menge aller Punkte, die von einem gegebenen Punkt
gleichweit entfernt sind.

6. Zeile: Menge aller Punkte, deren jeder von zwei gegebenen
Punkten jeweils gleichen Abstand hat.

7. Zeile: Vieleck bestimmter Eckenzahl, das bei jeder Lage seiner
Eckpunkte einen Inkreis hat.

Irmgard Tréiiger, Wilhelm-Pieck-OS Débeln

1976

1976 =197-6+19-7-6+1-9~7—6
=(1°-76)(—1+,/9 - 7—6)
=19(7—6)(1—9)(—7—6)
=(1+97+6)- 19(7—6)
=(1+97+6)-197"6
=19(746)(1-9—7+6)
=J/19-76(1+9+7-6)
=(1+97+6)(19+76) : (1—-9+7+6)

19476  =1-9+76+1-94+7-6
19-76 =1-97+6—1-9+7-6
19:76  =[1—-y9%7+6)] (1+/9-7-6)
19:76 =(19+7-6) : (1+,/9+76)
1976 =(197"91°-176 )
19/76 =/1:9-7-6-1-,/9-7-6 /19 -76(—1-9+7+6)
1.7 _149+7+6
96 T19-7+6
17 _19(—=7+6)
96 T19-7+6
1.1 1-9+7-6
9 6 (1=/%-7)-6
1.7 _J1-9+7-6
9°6 T 1-9-7-6
149474621 9+7+6 149746 1-9+7-6 19-7-6
1 9 7 6
19476 _1-9+47-6 _(1+9)(71—6)
19-76  —19+7+6 (1-9+7)-6

A=(1°7-6)1o-":6 Ing. H. Decker, Kéin

Dynamische Schonheit H. Baravalle, New York
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

so fihrt einmal die Konstruktion der ange-
gebenen Figur exakt durch. Dann werdet IThr
feststellen, daB in der angegebenen Skizze
(Bild 1) ,manipuliert“ wurde. Die richtigen
‘Lagebeziehungen der einzelnen Punkte zeigt
Bild 2. Es kann also von (9) nicht auf (10) und
somit auf die Behauptung geschlossen wer-

den.

o Einen interessanten geometrischen Trug-
schluB sandte uns Ralf Schulze, Mitglied der
Mathematischen Schiilergesellschaft (MSG)
bei der Sektion Mathematik der Humboldt-
Universitit Berlin. )

Er liefert einen ,,Bewejs“, daB ein rechter
Winkel gleich einem stumpfen ist. Dabei
benutzt er eine Skizze, die durch folgende
Konstruktion erhalten wurde (Bild 1); Ge-
geben ist eine Gerade g und auf ihr zwei
Punkte 4 und B. In A wird zu g die Senk-
rechte s errichtet, auf der D ein beliebiger
Punkt (% A) ist. Weiterhin wird in B ein
stumpfer Winkel an g angetragen, so daB der
freie Schenkel s in der gleichen Halbebene
wie D liegt Um B wird ein Kreis mit 4D
geschlagen, der s in C schneidet G sei der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zu AB
und CD.

Bild 1

g

Nun ist XDAB=90° und & ABC>90°.
AuBerdem gilt AD=BC (1)
und, wenn die Mittelpunkte von AB bzw.
DC mit E bzw, F bezeichnet werden,

DE=CE, ¥DEG=¥CEG ()]
sowie AF=BF, ¥AFG= ¥BFG )
Aus den Kongruenzsitzen gewinnt man

ADEG = ACEG C)]
und AAFG=ABFG (5
Daraus folgt weiter

DG=CG ©
und AG=BG )
Aus (1), (6) und (7) erhédlt man

AADG = ABCG und daraus (8)

¥DAG= % CBG 9)
AuBerdem gilt wegen (5)

¥FAG= xFBG. (10)

Aus (9) und (10) folgt schlieBlich
90°+ xFAG= £ DAG= ¥ CBG
= £ CBF + < FBG,
also 90° = XxCBF.
Habt Ihr, liebe alpha-Leser, den Trugschluf
in diesem ,Beweis“ gefunden? Wenn nicht,
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Bild 2

&
® Die Berliner MSG besteht seit etwa drei
Jahren. In ihr arbeiten die besten Jungen
Mathematiker von der 7. Klasse an in Grup-
pen von etwa 12 Mitgliedern zusammen.
AuBler der Zirkeltitigkeit werden Selbst-
studium, Einzelkonsultationen und Kurz-
lehrginge in den Schulferien durchgefiibrt.
Alljihrlich findet ein Schiilerkolloquium statt,
auf dem MSG-Mitglieder Vortrige iiber
mathematische Probleme halten, mit denen
sie sich im Selbststudium beschiftigt haben.
So sprach Gerald Gorner (siche Foto) iiber
die Codierung von Nachrichten. Dabei fiihrte
er u. a aus:

-Wenn man eine Nachricht iibermittelt, dann
kann es doch einmal passieren, daB sie ver-
filscht wird, so z B. auch beim Transport
einer Dualzahl in einem Elektronenrechner.
Deshalb fiigt ein elektronischer Rechner
einer eingegebenen Dualzahl, z. B. LLOL oder
LOLO, ecine Priifstelle hinzu, durch deren
Wert die Anzahl der L in der neuen Dual-
zahl immer ungerade wird. In unserem Bei-
spiel erhalten wir also LLOLO bzw. LOLOL.
Ist nun die Anzahl der L in einer transpor-
tierten Dualzahl gerade, z B. LOOLO,

kann man nur sagen, daB die Nachricht ver-
filscht ist. Es ist aber von Bedeutung, die
verfilschte Stelle zu ermitteln. Mit einer sol-
chen Methode, die das fiir vierstellige Dual-
zahlen ermoglicht, wollen wir uns nachfol-
gend beschiiftigen.
Dabei transportieren wir unsere vierstellige
Dualzahl als siebenstellige Nachricht mit
3 Kontrollstellen. Die Dualzahl steht auf
den Stellen 3, 5, 6 und 7. Die Kontrollstellen
1, 2 und 4 werden so belegt, daB die Summe
der L auf den Stellen 1, 3, 5 und 7, auf den
Stellen 2, 3, 6, 7 und 4, 5, 6, 7 jeweils ungerade
wird. Die Dualzahl LLOL wird somit als
OLLLLOL iibertragen. Wire stattdessen die
die Nachricht OLLLOOL angekommen, so
koénnte man den Fehler durch folgende Uber-
legungen finden:
1) Die Summe der L auf 1, 3, 5, 7 ist 2,
also liegt ein Fehler vor.
2) Die Summe der L auf 2, 3, 6, 7 ist 3, .
also kein Fehler.
3) Die Summe der L auf 4, 5, 6, 7 ist 2,
also liegt ein Fehler vor.
Wegen (1) und (3) muB der Fehler auf 5 oder 7
sein. Er liegt aber wegen (2) auf Stelle 5. Man
iiberlegt sich leicht, daB diese Methode immer
zum Ziel fihrt, wenn nicht mehr als eine
Stelle verfalscht iibertragen wird.”

® Der Schiiler Clemens Jaunich schrieb im
Auftrage der AG 7 des Klubs der Jungen
Mathematiker Cottbus an alpha:
,»Wir sind 12 Mitglieder des Kreisklubs und
gehoren zu den eifrigen Lesern von alpha.
Wir befaBiten uns unter Anleitung_unseres
AG-Leiters, Herrn Kohlistock, mit der Losung
von Gleichungen mit absoluten Betrigen.
Dabei 16sten wir u. a. folgende Aufgabe:
[9—x]—|0,5x+1|=12
Im nidchsten Heft veroffentlichen wir die
Losung Dann konnt Ihr sie mit Eurer eigenen
vergleichen.

Fortsetzung von Seite 135
AAufgabea Man beweise, daB die Fliche
eines Quadrates, das innerhalb eines Drei-
ecks liegt, hochstens gleich der Hilfte der
Flache des Dreiecks ist.
Die vier Schiiler meiner Spezialgruppe griien
alle alpha-Leser. In Heft 1 geben sie die
Losungen zu/den zwei folgenden Aufgaben,
die ebenfalls einer von uns durchgearbeiteten
Broschiire entnommen sind:
AAufgabea Kann ‘man acht Strecken in
der Ebene so lagern, daB jede von ihnen mit
genau drei anderen dieser Strecken Schnitt-
punkte hat?
Beantworte die gleiche Frage fiir sieben
Strecken!
AAufgabea Die Hypotenuse des recht-
winkligen Dreiecks ABC werde von dem
Kreis, dessen Durchmesser die langere Kathe-
te ist, im Verhiltnis 1:3 geteilt. Man be-
stimme die Winkel des Dreiecks!

M. Noack



Losungen

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/74 (Nachtrag):

W9wmi1281 Fiir alle i=1, 2, ..., n gilt, da
das Quadrat einer reellen Zahl stets groBer
oder gleich Null ist.

(a;— bi)z 20,

al —2ab,+b? 20,

aizg zaibi_bi1=bl{2ai_bi)'

Daraus folgt wegen b, >0

also

&2 .
—;g 2a —b. Daher gilt
a? al a?

b—l +E;+ e +b—,,

Z(2a,—by)+(2a;-by)+... +(2a,— b))

22(a,+a;+...+a,)—(by+by+...+b,)

22—1=1,w.zb w

410/1241282 Es soll bewiesen werden,

daB das Produkt z=99n stets die Quer-

summe 18 hat, wenn n eine natiirliche Zahl
mit 0<n<100 ist Dann LBt sich n in der

Form n=10a+b darstellen, wobei a und b

natiirliche Zahlen mit 0<a<9 und 0<b<9

sind und nicht beide gleich Null sind.

Fiir das Produkt erhilt man
z=99n=(100—1)(10a + b)=
=a-10°+b-10>—a-10—b.

Um z dekadisch darzustellen, ist die rechte

Seite so umzuformen, daB die Faktoren bei

den Potenzen von 10 einstellige natiirliche

Zahlen sind. Dabei sind die folgenden beiden

Fille zu unterscheiden:

1. b+0. Dann gilt
z=a-1034+(b-1)-10*°+9—a-

- 10+ (10—b), das ist eine natiir-
liche Zahl, die die Grundziffern
a,b—1,9—a, 10—-b,

also die Quersumme
a+b—1+9—a+10-b=18 hat.

2. b=0. Dann ist nach Voraussetzung a0,

und es gilt
z=a-10°—ag-10=(a—1)- 10°+9-

- 1024+(10—a) - 10+0, das ist eine
natiirliche Zahl, die die Grundziflern
a—1,9,10=-q,0,

also die Quersumme
a—14+9+10—-a=18 hat.

In jedem Falle hat also die Zahl z die Quer-

summe 18, w. z b. w.

4A10/12 41283 Die Gleichung

4214 +x!=134224 ) )

hat fur

x=1die Losung y=1; denn 1!=13;

x=2 keine Lésung; denn 1!+ 2!=3 und
13<3,134+23>3;

x=13 die Losung y=2;denn 1!4+214+3!=9
und 13 +23=9,

Fiir x=4 gilt 114+ 2!4+31+4!1=1+2+6+24
=33.

Andererseits gilt

2
1P+2%+ ...+y3=[y——(y2+ 1)] =22,

yo+1)
2

wobei z= eine natiirliche Zahl ist.

Die rechte Seite der Gleichung (1) ist also
gleich dem Quadrat einer natiirlichen Zahl.
Nun endet das Quadrat einer natiirlichen
Zahl niemals auf die Grundziffer 3, weil die
Zahlen 02, 12, 22, ..., 92 nicht auf die Grund-
ziffer 3 enden. Da jedoch die linke Seite der
Gleichung (1) im Falle x=4 gleich 33 ist,
ergibt sich ein Widerspruch; daher hat in
diesem Falle die Gleichung keine Losung.
Fiir x=5 endet die Summe .
1421 +31+414 50+ +x!=
=33+5!+61+... +x!
ebenfalls auf die Grundziffer 3; denn die Sum-
manden 5!=120, 6!=720 usw. sind jeweils
Vielfache von 10. Da aber auch in diesem
Falle auf der rechten Seite der Gleichung (1)
das Quadrat einer natiirlichen Zahl steht,
ergibt sich ein Widerspruch, d h die Glei-
chung hat auch fiir x=5 keine Losung.
Daher hat die gegebene Gleichung genau
zwei Losungen, namlich

x=1,y=1 und x=3,y=2.

W 10/12 m 1284 Angenommen, es sei (x, y)
eine Losung des Gleichungssystems

x2+yr=1, 1)

x5 +yS=1. 2
Dann gilt wegen (1)

y=1-x 3

Yo =(1—x3)?=1—3x?+3x* — x5,
also wegen (2)

x6+1-3x2+3x*-x5=1,

Ix*—3x%=0,

x*(x*—-1)=0. @
Die Gleichung (4) ist genau dann erfiillt,
wenn entweder

x2=0,d. h. x=0 oder

x?2—1=0,d. h. x2=1,

also x=1 oder x= — 1.
Aus der Gleichung (3) erhalten wir die zuge-
hérigen Werte fiir y:

= 0, y= 1
Xy= 0, _Vz=—1;
x3= 1, y;= 0;
Xo=—1, y4= 0.

Fiir diese Werte sind aber auch, wie die
Probe bestitigt, die Gleichungen (1) und (2)
erfullt

Das gegebene Gleichungséystem hat also
genau vier reelle Losungen, ndmlich

© 1) ©, —-1), (1,0, (-=1,0).

W 10/12 w 1285 Es seien
a, =384 400 km der Radius der Umlaufbahn
des Mondes,

T, =27,32 d=655,68 h=~39340 min die Um-

laufzeit des Mondes,

a,=35600 km+6370 km=41970 km der

Radius der Umlaufbahn von ,,Kosmos 637,

T, die gesuchte Umlaufzeit dieses Satelliten

(in min).

Dann gilt nach dem 3. Keplerschen Gesetz
T} : Ta3 : 43,

= [T
2 &

Setzen wir die obigen Werte ein, so erhalten
wir (am besten durch logarithmische Rech-
nung) T,=1419 min=23 h 39 min,

das sind fast 24 h.

Es handelt sich also um einen ,,Synchron-
satelliten® oder ,,quasistationdren Satelliten®,
d. h. um einen Raumflugkorper, der auf seiner
kreisformigen Umlaufbahn, die gegeniiber
dem Aquator nur um 0,25° geneigt ist, in
pahezu 24 h die Erde umfliegt, also in der-
selben Zeit, die di¢ Erde fiir die Drehung
um ihre Achsé benétigt. Ein solcher Satellit
macht also auf einen Beobachter den Ein-
druck, als ob er fest iiber einem bestimmten
Ort der Erde stehe.

W 10/12*1286 Es sei x eine reelle Losung

der Gleichung
(x—=1)(x—2)(x—3)(x - 5)(x—8)(x—10)
- (x—11)(x— 12) =14 400. mn

Da das arithmetische Mittel von x—1 und
x—12, von x—2 und x—11, von x—3 und
x—10, von x—5 und x—8 jeweils gleich

x—g ist, empfichlt sich die Substitution

x—?=t,alsox=t+12—3. Dann ist ¢t eine

Losung der Gleichung

11 9 7 3 3 7 9
t+—N e+ )+ e+ )= e —)(e—=
( ) 2)( 5 2)( 2)( 2.)( ,2)

(1—12—1)= 14400, )

121 81 49 9
12 — ) (2 =) (2 — ) (12 —>)=14400. (3
( 2! 4)( 4)( ? 3
In dieser Gleichung ist das arithmetische
Mittel von

121 9 81 49
2__ 2___ tz___ Z__
t 2 und ¢ 4,von 4undt 2

jeweils gleich ¢2 —-?. Man setzt daher

2 —%:z, also 2 =z+€75 und erhilt

56, 16, 16, 56,
(- + D+ =14400,

(z—14)(z— H(z+4)(z + 14)
(22 — 196)(z% — 16) = 14 400,
z* 21222 —11264=0. S5)
Diese quadratische Gleichung fiir z> hat
genau eine nicht negative LSsung, nimlich

22 =106+ /11236 + 11264 =106 +./22 500

= 14400, 4

=106+ 150,
z2=256. Diese Gleichung hat die Lésungen:
a) z, =16. Dann ist ¢*= 16+$=%9,

1 >0 1 /s
also ‘1=§\/129’ t,= —5\/129
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_B+J/129 _13-129

und x, > VX, 3
b) z,= —16. Dann ist t*= —16+?=41,
also t3=%, t,= _%

und x3=%+12—3=7, X, = —%+12—3=6.

Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt
reelle Losungen hat, so konnen es nur die
Zahlen x,, x,, x3, x4 sein. Die Probe besti-
tigt, daB das tatsdchliche L&sungen sind.
Die gegebene Gleichung hat also genau vier
reelle Lasungen, nimlich

. =l3+\/129,x =13—\/129

! 2 z 2 ’
x3=7,x,=6.

W 10/12*1287 Es sei ABCD ein konvexes
Sehnenviereck mit den in der Aufgaben-
stellung angegebenen Bezeichnungen. Ferner
sei der Punkt E aul der Diagonale BD so
gewihlt, daB ¥ DAC= £ EAB gilt (vgl. die
Abb.). Das ist immer moéglich, weil das
Sehnenviereck ABCD konvex ist und daher
¥ DAC < xDAB ista

b ;',(\,

Wir schreiben zur Abkiirzung BE -f,,
ED=f,; dann ist f, +/;=f. Nun gilt
XxEAB= % DAC,
X ABE= x ACD (als Peripherie-
winkel iiber der Sehne AD),
AABE ~AACD. Daraus lolgt
fita=c:e,
fie=ac. Ferner gilt (1)
¥DAE= X CAB,
X EDA= ¥ BCA (als Peripherie-
winkel iiber der Sehne AB),
AEDA~ABCA. Daraus folgt
fr:d=b:e,
also f,e=bd.
Aus (1) und (2) folgt weiter
' Jiet+f,e=ac+bd, .
e(fy+f;)=ac+bd,
ef=ac+bd,w.z b. w.

also

also

also

2

Ldsuag zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. H. Bausc_h (3/75)

A 12194 Beweis:
- Wir setzen zur Abkiirzung der Schreibweise
x;=a; In x;=b; dann ist

I'n 'Zbi ‘Zai
D=|%h T8 Sah
!;ai z’:aibi ;“'-2
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=nYyalyhl+2yaybYab,—
T P01
- (Za‘)zzbiz - Zaf(Zb()z - "(Zaibi)z

=nYalb?+2Y abab,— Y aab?
i ijok ik
- Z a,zbjb,—nZa,.b,-a,-bj (1<i,j,k=n)
ik ij
= i Zk(a,-zbf +2aa;b;by—aa,b? —albb,
v gy
—a,a;bb))
= jzk(afbf +aabb,+aabb;—aab?
—atbb,—aabb)
= Y abfab;+ab,+tab—ab;—ab,

i, jok

—ab) TR i
=Y abAmitAy=a a a

bk I, b, b

Der Wert der Summe hingt nicht von der
Anordnung der Indizes ab, da diese simtlich
und unabhingig voneinander von 1 bis n
variieren. Insgesamt gibt es sechs verschie-
dene Anordnungen der Indizes i, j, k und
folglich sechs zu oben analoge Darstellungen
der Summe. Bei einer Vertauschung zweter
Indizes dndert die Determinante A;; ledig-
lich das Vorzeichen. Folglich gilt
D=
13 (ab;—ab;—ab,—ab;+ab;+ab)d,
6i.j.l
_1T Az0

6i.j.k
Wir zeigen nun, daB wenigstens eine der
Determinanten A, verschieden von Null ist.
Daraus folgt dann D>0.
Laut Voraussetzung sind mindestens drei
der a; paarweise verschieden, das seien
a, a, a, Es gilt

LR ’ o 0 |
Ape=1a, a, a,; = ’ap a,—a, a,—a,|=
b, b, b,| b, b—b, b~b,|

=(a,—a,)(b,—b,)—(a,—a,) (b~ b,)

X X
=(x,—x)n = —(x —x)ln"4
q xp q xp

Angenommen, es wire A, =0.

Das hielle (x,>0) N
(x,— 1) In x,=(x,— 1) In x, mit

— x — x —
=24 =2
x, *1, x, +*1, xq:f:x’,

xP xP
Inx, Inx,
also -—f=-—4
X -1 x,—-1

Diese Gleichheit kann aber nicht erfillt sein,
da X,#X,gilt und H'¥ = _ln_); im gesamten
x—

Definitionsbereich eine streng monoton fal-
lende Funktion ist. Folglich ist A, +0 und
damit D>0. .
Bemerkung: Es gibt eine wesentlich kiirzere
Beweismoglichkeit, die aber einige spezielle
Kenntnisse vorausselzt:

Wir definieren drei Vektoren im n-dimen-
sionalen Raum

a={L, 1,..,1}; b={lnx,, Inx,, ..., Inx,}:

.y )
€=1{X;. X3, .0y Xp)-

Dann lassen sich die Elemente der Deter-
minante D als Skalarprodukte dieser Vek-
toren darstellen, ndmlich

ac |

aa ab
D=|ba bb be
ca ¢b cc

Das ist aber die Gramsche Determinante
dritter Ordnung (s. z B. W.' J. Smimow,
Lehrgang der h6heren Mathematik, Bd. III,
1, Kap. 1, § 2). Ihr Wert ist nach einem bekann-
ten Satz positiv, falls die Vektoren a, b, ¢
linear unabhingig sind, und gleich Null,
falls die Vektoren linear abhingig sind.
Die Vektoren @, b, ¢ sind aber linear unab-
héngig, denn oben wurde pgezeigt, daf
AL #0 ist, und folglich ist der Rang der
Matrix /1 1 1
(xl X, e X, )
Inx,/ gleich 3.

Inx, Inx,

Lisung der ,,FuBiballaufgabe** -

AG’s im Blickpunkt (5/75)

a) Wir nehmen an, die Mannschaften A und B
belegen die ersten beiden Pldtze, Mannschaft
C gewinnt jedes Heimspiel und gestaltet
jedes Auswirtsspiel unentschieden. C holt
dann insgesamt4-2+4-1=12Punkte. A und
B holen gcgeﬁ C einen, gegen D und E jeweils
hochstens 4 Punkte. Das sind zusammen
hochstens 9 fiir jede Mannschaft. AuBerdem
spielen A und B noch zweimal gegeneinander.
Dabei werden genau 4 Punkte vergeben, von
denen die eine Mannschaft hichstens 2 be-
kommt Diese hitte dann in der gesamten
Aufstiegsrunde maximal 9+2=11 Punkte,
wire also im Widerspruch zur Annahme
hinter C plaziert. Also war die Annahme
falsch, die Behauptung ist somit bewiesen
(indirekter Beweis).

b) Angenommen, Mannschalt C gewinnt alle
Heimspiele mit 1 : 0 und erreicht in den Aus-
wirtsspielen jeweils ein 0 : 0. Weiterhin spie-
len A gegen B 2:0 und 0:1. In simtlichen
Spielen gegen D, E und F gewinnen 4 und B
jeweils mit 2:0. Dann hitten A bzw. B
jeweils 1 (gegen C)+3-4 (gegen D, E und
F)+2 (gegen B bzw. A)=15 Punkte, C hitte
5-2 (aus Heimspielen)+ 5 - 1 (aus Auswirts-
spielen)=15 Punkte. A hitte eine Tordiffe-
renz von 12 (14 erzelte, 2 erhaltene Tore),
B von 10 (13 erzielte und 1 erhaitenes Tor)
und C von 5 (5 erzielte, kein erhaltenes Tor).
Mannschaft C erfiillt die Bedingungen der
Aufgabe, wire aber trotzdem nur Dritter.
Dic Behauptung ist also falsch (Angabe eines
Gegenbeispiels geniigt).

Lisungen zu: Extremwertaufgaben,

die jeder l6sen kann

ala Nach der Umkehrung des Thales-
satzes sind alle in Frage kommenden Drei-
ccke rechtwinklig, und wir kénnen die Aul-
gabenstellung auch so formulieren: Welches



unter allen rechtwinkligen Dreiecken vor-
gegebener Hypotenusenlinge d hat maxi-
malen Flicheninhalt?

Bez‘eichnen wir die Kathetenlingen mit x
bzw. y, so ist der Flicheninhalt 4 des Drei-

ecks A =¥. Nach dem Satz des Pythagoras

ist y=/d*—x* und wir erhalten
A=2 = =%\/x2(d2 )

Der Radikand x?(d? — x?) ist wegen x+d ein
Produkt aus zwei positiven Faktoren mit
der konstanten Summe 42, also nimmt er
seinen groBten Wert an, fiir x2 =42 — x2=d?

d = 2’
woraus x =£\/2 folgt. Daraus ergibt sich

d > d?

=—J/2und 4 =—.

y 2\/ un max 4
Das flichengroBte unter den rechtwinkligen
Dreiecken fester Hypotenuse ist also das

rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck.

A2a  Esist f(x)=(x—4)*[(x+3)*]*
=[(4—x)(x+3)]%, und der Ausdruck
4—x)(x+3) ist fir —3<x<4 ein Produkt
aus zwei positiven Faktoren konstanter
Summe 7. Infolgedessen nimmt die Funktion
f(x) ihren groBten Wert im Intervall

—3<x<4fir 4—x=x+3=%, also  [ur

x=%, an, und es istf(%)=(%)°.

A3a a) Wegen (c—1)220, also ¢2—2c+1
=0 gilt ¢2+122¢, und nach Division der
Ungleichung durch ¢>0 erhalten wir

c+122 also c+d22 fur positive Zahlen
c

¢, d mit cd=1. Der Ausgangsungleichung
(c—1)2=0 entnehmen wir auch, daB das
Gleichheitszeichen eintritt genau dann, wenn
c=1.

b) Sei ab=p? Fiir a=b=p ist die Summe
a+b=2p, und fiir jede andere Wahl von a
und b ist diese Summe groBer. Wiahlen wir

etwaa=pcund demzufolge b= Phito<c< D,
¢
dann ist

a+b=pc+§=p(c+%)g2p,
da nach Aufgabe 3a) gilt c+122 Das
c

Gleichheitszeichen tritt genau dann ein, wenn
c=1, also a=b=p.

¢) Sind a und b die Lingen der Rechteck-
seiten, so soll U=2(a+b) minimal werden
bei konstantem Flicheninhalt A=ab. Die
Losung ergibt sich als unmittelbare Anwen-
dung des Ergebnisses von Aufgabe 3b):
Unter allen flichengleichen Rechtecken hat
das Quadrat kleinsten Umfang.

a) Sind a, b zwei positive Zahlen,
a+b.
ihr

AdA

G=\/E ihr geometrisches, A=

arithmetisches Mittel, so gilt offenbar:

2.b_ab_| Ao ist nach Aulgabe 3a)
G G 2

a b

242>

G G_Z’

woraus durch Multiplikation mit
sofort die Behauptung folgt.

Du kannst die Behauptung auch unmittelbar,
vom Ansatz (a —b)? =0 ausgehend, beweisen.
b) Zu zeigen ist: Fiir positive Zahlen a,, a,,
.oy @, Mit a,a,...a,=1 gilt a; +a,+...+a,
2n.

Fiir n=2 ist der Satz durch Aufgabe 3a)
bewiesen. Nun zeigen wir: Wenn der Satz
fir irgendeine natiirliche Zahl k=2 gilt,
dann ist er auch fiir die nachfolgende natiir-
liche Zahl k +1 richtig.

Seien a,, a,, ..., ay, G+, (k+1) positive Zah-
len mit a,-a, ... g, a,,,=1. Sind alle
a;=1 (i=1, 2, .., k+1), so ist a,+a,+ ...
+a;+a,,,=k+1 Sind nicht alle Faktoren
gleich 1, so gibt es welche, die kleiner als 1,
und andere, die grofer als 1 sind. Da es aufl
die Bezeichnungsreihenfolge nicht ankommt,
sei @, > 1, ay, , <1. Wir formen die zu unter-
suchende Summe um:

a +a;+...+ap+ap . =(aa +ar+ ...
ta)+1l+a,+a e —aa., -1

=@ @ tay+...+a)+1

+la,— (1 —ay4y)

Wegen(a,a;+,)a;...a, =1 gilt nach der Induk-
tionsvoraussetzung a,a,,,+4d, +... +a, 2k,
folglich

a,+a+...+ag+ay,

2k+1+(a, —1)(1—ay ), also
a;+a,+...+ay+a,, ,>k+1, da der letzte
Summand (a, —1)(1 —a,, ) wegen a, > 1 und
a4+ <1 sicher positiv ist.

c) Sind a,, a,, ..., a, n positive Zahlen,
G='{/a,a2...a, ihr geometrisches,

A=a, +a+...+a,

G
=>0
2>

ihr arithmetisches Mit-

n
tel. Da offenbar 21-22.
el aoenarG G

nach Aufgabe 3b) sofort

a .
=2=1 pgilt, folgt
G et olg

4.9 ay
—+-=+...+"2n,
G G G

woraus durch Multiplikation mit G >0 sofort
n

die Behauptung folgt. Wer den allgemeinen
Beweis in Aulgabe 3b) nicht gefiihrt hat,
kann sich auf den in der Aufgabenstellung
behandelten Fall n=3 stiitzen und die Un-
gleichung zwischen geometrischem und arith-
metischemn Mittel fiir diesen Fall beweisen.
d) Fiir die positiven Zahlen a4, b, ¢ (Seiten-
lingen!) gilt nach Aufgabe 4c):

3o atb+c s

Jabc§—3 =3
Erheben wir diese Ungleichung in die dritte
Potenz, so erhalten wir

V=abc<(Ey

abes (3) ,
und das Gleichheitszeichen tritt ein genau
dann, wenn a=b=c= § Also hat der Wiirfel

unter allen Quadern gleicher Kantenlingen-
summe das gréBte Volumen.

Losungen zu: Aufgaben aus Freundesland
(5/75)

Klasse 6
1.35;2.40;3. A: 12 Tage, B: 6 Tage, C:4 Tage;
4.9;5. 85;6.1;

3

7. Genau eine der Zahlen ist durch 3, und
mindestens eine ist durch 2 teilbar.

8. Voraussetzung: g, b ungerade,a—b=164.
Angenommen, es existiere eine Zahl ¢ mit ¢/a
und t/b=>t/a—b.

64 hat als Teiler nur Vielfache von 2. Da a
und b ungerade sind, kann kein solches ¢+ 1
existieren.

9. Ist die Summe durch 3 teilbar, so bezahlt
man alles mit 3-Rubelscheinen.

LiBt die Summe bei Division durch 3 den
Rest 1, wird mit 2 Fiinfrubelscheinen und der
Rest mit Dreirubelscheinen bezahlt. (Die
kleinste auf diese Weise bezahlbare Summe ist
10 Rubel)

LBt die Summe bei Division durch 3 den
Rest 2, wird mit 1 Fiinfrubelschein und der
Rest mit Dreirubelscheinen bezahlt

(Die kleinste auf diese Weise im angegebenen
Bereich bezahlbare Summe ist 8 Rubel)

10. Der gesuchte Fehler ist die Summe der
Reste bei der Division der Ausgangszahlen
durch 5. Da sich bei der Addition der gerun-
deten Zahlen die Summe nicht verdndert hat,
muB die Summe der Reste durch 5 teilbar
sein.

Die Restsumme kann nicht Null sein, da die
Ausgangszahlen nicht durch 5 teilbar sind.
Weiterhin kann die Summe nicht 5 sein, da
in diesem Fall jeweils der Rest 1 bleiben
wiirde, die Summe der gerundeten Zahlen
also nicht mit der Summe der Ausgangs-
zahlen iibereinstimmen konnte. Entsprechen-
des gilt [ir die Summe 20. In Frage kommen
also nur die Restsummen 15 oder 20.

11. 142 857

12. 315 789 473 684 210 526. Weitere

Zahlen z, sind z,= ), 315 789 473 684 210
i=0

526 - 1018

13. Nein. Zum Beispiel erfiillen 4={1; 2},

B={1}, C={2} dic genannten Bedingungen.

14. Ajg=A,=(4,UA4;)"A,.

15. a) Im Parallelogramm ABA’'C gilt:

a+b

2m<a+b=>m<

b) m+§>a und m+§> pom> 2HD=C

16. Beweisfilhrung mittels Strahlensatz und
Satz iiber Winkelsumme im Dreieck.

Fortsetzung: Sieche Heft 1/76, d. Red.
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Losungen zu alpha-heiter 6/75

Diophant

D= I=2 0=3 P=4 H=5 A=6
N=7 T=9 R=8 E=0

Ungarische Wiirfeleien

Wiirfel Nr. 4 gehort zum vorgegebenen Netz

IMO-Spielerei
1. Losung: 9(125=(5—-1)52=100=2'°°
=1(125)
2. Losung: 3 Abschitzungen aus 27 =3(125)
a) 22! =27(125)
273 =108= —17(125)
225 = _68=57=2-52+7(125)
250 =4-5%4749= —1(5%)

2100 1(125)
b) 235 =243= —7(125)
2105 = _ 343 =32(125)

2190 1(125)
¢ 22! =27= —98(125)
220 =_49=1-2-5%125)
240 =1-100+4-5*= —-99=26

=5241(125)
280 =544 51=51=1+25%125)
2100=220.280=() _2-5%)(1+2- 5%
=1(129) N
2190 = 1(125) 2190 = 376(1 000)

Das Haus vom Nikolaus

Wir numerieren die Ecken (,Knoten“) wie
im Bild angegeben (s. u.):

Beginnen bzw. aufhéren kann man nur in
einem Knoten mit ungerader Kantenzahl,
also in 1 oder 5. Wir betrachten nur die Wege
von 1 nach 5. Jeder Weg kann dann auch in
umgekehrter Richtung durchlaufen werden.
Eine auch fiir Schiiler verstindliche Losufigs-
methode konnte der folgende ,Entschei-

(2)

(D (5) O (2) (4) @ 9
ofllo oofeooo ﬁooi\
DOHOOORAODDOHAIOPWREODQANVWIQ®ROOECRG
‘;%I éﬂ 'éz 3%%000)b999}500m;¥>%99
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dungsbaum* sein. Wir beginnen bei 1 und
haben drei Moglichkeiten zur Auswahl:
2,4, 5. Von 5 kann man in zwei Richtungen
weiterzeichnen, von 2 und 4 in jeweils drei
Richtungen. Kommt ein Knoten zum zweiten
Mal vor, so muB beachtet werden, daB eine
(beim Startknoten) bzw. zwei Kanten bereits
verbraucht sind. Den Ast 1 4 ... kann man
erhalten, indem man im Ast 1 2 ... die Kno-
ten 4 und 2 vertauscht Das gleiche gilt fur
die Aste 1 54 ... und 15 2 ... (siehe bei-
liegender Graph, der Kniff ist Symmetrie-
achse). Als Loésung wiirde also auch der
halbe Graph ausreichen.

Es ergeben sich 44 Moglichkeiten. Rechnet
man die hinzu, die im Punkt 5 beginnen,
so sind es insgesamt 88.

Heitere Interpretation
einer Olympiadeaufgabe

1234567891011 1213 14

D 00 - N L AW
b

T e
S W= 0O
»
E
>
L]
-

Jede Mannschaft muB 13mal gegen andere
spielen. An einem Spieltag maximal 7 Spiele.
1. Fall: Das Spiel, wo die Mannschaft gegen
sich selbst spielen muB, wird auf einen Tag
gelegt (siche Tabelle) und findet nicht statt
wegen Unmoglichkeit. Daraus folgt: Alle
Mannschaften haben nach jedem Spieltag
die gleiche Anzahl von Spielen (bei keinem
Ausfall).

(%)
O,
) @

(2)

5.0.0.6,0.6.0.06006,060 606660660

DO OOOO 0000000000609000090 0009990000888090
[e]oJolelolololelalnlclelololalolololololo 8lololel6lololalolnlololol6lalGlONGIBXole
[c]ololofololelolololelololololololelolole ololololololololololejolololalololelOXole

2. Fall: Die Spiele, wo jede Mannschaft
gegen sich selbst spielen muB, werden auf die
ganze Halbserie verteiit. Daraus lolgt: An
7 Spieltagen spielen je zwei Mannschaften
nicht, da wenn eine gegen sich selbst spielen
muB (unméoglich) eine zweite sofort mit pau-
sieren muB (da sie alleine wire 14—1=13
13:2=5 Rest 1) Daraus folgt: 2 Mann-
schaften haben in jedem Falle die gleiche
Anzahl von Spielen.

Anmerkung des Korrektors: Es geht in
dieser Aufgabe um Spiele, die tatsdchlich
stattfinden und nicht um Spiele, die nicht
stattfinden, weil sie gar keine Spiele sind!
Daraus ergibt sich folgende Definition:
Wenn ein Spiel kein Spiel ist und an dem
Tag stattfindet, an dem es nicht stattfindet,
dann ist es das Spiel einer Mannschaft gegen
sich selbst.

In einem Zug

Zur Angabe einer L6sung numerieren wir die
Punkte von 1 bis 16. Um ohne abzusetzen
die Figur nachzeichnen zu kénnen, muB der
Streckenzug im Punkt 11 beginnen und im
Punkt 6 enden oder umgekehrt, da in diesen
beiden Punkten jeweils eine ungerade Anzahl
von Strecken aufeinandertreffen.

Eine der moglichen Losungen ist
11,3,9,1,2,5 13, 11,9, 2,4, 11,6, 4, 12, 2,
10, 12, 14, 6, 8, 14, 16, 8, 15, 5, 7, 15, 13, 6.

Kryptarithmetik

43295+37093=80388; 14082 +49384
=63466; Dr. Paasche, Miinchen fand noch:
32084+29182=61266 und 16592+ 64096
=80688

Die Rufnummer

Sie lautet 4036, denn I16 von 40=136, die

Quersumme ist 13. Die vordere zweiziffrige
Zahl muB eine volle Zehnerzahl sein, weil
nur dann die hintere eine natiirliche Zahl
wird. Von den 9 Maoglichkeiten 1009 2018
3027 ... hat nur 4036 die Quersumme 13.
Die Losung ist eindeutig (Die 7 als zweit-
mogliche Zahl ist in keinem Fall als Quer-
summe enthalten.)

Fiillriitsel

Sekante, Quadrat, Mittellinie, Sehnenviereck,
Kreis, Mittelsenkrechte, Dreieck, Kathete



Ubung macht den Meister

Ungleichungen (aus den schriftlichen
AbschluBpriifungen der Oberschulen)

1972 Gegeben ist die lineare Ungleichung

W<3x+z

a) Lose diese Ungleichung im Bereich der
reelien Zahlen!

b) Gib folgende Mengen durch Aufzihlung
ihrer Elemente an:

1. Die Losungsmenge L, obiger Unglei-
chung im Bereich der natiirlichen Zahlen;
2. die Losungsmenge L, obiger Ungleichung
im Bereich der ganzen Zahlen mit —4<x <1;
3. die Menge M aller Elemente, die sowohl
in L, als auch in L, vorkommen!

1973 Gegeben ist die Ungleichung
7(3x—2)<3x+22 (xeP)

a) Lose diese Ungleichung!

b) Gib die Elemente der Lsungsmenge an,

die natiirliche Zahlen sind!

1974 Gegeben sind die folgenden Unglei-
chungen:

1) Sx+5<x+25 (xeP)

2) 12x—(x—1)>5x+13  (xeP)

Kleines Mathematik-
Sprachlexikon Teil 6

(Schlub)

Ebene Trigonometrie
IIpaMo nuHeltHan TPUTOHOMETPHUA
Plane Trigonometry
trigonométrie plane

Definition der Winkelfunktionen

am rechtwinkligen Dreieck

Onpenenenne TPUrOHOMETPUYECKHX
¢dyHKIMA 13 NPAMOYTOJIBHOTO TPEYrOJIbHHKA
Definition of the Trigonometric functions

in a right triangle

définitions des fonctions trigonométriques
an triangle rectangle

a .
—=S8in a
[

Gegenkathete zu a
Hypotenuse
MPOTHBOJIEKALIMHA KATET MO OTHOLICHHIO

yray @

=Sinus des Winkels a

rHOoTEHY3a

=CHHYC yrjia a

side opposite a
hypotenuse

coté opposé 4 . ..

hypoyénu?e_

=sine of the angle a

-=sinus de 'angle . ..

a) Lose die Ungleichung (1)! Gib diejenigen
Elemente der L3sungsmenge an, die natiir-
liche Zahlen sind!

b) Lose die Ungleichung (2)! Gib diejenigen
Elemente der Losungsmenge an, die einstel-
lige natiirliche Zahlen sind! B

¢) Die unter a) angegebenen natiirlichen
Zahlen bilden die Menge M,, die unter b)
angegebenen natiirlichen Zahlen die Menge
M,. Gib den Durchschnitt von M, und M,
durch Aulzihlen der Elemente an!

1975 Gegeben ist die Ungleichung
2x —-(8—x)<8(2x+3)—5x

a) Lose diese Ungleichung!

b) L sei die ‘Losungsmenge der gegebenen

Ungleichung. Gib fiir jede der sechs Zahlen

(xeP)

~8;3;0; —%;5,2 an, ob sie

zur Losungsmenge L gehort oder nicht!

Kollektive Beteiligung am
alpha-Wettbewerb 197475

OS Ahlbeck, OS Altentreptow, AG Math.
OS Altenweddingen, OS Alt-Toplitz, OS
Asbach, AG Math. OS Bad Bebra, OS |
Bad Brambach, AG Math. OS Bad Gott-
leuba, Th. Neubauer-OS Bad Salzungen,
alpha-Club OS Baruth, alpha-Zirkel OS

b
=CoS o
¢

Ankathete zu o
Hypotenuse
MPHIEKALINA KaTET 0 OTHOWEHMIO K YIJy a

=Cosinus des Winkels a

Bahratal, AG Math. (Kl. 9) OS Berndten,
OS Bergwitz, Diesterweg-OS Berlin, AG
Math. OS Berlingerode, OS Bernterode, OS
Birkungen, Schiller-OS Bleicherode, F.-Wei-
nert-OS Blumberg, OS Boddin, AG Math.
(Kl. 5) OS Breddin, OS II Breitungen, OS
Broderstorf, AG Math. OS Brohm, TOS
Biittstedt, AG Math. OS Burkau OS Case-
kow, Klub Jg. Mathematiker (Haus der JP)
Cottbus, OS Clingen, OS Deutschenbora,
OS Kombinat Diedorf. OS Diesdorf, Kithe-
Koliwitz-OS und Math.-AG (KIl. 5/6) OS
Makarenko, beide Dingelstidt, OS Déllnitz,
AG Math. 43. OS Dresden, M.-Poster-OS
Drognitz, OS Dubna (UdSSR), OS Effelder,
31. OS Erfurt, OS Geschw. Scholl Eisenach,
AG Math. OS Espenhain, OS Fambach,
OS Floh, AG Math. (KIl. 6) Schiller-OS
Freital, OS Friedeburg, OS V ,,H. Giinther*
Fiirstenwalde, OS 1 H. Heine Gadebusch,
E.-Hartsch-OS  Gersdorf, K.-Gripler-OS
Gnoien, AG Math. (Kl. 5) OS Goérlsdorf,
J.-Brinckmann-OS Goldberg, AG Math. OS
Gottleuba, Kreisklub Jg. Math. Grafenhai-
nichen, Otto-Drews-OS Greifswald, ,.Juri
Gagarin-OS GreuBlen, EOS Karl-Marx
GreuBen, AG Math. (Kl. 5) 4. OS Grimma,
AG Math. GroBenhain, OS GroBbodungen,
Dr.-S.-Allende-OS GroBweitzschen, OS Grii-
na, OS Gisen, OS Il Hainichen, Diesterweg-
OS I Halle, 12. OS Halle-Neustadt, OS

NpuJiexalui KaTeT N0 OTHOUICHHIO K YIIIy o
MPOTHBOJIEKALIMI KATET O OTHOILLEHUIO
K yray

=KOTaHIeHC yria o

side adjacent to a

rHOOTeHy3a

=KOCHHYC Y112 a

side adjacent to «
hypotenuse

coté adjacent 4 ...
hypoténuse

=cosine of the angle o

=cosinus de I'angle . ..

a
—~=tan a

b

Gegenkathete zu a

" Ankathete zu

NPOTHBOJIEXAMIA KATET O OTHOLHEHUIO

K yray o

OpHJIeXaIui KaTeT M0 OTHOMIEHHIO K YIIIy o
=TaHreHc yria o
side opposite «

side adjacent to o
coté opposé 4 . . .

coté adjacent a ...

=Tangens des Winkels a

=tangent of the angle a

=tangente de I'angle . ..

b
-=cot
a

Ankathete zua  Cotangens
Gegenkahete zu .~ des Winkels o

- - =cotangent of the angle a
side opposite o & el

coté adjacent d . ..

- — =cotangentedel’angle ...
coté opposeéa .. .

Fundamentalsitze zur Berechnung
schiefwinkliger Dreiecke

OCHOBHLIE TEOPEMBI AJIA pacyéTa
MPOM3BOJIbHBIX TPEYroJbHHKOB
Fundamental laws for solving
oblique triangles

théorémes fondamentals pour calculer
des triangles scalénes

a b c
sino  sina

sin a
Sinussatz - TeOpeMa CHHYCOB
law of sines - théoréme de sinus

a*=b?+c2—2bc cos a

Y ==c* +a>—2ac cos f

2 =d* ++*—2abcosy
Co.inussatz - TEOpeMa KOCUHYCO.
cos ne law - theoréme de cosinus
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Hammerbriicke, OS Hangelsberg, Schule der
,,DSF* Heiligengrabe, AG Math. OS ,,Maxim
Gorki* Heringsdorf, Goethe-OS Hohen-
leipisch, OS Horka, OS A. Becker Kamsdorf.
C.-Zetkin-OS Kandelin, Pionierhaus ,,Juri
Gagarin*', E.-Thdlmann-OS, AG Math. (Kl
6) K.-Liebknecht-OS, alle Karl-Marx-Stadt,
OS Klausdorf, EOS Kleinmachnow, Sta-
tion Jg. Naturf. u. Techn. K&then, OS
Kriebitzsch, Schulkombinat Kiillstedt, AG
Math. OS Kuhfelde, Schulkombinat Lau-
scha, OS I und OS Il, K.-Liebknecht-OS
alle Leinefelde, W.-Pieck-OS, alpha-Club
29. OS, beide Leipzig, OS Lichte. AG Math.
(K1. 5) OS Lichtenhain, OS [ Lobenstein,
OS W. Wallstab Loéderburg, OS Léssau,
R.-Luxemburg-OS Ludwigsfelde. OS Liide-
ritz, OS Mittelstille, Kreis-AG Math Naun-
dorf, 7. OS F. Weineck, AG Math. OS,
beide Neubrandenburg, TOS Neuenhofe,
OS Neukloster, alpha-Club 3. OS. J.-Nehru-
08, beide Neustrelitz, Th.-Neubauer-OS Nie-
derorschel, OS Niedersalza, OS V Nord-
hausen, E.-Weinert-OS Oberschénau, OS
Olbersdorf, Comeniusschule Oranienburg,
OS Osternienburg, AG Math. (KI. 4) 25. OS
Potsdam-Bornstedt, Th.-Neubauer-OS Rack-
witz, OS Radis, AG Math. OS | Raguhn,
EOS Goethe (K1. 9 B2) Reichenbach, Math-
AG (Kl 7) OS Rheinsberg, J.-Gagarin-OS
Ribnitz-Damgarten, OS RoBdor(, Haus der

Einige Termini aus Sondergebieten
der Mathematik

Kombinatorik : xombunaTOpHKa

theory of combinations - analyse combina-
toire; Permutation - nepectasosxa
permutation - permutation; n Fakultét (11!)
n pakTopuan*

factorial - faculté;

n Elemente zur r-ten Klasse -

n 3AEMEHTDI 10

n elements taken r at a time - n éléments
de I'ordre r;

Variation - pa3melneHue

variation - variation;

Kombinationen mit Wiederholungen
COYETaHMS CIIOBTOPEHUAMM

combination with repetitions allowed
combinaisons complétes

Matrizen und Determinanten

MaTPHLb! H OTIPEAeNTENU

matrices and determinants - matrices et
déterminants; (m, n)-Matrix

MaTpHLAa U3 m CTPOK U n CTON6LOB

m by n matrix - (m, n)-matrice; quadratische
Matrix - xBagpaTHas MaTpuua

square matrix - matrice carrée; Rang einer
Matrix - paur MaTpHubl

rank of a matrix - rang d’une matrice;
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JP Rostock. OS Rotta, OS Riidnitz, OS
Sachsendorf, W.-Pieck-OS Sangerhausen, OS
Schernberg, OS Schlatkow, OS Schlottwitz,
J. G. Seume-OS, K .-Marx-0S, beide Schmal-
kalden, J. R. Becher-OS Schneeberg, OS
Schorssow, OS Schwepnitz, F.-Reuter-OS
Siedenbollentin, OS ,,W. Seelenbinder** Sit-
zendorf, AG Math. Dr. R.-Sorge-OS Sol-
lichau, AG Math. Geschw.-Scholl-OS Son-
dershausen, AG Math. (K1. 9) EOS Stollberg,
AG Math. OS Stolpen, W.-Heinze-OS Stral-
sund, OS Struth-Helmershof, AG Math.
E.-Schneller-OS Stillpe, EOS Karl Marx
Tangerhiitte, OS Teistungen, OS Il Teterow,
alpha-Zirkel OS Treben, OS W. Pieck Truse-
tal, OS Viernau, OS Vitte, EOS Julius Fucik,
Waldheim, Mathe.-Club Fr.-Engels-Schule
Waren, OS Wedendorf, OS WeiBenborn,
OS Wernshausen, OS Wesenberg, Diester-
weg-OS W.-Pieck-Stadt Guben, Karl-Marx-
OS Wilkau-HaBlau, K.-Kollwitz-OS Wit-
tenberg, OS Woérmlitz, OS Wohlmirstedt,
E.-Schneller-OS Wolgast, EOS und Spe-
zialistenlager Math. d. Kreises Worbis, OS
Wgedenhagen, OS Zaatzke, AG Math. (6.K1.)
OS Zahna, AG Math. OS ,,F. Schiller
Zella-Mehlis, Max-Lenk-OS Zepernick, OS
Ziegelheim, AG Math. und Prof.-Dr.-W.
Du-Bois-OS  Zittau, AG ..C. F. GauB",
Goethe-OS Zossen, alpha-Club OS Zschor-
newitz, OS Zurow.

Zeilen und Spalten einer Determinante
CTPOKH M CTONBUB! OMpeaenuTens

rows and columns of a determinant

lignes et colonnes d’un déterminant;
Entwicklung einer Determinante nach den
Unterdeterminanten der Elemente der
ersten Spalte. pa3jjioxeHHe ONpeaeuTeNs o
MMHOPAM 3JIEMEHTOB MEPBOro cTosnbua
expansion of a determinant by the minors
of the elements of the first column
developpement d’un déterminant par les
sonsdeterminants (déterminants inférieurs)
des ¢léements de la premiére colonne

Vektorrechnung - BEKTOpHOE HCHUCTIEHHE
vector calculus - calcul vectoriel ; Betrag
eines Vektors - Moaysb BexTOpa

magnitude of a vector - module d’un vecteur;
Ortsvektor - pagnyc-BeKTOp

position vector - vecteur de position;
Einheitsvektor - eauHnunblit BexTOp

unit vector - vecteur unité (unitaire) ;
Nullvektor - Hyneno#f BexTop

null vector - vecteur (de) zéro,;
Vektorprodukt - BeKTOpHOE npou3BecHHE
vector product - produit vectoriel (extérieur);
Skalarprodukt - ckasisapHoe npon3sseaenue
scalar product - produit scalaire (intérieur):
Vektoralgebra - pexTophas anrebpa

vector algebra - algébre vectorielle;

Stadtler/Niemann

Symbolik und Fachausdriicke
Mathematik - Physik - Chemie -
Englisch - Deutsch - Russisch

101 Seiten, zahlr. Abb., Preis 8,00 M

Ernst Miiller

Symbolik und Fachausdriicke

Mathematik - Physik - Chemie -
Franzisisch - Deutsch
112 Seiten, zahlr. Abb., Preis 8,00 M

VEB Verlag Enzyklopidie Leipzig

Wir danken den Mitarbeitern der Zeitschrift
,,Posvetu** sowie der Sektion Mathematik
des Verlages Volk und Wissen, die uns bei
dieser kleinen Zusammenstellung vorbildlich
unterstiitzten.
Wer sich sprachlich noch mehr weiterbilden
dem empfehlen wir die Literatur, aus der
wir unsere sechs Folgen des Kleinen Mathe-
matiksprachlexikons entnahmen. (s. 0.)

J. Lehmann

Folgen und Reihen
NOCAEA0BATENLHOCTH M PAAbI
sequences and series - progressions et séries;

Zahlenfolge

YUCIIOBAs MOCNENOBATENLHOCTL

number sequence - suite de nombres;
arithmetische (geometrische) Folge -
apudMeTHYECKan (reoMeTpHYecKasn)
nporpeccus

arithmetic (geometric) progression -
progression arithmétique (géométrique);
Anfangsglied - crapmnif 4aen

initial term - terme de départ; Endglied
nocnaenuuit uien final term - terme final;
konvergieren cxonuTnca

to converge - converger; Konvergenz-
kriterium - npu3sHax cxogumocTa

test of convergence - caractére de conver-
gence; divergieren - pacXoauThcs

to diverge - diverger;

Divergenz - pacxomumocts  divergence
divergence; unendliche Reihe(n)
HeckoHeuHblil paa (GeckoHeUHbIE PANbI)
infinite series - séries infinies;
Potenzreihe(n)

CTENeHHON pAJ (CTeNeHHbIe PAAbI)

power series - séries de puissances;
Fourier-Reihe(n) * pax dypre (paasr dpypbe)
Fourier series - séries de Fourier



Christian Heermann

Das Einmaleins geniigt nicht mehr
Mathematik im Alitag

144 Seiten, zahlr. farb. Illustrationen
Preis 3,00 M

Der Kinderbuchverlag Berlin

Christian Heermann

Von der Zahl zum Gesetz
Mathematik in unserem Leben

144 Seiten, zahlr. farb. Illustrationen
Preis 3,00 M

Der Kinderbuchverlag Berlin

Erna Padelt

Mit dem MeBrad um die Welt
Kleine Geschichte von der Kunst
des Messens

144 Seiten, zahlir. farb. Illustrationen
Preis 3,00 M

Der Kinderbuchverlag Berlin

Manfred Rehm
Zahl, Menge, Gleichung

Mein kleines Lexikon

96 Seiten, zahlr. farb. Abb. und Illustr.
Preis 5,80 M

Der Kinderbuchverlag Berlin

Johannes Lehmann

Mathe mit Pfiff

128 Seiten, zahlr. farb. Abb. und Illstr.
Preis 4,50 M

Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Jirgen Petigk
Mathematik in der Freizeit
168 Seiten, zahlr. farb. Abb.

Preis 8,80 M
Veérlag Tribiine Berlin

W. Engel/U. Pirl
Aufgaben mit Losungen
aus Olympiaden
Junger Mathematiker
der DDR, Band 1

172 Seiten, zahir. Abb.
Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

Preis 6,00 M

H. Pieper

Zahlen aus Primzahlen

167 Seiten Preis 6,70 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Johannes Gronitz

Praktische Mathematik
besonders geeignet fiir den fakultativen
Unterricht an EOS

160 Seiten, zahlr. Abb.
Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

Preis 5,00 M

Gottner/Fischer/Krieg

Was ist, was kann Statistik ?

255 Seiten, zahlr. Abb. Preis 6,80 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

M. J. Wygodski

Elementarmathematik griffbereit
326 Seiten, 263 Abb., 15 Tab. Preis 12,50 M
Akademie-Verlag Berlin

Autorenkollektiv

Biographien

bedeutender Mathematiker
etwa 544 S. mit etwa 346 Abb.
Preis: etwa 22,00 M

Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

Hans K leffe

Energie — Kraftquell der Natur
Wie der Mensch die Naturkrafte
beherrschen lernte

144 Seiten, zahlr. farb. Illustrationen
Preis 3,00 M

Der Kinderbuchverlag Berlin

Peter Stache
Raumfahrt-Triigerraketen

150 Seiten, zahlr. Fotos und Abb.

Preis 16,80 M

transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen
Berlin

Autorenkollektiv

Schiffe und Schiffahrt von morgen
240 Seiten, zahir. Fotos und Abb.

Preis 25,00 M

VEB Verlag Technik Berlin

Heinz Neukirchen
Seefahrt gestern und heute

264 Seiten, zahlr. Fotos und Abb.

Preis 25,00 M

transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen
Berlin

H. Belkner
Reelle Vektorriume

174 S., 49 Abb.
BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig

Preis 9,50 M

Biirger
Was ist — was soll
Datenverarbeitung?

274 S., zahlr. Abb. Preis 5,80 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

K. N. Muchin
Unterhaltsame Kernphysik

293 S., zahlr. Abb. Preis 12,00 M
Verlag MIR, Moskau/
VEB Fachbuchverlag Leipzig

A. Kriiger/G. Richter
Radiostrahlung und Ergebnisse
radioastronomischer Forschung

216 S., zahlr. Abb. Preis 6,80 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

W. Strube
Wagnis und Furcht
des Nicolaus Copernicus

221S.
Der Kinderbuchverlag Berlin

Preis 5,60 M

W. Engel/U. Pirl -
Aufgaben mit Losungen
aus Olympiaden
Junger Mathematiker
der DDR, Band 2

173 Seiten, zahlr. Abb.

Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

Preis 6,00 M
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