Mathematische
Schiilerzeitschrift

Volk und Wissen

Volkseigener Verlag
Berlin

10. Jahrgang 1976
Preis 0,50 M
Index 31059




Redaktionskollegium:

Prof. Dr.-Ing. habil. G. Clemens (Leipzig);
Prof. Dr. habil. Lilli Gérke (Berlin); Dozent
Dr. J. Gronitz (Karl-Marx-Stadt); Dr. habil.
E. Hameister (Magdeburg); K. Hofmann
(Berlin); Dozent Dr. R. Hofmann (Leipzig);
Prof. Dr. H. Karl (Potsdam); Nationalpreis-
triger H. Kistner (Leipzig); Oberlehrer K.
Kriiger, Verdienter Lehrer des Volkes (Bad
Doberan); Studienrat J. Lehmann, Verdien-
ter Lehrer des Volkes (Leipzig); Oberlehrer
Dozent Dr. H. Lohse (Leipzig); National-
preistriger Oberstudienrat Dr. R. Liders
(Berlin); Oberlehrer H. Piatzold (Waren/
Miiritz); Prof. Dr. habil. U. Pirl (Berlin);
Dozent Dr. -E. Schréder (Dresden); Ober-
studienrat - G. Schulze (Herzberg/Elster);
Oberlehrer Dr. H. Schulze (Leipzig); Dr. W.
Stoye (Berlin); W. Triager (D6beln); Prof.
Dr. habil. W. Walsch (Halle);

Redaktion: )
StR J. Lehmann, V.L.d.V. (Chefredakteur)

Anschrift der Redaktion:
Redaktion alpha - 7027 Leipzig - Postfach 14

Anschrift des Verlags:

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
108 Berlin - LindenstraBe 54a - Tel.: 20430.
Veroffentlicht unter Lizenznummer 1545 des
Presseamtes beim Vorsitzenden des Minister-
rates der Deutschen Demokratischen Repu-
blik. '

Postscheckkonto: Berlin 132626 Erschei-
nungsweise:  zweimonatlich,  Einzelheft
1,50 M, Sonderpreis fiir die DDR 0,50 M,
im Abonnement zweimonatlich 1,- M, Son-
derpreis fiir die DDR 0,50 M.

Bestellungen werden in der DDR vom Buch-
handel und der Deutschen Post entgegen-
genommen.

Der Bezug fiir die Deutsche Bundesrepublik
und Westberlin erfolgt iiber den Buchhandel;
fir das sozialistische Ausland iber das
jeweilige Postzeitungsvertriebsamt und fiir
alle iibrigen Lander iiber: Buchexport Volks-
eigener AuBenhandelsbetriecb der DDR
701 Leipzig, Leninstr. 16. ’

Fotos: K. H. Giersch, Wochenpost 33/74;
W. Giinzel, Wochenpost 38/74; G. Simerow,
aus Balkanfeuer, Eulenspiegelverlag (S. 1/3);
W. Heiden, Stralsund (S. 5 und 12); R. Rat-
schew, Sofia (S. 8); Z. Lengren, Warszawa
(S. 10); aus Eulenspiegel 35/75 (S. 14);
Vignetten : K.-H. Guckuck, Leipzig (S. 14/15)
Typographie: H. Tracksdorf

Gesamtherstellung: GG Interdruck, Leipzig
Redaktionsschlufi: 14. November 1975

Mathematische Schiilerzeitschrift

H

11

12

14

16

18

20

Inhalt

Mathematik und Biologie [9 J*

Dozent Dr. D. Rasch, Akad. der Landwirtschaftswissenschaften der
DDR, Forschungszentrum fiir Tierproduktion, Rostock/ Dr. G. Feh-
ling, Akad. der Pdd. Wissenschaften der DDR, Pdd. Zentral-
bibliothek, Comenius-Biicherei Leipzig '

Eine Aufgabe von Prof. Dr. habil. Hans Bock [9]

Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

René Descartes )

Ein mutiger Geistesriese der jungen Bourgeoisie [8]

Prof. Dr. habil. K.-H. Kannegiefler, Karl-Marx-Universitdt Leipzig
Ubung macht den Meister

Gleichungen aus aller Welt [9]

Zusammenstellung : StR J. Lehmann, VLAV, Leipzig

Uber die wichtigste Eigenschaft der reellen Zahlen, Teil 2 [9]

Dr. H. Lemke/Dr. W. Stoye, Sektion Mathematik der Humboldt-
Universitit zu Berlin

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb [5]

Aufgaben und Wettbewerbsbedingungen

Gedanken iiber die Arbeit eines Mathematikers in der Praxis [7]
Prof. Dr. sc. J. Piehler, Techn. Hochsch. fiir Chemie Carl Schorlem-
mer Merseburg, Sektion Mathematik

Leser fragen — alpha antwortet [10]

OSIR Dr. R. Liiders, Berlin

Mathematischer Wettbewerb 1975, Stralsund/Bergen [3]
Zusammenstellung : StR J. Lehmann, VLAV, Leipzig

XV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR [5]

Aufgaben der Kreisolympiade (19. 11. 1975)

In freien Stunden - alpha-heiter [5]

Zusammenstellung : StR J. Lehmann, VLAV, Leipzig/OL H. Péitzold,
Waren/ Miiritz

alpha-Wettbewerb - Abzeichen in Gold [5]

StR J. Lehmann, VLdV/|R. Schubert (beide Leipzig)

Losungen [5]

III./IV. Umschlagseite: Wissen wo. .. [5]

Inhaltsverzeichnis (gekiirzt) 1967/1975
Zusammenstellung : StR J. Lehmann, VLAV, Leipzig

* bedeutet : Artikel bzw. Aufgaben ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Sicher wird mancher Leser bei dieser Uber-
schrift stutzen und sich fragen, welche Be-
ziehungen denn wohl zwischen Mathematik
und Biologie bestehen konnen. Jedem ist aus
dem Unterricht die enge Verbindung zwi-
schen Mathematik und Physik bekannt, denn
physikalische GesetzmiaBigkeiten werden
hiufig mit Hilfe von Formeln dargestellt. Da-
gegen trifft man mathematische Formulie-
rungen im Biologieunterricht kaum an. Es
wire aber verfehlt, daraus schlieBen zu wol-
len, daB zwischen Biologie und Mathematik
keine Bezichungen bestehen.

Das Leben vollzieht sich in rdumlichen und
zeitlichen Beziehungen. Eine Pflanze oder ein
Tier bildet einen geometrisch beschreibbaren
und mefbaren Korper, der ein Element der
mannigfaltigen Beziehungen seiner Umwelt
bildet und einer bestimmten Ordnung in ihr
folgt. Von einer Pflanzen- oder Tierart kom-
men also bestimmte Mengen in einem Le-
lgensraum vor, die wir beschreiben und zih-
len. Das dabei gewonnene Zahlenverhiltnis
ermoglicht uns Aussagen iiber die Eigenart
des Lebensraumes, z. B. iiber die Zusammen-
setzung des Bodens, die vorherrschenden
Lichtverhiltnisse oder die vorhandene Feuch-
tigkeit. Mathematisch erfaBte Wechselbezie-
hungen von Organismen in ihrer Umwelt er-
moglichen, das Wesentliche beim Weglassen
des Unwesentlichen zu gewinnen, also zu ab-
strahieren. Auf diesem Wege erkennen wir ge-
setzmdBige Zusammenhinge. Erkannte Ge-
setzméBigkeiten ermdglichen uns, die Wech-
selbeziehungen der Organismen so zu beein-
flussen, daB beispielsweise unsere Kultur-
pflanzen gleichmiBig hohe Ertrige bringen
und damit unsere Erndhrung sichern.

Die Pflanzen und Tiere stehen jedoch nicht
nur ihrer Umwelt gegeniiber in mathematisch
erfaBbaren Beziehungen, auch ihr Bau weist
diese aul. So haben wir im 5. und 6. Schuljahr
Familien der Samenpllanzen kennengelernt,
"deren Bliitenbau durch das zahlenmiBige
Verhiltnis seiner Elemente gekennzeichnet
ist. Alle Kreuzbliitengewichse besitzen z. B.
4 Kelchblitter (K), 4 Kronenbldtter (C),
6 Staubblitter (A) und 2 zu einem Stempel
verwachsene Fruchtblitter (G). Diese Ele-
mente erscheinen stets in einer bestimmten
rdumlichen Anordnung, die wir als Bliiten-
grundriB (Bliitendiagramm) bei Abstraktion

der Farbe, Form, GroBe, des Geruchs und
anderer Merkmale wiedergeben, die (iir die
betreffende Art charakteristisch sind. Aus
diesem Diagramm ko6nnen wir die Bliitenfor-
mel, also das rein mathematische Verhiltnis,
ableiten: K4—C4—-A2+4—G(2). Die Zahl
in der Klammer bedeutet in ein Wort iiber-
setzt: verwachsen; die Trennung der Zahl 6
in 2+4 heiBt: die Staubblitter sind in zwei
Kreisen in der angegebenen Menge angeord-
net. Von allen Familien der Samenpflanzen
lassen sich diese Bliitenformeln als mathe-
matische Verallgemeinerungen aufstellen. Sie
helfen uns, die Arten den Pflanzenfamilien
rasch zuzuordnen und zu bestimmen.

ala Deutedie Bliitenformeln:

a) K(5)—C(5)—A 4 —G(2)

b) K(5)-C 5 —A(9)+1-G1I!

Erkunde mit Hilfe des Biologielehrbuches
fir die 5. Klasse (S. 131 und 129) und [ir die
6. Klasse (S. 7), um welche Pflanzenfamilien
es sich dabei handelt!

Die Pflanzen- und Tierarten haben mannig-
faltige Eigenschaften in Bau und Funktion,
die heute von der numerischen Taxonomie,
der Lehre von der Ordnung der Organismen
in ihre natiirlichen Verwandtschaltsgruppen,
mit Hilfe elektronischer Rechenmaschinen
genutzt werden und zu neuen Erkenntnissen

- fiihren.

Bisher haben wir verhiltnismiBig unverin-
derliche Merkmale der Organismen mathe-
matisch betrachtet. Wir wissen jedoch, daf3
die Lebewesen stindigen Veridnderungen un-
terworfen sind. Sie nehmen Stofle und Energie
aus ihrer Umwelt auf, verwerten diese und
geben Stoflwechselreste sowie Energie in um-
gewandelter Form wieder an ihre Umwelt ab.
Das Verhiltnis der Stoffaufnahme und -ab-
gabe laBt sich mathematisch genauer erfas-
sen. So wissen wir, daB bei der Veratmung
eines mol Traubenzucker (C¢H,;206) 6 mol
Kohlendioxyd (CO,) entstehen. Dieses Ver-
hiltnis der genannten Gase l4Bt sich in den
Volumina messen. Als Atmungsquotient (re-

spiratorischer Quotient) RQ= % erlaubt
2

es Aussagen tiber den Stoflwechsel der Orga-
nismen und seine [ntensitit.

A2A Bei normaler Veratmung von Koh-
lenhydrat (C¢H,20¢)ist derRQ 1.

Berechne, wie groB der RQ bei der Ver-
atmung einer in Fetten hidulig vorkommen-
den Fettsiure, der Stearinsdure, ist, bei der
26 mol O, verbraucht und 18 mol CO, ge-
bildet werden!

Der Sauerstoff wird im Blute der Wirbeltiere
vor allem durch die roten Blutkérperchen
transportiert. Thr Volumen und damit ihre
Oberfliche, die zueinander in einem mathe-
matischen Verhiltnis stehen, sind bei den
einzelnen Klassen — Fische, Lurche, Reptilien,
Vogel, Sduger — unterschiedlich gestaltet. Die
dadurch bestimmte Menge in einem Kubik-
millimeter (mm?®) Blut betrigt beim Men-
schen durchschnittlich 4,5 Millionen.

Alle biologischen Prozesse beziehen physika-
lische und chemische Erscheinungen ein. Sie
verlaufen unter bestimmten Bedingungen wie
Druck und Temperatur, der Verdnderung von
Stoffen und deren Beschleunigung durch En-
zyme, aber auch von Eigenschalten, die fiir
das jeweilige Individuum kennzeichnend sind.
Dieses Abweichen im Verhalten verschiedener
Organismen vom statistischen errechneten
Normwert bezeichnen wir als biologische
Variabilitit. Es geniigen deshalb bei- Unter-
suchungen nicht Einzelwerte. Sie kénnen zu-
fdllig sein und zu Irrtiimern [ihren. Um Fehl-
urteile in vorgegebenen Grenzen zu halten,
werden als mathematische Mittel die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und die mathemati-
sche Statistik eingesetzt.

Die meisten Vorginge und GesetzmaBig-
keiten im biologischen Bereich sind zufalliger
Natur, und daraus erklirt sich die Bedeutung




der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der
Mathematischen Statistik fiir die Biologie. Es
werden in der Biologie aber auch andere
mathematische Disziplinen, wie z. B. Gra-
phentheorie, Differentialgleichungen u. a. be-
notigt. Seit Beginn dieses Jahrhunderts gab
es starke Wechselbeziehungen vor allem zwi-
schen Mathematischer Statistik und biologi-
schen Disziplinen im weitesten Sinne (Land-
wirtschalt, Medizin, Pharmazie, Mikrobiolo-
gie, Genetik), die schon im ersten Jahrzehnt
dieses Jahrhunderts zur Herausbildung einer
neuen Fachrichtung, der Biometrie, fiihrten.
Zur Biometrie gehéren vor allem die den
Fragestellungen der Biologie angepaBten Ver-
fahren der Mathematischen Statistik, wih-
rend man zur Biomathematik auch alle ande-
ren mathematischen Methoden rechnet, die in
der Biologie besondere Bedeutung erlangt
haben.

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung in der Biostatistik hat zur Erkennt-
nis wesentlicher Zusammenhinge in der Ver-
erbungslehre (Genetik) gefiihrt. Das Doppel-
schrauben-Modell der Anordnung der Nu-
kleotide in der DNS (Desoxyribonuklein-
S#ure) ist nicht zuletzt das Ergebnis der kom-
plizierten mathematischen Berechnungen sei-
ner Entdecker, der Engldnder Crick und Wat-
son (vergleiche Biologielehrbuch Klasse 10!).
Am Beispiel der Tierzucht soll die Bedeutung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung bei An-
wendung der Mendelschen Gesetze gezeigt
werden. Es empfiehlt sich fiir Schiiler der 10.
bzw. 12. Klasse, dazu im Biologielehrbuch fiir
Klasse 10 (Volk und Wissen, Berlin 1971) die
Abschnitte Von den Erbanlagen zur Merkmal-
ausbildung und Neukombination von Erb-
anlagen (Seiten 32 bis 39) nochmals zu
lesen.

Besamungsbullen sind als Vatertiere in unse-
rer sozialistischen Landwirtschaft sehr wert-
voll. Mit oft mehreren tausend Nachkommen
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bestimmen sie die Leistungen in der Tier-
produktion wesentlich. Deshalb richten Bul-
len groBen Schaden an, wenn sie Triger von
Erbkrankheiten sind. Oft werden diese durch
unterschiedliche Zustandsformen der Erb-
anlagen (Gene) gekennzeichnet. Wenn diese
am gleichen Ort von gleichen (homologen)
Kernschieifen (Chromosomen) getragen wer-
den, heiBen sie Allele. Allele mit krankhalter
Merkmalsausbildung sind meist in misch-
erbigen Zellen von Allelen mit normaler
Merkmalsausbildung iiberdeckt. Sie sind re-
zessiv. Das bedeutet, daB die Krankheit nur
auftritt, wenn an einem Genort mit den mog-
lichen Allelen A und a beide Allele vom Typ a
sind.

Tabelle 1:

Gesundheitszustand eines Rindes in Abhin-
gigkeit vom Genotyp

Genotyp AA Aa aa
Gesundheits- gesund gesund krank
zustand

Um moglichst zu vermeiden, daB Triger des
Allels a zur Besamung von Kiihen eingesetzt
werden, fiihrt man eine Untersuchung (Test)
durch, die mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung geplant werden kann.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (et-
wa des Wiirfelns einer 4) ist eine Zahl zwischen
0 und 1 fiir die (u. a.) lolgende Rechenregeln
gelten:

Sind A und B zwei Ereignisse, die sich aus-
schlieBen (d. h. nicht beide gleichzeitig ein-
treten), so gilt

P(A oder B)=P(A)+ P(B) (1)
Sind A und B zwei Ereignisse, so gilt
P(sowohl A als auch B)=P(A/B}- P(B) (2)
Hierbei lesen wir P(X) als Wahrscheinlichkeit
von X (des Ereignisses X) und verstehen unter
A oder B, daB3 entweder A oder B oder auch
A und B gleichzeitig auftreten und unter A/B
das Auftreten von A unter der Bedingung, daB
B erfilllt ist. Fiihrt man einen Versuch mit
endlich vielen (n) méglichen Ergebnissen
durch, die alle gleiche Wahrscheinlichkeit
haben und von denen x Ergebnisse das Er-
eignis A ergeben, so kann man P(A) durch

x
— berechnen.
n

Sind z. B. bei einem Wiirfel die Zahlen 1, ..., 6
gleichwahrscheinlich, und ist A das Ereignis
gerade Zahl wird geworfen, so ist n=6,
x=3 und die Wahrscheinlichkeit fir das

Wiirfeln einer geraden Zahl gleich %=%
Ahnlich erhidlt man [ir das Wiirfeln einer 4
die Wahrscheinlichkeit % Setzen wir fiir A das

Wiirfeln einer 4, fiir B das Wiirfeln einer ge-
raden Zahl, so ist

P(A/B) =% .

da es unter den 3 geraden Zahlen des Wiirfels
eine 4 gibt.

Wir sagen, die Ereignisse A und B seien un-
abhingig, wenn P(A/B)=P(A) gilt. Dann hat
(2) die Form

P(sowohl A als auch B)=P(A) P(B). 3)
Es ist fiir unsere Untersuchung zu fordern,
daB nur solche Bullen in die Besamungssta-
tion aufgenommen werden, die hochstens mit
der Wahrscheinlichkeit 0,001 Triger des
Allels a sind.

(Diesen Wert kann man so interpretieren,
daB im Mittel jeder tausendste Bulle zu un-
recht als Besamungsbulle eingesetzt [also
Tridger von a] ist.)

Zunichst soll erklidrt werden, wieso ein Bulle
vom Genotyp A a — also ein gesunder Bulle —
kranke Nachkommen haben kann. Bei der
Meiose (Reileteilung) erzeugt ein solcher
Bulle mit Wahrscheinlichkeit % Gameten mit

dem Allel] A und mit Wahrscheinlichkeit%

Gameten mit dem Allel a. Auch eine gesunde
Kuh vom Genotyp Aa erzeugt mit diesen
Wahrscheinlichkeiten Gameten mit dem A-
bzw. a-Allel.

Tabelle 2: Bulle A a

Ad ad
A% AA Aa

Kuh Aa
a?® aA aa

Genotypen der Nachkommen von Bullen

- und Kiihen des Genotyps Aa

Nun ist es bei der Befruchtung rein zufillig,
welche weibliche Gamete sich mit welcher
minnlichen Gamete vereinigt, d. h. alle mog-
lichen Kombinationen sind nach (3) gleich-

wahrscheinlich ( =%>

P(A? A&)=PA %) PAJ)

L1 1

3273
PA acs)=‘1-1
P(a?® Ad)=%
P(a? aﬂa)=}1

so daB etwa ein Vierte! aller Nachkommen
gesunder A a-Bullen und A a-Kiihe kranke
Tiere (a a) sind.

Ein moglicher Test fiir das Vorhandensein
von a ist der folgende:

Man paart den gesunden Bullen, dessen Ge-
notyp unbekannt ist (A A oder Aa) an n
kranke Kiihe vom Genotyp aa an. Ist der
Bulle vom Genotyp A A, so gibt es keine
Nachkommen vom Genotyp aa

Tabelle 3: Bulle A A

A A
Kuhaa a aA aA
a aA aA



Genotypen der Nachkommen von Bullen
vom Genotyp A A und Kiihen vom Geno-
typaa

denn alle Nachkommen sind vom Genotyp
Aa.

Ist ein Bulle vom Genotyp A a, so treten

Tabelle 4: Bulle A a

A a
Kuhaa a aA aa
a aA aa

Genotypen der Nachkommen von Bullen
vom Genotyp A a und Kiihen vom Genotyp
aa

nach Tabelle 4 mit Wahrscheinlichkeit%

Nachkommen vom Genotyp aa auf. Wir
konnen also mit Sicherheit folgende Aussage
machen:: Ist der Nachkomme aus der Paa-
rung eines Bullen mit einer Kuh vom Geno-
typ aa, so trigt der Bulle das unerwiinschte
Allel und wird nicht in die Besamungssta-
tion aufgenommen. Ist der Nachkomme ge-
sund, so kann der Bulle den Genotyp A A
oder A a haben.

Tabelle 5 enthilt die moglichen Schluffol-
gerungen. Wir ersehen aus der Tabelle, daB
eine sichere Aussage nur moglich ist, wenn
Nachkommen vom Genotyp a a auftreten.

Tabelle 5: SchluBfolgerungen bei Anpaarung
eines gesunden (A A oder Aa) Bullen an
kranke Kiihe anhand des Gesundheitszu-
standes (gesund=A A oder A a, krank=a a)
der Nachkommen

der Nachkommen
Gesundheitszustand
der Nachkommen

Anzahl

SchluBfolgerung

—

Bulle hat den Genotyp A A
mit Wahrscheinlichkeit 0,5

gesund

krank Bulle hat den Genotyp A a

2 alle
gesund

Bulle hat den Genotyp A A
mit Wahrscheinlichkeit 0,75

wenigstens

einer krank Bulle hat den Genotyp A a

3 alle
gesund

Bulle hat den Genotyp A A
mit Wahrscheinlichkeit 0,875

wenigstens

einer krank Bulle hat den Genotyp A a

4 alle
gesund

Bulle hat den Genotyp A A
mit Wahrscheinlichkeit 0,9375

wenigstens

einer krank Bulle hat den Genotyp A a

Dann ist der Bulle mit Sicherheit Tréger des
unerwiinschten Allels a und kommt nicht fiir
die Besamung in Frage. Ist ein Nachkomme
gesund, so kann der Bulle das Allel a be-
sitzen oder auch nicht. Betrachten wir Nach-
kommen von 2 (unverwandten) Kiihen und
des zu testenden Bullen, so sind die Ereig-
nisse T, erster Nachkomme ist gesund und T,
zweiter Nachkomme ist gesund voneinander
unabhingig, und es gilt wegen P(T,,/T3,)
=P(T,,) nach (3) fiir die Wahrscheinlichkeit,
daB beide Nachkommen gesund sind
P(sowohl T, als auch T,z)=P(T,,) - P(Ty,).
Fiir n Nachkommen gilt allgemeiner
P(sowohl T, als auch T, ..., als auch T,,)
=P(T14)- P(Tz,)... - P(Tag) )
Wir stellen eine Hypothese (wissenschaftlich
begriindete [s. 0.] Annahme) auf, wir nen-
nen siec Nullhypothese Ho. Sie lautet:
Ho  Der Bulle hat den Genotyp A A
Die Gegen- oder Alternativhypothese H,
lautet:
H,  Der Bulle hat den Genotyp A a
Nun ist die Wahrscheinlichkeit daliir, daB
der i-te Nachkomme gesund ist (T;,), falls Ho
richtig ist

P(Ti/Ho)=1
da bei Giiltigkeit von H, alle Nachkommen
vom Typ A a (also gesund) sind. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB} der i-te Nachkomme
gesund ist, [alls H 4 richtig ist, ist

P(T,-,,/HA:% fiir jedes i (i=1, ..., n).
Folglich ist nach (4)
P(alle Nachkommen sind gesund/H A)=(%>

Wir vereinbaren folgende Entscheidungsre-
gel: Anhand der Nachkommen von n Paa-
rungen des zu testenden Bullen an Kiihe vom
Genotyp a a entscheiden wir uns fiir die An-
nahme von H,, falls alle » Nachkommen
gesund sind. Wir entscheiden uns fiir H,,

falls wenigstens ein Nachkomme krank ist.

Wenn wir uns fiir H, entscheiden, so ist die
Entscheidung sicher immer richtig. Eine Ent-
scheidung fiir Hy dagegen kann falsch sein,
der Bulle kann vom Genotyp A a sein, ohne
daB ein Nachkomme vom Genotyp a a aul-
tritt. Die Aussage ,,H ist richtig" ist also nur
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
wahr, die wir mit 1 —a bezeichnen. « heiBt
Irrtumswahrscheinlichkeit oder Risiko der
Entscheidung. Wir wollen nun errechnen, wie
groB o in Abhédngigkeit von n ist, und ange-
ben, wie groB n mindestens sein muB, damit
o den weiter oben vorgegebenen Wert 0,001
nicht iiberschreitet.

In Tabelle 6 ist a=(%> in Abhingigkeit von
n angegeben.

Tabelle 6: Wahrscheinlichkeit « fiir die filsch-
liche Einstufung eines anhand von n Anpaa-
rungen getesteten Bullen als Besamungsbul-

len in Abhingigkeit von n

Eine Aufgabe.von
Prof. Dr. habil.

Hans Bock

Sektion Mathematik
Karl-Marx-Universitit Leipzig

A1460A Ein Oktaeder, dessen Begren-
zungsflichen gleichseitige Dreiecke mit der
Seitenlidnge s sind, wird von einer Ebene ge-
schnitten.

a) Bei welcher Lage der Ebene beziiglich des
Oktaeders ergibt sich als Schnittfigur ein re-
gelmiBiges Sechseck ?

b) Wie groB ist im Falle des regelmiBigen
Sechseckes als Schnittfigur das Volumen der-
jenigen Pyramide, die entsteht, wenn ein Eck-
punkt des Oktaeders mit allen Eckpunkten
der Schnittfigur verbunden wird?

n a n o

1 0,500000 7 0,007812

2 0,250000 8 0,003906

3 0,125000 9 1,953-1072
4 0,062 500 10 9,77-107*
5 0,031250 15 3,05 -1073
6 0,015625 20 9,54 1077

Aus Tabelle 6 ersicht man, daB der Wert
a=0,001 zum ersten Mal fiir n=10 unter-
schritten wird, so daB man mindestens 10
Nachkommen fiir den Test benétigt, um das
Risiko unter 0,001 zu halten.
An einigen Beispielen wurden die Beziehun-
gen von Biologie und Mathematik nachge-
wiesen. Verstiandlicherweise geben sie nur
einen Einblick in die Méglichkeiten, mittels
der Mathematik GesetzmiBigkeiten des Le-
bens zu erfassen und [lir die planmiBige, ver-
antwortungsbewufBte Verinderung von Le-
bensprozessen zum Wohle des Menschen an-
zuwenden. Spezialgebiete der Biomathematik
wie statistische Genetik, Bevolkerungsstati-
stik, Analyse von Wachstums- und Entwick-
lungsprozessen sowie Bevilkerungsmathema-
tik sollen ihrer groen Bedeutung wegen noch
erwihnt werden. AbschlieBend sei noch auf
die Kybernetik als Querschnittswissenschaft
von den Reglungs- und Steuerungsvorgiangen
hingewiesen, weil auch sie tiber die Mathe-
matik zu tieferen Erkenntnissen des Biologi-
schen fiihrt.

D. Rasch/G. Fehling



René Descartes (31. 3. 1596 bis 11. 2. 1650),
dessen 326. Todestag die fortschrittliche
Menschheit in diesen Tagen begeht, wirkte in
einer Zeit gesellschaftlicher Bewegungen, die
nach den Worten Friedrich Engels ,,Riesen
brauchte und Riesen zeugte. Riesen an Denk-
kraft, Leidenschaft und Charakter, an Viel-
seitigkeit und Gelehrsamkeit. . ., die die mo-
derne Herrschaft der Bourgeoisie begriinde-
ten*.

Seine Arbeiten als Mathematiker, die die
,,variable GréBe* und damit ,,die Dialektik
und damit die Bewegung* in der Mathematik
einfilhrien, kennzeichnet Engels als einen
,»Wendepunkt in der Mathematik . Sie hatten
einen nachhaltigen und bestimmenden Ein-
fluB auf die Entwicklung der Mathematik, der
Naturwissenschaften, insbesondere auf die
der Physik und nicht zuletzt auf die Heraus-
bildung eines materialistischen Weltbildes.
Descartes unternahm den kiihnen Versuch,
alle damals bekannten Naturerscheinungen
durch die mechanische Bewegung zu erkldren
und ein Weltbild zu entwerfen, welches Ma-
kro- wie Mikrokosmos in sich vereinigt und
nichts enthielt auBler der sich bewegenden
Materie. Er verallgemeinerte eine Vielfalt vorr
Beobachtungen und gelangte vielfach zu einer
richtigen Erkliarung physikalischer, chemi-
scher und physiologischer Erscheinungen.
Seine /materialistischen Grundthesen von der
Materialitit und Unendlichkeit der Welt, der
unendlichen Teilbarkeit materieller Erschei-
nungen, der Unzerstorbarkeit von Materie
und Bewegung, die Leugnung von Kriften,

4

die auBerhalb der Materie stehen (mit Aus-
nahme Gottes), haben die Entwicklung der
Naturwissenschaft und des Materialismus ge-
waltig beeinfluBt und nicht zuletzt die geistige
Entwicklung Europas.

Die cartesische Physik wurde zur gleichen Zeit
entwickelt wie die Dynamik Galileis (1564 bis
1642), aber unter anderen historischen Be-
dingungen. Descartes war Zeuge des Entste-
hens ,,K6niglicher Manufakturen* in Frank-
reich, die zur Stiarkung der Macht der Krone
in Unterstiitzung der Geistlichkeit fiihrten,
die aber andererseits die Unzufriedenheit der
um ihre 6konomische Macht kidmpfenden
jungen Bourgeoisie schiirten. Letztere war
dkonomisch zu schwach, den' Kampf um die
politische Macht zu beginnen. Der DreiBig-
jahrige Krieg fiihrte Descartes als Ofliziers-
freiwilligen verschiedener europiischer Feld-
herren nach Deutschland, und die Suche
nach wissenschaftlichen Arbeitsbedingungen
brachte ihn schlieBlich in das hochentwik-
kelte Holland. Hier schrieb er den groBten
Teil seiner Werke, die sich gegen die kirchlich-
scholastische feudale Weltanschauung rich-
teten.

Descartes forderte eine Philosophie, die der
Praxis diene und die Herrschaft des Men-
schen iiber die Naturkrifte zu festigen im-
stande sei. An Stelle jener ,,spekulativen Phi-
losophie™, schrieb er, ,,wie man sie in den
Schulen lehrt, eine praktische zu finden, die
uns die Kraft und die Wirkung des Feuers, des
Wassers, der Luft, der Gestirne, des Himmels-
gewdlbes und aller tibrigen Korper, die uns
umgeben, so genau kennen lehrt, wie wir die
verschiedenen Titigkeiten unserer Handwer-
ker kennen, so daB wir sie in derselben Weise
zu allen Zwecken, wozu sie geeignet sind, ver-
wenden und uns aul diese Weise gleichsam zu
Meistern und Besitzern der Natur machen
konnen* (Descartes). Eine Philosophie zu
fordern, die der bewuBten Verinderung be-
stehender Verhiltnisse dient, eine Philoso-
phie, die den Glauben durch wissenschaft-
liche Erkenntnisse verdringt. eine Philoso-
phie, die das Verneigen vor kirchlichen
Dogmen und ihren Autorititen durch den
logischen Beweis verbannt, ist eine ,, Wafle* in
den Hinden der Bourgeoisie, die sie gegen
den Absolutismus und die Kirche zum Errei-
chen ihrer 6konomischen und zur Verwirkli-

chung ihrer politischen Macht gebraucht.
Damit zog Descartes den HaB der katholi-
schen Kirchenménner auf sich.

Seine materialistischen Grundthesen erschiit-
terten die Grundpfeiler der mittelalterlichen,
feudalen Weltanschauung. Dem theologi-
schen Dogmatismus und der religisen Offen-
barung setzte Descartes die Kraft des mensch-
lichen Geistes entgegen. Er wandte sich an
den gesunden Sinn ,.cinfacjer Menschen*
und schrieb sein Werk ,,Aphandlung Gber
die Méthode* in der Sprache seines Volkes.
Die Wut des Klerus und die Verurteilung
Galileis im Jahre 1633 zwangen Descartes,
seine Werke anonym zu verdffentlichen. Sein
Werk ,,Traktat iiber das Licht** konnte erst
1664, 14 Jahre nach seinem Tode, erscheinen.
Der unerbittliche Widerstand der protestan-
tischen Theologen erzwang schlieBlich das
Verbot der Lehre Descartes an den Universi-
titen Utrecht und Leyden. 1650 starb René
Descartes als einer der GroBten unter den
Materialisten.

Prof. Dr. habil. Karl-Heinz Kannegiefler
(aus: Leipziger Volkszeitung vom 8. 2. 75)

Lebensdaten zu René Descartes

1596 31. Mirz

1619 Entdeckung des Eulerschen Poly




alpha-Buchtip

Biographien
bedeutender Mathematiker

Eine Sammlung von Biographien.
Herausgegeben von W. Arnold
und Prof. Dr. sc. H. Wupfing ¢

536 Seiten, 340 Abb., Halbleinen,
Preic 22- M

Bestell-Nr.: 706 1070

Volk und Wissen

Volkseigener Verlag Berlin

Das Buch umfaBt eine Sammlung von 41 Bio-
graphien bedeutender Mathematiker von der
Antike bis zum Ende des 19. Jahrhunderts.
Fir das 20. Jahrhundert wird ein Ausblick
angefiigt. Zur Erlauterung der gesellschaft-
lichen und Okonomischen Verhiltnisse, in
denen die Mathematiker lebten, werden fiir
die verschiedenen Epochen Uberblicksdar-
stellungen angegeben, Die Auswahl! der Per-
sonlichkeiten, die in diesém Buch vorgestellt
werden, wurde von den Herausgebern unter
dem Aspekt vorgeriommen, daBl wichtige
Schritte in der Entwicklung erfaBBt werden.
daB die Schulmathematik beriicksichtigt wird
und daB moglichst viele Kulturzentren er-
wihnt werden.

In dem obengenannten Buch finden wir auch
einen Beitrag (9 Seiten) liber René Descartes
(Autor: W. Arnold, Abteilungsleiter fir Ma-
thematik und Naturwissenschaften im VEB
Verlag der Wissenschaften, Berlin). Wir ge-
ben die Lebensdaten von R. Descartes wieder
(aus diesem Buch S. 175/176). Siche Seite 4

Das ist einer der 100 Teilnehmer des 7. Wett-
bewerbs Stralsund/Insel Riigen. 50 der er-
folgreichsten Jungen Mathematiker aus allen
Teilen der Insel waren am Sonntag, 12. 10.
1975, nach Stralsund gereist, um in einer
zweistiindigen Klausur mit den besten Jungen
Mathematikern Stralsunds ihre Kriifte zu
messen. Die Schiiler kamen aus Vitte (Hid-
densee), Binz, SaBnitz, Bergen, Gohren, Put-
bus, Garz, Dranske, Sellin. Im Miirz 1976
wird Bergen Gastgeber des 8. Wettbewerbs,
im Mai Hiddensee (9. Wettbewerb) sein.

Ubung macht den Meister

Gleichungen aus aller Welt
Alle reellen Zahlen x, y bzw. z sind gesucht!

Ungarische Volksrepublik
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Sozialistische Republik Rumiinien

I x2+xy+y*=13
II' x+y=4

Grofbritannien

I 3x—6y+ z= 15
II x+5y+3z=-9
I 2x— y+4z= 4

Johannes Lehmann

Mathe
mit Pfiff

Ein Buch aus der akzent-Reihe

138 S.. zahlreiche lustige Vignetien.
Vierfurbendruck, Best.-Nr. 6533646

Preis 450 M

Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Dieses Taschenbuch ist eine Sammlung von
teilweise sehr unterhaltsamen und reizvollen
Aufgaben aus allen Gebieten der elementaren
Mathematik. Es will insbesondere den ju-
gendlichen Leser zur Beschiftigung mit der
Mathematik anregen, indem es Ubungs- so-
wie Denksportaulgaben stellt und die dazu-
gehorenden ausfihrlichen Losungswege an-

gibt. Das Taschenbuch zeigt, dal Mathematik
nicht trocken sein muB, sondern auch Spaf
und Freude bereiten kann.

Aus dem Inhalt:

Uberall natiirliche Zahlen - Gebrochene Zah-
len - Teilbar oder nicht teilbar? - Uberall
Variable - Gleichungen und Ungleichungen
in Theorie und Praxis - Logik/Kombinatorik -
Aus alten Mathematikbiichern - Gesucht x,
gesucht A - Rund um den Kreis - Geometrie -
Magische Quadrate - Wiirfeleien - Krypt-
arithmetik - Ritsel und Spiele - umlassende
Losungen




Uber die wichtigste Eigenschaft

der reellen Zahlen

Teil 2 — Anwendungen

Fiir unsere weiteren Betrachtungen setzen
wir voraus, dafl in der Menge der reellen
Zahlen eine Ordnungsrelation festgelegt ist
(vgl. Lehrbuch Klasse 9, S. 22).
Zunichst eine Vorbemerkung: Es sei
a=ao, a, 4; as ... eine beliebige nichtnegative
reelle Zahl. Brechen wir den unendlichen
Dezimalbruch ao, a; a; as ... nach der n-ten
Stelle (n eine beliebige natiirliche Zahl) ab, so
erhalten wir ao, a, @z a3 ... a, als rationalen
Néherungswert von a mit

o, U1 Az A3 ... A< 4.
Erhohen wir bei diesem Niherungswert die
letzte Stelle um 1, so erhalten wir

1 . ..
(o, @1 a3 Qs ... an+-—— als rationalen Nihe-

10
rungswert von ¢ mit

1
N T

10,.>a.

do, (1y 4y as ..

Summe und Produkt reeller Zahlen

a=dg, a; az a3 ... und b=by, by, by by ...
seien beliebige reelle Zahlen. Da jede dieser
Zahlen unendlich viele Stellen nach dem
Komma hat, ist hier das fir endliche Dezimal-
briiche bekannte Verfahren fiir die Addition
nicht anwendbar.’
Wir bilden deshalb die folgenden Mengen:
M ={x;+ X3 | xy, x rational und
x;<dund x;<b}
My={y1+y2| y1. y2 rational und
a<y,und b<y,}.
M.a.W.: M, enthiit Summen rationaler Zah-
len x, und x,. Dabei sind x, bzw. x, zu
kleine Niherungswerte der reellen Zahlen a
bzw. b. Dagegen enthilt M, Summen von zu
groBicn Niherungswerten von « und b.
Die Mengen M, und M, haben ebenfalls die
Eigenschaften (a) bis (c) (vergl. Teil 1, Heft
6/75). Wir fiihren hier den Nachweis von (c)
fiir den Fall, daB ¢ und b nichinegative reelle
Zahlen sind.

5 Sollz. B. die Summe der Zahien 3,10459 und
0,78400 berechnet werden, so beginnt man das
Verlahren der Addition mit der am weitesten
rechts stehenden Stelle. Reelle Zahlen haben
im allgemeinen jedoch unendlich viele Stellen
nach dem Komma, so daf es keine am weite-
sten rechts stehende Stelle gibt.

Es seien also a=ay. a, a; as ... und

b=bo, by b, bs ... beliebige nichtnegative re-
elle Zahlen und r eine beliebige natiirliche
Zahl. Wir betrachten die rationalen Zahlen

X)) =dg, U1 Q2 d3 ... Uy Qny
und
X2=bo, by by b3 ... b, by y. Dann gilt
1
< b —
Xl_(l<‘(|+10,_r‘
d 1 .
"M% xy<b<xy+ oo Folglich ist

1 |
xy+x; eMy, x, +~l—0»,;,,—l+>cz+10,,—+l eM,

und

1o"*
2 1
1077 10"
Damit ist gezeigt, daB3 [ir die Mengen M,
und M, die Eigenschaft (c) gilt. falls a und b
nichtnegative reelle Zahlen sind.

1 1
(X] +—“i+X2+W>-(X1 +X2)

Aufgabe 6:

Weise nach, daB die Eigenschaft (c) fiir die

Mengen M, und M, auch gilt, wenn

(a) eine der Zahlen a und b nichtnegativ,
die andere negativ ist

(b) a und b negativ sind.

Nach Satz 1 gibt es genau eine reelle Zahl, die

zwischen beiden Mengen liegt. Diese Zahl

definieren wir als die Summe der reellen Zah-

len a und h.

Beispiel 4: Es sei

a=6,1 0200‘1 000200001000002...und

b=1.123456789101112131415....

Es ist

6<u<T7:61<a<62;6,10<a<6,11;

6.102<a<6,103: ...

1<h<2:1,1<b<12:1.12<b<1,13;

1,123<b<1,124; ...

Zu M, gehoren beispielsweise die Zahlen

6+1:6,14+1,1:6,10+ 1,12 und 6,102 + 1.123.
Zu M, gehboren z. B. die Zahlen 7+2;

6,2+ 1,2;:6,11+ 1,13 und 6,103 + 1,124.
Die Elemente der Mengen M, und M, liefern
Niherungswerte fiir die Summe a+b. Bei-
spielsweise ist

6,10+ 1,12<a+b<6.11+1,13
bzw. 722<u+b<1724.
7.22 ist ein Ndherungswert von a +b. Die Ab-
weichung dieses Niherungswertes von a+b
ist kleiner als 0,02.

Analog ist wegen
6,102+1,123=7225<a+b
a+b<7227=6,103+1,124

auch 7,225 ein Niherungswert von a+b mit
einer Abweichung, die kleiner als 0,002 ist.

Aufgabe 7:

Bestimme einen Niherungswert von a + b, der
um weniger als 0,00002 von a + b abweicht!

In gleicher Weise wie die Summe kann auch
das Produkt reeller Zahlen defliniert werden.
Gegeben seien die reellen Zahlen a und b.
Wir wollen hier nur den Fall betrachten, daB
a und b positiv sind. Wieder bilden wir Men-
gen M, und M,, und zwar:
M ={x,x3|xy, x; positiv und rational
und x; <a, x,<b}
M,={y1y2|y1, y, rational und y, >a
und y,>h}.
Auch dieses Mengenpaar hat die Eigenschal-
ten (a) bis (c). Folglich gibt es genau eine
reelle Zahl, die zwischen beiden Mengen
liegt. Diese Zahl heiBt das Produkt der
Zahlen a und b. Das Produkt a - b kann eben-
falls durch Elemente aus M, und M, ange-
nihert werden.

Beispiel 5: Wihlen wir ¢ und b wie im Bei-
spiel 4, so gilt beispielsweise

6,10 1,12<a-b<6,11-1,13
bzw. 6,8320<a- b<6,9043.
Demnach ist 6,8320 ein Niherungswert von
a-b mit einer Abweichung, die kleiner als
0,0723 ist.

Aufgabe 8:

Bestimme einen Niherungswert von a - b mit
einer Abweichung, die kleiner als 0,01 ist!

Quadratwurzeln reeller Zahlen

In der 9. Klasse habt ihr die Definition der
n-ten Wurzel einer nichtnegativen reellen
Zahl kennengelernt, nachdem zuvor [olgender
Satz ohne Beweis mitgeteilt wurde (vgl. Lehr-
buch Klasse 9, S. 25):

Ist a eine nichtnegative reelle Zahl und n eine
natiirliche Zahl mit n>1, so existiert stets
genau eine nichtnegative reelle Zahl b mit
b"=a.

Wir wollen hier diesen Satz fiir den Spezial-
fall n=2 beweisen. Es sei a cine belicbige
positive reelle Zahl.®

Satz 2:

Es gibt genau eine positive reelle Zahl x mit
x?=a. Diese positive reelle Zahi x wird die
Quadratwurzel von a genannt; man schreibt
=|/a

Den Satz 2 kénnen wir in zwei Teilaussagen
zerlegen:

1. Es gibt mindestens eine positive reelle Zahl

x mit x?>=aq (Existenz).

¢ Fiir a=0 ist der Satz trivial, denn es ist
0%2=0 und «?+0 fiir jede reelle Zahl « +0.



2. Es gibt hochstens eine positive reelle Zahl
x mit x2 =a (Eindeutigkeit).

Die Eindeutigkeit kénnen wir wie folgt be-

weisen:

Angenommen, es gibt wenigstens zwei posi-

tive reelle Zahlen x,, x, mit x;2=x,%2=a.

Wegen x;+x; gilt x;<x; oder x,<x;.

Daraus folgt aber sofort xl’<x2z oder

xz%<x,;? im Widerspruch zu x,2=x,%=a"

Beim Beweis der Existenz machen wir von

Satz 1 Gebrauch.

Wir betrachten hier die folgenden Mengen:

M, ={x | x positiv reell und x*<a}

M, ={y|y positiv reell und y*>a}.

Dieses Mengenpaar hat wiederum die Eigen-

schaften (a) bis (c).

Zu (a): Ist a< 1, so liegt wegen a® <a die Zahl

ain M,.

Ista> 1, so liegt die Zahl 1 in M ;.

In jedem Fall ist M, nicht leer.

Wegen (a+ 1)2 > a fiir jede reelle Zahl a liegt

a+1in M,. Also ist auch M iiicht leer.

Zu (b): Fiir jedes x €M, und jedes y eM,

gilt x<y.

Gaibe es namlich Zahlen x in M, und y in M,

mit x >y, so wire x2> y? im Widerspruch zu

x?<a<y?

Zu (c): Der Nachweis dieser Eigenschaft wird

wie im Beispiel 3 gefiihrt.

Nach Satz1 gibt es genau eine Zahl s, die

zwischen den Mengen M, und M, liegt. Wir

wollen nun zeigen, daB diese Zah! s die ge-

forderte Eigenschaft hat, daB nimlich s2=a

gilt.

Diesen Nachweis fiihren wir indirekt. Wir

nehmen also an, es sei s® +4. Dann ist ent-

weder s <a oder s2>a.

1. Fall: s*<a.

Dann gibt es eine natiirliche Zahl n mit®

2

1
s?+—<a.

10"
Wir kénnen nun zeigen, daB es eine Zahl ¢
mit t>5 und t?* <a gibt, also eine Zahl ¢ aus
M, die groBer als s ist.
Wie finden wir eine solche Zahl ¢?

Wir probieren, ob eine der Zahlen ¢ =s+#

(m eine natiirliche Zahl) bei geeigneter Wahl
von m die Bedingungen t>s und t*<a er-
fiillt.

Offensichtlich ist jede der Zahlen s+%

groBer als s. Wie steht es mit der Bedingung

7 Wir verwenden dabei, daB < eine Ord-
nungsrelation in der Menge der reellen Zahlen
ist und daB fiir die Multiplikation reeller
Zahlen das Monotoniegesetz gilt.

8 Sind a =ao, a, a; a3 ... und

b=bo, b1 b2 b1 ...

nichtnegative reelle Zahlen mit a <b, so exi-
stiert eine natiirliche Zahl k mit a; <b, und
an=b, fiir alle m<k. Ferner gibt es eine
natiirliche Zahl n mit n>k und a,<9. Fiir

diese Zahl n gilt dann a+ % <b.

2 1y . .
t*=|s+-=] <a? Es ist

0™
1)? 1 1
2_ 2} =52 e ——
' "(”10’“) SHE ot o
1 1 .
Wegen o™ < o™ m>0) gilt
sty Sy L _p B4L
1o 10m 10™

Damit die rechte Seite der Ungleichung klei-
ner als a wird, wihlen wir m so groB, dafl
2s+1 1

107 <1—0’l gllt.
Fiir die Zahl n gilt aber (s. 0.) 52+1:),,<a.
Folglich ist
2s+1 1
2_ .2 2, b
©<s*+ o™ <s +10,,<a.

Wegen t2<a ist t eM,. Ferner ist t>5 im
Widerspruch dazu, daB s zwischen M; und
M, liegt.
2.Fall: s>>a
Dieser Fall kann analog zum Fall 1 zum Wi-
derspruch gefiihrt werden. Damit haben wir
den Satz Z bewiesen. Die zwischen den Men-
gen M, und M, liegende Zahl s ist die
Quadratwurzel von a. Die Elemenic der Men-
gen M, M, sind Niherungswerte fiir die Zafil
]/z;, denn fiir jedes x €M, und jedes y €M,
gilt
x< [/t; <y
Beispiel 6: Es sei a=5. Dann sind die Zahlen
2;2,2;2,23 und 2,236 aus M, und die Zahlen
3;2,3;2,24 und 2,237 aus M, und es gilt
2<)/5<3
22<)/5<23
223<)/5<2,24
2236<)/5<2,231.
Die Zahl 2,236 ist ein Ndherungswert von [/g,
der um weniger als 0,001 von [/5_’ abweicht.

Aufgabe 9:

Berechne einen Nidherungswert fiir W mit
einer Abweichung, die kleiner als 0,001 ist!

Flicheninhalt einer Kreisfliche

Die Figur4 zeigt einen Kreis mit dem Ra-
dius 1, dessen Mittelpunkt im Ursprung eines
kartesischen Koordinatensystems liegt. Die
Koordinaten x und y der Kreispunkte genii-
gen der Gleichung

x24+y2=1.
Wir wollen nun diejenige Punktmenge be-
trachten, die aus allen und nur den Punkten
(x; y) besteht, fiir die x2+y?<1 gilt.

Y
p Figur 4

Eine solche Punktmenge nennen wir bekannt-
lich eine Kreisfldche.

Was versteht man unter

dem Flicheninhalt dieser Kreisfliche?

Um diese Frage zu beantworten, wenden wir '
uns zunichst dem Viertelkreis zu, der im
I. Quadranten liegt. Wir betrachten also die
Punktmenge (vgl. Fig. 5)
K={(x»)|0<x<1.0<y<)/1-x}.

y Figur 5

A

a Xy x

Nun gehen wir davon aus, daB wir den
Flicheninhalt von Rechteckflichen berech-
nen kénnen, namlich als Produkt von Linge
und Breite des betreffenden Rechtecks.

Sei n eine beliebige natiirliche Zahl, n>1.
Durch Parallelen zur y-Achse an den Stellen
1—, g, 2, n;l " und durch Parallelen zur
nnn n’n

x-Achse erhalten wir einmal nebeneinander-
liegende Rechteckflichen, die ganz in der
Punktmenge K enthalten sind (vgl. Fig. 6)
und zum anderen Rechteckildchen, die zu-
sammengenommen die Punktmenge & £nt-
halten (vgl. Fig. 7).

Y Figur 6
%
%
%77
%
4/ G
F s 5 5 17
’ Figur 7
%
%%%%
ol 1 zAa/e x

Im ersten Fall erhalten wir n—1 Rechtecke.
Die Summe der Inhalte dieser n — 1 Rechteck-
flichen nennen wir U(n). Fiir jede natiirliche
Zahl n (n>1) gibt es eine Zahl U(n). Die
Menge aller Zahlen U(n) nennen wir M.
Im zweiten Fall erhalten wir n Rechtecke.
Die Summe der Inhalte dieser n Rechteck-
flichen nennen wir O(n). Fiir jede natiirliche
Zahl n(n > 1) gibt es eine Zahl O(n). Die Menge
aller Zahlen O(r) nennen wir M,. (Fortset-
zung in Heft 2/76) ‘
H. Lemke/W. Stoye
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LKEIN ANECKEN MEHR?
ANTLELS /

Ma5 81461 Gegeben sei eine zweistellige
natiirliche Zahl, deren erste Ziffer doppelt so
groB ist wie deren zweite. Multipliziert man
diese Zahl mit 13, so ist das erhaltene Produkt
um 522 groBer als diejenige Zahl, die aus der
gegebenen Zahl durch Vertauschen der Zif-
fern hervorgeht. Um welche Zahl handelt es
sich? Andreas Fittke, Berlin

Ma5 #1462 Das Produkt zweier natiirli-
cher Zahlen betrage 5394. Die Summe aus
diesen Zahlen sei gleich 149. Um welche
Zahlen handelt es sich?

Andreas Fittke, Berlin

Ma5 1463 Eine durch 2 teilbare zweistel-
lige natiirliche Zghi n, habe die Quersumme
9, und ihre zweite Grundziffer sei doppelt so
groB wie ihre erste. Eine weitere durch 2 teil-
bare natiirliche Zahl n, habe die Quer-
summe 7. Die Differenz aus n; und n, ergebe
eine Zahl, die gréBer ist als n,. Welche
.Zahlen n, und n; erfiillen die gestellten Be-
dingungen? Matthias Rogall, Dresden

Ma5 m1464 Acht Spielwiirfel mit den
Augenzahlen von 1 bis 6 seien zu einem
Wiirfel mit doppelter Kantenlinge zusam-
mengesetzt. Fiir den Betrachter dieses Wiir-
fels seien genau drei in einer Ecke zuSam-
menstoBende Seitenflichen sichtbar. Es soll
die Summe der sichtbaren Augenzahlen der
Spielwiirfel dieser drei Seitenfldchen ermittelt

werden. Zwischen welchen Augenzahlen muB
diese Summe liegen? '

K.-H. Breitmoser, Neubrandenburg

Ma5 #1465 Genau vier Mitglieder einer
Arbeitsgemeinschaft heiBen mit Familien-
namen Schulze, genau drei Krause, genau
zwei Miiller und genau zwei Pactow. Genau
drei Mitglieder dieser AG haben den Vor-
namen Hans, genau drei den Vornamen Fritz
und genau vier den Vornamen Giinter. Der
Leiter dieser Arbeitsgemeinschaft hat den

Vornamen Ernst; sein Stellvertreter heiBt
Hans Paetow. Keine zwei Mitglieder dieser
AG haben gleiche Vor- und Familiennamen.
Wie heilen die zehn Mitglieder. dieser Ar-
beitsgemeinschaft mit ihrem volleh Namen?

Oberlehrer Karl Becker, Libtheen

Ma5 81466 Im VEB Kabelwerk Meifien
werden gegenwiirtig insgesamt 527 Lehrlinge
als Facharbeiter ausgebildet, und zwzar (63
Lehrlinge aus der DDR und halb so viel
Lehrlinge aus de; VR Polen. Aus der Unga-
rischer. VR kommen dreimal so viel Lehrlinge
wie aus der VR Polen. Die restlichen Lehr-
linge kommen aus der VR Bulgarien. Wieviel
Lehrlinge aus den genannten Volksdemokra-
tien werden im VEB Kabelwerk z. Z. ausge-
bildet?  Schiilerin Monika Ramsch, Meifien

Ma6 w1467 Zwei Personenziige fuhren in
entgegengesetzter Richtung aneinander vor-
bei. Der erste Zug hatte eine mittlere Ge-

schwindigkeit von 4SkTm, der zweite von

36kTm. Ein Fahrgast aus dem zweiten Zug
stoppte mit seiner Armbanduhr die Vorbei-
fahrt dieser Ziige. Er stellte fest, daB der erste
Zug daliir 6s bendtigte. Wie lang war der
erste Zug?

Thies Lusbar, 26 Gussrow, Werdersér. 22 Ma 7
Kerstimg-0S, Klasse 7 a| 1369
kel 150
Pridikat: ol
_______ | Loumg: ]

Sabine Kécher, Zittau '

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Aliter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postiach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Zilfer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmen; sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene lésen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm
197 mm) (siche Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,sehr
gut gelost, ,gut geldst™ oder ,.geldst™.
Schiiler, welche nur einen SchiuBsalz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachlen, unibersichilich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

7. Letzter Einsendetermin wird jewcils be-
kannigegeben. Der Jahreswetibewerb 1975/76
lduft von Heft 5/75 bis Heft 2/76. Zwischen
dem 1. und 10. Seplember 1976 sind alle
durch Beteiligung an den Wetlbewerben
der Hefte 5/75 bis 2/76 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenderr.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Rilckumschlag mil
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aklivsien
Einsender werden in Hell 6/76 veroffentlicht.
Wer mindestens 8 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wetibewerben der
Hefte 5/75 bis 2,76) erhalten hal und diese
einsendel, erhall eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarien des Wellbewerbs
1975/76 cinsenden, erhalten das «fpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zurick ).
Wir bitten darauf zu achten, daB alle Posi-
sendungen richlig frankiert sind und dal
die Postleitzahl des Absenders nichl vergessen
wird. Redakuon ulpha



Ma6 w1468 Nachdem ein Fahrgast in
einem D-Zug die Hilfte seines Reiseweges
bereits zuriickgelegt hatte, schlief er ein. Als er
erwachte, hatte er bis zum Reiseziel noch die
Hilfte der Bahnstrecke zuriickzulegen, wih-
rend der er geschlafen hatte.
Welchen Teil der gesamten Reisestrecke war
der Fahrgast schlafend gefahren?

Sabine Kécher, Zittau

Ma6 81469 Ein Radfahrer fuhr vom Orte A
nach dem Orte B. Nachdem er zwei Drittel
des Weges zuriickgelegt hatte, zwang ihn eine
Reifenpanne, den restlichen Weg zu FuB} zu-
riickzulegen. Dafiir benétigte er zweimal so
viel Zeit wie fiir die Fahrt mit dem Fahrrad.
Wieviel mal so groB war die Geschwindig-
keit wihrend des Radfahrens wie die wiihrend
des FuBmarsches? Sabine Kécher, Zittau

Ma6 w1470 Vier Schiiler Ernst, Franz, Karl
und Martin, deren Familiennamen (in anderer
Reihenfolge) Altmann, Miiller, Neubert und
Troger lauten, trafen sich aul einer Geburts-
tagsfeier. Jeder von ihnen brachte fiir das
Geburtstagskind genau ein Geschenk mit.
Wir wissen:
a) Martin hatte Blumen, Altmann einen Ku-
gelschreiber, Miiller ein Buch und Karl eine
Schachtel Konfekt mitgebracht.
b) Als erster verabschiedete sich im Verlaufe
des Abends Martin‘, als zweiter Neubert, da-
nach Ernst und zuletzt Miiller. Wie heiBen
diese Schiiler mit Vor- und Nachnamen?

Sch.
Maé6 w1471 Zeichne eine Parallelogramm
ABCD mit AB>BC und & BAD <90°. Kon-
struiere einen inneren Punkt P von AB so,
daB ¥ APD= xCPD gilt! Sch.

Ph6 w1472 Eisberge bedeuten fiir die See-
fahrt Gefahrenstellen. Von einem Schiff wird
ein Eisberg gesichtet, von dem das Volumen
des aus dem Wasser herausragenden Teiles
mit 2000 m*® geschitzt wird. Berechne das
(angendherte) Volumen des gesamten Eis-
berges, wenn die Dichte des Meerwassers

1,03i3 und die Dichte des Eises 0,9i3
cm cm

betrigt! L. L

Ma?7 #1473 Esist ein Dreieck ABC aus der
Linge der Seite AB=c=6cm, der Linge der
Seitenhalbierenden CD=s.=8cm und der
GroBe des Innenwinkels x ACB=y=40° zu
konstruieren.

Die Konstruktion ist zu beschreiben.

Ma7 #1474 Olaf borgt sich von seinem
Freund Peter 0,45 M. Dieser aus 12 Miinzen
bestehende Geldbetrag setzt sich aus 1-Pfen-
nig-, 5-Plennig- und 10-Plennigstiicken zu-
sammen. Wieviel Miinzen jeder Sorte hat
Olaf von Peter erhalten? Dipl.-Lehrer

fiir Mathematik M. Linde, Damme

Ma?7 m1475 Vier Schiiler, und zwar Gerd,
Hans, Ingo und Kurt, sind entweder Abon-
nent der mathematischen Schiilerzeitschrilt

»alpha” oder der Zeitschrift , technikus”. Von
ihnen wissen wir:

a) Genau zwei dieser Schiiler, nimlich Gerd
und der 10jdhrige beziehen ,alpha”, Hans
hingegen nicht.

_b) Hans, der 11jihrige und der 13jdhrige be-

suchten Kurt im Krankenhaus.

¢) Genau zwei Schiiler, nimlich Ingo und der
8jihrige beziehen die Zeitschrift ,,technikus”,
der 11jihrige hingegen nicht.

Wie alt ist jeder dieser vier Schiiler, und wel-
che Zeitschrift bezieht jeder von ihnen im
Abonnement? Sch.

Ma7 w1476 Sechs Schiiler halfen bei der
Obsternte; sie erhielten Anerkennungspri-
mien entsprechend ihren Leistungen. Jeder
von ihnen iibergab die Hilfte des erhaltenen
Geldbetrages dem Solidarititskonto. Uber
diese Schiiler ist folgendes bekannt:
a) Keiner von ihnen spendete weniger als
6 Mark und keiner mehr als 12 Mark.
b) Konrad spendete mehr als Peter.
c) Hans spendete mehr als Georg, Georg
mehr als Peter, Peter mehr als Inge.
d) Frank spendete mehr als Hans und Hans
mehr als Konrad.
e) Hans spendete 2 Mark weniger als Frank,
Peter 2 Mark mehr als Inge.
f) Alle spendeten volle Markbetrige.
Wieviel Geld erhielt jeder dieser Schiiler fiir
das Obstpfliicken?

Schiiler Thomas Weif, Weimar

Ph7 w1477 Der Moskauer Sportstudent
Wladimir Bure ist mit 51,36 Sekunden fir
100 Meter Freistil der schnellste Mann Euro-
pas. Vom Weltrekord des Amerikaners Mark
Spitz trennen ihn 14 Hundertstelsekunden.
W ladimir wiinscht, die Differenz ausgleichen
zu konnen. Wie grof ist diese (incm)? L. L.
Ch7 ®1478 Salpetersiure mit einem Ge-
halt von 24,8%, (Massenprozent) hat bei
20°C die Dichte von 1,145 n%
a) Welche Masse haben 5517
b) Wieviel Liter sind 55 kg dieser Sdure?
Dipl.-Chem. G. Brandes, Magdeburg

Ma8 ®1479 Es sei A ABC ein spitzwinkli-
ges Dreieck mit den WinkelgréBen ¥ CAB
=a, ¥ABC=p und a>f. Dann liegt der
Mittelpunkt M des Umkreises dieses Drei-
ecks im Innern des Dreiecks. Ferner sei D
der FuBpunkt der von C ausgehenden Héhe.
Man beweise, daBl, wenn man xMCD=¢
setzt, d=a—f gilt.

Herwig Gratias, stud. phys., Sommerda

Ma8 w1480 Es sei AB Durchmesser eines
Kreises k mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r. In M sei auf AB die Senkrechte
errichtet; E sei ein Punkt dieser Senkrech-

ten, der von M den Abstand W=% hat.

Ferner seien C der zweite Schnittpunkt von
AE mit dem Kreis k und D der Schnittpunkt
der Geraden ME und BC. Man berechne den
Flicheninhalt A des Dreiecks MBD.
Oberlehrer H. Pitzold, VH Waren/Miiritz
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Ma8 ®m1481 Zur Speicherung von Wirme-

energie ist in Karl-Marx-Stadt eine der groB-
ten Anlagen Europas seit dret Jahren in Be-
trieb. Diese Anlage besteht aus 27 Behiiltern,
die die Form eines geraden Kreiszylinders mit
einem Durchmesser von 3,4 m und einer Hohe
von 17 m haben. In den Behiltern ist Wasser
gespeichert, das unter Druck steht und eine
Temperatur von 80°C bis 160°C, also eine
mittlere Temperatur von 120°C besitzt. Man
berechne

a) das Volumen eines solchen Behilters,

b) die in allen 27 Behiltern gespeicherte
Wirmeenergie in Kalorien (cal), wobei zu be-
achten ist, da} 1 g Wasser bei einer Tem-
peraturdifferenz von | grd gegeniiber der
AuBentemperatur eine Wirmeenergie von
1 cal besitzt, und eine AuBentemperatur von
20°C angenommen wird. L.

Ma8 #1482 Von drei Ortschaften P,, P,
P; sei jede mit jeder anderen durch zwei
Wege verbunden, also die Ortschaften P, und
P; durch die Wege s3 und s'3, die Ortschalten
P; und P; durch die Wege s, und 5, die Ort-
schaften P3 und P, durch die Wege s, und s',.

Diese sechs Wege kreuzen einander nicht.
Ein riistiger Wanderer will von P, aus eine
Wanderung unternehmen, bei der er jeden
der sechs Wege genau einmal begeht. Wie
viele verschiedene Varianten fiir einen solchen
Wanderweg gibt es?



(Dabei gelten zwei Varianten bereits als ver-
schieden. wenn die Reihenlolge, in der die
Wege begangen werden, verschieden ist.)

Dr. G. Hesse, Rudebeul

Ph8 #1483 Welches Hochstgewicht darfein
zweiachsiger Giiterwagen haben, wenn der
zuldssige Druck auf die Eisenbahnschiene

100:—:51 betrigt und die Beriihrungsiliche

"eines Rades mit der Schiene 5 cm? groB ist?
E. Eichler
Ch8 #1484 Bei der Ablieferung von Ge-
treide an den VEB Getreidewirtschalt wer-
den 149, Wassergehalt zugrunde gelegt. Eine
LPG lieferte zunichst 3,720t und spiter
3,800t ab. Laborproben ergaben 169, Was-
sergehalt bei der ersten und 12,59, Wasser-
gehalt bei der zweiten Lieferung. Wieviel
Tonnen Getreide wurden der LPG angerech-
net?
(Anleitung: Man berechne die abgelieferte
Trockenmasse und erginze so, dal 149
Wassergehalt angenommen werden kdnnen;
Rechenstabgenauigkeit geniigt.) Mathematik-
Fachlehrer B. Herrmann. Alt-T oplitz

Ma9 a1485 Es ist die Lésungsmenge der
Ungleichung '

X4 (x+ 1P+ (x+22>(x+ 3+ (x+4)?
+(x+5)?

im Bereich der reellen Zahlen zu ermittein. L.

Ma9 ®»1486 Es sei ABCD ein Quadrat. des-
sen Seitenlinge a gegeben ist. M sei der Mit-
telpunkt der Seite AD. Von B sei das Lot auf
die Verbindungsstrecke MC gefillt; der Fuf3-
punkt dieses Lotes sei mit E bezeichnet.

D c
E

M

A B

Man berechne den Fliicheninhalt des (schral-
fiert gezeichneten) Vierecks ABEM.
Oberlehrer H. Pitzold, VH Waren/Miiritz

Ma9 ®1487 Es sind alle positiven reellen
Zahlen x zu ermitteln, fiir die die Gleichung
x<'°7° 21976 erfillt ist. A.D. Os-

manow, Demurlo, Georgische SSR, UdSSR

Ma9 = 1488 Es sind alle Tripel (x, y, z) von
nicht negativen reellen Zahlen x, y, z zu er-
mitteln, [iir die das Gleichungssystem
X2+ xy+yt=xyz,
x4 xz 422 =xyz, ()]
Vityz+z2=xyz (3)
erfillt ist. Frank Miiller, stud. phys., Erfurt

o

Ph9 ®1489 Ein massiver unregelmaBiger
Korper aus Blei erscheint einem Schiiler zu
leicht. Um [estzustellen, ob sich im Inneren
des Korpers ein Hohlraum befindet, wigt er

10

zunichst den Korper und stellt cin Gewicht
von 285p fest. Im MeBzylinder, der mit
40 ml Wasser gefiillt ist, steigt der Wasser-
spiegel nach Eintauchen des Korpers bis zum
Teilstrich 67 ml. Besitzt der Korper einen
Hohlraum? Wenn ja, wie groB ist der Hohl-
raum?

(Bleiy=114p-cm™3) L.L

Ch9 w1490 In der Luft (Idealluft) sind die

Edelgase mit 0,03°; vertreten. Wie groB
miiite man den Durchmesser des Kreises
wihlen, wenn man in einem Kreisdiagramm
die Beteiligung der Edelgase als Kreissektor
mit einer Bogenldnge von 2 mm darstellen
wollte?

Oberlehrer Ing. H. Pelka, Leipzig

»Die Biaume sind aus Polyester
mit verschiedenfarbiger Innenbeleuchtung.”

Ma10/12 w1491 Jemand soll die Nullstellen
der Funktion f mit

f(x)=l/ X — —F—ig—]/x—z,

die [ir alle reellen Zahlen x mit x> 5 definiert
ist, ermitteln und rechnet wie folgt:

3
Aus ]/x— — -)/x-2=0
Vx—=35

1

folgt x—5-3=)(x-2)(x-35) 2)

und hieraus -
x—-8=]/x2—7x+10, ®)

also (x—B8P=x2—7x+10 )
x2—16x+64=x2—Tx +10, 5)
9x =54, (6)
x= 6. ™

Also schlieBt er, daB x =6 eine Nullstelle der

Funktion f sei. Nun gilt aber

J6)=)/1 - }/a=1-3-2= _a<,

[/i-

also ist x=6 nicht Nullstclle der Funktion /.

a) Wo steckt der Fehler der obigen SchluB-

weise?

b) Es ist zu beweisen, daB die Funktion [ in

ihrem Definitionsbereich keine Nullstelle hat.
L.

Ma10/12 1492 Der im Schnitt abgebil-
dete offene Blechbehiilter, der aus einer Ku-
gelkappe mit der Héhe b, und dem Durch-
messer d sowie einem aufgesetzten Zylinder-

mante] mit der H5he h, und dem Durch-
messer d besteht, soll durch Tiefzichen aus
einer Blechscheibe hergestellt werden.

, d
I &

a) Es ist der Durchmesser D dieser Blech-
scheibe als Funktion von d, h,, h, darzustel-
len.

b) Es ist der Durchmesser D fiir den Fall zu
berechnen, da3

d=230mm, h, =70 mm, h, =110 mm ist.
Hinweis zur Lésung: Der Flicheninhalt der
Blechscheibe, aus der der Behilter durch Tiel-
ziehen hergestellt wird, ist gleich dem Ober-
flicheninhalt des offenen Blechbehilters, also
gleich der Summe des Flicheninhalts der
Kugelkappe und des Flidcheninhaits des Zy-
lindermantels. L.

Mal10/12 1493 Man ermittle alle Tripel

(x, y, 2) von natiirlichen Zahlen x, y, z, die von

Null verschieden und paarweise teilerfremd

sind und fir die die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

x2yt=z2

x +y <50, (2)

x ist durch 7 teilbar. 3)

Schuler Eckhard Liebscher, Ilmenau

m

Mal0/12 1494 Es sind alle reellen Losun-
gen der Gleichung
12x* — 11> — 146x2 — 11x+12=0
zu ermitteln. Fachlehrer f. Mathematik
H. Kampe, Neuseddin

Ph10/12 w1495 Ein zylindrischer GieBkii-
bel von 80 cm Hohe und 90 cm Durchmesser
ist 70 cm hoch mit fliissigem Stahl gefiillt.
Um wieviel Grad muB der GieBkiibel geneigt
werden, damit der Stahl ausflieBen kann?

.»Ich arbeite gerade an der Theorie
der [allenden Korper.™

Ch10/12 m1496 0,5240 g einer eisenhaltigen
Legierung wurden im Analysengang geldst,
das Eisen wurde als Hydroxid gefillt und
durch Gliihen in Eisen(III)oxid iiberfiihrt.
Nach dem Gliihen lagen 0,1649 g Eisen(I11)-
oxid vor. Wieviel %, Fe waren in der Legie-
rung vorhanden? H. Pelka, Leipzig



Leser fragen —
alpha antwortet

Unser Leser Roland Fiedler, EOS Gotthold
Ephraim Lessing, 12. Klasse. Hoyerswerda,
stellt uns die folgende Aufgabe:
Man beweise, daBl die Ungleichung

m">n" (1)
fiir alle positiven ganzen Zahlen m und n
mit 2 <m < n erfillt ist.
Beweis: a) Wir beweisen zuniichst, daB die
obige Ungleichung (1) fiir zwei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen, die groBer als 2
sind, erfiillt ist, daB also

m™ > (m+ 1) 2)
firr alle natiirlichen Zahlen m mit m2 3 gilt.
Nach dem Binomischen Satz ist
(m+1y'=m"+m-m"" ‘+m-m—2_—l-m""2

toogm Mol mktl

m—k
I X m + ...
+m-m+1.
Ferner gilt wegenm>3 fiirk=2,3,...,m—2,

'mz——l m__::+ L =t < = = g
und m2+1<m*m—-1)+m*=m*<m™,
also (m+1y"<m™ - m=m™*!,
womit die Ungleichung (2) bewiesen ist.
b) Aus (2) folgt

1 1
m">m+ 1"t 3)
-Setzt man n=m+k, wobei k eine positive
ganze Zahl ist, so folgt zunichst aus (3)

1 1 1 1
M > m+ 1) > (m+ 2" 2> > (m kym R
1

= n;'
11
alsom™>n", m">n",
womit die Ungleichung (1) fiir 3<m<n be-
wiesen ist.

alpha-Wettbewerb

Vorbildliche Hilfe

® Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher
im Werte von 2000~ M fiir die fleiBigsten
Wettbewerbsteilnehmer zur Verfiigung stell-
ten: BSB B. G. Teubner, Leipzig; Akademi-
sche Verlagsgesellschaft Geest und Portig,
Leipzig; VEB Fachbuchverlag, Leipzig; Der
Kinderbuchverlag, Berlin; Militiarverlag der
DDR, Berlin, transpress VEB Verlag fiir Ver-
kehrswesen, Berlin; Die Wirtschaft, Berlin;
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin; VEB Verlag Die Technik, Berlin;
Volkseigener Verlag Volk und Wissen, Ber-
lin; Urania Verlag, Leipzig; Polnisches In-
formationszentrum, Leipzig.

Gedanken iiber
die Arbeit eines
Mathematikers
in der Praxis

Im folgenden sollen eirige Gedanken zur
Titigkeit eines Mathematikers in der Praxis,
insbesondere in der Industrie, geduert wer-
den. Ich mochte den Betrachtungen eine
These voranstellen:

In der Praxis hort die Mathematik au f, eine
selbstindige Wissenschaft zu sein. Sie kann
hier nur iiber andere Disziplinen, in erster
Linie Okonomie, Technologie und technische
Wissenschaften wirken und so ihren Nutzen
unter Beweis stellen. -

Anders ausgedriickt heifit das: Die Mathema-
tik hat sich an der Praxis zu orientieren, sie
hat sich auf die Praxis einzustellen, sie ist
hier eben nur Hilfswissenschalt.

DaB sie in der Praxis dann allerdings eine
sehr wirksame Hilfe sein kann, wird damit
natiirlich keineswegs eingeschrinkt. Aus der
genannten These sollte man eine Reihe von
SchluBfolgerungen ziehen, aul die nicht [riih
genug wihrend der Ausbildung eines Mathe-
matikers hingewiesen werden kann, um man-
che spiitere Enttiuschung von vornherein
zu vermeiden.

1. Der Mathematiker darf nicht erwarten,
daB ihm die Aufgaben mathematisch formu-
liert iibergeben werden. Vielmehr besteht
eine seiner wesentlichen Aufgaben darin, in
Zusammenarbeit — oder manchmal auch hef-
tigém Meinungsstreit — mit Vertretern ande-
rer Disziplinen den mathematischen Kern
einer Problematik erst herauszuschilen, um
danach zu einem mathematischen Modell zu
gelangen.

2. Der Mathematiker muB fihig und willens
zu einer disziplinierten Zusammenarbeit mit
Kollegen anderer Fachrichtungen sein. Er
muf deshalb nicht nur iiber fundierte mathe-
matische Kenntnisse verfiigen, sondern auch
auf naturwissenschaltlichen, technischen und
gesellschaftlichen Gebieten gewisse Grund-
lagen mitbringen.

3. Das Tempo und die Dynamik unserer
Entwicklung und die damit verbundene Viel-
falt der in der Praxis anstehenden Pro-
bleme verlangt eine groBe Disponibilitiit des
Absolventen. Er muf} sich daher auch wih-
rend seiner spidteren Titigkeit intensiv weiter-
bilden, wobei- meist die nichtmathematischen
Gebiete den Hauptteil ausmachen werden.

4. Der Mathematiker muB sich fiir eine Auf-
gabe solange verantwortlich fiihlen, bis die
Losung und Einfithrung in die Praxis vollzo-
gen ist oder - und das kann manchmal
leider auch passieren - bis er erkennt, dal
sich seine Vorstellungen nicht verwirklichen
lassen. Damit werden von ihm groBe Zihig-
keit, Ausdauer, Risikofreudigkeit, Uberzeu-
gungskraft und vor allem auch die Fihigkeit
verlangt, seine Ergebnisse fiir Nichtmathema-
tiker darzustellen, ja vielfach sogar fiir den
Arbeiter am Aggregat oder an der Maschine.

5. Es ist eine oft iibersehene Tatsache, daB ein
betrichtlicher Teil der Kenntnisse und Fer-
tigkeiten eines Mathematikers in der Praxis
auf Erfahrungen beruht, die man wihrend des
Studiums nur in sehr geringem MaBe ver-
mitteln kann. So wird er etwa im Laule
seiner praktischen Titigkeit erkennen, welche
Faktoren vernachlissigbar sind, er wird Er-
fahrungen iiber die eflektivsten mathemati-
schen Methoden sammeln, und er wird
schlieBlich auch einsehen, daB es letztlich aul
den praktischen Nutzen ankommt (und kaum
aufl die Eleganz mathematischer Beweisfiih-
rungen, so unangenehm das vielleicht auch in
manchen Ohren klingen mag).

Im Zusammenhang mit diesen SchluBfolge-
rungen diirfte es in erster Linie darauf an-
kommen, die entsprechende Einstellung zum
spiteren Einsatz anzuerziehen. Der prizi-
sierte Studienplan enthilt viele Méglichkei-
ten hierzu. Insbesondere das Praktikum hat
dabei eine wichtige Rolle zu spielen, aber
auchin Lehrveranstaltungen, FDJ-Versamm-
lungen oder Diskussionsrunden mit Prakti-
kern konnen. die angeschnittenen Fragen den
Studenten in geeigneter Weise nahegebracht
werden. In die gleiche Richtung weist auch
die oft hervorgehobene Tatsache, daB nicht
alle in der Praxis bedeutsamen mathemati-
schen Aussagen und Ergebnisse wihrend des
Studiums behandelt werden kénnen. Eine
gute mathematische Ausbildung befihigt den
Absolventen — wenn er nur den Willen dazu
mitbringt. Ich habe wihrend meines Studiums
vor iiber zwanzig Jahren auBer einer Vorle-
sung iiber Praktische Analysis nur Vorlesun-
gen iiber Gebiete der Reinen Mathematik ge-
hért, konnte mich aber bei meiner spiteren
Titigkeit in Leuna sehr schnell in die erfor-
derlichen Gebiete einarbeiten, aber — und das
glaube ich heute mit gutern Gewissen sagen
zu kénnen - ich hatte die notwendige Ein-

stellung dazu.
J. Piehler

(Vortrag, gehalten auf der Arbeitskonferenz
,Mathematik und ihre Wirksamkeit in der
sozialistischen Praxis”. Veranstalter: Wis-
senschl. Beirat beim Min. fiir das Hoch- und
Fachschulwesen der DDR und Vorstand der
Math. Gesellschaft der DDR, 28./30. 11. 1974)
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Der Chefredakteur alpha im Gesprich mit
den Initiatoren der Mathematischen Wett-
bewerbe Insel Riigen/Stadtkreis Stralsund:
W. Brand und W. Perlberg, Fachberater in
Stralsund-Stadt, Lilly Behrends, Direktorin
des Hauses der JP Stralsund, Gerti Holz,
Fachberater fiir Unterstufe, Stralsund-Stadt,
G. Ladda, Fachberater in Bergen (v.1.n.r.). Die
Wettbewerbe finden jdhrlich zweimal statt.
Neben der Mannschaftswertung (proKlassen-
stufe) gibt es jeweils noch Urkunden fiir sehr
gute Einzelleistungen der Teilnehmer.

+h

Klassenstufe 3

ala Du hast die Zahlen 24, 8 und 7.
Bilde mit den ersten beiden Zahlen eine
Aufgabe! Mit dem Ergebnis dieser Aufgabe
und der Zahl 7 bilde die niichste Aufgabe!
Das Ergebnis soll 21 sein!

2408=a ag7=21
A2a Fiir welche Zahlen x gilt:
49>8-x>31?

A3 A Tragedie Zahlen von 3 bis 9 so in die
Kreisflichen ein, daB die Summe auf jeder
Geraden 23 ist!

12
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A4 a Multipliziere eine Zahl a mit 7! Sub-
trahierst du vom Ergebnis 5, so erhiltst du
37. Welche Zahl muBt du fiir a einsetzen?
A5a Uwe sammelt auslidndische Ansichts-
karten. Er hat bereits 64. Davon erhielt er
von seinem Freund aus der Sowjetunion
36 Karten, aus der VR Polen hat er den vier-
ten Teil der Karten, aus der SU und aus der
CSSR die restlichen.

a) Wieviel Karten hat Uwe aus der CSSR?
b) Vergleiche die Anzahl der Karten, und
stelle eine Ungleichung auf!

c) Aus welchem Land hat Uwe die meisten
Karten?

A6 A a)Schreibe die Namen dieser Figuren
auf!

b) Bei welchen Figuren verlaufen die gegen-
iiberliegenden Seiten parallel zueinander?

¢) Suche je eine dieser vier Figuren in der Ab-
bildung auf und benenne sie!

[ 1]

Klassenstufe 4

Ala Loselolgende Ungleichung:

16883 —a> 16878

a) Schreibe die Losungen [iir a geordnet auf!
(Beginne mit der kleinsten Zahl!)

b) Bilde mit den geordneten Ziffern in umge-
kehrter Reihenlolge eine Zahl!

c) Berechne die Hilfte dieser Zahl!

A2A Wie alt ist Peter?

Ersagtscherzhaft:, Meine Mutterist 12 Jahre
ilter als unsere Republik im vorigen Jahr (ge-

-meint ist 1974) wurde. Sie ist doppelt so alt

wie mein Bruder und ich zusammen. Ich bin
3 Jahre jinger als mein Bruder.”

A3 A Frank sammelt Briefmarken aus drei
sozialistischen Lindern. Er hat 250 Marken
aus der VR Polen. Vier_mal soviel hat er aus
der Sowjetunion. Der Rest kommt aus der
CSSR. Beim Zihlen seiner Marken stellte er
fest. daB er 1772 Briefmarken besitzt.

a) Wieviel Briefmarken hat Frank aus der
CSSR? o,

b) Aus welchem Land ha ;’i‘s‘:e meisten

Briefmarken? ,\\n_nj
Ad4a Fiir eige Fah iSchen Betonwerk

und Baustelle benotigt der LKW 38 Minu-
ten. Das Entladen dauert 16 Minuten.

Um welche Uhrzeit beginnt der LKW seine
2. Fahrt im Betonwerk, wenn die erste Fahrt
um 7.16 Uhr begann und das Beladen im
Betonwerk 13 Minuten dauert? (Hin- und
Riickfahrt sind eine Fahrt!)

A5 A Welche Lage kénnen ein Kreis und
eine Gerade zueinander haben?

a) Zeichne alle Lageméglichkeiten!

b) Wieviel Schnittpunkte kann es zwischen
Kreis und Gerade geben?

A6A Schreibe die Zahlen von 1 bis 9 so
in die {reien Késtchen, daB jede Zahl nur ein-
mal vorkommt, daB die Summe in jeder
Spalte, in jeder Diagonalen und in jeder Zeile
15 betriigt!

Spalte
11 Zeile
9N & | 2 z.B.9+4+4+2=15
\
{ \
T
1 AN
1 Diagonale
Beachte!
Ubertrage das Quadrat
auf Deinen Zettel!
Eine Losung geniigt!
Klassenstufe 5

Ala Bei dieser Multiplikationsaulgabe
sind einige Ziffern unleserlich. Sie sollen er-
ginzt werden. Beschreibe, wie du die Ziffern
gefunden hast!
4xx - x2x
x3xx
x12
xx4x
xxxxx8



A2A Nach der Kreisolympiade Junger
Mathematiker wurde ein Pionier gefragt, wie-
viel Punkte er bekommen habe.

Scherzhaft sagte er: ,Wenn man zu der Zahl
meiner Punkte 10 hinzufiigt und die Summe
verdoppelt, so fehlen mir noch 10 Punkte an
100.*

a) Wieviel Punkte erzielte der Thilmann-
Pionier?

b) Wie hast du das Ergebnis gefunden?
A3 A Wieviel Dreiecke sind in der Figur
enthalten?

Schreibe alle Dreiecke auf (z. B. ABC)!

D E C

N

A [ 8

Klassenstufe 6

Ala Gegeben sind zwei Strecken.

Die eine ist gleich der Summe zweier Strecken,
die andere ist gleich ihrer Diflerenz.

} 1k 4

R
a+b = 8 a-b=5

Wie lang sind die Strecken a und 5?
Beschreibe, wie du die Losung gefunden hast!
A2 A Sechs Pioniere Axel, Bernd, Claudia,
Doris, Erika und Felix nahmen am Lei-
stungsvergleich der Mathematikklubs der
Kreise Riigen und Stralsund teil. Sie errreich-
ten eine Gesamtpunktzahl von 136 Punkten.
Uber diese Schiiler ist folgendes bekannt:

1. Doris erreichte die hochste Punktzahl und
iibertraf ihren Mannschaftskameraden Felix
um 5 Punkte.

2. Erika und Bernd kamen nicht aus dem
gleichen Kreise. _

3. Axel und Claudia besuchen den gleichen
Mathematikkiub.

4. Claudia erreichte bei der XIV. Kreisolym-
piade in Straisund 36 Punkte.

5. Axel und Erika belegten fiir ihre Kreise
bei der Bezirksspartakiade im Weitsprung
jeweils den 4. Platz.

6. Claudia erreichte 21 Punkte.

7. Erika und Felix wohnen in einem Ort und
organisierten im vergangenen Schuljahr drei
Altstoffsarnmlungen.

Aus welchen Kreisen kommen diese sechs
Pioniere?

ala Diebeiden Jungen Mathematiker Pe-
ter und Klaus unterhalten sich iiber die An-
zahl der Parktaschen auf einem groBen Park-
platz, der etwa folgendes Aussehen hat:

SEisassaiassagass
CEFEFFE FRFFE
A R

Erkldarungen:
A Parktasche [iir je ein Auto
X 10 m hoher Lichtmast
hier liegen noch weitere paarweise an-
geordnete Parktaschen zwischen
Die beiden Schiiler konnen, da der Parkplatz
mit Autos besetzt ist, die Anzahl der Park-
taschen nicht zdhlen. Peter mein(, die Form
des Parkplatzes zu kennen und behauptet,
dal} genau 370 Parktaschen vorhanden sind.
Klaus ist mit dieser Zahl nicht zufrieden. Was
meinst du zu Peters Behauptung?

Klassenstufe 7
ala Gegeben sei die in der Abbildung
dargestclite Figur.

Wie groB sind die Winkel o,  und y?
Begriinde deine Entscheidungen!

(Die Figur ist nur eine Skizze, nicht mafstab-
gerecht!)

A2 A Gegebenseien zwei natiirliche Zahlen
aund b (a>1; b>1). Untersuche, ob es Ge-
setzmiBigkeiten zwischen dem k.g.V., g.g.T.
und der Summe, Differenz, Produkt und Quo-
tient dieser natiirlichen Zahlen gibt!

A3 a Durchden Mittelpunkt M eines Krei-
ses verlaufen zwei Geraden, die in M mitein-
ander einen spitzen Winkel bilden.

Sie schneiden den Kreis in den Punkten A4
und B bzw. C und D. Von C und D sind die
Lote auf die durch A und B verlaufende
Gerade geldllt. Die . Fquuﬂkte der Lote
seien E und F. (Skizze!)

Beweise, daB die Dreiecke MEC und MFD
kongruent sind !

o

inl
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XV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade
(19. 11. 1975)

Olympiadeklasse 5

1. Die Werktitigen des Flachglaskombinates
Torgau beschlossen. im Jahre 1975 als Bei-
trag zZum Wohnungsbauprogramm
135000 m? Flachglas iiber den Plan hinaus
zu produzieren. Diese Glasmenge reicht fiir
4500 Neubauwohnungen eines bestimmten
Typs aus. Ermittle den Bedarf an Flachglas
(in Quadratmetern), der nach diesen Angaben
fiir 1000 Neubauwohnungen dieses Typs zu-
grunde gelegt wurde.

2. Bei den [olgenden fiinf Gleichungen sind
fiir die Buchstaben x, y, z, u, v natiirliche
Zahlen so einzusetzen, daB wahre Aussagen
entstehen. Dabei bedeuten gleiche Buchsta-
ben gleiche Zahlen.

(1) x=y:40,

2) z=4-u,

3) u=280:7,

4 160=v+ 40,

5) y=z+v.

3. Als eine Pioniergruppe iiber ihre in den
letzten Jahren durchgefithrten Ferienreisen
berichtete, stellte sich folgendes heraus:

(1) Genau 13 Mitglieder dieser Gruppe waren
schon einmal an der Ostsee.

(2) Genau 15 Pioniere waren schon einmal im
Harz.

(3) Genau 6 Pioniere waren schon einmal
sowohl an der Ostsee als auch im Harz.

(4) Genau 4 Pioniere waren bisher weder an
der Ostsee noch im Harz.

Ermittle die Anzahl aller Pioniere, die dieser
Gruppe angehéren!

4. Gegeben sei eine Gerade g und auf ihr
ein Punkt A. Konstruiere auf dieser Geraden
g vier weitere Punkte B, C, D, E, die in dieser
Reihenfolge auf derselben von A ausgehen-
den Halbgeraden liegen und fiir die folgendcs
zutrifft:

(1) Die Strecke AB ist 2,5cm lang.

(2) Die Strecke BC ist um 0,3 dm linger als
als die Strecke AB.

(3) Die Strecke CE ist genauso lang wie die
Summe der Strecken AB und BC.

(4) Die Strecke DE ist um 50 mm kiirzer als
die Strecke CE!

Beschreibe die Konstruktion, und ermittle die
Linge der Strecke AD (in cm)!

14

Olympiadeklasse 6

1. Ein sowjetischer Hubschrauber vom Typ
Mi-10 kann eine Nutzlast von 15000 kp be-
fordern. Bei einem Transport von Sperrgut
mit drei Hubschraubern dieses Typs wurde

der erste Hubschrauber zu —;-, der zweite zu%

und der dritte zu % seiner Tragfahigkeit aus-

gelastet. Ermittle das Gesamtgewicht des in
diesem Transport von den drei Hubschrau-
bern bel6rderten Sperrgutes!

2. Das Wohnschifl ,Kuhle Wampe”, das im
Berliner Stadtbezirk Kopenick stindig vor
Anker liegt, beherbergt FDGB-Urlaubsgiste.
Aus einem Prospekt ist ersichtlich, daB es ins-
gesamt fiir 41 Urlauber Plitze bietet und daB
diese Plitze sich in Zweibett- und Dreibett-
Kabinen aufteilen.

Ermittle alle Mdglichkeiten fiir die Auftei-
lung der Plitze, die sich mit diesen Angaben
vereinbaren lassen!

3. Zeichne einen Kreis k mit dem Mittel-
punkt M und einem Durchmesser von 6,4 cm!
Trage in diesen Kreis zwei aufeinander senk-
recht stehende Durchmesser ein, und be-
zeichne ihre auf k liegenden vier Endpunkte
der Reihe nach entgegen dem Uhrzeigersinn
mit A, B, C, D! Die Gerade durch B und C
sei g, die Gerade durch C und D sei h.
Spiegele den Kreis k an g, und nenne den
Mittelpunkt des gespiegelten Kreises M, !
Spiegele den Kreis k an h, und nenne den
Mittelpunkt des gespiegelten Kreises M3 !
Als Lsung gilt die ausgefiihrte Konstruktion
pohne Beschreibung.

4. Berechne den Inhalt A der schraffierten
Fliche der in der Abbildung dargestellten

vy,

N\
A

=

AR
A

#,

Figur (die MaBe sind der Abb. zu entnehmen).
a) fiir e=10 mm, f=15 mm, g=50 mm,
h=70 mm,

b) allgemein, indem du eine Formel fir A
herleitest. in der nur die Variablen e, f; g, h
auftreten!

Olympiadeklasse 7

1. a) Ein Stiick Land habe die Form eines
Rechtecks, dessen eine Seitenlidnge die andere
um 75m iibertrifft und dessen Umfang ins-
gesamt 650 m betrigt.

Ermittle die Seitenlingen und den Flichen-
inhalt (in Hektar) dieses Landstiicks!

b) Auf der ganzen Fliche des genannten
Landstiicks sollen Obstbiume derart ge-
pflanzt werden, dafl die Bdume in jeweils zu
den Rechteckseiten parallelen Reiben stehen,
also nicht etwa ,,aul Liicke” gesetzt sind, und
der Abstand von Baum zu nichststehendem
Baum und der von einer Randseite zum
nichststehenden Baum jeweils 5 m betrigt.
Ermittle die genaue Anzahl von Biumen, die
unter den angegebenen Bedingungen ge-
pflanzt werden kénnen!

2. Das Ehepaar Winkler hat genau drei Kin-
der. Am 1. Januar 1975 war das ilteste Kind
doppelt so alt wie das zweite und dieses
wiederum doppelt so alt wie das jiingste
Kind. Die Mutter war doppelt so alt wie ihre
drei Kinder zusammen. Der Vater war so alt
wie die Mutter und das jiingste Kind zusam-
men. Alle fiinf Familienmitglieder waren zu-
sammen so alt wie der eine GroBvater, und
dieser war 64 Jahre alt, als das ilteste Kind
geboren wurde. Wie alt war jede der genann-
ten Personen am 1. Januar 1975?

(Alle Altersangaben sind in vollen Lebens-
jahren zu verstehen.)

3. In einem spitzwinkligen Dreieck ABC sei
CD die Hohe auf AB und CE die Winkel-
halbierende von % ACB. Beweise, daB unter
diesen Voraussetzungen stets

¥ ABC — ¥ CAB| gilt!

1

X DCE= 3
4. Konstruiere ein Dreieck ABC aus

b=6cm, hy=5cm,c=7cm!
Dabei sei b die Linge der Seite AC, ¢ die der
Seite AB und h, die der auf der Geraden
durch A und C senkrechten Héhe. Beschreibe
und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest,
ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 8

1. Die Wigung eines mit Wasser gefiillten
GefiBes ergab eine Gesamtmasse (GefiB- und
Wassermasse) von 2000 g. GieBt man 209
des Wassers ab, so verringert sich diese ge-
wogene Gesamtmasse auf 88%.

Berechne die Masse des leeren GefidBes!

2. Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
nz= 1, fiir die unter den sechs Zahlen



n+1, n+2, n+3, n+4, n+5, n+6 ein Paar
gefunden werden kann, in dem die erste Zahl
des Paares ein echter Teiler der zweiten Zahl
des Paares ist!

Nenne (fiir jedes solche n) alle derartigen
Paare!

3. Es sei k ein Kreis mit dem Radius r und dem
Mittelpunkt M. Ferner sei AB eine Sehne
von k, die nicht Durchmesser von k ist. Aufl
dem Strahi aus A4 durch B sei C der Punkt
auBerhalb AB, fiir den BC=r gilt. Der Strahl
aus C durch M schneide k in dem auferhalb
CM pelegenen Punkt D.

Beweise, daB dann £ AMD=3- £ ACM gilt!
4. Gegeben seien zwei parallele Geraden g,
und g, mit dem Abstand a und auBerdem ein
Punkt P in beliebiger Lage zwischen g,
und g,.

Konstruiere einen Kreis k, der g; und g, be-
rithrt und durch p geht! Beschreibe und be-
griinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die Aufgabenstellung ein
Kreis eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 9

1. Klaus hat bei einer Hausaufgabe 42 —32
auszurechnen. Ihm fillt dabei auf, daB3 das
Ergebnis 7 gleich der Summe der beiden be-
nutzten Zahlen 4 und 3 ist. Als er seine Ent-
deckung an den Zahlen 10 und 11 iiberpriift,
stellt er fest, daB auch hier 112—10%*=2I
=11+10ist. —

Ermitteln Sie alle Paare (a, b) natiirlicher
Zahlen mit a> b, fiir die die (positive) Diffe-
renz der Quadrate der beiden Zahlen gleich
der Summe beider Zahlen ist!

2. In das abgebildete Quadrat sollen die
Ziffern 1, 2, 3, 4 und 5 so eingetragen werden,
daB in jeder Zeile und Spalte und in den bei-
den Diagonalen jede der Ziffern von 1 bis 5
genau einmal vertreten ist. Die bereits ein-
getragenen Ziffern sollen dabei nicht verdn-
dert werden.

AlB
112

CLDLE|
3

® A |o o o
[\

a) Geben Sie eine den Bedingungen ent-
sprechende Eintragung an!

b) Untersuchen Sie, ob voneinander verschie-
dene den Bedingungen entsprechende Ein-
tragungen moglich sind, und ermitteln Sie,
wenn dies zutrifft, alle derartigen Eintragun-
gen'!

(Die Buchstaben an den Ridndern des Qua-
drates sollen die Beschreibungen des Lo-
sungsweges erleichtern. So steht z. B. im Feld
cD bereits die Ziffer 5, Kurzschreibweise
cD:5)

3. Gegeben seien die Seitenldnge a eines Qua-
drates ABCD sowie eine Linge m, fiir die
m=a gilt. Es sei M derjenige Punkt auf der
Seite CD, fiir den MD =m gilt.

Gesucht ist ein Punkt N aul der Seite 4D so,
daB sich der Flicheninhalt des Dreiecks
NMD zu dem des Quadrates ABCD wie 1:7
verhilt. Man ermittle alle diejenigen Werte
von m, f{iir die ein solcher Punkt N auf AD
existiert, und hierzu jeweils die Linge der
Strecke DN.

4, Bei der Losung der Aufgabe, ein Dreieck
ABC aus ﬁ:c, BC =a und EW:a Zu
konstruieren, seien zwei zueinander nicht
kongruente Dreiecke ABC, und ABC, ent-
standen, die den Bedingungen geniigen.
Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen
die GréBe des Winkels ¥ AC B, wenn auBer-
dem bekannt ist, daB er viermal so grof ist
wie der Winkel ¥ AC,B!

Olympiadeklasse 10

1. Vor dem Beginn eines Pferderennens flach-
simpeln Zuschauer iiber den még]ichen Ein-
lauf der drei Favoriten A4, B und C.
Zuschauer
(1): .A oder C gewinnt.”
(2): . Wenn A Zweiter wird, gewinnt B.*
(3):  ,.Wenn A Dritter wird, dann gewinnt C
nicht.”
4): ,,A oder B wird Zweiter."“
Nach dem Einlauf stellte sich heraus, daB die
drei Favoriten A, B, C tatsichlich die ersten
drei Plitze belegten und daB alle vier Aus-
sagen wahr waren.
Wie lautete der Einlauf?
2. Hubert hat drei Kistchen, deren jedes =ine
Anzahl von Kugeln enthilt. Er legt aus dem
ersten Késtchen in jedes der beiden anderen
so viele Kugeln hinein, wie jeweils schon darin
sind. Dann legt er aus dem zweiten Kist-
chen in jedes der beiden anderen so viele
Kugeln, wie nun zur Zeit jeweils darin sind.
SchlieBlich legt er aus dem dritten Kistchen
in jedes der beiden anderen so viele Kugeln,
wie nun zur Zeit jeweils darin sind. Danach
stellt er fest, daB in jedem der Kiastchen genau
64 Kugeln sind.
Ermitteln Sie die Anzahl der Kugeln, die jedes
der Kistchen urspriinglich enthielt!

3. Die Eckpunkte der mit 1, 2, 3 und 4 ge-
kennzeichneten Dreiecke seien samtlich Git-

terpunkte cines quadratischen Netzes (siche
Bild).

Ermitteln Sie von diesen vier Dreiecken alle,
die untereinander dhnlich sind!

4. Fiir positive reelle Zahlen a und b gelte
1 1
2 + b =2.
Es ist zu beweisen, daB dann f{iir diese Zahlen
a+bz2(*¥) gilt.
Ferner sind alle positiven reellen Zahlen-
paare (a, b) zu ermitteln, fiir die (*) gilt und
fiir die in (**) das Gleichheitszeichen gilt.

*

Olympiadeklasse 11/12

1. a) Man untersuche, ob es natiirliche Zah-
len n derart gibt, daB in der nach dem bi-
nomischen Lehrsatz gebildeten Entwicklung
(a+b)y'=coa"+c1a" 'b4ca" b+ . 4+ b
(]
die Koeflizienten c¢o, ¢y, ¢, die Summe
¢o+c1+c2=79 haben. Gibt es solche Zah-
len n, so ermittle man sie.
b) Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n
derart gibt, daB aus (*) durch die Ersetzung

1. .
a=x?, b=; eine Entwicklung
1y & K X
<x2+;> =coX 04 x 24 .. 4ex "

entsteht, in der einer der Exponenten den
Wert k;=0 hat, d. h., in der ein von x freies
Glied vorkommt. Gibt es solche Zahlen, so
ermittle man sie.

¢) Man ermittle alle natiirlichen Zahlen n, die
sowohl die in a) als auch die in b) angege-
benen Bedingungen erfiillen.

2. Gegeben sei eine Pyramide, deren Grund-
fliche ein Rechteck mit dem Flicheninhalt @
ist. Zwei der Seitenflichen stehen senkrecht
aul der Grundfliche; die zwei restlichen
schlieBen mit der Grundfliche Winkel der
Grole a bzw. f ein.

Man ermittle das Volumen der Pyramide in
Abhingigkeit von Q, « und §.

3. Die Forschungsabteilungen zweier volks-
eigener Betriebe sollen zu einer gemeinsamen
Beratung genau je sechs Mitarbeiter delegie-
ren. An der Beratung sollen insgesamt 6 Ma-
thematiker und 6 Ingenieure teilnehmen. In
der Forschungsabteilung des einen Betriebes
arbeiten 5 Mathematiker und 7 Ingenieure,
in der des anderen 7 Mathematiker und
5 Ingenieure.

Man ermittle die Anzahl aller moglichen per-
sonellen Zusammensetzungen der Beratung
unter den angegebenen Bedingungen.

4. Man ermittle alle Tripel (x. y. z) reeller
Zahlen, fir die das Gleichungssystem

(1) x+y+z=a
Q) x2+y*+z2=a*
) x4y +22=d’

erfiillt ist, wobei a eine reelle Zahl ist.



Wie lautet die richtige Antwort?

Zwei Junge Mathematiker unterhalten sich.

Ay: ,Das, was du nicht verloren hast, besitzt du das
noch?*

B,: ,Ja, das, was ich nicht verloren habe, besitze ich
selbstverstdndlich noch!“

A,: ,Hast du 10000 M verloren?

B,: ,Nein!“

Ais: ,,Also, dann besitzt du die nicht verlorenen
10000 M noch und bist sicher bereit, mir 1000 M
fir ein paar Tage zu leihen?*

B;: ,,Du hast mich mit deiner Frage ganz schon rein-
gelegt. In Zukunft werde ich mir meine Antworten
besser iiberlegen !

Wie miiBte die richtige Antwort auf die anfangs von A4

gestellte Frage lauten?

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Stidtewettkampf

Bei einem Wettkampf zwischen den drei Stidten S, T
und U erreichten die elf Teilnehmer folgende Punkte:
Teiln. A 910 Punkte Teiln. G 100 Punkte

» B480 » H 40
» C426 » I 36
» D408 » K 22
» E320 » L 10
» F238

Es stellt sich heraus, daB die Teilnehmer der Stadt S
die doppelte Anzahl von Punkten erreicht haben wie
die der Stadt 7. Aus der Stadt U kommt nu rein Teil-
nehmer.

Aus welchen der drei Stiddte S, Tund U kommen die
11 Wettkdmpfer? Ing. H. Decker, Kiin

Gezeichnet nach einer Idee von Marion Schlottig, Cottbus

Unterernahrt,
vollig unterernihrt!

Diese Engstirnigkeit!

Welche Figur?

Eine der sechs numerierten Figuren ist in das freie Feld
mit dem Fragezeichen einzusetzen, und zwar so, dafl
die in der Anordnung der nicht numerierten Figuren
verborgene GesetzmiBigkeit nicht verletzt wird.

sapCinid

ERIENE

ll<] o7
=3 e} el

Welche Figur ist die richtige?

aus: NBI 23/74

Das Jahr 1976

19-7+6 =1 =
1°47-6 =2 ®
V1+9-7+6=3 %
—1:9+7+6=4 -
1-94+7+6 =5 (1-9+7)(-6)
V(-=1-9+7+6)(1+9-7+6)= 6

1°°7+6 - =7

V(1+9)-7—6 =8

1+9-7+6 =9

(1+9)(7—6) =10

19-(7+6)(1-9)(-7+6)=1976
Fliacheninhalt: A=1" @ -6 FE
Umfang: U=1~]/9+7~6LE
Mathemati' fachlehrer H. Biastoch, Gorden

Nein so etwas!
Zwillinge und sooo
kongruent!



Zahlworter

1-stand 6-erlei
2-ge 7-schlafer
3-st 8-bar
4-tel 9-auge
S-kampf 10-ender
Verkehrsbereich

Gleiche Verkehrszeichen bedeuten gleiche Ziffern, und
gleiche Haltungen des Verkehrsreglers sollen gleiche
Grundrechenoperationen (+, —, -, :) bedeuten. Ent-
sprechendes gilt bei Verschiedenheit der Zeichen. Er-
setze so, daB alle sechs Aufgaben richtig gelost sind!

V@w?@@@ &V

é\ﬁ

( d'
A N —
“\ ) G

cast- ®a-erd
o0& ea0bb

Kryptarithmetik

Die Buchstaben sind so durch Ziffern von 1 bis 9 zu
ersetzen, daB wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeu-
ten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern.

PPPPPPPPP -g=P -PRODUKTE
RRRRRRRRR g R -PRODUKTE
000000000 g O-PRODUKTE
DDDDDDDDD - % D-PRODUKTE
vuuuuuuuuu- g U:-PRODUKTE
KKKKKKKKK - g K-PRODUKTE
TTTTTTTTT - g T - PRODUKTE
EEEEEEEEE'%=E-PRODUKTE P

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Immer wieder
sy Eckenstgher!

Etwas mehr Haltung, bitte!

Silbenriitsel
ar - be — ben — bi — can — chi — des —& — ein — hek -
kel — kor — me — me— ne — ne — nom — ons — per -
pez — ro.— stein — sym — ta — tar — tor — ti — tra —
trie — win ' '
" 1. Fremdwort fiir Rotationskorper
2. Grundbegriff der Geometrie
3. Begriinder der Mengenlehre
4. Flaichenmal
5. Schopfer der Relativitdtstheorie
6. Winkel mit einem gemeinsamen Schenkel und
Scheitel
7. Lagebeziehung von Figuren zu einer Geraden
8. Viereck mit zwei parallelen Gegenseiten
9. Mathematiker des Altertums
10. Polynom
Die ersten Buchstaben der 10 gefundenen Worter
ergeben ein Rechenhilfsmittel.
Mathematikfachlehrer Eva Haude, Greifswald

Beriihmte Mathematiker

In den folgenden Bildern sind die Namen einiger be-
deutender Mathematiker versteckt. Ihr findet sie,
wenn ihr die dargestellten Begriffe erratet und die
dazu gegebenen Anweisungen beachtet.
Es soll bedeuten:

Der vierte Buchstabe ist zu streichen!
I-Y Anstelle des Buchstabens I setzt den Buchstaben Y!
Bild 1 deutscher Mathematiker (1487 bis 1567)
Bild 2 griechischer Mathematiker (im 6. Jahrhundert v. u. Z))
Bild 3 [ranzdsischer Mathematiker (1746 bis 1818)

(Begriinder der wissenschaftlichen Darstellenden Geometrie)
Bild 4 deutscher Mathematiker (1845 bis 1918) (Begriinder der

Mengenlehre)
Bild 1 4 % Bild 2
™ a5’
- }L

Bild 3 Bild 4

OStR K .-H. Lehmann, V LdV, Berlin

Ein biBchen kantig,
aber sonst ganz nett!
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alpha-Wettbewerb
Abzeichen in Gold

Fiir achtjdhrige Teilnahme

Kerstin Bachmann, Halle; Ralph Lehmann,
Petershagen: Jorg Hutschenreiter, Dresden;
Annegret Kirsten, Leuna; Lutz Piiffeld, Hen-
nigsdorf’; Christina Feige, Miihlhausen ; Chri-
stoph Scheurer, Glauchau; Henrik Frank,
Greifswald; Uwe Lewandovski, Leipzig: Ka-
rin Fischer, Dresden; Eckhard Schadow,
Oranienburg

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Astrid Rdsel, Zittau; Gerlinde Koch, Schmal-
kalden; Guido Blosfeld, Halle; Kirsten Hel-
big, Frankfurt; Detlef Poppe, Miihlhausen;
Andreas Schlosser, Zwickau; Ute und Ines
Greiner, Wurzen ; Brigitte Hildenbrandl; Stiit-
zerbach; Wolfgang Herrmann, Griinhain;
Martin Ermrich, Elbingerode; Hans-Peter
Tams, Ribnitz-Damgarten ; Michael Schnelle,
Calau; Roswitha Leyh, Eisenach

Fiir sechsjihrige Teilnahme

Marid Helbig, Frankfurt; Hermann Tenor,
Dessau; Angelika Miiller, Greifswald; Lars
Luther, Giistrow; Dirk Sprengel, Potsdam;
Falk Bachmann, Halle; Uf Hutschenreiter,
Dresden; Hiltrud Manske, Steinbach-Hallen-
berg; Ullrich Riedel, Floha; Bernd Redlich,
Wernburg; Ulrike Bandemer, Freiberg; Olaf
Richter, Pirna ; Horst Kohlschmidt, Dresden;
Ralf Weber, Bischofswerda; Andreas Neu-
bert, Schwarzenberg; Hellfried Schumacher,
Ahlbeck ; Peter Herrlich, Radebeul ; Manfred
Zmeck, Riidnitz; Rainer Gutsche, Herz-
berg; Stephan Fleischmann, Zella-Mehlis;
Angela Bagola, Spremberg; Jens-Uwe Rich-
ter, Kemtau; Arndt Petzold, Torsten Wald-
eck, beide Karl-Marx-Stadt; Birgit Weib,
Bernau; Wilfried Carl, Halle; Ilona Drews,
Wobbelin; Birgit Krotenheerdt, Halle; Birgit
Kiihnstedt, Erfurt; Holger Jurack, Burkau;
Falk Bahner, Betina Zimmermann, beide
Steinbach-Hallenberg

Fiir fiinfjiihrige Teilnahme

Elke Halecker, Astrid Surber, Jirg Wachs-
mann, Silke Zimmermann, alle Clingen; An-
dreas Illing, Gersdorf; Volker Lerche, Schmal
kalden; Ulv Krabisch, Leipzig; Lew Dimen-
stein, Leningrad (UdSSR); Thies Luther,
Giistrow ; Jan Miiller, Berlin ; Frank Schulze,
Himmelsberg; Uwe Rieckert, Cottbus; Bernd
KreuBler, Leipzig; Thomas Maiwald, Olbers-
dorf; Karl Krause, Mansfeld (Rentner); Woli-
gang Huschmann, Oelsnitz; Uwe Heiber, Il-
menau; Jiirgen Sommerschuh, Bischofswerda;
Christine Hense, Potsdam; Ursula Garnitz,
Zeuthen; Jorg Briistel, Ziegelheim; Kornelia
Poike, Neukirch; Ingo Fietze, Cottbus; Mat-
thias Heinevetter, Heiligenstadt; Gudrun
Drews, Woébbelin; Borwin Wegener, Berlin;
Wolfgang Baier, Gorlitz; Arno Feuerherdt,
Brandenburg; Uwe Beck, Falkensee; Ingolf

18

Buttig, GroBharthau: Isolde Kehr, Gospen-
roda; Frank ABmus, Oranienburg; Carola
Zimmermann, Débeln ; Wulf Henze, Milow;
Kirsten Liebmann, Karl-Marx-Stadt; Rita
Rempel, Cottbus; Gabriele Schréter, Ilme-
nau; Thomas Jakob, Gera: Silvia Konig,
Forst; Frank Mulsow, Parchim; Andreas Fi-
scher, Lobetal ; Meinhard Mende, Munzenau;
Ulrike Zinke, Liitzen; Berthold Wettengel,
Oelsnitz; Birgit Graizarek, Wickersdorf; Ker-
stin Utke, Stralsund; Bernhard Tschada,
Sondershausen; Heiko Tennert, Débeln;
Klaus Schlegel, Dresden; Volker Fritzsche,
Radebeul; Gundula Hanke, Frankenheim;
Bianca Herrmann, Zahna: Helfried Schmidt,
Dresden ; Rainer Seifert, Pinnau; Elke Seidel,
Dresden ; Volker Manusch, Dittersbach; An-
dreas Wenzel, Dorfchemnitz; Sigrun Below,
Seelow; Thomas Jarosch, Berlin; Petra
Scharf, Kathrin Benedix, beide D3bein; Ca-
rola Fechtner, Neubrandenburg; Heidi Giin-
ther, Sohland ; Rita Klingl, Schleusingerneun-
dorf; Uwe Prochno, Berlin; Andreas Hoch-
haus, Miihlhausen; Edda Giinther, Ronne-
burg; Michael Litsch, Reichenbach; Roland
Kaschner, Lauchhammer; Annette Schulze,
Joachim Ernst, beide Débeln ; Stefan Kaiser,
Niederschmalkalden; Silvia Glatzel, Riesa;
Karla Eberlein, Niederfrauendorf; Holger
Harz, Weimar; Wolfram Flimig, Dresden;
Wolfgang Secber, Gehren; Andreas Fischer,
Radebeul; Sabine Pohl, Jena; Dagmar
Schiippel, Karl-Marx-Stadt; Cornelia Linz,
Cottbus; Doris Jeschner, Eisleben ; Heinz-Pe-
ter Miiller, Bischofferode; Regina Kupfer,
Rohrbach; Uwe Bormann, Magdeburg; Elke
Fiedler, Dresden; Sybille Baumgart, Loder-
burg; Monika Kiinstler, Simone Sauer, Re-
gina Schwarz, Ingolf Wiedermann, Dagmar
Hentsche, Anke Tutschke, Angela Lange,
Christine Schneider, Harald Berger, alle Bur-
kau; Karin Kusche, Betina Hoffmann, Mar-
git Mangold, Ursula Thomas, Angela Reck-
nagel, alle Steinbach-Hallenberg; Thomas
Fuchs, Fambach

Fiir vierjahrige Teilnahme

Sabine School, Neuenhofe ; Uwe Lumm, Frank
Billert, Gudrun Bertram, Karin Berndt, alle
Clingen; Sylvia Kohlmetz, Zaatzke; Andreas
Kasparek, Grifenhainichen; Andreas Fittke,
Berlin; Carola Totzauer, Cornelia Thiel, beide
Giistrow; Gerald Werner, Meiningen; Mi-
chael Minx, Berlin; Stefan Kritenheerdt,
Halle; Wolfgang Taubert, Meiningen; Ulf
Ritschel, BooBen; Andrea NieBlen, Berlin;
Birgit Rosenberger, Suhl; Eckhard Liebscher,
Ilmenau; Stefan Kasper, Leipzig; Arnhild Lo-
renz, Gorlitz; Cornelia Thannhausser Linz
(Osterreich); Petra Beck, Potsdam; Jiirgen
Sagenschnitter, Cottbus; Sylke Nolting,
Greifswald; Claudia Kummer, Leipzig;
Heinz Emnst, Linz (Osterreich); Dagmar Lo-
renz, Gorlitz; Bernd Briutigam, Bernsbach;
Petra Maeder, Berlin; Riidiger Schultz, Ber-
gen; Kurt Oertel, Zschornewitz; Axel Miiller,

Oberlungwitz; Roland Henze, Arnstadt;
Bengt Nolting, Greifswald; Peter Schmidt,
Magdeburg; Manfred Zimmer, Volkstedt;
Hardy Eich, Glasin; Gudrun Fuchs, Neu-
kloster; Ilona Wiinsche, Rodewitz; Jérg Kai-
ser, Cottbus; Michael Sack, Leipzig; Hartmut
Simmchen, Zittau; Audrey Hoffmann, Ber-
lin; Frank Orzschig, Wilkau-HaBlau; An-
gela Gebhardt. Bernsbach; Uta Gutsche,
Herzberg; Petra Stuhr, Heide Kasdorf, beide
Giistrow ; Peter R6hl; Cottbus; Frank Hasse,
Warbelow ; Andreas Lochner, Meilen; Elke
Grife, Oberlichtenau; Clemens Jaunich,
Cottbus; Christine und Matthias Kuhnt, Zug;
Horst Lange, Olbersdorf; Christian Kolliwer,
Jérg Schmeling, beide Berlin; Gerald Hauck,
Erfurt; Tanja Hellak, Eisenhiittenstadt; An-
dreas Bernert, Zwickau; Dagmar Pohle, El-
sterwerda ; Lothar Gruber, Linz (Osterreich);
Detlef Kohn, Weimar; Betty Schonherr,
GroBrohrsdorf; Volker Schulz, Nauen ; Klaus
Hering, Halle-Neustadt ; Katrin Richter, Wit-
tenberg; Uwe Finke, Magdeburg; Rainer
Griinert, Dresden; Uwe Klaus, Leipzig; Ro-
land Léffler, Weida; Evelin Ebert, Zschok-
ken; Andrej Jendrusch, Glienicke; Falk
Pankau, Wildpark; Matthias Breitbarth,
Miihlhausen; Thomas Gopfert, Karl-Marx-
Stadt; Manfred Goldenbogen, Stralsund;
Astrid Barenklau, Ruhla; Thomas Luschti-
netz, Stralsund; Michael Schalle, Drognitz;
Frank Pfeiffer, Warbelow; Ralph Scharf,
Débeln; Hendrik GlaSmann, Karl-Marx-
Stadt; Winfried Glode, Neubrandenburg;
Marita Fiigas, Berlin; Uwe Borner, Brand-
Erbisdorf; Uta Weidauer, Bernsbach, Erika
Kriiger, Sangerhausen; Matthias Ohm, Ahl-
beck; Claudia Endtricht, Gorlitz; Axel Schu-
rath, Gnoien; Michael Fukarek, Greifswald;
Wolfgang Patzer, Erfurt; Dieter Hornawsky,
Silbach; Steffen Déring, Olbersdorf; Lutz
Hoffmann, Giistrow ; Klaus Harms, Bobzin;
Wolfgang Blachnik, Liibbenau; Karin Kra-
mer, Martina Knospe, beide Gorlitz: Jens
Loéwe, Bahratal; Sigrid Meibuhr, Wodarf;
Riidiger Tanzke, Andreas Erben, Hans-Jo-
achim Berger, Hardo Burkhardt, alle Loder-
burg; Jana Riedel, Ute Selle, Angela Harte-
wig, Leonore Weise, Bettina Billig, alle Karl-
Marx-Stadt; Irmhild Bittner, Greifswald ; Ute
Busch, Lobenstein; Hartmut Hacker, Bree-
sen; Iris Seeberg, Marlies Gerlach, Gunter
Krause, Lutz Schade, Uwe Fischer, Lutz
Fuchs, Christine Kretzschmar, alle Haini-
chen; Rolf Schmid, Kratzmiihle; Norbert
Ziegler, Ilona Winkler, beide Cunnersdorf;
Frank Ringel, Petra Henkel, beide Alt-
Toplitz; Jens Scheerschmidt, Oberschonau;
Uwe Trautvetter, Neuenhofe; Jorg Keitel,
Clingen; Manfred HauBler, WestgreuBen;
Iris Schulz, Sabine Jahn, Monika Schobe,
alle Rotta; Thomas Kaatz, Grifenhainichen;
Barbara Héssel, Kerstin Schubert, Petra
Thomzik, Stefan Meingast, Petro Gobel,
Heidi Huhn, Rainer Usbeck, Marina Heil,
alleSteinbach-Hallenberg; Karola Volk, Fam-



bach ; Sabine Peter, Schmalkalden ; Ute Griin-
beck, Birgit Herdmann, Christina Wurst,
Bernd LinB, Klaus Pabst, Heiko Rosenbusch,
alle Mittelstille

Fiir dreijéihrige Teilnahme

Christine Spiegelberg, Berlin; Dirk Herr-
mann, Alt-Toplitz; Barbara Hépfner, Wol-
gast; Henri Hoffmann, Oberschonau; Uwe
Wiegel, Neuenhofe; Torsten Busch, Steffen
Apel, beide Klausdorf; Christiane Bloch,
Zaatzke; Michael Thrinhardt, Oranienbaum;
Carola Senft, Uta Richter, beide Wingerode;
Gerald Manske, Steinbach-Hallenberg; Bar-
bara Gehb, Fambach ; Haiko Miiller, Schmal-
kalden; Matthias Bernstein, Wernshausen;
Bernadette Domaschke, Seifhennersdor(; An-
drea Honemann, Stiitzerbach; Volkmar Tir-
ke, Auerbach; Holger Bensch, Berlin; Ute
Schilling, Hoyerswerda; Aldo und Jirg Bo-
jarski, SaBnitz; Astrid und Wolfhart Umlauft,
Freital; Gudrun Billig, Coswig ; Roland Schle-
singer, SaBnitz ; Reinhard Pohl, Dresden ; Ralf
Becker, Wolmirstedt; Thomas Sroka, Hu-
bertus Mund, beide Sondershausen; Michael
Weicker, Miigeln; Friedemann Vetter, Buk-
kow; Klaus Schenk, Hoyerswerda; Andreas
Bachmann, Dresden; Sabine Liitzkendorf,
Erfurt; Andrea Herrmann, Hammerunter-
wiesenthal; Torsten Lowe, Schleiz; Michael
Schubert, Torsten Musiol, beide Giistrow;
Wilfried Rohnert, Radebeul; Jiirgen Hittner,
Kottengriin; Kordula Becker, Moskau
(UdSSR): Helmut Bernstein. Freiberg; Diet-
mar Richter, Halberstadi; Hans-Dietrich
Schwabe, Sondershausen: Andreas Gude,
Berlin; Armin Hoell, Ribnitz; Annette
Schulz, Cottbus ; Andreas Matthus, Rostock;
Jens Negwer, Grimma; Annette Lasar, Er-
furt; Holger Heydrich, Grimma; Werner
Jeroch, Dresden; Sylvia Schmidt, Buchholz;
Thomas Apel, Reichenbach; Petra Hansch,
Klausdorf; Martin Menge, Bernburg; Peter
Pérs, Berlin; Thomas Kruppa, Eilenburg;
Ellen Kriiger, Katrin Wahn, beide Uebigau:
Jens Siemoneit, Grimmen ; Andreas Schlegel,
Dresden; Adrian Schubert, Luga; Dieter
Bahlmann, Friedrichsgrin; Holger Kreil,
Mittelbach:; Ulrike Otto, [lmenau; Frank
Kratsch, Géhren: Dirk Markgraf, Bischoffe-
rode; Holger Hentze, Leipzig; Rita Hell-
mann, GroBschénau; Steffen Hanisch. Dres-
den; Sylvia Zipf, Waldheim: Armin Korner,
Leipzig; Eva Kertész, Kecskemét (Ungari-
sche VR); Michael Schott, Grifenthal; Ro-
ger Labahn, Anklam; Michael Zwicke, Riesa;
Ralf Kretschmer, Dresden; Lutz Griindel,
Dessau ; Sabine Einert, Pockau; Steffen Roch,
Annaberg; Jirgen Lehmann, Weimar; Rai-
ner Bauer, Mittweida; Christiane Jordan,
Kietz; Angela Mider, Plottendorf; Anke
Bartsch, Rostock ; Valeska Heymann, Berlin;
Jiirgen Rolle, Schlegel; Carola Berger, Grim-
ma; Holm Dettmer, Dresden ; Ronald Rsch,
Karl-Marx-Stadt; Thomas Reuscher, Stral-
sund; Gert Mielke, Rolofshagen; Ute Schar-

kowski, Zepernick; Ruth Klingbeil, Salow:
Katrin Rurainsky, Bad Langensalza; Jiirgen
Krahl, Plauen; Monika Schulz, Berlin; Chri-
stine Kindt, Wendisch-Priborn; UIf Giinther,
Ronneburg; André Wortha, Pleetz; Gunter
ReiBig, Weimar ; Christian Wolf, Greifswald:
Regina Kreul, Zittau:; Michael Zschiesche,
Leipzig; Uwe Horn, Bad Frankenhausen;
Bertram Utzelmann, Griinhain; Annekatrin
Elsner, Ponickau; Sylvia Kunze, Weilenfels;
Antje Matthesius, Ratzdorf; Susanne Jih-
nisch, Wellmitz; Achim Bastian, Ribnitz;
Andrea Puchert, Eichicht; Frank Regens-
burger, Dresden; Andreas Feige, Miihlhau-
sen; Michael Apitz, Dresden; Ginter Mosel,
Giilze; Irmtraud Schroder, K1. Schwarzlosen;
Frank Janke, Falkenberg; Klaus-Peter Schro-
der, Rostock; Bernd Henke, Schwarzheide;
Manuel Richter, Wilthen; Dagmar Klatte,
Gorlitz; Giinter Carlsen, Titschendor[. Ro-
land Fiebig, Halle; Almute Mende, Riesa;
Uwe Hanisch, Dresden; Beate Lehrmann,
Walbeck: Ramona Zschau, Grimma: Bet-
tina Schade, Waren; Elke Barth, Arnsnesta;
Uli Meier, Weiflenfels; Karin Willner, Ger-
stungen; Mario Hoffmann, Kirchberg; Jorg
Hlouschek, Treben; Holger Schnabel, Wis-
mar; Steffen Wandslebe, Hoyerswerda; Syl-
via Wende, Leinefelde; Thomas Purcz, Leip-
zig; Mario Schmidt, Bischofferode; Heide-
lore Stallbohm, Eldena: Armin Wappler,
Koénigswalde; Andreas Philipp, Rochlitz;
Gerald Gormer. Berlin; Birgit Boldt. Lud-
wigslust; Bernd Heinemann, Strausberg: Die-
ther Pickel, Meyenburg; Holger Hoppe,
Stendal; Christina Busch, Niendorf; Hariger
Hohmann, Liibtheen; Dietmar Tkazyk, Bor-
nitz; Peter Mdéller, Bad Doberan; Diethard
SpieB, Bad Langensalza; Holger Milnik.
Jordenstor(; Hans-Christoph Vogel, Hoyers-
werda; Angelika Engelhardt, Viernau; Mar-
lies Kolberg, Stahnsdorf; Christine Stiiber,
Alsleben; Hans-Joachim Babetzke, Liib-
theen; Heike Keller, Cossebaude; Heike
Rabsahl, Iris Lange, beide Fockendorf; Beate
Kuhle, Gr. Schwarzlosen; Heike Waldert,
Gotha; Michael Winks, Berlin: Karsten
Wallroth, Eisenach; Kurt Wiechmann, Gla-
sin; Harald Schlesinger, SaBnitz; Reinhardt
Rascher, Karl-Marx-Stadt; Peter Brauer,
Gnoien; Katrin Pech. Waren ; Michael Beck,
Blankenfelde; Annette Po6tschke, Bautzen;
Wolfgang Fukarek, Greifswald ; Frank Weg-
ner, Rostock: Bealrix Seeboth. Gernrode;
Birgit Klunk, Neukloster; Jens Helbig, Ho-
henstein-Ernstthal; Ines Quast, Liibbendorf’;
Ines Gustmann, Coswig; Thomas Pahl,
Prenzlau; Burkhard Schult, Ludwigsfelde;
Renate Gramsch, GroBlenhain; Uwe Raffler,
Bischofferode; Eckhard Unger. Boizenburg:
Kerstin  Wucherpfennig. Halle-Neustadt;
Ralf Bottger, Hoyerswerda; Steffen Heinrich,
Zittau; Gunar Kloss, Merseburg; Ina Grei-
ner-Petter, Malchin; Brigitta Kern, Hirsch-
felde ; Helmut Heiland, Niederorschel ; Detlel’
Neubauer, Berlin; Asmund Hohmann, Liib-

theen; Pia und Petra Hellmuth, Dresden;
Ina Freber, MeiBen; Christian Giirlich, Ket-
zin ; Susann Freyer, Miillrose; Katrin Rémer,
Karl-Marx-Stadt; Andreas Richter, WeiB-
wasser; Burkhard Rahr, GroB-Naundorf;
Ute Sonnenburg, Hennigsdorf; Martina
Jentsch, Cossebaude; Angela Kriiger, Well-
mitz; Michael Kirchner, Sondershausen; Ka-
ren Angrick, Neukloster; Klaus Badenschier,
Wittenberge; Sybille Lieb, Liittewitz; Ker-
stin Norenberg, Berlin; Peter Wiehe, Bischof-
ferode; Kerstin Klingbeil, Oberlungwitz:
Elke Klein, Liideritz; Ralf Griese, GroB
Wiistenfelde; Veit-Thomas Meyen, Grim-
men; Matthias Dietsch, Holger Mehle, beide
Fockendorf; Thomas Guffler, Eisenach;
Bernd Hiibner, Oybin; Steffen Wendt, Haida;
Achim Troll, Oberlungwitz; Peter Rosen-
bohm. Ribnitz; Michael Feudel, Bischoffe-
rode; Olaf Wender, Miihlhausen; Claudia
Ziehm, Berlin; Jorg Hinrichs, Sellin; Heike
Manthey. Ribnitz; Cornelia Otto, Raguhn;
Torsten Reetz, Mellensee: Bernhard und
Birgit-Cornelia Maaz. Jena; Hartmut Al-
wardt, Ziddor[; Reinhard Frank. Hirschberg;
Dagmar Laux, Leipzig; Marina Mittag, Dres-
den; Wolfgang Kirschnick, Schwerin; Tho-
mas Kohler, Oederan; Klaus und Dieter
Lobe, Osternienburg ; Bernhard Wilde, Dres-
den: Carmen Henze, Pratau; Beate Kiichler,
Pirna: Constanze Weisbrod, Halle ; Hansjorg
Himmel, Leipzig: Thomas Miiller, Krems
(Osterreich); Petra Hampel, Leutersdorf:
Torsten Flade. Beiersfeld; Walter Tiedtke,
Schorssow ; Gert Trinks, Dresden; Uwe Har-
tig, Riesa; Hans Wagner, Werdau; Holger
Pfeifer, Dresden; Steffen Gollmer, Berlin;
Hilmar Miiller, Bliithen; Andreas Pietsch.
Zella-Mehlis: Holger und Heike Stehfest,
Havelberg; Andreas Seifert, Hohenstein-
Ernstthal; Ines Krebs, Oschersleben; Jo-
achim Liers, Leipzig; Christine Giinther,
Storkau; Irmgard Friese, Breitenworbis; Bar-
bara Kempt, Karl-Marx-Stadt; Katrin
Schuft, Hennigsdor(: Martin Gland, Halle-
Neustadt: Matthias Kutschick, Kleinopitz;
Heidrun Miiller, Leipzig; Burkhard Gétz,
Cottbus; Andrea Boy, Hoyerswerda : Thomas
WeiB, Weimar ; Steffen Trapp, MeiBen; Volk-
mar Schreiber, Krien: Sabine Vosahlo, Jena;
Udo Fechner, Spremberg; Gisela Mann,
Leipzig; Lutz Wenert, Hartau; Uwe Sobotta,
Magdeburg; Dieter Schwerwinski, Rostock ;
Hans-Martin Kiihn, Gramzow; Cornelia
Schmidt, Kolochau; Bernd Haase, Wiin-
schendorf; Roland Schreiber, Krien; Lutz
Dietrich, Hohenstein-Ernstthal ; Ulrich Kam-
mer, Pirna; Michael Monse, Olbersdorf;
Maike Kuschleldt, Menteroda; Ulrike Cas-
per, Merzdorf; Jens Kiihnert, Heinrichsort:
Torsten Ueberdick, Halle; Kerstin Hasse,
Warbelow: Mathias Dierl. Gersdorf: Lo-
thar Pohl, Falkenhagen; Andreas Massanek.
Neusornzig: Hans-Eckehard Wilde, Dresden;
Irina Leven, Greifswald;: Heidemarie Engert.
Plottendorf; Wollgang Nickel, Leipzig: Olaf
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Gutschker, Kolkwitz; Katrin Wagner, Rébel;
Steffen Kiihling, Zwenkau; Sylvia Schiman-
ski. Gademow; Katrin Gobel, Potsdam;
Sylvia Haltenhof, Ammern; Thomas Bad-
stiiber, Gersdorf; Stefan Zimmermann, Mat-
thias Marx, Klepzig; Frank Naumann, Karl-
Marx-Stadt ; Frank Thienert, Berlin; Carmen
Schwebmeyer, Ahlbeck ; Frank Geyer, Wall-
hausen; Maria Gonsior, Finsterwalde; Ingo
Lohde, Schoénfeld; Cornelia Eickert, Gielow;
Kerstin Wiirtenberger, Volker Helmert, beide
Karl-Marx-Stadt; Jiirgen Richter, Pfaffroda;
Kerstin Schmelzer, Hettstedt; Silke Kornisch,
Bohlitz-Ehrenberg; Christina Schréter, I1-
menau; Torsten Saro, Stahnsdorf; Andreas
Konig, Zella-Mehlis; Sigrid Ehrenpfordt,
Finsterwalde; Ina Daberkow, Demmin; Ul-
rike Heldner, Choren; Anke Bushert, Grim-
men; Kerstin- Kaiser, Altenburg; Norbert
Miinsch, Radegast; Heidrun Wallner, Ber-
gen; Ronald Mirkisch, Biirgel; Uta Lohse,
Bautzen; Olaf Miiller, Bischofferode; Clau-
dia Miiller, Eisenach; Ramona Miiller,
Spremberg; Ute Heidel, Engelsdorf; Ga-
briele Miiller, Worbis; Anne-Kathrin Kiitt-
ner, Krien; Birgit Arnhold, Radebeul; Syl-
via Zehe, Wittenberge; Gudrun Kaiser, Ho-
hen-Demzin; Norbert Behnke, GreuBen;
Frank Macher, Bahratal; Frank Briuer,
Hellendorf; Steffi Fortsch, Reitzengeschwen-

da; Birgit Oelschlegel, Arndt GlaBer, beide

Altenbeuthen; Cornelia Klaffke, Bernd Ehr-
ling, beide Loderburg; Barbel Ifland, Breh-
me; Regina Klingebiel, Beate Sander, beide
Ecklingerode; Andreas Kohlstedt, Andreas
Kaiser, beide Leinefelde: Ralf Briesemeister,
Siegfried Miiller, beide Sachsendorf; Uta
Schaarschmidt, Fiirstenwalde; Frank Pitz,
Ulrike Alme, Bernd Krantz, Andrea Gott-
schling, Hans-Jirgen Weber, Michael Kam-
mer, Lutz Burkhardt, Marion Gossinger,
Elke Naumann, Karin Krauf3, Gabriele Mi-
-chel, Ralf Weidermann, Angela PreiB, Roll
Busch, Klaus-Peter Wintzler, alle Loben-
stein; Veronika Anhalt, Effelder; Annette
Fahrig. Elke Birkefeld, beide Niederorschel:
Birgit Vorbau, Anita Seromin, Andrea Jost,
Wolfgang Warm, alle Altentreptow; René
Misterek, Heli'nersdorf; Gabriele Reimann,
Karin Rasche. Sulyka Adam, Carmen Bar-
doux. alle Stolpen; Angela Schlegel. Sabine
Klotzsche, beide Wolgast ; Ines Pahl, Dagmar
Krimmling. beide Neuenhofe; Stefan Bor-
chardt. Worbis: Andreas Mempel, Clingen;
Frauke Apel, Susanne Burda. Detlef Dum-
jahn, Susanne Thomas. alle Klausdorf; Ri-
diger Teltow, Rehagen; Ines Kriiger, Jirgen
Hack, Ferdinand Mohr, Sabine Sperling,
Bernd Wagner, Bernd Schulz, Wolf-Dieter
Wegner, Reiner Wagner, alle Zaatzke: Birgit
Baldauf, Zschornewitz; Eberhard Forster,
Séllichau; Viola Forner, Sabine Biittner,
Susanne Lorenz, Andrea Ratz, Martina
Schroter, alle Rotta ; Monika Glosse, Angeli-
ka Rode, Cordula Gorge, Martina Wehling,
alle Wingerode; Bernd Endter, Christine
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Doll, Ralf-Peter Burkhardt, Sabine Holland-
Nell, Heidrun Pickert, Katrin Déll, Erek
Sanger, Heike Sauer, Cornelia Horn, Petra
Koch, Reinhold Beckmann, Sabine Henkel,
Kerstin Usbeck, Beate Wurschi, Anette Reck-
nagel, Hartmut GieBler, Frank Hoffmann,
Hans-Georg Kénig, Claudia Holland, Birgit
Heidenreich, Thomas Recknagel, alle Stein-
bach-Hallenberg; Anke Ilgen, Monika Miil-
ler, Klaus Ullrich, alle Fambach; Katrin
Bauer, Heike Geruschke, Uwe Schleicher,
Falk Oelschlager, Antje Tischer, Frank
Schaft, Andreas Mader, Peter Heide, Petra
Weichler, Constanze Prause, Anette Seidel,
Peter Gaudian, alle Schmalkalden; Lutz
Storch, Lothar Biihner, beide Breitungen;
Eberhard Georgy, Erfurt

Losungen

Lisungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 5/75

Ma$5 ®1387 Angenommen, Katja habe x
Stiick Kuchen zu 25 Pf, y zu 35 Pf und z zu
70 Pf gekauft. Wir fertigen eine Tabelle an.

xyz25-x35-y70-z25-x+35-y

+70-z
234 50 105 280 435
243 50 140 210 400
324 75 70 280 425
342 75 140 140 355
423100 70 210 380
432100 105 140 345

Nur fiir x=4, y=2, z=13 wird die Gleichung
25-x+435-y+70-2=380 erfiillt. Katja hat
somit 4 Stiick Butterkuchen, 2 Stiick Pflau-
menkuchen und 3 Tértchen gekauft, und es
gilt4-25 Pf+2-35Pf+3- 70 Pf=380 Pf
=380 M.

Ma5 m1388 Das Quadrat ABCD besitzt
eine Seitenldnge von 108 cm:4 =27 cm; sein
Flicheninhalt betridgt 27-27 cm?=729 cm?%.
Aus 729 cm? — 648 cm? =81 cm? folgt wegen
9-9cm?=81cm?, daB das Quadrat EFGH
eine Seitenlange von 9 cm und somit einen
Umfang von 4 - 9 cm =36 cm besitzt.

Ma5 1389 Aus267 m=26700cm,

252 cm=104 cm und 26700 cm — 104 cm
=26596 cm folgt, daB fiir die Wimpel
26596 cm Schnur zur Verfiigung steht. Fiir
den letzten aufzuziehenden Wimpel braucht
der Abstand von 4 cm nicht beriicksichtigt

zu werden, also 26 596cm — 15cm =26 581cm.
Aus 15cm+4cm=19cmund 26581 :19
=1399 folgt, daB auf die Schnur (1+1399)
Wimpel, also 1400 Wimpel gezogen waren.
Wegen 1400:10=140 waren es 140 rote
Wimpel. Wegen 1400 :7=200 waren es 200
blaue Wimpel. Wegen 3 - 140=420 waren es
420 gelbe Wimpel. Aus 1400—(140+200
+420)=640 folgt, daB die Wimpelkette 640
weiBe Wimpel enthielt.

Ma5 =1390 Aus 126 :6=21 folgt, daB tig-
lich 21 Seiten des Manuskripts abzuschrei-
ben waren. Ein Drittel von 6 Arbeitstagen
sind 2 Arbeitstage. Die Maschinenschreiberin
schaffte bei dieser Arbeitsaufteilung v

2:214+7)+4- (21 —-7)="56+56 =112 Seiten.

Wegen 112 <126 hat sie den Arbeitsaultrag
nicht termingerecht erfiilit.

Ma5 #1391 Angenommen, Karin besitzt
gegenwiirtig n Briefmarken; dann besitzt Pe-
ter gegenwiirtig 3 -n Briefmarken. Nun gilt

3-n—130=n-10,

3-n—n =130-10,

2-n =120,
n = 60. Karin hat 60,

Peter 180 Brigfmarken gesammelt.

Ma5 #1392 ~‘Aus 100 —96 =4 folgt, daB der
Sohn 4 Jahre alt ist. Aus 41 —4=37 folgt,
daB der Vater 37 Jahre alt ist. Aus 96—37
=59 folgt, daB der GroBvater 59 Jahre alt ist.

Ma6 w1393 Fiir die von den Sportlern der
DDR fiir alle erkdmpften Plitze vergebene
Punktzah! gilt

5p1+6p2+2ps+2ps+pe="T76. Angenommen,
es gelte pe=1, ps=2, ps=3, ps=4, p,=5,
p1=6; dann erhidlt man 5-64+6-5+2-3
+2-2+1=71 Punkte, also 5 Punkte weni-
ger als 76 Punkte. Da der erste Summand in
der obigen Summe gleich 5p, ist und da
p1>py gilt, konnen diese 5 Punkte nur in
den Punktzahlen der 1. Plitze enthalten sein.
Somit gilt p; =7. und wir erhalten 5-7+6-5
+2-342-2+1=76 Punkte. '

Ma6 ®1394 Angenommen, Jorg habe den
n-ten Platz errungen; dann gilt
[(n+5):10+3]-5=n+10,

(n+5): 2+15 =n+10,
(n+5)+30=2-n+20,
n+35=2-n+20,

n=15.

Jorg hat somit den 15. Platz erreicht.

Ma6 #1395 Esseix die gesuchte Zahl; dann
ist x— 1 durch die paarweise einander teiler-
fremden Zahlen 2, 3, 5, 7 und 11 teilbar. Da-
her ist x—-1=2-3-5-7-11=2310, also
x=2311. Die kleinste der zu ermittelnden
Zahlen lautet somit 2311.

Ma6 ®1396 Die Linge der Marschstrecke
von A nach B betrage x km Dann gilt

x Ix 3 1 4
(3—1>+5=? 3 x-3x=4 3rx=4

x =15



Bis zum zweiten Kontrollpunkt waren
,—_35 -15km=9 km zuriickgelegt worden. Nun

gilt 15km—-9km=6kmund 6km:2=3km.
Folglich war der dritte Kontrollpunkt 3 km
vom Ziel entfernt.

Maé6 m1397 Wir spiegeln den Punkt B des
bei C rechtwinkligen Dreiecks ABC an der
Geraden AC als Symmetrieachse; sein Bild-
punkt sei B’. Auf Grund der Symmetrie-
eigenschaften gilt

¥ ABC= £ AB'C=60°und ¥ BAC= ¥ B'AC
=30° also ¥ BAB' =60°.

Das Dreieck ABB’ ist somit gleichwinklig,
also auch gleichseitig. Wegen BC=B'C=q,

also BB =24 und AB=BB'=c¢ gilt c=2-a.

Phé ®1398
Gegeben: v=1 198.8]%“- Gesucht: s
1 16
r=33=7 360"
Losung:
s=v-t
_11988km-16h
~ h-3-3600
s=1,776 km

Das Gewitter ist 1,776 km entfernt.

Ma7 w1399 Angenommen, Uwe habe x
Hefte zu 8 Pl und y Hefte zu 15 Pf das Stiick
gekault, dann gilt

8x+15y=131,
8x=128—-8y—T7y+3,
Ty-13
x=16 y—T.
7y-3

Nur fiir y=35 ist ganzzahlig und x eine

positive ganze Zahl. Wir erhalten

x= 16—5—L§;3= 11-4=7.
Uwe kaufte 7 Hefte zu 8 Pf und 5 Hefte zu
15 Pr das Stiick, und es gilt 7-8 P[+5-15Pf
=56 Pf+ 75 Pf=131 P[=1,31 M.

Ma7 w1400 Es sei n die Anzahl der Schiiler
dieser Klasse; dann gilt

n+1_n—10
R
2(n+1)=3(n—10),
2n+2=3n-130,
n=32.
Zu dieser Klasse gehoren 32 Schiiler;
es sind n3i1= 32;_ ! =11 Maidchen und so-

mit 21 Jungen.

Ma7 m1401 Von jeder Ecke eines n-Ecks
lassen sich (n—3) Diagonalen, von allen n
Ecken somit n(n —3) Diagonalen ziehen. Da-
bei wurden alle Diagonalen doppelt gezeich-
net, denn z. B. die Diagonale P;P; ist identisch
der Diagonalen P P, Fiir die Anzahl der
Diagonalen eines konvexen n-Ecks gilt somit

-n-(n—13). Nun gilt

NI — N —

“n-(n—3)=35,

n-(n—3)=170,
n-(n—3)=2-5-7,
n-(n—3)=10-7,also
n=10.
Ein konvexes 10-Eck besitzt genau 35 Dia-
gonalen.

Ma7 81402 Angenommen, es waren x Ap-
fel im Korb vorhanden.

Achim erhielt <%+%) Apfel; danach verblie-

. x 1\ _ x_—l
ben im Korb (x—§—§>— 3 Aplel.Bruno

. x—1 1 x+1
erhielt <T .2+§> Aplel, also ) Apfel.
Analog dazu gilt:
Claus erhielt % Aplel, Dieter erhielt xl_-;l
x+1

Apfel und Ernst erhielt 3 Apfel. Nun gilt

aber x3_+;= 1,x+1=32,alsox=31.Im Korb

befanden sich 31 Aplel. Achim erhielt
xzil=3_12-+i= 16 Aplel, Bruno -erhielt 8,

Claus 4, Dieter 2 und Ernst 1 Apfel.

Ph7 =1403

Gegeben: m=4,2kg=4200g
V=21dm?>=21000 cm?

Gesucht: ¢

Losung:

_m
=y

Der Stoff Kork hat die Dichte 0,2%.

Ch7 81404 Ballon Siure: 100 kg
Ballon leer: 13,8 kg
Masse der Siure: 82,6 kg.

Ma8 #1405 Angenommen, es gibt eine sol-
che Darstellung; dann gilt

9 x x

91 7 1%
wobei x und y natiirliche Zahlen mit 0<x <7
und 0<y <13 sind.
Wegen 91=7-13 gilt daher

13x—Ty=9,

Ty=13x-9,
13x-9
7

Wir erhalten fiir x=1, 2, 3,4, 5, 6

x 13x 13x-9

y=

113 4

226 17

339 30

452 43

565 56

6 78 69
Von den in der dritten Spalte angegebenen
Zahlen ist nur die Zahl 56 durch 7 teilbar.
Wir erhalten also nur fiir x=35 einen ganz-
zahligen Wert fiir y, und zwar

13x—9 56

y=mr T T
Die gesuchte Darstellung lautet also

9 5 8

91°7 13
Die Probe bestitigt die Richtigkeit der Lo-
sung; denn es gilt

5 8 _65 56_9

7713 91 91 oI

8.

Ma8 81406 a) Wir bezeichnen die GroBe
des ersten der drei Winkel des Dreiecks ABC
mit 3x. Dann ist 4x die GréBe des zweiten
Winkels, da sich beide WinkelgroBen wie 3 : 4
verhalten, und 11x die GréfBe des dritten
Winkels, da sich die GroBen des zweiten und
des dritten Winkels wie 4 :11 verhalten. Da
die Winkelsumme des Dreiecks ABC gleich
180° ist, erhalten wir die Gleichung
Ix+4x+11x=180°
18x=180°,
x= 10°
Das Dreieck ABC hat also die WinkelgréB8en
3x=30° 4x=40° 11x=110° d. 5. zusammen
180°.
b) Bezeichnen-wir die GroBe des ersten Win-
kels mit x, so sind die GroBen der beiden
anderen Winkel gleich 10x bzw. 100x.
Wir erhalten daher
x + 10x + 100x = 180°,

111x=180°,
180° .
x =Ty~ 162162°

Es gibt also ein solches Dreieck, und zwar ein
Dreieck mit den Winkelgré8en

x=1,6° 10x = 16,2°, 100x =~ 162,2°,

wobei jeweils auf ecine Stelle nach dem
Komma gerundet worden ist.

Ma8 w1407 Es sei x eine positive reelle
Zahl; fir die die Gleichung

atX _ ¢ erfilltist. (1)

1+Z
CZ
Dann gilt wegen 1 +:—f>0 und ¢ <0
(a+x)®
Atax
(a+x)c =c*+ax,
ac+cx =c*+ax,
x(@—c) =cla—c).
Hieraus folgt wegen a<c, also a—c#0
x=c.
Die Gleichung (1) kann daher héchstens fiir
x =c erfiillt sein; tatsiichlich ist sie aber auch
fiir x=c erfiillt; denn es gilt
at+x a+c _(a+c)c_c

ax c+a
1+3
c

>

1+%
cZ

Ma8 ®1408 Es sei ABCD das gegebene
Quadrat mit der Seitenlinge a. Dann gilt, da

E der Mittelpunkt der Seite DA ist,
— — a
DE=EA=-.
EA >

Ferner gilt EM =MC (vgl. das Bild).
Nun mége die Parallele durch M zu CD die
Seite DA in F und die Seite BC in G schnei-
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den. Wegen EM=MC, ¥£EMF=xCMG
und x MFE=xMGC=90° gilt (nach dem
Kongruenzsatz sww) A MFE=A MGC.

D c
I
F —"‘M .
P N
N
E aHJ k\\
\
A a 8

Daraus folgt FM=MG und wegen FM
+MG=FG=CD=q
— a
MG= 7
Daher ist der Flicheninhalt des Dreiecks
BCM wegen BC =g und W:g gleich
1,89
2 T4
Der Flicheninhalt des Dreiecks CDE ist we-

2

Al= a:

NR

gen CD=a und ﬁ:g gleich

1
Az =§ *
Daher betrigt der Flicheninhalt des Fiinf-

ecks EMBCD

=8

29
2

a® a® a

A3—a1 +Az =I+T—7.
Da der Flicheninhalt des Quadrats ABCD
a? ist, gilt fiir den Flicheninhalt des Vierecks

ABME

2

woraus A 3 = A4 foigt, d. h., die Fliacheninhalte
des weiB gefirbten Vierecks ABME und des
grau gefirbten Fiinfecks EMBCD sind einan-
der gleich, obwohl es zunichst scheint, als ob
der Flicheninhalt des Vierecks gréBer sei.

Ph8 #1409
Gegeben: F=60kp
A=150cm?

Gesucht: p

Losung:
_F
P=
_ 60kp
P=T50cm?

kp
p=0,4C?
Der Druck eines stehenden Menschen auf den
FuBboden betrigt 0,4—k—p,.
cm
b) Gegeben:
“ F=60kp Gesucht: p
A=200cm - 10 cm=2000 cm?
Lgsung:
_F
=2
__60kp
P=3000cm?

_nna KPP
P=00%mt
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Der Druck auf die Schneedecke betrigt
kp
p—r
c) Das Verhiltnis betrigt
045P 003X _40.3,
cm cm

0,03

Ch8 1410 Mischungsformel:
_ma—p)lm=1000 b=0

(p—b) |a= 25 p=10
n=——1000(f(5)_10)=1500

Es sind also 1500g Wasser mit 1000g
25%iger Salzsiure zu mischen, um 10%ige
Salzsdure zu erhalten.

Ma9 #1411 a) Fiir alle reellen Zahlen a und

b gilt, da das Quadrat einer reellen Zahl nie-

mals negativ ist,

(a—by20,

a?—2ab+b*Z0, )

a’—ab+b*Zab. (3)

Wir unterscheiden nunmehr die folgenden

Fille:

1.a>0und b>0 oder a<0 und b<O0.

Dann ist ab> 0, also wegen (3)
a’—ab+b*zab>0.

2.a>0und b<0 oder a<0 und >0.

Dann ist a2>0, b2>0, ab<0, also —ab>0,

also 42 gh 4 p250,

3.a=0und b+ 0.

Dann ist a2=0, ab=0, b2>0, also
a’—ab+b*=b2>0.

4.a+0und b=0.

Dann ist a?>0, ab=0, b*>=0, also
a®—ab+b*=a2>0.

5.a=b=0.

Dann ist a2 —ab+b2=0.

In allen Fillen ist also die Ungleichung
a® —ab+b*20 erfiillt, w.z.b.w.

b) Nur im 5. Fall, also wenn a=b=0, gilt das

Gleichheitszeichen.

Ma9 81412 Es seien

a die Seitenlinge der quadratischen Grund-
fliche,

h die Linge der Hohe,

k' die Linge der Seitenhshe, d. h. der Hohe
jedes der vier gleichschenkligen Dreiecke, die

die Seitenflichen bilden. Dann gilt
2
2_32, 9
Wi=h*+ T (1

Ferner gitl fiir die Summe der Flicheninhalte
der vier Seitenfliichen

(n

also

03]
3)

M=4-%-ah’=2ah’ 0960 cm?

Ap=a’+M=a*+960cm2=1536cm?,
also
a*=576cm?,d. h. a=24 cm.
Aus (4) und (2) folgt

960
T73a
also wegen (1)

aZ

h2=h’2—7=<400—
h =16cm.

()

‘

cm=20cm,

2
%) cm? =256 cm?,

(5)

Wegen (4) und (5) ist das Volumen der Pyra-
mide gleich

V=%azh =% -576- 16cm®=3072cm?.

Ma9 w1413 Esseienn,n+1,n+2,n+3 vier
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen. Dann
gilt

nin+1)(n+2)(n+3)+1

=[nn+3)] {(n+ D (n+2)]+1

=(n2+3n) (n*+3n+2)+1

=(n?+3n) (n2+3n)+2(n*+3n)+1
=(m?+3n+1)%

Damit wurde bewiesen, daB das Produkt von
vier aufeiianderfolgenden natiirlichen Zah-
len, vermehrt um |, stets gleich einer Quadrat-
zahl, namlich gleich dem Quadrat der natiir-
lichen Zahl n? +3n+1 ist.

Ma9 »1414 a) Die Punkte D, B, F, H sind
Eckpunkte eines Rechtecks, weil sie in einer
Ebene liegen und DB 1 BF, BF 1 FH, FH |
HD, HD 1 DB gilt (siehe Bild 1). Ferner ist M
der Mittelpunkt der Seite DB und K der
Schnittpunkt der Diagonale DF dieses Recht-
ecks mit der Verbindungsstrecke HM.

H N

Bild 1

D L M 8

Dabei gilt BF =HD =g und ﬁ=ﬁ=a[/i,
weil DB eine Diagonale des Quadrates ABCD
mit der Seitenliinge a ist. Daher ist

DM =3/3.

Es sei nun KL=x die Ldnge der von K aus-
gehenden Hohe in dem Dreieck KDM und
KN=a—x die Linge der von K ausgehen-
den Hohe in dem Dreieck KFH. Ausder Ahn-
lichkeit dieser beiden Dreiecke [olgt nun, daB
die Lingen ihrer Hohen x bzw. a— x sich wie
die entsprechenden Grundseitenlingen

W:g 2 und FH=)/2 verhalten; es gilt

a
x EI/ELI

also = _ =
a-x g/2a-x 2
also 2x=a-x,
Ix=a,
a 2
x=§unda—x=§a.

Der Fldcheninhalt des Dreiecks KDM ist also
gleich ~ t a > a_ d

Ai=3 21/2 ”3"‘121/5’
und der Flicheninhalt des Dreiecks KFH ist
gleich 1 ~ 2 g2

Ar=3-a)/2 -§a=?[/5.
b) Da die durch das Rechteck DBFH be-
stimmte Ebene aufl der Ebene des Quadrats
ABCD senkrecht steht, steht auch die Hohe
KL des Dreiecks DMK senkrecht auf jeder
Geraden der Ebene ABCD, also auch auf der



Geraden LC. Daher ist das Dreieck KLC
rechtwinklig, und wir konnen die gesuchte

Linge der Strecke KC aus KLund LC berech-
nen (siche Bild 2).

X

[ Bild 2

L ¢

[

Um die Linge von_ﬁ zu ermitteln, berech-
nen wir zunichst LM.
Wir erhalten (siehe Bild 1)

\/%az =%]/6_ folgt hieraus
3 KM=2/s, KM=2)/6.
Also wird (siche Bild 1)

e (-
- ﬁi}gl/i

Bild 3

4 a B

Nun liegt Lauf der Diagonale DB des Qua-
drats ABCD (siche Bild 3).
Da in dem rechtwinkligen Dreieck LMC

ME:% 2 ist, gilt

— a 2 (a ~\* a? 2a?
- [T 5%
_ [ _a

V973

Da KC die Hypotenuse des rechtwinkligen
Dreiecks KLC ist (siche Bild 2), gilt

a (a
\/( V) (5) -
Der Punkt K hat also von dem Eckpunkt C

des Wiirfels den Abstand g]/g

Ph9 ®1415 Gegeben:
P.,=20kW=20000W  Gesucht: 5
F=60kp=(60-9,81)N

Sa* a* a

KC= T+§=§ 6.

h=20m
t= 4s
Losung:
Pnuu F-h
=P_" Pnulz=T
_ 2943w p _(60-9,81)N-20m
”_ZOOOOW nutz = 4S
=2943W
7=0,1472

Der Wirkungsgrad der Anlage betrigt
14,72%;.

Ch9 ®1416 Die Reaktionsfolge ergibt sich

nach folgendem Schema:

CaSO4 . 2H10—>SO3—>HzSO4

1"’(};504 -2H,0 :Msto4= 100 :0,96x

Yo 98,08 - 100
172,17-0,96

siure

=59,34t 96%,ige Schwefei-

Ma10/12 w1417 Es sei x eine reelle Zahl,
fiir die die Ungleichung
=9 ‘s | erfillt ist.
x+1 |~
Dann gilt x+ 140, also x = —1.
Ferner gilt

[2x 99|<|x+1] )}
Wir unterscheiden nun die folgenden drei
Fille:

Y

9
x>1
I.Fall.,x=2

Dann gilt 2x—920, also |2x 99|=2x-9.
Ferner gilt x+ 120, also [x+1|=x+1.
In diesem Fall folgt also aus (2)
2x—9=<x+1,
x=<10.

3

‘Daher ist fiir %§x§ 10 die Ungleichung (3)

und damit auch die Ungleichung (1) erfiillt.
2. Fall: —1 <x<§.

Dann gilt 2x—9<0, also | 2x—9|= —2x+9.
Ferner gilt x+1>0, also [x+1|=x+1.
In diesem Fall [olgt also aus (2)
—2x+9=x+1,
Ix< -8

(4)

X2

w| oo

Dabher ist fiir §§x<§ die Ungleichung (4)
und damit die Ungleichuug (1) erfiillt.
3. Fall: x<—1.
Dann gilt 2x—9<0, also | 2x—9|= —2x +9.
Ferner gilt x+1<0, also [x+1|=—-x—1.
In diesem Fall folgt also aus (2)
—2x49=5 -x-=1,

—x=<-10,d. h. x210.
Die Ungleichung (5) und damit die Unglei-
chung (1) ist also in diesem Falle wegen
x < —1 nicht erfiillt.
Zusammenfassung: Die Ungleichung (1) ist

&)

fiir alle reelle Zahlen x mit §§x§10 und
nur fiir diese erfiillt.

Mal0/12 1418 Es sei a die Kantenlidnge

des Wiirfels; dann ist sein Volumen gleich
V,=d%

Jeder der acht abgeschnittenen Teilkirper

stellt eine Pyramide ABCD dar (siehe Bild),

als deren Grundfliche man das rechtwinklige

Dreieck ABC mit den Kathetenlidngen g"nd

g ansehen kann und deren Hohe die Linge g

D
‘SC
A ¢ 8’
3

hat. Das Volumen dieser Pyramide ist gleich
Vz=§§'3'§§=‘1§
Das Volumen des Restkérpers ist also gleich
8-a® 77
_ 3 A
Vo= —Tg3 =51*"
Das Volumen des Restkérpers verhilt sich
daher zu dem Volumen des Wiirfels wie
Vo: V=77 81

Ma10/12 #1419 a) Wegen h=10m,
d,=03m,d,=02m,d=0,25m, nx3,1416
erhilt man

n- 10 2 . no3_ 710
v= 03240302402 mP =T
-0,19 m*~0,4974 m®
y=r '410 -0,.25% m®~0,4909 m?

b) Der Betrag des absoluten Fehlers ist also

gleich | ¥—V’[=0,0065 m*

und der Betrag des prozentualen Fehlers

gleich | V-V’ 0,0065 -
|~V 04974 100%
=1,3%,

Der prozentuale Fehler ist also sehr gering, er

betrédgt nurrd. 19;.

1009 =

c) Es gilt
V— V'=71'—g(d+6)2+(d+5) (d—8)+(d—o)?
nth ,,
_Td

=71[—g(d2+2d6+52+d2—62+d2—2d5
+82-34%),
nh_, .
V- V'=E¢$ . Ferner gilt

V—V'_zh, =h, 1/8\*
LVt s (B

Im Falle a) gilt
6 _005 1
d 02 5°
V—-v'1 1
T=§-ﬁz0,013,
d. s. 1,3% in guter Ubereinstimmung mit
dem Wert unter b), obwohl hier zur Verein-
fachung nicht durch V, sondern durch V*

dividiert wurde.

Ma10/12 1420 Wir bezeichnen mit I das

Iso

Intervall 0<x<g und mit I, das Intervall

(M

Tex<
S<X<m.
2

Nun gilt fiir alle x der Intervalle /, und I,
T(x)= [/(1 —sinx)Z;[/(-l +sinx)?
(x)= ”
[/l —sin?x
] ]/( 1 —cosx)? —y( 1 +cosx)?
]/1 —cos?x
Wegen (1) gilt stets
1 —sinx>0,1+sinx>0, 1 —cosx>0, 1 +cosx
>0, also
1/(_1 —sinx)? =1 —sinx,
J/ (1 +sinx)*=1+sinx usw.
Ferner gilt im Intervall I |/1 —sin%x =cosx,
da cosx>0, und im Intervall I; }/1 —sin’x

= —cosx, da cosx <0.

23



In beiden Intervallen gilt also

}/'1 —sin*x =|.cosx | und ferner
/1 —cos?x =sinx.

Dabher folgt aus (2)
f(x)=(1 —sinx)—(1 + sinx)
| cosx]|
(1 —cosx)—(1 +cosx)
sinx
2sinx - 2cosx
Jx)= | cosx | - sinx
und hieraus wegen sinx#0
cosx

Nun gilt im Intervall I, cosx>0 und |cosx |
>0, also

cosx

[cosx|
dagegen im Intervall I, cosx <0 und | cosx |
>0, also

cosx

[cosx|™
Wegen (3) gilt daher fir alle x im Intervall I,

n
(0<x<§)

f(x)=4
und fur alle x im Intervall I, <Ez<x1r)

f(x)=—4.

1,

Ldsungen zu alpha-heiter

Wie lautet die richtige Antwort?

Maogliche Antwort: ,,Etwas, was ich nicht ver-
loren habe, besitze ich noch; vorausgesetzt,
daB ich es itberhaupt besessen habe!*

Stidtewettkampf

Die Gesamtpunktzahl der Teilnehmer A bis

L ist 2990. Ferier muf die der Teilnehmer

von Stadt S und T durch 3 teilbar sein. Sehen

wir uns die einzelnen Zahlen auf ihre Teil-

barkeit durch 3 an, so stellen wir fest:

a) B, C, D, I sind ohne Rest teilbar
(Restklasse 0)

b) A, F, G, H, K, L haben jeweils den Rest 1
(Restklasse 1)

c) E hat den Rest 2 (Restklasse 5).

Da die Summe von b) ebenfalls ohne Rest

teilbar ist, muB E mit 320 Punkten aus der

Stadt U kommen.

Die Punktezahl der iibrigen Teilnehmer ist

dann 2670, die sich mit 1780 auf S und mit

890 aul T verteilen. Teilnehmer A mit 910

Punkten muB also zur Mannschalt von S

gehoren.

Es bleiben dann noch zu untersuchen

von S 870 Punkte (Restklasse 0),

von T 890 Punkte (Restklasse 2).

1. Annahme: Die 870 Punkte setzen sich nur

aus Teilnehmern mit der Restklasse 0 zusam-

men. Von diesen Punktwerten 480, 426, 408,

36 ergeben nur die drei letzten die Summe

870.
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2. Annahme: Die Untersuchung, ob sich die
Summe 870 auch unter Verwendung von drei
Werten der Restklasse 1 und dann die Summe
890 mit den iibrigen zwei Werten Restklasse |
bilden lassen, ergibt keine Losung.

Es kommen somit die

Teilnehmer A, C, D, I aus Stadt S
Teilnehmer B, F, G, H, K, L aus Stadt T
Teilnehmer E aus Stadt U.

Kryptarithmetik

Silbenritsel

Rotationskdrper, Ebene, Cantor, Hektar, Ein-
stein, Nebenwinkel, Symmetrie, Trapez, Ar-
chimedes, Binom - RECHENSTAB

Welche Figur? Beriihmte Mathematiker
r?
e 1. Michael Stifel; 2. Pythagoras; 3. Gaspard
| + | Monge; 4. Georg Cantor
Verkehrsreich Ldsungen zu ,,Mathematik und Biologie*‘,
202—-122= 80 Al a a) Lippenbliitengewichse,
- - o+ b) Schmetterlingsbliitengewichse
188+ 96=284 18
ool S 2 =—=
14 26=364 424 RQ=3=069
gesucht: € gesucht: x gesucht: x €
) - ¢ p = ¢
159 7
M 5
Q 5 HE
ERL&
A B A w/E B

gesucht: r gesucht :r

Q e

gesucht: r




1967 bis 1975

alpha-Wandzeitungen: 1/75 Jetzt schidgt’s 13/
Rund um die Uhr ® 2/75 Rund um das
Schachbrett (beide J. Lehmann) @3/75 Paten-
schaft in Aktion (Zentralinst. f. Metallur-
gie) ® 4/75 15 Jahre Mathe-LVZ (J. Leh-
mann) ® 5/75 Aufgaben aus Freundesland —
UdSSR (D. Hetsch)

Aufgaben: 5/67 Aufgaben aus Mathematik-
biichern der Estnischen SSR (O. Prinits) ®
6/68 GriBe aus der Demokratischen Repu-
blik Vietnam (H. Tang/Nguyen lam Son) @
6/69, 1/70 Priifungsaufgaben aus Island (G.
O. Gestsson) @ 1/70, 4/70 Priifungsaufgaben
aus Tansania (W. Biichel) ® 3/72 Mathema-
tik und Sport (Th. Scholl) ® 5/74 25 Jahre
RGW (Th. Scholl) ® 6/74 Was braucht man
zum Ldsen einer Aufgabe? (W. Burmeister)
® 6/74 Logik-Aufgaben aus der Ungarischen
VR (Urania) ® 1/75 bis 6/75 Ubung macht
den Meister - Gleichungen, Ungleichungen,
Variable u. a. (J. Lehmann) ® 6/75 Extrem-
wertaufgaben, die jeder 16sen kann (I. Horak/
H. Kastner)

Berichte: 1/67 Internat. Mathematikerkon-
greB 1966 (Moskau) (D. Ziegler) ® 1/71 Die
Mathematik ist schon (R. Peter) ® 1/71
Taugen Midchen fiir die Mathematik? ®
3/72 Mathematikstudent im Forschungsstu-
dium (O. Krotenheerdt) ® 4/72 Technische
Universitit Dresden (R. Sonnemann) © 6/73
Solidaritit in Aktion (DRV) ® 6/73 Aus der
Zentralschule der Pionierorganisation Ernst
Thélmann berichtet (I. Koch) @ 3/74 Mathe-
matik in Erfurt (W. Mogling) © 3/74 Mathe-
matische Schiilergesellschaft der Humboldt-
Universitit zu Berlin (MSG) @ 2/75 Mathe-
matik in der Mokotowska (Ch. Heermann)
Berufe: 3/67 Vermessungsingenieur mit
Hochschulstudium (W. Zill) ® 6/67 Als Di-
plommathematiker in Dubna (G. LaBner) ®

6/67 Als Mathematiklehrer in Tansania (H.
Biichel) ®2/68 Elektronische Datenverarbei-

tung — eine Perspektive ® 3/68 Facharbeiter

fir Datenverarbeitung (Ch. Papendorf) @'

4/68 Mathematisch-technischer Assistent (G.
Paulin) ®5/68 Ingenieur fiir Programmierung
(W. Leupold) ® 6/68 Diplommathematiker
(Rechentechnik und Datenverarbeitung) (J.
Lotzsch/G. Seifert) ® 2/69 Spezialklassen an
mathematischen Fakultiten ® 4/69 Vom
IMO-Teilnehmer zum Doktor-Aspiranten
(H. Ernst) ® 5/69 Hochbauzeichner - ein Be-

ruf fiir Madchen @ 6/69 Diplom-Mathemati-
ker (H. Girlich) ® 1/70 Diplomiehrer fiir
Mathematik (R. Mildner) ® 5/70 Bauinge-
nieur (W. Wittig) ® 6/70 Hochschulingenieur
(G. Burucker) ® 171 Vermessungsfacharbei-
ter und Kartographiefacharbeiter ® 5/72
Studienméglichkeiten an der Hochschule fiir
Architektur und Bauwesen Weimar (D.
Schwaab) ® 1/73 Geophysiker (R. Résler) ®
4/73 Diplomlehrer fiir Physik (M. Wurlitzer)
® 5/74 Aus der Arbeit eines Diplommathe-
matikers (M. Peregudow)

Beweise: 2/67, 3/67 Beweise durch vollstin-
dige Induktion (W. Stoye) ® 1/69 Spieglein,
Spieglein an der Wand (W. Triger) ® 4/69
Mathematikprobleme - selbst gemacht
(Nazla H. A. Khedre) @ 4/71 Ein interessan-
ter geometrischer Beweis (E. Schroder) @ 2/74
Das Prinzip der kleinsten Zahl hillt uns wei-
ter (W. Stoye) ® 3/75 Notwendig und hin-
reichend ist hier zu beweisen (E. Schroder)
® 5/75 Wahr oder falsch — wie kann man das
beweisen? (M. Rehm)

Biographien: 2/67 Gortfr. Wilh. Leibniz als
Mathematiker (W. Purkert) ® 4/67 Leonhard
Euler 1707 bis 1783 (H. Bernhardt) ® 4/67
Gaspard Monge 1746 bis 1818 (E. Schréder)
®5/67 A. J. Chintschin (H. Bernhardt) ®5/67
AusderJugend A. J. Chintschins (A. Artisow/
Muromzewa) @ 4/68 August Ferdinand Mo-
bius 1790 bis 1868 (H. WuBing) ® 1/69 Lew
Danilowitsch Landau (B. Zimmermann) ©
4/69 Evariste Galois (E. Hertel/O. Stamfort)
® 6/69 Michael Stifel (J. Schwart) ® 6/69
Alexander ossiowitsch Gelfond (H. Boll) ® 1/70
Mathematik in der Familie W. /. Lenins (G.
N. Wolkow) ®3/70 Janos Bolyai (1. Reiman)
® 4/70 Auf den Spuren Jakob Steiners (E.
Schroder) ® 5/70 Leninpreistrager Lew Sem-
Jonawitsch Pontrjagin ® 6/70, 2/71, 4/71 Al-
brecht Diirer (E. Schroder) @ 1/71, 4/71 Der
Weg cines Talents — Olga A. Ladyschenskaja
(J. Senkjewitsch) ® 5/71, 1/72, 2/72 Ramanu-
jan - das mathematische Genie Indiens (V.
Lewin) ®6/71 Johannes Kepler (Th. Riedrich)
® 5/72, 6/72, 1/73 Nicolaus Copernicus (H.
WuBling) ®5/73 A. Ljapunow (L. Boll) ®6/73
Uber den Schépfer einer neuen Geometrie/
N. J. Lobatschewski (A. Halameisir/B. A. Ro-
senfeld) ® 1/74 S. Banach/Mathematik im
Schottischen Kaffee (J. Lehmann) ® 6/74

"Blaise Pascal (S. G. Gindikin) ® 3/75 Emmy

Noether (H. WuBing)

Funktionen: 6/70, 2/71, 4/71 Was ist eine
Funktion? (A. N. Kolmogorow) - ® 2/73
Funktionen und ihre graphische Darstellung
(Gelfand/Glagolewa/Schmol) @ 1/74 Einige
Grundziige der klassischen und modernen
Variationsrechnung (R. Klotzler) ® 3/75 Ein
Zaun und ... eine quadratische Funktion
(A. Halameisir) )

Geometrie, darstellend: 6/67 Darstellung von
Punkt und Gerade in zugeordneten Normal-
rissen (E. Schroder) @ 1/68 Abstand zweier
Punkte im Raum (E. Schréder) ® 2/68 Dar-
stellung einer Ebene in zugeordneten Nor-

malrissen (E. Schréder) ® 4/68 Bestimmung
der wahren Gestalt einer ebenen Figur (E.
Schréder) @ 1/70 Auch ein SchluBlicht hat es
in sich (E. Schréder) @ 5/70 Ein kleiner Dreh
fihrt zum Ziel (E. Schréder) @5/72, 6/72 Dar-
stellende Geometrie und Architekturausbil-
dung (E. Kiihn)

Geschichte der Mathematik: 6/68 Der mathe-
matische Wettstreit in der Antike (M. Otto)
® 6/68 Mathematische Manuskripte von Karl
Marx (R. Sperl) ®1/70 Uber die Anfiinge der
Mathematik (H. WuBing) ® 6/69 bis 5/70
Mathematikkalender (W. Heinig/J. Leh-
mann) ® 3/71 Geschichte der Mathematik
der Tschechoslowakei (O. Langer) ®2/73 In
alten Mathematikbiichern geblattert (J. Leh-
mann) ®2/74 Der Euclides Danicus von Mohr
(G. Strommer)

Gleichungen/Ungleichungen:  1/68  Eine
schwierige Hausaufgabe (R. Liiders) ® 6/69
Uber die Funktionsgleichungen mit absolu-
ten Betrigen (W. Triger) @ 4/70 Einige Un-
gleichungen fiir Fakultiten (V. I. Lewin) ®
6,70 Uber Gleichungen mit absoluten Betri-

-gen (W. Triger) @ 2/72 Zwei Beweise einer

Ungleichung von Cauchy (W. Dziadek) @
5/72 Diophantische Gleichungen (H. Men-
zer) ® 1/73 Ungleichungen im Bereich der
nat. Zahlen (J. Lehmann) ©4/73 Ein Verfah-
ren zur Abspaltung linearer und quadrati-
scher Polynome (H. Butzke) ®5/74 Uber Un-
gleichungen (H.-D. Gronau) @ 3/75 Lineare
Systeme und ihre Beschreibung durch Opera-
toren (L. Berg) @ 4/75 Rekursionsformeln als
spezielle Operatorgleichungen (L. Berg)
Graphentheorie: 3/71 Uber die Ramseyschen
Zahlen (J. Sedladek) @ 4/72 Der Graph
(J. L. Churgin) ® 6/72, 1/73, 2/73, 4/73 Aus
der Graphentheorie (W. VoB) .
Kombinatorik: 6/71 Geometrische Kombina-
torik (L. Lovasz/J. Pelikan) ® 6/71, 2/72,
3/72 Welche, wie viele Moglichkeiten gibt
es? (W. Tiirke)

Logik: 2/68 Notwendig oder hinreichend —
das ist hier die Frage (M. Rehm) @ 3/70 Ma-
thematische Logik fiir Anfinger (Leseprobe)
® 5/70 Achtung Kreuzung — Vorfahrt beach-
ten! (W. Trager) ® 5/72, 6/72, 1/73, 2/73
Kleine Worte — GroBe Wirkung (L. Flade) ®
2/75 Notwendig oder hinreichend - das ist
hier die Frage (L. Flade)

Mengenlehre: 1/67 Mit Mengen fangtesan (1)
(W. Walsch/H. Lohse) ® 2/67 Wir operieren
mit Mengen (2) (W. Walsch) @ 3/67 Wir un-
tersuchen Abbildungen (3) (W. Walsch) ®
4/67 Wir losen Aufgaben aus der Mengen-
lehre (W. Walsch) @ 2/69 Zweiermengen und
geordnete Paare (H. Tiede)

Nomographie: 2/70, 3/70, 4/70, 5/70 Nomo-
gramme ersetzen oder kontrollieren unsere
Berechnungen (W. Triger)

Olympiaden — Olympiadeaufgaben: 1/67 VIII.
IMO 1966 (J. Lehmann) ®1/67 Wir 16sen eine
Aufgabe der VIII. IMO (H. Bausch) ® 1/67
bis 6/67 VI. OJM der DDR @ 2/67 Mathe-
matischer Leistungsvergleich Praha-Neu-



brandenburg (J. Lehmann) @ 3/67 Mathe-
matischer  Mannschaftswettbewerb (M.
Maithner/G. Schulze) ®3/67 Mathematischer
Wettbewerb in England ® 4/67 Mathematik-
olympiaden in Bulgarien (S. Bodurow) @ 5/67
Mathematikolympiaden in der UdSSR, All-
unionsolympiade Tbilissi 1967 (J. Petrakow)
® 5/67 Eine vorbildliche Jahresarbeit (R.
Hoéppner) @ 6/67 IX. IMO 1967 (H. Bausch)
® 1/68 18. Mathematischer Jahreswettbe-
werb der USA 1967 @5/68, 6/68 X. IMO 1968
(H. Bausch/W. Burmeister) ®6/68 Allunions-
Fernolympiade (R. Liuders/J. Lehmann) @
3/69 Concursul de matematica (SR Rgmi-
nien) ®5/69, 1/70 XI. IMQ 1969 (H. Bausch/
J. Lehmann) ® 5/69 Fernolympiade Mathe-
matik UdSSR 1968 (G. Ulbricht) ® 2/70
Mathematikolympiaden in der CSSR (0.
Langer/St. Hordk) @ 3/70 Mathematische
Schiilerwettstreite in Ungarn (I. Reiman/M.
Walter) ® 4/70 Mathematische Wettbewerbe
in Schweden 5/70 XII. IMO 1970 (H.
Bausch/J. Lehmann) @ 2/71 10 Jahre Olym-
piade Junger Mathematiker der DDR ©2/71
Mathematikolympiaden in der MVR ®2/71
Osterreichische Mathematikolympiade @
5/71 Concursul de matematica (SR Ruminien)
® 5/71 XI11. IMO 1971 (J. Le'hmann) ® /72
FDGB-Urlauber-Olympiade 1972 (W. Tré-
ger) ©® 3/72 Mathematikolympiaden in der
VR Polen (S. Straszewicz) ® 3/72 Riickblick
auf die XIII. IMO (Red.) ® 3/72 Mathe-
matikolympiade in der Republik Kuba (L. J.
Davidson) @ 5/72 XIV. IMO 1972 (J. Leh-
mann) ® Mathematikolympiaden in den Nie-
derlanden (A. v. Tooren) @ 5/73 XV. IMO
1973 (J. Lehmann) @ 3/74 Mathematikolym-
piaden in der DDR (H. Bausch/W. Engel/H.
Titze) ® 2/74 Aufgaben aus Olympiaden der
SR Ruminien (C. Ottescu) ®5/74 XVI. IMO
1974 (J. Lehmann) ® 5/74 Mathematik-
olympiaden in der DRV (Hoang Chung) ®
6/74 7th Tanzanian Mathematics Contest
(H. Bartel) ® 1/75 Madchen meistern Ma-
thematik (J. Lehmann) @ 5/75 XVII. IMO
1975 (J. Lehmann) @ 5/75 Schwedische Ma-
thematik-Olympiade 1974 (A. Meurman)
Planimetrie: 1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfache-
res als ein Quadrat (H. Wiesemann) @ 5/68
Was ist ein Viereck? (L. Gorke) @ 6/68, 1/69,
3/69, 5/69, 6/72 Mit Zirkel und Zeichendrei-
eck (J. Lehmann) ® 1/69 Spieglein, Spieglein
an der Wand (W. Triger) ® 3/69 Mit Blei-
stift und Lineal (E. Schroder) @ 3/69 Bange
machen gilt nicht! Modell eines geom. Ex-
tremwertproblems (Th. Scholl) ® 5/69 Ube
sinnvoll — iiberall! Anleitung zur Arbeit am
Dreieck (G. Pietzsch) ® 6/69 Kleine geo-
metrische Exkursion (Th. Scholl) ®2/70 Wie
16st man eine Konstruktionsaufgabe? (H.
Titze) ®3/70, 4/70 Ornamente (R. Bittner) ®
2/72 Arbeitsblatt Geometrie (H. Herzog) ®
3/72 Die Ellipse als Normalprojektion des
Kreises (E. Schroder) ® 3/73 Spiegelung am
Kreis (Ch. Meinel) ® 4/73 Eine interessante,
aber schwierige Aufgabe (R. Liiders) ® 3/74

Der goldene Schnitt und die Zahl n (Ch.
Meinel) ® 6/74 Uber das Falten einer Land-
karte (H. F. Lumon) ®1/75 Der Dirichletsche
SchubfachschluB (G. Hesse/Th. Scholl) @
4/75 und 6/75 Gut gedacht ist halb gelost
(M. Walter/E. Quaisser)

Stereometrie: 1/69 FernsehfuBball — reguldre
Polyeder (E. Schroder) @ 2/69 Der Eulersche
Polyedersatz (H. Giinther) ® 5/71, 2/74, 4/74
Durch die Welt der Tetraeder (G. Geise) ®
1/74 Wir bauen eine Unruhe mit regelmaBi-

gen Polyedern (B. Krdotenheerdt) ® 4/74, .

5/74 Stereographische Projektion (E. Schro-
der) @ 2/75 Wir bauen Polyeder (W. Zehrer)
® 4/75 Wir bestimmen den Radius der Erde
(W. Triger) ®5/75 Der Inhalt von Polygon-
flichen (P. R. Kantor/Sh. M. Rabbot)
Unterhaltung: 3/68, 4/68 Wir lsen ein Zah-
lenratsel (Th. Scholl) ® 3/68, 4,68, 5/68 Eine
Knobelgeschichte; 1., 2., 3. Teil (W. Triger)
©3/69 An welchem Wochentag wurde ich ge-
boren? (W. Unze) @ 4/69 Wir stellen ein
Zahlenriatsel auf (W. Triger) @ 1/71 Wir spie-
len mit optimaler Strategie (W. Triger) ©3/71
Wirklichkeit und Tduschung (J. SedliZek) ®
1/72 Kryptarithmetik (J. Lehmann/R. Lii-
ders) @2/72 Ein mathematisches Kreuzwort-
ritsel (Ch. Riehl) 3/72, 3/74 Mathe-Quiz im
Ferienlager (J. Lehmann/W. Triger) @ 3/73
alpha-Spiel-Magazin (J. Lehmann) ® 6/73
Mit Zirkel, Pinsel und Schere (J. Lehmann) ®
3/7S Unterhaltsame Logik (J. Lehmann) @
3/75 Die Rechnung ohne den Wirt machen
(Ch. Pollmer)

Verbindung zur Praxis: 3/67 Schwankt der
Fernsehturm? (W. Zill) ® 3/67 Der Berliner
Fernsehturm (W. Zill) ® 1/69 Messegold fiir
PrizisionsreiBzeuge (A. Hanisch) ® 2/69
Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Sa-
lon Dresden-Zwinger (H. Grotzsch) @ 3/69
Mathematische Modelle aus der DDR (W.
GlaB) ®4/69 Multicurve (E. Schréder) ©4/69
Aus der VAR berichtet ® 6/69 Mathematik
und Musik (Ch. Lange) @ 6/69 Rund um das
Schachbrett (K. Kannenberg) ® 1/69 bis 6/70
Einfiihrung in die Elektronische Datenverar-
beitung (J. Frormann) @ 6/71, 1/72 Wie
schnell fliegt ein Uberschaliflugzeug? (W.
Triger) ® 4/72 Die Rechenmaschine - ein
Souvenir aus der Sowjetunion (A. Merstens)
® 6/72, 2/73 Mathematik im Reich der Téne
(E. Schréder) @2/73 Uber die Bedeutung der
Mathematik fiir den Markscheider (H. Meix-
ner) ® 3/73 Mit Karte und Kompa8 (J. Leh-
mann) ® 4/73 Herstellung eines Rechensta-
bes (A. Ewert) ® 5/73, 6/73 Millionen auf
der Bleistiftspitze (A. Halameisiar) ® 4/73
Mathematik und Physik (E. Mittmann) @
1/74 Mathematik und Chemie (H. Piehler) ®
2/74 Aufgaben fiir Freunde der Friedensfahrt
und des FufBballs (W. Triger) ® 3/74. 4/74
Mathematik in der Gesellschaftsprognostik
(B. Noack) @ 3/74 Wir bestimmen die Koor-
dinaten unseres Heimatortes (Schiilerkollek-
tiv) @ 2/74 Kann man ,,etwas an niemanden
verteilen*?(L. Stammler) ®4/74 Mathematik

und, Chemie (H. Pelka) ® 4/74 Vom Jakob-
stab’ zum Sextanten (J. Lehmann) ® 5/74,
1/75 Vorfahrt beachten! (W. Triger) ® 1/75
bis 6/75 Kleines Mathematik-Sprachlexikon
in russ.. engl., franz. und deutsch (J. Leh-
mann) ® 3/75 und 5/75 VIIL Internat. Phy-
sikolympiade (U. Walta) ®2/75 Mathematik
und Sprachwissenschaft (H. Kiistner) ®4/75
Wie wigt man ein Atom? (H.-D. Jihnig) @
4/75 Spieglein, Spieglein an der Wand. .. -
geometrische Optik (U. Manthei)
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 1/75 -Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und der wissensch.-
techn. Fortschritt (B. Gnedenko) @ 5/75, 6/75
Zufall und Wahrscheinlichkeit (P. Henkel/
G. Schmidt)

Zahlenbereiche: 5/68 Ube sinnvoll — Anlei-
tung zum Rechnen mit gebrochenen Zahlen
(G. Pietzsch) ® 1/72 Uber zwei Operationen
mit Zahlen (K. Tschimow) @ 1/73 Einige
Fragen und Aufgaben ungewohnter Art (G.
Pietzsch) ® 5/73 Primzahlen (A. D. Bendu-
kidse) ® 5/74 Wir arbeiten mit Primfaktor-
zerlegungen (W. Triger) ® 6/75 Uber die
wichtigste Eigenschaft der reellen. Zahlen
(H. Lemke/W. Stoye)

Zahlenfolgen: 6/76 Einige Aufgaben iiber Fol-
gen aus den Schriften des Altertums (A. A.
Kolosow) ©3/68, 4/68, 5/68, 6/68 Elementare
Zahlenfolgen (H. Lohse)

Zahlentheorie: 3/69 bis 2/70 Rechnen mit
Resten (G. Lorenz) ® 5/70 Freitag der 13.
(T. Bailey/G. Hofmann) @ 4/71 Die Teilbar-
keit durch 7 (E. Naumann) @ 2/73, 3/72 Die
Arithmetik der Binominalkoeffizienten (D.
B. Fuchs) @ 3/73 Gitterpunkte (M. Giinther)
@ 4/74 Teilbarkeitsbezichungen (K. Becker)
Zirkel (Arbeitsgemeinschaften): 5/67 Mathe-
matischer Wettbewerb (W. Werner) ® 5/68
Was verbirgt sich hinter: MBZ 87 (G. Horn)
® 3/69 Ein Zirkelnachmittag iiber ,,18. Ma-
them. Jahreswettbewerb der USA*“ (W. Tré-
ger) ® 2/72 Uber eine mathematisch-physi-
kalische Schule in Kiew (L. A. Kaloujnine) ®
4/73, 4/74 Arbeitsplane Mathematik (KI.
7/10) ® 4/72 Uber unsere Arbeit mit der
mathematischen Schiilerzeitschriftalpha (AG
Math. Liibtheen) ® 4/72 Mathematik frei
Haus (Korrespondenzzirkel) (R. Bergmann)
® 5/72 Mathematikern iiber die Schulter ge-
schaut (H. Bode) @ 3/73 Ein Mathematik-
zentrum in Aktion (W. Henker) ® 5/73 Ma-
thematik im Moskauer Pionierpalast auf den:
Leninbergen (V. Trostnikow) .® 1/74 Inhalt
einer Ubung des Mathematikzirkels des Mos-
kauer Palastes der Pioniere und Schiiler (V.
Trostnikow) @ 5/74 K. Bachmann berichtet
aus dem Leben einer AG @ 4/75 Schiiler-
akademie Leipzig

Hinweis:

Aus Platzgriinden veréffentlichen wir in Heft
1/77 die vollstindigen Inhaltsverzeichnisse
der Jahrginge 1975 und 1976; d. Red.
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Einige Aufgaben

mit rationalen Zahlen

In der 7. Klasse haben wir die rationalen
Zahlen kennengelernt. Dadurch wurde es
moglich, daB wir nun uneingeschrinkt sub-
trahieren konnen. Wir haben also einen gro-
Ben Schritt vorwirts gemacht. Erinnern wir
uns: In den unteren Klassen kannten wir nur
die natiirlichen Zahlen. In diesem Bereich
war neben der Subtraktion auch noch die
Division nicht uneingeschriankt ausfihrbar.
Den ersten Schritt zur Beseitigung dieser
Maingel gingen wir in der 6. Klasse. Dort wur-
den die gebrochenen Zahlen eingefiihrt. Von
nun an war also die Division (mit Ausnahme
der Division durch Null) uneingeschrinkt
ausfihrbar. Wir hatten aber immer noch
keinen Zahlenbereich, in dem wir uneinge-
schrankt subtrahieren konnten. Den schulen
wir uns nun in der 7. Klasse mit dem Bereich
der rationalen Zahlen. Wenn wir umlassend
iber die rationalen Zahlen Bescheid wissen
wollen, so konnen wir uns nicht damit zu-
[riedengeben, nur mit ihnen rechnen zu kon-
nen. Wir miissen auch das in der Mathematik
gebriduchliche Verfahren zur Erweiterung
eines Zahlenbereichs beherrschen. Deshalb
beschrianken sich auch die folgenden Aulga-
ben nicht nur auf das Rechnen mit den
neuen Zahlen.

Aufgabe 1

Vervollstindige die olgende Tabelle!

Differenzen aus der gleichen Klasse

gleich an Aulgabe a) klarmachen. Dazu er-
innern wir uns an den im Unterricht be-
handelten Satz:

Fiir Differenzen (a—b) und (c —d) von gebro-
chenen Zahlen, die in einer Klasse liegen, gilt:
a+d=b+c.

Wir geben uns also ein beliebiges ¢ vor und
bestimmen dann unser d. Welche rationale
Zahl ordnen wir nun den jeweils gefundenen
drei Dilferenzen aus einer Klasse zu? Wir
kommen hier sicherlich zum Ziel, wenn wir
in den Differenzen (die ja eigentlich geord-
nete Paare gebrochener Zahlen sind) eine ge-
brochene Zahl 0 werden lassen. In diesem
Zusammenhang erinnern wir uns daran, wie
die Bezeichnung einer rationalen Zahl [est-
gelegt war. Dazu ist an sich jede Differenz
aus der jeweiligen Klasse geeignet. Im Unter-
richt hatten wir dazu die folgenden Definitio-
nen kennengelernt:

® Die rationale Zahl, in der die Differenz
(a—0) vorkommt, wird mit + a bezeichnet.

® Die rationale Zahl, in der die Differenz
(0—a) vorkommt, wird mit —a bezeichnet.

® Die rationale Zahl, in der die Differenz
(0—0) vorkommt, wird mit 0 bezeichnet.

Nun konnen wir die zur Bezeichnung dieser
Klasse von gebrochenen Zahlen verwendete
rationale Zahl angeben.

rationale Zahl

a) (8-12) « - )

(188 —192)

b) « =) (80,6 —25,5)

<) - ) «C =)

d | - (.

Blw

Wir haben die rationalen Zahlen als Klassen
von Differenzen kennengelernt. Die Aulgaben
a) und b) verlangen, zu vorgegebenen Diffe-
renzen noch andere zu suchen, die in der-
selben Klasse liegen, sowie den Namen der
jeweiligen Klasse (die ihr zugeordnete ratio-
nale Zahl) anzugeben. Wie findet man nun
weitere Dilferenzen? Das konnen wir uns

Die Aulfgabe d) verlangt von uns den umge-
kehrten Weg. Welche Diflerenzen lassen sich
z. B. der hier vorgegebenen rationalen Zahl
zuordnen? Die Aulgabe c) gibt uns schlieB-
lich vollig [reie Hand. Hier konnen wir selbst
Differenzen vorgeben, die in derselben Klasse
liegen, und ihnen die entsprechende rationale
Zahl zuordnen (oder umgekehrt). Bei dieser

Aufgabe miissen wir beachten, daB die Dille-
renzen (a—b) und (b—a) voneinander ver-
schieden sind. ’

Noch zwei kleine Zusatzfragen: Wieviel Difle-
renzen gehoren eigentlich zu einer Klasse?
Welche Bedeutung besitzt das Zeichen — in
der hier benutzten Schreibweise (a — b)?

Aufgabe 2

Ordne die folgenden rationalen Zahlen der
GroBe nach!

a) —100; 87; 0; =21, -5; 1
b) —2,748; ;; -28; g; 09; —2749

Die Ordnung rationaler Zahlen haben wir an
der Zahlengeraden erkldrt. Dabei haben wir
auch den Begrifl des absoluten Betrages
einer rationalen Zahl kennengelernt. Die Ord-
nung erkldrten wir so:
Von zwei verschiedenen rationalen Zahlen ist
diejenige kleiner, die auf der Zahlengeraden
weiter links liegt.
Fiir die positiven rationalen Zahlen war das
das alte Ordnungsprinzip der gebrochenen
Zahlen. Fiir die negativen rationalen Zahlen
konnten wir nach dieser Definition den fol-
genden Satz formulieren:
Von zwei verschiedenen negativen rationalen
Zahlen ist diejenige kleiner, die den gréofieren
absoluten Betrag hat.
Die Definition des absoluten Betrages lautete
schlieBlich so:
_ |a, falls a positiv oder gleich 0 ist,

I I_{a, [alls a negativ ist.
Zuriick zu unserer Aufgabe! Die rationalen
Zahlen sollen hier so geordnet werden, dal3
mit der kleinsten begonnen wird. In der Auf-
gabe a) finden wir nur ganze Zahlen, so daB3
uns das Ordnen leichtfallen sollte. Die Aul-
gabe b) erfordert einige Kenntnisse iiber ge-
brochene Zahlen. Was wissen wir noch aus
der 6. Klasse iiber den Vergleich von Dezimal-
briichen bzw. von gemeinen Briichen?

4
Wie kann man z. B. entscheiden, ob 7 groBer

oder kleiner als % ist? Wenn es sich um gleich-

namige Briiche handeln wiirde, dann wire die
Sache einfacher. Wir brauchten dann nur die
Zihler zu vergleichen.

Aufgabe 3

Nenne mindestens sieben rationale Zahlen,
die zwischen —3 und 0,25 liegen'!

Was heiBt in dieser Aufgabe ,mindestens?
Gibt es auch noch mehr Zahlen, die zwischen
den beiden angegebenen Zahlen liegen? Was
wissen wir diesbeziiglich von den rationalen
Zahlen? Erinnern wir uns daran, was es be-
deutet, wenn wir im Unterricht lernten, daB
die rationalen Zahlen iiberall dicht liegen!
Eine weitere Frage:

K&nnen in unserer Antwort nur ganze Zahlen
enthalten sein?

Vielleicht versuchen wir einmal, nachdem
wir sieben rationale Zahlen angegeben haben,

25



die diese Bedingung erfiillen, davon zwei be-
nachbarte auszuwéhlen und wieder Zahlen
zu suchen, die zwischen diesen (nun noch
ndher beieinanderliegenden) rationalen Zah-
len liegen. Wem gelingt das?

Aufgabe 4

Ermittle alle Zahlen, fiir die gilt:
a) |al= 85

b) |a| = -2

o —lal= 7

d)—|a]=~05

Manche Schiiler haben Angst vor dem absolu-
ten Betrag. In Aufgabe 2 haben wir uns schon
iiberlegt, wie er definiert war. In der Defini-
tion wurden zwei Fille unterschieden. Wes-
halb eigentlich? Was ist der absolute Betrag
einer rationalen Zahl stets fiir eine Zahl?
Wenn wir das wissen, dann konnen wir die
Aufgaben a) und b) sofort 16sen. Bei Aufgabe
¢) miissen wir uns dariiber klar werden, was
das Zeichen ,,—“ vor dem Absolutstrich be-
deutet. (Das ist wichtig, weil ja bei der Einfiih-
rung dieser neuen Zahlen dieses Zeichen in
verschiedenen Bedeutungen vorkommt. Eine
davon — ndmlich die als Trennzeichen — haben
wir bereits bei der Schreibweise der Differen-
zen kennengelernt. Weitere sind z. B.: Vor-
zeichen, Operationszeichen, Zeichen fiir ent-
gegengesetzte Zahl.) Das hat dann auch Aus-
wirkungen auf die rechte Seite der Gleichung.
In Aufgabe d) steht dieses Zeichen — sogar
zweimal. Nun haben wir uns jede Aufgabe
einzeln iiberlegt und gesehen, daB die Angst
ganz unbegriindet ist. Bevor wir die einzelnen
Losungen hinschreiben, soliten wir uns noch
iiberlegen, ob wir in jeder Aufgabe iiberhaupt
zwei Zahlen fir g finden k&nnen.

Aufgabe 5

Berechne!
a)|7,4|—|—12,9|+|2|=

2. a5 4l
b) —[ 25 +19.3~43]

o) | —12]:]0,04]
Nachdem wir Aufgabe 4 gelost haben, kdnnen
wir uns mit unseren aufgelrischten Kennt-
nissen lber den absoluten Betrag auch an
Aulgabe 5 wagen. Hier werden wir ebenfalls
wieder Kenntnisse aus der 6. Klasse ben6ti-
gen (Rechnen mit gebrochenen Zahlen).

Bei den Aufgaben a) und b) sollten wir daran
denken, daB wir hier mit absoluten Betrigen
rechnen miissen. Wir werden sie also erst ein-
mal bestimmen und dann erst das Ergebnis
der Aufgaben ausrechnen. In Aufgabe b) steht
zwischen den Absolutstrichen eine Aufgabe
aus der 6. Klasse. Wir miissen hier mit ge-
brochenen Zahlen rechnen. In welcher Dar-
stellungsweise der gebrochenen Zahlen wol-
len wir das tun? Wenn wir damit fertig sind,
haben wir noch zwei Dinge zu beachten. Erst
dann haben wir die Losung dieser Aufgabe.

I

26

Aufgabe 6

Gib in den folgenden Ketten von Ungleichun-
gen fiir die Variablen jeweils eine rationale
Zahl so an, daB die Ungleichungen dadurch
erflillt werden!
a) —8<x<—-75<y

x= y=

b]z< <—6<s<t<—l
8~ 78 2

r= s= t

In der Aufgabe 2 hatten wir es schon einmal
mit solchen Ketten von Ungleichungen zu
tun. Dort waren alle Zahlen gegeben, hier
fehlen einige. Sie miissen also bestimmt wer-
den. Wenn wir uns an die Losungshinweise
zu den Aufgaben 2 und 3 und daran erin-
nern, was wir uns dazu iiberlegt hatten, wird
uns die Losung hier sicherlich nicht schwer-
fallen. Bei Aufgabe b) sollen s und r zwischen
den beiden angegebenen Zahlen liegen. Fiir s
und ¢ ist dann noch als weitere Bedingung zu
beachten, daB s < sein soll.

Aufgabe 7

Skizziere aul der Zahlengeraden die Lage
aller der Zahlen z, fiir die gilt: [ z]|<3

Gib fiir die wahren Aussagen zwei Beispiele
an! Nenne bei den falschen Aussagen ein
Gegenbeispiel!

a) Fiir alle a, b gilt:

Wenn a<b, dann ist —a> —b

b) Fiir alle ¢, 4 gilt:

Wenn ¢ <d, dann ist —c< —d

c) Fiir alle e, f gilt:

Wenn —e<f, dann ist —f>e

Fiir g, b, ¢, d, ¢ und f konnen wir uns hier
jeweils rationale Zahlen eingesetzt denken.
Es handelt sich also um Variable fiir rationale
Zahlen. Was bedeuten nun die beiden Worter
fir alle?

Wann ist eine Aussage wahr, wann falsch?
Wie konnten wir das formulieren? Die ge-
forderten Beispiele lassen sich sicherlich leicht
finden. Wenn eine Aussage nun aber falsch ist,
was heiBt es dann, ein Gegenbeispiel anzu-
geben? Mit dem Angeben von zwei Beispielen
bzw. einem Gegenbeispiel haben wir hier na-
tiirlich nichts bewiesen.

Aufgabe 9

Es seien folgende rationale Zahlen gegeben:

1 1

2
12;0; _856’8’ —SSE,§,OI, —28; 19§

a) Welche dieser Zahlen ist die kleinste?

1 1 1 1 1 1 1 1 1 L | ! [ | I
T 1 ) 1 I T T 1 T T T ¥ T L} T I
-7 -6 -5 -4 -3 -2 —1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8

Auf dem Stiick der Zahlengeraden, das hier
gezeichnet wurde, sind nur die ganzen Zahlen
markiert. Unsere Aufgabe lautet, alle Zahlen z
mit der genannten Bedingung zu skizzieren.
Dazu sollten wir uns diese Bedingung zu-
néchst einmal genau ansehen.

Was bedeutet das Kleinergleichzeichen? Wel-
che Zahlen lassen sich fir z einsetzen, damit
diese Bedingung erfiillt ist? Wo liegen diese
Zahlen auf der Zahlengeraden?

Aufgabe 8

Welche der folgenden Aussagen werden beim
Einsetzen von rationalen Zahlen fiir die je-
weiligen Variablen wahr, welche falsch?

b) Welche dieser Zahlen ist die grofte?

c) Welche dieser Zahlen hat den kleinsten
Absolutbetrag?

d) Welche dieser Zahlen hat den groBten Ab-
solutbetrag?

e) Welche ist die groBte ganze Zahl, die klei-
ner als alle gegebenen Zahlen ist?

[) Welche ist die kieinste ganze Zahi, die
groBer als alle gegebenen Zahlen ist?

Die sechs Fragen zu dieser Aufgabe sollten

wir ganz genau lesen. Die Antworten auf die

Fragen a) bis d) sind sicherlich einfach.

Wir haben inzwischen ja wieder mit dem

Ordnen und mit den absoluten Betrdgen

rationaler Zahlen Erfahrungen gesammelt.

Die gilt es hier anzuwenden. Bei den Fragen

Bereich a b a+b a—b a'b a:b >
R 32 -1
R -17 0
N 60 160
1 3
R* -
) %
54
R* 6 i
9
R 5 I 0,375
-3 ,




e) und [) sollten wir uns erst einmal ganz
genau klarmachen, wonach gefragt ist. Die
gesuchten Zahlen miissen hier zwei Bedin-
gungen erfiillen. Welche sind das? Wenn wir
das erkannt haben, dann haben wir die je-
weilige Zahl auch bereits gefunden.

Aufgabe 10

Berechne a+b,a—b,a-bund a : b, indem du
anstelle von @ und b die folgenden Zahlen aus
den jeweils angegebenen Bereichen einsetzt!
Wenn eine Aufgabe nicht 10sbar sein sollte,
so schreibe in das entsprechende Feld ,,n. 1.*!
Endlich kommen wir zum Rechnen mit ratio-
nalen Zahlen! Aber Vorsicht: Hier soll ja auch
in anderen Zahlenbereichen gerechnet wer-
den. Wir sollten uns am Anfang noch einmal
tiberlegen, was wir iiber die uneingeschriankte
bzw. iiber die eingeschrankte Ausfiihrbarkeit
der Rechenoperationen in den einzelnen Zah-
lenbereichen wissen. Wenn wir uns dann die
jeweils gegebenen Zahlen ansehen, dann kon-
nen wir bestimmt schon in einige Felder
schreiben, daB diese dort gestellte Aufgabe
nicht l6sbar ist.

Wieviel Aufgaben bleiben dann noch von den
24 Aufgaben iibrig? Wir brauchen also erst
gar nicht jede Aufgabe in Angriff zu neh-
men, nachdem wir wissen, welche herausfallen
miissen. In welcher Spalte werden wohl die
meisten ,,n. 1.“ stehen? Bei den Aufgaben, die
im Bereich der rationalen Zahlen zu l6sen
sind, gibt es auch noch eine kleine FuBangel.
Wer findet sie?

Aufgabe 11

Berechne!

a)53—12,7—x+23=—85 x=

b)3g—20—ﬂ+x=0 x=
5 5

c) —3,7+41,9+x—-79,1=100 x=

d)—7-(—1)-(—g)~3§=x x=

o —3,6-(—20)- 12’5=x
17,5-(-1)-0,72
Hier miissen wir uns noch einmal alle Regeln
fiir das Rechnen mit gebrochenen Zahlen und
mit rationalen Zahlen ins Gedéchtnis rufen.
Wir werden sie brauchen. Bei den Aufgaben
a) bis c) steht x mitten drin. Diese Aufgaben
lassen sich auch ohne Kenntnisse aus der
Gleichungslehre 16sen, d. h. also auch von
Schiilern der 7. Klasse, die die rationalen

Zahlen gerade behandeln.

Wir kénnen hier doch einige Zahlen zusam-
menfassen. Auf welche Struktur lassen sich
dann diese Aufgaben zuriickfiihren? Wie er-
mittelt man in Aufgaben der Form y+x=»b
die zu bestimmende Variable x?

In den Aufgaben d) und e) gibt es einige
Rechenvorteile. Wer entdeckt sie ? Sie schridn-
ken den Rechenaufwand etwas ein.

H. Seibt

Ubung
macht den Meister

Arbeit mit Gleichungen
mit zwei Variablen

e) Die Graphen der Funktionen f; und f
schneiden sich in den Punkten P; und P,.
Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte
an!

1971
Gegeben ist eine Funktion mit der Gleichung
y=%x; (x reell).
a) Berechnen Sie fir diese Funktion die zu
den angegebenen x-Werten gehorenden y-
Werte!

x | —4 |

+1 | +3

Aus AbschluBpriifungen der Oberschulen
der DDR (KI. 10)

4

1975

Gegeben sind die linearen Funktionen mit
den Gleichungen

I y=3x-2
I1 x+y=4

a) Stellen Sie die beiden Funktionen in ein
und demselben rechtwinkligen Koordinaten-
system graphisch dar, und geben Sie die Ko-
ordinaten des Schnittpunktes ihrer Graphen
an! -

b) Betrachten Sie die beiden gegebenen Glei-
chungen als Gleichungssysteme, und 16sen Sie
es rechnerisch!

(xeP).

1974

Durch die Gleichung y=3x — 1 ist eine Funk-
tion gegeben, ihr Graph ist eine Gerade g.
Geben Sie die Gleichung einer anderen Funk-
tion an, deren Graph parallel zu der Gera-
den g verlauft!

1973

a) Zeichnen Sie die Punkte 4 (—4; 1) und B
(0; 3) in ein rechtwinkliges Keordinaten-
system!

b) Zeichnen Sie durch diese beiden Punkte
die Gerade g! Geben Sie die Gleichung der
durch g dargestellten Funktion an!

c) Spiegeln Sie die Gerade g an der Abszissen-
achse, und bezeichnen Sie das Spiegelbild mit
g'!

d) Berechnen Sie den spitzen Winkel, den die
beiden Geraden g’ und g einschlieBen!

1972

"Gegeben sind zwei Funktionen f; und f, mit

den Gleichungen

I filx)=y=2x+1,

I folx)=y=x2+2x—3 | mit xeP.

a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f|
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem!
b) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion f; !

c) Der Graph der Funktion f; ist eine Pa-
rabel.

Berechnen Sie die Koordinaten des Scheitels,
und zeichnen Sie die Parabel in das bei Teil a)
verwendete Koordinatensystem!

d) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion f5!

y
(Ubertragen Sie diese Tabelle auf Thr Arbeits-

blatt!)

b) Zeichnen Sie den Graph g, dieser Funktion
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem!
c) Zeichnen Sie die Gerade g,, die parallel zu
g, verlduft und durch den Punkt P, (0; —3)
geht! Geben Sie die Gleichung der durch g,
dargestellten Funktion an!

d) Spiegeln Sie die Gerade g, an der y-Achse,
und zeichnen Sie das Spiegelbild!

1970
Gegeben sind zwei Funktionen mit den Glei-
chungen

y=2x
und y=-—x+46 (o reell).
a) Die Graphen dieser Funktionen sind Ge-
raden. Zeichnen Sie die zwei Geraden in ein
rechtwinkliges Koordinatensystem !
(Koordinateneinheit: 1 cm)
b) Die beiden Geraden schneiden die x-Achse
in den Punkten P und Q. Geben Sie die Ko-
ordinaten der Punkte P und Q an!
¢) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnitt-
punktes S der beiden Geraden!
d) Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Drei-
ecks PQS (in Quadratzentimetern)!

1969
Ubertragen Sie die Abbildung aul Millimeter-
papier!

I
y 9
R|
Hof
+1
-1 |n X
-14

a) Geben Sie die Gleichung der linearen Funk-
tion an, die in der Abbildung durch die Ge-
rade g graphisch dargestellt ist!

b) Zeichnen Sie durch den Punkt P (0; 5) die
Parallele zur x-Achse! Diese Parallele schnei-
det die Gerade g im Punkt T.

¢) Geben Sie die Koordinaten des Punktes T
an!

d) Beweisen Sie, daB die Dreiecke MRS und
RTP dhnlich sind!
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Abu Raihan Biruni
(943 bis 1048)

Portrit eines Wissenschaftlers

Ich habe das getan, was jeder auf seinem Fach-
gebiet tun muf — mit Hochachtung die Be-
miihungen der Vorgdnger in sich aufnehmen
und ohne Befangenheit ihre Fehler korrigieren.

(Biruni — ,,Mas’ud-K anon*)

Ein Plenum der sowjetischen Gesellschalt
der Wissenschaftshistoriker war im Jahre
1973 zwei Jubilden gewidmet: dem 500. Ge-
burtstag Nikolaus Kopernikus' und dem fast
gleichzeitigen 1000. Geburtstag von Abu Rai-
han Biruni. )

In der Usbekischen und der Tadshikischen
Sozialistischen Sowjetrepublik, im Iran und
in Afghanistan, in Syrien und Indien ~ iiberall,
wo Biruni lebte und arbeitete, zdhlt man ihn
zu den hervorragenden Vertretern der Ge-
schichte des Landes. Orientalisten nennen die
erste Hilfte des 11. Jahrhunderts ,,Epoche des
Biruni“.

Seine Lebenszeit im Ubergang vom ersten
zum zweiten Jahrtausend - Ende des 10. und
Anfang des 11. Jahrhunderts — fdllt in die
Periode des Aufblithens der Volker Mittel-
asiens, in die sogenannte ,Ustliche Renais-
sance”. Die schnelle Entwicklung des Bau-
wesens und der Bautechnik verlangte Kennt-
nisse der Mathematik und vor allem der Geo-
metrie. Die Hauptwand mit den Nischen
in moslemischen Tempeln - den Moscheen —
muB, so verlangt es der Islam, in Richtung
Mekka stehen. Die Ausrichtung der Mo-
scheen und die Entwicklung der Handels-
beziehungen, d. h. die Land- und Seereisen,
verlangten Kenntnisse der Astronomie. Zu
Recht gilt Abu Raihan Biruni als einer der
bedeutenden Mathematiker und Astronomen
der Ustlichen Renaissance.

Biruni wurde am 4. September 973 in Kjat,
der alten Hauptstadt von Choresm, geboren.
(Die ehem. Stadt Kjat befindet sich aul dem
Territorium der Usbekischen SSR. Sie heif3t
jetzt Biruni-Stadt.) Sein Lehrer und Erzieher
war der in jener Zeit bekannte Mathematiker
und Astronom Abu Mansur ibn Irak, ein Ver-
wandter des Schah von Choresm. Schon mit
17 Jahren begann Biruni astronomische Be-
obachtungen durchzulithren und fiinf Jahre
spiter konstruierte er selbstindig astronomi-
sche Gerite, bestimmte und prézisierte die
Koordinaten von 600 geographischen Punk-
ten, baute einen Globus mit einem Durch-
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messer von 5 m, auf welchem er alle in jener
Zeit bekannten Stiddte, Meere und Berge mar-
kierte. In dieser Periode schrieb er eine wich-
tige Abhandlung iiber Kartoéraphie, wo erst-
mals die Projektion der Halbkugel auf eine
Ebene vorgeschlagen wurde. Diese Projektion
wird auch heute von Kartographen fiir die
Darstellung der Erdhalbkugel angewandt.
In den nachfolgenden Jahren lebte Biruni in
einer kleinen Stadt, die heute zu Teheran ge-
hért, in Gorgan (Iran), in der neuen Haupt-
stadt des Choresmreiches — Urgentsch, in
Ghazna (Afghanistan); er reiste nach Indien,
wo er Sanskrit lernte und fiir die indischen
Gelehrten die Werke Euklids, Ptolemius’ aber
auch einige seiner eigenen Arbeiten in Sans-
krit iibersetzte. Nach der Riickkehr aus Indien
verfalte Biruni das hervorragende Werk ,,In-
dien®, in dem er die Geographie des Landes,
seine Gebriuche, Geschichte, Religionen und
hauptsichlich seine Wissenschaften, vor allem
die Erfolge indischer Wissenschaftler auf dem
Gebiet der Mathematik und Astronomie be-
schreibt.

Im August des Jahres 1027 beendete Biruni
eine groBere Abhandlung Zur Berechnung
von Sehnen im Kreis, welche viele Aufgaben
und Sétze aus der Geometrie und der Trigo-
nometrie enthilt, aber auch wertvolle Fakten
zur Geschichte der Mathematik und Astrono-
mie im Orient. Einen interessanten Lehrsatz
aus diesem Buch findet der Leser am Ende
dieses Artikels.

Im Jahre 1037 wurde die wichtigste Arbeit
von Biruni, der Mas’ud Kanon - eine echte
Enzyklopidie der Astronomie, der Mathema-
tik und aller mit ihnen verbundenen Wissen-
schaften — beendet. Im ersten Buch wird das
Weltbild (das Ptoleméische System) darge-
legt, im zweiten Buch — die Kalendersysteme
und Fragen der Chronologie. Das dritte Buch
ist der Trigonometrie und der Geometrie
gewidmet. Hier findet man eine Anzahl
verschiedener Formeln, darunter die fir
sin(a + f) und cos(a+ f), fiir Funktionen mit
doppeltem und halbem Winkel, es wird die
Aufgabe zur Berechnung von sin 1° gelost
u. a. m. Indem Biruni den Umfang eines regel-
miBigen 180-Ecks zur ndherungsweisen Be-
rechnung der Lénge des Kreisumfangs ver-
wendete, erhalt er den ziemlich genauen Wert
von 3,141 fur die Zahl n. Im Buch werden

einige Losungen der Aulgabe zur Dreiteilung
des Winkels mit Hilfe eines Zirkels und eines
Lineals beschrieben, es werden kubische
Gleichungen gegeben, auf das zwei markierte
Punkte enthilt, die die Losung dieser antiken
Aufgabe fiihrt. (Allgemein ist diese Aufgabe
nicht 10sbar.)

Durch Anwendung von Nidherungsmethoden
berechnete Biruni die Linge der Seite eines
einem Kreis einbeschriebenen regelmiBigen
9-Ecks, d.h., er bestimmte die Sehnenldnge
fir einen Winkel von 40°. Indem er die
durchgefiihrten Schiiisse verallgemeinerte,
konnte Biruni ein allgemeingiiltiges Nihe-
rungsverfahren zur Losung solcher Aufgaben
vorschlagen, welches seinem Wesen nach das
heutige Iterationsverfahren (ein Verfahren
aufeinanderfolgender Néherungen) vorweg-
nahm.

Wie alle Mathematiker des Mittelalters, be-
nutzte Biruni das Sexagesimalsystem. Er
stellte eine Tabelle der Sinuswerte (mit einer
Schrittweite von 15’) und der Tangenswerte-
(mit einer Schrittweite von 1°) von jeweils vier
Sexagesimalstellen auf und verwies auch aul
die Regeln zur linearen und quadratischen
Interpolation. In dem bereits genannten drit-
ten Buch beweist Biruni solche fiir die Astro-
nomie und Geodisie wichtigen Sitze, wie
den ebenen und den sphirischen Sinussatz,
den sphirischen Tangenssatz und erweitert
gleichzeitig den Zahlbegriff.

Bis zu Biruni wurden als Zahlen nur die na-
tiirlichen Zahlen bezeichnet, evtl. noch die
Briiche, die man als Zahlteile dieser oder jener
Einheit auffaBte; Verhiltnisse wurden nur als
Verhiltnisse zweier natiirlicher Zahlen be-
trachtet. Durch Einfiihrung von MaBzahlen
in der Geometrie erweiterte Biruni den Zahl-
begrill, [ihrte irrationale Verhiltnisse ein und
veranderte nach seinen eigenen Worten die
Lehre von den Zahlen vom Speziellen zum
Allgemeinen. Unter Verwendung der heutigen
Terminologie konnte man sagen, daB Biruni
bis zur Menge der positiven reellen Zahlen
vorgestoBen ist.

Das vierte Buch des Mas'ud-Kanon ist der
Astronomie der Sphiren gewidmet, das fiinfte
Buch der Geodisie und der Geographie.
Das sechste, siebente und achte Buch be-
schreiben die Bewegung der Sonne, des Mon-
des und die Sonnen- bzw. Mondfinsternisse.
Im neunten Buch wird ein Katalog von
1029 helien Sternen gegeben, das zehnte Buch
berichtet iiber die Planetenbewegungen. Das
letzte, elfte Buch ist der Astrologie und den
Kenntnissen gewidmet, die fur das Wahr-
sagen notwendig sind.

An seinem Lebensende verfaBte Biruni noch
zwei wichtige Arbeiten: Mineralogie — eine
Sammlung von Fakten iiber das Erkennen
von Edelsteinen — und Pharmakologie — ein
Buch iiber Arzneimittel (welches Biruni nicht
vollenden konnte).

Abu Raihan Biruni starb am 11. 12. 1048 in
Ghazna. ,Zum Leben geniigte thm das Aller-



notwendigste*, schrieb einer seiner Zeitgenos-
sen im Jahre 1055. , Biruni war materiellen
Reichtiimern gegeniiber gleichgiiltig und ach-
tete die alltdglichen Dinge gering, er gab sich
vollkommen dem Wissenserwerb hin, war
stindig liber die Biicher gebeugt, die er zu-
sammenstellte. Seine Hand legte nie die Feder
weg, seine Augen beobachteten stindig, und
sein Herz war aul das Nachdenken ge-
richtet...*

Schon in seiner Jugend zeigte Biruni Neigung
zum Wissenserwerb. ,,Als in unsere Gegend
ein Fremder kam“, schrieb Biruni spiter,
,brachte ich ihm Getreide, Pflanzen, Friichte
und anderes, erfragte, wie dies in seiner
Sprache heiBe und schrieb es auf.* (Damit ist
hier ein Auswanderer aus Byzanz gemeint.)
Im Buch Indien schrieb Biruni iiber seine Be-
ziehungen zu indischen Gelehrten: ,,Zuerst
nahm ich unter den indischen Astronomen
die Stellung des Schiilers zum Lehrer ein, da
ich noch nicht ausreichend mit ihren Ergeb-
nissen und Methoden vertraut war. Als ich im
Bekanntmachen mit ihnen ein wenig voran-
kam, ihnen ursichliche Beziehungen zu er-
kldren begann, einige logische Beweise de-
monstrierte und richtige Methoden der ma-
thematischen Wissenschalt zeigte, kamen sie
in groBer Zahl zu mir mit dem Bestreben,
niitzliche Kenntnisse zu erwerben.”

Eines der wichtigsten Ergebnisse der Arbeit
Birunis war die Bestimmung des Erdradius
durch eine sehr einfache und scharlsinnige
Methode. Wenn von einem Berggipfel G der
am weitesten entfernte Punkt E unter dem
Winkel a zur Horizontalen zu sehen ist, so
kann man bei Kenntnis der Hohe MG des
Berges das Dreieck EGO berechnen (Bild 1).

Nachdem Biruni vom Gipfel eines hohen Ber- -

ges inmitten einer gleichformigen Ebene in
Indien entsprechende Messungen vorgenom-
men hatte, fand er, daB ein Léingenkreis
(Meridian) (gemessen im heutigen MafBsy-
stem) 40392,8 km lang ist, was der Abwei-
tung am Aquator von 112,2km entspricht.
Zum Vergleich wollen wir erwdhnen, daB
nach heutigen Angaben ein Meridian
40008,55 km lang ist und die Abweitung am
Aquator mit 111,13 km angegeben wird. Wie
man sieht, waren Birunis Berechnungen iiber-
aus genau (und das vor 1000 lahren!).

Bild 1: Schema zum Messcn des Erdradius
nach Biruni.
OE R

,0?6 = R*;—-I_—I =CO0S 7.

In der Abhandlung,,Das spezilische Gewicht”
beschreibt Biruni ein von ihm entwickeltes
Geridt zur Bestimmung des spezilischen Ge-
wichts. Erstmalig in der Geschichte der Phy-
sik berechnete Biruni hinreichend genau spe-
zifische Gewichte vieler Metalle, Minerale
und Fliissigkeiten. Hier einige der von Biruni
erhaltenen Resultate und zum Vergleich die
genaueren heutigen Werte:

Abu Raihan Biruni war einer der groBten
Astronomen und bedeutendsten Mathema-
tiker des mittelalterlichen Ostens. Aber er
war nicht nur Astronom und Mathematiker:
seine Arbeiten aul dem Gebiet der Physik und
Geographie, zur Geschichte und zur Chrono-
logie, zur Mineralogie und Pharmakologie,
seine philosophischen Auseinandersetzungen
mit Abn Sina sind ein unschétzbarer Beitrag
fur alle diese Wissenschaften. Biruni kannte
hervorragend die Logik des Aristoteles, er

‘beherrschte mehrere Sprachen einschlieBlich

Arabisch, Persisch und Sanskrit, er war ein
Kenner der arabischen Poesie. Er wubBte
sehr viel und lernte sein ganzes Leben lang,
strebte danach, mehr und mehr zu erfahren.

&
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Die Besonderheit der wissenschaltlichen Me-
thode Birunis besteht in der Verbindung
sorgliltiger Beobachlungen mit einer tiel-
grindigen Analyse. Biruni war cin hervorra-
gender Experimentator; ausgehend von Be-
obachtungen und von Fakten, die er aus

Experimenten erhielt, war er bemiiht, das
Tatsachenmaterial kritisch zu durchdenken
und zu vergleichen, einen logischen, ja wenn
moglich, einen mathematischen Beweis seiner
Behauptungen zu geben. Uberall, wo er
konnte, verglich Biruni die Besonderheiten
und Errungenschalten der verschiedenen Val-
ker; er wird zu Recht als einer der Begriinder
der historisch-vergleichenden ‘Methode be-
zeichnet.

Jede Epoche bringt ihre Titanen hervor. Die
vielseitigsten Gelehrten der antiken Welt wa-
ren Demokrit und Aristoteles, der Ustlichen
Renaissance — Biruni und Ibn Sina, der Euro-
paischen Renaissance — Leonardo da Vinci und
René Descartes.

...Es sind 1000 Jahre vergangen. In unseren
Tagen ist die ganze Menschheit vom Leben
und Wirken Birunis angetan. Seine Arbeiten
wurden in russischer und usbekischer, in
tadshikischer, in persischer, in arabischer und
in vielen européischen Sprachen herausgege-
ben. Das Jubildum des 1000. Geburtstages
von Biruni beging man in Mittelasien, wo er
geboren wurde und aufwuchs, im Iran und
Afghanistan, wo er wirkte, in arabischen
Léndern, in deren Sprache Biruni seine Ar-
beiten verdllentlichte, in Indien, das er mit
der Kultur der arabischen Linder bekannt
gemacht hat. Das Jubildum des Geburtstages
von Abu Raihan Biruni war ein Festtag fir
die gesamte progressive Menschheit.

Versuche, den folgenden Lehrsatz aus Birunis
Buch ,,Zur Berechnung von Sehnen im Kreis™
zu beweisen:

Bild 2: Eine Aufgabe von Biruni.
Es ist bekannt, daB CD=DA, DE L AB.
Es ist zu beweisen, dal AE=EB+ BC.

Wenn vom Punkt B eines Kreises (siche
Bild 2) zwei Sehnen BA und BC gezeichnet
werden und vom Punkt D, dem Mittelpunkt
des Kreisbogens AC, das Lot DE aul dic
groflere Sehne AB gelillt wird. dann teilt der
Punkt E den Polygonzug ABC in zwei gleiche
Teile,d.h., AE=EB+BC.
A.J. Halameisdr;
B. A. Rosenfeld
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 20. Juni 1976

EGAL,WAS DU
SAGST...ICH waRr

ZUERST HIER!

1243}

Ma5 ®1497 In dem nachfolgenden Schema
sind die Sternchen so durch Grundziffern zu
ersetzen, daB man eine richtig geldste Multi-
plikationsaufgabe erhilt:

*t4 .k l
2*%4
¥3* Andrea Stddtke,
Sk Leninoberschule Wolgast

Ma5 ®1498 Franks Vater besitzt ein Kraft-
fahrzeug vom Typ Trabant, das eine vier-
stellige Autonummer hat. Die vierte Zifler ist
gleich dem Dreifachen der zweiten Zifler. Die
dritte Ziffer ist um 2 kleiner als die erste
Ziller. Die erste Ziffer ist um 3 kleiner als die
vierte Ziffer. Die Quersumme der Autonum-
mer betragt 22.
Wie lautet diese Autonummer?

AG Junge Mathematiker, 5. OS Zittau

Ma5 #1499 Ein Neuerer sagte nach der
Realisierung eines Verbesserungsvorschlages
zu seinem Arbeitskollegen: ,,Wenn ich zur
Hiilfte der Arbeitszeit, die ich bisher zur Her-
stellung dieses Werkstiickes bendtigte, noch
15 Minuten addiere, so ergibt das 3 Stunden
und 45 Minuten.” Welche Zeit ben6tigte die-
ser Neuerer bisher zur Anfertigung des Werk-
stiickes? Lehrer Dieter Knape, Jessen

Ma5 #1500 Frank und Uwe wollen in den
Ferien mit dem Fahrrad an einen etwas ent-
legenen See zum Baden fahren. Sie haben
zwei Moglichkeiten, an den See zu gelangen.
Frank meint, daB sie auf der 15,8 km langen
Talfahrt schneller ans Ziel kommen. Auf die-
sem Streckenabschnitt konnen sie eine mitt-

lere Geschwindigkeit von 301% erreichen,

wobei zu beachten ist, daB sie einen nicht
belahrbaren Weg von 900 m Linge zu Full
gehen miissen und dafir 10 min bendtigen.
Uwe meint, daB sie fur die 15,5km lange

Fahrt durch das hiigelige Geldnde weniger
Zeit benétigen. Dabei konnen sie eine mittlere

Geschwindigkeit von 24 EhE fahren, Entschei-

de, wer von beiden recht hat!
Schiiler Marko Hanke, K arl-Marx-Stadt

Ma$5 #1501 Die Schiiler einer Oberschule
hattenim letzten Vierteljahr insgesamt 240kg
Altmetall der Erfassungsstelle zugefiihrt. Der
vierte Teil davon war Blei, der achte Teil
Kupfer, der sechste Teil Zink und der Rest
war Messing. Wieviel Kilogramm Blei, Kup-
fer, Zink und Messing wurden von diesen

Schiilern gesammelt?
Schiiler Frank Oswald, Radeberyg,
Erich-Weinert-OS

Ma5 81502 Von einer Altstoflsammelstelle
wurden 60 Kisten mit je 42 Glasern und
10 Kisten weniger mit je 49 Glésern abge-
holt. Auf dem Transport ging der siebzigste
Teil der Glaser entzwei. Wie viele Glaser
konnten der Glasindustrie nur als Bruchglas
zugefiihrt werden?

Schiilerin Carola Gortz, Wurbis

Ma6 #1503 Erika hat sich eine dreistellige
natiirliche Zahl gedacht, die kleiner als 400
ist und folgende Eigenschaften besitzt:

a) Ihre zweite Zifler ist um 1 groBer als ihre
erste Ziffer.

b) Die dritte Ziffer ist glcich dem Zweilachen
der ersten Ziffer.

c} Die Hilfte der gedachten Zahl ist gleich
einer Primzahl.

Welche Zahlen konnte Erika sich gedacht
haben? AG Junge Mathematiker, 5. OS Zittau

Ma6 ®1504 In einem Korb befanden sich
Aplel und Birnen. Ralf entnahm diesem Korb
sechs Friichte. Danach enthielt der Korb
zehn Apfel mehr als Birnen. Ralf meinte, im
Korb hitten urspriinglich 29 Friichte gelegen.

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postiach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmemn sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm x
197 mm) (siche Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost, ,gut gelost oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen Schluflsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1975/76
lauft von Heft 5/75 bis Heft 2/76. Zwischen
dem . und 10. September 1976 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/75 bis 2/76 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/76 verdflentlicht.
Wer mindestens 8 Antwortkarten (durch
die Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/75 bis 2/76) erhalien hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1975/76 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).
Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Birbel hingegen behauptete, das !(i:'mne nicht
stimmen. Wer von den beiden hat recht?
Kerstin Steinborn, Liibtheen

Ma6 ®1505 Ein Flugzeug fliegt vom Flug-
hafen A zum 1800 km entfernten Flughafen B.
3 ;

Das Flugzeug legt Zder Flugstrecke mit einer
durchschnittlichen

km
200
lichen Geschwindigkeit setzte das Flugzeug
den Flug fort, wenn es fiir die gesamte Flug-
strecke eine Zeit von 2 Stunden und 6 Minu-

ten benotigte?
Jorg Bruchertseifer, Dubna, UdSSR

Geschwindigkeit von

zuriick. Mit welcher durchschnitt-

Ma6 #1506 Bei einem Sportfest errang Ur-
sula mehr als 1450 Punkte, aber weniger als

1500 Punkte. Sabine errang g Petrag der

Anzahl der von Ursula erreichten Punkte.
Wieviel Punkte errang jede dieser Schiilerin-
nen, wenn nur ganzzahlige Punktzahlen ver-
geben wurden?

Ines Schulze, Milmersdorf

Maé6 w1507 Es ist sowohl die kleinste als
auch die groBte natiirliche Zahl zu ermitteln,
die durch 36 teilbar ist und in der Form
8*42** dargestellt werden kann. Fiir die
Sternchen sind Grundziffern einzusetzen.
Andreas Fittke, Berlin

Ph6 ®1508 Gold besitzt die Eigenschalft,
daB es sehr diinn ausgewalzt werden kann.

L mm dick.

9000
Welche Masse an Gold braucht man fiir 1 m?

g
Bl Id{e=193—=%)?
attgo <g 9,3 cm’) ?

Ma7 #1509 Li4Bt sich ein 25-Rubel-Schein
so in 5-, 3- und 1-Rubel-Scheine wechseln,
daB man insgesamt zehn Geldscheine, und
zwar von jeder Sorte wenigstens einen erhilt?
Schiilerin Cordula Becker,

Moskau (nach einer Aufgabe aus der
Sowjetunion)

Ma7 #1510 Zwei Kunden, die zufillig glei-
che Geldbetrige in ihren Geldborsen haben,
treffen sich in einem Fachgeschift fir Weine.
Der erste Kunde kauft Wein zum Preise von
5,60 M je Flasche; ihm verbleiben nach Be-
zahlung der Rechnung noch 4,00 M vom mit-
gefilhrten Geldbetrag. Der zweite Kunde
kauft Wein zum Preise von 4,80 M je Flasche;
ihm verbleiben nach dem Begleichen der
Rechnung noch 240 M. Der erste dieser
beiden Kunden hat zwei Flaschen Wein
weniger erstanden als der zweite. Wieviel Fla-
schen Wein wurden von jedem dieser Kunden
gekauft? Welchen Geldbetrag fiihrten sie mit
sich?

Blattgold ist nur ungefahr

Lehrer Dieter Knape, Jessen

Ma7 ®1511 Eine Brigade einer LPG sollte
ein Feld in 14 Tagen bestellen. Sie iiber-
erfiillte diese Planvorgabe tiglich um 2ha
und beendete die Aussaat bereits nach 10 Ta-

gen. Wieviel Hektar wurden von dieser Bri-

gade insgesamt bestellt? Wieviel Hektar soll-

ten tdglich nach Plan bestellt werden?
Lehrer Dieter Knape, Jessen

Ma7 w1512 Die Bewohner eines Mietshau-
ses hatten laut Mietvertrag die Kosten fiir die
Zentralheizung selber zu tragen.
Wiirde jede Person des Hauses 10,00 M be-
zahlen, so wiren 88,00 M der Heizkosten
nicht gedeckt. Wiirde hingegen jede Person
10,80 M zahlen, so wiirden 2,5% mehr Geld
vereinnahmt werden, als erforderlich wire.
Wieviel Personen wohnen in diesem Haus?
Wie hoch sind die gesamten Heizkosten? -
Lehrer Dieter Knape, Jessen

Schneller, Jungs, sonst kommen wir nie hoch!

Ph7 ®1513 Eine Erdgasquelle driickt in
einer Stunde 15000 m® Gas von 1,8 at in die
Leitung. Wieviel m* verliert das Innere der
Quelle, wenn diese unter einem Druck von
75 at steht?

Ch7 ®1514 03g Magnesium werden in
einem Tiegel verbrannt. Wie groB ist die
Masse des entstandenen Magnesiumoxids?
Oberstudienrat Dr. paed. R. Osterwald,

EOS A.-H. Francke, Halle

Ma8 81515 Es seien a, b, ¢ drei rationale
Zahlen, von denen eine positiv, eine negativ
und eine gleich Null ist. Ferner sei

a(c; b) 0.
Welche von diesen drei rationalen Zahlen ist
positiv, welche negativ und welche gleich
Null?  Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 #1516 Es sei AABC ein stumpfwinkli-
ges Dreieck mit X CAB=a> 90°. Ferner seien
BE und CF die von den Eckpunkten B bzw. C
ausgehenden Hohen dieses Dreiecks. Die Ge-
raden BE und CF (also die Verlingerungen
der beiden Hohen) mogen sich im Punkt §
schneiden. Es ist zu beweisen, daB dann der
Winkel «CSB zwischen diesen Geraden
gleich der Summe der beiden spitzen Winkel
des Dreiecks ist.

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®1517 Es sind alle Primzahlen p und
¢ zu ermitteln, die die lolgende Eigenschaft
haben:

Unter den vier Zahlen 18, p, p+4, pq
gibt es zwei, deren Produkt gleich dem Pro-
dukt der anderen beiden Zahlen ist.

Frank Bergner, Grofenhain, 10. K 1.

Ma8 #1518 a) Aul einem Tisch liegen zwei
5-Mark-Stiicke, die sich gegenseitig beriih-
ren und bei denen in beiden Fillen die Ziffer 5
aufrecht steht (siehe Bild 1). Wie wird die Zif-
fer des oberen Geldstiickes stehen, wenn die-
ses, ohne zu gleiten, auf dem unteren Geld-
stiick abrollt und nach einem vollen Umlauf
um dieses Geldstiick wieder genau iiber dem
unteren Geldstiick liegt?

V4 AA

1969 ?‘“JMARK ; “ 1969 g’? , MARK i
\\u;\ <>
Bild 1 Bild 2

b) Es soll die entsprechende Aufgabe gelost
werden, wenn ein 5-Pfennig-Stiick iiber einem
5-Mark-Stiick liegt, dieses 5-Pfennig-Sfijck
aul dem unteren Geldstiick abrollt und nach
einem vollen Umlauf wieder genau iiber
dem unteren Geldstiick liegt (siehe Bild 2).

Bemerkung : Der Durchmesser eines 5-Mark-
Stiickes betrdgt 29 mm, der Durchmesser
eines 5-Pfennig-Stiickes 19 mm. L.

Ph8 w1519 Voneiner Steckdose, an der eine
Spannung von 220 Volt gemessen wird, fiihrt
eine 2 mm dicke und 25 m lange Aluminium-
leitung zu einem Kochherd, der eine Strom-
stiarke von 12 A aufnimmt. Welche Spannung
liegt am Kochherd? H. Begander, Leipzig

»-..mochte bloB mal wissen, wo der ganze
Gips bleibt !
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Ch8 ®1520 Esseibekannt,daB 60 cm? eines
Stolfes eine Masse von 90 g besitzen. Wel-
ches Volumen nehmen dann 150 g desselben
Stoffes ein?

Ma9 w1521
Satz:
I5t die Summe zweier Quotienten von ratio-
nalen Zahlen, die von Null verschieden sind,
gleich 1, so erhdlt man die Summe der rezi-
proken Werte dieser Quotienten, indem man
das Produkt der beiden Divisoren durch das
Produkt der beiden Dividenden dividiert. Fiir
alle von Null verschiedenen rationalen Zah-
len a, b, ¢, d gilt also:
a c b d bd
pratlhse teTw
Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz
Ma9 a1522 Es sei ABCD ein Rechteck
mit den Seitenlingen AB=a und BC=b,
wobei a#*b ist. Ferner seien die Seiten 4B
iiber B hinaus bis zum Punkt E, BC iiber C
hinaus bis zum Punkt F, CD iiber D hinaus
bis zum Punkt G, DA iiber 4 hinaus bis
zum Punkt H so verlangert, daB E=ﬁ,
BC=CF,CD=DG, DA=AH gilt.
1. Man entscheide, ob dann das Viereck
EFGH
a) ein Parallelogramm,
b) ein Rhombus,
c) ein Quadrat ist.
2. Man berechne das Verhiltnis aus dem
Flacheninhalt des Rechtecks ABCD und dem
Flacheninhalt des Vierecks EFGH.
Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 #1523 Es sind alle natiirlichen Zah-

len x, y, z mit x<y<z zu ermitteln, flr die

die Gleichungen

x+y+z= 46 (1)
xyz=3060 2

Man beweise den [olgenden

Wenn

und
erfiillt sind.
Thomas Bienek, OS Schwepnitz, K1. 8
Ma9 #1524 Welchen Rest 1406t die Zahl
71975 +7l976

bei der Division durch 588?
Olaf Raeke, OS V. Neubrandenburg, K. 9

Ph8 ®1525 Eine Granate mit einer Masse
von 5kg verldBt den Lauf des Geschiitz-
rohres mit einer Geschwindigkeit von
1200m-s™'.

Berechnen Sie die aufl die Granate wirkende
Kraft im Lauf des Geschiitzrohres, wenn
dort die gleichfrmige Beschleunigung 0,01 s
dauerte! Welche Arbeit wurde dabei erfor-
derlich? H. Begander, Leipzig

Ch9 ®1526 In einem Kaliwerk werden tig-
lich 2300kg Brom als Nebenprodukt ge-
wonnen. Das Brom ist im Kalirohsalz zu
0,1% enthalten. Wieviel Tonnen Rohsalz
miissen demnach taglich mindestens gef6r-
dert werden?

Ma10/12 #1527 Man beweise, daB fir alle
reellen Zahlen a
0,35—(a—3,5)(4,5—~a) > 0 gilt.

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma10/12 w1528 Ein offener. Blechbehilter,
der die Form eines geraden Kreiskegelstump-
fes und die in der Abbildung angegebenen
Mage (in mm) hat, soll durch Tiefziehen aus
einer kreisformigen Blechscheibe (Platine)
hergestellt werden.

a) Wie groB ist der Durchmesser der Blech-
scheibe (Platine)?

b) Wie groB ist das Volumen des Blech-
behélters?

c) Es soll eine allgemeine Formel fiir die Be-
rechnung des Platinendurchmessers aus d,,
d, und s angegeben werden, wobei

d, der Durchmesser der Grundflidche,

d; der Durchmesser der Decklliche,

s die Mantellinie des Kegelstumpfes ist.

130
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!
f
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|

80

Hinweis zur Lésung: Man beachte, daB beim
Tiefziechen der Fldcheninhalt der Platine
gleich dem Oberflicheninhalt des offenen
Kegelstumples ist, und benutze die bekann-
ten Formeln fur die Grundflache, den Man-
tel und das Volumen des Kegelstumpfes
(Tabellen und Formeln, S. 34). L.

Ma10/12 m1529 Es seien g und b von Null
verschiedene natiirliche Zahlen. Man be-
weise, daB} die Gleichung
aZx +(ab)x=b2x
keine ganzzahlige Losung x hat.
Hans-Reinhard Berger, stud. phys.,
Hohenstein-Ernstthal

L.L

Ma10/12 #1530 Einem Wirfel mit der
Kantenldnge a sei ein gerader Kreiszylinder
so umbeschrieben, daB genau eine Kante des
Wiirfels in der Grundfldche, genau eine Kante
in der Deckflidche des Zylinders liegt und dal3
alle anderen nicht aufl diesen Kanten liegen-
den Eckpunkte des Wiirfels auf dem Mantel
des Zylinders liegen (siehe Bild).

a) Man berechne den Radius, die Hohe und
das Volumen des Zylinders aus der Kanten-
linge a des Wiirfels.
b) Wie verhalt sich das Volumen des umbe-
schriebenen Zylinders zu dem Volumen des
Wiirfels?

Studienrar H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ph10/12 m1531 An dem Seil eines Kranes
héngt ein Bauteil und gerét in Schwingungen.
Der Weg von links nach rechts ist 3 m, und
er wird in 5 s zuriickgelegt.

a) Berechnen Sie die Linge des Seils!

b) Berechnen Sie die Elongationen nach 2s
bzw. 5,1 min! H. Begander, Leipzig

Ch10/12 1532 Wieviel m® SO; (Norm-
zustand) konnen theoretisch durch Verarbei-
ten von 3t Pyrit (ROsten, kat. Oxydation)
hergestellt werden?

Oberlehrer Ing. H. Pelka, Leipzig

Achtung - alpha-Wettbewerb

Zur Erleichterung der Arbeit der Redaktion
alpha bitten wir AGs, Zirkel, Klubs, Schul-
kollektive, keine Antwortkarten zwischen
dem 1. und 10. September 1976 einzusenden.
Wir erbitten eine Liste (mit Schulstempel)
mit: s

Name, Vorname, Wohnort, Anzahl der ab-
gegebenen Antwortkarten (1975/76), Teil-
nahme am Wettbewerb (1 Jahr, 2 Jahre usw.)
der einzelnen Teilnehmer des Kollektivs.
Geschwister senden ihre Antwortkarten ge-
trennt ein.



Berufsbild
Bauzeichner

Du gehst deine gewohnten Wege in der Stadt,
siehst die vertrauten Bilder, ihre Alltdglich-
keiten: auch die des Bauens. Die Stadt aus
Stein, Glas, Stahl und Beton erzéhlt von ihren
Erbauern und Bewohnern.

Die zwanzigjahrige Ute Krenz ist beides. Als
sie vor der Wahl stand, ob dieser oder jener
Beruf, entschied sie sich fiirs Bauzeichnen.
Auch du stehst vor Hunderten von Berufen.
Welchen wihlst du? Warum? Ute wollte
Freude an ihrer Arbeit haben, sehen kénnen.
was aus ihren Miihen wird, mitmachen an den
groBen Verinderungen, unseres gesellschaft-
lichen Erbes und ein Kapitel Selbstindigkeit
bringen.

Was ist aus ihren Wiinschen geworden? Als
sie noch Schiilerin war, lernte sie durch die
Patenbrigade der Klasse eine Projektierungs-
abteilung des VEB BMK Ingenieurhochbau
Berlin kennen. Sie durfte in den Ferien an
einer Zeichenmaschine arbeiten, mit Feder
und Tusche einen Zementsilo aufs Transpa-
rentpapier bringen. Das brachte sie gehorig
ins Schwitzen.

Eine duBerst komplizierte Sache, damals. Sie
hatte sogar ein bichen Angst vor der Exakt-
heit dieser Tatigkeit bekommen.

Dann begann die Lehre: Statik, Bauphysik,
Baukonstruktion, Projektionslehre, Fach-
kunde, BMSR, Datenverarbeitung, Elektro-
nik. .. und mit der Zeit und der Ubung kam
das Konnen. Heute arbeitet sie selbstindig
an kleinen oder groBen Bauzeichnungen und
ist jedesmal stolz, wenn sie wieder eine Zeich-
nung tipp topp fertig hat. Wahrend der Lehr-
zeit konnen die zukiinftigen Bauzeichner ent-
scheiden, in welche Richtung sie sich speziali-
sieren wollen: Wohnungsbau oder Industrie-
bau? Ute zog den letzteren vor. Auch hier
sind die vielfaltigsten M6glichkeiten gegeben,
angefangen von Rationalisierungsobjekten
firr die Industrie oder Bauvorhaben, Turn-
und Schwimmbhallen, Heizkraftwerke und
ich weiB nicht, was noch alles. Kiinftig wer-
den immer groBere und interessantere Ob-
jekte projektiert und gebaut.

Dabei hilft Ute mit ihrer Arbeit als Bau-
zeichner. Ein wichtiger und notwendiger Be-
ruf. Soll beispielsweise eine Turnhalle ent-
stehen, iibersetzt sie die in Form von Frei-
handskizzen festgehaltenen Gedanken der
Ingenieure und Architekten in die technische

Zeichnung. Damit schafft Ute das Verstandi-
gungsmittel zwischen dem Konstrukteur und
der Baustelle. Genau und sauber arbeiten,
darauf kommt es an, denn in der Bau-
ausfithrung darf kein Fehler entstehen.

Eine Bauzeichnerin trigt dabei viel Verant-
wortung. Nach ihrer Zeichnung arbeiten die
Bauleiter, Meister und Baufacharbeiter. Nach
ihren Zeichnungen verandert sich das Gesicht
der Stadt. Im zweiten Jahr der berufsprakti-
schen Ausbildung lernte sie in der Projektie-
rungsabteilung, in der sie heute arbeitet. Ute
hatte bereits in der Lehre groBere komplexe
Zeichnungen wie Grundrisse, Schnitte, Fun-
damentalpline usw. gefertigt. Durch diese
Form der Ausbildung ist gesichert, daBl die
kiinftigen Bauzeichner innerhalb einer kurzen
Einarbeitungszeit in der Projektierungsbri-
gade ,,zu Hause* sind, ohne groBe Anfangs-
schwierigkeiten zu haben. Nach erfolgrei-
chem AbschluB der Berufsausbildung beste-
hen fiir Bauzeichner unterschiedliche Ein-
satz- und Entwicklungsmdglichkeiten.

Bauzeichnerin Ute Krenz

So kann man sich beispielsweise nach zwei-
jahriger beruflicher Tatigkeit an der Betriebs-
akademie bewerben und Teilkonstrukteur
werden oder an der Fachschule fiir Bauwesen
ein Ingenieurstudium aufnehmen.

Wie du siehst, werden deine eventuellen Nei-
gungen fiir ein spezielles Gebiet weitgehend
beriicksichtigt.

Ute weiB vom Wert ihrer Arbeit, die die
Grundlage fiir neue Gebéude ist.

Geht sie durch die Stadt, sieht sie nicht nur
die vertrauten Bilder.

Als die Weltfestspiele vor der Tiir standen,
zeichnete sie schon lange vorher die Festival-
gaststétten. Lange bevor du ahnen konntest,
daB es so etwas geben wird. ,,Es ist schon, der
Zeit voraus zu sein*, meint Ute, ,,s0 erlebe
ich archektonische Verinderungen unserer
Stadt in meinen Vorstellungen und sehe sie
Wirklichkeit werden.*

Silvia Stein, aus technikus 5/75

Technische Zeichnerin Karla Lippold, VEB

StahlgieBerei ,,Elstertal*, Silbitz

Der Thdlmann-Platz in Halle mit der 350 m langen Hochstrale
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Zwei verwandte

S e e

geometrische Aufgaben

Die nachstehende leicht zu formulierende
Kreisaufgabe erweist sich bei der Losung als
recht aufwendig, weil sie auf eine transzen-
dente Gleichung fiihrt. Es sei ein beliebiger
Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Ra-
dius r gegeben. Ein beliebiger Punkt P. seiner
Peripherie werde zum Mittelpunkt eines
groBeren Kreises gemacht, dessen Radius so
zu bestimmen ist, daB der auBerhalb des
gegebenen Kreises gelegene Teil der Fliache
dieses groBeren Kreises ebenso groB ausfdllt
wie die gesamte Flache des gegebenen. Man
ermittle das hierzu notwendige Radienver-

hiltnis 1=§(> 1.

<

Bild 1 Asea=¢r?

Unter Beriicksichtigung der Inhaltsformel fiir
Kreissektoren (Bild 1) Ase=¢r? (r=Kreis-
radius, 2¢p=UOffnungswinkel des Sektors; ¢
bedeutet das BogenmaB, auBer wenn gele-
gentlich eine numerische Angabe im Grad-
mal gemacht wird) ergibt sich aus der ge-
forderten Flachengleichheit entsprechend
Bild 2 der Ansatz

nrl=mng? — po* — ¢r* + rising, *
wobei das Viereck PAMB, weil es Bestandteil
beider Kreissektoren ist, doppelt abgezogen

Bild2 MA=MB=MP=r
PA=PB=PQ=¢
ﬁ=ﬁ=rsin¢
ASE*‘(M,z:bj:‘f’rz
ASeki (P, zw)=lI/Q2
Ao pamp="r-rsing =r*sing
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wird, also einmal wieder hinzugefligt werden
muB. Im gleichschenkligen Dreieck MPA gilt
fir die Basiswinkel Xx APM = X PAM =¢, so
daB aus dem Dreieck M PA folgt:

2y +¢=mn oder y= g - % Wird dieser Wert

in (*) eingesetzt, gleichzeitig (*) beiderseits
durch r? dividiert und passend zusammen-
gefaBt, so hat man zunéchst

7[:(75[4_%)12 — ¢ +sing. Nun gilt
$_c.

. i )
Smf_i r=y oder /.—2sm5

Einsetzen in die vorige Gleichung liefert

(**)_

n=2n+ ti))sinz%5 —¢+sing oder

(n+¢) (l - 23in2%> =sing.

Beriicksichtigt man noch 1 — 25in2% =cos¢

und dividiert nach dem Einsetzen beider-
seits durch cos¢, so ergibt sich fir die
Variable ¢ die transzendente Gleichung

tanp=n+ ¢, (O)
die ihren Namen deshalb trigt, weil in ihr die
transzendente Funktion Tangens vorkommt.
Ein geeignetes Verfahren zu ihrer Losung,
namlich das der schrittweisen Ndherung, wird
durch die Betrachtung folgender Skizze

(z+8,)
(T fy)
(£+84) i
2\ |
\’m‘q p!
{
(x) i
m
&/ 1
\\6‘ | H
.
|
| |
0 ® BRI
Bild 3

Da eine maflstabstreue Figur wenig an-

‘schaulich wirkt, wurde diese Prinzipskizze

vorgezogen, die das Verfahren der schritt-
weisen Naherung gut verdeutlicht. Die Gra-
phen stimmen im Prinzip mit den Beschrif-
tungen iiberein. Wegen der numerischen Ver-
schiedenheiten stehen letztere in Klammern.

(Bild 3) nahegelegt, in welcher die Graphen
der beiden Funktionen f(¢)=n+ ¢ und
g(¢)=tan¢ angedeutet sind. Der gesuchte
Losungswert ¢o wird offenbar durch die
Abszisse des Schnittpunktes der Graphen
von fund g geliefert. Dieser Wert kann schnell
mit jeder verlangten Genauigkeit gewonnen
werden, wenn man im Sinne der schritt-
weisen Nidherung wie folgt vorgeht, wobei
eine passende Tafel zu verwenden ist:
Zuerst wird ¢, aus der Bedingung

tan¢g, =7 ermittelt, sodann ¢, aus der Be-
dingung tan¢, =7+ ¢;, danach ¢ aus
tangs=mn+ ¢, usw. Wird in dieser Weise
fortgefahren, bis die Werte von ¢ aul beiden
Seiten im Rahmen der zugrundegelegten
Stellenzahl iibereinstimmen, so ist ¢, so ge-
nau wie jeweils gewiinscht angenidhert.

Der eigentlich zu ermittelnde Wert von 4
folgt dann aus (+) zu ,'to=2sin%. In nach-
stehender Ubersicht sind die Ndherungs-
schritte zusammengestellt. Dabei wurde die
Genauigkeit so gewihlt, daB ein einwand-
freier Vergleich mit dem Ergebnis der (an-
schlieBend dargelegten) zweiten Aulgabe mog
lich ist.

tang, =n; ¢, =72,343° 2 1,26262;

T+ ¢, =4,40421;

tan¢g, =4,4042;¢,=77,208°21,34753;

T+ ¢,=4,48912;

tang; =4,4891; ¢ =77,442°21,35161;

n+ ¢3=4,49320;

tang, =4,4932; ¢, =77,453°21,35180;

T+ ¢e=4,49339;

tangs =4,4934; s A 77,453° = ¢,

Ao=2sin %= 2-0,62561 und

Ao=1,25122.

Da eine allgemeine Begriindung des Ver-
fahrens der schrittweisen Nzherung hier zu
weitldufig wire, soll stattdessen auf andere
Art die Existenz einer Losung im angegebe-
nen Bereich von ¢ nachgewiesen werden:
Man findet fir die stetige und monoton
wachsende Funktion h(¢)=tan¢ — (n + ¢) mit
Hilfe von Tafelwerten h(77,4°)= —0,01873
und h(77,5°)=0,01659 und entnimmt daraus,
daB nach dem Zwischenwertsatz eine Null-
stelle ¢, existieren und die Ungleichung
774°<¢do<77,5 befriedigen muB. Nach der
bekannten regula falsi ergibt sich daher

$o—774° _ 001873
77,5°—77.4° 0,01873+0,01659 053028,
also

$0=77,4°4+0,53029 - 0,1° =77,453°.

Damit ist nicht nur die Existenz einer Null-
stelle von h(¢) im angegebenen Bereich be-
wiesen, sondern zugleich der vorher erhaltene
numerische Wert von ¢, bestitigt worden
(Bild 4). Die soeben geloste Aufgabe steht in
gewisser Beziehung zu einer anderen, deren
Losungsansatz nicht mehr so elementar wie
in der ersten aufgestellt werden kann, obwohl
die Fragestellung besonders einfach und an-
schaulich geschildert werden kann:
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Aul einer Wiese steht ein kreisrunder Turm
vom Radius r. Im Randpunkt P des Turmes
ist mit einem Strick der Linge PQ eine Ziege
angepflockt. Wie lang ist PQ zu wihlen, da-
mit der der Ziege zum Abweiden zugéngliche
Teil der Wiese ebenso groB ausfillt wie der
Querschnitt des Turmes?

S

Bild 5 PA'=PB'=PR=PS=PQ
PC=PD=PQ

Ein Vergleich mit der vorigen Fragestellung
zeigt (Bild 5), daB der in der Figur rechts von
der Tangente in P gelegene Halbkreis vom
Radius PQ gegeniiber dem entsprechenden
Halbkreis der vorigen Aufgabe keinen Unter-
schied aufweist, daB aber der auf der anderen
Seite der Tangente gelegene Teil der Weide-
figur nicht mehr Teilstlick eines Kreises vom
Radius PQ ist, weil sich der Strick dort an
den Grundkreis des Turmes anlegt, so daB
nicht die Punkte A’ und. B’, sondern nur die
niher bei P gelegenen Punkte C und D er-
reichbar sind.

Fiir die exakte Berechnung der abgeweideten
Flache sind die Hilfsmittel der Integralrech-
nung erforderlich, so daB sie hier nicht ge-
zeigt werden kann. Man erkennt aber an-
schaulich, daB PQ ein wenig groBer als der
Wert von g in der ersten Aulgabe sein muf.
Wire namlich PQ =g, so wiirde das Fehlen
der Fliachen der beiden gebogenen spitzen
Figuren A'RC und B'SD die vorher be-
stehende Flachengleichheit aufheben. Gerade
um diese (offenbar kleinen) Flichen auszu-
gleichen, muB @>g genommen werden.
Allerdings wird man auf Grund der An-
schauung vermuten diirfen, daB der Unter-
schied vergleichsweise nur klein zu sein
braucht, um die Flichengleichheit wieder
herzustellen. Trotzdem ist es auf den ersten
Blick erstaunlich, wie gering in Wahrheit der
Unterschied ist. Setzt man ndmlich analog
zur ersten Aufgabe fiir das VergroBerungs-

verhiltnis p=? an, so folgt aus der hier

unterdriickten Rechnung, daB u einer kubi-
schen Gleichung geniigen muB, die man
zweckmiBig in der Form schreibt

%ﬂ’ +%uz —-1=0.

Als hier allein interessierende Losung findet
man po=1,25657, also einen gegeniiber 4o
nur um 0,00535 vergroBerten Wert, so daB
der Unterschied sich sogar in einer relativ
groB angelegten Figur nicht gut verdeutlichen
1aBt. Deshalb wurde hier auf diesen (zeichne-
rischen) Vergleich verzichtet. Die beiden an-
deren Losungen sind negativ.

Etwas besser dagegen tritt der Lageunter-
schied zwischen den Punkten A’ und C
(bzw. B’ und D) hervor, der durch den Unter-
schied zwischen den Sehnen PA’ (bzw. PB’)
und den Bogen PC (bzw. f’-ﬁ) entsteht.
Insgesamt 148t sich sagen: Man kann den
aus einer transzendenten Gleichung berech-
neten Wert Ao als einen recht brauchbaren

Niherungswert fiir den aus einer kubischen
Gleichung (allerdings mit transzendenten K o-
effizienten) gewonnenen Wert uo ansehen.
Wesentlich ist dabei der Umstand, daB durch
den Naherungswert die Anwendung der In-
tegralrechnung erspart wird.

Dieses instruktive Wechselverhidltnis zwi-
schen zwei prinzipiell verschiedenen, aber
praktisch verwandten Aufgaben mit nume-
risch anndhernd libereinstimmenden Losun-
gen diirfte ein gewisses Interesse beanspru-
chen konnen.

H. Karl

Wenige Tage nach der Ubergabe dieses Bei-
trags erhielten wir die schmerzliche Nach-
richt, daB unser Redaktionsmitglied Prof. Dr.
H. Karl verstorben ist. Er war uns allen seit
Griindung der Zeitschrift ein aktiver Freund
und Helfer. Wir werden ihm ein ehrendes
Gedenken bewahren:

Das Redaktionskollegium alpha
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Leser schreiben an alpha

u . Als Zirkelleiter der Mathe-AG (K. 6/8)
unserer Schule regte ich die Teilnehmer an,
sich mit den Aufgaben zu beschiftigen. Nahm
bisher nur ein Schiiler am alpha-Wettbewerb
teil, sind es jetzt bereits 10 AG-Mitglieder.
Die Wettbewerbsaufgaben, aber auch einige
Beitrige der alpha trugen zur besseren Ge-
staltung der Zirkel und unserer monatlichen
Mathematikwandzeitung bei. Vielleicht kon-
nen wir bald einmal selbst erdachte Aufgaben
an alpha einsenden... Renate Kutschank,

AG-Leiter an der OS Deutschenbora

8 ... Mich interessieren besonders Beitrige,
die die Verbindung zwischen Mathematik und
gesellschaltlicher Praxis aufzeigen. Deshalb
habe ich mich auch gefreut, daB neben Mathe-
matik- jetzt auch Physik- und Chemieaufga-
ben in den Wettbewerb aufgenommen wur-
den... Rolf Wendler, Sommerda (K. 12)

® ... Mit grofler Spannung erwarten unsere

Schiiler jedesmal Dein Erscheinen, liebe
alpha. Insbesondere erwartet Dich der Wand-
zeitungsredakteur unserer AG Mathe. Die
Mitglieder der AG haben sich unter anderem
die Aufgabe gestellt, allen Schiilern unserer
Schule die Aufgaben des Wettbewerbs zu-
ginglich zu machen. Abos und Teilnahme
am Wettbewerb sind gestiegen.

Liebe alpha! Du bist mir bei einer interes-
santen Gestaltung der AG ein guter Freund
und Helfer! Dafiir danke ich Dir ganz her-
lich... lise Wille, Fachl. f. Mathe

H.-Eisler-OS Wusterhusen

® ... Schon als Schiilerin der 5. Klasse nahm
ich am Wettbewerb teil. Es [reut mich immer,
solche schone und spannende Aufgaben zu
1osen. Noch groBer ist die Spannung, wenn
die Antwortkarten eintreffen. In diesem Schul-
jahr nehme ich selbstverstindlich wieder am
Wettbewerb teil. Silke Gabriel, Wismar (K. 6)

® . alpha ist einfach Klasse. Besonders
interessant war das ,Kleine Mathematik-
Sprachlexikon“. Auch mein Vati 16st gern in
der alpha... Weiter so viele Aulgaben!...

B. Domaschke, Seifhennersdorf (K1. 7)

8 .. Ich komme aus der Demokratischen
Republik Vietnam und lerne z. Z. am Herder-
Institut in Leipzig Deutsch. Heute kaufte ich
erstmals die alpha. Sie ist fiir mich sehr
interessant. Darf ich am Wettbewerb teil-
nehmen? Lé tuyén Ibnan

Lieber Freund! Wir freuen uns auf Deine
Teilnahme am Wettbewerb. Im vergangenen
Schuljahr gingen 402 Losungen aus dem
Ausland ein. Red. alpha
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aufgepalit — nachgedacht —
mitgemacht

Aufgaben speziell
fur Klassen 4 bis 6

alpha-Wandzeitung

Klasse 4 -

Al a Die letzten zwei Ziffern einer drei-
stelligen Zahl sind Nullen.

Nenne Teiler dieser Zahi!

A2A Man weiB, daB sowohl x als auch y
durch z(z=0) teilbar sind.

Was kann man iiber die Teilbarkeit der
Summe (x + y), der Differenz (x — y) bzw. des
Produktes (x - y) aussagen?

a3 a Es sind zwei Geraden gegeben, die
einander schneiden. Kann man eine dritte
Gerade so zeichnen, daB insgesamt

a) drei Schnittpunkte vorhanden sind,

b) zwei Schnittpunkte vorhanden sind,

c) ein Schnittpunkt vorhanden ist,

d) mehr als 3 Schnittpunkte vorhanden sind?

A4 A Gegeben ist das Dreieck ABC.
Um was fiir Dreiecke handelt es mLh ?

AB-BC+Cd;  AB>BC=CA
AB<BC=CA;  AB<BC<CA
AB=BC=CA.

AS5a Fiille die Tabelle vollstindig aus!

X y z=x—y 875—z
105 23
97 129
11 832
A6A Welche Vielfachen von 1000 erfiillen
die Ungleichung
2000+ k < 5000?

A7 A Untersuche, nach welcher Vorschrift
die angefangenen Folgen gebildet sein konn-

ten: 7, 9, 1, 13, .., coty vty sy
27, 30, 33, 36,
27, 53, 79, 105,
198, 180, 162, 144,
100, 90, 81, 73,
100, 81, 64, 49!
A8A 4042:8%=4* 48* - T=**16
344
602
602
o
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A9A Eine FuBballmannschalt gewann
dreimal so viele Spiele als sie verlor. Vier
Spiele verliefen unentschieden. Sie trug ins-
gesamt 28 Spiele aus.

Wieviel Spiele gewann diese Mannschaft?

Al0A Bestimme z!

103+z =10*
z—7-10'=10°
z-10*  =2-10%
108:z =5-10°

Alla AundBhaben zusammen 10 Mark,
A und C zusammen 19 Mark, B und C zu-
sammen 23 Mark in ihren Geldbdrsen.
Wieviel Mark hat jeder bei sich?

Al12Aa Lose diese Ungleichungen!
622589 +¢ <622593 83< 28-x<141
100003 —d> 99998 74>650 : x> 64

Klasse 5

Ala Nach einem Mathematikwettbewerb
wurde ein Pionier gefragt, wieviel Punkte er
bekommen habe. Scherzhaft antwortete er:
»Wenn man zu der Zahl meiner Punkte 10
hinzufiigt und die Summe verdoppelt, so feh-
len mir noch 10 Punkte an 100.“

A2a Wie viele Moglichkeiten hat RITA,
die Buchstaben ihres Namens in allen mog-
lichen Reihenfolgen zu schreiben? Schreibe
sie auf!

A3 A 154%5% ¥ =2%* ABA-BB
*kky E—
BCB

2675 BCB
Rk —=
BDDB

*r

okkok

0

Ada Dusiehst den Grundrif eines Fabrik-
gebidudes. Vom Hofe H aus soll der Nacht-
wichter durch alle Tore genau einmal gehen
und hinter sich abschlieBen.

Ist das moglich? Wenn ja, wo endet der
Rundgang?

P!

L

AS5A  Setze fir o jeweils ein Rechenzeichen
so ein, daB wahre Aussagen entstehen! Gibt
es mehrere Moglichkeiten?
a) 3501007=>52 d)
b) 2502500=150 €)
c) (1901)0(0 - 19)=0
A6a Welche natiirliche Zahlen x erfiillen
nachfolgende Ungleichungen?
a) 6x<19 c) 30<x+7<54
b) x+18>29 d) 50<7x—2<54
e) 40>14x+1>30

1.

100001=0
42042 =1

A7a Fiir alle natiirlichen Zahlen x gilt:

x*0=0 x*¥*=1
0*x=x x*x>x
x*¥1=1

A8a a)Kann man ein Rechteck zeichnen,
dessen Umfang 42 cm und dessen Flichen-
inhalt 20 cm? betrégt?

b) Geht dasselbe mit u=41cm und
A=20cm?2?

¢) Oder mit u=40 cm und 4 =100cm??

d) Oder mit u=10cm und 4= 25cm??

e) Oder mit u= 9cmund A= 9cm??

A9A Vervollstindige folgende Tabelle!

Bruch erweiterter Bruch Erweiterungszahl

7
— 7
13
voos
20 60
50
— 10
90
4
= 13
7
5%
12 96
410a In welchen Beispielen ist die eine

Figur nicht das Spiegelbild der anderen?

NI 4%

c) o Ll
d) - KM\
R@} 7\2@7
e) (;‘_ - \ /
s
/|

alla Uwe sagt: Mein Vater ist 42 Jahre
alt. Mein Vater ist zwei Jahre ilter als meine
Mutter. Meine Mutter ist doppelt so alt wie
mein Bruder und ich. Ich bin zwei Jahre
Jjiinger als mein Bruder.

Wie alt sind Uwe, sein Bruder und seine
Mutter?



»Nichts zu machen, Eure Hoheit —
keine Leute, keine Leute!

Klasse 6

Ala Welche Aussagen sind wahr, welche

sind falsch?

a) Die Summe zweier Nebenwinkel be-
trigt 180°.

b) Scheitelwinkel sind kongruent.

c) Nebenwinkel sind nicht kongruent.

d) Es gibt kongruente Nebenwinkel.

e) Wenn zwei Winkel kongruent sind,
dann sind es Nebenwinkel.

) Wenn zwei Winkel kongruent sind,
dann sind es Scheitelwinkel.

g) Wenn zwei Winkel nicht
gleich groB sind, sind es keine
Scheitelwinkel!

h) Wenn zwei Winkel nicht gleich groB
sind, sind es Nebenwinkel.

A24A Versuche 20 so in zwei Summanden
zu zerlegen, daB

— jeder durch 5 teilbar ist,

— genau einer durch 5 teilbar ist;

~ keiner durch § teilbar ist!

A3a Welchederfolgenden Ausdriicke sind

Aussagen? Gib von jeder Aussage an, ob sie

wahr oder falsch ist!

a) Nicht alle natiirlichen Zahlen haben
einen Vorgénger.

b) Alle Dreiecke sind rechtwinklig.

J) 3B+7):5

d (B+7):5=30

e) x ist durch 3 teilbar.

)] 9 ist durch 3 teilbar.

Do

A4a Bilde durch Einfiigen von Opera-
tionszeichen aus den folgenden Zeichenreihen
Terme, die der Reihe nach die Zahlen 35, 20,
0, 4, 20 bezeichnen!

a) (18 8-3 S;

b) (36 4+1)-2;

c) (26 4) 10-3;

d) 8 6 2;

e) 25 15) 2.

A54A Ineiner Mobelfabrik wurde im Laule

eines Jahres die Produktion von Tischen
monatlich um 10 Tische gesteigert.

Die Jahresproduktion betrug 1920 Tische.
Wieviel Tische wurden im Dezember her-
gestellt?

A6A Berechne den Inhalt des schraffierten

Flachenstiicks!
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A7A Ermittle alle durch 36 teilbaren drei-

stelligen natiirlichen Zahlen, deren Zehner-
stellen jeweils eine Primzahl darstellt!

D\

A8A Im Pionierhaus ,Juri Gagarin“ be-
suchen Beate, Ronald, Stefli und Uwe vier
verschiedene  Arbeitsgemeinschaften. Zu
einem Pionierfest treffen sie sich mit anderen
Freunden und berichten folgendes:

(1) Sie besuchen die AG Flugmodelisport,
Mathematik, Plastbearbeitung und Verkehrs-
erzichung.

(2) An jedem der Tage Montag, Dienstag,
Mittwoch und Freitag findet genau eine AG
statt.

(3) Uwe weiB nicht, wann die AG Flugmodell-
sport, Mathematik und Plastbearbeitung
stattfinden.

(4) Ronalds AG Mathematik findet nicht
freitags statt.

(5) Steffi kommt dienstags immer etwas spi-
ter zur AG, weil sie lange Unterricht hat.

(6) Ronalds Vater leitet mittwochs die AG
Plastbearbeitung.

Ordne jedem Pionier seine AG und den be-
treffenden Wochentag zu!

A%a
geben:

In der Figur sind folgende Stiicke ge-

a=50°, B=120°, y=80°.
Gesucht ist die GroBe des Winkels 6.

A 10a Konstruiere folgende Dreiecke:

a) c=6cm,xa=40° h.=6cm

b) a+b=11cm, a=40°, h,.=4,3cm

c) b=7cm,a=40° s.=5cm!

Alla Ineinem Dreieck ABC gelte a =587,

und die Seite a sei groBer als die Seite c.
Ordne die drei Dreieckseiten nach ihrer
GroBe, ohne das Dreieck zu konstruieren!
Gib eine Begriindung fiir dein Ergebnis an!

Vorliegende Aufgaben wurden entnommen aus:
Aulgaben zum Mathematikunterricht der
Klassen 4 bis 6, Bezirkskabinett fir Weiter-
bildung der Lehrer und Erzieher, Haus des
Lehrers Halle; Programme fiir Schularbeits-
gemeinschalten Junge Mathematiker der
Klassen 5 bis 7, Haus der Jungen Pioniere
Juri Gagarin, Karl-Marx-Stadt; 2x2 plus
SpaB dabei, 333 Aufgaben der Klassen 1 bis 4,
Leipziger Volkszeitung, Leipzig

Vorsicht zerbrechlich!

Herr Miiller st6Bt in seinem Keller
an das Regal, und die Flaschen
fallen dabei um. Untersucht, welche
ihm zerbrochen sind !




Unser natiirlicher
Digitalrechner

Der Mensch nimmt seine Finger nicht nur bei
handwerklichen Titigkeiten, sondern auch
beim Zéhlen und Rechnen zu Hilfe.

Unserem dekadischen Zahlensystem liegt ver-
mutlich die Anzahl der Finger beider Hande
zugrunde. Im Altertum benutzte man zur Ver-
stindigung iiber Preise sogar im internatio-
nalen Handel sogenannte Fingerzahlen, in-
dem man bestimmten Stellungen der Finger
einzelne Zahlen zugeordnet hat. Die Finger
der linken Hand dienten dabei zur Bezeich-
nung kleinerer Zahlen (von 1 bis 100). Dau-
men und Zeigeflinger der linken Hand bezeich-
neten die Zehner und die iibrigen Finger
derselben Hand die Einer. Entsprechend
wurden Zahlenzeichen mit den Fingern der
rechten Hand fiir 100 bis 10000 gebildet. So
konnten sich Menschen verschiedener Spra-
chen, die nicht einmal schriftkundig waren,
iber Zahlen verstdndigen. Fingerzahlen wer-
den heute noch gelegentlich auf den Mirkten
siidlicher und orientalischer Lander benutzt.

B ifincio keunds. Eredietng quartue. 02"

bk

3

N
°

=
)
]

=™
°

=
:

—

linke Hand rechte Hand

Mit den zehn Fingern lassen sich alle natiir-
lichen Zahlen bis 1000 im Dualsystem dar-
stellen. Ordnet man nimlich den einzelnen
Fingern die Potenzen der Zwei von 2° bis 2°
- 5o wie in dem Bild 1 angegeben ist — zu, und
markiert man gestreckte Finger mit ,,1* und
gekriimmte mit ,,0%, so entsprechen verschie-
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dene Stellungen der Finger beider Hiande im
Dualsystem dargesteliten Zahlen. Im Bild 2
ist als Beispiel die Zahl 227 mit den Fingern
beider Hiande im Dualsystem als 11100011 (2)
dargestellt. Mit den Fingern beider Hénde
konnen leicht Multiplikationen von 6 - 6 bis
1010 bzw. von 1111 bis 15-15 durchge-
fihrt werden. Im ersten Falle werden den
einzelnen Fingern beider Hinde die Zahlen 6
(den Daumen), 7 (den Zeigefingern), 8 (den
Mittelfingern), 9 (den Ringfingern) und 10
(den kleinen Fingern) zugeordnet.

Bild 1

Will man beispielsweise 7 - 9 mit den Fingern
ausrechnen, so entspricht diesem Term fol-
gende Stellung der Finger (Bild 3).

Bild 3

Die Summe der gekriimmten Finger ergibt
die Anzahl der Zehner und das Produkt aus
den Anzahlen der gestreckten Finger die

Einer.
24+4=6 3

~63
Bezeichnen wir ndmlich die beiden Faktoren
mit x bzw. y, so ist die Anzahl der ge-
krimmten Finger x—5 bzw. y—35 und die
Anzahl der gestreckten Finger 10—x bzw.
10—y, Es ist dann
xy=10[(x—5)+(y=5)]+(10—x) - (10~ y)
=10x+ 10y — 100+ 100— 10x — 10y + xy
=xy ‘
Bei der Multiplikation von 11- 11 bis 15-15
ordnet man den Fingern beider Hinde die
Zahlen 11 (den Daumen), 12 (den Zeigefin-

1=3

gern), 13 (den Mittelfingern), 14 (den Ring-
fingern) und 15 (den kleinen Fingern) zu.
Will man z. B. 1213 mit den Fingern aus-
rechnen, so entspricht diesem Term folgende
Fingerstellung (Bild 4).

Bild 4

Die Summe der gekriimmten Finger ergibt
die Anzahl der Zehner und das Produkt aus
den Anzahlen der gekriimmten Finger die
Einer. SchlieBlich wird noch zur derart ge-
bildeten Zahl 100 addiert.
100 2+3=5 2-
156

3=6

Es gilt jetzt
x +y=100+ 10[(x — 10)+(y — 10)]
+(x—10)- (y—10)
=xy
Produkte von 16 - 16 bis 20 - 20 errechnet man
mit den Fingern folgendermaBen: ’
x*y=200+20[(x—15)+(y—15)
+(20—x)-(20—y)
=200+ 20x + 20y — 600 + 400
—20x—-20y+xy
=xy
Beispiel 18 - 19 (Bild 5)

Bild 5

Die doppelte Summe der gekriimmten Finger
ergibt die Anzahl der Zehner und das aus den
Anzahlen der gestreckten Finger gebildete
Produkt die Einer. Es werden dazu schlieB-
lich noch 200 addiert.

200 2(3+4)= 14 2:1=2
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Das Fingerrechnen gehort heute in fast allen
Lindern der Geschichte an. Mit der Einfiih-
rung der allgemeinen Schulpflicht wurde es
von den schriftlichen Rechenmethoden ver-
drédngt, zumal diese nicht nur in einem duBerst
engen Zahlenraum anwendbar sind. Den-
noch ist der mathematische Grundgedanke
jenes primitiven Verfahrens wissenswert.

M. Walter



Uber die wichtigste Eigenschaft

der reellen Zahlen

Teil 3

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Georg Glaser

Institut fiir mathematischen Unterricht
an der Universitéit Strasbourg, Frankreich

Die Mengen M, M, haben die Eigenschaften
(a) bis (c), denn offenbar sind beide Mengen
nicht leer. Weiter gilt fiir jede natiirliche Zahl
n(n>1)

Un}<O(n), (1
denn im zweiten Fall sind die Rechtecke von
gleicher Breite, aber groBerer Linge als im
ersten Fall, und auBerdem kommt bei O(n)
noch der Inhalt einer weiteren Rechteckflziche
als Summand hinzu.

Fiir beliebige natiirliche Zahlen m, n mit
n>m>1gilt’

U(m)< U(n) und O(n)<O(m). 2)
(Diesen Sachverhalt mache man sich anhand
der Figur 8 klar.)

m=4
J n =7
Ufe) <u(7)
0 : 1 x

Aus (1) und (2) folgt fir beliebige natiirliche
Zahlen m, n solort

U(m) <0(n),
m. a. W. jedes Element aus M, ist kleiner als
jedes Element aus M.
SchlieBlich ist auch die Eigenschaft (c) er-
fillt. Denn wie man aus Figur 9 sofort ab-
lesen kann, ist fir jede natiirliche Zahl n
(n> 1) offenbar
1
E-

0n)— U=+ 1= )

y
1

X

-
m{

Sei nun eine beliebige natiirliche Zahl &
vorgegeben.
Wihlt man n=10"+1, so ist

1 1 1

Dabei ist U(n)eM, O(n)eM, und die Difle-
renz dieser beiden Zahlen ist kleiner als
1

o

Nach Satz 1 gibt es genau eine Zahl s, die
zwischen den Mengen M, und M, liegt.
Diese Zahl s heift der Flicheninhalt der
Punktmenge K.

Mit Hilfe der Elemente von M, und M, kén-
nen wir die Zahl s anndhern. Dazu wihlen wir
n=10. Dann gilt

1 TV |1 7\
u10)=g \/1—(5) o \/"(ﬁ)
$ot 12
710 10
_1.( 9, [%, [oT [%&
10 100 " +/ 100 100 100

LB, e S
100 \/100 100
%, 5
100 "~/ 100

=%-%-q/§+ 96+)/91+)/84

+)/75+)/64+)/51+)/36+)/19).

Die hier vorkommenden Quadratwurzeln
konnen wir bis auf zwei Ausnahmen eben-
falls nur nédherungsweise bestimmen. Mit
Hilfe der Zahlentafel (Seite 8/9) finden wir
die folgenden Ungleichungen bzw. Gleichun-
gen:

9,94<]/99 <995 8,00=]/64=8,00
9,79 <)/96 <9,80 7,14<)/51<7,15
9,53<|/91<9,54 6,00=]/36=6,00
9,16<]/84<9,17 435<)/19<4,36
8,66 <)/75<8,67

Durch Summation erhalten wir

1257<)/99+)/96+)/91+/84+)/75+ /64
+)/51+)/36+)/19< 72,64 und nach

L o1 Lo
Multiplikation mit 100 schlieBlich

0,7257 < U(10)<0,7264.
Aus (3) folgt

On)=U(n)+ % also

0(10)= U(10) + % Dartitgile
0,8257 <0(10) < 0,8264.

A1533a Es ist die Menge M aller reellen
Zahlen z anzugeben, fiir die

z=(1—x"" gilt,
wobei x eine beliebige reelle Zahl mit
O<x<1 und n, m beliebige von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen sind.

Fiir den Flacheninhalt s der Punktmenge K,
d. h. der Viertelkreisfliche, erhalten wir die
Ungleichung

0,7257 < U(10) <s<0(10) < 0,8264.
Der Flicheninhalt der Viertelkreisflache liegt
also zwischen 0,7257 und 0,8264.
Da der Flicheninhalt 4 der Kreisfliche das
Vierfache von s betrégt, erhalten wir fiir ihn
die Naherung

2,9028 < 4 < 3,3056.
Beriicksichtigt man nur zwei Stellen nach
dem Komma, so folgt

290<A<331.
Aus dem Unterricht der Klasse 7 ist bekannt,
daB  A=nr?gilt.

Da der Radius unseres Kreises 1 betrigt,
ist A=m.

Unsere Abschdtzung fiir den Flicheninhalt
des Kreises liefert zugleich eine Niherung fiir

die Zahl =:

290<n<3,31. 4)
Wihlt man bei den eben durchgefiihrten Be-
rechnungen die Zahl n groBer als 10, so kann
man die Niherung (4) fiir die Zahl n ver-
bessern.

Aufgabe 10
Bestimme eine Niherung fir die Zahl =,
indem du fiir n die Zahl 20 wihlst!

H. Lemke/W. Stoye
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In freien Stunden HIIIIIH heiter

Aus ,,TausendundeinTag*¢

In der alten persischen Erzéhlung ,,Die Geschichte
Moradbaks*, die in der Sammlung ,, Tausendundein-
Tag* enthalten ist, stellt ein Weiser einem jungen
Midchen die folgende Aufgabe und erwihnt dabei,
daB solche Aufgaben von den indischen Philosophen
gestellt werden: ,,Eine Frau geht in einen Garten, um
Apfel zu ernten. Der Garten hat vier .Tore; jedes
wird von einem Manne bewacht. Die Frau gibt dem
Hiiter des ersten Tores die Halfte der gepfliickten
Apfel; als sie beim zweiten anlangt, gibt sie dem
zweiten Waichter die Halfte der {ibriggebliebenen
Apfel; ebenso verfihrt sie beim dritten; endlich teilt
sie noch mit dem vierten, so dal} ihr schlieBlich nur
zehn Apfel bleiben. Nun fragt man, wieviel Apfel
geerntet wurden.**

Zur Schulentlassung

Bei einer Schulentlassung tauschen alle Schiiler unter-
einander ihre Fotografien aus. Wieviel Schiiler wurden
entlassen, wenn 870 Fotografien getauscht wurden?

Mehrzweckbecher

Ein Mehrzweckbecher ist sehr schnell hergestellt und
vielfach verwendbar: beim Wandertag als Trinkgefal,
beim Pioniernachmittag als Wiirfel- oder Geschick-
lichkeitsbecher. Und so wird er gebastelt: Einen qua-
dratischen Bogen (21 cm mal 21 cm) zu einem Dreieck
falten (Bild 1), zuerst die linke Spitze des Dreiecks bis
an die rechte Papierkante (Bild 2 und 3), dann die linke
Spitze bis an die rechte Papierkante falzen. Zum
SchluB biegt die beiden oberen Spitzen nach aullen,
und fertig ist der Wiirfelbecher (Bild 4). Verwendet Ihr
Pergament- oder Butterbrotpapier, erhaltet ihr einen
Trinkbecher. Der Geschicklichkeitsbecher entsteht,
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wenn ihr an der rechten oberen Kante einen 20 cm
langen Faden befestigt, an dessen Ende eine Perle
angebracht wurde. Der Pionier, der die Perle als erster
im Becher landet, ist Sieger.

Aus NBI 45|74

3x ALPHA

1. Gerade, Maschinenteil; 2. deutscher Mathematiker
(1849 bis 1925); 3. Sternbild des siidlichen Himmels;
4, Zahlwort; 5. Vorsilbe (griech.), bedeutet soviel wie
fiinf; 6. Name einer beliebten Schiilerzeitschrift der
DDR; 7. Vorsilbe (griech.), bedeutet so viel wie ziber;
8. Sonnenfernster Planet; 9. Positive Elektrode.

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Gunter Sprengler, Dessau




Kreuzwortritsel

Waagerecht: 1. Winkelfunktion; 6. Mathematiker,
u. a. auf dem Gebiet der mathematischen Logik ta-
tig; 8. Futterbehilter (Mz.); 10. Himmelsrichtung
(Abk.); 11. FlachenmaBl; 12. chemisches Symbol fiir
ein Metall; 13. europdische Hauptstadt; 14. Belastung,
unangenehme Erscheinung; 16. Brennstoff; 18. MaB-
einheit im Schiffsbau (Abk.); 19. persénliches Fiir-
wort; 20. antiker Bewohner Italiens; 22. Zahlwort;
23. Kreiszahl; 24. Teil des rechtwinkligen Dreiecks.

1 2|3 A 5
V
// ///4.5/ ?
8 9 410

“ V/A 2 % 1
ZE 5| 7
1

6|17 V7 7 %

8| Uw 21

2| |.| s 7
% 2% i

Senkrecht: 1. Winkelfunktion; 2. russisches Zahlwort;
3. Begriff aus der Algebra; 4. weiblicher Vorname;
5. Teilgebiet der Mathematik; 7. Weltorganisation
(Abk.); 9. Eigenschaft einer Funktion; 13. Skat-
ausdruck; 14. physikalische MaBeinheit; 15. Linien-
zug, zeichnerische Darstellung eines Sachverhaltes,
einer Funktion; 17. schweizerisches Flichenmal;
20. weiblicher Vorname; 21. norwegischer Mathe-
matiker. Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden

Was bedeutet das?

SYe
2899
49 49

49494949

Chg

5x4=20

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

Setze aus jeweils vier Teilen ein Rechteck zusammen
mit den Seitenldngen 4 Einheiten mal 5 Einheiten.
Wieviel Moglichkeiten gibt es? (Jedes der Einzelteile
besteht aus 5 Quadraten.)

w

aus: Euklid 1074, Athen

|

Unmogliches wird moglich!

PLUS

+ PLUS
+ PLUS
MINUS

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, un-
gleiche Buchstaben ungleiche Ziffern. Wieviel Lo-
sungen sind méglich?

Marthias Gdrting, OS Grobers (Saalkreis, Kl.8)

Kopfrechnen

-3]’1_ ¢

e m

V= SYE ———t
Vi e 2IT5205 kg

dsennt N gty '
el e )Swn,‘(dmm,’

<l 7-YF

Horst Schrade, Berlin

P
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XV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(7./8. Februar 1976)

EEmermmEmTtroc Ao

Klassenstufe 7

1. Die FuBballmannschaften der Klassen 7a,
7b, 8a und 8b belegten beim Schulsportfest
die ersten vier Plitze.

Auf die Frage, welchen Platz jede der vier
Mannschaften belegte, gaben die Pioniere
Antje, Benno und Chris jeder zwei Antwor-
ten, von denen jeweils eine wahr und eine
falsch ist.

Antje: (1) Die Mannschalt der Klasse 8a
belegte den zweiten Platz. (2) Die Mannschaft
der Klasse 8b belegte den dritten Platz.
Benno: (3) Die Mannschalt der Klasse 8a
belegte den ersten Platz. (4) Die Mannschaft
der Klasse 7b belegte den zweiten Platz.
Chris: (5) Die Mannschaft der Klasse 7a
belegte den zweiten Platz. (6) Die Mannschalt
der Klasse 8b belegte den vierten Platz.
Untersuche, welche Verteilung der vier Mann-
schaften 7a, 7b, 82 und 8b auf die vier Plitze
den wahren Antworten der Pioniere ent-
sprechen!

2. In der abgebildeten Figur gelte:

¥ ABC=XBAC=a, x ADE= £ BDC=§,
¥ ACD= ¥BCF=y, xBCD=0, Xx AED =¢,

¥CED =y, XEDC=¢.

Es sei 6=70°
Ermittle a, 8, y, ¢, 7 und ¢!

3. Untersuche, ob sich in der Ebene fiinf
(paarweise) verschiedene Geraden so zeich-
nen lassen, daB sie genau drei Schnittpunkte
miteinander haben, d. h., ob es in einer
Ebene 5 (paarweise) verschiedene Geraden
p. g, r, s, t und 3 (paarweise) verschiedene
Punkte A, B, C so gibt, daB jeder der
Punkte A, B, C der Schnittpunkt (minde-
stens) zweier der Geraden p, q, r, s, t ist und
daB jeder Schnittpunkt (mindestens) zweier
dieser Geraden einer der Punkte 4, B, C ist!

4. Ein Zug fdhrt genau 15 Minuten spéter
von einem Bahnhof B ab, als es der Fahrplan
vorsieht. Deshalb [@hrt er mit 1209 der auf
dieser Strecke iiblichen Durchschnitts-
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e = s

geschwindigkeit so lange, bis der Riickstand
aufgeholt ist. Nach wieviel Minuten (gerech-
net von der tatsdchlichen Abflahrtszeit des
Zuges an) ist das der Fall?

5. Gegeben sei ein Wiirfel mit den Eck-
punkteii A, B, C, D, E, F, G und H (siehe
Bild). K sei der Schnittpunkt der Flachen-
diagonalen AH und DE.

Beweise: Es gilt DE | BK.

H G

A 8

6. Ist z eine natiirliche Zahl, so sei a die
Quersumme von z, b die Quersumme von a
und ¢ die Quersumme von b.

Ermittle ¢ fiir jede 1 000000 000stellige durch 9
teilbare Zahl z!

Klassenstufe 8

1. Vor vielen Jahren war ein Wanderer auf
dem Wege von Altdorf nach Neudorf. Als er
unterwegs nach dem Weg [ragte, erklérte ihm
ein Ortskundiger: ,,Ihr seid aul dem richtigen
Weg und werdet bald an einer Weggabelung
einen Wegweiser mit drei Richtungsschildern
sehen.

Diese weisen auf die Wege nach Altdorf,
Neudor[ und Mittendorf. Ich mache Euch
aber darauf aulmerksam, daB genau zwei
dieser Richtungsschilder falsch beschriftet
wurden.” Der Wanderer bedankte sich, ge-
langte zum Wegweiser und las ihn. Unter-
suche, ob der Wanderer mit den erhaltenen
Informationen den Weg nach Neudorf ermit-
teln konnte!

2. Beweise, daB alle Primzahlen p >3 sich in
der Form 6n+ 1 bzw. 6n— 1 schreiben lassen,
wobei n eine von Null verschiedene natiir-
liche Zahl ist!

3. Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC.
Konstruiere in seinem Innern einen Punkt P,
so daB die Dreiecke ABP, BCP, ACP alle
einander flachengleich sind! Beschreibe und
begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob stets genau ein solcher Punkt P
existiert!

I R ey e I L T T T Y e TSI

4. Eine Pioniergruppe wanderte von der
Touristenstation A zum Bahnhof B. Sie legte
in der ersten Stunde 3 km zuriick. Danach
rechnete sie sich aus, daB sie bei gleichblei-
bender Geschwindigkeit 40 Minuten zu spat
2zum Zug kommen wiirde. Deshalb erhdhte
sie ihre durchschnittliche Marschgeschwin-
digkeit aul 4 km in der Stunde und kam damit
45 Minuten vor Abfahrt des Zuges in B an.

Berechne die Linge des Weges von 4 nach B!

S. Es ist zu beweisen: Wenn in einem kon-
vexen Viereck ABCD aul der Seite AB
Punkte E und F so zwischen A4 und B liegen.
daB AE=EF =FB gilt, und auf der Seite BC
Punkte G und H so zwischen B und C liegen,
da BG=GH=HC gilt, und auf der Seite
CD Punkte I und K so zwischen C und D
liegen, daB3 CI=IK=KD gilt, und auf der
Seite DA Punkte Lund M so zwischen D und
A liegen, daB DL=LM=MA gilt, so sind
die Geraden durch M, E und I, H sowie
die durch F, G und K, L jeweils parallel
zueinander.

6. Fiir ein Viereck ABCD sei gefordert, da3
die Summe der Lange der beiden Diagona-
len AC und BD 11 cm betrigt, daB die Seite
AB die Lingen a=6 cm und die Seite AD die
Linge d=1 cm haben soll.

Ermittle eine Lange x und eine Linge y so,
daB fiir den Umfang u jedes Vierecks, das den
angegebenen Forderungen geniigt, die Un-
gleichung x<u<y gilt, wobei das Gleich-
heitszeichen jeweils genau dann gilt, wenn das
Viereck ABCD zu einer Strecke entartet,
d. h., wenn die Punkte 4, B, C, D auf ein und
derselben Geraden liegen!

Hinweis: ABCD kann auch nicht-konvex
sein. Ferner kdnnen beim Entartungsfall auch
Punkte zusammenfallen.

Klassenstufe 9

1. Es sind drei aufeinanderfolgende ungerade
natiirliche Zahlen zu ermitteln, bei denen die
Summe ihrer Quadrate eine vierstellige Zahl
ist, die aus vier gleichen Ziffern besteht.

2. Von einem Dreieck ABC seien die Seiten-
linge BC=a und die Héhenlinge AD=h,
bekannt. Eine Gerade g verliuft so, daB BC
auf g liegt.

Berechnen Sie das Volumen V des Korpers,
der durch Rotation der Dreiecksflaiche um
die Gerade g beschrieben wird!

3. Uber eine Zahl x werden die [olgenden vier
Paare (4,, A3), (By, Ba), (Ci, C3), (D), D2)
von Aussagen gemacht, von denen jeweils
genau eine wahr und genau eine falsch ist.
Untersuchen Sie, ob es eine Zahl x gibt, die
dieser Forderung geniigt! Ermitteln Sie, wenn
das der Fall ist, jede solche Zahl x!

A;) Es gibt auBer x keine Zahl, die der
Forderung dieser Aufgabe geniigt.
A;) x ist eine natiirliche Zahl, in deren

(dekadischer) Darstellung eine Ziffer
zweimal auftritt.



B;) x—5 ist eine ganze, durch 6 teilbare

© Zahl '

Bs)  x+1 ist eine ganze, durch 12 teilbare
Zahl.

C,) x ist eine natiirliche Zahl, deren (de-
kadische) Darstellung mit der Ziffer 3
beginnt.

C;)  xist die Zahl 389.

D,;) x ist eine dreistellige Primzahl mit .
300 < x < 399, also eine der Zahlen 307,
311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353,
359, 367, 373, 379. 383, 389, 397.

D,)  x ist eine natiirliche Zahl, die aus drei

gleichen Ziffern besteht.

4. Man ermittle alle Moglichkeiten, die Zahl
60 als Summe von mindestens zwei aufeinan-
derfolgenden natiirlichen Zahlen darzustel-
len.

5. Beweisen Sie den folgenden Satz:

In jedem Dreieck teilt die Halbierende jedes
Innenwinkels die gegeniiberliegende Seite im
Verhiltnis der beiden anliegenden Seiten.

6. Beweisen Sie, daB fir alle Tripel (a, b, ¢)
positiver reeller Zahlen mit abc=1 die Un-
gleichung (1 +a) (1 +b) (1+c¢)=8 gilt!

Wann gilt das Gleichheitszeichen ?

Klassenstufe 10

1. Gegeben sei ein Dreieck ABC mit der
Seitenlinge BC =a und der Hohenlinge
AD=h, Die Gerade g sei die Parallele zu
BC durch A.

Berechnen Sie das Volumen V des Korpers,
der durch Rotation der Dreiecksfliche ABC
um g entsteht, in Abhéngigkeit von a und h,!

2. Gegeben sei eine Strecke AB mit AB=5 cm.
Man konstruiere die Menge aller Punkte P,
die die Eigenschaft haben, Inkreismittelpunkt
je eines rechtwinkligen Dreiecks 4BC mit
der Hypotenuse 4B zu sein.

3. Beim Druck -einer Mathematikéufgabe
wurde statt

(1+a®x?) :x*=b
(mit gegebenen Zahlen a, b) versehentlich die
Gleichung

(14+a%x?)-x*=b
(mit denselben Zahlen a, b) gedruckt. Trotz-
dem hatte die so entstandene Gleichung die-
selbe nichtleere Losungsmenge wie die ur-
spriinglich vorgesehene Gleichung,
Man ermittle diese Losungsmenge.

4. Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn fiir ein spitzwinkliges Dreieck ABC
mit den Hohen AA4', BB, und CC und dem
Hohenschnittpunkt H die Gleichungen

—=——=—— gelten,
HA" HB HC
so ist das Dreieck ABC gleichseitig.

I

5. Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen n=2 und alle diejenigen natiirlichen
Zahlen x > 0, [ur die [olgendes gilt: Im Ziffera-
system mit der Basis # ist x eine zweistellige

Zahl, und durch Vertauschen ihrer Ziffern
erhilt man das Doppelte von x. (Dabei sollen
wie iiblich fir positive Zahlen nur solche
Zifferndarstellungen zugelassen sein, die nicht
mit O beginnen.)

6. Vorbemerkungen: Ist x eine reelle Zahl,
so wird mit [x] die groBte ganze Zahl bezeich-
net, die nicht grbﬂer als x ist:
[x]sx<[x]+1
Beispielsweise ist
[r}=3,[-4,2]=-5,[5]=5.
Eine Funktion f, die fur alle reellen x erklédrt
ist, heilt periodisch, wenn es eine Zahl p>0
gibt, so dabB fiir alle x gilt: f(x+ p)=1(x).
Eine solche Zahl p heiBt eine positive Pe-
riode von f. Gibt es eine kleinste Zahl mit
dieser Eigenschalt, so heiBt sie die kleinste
positive Periode von f. Beispielsweise ist
f(x)=1 eine periodische Funktion f, die keine
kleinste positive Periode besitzt, wihrend
z. B. f(x)=sinx die kleinste positive Periode
27 besitzt.
a) Beweisen Sie, daB durch y=(—1)* eine
fiir alle reellen Zahlen ¢ erklirte Funktion f
definiert ist!
b) Beweisen Sie, daB die unter a) erklirte
Funktion f periodisch ist!
c) Weisen Sie nach, daB diese Funktion f
eine kleinste positive Periode besitzt, und
ermitteln Sie diese!
d) Stellen Sie f graphisch dar!

Klassenstufe 11/12
1. Jemand l6ste eine Divisionsaufgabe A4;
bei dieser war eine natiirliche Zahl, die (in
dekadischer Darstellung) mit fiin[ gleichen
Zilfern geschrieben wird, durch eine vier-
stellige natiirliche Zahl, die (in dekadischer
Darstellung) mit vier gleichen Ziffern ge-
schrieben wird, zu dividieren. Bei dieser Di-
vision ergab sich die Zahl 16 und ein gewisser
Rest. Anschlielend bildete jemand aus dieser
Aufgabe A eine neue Divisionsaulgabe A’,
indem er sowohl im Dividenden als auch im
Divisor je eine Ziffer wegfallen lieB. Bei der
Division der so erhaltenen Zahlen ergab sich
wieder die Zahl 16 sowie ein um 2000 klei-
nerer Rest als bei der Aufgabe A.
Man nenne (durch Angabe von Dividend
und Divisor) alle Divisionsaufgaben 4, die
diese Eigenschaft aufweisen.
2. Ist M eine Menge von reellen Zahlen, so
soll eine reelle Zahl e+0 aus dieser Menge
als eine Einheit von M bezeichnet werden,
wenn flr jedes Element x aus M die Be-
ziehung

x .

;eM gilt.
(So besitzt z. B. die Menge aller ganzen Zah-
len nur die Einheiten +1 und —1, widhrend
z.B. in der Menge aller rationalen Zahlen
jedes von O verschiedene Element eine Ein-
heit ist.)
Es sei nun M die Menge aller Zahlen a +b[/§,
wobei a und b beliebige ganze Zahlen sind.

In dieser Menge sind z.B. +1 und —1 Ein-
heiten.

a) Man gebe noch 5 weitere Einheiten von M
an.

b) Man beweise, daB M unendlich viele ver-
schiedene Einheiten enthilt.

3. Es seien A,4,, B,B;, C,C; drei vonein-
ander verschiedene parallele Sehnen eines
Kreises k. Ferner seien X bzw. Y bzw. Z
die zu A, bzw. B, bzw. C, beziiglich der
Mittelpunkte der Sehnen B;C; bzw. C 4,
bzw. 4B, symmetrisch liegenden Punkte,
Man beweise, daB X, Y und Z auf ein und
derselben Gerade liegen.
4. Definition: Eine gebrochene rationale
Funktion fheiBt echt gebrochen, wenn sie sich
in ihrem Definitionsbereich in der Form

u(x) .
S (x)=m mit
Uux)=amx"+...+a;x+ap; an+0
v(x)=b.x" +...+bx+bg; bax0
und m <n darstellen 1aBt.
Es ist zu untersuchen, ob die Summe zweier
echt gebrochener rationaler Funktionen wie-
der eine echt gebrochene rationale Funktion
ist, wenn die Summe von der Funktion 0

_ulx) . Com
(—m,mlt u(x)=amx™+ ... +do, alle

ap=...=ap=0) verschieden ist.

5. In der Ebene mogen n Punkte (n=4) so
gelegen sein, daB je vier von ihnen Eck-
punkte eines nichtentarteten konvexen Vier-
ecks sind. Man beweise, da} dann alle n
Punkte Eckpunkte eines konvexen n-Ecks
sind.

Von den folgenden Aufgaben 6A und 6B
ist genau eine auszuwahlen und zu l8sen:

6A. Gegeben seien n Punkte einer Ebene
(n>0), von denen keine drei auf derselben
Gerade liegen. Die n Punkte sollen durch
Strecken so miteinander verbunden werden,
daB3 es keine drei Punkte gibt, von denen
jeder mit jedem der anderen beiden verbun-
den ist.

Man zeige, daB unter diesen Bedingungen
fiir die Anzahl Z, der Verbindungsstrecken

2
zug["z] gilt.

Man zeige lerner, daB sich unter Beachtung

2
der Bedingungen [%] Verbindungsstrecken

finden lassen.
Anmerkung: Mit [x] sei die groBte ganze Zahl
bezeichnet, die nicht grofer als x ist.

6B. Es seien P(x) ein Polynom mit reellen
Koeffizienten und p, g. r, s reelle Zahlen, fiir
die p+gq gelte. Bei der Division dieses Poly-
noms durch (x —p) ergebe sich als Rest die
Zahl r, bei der Division des gleichen Poly-
noms durch (x — g) als Rest die Zahl s.
Welcher Rest ergibt sich unter diesen Vor-
aussetzungen bei der Division des Polynoms
P(x)durch (x —p)(x—¢)?
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Ph10/12 w1421 Nach dem Lehrsatz des
Pythagoras erhélt man

x2=(H—h)*+a*

x2=100+ 557

x =|/657

x =256
Der Ausleger ist 25,6 m lang.

...—"_.j

Die Belastung des Auslegers errechnet man

nach: _ R
tana= =
a sina
tana= ..}
10 0,9205
x=67° F,=4340

Die Belastung des Auslegers betrigt 4340 kp.

Ch10/12 w1422 50ml 0,1n Schwelelsdure

entsprechen 50 ml 0,1n NaOH. 1000 ml 0,1n

NaOH enthalten 3,9997 g NaOH

(1000 ml In NaOH enthalten 39,997 g)

50 ml 0,1n NaOH enthalten x g NaOH
=%=0,19998 gx02¢g

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 6/75:

Ma5 #1424 Ein Wiirfel besitzt 12 Kanten.
Jede Kante des herzustellenden Kantenmo-
dells eines Wiirflels besitzt somit die Lange
von 120cm :12=10cm. Sein Volumen .be-
triigt Vi =10°cm®=1000cm?. Fir die 12
Kanten des Quaders gilt 4(a+b+¢)=120cm.
Wegen a=15cm und b= 10cm erhalten wir
daraus 4-(15cm+10cm+¢)=120cm, also
¢=5cm. Das Volumen des Quaders betriigt
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somit Vp=a-b-c=15-10-5cm3=750 cm®.
Demnach hat der Wiirlel einen um 250 cm?
groferen Rauminhalt als der Quader.

Ma5 w1425 Ausa-b=a -} bzw.

| 25-16=40-F folgt b'=10 cm. Fiir die Um-
| fdnge der beiden Rechtecke gilt somit

u=2a+b)=2(25+16)cm=_82cm,
u'=2(a'+b')=2(40+ 10)}cm =100 cm,

W —-u=100cm—-82cm=18 cm.

Der Umfang u’ des Rechtecks A'B'C'D’ ist
um 18cm groBer als der Umlang u des
Rechtecks ABCD.

Ma5 #1426 Aus f+d=f folgt d=0.

Aus d+a=6 folgt a=6.

Aus a+j=9 folgt j=3.

Aus a=6,j=3,a+j+e=16folgt e=7.

Aus a=6,e=7,a+c=efolgt c=1.
Ause=7undj=3und e—j=k folgt k=4.
Ausc=1,e=7, b=e+c lolgt b=8.

Aus j=3 und j=g :j folgt g=9.
Ausb=8,k=4,b:h=k folgt h=2.
Ausc=1,g=9,h=2, f=(c+g):hfolgtf=5.
Die natiirlichen Zahlen a=6, b=8, c=1,
d=0, e=7, f=5,g=9, h=2, j=3, k=4 er-
fiillen simtliche Gleichungen.

Ma$ ®1427 Wegen V+V+1=AkannA4=9
und V=4 gelten. Wegen A+1 kann I nicht 9
sein, also /=8, C=7. Fiir E=6 erhalten wir
wegen R+R+1=T somit H=3. Damit gilt
auch R=5 und T=0. Die gesuchte Aufgabe
lautet 4865 +4865=9730.

Ma5 w1428 Aus
a+b=2=04+2=1+1=2+0 folgt wegen
a>0und a+b somit a=2 und b=0.

Aus a=2 und c=2a lolgt c=4.

Aus a=2, b=0, c=4 und 3a+b+c+d=16
folgt 3-2+0+4+d=16, also d=6.

Die gesuchte Zahl lautet 202 246.

Ma5 1429 Angenommen, x Schiiler er-
hielten die Note 1; dann gilt
x+2x+x+2=26,
4x=24,
x=6.
Sechs Schiiler erhielten die Note 1, zwolf
Schiiler die Note 2.

Ma6 81430 Angenommen, es waren x Schii-
ler an der Klassenarbeit beteiligt, dann gilt

1x+ lx+5 +l =
77\3 &

%x +5=x,
éx =35,
x=130.
An der Klassenarbeit waren 30 Schiiler be-
teiligt. 10 Schiiler erhielten die Note 1 oder 5.
15 Schiiler erhielten die Note 3 oder 4.
5 Schiiler erhielten die Note 2. Angenommen,

y Schiiler die Note 3, dann erhielten }tv Schii-
ler die Note 4, und es gilt

1 5
G s 8 D T8 e 9
¥ +4A\ 15, o 15, y=12.

Somit erhielten 12 Schiiler die Note 3 und
3 Schiiler die Note 4. Angenommen, z Schiiler
erhielten die Note 1, dann erhalten (10—2z2)
Schiiler die Note 5.
Nun gilt aber

z°1+5-2+12-3+3-4

+(10—2)- 5=2,4"30,

z+10436+12450—52="72,

4z=36, z=9.
Demnach erhielten 9 Schiiler die Note 1 und
1 Schiiler die Note 5.

Ma6 ®1431 Aus 2(ab+ac+bc)=286 folgt
ab+ac+bc=143. Aus ab=63 und bc=35
folgt durch Einsetzen
63 +ac+35=143, also ac=45.

., ab-ac 63-45
Nun giit be = 35
zen a®*=81 bzw. a=9.
Aus ab=63 und a=9 folgt b=7.
Aus bc=35und b=17 folgt c=5.
Das Volumen des Quaders betrdgt somit
V=abc=9-7-5cm?®=315cm>.

, also nach dem Kiir-

Ma6 m1432 Es sei x die Anzahl aller ein-
gesandten Aufgaben. Von diesen Aufgaben

3 L3 | .
wurden g~ gut gelost, Mk 3=§x gelost,

—;—x :2=l—16x nicht gelost. Angenommen, es
wurden y Aulgaben sehr gut geldst. Dann gilt

3 1 1
y+ox+ox+—x=x,alsoy=

g8 16 16

Wegen 20 <x <45 und y=%x wird y nur fiir
x=32 ganzzahlig. Der Schiiler hat somit
14 Aufgaben sehr gut gelost, 12 Aufgaben
gut gelost, 4 Aulgaben geldst und 2 Aufgaben
nicht gelost.

Maé6 #1433 Die gesamte Trainingsstrecke
sei x Kilometer lang; °

4 2
dann glllEX+—5X+ 100=x,
2
§.x+ 100=x,
1
§x= 100, x=300.

Der Radrennfahrer legte am ersten Tag
4-300
15
2-300

5 km= 120 km zuriick.

km=80km und am zweiten Tag

Ma6 #1434 Der Preis des Buches betrage
x Mark, dann gilt
1,5+ %x =X,
5 15
710
NIER
10-5
Das Buch kostete 2,40 M, und es gilt

1,50+ g +2,40=1,50+0,90=2.40.

x=24

Phé ®1435 Wegen
40=1+3+9+27=3+3"+3%24+33



kann man jede natiirliche Zahl durch Po-
tenzen von 3 so darstellen, daB jede Potenz
héchstens einmal auftritt, wenn man neben
.der Addition auch die Subtraktion zuldBt.
Beispiel:

16=1-3242-3'+1"3,
16=1-324(3-3'-1-3")+1-3,
16=1-32+41-32—1-3"+1"3,
16=2-32-1-3'+1-3,
16=(3-32—1-3%)—1-3' 4+1-3,
16=1-3>—1-32—1-3'+1-3,
16=27-9-3+1.

Will man nun die Masse von 16 kg ermitteln,
so sind aufl die linke Waagschale x kg,
9kg und 3kg, aul die rechte Waagschale
27 kg und 1 kg zu legen, denn es gilt

x+9+3=27+1,
x=28-12,
x=16.

Ma7 #1436 Angenommen, es befanden sich
x Aplel im Korb. Die nachstehende Tabelle
gibt Auskunft iiber die Verteilung der Apfel.

Anzahl d. Axel Bernd
Apfel 1 1
Zx Sx -2
Ernst Franz
%x -6 %x +3
Nun gilt
%x+(%x—2)+<%x—6)+(%x+ 3)=x,
1 1 1 1
Zx+§x+§x+§x—x = 5
6x+8x+12x+3x—24x =120,
5x=120, -
x= 24:

Im Korb befanden sich somit 24 Apfel. Axel

erhielt ‘l‘ -24 =6, Bernd % +24—-2=6,

Ernst % -24—6=6 und Franz %-24+3=6
Apfel.

Alle vier Jungen Pioniere erhielten also
gleichviel Apfel.

Ma7 u1437 Die Potenz

1975"=(10 - 197 + 5)" endet [ur jede natiirliche
Zahl n2 1 mit der Ziffer 5. Die Potenz
1974"=(10 - 197 +4)" endet fiir jede natiirliche
Zahl n2 1 entweder mit der Ziffer 6 oder mit
der Ziffer 4, d. h., diese Potenz ist fir jedes
n=1 eine gerade natiirliche Zahl. Das Pro-
dukt aus einer geraden natiirlichen Zahl und
einer mit der Ziffer 5 endenden natiirlichen
Zahl endet stets mit der Ziffer 0. Somit en-
det das gegebene Produkt ebenfalls mit der
Ziffer 0.

Ma7 w1438 Jeder Zentriwinkel ist doppelt
so groB wie ein Peripheriewinkel iiber dem-
selben Bogen.

Es sei M der Mittelpunkt des Umbkreises des
zu konstruierenden Dreiecks ABC und D der
FuBpunkt des von M auf 4B gefillten Lotes.
Dann gilt

£ ADM=90°, X AMD= ¥ ACB=7=40°

und E=%=3 cm; somit 148t sich das Drei-
eck ADM aus diesen Stiicken konstruieren.
Der Kreis um A mit dem Radius c=6cm
schneidet die Gerade AD iiber D hinaus in B.
Wir konstruieren den Kreis um M mit dem
Radius r=AM, den Umkreis des zu kon-
struierenden Dreiecks ABC. Der Kreis um D
mit dem Radius s, =8 cm schneidet den Um-
kreis des Dreiecks im Punkte C bzw. C'.

Ma7 ®1439 Es seien AB=c und BE=d
die Seitenlingen des dem Dreieck ABC
flichengleichen Rechtecks ABEF, und es sei
CH=h die Hohe des Dreiecks ABC zur

Seite AB=c. Wegen c~d=%-c~h gilt

h=2-d. Daraus ergibt sich dic folgende
Konstruktion:

Wir fillen von C das Lot auf 4B, sein FuB-
punkt sei H. Wir halbieren CH, der Mittel-
punkt von CH sei M. Wir ziehen durch M
zu AB die Parallele. Durch 4 und B kon-
struieren wir je eine Senkrechte zu AB.
Diese Senkrechten mogen die bereits gezeich-
nete Parallele in den Punkten E und F

schneiden. c
h
2
b
F E M
A
a
)
F
A ra
A c [] H
Ph7 =1440
Gegeben: s=42600 km Gesucht: v
3

Es geniigt die Berechnung der gleichférmi-
gen Bewegung.
=1
. 42600 km - 2
3h

km
v=28 400T

Die Geschwindigkeit des Raumschiffes be-
tragt 28400 kh_m
Ch7 m1441 1022-120=122640
Im Jahr werden 122640 m® Wasser benétigt,
um 1022 t WeiBzucker herzustellen.

122640 : 3=40880
Es waren 40880 Tankwagen notig, um diese
Wassermenge zu transportieren.

Ma8 m1442 Esseiz=10a+b,wobeiaundb
natiirliche Zahlen mit 1<4<9 und 1<b<9
sind, eine natiirliche Zahl, die die verlangte
Eigenschaft hat. Dann lautet diejenige Zahl,
die durch Vertauschung der Ziflern von z
entsteht, 10b +a, und es gilt

10a+b =§(10b+a),

90a +9b=20b+ 2a,
88a=115,
8a=b.
Da a und b von Null verschieden sind und b
eine einstellige natiirliche Zahl ist, kann nur
a=1 und daher b =8 sein. Tatséichlich hat die
Zahl z=18 und nur diese Zahl die verlangte
Eigenschaft; denn es gilt

2
18=§~81.

Ma8 81443 a) Es seien x und y die Mal-
zahlen der Seitenldngen des Rechtecks. Dann
ist die Mafzahl des Flicheninhalts gleich
A=xy und die MaBzahl des Umfangs gleich
2x+2y=2(x+y). Es gilt also

2(x+ y)=>560,

x+y=280,
y=280—x.

Daraus lolgt

A=xy=x(280—x)=280x —x?,

A= —(x*—280x + 19600) + 19600,

A =19600—(x — 140)>.
Wegen (x— 140)2=0 gilt 4 <19600 und

A=19600 genau dann, wenn x = 140.
Der Flicheninhalt der maximalen Rechtecks-
fliche, die eingezdunt werden kann, betragt
also 19600 m2 =196 ha.
b) Ist der Flicheninhalt maximal, so gilt

x =140, also y=280—x = 140.
Das Rechteck ist also ein Quadrat mit der
Seitenldnge 140 m.

Mas8 81444 a) Von Moskau (¢ =56°N) bis
zum Nordpol (¢ =90°N) betrigt die Anzahl
der Breitengrade 90° — 56° =34°, vom Nord-
pol bis Seattle (¢ =48°N) 90° —48°=42°, das
sind zusammen 34° +42° =76°. Fiir die Linge
x der Lultlinie Moskau-Nordpol-Seattie gilt
also

x : 10000 km=76°:90°,

. 76 - 10000 X

90

Die tatsichlich zuriickgelegte Entfernung ist
um 12,279, groBer, sie betrigt also

8444 -1,1227 km =9480 km.
b) Die ANT-25 legte diese Entfernung von

m=_8444 km.

9480 km in 63 h 25 min =% h zuriick. Ihre

mittlere Geschwindigkeit betrug daher
9480-60 . _, I
ka h™'~150km-h~%
Die IL-62-M legte diese Entfernung in

N =

10h 54'min=% h zuriick. Ihre mittlere Ge-
schwindigkeit betrug daher

_9480-60 . _, o
v2=—p3z km-h™'~870km-h~"
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Ma@8 ®1445 Es seien
2r, die MaBzahl (in m) des inneren Durch-
messers,
s die MaBzahl (in m) der Wandstirke,
x die MaBzahl (in m) der Gesamtldnge der
zylindrischen Stahlrohre.
Dann ist diec MaBzahl (in m?) des Quer-
schnitts gleich
Q=n(r,+s)?—nr  =nr 4+ 2nr s+ ns?
—7ry?,
Q=ns(2r, +5).
Da die MaBzah! der Lidnge gleich x, die
Dichte gleich 7,85g-cm™* und die Masse
gleich 3000 t ist, gilt also
ns(2ry +s)x - 7,85=3000,
. 3000
7.851s(2ry +s)
a) In diesem Falle ist der innere Durch-
messer 270 mm=0,27 m, also gilt 2r, =0,27.
Die Wandstirke betrdagt 6 mm = 0,006 m, also
gilt s=0,006. Wir erhalten daher
e 3000
7,8570,006(0,27 +0,006)
_ 500000
" 17,85-02767
x = 73500.
Es konnen also Stahlrohre mit einer Gesamt-
linge von 73500 m, d. s. 73,5 km, hergestellt
werden.
b) In diesem Falle gilt 2r, =0,27, s=0,0018,
also _ 3000
"~ 7,8570,0018(0,27 +0,0018)
_ 10000000
T 7,85-6-02718%
x = 249000,
Es konnen also Stahirohre mit einer Gesamt-
ldnge von 249000 m, d. s. 249 km, hergestellt
werden.

X

Ph8 ®1446 -
Gegeben: G=60-3,5kp=210kp )
h=20m Gesucht: W

Es ist die Hubarbeit zu berechnen.

W=G h

W=210kp-20m

W=4200 kpm
Die erforderliche Arbeit betragt 4 200 kpm.
Ch8 w1447 Mischungsformel m= nip_—pb)

n=1000 p=125 a=25 b=10
_1000(12,5—10) _

25125 =200

1000 g 10%;ige Salzsiure sind demnach mit
200 g 25%iger Salzsdure zu mischen.

Ma9 w1448 Wir bezeichnen die MaBzahlen

der Umlaufzeiten (in Jahren) der fiinf Plane-

ten mit

Tv=24;T,=29; T3=38; Ty=11; Ts=26

und die MaBzahlen ihrer Abstinde von dem

Zentralgestirn (in AE) mit

ry =0,95, ra, ra, ra, rs.

Dann gilt nach dem 3. Keplerschen Gesetz
r:ri=T%:T%

(-
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T2\?
r2=r; Tl 3

2
lgra=lgr, +3(]§ T,-1gT).

Fir r;=0,95, T,=2,9, T, =2,4 erhalten wir
hieraus

ra~ 1,08 AEx 162 Mill. km.
Ferner erhalten wir

r3= 1,29 AE~ 194 Mill. km,

rsx2,62 AEx 393 Mill. km,

rs=4,65 AEx~ 698 Mill. km.
Der fiinfte (duBerste) Planet hat also von dem
Zentralgestirn einen Abstand, der nur etwas
kleiner als der Abstand des Jupiter von der
Sonne (5,2 AE) ist.

Ma9 ®1449 Verlangert man die Strecke CD
iiber D hinaus bis zu Schnittpunkt E mit dem
Kreis, so liegt der Mittelpunkt M des Kreises
auf ED, und es gilt d=ED +CD (siche Bild).

Aus X ADE= ¥ BDC=90°
und ¥ EAD= ¥ DCB (nach dem Peripherie-
winkelsatz) folgt AADE= ~ ABDC.

Wegen A—D=ﬁ'=g, CD=a folgt

hieraus weiteg b

ED :§=§.a,

— 2

E —a,

also b?
d _E +a.

Wegen b=1,2 m,a=0,2 m erhilt man hieraus
1,22
d=(4 . 0,2+0,2>m—(1,8 +0,2)m
=2 m=2000 mm.
Der innere Durchmesser des Rohres ist also
gleich 2000 mm, d. s. 2 m.

Ma9 ®1450 Es sei (x, y) eine reelle Losung
des Gleichungssystems
x ¥ 13

e 1
x+y x—y 5’ )
x2+y*=13. ()

Dann gilt
x+y#+0, x—y+0, also wegen (1)
x(x—y)+yx+y) _13
xz_yz - 5’
2 2 13 2 2
xt—xy+xy+y =?(x -y%),
1
x2+y? =?3(x2—y2).
Wegen (2) ist x2 + y? =13, also
13=1—53(x2—y2).
x2—y*=5. 3)

Durch Addition von (2) und (3) erhédlt man

2x?=18,d. h, x2=9 )

und hieraus wegen (2)
yr=13-x¥=13-9=4. (5)

Nun ist die Gleichung (4) [ir x=3 und
x=—3 erfiillt und die Gleichung (5) fiir
y=2und y=-2.
Wenn also das Gleichungssystem (1), (2)
iiberhaupt reelle Losungen hat, so konnen es
nur die Paare
(3,2), 3, =2), (=3, 2), (3, —2) sein.
Die Probe zeigt, daB das tatsdchlich Losun-
gen des gegebenen Gleichungssystems sind;
denn man erhilt z. B. [ir x=3, y=2

x y 3 2 3 13
sty Txoy 192t 3 P

x2+y?=32422=13 usw.

Ma9 ®1451 a) Es seien «; die Kantenldnge
und A,; der Flicheninhalt des nicht durch
den zweiten Wiirfel verdeckten Teils der
Oberflache des ersten Wiirfels. Ferner seien
a; und A,, a; und As, a4 und A4 die ent-
sprechenden GroBen fiir den zweiten, dritten
und vierten Wiirfel. Dann gilt

A 1= 5(1%,

Ay=5a3—a?,

Ay=5a%—a3,

A,=6a%—ad3.
Also ist der gesamte Oberflicheninhalt des

Korpers gleich
A=A;+A:+A3+As
=4a? + 4a% +4a3 + 643,

A=4a}+a3+ai+ad)+ 24}
Nun gilt g, =1cm, a;=2cm, a;=3cm,
as=4cm,also

A=[4(12+22+3*+4})+2 4] cm?

=[4-30+32cm?] =152 cm?.

Der Oberflacheninhalt des aus den vier Wiir-
feln zusammengesetzten Korpers ist also
gleich 152 cm?.

b) Fiir den Fall von n Wiirfeln erhélt man
analog wie oben

Ay =5a3,

A,=5a3—aj},

Az=35a}—ad},

An—1=50i—1—aﬁ—z.
A, =6a%2—ad%_,,also
A=A+ A+ As+ ...+ A1 + A,
=4g} +4a%+4a2+... +4a%- | +6a?
=Ma?+ad+ad+...+a%_, +a?)+24>
Fir a,=1cm, a;=2cm, a;=3cm, ...,
a,=ncm erhilt man also
A=[4(12+22+3%+ ... +n?)+2n*] cm?.
Nun gilt (vgl. Tabellen und Formeln, S.43,
Z2v.u)
124224324 4n?
=n(n+l)6(2n+1), also

4 =[4n(n + lé(2n + 1)+ 2n1:| em?,

A =|:§n 2n2+3n+1+ 3n)] cm?,

A =|:§n (2n%*+6n+ 1):' cm?.



Fiir n=4 erhilt man hieraus wie oben
A=§'4(2‘42+6~4+1)cm2
2-4-57

cm?=152cm?.
Fiir n= 100 erhélt man

A=§- 100(20000 + 600+ 1) cm?

=1373400 cm?.
Ph9 =1452
¢ kcal .
Gegeben: H= IOOOOT Gesucht:min8h
n=0,6 g P.,
P, =80000 %

Der Verbrauch des Heizdls ergibt sich aus
seiner Masse und seinem Heizwert. Vorher ist
die benotigte Wirmemenge Q zu berechnen.

= Pa
"=F.
qu=£.£
n
80000 kcal 1
P,,,—W—133333kcal h™1

In 8 h ist die Wirmemenge
Q=133333kcal-h™'-8h
=1066640 kcal
Q=mH
m=ﬁ
_ 1066640 kcal - kg
= ool = 106664 ke

Der Verbrauch von Heizol betragt 106,664 kg.

Ch9 #1453 PzOs +3H;0-2H,PO,
100 g 609, ige o-Phosphorsaure enthalten 60 g
H;3;PO,. 20 g 60%ige o-Phosphorsdure ent-
halten x g HyPO,.
60-20
xX= W =12
2MH3p0‘ :MPZOS =12:x
2-97,995:141,945=12:x
x=8,69
In 20 g 60%;iger o-Phosphorséure sind rund.
8,7 g Phosphoroentoxid enthalten.

Ma10/12 #1454  Es gilt
s=14243+...+(n=2)+(n—1)+n

und  s=n+(n—D)+m-2)+...+3+2+1,
also 2s=(n+1)4-n+D)+n+1)+...
+(n+D)+n+1)+(n+1),
2s=n{n+1),
n(n+1)
s=—>5—
(vgl. Tabellen und Formeln, S.43, Z. 5 v. u.).
Daraus folgt
s n+l
no 2

5 ist also genau dann durch n teilbar, wenn

n+1 L. .
5 ganzzahlig ist. Ist nun n ungerade, so ist

n+1 gerade, also n;—_l ganzzahlig. Ist aber n

. n+1 .
gerade, so ist n+ 1 ungerade, also 5 nicht

ganzzahlig. Daher ist die Summe s genau

dann durch n teilbar, wenn n eine ungerade
natiirliche Zahl ist, w.z.b.w.

Ma10/12 ®1455 Es sei h=2nr die Hohe des
Zylinders und des Kegels. Dann ist das Vo-
lumen des Zylinders gleich ¥; =nr? - 2nr und
das Gesamtvolumen der n Kugeln gleich

4
'inra, also betrdgt das Volumen der

Wassermenge
V=V, -V, =2anr’— ;nnr3= 2nnr3(1 - %)

V1=’l

=§nnr3.
Andererseits ist das Volumen des Kegels
gleich

14 =§r2 . 2nr=§nnr’.

Daraus folgt V=V’, d.h.,das Volumen der
Wassermenge ist ebenso groB wie das Volu-
men des Kegels.

Ma10/12 w1456 Es sei x eine reelle Losung
der Gleichung

x(x+2) (x+3) (x+ 5)="720. (1)
Da der Mittelwert der Zahlen x, x+2, x+3,
x+5 gleich x+2,5 ist, setzt man x+2,5=¢,
also x=t—2,5, und erhilt aus (1) die Glei-
chung

(t—2,5)(t—0,5Xt+0,5) (t+2,5)

=720, )
25 1
2_ 27 2__ " —
(t 4)<r 4> 720,
a_ 135,25 50
2: +16 720=0.

Diese in t* quadratische Gleichung hat die
Losungen

13 [169 25
222, [1%7_ 40
té= 4+ 16 16+720

13 13 121

=S+ B=g4= )
und t2=$—27= —275. 4)

Da ¢? nicht negativ sein soll, scheidet die
zweite Losung aus. Wir erhalten aus

121 . . .
t>=—""_ die beiden Werte fiir t:

4
11 11 5
t1 == also x; =5 —5=3;
11 11 5
ty= ~3 also x,= ~5 5= —8.

Fiir x,=3 und x,=—8 ist aber auch die
Gleichung (1) erfiillt; denn es gilt
33+2)(3+3)(3+5)

=3-5-6-8=720
(—8)(—8+2)(—8+3)(—8+5)
=8-6-5-3=1720.

Die Gleichung (1) hat also genau zwei reelle
Losungen, ndmlich x; =3 und x,= —8.

Ma10/12 w1457 Wir legen einen Schnitt
ABCD durch den Wiirfel und die einbeschrie-
bene Kugel, der durch den Mittelpunkt M
der Kugel geht und im Punkt B senkrecht
auf der Wiirfelkante steht, die in der Ebene ¢
liegt. Dann ist ABCD ein Quadrat mit der
Seitenlinge « und dem einbeschriebenen
Kreis k, der den Mittelpunkt M hat und
Schnittkreis der Kugel ist (siche Bild).

und

O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, daB die
Ebene ¢ auch durch den Punkt E, den
Mittelpunkt der Quadratseite DA, geht. Dann
liegt BE in der Ebene &. Bezeichnen wir mit F
den Mittelpunkt der Quadratseite BC. so
liegt M auf EF. Ist Q der Schnittpunkt von
BE mit dem Kreis k, so ist nach dem Satz des
Thales ¥ FQE =90°, also ist FQ Hohe in dem
rechtwinkligen Dreieck FEB.

D c
/\
M
E + F

* 8
A B

Da die Punkte E und Q in der Ebene ¢
und auf der Kugel liegen und M Mittelpunkt
dieser Kugel ist, ist E=2x Durchmesser
und x Radius des Kreises; in dem die Ebene ¢
die ‘Kugel schneidet. Wir berechnen jetzt
EQ=2x mit Hilfe des Kathetensatzes in dem
rechtwinkligen Dreieck FEB und erhalten

o FF2
EQ’EB=EFZ,EQ=E;.
EB

Wegen EF=a, FB =2 gilt

2
2 i
EBe 249 [P _ass
EB—\/a+4—\/4 2[/5,

- 2
Fo=2x= a

_2a
i V5V
53
Der Flacheninhalt des Kreises, in dem sich

die Ebene ¢ und die Kugel schneiden, ist also
gleich

also

Ph10/12 =1458

Gegeben: h=4000 m
t=500km-h~!
g=981m-s™2

Der Korper volifiihrt eine Bewegung von der

Art des horizontalen Wurfs.

Gesucht: xq

1,
x=v-t; y=§y!

|
Xo=V"lo, h=§gtoz

Y
Xo=0b" — lop= [—
g g

_500000m. 8000 m
0T 736005 /981 ms 2
Xo=3958 m

Der Korper muBl in der Entlernung von
3958 m abgeworfen werden.

Ch 10/12 #1459
_10-Mnu,co,
=T3S
10- 105,989
== = 105,989
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Fiir die Herstellung von 101 0,2n Na,CO;
sind 105,989 g reines Natriumkarbonat not-
wendig.
105,989 - 100
x2=-T=111,6

Zur Herstellung von 1010,2normaler Losung
sind rund 117 g 95%iges Natriumkarbonat
erforderlich.

Losungen der Aufgaben
der Qualifizierungsrunde der schwedischen
Mathematikolympiade 1974

a1 A Esseien sdie Linge des Drahtes,

x der Durchmesser des Kreises,

y die Seitenlinge des Quadrats.
Dann ist die Summe der Fldcheninhalte des
Kreises und des Quadrats gleich

A=§x1+ ¥ )

Fiir die Drahtlédnge, also fir die Summe der
Umfénge des Kreises und des Quadrats, gilt
s=nx+4y. Aus (2) folgt 2

=¥. Daher gilt @)

_m,  s—mx)?
A—4x +( 3 ) ,
1
A= R[n(n +4)x? —2msx +52],
w4+, 2 s \?
4="T6 [(" _n+4)x+(n+4)
SZ 2 sZ
—(n+4) +7r(7t+4):|’
_m(r+4) s \? 452
=" % [("'n+4> tamrar @

Folglich wird 4 ein Minimum, wenn x =3
n+4

Wegen (3) gilt dann

_1 s ns NS
V=M Taa)Taee
._ s mn+4 )
x.y—n+4.—s——l 1.
Der Durchmesser des Kreises verhdlt sich

also zu der Seitenldnge des Quadrats wie 1 : 1.

also

A2a Wir unterscheiden zundchst drei
Fille, je nachdem, ob in das Fach A

1. genau 1 Gegenstand,

2. genau 2 Gegenstinde,

3. genau 3 Gegenstiande gelegt werden.

1. Fall: Dann gibt es fiinf Moglichkeiten fur
die Belegung des Faches A4 (je nachdem, ob
man den Gegenstand 1, 2, 3, 4 oder 5 hinein-
legt).

Liegt jetzt im Fach B auch genau | Gegen-
stand, so gibt es hierfir jeweils vier Moglich-
keiten. Liegen jedoch im Fach B genau 2 Ge-
genstdnde, so gibt es hierfir jeweils sechs
Moglichkeiten, z. B.

(2.3),(2,4),(2,5),(3,4), (3, 5), 4, 5).
Liegen jedoch im Fach B genau 3 Gegen-
stinde, so gibt es hierfur jeweils vier Moglich-
keiten, z. B.

(2,3,4),(2,4,5),(2,3,5),(3,4,5).
Insgesamt gibt es also im 1. Fall
5:(4+6+4)=5-14=70 Méglichkeiten.
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Losungen zu alpha-heiter, 2/76

Aus ,, TausendundeinTag*
Die Frau besaB 160 Apfel, denn
80+40+20+10+10=160.

Zur Schulentlassung

x - (x—1)=870

x;=30; x,=—29

30 Schiiler wurden entlassen.

3x ALPHA

1. Achse, 2. Klein, 3. Lupus, 4. Sechs,
5. Penta, 6. Alpha, 7. Hyper, 8. Pluto, 9.
Anode

Kreuzwortriitsel

Waagerecht : 1. Kosinus; 6. Thue; 8. Troege;
10. NO; 11. Ar; 12. AL; 13. Rom; 14. Plage;
16. Gas; 18. RT; 19. er; 20. Italer; 22. neun;
23. Pi; 24. Kathete

Senkrecht: 1. Kotangens; 2. sto; 3. Ideal;
4. Ute; 5. Geometrie; 7. UNO; 9. glatt;
13. Re; 14. PS; 15. Graph; 17. Are; 20. Ina;
21. Lie.

Was bedeutet das?
6 aus 49

Sx4=20

Lr_l— |

i

o b

Unmégliches wird moglich!
Es gibt 7 Losungen:

9150 6250 9450 6450
9150 6250 9450 6450
9150 6250 9450 6450
27450 18750 28350 19350
4650 7950 8950

4650 7950 8950

4650 7950 8950

13950 23850 26850

ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Durch gute Patenschaftsbeziehungen zum
VEB Zahnradwerk Pritzwalk ist die Erwei-
terte Oberschule Pritzwalk seit Dezember
1974 im Besitz einer EDV-Anlage vom Typ
R 100. Werktdtige dieses Werkes stellten die
Anlage auf. Sie wurde uns vom Chemiefaser-
werk Premnitz (als amortisierte Anlage) zu
praktischer Arbeit zur Verfiigung gestellt.
Der Rechner dient in erster Linie zur Ausbil-
dung der Schiiler im Bedienen und Program-
mieren der Anlage. Auflerdem arbeiten an
dieser Anlage die Schiiler, die in der wissen-
schaftlich-praktischen Arbeit auf dem Gebiet
der EDV titig sind.

Die Ergebnisse unseres vorjahrigen Sport-
festes und des Wettkampfes um die Urkunde
des Staatsratsvorsitzenden wurden auf dieser
Anlage in kurzer Zeit umfassend ermittelt.
Im Verlauf der Arbeit entstanden Pro-
gramme, mit denen Aufgaben aus unseren
Lehrbiichern schnell gelést werden konnen:
z. B. Losen von Gleichungssystemen; Be-
stimmen der Nullstellen, Extremwerte und

Wendepunkte von ganzrationalen Funktio-
nen bis zum 6. Grad; Bestimmen folgender
Funktionswerte: Logarithmus, Exponential-
funktion, trigonometrische Funktionen ; Auf-
gaben zur Korperberechnung; Ermittlung
von Potenzen, Wurzeln des GgT und kgV,
von Binominalkoeffizienten. Unseren Stun-
denplan erarbeiteten wir auch mit dieser
Anlage. Seit mehreren Jahren arbeiten der
Betreuer der Anlage und ein Mathematik-
lehrer unserer Schule an der Losung dieses
Problems. Seit zwei Jahren stellen wir brauch-
bare Plane fir unsere Schule auf. Die Nach-
arbeit betrigt etwa 276, die durch ein Son-
derprogramm zufriedenstellend gelést wird.
Wir wiirden uns freuen, wenn uns Arbeits-
gemeinschaften EDV aus ihrer auBerunter-
richtlichen Tétigkeit berichten wiirden.
Arbeitsgemeinschaft EDV
der EOS Pritzwalk
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Deutscher Verlag
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A. S. Solodownikow
Lineare

Ungleichungssysteme

98 Seiten, Preis: 5,00 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 74

Die gegenwirtige intensive Entwicklung der
Theorie der linearen Ungleichungssysteme
begann erst in den vierziger bis fiinfziger Jah-
ren dieses Jahrhunderts, als das stiirmische
Wachstum der angewandten Disziplinen
(lineare, konvexe und andere Gebiete der
mathematischen Optimierung, die sog. Spiel-
‘theorie usw.) ein vertieftes und systematisches
Studium der linearen Ungleichungen nétig
machten. Diese Broschiire méchte den Leser
mit verschiedenen Aspekten der Theorie der
linearen Ungleichungssysteme vertraut ma-
chen; mit geometrischen Aspekten und, eng
damit zusammenhingend, mit Losungsme-
thoden, mit einigen rein algebraischen Eigen-
schaften und mit prinzipiellen Fragen der
linearen Optimierung. Fir die Lektiire wer-
den keinerlei Kenntnisse vorausgesetzt, wel-
che die Ergebnisse des Mathematikunter-
richts der Schule {iberschreiten.

H. Pieper
Zahlen aus Primzahlen
167 Seiten, Preis: 6,70 M

Aus dem Inhalt: Primzahlen; die p-adische
Entwicklung der rationalen Zahlen; die p-
adischen Zahlen.

Dieses Biichlein stellt eine kurze Einfiihrung
in ein Teilgebiet der Mathematik, namlich in
die Arithmetik, in die Theorie der Zahlen
dar. Hensel nannte es das ,reinste und
mathematischste Gebiet** der Mathematik.

Gauf} sagte einmal, die Mathematik sei die
Kénigin der Wissenschaften, die Zahlen-
theorie aber die Konigin der Mathematik.
Dieses Buch wurde sehr ausfiihrlich geschrie-
ben; es soll mit wenigen Vorkenntnissen ver-
stindlich sein. Doch oberflichlich lesen 1aBt
es sich nicht. Man muB mit ihm arbeiten, die
Abstraktionen und Schliisse nachvollziehen,
sich Schritt fiir Schritt die Kenntnisse an-
eignen, in den Stoff eindringen.

horen vor allem die Aussagen der elementa-
ren Zahlentheorie, die sich um den Hauptsatz
der Arithmetik und die kanonische Zerle-
gung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren
gruppieren.

Das Biichlein ist fiir mathematikinteressierte
Schiiler der oberen Klassen bestimmt und
setzt, von einigen Anwendungen des binomi-
schen Satzes abgesehen, keinerlei Vorkennt-
nisse voraus.

K.-D. Drews

Lineare Gleichungs-
systeme und lineare
Optimierungsaufgaben

154 Seiten, Preis: 7,50 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 89

Themen dieses Buches sind die Béstimmung
der Losungen von linearen Gleichungssyste-
men, die Matrizenrechnung sowie die Be-
stimmung der L&sungen von linearen Opti-
mierungsaufgaben. Dabei stechen sowohl die
Herleitung der wesentlichen theoretischen
Aussagen als auch die Bereitstellung von
algorithmisch aufbereiteten Rechenverfahren
im Vordergrund, und zwar erfolgt die Ent-
wicklung der Theorie unmittelbar in Ver-
bindung mit den Losungsalgorithmen. Diese
wurden unter den in der Praxis iiblichen Ver-
fahren ausgewihlt und erhalten Formulie-
rungen, die dem Leser das iibersichtliche
Durchrechnen von Beispielen ermoglichen,
aber auch eine Verwendbarkeit in modernen
programmgesteuerten Rechenautomaten er-
kennen lassen. Der Stoff ist so abgefaBt,
daB er fiir Schiiler der Abiturstufe verstand-
lich wird.

N. N. Worobjow

Teilbarkeitskriterien

85 Seiten, Preis: 4,20 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 52

Aus dem Inhalt : Die Teilbarkeit von Zahlen;
die Teilbarkeit von Summen und Produkten;
Restgleichheits- und Teilbarkeitskriterien;
die Teilbarkeit von Potenzen; Beweise der
Satze, Losungen der Aufgaben. Die vorlie-
gende Broschiire kann als Beschreibung einer
der moglichen Spaziergdnge am Rande der
modernen Mathematik angesehen werden.
Die Darlegung grundlegender Dinge, die
sich auf Teilbarkeitskriterien beziehen, er-
laubt es, einige ziemlich abstrakte Fragen der
diskreten Mathematik zu beriihren. Dazu ge-

L 1. Golowina/I. M. Jaglow

Vollstindige
Induktion
in der Geometrie

144 Seiten, Preis: 5,80 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 75

Aus dem Inhalt: Berechnungen mittels voll-
stindiger Induktion; Beweise mittgls voll-
stindiger Induktion (Aufgaben iiber Karten,
Farbungsprobleme); Vollstindige Induktion
bei Konstruktionen; Bestimmung von Figu-
ren mittels vollstindiger Induktion; Defini-
tion mittels vollstindiger Induktion; Voll-
stindige Induktion nach der Dimensions-
zahl; ...; Losung der Aufgaben. Das Buch
wendet sich an Schiiler der hoheren Klassen
der Erweiterten Oberschulen. Es kann vorteil-
haft im Unterricht und zur Arbeit im Mathe-
matikzirkel verwendet werden.

A. O. Gelfond

Die Auflosung

von Gleichungen
in ganzen Zahlen
(Diophantische Gleichungen)

59 Seiten, Preis: 3,80 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 22

Aus dem Inhalt: Gleichungen mit einer Un-
bekannten; Gleichungen ersten Grades mit
zwei Unbekannten; Beispiele fiir Gleichun-
gen zweiten Grades mit drei Unbekannten;
Gleichungen der Form x2—A4y2=1. Die Er-
mittlung aller Losungen dieser Gleichung;
die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit
zwei Unbekannten ; Gleichungen hoheren als
zweiten Grades mit zwei Unbekannten; al-
gebraische Gleichungen hoheren Grades als
zweiten Grades mit drei Unbekannten und
einige Exponentialgleichungen.

Das vorliegende Biichlein behandelt eines der
interessantesten Gebiete der Zahlentheorie,
namlich die Auflésung von sogenannten dio-
phantischen Gleichungen.



Fakten und Zahlen
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— DDR -Bauabschnitt der Erdgasleitung Orenburg —
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Fiir die Betreuung von Kindern werktdtiger Miitter
Anzohi der Pltitze 1074 je 100 Kinder der entsprechendes Altersgruppe

fiir den Binnenhandel

Woich- Mobel und
maschinen Polsterworen

b

Was sagt eigentlich die Statistik

heute zur Gleichberechtigung der Frau?

DaB 49 Prozent aller Berufstitigen in unserer
Republik Frauen und damit 85 Prozent aller
arbeitsfihigen Frauen berufstitig sind; daB
jeder 3. Abgeordnete, 5. Biirgermeister, 3.
Richter, 2. Schoffe, jeder 5. Schuldirektor,
10. Leiter in der Industrie, jeder 2. Hoch-
oder Fachschulabsolvent eine Frau ist.

Fertiggestellte Wohnungen
in der DDR

(in 1000)

[ \ Wohnungsneubau
Lt | F
e \ 'ohnungsumbau,
s - ousbau,bzw

‘ Modermslerung

1974

1975 Plan

Wir haben mit der Griindung der DDR

sehr darauf geachtet, die filhrenden

Positionen unseres Staates mit bewiihrten
Vertretern der Arbeiterklasse zu besetzen —
gilt das beute noch?

Zahlen mogen antworten: Der Arbeiterklasse
entstammen 57 Prozent aller Volkskammer-
abgeordneten, 60 Prozent aller Abgeordneten
der ortlichen Volksvertretungen, 75 Prozent

Hochwertige technische Konsumgiiter
Produktion 1975

518000 Haushahktikeschriinke

L

507800 Fomsohcmpi&nger

360000
Waschmaschinen
Waschkombina-
tionen fdrden
Haushalt

Ausstattung der Haushalte
in Prozent

80
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04 Hortpldtze(der Klassen 1-4)

Durchfuhrung des Volkwirtschaftplanes 1975

Bersitstellung vén Warenfonds

Fahrréder

A

im ersten Halbjahr

Vertinderungen gegeniber dem
1. Halbjahr 1974 auf Prozent

Ober-  FuBbodan- Vol Housholt- Woh Mogner-
trikotagen belag mlml porzellan leuchten tongerite
fir Knoben

und Midchen

der Leiter in der sozialistischen Volkswirt-
schaft, 74 Prozent der Richter, 80 Prozent der
Offiziere der NVA.

Ausbauder medizinischen Betreuung 1975
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welterfUhren
Bau beginnen

Neubrandenburg

1975 sindneu zu schaffen:

610 8rxtliche Arbeitsplétze
327 stomatologische Arbeltsphitze
10210 Krippenplitze
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Pflegsheimen

331000 Heil-Genesungs - und prophylaktische Kuren
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Kombinatorik

und binomischer Satz

Teil 1

s T

1. Man erzdhit sich, daB zu Beginn unseres
Jahrhunderts zehn Schiiler, die gerade das
Gymnasium in Sankt Petersburg absolviert
hatten, beschlossen, dieses Ereignis in einem
der besten Restaurants aul dem Newski zu
feiern. In diesem Restaurant bestellten sie ein
vorziigliches Abendessen. Sie stritten sich
aber pl6tzlich darum, wo jeder sitzen sollte.
Einer wollte unbedingt mit dem Gesicht zur
Biihne sitzen, aul der eine bekannte Singerin
auftrat; ein anderer wollte nicht am Durch-
gang sitzen; dem dritten gefiel der Platz in der
Ecke nicht. AuBerdem wollte jeder einen be-
stimmten linken und rechten Nachbarn ha-
ben.

»Was ist los, Herrschaften?“, wollte der auf
diesen Lirm herbeigekommene Wirt wissen.
Die jungen Leute erklirten es ihm. ,,Sie kon-
nen sich also nicht einigen, wie Sie sitzen
wollen*, lachte der Wirt, ,,nehmen Sie doch
jeweils diejenigen Plitze ein, an denen Sie
sich gerade befinden. Morgen nehmen Sie
dann dieselben zehn Plitze in einer anderen
Reihenfolge ein, iibermorgen wieder in einer
anderen usw. Wenn Sie alle Moglichkeiten
der Sitzreihenfolge ausprobiert haben, dann
erhilt jeder von lhnen fiir sein ganzes Leben
eine Blanco-Karte (kostenlose Karte) fiir mein
Restaurant.”

Es war [ir die jungen Leute natiirlich ver-
lockend, ihre Eltern nicht um Geld bitten zu
miissen und trotzdem téglich in einem der
besten Petersburger Restaurants unentgelt-
lich essen zu kénnen. Von nun an trafen sie
sich regelmiBig jeden Tag aul dem Newski.
Manchmal kamen sie auch zum Mittagessen.
Eine kostenlose Bewirtung ergab sich jedoch
nicht. Das lag aber nicht daran, da§ der Wirt
sein Versprechen nicht einhielt.

Man kann aus den zwei Buchstaben 4 und B
zwei ,,Worter” mit je zwei Buchstaben bilden:
AB und BA. Aligemein gibt es fiir die An-
ordnung von zwei Elementen genau zwei
Moglichkeiten. Wir konnen auch noch ein
drittes Element C vor dieses Paar 4 B stellen.
Dann erhalten wir C A B; man kann auch C
zwischen das Paar stellen, dann ergibt sich
AC B; schlieBlich kann sich C auch hinter
dem Paar befinden, so daB wir A BC erhalten.
Dasselbe kann man auch it dem Paar B 4
durchfithren. Wir erhalten CBA, BC A bzw.
BAC.
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Fiir drei Elemente existieren also 2:3=6
Mboglichkeiten der Anordnung. Aus drei Ele-
menten kann man sechs ,Permutationen®
bilden - sogenannte Vereinigungen, die sich
voneinander in der Anordnung ihrer Ele-
mente unterscheiden.
Die Anzahl der Permutationen von k Elemen-
ten bezeichnet man mit P, d. h.
P,=2
P3;=2-3=6 s
Es seien k Dinge (Elemente) gegeben, von de-
nen wir alle moglichen P, Permutationen
bilden. Nehmen wir eine davon:
ay1;,82,0a3; ...; G
Nun fiigen wir noch das (k-+ 1}-te Element
hinzu. Dieses Element 148t sich
1) vor dem ersten Element a, ;
2) vor dem zweiten Element a;; N
k) vor dem k-ten Element aqy;
k + 1) nach allen gegebenen k-Elementen an-
ordnen.
Es gibt also fiir das (k+ 1)-te Element genau
k+1 Maoglichkeiten, d. h., die Anzahl der
Permutationen aus (k + 1) Elementen ist
Pii1=Py (k+1)
P, und P; haben wir unmittelbar berechnet.
Jetzt wollen wir unsere Uberlegungen fort-
setzen und dabei aus Symmetriegriinden
jeweils den Faktor 1 erginzen:
Py=1-2,P3=1-2-3,
Py=1-2-3-4,
Ps=1-2-3-4-5, ..,
Py=1-2-3-...-k,
Piiy=1-2-3- ... k-(k+1)
Definition: Das Produkt der natiirlichen Zah-
len von 1 bis zu einer gegebenen natiirlichen
Zahl k nennt man Fakultdt der Zahl k und
bezeichnet es mit ,,k!“.
Beispiele:
P,=1:2=2!=2,
P3=1-2-3=3!=6,
Py=1-2-3-...-k=k! 1)
Berechnen wir einmal die Anzahl der Permu-
tationen von zehn Elementen:
Pio=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10
=10!=3628800
Wenn wir unter dieser Anzahl Tage ver-
stehen, so entspricht das Ergebnis einer Zeit
von [ast 10000 Jahren.
...Wenn unsere zehn jungen Leute tdglich
sogar dreimal im Restaurant am Newski

essen wiirden, konnten sie den Wirt immer
noch nicht dazu bringen, sein Versprechen
iiber die kostenlose Bewirtung einzuhalten.

2. Die Permutationen unterscheiden sich also
voneinander durch die Anordnung ihrer Ele-
mente. Zur Berechnung der Anzahl der Per-
mutationen benutzten wir das Prinzip der
volistindigen Induktion. Dazu muBten wir

1) die Anzahl der Permutationen von zwei
(oder drei) Elementen unmittelbar berech-
nen;

2a) die GesetzmiBigkeit der Verdnderung der
Anzahl der Permutationen durch das Hinzu-
fiigen von noch einem Element beriicksichti-
gen (VergroBerung der Anzahl der Elemente
um 1);

2b) diese GesetzmiBigkeit beweisen.
Manchmal wird diese GesetzmaBigkeit, von
der unter 2) gesprochen wurde, vorausgesetzt
oder als zu beweisende Hypothese gegeben.

Aufgaben

AlA Zur Wiederholung des Prinzips der
volistindigen Induktion iiberpriife die folgen-
den Hypothesen:

a) 1 +3+5+7+...+2k—1)=k?

b)1’+22+32+...+k2=w+—1)
c)L+L+L+...+;=L
1-2°2-3 3-4 k(k+1) k+1
A2a Berechne:
! =
A3 A Bestimme die Summe der Quersum-

men aller fiinfstelligen Zahlen, die aus den
Ziffern 1, 4, 6, 7 und 8 (ohne Wiederholung)
bestehen!

A4 A Wieviel verschiedene fiinfstellige Zah-
len kann man aus den Ziflern 2, 4, 6, 8 und 0
(ohne Wiederholung) bilden?

3. Musteraufgabe :
Es seien 26 Zettel mit verschiedenen Buch-

staben
ABC,...Z

(ohne Wiederholung) gegeben. Wieviel vef-
schiedene vierstellige Worter lassen sich aus
ihnen bilden?

Selbstverstindlich besitzen hier viele dieser
»Worter* keinen Sinn, z. B. K LM N. Wir wol-
len aber trotzdem die Anzahl aller moglichen
Worter berechnen.

Isung: Fiir die Losung dieser Aufgabe berei-
ten wir eine Tafel fiir ein vierstelliges Wort
vor:

Fiir den ersten Buchstaben gibt es offenbar
26 Moglichkeiten. Damit erhalten wir genau
26 einstellige Worter. Fiir die 2. Stelle kann
man jetzt einen der verbleibenden 25 Buch-
staben auswahlen. Auf diese Art und Weise
bekommen wir 25 mit A beginnende zwei-
stellige Worter, ebenfalls 25 mit B beginnen-
de usw. Das crgibt insgesamt 26 - 25 zweistel-
lige Worter.
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Fiir die Auswahl des dritten Buchstabens ver-
bleiben noch 24 Moglichkeiten (da wir ja die
ersten beiden Buchstaben dafiir nicht mehr
verwenden konnen). Wir erhalten also
26-25-24 Moglichkeiten fiir die dreistelli-
gen Worter. Die gesuchten vierstelligen Wor-
ter ergeben schlieBlich die folgende Anzahl:

26-25-24-23=358800
Darunter befinden sich z. B. auch diese Wor-
ter:

DORA DORN NORD NORM
Die ersten beiden Worter unterscheiden sich
nur in einem Buchstaben; das zweite und
dritte Wort nur in der Reihenfolge der Buch-
staben; das dritte und vierte Wort wieder in
einem Buchstaben. Allgemein konnen sich
verschiedene Wérter voneinander durch die
Wabhl der Buchstaben oder durch die Reihen-
folge ihrer Anordnung unterscheiden.
Definition: Vereinigungen, die sich durch die
Wabhl der Elemente oder durch die Reihenfol-
ge ihrer Anordnung unterscheiden, heiBen
Variationen.
(Wir behandeln hier die Variationen ohne
Wiederholungen. Ein Element darf nur ein-
mal auftreten.)
Die Anzahl aller Variationen bezeichnen wir
mit dem Buchstaben V und entsprechenden
Indizes. Wie weiter oben bereits gezeigt wur-
de, ist die Anzahl der Variationen von 26 Ele-
menten zu je 4 gleich:

V26=26-25-24-23=358800
Manchmal sagt man auch: Variationen von
26 Elementen zur 4. Klasse, allg.: von n Ele-
menten zur k-ten Klasse.

Aufgaben K

A5a Formuliere eine Regel dafiir, wie die
Anzahl der Variationen von n Elementen zu
Je k (dabei ist natiirlich k < n) zu berechnen ist !
Schreibe die entsprechende Formel auf!

A6a Berechne:

a3 bl o3

A7a Wieviel verschiedene vierstellige Zah-

len lassen sich aus den folgenden Ziffern bil-

dén?

a)3,4,5,6 b)2,3,4,56

c)1,2,3,4,5,6

d)0,1,2,3,4,5,6 (chne Wiederbolung)

Zum Aufschreiben der Anzahl der Variatio-

nen ist es manchmal giinstig, die Schreib-

weise der Fakultit zu benutzen, z. B.

V2¢=26-25-24-23=
26-25-24-23-(22-21-...-3:2-1)

1-2-3-...-21-22

1
=% oder in allgemeiner Form:

!
(n—kK)! @

Vi=nin—1)(n—2)...n—k+1)=

A84a Berechne:
Vii+ Wi V1§ Pro-«
a) V3 b) Pq
494 Lbse die folgenden Gleichungen:
a)V2=90 b)V2=42 ¢)Vi=56-x
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4. Musteraulgabe 2:

Wieviel verschiedene dreistellige Zahlen las-
sen sich aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9 (ohne
Wiederholung) bilden?

Um auf diese Frage antworten zu kénnen,
schreiben wir die verlangten dreistelligen Zah-
len wie folgt auf:

123 124 579
231 241 795
312 412

132

213

321

In der’ersten Spalte stehen alle dreistelligen
Zahlen, die aus den ersten drei angegebenen
Ziflern bestehen, in den folgenden Spalten die
entsprechenden Zahlen aus den anderen Zif-
fern. Es ist selbstverstidndlich, daB in jeder
Spalte genau sechs verschiedene dreistellige
Zahlen stehen, die aus ein und denselben
Ziffern bestehen, aber in unterschiedlicher
Reihenfolge geschrieben sind.

Erklire, weshalb es genau sechs Zahlen pro
Spalte gibt!

Ipsung: Unsere dreistelligen Zahlen unter-
scheiden sich voneinander entweder durch die
Ziffernauswahl (in den verschiedenen Spal-
ten) oder durch die Reihenfolge ihrer An-
ordnung (in ein und derselben Spalte). Fiir
die Antwort aul diese Fragestellung ist es er-
forderlich, die Anzahl der Variationen aus
7 Elementen zu je 3 zu bestimmen:

1
_ 20

Musteraufgabe 3:
Wieviel verschiedene Produkte lassen sich aus
drei Faktoren bilden, wenn man die sieben in
der Musteraulgabe 2 angegebenen Ziffern be-
nutzt?
{Produkte sollen verschieden heiBen, wenn sie
sich nicht nur in der Reihenfolge der An-
ordnung ihrer Faktoren unterscheiden.)
Losung : Es gibt genau soviel voneinander ver-
schiedene Produkte, wie es Spalten gibt, d. h.
um soviel weniger, wie es verschiedene drei-
stellige Zahlen in jeder der Spalten gibt.
Die Antwort auf diese Aufgabenstellung er-
halten wir durch Division:

P12 6 0
Definition: Vereinigungen, die sich nur durch
die Auswahl der Elemente unterscheiden,
heiBen Kombinationen.
Die Anzahl aller Kombinationen bezeichnet
man mit dem Buchstaben C und entsprechen-
den Indizes. Wie wir sahen, ist die Anzahl
aller méglichen Kombinationen aus 7 Ele-
menten zu je 3 gleich:

s V3 7-6-5
C=F"T23

35

=35 oder

3 _ T —
ST T
C3 wird gelesen als ,,Anzahl der Kombina-
tionen ohne Wiederholungen von 7 Elemen-

ten zu je 3 (oder zur 3. Klasse)“, Dieser Term

ist identisch mit dem Binominalkoeffizienten
C3=(}). Manchmal braucht man auch
@)=1.

Aufgaben
a10a Formuliere eine Regel dafiir, wie
man die Anzahl der Kombinationen von n
Elementen zu je & berechnet (natiirlich mit
k<n), und schreibe die entsprechende For-
mel auf!

alla Berechne:

C bC oG

A12a Lose die folgenden Gleichungen!
15v2

a)C2=21 b)5-Ci=Ci.; o) Ci= 2

al13a Eine FDJ-Gruppe hat 20 Mitglie-
der. Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es dafiir, daB drei von ihnen in die Gruppen-
leitung gewéhlt werden?

Al4a In einer Sportsektion gibt es 10
gute Volleyballspieler. Auf wieviel Moglich-
keiten 1Bt sich aus ihnen eine Mannschaft
(mit 6 Spielern) zusammenstellen?

Al15a Es ist leicht zu iiberpriifen, daB
C%=C3. Uberpriife, ob auch C],=C$, und
C33=C3, gelten! Formuliere die analoge
Eigenschaft in allgemeiner Form!

5. Musteraufgabe 4:

In einer Moskauer Schule beschlossen 20 Ab-
solventen, sich an der Mechanisch-Mathema-
tischen Fakultit der Lomonossow-Universi-
tit zu bewerben. Nach dem Ablegen der Auf-
nahmepriifung wurde eine Liste mit den Na-
men der zum Studium Zugelassenen ausge-
hdngt. Auf dieser Liste befanden sich 13 Na-
men von diesen 20 Absolventen.

Wieviel verschiedene Listen mit 13 Namen
lassen sich aus den 20 Absolventen dieser
Moskauer Schule bilden?

Ijsung: Zwei verschiedene Listen der Aul-
genommenen miissen sich voneinander min-
destens durch einen Namen unterscheiden,
d. h,, es gibt soviel verschiedene Listen, soviel
verschiedene Kombinationen es aus 20 Ele-
menten zu je 13 gibt, nimlich C33.

Auf der Liste der Abgelehnten standen na-
tiirlich die Namen der anderen 7 Absolven-
ten dieser Schule. Sie bekamen ihre Bewer-
bungsunterlagen zuriick. Es ist klar, daB es
mit diesen Abgelehnten soviel verschiedene
Listen gibt, soviel es Kombinationen aus 20
Elementen zu je 7 gibt, nimlich C,.

Jeder Name der 20 Absolventen muB entwe-
der in der Liste der Aulgenommenen oder in
der Liste der Abgelehnten erscheinen. Jeder
Liste der Aufgenommenen entspricht genau
eine Liste der Abgelehnten und umgekehrt.
Die Menge X (der verschiedenen Listen der
Aufgenommenen) und die Menge Y (der ver-
schiedenen Listen der Abgelehnten) stehen in
einer eindeutigen Zuordnung zueinander. Je-
dem Element der ersten Menge entspricht ge-
nau ein Element der zweiten Menge und um-



gekehrt. Daraus folgt, daB diese beiden Men-
gen eine gleiche Anzahl von Elementen ent-
halten, d. h.

C=Clo.
Wenn sich an der Universitit n Absolventen
bewerben wiirden, von denen k angenommen
und die iibrigen n—k abgelehnt wiirden, so
konnten wir unsere Uberlegungen wortwort-
lich wiederholen und als SchluBfolgerung ge-
winnen, daB

ck=Crk )
Es ist noch anzumerken, daB wir diese Er-
gebnisse ohne Berechnungen, nur auf der
Grundlage von logischen Uberlegungen er-
halten haben. Dieses Resultat kann man aber
auch unmittelbar aus der Formel fir die
Anzahl der Kombinationen erhalten (unter
Verwendung der Fakultit):

20!
C13=V_é?,=(20—13‘,!= 20!
7P 131 71131
20!
c1 _Vie_ (0-7!_ 20!
0=p 71 1317
Aufgaber

Al6a Unter Verwendung der Fakultit ist
herzuleiten, daB

c=c*
Al17a Uberpriile die folgenden Gleichun-
gen!
a)CI+C%=C3 b)Ci+Ci'=Cksy
A18a Lose die Gleichungssysteme!
a) C2*1:CL:C2 ' =5:5:3

b) (V2: V2 1=8 c) (Vv =10
ciCcr =16 C2h:C2=06
A19a In einer Hochschule hat ein Lehr-

stuhl fiir Mathematik 9 Mitarbeiter. Wieviel
Moglichkeiten gibt es fiir das Aufstellen eines
Konsultationsplanes fiir 9 Tage, wenn jeder
Mitarbeiter genau eine Konsultation abhalten
soll und wenn an jedem Tage nur ein Mit-
arbeiter eine Konsultation durchfihrt?

A20a Eine FDJ-Leitung hat 9 Mitglieder.
Wieviel Moglichkeiten gibt es dafiir, aus die-
ser Leitung eine dreikopfige Delegation fiir
einen Besuch im Patenbetrieb zusammenzu-
stellen?

A21a Die 9 Mitglieder einer Gewerk-
schaftsleitung miissen einen Vorsitzenden,
einen Sekretdr und einen Kassierer wihlen.
Wieviel Moglichkeiten gibt es dafiir?

A22a Wieviel Méglichkeiten gibt es dafiir,
daB 3 Soldaten und ein Unteroffizier zum
Dienst eingeteilt werden, wenn dafiir 15 Sol-
daten und 4 Unteroffiziere zur Verfigung
stehen?

6. Musteraufgabe 5:

Die Basketballspieler einer Sportgemein-
schaft trainierten im Winter unregelmiBig.
Manchmal kamen alle 9 Spieler zusammen,
manchmal nur 2 oder 3. Der Trainer wollte
berechnen, wieviel verschiedene Moglich-

keiten es fiir die Anwesenheit von verschie-
denen Mannschaften in der Turnhalle gibt.
»Heute ist noch keiner erschienen. Das ist eine
Maoglichkeit. Vielleicht kommt einmal ein
Spieler allein. Dann kann er nur das Werfen
des Balles ins Netz iiben und nicht spieten.
Fiir diesen Fall gibt es bei 9 Spiclern also
9 Moglichkeiten.” Der Trainer notierte sich:
1+9=10

,»Es konnen auch 2 Spieler kommen*, iiber-
legte er weiter. ,,Gestern kamen Arthur und
Bernd, vorgestern Bernd und Claus. Das sind
wieder verschiedene Mannschaften.”

Der Trainer rechnete und rechnete und gab
es schlieBlich auf. Wieviel verschiedene Mann-
schaften von Basketballspielern konnen sich
in der Turnhalle befinden? (Die Mannschaf-
ten nennen wir dann voneinander verschie-
den, wenn sie sich in der Anzahl der Spieler
oder in den Spielern selbst unterscheiden.)

Losung: Um die Anzahl der verschiedenen
Mannschaften zu berechnen, teilen wir sie
nach der Anzahl der anwesenden Spieler in
Gruppen ein: -
Moglichkeiten
1) Es war kein Spieler
anwesend 1
2) Es kam 1 Spieler

von den 9 Spielern 9 oder C§
3) Es kamen 2 von den
9 Spielern C3

9) Es kamen 8 von den
9 Spielern Ccs
10) Es kamen alle 9 Spieler 1
Die Gesamtzahl der Moglichkeiten erhalten
wir durch Addition:
CI+CL+C3+C3+CE+C3+C$
+CJ+C8+C3
Dieser Ausdruck 148t sich unter Benutzung
des Summenzeichens auch kiirzer schreiben:
9
X Cé
k=0.
Hierbei wird iiber k in den Grenzen von
0 bis 9 summiert. A. Halameisar

(Fortsetzung in Heft 4/76, d. Red.)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Leopold
Schmetterer

Universitit Wien

A 1534A Der Entdecker einer (auBeror-
dentlich ergiebigen) Wasserquelle stellt diese
auch anderen zur Verfiigung, behilt sich je-
doch das Recht vor, die Wasserentnahme im
Einklang mit der folgenden Vorschrift zu
reglementieren: Jeder neu hinzukommende
NutznieBer darf (etwa pro Tag) niemals
mehr Wasser entnehmen, als simtliche bisher
schon zugelassenen Verbraucher im Mittel
pro Tag bekommen. Man iiberlege sich:

a) Der Entdecker hat sich auf diese Weise
das Recht gesichert, mindestens so viel Was-
ser zu entnehmen, wie jeder andere schon
partizipierende oder neu hinzukommende
Verbraucher.

b) Immer, wenn gein weiterer Beniitzer hinzu-
kommt, bleibt die im Mittel entnommene
Wassermenge gleich, oder nimmt sogar ab.
(Wenn also die Anzahl der Beniitzer iiber alle
Grenzen wichst, strebt die im Mittel ent-
nommene Wassermenge einem Grenzwert
zu.)

c) Der Entdecker hat sich durch die eben
getroffene Regelung das Recht vorbehalten,
gewisse Beniitzer zu benachteiligen. Es kann
sich z. B. im Einklang mit dieser Regelung
folgende Situation ergeben:

Im allgemeinen erhilt jeder Beniitzer min-
destens 101, aber bei stets anwachsender
Verbraucherzahl gibt es immer wieder Be-
niitzer, die nur wenig mehr als 11 erhalten.
(Statt 101 und 11 kann man aligemein bl
und al mit b>a wihlen.)
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Mit Bewegung
geht es besser

Bei der XIV. Bezirksolympiade Junger Ma-
thematiker (1975) wurde fiir die Klassenstufe
11/12 folgende Aufgabe gestellt:

Es seien in der Ebene fiinf Punkte F, G, H,
I, K gegeben, von denen keine drei auf der-
selben Geraden liegen. Man begriinde und
beschreibe die Konstruktion eines Fiinfecks
ABCDE, fiir das F, G, H, I, K in dieser
Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten A3,
BC, CD, DE, EA des Fiinfecks sind. Man
untersuche, ob ein solches Fiinfeck ABCDE
durch die gegebenen Punkte F, G, H, I, K
eindeutig bestimmt ist. Dabei wird nicht vor-
geschrieben, daB das Finfeck ABCDE kon-
vex, nicht konvex oder iiberschlagen ist; es
soll auch zugelassen sein, daB Ecken mitein-
ander zusammenfallen oder Seiten teilweise
oder in der Verlangerung voneinander lie-
gen.

Ihr werdet mit gewissem Recht gleich ein-
wenden, daB die Behandlung von Olympiade-
aufgaben dieser obersten Stufe hier eigentlich
fehl am Platze ist. Euer Einwand mag noch
berechtigter erscheinen, wenn man berick-
sichtigt, daB gerade diese Geometrieaufgabe
den Teilnehmern erhebliche Schwierigkeiten
bereitete. Nun, gerade hier werden wir sehen,
daB mit euren Schulkenntnissen iiber Be-
wegungen (in der Ebene) iibersichtlich und
einfach die Losung der Konstruktionsaufgabe
erarbeitet, begriindet und beschrieben wer-
den kann. Dabei kénnen wir die Aufgaben-
stellung sogar noch etwas allgemeiner fassen,
indem wir die Voraussetzung ,,. . ., vondenen
keine drei auf derselben Geraden liegen‘* weg-
lassen.

Zunichst wollen wir einige Kenntnisse iiber
Bewegungen wiederholen, vertiefen und er-
weitern.

Wenn ihr euch die zeichnerische Darstellung
einer Verschiebung vor Augen haltet, so ist
euch folgendes klar:

Bild 1 P

(1) Eine (eindeutig umkehrbare ) Abbildung der
Punkte der Ebene auf sich ist genau dann eine
Verschiebung, wenn fiir je zwei Punkte P und Q
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und ihre B_ilz’ier P _ung Q' die gerichteten
Strecken PP und QQ' gleiche Linge und
gleiche Orientierung besitzen. (Demnach bil-
den PQQ'P’ ein Parallelogramm, falls P,
P’ und @ nicht auf ein und derselben Geraden
liegen; Bild 1.) Zu zwei Punkten 4 und B
gibt es also eine und nur eine Verschiebung,
die A in B abbildet. Diese Verschiebung soll
hier kurz mit V45 bezeichnet werden.
Ferner kennt ihr Drehungen, speziell Drehun-
gen um 180° (wobei es in diesem Fall auf die
Drehrichtung nicht ankommt!). Diese spe-
ziellen Drehungen werden auch Punktspiege-
lungen genannt. Diese Bezeichnung ist recht
treffend, denn sie besitzen — wie euch bekannt
ist — folgende Eigenschaft.

(2) Eine Spiegelung an einem Punkt A ist die-
Jenige (eindeutig umkehrbare) Abbildung der
Ebenenpunkte auf sich, bei der A in sich iiber-
geht und fiir jeden Punkt P+ A und sein Bild
P’ der Punkt A Mittelpunkt von PP ist.

Die Spiegelung am Punkt 4 wollen wir hier
kurz mit S, bezeichnen. Wir fiilhren nun zwei
Punktspiegelungen nacheinander aus. Die
Schreibweise S ,Sp soll heiBen, daB zuerst die
Abbildung S, und danach die Abbildung Sp
ausgefiihrt wird. Mit der Nacheinanderaus-
fithrung von speziellen Bewegungen habt ihr
euch bereits an verschiedenen Stellen des
Mathematikunterrichts befaBt. Wir wollen
untersuchen, welche Bewegung wir in unse-
rem Falle erhalten.

Bei der Nacheinanderausfithrung S,Sp be-
trachten wir einen beliebigen Punkt P. Das
Bild von P sei P,

Bild 2

Auf Grund der Beschreibung der Punkt-
spiegelung (siehe (2)) und an Hand des Bil-
des 2 konnt ihr leicht erkennen, daB die ge-
richtete Strecke PP~ doppelt so lang wie die
gerichtete Strecke 4B ist und beide gleiche
Orientierung haben. Da dies fir jeden Punkt
P der Fall ist (iiberlegt euch das auch fiir den
speziellen Fall, daB P auf der Verbindungs-
geraden von A und B liegt!), ergibt sich jetzt
nach der Beschreibung (1) fiir Verschiebun-
gender

(3) Satz: Das Resultat der Nacheinanderaus-
Sfiihrung S .Sy zweier Punktspiegelungen ist
gleich dem Doppelten der Verschiebung Vp.
Zusatzaufgabe 1. Welche Bezichung besteht
zwischen S,Sp und SpS,4?

Nun zeigen wir noch den

(4) Satz: Die Nacheinanderausfiihrung
(S4Sp)Sc dreier Spiegelungen an Punkten A,
B, C (ergibt die) Spiegelung an demjenigen
Punkt D, der das Bild von A bei der Ver-
schiebung Vyc ist.

Beweis: Bei der Verschiebung V¢ geht 4 in
einen Punkt D iiber, und es sind dann die
Verschiebungen Vg und V,p gleich. Aus
dieser Gleichheit folgt nach dem Satz (3), daB
SpSc=S4Sp ist. Fiihren wir vor der Bewe-
zung SpSc erst noch die Bewegung S, aus,
so erhalten wir S,(SsSc)=Sa(S4+Sp). Bei der
Nacheinanderausfithrung von Bewegungen
kommt es zwar auf ihre Reihenfolge, aber
nicht auf die Reihenfolge ihrer Zusammen-
fassung an. Ein Beispiel dafiir gibt die Zu-
satzaufgabe 1. (Man sagt dafiir auch kurz,
daB fiir die Nacheinanderausfithrung von Be-
wegungen das assoziative Gesetz gilt.) In un-
serem Falle ist also S4(SpSc)=(S455)Sc und
S4(S4Sp)=(S4S4)Sp. (Deshalb kann man
statt (8§455)Sc cinfach S,SpSc schreiben.)
Da die Nacheinanderausfiihrung einer Punkt-
spiegelung mit sich selbst die identische Ab-
bildung ist, gilt nun (S,4S3)Sc=Sp, w.z.b.w.
Wir konnen uns nun ganz der eigentlichen
Aufgabe zuwenden.

Gibt es zu Punkten F, G, H, I, K solche
Punkte 4, B, C, D, E, die der Aufgabenstel-
lung geniigen, so ist B das Bild von A bei der
Spiegelung an F und entsprechend so weiter
und schlieBlich 4 das Bild von E bei der Spie-
gelung an K. Dann geht 4 bei der Nach-
einanderausfithrung SrS¢SyS: Sk in sich iber.
Umgekehrt folgt aus der Existenz eines
Punktes 4 mit dieser Eigenschaft, daB es ein-
deutig bestimmte Punkte B, C, D, E gibt, die
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Als B
ist namlich das Bild von A bei der Spiegelung
an F zu wihlen, und Entsprechendes gilt fiir
C,Dund E.

Nun ist noch zu kliren, ob und welche
Punkte bei der zusammengesetzten Bewe-
gung SpScSyS;Sx festbleiben. Nach dem
Satz (4) ist SpScSy die Spiegelung an einem
Punkt L, und damit ist — wiederum nach (4) -
SrSeSyS1Sk=S.5:5¢ die Spiegelung an
einem Punkt M. Bei einer Punktspiegelung
Swm ist nun bekannt, daB der Punkt M und
nur dieser fest bleibt.

Unsere bewegungsgeometrischen Uberlegun-
gen ergeben also in iiberraschend einfacher
und iibersichtlicher Weise:

Bild 3

Die vorgelegte Konstruktionsaufgabe besitzt
stets eine und nur eine Losung. Diese kann wie
folgt beschriecben werden (siehe Bild 3):
Durch die Verschiebung Vx geht der Punkt
F in einen Punkt L iiber. Dann wird L um
Vix in einen Punkt A4 verschoben. Die iibrigen
Punkte B, C, D, E werden schrittweise da-
durch gewonnen, da3 4 an F, dann B an G,



Konstruktionen
in einer
begrenzten
Zeichenebene

1. Die Abbildung stellt die Umrisse eines
Zeichenblattes dar, in das drei Geraden g¢,,
g2 und g3, die paarweise verschiedene Rich-
tung haben, eingezeichnet sind. Die Schnitt-
punkte 4, B und C dieser Geraden liegen
auBerhalb des Zeichenblattes. Es ist der
Mittelpunkt M der Strecke AB, deren End-
punkte unzuginglich sind, zu konstruieren.
Dabei ist die Konstruktion nur auf dem ge-
gebenen Zeichenblatt auszufiihren.

()
~
/ N\
/
\
/ N\
/ \

/ \\
/ \
(A) L—— ——28
I3

2. Gegeben seien zwei Geraden g und h,
deren unzuginglicher Schnittpunkt S auBer-
halb des Zeichenblattes liegt und ein Punkt P,
der zwischen diesen Geraden liegt. Es ist die
Gerade PS zu konstruieren.

(S}

/A\
/o
/o

C an H und schlieBlich D an 7 gespiegelt
wird. (Alle diese Konstruktionsschritte sind
einfach mit dem Lineal und Zirkel, ja sogar
einfach mit Lineal und Zeichendreieck aus-
fithrbar.)

Zusatzaufgabe 2: Untersuche die vollig an-
aloge Aufgabenstellung beziiglich vierer
Punkte! E. Quaisser

3. Gegeben sei ein Dreieck ABC, dessen Eck-
punkt C unzuginglich ist. Es ist die Senk-
rechte zur Geraden 4B durch C zu kon-
struieren. (c;
A\

\
\
\

4. Gegeben sei ein Winkel « mit den Schen-
keln s, und s; und dem unzuginglichen
Scheitel S. Es ist die Halbierungslinie des
Winkels « zu konstruieren.

S1

P
-~

/ﬂ/
(5) 4/3____ - $2

5. Gegeben sei ein Dreieck ABC, dessen Eck-
punkte A und B beide unzuginglich sind.
Es ist der Mittelpunkt der Seite AB durch
Konstruktion zu bestimmen.

¢

2N

4 \\

~
(A) —=—>(8)

6. Gegeben sei ein Dreieck ABC, dessen Eck-
punkte simtlich unzuginglich sind. Es ist der
Inkreis dieses Dreiecks zu konstruieren.

/
N
/s N
N

/\(L')

> (8)

/
(A) £

7. Gegeben sei ein Kreis k mit dem Mittel-
punkt M und eine Gerade g, die den Kreis k
in dem Punkt P und in dem unzuginglichen
Punkt Q schneidet. Es ist eine Sekante zu
konstruieren, die durch den Punkt Q geht.

g P

[\ @
N T~

\

|
|
/
’
/

I x

k e

8. Gegeben seien zwei Geraden g und h,
deren Schnittpunkt S auBerhalb der Zeichen-
ebene liegt. Es ist eine dritte Gerade k so zu
konstruieren, daB sie durch den Punkt S geht
und senkrecht auf der Geraden g steht.

—

\

9. Auf einem rechteckigen Zeichenblatt seien
zwei Strecken AB und CD gegeben, die auf
den Geraden g bzw. h liegen. Die Geraden
g und h schneiden einander in einem Punkt S,
der auBerhalb des Zeichenblattes liegt. Ferner
sei auf dem Zeichenblatt ein Punkt P gege-
ben, der innerhalb des durch die Geraden g
und h bestimmten Winkels liegt. Es ist eine
Strecke zu zeichnen, die auf der Verbindungs-
geraden des Punktes P mit dem Schnitt-
punkt S von g und h liegt.

k

10. Gegeben sind drei Punkte B, C und D,
die in einer rechteckigen Zeichenfliche lie-
gen. Diese drei Punkte sind Eckpunkte eines
Parallelogramms ABCD, dessen vierter Eck-
punkt 4 auBerhalb der Zeichenfliche liegt.

d
Ay~

Es ist eine Strecke zu konstruieren, die auf der
Winkelhalbierenden des Winkels < BAD mit
dem unzuginglichen Punkt A liegt.

Th. Scholl
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Riickblick auf
die XVII.IMO

Es ist nun schon zu einer guten Tradition ge-
worden, daB die DDR-Mannschaft wihrend
der IMO von jeder teilnehmenden Manp-
schaft eine Aufgabe fiir unsere alpha-Leser
erhilt. Wir danken Uwe Quasthoff (Teiln. der
XVIL. IMO) und Wolfgang Burmeister (TU
Dresden) fiir die Bearbeitung der gestellten
Probleme.

Volksrepublik Bulgarien

Man finde im Innern eines spitzwinkligen

Dreiecks den Punkt M, fiir den der Flichen-
. inhalt des Dreiecks A’'B’'C’ maximal wird, wo-

bei A’, B', C' die FuBpunkte der Lote von M

auf die Dreiecksseiten sind.

Deutsche Demokratische Republik

Q(x) bezeichne die Quersumme der Zahl x,
und n sei eine durch 9 teilbare Zahl mit we-
niger als 10 Milliarden Ziffern.

Man zeige, daB Q(Q(Q(n))) =9 ist.

Republik Frankreich

Man zeige, daB fiir positive Zahlen g, b, ¢

folgende Ungleichung gilt:

a®+b2+c*+3abc= a’(b+c)+b*Ha+c¢)
+c¥a+b). ’

Republik Griechenland

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC
und ein Winkel ¢. H sei der auf AB gelegene
HohenfuBpunkt des Dreiecks. Man kon-
struiere Punkt 7 und K auf BC bzw. AC, so
daB IH=1IK und ¥ KHI=¢ gilt, falls solche
Punkte existieren.

Vereinigtes Konigreich

von GroBbritannien und Nordirland

An einer Mathematikolympiade beteiligen
sich n Linder mit je zwei Teilnchmemn. Es
stehen die Klausurriume 4 und B zur Ver-
fiigung. Die 2n Teilnehmer werden in unge-
ordneter Folge in eine Reihe gestellt und
durchnumeriert. Nr. 1 geht in Raum A. Der
zweite bis 2n-te Teilnehmer geht in den Raum,
in den der Teilnehmer vor ihm ging, wenn der
andere Teilnehmer seines Landes nicht bereits
dort ist, sonst in den anderen. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, da Raum A zuerst ge-
fidllt ist?
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‘Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien
Man beweise fiir alle positiven ganzen Zah-
len n die Ungleichung

nH)!>m-1nm

Mongolische Volksrepublik

In der Ebene sind 2n Punkte gegeben, von
denen keine drei auf einer Geraden liegen.
Man zeige, daB mindestens ein Dreieck ent-
steht, wenn man mehr als n? der Verbindungs-
strecken zeichnet.

Kinigreich der Niederlande

P,, P, P, P,4, Ps seien fuinf beliebige positive
reelle Zahlen. Man zeige, daB man aus ihnen
P, und P, so auswihlen kann, da8

o<t __1 1 4
“P.+25 P+25 100 B

Republik Osterreich

Man zeige, daB die Gleichung

x2=2y2=17
unendlich viele ganzzahlige Losungspaare x,
y besitzt.

Volksrepublik Polen
Man betrachte die Summe

ai+az+asz+ ...';'az,.q,]
aus reellen Zahlen mit folgender Eigenschaft:
Wird ein beliebiges Glied a; aus der Summe
gestrichen, so konnen die iibrigen Glieder so
umgruppiert werden, daB zwei gleich grofe
Teilsummen verbleiben.
Man weise nach, daB dann
a1 =a=4a3=...=0,+ Ist.

Sozialistische Republik Rumiinien
Es seien k und p natiirliche Zahlen mit
E=pp+1)(p+2)(p+3)(p+4) (p+5)

P+6)(p+7).
Man beweise, daB k=p=0 ist.

Union der Sozialistischen

Sowjetrepubliken

Gegeben seien n konvexe Figuren in der
Ebene, von denen je zwei einen nichtleeren
Durchschnitt haben. Man zeige, daB dann
eine Gerade existiert, die mit jeder der Figu-
ren einen nichtleeren Durchschnitt hat.

Konigreich Schweden

Gegeben sei eine Funktion mit der Gleichung
y=f(x) und den Eigenschaften

L.f(0)=0 _

2. Fiir alle x>0 ist f(x + 1)=f(x)+ }/x

3. Fiir alle xg% ist 2f(x) <f(x—%)

+f<x+%).

Man bestimme f <%>

Tschechoslowakische

Sozialistische Republik

Gegeben sei ein gleichschenklig-rechtwinkli-
ges Dreieck ABQ mit der Hypotenuse AP.
Man konstruiere ein Quadrat ABCD so, daB
die Punkte B, C, P sowie die Punkte C, D, Q
auf je einer Geraden liegen. AuBerdem ist die
Seitenlinge des Quadrats durch die Linge a
der Katheten des gegebenen Dreiecks APQ
auszudriicken.

Ungarische Volksrepublik
n sei eine natiirliche Zahl. Man berechne die
Summe

z (30
k=0

Vereinigte Staaten von Amerika

Gegeben ist ein Sto8 von N Karten, darunter
genau drei Asse. Die Karten werden von oben
nach unten einzeln umgedreht, bis das zweite
As gewendet ist. Man zeige, daB die zu er-
wartende Anzahl von umzudrehenden Karten

N+1.

; ist (unter der zu erwartenden Anzahl
versteht man die durchschnittliche Anzahl
fir alle moglichen gleichwahrscheinlichen

Kartenverteilungen).

Demokratische Republik Vietnam

Man finde fir eine gegebene positive ganze
Zahl n die groBte reelle Zahl p, so daB fiir

. beliebige positive Zahlen A4;, B; die Un-

gleichung
z A,'
- Ai i=1
.2 B. Zpy—
i=1 i b Bi
i=1
erfuillt ist.

Mathematik-
olympiaden
in Osterreich

Wettbewerbe fiir Schiiler auf dem Gebiet der
Mathematik haben in Usterreich noch keine
groBe Tradition. Erst im Jahre 1969 ent-
schloB sich das Bundesministerium fir Unter-
richt und Kunst, einen solchen Bewerb jihr-
lich durchzufiihren.

Die Ziele der osterreichischen Mathematik-
olympiaden entsprechen denen anderer Lian-
der, die solche Bewerbe veranstalten. An der
Spitze stehen wohl die Entdeckung und For-
derung von mathematischen Talenten. Da
eine spezielle Forderung wegen einer zu ge-
ringen Wochenstundenzah! im obligatori-
schen Unterricht kaum gegeben ist, k6nnen
sich interessierte Schiiler zu Vorbereitungs-
kursen melden. In diesen Kursen lernen die
Schiiler Beweisverfahren kennen, werden mit
immer schwierigeren Aufgaben konfrontiert
und zur Beschiftigung mit der Mathematik



auch auBerhalb der unterrichtlichen Zeit mo-
tiviert. Wir unterscheiden zwischen einem
Anfingerkurs fiir Schiiler, die noch an keinem
Wettbewerb teilgenommen haben, und einem
weiterfithrenden Fortgeschrittenenkurs. Die
schonen Erfolge, die Osterreichische Schiiler
bei Internationalen Olympiaden in den letzten
Jahren erringen konnten, zeigen, daB diese
MaBnahme notwendig und richtig ist. Die
Bewerbe werden getrennt fir Anfianger und
Fortgeschrittene durchgefiihrt. Die Anfanger
bestreiten zundchst einen Kurswettbewerb.
Die besten Schiiler der Kurse bewerben sich
dann um die Ehre cines Landessiegers. Von
einem Bundesbewerb wurde in den letzten
Jahren abgesehen. Wichtiger als der Bewerb
erscheint uns eine Verlingerung der Kurs-
tatigkeit.
Die Bewerbe der Fortgeschrittenen werden in
drei Stufen durchgefiihrt: Kurs-, Gebiets- und
Bundesbewerb. Gebietswettbewerbe werden
meist in drei Stédten veranstaltet. Die besten
Schiiler der drei Gebiete (insgesamt etwa 30)
werden vor dem Bundesbewerb zu einem 14ti-
gigen Spezialkurs zusammengefaB8t. Die be-
sten acht Schiiler werden fiir die IMO nomi-
niert. Wegen der Kurstidtigkeit sind die Be-
werbe nicht iliber das ganze Jahr verteilt,
sondern beginnen erst Ende April. Alle Be-
werbe werden in Form von Klausuren durch-
gefiihrt.
Das Interesse der Schiiler an der Mathematik-
olympiade ist stindig im Steigen begriffen.
Wihrend im Griindungsjahr nur etwa 23
Kurse gefiihrt werden konnten, so haben wir
in diesem Jahr rund 1000 Anmeldungen
allein zu den Anfdngerkursen. Dies ist zwei-
felsohne noch nicht die gewiinschte Breiten-
wirkung.
Vielleicht wird uns die XVIIIL. IMO in Uster-
reich dem Ziel, daB alle mathematischen Ta-
lente an der Olympiade teilnehmen, niher-
bringen.

Th. Miihlgassner/W. Ratzinger

Aufgaben — gestellt von der
osterreichischen
IMO-Delegation 1975

1. Gegeben ist ein Dreieck mit den Seiten a,
b, ¢, dem Umkreisradius R und den Punkten
U (Umkreismittelpunkt) und H (Héhendurch-
schnittpunkt). Man beweise:
9R2=UH?+a>+b>+c%

2. Man finde alle Paare x, y von natiirlichen
Zahlen, fiir die die Gleichung

x5 —xy*+y*—1=0
gilt.

3. Es ist zu beweisen, daB die Zahl

@ —_n? 4
T jo=nit3ntd
n=0 2
irrational ist.

Eine Aufgabe von
W. Redtenbacher

Mitglied der osterreichischen Mannschaft bei
der X1V, XV.und XVI.IMO

A1535a a) Es sind alle reellen Losungen
(x1, x3) des Gleichungssystems
xt+(x1x2)* =1,
X; +(X1Xz)5 =1
zu ermitteln.
b) Die obige Aulgabe ist auf den Fall von n
Variablen (n22) zu verallgemeinern. Es sind

(1)
@

also alle reellen Losungen (x;, x2, ..., X»)
des Gleichungssystems
X1+ (61 X2)2" + (X1 X2%3) "+ ... .
+(x1Xz...x)2" =1, )
X12"+ 1 +(X1Xz)2"+ ! +(X1XZX3)Z"+ ! +...
+(x1xz...x,)2" 1 =1 )

zu ermitteln.

Mag. Th. Miihlgassner (Eisenstadt) und Mag.
W. Ratzinger (Linz) — Iniatoren osterreichi-
scher Mathematikolympiaden — Delegations-
leitung der osterr. IMO-Mannschaft.

IMO-Teilnehmer der DDR
stellen Aufgaben

Ala Es seien ay, a3, ..., a, n beliebige
positive reelle Zahlen (n=2) und m eine na-
tiirliche Zahl mit m2 2.

1. Man beweise, daB dann gilt:

Var+Vas+...+/an

™lay+a,+...+a,

N (1)

n

2. Man gebe eine notwendige und hinrei-

chende Bedingung dafiir an, daB in (1) das
Gleichheitszeichen gilt.

Ralph Lehmann, Petershagen

A2A Man beweise, daB fiir alle natiirlichen
Zahlen m und n mit n>1 die folgende Glei-
chung erfiillt ist:

i 1
ST m+ D) mr D @mt1)

+m+
1 n
TG Dme D ms) mn+i
Hans-Gert Grabe, Halle

A3a Ineiner Ebene seien ein Punkt O und
drei von diesem Punkt ausgehende Strahlen
s1, 52, 53 gegeben, wobei die orientierten Win-
kel ¥(si, s2), ¥(s2, $3), ¥(s3, s1) sdmtlich
groBer als 0° und kleiner als 180° sind und die
Verlidngerung von s; iiber O hinaus mit den
Strahlen s; und s, je einen spitzen Winkel
bildet. Ferner sei ein Punkt A auf s, gegeben,
der nicht mit O zusammenfllt (vgl. die Abb.).

5

Es soll ein Dreieck ABC, dessen Eckpunkt B
auf s, und dessen Eckpunkt C auf s; liegt, so
konstruiert werden, daB die Strecken 0A,
OB, OC auf den Winkelhalbierenden dieses
Dreiecks liegen. Hans-Gert Grabe, Halle

Ad4A Man beweise, daB die Zahl 2*+1
keine Primzahl ist, wenn k eine natiirliche
Zahl ist, die sich nicht als Potenz von 2 dar-
stellen 1468t, wenn also k=+2°,2',22, ..., 2", ...
ist. Hans-Jiirgen Schmidt, Greifswald

A5A Esseiuy,u,,..., u, ... cine Fibonacci-
sche Folge, d. h. eine Folge, fiir die

uy=1, u=1 und up4+y=uy+u,—; fiir n=2
gilt.

a) Man entscheide, ob die unendliche Reihe

o«
u, u; u
=y h_t W2
S=EFET e

2 U3

Up
+=5+. st

23 2
konvergiert und berechne gegebenenfalls ihre
Summe. )
b) Man entscheide, ob auch die unendliche
Reihe
Fmzpl it 1. 4

k=1Ux Uy Uz U3 u,
konvergiert und gebe bejahendenfalls einen
Niherungswert fiir ihre Summe an, wobei
eine Genauigkeit von 19 ausreichen soll.
Hinweis zur Losung: Zur Losung kann die
Formel (L‘"ﬁ)n <1_l/§)n

! (2 —¥°

2

Up

l/g
n=1,23,..)

benutzt werden (vgl. N. N. Worobjow: Die

Fibonaccischen Zahlen. Berlin 1971, S. 29).

Klaus Altmann, Berlin
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In jedem besseren Tabellenbuch wird die
Flache unter der Parabel (Bild 1) mit

1
F—ia-b

angegeben, die z. B. in der Statik hiufig be-
notigt wird.

Berechnet wird diese Fliche F durch Inte-

. . . b
gration der quadratischen Funktion y=— x>

aZ
Fo Bt [Lo 2. 1o
~ a? a2 |3 |, a3
lap

Hier soll gezeigt werden, daB diese Fliche
auch ohne Integration berechnet werden
kann.

Man benutzt dabei folgenden Kunstgrifl:

Bild 2 zeigt zwei unterschiedliche Korper, die
volumengleich sind, was sich mit Hilfe des
Prinzips von Cavalieri beweisen laBt.

56

Das Cavalierische Prinzip besagt:

Korper mit inhaltsgleichem Querschnitt in
gleichen Hohen haben gleiches Volumen.
Die Linge a der Kérper soll hier als Hohe
im Sinne des Cavalierischen Prinzips aufge-
faBt werden.

Die Querschnittsflichen der Korper betra-
gen in Hohe x (mit 0<x<a):

Korper A
i el 52
QAx 4 azx
Korper B
Q= l—’x Ex (Strahlensatz!)
a a
D.h. Ax= Qﬂx
Daraus folgt nach dem Cavalierischen
Prinzip
VA = VB-

Nachdem die Volumengleichheit der Korper
A und B bewiesen ist, 148t sich die GroBe der
gesuchten Fliche F leicht herleiten:

Vi=F-c (Prisma)
Vs =%b ‘c-a (Pyramide)
Da V=V und F'c=%b‘c~a
. 1
ist F =30 b M. Wilde

Satz des Cavalieri: Wenn fir zwei Korper mit
gleich langen Hohen und gleichen Grund-
flicheninhalten gilt, daB parallel zur Grund-
flichenebene in beliebigen, aber jeweils glei-
chen Abstinden von dieser gefiihrte Schnitte
stets zu Schnittflichen mit gleich groBen
Flicheninhalten fiihren, so haben die beiden
Kérper gleiche Volumina. (Lehrbuch Klasse
8,S.80)

Ringparabel

Die jiingste Pidagogische Hochschule der
DDR befindet sich in der im Bezirk Halle ge-
legenen Kreisstadt K6then. Dem seit Sep-
tember 1963 bestehenden Padagogischen In-
stitut wurde am 1.9.1974 der Status einer
Pddagogischen Hochschule verliehen.

Unsere Ausbildungsstiitte fiir Fachlehrer in
den Kombinationen Mathematik/Chemie,
Chemie/Biologie und Biologie/Chemie trigt
den Namen des Humanisten und Pidagogen
Wolfgang Ratke, der in den Jahren 1618/19
in K6then wirkte.

An der Sektion Mathematik werden jahrlich
90 Studenten der Fachrichtung Mathematik/
Chemie immatrikuliert. Entsprechend dem
giiltigen Lehrprogramm werden sie in einem
vierjahrigen Studium als Diplomlehrer ausge-
bildet.

Die Hochschullehrer und wissenschaftlichen
Mitarbeiter der Sektion Mathematik arbeiten
in den Lehrkollektiven Theoretische Mathe-
matik, Angewandte Mathematik und Metho-
dik des Mathematikunterrichts. Obwohl die
Sektion Mathematik erst seit 1972 besteht,
hat sich die mathematische Forschung be-
reits gut entwickelt. Unsere Algebraiker be-
schiftigen sich mit den universell-algebrai-
schen und kategorientheoretischen Grundla-
gen abstrakter Automaten; die Geometer
fiihren Untersuchungen iiber dic Anwendung
des Schriigspiegelungskalkiils in den Natur-
wissenschaften durch. Unter Anleitung wis-
senschaftlicher Mitarbeiter beschiftigen sich
einige unserer Diplomanden mit einem Sy-
stem zur maschinellen Leistungskontrolle.
Eine Forschungsgruppe ProzeBoptimierung
befindet sich im Aufbau. Die Mitglieder des
Lehrkollektivs Methodik arbeiten im Rah-
men der Schulbuchforschung an der Verbes-
serung der Mathematiklehrbiicher.
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Die Zauberringe

Wir schneiden aus festem Papier drei lange
Streifen in Breite von je 20 mm und kleben
sie in verschiedener Weise zusammen:

[ ]
C < ]

%@V@_

den ersten zu einem einfachen Ring (siehe
Bild), den zweiten drehen wir vor dem Zu-
sammenkleben einmal und den dritten vor
dem Zusammenkleben zweimal. Nun behaup-
ten wir, daB 3 verschiedene Losungen ent-
stehen, wenn wir die Ringe der Liange nach
aufschneiden. Das Ergebnis ist iiberraschend.
Versucht es erst selbst einmal!

Interessant sind noch folgende Moglichkei-
ten: Das vor dem Zusammenkieben einmal
gedrehte Band wird im Abstand eines Drittels
der Streifenbreite vom Rand entfernt parallel
zu diesemn aufgeschnitten, bis man wieder zum

kleine Felder hat (Rechenheftpapier). Die
senkrechten Felder werden rechts auBen von
oben nach unten mit den Buchstaben A4 bis J
bezeichnet, die waagerechten Felder oben
von links nach rechts mit den ZifTern | bis 10.
Diese 100 Felder sind das Meer, in das nun
- verdeckt vor den Augen des anderen - jeder
an beliebiger Stelle seine Fische einzeichnet,
und zwar:

1 Wal = 4 Quadrate lang

2 Haifische = je 3 Quadrate lang
3 Thunfische = je 2 Quadrate lang
4 Flundern = je |1 Quadrat.

Die Fische diirfen sich nur an den Ecken,
nicht an den Langsseiten beriihren.

Nun beginnt der Fang. Abwechselnd wirlt
jeder ein Netz auf die Fische in dem Quadrat-
feld des anderen. Peter sagt zum /w&mvmo_“

Einsatzzettel Tipzettel
12345678910 172345678910
A - TI-1A
B B e .- I B8
Cc[ . 1T 0 EE X
D x|« o[ . % D
3 X x| - TIPSCHEIN x|-1- 1€
F [~ IxI- 3D . .-~ “1F
G+ - [X] afafe]afa]- [ ]G
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u. Y o) L . - -U

Schnur ist durch diese Offnungen geschlun-
gen — genau wic abgebildet. Die Enden der
Schnur sind hinten befestigt oder mit je
cinem Knoten versehen.

In der linken Schlaufe hiingt ein Ring. Es
wird verlangt, den Ring in die rechte Schlaufe
zu bringen, ohne die Schniire zu 15sen oder
das Brett zu zersigen. Der Ring geht auch
nicht etwa durch den Schlitz zu stecken. Man
kann erst einmal solch ein ,Brett“ aus
Pappe basteln und probieren.

Lésung : Man zieht zunichst die Schlinge M
so weit heraus, daB man den Ring durch
diese Schlinge nach oben schieben kann. Der
Ring wird nun gegen das Brett gedriickt, und
zugleich werden die aus der Offnung hangen-
den Schnurteile L und R nach vorn und unten
gezogen, beide gleichzeitig.

4

4

Man zieht so lange, bis die Schlinge M von
hinten durch die Offnung heraustritt. Sie
bringt zwei Schlaufen mit, sozusagen eine
Schlaufe L' und eine Schlaufe R’. Den viel-
leicht zundchst uniibersichtlichen Knoten
zupft man so zurecht, wie die letzte Ab-
bildung zeigt.

Nun schiebt man den Ring durch Schlaufe L',
und damit ist er auf der Schlinge M. Von
hier schiebt man ihn durch Schlaufe R’. Und
nun gehts symmetrisch zuriick: Der Knoten
wird zuriickgeschoben (und von hinten weiter
nach unten gezogen), wobei der Ring nocham
Schlitz festgehalten wird. Erst wenn der ur-
spriingliche Schnurverlauf wieder erkennbar
ist, schiebt man den Ring durch M in die
Schlinge R.

Die Schere in der Schnur

Um den Griff einer Schere schlingt man eine
Schnur, wie es das linke Bild zeigt:

Die beiden Enden werden an irgendeinem
Gegenstand im Zimmer befestigt. Nun soll
die Schere von der Schnur gelést werden,
ohne daB die Knoten gedffnet oder die
Schnur. durchschnitten wird. (Es empfiehlt

-sich, eine moglichst lange Schnur zu benut-

zen.)
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Spezialistenlager Junger Mathematiker
des Bezirkes Leipzig

Wie in jedem Jahr, so findet auch in den
Sommerferien 1976 ein Spezialistenlager fiir
Junge Mathematiker des Bezirkes Leipzig
statt. Dort werden etwa 200 der besten Teil-
nehmer von Mathematikzirkeln (in diesem
Jahr zum groBten Teil Kandidaten der Ma-
thematischen Schiilergesellschaft) und Olym-
piaden zwei Ferienwochen verbringen. Sie
werden sich in Mathematikzirkeln unter An-
leitung von als Zirkelleitern erfahrenen Stu-
denten und Assistenten der Sektion Mathe-
matik der Karl-Marx-Universitdt aul die
Hohepunkte des kommenden Schuljahres
vorbereiten. Natiirlich kommt auch die Er-
holung bei Wanderungen, Baden, Sport und
Basteln nicht zu kurz. Als Helfer werden
wieder Lehrerstudenten fiir Mathematik und
Physik eingesetzt.
Im vergangenen Jahr fand das Ferenlager
ausnahmsweise nur fir Schiiler der Klassen
10 bis 12 in Lichtenstein statt. Hohepunkte
waren dabei u. a. Vortrage von Frau Dipl.-
Math. Dewef iiber Mengenlehre und Herm
Dr. Dewep iiber Operationsforschung mit inter-
essanten Beispielen sowie ein Arbeitseinsatz
der Jungen Mathematiker aul dem Sportplatz
vor der Jugendherberge.
Im Zirkel wurde z. B. [olgende Aufgabe von
Dipl.-Math. Heinz Voigt behandelt:
In einem Tetraeder Kantenlinge a werden
vier gleichgroBe Kugeln so eingelagert, daB
jede von ihnen drei Tetraederflichen und die
restlichen drei Kugeln beriihrt. Man berechne
den Radius r der Kugeln!

G. Schmidt

Zum Knobeln in den Sommerferien noch eine
Auswahl von Aufgaben, die in den vergange-
nen Jahren bei Lagerolympiaden gestellt
wurden:

ala Ermittle die fehlenden Ziffern!

a)377-27 b MM
757 — 7
163? 3
M5

Beschreibe bei a), wie du die fehlenden Zif-
fern gefunden hast! Gib bei b) alle moglichen
Losungen an! (K1. 4)

A2a Esist ein rechteckiges Blech gegeben
mit den Kantenlingen a und b, wobei die
Seite b um 6cm linger ist als die Seite a.
VergroBert man beide Seiten um 4cm, so
wird der Flicheninhalt um 72 cm? gréBer.

Gesucht sind die Lingen der Seiten a und b
(in cm). (K1.5)

a3a Ermittlealle zweistelligen natiirlichen
Zahlen z, von denen jede alle folgenden Be-
dingungen gleichzeitig erfiillt!

a) Die Zahl z ist nicht durch 10 teilbar.

b) Subtrahiert man die Einerzifler der Zahl
von ihrer Zehnerziffer, so erhilt man 4.

¢) Vertauscht man die Ziflern von z mitein-
ander, dann erhilt man eine zweistellige Zahl
z,, deren Dreifaches kleiner als zist. (K. )

A4a Es ist ein Dreieck zu konstruieren
aus den Seiten b und ¢ und dem Umkreis-
radius r.

Dabei ist c=5cm, r=4 cm, b=6 cm. Anzuge-
ben sind Losungsplan, Konstruktion und
Konstruktionsbeschreibung, Determination.
(K1L.6)

ASA Berechne die GroBe des kleineren
Winkels der beiden Winkel, die der Stunden-
und der Minutenzeiger einer Uhr um 16 Uhr
40 Minuten miteinander bilden! (KL7)

A6A 500 Korbe seien mit Apfeln geliillt,
wobei jeder Korb héchstens 243 Apfel ent-
hilt.

Zeige: Mindestens drei Korbe enthalten
gleichviel Apfel. (K1L.7)

A7a Aul den Verlingerungen der Seiten
AB, BC und CA des Dreiecks ABC werden
iiber die Punkte B bzw. C bzw. A hinaus
Strecken mit den Lingen BB'=4B,CC =BC
und AA’ =CA abgetragen.

Es ist zu beweisen, daB der Flicheninhalt des
Dreiecks A'B’'C’ siebenmal so groB wie der
Flacheninhalt des Dreiecks ABC ist.

(KL 7)

a8aA Lose das [olgende System von Un-
gleichungen - gib die Losungsmenge an'!
1—|1-x| <2x

1
X+2> | x+1|

3 (KI1. 8)

49A Ein Regiment der NVA von weniger
als 3000 Mann laBt sich genau in Dreier-,
Vierer-, Fiinfer- und Siebenerreihen aufstel-
len. Bei Neuneraufstellung wiirden in einer
Reihe 3 Mann fehlen, bei Elferaufstellung
wiren 3 Mann zuviel.

Wie stark ist das Regiment? (K1.9)

A10A Gesucht sind alle Funktionen f mit
D(f)= P, fiir die gilt:
SO S+ =f20) fHx—y)- et
=0 (KL 10)

In Heft 6/75 stellten wir eine Aulgabe, die uns

Clemens Jaunich aus Cottbus geschickt hatte:

Man bestimme alle Zahlen x, fiir die gilt
[9-x|—|05x+1| =12

(Losung siehe Seite 66)

SchachgroBmeister Rainer Knaak, stud. math. an der Kar/-Marx-Universitit Leipzig,
im Wettkampf gegen interessierte Junge Mathematiker des Bezirks Leipzig

(nach der Klausur der Bezirksolympiade)
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alpha-Wandzeitung
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Mitarbeiter gesucht

g) von den Oly
unseren alpha-Wettbewerb 1976/77? Die

mpischen §

insender erhalten Buchpriamien aus

Red. alpha

dem Bereich des Sports.

Die olympischen Ringe
a) Kannst du die fiinf olympischen Ringe in
einem Zug zeichnen, ohne eine Linie zweimal
zu durchfahren?
b) Durch die fiinf Ringe werden 15 Gebiete
(das AuBengebiet nicht mitgezihlt) begrenzt.
Trage in die Gebiete die Zahlen 1 bis 15 so
ein, daB jede Zahl nur einmal vorkommt und
die Summe in jedem Ring 39 betrigt!

Ingo Rath (Wien)

(2) Die Mannschaft der BRD/WB kam auf
eine Gesamtpunktzahl, in der die Zifler 1, 2
und 3 jede genau einmal vorkommen.

(3) Ungarn erkdamplte doppelt so viele Bronze-
medaillen wie es 5. Pldtze erreichte.

(4) Die japanische Mannschaft erkiampfte
Goldmedaillen und ihre Gesamtpunktzahl
ist eine Kubikzahl.

Ala Die DDR-Mannschaft errang bet
Olympischen Sommerspielen bisher folgende

Medailico: Gold Silber Bronze
Melbourne 1956 1 4 2
Rom 1960 3 9 7
Tokio 1964 3 11 5
Mexiko 1968 9 7
Miinchen 1972 20 23 23

a) Berechne, wieviel Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen insgesamt seit 1956 bei
Olympischen Spielen von DDR-Sportlern
errungen wurden!

b) Stelle fiir dic einzelnen Olympischen
Spiele getrennt ein Siulendiagramm auf, in
dem du die errungenen Medaillen darstellst
(1 Medaille=1 cm)!

A2a Erginze unter Ausnutzung folgender
Aussagen die untenstehende Tabelle der in-
offiziellen Landerwertung nach AbschluB al-
ler 195 Disziplinen der Olympischen Spiele
von 1972!

(1) Die DDR erreichte mehr als 19 ‘Gold-
medaillen und 6. Pldtze.
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Gold Silber Bronze 4. 5 6. Punkte

UdSSR 50 27 22 16 19 9

USA 31 29 29 21 8 639

DDR 23 23 22 22 480
BRD/WB 13 16 17 20 11

Ungarn 6 13 9 8 222

Japan 8 8 10 9 S

A3a InMiinchen 1972 stand Hallenhand- A 5a Die Olympiasieger im Dreisprung

ball erstmals auf dem olympischen Pro-
gramm. Nach AbschluB der Hauptrunde er-
gab sich fiir die Gruppe A folgender Tabellen-
stand:

1.CSSR 3 42:38 4:2
2.DDR 3 36:34 4.2
3. UdSSR 3 34:34 33
4. Schweden 3 34:40 1:5

Die DDR spielte gegen die CSSR 14:12. Be-
stimme die moglichen Ausgange aller anderen
Spiele (nur Sieg, Niederlage oder Unent-
schieden, nicht die Ergebnisse)!

A4A Monika, Michael und Bernd verfolg-
ten im Fernsehen das Rennen der Einerka-

jaks bei den Olympischen Spielen von Miin-

chen. Am Bildschirm war der Einlauf nicht
genau auszumachen und die drei Freunde
hatten verschiedene Meinungen, wie in wel-
cher Reihenfolge die ersten drei Pldtze be-
legt wurden:

Monika: Peterson (Schweden) gewann vor
Shaparenko (UdSSR) und Czapo (Ungarn).
Michael: Du hast dich versehen, Shaparenko
(UdSSR) kam vor Peterson (Schweden) ins
Ziel.

Bernd: Es war Peterson (Schweden) vor Cza-

po (Ungarn), aber der Schwede war nicht auf

dem ersten Platz.

Als die offiziellen Ergebnisse durchgegeben
wurden, stellte sich heraus, daB genau eine
Aussage falsch gewesen ist.

Welche war das, und wie lautete die Reihen-
folge der drei Erstplazierten?

erreichten folgende Weiten:

1896:13,71'm; 1900: 14,44 m;
1904:14,33m; 1908:14,92m;
1912:14,76 m;  1920:14,51 m;
1924:15,53m; 1928:15,21 m;
1932:15,72m;  1936: 16,00 m;
1948:1540m; 1952:16,22 m;
1956:16,35m; 1960: 16,81 m;
1964:16,85m; 1968:17,39 m;
1972: 17,35 m.

a) Stelle die Weiten in Abhingigkeit vom
Jahr in einem Koordinatensystem graphisch
dar, und verbinde die Punkte durch Geraden!
b) Ermittle in m und %, um wieviel besser
die Leistungen der Olympiasieger von 1908,
1924, 1948 und 1972 als das Ergebnis des
Siegers von 1896 sind!

Hinweis: Bei einer inoffiziellen Linderwer-
tung werden fiir Gold-, Silber- bzw. Bronze-
medaillen und die Pldtze 4, 5 und 6 die
Punktzahlen 7, 5 bzw. 4 und 3, 2 und 1 ver-
geben



Klassenstufe 5

1. Wegen 4500 :9 =500 und
135000:9=15000 wurde als Bedarf fiir 500
Neubauwohnungen 15000 m? Flachglas an-
genommen, fiir 1 000 Neubauwohnungen folg-
lich das Doppelte, also 30000 m?.

2. Aus Gleichung (3) entsteht wegen
280:7=40 genau dann eine wahre Aussage,
wenn man u=4( einsetzt. Hiernach entsteht
wegen 4-40=160 genau dann aus (2) eine
wahre Aussage, wenn man z=160 einsetzt.
Gleichung (4) wird genau dann wahr, wenn
man v=120 einsetzt; denn es gilt
160=120+40, wihrend die Summe aus 40
und je einer anderen Zahl als 120 eine andere
Zahl als 160 ergibt. Wegen 160+ 120=280
wird (5) genau fur y=280 wahr, und wegen
280:40=7 wird (1) genau fiir x=7 wahr.

3. Nach (1) waren genau 13 der Pioniere
schon einmal an der Ostsee. Nach (2) und (3)
betrug die Anzahl der Pioniere, die schon ein-
mal im Harz, aber noch nicht an der Ost-
see waren, wegen 15— 6=9 genau 9 Pioniere.
Also waren wegen 13+9=22 genau 22 Pio-
niere dieser Gruppe schon einmal in wenig-
stens einer der genannten Feriengegenden.
Nach (4), und weil damit jeder der an-
wesenden Pioniere erfaBt wurde, betrug we-
gen 22+ 4=26 deren Anzahl 26.

4. Wir tragen zunichst von 4 aus auf g mit
dem Zirkel eine Strecke von 2,5cm Linge
ab. Ihr anderer Endpunkt sei B.

Dann tragen wir wegen 0,3dm=3cm und
25cm+3cm=55cm von B aus auf der
Halbgeraden von g, auf der A nicht liegt,
eine Strecke von 5,5 cm Linge ab und nennen
ihren anderen Endpunkt C. Wegen
2,5cm+5,5cm=8 cm tragen wir nun von C
aus auf der Halbgeraden von g, auf der B
nicht liegt, eine Strecke von 8 cm Linge ab
und nennen ihren anderen Endpunkt E. Da
D laut Aufgabe zwischen C und E liegt, tra-
gen wir schlieBlich wegen 50 mm =5 cm und
8cm—S5cm=3cm von E aus auf derselben
Halbgeraden von g, auf der C liegt, eine
Strecke von 3 cm Linge ab und nennen ihren
anderen Endpunkt D.

Wegen 2,5cm+5,5cm+8cm—3cm=13cm
hat die Strecke AD eine Lénge von 13 cm.

Es ist auch zuldssig, die Lange von AD nach
der Konstruktion durch Messung zu ermit-
teln.

Klassenstufe 6

1. Der erste Hubschrauber befdrderte% von

15000 kp, das sind 5000 kp. Der zweite be-

forderte % von 15000 kp, wegen

% *15000=13125 sind das 13125kp; der
; ) 3 3

dritte beférderte 5 von 15000 kp, wegen 3

-15000=9000 also 9000 kp. Das beforderte

Sperrgut hatte somit wegen

5000+ 13125+9000=27125

ein Gesamtgewicht von 27125 kp.

2. Die Anzahl der Dreibett-K abinen muf min-
destens 1 und kann wegen 3-14=42>41
héchstens 13 betragen. AuBerdem muB ihre
Anzahl ungerade sein, da sonst (bei gerader
Anzahl von Dreibett-Kabinen) eine gerade
Zahl von Pldtzen dadurch belegt wiren und
als Differenz zur ungeraden Zahl 41 mithin
eine ungerade Zahl von Betten auftreten
wiirde, die sich nicht ausschlieBlich auf Zwei-
bett-Kabinen verteilen ldBt. Fiir jede der
ungeraden Zahlen von Dreibett-Kabinen von
1 bis 13 gibt es nun jeweils genau eine (zu-
gehorige) Anzahl von Zweibett-Kabinen, wie
nachstehende Tabelle ausweist:

19 20
1 39

4. a) Die schraffierte Fliche kann man sich
dadurch entstanden denken, daB aus einem
Rechteck R zwei Rechtecke S und T heraus-
geschnitten wurden, wobei wegen
104+154+10+15+10=60

das Rechteck R die Seitenldngen 60 mm und

70 mm hat und jedes der Rechtecke S, T die
Seitenlingen 15 mm und 50 mm. Daher er-
geben sich fiir R, S, T wegen 60 - 70=4200
bzw. 15 - 50="750 die Flicheninhalte

4200 mm? bzw. 750 mm? bzw. 750 mm?. So-
mit hat wegen 4200—750—750=2700 die
schralfierte Fliache den Fldcheninhalt
A=2700 mm?.

b) Die Seitenldngen von R sind (3e+2f) und
h, die Seitenlingen von jedem der Recht-
ecke S, T sind f und g. Daher hat R den
Flicheninhalt (3e + 2f)h, und jedes der Recht-
ecke S, That den Flacheninhalit f-g. Also ist
A=(3e+2)h—2fy.

Klassenstufe 7

1. a) Wenn die Angaben fiir ein Rechteck
zutreffen, dann ergibt sich der Umfang als
Summe aus dem Vierfachen der kleineren
Seitenldnge und dem Doppelten von 75 m.
Das Vierfache der kleineren Seitenlidnge be-
tragt somit 650 m— 150 m=2500 m, die klei-
nere Seitenldnge also 125m, die groBere
200 m.

Der Flacheninhalt eines derartigen Recht-
ecks betragt

125200 m%=25000 m?=2,5 ha.

b) Parallel zur groBeren Rechteckseite kon-
nen nach den Bedingungen der Aufgabe

152— 1=24 und parallel zur kleineren

' 11
1 4l



%0 —1=19 Bdume gepflanzt werden. Die ge-
suchte Anzahl der Biume betrigt somit

24 -39=936.

2. Ist am 1. Januar 1975 das jiingste Kind
x Jahre alt, so ist das zweite 2x Jahre, das
dlteste 4x Jahre, die Mutter 14x Jahre, der
Vater 15x Jahre und der GroBvater (64 +4x)
Jahrealt. Es gilt nun laut Aufgabe
x+2x+4x+14x+15x=4x+64,

daraus folgt 32x =64, also x=2.

Das jiingste Kind war am 1. Januar 1975
somit 2 Jahre alt, das zweite 4 Jahre, das
dlteste 8 Jahre, die Mutter 28 Jahre, der Vater
30 Jahre und der GroBvater 72 Jahre alt.

3. Die GroBen der Innenwinkel des Dreiecks
ABC bei A, B, C seien a, 8, y. Da AABC
bei A spitzwinklig ist, bilden 4, D, C ein bei
D rechtwinkliges Dreieck mit a als GroBe des
Innenwinkels bei 4.

Dabher gilt x ACD=90°—a.

Da D und E auf derselben Seite der Geraden
durch A und C liegen, gilt folglich
¥DCE=| X ACD- ¥ ACE |=|90°—a-1,
wegen

;+§+%=90° also {DCE=%|ﬁ—a|,
w.z.b.w. <

A ED 8

Bemerkung: Wie vorstehende Losung zeigt,
braucht man nur die Voraussetzung, daB
¥ CAB spitz ist. Da sich dies eventuell durch
Vertauschung der Bezeichnung von A mit B
(die an Voraussetzungen und Behauptung
sonst nichts dndert) stets erreichen laBt, gilt
der Satz sogar fiir beliebige Dreiecke.

4. (I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

A < B

Der FuBpunkt des von B auf die Gerade
durch A und C gefillten Lotes sei D. Dann
gilt EZ:c, h,,=ﬁ, und es ist A+ D, wegen
c#hy ist folglich ABD ein Dreieck. In ihm
sind ¢, h, Seitenlingen, und es enthilt den
rechten Winkel ¥ BDA. Punkt C liegt erstens
auf der Geraden durch A und D und zweitens
auf dem Kreis um A mit b.

Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch [olgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

(II) (1) Wir konstruieren das Teildreieck ABD
aus E=c, BD=h, und dem rechten Winkel
¥ BDA.

I1

(2) Wir zeichnen die Gerade durch D und A.
(3) Wir zeichnen den Kreis um A mit b.
Schneidet er die Gerade durch D und A, so
sei C einer der Schnittpunkte.

(III) Jedes so erhaltene Dreieck ABC ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion ist AC = b,
AB=c, BD=h, und BD die auf der Geraden
durch A4 und C senkrechte Hohe.

-(IV) Wegen h, < ¢ ist der Konstruktionsschritt

(1) nach (ssw) bis auf Kongruenz eindeutig
ausfiihrbar, da der gegebene rechte Winkel der
groBeren Seite gegeniiberliegt.
Konstruktionsschritt (2) ist stets eindeutig
ausfiihrbar, da sich wegen h,<c bei (1)
D=+ A ergeben hatte.

8
]
/

/
/

[ b A b C,

SchlieBlich ergibt (3) stets zwei verschiedene
Punkte C, und C,. Da nun der wegen h,<c
spitze Winkel < DAB in dem einen der beiden
Dreiecke ABC,, ABC, als Innenwinkel in
dem anderen als AuBenwinkel bei A aultritt,
so ist das eine dieser Dreiecke bei A spitz-
winklig, das andere bei A stumpfwinklig;
folglich sind diese beiden Dreiecke nicht
kongruent. Durch die gegebenen Stiicke ist
ein Dreieck mithin nicht, auch nicht bis auf
Kongruenz, eindeutig bestimmt.

Klassenstufe 8
1. Die von der Gesamtmasse von 2000 g ge-
nommenen 125, das sind % - 2000 g=240g,

sind laut Aufgabe genau 20%;, d. h. ein Fiinftel
der Masse des Wassers.

Wegen 240 g-5=1200g enthielt das GefiB
also 1200 g Wasser. Mithin betrigt die Masse

des leeren GefidBes 800 g.

2. Wenn bereits das Doppelte der kleinsten
der sechs Zahlen (n+ 1) die groBte (n + 6) iiber-
trifft, also 2(n+1)>(n+6) und mithin n>4
gilt, kann aus den sechs Zahlen sicher kein
geordnetes Paar mit den geforderten Teilbar-
keitseigenschaften gefunden werden. Da aus
n>4 stets auch 2(n+ 1)>(n+6) lolgt, kann n
hochstens gleich 1, 2, 3, 4 sein. Analog stellt
man f[est, daB hochstens fir n=1 eine der
sechs Zahlen das Dreifache einer anderen
sein kann und daB das Vierlache wegen
4{n+1)=(n+7)>(n+6) nicht auftreten kann.
Aus analogen Griinden sind h6here Viellache
erst recht nicht méglich.

Es sei n=1. Unter den Zahlen 2, 3,4, 5,6, 7
gilt 2|4, 2|6 und 3| 6. Weitere Teilbarkeits-
bezichungen treten nicht aul. Folglich erhal-
ten wir in diesem Fall genau die Zahlenpaare
(2;4),(2;6),(3;6).

Es sei n=2. Unter den Zahlen 3,4, 5, 6, 7, 8
treten genau die Teilbarkeitsbezichungen 3|6
und 4|8 auf. Man erhilt mithin genau die
Paare (3; 6), (4; 8).

Es sei n=3. Dann erhilt man aus den Zahlen
4,5,6,7, 8,9 genau das Paar (4; 8).

Es sei n=4. Ays den Zahlen §, 6, 7, 8, 9, 10
erhiilt man genau das Paar (5; 10). Damit sind
alle gesuchten Paare ermittelt.

3. Der Winkel ¥ AMD ist AuBenwinkel des

Dreiecks ACM.

Folglich gilt: x AMD= X ACM + x MAC.

Nun gilt: AM=BM =BC=r.

Folglich sind die Dreiecke ABM und BMC

gleichschenklig. Daher gilt: °
(xMAC=) xMAB= xMBA

1ty
@

und

¥BMC= xBCM (= x ACM).

Der Winkel ¥xMBA ist AuBenwinkel des
Dreiecks BMC und wegen (2) daher doppelt
so groB wie ¥ ACM.

Folglich ist wegen (1) ¥ M AC doppelt so groB
wie ¥ ACM und mithin ¥ AMD dreimal so
groB wie X ACM, w.z.b.w.

4. (I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den
Bedingungen der Aufgabe entspricht.

%

K ;f@
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Sein Mittelpunkt M liegt erstens aufl der
Mittelparallelen gy zu g; und g, und zwei-

tens (da sein Radius folglichg betrigt) auf
dem Kreis um P mit dem Radius ;.

Daher entspricht ein Kreis nur dann den
Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch
folgende Konstruktion gewonnen werden
kann:

(IT) (1) Wir konstruieren die Mittelparallele
gm Zu gy und g,.

(2) Wir zeichnen um P einen Kreis mit g,

schneidet er gy, so sei M einer der Schnitt-
punkte.

3) Wir zeichnen um M den Kreis k mit g.
(ITI) Jeder so konstruiei ie Kreis k geniigt den
Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion betrdgt der Ab-
a
_ 2
sind somit Tangenten an k. Ferner gilt auch

nach Konstruktion MP= 521-.

stand von M zu g, und g, jeweils 3, g, und g,

(1V) Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeu-
tig ausfiithrbar. Da P zwischen g, und g, liegt,



ist der Abstand von P zu gy kleiner als
a
2
punkte von g, mit dem Kreis um P mit

. Also existieren stets genau zwei Schnitt-
a

5.

Es entstehen somit stets zwei Kreise, die den
goeforderten Bedingungen geniigen.

Klassenstufe 9

1. Laut Aufgabenstellung sind alle Paare
(a, b) mit a, b natiirlich und a>b zu ermit-
teln, fir die

a’*—b*=a+bgilt.
Nun ist nach einer binomischen Formel
a’—b?=(a+b)(a—b), und daher ist die ge-
forderte Eigenschaft gleichwertig mit
(a+b){a—b)=a+b. Wegen a, b natiirlich
und a>b, ist a+b=+0. Also ist die genannte
Eigenschaft weiterhin gleichwertig mit
a—b=1, d. h. die gestellte Bedingung wird
genau von den Paaren (4, b) natiirlicher
Zahlen erfiillt, fiir die a um 1 groBer ist als b.

2. a) In dem Feld aD kann nur noch die
Ziffer 4 eingetragen werden, da die Zeile a
bereits die Ziffern 1, 2, 3 enthdlt und in
Spalte D die 5 steht. Gleiche Uberlegungen
filhren zu aE: 5.

Nun darf z. B. in eE nur noch 2 oder 3
stehen, da in der Spalte E bereits 5 und 4
sowie in den Diagonalen aA + eE die 1 stehen.

A B C D E
1 2 3 4 5

® AN OUR
v

Set eE: 2, dann folgt eindeutig in dieser
Reihenfolge:

dD: 3; ¢C: 4; bB: 5; eA: 3, cA: 2; bA: 4;
dA: 5;eD: 1; bD: 2; bC: 1; eC: 5, dC: 2;

eB:4;dB:1;,c¢B:3;cE: 1, bE: 3.
A B C D E
a 2 3 4 5
b 4 51 2 3
c 2 3 4 5 1
d 51 2 3 4
e 3 4 5 1 2

Die Kontrolle aller Zeilen, Spalten und Dia-
gonalen zeigt, daB3 die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillt sind.

b) Sei ¢E: 3, dann folgt eindeutig in dieser
Reihenfolge:

dD: 2;cC:4;eD: 1;bD: 3;dB: 1;dC: 5;
dA:3;cA: 2.

A B C D E
al 2 3 4 5
b 3
c 2 5
d 3 1 5 2 4
e 1 3

Das Feld ¢4 kann nun nach den Regeln der
Aufgabe nicht mehr besetzt werden, da die
schon besetzten Felder in der Spalte 4 und
in der Diagonalen aE + eA bereits alle Ziffern

1, 2, 3, 4, 5 enthalten. Also ist durch die
Besetzung eA: 3 keine weitere Eintragung zu
erhalten; es gibt somit genau die in a) ge-
fundene den Bedingungen entsprechende Ein-
tragung.
3. Fiir jeden linkt N auf dem Strahl aus D
durch A sei DN =n gesetzt. Dann hat das
Dreieck MND wegen DNL DM den Fliachen-
inhalt %mn Dieser verhilt sich genéu dann
zum Flicheninhalt 4> von ABCD wie 1:7,
1 1, 22
wenn imn—7a ,d. h. n—m gilt.
Femer liegt N genau dann auf AD, wenn n<a
gilt.

Dabher existiert zu gegebenem m genau dann
ein Punkt N auf AD mit der verlangten
Eigenschaft, wenn

2q% 2 .
— < >_
o <a,d. h m=7 a gilt.
Zu jedem solchen m hat dann jeweils genau
der Punkt N auf AD mit

— 24?

DN =

die verlangte Eigenschaft.

4. Da beide Dreiecke den gestellten Bedin-
gungen geniigen, muB X BAC, = ¥ BAC, gel-
ten. Daher lassen sich die Dreiecke so legen,
daB C; und C, auf demselben von A ausge-
henden Strahl liegen. Ferner gilt B_C. =E,
also ist das Dreieck BC,C, gleichschenklig.

%)

</

G

W

A B

Folglich gilt auch- ¥xC,C,B= % C,C,B als
Basiswinkel. Geht man von diesen (folglich
spitzen) Winkeln zu £ AC,B, ¥ AC,B iiber,
so bedeutet dies bei demjenigen der beiden
Scheitel C;, C,, der zwischen dem anderen
und A liegt, den Ubergang zum Nebenwinkel
(des spitzen Winkels), also eine VergroBerung,
bei dem anderen keine Veranderung. Da nach
Voraussetzung £ AC,B groBer als ¥ AC,B
ist, liegt somit C, zwischen C, und 4, und es
git ¥XAC B+ xC,C,B=180° (Neben-
winkel),

also ¥ACB+ xAC,B=180".

Da ¥ AC,B=4- ¥ AC,B ist, folgt daraus

5+ ¥ AC,B=180° und somit

¥ AC,B=136° sowie ¥ AC,B=144°,
Der Winkel & AC, B hat eine GroBe von 144°,

Klassenstufe 10

1. 1. Losungsweg: Wire A Zweiter, so nach (2)
B Erster im Widerspruch zu (1). Wire 4
Dritter, so nach (1) C Erster im Widerspruch
zu (3). Also wurde A Erster. Folglich wurde
nach (4) B Zweiter und mithin C Dritter.
Der Aulgabenstellung kann entnommen wer-
den, daB alle Bedingungen erfiillt werden kon-
nen; also werden sie bei diesem (einzig als
méglich verbliebenen) Einlauf erfiillt.
(Man kann auch wie im folgenden 2. Lo-
sungsweg direkt “bestitigen, daB bei dem
Einlauf ABC, und nur bei diesem, alle Aus-
sagen (1) bis (4) wahr sind.)
2. Losungsweg: Da A, B, C die ersten drei
Plitze belegten, sind genau [olgende sechs
Fille moglich:

Widerspruch zur Aussage

a) A B C
b) A C B @) -
o B A C (1)
d B C 4 (1),
) C A B (2
) C B A4 (3

In fiinf dieser Fille entsteht ein Widerspruch
zu wenigstens einer Aussage. Als einziger allen
Bedingungen geniigender Fall verbleibt a) mit
der Reihenfolge ABC.

2. 1. Losungsweg: Nimmt man an, anfangs
seien im ersten Kastchen x, im zweiten y und
im dritten z Kugeln, dann sind nach den drei
Verteilungen foigende Anzahlen von Kugeln
in den Késtchen:

Kistchen 1 2

anfangs x y

1. Verteil. x—y—z y+y

2 Verteil. 2(x—y—z) 2y—(x—y—2)

3. Verteil. 4(x—y—2)[2Q2y—(x—y—2z)
—22)]-2z

Kistchen 3

anfangs z

1. Verteil. z+z

2. Verteil. 4z

3. Verteil.

Daher ist die Bedingung der Aufgabe nur er-
fiillt, wenn

4z-2x—y—2z)—(By—x—12)

(1)  4x—y—z) =64,
2) —2x+6y—2z=64 und
3) —x—y+7z =64gilt.

Hieraus folgt

x=104, y="56, z=32.
Das erste Kistchen enthielt urspriinglich
104 Kugeln, das zweite 56 und das dritte
32 Kugeln.
2. Lésungsweg: Nach der 3. Verteilung ent-
hielt jedes der Kastchen 64 Kugeln. Da bet
dieser Verteilung die Anzahl der Kugeln des
1. und 2. Kiastchens verdoppelt wurde, ent-
hielten diese nach der 2. Verteilung je 32 Ku-
geln, das dritte somit 128 Kugeln.

I



Da bei der 2. Verteilung die Anzahl der Ku-
geln des 1. und 3. Kistchens verdoppelt wur-
de, enthielten diese nach der 1. Verteilung 16
bzw. 64 Kugeln, das zweite somit zu diesem
Zeitpunkt 112 Kugeln.
Da bei der 1. Verteilung die Anzahl der Ku-
geln des 2. und 3. Kistchens verdoppelt wur-
de, enthielten diese somit anfangs 56 bzw. 32
und das erste somit 104 Kugeln.
3. Es sei 0.B.d.A. die Seitenldnge eines ,klein-
sten Quadrates” des Gitternetzes mit 1 an-
genommen. Dann haben die Seiten der Drei-
ecke (als Rechteckdiagonalen bzw. -seiten)
die folgenden Langen:
Dreieck 1: [/g; [/5;5
Dreieck 2: [/E; [/ﬁ;
Dreieck 3: ]/E; 2; [/E
Dreieck 4: 1; [/E; l/g
Folglich sind die Dreiecke 1 und 4 dhnlich;
denn es ist

[/g 1= [/E :[/5= S :]/3
AuBerdem sind die Dreiecke 1 und 3 dhnlich;
denn es ist

]/g:[/i=[/5:2=5 [/ﬁ
Mithin sind die Dreiecke 1, 3, 4 unterein-
ander dhnlich. Waren die Dreiecke 2 und 4
dhnlich, so miiBte wegen

Y13<)/17 <5)/2und1<)/2<)/5
die Gleichung

l/ﬁ 1 =1/ﬁ :2 gelten,
was nicht der Fall ist. Also sind die Dreiecke 2
und 4 nicht dhnlich. Folglich sind die Drei-
ecke 1, 3, 4 simtliche untereinander dhnli-
chen der Dreiecke 1, 2, 3, 4.

51/2

4. Es sei (¢, b) ein Paar positiver reeller Zah-
len, fiir das (*) gilt. Dann gilt

(@a—b)*=0, also a®> —2ab+b*=0,

a® +2ab+b? 2 4ab,

(a+b)(a+b)=4ab, und wegen ab>0

daher

(a+b) (@ +b)g4 bzw.
ab
(a+b) (% + %) 24, woraus wegen (*)

die Behauptung (**) [olgt.

Das Gleichheitszeichen gilt genau fiir
a—b=0,d. h. genau [ir a=b, was zusammen
mit (*) genau fiir a=b=1 zutrilft.

LEZIKSNI VNG aGe
Klassenstufe 7

1. Angenommen, (1) wire wahr. Dann hitte
die Mannschalt der Klasse 8a den zweiten
Platz belegt, also wire (3) falsch und somit
(4) wahr. Das steht im Widerspruch zur An-
nahme. Deshalb ist (1) falsch und somit (2)
wahr, d. h., die Mannschaft der Klasse 8b
belegte den dritten Platz. Daraus folgt, daB
(6) falsch und somit (5) wahr ist. Den zweiten
Platz belegte mithin die Mannschaft der
Klasse 7a. Daraus folgt, daB die Aussage (4)
falsch und somit (3) wahr ist, d. h., den ersten
Platz belegte die Mannschalt der Klasse 8a.

v

Fiir den vierten Platz verbleibt dann nur noch
die Mannschaft der Klasse 7b.

Daher kann nur die folgende Verteilung den
Bedingungen der Aufgabe entsprechen:

Den ersten Platz belegte die Mannschaft der
Klasse 8a, den zweiten die Mannschaft der
Klasse 7a, den dritten die Mannschaft der
Klasse 8b und den vierten die Mannschaft
der Klasse 7b.

Diese Verteilung entspricht in der Tat den
Bedingungen; denn bei ihr sind die Aussagen
(2), (3), (5) wahr und (1), (4), (6) falsch.

2. Die drei Winkel mit dem Scheitelpunkt C
bilden zusammen einen gestreckten Winkel.
Folglich gilt

2y + 70° = 180°, woraus man

2y=110° bzw.
y= 55°erhilt.

Der Winkel «BCF ist AuBenwinkel des
gleichschenkligen Dreiecks ABC. Also gilt
nach dem AuBenwinkelsatz

y=2o bzw. a=%,

woraus man a=27,5° erhilt.
Nun gilt nach dem Satz iiber die Winkel-
summe im Dreieck, angewandt aufl ABDC:
a+f+6=180°also
27,5°+ B+ 70° = 180° und mithin
f=82,5°
Die drei Winkel mit dem Scheitelpunkt D
bilden ebenfalls einen gestreckten Winkel.
Also gilt
2B+ ¢ = 180° und folglich
165° + ¢ = 180° bzw.
¢= 15°
Nach dem Satz iiber die Winkelsumme im
Dreieck, angewandt auf AECD gilt:
n+y+¢=180° bzw.
n+55°4+15°=180°, also
n=110°
und damit nach dem Satz iiber Nebenwinkel
' e=180°—110°=70°

Damit sind die WinkelgroBen «, 8, ¥, €, 7 und
¢ ermittelt.

3. Behauptung: Es gibt keine 5 Geraden und
3 Punkte, die die Bedingungen der Aufgabe
erfiillen.

Beweis: Angenommen, es gibe 5 derartige
Geraden p, g, r, s, t und 3 derartige Punkte
A, B, C. Dann lassen sich zwei Fille unter-
scheiden:

a) Die Punkte 4, B, C liegen auf ein und
derselben Geraden (etwa p).

b) Die Punkte A4, B, C liegen nicht auf ein
und derselben Geraden.

Im Falle a) geht laut Aufgabe noch (minde-
stens je eine weitere der genannten Ge-
raden durch 4 bzw. B bzw. C. Da kein
weiterer Schnittpunkt auftreten soll, miissen
diese 3 Geraden (etwa g, r, s) zueinander
parallel sein.

Jede weitere (fiinfte) Gerade durch einen
der Punkte A4, B, C ist nun zu g, r, und s
nicht parallel und erzeugt daher (mindestens)
einen weiteren (vierten) Schnittpunkt, entge-
gen der Annahme.

Im Falle b) konnen entweder die A, B, C ent-
haltenden Geraden (etwa p, g, r) jede genau
einen dieser Punkte enthalten und zueinander
parallel sein, dann liefert bereits jede vierte
Gerade, die durch einen der Punkte 4, B, C
verlauft, (mindestens) einen weiteren Schnitt-
punkt, da sie zu p, g, r nicht parallel ist, oder
(mindestens) eine der Geraden (etwa p) ent-
hélt zwei der Punkte A4, B, C (etwa A4, B).
Dann kann von den (mindestens) zwei Gera-
den, die sich im dritten der Punkte (c) schnei-
den, nur die eine (g) auBer durch C auch noch
durch einen der Punkte A, B (etwa A) ver-
laufen und die andere (r) entweder zu p
parallel sein oder durch C und B verlaufen,
da anderenfalls ein weiterer Schnittpunkt
entstiinde. Das heiBt, es lassen sich durch C
hochstens drei Geraden (g, r, s) unter den
Bedingungen der Aufgabe legen, wenn p durch
A und B verlduft. Jede weitere Gerade (¢)
durch einen der Punkte A, B ist stets zu (min-
destens) drei der Geraden p, g, r, s nicht
parallel und liefert daher (mindestens) einen
weiteren Schnittpunkt, entgegen der Annah-
me (siche Bild). Damit ist die Behauptung
bewiesen.

NS¢ r

q, s

af @ N8
4. Ist v die auf der Strecke iibliche Durch-
schnittsgeschwindigkeit, so fahrt der Zug mit
... 120 6

der Geschwindigkeit 10°=3"
Ist s die Lange der Strecke von B bis zu der
Stelle, an der der Riickstand aufgeholt ist, und
ist ¢ die Fahrzeit des Zuges von B bis zu
dieser Stelle, so ist einerseits

S= § v,
andererseits die fiir die genannte Strecke iib-
liche Fahrzeit (in Minuten)
t+15,alsos=v-(t+15).
Daraus folgt
6 1
3 vt=vt+ 15v, also 3 vt=15v,
alsot=5-15=75.
Der Riickstand ist mithin in 75 min aufge-
holt.

5. Das Dreieck EBD ist gleichseitig; denn seine
Seiten sind Diagonalen kongruenter Qua-
drate. Da in jedem Quadrat die Diagonalen

H 6
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einander halbieren, ist K Mittelpunkt der Sei-
te ED und folglich BK Seitenhalbierende im
Dreieck EBD. Im gleichseitigen Dreieck fal-
len Hohe und Seitenhalbierende, die von ein
und derselben Ecke ausgehen, zusammen.
Somit gilt tatsdchlich

DEl BK, w.z.b.w.

6. Wegen z>0 gilt auch a>0, >0, ¢>0.
Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so ist ihre
Quersumme durch 9 teilbar. Daher sind alle
Zahlen a, b und c dieser Aufgabe durch 9
teilbar.

Da jede der 1000000000 Ziffern von z hoch-
stens 9 betragt, ist

a<9 - 1000000000 =9000000000,

also ist 2 hochstens zehnstellig.

Deshalb ist b<9-10=90, also ist b eine der
Zahlen 81, 72, 63, 54, 45, 36, 27, 18, 9.

Die Quersumme jeder dieser 9 Zahlen ist 9.
Daher gilt ¢=9 fir alle zu betrachtenden
Zahlen z.

Klassenstufe 8

1. Nach den Erklirungen des Ortskundigen
wiirden alle drei Richtungsschilder auf den
richtigen Weg weisen, wenn die beiden fal-
schen Schilder miteinander ausgetauscht wiir-
den, da genau zwei der drei Schilder falsch
und folglich genau eines richtig beschriftet
waren. Weil der Wanderer aus Altdorf kam,
konnte er leicht feststellen, ob das Richtungs-
schild, das nach Altdorf wies, richtig oder
falsch beschriftet war. Wenn es richtig be-
schriftet war (a), muBten die beiden anderen
falsch sein, und er ging den Weg, aul welchen
das Schild ,,Mittendorf* wies.

M N N A A M
Y \( ‘ \Y
/
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A M N
{a}

(b) (c}
Wenn es aber falsch beschriftet war (b), (c),
konnte er sich dieses Schild mit dem Rich-
tungsschild ,,Altdorf* vertauscht denken, und
dann wiesen alle drei Schilder — auch das
nach Neudor[ - in die richtige Richtung.

2. Jede Primzahl p>3 ist weder durch 2
noch durch 3 teilbar und daher von keiner
der Formen 6n=2"3n, 6n+2=2(3n+1),
6n+3=3(2n+1), 6n+4=2(3n+2) mit ganz-
zahligem n. Da sie aber wie jede ganze Zahl
von einer der Formen 6n+ r mit ganzzahligen
n,r und 0<r <5 ist, gilt entweder

p=6n+ 1 (n ganzzahlig) oder (1)
p=6m+5=6(m+1)—1 (m ganzzahlig), also
mitn=m+ 1

p=~6n—1 (n ganzzahlig) (2)
Wire n=0 in (1) oder (2), so ergibe sich der
Widerspruch p<1 bzw. p< — 1. Dabher ist in
beiden Fillen die ganze Zahl n>1, w.z.b.w.

3. . Angenommen, P sei ein Punkt, wie er
nach Aufgabenstellung konstruiert werden
soll.

)

Dann hat das Dreieck ABP ein Drittel des
Flacheninhalts von AABC als Fliacheninhalt.
Sind k., h/ die Langen der Hohen auf die
Gerade durch A und B in den Dreiecken
ABC, ABP, so ist folglich

, 1
h,, —ghr.

Also liegt P auf einer Parallelen zu AB im
Abstand %ht, und zwar, da P im Innern von

AABC liegt, auf derjenigen Parallelen p;, die
auf derselben Seite der Geraden durch 4 und
B verlduft, aul der auch C liegt. Diese
Parallele p, schneidet AC in einem Punkt Q,.

fir den AQ, =%E gilt. Ebenso liegt P auf

der Parallele p, zu BC durch denjenigen

1—

Punkt Q, auf AC, fir den CQ,=-AC gilt.

3
Somit entspricht ein Punkt P nur dann den
Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch
[olgende Konstruktion erhalten werden kann:
II. (1) Man konstruiert die Punkte Q, und Q,
auf AC, Rir die

A—Q1=C_Qz=%R gilt.
(2) Man zieht die Parallele p; zu AB durch Q,
und die Parallele p, zu BC durch Q,.
(3) Schneiden sich p; und p,, so sei P ihr
Schnittpunkt.
III. Jeder so konstruierte Punkt P entspricht
den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion liegt P ebenso
wie @, auf derselben Seite der Geraden durch
A und B wie C. Ferner liegt P ebenso wie Q,
auf derselben Seite der Geraden durch B und
C wie A. Weiterhin schneidet p; die Strecke
BC in einem Punkt Q,, der folglich auf der-
selben Seite der Geraden durch 4 und C liegt
wie B. Da Q, zwischen Q, und C liegt, liegt
der Schnittpunkt P von p;, mit p, zwischen
@, und Q3 und damit ebenfalls auf derselben
Seite der Geraden durch 4 und C wie B.
Damit ist gezeigt, daB P im Innern von
AABC liegt. Sind ferner h., h die Lingen der
Hoéhen auf die Gerade durch A4 und B in den
Dreiecken ABC, ABP und sind h,, h, die
Liangen der Hohen auf die Gerade durch B
und C inden Dreiecken 4BC, PBC, 50 ist nach

Konstruktion h,’=%hc, ha’=%ha. Daher ha-

ben die Dreiecke ABP und PBC je ein Drittel
des Flicheninhalts von A4BC als Flichen-
inhalt. Dasselbe gilt auch fiir AACP; denn da
P im Innern von AABC liegt, setzt sich AABC
aus den Dreiecken ABP, PBC, ACP zusam-
men.

IV. Da die Seiten AB und BC des Dreiecks
ABC nicht parallel zueinander und folglich

p1 und p; ebenfalls nicht parallel zueinander
sind, schneiden sie einander in genau einem
Punkt. Somit existiert stets genau ein Punkt
P, der die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

4. Die Entfernung von A nach B betrage
s km. Die Pioniergruppe hat beim Anstellen
ihrer Uberlegung bereits 3 km zuriickgelegt,
mufl also noch (s—3) km bewiltigen. Bei
gleichférmiger Bewegung ist die Zeit der
Quotient aus Weg und Geschwindigkeit. Bei
beiden Geschwindigkeiten v, =3kTm bzw.
km
h
schwindigkeitserhdhung bis zur Abfahrt des
Zuges gleich. Diese Zeit in Stunden betrédgt
somit

v,=4 ist die Zeit ¢ vom Beginn der Ge-

Nach Einsetzen der Werte [iir v, bzw. v, er-
hélt man daraus
s—3 2 s-3 3
33777 3
45—12—8=35—9+9, also s=20.

Die Linge des Weges von 4 nach B betrigt
somit 20 km.

bzw.

5. Nach Voraussetzung gilt:

AM :AD=1:3=AE: AB.

Daraus folgt nach der Umkehrung des 1. Tei-
les des Strahlensatzes ME | DB. Ebenso folgt
IH | DB, also gilt ME || IH.

Da ferner ABCD konvex ist, liegt C und folg-
lich auch IH auBerhalb von AABD, wihrend
ME innerhalb AABD liegt. Also sind die Ge-
rade durch M, E, und die Gerade durch I, H
zwei voneinander verschiedene Parallelen.
Die gleiche Aussage ergibt sich fiir die Gerade
durch F, G und die Gerade durch L, K. Dar-
aus [olgt die Behauptung.

6. Es sei BC =b, C—D=c, AC=e, E=f. Nach
der Dreiecksungleichung, angewandt aul die
Dreiecke ABD, ABC und ACD, gilt (alle Lin-
genangaben in Zentimeter)

—_—f
4 6 A1D 5 [
[
——e
P,
AlD 5 8=C



S<f<1,
6—e<b<6+e,
e—l<c<e+l. .
Aus (1) und e+f=11 folgt
4<e<b.
Aus (2), (3) und (4) folgt
S5<b+c<2e+7<19.
Hieraus und aus u=b+c+7 folgt
12<u<26.
Wie das Bild zeigt, treten diese Lingen
x=12(cm) und y=26 (cm) im Entartungsfall
tatsdchlich auf, sind daher die gesuchten Lin-
gen. Daher gilt 12<u<26.

(1)
@
€

@

Klassenstufe 9

1. Angenommen, drei auleinanderfolgende
ungerade natiirliche Zahlen geniigen den Be-
dingungen der Aufgabe. Dann gibt es eine
positive ganze Zahl k so, daB diese drei Zahlen
2k—1, 2k+1 und 2k+3 lauten. Fiir diese k
gilt dann
(k=12 +(2k+ 1>+ (2k+3)*=1111x
mit einer natiirlichen Zahl x, fiir die 1<x<9
gilt,
12k? +12k+ 11=1111x, also

1111x+1

12 -
Da k% +k+1 eine ganze Zahl ist, muB wegen
der Teilbarkeit durch 12 die Zahl (1111x+1)
eine gerade und folglich 1111x eine ungerade
Zahl sein. Mithin kommen fir x nur die un-
geraden Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 in Frage. Fiir diese
hat 1111x + 1 die Werte 1112, 3334, 5556, 777§,
10000, von denen nur 5556 durch 12 teilbar
ist. Daher verbleibt nur die Moglichkeit
x=5.
Daraus erhilt man k*+k+1=463 mit den
Losungen ky,;,= —%ii
nur k=21 positiv ist. Daher kénnen nur die
aus k=21 als 2k—1, 2k +1, 2k + 3 entstehen-
den drei aufeinanderfolgenden ungeraden
natiirlichen Zahlen 41, 43 und 45 den Be-
dingungen der Aufgabe geniigen. Die Probe
412 +432 4 452 = 1681 + 1849 + 2025= 5555
bestitigt, daB diese drei Zahlen die gelorder-
ten Bedingungen erfiillen.

2. Fall: 1) Der FuBpunkt D der Hohe h,
falle mit B oder C zusammen. Es entsteht ein
gerader Kreiskegel mit dem Radius h, und der
Héhe a (siehe Bild):

K+ k+ 1=

1849, von denen

Q
»’&\’%

V='% nh? - a

Fall 2) Der FuBpunkt D sei innerer Punkt der
Strecke BC. Dann gilt:

V= V‘l + ”‘2’ J—
wobei K, der Kegel mit der Hohenléinge BD

V1

und K, der Kegel mit der Hohenlinge CD
sein soll (siche Bild).

V=§nh,,zﬁ+§nh,,za

1 —
V= 3 nh,* - (BD + CD), und wegen
BD+CD=a folgt
1 2
V_j ﬂh, a.

Fall 3) Der FuBBpunkt D liege auflerhalb der
Strecke BC (siehe Bild).

Dann gilt

v,V
wenn (0.B.d.A)) DB <_DC und K, der Kegel
mit der Hohenldnge DC ist, also

1l 2 pe_l 2. BB
V= 3 nth, [E i_nh,, DB,
und wegen DC — DB=a folgt

1 2
V_i nh,? - a.

Das Volumen V des durch Rotation der
Dreiecksfldche entstandenen Korpers betragt
mithin in allen drei Fillen

1 2
V—§ na h,, .

3. I) Angenommen, eine Zahl x geniigt der
Forderung der Aufgabe. Dann ergibt sich:
Aus D folgt: Gleichgiiltig, welche der beiden
Aussagen wahr ist, x muB eine dreistellige
natiirliche Zahl sein. Aus C folgt: Wire C,
wahr, dann wire auch C; wahr, was im Wi-
derspruch zur Aufgabenstellung steht. Also ist
C, falsch und demnach C, wahr.
Aus C, und D folgt, daB x eine dreistellige
natiirliche Zahl ist, die mit der Ziffer 3 be-
ginnt.
Wire D, wahr, dann miite x die Zahl 333
sein. Fiir diese Zahl wiren jedoch beide Aus-
sagen B, und B, [alsch. Demnach muf} D,
falsch und D, wahr sein.
Wiire B, wahr, dann miiite gelten

x+1=12n.
Dann wiirde daraus folgen

x+1—-6=12n—6

x—5 =6(2n-1),
d. h, auch Aussage B, wire wahr.
Da das im Widerspruch zur Aulgabenstellung
steht, muB B, falsch und B; wahr sein. Ist
nun x—5 durch 6 teilbar, dann auch x+1,

und da von zwei aufeinanderfolgenden Viel-
fachen von 6 genau eines durch 12 teilbar ist,
x+1 aber nicht durch 12 teilbar sein darf,
muf} x—5 durch 12 teilbar sein.

Aus den bisherigen Aussagen folgt:

x ist eine Primzahl mit 300 < x < 399.

Sie ist um 5 groBer als ein Vielfaches von 12
und ungleich 389." Alle diese Bedingungen
werden genau von den Zahlen 317 und 353
erfiillt.

Wiire nun A, wahr, dann kiime nur die Zahl
353 in Frage, und damit wire auch 4, wahr.
Folglich muB3 A4, falsch sein, und damit ent-
fdlle 353.

Somit kann nur die Zahl 317 die in der Auf-
gabe genannte Forderung erfiillen.

II) Insbesondere ist hiermit gezeigt, daB
auBer der Zahl 317 keine Zahl dér Forderung
der Aufgabe geniigt, d. h., es ist gezeigt, daB
A, Rir die Zahl 317 wabhr ist. Ferner sind B,
C,, D, fir 317 wahr und A,, B,, C,, D, fir
317 falsch. Daher geniigt 317 tatsdchlich der
Forderung der Aulgabe.

4. Angenommen, es gibe n aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen, deren erste die Zahl
a und deren Summe die Zahl 60 ist. Dann gilt
a+(@+1)+@+2)+...+[(a+(n—1)]=60.

Bei Verwendung der Summenlormel fiir die

natiirlichen Zahlen erhilt man %n

(2a+n—1)=60 und somit
60 n—1 '120—n%+n
a=———— oder a=—F—.

n 2 2n
Wirer212,sowiren> —n=n(n—1)=12- 11"
>120, also a<0. Also verbleiben nur die
Moglichkeiten n=2, ..., 11. Fiir diese hat
120—n(n—1)

2n
belle angegebenen Werte:

die in der nachstehenden Ta-

n 2 3 4 5 6
nin—1) 2 6 12 20 30
120—n(n—1) 118 114 108 IOOv 90
2n 4 6 8 10 12
120—n(n—1) 59 27 15
—m 2 ¥ 7 W0 3
n 7 8 9 10 11
n(n—1) 42 56 72 90 110
120—n(n—1) 78 64 48 30 10
2n 14 16 18 20 22
120—n(n—1) 39 4 8 3 i

2n 7 3 2 11

Daher konnen nur die Darstellungen als
Summen aus den in (1), (2), (3) genannten
Zahlen die Bedingungen der Aufgabe erfiillen:
) 19, 20, 21

2 10, 11, 12, 13, 14

(3) 4,56,7,8,9,10, 11.

Die Probe bestitigt, daB die Summe dieser
Zahlen jeweils 60 ist.

Hinweis: Das Probieren kann auch wesent-



lich eingeschrinkt werden, wenn man beach-
tet, daf aus

%n(2a+n—l)=60, also

n(2a+n—1)=120 folgt,

daB n| 120 sein muB, und, falls n gerade ist,
8| n gilt. Mithin bleiben nur noch n=3, 5, 8
iibrig.
5. Es sei ABC ein beliebiges Dreieck. Dabei
seien a, b und ¢ in dieser Reihenfolge die
Lingen der Seiten BC, AC bzw. AB und a,
B und y die GréBen der Innenwinkel bei A,
Bund C.
Ferner schneide die Halbierende des Winkels
¥ ACB die Seite AB in D. Da jede Winkel-
halbierende eines Dreiecks stets innerhalb des
Dreiecks verldult, liegt D zwischen A und B.
Es wird nun (0.B.d.A.) behauptet:

4D AC-

BD BC
Beweis: Man verlingert BC iiber C hinaus
um b bis zum Punkt E. Wegen AC=EC ist
das Dreieck ACE gleichschenklig.
Also gilt
¥ CAE= X CEA (als Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck) und ferner
¥ CAE+ ¥CEA=y (nach dem AuBenwin-
kelsatz). Daraus folgt

¥CAE=!
¥CAE=3

Die Winkel ¥ CAE und ¥ ACD sind Wech-
selwinkel an geschnittenen Geraden und
auBerdem gleich groB. Folglich sind die
Strecken CD und AE parallel.

Daher gilt nach einem der Strahlensitze

Q=E und wegen AC=EC=b"
BC

BD

. 1
6. Wegen abc=1 gilt =y
Mithin gilt
(I+a)(1+b)(1+¢)

=(1+a)(l+b)(l+a—lb)

1
=(1 +a+b+ab)(1+%)

1

1 1
=l+a+b+ab+—+57+-+1
ab b a

1 1 1
_ - s - *
_2+(a+a)+(b+b)+(c+c>. *)
Nun gilt fiir alle x>0

(x—12=x2-2x+120, also

x—2+1 20 bzw.
x

x+l 22 (1), und das
x

Gleichheitszeichen gilt genau fiir x =1.
Wegen (1) folgt aus (*)
(1+a)(1+b)(1+¢c)22+2+2+2=8, wobei
das Gleichheitszeichen genau fiir
a=b=c=1gilt, wz.bw.

Klassenstufe 10

1. Fiir die Lage des Punktes D unterschei-
den wir drei Fille.

Fall 1: D fillt mit einem der Punkte B, C zu-
sammen, 0.B.d.A. mit dem Punkte B. Das
Volumen V des Rotationskorpers ergibt sich
dann als Differenz des Volumens V; eines
Zylinders mit dem Radius h, und der Hohen-
linge a und des Volumens ¥; eines kegels mit
gleichem Radius und gleicher Hohenlinge
(siche Bild).

V=V,—V
1

—nh? - g—= nh?-

nhs - a 31th4a

=§ nh?-a.

Fall 2: D liegt zwischen B und C. Dann ist
das Volumen V gleich der Differenz aus V,
und der Summe der Volumina ¥, eines Ke-
gels mit dem Radius h, und der Hohenlinge
BD und Vi, eines Kegels mit gleichem Radius
und der Hohenlange DC, wobei BD+DC
= BC =a gilt (siehe Bild).

V=V,~(h, + )
=nh3-a_§nh:-(ﬁ+m

2
=Znhl-a.

3
Fall 3: D liegt auf der Geraden durch B und
C auBerhalb von BC, o0.B.d.A. so, dal C
zwischen B und D liegt.

Dann ist das Volunien V gleich der Differenz
aus der Summe der Volumina V; und V; 2 und
d_em Vilumﬂ V“x’ wobei diesmal
BC =BD — CD =a gilt (siehe Bild).

V=V, +Vi,— W,

=nhi-a+%nhﬁ-ﬁ—%nh§-ﬁ

=nh§~[a+§(65—ﬁ)]
¥)=3

Das Volumen V des betrachteten Rotations-
korpers betrigt also in jedem Falle

=nh§'<a*la)=znh£-a.

2 2
V—jm ha.

2. . Angenommen, P sei der Inkreismittel-
punkt eines rechtwinkligen Dreiecks ABC
mit der Hypotenuse 4AB. Dann liegt P nicht
auf der Geraden g durch 4, B. Sind «, § die
InnenwinkelgroBen bei A bzw. B im Dreieck

ABC, so ist a+B=90° und a:BAP=;,

™

<):ABP=§, also ¥ BAP+ ¥ ABP=45° und

daher ¥ APB=135°. Ist M der Mittelpunkt
des Umkreises k von AABP, so hat folglich
derjenige Zentriwinkel, der zu dem P nicht
enthaltenden Bogen b'=AB von k gehort,
die GroBe 270°. Also ist AABM cein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Hy-

potenuse AB; folglich gilt ¥ BAM = X ABM
=45° und da zu b ein liberstumpfer Zentri-
winkel gehort, liegt M auf derselben Seite von
g wie b', d. h. nicht auf derselben Seite von g
wie P (siche Bild).

[

Daher kann ein Punkt P nur dann der ge-
suchten Menge V angehdren, wenn diese
durch folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

IL. (1) Man zeichnet die Gerade g durch 4
und B. Sie teilt die Ebene in zwei Halbebenen
€, und ;.

(2) Man trigt an ABin 4 und B je einen Win-
kel von 45° so an, daB dessen freie Schenkel
in ¢; verlaufen und sich in M, schneiden.

(3) Man zeichnet den Kreis um M, mit dem
Radius M;4 =M B. Der in ¢, liegende Bo-
gen dieses Kreises sei b, genannt.

(4) Man trigt an AB in A und B je einen Win-
kel von 45° so an, daB dessen freie Schenkel
in &, verlaufen und sich in M, schneiden.

VII



(5) Man zeichnet den Kreis um M; mit dem
Radius M;4 =M,B. Der in ¢, liegende Bo-
gen dieses Kreises sei b, genannt.

(6) Die Vereinigungsmenge der beiden Kreis-
bogen b; und b, mit Ausnahme der Punkte
A und B sei mit V bezeichnet.

II1. Jeder Punkt P der so konstruierten Menge
V gehort der gesuchten Menge an.

Beweis: Nach Konstruktion sind die Drei-
ecke ABM und ABM , gleichschenklig-recht-
winklig mit der Hypotenuse 4B.

Liegt P (¥ A, B) auf b,, so ist x APB ein in
dem Kreis k; um M; mit M;A=M;B lie-
gender Peripheriewinkel; und der Zentri-
winkel, der zu dem P nicht enthaltenden, d. h.
in €, gelegenen Bogen b/ = AB von k, gehort,
ist liberstumpf, da auch M, in ¢, liegt. Somit
hat dieser Zentriwinkel die GroBe 270°, folg-
lich gilt ¥ APB=135°, also

¥BAP+ X ABP=45°. Trigt manan ABin A
und B je einen Winkel der GroBe 2- x BAP
bzw. 2+ ¥ ABP so an, daB die freien Schenkel
in &, verlaufen, so schneiden sich diese folglich
in einem Punkt C, fiir den

¥BAC+ X ABC=90°,also ¥ ACB=90°gilt.
In dem entstandenen rechtwinkligen Dreieck
ABC mit AB als Hypotenuse ist P-der
Schnittpunkt zweier Innenwinkelhalbieren-
den, also der Inkreismittelpunkt.

Daher gehort P der gesuchten Menge an.
Analog beweist man, daB jeder Punkt P
(# A, B) auf b, der gesuchten Menge ange-
hort.

IV. Alle Konstruktionsschritte sind eindeutig
ausfiihrbar.

3. (I) Angenommen, fiir Zahlen a und b seien
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt. Dann
hat die Gleichung (1 +a2x?):x2=>b minde-
stens eine Losung x. Daraus folgt b30; denn
fiir keine Zahl g hat die Gleichung
(1+4a?x?) : x*=0ecine Losung. Da ferner beide
in der Aufgabe angegebenen Gleichungen
mindestens eine gemeinsame Losung x haben,
so gilt fiir diese auch die nach Division der
zweiten durch die erste entstehende Gleichung
x*=1. Hieraus folgt x*>=1, also 1 +a?=b.
Somit konnen die Bedingungen der Auf:
gabe nur erfiillt sein, wenn b+ 1 +a? ist.

(IT) Zum Nachweis, daB fiir b=1 +a? die Be-
dingungen der Aufgabe erfiilit sind, ermitteln
wir zunachst die Losungsmenge der Glei-
chung

(1+a%x?):x*=1+a%

VIII

Angenommen, [ir eine Zahl x gelte diese
Gleichung, dann folgt 1+a?x%=x?+a’x?,
also x?>=1. Daher koénnen nur die Zahlen 1
und — I Losung sein. Sie sind dies auch; denn
es gilt

(14+a%-12):12=1+44% und

[(1+a- (= 1)*)]:(—1)>=1+a>

Also hat (1+a?x?):x?>=1+a? die Losungs-
menge {I, —1}. Ferner ermitteln wir die
Losungsmenge der Gleichung
(1+a%x?)-x*=1+a*:

Angenommen, f{ir eine Zahl x gelte diese
Gleichung. Dann flolgt

x24+a%x*—1—a?=0, also
a*(x*—1)+x*—1=0,

(x*—1) [(a*(x* + 1)+ 1)] =0 und somit wegen
a* (x> +1)+1=a? 14+ 121>0 weiter
x*—1=0.

Daher konnen nur die Zahlen 1 und —1
Losung sein. Sie sind dies auch; denn es gilt
(14+a*-1?):12=1+a® und

[(1+a%- (= 1)¥]-(—=1)>=1+a? Also hat
auch (1+a?x?)- x*=1+a? die Losungsmen-
ge {l, —1}.

Daher sind die Bedingungen der Aufgabe
genau fiir 1+a?=b erfiillt, und die gesuchte
Losungsmenge ist {1, —1}.

4. Aus der Voraussetzung folgt:
AH:CH=HA':HC
Nach dem Hauptihnlichkeitssatz gilt
AAC'H ~ AH A'C (Scheitelwinkel, rechte Win-
kel) und
AABA' ~ACBC' (gemeinsamer Winkel, rech-
te Winkel)
Daraus folgt AH :CH=HC':
und AB:CB=AA :
Nach (1) und (2) ergibt sich
HA:HC'=HC:
und damit HC'=HA'
Unter Beriicksichtigung von (2) folgt daraus
CH=A4H.
Durch Addition erhilt man daraus
CC =44
Durch Einsetzen in (3) ergibt sich
AB=CB.
Analog verlduft der Beweis fiir
. AB=A4C.
Damit ist bewiesen, daB das Dreieck ABC
gleichseitig ist.

(Y]

7}
cC

@
3)

HA'

5. Angenommen, es gibt Positionssysteme
mit Basen n und darin jeweils zweistellige
Zahlen x mit den Ziftern a und b, welche die
geforderten Eigenschaften haben, dann gilt:
nb+a=2(na+b) (*) (@>0,b<n)
Aus (*) folgt n(b—2a)=2b—a. Dabei gilt
b—2a+0; denn wiire b—2a=0, also b=2a,
dann miiBte auch 2b—a=0, also 4a—a=0

und mithin a=0 sein, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Daher folgt aus * weiterhin
2b—a
b-2a’
zwei Fiille:
I. 2b—a<0und b—2a <0 oder
II. 2b—a>0und b—2a>0.
Fall 1. entspricht nicht den Bedingungen der
Aufgabe, denn wegen a—2b>0und 2a—b>0
;a__zzg 2 wire a—2b = 4a—2b, also
320, d. h. a<0, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.
Im Falle II. fo!gt entsprechend a2>0, wobei
a=0 genau fiir n=2 gilt. Daraus folgt n > 3.
Da a, b und n natiirliche Zahlen > 1 sind, folgt
b—2a=1. Aus b—2a=1 erhilt man
n=3a+2. Es sei nun b—2a=d=2. Dann
miiBte gelten 2b—a=2(2a+d)—a=3a+2d

n= Da n positiv ist, unterscheidet man

sowie n=

und damitn= Ja+ Zd. Wegen b<n wiirde nun

3a+2d

2a+d< oder 2ad +d* <3a+2d bzw.

d*—2d+1+2ad<3a+1 bzw.

(d—1)*>+2ad <3a+1 gelten. Nun [olgte aber
ausd=2:

(d—1)*21, also 2ad 2 4a und damit
(d—1+2ad>4a+1>3a+1, im Wider-
spruch zur Annahme. Folglich ist b=2a+1,
n=3a+2 die einzige Losung.
(3a+2)(2a+1)+a=6a*+8a+2
=2(3a*+4a+1)=2[(3a+2)a+2a+1)].

Es gibt mithin unendlich viele Positions-
systeme, in welchen es zweistellige-Zahlen der
verlangten Eigenschaft gibt; und zwar in je-
dem dieser Positionssysteme genau eine zwei-
stellige Zahl dieser Art. Fiir alle diese Posi-
tionssysteme gilt:

Die Zahlen x und n erfiillen genau dann die
Bedingungen der Aufgabe, wenn x=an+b
=an+2a+1 und n=3a+2 gilt, wobei n=3a
+2 und b=2a+1, wobei a eine beliebige
natiirliche Zahl >0 ist.

6. a) Laut Definition von [x] ist [x]=g [ir
jede reelle Zahl erklirt und eine ganze Zahl.
Fiir alle ganzen Zahlen g ist ebenso (— 1) er-
kldrt. Also ist durch y=f(x)=(—1)*! eine
Funktion f erklirt, die fiir alle reellen x exi-
stiert.
b) Wegen (—1)'=—1, (—1)*’=+1, (-1)
= —1,(—1)*= +1 liegt die Vermutung nahe,
daB f(x +2)=f(x) gilt.
Aufgrund der Definition von [x] gilt genau
dann [x]=g, wenn es eine reelle Zahl a mit
0<a<1 gibt, so daB x=g+a ist. Folglich
gilt x+2=g+2+a und, da g+2 ebenfalls
eine ganze Zahlist, [x+2] =g +2=[x]+2.
Damit ergibt sich
SOe+2)=(-1)*2
= ( -1 )[x] +2
=(=1-(-1)*=(-1),
d. h. f(x+2)=f(x), es existiert also ein p mit
p=2.

Fortsetzung auf Seite 72



A6A Im Kanuslalom werden Punkte zur
Wertung benutzt (Fahrzeit in s plus Stral-
punkete fiir das Beriihren oder Auslassen von
Toren). Sieger wird demnach der Sportler mit
der geringsten Gesamtpunktzahl. Die ersten
Sechs der Olympischen Spiele von 1972 er-
reichten folgende Punktzahlen:

1. Horn (DDR) 268,56
2. Sattler (Usterreich) 270,76
3. Gimpel (DDR) 277,95
4. Peters (BRD) 282,82
5. Raum (BRD) 288,01
6. Havlicek (CSSR) 289,56

Weiter ist folgendes bekannt:

1. Jeder erhielt Strafpunkte, die in den Stufen
10, 20, 30, ... vorkamen.

2. Keiner erhielt mehr als 40 Strafpunkte.

3. Zweimal erhielten Sportler die gleiche
Strafpunktzahl.

4. Ein besser plazierter Sportler (s. 0.) erhielt
weniger Strafpunkte als ein nach ihm pla-
zierter.

5. Der BRD-Sportler Peters erzielte die zweit-
schnellste Fahrzeit.

Ermittle, wieviel Strafpunkte jeder dieser
Sportler erhielt, und ordne sie in der Reihen-
folge nach ihren reinen Fahrzeiten!

A7 A Der Moderne Fiinfkampf beginnt mit
einem Geldnderitt iiber 1000 bis 1500 m mit
10 bis 23 Hindernissen (je nach Gegebenhei-
ten des Austragungsortes). Gewertet wird
wie folgt:

Fehlerloser Ritt mit einer Geschwindigkeit
von 400 m/min: 1 100 Punkte

Fiir jede angefangene Sekunde iiber die er-
laubte Zeit werden abgezogen (bis zu einer
Gesamtzeit von 6 min): 5 Punkte.

Wird die Reitzeit von 6 min i.'\bersclfritten,
erhilt der Sportler 0 Punkte. AuBerdem gibt
es noch Stralpunkte an Hindernissen. Plus-
punkte werden keine vergeben.

Die Strecke fir den Geldnderitt sei 1100 m,

1200 m bzw. 1450 m lang,
a) Berechne fiir die drei Lingen, welche Zeit
ein fehlerloser Geldnderitt hdchstens dauern

MODERNER FUNFKAMPF
(Teildisziplin Fechten)

SIEBENMETERWURF
beim Hallenhandball

darl, damit die Hochstpunktzahl erreicht
wird!

b) Wieviel Punkte erhalt ein Sportler, der die
jeweilige Strecke in 5:30 min absolviert?

A8a Folgende Hiirdenstrecken sind olym-
pische Disziplinen: 110 m und 400 m bei den
Mainnern und 100 m bei den Frauen. Es sind
jeweils 10 Hiirden zu iiberwinden. Folgende
Abstinde gelten vom Start bis zur 1. Hiirde
bzw. von der letzten Hiirde bis zum Ziel:

110m: 13,72m 14,02m
400m: 4500m 40,00m
100m: 13,00m 10,50m

Wie groB ist bei jeder Hiirdenstrecke der
Abstand zwischen den Hiirden? ~

A9a Die letzte Disziplin des Modernen
Fiinfkampfs ist der Geldndelauf iiber 4000 m.
Fiir eine Zeit von 14:15,0 werden 1000 Punk-
te vergeben, fiir je 1 s Abweichung von dieser
Zeit werden 3 Punkte dazugezihlt (bei schnel-
lerem Lauf) bzw. abgezogen (bei langsame-
rem Lauf). Ein Sportler A hat 42 Punkte
Riickstand zum Fiihrenden B, der den Ge-
landelauf in 13:47,0 schon absolviert hat.
Wie schnell muB A laufen, um B

a)um 3 Punkte

b) um 12 Punkte zu iiberbieten?

A10a Der Weltrekord im 10000-m-Lauf
steht bei 27:30,8 min.

a) Welcher Durchschnittsgeschwindigkeit
entspricht das?

b) Welche Zeit wurde durchschnittlich fur je-
weils 100 m benotigt?

Alla Bei groBen internationalen Ruder-
meisterschaften bestreiten meist sechs Boote
die einzelnen Ausscheidungen und Finalren-
nen (ggf. je nach Teilnehmerzahl auch nur 5
oder 4).

Bei den Olympischen Spielen in Miinchen
1972 wurden Vorldufe und Hoffnungsléufe,
das Halbfinale und das Finale gerudert, ehe
die Sieger [eststanden. Im Einer gab es 3 Vor-
ldufe, 3 Hoffnungsldufe, 2 Halbfinalldufe (mit

je sechs Booten) und das Finale mit sechs
Booten. Die Sieger der Vorliufe erreichten
direkt das Halbfinale.

a) Wieviel Boote aus jedem Hoffnungslauf
kamen ins Halbfinale?

b) Mit welcher minimalen Platzziffer (d. i. die
Summe der Plazierung in jedem Laul) konnte
ein Sportler Olympiasieger werden?

c) Mit welcher maximalen Platzziffer konnte
ein Sportler Olympiazweiter werden, wenn in
den Vorldufen je sechs Boote starteten?

Al12a Nach dem ersten Teilsprung, dem
sogenannten Hop (dt. Hupf) teilt man die
Dreisprungtechnik in zwei Varianten ein,
die Flachsprungtechnik (Hop betrdgt 35 bis
369, des Gesamtsprunges) und die Steil-
sprungtechnik (Hop betrdgt mehr als 389,
des Gesamtsprunges).

Ein Sportler erreicht 16,90 m im Dreisprung.
Wie weit ist sein erster Teilsprung minde-
stens, wenn er

a) nach der Flachsprungtechnik

b) nach der Steilsprungtechnik springt?

Vati!

RUDER-ACHTER




Berufsbild :
Diplom-Ingenieur
fiir Landtechnik

Uber die Ausbildung landtechnischer Hochschulkader

Die sozialistische Landwirtschaft ist ein
Zweig unserer Volkswirtschaft, der einen be-
deutenden Beitrag zur Losung der vom
VIII. Parteitag der SED beschlossenen
Hauptaufgabe leistet. Fast 50 %5 unseres Nah-
rungsgiiterbedarfs produziert die Land-,
Forst- und Nahrungsgiiterwirtschaft unserer
Republik, jeder dritte bis vierte Werktatige
im produzierenden Bereich unserer Volks-
wirtschaft ist mit seinen Leistungen an der
Erzeugung von Lebensmitteln beteiligt, der
Anteil am gesellschaftlichen Gesamtprodukt
betrigt etwa 307, und fiir diese Produktion
werden etwa 237, der Grundfonds unserer
Volkswirtschaft benétigt.

Diese Zahlen machen sichtbar, welche groBle
Verantwortung die Arbeiter und Genossen-
schaftsbauern fir die immer bessere Versor-
gung der Bevolkerung mit ausreichend quali-
tatsgerechten Nahrungsmitteln und der Indu-
strie mit Rohstoffen haben.

Die Unterstiitzung, die die Arbeiterklasse der
DDR und auch der UdSSR unserer soziali-
stischen Landwirtschaft gibt, sollen folgende
Angaben deutlich machen.

Der Mechanisierungsgrad betrigt in der Ge-
treideernte 99,9%, bei der Kartoffelernte
91,17 und bei der Emte der Zuckerriiben
96,2 %, Je 100 ha landwirtschaftlicher Nutz-
flache stehen den in 1210 kooperativen Ab-
teilungen Pflanzenproduktion, 47 LPG und
5 VEG Pflanzenproduktion arbeitenden
345000 Arbeitern und Genossenschaftsbau-
ern 111 PS zur Verfiigung. 277 dieser PS-
Leistung entfallen dabei auf Traktoren aus
der Sowjetunion.

Der schrittweise Ubergang zu industriemaBi-
gen Produktionsmethoden, der damit verbun-
dene Einsatz modemer, hochleistungsfihiger
Maschinensysteme und Anlagen sowie die
notwendige Erh6hung der Arbeitsprodukti-
vitat erfordern die Ausbildung hochqualifi-
zierter landtechnischer Hochschulkader.

In Arbeitsteilung mit Diplom-Agraringenieu-
ren und Diplom-Agrarékonomen tragen sie
die Verantwortung, daB die von der Arbeiter-
klasse bereitgestellte Technik effektiv einge-
setzt und erhalten wird.

Entsprechend der Aufgabenverteilung und
wissenschaftlichen Profilierung unserer Uni-
versititen und Hochschulen ist die Ingenieur-
hochschule Berlin-Wartenberg verantwort-
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lich fiir die Ausbildung und Erziehung pro-
duktionsorientierter landtechnischer Hoch-
schulkader, die unmittelbar in den Land-
wirtschaftsbetrieben bzw. ihren Vorleistungs-
bereichen (Kreisbetriebe fiir Landtechnik,
Landtechnische Instandsetzungswerke und
Betriebe des landtechnischen Anlagenbaus)
eingesetzt werden.

Zur Realisierung dieser Zielstellung dient ein
vierjahriges Direktstudium, das in der Grund-
studienrichtung ,,Mechanisierung der Land-
wirtschaft‘* zu absolvieren ist.

Der zunehmenden Spezialisierung und Ar-
beitsteilung der landwirtschaftlichen Produk-
tion wird im Studium dahingehend Rech-
nung getragen, daB die Ausbildung in folgen-
den Fachrichtungen erfolgt:

- Mechanisierung der Pflanzenproduktion

- Mechanisierung der Tierproduktion und

- Landtechnische Instandhaltung.

Das Studium schlieBft mit dem Erwerb des
ersten akademischen Grades ,,Diplominge-
nieur* ab.

Unter Beriicksichtigung der spezifischen Auf-
gabenstellung der Ingenieurhochschulen ist
es notwendig, daB der Bewerber die Hoch-
schulreife (Abitur) und eine abgeschlossene
Berufsausbildung in einein landwirtschaft-
lich-landtechnischen Beruf besitzt.
Facharbeiter, die die 10. Klasse absolviert
haben und im Rahmen ihrer berufsprakti-
schen Titigkeit vorbildliche fachliche und
gesellschaftliche Leistungen nachweisen kon-
nen, haben die Moglichkeit, im Rahmen eines
einjdhrigen  Vorbereitungslehrgangs  die
Hochschulreife zu erwerben. Dazu werden
sie vom Betrieb delegiert und erhalten die fiir
die Konsultationswochen notwendige Ar-
beitsbefreiung von 60 Arbeitstagen.

Fiir alle anderen+Bewerber gilt das an den
Oberschulen verbindliche Bewerbungsverfah-
ren, wobei Bewerber, die ihren Ehrendienst
bei der NVA ableisten, bereits vor Aufnahme
des Wehrdienstes in das Zulassungsverfahren
einbezogen werden.

Spezielle Auskiinfte erteilt jedoch auch jeder-
zeit das Direktorat fiir Erziechung, Aus- und
Weiterbildung der Ingenieurhochschule.

Das Studium stellt einen Klassenauftrag dar
und erfordert vom Studenten eine hohe Lei-
stungsbereitschaft auf fachlichem und gesell-
schaftlichem Gebiet.

Der zunehmende industriemaBige Charakter
der landwirtschaftlichen Produktion sowie
die damit verbundene Mechanisierung und
Teilautomatisierung der Produktionsprozesse
erfordern vom zukiinftigen Absolventen nicht
nur umfassende fachspezifische und gesell-
schaftswissenschaftliche Kenntnisse.
Unumgiéngliche Voraussetzung fiir die kom-
plexe Beherrschung technisch-technologi-
scher Prozesse sind gefestigte Kenntnisse in
den mathematisch-naturwissenschaftlichen
Wissensgebieten, die fiir die ingenieurméBige
Anwendung z. T. unmittelbar, zum gréBeren
Teil aber mittelbar, d. h. iiber andere Grund-
lagendisziplinen und die lachrichtungsspezi-
fischen Lehrgebiete, wirksam werden. So
zielt die Ausbildung im Lehrgebiet Mathe-
matik auf die Aneignung der wichtigsten
mathematischen Methoden zur Beurteilung
und LCsung naturwissenschaftlicher, tech-
nisch-technologischer und o6konomischer
Probleme. Die Ausbildung gliedert sich (unter
Einbezichung der Belange der numerischen
Mathematik) in die Teilgebiete lineare Alge-
bra/lineare Optimierung, Analysis und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung/mathematische Sta-
tistik.

An ausgewihlten Beispielen wird dabei auch
demonstriert, wie die Mathematik unmittel-
bar zur Intensivierung der Produktion beitra-
gen kann. So werden die Studenten zum Bei-
spiel mit den mathematischen Grundlagen
der an der Landwirtschaftlichen Hochschule
Wolgograd ausgearbeiteten Methode zur Pro-
grammierung der Ernte vertraut gemacht.
Mit dieser Hochschule verbinden uns beson-
ders enge Partnerschaftsbeziehungen, dane-
ben auch mit Hochschulen in der VR Polen.
der Ungarischen VR und der CSSR.

Die beste Vorbereitung auf die mathemati-
sche Ausbildung sind solide Kenntnisse des
Schulstoffs, da dieser als bekannt vorausge-
setzt und auf ihm systematisch aufgebaut
wird. Schwierigkeiten haben erfahrungsge-
mil insbesondere solche Studenten, die an
der Schule ihre Rechenfertigkeiten (bis hin
zum formalen Differenzieren und Integrieren)
nicht geniigend gefestigt haben. Diesbeziig-
liche Liicken lassen sich spater schwer schlie-
DBen. Die Methoden der Wissensvermittlung
an einer Hochschule stellen im Vergleich zur
allgemeinbildenden Schule hohere Anforde-
rungen an die Selbstindigkeit, insbesondere
die disziplinierte Durchfiihrung des Selbst-
studiums. Wer sich auf ein Studium vorbe-
reitet, sollte deshalb moéglichst friihzeitig be-
ginnen, selbstindig mit Lehrbiichern zu ar-

beiten.
In den Lehrgebieten Physik und Chemie wird

ein Uberblick iiber die fiir die Ausbildung
wesentlichen physikalischen und chemischen
Zusammenhénge und die Grundlagen fiir das
Verstindnis der Chemisierung der Landwirt-
schaft, insbesondere der Anwendung chemi-
scher Mittel in technischen Bereichen gege-
ben.



Durch Demonstrationsexperimente und selb-
standige Arbeit im physikalischen und che-
mischen Praktikum werden die naturwissen-
schaftlichen Grundbegriffe gefestigt, das Vor-
stellungsvermogen geschult und experimen-
telle Fihigkeiten und Fertigkeiten vermit-
telt.
Parallel und zur Festigung des auf den spite-
ren Einsatz orientierenden Wissens werden
die theoretischen Lehrveranstaitungen in den
Grundlagenfiachern und den Fachdisziplinen
durch Ubungen und Praktika erginzt.
In ausgewiahlten, fortschrittlichen Landwirt-
schaftsbetricben werden das 4wochige Be-
rufspraktikum I (am Ende des 1. Studien-
jahres) und das 5monatige Ingenieurprakti-
kum im 7. Semester durchgefiihrt. Das Be-
rufspraktikum II wird als 7wochiges Prakti-
kum am Ende des 2. Studienjahres in ausge-
wiihlten Jugendobjekten der FDJ absolviert.
Die besten Studenten durchlaufen ein Prakti-
kum im sozialistischen Ausland.
Ausgeriistet mit umfangreichen theoretischen
Kenntnissen und praktischen Fertigkeiten
wird der Absolvent befahigt, die ihm entspre-
chend seiner Ausbildung iibertragenen Funk-
tionen und Tatigkeiten in der sozialistischen
Praxis zu erfiillen.
Der Einsatz erfolgt fiir Absolventen der Fach-
richtung
— Mechanisierung der Pflanzenproduktion:
Uberwiegend als landtechnische Leitungska-
der in KAP, LPG und VEG der Pflanzen-
produktion, in ACZ (Agrochemische Zen-
tren), bei der Mechanisierung des Garten-
baus und der Forstwirtschaft sowie in weite-
ren Einrichtungen der Land-, Forst- und
Nahrungsgiiterwirtschaft;
- Mechanisierung der Tierproduktion: Als
. Technische Leiter** bzw. Betriebsingenieur
in LPG und VEG sowie ihren kooperativen
Einrichtungen der Tierproduktion und VE-
Kombinaten fiir industrielle Mast (KIM);
— Landtechnische Instandhaltung: Als Tech-
nologen fiir die vorbeugende Instandhaltung
und fiir die Instandsetzung in Kreisbetrieben
fiir Landtechnik, Landtechnischen Instand-
setzungswerken und Betrieben des Landtech-
nischen Anlagenbaus.

H. Bausch|/E. Schneider

Bei Freunden
in Kuba zu Gast

In den Jahren 1967/68 beschlossen die ver-
antwortlichen Mitarbeiter im kubanischen
Erziehungsministerium die Modernisierung
des Mathematikunterrichts in der Primaria
(KL 1 bis 6). Als Vorbild wihlten die kuba-
nischen Genossen den Mathematikunterricht
an unserer polytechnischen Oberschule.

In Anlehnung an unsere Lehrpline, Lehrbii-
cher und Unterrichtshilfen wurden inzwi-
schen Ausbildungsmaterialien fiir die Prima-
ria und auch fur die Secundaria (K. 7 bis 9)
entwickelt. Bei der Einfihrung dieser Mate-
rialien in den Unterricht werden die kubani-
schen Pidagogen seit 1968 von Lehrerbild-
nern aus Erfurt und K&then tatkriftig unter-
stiitzt. Im Juni/Juli 1971 war ich das erste Mal
als Lehrkraft in einem Kurs mit einer groBen
Gruppe kubanischer Mathematiklehrer und
Schulinspektoren in Havanna eingesetzt und
auch in dén Jahren 1972, 1974, 1975 und 1976
filhrte ich in Havanna Weiterbildungskurse
durch. Da es in Kuba keine Ausbildung in
Methodik des Mathematikunterrichts gibt,
wird in den Kursen, ausgehend von den fach-
wissenschaftlichen Grundlagen des Schul-
stoffes, vor allem an der methodischen Aufbe-
reitung des Stofles und dem zweckmiBigen
Einsatz der Lehrbiicher gearbeitet.

Die Kursteilnehmer filhren dann ihrerseits
in den Weiterbildungswochen mit den Leh-
rern in den Provinzen Lehrgidnge durch, so
daB im darauflolgenden Jahr in einer weiteren
Klassenstufe ein moderner Mathematikunter-
richt erteilt werden kann. Unsere kubanischen
Kollegen sind mit groBem Eifer bei der Er-
filllung dieser Aufgabe. Trotz 30° im Schatten
bei der Vorlesung oder beim Selbststudium
erlahmt ihr FleiB nicht.

Bei meinen Besuchen in Kuba habe ich be-
reits in vielen Schulen hospitiert und mich
davon iiberzeugen konnen, wie gut unsere
Kursteilnehmer das Gelernte weitergegeben
haben und es nun im Unterricht umgesetzt
wird. Besonders eindrucksvoll waren Besuche
in der Escuela Vocacional ,,W. 1. Lenin* (Spe-
zialschule) und in der Escuela en el Campo
(Landoberschule) mit dem Namen ,Repu-
blica Democratica Alemana“ am 21. Mai
1974, als dort der Concurso Nacional de Ma-
tematica (nationale Mathematikolympiade)
stattfand. Aus dem Kreis der Teilnehmer an

diesem Wettbewerb wurde auch die Delega-
tion Kubas zur XVI. Internationalen Mathe-
matik-Olympiade 1974 in Erfurt ausgewibhlt.

W. Jungk

Aufgaben aus der Republik Kuba

Al A Gegeben sei eine quadratische Glei-
chung in der Normalform x?+px+gq=0;
der Koeflizient p des linearen Gliedes px und
das absolute Glied g seien beides reelle
Zahlen.

a) Fiir welche Werte von p und g besitzt
die gegebene Gleichung die reellen Losungen
xy=aund x;=>b?

b) Fiir welche Werte von p und g besitzt die
gegebene Gleichung die reellen Losungen
x;=a® und x;=52?

c) Es seien x, =a und x, = 2a reelle Lésungen
der gegebenen Gleichung; es ist p als Funk-
tion von g darzustellen!

d) Es sei p= —2, und eine der beiden Losun-
gen sei gleich dem Quadrat der anderen Lo-
sung. Welchen Wert hat in diesem Fall das
absolute Glied ¢?

A2 a Die abgebildete Figur stellt ein Qua-
drat ABCD mit der Seitenlinge AB=a dar.
Der Mittelpunkt M der Seite BC und der
Mittelpunkt N der Seite CD wurden mit dem
Eckpunkt 4 des Quadrates verbunden. Die
Diagonale BC schneide AM in P und AN

inQ.

jel
=
(]

A a 8

a) Es ist zu beweisen, daB BP = @ =I)§ gilt!
b) Welche der drei Winkel ¥ BAP, x PAQ
und ¥ QAD sind einander kongruent?

a3 a Die abgebildete Figur sei ein reguld-
res Tetraeder ABCD mit der Kantenlinge
AB=a. Das von A auf die Ebene CBD ge-
fallte Lot habe den FuBpunkt P. Das von P
aul die Ebene CAD gefillte Lot habe den
FuBpunkt Q. Es ist zu beweisen, daB

1
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Hundert Gefangene

Es war einmal ein russischer Marchenkonig mit Na-
men Dodon. Bei einem Streifzug nahm er 100 Feinde
gefangen. Diese sperrte er in 100 Einzelzellen. Davor
patrouillierte Tag und Nacht die Wache.

Alle Zellenschldsser konnte man mit einem Schliissel
offnen, den der Konig trug. Wurde dieser Schliissel
im SchloB einmal umgedreht, lieB sich die Tiir 6ffnen.
Wurde er nochmals umgedreht, war die Tiir verschlos-
sen, usw.

Zu seinem Geburtstag wiinschte der Konig, die Ge-
fangenen freizulassen. Deshalb schickte er am Tage
zuvor einen Boten, der alle Zellen nacheinander
durchging und immer den Schliissel einmal drehte.
Nun waren alle Zellen gedffnet. Doch da der Geburts-
tag des Konigs noch nicht angebrochen war, sperrten
die Wachen noch den Ausgang.

Sobald der Bote den Schliissel zuriickbrachte, ent-
schied sich der Konig Dodon wieder anders. Er
schickte einen zweiten Boten, der den Schliissel in
jedem zweiten ZellenschloB noch einmal umdrehen
sollte. Damit waren alle Zellen mit ungerader Nummer
wieder verschlossen.

Danach muBte ein dritter Bote den Schliissel in der
3,6.,9., usw. Zelle wieder umdrehen. Dann ein vierter
Bote den inder 4., 8., 12., . .. usw. Genau so machten
es alle weiteren Boten des Mirchenkonigs bis zum
100., der den Schliissel nur in der 100. Zelle um-
drehte.

Endlich brach der Geburtstag des Konigs an. Die Wa-
che wurde entlassen, und alle Gefangenen, die in offe-
nen Zellen saBlen, waren frei.

Wieviel Gefangene hat der Mirchenkoénig Dodon frei-

gelassen? Mathematikfachlehrer A. Halameisdr, Moskau
Motorsport
“VOLVO SAAB VOLGA
+ FIAT + FORD + DODGE
MOTOR MOTOR MOTOR
TATRA
+ . BENZ
MOTOR aus: ,,Fules*, Budapest

A1C OCOINCLIIC

Kleine Logelei

Denke mit!
Herr Maier, Herr Berger und Herr Janik wohnen in
Linz, Graz oder Wien. Sie sind von Beruf Schlosser,
Lehrer oder Arzt. Ihre Lieblingsbeschiftigung ist
Segelflug, Boxen oder Tennis. Sie trinken gerne Tee
oder Fruchtsaft oder Mineralwasser.
Folgendes ist bekannt:
1. Herr Berger kennt den Lehrer, der weder boxt
noch Tennis spielt.
2. Der Schlosser, der in Graz wohnt, besucht oft
seinen Freund in Linz, der gern Tee trinkt.
3. Janik, der gern Mineralwasser trinkt, ist nicht der
Arzt.
4. Der Tennisspieler ist nicht Schlosser.
5. Maier, der keinen Fruchtsaft trinkt, spielt Tennis.
Gib Beruf, Wohnort, Lieblingsbeschiftigung und
Lieblingsgetrank von Herrn Maier, Berger und Janik
an!

Schiiler Peter Braumiiller, Wiener Neustadt

aus: Tribiine, Zeichnung : Gabbert




Silbenriitsel

Aus den Silben

a — arc — ber — bol — che - con - di - ein - eins — eur —
ex —fli — funk —ge—go-in—in—kreis—la-le—lu—
mal-me-mi-mor—-na-ni-no-null-o-o0-on-
ons — pa — pier — pli — ra — rad — re — rie — sa — stel —
sym — tits — the — ti — ti — ti — ti — tri — trie—us - vi— vo —
zit

sind 13 Begriffe zu bilden, deren Anfangs- und End-
buchstaben, von oben nach unten gelsen, jeweils einen
franzésischen Mathematiker ergeben.

Dipl.-Ing. K. Gallien, Berlin

Kryptarithmetik

EVE _
1. m—O,TKEK

2. Z-17-d=ddd...
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, so daB
richtig geloste Aufgaben entstehen.

Dr. M. Skalicky, Wien

Ein Troja-Diagramm

-
B

Dr. M. Skalicky, Wien

Legespiel

Schneide aus Pappe acht kongruente Rhomben mit der
Seite a und den Winkeln 45° und 135° sowie zwolf
kongruente rechtwinklig-gleichschenk.ige Dreiecke
mit den Katheten a aus! Lege diese 20 Pappstiicke zu
einem Quadrat zusammen !

Lehrerin Irmgard Trdger, Wilhelm- Pieck-OS, Débeln

Kreuzwortriitsel
1 |z D A5 16 |7
A
[] E]
/!
40 /‘ﬂ 2
% 7 / 0 4/ 7
15 *
7 3 ] 2
7
& |22 23 E2]
v e VA
28 27

Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden
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Losungen

Lisungen: Schwedische Mathe-Olympiade
1974 (Forts.)
2. Fall: Dann gibt es ¥= 10 Moglichkeiten
fir die Belegung des Faches A4.
Liegt jetzt im Fach B genau 1 Gegenstand,
so gibt es hierfur jeweils drei Moglichkeiten.
Liegen aber im Fach B genau 2 Gegen-
stinde, so gibt es hierfiir jeweils drei Moglich-
keiten, z. B.
(3,4), 3, 5), 4, 5.
Mehr als 2 Gegenstinde kdnnen in diesem
Fall nicht im Fach B liegen, da sonst das
Fach C leer bliebe.
Insgesamt gibt es also im 2. Fall
10-(3+3)=10- 6=60 Moglichkeiten.

3. Fall: Dann gibt es >

4 23 =10 Moglich-

keiten fiir die Belegung des Faches A.
Im Fach B kann in diesem Fall nur 1 Gegen-
stand liegen, dafiir gibt es jeweils zwei Mog-
lichkeiten.
Insgesamt gibt es also im 3. Fall

10 - 2=20 Moglichkeiten.
Beriicksichtigt man alle drei Fille, so gibt es
insgesamt

70+ 60+ 20 =150 Moglichkeiten
fir die Belegung der Fécher 4, B, C nach den
gestellten Bedingungen.

A3a Essei x eine reelle Losung der Glei-

chung }/60—x+}/x—11=}/4. (1)

Setzt man

u=1/60—x, v=}/x—11, s0 gilt
31/2=u+v,

4=(u+v)*=u+0v>+3uv(u+v),
also wegen (3)
3
wtvd+ 31/4_1uv=4.
Daher gilt wegen (2)
3
60— x+x—11-3)/4

3
V(60 —x) (x —11)=4,

3

I/ 4(—x+71x—660)= —45,
4(x? —T1x+660)=13375,

735

—Tlx——==0. 4
x71x40 4)

Diese quadratische Gleichung hat die reellen
Losungen
X;=

(2
Q)

71476 147
2 2
71-76 5

2 2 ©)

und

X2=
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Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt reelle
Losungen hat, so konnen es hochstens die

Losungen x, =¥ und x; = —% sein.

Die Probe zeigt, daB das tatsdachlich Lésungen
der Gleichung (1) sind. Man erhilt ndmlich

4
fir x, = ! 7.

Voo w+lmon=[-F \/1'2'5

_—3+5_i=31/‘—‘;

V—V‘f e
Vit

A4 a Fiir alle ganzen Zahlen n gilt
8n?4+2n+1=42n* +n+1)—2n+3),
2n’4+n +1=n(2n+3)—2n+1
=n(2n+3)—(2n+3)+4

2n24+n +1=(n—1)(2n+3)+4. 2
Nun sind die Zahlen 21+ 3 und 4 stets teiler-
fremd, da 2n + 3 eine ungerade Zahl ist und 4
keine ungeraden Teiler (auBer 1) besitzt.
Wegen (2) sind daher auch die Zahlen
2n?+n+1 und 2143 teilerfremd. Daraus
folgt aber wegen (1), daB auch die Zahlen
2n?+n+1 und 81 +2n+1 teilerfremd sind,
w.z.b.w.

(1)

AS5A Setzt man

Ve-Va_

Ve+Va
so gilt, da pgq,

___Vp-Var
Ve VaWe—Vo

(—a)x=p+a-2)/pa

x ist also Losung der linearen Gleichung
(p—a)x—p—q+2)/pg=0. 3)
1. Ist nun |/pq rational, so ist es auch, da
p und g natiirliche Zahlen sind, ganzzahlig.
In diesem Fall ist daher x Losung der linea-
ren Gleichung (3) mit ganzzahligen Koelffi-
zienten, also auch Losung der quadratischen
Gleichung

[(p—ax—(p+q-2/p@] [x—r]=0, (4

wobei r eine beliebige rationale Zahl ist.

¢y

p+a-2/pq
p—q
(2)

Wegen r=§, wobei a und b ganze Zahlen mit

b+0 sind, erhidlt man aus (4) durch Umfor-
mung die quadratische Gleichung
[(p—q)x—(p+q—2l/ﬁ)][bx—a]=0, )
die nur ganzzahlige Koeffizienten hat. Ist
also |/ pq rational, so ist x Losung der qua-
dratischen Gleichung (5) mit ganzzahligen
Koeffizienten, deren zweite Losung eine be-
liebige rationale Zahl ist.

2. Ist ]/ pq nicht rational, so erhilt man aus
(3) durch Multiplikation mit
p-ax—p—q-2/pq

die quadratische Gleichung

[(p—g)x—p—q)*—4pg=0. (6)
Das ist eine quadratische Gleichung mit ganz-
zahligen Koelfizienten, die wegen (6), (3),
(2) und (1) die beiden Losungen

.\ VoVa
p+Va
p+q+2[/p—q ]/_+l/_ hat.
P—q p—
Ist also ]/;q nicht rational, so ist x Losung

der quadratischen Gleichung (7) mit ganz-
zahligen Koeflizienten, deren zweite Losung

=ﬁi§ ist
Ve-Va

und

A6 A Wir untersuchen die Funktion
P)=fi(P)=/2(P).

Fiir alle Randpunkte R gilt dann nach Vor-
aussetzung

g(R)=11(R)—f(R)=
Ferner gilt [iir alle inneren Punkte P, falls
Py, P,, Pi, P, die vier benachbarten Punkte
sind,

oPY=1i(P)—oP)
A LACD 1P +1P 1P
P ~FAP (P ~T4P)]

= Lo +9(P) +aPy +o(P]

Es sei nun a das Maximum der Funktions-
werte von g, es gilt also g(P)<a fiir alle
Punkte P der Menge M. Ist nun P ein
innerer Punkt, fiir den das Maximum ange-
nommen wird, so gilt

a=o(P)=;[o(P\) +9(P2)+9(P3)+9(P2)},

wobei P,, P& P,, P, die vier benachbarten
Punkte von P sind. Daraus folgt aber
g(P1)=g(P2)=g(P3)=g(Ps)=a;

denn wire z. B. g(P;)<a, so ware

g(F) < % 4a=a, was der Voraussetzung wider-

spricht. ]

Wenn nun noch nicht einer der Punkte P,
P,, P3, P, Randpunkt ist, so kann man das
Verfahren so lange fortsetzen, bis einer der
Punkte P; Randpunkt ist. Dann gilt aber
nach Voraussetzung g(P;)=0, woraus
a=g(P;))=0 folgt, d. h. das Maximum qa der
Funktionswerte von g ist gleich Null. Analog
weist man nach, dall auch das Minimum der
Funktionswert von g gleich Null ist.

Lisung der Aufgabe von Clemens Jaunich,
Heft 6/75, S. 138, bearbeitet von
Studentinnen der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig:

|9_x| ={ 9—x «=9-x20~x<9
—9+x =9—x<0~x>9

|05x+1]

[ 05x+1=10,5x+1>0~x2-2

‘{—0,5»-1 = 0,5x+1<0~x<~2

Aus den Voriiberlegungen ergeben sich fol-

gende Fille:



1.Fall: x>9
—-(9—x)—(0,5x+1)=12
x=44
L, ={44}
2. Fall: —25x59
9—x—(0,5x+1)=12

x=_38
3
Widerspruch zur Voraussetzung
L,=9
3. Fall: x< =2
9—x—(-0,5x—1)= 12
x=—4

Ly={-4)

Zu jeder Losung ist eine Probe durchzu-
fihren. Fiir die gestellte Ausgangsgleichung
erhilt man die Lésungselemente {44; —4}

Lisungshinweise und Losungen zu:
Kombinatorik und binomischer Satz, S. 49

Al A Wir iiberpriifen eine Hypothese, z. B.
fir k=2:
1+3=2%;
a) Die Hypothese (die GesetzmiBigkeit) ist
gegeben;
b) Die Hypothese soll fiir eine gewisse Anzahl
k von Summanden wahr sein, d. h., es ist
wahr, dag
1+3+4+5+...+Q2k—1)=k?%;
wir zeigen, daB in diesem Falle die Hypo-
these (Formel) auch fiir k+1 Summanden
wabhr ist, d. h., es gilt auch
143+5+... +Qk—1)+(2k+1)
=(k+1)>
Die Summe der ersten angeordneten k Sum-
manden gt tatsichlich gleich k2. Es bleibt
zu zeigen, daB
2+ 2k +1)=(k+1)%.
Das 148t sich unmittelbar nachpriifen.
120 1
A2A 2)% b)49 C)T=ﬁ
3120
51—-41=96
vgl. Formel (2)!
a)720 b)132
a) Vi=P,=24
c) Vé=360
131 13!
KD
13!
10!
b) 7

Ada
Ada
ASa
AbGA
ATa

¢) 210
b) V$=120

A8a

=100 b)10

A%4A 3)10 c)9
alla 3)210 b)56
Al2a a)7 b) 14
Al3a C3o=1040
Alda C$,=210
AlBA a)x=7,y=3
c)x=15,y=6
V3=Py=91=362880
C3=84

V=504
C}s-Ci=1820

c) 56
c)12

b) x=12, y=35

Al9a
A20aA
A2l A
A22a

Lasung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Gliiser (Heft 2/76)

A1533a 1. Es sei n=m=1. Dann gilt
z=1—x, wobei x eine beliebige reelle Zahl
mit 0<x<1 ist.
Dabher gilt — 1< —x<0,
also 0O<z<l, (1)
wobei z jeden Wert zwischen 0 und 1 anneh-
men kann, weil x jeden Wert zwischen 0 und 1
annehmen kann.
2. Wegen x>0 gilt auch x2>0, x*>0 und
allgemein x">0; 2)
ferner gilt x <1, also da x eine positive reelle
Zahl ist,-auch
x?<x <1, x*<1 und allgemein
x"<1.
Aus (2) und (3) folgt
0<x"<1,
—1<—x"<0Q,
O0<l—x"<l. @)
Aus (4) lolgt weiter
0<(1-x""<1, (&)
wobei m und n beliebige von Null verschie-
dene natiirliche Zahlen sind. -
3. Damit haben wir bewiesen, daB fiir alle
reellen Zahlen z mit
z=(1-x"y"
0<z<1 gilt, falls m und n beliebige von Null
verschiedene natiirliche Zahlen sind. Da an-
dererseits, wie unter 1. gezeigt wurde, fiir
n—m=1 auch z jeden Wert zwischen 0 und 1
annimmt, ist also M die Menge aller reellen
Zahlen z, fir die 0<z <1 gilt.

3)

Lésung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Bock, Heft 1/76, S. 3

A 1460 A Zu a) Ein regelmiBiges Sechseck
ergibt sich als Schnittfigur aus Symmetrie-
griinden genau dann, wenn die Ebene zu einer
Begrenzungslliche (in Skizze zur Begren-
zungsfliche BCE bzw. ADF) parallel lauft
und durch den Mittelpunkt des Oktaeders
geht. Die Seitenlinge des regelmiBigen Sechs-

ecks betragt %

b) Lage der Ebene nach Skizze sei vorausge-
setzt. Es wird der Punkt A gewihlt, von dem

‘aus die Eckpunkte des Sechsecks verbunden

werden. .

Vsei das Volumen der sich ergebenden sechs-
seitigen Pyramide;

h sei deren Hohe. Dann ergibt sich:

1 s s
=3 6'3'4—16

2
V=53
Die Hohe h ist die Hélfte des Abstandes d
zwischen den Begrenzungsflichen BCE und
ADF. Dieser Abstand d ist die H6he der drei-
seitigen Pyramide BCEA beziiglich BCE.
Deren Volumen ist der vierte Teil des

3
Oktaedervolumens (%]/5) D. h. es gilt:

IR

Daraus ergibt sich:
h=2 ﬁ und somit
2)/3

SS

D

&y

F

Nachtrag: Auch bei Wahl eines anderen Eck-
punktes des Oktaeders (anstelle von A) ergibt
sich dasselbe Volumen, da die Hohen aller
sechsseitigen Pyramiden, die jeweils moglich
sind, untereinander gleich sind.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/76

W5 #1461 Die gegebene Zah! 148t sich in
der Form 10a+b darstellen. Wegen a=2b
erhalten wir daraus 10-2b+b=21b. Die
durch Vertauschen der Ziffern erhaltene Zahl
ist dann 10b+a. Wegen a=2b erhalten wir
daraus 10b+2b=12b.
Nun gilt ferner
21b- 13-522=12b,
273b—12b=522,
261b =522,
b=2.
Aus b=2 und a=2b folgt a=4. Die gesuchte
Zahl lautet somit 42, und es gilt 42 - 13 —522
=24

W5 =1462 Es sei a die groBere und b die
kleinere der beiden zu ermittelnden natiirli-
chen Zahlen.

Wegen a+b=149 gilt dann 4275 und
b<74. Wegen a-b=5394=2-3-29-31 und
wegen a < 149 kann also a nur gleich
3-29=87 oder 3-31=93 sein. Dann wire b
gleich 2 - 31 =62 oder 2-29=>58. Wegen
a+b=87+62=149 oder a+b=93+58
=151> 149 gilt nur a=87 und b=62.

Somit lauten die gesuchten Zahlen 87 und 62.

W5 31463 Von den Zahlen 12, 24, 36, 48
besitzt nur die Zahl 36 die Quersumme 9,
also gilt n, =36. Von den Zahlen 16, 25, 34,
43, 52, 61, 70 sind nur 16, 34, 52, 70 durch 2
teilbar; also konnte n, gleich 16, 34, 52, 70
sein. Fiir n; — n, =d gilt entweder 36 — 16 =20
oder 36—34=2 oder 36—52 nicht losbar
oder 36— 70 nicht losbar. Wegen d>n, gibt
es genau eine Zahl n, =16<20, die die ge-
stellten Bedingungen erfiillt. Daher geniigen
nur die Zahlen 36 und 16 den Bedingungen
der Aufgabe.

67



W5 #1464 Man sieht genau 7 Spielwiirfel.
Davon sieht man drei Spielwiirfel mit einer,
drei Spielwiirfel mit zwei und einen Spiel-
wiirfel mit drei sichtbaren Flachen. Das sind
zusammen 3-1+3-2+1-3=12Flidchen von
Spielwiirfeln. Im giinstigsten Fall zeigen da-
von 7 Fldchen die Augenzahl 6, 4 Flichen die
Augenzahl 5 und eine Flidche die Augenzahl 4;
das sind insgesamt 7- 6+4-5+1-4=66
Augen. Im ungiinstigsten Fall sind es
7-1+4-241-3=18 Augen. Es sei x die
Summe der Augenzahlen; dann gilt also
18<x<66.

W5 w1465 Da keine zwei der Mitglieder
dieser Arbeitsgemeinschaft den gleichen Vor-
und Familiennamen haben, aber nur vier
verschiedene Vornamen vorkommen, heien
vier dieser Schiiler Hans Schulze, Fritz Schul-
ze, Giinter Schulze, Ernst Schulze.

Es verbleiben zweimal der Vorname Hans,
zweimal der Vorname Fritz, dreimal der Vor-
name Giinter. Da der Familienname Krause
dreimal vorkommt, heiBen drei weitere Schii-
ler Hans Krause, Fritz Krause, Giinter
Krause. Ein Schiiler heift Hans Paetow. Nun-
mehr verbleiben zweimal der Vorname Giin-
ter, einmal der Vorname Fritz. Da der Fami-
lienname Miiller zweimal vorkommt, heiBen
zwei weitere Schiiler Fritz Miiller, Giinter
Miiller. Der letzte Schiiler heiBit Giinter
Paetow.

W5 m1466 Aus 168:2 =84 folgt, daB aus der
VR Polen 84 Lehrlinge ausgebildet werden.
Aus 84-3=252 folgt, daB aus der Ungari-
schen VR 252 Lehrlinge ausgebildet werden.
Wegen 527—168—84—252=x und somit
x =23 werden in diesem Betrieb z. Z. 23 Lehr-
linge aus der VR Bulgarien ausgebildet.

W6 81467 Aus v=v,+v,=45 l%+361£;—n

km

=81 unds=u-t=81k—m~6s

h h

=810002-—% _h=135m folgt, daB der
h 60-60 ’

erste Zug eine Linge von 135 m besal.

W6 81468 Aus%-g#% folgt, daB der Rei-

sende wihrend des dritten Teiles der gesam-
ten Reisestrecke geschlafen hatte.

W6 w1469 Der nachstehend abgebildeten
Zeichnung entnehmen wir folgendes:

wing

1
5 55

-

A t P 2t 8

S

s . 2s _1s
Wegen v=? erhalten wir v, =3 und v, =&

68

also v;:v;=4:1. Die Geschwindigkeit wéh-
rend des Radfahrens war viermal so groB wie
die wihrend des FuBmarsches.

W6 #1470 Aus a) folgt: Martin heiBt mit
Nachnamen weder Altmann noch Miiller.
Aus b) folgt: Martin hat auch nicht den
Nachnamen Neubert. Also heiBt Martin mit
Nachnamen Troger. Aus b) folgt:

Ernst heiBt mit Nachnamen weder Neubert
noch Miiller. Da Ernst nicht Troger heilen
kann, hat Emst den Nachnamen Altmann.
Aus a) folgt: Karl heiit mit Nachnamen nicht
Miiller. Da Karl auch nicht Troger bzw. Alt-
mann heiBen kann, hat Karl den Nachnamen
Neubert. Somit hat Franz den Nachnamen
Miiller.

W6 21471 Die Winkel X APD und xCDP
sind Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len; deshalb gilt ¥ APD= £ CDP. Wegen
¥ APD = x CPD gilt dann auch ¥ CDP

= & CPD, d. h,, das Dreieck DPC ist gleich-
schenklig, und es gilt CD = CP. Daraus folgt
die Konstruktion: Wir schlagen um C mit
CD als Radius einen Kreis, der AB in P
schneidet und verbinden C und D mit P.

D c

A 8

Ph6 1472 Gegeben: V5 =2300m?

—103-P _ 103 Mp

7, =1,03 cm3_l’03 3

P Mp

y =09 mﬁ=0,9 —
Gesucht: V

Ein K6rper schwimmt, wenn das Gewicht (G)
gleich der Auftriebskraft (F,) ist.

F,=G mit Fy=7,"V
n-h=yV G=y-V
nV-vo)=y-V nW=V-V,

Y1 V=-mlo=yV
1,03-V-1,03-2300=09-V
0,13 V=2369
V~ 18200
Das Volumen des gesamten Eisberges betrigt
rund 18200 m3.

Ma7 ®1473 Es sei M der Mittelpunkt des
Umkreises k des zu konstruierenden Drei-
ecks ABC. Wegen AM =BM =r ist das Drei-
eck ABM gleichschenklig, und es gilt x MAB
= XMBA. Die Gerade DM ist somit Mittel-

senkrechte zu AB. Da der halbe Zentriwinkel
¥ AMD gleich dem Peripheriewinkel ¥ ACB
=y=40° ist, gilt ferner ¥ MAD=90°—-40°
=50°. Aus diesen Uberlegungen -ergibt sich
die folgende Konstruktion des Dreiecks ABC:

Wir zeichnen eine Strecke E=%= 3cm,

tragen in 4 an AD einen Winkel von 50° an.
Das in D auf AD zu errichtende Lot schnei-
det den freien Schenkel des angetragenen
Winkels in M. Der Kreis um M mit AM als
Radius, schneidet AD in B. Der Kreis um D
mit s.=8 cm als Radius schneidet den Kreis
um M mit AM als Radius in C und C'.
Verbinden wir C und C' mit 4 und B, so
erhalten wir das zu konstruierende Dreieck
ABC bzw. ABC'.

Ma7 m1474 Angenommen, Olaf habe von
Peter x 1-Pfennig-, y 5-Plennig- und somit
(12 —x—y) 10-Plennig-Miinzen erhalten;
dann gilt
x+5y+10(12 — x — y)=45,
—9x - 5y+120=45,
S5y=75-9x,
S5y=T75—5x—4x,
4x
y=15—x— 5
Nun ist y nur dann ganzzahlig, wenn x ein
Vielfaches von 5 ist. Da Olaf 12 Miinzen er-
halten hat, gibt es genau drei Fille, ndmlich
x=0,x=5und x=10.
Fiir x=0 erhalten wir y=15> 12, was nicht
moglich ist. Fir x=35 erhalten wir y=6,
d. h.,, Olaf hat von Peter fiinf 1-Pfennig-,
sechs 5-Pfennig- und wegen 12—-5-6=1
genau eine 10-Pfennig-Miinze erhalten.
Fir x=10 erhalten wir y=—3, also eine
negative Zahl, was ebenfalls nicht moglich
ist. :

Ma7 @1475 Aus a) folgt: Hans ist nicht
10 Jahre alt. Aus b) folgt: Hans ist weder 11
noch 13 Jahre alt. Folglich ist Hans 8 Jahre
alt. Aus c) folgt: Hans bezieht die Zeitschrift
»technikus“. Aus b) folgt: Kurt ist weder 8
noch 11 noch 13 Jahre alt. Also ist Kurt
10 Jahre alt.

Aus a) folgt: Kurt hat ,,alpha“ abonniert. Aus
c) folgt: Ingo ist micht 11 Jabre alt, also
betriigt sein Lebensalter 13 Jahre, und er hat
die Zeitschrift ,technikus® abonniert.
Folglich ist Gerd 11 Jahre alt, und er bezieht

nach a) die Zeitschrift ,,alpha“.
Zusammenstellung:
Name  Alter  Zeitschrift
Gerd 11 alpha
Hans 8 technikus
Ingo 13 technikus
Kurt 10 alpha

Ma7 w1476 Es seien f, g, h, i, k, p die von
Frank, Georg, Hans, Inge, Konrad, Peter
gespendeten Geldbetrige.

Aus a) folgt: 6=/, g, h i, k, p<12.

Aus b)folgt: p<k.

Ausc) folgl: i<p<g<h.



Aus d)folgt: k<h<{.
Ause) folgt: h+2=fund i+2=p.
Deshalb gilt 6<i<p<g, k<h<f<12 bzw.
6<i<i+2<g,k<h<h+2£12 ™)
Es sei i=6; dann gilt p=i+2=6+2=8. Aus
h+2=<12 folgt h=<10. Aus g>p=8 und
g<h<10 folgt g=9. Aus k>p=8 und
k<h<10 folgt k=9; also ist h=10 und
f=12. Fiir i>7 ist die fortlaufende Ungiei-
chung (*) nicht erfiillbar.
Somit spendete Inge 6 M, Peter 8 M, Georg
und Konrad je 9 M, Hans 10 M, Frank 12 M.
Es haben Inge 12 M, Peter 16 M, Georg und
Konrad je 18 M, Hans 20 M, Frank 24 M
erhalten.

Ph7 ®1477 Gegeben: t;=51,36s
t;=51,22s
s1=100m

gesucht: s=s, —s,

Die Zeiten sind direkt proportional den

Wegen. t 1ty =512

ty (ti—ta)=5; i (51—352)
ty 1 (t1—t3)=s; :5
(-t
==
_0,145-100m
T 51,36s
sx0,27m=27cm
Die Differenz betragt 27 cm.

Ch7 w1478
a)m=v-p
m=551-1,145kg -1~ =62,975 kg
b)o=""  v=—2KE _sg041
e 1,145 -8

1
Ma8 ®1479 Bezeichnet man den zweiten
Schnittpunkt der Geraden CM mit dem Um-
kreis mit E, so gilt nach dem Satz des Thales
¥ CAE =90° (siche Bild). Ferner gilt nach dem
Peripheriewinkelsatz ¥ AEC =f. Wegen
£DCA=90°—a, also X ECA=90°—a+ 6
folgt, da die Winkelsumme im AAEC gleich
180° ist,
90°+p+90° —a+6=180°,
b=a—fB,w.zbw.

L A
e,
E

Ma8 1480 Nach dem Satz des Thales
gilt ¥ BCA=90°. Daraus folgt, wenn man
¥ EAM =a setzt, X MBC =90°—a, also

¥ BDM =a= ¥ EAM. Ferner gilt

x AME= ¥ DMB=90° also

ADMB ~AAME. Daraus folgt

DM :MB=4M :EM,

pM-MBAM rr

Daher betridgt der Flicheninhalt des recht-
winkligen Dreiecks MBD

A=%-r-2r=rz;

D

Ma8 ®1481 a) Das Volumen eines jeden
der 27 Behilter betragt

LY )
V1—4d h,

wobei d=3,4m und h=17 m ist.
Man erhilt

Vi=§ 34 1T m=n-289- 17m?

~154 m3, .
b) Das Gesamtvolumen der 27 Behilter be-
trigt Vax154-27 m*~4160 m>
=4160000000 cm>.
Das in den Behiltern gespeicherte Wasser
hat also eine Masse von 4160000000 g. Da
die mittlere Temperaturdillerenz gegeniiber
einer AuBentemperatur von 20°C etwa
120°C-20°C=100grd betrdgt, ist in den
27 Behiltern eine Wirmeenergie von
4160000000 - 100 cal
=4160000000000 cal,
d.s. 416 Gigakalorien, gespeichert.

Ma8 #1482 Von P, aus gibt es zundchst
vier Moglichkeiten, die Wanderung zu be-
ginnen, und zwar auf den Wegen s,, 5,, 53,
s’ (siehe Bild). Wir untersuchen zunachst die
Maoglichkeit, bei der der Weg s; von P3 nach
P, gewihlt wird.

a) Von P, aus gibt es dann zwei Maoglich-
keiten, den Weg nach P, [ortzusetzen, und
von P, je zwei Moglichkeiten, den Weg
weiter nach P; zu begehen, insgesamt also
vier Moglichkeiten. Die weiteren Wege iiber
P,, P, bis zur Beendigung der Wanderung
sind dann eindeutig bestimmt.

b) Es besteht aber auch die Méglichkeit,
von P, aus aul s," nach P; zuriickzukehren.
Dann gibt es von P; aus zwei Moglichkeiten,
nach P, zu gelangen, und von P, je zwei

Moglichkeiten, nach P, zu wandern, insge-
samt also vier Moglichkeiten. -~
c) Der Wanderer hat aber auch die Moglich-
keit, nachdem er wie im Falle a) in P; an-
gekommen ist, wieder nach P, und dann nach
P3 zuriickzukehren. Dann gibt es noch zwei
Maoglichkeiten, den Weg nach P, fortzusetzen,
insgesamt also vier Moglichkeiten.
d) Endlich hat der Wanderer, nachdem er
wie im Falle a) in P; angekommen ist, noch
die Moglichkeit, nach P, zuriickzukehren
und dann den Weg iiber P, nach P; zu be-
enden. Da es fiir den Weg bis P; — vgl
Fall a) — bereits vier Moglichkeiten gibt,
erhalten wir in dem vorliegenden Fall weitere
vier Moglichkeiten.
Es gibt also insgesamt

4+4+4+4=16 Moglichkeiten
fiir die Fortsetzung des Weges, nachdem zu
Beginn der Weg s, von P; nach P, gewihlt
wurde.
Wie oben gezeigt wurde, gibt es vier Mog-
lichkeiten, die Wanderung zu beginnen, und
zu jeder dieser vier Moglichkeiten 16 Mog-
lichkeiten, die Wanderung fortzusetzen. Die
Anzahl der Varianten fir den Wanderweg
betrégt also insgesamt

4-16=64.

Ph8 #1483
Gegeben: A=4-5cm?=20cm?

p=100 k—pz
Gesucht: F om
Das Gewicht driickt auf alle vier Rdder gleich-
miBig.
F=p-A
100 kp - 20 cm?
F= )
cm
F=2000kp=2Mp.

Ch8 1484 1 Lieferung: In 3,720t sind
849 Trockenmasse. 2. Lieferung: In 3,800t
sind 87,5%; Trockenmasse

3,125¢

3,325t

6,450t zusammen.
6,450 t Trockenmasse entsprechen dann 869/
der zu verrechnenden Getreidemasse. 1009/
entsprechen 7,500 t. Der LPG werden 7,500 t
Getreide angerechnet. ’

Ma9 ®1485 Es sei x eine reelle Zahl, fur die
die Ungleichung
x4+ (x+1)* +(x+2)?
>(x+ 32+ (x +4)* +(x+5)? )]
erfiillt ist. Dann gilt
x4+ x?+2x+1+x2+4x+4
>x2+6x+9+x*+8x+16
+x% 4+ 10x+25, 2)
6x + 5> 24x + 50,
—18x>45.
Daraus folgt ,
18x < —45,
et
18’

x<—§. (3)
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Fiir alle reellen x, fiir die die Ungleichung (3)
erfiillt ist, ist aber auch die Ungleichung (1)
erfiillt.

Daher besteht die Losungsmenge der Un-
gleichung (1) aus allen reellen Zahlen x, fir

. 5 .
die x< ) gilt:

5
L—{x< 5 xeP}.

Ma9 w1486 Aus CD=a, W=; folgt nach

dem Satz des Pythagoras (siche Bild)
1/ c

A
Ay

A B
—= a a
MC=\/a2+T=§[/§.

Aus xCDM = ¥ CEB=%0° und
X DMC = £BCE als Wechselwinkel der ge-
schnittenen Parallele folgt

ACDM ~ACEB,
- . 2
‘also a:gl/§=EB:a, EB=—G=% 5.
a
__ V5
FernergjltEC:a=§:; 5, 21/_

EC =§l/§' Dabher ist
der Flicheninhalt des Dreiecks CEB gleich

T2 5V TS
Ferner ist der Flicheninhalt des Dreiecks
CDM gleich
1 a @
Az—i a E—T

Also ist der gesuchte Flicheninhalt des Vier-

ecks ABEM gleich

2 2

a a
A=az—A1—A2=a2—?—z,
A=20¢zz—4a7'—502=11 2

20 207

Ma9 ®1487 Es sei x eine positive reelle Lo-
sung der Gleichung

x*'*7® =1976. Dann gilt )

1976
((x)"’“) =1976'7,

also aul Grund der Potenzgesetze

(x1976)x1976= 19761976. (2)
Setzt man
1976
x1976=¢ also x= lﬁ, 3)
so erhilt man aus (2)
¢ =1976!97. @

Diese Gleichung ist offenbar fiir t=1976 er-
fiillt. Damit haben wir wegen (3) eine Lsung

der Gleichung (1) erhalten, nimlich
1976

x=_]/1976.

Denn aus (5) folgt x'°7¢ = 1976, also

1976
x‘1976=( ]/1976) 1976 = 1976.

G

70

Es ist jetzt nur noch nachzuweisen, daB die
Gleichung (4) und damit auch die Gleichung
(1) keine weiteren positiven reellen Losungen
hat.
Setzt man f(r)=1¢', so gilt
fl)<1fir0<r<l,
f(O=1firt=1.
Ferner ist f(t) streng monoton wachsend
[ir ¢>1, nimmt also den Wert 1976'°7¢
genau einmal an, und zwar fiir 1=1976.
Daher hat die Gleichung (4) keine weiteren
positiven reellen Losungen, und die Glei-
chung (1) hat genau eine positive reelle Lo-

1976
sung, namlich x= ]/1976.

Ma9 w1488 Es sei (x, y, z) ein Tripel von
nicht negativen reellen Zahlen, fir die das
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillt ist. Dann
folgt durch Subtraktion aus (1) und (2):
xy—xz+y*—z2=0,
x(y—2)+(y+2) (y—2)=0,
(r—2)(x+y+2)=0;
(1) und (3):
xy—yz+x?—z2=0,
(x—2z)(x+y+2)=0;
(2) und (3):
xz—yz+x*—y?=0,
(x=y)(x+y+2)=0. (6)
Das Gleichungssystem (4), (5), (6) ist erfullt
genau dann, wenn

@

&)

y—z=x—z=x—y=0 (U]
oder wenn
x+y+z=0. (8)

Im Falle der Gleichungen (7) gilt x=y=z,
also wegen (1)
x24+x2+x2=x3,
x3-3x2 =0,
x*x=3). =0,
also x=0oder x=3.
Damit haben wir bereits zwei Losungstripel
erhalten, nimlich die Tripel (0, 0, 0) und
(3, 3, 3). Die Probe zeigt, daB fiir diese Tripel
die Gleichungen (1), (2), (3) erfiillt sind. Im
Falle der Gieichung (8) gilt wegen x>0,
y20,220
x=y=2z=0.
Wir erhalten also. kein weiteres Losungs-
tripel. Das gegebene Gleichungssystem hat
daher genau zwei Losungstripel, die der ge-
stellten Bedingung gentigen, ndmlich (0, 0, 0)
und (3, 3, 3).

Ph9 ®1489 Gegeben: G=285p
V=67 cm®—-40cm®=27 cm?
y=114p-cm~3

Gesucht:y,: W

Die Wichte (y,) des Korpers ergibt sich

©

aus ¢
Y1 %
_ 285p
=57 em?
~ P
7~1056 2,

Da y, <y, muB der Korper einen Hohlraum
besitzen. Diesen Hohlraum erhilt man durch

Vi =V—V,, wobei V; das Volumen des reinen
Bleikorpers ist.

Vz=% Vi=V-¥,
. 3
v, = 285p cm’ V=27 cm®—25cm?
114p
V2=25cm? V,=2cm?
Der Hohlraum betriigt 2 cm®.
2 0,03
h9 =14 =
Ch9 90 100
. 3
x=20 310 =6,66 - 103
2r=6,66- 103

2r=6,66- 10> mm :3,14
=2,1-10mm=21m
Der Durchmesser miiite 2,3 m lang sein.

Ma10/12 #1491 a) Fiir x =6 sind die Glei-
chungen (7), (6), (5) und (4) erfiillt, aber nicht
die Gleichung (3) und daher auch nicht die
Gleichungen (2) und (1); denn aus (4) folgt (3)
nur fir x=8. Der Fehler bei der obigen
SchluBweise besteht also darin, daB eine
Implikation nicht notwendig umkehrbar ist:
Aus (3) folgt zwar fiir die Gleichung (4), aber
nicht aus (4) fiir die Gleichung (3).

b) Hiitte die Funktion fin ihrem Definitions-
bereich eine Nullstelle xo, so miiBite, da aus
(1), wie oben gezeigt wurde, (7) folgt, xo=6
sein. Das ist aber wegen f(6)=—4 nicht
mdéglich. Daher hat die Funktion f in ihrem
Definitionsbereich keine Nullstelle, w.z. b. w.

Ma10/12 m1492 a) Da der Flacheninhalt
der Blechscheibe gleich der Summe der Fla-
cheninhalte der Kugelkappe und des Zylin-
dermantels ist, gilt

%D‘ =2nRh, +ndh; )

wobei R der Radius der zu der Kugelklappe
gehorenden Kugel ist. Nun gilt fiir den Ra-
dius R dieser Kugel (siche Bild)

dl

R1=T+(R—h1)2, P)]

dz
2Rhy=—+hi. (3)

4
R
R-hy
d
hq 2

Setzt man diesen Wert in (1) ein, so erhilt
man

DZ d2

iy +hi+dhs,

Dr=d?+4(h? +dh,),

D =)/ d*+4(h} +dh,). @
Damit ist der Durchmesser D der Blech-
scheibe als Funktion von d, h,, h, dargestelit.
b) Fiir d=230 mm, h, =70 mm, h, =110 mm
erhilt man aus (4)

D =}/230% +4(70% +230 - 110) mm

=)/173700 mm~416,8 mm.
Der Durchmesser der Blechscheibe betrigt
also rund 417 mm.




Ma10/12 m1493 Es seien x, y, z drei von
Null verschiedene paarweise teilerfremde na-
tiirliche Zahlen, fiir die die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind:
x24y? =22
x 4y <50,
x ist durch 7 teilbar.
Wegen x <50—y und y>0 ist dann
x=7, 14, 21, 28, 35 oder 42. 4)
Ferner gilt wegen (1)
x*=z2—y?=(z+y)(z—y) ®
Dabei ist z+y>z—y:>>0; ferner sind z+y
und z—y beide gerade oder beide ungerade,
da sonst 2z ungerade wire, und haben
aufler 2 keinen gemeinsamen Teiler, da sonst
z und y nicht teilerfremd wiren. (6)
Wir behandeln jetzt die einzelnen sich aus (4)
ergebenden Fille:
1. x="7. Dann gilt
(z+y)(z—y)=49.
Wegen (6) folgt, da nur einer der beiden Fak-
toren durch 7 teilbar ist, z+y=49, z—y=1,
also 2z=50, z=25, y=24.
Wir erhaiten damit die erste Losung:
x=7y=24,z=25
und iiberzeugen uns davon, daB die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfillt sind.
2. x=14. Dann gilt
(z+y)(z—y)=4-49.
Hier gibt es keine Zerlegung der Zahl 4-49
in Faktoren, die den Bedingungen (6) ent-
spricht.
3. x=21. Dann gilt
z+y)(z—y)=9-49.
Wegen (6) gibt es dann nur die folgende
Faktorenzerlegung:
z+y=49,z—y=9,
also 2z=58, z=29, y=20.
Wir erhalten somit die zweite Losung:
x=21,y=20,2z=29
und iiberzeugen uns davon, daB die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt sind.
4. x=28. Dann gilt
(z+y)(z—y)=16-49.
Hier gibt es keine Zerlegung der Zahl 16 - 49
in Faktoren, die den Bedingungen (6) und (2)
entspricht.
5. x=135. Dann gilt
z+y)(z—y)=25-49.
Wegen (6) gibt es dann nur dic folgende
Faktorenzerlegung:
z+y=49,z—y=25,
also 2z=74,z=37,y=12.
Wir erhalten somit die dritte Losung:
x=35,y=12,2z=137
und iiberzeugen uns davon, daB die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt sind.
6. x=42. Dann gilt
z+y)(z—y)=36-49.
Hier gibt es keine Zerlegung der Zahl 36 - 49
in Faktoren, die den Bedingungen (6) und (2)
entsprechen. Damit sind simtliche Fille be-
handelt. Es gibt also genau drei Tripel von
natiirlichen Zahlen, ndmlich
(7, 24, 25), (21, 20, 29), (35, 12, 37),
fiir die die gesteliten Bedingungen erfiillt sind.

)
@
3

Ma10/12 #1494 Es sei x eine reelle Losung
der Gleichung

12x* — 11x3 —146x% — 11x+12=0. (1)
Dann gilt x+0. Die Gleichung (1) ist eine
sogenannte symmetrische Gleichung, da der
Koeffizient von x* und das Absolutglied so-
wie die Koeffizienten von x* und x iiberein-
stimmen. Wir dividieren daher durch x? und
erhalten

12x2—11x—146—11 'l+12-l2=0,
x x

1 1
2 - - -_—— =
lz(x +x2> 11<x+x) 146=0. (2)
Wir setzen
x +§= z und erhalten 3)

i 1
x2+2+—=122 also x2 + 5=2z2-2.
x x

Wegen (2) erhalten wir dann die Gleichung
12(z2—2)—11z—146=0,
11170
M M 4
YT )

Diese quadratische Gleichung hat die beiden

Lésungen
24 247 12 24
zl=11+91=£‘
24 4’
_11-91 10

a="g =Ty

8281
247

. 17
Wegen (3) erhalten wir fir z; =—

4
x+ l "y
x 4
7 .
x? —%x +1=0. Diese
quadratische Gleichung hat die Losungen

x; =4, x2=%.

8

1
Fiir z, = —TO erhalten wir

x+1— —E
x 3

x? +¥x +1=0. Diese
quadratische Gleichung hat die Losungen

1
Xy = —3, X4 = -3

Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt reelle
Losungen hat, so konnen es nur die Losungen
Xy —-_-4, X2=%, X3 = -—%,X4= -3

sein. Die Probe zeigt, daB das tatsichlich
Losungen der Gleichung (1) sind. Denn fiir
fO)=12x*—11x>—146x2 — 11x — 12 =0 gilt

f(4)=o,f(§>=o,f(—§)=o-und
f(=3)=0.

Ph10/12 #1495 Gegeben: d=90cm
hy=80cm h;=70cm

Gesucht: a

Aus der Zeichnung ergibt sich

tano= h=h,—h;

h
d
10

tana=§6

tana=0,1111
a=6,34°
Der Kiibel muB um 6,34° geneigt sein.

Ch10/12 =1496
2Fe—1 Mol Fe,03
2+ 5585—159,7
2-5585g—159,7 g Fe,04
xg—0,164 Fe,0;
xg:2-5585g=0,1649g:159,7 ¢
x=0,1147 Fe
(Atomgewicht des Sauerstoffs auf 16 gerundet)
0,5240 g—0,1147 g Fe
100g— xgFe
0,5240 0,1147
100 ~  «x

Eisengehalt 21,89¢/

Lisungen zu: alpha-heiter (3/76)

Hundert Gefangene

Es ist offensichtlich, daB die Zellen offen wa-
ren, deren Nummer eine ungerade Zahl an
Teilern besitzt. Die meisten Nummern N mit
dem Teiler A haben doch auch noch den Teiler

%. Die Nummer 20 hat z. B. die Teiler 1 und

20, 2 und 10, 4 und 5, 5 und 4, 10 und 2,
20 und 1. Also 6 Teiler. Ungerade Anzahlen
an Teilern haben lediglich die Nummern, die
Quadratzahlen sind. Die Nummer 25 hat die
Teiler 1 und 25, 5 und 5, 25 und 1.

Also drei Teiler.

Der Konig hat 10 Gefangene {reigelassen.
Und zwar die mit den Zellennummern 1, 4, 9,
16, 25, 36, 49, 64, 81 und 100.

Motorsport

71671+ 9542=81213;
8662+ 4375=13037;
70253 +10156=80409;
58518+ 6023=64541

Kleine Logelei

Herr Maier spielt Tennis (5). Aus (5) und (3)
folgt, daB er Tee trinkt. Aus Tee folgt Linz
(2). Da deswegen Graz ausscheidet, ist er
nicht Schlosser. Da er wegen (5) auch nicht
Segelflieger ist, ist er auch nicht Lehrer (1)
und somit Arzt.
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Somit ergibt sich: Maier, Tennis, Tee, Linz,
Arzt.

Herr Berger ist nicht Lehrer (1), also auch
nicht Segelflieger, demzufolge Boxer. Da
jetzt fiir Janik nur mehr Segelflug bleibt, ist
Berger der Schlosser. Aus (2) folgt Graz.
Wegen (3) und (5) trinkt er Fruchtsaft.

Somit ergibt sich: Berger, Boxer, Schlosser,
Graz, Fruchtsalt. Fiir Herrn Janik folgt dann:
Janik, Lehrer, Segelflug, Mineralwasser.

Silbenritsel

1. Funktionspapier, 2. Relativititstheorie,
3. Amortisation, 4. Nullstelle, 5. Conrad,
6. Oberflache, 7. Inkreisradius, 8. Symbol arc,
9. Volumina, 10. Ingenieur, 11. Explizit,
12. Trigonometrie, 13. Einmaleins

- Frangois Viete (Vieta), René Descartes —

Kryptarithmetik
303 '
1. m=0,7986
2. Z=65359477124183...
Z-17=11111...

d=1,23,..,9

Troja-Diagramm

r
|
|
1
|
|
|
|

N

Ubung macht den Meister

Aufgaben zur Vorbereitung auf die
AbschluBpriifung, Klasse 10

Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Al A Berechnen Sie 7°!

Formen Sie die Potenz a~3(aeP,
a+0)soum,daB kein negativer Expo-
nent auftritt!

A2A

A3 A Schreiben Sie die Potenz

1
a*(aeP, a>0) als Wurzel!

A4 A Schreiben Sie die Wurzel

3
Vk? (keP, k>0)als Potenz!

Schreiben Sie die Gleichung 23=8
in der Form log,b=c!

Schreiben Sie die Gleichung
logs125=13 in der Form a°=b!

Berechnen Sie |/0,09!

Schreiben Sie die Gleichung 3*=81
n

in der Form [/;=b!

AGA

A7 A
A8a

3
A94a Berechnen Sie die Wurzel |/0,008!

ks m als

Schreiben Sie die Einheit 1 7

Produkt!
Berechnen Sie <3,5 —151+ 13,5) !

Al0A

Alla

72
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4
A 12 a Schreiben Sie [/F als Potenz!
Berechnen Sie den Logarithmus
log, 32!
413 A Vereinfachen Sie folgende Terme:

a) 2pg** 1 - 4p=2g* d) 5|/k2 - |/49k?
4.2\3
(a’x) e) 3]/a6b9

25a%x7
4 4 3 3
o Ym:Ym V135:)/5

3 3
a’ Jfa
J5 i
A 14 o Berechnen Sie mit Hilfe des Rechen-
stabes:
x1=1,68-435
_ 705
T139
Xy 0,276 - 765
0,038
Xam 545-232
4680 - 0,665
Schreiben Sie die Zahlen
628000000 und 0,0037 in der Dar-
stellung mit abgetrennten Zehner-
potenzen, d. h. in der Form a- 10"!
Dabei soll der Faktor a jeweils zwi-
schen 1 und 10 liegen!

X2

AlSa

A 16 A Vergleichen Sie das folgende Zahlen-
paar miteinander: 7]/§ und 51/%!
Setzen Sie das richtige Zeichen

(<;=;>)

Kreuzwortriitsel

Waagerecht: 1. Leibniz, 5. MEZ, 8. Idiom,
10. In, 11. Amati, 14. th, 15. Bruchstrich,
17. Logarithmen, 21. Agnes, 24. Ei, 25. Ecken,
26. one, 27. Graphen

Senkrecht: 2. Einer, 3. bit, 4. Noether, 6. est,
7. Zeichen, 9. Amor, 12. Axiome, 13. Zungen,
15. Bolzano, 16. Titeica, 18. Abel, 19. il,
20. Ebene, 22. gon, 23. DKP.

PN
\ / /*’f/\‘ $
W R
— CA s — Lo 21 101

,Du, Vati, wieviel Liter verbrauchst du
eigentlich auf 100 Kilometer 7

S A T TR T DAY Al "B P DY AT T PO B o KT A I T

Fortsetzung von Seite VIII

c) Wir zeigen, daB p=2 die kleinste positive
Periode ist:
Angenommen, es gibe [iir f eine Periode p

mit0<p<2. 2
Dann wire 0<§<1 (2)
und —1< —§<o. 3)

Es miiBte f(x + p)=f(x) fiir alle x gelten, also

auch etwa fir xo=—E, d. h, es miiBte

f(—§)=f<§) sein. Wegen (3) gilt aber

_Pl__ it fl =Py=_
[ 2:| 1 und damit f( 2) 1 und

wegen (2) [§]=o und damit f] (§)=1, folg-

lich ist f(—%):h f(g).

Daher ist p=2 tatsichlich die kleinste Periode
von f.

Yy
—  —— 0 (1} e 0
5 -4 -3 -2 -1 [ 4+ 2 3 & s &
—C | —— e—) - c—— e

d) Die so ,,0" bezeichneten Punkte gehéren
nicht zum Graph der Funktion.
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A. S. Solodownikow
Lineare

Ungleichungssysteme

98 Seiten, Preis: 5,00 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 74

Die gegenwirtige intensive Entwicklung der
Theorie der linearen Ungleichungssysteme
begann erst in den vierziger bis fiinfziger Jah-
ren dieses Jahrhunderts, als das stiirmische
Wachstum der angewandten Disziplinen
(lineare, konvexe und andere Gebiete der
mathematischen Optimierung, die sog. Spiel-
theorie usw.) ein vertieftes und systematisches
Studium der linearen Ungleichungen noétig
machten. Diese Broschiire méchte den Leser
mit verschiedenen Aspekten der Theorie der
linearen Ungleichungssysteme vertraut ma-
chen; mit geometrischen Aspekten und, eng
damit zusammenhingend, mit Losungsme-
thoden, mit einigen rein algebraischen Eigen-
schaften und mit prinzipiellen Fragen der
linearen Optimierung. Fiir die Lektiire wer-
den keinerlei Kenntnisse vorausgesetzt, wel-
che die Ergebnisse des Mathematikunter-
richts der Schule tiberschreiten.

H. Pleper
Z.ahlen aus Primzahlen
167 Seiten, Preis: 6,70 M

Aus dem Inhalt: Primzahlen; die p-adische
Entwicklung der rationalen Zahlen; die p-
adischen Zahlen.

Dieses Biichlein stellt eine kurze Einfihrung
in ein Teilgebiet der Mathematik, namlich in
die Arithmetik, in die Theorie der Zahlen
dar. Hensel nannte es das ,reinste und
mathematischste Gebiet"* der Mathematik.

Gaufl sagte einmal, die Mathematik sei die
Konigin der Wissenschaften, die Zahlen-
theorie aber die Kénigin der Mathematik.
Dieses Buch wurde sehr ausfiihrlich geschrie-
ben; es soll mit wenigen Vorkenntnissen ver-
standlich sein. Doch oberflachlich lesen 138t
es sich nicht. Man muB mit ihm arbeiten, die
Abstraktionen und Schliisse nachvollziehen,
sich Schritt fiir Schritt die Kenntnisse an-
eignen, in den Stoff eindringen.

horen vor allem die Aussagen der elementa-
ren Zahlentheorie, die sich um den Hauptsatz
der Arithmetik und die kanonische Zerle-
gung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren
gruppieren.

Das Biichlein ist fiir mathematikinteressierte
Schiller der oberen Klassen bestimmt und
setzt, von einigen Anwendungen des binomi-
schen Satzes abgesehen, keinerlei Vorkennt-
nisse voraus.

K.-D. Drews

Lineare Gleichungs-
systeme und lineare
Optimierungsaufgaben

154 Seiten, Preis: 7,50 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 89

Themen dieses Buches sind die Bestimmung
der Losungen von linearen Gleichungssyste-
men, die Matrizenrechnung sowie die Be-
stimmung der Ldsungen von linearen Opti-
mierungsaufgaben. Dabei stehen sowoh! die
Herleitung der wesentlichen theoretischen
Aussagen als auch die Bereitstellung von
algorithmisch aufbereiteten Rechenverfahren
im Vordergrund, und zwar erfolgt die Ent-
wicklung der Theorie unmittelbar in Ver-
bindung mit den Losungsalgorithmen. Diese
wurden unter den in der Praxis {iblichen Ver-
fahren ausgewidhlt und erhalten Formulie-
rungen, dic dem Leser das dibersichtliche
Durchrechnen von Beispielen ermédglichen,
aber auch eine Verwendbarkeit in modernen
programmgesteuerten Rechenautomaten er-
kennen lassen. Der Stoff ist so abgefaft,
daB er fiir Schiiler der Abiturstufe verstind-
lich wird.

N. N. Worobjow
Teilbarkeitskriterien

85 Seiten, Preis: 4,20 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 52

Aus dem Inhalt: Die Teilbarkeit von Zahlen;
die Teilbarkeit von Summen und Produkten;
Restgleichheits- und Teilbarkeitskriterien;
die Teilbarkeit von Potenzen; Beweise der
Sitze, Losungen der Aufgaben. Die vorlie-
gende Broschiire kann als Beschreibung ciner
der moglichen Spazierginge am Rande der
modernen Mathematik angesehen werden.
Die Darlegung grundlegender Dinge, die
sich auf Teilbarkeitskriterien beziehen, er-
laubt es, einige ziemlich abstrakte Fragen der
diskreten Mathematik zu beriihren. Dazu ge-

L. 1. Golowina/I. M. Jaglow

Volistindige
Induktion
in der Geometrie

144 Seiten, Preis: 580 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 75

Aus dem Inhalt: Berechnungen mittels voll-
stindiger Induktion; Beweise mittels voll-
stindiger Induktion (Aufgaben iiber Karten,
Farbungsprobleme); Vollstandige Induktion
bei Konstruktionen; Bestimmung von Figu-
ren mittels vollstindiger Induktion; Defini-
tion mittels vollstindiger Induktion; Voll-
stindige Induktion nach der Dimensions-
zahl; ...; Losung der Aufgaben. Das Buch
wendet sich an Schiiler der héheren Klassen
der Erweiterten Oberschulen. Es kann vorteil-
haft im Unterricht und zur Arbeit im Mathe-
matikzirkel verwendet werden.

A. O. Gelfond

Die Auflosung

von Gleichungen
in ganzen Zahlen
(Diophantische Gleichungen)

59 Seiten, Preis: 3,80 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 22

Aus dem Inhalt: Gleichungen mit einer Un-
bekannten; Gleichungen ersten Grades mit
zwei Unbekannten; Beispiele fir Gleichun-
gen zweiten Grades mit drei Unbekannten;
Gleichungen der Form x2—Ay2=1. Die Er-
mittlung aller Losungen dieser Gleichung;
die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit
zwei Unbekannten ; Gleichungen hoheren als
zweiten Grades mit zwei Unbekannten; al-
gebraische Gleichungen hdheren Grades als
zweiten Grades mit drei Unbekannten und
einige Exponentialgleichungen.

Das vorliegende Biichlein behandelt eines der
interessantesten Gebiete der Zahlentheorie,
namlich die Aufldsung von sogenannten dio-
phantischen Gleichungen.



625 Millionen Mark fiir das Lernen
Im Zeichen des IX. Parteitages

In der sozialistischen Schule sind Unterrichts-
mittel kein Zusatz fiir den Unterricht. Sie
sind Quellen und Mittel fir die Gewinnung
von Erkenntnissen. Ohne sie und ihre effek-
tive Nutzung wire das angestrebte Bildungs-
und Erziehungsziel nicht zu erreichen, konn-
ten viele Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertig-
keiten nicht erworben werden.

Die Richtigkeit dieser These findet jeder
Schiiler Tag fiir Tag in der eigenen Praxis be-
statigt. Und er erlebte, wie diese materielle
Bedingung Unterrichtsmittel sich von Jahr
zu Jahr verbesserte.

Das ist leicht dahingeschricben und regi-
striert. Aber welcher gesellschaftliche Auf-
wand steckt dahinter, was gab unsere Gesell-
schaft allein fiir diese eine Bedingung hohen
Unterrichtsniveaus seit dem VIII. Parteitag
aus?

Die an unseren Schulen allein von 1971 bis
1975 gelieferten Unterrichtsmittel reprisen-
tieren einen Wert von 625 Millionen Mark.
Der zentrale Fonds des Ministeriums fiir
Volksbildung stieg von 49,7 im Jahre 1971
auf 77,7 Millionen Mark im Jahre 1975.
Gegenwirtig besitzt jede Schule in der DDR
einen Unterrichtsmittelbestand von durch-
schnittlich 140000 Mark. In den Kreisstellen
Siir Unterrichtsmittel stehen hochwertige tech-
nische Gerite und Unterrichtsmittel, wie
Filme, Diareihen, Tonbinder u. a., zur Aus-
leihe an die Schulen bereit.

Etwa 1500 Unterrichtsmittel wurden neu-
bzw. weiterentwickelt. Darunter befinden
sich Geritesysteme fir Schiler zum Experi-
mentieren im naturwissenschaftlichen und
polytechnischen Unterricht.

Von 1971 bis 1975 wurden 134 Bildreihen und
Dia-Filme, 67 Tonbildreihen und 64 eigens
fiir den Unterricht produzierte Schallplatten
herausgegeben.

Und auch in diesem Bereich gibt es eine
immer enger werdende Zusammenarbeit mit
anderen sozialistischen Staaten. So bewahren
sich seit Jahren z. B. Wattmeter und Demon-
strationsmeBgerite aus der UdSSR, Univer-
salmeBgerite aus der CSSR, Telefonbau-
késten aus der VR Polen in unseren Schulen.
Die ,,Interscola** und die kiirzlich zu Ende
gegangene ,,3kola novd 75* in Brno sind
Ausdruck dafiir.

Eine millionenschwere Bedingung ist fiir die
solide Ausbildung unserer Kinder von den
Werktitigen allein seit dem VIII. Parteitag
geschaffen worden und wird stindig vervoll-
kommnet. J. Golde

Das Staatliche Kontor fiir Unterrichtsmittz]
und Schulmébel in Leipzig stellt fiir unsere
Schulen fast 100 verschiedenartige mathema-
tische Modelle zur Verfiigung. Dariiber hin-
aus werden weit iiber 2000 Arbeitsmittel und
Modelle fiir andere Unterrichtsgebiete von
den Mitarbeitern dieses Kollektivs bereit-
gestellt.
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Bestimmung des Schwerpunktes

eines Dreiseits

Aus der Schule ist uns die Aufgabe geléufig,
von einem Dreieck den Schwerpunkt zu be-
stimmen. Hierzu zeichnet man in-das Dreieck
die Seitenhalbierenden ein. Diese schneiden
sich in einem Punkt S, dem Schwerpunkt
der Dreieckfliche. Zur Begriindung dieser
Konstruktion macht man sich klar, daB jede
Seitenhalbierende eines Dreiecks eine Schwe-
relinie der Fldche ist. Zerlegt man ndmlich in
einem Gedankenexperiment die Fldche in
feine Streifen parallel zu einer der Dreieck-
seiten, so liegen die Halbierungspunkte aller
Streilen auf der dieser Seite zugeordneten
Seitenhalbierenden.

Der Schnittpunkt von zwei Schwerelinien
eines ebenen Flichenstiickes ist der Schwer-
punkt dieser Fliche. Zur Probe kann man
das aul Karton aufgezeichnete Dreieck aus-
schneiden und in S auf eine nach oben ge-
richtete Nadelspitze waagerecht auflegen.
Das Dreieck wird dann ohne duBiere Ein-
wirkungen seine Lage nicht mehr #ndern.
Diese Schwerpunktkonstruktion ist auch
dann richtig, wenn man unter einem Dreieck
ein System von drei Kérpern gleicher Masse
versteht, deren Schwerpunkte sich mit den
Eckpunkten A, B, C des Dreiecks decken.

Uberlegungen von ganz anderer Art sind an-
zustellen, wenn man die Schwerpunktbestim-
mung nur auf den Rand des Dreiecks ABC
bezieht. Man spricht dann von dem Dreiseit
ABC und dem Schwerpunkt S, des Dreiseits.
Ein aus drei geraden Metallstiben gleicher
Stirke und gleichen Materials zusammenge-
schweiBter Dreieckrahmen liefert ein Modell,
das ndherungsweise dieser Vorstellung ent-
spricht. Zunidchst kann man sich leicht er-
kliren, daB die Seitenhalbierenden dieses
Metallrahmens im allgemeinen keine Schwe-
relinien sind. Folglich entspricht auch der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des
Dreiseits nicht dem Schwerpunkt dieser ge-
schlossenen Linie.

1. Ein leicht verstindlicher Satz soll uns zu-.

ndchst einen analytischen Zugang zum
Schwerpunkt eines allgemeinen Dreiseits bie-
ten. Dieser Satz lautet: Dreht sich eine ge-
schlossene doppelpunktlreie Kurve e um eine
in der Kurvenebene ¢ liegende Achse d, die e
nicht schneidet, so ist der Flicheninhalt O der
erzeugten Drehfliche gleich dem Produkt
aus der Bogenlinge I, von ¢ und der Weg-
ldnge I, des Schwerpunktes S, von e bei einer
Umdrehung von ¢ um d; es gilt also
o=L-I, (1)

Wir wollen diesen Satz zunichst an einem
bekannten Beispiel erproben.

1. Die geschlossene Kurve e sei ein Recht-
eck mit der Linge l.=2(a+b) als Umfang
(fiir Polygonseiten und deren Lingen setzen
wir im folgenden die gleichen Bezeichnungen,
also a, b, ¢, d, ...). Eine der beiden Rechteck-

seiten a bringen wir mit der Drehachse d zur
Deckung und lassen die Rechtecklinie e um d
rotieren. Aul diese Weise wird eine Zylinder-
Nache erzeugt. Die Bogenlidnge /. der erzeu-
genden Kurve ist gleich 2(a + b). Der Schwer-
punkt des Vierseits hat von der Achse den
Abstand b/2. Fiir die Liange des von dem
Schwerpunkt bei einem Umlaul zuriickge-
legten Weges folgt daher

l,=2ng=nb.
d
a
Se
b

Die Oberfliache O des erzeugten Zylinders hat
nach (1) den Inhalt
O=l,-l,=nb-2(a+b)=2mab+2nb>%.

Die Anwendung des oben zitierten Satzes
liefert, wie nicht anders zu erwarten, die
Summe der Inhalte von Deck- und Basis-
fliche sowie des Mantels der Zylinderfldche.
2. Die erzeugende Kurve ¢ sei eine Kreislinie,
die die in ¢ liegende Gerade d nicht schneidet.
Bei einmaliger Umdrehung von ¢ um d iiber-
streicht e eine Ringfliche, auch Torus ge-
nannt. Uns interessiert nun der Inhalt der
Oberflache des Torus. Hat e den Radius p,
so folgt I.=2mp. Der Mittelpunkt von e ist
offensichtlich auch der Schwerpunkt S, von e.
Hat S, den Abstand r von 4 mit r>p, so gilt
fir den Inhalt der in dieser Weise erzeugten
Drehllache nach (1)

O=2nar-2np oder
O=4n’rp.

L)
N

3. Wir wollen uns nun der eingangs gestellten
Aufgabe zuwenden. Um von dem Dreiseit
ABC den Schwerpunkt S, zu bestimmen,
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bringen wir die Seite ¢ mit der Drehachse d
zur Deckung. Dreht sich das Dreiseit um die
Achse d, so entsteht eine aus zwei Drehkegeln
mit gemeinsamem Basiskreis zusammenge-
setzte Drehfliche. Dieser Basiskreis hat die
Ho6he h, des Dreiseits als Radius. Somit er-
gibt sich fiir die Lange s der von dem Eck-
punkt 4 beschriebenen Kreislinie
s=2nh,.

Die Mantellliiche eines Drehkegels kann man,
wie uns dies von Bastelarbeiten her sicher ge-
liufig ist, in eine Ebene abwickeln. Dabei
entsteht ein Kreissegment. Hat dieses Seg-
ment den Radius der Linge r und den Bogen
der Linge s, so gilt fiir den Inhalt K des Kreis-
segmentes

1
K= Ers.

Wendet man diese Formel aul die beiden
Kegelflichen an, ergibt sich fiir deren Inhalte
K,=nhb K,=mnh,.
Wegen h,=csin f=bsiny kann man auch
schreiben
K, =nbcsin g K,=nbcsiny
und [iir die Oberfliche des gesamten Dreh-
korpers

O=K,+K;,;=mnbc(sin f+siny). (2)

Ferner steht die Linge der erzeugenden Li-
nie zur Verfiigung. Es gilt
le=a+b+c.

3)

Bezeichnet man den Abstand des Schwer-
punktes S, von der mit a zur Deckung ge-
brachten Drehachse d mit r,, so lolgt fiir die
Wegléinge /s von S, bei einem Umlauf:

,=2nr,. 4)
Die Anwendung des oben zitierten Satzes
fihrt unter Beachtung von (1), (2), (3) und (4)
auf die Gleichung
nbe(sin B+ sin y)=2nr,(a+b+c). 5)
Darin ist r, die gesuchte GroBe. Die Aul-
l16sung von (5) nach r, ergibt
_ be(sin B+sin y) )

4 2(@+b+c)
Aus dem gefundenen Ergebnis (6) lassen sich
sofort die Abstinde des Schwerpunktes S.
von den beiden anderen Dreieckseiten ab-
lesen. Man erhilt durch zyklische Vertau-
schung
= ac(sin a+sin y)

2(a+b+c)
_ ab(sin a+sin )
T 2(a+b+o)

Zum AbschluB der Rechnung wollen wir uns
davon liberzeugen, daB sich der so gefundene

M
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Punkt S, mit dem Schwerpunkt § der Drei-
eckfliche nicht deckt. Die Behauptung, daB
S. mit § identisch ist, stellt eine Allaussage
dar. Um sie zu widerlegen, geniigt es, ein
Gegenbeispiel aufzuzeigen. Wir betrachten
den Fall a=b=1, c=[/5. Mit dieser Fest-
legung fur die Seiten folgt (iir die Winkel
f=45°, y=90".

Die Anwendungl/v_on (61)/l_ieferl
1+]/2 2
"oy 4 @
Da sich die Seitenhalbierenden des Dreiecks
im Verhiltnis 1 :2 schneiden, hat der Flachen-
schwerpunkt S von q den Abstand !/;. Folg-
lich sind die Schwerpunkte S und S, nicht
identisch. Lediglich fiir das gleichseitige Drei-
eck fallen der Schwerpunkt der Fliche und
der Schwerpunkt des Randes zusammen.
Der hier zur Schwerpunktbestimmung der
Dreieckslinie verwendete Satz findet sich erst-
mals in einem Werk des Schweizer Mathema-
tikers Paul Guldin (1577-1643). Dieser Satz
ist in die Fachliteratur als erste Guldinsche
Regel eingegangen. Auf einen Beweis soll hier
verzichtet werden.

I1. AbschlieBend soll noch gezeigt werden,
wie man den Schwerpunkt S, der Dreiecks-
linie ABC aul konstruktivem Wege finden
kann. Entscheidend ist zundchst die Ziel-
stellung, zwei Schwerelinien in moglichst ein-
facher Weise aulzusuchen. Wir werden die
durch den Halbierungspunkt P von a gehende
Schwerelinie s, bestimmen. Hierfiir bietet sich
an, einen zweilen Punkt Xes, aul der Ver-
bindungsgeraden der Halbierungspunkie Q
und R der Seiten b bzw. ¢ konstruktiv zu
ermitteln. Zu diesem Zweck ordnen wir dem
Punkt Q die Masse m, und R die Masse m,
zu, so daB die Proportion

my:m.=b:c 9
erflillt ist. Der gesuchte Punkt X muB mit
dem Schwerpunkt des aus den Massen m, und
m, bestehenden Systems identisch sein. Nach
dem Hebelgesetz stehen bei Gleichgewicht
eines zweiarmigen Hebels die Hebelldngen im
umgekehrten Verhiltnis zu den in ihren End-
punkten angebrachten Massen. Vgl. Abb. 8.
Von dem Punkt Xes, ist also zu fordern:

|RX |:]| QX | =my:m..
Wegen (9) ist die Bestimmung von Xe
auf cine geometrische Aufgabe zuriickfihrbar.

(10)

Die mit (10) dquivalente Forderung lautet:

|RX|:|QX|=b:c. (1
Diese Proportion legt es nahe, die Winkel-
halbierende w, in die Konstruklion einzu-
beziehen. Zeichngt man in das Dreieck ABC
die Winkelhalbierende w, von « ein. so
schneidet diese die Gegenseite in einem Punkt
Z und die Verbindungsgerade (QR) in Y. Nun
benutzen wir den Satz, daB die Winkelhalbie-
rende die Gegenseite im Verhiiltnis der an-
liegenden Seiten teilt. Die Anwendung des
Satzes auf den vorliegenden Fall fiihrt auf die
Proportion

b:c=|CZ|:|BZ].

X
Wf Y\
8 z P [
\ .
W, 5,

(3

Qim,)

Da die Verbindungsgeraden (BC) und (QR)
zueinander parallel sind, kann man den
Strahlensatz anwenden. Es gelten die Pro-

portionen
|CZ|:|BZ|=|QY]|:|RY| und damit
[QY|:|RY|=b:c. (12)

Wir behaupten: Zieht man durch P eine
Parallele zu w,, so schneidet diese die Gerade
(QR) in dem gesuchten Punkt X; d. h., diese
Parallele zu w, durch P ist eine Schwerelinie
der Dreieckslinie.

Beweis: Nach Konstruktion gilt

APQX =AARY.

Folglich bestehen die Gleichungen

|0X | =|RY|und | QY| = | RX |,

Daraus resultiert die Proportion

[QY|:|RY|=|RX|:|QX | (13)

Mait (12) und (13) kann man weiter folgern
|RX|:|QX |=b:c

und
|RX|:| QX |=my:m..

(14)

Mit (14) ist der Beweis erbracht, daB durch
die angegebene Konstruktion die Forderung
(10) und damit auch (11) erfiillt wird. Die hier
abgeleitete Konstruktion der Schwerelinie s,



1aBt sich in analoger Weise von Q und R aus-
gehend wiederholen. Im Schnittpunkt von
zwei auf diesc Weise bestimmten Schwere-
linien liegt der gesuchte Schwerpunkt des
Dreiseits ABC.

Zusammen(assend kann fiir den Schwerpunkt
S. einer Dreieckslinie folgende Konstruk-
tionsvorschrift gegeben werden:

In dem Dreiseit ABC sind die Winkelhalbie-
renden w,, wg, w, und die Halbierungspunkte
P, 0, R der Seiten a bzw. b bzw. ¢ einzu-
zeichnen. Dann schneiden sich die Parallelen
5, zu w, durch P, s, zu wg durch Q und s, zu w,
durch R in einem Punkt S.. Dies ist der
Schwerpunkt der Dreieckslinie.

Aufgaben:

1. Begriinde die in der Abbildung fir ein
symmetrisches Vierseit gegebene Schwer-
punktkonstruktion!

4

2. Konstruiere den Schwerpunkt eines be-
liebigen Vierseits!

3. Weise nach, daB das aul analytischern Wege
gefundene Ergebnis (6) mit dem konstruk-
tiven Ergebnis iibereinstimmt!

E. Schrider

In obigem Beitrag wurde der Hilfssatz ver-
wendet: Eine Winkelhalbierende im Dreieck
teilt die Gegenseite im Verhiltnis der an-
liegenden Seiten.

Beweis durch Anwendung des Sinus-Satzes
aul die Teildreiecke:

Es gilt
sind _c sin(180-9) b *)
.2 .« u
sin 3 sin 3

Wegen sin § =sin (180 —§) lolgt aus (*)
c b b u
- =- oder —=-.
v ou ¢ v

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc. nat.

Gottfr. Bachmann

Pddagogische Hochschule Halle
»N. K. Krupskaja*
Sektion Mathematik-Physik

Preistriger

der XV. Olympiade

Junger Mathematiker
der DDR

A 1536 A Man ermittle finf reelle Zahlen
a;21(j=1,2, 3,4, 5) derart, daB das Produkt
a}-ay-a3-as-a seinen groBten Wert an-
nimmt unter den Bedingungen

100

]/01'a§'03'05§2

80
/a; Az aq - as<2

50
Vary-ay-ae <2

Lasungshinweis : -

Durch die eineindeutigen Transformationen
a;:=2"(j=1, 2, 3, 4, 5) und anschlieBendes
Logarithmieren (zur Basis 2) erhiilt man ein
lineares Optimierungsproblem, aus dessen
Losungen die Losungen der gestellten Auf-
gabe errechnet werden konnen.

Kurzbiographie

Prof. Dr. sc. nat. G. Bachmann,

geb. 1927 in Mockritz:

Vater: Lehrer, Mutter: Hausfrau;

1933 bis 1937 Besuch der Volksschule,
1937 bis 1944 Besuch des Realgymnasiums
(spéter: Oberschule) D&beln bzw. der
Fiirstenschule MeilBen (Staatl. Gymnasium),
Reifevermerk;

1945 Baupraktikant, spiter Neulehrer:
Lehrerpriifungen 1947 und 1949,

1949 bis 1953 Lehrer an Erweiterten Ober-
schulen in Waldheim/Sa., Altenberg/Erzgeb.,
Bischofswerda/Sa.;

1952/53 Teilnahme an einem einjéhrigen
Sonderlehrgang an der Pidagogischen
Hochschule Potsdam zur Ausbildung in
Mathematik ;

1954 bis 1959 Oberassistent,

1959 bis 1960 Lektor,

1961 bis 1969 Dozent am Piadagogischen
Institut Halle;

1958 Diplom an der Martin-Luther-Uni-
versitdt Halle nach externer Vorbereitung,
1968 Promotion A und 1972 Promotion B
an der TH Ilmenau;

1969 bis 1974 Hochschuldozent und seit
1974 ordentlicher Professor [iir Geometrie
an der Pddagogischen Hochschule Halle.

Einen ersten Preis erhielten:

Peter Dittrich,

EOS Dr. Th. Neubauer, Rudolstadt (Kl. 10)
Peter Bartenstein, EOS Geschw. Scholl,
Hildburghausen (KI. 10)

Michael Marczinek,

EOS Heinrich Hertz, Berlin (KI. 11)
Friedhelm Schieweck,

EOS Otto von Guericke, Magdeburg (KI. 12)

75



Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Tilo Brock, 40. OS
Leipzig; Jens-Uwe Richter, EOS Th. Neu-
bauer, Karl-Marx-Stadt; Ilja Schmelzer, Dr.-
K.-Fischer-0S, Halle; Uwe Szyszka, EOS
F. Engels, Neubrandenburg (aus Kl. 9);
Steflen Thiel, EOS Konigs-Wusterhausen,
(aus K. 9); Andreas Kasparek, EOS Grifen-
hainichen (aus K1. 9); In Olympiadekiasse 11 :
Roger Labahn, EOS Geschw. Scholl, Anklam
In Olympiadeklasse 12: Norbert Schieweck,
EOS Otto von Guericke, Magdeburg; Jorg-
Uwe Lobus, EOS R. Rolland, Dresden ; Hans-
Georg Martin, Spezialschule Carl Zeiss, Jena;
Thomas Hoffmann, EOS Geschw. Scholl,
Apolda; Klaus Brinckmann, EOS B. Brecht,
Dresden; Uwe Risch, EOS Burg

Einen dritten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Jan Miiller, EOS
H. Hertz, Berlin; Heiko Hoffmann, Herder-
OS, Rostock; Stefan Vogel, E.-Thilmann-
OS, Plauen; Annette Damnik. EOS F.
Schmenkel, Luckenwalde; Frank Bauernop-
pel, EOS H. Hertz, Berlin; Jirgen Prestin,
EOS R. Wossidlo, Waren; Frank Bergner,
EOS F. Engels, Riesa; Uwe Doetzkies,
Max-Lingner-OS, Berlin; Bernd KreuSler,
KJS F. Lesch, Frankfurt (Oder) (aus K. 9);
Wolfram Wiirbel, EOS R. Rotkegel, Forst;
Olaf Sammler, EOS H. Hertz, Berlin; Kerstin
Rudorf, W.-Komarow-0OS, Karl-Marx-Stadt
In Olympiadeklasse 11: Lutz Gértner und
Norbert HeB, beide Spezialkl. Math. der
Humboldt-Univ. zu Berlin; Thomas Mai-
wald, EOS Zittau (aus K1. 10); Hans-Dietmar
Groger, EOS StaBfurt (aus K1. 10); Thomas
Luschtinetz, Hansa-EOS, Stralsund; Harro
Rosner, EOS H. Hertz, Berlin; Giinter Ger-
beth, Spezialki. der Univ. Halle

In Olympiadekiasse 12: Ronald Lange, Spe-
zialkl. der Univ. Halle; Bernhard Runge,
EOS Goethe, Schwerin; Klaus Taeschner
und Frank Reglin, beide EOS H. Hertz,
Berlin; Reiner Lindemann, Spezialkl. der
Humboldt-Univ. zu Berlin; Ingolf Buttig,
EOS Goethe, Bischofswerda

Weitere 38 Schiiler erhielten eine Anerken-
nungsurkunde fiir gute Leistungen.

Die Jugendhochschule ,,Wilhelm Pieck"’,
Bogensee bei Berlin - seit
15 Jahren Gastgeber der DDR-Olympiaden
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XV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben
Olympiadeklasse 10

1. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit
der Kantenlange a.

H G

i
o) ¢
/

/

A L]

Durch die Punkte 4 und F, A und H sowie
F und H seien drei ebene Schnitte so gelegt,
daB sie jeweils zur Raumdiagonalen EC
parallel verlaufen. Durch diese Schnitte wer-
den drei Teilkorper vom Wiirfel abgetrennt.
Berechnen Sie das Volumen V4 des verblie-
benen Restkorpers!

2. In einem vorgegebenen quadratischen Git-
ternetz sollen die im Bild dargestellten 36
Schnittpunkte der Gitterlinien durch einen
geschlossenen Streckenzug derart verbunden
werden, da3

‘ nnERRAR

e

e,

(1) jede Teilstrecke des Streckenzuges ent-
weder waagerecht oder senkrecht verliulft,
(2) beim Durchlaufen des Streckenzuges jeder
der 36 Punkte genau einmal erreicht wird
und

(3) die entstehende Figur mindestens zwei
Symmetrieachsen besitzt, die gleichzeitig auch
Symmetrieachsen des Quadrates mit den
Eckpunkten 1, 6, 36, 31 sind.

! 2 |y J4 |5 |6
7 |8 Je o | |22
s |w |8 |8 |7 |8
f o |n |2 |2 |%
2% |» |7 |[» |29 |0
n |2 |n [ [¥ [¥

Zeichnen Sie moglichst viele derartige Strek-
kenziige, die untereinander nicht kongruent
sind, und beweisen Sie, daB es keine weiteren
mit den gelorderten Bedingungen gibt!

“Te ;
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Von den nachstehenden Aufgaben 3 A und 3B
ist genau eine auszuwdhlen und zu lésen:

3A. Ist z eine reelle Zahl, so werde mit [z]
diejenige ganze Zahl [z]=g bezeichnet. fiir
dieg<z<g+1 gilt.
Man ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die
—10£x<2 und
[x?]=[x]? gilt!
3B. In einer Ebene mit den rechtwinkligen
kartesischen Koordinaten (x; y) seien die
Punkte F, (}/2; 1/5) und F, (—]/5: —[/i}
sowie der Graph x derjenigen Funktion f ge-
geben, die fiir alle reellen x +0 durch

f(x)= % definiert ist.

Man beweise: Es gibt eine Zahl ¢, so daB k
in der xy-Ebene die Menge aller derjenigen
Punkte der xy-Ebene ist, fiir die der Betrag
der Dilferenz der Abstinde zu den Punkten
F, und F, gleich ¢ ist. Man ermittle diese
Zahl ¢.

4. Man ermittle alle ungeordneten Paare
(x, y) aus zwei natiirlichen Zahlen x, y mit
x %y, fiir die folgendes gilt : Das arithmetische
Mittel von x und y ist eine zweistellige Zahl.
Vertauscht man deren Ziffern, so erhilt man
das geometrische Mittel von x und y (das ist

die Zahl |/ x y).

5. Konstruieren Sie ein Dreieck ABC aus
s, R, r! Dabei sei s der halbe Umfang, R der
Radius des Ankreises an die Seite AC und r
der Radius des Inkreises des zu konstruie-
renden Dreiecks ABC.

Ermitteln Sie Beziehungen, die genau dann
zwischen den’ gegebenen Lingen s, R, r be-
stehen, wenn ein derartiges Dreieck existiert!
Untersuchen Sie, ob es dann bis auf Kongru-
enz genau ein solches Dreieck gibt!

Hinweis: Es gibt zu dem Dreieck ABC genau
cinen Kreis, der die Seite AC, die Verlinge-
rung von BA iiber A hinaus und die Ver-
langerung von BC iiber C hinaus beriihrt.
Dieser Kreis heiBBt der Ankreis an die Seite
AC des Dreiecks ABC.

6. Es sei [ eine [ir alle reellen Zahlen x
definierte Funktion. Vorausgesetzt werde,
daB f nullstellenfrei ist, d. h., daB keine
reelle Zahl x mit f(x)=0 existiert.
Untersuchen Sie, ob aus dieser Voraussetzung
folgt, daB auch die durch F(x)=f(2x)+f(3x)
fir alle reellen Zahlen x definierte Funktion
F nullstellenfrei ist!

Die Losungen zu diesen Aufgaben sowie die
Aulgaben der Olympiadeklasse 11/12 ver-
offentlichen wir in Heft 5/76.

Die Losungen zu den Aufgaben der Klassen-
stufe 11/12 findet der interessierte Leser in
Mathematik in der Schule, Heft 12/76, d. Red.

Unser Dank gilt den Betreuern der Bezirks-
mannschaften und den unermiidlichen
Organisatoren der DDR-Olympiaden

"N Wie konnen die zukiinftigen Studenten der

Aus der Arbeit unseres NVA-Zirkels
Jugendobjekt ,,Studienvorbereitung‘
der Sektion Mathematik

der Universitiit Jena

Eine gute Vorbereitung auf ein Studium der
Mathematik anzuregen und zu unterstiitzen,
ist das Hauptanliegen des Jugendobjektes
Studienvorbereitung unserer Sektion, das nun
bald schon sein zehnjahriges Jubilium feiern
kann. -

Wir wollen heute einmal dariiber berichten,
welche Aufgabe sich der NVA-Zirkel als ein
Bereich des Jugendobjekts gestellt hat, und
wie er seine Arbeitsziele zu realisieren ver-
sucht:

Wir sind zunidchst davon ausgegangen, daB
gegenwartig nahezu alle ménnlichen Studien-
bewerber ihren Ehrendienst in der NVA vor
Beginn ihres Studiums leisten. Dadurch wird
eine gewisse Unterbrechung des Lernprozes-
ses zwischen Schule und Universitat unver-
meidlich, und dies bringt u. a. mehr oder
weniger groBe Schwierigkeiten mit sich. Die
Frage:

Unser Dank gilt der Jury, den Koordinatoren
und den Korrektoren der DDR-Olympiade

Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-

Universitdt Jena, die ihren Ehrendienst in den
Reihen der NV A leisten, einen Teil dieser
Schwierigkeiten iiberwinden ?

© charakterisiert deshalb die Arbeit des Be-
" reiches NV A-Zirkel unseres Jugendobjektes.

Dabet erschienen uns fiir diese spezielle Art

© von Studienvorbereitung drei Dinge als be-
- sonders wichtig:

1. der Kontakt zur Universitit wihrend der

. Armeezeit (einschlieBlich- der Maglichkeit,

sich mit Problemen, Fragen und Wiinschen
an uns zu wenden),

2. die Beschiftigung mit der Mathematik,

3. die Information iiber das fachliche und
gesellschaftliche Leben an der Sektion (und
Universitat).

Das regelmiBige Studium der Wurzel kann
hierbei — wie wir meinen — schon von sehr
groBem Nutzen sein. Deshalb schicken wir
jedem an unserer Sektion vorimmatrikulier-
ten NVA-Angehorigen die Wurzel kostenlos
ins Objekt. Dariiber hinaus haben wir zwei
Lesematerialien erarbeitet, die einige Grund-
begriffe der Mengenlehre und der Logik (bei-
des spielt ja in den Grundvorlesungen der
ersten Semester eine hervorragende Rolle),
die zum Teil schon von der Schule her be-
kannt sind, einmal unter einem anderen
Aspekt vorstellen, um auf diese Weise ein
wenig auf die Denkweise der Mathematik zu
orientieren. ErfahrungsgemiB macht ja ge-
rade die neue Art der Betrachtung und Be-
handlung der mathematischen Grundbegriffe
zu Beginn des Studiums Schwierigkeiten.
Diese Lesematerialien sind speziell auf unsere
Partner, die Soldaten, zugeschnitten und ha-
ben bei ihnen bislang eine recht positive Re-
sonanz gefunden.

Wir bleiben deshalb bei dieser Art der Be-
treuung, suchen aber nach weiteren Moglich-
keiten, unsere Arbeit zu verbessern.

Die Arbeit des NVA-Zirkels, in dem z. Z.
drei Studenten arbeiten, ist recht aufwendig:
sie reicht von inhaltlichen Uberlegungen und
Entwiirfen iiber die Beantwortung der um-
fangreichen Briefpost, vielen Adressendnde-
rungen, der Neuerfassung unserer Mitglieder
bis zum Versand der Wurzel und unserer
Materialien.

Von den Uberlegungen, die wir uns um eine
Verbesserung der Arbeit des NVA-Zirkels
machen, seien hier genannt:

- Kontaktaufnahme mit anderen Université-
ten und Erfahrungsaustausch iiber Methoden
der Studienvorbereitung.

— Verbesserung der Information iber nicht-
fachliche Fragen des Studiums.

- Anregung zur Kontaktaufnahme der Sol-
daten untereinander (brieflich bzw. im selben
Objekt).

— Verbesserung der Zusammenarbeit des
NVA-Zirkels mit den anderen Bereichen des
Jugendobjektes. W. Nehrlich
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Von der Zahl
zum Gesetz

Leseprobe

Speziell fir Klassen 5/6

Wie hiingt das zusammen?

Klasse 6 hat ihre erste Mathematikarbeit ge-
schrieben, und von den 20 Schiilern fehlte
keiner. Folgende Zensuren wurden dabei er-
reicht:

Zensur  Anzahl der Schiiler
1 1
2 12
3 4
4 2
5 1

In der Fachsprache der Statistik bezeichnen
wir die Zensuren als Mefwerte und die zu-
gehorigen Schiilerzahlen als Haufigkeiten.
Zwolf Schiiler erhielten die Note 2; der MeB-
wert 2 liegt also mit der Hauligkeit 12 vor.
Sehr oft haben derartige Tabellen von MeB-
werten einen groBeren Umfang, z. B. bei Er-
gebnissen von physikalischen Experimenten
oder bei der Registrierung der Regenmengen
fir jeden Tag eines Jahres. Um in solchen
Fillen rasch einen guten Uberblick zu erhal-
ten und um Besonderheiten zu erkennen,
stellt man die MeBwerte und ihre Haufigkei-
ten zeichnerisch dar. In der Statistik ist dafiir
unter anderem das Histogramm gebriuch-
lich.

Beim Histogramm ordnen wir die MeBwerte
nacheinander an und zeichnen dariiber Recht-
ecke, deren GroBe sich nach der Haufigkeit
richtet.

Histogramm fiir die Zensuren der 1. Mathe-
matikarbeit in einer sechsten Klasse

12314
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i
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Das Histogramm lielert keine anderen Aus-
sagen als die Tabelle, es gibt nur ein einprig-
sameres Bild. Bei der Besprechung einer
Mathematikarbeit ist es [ir den Lehrer und
die Schiiler gleichermaBen interessant, wo je-
der einzelne steht, ob die Leistung iiber oder
unter dem Durchschnitt der Klasse liegt. Bei
den Noten 1 oder 5 ist diese Frage leicht zu
beantworten. Schwieriger scheint das aber
bei den Zensuren 2 und 3 zu sein. Um einen
Vergleich vornehmen zu k&nnen, berechnen
wir einen Mittelwert.

Ganz absichtlich habe ich geschrieben ,einen
Mittelwert” und nicht ,den Mittelwert®. In
der Statistik kann man ndmlich mit verschie-
denen Verfahren Mittelwerte erhalten. Da
gibt es zunichst den Mittelwert, der den tat-
siachlich ,,mittelsten Wert“ oder wie man ihn
auch nennt ,Medianwert“ darstellt: in un-
serem Beispiel die Note 3. Dann existiert ein
Modalwert, das ist der ,hiufigste Wert“: fiir
unsere Mathematikarbeit die Note 2. Beides
sind ,Mittelwerte®, die aber fiir jeden einzel-
nen Schiiler noch keinen echten Vergleich er-
geben. Am hiufigsten arbeitet man in der Sta-
tistik mit dem arithmetischen Mittel, das wir
auch hier berechnen.

Wir bezeichnen die MeBwerte der Reihe nach
mit x,, X3, X3, X4 und xs. In unserem Beispiel
heilt das:

x;1=1,x3=2,x3=3, x4=4, x5=5.

Fiir die Haufigkeiten verwenden wir die Sym-
bole hy, h3, hs, hy und hs:

h=1,h;=12, h3=4, hy=2, hs=1.

Die Zahl der Schiiler, die die Arbeit ge-
schrieben haben, betrug n=20.

Fiir das arithmetische Mittel wihlen wir das
Zeichen x. Die allgemeine Formel heiit dann:

_hl “Xy+hy x3+h3-x3+hs “Xa+hs- xs
B n
Wir setzen die Zahlenwerte ein und erhalten
1-1+4+12:244-34+2-441-5
20
_ l+24+12+8+5=@=25
20 20 7
Der Durchschnitt der Klassenarbeit betrug,
berechnet mit dem arithmetischen Mittel,
also 2,5. Jene 13 Schiiler mit den Noten 1 und
2 schrieben eine iiberdurchschnittliche Arbeit.
Wer eine 3, 4 oder 5 als Zensur erhalten
hatte, erreichte nur eine unter dem Durch-
schnitt liegende Leistung.
AuBer Medianwert, Modalwert und arithme-
thischem Mittel gibt es in der Statistik noch
einige weitere Mittelwerte. Fiir die meisten
Aufgaben liefert aber das arithmetische Mit-
tel die beste Aussage. Deshalb — und nicht
etwa nur, weil es leicht zu berechnen ist -
beschrinken wir uns im weiteren auf diesen
Mittelwert. Wenn wir jetzt vom Mittelwert
sprechen, meinen wir damit immer das arith-
metische Mittel.
Genau ein Monat war seit der ersten Mathe-
matikarbeit in Klasse 6 vergangen, als die
zweite Arbeit geschrieben wurde. Wieder wa-
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Histogramm [iir die Zensuren der 2. Mathe-
matikarbeit in einer sechsten Klasse

ren alle 20 Schiiler anwesend. Dieses Mal sa-
hen die Ergebnisse etwas anders aus.

Zensur  Anzahl der Schiiler
1 10
2 2
3 2
4 —
5 6

Die Hilite der Schiiler bekam die Note 1,
sechs Schiiler muBten sich aber mit einer §
begniigen. Welche Arbeit war besser ausge-
fallen, die erste oder die zweite?

Wir berechnen wieder den Durchschnitt mit
dem arithmetischen Mittel und erhalten:

10-1+2-2+2-340:446-5
20

X =

=55=25

Genau der gleiche Wert hatte sich schon im
ersten Fall ergeben. Wenn in zwei aufeinan-
derfolgenden Klassenarbeiten derselbe Mit-
telwert zustande kommt, so ist das sicherlich
ein Zufall. Beide Male lagen ja den Zensuren
ganz unterschiedliche Haufigkeiten zugrunde.
Betrachten wir nun das Histogramm fiir die
zweite Mathematikarbeit, so wird der Unter-
schied zur ersten Arbeit recht deutlich.

Um iiber eine Klassenarbeit oder eine andere
Reihe von MeBwerten etwas Allgemeines aus-
zusagen, reicht offenbar der Mittelwert nicht
aus. Auf irgendeine Weise miissen wir ange-
ben, wie dieser Durchschnitt zustande- ge-
kommen ist. Wir suchen eine Zahl, die zeigt,
wie sich die einzelnen MeBwerte um den
Mittelwert herum verteilen.

Um in der Sprache der Statistik zu spre-
chen: Welche Zahl sagt uns aus, wie stark die
MeBwerte um den Mittelwert ,,streuen®? Von
den verschiedenen Mbéglichkeiten, die die
Statistik dafiir hat, wihlen wir nun eine
wichtige Kennzahl aus: das lineare Streuungs-
mabB.



Bevor wir diese Kennzahl berechnen, lernen
zunichst einen Begrifl kennen, der manchem
Leser noch unbekannt sein wird:
die negative Zahl.
An einem Februartag zeigt das Thermometer
mittags um 12 Uhr die Temperatur von +3°C
Im Verlaufe der folgenden 12 Stunden, also
bis Mitternacht, geht die Temperatur um
8 Grad zuriick. Am Thermometer kann man
dann ablesen: —5°C. Als Subtraktionsauf-
gabe sieht das so aus:

3-8=-5
Wird von einer kleineren Zahl eine groBere
subtrahiert, dann ergibt die Differenz stets
eine negative Zahl. Mit solchen negativen
Zahlen arbeiten wir jetzt auch beim Berech-
nen des linearen Streuungsmapes.
Wir teilen uns den Weg in fiin{ Schritten ein
und erldutern ihn am Beispiel der ersten
Klassenarbeit, die bekanntlich die folgenden
Ergebnisse brachte:

Zensur Anzahl der Schiiler
=MeBwert =Haufigkeit

x1=1 h=1

X;=2 h,=12

x3=3 h;= 4

x4=4 he= 2

X5=15 hs= 1

1. Schritt: Wir subtrahieren von jedem MeB-
wert den Mittelwert x =2,5.
Das ergibt die Diflerenzen
x;—x=1-25=-1,5
X3 —-Xx=2-25=-0,5
x3—x=3-25=+0,5
Xe—X=4-25=+1,5
Xs—X=5-25=+25
Das Vorzeichen dieser Dilferenzen ist teils
positiv, teils negativ. Wenn wir die Streuung
betrachten, so interessiert uns nicht, ob der
einzelne MeBwert oberhalb oder unterhalb
des Mittelwertes liegt. Wir suchen nach einer
allgemeinen Aussage fiir alle MeBwerte, und
deshalb beseitigen wir die Vorzeichen der be-
rechneten Diflerenzen.
2. Schritt: Wir bilden von den Dilferenzen
die absoluten Betrage.
Zur Erlauterung: Unter dem absoluten Be-
trag einer Zahl verstehen wir ihren Betrag
ohne Vorzeichen; das mathematische Sym-
bol dalir besteht aus zwei senkrechten Stri-
chen. So ist der absolute Betrag von —4
gleich 4; symbolmiBig | —4 |=4. Und fir +4
heiBt der absolute Betrag ebenfalls 4: | 4|=4.
Zwei Zahlen, die sich nur durch ihr Vor-
zeichen unterscheiden, haben also den glei-
chen absoluten Betrag. Zum Beispiel:
| =3|=]| +3|=3.] —3|wird gelesen als ,,ab-
soluter Betrag von minus 3“. Mit den abso-
luten Betriigen rechnen wir wie mit positi-
ven Zahlen. '
Fiir unser Beispiel erhalten wir

[x,~%|=|—1,5|=15
|x,—%|=|-05|=05
|xs—%|=| +0,5|=0,5
fxe—%|=] +15|=15
|xs—%|=| +25]| =25

3. Schritt: Wir multiplizieren die absoluten
Betrdge mit den Hiufigkeiten der einzelnen
MeBwerte.

h|xi—%|= 1-15=15
hy|x—%|=12-05=60
hy | x3—%]|= 4:05=20
he'|xa=%|= 2-1,5=30
hs | xs—%|= 1-25=25

4. Schritt: Wir addieren die im 3. Schritt be-
rechneten Produkte.

1,5+6,0+20+30+2,5=150
5. Schritt: Wir dividieren die erhaltene Sum-
me durch die Anzahl n=20der teilnehmenden
Schiiler und erhalten das lineare Streuungs-
maf s.

i 15,0

©200
Um uns in diesen Rechenschritten zu iiben,
ermitteln wir gleich noch das lineare Streu-
ungsmaB fiir die Ergebnisse der zweiten Ma-
thematikarbeit. Wir kiirzen jetzt den Schreib-
aulwand etwas ab, indem wir die einzelnen
Schritte in einer Tabelle zusammen(assen.
Der Mittelwert hieB auch hier x=2,5.
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MeBwert Hiufigkeit 1. Schrint
x;=1 h; =10 x;—x=—1,5
x;=2 h;= 2 x;—x=-0,5
x3=3 hy= 2 x3—Xx=+0,5
xa=4 hy= 0 Xxa—Xx=+15
x5=5 hs= 6 Xs—X=+25
2. Schritt 3. Schritt

|x —x|=15 b |x=-%|=10-1,5=150
| x2—X|=0,5 hy |x;—X%|= 2:05= 1,0
| x3—X|=05 hy-|x3-%|= 2-05= 1,0
| xs=—%|=15 h4-[x4—i|= 0-1,5= 00
|xs—%|=25 hs | xs—X|= 6-2,5=150

4. Schritt: Summe =320

5. Schrite: s= 322(’)0

=16

Das lineare StreuungsmaB gibt an, um wel-
che Grofe jeder MeBwert durchschnittlich
vom Mittelwert abweicht. Die Betonung bei
diesern Satz liegt auf dem Wort ,durch-
schnittlich“. Kein einziger MeBwert braucht
dabei um genau den Betrag des Streuungs-
mafes vom Mittelwert entfernt zu liegen, denn
das StreuungsmaB ist eben eine fir alle MeB-
werte allgemeingiiltige GroBe.

Fiir unsere beiden Mathematikarbeiten heiBt
das: Die einzelnen Zensuren streuen bei der
ersten Arbeit durchschnittlich mit s=0,75,
bei der zweiten mit s=1,6 um den gleichen
Mittelwert X¥=2,5. Ein groBes StreuungsmafB
zeigt, daB es bei den einzelnen MeBwerten
groBe Unterschiede gibt — so wie bei der
zweiten Arbeit: Von 20 Schiilern erhielten
zchn eine 1 und sechs eine 5.

Welches Ergebnis wiinscht sich jeder Lehrer
fiir eine Klassenarbeit? Mittelwert natiirlich
moglichst nahe bei 1 und ein sehr kleines
StreuungsmaB, nicht grofer als 1.

Ein solches kleines Streuungsma8 driickt aus,
daB die Leistungen der einzelnen Schiiler
nicht allzuviel voneinander abweichen. Un-
sere Beispicle zeigen: Ohne mathematisch-

statistische Berechnungen, ohne Untersu-
chung von Mittelwert und Streuungsmal
lassen sich die Noten einer Klassenarbeit
nicht exakt deuten und auswerten.

Die folgende Aufgabe sollt ihr versuchen,
selbstandig zu l6sen, um zu liberpriifen, wie-
weit ihr in der Lage seid, kleinere statistische
Betrachtungen anzustellen.

Arbeitskriifte im Kaufhaus

Ein Kaufhaus hat insgesamt 150 Mitarbeiter.
Bedingt durch Urlaub, Krankheit, Haus-
halttage fiir Frauen, Freistellung zum Fern-
studium und andere Griinde sind last immer
einige Arbeitskrifte abwesend. So betrug fiir
den Verlaul einer Woche der tagliche Ar-
beitskriltebestand:

Montag 143 Mitarbeiter
Dienstag 138 Mitarbeiter
Mittwoch 147 Mitarbeiter

Donnerstag 142 Mitarbeiter

Freitag 136 Mitarbeiter

Sonnabend 140 Mitarbeiter
Berechne den durchschnittlichen Arbeits-
krifiebestand je Tag und das lineare Streu-
ungsmap!

Christian Heermann
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Kombinatorik

und binomischer Satz

Teil 2

Jetzt wollen wir uns die Losung dieser Auf-
gaben noch einmal auf einem anderen Weg
iiberlegen.

Der erste (z. B. der nach dem Alphabet erste)
Spieler kann entweder kommen oder fehlen.
Das sind zwei Moglichkeiten. Der zweite
Spieler kann ebenfalls entweder kommen
oder fehlen. Fiir beide Spieler gibt das ins-
gesamt vier Moglichkeiten. Diese sind:
Maglichkeiten | 1. Spieler | 2. Spieler

1 nein nein
2 ja nein
3 nein ja
4 ja ja

Der dritte Spieler kann dabei fehlen (dann
bleiben unsere vier Moglichkeiten) oder kom-
men (das ergibt noch einmal vier Moglich-
keiten). Diese Uberlegungen konnen wir fiir
jeden Spieler fortsetzen. Aul diese Art und
Weise vergroflert das Kommen oder Fehlen
eines jeden folgenden Spielers die Anzahl der
Maéglichkeiten auf das Doppelte. Fiir 9 Spie-
ler haben wir 2° =512 verschiedene Mann-
schaften. Darunter befindet sich als eine Mog-
lichkeit die, daB alle 9 Spieler kommen, und
als eine andere die, daB die Turnhalle leer
bleibt.

Wenn man diese Uberlegungen aul den Fall
von n Spielern verallgemeinert, so erhélt man
die wichtige Formel:

CO+CLt .. +C"=2" oder 3)

Y Ch=2n (5a)
k=0

Aufgaben

A23a Jeder von den 7 Studenten A, B, C,
D, E, F, G kann zu einem Betriebspraktikum
in-eins von zwei Werken geschickt werden.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es
dafiir?

A24a In einer Klasse sind 29 Schiiler.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es
fir die Anwesenheit bzw. das Fehlen dieser
Schiiler in ihrem Klassenraum?

A25a  Wieviel verschiedene Moglichkeiten
gibt es [ur die Aufteilung von acht ver-
schiedenen Geldstiicken in zwei Portemon-
naies?

A26 A4 Wieviel verschiedene gerade Teiler
besitzt die Zahl 2310?
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A27a Fiinl Schiiler méchten Fotos von
sich haben. Neben den Einzelbildern und
dem Gruppenfoto mit allen fiinf Schiiler wol-
len sie auch alle Bilder mit je zwei ver-
schiedenen Schiilern, alle mit je drei verschie-
denen und alle mit je vier verschiedenen
Schiilern haben.

Wieviel Méglichkeiten fiir verschiedene Fotos
gibt es? )

Zusammenfassung von 1. bis 6.

Wir betrachten drei Arten von Vereinigun-
gen: Permutationen, Variationen und Kom-
binationen.

a) Permutationen unterscheiden sich vonein-
ander nur durch die Anordnung der Ele-
mente;

b) Variationen unterscheiden sich voneinan-
der durch die Anordnung der Elemente oder
durch die Auswahl der Elemente;

¢) Kombinationen unterscheiden sich vonein-
ander nur durch die Auswahl der Elemente.

Bei den nachfolgenden Aufgaben ist zuerst die
Art der jeweiligen Vereinigung festzustellen,
und danach sind die Berechnungen auszufiih-
ren.

A28 A Am ersten Schultag begriiBten sich
20 Schiiler mit Handschlag. Wieviel solcher
Hindedriicke gab es?

4294 20 Absolventen einer Schule be-
schlossen, zur Erinnerung jeweils ihre Fotos
auszutauschen. Wie viele Fotos wurden dazu
insgesamt bendtigt?

A30a Die Schiiler einer Klasse werden in
neun verschiedenen Fidchern unterrichtet.
Am 1. September sollen sie fiinf verschiedene
Unterrichtsstunden (Fécher) haben. Wieviel
verschiedene Moglichkeiten gibt es fiir das
Aufstellen des Stundenplanes an diesem Tag?
A3l A Ein Unteroffizier mufB 4 von 10 Sol-
daten fiir etne Streife auswihlen. Wieviel ver-
schiedene Moglichkeiten gibt es dafiir?
A32A An einer FDJ-Versammlung neh-
men 15 Jugendlreunde teil. Wieviel ver-
schiedene Moglichkeiten gibt es fiir die Aus-
wahl des Versammlungsleiters, seines Stell-
vertreters und des Sekretdrs der Versamm-
lung?

A33 A Wieviel verschiedene Moglichkeiten
gibt es dafiir, aus 15 Menschen eine drei-
koplige Delegation auszuwahlen?

7. In der Aufgabe 17b wurde die Giiltigkeit

_der folgenden wichtigen Formel bewiesen:

Ci.\=Ct+cCi!? 6)
Da die beiden [olgenden Beziehungen gelten:

C%=Ct=1 und Ci=k,
erhalten wir:

Ci=Ci+C3=2+1=3

Ci=Ci+C3=3+3=6 usw.
Die erhaltenen Ergebnisse kann man in Form
einer Tabelle der Anzahl der Kombinationen
aufschreiben, wobei in der k-ten Zeile die
Anzahl der Kombinationen aus k Elementen
steht, wie z. B.

C3=C¢+Ci=15+6=21

Anzahl der Kombinationen

von zuje0 1 2 3 4 5 6 7
| 11

2 12 1

3 13 3 1

4 1 4 6 4 |1

5 1 510 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1

Bemerkung : Die erhaltene Tabelle heiBt arith-
metisches Dreieck oder Pascalsches Dreieck.

A34a Setze die Tabelle bis zur 12. Zeile
fort!

8. Wenn wir zwei zweigliedrige Ausdriicke
(Binome) miteinander multiplizieren, so er-
halten wir:

(x—a)(x—b)=x*—(a+b)x+ab

Bei drei Binomen ergibt sich:
(x—a)(x—b)(x—c)
=x3—(a+b+c)x?+(ab+ac+bc)x—abc
Jetzt wollen wir n solche Binome miteinander
multiplizieren:

Pyx)=(x—a) (x—b) (x —¢) (x—d)...(x —p) (7)
Durch Ausklammern und Zusammenfassen
erhalten wir ein Polynom, das wir nach fallen-
den Potenzen von x anordnen:

xll

—x""Ya+b+c+...+p)
+x""Xab+ac+bc+...)

Pxy=1 _ - 3abc+abd +...)
+(—=1)abc...p

oder kiirzer:

P(x) (7a)

=S0x"+ 5 X" L4 8x" " 4+ 5x" "3+ ...+ S,
Man kann leicht feststellen, daB

a) der erste Koeflizient S, dieses Polynoms
P,(x) gleich 1 ist;

b) die einzelnen Glieder Koeflizienten mit
abwechselnden Vorzeichen besitzen;

c) jeder Koeflizient S, gleich der Summe
aller moglichen Produkte der zweiten Glie-
der der unter (7) angegebenen Binome ist, und
zwar mit je k Faktoren in jedem Produkt.



Aufgabe

A35a Klammere aus, und fasse das Poly-
~nom nach (allenden Potenzen von x zusam-

men:

a) (x—2)(x—3)(x—4)

b) (x+1)(x+2)(x+3) (x+4)

¢) x—1)(x+2)(x+4)(x—5)

d) (x—1D)(x—2)(x=3)(x+1)(x+2)

Bemerkung: Wenn P,(x)=0, so erhalten wir

durch Ausklammern eine Gleichung n-ten

Grades beziiglich x. Sie besitzt genau die n

folgenden Losungen: x, =q, x; =b usw. ,weil

diese eine der im Ausdruck (7) stehenden

Klammern zu Null werden lassen. Solche

Gleichungen wollen wir in diesem Artikel

nicht betrachten.

9. Im Ausdruck (7) seien nun alle zweiten
Glieder in den Klammern untereinander
gleich, d. h.

P (x)=(x—a)
Dann ist klar, daB
So=1
S,=(a+a+a+...+a)=na
S:=(@*+a*+a*+...+a¥)=C%4?,
weil es in der Klammer soviel Summanden
gibt, soviel Mglichkeiten von Produkten mit
zwei Faktoren aus n Faktoren existieren,
nimlich C2
S,=C3a°
Sa=Cha* usw.
Der ,,allgemeine (an (k + 1)-ter Stelle stehen-
de) KoefTizient ist

Cka*.
SchlieBlich erhalten wir als letzten Koefli-
zienten a".
Zusammenfassend ergibt sich hieraus:
(x—a)'=x"—nax"" '+ Cla®x" "2 - C3a’x""3
+o (= DFCRE X" (= 1)"a" 8)
Die Formel (8) heillt Zerlegungsformel des
Newtonschen Binoms und wird zum Poten-
zieren des Binoms (x—a) mit natiirlichen
Exponenten benutzt. In dieser Formel hat
das (k+ 1)-te Glied die [olgende Form:

Tiev1=(—1)Cha*x"~* ()]
Newton selbst hat eine andere Formel her-
geleitet, so daB die hier benutzte Benennung
dieser Formel nicht ganz gerechtlertigt ist.
Oft nennt man diese Formel einfach bino-
mischen Lehrsatz oder die binomische For-
mel.
In der Praxis bendtigt man oft irgendeins
der Zerlegungsglieder. Man kann es bestim-
men, ohne die ganze Zerlegung aufzuschrei-
ben.
Bemerkung: 1. Beim Potenzieren (mit natiir-
lichen Exponenten) der Summe (x +a) wer-
den alle Zerlegungsglieder positiv.
2. Unter ,,x“ und ,,a" kann man eine beliebige
Zahl bzw. einen beliebigen Term n verstehen,
z. B.
a) (x+a)® =x%+6ax®+Cla’x*+Cia’x?
+Céa*x?+Cia’x+a
=x546ax>+ 15a%x* + 20a°x>
+15a%x2 + 6a°x +a®

b) (3x—2a)*=(3x)°> —5- 2a(3x)*

+ C%(2a)*(3x)* — C3(2a)*(3x)?

+ C¥2a)*3x —(2a)*

=243x% —810ax* + 1080a*x?

+720ax2 + 240a*x — 324°
Wir wollen nun noch einige Eigenschalten
der Formel (8) zusammenstellen:
1. die Anzah! der Zerlegungsglieder ist um 1
groBer als der Exponent n;
2. der Exponent der ersten Zahl (x) nimmt ab,
und der Exponent der zweiten Zahl (a) wichst
von Glied zu Glied jeweils um 1; die Summe
der Exponenten ist in allen Gliedern gleich n;
3. die Koeffizienten der Glieder, die gleich-
weit vom Anfang und vom Ende der Zer-
legung entfernt sind, sind untereinander gleich
(das sind gerade die Zahlen aus der ent-
sprechenden Zeile des Pascalschen Drei-
ecks);
4. die Summe aller Binomialkoeffizienten ist
gleich 2", vgl. mit der Formel (5);

5. die Summe aller Binomialkoellizienten der
geradzahligen Glieder ist gleich der Summe
der BinomialkoefTizienten der ungeradzahli-
gen Glieder; jede dieser Surnmen ist gleich
-1

Aufgaben

A36 A Beweise die Eigenschalten 1., 3, 4.
und 5.!

Hinweis: Benutze zum Beweis von 4. und 5.
den binomischen Lehrsatz fir (1+1)” und
=1y

AdTA  Zerlege:
a) (24> —3a)’

o @fx~4)/x*
A384A Bestimme
a) das neunte Glied der Zerlegung (a+]/5)”
b) das sechste Glied der Zerlegung (> —b%)"?

b) (1-}/2)°

0. Musteraufgabe 6:
Bestimme das Zerlegungsglied von
(]/y—r/y)w, das y7 enthilt!
Losung:
Dazu schreiben wir uns das allgemeine Zer-
legungsglied aul:

Toor=Cholf/ni/yy20*

k 20—k 40—k
=Cloy'y * =Cloy *
Nach der Aufgabenstellung gilt:

40—k _
y * =y, dh 4>¥=7.
Hieraus ergibt sich k=12 und das gesuchte
Glied hat die Form:

Ti2+1=C3dy" =Cloy’ =216970y’
Musteraufgabe 7:

1 il o
In der Zerlegung (l/;+ f7:2) verhilt sich der
x

Koeflizient des fiinften Gliedes zum Koel-
fizienten des dritten Gliedes wie 7:2.
Bestimme das Zerlegungsglied, das x in der
ersten Potenz erhilt!

Losung :

1. Aus der Aufgabenstellung folgt, da3
ci 7
E‘E =3 oder
nn—=1)(n=2)(n-3)-1-2 7

1:2:3-4-nin—1) 2
Daraus ergibt sich, daB n=9.
2. Das allgemeine Zerlegungsglied lautet:

k -
Tivt =Cé<i/—l—_z> (]/;)9“‘=C5x‘¥x2‘2‘k
x
Da wir das Glied suchen, das x in der ersten
Potenz enthalt, gilt:
2k 99—k _

Daraus ergibt sich, daB k=3.
3. Das gesuchte Glied ist

T3+ =Cax'=84x

1

Aufgaben
1 " -
A39a Inder Zerlegung ;+[/; verhalt

sich der Koelflizient des vierten Gliedes zum
Koeflizienten des sechsten Gliedes wie 5:18.
Bestimme in dieser Zerlegung das Glied, das
kein z enthilt!

Ad40a Bestimme das Glied der Zerlegung

()

2% enthilt, wenn die Summe der Binominal-
koeflizienten dieser Zerlegung gleich 128 ist!

, das nach der Vereinfachung

A4l a  Es sei das folgende Polynom gege-
ben:

x(1=x)"% 4 x2(1 = 2x)2° + x3(1 — 3x)*°
Bestimme den Koeffizienten des Gliedes, das
x* enthilt, nachdem alle genannten Opera-
tionen ausgefiihrt worden sind!

A 42 a Das zweite, dritte und vierte Glied
der Zerlegung (x + y)* ist gleich 240, 720 bzw.
1080. Bestimme x, y und z!

a43 a Leite den binomischen Lehrsatz fur
(x + a)" her unter Benutzung der Methode der
vollstindigen Induktion iiber n!

Hinweis: Benutze die Formel (6).

11. Musteraufgabe 8:

Berechne 1,002° mit einer Genauigkeit bis zu
0,000001 !

Losung:

(14+0,002)°=15+5-1*-0,002
+10-1%-0,0022+10- 12-0,0023
+5-1'-0,002* +0,002°%

=1+0,01 +0,00004 + 0,00000008

+ 0,00000000008 + 0,000000000000032
21,01004

Wenn der zweite Summand in einem Binom
wesentlich kleiner ist als der erste, so sind die
Zerlegungsglieder, die diesen Summanden in
hohen Potenzen enthalten, fast Null. Bei Be-
rechnungen mit einer vorgegebenen Genauig-
keit konnen wir diese Glieder dann vernach-
lassigen, wenn sie nicht mehr in dem vor-
gegebenen Genauigkeitsintervall liegen.
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A44a Berechne
a) 0,997 mit einer Genauigkeit bis zu 10~ 6!
b) 1,04° mit einer Genauigkeit bis zu 10™4!
Bemerkung : Wenn die GréBe x sehr &lein ist.
so benutzt man fir Niherungsrechnungen
olt die Formel
(I1xxy~1+nx
A. Halameisdr

Combinatorial Problems

Ala Thereare five roads leading [rom city
A to city B, and three from B to C. How
many routes passing through B lead from A
to C?

A2a Therearelive types of envelopes with-
out postage stamps and four types of postage
stamps of the same value. In how many
ways can we choose an envelope with a
postage stamp?

A3a Choose one textbook each out of
3 algebras, 7 geometries and 7 trigonometry
books. In how many ways can this be done?
A4a In how many ways is it possible to
make a tricolour flag if there is bunting of
5 different colours? The same, only one of the
strips has to be red.

A54a Oneperson has 7 mathematics books,
another has 9 books. In how many ways
can they exchange their books, one for one!
A6A A committee of 9 is elected. They
elect a chairman, vice-chairman, secretary
and treasurer. In how many ways can this
be done?

A7a Mother has 2 apples and 3 pears.
Every day, for five days running, she gives me
one piece of fruit. In how many ways can this
be done?

A8A There are n telephone subscribers. In
how many ways is it possible to connect
three pairs simultaneously?

A94a There are 12 girls and 15 boys at a
school ball. In how many ways can we [orm
4 pairs in a dance?

A10A In how many ways can 5 different
rings be put on [our fingers of one hand?
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Olympiadeaufgaben aus der
Demokratischen Republik Vietnam

(Republikausscheid 1974)

Seit einigen Jahren haben zunehmend mehr
junge Vietnamesen die Moglichkeit, am Her-
der-Institut der Karl-Marx-Universitit Leip-
zig einen etwa zehnmonatigen Vorbereitungs-
lehrgang zu absolvieren. Wahrend dieser Zeit
vervollkommnen unsere vietnamesischen
Freunde ihre in Hanoi erworbenen Kennt-
nisse der deutschen Sprache und machen sich
mit den Besonderheiten der Fachsprache der
einzelnen Unterrichtsficher (Ma, Ph, Ch, Bio
bzw. Gesellschaftswissenschaften) vertraut.
I'm jeweils folgenden Studienjahr beginnen sie
dann das Studium an einer Hoch- oder Fach-
schule der DDR.

Seit dem Schuljahr 74/75 nehmen die besten
vietnamesischen Studenten des Herder-In-
stitutes an den Mathematikolympiaden der
DDR teil. Sie errangen bei der Bezirksolym-
piade im vergangenen Schuljahr einen 2. und
3. Preis in Klassenstufe 11, in diesem Jahr

demonstrierten sie den hohen Stand der For-

derung mathematischer Talente in ihrer Hei-
mat mit drei ersten und zwei zweiten Preisen
in Klassenstufe 12.

Le Viet Thai, zur Zeit Student an der Berg-
akademie Freiberg, stellt uns die vorliegen-
den Aufgaben zur Verfiigung. Ch. Werge

Aufgaben Klassenstufe 7

1. Tag

1. Beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n!
24|n*+6n°+11n*+6n

2. Bestimme die Losungsmenge der Gleichung

weR! b2 o
XTAXHATETE Ty

3. Bestimme alle zweistelligen natiirlichen

Zahlen 10a+b (a, b Ziffern), fiir die gilt:
(10a +b)* =(a+b)*!

2. Tag

4. Einige iltere Biirger wollen 10 Bdume
pllanzen. Diese Baume bilden 5 Zeilen und
jede Zeile hat genau 4 Biume. Sie haben
sechs Moglichkeiten gefunden. Bestimme die
sechs Moglichkeiten!

5. Konstruiere ein Parallelogramm ABCD aus
folgenden Bestimmungsstiicken!

AB=a; AC+BD=m; ¥(AC, BD)=«

6. In einem spitzwinkligen A ABC liegt ein
A A’'B'C' mit A’ € BC, B' € AC und C' € AB.
Bestimme das Dreieck A A'B’'C’, das den klein-
sten Umfang hat!

Vietnamesische Studenten des Herder-Instituts Leipzig und sowjetische Schiiler
nahmen an der Bezirksolympiade des Bezirks mit groBem Erfolg teil.




1976

a) Durch die Gleichung
y=x2—6x+5

ist eine Funktion bestimmt.

Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funk-

tion!

Der Graph dieser Funktion ist eine Parabel.

Geben Sie die Koordinaten ihres Scheitel-

punktes an!

Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion min-

destens im Intervall
0=x<6! .

b) Durch die Gleichung
y=x2—6x+gq

sind Funktionen gegeben.

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen g, die man in

die Funktionsgleichung einsetzen kann, so

daB die damit bestimmten Funktionen keine

Nullstellen haben !

1975

Durch y= %

ist eine Funktion gegeben.

a) Berechnen Sie deren Funktionswerte y fiir
die in der Tabelle vorgegebenen Argumente x!
(Doppelbriiche sind in gemeine Briiche umzu-
formen.)

(xeP)

(x.q€eP)

(x e Py x%0)

(Ubertragen Sie diese Tabelle auf Ihr Arbeits-
blatt!)
b) Zeichnen Sie den Graphen dieser Funktion
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem !
¢) Zeichnen Sie in dasselbe K oordinatesystem
den Graphen der Funktion

y=x* (x e P)!
d) Geben Sie die Koordinaten derjenigen
Punkte an, die sowohl zum Graphen der

Funktion y=$ als auch zu dem der Funk-

tion y=x? gehdren!

1974

Durch die Gleichung y=x? —2 ist eine Funk-
tion gegeben, ihr Graph ist eine Parabel.

a) Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funk-
tion!

b) Geben Sie die Koordinaten des Scheitel-
punktes an, und zeichnen Sie die Parabel!

c) Verschieben Sie die Parabel so, daB ihr

Scheitelpunkt die Koordinaten x,=0, y,=3
hat!

(Zeichnen Sie die verschobene Parabel in das-
selbe Koordinatensystem, das Sie bei Teil-
aufgabe b) benutzt haben?)

d) Geben Sie die Gleichung der Funktion
an, deren Graph durch die Verschiebung ent-
standen ist!

1973

Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung
y=x3 (x € P). Berechnen Sie fiir diese Funk-
tion die in der folgenden Tabelle fehlenden
Werte!

1972

Gegeben sind zwei Funktionen f; und f; mit
den Gleichungen

(1) fikx)=y=2x+1,

2 fix)=y=x*+2x-3 mit x € P.
a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f;
in ein rechtwinkliges Koordinatensystem!

b) Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion
Nt -

c) Der Graph der Funktion f; ist eine Pa-
rabel.

Berechnen Sie die Koordinaten des Scheitels,
und zeichnen Sie die Parabel in das bei Teil a)
verwendete Koordinatensystem!

d) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion f5!

e) Die Graphen der Funktionen f; und f;
schneiden sich in den Punkten P, und P,.
Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte
an!

197

a) Zeichnen Sie in ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem (Koordinateneinheit 1cm) die
Graphen der Funktionen mit Gleichungen
der Form y=ax? (x reell) fur

Ja=-1

mindestens im Intervall —3<x< +3!
b) Geben Sie den Wertebereich von Funk-
tionen mit Gleichungen der Form y=ax?
(@a<0) an, wenn der Definitionsbereich die
Menge aller reellen Zahlen (d. h. —co<x
< + o0) ist!
1970
a) Eine quadratische Funktion habe eine
Gleichung der Form
y=(x+d)?+e. (x reell)
Geben Sie fiir den Fall d=0 und e=3 die
Scheitelpunktskoordinaten des Graphen der
Funktion an!
b) Die nachstehend dargestellte Parabel sei
der Graph einer weiteren quadratischen
Funktion mit einer Gleichung von der Form
y=(x+dP+e (x reell)
1. Ermitteln Sie unter Zuhilfenahme der oben-
stehenden Abbildung die Nullstellen x; und
X, dieser Funktion!
2. Geben Sie die Gleichung dieser speziellen
quadratischen Funktion in der Form
y=(x+d)*+ean!

1
l.a=1 2.a=§

3. Uberfiihren Sie nunmehr diese Gleichung
der Funktion in eine Gleichung der Form
y=x>+px+q, und bestimmen Sie hieraus
pund ¢!

1969
Gegeben ist die Gleichung

x2—ax+c=0 (a, ¢, x reell).
a) Geben Sie fiir diese Gleichung die Dis-
kriminante an'!
b) Geben Sie die Anzahl aller reellen Losun-
gen der Gleichung fiir folgende zwei Fille an:

ity

Begriinden Sie Ihre Aussage mit Hilfe der Dis-
kriminante!

1
=0 d c==
a una ¢ 3

1968

Die Gleichung einer quadratischen Funktion
lautet y=(x—2)2—1; (x reell)
a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion im
Bereich | £x<5!

b) Berechnen Sie die Nullstellen der Funk-
tion!

Zur Ubung
Gegeben ist die quadratische Funktion mit
der Gleichung

y=x2—6x+5 (x e P).

a) Zeichnen Sie das Bild dieser Funktion!

b) Geben Sie den Wertebereich an!

c) Lesen Sie die Nullstellen aus der Zeichnung
ab!

d) Uberpriifen Sie die Richtigkeit der fiir die
Nullstellen ermittelten Werte rechnerisch!

¢) Berechnen Sie, welcher Funktionswert y
in dieser Funktion dem Argument x =2 zu-
geordnet ist!

Von dem Graphen einer quadratischen Funk-
tion mit der Gleichung y=x2+px+q (x € P)
ist der Scheitelpunkt S (—3; —4) gegeben.
a) Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion
im Intervall —6<x<0!

b) Ermitteln Sie die Gleichung dieser Funk-
tion! .

¢) Geben Sie den Wertebereich der Funktion
fiir den gesamten Definitionsbereich (x € P)
an!

d) Lesen Sie die Nullstellen aus der Zeichnung
ab!

¢) Ermitteln Sie die Nullstellen auch rechne-
risch und vergleichen Sie sie anschlieBend
mit den aus der Zeichnung gefundenen Wer-
ten!
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Al a Ein quadratischer Boxring hat die in der Ab-
bildung angegebenen Abmessungen und ist mit einem
1 cm dicken FuBbodenbelag ausgelegt.

a) Wieviel m? betrdgt die minimale und die maximale
Kampffliche zwischen den Seilen?

b) Wieviel m? FuBbodenbelag sind mindestens bereit-
zustellen?

c) Wieviel m Seil sind maximal zur Bespannung notig
(wobei die Abmessungen der Pfosten vernachldssigt
werden sollen)?

»Wer hat den Veranstaltungsplan aufgestellt?*

a2a Das Spielfeld beim Hallenhandball besitzt
einen Torraum, dessen Begrenzungslinic 6 m von der
Grundlinie (auf der Breite des Tores) bzw. 6 m von den
Torpfosten entfernt ist.

Das Tor ist 3 m breit.

a) Berechne den Fldcheninhalt des Torraumes und die
Linge der Begrenzungslinie!

b) Wieviel Prozent der Fliche des 40 x 20 m? groBen
Hallenhandballfeldes nehmen,die beiden Torrdume
ein?

84

A3 A Ein Hallenhandballtor hat die aus der Skizze
ersichtlichen Abmessungen.

Wieviel m? Netz werden fiir die Bespannung bendtigt,
wenn man die Dicke der Begrenzungspfosten vernach-
ldssigt?

r

Ad4a Ein Handball mul} einen Umfang von 58 bis
60 cm haben. Berechne sein kleinstes und sein groBtes
Volumen, wenn ideale Kugelform angenommen wird!

A5a Die Eisenstange einer Scheibenhantel wiegt
20 kg und ist 220 cm lang.

Berechne

a) ihren Durchmesser;

b) den duBeren Durchmesser einer auf sie aufschieb-
baren Scheibe von 50 kg Gewicht, wenn die Scheibe
10 cm dick ist!

(eh =178 %;)

A6A Der Einstichkasten fiir den Stabhochsprung
hat folgende Form und Abmessungen:

Berechne )

a) die Léange [ des Kastens in der Anlaufebene,

b) seine groBte Tiefe ¢,



Mafe in mm

Metallblech

¢) seine Breite b am Ende des Kastens in der Anlauf-
ebene,

d) die Flache des Metallbleches, das den vorderen Teil
des Kastenbodens schiitzt,

e) die Oberfliche des Korpers, der vom Einstich-
kasten und der Anlaufebene begrenzt wird!

A7a Die Kugel fiir das KugelstoBen der Minner
wiegt 7,257 kg, ihr minimaler Durchmesser betrégt
110 mm, ihr maximaler 130 mm. Sie besteht entweder

aus massivem Eisen (Qpe = 7,8%) oder es ist eine

Bleikugel <Qpb =113 3> mit Eisenmantel.

&
cm
Berechne

a) den Durchmesser einer massiven Eisenkugel,

b) den maximalen Durchmesser der inneren Bleikugel,
damit die gesamte Kugel noch den Wettkampfbestim-
mungen entspricht!

,,Loooslassen!!*

A84a Das KugelstoBen erfolgf aus einem Kreis mit
2,135 m Durchmesser heraus. Dieser KugelstoBring
wird an seiner Vorderseite von einem StoBbalken
aus Holz begrenzt, dessen Abmessungen den Skizzen
zu entnehmen sind:

Welche Flache des StoBbalkens ist

a) von oben,

b) vom KugelstoBring aus,

¢) vom Stofisektor aus

zu sehen (ohne Stirnflichen!)?

StoBsektor

StoBbalken

C2135m
KugelstoBring

M mm
TN 8 A

5
K E
B I StoBsektor

StoBring v R s

100mm

A9a Eine 2,75 m breite und 9 m lange Sprunggrube
soll mit frischem Sand so aufgefiillt werden, daf3 der
Sand 50 cm hoch liegt.

Wieviel t Sand sind anzufahren (Dichte von trocke-

TR A"
nem Sand ¢ = 1,6cm3).

A10A Ein Absprungbalken fiir Weit- bzw. Drei-
sprung hat folgende Mindestmalle: Linge 1,22m;
Breite 0,20 m; Héhe 0,10 m.

Berechne das Volumen des Balkens!

Alla Der Wassergraben des 3000-m-Hindernis-
laufes hat die in der Zeichnung angegebenen Ab-
messungen.

Welche Neigung hat der Grabenboden?

-
366 m

= -

76 cmy

A12a Ein Diskus [iir Ménner hat folgenden Quer-
schnitt (MaBe in mm):

Berechne die Flidche dieses Querschnittes! Ch. Pollmer
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Wer nimmt das letzte Holzchen?

Fordere einen Freund auf, sich mit dir in ein Hélzchen-
duell einzulassen! Du hast dabei nichts zu befiirchten,
es sei denn, dein Partner kennt diese Knobelei. Schiitte
die Holzchen auf den Tisch, und reihe sie nebenein-
ander! Jeder — dein Freund und du — darf jetzt ab-
wechselnd ein bis drei Hélzchen aufnehmen. Derjenige,
dem es beschieden ist, das letzte Holzchen aufzu-
nehmen, hat die Knobelei verloren.

Du wirst immer gewinnen, wenn du die Holzchen un-
auffallig zahist und darauf achtest, daB dein Freund
dann aufnehmen muB, wenn 49, 45, 41, 37, 33, 29, 25,
21, 17, 13, 9, 5 Holzchen liegen. Du wirst also immer
so aufnehmen, daB du deinem Partner die erwihnten
Stiickzahlen servieren kannst.

Ein Beispiel: Du bist am Zuge. Es liegen 23 Holzchen
vor dir. 2 nimmst du auf, es verbleiben 21. Dein Freund
nimmt 3 auf, du begniigst dich mit einem, 17 H6lzchen
verbleiben noch. 1 nimmt dein Freund, jetzt bist du
nicht so bescheiden, du nimmst gleich 3 Stiick auf.
Es verbleiben 13. Dein Freund nimmt 2 Hélzchen,
du auch. 9 Holzchen liegen noch auf dem Tisch.
3 nimmt dein Freund, du hebst 1 auf. Jetzt kommt der
Endkampf. 5 Hélzchen sind noch vorhanden. Dein
Freund kann 1, 2 oder 3 aufnehmen, du hast immer
die Moglichkeit, so aufzuheben, daB fiir ihn 1 tbrig-
bleibt.

Hast du im Duell einmal eine der angefiihrten Richt-
zahlen erreicht, zum Beispiel 33, so ist es fiir dich ein-
fach, die Knobelei zu steuern. Nimmt nidmlich dein
Partner 3 Holzchen auf, so begniigst du dich mit 1.
Reichen deinem Freund 2 Hélzchen, so nimmst auch
du 2 auf. Geniigt deinem Freund jedoch 1 Holzchen,
so kassierst du 3. Wenn du so verfdhrst, wird deinem
Freund immer das letzte Holzchen vorbehalten sein.

Magische Kreise

Die Zahlen 1; 3;5; 7;9; 11, 13 sollen so in die Figur
eingesetzt werden, daB die Summe der drei Zahlen, die
auf demselben Kreis oder derselben Geraden liegen,
stets gleich ist. (Jede Zahl ist dabei nur einmal zu ver-
wenden.)
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Bestimme die Summe der drei Zahlen, und trage, unter
Beachtung der gestellten Forderung, die Zahlen ein!

Fachberaier f. Math. H. Kampe, OS Neuseddin

Die Miickenfamilie

Von einer Miickenfamilie ist folgendes bekannt:
(1) Der Miickenvater, seine Eltern, seine Tante Mucki
und sein GroBvater Surrefein leben zusammen.
(2) Die Miickenmutter hat ihre drei Schwestern und
ihre vier Briider mitgebracht. Auch ihr Vater ist noch
in der Familie Flatterfliigel.
(3) Die Miickenméddchen sind 4mal soviel wie die
Miickenjungen, wenn der Miickenjunge Kugelbauch
abgezogen wird.
(4) Die Anzahl der Miickenkinder ist kleiner als 23,
aber gréBer als 18.
a) Wieviel Mitglieder hat die gesamte Miicken-
familie? '
b) Wieviel Miickenméinner, Miickenfrauen, Miicken-
jungen und Miickenmidchen gibt es?
¢) Wie groB ist die Anzahl der Miickenkinder?

Katrin Pohl, Lugau (13 Jahre alt)

Interessante Briiche
Wenn man zum Zihler und Nenner_des Bruches % den

Nenner addiert, dann verdoppelt sich der Wert des
Bruches:

Es ist der Bruch zu suchen, dessen Wert sich bei der
Addition des Nenners zum Zihler und Nenner a) ver-
dreifacht, b) vervierfacht.

aus: ,,Mathe zur Unterhaltung*, Moskau



A vanishing Number

In einer alten Sprachzeitschrift stand das folgende
Ritsel:

A vanishing Number —

There is a number of three figures, in value not very
far short of a thousand, but when halved its value
is nothing.

What is it?

Solution —

The number is 888. When halved it becomes

000

000

Das Riitsel enthilt grundlegende Fehler. Welche sind
es? Mathematikfachlehrer W. Zehrer, Netzschkau
Silbenriitsel

ben — chen — e — € — ein — fer — flich — gral - heits —

in — ka — kel — kreis — kur - 1du — ma — mul — nal -

nen — ner — ner — nus — o — pli — ra — satz — si — te —

ti — tion — ti — ve — win.
1. Er wird bestimmt durch eine Drehung, die zwei
von demselben Punkt ausgehende Strahlen inein-
ander iiberfiihrt.

. Summe von unendlich vielen Differenzen

. Teil des Bruches .

. Bild einer Funktion

. Kreis mit dem Radius 1

. Teil des Rechenstabes

. Rechenoperation

. Eine transzendente Zahl

. Beweisbare Aussage

. Winkelfunktion

. Bezeichnung fiir Korper mit nur ebenen Be-
grenzungsflichen

12. Nenner eines Bruches von der Wurzel befreien.

Die ersten Buchstaben der 12 gefundenen Wérter er-

geben ein Zeichengerit. »
Dipl.-Lehrer Dieter Vilzke, Greifswald

— O O 00 IO\ b WN

Y

Der geheimnisvolle Schatz

Sterbend trug ein alter Pirat seinem Enkel auf, einen
versteckten Schatz zu holen: ,,Der Schatz liegt auf
einer Insel. Du findest ihn, wenn du dich nach drei
Punkten orientierst: einem Turm, einer Eiche und

eingeschlossener Winkel

Kegelmantel

einem hohen Ahornbaum. Geh vom Turm zur Eiche
und von da nach rechts unter einem rechten Winkel
genau so weit wie vom Turm bis zur Eiche! Stecke da
einen Stab in die Erde! Dann geh vom Turm zum
Ahorn und von da nach links unter einem rechten
Winkel so weit wie vom Turm zum Ahorn! Stecke
auch da einen Stab in die Erde! In der Mitte zwischen
den beiden Stidben liegt der Schatz vergraben.*
Der Enkel kam auf die Insel, fand Eiche und Ahorn.
Vom Turm fehite jede Spur. Wie soll er nun den
Schatz finden? Kannst du ihm helfen?

aus: Quant 1/75, Moskau

Denkokonomie
Wie groB ist die Strecke 00, in dem abgebildeten
geometrischen Problem, wenn die schraffierten Fli-

chen gleich groB sind und der Radius der Kreise jeweils
r=11ist? Krudetski

Zahlenritsel im Oktalsystem

aus: Wurzel 1275

Quadratzahl
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Uber die Aufgabe,

die Anzahl isomerer chemischer
Verbindungen zu finden

Die Frage, wie zum Beispiel bei gesittigten
Kohlenwasserstoffen, C,H,,+,, die Anzahl
der isomeren Verbindungen gefunden wer-
den kann, wird im Chemieunterricht nicht be-
handelt. Wer sich einmal mit dieser Frage
beschiftigt hat, weiB3, daB sie nicht ganz ein-
fach zu beantworten ist. Die entsprechende
Zahlenfolge (in Abhingigkeit von der Anzahl
n der C-Atome) ist in der folgenden Tabelle
wiedergegeben.

Tabelle 1

n 1 23 456 7 8 9

C.Hjp4 2 1 11 2 3 59 18 35
10 11 12 13..

75 159 355 802...

Priift, ob es sich um

a) eine arithmetische Folge 1. Ordnung,

b) eine geometrische Folge,

¢) etne arithmetische Folge m-ter Ordnung
(m>1),

d) die Folge der FIBONACC]Ischen Zahlen
handelt!

Ein Bildungsgesetz ist nicht ohne weiteres zu
erkennen.

Wir konnen die Strukturformeln der Isome-
ren systematisch entwickeln, indem wir die
Hauptkette um 1; 2; 3; ... C-Atome ver-
kiirzen und Seitenketten mit beziehentlich
1; 2; 3; ... C-Atomen angliedern. Dabei
sind bei der Hauptkette und auch bei den
Seitenketten alle mdglichen und zulissigen
Verzweigungen bzw. Kombinationen zu be-
ridcksichtigen.

Beispiel: C;H,

(Wir stellen nur das Geriist der C-Atome dar,
wobei wir diese in der Hauptkette symbolisch

Hauptkette

Bild 1

Anzahl
Formen 1+2+5+1=9

Bild 2

H—I_L«_.und o—o—o—}—t—o—‘
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mit einem Punkt, in den Seitenketten mit
einem Kreuz bezeichnen.) .

Wir miissen Symmetrien beachten. Die beiden
Formen sind zueinander symmetrisch (in be-
zug auf die eingezeichnete Symmetrielinie);
sie stellen ein und dieselbe chemische Ver-
bindung dar. Deshalb sind sie beim Abzihlen
der Isomeren nur einmal zu berticksichtigen.
Die Form ist symmetrisch in bezug auf die
eingezeichnete Symmetrielinie.

Bild 3 I | I

i
Wir behandeln das Problem analytisch und
verallgemeinern. Dabei werden uns verschie-
dene Zahlenfolgen begegnen. Wir beschran-
ken uns darauf, die Anzahl Formen fir die
Hauptketten n,n— 1 und n— 2 zu ermitteln.

1. Hauptkette n

Es gibt fiir jedes n € {1:2; 3; ...} genau eine
Form. Hiermit {inden wir die einfache Zahlen-
folge f, die wir tabellarisch darstellen.

Tabelle 2
n 1 2 3.
Anzahl Formen 11 1.

2. Hauptkette n— 1

Die Seitenkette ist eingliedrig (Methyl,
—CH,;). Wir miissen zwischen geradem und
ungeradem n unterscheiden.

n gerade, n— | ungerade B

Bei genau einer Form trigt das mittlere
C-Atom die Seitenkette. Wiirde sich die Sei-
tenkette an einem der beiden endstindigen
C-Atome der verkiirzten Hauptkette belin-
den, so wiire die entsprechende Form mit der
Hauptkette » identisch. Unter den n—4 mog-

4 C-Atome

.{L

TEFT b

lichen Formen sind je zwei zueinander sym-
metrisch. Deshalb betrdagt die Anzahl der
Formen

1 n_—‘! _ n-2

2 2

Die Formel (1) fiihrt zu einer Zahlenlolge

L2=1;2;3; .
n ungerade, n — 1 gerade

(nz4) (5]

Anzahl der Formen: "2;3(ng 5) 2

Priift nach! Welche Zahlenfolge ergibt sich
aus der Formel (2)?

3. Hauptkette n — 2

Die beiden C-Atome koOnnen eine zwei-
gliedrige Seitenkette (Athyl, —C,Hjs) oder
zwei eingliedrige Seitenketten (—CHs,
— CH,) bilden.

3.1. Eine zweigliedrige Seitenkette

Wir zihlen ab wie bei der Hauptkette n— 1.
Dabei miissen wir beachten, daB jetzt an
jedem Ende der Hauptkette zwei Plitze [rei
bleiben miissen (warum?).

n gerade, n—2 gerade

Anzahl Formen: "—;E(n >3) 3)
n ungerade, n —2 ungerade

~7 -5
Anzah] Formen: 1 + "—2 = n_z (nz7) )

Priift nach! Welche Zahlenfolgen ergeben
sich aus den Formeln (3) und (4)?

3.2. Zwei eingliedrige Seitenketten

n gerade, n—2 gerade

Die beiden endstindigen Plitze der ver-
kiirzten Hauptkette diirfen nicht besetzt wer-
den (warum?). Wegen der Symmetrie kann

. . n—4 .
die erste Seitenkette 5 Pldtze einnehmen.

In ihrer duBersten zulidssigen Stellung gibt es
dann fir die zweite Seitenkette n —4 Moglich-
keiten. Riickt die erste Seitenkette un einen
Platz weiter nach der Mitte, so hat die zweite
unter Beachtung der Symmetrie noch n—6
Maoglichkeiten. Und so weiter. Macht euch
den Sachverhalt an einem Beispiel klar!

Die Anzahl der Formen betrigt also

(n—4)y+(n—6)+...+4+2.

Offensichtlich ist das eine arithmetische Reihe
mit dem Anfangsglied (n—4) und der Difle-
renz (—2). Sie hat so viele Glieder, wie die
erste Seitenkette Plitze einnehmen kann,

. —4 L.
niamlich "T Nun ist die Summe einer end-

lichen arithmetischen Reihe gleich dem Pro-
dukt aus der halben Gliederzahl und der
Summe aus Anfangs- und Endglied. So ergibt
sich
_n*—6n+8
=
Die Formel (5) lihrt zu einer Zahlenfolge /3.
n ungerade, n— 2 ungerade
In diesem Fall ergibt sich die Anzahl Formen
zu

(n26) &)



(n—4)+(n—6)+...+3+1
L T
—.4—("— +1)

= ”;3>2 =’ﬂ+_9(,,;5) (6

2 4

Rechnet nach! Die Formel (6) fihrt zu einer
Folge f,. Fiir die Herleitung der Formeln (5)
‘und (6) gibt es noch andere Wege. Beim Losen
der Aufgaben kénnt Ihr selbst solche Wege
gehen.

Wir erhalten alle Formen mit der Haupt-
kette n —2, indem wir die Ergebnisse von 3.1.
und 3.2. summieren.

n gerade
n—6 n*—6n+8
2t
2-— —_—
="4—"‘f(,,g6) 7
4
n ungerade
n—=>5 +n2—6n+9
2 4
2
—4np—
Y ®

Die Formeln (7) und (8) filhren zu den Zah-
lenfolgen f5 und fe.

Wir setzen jetzt einige Kenntnisse tiber Per-
mutationen voraus und leiten fiir die Anzahl
Formen mit zwei eingliedrigen Seitenketten
an verschiedenen C-Atomen eine Formel her.
N untereinander verschiedene Elemente kdn-
nen aul 1.2.3... (N—1)N=N! (lies N Fakul-
tat) Arten angeordnet werden. Die Anzahl
der Permutationen von N verschiedenen Ele-
menten ist N'!

Treten in einer Anzahl von Elementen Grup-
pen von gleichen Elementen auf, so ist die
Anzahl der Permutationen kleiner, als wenn
alle Elemente verschieden sind. Die N Ele-
mente seien in m Gruppen zu je pi, P2, ...
Pm gleichen Elementen so zusammenzufassen,
daB die p;! Permutationen der Elemente p;
(i=1,2, ..., m) als gleich gelten. Dann ist die
Gesamtanzahl der Permutationen dieser Ele-

mente NI :

;)m, P +p2+...+p,,.=N
Bei zwei eingliedrigen Seitenketten an ver-
schiedenen C-Atomen unterscheiden wir die
Elemente § und - . Fiir gerades n ist

N=n—-4,p,=2,p,=N-2=n-6.
Gesamtanzahl
mente:

Permutationen dieser Ele-

(n—4)!
2 (n—6)!

=1.23...(n—6)(n—5) (n—4)
1.2-123...(n—=7)(n—6)
_(n=5)(n—4)
=
Unter diesen ('1;4)2(";5)
finden sich jedoch Paare zueinander sym-
metrischer Formen, die bei der Bestimmung
der Isomeren nur einmal zu beriicksichtigen
sind. Bevor wir halbieren, miissen wir die
Formen subtrahieren, die nur einmal vor-

Permutationen be-

kommen; das sind #

{(n—4)(n-5) n—-4
2 2

2
=(r—4)(n—5-1) (n—4)(1—6)
4 - 4
Nun sind noch die symmetrischen Formen zu
addieren:
(n—4)(n—6) n—4
a2
=(n—4)(n—6+2)
4 -

- (%‘)z (n26)

Addiere hiqrzu die Anzahl Formen mit zwei
eingliedrigen Seitenketten an demselben C-
Atom, und vergleiche die Summe mit Formel

(5)!
Wir stellen die Resultate zusarnmen.
Tabelle 3

9

Hauptkette n n—1 n-2
n—2 n*—4n—-4
Anzahl 1 5 T
(n gerade)
Formen (n=4) (n=26)
| n—-3 n’—4n—1
2 4
(n ungerade)
(n25) (n25)

Die folgende Tabelle 4 zeigt die ersten Glieder
der entsprechenden Zahlenfolgen. In der zwei-
ten bis vierten Spalte stehen links die Anzahl
Formen fiir gerades n, rechts die fiir unge-
rades n.

,uUnd wie reagiert die Substanz in meiner
Hand? Achten Sie auf die Firbung!* —
,.Sie schamt sich.

Tabelle 4

n Anzahl Formen
mit der Hauptkette Summe
n n—1 n—2
4 1 1 2
5 1 1 1 3
6 1 22 5
7 | 2 5
8 1 3 7
9 1 3 11
10 1 4 14
11 1 4 19
Zahlen -
folge fi I S5 fe

Die letzte Spalte enthdlt Summen der Anzahl
Formen mit den Hauptketten n, n—1 und
n—2. Nur bis n=6 stimmen diese mit den
Anzahlen der Isomeren in Tabelle 1 iiberein.
Yon n=7 an kommen Formen der Haupt-
ketten n—3; n—4; ... hinzu.

Entsprechend ihrer Bedeutung als Anzahlen
sind die Glieder der vorstehenden Folgen
natiirliche Zahlen. Die Folgen sind im allge-
meinen unendlich. Beschrinken wir uns je-
doch auf die bekannten Kohlenwasserstolle
(gegenwirtig bis n=82), so erhalten wir end-
liche Folgen. Wir betrachten nun einige der
Zahlenfolgen etwas naher.
Bei Jfi=1;1;1;...
handelt es sich um eine unendliche Folge mit
konstanten Gliedern.
Independente (analytische) Darstellung:

a=1mitk e{1;2;3;...}
Der Zusammenhang zwischen k und »n (unter
den Bedingungen n gerade, n=4) ist durch
die Beziehung gegeben

n=2+2k=2(k+1).

f2=1;2;3; ...
ist die Folge der natiirlichen Zahlen (ohne
die Null).
Independente Darstellung:

ac=k mit €{1;2;3;...}
Die Folge f; schreiben wir in Tabellenform.
Tabelle 5

2.7 14 23..

Der Zusammenhang zwischen k und » (un-
ter den Bedingungen n gerade, n> 6) ist durch
die Beziehung gegeben
n=2k+4.
Setzen wir in die Formel (7) ein, so erhalten
wir die independente Darstellung:
ar=k*+2k-1
Wir bilden die Diflerenzfolgen.
Ausgangsfolge: 2;7;14;23;34;47; ...
1. Dilferenzfolge: 5;7;9, 11; 13; ...
2. Differenzfolge: 2; 2;2;2; ...
Js ist also eine arithmetische Folge 2. Ord-
nung. ’
Ahnlich wie unter 3. dargestellt, kdnnen wir
die Anzahl Formen mit der Hauptkette n—3

[
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ermitteln. Hier werden die Verhiltnisse schon
komplizierter, zumal da wir vier verschiedene
Seitenketten und deren mégliche und zulas-
sige Kombinationen beriicksichtigen miis-
sen.

Bild4¥,;,%,v

Schon vor 100 Jahren, im Jahre 1875, hat der
englische Mathematiker A. Cayley das aul-
geworlene Problem ganz allgemein geome-
trisch-konstruktiv und analytisch gelost. Er
verffentlichte damals eine Arbeit ,,Uber ana-
lytische Formen, genannt Biume, mit An-
wendung aul die Theorie chemischer Kombi-
nationen*, W. Renneberg

Petrolchemisches Kombinat Schwedt

Kleiner alpha-
Chemie -Wettbewerb

Last die hier zu diesem Beitrag zusammen-
gestellten Aufgaben! Der V EB Deuischer Ver-
lag fiir Grundstoffindustrie. Leipzig. suftete
wertvolle Buchpreise. Alle eingesandten Lo-
sungen werden korrigiert und nach den Richt-
linien des alpha-Wettbewerbs bewertet. Dic
Antwortkarten zihlen fir den alpha-Went-
bewerb 1976:77.

Uberlegt, welche Verfahren tm Hinblick aufl
Formen mit der Hauptkette n—3. 1 —4 usw.
vorteithalt sind! Vielleicht findet ihr noch
andere rationelle Wege?

Aufgaben

Al a Untersuche dic Zahlenfolgen
J3=2:6:12:20: ..

fi=1:4:9;16:...

Je=1:5:11:19;: ..!

Gib die independente. die rekursive. die ver-
bale Darstellungsart an! Kennzeichne den
Typ!

A2a Bestimme (ir zwei eingliedrige Sei-
tenketten die Anzahl Formen mit den Seiten-
ketten

a) an demselben C-Atom.

b} an verschiedenen C-Atomen

getrennt und summiere! Unterscheide zwi-
schen geradem und ungeradem n!
Vergleiche die Ergebnisse mit den Formeln
(3) und (6})!
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A3 a Firzwei eingliedrige Seitenketten an
verschiedenen C-Atomen und gerades n ist die
Anzahl Formen auf folgendem Wege zu er-
mitteln:

a) beide Seitenketten aul derselben Seite der
Symmetriclinie der Hauptkette,

b} je cine Secitenkette auf den beiden Seiten
der Symmetrielinie. Summiere die Ergeb-
nisse, und vergleiche mit der entsprechenden
Formel aus Aufgabe 2b)!

a4 a Fiir zwei eingliedrige Seitenketten an
verschiedenen C-Atomen und ungerades n
ist die Anzahl Formen in der [olgenden Weise
zu ermitteln.

1. Fall: Am mittleren C-Atom belindet sich
keine Seitenkette. Unterscheide dabei For-
men mit den Seitenketten auf derselben und
auf verschiedenen Seiten der Symmetrielinie!
2. Fall: Das mittlere C-Atom trigt eine
Seitenketic. Summiere und vergleiche mit der
entsprechenden Formel aus Aufgabe 2b)!

A5A Leite ir ungerades n die Anzahl
Formen mit zwei eingliedrigen Secitenketien
an verschicdenen C-Atomen her, indem du
zunichst die Gesamtanzahl Permutationen
der Elemente § und ® berechnest! Beriick-
sichtige dann. daB darunter zueinander sym-
metrische Formen vorkommen'

Addiere zu dem Ergebnis die Anzahl Formen
mit zwel cingliedrigen Seitenketten an dem-
selben C-Atom! Mit welcher Formel des
Teates muld dein Ergebnis {ibereinstimmen?

Werner Rennebery

Biicher aus dem

VEB Deutscher Verlag
fiir Grundstofl-
industrie Leipzig

Gerhard Ludwig
Allgemeine, anorganische
und organische Chemie —
Wissensspeicher
264 Seiten, zahlr. Abb. und Tabellen

Preis: 8,85 M
Der Wissenspeicher soll einen Uberblick iiber
das erforderliche grundlegende Wissen in
Zusammenhingen und bestimmten Einzel-
heiten geben. Vorwiegend soll er zur Zweit-
information nach Erlernen des Stoffes im
Unterricht eingesetzt und zur Entnahme von
Informationen fiir die Arbeitsgemeinschaft
oder die spatere berulliche Tiatigkeit verwen-
det werden.

Autorenkollektiv
Rechenpraxis in Chemieberufen
364 Seiten, zahlr. Abb. u. Tab. Preis: 1285 M

Beherrschung und Lenkung der chemischen
Produktion erfordern heute und in Zukunft
ein stindig zunehmendes MaB an Wissen,
Erfahrungen und Fertigkeiten. In immer
héherem Grade bestimmt die moderne Tech-
nik den Charakter unserer Produktion. Die
moderne Technik 148t sich aber nur dann mit
hohem Wirkungsgrad einsetzen und nutzen,
wenn die mit ihrer Steuerung betrauten Men-
schen ihr erworbenes Wissen schépferisch
und den Gegebenheiten entsprechend zu ge-
brauchen wissen. Zahlreiche Musterbeispiele
mit ausfiihrlichen Losungsvorschligen. 277
gestelite Ubungsaufgaben (mit Ergebnissen)
bieten den mathematisch/naturwissenschaft-
lich interessierten Lesern die Maglichkeit,
ihr Wissen und Konnen zu erproben.

Autorenkollektiv -
Tabellenbuch Chemie
485 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 16,20 M

Das Buch enthilt Konstanten und Daten
chemischer Verbindungen, Rechentafeln so-
wie andere Tabellen. Erklirungen und iiber-
sichtliche Tabellenformen erleichtern auch
dem im Lesen von Tabellen ungeiibten Be-
nutzer das Arbeiten mit dem Buch.




XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 7. Oktober 1976

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschal-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prizise formuliert und bewiesen
werden. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hillslinien)
muf deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
gange und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.
Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab 8. Oktober 1976 verdffentlicht.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels £ ABC.

Olympiadeklasse 5

1. In einer Mathematik-Arbeitsgemeinschalt
stellt Monika den Teilnehmern folgende Aul-
gabe:

Jeder der Buchstaben A, L, P, H bedeutet
eine einstellige natiirliche Zahl. Dabei gilt:
(1) Die Zahl H ist doppelt so gro8 wie die
Zahl P.

(2) Die Zahl A ist gleich der Summe aus der
Zahl P und dem Doppelten der Zahl H.

(3) Die Zahl L ist gleich der Summe der
Zahlen A, P und H. Schreibt man die Zahlen
ALPHA in dieser Reihenfolge hintereinan-
der, dann erhilt man die (fiinfstellige) Leser-
zahl der mathematischen Schiilerzeitschrift
.alpha*.

Wie groB ist diese Leserzahl?

2. Auf einer Geraden g sollen (iinf Punkte A4,
B, C, D, E in dieser Reihenfolge angeordnet
sein und folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Strecke AE hat die Linge
AE=18cm.

(2) Die Strecke AD ist 2cm kiirzer als die
Strecke AE.

(3) Die Strecke CD hat die Lange
CD=5cm.

(4) Die Strecke AB ist 3cm ldnger als die
Strecke CE.

a) Konstruiere fun( derartige Punkte 4, B,
C,D, E!

b) Ermittle die Lingen der Strecken AD,
AB, BC!

Als Losung geniigt

a) eine Konstruktion ohne Beschreibung und
b) die Ermittlung der Streckenlidngen AD,
AB. BC aus den Bedingungen (1) bis (4).

3. Um zu ermitteln, welchen Durchschnitts-
wert die Masse eines Maiskolbens von einem
Versuchsfeld hat, hatten Schiiler einer Ma-
thematik-Arbeitsgemeinschaft sechs Kolben
ausgewiihlt und gewogen. Der groBte Kolben
hatte eine Masse von 850g, drei Kolben
hatten eine Masse von je 640 g, zwei Kolben
von je 460 g. Wieviel Gramm betrug hiernach
die durchschnittliche Masse eines dieser sechs
Maiskolben?

4. Ein rechteckiger Spielplatz wird einge-
zdunt. Die Gesamtldnge des Zaunes betragt
390 m; die langen Seiten des Rechtecks sind
doppelt so lang wie die kurzen.

a) Ermittle die Seitenldngen des Spielplatzes!
b) Zeichne den Spielplatz (Konstruktion des
Rechtecks) im Mafstab 1:1000!

Olympiadeklasse 6
1. AAA-A=BBB
+ =i
CCC-E=DDD
FFF :F=GGG

In diesem Schema sind fiir die Buchstaben
Ziffern (0, 1,2,3,4,5, 6,7, 8,9) so einzutragen,
daB fur gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und [iir verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern stehen und daB alle finl ange-
gegebenen Rechenaufgaben richtig gerechnet
sind.

Ermittle alle moglichen derartigen Eintragun-
gen!

2. Knut ist ein sehr trainierter Radlahrer. Bei
einem Ausflug legte er auf seinem Fahrrad in
der Minute durchschnittlich 320 m zuriick.
Er fuhr um 7.00 Uhr mit seinem Rad ab und
erreichte um 11.00 sein Ziel. Von 9.00 Uhr
bis 9.20 Uhr hatte er gerastet, in der iibrigen
Zeit ist er ununterbrochen gefahren.

Wie lang (in km) ist die dabei von Knut
insgesamt zuriickgelegte Strecke?

3. Luise sucht eine natiirliche Zahl x, die sie
vom Zahler des Bruches % subtrahieren und

gleichzeitig zum Nenner dieses Bruches addie-
ren mochte, wobei der so entstehende Bruch

7
den Wert 1 erhalten soll.

Stelle fest, ob es eine solche Zahl x gibt, ob
sie die einzige ist, die die Bedingungen der
Aulgabe erfiillt, und wie sie lautet!

4. Eine Gruppe von mehr als 10, aber weniger
als 50 Thilmann-Pionieren wollte eine Wan-
derfahrt durchfiihren. Sie brauchte dazu ge-
nau 91 Mark. Jeder Pionier der Gruppe
zahlte eine einheitlich festgesetzte Anzahl von
1-Mark-Stiicken (und keine weiteren Geld-
betrdge) in die Reisekasse. Ein dann noch
fehlender Restbetrag von genau 26 Mark
wurde aus der Pionierkasse bestritten.
Ermittle die Anzahl der Pioniere dieser Grup-
pe und den Betrag, den jeder von ihnen zur
Bezahlung dieser Fahrt in die Reisekasse
zahlte!

Olympiadeklasse 7

1. Bei der 3.Stule der XV.Mathematik-
olympiade erhielten die sechs Thalmann-
Pioniere Anita, Bernd, Christine, Doris, Erich
und Fritz je einen Preis.

Genau zwei von ihnen erhielten volle Punkt-
zahl.

Auf die Frage, welche beiden Pioniere volle
Punktzahl erhielten, wurden [olgende f[iinf
Antworten gegeben:

(1) Anita und Christine;

(2) Anita und Fritz;

3) Bernd und Fritz;

4) Anita und Doris;

(5) Bernd und Erich.

AnschlieBend wurde festgestellt, daB in genau
einer dieser fin[ Antworten beide Angaben
falsch sind, wihrend in den {brigen vier je-
weils eine Angabe wahr und eine falsch ist.
Wie heiBen nach dieser Feststellung die bei-
den Preistrager, die die volle Punktzahl er-
hielten?

Uberpriile, ob sich diese Frage aus den vor-
liegenden Antworten eindeutig beantworten
150t!

2. Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ... usw.

bis 100 derart hintereinander aulgeschrieben,

daB eine Zahl z der Form
z=12345678910111213...9899100

entsteht.

a) Wieviel Stellen hat z?

b) Es sollen 100 Ziffern der Zahl z so ge-

strichen werden, daB die mit den restlichen

Ziffern dargestellte Zahl z' moglichst groB

ist. Dabei soll an der Reihenlolge der (in z')

verbleibenden Ziffern von z nichts geéindert

werden.

Ermittle, welche Ziffern zu streichen sind, und

gib die ersten zehn Ziflern der neuen Zahl 2’

an!

3. Es seien a und b zwei zueinander parallele

Geraden. A4 und P seien Punkte auf g, ferner

seien B und @ Punkte auf b. Dabei gelte

PQ1 a. Der Mittelpunkt von PQ sei M, und

es sei ¢ die Parallele zu a durch M.

Beweise folgenden Satz:

Ist S der Schnittpunkt von ¢ mit 4B, so gilt

AS=BS.
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4. Bei einem Radrennen auf einem Rundkurs

von 1 km Linge hatte zu einem bestimmten

Zeitpunkt der Radsportler A genau 500 m

Vorsprung vor dem Radsportler B.

B [uhr mit einer Geschwindigkeit von 50 kTm

km

T
a) Nach wieviel Minuten von dem angege-
benen Zeitpunkt an gerechnet, holte B den
Fahrer A das erste Mal ein, wenn angenom-
men wird, daB beide mit gleichbleibender Ge-
schwindigkeit [uhren?

_b) Nach wieviel weiteren Minuten wiirde B
den Fahrer A zum zweiten Mal einholen
(iiberrunden), wenn beide Fahrer auch weiter-
hin mit jeweils gleichbleibender Geschwin-
digkeit weiterfahren wiirden?

Wieviele Runden hidtte A und wieviele B
zwischen dem ersten und dem zweiten Mal
des Uberholens zuriickgelegt ?

A mit einer Geschwindigkeit von 45

Olympiadeklasse 8

I. Durch einen Wiirlel ABCDEFGH (siehe
Bild) soll ein ebener Schnitt so gelegt werden,
daB als Schnittligur ein gleichseitiges Dreieck
entsteht, dessen samtliche Ecken auch Eck-
punkte des Wiirfels sind.

7

Gib alle Moglichkeitén fir einen solchen
Schnitt an, und stelle einen Wiirfel mit einem
solchen Schnitt in Kavalierperspektive dar!

2. In einem VEB macht es sich erflorderlich,
fiir jeden der Arbeiter Arnold, Bauer, Donath,
Funke, GroBe, Hansen, Krause und Lehmann
langfristige QualifizierungsmaBnahmen zu
planen.

Innerhalb von vier Wochen, und zwar in der
Zeit vom 1. 1. 1976 (Montag) bis 27. 11. 1976
(Sonnabend) kann jeweils fiir drei Tage (ent-
weder von Montag bis Mittwoch oder von
Donnerstag bis Sonnabend) je ein Arbeiter
zu einem dreitégigen Lehrgang delegiert wer-
den.

Da die laufende Produktion nicht gefdhrdet
werden darf, kann eine Freistellung von der
Arbeit nur zu bestimmten Zeiten erfolgen:
(1) Arnold kann nicht in der dritten Woche
teilnechmen.

(2) Bauer ist in der ersten Halfte jeder Woche
im Betrieb nicht entbehrlich, aber auch nicht
vom [1. bis 13. 11. und nicht in der zweiten
Hilfte der vierten Woche.

(3) Donath kann nur in der gleichen Woche
wie Lehmann gehen.
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(4) Funke kann nur in der ersten oder zweiten
Woche freigestellt werden.

(5) GroBe kann nur vom 4. bis 6. 11. oder vom
18. bis 20. 11. oder in der zweiten oder vierten
Woche jeweils in der zweiten Hillte beriick-
riicksichtigt werden.

(6) Hansen kann nur in der zweiten oder
dritten Woche jeweils in der zweiten Hilfte
eingesetzt werden, jedoch nicht in der Woche,
in der Funke zum Lehrgang geht.

(7) Krause kann nur in der ersten Woche oder
vom 22. bis 24. 11. zum Lehrgang geschickt
werden.

(8) Lehmann kann nur in der ersten Hilfte
jeder Woche teilnehmen.

Ermittle simtliche Moglichkeiten, unter die-
sen Bedingungen die vorgesehenen Qualifizie-
rungsmaBnahmen durchzufiihren! Gib dabei
fiir jeden der Arbeiter die Zeit an, in der er
zum Lehrgang delegiert wird!

3. Beweise den folgenden Satz:

Wenn von drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen die kleinste Zahl gerade ist,
dann ist das Produkt dieser drei Zahlen durch
24 teilbar.

4. Peter stellt seinem Freund Fritz folgende
Aulgabe:

Gegeben sei ein Kreis, dessen Durchmesser
gleich dem Erddurchmesser ist, und ein
zweiter dazu konzentrischer Kreis, dessen
Umlang | m ldnger als der Umfang des ersten
Kreises ist.

Ermittle den Abstand beider Kreislinien von-
einander!

Nach kurzem Uberlegen nennt Fritz diesen
Abstand und behauptet:

,,Wenn der erste Kreis nur den Durchmesser
einer Stecknadelkuppe (1 mm) besitzt, und
der Umlang des zweiten konzentrischen Krei-
ses wiederum 1 m ldnger als der des ersien
Kreises ist, dann ist der Abstand dieser beiden
Kreise genau so groB wie in deiner Aufgabe.
Stimmt diese Behauptung von Fritz?

Wie gro8 ist der Abstand der konzentrischen
Kreislinien in beiden Fillen?

Olympiadeklasse 9

1. Frank und Jens spielen ein Spiel, das sie
Autorennen nennen. Sie haben dazu aul
quadratisch-kariertern Papier eine Spielfliche
durch einen Streckenzug ABCDEFGA einge-
schlossen, wobei A, B, C, D, E, F, G Gitter-
punkte bezeichnen. Jeder Spieler soll von der
Startlinie AG zur Ziellinie DE oder iiber sie
hinaus gelangen, indem er nach folgenden
Regeln einen Streckenzug PoP,P,...P, bil-
det, der den Weg des Fahrzeuges darstellen
soll, wobei die Py, Py, ..., P, Gitterpunkte
sind. Keine der Teilstrecken PoP;, P,P,.

.. P, P, des Streckenzuges darl dabei die
Randlinie des Spielfeldes (mit Ausnahme der
Start- und Ziellinie) berithren oder schneiden.
Unter einem ,,Zug" wird der Ubergéng von
einem Punkt P, zu dem nichsten Punkt
P, . verstanden.

Die Spielregeln lauten:

(1) Po liegt auf AE

(2) Der erste ,,Zug" besteht aus der Strecke
PoP,,wobei PoP, = | (Seitenlinge des Grund-
quadrates) ist.

(3) Wenn bereits ein ,,Zug” Py _ , P, ausgefiihrt
wurde, so findet man den nichsten ,Zug"*
P"Pk“ folgendermaBen:

a) Man verlangert die Strecke P, _,P; iiber
Py hinaus um sich selbst bis zu einem Punkt,
der Q genannt sei.

b) Man wihlt entweder den Punkt Q, oder
einen seiner acht benachbarten Gitterpunkte
als Punkt P,.; (Hinweis: P;+, muB inner-
halb des Spielfeldes liegen, aber nicht not-
wendig Q).

Geben Sie fur ein Spielleld mit A(0; 0),
B(0; 14), C(7; 21), D(16; 21), E(16; 18),
F(7; 18), G(7; 0) einen ,,Fahrweg®, d. h.
einen Streckenzug PoP, P, ... P, an, bei dem
die Ziellinie von der Teilstrecke Pg Py erreicht
oder geschnitten wird!

Als Ldsung geniigt eine zeichnerische Dar-
stellung oder die Angabe der Koordinaten der
Punkte P; (i=0, 1, 2, ..., 9) ohne Begriindung.

2. Jemand behauptet, dal es moglich sei, aus
7 Papierstiicken' aul folgende Weise genau
1976 Stiicke herzustellen:

Man teilt einige der 7 Papierstiicke jeweils
in genau 7 Teile, danach wieder einige der
nunmehr vorhandenen Papierstiicke jeweils
in genau 7 Teile usw.

Ist es moglich, daB man aul diese Weise,
indem man also das beschriebene Verfahren
geniigend lange [ortsetzt, genau 1976 Papier-
stiicke erhalt?

3. Es seiA ABC ein gleichschenkliges Dreieck
mit der Basis AB, der Liange AB=b und der
Schenkellidnge 2 b. Die Punkte D bzw. E seien
die inneren Punkte von AC bzw. BC, in denen
die Schenkel den Kreis mit dem Durch-
messer AB schneiden. Man ermitile den Um-
fang des Vierecks ABCD.

4. Stellen Sie fest, ob Korper existieren, fiir
die lolgendes gilt:

Kantenldnge bzw.
Durchmesser in cm

Wiirfel
Kugel
reguldres
Tetraeder e
Oberflachen- Volumen
inhalt in cm? in cm?
Wiirfel b b
Kugel d d
reguliires
Tetraeder S S

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen a, ¢, e, die
diesen Bedingungen geniigen ! Dabei bezeich-
nen gleiche Buchstaben gleiche reelle Zahlen.



wihrend verschiedene Buchstaben nicht not-
wendig verschiedene Zahlen bezeichnen miis-
sen.

Olympiadekilasse 10

1. In das Kryptogramm

KATLCR

+ KATZE

TI ERE
sind anstelle der Buchstaben Ziffern (0, 1, ...,
9) so einzusetzen, daB eine Additionsaufgabe
mit richtiger Losung entsteht. Dabei sollen
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziflern dar-
stellen.
Geben Sie samtliche Losungen dieser Aufgabe
an!

2. Geben Sie alle reellen Zahlen x(x+ —3) an,
die folgende Ungleichung erfiillen:

22 1,5 1
x+3 25x+3 10

(%

(M

3. Man untersuche, ob es eine Mdoglichkeit
gibt, alle Kanten eines Wiirfels so zu durch-
laufen, daB nacheinander ohne Unterbre-
chung jede Kante genau einmal durchlaufen
wird.

4. Gegeben sei eine Streckenlinge a. Ein
Dreieck ABC habe die Eigenschaften

AB=2a,BC=a, x ACB=90".
Berechnen Sie die Abstinde des Schnitt-
punktes der Seitenhalbierenden dieses Drei-
ecks von jeder der Dreieckseiten!

Olympiadeklassen 11/12

1. Man ermittle alle Tripel reeller Zahlen
(x, y, z), die das Gleichungssystem

x+yz =17 (1)

xy+z=5 (2)

x+y+z=6 3)
erfillen.

2. Man beweise, daB fiir jedes Dreieck ABC
die Gleichung

MA? “sina+ MB?-sinfi+ MC? -siny=2F
gilt, wobei «, f, y die GréBen der Innenwinkel
bei A, B bzw. C bezeichnen, F der Flachen-
inhalt des Dreiecks und M der Mittelpunkt
seines Inkreises ist.

3. Einer Schule stehen fiir ein Zeltlager fol-
gende Zelte zur Verfiigung:

2 Zelte [ir je 3 Personen.

I Zelt fir 8 Personen,

2 Zelte fiir je 10 Personen und

2 Zelte fiir je 16 Personen.

(Die Personenzahlangaben sind die vom Her-
steller angegebenen Hochstbelegungszahlen.)
Jedes dieser Zelte wird entweder mit Mad-
chen zu genau 50, seiner Hochstbelegungs-
zahl ausgelastet oder mit Jungen so belegt.
dal} es zu hochstens 70%,. mindestens aber
zu 50° ausgelastet ist.

Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 2/76:

Ma$5 #1497 Wegen xx4-x=2x4 betragt
der zweite Faktor 11. Daraus [olgt 2x4 =x3x;
jedes Teilprodukt betrégt somit 234, also auch
der erste Faktor. Die geloste Aufgabe lautet
somit

234-11

234
234
2574

Ma5 #1498 Fiir jede der vier Ziffern der
Autonummer gilt 0<n<9. Die zweite Zilfer
sei n, die vierte somit 3 - n, die erste 3n — 3 und
die dritte 3n—35. Fiir die Quersumme der
Autonummer gilt deshalb
(B3n=3)+n+(3n—-5)+3n=22,

10n—8=22,
10n=130,
n= 3.

Die Autonummer lautet somit 6349,

Dabei sind insgesamt fiir das Zeltlager mehr
Maédchen als Jungen zu beriicksichtigen.

a) Wieviel Personen konnen maximal unter
diesen Bedingungen am Zeltlager teilneh-
men?

b) Man gebe fiir einen derartigen Fall eine ent-
sprechende Belegung der Zelte an.

4. Auf der Oberfliche einer massiven Kugel,
deren DurchmessergrofBe nicht angegeben ist,
seien zwei Punkte A und B gegeben, die nicht
auf ein und demselben Kugeldurchmesser
liegen.

Man beschreibe eine Konstruktion des durch
die Punkte 4 und B verlaufenden GroB-
kreises. Zur Konstruktion aul der Kugel-
oberflache darf nur ein Zirkel. zu eventuell
notwendigen Hillskonstruktionen in einer
Ebene diirfen nur Zirkel und Lineal verwen-
det werden.

Hinweis: Unter einem GroBkreis versteht
man einen Kreis aul der Kugelober{liiche,
dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt der
Kugel zusammenfallt. Durch zwei Punkte der
Kugelober(ldche. die nicht auf cin und dem-
selben Kugeldurchmesser liegen, verliduft ge-
nau ein GrofBkreis.

Ma5 ®1499 Angenommen, zur Herstellung
des Werkstiickes wurden bisher x Minuten
benotigt; wegen 3h 45min =225 min gilt dann

x:2+415=225,
x:2 =210,
x=420.

Zur Anlertigung des Werkstiickes wurden
bisher 420 Minuten, also 7 Stunden benotigt.

Ma5 ®1500 Bei einer mittleren Geschwin-

digkeit von 30 kTm schafft man 1 km in 2 min.

Fiir 15,8 km—0,9 km = 14,9 km benétigt man
149 -2min=298 min. Hinzu kommen
10 min FuBweg. Nach Franks Vorschlag
werden insgesamt (29,8 + 10) min = 39,8 min
bendtigt. Bei einer mittleren Geschwindigkeit

von 24 k_;n‘ und einer Fahrstrecke von 15,5 km

bendtigt man (15,5:24)h=[(15,5 - 60):24 min
=38,75 min. Nach Uwes Vorschlag werden
38,75 min benotigt. Uwe hat somit recht.

Ma5 ®1501 Wir rechnen 240 kg:4 =60 kg;
240kg:8=30kg; 240kg:6=40kg; 240kg
—60kg—-30kg—40kg=110kg. Von den
Schiilern wurden 60kg Blei, 30 kg Kupfer,
40 kg Zink und 110 kg Messing gesammelt.

Mas #1502 Wir rechnen 60-42=2520,
60—10=50, 50-49=2450, 252042450
=4970 und 4970:70=71; beim Transport
gingen 71 Gléser entzwei.

Ma6 @1503 Jede dreistellige natiirliche

Zahl 140t sich wie folgt darstellen:
z=100a+ 10b+¢ mit | £a4<9 und
0Lh, c29.

Wegen b=a+1 und ¢=2a erhalten wir

daraus
z=100a+ 10{a+ 1)+ 2a.

Da die dreistellige Zahl z kleiner als 400 ist,
folgt a=1 oder a=2 oder u=13, also z=122
oder z =234 oder z=346.

Nun soll g _eine Primzahl sein.

Fiir a=1 erhalten wir§=61; dies ist eine
Primzahl. Fir a=2 erhalten wir§=117;
diese Zahl ist durch 9 teilbar, also keine

Primzahl. Fiir a =3 erhalten wir = = 173; dies

[NS TR

1st eine Primzahl.
Erika hat sich entweder die Zahl 61 -2=122
oder 173 - 2 =346 gedacht.

Ma6 81504 Angenommen. im Korb befan-
den sich urspriinglich n Friichte. Nachdem
Ralfl sechs herausgenommen hatte. waren im
Korb noch (n—6) Friichte. Der Korb ent-
hielt nun x Birnen und (x+10) Apfel, also
(2x + 10) Friichte. Demnach gilt
n—06=2x+10,

n=2x+16,

n=2-(x+38).
Wegen n=2"-(x+8) ist n ohne Rest durch 2
teilbar. Da 29 aber nicht durch 2 teilbar ist.
kann n nicht gleich 29 sein. Ralf irrte sich.
Bérbel hatte recht.
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Ma6 ®1505 Aus lBOOkm'%=l350 km,

s 1350 3 . .
1—vl—mh—§h—90mln und 126 min

—90 min =36 min =16—0 h folgt

s2 450-10km km
="%= =750 ——.

Iy 6 h 30 h
Das Flugzeug setzte den Flug aufl der rest-
lichen Flugstrecke voh 450km mit einer

durchschnittlichen  Geschwindigkeit von

U2

750 kTm fort.

Ma6 #1506 Da nur ganzzahlige Punktzah-
len vergeben wurden, muB die Anzahl der von
Ursula erreichten Punkte sowohl durch 6 als
auch durch 7, also durch 42 teilbar sein. Aus
1450 <42 - n < 1500 folgt n=135.

Ursula errang somit 42-35=1470 Punkte,

Sabine errangg-l470=1225 Punkte, und

Petra errang g 1470= 1260 Punkte.

Ma6 81507 Eine Zahl ist durch 36 teilbar,
wenn sie durch 4 und durch 9 teilbar ist.

Aus 8042xx folgt fir die ersten vier Zilfern
die ‘Quersumme 14. Entsprechend den Teil-
barkeitsregeln fiir die Zahlen 4 und 9 lautet
somil die kleinste dieser Zahlen 804204. Aus
8942xx folgt [ur die ersten vier Ziffern die
Quersumme 23. Entsprechend den Teilbar-
keitsregeln fiir die Zahlen 9 und 4 lautet
somit die groBie dieser Zahlen 894276.

Pho6 &1508
Gesucht: m

g
Gegeben: 9=193 =
egeben: ¢ o
1 1

h=mmm=9———cm
Ag=1m?=10000 cm?
m=g-V V=Ag-h
19.3g-10cm? lcm
=B PN pe 10000 cm? o
" em® 90 ‘M 50000
10
=2 _Ym3
m: _.lft_g V 900.'11

Fiir 1 m? Blattgold braucht man 2,14 g Gold.

Ma7 #1509 Angenommen, wir erhalten
beim Wechseln des 25-Rubel-Scheines x 5-
Rubel-Scheine und y 3-Rubel-Scheine, dann
miiften wir nach Voraussetzung noch
(10— x —y) 1-Rubel-Scheine erhalten, und es
gilt

Sx+3y+1-(10—x—y)=25,

Sx+3y+10—x—y =25,
4x+2y=15,
2y=14—dx+1,
1
y=7—2x+§.

Fiir keine natiirliche Zahl x wird y ebenlalls
eine natiirliche Zahl. Ein 25-Rubel-Schein
1aBt sich aul die geforderte Weise nicht
wechseln.
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Ma7 #1510 Angenommen, der erste Kunde
habe x Flaschen, der zweite somit (x +2) Fla-
schen Wein gekault; dann gilt
5,60 - x+4,00=4,80 - (x +2)+ 2,40,
5,6x+1,6=48x+9.6,
0,8x=8,
x=10.

Der erste dieser Kunden hat 10 Flaschen, der
zweite 12 Flaschen Wein gekauft. Jeder fiihrte
einen Geldbetrag von 560 M -10+4 M
=60 M mit sich.

Ma7 #1511 Angenommen, es sollten nach
Plan tdglich x Hektar bestelll werden; tat-
sdchlich wurden aber (x +2) Hektar bestellt.

Nun gilt
14-x=10-(x+2),
14x =10x + 20,
4x =20,
x= 5.

Nach Plan sollten taglich 5 ha Feld bestellt
werden; insgesamt wurden 14-5ha=70ha
bestellt.

Ma7 #1512 Angenommen, es wohnen x
Personen in diesem Haus; dann gilt

2,5

1 = — [t

0x+88=10,8x—(10x +88) 100"
10x + 88

10x+88=10,8x —

(10x +88) - 40=40-10,8x — (10x + 88),
41(10x +88)=4232x,
410x +41 - 88 =432x,
22x =41"-88,
x=4-41,
. x=164.

Im Hause wohnen 164 Personen. Die Heiz-
kosten belaufen sich aul 10M - 164+88 M
=1728 M.

Ph7 ®1513 Gegeben: p,=1,8at; p,=75at,
Vi, = 15000 m?
Gesucht: V,
Nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte gilt
P Vi=pa

[,8at- 15000 m?
75 at
V=360 m?
Die Quelle verliert 360m* Gas in einer
Stunde.

Vz =

Ch7 a1514 1. Aufstellen der Gleichung fiir
die Reaktion:
2Mg+0,-2MgO
. . g
2. Gegeben: my, =03 g; My, = 24m—ol
Mo =40-5—

mol

gesucht: my 0

3. Aufstellen des Stoffmengenverhiltnisses:
Mpg - Mugo=1 11
Mpg = Mpgo

4. Einsetzen der Gréflengleichungen flir die

Stolfmengen:
Mug  MumgO
My, B Mug0

Mg - MMgO
MMg
5. Einsetzen der GroBen:
mmo=0,3g-40g-mol
24 g- mol
Mpmg0= 0,5 g
Bei der Verbrennung von 0,3 g Magnesium
entstehen 0,5 g Magnesiumoxid.

Muye0 =

alc—b)
b
ist a0, da sonst der Zahler auf der linken
Seite von (1) gleich Null wire. Ferner ist auch
b+0, da b im Nenner der linken Seite von (1)
steht.
Da genau eine der drei Zahlen gleich Null ist,
kann daher nur ¢ =0 sein. Also folgt aus (1)
-3 >0 2)
und wegen b+0 weiter —a>0, d. h. a<0.
Also ist a negativ und ferner, da c=0 ist,
b positiv.
Die Probe bestitigt die Richtigkeit des Er-
gebnisses. Man erhalt namlich fiir a <0, >0,
c=0.
a(c—b) ab
b b

Ma8 ®1515 Wegen >0 1)

—a>0.

Ma8 #1516 Das Viereck SEAF hat zwei
rechte Winkel, nimlich die Winkel xSEA
und % AFS, da die beiden Hohen BE und CF
senkrecht aul den Verlingerungen der zuge-
horigen Seiten stehen (siehe Bild). Ferner ist in
diesem Viereck & EAF =a (als Scheitelwin-
kel). Bezeichnet man die GroBe des vierten
Winkels & FSE dieses Vierecks mit ¢, so gilt,
da die Winkelsumme eines jeden Vierecks
360" betragt
¢+90° +2+90"=360",

¢=180 —a.
c
L A\« A
A (a 8
" E
s

Bezeichnet man die GroBen der beiden

spitzen Winkel des Dreiecks ABC mit fund y,

so folgt hieraus wegen f+y=180"—«
¢=B+y, w.z.bw

Mag #1517 Es seien p und ¢ zwei Prim-
zahlen, die die geforderte Eigenschaft haben.
Dann gilt eine der folgenden drei Gleichun-
gen:

18-p =(p+q) pq, (8]

18-(p+4q)=p-pq, (2)

18:pg =p-(p+q) 3
Im Falle (1) folgt wegen p=+0

18 =(p+a)g,

2:32=(p+q). (C)]

Da g Primzahl ist, gilt also g=2 oder ¢=3.



Ist g=2, so folgt aus (4) p+4=9, also p=7.
Die Primzahlen p=7, g=2 haben also die
geforderte Eigenschaft, da fiir sie die Glei-
chung (1) erfiillt ist.
Ist g=3, so folgt aus (4) p+g=56, also p=3.
Daher haben auch die Primzahlen p=3,
¢=13 die geforderte Eigenschaft; denn auch
fiir sie ist die Gleichung (1) erfillt.
Im Falle (2) gilt

2-3:3:-(p+q)=p'p 4 (&)
Daraus ergibt sich aber ein Widerspruch,
weil aul der linken Seite von (5) mindestens
vier Primfaktoren, stehen, wéhrend auf der
rechten Seite nur drei Primfaktoren vorhan-
den sind. Also kann dieser Fall nicht ein-
treten.
Im Falle (3) folgt wegen p+0

18¢=p+gq,d.h. I7g=p.
Wegen g> | wire also p nicht Primzah|, was
der Voraussetzung widerspricht. Also kann
auch dieser Fall nicht eintreten. Daher haben
nur die Primzahlen p=7 und g=2 sowie die
Primzahlen p=3 und ¢=3 die geforderte
Eigenschalft.

Ma8 #1518 a) Wir bezeichnen die begren-
zenden Kreise des unteren bzw. des oberen
Geldstiickes mit k, bzw. k, und die Be-
rihrungspunkte aul den beiden Kreisen mit
T\ bzw. T,. Dann fallen bei Beginn des Ver-
suches die Punkte T, und T, zusammen.

Wihrend des Abrollens bleibt der Punkt T,
fest, wihrend der Punkt T; sich mit dem
Kreis k; bewegt und aul diesem einen Weg
von der Liange dn zuriicklegt, wobei d der
Durchmesser der beiden Kreise ist. Daher
fallt nach einem vollen Umlauf des Krei-
ses k, um den Kreis k, der Punkt 7; wieder
mit dem Punkt T; zusammen. Aus diesem
Grunde steht nach Beendigung des Versuches
die Ziller des oberen Geldstiickes wieder auf-
recht.
b) Wir wihlen die gleichen Bezeichnungen wie
im Falle a), beachten aber, daB der Durch-
messer des Kreises k; gleich d, =29 mm und
der Durchmesser des Kreises k; gleich d,
=19mm ist. Nach einem vollen Umlaul
des Kreises k, um den Kreis k; hat dann der
Punkt T; aul dem Kreis k, einen Weg von
dn zuriickgelegt und die in der Abbildung
angegebene Stellung erreicht. Dabei hat er
sich um einen Winkel o gedreht, fiir den gilt
a:360°=d n:d)m,

d, , 29

=d—2-360 T
o= 549°=360° + 189°.

Der Punkt 7, hat also aul dem Kreis k,
eine volle Umdrehung (360°) und auBerdem

« 360°,

noch etwas mehr als eine halbe Umdrehung
(189°) ausgefiihrt. Er befindet sich nach Be-
endigung des Versuchs in der in der Abbil-
dung angegebenen Stellung. Daher steht die
Zifler 5 des oberen Geldstiickes fast ,aul dem
Kopf™.

Ph8 1519 Gegeben: U=220V;I=12A;

2
I=25m;r=1mm; g=——0’0286 Omm

m

Gesucht: Klemmenspannung U
Die Klemmenspannung U ergibt sich aus der
Differenz der Spannung U an der Steckdose
und dem Spannungsablall Uy in der Leitung.
Uk=U-U

Ux=220V—_55V R=2~"A;1
Ux=214,5V
Uv=I'R A=nr?
2-01-g-1
UV=—3
nr

U _2' 12 A-0,0286 Qmm?-25m
ve 3,14- 1mm?-m
Uy=546V=x55V

Am Kochherd liegt eine Klemmenspannung
von 2145V an.

Ch8 #1520 Volumen in cm? 60 x
Masse in g 90 150
90:150=60:x
x=100

150 g des Stolfes nehmen ein Volumen von
100 cm? ein.

Ma9 #1521 Aus §+§=1
folgt "dbflbc =1, also ad+bc =bd.

Fiir die Summe der reziproken Werte der
beiden Quotienten gilt daher
IZ + (_I _bctad _ y
a ¢ ac ac
d. h. man erhilt diese Summe, indem man das
Produkt bd der beiden Divisoren durch das
Produkt ac der beiden Dividenden dividiert,
w.z.b.w.

Ma9 @1522 1. Wegen AB=CD=a und
BC=DA=bgilt

E=2a,&=2a, also AE=CG.
Ferner gilt

AH=b,ﬁ=b,alsom=ﬁ,
¥ EAH = X FCG=90° (siehe Bild).
DarausﬁgtAEAH_’:. AFCG, also

HE=FG. (1
AnalogEha'lt_man AFGC= AHDG, also
EF=GH. (2)
F
b
6 a D a c
b b
A a 8 a £
b
H

Wegen (1) und (2) hat also das Viereck EFGH
zwei Paare gleichlanger Seiten, d. h., dieses
Viereck ist ein Parallelogramm. Wegen a+b
kann man 0.B.d.A. a>b annehmen.
Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras
HE*=4q? + b2, EF? =4b*+ a*
40 +b2=3a> +b* +a®
>3b2+ b2+ a? =4b>+4d?, also
HE>EF,

d. h., das Viereck EFGH ist kein Rhombus
und erst recht kein Quadrat. Es trifft also nur
die Aussage la) zu, wonach das Viereck
EFGH ein Parallelogramm ist.
2. Der Flicheninhalt des Rechtecks ABCD
ist gleich

A, =ab. 3)
Der Flidcheninhalt eines jeden der rechtwink-
ligen Dreiecke AEAH, AFBE, AGCEF,

und

AHDG ist gleich % ‘2ab=ab.

Daher ist der Fliacheninhalt des Vierecks
EFGH gleich

A, =ab+4ab=>5ab. 4)
Aus (3) und (4) folgt

A,:A,=ab:5ab=1:5.
Der Flidcheninhalt des Rechtecks ABCD ver-
hilt sich also zu dem Flacheninhalt des Vier-
ecks EFGH wie 1:5.

Ma9 ®1523 Es seien x, y. z drei natiirliche
Zahlen mit x <y <z, fiir die die Gleichungen
x+y+z= 46 (1)
und xyz =3060 (2)
erfillt sind. Dann gilt
46=x+y+z§3z,

also :g%é, und, da z eine natiirliche Zahl

ist, z216. 3)
Andererseits gilt wegen (1) und x>0, y>0
<44, )
Wegen xyz=3060=22-32-5-17 %)
kann daher z nur gleich
17, 18, 20, 30, 34 oder 36 sein.
1. Fir z=17 erhélt man aus (1) und (2)
x+y=29, (6)
xy=2%-32.5=180. W)
Wegen x<y<z folgt dann aus (7), y=15
und x=12, was der Gleichung (6) wider-
spricht. Also kann dieser Fall nicht eintreten.
2. Fiir z=18 erhélt man aus (1) und (2)
x+y=28, ®)
xy=2-5-17=170. 9)
Dann wiirde aus (9) y=17 und x=10 folgen,
was der Gleichung (8) widerspricht. Also kann
auch dieser Fall nicht eintreten.
3. Fiir z =20 erhilt man aus (1) und (2)
x+y=26, (10)
xy=32-17=153. (11)
Wegen x £ y<z folgt dann aus (11) y=17 und
x=9. Dann ist auch die Gleichung (10) er-
fillt. Damit haben wir eine Losung des Glei-
chungssystems (1), (2) erhalten, nimlich x =9,
y=17,z=20.
Denn es gilt
x+y+z=9+17+20= 46,
xyz=9 - 17 - 20=3060.
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4. Fir z=30, 34 oder 36 ergibt sich jeweils
ein Widerspruch, so daB diese Fille nicht
eintreten konnen. Es gilt ndmlich fir alle
natiirlichen Zahlen x, y, z
x2=2xy+y?20,
X2+ 2xy+y? 2 4xy,
(e )22 4xy,

N2
xy§<%> .

Daraus folgt wegen x+y <16

xy<82=64. (12)
Nun ist aber in diesen Fallen
2232517
>- - - T
xXy= 36 85 (13)

im Widerspruch zu der Ungleichung (12).
Daher hat das Gleichungssystem (1), (2) ge-
nau eine Losung (x, y, z), wobei x, y, z natiir-
liche Zahlen mit x £y <z sind, namlich x =9,
y=17, z=20.

. 71975 71976
Ma9 =524 Wir setzen z= e

588
und erhalten wegen 588=2%-3-7%
71975,(1+7) 71975,8 71973,2

22.3.72=2z,3_72= 3
Nun ist (vgl. Tabellen und Formeln, S. 42,
Z.16) a"—b" stets durch ¢ —b teilbar, wobei
a, b, n natiirliche Zahlen mit a+5b sind.
Folglich ist
T3 _[=7'973_11973 Qurch 7—1=6 teil-

bar. Daher ist 2-(7'%73—1)=2-7'°"3-2
durch 6 und also auch durch 3 teilbar.
Wir erhalten
719732 2 2
S T
71973222 2 2
=3 t3=k+3

wobei k eine ganze Zahl ist. Wegen
588=3- 196 gilt weiter

2 2-196 392
Z—k+§—k+_3_ 196_k+ﬁ'
Also 4Bt die Zahl z bei der Division durch 588

den Rest 392,

Ph9 ®1525 Gegeben: m=5kg;
p=1200m-s"';¢=001s
Gesucht: F; W.

F=m-a

v
F—m? 3

Skg-1200m-s~*
001s

F=600 000N
F= 61200kp

61200 kp - 1200 m- 0,01 s
W=

2-s

W=367200 kpm
s=4p2 4=t

2 t
_ut

2
Aufl die Granate wirkt eine Kraflt von
61200 }ep, und es wird eine Arbeit von
367200 kpm verrichtet.
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Losungen zu alpha-heiter 4/76:

Die Miickenfamilie

Bezeichnet man die Anzahl der Miickenjun-
gen mit x, dann ist die Anzahl der Miicken-
madchen nach (3)4 - (x— I). Aus (4) ergibt sich
dann die Ungleichung

18<x+4(x-1)<23

18<5x—4 <23

22 <5x <27
Da nur natiirliche Zahlen zugelassen sind,
ergibt sich die Losung x=35. Also gibt es
5 Miickenjungen und 16 Miickenmidchen.
Nun findet man aus (1) und (2) und (3):
a) Die gesamte Miickenfamilie hat 35 Mitglie-
der.
b) Es sind 8 Miickenménner, 6 Miickenfrauen,
5 Miickenjungen, 16 Miickenmddchen.
c) Die Anzahl der Miickenkinder betrédgt 21.

Magische Kreise

1. Die Summe der einzutragenden Zahlen
ist 49.
2. Insgesamt muB fiinfmal die gleiche Summe
gebildet werden:
5x (x...Summe)
3. Die Summen der Zahlen aul den beiden
Kreisen werden je zweimal, die Zahl in der
Mitte aber dreimal gezihit.
2:49+m=5-x
Daraus folgt: Die Summe aul der linken
Seite muB durch 5 teilbar sein. Damit kann
m nur 7 sein. (Die Zahl in der Mitte ist 7.)
Die Summe der Zahlen auf demselben Kreis
bzw. derselben Geraden muB 21 sein.
Da die Zah! in der Mitte 7 ist, bieibt als
Summe fiir die beiden fehlenden Zahlen 14. Es
ergeben sich folgende Kombinationen:
1 3 5
13 11 9

Damit ergibt sich eine der moglichen Losun-
gen: Weitere Moglichkeiten ergeben sich
durch Vertauschung der ,,Radien* bzw. durch
jeweiliges paarweises Vertauschen der Zahlen
auf den Geraden.

Interessante Briiche
1 1

a) X b) 7

A vanishing Number

»Nichts* ist nicht mit Null gleichzusetzen.
Null kann nicht Divisor sein.

Silbenriitsel

1. Winkel, 2. Integral, 3. Nenner, 4. Kurve,
5. Einheitskreis, 6. Liufer, 7. Multiplikation,
8. ¢, 9. Satz  10. Sinus, 11. Ebenfldchner,
12. Rationalmachen — Winkelmesser

Der geheimnisvolle Schatz

Wenn es moglich ist, den Schatz ohne dritten
Orientierungspunkt (Turm) zu finden, kann
die Lage des Turmes als beliebig angenom-
men werden. Dann (indet man den Schatz,
indem man die Hilfte des Weges von der
Eiche zum Ahorn zuriicklegt, sich unter einem
rechten Winkel nach links wendet und die
gleiche Strecke geht. (Turm unmittelbar bei
Eiche.) Es bleibt also zu zeigen, daf} die Lage
des Turmes beliebig ist:

T, und T, seien mogliche Standorte des
Turmes, E und A die beiden Baume, S, der
erste Stab fiir Turm T;, S;; der zweite usw.
M, und M, seien die Mitten der Strecken
zwischen den Stidben (entsprechend fir T;
und T;). Es ist zu zeigen, dal M, und M,
zusammenfallen.

Die Dreiecke ATET, und AS,ES,; sind
kongruent (SWS). Da & T,ES,,=90", lolgt
T\ T; senkrecht zu S;,5,,. Analog erhilt man
T2 L Sllszl,rOIBliChSnSlz” S22821 (1)

Aus der Kongruenz der Dreiecke ATYET;
und AS,ES,,;sowie ATyAT; und AS;;4S3,
rOlgtS“S|2=512821. (2)
Nach (1) und (2) ist das Viereck §,:5,252:522
ein Parallelogramm. Im Parallelogramm hal-
bieren die Diagonalen einander, folglich gilt
M, =M,

Denkdkonomie

Die Strecke 00, ist eine Seite des Rechtecks
A00;B und kann iiber den Umweg der
Fldchenberechnung dieses Rechtecks erhalten
werden, da die Seite r des Rechtecks die Lange
I hat; die Fliche des Rechtecks A00,B ist
gleich der Summe aus den Flichen beider
Viertelkreise upd der Fliche ABD abziiglich
der flachengleichen Uberschneidungsflichen
CDC,, der beiden Viertelkreise, also der

Flidche des halben Einheitskreises 7—2t

Zahlenriitsel im Oktalsystem
5126 : 77= 52
- x +
126 +46=174

5000 —4532=246



Proportional einstellung
des Rechenstabs

beim stochiometrischen
Rechnen

Mit Hilfe der Proportionaleinstellung des
Rechenstabes kann man sich das Auflésen
einer Verhiltnisgleichung nach der Variablen
ersparen. Wir eridutern die Berechnung des
vierten Gliedes einer Verhiltnisgleichung am

Beispiel:
372 86
413 3 X

Zur Berechnung von x stellen wir den Rechen-
stab wie in Bild I ein. Wir denken uns die
Gleitfuge gleichsam als Bruchstrich und stel-
len auf der Skale C die Zihler und auf der
Skale D die Nenner ein. Es handelt sich um
folgende Schritte:

1. Uberschlag: Der Nenner aufl der linken
Seite ist etwas groBer als der Zihler auf der
linken Seite. Deshalb muf auch der Nenner
aufl der rechten Seite etwas gréBer als der
Zihler auf der rechten Seite sein (etwa 10).

2. Wirstellen C3—7-—-2iiberD4—1-3.

3. Wir lesen unter C8—6 die Ziffernfolge
D9—5-5ab.

Ergebnis: x=9,55.

1 m % v

c |+ t 1

P ! ! Gleif -
' 3 9 foge

Proportionaleinstellung des Rechenstabs
beim Losen einer Verhidltnisgleichung

Stochiometrische Aufgaben kénnen bekannt-
lich nach einer Schrittfolge gelost werden;
eine solche ist im Lehrbuch fiir Klasse 7 ange-
geben. Benutzt man zur eigentlichen Berech-
nung die Proportionaleinstellung des Re-
chenstabes, so kann man sich also das Auf-
16sen der Verhiltnisgleichung nach der Varia-
blen ersparen. Die ganze Schrittfolge verkiirzt
sich dann um eine MaBnahme beim fiinften
Teilschritt. Da die Variable in der Verhiltnis-
gleichung viertes Glied sein muB, tragen wir
zweckmiBig die Massen der in der chemi-
schen Gleichung angegebenen Stoffmengen
iiber der Gleichung und die gegebenen und
gesuchten GroBen unter der Gleichung ein.
Fiir das im Lehrbuch angefiihrte Beispiel
erhalten wir:

48 g 80g
2Mg+0,; 2MgO
03g x

48g 80g

03g «x

Die Proportionaleinstellung des Rechensta-
stabs ist in Bild 2 wiedergegeben.

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungswege

Liebe Leser!

Einige von euch, die am alpha-Wettbewerb
teilnehmen, werden sich an die Aufgabe
W 10/12 1162 im Heft 6/1973 erinnern:

Es sei ABCDEFGH ein gerades Prisma mit
der quadratischen Grundfliche ABCD (Sei-
tenldnge a) und der Hhe h. Dabei sollen die
Punkte E, F, G, H senkrecht iiber den Punk-
ten A, B, C bzw. D liegen. Die Fliachen-
diagonale EG sei durch die Punkte P, und P,
in drei gleichlange Teile geteilt, so daB
E_Pl=ﬁ=Pz—G ist. Es ist das Volumen des
Korpers ABCDP P, zu berechnen, der durch
die Kanten P,—A, P,_B, Pl_D, ﬁ, PZ_C PZ_D,
AB, BC, CD, DA und P,P, begrenzt ist
(siehe Bild 1, IV. Umschlagseite).

Wir werden sehen, daB wir durch verschie-
dene rdumliche Betrachtungen zu einem Er-
gebnis kommen kénnen. Dazu wollen wir
gleich jetzt zur Vereinfachung der Darlegun-
gen vereinbaren, daB bei der Bezeichnung
einer Pyramide der letztgenannte Punkt die
Spitze und die vorhergehenden die Ecken der
zugehdrigen Grundfliche darstellen sollen.
Ferner wird mit V(ABCD) das Volumen der
Pyramide ABCD und mit ¥, das Volumen des
vorgegebenen Korpers bezeichnet.

Ala Eine naheliegende und die wohl ein-
fachste Losung ergibt sich, in dem wir den
Korper lings der Kanten AP; und CP; durch
einen ebenen Schnitt zerlegen. Dies ist mog-
lich, da die Punkte P, und P, auf der zu AC
parallelen Geraden EG liegen.

| il

w44
el

[) l +
Losen der Verhiltnisgleichung
bei einer stochiometrischen Aufgabe

A

Vielleicht kommen aufgeweckte Schiiler dar-
aul, daB es gar nicht nétig ist, die Verhiltnis-
gleichung explizite hinzuschreiben, daB sie
vielmehr nach dem vierten Teilschritt ,,den
Rechenstab unmittelbar an die chemische
Gileichung anlegen“ konnen. W, Renneberg

Dabei zerfillt er in zwet gleich groBe Pyra-
miden mit gemeinsamer Grundfliche
ACP,P,. Diese Flache ist ein gleichschenkli-
ges Trapez mit den Grundseitenlingen al/i

und g\/z und der Hohe h; sie besitzt dem-

nach den Flicheninhalt
%(al/i+§l/5) : h=§a|/i h. Die Héhe der
Pyramiden ist g[/i, da BD senkrecht auf der

Ebene durch 4, C, G und E steht und durch
AC halbiert wird. Also ist

Vo=2 {4/;1) ﬁ_-aZh

A2a Eine weitére einfache Zerlegung er-
hilt man mittels ebener Schnitte durch B, D,
P, bzw. B, D, P, (siehe Bild 2).

Wegen PP, ||E und P,Pz=%R=§AN

. 2
ist V(BDP, P2)=3V(BDP1A). Folglich gilt
Vo=2- V(BDP,A)+§ - V(BDP, A)

=§ V(BDP,A)= § V(ABDP,)

3
1a? 4
‘(57") gh
A3a Geht man von der Entstehung des
Korpers aus, so liegt es nahe, zundchst das
Volumen jener Teile zu bestimmen, die vom
urspriinglichen Quader abzutrennen sind. Die
Bilder 32 und 3b vermitteln eine geduBerte
Vorstellung, welche (leicht zu berechnenden)
Teile dies sein konnten. Da sind zunichst die
Pyramide ABFEP, und die dazu kongruente
Pyramide CDHGP,; ihre Grundflichen ha-
ben offensichtlich den Inhalt ah und ihre
Hohen sind gleich der Dreieckshéhen von P,
auf die Seite EF (des Dreiecks EFP,), also

aus Ahnlichkeitsgriinden gleich 1%:5

3 3
Demnach ist ihr Volumen V; =%(ah) -g
=$a2 -h.

Ferner werden die Pyramide BCGFP, und
die dazu kongruente Pyramide DAEHP,
herausgenommen. Vollig analoge Betrach-

%a. Also ist ihr

tungen ergeben eine Héhe von

2
Volumen V, =%(ah) . % a=3 a?- h. Insgesamt

erhalten wir
Vo=a?h—2V, -2 Vz=gazh.

Dies stimmt nicht mit dem bisherigen Ergeb-
nis iiberein! Wo steckt hier der Fehler?

Natiirlich. Die zweite Abspaltung (Bild 3b)
setzt voraus, daB CP, und BP; in einer ge-
meinsamen Ebene liegen. Das ist jedoch nicht
moglich, da wegen P,P, | AC die Ebene
durch C, P, P, die Grundfliche ABCD lings
AC schneidet. (Fiir diejenigen von euch, die
sich irrefihren lieBen, sei zum Trost gesagt,
daB sich hier auch Menschen tiuschen lieBen,



Bild 2

die von Berufs wegen ein gutes Vorstellungs-
vermégen brauchen. Aus Fehlern kann man
lernen; also das ndchste Mal kritischer bei
rdumlichen Betrachtungen sein!)

Nun wollen wir den Fehler schnell beheben.
Anstelle der Pyramide BCGFP, sind einfach
die Pyramiden P,P,FB und BCGFP; zu
nehmen. Der Inhalt des Dreiecks P, P,F ist

- 1— )
wegen P,P2=§EG gleich dem Drittel des
Inhalts von EGF, also éaz. Folglich ist

1 a? 1 . .
V(P,P,FB)= 3 % “h= ﬁazh. Die Pyramide

BCGFP; jedoch ist offensichtlich kongruent
zu ABFEP,. Demnach ist

4
Vo=a*h—4V; -2 V(P,PZFB)=§a2h.

A4a Das Volumen des Korpers kann des-
halb nicht unmittelbar angegeben werden,
weil es keiner der einfachen Korper mit be-
kannter Volumenformel ist. Darum wire zu
versuchen, ihn durch Anfiigen von einfachen
Korpern zu einem ein fachen Korper mit be-
kannter Volumenformel zu ergin:zen.

Die Verlingerungen der Kanten AP; und
CP; schneiden sich in einem Punkt S. Das
Dreieck ACS ist gleichschenklig. Aus dem
Korper entsteht nun offenbar durch Anfiigen
der zueinander kongruenten Pyramiden
P,P,SB und P,P,SD die Pyramide ABCDS

Bild 3b

(siche Bild 4). Wegen P,P; | AC und
FiP;=3ACistSM: SM+h)=1:3

und damit m=g. Also ist

1,3, 1, I
30 ih_ia h. Weiterhin hat

das Dreieck P,P,S den Inhalt%-%a[/_-g
_)2
) a-h.

Da das Lot von B auf die Ebene durch Py, P,,
S (und A, C) nach unseren raumlichen Dar-

V(ABCDS)=

legungen unter 1. die Linge gl/i besitzt, gilt

V(PleSB)=%<gah>‘l—21 2=%azh. Zu-

sammen ergibt sich

Vo =la2h -2 La’h=&a2h.
2 36 9

AS5A  Wir erganzen den Korper zum Pyra-

midenstumpf ABCDP;QP,R mit quadrati-

scher Deckfliche P, QPR (siche Bild 5). Dies

ist méglich, da P,P; | AC und ABCD Qua-.

drat ist. Wegen P, P; = 1E hat das Quadrat

2
den Inhalt (g) ; das Volumen des Pyrami-

denstumples ist demnach

I, a [, a’) 13,
S(a +F+ a 3 h=ﬁa h.

Weiterhin ist V1 &
V(P,P:0B)=V(P,P.RD)=~ - L )-h
729
1

_1 2
=539 h.
Folglich ist

_13, 1, 4,
Vo—ﬁa h—2 ga h—ga h.

Uberlegt euch nun selbst weitere geeignete
Zerlegungen (etwa mit der Pyramide ABCDM
bzw. Ergénzungen (etwa zu einem dreiseitigen
Prisma mit EG als Mantelkante). Wer von
euch diese Aufgabe auch zern mit allgemei-
neren Methoden losen mochte, dem wollen
wir die Simpson-Formel (speziell die Kep-
lersche Fafformel; siehe Kleine Enzyklopi-
die Mathematik, S. 236 und 607 (9. Aufl. 1974))
empfehlen: Da der Inhalt der Schnittfliche,
die durch ecinen ebenen Korperschnitt parallel
zur Grundfliche, die durch einen ebenen
Korperschnitt parallel zur Grundfliche ent-
steht, eine quadratische Funktion von der
Schnitthohe x ist

[durch einige einfache Rechnungen erhilt
man |,

Fe= ;—hi(h —x)(3h—x)], gilt (exakt)

Vo=g(F0+4F£ +Fp,)

_h( 2 .522 4.
=g a‘+4 12a +0)—9a h.
L. Dimenstein/E. Quaisser
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Mit Zeichenstift und Schablone

Wir losen Gleichungen mit einer Variablen

1. Problemstellung

Beim Losen von eingekleideten oder Anwen-
dungsaufgaben st6B8t man hiufig auf Glei-
chungen mit einer Variablen.

Aufgabe:

Vier Schiiler kaulen aul gemeinsame Kosten
einen Ball. Der erste steuert die Hilfte des
dabei bendtigten Betrags bei, der zweite ein
Drittel dessen, was die iibrigen drei geben,
der dritte ein Viertel dessen, was die iibrigen
drei geben, und der vierte die restlichen
25 Pfennig. Wie teuer ist der Ball? (OJM 1966,
Klasse 9) Diese Aufgabe kann mit Hilfe der
linearen Gleichung

X

X X
§+Z+§+O,25=X

gelost werden.

Aufgabe:

Ein Motorboot fahrt 28 kin stromabwiirts,
um dann, nach rascher Wendung, zu seinem
Ausgangspunkt zuriickzukehren. Von der Ab-
fahrt bis zur Ankunft sind (ohne Beriicksich-
tigung der Wendezeit) 7 Stunden vergangen.

Mit welcher Geschwindigkeit (?) wiirde

sich das Motorboot in einem stehenden Ge-
wisser fortbewegen, wenn die Stromungs-
Kin
h
wenn die Leistung des Motors konstant ist ?
Die Aufgabe fiihrt auf die quadratische Glei-
chung
x?—8x—9=0.

Manche Gleichungen mit einer Variablen (so
z. B. auch die in den beiden Aufgaben ange-
gebenen) kann man rechnerisch 16sen. Die
lineare Gleichung ax+b=0 (a+0) liefert als

geschwindigkeit des Flusses 3 — betrigt und

Losung x= —g. Als Losung einer quadrati-
schen Gleichung der Form o? +px +¢=0 er-

%
hdlt man x,,= —fi (-) +4, wobei x;

2
2
und x; reell sind, falls (g) — 20 gilt. Solche

Losungsformeln gibt es auch fur kubische
Gleichungen (Cardanische Formel) und [ir
Gleichungen viérten Grades.

Bild 1

Es gibt jedoch auch Gleichungen, die man
nicht mit Hilfe von Formeln rechnerisch
18sen kann, so z. B. die allgemeine algebrai-
sche Gleichung n-ten Grades der Form
X"+ Ay 1 X"V 4+ ayx+ao=0,

a,+0; ao, ..., a, reelle Zahlen; n=5 (Der
Mathematiker Abel hat folgendes Ergebnis
bewiesen: Es gibt [ir die allgemeine Glei-
chung n-ten Grades, wenn n=5 ist, keine
Formel, die die Losungen der Gleichung
durch die Koeffizienten mit Hilfe von Radi-
kalen ausdriickt)

und transzendente Gleichungen, wie z. B.
3sinx—x=0, tanx—x=0 oder e*—x=0.
Man versucht, solche Gleichungen grafisch zu
losen. Mit Hilfe gewisser Verfahren (Itera-
tionsverfahren) kann man die zeichnerisch
gewonnene Naherungslosung verbessern.

In diesem Beitrag wollen wir einfache Glei-
chungen mit einer Variablen mit Zeichenstilt
und Schablone 16sen und einige praktische
Hinweise zur grafischen Lsung solcher Glei-
chungen zusammenstellen.

.

2. Wie helfen uns Lineal und Schablone?

Eine lineare Gleichung mit einer Variablen,
also eine Gleichung der Form ax + =0, kann
man grafisch (mit Lineal und Zeichenstift)
16sen, indem man die lineare Funktion
y=f(x)=ax+b (Gerade mit dem Anstieg a
und dem Schnittpunkt mit der y-Achse bei
ys=b) zeichnet. Die Abszisse des Schnitt-
punktes x; der Geraden mit der x-Achse,
die Nullstelle der Funktion y=f(x), ist die
Losung der Gleichung (Bild 1).

ax+b =0:

I

Am Beispiel der quadratischen Gleichung
ax?4-bx+c=0(a%0; a, b, ¢ sind reelle Zah-
len) soll fun die Verwendung der Schablone
fir die Kurve der Funktion y=x? erlidutert
werden. Zur grafischen Lésung der gegebenen
Gleichung geht man auch zur Funktion
y=ax?+bx+c iiber, zeichnet diese mit Hilfe
der Schablone und ermittelt die Nullstellen x,.

Das sind, falls solche existieren, die Losungen
der Gleichung. Um die Anwendungsmoglich-
keiten der Schablone zu demonstrieren, wer-
den zuerst verschiedene Spezialfille betrach-
tet.

1. Fall: y=x?

Die Kurve ist eine Parabel, die nach oben ge-
offnet ist, mit dem Scheitelpunkt S(0, 0). Eine
Nullstelle liegt bei x,=0. Die Kurve kann mit
der Schablone gezeichnet werden, indem man
diese in S(0, 0) anlegt. Die Achse der Parabel
fdllt mit der y-Achse zusammen.

2. Fall: y=ax?

Falls a> 1 ist, erhdlt man eine nach oben ge-
Offnete gestreckte Parabel mit S(0,0). Falls
1>a>0 gilt, ist die Parabel gestaucht. Falls
a<0 ist, ist die Parabel nach unten getfTnet

(Bild 2). Jear@l)
y=x2

yeax?(0<ac1)

y:axz{aw)

_y:-xz

Eine Nullstelle liegt ebenfalls bei x,=0. Das
Bild der Funktion y=ax? kann man mit
Hilfe der Schablone y=x? zeichnen, indem
man auf der y-Achse den MaBstab entspre-
chend éndert, die Parabel in S(0, 0} anlegt,
und zwar nach oben gedfinet, falls a> 0 ist,
und nach unten ged6flnet, falls a <0 ist. Die
Achse fallt mit der y-Achse zusammen. Der
MafBstab aul der y-Achse wird so gedndert,
daB der Strecke 1 aul der x-Achse die Strecke
|a| auf der y-Achse entspricht (Bild 3:
v=4x?). Die Einheit auf der y-Achse hat also
im Vergleich zur Einheit aul der x-Achse

L 1
(Lange ) die Langem.

¥y
5T+ yix2

10+
Bild 3
s1

Einheit auf der x-Achse: | [cm]

Einheit auf der y-Achse: ﬁ g% [cm]

3. Fall: y=x>+d

Die Achse der Parabel fillt mit der y-Achse
zusammen, und der Scheitelpunkt liegt bei
(0, d). Die Parabel ist also, wenn d>0 tst, in
Richtung der positiven y-Achse ((+ y}-Achse).
wenn d <0, in Richtung der negativen y-Achse
((— y)-Achse) verschoben (Bild 4).

97



4 Fall: y=(x+¢)?

Man erhilt eine Parabel, deren Achse parallel
zur y-Achse verldult. Die Parabel ist nach
oben gedllnet, und der Scheitelpunkt liegt bei
(—e,0).

Y

Bild 4
2
2 y=ir-3)
i ’
1
YT 1 53,00 r
Bild 5

Die Parabel ist bei e >0 in Richtung der nega-
tiven x-Achse, bei e <0 in Richtung der posi-
tiven x-Achse verschoben (Bild 5).
Nach Betrachtung dieser Spezialfille ist es
moglich, die Kurve der Funktion
y=ax?+bx+c
zu zeichnen.
Eine Umformung ergibt
b)? b
y=a(x+z) +C_ZG ode:
y=a(x+e)?+d-
bz

b
e—z und d=c—4—a.

mit
Die Kurve kann mit Hille der Schablone ge-
zeichnet werden. Die Achse der Parabel ver-
lauft parallel zur y-Achse. Es muB die Offnung
der Parabel beachtet werden (a > 0: nach oben
geolTnet; a<0: nach unten gedffnet) und bei
Streckung bzw. Stauchung ist der MafBstab
auf der y-Achse entsprechend zu wihlen (eine
Einheit hat, falls auf der x-Achse die Einheit

Icm ist, die Linge |—akicm). Der Scheitelpunkt

4a
Zusammen(assend ergibt sich:
v=a(x+e)?+d
d: Verschiebung in Richtung der y-Achse
(d>0: Verschiebung in Richtung (+ y)-Achse
d <0: Verschiebung in Richtung ( — y)-Achse).
e: Verschiebung in Richtung der x-Achse:
(e>0 Verschiebung in Richtung (—x)-Achse;
¢ <0 Verschiebung in Richtung (+ x)-Achse).

4 Bild 6

. . b b?
liegt dann bei S(— 2 €™ —).

7

503-3)
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a: Streckung bzw. Stauchung; Offnung der
Parabel
Beispiel: Es ist die Gleichung

8x2 —48x +69=0 mit Hilfe
von Zeichenstift und Schablone zu 16sen.
Die Umlormung ergibt
8(x —3)24+69—72=8(x—3)>—3=0.
Es ist die Kurve der Funktion

y=8(x —3)%—3 zu zeichnen,
also mit Hilfe der Schablone y=x? die Para-
bel mit S(3, —3), Offnung nach oben und
Achse parallel zur y-Achse. Der Mafistab auf
y-Achse wird entsprechend 1:8 gedndert
(Bild 6). Als Nullstellen erhilt man x5, ~3.6
und xg ,= 24
Das sind die Losungen der Gleichung.

Aufgaben:
Al a Man zeichne

y=3x, y=—§x, y=(x—3)%, y=x2—5 und
y=—3(x—2 +4!

A2A Man l6se die Gleichung
4x2 4 8x+6=0 grafisch!
Ahnliche Uberlegungen wie bei der Darstel-
lung der quadratischen Funktion kann man
auch fir andere Funktionen anstellen, so
u. a. fir die Funktionen
y=a(x—e)*+f und
y=asin(x—c)+d.
Man kann nach diesen Betrachtungen Glei-
chungen der Form
ax®+bx?+cx+d=0 bzw.
asin{x—c)+d=0
unter Verwendung der Schablonen fiir y=x3
bzw. y=sinx losen.

A3a Es sind die Betrachtungen fir die
Funktionen

y=a(x—e)*+f und y=asin(x—c)+d
durchzufithren!

A4 a Essind die Gleichungen
4x3—24x?+48x —30=0und
3-sin(x—2)+1=0

grafisch mit Hilfe von Schablonen zu 16sen .

3. Wie kann man allgemein Gleichungen mit
einer Variablen grafisch losen?

Es sollen nun allgemein Gleichungen mit
einer Variablen der Form
f(x)=0 betrachtet werden.

Diese “Gleichung kann man grafisch 1osen.

indem man das Bild der Funktion

y=f(x)
zeichnet und die Nullstellen x; bestimmt
(Bild 7). Dabei kann man die Betrachtungen
des vorhergehenden Abschnittes verwenden
und bei der grafischen Darstellung, soweit das
moglich ist, auch Schablonen benutzen.
Will man die Genauigkeit der Nédherungs-
16sung erhohen, so kann man das z. B. er-
reichen durch Verdnderung des MabBstabes
auf der x-Achse, durch ein Auseinanderziehen
des Intervalls (a,b), in dem die Nullstelle
liegt.

In Bild 7 liegt die Nullstelle x, zwischen 0 und
1 (im Intervall (0, 1)). Dieses Intervall wird
auseinandergezogen. Wenn man jetzt in dem
Intervall die Kurve zeichnet, 1d8t sich die
Genauigkeit der Naherungslosung erhohen

(Bild 8). y
y=ftx)
/\=\ ; /

/’1 ow.i *

Nullstellen von y=f(x): xi, x2 und x;
Losungen der Gleichung f(x)=0: x,, x, und

Bild 7

s: Sehne
x,: Ndherungswert fiir x,

Da das Zeichnen der Kurve im jeweiligen
Intervall (a, b) meist schwierig ist, kann man
auch nach dem Auseinanderziehen die Kurve
ersetzen durch die Sehne s zwischen den
Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)) (Bild 8). Der
Schnittpunkt der Sehne s mit der x-Achse
liefert einen Niherungswert x fiir die Wurzel.
Durch weitere Verkleinerung des Intervalls, in
dem der exakte Wert x der Wurzel liegt,
durch Auseinanderziehen dieses verkleinerten
Intervalls, durch Zeichnen der Sehne anstelle
der Kurve in dem neuen Intervall erhélt man
eine weitere Verbesserung. Man kann diesen
ProzeB [ortsetzen, muB allerdings beachten,
daB die Wurzel x im Intervall bleibt (es muB
gelten f(a) ' f(b)<0; d. h, f(a) und f(b) miis-
sen entgegengesetzte Vorzeichen haben).
Manchmal ist es auch zweckmaiBig, die Glei-
chung

S(x)=0
durch dquivalente Umformung aul die Form

x=¢(x)
oder auf die Form

¢1(x)=d2(x) zu bringen. )
Die Umformung muB allerdings dann so er-
folgen, daB die Kurven von y=¢(x) bzw.
y=¢1(x) und y=¢h,(x) einlacher (evtl. mit
Schablone) zu zeichnen sind. Die Nullstellen
der Funktion y=f(x) (Wurzeln der Glei-
chung f(x)=0) erhilt man dann, indem man
die Kurven der Funktionen

y=x und y=¢(x) bzw.

y=¢1(x) und y=a(x)
zeichnet. Die Abszissen der Schnittpunkie
sind die gesuchten Wurzeln (Bild 9).
Beispiele:
1. Es ist die Gleichung x*—3x—1=0 gra-
fisch zu l6sen!



Bild 9 J-ye;
y=x
J
X=px):
44—
Xy Xz X3 X
Y =40
Yo (%) = ¢y ()
/ ¥
X \ ¥
y=4,ix)
y
Bild 10a
LA Xy X

a) Grafische Darstellung von y=x3—3x—1
unter Verwendung der Wertetabelle

-1 0 1 2 3
S-S =31 17
Aus dem Bild 10a ist zu erkennen, dal} die
Kurve der Funktion die x-Achse in drei
Punkten schneidet. Die Gleichung hat also
drei reelle Wurzeln x,, x: und x3, in den
Intervallen (—2, 1),(—1,0) und (1, 2).

b) Auseinanderziehen des Intervalls (—1,0)
zur genaueren Bestimmung der Wurzel x,.
Dabei wird anstelle der Kurve jeweils die
Sehne s gezeichnet (Bild 10b).

¢) Umflormung liefert x* = 3x + 1. Die Darstel-
lung ist in Bild 10c angegeben.

2. Es ist die Gleichung (x+1)*+e**3=1zu
losen.

Umformung ergibt
(x+1)3=1—-¢""3x1-20¢"

Bild 10¢ ¥

y=3x+1

yx!

Es werden mit Hilfe der Schablone die Kur-
ven der Funktionen ¢,(x)=(x+1)> und
@a(x)=1-20e" gezeichnet. Als Abszisse des

Schnittpunktes erhdlt man xsx-2,1
(Bild 11).

J . 3
Bild 11 )t

y1

f, (1) =1-20€"

Aufgaben:
Ala Man ldse grafisch x> —4x2+2=0.

A2a Essind

{1,1) a) x—tanx=0,
Bild 10b b) x—3sinx=0
c) x>—2—1nx=0 gralisch zu l6sen!
J. Gronitz
(-06;06)
(04, 014
. [\ 034 -93
<06 -5 0% N -04 036 *
-03,-013)
(03, -013)
xy=—0,5 MO x> —0.35 x,x —035
x,e(—0.6; —0.3) X2 -04; -03) x2€(—0.36: —0.34)
f(=0,6)>0 f(=04)>0 J(=0:35)>0
f(—03)<0 f(=03)<0 F(=034)<0

Eine Aufgabe von

Prof.Dr.rer.nat.habil.

Manfred Schneider

Direktor der Sektion Mathematik der Tech-
nischen Hochschule Karl-Marx-Stadt

41537 A Bei der Messung der Spannweite
einer Briicke ist die an einem Ufer gelegene
Basislinie 20040,01 m lang. Gemessen wur-
den die Winkel zwischen der Basislinie und
der Richtung von ihren Enden zu dem aul
dem anderen FluBuler gelegenen Punkt. Sie
sind 90° 4-1° bzw. 60° 4-1°.

Mit .welcher Genauigkeit kann man aus
diesen Angaben die Linge der Briicke berech-
nen? '

Wir stellen vor:
Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Karl-Marx-Stadt

Unsere Technische Hochschule Karl-Marx-
Stadt ist noch eine sehr junge Bildungsein-
richtung. Sie feierte 1973 ihr 25jahriges Be-
stehen. Das Mathematische Institut der TH
Karl-Marx-Stadt begann 1954 seine Tatigkeit
mit einem Hochschullehrer und zwei wissen-
schaftlichen Mitarbeitern. Heute sind an der
Sektion Mathematik 16 Hochschullehrer und
105 wissenschaftliche Mitarbeiter beschiftigt.
An der Sektion werden Diplommathematiker
mit der Spezialisierungsrichtung Numerische
Mathematik und Mathematische Methoden
der Operationsforschung sowie Diplomlehrer
fir die Fachkombination Mathematik/Physik
ausgebildet. AuBerdem ist die Sektion ver-
antwortlich fiir die Mathematikausbildung
aller an unserer Hochschule vertretenen Fach-
richtungen. Das sind neben den bereits ge-
nannten die Fachrichtungen Maschineninge-
nieurwesen, Elektroingenieurwesen, Wirt-
schaftswissenschaften, Physik, Lehrer ([ur
Physik/Mathematik, Lehrer fiir Polytechnik
und Berufsschullehrer fiir Maschineninge-
nieurwesen und Elektroingenieurwesen. Im
Rahmen der vielseitigen und umfangreichen
Ausbildungsaufgaben der Sektion werden in
jeder Studienrichtung sowohl in gesellschalt-
licher als auch in fachlicher Hinsicht hohe
Anforderungen gestellt. Bei der Ausbildung
der Mathematikstudenten wird groBer Wert
aul Beziehungen zur Praxis gelegt. Dazu erge-

99



ben sich an unserer Technischen Hochschule
durch die Zusammenarbeit mit den tech-
nischen Sektionen vielféiltige Mdoglichkeiten.
Bei der Ausbildung der Lehrerstudenten ar-
beiten wir eng mit den Organen der Volks-
bildung des Territoriums zusammen, um be-
reits vom ersten Tag des Studiums an die
Studenten mit den Aulgaben ihres zukiinfti-
gen Berufes in Verbindung zu bringen.
Zur Forderung mathematisch begabter Schii-
ler gibt es an unserer Sektion eine Spezial-
klasse fiir Mathematik (11. und 12. Klasse),
an der jahrlich 25 Schiiler ihr Abitur er-
werben und sich vertieft ‘mit Fragen der
Mathematik, der Naturwissenschaften und
der Technik befassen. Viele ehemalige Schiiler
dieser Klasse haben durch eine rechtzeitige
Einbeziehung in die Forschungsarbeiten der
Sektion heute bereits ihre Promotion abge-
schlossen und arbeiten als Mitarbeiter an un-
serer Sektion oder an anderen wissenschaft-
lichen Einrichtungen.
Unsere Sektion ist in der Forschung verant-
wortlich fir die Leitung der Hauptfor-
schungsrichtung Numerische Mathematik in
der DDR. Kennzeichnend fiir die mathe-
matischen Forschungsarbeiten unserer Sek-
tion sind vielfiltige und enge Verbindungen
zu wissenschaftlichen Einrichtungen der So-
wjetunion, z. B. zum Rechenzentrum der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR in
Moskau und zur Fakultdt fiir Numerische
Mathematik und Kybernetik der Staatlichen
Universitdt Moskau und anderer sozialisti-
scher Staaten. Viele Mitarbeiter unserer Sek-
tion absolvierten ein Zusatzstudium oder eine
Aspirantur an sowjetischen Einrichtungen.
Unsere Sektion veranstaltet jahrlich Tagun-
gen und Weiterbildungsveranstaltungen auf
dem Gebiet der Numerischen Mathematik,
zu denen wir auch viele auslindische Giste
begriiBen konnen. GroBe Aufmerksamkeit
schenken wir der Verbindung von mathema-
tischer Forschung mit Problemen der Praxis.
Die Sektion arbeitet dazu eng mit einer Reihe
von Einrichtungen der Volkswirtschaft der
DDR und mit technischen Sektionen unserer
Hochschule zusammen.
Neben der mathematischen Forschung be-
schiftigt sich auch eine Gruppe mit Proble-
men der Methodik des Mathematikunter-
richts.
Eine weitere wichtige Aufgabe der Sektion ist
die Weiterbildung von Hoch- und Fachschul-
kadern sowie die Unterstiitzung der Lehrer-
weiterbildung im Bezirk Karl-Marx-Stadt.
Im Rahmen eines Jugendobjekts unterstiitzt
die Sektion die auBerunterrichtliche Arbeit
auf dem Gebiet der Mathematik im Bezirk.
Wir beteiligen uns an der Gestaltung der
Mathematik-Olympiaden, filhren mit mathe-
matisch interessierten Schiilern Korrespon-
denzzirkel durch und beteiligen uns an der
Weiterbildung von Arbeitsgruppenleitern auf
dem Gebiet der Mathematik.

J. Gronitz
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alpha stellt vor:
Kerstin Rudorf

W.-Komarow-0S, Karl-Marx-Stadt,K1. 9

Seit meiner (riihesten Jugend habe ich schon
immer gern ,geknobelt“. Viel Anregung er-
hielt ich durch meine Eltern, die beide
einen technischen Beruf ausiiben, und oft
sitze ich mit meiner gleichaltrigen Schwester
und dem ein Jahr jlingeren Bruder iiber ma-
thematischen Problemen.

Nachdem ich einmal die alpha entdeckt hatte
und es mir gelungen war, das alpha-Abzeichen
zu erreichen, begann ich, mich intensiv mit
der Mathematik zu befassen. Die alpha ist
auch heute noch eine groBe Hilfe fiir mich.
Auch durch meine Mathematik-Lehrerin er-
hielt ich eine gute Unterstiitzung. Seit dem
8. Schuljahr nehme ich an den Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR teil. Meine
guten Leistungen waren AnlaB, mich in das
Mathematikzentrum des Pionierhauses Juri
Gagarin  Karl-Marx-Stadt zu delegieren.
Auflerdem bin ich seit vergangenem Jahr
Mitglied des Bezirkskorrespondenzzirkels.
Mein schonster Erfolg war die Teilnahme an
der diesjdhrigen DDR-Olympiade in Berlin-
Bogensee. Dort erhielt ich als Friihstarter
(aus Klasse 9) in der Olympiadeklasse 10
einen 3. Preis.

Fibonaccische Zahlen

In letzter Zeit habe ich mich oft mit Zahlen-
theorie beschiftigt. Heute will ich die alpha-
Leser mit den Fibonaccischen Zahlen ver-
traut machen. Sie entstanden aus einer Aul-
gabe von Leonardo von Pisa mit dem Bei-
namen Fibonacci (um 1170 bis 1250).

Aufgabe:

Jemand sperrt ein Kaninchenpaar in ein Ge-
hege, um zu erfahren, wieviel Nachkommen
es im Laufe eines Jahres haben wird. Dabei
wird vorausgesetzt, daB jedes Paar monatlich
ein neues Paar zur Welt bringt und daB die
Kaninchen erst im Alter von 2 Monaten ge-
biren kénnen. Man erhilt folgendes Ergeb-
nis:

Monat 12 3 4 5
Anzahl d. Ka-
ninchenpaare 23 5 8 13
Monat 6 7 8 9 10 11 12
Anzahl d. Ka-
ninchenpaare 21 34 55 89 144 233 377

Zu diesem Ergebnis kommt man, indem man
die 1. Zahl zur zweiten, die zweite zur dritten
Zahl usw. addiert. Auf diese Weise erhilt man
die Folge der Fibonaccischen Zahlen.
Fiir die Folge u;; u;; us; ...; u, der Fibo-
naccischen Zahlen gilt:
Up=Up—1+Uy_7 und uy=u,=1
Einige interessante Eigenschalten dieser Zah-
lenfolge sind :
1. Wenn man die Summe der ersten n Zahlen
berechnen will, erhdlt man aus
Uy =Uz—Uy, Up=Ua— U3, ...
durch Addition der Gleichungen
Uy tu+...FU,=Ups2— U2
Urtus+...ttp=tps2—1
2. Die Summe der Fibonaccischen Zahlen
mit ungeraden Indizes betrigt:
Uytuytus+...+lUzpe 1 =tz,
Beweis: Es ist

s Un=Un+2 —Un+

Uy =U2, Uz3=Ug— Uz, Us=Ug— Uy, ...,
Up—1=U2pn—U2n-2

Man erhdlt ebenfalls durch Addition der
Gleichungen: Ui +us+us+...+uzp— 1 =uip
3. Die Summe der Fibonaccischen Zahlen
mit geraden Indizes ist
UstuUstUsg+...+Up=Usp4 | — 1

Zum Beweis subtrahiert man die Gleichung 2.
von der Gleichung 1.
Uz+ug+ug+...+Uzn=Uzs4+2—1)— U2,

Uz +u4+u6+...+uz,.=u1,,+1—l

4. Durch vollstindige Induktion kann die
Formel tp4m="Un— 1Um+ Unlm + 1 N
bewiesen werden. Beweis: Fiir m=1 gilt
Up+1=Up— Uy Uy =Up—1 T Uy

Fiir m=2 gilt

Un+2=Un— 142 +Unlis =Up— 1 + 20p=(Up— 1 +Un)
FUp=Upsy+Uy

was beides richtig ist. Wenn man annimmt,
daB die Formel fiir m=k und fir m=k+1
gilt und daraus folgern kann, daB sie auch fur
m=k+2 gilt, dann ist die Aussage bewiesen.
Durch Addition von

Unsk  =Up— Ui +Untli s+ und

Up+i+ | =Up— Ui+ 1 + Unll + 2 erhdlt man
Untk+2 =Un—1 (Ui + U+ 1)+ Unltis 1 + Ui+ 2)
Un+k+2=Un— 1Uk+ 2+ Unlli 4 3,

was zu beweisen war.

5. Es ist zu beweisen: Wenn n durch m teilbar
ist, dann ist auch u, durch u,, teilbar. Diesen
Satz beweist man ebenfalls durch vollstidndige
Induktion. Es sei n=mk, dann gilt fur
k=ln=m. Daraus folgt u, ist durch u, teil-
bar. Angenommen, u,,; ist durch u, teilbar,
dann gilt [Or Ymp+1)=Um+u. wegen der
Gleichung 4.: Umk+ 1) = Umk - 1Um + Uil - 1
Uk — 1Up 1St durch u,, teilbar. Da u, durch u,,
teilbar ist, ist auch umtm+ durch u,, teilbar.
Da der Satz, wenn er fiir n=k gilt, auch fiir
n=k+1 gilt, gilt er fiir alle k.

6. Die Fibonaccischen Zahlen kann man
nach der Formel

)
T

die Binetsche Formel heiBt, berechnen.
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1. Endliche projektive Ebenen

Fiigen wir zu jeder Geraden der gewohnlichen
(euklidischen) Ebene einen neuen, sogenann-
ten unendlichfernen Punkt hinzu, und zwar
so, daB zwei Geraden dann und nur dann
derselbe unendlichlferne Punkt zugeordnet
wird, wenn die beiden Geraden parallel sind,
und sagen wir ferner, daB die unendlichfernen
Punkte eine Gerade (die sogenannte un-
endlichferne Gerade) bilden, so ist leicht zu
sehen, daB die folgenden Aussagen gelten
(zwischen den alien und den neu eingefiihrten
Punkten und Geraden soll jetzt nicht mehr
unterschieden werden):

1. Durch je zwei Punkte geht genau eine
Gerade.

2. Je zwei Geraden haben genau ecinen
Punkt gemeinsam.

3. Es gibt vier Punkte, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen.

Diese erweiterte Ebene nennen wir reelle pro-
jektive Ebene. Die projektive Ebene ist in
vielerlei Hinsicht regelmiBiger als die ge-
wohnliche euklidische Ebene; fiir letztere gilt
beispielsweise nicht die 2. Aussage.

Bisher haben wir die Aussagen 1, 2 und 3 als
gewisse Sitze angesehen, die sich aul die
reelle projektive Ebene beziehen. Wir wollen
sie jetzt unter einem anderen Gesichtswinkel
betrachten, indem wir sie als Axiome der
projektiven Ebene ansehen! Was bedeutet
das? Angenommen, es sei eine Menge M ge-
geben (eine Gesamtheit gewisser Dinge). Die
Elemente der Menge M werden wir Punkte
nennen. Wir wollen ferner annehmen, daB
gewisse Untermengen der Menge M ausge-
zeichnet sind; diese Untermengen werden wir
Geraden nennen. Die so definierten Punkte
und Geraden sollen projektive Ebene genannt
werden, wenn fur sie die Aussagen 1, 2 und 3
gelten. Hiernach sehen wir, daB die oben
konstruierte reclle projektive Ebene nur ein
Beispiel fur eine projektive Ebene darstellt,
daB aber auch andere Beispiele moglich sind.
Uns interessieren im folgenden solche Bei-
spiele, bei denen M eine endliche Menge ist
(also nur endlich viele Elemente besitzt). Der-
artige projektive Ebenen heiBen endliche pro-
jektive Ebenen.

Gibt es sie iiberhaupt? Durchaus, und zwar
ist die einfachste die in Bild 1 dargestellte.

Diese Abbildung ist [olgendermaBen zu ver-
stehen: Die Efemente der Menge M (die
Punkte) sind die in dem Bila von 1 bis 7 nu-
merierten Punkte. Die Geraden sind dage-
gen diejenigen dreielementigen Untermengen
von M, die in dem Bild auf eine Gerade fallen
(also z.B. 123, 145 usw.), sowie noch eine
weitere Gerade, namlich diejenige, die in dem
Bild als Kreis erscheint (also 256). Der Leser
mag selbst nachpriifen, daB alle drei Axiome
erfullt sind! Eine andere Méoglichkeit, die-
selbe endliche projektive Ebene vorzugeben,
wird mit Bild 2 geliefert: hier werden einfach
nacheinander diejenigen Untermengen von M
aufgezihlt, die Geraden genannt werden sol-
len.

Bild 1

10
1
13
12
12
11
13
13
12
11
10
10
Bild 3 12 13

In Bild 3 wird die nichsteinfache endliche

projektive Ebene nach einem zu dem Bild 2

dhnlichen tabellarischen Verfahren angege-

ben. Hier sind die Elemente der Menge M

mit den Zahlen von 1 bis 13 bezeichnet,

wihrend Geraden diejenigen vierelementigen

Untermengen von M genannt werden, die

eine Zeile von Bild 3 bilden.

Wenn wir uns diese beiden Beispiele endlicher

projektiver Ebenen naher anschauen, so kén-

nen wir zu der Vermutung gelangen, daB der

folgende Satz allgemein gilt:

Satz 1: Zu jeder endlichen projektiven Ebene

gibt es cine natiirliche Zahl n (n>2),so daB

die folgenden Aussagen gelten:

1. Auf jeder Geraden liegen n+ 1 Punkte.

2. Durch jeden Punkt gehen n+ 1 Geraden.

3. Die Gesamtzahl der Punkte betrigt
n?+n+l.

4. Die Gesamtzahl der Geraden betrigt
n*+n+l.

Es ist nicht schwer zu beweisen, daB dieser

Satz in der Tat richtig ist. (Der Leser mag sich

selbstindig daran versuchen.)

Das fragliche n heiBt Ordnung der entspre-

chenden endlichen projektiven Ebene. Die

Ordnungen der in Bild 2 und 3 dargestellten

endlichen projektive Ebenen sind n=2 bzw.

NN NN W
N O N 00 3G\ 00V W

=~]
=
e o
N
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— 00 AN DEA WAV AN
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n=13, also die beiden kleinstmoglichen Werte;
deshalb haben wir auch gesagt, daB dies die
einfachsten endlichen projektiven Ebenen
sind.

Wir weisen darauf hin, daB der Satz 1 zahl-
reiche nichttriviale Folgerungen besitzt. Bei-
spielsweise sehen wir sofort, da man aus
einer Menge von N Punkten sicher keine
endliche projektive Ebene konstruieren kann,
wenn N eine natiirliche Zahl ist, die nicht die
Form n?+n+1 (mit einer geeigneten natiir-
lichen Zahl n=2) hat. Diese Behauptung ist
indessen, fir sich allein betrachtet, keines-
wegs selbstverstandlich!

Es liegt die Frage nahe, inwieweit der Satz |
umkehrbar ist. Satz 1 sagt nimlich nur aus,
daB zu jeder endlichen projektiven Ebene eine
Zahl n existiert, die die oben formulierten
Eigenschaften besitzt. Behauptet wird jedoch
nicht, daB zu jeder beliebig vorgegebenen
natiirlichen Zahl n>2 sicher (n+ 1)-elemen-
tige Untermengen einer aus n’+n+1 Ele-
menten bestehenden Menge gewihlt werden
konnen, die eine endliche projektive Ebene
bilden. Wir miiBten also wissen, [iir welche
natiirlichen Zahlen n> 2 tatsichlich eine end-
liche projektive Ebene n-ter Ordnung exi-
stiert. Es liBt sich beweisen, daB es tatsichlich
eine endliche projektive Ebene der Ordnung n
gibt, wenn n eine Primzahlpotenz n=p*
(p prim, k2 1) ist.

(Der Beweis ist nicht schwer, erfordert aber
gewisse algebraische Vorkenntnisse.) Unge-
[6st (und eines der beriilhmtesten ungelosten
Probleme fiir hochsymmetrische kombinato-
rische Strukturen) ist dagegen das [olgende
Problem 1: Wenn eine endliche projektive
Ebene der Ordnung n existiert, ist dann n
notwendig Primzahlpotenz?

Wissen wir iiberhaupt fir irgendein r, daB
es keine endliche projektive Ebene n-ter
Ordnung gibt? Alles, was wir in dieser Hin-
sicht wissen, wird in dem folgenden Satz zu-
sammengelaBt (der Satz ist von R. H. Bruck
und H. J. Ryser 1949 mittels einer sehr geist-
vollen algebraisch-zahlentheoretischen Uber-
legung bewiesen worden):

Satz 2 (Bruck-Ryser): Wenn n eine natiirliche
Zahl ist, die bei Division durch 4 als Rest 1
oder 2’ergibt. und n nicht als Summe zweier
Quadratzahlen darstellbar ist, so gibt es keine
endliche projektive Ebene der Ordnung n.
Aus dem Satz geht beispielsweise hervor, daB
keine endliche projektive Ebene der Ordnung
n=6 existiert. Im Hinblick darauf, da n=2,
3,4, 5, 7. 8,9 Primzahlpotenzen sind, ist der
ndchstfolgende fragliche Fall 10. Hierauf ist
der Satz von Bruck-Ryser nicht anwendbar,
weil 10=32+12ist.

Problem 2: Gibt es eine endliche projektive
Ebene der Ordnung 10?

(Sicher wird mancher Leser meinen, warum
probiert man das nicht an einer elektroni-
schen Rechenmaschine aus? Wenn es um einc
so kleine Zahl wie 10 geht, konnte doch die
Rechenmaschine den ganzen Fall offensicht-
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lich in einigen Minuten oder viellcicht einigen
Sekunden durchprobieren. Die Lage ist je-
doch die. daB die Anzahl der hierbei durch-
zupriifenden Fille so groB ist, daB es sclbst
mit den schnellsten heute bekannten Rechen-
maschinen holfnungslos linge Zeit dauern
wiirde.)

Wir wollen uns jetzt einer anderen Frage zu-
wenden: Sind bei festem # die endlichen pro-
jektiven Ebenen allesamt gleichartig?

Unter gleichartig verstehen wir, daB sie sich
nur in der Bezeichnung unterscheiden, d. h.,
prizis formuliert: Zwei endliche projektive
Ebenen der Ordnung n heiBen dann gleich-
artig, man sagt auch isomor,.,, wenn man den
Punkten der einen umkehrbar eindeitig die
Punkte der anderen so zuordnen kann, daf3
irgendwelche Punkte in der einen projektiven
Ebene genau dann eine Gerade bilden, wenn
die thnen entsprechenden Punkte in der ande-
ren projektiven Ebene eine Gerade bilden.
Der Leser kann ohne sonderliche Schwierig-
keit beweisen, daB je zwei endliche projektive
Ebenen zweiter Ordnung isomorph sind.
Gleichfalls isomorph sind je zwei projektive
Ebenen der Ordnung n im Falle n=3, 4, 5,7
und 8 {der Beweis wird aber immer schwerer).
Fiir n=9 ist die entsprechende Behauptung
jedoch nicht mehr richtig: es gibt 4 wesent-
lich verschiedene (also paarweise nichtiso-
morphe) endliche projektive Ebenen der Ord-
nung9. Es ist bekannt, daB es fir n=p*>8
(pprim, k>1) stets wenigstens zwei nicht-
isomorphe endliche projektive Ebenen n-ter
Ordnung gibt. Ungelost ist jedoch das fol-
gende -

Problem 3: Sind je zwei endliche projektive
Ebenen der Ordnung p(p prim) isomorph?
Die Frage nach der Existenz und Isomorphie
endlicher projektiver Ebenen stellt freilich nur
einen kleinen Teil der hier untersuchten
Fragen dar. Die am ausgiebigsten unter-
suchte (und natiirlichste) Frage ist die, wie
die existierenden endlichen projektiven Ebe-
nen beschaflen sind. Ein solches Problem
mochte ich als Kostprobe angeben.

Wir mochten eine solche Teilmenge der
Punkte einer endlichen projektiven Ebene
n-ter Ordnung auswihlen, daB jede Gerade
mindestens einen der ausgewidhlten Punkte
enthidlt. (Wir wollen eine solche Punktmenge
repriisentierendes Punktesystem nennen.)

Es ist leicht zu sehen, daB ein reprisentieren-
des Punktesystem mindestens n+1 Punkte
enthalten muB. Man sieht auch leicht ein, da
man stets ein aus n+ 1 Punkten bestehendes
repriisentierendes Punktesystem finden kann:
wir bekommen nidmlich cin solches Punkte-
system. wenn wir siimtliche Punkte irgend-
ciner Geraden der Ebene withlen (dies stellt
eine unmitielbare aus dem
2. Axiom dar). Offensichtich wird dann auch
Jede Punktmenge. die cine ganze Gerade ent-
hiilt.ein repriisentierendes Punktesystem sein.
Daher nennen reprisentierendes
Punktesystem nichttrivial. wenn eos keine

Folgerung

wir ein
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sanze Gerade enthilt. Es fragt sich, wieviel
Elemente ein nichttriviales reprisentierendes
Punktesystem mindestens besitzt. 1969 habe
ich den folgenden Satz bewiesen:

Satz 3: In einer endlichen projektiven Ebene
n-ter Ordnung (n23) ist die Elementezahi
eines nichttrivialen repriisentierenden Punk-
tesystems grofer als

n+l/—%1/;1-.

2. Orthogonale lateinische Quadrate

Wir nehmen an, in jedes Feld eines Schach-
bretts von n-n Feldern sei irgendeine der
natiirlichen Zahlen von 1 bis n so einge-
schrieben, daB in jeder Zeile und auch in jeder
Spalte jede der Zahlen von 1 bis n genau
einmal vorkommt. Ein solches Gebilde heifit
lateinisches Quadrat der Reihenzahl n. Ein
lateinisches Quadrat der Reihenzahl 4 ist in
Bild 4 dargestellt.

AW N

3
4
2
1

N o= W A
N W A —
Bo—- W
w N = B

I
4 Bild 5

Wir wollen jetzt zwei lateinische Quadrate
der Reihenzahl n betrachten. Wir nehmen
ein drittes Schachbrett von n - n Feldern und
tragen in jedes Feld desselben dasjenige
Zahlenpaar ein, dessen erstes Glied die Zahl
ist, die im ersten lateinischen Quadrat in die-
sem Feld steht, wahrend dessen zweites Glied
diejenige Zahl ist, die im zweiten lateinischen
Quadrat in diesem Feld steht. Wenn wir aul
diese Weise jedes der moglichen n? Zahlen-
paare genau einmal bekommen, so sagen wir,
daB die beiden lateinischen Quadrate der
Reihenzahl n zueinander orthogonal sind. In
Bild 5 ist ein solches lateinisches Quadrat der
Reihenzahl 4 dargestellt, das zu dem in Biid 4
dargestellten lateinischen Quadrat orl'hogo-
nal ist; aus Bild 6 geht hervor, daB sie tat-
sachlich orthogonal sind.

[L1] [22] [33] [4.4]
[2.4] [1.3] [42] [3.1]
[43] [3.4] [21] [1.2]
3.2 [41] [14] (23]
Bild 6

Wenn nicht nur zwei, sondern mehrere latei-
nische Quadrate der Reihenzahl n vorlicgen,
so heiflen diese paarweise orthogonal, wenn
je zwei von ihnen orthogonal sind. Es stellt
sich die Frage, wicviel lateinische Quadrate
der Rethenzahl n sich hichstens angeben las-
sen. die paarweise orthogonal sind. Die Ant-
wort hieraul gibt der folgende Satz. den der
Leser auch selbst leicht beweisen kann:

Satz 4: Die Anzahl paarweise orthogonaler
lateinischer Quadrate der Reihenzanl x be-
trigt hochstens i1 — |

Wieder stellt sich die Frage. ob sich tatsiich-

lich n— 1 paarweise orthogonale lateinische
Quadrate der Reihenzahl n angeben lassen.
Es ist schon keineswegs trivial. ob es zwet
orthogonale lateinische Quadrate der Reihen-
zahl n gibt. Wenn n bei Division durch 4 nicht
2 als Rest gibt (und n23 ist), so kann man
mit ein wenig Geschick beweisen, daB zwei
orthogonale Quadrate der Reihenzahl n exi-
stieren.

Der groBe Mathematiker des 18. Jahrhun-
derts Leonhard Euler (1707 bis 1783) hat 1782
vermutet, daB keine zwei orthogonale lateini-
sche Quadrate der Reihenzahl n existieren,
wena n bei Division durch 4 als Rest 2 ergibt.
Diese Vermutung konnte sogar im einfachsten
Falle (n=6) erst nach iiber 100 Jahren be-
wiesen werden. Erst 1900 ist es G. Tarry ge-
lungen nachzuweisen, daB es in der Tat keine
zwei orthogonale lateinische Quadrate der
Reihenzahl 6 gibt. Der folgende Fall n=10
blieb noch beinahe weitere 60 Jahre lang un-
gelost. Um so groBer war die Uberraschung,
als E. T. Parker 1959 zeigte, daB3 zwei ortho-
gonale lateinische Quadrate der Reihenzahl
10 existieren. Spidter haben R. C. Bose,
S. S. Shrikhande und E. T. Parker 1960 nach-
gewiesen, daB es auch fiir jede Zahl n groBer
als 10 von der Form 4k +2 zwei orthogonale
lateinische Quadrate der Reihenzahl n gibt.
Der groBe Euler hatte sich also diesmal ge-
irrt!

Die berithmte Konstruktion von Parker, die
beiden orthogonalen Quadrate der Reihen-
zah! 10, sind in Bild 7 dargestellt. (Anstelle von
10 haben wir in der Abbildung iiberall O ge-
schrieben.) Gibt es drei paarweise orthogonale
lateinische Quadrate? Niemand weil es.

04172983635
815272739 406
"9 826374510
598304786 21
76 98 415032
6 709 8 5 21 43
30719 86 254
1 234560789
2345601897
4 56 01 23978
Bild 7
078 6 935412
6 1 7809 45 23
50278196 34
9 6 1 37 8 20435
3 9024781 5¢6
8 491357260
7 8 59246 301
4 56 01 23789
1 2345609 7 8
2345601 897

Der Leser mag sagen: das ist zwar alles
interessant. aber doch eigentlich ein Spiel.
bloBer Selbstzweck, denn es hat mit anderen
mathematischen Problemen nichts zu tun.
d. h., es ist nicht amnrendbar. Vermutlich wird
sich jedoch die Memung des Lesers dndern,
wenn er den {olgenden Satz durchliest:



Satz 5: Dann und nur dann gibt es eine end-
liche projektive Ebene n-ter Ordnung, wenn
es n—1 paarweise orthogonale lateinische
Quadrate der Reihenzahl n gibt.

Die Aussage, daB keine projektive Ebene der
Ordnung 6 existiert. folgt also aus dem oben-
erwidhnten Ergebnis von Tarry, und auch ali-
gemein stellt die Frage nach der Maximalzahl
paarweise orthogonaler lateinischer Quadrate
der Reihenzahl » eine Verfeinerung der Frage
nach der Existenz einer endlichen projektiven
Ebene n-ter Ordnung dar. Das lolgende Pro-
blem ist dagegen Verfeinerung des 2. Pro-
blems:

Problem4: Wie groB ist die Maximalzahl
paarweise orthogonaler lateinischer Quadrate
der Reihenzahl 10?

Wie wir nach dem Obigen wissen, ist gegen-
wirtig nur bekannt, daB die Antwort hierauf
mindestens 2 und hochstens 9 lautet.

3. Blockpline

Wir wollen annehmen, von einer v-elemen-
tigen Menge seien gewisse k-elementige Un-
termengen so ausgewdhlt, daB je zwei Ele-
mente der v-elementigen Menge in genau
/4 ausgewidhlten Teilmengen enthalten sind.
Dann ist nicht schwer zu beweisen, daB jedes
der v Elemente in ebensoviel ausgewihlten
Teilmengen liegt. Diese Anzahl bezeichnen
wir mit r, die Anzahl der ausgewéhlten Teil-
mengen dagegen mit b. (Die ausgewihlten
Teilmengen werden wir im folgenden Blocke
nennen.) Eine solche Struktur werden wir
Blockplan nennen oder, wenn wir auch die
Parameter hervorheben wollen, (v, b, r, k, 1)
Blockplan. Um die trivialen Fille auszuschlie-
Ben, wollen wir im weiteren annehmen, da3
die Parameter den Ungleicﬂungen 2<k<v,
221 geniigen. Dieser Begriff stellt eine Ver-
aligemeinerung des Begriffs einer endlichen
projektiven Ebene dar, denn jede endliche
projektive Ebene n-ter Ordnung ist zugleich
auch ein (v, b, r, k, A}-Blockplan mit

v=b=n*+n+1

r=k=n+1

A=1
Zwischen den Parametern bestehen die fol-
genden Beziehungen:
Satz 6: Fiir jeden (v, b, r, k, A}-Blockplan gilt:

bk=vr
rk—1)=Av-1)
b=v.

Die beiden Gleichungen kann der Leser leicht
selbst beweisen, der Beweis der dritten Un-
gleichung (der sogenannten Fisherschen Un-
gleichung) ist dagegen schwerer.

Die in Satz 6 genannten Bedingungen stellen
wiederum lediglich notwendige, aber nicht
hinreichende Bedingungen [ir die Existenz
eines (v, b, r, k, A)}-Blockplans dar. Beispiels-
weise sind im Falle v=b=43, r=k=7, /=1
die Beziehungen in Satz 6 erfillt, und doch
gibt es keinen (43, 43, 7, 7, 1)-Blockplan (dies
folgt aus Satz2, denn von einem solchen

Blockplan kann man unschwer nachweisen.
daB er eine endliche projektive Ebene der
Ordnung 6 bilden wiirde, siehe Satz 7). Die
Frage nach der Existenz von Blockplinen ist
sehr viel untersucht worden, doch auch wei-
terhin gibt es noch recht viele unentschiedene
Fragen. Unbekannt ist beispielsweise (wir
“wollen ein aus relativ kleinen Parametern be-
stehendes Beispiel erwiahnen), ob ein Block-
plan mit den Parametern (v, b, r, k. 4)
=(22, 33. 12, 8, 4) existiert. Ubrigens sind
Blockplane erstmalig in Zusammenhang mit
praktischen Anwendungen aulgetreten, und
zwar in der mathematischen Statistik, bei der
Versuchsplanung.

In einem Blockplan ist die Anzahl der zwei
Blocken gemeinsamen Elemente im allgemei-
nen nicht fir je zwei Blocke dieselbe.
Dagegen gilt der folgende

Satz 7: Wenn in einem (v, b, r, k, 7)-Block-
plan ¢ =5 ist (dann ist notwendig auch r=k),
so haben je zwei Blocke A Elemente gemein.
Von solchen speziellen Blockplidnen handelt
Satz 8: Wenn in einem (v, b, r. k, 4)-Block-
plan t=»b eine gerade Zahl ist, so ist k—/
ein vollstindiges Quadrat.

Aus diesem Satz geht hervor, dal zu den
Parametern (v, b, r, k, 1)=(22, 22, 7, 7, 2)
beispielsweise kein Blockplan existiert, ob-
gleich die Parameter den in Satz 6 genannten
Bedingungen geniigen.

Ahnlich zur Definition der Blockpline ist die
eines (-Blockplans (1 2 2): Gewisse k-elemen-
tige Untermengen (die wir Blocke nennen)
einer Menge von v Elementen bilden einen
t-Blockplan, wenn jede Untermenge von ¢ Ele-
menten der v-elementigen Menge in genau
/ Blocken enthalten ist. (Die Blockpléne er-
geben sich hieraus im Spezialfall t=2.) Es ist
unschwer zu erkennen, dafl jeder ¢-Blockplan
zugleich auch Rir alle Werte t'<t ('=2)
einen f'-Blockplan darstellt (als ¢'-Blockplan
betrachtet hat freilich 4 einen anderen Wert).
Insbesondere ist jeder {-Blockplan auch ein
Blockplan schlechthin. Trivial soll ein t-
Blockplan heiBen, der sich dadurch ergibt,
daB man als Blocke simtliche k-elementige
Untermengen der v-elementigen Menge wihlt
(t=k=v). Insgesamt sind zwei nichttriviale
S-Blockplidne bekannt (fiir den einen ist v = 24,
k=8, fir den anderen v= 12, k=6); ungelost
ist dagegen das folgende

Problem 5: Gibt es einen nichttrivialen 6-
Blockplan?

Oben haben wir nur einen ganz kleinen
Bruchteil der sich aul hochsymmetrische
kombinatorische Strukturen beziehenden
Fragen beriihrt. Nicht einmal erwahnt haben
wir beispielsweise die fehlerkorrigierenden
Kodes, die in der Informationstheorie sowie in
der Theorie (und der Praxis!) der Nachrich-
teniibermittlung auBerordentlich  wichtig
sind.

Zum SchluB wollen wir erwiahnen, dal3 der
Beweis all derjenigen Sitze, von denen ‘wir
nicht besonders angegeben haben, daB sie

auch vom Leser leicht bewiesen werden kon-
nen, ausnahmslos mit algebraischen Metho-
den zu fiihren ist (die iiber den Stoff der Ober-
schule hinausgehen). Das bedeutet gleich-
zeitig, daB die kombinatorischen Probleme
eng mit anderen Zweigen der Mathematik

zusammenhéngen.
J. Pelikdn
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Aufgaben 1. Tag

1. In einem ebenen konvexen Viereck mit dem
Flicheninhalt 32cm? sei die Summc der
Linge der einen Diagonale und der Lingen
zweier einander gegeniiberliegenden Seiten
gleich 16 cm.

Man bestimme alle moglichen Lingen der

T —
ApEioren. a0 (CSSR, 5 Punkte)

2. Sei P((x)=x%2-2; P{x)=P,[Pi-1(x)]:
i=23, ...
Man zeige, daB fiir beliebiges natiirliches n
alle Losungen der Gleichung ’
P (x)=x
reell und paarweise verschieden sind.
(Finnland, 7 Punkte)

e v.~cxz¢;r'
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3. Eine quaderformige Schachtel sei derart,
daB sie vollstindig mit Einheitswiirfeln (Kan-
tenlinge 1) gefiillt werden kann. Legt man
moglichst viele Wiirfel des Volumens 2 so in
die Schachtel, daB ihre Kanten parallel zu
Kanten der Schachtel liegen, so fiillt ihr Ge-
samtvolumen genau 409, des Hohlraumes
der Schachtel.

Man bestimme die InnenmaBe aller Schach-
teln mit dieser Eigenschaft. (/2=1,2599...)

(Niederlande, 8 Punkte)

2. Tag

4. Man bestimme den groBten Wert des Pro-
duktes positiver ganzer Zahlen, deren Sumime

1976 ist.
(USA, 6 Punkte)

5. Gegeben sei [olgendes System von p Glei-

chungen mit g=2p Unbekannten
a11% +ajax2+ ...+a.,x,=0
az1x;+az2X+ ... +a24%g=0

Ap1 X1 +8p2X2+ ... +Apgxg=0

wobei a;;e{0, — 1, +1},i=1,2,...,p,
j=12...,4q.

Man beweise, daB eine Losung (xq, X3, ..., Xg)
von (1) mit I'(')lgenden Eigenschaften existiert:
a)alle x;(j=1,2,....,q) sind ganzzahlig,
b) mindestens eines der x; (j=1, 2, ..., g) ist
ungleich Null,
d|x;|£q9(=12..9).

(Niederlande, 7 Punkte)

6. Eine Zahlenfolge uo, u,, uz, ... sei wie folgt
definiert:

U =

u; = -

Ut 1 =UUE 1 —2)—u, n=12.)

Man zeige, daB
z'—!- 1y
[ue]=2 gilt. n=1,2,..)
[x] bezeichnet die groBte ganze Zahl, die
nicht groBer als x ist.
(GrofBbritannien, 7 Punkte)




alpha stellt die DDR-Mannschaft vor:

Michael Marczinek, EOS ,,Heinrich Hertz",
Berlin, K1. 11 (2. Preis) - oben Mitte;
Thomas Hoffmann, EOS ,,Geschwister
Scholl*, Apolda, KI. 12 links;
<, EOS,,Otto v. Guericke™,

oben

Norbert Schi

oben rechts;
EOS ,,Otto

. KL 12 (3.

€CK

® In diesem Jahr wurden 42°,
erreichbaren Punkte erzielt (1975: 55%;). Das
zeigt den hohen Schwierigkeitsgrad der ge-
stellten Aufgaben. Preise wurden vergeben:

der insgesamt

1. Preis: 40 bis 34 Punkte
2. Preis 33 bis 23 Punkte
3. Preis 22 bis 15 Punkte.

® Die Auszeichnung der Sieger fand in Wien
statt. Sie wurde vom Bundesminister fiir
Unterricht und Kunst der Rep. Usterreich
vorgenommen. Die Preistriger erhielten Me-
daillen und Sachpreise.

® Die Preistriger der DDR-Mannschaft wer-
den zum Studium delegiert. Sie erhalten fiir
das 1. Studienjahr ein zusitzliches Stipen-
dium.

® Die XIX. IMO findet Anfang Juli 1977 in
der SFR Jugoslawien (Belgrad) statt.

In der Osttiroler Stadt Lienz fanden die
Klansuren statt (siche Bild rechts).

Die Gastgeber fiihrten mit den Teil-
oehmern der IMO zahlreiche Exkursianen
durch, z B. zum GroBglockner

® In diesem Jahr nahmen fiinf Médchen teil:
Je ein Midchen aus der Sc.. kep. Vietnam,
der UdSSR, der Rep. Frankreich, der SR Ru-
minien und der Rep. Kuba. Die sowjetische
Schiilerin erreichte mit 39 Punkten einen er-

Bilanz der Erfolge

Tetlnehmerland Ge

AN L
Vereinigte Staaten von Amerika 88
Volksrepublik Bul 174
Republik Os i 167
Republik Frankreich 165
Ungarische Volksrepublik 160
Deutsche Demokratische R 142
Volksrepublik Polen 138
Sozialistische Republik Rumiénien 118
Konigreich S eden 118
Tschechoslowakische

Sozialistische Republik 116

Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien |
Sozialistische Republik Vietnam 11
K onigreich der Niederlande 7
Republik Finnland 52
Republik Griechenland 5
Republik Kuba 1

sten Preis, die vietnamesische Schiilerin einen
2. Preis. Beide Teilnehmerinnen nahmen be-
reits an der XVII. IMO teil (siehe alpha 6/75)
und waren diesmal die Besten ihrer Mann-
schaft.

Preis 2. Preis 3. Preis Diplom
4 I
2 4 1
| 4 1
= 2 6
I 2 5
! 3 |
3 4
= 2 3
- 6
- I 3
- i 2 5
- I 3
= 1 3
I 3

(nur 3 Teilnehmer)
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Es kommt vor, daB einem eine bekannte
Melodie einféllt; nur man weil gerade nicht,
wie der Text dazu heit oder aus welchem
Stiick sie stammt oder wer der Komponist ist.
Dann wiinscht man sich, daB man in ginem
Buch nachschlagen konnte, in welchem viele
Melodien registriert sind und dazu nahere An-
gaben wie Titel und Herkunft stehen. Jedoch
miiBten die musikalischen Zitate so geordnet
sein, daB man das Gesuchte leicht finden oder
gegebenenfalls entscheiden kann, ob es iiber-
haupt darin enthalten ist.

Waorter konnen wir nach den Buchstaben ord-
nen, weil jeder Buchstabe im Alphabet einen
festen Platz hat. Indem wir also jedem Buch-
staben eine natiirliche Zahl zuordnen, iiber-
tragen wir die Ordnungsrelation der natiir-
lichen Zahlen auf die Menge der Buchstaben’
und damit auf die der Worter.

Bei Melodien geht das nicht so einfach. Beim
Notieren einer Melodie werden den Tdnen
Noten zugeordnet. In einer Note sind zwei
Aussagen verschliisselt:

1. die absolute Tonhdhe

2. die relative Tondauer.

Die Tonhohe erkennen wir an der Stellung
des Notenkopfes beziiglich der Notenlinien
(in Abhidngigkeit vom Notenschliissel und
von der Vorzeichnung); die relative Dauer
wird durch den Notenwert ausgedriickt. Die
Pausenzeichen kann man als Pseudonoten
verstehen: Sie sind Noten ohne Hohe mit
Dauer.

Nun suchen wir eine Abbildung, die uns er-
laubt, Melodien zu ordnen, indem eine Ord-
nungsrelation iibertragen werden kann. Die
im Notenblatt vorhandene Fixierung der
Melodien in absoluten Tonhohen ist fiir jeden
Instrumentalisten Grundlage fir sein Spiel.
Tatsichlich spielt aber fiir das hérende Er-
fassen die absolute Tonhéhe keine Rolle. Der
erste Ton ist also frei wihlbar, von ihm hingt
der weitere Verlauf ab. Dieses Prinzip der
Transponierbarkeit (Ubertragbarkeit) findet
im Musikunterricht durch die relativ orien-
tierten Tonsilben und Handzeichen seine An-
wendung; die damit ausgedriickten Tonrela-
tionen widerspiegeln sich in den entsprechen-
den Lagebeziehungen der Notenk&pfe.

Wir miissen uns demzufolge eine Zuordnung
wihlen, die in bezug auf Transpositionen in-
variant ist; das bedeutet: Das Ergebnis der
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Abbildung darf nicht von der Tonart ab-
hidngen.

Dafiir brauchen wir zwei Komponenten:
Tonschritte und Rhythmusfaktoren. Dazu
einige Bezeichnungen.

N die absolute Tonhéhe, z. B. der Ton ¢’
oder cis’ oder b oder d”

eine ganze Zahl, die jeder Tonhéhe
(jeder Note) zugeordnet wird, und
zwar so, daB sich zwei benachbarte
Halb-Tone der chromatischen Leiter
um 1 unterscheiden, z. B.

h(c')=4, h(cis')=S$, h(d")=6,
h(dis')=7, h(e')=8,
h(c")= 16 (siehe Beispiel 1)

h(N)

Definition: Ein Tonschritt, genauer: das Fort-
schreiten von einem Ton zum folgenden einer
Melodie (ndmlich Tonwiederholung, Ton-
schritt oder Tonsprung), s(N,, N;) ist das
Intervall von N nach N,.
S(N, N2)=h(N2)—h(N,).

Den Intervallen von der Prime bis zur Oktave
entsprechen die Zahlen 0 bis 12 oder 0 bis
—12, je nachdem, ob der zweite Ton hoher
oder tiefer ist.

Tabelle der Intervalle innerhalb einer Oktave

Intervall Beispiel s
reine Prime c'c 0
kleine Sekunde h'c” 1
groBe Sekunde cd 2
kleine Terz eg 3
groBe Terz ce 4
reine Quarte cr 5
iibermiBige Quarte f{ k' 6
verminderte Quinte h'[" 6
reine Quinte cg 7
kleine Sexte e'c” 8
groBe Sexte ca’ 9
kleine Septime gt 10
groBe Septime ch 11
reine Oktave c'c” 12

Mit dieser Abbildung ordnem wir jedem
Notenpaar eine ganze Zahl zu, und es gilt
S(N1, N2)= —s(N3, Ny).

Beispiel 1

(Die Noten des Beispiels 1 heien:

1) a, 2) ais oder b, 3) h oder ces/,

4) his oder ¢, 5) cis’ oder des’,

6) d’, 7) dis’ oder es’,

8) ¢’ oder fes’, 9) eis’ oder f,

10) fis’ oder ges’, 11) g/,

12) gis’ oder as’, 13) a’,

14) ais’ oder b, 15) h’ oder ces”,

16) his’ oder c¢”,

17) cis” oder des” usw.)

t(N) eine positive rationale Zahl,
die den (Zeit-)Wert jeder Note
und jeder Pause ausdriickt, nimlich
die relative Dauer, z. B. '

=1, r(J)=§, ) -5

r(J ~)=§, i 1
o) =1 t($)=z, (=g
r(q) =%.

h(N) vermittelt eine Abbildung aus der Menge
der Noten in den Ring der ganzen Zahlen,
t(N) vermittelt eine Abbildung aus der Menge
der Noten in den K&rper der rationalen Zah-
len. Beide Bildmengen sind geordnete Men-
gen. Nun kdnnen wir die folgenden Definitio-
nen verstehen.

3 25 h(N)

Beispiel 2 zeigt ein Melodienstiick mit seinen
Tonschritten.
Die Tonschritte erhilt man so:

We)=8 4-g=—4
He)=4 _6-a= 2
Wd)=6 _g 6= 2
hie) =8

usw.

Zur Kontrolle, ob man richtig gerechnet hat,
kann man folgende Tatsache ausnutzen:

Die Summe der Tonschritte zwischen dem er-
sten und dem letzten Ton einer Folge ist
gleich dem Tonschritt vom ersten zum letzten
Ton

n—1

L SNy Nis)=s(Ns, No)

Beweis:

n-1 n-1

Zl S(Ni, Niv1)= ; h(Ni+1)—h(N)

=h(N,)—h(N)=5(N,, N,).
Fiir die ersten vier Noten unseres Beispiels
ergibt sich
Nl =e’, Nz=C', NJ =d’, N4=e’
S +S2+853= —442+42=0
=h(N4)—h(N)



e Ccpdye,foe,dyd, e, c

Beispiel 2

Definition: Ein Rhythmusfaktor AN, N,)
ist der Quotient der Notenwerte

H(N2)

UN,y)

Mit dieser Abbildung ordnen wir eindeutig
Jjedem Notenpaar (eine der beiden Noten darf
eine Pause sein) eine positive rationale Zahl
zu,z. B.

Ni=d

Ny=d N2)=g

Fiir Beispiel 2 ergeben sich folgende Rhyth-
musfaktoren'

1
1,2,1 2, 1,1, 2,2, 3
Zur Kontrolle kann man hier die analoge
Tatsache ausnutzen:
Das Produkt aller Rhythmusfaktoren ist
gleich dem Rhythmusfaktor vom ersten zum
letzten Ton

(N, N3)=

=3

o] W
W[ b

00|

1,212

TI AN Nist) = N3, N,

Beweis: o

t(N.H) H(N»)
e =T =05
=r(Ny, Na)

Nun konnen wir eine (pausenlose) Melodie,

aufgefaBt als Folge geordneter Notenpaare,

mittels einer Vektorfolge beschreiben; die

erste Komponente ist der Tonschritt, die

zweite Komponente ist der Rhythmusfaktor
m;=(s;, r;).

Fiir das Thema des Beispiels 2 ergibt sich:

(—4,1), (2,2 , (2, 1), (1,2), (=L 1)

. 1 1
(-2 0.0.2.(25) (-4.0.(03)

2, 1,2,2),(—4,1),(-22).

Wenn innerhalb des musikalischen Zitats
eine Pause auftritt, nehmen wir als Tonschritt
zur Pause den Buchstaben P (oder irgendein
anderes Zeichen) und als ndchsten Tonschritt
den Schritt von der Note vor der Pause zur
Note nach der Pause; beim Berechnen der
Rhythmusfaktoren jedoch nehmen wir jedes-
mal den Zeitwert der Pause, als ob da eine
Note wire.

Beispiel 3 ergibt dann:

1
(P, §>’ (=5, 1),(5,2), (P,

(5 1), (=5,1),(5 1

1

5>, (=5,1),

), 4, 1), 3, 4).

Diese Zuordnung — Melodie— Vektorfolge
{m;} ist eindeutig — zu verschiedenen Melo-

dien gehoren verschiedene Vektorfolgen —
und invariant - eine Melodie in verschie-

czdze_bc _

Beispiel 3

denen Tonarten ergibt dieselbe Vektorfolge.
Diese Abbildung ist auch umkehrbar eindeu-
tig — verschiedene Vektorfolgen ergeben ver-
schiedene Melodien. Fiir die Vektoren m; e B,
muB vorausgesetzt werden:
m=(s;, r;), s; ganze Zahl oder P, | s;| <K (die
Schranke K hangt vom Tonvorrat ab, etwa
k=100), r; rationale Zahl >0 (nach meiner
Erfahrung 278 <r <28),
Die Anfangsnote muB vorgegeben werden,
sie ist frei wahlbar; von h(N,) und #N,) ge-
langt man zu den Werten der nichsten Note
s0:
h(N2)=h(N1)+s,
t(N2)=tN) -
Falls s;=P vorkommt (l <i<n), ist Ny
eine Pause mit dem Zeitwert
t(Niv1)= N1
und fiir die lolgende Note gilt dann:
h(Nis2)=h(N)+sis1
HNi+2)=tNis+1) Tisy
Ein Beispiel fiir die Umkehrung.

Gegeben ist die Vektorfolge
41,3 1,0 1),/P1,
©, 1), (0, 1), (P, 1), (=3, 1), 0, 3);
gesucht ist die Melodie.
1. Anfangswerte N =as’ als E—Note
h(N{)=12 (ich gebrauche die Werte

des Beispiels 1), (N 1)=i

16
2. K(N3) =h(N\)+s,=12+4 =16=h(c")
1 1
HN3z) = tNy) "1=76 1=E=t( )
3. h(N3) =h(Nj)+s;=16+3 =19=h(es")
1 1
HN3) =N3) n=1e 1=1—6
4. h(Ny) =h(N3)+s3=19+0 =19
1 1
t(N4) = tN3) - "3=E 1 =T
5.h(Ns) =h(Ny)+s4=19+P=h(P)
1 1
t(Ns) =t(N4) "4—E 1=1—6
also: Ns= g
6. h{Ng¢) =h(Na)+s5=19+0=19
1 1
t(Ng) =t(Ns) - T5=E -1 =16
9. h(No) = =16
1
HNg) = =16
10. h(N 10) h(N9)+59—I6+0 = 16 h(c"”)

= .P-)

t(N10)=t(No) - r9=ﬁ -3 =l-6

Beispiel 4

Erkennen wir die Melodie? — Es ist das be-
kannte Motiv des StrauB-Walzers ,,An der
schonen blauen Donau“, originalgetreu im
Beispiel 5 notiert (mit den Anfangswerten

h(N1)=6, t(N,)=%).

Nun brauchen wir noch eine Ordnungsrela-
tion. Es sei (s1, r1) <({s2, r2) genau dann, wenn
die erste der nicht verschwindenden Differen-
zen s, —sy, rz—rp positiv ist. Mit anderen
Worten:

Wenn s, <s,, dann sei (54, 1) <(s3, r2); und
wenn s; =s, und r; <r,, dann sei

(51, r1)<(sz, r2).

Fiir den Fall s= P setzcn-wir, damit wir ver-
gleichen konnen, willkiirlich — oo fest.

Jetzt haben wir unser Ziel erreicht: wir kén-
nen die angefiihrten drei Motive ordnen (an-
steigend)

1. (P, %) ... Beispiel 3

2.(—4,1) ... Beispiel 2

3.4 1) . Beispiel 4 und 5.

Dariiber hinaus kann man aus gegebenen
Melodien neue gewinnen, indem man Opera-
tionen mit diesen besonderen Vektoren er-
klart:

my =(sy, r1), My =(52, r2),

g ganze Zahl

my+my=(s; +52,r1°73)

mg—mz=(51 —$2,T1:72)

g-my =(g-sl,r£17)

Die Ergebnisse der Verkniipfungen sind (theo-
retisch) wieder Vektoren des ,Melodienbe-
reichs” von B,. Dieser Bereich — praktischer-
weise haben wir uns aul eine endliche Menge
von Vektoren beschrinkt ~ laBt sich zu einem
kontinuierlichen — und damit unendlichen -
Teilbereich erweitern, wenn man als Kompo-
nenten beliebige reelle Zahlen zulidBt, die we-
nigstens nach unten beschrinkt sind (durch
—K oder 0). Dem entspricht eine kontinuier-
liche Tonerzeugung mit ,maBlosen* Rhyth-
men. Wenn man r durch logr ersetzt, kann
man mit den Vektoren auf bekannte Weise
rechnen. '

U. Wilke

Beispiel 5
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Wer lost mit?
a%gﬁzﬁ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1977

Ma5 ®1538 FuBginger verursachen durch
impulsives, unbedachtes Uberqueren der
Fahrbahn oftmals Verkehrsunfille, die ver-
meidbar sind. In der DDR wurde im Jahre
1974 etwa ein Siebentel aller Verkehrsunfille
durch FuBginger hervorgerufen; dabei fan-
den 618 FuBginger den Tod, 8492 FuBganger
wurden. verletzt. Wie hoch sind die durch-
schnittlichen Kosten eines Verkehrsunfalles
(Fahrzeugschidden, Krankengeld, medizini-
sche Hille, volkswirtschaftlicher Verlust durch
Ausfall im Produktionsprozel), wenn unse-
rer sozialistischen Gesellschaft im Jahre 1974
durch Verkehrsunfille ein Gesamtschaden
von 624946000 M entstand? Sch.

Ma5 #1539 Eine Zeitungsmeldung lautete
wie folgt: ,Statt 10 kg Altpapier, wie es im
Pionierauftrag heiBt, wird jeder Pionier
durchschnittlich 15 kg abliefern. Das sind an
unserer Schule 2140 kg mehr.“
Wieviel Junge Pioniere gehéren dieser Schule
an? Wieviel Kilogramm Altpapier werden
insgesamt abgeliefert?

Schiilerin Gudrun Tappert, Guben

Ma5 81540 Ineinem Kasten liegen 100 ver-
schiedenfarbige Kugeln, und zwar 28 rote,
20 griine, 12 gelbe, 20 blaue, 10 weile und
10 schwarze Kugeln. Wieviel Kugeln muB
man mindestens dem Kasten entnehmen,
ohne dabei hineinzuschauen, um mit Sicher-
heit finfzehn gleichfarbige Kugeln zu erhal-
ten? Aus der sowjetischen Broschiire

- ~Mathematische Aufgaben",

ibersetzt von Cordula Becher, Moskau

Ma$5 =1541 Die Gruppenratsvorsitzenden
und deren Stellvertreter von drei Pionier-
gruppen beraten ein gemeinsames Arbeits-
vorhaben. Wir wissen von ihnen folgendes:
a) Ist der Gruppenratsvorsitzende ein Mad-
chen, dann ist der Stellvertreter ein Junge
oder umgekehrt.
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b) Zur Beratung sitzen die sechs Pioniere im
Kreis an einem runden Tisch, aber in keinem
Falle sitzen die beiden Pioniere aus einer
Gruppe nebeneinander.
c) Wilfried sitzt Giinter gegeniiber.
d) Edith und Giinter sind Sigrids Platz-
nachbarn,
e) Monika und Wilfried sind nicht in der
gleichen Pioniergruppe.
f) Lutz wird mit der Leitung der Beratung
beauftragt.
Welche Pioniere kommen jeweils aus einer
Pioniergruppe?

OL Diplomlehrer Karl Becker, Liibtheen

Ma5 ®1542 Von zwei von Null verschie-
denen natiirlichen Zahlen ist die eine um so-
viel kleiner als 10, wie die andere groBer als 10
ist. Die Summe aus den Quadraten dieser
Zahlen betrdgt 218. Um welche Zahlen han-
delt es sich? (Stelle eine Tabelle auf!)

Lehrer Dieter Knape, Jessen

Ma5 #1543 Es sind alle vierstelligen natiir-
lichen Zahlen mit der dekadischen Darstel-
lung EB}TL von denen keine die Ziffer 0
enthilt, zu ermitteln, die lolgende Bedingun-
gen erfiillen:

FaBt man jede der vier Ziffern fiir sich als
Zahlen auf, dann ist a der Nachfolger von ¢
und d der Nachfolger von a; multipliziert
man d mit der Summe aus g und c, so erhilt
man b. Rolf Kamieth, Kakerbeck (K|. 7)

@ 1544 Von vier Schiilern mit den Vor-
namen Andreas, Christian, Jiirgen, Michael
und den Familiennamen Anders, Constantin,
Jordan, Matuschewski ist uns folgendes be-
kannt:

a) Genau zwei dieser Schiiler sind 10, genau
zwei 12 Jahre alt.

b) Bei keinem dieser Schiiler beginnt der Vor-
name mit dem gleichen Buchstaben wie der
Familienname.

Wettbewerbsbedingungen

1
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einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind
5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm
197 mm) (sieche Muster), denn jede Aufga-
gruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert
Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
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¢) Der Schiiler Michael ist nicht so alt wie

der Schiiler mit dem Familiennamen Anders.

d) Andreas ist jiinger als Jiirgen.

e) Michael und Jiirgen sind gleichaltrig.

f) Bei den gleichaltrigen Schiilern beginnt je-

weils der Vorname des einen mit dem gleichen

Buchstaben wie der Familienname des ande-

ren.

Welchen Vor- und Familiennamen und wel-

ches Alter hat jeder dieser vier Schiiler?
Christina Bauer, Babst (K. 6)

Maé6 {545 Von zwei Uhren moge die
zweite gegeniiber der ersten innerhalb einer

Stunde um 1% Minuten vorgehen. Nach wel-

cher Zeit zeigen beide Uhren wieder die
gleiche Uhrzeit an, wenn sie beide gegenwirtig
die Uhrzeit 12.00 Uhr anzeigen?

Schiilerin Ellen Backhaus, Silberhausen

Ma6 81546 Ein Einweckglas mit einem In-
halt von 720 g Kirschen bzw. Kirschsaft wird
von Petra geoffnet. Zum Belegen des Bodens
einer Kirschtorte benotigt Petra die Hilfte
der Masse des Glasinhaltes. Der Rest wird zu
gleichen Teilen in drei Kompottschalen gege-
ben. Von der in 12 gleiche Teile zerlegten
Kirschtorte verzehrte Petra drei Stiick und
von dem Nachtisch den Inhalt einer Schale.
Wieviel Gramm Kirschen bzw. Kirschsaft
hat Petra zu sich genommen? (Die Kirschen
seien aul dem Tortenboden gleichmiBig ver-
teilt.) Schiilerin Marlies Faupel,

OS 111 Heiligenstadt (K1. 10)

Ma6 81547 Bei einem Orientierungs-
marsch der GST mubBten die Teilnehmer bis
zum ersten Kontrollpunkt 2 km weniger als
die Hiilte der gesamten Marschstrecke zu-
riicklegen. Nach weiteren 7 km erreichten sie
den zweiten Kontrollpunkt. Bis zum Ziel
waren es dann noch 3 km. Wieviel Kilometer
betrug die gesamte Marschstrecke?
Schilerin Ingrid Wolf,
2. OS Berlin-Képenick (K1. 7)

Maé w1548 Von den Schiilern einer
6. Klasse haben im Monat Januar doppelt
soviel, im Monat Mai viermal soviel Schiiler
Geburtstag wie im Monat Mirz. Im Monat

Und ich bin Euer neuer Chemielehrer!

Juli haben vier Schiiler weniger Geburtstag
als im Monat Mai. Im Monat Oktober haben
halb soviel Schiiler Geburtstag wie im Monat
Juli. In den nicht genannten Monaten hat
kein Schiiler dieser Klasse Geburtstag. Zur
Klasse gehdren mehr als 30, aber weniger als
40 Schiiler. Wieviel Schiiler umfaBt diese
Klasse? Sch.

Ph6 1 Gegeben sei ein quadratisches Pris-
ma mit der Grundkante a=10cm und der
Korperhohe h=15 cm. Dieses GefdB ist mit
Schnee gefiillt. Die Dichte von Schnee ist

02 %. (Experimentell bestimmt.)

a) Wieviel Gramm Schnee befinden sich in
dem GefdB?

b) Wie hoch steht nach dem Schmelzen das
Wasser im Gefa3?

(Die Dichte des Wassers betrigt | c—;—,)

Schaler Bernd-Peter .Giinther,
OS Sachsendorf(K1. 8)

Ma7 a1549 Aus der Bibliotheksreihe ,,Ma-
thematische Schiilerbiicherei“ wurden von
den 85 Schiilern der Klassen 7a, 7b und 7¢
einer Oberschule im Verlaufe eines Monats
insgesamt 26 Biicher entlichen. Jeder dritte
Schiiler der Klasse 7 a, jeder dritte Schiiler der
Klasse 7b und jeder vierte Schiiler der Klasse
7c entliechen je eines dieser Biicher. Der
10. Teil der Anzahl der Schiiler der Klasse 7b
nahm an der Mathematikolympiade des Krei-
ses teil. Wieviele Schiiler gehoren der Klasse
7aan?

Frank Bergner, OS Grofienhain (K!. 10)

Ma7 81550 Das Produkt aus finf aufein-

anderfolgenden geraden natiirlichen Zahlen

betragt 3840. Wie heiBen diese Zahlen?
Schiilerin Gabriele Orgis, Bernsbach

Ma7 ®1551 Gegeben sei ein rechter Winkel
mit seinem Scheitel S und den Schenkeln p
und g. Ein innerer Punkt B dieses rechten
Winkels habe von p den Abstand m=3cm
und von g den Abstand n=4 cm. Es ist ein
gleichseitiges Dreieck ABC zu konstruieren,
dessen Eckpunkt A aul dem Schenkel p, des-
sen Eckpunkt C auf dem Schenkel g des
rechten Winkels liegt und dessen Eckpunkt B
mit dem gegebenen inneren Punkt B des
rechten Winkels zusammenfillt. Sch.

Ma7 w1552 Welche Zahl ist zu jedem Fak-
tor der beiden Produkte 15-20 und 9-32
zu addieren, damit die so erhaltenen neuen
Produkte gleich sind?

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ph7 ®2 Welche Druckkralt verschlieBt den
Deckel eines Konservenglases, wenn von in-
nen der Dampfdruck des Wassers mit 0,025 at
und von auBen der Luftdruck mit 765 Torr
wirken. Der Durchmesser des Konserven-
glases betrégt 75 mm. B.

Ch7 a1 Ein Giiterzug mit 40 Waggons
Magneteisenstein aus der VR Polen wird im
Eisenhiittenkombinat Ost entladen. Gleich-
zeitig trifft ein Giiterzug mit 60 Waggons
Roteisenstein ein. Je Waggon sind 40t Erz
geladen. Magneteisenstein besteht aus rund
Dreiviertel seiner Masse aus Eisen. Roteisen-
stein enthilt rund ein Drittel Eisen. Wieviel
Tonnen Eisen kOnnen aus der gelieferten
Menge

a) Magneteisenstein,

b) Roteisenstein gewonnen werden?

¢) Welche SchluBfolgerung ergibt sich daraus
fiir die Industrie?

Ma8 #1553 Es sind alle negativen ganzen
Zahlen k anzugeben, fir die die Zahl
z=k(k +5) (k+7)
nicht negativ ist.
Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®1554 Es seien A und B zwei Punkte
der Ebene, die den Abstand ¢=5cm vonein-
ander haben.
Es sind zwei parallele Geraden g und h zu
konstruieren, von denen die Gerade g durch
den Punkt 4 und die Gerade h durch den
Punkt B geht, wobei diese Parallelen den Ab-
stand a=4 cm voneinander haben sollen.
Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®[555 Es ist zu untersuchen, ob es
rationale Zahlen a und b gibt, fiir die die

Gleichung

a+b? a+b  a-b a*-P?
a2—b*" 2a-b) 2Aa+b) a
erfullt ist.

Schiiler Olaf Raeke, N eubrandenburg

Ma8 ®1556 Nach Beendigung einer FuB-
ball-Turnierrunde, an der die Mannschalten
A, B, C, D teilnahmen und bei der jede Mann-
schaft gegen jede andere genau einmal spielte,
ergaben sich die folgenden Punkte- und Tor-
Verhiltnisse:

Punkte-Verhiltnis Tor-Verhiltnis

A 5:1 4:1
B 4:2 4:1
C 2:4 1:2
D 1:5 0:5

Dabei gibt das Punkte-Verhaltnis fiir jede
Mannschalt an, wie viele Spiele diese Mann-
schalt gewonnen (je 2 Punkte) und unent-
schieden gespielt (je 1 Punkt) hat bzw. wie
viele Spiele sie verloren (je 2 Punkte) und
unentschieden gespielt (je 1 Punkt) hat. Das
Tor-Verhiltnis gibt jeweils an, wie viele Tore

die Mannschaft insgesamt erzielt hat bzw.
wie viele Tore sie entgegennehmen mubte. Es

soll nun aus den obigen Angaben ermittelt

werden, wie jedes der 6 Spiele ausfiel und
welches Torverhiltnis sich dabei ergab.

Andreas Fittke,

Rosa-Thalmann-0S Berlin (K|. 8)

Ph8 ®3 Eine Gliihlampe triigt die Angabe
6Vund 3W.
a) Wie groD ist die Stromstirke?
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b) Wie groB ist der Widerstand?
c) Wie groB ist die elektrische Arbeit, wenn
die Gliihlampe 24 Stunden lang in Betrieb
war?

Schiilerin Ramona Otto, 73. OS Dresden

Ch8 ®2 Je5 g Kupler(II)}-oxid werden durch
a) Wasserstol,

b) Eisen,

¢) Zink reduziert.

Wieviel Gramm der Oxide erhélt man bei die-
sen chemischen Reaktionen?

Ma9 ®1557 Es seien ky, k3, ka, k4 vier kon-
gruente Kreise mit dem Radius r=2 cm und
den Mittelpunkten A4,, A,, Aj, A4 Dabei
mogen die Kreise k; und k4 jeweils die ande-
ren drei Kreise von auBlen beriihren (siche
Bild).

Ferner seien K, K,, K3, K, die Mengen der
inneren und Randpunkte der Kreise k,, k3,
ki, ks und M die Menge der inneren und
Randpunkte des Vierecks A;A,A43A44. Man
berechne den Flacheninhalt der durch die
Punktmenge K; UK, UK3;UK,UM gegebe-
nen Figur, also des Gebietes, das durch
die auBerhalb des Vierecks gelegenen Kreis-
bogen der vier Kreise begrenzt ist.
Andreas Schmidt,
Hans-Marchwitza-OS Dahlewitz
(KL9)

Ma9 ®]1558 In dem folgenden Schema ist
fiir jedes Sternchen eine der Grundziffern 1,
2,3,4,5,6,7,8,9, 0 so einzusetzen, daB eine
richtig geloste Divisionsaufgabe entsteht.

(Dabet darl am Anfang jeder der Zeilen nicht

die Grundzifler O stehen.)
Aok . dokk _ dokokkok

EXTL
gra*
Holger Brodmann,
OS Paul Herrmann, Hettstedt (K1. 8)

Ma9 #1559 Man beweise, daB in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Summe der Lin-
gen der Katheten gleich der Summe der Lén-
gen der Durchmesser des Umkreises und des
Inkreises ist.

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 ®1560 Man beweise, dal} es unendlich
viele natiirliche Zahlen z gibt, die sich nicht
in der Form

z=p+nd
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wobei p eine Primzahl und n eine von Null
verschiedene natiirliche Zahl ist, darstellen

lassen.
Herwig Gratias, stud. phys., Jena

Ph9 ®4 Miteinem 57 cm vom Auge entfernt
gehaltenen Lineal wurde ein scheinbarer
Durchmesser des Mondes von etwa 5,2 mm
gemessen. Der wahre Durchmesser des Mon-
des sei mit 3476 km gegeben. Man bestimme
die Entfernung des Mondes von der Erde
und den prozentualen Fehler des ermittelten
Wertes. (Die Entfernung Erde-Mond betriigt

384400 km.)
Rainer Maschke, Sprachheil-OS W eimar
(KL9)

Ch9 ®3 15 ml Salzsiure mit einer Konzen-
tration von MY, = 1 reagieren vollstindig mit
Zink. Berechnen Sie das Wasserstoffvolumen,
das bei einer Temperatur von 22°C und
760 Torr entsteht! (o~ 1g-ml™ 1)

Ma10/12 ®1561 Gegeben seien die beiden
fiir alle reellen Zahlen x definierten Funktio-
nen f; und f; mit
Silx)=—x+3
o) =|(x =2 -]
Man ermittle alle reellen Zahlen x, [ir
die  fi(x)=f>(x) gilt.
Mathematik fachlehrer Bruno Herrmann,
Alt-Téplitz

Ma10/12 1562 Wie kann man auf dem
kiirzesten Weg von einem Punkt 4 zu einem
auf der anderen Seite eines Flusses liegenden
Punkt B gelangen, wenn der FluB, dessen
Uferlinien geradlinig und parallel verlaufen,
senkrecht zu den Uferlinien iiberquert werden
soll (siehe Bild)?

A

)

Y%

a) Man konstruiere mit Zirkel und Lineal den
Streckenzug, auf dem der kiirzeste Weg ver-
lduft.
b) Man berechne die Linge dieses kiirzesten
Weges, wenn der Abstand des Punktes A4 von
dem nichstgelegenen FluBufer a =500 m, der
Abstand des Punktes B von dem anderen
FluBufer b=300m, die FluBbreite s=200 m
und der Abstand des Punktes B von der durch
A gehenden Senkrechten zur Uferlinie BR
=¢ =600 m betragt.

Michael Marczinek,

EOS Heinrich Hertz, Berlin (K. 12)

Ma10/12, w1563 Es sei ABCDEFGH ein
Wiirfle! mit der Kantenldnge a. M, sei der
Mittelpunkt der Decklliche und M, der Mit-
telpunkt der Grundfliche dieses Wiirfels
(siehe Biid).

H 6
AN ~
£ d G
| /
| -
£/
\\
D = C
J \
/
/ M,
A 8

-Die Menge aller inneren und Randpunkte

der quadratischen Pyramide ABCDM | werde
mit P, und die Menge aller inneren und
Randpunkte der quadratischen Pyramide
EFGHM, mit P, bezeichnet. Man berechne
a) das Volumen des geometrischen Korpers,
der aus allen Punkten der Durchschnitts-
menge P, NP, besteht und dessen Kanten in
dem Bild schwarz gezeichnet sind,
b) das Volumen des geometrischen Korpers,
der aus allen Punkten der Vereinigungs-
menge P, UP, besteht und dessen Kanten in
dem Bild rot gezeichnet sind.
c) Wie verhalten sich die Volumina dieser
beiden Korper zueinander?

Mathematik fachlehrer Alois Weninger,

Knittelfeld, Osterreich

Ma10/12 w1564 Man beweise, daB es keine
rationalen Zahlen x und y gibt, fiir die
x2+y2="Tgilt.
Dipl.-Math. Wolfgang Moldenhauer, Rostock

Ph10/12 «5 Man l4aBt einen Stein in den

" Brunnen fallen. Der Aufschlag auf das Wasser

ist nach 3,8 Sekunden zu horen. Wie tief ist
der Brunnen, wenn man eine Schallgeschwin-

digkeit von 340? annimmt? <g=9,81 :LG)

Ch10/12 w4 Wieviel Gramm Essigsdure-
dthylester kann man aus 16g Athansiure
herstellen, wenn die Ausbeute 859, betrigt?

Hinweis: Alle Kollektive, die ihre Losungen
geschlossen einsenden, bitten wir, diese vor-
her nach Aufgabennummern zu sortieren.
Damit wird die Arbeit der Redaktion, be-
stehend aus dem Chefredakteur und der
Redaktionsassistentin, wesentlich erleichtert.
AuBerdem bitten wir alle alpha-Wettbewerbs-
teilnehmer, ihre Losungen nicht erst zum letz-
ten Wettbewerbstermin einzureichen, und es
wire gewdhrleistet, daB die aufwendige
Sortierarbeit eher abgeschlossen und mit der
Korrektur friiher begonnen werden kann.



Nobelpreistrager
L.W.
Kantorowitsch

Mit Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch er-
hielt 1975 erstmals ein Wissenschaftler aus
einem sozialistischen Land, der UdSSR,
einen der beiden Nobelpreise fir Wirtschafts-
wissenschaften.  Leninpreistriger  Prof.
L. W. Kantorowitsch, Geburtsjahr 1912, Aka-
demiemitglied, Doktor der physikalisch-ma-
thematischen Wissenschaften, hatte Ende der
dreiBiger Jahre einen Losungsweg fiir einen
Aufgabentyp gefunden, der dem Institut fiir
Mathematik und Mechanik der Leningrader
Staatlichen Universitdt vom Laboratorium des
Furniertrusts gestellt worden war. Hierbei
handelte es sich, ausgehend von den Ziel-
stellungen des dritten sowjetischen Fiinfjahr-
plans, um Aufgaben der besten Arbeitsver-
teilung auf Maschinen und mechanische Ein-
richtungen, der maximalen Verringerung von
Abfillen, der bestmdglichen Nutzung von
Rohstoffen, Brennstoffen, Transportraum,
ortlichen Reserven u.a. Dieser Aufgabentyp
ist dadurch charakterisiert, daB stets aus einer
Menge moglicher Varianten oder zulassiger
Losungen (z. B. der Belegung von Werkban-
ken, des Rohstoffeinsatzes, der Ausnutzung
unterschiedlicher technologischer Verfahren
usw.) jene bestimmt werden, die beziiglich
eines definierten Kriteriums die besten sind.
Diese besten Losungen bzw. Varianten wer-
den als optimal bezeichnet. Es ist das Ver-
dienst von Kantorowitsch, das Optimalitats-
kriterium fiir einen bestimmten Aufgabentyp
in die dkonomisch-mathematische Untersu-
chung eingefiihrt zu haben.

Die von ihm 1939 ver6ffentlichte Arbeit iiber
»Mathematische Methoden bei der Organi-
sation und Planung der Produktion gilt
daher ais die Grundlegung einer neuen 8ko-
nomisch-mathematischen Richtung, der li-
nearen Optimierung. Sowohl Kantorowitsch
als auch Wirtschaftsmathematiker anderer
Lander haben in den vierziger und fiinfziger
Jahren eine umfangreiche Arbeit zur Ausfor-
mung dieses neuen mathematischen Gebiets
geleistet, das im Arsenal moderner mathe-
matischer Verfahren zur Formulierung und
Losung okonomischer Aufgabenstellungen
einen hervorragenden Platz einnimmt.

Wie der Name sagt, handelt es sich bei der
linearen Optimierung um ein Teilgebiet der
Mathematik, welche die Theorie und die
numerischen Methoden zur Bestimmung von

Extremwerten einer linearen Funktion meh-
rer Variabler mit linearen Restriktionen um-
faBt und entwickelt. Ihr Ausgangspunkt war
und ihr Anwendungsgebiet ist vorrangig die
Wirtschaft auf ihren verschiedenen Ebenen.
Der Vorzug der linearen Optimierung gegen-
Gber der bereits in den zwanziger Jahren im
Zusammenhang mit der Aufstellung von
Volkswirtschaftsplanen in der UdSSR ent-
wickelten Methode der Verflechtungsbilan-
zierung besteht darin, daB sie die zwischen
den einzelnen Zweigen und Sektoren beste-
henden 6konomischen Verflechtungen als
technisch-technologische Beziehungen im
Rahmen der bestméglichen Ausnutzung der
vorhandenen Ressourcen, ausgehend von
einem vorgegebenen Kriterium, betrachtet.
Das Standardproblem der linearen Optimie-
rung besteht darin, eine vorhandene Menge
von Ressourcen (Arbeitskrifte, Arbeitsmit-
tel, Arbeitsgegenstinde) unter Beachtung der
technologisch bedingten Aufwandskoeffizien-
ten je Erzeugniseinheit so auszuschopfen,
daB der Erzeugnisvektor im Sinne des defi-
nierten Zielkriteriums maximal ist.

Zur Losung dieses Aufgabentyps entwickelte
Kantorowitsch zunachst die sogenannte Me-
thode der Auflosungsmultiplikatoren, die
spater zur Simplexmethode weiterentwickelt
wurde. Dieses Losungsverfahren basiert auf
speziellen Optimalititsbedingungen, die die
Existenz von sogenannten mit den Lagrange-
schen Multiplikatoren vergleichbaren Dual-
variablen implizieren. Mathematisch stellen
sie die Ableitungen des optimalen Zielfunk-
tionswertes nach den Ressourcen dar, sie
zeigen also an, um wieviel Einheiten sich der
optimale Zielfunktionswert bei entsprechen-
der Variierung der Ressourcen um eine Ein-
heit verindert. In diesem Sinne bezeichnet
man die Dualvariablen als die optimalen Be-
wertungen der Ressourcen. Eine wichtige
Entdeckung bestand darin, daB zu jedem
linearen Optimierungsproblem ein sogenann-
tes duales Problem existiert, fiir das die glei-
chen Optimalitatsbedingungen gelten und
dessen Unbekannte die Dualvariablen sind.
Von Bedeutung ist hierbei die Tatsache, daB
sowohl die Optimalitatsbedingungen als auch
das duale Problem zu neuen Erkenntnissen
iiber die GesetzmiBigkeiten der optimalen
Planung fiihren.

Kantorowitsch hat mit diesen Entdeckungen
der Skonomischen Theorie entscheidende
Impulse gegeben. Die streng mathematische
Abbildung einer typischen wirtschaftlichen
Entscheidungssituation und die Entwicklung
entsprechender L&sungsverfahren verdeut-
lichen vor allem: Ein echter Beitrag zur L6-
sung 6konomischer Probleme im Sinne von
Entscheidungsobjektivierung und -vorberei-
tung ist nur zu erwarten, wenn die entschei-
denden EinfluBfaktoren des Reproduktions-
prozesses in ihrem wechselseitigen Aufein-
anderwirken erfaBt und betrachtet werden,
wenn die Ziel-Mittel-Relationen hinreichend

abgebildet werden und eine einheitliche, auf-
einander abgestimmte Betrachtung der Na-
tural- und Wertprozesse erfolgt.

Kantorowitsch hat mit der Entwicklung eines
ersten Losungsverfahrens fiir lineare Opti-
mierungsaufgaben und der von ihm vorge-
nommenen Okonomischen Interpretationen
maBgeblich den Weg geebnet fiir die Optimal-
planung, die sich seit den fiinfziger Jahren
in allen sozialistischen Lindern entwickelt,
als auch fiir die sich gegenwirtig konsti-
tuierende automatisierte Planberechnung.
Zusammen mit den Leninpreistrigern
W.S. Nemtschinow und W. W. Nowoshilow hat
er einen entscheidenden Anteil bei der Schal-
fung effektiver Forschungszentren in Moskau,
Nowosibirsk und Leningrad und einer auf alle
sozialistischen Lander befruchtend wirken-

"den sowjetischen Schule.

H. Schilar/K. Schwarz,
aus: Spektrum 3/76

Uber das Signet
der Mathematischen Gesellschaft
der DDR

N\

N

Das Signet (Handsiegel, Abzeichen) enthilt
folgende Bestandteile:

den hebrdischen Buchstaben Aleph, einen
Kreis und die Inschrift MGDDR.

® Der Buchstabe Aleph wurde von G. Cantor
(1845 bis 1918; ab 1879 ord. Professor fiir
Mathematik an der Universitit Halle) als Be-
zeichnung fiir die Kardinalzahl einer wohl-
geordneten Mengen eingefiihrt. Aleph soll
daher die sogenannte Reine Mathematik re-
prisentieren.

® Der Kreis stellt den ZusammenschluB der
Mathematiker aus den verschiedenen Berei-
chen in unserer Gesellschaft und die Einheit
von Reiner Mathematik und Angewandter
Mathematik dar.

® Die Inschrift stellt die neue Form der Ab-
kiirzung des Namens der Gesellschaft dar.
Aus sprachlichen Griinden wurde ein ,,d*
weggelassen.
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Zirkel fur wisscnschaftiich-

praktische Arhcit

Wir sind sechs Schiiler der EOS Greilswald
und haben uns ['/, Jahre lang im Zirke! fiir
wissenschaftlich-praktische Arbeit mit Fragen
der Kombinatorik und Graphentheorie be-
schiftigt. Die Leitung hatte Dr. Christoph
Band! von der Sektion Mathematik der Uni-
versitit Greifswald, IMO-Preistrager 1967
und 1968.

Den Beitrag iiber das Kdsekdstchen-Spiel ha-
ben Thomas Fiedler und Christian Schulz er-
arbeitet. Wir haben eine begriindete Vermu-
tung iber die Gewinnchancen bei diesem
Spiel. — Dr.Schreiber gab uns dazu einen
wichtigen Hinweis - aber wir konnten nur in
Sonder(illen eine Gewinnstrategie angeben.

Das Kisckistchenspicel
Auf einem Blatt Papier werden n Punkte be-
liebig festgelegt, so daB nicht drei auf einer
Geraden liegen. Die beiden Spieler I und II
machen abwechselnd je einen Zug, der darin
besteht, zwei beliebige Punkte durch cine
Strecke zu verbinden, so daB bereits vorhan-
dene Strecken nicht geschnitten werden. Spie-
ler I beginat. Zicht ein Spieler die dritte Seite
eines Dreiecks, in dem sich kein Punkt mehr
befindet, so gehért es ihm. Das Spiel ist be-
endet, werm unter den gegebenen Bedingun-
gen kein Zuog mehr moéglich ist. Derjenige
Spieler, der im Verlauf des Spiels die meisten
Dreiecke ,,erbeutet* hat, gewinnt.
Nach jedem Spiel liegt ein zusammenhingen-
des Netz (Graph, siehe alpha 6/72) vor, das
aus n-Eckpunkten, k Strecken (k ist auch die
Gesamtzahl der Ziige des Spiels) und 4 Drei-
ecksflichén besteht. Von den n Eckpunkten
gibt es p duBere Punkte, die ein konvexes
Vieleck bilden, in dem die restlichen Punkte
liegen.
An cinem einfachen Beispiel sei der Spielver-
lauf erldutert:
n=p=4
von I gezogene Kante
von II gezogene Kante
mit diesem Zug schlieft der Spieler ein
Dreieck

1. Variante (siehe Bild 1)

1 1l
. AB CD
Zieht | eine Seite des Vierecks, so ist es fur 11
giinstig, die gegeniiberliegende Kante zu
ziehen

D 1 c c
————— —o - -

PN ]

3
2 \\2

. | \\

i .

i Y
A 1 B A e - ] B
Bild 1

2. AD BD*

I muB jetzt ein Dreieck anbieten, kann dann
aber im nachsten Zug selbst ein Dreieck
schlieBen — Unentschieden

3.  CB*

2. Variante (siehe Bild 2)
I 11

. A D
2. ﬂ)* AB
3 BC*

Zieht I zu Beginn die Diagonale des Vierecks,
so muB Il mit jedem seiner Ziige I ein Drei-
eck anbieten, das dieser dann schlieBt — Sieg
fiir I (mit zwei Dreiecken Vorsprung)

D 2 c D
o

/I
v
7
A 8 A 2 -]
Bild 2
Hier noch zwei Aufgaben:

l.n=4 p=3 (siche Bild 3)
Il kann immer gewinnen. Uberzeugt euch
selbst davon!

Bild 4

Bild 3

2.n=5 p=3 (siche Bild 4)

Wie muB I anfangen, damit er gewinnt? Es
gibt fiir ihn vier ginstige Anfangsziige, bei
den anderen verliert er.

Es stellt sich nun die Frage, ob d und k bei
{est vorgegebenen Punkten vom Spielverlauf
abhangen. Fiir unser Netz gilt der Eulersche
Polyedersatz (sieche auch alpha 2/69 und
,.Kleine Enzyklopadie Mathematik*): Fla-
chenzahl (einschlieBlich der duBeren Fliiche}
+ Eckpunktzahl = Kantenzahl +2. Da wir
die auBere Fliche nicht mitzihlen, ergibt sich
fiir das Netz

d+n=k+1. ()]

und k=3n—p—3.

Jedes Dreieck wird von genau drei Kanten
begrenzt, wobei jede der kK — p inneren Kan-
ten zwei Dreiecken gemeinsam ist. Daraus
folgt

3d=2(k—p) + p und daraus

3d=2k—p. 2
Aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich
durch Einsetzen

d=2n—p—2 3)
@
Es folgt also der
Satz: Die Anzahl dder Dreiecke und die An-
zahl k der méglichen Ziige sind nur durch die
Anzahl und Lage der Punkte bestimmt, sie
sind also vom Spielverlauf unabhéngig.
Ist p ungerade, so ist auch 4 ungerade (Glei-
chung (3)), und es gibt kein Unentschieden,
einer der beiden Spieler muB gewinnen. Die
[olgende Vermutung hat sich bei unseren
Untersuchungen bestatigt, wir haben jedoch
noch keinen schliissigen Beweis gefunden.
Vermutung: Wenn d ungerade ist, so gewinnt
der Spieler, der den letzten Zug macht. Mit
den Gleichungen (3) und (4) bedeutet das
— Wenn n und p ungerade sind, kann Spieler 1

immer den Gewinn erzwingen.
— Wenn n gerade und p ungerade ist, kann
Spieler 11 immer Gewinner werden.

Es sei noch kurz auf den interessanten Spe-
zialfall n=p hingewiesen (alle Punkte sind
Eckpunkte eines konvexen Vielecks).
Aus der Gleichung (4) ergibt sich hier
k=2n—3, die Anzahl der Ziige ist also
immer ungerade und [ macht immer den
letzten Zug. Es liBt sich zeigen, daBl I immer
gewinnt, es gibt sogar mehrere Gewinn-
taktiken fiir ihn. Er kann beispielsweisc
,,Ecken abschneiden* (sieche Bild 5). Da |
immer den letzten Zug macht, ist I1 einmal
gezwungen, die zweite Kante des ,,abge-
schnittenen* Dreiecks zu zichen, so daB I es
vervollstindigen kann. Isoliert  mehrere Eck-
punkte, gewinnt er entsprechend viele Drei-
ecke.

n -3 Punide

Bild 5
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Im schraffierten Teil liegen keine weiteren
Punkte.

Es wiirden den Rahmen dieses Artikels spren-
gen, wenn wir noch auf weitere Probleme und
Fragestellungen eingehen wirden, die sich
bei diesem Spezialfall ergeben (andere Ge-
winnstrategien fir I, Vorsprung, mit dem I bei
festem n gewinnt). Vielleicht knobelt ihr
selbst, wir haben jedenfalls viel SpaBl an sol-
chen Problemen gehabt.

Th. Fiedler|Ch. Schulz



(Das Spiel des sechsfachen Sechsecks)

_M_ Bild 3

Bauanleitung

Vorderseite: Bild |
Riickseite: Bild 2

Bei Luxusausfiihrung die 18 Dreiecke nicht in

durchgehendes Grundmusier eintragen, son-

dern einzeln konstruieren und etwa | mm

breite Falzstreifen zum Umknicken zwischen

den einzelnen Dreiecken vorsehen; ferner

alle Dreieckseiten ein wenig stutzen, z. B. wie

in Bild 3.

Zusammensetzung

1. Erstes Dreieck nach vorn klappen.

2. Streifen der letzten 15 Dreiecke nach vorn
klappen. Wenden.

3. Streifen der letzten 13 Dreiecke nach vorn
klappen.

4. Streilen der ersten 2 Dreiecke (=4 Ein-
zeldreiecke, bereits zu je 2 ibereinander-
liegend) nach vorn klappen. Wenden.

Wenn 250 Kalorien
1046,7 Joule sind

Innerhalb der sozialistischen Staatengemein-
schalt des RGW soll bis in die achtziger Jahre
die vollstiandige Einfiihrung und Anwendung
eines neuen MaBeinheitensystems mit der Be-
zeichnung SI (abgeleitet von Systéme Inter-
national d'Unités) abgeschlossen sein. Na-
tirlich bedeutet die Einfihrung von SI-Ma8-
einheiten fir jeden von uns einen mehr oder
weniger groBen ProzeB des Lernens und Um-
denkens. Aber die gewaltigen wirtschaftlichen
Vorteile, die sich durch die steigende Integra-
tion innerhalb des RGW ergeben, machten
einheitliche MaBe notwendig.

Das internationale MaBeinheitensystem (SI)
wird eine Vielzahl von historisch entstande-
nen MaBeinheiten ablosen. Durch die konse-
quente Anwendung der SI-MaBeinheiten ent-

N VAN NNANN DN\

5. Streifen der letzten 11 Dreiecke nach vorn

klappen. Wenden.

6. Streilen der letzten 9 Dreiecke nach vorn

klappen. Wenden.

7. Streilen der letzten 7 Dreiecke nach vorn

klappen.

8. Streifen der letzten 7 Dreiecke (von denen

eines aus 2 iibereinanderliegenden Einzel-

dreiecken besteht) nach vorn klappen.

Letztes Dreieck nach vorn klappen.

10. Streifen der letzten 2 Dreiecke (= 3 Ein-
zeldreiecke, von denen 2 bereits tiberein-
anderliegen) nach vorn klappen.

. Streifen der letzten 3 Dreiecke (=5 Ein-
zeldreiecke, von denen zweimal je 2 bereits
iibereinanderliegen) nach vorn klappen.

o

fallen viele der olt schwierig zu merkenden
Umrechnungsfaktoren, die man bisher beim
Rechnen mit MaBeinheiten beachten muf.
Als Grundeinheiten des S1 wurden schon
1960 von der 11. Generalkonferenz (ir Mal
und Gewicht lolgende MaBeinheiten fiir die
ganze Well bestitigt:

Das Meter (m) fir die Lange, das Kilo-
gramm (kg) fir die Masse, die Sekunde (s)
fiir die Zeit, das Ampére (A) liir die elektri-
sche Stromstirke, das Kelvin (K) fiir die
Temperatur und die Candela (cd) fiir die
Lichtstirke. Ab 1.1. 1980 sollen dann solche
MaBeinheiten wie Kalorie, das Kilopond,
das Torr und die Pferdestirke und viele
andere heute noch gebrauchte MaBeinheiten
abgeldst werden. An Stelle der alten Mal-

einheiten treten dann die SI-MabBeinheiten -

wie das Joule, das Newton, das Pascal und
das Watt.

Inder DDR sind nur relativ wenige Einheiten,
wie das Kilopond, die technische Atmo-
sphire, die Kalorie und das Curie, betroffen.
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12. Letztes Dreieck (=2 iibereinanderlie-
genfie Einzeldreiecke) nach vorn klappen.

13. Den nach oben herausragenden An-
schluBstreifen durch die Liicke nach un-
ten schieben und auf die mit *** gekenn-
zeichnete Stelle kleben.

Frei bearbeitet von Dr. L. Stammler, Halle
nach: Lothar Prengel:

Geduldsspiel aus Fotografien,
Fotokinomagazin 11/75.

Aufgabe: Durch leichtes, gewaltloses Falten
sind folgende sechs Sechsecke zu erreichen.

Bild 4

Um den unvermeidbaren volkswirtschaftli-
chen Aufwand [ir die notwendigen Veridnde-
rungen so niedrig wie moglich zu halten,
werden die Mafinahmen zur schrittweisen
Einfihrung der neuen MaBeinheiten mit allen
Ministerien, aber auch mit den MaBmittel-
herstellern abgestimmt. Fiir die Umstellung
der Einheiten aufl allen Gebieten reicht die
Zeit bis 1980 nicht aus. Es werden deshalb
fir einen Zeitraum von etwa 10 Jahren die
,alten™ und die ,,neuen* MabBeinheiten ne-
beneinander zu finden sein.
Umfangreiche MaBnahmen sind bis dahin
noch durchzufiihren: Verinderungen der
Skalen von MeBgeriten, Neuformulierungen
von Festigkeitswerten fiir Werkstoffe und
auch die Neuausgaben von Joule-Tabellen
fiir Lebensmittel anstatt der bisher gebrauch-
lichen Kalorien-Tabellen. 100 Gramm Brot
enthalten 250 Kalorien, was in SI-MaBein-
heiten ausgedriickt gleichbedeutend mit
1046,7 Joule ist. . .

K.-H. Kraass
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Die Truhen im Keller

Bei der Ausgrabung eines alten verfallenen Schlosses
wurden neun unterirdische Kammern entdeckt, die
durch Génge miteinander verbunden sind. In"acht
Kammern standen Truhen mit wertvollen Dokumen-
ten, die neunte Kammer war leer. Die Truhen waren
von | bis 8 numeriert und standen in folgender Ord-
nung:

7,5,6,8,2, 1,4, 3 (siehe Bild). Um die Dokumente mit
dem anderen Material zu vergleichen, das sich noch
in den Kammern befand, war es notwendig, die Truhen
in der Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 8 umzustellen.

Wie ist das mit der geringsten Zahl von Umstellungen
moglich? Durch die Gdnge kann man jeweils nur eine
Truhe tragen, die voriibergehend in der leeren Kammer
abgestellt wird. In jeder Kammer darf nur eine Truhe
stehen.

Fiir die Losung dieser Aufgabe zeichnet man sich die
Abbildung in einem vergréBerten MafBstab ab und ver-
wendet am besten Damesteine, die man mit den Num-
mern 1 bis 8 versieht. Diese kann man dann beliebig
auf den Gingen verschieben, bis man die richtige
Reihenfolge erhilt. E. Minskin, Moskau

Neues aus Buntstadt

In Buntstadt wohnt jede Familie in einem anderen
Haus. Eines sch6nen Tages wollten alle Familien um-
ziehen. Um diesen Tag zu feiern, beschloB der Rat der
Stadt, alle Hauser frisch zu streichen, und zwar rot,
blau und gelb. Das sollte so geschehen, daB fiir keine
Familie die Farbe des alten und des neuen Wohn-
hauses zusammenfiel. Was glaubt ihr, hat der Stadtrat

das geschafft?
Aus: Quant 2{75, Moskau
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Superluxusseife Rubin

Wie Fritzchen Klug aus Klugsdorf durch geschickten
Seifeneinkauf fiir seine Familie sein Taschengeld er-
hohte, seine Erfahrungen an seine Schiiler weitergab
und sich Florena wunderte, daf3 in Klugsdorf die 2er
und 3er Packungen der Superluxusseife Rubin keinen
Absatz fand.

Wer findet den Druckfehler in der Werbe-Annonce
der ,.Jungen Welt* vom 20.1.1976?

ABC der Mathe

Die Buchstaben A, B, C sind so durch Ziffern zu er-
setzen, daB das Potenzieren zu einem richtigen Ergeb-
nis fithrt. Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

3+2=5§

In dem nachfolgenden Schema sind die Buchstaben so
durch Ziffern zu ersetzen, daB man eine richtig geldste
Additionsaufgabe erhdlt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern.

DREI
+ZWEI Ramona Werner,
FUNF OS Buttelstedr, KI.5b



Kennst du den?

® Der Lehrer fragt einen Schiiler: ,,Wenn du sieben
Stiick Schokolade hast, und der Peter verlangt zwei
davon, wieviel bleiben dir noch?"

,.Sieben, Herr Lehrer!*

® Ein Vater zu seinem Sohn: ,,Soll ich dir bei den
Mathe-Aufgaben helfen?‘ , Ach lall mal, Vati, der
Lehrer sieht es lieber, wenn wir die Fehler selbst
machen.*

® Fritzchen ist verzweifelt, und schlieBlich fragt er
seinen Papa: ,,Papa, wie berechnet man einen Kegel 7*
,Einen Kegel*, echot der Papa, ,,das kommt ganz auf
die Kegelbahn an!*

® , Monika hat mir erzdhlt, daB Du ihr mein Ge-
heimnis verraten hast, obwohl ich Dich darum bat,
es ihr nicht zu erzédhlen.** —

,,Na, so was!"Dabei hatte ich sie doch darum gebeten,
dal} sie es Dir nicht sagen solle.** — .

,,Ach so! Na dann darfst Du ihr aber auch nicht
sagen, daB ich Dir verraten habe, daB sie es mir erzédhlt
hat.**

® _ Bitte, einen Film fiir eine Spiegelreflexkamera.* —
,»Sechs mal Sechs?**

,,SechsunddreiBig. Aber wieso fragen Sie mich? Das
miissen Sie doch in der Schule gelernt haben.*

® , Gestern habe ich Holz gemacht. Da riB sich die
Axt los, schlug mir an den Kopf, ich verlor das Be-
wubBtsein. Ich habe auf die Uhr gesehen: genau
zwanzig Minuten lag ich besinnungslos a-n Boden!*
® ,.Bitte zwei Pfund Tomaten.* —

,,Das heif3t Kilo.*“ -

,,Na gut, dann also zwei Pfund Kilo, bitte.

,»~Zum Losen komplizierter Mathematikaufgaben muB
man geboren sein.* —

,,Du hast recht, denn, wenn man nicht geboren ist,
kann man nicht einmal einfache Mathematikaufgaben
l6sen.**

Bilderritsel

Jedes der folgenden zehn Bilder steht im Zusammen-
hang mit dem Leben und Werk cines bedeutenden
Mathematikers. Die Namen dieser Personlichkeiten
sind (in anderer Reihenfolge) unten angegeben. Ordne
jedem Bild den richtigen Namen zu! Die Anfangs-
buchstaben ergeben dann als Losungswort einen dir
aus dem Mathematikunterricht bekannten Gegen-
stand.
Archimedes — Henry Briggs — Georg Cantor — Era-
tostheses — Euklid — Hippokrates — Adam Ries — Isaac
Newton — Michael Stifel — Thales '
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

1
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Mengendiagramme, die auch als Venn-Dia-
gramme bezeichnet werden, sind recht ab-
strakte Darstellungen, da Mengen als Ovale
und ihre Elemente als Punkte dargestellt
werden, wobei die Natur der Elemente keine
Rolle spielt. Sie bringen aber die Element-
beziechungen sehr anschaulich zum Ausdruck.
Zwei Beispiele sollen unsere Leser mit ihrer
Verwendung vertraut machen:

1. Beispiel: Gegeben sind

M: Menge aller natiirlichen Zahlen;

M, : Menge aller Teiler von 12;

M : Menge aller Teiler von 20.

Man bilde die Durchschnittsmenge, wobei die
Grundmenge mit M bezeichnet sei.

D = M] an

M ={0,1,23456178,..)
My ={1,23,4,6 12}

M, ={1,24,5,10,20}

D ={1,24}

2. Beispiel: Gegeben sind

G: alle Figuren einer Zeichenebene.

(Dazu gehoren alle Punkte, Geraden, Kreise,
Vielecke usw. der Ebene. Alle diese Figuren
werden nicht als Punktmengen, sondern als
selbstindige Gebilde betrachtet.)

M,: die Punktmenge einer Halbebene, die
durch eine Gerade g gebildet wird, indem sie
die Ebene in zwei Halbebenen teilt. Die
Punkte von g sollen nicht mit zu \/, gezihlt
werden.

M : die Menge aller Punkte einer Geraden h.

Essolien G und M, UM als Venn-Diagramm
gezeichnet werden. Dann sind die in der Ab-
bildung angegebenen Punkte 4, B,C, D, E, F,
die Kreislinie k und die Geraden g und h
in das Venn-Diagramm einzutragen.
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vV =M,UM,

G ={A4,B,C,D, E F.k.g, h ..}
M,={A,F} M,={F,C,D}

V ={A,F,C,D)

Bild 3

Nachdem wir uns aus dem Buch von Frau
Prol. Dr. Lilly Gérke - Mengen, Relationen,
Funktionen - mit dem Begriflf Venn-Dia-
gramum vertraui gemacht haben, konnen wir
nun sicher den Beitrag , Eine einfachere Lo6-
sung bei Venn-Diagrammen®, entnommen
unserer tschechoslowakischen Schwestern-
zeitschrift rozhledy matematicko fyzikdlni
(5/75), gut verstehen (iibersetzt und bearbeitet
von O. Langer, Débeln).

Venn-Diagrammen begegnen wir oft bei der
Losung von Aufgaben aus der Kombinatorik,
bei denen einige endliche Mengen betrachtet
werden. In solchen Aufgaben sind teilweise
Angaben iiber die Anzahl der Elemente von
Mengen enthalten. Ferner werden aus den
gegebenen Mengen mit Hille der Operatio-
nen Durchschnitt und Vereinigung weitere
Mengen gebildet. Es sollen nun aus den vor-
handenen Zahlenangaben die Elementanga-
ben der neugebildeten Mengen bestimmt wer-
den. Ein Losungsverfahren fiir solche Auf-
gaben besteht darin, daB wir die betrachteten
Mengen als ebene Punktmengen darstellen,
wobei diese Punktmengen innere Punkte
einfacher geometrischer Gebilde wie Kreis,
Oval u. 4., sind. ’

Ein solches Gebilde mit den markierten
inneren Punkten bezeichnen wir als Venn-
Diagramm. Informationen iiber die Anzahl
der Elemente beim Mengendurchschnitt bzw.
bei der-Vereinigungsmenge sind dann Infor-
mationen iiber die Anzahl der Elemente in
den verschiedenen Teilen (Feldern) des zu-
gehorigen Diagramms. Wenn bei einer Auf-
gabe die Anzahl der beteiligten Mengen
gering ist (siehe 1. Beispiel bzw. 2. Beispiel),
dann ist so ein Diagramm noch ausreichend
iibersichtlich, d. h., wir konnen daraus leicht
ablesen, wie die gegebenen Informationen mit
den gesuchten zusammenhéngen.

Das soeben beschriebene Verfahren ist jedoch
bei manchen Aufgaben schwerfillig, es exi-
stieren elegantere Losungswege. Wir betrach-
ten dazu eine Aufgabe der 23. Mathematik-
olympiade der CSSR, Kategorie C.

Aufgabe: Einige Schiiler einer Schule betei-
ligten sich an der Biologie-, an der Chemie-
und an der Physik-Olympiade. Es gab doppelt
soviel Teilnehmer bei der Physik-Olympiade
wie bei der Chemie-Olympiade. Bei der
Chemie-Olympiade waren es dreimal soviel

Teilnehmer wie bei der Biologie-Olympiade.
12 Schiiler beteiligten sich nur an einer Olym-
piade. 4 Schiiler nahmen an zwei Olympiaden
teil, jedoch nahm davon keiner sowohl an der
Physik-Olympiade als auch an der Biologie-
Olympiade teil. Die Anzahl der Schiiler, die
nur an der Biologie-Olympiade teilnahm, war
die gleiche wie die Anzahl der Schiiler, die
Teilnehmer sowohl bei der Chemie-Olym-
piade als auch bei der Biologie-Olympiade
waren.,
Es soll bestimmt werden, wieviel Schiiler an
den einzelnen der drei genannten Olympiaden
und wieviel Schiiler insgesamt an diesen
Olympiaden teilgenommen haben.
Lésung: Bezeichnen wir die Anzahl der Ele-
mente in den einzelnen Teilen (Bereichen)
des Diagramms derart, wie in Bild 4 angege-
ben, so erhalten wir dadurch ein dquivalen-
tes Problem. Es seien a, b, ..., g nicht-
negative ganze, Zahlen; es gelten dann fol-
gende Beziehungen:

bte+f+g=2c+d+f+g),

a+b+c=12,
e+g=0,
c+d+f+g=3a+d+e+g),
d+e+f+g=4
a=d+g.

Es sind zu bestimmen: a+d+e+g, c+d+f
+g,b+edf+g sowiea+b+ct+d+e+f+g.

8 c
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Bild 4 p

Wir konnen aber auch anders vorgehen. Wir

bezeichnen mit b, ¢, p die Anzahl der Ele-

mente der Mengen B, C, P sowie mit g; bzw.

m; die Anzahl der Elemente, die genau bzw.

mindestens in i dieser Mengen (i=1, 2, 3)

liegen. Dann ist u. a. gegeben:

p=2, c=3b.g,=12, my=4;

die iibrigen Angaben werden nicht benotigt.

Ollensichtlich gilt: m; =g, +m,=12+4 =16,

ferner p<m;<bh+c+p oder 6b<16<10b.

Diese Ungleichung kann nur durch cine ein-

zige ganze Zahl erfiillt werden, und zwar

b=2. Daherist b=2, c=6, p=12.

Damit ist die gestellte Aufgabe geldst. Zwei

Bedingungen haben wir iiberhaupt nicht be-

notigt:

® PNB={ (leere Menge).

® Die Anzahl der Elemente der Menge B, die
in keiner anderen Menge liegen, ist gleich
der Anzahl der Elemente der Durch-
schnittsmenge BNC.

Ahnlich ist das folgende Beispiel:

Aufgabe: Ein Reisebiiro organisierte vier Ar-

ten von Wochenendfahrien, die simtlich an

verschiedenen Wochenenden stattfinden. Wir

bezeichnen mit A, B, C, D die genannten vier



Arten von Wochenendfahrten. Die Mitarbei-
terin des Reisebiiros stellte [olgende Teil-
nehmerzahlen fest:

A=195 B=203, C=105 D=329. Davon
hatte sich kein Teilnehmer fiir drei Fahrten
gemeldet; an allen vier Fahrten nahmen zwei
Personen teil. 267 Personen hatten zwei
Fahrten gebucht; dabei gab es [olgende Aufl-
gliederung: A und B 64 Personen; A und C
58 Personen; B und C 32 Personen; C und D
14 Personen; B und D 51 Personen.

Kann die Mitarbeiterin aus diesen Angaben
feststellen,

a) wieviel Personen genau eine der vier Arten
von Wochenendlahrten gebucht hatten;
b) wieviel Personen sich insgesamt fiir die ge-

nannten vier Arten von Fahrten gemeldet
7 hatten?
Losung: Aus dem Bild 5 entnehmen wir:
k+o+s+t+u+ o+ x+y=195
[+o+p+qg+u+ v+w+y=203,
m+q+r+t+u+w+ x+y=106,
n+p+r+s+v+w+ x+y=329,
u+v+w+x= 0,
o+p+q+ r+ s+ =267,
0=64,1=58,q=32,r=14,p=51,y=2.
Zu bestimmen sind entsprechend der Frage-
stellung
a)k+I{+m+n,
b)k+i+m+n+o+p+q+r+s+ttu+v
+w+x+y.

Auch diese Aulgabe wollen wir auf dhnliche
Weise 10sen wie die erste. Wir bezeichnen mit
a, b, ¢, d die Anzahl der. Teilnehmer fir die
Fahrten A4, B, C, D; lerner sollen g; und m;
(i=1, 2, 3, 4) die gleiche Bedeutung besitzen
wie bei der ersten Aufgabe. Es sind daher
(u. a.) folgende Angaben bekannt:

a=195 b=203, ¢c=106, d=329, g,=267,
g1=0, g4o=2; andere Angaben werden nicht
bendtigt. Zu bestimmen sind die Zahlen g,
und m,. Offensichtlich gilt

a+b+c+d=g, +2g2+393 +4g4,

also 195+203+ 106+ 329=g,+2-267
+4-2;das ergibt g, =291.

Weiterhin ist m; =g, +g2+g3+gs=291
+267+2=>560. Damit ist die Aufgabe gelost;
die Angaben iiber die Anzahl der Teilnehmer,
die zwei Fahrten gebucht hatten, wurden
nicht benétigt.

Als SchluBfolgerung erkennen wir, daB es sich
lohnt, iiber die verschiedenen méglichen Lo-
sungswege nachzudenken, ehe man die Zah-
len in die sich aus dem Venn-Diagramm er-
gebenden Beziehungen einsetzt. A. Vrba

Losungen

alpha-Wettbewerb aus Heft 2/76
(Fortsetzung)

Ch9 ®1526 x:2300=100:0,1

x =2300000
Es miissen tdglich mindestens 2300 t Rohsalz
gefordert werden.

Ma10/12 w1527 Wir setzen
2=0,35—(a—-3,5)4,5—a)
und erhalten
2=0,35—(4,5a—a>+3,5a—15,75)
=0,35—8a+a*+15,75
=16,14+(a*>—8a+16)—16
=(a—4)+0,1.
Da das Quadrat einer reellen Zahl niemals
negativ ist, gilt stets (@—4)* 20, also
z20,i>0,w.z.b.w.

Ma10/12 @1528 Da der Oberflacheninhalt
A des offenen Blechbehilters gleich der
Summe aus dem FlicheninMalt der Grund-
fliche und dem Inhalt des Mantels ist, gilt

A=Zdt+ Dsldy +do) o

Ist D der Platinendurchmesser, so gilt fiir den
Flicheninhalt der Platine

A’=%D’. @

Wegen A=A’ folgt aus (1) und (2)

goz =1Z[d% +§s(d, +dy),

D2=d% +25(d| Nz),
D=)/d}+2s(d, +d,). (3)
Diese Formel ist die in der Aulgabe c) ver-
langte allgemeine Formel.
a) Wegen d;=80mm=8cm, d,=130mm
=13cm, s=140 mm= 14 cm ergibt sich aus
3
" D=)/87¥2-14-21cm=)/652cm,

D=25,53 cm=255,3 mm.
Der Platinendurchmesser betrigt also rund
255 mm.

b) Ist & die Hohe des Kegelstumpfes, so gilt
nach dem Satz des Pythagoras

_ 2
h2=32_(dL2_d.l> s

h=)/14*-2,52 cm=]/189,75 cm,
h=13,77cm.
Daher gilt fiir das Volumen des Blechbehil-
ters '

V= T3} +d3+duds),

n

12

n

12
Va1215cm’.

Das Volumen des Blechbehilters betrigt

als? 1215cm?, d.s. 1,2151.

Va = 13,7782+ 132 +8 - 13) cm?,

Va—-13,77-337 cm?,

Ma10/12 ®1529 Es sei x eine Ldsung der
Gleichung

a**+(aby*—b**=0. )
Wegen b#+0 kann man durch b>* dividieren
und erhilt

-

Setzt man

a x
-

so ist t >0, und man erhilt aus (2) die quadra-
tische Gleichung [iir ¢

t24+t—1=0. )}
Diese quatratische Gleichung hat genau eine
positive reelle Lésung, ndmlich

1T /5-1

=g+ fir1-55

@

2 4 2 )
Wire nun x eine ganze Zahl, so wire, da a
und b von Null verschiedene natiirliche Zah-

b
derspruch zu (5). Daher hat die Gleichung (1)
keine ganzzahlige Losung, w.z.b.w.
Bemerkung : Die Gleichung hat aber im Falle
a+b eine reelle Lésung x, die man aus (3) und
(5) erhilt. Es gilt ndmlich

len sind, r=<3) eine rationale Zahl im Wi-

X lg%:lgt,

lgt
*“lga—1gb’
Ig()/5—1)—lg2
x=—t— =
Iga—Igb

Ma10/12 w1530 a) Es sei ABCDEFGH der
Wiirfel mit der Kantenlinge ¢, dem ein gera-
der Kreiszylinder mit dem Radius r und der
Hohe h so umbeschrieben ist, daf} die Kante
AE in der Grundfliiche, die Kante CG in der
Deckfliche des Zylinders und die Eckpunkte
D, B, F, H auf dem Mantel des Zylinders
liegen (vgl. Bild 1).

Da die Kanten AE und CG parallel zu der
durch die Eckpunkte D, B, F, H bestimmten
Ebene sind und von ihr den gleichen Abstand
haben, liegen diese Punkte samtlich auf
einem Kereis &, der in einer der Grundflache
des Zylinders parallelen Ebene liegt und den
gleichen Radius r wie der die Grundfliiche be-
grenzende Kreis hat.

Nup sind die Seitenlingen BF und DH des
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Rechtecks DBFH gleich der Kantenlinge. a
des Wiirfels, wihrend die Seitenlingen DB
und FH gleich der Lange a[ﬁ der Diagonale
des Quadrates ABCD sind (vgl. Bild 2). Fiir
den Durchmesser DF =2r des Kreises k, der
gleich der Linge der Diagonale dieses Recht-
ecks ist, gilt daher nach dem Satz des Pytha-

goras

Der Radius des Zylinders ist daher gleich

a
=33
Ferner ist die Hohe des Zylinders gleich der
Linge der Diagonale AC des Quadrats
ABCD, also
h= a[/f.
Das Volumen des Zylinders betrigt daher

3 3
V=nr*h=n- Zaz - a[/_=z1r 2a°.

Da das Volumen des Wiirfels gleich V' =a?
ist, erhdlt man

v: V'=%n]/§ (12333 L

Das Volumen des umbeschriebenen Zylinders
ist also mehr als 3mal so groB wie das Volu-
men des Wiirfels.

Ph10/12 ®1531 Gegeben: yma,=1,5m;
T=10s;t;=25;t,=5,1min=306s
Gesucht:a)!  b) y, und y,

Es gelten die Gesetze des mathematischen
Pendels und der harmonischen Schwingun-

gen. T
a) T=2n \/ —
g

7'2=41rzl
g
_T’
" 4n?
I_10052-9,81 m
T 4n?-g?
1=249m
b) Y1 = Ymax COSWI;
2nt,
Y1 = Ymax' COS—F
2z-2s
.‘1-1,5.m~cos—10—3—
2 2 .
.V1=l.5m~cos§n §n=72

y1=0463 m

ya=15m-cos _n

Ya=— 1.2l m
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Die Linge des Seils betrdgt 24,9 m, und die
Elongationen sind 0,463 m bzw. — 1,21 m.

Ch10/12 ®1532 FeS;,—2S0;
119,97x=448-3- 10°
. x=1120028
Aus 3t Pyrit kdnnen rund 1120m?® SO;
hergestellt werden.

Lésung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. L. Schmetterer (Heft 3/76)

Al1534a
Zu 1) Wenn der n-te Verbraucher die Wasser-
menge a,>0 entnimmt, gilt offenbar
a+...+a,
n
und wenn a, >a; 1<i<n schon gezeigt ist,
folgt sofort a; >a,+ 1.
Zu 2) Zu zeigen ist fir jedes n>1 die Un-
gleichung
. a1+...+a,,>ai+...+a,,+a,.+1
n - n+1
Dies ist gleichbedeutend mit
(n+1)(a;+...+a,)=nla+... +a,)+nas+ 1
also mit a; +... +a,>na,+. Das ist aber die
unter 1. formulierte Ausgangsungleichung
in anderer Schreibweise.

>an+1, 1<n. Also ist a;>a;

Zu 3) Man wihle a,=lO+—Cn—", n>1, n22",

m>1und a,.=l+%,n=23m.

Dabei kann man C,=10—1=9 wihlen. Gilt
nimlich 22"<n<2™"", dann ist m<log
logn/log3, so daB man in der Folge ay, ...,
a, hochstens loglogn/log 3 Glieder der Gestalt
Cu
N
Fiir n>2 ist die Ungleichung

U ton+9iogn—9'98lo8M) 1o, 2
n log3 n+1

1+=* zihlt. Uberdies ist 1+...+%Zlogn,

loglogn

log3
gilt. Die Ungleichung a, >a, folgt aber aus
der Definition.

erfiillt, da ja sogar logn— >1Rirn>2

Lisung der Aufgabe von W. Redtenbacher
(Heft 3/76)

A 1535A a) Es sei (x;, x;) eine reelle Lo-
sung des Gleichungssystems (1), (2). Dann
gilt x{=0und (x,x;)* 20, also wegen (1)
xt=1-(x;x3)*<1,
|xy|S1und |x;x;|S1. also | (x;x2)° | S 1.
Nun folgt aus (2)
x}=1-(x,x%2)*=0, also x; =0

-und wegen (1) sogar x; >0, also 0<x; 1.

Ist nun x, = 1. so lolgt aus (i)
(x;x2)*=1-x1=0, also x,=0.

Dann ist aber auch die Gleichung (2) erfiillt.

Damit haben wir eine Losung des Gleichungs-

systems (1), (2)erhalten. ndmlich x, =1, x, =0.

Wir zeigen jetzt, daB das Gleichungssystem

(1). (2) keine weiteren reellen Losungen hat.

Wire nimlich 0<x, <1, so wiire
xi<at und (xx2)° S0xx0)4,

wobei die letztere Ungleichung auch fiir ne-
gative x, gilt. Daraus lolgt

P=xi+0cx:0° <xt+(xxz)*=1,
also ein Widerspruch.
Daher hat das Gleichungssystem (1), (2) ge-
nau eine reelie Losung, ndmlich (1, 0).
b) Es sei (xi, x3, ..., X,) eine reelle Losung
des Gleichungssystems (1), (2). Dann erhilt
man wie oben 0 < x, £ 1. Ferner sind die bei-
den Gleichungen (1), (2) fir

x1=1,x3=x3=...=x,=0
erfiillt; das Gleichungssystem (1), (2) hat also
die Losung
- (1,0,0,...,0).

Wir zeigen jetzt, daB das Gleichungssystem
keine weiteren Losungen hat. Ware namlich
(xy, X3, ..., X;) eine Lésung mit x; <1, so
wire x3"<1 und x3"*'<xi" Ferner wire
wegen
(x1x22" S 0y x2)*, .
(X1X2...X0) 2" L (01 %2, X,) 2"
analog wie im Falle a)
1 _—"Xf'” ! +(X1Xz)1"+ ! +... +(x1x;...x,.)2"+ 1
X3+ (x1x2)" 4 ...+ (x1X3...x) 2" =1,
was einen Widerspruch ergibt.
Daher hat auch im Falle b) das Gleichungs-
system (1), (2) genau eine reelle Losung, nim-
lich(1,0,0, ..., 0).

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. G. Bachmann (Heft 4/76)

A 15364 Durch Transformation (vgl. Lo-
sungshinweis) folgt aus den in der Aulgaben-
stellung gegebenem Produkt und Bedingun-
gen das zu maximierende Produkt

22:1 S2%2. 23.:3 © 2% - 22:5
sowie das System der Bedingungen
2:1 . 22:2 . 2.:3 . 2:5 52100,
2:2 . 213 . 2x4 . 2:5 Szﬂo’
2x, . 2x3 . 214 sto,
0<x;(j=1,234,)5).

Durch Logarithmieren zur Basis 2 ergibt sich
das folgende lineare Optimierungsproblem:
Es wird das Maximum der Zielfunktion
Z=2x1+x,+3x3+x4+2x5s unter den Be-
dingungen
X1 +2X2+X3 +0 +x5< 100,

0+ X2+ X3+Xe+xs< 80,
X+ r?"'X3+X4+ 0< 50,

0<x;(j=1,2,3,4,5)

gesucht.
Mit Hilfe der Simplexmethode ergibt sich
folgende Losung:

Xy X2 X3 X4 Xs

uy 1 2 1 0 1 100

iy o 1 1 t 1 80

u; 1 0 1 1 O 50
) | 3 | 2 0

x;=0, u,=100,

x;=0, uy= 80,

x3=0, wy= 50,

x;3=0,

vs=0, =z = 0



X] Xz U3 Xg Xs

u; 0 2 -1-1 1 50

u; -1 1 -1 0 1 30

X3 1 0 1 1 o0 50
-1 1 -3 -2 2 —150

x; =0, uy= 50,

x,=0, u,= 30,

x3=50, wuz3= 0O,

x3=0,

x5=0, z =150.

X1 Xz U3 Xs4 Uz

u, (1]1 0o-1-1 20
X5 -1 1 -1 0 1 30
X3 1 0 I 1 O 50
1 -1 —-1-2-2 =210
x= 0, wu= 20,
X2= U, u;= 0,
X3=50, U= 0,
xa= 0,
x5=30, =z =210.
Uy X2 Uiy Xa Uy
X1 1 1 0-1 -1 20
X5 1 2-1-1 0 50
X3 -1 -1 1 2 1 30
-1 -2 -1 -1 -1 =230
x1=20, u= 0,
x,= 0, u;= 0,
x3=30, wu3= 0,
X4 = 0,
x5=50, z =230

Weil in der letzten Zeile der Simplextabelle
nur negative Zahlen stehen, ist das Maximum
erreicht und auBerdem eine eindeutige Lo-
sung vorhanden. Das Produkt a?-a; a3 - a,
a? nimmt also seinen groBten Wert, d. h.
223° unter den gegebenen Bedingungen ge-
nau fir a,=22° a,=1, a3=2° a4s=1 und
as=2%an.

Losungen und Losungshinweise zu:
Kombinatorik und binomischer Satz
(Heft 4/76)

A28A C3%, A29a Vi,

A30a V3 Alla Ci

A32a Vis A33a Ci;s

A37a a)32a'%—2404a° + 720a® — 10804’
+810a° —243a°
b) 99— 70}/2

A39a Wir losen diese Aufgabe in drei
Etappen:

1 C—?'=§ daraus ergibt sich n=12

Cy 8

1 12-k k _
2-77<+1=C'iz(l/;)k(;> = ‘izZZ'Zk 12

Da das Glied nicht z enthalten soll,

ergibt sich: g+k— 12=0.

Hieraus ergibt sich k=8.

3. Tg+ 1 =C%,=495

A40A Hinweis: Weil die Summe der Bi-
nominalkoeffizienten gleich 128 =27 ist, er-
gibt sich hieraus m=7.

A4l A Hinweis: Man muB das vierte Glied
in der Zerlegung des ersten Binoms, das dritte
Glied in der Zerlegung des zweiten Binoms,
das zweite Glied in der Zerlegung des drit-
ten Binoms bestimmen und danach diese
Glieder jeweils mit x, mit x* bzw. mit x*
multiplizieren. Lésung : 550.

A42a Hinweis: Wenn man die genannten
Glieder aufschreibt, so erhélt man drei Glei-
chungen mit drei Unbekannten. Dieses Sy-
stem 16st man am einfachsten durch glied-
weise Division (die linke Seite durch die linke
Seite, die rechte durch die rechte).

Losung: x=2, y=3, z=5.

Liésungen zu: IMO-Teilnehmer der DDR ~
stellen Aufgaben (Heft 3/76)

art+az+...+a,

Ala 1 Esista= >0 we-

gen a;>0.

Also gilt, weil das geometrische Mittel von m
positiven reelien Zahlen nicht groBer als deren
arithmetisches Mittel ist,

— Lim-n-

m[ﬂ=\/ﬂ-1m-l§a—,
a a m

S - Sy S | O

'3/2= Lomrg2
a a - m

- I g m-1)-1
#_"z\/_".]m-lé‘—. Q2
a a m

Die Addition dieser n Ungleichungen ergibt
nﬁﬁ I
a a a

<1|:a,+az+...+a,.

m
Vai+V/ar+..+Va,
§n+r::1—n%=n%.
Daraus folgt

Vay+Var+..+Va,
n

+n(m— l)],

i a,+a2—:...+a,,' )
2. Das Gleichheitszeichen gilt in (3) und damit
auch in (1) genau dann, wenn in allen Un-
gleichungen (2) das Gleichheitszeichen gilt,
wenn also

1A

w.z.b.w.

ay a a, .
—=1,==1,.. —=1Iist,
a a a

dh a =a=..=a,=a.

A2a Fur alle natiirlichen Zahlen k mit
k=1,2, .., ngil

1 1
k—=Um+1 km+1
_hkm+1-(k—1)m—1
T ((k=Dm+ 1) (km+1)
_ m

T (k=Dm+ 1) (km+1)

1
(k= Dm+1)(km+1)

also

_1 1 _ 1
T m\(k—U)m+1 km+1)
Daraus folgt

L VLS T VY R S B T

TR\ T mr1 m+1 2m+1
1 1

+<(k—1)m+1—km+1>+"'

1 1
+ n—m+1 mm+1)[

_11 1 _ hm
=m nm+1| mam+1)

s=——, w.z.b.w.
mn+1
A3A Essei ABC ein Dreieck mit den Win-
keln a, 3, 9, das die verlangten Eigenschaften
hat. Dann liegt A auf s;, und die Winkel-
halbierenden 4D, BE, CF liegen aufl den
Strahlen s;, s, bzw. s3 (siehe Bild), sie schnei-
den sich in dem Punkt O, der im Innern des
Dreiecks ABC liegt. Die Senkrechte aul BE
in O moge die Seite AB in G schneiden. Dann
ist X BOF ein spitzer Winkel, und es gilt
B

¥BOF= ¥ 0BC+ {BCO=§+%

=90°— ; <90°, also

a 5

¥ FOG =90° —(90° - ;)

Daraus ergibt sich die Konstruktion. Man
errichtet in O auf dem Strahl s, die Senk-
rechte. Dann ist der Winkel zwischen dieser
Senkrechten und der Verldngerung von s;

iiber O hinaus gleich ;. Dieser Winkel wird

in A an AO nach beiden Seiten angetragen.
Die freien Schenkel dieser angetragenen Win-
kel schneiden s; in B und s; in C, womit
das Dreieck ABC konstruiert ist.

Bemerkung: Die Konstruktion ist unter den
angegebenen Bedingungen immer ausfiihrbar.
Denn nach Voraussetzung sind £ BOF und
¥ FOA spitze Winkel. Setzt man ¥ GOA=¢,

so gilt daher ¢+;<90°. also;+90°+¢
< 180°, d. h,, der freie Schenkel des in A an
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AO angetragenen Winkels von der GroBe
; schneidet den Strahl s,, und man erhilt
den Punkt B. Entsprechendes gilt fiir den
Schmltpunkt C des anderen in 4 an AO an-
getragenen Winkels.
A4 Esseik eine natiirliche Zahl die sich
nicht als Potenz von 2 darstellen liBt. Dann
a8t sich k als Produkt von Primfaktoren
darstellen, wobei mindestens ein ungerader
Primfaktor auftritt.
Es gilt also
k=2"-m, )
wobei r eine natiirliche Zahl (r=0, 1, 2, ...)
und m eine ungerade natiirliche Zahl mit
m2 3 ist. Daraus folgt
2 1=2Y =¥y 4 1=x"+ 1 )
mit x=22"22 und m>3.
Da m eine ungerade Zahl ist, gilt
X" l=(x+1)(x" L —x"" 24 xm3
+...+1)=(x+1)b, wobei b 3)
eine natiirliche Zahl ist. Dabei gilt
x+122+1=3 und wegen x=2,m23
x+1<x™+1.
Also sind beide Faktoren x+ | und b auf der
rechten Seite von (3) groBer als 1, d. h., die
Zahl x™+1 und daher auch die Zahl 2*+1
ist nicht Primzahl, w.z.b.w.
Bemerkung : Die Umkehrung des obigen Sat-
zes gilt aber nicht, d. h., nicht jede Zahl von
der Form 2%°+ 1 ist Primzahl. Zwar sind die
Zahlen 22°=2'+1=3,22' =22 +1=5,
222 =244 1=17, 28 +1=28 +1=257,
22*=2164 1=65537 Primzahlen, jedoch
nicht die Zahl 22°+1=2%2+1; denn, wie
bereits Euler nachgewiesen hat, ist diese Zahl

Daher existiert auch der Grenzwert

s =,m

_ P | a b
**ﬁ“ﬂ*vﬂiriz)

Wegen (1) erhilt man hieraus

SV(”? ;:?)

"3+)/5+3)/5+5— 3+1/_+31/ 5

\

?I

! %5 =2. Es gilt also

'S

s= 2 5= 2. ©)
b) Wir geben aus Platzmangel hier nur einen

g

Hinweis zur'Losung und das Resultat an.

setzt,

Man erhilt, wenn man g b3 _zl/g
a

nach einigen Umformungen die folgende al-

ternierende Reihe, bei der die Betrige der

Glieder streng monoton abnehmen und ge-

gen Null kongruieren und die daher kongru-

5=336+9,

wobei fiir den durch Rundungen und die Be-
rechnung von nur 7 Gliedern der Reihe ent-
standenen Fehler § gilt:

| 8] <0,015, d.s. weniger als %%.

Losungen zu alpha-heiter, Heft 5/76:

Die Truhen im Keller

Es sind mindestens 26 Ziige erforderlich. Die
Truhen werden in folgender Ordnung be-
wegt (jeweils aul den freien Platz):
1,2,3,1,2,6,53,1,2,6,5,3,1,2,4,8,7,1,2,
4,8,7,4,5und 6.

Neues aus Buntstadt

Ja. Wenn eine gerade Anzahl von Familien
in Buntstadt wohnt, reichen sogar zwei Far-
ben aus. Man tauscht ,,im Kreis* und streicht
die Hduser abwechselnd. Bei einer ungeraden
Anzahl muB ein Haus in der dritten Farbe ge-
strichen werden.

Superluxusseife Rubin

Hier hatte sich der Drucklehlerteufel einge-
schlichen. Es muB 3,20 statt 2,30 heiBen.

ABC der Mathe
=1; B=2; C=0
12= 1
112= 121
10i2= 10201
10012 = 1002001
3+2=5

Eine Losung lautet: 1243 + 5743 = 6986

Bilderriitsel
Losungswort: Rechenstab

durch 641 teilbar. l+l/§ b_l'l/g
2 7

A5A a) Setzt man a= 3
sogilt 0<a<2und —1<b<0. )
Ferner gilt firn=1,2, 3, ...

" _a-b

-
0]
-0

HlE-i)

a 1.5
Wegen0<§<l und —§<§<0

existieren die Summen der [olgenden unend-
lichen geometrischen Reihen

. & ﬂk_f+ﬁz+ +gk+
s—k=l 2) =3*\5 » -3

gkl

N R

n
Uy
w= LB
=1 K

)

2
=== @)
1-2 <74
2
. & (b\ b (bV b\
s _..; <§> —§+<§) +...+<§) +...
b
2 b
PR ©)
2

Haupttagung

der Mathematischen Gesellschaft der DDR

in Karl-Marx-Stadt

Die Mathematische Gesellschaft der DDR
fiihrte vom 28. 6. bis 2. 7. 1976 ihre Wissen-
schaftliche Haupttagung unter der Thematik
.,Mathematische Probleme der Modellbil-
dung** an_der Technischen Hochschule Karl-
Marx-Stadt durch.

Entsprechend der Aufgabenstellung der
MGDDR diente die Tagung der Weiterbil-
dung und dem Erfahrungsaustausch der in
Forschung, Lehre und Praxis titigen Mathe-
matiker sowie auch der Weiterbildung der
Mathematiklehrer. Ein besonderes Anliegen
dieser Tagung war die Erhohung der Praxis-
wirksamkeit der Mathematik. Die Mathe-
matiker berieten liber ihren Beitrag zur Er-
hohung der Effektivitit der Wissenschaft,

wie sie in der Direktive zum Fiinfjahrplan
1976 bis 1980 gefordert wird.

Die Tagung diente der weiteren Anndherung
von Theorie und Praxis, indem sie neue For-
schungsergebnisse zielgerichtet vermittelte
und der Forschung durch Aufgabenstellun-
gen aus der Praxis neue Anregungen gab. Teil-
nehmer waren etwa [ 000 Wissenschaftler und
Praktiker aus allen Bereichen der Volkswirt-
schalt, der Bildungseinrichtungen und der
Akademie der Wissenschaften der DDR so-
wie zahlreiche Géste aus dem Ausland.




aus dem BSB
B. G. Teubner

Verlagsgesellschaft Leipzig

1. J. Bakelmann
Spiegelung am Kreis

Grundlagen und Anwendungen

132 S.,67 Abb., kartoniert,
Preis: 7,00 M
Bestell-Nr. 6657358

In der Geometrie spielen verschiedene Trans-
formationen von Figuren eine grundlegende
Rolle. In der Schule wird sich ausfiihrlich
mit den Bewegungen und Streckungen, aber
auch mit ihren Zusammensetzungen beschif-
tigt. Die wichtigste Besonderheit dieser Trans-
formationen besteht darin, daB bei ihnen die
einfachsten geometrischen Figuren erhalten
bleiben:

Geraden werden in Geraden und Kreise in
Kreise tiberfithrt. Die Inversion stellt eine
kompliziertere Transformation der geometri-
schen Figuren dar, bei der Geraden in Kreise
und umgekehrt ilberfilhrt werden konnen.
Ein solches Konzept gibt, angewandt auf Auf-
gaben der Elementargeometrie, eine einheit-
liche Untersuchungsmethode. Das bezieht
sich vor allem auf Konstruktionsaufgaben
und auf die Theorie der Kreisbiischel. Wir
bemerken dazu, daB eine Betrachtung we-
sentlicher Teile der Elementargeometrie ohne
das Heranziehen der Inversion verbunden ist
mit der Benutzung vielfiltiger, groBtenteils
auch oft kiinstlicher K onstruktionen, die stets
nur Teilcharakter tragen. Aulerdem wird die
Inversion auch auf einige Grenzfragen der
elementaren und der sogenannten hoheren
Geometrie angewandt. Wir meinen damit die
Interpretation der Geometrie von Lobat-
schewski in einer euklidischen Ebene. Es ist
auch interessant, die Inversion mit den kom-
plexen Zahlen zu verbinden, genauer, mit den
einfachsten Funktionen, deren Argumente
und Werte komplexe Zahlen sind.

Das vorliegende Buch widmet sich dem Stu-
dium der Inversion und einer Reihe ihrer An-
wendungen. Im Interesse einer ibersichtli-
chen Darbietung wurde der Stoff auf Haupt-
abschnitte aulgeteilt.

Im ersten Hauptteil untersuchen wir die
Transformation der Inversion ausfiihrlich
und betrachten dazu einige Anwendungen
auf Fragen der Elementargeometrie.

Im zweiten Hauptteil zeigen wir, daB die im
ersten Teil betrachteten Transformationen in
einem engen Zusammenhang mit den linea-
ren und gebrochenen linearen Funktionen
einer komplexen Verinderlichen stehen. Wir
beweisen ebenfalls, daB auch umgekehrt
diese Funktionen diejenigen Transformatio-
nen der Ebene beschreiben, die sich zuriick-
fiihren lassen auf die aufeinanderfolgende
Ausfiihrung von Bewegungen, Streckungen
und Inversionen. Imdritten Hauptteil schlieB-
lich legen wir den gruppentheoretischen
Standpunkt fiir die Begriindung der Geome-
trie dar, mit dessen Hilfe wir, gestiitzt auf die
Ergebnisse der Teile eins und zwei, kurz die
ebene euklidische Geometrie und die ebene
Geometrie Lobatschewskis aufbauen.

P. Borneleit

Gleichungen

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Teil 4
225 S., zahlr. Abb., kartoniert,

Preis: 6,50 M

Bestell-Nr. 665788 4

Nach einer Einleitung, in der fiir das Gebiet
Gleichungen wichtige Begriffe zusammen-
gestellt werden, folgen Gleichungen verschie-
dener Typen, fir die ,,Musterlsungen‘* an-
schlieBend an die Aufgaben oder Lésungen in
einem besonderen Losungsteil angegeben
werden. Damit wird der Leser aufgefordert,
nach dem Studium der Musterlésung dhnliche
Aufgaben selbst zu bearbeiten.

Aufgaben

Al A Manbestimme alle reellen x, die der
Gleichung

a+bx=c+dx (a,b,c,deP)
geniigen!

Man gebe alle reellen Zahlen x an,
die der Gleichung
V/25+x+}/200—x=0

geniigen!

Es sind alle rationalen x zu bestim-
men, die der Gleichung

7 4x+1+4 5x+2 3- 4x+l+51+3
geniigen!

Man bestimme alle positiven reellen
x, [iir die

A2A

Ala

Ada

21
logslx+log9x+log3x=?

gilt!

E. Kolman

Die vierte Dimension

64 S., 30 Abb., kartoniert
Preis: 6,50 M
Bestell-Nr. 6657104

Aus dem Inhalt :

Empirische und rationale Erkenntnis — Her-
ausbildung des Raumbegriffs — Der reale,
perzeptible und konzeptionelle Raum — Uber-
gang zur vierten Dimension - Mobilisierung
des raumlichen Vorstellungsvermogens — Hy-
perkuben und andere Hyperkorper — Andere
,,anschauliche** Zugénge zur vierten Dimen-
sion — Wir phantasieren weiter — ,,Wunder-
dinge** des Vierdimensionalen - Nichteukli-
dische Rdume — Weitere Wege der Bildung
mehrdimensionaler Riume - Axiomatik -
Bemerkungen iiber einen symbolischen Kal-
kiil — Vorgeschichte der Idee der Mehr-
dimensionalitit— Entwicklungsgeschichte der
n-dimensionalen Geometrie — Anwendung
der vierdimensionalen Geometrie — Voraus-
setzungen fiir die Interpretation — Die vier-
dimensionale Minkowskische Welt — Noch
einmal iiber die Bedeutung der mehrdimen-
sionalen Geometrie — Die Anregung Kants -
Vierdimensionalitat und Spiritismus — Der
Wissenschaftler Zollner in der Welt der
Geister - Noch einmal ,,Beweise* — Phanta-
sie, Phantastik und Phantasterei - Wissen-
schaft ist unvereinbar mit Mystik — Ziehen
wir Schlufifolgerungen

N.J. Wilenkin

Methoden der schritt-
weisen Niherung

108 S., 34 Abb., kartoniert,
Preis: 5,90 M
Bestell-Nr. 665723 5

Aus dem Inhalt: Schrittweise Naherung -
Achilles und die Schildkréte — Wie dividiert
eigentlich ein Rechenautomat? - Quadrat-
wurzelziehen durch sukzessive Approxima-
tion — Berechnung der Wurzel mit beliebigem
Waurzelexponenten — Die allgemeine Itera-
tionsmethode — Kontraktive Abbildungen —
Die Sekantenmethode (regula falsi) - Ein ver-
bessertes Sekantenverfahren — Das Newton-
sche Verfahren fiir algebraische Gleichungen
— Geometrische Interpretation der Ableitung
- Die Ableitung einer nichtalgebraischen
Funktion — Wie findet man eine Ausgangs-
niherung? — Eine kombinierte Methode zur
Losung von Gleichungen — Die Losung eines
Systems nichtlinearer Gleichungen mit der
Methode der sukzessiven Approximation —
Aufgaben — Losungen



Ubung macht
den Meister

Aus AbschluBpriifungen der Oberschulen
der DDR (KI. 10)

Darstellende Geometrie

1976

Kohlereserven werden in Halden gelagert.
Aus Griinden des Brandschutzes hat eine
solche Halde angenéhert die Form eines ge-
raden Pyramidenstumpfes mit quadratischer
Grundfliche. Seine Abmessungen sind:
Seitenlinge der Grundfliche a; =190 m
Hohe des Pyramidenstumpfesh = 4,5m
Winkel zwischen Seitenfliche und Grund-
fliche a=45°.

a) Stellen Sie diesen Pyramidenstumpf( in
senkrechter Zweitafelprojektion in einem ge-
eigneten MaBstab dar!

b) Berechnen Sie die Seitenldnge a, der Deck-
(lache!

¢) Berechnen Sie das Volumen dieses Pyra-
midenstumples! (Hierbei ist die Verwendung
der Néaherungsformel unzulassig.)

1975

Die nachfolgende Skizze zeigt einen Korper
in senkrechter Zweitafelprojektion. Die punk-
tierten Linien stellen eine seiner Raumdiago-
nalen dar.

Dabei sind

AB=65cm, BC=42cm, BF=82cm

e -
wo* = g'ct
oK’ 6!
g BF

a) Stellen Sie- diesen Korper in Kavalier-
perspektive dar, und bezeichnen Sie alle Eck-
punkte!

b) Zeichnen Sie die vorgegebene Raumdiago-
nale ein!

¢) Berechnen Sie die Linge dieser Raumdia-
gonalen!

1974
Die Skizze zeigt das Schragbild eines Werk-
stiicks.

a) Stellen Sie dieses Werkstiick in senkrechter
Zweitafelprojektion im Mafstab 1:1 dar!
(Benennen der Eckpunkte ist nicht erforder-
lich.)

b) Berechnen Sie den Inhalt der schralffierten
Fldche!

2%

1973

Gegeben ist ein gerades Prisma ABCDEFGH
mit quadratischer Grundfliche, das von einer
Ebene in den Punkten I, B, C, K geschnitten
wird (siche Bild).

AB=BC=50cm, AE=DH=6,0cm,
Al=DK =40cm

H G
I
£ % F
KN
/7 \\
7 | N
| AN
AN
oI ——4+ ¢
Ve
/7
A (]

a) Stellen Sie das Prisma einschlieBlich der
Schnittfigur in Zweitafelprojektion dar!

b) Berechnen Sie die Linge der Seite IB der
Schnittfigur!

¢) Zeichnen Sie die Schnittfigur in wahrer
GroBe!

1972

Das Bild zeigt ein gerades Prisma im Grund-
und AufriB. Die MaBe des Prismas sind:
,ﬁ=a=5,0 cm, ,TE=B_E=s=6,5 cm,
BC=I=14,0cm.

E'F'
A'D*, g'c’
D’ F’ C,
A E 8

a) Stellen Sie diese Korper in Kavalier-
perspektive, d. h. in schriger Parallelprojek-

tion mit =45 und q=% dar!

b) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt die-
ses Prismas! :

1971

Das Bild zeigt das Schrigbild eines geraden
Pyramidenstumpfes in wahrer GroBe, und
und Deckfldche.

AB=CD=T2 mm, BC=AD=48 mm,
EF=GH=24 mm, FG=EH=16 mm,

h, =40 mm

a) Stellen Sie diesen Pyramidenstumpf im
Grund-AufriB-Verfahren unter Verwendung
der angegebenen OriginalmaBe dar!

Legen Sie zweckmiBigerweise eine Grund-
kante parallel zur RiBachse!

b) Benennen Sie in beiden Rissen alle Eck-
punkte!

c) Konstruieren Sie eine der Seitenflichen des
Pyramidenstumpfes in wahrer GréBe, und
kennzeichnen Sie die wahre Linge einer
Seitenkante des Pyramidenstumpfes!

1970

Eine gerade Pyramide mit der Spitze S hat
als Grundfliche ein regelmiBiges Sechseck
ABCDEF mit einer Seitenlinge von 25 mm;
die Koérperhohe betragt 60 mm.

a) Stellen Sie den Korper im Grund-AufriB-
Verfahren dar! Benennen Sie die Bilder aller
Eckpunkte der Pyramide!

b) Ermitteln Sie unter Verwendung Ihrer
Zeichnung die wahre Linge einer Seitenkante,
und kennzeichnen Sie diese Strecke farbig!

c) Berechnen Sie auBerdem die wahre Linge
dieser Seitenkante!
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1. Die allgemeine Form einer exponentiellen
Abhingigkeit von y von ¢ wird durch die
Formel

y=yod' (1)
beschrieben, wo yo der Wert der GroBe y bei
t=0 ist. Setzen wir

k=lga, z=Igy, b=Igy,,
so erhalten wir aus (1) z=kt+b.
Wir sehen, daB z linear von t abhiingt. Gra-
phisch wird diese Abhéngigkeit durch eine
Gerade wiedergegeben. Zeichnen wir diese
auf die iibliche Weise, so konnen wir auf der
z-Achse (oder ‘aul einer zu ihr parallelen Ge-
raden) die entsprechenden Werte y=10°
kennzeichnen. Dann kann man an unserer
graphischen Darstellung zu beliebig vorge-
gebenem ¢ unmittelbar die GroBe y ablesen.

10000 4 '

5000

2000 < b 100t
1000 3 9=
500
200
100
50
20

10 1

5
o //y—.- et
1

1
0,5 =2__=
0,2
0,1 _
0,05
0,02
0,01
0,005
0,002
0,001
0,0005
0,0002

0, 0001

Bild 1

In Bild 1 haben wir ein solches Verfahren an-
gewendet, um die Funktionen y=100' und
y=¢ (e=2,718...) graphisch darzustellen. In
einem kartesischen Koordinatensystem sind
diese Funktionen in Bild 2 dargestellt.

Im Handel gibt es halblogarithmisches Papier.
Auf diesem Papier sind wie auf gewShnlichem
Millimeterpapier im Abstand von 1 mm verti-
kale Linien aufgetragen, die horizontalen
Linien sind jedoch so angeordnet, daB ihr Ab-
stand vomn unteren Rand gleich 1001gy ist,

wobei y die Werte
1 105 1,10 1,15
2 21 22 23 ...durchladuft.

© < 3

»
—

Bild 2

@ Untersucht an Hand des Bildes 3, wie diese
Skala angelegt ist!
Im unteren Teil des Bildes 3 zeigen wir, wie
man an Hand zweier Punkte (t=0, y=y,),
(t=1, y=yoa) aul halblogarithmischem Papier
graphische Darstellungen von Funktionen
der Form (1) konstruieren kann.
Einem Zuwachs von Ar=1 entspricht auf
halblogarithmischem Papier 10 cm. Denselben
Mafstab haben wir auf dem Bild 3 beziiglich
der y-Achse gewihlt. Daher ist der Anstieg
unserer Geraden gleich k=Iga. Das ist aber
nichts anderes als die Relativgeschwindigkeit,
mit der sich y mit ¢ indert:

| lim Ay y

- =l = =k

J Ats0Ac —y 8%
(hier ist y' die Ableitung der Funktion
y=J(0)=yod).

Wird der Mafistab auf der y-Achse anders
gewihlt, so wird eine Umrechnung erforder-
lich, die ihr euch leicht selbst iiberlegen
konnt.

Man benutzt halblogarithmisches Papier zur
graphischen Darstellung, wenn es daraul an-
kommt [estzustellen, ob von einer durch eine
Tabelle gegebenen Abhingigkeit y= f(r) an-
genommen werden kann, daB sie naherungs-
weise einem exponentiellem Wachstumsgesetz
unterliegt (oder ob f(r) exponentiell fllt).

Wir wollen als Beispiel den Umfang der
Industrieproduktion in der UdSSR betrach-
ten, ausgedriickt in Prozenten zur Produktion
des Jahres 1940:

1937 1940 1945 1950
77 100 92 173
1955 1960 1965 1970
320 524 791 1190

Eine halblogarithmische Darstellung ist in
Bild 4 wiedergegeben (eine Darstellung in
natiirlichem MaBstab auf der Vertikalen
konnt ihr selbst zum Vergleich zeichnen.).
An Hand der graphischen Darstellung ist
ersichtlich, daB das Wachstum der industriel-
len Produktion mit Ausnahme des Kriegs-
jahrfiinfts 1940 bis 1945 angenihert einem
Exponentialgesetz folgt. Findet selbst heraus,
wieviel Prozent Zuwachs im Jahr die mittlere
Neigung der Graphik entspricht! Aus der
graphischen Darstellung ist ersichtlich, daB
das Wachstumstempo in den Jahren 1945 bis
1955 etwas groBer als in den Jahren 1960 bis
1970 ist. Es ist interessant, daB wir, wenn wir
die den Jahren 1945 und 1950 entsprechenden
Punkte auBler Betracht lassen, fast eine gerade
Linie erhalten. Im Verlauf der Jahre 1945 bis
1955 hat unsere Industrie das in den Kriegs-
jahren Versidumte aufgeholt.

® Bestimmt den mittleren jéhrlichen Pro-
duktionszuwachs in den Jahren 1947 bis 1970
(in Prozenten pro Jahr)!

2. Esist klar, daB eine Abhingigkeit der Form

y=Algt+B

auch dann durch eine Gerade graphisch dar-
gestellt wird, wenn man auf der Abszissen-
achse s=Igt und aul der Ordinatenachse y
abtrigt. Als Beispiel wollen wir die in Bild 5
wiedergegebene Abhingigkeit der Geschwin-
digkeit u vom Wandabstand y bei einer turbu-
lenten Strémung einer Fliissigkeft langs einer
ebenen Wand betrachten. Hier sind é und u,
geeignet gewihlte Lingen- und Geschwindig-
keitsmaBstibe. Die Messungen erfolgten bei
Werten von % zwischen 10 und 56000. Daher
waren zur graphischen Darstellung der Mef3-
ergebnisse drei Graphiken mit verschiedenen
MaBstiben aufl der Abszissenachse notwen-
dig. Nach Ubergang zu einem logarithmi-

schen MaBstab ﬁ.ir% liBen sich alle diese

Daten in einer einzigen graphischen Darstel-
lung unterbringen (Bild 6).
Dabei nahm die Kurve eine mehr gerade
Form an. Die Gerade in Bild 6 wird durch die
Gleichung

u y

—~ 5,5+5,75 Igs (2)
wiedergegeben. Wir sehen, daB diese Gesetz-

miBigkeit von §= 100 an sehr genau einge-

halten wird. Bei kleineren g werden systema-
tische Abweichungen bemerkbar, und bei
y

3< 15 werden diese Abweichungen so bedeu-
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tend, daB hier die Beziehung (2) als iiber-
haupt falsch anzusehen ist.
Eine Abhingigkeit der Form

y=ct* A3)
wird durch den Ubergang zu den Variablen
s=lgt, z=lgy

gleichfalls geradegebogen.
In der Tat folgt aus (1)

z=as+b 4)
mit b=I1gc. Um Abhingigkeiten der Form (5)
durch Geraden darzustellen, benutzt man ein
logarithmisches Netz. Doppeltlogarithmisches
Papier ist gleichfalls im Handel erhiltlich. In
Bild 7 sind Beispiele fiir graphische Darstel-
lungen auf doppeltlogarithmischem Papier
wiedergegeben. Es ist leicht zu sehen, daB
hierbei der Anstieg gleich « ist.
Man benutzt immer dann ein logarithmisches
Netz zur graphischen Darstellung, wenn
Grund zu der Annahme vorliegt, daB eine
gewisse empirische Abhingigkeit ndherungs-
weise einem Gesetz der Form (3) folgt. In
Bild 8 sind in einem logarithmischen Netz
empirische Daten iiber die Energieverteilung
der Pulsation in einer turbulenten Stromung
eingetragen. Hier ist E(k) die Spektraldichte
der Pulsationsenergie, die zu der Frequenz k

gehort; Eq und kg sind willkiirliche Einheiten-

fiir E und k. Wir sehen, daB sich unsere Ab-
hingigkeit bei

10" %o <k <10 ko
gut durch eine Formel der Form

5
E=ck™?
ausdriicken 14Bt, die auf Grund theoretischer
Uberlegungen von A. M. Obuchov vorgeschla-
gen worden ist.
Hier sind die MaBstibe fiir gk und IgE ver-
schieden: Daher ist der Anstieg der einem
vorgegebenen « entspricht, nicht gleich a. In
dem Bild wird gezeigt, wie man graphisch
eine Gerade konstruieren kann, deren Anstieg

5 .
a=— icntspnchl.

Aufgabe:

Stellt aul halblogarithmischem Papier die
Daten der Tabelle (siche Bild) iiber das
Wachstum der Industrieproduktion der
UdSSR an Hand zweier Gguppen dar: Grup-
pe A — Produktion von Produktionsmitteln,
Gruppe B - Produktion von Konsumgiitern
(in Prozenten, auf das Jahr 1913 bezogen)!

Jahr Gruppe Gruppelahr Gruppe Gruppe

A B A B
1913 100 100 1945 1504 273
1917 81 67 1950 2746 566
1928 155 120 1955 5223 996
1932 424 187 1960 8936 1498
1937 1013 373 1965 14156 2032
1940 1340 460 1970 21359 3281

In welchen Jahren hat das Wachstum der
Produktion in der Gruppe A das Wachstum
der Produktion in der Gruppe B eingeholt,
und in welchen Jahren liegen sie aul gleichem

Niveau? Vergleicht die Besonderheiten der
Kriegsjahre des ersten und zweiten Welt-
kriegs!

Bemerkung : Innerhalb der ganzen industriel-
len Produktion machte die GruppeA im
Jahre 1913 35,19, im Jahre 1970 dagegen
74,84% aus. A. N. Kolmogorow

Kurzbiographie

Prof. Dr.
Andrej Nikolajewitsch
Kolmogorow

Am 25. April 1977 wird einer der hervor-
ragendsten Mathematiker unserer Zeit, Aka-
demiemitglied A. N. Kolmogorow 74 Jahre
alt. Schon frithzeitig erwachte das Interesse
Kolmogorows an der Mathematik. Bereits
mit fiinf Jahren erkannte er mit Verwunde-
rung, daB

14345+...+@2n+1)=r*

ist. Daneben interessierte er sich in den spa-
teren Schuljahren unter anderem fiir russi-
sche Geschichte.

Unter schweren Bedingungen begann er 1920
sein Mathematikstudium. Waihrend seiner
Studienzeit entwickelte er eine allgemeine
Theorie der Operationen auf Mengen und 16ste
ein schwieriges Problem aus der Theorie der
Konvergenz trigonometrischer Reihen. Dane-
ben interessierte er sich stets (auch heute
noch) in starkem MaBe fir padagogische
Fragen.

Nach seinem Eintritt in die Aspirantur
wandte er sich hauptsichlich der wissen-
schaftlichen Arbeit zu, die er mit dem Unter-
richt an h6éheren Lehranstalten, insbesondere
an der Moskauer Universitidt verband, und
wurde 1931 dort zum Professor berufen.
Kolmogorow schrieb grundlegende Arbeiten
auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, Topologie und Mechanik. Neben

. seiner [ruchtbaren wissenschaftlichen Titig-

keit widmete er viel Zeit der Arbeit mit seinen
Schiilern, von denen sich viele durch bedeu-
tende Arbeiten einen Namen gemacht haben.
Der wissenschaftliche Kontakt mit seinen
Schiilern spielt sich nicht nur im Institut, son-
dern auch zu Hause, auf Spaziergiangen und
touristischen Exkursionen ab. Viele tausend
Kilometer ist er schon mit seinem engsten
Freund, Akademiemitglied P. S. Alexandroff,
und mit anderen Gelehrten gesegelt, gerudert
und gepaddeit.
Fiir seine Verdienste wurde A.N.Kolmogo-
row mit dem Leninpreis, dem Staatspreis,
viermal mit dem Leninorden, mit dem Orden
Rotes Banner der Arbeit sowie Medaillen aus-
gezeichnet. 1963 erhielt er den Ehrentitel
eines Helden der Sozialistischen Arbeit.
M. L. Smoljanskij, Chefredakteur
der math. Schillerzeiischrift ,,Quant*,
Moskau

Wie man in
der Sowjetunion
Mathematiker wird

Die Wissenschaft hatte wieder einmal ihre
Sensation: Das zehnte Problem Hilberts war
gelést worden. An der Jahrhundertwende
hatte der groBe deutsche Mathematiker
Grundprobleme formuliert, die dann die
Mathematiker des 20. Jahrhunderts 16sen
sollten. Die Losung eines jeden dieser Pro-
bleme wurde zu einem Ereignis. Mit dem
10. Problem, demgegeniiber sich namhafte
Mathematiker geschlagen gegeben hatten,
war nun der 22jahrige Doktorand (heute
Dr. rer. nat. habil) Juri Matijassewitsch
fertig geworden. Schon vor dieser Leistung,
die seinen Namen in wissenschaftlichen Krei-
sen bekannt werden lieB, hatte der Student
Matijassewitsch eine Jahresarbeit iiber mathe-
matische Logik verfaBt, iiber die er auf einem
internationalen KongreB berichtete.

Der junge talentierte Wissenschaftler ist Ab-
solvent der Physik-Mathematik-Internats-
schule, die sich unweit der Moskauer Uni-
versitit befindet. Diese Nachbarschalt ist
nicht zufallig: Gegriindet haben die Schule
Wissenschaftler der Universitit, die der An-
sicht sind, daB sich mathematische Fahig-
keiten bei Kindern bereits im Alter von 14
bis 15 Jahren entwickeln, zu dem Zeitpunkt
also, da diese in die 7. oder in die 8. Klasse
gehen. An die Schule werden - nach dem
8. Schuljahr — Schiiler aus dem ganzen Lande
aufgenommen. Hier gibt es nur die beiden
Oberklassen: die 9. und die 10. Die Schiiler
wohnen in einem gemiitlichen Wohnheim,
fiir alle Ausgaben kommt der Staat auf. Der
Lehrplan entspricht dem der allgemeinbil-
denden Schule, desgleichen das Reifezeugnis.
Nur erhalten hier die Schiiler umfangreichere
Kenntnisse in Mathematik und Physik.

Es ist bereits zur Tradition geworden, da8
jedes Friihjahr unter den sowjetischen Schul-
kindern Mathematikolympiaden durchge-
fithrt werden. Bei diesen Olympiaden sind
Vertreter der Moskauer Universitit zugegen.
die alle, die an die Physik-Mathematik-
Schule aufgenommen zu werden wiinschen,
einer schriftlichen Priifung unterziehen.

Auf diese Priifung folgt noch eine miindliche,
die eher einer Unterhaltung gleicht. Auf diese
Weise werden mathematisch begabte Kinder
ausfindig gemacht. Man ladt sie dann fir
einen Monat in eine vorbereitende Sommnier-
schule ein. die unweit Moskaus in einer
malerischen Gegend am Ufer eines Stausecs
liegt. Vor dem Unterricht wird geturnt. ge-
badet, an freien Tagen rudern oder wandern
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die Kinder, spielen sie Fuiball oder Volley-
ball. Alles ist wie in einem gewdhnlichen
Pionierferienlager, doch kann man hier Vor-
lesungen fuhrender Mathematiker der
UdSSR, solcher wie Akademiemitglied A4n-
drej Kolmogorow und anderer, horen.
Am 1. September beginnt das Schuljahr.
Neben den allgemeinbildenden Fachern wer-
den die Schiiler in die Anfange der hoheren
Mathematik, in moderne mathematische und
physikalische Theorien sowie in Ideen und
Probleme der heutigen Wissenschaft einge-
weiht. Nach dem obligatorischen Unterricht
konnen die Jungen Mathematiker nachmit-
tags nach Wahl an einem der Lehrgange
Mathematische Logik. Relativitdtstheorie, Ra-
dioelektronik oder Wahrscheinlichkeitstheo-
rie teilnehmen. Diese Lehrgange werden von
Studenten und Doktoranden der Moskauer
Universitdt geleitet, von denen einige selbst
Absolventen dieser Schule sind.
Auch der Schulunterricht selbst ist hier an-
ders organisiert als in der gewohnlichen
Oberschule: Hier werden Vorlesungen ge-
halten, hier gibt es Seminargruppen, auBer-
dem Semester, und am Ende jedes Semesters
eine Zwischenpriifung. Die Ferien fallen mit
" den Hochschulferien zusammen.
Die Schiiler befassen sich nicht ausschlieBlich
mit Physik und Mathematik. Sie besuchen
Museen, Theatervorstellungen und Konzerte,
nehmen an einem zweijahrigen Kursus dber
russische Kunst, der von der Tretjakow-
Galerie veranstaltet wird, teil. Einmal lud
Akademiemitglied Kolmogorow eine Gruppe
Neulinge zu sich auf die Datsche ein. Alle
dachten, daB sie sich dort iiber Mathematik
unterhalten werden. Das Gesprich drehte
sich jedoch um Musik, Malerei und Archi-
tektur. Die Kinder kannten sich in der Kunst
nicht besonders gut aus und waren ein wenig
verlegen.
Mehrmals beteiligte sich Ko/mogorow an FuB-
und Skiwanderungen der Schulkinder, und
jedesmal wuBte er ihnen viel Interessantes
iiber die Moskauer Umgebung zu erzihlen.
Einmal hielt er in der Schule einen Vortrag
iiber Michelangelo. Auch machte er den Kin-
dern eine Phonotek mit Werken klassischer
Musik zum Geschenk. Seit der Griindung der
Schule haben sie iiber 2000 Schiiler absolviert,
95 Prozent der Abiturienten bestanden die
Hochschulaufnahmepriifungen und studier-
ten weiter.
Die Fenster der Schule sind bis spit erleuch-
tet. Der eine ist in die Losung einer interes-
santen Aufgabe vertieft, der andere kann es
nicht iiber sich bringen, einen Zukunftsroman
beiseite zu legen, ein anderer wieder denkt
an seine Nichsten zu Hause. Wer weiB, viel-
leicht wichst in diesem groBen und gemiit-
lichen Haus ein Kurtschatow oder ein Kolmo-
gorow heran?

Lew Kokin,
(aus : Sozialistitscheskaja Industrija)
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Ho5=2

Jie ,, Uhr-Addition*
neh andoere

A

Wir alle wissen, es gilt: 9+5=14. Was also
bedeutet 9-5=2 in der Uberschrilt?

Aus dem Unterricht kennen wir die vier
Grundrechenarten Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division. Sie alle haben
gemeinsam, daB zwei zu verkniipfenden Zah-
len wieder genau eine dritte Zahl zugeordnet
wird:

abte, ab=d

ab>s e, ab kR I
In gewohnter Weise schreiben wir dalfiir
(kiirzer):

at+b=c, a-b=e,

a—b=d, a:b=j

Wir sehen aber auch, daB wir wegen der Sub-
traktion und Division unsere eben festge-
stellte Gemeinsamkeit prizisieren miissen.
Sie muB lauten:
Zwei zu verkniipfenden Zahlen in vorgege-
bener Reihenfolge wird eindeutig eine dritte
Zahl zugeordnet.
(Denn im allgemeinen gilt ja a—b+b—aq,
a:b%b:a)
Wenn die Reihenfolge zweier Zahlen a und b
wichtig ist, sprechen wir von den geordneten
Paaren (a, b) bzw. (b, a).
Auch das Potenzieren konnen wir als eine
Abbildung verstehen, die jedem Paar natiir-
licher Zahlen wieder genau eine natiirliche
Zahl zuordnet. Als Zeichen fiir das Poten-
zieren wahlen wir einen Pfeil

(a, b)—'»g oderat b=g.
Lesen wir den Pfeil als ,hoch®, erhalten wir
die uns vertraute Schreibweise a T b=a".
Beispiel: 2 13=8,312=9,
{Wie zuvor beim Dividieren betrachten wir
auch hier nur die Menge- der natiirlichen
Zahlen ohne die Null. Warum?)
Allgemein definieren wir jetzt:
> heiBit eine Verkniipfung iiber einer (nicht-
leeren) Menge M,
=pyist eine eindeutige Abbildung von
MxMin M. a
Dabei ist das Kreuzprodukt M xM die
Menge aller geordneten Paare (g, b) mit a,
beM. D.h. also mit anderen Worten, eine
Verkniipfung e ist eine spezielle, namlich zwei-
stellige Funktion:
Jedem Paar (a, b)eM x M wird eindeutig ein
Element c eM zugeordnet:

(a, b)>c oder < :(a, b)—c;

wir schreiben (wie bei den vier Grundrechen-
arten und beim Potenzieren) dafiir acb=c.
Der Definitionsbereich Do dieser Funktion
besteht aus der Menge aller geordneten Paare
(a,b)mita,beM:

Do=M x M.
Fiir den Wertevorrat Wo gilt:

W.E M.
Natiirlich ist in unserer Definition auch stets
der Fall a=b zugelassen, d. h., die zwei zu
verkniipfenden Elemente miissen nicht not-
wendig verschieden sein.
Die Definition 4Bt sich besonders einprag-
sam mit Hilfe eines sogenannten Automaten
veranschaulichen: (Bild 1).

(1. Eingang) (2. Eingang)

a 1<

i |

l
]
a0b

Bild 1 (Ausgang)

Dabei interessiert uns weniger die innere
Wirkungsweise des Automaten als vielmehr,
welches Ergebnis die Verkniipfung liefert.
Ob es uns gelingt, iiber einer Menge M eine
Verkniipfung . zu definieren, hdngt wesentlich
von dieser Menge M selbst ab. So ist z. B.
die Subtraktion zwar eine Verkniipfung, wenn
wir fir M die Menge G der ganzen Zahlen
wiahlen, nicht aber, wenn wir die Menge N
der natiirlichen Zahlen zugrunde legen. Be-
kanntlich existiert 3—7 in N nicht. D. h,,
wenn wir entscheiden sollen, ob die Abbil-
dung © eine eindeutige Abbildung von M x M
in M ist, dann steht vor der Frage nach der
Eindeutigkeit (von a<b) erst einmal die Frage
der Existenz von acb in M fiir alle a,beM.
Ist letzteres gesichert, sagen wir, M ist beziig-
lich - abgeschlossen oder < [iihrt nicht aus M
hinaus.

Ist o eine Verkniipfung iiber einer Menge M,
so nennen wir (M, ) ein Verkniipfungsgebilde
mit der Trdgermenge M und der Verkniip-
fung ». Verkniipfungsgebilde sind z. B.

(N, +),(P, =), (G, -) und (R\{0}, :). Wihlen
wir dagegen z. B. die Menge der Primzahlen
als Trdgermenge M, so liefert uns keine der
vier Grundrechenarten ein Verkniipfungs-
gebilde:

T+3IEM.7-3EM, T—3EM, T:3EM.

Aufgabe 1

Welche Zahlbereiche liefern bzgl. einer der
vier Grundrechenarten weitere Verkniip-
fungsgebilde?

Sei M={1,2,....12} die Menge der natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 12 und - eine Ver-
kniipfung, die auf die folgende Weise iiber M
definiert ist:



Fiir alle x, yeM:

v x+y, falls x+y<12
XVEDI x4 y—12, falls x +y> 12.

Beispiel:

x=3,y=7: x+y=10£12,
also 3.7=10,

x=9,y=5: x+y=14>12,
also 905=2.

Diese scheinbar ungewohnliche Verkniipfung
vollziehen wir tidglich; dazu brauchen wir nur
einmal aul unsere Uhr zu schauen! Wir
nennen o deshalb die Uhr-Addition und wol-
len sie deshalb auch mit + ) bezeichnen.

Aufgabe 2

a) Zeige, daB (M, + @) ein Verkniipfungs-
gebilde ist, d. h., zeige, daB die Definition von
+ @ eine Verkniiplung iiber M liefert!

b) Welche dir bekannten Eigenschaften der
Addition besitzt die Uhr-Addition?

Aufgabe 3

Sei M={0,2,4, 6,8} die Menge der geraden
(natiirlichen) Zahlen von O bis 8. Fiir alle
x, yeM definieren wir xcy als die einstellige
Zahl z, deren Zifler mit der Endziffer der
Summe von x und y identisch ist.

Beispiel: 204=6, 408 =2, 8-8=6.

a) Zeige, daBl (M, ) ein Verkniipfungsgebilde
ist!

b) Untersuche, ob die Menge M'={0,2, ...,
8, 10} beziiglich - abgeschlossen ist!

¢) Vergleiche die Eigenschaften von o (iiber
M) mit denen der Uhr-Addition!

d) Versuche, die Definition von o (iiber M)
in zur Uhr-Addition analoger Weise anzu-
geben: xoy=p;...!

e) Konstruiere selbst Verkniipfungsgebilde
nach dem Muster der Aufgaben 2 und 3.

Um mit den Begriffen Verknipfung, Trager-
menge, Verkniipfungsgebilde ein wenig ver-
trauter zu werden, bedarf es nun keineswegs
eines Ausfluges in uns unbekannte Gebiete —
wie man anhand der Aulfgabe 3 vielleicht ver-
muten konnte. Schon im Mathematikunter-
richt begegnen uns viele Verkniipfungen. Es
gilt nur, sie aufzuspiiren, zu erkennen! Be-
ginnen wir unsere Entdeckungsreise in Klas-
se 5/6, so stoBen wir auf die Berechnung des
Unmfanges eines Rechtecks bzw. Parallelo-
gramms. Ubersetzen wir die Umfangsformel
in unsere Sprache der Verkniipfungen, erhal-
ten wir:

Zwei natiirlichen bzw. gebrochenen Zahlen
a und b wird ihre doppelte Summe zugeord-
net.

Wir iiberzeugen uns leicht davon, daB8 sowoh!
(N, <) als auch (R¥, o) mit

xoy=ps2-(x+y) fir alle x, yeN (bzw. R*¥)
Verkniipfungsgebilde sind, denn Abgeschlos-
senheit der jeweiligen Trigermenge gegen-
iiber o und Eindeutigkeit des Ausdrucks
2 (x+y) sind offensichtlich gesichert.

Aufgabe 4
Ermittle 101, 21, 400, 23, 03 und 0-0!

Aufgabe 5

In Klasse 6 begegnen uns Flicheninhalt eines
Dreiecks sowie Umfang eines gleichschenk-
ligen Dreiecks. Zu welchen Verkniipfungen
(genauer: Verkniipfungsgebilden) fiihren uns
diese Begriffe?

Auch hinter dem Durchschnitt zweier Zahlen
verbirgt sich eine Verkniipfung, ndmlich die
Bildung des arithmetischen Mittels: Fiir alle
+.V

2

Neben dem arithmetischen Mittel, das uns
auch an die Berechnung der Linge der Mit-
tellinie eines Trapezes erinnert, kennen wir
(aus Klasse 9) noch das geometrische und das
harmonische Mittel:

Fiir alle positiven reellen Zahlen x,y wird
definiert:

x«y=pg)/x-yund x(y= D, Xy

x, yeR* wird definiert: xAy=p,

x+y

Aufgabe 6
Ermittle xAy, xay und x[y (iiber P*) fiir
a)x=2y=1, .
b)x=2, y=2 und

1,1
c) x=5y=g
Aufgabe 7

a) Welche der dir bekannten Zahlbereiche
sind beziiglich der Bildung des arithmetischen
Mittels (A) abgeschlossen ; welche nicht?

b) Warum kann fiir das geometrische Mittel
(») nicht N, G, R, R* oder P als Trigermenge
gewihlt werden?

¢) Sind (R*\{0},00) und (R\{0},J) Ver-
kniipfungsgebilde?

Aufgabe 8

Beweise, daB fiir die Mittelwerte die folgende
Ungleichung gilt!
Fiir alle x, yeP™*:

xOy<xsy S xDy.
Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Auch der Satz des Pythagoras (Klasse 9/10)
liefert uns iiber der Menge P* der positiven
reellen Zahlen eine Verkniipfung:

x®y=pg)/x*+y? fiir alle x, yeP*.

Aufgabe 9

a) Erginze die Ungleichung aus Aufgabe 6
derart, daB auch die Verkniipfung ® beriick-
sichtigt wird !

b) Untersuche, ob auch (P* U{0}, ®)ein Ver-
kniipfungsgebilde ist!

Wiederum schon aus Klasse 6 sind uns die
Bildung des groften gemeinsamen Teilers
sowie des kleinsten gemeinsamen Vielfachen
geldufig. Um die Eindeutigkeit zu sichern,
stiitzen wir uns dabei auf die Menge N der
natiirlichen Zahlen.

Fiir alle x, yeN wird definiert:
xMy=pseeT(x, y) und xLly=pkgV(x, y).
Beispiele: 13611300=4, 144M189=1,
1125U35=7875,45018=90.

Aufgabe 10

a) Wie lautet eine genaue Definition fiir x[1y

und xUy?

In der Definition von [1 und L, die du auf-

schreibst, sollst du die Worter grgfer (>) und

kleiner (<) nicht verwenden, sondern nur von

Teilbarkeit sprechen.

b) Ermittle fir a, =24, b, =180 und a, =476,

b, =714 sowohl g;[1b; als auch g;Ub; (i=1, 2)!

¢) Untersuche, wie sich 0.und 1 beziiglich der

beiden Verkniipfungen 1 und U verhalten!

d) Beweise, daB fiir alle x, yeN gilt:
(x0y)-(xUy)=x"y.

Wie lautet diese Bezichung, wenn x und y

teilerfremd sind?

e) Fiir alle x, yeN gilt:

(xUy)MNx=xund (xMy)Ux=x

Veranschauliche dir diese Sitze mittels Auto-

maten!

Aufgabe 11

a) Suche passende Zahlen fiir die [reien Ein-
und Ausginge im folgenden Automaten-
Baum! (Bild 2)

R

Bild 2

b) Gibt es mehrere Mﬁghchkeiten?
AbschlieBend wollen wir anhand von zwei
weiteren Verkniipfungen zeigen, daB die Tra-
germenge eines Verkniipfungsgebildes nicht
notwendig aus Zahlen bestehen muB. Das
sind einerseits die Bildung des Durchschnitts
(in Zeichen: N — Klasse 9) und andererseits
die der Vereinigung (in Zeichen: U) zweier
Mengen. Sei M eine beliebige (nichtleere)
Menge. Dann wihlen wir als Trigermenge
jeweils die sogenannte Potenzmenge PB(M).
Sie besteht aus allen Teilmengen von M, also
einschlieBlich M selbst und der leeren Menge
(denn ME M und @ E M). Die Verkniiplungs-
gebilde (P(M), N) und (P(M), U) verhalten
sich dhnlich wie die zuvor betrachteten Ver-
kniipfungsgebilde (N, M) und (N, U) — woraul
wir mit der Bezeichnung der Verkniipfungen
hinweisen wollten.

Ingmar Lehmann
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Vollmatrose der Handelsschiffahrt

Berufsbild

Der stindig wachsende Warenaustausch mit
vielen Landern der Erde, insbesondere mit der
Sowjetunion und den anderen sozialistischen
Staaten, stellt hohe Anforderungen an das
Verkehrs- und Transportwesen. Der wichtig-
ste Verkehrstriger im Uberseehande! der
Deutschen Demokratischen Republik ist die
Handelsflotte. Der TransportprozeB wird
durch den steigenden Umfang der Teilauto-
matisierung und Automatisierung der Schiffe
bestimmt. Der technische Ausriistungsgrad
an Bord erfordert Vollmatrosen der Handels-
schiffahrt, die als vielseitig ausgebildete sozia-
listische Facharbeiter jederzeit in der Lage
sind, die verschiedenen seeménnischen Tatig-
keiten weitgehend selbstdndig zu verrichten.
Dazu gehoren Arbeiten zur
~ Gewibhrleistung einer sicheren Fahrt des
Schiffes
- Vorbereitung des Lade- und Léschprozes-
ses sowie zur Betreuung der Ladung
— Aufrechterhaltung und Wiederherstellung
der Funktionstiichtigkeit des Schiffes sowie
seiner Einzelaggregate und Anlagen.
Die Vollmatrosen der Handelsschiffahrt wer-
den auf allen Schiffen unserer Hochseehan-
delsflotte eingesetzt. Die Arbeiten im Schiffs-
betriebsdienst verlangen eine unbedingte Ein-
ordnung in das Kollektiv sowie bewubBte,
disziplinierte Arbeits- und Befehlsausfiih-
rung. .
Alle Arbeiten miissen mit Umsicht, Ent-
schluBkraft und stindiger Einsatzbereitschaft
ausgefiihrt werden. Speziell im Ladungs- und
Betriebsdienst werden hohe Forderungen an
die Aufmerksamkeit und das Verantwor-
tungsbewuBtsein gestellt, da Unterlassungen
und Fehler schwerwiegende Folgen fiir Be-
satzung, Schiff und Ladung haben.
Die Vollmatrosen der Handelsschiffahrt miis-
sen in der Lage sein, die mit dem zunehmen-
den Automatisierungsgrad in den Schiffen
installierten Maschinen und Anlagen zu be-
dienen, zu warten sowie unter Anleitung von
Ingenieuren instandzuhalten. Das erfordert
eine breite technische Grundlagenbildung,
exaktes Wissen und Konnen auf einem Spe-
zialgebiet sowie Bereitschaft, die Kenntnisse
und Fertigkeiten stets dem neuesten Stand
anzupassen. Die notwendige Zusammenar-
beit mit Werktatigen anderer Lander verlan-
gen ein klassenbewuBtes Auftreten im Aus-
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land und das Beherrschen von Fremdspra-
chen.

Besondere psychische und physische Bela-
stungen ergeben sich aus der Arbeit unter den
extremen Bedingungen wihrend der Fahrt
bei jedem Wetter und aus dem stindigen
Klimawechsel. Die Seefahrt erfordert hohe
moralische Qualitaten, Liebe zur Arbeit, Pa-
triotismus, sozialistisches BewuBtsein, Ach-
tung des gesellschaftlichen Eigentums sowie
Riicksichtnahme auf Sitten und Gebriuche
fremder Volker und Kenntnis ihrer Gesetze.
Voraussetzung zum Erlernen dieses Berufes
ist der erfolgreiche AbschluB der 10. Klasse
der allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschule, verbunden mit guten Leistungen
in Mathematik, Physik, Chemie, Fremd-
sprachen und im polytechnischen Unterricht.
Weitere Voraussetzungen sind die Ablegung
der A-Priifung (Seesport) im Anschlu8 an die
seeménnische Ausbildung bei der GST, die
erfolgreiche Teilnahme an einer Ausbildung
in der Ersten Hilfe sowie der Nachweis der
physischen Voraussetzungen entsprechend
den Anforderungen, die in den Bestimmun-
gen des Medizinischen Dienstes des Verkehrs-
wesens der DDR fiir die Seetauglichkeits-
gruppe 1 festgelegt sind.

Der Beruf Vollmatrose der Handelsschiffahrt
ist fiir Madchen nicht geeignet.

Die Ausbildung dauert zwei Jahre. Sie erfolgt
landseitig und an Bord der Ausbildungs-
schiffe bzw. der Handelsschiffe. Im ersten
Lehrjahr werden neben den Grundlagen der
Datenverarbeitung, der BMSR-Technik und
der Elektronik Gebiete der breiten techni-
schen Grundlagenbildung in Seemannschaft,
mechanischer Technologie und allgemeiner
Maschinenkunde, Decksbetriebstechnik und
Maschinenbetriebstechnik vermittelt.

Im zweiten Lehrjahr erfolgt die Ausbildungin
einer der drei beruflichen Spezialisierungsrich-
tungen Deckbetriebstechnik, Maschinenbe-
triebstechnik od. Elektrotechnik/Elektronik.
Dieser Beruf ist Voraussetzung fiir die Aus-
bildung zum Schiffsoffizier fiir Deckbetriebs-
technik, fiir Schiffbetriebstechnik bzw. fiir
Elektrotechnik an der Fachschule. Bei land-
seitigem Einsatz ist die Qualifizierung zum
Meister fiir Schiffsanlagen oder zum Erpro-
bungsingenieur fiir Kooperationsbetriebe des
Schiffbaus moglich.

Eine Aufgabe
von Prof. Dr. sc

J. Flachsmeyer

A1565a4A Das um eine Raumdiagonale
erginzte Eckpunkt-Kantensystem eines Wiir-
fels stelle das Verdrahtungsschema eines elek-
trischen Netzwerkes dar.

Man begriinde, daB sich die Schaltung nicht
als gedruckte Schaltung realisieren 1a8t, d. h.,
der durch Bild1 bzw. Bild 2 dargestellte
Graph 148t sich nicht in der Ebene kreuzungs-
frei als Verbindungssystem von Kurven dar-
stellen, daB dabei nur die gewiinschten
8 Knotenpunkte auftreten.
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Bild 1 Bild 2

Dabei benutze man die Tatsache, daB der
folgende — in zwei gleichwertigen Realisie-
rungen gezeigte — Sechseckgraph nicht platt-
bar ist, d. h. dieser besitzt keine kreuzungs-
freie, ebene Realisierung, wo_also nur die
6 Knotenpunkte als Schnittpunkte vorkom-
men und in jedem nur jeweils 3 Kurven
einmiinden.

a c e |
| TS
Bild 3 Bi1d4\‘{/

A1565bA Den Koordinateneinheitswiir-
fel denke man sich im Nullpunkt angeheftet
und um diesen frei beweglich. Die Endpunkte
der 3 Koordinateneinheitsvektoren seien
wohlunterschieden markiert.

a) Wieviel verschiedene Lagen des Wiirfels
im ersten Oktanten sind méglich?

b) Man stelle jede der ermittelten Lagen aus
der Ausgangslage durch eine Aufeinander-
folge von zwei Drehungen um Koordinaten-
achsen her!

c) Man stelle jede der ermittelten Lagen
durch eine einzige Drehung um eine geeig-
nete Achse (welche?) her!

Mit welchem Winkel muB dabei um diese
Achse gedreht werden? (Bild s. S. 143)



Wer lost mit?
Hl[lhﬂ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1977

Ma5 81566 Im Jahre 1975 stellt Ute fest,
daB sie und ihr sechs Jahre idlterer Bruder
Axel zusammen 30 Jahre alt sind (in ganzen
Zahlen). Utes Mutter ist zwei Jahre jiinger als
ihr Vater. Alle vier Familienmitglieder werden
in diesem Jahr zusammen 120 Jahre alt. Wie
alt sind Ute, Axel, deren Vater und Mutter
im Jahre 1975 geworden?

Schiilerin Gudrun Tappert, Guben

Ma5 w1567 Aufeiner Geburtstagsfeier wur-
den von den Gisten 10 Glas Kirschlimonade
getrunken, die wie folgt zubereitet waren:
Sieben Teile Selterswasser wurden mit einem
Teil Kirschsirup vermischt. Die Trinkgldser
faBten bis zum Eichstrich genau 0,2 Liter und
waren bis dahin gefiillt. Wieviel Liter Kirsch-
sirup wurden verbraucht?

Schiilerin Gudrun Tappert, Guben

Ma5 ®1568 Aufl alle Seitenflichen eines
Pappwiirfels wurden gleichgroe Pappwiirfel
so aufgeklebt, daB jeweils zwei quadratische
Begrenzungsflichen zur Deckung kommen.
a) Wieviel quadratische Fldchen begrenzen
den so entstandenen Korper?
b) Angenomimen, alle verwendeten Wiirfel
wiren Spielwiirfel und diese Wiirfel wiren so
aneinandergeklebt, daB die Gesamtaugenzahl]
der Fldchen, die nicht iiberklebt sind, mog-
lichst groB ist; wie groB ist in diesem Fall die
Gesamtaugenzahl?

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #1569 Zwei Autobusse fuhren die ein-
getroffenen Pioniere vom Bahnhof in ihr
Sommerlager. Der erste Autobus fuhr drei-
mal, der zweite fiinfmal. Mit dem zweiten
Autobus wurden insgesamt 86 Pioniere mehr
befordert als mit dem ersten. Jeder der beiden
Autobusse beforderten bei jeder Fahrt gleich-
viel Pioniere; nur bei der letzten Fahrt waren
in den zweiten Autobus vier Pioniere weniger

als wiahrend der Fahrten zuvor eingestiegen.
Wieviel Pioniere waren insgesamt eingetrof-

fen? . .
Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 81570 Die sechs Begrenzungsflichen
eines Wiirfels seien durch die Abkiirzungen
u, o, I, r, v, h fiir unten, oben, links, rechts,
vorn, hinten bezeichnet. Das Netz eines Wiir-
fels konnte dann wie folgt aussehen:

Lefulr]

-

Beschrifte die nachstehend abgebildeten fiinf
Netze eines Wiirfels auf gleiche Weise! Aus
welchem dieser Netze l4Bt sich kein Wiirlel
herstellen?

t 2 3
[ ] l

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #1571 Wenn man die beiden Ziffern
einer zweistelligen natiirlichen Zahl ebenfalls
als Zahlen auffaB8t, aus ihnen die Dillerenz
bildet und davon 1 subtrahiert, so erhilt man
den dreizehnten Teil der urspriinglichen zwei-
stelligen natiirlichen Zahl. Wieviel Zahlen
dieser Art gibt es, wie lauten sie?

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Whies LuAber, 26 Gustrow, UWerdersér. 22 ‘

Kersé "'A‘j -0S, Klawse 7
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Wettbewerbsbedingungen

Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-

Leser beteiligen

2. Einsendungen sind unter Angabe von

Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert
Der tiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir

7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
A4 (210 mm

197 mm) (siche Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-

zu verwenden, Format
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder

richtige) Losung

gute (d. h. vollstind

(nicht nur Antwortsatz ¢

gesandt haben, erhe

eine Ant

i

gut

o
r einen Schlu

nu

einsenden, die vor

Form nicht chten, uniibersichtlic

rote Karte

wuber arbeiten, erhalten eine

mit dem Vermerk ,,nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils
kanntgegeben. Der Jahreswettbewe
lauft von Heft 5/76 bis Heft 2/77. Zwisch
dem 1. und 10. September 1977 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/76 bis 2/77 erworbenen Karten ge-

schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preis ind die Namen der aktivsten

Einsender werden in Heft 6/77 veroffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/76 bis 2/77) erhalten hat und diese einsen-

det, erhilt eine erkennungsurkunde und

). Schiiler, die

ein Abzeicher



Ma6 ®1572 In einem Rega! einer Biblio-
thek befinden sich mehr als 340, aber weniger
als 350 Biicher. Genau der vierte Teil dieser
Biicher besteht aus Kinderbiichern, genau der
dritte Teil aus Erzdhlungen, die restlichen
Biicher sind Romane. Wieviel Kinderbiicher,
Erzihlungen und Romane enthilt dieses
Regal?

Schiilerin Karin Sukowski, Neukloster
v

Maé6 ®1573 Ein Schiiler, nach dem von ihm
auf einem mathematischen Wettbewerb er-
reichten Platz befragt, antwortete scherzhaft:
,Addiert man zu der Zahl, die der von mir
erreichten Platzziffer entspricht, noch 5, divi-
diert man diese Summe durch 10, vermehrt
man diesen Quotienten um 3 und multi-
pliziert man die nunmehr erhaltene Summe
mit 5, so erhilt man eine Zahl, die um 10
groBer ist, als diejenige Zahl, die der von mir
erreichten Platzziffer entspricht.“ Welchen
Platz hatte dieser Schiiler auf dem mathe-
matischen Wettbewerb erreicht ?

Schilerin Carola Senft, Wingerode

Ma6 81574 Eine Fluglinie verbindet zwei
Orte A und B, die 2240 km voneinander ent-
fernt sind. Ein Flugzeug legt drei Viertel der
Flugstrecke AB mit einer mittleren Geschwin-

digkeit von 840"—:‘- zuriick. Wihrend der
restlichen Flugstrecke betrégt die mittlere Ge-
schwindigkeit des Flugzeuges 800 kTm Es ist

die Dauer der gesamten Flugzeit zu berech-
nen.
Schiiler Jorg Bruchertseifer, Dubna, UdSSR

Ma6 81575 Auf einem Sportfest errang Ur-
sula mehr als 1475, aber weniger als 1500
Punkte. Sabine schaffte nur den dritten Teil
der von Ursula erzielten Punktzahl. Auf einer
friiheren Spartakiade hatte Ursula nur den
neunten Teil der Punktzahl erreicht, die sie
gegenwirtig auf dém Sportfest erkidmpfte. Die
auf der friiheren Spartakiade von Ursula er-
zielte Punktzahl war ein Vielfaches der Zahl 5.
Wieviel Punkte errang Sabine auf dem Sport-

9
fest? Schiilerin Ines Schulze, Milmersdorf

Maé6 #1576 Ein Kraltfahrer fahrt mit sei-
nem Wartburg auf der Autobahn mit der
durchschnittlichen und hochst zulidssigen Ge-
schwindigkeit von 100 km - h ™. Er wird von
einem Moskwitsch, der mit einer iiberhGhten
Geschwindigkeit von 120km-h~! f&hrt,
iiberholt. An einer Raststitte am Kilometer-
stein 87 hilt der Wartburg. Dort stand bereits
der Moskwitsch, dessen Fahrer den Wartburg
am Kilometerstein 54 iiberholt hatte. Um
wieviel Minuten ist der Moskwitsch an der
Raststitte friiher angekommen als der Wart-
burg, wenn er die Geschwindigkeit von
120km - h~! beibehalten hat? Sch.
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Ph6 81577 An zwei rechtwinklig angeord-
neten Spiegein wird jeder in der Ebene der
beiden Spiegelnormalen einfallende Strahl
nach zweimaliger Reflexion parallel zu sich
selbst zuriickgeworfen.

Dies ist zu beweisen! H.B.

Ma7 w1578 Fiir welche Paare (q, b) natiir-
licher Zahlen a und b mit a< b ist ihr Produkt
zehnmal so groB wie ihre Summe?

Ma7 ®1579 Sammelkarten fir die Benut-
zung von StraBenbahnen enthalten bei einem
einheitlichen Preis von 1 Mark pro Sammel-
karte in Berlin fiinf, in Leipzig sechs und in
Halle acht Fahrabschnitte. Jemand, der in
diesen drei Orten hiufig berullich zu tun hat,
verbrauchte wihrend eines Monats insge-
samt 12 Sammelkarten mit insgesamt 77 Fahr-
abschnitten. Wieviel Sammelkarten jeder die-
ser drei Stddte konnten von thm innerhalb
dieses Monats verbraucht worden sein? Sch.

Ma7 u1580 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD dar. Ein innerer Punkt P der
Diagonale BD, der nicht mit dem Mittelpunkt
von BD zusammenfillt, wurde mit dem
Punkt A verbunden. Durch P wurde die
Senkrechte zu AP konstruiert, die CD in @
schneidet, und es wurde 4 mit Q verbunden.
Es ist zu beweisen, daB das Dreieck APQ

gleichschenklig ist . Sch.
P Q ¢
N P
A -]
Ma7 =1581 Die abgebildete Figur stellt ein

Parallelogramm ABCD mit £ BAD=a <9%0°
und AB> BC dar. Um D wurde ein Kreis mit
dem Radius CD=a geschlagen, der BC in E
schneidet. Um B wurde ein Kreis mit dem
Radius BC = b geschlagen, der CD in F schnei-
det. Es ist nachzuweisen, daB das Dreieck

AEF gleichschenklig ist. Sch.
D F a [
()
4 €15 (]
13

Ph7 w1582 In einem Bergwerk wird ein
Pumpaggregat von 300 W verwendet. Dieses
fordert aus einer Tiefe von 30m in jeder
Minute 401 Wasser.

Berechne den Wirkungsgrad des Pumpaggre-
gats! H.B.

~Ch7 w1583 Je 0,5 kg Eisen(II}-oxid, Eisen-

(IlT)-oxid und Eisen(Il, III}-oxid werden
durch Aluminium reduziert. Berechne, wieviel
Gramm Eisen bei jeder Redoxreaktion ent-
stehen!

|clf' o)
U‘z““gf Om
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Nach dem Lehrerexperiment

Ma8 #1584 Es soll die Zahl

9707 + 9712 +972% +973% + 974 + 9752 + 976
972-974 +5

auf eine moglichst einfache Weise berechnet
werden.

Anleitung zur Losung: Man setze a=973 und
wende die binomischen Formeln an. L.

Ma8 #1585 Uber den Seiten CD und AD
cines Parallelogramms ABCD wurden die
Quadrate DCEF und ADGH nach auBlen
konstruiert (vgl. das Bild), und es wurden B
mit D und F mit G verbunden.

F 3

Es seien Ao der Flicheninhalt des Dreiecks
DFG und A, der Flicheninhalt des Drei-
ecks ABD. Welche der nachlolgenden Be-
ziehungen triflt zu:

Ao<A, oder Ag=A, oder A4g>A,?  Sch.

Ma8 #1586 Im Jahre 1948 wurde bei dem
Achterrennen der Olympischen Spiele erst-
malig eine Zeit von 6 min unterschritten. Das
Siegerboot legte die 2000 m lange Strecke in
Smin 56,7s zuriick. Im Jahre 1970, also
22 Jahre spiter, bendtigte der Berliner Dy-
namo-Achter bei den Weltmeisterschaften in
Kanada fiir die 2000 m lange Rennstrecke
nur noch Smin 36,1s und wurde Welt-
meister.

a) Um wieviel Prozent verringerte sich gegen-
iiber 1948 die Zeit im Jahre 19707

b) Wie groB waren die Geschwindigkeiten

(in kTm) 1948 und 19707



¢) Um wieviel Prozent erhohte sich gegeniiber
1948 die Geschwindigkeit im Jahre 1970?

d) Warum ist der unter a) zu berechnende
Prozentsatz kleiner als der unter c) zu be-
rechnende Prozentsatz?

(Die Prozentsiitze sollen mit 1 Stelle nach dem
Komma berechnet werden, die Geschwindig-
keiten jedoch mit 2 Stellen.) L.

Ma8 m1587 Es sei ABCD ein Rechteck mit
den Seitenlingen AB=a und BC=b. Jede
der beiden Rechteckseiten AB und CD sei in
drei gleiche Teile geteilt, d. h., es gilt
AE=EF=FB und DH=HG=GC (vgl. das
Bild).

A 13 F 8

Wie verhilt sich der Flicheninhalt 4, des
von den Verbindungsgeraden AG, EC, FD
und BH begrenzten Vierecks LMNP zu dem
Fliacheninhalt 4, des Rechtecks ABCD?
Sch.

Ph8 ®1588 Eine Sauerstoflllasche mit 501
Inhalt steht unter einem Uberdruck von
28 at. Wieviel Sauerstoff kann bei einem Ba-
rometerstand von 750 Torr entweichen?
H.B.

Ch8 #1589 Die Kosten fir Umschlag und
Ausbringen von Diinger betragen a M je
Hektar im agrochemischen Zentrum (ACZ),
b M je Hektar in der LPG:; sie sind propor-
tional der GroBe der landwirtschaftlichen
Nutzfliche (LN) in Hektar.

a) Stelle die Funktionsgleichungen auf!

b) In einem ACZ mit 15000 ha Einsatzbereich
sind fiir PK-Diinger die Selbstkosten

a=2742 M,

ha in der LPG lag der Selbst-

kostensatz bei b=47 M
ha

Um wieviel Prozent gingen die Selbstkosten
zuriick ?

Wie hoch sind die Kosten im ACZ, und wie
grof ist die Ersparnis?

c) Stelle die Kosten fiir die PK-Diingung in
Abhingigkeit von der GroBe der LN gra-
phisch dar!

Ma9 #1590 Es sind alle reellen Losungen
des Gleichungssystems

xy= 4, 1)
yz=16, 2
zx= 9 zu ermitteln. 3)

Bemerkung : Diese Aufgabe stammt von dem
griechischen Mathematiker Diophantos von
Alexandria (um 250 u. Z.), der nicht nur die
nach ihm benannten diophantischen Glei-
chungen (Gleichungen im Bereich der ganzen
Zahlen) behandelt hat. L.

Ma9 =1591 Es sei ABC ein Ehtwinkliges
Dreieck, dessen Hypotenuse AB die Linge
¢=20cm hat (vgl. das Bild).

C

A P 0 9 8

Man berechne die Lingen der Hypotenusen-
abschnitte AD=p und DB=gq, wenn die zu-
gehorige Hohe CD =h gegeben ist, und zwar
fiir die Fille:
a)h= 6cm, b)h=10cm, c)h=11cm.
Klaus Meier, Osternienburg
Fachlehrer fiir Mathematik und Physik

Ma9 #1592 Man beweise, daB fiir alle
reellen Zahlen a und b die Ungleichung
at+b*+1
2
erfiillt ist.

2a’+b*—a?b?

F. Sprang, Rochlitz,
Fachlehrer fir Mathematik

Ma9 #1593 Es sei ABCD ein gleichschenk-
liges Trapez, dessen Grundseite €D dreimal
so lang wie die Grundseite AB ist. S sei der
Schnittpunkt der Diagonalen dieses Trapezes.
Ferner seien Aq, A1, A; und A; die Flichen-
inhalte der Dreiecke SCD, SAB, SBC und
SDA (vgl. das Bild).

Wie verhilt sich die Summe der Flachen-
inhalte 4,, A, und A3 zu dem Fliacheninhalt
Ap? Rolf Kamieth, OS Kakerbeck, K1.9

Ph9 ®1594 Welchen Durchmesser miissen
zwei Bleikugeln haben, wenn sie sich beriih-
ren und sich gegenseitig mit einer Kraft von
0,1 p anziehen sollen? H.B.

Ch9 #1595 Durch Eindampfen einer wiB-
nigen Kalziumnitratlosung werden 10 g festes
Salz erhalten.

a) Wieviel Gramm Kalziumhydroxid werden
zur Neutralisation benotigt, damit sich diese
Masse Salz bildet?

b) Wieviel Gramm 209;ige Sdure werden ge-
braucht, um die gleiche Masse an festem Salz
herzustellen?

Mal0/12 1596 Die Ladung eines Last-
kraftwagens, der mit 5t Sand beladen ist,
soll zu einem ,Schiittkegel* aufgeschiittet
werden, d. h. einem geraden Kreiskegel, des-
sen Achsenschnitt ein gleichschenkliges Drei-
eck ABC (vgl. das Bild) ist, mit dem B6-
schungswinkel £ CAB=a=33°. Dabei be-
trigt die Dichte des Sandes ¢g=2,4g-cm ™3,

Man berechne den Durchmesser und den

C
h
o
A r D 3

Umfang des Grundkreises sowie die Hohe
des Schiittkegels.

Helmut Engelmann, Sachsendor f

Fachlehrer fiir Mathematik

Ma10/12 1597 Man beweise, daB die Zahl
2= 2300_(2150 4 2100 4 260) 4
(250 + 230 4 220)_210 durch 300 teilbar ist.
Eva Kertesz, OS Kecskemet (KI.12),
Ungarische VR

Ma10/12 w1598 a) Von einem gleich-
schenkligen Dreieck ABC sei durch eine
Parallele zur Basis ein Dreieck A'B'C so ab-
geschnitten, daB sich der Flicheninhalt des
Dreiecks A'B'C zu dem Fldacheninhalt des
Dreiecks ABC wie 1:64 verhalt (vgl. das Bild).

A 2 3

Wie verhalten sich die Hohen dieser beiden
Dreiecke zueinander?

b) Von einem geraden Kreiskegel K sei durch
eine zur Grundfliche parallele Ebene ein
Kreiskegel K' so abgeschnitten, daf3 sich das
Volumen des Kegels K’ zu dem Volumen des
Kegels K wie 1:64 verhilt.

Wie verhalten sich die Hohen der Kegel K’
und K zueinander? L.

Ma10/12 #1599 Es sind alle reellen Zahlen
x anzugeben, die die folgende Eigenschaft
haben:

Von den folgenden 7 Bedingungen ist genau
eine erliillt; die anderen sind nicht erfiillt:
x“>%, ) x<0 (3)
—12x<1, (4) x>1, (5
x ist eine rationale Zahl. (6)

x ist Losung der Gleichung x*=a, wobei a
eine ganze Zahl ist. (7) L.

Ph10/12 1600 Ein Kraftwagen durchfahrt
eine Kurve von 150 m Kriimmungsradius mit

1
2 -—
x <2, (1

einer Geschwindigkeit von 81 kTm Seine Ge-

samtmasse betrégt 1,2 t.

a) Berechnen Sie die Zentrifugalkraft!

b) Berechnen Sie die MindestgroBe der Haft-
reibungszahl, damit das Fahrzeug nicht ins
Rutschen gerit!

c) Welchen Winkel gegeniiber der Horizon-
talen miiBte die StraBe haben, damit bei der
angegebenen Geschwindigkeit die Lage des
Fahrzeugs genauso stabil ist wie bei der
Geradeausfahrt? H.B.

Ch10/12 m1601 Berechnen Sie, wieviel
Gramm Kaliumnitrat man theoretisch zer-
setzen miiBte, um

a) 2,451, b) 3,781, c) 4,961 Sauerstoff (Norm-
zustand) herzustellen!
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Bodo Heise, Gorlitz; Jiirgen Grifenstein,
Dresden; Gunter Rothimel, Steinbach-Hal-
lenberg; Ines Bauer, Leipzig; Guntram Tiirke,
Auerbach; Uwe Wiirker, Miilsen; Jens Po-
nisch, Karl-Marx-Stadt; Annette Meurer,
Dietzhausen; Steflen Ewald, Frankenberg;
Matthias Kasparek, Yvonne Pforr, beide
Rotta; Ralf Hortig, Cottbus; Frank Blinkrei,
Boizenburg; Steffen Romeneik, Dresden;
Heike Macionga, Hammerbriicke ; Axel Schii-
ler, Kleinmachnow; Thomas Briickner, Va-
cha; Carolin Engel, Dresden; Kerstin Zirn-
stein, Pirna; Frank Eisenhaber, Giistrow;
Susanne Zébllner, Halle; Gabriele Schubert,
Zittau; Andreas Hempler, Riidnitz; J.-Uwe
Sprengel, Uta Klose, Wolgast; Henri Kriech-
ling, Asbach; Thomas Gerth, Schmalkalden;
Jiirgen Lembcke, Dresden; Matthias Bern-
stein, Wernshausen; Evelin Schmid¢, Kiesel-
bach; Petra Zachert, Sachsendorf; Rainer
Nolte, Dingelstadt; Falk Holland-Nell, Stein-
bach-Hallenberg; Birgit Uhlmann, Oberlung-
witz; Uwe Welz, Wesenberg; Silke Behrends,
Potsdam; Meike Pfiitzenreuter, Nieder-
orschel; Kerstin Schulze, Halle; Susanne
Stadler, Leimbach; Ute GroBkopf, Ahlbeck;
Karsten Ihlenburg, Kairo (AR Agypten)
(K1.4); Steffen Beck, Kuhfelde; Kerstin
Wickner, Hermannsdorf; Kerstin Fey, Inge-
borg Rehm, beide Unterbreizbach; Karsten
Meibuer, Forst (K1. 2); Peter Seifert, Pinnau
(Kl 4)

alpha-Wettbewerb 1975/76

Eingesandte Lisungen: 86000

Mathematik (82 75)

Chemie (7 75)
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Vorbildliche Leistungen

Evelyn Heyer, Aue; Sabine Sentker, Hett-
stedt; Heidi Seidel, Bernsbach; Harry Hofer,
Domdorf; Gabriele Orgis, Bernsbach; Uwe
Schulz, Pirna-Jessen; Heinz Roitner, Linz
(Osterreich); Jorg Hempelt, Radebeul ; Frank
Herzel, Giistrow; Burkhard Fleck, Geisa;
Dirk-Thomas Orban, Erfurt; Gabriele
Sprotte, Doébeln; Thomas Jez, Herzberg;
Holger Nérenberg, Teltow; Frank Eiselt,
Dresden; Birger Wirth, Nermsdorf; Peggy
Unger, Hammerbriicke; Steffen Gritzner,
Burkau; Jens-Uwe SchliiBler, Cottbus, Rai-
ner Schmidt, Vacha; Torsten Topfer, Rotta;
Uwe Zscherpel, Meerane; Andreas Schiitte,
Halle; Kerstin Wegner, Braunsbedra; Klaus
Baumgart, Dresden ; Dietmar Berthold, Crim-
mitschau; Uwe Maaz, Arnstadt; Reinhard
Brettschneider, Falkensee; Detlef Christ,
Schmalkalden; Sabine Ender, Trusetal; Delia
Krech, Springstille; Andrea Schulze, Glin-
dow; Antje Wulf, Teltow; Peter Wenzel,
Zittan; Barbel Hafner, Knut Enter, Anette
Recknagel, alle Steinbach-Hallenberg; Su-
sanne Watterott, Andrea Milke, beide GroB-
bodungen; Karsten Mielke, Ahlbeck; Dirk
Honsu, Caputh; Fred Volz, Teltow; Silke
Marquardt, Meiningen; Angela Illing, Gers-
dorf; Guido Bluhm, Altentreptow; Cornelia
Schédlich, Floh; Egbert Tzschoppe, Horka;
Dagmar Schunck, Dingelstidt; Sven Ril-
mann, Wesenberg; Dirk Hérschelmann, Kie-
selbach; Katrin Gerber, Sondershausen ; Car-

in 1000
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men Schwaab, Christine Hatzky, beide Hayn-
rode; Kerstin Sperling, Oranienburg; Kerstin
ManB, Eisenach; Simone Hennecke, Ines
Linsert, beide Timmenrode; Volkmar
Schiitze, Tiinschiitz; Anke Miiller, Sachsen-
dorf; Christine Reuter, Riidnitz; Michael
Wagner, Fambach ; Andreas Kraska, Breiten-
worbis; Sylvia Linke, Lobenstein; Jens Goll-
mer, Schmalkalden; Annette Rennhack,
Beate Engelhaupt, beide RoBdorf; Karla
Kemlein, Wernshausen; Birgit Reilinger,
Goldberg; Steflen GaBmann, Bleicherode;
Andrea Knies, Klausdorf; Kerstin Ziesch,
Rico Hentsche, Kathrin Merz, alle Burkau;
Hartmut Lipke, Ribnitz-Damgarten; Kerstin
Thamlitz, Angela Metscher, beide Stralsund;
Kerstin Meister, Zschornewitz; Birgit
Georgi, Karl-Marx-Stadt; Peer Forberg,
Dresden; Volker Hiebsch, Bad Gottleuba;
Heike Ender, Lossau; Ralf-Torsten Scheel,
Ziddorf; Gerlach Pfitzenreuter, Leinefelde;
Ines Linke, Menteroda; Jiirgen Fenzal,
Schmalkalden ; Andre Kithnhardt, Oberscho-
nau; Ina Graul, Leinefelde; Silvio Milek,
Kamsdorf; Kerstin Tietze, Riesa; Almut
Nehring, Rolf Brada, beide Wiehe; Torsten
Zahn, Kandelin; Heike Thurley, Toplitz;
Birgit Fischer, Deutschenbora; Silke Mimel,
Westewitz; Marko Schmidt, Michendorf

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb 1975/76

P.-Neruda-OS Ahlbeck; E.-Schneller-OS Al-
tentreptow; OS Altenweddingen; OS Alt-
Toplitz; OS Asbach; AG Math. 7. OS
Aschersleben; AG Math. OS I Auerswald;
Os Bad Bibra; alpha-Zirkel OS Bad Gott-
leuba; EOS Emst Thidlmann, Otto-Grote-
wohl-Schule, Th.-Neubauer-OS, alle Bad
Salzungen; AG Math. (KI. 5) OS Barenstein;
alpha-Club Bergwitz; 11. OS V. Tereschkowa
Bernburg; AG Jg. Math. OS Berlingerode;
OS Bernterode; AG Jg. Math. J.-Gagarin-
OS Blankenstein; OS Fr.-Schiller Bleiche-
rode; F.-Weineck-OS Blumberg; OS Boddin;
H.-Matern-OS Boizenburg; AG Math. (KI. 6)
OS Breddin; OS Bregenstedt; OS Breiten-
worbis; OS II Breitungen; M.-Poser-OS
Biirgel; TOS Biittstedt; OS Burkau; H.-
Grundig-OS Cossebaude; Klub Jg. Math.
Cottbus; Station Jg. Naturf. Cottbus; AG
Math. OS Cunersdorf; OS Dambeck; OS
Deutschenbora ; Oberschulkombinat Diedorf
—Fischbach—Klings; OS Diesdorf; K.-Koll-
witz-OS, OS Makarenko, beide Dingelstadt;
AG Prakt. Math. OS Domersleben; Klub
Jg. Math, 73. OS H. Rothbarth, beide
Dresden; OS M. Poser Drognitz; OS Fried-
rich Engels Effelder; 9. OS Geschw. Scholl
Eisenach; J.-Schehr-OS Eisleben ; OS Ellrich;
OS Fambach; OS Floh; OS Frankfurt (OT
BooBen); Schiller-OS Freital; OS Friede-
burg; OS V H. Ginther Fiirstenwalde; OS
Gammelin; R.-Arnstadt-OS Geisa; E.-



Hartsch-OS  Gersdorf;  K.-Gripler-OS
Gnoien; OS Gorlsdorf; E.-und-Ch.-Garske-
OS Gérsdorf; J.-Brinckmann-OS Goldberg;
Kreisklub Jg. Math. Grifenhainichen; O.-
Drews-OS Greifswald; OS Juri Gagarin
Greufien; OS GroBbodungen; OS GroB-
furra; Lessing-Schule GroBpostwitz; OS
Groftreben; Dr.-S.-Allende-OS GroBweitz-
schen; OS Giisen ; OS Il Hainichen ; Friedens-
OS Halberstadt; Diesterwegschule Halle;
OS Hammerbriicke; OS Haynrode; Schule
der DSF Heiligengrabe; OS Th. Miintzer
Hermannsdorf; Goethe-OS Hohenleipisch;
alpha-Club OS Horka ; Goethe-OS Ilsenburg;
OS Immelborn; OS Kaltennordheim; OS
A. Becker Kamsdorf; Cl.-Zetkin-OS Kan-
delin; K.-Liebknecht-OS, OS Rottlufl, P.-
Tschaikowski-OS, alle Karl-Marx-Stadt;
Th.-Neubauer-OS Kieselbach; E.-Schneller-
OS Kirchberg; OS Kirchworbis; OS Kitzen;
B.-Tesch-OS Klausdorf; EOS Kleinmach-
now; Station Jg. Naturf. Kéthen; OS Kiill-
stedt; Klub Jg. Math. OS Kuhfelde; Schul-
komb. Lauscha-Ermnstthal; R.-Teichmiiller-
OS Leimbach; Dr.-Salvador-Allende-OS,
Karl-Liebknecht-OS, beide Leinefelde;
29. OS Leipzig; OS Lichte; OS Lichtenhain;
OS Liebstadt; Diesterweg-OS Lobenstein;
OS W. Wallstab Loderburg; alpha-Club OS
Lossau; OS Lideritz; R.-Baumsch-OS Mei-
ningen; OS Mittelherwigsdorf; OS Mittel-
stille; OS Naundorf; TOS Neuenhofe; OS
Neukloster; Dr.-Th.-Neubauer-OS Nieder-
orschel; OS Nordhausen-Niedersalze ; Pesta-
lozzischule Oberlungwitz; OS E. Weinert
Oberschonau; OS Olbersdorf; Comenius-
schule Oranienburg; E.-Vogel-OS Oschatz;
OS Osternienburg; OS Otto Grotewohl Pap-
penheim; AG Math. Gpethe—OS Parchim;
AG Math. EOS R. Fetscher Pirna; Schule 16
Potsdam; E.-Rietschel-OS Pulsnitz; Dr.-Th.-
Neubauer-OS Rackwitz; AG Jg. Math. OS
Raguhn; Cl.-Zetkin-OS Raschau; OS
Geschw. Scholl Rathenow; EOS Goethe
Reichenbach; Juri-Gagarin-OS  Ribnitz-
Damg.; OS Réobel; OS Rossdorf; Haus der
JP Rostock ; alpha-Club OS Rotta; OS Riid-
nitz; OS M. Kirchner Rudolstadt; OS Sach-
sendorf; Wilhelm-Pieck-OS Sangerhausen;
OS Schernberg; OS Schlatkow; EOS, J.-G.-

Seume-0S, Karl-Marx-OS, OS H. Danz, alle
Schmalkalden; J.-R.-Becher-OS Schneeberg;
OS Schweina; Schule d. DSF Schorssow;
F.-Reuter-OS Siedenbollentin; OS A. Saef-
kow, AG Math. OS Geschw. Scholl, beide
Sondershausen; OS Springstille; EOS StaB-
furt; OS E.-Thilmann Steinbach-Hallenberg;
Haus d. JP, Klub Jg. Math., W.-Heinze-OS,
beide Stralsund; OS Struth-Helmersdorf;
OS Siinna; H.-Rieke-Schule Tangerhiitte;
OS Teistungen; OS K. Niederkirchner Tete-
row; alpha-Club OS Timmenrode; alpha-
Zirkel OS Treben; OS Tripkau; OS Wilhelm
Pieck Trusetal; H.-Beimler-OS Unterbreiz-
bach; OS J. G. Seume Vacha; OS Vitte;
OS Viernau; EOS J. Fudik Waldheim; OS
Wedendorf; OS Wernshausen; J.-Haerder-
OS Wesenberg; Cl.-Zetkin-OS Wiehe; OS
Wingerode; OS Wormlitz; OS VI Wolgast;
EOS Worbis; Spezialistenlager Math. d.
Kreises Worbis; OS Wredenhagen; H.-Eis-
ler-OS Wusterhusen; Geschw.-Scholl-OS
Zaatzke; Pestalozzi-OS Zeithain; Luther-
schule Zella-Mehlis; 5. OS, EOS, Pestalozzi-
0S, alle Zittau; Goethe-OS Zossen; OS
Zschornewitz; Elke Specht, OS Mittelstille

WubBtest do schon?

@ Im Schuljahr 1975/76 gingen 86 000 Lésun-
gen zum alpha-Wettbewerb ein (davon 1600
von unseren 2000 auslindischen Lesern).

® 5600 Losungen erhielten das Pradikat
,.falsch gelost*“.

@ Alle Losungsblitter, ausgebreitet, ergeben
eine Fliche von 7500 m? (dreiviertel Hektar),
aneinandergereiht ein Band von 30 km Linge.

® Die 90000 bereitgestellten Antwortkarten
wiegen rund 320 kg, ihr Satz und Druck ko-
stet 2200 M, ein Abzeichen 0,48 M, eine
Urkunde 0,05 M.

® Fiir den Versand der Antwortkarten, Ur-
kunden und Preise wurden der Post 4500 M
iberwiesen.

® 75 Prozent aller veroffentlichten Aufgaben
stammen aus der Feder unserer Leser. OStR
Dr. Liiders und StR Th. Scholl (beide Berlin)

Preistriger

Chemie-Wettbewerb (Heft 4/76)

Annegret Kirsten, Ernst-Haeckel-Schule,
Merseburg; Thomas Koéhler, EOS Erich
Weinert, Floha; Michael Reissig, Halle; Ulf
Krabisch, Leipzig; Michael Weicker, Miigeln

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im
Werte von 2500,- M fiir die fleiBigsten Wett-
bewerbsteilnehmer zur Verfiigung stellten:
BSB B.G. Teubner, Leipzig; Akademische
Verlagsgesellschalt Geest und Portig, Leip-
zig; VEB Fachbuchverlag, Leipzig; Der Kin-
derbuchverlag, Berlin; Militirverlag der
DDR, Berlin; transpress VEB Verlag [iir Ver-
kehrswesen, Berlin; Verlag Die Wirtschaft,
Berlin; Der Sportverlag, Berlin; VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften, Berlin; VEB
Verlag Die Technik, Berlin; Volkseigener
Verlag Volk und Wissen, Berlin; Urania-
verlag, Leipzig; Polnisches Informations-
zentrum, Leipzig.

sichteten, bearbeiteten und ordneten die Auf-
gaben den Klassenstufen zu, steuerten selbst
welche bei. OStR G. Schulze, Herzberg (KI.
8 bis 10/12) und StR J. Lehmann, Leipzig
(K1 5 bis 7) korrigierten die Lésungen.

@ Die schonsten Briefmarken von den rund
20000 Briefen, die 1975/76 eingingen, wur-
den von Philatelisten abgelést, in kleine Tii-
ten verpackt und im Rahmen von Solidari-
titsbasaren verkauft.

® Zum Offnen und Sortieren der pro Heft
eingehenden rund 21000 Lésungen sind rund
40 Arbeitsstunden nétig. FleiBige Helfer der
Redaktionssekretdrin waren Schiiler des al-
pha-Clubs der 29. OS. Sie verkiirzten die Zeit
fiir den Beginn der Korrektur.

® Die Redaktion alpha iibergab dem Altstoff-
handel 750 kg Altpapier.
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Aus der Arbeit der AG Mathematik
_der Oberschule I Konigs Wusterhausen

Die AG Mathematik besteht seit iiber zehn
Jahren. § bis 6 Schiiler der Klassenstufe 5 bis 8
arbeiten in diesem Jahr in jeweils einer
Gruppe nach einem gesonderten Wochenplan
bzw. Wochenprogramm. Die Aufgaben und
Themen werden zum iiberwiegenden Teil der
Zeitschrift alpha entnommen. Wir verfiigen
iiber ein liickenloses Archiv der alpha von der
Erstausgabe des Jahres 1967 bis zum letzten
Helft des Jahres 1976.

Bei Diskussionen iiber die verschiedenen L&-
sungsvarianten versuchen die Schiiler unter
Anleitung des AG-Leiters, nach Zusammen-
hiangen zu anderen Stoffgebieten zu suchen.
Dabei bietet sich oft die Moglichkeit, selb-
stindig neue Aulgaben in einer anderen
Variante zu entwickeln. Zur Zeit arbeiten die
beiden Gruppen aus der 5. und 7. Klasse an
einer Zusammenstellung von Aufgaben dieser
Art, die sie als Messeexponat aul der MMM
der Schule ausstellen werden.

1972 wurden die Mitglieder der AG fiir ihr
Messeexponat auf der Bezirksmesse in Pots-
dam mit einer Urkunde und einer Geld-
pramie ausgezeichnet. Die AG gestaltete mit
diesem Geld den ersten Fachunterrichtsraum
fiir Mathematik an unserer Schule. Vieles

wurde selbst gebaut.
G. Stolz

An einem Beispiel méchten wir zeigen, wie
wir versuchen, die in der alpha verdflentlich-
ten Aufgaben nicht nur zu 16sen, sondern da-
bei auch Zusammenhinge zu anderen Stofl-
gebieten zu erkennen. Dabei ergeben sich
weiterfiihrende Untersuchungen, die uns als
Ergebnis neue Erkenntnisse bringen.

W6 w1050 Eine sechsstellige natiirliche Zahl
zy beginnt an der hiéchsten Stelle mit der
Grundziffer 1. Streicht man diese Ziffer und
héngt sie hinten wieder an, so erhalt man eine
sechsstellige Zahl z,, die dreimal so grof ist
wie die Ausgangszahl. Wie heifien die beiden
Zahlen?
Losung: 3(100000+ x)=10x+1
300000+ 3x=10x+1
Tx=299999
x= 42857
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Die Zahl z, lautet somit 142857 und die
Zahl z, lautet 428 571, und es gilt
3-142857=428571.

Die Ziffernfolge von x ergibt einen Teil der

Periode des Bruches von 1

7
l—0 142857 ‘—‘—0 571428
7_ i 7_ >
g=0,285 714 §=0,714285
7 7
3 6
-7—=0,428 571 7=0,857142

Beim genauen Betrachten der Perioden der
echten Briiche mit dem Nenner 7 laBt sich
folgende Aufgabe entwickeln:
Eine sechsstellige Zahl z, beginnt an der
hochsten Stelle mit der Grundziffer 2. Streicht
man diese Ziffer und hangt sie hinten wieder
an, so erhalt man eine sechsstellige Zahl z,,
die dreimal so grof ist wie die Ausgangszahl.
Wie heifien die beiden Zahlen?
Lésung: 3(200000+ x)=10x+2

Tx=599998

x= 85714

Die Zahl z, lautet somit 285714 und die
Zahl z, lautet 857142, und es gilt
3-285714=857142.
Die Gleichungen fiir die anderen Perioden
der echten Briiche mit dem Nenner 7 lauten:

400000+ x =(10x+4) 1,5
1,25(500000 + x) = 10x +5
700000 + x =(10x+7)5
800000 + x =(10x+8) 1.5

Versucht, zu jeder dieser Gleichungen selbst
einen Aufgabentext zu verfassen! Lost die
Gleichungen, und kontrolliert die Ergebnisse!
Wenn man nun die Perioden der echten
Briiche mit dem Nenner 13 betrachtet, miiBte
es euch nicht schwerfallen, selbst die entspre-
chenden Gleichungen zu finden.

| e
ﬁ=0,076923 E=0,538461
3—0153846 i—0615334
13 137

—3——0230769 3—04592307
137 1377

4 — 10
E=0,307692 E=0,769230
-5——0384615 E—0346153'
13 13

6 — 12 —
E=0,461 538 ﬁ_0,923 076

(Losung siche Seite 142.)

Wir verraten kein Geheimnis, wenn wir euch
sagen, daB es noch weitere Perioden von ech-
ten Briichen gibt (z. B. mit dem Nenner 21),
die sich fiir eure selbstindigen Untersuchun-
gen eignen.

Ohne Worte

Ein Gesprich
in der Straflenbahn

Speziell fiir Klasse 5/6

Mit meinem Enkel Mischa stieg ich in Lenin-

grad in die StraBenbahn ein. Ich warf 6 Ko-
peken in die Zahlbox und riB zwei Fahr-
scheine ab. ,,Gib mir den zweiten!* forderte
Mischa. ,,Bitte, nimm dir den, der dir besser
gefallt. Aber sie sind doch véllig gleich, mit
jedem von ihnen kann man die gesamte
Strecke fahren. ,,Das stimmt, aber ganz
gleich sind sie dennoch nicht. Das hier ist
ein ganz gewohnlicher Fahrschein mit der
Nummer 286357. Der nachste aber ist ein
gliicklicher — die Summe der ersten drei
Ziffern ist gleich der Summe der letzten drei:
286358.

Da erinnerte ich mich, daB wirklich oft ge-
sagt wird, ein Fahrschein mit gleichen Ziffern-
summen bringe Gliick. ,,Hast du oft solche
gliicklichen Fahrscheine?* fragte ich. ,,Aber
nein, sehr selten. Etwa einmal im Monat. Ich
fahre taglich ins Institut und zuriick, mit
Ausnahme der [reien Tage natiirlich, und so
kommt also im Mittel ein glicklicher auf
50 gewdhnliche Fahrscheine.” ,,Unsinn®,
mischte sich ein Fahrgast ein, ,,ich bin an der
vorletzten Haltestelle zugestiegen, und habe
aus derselben Box auch einen giliicklichen
Fahrschein gezogen ~ Nummer 286349. Ja,
und jetzt miiBte gerade jemand die Nummer
286367 ziehen und bald kommt 286376,
danach 286385, alles gliickliche Nummern.
Also gibt es unter 10 Fahrscheinen minde-
stens einen gliicklichen. ,,Das stimmt nicht
ganz*, widersprach der Besitzer des glick-
lichen Fahrscheins Nummer 286367. ,.Ihr
Beispiel beweist noch gar nichts. Von Num-
mer 286394 bis 286439 gibt es keinen glick-
lichen Fahrschein, zwischen zwei gliicklichen
also ein Intervall von 45 Fahrscheinen. Sol-
che Beispiele gibt es noch mehrere. In un-
serer Fahrscheinrolle, deren Anfangsziffern
286 sind, liegt zwischen den gliicklichen Fahr-
scheinen 286097 und 286169 ein Intervall
von 71 normalen Fahrscheinen. ,,Sag ich
doch®, freute sich Mischa, ,ein glicklicher
Fahrschein kommt im Mittel auf fiinfzig
normale.* ,,Das ist auch eine wacklige Hypo-
these*, bemerkte ich. ,,Um die Frage richtig
zu beantworten, miiBte man sie erst einmal
sorgfaltig untersuchen. Vor allem ist sie rich-
tig zu formulieren. Sagen wir, so: ,Wieviel
glickliche sechsstellige Zahlen, d. h. Zahlen,
fur die die Summe der ersten drei Ziffern



gleich der Summe der letzten drei ist, gibt es
zwischen 000000 und 999999?*** ,,Nun ja*,
sagte Mischa nach kurzem Uberlegen, ,,genau
kann ich jetzt nicht antworten, aber ich kann
eine Losungsmoglichkeit angeben. Wir
schreiben alle Zahlen von 000000 bis 999999
der Reihe nach auf und prifen jede von
ihnen. So finden wir die Anzahl der glick-
lichen unter ihnen.“ ,So eine Methode ist
moglich. Damit kann man Aufgaben 16sen,
die Eigenschaften einer endlichen Anzahl
von Zahlen oder anderer Objekte zum Inhalt
haben. Allerdings hat diese Methode zwei
Unzulinglichkeiten:

Erstens ist sie sehr aufwendig. Sieh selbst,
man hat eine Million Zahlen zu iiberpriifen!
Wenn du fiir die Kontrolle jeder Zahl eine
Sekunde rechnest, so gibt das 1000000 Se-
kunden oder fast 278 Stunden. Das waren
bei acht Stunden Arbeit taglich 35 Tage.“
,,Aber das kann doch eine elektronische
Rechenanlage tun? ,Natirlich, aber lohnt
es sich wirklich, mit der Kanone auf Spatzen
zu schieBen? AuBerdem hat diese Methode
eine zweite Schwiache, welche auch eine
Rechenmaschine nicht beseitigt. Du 16st je-
desmal nur eine konkrete Aufgabe, kannst
also meist nicht verallgemeinern oder Ge-
setzmaBigkeiten finden. Darum ist diese Me-
thode mathematisch uninteressant.* ,,Erlau-
ben Sie mir, mich nochmals einzumischen*‘,
sagte da der Besitzer des gliicklichen Fahr-
scheins Nummer 286367, ,,ihre Aufgabe in-
teressiert mich, und ich habe bereits eine
Losung. Nicht die genaue Losung, das gebe
ich zu, eher das, was wir Mathematiker
Niherungslésung nennen. Ach, ich vergaB,
mich vorzustellen: Georgi Wladimirowitsch,
ich bin Dozent am Lehrstuhl fir Mathematik
einer technischen Hochschule.

Also, junger Mann*, wandte er sich an
Mischa, ,fihren wir erst einmal eine neue
Definition ein. Unter einem hiibschen Fahr-
schein wollen wir einen Fahrschein verstehen,
dessen Summe der ersten drei Ziflern den
gleichen Rest bei Teilung durch 9 gibt, wie
die Summe der letzten drei. Klar?* , Klar!,
antwortete Mischa, ,,aber warum durch 97*
,,Weil in unserem Dezimalsystem jede Zahl
bei Division durch 9 den gleichen Rest hat
wie die Summe ihrer Ziffern. Diese Eigen-
schaft ermoglicht es uns, die Zahl der hiib-
schen Fahrscheine relativ leicht zu finden:
Unter den Zahlen von 1 bis 999 gibt es genau
111, die bei Division durch 9 den Rest 1
lassen, ebensoviele fir den Rest 2 und so
weiter. Wieviel verschiedene hiibsche Zahlen
mit dem Rest 1 gibt es nun aber? Fir die
erste Dreiergruppe gibt es 111 Moglichkeiten,
fiir die zweite nochmals 111. Es gibt demnach
111 - 111 = 12321 hiibsche Fahrscheine mit
dem Rest 1. Ebensoviele Fahrscheine gibt es
mitdem Rest 2, 3 usw. Zu den Zahlen mit dem
Rest 0, oder, wie wir sagen, die sich ohne Rest
teilen, muB noch 000 hirizugefﬁgt werden, so
daB sich hier 112 - 112=12544 Méglichkei-

ten ergeben. Insgesamt erhalten wir somit
8-12321+12544=111112 hiibsche Fahr-
scheine.” ,Nun ja, aber die Anzahl der
gliicklichen, die ist doch anders?* ,,Es ist
doch so: Wenn die Ziffernsumme gleich sind,
so sind auch die Reste bei Division durch 9
gleich.

Folglich ist jeder gliickliche Fahrschein gleich-
zeitig auch ein hiibscher. Allerdings ist nicht
jeder hiibsche Fahrschein auch ein glick-
licher. Der Fahrschein 100748 ist zum Bei-
spiel hibsch, aber nicht glicklich. Wenn wir
die Anzahl der gliicklichen Fahrscheine mit C
bezeichnen, gilt also die Ungleichung
C<111112.* ,,Aber damit ist doch die Auf-
gabe noch nicht vollstindig geldst*, sagte
Mischa, ,wir erfahren, daB die Zahl der
gliicklichen Fahrscheine kleiner als 111112
ist, aber nicht, um wieviel. Kann man viel-
leicht zeigen, daB C groBer als irgendeine
Zahl ist? Ich horte, man nennt das Ndherung
von unten.* ,Das geht auch®, antwortete
Georgi Wiadimirowitsch, ,ich firchte nur,
sie wird ziemlich grob. Nennen wir schone
Fahrscheine alle die, deren Nummer aus zwei
vollig gleichen Hilften besteht, zum Beispiel
287287. Fahrscheine dieser Art gibt es genau
1000, und zwar 000000, 001001, 002002
usw. bis 999999. Schine Fahrscheine gibt es
weniger als gliickliche, also gilt 1000<C
<111112. Hierbei ist die Niherung von oben
das mehr als Hundertfache der Ndherung von
unten. So eine Abschiatzung kann man
schwerlich als befriedigendes Resultat der
Aufgabe ansehen.* ,Ich glaube, die Nihe-
rung von oben kann etwas verfeinert wer-
den“, sagte ich darauf, ,,wenn man die Teil-
barkeit durch 11 benutzt.* , Gibt es da eine
Teilbarkeitsregel 7*“ fragte Mischa,.,,wir ha-
ben keine in der Schule kennengelernt.*
,,Die Regel ist sehr einfach: Wir addieren alle
Zifferm auf ungeraden Positionen (Einer,
Hunderter, ...). Danach addieren wir alle
Ziffern auf geraden Positionen. Wenn die
Differenz dieser Summen sich durch 11 teilt,
teilt sich die Zahl durch 11 und umgekehrt,
alle durch 11 teilbaren Zahlen weisen diese
Eigenschaft auf.*

,,Was hat denn das mit unseren gliicklichen
Fahrscheinen zu tun?* fragte verwundert
Mischa. ,,Wirst du gleich horen. Aber sag
mal, weiBt du, daB in Moskau andere Fahr-
scheine als gliickliche bezeichnet werden, als
bei uns in Leningrad? ,,Ja, die Moskauer
gliicklichen Fahrscheine haben gleiche Zif-
fernsummen auf geraden und ungeraden Po-
sitionen.* ,,Siehst du, und da ist es leicht zu
zeigen, daB die Nummern der glicklichen
Fahrscheine der Moskauer sich durch 11 tei-
len.* ,,Stimmt*, sagte Mischa. ,,Und solche
Fahrscheine gibt es nicht mehr als durch 11
teilbare Zahlen von 0 bis 999999.¢ , Also
nicht mehr als 90910!* rief verwundert Georgi
Wiadimirowitsch. ,,Gibt es eigentlich mehr
gliickliche oder mehr gliickliche Moskauer
Art unter unseren Fahrscheinen? fragte

Mischa. ,,Na, das ist nicht schwer festzu-
stellen. Thre Anzahl ist gleich.* ,,Wie denn
das?*“ wunderte sich Mischa, ,,wir kennen ja
weder die Anzahl der einen, noch der ande-
ren.'* ,,MuB man denn die Anzahl genau
kennen?", gab Georgi Wladimirowitsch zu be-
denken, ,,setz die ersten drei Ziffern eines
gliicklichen Fahrscheins auf die geraden Posi-
tionen, die letzten drei auf die ungeraden, und
du erhiltst einen Moskauer gliicklichen Fahr-
schein. Umgekehrt erhilt man aus einem
Moskauer gliicklichen einen gliicklichen Fahr-
schein, wenn man die Ziffern auf geraden
Positionen in der ersten Hilfte der Zahl ver-
sammelt und die auf ungeraden in der zwei-
ten. Wir haben also eine umkehrbar eindeu-
tige Verbindung oder, wie wir sagen, eine ein-
eindeutige Abbildung zwischen beiden Fahr-
scheinarten festgestellt. Daraus folgt, daB ihre
Anzahl gleich ist. Stimmt das?** ,,Stimmt!
rief Mischa, ,,wir wissen also, daB es weniger
als 90910 gliickliche Fahrscheine gibt!*
,, Wie wird denn die Ziffernsumme, wenn man
im gliicklichen Fahrschein die drei letzten
Ziffern durch die Differenz von 9 und diesen
Ziflern ersetzt? fragte Georgi Wladimiro-
witsch. ,,Moment‘‘, bat Mischa, ,so0, ...
dreimal drei — siebenundzwanzig ... minus
... plus ... 27! Und wieder eine eineindeuti-
ge Abbildung! Georgi Wladimirowitsch, die
Zahl der gliicklichen Fahrscheine ist gleich der
Anzahl der Fahrscheine mit der Ziffern-
summe 271*
»Richtig!*‘ antwortete er. ,,Aber wieviele
gliickliche Fahrscheine gibt es denn nun wirk-
lich?** wandte sich Mischa an mich. ,,Nun die
Antwort lautet 55252, also etwa jeder acht-
zehnte Fahrschein. Wie man darauf kommt?
Nun . .. verabschiede dich von Georgi Wladi-
mirowitsch, wir miissen aussteigen!*

A. P. Sawin, L. M. Fink

aus: Quant 7[1975

,,»Was schweigst du, Demosthenes? Hast du
Kaugummi im Mund?“ — ,,Nein, Steine!*
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Hiddenseer
Mathe-Skizzen

Aufgaben
aus der gesellschaftlichen Praxis

ala Das Heimatmuseumn auf Hiddensee
ist vom 1. Juni bis 30. September 1976 tiglich
geolfnet. Man erwartet in den einzelnen Mo-
naten téglich die folgenden Besucherzahlen:
1. 6. bis 30. 6. tidglich 500 Besucher,
1. 7. bis 31. 7. tidglich 850 Besucher,
1. 8. bis 31. 8. tiglich 900 Besucher,
1.9. bis 30.9. tiglich 350 Besucher.
Der Eintritt pro Person kostet 0,50 M. Ein
Viertel der Besucher sind Rentner, Schiiler
und Studenten, die nur die Hilfte des Ein-
trittspreises zahlen.
Wieviel Besucher werden durchschnittlich an
jedem Tag der Saison erwartet?
Mit welcher Gesamteinnahme rechnet die
Museumsleitung?

Maria Rosenow, Klasse 6

A2a DasNebelhorn der Station Dornbusch
wird automatisch von einem elektrischen
Sichtmesser ein- und ausgeschaltet. Der Sicht-
messer priift jede 20s die Sicht. Ist diese
unter 3,5 km, so schaltet sich automatisch das
Nebelhorn ein. Bessert sich die Sicht, wird es
auch wieder automatisch abgeschaltet. Das
Nebelhorn hat eine Nachlaufzeit von 20 min.
An einem kiihlen Oktobertag legte der Sicht-
messer das folgende Diagramm dar. Berechne
nach dem Diagramm die Betriebszeit des

Nebelsignals!
Jorg Hoerenz, Klasse 6

s-
Fo

[ L - )

r

A3 A An Tagesausfliiglern kommen téglich
von Stralsund etwa 600 Personen, von Schap-
rode etwa 450 Personen, von Lietzow etwa
100 Personen und von Zingst etwa 180 Per-
sonen nach Hiddensee.

Wieviel Personen sind es tiglich insgesamt?
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Und wieviel Tagesausfliigler werden es im
Sommer bei 150 Tagen insgesamt und wieviel
aus jedem Ort sein? Sylvia Kriiger, Klasse 6

A44a Feriengiaste auf Hiddensee:

1900- 320 1954- 18674
1902- 500 1960 -24000
1935-8500  1970-31300
1947- 46 1974-33252
1951 - 8500

Stelle diese Entwicklung in Streifendiagram-
men dar!

A5a In der Arbeitsgemeinschalt Mathe-
matik der OS Vitte sind 10 Schiiler der 6. und
7. Klasse. Die Anzahl der Midchen ist groBer

als% der Anzahl der Jungen und kleiner als

die Hilfte der Anzahl der Jungen.
Wieviel Jungen und Midchen arbeiten in der
Arbeitsgemeinschaft mit?

A6A Die neue StraBe zwischen Vitte und
Neuendorf ist 5,5km lang, 2m breit und
22 cm dick.

Wieviel Kubikmeter Beton wurden zu ihrer
Herstellung verbraucht?

A7a 1974 beringten in der DDR 319 Mit-
arbeiter 134900 Vogel. Auf Hiddensee arbei-
ten fiinf Beringer, die 1974 8400 Vogel be-
ringten.

Vergleiche die durchschnittlichen Leistungen!
Die durchschnittliche Wiederfundrate be-
trdgt 2,5%. Errechne di€ Anzahl der Vigel!

A84A Ein Stellnetz zum Fangen der Vogel
besteht aus quadratischen Maschen von
22 mm Seitenldnge.

Aus wieviel Maschen besteht ein Nétz, das
6 m lang und 2 m hoch ist?



A9 A Eine Fischkiste hat folgende MaBe:
Linge 85 cm, Breite 50 cm, Héhe 29 cm. Sie
ist oben offen.

Wieviel m? Holz werden fiir eine Kiste be-
notigt?

Al10A Die FPG verarbeitete 1975 67t
Hering zu Salzhering.

Wieviel Kilogramm Salzhering konnten ver-
kauft werden, wenn die Salzzugabe 209/ be-
trdgt und man mit einem Masseverlust von
129 des Rohfisches rechnen muf3?

Alla Eine Kolonie Seeschwalben besteht
aus 25 Paaren.

Mit wieviel Nachwuchs ist zu rechnen, wenn
man bei jedem Paar mit drei Eiern rechnet
und einen Verlust von % der Eier durch den
Fuchs einkalkuliert?

Al12a Der Priaparator der Vogelwarte
Hiddensee stellt fir die Sammlung Stand-
prédparate und Vogelbilge her. Fiir ein Stand-
priparat benétigt er 3 Stunden und fiir einen
Balg 35 Minuten.

In einer Woche stellt er 16 Priparate her und
brauchte dafiir eine Arbeitszeit von 19 Stun-
den. Wieviel Standpriparate und wieviel
Bilge waren es?

A13a Ein Rotkehichen wurde innerhalb
der Aktion ,,Baltic* am 18.9. 74 auf Hidden-
see beringt und am 13.11.74 in Algerien
gefangen.

Wieviel Kilometer legte das Rotkehlchen
durchschnittlich pro Tag zuriick, wenn die
Entfernung rund 2000 km betragt?

> Vs

s >
AR FHIR

X FE

AG ,,Mathematik*
in Vitte/Hiddensee

Die AG Mathematik der OS Vitte besteht seit
drei Jahren. Urspriinglich waren es fiin{ Mit-
glieder, und inzwischen hat sich ihre Anzahl
auf 10 erh6ht.

Der groBte Erfolg der Arbeitsgemeinschaft
war der zweite Platz eines Mitgliedes bei der
Kreisolympiade der Klasse 6 im Jahre 1974.
Dieser Schiiler ist seitdem Mitglied des Kreis-
clubs.

Die Mitglieder beteiligen sich am alpha-
Wettbewerb, vier Schiiler errangen 1974 das
»alpha-Abzeichen”, funf Schiiler 1975. Im
letzten Jahr nahmen fiinf Schiiler an der
Kreisolympiade teil, und zwei fuhren zum
Spezialistenlager.

9. Mathematik-Leistungsvergleich
Greifswald—Riigen—Stralsund
(30. Mai 1976 in Vitte/Hiddensee)

Mit dem Schiff waren 80 Junge Mathematiker

Klassenstufen 7 und 8 nach Hiddensee

der

gekommen, um in einer zweistiindigen Klau-

sur ihre Krifte zu messen, ein Stiick der Insel

Hiddense rnen und einen Vortrag

iiber die XWII. Internationale Mathematik-
olympiade vom Chefredakteur der alpha zu
horen. Gastgeber des 10. Leistungsvergleichs

ist Greifswald (Friihjahr 1977).

Aufgaben: Klassenstufe 7

1. Bezogen auf seine Masse enthilt Meerwas-

Kilog iiBwasser mull man
wasser mischen, damit der Salz-
gehalt der Mischung 29 betrégt?
2. Gegeben sei die in der Abbildung darge-

stellte Figur (g || h).

Die Winkel « und S seien bekannt.

Wie groB ist der

H
einer
Dieter soll feststellen, wer den Ball, wer den
Bleistift und wer d hat
seine Fragen erl rei Ant-

3. Claudi: > Schere nicht.

Wer hat den Ball, wer den Bleistift und wer

die Schere?

3. Von dem Trapez ABCD mit den parallelen
Seiten AB und CD sind gegeben:

4B=6cm, BC=4cm, CD=4,5cm,

DA=3

Konstruiere das Trapez, und begriinde

cm.

deme

Entscheidung

alpha-Wandzeitung

Das sind sie, die
beiden Mathematik-
lehrer der OS Vitte,
das Ehepaar Jeschek.
(Frau Jeschek ist AG-
Leiterin Mathe.)

Sie trugen mit ihren
Schiilern die Auf-
gaben aus der gesell-
schaftlichen Praxis
zusammen.
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Wiirfeleien

Jeder von Euch kennt einen Spielwiirfel: ein
Wiirfel, auf dessen Seitenflichen ein bis sechs
Punkte aufgemalt wurden.
In verschiedenen Lindern sind Wiirfelspiele
schon von jeher verbreitet. Gewiirfelt haben
d’Artagnan und Hodscha Nasreddin, byzan-
tinische Kaufleute und die Goldgraber von
Nevada, erlauchte Grafen und gewohnliche
Seerduber. Vor allem wurde mit zwei Wiirfeln
gespielt: jeder der Partner warf seinen Spiel-
wiirfel auf den Tisch oder ein spezielles
Wiirfelbrett; gewonnen hatte derjenige, bei
dem sich die Summe der Augen als groBer
erwies.
Beim Wiirfeln verlor man nicht selten sein
ganzes Vermogen. Das Spiel zog deshalb ge-
wohnlich viele Fanatiker an, die mitunter
nicht weniger mitgerissen wurden als die
Spieler selbst.
Vor mehr als 20 Jahren bemerkte ich in
einem Park zwei Jungen, die allen Interessen-
ten anboten, mit ihnen zu wiirfeln. Als Spiel-
regel gaben sie aber etwas Ungewdhnliches
an:
,,Jeder kann 100 Rubel gewinnen! Bezahle
einen Zehner und Du gewinnst cinen Hun-
derter!*, rief der eine und warf drei Wiirfel
hoch.
Der zweite erklirte die Spielregel: ,,Wer zu
spielen wiinscht, zahlt zehn Rubel, wirft die
drei Wiirfel und liest ab, wieviel Augen er
hat. Gewonnen wird nach Tabelle, von 15 Ru-
bel bis 100 Rubel.** Der Junge zeigte auf eine
groBe Tabelle auf einer Sperrholzplatte.

3 Punkte gewinnen 100 Rubel

4 Punkte gewinnen 50 Rubel,

5 Punkte gewinnen 25 Rubel

6 Punkte gewinnen 20 Rubel

7 Punkte gewinnen 15 Rubel

8,9, 10, 11, 12, 13 Punkte gewinnen nichts
14 Punkte gewinnen 15 Rubel
15 Punkte gewinnen 20 Rubel

16 Punkte gewinnen 25 Rubel
17 Punkte gewinnen 50 Rubel

18 Punkte gewinnen 100 Rubel.
Ein Zehner entsprach in der damaligen Zeit
einem heutigen Rubel (£ 3,20 M). Die Zahl
derer, die eine solche Summe riskierten, war
nicht gering. Aber vor meinen Augen gingen
die Beteiligten mit bitterer Miene einer nach
dem anderen davon und hinterlieBen auf dem
Wirfelbrett 10 Rubel. Es fand sich auch eine

"o
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groBe Zahl Fanatiker ein, die nicht mit guten
Ratschlagen sparten.
Einige Leute, die 7 oder 14 Augen warfen,
gewannen 5 Rubel iiber ihren Einsatz; ein-
zelne warfen 6, 15 oder 16 Augen; nur ein
einziger gewann 50 Rubel. Dabei hatten
schon mehr als vierzig Leute ihre Zehner ein-
gesetzt.
Die Verlierer schauten miirrisch drein, sie
dberpriiften miBtrauisch die Wiirfel, doch
diese hatten eine streng kubische Form und
waren vollig homogen, mit einem Wort — sie
waren nicht prapariert.
Nach etwa einer halben Stunde hatten die
Jungen an die zweihundert Rubel ,,gewon-
nen*. Sie trollten sich die Allee entlang und
man horte die Rufe: ,,Jeder kann 100 Rubel
gewinnen! Bezahle einen Zehner und Du ge-
winnst einen Hunderter!**
Das Geheimnis des Gewinns in diesem Spiel
ist denkbar einfach. Wenn wir einen Wirfel
werfen, konnen wir 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Augen
bekommen, d. h., wir haben 6 verschiedene
Maéglichkeiten (6 Varianten). Wenn der Wiir-
fel eine kubische Form hat und aus einem
homogenen Material besteht, sind alle 6 Va-
rianten gleichméglich (,,gleichwahrschein-
lich*) und bei einer Vielzahl Wiirfe wird jede
Augenzahl ungefahr gleich oft fallen.
Werfen wir den Wiirfel zweimal (oder zwei
Wiirfel gleichzeitig), ergeben sich 36 ver-
schiedene mogliche Varianten:

1+1;

1+2;

143;

6+5;

6+6. _
Dabei tritt die Summe 2 nur einmal auf;
4 Augen ergeben sich dreimal, aber 7 Augen
schon in 6 Varianten. Damit sind unter-
schiedliche Summen nicht gleichwahrschein-
lich: die Summe von 4 Augen kommt im

Durchschnitt doppelt so oft vor, wie die von
2 Augen, aber die Summe von 7 Augen tritt
6mal so oft auf, wie die Summe von 12 Augen.
Der Leser kann sich leicht davon iiberzeugen,
wenn er viele Male (nicht weniger als 100mal)
gleichzeitig 2 Wiirfel wirft und exakt mit-
schreibt, wie oft jede Summe von Augen ge-
fallen ist.
Es ist nicht schwer zu errechnen, daB sich,
wenn man 3 Wiirfel wirft, 216 (oder 6°) ver-
schiedene Moglichkeiten ergeben: und nur
eine von diesen ergibt die Summe von drei
Augen:

1+141=3.
Fiinf Augen ergeben sich in 6 verschiedenen
Varianten:

I+1+3=5
143+1=5
3+1+1=5
14+2+2=5
2+1+2=5
2+4241=5.

Fiir zehn Augen existieren 27 Varianten (fin-
det sie selbst!). Das heiflt, im Durchschnitt
werden 10 Augen 27mal so oft fallen wie
3 Augen. Genau so oft kdnnen auch 11 Augen
fallen. Fir 9 oder 12 Augen ergeben sich
25 Varianten und fiir 8 oder 13 Augen 21I.
(Priife nach!) In 146 von 216 moglichen Fil-
len erhidlt man zwischen 8 und 13 Augen.
Und Ihr trauvert tief um die verlorenen
Rubel!
Natiirlich kann jemand zufillig 3 oder 18
Augen werfen, aber das bleibt ein aufBler-
gewohnlich seltenes Ereignis. Bei fortwah-
rendem Spiel garantiert Euch die Wahr-
scheinlichkeitstheorie einen stindigen Ver-
lust. Im Durchschnitt verliert Thr bei 216 Wiir-
fen 510 Rubel.
Wenn Ihr also diesen beiden Jungen begeg-
nen solltet~ spielt nicht mit ihnen!

A. Halameisdr

Leseproben aus:
A. Kitaigorodski: Unwahrscheinliches —
méglich oder unméglich?

Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit ?

Der Fall des Wiirfels ist das klassische Bei-
spiel fir ein zufalliges Ereignis. Dennoch
bleibt die Frage interessant, ob man das
Resultat eines solchen Ereignisses im voraus
erraten, vorhersehen und schlieBlich auch
berechnen kann, und wie man so etwas macht.
Die Gruppe mdoglicher Ergebnisse des Er-
eignisses umfaBt den Fall einer Eins, Zwei,
Drei, Vier, Fiinf oder Sechs. ,,Ergebnis eines
Ereignisses klingt etwas geschwollen, und
wir hoffen, daB niemand in Verwirrung ge-
rat, weil das erste Wort meist weggelassen
wird. Wir haben also eine Gruppe von 6 Er-
eignissen; 6 ist die vollstindige Anzah! der
Ereignisse.



Die Frage, die man sich nun zu stellen hat,
lautet: Wie viele von diesen Ereignissen sind
im gegebenen Fall von Interesse?

Nehmen wir an, uns interessiert die Wahr-
scheinlichkeit, mit der man eine Drei wiirfelt,
das heiBt, uns liegt am Eintreffen eines Er-
eignisses aus einer Gruppe von 6. Dann miis-
sen wir die Anzahl giinstiger Varianten (1 -
der Wurf einer Drei) durch die Gesamtzahl
Ereignisse teilen und erhalten die Wahr-
scheinlichkeit fir das Eintreffen des uns
interessierenden Ereignisses. In unserem Bei-
spiel ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit,

eine Drei zu wiirfeln, die Zahl é Wie grof3

ist nun die Wahrscheinlichkeit, daB eine
3
6
man teilt 3 giinstige Falle durch die Gesamt-
zahl moglicher Ereignisse, nimlich 6. Die
Wabhrscheinlichkeit, daB sich ein Vielfaches
von 3 beim Wiirfeln ergibt, ist demzufolge

gerade Zahl gewiirfelt wird? Offenbar —, denn

.2
gleich 5

Spielt man aber mit 3 oder auch nur mit
2 Wiirfeln, gibt es sofort Probleme, und man
kann einmal die folgende Frage stellen: Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB 2 Sech-
sen geworfen werden? Jede von ihnen unab-
hangig erscheint mit einer Wahrscheinlich-
keit von % Wenn der eine Wiirfel eine Sechs
zeigt, kann der andere 6 verschiedene Zahlen
zeigen. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Sechser-Pasch gleich dem Produkt der

beiden Wahrscheinlichkeiten (é -%), Das ist

ein Beispiel fiir die Multiplikation von Wahr-
scheinlichkeiten. Aber damit sind noch nicht
alle neuen Probleme gelést.

Anfang des 17. Jahrhunderts erschien bei
Galilei ein Bekannter und bat ihn um die
Aufklirung eines seltsamen Widerspruchs.
Er hatte beim Wiirfelspiel mit 3 Wiirfeln be-
merkt, daB die Summe der Augen auf den
3 Wiirfeln haufiger 10 ergibt als 9. ,,Wie kann
das sein‘, fragte er, ,,es gibt doch sowohl im
Falle der Neun als auch im Falle der Zehn
die gleiche Anzahl, nimlich 6 mogliche Kom-
binationen aus 3 Zahlen? Damit hatte der
Bekannte Galileis vollig recht. Sehen wir
aufl Bild 2 - so ist dort gezeigt, wie man die
Neun und die Zehn als Summe aus 3 Zahlen
erhalten kann.

Galilei fand den Grund fiir diesen Wider-
spruch und l6ste damit eine der ersten Aul-
gaben der sogenannten Kombinatorik, eines
Hauptinstruments bei Wahrscheinlichkeits-
rechnungen. »

Wie ist das nun also mit den 3 Wiirfeln?
Wichtig ist nicht, auf wie viele Arten man die
Summe in Summanden zerlegen kann, son-
dern auf wie viele Arten die 3 Wiirfel fallen
koénnen, um in der Summe ,,9* oder ,,10* zu
ergeben. Galilei stellte fest, daB es fiir ,,10*
27 Arten, fiir ,,9 25 Arten gibt. Damit hatte

er die theoretische Erklarung fiir eine empi-
risch beobachtete Tatsache gefunden. Was
ist aber nun der Unterschied zwischen der
Anzahl Darstellungen einer Summe durch
Summanden und der Anzahl der Varianten
beim Wiirfeln?

KITAIGORODSKI
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Unwahrscheinliches-
maoglich
oder unmaglich?

Dieses Buch, Umfang 253 Seiten, 38 lustige
Vignetten, erschien als Gemeinschaftsaus-
gabe des Verlags Mir, Moskau und des VEB
Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 5,50 M ; Bestellnummer: 5460510

A. Kitaigorodski, ein bekannter sowjetischer
Wissenschaftler, hat die Gabe, popular schrei-

“ben zu kénnen. Mit wachsendem Interesse

lesen wir Originelles und Wissenswertes iiber
die Wahrscheinlichkeitstheorie. Wichtige
Grundbegriffe, z. B. werden im Zusammen-
hang mit Spielen, wie dem Wiirfel- oder

.Kartenspiel, erldutert. Wir verstehen bald,

daB wir Wahrscheinlichkeiten von etwa einem
Millionstel zwar vernachlissigen diirfen (also
kaum mit einem Lottogewinn zu rechnen ha-
ben), dennoch aber Wahrscheinlichkeiten von
einem Tausendstel beachten miissen. Kitai-
gorodski bedient sich interessanter Beispiele:
Soll man den Urlaub abbrechen, wenn es
ununterbrochen regnet? MuB es Familien-
krach geben, wenn braunaugige Eltern ein
blauaugiges Kind bekommen?

Alles in allem: ein fesselndes Buch, das unter-
halt und unauffillig belehrt.

Varianten
beim Wiirfeln?

Hier muB man eine besondere Feinheit be-
achten. Nehmen wir zuerst den Fall, daB die
3 Wiirfel 3 verschiedene Ziffern, z. B. eine
Eins, eine Zwei und eine Sechs zeigen. Dieses

Resultat kann in 6 Varianten auftreten — eine
Eins auf dem ersten, eine Zwei auf dem zwei-
ten und eine Sechs auf dem dritten Wiirfel;
Eins auf dem ersten, Sechs auf dem zweiten,
Zwei auf dem dritten; genauso gibt es 2 Va-
rianten mit einer Zwei und noch zwei mit
einer Sechs auf dem ersten Wiirfel (in der Ab-
bildung sind alle Moglichkeiten gezeigt).
Anders ist die Sache, wenn die Summe 2 glei-
che Summanden enthilt, z. B. | +4+4. Wenn
beim ersten Wiirfel die Eins kommt, gibt es
bei dieser Verteilung nur eine Variante mit der
Vier auf den beiden anderen, denn ein Aus-
tausch der Ziffern des zweiten und dritten
Wiirfels ergibt keine neue Variante. Die
zweite Variante haben wir, wenn die Eins auf
dem zweiten Wiirfel erscheint, und die dritte,
wenn sie auf dem dritten Wiirfel zu sehen ist,
insgesamt also 3 Moglichkeiten.

Klar ist schlieBlich, daB -die Verteilung
3 +3+3 beim Wiirfeln nur durch eine einzige
Variante realisiert werden kann.
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Die Anzahl Varianten ist in unserer Tabelle
hinter den Summanden in Klammern ange-
geben. Wenn wir die Zahlen in den Klam-
mern addieren, erhalten wir 25 bzw. 27, das-
selbe wie auch Galilei. Die Wahrscheinlich-
keit, mit 3 Wiirfeln die Summen 9 bzw. 10
zu erzielen, verhalten sich wie 25 zu 27.
Diese auf den ersten Blick einfache Erklirung
ist gar nicht so offensichtlich. Als Illustration
kann dienen, daB Leibniz der Meinung war,
man konne mit 2 Wiirfeln mit gleich groBer
Wahrscheinlichkeit 11 oder 12 wiirfeln. Ga-
lileis Arbeit macht deutlich, daB diese An-
nahme falsch ist: 12 ist nur auf eine einzige
Art (durch 2 Sechsen) zu erzielen, 11 ergibt
sich jedoch in 2 Fillen, namlich wenn der
erste Wiirfel Sechs und der zweite Fiinf zeigt
und umgekehrt.

Mit 2 Wiirfeln ergibt sich am héufigsten die
Summe 7, dafiir gibt es 6 verschiedene Mog-
lichkeiten. Die Summen 6 und 8 sind nur
durch 5§ Kombinationen darstellbar. Wenn du
willst, kannst du diese Behauptung selbst
nachpriifen.
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In freien Stunden Hlphﬂ heiter

alpha-Kurzweil

Die Buchstaben sind so durch die Ziffern 1 bis 9 zu
ersetzen, daB wahre Aussagen entstehen. Dabei be-
deuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

() « ' U-UE=a a a
20 K- -U-UE=KKK .
3 U-U-UE=UUU
4 R -U-UE=RRR
5 Z -U-UE=22ZZ
(6) W -U:-UE=WWW
(7) E -U-UE=EEE
® I -U-UE=IT1I
9 L U-UE=LLL

Wer sich in der Teilbarkeit von natiirlichen Zahlen
auskennt, kann die Gleichungen in wenigen Sekunden
16sen.

Folgende Hinweise sollten erst nach mehrmaligen
L&sungsversuchen in Anspruch genommen werden:
a) Beginne mit Gleichung (3) oder mit Gleichung (7)!
(Jede dieser Gleichungen besitzt genau eine Lésung.
Die iibrigen Gleichungen besitzen je 7 Lésungen.)

b) U, E und UE sind Primzahlen

c) Beachte, daB aoor: a=KKK:K=...=LLL:L

= U - UE gilt!
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Mabfe und Gewichte

Peter kam aufgeregt vom Pioniernachmittag am
Kindertag nach Hause und sprudelte auch gleich los:
,,Heute war’s gut, Vati! Ich habe drei Gldser Limo-
nade getrunken und vier Stiicken Kuchen gegessen!
Und mindestens zehn Kilos Bonbons hat Frau Meier
aus den Tiiten verstreut! Und beim Rollerrennen
waren die Kurven mit 20 Sidcken Stroh abgesichert.
Das war gut so...*

,,Nun hore erst einmal auf*‘, unterbrach ihn der Vater.
s, Vor Aufregung erzihlst du gleich vieles falsch.*
,,Wieso? So war es doch!

,,Das bestreite ich gar nicht, aber hore einmal zu: Du
kannst fiir die Altstoffsammlung von uns mehrere
Gldser bekommen, aber du kannst nur drei Glas
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Limonade trinken, weil in diesem Zusammenhang

Glas nicht fiir das GefiB steht, sondern als MaB-
einheit. Ebenso hast du vier Stiick Kuchen gegessen,
und deine Lehrerin hat 10 Kilo Bonbons gehabt, und
zu eurem Sackhiipfen habt ihr vielleicht 20 Sdcke
benutzt, aber die Rollerstrecke war mit 20 Sack Stroh
abgesichert. MaBeinheiten werden ndmlich fast immer
in der Einzahl gebraucht!*

,,Also habe ich fiir die Bockwurst auch nicht 85 Pfen-
nige, sondern 85 Pfennig bezahlt?*

,,Falls du nicht 85 einzelne 1-Pfennig-Stiicke hinge-
legt hast, stimmt das. Aber du scheinst ja michtig viel
gegessen und getrunken zu haben! AuBlerdem ist es
Zeit, ins Bett zu gehen.

Es ist gleich 21 Uhr — und nicht 21 Uhren!*

nach Hansgeorg Stengel von
Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden

Kryptarithmetik

MOON TWO
+ MAN +THREE
+ CAN +SEVEN
REACH TWELVE

aus: ;llalhematical log, USA
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Wie viele Moglichkeiten?

Wie viele Moglichkeiten gibt es, das Wort ,,Dreieck*
Zu lesen?
(Eine Moglichkeit ist angefiihrt.)

D-R-E 1 E CK

R E I-I;E CK

E I E C-K

I ECK

E CK

CK

K
aus: Quant 5/75, Moskau

Sekunde hoch 4

Man nehme von vielen nur eine Sekunde

und beschiftigt sich mit ihr nur eine Stunde.
Man sollte sie ins Quadrat ergénzen

und erhebe sie in die vierten Potenzen.

Man sollte ihre Form erkldren

und sich mit ihr in der Praxis bewihren.

Wie befreiend wirkt dann das Klingelzeichen.
Man kann endlich dieser Sekunde entweichen.
Man schlieBt schnell hinter sich die Tir,

und trotzdem verfolgt uns die Sekunde hoch vier.
Man sieht sie in allen Ecken lauern

und des Nachts auf unserem Bette kauern.

Der Traum wird schrecklich,

man triumt von ihr, von der Sekunde hoch vier.
Man sieht sie dann als Mathematikerschreck
und schiebt sie schnell aus dem Gedéchtnis weg.

stud. phil. Hannelore Helbig,
Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Festung Eulersburg

Eulersburg ist eine spidtmittelalterliche Festung, die
nach italienischen Vorbildern aus zwei zusammen-
hdngenden regelméBigen Fiinfecken besteht. Jedes
dieser Fiinfecke hat in seiner Mitte einen Bergfried,
von dem aus gedeckte Gange nach den Eck-Basteien
laufen. Die Basteien sind durch Wehrmauern (Es-
karpen) untereinander verbunden. Die Linge der
Ginge betrigt 60 m, die der Wehrmauern 70 m.

Die Wache hat Befehl, jede Stunde einmal simtliche
Génge und Wehrmauern abzuschreiten. Dies wire ein
Gesamtweg von 1300 m, doch zeigt sich, daBl der Weg

der Wache tatsidchlich groBer ist, da in Ausfithrung
des Befehls nicht zu vermeiden ist, daB einige Strecken
mehrfach gegangen werden miissen.

Wie lang ist der kiirzest mogliche Weg der Wache, bei
dem alle zwanzig Kontrollstrecken mindestens einmal

begangen werden?
D. St. P. Barnard, London

Eine wahre Begebenheit

Vater erklirt der staunend zuhorenden Familie den
Begriff der Dimension.

,,Also, die erste Dimension ist eine Gerade, wie z. B.
die Tischkante hier. Verstindlich, nicht wahr?!

— Die zweite Dimension stellt eine Ebene dar, wie z. B.
der Tisch, an dem wir sitzen. Klar!

~ Die dritte Dimension spannt einen Raum auf, wie
unser Zimmer z. B. von drei gedachten Koordinaten-
achsen bestimmt wird.

— Ja, das ist alles noch einzusehen, wie aber soll man
sich die vierte Dimension vorstellen???*

Tante Trudchen, fiir jeden Fortschritt zu begeistern,
wirft dazwischen: ,,Ganz einfach — das ist unser

Haus!**
Mathematikfachlehrer F.-J. Fischer, Dresden

Computergraphik aus : \ |
Pythagoras 4/76, Utrecht \ f /‘
| i

/
.

4 / /
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7
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Losungen

XV. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR - Lisungen
DDR-Olympiade

Olympiadeklasse 10

1. (L8sung des Schiilers Peter Dittrich, EOS
Dr. Th. Neubauer, Rudolstadt)

Der Punkt auf der Geraden g(GC), der vom
Punkt C den Abstand a hat und aufl der
anderen Seite von C als G liegt, sei G'. Die
Punkte A4, G, C, E liegen in der Ebene, die
durch die beiden Geraden g(EA) und g(GC)
aufgespannt wird, und wegen EA | GC und
EA=GC=a gilt AG'|EC. Daraus folgt,
daB die Schnittebenen, die A enthalten und
zu EC parallel sein sollen, auch die Gerade
9(AG’) und somit den Punkt G’ enthalten
miissen. H G

~

~

~
~

N

!
\\i_\

|

|
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Y
Die erste der in der Aulgabe genannten
Schnittebenen wird demnach durch die Punk-
te A, F und G’, die nicht auf einer Geraden
liegen, cindeutig festgelegt. Hieraus ergibt
sich, daB sie die Ebene durch F, B, C und G,
in der auch G’ liegt, in der Geraden g(FG’)
schneidet und folglich, wie man durch An-
wendung des Strahlensatzes leicht erkennt
(FB=CG', FB | CG), die Kante BC in deren
Mittelpunkt M sie trennt also vom Wiirfel
genau das Tetraeder ABFM ab.
Sieht man das Dreieck ABF als Grundfliche
und BM als Hohe dieses Tetraeders an, so
folgt fir sein Volumen V; die Formel

VT=% - %az . %a=‘ll—za3
Analog erhdlt man fiir die beiden anderen
Schnitte ebenfalls als abgetrennte Korper
Tetraeder mit dem Volumen Vr, wobei je
zwei dieser Tetraeder keine gemeinsamen
inneren Punkte haben. Daher gilt fiir das
Volumen des Restkorpers
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Vn=a3—
3

VR =Za3.

23
n*:

Bemerkungen: Die Schwierigkeit dieser Auf-
gabe bestand nicht im Errechnen der Formel
fir ¥V, sondern in korrekten Begriindungen
fir die als Ergebnis naheliegenden Sachver-
halte. Dabei lag die eigentliche Klippe in dem
Nachweis, daB der Punkt M, in dem die
durch 4 und F parallel zu EC verlaufende
Ebene ¢ die Strecke BC schneidet, gerade der
Mittelpurkt von BC ist.

Dies konnten nur wenige Schiiler beweisen.
Viele gingen vom Mittelpunkt M, des Qua-
drates ABFE aus und betrachteten entweder
die Gerade g(M M) oder die Parallele h zu
g(EC) durch M;; im ersten Fall fehlte oft
eine korrekte Begriindung dafiir, daB g(EC)
und g(M M) parallel sind, was keineswegs
mit einem Hinweis auf die Parallelitit zwi-
schen der Geraden g(EC) und der Ebene ¢

‘abgetan werden kann, und im zweiten Fall

wurde als selbstverstindlich angenommen,
daB h die Strecke BC schneidet.
Im weiteren Losungsgang unterblieb vielfach
die Bemerkung, daBl die drei abgetsennten
Teilk6rper keine gemeinsamen inneren Punk-
te haben. Die [olgende Tabelle iiber die er-
reichten Punktzahlen bestitigt, daB die Auf-
gabe angemessen schwer war.
Punkte 0 1 2 3 4 5
Anzahl 19 23 18 11 22 6
Dr. Klaus-Dieter Drews,
W.-Pieck-Universitat Rostock

2. Ein Quadrat besitzt genau vier Symmetrie-
achsen: zwei enthalten die Diagonalen, und
zwei gehen durch die Mittelpunkte gegeniiber-
liegender Seiten.

Im vorliegenden Fall liegen auf den Sym-
metrieachsen, die die Diagonalen enthalten,
jeweils sechs Gitterpunkte. Hitte ein Strek-
kenzug s mit den Eigenschaften (1), (2), (3),
eine die Diagonale d enthaltende Symmetrie-
achse, so gibe es in s einen Teilstreckenzug ¢
von einem der sechs Punkte auf d zu einem
anderen, wobei ¢ auller seinen Endpunkten
keinen weiteren Punkt auf d enthielte. Dann
kime in s auch der durch Spiegelung an d
aus t entstehende Streckenzug ¢, vor. Dieser
aber wiirde mit ¢ zusammen bereits einen ge-
schlossenen Streckenzug bilden, ohne daB
alle gegebenen Punkte auf ihm liegen. Des-
halb scheiden die die Diagonalen enthalten-
den Geraden als Symmetrieachsen aus.

Die restlichen zwei Achsen teilen das Quadrat
in vier Teilquadrate. Angenommen, ein Strek-
kenzug s mit den Eigenschaften (1), (2), (3)
konnte, nachdem er einmal (aus einem ande-
ren Teilquadrat kommend) in das linke obere
Teilquadrat g, das die Punkte 1,2, 3,7, 8, 9,
13, 14, 15 enthilt, eingetreten ist und dort
einen Teilstreckenzug ¢t durchlaufen hat, g
wieder verlassen, ohne alle neun Punkte von g
durchlaufen zu haben. Dann enthielte s auch
den durch Spiegelung an der einen Symme-

trieachse aus ¢ entstehenden Streckenzug ¢,
sowie die durch Spiegelung an der anderen
Symmetrieachse aus ¢ und t, entstehenden
Streckenziige ¢, und ¢;. Die Streckenziige ¢,
t1, t> und t3 wiirden bereits einen geschlos-
senen Streckenzug bilden, der nicht alle gege-
benen Punkte enthielte. Daher geniigt es, die-
jenigen Teilstreckenziige zu untersuchen, die
alle neun Punkte von g durchiaufen. Der ge-
samte Streckenzug liegt aus Symmetriegriin-
den dann fest und hat die geforderten Eigen-
schaften.

Der Streckenzug von 2 nach 1 und von dort
nach 7 kann bereits eingezeichnet werden, da
der Punkt 1 nicht anders erreichbar ist. Der
Streckenzug s komme vom rechten oberen
Teilquadrat.

Fall 1: s erreiche den Punkt 3; dann gibt es
genau die fofgenden vier Méglichkeiten:

a) Verlduft s dann zu 2, 1, 7 und von dort
weiter zu 13, so liegt der restliche Verlauf ein-
deutig fest, da vom letzten der neun Punkte
das linke untere Quadrat erreicht werden
muB: 13, 14, 8, 9, 15, (21).

b) Verlduft s dann zu 2, 1, 7 und von dort
weiter zu 8, so liegt der restliche Verlauf
ebenlalls eindeutig fest:

8,9, 15, 14, 13, (19).

¢) Verlduft s zu 9 und von dort weiter zu 15,
so ergibt sich ein Streckenzdg, der ausdem im
Fall 1b) erhaltenen Streckenzug durch Spie-
gelung an einer Diagonale hervorgeht.

d) Verldult s zu 9 und von dort weiter zu 8,
so ist der iibrige Verlauf wieder eindeutig fest-
gelegt:

8,2, 1,7, 13, 14, 15, (21).

Fall 2: s erreiche den Punkt 9; bei der
Weiterfilhrung iiber die Punkte 8 oder 15
wire der Punkt 3 nicht mehr erreichbar,
wenn der Streckenzug zum linken unteren
Teilquadrat weitergefiihrt werden soll. Der
Streckenzug konnte also nur iiber die Punkte
9, 3,2, 1 und 7 verlaufen. Bei der Weiter-
fiilhrung nach 13 koénnte 8 nicht mehr einbe-
zogen werden. Bei der Weiterfiihrung nach 8
wiirde 13 oder 15 unerreichbar sein. Es gibt
in diesem Fall also keinen derartigen Strek-

kenzug.
Fall 3: s erreiche den Punkt 15; dann gibt es

genau die folgenden zwei Moglichkeiten:

a) Verlduft s dann zu 9, so ergibt sich ein
Streckenzug, der aus’dem im Fall 1d) er-
haltenen Streckenzug durch Spiegelung an
einer Diagonalen hervorgeht.

b) Verlduft s nach 14, so ergibt sich ein
Streckenzug, der aus dem im Fall 1a) er-
haltenen Streckenzug durch Spiegelung an
einer Diagonalen hervorgeht.

Damit ist gezeigt, daB es drei und nicht mehr
als drei Streckenziige der geforderten Art gibt.
Die geschlossenen Streckenziige haben fol-
gende Formen:

Bemerkungen: Das gestellte Problem war als
Olympiadeaufgabe sehr geeignet, da fast jeder
Schiiler durch mehr oder weniger systemati-
sches Probieren zumindest einen Losungs-



ansatz finden konnte. Eine wesentliche
Schwierigkeit dieser Aufgabe bestand aber
darin, eine vollstandige Fallunterscheidung
vorzunehmen, d. h. alle Félle zu erkennen und
jeden dieser Fille zu diskutieren.
Punktabziige gab es jedoch vor allem auch
dadurch, daB unzureichend bzw. fehlerhaft
begriindet wurde, daB die die Quadratdiago-
nalen enthaitenden Geraden nicht als Sym-
metrieachsen fur die entstehende Figur mog-
lich sind, und warum es ausreichend ist, nur
die ,,nach unten und rechts offenen* Strecken-
ziige zu untersuchen, die alle neun Punkte
von g durchlaufen. Von sehr vielen Schiilern
wurde ferner von vornherein davon ausge-
gangen, daB die entstehende Figur genau und
nicht mindestens zwei Symmetrieachsen be-
sitzt. Einige Schiiler erkannten auch nicht die
Kongruenz von Figuren.

Ergebnisspiegel:
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 6 8 10 11 16 29 15 4

Dr. M ~-Rehm, Humboldt-U niversitit Berlin

3A. Offensichtlich gilt [x?}=[x]? fiir alle
ganzen Zahlen x.

Wir beschrinken uns daher im [olgenden auf
die Betrachtung reeller Zahlen x, die nicht
ganz sind.

l. x<0: Dann laBt sich x in der Form
x=g+a mit g negativ, ganz und O0<a<|
darstellen. Es gilt x2=g?+2ag+a” und da-
mit [x*]=[x]? genau dann, wenn 0<2ag
+a%< 1. Letzteres ist aber ein Widerspruch
zu den Voraussetzungen, da ja gilt 0>2g+a.
Die Gleichung [x?]=[x]* wird also von
keinem negativen nicht ganzzahligem x er-
fillt.

2. x>0: a) Es gelte g<x<}/g2+1 (1) (mit
920 und g ganz). Da dann

Va?+15)/g* +2g+1=g+1 gilt, folgt
[x]=g und [x]*=g*. Andererseits folgt aus
(1) auch g2 <x?<g?+1 und damit [x*] =g
Damit ist die Gleichung [x*]=[x]? fir alle
positiven reellen Zahlen x erfiillt, fir die (1)
gilt.

b) Es gelte [/g*’+1<x<g+1. Dann gilt
ebenso wie unter a), daB [x]?=g7. Anderer-
seits aber [x*]=g”+1. Fiir diesen Fall ist
also [x*]=[x]? nicht erfiillbar.

Insgesamt gilt [x?]=[x]* genau dann, wenn
x eine negative ganze Zahl ist oder eine Zahl
aus einem der Intervalle g<x<]/g?+1 (mit
g=0 und g ganzzahlig).
Die weitere Bedingung —10=<x=<2 ergibt
eine Einschriankung auf die L6sungsmenge
{-10, —9, -8, -7, —6, —5, —4, -3, -2,
—1,2}U{x:0<x<]/2}.
Bemerkungen: Der obige Losungsweg ist ge-
wihlt worden, um zu zeigen, daB die Aufgabe
auch ohne die zusitzliche Einschrinkung fir
die 4. Stufe angemessen gewesen wire. Keiner
der Schiiler versuchte aber eine solche Ver-
allgemeinerung. Vorherrschend war vielmehr
eine Unterteilung indie Intervalleg<x<g+1
im angegebenen Gesamtintervall und die
Durchfithrung von Uberlegungen in jedem
der Teilintervalle. Dabei traten die groBeren
Schwierigkeiten im Fall x <0 auf. Zu bemin-
geln ist der logisch unklare Aulbau der L6-
sungen bei vielen Schiilern. So wurde die
Aquivalenz von Umformungen hidufig nicht
erkannt oder zumindest nicht beachtet. Prin-
zipielle Schwierigkeiten traten wohl nur bei
sehr wenigen Schiilern auf. Auch die Tat-
sache, daB etwa 75%; der Schiiler diese von
den beiden Wahlaulgaben zu l6sen versuch-
ten, spricht daliir, daB der Schwierigkeitsgrad
nicht zu hoch war.
So ergab sich auch ein guter Durchschnitt
fur die erreichte Punktzahl:
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 5 3 6 3 7 6 8 21 14
Dr. Hans-Jiirgen Sprengel,
Pid. Hochschule ,,Karl Liebknecht”, Potsdam

3B. Wie aus dem Aufgabentext hervorgeht,
ist zweierlei zu zeigen. Erstens die Existenz
einer Zahl ¢, fiir die die Punkte von k die
gegebene Beziehung zwischen den Abstanden
erfiillen. Zweitens ist nachzuweisen, daB alle
Punkte der Ebene, fiir die die gegebene Rela-
tion zwischen den Abstianden von F, F, mitc
erfillt ist, aufl k liegen. Wir geben fiir den
ersten Teil die mehrfach von den Schiilern
— mit geringfigigen Modiftkationen - ge-
fundene Losung. Fiir den zweiten Teil zitieren
wir die Losung der Aulgabenkommission, die
auch bei einigen Schiilern anzutreflen ist.
Teil 1: Fiir einen Punkt P aul k mit den
Koordinaten (x; ]> gilt

X

dl=ﬁ=\/(x—1ﬁ)2+<)—'(—l/2_)z.

dz=ﬁ=‘/()€+[/5)z+(£+l/i)z.

Damit erhdlt man nach einigen Umformungen

1 iy 3
=2(x2+—2)+8—2 ((x+—) ——2)
x x
1 1\?
=2 x?+— )+8-2|(x+=) -2|
x x

2
Wegen (x + )—1‘) 24(x+0) folgt

(d—d>)* =8 und somit c=2/2.

Teil 2: Wenn ein Punkt P mit den Koordi-
naten (x;y) die Eigenschaft | FxP—F,P|
=2)/2 hat, so folgt

V-V 2% +(y—)/2?
_|/(x+l/§)1 +(y+ [/2_)2 | =2[/2 und hieraus

2x2+2y*+8-—8

=2)/x*+y* +2x2y2 —16xy+16

(x2+y)?=x*+y*+2x2y? — 16xy+ 16,
16xy=16,

also x+0 und y=J—lc, d. h,, P liegt auf k. Somit

ist k die Menge aller Punkte, [tir die
| FP—F,P|=c=2)/2gilt.
Bemerkungen: Diese Wahlaufgabe wurde von
26 der insgesamt 99 Teilnehmer gewihit.
Hiufig wurde iibersehen, daB zur LGsung
dieser Aufgabe - wie oben angegeben -
zweierlei zu zeigen ist.
Von vielen Schiilern wurde nur Teil 1 erledigt.
Eine vollstindige Losung haben lediglich die
Schiiler B 134 und B 102 vorgelegt. Trotzdem
diirft&Wer Schwierigkeitsgrad dieser Aufgabe
fiir eine DDR-Olympiade angemessen sein.
Bei dieser Aulgabe waren 8 Punkte zu er-
reichen, iiber die Verteilung der Punkte mag
folgende Tabelle AufschluB geben:
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 5 5 1 0 1 12 0 0 2
Dr. Klaus Zacharias, Zentralinstitut
J- Math. u. Mechanik, Berlin

4. Wenn die natiirlichen Zahlen x, y den Be-
dingungen der Aufgabe geniigen, 0.B.d.A.
sei dabei x>y, so gibt es natiirliche Zahlen

a,b<9 mit XT”= 10a+b und xy=(10b+ a)?.

Somit ist
(x—y)?=(x+yy —4xy
=4(10a + b)*> —4(10b + a)®
=4-9-11(a®—b?)
eine Quadratzahl und da x +y gilt, ist a> b.
Folglich muB

a’—b*=(a+b)(a—b)
durch 11 teilbar sein. Da 0<a—b<9 und
O<a+b<18 gilt, erhalten wir: a+b=11,
b>1und a—b=11-2b ist eine Quadratzahl.
Daraus flolgt, daB b=5 und a=6 ist.

1 1 1 1 {
(d —dz)z=2(x2+7>+8—2\/(xz+?+4+2]/5(x+7)) (x2+7+4—2[/5(x+;))

1 2 2
2(x2+;5>+8—2 \/(x2+%+4> ——8(x+13

e

2 1 2
—8(x+—)
X
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Wir erhalten somit
x+y=2(10a+ b)=130 und
x—y=2-3-11=66, woraus x=98 und
y=32 folgt. Damit erfiillt also héchstens das
ungeordnete Paar (98, 32) die Bedingungen
der Aufgabe.
In der Tat gilt

x+y

2

Damit ist das ungeordnete Paar (98, 32) die
einzige Losung.
Bemerkungen: Die Aufgabe kann, wie auch
der Ergebnisspiegel auswetst, als relativ leicht
eingeschitzt werden. Dennoch traten einige
Fehlschliisse auf, von denen hier zwei ge-
nannt werden sollen:
Seien x, y, n, r, s, p natiirliche Zahlen und p
prim.
1. FehlschluB: Wenn xy=n? ist,’ so ist
x=r?und y=s%
2. FehlschluB: Wenn xy=p? ist, so ist
x=y=p.
Des weiteren wurde des ofteren nur nach-
gewiesen, daB hochstens (98, 32) Losung ist.

=65 und |/ xy=|/3136=>56.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 19 17 5 5 1 18 34
Dr. W. Harnau,

W.--Pieck-Universitat Rostock

5. Als Losung einer Konstruktionsaulgabe
ist die Losung wie allgemein iiblich in Ana-
lvse (I), Konstryktion (I1), Beweis déKon-
struktion (11I) und Determination, d. h. Dis-
kussion von Existenz und Eindeutigkeit der
Konstruktion (1V) gegliedert.
1. Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das
den Bedingungen der Aufgabe geniigt. Der
Beriithrungspunkt des Ankreises mit der Seite
AC sei T, die Beriihrungspunkte dieses An-
kreises mit den Strahlen aus B durch C bzw.
aus B durch A4 seien U bzw. S. Der Mittel-
punkt des Ankreises sei M, der des Inkreises L.
Dann gilt nach dem Satz iiber Tangenten-
abschnitte von einem Punkt an einen Kreis:
BS=BU, AS=AT,CT=CU.
Ferner gilt
AB=BS-AS=BU—48S, BC=BU-CU,
CA=CT + AT =CU + AS und mithin
AB+BC+CA=BU-AS+BU-CU+CU
+AS=2BU, also
s=;(ﬁ+ﬁ+a)=su.

Da die Strahlen aus B durch § bzw. U die
genannten Kreise mit den Mittelpunkten M
und I beriihren, liegen M und I nach einem
bekannten Satz aul der Winkelhalbierenden
von X SBU (siehe Bild).
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Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck ABC nur
dann den Bedingungen der Aufgabe geniigt,
wenn es durch folgende Konstruktion er-
halten werden kann:

IL. (1) Man zeichnet eine Strecke der Linge s
mit den Endpunkten B und S.

(2) Man errichtet in S die Senkrechte auf SB
und trigt daraul eine Strecke der Linge R
ab. Der andere Endpunkt dieser Strecke sei
M.

(3) Man spiegelt SB an MB und erhilt UB.
(4) Man zeichnet zu SB die Parallele im Ab-
stand r. Schneidet sie MB in einem Punkt
zwischen B und M, so sei I dieser Schnitt-
punkt.

(5) Man zeichnet die Kreise um M bzw. I mit
den Radien R bzw. r.

(6) Man konstruiert, falls die unter (5) kon-
struierten Kreise sich nicht schneiden, eine
ihrer inneren Tangenten. Ist das der Fall, so
seien A bzw. C die Schnittpunkte dieser Tan-
gente mit SB bzw. BU.

IT1. Jedes so konstruierte Dreieck ABC ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Laut lgonstruktion hat das Dreieck
ABC ecinen Inkreis vom Radius r und einen
Ankreis an die Seite AC vom Radius R. Laut
Konstruktion gilt ferner

s=ﬁ=w=%@+ﬁ+m

IV. Die Kenstruktionsschritte (1), (2), (3)
und (5) sind stets eindeutig ausfithrbar. Der
Konstruktionsschritt (4) ist genau dann aus-
fiihrbar, wenn R>r gilt, und in diesem Falle
eindeutig ausfiihrbar. Konstruktionsschritt
(6) ist genau daxln_ ausllhrbﬁ wenn ng

+r gilt. Wegen MI=MB~ BI und

MB =Lsz_+% (Pythagoras) sowie

BI= %’ (Strahlensatz) ist diese Bedin-
gung gleichwertig mit MB—BI2R+r, also
auch mit ]/sz-i-—Rz<l —%);(R;;")' ™

Fiir MI=R+r erhilt man genau eine ge-
meinsame Tangente und damit auch genau
ein Dreieck ABC.

Fir MI>R+r erhilt man genau zwei ge-
meinsame Tangenten und genau zwei spiegel-
bildlich zu MB liegende kongruente Drei-
ecke. Daher existiert genau dann ein den Be-
dingungen der Aufgabe entsprechendes Drei-
eck, wenn (*) gilt; und ist dies der Fall, so
gibt es bis auf Kongruenz genau ein derarti-
ges Dreieck.

Bemerkungen: Wie -aus der Tabelle unten er-
sichtlich ist, konnte an etwa ein Drittel der
Schiiler kein Punkt erteilt werden; diese Schii-
ler fanden keinen Zugang zur Losung. Den
Schiilern, die drei oder vier Punkte erhiel-
ten, gelang es, den Teil (I) der Losung im
wesentlichen zu erbringen, sie erkannten also,
daB die Linge der Strecke BU gleich dem
halben Umfang des Dreiecks ist und hatten
hiermit den ,springenden Punkt® bewiltigt,
um an die anderen Teile der Losung gehen zu
konnen. Sie scheiterten im allgemeinen daran,

die Konstruktion exakt anzugeben und vor
allem an Teil (IV) der Lésung, fiir den eine
neue Idee notwendig war, nimlich die Er-
kenntnis, daB der Konstruktionsschritt (6)
eindeutig ausfiihrbar ist genau dann, wenn
MI =R +rist. Bei Vorhandensein der beiden
skizzierten Ideen hing dann der Erfolg nur
noch von der gewissenhaften Handhabung
des ,mathematischen Handwerkzeugs“ ab,
das fiir solche Aufgaben beherrscht werden
muB. Und hierbei ist festzustellen, daB es
leider eine ganze Reihe von Schiilern gab, die
durch Unexaktheit oder Unvollstandigkeit
wertvolle Punkte verschenkten.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 30 5 8 11 17 11 8 9
Dr. Monika Noack,
Humboldt-Universitat Berlin

6. Wir zeigen: Ist feine [iir alle reellen Zahlen

x definierte nullstellenfreie Funktion, so folgt

daraus nicht die Nullstellenfreiheit der Funk-

tion F(x)= f(2x)+ f(3x).

; 1 fiir x<3

Es sei z. B. f(x)= {_ 1 fir x2 3.

Diese Funktion entspricht den Bedingungen

der Aufgabe: sie ist fiir alle reellen Zahlen x

definiert und nullstellenfrei.

Fiir F(x)=f(2x)+ f(3x) gilt aber:

F(l)=f(2) +f(3)=1+(—-1)=0.

Es gibt also eine reelle Zahl x, nimlich

x=1, mit F(1)=0, d.h. F(x) ist nicht null-

stellenfrei. g.e.d.

Bemerkungen: Fast die Hilfte der Schiiler

untersuchte nur solche Funktionen f(x), die

fiir alle reellen Zahlen x stets dasselbe Vor-

zeichen besitzen. Typische Fehler waren auch

das Gleichsetzen von f(2x) mit 2f(x) bzw.

von (—1)* mit —1* bei der Konstruktion

eines Beispiels.

Punkteverteilung:

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7

Anzahl 24 18 22 3 5 3 5 20

Dr. Ingeborg Bartsch,

Institut fir Lehrerbildung Rostock

Lésungen zu: AG’s im Blickpunkt (S. 132)
Losung fiir den Nenner 13

;(]00000+x)= 10x+1;

;(200000+x)=10x+2;
300000+ x =(10x+3)-4;

11

3 (300000 + x)=10x + 3;

%(400000+x)=10x+4;
500000 + x =(10x+5);;
600000 +x =(10x+6)-4;

%(600000+x)=10x+6;

700000+ x =(10x+7)- 19—0;
900000+ x =(10x+9)-4.



Lisungen zu: Abschied von 1976 (6/76)

Ala (248-39+(1+2+5)(6+7);
(3)2'11—26-23,(4)37 - 35+ 3243331 _30.
(5)44-44+44—4; (6) 452 —77;

N3 -6 =224+ 13+13+13.

A2a Esgilt:
Z=1976'°7—-1976 =1976 (1976'°7° — 1)
=1976(1976 — l.)(1976‘°"‘+ 19761973
+...4+1)
=1976-1975- P
wobei P die Summe der Glieder in der
letzten Klammer ist. Die Klammer enthilt
1975 Summanden, wovon 1974 die Endziffer
6 haben und einen Summanden 1. Daher
endet. P auf die Zifler 5: P=5-R
Wir haben also

1976= 8247
1975=25- 719
P=5- R

Somit ist Z durch 8 und 125, also auch durch
1000 teilbar.

Lésungen zu: alpha-heiter 6/76

alpha-Kurzweil

1-3-37=111 6-3-37=666
2-3-37=222 7-3:37=777
3-3-37=333 8-3-37=888
4-3-37=444 9-3-37=999
5-3-37=555
Kryptarithmetik

95524902+ 382=10836
Wir suchen Einsender der Losungen fur das
zweite Kryptogramm !

Wieviele Méglichkeiten?
Es gibt genau 64 Losungen.

Festung Eulersburg
Mogliche Losung:

Vergebliche Versuche:
o o
°
(=] (*) =]
<] (<]
o] o
i
3
zu S. 126
712
I
/3

Junge Mathematiker,
Physiker und Chemiker

an Universititen
und Hochschulen

Die zielstrebige Foérderung besonderer Be-
gabungen und Interessen junger Menschen
auf den verschiedensten Gebieten ist in unse-
rem Staat nicht nur Gesetz, sondern in der
Praxis bewihrte Realitat. Viele Schiiler konn-
ten zum Beispiel bei den Mathematikolym-
piaden, in Mathematikzirkeln und Arbeits-
gemeinschaften diesen Vorzug unserer Ge-
sellschaftsordnung selbst erleben.

Ein Beispiel [iir die zielgerichtete Forderung
von Schiilern, die sich bei insgesam't guten
schulischen Leistungen besonders durch sehr
gutes mathematisches und naturwissenschalt-
liches Wissen und Koénnen auszeichnen, ist
die Ausbildung von Schiilern der Klassen-
stufen 11 und 12 in Spezialklassen an Uni-
versititen und Hochschulen. AuBerdem wer-
den in einigen mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Spezialschulen z. B. der Heinrich
Hertz-Oberschule in Berlin, Schiiler der K las-
sen 9 bis 12 unterrichtet.

Die Spezialklassen bestehen nunmehr
12 Jahre und konnen auf eine sehr erfolg-
reiche Tatigkeit zuriickblicken. Beispiels-
weise kommt seit mehreren Jahren etwa ein
Viertel aller Preistriager der Bezirks-Mathe-
matik-Olympiade in Berlin aus der Spezial-
klasse der Humboldt-Universitat, und auch
im DDR-MaBstab und bei den Internationa-
len Mathematikolympiaden findet man Ange-
hérige von Spezialklassen unter den Preistra-
gern. Fast alle Spezialklassenschiiler konnten
bisher nach dem Abitur ein Studium aufneh-
men, und zwar vorwiegend in den Grund-
studienrichtungen Mathematik, Physik, Che-
mie, in technischen Grundstudienrichtungen,
ein Lehrerstudium bzw. ein Studium in ande-
ren naturwissenschaftlichen oder gesell-
schaftswissenschaftlichen  Fachrichtungen.
Die liberwiegende Mehrheit der ehemaligen
Spezialklassenschiiler kann auf hervorra-
gende Studienergebnisse und aktive gesell-
schaftliche Arbeit in ihren Studienkollektiven
verweisen.

Die Ausbildung in den Spezialklassen ent-
spricht bis auf die Spezialficher (Mathema-
tik, Physik bzw. Chemie) der Ausbildung in
den Erweiterten Oberschulen.’ In den Spe-
zialfichern wird besonderer Wert auf die
Entwicklung des wissenschaftlichen Denkens
und Arbeitens, die sehr griindliche Behand-
lung des Stoffes und die Selbstandigkeit der

Schiiler gelegt. Der Unterricht wird vor-
wiegend durch Wissenschaftler der Universi-
titen und Hochschulen durchgefiihrt, die
langjdhrige Erfahrungen in der Ausbildung
von Schiilern haben. Auch die musische und
sportliche Betitigung kommt nicht zu kurz.
Selbstverstandlich stellt die Ausbildung in
den Spezialklassen hohe Anforderungen.
Deshalb kommen nur solche Schiiler der
10. Klassen der Oberschule und der Vorbe-
reitungsklassen fiir die Abiturstufe zur Eig-
nungspriifung fiir die Spezialklasse an die
Hochschule, die bereits zur Aufnahme in die
Abiturstule bestatigt worden sind. Die Vor-
schlige fiir die Aufnahme von Schiilern in die
Spezialklassen erfolgen nach Auswahl durch
die Direktoren der Oberschulen und werden
iiber die Kreis- und Bezirksschulrite jeweils
bis zum 31. 12. fiir das kommende Schuljahr
an die Universititen und Hochschulen ein-
gereicht. Die Hochschulen konnen von Schii-
lern Bewerbungen, denen die Zustimmung
der Eltern beiliegt, unmittelbar entgegen-
nehmen. Sie fordern in solchen Fillen vom
zustandigen Bezirksschulrat das Einverstand-
nis zur Aulnahme des Schiilers in die Spezial-
klasse sowie die entsprechenden Unterlagen
an.
Die Arbeitsweise von Spezialklassen ist in
einer Anweisung (15/76) des Ministers [iir
Hoch- und Fachschulwesen vom 14. Juni
1976 geregelt, die in den ,,Verfiigungen und
Mitteilungen des Ministeriums fiir Hoch-
und Fachschulwesen** veroffentlicht wurde.
J. Geburtig, Berlin

Ubersicht iiber die bestehenden Spezialklassen

® Schwerpunkt Mathematik/Physik:

— Humboldt-Universitit zu Berlin

— Martin-Luther-Universitit Halle

- Die Bildung einer Spezialklasse an der
Wilhelm-Pieck-Universitit Rostock wird
vorbereitet

® Schwerpunkt Mathematik/Physik/Technik:

— Technische Hochschule Karl-Marx-Stadt

©® Schwerpunkt Chemie:

- Technische Hochschule Carl Schorlem-
mer Leuna-Merseburg
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Ubung
macht den Meister

Arbeit mit trigonometrischen
Funktionen

1976

a) Durch die Gleichung y=% sin 2x(x eP) ist

eine Winkelfunktion gegeben.

Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion
genau im Intervall —n< x<n, und geben Sie
den Wertebereich dieser Funktion an!

b) In dem nachfolgenden Bild ist eine Winkel-
funktion mit der Gleichung y=a - sinbx (a, b,
x€P) im Intervall 0<x<2 dargestellt. Wie
lautet die Gleichung in diesem speziellen Fall?

y

)

7

1 7\ ] i

[i o\ '

1 g E |

oﬂi I\f L]zt x
!

c) Gegeben sei der Term (x€eP).

1 —sinx
Fiir welchen Wert von x(0< x <27) ist dieser
Term nicht definiert?

1975
Skizzieren Sie den Graph der Funktion

. .
y=sin 3% (xeP) im Intervall 0 < x < 4!

1974

Gegeben sind Funktionen durch die folgen-
den Gleichungen:

y=sinx, y=2sinx, y=sin2x

a) Zeichnen Sie die Graphen dieser Funk-
tionen im Intervall 0< x<2n! Benutzen Sie
dabei ein und dasselbe rechtwinklige Ko-
ordinatensystem, und kennzeichnen Sie jeden
Graph durch die entsprechende Gieichung!
b) Geben Sie fir y=2sinx alle im angege-
benen Intervall auftretenden Nullstellen an!
c) Geben Sie [ir y=sin2x die kleinste Periode
an!

1973

Skizzieren Sie den Graph der Funktion mit
der Gleichung y=2sinx xeP, im Intervall
0= x X3! Geben Siec den Wertebereich dieser
Funktion an!
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1972

Ermitteln Sic alle Winkel x im Intervall
0° < x <360°, fir die gilt:

sinx =0,6600!

1970
Ermitteln Sie cos120°! Bestimmen Sie x in

x=logs 125!

1969
Ermitteln Sie die Winkel «, fiir die gilt:
sina=09011, 0°<a<360°!

Arger, nichts als Arger

Mein Bruder hat sich iiber die 5 in der
Mathearbeit geirgert, und dann hat er sich
iiber mich geérgert,
weil ich mich nicht auch iiber seine S in der
Mathearbeit gedrgert habe.
Dann hat er sich iiber sich selbst geiirgert,
weil er sich iiber mich gedrgert hat,
weil ich mich nicht iiber seine 5 in der Mathe-
arbeit gedrgert habe.

K. Koch, Schmalkalden

Abschied von
1—-9+7 +6=—]/(19)7+6

—1-9+7+6=)/1+9-7+6
1494746
—-1+9-7+6 Matthias Heinewetter,

Heilbad Heiligenstadt

1-9-76=)/19(~7+6+19)-/76

Sabine Bruns, Braunschweig

(19-76)—(19-7- 6)—(1 -97-6)=(14+9)-7—6
Helmut Hormeyer, Innsbruck

1/19-1/76)-(1+9+7-6)=1976

Sven Malies, Berlin(West)

(1+97+6)-(1- [/§!+7+6)=1976
Rudolf Gutsch, Wien
1976 1976
Prof. Dr. M. Wilke, Frank furt (Main)

Zwei Aufgaben fiir unsere alpha-Leser:

Al a DieZahl 1976 1dBt sich durch Zahlen,

die durch die vier Grundrechenarten ver-

kniipft sind und ganz bestimmten Bedingun-

gen geniigen, darstellen:

(1) Nur mit Hille von Zahlen, die mit der
ZilTer 1 gebildet werden konnen:

1976 =(1111—111-11—-1)- (11 +11):11

(2) durch Zahlen, in denen alle Ziffern von 1
bis 9 vorkommen (jede Zifler darf dabei
nur einmal verwendet werden)

(5) nur mit Zahlen, die mit der-Ziffer 4 ge-
bildet werden konnen

(6) nur als Summe von Quadratzahlen

(7) nur als Summe von Kubikzahlen

(3) nur mit Hille von Potenzen mit der Ba-
sis 2

(4) nur mit Hilfe von Potenzen mit der Ba-
sis 3

Mathematik fachlehrer H. Kampe,
Neuseddin

A2a Man zeige, daB 1976'°7¢ — 1976
durch 1000 ohne Rest teilbar ist.
H. Oehl, Miinchen

(Losungen siehe S. 143)



LaBt Euer Licht
leuchten!

Vliseline ist ein Material, das in der Schnei-
derei Verwendung findet. Es ist zwar nicht
sonderlich steif, hat aber dafiir schone Trans-
parenz.

Modell 1

Dieses Modell ist denkbar einfach. Der Zu-
schnitt erfolgt wie in Bild 1. Man kann noch
cinige Bigelfalten anbringen. Es empfiehlt
sich evtl. Bemalung vor der Montage vorzu-
nehmen. Die acht Holzstibchen sind etwa
28 cm lang und werden mit der Vliseline ver-
klebt und an den Enden zusammengebun-
den. L. Brandt, Berlin

Modell 2
Das Material ist Zeichenkarton, eine Schere
und etwas Duosan. Der Schnitt setzt sich aus
sechs Quadraten und sechs gleichseitigen
Dreiecken zusammen. Wenn du das Modell
gleich viermal baust, kann sogar eine Art
Stehlampe, die von der Decke hiangt, werden.
L. Brandt

Drahtbiigel
Fassung
Glithlampe

Modell 3

Zur Herstellung des auf dem Bild sichtbaren
Lampenmodells fiihre die folgenden Arbeits-
gange aus.

Schneide von einer Rolle Zeichenkarton

einen Bogen etwa vom Format 2,00 m mal
0,70 m ab. Darauf zeichne mittig ein Recht-
eck mit den Abmessungen 1,82 m x 0,60 m.
Markiere auf der oberen und unteren Recht-
eckseite von dem linken oberen bzw. linken
unteren Eckpunkt aus in 4cm Abstand
Punkte.

Bezeichne den linken oberen Eckpunkt und
die 3 folgenden markierten Punkte der obe-
ren Rechteckseite mit 1, 2, 3, 4 und den linken
unteren Eckpunkt und die drei folgenden
markierten Punkte der unteren Rechteck-
seite mit 4, B, C, D.

becml4cm

ABCD )

182 cm

gcslagztc Locher

s [e AT Ml A-

é0¢cm

Ritze mit einer Ziehfeder

a)zu 1, D parallele Geraden (1. Parallelen-
schar) und

b)zu 4,4 parallele Geraden (2. Parallelen-
schar) durch alle markierten Punkte in den
Zeichenkarton ein;

c) im Abstand von 2 cm Paraliele zur kleinen
Rechteckseite in den Zeichenkarton ein
(3. Parallelenschar).

Schneide das gezeichnete Rechteck (1,82 m

mal 0,60 m) aus. Stanze am oberen und un-

teren Rand des Rechteckes Locher aus (siche

Skizze).

Falte den Zeichenkarton langs jeder ein-

geritzten Geraden.

AL

a) der 1. und dann der 2. Parallelenschar, so
daB die eingeritzte Gerade innerhalb des
gefalteten Zeichenkartons liegt;

b) der 3. Parallelenschar, so daB bei jeder
Faltung die eingeritzte Gerade von auBen
sichtbar ist.

Klebe die beiden kleinen Rechteckseiten langs
eines moglichst schmalen Streifens zusam-
men. Die geritzten Linien sind von aullen
nicht sichtbar.

Fadele durch die vorhandenen Lécher zwei
Fiden, ziehe sie jeweils zu einem kleinen Kreis
zusammen und verknote sie.

E. Kiihn, Weimar

W




Portriit eines Wissenschaftlers

Zum 500. Todestag
von
Johannes Miiller

(Regiomontanus) 1436 bis 1476

Regiomontanus ist der herausragende eurb-
pdische Mathematiker des 15. Jahrhunderts.
Seine Zeit war durch cin Anwachsen der anti-
feudalen Klassenkdmpfe in Stadt und Land
und die Entwicklung neuer Flemente in der
Wirtschaft auf Grundlage einer breiten Ent-
faltung der Warenproduktion gekennzeich-
net. Auf geistigem Gebiet zeigten sich erste
antifeudale Gedanken in der Philosophie des
Nicolaus Cusanus. Die auBerten sich vor
allem in seiner Hinwendung zu den Natur-
wissenschaften, zur dialektischen Betrach-
tungsweise aller Erscheinungen und zu hu-
manistischen Gedanken. Gleichzeitig erdfi-
nete die bahnbrechende Erfindung des Buch-
drucks mit beweglichen Lettern durch J. Gu-
tenberg um 1445 vollig neue Moglichkeiten
zur Verbreitung des Wissens.

Als theoretische Grundlage fiir die Entwick-
lung der Produktivkrifte und als ideologische
Wafle des Birgertums formte sich in dieser
Zeit die wissenschaftliche Naturforschung.
Zudem wurden mathematische Methoden
vervollkommnet und neu entdeckt. Zu den be-
deutenden mathematischen Disziplinen ent-
wickelten sich Trigonometrie und Algebra als
Vorstufe der modernen Algebra. Die Heraus-
bildung der Trigonometrie als mathematische
Disziplin war eng mit dem Wirken von
Regiomontanus verkniipft.

Johannes Miiller wurde am 6. Juni 1436 in
K onigsberg oder im nahegelegenen Dorf Un-
finden geboren. Nach der Stadt Konigsberg
nannte er sich latinisiert Regiomontanus oder
auch Johannes de monte Regio.

Bereits mit elf Jahren nahm er ein Studium
an der Universitit Leipzig aul, das er drei
Jahre spidter in Wien fortsetzte. Die Uni-
versitit Wien zeichnete sich durch eine be-
sondere Pflege der Mathematik aus. Gleich-
zeitig nahmen staatlich-politische Aufgaben
einen vorrangigen Platz ein, da Wien die
Residenzstadt der Habsburger war. Auf diese
Weise konnte Regiomontanus in Wien nicht
nur seine mathematischen Kenntnisse ver-
vollstindigen, sondern kam in noch stirke-
rem MaBe mit Fragen des Kalenderwesens,
der Zeit- und Ortsbestimmung und der Astro-
logie in Beriihrung. AuBerdem iibte der Ma-
thematiker und Astronom Georg Peuerbach
(1423 bis 1461) als Anhédnger der neuen
humanistischen Bildung einen maBgeblichen

EinfluB auf den Werdegang Regiomontanus’
aus. Peuerbachs besonderes Verdienst bestand
darin, daB er seine Schiiler auf die Auswer-
tung des antiken Wissens lenkte.

1461 ging Regiomontanus im Gefolge des
Kardinals Johanres Bessarion, der in der
Kirchenpolitik eine bedeutende Rolle spielte

und besonderes Interesse fiir Mathematik, *

Astronomie und das antike Erbe zeigte, fiir
mehrere Jahre nach Italien. Das war eine
der wissenschaftlich fruchtbarsten Zeiten fiir
Regiomontanus. Hier setzte er die Neubear-
beitung und Ubersetzung des ,,Almagest*
von Ptolemdus fort, die sein inzwischen ver-
storbener Lehrer Peuerbach begonnen hatte.
In Verbindung mit diesem Werk, das aus-
fithrliche Kapitel iiber trigonometrische Be-

rechnungen enthiilt, fertigte Regiomontanus
seine bedeutende Arbeit iiber Trigonometrie
an. Die Beschiftigung mit der historischen
Entwicklung mathematischer Kenntnisse be-
fahigten Regiomontanus, das bis zu seiner
Zeit angesammelte Wissen iiber Trigonome-
trie zu ordnen und zum Teil weiterzuent-
wickeln.

In den folgenden Jahren setzte Regiomontanus
seine Titigkeit in Niirnberg, eine der groBten
Handelsstidte Deutschlands, fort. Mit Unter-
stiitzung des wohlhabenden Niirnberger Pa-
triziers, des Instrumentenbauers Bernhard
Walther, errichtete er eine eigene Druckerei
und eine Werkstatt zur Anfertigung astro-
nomischer Gerite. Gemeinsam betrieben sie
astronomische Beobachtungen und nutzten
die Vorziige des Buchdrucks, um aniike

- Schriften, die Werke Regiomontanus’ und

Peuerbachs zu verbreiten. In Niirnberg be-
rechnete und vervollstindigte Regiomontanus
eine Reihe von ,,Ephemeriden*, astronomi-
sche Tafelwerke, die fiir jeden Tag eines ge-
wissen Zeitraumes die Stellung der Planeten
angaben. Die Genauigkeit seiner Berechnun-
gen iibertraf alle vorhergehenden weit.

Die erfolgreiche Titigkeit in Niirnberg, seine
umfangreichen wissenschaftlichen Vorhaben
wurden 1475 durch eine Reise nach Italien
unterbrochen. Der Papst haite Regiomonta-
nus nach Rom gerufen, um sein Urteil iiber
die notwendige Kalenderform zu erfahren.
In Rom starb Johannes Miiller am 6. Juli 1476
im Alter von vierzig Jahren.

Dr. Renate Tobies, aus: technikus 6/76

Mathematiker aus 37 Jahrhunderten

Carl Friedrich Gauff behauptete von sich, daB
er eher rechnen als sprechen gelernt hitte.
Und es ist Giberliefert, daB er mit drei Jahren
in einer Lohnabrechnung seines Vaters einen
Fehler aufspiirte. Mit neun oder zehn Jahren
machte er seine erste mathematische Ent-
deckung: Als der Lehrer die Aufgabe stellte,
die Zahlen eins bis einhundert zu addieren,
sah er auf einen Blick:
142+...4+100=(1+100)+(2+99) +(50
+51)=50-101=5050, und fand somit die
Summenformel fiir die arithmetische Reihe.
Im Laufe seines Lebens vallbrachte GauB,
einer der groBten Wissenschaftler, hervor-
ragende Leistungen auf allen Gebieten der
Mathematik, aber auch in der Statistik,
Astronomie, Geodisie, Physik und Geo-
physik.

GauB ist einer von rund 50 Gelehrten, deren
Leben und Werk in den ,,Biographien be-
deutender Mathematiker* ausfiihrlich vor-
gestellt werden. Das Buch aber bringt mehr,
als sein Titel aussagt. Uberblick zur Mathe-
matik in einzelnen Perioden, von der Antike
bis zum 20. Jahrhundert, beleuchten diese
Wissenschaft vor dem gesellschaftlichen Hin-
tergrund der jeweiligen Zeit. So ist das Werk,

auch wenn es diesen Anspruch nicht erheben
will, fast eine ,,Geschichte der Mathematik*,
denn es wird immerhin aul das Wirken von
rund 50 Mathematikern und anderen Person-
lichkeiten eingegangen. Eine solche Darstel-
lung hat in unserer Fachliteratur seit langem
gefehlt. Der historische Bogen ist, wie das bei
der Mathematik nicht anders sein kann, weit
gespannt. Er beginnt schon lange vor dem
ersten namenilich bekannten Mathematiker,
dem &dgyptischen Konigsschreiber Ahmes aus
dem 17. Jahrhundert vor unserer Zeit und
erfaBt schlieBlich hervorragende sowjetische
Mathematiker, die heute entscheidend diese
Wissenschaft beeinflussen.
Das Buch soll nicht nur Schiilern, Lehrern,
Studenten und Dozenten empfohlen werden,
sondern allen, die sich fir die Geschichte
einer Wissenschaft interessieren. Es bringt
eine Menge interessanter Fakten und ist in
verstandlicher Form geschrieben.
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