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Carl Friedrich
Gaufy

1777 bis 1855

Im letzten Viertel eines Jahrhunderts, in dem
sich die Entwicklung der Mathematik weit-
gehend auBerhalb von Deutschland vollzogen
hatte, wuchs in Braunschweig Carl Friedrich
GaufBl zum groBten Mathematiker seiner Zeit
heran. Nach seinem Tode wurden auf Ver-
anlassung des K6nigs von Hannover Miinzen
gepridgt, auf denen Gaufl als ,,Princeps ma-
thematicorum* (Fiirst der Mathematiker) be-
zeichnet wurde. Dieser Titel wurde allgemein
anerkannt. Man kann GauB als einen der
groBten Wissenschaftler iiberhaupt ansehen.
GauB kam aus ganz einfachen Verhiltnissen.
Sein Vater, Gerhard Dietrich GauB, hat eine
ganze Reihe von Berufen ausgeiibt; so war er
zum Beispiel Girtner, ,,WeiBbinder* und
Kassierer einer Versicherung.

Gaul)’ Mutter Dorothea geb. Benze hatte vor
ihrer Ehe, die die zweite ihres Mannes war,
als Magd gearbeitet. Carl Friedrich war ihr
einziges Kind. GauB schilderte seinen Vater
als rechtschaffenen und geachteten Mann und
als guten Rechner, der allerdings zu Hause
herrisch und rauh gewesen sei.

Die mathematische Begabung zeigte sich bei
GauB sehr friih. Er hat spéter einmal von sich
behauptet, daB er eher rechnen als sprechen
gelernt hitte. Von ihm wird erzéhlt, daB er mit
drei Jahren beim Anhéren einer Lohnabrech-
nung seines Vaters einen Fehler entdeckt und
sofort das richtige Resultat angegeben habe.
Als er auf der Volksschule mit etwa neun oder
zehn Jahren in die Rechenklasse kam, 16ste

er die Aufgabe, alle Zahlen von 1 bis 100 zu-
sammenzuzihlen, in wenigen Augenblicken
folgendermaBen:
142+...+100=(14+100)+(2+99)+...
+(50+51)=50- 101 = 5050,

das heiBt, er entdeckte das Prinzip der Sum-
menformel fiir die arithmetische Reihe. Seine
Lehrer wurden bald auf ihn aufmerksam. Vor
allem interessierte sich der Gehilfe des Leh-
rers Biittner, D. M. Chr. Bartels, der nur acht
Jahre dlter als GauB und mathematisch sehr
aktiv war, fir ihn und unterstiitzte GauB bei
dessen mathematischer Entwicklung sehr tat-
kriftig. GauB kam 1788 von der Volksschule
aul das Gymnasium Catharineum. Bartels,

der gleichzeitig eine Stelle im Collegium Ca--

rolinum, der spiteren Technischen Hoch-
schule, bekam und spiter Professor der Ma-
thematik in Kasan und Dorpat war, wurde
auf GauB aufmerksam. GauB fiel aber nicht
nur durch seine mathematischen Leistungen,
sondern durch seine schnellen Fortschritte
in den Fremdsprachen auf und wurde 1791
durch v.Zimmermann dem Herzog von
Braunschweig vorgestellt, der ihm Stipendien
fiir den Besuch des Gymnasiums, spéter fiir
das Studium in Gottingen und auch noch fiir
die anschlieBende Zeit gewihrte, bis GauB im
Jahre 1807 Prolessor der Astronomie und
Direktor der Sternwarte in Géttingen wurde.
Bis dahin hatte sich GauB lingst als iiber-
ragender Mathematiker ausgewiesen. 1791
beschiltigte er sich mit dem arithmetisch-
geometrischen Mittel von zwei positiven
reellen Zahlen o und §, das man erhilt, wenn

man zu o' = az-;_ﬂ und f'=]/af iibergeht und

diesen ProzeB beliebig oft wiederholt. 1792
vermutete er auf Grund von Abzihlupgen in

Primzahltafeln den Primzahlsatz, nach dem .

die Anzahl der Primzahlen untgrhalb von x

asymptotisch gleich ﬁ ist, und der erst

mehr als 100 Jahre spiter nach einer langen
Entwicklung der Funktionentheorie bewie-

- sen werden konnte. AuBerdem beschiiftigte er

sich mit dem Parallelen-Axiom. Schon da-
mals, also im Alter von 15 Jahren, untersuchte
er, wie eine Geometrie aussehen miisse, in der
das Parallelen-Axiom nicht gilt.

Von 1795 bis 1798 studierte GauB in Gottin-
gen, und zwar zundchst Mathematik und
Philologie. Den endgiiltigen EntschluB, aus-
schlieBlich Mathematik zu studieren, faBte
GauB aber erst, als er 1796 erkannt hatte,
welche regelmiBigen Vielecke mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden konnen. Er 16ste
damit ein Problem, das seit der Antike keinen
Schritt einer Losung niher gebracht worden
war. N

Die Ankiindigung der Konstruktion des re-
gelmiBigen 17-Ecks war Gaul3’® erste wissen-
schaftliche Publikation, und von dem Tage
der Entdeckung an fiihrte er sein wissen-
schaftliches Tagebuch, in das er seine wich-
tigsten Ergebnisse viele Jahre lang eintrug.

Wihrend GauB in diesem Zusammenhang
die komplexen Zahlen ohne Bedenken be-
niitzte, vermied er sie, da sie damals noch
kein ,Biirgerrecht” in der Mathematik hat-
ten, in seiner Dissertation systematisch, in der
er den ersten strengen Beweis fiir den Funda-
mentalsatz der klassischen Algebra gab, der
in seiner ,reellen” Formulierung besagt, dal
sich jedes Polynom mit reellen Koeffizienten
in ein Produkt ebensolcher Polynome 1. und
2. Grades zerlegen 1dB8t. Er promovierte damit
Ende 1799 in Helmstedt, und zwar in Ab-
wesenheit, wurde aber von dem dortigen
Mathematiker J. F. Plaff zu einem Aufent-
halt fiir einige Monate eingeladen, der sehr
harmonisch und fruchtbar verlief.
Inzwischen hatte Gaub eine Leistung voll-
bracht, die wohl einzigartig in der Ge-
schichte der Mathematik dasteht: In den Jah-
ren 1796 bis 1798, also im Alter von 19 bis
21 Jahren, schrieb er sein erstes Buch, die
»Disquisitiones arithmeticae” (Arithmetische
Abhandlungen). Bis dahin war die Zahlen-
theorie eine Sammlung von zahlreichen in-
teressanten, schonen und groBtenteils auch
recht tiefliegenden Einzelergebnissen gewe-
sen, die aber kaum miteinander zusammen-
hingen. Die sehr inhaltsreiche und duBerst
lebendig geschriebene ,Vollstindige Anlei-
tung zur Algebra“ von L. Euler bietet dafiir
ein Musterbeispiel. Durch die ,,Disquisitio-
nes arithmeticae aber wurde die Zahlen-
theorie mit einem Schlag zu einer einheit-
lichen und systematischen Wissenschaft; in
der Theorie der Kongruenzen (1. Hauptteil)
erhielt sie eine durchsichtige und tragfihige
Grundlage, aul der sich die Theorie der qua-
dratischen Formen (2. Hauptteil) und der
Kreisteilung (3. Hauptteil) errichten lieB.
Zwar befanden sich im 2. und 3. Hauptteil
lange und komplizierte Rechnungen sowie
schwierige rechnerische Ansitze, so daf es als
Wunder erscheinen kénnte, daB dabei iiber-
haupt interessante Ergebnisse herauskamen.
Studiert man aber das Werk griindlicher, so
erkennt man, welch tiefes strukturelles Den-
ken dahinter steckt, durch das die Fragestel-
lungen und Ansitze erst motiviert und die
Rechnungen durchsichtig werden. Wihrend
des Druckes der ,Disquisitiones arithmeti-
cae”, der sich bis 1801 hinzog, beschiftigte sich
GauB damit, eine Theorie der elliptischen
Funktionen, der 9-Reihen und der Modul-
funktionen aufzubauen, ohne davon etwas
zu verdffentlichen. Spiter waren dann Mathe-
matiker wie Abel und Jacobi viele Jahre un-
abhingig von GauB damit beschiftigt, die
gleiche Theorie zu durchlorschen. Die Zu-
riickhaltung von GauB ist vielleicht damit zu

Der Mangel an mathematischer Bildung gibt
sich durch nichts so auffallend zu erkennen
wie durch maBlose Schiirfe im Zahlenrechnen.

C. F. Gauf
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begriinden, daB seine Theorie seinen Prin-
zipien ,,Pauca sed matura“ (Weniges, aber
Reiles), mathematische Strenge wie bei den
alten Griechen, und ,ut nihil amplius desi-
derandum relictum sit“ (daB nichts mehr zu
wiinschen iibrig bleibe) noch nicht geniigte;
wahrscheinlich vermiBte er noch die Moglich-
keit einer Einordnung in allgemeinere Ge-
setzmiBigkeiten.

Im Jahre 1801 wurde dann GauB nach dem
Erscheinen der ,.Disquisitiones arithmeticae*
unter den Mathematikern weltberithmt, ynd
die Petersburger Akademie wihlte ihn zu
ithrem korrespondierenden Mitglied.

Im gleichen Jahr begann aber auch seine
Wirkung als Astronom (Weltberiihmtheit sich
allgemein durchzusetzen). In der Neujahrs-
nacht zum 19.Jahrhundert, am 1. Januar
1801. war der erste kleine Planet ,Ceres"
durch denitalienischen Astronomen G. Piazzi
beobachtet worden, doch ging er zunichst
nach 40tigiger Beobachtung wieder verloren.
Den damaligen Astronomen war es nicht
moglich, aus diesen wenigen Daten eine
Bahn einigermaBen exakt zu bestimmen.
Gauf3 wandte sich diesem Problem zu und
entwickelte neue Methoden, um eine Kepler-
bahn aus nur drei Beobachtungen zu be-
rechnen. Da aber mehr Beobachtungen vor-
lagen, hatte er die Moglichkeit, seine Prin-
zipien der Ausgleichsrechnung anzuwenden,
und bestimmte die Bahnelemente so genau,
daB Ceres von mehreren Astronomen Ende
1801 und Anfang 1802 wieder aufgefunden
werden konnte. Seine Mitteilung an den Ver-
leger, dieses Buch werde noch nach Jahrhun-
hunderten studiert werden, war berechtigt;
noch heute erfolgt die Bahnbestimmung nach
den GauBschen Methoden, wobei natiirlich
der Rechengang wegen des Einsatzes der
elektronischen Rechenmaschinen modifiziert
worden ist.

Astronomie und Zahlentheorie fesselten von
nun an GauB in gleichem MaBe. Einerseits
nannte er die Mathematik die Konigin der
Wissenschaften und die Zahlentheorie die
Konigin der Mathematik, andererseits aber
betrachtete er — wie er sich in einem Briefe
an seinen Jugendlreund W. Bolyai vom 20.
Juni 1803 ausdriickte — die reine GroBenlehre
(Zahlentheorie) und die Astronomie als die
beiden Pole seiner wissenschaftlichen Wirk-
samkeit, ,nach denen sich mein Geistes-
kompaB immer wendet“. AuBerdem ergénz-
ten sich beide Wissenschalten fir ihn inso-
fern, als er die geringe Anwendbarkeit der
Zahlentheorie kannte und sich seinem Staat
gegeniiber [iir die Forderung seiner zahlen-
theoretischen Forschungen dadurch dankbar
erweisen wollte, daB er sich auch Dingen mit
aller Kraft zuwandte, die unmittelbaren prak-
tischen Nutzen brachten.

Im Jahre 1803 lehnte er einen Ruf auf eine
Professur in St. Petersburg ab, da thm der
Herzog von Braunschweig seine [inanzielle
Lage verbesserte und den Bau einer eigenen
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Sternwarte in Aussicht stellte. Jedoch wurde
der Herzog 1806 in der Schlacht gegen Na-
poleon bei Jena und Auerstedt todlich ver-
letzt. 1807 wurde GauB Prolessor in Gottin-
gen und blieb dort in dieser Stellung bis zu
seinem Lebensende.

Seine erste Ehe schloB GauBl 1805 mit Jo-
hanna Osthoff aus Braunschweig. Sein erster
Sohn, geboren 1806, wurde Artillerieoffizier
und Oberbaurat an der Eisenbahndirektion in
Hannover, und seine erste Tochter, geboren
1808, heiratete 1830 den Professor G.H.
Ewald, einen bedeutenden Géottinger Philo-
logen, der 1837 nach Tiibingen ging, wo seine
Frau indessen schon 1840 starb. Ewald war
einer der ,,Gottinger Sieben®, das heiBt einc:
von sieben Géottinger Universitatsprofesso-
ren, die 1837 dem Konig den Treueid ver-
weigerten, als dieser die neue Verfassung
aufler Kraft setzte und aul die reaktionire
alte zuriickgrifl. Dieser Protest wurde vom
Konig mit der Entlassung der sieben Pro-
{essoren beantwortet.

Bald nach der Geburt des dritten Kindes,
1809, starb GauB’ Frau, und das Kind iiber-
lebte sie nur wenige Monate. Trotz dieses
schweren Schlages heiratete GauB der Kinder
wegen bereits im Jahre 1810 Wilhelmine
Waldeck, die Tochter eines Gottinger Pro-
fessors der Rechte. Dieser Ehe entstammen
zwei Kinder. Der 1811 geborene Sohn wurde
von seinem Vater als ,,Taugenichts“ bezeich-
net, wanderte 1830 nach Amerika aus und
starb dort 1896 als wohlhabender Farmer.
Die Tochter Therese, geboren 1816, blieb im
Hause des Vaters und pflegte ihn bis zu
dessen Tode; Gaul}’ zweite Frau starb schon
1831. Therese selbst iiberlebte ihren Vater
nur neun Jahre. Zu erwihnen ist noch, da3
Gauf}’ Mutter im Alter von 75 Jahren zu ihm
in die Dienstwohnung der Sternwarte zog,
wo sie noch 22 Jahre lebte.

Schon als Student war GauB3 1799 bei der
trigonometrischen Vermessung von West-
falen konsultiert worden. 1818 erhielt er den
ministeriellen Aultrag, die Hannoversche Tri-
angulierung durchzufthren.

Gaul} begniigte sich aber nicht mit der Ver-
messung eines solchen Gebietes, sondern war
duferst interessiert an der Bestimmung der
Gestalt der Erde durch weltweite Vermes-
sungen. Diese Bestrebungen waren fiir ihn
der AnlaB zur Beschiftigung mit zwei wich-
tigen theoretischen Fragestellungen, nimlich
zunidchst der Frage nach den konlormen Ab-
bildungen einer Fliche des Raumes auf eine
andere, und dann der Frage nach den
Schliissen, die man aus Ergebnissen von
Messungen, die sich nur auf die Langen
von Kurven auf einer gegebenen Fliche und
den Winkeln zwischen ihnen beziehen, iiber
die Gestalt der Flache im Raum ziehen kann.
Flichen, die ineinander ohne Dehnung ver-
bogen werden koénnen, unterscheiden sich
in ihrer Metrik nicht; die neue GauBsche
minnere Geometrie“ einer Flache beschiftigt

sich also mit Biegungsvarianten. Auls engste
mit Gaul’ Interessen fiir Astronomie und
Geodisie hingen seine potentialtheoretischen
Untersuchungen zusammen. Zunichst behan-
delte er 1813 ein spezielles Problem, namlich
die bis dahin nur unvollstindig beantwortete
Frage nach der Anziehung eines allgemeinen
homogenen Ellipsoids, wobei er Integral-
sidtze benutzte.

Die regelmiBige Lektiire auswartiger Zeitun-
gen, die in einer Gottinger Lesestube ausla-
gen, gab ihm die Méoglichkeit, die Borsen-
nachrichten systematisch auszuwerten und
daraufhin sehr erlolgreiche Borsengeschifte
abzuschlieBen, so daB seine so gewonnenen
Einnahmen sein Gehalt als Gottinger Pro-
fessor wesentlich iiberstiegen. Andererseits
hat er von 1845 bis 1850 sehr langwierige Un-
tersuchungen und Berechnungen zur Re-
organisation der Gottinger Professoren-Wit-
wenkasse angestellt, die dadurch in Schwie-
rigkeiten gekommen war, daBl 1844 die An-
zahl der Prolessorenwitwen stark angestiegen
war und die vorgesehenen Pensionen nicht
mehr gezahlt werden konnten.

Wie schon erwéhnt, hat sich GauB schon im
Alter von 15 Jahren damit beschiltigt, die
Eigenschaften einer Geometrie zu untersu-
chen, in der alle Axiome des Euklid mit Aus-
nahme des Parallelenaxioms gelten. Man
hatte seit der Antike versucht, das Parallelen-
axiom seiner besonderen Struktur wegen aus
den anderen Axiomen herzuleiten. Alle ver-
meintlichen Beweise waren aber daran ge-
scheitert, daB an irgendeiner unauffalligen
Stelle eine scheinbare Selbstverstdndlichkeit
benutzt wurde, zum Beispiel, daB es Dreiecke
mit beliebig groBem Flacheninhalt gibt, die
aber in Wirklichkeit nur mit Hilfe des Par-
allelenaxioms zu beweisen war. GauB hat
eine ganze Reihe solcher Fehler aufgedeckt.
Da es nun bisher nicht gelungen war, die Ab-
hingigkeit des Parallelenaxioms von den an-
deren euklidischen Axiomen direkt zu bewei-
sen, konnte man versuchen, eine Geometrie
aufzubauen, in der durch einen Punkt auBer-
halb einer Geraden mindestens zwei Geraden
hindurchgehen, die die gegebene Gerade
nicht schneiden, in der Holfnung, dabei zu
einem Widerspruch zu kommen. GauB3 aber
kam bei solchen Untersuchungen immer
weiter vorwiarts und erhielt so interessante
und weitgehende Resultate, daB er immer
mehr zur Uberzeugung kam, eine solche Geo-
metrie konne in sich frei von Widerspriichen
sein. Er hat dariiber nichts verdffentlicht.

Im Gegenteil: Einige vertraute Bekannte,
denen er seine Ansichten dariiber mitteilte,
hat er gebeten, volliges Stilischweigen zu be-
wahren, da er das Geschrei der Bootier (ein
altgriechischer Volksstamm, der als denkfaul,
schwerfillig und unkultiviert galt) fiirchtete.
Er warnte sie, solche Ideen zu publizieren,
da sie sonst — wie er sich in einem Brief an
Chr. L. Gerling ausdriickte — ein Wespennest
aufstéren wiirden. Zu Anfang des 19. Jahr-



hunderts arbeiteten unabhingig voneinander
und etwa gleichzeitig zwei junge Mathemati-
ker die nichteuklidische Geometrie aus und
veroffentlichten sie. Ab 1829 erschien dariiber
in Kasan in RuBland eine Serie von Ab-
handlungen von N.I. Lobatschewski, und
1823 publizierte J. Bolyai in Ungarn seine
Geometrie als Anhang eines Mathematik-
buches seines Vaters W. Bolyai, der ein Stu-
dienfreund von GauB war, von diesem die
Schwierigkeiten der Bemiihungen um das
Parallelenaxiom kannte und seinen Sohn
dringend beschworen hatte, von seinen Un-
tersuchungen abzulassen, weil sie aussichtslos
seien.

GauB erfuhr zunichst von Bolyais Resulta-
- ten. In einem Brief an Chr. L. Gerling bezeich-
nete er J. Bolyai als ein Genie erster GréBe.
An den Vater Bolyais aber schrieb er, er diirfe
dessen Sohn nicht loben, da das hiefle, sich
selbst zu loben; denn der ganze Inhalt sei ihm,
zum Teil schon seit fast 30 Jahren, aus eigenen
Untersuchungen bekannt. Auf den jungen
Bolyai wirkte dieser Briel natiirlich nieder-
schmetternd, und besonders in Ungarn hat
man Gauf}’ Reaktion sehr iibelgenommen.
Erst allmihlich, etwa ab 1841, kamen die an
deutschen Universititen schwer zugingli-
chen, noch dazu russisch geschriebenen ersten
Arbeiten von Lobatschewski zu GauB’ Kennt-
nis. GauB begrilf sofort die Bedeutung dieser
Publikationen und begann, um sie genauer
studieren zu konnen, mit bestem Erfolg rus-
sisch zu lernen, was er gleichzeitig als Erpro-
bung der Elastizitit seines Geistes (er stand
ja damals schon im 7.Jahrzehnt seines Le-
bens) ansah. )

Im Jahre 1828 nahm GauB als Gast von
A.v. Humboldt an einer groBen Naturfor-
scherversammlung in Berlin teil und kam dort
mit dem Physiker W. E. Weber in Kontakt,
der sich nach Webers Berufung 1831 nach
Gottingen zu einer engen Zusammenarbeit
ausgestaltete. Ihr erstes gemeinsames Thema
war der Erdmagnetismus. Zwar organisierten
sic eine weltweite Beobachtung des Erd-
magnetismus, aber [iir GauBl waren die theo-
retischen Eroberungen die Hauptsache.
Trotzdem kémmerte sich GauB aber auch um
neue Beobachtungsmethoden, die eine we-
sentliche Erh6hung der MeBgenauigkeit mit
sich brachten (Erfindung des Magnetome-
ters). GauB und Weber erfanden 1833 ge-
meinsam den elektromagnetischen Telegra-
phen, den sie gleich zu einem Nachrichten-
dienst zwischen dem Physikalischen Institut
und der Sternwarte beniitzten.

Sonstige physikalische Arbeiten bezogen sich
aul die Mechanik, wo GauB das Prinzip des
kleinsten Zwangs aufstellte, und auf die
Optik, wo er die bisherigen Berechnungs-
methoden fiir den Durchgang von Lichtstrah-
len durch ein Linsensystem wesentlich ver-
besserte.

Die Wirkung von GauB auf die Mathemati-
ker seiner Zeit erfolgte fast ausschlieBlich

durch seine Publikationen. Gegen Vorlesun-
gen hegte er einen groBen Widerwillen, di-
rekte Schiiler der Mathematik hatte er nicht,
und die Korrespondenz mit mathematischen
Kollegen war duBerst gering im Vergleich mit
dem sehr umfangreichen Briefwechsel, den er
mit seinen Bekannten und Freunden aus dem
Bereich der Astronomie fiihrte.

So waren zu seinem 50jdhrigen Doktorjubi-
ldum 1849 nur zwei Mathematiker, Dirichlet
und Jacobi, nach Géttingen gekommen.

Bei dieser Gelegenheit erhielt er das Ehren-
biirgerrecht der Stadt Géttingen, und dariiber
hat er sich mehr gefreut als iiber die vielen
Ehrungen, die er etwa 50 Jahre lang in Ge-
stalt von Berufungen an andere Universitdten
—er blieb aber in G6ttingen - und von Wahlen
in wissenschaltliche Akademien und gelehrte
Gesellschaften empfing. Im Wintersemester

1850/51 hielt er noch Vorlesungen iiber die
Methode der kleinsten Quadrate; unter den
wenigen Horern befand sich der damals
19jdhrige Dedekind, der von GauB’ Gesamt-
personlichkeit aufs tiefste beeindruckt wurde.
In den folgenden Jahren verschlechterte sich
der Gesundheitszustand von GauBl immer
mehr, bis sein Leben am 23. Februar 1855
erlosch.

H. Reichardt (gekiirzt aus: ,Biographien
bedeutender Mathematiker* - als Leseprobe)

Nichts ist getan, wenn noch etwas zu tun iibrig
ist. C. F. Gaup

Lebensdaten zu Cari Friedrich Gaull

1777  30. April, Carl Friedrich GauB in Braunschweig geboren
1784  Besuch der Volksschule
1788  Eintritt ins Gymnasium Chatarineum
1792 Aufnahme in Collegium Carolinum
1795 Beginn des Studiums in Géttingen
1796  Mit der Entdeckung der Konstruktion des reguldren 17-Ecks beginnt GauB,
sein wissenschaftliches Tagebuch zu fithren
1799 Promotion in Abwesenheit in Helmstedt;
anschlieBend dort Aufenthalt bei J. F. Pfaff bis Ostern 1800
1801 Die,,Disquisitiones arithmeticae‘ erscheinen
GauB berechnet die Bahnelemente der Ceres
1805 Heirat mit Johanna Osthoff
1807 GauB wird Professor der Astronomie und Direktor der Sternwarte in Géttingen
1809 ,,Theoria motus corporum coelestium. . .* erscheint im Druck
Tod von Frau Johanna und des dritten Kindes
1810  GauB schligt eine Berufung nach Berlin aus
Heirat mit Wilhelmine Waldeck
1811  Ausbau der Gottinger Sternwarte beginnt
1812  Studien zur Reihenlehre
1818 GaufB erhdlt den Auftrag zur Vermessung des Konigreiches Hannover
1820 GauB erfindet den Heliotropen

1821 bis 1825

GauB leitet die geodidtischen Arbeiten im Geldnde

1824  Endgiiltiges Scheitern der Berufungsverhandlungen nach Berlin

1827  Erscheinen der ,,Disquisitiones generales circa superficies curvas im Druck

1828 Teilnahme an der Naturforscherversammlung in Berlin, zu Gast bei
Alexander von Humboldt, Bekanntschaft mit Wilhelm Weber

1829  GauB stellt das physikalische Prinzip des kleinsten Zwanges auf

1831  Seine zweite Frau stirbt.
Wilhelm Weber wird nach Géttingen berufen

1832 GauBl und Weber stellen ein absolutes physikalisches MaBsystem auf
Erdmagnetische Untersuchungen

1839  GauB stellt die Grundlagen einer allgemeinen Potentialtheorie dar

1841  GauB lernt die Arbeiten von N. I. Lobatschewski kennen und erlernt
die russische Sprache

1849  Feier des 50jihrigen Doktorjubiliums von GauB in Géttingen
Die letzte Abhandlung

1855 23. Februar, Tod in Géttingen




Quadratische
Reste
Teil 1

1. Die Zahlen

v —5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...
heiBen ganze Zahlen. Man kann ganze Zahlen
multiplizieren und erhélt wieder ganze Zah-
len. Wenn man jedoch ganze Zahlen divi-
diert, ergeben sich nicht immer ganze Zahlen.
Ist dies doch der Fall, so liegt eine besondere
Eigenschaft vor. Sind a und b ganze Zahlen

. .oa . .
und ist ihr Quotient b wieder eine ganze Zahl,

so heiBt b ein Teiler von a oder a ein Viel-
faches von b. Dieses driicken wir kurz durch
das Zeichen ,,b | a* aus. Wir schreiben ,,b J a*,
wenn b nicht Teiler von a ist, also der Quo-

. a . -
tient 5 keine ganze Zahl ist.

Beispiele:
37(111, —7[1001, 1| 1973, 1979|1979,
2} —1977, 3}1977, 9)66. Jede Zahl a(=+0)
hat die vier Teiler +1, —1, +a, —a. Es gibt
Zahlen p, die nur die vier Teiler +1, —1, +p,
—p (und keine anderen) haben.
Beispiele:
+2, -2, +3, =3, +37, =37, 4997, —997,
+1973, —1973, +1979, —1979, + 3989,
—3989.
Solche Zahlen p, die genau vier Teiler (nam-
lich +1, —1, +p, —p) haben, heiBen Prim-
elemente; die Zahlen +1, —1 gehoren also
nicht zu den Primelementen. Die positiven
Primelemente heiBen Primzahlen. Die Folge
der Primzahlen beginnt mit
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31,37, ...
Die groBte bekannte Primzahl ist 219937 —1.
Je groBer die Zahlen werden, um so seltener
treten Primzahlen auf. DaB3 die Folge der
Primzahlen jedoch nicht abbricht, hat zu-
erst Euklid bewiesen. Man kann sogar in
einem gewissen Sinne sagen, daB es wesent-
lich ,,mehr* Primzahlen als Quadratzahlen
gibt.
Die Folge der Quadratzahlen beginnt mit
1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64,81, 100, ...
Die (unendliche) Summe iiber alle Reziproken
der Quadratzahlen
111 1 1 1 1

T+Z+§+l_6+g+g+ﬁ+-”

liegt zwischen 3 und %sie ist genau n_z) Die

4 4 6
(unendliche) Summe iiber alle Reziproken der
Primzahlen
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ist jedoch unendlich groB!

2. Es sei nun eine Primzahl p gegeben. Wir
betrachten alle ganzzahligen Vielfachen von
p, welche nicht groBer als eine gegebene Zahl
a sind.
Beispiele:
1) p=17, a=66. Die Viellachen von 7, welche
nicht groBer als 66 sind, sind
.., —14, =7,0, 7, 14, 21, 28, 35, 42,
49, 56, 63.
2) p=11, a=—18. Die Vielfachen von 11,
welche nicht groBer als — 18 sind, sind
., —55, —44, —33, —22.
Unter diesen gibt es ein groBtes Vielfaches,
etwa gp mit einer ganzen Zahl q. (In den Bei-
spielen: 1) 9-7, 2) (—2)11).
Es ist also gp nicht gréBer als a (d.h.
qp=<a), jedoch (g+1)p>a. gp<a bedeutet,
daB es eine Zahl r>0 gibt, die zu gp addiert
gerade a ergibt, also
a=qp+r, wobei r20 ist.
(In den Beispielen: 1) 66=9-7+3,
2) —18=(-2)11+4)
a<(q+ 1)p besagt, daB r<p sein muB3; denn
wire r = p, so miilte
r=a—qp=p sein, d.h. a2p+gp=(q+1)p,
was a < (g + 1)p widerspricht.
Es gibt also genau eine ganze Zahl r mit
0<r<p,so,daB
(1) a=qp+r
mit einer ganzen Zahl g ist. (Die Aussage
p|a ist natiirlich gleichbedeutend mit r=0.)

.Die Zahl r heiBt der Rest der Division von a

durch p oder Rest von a modulo p.

(Dividiert man eine natiirliche Zahl a durch p,

so ergibt sich als Quotient gerade dieses g,

und es bleibt ein Rest r mit 0<r<p.) Der

Rest von @ modulo p ist stets eine der Zahlen
0,1,2,34,5,6,...,p—1.

Beispiele:
—28=(—4) -7+0
71= 10 -7+1
—103=(—15)-7+2
—67=(—10)-7+3
8l= 11 -7+4
145= 20 -7+5
216= 30 -7+6

(Es ist auch 216=31-7+(—1); dies ist aber
nicht die gewiinschte Zerlegung (1), da in (1)
ein positiver Rest gefordert wird.)

3. Der Rest einer Quadratzahl modulo p ist
natiirlich auch eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ...,
p— 1. Es gibt aber einen Unterschied, je nach-
dem wir beliebige ganze Zahlen oder nur
Quadratzahlen zulassen.

Ist eine der Zahlen 0, 1,2, 3, ..., p— 1 gegeben,
so kann man natiirlich stets eine ganze Zahl a
finden, deren Rest modulo p die gegebene
Zahl ist. Es gibt sogar unendlich viele sol-
cher Zahlen. Ist a eine solche, so sind a+p,

. a+2p, ... weitere.

Beispiel:
p=17. Gegeben sei die Zahl 5. Ganze Zahlen,
fir die 5 der Rest modulo 7 ist, sind: 5, 12, 19,
26,33,40,...und -2, -9, —16, 23, ....
Ist eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., p—1 gege-
ben, so kann es jedoch vorkommen, daB keine
Quadratzahl existiert, die bei der Division
durch p die gegebene Zahl als Rest hat (also
die gegebene Zahl als Rest modulo p hat).
Beispiele:
p=71. Gegeben sei die Zahl 2. Dann gibt es
eine Quadratzahl, die bei der Division durch 7
den Rest 2 hat:

32=1-7+2.
p=71. Gegeben sei die Zahl 3. Dann gibt es
keine Quadratzahl, deren Rest modulo 7 die
Zahl 3 ist. Als Reste der Division von Qua-
dratzahlen durch 7 treten ndmlich nur die
Reste auf, die sich bei der Division der spe-
ziellen Quadratzahlen 02, 12, 22, 32,42, 52, 62
durch 7 ergeben (wie im Beweis des unten-
stehenden Satzes 1 allgemein gezeigt wird).
Es sind dies nur die Zahlen 0, 1, 2, 4, nicht
jedoch 3 (und 5, 6). Auch fiir 5 (bzw. 6) kann
es keine Quadratzahlen geben, die bei der
Division durch 7 den Rest 5 (bzw. 6) haben.
Fiir 0, 1, 4 gibt es entsprechende Quadrat-
zahlen:
72=7-740,62=5-7+1,5*=3-7+4.
Es ist eine besondere Eigenschaft, wenn eine
Zahl unter den p Zahlen 0, 1,2,3,4, ..., p—1
als Rest bei der Division einer Quadratzahl
durch p auftritt.
Definition 1: Gibt es fiir die nattirliche Zahl
aef0, 1,2, ..., p—1} eine Quadratzahl x? so,
daB x? bei der Division durch p den Rest a
1Bt (x?=q - p+a), so heiBe a quadratischer
Rest von p (Bezeichnung nach Gauf: aRp);
gibt es eine solche Quadratzahl nicht, so
heiBe a quadratischer Nichtrest von p (Be-
zeichnung: aNp).
Beispiele: 1R7, 2R7,3N7,4R7, 5N7, 6N 7.
Ist zundchst p die einzige gerade Primzahl 2,
dann sind die Zahlen 0, 1 beide quadratische
Reste von 2; 0 tritt als Rest gerader Quadrat-
zahlen, 1 als Rest ungerader Quadratzahlen
bei der Division durch 2 auf.

Es sei von jetzt an p+2. Dann gilt
Satz 1: Unter den p Zahlen 0, 1, 2, ..., p—1
ptl

3 Zahlen quadrati-

konnen nicht mehr als

scher Rest von p sein.

Beweis: Als Reste der Division von Quadrat-
zahlen durch p treten nur die Reste auf, die
sich bei der Division der Quadratzahlen
0%, 12, 2%, ..., (p—1)* durch p ergeben: Ist
niamlich x2 eine Quadratzahl und gilt
x=q-p+r mit 0<r<p, so wird x2=g%p?
+2qpr+r2=(q* - p+2gr)p+r’

und x? hat den gleichen Rest bei der Division
durch p wie r?. Es treten sogar nur die Reste
auf, die sich bei der Division der Quadrat-

_1\2
zahlen 02, 12, 22, 32, ("Tl> durch p
ergeben.



Es gilt namlich:

—1 2
(”—2—+ 1> [4Bt bei der Division durch p
den gleichen Rest wie

—1\2
(”Tl> . Analog gilt:

_ 2
<”TI+2> 4Bt bei der Division durch p

den gleichen Rest wie

........ ... USW.
(p—2)? 14Bt bei der Division durch p den
gleichen Rest wie 22,

(p—1)? 4Bt bei der Division durch p den glei-
chen Rest wie 12,

p? 14Bt bei der Division durch p den gleichen
Rest wie 02

Es gibt also unterden Zahlen0, 1,2,3,...,p—1
hochstens ? +1= %
ste von p. Genauer gilt:

quadratische Re-

Satz 2: Die Hilfte der Zahlen 1,2,3,...,p—1
wird zu quadratischen Resten von p, die iibri-
gen werden zu Nichtresten (d. h., es gibt unter

-1
den Zahlen 1, 2, 3, ..., p—1 genau pT qua-

p—1

5 quadratische Nicht-

. dratische Reste und

reste von p).
Beweis: Die Zahlen

2 92 22 p—1}?
(5]

1
haben bei der Division durch p genau (p__;_)

verschiedene Reste, denn hitten zwei Qua-
dratzahlen x2, y? (wobei z. B. x> y sei und die
natiirlichen Zahlen x, y nicht grofler als
-1 . -
PT sind) den gleichen Rest bei der Division
durch p, so miiBte x2 — y2=(x—y) (x +y) po-
sitiv und durch p teilbar sein. Dies ist aber un-
moglich, da jeder der Faktoren x —yund x +y
kleiner als p ist. Es gibt unter den Zahlen 1, 2,

p—I1

2
und nicht mehr, weil nach Hinzunahme der
Null 3;—1+ 1 =¥ entstehen, und dies ist

nach Satz 1 die obere Grenzg fir die Anzahl

3, ..., p—1 also quadratische Reste

der Reste. Folglich gibt es genau 4 qua-

2

s -1
dratische Reste von p, und die iibrigen pT

Zahlen sind quadratische Nichtreste von p.

Beispiel: p=13. Es ist
12=0-13+41,22=0-13+4, 32=0-13+9,
42=1-13+3, 52=1-13+12, 62°=2-13+10.
Folglich gilt 1R13,4R13,9R13, 3R13, 12R13,
10R13, aber 2N13, 5N13,6N13, 7N13,8N13,
1IN13.

Es ist also sehr leicht, bei gegebener Primzahl
p alle Zahlen unter den Zahlen 1, 2, 3, ...,
p—1 anzugeben, die quadratische Reste oder

Nichtreste von p sind. Es miissen einfach die
Quadrate

2 52 p—1Y\?
R

und deren Reste bei der Division durch p be-
stimmt werden. Alle Zahlen, die dabei als
Reste aultreten, sind quadratisxche Reste
von p; die iibrigen quadratische Nichtreste
von p.

Wir definieren nun allgemeiner:

Definition 2: Es sei a eine ganze Zahl. Gibt
es eine Quadratzahl x? so, daB x*=g-p+a
ist (g sei dabei eine ganze Zahl), so heiBe a
quadratischer Rest von p.

Wir wollen zeigen: Die ganze Zahl a=gp+r
ist quadratischer Rest von p genau dann,
wenn ihr Rest r modulo p quadratischer Rest
von p ist. (Letzteres konnen wir dann mit Hilfe
der Sitze 1 und 2 leicht entscheiden.)

Ist a®4p +r mit 0<r<p, und ist r quadrati-
scher Rest von p (nach Del. 1), so gibt es ein
x mit x?=g'p+r. Dann ist aber a=gp+r
=qp+(x*—q'p)=(g—q)p+x*d.h.
x*=(q'—qp+a, i

also a quadratischer Rest von p.

Fiihre selbstindig den Beweis fiir die Um-
kehrung!

Ist a quadratischer Rest von p, so ist r eben-
falls quadratischer Rest von p.

Beispiel :

Ist — 33 quadratischer Rest von 13?

Der Rest von —33 modulo 13 ist 6, da
—33=(-3)13+6. Da 6N13, ist auch
—33N13.

4. Die umgekehrte Aufgabe hingegen, alle
Primzahlen anzugeben. fiir die eine vorgelegte
ganze Zahl quadratischer Rest oder Nicht-
rest ist, erfordert weit tiefere Untersuchun-
gen: Gegeben sei eine ganze Zahl a. Von wel-
chen ungeraden Primzahlen p ist a quadrati-
scher Rest?

Die Zahl 1 ist als Quadratzahl quadratischer
Rest von allen Primzahlen. Fiir die Zahl —1
gilt der Satz A (wir bezeichnen Sitze, die hier
nicht bewiesen werden, mit groBen Buchsta-
ben).

Satz A: Fiir alle Primzahlen von der Form
4m+1 ist —1 quadratischer Rest; fiir alle
Primzahlen von der Form 4m+3 ist —1
quadreiischer Nichtrest.

Beispiele:

— 1 ist quadratischer Rest der Primzahlen
5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97, ...

Die entsprechenden Quadrate sind

22,52, 42,122, 62, 92, 232, 112, 272, 342, 222,
...,namlich22=1-54(—-1),52=2-13
+(=1),42=1-174(=1), 122=5-294(—1),
... USW.

— I ist Nichtrest der Primzahlen

3,7,11, 19,23, 31,43,47,59, 67,71, 79,83, ....
Unter den Primzahlen bis 100 befinden sich
folgende, fir die 2 quadratischer Rest ist: 7,
17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97. Die ent-
sprechenden Quadrate sind 32, 62, 52, 82, 172,
72, 122, 322, 92 252 142 (Beisp}elsweise:

252=7-89+2 oder 17°=7-41+2) Unter
diesen Primzahlen kommt keine von der
Form 8m+ 3 oder 8m+5 vor. Man kann be-
weisen:

Satz B: Fiir alle Primzahlen von der Form
8m+ 3 oder der Form 8m + 5 ist 2 Nichtrest.
Satz C: Fiir alle Primzahlen von der Form
8m+ 1 oder der Form 8m+7 ist 2 quadrati-
scher Rest.

(Zahlen der Form 8m+0, 8m+2, 8m+4,
8m+ 6 konnen keine Primzahlen sein, da sie
durch 2 teilbar sind.)

Zu den Primzahlen bis 100, fiir die —2 qua-
dratischer Rest ist, gehoren die folgenden:
3,11,17,19,41,43,59,67,73,83,89,97.

Die gesuchten Quadrate sind ndmlich

22,32 72 62, 112,272, 362, 472, 122, 742, 492,
172, (Beispielsweise 272 =729=17 - 43 +(—2),
472=2209=33-67+(—2), 742=66-83
+(-2))

Es sind dies nur Primzahlen von der Form
8m+ 1 oder 8m + 3. Man kann beweisen

Satz D: Fiir alle Primzahlen der Form
8m+5 oder der Form 8m+7 ist —2 Nicht-
rest.

Satz E: Fiir alle Primzahlen der Form
8m+1 oder 8m+3 ist —2 quadratischer
Rest.

Nachdem wir das Problem fiir die Zahlen
+1, —1, +2, —2 gelost haben, miissen wir
jetzt die ganzen Zahlen +3, —3, +4, —4,
+5, -5, +6, -6, +7, —7, +8, —8, ... un-
tersuchen. Dabei konnen wir uns jedoch aufl
Primelemente beschrinken. Irgendeine ganze
Zahl 148t sich ja (eindeutig) als Produkt von
Primelementen schreiben. Weill man, von
welchen ungeraden Primzahlen p diese Prim-
elemente quadratische Reste sind, so weif3
man auch, von welchen Primzahlen die ge-
gebene ganze Zahl (also das Produkt dieser
Primelemente) quadratischer Rest ist. Es gilt
ndmlich fiir Primzahlen p der folgende

Satz F:

a) Das Produkt zweier quadratischer Reste
von p ist ein quadratischer Rest von p.
b) Das Produkt zweier Nichtreste von p ist
ein quadratischer Rest von p.

c) Das Produkt eines quadratischen Restes
mit einem Nichtrest ist ein Nichtrest von p.
(Wir geben weiter unten Beispiele fir die An-
wendung dieses Satzes.)

Die Primzahlen bis 100, fir die 3 quadrati-
scher Rest ist, sind 3, 11, 13, 23, 37, 47, 59, 61,
71,73, 83,97.

Die Quadrate, die bei der Division durch
diese Primzahlen den Rest 3 liefern, sind
32,52 42 72,222,122, 112, 82, 282, 212, 132,
102. (Beispielsweise: 32=2-3+43, 52=2-11
+3,42=1-1343,222=13-37+3)

Unter diesen Primzahlen kommt keine vor,
die sich in einer der Formen 12m+5 (wie
z.B. 17 oder 41) oder 12m+7 (wie z. B. 19)
schreiben 14Bt. Man kann beweisen:

Satz G: Fiir alle Primzahlen der Formen
12m+5 oder 12m+ 7 ist 3 Nichtrest.

Satz H: Fiir alle Primzahlen der Formen



12m+1 oder 12m+11 ist 3 quadratischer
Rest. .

(Zahlen der Formen 12m+0, 12m+2,12m+ 3,
12m+4, 12m+6, 12m+8, 12m+9, 12m+10
sind keine Primzahlen, da sie durch 12, 2, 3,
4, 6, 4, 3, 2 teilbar sind.)

Untersuchen wir nun, fiir welche Primzahlen
—3 quadratischer Rest ist. Es ist
32=4-34(=3). 2*=1-74(=3), 6>=3-13
+(=3),152=225=12-19+(=3), 112=4-31
+(—3),162=7-37+(=3),132=4-43 +(-3),
272=12-61+(—3), 82=1-67+(-3), 17%=
4-734(=3), 322=13-79+(-23), 262=7-97
+(-=23).

Zu den Primzahlen bis 100, deren quadrati-
scher Rest —3 ist, gehdren somit 3, 7, 13,
19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97. Diese Zahlen
(auBer 3) haben die Form 3m+ 1.

Satz 3: Fiir alle Primzahlen von der Form
3m+2 ist —3 Nichtrest.

Satz 4: Fir 3 und fir alle Primzahlen der
Form 3m+ 1 ist — 3 quadratischer Rest.

Die Sétze 3 und 4 lassen sich mit Satz F aus
den Sétzen G und H sowie A herleiten. Als
Beispiel beweisen wir Satz 4:

Nach Satz F gilt: —3Rp genau dann, wenn
entweder

a) —1Rp und 3Rp oder

b) —INp und 3Np. Nach Satz 4 ist —lRp
fir alle Primzahlen der Form 4m+ 1. Nach
Satz H ist 3Rp [ur alle Primzahlen der Form
12m+1 oder 12m+11. Nach Satz A4 ist
— 1Np fiir alle Primzahlen p der Form 4m+-3.
Nach Satz G ist 3Np (iir alle Primzahlen p der
Form 12m+5 oder 12m+7. Die Zahlen der
Form 12m+ 11 haben nicht die Form 4m+ 1.
Die Zahlen der Form 12m + 5 haben nicht die
Form 4m+3. Daher gilt: Es ist —3Rp fur
alle Primzahlen p, fiir die gilt entweder a)
p ist von der Form 12m + 1 (diese Zahlen sind
auch von der Form 4m+1) oder b) p ist von
der Form 12m+7 (diese Zahlen sind auch
von der Form 4m + 3).

Die Primzahlen der Form 12m+1 oder
12m+7 sind aber genau die Primzahlen der
Form 3m+ 1. (Die iibrigen Primzahlen haben
ja die Form 12m+5 oder 12m+ 11 und sind
nicht von der Form 3m+1).

Daraus folgt Satz 4.

Beweise ganz analog Satz 3!

Man hitte iibrigens dhnlich umgekehrt die
Sidtze G und H mittels Satz F aus den Sitzen
3 und 4 und A herleiten konnen. Wer ver-
sucht es? Jetzt fragen wir, fiir welche Prim-
zahlen + 4 und —4 quadratische Reste sind.
Fiir alle Primzahlen p gilt 22=07p+4, d. h,
4 ist quadratischer Rest fiir alle Primzahlen.

Aus Satz Fa) und b) zusammen mit Satz B
und Satz C folgt noch einmal, daf3 4 quadra-
tischer Rest fir alle Primzahlen ist. Ferner
folgt aus Satz Fa) und ¢), daB —4 quadrati-
scher Rest fiir alle Primzahlen ist, fir die — 1
quadratischer Rest ist (letzteres wird in Satz A
beschrieben).
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Salz 5:

a) 4 ist quadratischer Rest fiir alle Prim-
zahlen.

b) —4 ist quadratischer Rest fiir alle Prim-
zahlen von der Form 4m+ 1 und Nichtrest
fif alle Primzahlen von der Form 4m+3.
Wir gehen nun zu den Resten +5 und —5
iiber.

Zu den Primzahlen bis 100, deren quadrati-
scher Rest +5 ist, gehoren die folgenden:
5,11,19, 29,31, 41, 59, 61, 71, 79, 89. (Man be-
stimme die entsprechenden Quadrate!)
Diese Zahlen >5 haben die Form 5m+1
oder 5m+4. Tatsichlich gilt

Satz I: Fiir 5 und alle Primzahlen der Form
Sm+ | oder Sm+4 ist 5 quadratischer Rest.
Satz K: Fiir alle Primzahlen von der Form
Sm+2 oder 5m+ 3 ist 5 Nichtrest.

Nach Satz F ist —5 quadratischer Rest [iir
alle Primzahlen p, fiir die gilt: a) — 1Rp und
5Rp oder b) —INp und SNp. Fir —1 muB
man die Primzahlen in der Form 4m+ 1 oder
4m+ 3 schreiben, fiir 5 muB man die Prim-
zahlen in der Form 5m+1, 5m+2, 5m+3,
5m+ 4 schreiben.

Zu den Primzahlen der Form 4m+ 1 bis 100,
deren quadratischer Rest —5 ist, gehoren:
29, 41, 61, 89. (Die entsprechenden Quadrate
sind 132, 352, 192, 23%; 2z B. 232=6-89
+(—135).) Sie sind von der Form 5m+1 oder
Sm+4. Unter ihnen kommen jedoch keine
Primzahlen von der Form 5Sm+ 2 .oder 5m+3
VOI.

Zu den Primzahlen der Form 4m+ 3 bis 100,
deren quadratischer Rest —5 ist, gehdren
3, 7, 23, 43, 47, 67, 83. (Die entsprechenden
Quadrate sind 12, 32, 82, 9%, 182, 142, 24%;
2. B. 182=7- 47+(—5).) Diese Primzahlen
sind von der Form 5m + 2 oder 5m+ 3.

Fiir die Primzahl 5 ist — 5 Nichtrest. Alle an-
deren ungeraden Primzahlen haben eine der
Formen 20m+1, 20m+3, 20m+7, 20m+9,
20m + 11, 20m+13, 20m+17, 20m+ 19.
Primzahlen, die sowoh! von der Form 4m+ 1
und 5m+ 1 bzw. 5m+4 sind, haben die Form
20m + 1 bzw. 20m +9. Primzahlen, die sowohl
von der Form 4m+ 3 und Sm+2 bzw. 5m+3
sind, haben die Form 20m+ 7 bzw. 20m + 3.
Aus den Sitzen F und I folgt ~

Satz 6: Fiir alle Primzahlen von einer der
Formen 20m+1, 20m+3, 20m+7, 20m+9
ist — 5 quadratischer Rest.

Primzahlen, die sowohl von der Form 4m+1
und 5m+ 2 bzw. 5m + 3 sind, haben die Form
20m+ 17 bzw. 20m+ 13. Primzahlen, die so-
wohl von der Form 4m+3 und 5m+1 bzw.
S5m+4 sind, haben die Form 20m+ 11 bzw.
20m+19. )

Aus den Sidtzen F und K folgt

Satz 7: Fiir S und alle Primzahlen von einer
der Formen 20m+11, 20m+13, 20m+17,
20m+19 ist —5 Nichtrest.

Fiir die Zahl 6 folgt aus Satz F : 6 ist quadrali-
scher Rest genau fiir die Primzahlen, fiir die
gilt:

a) 2Rp und 3Rp oder b) 2Np und 3Np.

Prof. Dr

azera

labe st das Verhiiltnis der spezifi

e Konstante

1) Man stelle = als Funktion von > | dar

Es gilt 2Rp, falls p von der Form 8m+ 1 oder
8m+7 ist; 3Rp, falls p von der Form 12m+1
oder 12m+ 11 ist. Diese Primzahlen sind von
einer der Formen 24m+ 1, 24m+23. Es gilt
2Np, lalls p von der Form 8m+3 oder 8m+5
ist, ferner 3Np, falls p von der Form 12m+5
oder 12m+7 ist. Diese Primzahlen sind von
einer der Formen 24m+ 5, 24m+19.

Satz 8: Fiir alle Primzahlen von einer der-
Formen 24m+ 1, 2dm+5, 24m+19, 24m+23
ist 6 quadratischer Rest.

Satz 9: Fiir 3 und alle Primzahlen von einer
der Formen 24m+7, 2dm+11, 24m+13,
24m+ 17 ist 6 Nichtrest.

(Alle ungeraden Primzahlen, auBer 3, haben
eine der Formen 24m+1, 2dm+5, 2dm+7,
24m+11, 24m+13, 24m+ 17, 24m+ 19, 24m
+23)

Fiir die Zahl —6 folgt aus Satz F: —6 ist
quadratischer Rest genau fiir die Primzah-
len p, fiir die gilt:

a) — IRp und 2Rp und 3Rp oder

b) —1Rp und 2Np und 3Np oder

¢) —INp und 2Np und 3Rp oder

d) —1Np und 2Rp und 3Np.

Aufgabe: Leite daraus den Satz 10 ab!

Satz 10} Fiir 3 und alle Primzahlen von einer
der Formen 24m+1, 24m+35, 24m+7, 24m
+ 11 ist —6 quadratischer Rest.

(Fortsetzung des Beitrags folgt in Heft 2/77.)
H. Pieper
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C. F. GauB (1777 bis 1855), der von seinem
Zeitgenossen Laplace als der groBte Mathe-
matiker aller Zeiten und Vélker bezeichnet
wurde, drang bei seinen Forschungen tief in
mathematische Probleme ein und leistete
Grundlegendes. Durch seine Verdffentlichun-
gen und Vorlesungen erhilt man jedoch kei-
nen vollstindigen Einblick in sein Schaffen,
denn Briefe und Notizen belegen, daB Gaufl
einige seiner wesentlichsten Ideen nicht ver-
offentlichte (wie z. B. die sehr weit fortge-
schrittenen Arbeiten zur nichteuklidischen
Geometrie). Sein wiederholt ausgesprochener
Grundsatz war, nichts iibereilt zu publizie-
ren, sondern nur Vollkommenes. Damit
wurde in der Regel jede Spur verwischt, die
. den Weg hitte zeigen k6nnen, wie GauB zu
diesen Ergebnissen gekommen war. Sein
wissenschaltlicher NachlaB, der erstaunliche
Sachen ans Licht brachte, hat uns ‘mitunter
Einblicke in seine Arbeitsweise gegeben, wie
ihn beispielsweise das Rechnen mit konkre-
ten Zahlen auf allgemeine Gesetze fiihrte.
Einen Fall von unschitzbarem Wert bildet
der Fund des ,,Notizenjournals*, der Stackel
1898 auf Grund einer Erwidhnung in einem
GauBschen Brief mit kriminalistischem Spiir-
sinn gelang. Das 19seitige Oktavheft wurde
mit zwei Unterbrechungen von 1796 bis 1814
gefiihrt. Die erste Eintragung bezieht sich auf
eine Entdeckung, die nach 2000jihrigem
Steckenbleiben das Problem der Konstruier-

barkeit regelmaBiger n-Ecke fir n=17 voran-

Geburtshaus C. F. Gauf}’ in Braunschweig

trieb und wenig spiter das Problem fiir be-
liebiges n einer Losung zufiihrte. Diese Er-
kenntnis, die von GauB am 30. Mirz 1797
schon vor dem Aufstehen gewonnen wurde,
bewog ihn, sich endgiiltig der Mathematik
und nicht der klassischen Philologie zu wid-
men. Das Tagebuch, wihrend der Studienzeit
in Gottingen (1795 bis 1798) kurz vor dem
19. Geburtstag begonnen, ist fiir uns deshalb
so interessant, weil es Einblick .in die Ent-
wicklung eines auf sich gestellten mathema-
tischen Genies gibt, das Ringen um Neues
zeigt, aufsehenerregende Entdeckungen ne-
ben lingst Bekanntes stellt, GauB3’ Entdecker-
freude widerspiegelt, seine Vermutungen ent-
halt und auch iber Empfindungen des Ver-
fassers berichtet.
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Eine Seite aus dem Tagebuch C. F. Gauly’

Eine Durchsicht des Tagebuches erfordert
umfangreiche mathematische Kenntnisse,
denn vieles, was GauB notierte, gehdrt zum
Bestand der Mathematik. Aber auch der
Zweck des Buches, als personliches Notizheft
zu dienen, macht eine Deutung aller in latei-
nisch und unter reichlicher Verwendung von
Abkiirzungen (z. B. ,,Zahl=A+ A+ A") vor-
genommenen Eintragungen schwierig. so daf3
noch nicht alle 146 Notizen restlos geklart
sind. Ein bekanntes Beispiel hierfur ist
die Notiz vom 21.10.1796 .,Wir haben
GEGAN bezwungen*. Das Buch 4Bt uns
u. a. die Entstehungsgeschichte der grund-
legenden Ideen von GauB} in der Zahlen-
theorie (Reziprozilitsgesetz der quadrati-
schen Reste), der lemniskatischen und ellipti-
schen Funktionen verfolgen. Es zeigt klar,
dabB sich GauB schon 1797 im Besitz der geo-
metrischen Interpretation von komplexen
Zahlen befand, die sie spater ihres mystischen
Charakters entkleiden sollten. Viele Notizen

beziehen sich aul das arithmetisch-geome-
trische Mittel, mit dem sich GauB bereits seit
1792 befaBte.

Das Mathematische Tagebuch von C.F.
GauB ist von der Akademischen Verlags-
gesellschaft Geest und Portig in ihrer be-
riihmten Reihe ,,Ostwalds Klassiker der ex-
akten Naturwissenschaften* als Band 256 her-
ausgegeben worden. Es enthélt neben dem
lateinischen Text und einem Faksimile-Ab-
druck eine deutsche Ubersetzung, einen kur-
zen Kommentar sowie eine historische Ein-
fithrung. R. Thiele
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Wer lost mit?
Hlllllil -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 2. Mai 1977

Ma5 81567 Vier Schiilerinnen, und zwar
Ina, Katrin, Andrea und Carola, bilden einen
Timurtrupp. Sie helfen den Rentnerinnen
Frau Neumann, Frau Peter, Frau Heller und
Frau Weise. Jede dieser vier Schiilerinnen
hillt genau einer dieser Frauen. Nun wissen
wir folgendes: ~
a) Ina hilft weder Frau Heller noch Frau
Peter,
b) Carola hilft Frau Neumann,
c) Andrea hillt nicht Frau Peter.
Wie lauten die Vornamen derjenigen Schii-
lerinnen, die Frau Peter, Frau Heller bzw.
Frau Weise helfen?

Schiilerin Birgit Weyh, Fambach

Ma$5 ®1568 Eine Gemiiseverkaulsstelle er-
hielt eine Lieferung von 964 kg Kartoffeln.
Nach einer Woche war nur noch der vierte
Teil dieser angelieferten Kartoffelmenge vor-
ratig.
Wieviel Mark waren [ur die bereits verkaul-
ten Kartoffeln eingenommen worden, wenn
1 kg Kartolfeln 16 Pf kostet?

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ma5 w1569 Hans und Uwe sollen fiir ihre
Klassenkameraden anldBlich einer Disko-
Veranstaltung 30 Flaschen Fruchtsaltgetrank
zum Einzelpreis von 0,40 M einschlieBlich
Plandgeld und fiir den Rest des verbleibenden
Geldes einige Pickchen Salzsticks zum Ein-
zelpreis von 0,75 M einkaufen. Ihnen stehen
genau 19,- M fiir den Einkauf zur Verfiigung.
Wieviel Pickchen Salzsticks konnten sie
hochstens einkaufen?

Schiilerin Ines Rakette, Lonunatzsch

Ma$5 #1570 Ein Betrieb richtete zwei Kin-
derferienlager ein. Es wurden insgesamt 385
Betten angeschalft. Die Unkosten fiir die Bet-
_ten betrugen fiir das erste Lager 10250,- M,
fiir das zweite Lager 1250,- M weniger als
fir das erste. Wieviel Betten wurden [iir jedes

(iir das erste. Wieviel Betten wurden fiir jedes
dieser zwei Lager angeschaflt?
Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ma5 #1571 Die Durchfiihrung eines Wan-
dertages fiir eine Schulklasse war mit Un-
kosten verbunden. Hitte jeder Schiiler dieser
Klasse 80 Pf entrichtet, so hétten noch 1,50 M
zur Deckung der Unkosten gefehlt. Wenn
hingegen jeder Schiiler 90 Pf gezahlt hitte,
so wiren 1,50 M iibrig geblieben. Wieviel
Schiiler beteiligten sich am Wandertag?
Schiiler Roland Kampe, Rostock

Ma5 ®[572 Ein Autobus war wihrend
einer Stadtrundfahrt mit 50 Personen be-
setzt. Im Autobus befanden sich 26 Erwach-
sene mehr als Kinder und zwei Minner we-
niger als Frauen. Wieviel Ménner, Frauen und
Kinder nahmen an dieser Stadtrundfahrt
teil ? Schiiler Roland K ampe, Rostock

Ma6 1573 Im Jahre 1970 war Peter 8 Jah-
re, sein Vater 31 Jahre alt. In welchem Jahr
wird Peters Vater doppelt so alt sein wie
Peter selbst?

Schiilerin Kerstin Funke, Groférner

Maé6 ®1574 Giinter fragt seinen Bruder
Hans, wieviel Mark er im letzten Monat
von seinem Taschengeld gespart habe. Hans
erwidert: ,,Wenn du halb soviel Mark ge-
spart hittest wie ich und noch 1,50 M mehr,
dann hittest du 4,- M gespart. Nun sage mir,
wieviel Mark ich gespart habe!*

Schiiler Roland Karhpe, Rostock

Ma6 ®1575 Vier ehemalige Schulkamera-
den, und zwar Herr A., Herr B., Herr C. und
Herr D., treffen sich einige Jahre nach dem
Abschlul der Oberschule. Threm Gesprich
ist zu entnehmen, daB je einer von ihnen in
Dresden, Halle, Leipzig und Suhl wohnt.
Von diesen vier Personen wissen wir:

Thiss Lusbor, 26 Guirow, UWerdersér. 22 Ma 7

Kersting-0S, Ktasse 7 g| 1369
— 0l 150 I

Pridikat: el
______ RS R S

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle «/phu-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaulend numeriert.
Der iblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignel).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm
197 mm) (siehe Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstdndige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Préddikat ,,sehr
gut gelost', ,.gut gelost™ oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1976/77
lauft von Heft 5/76 bis Heft 2/77. Zwischen
dem 1. und 10. September 1977 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Helte 5/76 bis 2/77 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/77 veroffentlicht.
Wer mindestens /0 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/76 bis 2/77) erhalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1976/77 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind, und
daB die Postleitzahl des Absenders nicht ver-

gessen wird, Redaktion alpha



a) zwei Personen, und zwar Herr A. und der
Leipziger, sind von Beruf Elektriker,

b) zwei Personen, und zwar Herr B. und der
Suhler, sind von Beruf Dreher,

c)—zwei Personen, und zwar Herr C. und der
Suhler, sind begeisterte SShachspidlér,

d) zwei Personen, und zwar Herr B. und der
Dresdener, iiben verschiedene Berufe aus.

In welcher Stadt wohnt jeder dieser vier
Herren? Schiilerin Monika Miiller, Fambach

Maé6 #1576 Multipliziert man das Pro-
dukt zweier natiirlicher Zahlen mit der
Summe aus diesen Zahlen, so erhilt man
8602.
Um welche Zahlen handelt es sich?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Maé6 w1577 Ein Dreieck ABC habe die In-
nenwinkelgroBen «, § und y. Ein AuBen-
winkel mit dem Scheitel A sei um 10° kleiner
als ein AuBenwinkel mit dem Scheitel C.
Ein AuBenwinkel mit dem Scheitel B sei um
50° groBer als «. Wie groB sind alle Innen-
und AuBenwinkel dieses Dreiecks? Sch.

Phé6 w1578 Ein Ballen Glaswolle von 0,6 m*
hat eine Masse von 57,5 kg. Wieviel 9 Glas
enthilt sein Volumen, wenn die Dichte des

Glases 2,5% betragt?
cm

Ma7 #1579 Jemand kauft in einer Buch-
handlung 10 Biicher fir insgesamt 36,80 M.
Es sind Biicher zum Einzelpreis von 4,30 M,
6,30 M und 2,60 M. Wieviel Biicher von jeder
Preislage hat dieser Kaduler erworben?
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma7 w1580 Das Produkt von vier auf-

einanderfolgenden natiirlichen Zahlen betrigt

421200. Wie heiBen diese vier Zahlen?
Schiilerin Anne Schmiicking, Sondershausen

Ma7 =581 Beiden XIIL Olympischen Win-
terspielen 1976 in Innsbruck erzielten die
Sportler der DDR in der Nationenwertung
mit 135 Punkten den zweiten Platz hinter der
UdSSR. Fiir eine Gold-, Silber-, Bronze-
medaille, einen 4., 5. bzw. 6. Platz wurden
jeweils 7, 5,4, 3, 2 bzw. 1 Punkte vergeben.

Die Anzahl der von den Sportlern aus der
DDR erkdmpften Goldmedaillen war gleich
der Anzahl der errungenen Bronzemedaillen
und gleich der Anzahl der erzielten vierten

Pldtze. Die Anzahl der erkdmpften Silber-
medaillen stimmte mit der Anzahl der er-
zielten [unften Plitze iiberein. Jede der An-
zahlen der erké@mpften Gold-, Silber-, Bronze-
medaillen, 4., 5. und 6. Pldtze ist gleich einer
einstelligen Primzahl. Wieviel Gold-, Silber-,
Bronzemedaillen, 4., 5. bzw. 6. Plitze gingen
an die Sportler aus der DDR?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma7 ®]1582 Katja erhielt von ihrer Mutter
3,80 M zum Einkauf von Kuchen. Sie kaufte
Butterkuchen zu 25 PI, Pllaumenkuchen zu
35 Pf und Tortchen zu 70 Pf je Stiick. Von
einer dieser Kuchensorten kaulte Katja genau
zwei Stiick, von einer weiteren genau drei
Stiick und von der verbleibenden genau vier
Stiick. '
Von welcher Sorte Kuchen hat Katja genau
zwei, drei bzw. vier Stiick gekauft, wenn sie
das erhaltene Geld restlos ausgegeben hat?
Schiilerin Ilona Kleff, Vetschau

Ph7 ®1583 Welche Kraflt F hilt die Last
G =120 kp im Gleichgewicht, wenn jede Rolle
6 kp wiegt?

71 II 1Y,

F
h

Ch7 #1584 Zum aluminothermischen
Schweilen einer StraBenbahnschiene werden
3 kg Eisen benotigt.

a) Wieviel Gramm Aluminjum sind mit
Eisen(II, II)-oxid zu mischen, damit die ge-
wiinschte Menge Eisen entsteht?

b) Wieviel Gramm Aluminiumoxid entstehen
dabei? Prof. Dr. W. Renneberg, Leipzig

-
3

Und schon aufpassen,

daB die Sdure nicht
auf die Textilien lduft!

Ma8 ®1585 Es sind alle

tiirlichen Zahlen z zu erm.
folgenden Eigenschalten haben:

1. Die beiden Grundziffern von z su
einander verschieden;
2. das Quadrat von :z
Zahl; .
3. die letzte Grundziffer des Quadrats von z
stimmt mit der ersten Grundzilfer der Zahl z
iberein. Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

ist eine dreistellig.

Mag8 #1586 Einem Kreis mit dem Radius
r=>5cm sei ein Rechteck ABCD einbeschrie-
ben (siche Bild). Es seien E, F, G, H die Mittel-
punkte der Seiten E, R, CD, DA dieses
Rechtecks. Es ist der Umfang des Vierecks
EFGH zu berechnen.

Studienrat H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®1587 Essei ABCD einkonvexes Vier-
eck, dessen Seiten AB und CD nicht parallel
sind. Ferner seien M; und M, die Mittel-
punkte der Diagonalen BD und AC, M und
M, die Mittelpunkte der Seiten BC und AD
dieses Vierecks (siehe Bild).

Es ist zu beweisen, daB das
M M;M3M, ein Parallelogramm ist.

Viereck
Sch.

Ma8 #1588 Esistzu untersuchen, obes vier
natiirliche Zahlen a, b,c,d mita>b>c>d>0
gibt, die die folgende Eigenschaft haben:

Die sechs Dilflerenzen

a—b,a—c,a-d, b—c,b—d, c—d

konnen so geordnet werden, daB sie die Folge
der Zahlen

1, 2,3, 4,5, 6 bilden. )
Bejahendenfalls sind vier solche Zahlen g, b,
¢, d anzugeben. L.

Ph8 w1589 Wie groB muB die Leistung
eines elektrischen Kochers sein, wenn 21
Wasser in 25 min von 10°C auf 100°C er-
hitzt werden sollen? Dabei wird die aulge-
nommene elektrische Leistung nur zu 709,
fur die Erwdrmung des Wassers wirksam.

H. B., Leipzig

Ch8 m1590 Kuplfer(Il)-oxid reagiert mit
Eisen, wobei Eisen(II, III)-oxid entsteht.

a) Stelle die Funktionsgleichung auf, aus der
man den Verbrauch an Eisen zur vollstindi-
gen Umsetzung bekannter Massen Kupfer(I1+
oxid berechnen kann!



) Berechne mit Hilfe der aufgestellten Funk-
tionsgleichung den Verbrauch an Eisen zur
vollstindigen Umsetzung von 4g, 7g und
11 g Kupfer(IT)-oxid!

" ¢) Stelle die Ergebnisse graphisch in einem
Koordinatensystem dar!

Ma9 ®1591 Es sind alle reellen Zahlen x zu
ermitteln, [ir die die Gleichung
x?+2x-3  x?—6x-7
x2+4x—5 x*—8x—9
erfiillt ist.

Klaus Beck,
EOS Kleinmachnow, K. 10

Ma9 #1592 Gegeben seien in einem recht-

winkligen Dreieck ABC die Lange der Hypo-

tenuse AB=c=25cm und die Linge der

Hoéhe CD=h=12cm. Man berechne die
Lingen der Katheten a und b.

Fachlehrer fiir Mathematik und Physik

Klaus Meier, Osternienburg

Ma9 ®{593 Es seien 4, B, C Mengen, die
natiirliche Zahlen als Elemente enthalten und
von denen folgendes bekannt ist:

AUB={2,3,4,56,7,8], (1)
BUC={1,2,4,6,8}, 2
CUA={1,2,3,4,578}, 3)
ANB={2}, _ 4)
BNC={2,4,8), 0]
CNA={2}. (6)

Man gebe die Elemente jeder der Mengen A4,
B, C an.

Hinweis: Unter A UB versteht man die Ver-
einigung der Mengen A und B, d. h. die Menge
aller Elemente, die der Menge A oder der
Menge B angehoren. Unter ANB versteht
man den Durchschnitt der Mengen 4 und B,
d. h. die Menge aller Elemente, die sowohl
der Menge A als auch der Menge B ange-
horen (vgl. Mathematik, Lehrbuch fiir Klas-
se9, S. 58). L.

R
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Und heute besprechen wir den freien Fall

Ma9 w1594 Es sollen Holzstimme von zy-
lindrischer Form, die jeweils einen Durch-
messer von 100 mm und eine Lidnge von 1 m
haben, so gestapelt werden, wie das im Bild
im Querschnitt gezeigt wird, wobei der Stapel
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1 m lang, 1 m breit und hochstens 1 m hoch
ist. (Im Bild sind nur drei Schichten des Sta-
pels mit je fiinf bzw. vier Stimmen gezeigt.)

a) Wieviel Stimme konnen gestapelt wer-
den?

b) Wie gro8 ist das Gesamtvolumen der ge-
stapelten Stimme? : L.

Ph9 m1595 Ein leichtsinniger Radfahrer
fahrt mit einer Geschwindigkeit von
30km-h~! eine abschiissige StraBe hinab
und prallt, ohne daB er vorher bremsen kann,
gegen ein festes Hindernis. Aus welcher Hohe
wiirde ein Sturz im freien Fall die gleiche
Wirkung haben? Dr. G. Hesse, Radebeul

Ch9 u1596 Berechnen Sie die Menge
10%,ige Athansiure, die theoretisch zum Lo-
sen von 32,7 g Zink bendtigt wird!

Wieviel Liter Wasserstofl entstehen bei die-
ser Reaktion?

Ma10/12 w1597 Man beweise, daB die Glei-
chung
x2n+ 1 +2x2n+22x2n~ 1 +23x2n—2+ .
+22"+1=0, wobeli n eine natiirliche Zahl ist,
genau eine reelle Losung hat, und ermittle
diese.

Fachlehrer fir Mathematik Erwin Huth,

Schulpforte

Ma10/12 1598 Man berechne

1.2 .3 100

_15 23 32 100—101
=T123-...100

Studienrat Johannes Lehmann, Leipzig

Ma10/12 ®1599 Es sind alle Paare (x,y)
von ganzen Zahlen x, y zu ermitteln, fiir die
die folgenden drei Ungleichungen erfiillt
sind:

x+y<3, (1)
x—y<d 2)
2x+y>2. 3)
Man I6se diese Aulgabe
a) graphisch

b) rechnerisch (durch eine geeignete Umfor-
mung der Ungleichungen (1), (2), (3)).

Studienrat H.-J. Kerber,

Neustrelitz

Ma10/12 1600 Es sei AABC ein Dreieck
mit den Seitenldngen BC=aq, AC=b, AB=c.
a) Man berechne die Linge der Winkel-
halbierenden CD=w aus a, b, c.

b) Man gebe den Wert der Linge dieser
Winkelhalbierenden an, wenn
a=5cm,b=6cm,c=7cm.

Hinweis zur Losung: Man benutze den Satz,
wonach die Winkelhalbierende die Gegen-
seite im Verhiltnis der anliegenden Seiten
teilt, und berechne u aus u:v=>b:a sowie
u+v=c (vgl. das Bild). Dann ermittle man
mit Hilfe des Kosinussatzes w? in dem Drei-
eck ADC und ferner cosa mit Hilfe des
Kosinussatzes in dem Dreieck ABC. Sch.

Ph10/12 #1601 Verkiirzt man ein mathe-
matisches Pendel um die Hiifte seiner Linge,

. , : 1
so vergroBert sich seine Frequenz um 3 Hertz.

Wie lang ist das Pendel, und wie grof ist seine
Frequenz? H. B., Leipzig

Ch10/12 #1602 In unserer Republik wer-
den nach dem Gips-Schwefelséure-Verfahren
aus einheimischen Rohstoflen Schwefeldioxid
und Zement hergestellt. Berechnen Sie, wieviel
Kubikmeter ‘Schwefeldioxid beim Einsatz
von 204t Kalziumsulfat theoretisch herge-
stellt werden konnen!

.Er wird doch wohl kein Intellektueller werden wollen!“




lachgedacht —
mitgemacht

Aufgaben, die das Leben schreibt

Klasse §

Die gesellschaftlichen Fonds aus Mitteln
unseres Staates werden unter anderem auch
zur Stiitzung der niedrigen Mieten in unserer
Republik verwendet.

So betragen die Mietkosten fiir einen Qua-
dratmeter Wohnfldche in einer Neubauwoh-
nung oder modernisierten Wohnung durch-
schnittlich 3 Mark im Monat. Der Biirger
trdgt davon im Durchschnitt nur 1,05 Mark.
a) Eine Familie mit drei Personen bewohnt
eine Neubauwohnung mit 63 Quadratmetern
Wohnflache. Welche Miete muB diese Familie
etwa in einem Monat bezahlen, und wie hoch
ist etwa der ZuschuB aus den gesellschaft-
lichen Fonds?

b) Welchen ZuschuB aus gesellschaftlichen
Fonds erhilt eine Familie allein durch diese
MaBnahme im Jahr, die fiir eine Neubau-
wohnung monatlich 58 Mark Miete zahlt?

Klasse 6

Bis 1980 sollen in der DDR durch Rekulti-
vierung ehemaliger Abbaugebiete des Braun-
kohlenbergbaus 12 500 ha Ackerland geschaf-
fen werden.

c) Welchen Wert in Mark haben die nicht
erfaBten Altstoffe pro Kopf der Bevolkerung
der DDR?

Klasse 8

Uber den Neubau von Unterrichtsraumen im
Zeitraum 1976 bis 1980 wissen wir, dafl im
Bezirk Halle 550 mehr als im Bezirk Leipzig,
im Bezirk Magdeburg 150 mehr als im Be-
zirk Leipzig und im Bezirk Dresden genauso
viele wie im Bezirk Halle geschaffen werden.
Insgesamt sollen in diesen vier Bezirken
5650 Unterrichtsrdume neu entstehen. Wie-
viel sind es in jedem einzelnen Bezirk ?

Klasse 9

Die Forstwirtschaft hat einen wichtigen Bei-
trag zur Entwicklung und Nutzung der Wald-
bestidnde zu leisten. Dabei sollen bis 1980 in
groBerem Umfange wissenschaftlich-techni-
sche Erkenntnisse genutzt werden.

Fiir die Entwicklung von Jungpflanzen spielt
die Intensitédt der Lichteinstrahlung eine we-
sentliche Rolle.

Fiir das Wachstum gibt es eien Optimal-
wert. Seine Kenntnis gibt die Moglichkeit
einer entsprechend giinstigen Umweltgestal-
tung.

Beschreiben Sie anhand der Abbildung den

Zusammenhang zwischen Lichteinstrahlung |
und Wachstum, der hier ndherungsweise dar- |,

gestellt i1st! Geben Sie fur die Kurve einen
analytischen Ausdruck an'!

|

a) Wieviel Getreide konnte einmal von dieser kS

_Fldche bei einem Hektarertrag von 41 dt ge-
erntet werden?

b) Welche Linge hitte ein flichengleiches '

Rechteck, wenn es 1 km breit wire?

-

Klasse 7

Das Sammeln von Altstoffen (Metallschrott,
Altpapier usw.) erlangt auch im Fiin{jahrplan
1976 bis 1980 groBe Bedeutung, da sie zu-
nehmend zur Herstellung neuer Produkte
verwendet werden. Der Erfassungsgrad die-
ser Altstoffe, d. h. der Anteil der Altstoffe,
der tatsdchlich zur Wiederverwendung zur
Verliigung steht, ist von 249 im Jahre 1975
aul 309 im Jahre 1980 zu erhohen. Dadurch
kénnen 1980 gegeniiber 1975 zusétzlich Se-
kundarrohstolfe in Hohe von 350 Mill. Mark
genutzt werden.

a) Fiir wieviel Mrd. Mark werden im Jahre
1980 Sekundidrrohstoffe in der Volkswirt-
schaft genutzt?

b) Wieviel Mark sind das pro Kopf der Be-
volkerung der DDR, wenn wir eine Bevdl-
kerungszahl von 16,8 Mill. annehmen?

Klasse 10/12
Zur Sicherung des Wohnungsbauprogramms

und der anderen Vorhaben der Bauindustrie |

ist die Zementproduktion bis 1980 auf 125 bis
127 Prozent zu steigern. Bereits im Jahr 1976
soll eine Tagesproduktion von etwa 31400t
Zement erreicht werden, was einer Steigerung
auf das l.4fache gegeniiber 1970 entspricht.
Die Deutsche Reichsbahn verwendet zum
Zementtransport Behdlterwagen Uce(s) mit
zwei der in der Abbildung dargestellten Be-

hilter. Die zuldssige Hochstbelastung eines |
solchen Waggons wird gerade erreicht, wenn |

beide Behilter vollstandig mit Schiittgut einer

Dichte von 1,1 kg-dm™3 gefiilit sind. Bei

groBerer Dichte (Zement hat eine Dichte
zwischen 0.9 und 1,5 kg - dm ™ *) muB der Fiill-
stand entsprechend niedriger sein.

a) Berechnen Sie das Volul.
ters!
b) Berechnen Sie die zuldssige H.
stung eines Behilterwagens Uce(s)!
c) Wie viele solcher Waggons sind fiir «
Transport einer Tagesproduktion mindestens
erforderlich? Wie lang wire der entstehende
Zug, wiirde man alle Waggons aneinander-
reihen (Linge iiber Puffer etwa 9 m)?
d) Berechnen Sie das Volumen des Zements
in einem Behilter und die Fiillstandhohe,
wenn Zement einer Dichte von 1,4kg-dm™3
unter Ausnutzung der zuldssigen Hochst-
belastung befordert werden soll! Beide Be-
halter werden gleichmaBig gefiillt.
e) Die Abbildung zeigt in senkrechter Ein-
tafelprojektion ein im VEB Baumechanik
Halle-Ost hergestelltes Zementsilo fiir Bau-
stellen. Berechnen Sie sein Volumen!
[) Wie viele Zement-Behilterwagen Uce(s)
werden fiir das moglichst vollstindige Fiillen
eines solchen Silos mit Zement einer Dichte
von 1,4 kg - dm ™3 benétigt ?
g) Bis zu welcher Hohe kann ein solches Silo
mit dem Inhalt eines Zement-Behilterwagens
(Dichte 1,4 kg - dm ™~ ?) gefiillt werden?

E. Stockel

11



Logeleien

speziell fiir Klasse 5/6

alpha-Wandzeitung

Orthopolis

Orthopolis ist eine Stadt, in der sich die
StraBen in gleichen Abstdnden rechtwinklig
kreuzen. Um auf einem kiirzesten Weg von
A nach B zu gelangen, benétigt man 20 Mi-
nuten. Zeichne in Orthopolis alle Punkte ein,
die man von A auf den kiirzesten Wegen
ebenfalls in 20 Minuten erreicht!

Zugeschniirt

Wie sieht der Verlauf der Schniirsenkel von
der anderen Seite aus?

_ !T\
1

Y

N~
L .
a) b)

Achtung, Einbahnstrafle!

In den Abbildungen sind jeweils fiinl Plitze
gezeichnet, die durch sieben EinbahnstraBen
verbunden sind. Dabei ist fiir einige Einbahn-
straBen die Richtung bereits [estgelegt. Ist es
moglich, die anderen Einbahnstraen so zu
legen, daBl man von jedem Platz zu jedem
fahren kann?

a) b)

Gleiche Liinge gesucht

Bei welcher der gezeichneten StraBenbahnli-
nien haben beide Schienen die gleiche Lange?

a)

Verkleckster Stadtplan

Die Abbildung zeigt den Ausschnitt eines
Stadtplans. Auf ihm befindet sich ein Tinten-
klecks, der den Verlauf der uriter ihm befind-
lichen StraBen nicht mehr erkennen laBt. Es

Kiirzester Weg gesucht!

Gesucht ist der kiirzeste Weg von 4 nach B.
(Die angegebenen Zahlen geben die benétig-
ten Wegzeiten an.)

& ool
ERUIRIRYY Syte
‘.’3@‘ 2l

Transport mit Hundeschlitten

Die Wissenschaftler einer Polarstation A4 er-
halten die Aufgabe, am Punkt B einige Mes-
sungen vorzunehmen. Um B von der Station
A zu erreichen, benétigt man mit Hunde-
schlitten vier Wochen. Ein Hundeschlitten
kann fiir vier Wochen Proviant mit sich
fithren. Auf der Station gibt es drei Hunde-
schlitten.

Wie muB man sie einsetzen, damit die Wis-
senschaftler B erreichen?

ist bekannt, daB in dem Viertel, das der Aus-
schnitt zeigt, keine Sackgassen vorhanden
sind. .

Kann der Klecks zwei oder vier y-formige
StraBengablungen (je aus genau drei StraBen)
verdecken?




Reger Busverkehr

Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus
dem StraBennetz einer Stadt. Auf den einge-
zeichneten StraBen sollen Buslinien so ver-
kehren, daB man von jeder Haltestelle des
Busnetzes zu jeder anderen Haltestelle
kommt, gegebenenfalls durch Umsteigen.
Dabei sollen die Busse so eingesetzt werden,
daB verschiedene Buslinien keine Teilstiicke
von Stralen gemeinsam haben. An Kreuzun-
gen von Buslinien haben jeweils beide Linien
eine Haltestelle, Wie viele Buslinien braucht
man wenigstens?

Die Mathematik ist die Konigin der Wissen-

schaften und die Arithmetik die Konigin der
Mathematik. C. F. Gauf§

-

Wir rangieren

Die Abbildung zeigt zwei schwer beladene
Eisenbahnwagen 4 und B sowie eine Rangier-
lok L. Die Positionen von 4 und B sollen
vertauscht werden, wonach sich die Loko-
motive L wieder an der alten Stelle befinden
soll. Die Lokomotive kann beiderseitig an-
kuppeln, bei Bedarf kénnen auch 4 und B
aneinandergekuppelt werden. Allerdings ist
die Briicke W nur fiir die leichtere Rangierlok
befahrbar. Zwischen der Briicke und den
Weichen und auf den beiden AnschluBgleisen
ist fiir die Rangierlok und beide Wagen Platz.

1 o
X A

L = Lokomotive; 4, B= Wagen (Giiter-):
W = Briicke

~ R. Thiele

WURFEL ELLIPSE PARALLELFN
UADRATE DR<I<ck¢! 111
FINS 2WEI S7EBEN

H. Piitzold

Ein logischer Krimi

men wir |

Im Alltagsleben beges

SchluBfolg gen nur ho

u

Holmes hat aber aucl

Ty 8
10CK

Betrachten wir

SchluBfolgerungen zu ziehen
enden kleinen- Krimi.

Sit-Down

einmal den folg

,Von dem Bankeinbruch in der

Street erfuhr Sherlock Holmes aus den
Morgenblittern. Es fiel mir auf, daB er in
der einen Zeitung die meines Erachtens un-

bedeutendsten Einzelheiten des polizeilichen

Verhors der-vier im Kassensaal arbeitenden

Angestellten mit einem Blaustift unterstrich:

»Timid: Bitte ich weiB nichts,: ich hab’ ja

den Saal als erster verlassen

»Unfair: Von uns vieren bin nicht ich als
gegangen. . , «
rd: Ich war bei I e
weder der erste noch der letzte., .
»Psmith: Ich verlieB den ns A
letzte
Ich konnt
lL.age ur
DE1T

1 Innern anfertigen. Eine ha
Ort und Stelle

18 Holmes’ Plan fertig war

waren wir an

n ging mir ein Licht auf, wie Holmes

die erste Spur entdeckte.

Die Gangster haben in der Bank einen

SpieBgesellen. Der SpieBgeselle ist der, der
den Kassensaal als erster verlieB.

Also Timid. . .

Watson, Sie oberflichlich.

Wiihrend ich dieses Telegramm aufgebe, fra-

seien nicht
gen Sie den Pfortner, in welcher Reihenfolge
die vier Beamten des Kassensaals gestern
nachmittag die Bank verlieBen.

Nachdem ich vom Pfortner die Wahrheit er-

fahren hatte, die ein wenig von den von
Holmes unterstrichenen Gestindnissen ab-
wich, eilte ich zu Holmes zuriick



In freien Stunden ﬂiﬁhﬂ heiter

GauB-Anekdote

In der folgenden Anekdote sind einige Worter ausge-
lassen. Sucht diese Worter, und schreibt sie in der
durch die Zahlen angegebenen Reihenfolge auf! (Die
Anzahl der Punkte entspricht der Anzahl der Buch-
staben.) )

Die ersten und letzten Buchstaben (beim 7. Wort der
erste und vorletzte Buchstabe) ergeben dann hinter-
einander gelesen die Namen zweier Stddte, die im
Leben von Carl Friedrich GauBl eine bedeutende
Rolle gespielt haben.

In einer alten ...7. .. wird folgendes berichtet:

Als der zehnjihrige Carl Friedrich GauBl die Rechen-
klasse der Volksschule besuchte, geschah es eines
Tages, daB der Lehrer die Kinder . 10, Weile beschif-
tigen wollte. Er stellte . :11. . daher die Aufgabe, die
Zahlen von 1 bis 100 zusammenzurechnen. Er durfte
...8.., daB diese ... 2.... einige Zeit in
Anspruch nehmen wiirde.

Aber er hatte die Aufgabe kaum genannt, als der
kleine Carl Friedrich nach vorn kam und seine
Rechentafel umgekehrt auf den Tisch legte. Der Leh-
rer war erstaunt. Er konnte es ..5.. glauben, daB
jemand die . .... Liiwse dieser Summe so schnell aus-
fiihren kénne. Aber als er die .. 4 .. Seite der Tafel
betrachtete, fand er dort das richtige Ergebnis 5050.

= 5050 erhalten.

GauB hatte erkannt, daB diese Aufgabe leicht zu 16sen
war, wenn man einen anderen . 2. benutzte. ..%. . die
Zahlen der Reihe nach zu addieren, hatte er die erste
und letzte, die zweite und vorletzte usw. zusammen-
gefaBt, dabei jeweils 101, insgesamt ..3. 50 - 101
= 5050 erhalten. OS!R K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Verkettungsritsel

4

2

3

In jede Zeile des abgebildeten Schemas sind jeweils

zwei Worter der folgenden Bedeutung so einzutragen,

daB immer der letzte Buchstabe des ersten Wortes mit

dem ersten Buchstaben des zweiten Wortes iiberein-

stimmt. Bei richtiger Losung ergeben die 5 markier-

ten Buchstaben von oben nach unten gelesen den Na-

men eines genialen deutschen Mathematikers.

1. Zeile: Eine Bewegung — ein WinkelmaB
(B = ein Buchstabe)

2. Zeile: Teilgebiet der Mathematik — davon hat jedes
Dreieck 3 Stiick

3. Zeile: Fehlerhaft, abweichend — Kurve, die fiir jedes
Dreieck existiert

4. Zeile: Begriff aus der Logarithmenrechnung — Ge-
rade, die etnen Kreis in zwei Punkten schnei-
det

5. Zeile: Ein Parallelogramm, dessen Seiten alle gleich
lang sind — kiirzeste Verbindung zweier
Punkte

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben sind 18 Begriffe zu bilden.

Die Anfangsbuchstaben der gefundenen Woérter von

oben nach unten gelesen ergeben den Namen eines

genialen deutschen Mathematikers, der 1777 bis 1855

lebte, wihrend die Endbuchstaben von unten nach

oben gelesen eine Moglichkeit der Aufldsung linearer

Gleichungssysteme ergeben, die nach ihm benannt

wurde.

auf — al — an — be — be — bra - bu — ¢ — chah — cosh -

da - der — dis — e — eur — fer — fun — gauB} — ge — ge —

ge—gral — griff —-h—hu-in—in-in- ka-kér - ldu -

lung — ma — mann — men — ne — ni — ons — per — rie —

ries — ril — ro - satz — scher — se — spie — sig — son —

strich — ta — tal — te — te — the — ti — tiv — tri — u — ver.

1. Lied, bes. im Kabarett

2. Begriff aus der Trigonometrie

3. Fremdwort fiir Drehkoérper

4. Einteilung auf einem Rechenstabteil

5. Bekannter Satz, den erstmalig C. F. GauB in sei-
ner Dissertation bewies

6. Definition, zu der die klassische Problemstellung
der Integralrechnung fiihrte '



7. Beruf, der umfangreiche mathematische Kennt-
nisse erfordert
8. Grundbegriff der Geometrie
9. Eigenschaft zweier verschiedener Rechenoperatio-
nen, in ihrer Hintereinanderfolge vertauschbar zu
sein
10. Deutscher Rechenmeister
11. Es existiert in jeder Gruppe und hat die Eigen-
schafta’l-a=a-al=e
12. Zeichen fiir Hyperbelkosinus
13. Abk. fiir honoris causa
14. Genialer deutscher Mathematiker
15. Begriff der darstellenden Geometrie
16. Nachtraubvogel
17. Griech. Buchstabe

18. Eine Bewegung D. Vilzke

Diagonale Verkettung

In jeder Zeile des abgebildeten Schemas sind jeweils
zwei Worter folgender mathematischer Bedeutung so
einzutragen, daBl immer der eingetragene Buchstabe
der letzte Buchstabe des ersten Wortes und gleich-
zeitig der erste Buchstabe des zweiten Wortes ist.

! G
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1. Zeile: Zeichen fiir Logarithmus — Italienischer Na-
turforscher (1564 bis 1642)

2. Zeile: Fliche (lat.) — Im Altertum benutztes Re-
chenbrett

3. Zeile: Fehlerlos, nicht abweichend — Teil der Uhr

4. Zeile: griech. Mathematiker des Altertums — Zei-
chen fiir Hyperbelsinus '

5. Zeile: eine Winkelfunktion — Zeichen fiir Sinus

D. Volzke
Kryptarithmetik

Jeder Buchstabe entspricht einer der Ziffern von 0 bis »

9, gleiche Buchstaben bedeuten gleiche, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern. Oberlehrer Ing. K. Koch,

Schmalkalden
HERON HEGEI
+HEGEL +GAUSS GAUSS
84971 81297 ‘ L GAUSS
+GAUSS
{ +GAUSS
EULER
+HERON K S

7167 N

Gaulische Lebensdaten
0+ @@ =0OrAN
OaAa+000 = eULl
OXOC & B = ] !
D. Vélzke
Kreuzzahlritsel

1977 : Gedenkjahr fiir zwei beriihmte Mathematiker.
In jedes freie Kastchen ist eine Ziffer zu setzen.
Keine Zahl beginnt mit Null.

Die Zahlen in den Reihen bzw. Spalten bedeuten:

Waagerecht:

. Geburtsjahr von GauB (Primzahl)

4. Eine Primzahl, deren einzelne Ziffern keine Prim-
zahlen sind

. Das Quadrat von 12. senkrecht

. Die Quersumme ist gleich 2a

. Das Doppelte einer Quadratzahl

. Eine Primzahl, deren einstellige Quersumme wie-
der eine Primzahl ergibt.

13. Ein Vielfaches von &

4. @

16. Eine Primzahl, deren Quersumme gleich 24 ist

17. Todesjahr von Newton

—

_— O N \n

Senkrecht:

l.a

2. Ein Vielfaches von a°

3. Eine Primzahl, die zugleich die Postleitzahl der
alpha-Redaktion ist

4. Eine Quadratzahl

7. Zahl aus gleichen Ziffern

8. a*

0. Eine Primzahl, deren einzelne Stellen ebenfalls

Primzahlen sind, und zwar in steigender Folge
12. Eine Primzahl
15. Eine Zahl, deren erste Stelle groBer als die zweite
ist. Ing. H. Decker, Kiin
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XVI. Olympiade
Junger
Mathematiker
der DDR

Aufgaben
der Kreisolympiade (17. 11. 1976)

Olympiadeklasse 5
1. A-A=B
+ - =
C -D=E
F-G=H

In das obenstehende Kryptogramm sind fiir
die Buchstaben Zilfern (0, 1,2,3.4,5,6,7,8,9)
so einzutragen, daB fiir gleiche Buchstaben
gleiche Zilfern stehen und daB alle angege-
benen Rechenaufgaben richtig gerechnet sind.
Stelle fest, ob es eine solche Eintragung gibt,
ob sie die einzige ist und wie sie in diesem
Falle lautet!

2. Zwei Junge Pioniere legten in ihrem Ruder-
boot stromabwiirts in 10 Minuten eine Strecke
zuriick, deren Lange insgesamt 1km und
200 m betrug.

Wieviel Zeit brauchten sie um dieselbe Strek-
ke gegen den Strom zuriickzurudern, wenn sie
dabei durchschnittlich in jeder Minute 40 m
weniger zuriicklegten als auf der Hinfahrt?

3. Zeichne ein Quadrat ABCD mit AB=4 cm!
Zeichne dann einen Verschiebungspfeil P@
der 5cm lang ist und parallel zur Geraden
durch 4 und C in Richtung von 4 nach C
verlault!

Konstruiere das Bild A'B'C'D’ des Quadra-
tes ABCD bei der Verschiebung P_Q'!

Eine Konstruktionsbeschreibung wird nicht
verlangt.

4. Jeder Schiiler braucht im Jahr 15 Hefte.
Aus 1 Tonne Papier konnen 25000 Hefte her-
gestellt werden.

Wie-viele Schiiler insgesamt kann man unter
diesen Umstdnden aus 3 Tonnen Papier fiir
ein Jahr mit Heften versorgen?

Olympiadeklasse 6
1. Ludwigsagt:, Ich kann die Leserzahl 58 125
der mathematischen Schiilerzeitschrilt ,al-
pha” als Ergebnis der Additionsaufgabe
ALPHA
+ HEI
+ TER
58125
erhalten, indem ich [iir die Buchstaben Ziflern
0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9) einsetze, und zwar [ir

16

gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern,
und wenn ich noch weilB3, dal I <R ist und
die Ziffern EHPL in dieser Reihenfolge hin-
tereinander gelesen die Zahl 1976 ergeben.
Welche Ziffern sind fiir die Buchstaben einzu-
setzen, damit alle diese Angaben zutreffen?
Uberpriife, ob die ermittelte Einsetzung alle
Forderungen erfiillt, und ob es noch andere
derartige Eintragungen gibt!

2. In einem Pionierlager wurden in vier Riu-
men 65 Thilmann-Pioniere untergebracht.
Der eine Raum hat 68 m? Bodenfliche, der
zweite 76 m?, der dritte 64 m? und der vierte
52m?. Die Pioniere wurden so unterge-
bracht, daB auf jeden von ihnen die gleiche
Anzahl von Quadratmetern Bodenflache
kam.

Ermittle fir jeden der vier Rdume die An-
zahl der Thidlmann-Pioniere, die jeweils un-
tergebracht wurden!

3. Die abgebildete schraffierte Flache besteht
aus einer Rechteck(lache, aus der eine qua-
dratische Fliache herausgeschnitten wurde.
Die schraffierte Fliche hat einen Flichenin-
halt von 44 cm?. Aus den im Bild angegebe-
nen Maflen (in mm) ist die Seitenldnge a (in
mm) des herausgeschnittenen Quadrats zu
berechnen.

g

//
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/ //
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4. Ein Kraftfuttergemisch fiir Zuchteber ist
aus Haferschrot, Weizenkleie, Gerstenschrot,
Mineralstoffen und Wasser zusammengesetzt,

und zwar ist die Halfte des Gemischs Hafer-
schrot, N

% des Gemischs ist Weizenkleie, %des

Gemischs ist Gerstenschrot, ﬁ des

Gemischs sind MineralstolTe,

der Rest ist Wasser.

Berechne (in kg) den Anteil an Wasser, den
35 kg dieses Kraltfuttergemischs enthalten!

Olympiadeklasse 7

1. Nach der Jugendweihefeier lieBen sich alle
Schiiler einer Klasse einzeln fotografieren.
Jeder lieB von seinem Foto geniigend viele
Abziige herstellen, und dann tauschte jeder
Schiiler dieser Klasse mit jedem seiner Klas-
senkameraden sein Foto aus. Wieviel Schiiler
tauschten insgesamt in dieser Klasse mitein-
ander die Fotos aus, wenn dabei genau
812 Fotografien ihren Besitzer wechselten?

2. Eine Girtnerische Produktionsgenossen-
schalt verkaufte in den Monaten August
bis November Apfel. Der Preis fiir 1 kg
Aplel war im September um 209, niedriger
als im August, im November hingegen um
209; hoher als im September.

Waren die Apfel im November billiger, im
‘Preis gleich oder teurer als im August?

Falls der Preis im November von dem im
August abwich, ist anzugeben, um wieviel
Prozent des Augustpreises der November-
preis von diesem abwich.

3. Konstruiere aus a=5,0cm und b=7,0cm
ein Dreieck ABC, bei dem die Mittelsenkrech-
ten der Seiten BC und AC aufeinander senk-
recht stehen! Dabei seien a bzw. b die Lingen
der Seiten BC bzw. AC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

Stelle fest, ob durch die Aufgabenstellung ein
Dreieck bis aul Kongruenz eindeutig be-
stimmt ist!

4. Es seien g, g1, g3, g4 und g;s fiinf Geraden,
die einander wie im Bild angegeben paar-
weise in den voneinander verschiedenen
Punkten A, B, C, D, E, F, G, H, J und K
schneiden. Gegeben seien die Grofen der
Winkel ¥ BAJ, x HGF, ¥ FKJ und ¥ DEC,
in dieser Reihenfolge «, 8, y und & genannt.

Ermittle die GroBe ¢ des Winkels ¥ DCE!

Olympiadekiasse 8

1. Fiir Schiilerexperimente wurden genau
29 Einzelteile (Versuchsmaterialien) fur ge-
nau 29 M eingekauft. Das waren Teile zu
10 M, 3 M oder 0,50 M; von jeder Sorte min-
destens ein Teil. Andere Sorten kamen unter
den eingekauften Teilen nicht vor. Wieviel
Teile von jeder der drei Sorten waren es ins-
gesamt?

2. Ein Rechteck habe die Seitenldngen a, und
b;.

Um wieviel Prozent verédndert sich der Fla-
cheninhalt dieses Rechtecks, wenn die Seite
a; um 259 verkleinert und die Seite b; um
209, vergroBert wird?

3. In einem Kreis k seien zwei verschiedene
Durchmesser, die nicht aufeinander senkrecht
stehen, eingezeichnet.

Ferner sei durch jeden der vier Endpunkte
beider Durchmeser die Tangente gelegt.
Beweise, daB die Schnittpunkte E, F, G, H
dieser Tangenten die Ecken eines nichtqua-
dratischen Rhombus sind!



4. Konstruiere ein Viereck ABCD, das [ol-
gende Bedingungen erfiillt: Die GroBe f des
Innenwinkels ¥ CBA im Viereck ABCD be-
trégt 60°. Die Lange f der Diagonalen BD be-
trdgt 12,5 cm. Die Linge b der Seite BC be-
tragt 6,0 cm.

Der Abstand h des Schnittpunktes S der Dia-
gonalen des Vierecks ABCD von der Seite AB
betrdgt 3,5cm. Die Diagonalen des Vier-
ecks ABCD stehen senkrecht aufeinander.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die angegebenen
Bedingungen ein Viereck bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 9

I. Karlheinz betrachtet die im Bild darge-
stellte, aus drei kongruenten Rhomben be-
stehende Figur. Dabei stellt er fest, daBl der

Winkel ¥BSG genau so groB ist wie jeder:

der Winkel ¥BAD, ¥xDAE, ¥EAG. Nach
einigem Nachdenken behauptet er, daB3 der
folgende Satz gilt: ,Sind zwei Parallelo-
gramme ABCD und AEFG, die genau den
Punkt A gemeinsam haben, so gegeben, dafB
die Winkel «BAD, ¥DAE und £EAG
gleichgroB und kleiner als 120° sind, dann
hat auch der Winkel & BSG, den die Gerade
gy durch B und C mit der Geraden g,
durch F und G einschlieBt, die gleiche GrsBe
wie jeder dieser drei Winkel.*

. .. F
Beweisen Sie diesen Satz!

2. Die Zahlg soll so in zwei Summanden

zerlegt werden, dafl )

a) die beiden Summanden Briiche mit glei-
chem, von 21 verschiedenem Nenner und mit
unterschiedlichen Zihlern sind,

b) die beiden Summanden Briiche mit glei-
chem Zihler und mit unterschiedlichen Nen-
nern sind. '
Dabei sollen in jedem Bruch, der als Sum-
mand auftritt, jeweils der Zihler und der
Nenner natiirliche Zahlen sein, die zueinan-
der teilerfremd sind.

Geben Sie fiir a) und b) je ein Beispiel einer
derartigen Zerlegung an, und weisen Sie nach,
daB es alle verlangten Eigenschaften hat!

3. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDA'B'C'D’
(siehe Bild). Wir betrachten alle geschlosse-
nen Streckenziige XYZTX, wobei X, Y, Z
und Tin dieser Reihenfolge beliebige innere
Punkte der Kanten 4A4°, BB, CC’ bzw. DD’
seien.

Untersuchen Sie, ob es einé Lage derartiger
Punkte X, Y, Z, Tso gibt, daB der Strecken-
zug X YZT X unter allen betrachteten Strek-
kenziigen

o c
|
|
& t %
|
|
|
|
o ——Jc
7/
7
7
) B
a) minimale b) maximale

Gesamtlange besitzt!

4. In der folgenden Anordnung von Zeichen

abX ab = cad
Y Y Z
aeXae=ffe
JIYS =99

sollen die einzelnen Symbole so durch Ele-
mente des jeweiligen Grundbereichs ersetzt
werden, daB jeweils wahre Aussagen ent-
stehen.

Dabei ist der Grundbereich fiir die Klein-
buchstaben b, d, e die Menge der Ziffern von
0 bis 9, fiir q, c, f, g die Menge der Ziffern von
1 bis 9, und der Grundbereich fiir dje GroB-
buchstaben X, Y, Z ist die Menge der Ope-
rationszeichen ,,+“, , =" ,-“ und , :“
Gleiche Symbole bedeuten dabei g_leiche,
verschiedene Symbole verschiedene Elemente
des jeweiligen Grundbereichs.

Untersuchen Sie, ob eine solche Ersetzung
moglich ist, und ermitteln Sie, wenn dies zu-
trifft, alle Ersetzungen mit den geforderten
Eigenschaften!

«

Olympiadeklasse 10

1. Es sei g eine ganze Zahl.
°—q

3 ebenfalls eine

Beweisen Sie, da3 dann

ganze Zahl ist!

2. Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC,
in dem CD die Hohe aufl der Hypotenuse ist,
seien die Kathetenldnge b=AC=4cm, und
die Lange p=ﬁ= 1.8 cm gegeben.

Man berechne die Lingen der restlichen Sei-
ten des Dreiecks, die Hohenldnge CD=h
und die Linge g=A4D.

3. In der Aulgabe

LOTTO

+ TOTO

SPIEL
sollen gleiche Buchstaben durch gleiche Zif-
fern und ungleiche Buchstaben durch un-
gleiche Ziffern ersetzt werden, so daB eine im
dekadischen Zahlensystem richtig gerechnete
Additionsaufgabe entsteht.
Ermitteln Sie alle Moglichkeiten fiir eine
solche Ersetzung!

4. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH
(Bild wie K1.9/3)):

Man ermittle alle verschiedenen Strecken-
ziige, die lediglich aus Wiirfelkanten zusam-
mengesetzt sind und folgende Eigenschaften
haben:

1. Der Streckenzug beginnt und endet im
Punkt A.

2. Bei einmaligem Durchlaufen des Strecken-
zuges wird jeder Eckpunkt eines Wiirfels
genau einmal erreicht.

Dabei gelten zwei Streckenziige genau dann
als verschieden, wenn es eine Wiirfelkante
gibt, die in einem der beiden Slréckenziige
vorkommt, in dem anderen aber nicht. Ins-
besondere gelten Stréckenziige, die sich nur
in der Durchiaulungsrichtung unterschei-
den, nicht als verschieden.

Olympiadeklassen 11/12

1. Es sei R ein Rechteck mit dem Flichen-
inhalt 4, den Seitenlangen a, b und der Dia-
gonalenldnge d. Ferner set a das arithmeti-
sche Mittel von b und d.

Man ermittle fiir dieses Rechteck a, b und d
in Abhéngigkeit von A.

2. Einer Kugel K| mit gegebenem Radius r
sei ein Zylinder Z, mit quadratischem Ach-
senschnitt einbeschrieben. Diesem Zylinder
Z, sei eine Kugel K, und dieser wieder ein
Zylinder Z, mit quadratischem Achsenschnitt
einbeschrieben. Dieses Verfahren sei weiter =
fortgesetzt, d. h., liegen fir eine natiirliche
Zahl n bereits eine Kugel K, und ein Zylin-
‘der Z, mit quadratischem Achsenschnitt vor,
so sei dem Zylinder Z, eine Kugel K+, und
dieser wieder ein Zylinder Z,., mit quadra-
tischemn Achsenschnitt einbeschrieben.

Fiir jedes n=1, 2, ... sei V, das Volumen der
Kugel K, undessei S,=V,+ Va+...+V,.

a) Man ermittle das Volumen V,.

b) Man ermittle S, .

c) Man berechne i’ S,, lalls dieser Grenz-
wert existiert.

Hinweis: Ein Zylinder heif3t einer Kugel ein-
beschrieben, wenn die Kreislinien. die seine
beiden Grundflichen beranden, auf der Ku-
gel liegen. Eine Kugel in einem Zylinder mit
quadratischem Achsenschnitt hei3t diesem
Zylinder einbeschrieben, wenn sie seine bei-
den Grund(ldchen beriihrt.

3. In einem Quadrat der Seitenldnge | mogen
sich 51 Punkte befinden.

Man beweise, dal es zu jeder Anordnung
solcher 51 Punkte einen Kreis mit dem Ra-

N . .
dius 3 gibt, der wenigstens drei dieser Punkte
in seinem Innern enthalt.

4. Es seien x und y

a) nichtnegative reelle Zahlen,
b) nichtnegative ganze Zahlen,
fiir die die Ungleichungen

8x+3y<25, (1)
—2x+3y<10 2)
erfiillt sind.
Man weise nach, daB fiir die Summe
z=2x+y (3)

in den Fillen a) bzw. b) jeweils ein groBter
Wert existiert, und gebe diesen fir jeden der
Fille an.

17



Losungen zu: 905 = 2 (siche Seite 124)

Aufgabe 1: z.B. Addition: (G, +), (R*, +),
(R, +), (P, ++)

Subtraktion: (G, —), (R, =)
Multiplikation: (N, -),(R*, -),(R,
Division: (R*/ {0}, :), (P/ {0}, :)

) (P, ")

Aufgabe 2: a) Die Abgeschlossenheit von M
beziiglich + (@ ist leicht zu priifen: z. z. ist fir
alle x, yeM: x+ @ yeM. Die Eindeutigkeit
von + @ [lolgt aus der Definition.

b) Assoziativitit, Kommutativitit, Existenz
eines neutralen Elements (n=12), ...

Aufygabe 3: a) wie 2a)

b) z.z. ist fiir alle x, yeM': xocyeM’ (leicht zu
priifen). Kurios ist dabei, daB 0 und 10 fast
die gleichen Eigenschalten besitzen:

Fiir alle xeM’ (x =+ 10) gilt

x¢10=10¢x=x und x<0=0-x=x, weiterhin
gilt 00 0=10-0=0-10=10-10=0.

c) « besitzt die gleichen Eigenschaften wie

+@.
x+y, falls x+y<10
d) xey=
Jxey Df{x+y— 10, falls x+ y =10
e) weitere Restklassenadditionen, -multiplika-
tionen J
Aufgabe 4: 151=4,201=6,4:0=8,2:3=10,
003=6,0-0=0 »
X"y
Aufgabe 5: (R*, o1) mit xo y=p;—== 3
(R*, =2) mit x>,y =p2x+y fir
alle x, yeR*.

bzw.

Aufgabe 6: 2) 281 =1,5,2%1=]/2, 201 =1,3;
b) 2A2—2 2%2=2, 7!:1"—

5 1,1 ‘—D_-'

C)A_iﬁzsh?

Aufgabe 7: a) R*, R, P, P*, ..., nicht aber
zB. N, G

b) 2*1 &N, §G, ER*, R: 2%(— 1)P

c) (R*/10}, ) ja, da Summe (x+y), Pro-

rationaler Zahlen emdeung bestimmt sind
und wieder in R* . |0} liegen.

(R.!0!. O} nein, da z B. 200(~2) nicht

Aufgabe 8: Wir zeigen, daB x[y < x*y fir
alle x, yeP? gilt:

18

;_F—v_[/:gdw l/7S)(+; gdw.

dxy<(x+y)? gdw. 0= (x—y)2
Analog zeigt man den zweiten Teil. Das
Gleichheitszeichen gilt nu fir x=y.

Aufgabe 9f a) xX[Lly<x*y<xAy<x y
b ja, x®0=08x =|/x? = x fiir alle xeP".

Aufgabe 10: a) xNy=g geniigt den beiden
Bedingungen:

1. % und i—l', d. h. g ist ein gemeinsamer Teiler

von x und y.
2. Fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ gilt:
Wenn ! und 5, S0 i.
x Y g
xUy=k geniigt den beiden Bedingungen:
1. % und % d. h. k ist ein gemeinsames Vielfa-
ches von x und y.
2. Fiir alle natiirlichen Zahlen v gilt:

x vk
Wenn = und -so -.
1/} v v

b) 24[1180= 12, 24L1180=1360;
476714 =238, 4761714 = 1428.

c) Fiir alle xeN gilt:
xM0=0MNx=x xU0=0Ux=0
sowie
xM=1Nx=1 xUl=1Ux=x;
insbesondere gilt also:
0no=o, oNi=1no0=1,

=0.

d) Zum Beweis vergleiche E. Lehmann: Ubun-
gen fiir Junge Mathematiker 1, Leipzig 1968;
S. 46

Wenn x und y teilerfremd sind, erhalten wir

0U0=0, 1U0O=0U1

xUy=x"y.
Aufgabe 11:2) 69 8 12
3 4
12 18
2 6
6, also

2LH{[(6MN9)L1(8112)]M18} =6.

b) Ersetzen wir in der vorletzten Zahlenreihe
6 durch 3, ergeben sich neben 12 und 6 (in der
3. Reihe) weitere zwei Moglichkeiten:

3 und 15, usw.

Aufgabe 12: (B(M), N): M iibernimmt die
Rolle der 0 aus (N, N):

XNM=MNX=X;

@ iibernimmt die Rolle der 1 aus (N, 1):
XNP=0NX=90

(B(M). U): M iibernimmt die Rolle der 0
aus (N, L):

XUM=MUX=M,

@ tibernimmt die Rolle der 1 aus (N, L):
XUp=0UX=X.

Auch fiir den Durchschnitt und die Vereini-
gung gelten die Verschmelzungssidtze:

Fiir alle X. Y (M) gilt:

(XUYINX=X und (X NY)UX=X.

Zum Beweis vergleiche M. Hasse: Grundbe-
griffe der Mengenlehre und Logik, Leipzig,
1968 (Band 2 der Math. Schiilerbiicherei),
S.21.

Losungen zu: Logeleien
(in diesem Heft S. 12/13)

Orthopolis

Zugeschniirt

Achtung, EinbahnstraBe

]

In der Abbildung a) kann ein Fahrer den
Platz D oder E nicht mehr verlassen. Die Fest-
legung der StraBen in der Abbildung b) ldBt
Losungen zu. Wir legen die Einbahnstrafien
so, wie es die Abbildung zeigt. Dann kann
man von A alle anderen Plitze erreichen.
Andererseits ist auch A von den Plétzen B,
C, D und E erreichbar. Damit kommt man
ganz sicher (wenn auch nicht aul dem kiir-
zesten Weg) von einem Platz X zu einem
Platz Y, indem man von X nach 4 und dann
von A4 nach Y [(ahrt.

Gleiche Linge gesucht

Auf den geraden StraBenteilen haben beide
Schienen die gleiche Linge. Damit interes-
sieren uns nur noch die Kurven. Wie aus der
Zeichnung hervorgeht, sind sdmtliche Kur-
venstiické einander kongruent (deckungs-
gleich). Bei einer Rechtskurve (in Fahrtrich-
tung gesehen) ist die innere Schiene kiirzer als
die duBere Schiene, bei einer Linkskurve ist
es genau umgekehrt. Wenn auf eine Rechts-
kurve (bzw. Linkskurve) eine Linkskurve
(bzw. Rechtskurve) folgt, so gleichen sich die
Lingenunterschiede aus.

In der Abbildung a) gibt es sieben Links- und
drei Rechtskurven. Deshalb ist der rechte
Straflenrand (in Fahrtrichtung = Pleil) linger
(und zwar um 2bn mit dem Schienenba-
stand b).

Die in Abbildung b) gezcigle StraBenbahn-
linie hat je [iinf Links- und Rechtskurven.
also sind beide Schienen gleich lang.



Kiirzester Weg gesucht

Die Ziffern an den einzelnen Orten geben die
kiirzeste Zeit an, die man benétigt, um von A
aus zu ihnen zu -gelangen. Die zugehdrigen
Wege sind stirker hervorgehoben. Der kiir-
zeste Weg von A nach B ist in 60 Minuten zu
bewiltigen.

Transport mit Hundeschlitten

Zunichst [ahren alle drei Schlitten mit Pro-
viant fir vier Wochen ab. Nach einer Woche
hat sich ihr Proviant verringert und reicht nur
noch fiir drei Wochen. Um die Station A4
wieder zu erreichen, bendtigt der erste Schlit-
ten Proviant fiir eine, Woche. Bevor er um-
kehrt, gibt er den iiberschiissigen Proviant
fir zwei Wochen zu gleichen Teilen an den
zweiten und dritten Schlitten ab, die jetzt
wieder Proviant fiir vier Wochen haben.
Nach einer weiteren Woche hat der erste
Schlitten wieder 4 erreicht, der zweite und
dritte Schlitten haben jeweils Proviant fir
drei Wochen. Der zweite Schlitten braucht
Proviant lir zwei Wochen, damit er zuriick
zur Station kann. Deshalb kann er dem
dritten Schiitten Proviant fiir eine Woche ge-
ben und gefahrlos umkehren. Der dritte
Schlitten hat jetzt wieder Proviant fiir vier
Wochen. In zwei Wochen erreicht er den
Punkt B, und der zweite Schlitten ist in 4
angekommen. Nachdem in B die Messungen
ausgefiihrt wurden, kehrt der dritte Schlitten
mit Proviant fiir zwei Wochen um. Zur glei-
chen Zeit macht sich der gerade in 4 ange-
kommene zweite Schlitten mit Proviant fiir
vier Wochen auf den Weg nach B. Er triflt
nach zwei Wochen auf den dann proviant-
losen, dritten Schlitten und gibt ihm die
Hilfte seines Proviantes ab, wodurch beide
noch eine Woche in Richtung A4 fahren kon-
nen. Wenn sich der zweite und dritte Schlitten
treffen, [dhrt ihnen der erste Schlitten mit
Proviant fiir vier Wochen entgegen. Er trifft

sie nach einer Woche, wobei er noch Proviant
fur drei Wochen hat, so daB alle drei Schlit-
ten zur Station A zuriickkehren konnen.

Die Abbildung zeigt eine graphische Darstel-
lung der Fahrt. Die Kurve fur die Riickfahrt
ist das Spiegelbild der Hinfahrt in bezug auf
eine Gerade, die durch die Proviantmenge
fiir zwei Wochen gezogen wurde.

Die Zahlenangaben beziehen sich aul die
Wochen, die seit der Abfahrt des 3. Schlittens
von A verstrichen sind.

Reger Busverlehr

Wir betrachten die Punkte, an denen mehrere
Stralen zusammentrellen. Wenn- an -einem
Punkt vier StraBen aufeinandertreffen (Kreu-
zung), so lassen wir dort die Buslinien sich
kreuzen. Diese Punkte beachten wir deshalb
nicht weiter. Interessant sind die Punkte, von
denen eine ungerade Anzahl von Straflen aus-
geht, denn hier muB eine Buslinie anfangen
oder enden. Im Plan gibt es sechs Punkte,
wo drei StraBen sich treffen, und zwei Punkte,
von denen StraBen ausgehen bzw. enden. Wir
haben also acht Punkte, die gleichzeitig End-
bzw. Anfangspunkte von Buslinien sind. Also
benotigen wir vier Linien.

Wir rangieren

Die Lokomotive kuppelt an A an und fihrt
bis zu B. Dann wird 4 auf das untere An-
schluBgleis gefahren. Die Lok fahrt iiber die
Briicke an B heran. Alle Wagen werden an die
Lok gekuppelt und nach oben gebracht, wo 4
abgekuppelt wird. Die Lok fahrt mit B wieder
nach unten und schiebt B auf das untere
Abstellgleis. Dann fahrt die Lok iiber die
Briicke zu A4 zuriick und schiebt 4 nach unten,
wo A stehen bleibt. Jetzt zieht die Lok B
nach oben, 140t B stehen und [ahrt in die Aus-
gangsposition zuriick.

:
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Ein logischer Krimi

Holmes™ Gedankengang war folgender: Von
den vier Gestiindnissen ist eines falsch, die
iibrigen sind wahr. Welches mag wohl falsch
sein? Das des Beamten Psmith nicht, denn
wenn die drei anderen Gestindnisse wahr
sind, so konnte nur Psmith den Saal als
letzter verlassen haben {und das behauptete
er ja gerade). Wenn Coxford liigt, so war er
entweder der erste oder der letzte. Timid be-
hauptet aber, daB er der erste, und Psmith,
daB er der letzte war; wenn Timid und Psmith
die Wahrheit sagen, konnte also Coxford
weder der erste noch der letzte sein, demnach
hat auch er richtig ausgesagt. Auch Unfair
log nicht. Denn wenn Psmith die Wahrheit
sagte, war er der letzte, somit sagte Unlair
die Wahrheit, indem er behauptete, dal er
nicht als letzter wegging. Es bleibt also nichts
anderes ibrig, als daB Timid gelogen hat, was
auch damit vereinbar ist, daB die dret anderen
Beamten die Wahrheit sagten. Timid be-
hauptete nimlich, er sei als erster gegangen.
Die Falschheit dessen wire nur dann mit der
Wabhrheit der drei anderen Gestindnisse un-
vereinbar, wenn sich von den drei anderen
Gestandnissen herausstellte, daBB k-.ner der
drei Angestellten der erste sein konnte (dann

'miiBte ndmlich doch Timid der erste gewesen

sein). Nun, weder Psmith noch Coxford war
(nach ihrem eigenen Gestédndnis) der erste.
Unlfair aber hatte nur gesagt, er sei nicht der
letzte gewesen. Es ist also mit der Wahrheit
seines Gestidndnisses vereinbar, daB er der
erste war. Da die Meldung Watsons, dal3 von
den vier Gestdndnissen genau eines [alsch sei,
nur mit der Kombination vereinbar ist, da3
Timid gelogen hat, somit bleibt nur eine ein-
zige Moglichkeit iibrig:

Unfair hat sich als erster entfernt. Da Holmes
schon herausgefunden hat (wie er das an-
stellte, dariiber fehlen leider die aufregenden
Einzelheiten), daB3 er, der den Saal als erster
verlieB, der SpieBgeselle war, wuBte Holmes
auf Grund der Information Watsons sofort,
daB kein anderer als Unfair der SpieBgeselle
seinkonnte.

Ligsungen zum alpha-Wettbewerb,

(Heft 5/76)

Ma5 ®1538 Im Jahre 1974 wurden durch
FuBganger (618 + 8492) Unfille, also 9110 Un-
fdlle verursacht. Insgesamt gab es in diesem
Jahr in der DDR 7-9110=63770 Verkehrs-
unfdlle. Aus 624946000:63770=9800 folgt,
daB die durchschnittlichen Kosten, die ein
Verkehrsunfall verursacht, etwa 9800 M be-
tragen.

Ma5 #1539 Aus 15kg—10kg=S5kg flolgt.
daf} jeder Pionier 5 kg Altpapier mehr ablie-
fern will, als im Pionieraufltrag vorgesehen
ist. Dicser Schule gehdren somit 2140:5=428
Pioniere an. Insgesamt werden 15kg- 428
=06420 kg Altpapicr abgeliefert.

19



Ma5 w1540 Nach der Entnahme von
74 Kugeln konnten wir im ungtinstigsten Falle
10 schwarze, 10 weille, 12 gelbe, 14 rote,
14 griine und 14 blaue Kugeln haben. Im
Kasten befinden sich dann weder schwarze,
noch weiBe, noch gelbe Kugeln. Beim Ent-
nehmen einer weiteren Kugel ist diese ent-
weder rot oder griin oder blau. Nach der
Entnahme von 75 Kugeln erhalten wir also
mit Sicherheit 15 gleichfarbige; sie sind
entweder rot oder griin oder blau.

Ma5 ®1541 Aus d) lolgt: Edith sitzt (links
oder rechts) neben Sigrid ; Glinter sitzt (rechts
oder links) neben Sigrid.

Aus c) folgt: Wilfried sitzt neben Edith.

Aus b) und e) lolgt: Entweder sitzt Monika
neben Giinter, oder Monika sitzt neben
Wilfried. Wenn Monika neben Giinter sitzt,
dann wiirde Monika mit Wilfried derselben
Gruppe angehdren, was wegen €) nicht mog-
lich ist. Folglich sitzt Monika neben Wilfried
und somit Lutz zwischen Monika und Giin-
ter.

Aus a) folgt: Monika und Giinter, Edith und
Lutz, Sigrid und Wilfried gehoren jeweils
der gleichen Pioniergruppe an. Die folgende
Graphik veranschaulicht eine der méglichen
Sitzordnungen. =

Ma5 81542 Die beiden Zahlen seien a und
b. Alle fiir diese Zahlen méglichen Fille sind
in der nachstehenden Tabelle erfaft.

a b a? b? a’+b?
9 11 81 121 202
8 12 64 144 208
7 13 49 169 218
- 6 14 36 196 232
5 15 25 225 250 ¢
4 16 16 256 272
3 17 9 289 298
2 18 4 324 328
1 19 1 361 362

Nur a=7 und b=13 erfiillen die gestellten
Bedingungen.

Ma5 #1543 Wir "l6sen die Aufgabe mit
Hilfe einer Tabelle.

Aus den Angaben folgt a=c+1, d=a+1

=c+2, b=(a+c)-d.
a b c d
2 9 1 3
3 20 2 4
4 35 3 5
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Wegen 1£b<9 entfallen c=2,3,4,...,dain
diesen Fillen b>9. Es gibt nur eine Zahl,
die die Bedingungen erfiillt; sie lautet 2913.

Ma6 ®1544 Aus a) und d) folgt: Andreas
ist zehn, Jiirgen zwolf Jahre alt. Aus e) folgt:
Michael ist ebenfalls zwolf Jahre alt. Somit
ist Christian zehn Jahre alt.

Aus b) und c) folgt: Michael hat weder den
Familiennamen Matuschewski noch den Fa-

miliennamen Anders. D. h., Michael hat ent-’

weder den Familiennamen Constantin oder
Jordan.

Aus e) und f) folgt : Michael hat den Familien-
namen Jordan; Jiirgen hat den Familienna-
men Matuschewski. Somit hat Andreas den
Familiennamen Constantin, Christian hat
den Familiennamen Anders.

Ma6 ®1545 Nach einer Stunde zeigt die
zweite Uhr gegeniiber der ersten eine um
1
13
24 Stunden bzw. nach einem Tag zeigt die
zweite Uhr gegeniiber der ersten eine um

Minuten vorausgeeilte Uhrzeit an. Nach

24 - 1% Minuten =36 Minuten vorausgeeilte

Uhrzeit an. Damit beide Uhren wieder die
gleiche Uhrzeit anzeigen, miiBte sich die
zweite Uhrzeit gegeniiber der ersten um
12 Stunden unterscheiden. Aus 12 h=12-60
min=720min und 720:36=20 folgt, daf}
20 Tage vergehen, bis beide Uhren wieder
die gleiche Uhrzeit anzeigen.

Maé6 w1546 Wir rechnen 720g:2=360g;

Petra hat % =% der Torte verzehrt und dabei
360 g :4 =90 g Kirschen gegessen. Eine Schale
enthilt 360 g:3=120g Kirschen. Petra hat
insgesamt 90 g+ 120 g=210g Kirschen ver-

zehrt.

Ma6 ®1547 Angenommen, die gesamte
Marschstrecke betrug x Kilometer. Bis zum

ersten Kontrollpunkt waren ()—2(—2) km zu-
riickzulegen. Nun gilt

x X
<§—2>+7+3—x, 8—5, x=16.
Die gesamte Marschstrecke betrug 16 km.

Maé6 w1548 Angenommen, im Monat Mirz
haben x Schiiler Geburtstag; ihren Geburts-
tag haben dann 2x Schiiler im Januar,
4x Schiiler im Mai, (4x —4) Schiiler im Juli
und (2x — 2) Schiiler im Oktober. Zusammen
sind das (13x —6) Schiiler. Nun gilt aber
30<13x—6<40,
36 < 13x <46.
Nur die natiirliche Zahl x =3 erfiillt diese Un-
gleichung. Zur Klasse gehdren somit
13- 3—6 =33 Schiiler.

Phé w1 Gegeben: a=10cm
h=15cm
_ g

=02

Gesucht: a) m
b) Hohe des Wasserspiegels

a) V=a?h
V=10cm-10cm-15cm
V' =1500 cm?
m=g-V

m=02 L1500 cm?
cm

m=300g

In diesem Gefadf befinden sich 300 g Schnee.

b) Die Dichte vom Wasser zur Dichte des
Schnees verhilt sich wie 1:0,2=5:1. Da sich
die Hohen in den quadratischen Prismen bei
gleicher Grundflache ebenfalls wie 5:1 ver-
halten, gilt:

5:1=15:3, d. h., das Wasser steht 3 cm hoch.

Ma7 m1549 Angenommen, a Schiiler geho-
ren der Klasse 7a, b Schiiler der Klasse 7b
und c¢ Schiiler der Klasse 7¢c an, dann gilt

a+b+c=85, (1)
a b ¢
§+§+Z=26' 2)

Multiplizieren wir Gleichung (2) mit 3 und
subtrahieren die so erhaltene Gleichung von
Gleichung (1), so erhalten wir

c—%~c=85—78,
%~c=7,

c=28.

Fiir ¢=28 erhalten wir durch Einsetzen in
Gleichung (1)

a+b+28=85,

a+b=>57.
Nun ist b ein Vielfaches von 3 und von 10,
also ein Vielfaches von 30. Da @ und b von
Null verschiedene natiirliche Zahlen sind,
kann deshalb nur =30 und somit a=27
gelten. Der Klasse 7a gehoren 27 Schiiler
an.

Ma7 #1550 Die kleinste dieser fiinf geraden
natiirlichen Zahlen sei 2k mit k=1, 2, 3, ...;
dann gilt

2k < (2k +2)- 2k +4) - (2k +6) - (2k + 8) = 3840,
2k - 2(k+1) - 2(k +2) - 2(k +3) - 2(k +4) = 3840,
2 kk+)(k+2)(k+3)(k+4) =3840,(1)
K(k+1) (k+2) (k+3) (k +4) = 120,
kS < 120.
Wegen 2°=32<120<243=3% folgt daraus
k=1 oder k=2.

Fiir k=1 erhalten wir aus Gleichung (1)
1:2:3-4-5=120;

fir k=2 erhalten wir aus Gleichung (1)
2-3:4-5-6=720>120.

Die Aufgabe besitzt somit genau eine Lo-
sung, namlich k=1, und wir erhalten
2:4-6-8-10=23840.

Ma7 =551 Wir drehen die Figur um B als
Drehzentrum im mathematisch negativen
Sinne um einen Winkel von 60°. Dann wird
der Eckpunkt A4 des zu konstruierenden
gleichseitigen Dreiecks ABC auf den Punkt C
abgebildet. Folglich schneidet das Bild p’
von p den Schenkel ¢ in A’=C, und es ist BC
die gesuchte Seite des zu konstruierenden
gleichseitigen Dreiecks ABC.



C:A'

s0°

60°

S A \ P
Ma7 #1552 Aus (15+x) (20+x)=(9+x)
- (32+x) folgt
300+ 15x + 20x + x> =288 +9x + 32x + x2,
35x+300=41x + 288,
6x=12
x= 2.
Wir erhalten die Produkte 17-22 und 11 - 34,
fir diese gilt 17-22=11-34=374.

Ph7 w2  Gegeben:
765-1,36

P =765 TOIT:_W

atx1,04 at

p2=0,025 at

d=75mm=7,5cm

n=3,14
Gesucht: F
Die Druckkraft F ergibt sich aus
F=p-A

1 .—Pz)"fd2
F= —
" (1,04—0,025) at - 3,14 - 7,52 cm?

F= 4

F~4482kp
P=p1—Pp2
d2
=7
Der Deckel wird mit einer Druckkraft von

44,82 kp verschlossen.

Ch7 s1 a) 1t Magneteisenstein enthalt
0,75-0,7t=0,525t Eisen. 40-40t Erz ent-
halten 1600 0,525 t =840t Eisen.

1 .
b) 1t Roteisenstein enthilt §t Eisen.

60-40t Erz enthalten 2400 - % t=800t Eisen.

Aus den gelieferten Mengen kdnnen a) 840t,
b) 800t Eisen gewonnen werden.

c) Die Verarbeitung von Magneteisenstein ist
wegen des hoheren Eisengehalts wirtschaft-
licher.

Ma8 ®1553 Es sei k eine negative ganze
Zahl, wobei wir die [olgenden drei Fille
unterscheiden:

1.Fall: k< 1.

Dann gilt k<0, k+5<0 und k+7<0,

also z=k{k+5)(k+7)<0,

da alle drei Faktoren negativ sind.

2. Fall: =75k -5

Dann gilt k<0, k+5<0und k+720,

also  z=k(k+5)(k+7)=0,

da von den drei Faktoren entweder einer
gleich Null ist oder zwei negativ und einer
positiv sind. In diesem Fall ist also z nicht
negativ.

3.Fall: ~5<k<0

Dann gilt k<0, k+5>0, k+7>0,

also  z=k(k+5)(k+7)<0,

da ein Faktor negativ und die beiden anderen
Faktoren positiv sind. Die Zahl z=k(k+5)
(k+7) ist also fiir negative ganze Zahlen k
genau dann nicht negativ, wenn —7<k< -5
gilt, wenn also

k=—7,k=—6 oder k= -5 gilt.

Ma8 m1554 Es seien g und h zwei parallele
Geraden, die durch Punkte A bzw. B gehen
und den Abstand a=4 cm haben (siche Bild).
Ferner sei C der FuBBpunkt des von B auf die
Gerade g gefillten Lotes. Dann ist BC=a
und ¥ BCA=90°.

Nach der Umkehrung des Satzes des Thales
liegt dann C auf einem der beiden Halb-
kreise mit AB als Durchmesser. Daraus er-
gibt sich die Konstruktion:

Man konstruiert einen der beiden Halbkreise
mit AB als Durchmesser und schligt um B
einen Kreis mit dem Radius a=4 cm, der den
Halbkreis in C schneidet. Dann ist AC die
verlangte Gerade g und die Parallele zu g
durch B die verlangte Gerade h.

Bemerkung: Die Aufgabe hat noch eine
zweite Losung. Zeichnet man nimlich den
Lunteren* Halbkreis mit AB als Durchmes-
ser, so erhidlt man den Schnittpunkt C’
sowie zwei parallele Geraden g’ und 4, die
zu g und h beziiglich 4B spiegelbildlich liegen
und im Bild nicht gezeichnet sind.

Ma8 ®1555 Angenommen, es gibe zwei

rationale Zahlen a und b, fiir die die Glei-

chung

a’+b*>  a+b a-b a*-b?

a>—b* 2a—b) ~ 2a+b) a

erfiillt ist. Dann gilt a+0,

a—b+0und a+b=+0 und daher auch
a’—b*=(a+b)(a—b)*0,

da sonst nicht alle Nenner in der Gleichung

(1) von Null verschieden wiren.

Da der Hauptnenner in (1) gleich 2a(a® —b?)

ist, folgt weiter (a®+b*)2a—(a+b)’a

=(a—b)?a—(a®—b?)2(a’—b?),

2(d? - b*?=a[(a—b)* +(a+b)*—2(a*+b?)],

2(02 _bZ)Z )

=a[a?—2ab+b*+a® +2ab+b*—2a* - 2b%],

2Aa*—bH?=0,

a’—b*=0,

(a+b)(a—b)=0.

Alsoista+b=0oder a—b=0, was der obigen

Voraussetzung widerspricht. Daher gibt es

keine rationalen Zahlen g und b, [ir die die

Gleichung (1) erfiillt Tst.

0y

Ma8 21556 Da die Mannschaft D das
Punkte-Verhiltnis 1:5 und das Torverhiltnis

0:5 erreichte, spielte sie einmal unentschieden
mit 0:0 und verlor die iibrigen beiden Spiele.
Nunmehr sind zunéchst die folgenden drei
Fille moglich:

1. Fall: A spielte gegen D 0:0.

Dann hitte 4 gegen B und C zusammen
4 Tore erzielt, was der Voraussetzung wider-
spricht, wonach B und .C zusammen nur
3 Gegentore hinnehmen muBten. Also kann
dieser Fall nicht eintreten.

2. Fall: B spielte gegen D 0:0.

Dann hitte B gegen A und C zusammen
4 Tore erzielt, was wieder der Vorausset-
zung widerspricht. Also kann auch dieser Fall
nicht eintreten.

Dabher kann nur der folgende Fall eintreten:

3. Fall: C spielte gegen D 0:0.

Da C und D gegeneinander keine Tore er-
zielten, aber zusammen 7 Gegentore hatten,
entfdllt eines der 8 Tore, die A bzw. B erzielten,
auf das Spiel 4 gegen B, das daher mit einem
Torverhiltnis 1:0 oder 0:1 endete. Da aber
A 2 Spiele gewann und ein Spiel unentschie-
den spielte, gewann A gegen B mit dem Tor-
verhiltnis 1:0.

Die iibrigen drei Tore erzielte 4 mit den
Spielen gegen C und D. Daher mufite 4
gegen D mindestens ein Tor erzielen, konnte
also, da D iiberhaupt kein Tor erzielte, nicht
gegen D unentschieden spielen. Daher spielte
A gegen C unentschieden, und zwar mit dem
Torverhiltnis 1:1, ferner gewann A gegen D
mit dem Torverhédltnis 2:0. Daraus folgt
weiter, daB B das Spiel gegen C mit dem Tor-
verhéltnis 1:0 und das Spiel gegen D mit dem
Torverhiltnis 3:0 gewann. Daher fielen die
sechs Spiele wie folgt aus:

A gewann gegen B mit dem Torverhaltnis 1 :0.
A spielte unentschieden gegen C mit dem Tor-
verhiltnis 1:1. A gewann gegen D mit dem
Torverhiltnis 2:0. B gewann gegen C mitdem
Torverhidltnis 1:0. B gewann gegen D mit
dem Torverhiltnis 3:0. C spielte unentschie-
den gegen D mit dem Torverhiltnis 0:0.

Ph8 m3 Gegeben: U=6V; P=3W.
Gesucht:a) I, b) R, c) W,

a)P=U-1I b)R=%
P 6V
I=g R=Gsa
3IW
I=6_V R=12Q
I1=05A
OWu=U-1I-t

Wy=6V-05A-24h

W,=3W-86400s

W, =259200 Ws
Bei der Gliithlampe betridgt die Stromstarke
0,5 A, der Widerstand 12 Q und die elektri-
sche Arbeit 259200 Ws. ’

Ch8 m2 a)79,5g 18g
CuO+H;-Cu+H,0
Sg m;
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NR:1mol-795-2-=795g,
. mol

188 =
I'mol 18— =18g

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m=1,13g

b) 3180¢g 232g
4CuO +Fe—-Cu+ F6304
5g mz

NR:d4mol- 79,58 =3180g,
mol

1mol-232 -5 =232¢
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m;=3,65g

c)79,5g 8lg
CuO+Zn-»Cu+Zn0O
58 ms

NR: lmol-79,5-8-=795g,
mol

[4
I-81 =— =81
I mol-8 mol 8lg

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
my=509¢g
Man erhilt a) 1,1 g Wasser, b) 3,7 g Eisen-

Verkettungsritsel

1. Zeile: Drehung — GradmaB
2. Zeile: Algebra — Ankreis

3. Zeile: Ungenau — Umkreis
4. Zeile: Numerus — Sekante
5. Zeile: Rhombus — Strecke
Losungswort: Gauss

Silbenriitsel

1. Chanson, 2. Ankathete, 3. Rotationskorper,
4. Lauferstrich, 5. Fundamentalsatz der Al-
gebra, 6. Riemannscher Integralbegrifl, 7. In-
genieur, 8. Ebene, 9. Distributiv, 10. Ries,
11. Inverse, 12. Cosh, 13. h.c., 14. GauB,
15. AufriB, 16. Uhu, 17. Sigma, 18. Spiege-
lung

" Carl Friedrich GauB — GauBsches Verfahren

Diagonale Verkettung

1. Zeile: Log - Galilei
2. Zeile: Area — Abakus
3. Zeile: Genau - Unruh
4. Zeile: Thales — Sinh
S. Zeile: Tangens — Sin

Gaubische Lebensdaten

1777+ 78=1855
+ o+ o+
200+222= 422

1977 4+ 300=2277

Kreuzzahlritsel

Ein Losungsweg:
(w =waagerecht, s =senkrecht)

Zunichst die Jahreszahlen wl) 1777 und
w17) 1727, dann die Postleitzahl s3) 7027.

(I, 11I)-oxid, c) 5,1 g Zinkoxid. Kryptarithmetik 1s) nur 125, somit a=5 und wl4) 3125,
A=8 G=3 L=0 0=5 S=7 s2)750,s8)625,s7) 33333, wi6) 73. w9) kann
Lisungen zu alpha-heiter (Heft 1/77) E=2 H=4 N=1 R=6 U=9 nDur 72 5s)eir‘;. Dagn is:it 510) 2357 1;121;1 \.NI3) 3?5‘3;
a w as Quadrat von s ist, mu
GauB-Anekdote . ggigg Es bede"ten"z:g Z: ; $12) 71 und w5) 5041 sein. Dann ist wi1) 137,
1. Berechnung, 2. Rechnung, 3. also, 4. untere, + 80166 E—4 S=6 ferner s4) 81 und w4) 89.
5. nicht, 6. statt, 7. Chronik, 8. holfen, 9. Weg, + 80166 G=8 Die Zahlen in den vier Ecken des Ritsel-
10. eine, 11. ihnen feldes ergeben zeilenweise gelesen das Ge-
) s 320664 :
Braunschweig Gottingen —_— denkjahr 1977!
1977
0=(1+9)(7-7) 1=)1*77 1977-17717=(1+9) (7 +7)—-17+77
=1°47-7 =)/149-(71=-7) 9=1-9+(7-7) =197-T—1+71:7
2=)/—1-947+7 =1-9-)/7-7 T=—149—(7:7)
3=1/9+7-7 =)/1-9-7:7 T=14)/9+(7:N+1°+(7:7) 14+7+7+7=—149+7+7
4=—1-947+7 =1-}/9+7+7 19=1+)/9+T+T7+179*7"7
5=—1-94+74+7 =1+}/9+7:7 197=(1+}/9)-7-7+1 A+DT+N=(—1+9)(7T+7)
6=1-9+7+7 =1-947+7 1977=19-(7+7)- [ 14+9~(7:7)]
7=12*7.7 =(1-947)-7 +H(1-9+T+7) [14)/9+(7:7)] 1777=(1=9+7 TP +{(1+9+7-7)
8=1°"7+7 =1-9-7:7 Dipl.-Lehrer Ing. D. Vélzke —(1-9-)7- 72
9=1-947-7
10=149+7-7 Schiiler A. Fittke, Berlin 1855—1777=1°+77
77 = .9.77— 7—1- .
ll/gf-}.-—gﬂ/l{gg::lgl_gﬁ L9477 1977=MCMLXXVII
d=1-9-1/7-1 V1-9-)/7-7=149-7-7 MC-ML  =XXV-II
Ax(1+]/9:7):7 1/1_-5-1/ﬁ=(1+9_7)-7 M+C-M  =L+XXV-II
1-9:)/7- T=01+9-7):7 M:C-M —L-XX-V-1I
H.Decker 1977 _ 1234+ 56)+7+890 (MC—ML):XXV=II
< Ing. H. Decker, Kéln  [/M—-C+M:L=XXV-1I
N x8 19—(7+7)

Y197 7-(1-947=7)

U=)1-9-7-7+(1-9+7-=17)
A=(19=-7)-7T-(1+9+7+7)
H. Férg-Rob, Schwaz (Osterreich)

7

A=1977-1777

—1477:7

19+7:7

A=1977-1777

A=1977-1777

1+49+7-7

— 1474747




alpha-Wettbewerb
Abzeichen in Gold

Fiir neunjihrige Teilnahme

Christoph Scheurer, Glauchau; Kerstin Bach-
mann, Halle; Lutz Piiffeld, Hennigsdorf; Uwe
Lewandovski, Leipzig; Annegret Kirsten, Leu-
na; Ralph Lehmann, Petershagen; Henrik
Frank, Greifswald; Eckhard Schadow, Ora-
nienburg

Fiir achtjihrige Teilnahme

Detlef Poppe, Miihlhausen; Kirsten Helbig,
Frankfurt; Bernd Hanke, GroBschweidnitz;
Ute und Ines Greiner, Wurzen; Astrid Résel,
Zittau; Michael Schnelle, Calau; Martin
Ermrich, Elbingerode ; Guido Blosfeld, Halle;
Gerlinde Koch, Trusetal

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Holger Jurack, Burkau; Hermann Tenor,
Dessau; U Hutschenreiter, Dresden; Birgit
Kiihnstedt, Erfurt; Ulrike Bandemer, Frei-
berg; Angelika Miiller, Greifswald; Falk
Bachmann, Wilfried Carl, Birgit Krotenheerdt,
alle Halle; Dirk Sprengel, Potsdam; Peter
Herrlich, Radebeul; Ilona Drews, Wébbelin;
Hellfried Schumacher, Ahlbeck ; Birgit WeiB,
Bernau; Ullrich Riedel, Fléha; Lars Luther,
Giistrow; Rainer Gutsche, Herzberg; Tor-
sten Waldeck, Karl-Marx-Stadt; Jens-Uwe
Richter, Kemtau ; Andreas Neubert, Schwar-
zenberg; Bernd Redlich, Wernburg; Stephan
Fleischmann, Zella-Mehlis

Fiir sechsjiihrige Teilnahme

Borwin Wegener, Berlin; Jiirgen Sommer-
schuh, Bischofswerda ; Arno Feuerherdt, Bran-
denburg; Uwe Rieckert, Cottbus; Elke Seidel,
Dresden; Marid Helbig, Frankfurt; Andreas
Illing, Gersdorf; Thies Luther, Giistrow;
Frank Schulze, Himmelsberg; Ulv Krabisch,
Bernd KreuBler, beide Leipzig; Lew Dimen-
stein, Leningrad (UdSSR); Sybille Baum-
gart, Loderburg; Karl Krause, Mansfeld
(Rentner); Wolfgang Huschmann, Oelsnitz;
Volker Lerche, Schmalkalden ; Gudrun Drews,
Wobbelin; Manuela Lehmert, Worbis; Re-
gina Kupfer, Belgershain; Thomas Jarosch,
Berlin; Ralf Mayas, Ingo Fietze, Manfred
Seidler, Helga Schuster, alle Cottbus; Carola
Zimmermann, Joachim Ernst, beide Débeln;
Andreas Wenzel, Dorfchemnitz; Wolfram
Flimig, Eva Gerstner, Klaus Schlegel, alle
Dresden; Uwe Beck, Falkensee; Wolfgang
Seeber, Gehren; Thomas Jakob, Gera; Isolde
Kehr, Gospenroda; Ursula Marker, Greifs-
wald; Matthias Heinevetter, Heiligenstadt;

Sabine Pohl, Jena; Roland Kaschner, Lauch-
hammer; Norbert Littig, Lichtenberg; Bern-
hard Tschada, Lobau; Ulrike Zinke, Liitzen;
Uwe Bormann, Magdeburg; Carola Fecht-
ner, Neubrandenburg; Kornelia Poike, Neu-
kirch; Karla Eberlein, Niederfrauendorf;
Stefan Kaiser, Niederschmalkalden ; Berthold
Wettengel, Oelsnitz; Thomas Maiwald, Ol-
bersdor{; Frank ABmus, Oranienburg; Rai-
ner Seifert, Pinnau; Andreas Fischer, Rade-
beul; Beate Brandtner, Schildau; Lutz
Thorwarth, Schmalkalden; Karin Kusche,
Steinbach-Hallenberg; Kerstin Utke, Stral-
sund; Dietmar Glanz, Worbis

Fiir fiinfjihrige Teilnahme:

Andreas Fittke, Audrey Hoffmann, Jens Pe-
ter Monch, alle Berlin ; Ulf Ritschel, BooBen;
Andreas Mempel, Clingen; Dieter Kratsch,
Géhrén; Arnhild und Dagmar Lorenz, Gor-
litz; Andreas Kasparek, Grifenhainichen;
Stefan Kriotenheerdt, Halle ; Eckard Liebscher,
Ilmenau; Claudia Kummer, Leipzig; Rein-
hard Koeppe, Loburg; Wolfgang Taubert,
Gerald Werner, beide Meiningen ; Petra Beck,
Potsdam Birgit Rosenberger, Suhl; Matthias
Ohm, Ahlbeck ; Ralf Heinze, Arnstadt; Wolf-
gang Schippel, Andrea NieBen, Christian
Kolliwer, alle Berlin; J6rg Kunzmann, Uta
Weidauer, beide Bernsbach; Klaus Harms,
Bobzin; Uwe Lumm, Clingen; Cornelia
Giintzel, Clemens Jaunich, Jirgen Sagen-
schnitter, Peter Rohl, Frank Mayas, Jorg
Kaiser, alle Cottbus; Ralph Scharf, Débeln;
Rainer Griinert, Karl-Heinz Jiinger, beide
Dresden; Michael Schalle, Drognitz; Udo
Griinert, Freital, Andrej Jendrusch, Glie-
nicke; Karin Kramer, Claudia Endtricht,
beide Gorlitz; Irmhild Bittner, Michael Fu-
karek, Sylke und Bengt Noélting, alle Greifs-
wald; Cornelia Thiel, Giistrow; Ingo Lenz,
Hagenow; Uta Gutsche, Herzberg; Leonore
Weise, Thomas Gopfert, beide Karl-Marx-
Stadt; Uwe Klaus, Stefan Kasper, beide
Leipzig; Lothar Gruber, Linz (Osterreich);
Ute Busch, Lobenstein; Hans-Joachim Ber-
ger, Andreas Erben, Riidiger Tanzke, alle
Loderburg; Wolfgang Blachnik, Liibbenau;
Uwe Finke, Magdeburg; Matthias Breit-
barth, Miihlhausen; Volker Schulz, Nauen;
Winfried Glode, Neubrandenburg; Uwe
Trautvetter, Neuenhofe; Thomas Richter,
Neuhausen; Elke Grife, Oberlichtenau; Axel
Miiller, Oberlungwitz; Steffen Krebs, Rade-
beul; Ilona Wiinsche, Rodewitz; Iris Schulz,
Rotta; Erika Kriiger, Sangerhausen; Sabine
Peter, Schmalkalden; Dieter Hornawsky,
Silbach; Walter Rempel, Sonneberg; Kerstin
Schubert, Petra Thomzik, Stefan Meingast,
alle Steinbach-Hallenberg; Thomas Luschti-
netz, Stralsund; Petra Henkel, Téplitz; Ro-
land Loffler, Weida; Detlef Kohn, Weimar;
Falk Pankau, Wildpark; Manfred HauBler,
Jorg Keitel, beide WestgreuBen ; Rolf Kuhn,
Wintzingerode; Katrin Richter, Wittenberg;
Heidrun Schoén, Worbis; Manfred Zimmer,
Volstedt; Karsten Konig, Zeuthen; Evelin

Ebert, Zschocken; Kurt Oertel, Zschorne-
witz (Rentner); Andreas Bernert, Zwickau
Fiir vierjihrige Teilnahme

Yolkmar Tiirke, Auerbach; Christine Spie-
gelberg, Peter Pors, beide Berlin; Martina
Menge, Bernburg; Gudrun Billig, Coswig;
Werner Jeroch, Dresden; Barbara Gehb,
Fambach; Wolfhart Umlauft, Freital; Frank
Kratsch, Gohren; Jens Negever, Grimma;
Giinter Mosel, Giilze; Torsten Musiol, Gii-
strow; Andrea Herrmann, Hammerunterwie-
senthal; Ute Schilling, Hoyerswerda; Torsten
Busch, Klausdorl; Armin Kérner, Leipzig;
Steffen Langbein, Lichte; Michael Thrin-
hardt, Oranienbaum ; Wilfried R6hnert, Rade-
beul; Thomas Apel, Reichenbach; Andreas
Matthus, Rostock; Jorg und Aldo Bojarski,
Roland Schlesinger, alle SaBnitz; Torsten
Lowe, Schleiz; Heiko Miiller, Schmalkalden;
Bernadette Domaschke, Seifhennersdor{; An-
drea Honemann, Stiitzerbach; Dirk Herr-
mann, Toplitz; Katrin Wahn, Uebigau; Chri-
stine Stiiber, Alsleben; Birgit Oelschlegel,
Arndt GlaBer, beide Altenbeuthen; Steflen
Roch, Annaberg; Roger Labahn, Anklam;
Peter Moller, Carmen Schwebmeyer, beide
Bad Doberan; Katrin Rurainsky, Bad Lan-
gensalza; Annette Potschke, Bautzen; Tor-
sten Flade, Beierfeld ; Andreas Kopf, Claudia
Ziehm, Valeska Heymann, Frank Thienert,
Andreas Gude, alle Berlin; Dirk Markgraf,
Peter Wiehe, Marion Heise, alle Bischoffe-
rode; Silke Kornisch, Bo6hlitz-Ehrenberg;
Barbel Ifland, Brehme; Friedemann Vetter,
Buckow; Uwe Gritzschmann, Annette
Schulz, beide Cottbus; Ina Daberkow, Ralf
Ott, beide Demmin; Thomas Kollowa, D.-
Kirchhain; Ralf Kretschmer, Uwe Hanisch,
Michael Apitz, Andreas Schlegel, Reinhard
Pohl, Frank Regensburger, Uwe Hartig, alle
Dresden; Regina Klingebiel, Ecklingerode;
Andrea Puckert, Eichicht; Heidelore Stall-
bohm; Eldena; Sabine Liitzkendorf, Eber-
hard Georgy, Annette Lasar, alle Erfurt;
Monika Miiller, Anke Ilgen, Klaus Ullrich,
alle Fambach; Astrid Umlauft, Steffi Haucke,
beide Freital; Dieter Bahlmann, Friedrichs-
griin; Sylvia Schimanski, Gademow; Diet-
mar Richter, Garitz; Beatrix Seeboth, Gern-
rode; Kurt Wiechmann, Glasin; Peter Brauer,
Gnoien; Uwe Reimann, -Dagmar Klatte,

.beide Gorlitz; Christian Woll, Wolfgang

Fukarek, beide Greifswald ; Holger Heydrich,
Carola Berger, beide Grimma; A:el Schulz,
Jens Siemoneit, beide Grimmen; Burkhard
Rahn, GroB-Naundorf; Beate Kuhle, Gr.
Schwarzlosen; Torsten Ueberdick, Halle;
Steflen Wendt, Haida; Lutz Wenert, Hartau;
Ute Sonnenburg, Hennigsdorf; Kerstin
Schmelzer, Hettstedt; Lutz Dietrich, Hohen-
stein-E.; Grit Kiefel, Holzendorf; Ulrike
Otto, Ilmenau; Reinhardt Rascher, Ronald
Rosch, beide Karl-Marx-Stadt; Eva Kertész,
Kecskemét (UVR); Christian Giirlich, Ket-
zin; Christiane Jordan; Frauke Apel. Su-
sanne Burda, Petra Hansche, Detlel Dum-
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jahn, Steffen Apel, alle Klausdorf; Matthias
Marx, Klepzig; Olaf Gutschker, Kolkwitz;
Jurgen Hiittner, Kottengriin; Dagmar Laux,
Holger Hentze, beide Leipzig; Rolf Busch,
Lobenstein; Bernd Ehrling, Loderburg; Bir-
git Boldt, Ludwigslust; Ines Quast, Liibben-
dorf; Elke Klein, Liideritz; Adrian Schubert,
Lugau; Ina Greiner-Petter, Malchin;
Gabriele Otto, Steffen Trapp, beide Meilen;
Holger Kreil, Mittelbach; Rainer Bauer,
Mittweida; Cordula Becker, Moskau
(UdSSR); Michael Weicker, Miigeln; Ines
Pahl, Neuenhofe; Andreas Massanek, Neu-
sornzig; Achim Troll, Kerstin Klingbeil,
beide Oberlungwitz; Henri Holmann, Ober-
schonau; Thomas Ko6hler, Oederan; Michael
Monse, Olbersdor(; Ulrich Kammer, Pirna;
Jirgen Krahl, Plauen; André Wortha, Pleetz;
Sabine Einert, Pockau; Hilmar Miiller, Post-
lin; Regina Griibe, Potsdam; Carmen Henze,
Pratau; Steffi Fortsch, Reitzengeschwenda;
Armin Hoell, Achim Bastian, beide Ribnitz;
Michael Zwicke, Riesa; Gert Mielke, Rolofs-
hagen; Ulf Giinther, Ronneburg; Hardy
Eich, Frank Wegner, Anke Bartsch, alle
Rostock; Viola Forner, Rotta; Ruth Kling-
.beil, Salow; Rall Briesemeister, Siegfried
Muiiller, beide Sachsendorf; Harald Schlesin-
ger, SaBnitz; Jirgen Rolle, Schlegel; Heike
Gernschke, Annette Seidel, Katrin Bauer,
Antje Tischer, Constanze Prause, Peter Heide,
Peter Gaudian, Andreas Mider, Uwe Schlei-
cher, Frank Schaft, Claudia Pansold, Petra
Weichler, Falk Oelschliger, alle Schmalkal-
den; Eberhard Forster, Sollichau; Hans-
Dietrich Schwabe, Thomas Sroka, Hubertus
Mund, alle Sdndershausen; Gerald Manske,
Christine Déll, Katrjn D6ll, Sabine Holland-
Nell, Cornelia Horn, Heidrun Packert, Heike
Sauer, Bernd Enter, Sigrun Bahner, Sigrun
Bickel, Sabine Henkel, Kerstin Holland,
Liane Jager, Petra Pfannschmidt, Anette
Recknagel, Christine Recknagel, Reinhold
Beckmann, Beate Wurschi, Frank Hoffmann,
Eva Hausdoérfer, Claudia Holland, Katja
Kohlhas, Petra Kriatschmer, Iris Ruck, Tho-
mas Recknagel, alle Steinbach-Hallenberg;
Holger Hoppe, Stendal; Thomas Reuscher,
Stralsund; Giinter und Bert Carlsen, Tit-
schendorf; Antje Lorenz, Téplitz; Sylvia Zipf,
Waldheim ; Bettina Schade, Waren; Thomas
WeiB, Gunter ReiBig, Jiirgen Lehmann, alle
Weimar; Christine Kindt, Wendisch Priborn;
Uli Meier, Sylvia Kunze, beide WeiBenfels;
Manuel Richter, Wilthen; Carola Senft, Win-
gerode; Holger Schnabel, Wismar; Angela
Schlegel, Sabine Klatzsche, Barbara Hopf-
ner, alle Wolgast; Ralf Becker, Wolmirstedt;
Bernd Haase, Wiinschendorf; Andreas
Pietsch, Stefan Zimmermann, beide Zella
Mehlis; Ute Scharkowski, Zepernick; Steffen
Heinrich, Zittau; Birgit Baldauf, Zschorne-
witz
Fiir dreijihrige Teilnahme
Udo Clemens, Altenburg; Amo Jeromin,
Altentreptow ; Olaf Rausch, Aue; Lutz Hein-
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rich, Bad Langensalza; Wolfgang Spielke,
Bad Salzungen ; Kerstin Schade, Berlingerode;
Vera Schulze, Brandis; Jens Schumann, Cos-
wig; Grit Schulze, Andrea Dreyer, Claudia
Kerstan, alle Cottbus; Jiirgen Anders, Dahle-
witz; Frank Meurer, Dietzhausen ; Jens Paet-
zold, Demmin ; Klaus-Dieter Gloe, Uwe Krebs,
Frank Wittwer, Heike-Karen Bochmann, Pe-
ter-Alexander Pohler, alle Dresden; Thomas
Béhme, Eisleben; Uwe Kintzel, Erfurt; Bir-
git Weyh, Fambach ; Thomas Gerlach, Friede-
burgerhijtté; Ricarda Kremmer, Floh; Sylvio
Klose, Gera; Birgit Thiele, Gerstungen ; Astrid
Strauch, Greifswald; Gudrun Tappert, Gu-
ben; Ruth Jacobs, Halle-Neustadt; Doris
Planer, Hohendorf; Andreas Schimmang,
Hohenleipisch; Michael Eckhardt, Sylvia Fi-
scher, beide Hoyerswerda; Relf Kamieth,
Kakerbeck; Kerstin Rudorf, Karl-Marx-
Stadt; Jorg Poéhland, Klingenthal; Frank
Jeschek, Kloster; Alois Weninger, Knittel-
feld (Osterreich); Ute-Barbara Heuer, Leis-
nig; Karola Nither, Leipzig; Birbel Wintz-
ler, Lobenstein; Bernd Kiichau, Riidiger

Brandt, beide Libtheen; Peter Weingart,
Miihlhausen ; Volkmar Riemer, Neubranden-

burg; Andrea Thrinhardt, Oranienbaum;
Riidiger Diisnig, Osterburg; Klaus Beck, Pots-
dam; Frank Hadamik, Falk Breuer, Ulrike

"Baumann, Dagmar Herrlich, alle Radebeul;

Andreas Kundt, Ribnitz; Ronald Bracholdt,
Riesa; Christine Schober, Birgit und Heiko
Lehmann, alle Rostock; Peter Dittrich, Ru-
dolstadt; Manuela Wilke, Riidnitz; Ina und
Uwe Ebert, Ruppendorf; Ralf Bahrmann,
Mario Primas, Ronald Zachert, alle Sachsen-
dorl; Heinz-Olaf Miiller, Schmalkalden ; Lutz
Moller, Schmiedeberg; Ina Spanaus, Schleu-
singen; Thomas Bienek, Schwepnitz; Eckart
Mébius, Roderich Winkler, beide Schwerin;
Annelie Meyer, SilberstraBe; Ramona Will-
farth, Angelika Hensel, beide Sondershausen;
Gerd Bimbaum, Spitzkunnersdorf(; Almut
Beckmann, Petra Recknagel, beide Steinbach-
Hallenberg; Jiirgen Wage, Springstille; Si-
mone Teichmiiller, Stockey; Bernd Kasch,
Stralsund ; Beate Nahler, Weimar; Iris Rein-
hold, Aloys Wemer, beide Wingerode ; Frank
Hopfner, Wolgast; Frank Lohmeyer, Birgit
Thomas, Steffen Pankow, alle Zittau; Frank
Erdmann, Zeitz; Marion Herzfeldt, Ahlbeck;
Torsten Pautzsch, Simone Brod, Kerstin
Dorenburg, Thomas Vohla, J6rg Schiittler,
Kerstin Hubrich, Diana Hiller, Jens Lohse,
Manuela Meyer, Andreas Schnabel, alle
Altenburg; Frank Maschke, Altendorf; Antje
Lange, Kirsten Rosenow, Bernd Bethke,
Martina Meister, alle Altentreptow; Uwe
Simon, Apolda; Dieter Koch, Henri Koch,
beide Arnstadt; Jens-Peter Finke, Aschers-
leben; Hans-Jirgen Kopf, Bad Franken-
hausen; Margit Weibrecht, Jana Michaelis,
Kirsten Wettstein, alle Bad Salzungen; J6rg
Schmidt, Steffen Schroter, Andreas Zschie-
sche, alle Bergwitz; Michael Prescher, Marion
Breitschuh, Jutta Schéwel, Jorg Rudolph,

Dagmar Fischer, Mike Sandau, Katrin Kol-
liwer, Gabi Stage, Sylvia RoBe, Christina
Ziehm, alle Berlin; Steffi Kraus, Margaretha
Kott, Astrid Leineweber, Manuela Apel,
Manfred Kahlert, Werner Konig, alle Ber-
lingerode ; Uwe Kassner, Bernau; Sylvia Neu-
bert, Gabriele Stiehler, J6rg Giinthel, Cerstin
Berger, Uwe WeiBflog, Sybille Fechler, Vol-
ker Wesely, Andrea Nestmann, alle Berns-
bach; Iris Buchardt, Heidi Hanke, beide
Bernterode; Renate Dietrich, Bisdorf; Sa-
bine Wukasch, Bischofswerda ; Andreas Boh-
ne, Borna; Heike Witzig, Braunsdorf; Ute
Wehr, Heinz-Wilfired Bottcher, beide Brei-
tenworbis; Corina Eckstein, Breitungen; Bir-
git Butters, Kerstin Wiefel, beide Breternitz;
Reiner John, Peter Krabbe, beide Britz;
Péter Surj n, Budapest (UVR); Adelbert
Heddergott, Biittstedt; Corina Baake, Biit-
zer; Ingolf GreB, Beeskow; Ralf Lehmann,
Burgstédt; Iris Grinda, Calbe; Carola Kunze,
Callenberg; Thomas Seifert, Camberg; Arno
RofBform, Chorin; Gisbert Ehrlich, Conrads-
dorf; Ines Fietze, Detlef Kaiser, Ilka Kohl-
stock, Uwe Ring, Achim und Toralf Kling,
Jéns Purand, Ellen Harnath, Steffen Riicker,
Iris Grundke, alle Cottbus; Karin Piehler,
DaBlitz; Mario Binkdwski, Demmin; Ingolf
Hoffmann, Débeln; Birgit Remane, Déllnitz;
Sylvia Schwenke, Dohna; Regina Bricks,
Dorfilm; Benno Blase, Falk Kutschbach,
Ralf Kunze, Gundula Gollner, Egmar
Schmidt, Birbel Wendt, Angela Jircik, Sa-
bine Rahn, Annett Kérner, Thomas KeBler,
Matthias Apitz, Norbert Koksch, Thomas
Uhlig, Uta Oelschligel, Lutz Friedemann,
Grit Hartmann, Birgit Wendt, Christian
Dabhl, Ulrike Schneider, alle Dresden; Jorg
Bruchertseifer, Dubna (UdSSR); Annett
Riehl, Egeln’, Jiirgen Kachold, Eichicht; Mat-
thias Arbeiter, Eisenach; Thomas Dittrich,
Eisenhiittenstadt; Angelika Zielke, Engerts-
dorf; Petra Hebecker, Erfurt; Romy Sorge,
Uwe Kucharz, beide Falkenberg; Rainer
Fabianski, Falkensee; Kornelia Méller, Hei-
ke Reckenbeil, Thomas Kassel, Ellen Reum,
Thomas WingeB, Lutz Mittelsdorf, Marita
HeB, Harald Laabs, Sabine Erb, Heiko Mél-
ler, Wolfgang Hensel, alle Fambach; Kathrin
MeiBner, Forst; Angela Marks, Frankenthal;
Beret Brabec, Bernd Jiger, beide Frankfurt;
Eva-Maria Anske, Freiberg; Falk Kehling,
Freist; Heike Briiggemann, Friedeburger-
hiitte; Steffen Fleischer, Fockendorf; Sabine
Blossey, Gademow; Viola Richter, Garitz;
Christina Hesse, Claudia Hartung, Erika
Schunke, Jorg Girtner, Sybille Trimper,
Robert Heise, alle Gerstungen ; Astrid Bauer,
Gnoien; Angelika Brose, Sylvia Kittelmann,
Andreas Endtricht, Jens-Peter Wiirfel, alle
Gorlitz; Ralph Waldert, Gotha; Manuela
Jarzinka, Heike Polley, beide Grapzow; Uwe
Schindler, Martina Schmidt, beide Grifen-
hainichen; Kerstin Hiller, Christof Herr-
mann, Torsten Abs, Franka Wélfel, Johanna
Meuche, Détlef Riedel, Sabine Weinert, Si-



mone Liitt, Evelyn Schmidt, alle Greifswald;
Frank Rahnfeld, Greiz; Steffen Horbert,
Grimma; Frank Grzeca, Grimmen; Bernd
Diibe, GroB-Bademeusel; Bettina Glorius,
GroBbodungen ; Uwe Miiller, Grobers ; Wolf-
gang Miiller, GroBfurra; Matthias Weser,
GroBenhain; Ines Fabian, GroB Schacks-
dorf; Kerstin Voigtlinder, GroBweitzschen;
Andrea Potthofl, GroB Wiistenfelde; Karola
Mau, GroB Zarnewanz; Martina Ullrich,
Uwe Bias, beide Guben; Bettina Dihn, Chri-
stine Biilow, beide Giistrow; Uwe Friedrich,
Jens Folgmann, beide Halle; J6rg Uhlmann,
Halle-Neustadt; Andreas Tolke, Heringen;
Michael Schwarzkopf, Hettstedt; Christine
NaB, Hinternah; Hartmut Miiller, Hohen
Neuendorf; Knut Bauer, Hohenstein-E. ; J6rg
Grohmann, Alf Droth, Michael Dietrich,
Undine Nathan, Andreas Tetschke, Violetta
Czok, Mathias Grundmann, alle Hoyers-
werda; Matthias Riebisch, Ilmenau; Bernd
Fliegner, Jarmen; Hardy Tempel, Jessen;
Simone Winkler, Jemitz-Thumitz; Marina
Richter, JeBnigk; Hannelore Zschutzschke,
Jidenberg; Uwe Liittig, Kalkstein; Dorit
Zahn, Kandelin; Ulf Krause, Petra Quasdorf,
Kathrin Bauer, Marko Hanke, Arnd Résch,
Ralf Hennig, Katrin Kempe, Wolfgang Richl,
alle Karl-Marx-Stadt; Christina Michel,
Kaulsdorf; Gudrun Genzel, Kirchohmfeld;
Kerstin Vogel, Kmehlen; Matthias Heinz,
Dagmar Melzer, beide Kolochau; Mathias
Mauermann, Krepta; Heiko Moritz, Krei-
scha; Olaf Kasten, Axel Hansow, beide
Kloster; Joachim Richter, Anja Montag,
beide Kiillstedt; Ines Neubert, Krélpa; Klaus
Breitsprecher, Krien; Armin Kaschner,
Lauchhammer; Andrea Keéllert, Leest; An-
dreas Bernstein, Lehmitz; Thomas Reimann,
Eva Godehardt, Heimo Woitek, Peter Da-
maschke, Ute KanngieBer, Ines WeiB, alle
Leinefelde; Gunnar Heller, Leisnig; Thomas
Richter, Thomas Kénze, Annette Gohde,
Jens Rudolf, Birgit Hentze, Uwe Haberlandt,
Uwe Korner, alle Leipzig; Roland Zippel,
Leizen; Steffen Riemer, Silvia Gérmer, Jorg
Steinbach, Limbach-Oberfrohna; Giinther
Bronner, Harald Richter, beide Linz (Oster-
reich); Jorg Teschner, Ludwigsfelde; Peter
Witte, Lowenberg; Frank Kernbach, Loben-
stein; Anne Briinner, Annett Weise, Katleen
Weise, alle Loderburg; Peter Timm, Liib-
theen; Torsten Jahnke, Liibz; Martina Lo-
renz, Lunow; Martina Wolf, Magdeburg;
Detlev und Uwe Schréder, Malchow; Udo
Kretschmann, Markneukirchen; André Wen-
zel, Meiningen; Gabriele Schiiler, Mengers-
gereuth-H.; Andreas Cott, Menteroda; Elke
WeilB, Merseburg; Ines Schulze, Christiana
Pydde, beide Milmersdorf; Gunter Fix, Mit-
telbach; Eva-Maria Hille, Mittelndorf'; Heike
Dietzel, Frank Demczenko, Jens Giith, Lutz
Neike, alle Mittelstille ; Peter Stolze, Mohlau;
Michael Schmidt, Miihlhausen; Kerstin
Mauerhof, Nattwerder; Klaus Bolze, Naun-
dorf; Liane Kriimmling, Erika Trautvetter,

beide Neuenhofe; Sula Hempel, Neusalza;
Detlef Krohn, Neustrelitz; Michael Andri,
Niederspier; Frank Beilicke, Nordhausen;
Volker Rockel, Oberlungwitz; Frank Bohm,
Ramona Orlikowski, Sylvia Marr, Dagmar
Motz, Brita Hifner, Cornelia Pfannschmidt,
Petra Zimmermann, Peter Hucke, Brigitte
Schmidt, Uwe Marr, Michael Peter, Marion
Kern, Annette Johannes, Ingo RoBnick ; Tho-
mas Voigt, Birbel Baumbach, Mathias Weis-
heit, alle Oberschénau; Matthias Theurich,
Helga Lange, Annette Lange, Uta RéBler,
alle Olbersdorf; Birgit Beran, Jérg Vetter,
Klaus Meier, Petra Denkewitz, Doris Bas-
ler, Uwe Kusmirek, Peter Massag, Andrea
Fesser, alle Osternienburg; Antje Langer,
Uwe Langer, beide Oybin; Armo Rock-
mann, Pansfelde; Ute Mollhofl, Piesau;
Holger HauBner, Peuschen; Klaus-Michael
Bull, Penzlin, Bernd Sollmann, Pirna; An-
negret Naumann, Dagmar Naumann, An-
gela Kusmierek, alle PiBdorf; Jens Kip-
ping, Plottendorf; Barbara Jendrezjeska,
Poggendorf; Heidrun Thiel, Popitz; Kar-
sten Freye, Reinhard Mummelthey, Rainer
Nizze, Jens Jacobi, alle Potsdam; Jens-
Peter Planke, Sigrid Planke, beide Prem-
nitz; Birbel Kenner, Pulsnitz; Sylvia Bollin-
ger, Raddingsdorf; Uwe Poppe, Frank
Berndt, beide Radeburg; Gunter Biirschnick,
Rackwitz; Uwe Hadamik, Radebeul; Mi-
chael Thamm, Sybille Behrens, Kerstin Neu-
bert, alle Ribnitz; Jana Walter, Rébel ; Heike
Jentsch, Rdédern;. Volker Siebenhaar, RoB-
dorf; Hans-Georg Lobert, RoBleben; Dérthe
und Mathias Bethge, Wolfram Biitow, alle
Rostock; Petra Forner, Bodo Pfuhl, Kerstin
Meier, alle Rotta; Matthias Reinhardt, Ru-
dolstadt; Beate Floeter, Bernd-Peter Giin-
ther, Helmut Engelmann, alle Sachsendorf ;
Anne Baumgart, Salow; Angela Sakowski,
SaBnitz; Jens-Uwe Otio, Sangerhausen; Kurt
Rodiger, Scherbda; Siegrid Kretschmann,
Schlagsdorf; Marina Herzog, Schlottwitz;
Carmen Giith, Dietmar Miiller, Claudia
Pansold, Martin Tengler, Peter Hucke, alle
Schmalkalden; Torsten Jeschke, Schwarz-
heide; Frank Templin, Schwerin; Angela
Beinio, Kerstin Reich, beide Siedenbollentin;
Volker Bohme, Silberhausen; Heike Hohn-
stein, Uta Pfeiffer, Sabine Moldauer, Barbara
Tschada, Ronald Bandisch, Karsten Lib-
bertz, Simone Mahlow, Ronald SiiB, alle
Sondershausen; Christine Kosmehl, Senf-
tenberg; Volker Steuer, Spremberg; Bodo
UBfeller, Roswitha Nattermann, Birgit Wil-
helm, Hartmut Beran, Udo Biichner, alle
Springstille; Claudia Schlegel, Stadtroda;
Thomas Eichhorn, Steinach; Petra Kighm,
Annedore Do6ll, Andrea Méller, Gerald
Manske, Tamara Konig, Jens Hoffmann,
Sabiene Bahner, Christine Munk, Carmen
Déll, Andrea Hoffmann, Peter Nickel, Frank
Reumschiissel, Birgit Hoffmann, Sabine
Menz, Ines Semmelrogge, Monika Simmnik,
Marion Konig, Kerstin Nothnagel, Kerstin

Rothimel, Carola Holland-Letz, Angela Bie-
ber, Sabine Munk, Marion Wolff, Petra
Koch, Anita Knoth, Birbel Margraf, Anette
Minger, Birgit Heidenreich, Silvia Frank,
Steffi Marr, Heike Wilhelm, Andreas Hol-
land-Moritz, Rudi Holland-Moritz, Eber-
hard Wahl, Sabine Wilhelm, Kerstin Scheer-
schmidt, Andreas Giinnel, alle Steinbach-
Hallenberg; Angela Tertin, Bianca Lettow,
Silvia Heidrich, Lutz Dettmann, Marion
Buckmann, Bernd Bethge, Andreas Wall-
mann, Viola Becker, Carola Franck, Carmen
Hein, Viola Frank, Thorsten Ladwig, An-
drea Reinhard, Torsten Perleberg, alle Stral-
sund; Beate Balla, Strausberg; Andreas Wilk,
Suhl; Matthias Sievert, Thomas Hantel, beide
Teterow; Michael Haufl, Teuchern; Hans
Creutzburg, Ruth Tschernenka, beide Thal;
Bernd Hartwig, Ute Ribbe, Ingrid Esch,
Henry Ribbe, alle Thaldorf; Heike Carlsen,
Titschendorf; Carola Zinger, Lothar Hennig,
beide Toplitz; Detlef Barop; Michael Rehm,
beide Torgau; Detlef Miiller, Sylke Meier,
beide Torgelow; Roland Franke, Tornau;
Kathrin Ebeling, Manuela Ritsche, beide
Trebbichau; Ingo Liammel, Ursula Klimpke,
Andrea Neyer, alle Treben; Annegret Wolf,
Ina Reich, beide Trusetal; Bettina Wasser-

.mann, Ellen Kriiger, Jirgen Graf, Andrea

Wolter, Roland Lehmann, alle Uebigau;
Dietmar Ulbricht, Velten; Jiirgen Prestin,
Waren; Sabine Stolpe, Andreas Mdockel, Ralf
Kurch, Dorit Lehmann, alle Weimar; Karin
Seidel, Kerstin Koch, Frank Grabein, Yvon-
ne Ruf, alle WeiBwasser; Olaf Lenz, Anett
Klengel, Birgit Kohn, alle Weixdorf; Steffen
Grunewald, Werder ; Uwe Schantora, Werns-
hausen; Christiane Kern, Bodo Vogel, Ba-
bette Rudolph, Ilona Thierbach, alle Well-
mitz; Anette Blodner, Wiederitzsch: Mat-
thias KeBler, Steffi Voigt, Heike VieBmann,
alle Wilkau-HaBlau; Gabriele Lawrenz, Wit-
tenberge; Heike Senft, Wingerode; Anke
Miiller, Cordula Genseburg, beide Wolgast;
Elisabeth Giese, Volker Bergner, Uwe Fels-
berg, alle Worbis; Antje SchultheiB, Wiisten-
brand; Jens Mucke, Christoph Chojetzki,
beide Zeithain; Stefan Mébius, Zella-Meh-
lis; Michael Gruhn, Zepernick; Michael
Kandler, Ines Grigoleit, Stefan Gondlach,
Michael Steurich, Udo Matzner, Roger Voigt,
Gerald Sommer, Angelika Schubert, Heike
Grigoleit, Gabriele Herzig, Bettina Lehmann,
Uta Hochberger, alle Zittau; Ute Baumann,
Zschocken; Ramona Franke, Zschornewitz;
Jorg Georgi, Zwickau; Dirk Dalisda.




Vorbildliche Schule

Schiiler und Mathematiklehrer der Ober-
schule Ernst Thilmann in Steinbach-Hallen-
berg legten zu Ehren des IX. Parteitages und
des X. Parlaments der FDJ Rechenschaft
iiber ihre Arbeit in den zuriickliegenden Jah-
ren ab. Sie konnten stolz auf eine erfolg-
reiche Bilanz sein:

24 1. Preise bei den Kreisolympiaden, vier
1. Preise, zwei 2. und drei 3. Preise bei den
Bezirksolympiaden. Zwei Schiiler nahmen an
einer DDR-Olympiade teil und belegten
einen 4. Plalz bzw. erhielten eine Anerken-
nungsurkunde fiir die originelle Lésung einer
Aufgabe.

Was sind die Griinde fiir diese erfreulichen
Ergebnisse?

Als im Jahre 1962 der ,,Mathematikbe-
schluB** veroffentlicht wurde, begann man
an der OS Steinbach-Hallenberg sofort, ma-

Leser schreiben an alpha

Nelv e
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thematisch interessierte und talentierte Schii-
ler fiir jeweils sechs Arbeitsgemeinschaften
zu gewinnen und systematisch zu férdern.

Die im Jahre 1967 erstmals erscheinende

alpha fand in Steinbach-Hallenberg sofort
viele Freunde und wurde zu einem stidndigen
Helfer in Unterricht, Arbeitsgemeinschaft
und Freizeit. Die Teilnahme am alpha-Wett-
bewerb wurde dabei nicht dem Selbstlauf
iiberlassen. Alle Teilnehmer erkannten den
Vorteil der regelméBigen Beteiligung fiir die
Entwicklung mathematischen Wissens und
Ko6nnens und 16sten durch ihre Initiative eine
Wettbewerbsatmosphire zwischen den ein-
zelnen Klassen aus. Um den Wettbewerb
beobachten und steuern zu kénnen, wurden
die Namen der Teilnehmer, die Anzahl der
abgegebenen Losungen und die erteilten Pra-
dikate durch einen verantwortlichen Schiiler
erfaBt und an einer Wandzeitung verofifent-
licht.
Mit AbschluB des Schuljahres 1975/76 wurde
im alpha-Wettbewerb folgendes Ergebnis er-
zielt: 11298 eingereichte richtige Losungen,
964 Urkunden und Abzeichen, davon 245 in
Gold und 719 in Silber.
Damit ist diese Schule seit Bestehen des
alpha-Wettbewerbs die aktivste in der DDR.
Fiir diese hervorragende kollektive Leistung
sprechen wir allen Jungen Mathematikern
und ihren Betreuern unseren Dank und un-
sere Anerkennung aus und wiinschen weiter-
hin viel Erfolg in der auBerunterrichtlichen
Arbeit im Fach Mathematik

Redaktion alpha
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® Der alpha-Wettbewerb hat mich stets zum
Denken angeregt. Weiter so!
Diana Hiller, Altenburg

® 5. Sept. 76: Anbei sende ich Euch 79 Kar-
ten des alpha-Wettbewerbs. Ich 16se die Auf-
gaben sehr gern. Sie haben mir geholfen, als
Schiiler der 6. Klasse in der Klassenstufe 8
erster Preistriger der Kreis- und Bezirks-
olympiade in Gérlitz, Dresden, Jelenia Gora
und Luban (VR Polen) zu werden.

Bodo Heise, Gorlitz

® Ich finde die alpha sehr vielseitig und
interessant. Ich l6se die Aufgaben jedes
Heftes sehr gern. Sie trugen dazu bei, daB
ich im Fach Mathematik auf einer glatten
Eins stehe.  Sabine Marx, Karl-Marx-Stadt

® Im Mathe-Club der Stadt Wismar nehme
ich mit viel Freude teil. Wir begeistern immer
mehr Mitglieder aus der AG fir die Teil-
nahme am alpha-Wettbewerb.

Silke Gabriel, Wismar

® Liebe alpha! Ich lese Dich noch nicht
lange. Ich finde Deine Beitrage interessant.
Ich bin begeistert, daB im Wettbewerb nun
auch Physik- und Chemieaulgaben enthal-
ten sind. Heiko Richter, Elsterwerda

® Die alpha gefillt mir eigentlich ganz gut.
Aber vielleicht konnten Sie mehr Berufsbilder
bringen? Kerstin Geisler, Neu-Prenzlin

® Das Losen der alpha-Aufgaben macht
allen Zirkelteilnehmern sehr viel SpaB und
regt die Schiiler an, fiir den Wandzeitungs-
wettbewerb unserer Schule Aufgaben zu stel-
len. Einige dieser Aufgaben stellen wir dem
alpha-Wettbewerb zur Verfiigung.

AG Mathematik Deutschenbora

@ Mir gefillt die alpha gut! Oft rechnet bei
uns sogar die ganze Familie mit!
Maria Schonfeld, Karl-Marx-Stadt

® Ich finde die alpha schon knifflig und inter-
essant. ..

Konnt Thr nicht die Aufgaben noch mehr
bildlich (auch witzig) darstellen?
Birgit Barth, Wolfen

® ...Ich fand das ,kleine Sprachlexikon*
sehr gut. Eure Zeitschrift war mir eine sehr
gute Hilfe fiir die Olympiaden und die Ab-
schluBpriifung in Mathematik (Ubung macht
den Meister). Volker Schulz, Nauen

® ... Von 250 Schiilern unserer Schule sind
40 Leser der alpha. Wir senden Euch in Kiirze
Aufgaben, die die Schiiler selbst erdacht ha-
ben. AG-Leiter K. Schulze, Himmelsberg

® Das mathematische Sprachlexikon stellte
fiir mich eine groBe Hilfe dar, denn ich lerne
in einer R-Klasse seit dem dritten Schuljahr
Russisch und seit der siebenten Klasse Eng-
lisch. Ich méchte ja auch einmal mathemati-
sche Biicher in der Originalsprache lesen und
daraus lernen. " Frank Erdmann, Zeitz

® .. .Ich wiirde es begriiBen, wenn die an-
gewandte Mathematik z. B. in Physik, Che-
mie oder Wirtschaftsstatistik in der alpha
noch mehr beriicksichtigt wiirde.

Guido Blosfeld, Halle

® Die alpha, schon oft half sie mir, doch eben-
so viele Male stellte sie mich vor Probleme. —
Ich will auch nicht verschweigen, daB ich,
wenn diese gelost, auch etwas Stolz verspiire.
Alles ist vergessen, wenn ich in ihr lese. Es
macht einfach SpaB, neues Wissen zu erwer-
ben, neue Wege zu gehen.
Aber wer denkt, in ihr stinde nur Theoric,
der irrt sich! Sogar der Humor spielt bei ihr
eine Rolle. Lies sie! Und du wirst staygen,
was du aus der alpha alles lernen kannst.
llona Wiinsche, Rodewitz

® Ich komme aus der Mongolischen Volks-
republik. In Leipzig kaufte ich mir die alpha.
Die Aufgaben sind fiir mich sehr interes-
sant. Ich libersende Thnen vier Aufgaben [ir
den alpha-Wettbewerb.
P. Altanzog, z. Z. Sektion Mathematik
der Martin-Luther- Universitit Halle

Mit dieser Vignette sagen wir Dank all den
fleiBigen Helfern, die unsere Jungen Mathe-
matiker mit Rat und Tat unterstiitzten.

,,Es ist mein AG-Leiter!“
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Gaul’ Beitriage
zur Astronomie
und Geodisie

Um das Jahr 1770 stellten der Mathematiker
J.D. Titius und der Astronom J.E.Bode
eine empirisch gewonnene Bezichung auf,
die es gestatten sollte, die mittleren Ab-
stinde g; der Planeten von der Sonne zu be-
rechnen. Diese Beziehung lautet
a;=0,4+0,3-2",

worin der Index i einem bestimmten Planeten
zugeordnet ist (vgl. Aufg. 1). Die GroBe a;
wird in astronomischen Einheiten erhalten
(die astr. Einheit AE ist der mittlere Abstand
Erde-Sonne; 1AE=149,6-10°km). Beim
Vergleich der aus obiger Formel erhaltenen
Zahlen mit den Beobachtungen schien es,
daB offenbar zwischen Mars und Jupiter ein
weiterer, bisher unbekannter Planet die Sonne
umlaufen miisse. Diese Feststellung regte die
Astronomen zu einer systematischen Suche
nach dem vermuteten Planeten an, der sich
nach obiger Formel in einem Abstand von
2,5 bis 3,0AE von der Sonne befinden
miiBte.

Noch bevor die geplante systematische Suche
in Gang gekommen war, fand der italienische
Astronom Piazzi in der Neujahrsnacht 1801
ein schwaches Objekt 8. GréBe von stern-
dhnlichem Aussehen, das wegen beobachteter
Bewegungen als Korper des Sonnensystems
eingestult wurde und den Namen Ceres er-
hielt. Um die Bahn des neuentdeckten Him-
melskorpers berechnen und damit aus der
Bahnform entscheiden zu konnen, ob es sich
um ecinen Planeten (elliptische Bahnform)
oder Kometen (vorwiegend parabolische
Bahnform) handelte, waren zahlreiche Posi-
tionsbeobachtungen iiber einen geniigend
groBen Zeitraum hinweg erflorderlich. Leider
konnte das Objekt Ceres von seinem Ent-
decker Piazzi nur etwa 6 Wochen lang beob-
achtet werden, weil es dann in der Abend-
ddmmerung verschwand. Aus diesem gerin-
gen Beobachtungsmaterial war es mit den bis
dahin iiblichen Methoden nicht moglich, eine
Bahn so zu berechnen, daB eine Wiederauf-
findung des Objektes moglich gewesen wire.
Nur langsam verbreitete sich unter den dama-
ligen Verkehrs- und Nachrichtenverhéltnis-
sen die Kunde von der Neuentdeckung. Im
Sommer 1801 berechneten neben anderen
F.X.v.Zach, Leiter der zu dieser Zeit be-
riihmten Sternwarte Seeberg bei Gotha und
der Arzt und Amateurastronom H.W.Ol-

bers aus Bremen Bahnen fiir Ceres und stell-
ten fest, daB es sich nicht um einen Kometen,
sondern um einen Planeten handeln miisse.
Die Kreisbahn, die von ihnen zur Vereinfa-
chung der Berechnungen als Ersatz (iir eine
Keplerellipse!) angenommen wurde, geniigte
jedoch nicht. Natiirlich konnte man um 1800
elliptische Planetenbahnen berechnen, aber
fiir vorldufige Berechnungen aus einer kleine-
ren Zah! von Beobachtungen zum Zwecke
der Wiederauffindung eines Planeten war die
Anngherung der Bahn durch einen Kreis da-
mals iiblich, und im allgemeinen war sie auch
ausreichend gewesen. Es stellte sich iibrigens
heraus, daB die Ceres nicht der nach Titius
und Bode zu erwartende Planet war. Sie war
viel kieiner als die bis dahin bekannten Pla-
neten. Man entdeckte in der Folgezeit hun-
derte und bis heute tausende dieser Art, die
als kleine Planeten oder Planetoiden be-
zeichnet werden.

Auch der junge Mathematiker C. F. GauB in
Braunschweig hatte durch die von Zach her-
ausgegebene ,Monatliche Correspondenz zur
Beforderung der Erd- und Himmelskunde*
von dem neu entdeckten Planeten Kenntnis
erhalten. Das Problem, aus Beobachtungen,
die nur ein Bahnbogenstiick von 9° iiber-
decken, die Bahn so exakt zu berechnen, da3

der Planet nach Monaten wieder aufgefunden

werden konnte, interessierte GauB sehr. Es
gelang ihm, der der Astronomie bis dahin
relativ fern gestanden hatte, eine mathemati-
sche Losung zu finden, die die Wiederauffin-
dung der Ceres ermoglichte und GauB mit
einem Schlage in die erste Reihe der Astrono-
men stellte, so daB wir ihn heute in gleicher
Weise als einen der bedeutendsten Mathe-

matiker, Physiker, aber auch Astronomen .

und Geodéaten der Vergangenheit achten.
Die erfolgreiche Beschiftigung mit Proble-
men der Astronomie bewirkte, daBl diese
Wissenschaft wihrend der ersten beiden
Jahrzehnte des vorigen Jahrhunderts in Gau’
Leben eine wichtige Rolle spielte. Im Ergeb-
nis dieser Forschungserfolge wurde er 1807
als Direktor der Sternwarte Gottingen be-
rufen und bekleidete dieses Amt bis zu sei-
nem Tode 1855.

GauB stellte sich die Aulgabe, die Bahnkurve
des kleinen Planeten Ceres ohne die will-
kiirliche und die L&sungsmoglichkeit ein-
engende Ersetzung der Ellipse durch einen
Kreis zu berechnen. Im Vergleich mit den
meisten groBen Planeten, deren Bahnen zu
jener Zeit bekannt waren, stellte die Bahn der
Ceres eine relativ stark abgeplattete Ellipse
dar. Die Bahnexzentrizitit

[
e= 3
a
Halbachse der Bahnellipse) betrigt fir die
Ceres 0,08, wihrend fiir die Erde 0,02 gilt.
Wegen dieser recht groBen Exzentrizitat (spa-

ter stellte sich allerdings heraus, daB bei den
Planetoiden Werte von e=0,2 keine Selten-

(a, b: groBe bzw. kleine

heit sind) konnte die bis dahin bei Voraus-
berechnungen in dhnlichen Fillen angewen-
dete Anniherung durch eine Kreisbahn nicht
zum Erfolg fiihren.

Ausdem Vorwort zu dem wichtigen Werk von
GauB aus dem Jahre 1809 , Theoria motus
corporum coelestium in sectionibus conicis
solem ambientium* (Theorie der ‘Bewegung
der die Sonne in Kegelschnitten umkreisen-
den Himmelsk&rper) erfahren wir, daB er sich
zur Zeit des Bekanntwerdens der Suche nach
der Ceres gerade damit beschiftigte, aus nur
wenigen Punkten eine Ellipse vollig hypo-
thesenlrei zu berechnen. Die Losung des Pro-
blems fiihrte GauB aul eine Gleichung achten
Grades. Sie lieB sich auf die Bahnbestimmung
der Ceres unter den oben genannten Um-
stinden (geringes Beobachtungsmaterial) an-
wenden. Das Ergebnis war so prizise, daB der
Planetoid genau am ersten Jahrestag seiner

- Entdeckung wieder aufgefunden wurde. Die

Wiederentdeckung fand nicht an dem Ort
am Himmel statt, den der ausgewiesene
Astronom Zach berechnet hatte, sondern 7°
daneben, an der Stelle, die der junge Mathe-
matiker GauB gefunden hatte. Zach fand an-
erkennende Worte iiber die Leistung des
jungen Kollegen. Olbers bedringte ihn, der
Uffentlichkeit die neu'erfundene und erstmals
so erfolgreich angewendete Methode vorzu-
stellen.

GauB zbgerte noch lange mit der Publikation,
weil er zu dieser Zeit an vielen neuen Ideen
arbeitete und weil er die Theorie noch weiter
ausarbeiten wollte. Heute ist diese sogenannte
»Methode der kleinsten Quadrate” Gemein-
gut der angewandten Mathematik?). Die Me-
thode der kleinsten Quadrate ist ein Verfah-
ren zur Ausgleichung von Beobachtungen,
die mit zuféalligen MeBlehlern behaltet sind.
Das Prinzip der Methode soll im folgenden
an einem ganz einfachen Beispiel erldutert
werden.

Von einer GroBe (z. B. einer Strecke), deren
wahrer Wert X nicht bekannt ist, sollen n
Messungen [; vorliegen. Der wahrscheinlich-
ste Wert X dieser GroBe ist bekanntlich das
arithmetische Mittel und wird berechnet
nach der Formel

!) Kepler veréffentlichte in den Jahren 1609
und 1619 die drei von ihm gefundenen und
nach ihm benannten Gesetze der Planeten-
bewegung, deren erstes besagt, daB sich die
Planeten in Ellipsenbahnen um die Sonne
bewegen, die in dem einen Brennpunkt der
Bahnellipse steht.

%) Die Bezeichnung ,,Methode der kleinsten
Quadrate" stammt von Legendre, der sie un-
abhingig von GauB fand, aber als erster
publizierte.
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Die Begriindung dafiir, daB x der wahrschein-
lichste aus den Messungen ableitbare Wert
der Grofe X ist, wird durch die Methode der
kleinsten Quadrate gegeben. x wird nimlich
nach dieser Methode so bestimmt, daB die
Summe der Quadrate der Abweichungen der
Einzelmessungen /; vom Mittelwert x ein
Minimum ist, daB also gilt

Y (x—h)*=Minimum.
i=1

Neben dem wahrscheinlichsten Wert einer
gemessenen GroBe liefert die Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate
auch eine Angabe iiber die Genauigkeit der
ausgefiihrten Messungen und des daraus ab-
geleiteten Mittelwertes, nimlich den mittleren
Fehler. Der mittlere Fehler mp einer einmali-
gen Messung /; der gesuchten GroBe ist

S (X—li)z

mo=t n—1

und der mittlere

Fehler m des Mittelwertes x ist
2=k _Mo
nn—1) l/;

(vgl. Aufgabe 2).

Natiirlich ist die Anwendung der Methode der
kleinsten Quadrate bei der Berechnung der
Bahnellipse eines Planeten wesentlich schwie-
riger als bei dem angefiihrten Beispiel, aber
prinzipiell ist es dasselbe. An die Stelle des
konstanten Wertes X in unserem Beispiel, der
durch Messungen approximiert wird, treten
bei der Bahnbestimmung verdanderliche Werte
X, die jeweils durch mehrere fiir einen be-
stimmten Zeitpunkt geltende MeBgroBen er-
faBt werden.

Die glinzenden Ergebnisse, die GauB mit der
neuen Rechenmethode bei der Suche nach
dem Planetoiden Ceres erzielt hatte, machten
ihn im Kreise der Gelehrten sehr schnell
bekannt. Der Fiinfundzwanzigjihrige erhielt
cine Berufung als Leiter der Sternwarte
Petersburg, der Vorgingerin der heutigen be-
rithmten Hauptsternwarte der Akademie der
Wissenschaften der UdSSR in Pulkovo bei
Leningrad. GauB8 blieb jedoch in Braun-
schweig, wo er sehr giinstige Bedingungen

m=+

Sternwarte Gottingen
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fir eine intensive wissenschaftliche Arbeit
hatte. Auch die Berufung als Direktor der
Sternwarte Gottingen (Bild 1) nahm er erst
1807 an.

In den ersten Jahiren des 19.Jahrhunderts
wurden weitere kleine Planeten entdeckt,
deren Bahnen alle nach dem bewihrten
GauBschen Verfahren berechnet wurden. Von
diesen Arbeiten ausgehend beschiftigte sich
GauB mehrere Jahre lang mit der Berech-
nung von Bahnstérungen der kleinen Plane-
ten Ceres und Pallas unter dem EinfluB der
Gravitationskrafte der massereichen Nach-
barplaneten, insbesondere durch Jupiter. Der
Aufwand an Zahlenrechnungen war hierbei
enorm, da GauB ja keinerlei mechanische
Hilfsmittel oder gar Computer zur Verfiigung
standen. Durch Untersuchungen an den
Bahnstorungen kleiner Planeten — insbeson-
dere von Pallas, die eine groBe Bahnneigung
gegen die Ekliptik (35°) hat - sah GauB die
Moglichkeit, di¢ Masse des storenden Jupi-
ter zu berechnen.

Bild 2
Mauerquadrant aus dem 18. Jahrhundert
in der Sternwarte Gottingen

Die Aufgaben als Direktor der Sternwarte
Géttingen verlangten von GauB auch prak-
tische MeBtitigkeit in der Astronomie. Die
meisten Sternwartenleiter der damaligen Zeit
waren durch ihre Beobachtungserfolge be-
rihmt geworden. Gaull dagegen hatte sich
bis zum Beginn seiner Géttinger Zeit als
rechnender Astronom und Theoretiker aus-
gezeichnet. Auf diese neue Titigkeit mit dem
WinkelmeBgeridt (Sextant, Theodolit) berei-
tete er sich mit der gleichen Griindlichkeit
vor, die ihm auch bei seinen theoretischen
Arbeiten eigen war. Vorhandene und neu-
erworbene MeBinstrumente behandelte er
geradezu mit Ehrfurcht, wohl wissend, welche
handwerkliche Kunst zur Herstellung der-
artiger Gerite notig ist. In der Géttinger
Sternwarte hingt noch heute der von Gaufy’
Vorginger Tobias Mayer angeschaffte und
verwendete Mauerquadrant, der auch fir
GauB Bedeutung besal (Bild 2).

Durch die praktische MeBtitigkeit beein(luBt,
hat GauB von Go6ttingen aus beachtliche Ar-
beiten zur Vermessung des Landes Nieder-
sachsen selbst durchgefiihrt und in spiteren
Jahren angeleitet. Beachtlich ist, daB der
Theoretiker GauB jahrelang (1821-25) als
praktischer Geodit gearbeitet und dabei als

Mann von fast 50 Jahren die ganzen Strapa-
zen einer solchen Arbeit bei Wind und Wetter,
bei Hitze und Kilte auf sich genommen hat.
Die Wechselwirkung zwischen Praxis und
Theorie, ein bedeutendes Element des dialek-
tischen Materialismus, hatte GauB bereits als
wichtige Triebfeder des Fortschritts erkannt.
Die Vermessung von Dreiecksnetzen auf
moglichst groBen Teilen der Erdoberfliche
war vom 18. Jahrhundert an ein grundlegen-
der Beitrag zur Ableitung von GréBe und
Figur der Erde, also der Parameter des Erd-
ellipsoids. GauB erhielt den Auftrag, im Rah-
men des Gradmessungsunternehmens die
Grundlage einer Landesvermessung fir Nie-
dersachsen (das damalige Konigreich Han-
nover) zu schaffen, bestehend aus mehr als
30 Punkten, zwischen denen Dreiecke gebil-
det wurden (Bild 4). In diesem Dreiecksnetz
wurden alle Winkel gemessen und auBerdem
eine Seite als Basis, die bei der Berechnung
des Dreiecksnetzes den MaBstab lieferte. Die
Winkel wurden damals, wie es auch heute
noch iiblich ist, mit dem Theodolit gemessen.
Bild 3 zeigt den von GauBl verwendeten
Theodolit. Wie aus Bild 4 hervorgeht, stellt
der von GauB bearbeitete Teil der nieder-
sichsischen Triangulation das Kernstiick und
zugleich das Bindeglied zu den in allen vier
Himmelsrichtungen angrenzenden Dreiecks-
netzen dar.

Bild 3
Theodolit, den GauB 1822-25 benutzte

Bei der Messung des Winkels zwischen den
Punkten Hamburg und Hohenborn von
Liineburg aus (s. Bild 4) storte GauB die Spie-
gelung des Sonnenlichts in der Fensterscheibe
einer Hamburger Kirche. Dieses Beobach-
tungserlebnis gab ihm den AnstoB zur Erfin-
dung des Heliotrops. Das ist ein Hilfsgerit,
bei dem durch einen beweglichen Spiegel das
Sonnenlicht von einem Zielpunkt nach einem
MeBpunkt reflektiert wird. Das siidlichste
Dreieck des Netzes (in Bild 4 nur teilweise dar-
gestellt) enthilt die Seite Brocken-Inselsberg
mit iiber 100km Linge. Diese Tatsache
regte GauB an, den Giiltigkeitsbereich der
euklidischen Geometrie zu priifen. Es ist dies
ein weiteres Beispiel fir C. F. GauB’ Bestre-
ben, stets praktische und theoretische Fragen
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im Zusammenhang zu untersuchen. Im Rah-
men der kartographischen Darstellung der
Ergebnisse der Landesvermessung behan-
delte GauB die allgemeine Aufgabe der Ab-
bildung einer gegebenen Fliche auf eine
andere in der Weise, daB das Bild dem Origi-
nal in den kleinsten Teilen dhnlich ist.

Aus dem Studium der astronomischen und
geodidtischen Arbeiten von C.F.GauBl ist
eine Reihe von Prinzipien erkennbar, die
auch fiir unsere heutige Generation hohe Be-
deutung besitzen: Die bereits erwidhnte frucht-
bare Verbindung von Praxis und Theorie,
die Beharrlichkeit bei der Durchfiihrung aller
durchzuliihrenden Arbeiten, die Griindlich-
“keit bei Untersuchungen, die auch nicht die
kleinste Unklarheit zuldBt.

Klaus-Giinter Steinert
Aufgaben

AlA Gegeben seien die mittleren Abstinde
a; der folgenden Planeten von der Sonne in
Astronomischen Einheiten:

Venus a;=0,72; Erde a,=1,00; Mars a,
=1,52; Jupiter a,=5,20; Saturn as=9,54;
Uranus ag=19,18. Fiir jeden dieser Planeten

ist der ganzzahlige Exponent n; in der Titius-
Bodeschen Beziehung

a;=0,4+03-2%
so zu bestimmen, daB die nach der Beziehung
berechneten a; moglichst gut mit den gegebe-
nen iibereinstimmen.

A2aA Eine Strecke s ist n;=10mal unter
gleichen Bedingungen gemessen worden. Die
MeBergebnisse sind:

51=24,35m, 5,=24,39 m, s3=24,36 m,
54=24,32m, s5=24,35m, 5¢6=24,37 m,
s7=24,31m, sg=24,33 m, 59=24,34 m,
$10=24,38 m.

a) Zu berechnen sind der wahrscheinlichste
Wert von s nach der Methode der kleinsten
Quadrate sowie der mittlere Fehler m; von
s und der mittlere Fehler mq einer Einzel-
messung s;.

b) Wie viele Einzelmessungen n, wiren notig,
damit ein mittlerer Fehler m;=0,005m er-
reicht wird ?

A3A Der kleine Planet Ceres hat einen
mittleren Abstand von der Sonne
Gceres=2,77 AE.

a) Welchen Exponenten nc..., bekime der
kleine Planet nach der Titius-Bodeschen Be-
ziehung? (Vgl. Aufgabe 1)
b) Wie lange dauert ein Umlauf Uc,,.s des
Planeten um die Sonne?
Es ist das dritte Keplersche Gesetz
UzCeres _ Ul.lupiur
a3Ceres B as.lupl'!er
mit U upirer = 11,86 Jahre a;upirer = 5,20 AE an-
zuwenden. Zur Kontroile ist Uc,,.s ein zwei-
tes Mal mit den Werten U und « fiir die Erde
zu rechnen.

.

Losungen siehe Seite 47

Es ist nicht das Wissen,
sondern das Lernen,
nicht das Besitzen,
sondern das Erwerben,
nicht das Da-Sein,
sondern das Hinkommen,
was den groBten Genul gewihrt.
C. F. GauB an Bolyai
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Die Konstruktion

regelmiBiger n-Ecke

Ein Streifzug durch ihre Geschichte
von den Agyptern bis zu C. F. Gaufl

Eine ebene Figur, die durch Geradenstiicke
berandet wird, heiBt Vieleck oder Polygon.
Nach der Anzahl der Ecken unterscheidet
man Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, ..., n-
Ecke. Die Abbildung | zeigt einige Vielecke.
Unter den Vielecken ist das Dreieck das
wichtigste, denn alle Vielecke mit mehr als
drei Eckpunkten lassen sich in Dreiecke zerle-
gen. Die Gestalt eines Vielecks ist dann voll-
standig lestgelegt, wenn alle seine Seiten und
Innenwinkel (d. h. die Winkel zwischen seinen
Seiten) gegeben sind. Das 3-Eck bildet iibri-
gens in bezug auf die Konstruktion eine Aus-
nahme; da bekanntlich bereits drei Seiten zur
Konstruktion eines Dreiecks ausreichen, wer-
den durch die Seiten hier auch die Winkel
mitbestimmt. Die Gleichheit der Seiten allein
reicht zur Konstruktion von n-Ecken mit
n> 3 nicht mehr aus, wie z. B. fiir 4-Ecke die
Beispiele Quadrat und Rhombus zeigen (Ab-
bildung 3).

Bild 1
n=5
n=3
n=12
n=>5
Bild 3
n=4 :: n=6 :
n=3 n=>5

28

Bild 2 a

a a

Wie unter den Dreiecken und Vierecken gibt
es allgemein unter den Vielecken solche, fiir
die alle Seiten gleich lang sind und alle Winkel
gleich groB sind. Sie werden regelmiBige
n-Ecke genannt. Das regelmiBige 3-Eck bzw.
4-Eck wird iiblicherweise als gleichseitiges
Dreieck bzw. Quadrat bezeichnet. In der Ab-
bildung 2 sind fiir n=3, 4, 5 und 6 regel-
miBige n-Ecke gezeichnet.

Wir untersuchen im folgenden eine sehr wich-
tige Eigenschaft regelméBiger Vielecke. Drei
Punkte einer Ebene bestimmen genau einen
Kereis, der durch sie hindurch geht. Also kann
man insbesondere durch die drei Eckpunkte
jedes regelmiBigen 3-Ecks einen Kreis (Um-
kreis) ziechen. Beim regelmiBigen 4-Eck (Qua-
drat) haben die Ecken vom Schnittpunkt der
Diagonalen den gleichen Abstand. Also 148t
sich auch um das Quadrat ein Kreis ziehen.
Wie sieht es beim regelméBigen 5-, 6- bzw. all-
gemein beim regelmiBigen n-Eck aus? Wir
zeigen, daB jedes regelmifige n-Eck einen
Umkreis besitzt. Dazu nehmen wir an, daB wir
ein reégelmiBiges n-Eck (n>4) mit den Eck-
punkten P,, P, ..., P, gegeben haben (Ab-
bildung 4). Wir zeichnen die Winkelhalbie-
rende der Winkel P,P,P, und P,P;3P,, die
sich im Punkt M schneiden, und verbinden M
mit den restlichen Eckpunkten des Vielecks.
Da in regelmiBigen n-Ecken die Winkel bei P,
und P; gleich sind, ist x MP,P3= £ MP;3P;.
Mithin ist das Dreieck M P,P; gleichschenk-
lig bzw. MP,=MP,. Da MP; den Winkel bei
P; halbiert, gilt ¥ P,P3M=&xMP;3P,. Da-
mit sind in den Dreieqken MP,P; und

P
, f b

Bild 4

MP3P, zwei Seiten (Wg, }7’3=I_’3_P4) und
der eingeschlossene Winkel gleich, also sind
die Dreiecke MP,P; und MP3P, kongruent
(sws). Wir haben also MP,=MP;=MP,.
Ferner ist

XMP3Ps= {MP4P3=%‘):_P1P2P3

1
=§{P3P4P5= XMP4Ps,

und hieraus ergibt sich wie eben MP,=MP;.
Indem wir so [ortfahren, kommen wir schlieB-
lich zu den Gleichheiten MP;=MP;=...
=MP,_,=MP,. Das bedeutet aber, daB die
n Punkte Py, P,, ..., P, vom Punkt M alle
den gleichen Abstand haben bzw. auf einem
Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Ra-
dius r=MP, =...= MP, liegen. Damit ist ge-
zeigt

Satz 1: Um jedes regelmiBige n-Eck 140t sich
genau ein Kreis (Umkreis) zeichnen.

Da gleiche Bogen auch gleiche Sehnen in
einem Kreis haben, gilt folgende Umkehrung
Satz 2: Die Punkte P,, ..., P, teilen den
Kreis in n gleiche Teile, d. h. je zwei der Bo-
genstiicke P,P,, P,Ps, ..., P,_P,, P,P, ha-
ben die gleiche Linge. Dann sind die Punkte
P, ..., P, Eckpunkte eines regelmiBigen
n-Ecks.

Die Konstruktion eines regelmiBigen n-Ecks
lduflt aus der Sicht von Satz 2 darauf hinaus,
einen Kreisumfang in n gleiche Teile zu zer-
legen. Das bereitet uns anschaulich gar keine
Schwierigkeiten, so daB wir voreilig der Be-
hauptung, daB sich jedes regelmiBige n-Eck
mit den iiblichen Konstruktionsmitteln der
Geometrie, dem Zirkel und dem Lineal, kon-
struieren ldft, zustimmen wiirden. Die Ma-

» thematik hat iiber 2000 Jahre benétigt, um

die Richtigkeit oder Falschheit dieser Be-
hauptung zu ermitteln.

Wir haben oben gesehen, daB sich jedes regel-
miBige n-Eck in n kongruente gleichschenk-
lige Dreiecke MP,P;, MP,P; usw. zerlegen
14B8t, so daB sich die Konstruktion eines regel-
méBigen n-Ecks auch iiber die Konstruktion
dieser ,,Grunddreiecke” ausfiihren liBt. Wir
wollen die Zerlegung eines regelmiBigen n-
Ecks in die Grunddreiecke dazu benutzen,
die Winkelsumme o, eines regelmiBigen n-
Ecks zu berechnen. Da in einem Dreieck die
Summe der Winkel 180° betrigt, erhalten wir
fur das regelmiBige n-Eck die Winkelsumme,

-wenn wir die Dreieckswinkel aller Grund-

dreiecke addieren (=n-180°) und davon die
n Winkel an der Spitze M der Grunddreiecke,
die zusammen 360° ergeben, abziehen:
on=n" 180°—360°=(n—2)- 180°.

Der Winkel a, an der Spitze eines Grund-
dreiecks betrégt offenbar

_ 360°

oty = und

die Basiswinkel B, eines Grunddreiecks

o2 180° 2
90°——~=90°<1-)

ﬂﬂ= 7] = n ’—l' B




In der folgenden Tabelle haben wir einige

Werte ausgerechnet.

n a, 8. Cn
4 90° 45° 360°
5 72°  54° 540°
6 60° 60° 720°
10 36  72° 1440°

Wir wenden uns nun der Konstruktion eini-
ger regelmiBiger n-Ecke zu, die wir einem
gegebenen Kreis einbeschreiben wollen.

a) Das regelmiéBige 4-Eck und die von ihm
ausgehende Reihe

Um ein regelmiBiges 4-Eck zu erhalten, miis-
sen die Grunddreiecke an der Spitze M einen
rechten Winkel besitzen. Dies erreichen wir,
indem wir in dem gegebenen Kreis zwei zu-
einander senkrechte Durchmesser ziehen
(Abb. 5). Durch Halbieren der Bogen P/FPz,
15:1’3, @4 und Pﬁ,, was konstruktiv durch
das Halbieren der Seiten PP, ..., P4P; er-
folgt, gelangen wir zum regelméBigen 8-Eck.
Wiederholtes Halbieren fiihrt schlieBlich auf
dasregelmiaBige 16-Eck, 32-Eck, ...,4 - 2"-Eck.
Die iltesten Aufschliisse iiber regelmiBige
Vielecke geben altdgyptische Wandgemalde,
die anfdnglich ausschlieBlich regelmiBige 4-
und 8-Ecke zeigen.

T P
Bild § TR
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b) Das regelmiiBiige 6-Eck und die von ihm
ausgehende Reihe

Da der Winkel a¢ an der Spitze des gleich-
schenkligen Grunddreiecks 60° betrigt, die
Grunddreiecke also gleichseitig sind, ist die
Seite des regelmiBigen 6-Ecks gleich dem Ra-
dius des Umkreises. Wir erhalten die Eck-
punkte folglich durch sechsmaliges Abtra-
gen des Radius am Kreisumfang (Abb. 6).
Halbieren wir wiederholt die zu den Seiten
des regelmiBigen 6-Ecks gehorigen Bogen, so
gelangen wir zum regelmiBigen 12-, 24-, ...,
6 - 2"-Eck. Durch Uberspringen jeweils einer
Ecke erhalten wir iibrigens das regelmiBige

Bild 6 Ps P

by ]

n=6(n=3) H ~—~——— 7

3-Eck. Auf spiteren altdgyptischen Wand-
gemailden treten regelmaBige 6- und 12-Ecke
auf (z. B. in Wagenridern), und es hat den An-
schein, daB die Agypter diese Konstruktio-
nen von den Babyloniern gelernt haben. Der
griechische Mathematiker Archimedes hat
durch das regelmiBige 96-Eck (96=6-2%)
zum ersten Mal die Flache des Kreises (hier
des zum regelméBigen 96-Eck gehorigen Um-
kreises) verldBlich nach unten abgeschitzt
und dabei fiir das Verhiltnis = von Kreis-
umfang zum Durchmesser niherungsweise

10
37{ erhalten.

¢) Das regelmiBige 10-Eck und die von ihm
ausgehende Reihe

Der Winkel a0 an der Spitze eines Grund-
dreiecks betrigt jetzt 36°, die Basiswinkel 810
72°. Es ist also ayo=B10/2. Zeichnen wir fiir
einen dieser Basiswinkel, sagen wir bei P,
(Abb. 7), die Winkelhalbierende, die die Seite
MP; in P schneiden moge, so sind die Winkel
P, MP und PP M gleich. Das Dreieck PP1M
ist gleichschenklig: .

PP, = PM. Weiter ist aber auch

¥ P,PP,= X P{P,P, also ist auch das Drei-
eck PP, P, gleichschenklig und damit
PP,=P,P,. Mithin gilt MP=P,P,. Auf

Grund der Winkelgleichheit in den Dreiecken '

MPP, und PP,P, sind diese dhnlich. Des-
halb ist

Wz 3P1_Pz=P1_Pz ?Pz_P
bzw. wegen MP=P P,

MP, :MP=MP :PP,. ™)

Die Gleichung (*) bedeutet in geometrischer
Sprechweise, daB der Radius r=MP, des
Umkreises durch den Punkt P stetig geteilt
wird und daB der groBere Abschnitt der stetig
geteilten Strecke gleich der Zehneckseite s;¢
ist. Mit den neuen Bezeichnungen erhalten
wir [ur

(*):r:s10=S10:(r —S10) bzw.

sio=—it [T
A RN

(die negative Wurzel entféllt wegen s;0>0).
Nach dem Satz des Pythagoras ist |/r?/4+r?
gleich der Hypothenuse AC eines rechtwink-
ligen Dreiecks ABC mit den Seiten AB=r
und CB=r/2 (Abb. 8). Um s,¢ zu erhalten, ist
von AC die Strecke r/2 zu subtrahieren, so dafl
AD=AE die gesuchte Seite s, bildet. Das
regelmdBige 10-Eck wird also konstruiert,
indem man den Radius des Umkreises stetig
teilt und den groBeren Abschnitt zehnmal
am Kreisumfang abtrigt. Das regelmaBige
5-Eck ergibt sich durch Uberspringen jeweils

eines Eckpunktes. GauB teilte [olgende ein-
fache Bestimmung der Seite ss des regel-
maBigen 5-Ecks als Entdeckung eines seiner
Schiiler mit, die wir ohne Beweis nennen
(Abb. 8): Ziehe durch B und D eine Gerade,
die den Kreis um A mit dem Radius r in F
schneidet. Dann ist BF =ss. Durch Halbieren
der Bogen, die zu den Seiten des-regelmaBi-
gen 10-Ecks gehoren, erhalten wir nachein-
ander das regelmiBige 20-, 40-, ..., 5- 2"-Eck.
Die Konstruktion des regelmidBigen 5-Ecks
ist eine Entdeckung der griechischen Mathe-
matiker; das Sternenfiinfeck (Abb.9) diente
der Schule des Pythagoras als Geheim-
zeichen.

F —
Bild 8
c
0
i
£
A —V—‘r 8
Bild 9

d) Weitere konstruierbare
regelmiBige n-Ecke

Es ist oy s =24°. Dieser Winkel - und damit
das regelmiBige 15-Eck — kann konstruiert
werden, indem man 24°=60°—36°=as—a;0
bildet, also zwei bekannte Winkel subtrahiert.
Daraus folgt die K onstruierbarkeit der 15 - 2"-
Ecke. Auch diese Konstruktion finden wir be-
reits in der klassischen griechischen Mathe-
matik. Bis zum SchluB des 18. Jahrhunderts
hielt man damit den Bestand der mit Zirkel
und Lineal konstruierbaren regelmiBigen
n-Ecke fiir erschopft.

Am 1.6.1796 erschien in der ,Allgemeinen
Literaturzeitung® folgende Mitteilung, die die
erste Verdflentlichung von C.F.GauB ist:
Neue Entdeckungen. Es ist jedem Anfldnger
der Geometrie bekannt, daB verschiedene
regelmiBige Vielecke, namentlich das Drei-
eck, Fiinfeck, Fiinfzehneck und die, welche
durch wiederholte Verdoppelung der Seiten-
zahl eines derselben entstehen, sich geo-
metrisch konstruieren lassen. So weit war
man schon zu Euklids Zeit, und es scheint,
man habe sich seitdem allgemein iiberredet,
daB das Gebiet der Elementargeometrie sich
nicht weiter erstrecke: wenigstens kenne ich
keinen gegliickten Versuch, ihre Grenzen auf
dieser Seite zu erweitern. Desto mehr diinkt
mich, verdient die Entdeckung Aufmerksam-
keit, daB auBer jenen regelméBigen Vielecken
noch eine Menge anderer, z. B. das Siebzehn-
eck, einer geometrischen Konstruktion fihig

29



ist. Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein
Corollarium (Corollarium, lat. = Folgesatz
eines Beweises) einer noch nicht ganz voll-
endeten Theorie von groBerem Umfange, und
sie soll, sobald diese ihre Vollendung erhalten
hat, dem Publikum vorgelegt werden.
C. F. Gaup, q. Braunschweig,
Stud. d. Mathematik zu Géttingen

Die L6sung einer 2000jihrigen Fragestellung
der Mathematik gelang GauB durch eine
algebraische Formulierung, die er fiir das geo-
metrische Problem fand. Die algebraische Be-
handlung der Aufgabe erfordert umfassende
mathematische Kenntnisse, so da3 wir hier
darauf nicht eingehen. Fiir denjenigen aber,
der Lust hat, ein regelméBiges 17-Eck zu kon-
struieren, geben wir wenigstens die Konstruk-
tionsbeschreibung an. Vorher nennen wir
noch das von GauB gefundene Resultat. Ein
Kreis kann dann und nur dann mit Zirkel und
Lineal in n gleiche Teile zerlegt werden, wenn
n eine Primzahl der Gestalt 22" +1 ist. Fiir
m=0 ist n=13, fiir m=1 ergibt sich n=5 und
fiir m=2 erhidlt man iiberraschenderweise
n=17. GauB hat die wirkliche geometrische
Durchfiihrung der Konstruktion zunichst
anderen iiberlassen, spiter gab auch er eine
Konstruktionsbeschreibung. Fir m=3 ist
n=257, also eine Primzahl. Richelot hat 1832
diese Aufgabe bearbeitet. Auch fiir m=4 er-
gibt sich eine Primzahl, ndmlich n=65537.
Diese umfangreichen Untersuchungen hat
Hermes vorgenommen. GauB benétigte fir
seine Uberlegungen eine Schiefertafel, Riche-
lot schon 80 Seiten und Hermes gar einen
Kolffer, um sein Manuskript aufzubewahren.
Fir m=5 ist n=641-6700417, also keine
Primzahl. Bis jetzt sind noch keine weiteren
Primzahien der Art 22" +1 bekannt. Eins ist
jedoch klar: wenn es eine weitere Primzahl
gibt, so muB sie astronomische Ausmale
haben.

Nun aber die versprochene Konstruktion. Im

Mittelpunkt des gegebenen Kreises K, in den
das regelmiBige 17-Eck eingezeichnet wer-
den soll, errichten wir zwei zueinander senk-
rechte Geraden g und h. Wir teilen den Ra-
dius r= MA (vgl. Abb. 10) in vier Teile. Es sei

m:% MA. Um C schlagen wir einen Kreis-

bogen mit dem Radius BC (wobei B ein
Schnittpunkt der Geraden h mit dem Kreis K
ist), der die Gerade g in D und E schneidet.
Um D schlagen wir einen Kreis mit dem Ra-
dius DB, der g auBerhalb des Kreises K in F
schneidet; um E schlagen wir ebenfalls einen
Kreis mit dem Radius EB, der auf g innerhalb
des Kreises K den Punkt G liefert. Wir hal-
bieren die Strecke MF und erhalten den
Punkt H. Uber AG wird der Thaleskreis er-
richtet, der h in I schneidet. Der Kreis um I
mit dem Radius MH schneidet g in L. Wir
tragen auf g von M aus nach rechts die

1 — . .
Strecke EHLab, im Endpunkt dieser Strecke

errichten wir eine Senkreclite zur Geraden g,
die den Kreis in P, und P, schneidet. Mit
A=P,; haben wir drei aufeinanderfolgende
Eckpunkte des regelmiBigen 17-Ecks. Damit
lassen sich alle weiteren leicht konstruieren.
Fiir den eiligen Leser, dem diese exakte Kon-
struktion zu langwierig ist, teilen wir noch
eine einfache Ndherungslosung mit (Abb. 11):
Wie eben werden in M zwei senkrechte Gera-
den g und h eingezeichnet. Die Gerade g
schneide den Kreis in 4 und B. Wir teilen AB
in 17 Teile und zeichnen rechts von A einen
Punkt C mit AC = AB/17. Auf h wird oberhalb
von D ein Punkt E mit DE=AB/17 einge-
zeichnet und C mit E verbunden. Die Ver-
bindungsgerade schneidet den Kreis in F.
Der dritte, links von A liegende Teilungspunkt
G der Strecke AB wird mit F verbunden.
Dann ist mit sehr guter Naherung die Seite
sy7 des regelmiBigen 17-Ecks gleich GF.

Wir wollen uns abschlieBend das merkwiir-
dige Ergebnis plausibel machen, warum einige
regelmiBige n-Ecke mit Zirkel und Lineal und
andere nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar sind. Zirkel und Lineal sind beim
praktischen Zeichnen die wichtigsten Instru-
mente. Deshalb wird die auf den griechischen
Mathematiker Plato zuriickgehende Forde-
rung, bei geometrischen Konstruktionen nur

h Bild 10

" Bild 11 3

Al ¢
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Le Van Thiem

Universitat Hanoi
Vorsitzender der Mathematischen Gesell-
schaft der Sozialistischen Republik Vietnam

A1621a Es seien m, n zwei teilerfremde
natiirliche Zahlen mit m<n und p, q zwei
teilerfremde natiirliche Zahlen mit p<g, fir

die arctan %+ arc tan §=45° gilt.

1. Gegeben sind m und n. Man ermittle
pund q.

2. Gegeben sind m und p. Man ermittle n
und q.

3. Gegeben sind m und ¢q. Man ermittle n
und p.

m
Bemerkung: a=arc tan 7 bzw. B=arctan 2

sind die GréBen derjenigen Winkel zwischen
0° und 90°, fiir die

_m =P
tana—n bzw. tanf p gilt.

Zirkel und Lineal zu benutzen, nicht als Ein-
schrankung der Hilfsmittel empfunden. Wenn
wir jedoch die mit Zirkel und Lineal ausfiihr-
baren Konstruktionsschritte naher betrach-
ten, dann stellen wir fest, daB sich entweder
Geraden mit Geraden oder Kreise mit Krei-
sen schneiden. Verfolgen wir diese Konstruk-
tionsschritte rechnerisch (am besten mit Hilfe
der analytischen Geometrie), so zeigt sich,
daB wir nur Strecken konstruieren kdnnen,
die zu einer Einheitsstrecke (dem Umkreis-
radius) ein rationales Verhiltnis haben oder
sich iiber eine Folge von Quadratwurzeln aus
rationalen Vielfachen dieser Einheitsstrecke
ergeben. Aus rechnerischer Sicht zeigen sich
deutlich die Einschrinkungen, die wir uns
durch alleinige Verwendung von Zirkel und
Lineal auferlegen, da z. B. Strecken, die gleich
einer dritten Wurzel aus der Einheitsstrecke
sind, mit Zirkel und Lineal nicht mehr kon-
struiert werden konnen. (Daher sind die klas-
sischen Probleme der Wiirfelverdopplung
und der Dreiteilung eines Winkels unltsbar.)
Es ist nun nicht mehr erstaunlich, daB Zirkel
und Lineal nicht mehr ausreichen, um alle
regelmifigen n-Ecke zu konstruieren bzw.
den Kreis in n gleiche Teile zu zerlegen. Ein
moderner Geometer hat diesen Sachverhalt
sehr drastisch ausgedriickt, indem er erklarte,
daB eine Sense kein geeignetes Instrument
zum Rasieren ist. R. Thiele

(Aus Platzgriinden wurde z. T. ein Schrig-
strich als Bruchstrich verwendet.)



Gaul} und die
nicht-euklidische
Geometrie

Gauf hat nur das ver6ffentlicht, was er selbst
fir vollig ausgereift hielt. Aus seiner umfang-
reichen Korrespondenz, seinem Tagebuch
und anderen Aufzeichnungen geht hervor,
daB er sich mit vielen Fragen befaBt hat,
deren endgiiltige Losung zwar erst Mathe-
matikern spiterer Zeit vorbehalten war, zu
deren Erforschung er jedoch wesentliche Ge-
danken beigetragen hat. Ein solches Gebiet
ist die nicht-euklidische Geometrie. Obwohl
sich Gauf iiber viele Jahre mit diesem Problem
beschiftigt hat und obwohl er die von
J. Bolyai und N. I. Lobatschewski erreichten
Ergebnisse schon vor den beiden gefunden
hatte, lieB er nichts davon an die Offentlich-
keit dringen.

,Als Festgabe zum Jubildium erschien im
Teubner-Verlag Leipzig ein Buch unter dem
Titel ,,GauB und die nicht-euklidische Geo-
metrie®.

Der Autor, Nationalpreistrager Professor Dr.
Hans Reichardt, der - selbst Geometer — sich
viel mit mathematikhistorischen Fragen be-
faflt, hat dieses eigenartige Kapitel der Mathe-
matikgeschichte untersucht. Es ist ihm gelun-
gen, aus Aufzeichnungen, Notizen und Be-
merkungen, aus Briefen, Rezensionen und an-
deren Stellungnahmen zu verschiedenen Ar-
beiten von Geometern dieser Zeit ein Bild von
dem Anteil zu entwerfen, den Gauf selbst
zur Entwicklung der nicht-euklidischen Geo-
metrie beigetragen hat.

Worum geht es
bei der nicht-euklidischen Geometrie?

Im 4. Jh. v.u.Z. hatte Euklid das damalige
mathematische Wissen systematisiert und in
seinem Werk ,,Die Elemente™ zusammen-
gefaBt. Die ersten vier Biicher dieses Werkes
sind der Geometrie gewidmet. Sie enthalten
Axiome, mit deren Hilfe die gesamte Geo-
metrie aufgebaut und alle weiteren Sdtze be-
wiesen werden. Ein solches Axiom ist z. B.
(in unserer heutigen Sprechweise ausge-
driickt): ,,Durch zwei Punkte geht genau eine
Gerade.* Eines dieser Axiome jedoch, das
fiinfte, war nicht so kurz und auch nicht so
offensichtlich. Es lautete folgendermaBen:

»Wenn eine Gerade zwei Gerade triflt und
mit ihnen auf derselben Scitc innere Winkel
bildet, die zusammen klciner sind als zwei

Rechte, so sollen die beiden Geraden, ins
Unendliche verlangert, schlieBlich auf der
Seite zusammentreffen, auf der die Winkel
liegen, die zusammen kleiner sind als zwei
Rechte.*

Das ist inhaltlich gleichbedeutend mit den
Aussagen ,,Zu einer Geraden gibt es durch
einen nicht auf dieser Geraden liegenden
Punkt genau eine Parallele* oder ,,Die Win-
kelsumme im Dreieck ist gleich 180° .

Viele Mathematiker haben sich im Laufe der
Jahrhunderte mit diesem Parallelenaxiom be-
schiftigt. Sie glaubten, es sei gar kein Axiom,
sondern ein Satz, der sich aus den anderen
Axiomen ableiten 148t, und haben deshalb
versucht, ihn zu beweisen. Es ist keinem ge-
lungen. Auch Gauf und viele seiner Zeit-
genossen haben sich mit solchen Beweisver-
suchen abgequilt, z. B. sein Studienfreund
Wolfgang Bolyaiaus Ungarn und dessen Sohn
Johann und auch N. I Lobatschewski aus
RuBland. Bei diesen Beweisversuchen wandte
man auch das indirekte Beweisverfahren an,
d. h., man nahm an, das Parallelenaxiom sei
falsch, und hoffte, damit auf einen Wider-
spruch zu stoBen. Das geschah jedoch nicht;
im Gegenteil, man konnte daraus eine ganz
neue Geometrie ableiten. So wurde eigentlich
gegen den Willen der Mathematiker selbst
und entgegen aller Anschauung eine nicht-
euklidische Geometrie, die sog. Ayperbolische
Geometrie gefunden.

Wie aus den verschiedenen Aufzeichnungen
zu schlieBen ist, hat wohl Gaup als erster diese
Konsequenz gezogen. Er hat jedoch seine Er-
gebnisse nicht ver6ffentlicht. Auch als spater
N. 1. Lobatschewski und J. Bolyai unabhin-
gig voneinander diese neue, nicht-euklidische
Geometrie entdeckten, hat er sich nur sehr
zuriickhaltend geduBert.

Wahrscheinlich waren es mehrere Griinde,
die Gaup zu diesem merkwiirdigen Verhalten
veranlaBten. Einmal war es ihm (und auch
J. Bolyai und N. I. Lobatschewski) nicht ge-
lungen, die Widerspruchsfreiheit der hyper-
bolischen Geometrie nachzuweisen. Zum an-
deren war es natirlich sehr schwer, diese
Ideen zu vertreten, fiir die den meisten Mathe-
matikern damals jedes Verstandnis fehlte und
die der Anschauung widersprachen. Das ha-
ben auch J. Bolyai und N. I. Lobatschewski
zu spiiren bekommen, deren Veré6ffentlichun-
gen keinesfalls die verdiente Wiirdigung fan-
den, wohl aber Anfeindungen und Spott her-
vorriefen. Diesem ,,Geschrei der Boltier**
wollte sich Gauf nicht aussetzen, wie aus
seinen Bemerkungen hervorgeht, wahrschein-
lich besonders deshalb, weil ihm der Nachweis
der Widerspruchsfreiheit fehlte.

In dem Buch ,,GauBl und die nicht-euklidi-
sche Geometrie** wird diese Entwicklung sehr
lebendig dargestellt, werden die Verdienste
und das Verhalten von Gauf gezeigt und mit
vielen Zitaten belegt. Dariiber hinaus wird die
Entwicklung der nicht-euklidischen Geo-
metrie weiter verfolgt, ihre Bedeutung ge-

wiirdigt und die vollstindige Losung dieses
Problems mit einbezogen. Namen wie Felix
Klein, Sophus Lie und Bernhard Riemann
vervollstindigen das Bild. Den Abschlu8 bil-
den im Zusammenhang mit dem pseudo-
euklidischen Modell der nicht-euklidischen
Geometrie eigene Arbeiten des Autors.
Damit bringt das Buch ein abgerundetes Bild
iber die Entwicklung der nicht-euklidischen
Geometrie und ihre Beeinflussung durch
Gaufl, wie es in der Literatur bisher noch nicht
zu finden ist.
Das Buch wendet sich nicht nur an Mathe-
matiker mit dem Spezialgebiet Geometrie,
sondern an alle, die sich fiir die Entwicklung
der Mathematik oder fiir Fragen der Geo-
metrie interessieren und die iiber diesen
groBen Mathematiker, iiber seine Arbeits-
weise und seine Charakterziige etwas erfahren
wollen.

D. Ziegler

Prof. Dr. Hans Reichardt

GauB und die nicht-euklidische
Geometrie

116 Seiten mit 8 Fotos und
21 Zeichnungen. Leinen mit Schutzumschlag.
29,50 M

Ein Bewelis,
gefiihrt von C. F. Gaul}

,,DaB die Perpendikel in einem Dreieck aus
den Spitzen auf die gegeniiberliegenden Sei-
ten sich in einem Punkte schneiden, kann
man sehr einfach so zeigen: Das gegebene
Dreieck sei BDF und die erwdhnten Perpen-
dikel BJ, DG, FH. Man ziehe durch jeden
Scheitelpunkt des Dreiecks Parallelen mit
der gegeniiberstehenden Seite, die sich in den
Punkten A4, C, E schneiden, und es steht
folglich FH auch auf AE, GD auf CE, BJ auf
AC senkrecht, und zwar ist

AB=BC
ED=DC
AF=FE.




In freien Stunden E!phﬂ heiter

ASUA
+ ASGA

Uuu AAGG
+UUSU +AGGG
GAUSS GAUSS

GAUSS VY GGA = GAUSS AGGA = GAUSS

G-A:-U-S-8

Man ersetze die Buchstaben im Namen von C. F.
GauB so durch natiirliche Zahlen, da nachfolgende
Bedingungen erfiillt werden.

(1)C -F- (G+A+U+S+S)+A - U=1777

) G-A-U-S-S =1855
3) G>C>A>U>F>S
Wie viele und welche Losungen gibt es? N
Mosaikritsel
eepis| [J ] L
R[E NP RIH| | [E | |
WiF T[s ofl | | o]
s ClI|E[R N 1| [F
EVINTALL s| [ u] | IT'
ID|E R|L D|B| | [E -] §
X[ wls ejc] [ [ | E]
N A|A|lE[F R 1| [r
D { [H{T|I N C_J-Tl T
s[e s|k v]aj | [E | ] |
Lv.! N |

Die Buchstabengruppen der linken Figur sind so in
die rechte Figur zu iibertragen, da8 sich ein Ausspruch
von C. F. GauB ergibt.

Anekdote

Ein Jugendfreund von C. F. GauB hatte sich zu der
Bemerkung ,,Die Halfte unserer Gemeinderatsmit-
glieder sind Dummkd&pfe* hinreiBen lassen.

Der Biirgermeister, iiber diese AuBerung erbost, ver-
langte die Zuriicknahme der beleidigenden Worte.
Zur nichsten Sitzung erschien auch prompt der junge
Mann und erklérte:

,,Jlch bedaure meine Bemerkung, die Halfte der Ge-
meinderatsmitglieder seien Dummkopfe. Ich nehme
sie zuriick und widerrufe: Die Hilfte der Gemeinde-
ratsmitglieder sind keine Dummkéopfe.

Im Sitzungssaal zunichst Schweigen, dann aber brach
der Biirgermeister, ein Mann mit Sinn fiir geistvollen
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Humor, in schallendes Geliachter aus. Die Ratsmit-
glieder schlossen sich wohl oder iibel an, und einer
aus dem Publikum meinte: ,,Wenn hinter diesem
Widerruf nicht der Carl Friedrich steckt?!*

Krypto-Gleichungssystem

Den Buchstaben im Namen von CFGAUSS sind Zif-
fern von 0 bis 9 so zuzuordnen, daB die Gleichungen
() bis (IV) zu wahren Aussagen werden. Gleiche
Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern.

Das Gleichungssystem kann sowohl durch systema-
tisches Probieren als auch mit Hilfe dquivalenter Um-
formungen gelost werden.

(C, GF0)
(JGAUSS)*—CC - G

) oo —1+T+7 47
F e ATIRSC_ ¢ . €

an (VGAU%S?G G G 1484545
F i =rTTae C

iy (YGAUSS) VGC‘A‘_%SS) —149+7+7

F C
(V) ( JGAUSS)°= JGAUSS

Raosselsprung

mit Ausspruch von C. F. GauB3
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Ui | s Nzt
| ef- | tan iuorza‘
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T
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Bilderritsel K. Koch



Krypto-Arithmetik

Die Buchstaben sind so durch Ziffern von 1 bis 9 zu
ersetzen, da3 wahre Aussagen entstehen. Dabei be-
deuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

DrCFGauB-D -3=DDDDDDDDD
DrCFGauBB:r ‘B=rrrrrrrrrr
DrCFGauBB-C-B=CCCCCcCcCCC
DrCFGauB8-F-B=FFFFFFFFF
DrCFGauB-G-B=GGGGGGGGG
DrCFGauBB-a -B=aaaaaaaaa
DrCFGauB-u-B=uuuuuuuuu
DrCFGauB-B-B=088B8BB8B88088

C. F. GauB erwarb 1799 die Doktorwiirde an der da-
maligen Landesuniversitit Helmstedt. Professor Pfaff
war von der Dissertation, die den ersten strengen Be-
weis fiir den sogenannten Fundamentalsatz der Alge-
bra lieferte, so begeistert, daB die Promotion in Ab-

wesenheit erfolgte. K..Koch
Rosselsprung
mit Zitat von C. F. Gaull K. Koch

jen | voll-

bar | saife | Ge-

bdude| So |endef |Mensch{ ein

1977

Ein ,,geschmecktes* Telegramm

Am 9. August 1834 wurde in den Gottingschen ge-
lehrten Anzeigen die Erfindung eines elektromagneti-
schen Telegraphen durch die Professoren GauBl und
Weber bekannt gemacht. Weniger bekannt ist die Idee
eines elektrochemischen Telegraphen von GauB, der
den Geschmack zur Zeichengebung beniitzt und auf
der Zerlegung des Wassers beruht (Elektrolyse).
Gaub schreibt dariiber 1835: ,,Eine ganz artige Ent-
deckung oder Bemerkung habe ich vor etwa.sechs
Wochen gemacht, daB man den Sinn (ob + oder —)
eines galvanischen Induktionsimpulses ganz bestimmt

mit den Lippen unterscheiden kann, so daB wir zum
SpaB schon so telegraphiert haben, daB die De-

pesche aufgeschmeckt wurde.* ] o
Dr. R. Thiele, Leipzig

Wie viele Moglichkeiten?

Auf wie viele Arten 148t sich der Name C. F. Gauf3
von der Mitte C aus nach den vier Ecken B lesen?
BuauB R. Thiele
uaGau
aGEGa
GFCFG
aGFGa
uaGau
BuaulbB

Kreuzwortritsel

1. Genialer deutscher Mathematiker
2. BogenmaB eines Winkels
3. Bauliche Verdnderung
4. Ma@einteilung, z. B. auf dem Rechenstab
5. Nachldssige Umgangssprache
D. Vélzke, Greifswald
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Wer lost mit?

ﬂl[lhﬂ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1977

Ma5 =622 Zwei Boote fahren auf einem
FluB stromaufwirts. Sie sind gegenwirtig
6km voneinander entfernt. Nachdem das
hintere Boot 5 km weitergefahren ist, hat das
vordere Boot in der gleichen Zeit nur 3 km
zuriickgelegt.
a) Welchen Abstand haben die beiden Boote
nun noch voneinander?
b) Wieviel Kilometer miifite das hintere Boot
noch zuriicklegen, um das vordere einzuholen,
wenn beide Boote jeweils mit der gleichen
Geschwindigkeit weiterfahren?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1623 In einem Park soll eine recht-
eckige Rasenflache von 12 m Breite und 25 m
Linge von einem 2 m breiten Weg umsidumt
werden. Dieser Weg soll mit quadratischen
Platten von 50 cm Seitenldnge belegt werden.
Wieviel solcher Platten werden dazu bend-
tigt? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$ ®1624 Aufl einem Tisch steht, wie aus
dem Bild ersichtlich, eine aus 84 gleichgroBen
Wiirfeln gebaute ,,Pyramide”. Die unterste
quadratische Schicht besteht aus 7-7=49
Wiirfeln, die zweite aus 5 - 5=25 Wiirfeln, die

dritte aus 3 - 3=9 Wiirleln und die vierte aus.
nur einem Wiirfel. Wie viele quadratische Be-
grenzungsflachen sind zu sehen, wenn man die
Pyramide von oben und von allen Seiten be-
trachtet?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5®1625 In einer Ebene sind vier Gera-
den g, g2, g3 und g4 so zu zeichnen, daB sie
a) genau 3 Schnittpunkte,
b) genau 4 Schnittpunkte,
c) genau 5 Schnittpunkte haben.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 ®1626 Eine zwei Meter lange Kette
besteht aus lauter gleichgroBen ringférmigen
Gliedern. Der duBere Durchmesser eines sol-
chen Ringes betragt 2,4 cm; die Stirke jedes
Ringes betrigt 2,5 mm. Aus wieviel Gliedern
(Ringen) ist diese Kette zusammengesetzt ?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5w1627 Der sechste Teil der Anzahl
der Aufgaben einer Klassenarbeit im Fach
Mathematik waren Geometrieaufgaben, der
dritte Teil Gleichungen und die Hilfte Kno-
belaufgaben. Peter 16ste insgesamt vier Auf-
gaben, das waren zwei Drittel der Anzahl aller
gestellten Aufgaben. Wieviel Geometrieaul-
gaben, Gleichungen bzw, Knobelaufgaben
waren insgesamt zu 16sen?

‘Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma6 #1628 In dem Schema
OPA '

+OMA

PA AR
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern. Sch.

Ma6®1629 Jeder von zwei befreundeten
Schiilern hat sich in einer Bibliothek ein Buch
mit dem gleichen Titel ausgeliechen. Nachdem
der erste von ihnen 150 Seiten und der zweite
350 Seiten gelesen hatte, stellten sie fest, da
der erste bis zum Durchlesen des Buches noch
dreimal so viele Seiten zu lesen hatte wie der
zweite. Wieviel Seiten umfaBt dieses Buch?
Fachlehrer _Dieter Knape, Jessen

Thies Lukbor,
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle «/pha-

Leser beteiligen.

a

2. Einsendungen sind unter Angabe von

Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

o

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-

stem der Aufgabe fortlaufend numeriert
Der tiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
B. 7

7. Klasse geeignet).

eine Ziffer, z. vorgesetzt (d. h. fiir
4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
A4 (210 mm

297 mm) (sieche Muster), denn jede Aufga-

zu verwenden., Format

bengruppe wird von einem anderen Mit-

arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder

gute (d. h. vollstidndige und richtige) Losung

(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-

gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwort} i
gut geldst™,

Schiiler nur einen SchluBlsatz zu

einer Aufg einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder

, erhalten eine rote K

unsauber arb arte

mit dem Vermerk ,,nicht geldst™.

in wird

Letzter Einsendetern jeweils be-

kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 1976/77
lduft von Heft 5/76 bis Heft 2/77. Zwischen

1977 sind

alle

1 Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-

Antwortkarten werden nur dann

zuriickgesandt, wenn ein kumschlag mit

ausreichender Frankatur beiliegt

Die Preistriger und die Namen der aktivsten

Einsender rden in Heft 6/77 verdffentlicht.

We

ie

r mind ns 10 Antwortkarten (durch ¢
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte

5/76 bis 2/77) e en hat und diese einsen-

det, erhdlt eine Anerkennungsurkunde und

ein Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die

bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen

und diese mit Antwortkarten ett-
bewerbs 1976 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden

riick). Wir bi larauf z1 e 13 alle
P 1dungen und

- P

Postleit ies Absenders nicht ver-

gessen wird Redaktion alpha



Maé6 81630 Die MaBzahlen der Seitenlidn-
gen eines Dreiecks ABC seien drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen. Der Umfang
dieses Dreiecks sei um 35 cm linger als die
Jingste Dreieckseite. Wie lang ist jede der
drei Seiten dieses Dreiecks? Sch.

Ma6 ®1631 Vertauscht man die Ziffern
einer zweistelligen natiirlichen Zahl, so erhilt
man eine um 9 groBere Zahl als die ur-
spriingliche. Wie viele Zahlen mit dieser
Eigenschaft gibt es, und wie lauten sie?
Schiilerin Heidrun Stengel, Dautzschen

Maé6 81632 Gegeben sind zwei Geraden g
und h, die in derselben Ebene liegen, und
nicht parallel zueinander verlaufen. Es ist eine
dritte Gerade k zu konstruieren, die die
Gerade g in einem Punkte P und die Gerade h
in einem Punkte Q derart schneidet, daB
PQ=e=3cm gilt und daB der von den Ge-
raden g und k eingeschlossene Winkel 60°
betrigt. Sch.

Ph6 m16 Zwei Spiegel schlieBen miteinan-
der den Winkel a ein. Bei der Reflexion an bei-
den Spiegeln ist der ausfallende Strahl gegen-
iiber dem einfallenden um 360 — 2« verdreht.
Dies ist zu beweisen.

Ma7 m1633 Heinz fuhr mit seinem Fahrrad
vom Ort A nach dem Ort B. Als er zwei
Drittel des Weges zuriickgelegt hatte, platzte
ein Reifen. Den restlichen Weg legte er zu FuB3
zuriick.
Fiir den FuBmarsch benétigte er doppelt so-
viel Zeit wie fiir die bisherige Fahrt mit dem
Fahrrad. Wie verhilt sich die Geschwindig-
keit wihrend des Radfahrens zur Geschwin-
digkeit wihrend des FuBmarsches, wenn
beide Geschwindigkeiten konstant waren?
Schiiler Norbert Albrecht, Schweina

Ma7 ®1634 Die Summe aus drei von Null
verschiedenen natiirlichen Zahlen a, b, ¢ mit
a<b<c betrigt 54. Die Zahl b ist gleich dem
arithmetischen Mittel aus den Zahlen a und c.
Jede dieser drei Zahlen ist ein Vielfaches von
6. Wie viele Losungen besitzt diese Aufgabe?
Wie heiBen diese Zahlen?

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ma7 81635 Addiert man 6 zum k-fachen
einer natiirlichen Zahl n, so erhilt man das
gleiche, als wenn man 6 vom 2k-fachen dieser
natiirlichen Zahl subtrahiert. Welche nattir-
lichen Zahlen k und n erfiillen diese Bedin-
gungen? Schiilerin Manuela Wiemuth,

Weifenborn-Liiderode

Ma7 21636 Es sind alle sechsstelligen na-
tiirlichen Zahlen zu ermitteln, die folgende
Bedingungen erfiilien:

a) die Zahl, die der Ziffer der Einerstelle ent-
spricht, ist groBer als 3.

b) Streicht man die Ziffer der Einerstelle und
setzt man diese Ziffer links vor die verblei-
bende fiinfstellige Zahl, so erhilt man eine
sechsstellige Zahl, die viermal so groB ist wie
die urspriingliche Zahl. - Sch.

-Ph7 w17 Beim Walzen von Aluminium un-

terscheiden wir zwischen Arbeits- und Stiitz-
walze. Die Arbeitswalze habe einen Durch-
messer von 240 mm, die Stiitzwalze von
560 mm; die Bandgeschwindigkeit betrage

350 . Wie viele Umdrehungen je Minute
min

machen in diesem Fall Arbeits- und Stiitz-
walze?
Dipl.-Lehrer E. Knauth, OS Rackwitz

Ch7 w13 In einem Hochofen sollen 1200t
Roheisen hergestellt werden.

a) Der Kiihlwasserverbrauch betragt, aul eine
hergestellte Tonne Roheisen berechnet, 30 bis
65m3. Wieviel Kubikmeter Wasser werden
zur Kiihlung benétigt?

b) Wieviel Tonnen Kohlenmonoxid sind er-
forderlich, wenn Eisen(ll, III}-oxid reduziert
werden soll?

c) Wieviel Tonnen Kobhlenstofl sind bereit-
zustellen?

Ma8 #1637 Wenn man zum Zihler und
zum Nenner einer gebrochenen Zahl jeweils
den Nenner addiert, so ist das Ergebnis neun-
mal so groB wie die urspriingliche gebro-
chene Zahl. Um welche Zah! handelt es sich?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma8 u1638 Gegeben seien drei parallele
Geraden g,, g und g;. Der Abstand zwischen
g1 und g, betrage 1cm, zwischen g, und g,
2cm und zwischen g, und g3 3cm. Es ist
ein Dreieck ABC mit den Innenwinkeln
¥BAC=a=30° und xACB=y=50° so zu
konstruieren, daB A auf g;, B auf g, und C
auf g, liegt. Die Konstruktion ist zu begriin-
den! Lehrer Adalbert Schatz, Leipzig

Ma8 %1639 In der inoffiziellen Linderwer-
tung der Olympischen Sommerspiele 1976 in
Montreal belegte die DDR mit 638 Punkten
hinter der siegreichen UdSSR den zweiten
Platz. Dabei wurden fiir eine Goldmedaille
7 Punkte, fiir eine Silbermedaille 5 Punkte,
fiir eine Bronzemedaille 4 Punkte, fiir einen
4., 5. bzw. 6. Platz jeweils 3, 2 bzw. 1 Punkt
vergeben. Fiir 40 Goldmedaillen und die An-
zahl der 6. Plitze erhielt die DDR zusammen
294 Punkte. Die Anzahl der erworbenen
Silbermedaillen, Bronzemedaillen und 4. Plat-
ze war gleich groB. Die Anzahl der 5. Plitze
war groBer als 20, aber kleiner als die Anzahl
der 4.Plitze. Wieviel Silber- und Bronze-
medaillen, vierte, fiinfte und sechste Plitze
errang die DDR?
Mathematik fachlehrer Wilfried Adler,
EOS Neugersdorf
Ma8 1640 Frank fragte Andreas nach der
Kraltfahrzeugnummer des PKW seines Va-
ters. Andreas erwiderte scherzhalt: , Die erste
Ziffer der vierstelligen Zahl ist gleich der
zweiten Ziffer, die dritte ist gleich der vierten.
AuBerdem ist die Kraftfahrzeugnummer eine
Quadratzahl. Nun finde sie selbst.“
Schiilerin Hilka Wenzel, Dresden

Ph8 ®18 Ein Kuplerseil besteht aus sieben
Einzeldrihten von je 1,6 mm Durchmesser.
a) Wie grof ist der gesamte Widerstand des
Seils bei einer Linge von 1000 m?

b) Aus dem Seil wird eine Doppelleitung
hergestellt, die am Anfang eine Spannung
von U, =220V aufweist.

Wie groB wird die Spannung U, am Lei-
tungsende sein, wenn durch den Leiter ein
Strom von 10 A flieBt?

c) Welche Stromstirke I wird diese Doppel-
leitung aufnehmen, wenn an ihrem Ende ein
KurzschluB auftritt? H.B.

Ch8 m14 Berechne, wieviel Kubikmeter
Athin man aus 2 g; 3,4 g; 6,6 g Kalziumkarbid
herstellen kann!

Ma9 w1641 Fiir welches n ist die Summe
der Quadrate der natiirlichen Zahlen 12+ 22
+324...+n? genau fiinfmal so groB wie die
Summe 1+2+3+...+n dieser Zahlen?
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma9 »1642 Man beweise, daB fiir alle kon-
vexen Fiinfecke ABCDE
2p>u>1p gilt.
2
Dabei ist u der Umfang und p die Summe
aus den Langen aller Diagonalen des Fiinf-
ecks. Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma9 ®1643 Ein Raum soll mit 12 Gliih-
lampen so ausgestattet werden. daB sich eine
Gesamtleistung von 720 Watt ergibt. Es ste-
hen Gliihlampen von 40 W, 60 W und 75 W
in beliebiger Anzahl zur Verfiigung. Wieviel
Gliihlampen zu 40 W, 60 W und 75 W werden
benétigt, wenn Gliihlampen mit jeder dieser
unterschiedlichen Leistungen verwendet wer-
den? Sch.
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Ma9 m1644 Es ist nachzuweisen, daf3 die
noon o nd . .
Zahlz= 120 + 3024 fiir jede natiirliche Zahl
n ebenfalls eine natiirliche Zahl ist!
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ph9 ®19 Forderkorbe besitzen Fangvor-
richtungen. Diese greifen beim Reilen des
Seils sofort ein. Ein Bremsversuch ergab, daf3
ein 25 Mp schwerer Forderkorb nach 4,5 m
zum Stillstand kam. Bei welcher Geschwin-
digkeit griffen die Fanger ein, wenn die
Bremskraft der Fangvorrichtung 65000 kp
betrdgt? H.B.

Ch9 m]5 Wieviel Starke muB verwendet
werden, wenn bei der Spaltung 260 kg Glu-
kose entstehen sollen und nur 959, des Aus-
gangsstoffes umgesetzt werden?

Ma10/12 ®1645 Es ist nachzuweisen, daB
die Volumina eines geraden Kreiskegels, einer
Kugel und eines geraden Kreiszylinders, die
einem Wiirfel einbeschrieben sind, sich wie
1:2:3 verhalten.

Mal0/12 w1646 Man ermittle alle Paare
(x, y) von reellen Zahlen x und y, fiir die die
Gleichung sin{x + y)=sin x+sin y erfiillt ist!
Ma10/12 w1647 Man ermittle alle reellen
Zahlen x, fiir die gilt

y L to2
x x+1 x+1,
2
1 1 2
L o T
2
c) 1 1 2
<
x x+1 1
2
Ma10/12 1648 Fiir welche reellen Zahlen
a, b ist a3+b32 a+b 3?
2 T\ 2

Ph10/12 20 Das geschmolzene Alumi-
nium wird in Behiltern von kegelstumpf-
formiger Gestalt transportiert, die folgende
InnenmaBe besitzen:
dy=1000mm,d;=1130mm, h=1150 mm.
a) Es ist der Flacheninhalt (Innenseite) des
Behilters zu berechnen, der mit Schamott-
steinen ausgekleidet ist.

b) Welches Fiillvolumen besitzt dieser Be-
hélter, wenn er bis zu einer inneren Héhe von
50 cm mit fliissigem Aluminium gefiillt ist?

Ch10/12 w16 Durch quantitative Fillung
aus 10 ml Schwefelsdure wurden 0,4669 g wei-
Bes Bariumsulfat erhalten. Wieviel Mol sind
in einem Liter der untersuchten Schwefel-
sdure enthalten?

alpha-Wettbewerb

Mit Heft 5/76 gingen zum alpha-Wettbewerb
iiber 24000 Losungen ein, das ist neuer Re-
kord. In Heft 6/76 und 1/77 wurden ver-
sehentlich gleiche Aufgabennummern ver-
wendet. Die Redaktion
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Aulgabe: Es sind acht Koniginnen so auf dem
Schachbrett aufzustellen, daB keine von einer
anderen geschlagen werden kann.

Eine der herausragenden Fihigkeiten von
C. F. Gauf} war es, scheinbar zusammen-
hanglose Dinge in Verbindung zu bringen.
Das zeigt sich selbst bei kleinen Problemen.
1850 hatte Nauck die Aufgabe gestellt, acht
Damen auf dem Schachbrett so aufzustellen,
daB sie sich gegenseitig nicht schlagen kén-
nen. Nauck gab 60 Losungen an. Gauf be-
nutzte zur Losung des Problems komplexe
Zahlen und fand 72 Varianten. Insgesamt
gibt es 92 Losungen, die sich aus 12 Grund-
16sungen durch Drehungen und Spiegelungen
des Bretts herleiten lassen. Aus jeder Grund-
stellung lassen sich acht Losungen ableiten.
Bei der gezeichneten Ldsung (und nur bei
dieser!) unterscheiden sich jedoch einige der
abgeleiteten Lsungen nicht, so daB es nur
92 anstatt 8 - 12 = 96 Losungen gibt.
Mitgeteilt von R. Thiele, Leipzig

Lisung: 1. Durch systematisches Probieren
kann man simtliche Losungen finden. Dabei
hat sich folgende Methode als brauchbar er-
wiesen: Man hat 8 Figuren — die Damen -
und ein Schachbrett vor sich, die senkrechten
Spalten (Linien) a bis h von links nach rechts,
die waagerechten Zeilen (Reihen) 1 bis 8 von
unten nach oben. Zunichst stellt man eine
Dame aul die a-Spalte, aber nur so hoch wie
unbedingt erforderlich, d. h. zundchst aufal.
Die zweite Dame stellt man auf die b-Spalte,
ebenfalls nur so hoch wie unbedingt erforder-
lich, um die zuvor hingestellte Dame nach
den Regeln der Dame-Gangart im Schach
nicht zu bedrohen, also auf b3. Die nichsten
Damen stellt man in gleicher Weise der Reihe

nach auf die c-, d-, usw. Spalte, jeweils nur
so hoch wie gerade erforderlich, um keine
der vorher hingestellten Damen zu bedrohen.
Auf diese Weise braucht man beim Stellen
der einzelnen Damen nur deren drei Schiag-
richtungen nach links zu verfolgen, siehe
Bild 1.
In der {-Spalte ergibt sich erstmalig der Fall,
dal} keine Dame mehr hingestellt werden
kann. Dann muB3 die vorangehende Dame
héher geschoben werden, aber wieder nur so
weit wie unbedingt erforderlich, hier also bis
e8. Aber auch so 1Bt sich in der [-Spalte keine
Dame mehr unterbringen. Daher muf} die
Dame der e-Spalte noch hoher geschoben
werden, und da dies nicht moglich ist, muB3
sie zunéchst ganz entfernt und die Dame der
vorangehenden d-Spalte hoher geschoben
werden, usw. — siehe Bild 2 -, ganz systema-
tisch, bis alle 8 Damen zum Stehen kommen,
ohne sich gegenseitig zu bedrohen.
So findet man als erste die Losungal, b5, c8,
dé, e3, 7, g2, h4. Und wenn man in be-
schriebener Weise fleiBig und systematisch
fortfahrt, so findet man schlieBlich alle
92 Losungen des Problems. In der Tabelle
sind nur die Zeilen der Lésungen angegeben,
die Buchstaben der Spalten jeweils von a bis h
sind zur Vereinfachung fortgelassen.

V. Beyes

Bild 1

Bild 2
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Tabelle der 92 Liosungen
des Acht-Damen-Problems

abcdefgh Nr. abcdefgh Nr.
15863724 E-4 51468273 A-7
16837425 F-2 51842736 L-6
17468253 F-5 51863724 J-8
17582463 E-7 52468317 C-5
24683175 D-5 52473861 F-6
25713864 G-1 52617483 D-4
25741863 L-3 52814736 K-1
26174835 H4 53168247 G-3
26831475 A4 53172864 B-1,B-3
27368514 C-8 53847162 H-8
27581463 J-1 57138642 D-1
28613574 C-7 57142863 I-5
31758246 H-7 57248136 K-2
35281746 B6,B-857263148 E-2
35286471 F-I 57263184 J-6
35714286 H-5 57413862 A-8
35841726 1-2 58413627 C-6
36258174 K-3 58417263 G-2
36271485 G-6 61528374 D-2
36275184 L-8 62713584 A-5
36418572 J-5 62714853 1-6
36428571 E-3 63175824 1-7
36814752 L-7 63184275 K-6
36815724 K4 63185247 L-1
36824175 I-1 63571428 E-5
37285146 14 63581427 J-3
37286415 A-3 63724815 L-2
38471625 D-8 63728514 G4
41582736 G-8 63741825 K-5
41586372 C4 64158273 I-8
42586137 A-2 64285713 H-3
42736815 J4 64713528 F-7
42736851 E-8 64718253 B-2,B4
42751863 K-8 68241753 H-1
42857136 I-3 71386425 C-1
42861357 D-7 72418536 J-7
46152837 H-2 72631485 C-2
46827135 B-5,B-773168524 A6
46831752 G-5 73825164 H-6
47185263 K-7 74258136 L-5
47382516 D-6 74286135 G-7
47526138 F4 75316824 D-3
47531682 C-3 82417536 E-1
48136275 J-2 82531746 F-3
48157263 L4 83162574 F-8
48531726 A-1 84136275 E-6

2. Hat man mit dieser Methode oder irgend-
wie anders eine Losung gefunden, so lassen
sich im allgemeinen Fall daraus noch 7 wei-
tere Losungen ableiten : da man die gefundene
Losung von vier Seiten betrachten und von
jeder dieser vier Seiten aus auch noch ein
Spiegelbild konstruieren kann, hat man je-
weils acht Losungen auf einen Schlag — siehe
Bild 3.

3. Losungen, die sich nicht, wie unter 2. be-
schrieben, auseinander gewinnen lassen, sol-
len voneinander unabhingige Losungen hei-
Ben. Es gibt insgesamt 12 solche voneinander
unabhingige Losungen. Aus 11 davon lassen
sich, wie unter 2. beschrieben, je 7 weitere
Losungen ableiten. Eine aber ist in bezug auf

das Schachbrett symmetrisch, deshalb lassen
sich daraus nur noch 3 weitere Lésungen ab-
leiten. Insgesamt ergeben sich somit

11 -8 +1 -4 =92 Ldsungen, siche Tabelle.

4. Bei der Herleitung der obigen Losungs-
methode ist davon auszugehen, daB die
Unterscheidung von schwarzen und weiBen
Feldern auf dem Schachbrett fiir die Lésung
des vorliegenden Problems belanglos ist; daB
jede Losung voraussetzt, daB auf jeder Spalte
und auf jeder Zeile genau eine Dame steht;
daB die eigentlichen Schwierigkeiten des Pro-
blems erst aus der notwendigen Beriicksichti-
gung der Diagonalen in beiden Richtungen
erwachsen.

Fortsetzung des Beitrags: Seite 48

Bild 3 Aus Losung A1 lassen sich 7 weitere Lsungen ableiten
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Quadratische
Reste

Teil 2

Satz 11: Fiir alle Primzahlen von einer der
Formen 24m +13, 24m +17, 24m +19,
24m +23 ist —6 Nichtrest. Fiir die Prim-
zahl 7 kann man folgendes beweisen:

Satz L: Fir alle Primzahlen von einer der
Formen 28m +1, 28m+3, 28m +9,
28m +19, 28m +25, 28m +27 ist 7 quadra-
tischer Rest.

Satz M : Fiir alle Primzahlen von einer der
Formen 28m +5, 28m + 11, 28m + 13, 28m
+15, 28m + 17, 28m +23 ist 7 Nichtrest.
Hieraus kann man entsprechende Resultate
fir —7 herleiten. Aus Satz F folgt: —7 ist
quadratischer Rest genau fiir die Primzahlen
p, fiir die gilt

a) —1Rp und 7Rp oder b) — 1 Np und 7Np.
Es gilt —1Rp, falls p die Form 4m +1 hat;
7Rp, falls p. eine der Formen 28m +1,
28m +3, 28m +9, 28m +19, 28m +25,
28m +27 hat.

Hieraus folgt

—7Rp, falls p eine der Formen 28m +1,
28m +9, 28m +25 hat. Es ist —1Np, fails p
die Form 4m +3 hat; 7Np, falls p eine der
Formen 28m +5, 28m +11, 28m +13,

28m + 15, 28m + 17, 28m +23 hat. Dies er-
gibt: —7Rp, falls peine der Formen 28m +11,
28m + 15, 28m +23 hat.

Die ~ Primzahlen der Formen 28m +1,
28m +9,28m +11, 28m +15, 28m +23 oder
28m +25 sind genau die der Form 7m +1,
Tm --2 oder Tm +4.

Satz 12: Fir alle Primzahlen der Form
Tm +1, Tm +2, Tm +4 ist —7 quadratischer
Rest.

Satz 13: Fir alle Primzablen der Form
Tm +3, 7m +5 oder 7m +6 ist —7 Nicht-
rest.

Aus den bisherigen Ergebnissen kann man
mit Hilfe von Satz F z. B. fiir die Zahl 21
herleiten, fiir welche Primzahlen sie quadra-
tischer Rest ist und fiir welche Nichtrest.
Man sieht, daB genau fiir die Primzahlen von
einer der Formen 21m +1,21m +4,21m +5,
2lm +16, 21m +17, 21m +20 die Zahl 21
quadratischer Rest ist, wihrend 21 Nichtrest
fiir die Primzahlen einer der Formen 21m +2,
2lm +8,2lm +10, 21m +11, 21m +13,
21m +19 ist. Versucht, das nachzupriifen!
Fiir die Primelemente +2, —2, +3, —3, +5,
—35, +7, —7 haben wir alle Primzahlen ge-
funden, fiir die sie quadratische Reste sind.
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Weiches Gesetz gilt nun aber allgemein?
Scheint es nicht immer komplizierter zu
werden, die Primzahlen zu charakterisieren,
fiir die ein gegebenes Primelement quadrati-
scher Rest ist? Sehen wir uns noch einmal
die Ergebnisse an. Sie sind besonders einfach
fiir —3,5, —7:

—3 ist quadratischer Rest genau fiir die
Primzahlen der Form 3m +1. § ist quadrati-
scher Rest genau fiir die Primzahlen der For-
men 5m +1 oder 5m +4.

—7 ist quadratischer Rest genau fiir alle
Primzahlen der Formen 7m +1 oder 7m +2
oder 7m +4.

(Aus den Ergebnissen iiber —3, 5, —7 lassen
sich mittels Satz A und Satz F Resultate
iber +3, —5, +7 gewinnen.)

Lassen sich die hier jeweils auftretenden
Primzahlen nicht eventuell anders charakte-
risieren, so daB sie alle eine gemeinsame
Eigenschaft beziiglich des vorgegebenen
Primelements besitzen? Das ist méglich!

Die Primzahlen der Form 3m +1 sind genau
die, die quadratische Reste von 3 sind (weil
1R3, 2N3).

Die Primzahlen der Formen 5m +1, 5m +4
sind genau die, die quadratische Reste von 5
sind (weil 1R5, 2R5, 2N5, 3N5).

Wir kénnen also formulieren:

—3 ist quadratischer Rest genau fiir die
Primzahlen, die quadratische Reste von 3
sind.

5-ist quadratischer Rest genau fiir die Prim-
zahlen, die quadratische Reste von 5 sind.
—7 ist quadratischer Rest genau fiir die Prim-
zahlen, die quadratische Reste von 7 sind.
Ahnliche Resultate konnte man fiir —11, 13,
17, —19, —23, 29, —31, 37, 41, —43, —47,
53, =59, 61, —67, —71, 73, —79, —83,
97, ... finden.

Man erkennt, daB die Primzahlen unter die-
sen, die die Form 4m +1 haben, mit positi-
vem Vorzeichen, diejenigen hingegen, welche
die Form 4m + 3, mit negativemn Vorzeichen
versehen vorkommen.

Allgemein gilt der folgende Satz N, der hier
nicht bewiesen werden kann.

Sarz N: (Quadratisches Reziprozititsgesetz)
Ist p eine Primzahl von der Form 4m +1,
dann gilt

+p ist quadratischer Rest aller Primzahlen,
welche quadratische Reste von p sind;

+p ist Nichtrest aller Primzahlen, welche
Nichtreste von p sind.

Ist ¢ eine Primzahl von der Form 4m +3,
dann gilt:

—gq ist quadratischer Rest aller Primzahlen,
welche quadratische Reste von. g sind;

—gq ist Nichtrest aller Primzahlen, welche
Nichtreste von ¢ sind. Zusammen mit den
Satzen A und F bekommt man aus diesem
Satz auch eine Ubersicht dariiber, von wel-
chen Primzahlen —p bzw. +g quadratische
Reste sind.

Damit hat man dann (wie schon erwahnt)

eine Antwort auf das eingangs gestellte Um-
kehrproblem.

Warum der Satz als Reziprozitatsgesetz be-
zeichnet wird, erkennt man gut aus der fol-
genden Formulierung, die man mittels Satz A
unmittelbar aus Sarz N bekommt:

Es seien k und / Primzahlen.

Hat eine dieser Primzahlen die Form 4m +1,
so gilt 1Rk genau dann, wenn kR/. Sind k, /
beide von der Form 4m + 3, so gilt /Rk genau
dann, wenn kNI.

5. Weil sich iiberhaupt fast alles, was iiber
quadratische Reste ausgesagt werden kann,
auf diesen Satz stiitzt, gab Gauf ihm die Be-
zeichnung ,,Fundamentaltheorem‘‘. Die Be-
zeichnung ,,Quadratisches Reziprozititsge-
setz** stammt von Legendre.

Das Gesetz-ist zuerst von Euler entdeckt
worden (was erst 1875 von Kronecker be-
merkt wurde). Es ist in Abhandlungen aus
den Jahren 1744 bis 1746 im Wesentlichen
enthalten und in vollendeter Form in einer
Arbeit, di¢ Euler 1783 in Petersburg publi-
ziert hat. Spiter wurde es von Legendre er-
neut ermittelt und von ihm, jedoch nicht voll-
stindig, bewiesen (1785 und 1798 in Paris
publiziert). )

Den ersten vollstindigen Beweis gab 1796 der
18jahrige Gauf (1801 in den ,,Disquisitiones
arithmeticae“ ver6ffentlicht). Er schreibt dar-
iiber: ,, Auf den Satz kam ich vollig selb-
stindig im Jahre 1795, zu einer Zeit, da ich
mich -in vélliger Unkenntnis iiber- alles be-
fand, was in der hoheren Arithmetik bereits
erreicht worden war, und zugleich nicht die
mindesten literarischen Hilfsmittel besaB.
Ein ganzes Jahr qualte mich dieser Satz und
entzog sich den angestrengtesten Bemiihun-
gen, bis ich endlich den ... Beweis er-
langte.*

Gauf hat das Gesetz also 1795 ohne Kenntnis
der Arbeiten von Euler und Legendre ent-
deckt.

Schon der 15- bis i7jdhrige Gauf hatte sich
zahlreiche Zahlentabellen aufgeschrieben und
sich mit rechnerischen Versuchen beschaf-
tigt, die hauptséchlich auf die Teilbarkeit der
Zahlen, auf die Eigenschaften der Primzah-
len, auf die Reste, welche die Potenzen (spe-
ziell also Quadrate) anderer Zahlen durch
Primzahlen geteilt lassen, gerichtet gewesen
sind. Gauf stellte mit groBer Gewandheit und
Ausdauer eine Tabelle auf, die die Primzahlen
von 2 bis 997 als Reste in bezug auf die
Primzahlen von 3 bis 503 als Teiler enthilt.
Hierbei muBte iiber 16000mal untersucht
werden, ob eine Zahl quadratischer Rest oder
Nichtrest war!

Das zahlentheoretische Ergebnis seiner Miihe
war eben die Erkenntnis seines ,,Fundamen-
taltheorems der quadratischen Reste“. Zu-
erst (Anfang des Jahres 1795) bemerkte er
eine GesetzmaBigkeit fiir den quadratischen
Charakter von —1:

—1 ist quadratischer Rest von allen Prim-



zahlen der Form 4m + 1, und Nichtrest von
allen Primzahlen der Form 4m +3.

Er suchte die tieferen Griinde fiir dieses Ver-
halten und fand aus diesen bald den Beweis.
Bereits im Mirz 1795 entdeckte er aus seinem
numerischen Beobachtungsmaterial, aus den
Zahlentabellen, induktiv auch das Quadrati-
sche Reziprozitdtsgesetz.

,,DaB Gauf sich zu Beginn seiner Forscher-
tatigkeit mit umfangreichen Zahlenrechnun-
gen beschiftigte, ist nicht verwunderlich. Die
Mathematiker der damaligen Zeit waren viel-
fach Empiriker; sie ermittelten neue Sitze
und Eigenschaften von Zahlen und Funktio-
nen vorwiegend durch  Induktion.*
(P. Maennchen: GauBl als Zahlenrechner,
GauB-Werke X, 2. Abh. 6.)

Gaufl schreibt: ,,Das Fundamentaltheorem
iber die quadratischen Reste, welches zu den
schdnsten Wahrheiten der hdheren Arithme-
tik zu rechnen ist, wurde durch Induktion
entdeckt, allein sein Beweis war auBerordent-
lich schwierig.

In diesem Zweige der Mathematik geschieht
es haufig, daB sich dem Forscher einfache
Wahrheiten durch Induktion von selbst auf-
dringen, daB aber ihre Beweise sehr tief ver-
steckt sind und erst nach vielen vergeblichen
Versuchen, auf einem ganz anderen Wege als
man sie vermutete, ans Licht gezogen werden
konnen. Ferner geschieht es nicht selten, daB,
wenn erst ein Weg aufgefunden ist, sich dann
mehrere 6ffnen, die zu demselben Ziele fiih-
ren; einige kiirzer und direEter, andere gewis-
sermaBen von der Seite her und aus so ver-
schiedenen Prinzipien entspringend, daB man
kaum eine Verbindung zwischen ihnen und
der vorgelegten Frage vermutet haben wiirde.
Dieser merkwiirdige Zusammenhang zwi-
schen versteckten Wahrheiten leiht solchen
Betrachtungen nicht nur einen eigentiimli-
chen Reiz, sondern verdient auch deshalb
eifrig durchforscht und ergriindet zu werden,
weil aus ihm nicht selten neue Hilfsmittel
oder Bereicherungen der Wissenschaft selbst
flieBen.*

Am 8. April 1796 fand Gauf seinen ersten
Beweis des Fundamentaltheorems der quadra-
tischen Reste. Er beruht auf der Methode der
vollstandigen Induktion und operiert vollig
innerhalb der Begriffsbildungen der Theorie
der quadratischen Reste. )

Gauf gab noch sechs weitere Beweise des
Gesetzes, die auf sehr verschiedenen Grund-
lagen (quadratische Formen, héhere Kon-
gruenzen, GauBsches Lemma, Kreisteilung)
beruhen. Seitdem sind nahezu hundert an-
dere Beweise von Mathematikern wie Cauchy,
Jacobi, Eisenstein, Kummer, Zolotareff, Kron-
ecker, Dedekind, Hilbert u. a. gegeben wor-
den. Es handelt sich (nach Hasse) meistens
nur um Varianten der Gauflschen Beweise.
Es sei bemerkt, daB das Quadratische Rezi-
prozitdtsgesetz ein wesentliches Bindeglied
zwischen elementarer und algebraischer Zah-
lentheorie darstellt. Die Beschiftigung mit

den entsprechenden Fragestellungen ist rich-
tungsgebend bis in die heutige Zeit gewesen.
Zunichst lag die Frage nahe, ob nicht auch
dhnliche GesetzmaBigkeiten bestehen, wenn
man statt der quadratischen Reste die n-ten
Potenzreste fiir Exponenten »>2 nimmt
(statt Quadratzahlen x2 betrachtet man r-te
Potenzen x"). Es zeigt sich, da man fiir die
Verallgemeinerung des Quadratischen Rezi-
prozititsgesetzes auf die n-ten Potenzreste
nicht nur die Zahlentheorie der ganzen und
rationalen Zahlen bendtigte, sondern allge-
meiner eine Arithmetik der algebraischen
Zahlen. Es entstand eine arithmetische Theo-
rie der sogenannten aigebraischen Zahlkor-
per. Die Grundlagen der sog. Abeélschen
algebraischen Zahlkérper (Klassenkérper-
theorie) wurden um 1930 mit dem von 7Ta-
kagi, Furtwdngler und Artin bewiesenen all-
gemeinen Reziprozititsgesetz (das Quadra-
tische Reziprozitdtsgesetz ist ein Spezialfall
dieses allgemeinen Gesetzes) abgeschlossen.
Die Theorie wurde von Hasse, Chevalley,
Safarevic, Serre, Tate u. v. a. ausgebaut.

Gegenwirtig stehen die nichtabelschien Zahl-
korper im Brennpunkt der Forschung der

algebraischen Zahlentheorie. Ziel ist ein Re-
ziprozitatsgesetz fiir diese Zahlkorper.
6. Wir geben nun noch einige Ergebnisse der
elementaren Zahlentheorie an, bei deren Be-
weis das Quadratische Reziprozititsgesetz
benutzt wird.
(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen der
Form 10k — 1, wobei & eine natiirliche Zahl
ist. Mit anderen Worten, es gibt unendlich
viele Primzahlen, deren letzte Ziffer 9 ist.
(2) Jede Primzahl p der Form 6m +1 ist in
der Form

p=3x2+y?
mit natiirlichen Zahlen x, y darstellbar.
(Beispiele: 7=3-12+22, 13=3-22+]2,
19=3-12+42, 31=3-32+22 37=3-22
+52, 43=3-32+42, 61=3-22+4+72, 67
=3-12+8?2)
(3) Eine ganze Zahl a ist eine Quadratzahl
genau dann, wenn aRp fiir jede Primzahl p
ist. .,
(4) Es gibt keine LoOsungen in rationalen
Zahlen der Gleichung

x4—17 = 2p2 (Reichardt-Gleichung).

H. Pieper

Ein eigentiimlicher Zauber umgibt
das Erkennen von MaB und Harmonie

im anscheinend Reglosen.

Die Wissenschaft soll die Freundin

der Praxis sein, aber nicht ihre Sklavin.
C. F. GauB

Du, Natur, bist meine Gottheit.

Deinen Gesetzen diene ich. C.F. ¢

GauB auf der Terasse der Sternwarte in
Géttingen

Ich habe die Unart, ein lebhaftes

Interesse bei mathematischen Gegenstiinden
nur dann zu nehmen, wo ich sinnreiche
Ideenverbindungen und durch Eleganz

oder Allgemeinheit sich empfehlende

Resultate ahnen darf. C. F. GauB

Wenn ich eine Sache ganz ins Klare gebracht

und erschopft habe, so wende ich mich davon
weg, um wieder ins Dunkle zu gehen; so son-
derbar ist der nimmersatte Mensch, hat er ein

Gebiiude vollendet, so ist es nicht, um ruhig
wohnen, sondern ein anderes anzu-
rauf’

darin zu

fangen. E.F
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Versuche mit 10 Miinzen

Wenn _du eine Miinze wirfst, gibt es zwei
Maoglichkeiten :
Kopf oder Zahl

Bild 1

Nun wirf einmal 10 Miinzen! Stelle fest, bei
wievielen der Kopfl und bei wievielen die
Zahl oben liegt! Zeigt die eine Halfte Kopf,
die andere Zahl? Sind alle gleich? Vielleicht
zwei das eine und acht das andere oder vier
das andere und sechs das eine? Oder ist es
irgendwie anders? Schreib es auf, wie viele
zeigen Kopf, wie viele Zahl:

Bezeichne diejenige der 4 Zeichnungen im
nichsten Bild, die deiner Meinung nach das
wahrscheinlichste Ergebnis zeigt, mit 1, die
anderen mit 2, 3 oder 4, je nachdem du sie
fiir weniger wahrscheinlich haltst!

Die Zeichnungen zeigen:

5 Kopf, 5 Zahl

1
i 2 Kopf, 8 Zahl

Bild 3

Im Text haben wir aber folgende Fille er-
wihnt: Bild 4

Es ist also nicht wichtig, was viermal auftritt
(Kopf oder Zahl), sondern daB das eine vier-
mal, das andere aber sechsmal vorkommt. Ist
dieser Fall deiner Meinung nach wahrschein-
licher, als daB sowohl fiinfmal Kopf als auch
fiinfmal Zahl oben liegt?

Welcher Fall kdme am haufigsten vor, wenn
du die Miinzen sehr oft wiirfest? Wenn du
Geduld hast, kannst du es versuchen. Aber
wenn du die Miinzen nicht oft genug wirfst,
kannst du ein anderes Resultat erhalten, als
wenn sie sehr oft geworfen werden. Wie kann
man feststellen, was nach vielen Wiirfen zu
erwarten ist? ’

Mit Wahrscheinlichkeitsrechnung!

Wenige Versuche ergeben manchmal ganz
andere Ergebnisse als die Rechnung. Bei
vielen Versuchen kommt man aber ziemlich
genau auf das gleiche Resultat. Vor den Ver-
suchen lohnt es sich immer, dariiber nach-
zudenken, was wir erwarten, nach den Ver-
suchen aber dariiber, ob wir erhalten haben,
was wir erwarteten, oder etwas anderes, ob
unser Ergebnis gesetzmiBig ist oder nur ein
auBerordentlicher Zufall. Wie kénnen wir
begriinden, was wir mehr erwarten und was
weniger?

1. Aufgabe

Wie oft kommen deiner Meinung nach die
erwdhnten Falle vor, wenn du 10 Miinzen
wirfst? Trage in die folgende Tabelle auch
ein, welche Fille noch méglich wiren und
wie oft diese Fille deiner Meinung nach vor-
kommen konnten! (Schreibe diese Schitzun-
gen unter das Wort ,,Geraten**!) Mache dann
Versuche mit 20 Wiirfen, und schreibe die Er-
gebnisse unter das Wort ,,Versuche**!

20 | 20 |

Bild 5

Wenn du derartige Versuche machst, lohnt
es sich, die Ergebnisse in dieser Weise zu no-
tieren: Zuerst schreibst du auf, welche Fille
moglich sind, dann fiihrst du die Versuche
aus. Du stelist jedesmal fest, welcher Fall
aufgetreten ist und machst dann einen Strich
neben diesen Fall in der Strichliste.

r

Zur Halft

e Kopf, zur Hilf!
‘

(also fiinfmal Kopf und f

Wir haben zwanzigmal geworfen.

Sechsmal davon erhielten wir Smal Kopf und
S5mal Zahl. Siebenmal trat 4mal das eine und
6mal das andere auf. Viermal lag 3mal das
eine und 7mal das andere oben. Einmal kam
2mal das eine und 8mal das andere vor. Zwei-
mal war lmal das eine und 9mal das andere
vertreten, und nicht einmal waren alle 10

gleich.

Das haben wir z. B. so notiert:
Sund 5 >und 5
4und 6 4und 6
3und 7 3 und '7
2und 8 2und 8
lund 9 lund 9
Ound 10 Ound 10
Bild 6 Bild 7

Streichen wir vier Striche mit dem fiinften
schrig durch, so fillt es uns am Ende leich-
ter, die Striche zu addieren. (Bild 7)

Bei diesen Versuchen kénnen wir 6 Fille un-
terscheiden.

2. Aufgabe

Wieviel verschiedene Fille gibt es, wenn wir
Fille wie z. B. viermal Zahl und sechsmal
Kopf und sechsmal Zahl und viermal Kopf
gesondert behandeln? Schreibe auf, was fiir
Fille du gefunden hast!

Das macht insgesamt . .. Fille.

Die richtige Losung findest du in einer spa-
teren Aufgabe.

Noch mehr Fille treten auf, wenn man auch
beriicksichtigt, auf welcher von den Miinzen
der Kopf und auf welcher die Zahl oben liegt.
Das ist natiirlich schwer festzustellen, wenn
die Miinzen nicht klar voneinander unter-
scheidbar sind. Du kannst aber einfach unter-
schiedliche Geldstiicke verwenden, die sich
voneinander klar unterscheiden (Miinzen zu
1, 5, 10, 20 und 50 Pfennigen und zu 1, 2, §,
10 und 20 Mark; statt so wertvoller Miinzen
nimm aber lieber iltere, ungiiltige Geld-
stiicke oder Spielgeld).

Was meinst du, wieviel verschiedene Fille
konnen nun auftreten? Du brauchst es nicht
zu beantworten. Es gibt mehr als 1000 (ge-
nau 1024) unterschiedliche Fille. Die Er-
gebnisse der Versuche, mit denen wir uns nun
beschiftigen wollen, lassen sich von denen,
die diese vielen Fille gut tiberblicken. am
besten schitzen.

3. Aufgabe

Auf der Grundlage der Resultate bei 20 Wiir-
fen konnen wir einschitzen, wie oft diese
Fille ungefahr bei 10 oder 100 Wiirfen vor-
kommen konnen. (Wie gro8 ist die Haufig-
keit bei 10 oder 100 Wiirfen?)

Trage deine Schitzung in'die folgende Tabelle
ein! (Bild 8)

Sieh dir nun einmal diese Schitzung an!
(Bild 9)

Die Haufigkeit der 6 Fille bei 10 oder



Falle: |Sund5 |4und6{3und7 ]2und 8 |1 und 9 [Ou. 10
Haufigkeit bei 20 Wiirfen 6 7 4 1 2 0
Haufigkeit bei 10 Wiirfen
Haufigkeit bei 100 Wiirfen
Bild 8
Fille: |5und5{4und6|3und7|2und8 |l und9 |Qu.10
Haufigkeit bei 20 Wiirfen 6 7 4 1 2 0
Haufigkeit bei 10 Wiirfen 3 |3oder4 2 10 oder 1 1 0
Haufigkeit bei 100 Wiirfen 30 35 20 5 10 0
Bild 9
Fille: |Sund 5 [4und 6 {3und7 [2und 8 {1und 9 |0 u. 10
Mit diesem Ante;il an der 3 7
Gesamtzahl der Wiirfe 10 20
traten die Falle auf
Bild 10 '
Fiélle: | Sund 5{4und6|3und 7| 2und 8] 1 und 9 10
Bei 20 Wiirfen etwa 5 8 5 2 0 0
Bild 11
N DRt B L o N B B B ol el Il
I 2| &l ald|la|e]llf|e|d]|2]|Es
Schitzung 20
Versuch 20
Bild 12
Fille: { 5und 5| 4und 6| 3und 7} 2und 8} 1 und 9| O u. 10
Mit diesem Anteil an der 0,3 0,35 0,2 0,05 0,1 0
Gesamt.zahluder Wiirfe {
traten die Fille auf .1% 526 é. % o 0
30% | 35% | 20% | 5% | 10% | 0%
Bild 13
Fille: 0u.1q1u.9]2u.8{3u.7| 4u.6|5u.5/6u.4[7u.3{8u.2{9u.1{10u.0
Zu erwarten ist 0 0 | 2,5 4 5 4 |25 1 0 0J

Bild 14

100 Wiirfen haben wir auf der Grundlage
der Haufigkeit bei 20 Wiirfen ausgerechnet.
Finfmal Kopf und fiinfmal Zahl kam bei
20 Wiirfen z. B. sechsmal, d. h. in einem Ver-
hiltnis von 3/10 zur Gesamtanzahl der
Wiirfe vor. Als wir nun einschitzen wollten,
wie oft bei 10 oder 100 Wiirfen der Fall ,,zur
Halfte Kopf, zur Hilfte Zahl* auftreten
konnte, haben wir uns gesagt, daB dieser
Fall sicher immer in einem Verhiltnis von
3/10 zur Gesamtanzahl der Wiirfe auftreten
wird, gleichgiiltig, wie oft wir werfen.

Rechne aus und trage in die Tabelle ein,

welchen Anteil der gesamten Wiirfe die ande-
ren Fille ausmachen! (Bild 10)

(Anstatt 3/10 kannst du auch 0,3 oder
30/100 oder 30 schreiben.)

Probiere die Schatzung nun einmal aus! Wirl
10 Miinzen, dann noch einmal! Deine Ergeb-
nisse stimmen mit der Schitzung nicht immer
iberein, nicht wahr? Das ist kein Wunder.
Die Versuche einzelner Versuchsserien kén-
nen recht unterschiedlich sein. Sehr groBe
Unterschiede sind aber selten. Die Mehrzahl
der Versuche fiihrt zu ziemlich gleichlauten-
den Resultaten. Es ist auszurechnen ~ wir

koénnen es aber noch nicht —, ob in der Mehr-
hl der Versuche mit 20 Wiirfen ungefahr

die gleiche oder eine nicht sehr abweichende

Verteilung zu erwarten ist. (Bild 11)

4. Aufgabe

Wenn wir den Fall 4 und 6 (viermal Kopf,
sechsmal Zahl) vom Fall 6 und 4 (sechsmal
Kopf, viermal Zahl) unterscheiden, welcher
von beiden Fillen tritt dann haufiger auf?

5. Aufgabe

Wenn wir 11 Fille voneinander unterschei-
den(0und 10,1und 9,2 und8, ..., 10und 0),
~wie oft kommen diese dann bei 20 Wiirfen
vor? Trage deine Schitzungen in die folgende
Tabelle ein, fiihre Versuche durch, und no-
tiere auch deren Ergebnisse! (Bild 12)

6. Aufgabe

Wenn man 20mal jeweils 10 Miinzen wirft,
erhilt man 200 Ergebnisse (Kopf oder Zahl).
Wie oft tritt bei dieser Wurfserie insgesamt
jeweils Kopf oder Zahl auf? (Berechne das
auf Grund deiner Notizen!)

Wenn du die Versuchsserie sehr oft, bei-
spielsweise hundertmal wiederholst, was
meinst du, wie oft der Fall vorkommen wird,
daB unter den 200 Ergebnissen genau die
Hilfte Kopf, die andere Halfte Zahl ist? Wie
oft wird die Anzahl von ,,Kopf* sowohl als
auch die Anzahl von ,,Zahl‘‘ zwischen 90 und
110 liegen? Wie oft wird der Fall eintreten,
daB das eine 80mal oder seltener auftritt
(dann muB das andere natiirlich 120mal oder
hiufiger vorkommen)?

Es wiirde fiir einen Menschen schon zu lange
dauern, diese Versuche durchzufiihren. Die
Rechnung ist auch nicht einfach. Deshalb
kann man das Ergebnis nur schitzen. Wenn
du die Losungen studierst, kannst du kon-
trollieren, wie weit deine Schitzungen an die
zu erwartenden Werte herankamen. (Das sind
Werte, denen sich der Durchschnijtt vieler
Versuche ndhert.)

7. Aufgabe

Du weiBt nun schon, daB beim gleichzeitigen
Wurf von 10 Miinzen der Fall ,,5 und 5%
wahrscheinlicher ist als der von ,,4 und 6
oder ,,6 und 4* einzeln betrachtet, aber we-
niger wahrscheinlich, als da von einem 6,
vom anderen 4 auftreten (ohne daB festge-
legt wird, von welchem dies und von welchem
das). Ist das auch dann wahr, wenn du die
10 Miinzen nicht gleichzeitig wirfst, sondern
eine nach der anderen?

Auch dann, wenn du nicht 10 Miinzen, son-
dern nur eine, diese aber zehnmal nach-
einander wirfst? (Wenn du nicht sicher bist,
50 probiere es ein paarmal aus!)
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XVI. Olympiade
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Aufgaben der Bezirksolympiade

(5./6. Februar 1977)
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Klassenstufe 7

1. Von zwolf Médchen einer 7. Klasse ist be-
kannt, daB alle im selben Jahr, aber keine zwei
im gleichen Monat geboren sind. Multipli-
ziert man jeweils die Zahl, die den Tag des
Geburtsdatums angibt, mit der Zahl, die den
Monat des Geburtsdatums angibt, so erhilt
man fir die zwolf Madchen die folgenden
Produkte:

Astrid 49, Beate 3, Christina 52, Doris 130,
Evelyn 187, Friederike 300, Gudrun 14, Heike
42, Ines 81, Kerstin 135, Liane 128 und
Martina 153.

Ermittle aus diesen Angaben den Geburtstag
von jeder der zwdlf Schiilerinnen!

2. Beweise den folgenden Satz:

In jedem Dreieck ist die Lange jeder Seiten-
halbierenden kieiner als der halbe Umfang des
Dreiecks.

3. Unter ,,Primzahldrillingen® wollen wir drei
Primzahlen verstehen, die sich in der Form p,
p+2, p+4 darstellen lassen. Beweise, daB es
genau eine Zahl p gibt, fiir die p, p+2, p+4
»~Primzahldrillinge” sind, und ermittle diese!

4.Im Rahmen der Hans-Beimler-Wettkampfe
an der Schule beteiligte sich Fritz am Ent-
fernungsschitzen.

a) Bei seinem Schétzwert von 350 Metern er-
fahrt er, daB dieser zu klein war, und zwar um
genau 12,59 der wahren Entfernung. Er-
mittle die wahre Entfernung!

b) Wie groB wiire die wahre Entlernung,
wenn der Schitzwert von Fritz zu groB ge-
wesen wire, und zwar um genau 12,59 der
wahren Entfernung?

5. Ermittle alle Paare (x; y) natiirlicher Zah-
len, fiir die die Gleichung 2x+ 3y =27 erfiillt
ist!

6. Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB || DC
aus a=9,lcm, b=63cm, ¢c=67cm und
d=50cm.

Dabei sei a die Linge der Seite AB, b die der
Seite BC, ¢ die der Seite CD und d die der
Seite AD. Beschreibe und begriinde deine
Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein
Trapez bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!
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Klassenstufe 8

1. Uwe hatte zum Einkauf genau 41 Mark bei
sich, ausnahmslos in giiltigen Miinzen der
DDR. Darunter befand sich keine Miinze mit
einem geringeren Wert als | Mark. Bei seinem
Einkauf hatte Uwe nun genau 31 Mark zu be-
zahlen. Dabei stelllte er fest, daB er diese
Summe nicht ,passend“ hatte, also nicht
ohne zu wechseln bezahlen konnte.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche
Anzahlen der Miinzen einer jeden Sorte (zu
1M, 2M, SM, 10 M bzw. 20 M) Uwe hier-
nach bei sich haben konnte!

2. Einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r sei ein Trapez ABCD mit
AB | CD derart umbeschrieben, daB alle
Trapezseiten den Kreis beriihren.

Beweise, daBl dann £ BMC =90° ist!
(¥ ABC bezeichnet die Grofle des Winkels
¥ ABC.)

3. In einem allseitig geschlossenen quader-
formigen Glaskasten befinden sich genau
600 cm® Wasser. Legt man den Kasten nach-
einander mit einer seiner AuBenflichen auf
eine horizontale Ebene, so betrigt die Wasser-
hohe im Kasten einmal 2 cm, einmal 3 cm
bzw. 4 cm.

Ermittle diejenigen Werte fiir das Fassungs-
vermogen des Kastens, die diesen Aufgaben
entsprechen ! T

4. Fritz behauptet: Zwei zweistellige Zahlen,
die durch Vertauschen der Ziffern auseinan-
der hervorgehen (z. B. 72 und 27), kann man
nach der folgenden Vorschrift miteinander
multiplizieren, die am Beispiel der beiden ge-
nannten Zahlen dargelegt werden soll:
(1) Man berechnet das Produkt der beiden
Ziffern 7-2=14
(2) Man schreibt die erhaltene Zahl zweimal
hintereinander auf. (Hinweis: War die in
(1) erhaltene Zahl einstellig, so schreibt
man zwischen die beiden Zahlen noch eine
Ziffer Null.) 1414
(3) Man addiert die Quadratzahlen der beiden
Ziffern 49+4=53
(4) Man hingt an das Ergebnis eine Null an
530
(5) Man addiert die Ergebnisse der Rechen-
schritte (2) und (4) und erhilt damit das
gesuchte Produkt. 1414+ 530=1944

Beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

5. Gegeben sei ein spitzer Winkel; sein Schei-
tel sei der Punkt S, seine Schenkel seien die
Strahlen a, b; seine Winkelhalbierende sei der
Strahl w. Gegeben sei ferner ein auf w ge-
legener Punkt P+S.

Konstruiere einen Kreis k, der a und b be-
rithrt und durch P geht! Beschreibe und be-
griinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob
durch die genannten Bedingungen ein Kreis
eindeutig bestimmt ist!

6. Gegeben seien eine Linge r und eine Linge
a<2r. Auf einem Kreis k mit dem Radius r
seien A und B zwei Punkte, deren Abstand a
betriigt. Weiterhin seien mit P, und P, zwei
solche Punkte von k bezeichnet, die auf ver-
schiedenen Seiten der Geraden durch 4 und
B liegen.

a) Gesucht sind unter allen diesen Punkten
P,, P, solche, fiir die der Flicheninhalt des
Vierecks AP;BP, am groBten ist. Beweise,
daB es solche Punkte gibt, und ermittle ihre
Lage auf k!

b) Ermittle den so entstehenden groBtmog-
lichen Flicheninhalt unter allen Vierecken
AP,BP,!

Klassenstufe 9

1. Ein dem Einheitskreis einbeschriebenes
n-Eck habe die Eigenschaft, daB es bei einer
Drehung um 180° um den Mittelpunkt des
Einheitskreises in sich iibergent. Auf der Peri-
pherie des Einheitskreises sei irgendein Punkt
P gegeben.

Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen
aus der gegebenen Zahl n die SuNme s der
Quadrate der Abstinde des Punktes P zu
allen Punkten des n-Ecks!

2. Man beweise folgenden Satz:

Sind a und b positive reelle Zahlen, fiir die
ab=1 gilt, dann gilt (a+ ) {(b+1)<4. *)
Untersuchen Sie ferner, in weichen Fillen in
(*) das Gleichheitszeichen gilt.

3. Wie betrachten die Menge aller Tetraeder,

fiir die folgendes gilt:

(1) Eine der Flichen des Tetraeders ist die
Flache eines gleichseitigen Dreiecks.

(2) Von den Kanten des Tetraeders haben drei
die (gegebene) Linge a und drei die Lange
4/2.

a) Zeigen Sie, daB zwei zueinander nicht

kongruente Tetraeder existieren, die dieser

Menge angehoren!

b) Geben Sie fiir jedes dieser beiden Tetraeder

den Oberf{ldcheninhalt an!

4. Beweisen Sie, daB fiir keine Primzahl p+3
und fiir keine natiirliche Zahl n>1 die Zahl
(3n—1)p? + 1 Primzahl ist.

5. Es sei AABC ein beliebiges Dreieck. Von
allen Geraden, die die Fliche des Dreiecks
ABC in zwei Teilflachen zerlegen, seien die-



jenigen Geraden ausgewihlt, die zwei zuein-
ander inhaltsgleiche Teilflichen erzeugen.
Untersuchen Sie, ob es einen Punkt P gibt,
durch den alle diese Geraden gehen.

6. Zwei Holzleisten sind so aneinander ge-
leimt, daB sie einen rechten Winkel bilden.
In diesen rechten Winkel ist eine kreisformige
Pappscheibe P gelegt, die beide Schenkel des
rechten Winkels beriihrt; der Radius R dieser
Scheibe ist bekannt (siche Bild). In den durch
Schraffur gekennzeichneten Teilen zwischen
dem rechten Winkel und der Pappscheibe P
soll eine weitere Pappscheibe gelegt werden,
die die Schenkel des rechten Winkels und die
Scheibe P beriihrt.

a) Man zeige: Es gibt genau einen Punkt fir
die Lage des Mittelpunktes der zweiten Papp-
scheibe.
b) :‘Man ermittle den Radius dieser Papp-
scheibe.

Klassenstufe 10

1. In einem Trapez ABCD mit AB|| CD und
AB>CD sei a die Linge der Seiten BC, CD
und DA. Um die Eckpunkte seien Kreise mit
gleichem Radius so gezeichnet, dal

der Kreis um 4 die Seite AB in H und die
Seite AD in E, der Kreis um B die Seite AB
in I und die Seite BC in F, der Kreis um C
die Seite BC in F und die Seite CD in G und
der Kreis um D die Seite CD in G und die
Seite AD in E schneide.

Der iiber HI errichtete Halbkreis beriihre die
um C und D gezeichneten Kreise von auBlen
in den Punkten N und P.

Ermitteln Sie die Lange der Seite AB!

2. Von einer gleichung

x*+3a3x3+ax* +a;x+ao=0 werde vor-
ausgesetzt, daB alle Koeffizienten as, a;, a;
und a, ganze Zahlen sind. Beweisen Sie, daBl
dann [olgender Satz gilt:

Wenn eine rationale Zahl x eine L5sung die-
ser Gleichung ist, so ist x eine ganze Zahl.

3. Bei dem folgenden Kryptogramm sollen
die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt wer-
den, daB
INES
+JENS
+AMES
NAMEN
eine richtig geloste Additionsaufgabe ent-
steht. Dabei sollen gleiche Buchstaben durch

gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben
durch verschiedene Ziffern ersetzt werden.

a) Zeigen Sie, daB es im dekadischen Zahlen-
system keine Losung der Aufgabe gibt!

b) Zeigen Sie, daB die Aufgabe im System mit
der Basis 8 eine Losung hat, und geben Sie
alle Losungen in diesem System an!
Hinweis: Sind aq, ay, a3, ..., a, ganze Zahlen
mit 0<a<7 (i=0...n) und a,>0, so be-
zeichnet man durch Hintereinanderschreiben
Qn...a2a189 im System mit der Basis 8 die
Zahl

2=, 8"+...+a; 8% +a, 8" 4+a, 8. Zur
Unterscheidung von der Zahl mit denselben
Ziffern im dekadischen Zahlensystem kann
man die Zahl z auch mit z=[a,...a2a1a0]s
bezeichnen.

4. Beweisen Sie, da

1 1 1
lg(l+T)+lg(1+§)+lg(1+§)+...
1
——}=2 gilt!
+lg(1 99) 2 gilt!

5. Fiir ein gerades Prisma und eine gerade
Pyramide seien folgende Voraussetzungen
zugrunde gelegt: Beide Korper haben die-
selbe Grundfliche; diese ist ein gleichseitiges
Dreieck mit gegebener Seitenlinge a. Die
Spitze der Pyramide liegt in der Deckfliche
des Prismas.

Man ermittle diejenigen Werte fiir die (ge-
meinsame) Hohenldnge h des Prismas (und
der Pyramide), fiir die unter den zugrunde
gelegten Voraussetzungen der Mantel des
Prismas den gleichen Flicheninhalt wie der
Mantel der Pyramide hat.

6. Konstruieren Sie ein Drachenviereck
ABCD mit AD=CD, AB=CB aus a+b
=12cm, f=9cm und f+6=172°!

Dabei seien a die Lange der Seite AB, b die
Lénge der Seite 4D, f die Linge der Diago-
nalen BD, B die GroBe des Winkels ¥ CBA
und ¢ die GroBe des Winkels < ADC.
Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion!

Untersuchen Sie, ob ein solches Drachenvier-
eck existiert und beweisen Sie, daB alle
Drachenvierecke, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigen, zueinander kongruent sind!

Klassenstufe 11/12

1. Man gebe alle Paare (x, y) reeller Zahlen
an, [ur die

xZ+y=2
und  y?+x=2gilt.

Y]
@

2. In einen geraden Kreiskegel mit dem Ra-
dius r und der Héhenlédnge k seien Kugeln so
einbeschrieben, daB die erste Kugel die
Grundfliche und die Mantelfliche des Ke-
gels, jede folgende Kugel die vorhergehende
Kugel von auBen und die Mantelfliche des
Kegels beriihrt, wobei samtliche K ugelmittel-
punkte auf der Kegelachse liegen.

Gesucht ist eine formelmiBige Ermittlung des
Radius r, der n-ten Kugel aus den gegebenen
Lingen r und h
Man weise insbesondere nach, daB die Folge
(r») eine geometrische Folge mit dem Quo-
Penten

h—2r¢

h

ist.

3. Es sei eine Menge von endlich vielen roten
und griinen Punkten gegeben, von denen
einige durch Strecken verbunden sind. Ein
Punkt dieser Menge heiBe ,auBergewdhn-
lich“, wenn mehr als die Hilfte der von ihm
ausgehenden Verbindungsstrecken in Punk-
ten enden, die eine andere Farbe als er ha-
ben.

Wenn es in der gegebenen Punktmenge auBer-
gewohnliche Punkte gibt, so wihle man einen
beliebigen aus und firbe ihn in die andere
Farbe um. Falls in der entstandenen Menge
auflergewohnliche Punkte existieren, werde
das Verfahren fortgesetzt.

Man beweise: Fiir jede Menge der beschrie-
benen Art und. fiir jede Mdglichkeit, jeweils
auBergewohnliche Punkte zum Umfirben
auszuwihlen, entsteht nach endlich vielen
solchen Umférbungen eine Menge, die keinen
auBergew6hnlichen Punkt enthilt.

4; a) Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen
x, y, z mit x + y + z=m die Ungleichung

3 .
cos2x+cos2y—cos2z §§, gilt. (1)

b) Es sind diejenigen Werte von x, y, z zu
ermitteln, [ir dPe in (1) das Gleichheitszeichen
gilt.

5. In einer Ebene sei eine Menge von endlich
vielen Punkten, die nicht alle auf ein und
derselben Geraden liegen, so gegeben, daB
der Flicheninhalt jedes Dreiecks, das drei
dieser Punkte als Eckpunkte hat, nicht groBer
als 1 ist.

Man beweise, daB fiir jede derartige Menge
eine Dreiecksfldche (einschlieBlich ihres Ran-
des verstanden) existiert, deren Flacheninhait
nicht gréBer als 4 ist und die die gegebene
Menge enthilt.

Von den folgenden Aufgaben 6A und 6B ist
genau eine auszuwihlen und zu 16sen:

n
2
werde in einem ebenen rechtwinkligen kar-
tesischen Koordinatensystem der Kreis durch
die Punkte P (0, 1), Q (x; cosx) und R
(—x; cos({—x)) gelegt.

a) Man gebe eine Funktion f so an, dal fir
jede dieser Zahlen x der genannte Kreis den
Radius r=f(x) hat.

b) Man berechne lim f(x), falls dieser Grenz-

x=o0

6A. Fiir jede reelle Zahl x mit 0<x=<

wert existiert.
¢) Man ermittle den Wertebereich der Funk-
tion f mit der Menge aller Zahlen x, fiir die

0<x gg gilt, als Definitionsbereich.
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6B. Es sei M eine Menge, fiir die [olgendes

gilt:

(1) Jedem geordneten Paar (g, b) von Elemen-
ten aus M ist genau ein Element aus M
zugeordnet, das mit gob bezeichnet sei.

(2) Zu jedem beM und jedem ceM gibt es
genau ein xe M so, daB xeb=c gilt; dieses

. c .
Element x werde mit x =3 bezeichnet.

Unter diesen Voraussetzungen beweise man
olgende Aussage:
Wenn fiir alle aeM, beM, ceM, d eM die Be-
ziehung
(a=b)e(cod)=(acc)o(bod)
gilt, dann gilt fiir alle pe M, ge M, reM,seM
die Beziehung
r\ (p

r

< .
() G
Zum Titelbild

Der im Bild dargestellte und in seine hori-
zontalen und vertikalen Zahlenquadrate zer-
legte magische Wiirfel mit n=4 ist ein rdum-
liches System natiirlicher Zahlen, deren Sum-
me jeder Zeile, Spalte, Quadrat und Wiirfel-
diagonale den gleichen Wert hat.

Mittels Zerlegung der »n3 Glieder der dem
magischen Wiirfel zugrunde gelegten arith-
metischen Folge, mit einer konstanten Diffe-
renz von d=1, in Grundzahl, Additionszahl
und Quadratzahl kénnen, wenn n/2 eine ge-
rade oder ungerade Zahl ist, magische Wiirfel
in beliebiger GroBe gebildet werden.

Wird die Zahl der Glieder einer Folge von
n3 auf n* erweitert, dann lassen sich bei
Anwendung mathematisch fundierter Ord-
nungssysteme n magische Wiirfel bilden, die
insgesamt den Bedingungen einer magischen
Zahlenformation geniigen. Also, alle n Wiir-
fel haben gleiche Sumrmen.

Solchen Erweiterungen sind keinerlei Gren-
zen gesetzt. Derartige Mglichkeiten der Bil-

dung ganzer magischer Zahlenkomplexe kon-

nen bei gezielten Aufgabenstellungen einen
bedeutenden praktischen Wert bei der Or-

ganisierung von Verlade- und Sortierprozes-

praktische Bedeutung der

glichkeit

1lenfolgen mit unter-
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Losungen

Ma9 1557 Das Viereck 4, 4,434, ist ein
Rhombus, da

AlAz =A2A3 =A3A4=A4A1 ist.
Der Mittelpunkt B dieses Rhombus ist gleich-
zeitig Beriihrungspunkt der Kreise k; und k4.
Ferner gilt

BA,=r, A3A,=2r
und daher nach dem Satz des Pythagoras
J¢:=B—A3=]/4r2 —r2=1/3r? =r[/5.

Ky

ke

Der Flacheninhalt des Rhombus 4, 4,414,
ist daher gleich
Fy=2xr=2%/3.

Da die Winkelsumme eines jeden Vierecks
360° betrigt, lassen sich die Kreissektoren im
Innern des Rhombus zu einer Kreisfliche mit
dem Radius r zusammenfiigen, deren Flichen-
inhalt gleich nr? ist. Der gesuchte Flichen-
inhalt der Figur betrégt daher
F=2r%)/3+4m? —nr? =2r%)/3 + 3nr?

=r*Q2)/3+3m)~ 51,56 cm?.

Ma9 #1558 Bezeichnet man den Dividen-
den mit x, den Divisor mit y und den Quo-
tienten mit z, so gilt

x:y=z,alsox=y-z 8))]
Ferner gilt

x 2 10000000. 2
Weiter gilt

100=<y<999. 3)

Nun steht in der letzten Zeile des Schemas
ein Vielfaches von y, also k - y, und es gilt
8000=<k-y<8999.
Wiire nun k<8, so wire k- y<8-999=7992,
was zu einem Widerspruch fiihrt. Daher ist
die letzte Grundziffer von z gleich 9. Weiter
erhilt man
8000_ 8999
9 9
also  889<y<999. )
In der zweiten Zeile steht eine dreistellige
Zahl, die nur gleich y sein kann, da jedes
andere Viellache von y bereits vierstellig ist.

Die ersten vier Grundziffern von z sind daher
1,0, 0, 1; denn auch in der vierten Zeile des
Schemas steht 1-y. Da, wie oben gezeigt
wurde, die letzte Grundziffer von z gleich 9
ist, gilt fir den Quotienten
z=10019.
Daraus folgt
x _ 10000000
Y=Z="10019
Wegen (4) und (5) ist daher y=999.
Daraus folgt
x=yz=999-10019=10008981.
Das Divisionsschema lautet daher:
10008981 :999=10019
999
1898
999
8991
8991

Ma9 1559 Es sei AABC ein rechtwinkli-
ges Dreieck mit der Hypotenuse AB. Dann
liegt der Mittelpunkt M des Umkreises mit
dem Radius r auf der Hypotenuse, und es gilt
AM=MB=r.

Sind D, E, F die auf den Katheten bzw. der
Hypotenuse gelegenen Beriihrungspunkte des
Inkreises mit den Seiten und sind O der Mit-
telpunkt und ¢ der Radius des Inkreises, so

>998.

gilt  OD=DE=0F=g,
¥0DC= ¥ CEO= xDCE=90°.
c
N\

L TN,

Dabher ist das Viereck ODCE ein Quadrat, und
es gilt
CD=CE=g.
Ferner gilt AE = AF und BD = BF, da die Ab-
schnitte der von einem Punkt an einen Kreis
gelegten Tangenten gleichlang sind. Daraus
folgt fiir die Summe der Langen der Katheten
AC+BC=A4AE+EC+BD+DC
=AF+¢ +BF+¢
=AB+20 =2r +2g,
d. h., die Summe der Lingen der Katheten
ist gleich der Summe der Lingen der Durch-
messer des Umkreises (2r) und des Inkreises
(20), w.z.b.w.

Ma9 w1560 Es sei m mit m=3 eine natiir-
liche Zahl, deren dritte Potenz m? sich in der
Form

m*=p+n3, )
darstellen 148t, wobei p eine Primzahl und n
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist.
Dann gilt m>n und

m®—n=p,
also  (m—n)(m*+mn+n?)=p. 2
Dabei ist

mr+mn+n=9+4+3+1=13. ")

Wire nun m—n> 1, so wire p nicht Primzahl,



was der Voraussetzung widerspricht. Daher
giltm—n=1,d. h,n=m—1, also wegen (2)
p=m*+mim—1)+(m—1)>
=3m>-3m+1. 4
Wir miissen nun nachweisen, da8 es unend-
lich viele natiirliche Zahlen m mit m=13 gibt,
fiir die 3m®—3m+1 nicht Primzahl ist. Das
trifft z. B. fiir jede natiirliche Zahl m zu, die bei
der Division durch 7 den Rest 2 148t, also
von der Form
m=Tk+2 ist,
wobei k eine natiirliche Zahl ist.
Dann gilt ndmlich wegen (4)
p=3(Tk+2)*-3(Tk+2)+1
=3(49k% + 28k +4)—21k—6+1
=7(21k*+9k)+7,
d. h. p ist durch 7 teilbar.
Andererseits gilt wegen (4)
p=3mm—-1)+123-3-2+1
=19>7, W)
p ist also nicht Primzahl im Widerspruch zur
Voraussetzung.
Nun gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen
m® mit m=3 und m=7k+2, also auch un-
endlich verschiedene natiirliche Zahlen z=m3,
die sich nicht in der Form z = p+n? darstellen
lassen, w.z. b.w.
Bemerkung : Wer mit Zahlenkongruenzen ver-
traut ist, kann den SchluB von (4) auf (6)
schneller vollziechen. Wegen (4) folgt ndmlich
fir m=2 (mod 7)
p=3-4-3-241=7=0(mod 7),
also p ist durch 7 teilbar.

Ph9 a4
Gegeben: BE= 5,2mm=0,52 cm
(scheinbarer Monddurchmesser)
AB=57cm (Entfernung
Auge-Lineal)
CD = 3476 km (wahrer
. Monddurchmesser)
Gesucht: (1) AC (Entfernung Erde—-Mond)
(2) Prozentualer Fehler
(1) Nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes
gilt 4B:BE=AC:DC
AB-CD _ 57cm-3476km

BE 0,52cm

O]

©)

AC=

AC=~381023 km
D

E

A B8 iLC
Die Entfernung Erde—Mond betrégt
381023 km.
(2) Der absolute Fehler ergibt sich aus

381023 km — 384400 km = — 3377 km.

Der relative Fehler ergibt sich aus

—3377 km °
334400 km ~0,00878...~0,88%;
Der prozentuale Fehler der hier ermittelten
Entfernung betragt 0,88%;.

Ch9 ®3 Masse der Salzsdure 15gmit0,15g
Chlorwasserstoff (HCI).
7292¢ 22,41
2HCl+Zn—H;+ZnCl,
0,15g Vo

NR:2mol-3646-2-=7292¢,
mol

1 mol-224 L=22,4 1
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
Vo=46,1ml bei 0°C und 760 Torr
Nach der Zustandsgleichung [iir ideale Gase
erhdlt man bei 22°C

_295°K - 46,1 ml

- 273°K
Das Wasserstolfvolumen ist 49,8 ml.

Ma10/12 »1561
[uir die
Jf1(x)=f2(x) gilt, wobei
Silx)=—x+3,
f2(x)=|(x—2)>~5| 20. Dann gilt
filx)=—x+320, als¥ x<3 und
1. entweder (x —2)>—5= —x+3
2.oder —(x—2)*+5=—-x+3
Im 1. Falle folgt aus (5)
x?—4x+4-5=—x+3,
x?-3x—4 =0 W)
Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen x; =4 und x,=—1. Da wegen (4) x<3
gilt, kann hochstens x,= — 1 Lésuné von (1)
sein. Nun gilt
[(=1)=4,f(=1)= (=3 -5]| =4,
also ist x;=—1 tatsichlich Losung von (1).
Im 2. Falle folgt aus (6)
x2—4x4+4—5=x-3
x2—5x+2=0. (8)
Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen

S S,

von denen hichstens x4 Losung von (1) sein
kann. Nun gilt

f.(x‘)=’5+2‘/ﬁ+3=‘/1_;“
_ 2
fz(x¢)=‘<52——l/ﬁ—2 -5

1-1/17)1_'5‘_‘— 17—1‘
)

=‘ 5 —_—

=498 ml.

Es sei x eine reelle Zahl,

(M
@
3
“)
5)
©)

X3

d. h. x4 ist tatsachlich Lésung von (1).
Es gibt also genau zwei reelle Zahlen x, fiir
die f1(x)=/f>(x) gilt, ndmlich
-y
R

x=—1 und x=

Ma10/12 a1562 a) Der kiirzeste Weg von
A nach B mége aufl dem Streckenzug APQB
liegen. Dann betrigt die Lange des Weges
wegen PQ =s

z=AP+s+0B.
Fiihrt man nun eine Parallelverschiebung so
durch, daB der Punkt Q in den Punkt P
iibergefiihrt wird, so wird der Punkt B in
einen Punkt B’ {bergefiihrt, und es gilt
ﬁ'=s, @=ﬁ, also

z=AP+PB +s.
Liegen nun die Punkte A, P, B’ auf einer
Geraden, so ist der Weg von A nach B’ am
kiirzesten und daher auch z am kleinsten.
Daraus ergibt sich die Konstruktion:

Man errichtet auf RB i B die Senkrechte bis
zum Punkt B', so daB BB’ =s. Dann verbindet

‘man B’ mit 4 und erhilt den Schnittpunkt P

mit der Uferlinie. Nun verbindet man A mit P,
errichtet in P auf der Uferlinie die Senkrechte
bis zum Punkt Q auf dem anderen Ufer und
verbindet Q mit B.

A

2

“

o
ol v
r:7w:
Y

b) Man erhilt
z=AB +s=|/(a+b)*+c*+s,
z=(]/800% 4+ 600 4+ 200) m,
z=(}/ 1000000 +200) m = 1200 m.

Die Linge des kiirzesten Weges APQB be-
trdgt also 1,2 km.

Ma10/12 #1563 Jedes der Volumina der
Pyramiden P, bzw. P, ist gleich
V=%-a2 : a=%a3.

Ist A’ der Schnittpunkt von AM, mit EM,, B’
der Schnittpunkt von BM, mit FM,, C' der
‘Schnittpunkt von CM; mit GM und D’ der
Schnittpunkt von DM mit HM, so gilt, da
die Dreiecke A'ME und A'AM, kongruent
sind, A”’M;=A'A, BM, =B'B usw. also nach
dem Strahlensatz

ﬁ:a:l:Z,ﬁ=g.

Ferner haben die Pyramiden A'B'C'D'M,
und A'B'C’'D'M, eine quadratische Grund-
a
5-
a) Der Korper, der aus allen Punkten der
Durchschnittsmenge P, NP, besteht, setzt
sich nun aus diesen beiden Pyramiden zu-
sammen. Sein Volumen ist daher gleich

1 {a\>a 1 ,
Vl—23(5) 5—1—2‘0.

b) Der Korper, der aus allen Punkten der

Vereinigungsmenge P; UP, besteht, setzt sich

aus zwei quadratischen Pyramidenstiimpfen

zusammen, bei denen der Fliacheninhalt der

Grundfliche gleich a2, der Deckfliche gleich
2

fliche mit der Seitenlange g sowie die Hohe

% und die Hohe gleich ; ist. Sein Volumen ist

daher gleich

| S 1 a*a

=4y a “‘3?5)

. 25 1 N7,
—i“ ‘5")‘13‘“

c) Die Volumina der beiden Korper verhalten
sich wie
. — 1 3. 7 3_1.

W .Vz—lza .lza =1:7.
Ma10/12 #1564 Angenommen, es gibt zwei
rationale Zahlen x und y, fir die

x24+y?=7gilt. (1)
Dann ist x+0 und y#+0, da das Quadrat
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einer rationalen Zahl nicht gleich 7 ist. Ferner
kann man sogar x>0 und y>0 annehmen,
da fir x<0 bzw. y<0 auch —x>0 bzw.
—y>0 Losung von (1) wire.

Da x und y positive rationale Zahlen sind,
lassen sie sich in der Form

P r

x==, y=- 2
P 2

darstellen, wobei p, r und g von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen sind, deren groB-
ter gemeinsamer Teiler gleich 1 ist.

Nun folgt aus (1)

p’.r 2,2 2
—+—==17,also p* +r°=74"
¢ 7

&)

Wire nun eine der Zahlen p oder r durch 7
teilbar, so wire wegen (3) auch die andere
durch 7 teilbar, also wire p?+r? durch 72
teilbar. Dann miiBte aber wegen (3) g durch 7
teilbar sein, was der Voraussetzung wider-
spricht, wonach p, q und r den gréBten ge-
meinsamen Teiler 1 haben. Also ist weder p
noch r durch 7 teilbar, und es gilt
p=a(mod 7) mit 0<a<7,
r=b(mod 7) mit 0<b<7.
Daraus folgt
p2+r2=a?+b%(mod 7).
Nun gilt
a=1,2,3,4,5 oder 6,
also a*?=1,4,9, 16, 25 oder 36,
dh a’=1,4,2,2, 40der1(mod7).
Das Gleiche gilt fur b.
a? bzw. b? sind also modulo 7 kongruent einer
der Zahlen 1, 2 oder 4. Daher ist a® + b? kon-
gruent einer der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 oder 6,
also niemals kongruent 0.
Dabher gilt wegen (4) auch niemals
p*+r*=0(mod 7),
d. h. p? +r? ist nicht durch 7 teilbar, und die
Gleichung (3) ist in keinem Fall erfillt. Dar-
aus folgt, daB auch die Gleichung (1) fiir keine
rationale Zahlen x, y erfiillt ist, w.z.b.w.

@

Ph10/12 ®5 Gegebent=3,8s;v=340%;
m
g=981 s—z;

Gesucht: s

Die Tiefe des Brunnens ergibt sich einmal aus
dem Weg, den der Schall zuriicklegen muB,
und zum anderen aus dem Weg, den der Stein
im [reien Fall zuriicklegen muB:

s=vt, bzw. s=% -1}, wobei t;+t,=t gilt.
Es ist also:

2
s . s
s=g(t——> mit f;=t—f, und t; ==
2 v v

2s  , us s?
=t

g v 0?
t 1\ -
0=s2—2v2<—+—>-s+vzr2
v g

2
=sz—?v(gt+v) s+vi?

Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen -

81.2'=—;-(gt+v)i\/| 5(gt+v)’ — 22

46

31.2=:—;(£7t+vil/ v? +2gtv)

34
51,z=——49 8? 9,81-3,8+340

+)/3402 +2-9,81- 3,8 - 340)
s,.zz%(377,2781375,43)

51 ~64
s; ~26088

s . .
Da 1, <t also Egt sein muf, gilt nur s=64.

" Der Brunnen ist 64 m tief.

Ch10/12 a4

60g
CH;COOH+HOC;H;
16g

88¢g
CH,;COOC;H;s+H,0
m

NR: 1mol-60-5-—60g,
mol

—_—
-—

.38 8 _
1 mol 88mol 88¢g

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m=234g

Ausbeute: 0,85-234g=199g

Man kann 19,9 g Essigsdureiithylester her-
stellen.

Ldsungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 5/76

Ma5 #1566 Angenommen, Ute ist im Jahre
1975 genau n Jahre alt; ihr Bruder Axel ist
dann (n+ 6) Jahre alt; nun gilt
n+(n+6)=130,
2n+6 =30,
2n=24,
n=12.
Somit ist Ute 12 Jahre, ihr Bruder Axel
18 Jahre alt. Angenommen, Utes Mutter wird
im gleichen Jahr k Jahre alt; dann wird Utes
Vater (k +2) Jahre alt; nun gilt
k+(k+2)=120-130,
2k +2=90,
2k =88,
X k=44
Somit wird Utes Mutter 44, Utes Vater
46 Jahre alt.

Ma5 ®1567 Aus 10-0,2=2 folgt, daB 2 Li-
ter Kirschlimonade zubereitet worden sind.
Der achte Teil der Kirschlimonade bestand
aus Kirschsirup. Es wurden somit 2 Liter : 8

=% Liter Kirschsirup verbraucht.

Ma$5 1568 a) Samtliche sechs Begren-
zungsflichen des Ausgangswiirfels werden be-
klebt. Von jedem der sechs aufgeklebten Wiir-
fel sind [iinf quadratische Begrenzungsflachen
nicht iiberklebt. Insgesamt wird der so ent-
standene Korper von 6 - 5= 30 quadratischen
Fldchen begrenzt.

b) Ein Spielwiirfel besitzt die Augenzahlen
von 1 bis 6. Um eine moglichst groBe Ge-
samtaugenzahl zu erhalten, wird von den
aufzuklebenden Wiirfeln jeweils die Seiten-

fliche mit der Augenzahl I beim Verkleben
verwendet. Von jedem der sechs aufzukleben-
den Wiirfel sind somit die Augenzahlen 2, 3,
4, 5, 6 nicht tiberklebt. Die Gesamtaugenzahl
betragt deshalb

6-(2+3+4+5+6)=120 Augen.

Ma$5 ®1569 Hitte der zweite Autobus auf
seiner letzten Fahrt vier Pioniere mehr befor-
dert, so wiren auf den letzten zwei Fahrten
des zweiten Autobusses insgesamt 86-+4
=90 Pioniere beférdert worden. Somit war
der zweite Autobus auf seiner vierten Fahrt
mit 90:2=45 Pionieren besetzt. Nun gilt
7:45+1-41=3154+41=356; insgesamt wa-
ren also 356 Pioniere eingetroffen.

Ma5 w1570 Aus den Netzen (3) und (5)
148t sich kein Wiirfel herstellen; die Be-
schriftung fiihrt zu Widerspriichen.

Die Netze (1), (2), (4) konnten wie folgt be-
schriftet werden:

L[] 2[c]n
urol] uro]
v ]
4 hr]
Ll |u

v

Ma5 ®1571 Fiir alle in Betracht kommen-
den zweistelligen natiirlichen Zahlen gilt
10<13-n<99, wobei n ebenfalls eine natiir-
liche Zahl ist. Nur fir n=1, 2, 3,4, 5, 6, 7
werden diese Ungleichungen erfiillt. Von den
Vielfachen 13, 26, 39, 52, 65, 78,91 der Zahl 13
erfiillen nur die Zahlen 13 und 91 die ge-
stellten Bedingungen, und es gilt
3-1-1)-13=1-13=13,
9-1-1)-13=7-13=9L

Ma6 ®1572 Es sei x die Anzah! der im Re-
gal vorhandenen Biicher; dann gilt 340 <x
12 7 5

11 7
<350. Aus 3x+§x=ﬁx und PR AT

folgt, daB das Regal %x Romane enthilt. Nun
muB x ein Vielfaches von 12 sein, also
x=12-n, wobei n eine natiirliche Zahl ist.
Daraus folgt weiter 340<12-n<350 bzw.
28% <n< 29%, also n=29 und somit x=12-29
=348. Im Regal befinden sich somit 348 :4
=87 Kinderbiicher, 348 :3=116 Erzihlungen

und 348§ -%: 145 Romane.

Maé6 #1573 Angenommen, dieser Schiiler
habe den n-ten Platz erreicht; dann gilt
(%H) “S=n+10,
n+5
2
-n+5+30=2n+20,
n=15.

Dieser Schiiler belegte auf dem mathemati-
schen Wettbewerb den 15. Platz.

+15=n+10,




Maé6 81574 Wir rechnen 2240 km ‘—3‘

=1680km;

2240 km — 1680 km =560 km. Nun gilt
_81_1680km-h

b= T R0km M
_52_560km-h_7 .
z—vz— 00 kmn ——loh—42mm.

Der Flug von 4 nach B dauert 2 Stunden und

42 Minuten.

Ma6 ®1575 Angenommen, Ursula habe auf
dem Sportfest x Punkte erreicht, dann gilt
1475 <x<1500. Wahrend der Spartakiade

hatte Ursula nur od Punkte erreicht; deshalb

9
gilt 1473 X 1300 oo 16Jg<x< 166%. In

9 99
diesem Intervall ist nur die Zahl 165 ganz-
zahlig und durch 5 teilbar. Ursula errang
somit auf der Spartakiade 165 Punkte, auf
dem Sportfest 9 - 165 = 1485 Punkte.
Sabine schalfte 1485 :3=495 Punkte.

Ma6 #1576 Von Kilometerstein 54 bis Ki-
lometerstein 87 sind es 33 km. Aus

o533 1 s 33
tl—ul——lzoh—mh und 'Z‘E‘_looh folgt
66 55 11 60-11 .
2=l =306~ 500" =206 P~ 200 P

33 . 3 .
=70 mm—3mmm.

Der Moskwitsch kam 313—0 min vor dem Wart-

burg an der Raststédtte an. Auf 100 km Fahr-
strecke hitte der Moskwitsch gegeniiber dem
Wartburg nur 10 Minuten Zeit herausgefah-
ren. Uberhohte Geschwindigkeiten rufen aber
Unlfiélle und damit Schaden hervor.

Ph6 m1577 Nach dem Reflexionsgesetz gilt
a=a' bzw. f=f' also auch y=7y'. Weiterhin
ist ' =y (Wechselwinkel an Parallelen wegen
I §1) und damit auch a=y'.

52

51
Demzulolge ist der einfallende und der reflek-
tierende Strahl um den gleichen Winkel gegen
die Horizontale geneigt, und sie laufen par-
allel, w.z.b.w.

Ma7 #1578 Aus der Gleichung a-b
=10" (a+b) erhalten wir durch Umformung
ab=10a+ 10b,

ab—10a=10b,

a(b—10)=10b,
ao 100
b—10

Nun gilt a=0 und b=0. Ferner gilt a=0 nur
dann, wenn b= 11. Da a und b natiirliche

Zahlen sind, muB3 10b ein Vielfaches von
b—10 sein. Das trifft nur zu [ir folgende
Paare natiirlicher Zahlen: (11; 110), (12; 60),
(14; 35), (15; 30), (20; 20).

Ma7 ®1579 Angenommen, es waren x Sam-

melkarten mit je fiinf, y mit je sechs und z mit
je acht Fahrabschnitten; dann gilt

5x+6y+8z=71, 1)
x+ y+ z=12 (2)
bzw. x=12— y-—uz.

Durch Einsetzen von Gleichung (2) in Glei-
chung (1) erhalten wir )
5-(12—y—2)+6y+82=77,
60—5Sy—5z+6y+8z=77,
y+3z=17,
y=17-3z.
Diese Gleichung wird fiir natiirliche Zahlen
x, y, z erfiillt durch
x1=1,y,=8,2,=3;
x2=3,y,=35,2,=4;
x3=35,y3=2,23=5.
Die Aulgabe besitzt somit genau drei Losun-
gen:
Es konnten entweder eine Sammelkarte aus
Berlin, acht aus Leipzig und drei aus Halle
oder drei aus Berlin, fiinl aus Leipzig und vier
aus Halle oder fiinf aus Berlin, zwei aus
Leipzig und fiipf aus Halle verbraucht worden
sein.

Lésungen zu: Gaul’ Beitriige zur Astronomie
und Geodisie (Seite 27)

Ala n=0,ny=1,n3=2 n4=4,
ng=35,ng=6.

A2A  a)5=2435m, m;=0,008 m,
me=0,026 m b)n,=27.

A3A  3)nceres=3

b) Uperes=4,61 Jahre.

Lésung zu: Versuche mit 10 Miinzen, S. 40

1. Aufgabe:
auBerdem:
1 und 9, 3 und 7. In der Tabelle vor der
4. Aufgabe findest du Antwort darauf, welcher
Fall mit welcher Haufigkeit bei 20 Wiirfen
vorkommt. Die Null bei den Fillen 1 und 9
sowie 10 bedeutet, daB diese Fille bei den
20 Wiirfen meist iiberhaupt nicht vorkom-
men. (Der erste dieser Fille kommt nur un-
geféhr aller 50 Wiirfe einmal vor, der zweite,
daB alle gleich sind, nur etwa aller 500 Wiirfe
einmal.)

2. Aufgabe: Es gibt 11 verschiedene Fille,
sie sind unter der 5. Aufgabe zu finden.

3. Aufgabe: (Bild 13)

4. Aufgabe: Die Versuche zeigen, daB sie un-
gefdhr ebenso hiulig sind. Wenn die Miinze
so beschaffen ist, daB ihre Kopf- oder Zahl-
seite mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach
oben zeigt, so sind auch beide Fille gleich
wahrscheinlich.

5. Aufgabe: Bei 20 Wiirfen ist fir die ein-
zelnen Fille das folgende Ergebnis zu erwar-
ten: (Bild 14)

Es gibt zwei Moglichkeiten

2,5 bedeutet hier, daB ungefahr 2 oder 3 Fille
zu erwarten sind.

7. Aufgabe: Es ist gleichgiiltig, ob du die
10 Miinzen gleichzeitig oder einzeln oder nur
eine zehnmal nacheinander wirfst, wenn die
Miinzen gleichartig sind, gilt fiir alle drei Fille
das Gleiche.

Lésung zu: Sonnenfinsternis

Bild der Sonne Bild des Mondes

EF=d,=17 cm
) rs= 8,5cm
Die Mittelsenkrechten von E, CB und AC
schneiden sich in M.

(M- Mittelpunkt des Kreises des Bildes des
Mondes)

.ry sei der Radius des Bildes des Mondes.

Es gilt fiir das rechtwinklige Dreieck (ADM )
mit
ﬁ=b, AMM=CMM=rM
a a® b
rv? =T+(r'" —b)z—vru=@+§—»r,n=7,4 cm

Damit lassen sich weiter die Winkel a und §
bestimmen:

.a a o o . _111e
snni-z_rs—0,822 5—55,5 a=111
. Ba B_... 0

rPa_ L =142
sin Ve 0,945 > 71 p=1

Daraus lassen sich die Flichen 4; und A,
berechnen:
2

nTa . rs
Al=(m,—sma>7

. 2
Az=(;[8—0€—sin ﬂ)%
A;=358cm? A,=50,9cm?
Es ergibt sich eine ,abgedunkelte* Flache
A'=A, + A, =86,7 cm?. Die Fliche der vollen
Bildscheibe der Sonne betrégt
A=n-r2=227cm?
A ., 867 . o
i lOO/,,-E 1009, =38,2%;.
Aus dieser Berechnung ergibt sich, daB in
Jena eine 38,2%;ige Sonnenfinsternis beob-
achtet wurde.

47



Losungen zu alpha-heiter (Heft 2/77):

Kryptarithmetik
1.999 4+ 9989 =10988;2.9911+9111=19022;

3.9861+9819=19688; 4. 112=|/12544;
5.288%=82944
G-A-U-S-8

Um die Zahlen fiir G, A, U, S zu finden, zer-
legt man das Produkt 1855 zunichst in seine
Primfaktoren: 1855=5-7-53
Dabei stellt man [est, daB3 nur drei Faktoren
vorhanden sind. Also miissen noch zwei Fak-
toren erganzt werden; diese beiden Faktoren
konnen wegen der Ganzzahligkeit nur | sein:
1855=1-1-5-7-53
Aus (2) und (3) folgt: G=53, A=7; U=5;
S=1 Diese Zahlen werden in (1) eingesetzt:
C-F-(53+7+5+1+1)+7-5=1777
C-F-67+35 =1777
Durch dquivalente Umformungen ergibt sich:
C-F=26
Aus (3)und 26=13-2[olgt C=13; F=2
Aus den Darlegungen folgt: Es gibt genau
eine Losung; dieselautet C=13,F=2,G=53,
A=7,U=58S=1.
Mosaikriitsel
»,Die Wissenschaft soll die Freundin der
Praxis sein, aber nicht ihre Sklavin.*
Krypto-Gleichungssystem
Setzt man (IV) in (I), (1), (I1I) ein, vereinfacht
die Terme auf den rechten Seiten der Glei-
chungen (I), (II), (IIT) und formt die Quotien-
ten auf den linken Seiten der Gleichungen (I),
(II) in Dilferenzen um, so erhilt man das dem
urspriinglichen &dquivalente Gleichungssy-

tem: ¢
M /GAUSS .
(1) — —C =22
C-G
¢
, /GAUSS -1
Iy =—=——-G""'=19
C-G
[
(I [/ GAUSS
CcC-G
Setzt man (III') in (I') und (II') ein, so erhilt
man das Gleichungssystem: ~
(1) Cei=2
(11" G~ !=5und hieraus
(1)C=2und (2) G=5 Aus (IV) erhilt man

=24

F é bzw. F=C? und wegen C=2, ist F=4,
g: =2 und G=>5in (IIT') eingesetzt, ergibt

|/ GAUSS =240 bzw. GAUSS =240

= 57600, also lautet die Losung:
C=2,F=4,G=5A=7,U=6,S=0

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichungen
wird die Richtigkeit der Losung bestitigt.

Résselsprung
Ausspruch: ,Nichts ist getan, wenn noch
etwas zu tun iibrig ist.“ Schema:

018
7|4 |H
9|6
5|13
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Krypto-Arithmetik
D=1;r=2;C=3;F=4;G=5;a=6;u=7;
B=9.

Bilderriitsel
Brett, Zaun, Zweig (Schweig);
Braunschweig

Rosselsprung

Zitat: ,So sonderbar ist der nimmersatte
Mensch; hat er ein Gebaude vollendet, so ist
es nicht, um nun ruhig darin zu wohnen,
sondern um ein anderes anzulangen.*
Schema:

5}30 27 | 3419 | 32
28| 35 g_ (26 |21
7| 4|29 |20(33|1
61512 |11|22 25
3|8 |13|26|17 |0
| 1|19 |22

Wie viele Moglichkeiten?
Betrachtet man den Teil

CFG

FGa

Gau

aub,
so zdhlt man leicht nach, daB es 10 Méglich-
keiten gibt. Das gesamte Viereck ergibt sich
aus dem obigen Teil durch Spiegelungen,
womit in jedem gespiegelten Teil ebenfalls
10 Moglichkeiten bestehen, den Namen aul
verschiedene Art zu lesen. Insgesamt 140t sich
der Name deshalb auf 40 verschiedene Arten
lesen.
Kreuzwortritsel
1. GauB; 2. arcus; 3.
4. Skala; 5. Slang

Bild 4 Die 12 voneinander D C

unabhingigen Lésungen G

GauB und das 8-Damen-Problem
Fortsetzung von Seite 37:

Da das Verfahren auf.rationelle Weise alle
Stellungen von al, bl, ..., hl bis a8, b8,
..., h8 durchlduft, kann keine Lgsung un-
entdeckt bleiben.

5. Im Sinne der Spieltheorie handelt es sich
bei der vorliegenden Aufgabe um ein ,,8-
Personen-Spiel*, zu dessen Losung ein so-
genannter ,,Spielbaum‘ gezeichnet werden
miiBte, aus dem dann die Lésungen unmittel-
bar abzulesen wiren. Allerdings fiihrt die
iibliche grafische Darstellungsform des Spiel-
baums bei der vorliegenden Aufgabe zu einem
auflerordentlich uniibersichtlichen Gebilde.
Die unter 1. angegebene Methode stellt eine
rationalisierte Variante zur Ermittlung so
eines Spielbaumes dar, die auBer den Vor-
ziigen des Spielbaumes auch noch Ubersicht-
lichkeit bewahrt. (Uber Spieltheorie siehe
,»Ausgewihlte Kapitel der Mathematik*,
Autorenkollektiv, Fachbuchverlag Leipzig,
7. Auflage 1973, mit weiteren Literaturanga-
ben.)

6. Ist man mit dem systematischen Verschie-
ben der Damen so weit, daB die Dame der
a-Spalte auf a5 muB, ist also die Hilfte aller
zu untersuchenden Méglichkeiten erledigt, so
kann das Verfahren abgebrochen werden,
denn alle noch ausstehenden Losungen miis-
sen sich nun durch Variierung bereits gefun-
dener Losungen ergeben.

Die gefundenen 12 voneinander unabhingi-
gen Losungen lassen sich zu einer kompakten
Figur zusammenfiigen - siche Bild 4 — die -
zusammen mit ihrem Spiegelbild — dann alle
92 Losungen als Ausschnitte enthalten.

A
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Olympiade Junger Mathematiker
3. Stadt-Olympiade-Klassenstufe 4
Greifswald, 16. Oktober 1976

In jedem Jahr einmal treffen sich die besten
Jungen Mathematiker der Stadt Greifswald
zu einem Leistungsvergleich. Er ist eine gute
Vorbereitung auf die Teilnahme an den
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR.
Die Fachkommission Unterstufe der Stadt
Greifswald {ibergab der alpha die gestellten
Aufgaben (reine Arbeitszeit: 120 Minuten):

Al a Ermittle alle Zahlen q, b, ¢, d, welche
die folgenden Ungleichungen erfiillen!

a), 5:19<a<100 ¢) 15<2:¢-3<25
b) 21<7b<43 d) 3>d:12>0

A2a Unsere Sportler konnten bei den
Olympischen Spielen ihre Leistungen stindig
verbessern. Sie [eierten in diesem Jahr ihre
bisher groBten Erfolge.

1968 wurden von den DDR-Sportlern 30 Me-
daillen erkd@mpft; genau der dritte Teil davon
waren Goldmedaillen.

Die Anzahl der Silbermedaillen war um 2
groBer als die Zahl der Bronzemedaillen.

Bei den Olympischen Spielen 1976 verdrei-
fachte sich die Gesamtzahl der fiir unsere
Republik errungenen Medaillen gegeniiber
1968; die Anzahl der Goldmedaillen stieg auf
das Vierfache (gegeniiber 1968). Unsere Sport-
ler brachten gleich viele Silber- wie Bronze-
medaillen heim.

Ubertrage die folgende Tabelle aul dein
Arbeitsblatt und fiille sie aus!
Gold | Silber | Bronze | Gesamt-
zahl

1968
1976

A3 A Verbinde jeweils génau zwei Punkte
miteinander durch eine Gerade! (Zeichne auf
diesem Blatt!)

|

D~

¢
—

a) Wie viele verschiedene Geraden kannst du
zeichnen?
b) Zihle sie auf (z. B. 4B, ...)!

A4 a Die Klassenleiterin einer 4. Klasse
macht eine Aufstellung tiber die Teilnahme
ihrer Schiiler an Arbeitsgemeinschaften.

10 Schiiler sind Mitglieder der Schulsport-
gemeinschaft; 9 Schiiler singen im Chor;
6 Schiiler gehdren keiner dieser Arbeitsge-
meinschaften an; 3 Schiiler sind sowohl Chor-
mitglieder als auch in der Sportgemeinschaft
titig.

Wie viele Schiiler sind in dieser 4. Klasse?

10. Leistungsvergleich
Greifswald-Stadt—Greifswald-Land
Stralsund—Wolgast

(16. Oktober 1976 in Greifswald)

Klassenstufe 5

Ala Zeichne die Strecken

AB mit der Linge 2,3 cm, CD mit der Linge
18 mm, EF mit der Linge 0,03m! -

a) Konstruiere AB+CD — EF!

b) Uberpriife das Ergebnis der Konstruktion
durch Rechnung!

A24 Zeichne eine Strecke PQ mit der Lin-
ge 6cm! Zeichne dann um P einen Kreis-
bogen mit dem Radius 52cm und um Q
einen Kreisbogen mit dem Radius 3 cm! Ein
Schnittpunkt dieser Kreisbogen sei R.

Trage in P an PQ das Dreifache des Winkels
X QPR an! Der zuletzt erhaltene Schenkel sei
PS. '
Was fiir ¢in Winkel ¥ QPS entsteht?

A3a Bernd denkt sich eine Zahl, multi-
pliziert diese Zahl mit sich selbst, addiert
dann 19, dividiert durch 10, subtrahiert 4 und
erhilt als Endergebnis 10.

Welche Zahl hatte sich Bernd gedacht?

A4 A Beim Schulsportfest haben sich Antje,
Christiane, Martina und Regine fir den
100-m-Endlauf qualifiziert. Es soll getippt
werden, wer den Endlauf gewinnt.

Gudrun sagt: Wenn ich nur den Sieger rich-

tig voraussagen will, muB ich h&chstens 4

verschiedene Tipscheine schreiben. Wenn ich

. aber den 1. und 2.Platz in der richtigen

Reihenfolge auf einen Tipzettel schreiben soll,
muB ich hochstens 10 verschiedeme Tip-
scheine ausschreiben, um mit Sicherheit den
richtigen dabei zu haben.

Hat Gudrun recht?

Klassenstufe 6

ala Welcheder Zahlen 2, 3,4,5,6,7, 8,9
sind Teiler von 1670228?

A2a Eine Gruppe Junger Biologen wird
gefragt: Wie viele Eidechsen habt ihr in
eurem Terrarium? Die Antwort lautete:

Im ersten GefdB ist genau die Hilfte, im
zweiten genau ein Drittel, und im letzten Ge-
fdB befinden sich noch 2 Eidechsen.

A3 A Angelika und Karin haben Kirtchen,
auf denen je eine Ziffer steht. Angelikas Kirt-
chen tragen die Ziffern 3, 5, 6, 9, Karins die
Ziffern 1, 2, 4, 8.

a) Wie viele verschiedene vierstellige Zahlen
kann jedes Médchen mit seinen vier Kirtchen
legen? )

b) Wie viele davon sind durch 6 teilbar?

A4a Findeeine Bewegung, die das Dreieck
ABC auf das Dreieck POR abbildet! Zeichne
auf diesem Blatt!

R

Sonnenfinsternis 1976

Wie groB war in Jena die Sonnenfinsternis
vom 29.4.1976?

An der Spezialschule des VEB Carl Zeiss
wurde die ringformige Sonnenfinsternis am
29.4.76 am Schulfernrohr durch die Projek-
tion des Bildes auf einen Schirm als partielle
Finsternis beobachtet. Im Hohepunkt der Be-
deckung der Sonne durch den Mond ergab
sich auf dem Projektionsschirm das darge-
stellte Bild.

Wir stellten uns die Frage, wie groB am Be-
obachtungsort der prozentuale Teil der Sonne
sei, der vom Mond iiberdeckt war.

Zur Losung der Aufgabe wurden mit einem
Lineal folgende Werte am projizierten Son-
penbild gemessen:

1. Durchmesser des Sonnenbildes d,=17 cm
2. Abstand der Schnittpunkte der Kreisbilder
von Sonne und Mond a=14cm

3. Bogenhohe iiber a - h=5cm

'

Aus diesen drei MeBwerten wurde die vom
Mond iiberdeckte Fliche der Sonnenscheibe
berechnet und in Prozent ausgedriickt. Na-
tiirlich muB das Ergebnis mit Fehlern be-
haftet sein, die sich aus den Messungen mit
Lineal am ,,wandernden“ Bild auf dem Pro-
jektionschirm und den Relativbewegungen
von Erde, Sonne und Mond ergeben. Wie
groB war also die partielle Finsternis in Jena?

Welcher Losungsweg fiihrt zum Ziel?
(Hinweis: Fiir Schiiler bis Klasse 9 ist die L&-

sung nur moglich, wenn benétigte Winkel-
groBen einer Zeichnung entnommen wer-
den.) A. Dietzel
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Grundgedanken
der Netzplan-
technik

Es gibt in der Mathematik nur sehr selten
Dinge, die innerhalb weniger Jahre von einer
Sache der Spezialisten zur allgemein ange-
wandten ,, Technik* werden. Eines dieser Ge-
biete ist das der Netzpldne. Es gehort in die
Graphentheorie, eine insgesamt noch junge
Disziplin (Ansétze im 18. Jahrhundert, erstes
Lehrbuch 1936), die sich heute sprunghaft
entwickelt. 1958 begann man, unter den Gra-
phen speziell die Netzplane zu betrachten,
und bereits 1965 gab es mehrere hundert An-
wendungen dieser Uberlegungen in allen
hochindustrialisierten Landern. Vom mathe-
matischen Schwierigkeitsgrad her hitte die
Netzplantechnik bereits einige tausend Jahre
frither entwickelt werden konnen. Aber ma-
thematische Disziplinen entstehen nicht als
freie Erfindung weltabgeschiedener Gelehr-
ter — erst in der Mitte unseres Jahrhunderts
gab es ein wirkliches gesellschaltliches Be-
diirfnis fur solche Planungsmethoden wie die
Netzplantechnik und gab es elektronische
Rechenanlagen als materielle Voraussetzung,
diese Methoden auch effektiv anzuwenden.

Graphen

Ein Graph (in dem eingeschrinkten Sinne,
wie er [iir die Begriindung der Netzplantech-
nik ausreicht) 1aBt sich durch zwei endliche
Mengen charakterisieren: Eine Menge M von
Objekten, die wir mit Gro3buchstaben A, B,
C, D usw. bezeichnen und ,Knoten* nennen,
und eine Menge R von geordneten Paaren
aus M. Jedes Element von R nennen wir einen
»Bogen" des Graphen. Zum Beispiel kann
also (A4, B) ein Element von R sein, A heiBt
dann Anfangsknoten und B Endknoten des
Bogens (A, B). Greifen wir zwei beliebige
Knoten aus M heraus, etwa X und Y, und das
Paar (X, Y) lindet sich in R, so heiBt X ein
unmittelbarer Vorgidnger von Y, Y ein un-
mittelbarer Nachfolger von X.

Jedem Graphen kénnen wir auf vielerlei
Weise Bilder in der Ebene zuordnen: Wir
zeichnen die Knoten als kleine Kreise irgend-
wie in die Ebene und verbinden X mit Y
durch einen Pfleil genau dann, wenn der
Bogen (X, Y) in R ist.

Zum Beispiel stoBen wir auf einen Graphen,
wenn wir von einem Wasserwerk W, einem
Gaswerk G und einem Elektrizitdtswerk E

je eine Leitung zu jedem der drei Hiuser H,,

H,, H; ziehen wollen:

M={W,G,E, H,, H,, H}

R={(W, H\), (W, H;), (W, Hs), (G, Hy),
(G.H21),(G, Hs),(E, H,), (E, H2),(E, H3)}

. Ein Bild dieses Graphen ist (Bild 1)

/
/
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Ein anderes Bild desselben (!) Graphen ist
(Bild 2)

Bild 2

(Mancher Leser wird schon versucht haben,
von diesem Graphen ein solches Bild zu zeich-
nen, bei dem sich die Pfeile nicht schneiden.
Man kann beweisen, da8 kein solches Bild
gelunden werden kann.)

Ein Knoten X, fir den eskein Z mit(Z, X)eR
gibt (bei dem im Bild also kein Pleil endet),
heiBt eine ,,Quelle”. In unserem Beispiel sind
W, G und E Quellen. Entsprechend heiBt ein
Knoten X, fir den es kein Y mit (X, Y)eR
gibt, eine ,,Senke“. In unserem Beispiel sind
H,, H,, H; Senken.

Eine Folge von Bogen (H,, H,), (H;, Hj),
(Hs3, Hy), ..., (Hy -, H,) mit der Eigenschaft,
daB jeweils der Endknoten eines Bogens der
Anlangsknoten des nichsten ist, heilt eine
Bahn [H,, H,, ..., H]. Eine Bahn mit
H,=H, heiBt ein Kreis.

Wir betrachten zur Erlduterung der Begriffe
nochmals ein Beispiel (Bild 3):

&

Alle Quellen: E,, E,4

Alle Senken: E4

Beispiele fiir Bahnen: [E,, E3, Es, Es].

[Es, Eo, Eg, Eg].

Beispiele fiir Bahnen, die Kreise sind:

[E1, E\),[E+. Es, Ee, E1], [Es, Es, Es]

Das sind alle elementaren Kreise, nach De-
finition ist aber auch [Es, Eo, E, Eo, Eg] €in
Kreis.

Definition: Ein Graph ohne Kreise, der ge-
nau eine Quelle und genau eine Senke hat,
heiBt Netzplan.

Netzpliine

DaB gerade die Netzpline unter den Graphen
eine wichtige Rolle spielen, hdngt damit zu-
sammen, daB man sie zur Beschreibung kom-
plizierter Abldufe benutzen kann. Wir wollen
als Beispiel das Errichten eines Bauwerkes
betrachten. Die wichtigsten Ereignisse, die
wihrend des Bauprozesses eintreten, fassen

wir als Knoten eines Graphen auf. Es be-
zeichne etwa F die Fertigstellung der Funda-
mente und K die Fertigstellung des Keller-
geschosses. Natiirlicherweise mu3 erst das
Ereignis F eintreten, ehe das Ereignis K ein-
treten kann. Das driicken wir dadurch aus,
daB wir (F, K) in R aufnehmen. Dem Bogen
(F, K) ordnen wir die Zeitdauer dr x zu, die
das Montieren des Kellergeschosses erfor-
dert, seien das etwa 2 Tage. Im Bild 4 erscheint
somit unter anderem — und man kann sofort
ablesen, da nach dem Ereignis F noch min-
destens 2 Tage vergehen, bis das Ereignis K
eintritt.

Bild4 (H——®

So ergibt sich insgesamt ein Graph, die Bogen
entsprechen gewissen ,,Vorgingen“ beim Bau,
zum Beispiel ist also (F, K) das ,Montieren
des Kellergeschosses".

Logischerweise dar{ dieser Graph keinen
Kreis enthalten, denn etwa der Kreis [F, K,
X, Y, F] wiirde doch bedeuten, daB K erst
nach F eintreten kann, X erst nach K,
Y erst nach X, F erst nach Y — es konnte
also F erst nach F eintreten.

Nimmt man unter die Ereignisse noch ,,Be-
ginn des Gesamtbauwerks” B und ,.Ende des

‘Gesamtbauwerkes® E auf, so muB B die ein-

zige Quelle und E die einzige Senke des
Graphen sein. Somit ist die Definition eines
Netzplanes erfiillt.

Bei groBen Bauvorhaben treten olt Hunderte
von Ereignissen und Vorgingen auf, also
Netzpldne mit Hunderten von Knoten und
Bégen. Schon einfachste Fragen sind dann
schwer zu beantworten wie etwa: Wann wird
das Bauvorhaben abgeschlossen sein? Fiir
welchen Zeitraum miissen bestimmte Zulie-
ferungen bestellt werden? Ist es giinstig, bei
einem Vorgang Arbeitskriifte abzuziehen, da-
mit ein anderer beschleunigt wird? Wir be-
trachten nun im folgenden nur ein kleines
Beispiel.

Beim Bau eines Werkes mit zpgehoriger
Wohnsiedlung treten stark vereinfacht fol-
gende Vorginge aul - die Dauer sei jeweils
in Monaten angegeben: ’

Tabelle |

Projektierung des Werkes 6 (Eo, Ey)
Projektierung der Wohnsiedlung 3 (Eo, E;)
Bau der Gleise fiir Anlieferung

der Maschinen 2 (Eq, Es)
Aulstellen provisorischer Bau-
arbeiterunterkiinfte 1 (Eo, E3)
Produktion der Maschinen 4 (Ey, Es)
Anlieferung der Maschinen 1 (Es, E¢)
Bau der Wohnsiedlung 7 (E,, E4)
Rohbau des Werkes 8 (E4, Eé)
Aufstellen der Maschinen, Fertig-

stellen des Werkes 3 (Ee. E5)

Diese Vorginge konnen wir als Bdgen eines
Netzplanes auflassen, der in Bild 5 dargestellt
wird:
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Dabei ist E, das, Startereignis, jedes andere
Ereignis E; ist das Ereignis ,Die Vorginge,
die zu den in E; einmiindenden Pfeilen ge-
horen, sind alle beendet”. Zum Beispiel ist E¢
das Ereignis ,,Das Werk ist rohbaufertig und
die Maschinen sind angeliefert“. E, ist das

Ereignis ,,Das Werk ist projektiert”. Natiir-
lich kann Eg¢ erst eintreten, nachdem E,; ein-
getreten ist. Den entsprechenden Bogen (E;,
E¢) kann man einsparen, man sieht das im
Bild daran, daB von E, nach E4 eine Bahn
[E1, Ea, E¢] verlduft.

In unserem Bild treten auch (gestrichelt ge-
zeichnet) drei ,Scheinvorginge“ mit der
Dauer 0 auf. Scheinvorgidnge konnen not-
wendig sein, um die Abhdngigkeit der Vor-
gange richtig wiederzugeben. E; bedeutet
~Das Werk ist projektiert”, E; ,Die Bau-
arbeiterunterkiinfte sind aufgestellt, E, ,,Das
Werk ist projektiert, und die Bauarbeiterun-
terkiinfte sind aufgestelit*.

Wiirde man E, und E4 zu einem Knoten zu-
sammenf{assen, so wiirde E; aufl einer Bahn
vor (E,, Es) liegen, wir wiirden also behaup-
ten, die Projektion der Maschinen (E,, Es)
hitte die Fertigstellung der Bauarbeiterunter-
kiinfte E3 zur Voraussetzung. Es ist gar nicht
so einfach, die Vorginge richtig zu einem
Netzplan zusammenzufassen!

Untersuchungen am Bild des Netzplanes

Man interessiert sich hdulig fiir die friihesten
Termine F T, zu denen die Ereignisse eintreten
koénnen. Die Berechnung beruht auf [olgen-
den Uberlegungen:

a) Alle Ereignisse konnen nicht [rither als zum
Zeitpunkt O eintreten, zu dem das Gesamt-
vorhaben gestartet wird.

b) Ist (E;, E;) mit Dauer d;; ein Bogen des
Netzplanes und E; kann nicht {rither als zum
Zeitpunkl 1; eintreten, so kann E; sicher nicht
[rither als zum Zeitpunkt (1; +4d;;) eintreten.
Liegt ein Bild des Netzplans vor, so kann man
den Netzplan leicht von der Quelle her durch-
mustern, so dall man immei dann. wenn man
ein 1; braucht. das entsprechende endgiiltige
FT; schon hat.
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Tabelle 2 zeigt schematisch den Rechengang.

génger, so ist dieser auch kritischer Vorgén-
ger.
Damit kennen wir alle [rithesten Termine,
insbesondere auch den frithesten Termin der
Senke E, - friihestens nach 17 Monaten kann
das Gesamtvorhaben abgeschlossen werden.
Ausgehend von dieser 17 kann man nun ,,von
hinten her“ ausrechnen, wann der spiteste
Termin ST ist, zu dem ein Ereignis eintreten
muB, damit die Zeitdauer 17 eingehalten wer-
den kann. Zum Beispiel muB} E, spitestens
nach 17 —7=10 Monaten eintreten.
Besonders wichtig ist es, von der Senke aus
iiber die kritischen Vorgidnger riickwirts zu
gehen: Von E; war der kritische Vorgidnger
Eg, von Eg war er E4 usw.:
E;—E¢—E4—E —

Ei,vond. die FT aller alle Vor- FT,2... FT.= kritische
Vorginger bekannt ganger Vorginger
Eo - 0 -
E; E, FTo+dg3=0+1=1 1 Ep
E1 Eo FT0+d0]=0+6=6 6 Eg
E5 Eo FTo+d05=0+2=2
E, FTi+dys=6+4=10 o £
E4 El FT1+d14=6+0=6 6 E
E3 FT3+d34=1+0=1 !
Ez Eo FTO+d02=0+3=3 3 E
E, FT3+d3;,=14+0=1 0
E¢ E, FT,+d,e=6+8=14 14 E
ES FT5+d56=10+1=11 4
E, E, FTh+d;7=3+7=10 17 E
Ee FTs+de7=14+3=17 _¢

Betrachten wir das an unserem Beispiel:

E, ist die Quelle, deshalb ist FT, =0.

Nun suchen wir uns einen Knoten, wo die FT
fur alle Vorgédnger schon bekannt sind, etwa
E; - denn dieser hat nur E; als unmittelbaren
Vorginger. Folglich ist FT3=FTy+dos
=0+1=1. Entsprechend erhalten wir auch
fiir E, den Wert FT, =FTy+do, =0+ 6=6.
Als nichstes kénnen wir uns Es vornehmen.
Da E, Vorgédnger von Es ist, mul nach Re-
gel b) gelten FTs5>FTo+dos=0+2=2. Da
aber auch E, Vorginger von Es ist, muB auch
FT:2FT,+d,5=6+4=10 gelten. Weitere
unmittelbare Vorginger hat Es nicht, es ist
somit FTs =10 der groBere der beiden erhal-
tencn Werte 2 und 10 (da ja alle einmiinden-
den Vorginge abgearbeitet werden miissen).
Wenn wie hier bei Es mehrere Vorginger be-
trachtet werden muBten. merken wir uns den
oder die .kritischen* Vorgidnger an, hier also
E . Hat ¢in Knoten iiberhaupt nur einen Vor-

Fiir diese Ereignisse wird sich stets FT;=ST;
ergeben, die entsprechenden Bogen (Eq, E;),
(Ey, Ea), (E4, E¢). (Es, E4) bilden eine , kriti-
sche Bahn" der Gesamtlinge 17. Verzogert
sich einer dieser kritischen Vorginge, so ver-
zogert sich der Gesamtablaufl. Will man den
Gesamtablaul verkiirzen, muBl man auf der
(oder, wenn es mehrere gibt, jeder) kritischen
Bahn Zeit sparen. Dagegen wirken sich ge-
ringe Verzogerungen bei nichtkritischen Vor-
giangen nicht auf den AbschluB des Gesamt-
vorhabens aus.

In unserem Beispiel ist (E,, E-) nicht kritisch.
Auch wenn wir beim entsprechenden Vor-
gang ,.Bau der Wohnsiedlung" einige Arbeits-
krifte abziehen, so daB der Vorgang nicht 7
sondern 9 Monate dauert, dndert sich nichts
an der Gesamtdauer 17. Diese freigeworde-
nen Arbeitskrifte kdnnen wir vielleicht dafiir
cinsetzen. den kritischen Vorgang (E4. Eg)
von 8 aufl 6 Monate zu verkirzen - dann



ergibt sich als neuer AbschluBtermin fiir das
Gesamtvorhaben 15 Monate. (Nach jeder
dnderung der d;; miissen die FT; und die kriti-
schen Bahnen neu errechnet werden!) Auf
diese Weise dient die Netzplantechnik dazu,
Abldufe von GroBvorhaben zu planen und
die vorhandenen Arbeitskrifte und Maschi-
nen rationell einzusetzen. Diese Technik ist
nicht nur im Bauwesen anwendbar, sondern
iiberall dort, wo ein Gesamtvorhaben aus
vielen Teilvorgingen besteht. Selbst kompli-
zierte medizinische Operationen sind so schon
zeitlich analysiert worden, um im Interesse
des Patienten die Dauer der Operation még-
lichst zu verkiirzen.

Berechnung der friihesten Termine
unabhiéingig vom Bild

Unser Verfahren, fritheste und spiteste Ter-
mine an einem Bild des Netzplans zu ermit-
teln, ist fiir groBere Netzpline nicht mehr
geeignet. Man bearbeitet dann den abstrakien
Netzplan selbst mit Hilfe von Rechenauto-
maten. Wir erldutern das wieder an Unserem
Beispiel. Wir legen eine Tabelle an (Tabelle 3),
wo im Kreuzungspunkt der Zeile zum Kno-
ten E; mit der Spalte zum Knoten E; gerade d;;
steht, falls (E;, Ej)eR ist.
Nach Regel a) beginnen wir als erste Anna-
herung an die gesuchten FT mit einer Spalte
aus lauter Nullen. Entsprechend Regel b)
berechnen wir dann weitere Spalten nach
folgendem Rezept:
Der nichste Wert in der Zeile E; ist
das Maximum aller folgenden Summen:
[,,vorhandene Zahl“ d,,;] n

in der Spalte E;

letzter Ndherungswert in derjenigen

Zeile k, in der diese ,,vorhandene

Zahl" steht
In der Tabelle haben wir diese Rechnung
unterbrochen, als nichste wire die Zeile Eg

Rechnung vollig gleich sind — diese Werte sind
dann die FT.

Auf den genauen Beweis daliir miissen wir
hier verzichten. Die Grundidee ist dieselbe
wie bei der Untersuchung am Bild des Netz-
plans. Auch in Tabelle2 wurde fiir E¢ ge-
rechnet: 6+8=14, 10+ 1=11. Da wir in Ta-
belle 3 mit einer Spalte aus lauter Nullen be-
ginnen, kann es jetzt aber vorkommen, daB
wir am Anfang Werte t; < F T; herausbekom-
men und weiterverwenden - erst wenn zwei
Spalten der Rechnung vollig gleich sind, ha-
ben sich fiir alle FT die richtigen Werte er-
geben. Dafiir brauchen wir aber nicht miih-
sam nach solchen Knoten zu suchen, wo die
FTaller Vorgidnger schon bekannt sind.

A Aufgabe o Im Ferienlager

Im Ferienlager ist fast schon Mittagszeit, da
kommt eine Gruppenleitung auf die Idee, fiir
den Nachmittag eine groBartige Veranstal-
tung ,.Kuchen, Kultur und knifllige Fragen*
vorzubereiten, mit der die Gruppe sich vor-
genommen hatte, das Lagerleben zu berei-
chern. Sie beruft fiir 13 Uhr eine kurZe Grup-
penversammlung ein und iberlegt sich fol-
gende Vorgangsliste (Zeiteinheit ist die Vier-
telstunde), s. Tabelle 4.

Tabelle 4

Gruppenversammlung,

Bildung der Kommissionen 2  (Eo Ey)
Aufgaben der Kommission ,,Raum":

in Lagerleitung freien Raum

erfragen 1 (E,Ed)
Raum sdubern und ausgestalten 2 (Eq4, E;)
Plakate malen und im Lager

anbringen 2 (E4, Eg)
Lautsprecherdurchsagen mit

Hinweis auf Plakate 2 (Ea Eo)
Giste hereinlassen 1 (Eq Eqy)

Aufgaben der Kommission ,Ratespiel”:
Fragen ausdenken

dran: Vorhanden in der Spalte E¢ sind die Fragen fiir Spielrunden zu- 4 (Ei Eg)
Zahlen 8 und 1. Letzte Zahl in der Zeile, sammenstellen und Spielrunden
wo die 8 steht, ist die 6, 84+6=14. Letzte mit Kulturprogramm koordi-
Zahl in der Zeile, wo die 1 steht, ist die 10, nieren 2 (Eg Eyy)
1+ 10=11. Das Maximum dieser Summen ist Aufgaben der Kommission ,,Kultur":
die 14, diese kommt also an die eingerahmte  Kulturprogramm ausdenken (Ey,Es)
Stelle. Programm an die Kommission
Mit diesem Rezept rechnen wir solange, bis ,Ratespiel” iibergeben 0 (Es,Eq)
zwei aufeinanderfolgende Spalten in unserer Programm iiben S (Es,Eq1)
Tabelle 3
Eq E, Ey E, E, Es E¢ E, t,-(” I;(z)...—PFT,:
Eo 6 3 1 2 0 0 0
E, 0 4 0 6
E, 7 0 3
E; 0 0 0 1
E4 8 0 6
Es 1 0 10
Es 3 0 0
E7 0

Eine Aufgabe von
Prof. (em.) Dr. Ing.
Dr. techn. h. c.

Helmut Heinrich

Technische Universitdt Dresden

A1631 A Es seien A, A,, A3, Ag, As, Ag
sechs voneinander verschiedene Punkte im
Raum und M,, M,, M3, M4, M5, M¢ die
Mittelpunkte der Strecken A, A», A2A3, A3Aa,
AsAs, AsAg, A¢A1, und es mogen weder die
drei Punkte M;, M;, Ms noch die drei
Punkte M,, M4, M¢ auf einer Geraden lie-
gen.

Manbeweise,daB es einen Punkt P im Raum
gibt, durch den alle Seitenhalbierenden des
Dreiecks M (M 3M 5 und alle Seitenhalbieren-
den des Dreiecks M, M M ¢ gehen.

‘Aufgaben der Kommission , Kuchen":
Kaffee in der Lagerkiiche

bestellen 1 (Ey, Ez)
Kaffee abholen 1 (Ej0, Er1)
Tassen und Teller besorgen 2 (E,E9)
in Lagerleitung Geld besorgen 1 (E,, EJ)
Kuchen kaufen 4 (Es E,)
kleine Preiseiir Raterunden

kaufen 4 (Es Eqy)
Tische decken - 2 (E4,Ey)
Aufgabe der Lagerkiiche:

Kaffee kochen 2 (E3 Eqo)

a) Zeichne den Netzplan! (Zur Erleichterung
wurden schon die Ereignisnummern f[ir alle
Vorginge mit angegeben, wer will, kann es ja
mal ohne diese Hilfestellung versuchen.)

b) Bestimme die [riihesten Termine fiir alle
Ereignisse in Zeiteinheiten!

c) Die Veranstaltung soll zum f{riithestmog-
lichen Zeitpunkt beginnen — um wieviel Uhr
kann das sein?

d) Es gibt zwei Vorginge, die man kluger-
weise erst zum spitestmoglichen Zeitpunkt
beginnt! Was ist mit der Lagerkiiche also
zu vereinbaren?

e} Was ist die kritische Bahn, die der beste
Organisator sichert?

Zum Vergleich mit eurer eigenen Losung: Es
gibt ein Bild fiir den Netzplan, auf dem sich
keine Pfeile schneiden. Ohne Netzplantechnik
hiatte man kaum herausbekommen, daB die
Veranstaltung schon um 15.30 Uhr beginnen
kann, und ohne exakten Plan wire das trotz
Eifers aller Gruppenmitglieder kaum zu schaf-
fen. Die Thermosbehilter mit Kaflee mochten
15.15 Uhr abholbereit sein. Die kritische Bahn
ist0—1-3-7-9-11. G. Dewef
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Wir losen lineare Gleichungssysteme
mit dem Gaufischen Algorithmus

Teil 1

Gauf hat aufl dem Gebiet der praktischen
Mathematik wesentliche Ergebnisse erzielt
und diese angewandt. Zu diesen wissenschaft-
lichen Leistungen gehoren u. a.:

die Methode des Fehlerausgleichs mittels der
Methode der kleinsten Quadrate,

das ‘GaufBlsche Eliminierungsverfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme sowie
Interpolations- und Integrationsformeln.

In diesem Beitrag wollen wir lineare Glei-
chungssysteme mit dem GauBschen Eliminie-
rungsverlahren 16sen.

1.1. Ein Beispiel

Der von Gauf entwickelte Algorithmus zur
Losung linearer Gleichungssysteme soll zu-
erst an einem Beispiel betrachtet werden.

Es ist das Gleichungssystem

Ix+2y— z=11
2x— y+2z=3
x+5y—3z=14} =zuldsen.

Die Losung erfolgt durch schrittweise Eli-
mination der Variablen. Zunichst wird die
erste Gleichung so umgeformt, daB3 bei x der
KoefTizient 1 steht (Division durch 3). Dann
wird die Variable x aus der zweiten und drit-
ten Gleichung eliminiert (Subtraktion des
Zweifachen bzw. Einfachen der neuen ersten
Gleichung von der zweiten bzw. dritten Glei-
chung). Man erhilt nach diesem ersten Schritt

P P 1
3733
7 8 13
B
13 8 31
377373

Im zweiten Schritt wird die erste Gleichung
beibehalten, und die zweite Gleichung wird so
umgeformt, daB bei y der Koeflizient | steht

(Division durch —g) Dann wird aus der

dritten Gleichung y eliminiert (Subtraktion

des l;fachen der neuen zweiten Gleichung

von der dritten Gleichung). Als Ergebnis der
Umformung im zweiten Schritt erhdlt man

2 1.1
XtyrmyEsy
8 13

Y32 =7

48 48
21°7720
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Im dritten Schritt werden die ersten beiden
Gleichungen beibehalten, und es wird die
dritte Gleichung so umgeflormt, daB bei z der

Koeffizient 1 steht (Division durch g)

x+2y-t U
37373
8 13
YT
z=1.

Das Gleichungssystem hat nach dieser dqui-
valenten Umlormung in drei Schritten eine
sogenannte ,Dreiecksgestalt (man spricht
auch von einem ,gestaffelten System“) und
kann sofort aufgelst werden. Man erhilt

z=]

13 8
y=7+? 1=3

11 2 |
=5-33+31=2

Die Probe (z. B. Einsetzen in das Ausgangs-
gleichungssystem) zeigt die Richtigkeit der
Losung.

Beidem vorliegenden Gleichungssystem kann
der EliminationsprozeB auch in anderer und
einfacherer Weise durchgefiihrt werden (man
kann z. B. auch das Gleichungssystem um-
ordnen, Gleichungen vertauschen usw.). Die
dargelegte Art und Weise der schrittweisen
Elimination wurde gewidhlt, um eine einheit-
liche Vorgehensweise fiir beliebige lineare
Gleichungssysteme zu haben, um einen Algo-
rithmus fiir die Losung linearer Gleichungs-
systeme anzugeben.

Man kann die Vorgehensweise bei der schritt-
weisen Elimination der Unbekannten auch in
einem Rechenschema (Tabelle 1) erfassen.
Das Ziel des Eliminationsprozesses besteht
also darin, das Gleichungssystem durch dqui-
valente Umformung auf ,,Dreiecksgestalt” zu
bringen. Die Losung des Dreieckssystems ist
leicht moglich.

Nach der Erlauterung des Eliminierungs-
verfahrens am Beispiel von drei linearen Glei-
chungen mit drei Variablen soll der Algorith-
mus allgemein fiir den Fall n=3 angegeben
werden.

1.2. Der Gauflsche Algorithmus

Es wird ein lineares Gleichungssystem von
drei Gleichungen mit drei Variablen, das ein-
deutig 16sbar sein soll, betrachtet.

Das System habe die Form
ay;1X1+ai1z2xz2+a3xs=a,
821X1+a22X2+a23X3=ay
a31X1+a32X2+a33X3 =403,

wobei a1, ay2, ..., a1, az und a; reelle Zahlen,

x1, X2 und x3 die Variablen sind.

Das Ziel des GauBschen Algorithmus besteht

wie bereits angegeben darin, das System

dquivalent so umzuformen, daB es in ,,Drei-
ecksgestalt* vorliegt. Das Dreieckssystem
wird dann aufgeldst.

Fiir die Losung eines linearen Gleichungs-

systems mit Hilfe des GauBschen Algorith-

mus ergeben sich somit folgende Arbeits-
schritte: )

1. Reduktion des Systems auf ,Dreiecks-

gestalt™

2. Auflésung des Dreieckssystems

3. Probe

Zur Veranschaulichung dient Bild 1.

1. Reduktion
=| | == 3. Probe
I
I

i
X1|

= [xz{ 2. Auflosung
X3l

Die einzelnen Arbeitsschritte sollen in einem
Rechenschema zusammengefat werden.
Man erhilt: 1. Reduktion

1. Schritt: Elimination der Unbekannten x;
aus der zweiten und dritten Gleichung
(Division der ersten Gleichung durch a; lie-
fert Gleichung (1°); Subtraktion des a,,fachen
der Gleichung (1') bzw. asfachen der Glei-
chung (1) von (2) bzw. (3) liefert (2') bzw.
€))]

Damit hat man das Gleichungssystem nach
dem ersten Schritt.

Falls a,,=0 gilt, ordnet man vor der Um-
formung um. Falls einer der Koellizienten bei
x; in der zweiten bzw. dritten Gleichung
(@12, a13) gleich Null ist, wird im 1. Schritt
diese Gleichung ohne Umformung iibernom-
men.

Fiir die Koeflizienten der Gleichungen nach
dem ersten Schritt gilt:

ay =212 g0 gL
ap an apy
a¥i=ax,—ay - aﬁ‘i,
a¥=az3—az, - aiy,
a$)=asz;—as, - al,
al=asz3—asz; - afy,

e
aY=a;—ay -+ da'},

aP=a3—aza'l.

2. Schritt: Elimination der Unbekannten x,
aus der dritten Gleichung (Ubernahme der
ersten Gleichung ohne weitere Umformung;
Division der’ Gleichung (2') durch a4} liefert
(2"); Subtraktion des a$fachen der Glei-
chung (2”) von (3') liefert (3"))

Damit hat man das Gleichungssystem nach
dem zweiten Schritt. Falls a4 =0 gilt, ordnet
man vor der weiteren Umformung um. Fiir
die Koeffizienten der Gleichungen nach dem
zweiten Schritt gilt:



Tabelle 1
Schritt Gleichung Koeffizient bei Absolut- Hinweise
Nr. x y z - glied
0 ) 3 2 -1 11 (1) :3=(1")
2) 2 -1 2 3 2)-2-(1N=2)
(3) 1 5 =3 14 3)—-1-(1)=(3)
1 19 1 % —% % keine weitere Umformung
, 7 8 13 P A Y
@) o - 3 -3 @)
13 8 31 N 13
®) o 3 -3 3 -3 0=
” 2 1 11
2 1) 1 3 73 3
" 8 13
2" 0 1 -3 7
" 48 48 n. 4_ o
3" 0 0 37 37 (3).21_(3 )
2 1 W EETRE SO B
3 1" 1 3 3 x=>-3 3+3 1=2
o 8 13 138
3" 0 0 1 1 z=1
Tabelle 2 Koeffizient bei
X1 X2 X3
0 0y a1 a2 ai3 a
@ a1 G a4 a4 Ausgangssystem
3) as, asz a33 as
1 (1) 1 a} oy a9 Gleichungssystem
4] a af a¥ nach dem 1. Schritt
3 0 a da a¥
2 (17 1 a3 a3 a? Gleichungssystem
2" 0 1 a¥d  a? nach dem 2. Schritt
(37 0 Y I
Gleichungssystem
nach dem 3. Schritt:
gesta ffeltes System
2. Auflosung
3 (1 x;=a¥—a¥} x;—af} xs
2" x3=a'P—a¥ x;
(3" x3=a®

) =all, df)=atl, aP'=a}
o a5 dP

ay —m, a? —m

af=ai]—as- oy,

aP=a¥—a - o
3. Schritt: Schaflung des Koeffizienten 1 bei x3
in der dritten Gleichung (Ubernahme der
Gleichungen (1”) und (2”) ohne Umformung;
Division der Gleichung (3”) durch a'3).
Man erhilt das gestaffelte System.
Das gestaflelte System wird nun von unten

nach oben aufgel6st, und es wird eine Probe
durchgefiihrt.

3. Probe: Bei der Probe kann man die er-
rechneten Werte in das Ausgangsgleichungs-
system einsetzen. Man kann auch die soge-
nannte ,,Spaltensummenprobe“ durchfiihren.

Es muB némlich gelten

3 3
Z SiXi=S$ mit Si= Z aij
i=1 j=1

=
3

i=1,2,3unds= Y g
=t

Bei einem System von n Gleichungen mit n
Variablen, das eindeutig l6sbar ist, geht man
analog vor:

Im ersten Schritt wird die Unbekannte x,
aus der zweiten, dritten, ..., nten Gleichung
eliminiert. Im zweiten Schritt wird die Un-
bekannte x, aus der dritten, vierten, ..., nten
Gleichung des Systems, das man nach dem
ersten Schritt erhalten hat, eliminiert. Dieser
ProzeB wird [ortgesetzt, bis man Dreiecks-
gestalt hat.

Bei der Vielzahl der Rechnungen ist es zweck-
maBig, Rechenkontrollen durchzufiihren. Sol-
che Rechenkontrollen sind moglich mit Hille
der sogenannten Zeilensummenprobe. Man
bildet die Zeilensummen, wendet auf diese
Zeilensummen auch den GauBschen Algo-
rithmus an und priift nach, ob der Wert, den
man erhélt, wenn man den Algorithmus auf
die Zeilensumme anwendet, mit der neuen
Zeilensumme iibereinstimmt.

Im Schritt Nr.0 z. B. erhilt man bei dem oben
angegebenen Beispiel (n=3) als Zeilensum-
men 3
si= Y aytay,

j'= 1

3
§r= Z az,-+a2
Jj=1

3
und s3= ) as;+as.
=

"Der GaufBische Algorithmus angewandt auf

$1, 5, und s; liefert im 1. Schritt s,’, 55’ und s5'.
Bei richtigér Rechnung muB gelten
sy =5, 5, =s¥
und 53" =54’ mit
sP=1+4a{9+ai"3+a'd,
sP=a¥+ay+ad
und 59 = a8y +a$4 +a'{.
J. Gronitz

Dieser Beitrag wird in Heft 4/77 fortgesetzt.

Fiinfbindige ,,Mathematische Enzyklopidie*
in Vorbereitung

Der sowjetische Verlag ,Sowjetskaja Enzi-
klopedija“ plant in den Jahren 1977-82 die
Herausgabe einer fiinfbandigen ,,Mathemati-
schen Enzyklopidie* in einer Auflage von
100000 Exemplaren.

Das fundamentale Werk — dem Umlang nach
auf dem Gebiet der Mathematik einmalig in
der Welt — wird in alphabetischer Ordnung
15000 Termini und etwa 7400 Artikel um-
fassen. Davon entfallen 400 umfangreiche
Artikel aul wichtige Teilgebiete und Richtun-
gen in der Mathematik (z. B. ,Algebra®),
2000 auf wichtige mathematische Begrille
(z. B.,,Differential“), Probleme (z. B. ,,Waring-
Problem*), Methoden (z. B. ..Winogradow-
Methode*) und 5000 auf knappe Definitionen
verschiedenartiger mathematischer Begriffe.
Der Preis pro Band betrégt 4 Rubel 50 Kope-
ken.

(Bearbeitet nach Angaben in ,Sowjetische
Biicher* von Fachlehrer O. Dietze, Wihlitz)

53



Kleine Fehler —
grofle
Auswirkungen

In den Naturwissenschalten, in der Technik,
in der Okonomie, in der Planung und Leitung
der Volkswirtschalt und in vielen anderen
Bereichen der Praxis werden in immer grof3e-
rem Umlang mathematische Verfahren ange-
wandt und benétigt.

Die Kompliziertheit der Aulgaben und der
Rechenaufwand zu deren Losung wachsen
stindig. Die Losung solcher Aufgaben erfolgt
meist mit Hilfe von Naherungsverfahren; die
Daten, die in die Rechnung eingehen, sind mit
Fehlern behaftet (z. B. MeBwerte) und die
Fehler pflanzen sich beim Rechnen fort (z. B.
durch Rundungen). Es ist deshalb notwen-
dig, Fehlerbetrachtungen durchzufiihren und
u. a. zu untersuchen, welche Arten von Feh-
lern auftreten, wie man Fehler erfassen kann,
wie sich Fehler fortpflanzen und mit welcher
Genauigkeit Ergebnisse vorliegen. In diesem
Beitrag wollen wir nach der Betrachtung
einiger Beispiele eine Frage untersuchen,
nimlich, wie sich in die Rechnung eingehende
Fehler (Eingangsfehler) bei einfachen Rechen-
operationen fortpflanzen.

An zwei einfachen Beispielen sollen die Aus-
wirkungen kleiner Fehler verfolgl werden:
Beispiel 1: Berechne die Summe
S=6.64-7.14+8.13 - 8,64 aul eine Stelle nach
dem Komma! '
Diese Aufgabe der Naherungsrechnung soll
hier aul vier Wegen gelost werden. Diese vier
Wege sind durch {olgendes Vorgehen festge-
legt: Entweder werden jeweiis Teilaufgaben
exakt geldst (Gleichheitszeichen!) oder alle
im jeweiligen Term vorkommenden Dezimal-
zahlen werden aufl eine Stelle nach dem
Komma gerundet (Zeichen ,gendhert
gleich™!):
§Sx66-7.1+8.1-86

=46.86+69,66=116,52~116,5

X469+ 69.7

=1166
§=47.4096 +70.2432=117.6528 =~ 117.7

x474+70.2

=117.6
Dieses einfache Beispicl zeigt. daB unter-
schiedliche Vorgehensweisen beim Rechnen
und Runden zu unterschiedlichen Ergebnis-
sen [ihren und daB man unbedingt Fragen
der Fehlerfortpflanzung und Genauigkeits-
fragen diskutieren muB.
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Beispiel 2: Zwei Widerstidnde R; und R, sind
als Bauelement zu einer Parallelschaltung ver-
16tet. Auf einem ist die GroBe aufgedruckt:
R, =5,0 Q. Durch Einschalten dieser Parallel-
schaltung in einen Stromkreis und Ausfiihren
entsprechender Messungen soll der Gesamt-
widerstand R der Parallelschaltung bestimmt
werden und abschlieBend soll nach der For-

1 1 1 . o
meli =% +R—z der zweite Teilwiderstand R,

berechnet werden. FEin Schiiler ermittelt
R=49Q, ein anderer R=4,8 Q. Zu welchem
Ergebnis fiihren beide MeBwerte ?

Durch Umstellen von l=L+L nach R,
L R R, R,
ergibt sich:
_ RR,
R, =R, _R

Durch Einsetzen des MeBwertes und Berech-
nen ergibt sich jeweils:

R._30Q-490 500-480Q
17500-49Q | 1T 500-480Q
24507 24007
T 010 ‘ T 02Q
=245Q =120Q

Geringe Anderungen in den Ausgangswerten
filhren hier zu groflen Auswirkungen im Er-
gebnis.

Nach diesen Beispielen, die die Notwendig-
keit von Fehlerbetrachtungen unterstreichen,
die die Auswirkungen von Fehlern zeigen,
wollen wir die Fortp{lanzung von Eingangs-
fehlern bei einfachen Rechenoperationen né-
her untersuchen.

In Klasse 7 lernten bzw. lernen wir kennen:
Definition’ 1: Die Differenz zwischen dem
Niaherungswert ar und dem wahren Wert ay
heiBt absoluter Fehler Aa:Aa=ar—aw.
Der absolute Fehler Aq hat dieselbe Maf3ein-
heit wie wahrer Wert ay und Niherungs-
wert ar. Der absolute Fehler kann sowohl
positiv als auch negativ sein.
Definition 2: Der Quotient (das Verhaltnis)
aus dem absoluten Fehler Aa und dem wahren
Wert ay heiBt relativer Fehler ?.
w
Der relative Fehler ist eine unbenannte Zahl.
Hat z. B. eine Strecke die wahre Linge
aw =3,24 km und ist die Lange dieser Strecke
zu ar= 13,20 km gemessen worden, so gilt laut
obigen Definitionen:
Aa=320km—3,24 km= —0,04 km

=—4-10'm
Aa  —0.04km R
Tw=ﬂm=—o.%lg0,l/,,

Der relative Fehler wird hédufig in Prozent an-
gegeben, wobei 1 2 100%, gesetzt wird.
Aus den Delinitionen 1 und 2 ergeben sich die
beiden folgenden Siitze:

® Fiir jede beliebige Zahl s folgt aus by
=aw+sund bp=ar+s stets Ab=Aa.

Zum Beispiel gilt fiir aw=0,06 und ar=0,1
sowie fur by =6311,86 und br=6311,9
Ab=Aa=0,04. ‘

"m0 Fiir jede von 0 verschiedene Zahl s und
fiir aw # 0 folgt aus bw = saw und br =sar stets
Ab _Aa

bw aw

So gilt z. B. fiir aw =0,15 und ar=0,12 sowie
fir bw'—‘ 1500 und bp= 1200

Ab  Aa o

bw=E=O,2220/,.

Fiir die Praxis typisch und von groBer Bedeu-
tung ist die folgende Problemstellung:

A Was kann bei gegebenem Niherungswert
ar und gegebener Abschitzung des absoluten
Fehlers | Aa| 10" mit neG iiber den zu-
gehorigen wahren Wert aw ausgesagt wer-
den?

Aus Definition 1 folgt aw =ar—Aa und aus
[Aa|<10" —10"£Aa<10". Hieraus folgt
ar—10"<aw < ar+10". Das Ergebnis lautet:
ar und ay stimmen in den Grundziffern, die
in ar - 10" vor dem Komma stehen, mit einer
Einschrankung iiberein: Eine Anderung die-
ser Grundziffern von aw kann hochstens da-
durch eintreten, daB die letzte der genannten
Grundziffern durch ihren Vorgénger oder
Nachfolger ersetzt wird. So folgt aus
ar=216341,62 und |Aa|<10® entweder
aw =2163xx,xxx... oder aw=2162xx,xxx...
oder aw=2164xx,xxx... sowie  aus
br=5,79999999 und | Ab|<0,6- 10~ wegen
0,6-107%<107° entweder by = 5,799999xxx
... oder by =5,799998xxx... oder

bw =5,800000xxx... Durch das Zeichen x
sind Dezimalstellen fixiert worden, iiber deren
Belegung keine Aussage gemacht werden
kann.

‘Es ist iiblich, bei einem Naherungswert die

Grundziffern, die [iir den zugehorigen wahren
Wert nichts aussagen, durch Runden wegzu-
lassen und dafir eine etwas grobere Fehler-
schranke in Kauf zu nehmen.

Die so stehen bleibenden Grundziffern heiBen
zuverldssige Grundziffern. Bei einem Nihe-
rungswerl ar mit | Aa | < 10" sind alle Grund-
ziffern, deren Stellenwertfaktor gleich oder
groBer als 10" ist, zuverlédssige.

So wird ar = 5.79999999 mit | Aa | <0,6- 1076
abgeindert in af = 5,800000 mit | Aa* | <0,61
-107°<0,7- 1076,

Wir lernen die Dreiecksungleichung kennen

Die Dreiecksungleichung werden wir in den
folgenden Abschnitten als Hilfsmittel zu
Fehlerabschdtzungen verwenden.
Satz 1: Fiir beliebige reelle Zahlen a und b
gilt |a+b|<|a|+] b |,(Dreiecksungleichung).
Beweis: Nach der Delinition der Addition
reeller Zahlen und der Definition des abso-
luten Betrages gilt:
|a|+]|b], falls a und b gleiche
Vorzeichen haben oder
mindestens eine dieser
Zahlen 01sL.



lal—|b

, [alls a und b verschie-
dene Vorzeichen haben

1 pl i
lath|= und |a|2]|b| gilt.

|b|—|a|, falls a und b verschie-
dene Vorzeichen haben
und |a|<|b|gilt.

Da fiir beliebige reelle Zahlen a und b stets
die Ungleichungen
|a|~|b]s|al+|5|und]b|~|a|s|al+|b|
gelten, folgt

|a+b|g]al+|b| W.z.b.w.

Selbstdndig beweisen wir den folgenden Satz.
Die in diesem Satz enthaltene Relation wird
ebenfalls als Dreiecksungleichung bezeich-
net.

Satz 2: Fiir beliebige reelle Zahlen a und b
gilt |a—b|<|a|+|b| Als erste Anwendung
der Dreiecksungleichung soll folgende Frage
beantwortet werden:

A A Was kann bei gegebenem Niherungs-
werl ar+0 und gegebener Abschdtzung des
Aa
aw
{ +0 iiber den zugehorigen wahren Wert
aw +0 ausgesagt werden ?

ﬂ’glo-‘ folgt |Aa|<|aw| 107"
aw

relativen Fehlers <10~! mit /e F und

Aus

Mittels der Dreiecksungleichung (Satz 2) folgt
aus aw = ar — Aa die Ungleichung | aw | <| ar |
'+ | Aa |. Die Dezimalzahldarstellung von | ar |
laute |ar|=ay-10¥+ay-,- 10" '+... Da-
bei sind an, an-, ... Grundziffern und N ist
die kleinste ganze Zahl, fiir die ay>0 gilt.
ar wird nach oben abgeschitzt durch |ar |
<(an+1)-10". Durch Einsetzen in |Aaq|
<|aw |- 107" ergibt sich:
|Aa| (| ar | + | Aal)- 107
=|ar| 107"+ |Aa|- 107!
|Aa| <(aw+1)-10%-10¥ '+ | Aa|- 107"
=(anv+1)- 10"+ |Aa]|- 107",
Nach den Regeln fiir das Umformen von Un-
gleichungen folgt hieraus schrittweise:
[Aa|-(1-10"Y)<(an+1)- 107!
|Aa| < 1"_";51_,~ 107

Wegen 107'<0,1 un und damit 1 —107'20,9

N
la_ It)l' ;<10 und
damit | Aa|<10-10¥"'=10"""*'. Fiir N=9
ergibt sich |Aa|<12-10"""*' gr und aw
stimmen hiernach in den ersten / Dezimal-
stellen an. an-1, dn-2, ..., Gn-1+ lberein.
Eine Anderung dieser Grundziffern bei aw
kann hochstens dadurch eintreten, daB die
letzte der genannten Grundziffern im Falle
ay<9 ersetzt wird durch ihren Vorginger
oder Nachfolger und im Falle ay=9 ersetzt
wird durch ihren Vorvorginger, Vorgénger,
Nachfolger oder Nachnachlolger.

gilt fir ay<9 anv+1<9,

Aa

Ein Niherungswert ar+0 mit <10°!

aw
hat also I zuverldssige Grundziffern. deren
erste (von links) in ar die erste von ,,0" ver-
schiedene Grundziffer ist.

So folgt z. B. aus ar=0,0007538 und

Aal -4

E =
oder ay =0,0007537xxx... oder

aw =0,0007539xxx... Hier sind wiederum an-
stelle von x beliebige Grundziffern einzu-
setzen.

entweder awy =0,0007538xxx...

Der absolute Fehler einer Summe
oder Differenz

Wir wollen von einem Beispiel ausgehen:

Zw

Xw Yw

0

MefBwerte fiir die wahren Langen xw und yw
des abgebildeten Werkstiickes mogen mit der
Schiebelehre ermittelt werden. Wird der No-
nius der Schiebelehre mitbenutzt, kénnen
mittels Schiebelehre Liangen bis auf 0,1 mm
genau abgelesen werden. Dies bedeutet, daf3
der absolute Fehler jeder mittels Schiebelehre
bestimmten Linge, sofern keine vermeidba-
ren Einstellungs- und Ablesefehler begangen
werden, h6chstens gleich 0,05 mm ist. Mittels

Schiebelehre mogen fir x, und ), die fol-

genden MeBwerte gefunden werden:

xp=678 mm; | Ax | £0,05mm

yr=13,2mm;|Ay| £0,05 mm
Was kann auf Grund dieser beiden Messun-
gen iiber die Gesamtldnge z=x+y unseres
Werkstiickes ausgesagt werden? Gemidl der
Formel z=x+ y gelten fiir den wahren Wert
zw und den zu xr und yr gehorigen Néahe-
rungswert zp der Gesamtlinge z=x+y die
Formeln zw = xw + yw und zr=xr + y¢. Hier-
aus folgt: Az=zr—zw=xr+yr—(xw+yw)
=Xxr—Xw~+Yyr—yw, d.h. Az=Ax+Ay. Da-
mit ist der [olgende Satz bewiesen:
Satz 3: Der absolute Fehler einer Summe ist
gleich der Summe der absoluten Fehler der
Summanden:

z= X+ y

Az=Ax+Ay
Durch Anwenden der Dreiecksungleichung
(Satz 1) folgt daraus die Ungleichung
| Az |<]| Ax |+| Ay | Damit ist der folgende
Satz bewiesen:
Satz 4: Der Betrag des absoluten Fehlers
einer Summe ist nie grofer als die Summe der
Betrdge der absoluten Fehler der Summan-
den:

z=x+y

| az|] ax |+] Ay
Kehren wir zu unserem Beispiel zuriick! Da
die wahren Werte xw und yw nicht bekannt
sind, konnen Ax und Ay nicht berechnet wer-
den und damit auch nicht Az. Doch gemiD
Satz4 ist eine Abschitzung des absoluten
Fehlers moglich:
Aus| Ax |<0,05 mmund | Ay | 0,05 mm folgt
mittels |Az|<|Ax|+]Ay| |Az|<005mm
+0,05mm=0,]0 mm. Nunmehr berechnen

wir gemaB ze=xr+ yr den zu xr und yr ge-
horigen Naherungswert der Gesamtlénge:
zp=678 mm+ 13,2 mm=81,0 mm.
Wegen | Az|<0,] mm gilt
81,0mm—0,l mm<zy £81,0mm—+0.1 mm.
Die Dezimalzahldarstellung von zy lautet
entweder zy =80,9xxx... mm oder
zw=81,0xxx... mm oder zy=81,1 mm. An-
stelle des Zeichens x diirfen wieder beliebige
Grundzillern eingesetzt werden. Das er-
haltene Ergebnis wird in der Form
zw =810 mm+0,] mm fixiert.
Die lolgenden Sitze beweisen wir selbstdndig:
Satz 5: Der absolute Fehler einer Differenz
ist gleich der Diflerenz der absoluten Fehler
von Minuend und Subtrahend:

z=x—y

Az=Ax-Ay
Satz 6: Der absplute Fehler einer Dillerenz
ist betragsmaBig nie groBer als die Summe
der absoluten Betrige der absoluten Fehler
von Minuend und Subtrahend:

z=x—y

| az|] ax |+| Ay
Im Mathematikunterricht rechnen wir mit
Niherungswerten, z. B. Rundungswerten,
ohne eine Fehlerabschitzung explizit aufzu-
schreiben. Hier sind also, eventuell bis auf
Grundziffern ,,0“, nur zuverldssige Grund-
ziffern jeweils anzugeben.
Damit wir im Ergebnis wiederum nur zuver-
ldssige Grundziffern angeben, stiitzen wir uns
aul zwei Faustregeln, deren eine jetzt formu-
liert wird.
A Faustregel 1: Gehort beim Naherungswert
ar zur letzten zuverldssigen Grundziffer der
Stellenwertfaktor 10" und beim Niherungs-
wert br zur letzten zuverldssigen Grundziffer
der Stellenwertfaktor 10 und ist n das Maxi-
mum der Zahlen n, und n,, so sind in ar+ br
und ap—br jeweils alle Grundzilfern, deren
Stellenwertfaktor nicht kleiner als 10" ist,
zuverlassige.
Zum Formulieren der Faustregel wurde der
Begriflf des Maximums zweier Zahlen be-
nutzt, den wir zumindest implizit vom Be-
stimmen des kleinsten gemeinsamen Vielfa-
chen mittels Primfaktorzerlegung kennen:
Definition 3: Als Maximum m zweier Zahlen
sund ¢ wird die Zahl m bezeichnet, fiir die gilt
m=s, falls s<t und m=1, falls s>t ist.
Motivation und Grenzen dieser Faustregel
folgen aus den Sdtzen 4 und 6 und aus der
eingangs unter dem Zeichen a betrachteten
Problemstellung.
Beispiele fiir das Rechnen mit Niherungs-
werten:
0,00051+7,28~0,00+ 7,28 =7,28
1834,1 — 1834,23874~ 1834,1 —18342=—0,1
3414+1,74+38-1724+113-72+427+93
+11.2-11,2x38
Im letzten Beispiel ist es wegen der groBen
Zah! von Summanden nicht sinnvoll, gemaf
Faustregel 1 im Ergebnis eine Stelle nach dem
Komma anzugeben: Ist der Betrag des abso-
luten Fehlers jedes Summanden durch 0.05
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nach oben abzuschitzen, so 148t sich der Be-
trag des absoluten Fehlers des Ergebnisses
nur durch 10-0,05=0,5 nach oben abschit-
zen.

Absoluter und relativer Fehler
eines Produktes

Den folgenden Betrachtungen legen wir die
Formel z = xy zugrunde, wobei bei gegebenen
x und y jeweils z zu berechnen ist. Fiir wahre
Werte gelte zw=xw * yw und fiir ihre Nihe-
rungswerte entsprechend zr = xr ' yr. Aus bei-
den Gleichungen folgt Az=xp"yr—xw " yw.
Wegen —xr-yw+xpyw=0 1dBt sich diese
Gleichung in der folgenden Form schreiben:
Az=xpyr—Xryw +Xryw —Xwyw
Mittels Distributivgesetz und Definition 1
ergibt sich hieraus:

Az =xp(yr—yw)+ yw(xr — xw)

Az=xpAy+yw - Ax
(Spiter werden wir bei der Herleitung einer
Formel fiir den relativen Fehler eines Pro-
duktes von dieser Gleichung ausgehen.) Nach
Definition 1 gilt yw=yr—Ay. Durch Ein-
setzen folgt jetzt:

Az=xp Ay +(yr—Ay) Ax

Az=xp Ay+yp- Ax—Ax- Ay
Mittels Dreiecksungleichung und da fiir alle
reellen Zahlen a und b |a-b|=|a|-|b] gilt,
ergibt sich:
|Az|<|xp || Ay|+]ye || Bx]+| Ax| | Ay|
Die erhaltenen Ergebnisse fassen wir in dem
folgenden Satz zusammen:
Satz 7: Fiir den absoluten Fehler eines Pro-
duktes z=xy gill
Az=xp Ay+yr- Ax—Ax-Ay und
| Az|<|xe || Ay[+] ye || Ax|+| Ax| | Ay]
Als Anwendung l6sen wir die folgende Auif-
gabe:

Aufgabe 1: Ein Fahrzeug fihrt mit konstan-

ter Geschwindigkeit. Geschwindigkeit und

Fahrzeit werden gemessen zu:
vp=48km-h~';|Av|<1km-h~!
tr=97s; |At[<0,5s

Welchen Weg s hat dieses Fahrzeug in der

Zeit t zuriickgelegt?

Losung: Wegen s=v - ¢ gilt gemaB Satz 7

| 85| < or || Ar | +[te || B0 | +] Ac | Ao

Damit gilt erst recht:

|As|<48km-h~'-055+97s-1km-h~!

+0,5s-1km-h~!

Hieraus folgt schrittweise:

48 0,5 9 0,5

49-05 1 0,7
=7-05 15 0,1

500 K™+ o0 K+ 5o km
=0,007 km +0,03 km + 0,0002 km
<0,04 km

Aus Geschwindigkeit und Zeit berechnet sich
der zuriickgelegte Weg zu:
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48 -97
= tp= -h ! =
sp=vr tr=48km'h 97s 3600 km
4656
—mkm—IZQ . km.

Die zuriickgelegte Fahrstrecke betrigt also
sw=(1,3+0,05) km.
Fiir den relativen Fehler eines Produktes gilt
eine einfachere Formel als fiir den absoluten
Fehler. Diese soll jetzt hergeleitet werden. In
die oben bei einem Zwischenschritt erhaltene
Formel Az=xr'Ay+yw-Ax wird jetzt xr
durch xw + Ax ersetzt:

Az=(xw+Ax) Ay + yw - Ax

Az=xw - Ay+yw-Ax+Ay- Ay
Durch Division beider Seiten mit zy =xw * yw
und nachfolgendem Kiirzen ergibt sich:

Az Ay Ax Ax Ay

—= =

Zw Yw  Xw. Xw Iw
Satz 8: Der relative Fehler eines Produkts ist
gleich der Summe aus dem relativen Fehler
des ersten Faktors, dem relativen Fehler des
zweiten Faktors und dem Produkt dieser bei-
den relativen Fehler.

z=Xxy
Az _Ax Ay Ax Ay
Zw_«\'w_ryw Xw ¥w

Mittels Dreiecksungleichung ergibt sich fiir
den relativen Fehler eines Produktes die Un-

gleichung:
Az [ax| &y, [Ax] |4y
Zw | | Xw yw Xw| |Jw

Aufgabe 2: Die eine Rechteckseite a ist mit
der Abschétzung [ir den relativen Fehler

Aa <0,002, die andere Rechteckseite b ent-

aw

sprechend mit ’éé <0,001 bestimmt wor-
w

den. Was folgt hieraus fiir den relativen Feh-
ler des Flacheninhaltes 4 =ab? Wieviel Dezi-
malstellen, gezahlt von der ersten von L0 ver-
schiedenen an, sind in A zuverldssig?

Aufgabe 3: Berechne den Umfang u=nd
eines Kreises aus der Kreiszahl np=3,14:
| An|<0,002 und dem Durchmesser d¢
=68cm;|Ad|<£0,05cm!

Aufgabe 4: Berechne den Flicheninhalt 4 =&
eines Quadrates aus der Seitenlidnge ar
=7,34dm;| Aa| 0,005 dm!
Die Aufgabe 4 zeigt uns, daB oft in guter
Néherung fiir den relativen Fehler eines Pro-
duktes z=xy gilt:

Az Ax Ay

— 4

Zw  Xw  Yw
Absoluter und relativer Fehler
eines Quotienten

Hier sollen wir zunéchst den angegebenen
Satz sclbstindig beweisen und die abge-
druckte Aufgabe selbstindig 16sen.

Satz 9: Absoluter und relativer Fehler eines

. X .«
Quotienten z =; geniigen den Formeln:

Az=———'- Ay; yr%0; yw=+0

yr¥0;
yw*0; xw+0

Aus Satz 9 folgt, daB ﬁir den relativen Fehler
eines Quotienten z "—; oft in guter NZherung

Ezg—ﬁ gilt.

Zw  Xw Yw

Zw Xw Yw YF \Xw JIw

bt by by (B )

Aufgabe 5: Die Dichte ¢ eines homogenen
Korpers ist durch die Formel ¢ =$ bestimmt.

Dabei sind m die Masse und V das Volumen

des Korpers. Masse und Volumen eines

Korpers aus Eisen werden bestimmt zu:
Ve=127cm?; |AV|<0,5 cm?
me=1000g; |Am|<05g

Berechne nach diesen Angaben die Dichte gy

dieses Korpers!

Abschlieflend wird die bereits angekiindigte
zweite Faustregel, die sich mittels der Satze 8
und 9 und der eingangs unter dem Zeichen
A A betrachteten Problemstellung motivie-
ren l4Bt, formuliert.

A A Faustregel 2: Besitzt der Niherungs-
wert ar I, aufeinanderfolgende zuverléssige
Grundziffern, deren erste (von links) in ar die
erste von ,,0 verschiedene Grundziffer ist, be-
sitzt der Naherungswert by I, Grundziffern
mit den gleichen Eigenschaften, und ist [ das
Minimum der Zahlen [, und /,, so besitzen
ar - brund ar : br jeweils | aufeinanderfolgende
zuverldssige Grundziffern, deren erste (von
links) in af - br bzw. in af : by die erste von ,,0¢
verschiedene Grundziller ist. Wenn z. B. der
Niherungswert 7,28 drei zuverldssige Grund-
ziffern hat und wenn der Niherungswert
0,0041 zwei aufeinanderfolgende zuverléssige
Grundziffern hat, deren erste in 0,0041 die
erste von ,,0“ verschiedene Grundziffer ist, so
sind in 7,28 -0,0041 und 7,28:0,0041 jeweils
zwei aufeinanderfolgende Grundziffern, de-
ren erste im jeweiligen Ergebnis die erste von
0 verschiedene Grundziffer ist, zuverlds-

sige. 7,28 -0,0041=0,0298...~0,030
7,28 :0,0041=177.,... ~1800
W. Trager

Bildmappe: C. F. GauB§

Im September 1977 gibt der Verlag Bild und
Heimat eine Bildserie iiber C. F. Gauf heraus.
Diese eignet sich besonders fiir die Gestal-
tung von Wandzeitungen, Bildserien in Ma-
thematikkabinetten, sie kann auch als An-
erkennung fiir gute Leistungen in mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Fichern oder
fiir vorbildliche auBerunterrichtliche Arbeit
iberreicht werden.

Technische Daten: Bildmappe mit zweifarbi-
gem Buchdruck-Umschlag sowie einfiihren-
dem Text; 9 Inhaltsmotive in Bromsilber-
druck mit erlduternden Riickseitentexten,
Preis: 2,- M. Bestellungen erbeten bis Mitte
Juli 1977 an:
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Hast du schon einmal von elektronischen Rechenmaschinen
gehort? (Der englische Name dieser Maschine lautet Com-
puter, ausgesprochen: Kompjuter.) Es gibt Maschinen die-
ser Art, die in einer Sekunde mehr Rechenarbeit leisten, als
du im ganzen Leben fertigbringen wiirdest, und solltest du
auch zeitlebens immerfort rechnen. Und obendrein erledigen
sie derart komplizierte Rechnungen, die der Mensch ohne
Maschinen iiberhaupt nicht bewiltigen koénnte. Auch was
die Arbeitsgenauigkeit und Zuverlassigkeit angeht, steht der
Mensch diesen Maschinen sehr nach. Allerdings ,,verrech-
net‘* sich auch eine Maschine hier und da, aber ein Mensch
wiirde bei solcher Arbeit viele tausend Fehler machen.
Diese Maschinen arbeiten duBerst schnell, genau und zu-
verlidssig und kénnen fiir die verschiedensten Zwecke ver-
wendet werden; von selbst ,.kénnen* sie aber iiberhaupt
nichts. Sie verrichten nur das, worauf man sie eingestellt,
programmiert hat. Schleicht sich ins Programm ein ganz
kleiner Fehler ein, so stehen sie schon still oder liefern die
unsinnigsten Ergebnisse. Sie konnen nicht begreifen, was
man von ihnen verlangt. Sie haben eben keinen Verstand.
Deshalb ist es so wichtig, daB wir bei der Programmierung
einer Rechenmaschine sehr genau durchdenken, was die
Maschine verrichten soll. Wir gliedern die Arbeit der Ma-
schine in Teile, so wie wir es auch bisher bei den FluB-
diagrammen getan haben. Die FluBdiagramme sind wichtige
Hilfsmittel zur Programmierung von Maschinen.

1. Alles, was du hier siehst, geschiecht an einem Morgen.
Ordne die Bilder nach der richtigen Reihenfolge, und nume-
riere sie mit den Zahlen 1, 2, 3, ...! ’

Es ist langweilig, denselben Text noch einmal abzuschreiben.
Und nebenbei bemerkt, wievielmal sollen wir es denn tun?
Die Wiederholung ist aber auch iiberfliissig. Es geniigt, zwei
Pfeile an der richtigen Stelle zu zeichnen, damit wir wissen,
wie es weitergeht.

Hier ist die verbesserte Figur:

Ich schlage das Buch an der Stelle auf,
wo ich Seite 73 vermute

Eh betrachte die rechte Seitenzahl

Ich stelle fest,
ob sie gréBer als 73 ist

Ich blattere zuriick

Ich blattere weiter

Setze das Zeichnen von Pleilen fort!
In den Rahmen mit dieser Form <> findest du Fragen, die
auf zweifache Weise beantwortet werden kénnen.

Die Mine meines
Kugelschreibers ist leer

Habe ich eine
Ersatzmine?

Ich gehe, eine neve Mine
zu kaufen

-

I Ich wechsle die Mine aus]

Ich kaufe die Mine

Aul dem Heimweg erblicke
ich eine Lupe,
die ich ndtig hatte

for die Lupe uibrig?

Ich kaufe die Lupe

Ich frage, ob man sie far mich
beiseite legen kdnnte
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2. Wie sind die Aufgaben anzuordnen? Du kannst die rich-
tige Reihenfolge durch Pfeile ausdriicken.

Ich kaufe im Geschift Kartoffeln,
Zwiebeln, Paprika, Wurst, Fett

Ich réste die Zwiebeln

l Ich salze die Kartoffeln ]

[ Ich gieBe Wasser daraufJ

[Wir essen die Karloﬂ‘elspeisﬂ
I Ich streue Paprika hineiﬂ Ich erhitze das Feut

l Ich gebe die Wurst hineﬂ

ENir tragen die Kartoffelspeise aur—l

[Ich setze einen Deckel auf den Topf -I l
I lch zerschneide die Zwiebeln

Ich reinige die Kartoffeln

und die Zwiebeln Ich schneide die Kartoffeln

in Scheiben

[ Ich gebe die Kartoffeln hinzu l

Ich lasse alles aulkochen |

Der Pfeil fihrt an eine schon beriihrte Stelle zuriick. Wir
haben eine Rundreise unternommen, einen Zyklus beschrie-
ben. Wenn du diese (zyklische) Vorschrift befolgst, kannst du
die gesuchte Seitenzahl leichter finden, als wenn du nur in
einer Richtung oder planlos hin und her blatterst. Auch die
Figur fallt einfacher, kiirzer aus, wenn wir Zyklen anwen-
den. : ’

Die Vorschrift ist aber auch so nicht ganz genau, nicht aus-
fihrlich genug. Wie stellen wir denn fest, ob eine Zahl! gerade
73 oder groBer oder kleiner als 73 ist?

Wir zeichnen jetzt das FluBdiagramm (das Anweisungs-
system) dieser Aufgabe.

73? GroBer? Kleiner?

Setze die Zeichnung bei jedem ,,nein*-Pfeil fort!

Ich priife, wie viele
Stellen die Zahl hat.

nein
Ist sie zweistellig?

[ Ich betrachte die erste Ziﬂ'ﬂ

nein

ja

Llch betrachte die zweite Ziﬂ'c:l

Halt! Die Zahl ist 73

2 7
Wie suche ich in einem Buch 1. Aufgabe. Was fiir einen Rahmen wiirdest du nach
[ . ‘)
dle Selte 73 . Ich blattere weiter 2
: e . Ich schlage das Buch :
Zum BCISPICI so: bei der ersten Seite aul
(Diese liegt immer rechts) . . . ) .
T zeichnen? Was wiirdest du in diesen Rahmen schreiben?
Sh schlage cine Seite um 2. Aufgabe. Was fiir einen Rahmen wiirdest du nach
(Ebenfalls rechts)
z
Ich schlage noch eine Seite um Ich blateere zurdck 2
Da finde ich die 5. Seite
\L zeichnen? Was wiirdest du in diesen Rahmen schreiben?
Mit Geduld kommt man auch so zu Seite 73. : . .
Es gibt aber noch eine bessere Methode: 3. Aufgabe. Setze die Zeichnung von da an fort!
Ich schlage das Buch an der Stelle auf] .
an der ich Seite 73 vermute.
Ich blattere zuriick
Fch betrachte die rechte SeitenzahlJ
Ich blattere weiter
Ich stelle fest,
ob sie groBer als 73 ist
n ja
Ich blattere weiter GroBer? Ich blattere zuriick
Wir sind aber noch nicht fertig. Um weiterzukommen, be-
notigen wir weitere Anweisungen.
4 S
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Und hier die Ldsung der Knobelei:

Die Karte wird so weit gebogen, daB der schmale Streifen
durch die runde Offnung gezogen werden kann. Durch die
entstehende Schlaufe wird eine Streichholzschachtel gescho-
ben; die Aufgabe ist gelost.

AV

Rhombohex ist ein hexagonales Muster, das mit Rhomben
so ausgelegt wird, wie es die Figur zeigt. Es besteht aus einer
weiBen Innenfliche, einem schwarzen Ring und einer weiflen
AufBenfliche. Das Besondere an der Figur ist, daB die weiBe
Innenfliche genau so viele Steine haben soll wie die Um-
randung. Das Bild zeigt die Losung der Aulgabe mit der
geringst moglichen Zahl von Steinen.

8

Magische Spielereien
alpha-Ferienheft

Irrgarten

Zahlen-Magie

Wir kénnen das Alter eines Freundes erraten. Wir lassen ihn
zu diesem Zwecke sein Alter mit 10 multiplizieren und
davon das Produkt einer beliebigen einstelligen Zahl mit 9
subtrahieren. Nennt er uns das Ergebnis, sagen wir ihm
solort sein Alter.
Beispiel- Ralph ist 15 Jahre alt; er rechnet:.15 - 10 = 150;
Produkt einer beliebigen einstelligen Zahl, z. B. § - 9=45;
150 —45 = 105.
Ralph nennt uns die Zah! 105, und wir haben nur die ersten
beiden Ziffern als gemeinsame Zahl mit der letzten Ziffer zu
addieren, so konnen wir das Alter nennen. Denn 10 + 5 = 15.
1

Gewandter Kletterer

Allgemeines Gelachter wird ausbrechen, wenn du einen An-
wesenden bittest, durch eine Postkarte zu kriechen.
Verschiedene werden lachen, weil sie das fiir unméglich
halten, andere werden vielleicht deshalb schmunzeln, weil
sie diesen Trick schon kennen.

So wird’s gemacht: Du faltest eine Postkarte in der Mitte und
schneidest sie unserer Abbildung entsprechend ein, abwech-
selnd einen Schnitt vom Mittelfalz zum AuBenrand, dann
einen Schnitt vom AuBenrand zum Mittelfalz. Achte darauf,
dafl du nirgends durchschneidest! Abschliefend wird der
Mittelfalz vom ersten bis zum letzten Einschnitt getrennt.
Das Ergebnis dieser Schneiderei ist ein groBer Papierring,
durch den jeder, selbst der umfangreichste Anwesende, hin-
durchsteigen kann.

| M

Magisches Quadrat

Ein groBes Quadrat — wir zeichnen es auf eine Tafel und
legen Kreide bereit — ist in 16 kleine Quadrate aufgeteilt.
Wer findet vom Quadrat 13 aus den Weg zum Ausgang
(Quadrat 4), ohne ein Feld mehrfach zu benutzen?
Lediglich Quadrat 13 darf mehrmals benutzt werden.
Lésung : Die Quadrate miissen in folgender Reihenfolge be-
nutzt werden:

13, 14,13, 9, 10, 11, 15, 16, 12, 8,7, 6, 5, 1, 2, 3, 4.
-

1 l 2 l 3f4
i 5 —'_ 6—'_ 7+8 |
0 9 +10—|_41+12—
_13+1 ‘f_f—15—£—16—

Gewult, wie!

Gero sagt zu Bernd: ,,Nimm einen Dominostein! Ich werde
wissen, welchen du genommen hast.*
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Der Magische Wiirfel

Nimm einen Wiirfel und faB ihn oben und unten an! Die
oberste, somit zugedeckte Zahl multiplizierst du mit 5,
addierst 3, verdoppelst die Summe und addierst die unten
zugedeckte Zahl.

Nun nenne mir das Ergebnis, und sofort nenne ich dir die
beiden zugedeckten Points.

Beispiel: Nehmen wir an, die Points 1 und 6 wurden zuge-
deckt.

Der Mitspieler rechnet: 1-5=5; 54+3=8; 8-2=16; .

16 +6=22, wenn die 1 oder 6-5=30; 30+3=233;
33-2=66, 66 + 1 = 67, wenn die 6 die obere Zahl ist. Er
nennt uns als Ergebnis 22 oder 67. In jedem Falle sub-
trahieren wir die Zahl 6 und erhalten die beiden gesuchten
Points des Wiirfels.

Das Labyrinth

Irrgarten in Hampton Court, England. Dieses Labyrinth ist
zu bewiltigen, belolgt man die Vorschrift ,,Gehe immer an
der rechten Wand entlang!*

2

Befreite Schachteln

Aufgabe dieser Knobelei ist es, 2 gefesselte Schachteln zu
befreien. Die Schachteln sollen, ohne die Schnur von ihnen
zu l6sen, von der Karte entfernt werden.

Dieses Knobelspiel 148t sich schnell anfertigen.

Zur Losung:

Du nimmst ein Stiick Karton und schneidest den 2,5 Zenti-
meter breiten Streifen (@) und die runde Offnung (b) - sie hat
einen Durchmesser von 3 Zentimetern - ein. 2 leere Streich-
holzschachteln verbindest du durch einen Faden.

Bernd nimmt den Stein mit den 4 und 3 Augen.

Nun sagt Gero:

,,Multipliziere die erste Augenzahl mit 5 und addiere 3!
Verdoppele dieses Ergebnis und addiere die zweite Augen-
zahl! Sag mir dein Ergebnis!*

Bernd sagt die Zahl 49.

Gero subtrahiert davon 6, erhilt 43 und liest daraus ab, daB
Bernd den Stein mit den Augen 4 und 3 genommen hat.

Magische Kreise

Im Sechseck sind die Zahlen 1 bis 13 eingetragen. Je drei der
Zahlen liegen auf einer der insgesamt 9 Geraden. Beachte,
daB fiir sechs dieser Geraden die Summe ihrer Zahlen gleich
ist:
347+13=134+8+2=2+10+11
=54+6+12=104+9+4=23

Der magische Charakter dieser Figur ist dadurch verdorben,
daB die drei anderen Summen nicht ebenfalls 23 ergeben. Die
Zahlen sollen derart umgestellt werden, daB alle neun Sum-
men von Zahlen derselben Geraden dieselbe Zahl ergeben.
Welche Zahl z (oder Zahlen) muB im Zentrum stehen und
wie heiBt die magische Konstante M?

Losung:z=9, M =21.

Réumliches Vorstellungsvermigen gefragt

X %
L YA K ¥
. v - Q
o |4 ¢ W {
T E =
s ¥ Y
. 4
o il .
<« 2y

AVA

25

Um ein Ordnen und Neu-Zusammensetzen handelt es sich
bei diesem Spiel. Die oben gezeigten Muster sind zerschnit-
ten worden. Die Schnipse! sind in den darunter stehenden
Kastchen zu sehen. Welches Kistchen gehdrt zu welcher
Figur?

Léosung:zu A: 8,9,11;zu B: 1,4;zu C: 3,6, 12;
zuD:2,7,zu E: 5,10
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Klassenstufe 5

1. Wenn es eine solche Eintragung gibt, so ist
nach der 1. Zeile B das Quadrat von A4 (& B),
also B=4 oder B=9. Ferner ist E das Produkt
zweier einstelliger Zahlen C, D, also nicht 0
und nicht 1. Daher ist auch keine der Zahlen
C, D gleich 0 bzw. gleich 1. Wegen 2-3=6ist
E mithin mindestens gleich 6. Da ferner E
nach der 3. Spalte kleiner als B ist, scheidet
B=4 aus. Es lolgt B=9, also A=3. Da G
(#3) somit das Dreilache von D (4 3), aber
groBer als O und kleiner als 10 ist, verbleibt
nur die Moglichkeit D=2, G=6. Nach der
dritten Zeile ist F groBer als 6, also wegen
"F#+ B, B=9, entweder F =7 oder F=8. Nach
der zweiten Zeile ist E gerade, nach der dritten
Spalte ist H ungerade, nach der dritten Zeile
also F ungerade. Daher folgt F=7 und somit
H=1, E=8 sowie C=4. Also kann nur die
folgende Eintragung alle Bedingungen er-

filllen: 3 - 3 =9
+ - -
4 -2=28
7—-6=1

Sie erfiillt die Bedingungen; denn die [ur 4, B,
C,D, E, F, G, H eingetragenen Ziffern 3, 9, 4,
2,8, 7,6, 1 sind simtlich verschieden, und die
angegebenen Rechenaufgaben sind richtig ge-
rechnet.

2. Auf der Hinfahrt legten die Pioniere eine
Strecke von 1200 m in 10 Minuten zuriick, in
jeder Minute also durchschnittlich 120 m.
Auf der Riickfahrt legten sie wegen 120—40
=80 folglich in jeder Minute 80 m zuriick.
Wegen 1200 :80= 15 brauchten sie daher fiir
die Riickfahrt 15 Minuten.

D C
/
/
o (4 e
-
A
A B8
3. a) Zeichnen des Quadrats ABCD mit
AB=4cm

b) Zeichnen des Verschiebungspfeils
¢) Zeichnen der Parallelen durch A, B, C, D

d) Konstruktion der Punkte 4A’, B, C', D’
¢) Zeichnen des Quadrats A'B'C'D’

4. Wegen 3 - 25000="75000 konnen aus 3 Ton-
nen Papier 75000 Hefte hergestellt werden.
Wegen 75000 :15=5000 lassen sich mit die-
sen Heften in einem Jahr insgesamt
5000 Schiiler versorgen.

Klassenstufe 6

1. Wenn bei einer Einsetzung alle Angaben
zutreffen, so folgt aus den Angabern iiber die
Zehntausenderziffer, daB A=35 ist. Aus den
Angaben iiber die Einerziffer folgt daher
I+ R=10. Von den moglichen Darstellungen

der 10 als Summe von zwei verschiedenen ein-,

stelligen Zahlen
10=149=24+8=3+7=4+6
scheiden diejenigen aus, in denen die Ziffern
schon fir andere Buchstaben als I und R
eingesetzt wurden, also E=1, H=9, P=7,
L=6. Daher verbleibt nur die Darstellung
10=2+8. Wegen I <R ist also I=2, R=8.
Da bei der Addition der Zehnerziffern eine
Zehneriibertragung von genau | auftritt, er-
gibt sich aus den Angaben iiber die Hunder-
terziffern T=4.
Also kann nur die Einsetzung

ALPHA HEITER

56795 912418
alle Forderungen erfiillen. Sie erfiillt diese
Forderungen; denn die fiir verschiedene Buch-
staben eingesetzten Ziflern sind sidmtlich ver-
schieden, es gilt EHPL=1976 und I <R, und
die Addition

56795
+ 912
+ 418
58125

ergibt die Summe 58 125.

2. Wegen 68+ 76 + 64 + 52 =260 besitzen die
vier Rdume eine Gesamtbodenfliche von
260 m2. Wegen 260 :65=4 standen fiir jeden
Pionier laut Aufgabe 4 m? Bodenlldche zur
Verfiigung. Daher ergab sich wegen 68:4
=17, 76 :4=19, 64:4=16 sowie 52:4=13
folgende Belegung:
Im ersten Raum:
im zweiten Raum:
im dritten Raum:
im vierten Raum:
zusammen also:

17 Thialmann-Pioniere,
19 Thialmann-Pioniere,
16 Thidlmann-Pioniere,
13 Thilmann-Pioniere,
65 Thdlmann-Pioniere.

3. Wegen 80 - 60=4800 betridgt der Flachen-
inhalt des groBen Rechtecks 4800 mm?

=48 cm?. Fiir den Flicheninhalt des heraus-
geschnittenen Quadrats verbleiben wegen
48 —44=4 somit 4 cm?. Also betrigt seine
Seitenldnge a=2cm, da 2 die einzige natiir-
liche Zahl ist, die mit sich selbst multipliziert
4 ergibt. Die Seitenlinge a des herausge-
schnittenen Quadrats betrigt somit

a=20 mm.

4. Laut Aufgabe enthalten 35kg des in der
Aufgabe genannten Gemisches wegen % 35
=175 genau 17,5kg Haferschrot, wegen

1
0 35=3,5 genau 3,5 kg Weizenkleie, wegen

% 35=8,75 genau 8,75 kg Gerstenschrot, we-
ﬁ' 35=0,35 genau 0,35kg Mineral-
stoffe. Das sind wegen 17,5+3,5+8,75+0,35
=30,1 insgesamt 30,1 kg. Wegen 35—30,1
=49 verbleiben mithin genau 4,9 kg Wasser
als Wasseranteil dieses Kraftfuttergemischs.

gen

Klassenstufe 7

1. Bezeichnet man die gesuchte Anzahl der
Schiiler dieser Klasse mit x, dann erhielt
jeder Schiiler (x — 1) Fotografien. Eine natiir-
liche Zahl x> 1 entspricht mithin genau dann
den Bedingungen der Aufgabe, wenn fiir sie
x(x—1)=812 gilt. Nun sind x und x—1 be-
nachbarte natiirliche Zahlen. Da 812=2-2
- 7-29 ist, 148t sich 812 nur auf die folgenden
Weisen in ein Produkt aus zwei natiirlichen
Zahlen zerlegen:
812=1-812=2-406=4-203=7"-116
=14-58=28-29.
Dabei sind nur im Falle 28 -29 die beiden
Faktoren benachbarte natiirliche Zahlen. Da-
her ist x=29.
Es tauschten also 29 Schiiler in der genannten
Klasse ihre Fotos aus.

2. Der Preis fiir 1'kg Apfel betrage im August
x Mark, dann betrdgt er im September

(x —%x) Mark =%x Mark. Im November be-

14 24
g gx Mark =EX

Mark. Da %x < x ist, waren die Apfel im No-

trug der Preis gx Mark +

vember billiger als im August.
Aus x',—ﬁ)c:Lx:i
257 257 100
fir die Apfel im November um 4% ihres
Preises im August von diesem abwich.

x folgt, daB der Preis

3. 1. Angenommen, es gidbe ein Dreieck ABC,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Der Mittelpunkt der Seite BC sei D, der von
AC sei E. Der Schnittpunkt der senkrecht
aufeinanderstehenden Mittelsenkrechten mit-
einander sei mit F bezeichnet.

Wegen des Winkelsummensatzes, angewandt
auf das Viereck DCEF, [olgt mithin, dal



X ECD (= £ ACB) ein rechter Winkel ist.
Dabher entspricht ein Dreieck ABC nur dann
den Bedingungen der Aulgabe, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
1L (1) Man konstruiert einen rechten Winkel,
dessen Scheitel C genannt sei.

c
Eé 30
IS E]

(2) Auf dem einen seiner Schenkel tragt man
von C aus eine Strecke der Lange 5,0 cm ab,
deren zweiter Endpunkt B genannt sei, auf
dem anderen Schenkel tragt man von C aus
eine Strecke der Linge 7,0cm ab, deren
zweiter Endpunkt A genannt sei.

II. Jedes so konstruierte Dreieck ABC ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion haben BC bzw.
AC die Linge 5,0 cm bzw. 7 cm. Die Mittel-
senkrechte von BC ist, da auch AC senkrecht
auf BC steht, parallel zu AC. Also ist sie
senkrecht zur Mittelsenkrechten von AC.
IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2)
sind stets bis auf Kongruenz eindeutig aus-
fiilhrbar. Also gibt es bis auf Kongruenz ge-
nau ein Dreieck ABC der geforderten Art.

A

‘ﬁ

4. Der Winkel ¥DBG hat als Auflenwinkel
des Dreiecks ABG die GroBe o+ p.  Als
Scheitelwinkel von < FKJ hat ¥£BKD die
GroBe y. Mit Hilfe des Satzes iiber die
Summe der Innenwinkel im Dreieck ergibt
sich die Gr68e des Winkels £ CDE im Drei-
eck BDK zu 180°—a—f—y. Mit Hille des
gleichen Satzes, angewandt auf das Dreieck
CDE, erhilt man fiir die GroBe ¢ des Winkels
¥DCE:

£=180°—(180°—a—f—y+9)

=180°-180°+a+p+y—d=a+f+y—4.

Klassenstufe 8

1. Da 3 oder mehr Teile zu 10 M mehr als
29 M kosten, waren es hochstens 2 Teile zu
10 M. Angenommen, es wiren genau 2 Teile
zu 10 M gewesen. Dann wiren genau 9 M
fur die beiden iibrigen Sorten verblieben. Von
diesen hitten 1 oder 2 Teile zu 3 M gekauft
werden konnen, wonach 6 bzw. 3 M fir die
Teile zu 0,50 M geblieben wire. Das wiren 12
bzw. 6 Teile zu 0,50 M und damit insgesamt
15 oder 10 Einzelteile gewesen, also zu wenig.
Folglich wurde genau 1 Teil zu 10 M gekaulft,
und es blieben genau 19 M fiir die 3-Mark-
Teile und 0,50-Mark-Teile.

Angenommen, es wire nur 1 Teil zu 3 M ge-
kault worden, dann wiren noch 16 M ge-
blieben, wofiir 32 Teile zu 0,50 M zu kaufen
waren, insgesamt also 34 Teile, im Wider-

11

spruch zur Aufgabe. Erhoht man nun die
Anzahl der Teile zu 3 M immer um 1, so ver-
ringert sich, wenn der Gesamtpreis gleich
bleiben soll, die Anzahl der Teile zu 0,50 M
dabei jeweils um 6, wobei die Gesamtzahl der
Teile um genau 5 abnimmt. Die einzige Még-
lichkeit, auf diese Weise 29 Teile zu erreichen,
besteht folglich darin, daBl man die Anzahl der
Teile zu 3 M um genau 1 erhéht und damit
die Anzahl der Teile zu 0,50 M um genau 6
verringert. Also wurden insgesamt genau
1 Teil zu 10 M, genau 2 Teile zu 3 M und ge-
nau 26 Teile zu 0,50 M gekault.

2. Der Flicheninhalt A, des gegebenen
Rechtecks betrigt A, =a, - b,.
Er entspricht 1009;.
Die um 25% verkleinerte Seite habe die
Lénge a,, dann gilt
1 3

az=a; —Zal =Za,.

Die um 209 verlingerte Seite habe die Linge

b,, dann gilt
1 6
b2=b| +§b1 =§b1

Demnach betrigt der Flidcheninhalt des so
verdnderten zweiten Rechtecks
9 9

3 6
Az=ay" bz=zﬂl 'gbl ='16a1 "by =_16A‘

1
=A 1= EA 1.
Daher wurde der Flidcheninhalt des ersten
Rechtecks um 109 verkleinert.

3. Werden die in der Aufgabe genannten
Durchmesser mit AC und BD sowie die er-

‘wzhnten Schnittpunkte mit E, F, G, H wie

in dem Bild bezeichnet, dann gilt:

'AM =MC =BM =MD. Folglich gilt
AMBF>~ AMCF und AMAH>~ AMDH
(s, s, rechter Winkel)

H_ieraus folgt

BF=CF, XxBMF= {CMF=%<):BMC,

weil B und C auf verschiedenen Seiten der
Geraden durch M und F liegen, und ent-
sprechend

DH=AH, {DMH=<):AMH=%{DMA.

Da nun als Gleichheit von Scheitelwinkeln
¥BMC = £ DMA gilt, folgt
¥BMF= xDMH und damit AMBF
= AMDH (s, w, w), also
BF=CF=DH=AH.
Entsprechend erhilt man
BE=AE =DG=CG.
Aus (1) und (2) folgt:
EH=EF=GF=GH,
d.h. EFGH ist ein Rhombus.

1
@

Im Viereck AMDH sind die Winkel bei A
und D rechte. Daher ergdnzen sich x AMD
und £ AHD zu 180°. Laut Voraussetzung ist
¥ AMD kein rechter Winkel. Folglich ist auch
¥ AHD kein rechter Winkel und EFGH mit-
hin kein Quadrat.

4. 1. Angenommen, ABCD s¢i ein Viereck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(siche Bild). Dann liegt der Schnittpunkt S
seiner Diagonalen wegen der Umkehrung des
Lehrsatzes des Thales erstens auf dem Kreis
mit dem Durchmesser BC und zweitens auf
einer Parallelen, die im Abstand h zur Gera-
den durch 4 und B verliuft.
D

A ' B
Punkt A liegt erstens auf einem Strahl s, der
in B an BC unter einem Winkel der GroBe
angetragen wurde, und zweitens auf der Ge-
raden durch C und S. Punkt D liegt erstens
auf der Geraden durch B und S und zweitens
auf dem Kreis um B mit f als Radius. .
Daraus folgt, daB ein Viereck nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

IL. (1) Wir zeichnen die Seite BC der Linge b.
(2) Wir tragen in B an BC einen Winkel der
GroBe B an.

Sein [reier Schenkel sei s.

(3) Wir zeichnen den Kreis k, der BC als
Durchmesser hat.

(4) Wir zeichnen die Parallelen zu s im Ab-
stand h.

(5) Fiir jeden Schnittpunkt von k mit einer
dieser Parallelen zeichnen wir, wenn der be-
treflende Schnittpunkt S+ C ist, die Gerade
durch C und S. Schneidet sie den Strahl s, so
sei dieser Schnittpunkt 4 genannt.

(6) Wir zeichnen die Gerade g durch B und S.
(7) Wir zeichnen um B den Kreis mit dem
Radius f. Ein Schnittpunkt von g mit diesem
Kreis sei mit D bezeichnet, wenn dabei ABCD
ein Viereck wird, das den in (2) konstruierten
Winkel als Innenwinkel hat.

III. Jedes so konstruierte Viereck ABCD ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Laut Konstruktion hat die Seite BC
die Linge b=6cm. Ebenso hat laut Kon-
struktion der Innenwinkel ¥ ABC die GroBe
B=060°, ferner die Diagonale BD die Linge
f=12,5cm. Weiter hat der Punkt S von 4B
einen Abstand von h=3,5 cm. Da schlieBlich
Punkt S auf dem Kreis mit dem Durchmes-
ser BC liegt, schneiden sich die Diagonalen
BD und AC unter einem Winkel von 90°, wie
es verlangt war.



IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2), (3), (4)
sind ausfiihrbar und - bis auf Kongruenz -
eindeutig ausfiithrbar.

Bei den gegebenen Werten fiir §, b, h schnei-
det genau eine der beiden in (4) konstruierten
Parallelen den Kreis k, und zwar in 2 Punk-
ten. Fiir genau einen von diesen fiihrt (5) zu
einem Punkt A. Sodann ist Konstruktions-
schritt (6) eindeutig ausfiilhrbar, und in (7)
ergeben sich genau 2 Schnittpunkte von g mit
dem Kreis um B mit f. Von den beiden ent-
stehenden Vierecken hat genau eines den in (2)
konstruierten Winkel als Innenwinkel (das
andere hat bei B einen Innenwinkel der
GréBe 300°).

Das Viereck ABCD ist mithin durch die ange-
gebenen Bedingungen bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt.

Klassenstufe 9

1. Es sei h die Gerade durch A und E. Dann
gilt h | g2, da AEFG ein Parallelogramm ist.
Folglich schneidet die zu g, nicht Pparallele
Gerade g, die Geraden g; und h in S bzw. P
(siehe Bild).

Nunsind £ BPA und & BSG Stufenwinkel an
geschnittenen Parallelen und daher gleich-
groB. Ebenso sind £ DAE und & BPA Stufen-
winkel an geschnittenen Parallelen und mit-
hin gleichgroB. Folglich ist der Winkel
¥ BSG, den g, mit g, einschlieBt, genau so
groB wie jeder der Winkel £ BAD, ¥ DAE,
X EAG.

Damit ist der Satz bewiesen.

2. a) Die Zerlegung ;—?=l—;+% beispiels-

weise hat alle verlangten Eigenschaften.

Beweis: Die beiden Summanden haben den-
selben, von 21 verschiedenen Nenner 42 so-
wie die unterschiedlichen Zahler 11 und 29.

1
In 4—; sind Zahler und Nenner die teilerfrem-

den natiirlichen Zahlen 11 und 42, in %

die teilerfremden natiirlichen Zahlen 29 und
42.

2 .
b) Die Zerlegung 2—(1) =g+% beispielsweise hat

alle verlangten Eigenschalten.

Beweis: Die beiden Summanden haben den-
selben Zahler 2 sowie die unterschiedlichen

Nenner 3 und 7. In % sind Zahler und Nenner

die teilerfremden natiirlichen Zahlen 2 und 3,
in % die teilerfremden natiirlichen Zahlen 2

und 7.

3. Die Gesamtlinge der Streckenziige wird
nicht verdndert, wenn wir den ,Mantel* aus
den vier zu AA’ parallelen Seitenflichen des
Wiirfels wie folgt in die Ebene abwickeln:

a g: ¢ o 2,

4
%F 2
x

A C D 4,

Fiir den dabei zweimal (als X und X,) aul-
tretenden Punkt X gilt X X, || AAo.

a) Zu jedem solchen X ergibt sich als Mog-
lichkeit fiir Y, Z, T mit minimaler Gesamt-
linge von XYTZX, die Wahl von Y, Z, T
auf der Strecke X X,, da diese die kiirzeste
Verbindung zwischen X und X, ist und da die
so bestimmten Punkte ¥, Z, T wegen AX=BY
=CZ=DT=A,X, im Innemn von BB, CC'
bzw. DD’ liegen. Die so zu je einem X gehd-
rende minimale Gesamtlinge von XYZTX,
ist XX o=AAo, also fiir alle X dieselbe Linge.
Dabher ist dies unter allen betrachteten Strek-
kenziigen iiberhaupt die minimale Gesamt-
lénge, deren Existenz somit nachgewiesen ist.
b) Es sei XYZTX ein beliebiger zu betrach-
tender Streckenzug. Fiir ihn sei durch ge-
eignete Wahl in der Reihenfolge der Bezeich-
nungen A, B, C, D sowie gleichzeitig A', B,
C, D' und X, Y, Z, T erreicht, daB CZ<BY
und CZ<DT @t' Nach der Abwicklung
schneidet die Parallele zu A4, durch Z dann
BB und CC’ in Punkten U bzw. V aul BY
bzw. DT. Daher ist ¥CZY2 ¥xCZU=90"
und X CZT 2 £ CZV=90°. Wihlt man nun
einen Punkt Z, zwischen C und Z, so
gehort auch XYZ TX zu den betrachteten
Streckenziigen. Ferner ist im Dreieck Z,ZY
der Innenwinkel bei Z groBer als der bei
Zy, also gilt YZ;>YZ.

Ebenso folgt Z,T>ZT. Daherhat XYZ, TX
eine groBere Gesamtlidnge als XYZ T X. Folg-
lich gibt es unter den betrachteten Strecken-
ziigen keinen mit maximaler Gesamtldnge.

4. 1) Angenommen, eine Ersetzung habe die
geforderten Eigenschaften. Dann kann X
nicht fiir das Pluszeichen stehen; denn wenn
die Summe zweier zweistelliger Zahlen eine
dreistellige Zahl ist, dann muB deren erste
Zilfer eine ! sein; die Ergebnisse von

abXab=cad und

aeXae=ffe
beginnen jedoch mit verschiedenen Ziflern.
Da ferner weder die Differenz noch der
Quotient zweier zweistelliger Zahlen eine
dreistellige Zahl ergeben kann, kann X auch
keins der Zeichen ,—* oder ,,:“ bedeuten.

Daraus folgt

(1) X steht fiic das Zeichen ,, - “.

Aus ffY ff =gg folgt wegen ff — ff =0 und
ff:ff=1, daB Y weder das Zeichen ,—"
noch das Zeichen ,, : “ bedeuten kann.
Daraus und aus (1) ergibt sich

(2) Y steht fiir das Zeichen ,,+*.

Aus cad Z ffe=gg lolgt, daB Z nicht fir das
Zeichen .,:* stehen kann, da der Quotient
zweier dreistelliger Zahlen nicht eine zwei-
stellige Zahl sein kann. Daraus und aus (1)
und (2) folgt

(3) Z steht fiir das Zeichen ,,—*.

Wegen 322> 1000 ergibt sich aus ae - ae= ffe,
daB die durch ae dargestellte Zahl hochstens
31 betragen kann. Da die Endziffern der drei
Zahlen iibereinstimmen, kann e nur eine der
Zahlen 0, 1, 5 oder 6 darstellen.

Aus ab +ae= ff folgt, daB e nicht O sein kann,
weil sonst b und f die gleichen Zahlen dar-
stellen miiBten.

Von den somit fiir ae in Frage kommenden
Zahlen 15, 16, 21, 25, 26 und 31 erfiillen nur
die Zahlen 15 und 21 die Bedingungen, da
an der Hunderterstelle und an der Zehner-
stelle ihres Quadrats die gleiche Zifler steht.
Wire nun a=1 und e=>5, dann miifite wegen
ab+ae= ff mithin f =3 und b=8 sein. We-
gen 182=324 folgte dann aus ab-ab=cad

- der Widerspruch a=2.

Fiir a=2 und e=1 folgt f =4 und b=3. Also
kann nur die Ersetzung

23-23=529
+ + -
21 - 21=441
prEwyE—T

allen Bedingungen der Aufgabenstellung ge-
niigen.

2) Diese Ersetzung hat in der Tat alle ver-
langten Eigenschaften; denn die fir g, b, c,
d, e, f, g eingesetzten Zahlen 2, 3, 5,9, 1, 4, 8
sind verschieden, ebenso die fiir X, Y, Z ein-
gesetzen Operationszeichen -, +, —, und die
entstehenden Aussagen sind simtlich wahr.
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1. Es gilt ¢ —g=q(¢*—1)=q(g— 1) (¢ +1).

Von den drei aufeinanderfolgenden ganzen

Zahlen g—1, g, g+ 1 ist stets eine durch 2 und

eine durch 3 teilbar. Mithin ist ihr Produkt

a’—q
6

q°®—q durch 6 teilbar, d. h.
ganze Zahl.

ist eine

2. Fiir die gesuchten Lingen a=BC, c=AB,

h, q gilt

(1) @+ b?=c? (nach dem Satz des
Pythagoras),

cq=>? (nach dem Kathetensatz),

3) pg=h?* (nach dem Hohensatz),

(4) p+g=c (da D auf AB liegt).

Aus (2), (4) folgt

g%+ pg—b*=0. Fiir die MaBzahl x der in cm

gemessenen Linge g gilt daher x?+1,8x— 16

=0 sowie x>0. Da die quadratische Glei-

chung genau die Lésungen

@

I



Xx;,2=—09+]/081+16=—-09+4.1 hat,
folgt g=3,2cm.

Hieraus und aus (4) erhdlt man
c=(3,2+1,8)cm=5cm.

Aus (1) und a> 0 folgt hiernach
a=]/25—16 cm=3 cm;aus(3) und h> 0 folgt
h=}/18-32cm=24cm.

3. 1) Angenommen, eine Ersetzung habe die
verlangten Eigenschalten. Die Spalten seien
von rechts nach links mit 1 bis 5 numeriert.
Wegen L+S folgt aus Spalte 5
L+1=S
und damit aus Spalte 4 zunichst
0+ T29. (2
Wire nun T =5, so ergébe sich aus Spalte 2
ein Zehneriibertrag, also wegen (2) auch aus
Spalte 3, und aus den Spalten 3 und 4 folgte
I=P. Also ist
T<4, (3)
in Spalte 2 entsteht kein Zehneriibertrag;
wegen I+ P muB folglich in Spalte 3 ein
Ubertrag entstehen, d. h., es gilt sogar
Q+ T 210, wegen (3) also (2a)
026. @)
Daher verbleiben nur folgende Moglichkei-
ten:
a) Es ist 0 =9; dann folgt (aus Spalte 1) L=8
und wegen (1) S=9. Wegen Q=S ist dies ein
Widerspruch.
b) Es ist 0 =8; dann folgt (aus Spalte 1) L=6
und wegen (1) S=7. Wegen (2a) und (3) gibt
es nur die Moglichkeiten T=2 oder T=3
oder T=4. Ist T=2, dann folgt E=5, I=0,
P=1. Ist T=3, dann folgt E=7, im Wider-
spruch zu S=7.
c) Es ist @ =7; dann folgt (aus Spalte 1) L=4
und wegen (1) S=5. Wegen (2a) und (3) gibt
es nur die Mdglichkeiten T=3 oder T =4.
Davon scheidet T=4 wegen L=4 aus, und
ist T =3, dann lolgt E=7, im Widerspruch zu
Q=17
d) Es ist @ =6; dann folgt (aus Spalte 1) L=2
und wegen (1) S =3. Wegen (2a) und (3) kann
nur noch T =4 gelten, dann folgt E=9,1=0,
P=1.
Daher konnen nur die Ersetzungen

(1)

68228 68448 26446
+ 2828 4 4848 + 4646
71056 73296 31092

die geforderten Eigenschaften haben.

2) Sie haben diese Eigenschalten; denn in
jeder von ihnen wurden fiir L, Q, T, S, P, I, E
verschiedene Ziffern eingesetzt, und es ist
jeweils eine im dekadischen Zahlensystem
richtig gerechnete Additionsaufgabe entstan-
den.

4. Jeder der gesuchten Streckenziige muB ge-
nau zwei von A ausgehende Wiirfelkanten
enthalten, also genau zwei der drei Kanten
AB, AD, AE. Die Durchlaufung kann so ge-
wihlt werden, daB er entweder mit AB oder
mit AD beginnt.

1. Beginnt er mit AB, so kann er nur mit einer
der iibrigen beiden von B ausgehenden Wiir-

v

felkanten fortgesetzt werden, also entweder
als ABC oder als ABF.

1.1. Nach der Fortsetzung ABC verbleiben
ebenso nur die Moglichkeiten ABCD und
ABCG.

1.1.1. Bei der Wahl von ABCD gibt es sowohl
von A als auch von D aus nur noch je eine
Moglichkeit der Weiterfiihrung, ndmlich zu E
bzw. H hin. Von diesen beiden Punkten ver-
bleibt wiederum nur noch je eine Méglichkeit,
ndmlich zu F bzw. G hin. Dann sind alle
Punkte erfaBt, und der Streckenzug kann nur
noch durch die Strecke FG geschlossen wer-
den. Also gibt es im Fall 1.1.1. nur die Még-
lichkeit

ABCDHGFEA
H G
£ F

o c

L—7
y ]
1.1.2. Angenommen, bei der Wahi von ABCG
konnte auf G nun H folgen. Dann gibe es,
um iiber einen noch nicht erfaBten Punkt zu F
zu gelangen, nur die Fortsetzung ABCGHEF,
und der nun noch verbleibende Punkt D lieBe
sich nur auf dem Wege iiber einen bereits er-
faBten Punkt erreichen, da F und D nicht
Endpunkte einer gemeinsamen Wiirfelkante
sind. Wegen dieses Widerspruches kann auf
ABCG nur F [olgen, und als einzige Moglich-
keit der Fortsetzung schlieBt sich an:
ABCGFEHDA

£

L

A B
1.2. Nach der Fortsetzung ABF verbleiben nur
die Moglichkeiten ABFE, ABFG.
1.2.1. Zu ABFE existiert wie in 1.1.1. nur die
Fortsetzung
ABFEHGCDA

H G

e

D
pa—
A B
1.2.2. Zu ABFG existiert mit analoger Be-
griindung wie in 1.1.2. nur die Fortsetzung
ABFGCDHEA

H G
£ Fi

C

c

A 8

2. Beginnt der Streckenzug mit AD, so kann er
nur als ADC oder ADH [ortgesetzt werden.
2.1. Nach ADC gibt es nur die Fortsetzungen
ADCB und ADCG. Zu jeder von ihnen exi-
stiert wie in 1.1.1. bzw. 1.1.2. nur eine Weiter-
fihrung. Da ein mit ADCG beginnender
Streckenzug bereits in 1.2.1. vorkommt, ver-
bleibt auBer ihm nur die Weiterfilhrung von
ADCB,d. .

ADCBFGHEA

£
C
7
8

A

2.2. Nach ADH gibt esnur ADHE und ADHG
und dazu wieder nur je eine Weiterfiihrung.
Davon kommt ADHE bereits in 1.1.2. vor,
und es verbleibt nur
ADHGCBFEA.

N

A 8

Damit ist gezeigt, daB nur die sechs aufge-
zdhlten Streckenziige den Forderungen der
Aufgabe geniigen konnen. Sie erfiillen in der
Tat diese Forderungen; denn jeder enthalt
jede der Wiirfelecken genau einmal, beginnt
und endet mit A und verlduft nur lings der
Wiirfelkanten. Ferner sind die Streckenziige
samtlich verschieden voneinander, wie fol-
gende Tabelle ausweist. Darin ist zu je zwei
der genannten Streckenziige eine Wiirfel-
kante angegeben, die in dem einen Strecken-
zug vorkommt, in dem anderen aber nicht.

1.1.2. 121, 122 21. 22
111 CD BC BC AB AB
1.1.2. BC BC AB AB
1.2.1. FE AB AB
1.2.2. AB AB
2.1. DC

o

Bezirksolvmpiade
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1. Die Losung 148t sich z. B. mit Hille folgen-
der Tabelle ermitteln, wobei fir jedes der
Maidchen der Anfangsbuchstabe seines Vor-
namens gesetzt wurde, siche Tabelle.

Die tatsichlichen Daten ermittelt man fol-
gendermaBen:

1) Gibt es jeweils nur eine Moglichkeit fiir
das Geburtsdatum, so ist fiir dieses Middchen
das Geburtsdatum dann festgelegt (gilt fir
A,E, L, M).

2) Nun streicht man bei den verbleibenden
Midchen die Daten, deren Monatsnummer
bereits bei den unter 1) genannten Daten auf-
tritt, da laut Aufgabe in jedem Monat genau
eines der gesuchten Geburtsdaten liegt (gilt
fiir G, H, I, K).

Bleibt dabei bei einem Miadchen nur ein Da-
tum iibrig, ist damit sein Geburtsdatum er-
mittelt (I, K).

3) Indem man analog fortfdhrt, werden die
restlichen Daten ermittelt.

Reihenfolge: Streichung bei B, D, H; Ermitt-
lung des endgiiltigen Datums bei B, D; Strei-
chung und damit endgiiltige Datenermittlung
bei F, G und dann bei C, H.

2. O.B.d. A. werde in dem beliebigen Dreieck
ABC die Seitenhalbierende CD der Seite AB
betrachtet (siche Bild).

c

o -



Name| Produkt | Primfaktoren- | mdgl. Geburtsdaten | tats. Daten
zerliegung
A 49 77 7.7. 7. 7.
B 3 (1).3 3.1. oder 1«7, 3. 1.
c 52 2.2013 26+2. oder 13.4. 13. 4.
D 130 25413 26¢5. oder 13.10, 13.10.
E 187 1117 To11. 1731,
P 300 2.243+5¢5 30.40% oder 25.12. 25.12.
G 14 (1)e2-7 et gg:;/;‘_?r 7. 2.
H 42 24307 Ao 333 J;?Tf 7. 6.
1 81 3e343.3 27.3. oder _9.97 27. 3.
K 135 3430345 27.5. oder 15¢9. 27. 5.
L 128 2.2.2.242.2.2 | 16.8. 16. 8.
M 153 3¢3017 17.9. 17+ e

Es ist zu beweisen, daB

DC <4 (4B-+ BC +4C) gilt.

Nach der Dreiecksungleichung gilt

im Dreieck ADC: DC<AD+AC

im Dreieck DBC: DC <DB+ BC.

Durch Addition beider Ungleichungen er-
hilt man

Z@A_D_-{-A—Q-W+B‘C und,
da AD+DB=AB,
2DC<AB+AC+BC bzw.

R<%(E+R+B_C). w.z.b.w.

3. Angenommen, fiir eine Primzahl p seien
p, p+2, p+4 Primzahldrillinge. Wenn p bei
Division durch 3 den Rest 1 lieBe, so wire
p+2 durch 3 teilbar und gleichzeitig (wegen
p> 1) groBer als 3, also nicht Primzahl. Wenn
p bei Division durch 3 den Rest 2 lieBe, so
wire p+4 durch 3 teilbar und gleichzeitig
groBer als 3, also nicht Primzahl. Also muB
p durch 3 teilbar und folglich selbst die Prim-
zahl 3 sein.

In der Tat sind fir p=3 auch p+2=5 und
p+4="7 Primzahlen. Somit gibt es, wie be-
hauptet, genau eine Zahl p, fir die p, p+2,
p+4 Primzahldrillinge sind; dies ist die Zah!
3 (bzw. diese Primzahldrillinge sind 3, Sund 7).

4. a) Die wahre Entfernung sei x Meter. Der
Schétzwert war um 12,5%, von x Metern,

1
d.h.um gx Meter zu klein. Das bedeutet, daB

der Schitzwert genau %x Meter betrug. Mit-
hin gilt:

zx =350, also
8
x= 3508 =400.

Die wahre Entfernung betrigt also 400 m.
b) In diesem Falle sei die wahre Entfernung

1
y Meter. Der Schitzwert wire um & Meter

zu groB gewesen, d. h., er hitte gy Meter be-
tragen. 9 -
Folglich gilt §y=350, also

350-8 2800

08_280 41

9 9 9
In diesem Falle wiirde die wahre Entfernung
31 1% m betragen.
5. Angenommen, (x;y) sei ein Paar natiir-
licher Zahlen, das die Gleichung 2x +3y=27
erfiillt. Dann folgt 3y=27—2x, also ist ins-
besondere x ein Vielfaches von 3. Weiter folgt

2
y=9—§x. (0]

Da y eine natiirliche Zahl ist, gilt

’ 2 27
X< < -
3x_9, alsox< R

Daher kommen nur folgende Werte fiir x in
Frage:

x=0, x=3, x=6, x=9 und x=12. Nach (1)
ergibt sich hierzu jeweils y=9, y=7, y=5,
y=3 bzw. y=1. Also haben hochsténs die
Zahlenpaare (0;9), (3;7), (6;5), (9;3) und
(12; 1) die verlangten Eigenschalten.

Sie haben tatsichlich diese Eigenschaften;
denn sie bestehen aus natiirlichen Zahlen,
und es gilt

2:0+43-9=27, 2-3+43-7=27,
2:6+4+3-5=27, 2-9+3-3=27,
2-12+3-1=27.

6. I. Angenommen, ABCD sei ein Trapez, das
den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(siche Bild). Dann ist a>c. Daher schneidet
die Parallele zu AD durch C die Seite AB
in einem inneren Punkte E, fiir den AE=c,
also EB=a—c gilt.

Daraus folgt, daB ein Trapez ABCD nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:

I1. (1) Wir konstruieren das Teildreieck EBC
aus ﬁ=a—c, BC=bund EC=d.

(2) Wir verldngern BE iiber E um ¢ und er-
halten A. "

(3) Wir zeichnen die Parallele zu AB durch C.
(4) Wir zeichnen die Parallele zu CE durch A.
Der Schnittpunkt der beiden Parallelen aus
(3) und (4) sei D genannt.

I1I. Jedes so erhaltene Viereck ABCD ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Das Viereck AECD ist ein Parallelo-
gramm, also gilt CD=AE=c und AD=EC
=d, und ABCD ist ein Trapez mit AB || CD.
Nach Konstruktion ist
E=ﬁ+ﬁ=a—c+c=a=9,l cm,
BC=b=63cm, CD=AE=c=6,7 cm und
H)=£_C—=d=5,0 cm.

IV. Konstruktionsschritt (1) ist nach dem
Kritertum (sss) bis auf Kongruenz eindeutig
ausfithrbar, weil jede der drei Seitenlingen
a—c=24cm, b=6,3 cm und d=5,0cm klei-
ner als die Summe der beiden anderen ist.
Die Konstruktionsschritte (2), (3) und (4) sind
danach stets eindeutig ausfiihrbar. Mithin
existiert bis auf Kongruenz genau ein Trapez

" ABCD der geforderten Art.
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1. I. Wenn eine Moglichkeit fir derartige
Anzahlen von Miinzen vorliegt, so gilt:

1) Wire unter den Miinzen, die Uwe bei sich
hatte, eine 10-Mark-Miinze gewesen, so [olgte
der Widerspruch, daB die iibrigen Miinzen zu-
sammen genau 31 M ergeben hitten.

2) Wire keine 10-Mark-Miinze, aber eine
5-Mark-Miinze dabei gewesen, so lieBen sich
die restlichen 36 M nicht nur aus 20-Mark-
Miinzen zusammenstellen; mindestens 16 M
miiten in 5-Mark-, 2-M- und 1-M-Miinzen
vorliegen.

a) Wire unter diesen eine weitere 5-M-
Miinze, so ergibe sie zusammen mit der
zuvor genannten 5-M-Miinze 10 M, und es
folgte wie in 1) ein Widerspruch.

b) Wiren es aber nur 2-M- und 1-M-Miinzen,
so wiren es entweder mindestens [iinf 2-M-
Miinzen, womit wieder 10 M zusammenki-
men, oder es waren hochstens vier 2-M-
Miinzen, also mindestens acht 1-M-Miinzen.
Aus finf von ihnen und der 5-M-Miinze er-
hielte man ebenfalls 10 M, so daB wiederum
ein Widerspruch vorliegt.

3) Wire unter den Miinzen, die Uwe bei sich
hatte, keine 10-M- und keine 5-M-Miinze,
aber eine 2-M-Miinze oder zwei 1-M-Miin-
zen gewesen, so lieBen sich die restlichen

Vv



39 M nicht nur aus 20-M-Miinzen zusammen-
stellen: mindestens 19 M miiB}ten in 2-M- und
1-M-Miinzen vorliegen. Darunter wiren ent-
weder mindestens finf 2-M-Miinzen oder
aber hochstens vier 2-M-Miinzen und dann
folglich mindestens ell 1-M-Miinzen, womit
in jedem Falle wiederum 10 M zusammenge-
stellt werdem konnten.

4) Also hatte Uwe hochstens eine 1-M-Miinze
und sonst nur 20-M-Miinzen bei sich. Unter
diesen Bedingungen lassen sich aber 41 M
nur so zusammensetzen, daf} genau eine 1-M-
Miinze und genau zwei 20-M-Miinzen vor-
liegen.

I1. Diese Zusammensetzungsmoglichkeit er-
fillt die Bedingungen der Aufgabe, da sich aus
diesen Miinzen nur die Betrdge | M, 20‘ M,
21 M, 40 M und 41 M zusammenstellen las-
sen, also nicht 31 M.

2. Die Beriihrungspunkte des Inkreises mit
den Seiten AB, BC, CD seien in dieser Reihen-
folge mit E, F, G bezeichnet.

0
r

M

r

A £ 8

Wegen W=M_B, ME=MF =r sowie

¥ BEM = ¥ BFM =90° (Beriihrungsradius)

gilt ABME=~ ABMF nach dem Kongruenz-

satz (ssw). Analog 1aBt sich ACMG= ACMF

zeigen. Folglich gilt

¥ GMC= £CMF sowie x FMB= ¥ BME.

Da ME und MG die Lote auf die Parallelen

AB und CD von dem zwischen ihnen liegen-

den Punkt M aus sind, ist x GME = 180°.

Wegen X BME + X FMB+ ¥ CMF

+ ¥GMC=xGME=180°d.h.
2¥FMB+2 xCMF =180°, gilt somit

¥BMC= xFMB+ xCMF= 90°, w.z.b.w.

3. 1. Wenn die Kantenlinge a, b, ¢ (in
Zentimetern) des quaderformigen Innern des
Kastens den Angaben der Aufgabenstellung
entsprechen, so gilt 0.B.d. A.

(1) a-b-2=600,

(2) a- ¢ 3=600,

3) b-c-4=600.

Dividiert man (1) durch (3), so erhédlt man

a
vl 1 bzw.
4) a=2c.

Setzt man (4) in (2) ein, so folgt

6c? =600, und daraus wegen ¢ >0
(5) c=10.
Wegen (5) folgt aus (4) =20 und aus (1) oder
(3)

b=15.
Also konnen nur 10cm, 1Scm, 20cm als
Innenmalle des Kastens und mithin nur der
Wert 3000 cm?® fir sein Fassungsvermogen
den Angaben der Aulgabenstellung entspre-
chen. Wenn man nach der Gleichung (3) des

\'2!

ersten Losungsweges folgendermaBen fort-

fahrt, ergibt sich ein weiterer Losungsweg:

Multipliziert man (1), (2), (3), so erhdlt man
24a*b*c? = 216000000,

also a*b*c?= 9000000,
wegen abc >0 mithin
abc= 3000.

Nun ist aber abc gleich der MaBzahl des
Volumens des quader(ormigen Innern des
Kastens. Also kann fiir sein Fassungsver-
mégen nur der Wert 3000 cm® den Angaben
der Aufgabenstellung entsprechen.

4. Sind a und b die beiden Ziffern, so sind die
zu multiplizierenden Zahlen 10a+b und
10b+a. Thr Produkt ist (10a+b)(10b+a)
= 100ab + 10a? + 10b% +ab. In Rechenschritt
(1) ergibt sich nun ab, in Rechenschritt (2)
demnach 100ab + ab.

In Rechenschritt (3) ergibt sich a®+ b2, in (4)
also 10(a®+b?). Somit fiilhrt Rechenschritt
(5) auf 100ab+ab+10(a? +b?), also, wie be-
hauptet, auf das zu berechnende Produkt.

5. I. Angenommen, k sei ein Kreis, der den
Bedingungen der Aufgabe entspricht (siche
Bild). 5

Dann liegt dieser Kreis k in dem gegebenen
Winkel; sein Mittelpunkt M hat gleiche Ab-
stinde zu a und b und liegt [olglich auf w.
Daher steht die Senkrechte s zu w durch P
senkrecht auf einem Durchmesser von k; sie
ist also die Tangente in P an k. Folglich hat M
auch gleiche Abstinde zu @ und s und liegt
demnach auf der halbierenden Geraden eines
Winkels, den s mit a bildet. Daher entspricht
ein Kreis nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe, wenn er durch folgende Konstruktion
gewonnen werden kann:

I1. (1) Man konstruiert in P die Senkrechte s
aul w. Schneidet sie a, so sei der Schnittpunkt
A genannt.

(2) Man konstruiert die halbierende Gerade
eines Winkels, den s mit a bildet. Schneidet
sie w'in einem Punkt, so sei dieser M ge-
nannt.

(3) Man zeichnet den Kreis k um M mit dem
Radius MP.

II1. Jeder so konstruierte Kreis geniigt den
Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion geht k durch P.
Ferner beriihrt k die Gerade s in P,da M aufw
liegt und da sich w und s in P rechtwinklig
schneiden. Weiterhin liegt M (auf w, also) in
dem gegebenen Winkel sowie aufl einer win-
kelhalbierenden Geraden von a und s; hier-

nach hat M gleiche Abstinde zu a und s.
Endlich hat M auch gleiche Abstinde zu a
und b, da M aul w liegt, also beriihrt k auBer
der Geraden s auch die Strahlen a und b.

IV. Die Konstruktion von s nach (1) ist ein-
deutig ausfiihrbar. Da w mit « einen spitzen
Winkel bildet und auf s senkrecht steht,
schneiden sich a und s; also ist auch A4 eindeu-
tig bestimmt. Die in (2) zu konstruierenden
winkelhalbierenden Geraden, von deneh es
genau zwei gibt, schneiden beide w; denn die
eine halbiert den Innenwinkel bei A im Drei-
eck SAP, schneidet also dessen Seite SP zwi-
schen S und P; die andere steht senkrecht aul
der ersten, also bildet ein Strahl von ihr mit
dem auf s liegenden Strahl aus 4 durch P
einen spitzen” Winkel, wihrend w auf s senk-
recht steht. Also entstehen in (2) genau zwei
verschiedene Schnittpunkte M, M, es gibt
mithin zwei Kreise k; und k,, die den Be-
dingungen der Aufgabe geniigen.

6. a) Der Fliacheninhalt von Viereck AP,BP;
ist die Summe der Flicheninhalte der Drei-
ecke AP, B und ABP,. Deren Flicheninhalte
sind jeweils am groBten, wenn die Lingen der
Lote von P bzw. P, auf die Gerade g durch
A und B am groBten sind. Das ist genau dann
der Fall, wenn P;, P, die Schnittpunkte von k
mit der Mittelsenkrechten von AB sind, d. h.
der zu g senkrechten Geraden durch den
Mittelpunkt M von k.

Beweis: Bezeichnen niamlich e, hy, h; die Ab-
stinde von M, P; bzw. P, zu g und sind die
Bezeichnungen so gewihlt, daB M und P, in
derselben von g begrenzten Halbebene liegen,
so kann man zunichst zu allen Punkten P,,
[iir die h; <e ist, auch Punkte P, finden, fiir
die hy>e gilt, und dann ist stets hy +e bzw.
h, —e der Abstand von P, bzw. P, zu dem zu
g parallelen Durchmesser von k; d. h, h +e
bzw. h, —e ist die halbe Linge der durch P,
bzw. P, gehenden auf AB senkrechten Sehne.
Unter allen zu 4B senkrechten Sehnen ist aber
diejenige am lingsten, die durch M geht. Also
nehmen auch h; und h, fir diese Lage von
Py, P, ihre groBten Werte an.

5
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b) Fiir diese gilt hy +h,=2r; der groBtmog-
liche Flicheninhalt unter allen Vierecken
AP ,BP, ist mithin

1

1 1
2ah1 +—ah2=§a(h1 +hz)=“ar.

2

Klassenstufe 9

1. Wegen der vorausgesetzten Eigenschaft ist
n gerade; zu jedem der Endpunkte gibt
es einen anderen, der beziiglich des Mittel-
punktes M des Eifiheitskreises spiegelbildlich
zu ikm liegt. Wir kénnen daher die Eck-

punkte so mit P; und Pli=1, ,; bezeich-

nen, daB P; und P; jeweils spiegelbildlich zu-
einander liegen.

Es 148t sich nun zeigen, daB fir alle i=1, ...,
n
2
(1) PP?+PP2=4gil.
Ist nimlich P+ P; oder P+ P, so gilt (1) nach
der Umkehrung des Satzes des Thales sowie
nach dem Lehrsatz des Pythagoras. Ist aber
P=P; oder P=P; so gilt PP,>=0 und
PP?=P;P;>=4bzw. PP>=0und PP}
=P,P2=4,d.h. (1) gilt auch in diesem Falle.
Dabher ist die zu berechnende Summe

s=g -4=2n.
2. Die Ungleichung (*) ist gleichbedeutend
mit a+ab+b+124,
d. h. wegen ab=1 mit

a+1+b+124,
oder gleichbedeutend hiermit

a+bz2.
Nun gilt fiir alle reellen Zahlen a
) (@a—1)*=0, also

a?—2a+120,

a?+122a.

Wegen > 0 folgt daraus durch Division

a+ng,
a

1
woraus man wegen b=;

a+bz=2erhilt,w.z.b.w.
Folglich gilt (*) fiir alle positiven reellen Zah-
len @ und b mit ab=1. Damit ist der Satz
bewiesen. Das Gleichheitszeichen gilt in (*),
da es in (1) genau fir a=1 gilt, genau fiir
a=b=1.

3. a) Da eine der Flichen die eines gleichsei-
tigen Dreiecks sein soll und da genau zwei
unterschiedliche Kantenlidngen auftreten, sind
folgende Fille moglich:

Fall 1: Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenldnge a. Auf der Ebene durch A,
B und C werde im Schwerpunkt 4 von ABC
die senkrechte Gerade errichtet und auf ihr

ein Punkt D mit §=a\/§ gewihlt. Wegen

A_S=§-;-]/3=a-\/% gilt dann nach dem
Satz von Pythagoras in dem rechtwinkligen

Dreieck ASD, daBB AD=a §+%=a~ 2 ist.

Ebenso folgt BD=a"}/2 und CD=a-}/2.
Daher ist ABCD ein Tetraeder mit
AB=BC=CA=aund AD=BD=CD=a
Fall 2: Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenldnge a[/i. Auf der Ebene durch
A, B und C werde im Schwerpunkt S von
ABC die senkrechte Gerade errichtet und auf

ihr ein Punkt D mit SD=a- \/g gewihlt. We-

gen E=§~;-V§~[/§=a\/§ gilt dann nach

dem Satz von Pythagoras in dem rechtwinkli-

gen Dreieck ASD, daB AD=a \/%T%:a ist.
Dabher ist ABCD ein Tetraeder mit AB=BC
=CA=a}/2und AD=BD=CD=a.

Da in jedem dieser beiden Tetraeder eine
Fliache auftritt, die bei dem anderen nicht
vorkommt, sind sie zueinander nicht kon-
gruent.

b) Die Oberfliche des ersten Tetraeders be-
steht aus einem gleichseitigen Dreieck mit der
Seitenldnge a und drei gleichschenkligen
Dreiecken, in denen jeweils die Basis die
Linge a und die Schenkel die Linge a[/i ha-
ben. Deren Héhe ist

1 a
Somit hat dieses Tetraeder den Oberflichen-
inhalt

0, =%a2|/§ +%a21/5 =%a2(|6 +3)/7).

Die Oberflache des zweiten Tetraeders besteht
aus einem gleichseitigen Dreieck mit der
Seitenldnge a[/i und drei gleichschenkligen
Dreiecken, in denen jeweils die Basis die
Linge al/i und die Schenkel die Linge a
haben. Diese Dreiecke sind also gleichschenk-

lig-rechtwinklig; ihr Flicheninhalt ist %az.

Somit hat dieses Tetraeder den Oberflichen-
inhalt

1 3
0:=7"@)/2?)/3+3a* =%a’(3 +1/3).
Anmerkung: Die Inkongruenz der beiden

Tetraeder kann auch aus der Verschiedenheit
ihrer Oberflacheninhalte geschlossen werden.

4. Wegen n=1und p22 gilt

(1) @Gn-1Dp2+129.

Wegen p+3 und da p Primzahl ist, gibt es
entweder einé natiirliche Zahl m mit p=(3m
+1) oder eine natiirliche Zahl m mit
p=03m-1).

Aus(3n—1) 3m+1)> + 1=27nm* + 18nm
+3n—9m? —6m=3(9nm* + 6nm+n—3Im?
—2m)

bzw. 3n—1)(3m—1)*+1=27nm*— 18nm
+3n—9m? + 6m=3(9nm* — 6nm +n — 3m?
+2m)

folgt daher in beiden Filien, daB die zu unter-
suchende Zahl durch 3 teilbar ist. Wegen (1)
kann sie somit keine Primzahl sein.

5. Die Gerade g, gehe durch die Punkte C und
D, wobei D der Mittelpunkt der Seite AB sei.
Dann erfiillt g, die Bedingung; denn wegen
AD=DB und der gleichen Hohe sind die
Direiecke ACD und BCD flichengleich.

Die Gerade g, gehe durch die Punkte A und
E, wobei E der Mittelpunkt der Seite BC
sei. Dann erfiillt (Beweis wie oben) g, eben-
falls die Bedingung.

c
92
3
G K | H b
o
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Der Schnittpunkt P von g, und g, ist der
Schwerpunkt des Dreiecks, da g, und g, die
Seitenhalbierenden durch C bzw. A enthal-
ten, und es gilt PC=2PD bzw. CP:CD
=2:3.

Die Gerade h gehe durch P und sei zu AB
parallel. Thre Schnittpunkte mit den Seiten
AC bzw. BC seien G bzw. H. Die FuBpunkte
des Lotes von C auf h bzw. aul die Gerade
durch 4 und B seien K bzw. L. Dann gilt nach
dem Strahlensatz

S S
CK—SCL.

Die Gerade g5 sei parallel zu AB und gehe
durch denjenigen Punkt K’ aul CL, [ir den

FE:VIECL gilt. Thre Schnittpunkte mit AC
bzw. BC seien G’ bzw. H'. Dann gilt nach dem
Strahlensatz GH' = — 4B. Also hat AG'H'C

V2
" . o = 1 1
den Flacheninhalt ~G'H' - CK'=~-—
2 2 l/f
1= 1— —
-.—CL=1~—AB-CL, d. h. den halben Fli-

I/E 22

cheninhalt von AABC. Daher erfillt g5 die
in der Aufgabe genannte Bedingung. Wegen
K’'#+K sind die Parallelen g; und h vonein-
ander verschieden; sie haben also keinen
Punkt gemeinsam. Also geht g5 nicht durch P.
Somit ist gezeigt, daB es keinen Punkt P gibt,
durch den alle beschriebenen Geraden gehen.

AB

6. Beriihrt ein Kreis die beiden Schenkel eines
Winkels, dann liegi sein Mittelpunkt auf der
Halbierenden dieses Winkels. Daher ist SM
die Halbierende des rechten Winkels, und es
sind lediglich Pappscheiben zu betrachten,
deren Mittelpunkt auf SM liegt und die die
Schenkel beriihren.

VII



Es sei r der Radius einer solchen Pappscheibe,
und sie beriihre die beiden Schenkel des rech-
ten Winkels; ihr Mittetpunkt sei N, und T'sei
der auf SM liegende Randpunkt, der nicht
zwischen S und N liegt (siche Bild). Dann gilt:
ST= rl/5+r=([/§+ 1)r bzw. W=rl/§, weil
die GroBe der Winkel zwischen der Winkel-
halbierenden und einem der Schenkel 45° be-
trdgt. Ist nun U der auf SM gelegene Rand-
punkt der Scheibe P, der zwischen § und M
liegt, dann ist

SU=R}/2-R=(/2-1)R.

R

S I,

Die Scheibe mit dem Radius r beriihrt die
Schenkel des rechten Winkels und die Scheibe
P genau dann, wenn NM=r+R ist; denn auf
Grund der Voraussetzungen der Aulgabe
miissen sich die beiden Kreise von auBlen
beriihren.

Da im vorliegenden Fall NM=SM—SN
=(R —r)[/i ist, erhdlt man R)/2— r[/i=R
+ r, woraus eindeutig

r=‘l§_2£; ll R folgt.

Der Mittelpunkt der Scheibe mit dem so er-
mittelten Radius r ist mithin der auf SM
liegende Punkt N, fiir den SN =r]/§ gilt.

Klassenstufe 10

1. Wegen AE=ED betriigt der Radius der
vier um die Eckpunkte gezeichneten Kreise
a

5
Sei x die gesuchte Lange der Seite AB, dann
gilt HI =x—a-da wegen AB>CD der Punkt
H zwischen A und [ liegt.

Sei M der Mittelpunkt von AB und damit

auch von HI, so ist W=¥ der Radius
des Halbkreises iiber HI.

D ¥ G

Da M, N und C auf derselben Geraden liegen,
gilt

M_C=g+¥=§. Ebenso folgtm=§, also
MA=MB=MC=MD.

Somit sind die Dreiecke AMD, DMC und
CMB gleichschenklig und wegen (s, s, s) kon-
gruent. Die Winkel ¥ AMD, ¥DMC und
¥ CMB sind [folglich ebenfalls kongruent,
und da xAMD+ xDMC+ xCMB=180°
ist, ist jeder von ihnen 60° groB.

VIII

Daher sind die genannten Dreiecke gleich- betragen kann. Analog wie bei a) folgt daraus
seitig, und somit ist MA=MB=aq. Die Seite N=1. Wegen

AB hat also die Linge 2a. 3-0=0, 3-1=3, 3.
3-3=[11]q, 3-4=[14]s, 3-
3-6=[22]s, 3-7=[25]s
folgt hieraus S=3. Nun gilt in der vorletzten
Spalte 2E+1+1=E+k-[10]s (k ganzzah-
der teilerfremd sind und fiir die x =P ist. lig), woraus man E=6 und k=1 erhilt. In der
Hiernach gilt : zweiten Spalte entsteht daher bei Addition
p* P p? P von 1+4N+E+M=1+1+6+M ein Uber-
q_4+a:’_3+a2?+al a+a°=0’ also trag von 1. Die erste Spalte liefert somit
p*= —qlasp® +a:p*q+a,pq® +aog?). I+J+A+1=A+N-[10]s, also I+J+1=
Dabher ist g ein Teiler von p*. Da aber gzu p [10]g bzw. I +J=7. Mit den von N, S, E ver-
und folglich auch zu p* teilerfremd ist, ergibt schiedenen Ziffern 0, 2, 4, 5, 7 ist dies wegen
sich, daB g nur + 1 oder — 1 sein kann. I+0, J40 nur dadurch moglich, daB ent-
weder /=2 und J=5 oder J=2 und I=5
gilt.

Damit verbleiben fiir A(#0) nur die Ziffern
4 und 7 und [ir M nur die von A4 verschiede-
nen unter den Ziffern 0, 4 und 7. Die Auf-
gabe kann also hochstens durch die [olgenden
Ersetzungen im System mit der Basis 8 ge-
16st werden.

2=6
2. Angenommen, eine rationale Zahl x sei 5=[17]s,

eine Losung der gegebenen Gleichung. Dann
gibt es ganze Zahlen ¢+0 und p, die zueinan-

Alsoist x =§ eine ganze Zahl, w.z.b.w.

3. a) Angenommen, es gibe eine Losung.

Wir betrachten die einzelnen Spalten der
Aulgabe. Es werden jeweils drei einstellige
Zahlen (und gegebenenfalls ein Ubertrag) ad-
diert. Wegen 3-9=27 kann dabei aus der

letzten Spalte héchstens ein Ubertrag von 2 2163 2163 2163 2163
in die nichstfolgende Spalte erfolgen. Wegen 5613 5613 5613 5613
3-9+42=29 gilt dies auch fiir die iibrigen 4063 4763 7063 7463
Spalten. Daher kommt wegen I+J +A(+U) 14061 3 14761 s 17061 5 17461 4
=A+10N und I +J + U=8+9+2fiir N nur

der Wert 1 in Frage. 5163 5163 5163 5163
Daraus folgte S=7. Nun miiSte in der zweit- 2613 2613 2613 2613
letzten Spalte 2E+1+2=E+k- 10 (k ganz- 4063 4763 7063 7463
zahlig) sein, woraus E=7 folgen wiirde, im 14061 ¢ 14761 4 17061 4 17461 ¢

Widerspruch zu E+ S. Daher gibt es im deka-

dischen System keine Losung der Aufgabe. Da diese Ersetzungen alle Bedingungen der
b) Angenommen, die Aulgabe hat im System Aufgabe erfiillen, sind sie die gesuchten L&-
mit der Basis 8 eine Losung. Dann gilt wegen sungen.

3:-7=[25Js, 3:7+2=[27]s, daB ein mog-

licher Ubertrag in jeder Spalte hochstens 2 Fortsetzung:
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Brieimarke verfahren: Offset — PapiergroBe: 43 mal
o 25,5mm? - BildgroBe: 39 x 21,5mm? - Zih-

su Fhren des 200, Gebuitsiages )

von C.F. Gau§i nung: 13: 125; jeder Bogen enthdlt 50 Post-

wertzeichen — Ausgabetag: 19. April 1977 —
Ersttagsbriefumschlag siche Abb.

Zum 200. Geburtstag von C. F. GauB gab das
Ministerium fiir Post- und Fernmeldewesen
der DDR ein Sonderpostwertzeichen heraus.
Wert: 20 Pfennig - Farben : Hellblau/schwarz
- Motiv: Portrit von C. F. GauB, Siebzehn-
eck mit Zirkel und gleichschenkligem Drei-
eck — Signet der Olympiaden Junger Mathe-
matiker in der DDR (siehe in diesem Heft
S.I) - Auflage: 8 Millionen — Entwurf:
Gerhard Stauf/Leipzig — Druck: VEB Wert-
papierdruckerei der DDR, Leipzig — Druck-

e

30.4.4777-23 2.1855



Korrespondenzzirkel des Bezirks Leipzig

Seit Anfang 1971 besteht unter der bewihrten
Leitung von Oberlehrer R. Bergmann aus
Débeln ein Korrespondenzzirkel, in dem
Junge Mathematiker aus allen Teilen des Be-
zirks Leipzig zusammengefaBt sind. Die Mit-
glieder dieses Zirkels nehmen am alpha-
Wettbewerb teil und 16sen dariiber hinaus
weitere Aulgaben, die sie in fiin[ Serien pro
Jahr zugesandt bekommen. Sie erhalten dazu
Literaturhinweise, die bei der Losung eine
wichtige Hilfe sein konnen und anregen,
sich selbstindig Wissen anzueignen. Jeder
Teilnehmer verpllichtete sich, mindestens eine
der gestellten Aulgaben zu 16sen. In diesem
Kalenderjahr stehen Konstruktionen, Kon-
struktionsbeschreibungen und Beweise im
Mittelpunkt der Arbeit.

Aufgaben

Ala Gegeben ist das rechtwinklige gleich-
schenklige Dreieck ABC mit den Katheten
CA=CB=2dm. Um jeden seiner Eckpunkte
beschreiben wir eine Kreislinie mit dem
Radius 1dm. Die Bogen dieser Kreislinien
schneiden aus dem Dreieck ABC drei Kreis-
ausschnitte heraus, und von dem Dreieck
bleibt eine Figur iibrig, deren Fldcheninhalt
x dm? ist.

Man berechne, wieviel Prozent x dm? vom
Inhalt des gegebenen Dreiecks (y dm?) sind!
Lésung: Laut Aulgabenstellung ist CA=CB
=2dm und £ ABC=90°, somit Aassc=
ydm?=05-CA4-CB=0,5-22dm?=2dm?
= y=2. Ist Ak, die Summe der Flicheninhalte
der durch die Konstruktion entstehenden drei
Kreisausschnitte (gemeinsamer Radius laut
Konstruktion 1dm), so gilt:

B
360°

o

= ¥ 2
360°

Akr nr? 2 .
K r°+ nr +360°7”

— . 1 2 1 5, 1 2
—(a+ﬂ+/)360°nr =37 —indm

(r=1dm laut Aufgabe;a + f+y= 180" Innen-
winkelsumme des Dreiecks ABC)
c

Man errechnet nun die Restllache:

1 1
2 y o 2_f2_= 2
x dm —<y 21:) dm (2 21:) dm

122 11 3
B D
folglich x: y=p:100-p
100x 300 150
== ~2-_7_T~21’43

Es sind ungefdhr 21,43%,.

A2A Ineinem Abteil des Zuges Moskau—

Odessa reisten Fahrgiste aus Moskau, Lenin-

grad, Tula, Kiew, Charkow und Odessa. Thre

Familiennamen begannen mit den Buchsta-

ben A, B, C, D, E, F. Wihrend der Unterhal-

tung ergibt sich:

(1) A und der Moskauer sind Arzte.

(2) E und der Leningrader sind Lehrer.

(3) Der Fahrgast aus Tula und C sind In-
genieure.

(4) B und F waren Teilnehmer am GroBen
Vaterldndischen Krieg der SU und

(5) der Fahrgast aus Tula hatte iiberhaupt
nicht bei der Armee gedient.

(6) Der aus Charkow war ilter als A und

(7) der aus Odessa ilter als C.

(8) B und der Moskauer stiegen in Kiew aus
und

(9) C und der Charkower in Winniza.

Wo wohnt jeder der genannten Fahrgiste,

und welchen Berul hat er?

Und nun geben wir euch noch eine Aufgaben-
serie so, wie sie die Mitglieder des Korrespon-
denzzirkels zugeschickt bekommen:

1. Die Liinge der Seite AB=c eines Dreiecks
ABC betrage 21cm, die Lange der Seite
AC=b dieses Dreiecks betrage 20cm. Aus
diesen beiden Stiicken sollen diejenigen Drei-
ecke konstruiert werden, deren MaBzahlen
der Linge ihrer Umfidnge durch 7 teilbare
natiirliche Zahlen sind.

Man bestimme, wieviel einander nicht kon-
gruente Dreigcke dieser Art existieren! Fiir
jedes der moglichen Dreiecke ist die Lange
der Seite BC =a und die Linge des zugehori-
gen Umfanges anzugeben!

2. Es sollen alle Werte von m angegeben wer-
den, fur die das Gleichungssystem
24x+y+xy=0
x—y =m(l+xy)
reelle Losungen hat!

3. Man bestimme die Flache eines Dreiecks,
wenn zwei Seitenlingen 27 cm und 29 cm be-
tragen und die Seitenhalbierende der dritten
Seite 26 cm lang ist!

Nun noch einige Hinweise zu den Aufgaben:
1. Problem ist relativ einfach zu 16sen, wenn
man mit einer bekannten Ungleichung arbei-
tet. Man muB eben nur wissen, mit welcher!

2. Aulgabe 2 fiihrt ebenfalls auf eine Unglei-
chung, zuvor muB man aber erst eine Glei-
chung bestimmen, in der z. B. y nicht auftritt.
Dann heiB}t es weiter zu iiberlegen.

3. Diese Aufgabe hat wieder einmal mit
Heron zu tun. Allerdings sollte man zunichst
ein geeignetes Viereck bestimmen.. Aber auf-
gepaBt: Jeder Losungsschritt ist zu begriin-
den bzw. jede Behauptung ist zu beweisen!
Denkt daran!

Literaturhinweise :

Kleine Enzyklopadie Mathematik: S. 124,
S.302.S.187,S. 185, S. 117 bis 121, S. 123 bis
124, S. 102 bis 104!

Und nun viel Erfolg beim Losen dieser Serie!

Ein Verfahren zur miindlichen Losung
von quadratischen Gleichungen
mit ganzzahligen Koeffizienten

Fiir die Lésungen x; und x, einer quadrati-
schen Gleichung in der Normalform
x2+px+g=0
gilt bekanntlich der Vietasche Wurzelsatz
X1+X2=—p X1 X2=4.
Dieser gestattet es in vielen Fillen, ganz-
zahlige Losungen abzulesen, ohne die Lo-
sungsformel benutzen zu miissen.
Beispiel: x*—27x+170=0
Man sieht sofort 10+ 17=27
und 10- 17=170
und hat damit die Lésung x; =10 und x, =17.
Es gibt auch ein Verfahren, mit dem man all-
gemeine quadratische Gleichungen
ax*>+bx+c=0 ()]
im Kopf 16sen kann, sofern sie rationale Lo-
sungen besitzen.
Die Losungsformel fiir (2) ist
—-bt) b%—ac
2a ’
Man findet nun eine Hilfsgleichung in Nor-
malform
224+ pz4q=0 (3)
mit derselben Diskriminante, wenn man p=>5b
und g=ac setzt. Es ist leicht zu iiberpriifen,

daB
—b+)/b*—ac

2

. Z, Zy
und damit x; = — und x;=—".
a a

(1

X1,2=

21,2=

Da die Koeflizienten und Losungen von (3)
bei vielen Beispielen leicht im Kopf zu be-
stimmen sind, hat man in diesen Fillen eine
sehr einlache Methode zur Lsung von Glei-
chungen der Form (2).

Beispiel: 6x2—Tx+2=0

a) Hilfsgleichung z2 — 72+ 12=0

b) Wegen 44+3=7 und 4-3=12 gilt z,=4

und z,=3

2 31
=§ und X2=g—§

L. Dimenstein

c) Damit hat man x,; =

=

(Fortsetzung Seite 72)
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Aufgaben
aus der Praxis

Der VEB Leichtmetallwerk Rackwitz gehort
dem V EB Mans feld-K ombinat Wilhelm Pieck
Eisleben an und ist einer der wichtigsten
aluminiumverarbeitenden Betriebe unserer
Republik. Fiir hervorragende Leistungen
konnten die Beschiftigten dieses Werkes im
Jahre 1955 mit dem Orden ,,Banner der Ar-
beit* und im Jahre 1974 mit dem ,,Karl-Marx-
Orden*“ ausgezeichnet werden. Ein groBer Teil
des Produktionsprogramms umfaBt die Her-
stellung verschiedenster AluminiumguBlegie-
rungen sowie die Fertigung von Aluminium-
folien; dazu zihlt auch die bekannte Haus-
haltfolie.

Besonderes Gewicht kommt der Produktion
von Leichtmetall-Profilen zu, die in der
groBten und leistungsfahigsten Aluminium-
Strangpresserei der DDR hergestellt werden
und an viele Betriebe unserer Republik und
in die Lander des RGW zur Weiterverarbei-
tung geliefert werden.

Aus dem breiten Produktionsangebot sind
noch die Herstellung von Beschlagteilen fiir
die Deutsche Reichsbahn und die Fertigung
von Kiihlelementen fir die Kiihlschrinke
des DKK Scharfenstein zu erwihnen.

In der Berufsschule des VEB Leichtmetall-
werk Rackwitz erhalten jdhrlich etwa
150 Lehrlinge eine Ausbildung als Instand-
haltungsmechaniker, Walzwerker, Metallurge
fir Erzeugung bzw. Formgebung, Folien-
veredler usw.

AuBerdem wird in diesem Betrieb fiir eine
groBe Anzahl von Schiilern des Kreises De-
litzsch der Unterrichtstag in der sozialisti-
schen Produktion und der Unterricht im
Fach ,Einfiihrung in die sozialistische Pro-
duktion* durchgefiihrt.

Wir stellen nun einige Aufgaben aus der
‘Praxis dieses Betriebes vor:

Wihrend des Unterrichtstages in der sozia-
listischen Produktion montieren Schiiler im
VEB Leichtmetallwerk Rackwitz Lautspre-
cher vom Typ LP 553, die in Kolferradio- und
Fernsehgeriite eingebaut werden.

Klasse 5

AlA Von diesen Schiilern werden in
4 Stunden 80 Lautsprecher montiert. Nach
wieviel Minuten verlidBt jeweils ein fertiger
Lautsprecher das Montageband ?
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Klasse 6

A2a Die Membraneinheit eines Lautspre-
chers wird aul das Lautsprechergehiuse ge-
leimt. Die ellipsen[6rmige Leimspur wird mit
einem Automaten aufgetragen.

Bestimme die Linge der Leimspur ohne Be-
riicksichtigung ihrer Dicke! (Ldnge der gro-
Ben Halbachse der Ellipse ¢=7.5cm, der
kleinen Halbachse b=5cm: Umfang der

2
Ellipse uxn - (a+b); nz%),

Klasse 7

A3 a Die Spule der Membraneinheit eines
solchen Lautsprechers wird von einem Kup-
ferdraht mit 0,3 mm Durchmesser und 2,30 m
Lénge gebildet, der aul einen Spulenkorper
mit einem Durchmesser von 1,5 cm gewickelt
wird.

a) Bestimme die Anzahl der Windungen,
wenn fiir beide Anschliisse jeweils 5 cm Draht-
lange bendtigt werden und die Windungen
nur in einer Lage gewickelt werden'!

b) Berechne die Linge einer Spule, wenn die
Windungen in zwei Lagen gewickelt werden,
wobei der etwas groBere Durchmesser der
oberen Lage unberiicksichtigt bleiben soll!

Klasse 8

A4 A Die Leistung eines solchen Lautspre-
chers betrigt 2 VA,

a) Bestimme die Stromstirke I, wenn eine
Spannung von 2,4 V angelegt wird!

b) Ermittle den Widerstand des Lautspre-
chers!

In der BarrengieBerei des VEB Leichtmetall-
werk Rackwitz werden Aluminiumbarren fiir
die weiterverarbeitenden Abteilungen gegos-
sen.

Klasse 5

AS5A Wieviel Aluminiumbarren mit einer
Masse von je 250 kg konnen aus 9t Alumi-
nium gegossen werden?

Klasse 6
A6A Beim Herstellen eines Aluminium-
barrens betrigt die GieBgeschwindigkeit

p=10"2

Wie lange dauert der GieBvorgang fiir einen
Aluminiumbarren von 4 m Linge?

Klasse 7

A7A Berechne die Masse eines Alumi-
niumbarrens von der Form eines geraden
Kreiszylinders, der den Durchmesser d=110
mm und die Lénge k=4 m besitzt

—27.8,
<Q =27 cm3>'

Klasse 8

A8A Von einer Aluminiumlegierung mit
einem 3%;igen Magnesiumanteil werden 8,5t
benétigt. Es stehen 4t einer Aluminium-
legierung mit einem 2%;igen Magnesium-
anteil zur Verfiigung. Wieviel Kilogramm

Aluminium und wieviel Kilogramm Magne-
sium miissen der Schmelze noch zugefiihrt
werden ?

Im Folienwalzwerk des VEB Leichtmetall-
werk Rackwitz werden Aluminiumfolien [ir
die verschiedensten Bereiche hergestellt. Als
Ausgangsmalterial dient eine Rohfolie mit
einer Stirke von 500 ym (1 pm=0,001 mm).

Klasse 6

A94a Beim Walzen der Rohfolie wird die
Breite des Aluminiumbandes nicht verdndert.
Auf welche Lange wird eine 100 m lange Roh-
folie gebracht, wenn sie nach einigen Walz-
vorgiangen nur noch eine Stirke von 25 ym
besitzt?

Klasse 7
A10a BeimWalzen von Aluminium unter-
scheiden wir zwischen Arbeits- und Stiitz-
walze. Die Arbeitswalze habe einen Durch-
messer von 240 mm, die Stiitzwalze von
560 mm; die Bandgeschwindigkeit betrage
350 =

min
Wie viele Umdrehungen je Minute machen in
diesem Falle Arbeits- bzw. Stiitzwalze?

Klasse 8

All A Beim Walzen von Aluminium wiirde
sich das Aluminium auf Grund des hohen
Walzendruckes von 50 Mp sehr stark erwir-
men, wenn es nicht stindig gekiihlt werden
wiirde. An Kiihlfliissigkeit werden in einer
Minute 1000 Liter benotigt.

Wie groB ist die Geschwindigkeit ('m ?) der

Kiihl(liissigkeit in einem Leitungsrohr mit
einem Innendurchmesser von 8 cm?

Im VEB Leichtmetallwerk Rackwitz werden
drei verschiedene Arten von Haushaltfolie
hergestellt, die alle die gleiche Stirke von
11 um haben, sich aber in der Breite unter-
scheiden.

Klasse 5

Al2a Berechne die Fliche (in dm?) einer
Rolle Haushaltfolie mit einer Breite von
300 mm und einer Lange von 23 m!

A13A Wie viele Rollen Haushaltfolie mit
einer Masse von 250 g kénnen aus 3t Roh-
folie hergestellt werden, wenn durch das mehr-
malige Walzen der Rohlolie der zehnte Teil
des Ausgangsmaterials verlorengeht?



Berufsbild
Technologe

Ausbildung an der Ingenieurschule
fiir Maschinenban Schmalkalden

Der IX. Parteitag der SED hat unserem Volk
neue, begeisternde Perspektiven gewiesen. Im
Bereich der industriellen Entwicklung neh-
men der Werkzeug- und Verarbeitungsma-
schinenbau eine Schliisselstellung ein. Mit
ihren Erzeugnissen bestimmen sie das Wachs-
tum der Arbeitsproduktivitit in allen Be-
reichen der Produktion. In den kommenden
Jahren ergibt sich ein steigender Bedarf des
Maschinenbaues an ingenieurtechnischem
Personal, insbesondere an Technologen. Die
hohen Ziele der weiteren Durchsetzung der
Hauptaufgabe des IX. Parteitages der SED
fordern die umfassende sozialistische Inten-
sivierung in allen Bereichen der Volkswirt-
schaft.

Fiir den Maschinenbau sind dazu noch mehr
junge Menschen auszubilden, die als Techno-
logen und Konstrukteure an der Seite der
Arbeiter die zehn Faktoren der sozialistischen
Intensivierung meistern. Wahrend sich fast
jeder vorstellen kann, was ein Konstrukteur
zu tun hat, weiB man weniger von den Auf-
gaben des Technologen. Vereinfacht gesagt:
Wenn der Konstrukteur [estlegt, was gemacht
wird, so muB der Technologe sagen, in wel-
chen Arbeitsgangen, mit welchen Verfahren
und mit welchen Maschinen die vom Kon-
strukteur zeichnerisch festgelegten Teile die
gewiinschte Gestalt annehmen sollen.

Die Titigkeiten eines Technologen sind viel-
seitig. Sie werden iibersichtlich, geht man von
der dialektischen Einheit der drei verschiede-
nen Seiten des vollstindigen Produktions-
prozesses aus:

Klasse 6 )

Ald4a Eine Rolle Haushaltfolie hat eine
Masse von 200 g und ist 11 zm stark.

Wie groB ist die Masse einer Rolle Grilllolie
von gleicher Linge und Breite, die jedoch
25 um stark ist?

A 15a DieMasse einer 300 mm breiten und
23 m langen Haushaltlolie betrigt 200 g.
Wie gro8 ist die Masse einer 400 mm breiten
und nur halb so langen Folie von gleicher
Stirke?

E. Knauth

1. Der materiell-technischen,
2. der sozial-6konomischen,
3. der fertigungsokonomischen Seite.

Ideologische, theoretische und methodologi-
sche Grundlage seiner Titigkeit ist der Mar-
xismus-Leninismus. Deshalb ist das gesell-
schaftswissenschaliliche Grundlagenstudium
ein Eckpleiler der gesamten Ingenieurausbil-
dung.

Kaum eine ingenieurmiBige Arbeit ist denk-
bar, bei der nicht gerechnet wird — so stellt die
Mathematik eine wesentliche Grundlage der
Technologenausbildung. Entsprechend den
Anforderungsschwerpunkten werden die Ak-
zente gesetzt aul': lineare Algebra, Differential-
und Integralrechnung, Wahrscheinlichkeits-
rechnung und mathematische Statistik.

Die materiell-technische Seite der Technolo-
gentitigkeit verlangt von ihm Uberlegungen
und Entscheidungen zur Rohteil- bzw. Halb-
zeuggestaltung; zur Unterteilung in eine 6ko-
nomische giinstige Anzahl von Arbeitsgingen
und ihre Kopplung; zur Auswahl dés geeig-
neten Bearbeitungsverfahrens und der dazu
notwendigen Maschinen, Werkzeuge und
Vorrichtungen..

Fertigen bedeutet immer auch Messen. Des-
halb gehort der Einsatz einer geeigneten Priif-
technik zu den Aufgaben des Technologen.
Die kontinuierliche Zufithrung von Rohstof-
fen und der Abtransport der Fertigteile er-
fordert Uberlegungen auf dem’ Gebiet der
Fordertechnik. SchlieBlich muB ein ausrei-
chendes Verpackungsverfahren den Erhalt
des Gebrauchswertes aul dem Wege zum Ver-
braucher gewihrleisten.

Der politisch so eminent wichtigen Erh6hung
der Arbeitsproduktivitdt dient der Techno-
loge durch Um- und Neugestaltung von Fer-
tigungsabldufen und -verfahren bis hin zum
Einsatz von Automatisierungsmitteln.

Die sozial-Gkonomische Seite der Berufsauf-
gaben eines Technologen besteht in der Lo-
sung der komplexen Anforderungen der
wissenschaftlichen Arbeitsorganisation.

Hier hinein spielen alle Fragen, die sich darauf
richten, im Zusammenspiel von Arbeitsmittel,
Arbeitskraft und Arbeitsgegenstand ein Opti-
mum herbeizufithren, bei dem maximale

-Wirtschaftlichkeit und eine stete Verbesse-

rung der Arbeitsbedingungen der Werktiti-
gen erreicht werden.

Die fertigungsokonomische Seite der Tech-
nologentatigkeit erfordert Kenntnisse in der
Betriebsokonomik, dem Rechnungswesen,
der dkonomischen Modellierung und Opti-
mierung technologischer Varianten sowie
Fiahigkeiten zur Rationalisierung der eigenen
Arbeit. Der Vorbereitung auf die oben grob

umrissenen Berufsaufgaben dient ein 3jdhri- *

ges Studium. Davon werden 2/, Jahre an der
Ingenieurschule, das letzte halbe Jahr in wis-
senschaftlich produktiver Tatigkeit bereits im
kiinftigen Einsatzbetrieb ausgebildet.

Die Lehrveranstaltungen gliedern sich nach
folgender Stundentafel:

Marxismus-Leninismus 306 Std.
Sprachen, Sport 360 Std.
Mathematik 306 Std.
Physik, Chemie 234 Std.
Technische Grundlagenfacher 720 Std.
Technische Spezialfacher 1098 Std.

Einem Absolventen der Fachrichtung Tech-
nologie der metallverarbeitenden Industrie
bieten sich vielfiltige Einsatzmoglichkeiten
in der Montage-, Fertigungs-, Operativ- und
Planungstechnologie; in der Betriebsprojek-
tierung, Fertigungsmittelkonstruktion, Pro-
duktionsleitung und -lenkung sowie in den
betrieblichen Rationalisierungsabteilungen.
Nach erfolgreicher Ingenieurausbildung kann
durch Fernstudienlehrgidnge an technischen
Hochschulen der akademische Grad eines
Diplomingenieurs erworben werden.

Neben der Fachrichtung Technologie kann
an der Ingenieurschule Schmalkalden auch
ein Studium in zwei weiteren Fachrichtungen

erfolgen:

Instandhaltung und Werkzeugmaschinenbau.
M. Wittwer

Aufgabe:

Beim Arbeitsverfahren Tiefziehen wird aus
einem ebenen Blech ein Gefld8 gezogen. Das
Blechvolumen vor und nach dem Tiefzug ist
konstant, desgleichen die Blechstirke. Fiir
zylindrische Ziehteile entspricht der Zu-
schnitt einem Kreis, der Ronde genannt wird.
Es ist der Rondendurchmesser fiir das in der
Skizze dargestellte Tiefzichteil zu ermitteln.
Die Ziehradien konnen vernachldssigt wer-
den.

pd3

[ dz

Zum Titelblatt des Heftes 5/76

Auf dem Titelbild ist die harmonische Syn-
these der Rechteckkurve dargestellt. Die ein-
zelnen Schwingungen werden addiert, und es
ergibt sich die Rechteckkurve als Resultie-
rende der Fourierschen Reihe
sin3x sinSx sin7x

x sindx sin ]
Fiir die ersten drei Glieder ergibt sich nur die
rot eingezeichnete Kurve als Resultierende.

4a| . sin3x sin5x
f(x)=;|:smx+ 3 + 5 jl

f(x)=4;a[sinx+
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In freien Stunden ﬂ!ﬂﬂﬂ heiter

,,Wem von den Studenten
habe ich die Hand gedriickt 7

Fiir Schnellrechner

Wie man vier dreistellige Zahlen miteinander im
Kopf multiplizieren kann:

Ein Rechenkiinstler hat 12 dreistellige Zahlen auf
Kirtchen aufgeschrieben und in der folgenden Weise
in vier Zeilen zu je drei Kartchen auf den Tisch ge-
legt:

365 292 | | 146
[eos | [5es] | 27‘*..|
i I -4 P I

959 | [s22 ] [#11]

Nun fordert er vier Personen aus dem Publikum auf,
aus jeder Zeile je eine Karte auszuwahlen und neben-
einander auf den Tisch zu legen. Es werden z. B. die
folgenden vier Karten ausgewihlt:

365 | |su) [219.] |o22

Nach einem Blick auf diese Karten kann der Rechen-
kiinstler sofort das Produkt dieser vier dreistelligen
Zahlen niederschreiben:

36007200360
Dagegen bendtigen die zur Kontrolle aus dem Publi-
kum ausgewihlten Personen ldngere Zeit, um das
Produkt in der tiblichen Weise mit dem Verfahren der
schriftlichen Multiplikation auszurechnen.
Wie konnte der Rechenkiinstler das Produkt der vier
dreistelligen Zahlen so schnell ermitteln?

OStR Dr. R. Liiders, Berlin

Wie viele Lochkombinationen?

Ein Fahrschein fiir die StraBenbahn in Leipzig wird
durch Lochen entwertet, wobei die Locher in Reihen
eingestanzt werden. Dabei konnen in einer Reihe kein,
jeweils rechts oder links ein Loch sowie zwei Locher
erscheinen. Es gibt sechs solcher Reihen (siehe Bild).
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a) Wie viele Lochkombinationen gibt es fiir einen
Schein, wenn in jeder Reihe wenigstens ein Loch er-
scheint?

E ] =t

o gfiti: 00 @ ®

: 3cciiem N W N'
2855 @ o 9
~N d

b) Auf wie viele Arten kann ein Fahrschein entwertet

werden, wenn fiir die Reihen auch die Méglichkeit

besteht, kein Loch einzustanzen? '
Dr. R. Thiele, Leipzig

Kopftausch

Verdndert man bei den folgenden Wortern in geeigne-
ter Weise den Anfangsbuchstaben, so erhdlt man
jeweils einen Begriff, der im Mathematikunterricht
vorkommt. )

Die neuen Anfangsbuchstaben ergeben, von oben nach
unten gelesen, ein Teilgebiet der Geometrie.

Haar - Rot — Echt — Kenner — Ankreis — Peter —
Liner — Sonne - Dichtung — Anhalt -~ Ypsilon

OSIR K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin
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Humorvoller Setzer

Vor mir ein leeres Blatt Papier in der Limonaden-
flasche,

nur noch wenig Inhalt in meinem Kopf,

kluge Gedanken in meiner rechten Hand,

ein abgebrochener Stift in der Kekspackung,

noch genau zwei zerbrochene K ekse in meinem Gehirn,

eine Losungsidee im Patronenfiiller, '

keine Tinte im Tafelwerk,

nichts zu finden.

Der humorvolle Setzer setzte die Kommas schmun-

zelnd an die falsche Stelle. Setze du sie an die richtige!
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Das Kfz-Nummernschild

Es ist ein Kfz-Nummernschild zu bestimmen.

Der erste Buchstabe des Kennzeichens steht an der
Stelle im Alphabet, die der Tausender der Nummer
angibt, der zweite Buchstabe steht an der Stelle, die
der Einer der Nummer angibt. Die Nummer selbst
setzt sich aus einem Primzahlzwilling zusammen,
dabei steht die kleinere Primzahl vorn. Der Hunderter
und der Zehner, in dieser Reihenfolge gelesen, sind
l6mal so grofl wie die Summe der beiden duBeren

Zahlen. _
Mathematikfachlehrer H. Engelmann, Sachsendorf

Kryptarithmetik
AAL
+ AAL
FANG Schiiler Markus Lauterbach, Gotha
abc —cba =dab
+ + =3
de —de = f
dffg — bfh = dab Schiiler Willi Rudolf, Wien
SCHI LII -COKE
+ LIFT KACC .
SCHON I CKK
BEEE
KAMILLE .
OL H. Forg-Rob, Schwaz (Osterreich)
Wir wiigen

In einem Beutel befinden sich 9 kg Graupen. Wie kann
mit einer Schalenwaage und zwei Gewichten zu'50 g
und 200 g in Mengen von 2 kg und 7 kg geteilt wer-
den? Es darf nur dreimal gewogen werden!

aus: Quant 3/76 (Moskau)

Geheimschrift

Zur Ubermittlung vertraulicher Mitteilungen benutzt -
man schon seit langer Zeit sogenannte Geheimschrif-
ten.

Hier sei eine Methode genannt, Nachrichten zu ver-
Schliisseln. Wir fertigen uns eine ‘Schablone nach
folgendem Muster an. Die farbigen Felder werden
ausgeschnitten.

Mit dieser Schablone, die Absender und Empfanger
haben miissen, 1dBt sich eine Nachricht von 30 Buch-
staben iibermitteln. Man notiert zuerst die Hélfte der
Nachricht, indem man die Schablone auf ein leeres
Blatt legt, dann wird die Schablone gewendet, und der
Rest kann notiert werden. Die verbleibenden Liicken
werden anschlieBend ausgefiillt, indem man beliebig
Buchstaben einsetzt. Das Muster liefert bei Verwen-
dung der Schablone den Text:

,,Komme sofort nach X, bringe Karl mit. M.**

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

AK XL OBMCREM

F I ' YENX GSEOK

S QZNBOEMAIR

A F AAODR RRTLN

TMAMI CTPHAM
Abzihlreim

In der linken oberen Ecke beginnend soll im Uhr-
zeigersihn mit einer bestimmten Zahl ausgezihlt wer-
den, so daB die Buchstaben in der Reihenfolge der
Auszihlung einen mathematischen Begriff ergeben.

BCEIR Mathematikfachlehrer H. Kampe,
E ) Neuseddin
N F
(0] I
MMSLH

Le Corbusier
Tibor Kajan,
Budapest
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In einem
Pionierlager

siidlich
von Moskau

Wihrend eines Geldndespieles muB ich, Gena
Lopuchow, mit sieben anderen Pionieren
einen Spahtrupp bilden. Wir heien die
~Blauen”. Unsere Gegner sind die ,,Griinen*.
Unser Lager befindet sich in einem [ir den
Gegner schwer zuginglichen Teil des Waldes.
Die ,,Griinen" sind irgendwo auf der anderen
Seite des Flusses Kalinowka. Der Spidhtrupp
steht unter meinem Kommando.

Zu ihm gehoren Irina, Lena, Tanja, Borja,
Serjosha, Viktor und Kolja.

Wir verlassen das Lager und bewegen uns
leise in Richtung des Flusses. Das Ende des
Waldes ist bald erreicht, und es sind nur noch
kleine Strducher zu sehen. Aber hinter den
Strduchern konnen sich feindliche Aufklarer
versteckt haben. Ich entscheide, einen Beob-
achtungspunkt in den Asten einer hohen Espe
einzurichten und teile dies meinen Spahern
mit.

..So eine Espe”, wundert sich Viktor. ,Sie ist
mindestens hundert Meter hoch. Darf ich
hinauflklettern 7

,Ich ernenne Viktor Komarow zum Beob-
achter”, antworte ich daraul.

»Aber zuerst miissen wir die Hohe des Beob-
achtungspunktes ermitteln.“ ,Ich schitze 70
Meter*, meint Lena. ,,Dar[ ich auch hoch? Ich
kann gut klettern.”

»Wartet mal!* sage ich. ,,Zuerst wollen wir die
Hohe des Baumes genau bestimmen.*

Um die Hohe zu messen, benutzen wir den
Stock, der symbolisch mein 'Gewehr dar-
stellt. Mit einem Blatt Karopapier aus dem
Heft des Melders (die Linge eines Kistchens
betragt 5 mm) ermitteln wir die Lange des
Stockes — 86cm. Wir stoBen den Stock
senkrecht in den Boden, so daB er noch 70 cm
iiber der Erde zu sehen'ist. Ich lege mich in
einer solchen Entlernung aul die Erde, dal
ich das Ende des Stockes (E) und die Krone
des Baumes (K) auf demselben Strahl sehe

Krone

Bild 1 ///(?{;;ﬁ
- Wi

e R \ k/
L

3.\/.5}{

Auge Stock Baum
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(siche Bild 1). Mit Hilfe des Stockes und des
Papiers finden wir den Abstand zwischen dem
Auge (A) und dem Stock (S) und den Abstand
zwischen dem Auge und dem Baum (B):
AS=90cm=09m; AB=36m
.Jetzt ist es einfach“, sagt Tanja, die die
8. Klasse absolviert hat. ,,Die Hohe des Bau-
mes verhilt sich zur Hohe des Stockes wie die
Entfernung von deinem Auge zum Baum zu
der Entlernung von deinem Auge zum Stock.*
,»und wie groB ist das Verhaltnis 7 will Irina
wissen, die erst in die 6. Klasse kommt.
»Soldat Irina Koslowskaja, ich beauftrage
dich, den Quotienten aus 36 m und 90 cm zu
berechnen!“ sage ich. Irina sieht nach unten
und murmelt etwas Unverstandliches. Alle
sehen sie an und lachen. ,Was ihr nur
lacht!* Irina wird bose. ,,Vier mal neun ist
sechsunddreiBig. Also ist der Quotient vier."
»Nein, nicht vier, sondern vierzig!“ rufen
Kolja und Lena, d. h. zuerst Lena und dann
Kolja. ,,Also“, faBt Borja zusammen, ,die
Espe ist 40mal groBer als der Stock. Das
heiBt, wir miissen 86 cm mit 40 multiplizie-
ren.“ , Nicht 86cm, sondern 70 cm*, wirlt
Tanja ein. ,,Das Stiick des Stockes, das in der
Erde steckt, diirfen wir nicht mitrechnen. Wir
miissen also 70 mit 40 multiplizieren. Die
Hohe des Baumes ist 28 m. Und nicht 100 m,
mein lieber Vitja“, lachelt Tanja. ,,Darf ich
jetzt hoch, GenaT* Ich erlaube beiden hoch-
zuklettern. ,Nebenbei kénnt ihr euch merken,
wie man die Hohe eines Baumes ermitteln
kann“, fige ich hinzu.
Von dem Beobachtungspunkt kann man den
Gegner nicht bemerken. Ich entscheide jetzt,
daB wir uns einzeln zum FluBufer bewegen.
Auf Vorschlag der Beobachter treffen wir uns
bei den Striauchern gegeniiber einer einzelnen
Birke, die sich am anderen FluBuler befindet.
Von diesem Gebiisch aus beobachten wir das
andere Ufer; vom Gegner sehen wir nichts.
Nun haben wir Breite und Tiefe des Flusses
zu ermitteln.
Den FluB kennt jeder von uns. An der tielsten
Stelle reicht mir das Wasser bis zur Brust.
Es ist aber kalt; baden wollen wir nicht.
,Jch habe einen Vorschlag®, sagt Tanja. ,,Man
kann ganz genau die Breite des Flusses er-
mitteln, ohne sich die FiiBe naB zu machen.*
~Immer denkt sich Tanja etwas aus. Sie hat
nicht umsonst den zweiten Platz in der
Mathematik-Olympiade des Bezirkes belegt.*
Nun gibt Tanja das Kommando an. Sie be-
fiehlt Kolja, sich genau gegeniiber der Birke
aufzustellen. Sie selbst geht am Ufer entlang;
geht und zihlt die Schritte. Nach 30 Schritten
bleibt sie stehen. Wir anderen bleiben auch
stehen, obwohl wir nichts verstehen. ,Lena,
stell dich bitte genau aul meinen Platz!* be-
fiehlt Tanja. Lena macht dies, und Tanja geht
weiter und zdhlt wieder die Schritte. Nach
weiteren 30 Schritten stellt sie Serjosha auf
und dreht sich um 90 und geht vom FluB in
Richtung Wald. Ab und zu blickt sie sich um.
Borja, Vitja, Irina und ich gehen hinterher.

Wir verstehen noch immer nichts, aber wir
gehen ihr nach. Als Tanja Lena und die Birke
auf dem anderen Ufer des Flusses auf dem-
selben Strahl erblickt (siehe Bild 2), bleibt sie
stehen.

N\

AN

N

..—A*—)—\\_,—————\

T N
Kolja

Lena \\  Serjosha

Bild 2 AN

Tanja

,»Wie lange willst du noch messen, und was
soll das Ganze?" fragt Irina. ,Nimm dein
,Gewehr‘, Gena, und mi8 die Entfernung von
mir zu Serjosha!® Die Entfernung betrégt
39 Stocklingen. Ich nehme Papier und multi-
pliziere 86cm mit 39. ,33,5m”, sage ich.
»Also, von Kolja bis zur Birke sind es auch
33,5m", erkldart Tanja. ,Davon muB man
noch 0,5 m (das ist die Entfernung von Kolja
bis zum FluB) und | m (das ist die Entfer-
nung von der Birke bis zum Ufer) subtrahie-
ren. Jetzt notiere: 32 m als FluBbreite. Hast
du mein Handeln verstanden 7 ,Natiirlich, es
handelt sich um kongruente Dreiecke. Warum
bin ich nur nicht selbst darauf gegkommen 7
A. Halameisar

JT-9-7-7
=1+ |91 +7+7

o (1+9-7+N—-(1-9+7+7)

=—1-9+4747
T(1%-T=T):(1°-7:)=19-(7-7)
1-9-7-
T =(1410-7:7)

"Dozent Dr. H. Lohse, Leipzig

8 Man beweise, daB es 1977 natiirliche
Zahlen a,, a3, ..., ai977 und eine natiirliche
Zahl b gibt, so daB
al+aj+... +aless =02 gilt.
Michail Gristschenko, Student
Universitat Minsk (UdSSR)

A Istdie Zahl
z=11977 4219774 | 41977'°77
durch 1977 teilbar oder nicht?
Egbert Lindner, Student, Erkner

(Losungen s. Seite 72)




Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 6/76

Ma7 81580 Aus ¥xADQ= £ APQ=90°
folgt, daB das Viereck APQD ein Sehnenvier-
eck ist. Deshalb gilt ¥ ADP= x AQP=45°
(Peripheriewinkel iiber derselben Sehne A_P),
da die Diagonale BD den Winkel & ADC hal-
biert. Somit gilt weiter < QAP=90°—45°
=45°. Wegen ¥ QAP= £ AQP=45giltauch
PA= PQ d. h., das Dreieck APQ ist gleich-
schenklig.

\ 45° P

Ma7 m1581 Aul Grund der Parallelo-
grammeigenschaften gilt < BAD= ¥ BCD
=a. Nach Konstruktion gilt BC=BF =b;
daraus folgt ¥ BFC= & BCF =a. Ferner gilt
XBFC= £ ABF=a als Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen.

Nach Konstruktion gilt DE=DC=a: dar-
aus folgt ¥ DCE= & DEC=a. Ferner gilt
X CED= X ADE=o als Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen.

Aus AD=BF=b, AB=ED=a und X ABF
®— yEDA=a folgt AABF= AEDA und so-
mit A_E_=ﬁ, d.h., das Dreieck AEF ist
gleichschenklig.

Ph7 ®1582 Gegeben:

P..=300 W =300"0,10197 k‘:—--- 30,59 = kpm

t=1min=60s
G=40kp (401 Wasser)
h=30m
Gesucht: »
Wab
W
_G-h .
TPt e
40kp-30m-s
~30.59 kpm - 60 s
n=0,654
Der Wirkungsgrad des Pumpaggregats be-
trigt 0,654 =654%;

Ch7 =1583 und die 1970 erreichte Geschwindigkeit
72g 56g s 2-3600 km ‘km
=389 =3 2 0% xm xm
FOSOOg - m;=389g vz 53361 b ~21,42 o
160g_112g B c) Daraus ergibt sich die prozentuale Ge-
Fe203 5555 500g m; m;=350g schwindigkeitserhhung
232g l68g i _b2=br o0, 123°100
Fe 304 SOOg s M3=362g p — IOOA —20’19 ~6,1 A.
Aus je 0,5kg Eisen(Il)}-oxid, Eisen(III)-oxid d) Es gilt p<p’, weil
und Eisen(II, IIT}-oxid entstehen 389 g, 350 g Ss_5 .
bzw. 362 g Eisen. b : t, 100%=5(t1t:t52)“ -100%,
Mag w1584 Wegen a=973 gilt o i
_(@=3*+@-2+(@-1)*+a*+(@a+1)*+(@a+2*+(a+3)

(a=1D(a@a+1)+5

Dabei ist der Zihler gleich
a>—6a+9+a’>—da+4+a*-2a+1+a*+a*
+2a+1+a*+4a+4+a*+6a+9
=7a*+28="T(a%+4).
Der Nenner ist gleich

a*—1+5=a+4. Daraus folgt

2

z= 7f1a2 ::), also z=7.
Mag #1585 Es sei £DAB=a; dann ist
¥ CDA=180°—a als entgegengesetzter Win-
kel. Daraus folgt (siche Bild)

¥ GDF =360°—90° —90° — (180° —a)
=a=xDAB. (1)
I3 £
G As
a X D
H 0-a
Ay
A 8

Ferner gilt nach Voraussetzung

AD=GD. @
Aus AB=CD (gegeniiberliegende Seiten des
Parallelogramms ABCD) und CD =DF (nach
Voraussetzung) folgt weiter

AB=DF. 3)
Aus(1).(2) und (3) folgt nach dem Kongruenz-
satz (sws)

AABD = ADFG,

d. h., diese beiden Dreiecke sind kongruent
und daher auch [lichengleich. Es gilt also die
Beziehung Ao = A;.

Ma8 #1586 a) Bezeichnet man die Linge
der Rennstrecke mit
s=2000m=2km,

die Zeit von 1948 mit t; =5 min 56,7 s
=356,7s, die Zeit von 1970 mit 1, =5 min
36,1 s=336,1 s, so erhélt man die prozentuale
Zeitverringerung

t1—1; o, 206-100
p=— 0% =557
b) Die 1948 erreichte Geschwindigkeit be-
trigt

~58%,

s 2-3600km km
LI—E 567 h~2019?

,_f1~fz
=

Ma8 ®1587 Wegen EB=HC=§a ist das

47 100% =

t
>p, denn t_>1

Viereck EBCH ein Rechteck; M ist der
Schnittpunkt seiner Diagonalen. Daher sind
die Dreiecke EFM und CGM rechtwinklig

und kongruent, es gilt also W=W=g.

Analog zeigt man, daB auch P_E=l§7 gilt.

h) H G c
N
P M b
b b
2 2
L
A E 5 F 8

Daher ist das Viereck EFMP ein Rechteck

mit den Seitenldngen ad und é das den Fld-

3 2

cheninhalt a6_b hat.

Da L der Schnittpunkt der Diagonalen dieses
Rechtecks ist, ist der Flicheninhalt des Drei-
ecks PLM gleich dem vierten Teil des Fla-
cheninhalts des Rechtecks EFMP, also gleich

Analog zeigt man, daB auch das Dreieck

74
ab hat Der Flachen-

PMN den Flachemnhalt
inhalt des Vierecks LMNP ist daher gleich

‘24712

und man erhilt das gesuchte Verhiltnis

ab
A1 AO—E tab=1:12.
Ph8 w1588 Gegeben:
V=501
p=28at

po=760Torr=1 atm= 1,033 at

750- 1,36

p2=750 Torr=

at=102at

Gesucht: AV
Der absolute Druck p, in der Flasche betrigt
pPL=p+po. (1)
Nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte ist
purVi=pa- ¥y
P2

V=

(1) eingesetzt: V, —Jjﬂ@)
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Da in der Flasche V;=
entweichen also

501 zuriickbleiben,

AV= Vz— Vl

AV= Vilp+po) V= Vi(p+ po—p2)
P2 P2

AV=50!(28+ 1,033—-1,02) at _ 13731

1,02 at
Es entweichen 1373 | Sauerstoff.
Ch8 1589 a) y=a-x bzw. y=b-x, xLN
in ha, y Kosten in M

b) Um 41,79, gingen die Selbstkosten zuriick. Y

Die Kosten sind im ACZ 411300 M, die Er-
sparnis betragt 293700 M.

c) :
10000 3 7 M
yibex
yeax
a: 2742 M
ha
b=47 M
ha
10 000
1000 5000
x inha

Ma9 #1590 Es sei (x, y, z) eine Losung des
gegebenen Gleichungssystems. Dann gilt

x#0,y+0,2+0. @)
Dabher folgt aus (1)

y=; und aus (3) (5)

z=g. Wegen (2) gilt daher 6)

|

2= 16,
x
9
2"
xt=7. 0]
Diese Gleichung hat die Losungen
3 3

,V1=§,21=6~

Fiir x,= —% erhdlt man

y2= —g, z;=—6.
Wenn also das Gleichungssystem (1), (2), (3)
iiberhaupt reelle Losungen hat, so kénnen es
nur die Losungen

38 3 8 .
(5, 3 6) und <—§, 3 —6) sein.
Die Probe zeigt, daB das tatsichlich Losun-

gen sind; denn es gilt

:1 §_4 8 =16,6-%=9usw.

23 3
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Ma9 ®1591 Nach dem Hohensatz gilt
h*=pq und wegen p+g=c, also g=c—p,
weiter

h*=p(c—p),

p*—cp+h?=0.
Diese quadratische Gleichung fiir p hat die
Ldsungen

E ,__ 2
P1,2= 2 h?,

falls C—z-hz>0
3 eV

a) Fiir h=6 cm erhilt man
p1,2=(10+]/100—36) cm=(10+8) cm,
p1=18 cm, also g; =2 cm und
p2=2cm, also g; =18 cm.
b) Fiir h=10 cm erhilt man
p1,2=(10%}/100—100) cm =10 cm,
also genau eine Losung

p=10cm, g=10cm.

2
¢) Fiir h=11 cm wird C?—hz<0;

in diesem Falle erhilt man also keine reelle
Losung fiir p.

Ma9 ®=1592 Fiir alle reellen Zahlen g und b
gilt:
Die Ungleichung

a*+b*+1

>a+b*—a?h? (1

ist erfiillt, wenn die folgenden Ungleichungen
erfiillt sind:

a* +b* +122a%42b* —24%b2, ()
a* 422262 +b* —24*—-2b%+120, 3)
(@ +b%)? —2(a> £ b} +120, @
(@®+b2-1)220. (5)

Nun ist aber die Ungleichung (5) fir alle
reellen Zahlen a, b erfiillt, da das Quadrat der
reellen Zahl a? 4+ b? — 1 niemals negativ ist.
Daher sind auch die Ungleichungen (4), (3),
(2) und die gegebene Ungleichung (1) fiir alle
reellen Zahlen g, b erfiillt, w.z.b.w.

Ma9 #1593 Es sei E der FuBpunkt des von
C auf AB gefillten Lotes (siehe Bild). Dann ist
CE=h die Hohe des gleichschenkligen Tra-
pezes ABCD. Ferner sei F der FuBpunkt des
von S auf AB gefillten Lotes, und es sei
SF=h,. Endlich sei G der FuBpunkt des
von S auf CD gefillten Lotes, und es sei
SG=h,.

D G C
hz
S h
hy
A F B £

Setzt man AB=aq, so ist E=;, CD=3a,

AE =2a. Nach dem Strahlensatz gilt daher

by h—g
h
Z.
Der Flacheninhalt des Dreiecks SAB ist also
gleich

2a,

hl—

~Lah.

h
Ar=3a7=%

N —

Wegen hz=h~h1=%h und CD=3aq ist der

Fldcheninhalt des Dreiecks SCD gleich
1 3, 9
Ao —5 3a Zh—g(lh
Fiir die Fliacheninhalte A, und 43 der Drei-
ecke SBC und SDA gilt
1 1 3
A2=A3=§ah—§ah—§ah.

Daraus folgt

A1+A2+A3—< 3>ah——ah

3
8§88 8
9
und wegen Ao=§ah

(A1+A2+A3) A= =7:9.

ml\l
wI\O

Ph9 w1594 Gegeben:
Nm?
kg?

g=11,3#=11300%

y=6,67-10" "1

F=0,1p=0,000981 N
Gesucht: d

r-d '

Nach dem Gravitationsgesetz gilt
4 3
F=T0™ it my =my=m=nn- d ‘0
.o 3 2
(Masse der Bleikugel) und r=d
y-m?
dZ
F—y,42,"2,d6,92—y,nl.d4.gz
TS 36
o 0 F 36-F
y-n?-o?
\/ 36F

F=

I n?-@?
36-0,000981N - 10™" - kg* - m®
6,67 Nm?-3,14% - 113002 - kg?
=1/0,42056 m*
d~0,805m
Der Durchmesser der Bleikugel mu 0,805 m
=80,5 cm betragen.

Ch9 =595 a)

74,1g 164,1g

Ca(OH); +2HNO3;—+Ca(NO,).+2H,0
m, 10g

g _
T4l o= T4lg,

1 mol - 164,1 £
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:

m;= 4,52 g

4,52 g Kalziumhydroxid werden zur Neutrali-

sation bendtigt.

NR: 1 mol-

=164,1g

b) 126 g 164,1g
Ca(OH); +2HNO;3;-»Ca(NO3), +2H,0
ms 10g
g

NR:2mol 63 —=—=126¢
mol



Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m,=7,68g.

7,68 g 100%iger Saure entsprechen 5- 7,68 g
=39,4 g 20% ige.

39,4 g 209, ige Sdure werden gebraucht.

Ma10/12 w1596 Da die Masse des Schiitt-
kegels 5t betriigt und die Dichte 2,4 g-cm ™3
=2,4t-m3, ist sein Volumen gleich

V=257 m?~2,08 m’.
Nun gilt, wenn r der Radius und / die Hohe
des Kegels sind,

V=1—; r2h.

Ferner gilt tan=g, also h=rtana

Daraus folgt

14 =§ r’tana,

ri= 3V .

ntana

Wegen V' ~2,08 m® und tana=tan33°
=0,6494 erhilt man

P 3-2,08
BN 0,6494

rx=|/3,06 m~145m.
Der Durchmesser des Grundkreises des
Schiittkegels betrdgt also 2,90m und sein
Umfang 9,11 m.
Wegen h=rtanax1,45-0,6494 m~0,94 m
betrigt die Héhe des Schiittkegels 0,94 m.

Ma10/12 1597 Aus
z= 2300 _(21 50 +2100 +260)+(250 +230
+220) 310 (0
folgt, wenn man 2!° =g setzt,
z=a%—-a'"—aq'°—a%+a’+a*+a*—a
=(030_010)_(015_05)_(‘!6_42)+(a3_a)
=a"%(a2° — 1) —a%(a!° — 1)—a¥a*-1)
+a(a®—1). (2)
Nun ist (vgl. Tabellen und Formeln, S.42)
a"— b" fiir alle von Null verschiedenen natiir-
lichen Zahlen n und fiir alle reellen Zahlen
a und b mit a+b durch a—b teilbar.
Also sind die Faktoren auf der rechten Seite
von (2) a?°—1=(a?)'°-1,
alO_ 1 =(a2)5 - 1,
a* —1=(a?? -1,
a® —1
samtlich durch a? —1 teilbar.
Dabher ist jeder Summand aul der rechten
Seite von (2) durch a? — 1 und auBerdem noch
durch q teilbar. Daraus folgt, daB die Zahl z
teilbar ist durch
al@>~1)=afa—1)(a+1)=2'°-(2'°-1)
S21041)
=210.1023-1025=4-29-3-341
-41-25
=4-3-25-28-341-41
=300-2°-341-41,
d. h, die Zahl z ist auch durch 300 teilbar,
w.z.b.w.

m323,06 m?,

Ma10/12 1598 a) Es seien AB=c und
CD=hbzw. A'B =¢' und CD’ =k’ die Grund-
linien und Hoéhen der Dreiecke ABC bzw.
A'BC'.

Dann gilt nach dem Strahlensatz
K ¢

h ¢
Fiir die Fliacheninhalte F' und F der beiden
Dreiecke gilt nach Voraussetzung

—’—l als
Foa %
1,
12 h_c’_h’ h?
4 1 ¢ h B
Sch

Die Hohen der beiden Dreiecke verhalten
sich also zueinander wie
h:h=1:8.

b) Es seien r und h bzw. r’ und 4’ die Radien
und Héhen der beiden geraden Kreiskegel K

bzw. K'. Da die Achsenschnitte beider Kegel

gleichschenklige Dreiecke mit parallelen
Grundlinien und gemeinsamer Spitze sind,
gilt wie unter a) nach dem Strahlensatz

K r

h r
Fiir die Volumen V' und V der beiden Kegel
gilt nach Voraussetzung

—’—L als
vV oea %0

Ly
R
1.3 KK
64 grzh r* h h

Die Hohen der beiden Kegel verhalten sich
also zueinander wie
K :h=1:4.

Ma10/12 #1599 1. Angenommen, die Be-
dingung (1) wire erfiillt; dann wire aber auch
eine der Bedingungen (3), (4), (5) erfiillt, da fiir
jede reelle Zah! mindestens eine dieser drei
Bedingungen erfiillt ist. Das steht aber im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die
Bedingung (1) nicht erfiillt, und es gilt

ng%, d. h,
1 1
< - >
x< 3 2 oder x=21/§. (8)

2. Angenommen, die Bedingung (2) wire er-
fillt; dann ergibt sich wie oben ein Wider-
spruch; also gilt

1
<
x=4, d. h.

~V2sxsi)/2:

©

Aus (8) und (9) folgt daher

1
) 2 (10)

oder x =%[/5

Im Falle (10) wiren aber die Bedingungen (3)
und (4) erfiillt, was der Voraussetzung wider-
spricht. Also kann nur-der Fall (11) eintreten,
es gilt also

xX=

(1

x=%[/5z0,707, =1

>
1/ 1
3_ 14 a_"
=g 2, x 7
Nun sind fir x=%]/§ die Bedingungen (1),
(2), (3), (5), (6) und (7) nicht erfiillt; dagegen ist
genau eine Bedingung, namlich (4), erfiillt.

Die Zahl ;c=%]/5 hat also die verlangte

Eigenschalt, und zwar nur diese Zahl, was
sich aus (8) und (9) ergibt, da fiir jede andere
Zahl ein Widerspruch entsteht.

Ph10/12 w1600 Gegeben:
m=12t=1200kg

r=150m
81000 m m
= -1_ = =
v=8lkmh™'= 16005 22’53
m
g=9,81s—1
Gesucht:a) Fz b)uy c)a
Fz
i
a « l
|
|
6y___\N

a) Der Betrag der Zentrifugalkraft ist gleich
dem Betrag der Radialkraft. (F,=F7)
mv?

=

_1200kg- 22,52 - m?
" 150m-s?

F,=4050 N

F,~413kp
Die Zentrifugalkraft betragt 413 kp.
b) Die Haftreibung F r muB mindestens gleich
der Zentrifugalkraft F sein mit Fg = F;. Fiir
die Haftreibung gilt Fr=poFy mit Fy=G bei
horizontaler Ebene.

r

Fzéﬂo‘FN mit F~=G=mg unsz=F,
_m-y?
Fz - r

v? 2252 m?-s?
Fo2 =T o8I m 150m
[.log 0,344 -
Die Haltreibungszahl betrigt mindestens
2o=0,344.
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¢} Die resultierende Kraft muB senkrecht zur
Fahrtrichtung verlaufen. Daraus folgt

Fz
tana=3
lana=m—vl

mgr
tana=£= 22,52-m?-s?
gr s2-981m-150m

tana=0,3440

a=19°
Die StraBle muBl um 19° geneigt sein.

Ch10/12 #1601

2022 ¢ 241
2KNO3—-2KNO, + 0,
m |4
NR:2mal- 101,1 -2 =2022¢,
mol

1 mol= 224 ]—=22,4l
mol
202,2g
m=2241
aym;=22,1g,b)my=34,1g,c)m;=448¢
Man muB a)22,1 g, b) 34,1 g,c) 44,8 g Kalium-
nitrat zersetzen.

-V

Lésungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/77

Ma5 81567 Aus a) folgt: Ina hilft entweder
Frau Neumann oder Frau Weise. Da nach b)
Carola die Hellerin von Frau Neumann ist,
so hillt Ina Frau -Weise. Aus c) folgt: Andrea
hillt Frau Heller. Somit hil{t Katrin Frau
Peter.

Ma5 w1568 Aus 964 :4=241 und 964 — 241
=723 folgt, daB nach einer Woche 723 kg
Kartoffeln verkault waren. Hierfiir wurden
72316 Pf=11568 Pf=115,68 M eingenom-
men.

Ma5 ®1569 Aus 30-0,40M=12,00 M und
19,00 M — 12,00 M =7,00 M folgt, daB fiir den
Einkauf von Salzsticks noch 7,00 M zur Ver-
fiigung stehen. Nun gilt n-75<700; wegen
9:75=675<700und 10-75="750>700 konn-
ten Hans und Uwe hochstens neun Péackchen
Salzsticks einkaufen.

Ma5 m1570 Wegen 10250,00 M

—1250,00 M =9000,00 M betrugen die Un-
kosten zur Anschaffung der Betten insgesamt
10250,00 M +9000,00 M =19250,00 M. Aus
19250:385=50 folgt, daB der Preis fir ein
Bett 50,00 M betrug. Fiir das erste Lager
wurden somit 10250 : 50 =205 Betten, fiir das
zweite Lager 9000:50=180 Betten ange-
schafTt.

Ma5 ®157]1 Angenommen, es
Schiiler am Wandertag beteiligt; dann gilt
90-n—150=80-n+150, 10: n=300, n=30.
Am Wandertag beteiligten sich 30 Schiiler.

Ma$5 ®1572 Aus 50—26=24und 24:2=12
folgt, daB an der Stadtrundfahrt 12 Kinder
und somit 38 Erwachsene teilnahmen. Aus
38 —2=36 und 36 :2=18 folgt, daB unter den
erwachsenen Teilnehmern 18 Minner und
somit 20 Frauen waren.

waren n
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Ma6 %1573 Angenommen, nach n Jahren
ist Peters Vater doppelt so alt wie sein Sohn;
dann ist Peter (8+n) Jahre, sein Vater
(31+n) Jahre alt, und es gilt
2:(84+n)=31+n,
16+2n=31+n,
n=15.
Nach 15 Jahren, also im Jahre 1985, wird
Peters Vater 46 Jahre, Peter selbst 23 Jahre
alt sein, d. h., Peters Vater wird doppelt so alt
sein wie sein Sohn Peter.

Maé w1574 Angenommen, Hans hat x
Mark gespart; dann gilt

1 xt15=4
2

—;—-x=2,5,

! x=>5.

\d
Somit hat Hans im letzten Monat von seinem
Taschengeld 5,00 M gespart.

Maé6 ®1575 Aus d) folgt: Herr B wohnt
nicht in Dresden.

Aus b) folgt: Herr B wohnt nicht in Suhl, und
Subl, und er ist von Beruf nicht Elektriker.
Aus a) und b) folgt: Herr B wohnt nicht in
Leipzig. Folglich wohnt Herr B in Halle.

Aus c) folgt: Herr C wohnt nicht in Suhl. Er
wohnt aber auch nicht in Halle.

Aus ¢) und b) folgt: Da Herr C nicht in Suhl
wohnt, ist er von Beruf nicht Dreher, sondern
Elektriker.

Aus a) folgt: Herr C wohnt in Leipzig.

Aus a) folgt: Herr A ist nicht von Beruf
Dreher.

Aus b) [olgt: Herr A wohnt nicht in Suhl.
Folglich wohnt Herr A in Dresden, und Herr
D wohnt in Suhl.

Ma6 #1576 Es seien m und n die zu ermit-
telnden natiirlichen Zahlen; dann gilt
m-n-(m+n)=8602,
m-n-(m+n)=2-11-17-23.

Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit
kann man m<n annehmen. Dann sind fol-
gende M(‘)‘glichkei/ten einer Belegung der
Variablen m und n'zu untersuchen:

m n m+n

2 11 13<17-23
2 17 19<11-23
2 23 25<11-17
11 17 28< 2-23
11 23 34=2-17
17 23 40> 2-11

Nur die Zahlen m=11 und n=23 erfiillen die
gestellten Bedingungen, und es gilt 11-23
~(11+23)=11-23-34=2-11-17-23=8602.

Maé6 81577 Esseiena', f und y' die GroBen
der AuBenwinkel des Dreiecks ABC. Aus
a+y=p (AuBenwinkelsatz) und §'=a+ 50°
folgt

a+y=a+50° also y=50° und y' =130° (als
Nebenwinkel).

Aus y'=ao'+10° und y'=130° folgt a’ =120°
und somit & =60°. Aus f'=a+ S0° und « = 60°

folgt g'=110° also f="70°. Die GroBen der
Innenwinkel betragen 60°, 70° und 50°; die

GroBen der AuBenwinkel betragen 120°, 110°
und 130°.

risal+10°

a’ A= +50°
-1/ \8
Ph6 u1578
Gegeben: V =0,6 m*=600 dm?
kg
=575k =25—
" g ¢ dm?3

Gesucht: V) des Glases in %
Man berechnet zuerst das Volumen V, des
Glases:

m
Vi=—
Q
~ 57,5kg-dm?
y=2" 20
2,5kg
¥, =230 dm?>.

Dann gewinnt man die Volumenprozente des
Anteils aus Glas durch

600dm*® 230dm3

1009, x%,
600:230=100:x

x=1383

Der Ballen enthilt 38,39 Glas.

Ma7 ®1579 Angenommen, es wurden a Bii-
cher zu 4,30 M, b Biicher zu 6,30 M und ¢
Biicher zu 2,60 M gekauft; dann gilt

4,3a+6,3b+2,6c =368,

43a +63b +27c =368. (1)
Fernergilta+b+c=10,alsoc=10—a—b4.(2)
Durch Einsetzen von (2) in (1) [olgt daraus
43a+63b+26 - (10—a—b)=368,
43a+63b+260—26a —26b =368,
17a+37b=108,

37b=111-3—-17q,
17a+3
37
Nur fiir a=2 wird b ganzzahlig und positiv.
Aus a=2 folgt b=2, also ¢c=10—-2-2=6.
Es wurden 2 Biicher zu 4,30 M, 2 Biicher zu
6,30 M und 6 Biicher zu 2,60 M gekauft, und
esgilt 2-430M+2:630M+6-2,60 M
=36,80 M.

Ma7 #1580 Wegen 20*= 160000 <810000
=30 miissen die vier gesuchten Zahlen gro-
Ber als 20, aber kleiner als 30 sein. Da das
Produkt auf die Ziffer 0 endet, muB ein Faktor
durch 5 teilbar sein; das trilft in diesem Falle
nur zu [ir die Zahl 25. Da die Quersumme 9
von 421200 durch 9 teilbar ist, muB3 ein
Faktor durch 9 teilbar sein; das trifit nur zu
fiir den Faktor 27. Da 421200 sowohl durch
3 als auch durch 4 teilbar ist, ist diese Zahl
auch durch 12 teilbar; deshalb muB ein
Faktor ebenlalls durch 12 teilbar sein. Das
trifft nur zu fiir den Faktor 24. Somit lauten
diese gesuchten vier Zahlen 24, 25, 26, 27, und
esgilt 24-25-26-27=421200.



Ma7 1581 Angenommen, es wurden a
Gold-, b Silber-, ¢ Bronzemedaillen, d vierte,
e fiinfte und f sechste Pldtze erzielt; dann gilt
Ta+5b+4c+3d+2ert f=135.
"Wegen a=c=d und b=e folgt daraus
14a+7b+ f =135,
M2a+b)=135—{.
Da f Primzahl ist und f <10 gilt, ist 135— f
nur fiir f =2 durch 7 teilbar, und wir erhalten
7(2a+b)=133,
2a+b=19. 3
Da a und b einstellige Primzahlen sind, folgt
a=7 und b=5. Somit gingen an die Sportler
aus der DDR sieben Gold-, fiinf Silber-,
sieben Bronzemedaillen, sieben 4., fiinf 5. und
zwei 6. Plitze.

Ma7 =1582 Angenommen, Katja hat a
Stiick Butterkuchen, b Stiick Pllaumenkuchen
und ¢ Stiick Tortchen gekault; dann gilt

25a+ 35b + 70c = 380,

Sa+ Tb+14c= 76,
7-(b+2c)=76—5a.

Nun sind a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit
2<a, b, c<4; deshalb muB 76 — 5a durch 7
teilbar sein; das trifft nur zu fir a=4. Wir
erhalten

7-(b+2c)=76-5-4,

7-(b+2c)=>56,
b+2c = 8,
b= 8-—2c,
b= 2-(4—c).

Folglich muB b eine gerade Zahl sein, also
b=2 und somit ¢=3. Katja hat vier Stiick
Butterkuchen, 2 Stiick Pflaumenkuchen und
3 Stiick Tortchen gekaulft.

Ph7 =1583
Gegeben: Fy=6kp, n=3, G=120kp
Gesucht: F
Fiir den Flaschenzug gilt die Formel

F=& (n ist die Zahl
der tragenden Seilstiicke)

F=126KP i PG4 F,

=120kp+6kp
F=42kp
Die Kraft F =42 kp hilt die Last im Gleich-
gewicht.

Ch7 m1584 a)

216g 504 g
3Fe30.4+8AlI-9Fe+4Al,0,
3000 g

NR:8mol-27-&. 216,
mol

m

9mol 56 £ —504¢g
mol
Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m;=1286¢
1286 g Aluminium sind mit Eisen(II, I11)-oxid
zu mischen.

b) 504g 408 ¢g
3Fe;04+8AI-9Fe+4Al,0,
3000g m,

NR: 4 mol- 102 £ —408 ¢
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m;=2430g
2430 g Aluminiumoxid entstehen.

Fortsetzung von: Arbeitsgemeinschaften
im Blickpunkt, Seite 61

Zur Ubung verwende der Leser die Gleichung
5x2—14x—3=0.

Mit Hilfe dieses Verfahrens 148t sich leicht
beweisen, daB die Gleichungen ax2+bx+c
=0 und cy*>+by+a=0 reziproke Lsungen
haben:

Fiir beide ist die Hilfsgleichung z2+ bz + ac
=0.

. Zy 22
Damit hat man x; =—, x;=—=
a a

d _Z! =
un 1=—, Ya=—.
y c’y c
2172 ac
ac

=1

Mithin gilt x, - y, = 1

ac
Z| "2y

und x; ' y; =
Y1 ca

und damit x, =i und x2=l.
Y2 Y1
L. Dimenstein, Leningrad/G. Schmidt,

. Leipzig

Lésungen zu: Aufgaben aus der Praxis,
Seite 62

Ala 4h=4-60min=240 min;
240:80=3; alle drei Minuten verldBt ein
montierter Lautsprecher das Montageband.

A2A uxm -(a+b)=$- (7,5+5)cm

=393 cm.

A3A a)230cm—10cm=220cm
2200

=2200 mm; n=mz46,

eine Lage enthilt rund 46 Windungen.

b) Werden die Windungen in zwei Lagen

gewickelt, so enthdlt jede Lage 23 Windun-

gen.

23-0,3mm=6,9 mm (Linge der Spule)

000
3 IS
3 48

Ad4a a)AusP=U-I1=2VAundU=24V
P 2VA 5

b) Aus U=R'I und U=24V und 1=€A

folgt =‘7’ —24V :§A=2A88 Q

A5a4 9t=9000kg;9000 kg:250 kg =36:es
kénnen daraus 36 Aluminiumbarren gegos-
sen werden.
=2 und somit r=£=@min

t v 10

=40 min; der GieBvorgang dauert 40 Minu-
ten.

AGA

ATA V=ahym=V g=nrth-p

=n-552cm?-400cm 27 £ ¢
cm’

102700 g~ 103 kg

ABA- 85t=8500kg; 3% von 8500 kg sind
255keg;

8500 kg —255 kg = 8245 kg.

Somit werden 255 kg Magnesium und 8245 kg
Aluminium insgesamt benotigt.
4t=4000kg; 2% von 4000kg sind 80kg;
4000 kg —80 kg=3920 kg.

Es sind 80 kg Magnesium und 3920 kg Alu-
minium bereits vorhanden.

Der Schmelze miissen demnach noch 175 kg
Magnesium und 4325kg Aluminium zuge-
fithrt werden.

A%9A 500 um=0,0005m;
25 um=0,000025 m;
Vi=a;-by-cy;
Va=az-by-cy; Vi=Vy;
bi=b;

0,0005 m- bl ’ 100m=0,000025m bz “Ca,

0,05
€2=5,000025
Die Rohfolie wird durch das Walzen auf eine
Léange von 2 km gebracht.

m=2000m=2km

AI0A Geg: v=950 "  Ges.:ngn,
min

d,4=240 mm
d;=560 mm
Man berechnet die Drehzahlen aus
V. Vo vV
n=_—7 n,,=m, "‘=n-_ds
350 m
=024m =

Ny x 464 (Umdrehungen
je Minute)
350 m

"= 056m 7

%199 (Umdrehungen
je Minute).

Alla (11=1000cm?);

! 2} .
V=g nd’h;

4-V 4-1000000

p_AV_ 625
Tnodt 7™

an g™
s 625 m

m
rTe0ns SR

Die Geschwindigkeit der Kiihlfliissigkeit be-

v=

tragt etwa 3,32 ?

Al2a 300mm=3dm;23m=230dm;
A=a-b=3-230dm? =690 dm?

Al3a 3t:10=03t;3t1-03t=2,7t;
2,7t=2700kg=2700000¢;
2700000 g:250 g=10800:
aus dem Rohmaterial kénnen 10800 Rollen
Haushaltfolie hergestéllt werden.

25

Alda x=——'200g=454]—61g

|
4 1 1
15 x==---200g=133=
AlSAa x 33 g 3¢

Lésungen zu: ,,1977%, Seite 66

Al A a)Bekanntlich gibt es zwei natiirliche
Zahlen a, und ¢; und eine natiirliche Zah! b,.
so daB
at +a3=h? gilt;
man erhdlt ndmlich fir ¢, =3.a,=4,b, =35
32442=52

71



b) Wir beweisen nun mit Hille der vollstin-
digen Induktion, daB es zu jeder natiirlichen
Zahl n mit n22 n natiirliche Zahlen a,, a,,
..., @, und eine natiirliche Zahl b, gibt, so daB
al+al+...+ai=bigilt,
was fir n=2 bereits unter a) gezeigt wurde.
Weiter nehmen wir an, daB diese Aussage [ir
n=k mit k=2 richtig sei, und beweisen thre
Richtigkeit fir n=k+ 1. Dabei nehmen wir
ferner an, daB g; =4m und b,=4m+ 1, wobei
m eine natiirliche Zahl ist. (Auch diese An-
nahme wurde fiir n=k unter a) nachgewie-
sen.)

Dann gilt
bi=(@m+1)>=16m>+8m+1=2-4m(2m + 1)
+1
=[4m2m+ 1)]* +2[4m2m+ )] + 1
—[4m(2m+1)])?

=[4m(2m + 1)+ 1]* — [4m(2m + 1)]*.
Setzt man
Ay 1=4m2m+ 1), by =4m2m+ 1)+ 1,
so folgt
bi=b}+1—aj+1,2ls0
at+ai+.. . +ai=bi, —al,,,
a?+ad+.. +ai+al. =bis,
d.h, die obige Behauptung ist auch fir
n=k+ 1 richtig.
Da sie, wie unter a) gezeigt wurde, auch [ur
n=2 richtig ist, gilt sie daher fur alle natiir-
lichen Zahlen n mit n2>2, insbesondere also
auch fir n=1977, w.z.b.w.

A2a Bekanntlich gilt [iir alle ungeraden
natiirlichen Zahlen n und alle von Null ver-
schiedenen reellen Zahlen a und b (vgl. Ta-
bellen und Formeln, S. 42):
a"+b"=(a+b)(a" ' —a""2b+a""3b*—
+...4b"h) ,
d. h.. ¢" +b" ist durch a+b teilbar.
Daraus [olgt, wenn man n= 1977 setzt, wegen
1976 =2-988
z=1"+2"+...+ 988"+ 989"+ ... + 1975"
+1976"+1977"
=(1"+1976"+(2"+ 19757 + ...
+(988"+ 989"+ 1977"
=(14+1976)a, +(2+1975)az + ...
+(988 +989)ages + 19777,
wobei ay, us, ..., togg nNatiirliche Zahlen sind.
Daher gilt
z=1977a, +1977a,+ ...+ 1977aqsgs
+1977- 19777 !
=1977a, +az+ ... +dogy + 1977" 1),
d. h., die Zahl z ist durch 1977 teilbar.

Losungen zu alpha-heiter, 3/77:

Fiir Schnellrechner
Priift man die Zahlen in der ersten Zeile
niher, so stellt man fest, daB es sich um Viel-
fache von 73 handelt. So ist z. B.
365=5-73,292=4-73,146=2-73.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 73 - x,
ausgewihlt, wobei x; =5, 4 oder 2 ist.
In der zweiten Zahl liegen Vielfache von 137.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 137 x,
ausgewihlt, wobei x, =5, 4 oder 2 ist.
In der dritten Zeile liegen Vielfache von 73.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 73- x;
ausgewihlt, wobei x3 =7, 6 oder 3 ist.
In der vierten Zeile liegen Vielfache von 137.
Es wird also eine Karte mit der Zahl 137 - x,
ausgewahlt, wobei x4=7, 6 oder 3 ist. Nun
gilt aber
73-137=10001,
73-137-73-137=100012
=100020001, also
T3xy - 137x5 - 73x3: 137x4
=100020001 - x; - x5 " X3 Xa.
Der Rechenkiinstler hat also nur die vier ein-
stelligen Zahlen x,, x;, x3, x4 miteinander im
Kopl zu multiplizieren und ihr Produkt p
mit 100020001 zu multiplizieren. Dazu be-
notigt er aber nicht das Schema der schrift-
lichen Multiplikation, sondern er schreibt p
hin, belegt dann die néchsten vier Stellen mit
2 p und die letzten vier Stellen wieder mit p
(falls 2 - p bzw. p nur dreistellig ist, setzt er eine
Null davor; falls 2 p bzw. p nur zweistellig,
zwei Nullen). B
Zur Erleichterung ist jeweils aufl den Karten
durch Punkte unter der Zahl gekennzeich-
net, um das Wievielfache von 73 bzw. 137
es sich handelt. Ein Punkt links bedeutet
5 Einheiten, je ein Punkt rechts 1 Einheit.
In unserem Beispiel ist
365=5-173, 548=4-137,
219=3-73,822=6-137,
x; =5, x;=4
x3=3, X4=6,
p=5-4-3-6=360.
Man erhalt das Produkt der vier dreistelligen
Zahlen
360 0720 0360
oder in der iiblichen Weise geschrieben
36007200 360.

also
also

Wie viele Lochkombinationen?

a) In der ersten Reihe gibt es drei Moglich-
keiten, die Locher zu verteilen, nimlich je ein
Loch rechts oder links sowie zwei Locher. Fiir
jede Lochkombination in der ersten Reihe
konnen wir eine der drei Moglichkeiten des
Lochens der zweiten Reihe auswiéhlen. Das
sind fur die erste und zweite Reihe insgesamt
3-3=32=9 Kombinationen. Fiir jede der
drei Moglichkeiten in der dritten Reihe zu
lochen, konnen wir eine der 9 Kombinationen
der ersten beiden Reihen wihlen, so daB
sich fiir die ersten drei Reihen insgesamt

3?-3=3%=27 Kombinationen ergeben. Fah-
ren wir so fort, dann erhalten wir fir alle
sechs Reihen schlieBlich 3°=243 Kombina-
tionen. .

b) Durch das Weglassen der Locher in einer
Reihe gibt es jetzt vier Mglichkeiten der An-
ordnung pro Reihe. Entsprechend unseren
vorangegangenen Uberlegungen 4°=4096
Kombinationen. Die Variante, daB alle Rei-
hen kein Loch aufweisen, stellt keine Ent-
wertung dar, so daB nur 4095 Kombinatio-
nen bléiben.

Kopftausch
Planimetrie

Humorvoller Setzer

Vor mir ein leeres Blatt Papier,

in der Limonadenflasche nur noch wenig In-
halt,

in meinem Kopf kluge Gedanken,

in meiner rechten Hand ein abgebrochener
Stift,

in der Kekspackung noch genau zwei zerbro-

chene Kekse,

in meinem Gehirn eine Losungsidee,

im Patronenfiiller keine Tinte,

im Tafelwerk nichts zu finden.

Das Kfz-Nummernschild

Aus dem 16fachen fiir die mittleren Ziffern
ergibt sich:

Summe 0 I 2 3 4 5 6 7.
16fach 0 16 32 48 64 80 96 112...

Nur 96 erfiillt alle Bedingungen.
Primzahlzwilling: 59 61

5. Buchstabe im Alphabet: E, 1. Buchstabe: A
Kennzeichen heiBt: EA 59-61

Kryptarithmetik

991 992 993
+ 991 + 992 + 993
1982 1984 1986

987 —789=198

+ + -

15— 15= 0

1002 —804=198

1054 +9482=10536; 1065+ 9578 = 10643,
1065+9582=10647;
1076+ 9658 =10734; 1076+ 9682 =10754;
1087 +9745=10832;
108749756 =10843
711-4025=2861775

Wir wiigen

Das Wigestiick zu 50 g bendtigt man gar
nicht. Man legt aul eine Schale das 200-g-
Waigestiick und gibt alle Graupen so auf die
Waage, daB sie im Gleichgewicht ist. Dann
befinden sich in einer Schale 4,4 kg, in der
anderen 4,6 kg. Beim zweiten Wigen teilen wir
analog die 4,6 kg in 24 kg und 2,2kg. Nun
sind von den 2,2kg nur noch 200g abzu-
ziehen.

Abziihlreim
Zahl: 7; Loésungswort: Binomische Formel



Spiele
mit Holzchen

Bedeutende Mathematiker haben schon friih
fiir einzelne Spiele mathematische Theorien
geschaffen. Bekannt ist z. B. der 1654 zwischen
Pascal und Fermat gefiihrte Briefwechsel
iiber Gliicksspiele (Roulette, Wiirfeln), den
man als den Beginn der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ansehen darf. Aber erst in unserem
Jahrhundert entstand die Theorie der Spiele
als eine mathematische Disziplin. Diese Theo-
rie betrachtet Spiele, in denen neben dem
Zufall der oder die Spieler EinfluB auf das
Spiel nehmen (z. B. Skat, Mensch-irgere-dich-
nicht) oder es sogar allein entscheiden
(Schach, Go). Dabei versucht die Theorie, das
bestmoégliche Verhalten eines Spielers, die so-
" genannte optimale Strategie, zu ermitteln.
Die typischen Probleme der Spieltheorie las-
sen sich oft an einfachen, aber recht interes-
santen Spielen erliutern. Das haben wir in
den zentralen Arbeitsgemeinschaften Mathe-
matik des Saalkreises ausgeniitzt, um uns auf
spannende Weise mit modernem mathemati-
schem Denken vertraut zu machen. Im fol-
genden soll iiber einige Spiele, mit denen wir
uns befaBt haben, berichtet werden.
Wir schlieBen dabei an ein Holzchenspiel an,
iiber das in der alpha4/76 berichtet wurde.
Im Gegensatz zu dem dort beschriebenen
Spiel sind die Gewinnméglichkeiten fiir die
einzelnen Spieler hier unabhingig von der
Anzahl der Hélzchen. Eine beliebige Anzahl
von Hélzchen (n> 3) ist in eine Reihe gelegt
worden, so daB sich die Hélzchen, vom ersten
und letzten abgesehen, an beiden Enden be-
riihren (Abb. 1). Zwei Spieler 4 und B nehmen
abwechselnd Hélzchen, und zwar: entweder
ein Holzchen oder zwei sich beriihrende Holz-
chen. Sieger ist, wer das letzte Holzchen er-
hilt. Hier gibt es eine Anleitung zum Han-
deln (Gewinnstrategie), die den zuerst weg-
nehmenden Spieler zum Sieg fithrt. Um das
einzusehen, numerieren wir die Hélzchen von
links beginnend von 1 bis n. Wenn n ungerade
ist, so liegt rechts und links vom mittleren

Holzchen, das die Nummer %(n+ 1) hat, die

gleiche Anzahl von Hélzchen. Entnimmt A4
das mittlere Holzchen, dann verbleiben zwei
gleiche Reihen. Durch die Spielregeln ist B
gezwungen, nur aus einer Reihe Holzchen zu
entnchmen. 4 kann in der anderen Reihe
Lsymmetrisch“ antworten, indem er dort das-

selbe tut. Fiihrt 4 im weiteren nur symmetri-
sche Ziige als Antwort auf die Ziige von B
aus, so wird 4 zwangsldufig den letzten Zug
haben. Wenn n gerade ist, so muB A die
n n
3 und 3
nehmen (Abb. 1), womit wie eben zwei gleich
lange zusammenhidngende Holzchenreihen
verbleiben.

Bei dem niichsten Holzchenspiel wird eine
beliebige Anzahl von Hélzchen (n>4) in der
vorigen Art kreisformig angeordnet (Abb. 2).
Beide Spieler entnehmen wieder abwechselnd
ein Holzchen oder zwei zusammenhidngende
Holzchen. Sieger ist wieder, wer das letzte
Holzchen entnimmt. A entnimmt als erster
aus dem Kreis ein Holzchen oder zwei zu-
sammenhingende Holzchen. Danach liegt
eine Reihe wie in der ersten Variante vor. B
entnimmt als erster aus dieser Reihe Holz-
chen. Wenn er sich wie der erste Spieler im
oben beschriebenen Spiel verhilt, so wird er
gewinnen, -
AbschlieBend betrachten wir ein Spiel, das
den oben beschriebenen Spielen sehr ihnlich
ist. Es wird am besten mit Halmasteinen o. a.
gespielt, die auf die Ecken eines Sterns gesetzt
werden (Abb. 3), Der Stern in Abb. 3" hat
zwolf Ecken. Ihr kénnt jedoch auch einen
Stern mit mehr oder weniger Ecken wihlen.
(Wie werden dann die Ecken untereinander
verbunden?) Die Spielregeln sind folgende:

Holzer mit den Nummern +1 weg-

A und B entnehmen abwechselnd je einen
Stein oder zwei Steine, die durch eine gerade
Linie verbunden sind. Wer den letzten Stein
nimmt, hat das Spiel gewonnen. Der Zusam-
menhang mit dem eben untersuchten Spiel
ergibt sich ganz einfach, wenn wir uns vor-
stellen, daB die Verbindungsstrecken des
Sterns Fiden sind. Dann 4Bt sich der Stern
zu einem Kreis ,.entwirren* (Abb. 4). Friiher
hatten wir einen Kreis aus sich beriilhrenden
Holzchen. Jetzt ist an dessen Stelle ein Kreis
aus Halmasteinen getreten, wobei zwei sich
beriithrende Hdlzchen nun zwei durch eine
Linie verbundenen Steine entsprechen (wie
z.B. die Ecken mit den Zahlen 1 und 6).
Damit ist die optimale Strategie fiir den
zweiten Spieler klar. Da es auf die Bezeich-
nung der Ecken nicht ankommt, wollen wir
annehmen, daB der erste Spieler A entweder
den Stein auf der Ecke 1 oder die Steine auf
den Ecken 1 und 6 nimmt. Damit zerfillt der
Kreis in eine Reihe, und der zweite Spieler B
nimmt nun die mittleren Steine entweder auf
der Ecke 7 oder aul den Ecken 7 und 12.
B antwortet in der Folge symmetrisch auf die
Ziige von A in der oben niher beschriebenen
Art.
Dr. R. Thiele, Vorsitzender
des Mathematikklubs des Saalkreises

Bild 1
Q ) | A 2 X X ), X I\ D D GRS | GE [ GE— )
1 2 3 4 R B¥ n-1 n
n=5 n=6
C X X X X ) [ ¢ 14 ), ¢ JL X X J)
C—/c— [ com— ey (e— a—) o
Bild 2




Nachgedacht —
mitgemacht

Aufgaben, die das Leben schreibt

Klasse 5

1976 wird in der Volkswirtschaft unserer
Republik Material im Werte von 6,8 Mill.
Mark eingespart.” Darunter fallen z.B.
150000 t Walzstahl, 3000 t Kupfer, 1000t
PVC und 6000 t Baumwolle.

a) Welcher Wert kénnte im 5-Jahrplan-Zeit-
raum bis 1980 erzielt werden, wenn die Ein-
sparung von 1976 von Jahr zu Jahr um
200000 M iiberboten wiirde?

b) Wieviel Mill. Tonnen Kupfer kénnten bei-
spielsweise von 1976 bis 1980 eingespart wer-
den, wenn die Einsparung von 1976 von Jahr
zu Jahr um 100 t iiberboten wiirde?

Klasse 6 / g

Zur ErschlieBung der Rohstoffreserven sollen
fur die Braunkohleforderung Abraumforder-
bricken mit eciner Forderleistung von
120 Mill. m® im Jahr bei einer Abtraghdhe
von 60 m bereitgestellt werden.

a) Welche Forderleistung wird von einer sol-
chen Briicke téglich erbracht? Rechne mit
360 Tagen im Jahr!

b) Welche Strecke riickt die Maschine taglich
weiter, wenn die Abtraghéhe 60 m und die
Abtragbreite 4000 m betragt?

Klasse 7

Jahrlich sind im Funfjahrplan 1976/80 neben
dem genutzten Oberflichenwasser etwa
140 Mill. m® Grundwasser fiir die Haushalte
und die Industrie aufzubereiten bzw. bereit-
zustellen.

a) Berechne die Grundwassermenge, die
durchschnittlich fiir einen Tag bereitzustelien
ist!

b) Eine Hauptwasserleitung hat einen Durch-
messer von 800 mm. Welche Wassermenge
flieBt tiglich durch diese Leitung, wenn eine
Geschwindigkeit von 1,8 m/s angenommen
wird?

c) Wieviel Prozent der taglich bereitzustellen-
den Grundwassermenge sind das?

Klasse 8

Um den erhGhten Energiebedarf auch in Spit-
zenbelastungszeiten abzudecken, wurden in
einigen Kraftwerken Energieblocke mit Gas-
turbinenantrieb aufgebaut, die nur etwa
15 Minuten Anfahrzeit brauchen. Durch den
hohen Gasverbrauch wihrend des Betriebes

ist die Versorgung der iibrigen Erdgasabneh-
mer nicht sichergestellt. Deshalb muB ein
Gaszwischenspeicher im Kraftwerk gebaut
werden; fiir ihn stehen zwei Méglichkeiten
zur Auswahl.

1. Méglichkeit :

Das zu speichernde Erdgas wird auf —160°C
abgekiihlt, dabei verfliissigt es sich und nimmt

1
nur noch &5

mens ein. Es wird in einem gekiihlten Kugel-
behilter von 5 m Durchmesser aufbewahrt.

2. Moglichkeit :

Das Erdgas wird bei Normaldruck in einem
zylindrischen-  Scheibengasbehilter aufbe-
wahrt. Sein Durchmesser betragt 20 m, seine
Hohe 35 m.

a) Wieviel m® fiissiges Erdgas nimmt der
Kugelbehalter auf?

b). Wieviel m* Erdgas sind das bei Normal-
druck?

c) Wieviel m® Erdgas nimmt der zylindrische

seines urspriinglichen Volu-

Behilter auf? 7

d) Vergleiche die Fassungsvermdgen und die
Oberflachen der beiden Behilter!

Klasse 9

Zur weiteren Verbesserung der Arbcits- und
Lebensbedingungen der Werktitigen im Be-
zirk Halle sah die Direktive des VIII. Partei-
tages der SED zum Fiinfjahrplan 1971/75
u. a, die Schaffung von etwa 56 000 Wohnun-
gen durch Neu-, Um- und Ausbau vor. Un-
sere gewachsene 6konomische Kraft gestattet
es, daB in der Direktive des IX. Parteitages
eine Zahl von 80000 Wohnungen genannt
werden kann. Beim Neubau soll eine Steige-

1% Einsparung——

bedeutet gegenwiirtig

bei Walzstahl

in der metoliverarbeitenden Industrie

Stahl fiir

50000 Kiihischrinke
und
20000 Waschmaschinen
i a und
L 20000 Motorréder
o

J mund

47500 PKW
und
10000 LKW

gt

rung um 40,5 % und bei Um- und Ausbauten
um 50 % erreicht werden.

Berechnen Sie die Anzahl der Wohnungen,
die durch Neubau bzw. durch Um- und
Ausbau auf Grund der Direktiven des VIII.
und IX. Parteitages geschaflfen werden soll-
ten bzw. sollen! Runden Sie alle Ergebnisse
auf eine Genauigkeit von 1000 Wohnungen'

Klasse 10

Die umfassende Chemisierung der Landwirt-
schaft ist eine wichtige Voraussetzung fir die
Intensivierung der landwirtschaftlichen Pro-
duktion. Der enorm gestiegene Bedarf an
hochwertigen Stickstoffdiingemitteln soll vor
allem durch IntensivierungsmaBnahmen im
VEB Diingemittelkombinat Piesteritz ge-
deckt werden.

Stellen Sie in zwei Kreisdiagrammen das in
der DDR 1975 bereitgestellte und das fiir 1980
geplante Aufkommen an Stickstofl-, Phos-
phor- und Kalidiingemitteln dar! Vervoll-

stindigen Sie dazu die Tabelle!  E. Stéckel
1975 %  Winkel 1980 %  Winkel
Menge Grad- Bogen- Menge Grad- Bogen-
maf maB maB maB
Stickstofl-
diingemittel
720kt N 134,3 940kt N 443
Phosphor-
diingemittel
500 kt P,Os . 1,6267 530 kt P,0; 1,5708
Kalidingemittel
710 kt K,0 "36,8 650 kt K,0 110,5
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Verkniipfungen
in der Ebene

In dem Beitrag ,,Die ,Uhr-Addition‘ und an-
dere Verkniiplungen® (alpha 6/76) haben wir
die Begriffe Verkniipfung, Trigermenge und
Verkniipfungsgebilde kennengelernt:
Wir sprechen von einer Verkniipfung « iiber
einer nichtleeren (Triger-)Menge M, wenn je-
dem (geordneten) Paar (g, b) von Elementen
a, be M genau ein Element ce M zugeordnet
wird. Statt

o:(a, b)—c¢
haben wir kiirzer (und in Anlehnung der uns
durch die vier Grundrechenarten vertrauten
Schreibweise)

ash=c
geschrieben. (M, <) wurde dann ein Verkniip-
fungsgebilde genannt.

Bestand im oben genannten Beitrag unsere
Trdgermenge M fast ausschlieBlich aus Zah-
len, so wollen wir jetzt zeigen, daB es auch in
der ,,Welt der Punkte“ eine Fiille von Ver-
kniipfungen zu entdecken gibt. Seien deshalb
im folgenden X und Y beliebige Punkte einer
Ebene. Diese Ebene bezeichnen wir mit e.
Wenn wir XoY als den Mittelpunkt Z der
Strecke X ¥ definieren, haben wir bereits ein
erstes ,,geometrisches" Verkniipfungsgebilde
gefunden (Klasse 6).

Bild 1 y
2Z=xeY
X
XoY=p,Zmit ZeXYund XZ=ZY.,
(Der Einfachheit halber benutzen wir im fol-
genden auch gerichtete Strecken.)

DaB (g, o) in der Tat die geforderten Eigen- -

schalten (Abgeschlossenheit von ¢ bzgl. - und
Eindeutigkeit von X o Y) besitzt, ist leicht ein-
zusehen, da die Vorschrift (Definition) nicht
aus der Trigermenge hinausfithrt (Z e¢) und
der Mittelpunkt Z der Strecke XY eindeutig
bestimmt ist.

Als wir den Begrifl der Verkniipfung definiert
haben, ist der Fall X = Y ausdriicklich mit ein-
bezogen worden. Es erhebt sich fiir unser
Verkniipfungsgebilde (e, <) deshalb die Frage,
was wir unter XoX verstehen wollen. Wir
legen fest, daB X oX wieder der Punkt X
selbst sein soll — das kommt unserer Vorstel-
lung entgegen, indem wir ndmlich X- X als
den Mittelpunkt der entarteten Strecke XX
(die also aufl den Punkt X ,zusammenge-
schrumpft* ist) auffassen. .

Aufgabe 1: )
Vergleiche die Verkniiplungsgebilde (g, <) und

xty das arithmetische

(P,a),wobeix ay=p;

Mittel der reellen Zahlen x und y ist! Welche
Gemeinsamkeiten kannst du entdecken?

Die Spiegelung von Punkten kénnen wir als
Ausgangspunkt fiir weitere ,geometrische*
Verkniipfungen wahlen:

Fiir beliebige Punkte X, Y e¢ definieren wir
X = Y als den Spiegelpunkt von X an.Y sowie
X Y als den Spiegelpunkt von Y an X. In
beiden Fillen vereinbaren wir wieder, dal3
X+X=Xund X X=X [iir alle X e¢ gelten
soll.

Bild 2 r
X
Aey
X+«Y=p,Zmit ZcXY und XZ=2" XY,
X Y=p/Zmit ZeXY und ZY=2-XY.

xXxy

Aufgabe 2:

Uberlege dir, ob [iir alle X, Y eedie Beziehun-
gen
Xo(XxY)=X%(XcY)=Y und -
(X-Y).Y=(X Y)oY=X gelten.
Veranschauliche dir diese Beziehungen!
Das folgende Beispiel ist dergestalt, daB es uns
gleich unendlich viele Verkniipfungsgebilde
liefert:
Fiir alle Punkte X, Y €¢ definieren wir X oY
als den Punkt Z der Geraden XY, so dal
XZ:ZY=a:b gilt,
wobei a und b beliebige, aber [este ganze
Zahlen sind mit b30 und a:b+ —1. Auch
hier setzen wir fir alle X e¢:
XeX=X.
Wir sehen sofort, daB das Teilverhdltnis
(Klasse 8) uns im Falle a:b=1 die bereits
angefiihrte Verkniipfung - (Konstruktion des
Mittelpunktes) liefert.

Aufgabe 3:

a) Zeige, daB die Definition von e neben der
Konstruktion des Mittelpunktes (o) auch die
Konstruktion der jeweiligen Spiegelpunkte
(*;<) beinhaltet !
b) Wie ldBt sich die Verkniipfung e inter-
pretieren, wenn der Fall a=0 vorliegt?
¢) Untersuche die analoge Fragestellung fiir
b—0!
Weitere Verkniipfungsgebilde mit ¢ als Tra-
germenge erhalten wir z. B. aul die [olgende
Weise:
1) Fiir alle Punkte X, Y ee¢ delinieren wir
X.Y als den dritten Punkt Z des gleich-
seitigen Dreiecks X YZ mit positivem Um-
laufsinn (Bild 3). .
2) Fiir alle Punkte X, Y ee¢ definieren wir
XnY als den dritten Punkt Z des Quadrates
X'YZW mit positivem Umlaufsinn (Bild 4).

Z = Xay w Z=xay
Bild 3

Bild 4

3) Sei ABC ein vorgegebenes (festes) Dreieck
ing; X, Y g, beliebig.
Wir definieren X+Y als den Punkt Zeg, so
daB die Dreiecke ABC und X Y Z gleichsinnig
dhnlich sind.

c Y

A zZ=xvr X

In allen drei Féllen lordern wir wieder, dal
fir X=Y, XaX=X, XaX=X bzw. XeX=X
sein soll.

Aufgabe 4:

a) Warum kann man in den Definitionen fiir
., » und « nicht auf die Forderungen . mit
positivem (negativem) Umlaufsinn® bzw.
.gleichsinnig" verzichten?

b) Zeige, daB die Verkniipfung v eine Verall-
gemeinerung der Verkniiplungen . und = ist!
¢) Gib weitere Moglichkeiten einer Veralige-
meinerung von . an'

Aufgabe 5*:

Die Verkniipfung « 148t sich aufl die folgende
Weise in der komplexen Ebene interpretie-
ren: Fiir die Punkte des vorgegebenen Drei-
ecks ABC wihlen wir
A:a=0,B:b=1,C:c=r-e*,

wobei r und ¢ beliebige, aber [este reelle
Zahlen mit ¢ +k - n, k ganzzahlig, r+0, sind.
Zeige, daB dann fiir alle komplexen Zahlen
x,y xey=(1—=c)x+cyegilt!

(Die drei *-Aufgaben sind [ir diejenigen
Schiiler aufgenommen worden, die sich be-
reits mit komplexen Zahlen beschiftigt ha-
ben. Zur Losung dieser Aufgaben verweise ich
auf A.1. Markuschewitsch: Komplexe Zahlen
und konforme Abbildungen, Berlin 1965
[Kleine Erginzungsreihe, Band XVI].)

Bisher haben wir fiir verschiedene Verkniip-
fungen nach Moglichkeit auch verschiedene

Verkniipfungssymbole benutzt (z. B. ,,, ,, %,
B et v E % ,m"). Im folgenden wollen
wir uns jedoch allein auf das Zeichen ,,o be-
schranken. Die Gefahr, daBl wir dann even-
tuell Verkntiplungen identifizieren kdnnten,
die voneinander verschieden sind, besteht
kaum, da aus dem jeweiligen Zusammenhang
immer klar hervorgeht, aul welches Ver-
kniipfungsgebilde wir uns beziehen.

Sei A ein beliebiger, aber fester Punkt in €. Als
Trigermenge wihlen wir dann M =g\{A},
d. h.,der Punkt 4 wird ausgeschlossen, er wird
zur Verkniipfung nicht zugelassen. .
Fiir alle Punkte X, Yee\{A} definieren wir
schlieBlich X o Y als den Spiegelpunkt von X
an der Geraden AY. Fiir X=Y setzen wir
XoX=prX.

Z = Xoy
Bild 6 j
o :
A l
X

6~

73



(Analog liefert natiirlich auch die Spiegelung
von Yan AX eine Verkniipfung iiber e\{ 4}.)
Aufgabe 6*:
Zeige, daB sich in der komplexen Ebene diese
Verkniipfung » in dem Ausdruck

Xoy= y:_: - (x—a)+a widerspiegelt!
Auch im nﬁcﬁvsten Beispiel schlieBen wir fiir
die zu wihlende Trigermenge einen Punkt A
der Ebene ¢ aus.
Fiir alle X, Yee\{4) definieren wir diesmal
X - Y als die Spiegelung (Inversion) von X an
dem Kereis, der durch Y geht und 4 als Mittel-
punkt besitzt. Im Falle X=Y setzen wir
X ° X =p fX W

Bild 7 / &
Q

Aulgabe 7*:
a) Zeige. daB in der komplexen Ebene dieser
Verkniiplung der Ausdruck

(-0

Xoy= )+a entspricht!

x—a
b) Verlegen wir den Punkt 4 in den Ur-
sprung (¢ =0) und fordern wir | y | =1, so ver-
einfacht sich obiger Ausdruck auf

1 (Spiegelung
x=y 3 am Einheitskreis).
[n den bisher betrachteten Beispielen haben
wir bei der Wahl der Trigermengen keine
oder nur endlich viele Punkte der Ebene g aus-
geschlossen (ndmlich in zwei Fillen jeweils
einen Punkt). Jetzt werden wir Verkniip-
[ungsgebilde kennenlernen, deren Triger-
mengen zwar immer noch unendlich viele
Elemente (Punkte) enthalten, andererseits
aber auch unendlich viele Punkte der Ebene
nicht zur ,Konkurrenz" zulassen.
Sei k ein Kreis in ¢, M sein Mittelpunkt.
1) Fiir alle Punkte X, Yek definieren wir
Xo, Y als den Spiegelpunkt von X an der
Geraden MY.
2) Fiir alle Punkte X, Yek deflinieren wir
X o, Y als den Spiegelpunkt von Y an der Ge-
raden MX. ’
Fiir X=Y setzen wir jeweils wieder Xo, X
=Xbzw. X0, X=X.

Aufgabe 8:
a) Welches Verkniipfungsergebnis liefert der
Fall, wenn X e MY bzw. Ye M X gilt?
b) Zeige, daB fiir alle X, Yek die Bezichung

© (X0 Y)e  Y=Yo,(Yoy X)=X gilt!
Sei p eine Parabel in ¢.
1) Fiir alle Punkte X, Yep definieren wir
X o, Y als den Punkt Z e p, so daB die Gerade
YZ zur Tangente 1y (im Punkt X) parallel ist.
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2) Fiir alle Punkte X, Yep definieren wir
X o, Y als den Punkt Z ep, so daBl die Gerade
XY zur Tangente tz (im Punkt Z) parallel ist.
Fiir alle Xep setzen wir Xo, X=X sowie
XosX=X. ’

Bild 9

Aufgabe 9:

Zeige, daB fiir alle X, Yep die Beziehung
(X = Y)or Y=(X o7 ¥)o, Y=X gilt!

Sei e eine Ellipsein¢; g eim; Gerade, die mit e
keinen Punkt gemeinsam hat.

Fiir alle Punkte X, Yee definieren wir Xo Y
als den Punkt Zce mit Z+ Y, so daB die Ge-
raden g, YZ und die Tangente tx (an e im
Punkt X) einen gemeinsamen Schnittpunkt $
besitzen. Fiir X =Y setzen wir X-X =X ist
YS ebenfalls Tangente an e (in Y), setzen wir
X-Y=Y. 4

Bild 10 Y
IS ZsXoy
9
te % r
Aufgabe 10:

Veranschauliche dir, ob anstelle von e auch k&
(Kreis), p (Parabel) oder h (Hyperbel) bzgl. der
definierten Verkniipfung - abgeschlossen
sind!

Fordern wir in unserem Beispiel, daB die Ge-
rade g mit der Ellipse e genau einen Punkt A
gemeinsam hat, also Tangente an e ist, gewin-
nen wir eine weitere Verkniiplung:

Fiir alle X, Yee\{A} wird definiert Xo, Y
=ps;Z mit Z+Y genau dann, wenn gy
=gNYZ. Fiir X=Y fordern wir Xo; X=X.

Aufgabe 11:

Auch in diesem Fall kénnen wir einen beliebi-
gen Kegelschnitt als Trigermenge wihlen!
Veranschauliche dir, daB jeweils Verkniip-
fungsgebilde vorliegen!

Definieren wir fiir alle X, Yee\{A} X0, Y als

den Punkt Zee\{A4}, so daB die Geraden g,

XY und die Tangente ¢, einen gemeinsamen
Schnittpunkt S besitzen, erhalten wir iiber

derselben Trigermenge wie zuvor eine neue
Verkniipfung o, (X, X=p,X) - in Bild 11
gestrichelt dargestelit.

Aulgabe 12:

In den vorangegangenen Verkniipfungsgebil-
den meidet_die Gerade g den Kegelschnitt
entweder oder sie beriihrt ihn in genau einem
Punkt. Uberlege dir, ob auch fiir den Fall, da
die Gerade g den Kegelschnitt schneidet, eine
Trdgermenge fir die oben definierten Ver-
kniipfungen gefunden werden kann!

DaB auch andere Kurven als nur Kegel-
schnitte Tragermenge eines Verkniipfungsge-
bildes sein konnen, beweist unser letztes Bei-
spiel:

Sei ¢ eine (nichtausgeartete) Kubik in & (ohne
ihre singuliren Punkte, falls solche existie-
ren).

Fiir alle X, Yec mit X+ Y definieren wir
XY als den dritten Schnittpunkt Z der Ge-
raden X Y mit c. Fiir den Fall X = Y definieren
wir X » X als den zweiten Schnittpunkt Z der
Tangente tx mit ¢ (falls er existiert!).

Bild 12

Aufgabe 13:

a) Uberlege dir, wie die ausgezeichneten

Punkte der Kubik ¢ (Extrema und Wende-

punkte) in die Definition der Verkniipfung -

einzubeziehen sind!

b) Fiihre den Nachweis liir die Beziechung
Xo(XcY)=(YoX)oX=Y

fir alle X, Yec. Ingmar Lehmann

GauB-Gedenkmiinze

—y npneb

Aus AnlaB des 200. Geburtstages von C. F.
Gaufi gab die Staatsbank der DDR eine
20-Mark-Gedenkmiinze heraus (siche Foto).
Masse: 20,9 g — Durchmesser: 33 mm — Le-
giervng: 500 Ag/500 Cu (siehe auch Text
III. U.-Seite rechts unten)



Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Pjurwja Mutschka-
jewitsch Erdnijew

Kalmiickische Staatliche Universitiit
in Elista

Zur Fehlerrechnung

bei physikalischen
Messungen

A 1632 A Wir bilden Ketten von Verallge-
meinerungen:

Kette 1

a) Gegeben sei ein Rechteck von 9 cm Linge
und 4 cm Breite. Dieses Rechteck ist so in
2 Teile zu zerlegen, daB man daraus ein Qua-
drat mit der Seitenlinge 6 cm zusammen-
setzen konnte.

b) Gegeben sei ein Rechteck von 8 cm Linge
und 4,5 cm Breite. Dieses Rechteck ist so in
2 Teile zu zerlegen, daB man daraus ein Qua-
drat zusammensetzen konnte.

(Wovon hingt die Anzahl der Treppenstufen
-in den Figuren ab? Fiir welches Verhiltnis
der Seiten des Ausgangsrechtecks kann die
Aulgabe nicht gelost werden?)

¢) Der Leser mége die Aufgabe (siehe oben)
fir den Fall des Raumes veraligemeinern.
Welche kleinste Anzahl von Teilen ist notwen-
dig, in die man einen Quader mit den Kanten-
lingen 32 mm, 7S mm und 90 mm zerlegen
muf, um daraus einen Wiirfel mit der Kanten-
linge 60 mm zusammensetzen zu konnen?

Kette 2

a) In einer Kiste befinden sich zwei Sorten
Aplel. Es ist die kleinste Anzahl an Apfeln zu
bestimmen, bei der man bei einmaliger Ent-
nahme von Apfeln aus der Kiste mindestens
zwei Apfel einer Sorte hat!

b) Die Aufgabe ist unter derselben Bedingung
zu l6sen (d. h., daB bei einmaliger Entnahme
mindestens zwei Apfel einer Sorte aus der
Kiste genommen werden), wenn sich in der
Kiste Apfel von 3, 4, n Sorten befinden.

c) Wir verallgemeinern die Aufgabe, indem
wir andere Parameter nehmen:

In einer Kiste befinden sich unter den ent-
nommenen Apfeln bestimmt k Apfel. Es ist die
kleinste Anzahl an Apfeln zu bestimmen, die
entnommen werden muB, damit sich unter
den entnommenen Apfeln bestimmt k Apfel
einer Sorte befinden.

d) Wir schlagen dem Leser vor, diese Aufgabe
weiter zu verallgemeinern:

...damit unter den entnommenen Apfeln be-
stimmt k Apfel jeweils aus zwei Sorten sind
(die Anzahl der Apfel in der Kiste ist nicht be-
schrinkt).

Handelt es sich hierbei um die duBerst mog-
liche Verallgemeinerung, wenn die Aufgabe
keine Losung mehr besitzt? ‘

Ein MeBauftrag lautet, das Volumen eines

zylindrischen Korpers (V=§4 dzh) zu bestim-
men.

Bild 1

~70mm

2,

Der K6rper hat schitzungsweise einen Durch-
messer von 23 mm und eine H6he von 70 mm,
also ein Volumen von etwa 30 cm3. Das Volu-
men des K6rpers kann man nach verschiede-
nen Methoden ermitteln:

1. Methode: aus der Fliissigkeitsverdringung
beim Eintauchen des Korpers in eine MeB-
flissigkeit, ’

2. Methode: durch Berechnung aus den ge-
messenen geometrischen GroBen,

3. Methode: als Quotienten aus dem Auftrieb,
den der Korper beim Eintauchen in ein Me-
dium erfdhrt, und der Wichte dieses .Me-
diums.

Bei der dritten Methode wird der Korper zu-
meist einmal in Luft und einmal im Wasser
gewogen. Der Auftrieb ist dem Betrage nach
gleich dem Gewicht der vom Korper ver-
dringten Stoffmenge. Den Auftrieb, den der
Korper in Luft erfdhrt, kann man vernach-
ldssigen, da er weniger als 1 mp ausmacht.
Der Auftrieb im Wasser ist dann gleich der
Gewichtsdifferenz zwischen beiden Wiagun-
gen. Ist die Messung bei t=20°C durchge-
filhrt, so betrdgt die Dichte des Wassers

0=0,998 % Da das Gewicht eines Korpers

von der Masse 1 Gramm [ir unsere geo-
graphische Breite gleich 1 Pond ist, stimmen

die Zahlenwerte der in % gemessenen Dich-

ten und der in q‘:]—; gemessenen Wichten iiber-

ein.

Bild 2

s/ :

/////‘ GL—Gw

e y=2L"0w
7 z

Bei der Durchfiilhrung der Messungen nach
diesen drei Methoden wird man bemerken,
daB die MeBergebnisse auf Grund der ver-
schiedenen MeBmethoden sich in ihrer Ge-
nauigkeit unterscheiden. Darum ist es fiir den
Physiker und Techniker duBerst wichtig, sich
Gedanken iiber die Genauigkeit einer Mes-
sung zu machen. Wie weit kann man dem
MeBergebnis vertrauen? Welche Einfliisse
verfalschen das MeBergebnis, gehen Fehler
zufdllig oder systematisch in das MeBergebnis
ein? Wie breit ist der MeBunsicherheitsbe-
reich, um bei einer vorgegebenen statistischen
Sicherheit den wahren Wert der MeBgroBe
einzuschlieBen?

Die Messungen zur Volumenbestimmung des
zylindrischen Kérpers wollen wir im folgen-
den in Gedanken nachvollziehen, um einen
ersten Einblick in die Grundproblematik der
MeBtechnik zu gewinnen und den Sinn einer
Fehlerrechnung zu begreifen.

Einfache Fehlerrechnung fiir
zufillige Fehler bei gemessenen Grifien

Die einfachste Methode zur Volumenbestim-
mung des Korpers ist, den Korper in einen
MeBzylinder zu tauchen und die ven ihm ver-
dringte Fliissigkeitsmenge abzule.en (1. Me-
thode). Man wird dazu einen moglichst
schlanken MeBzylinder verwenden, um eine
feine Skalenteilung zu haben.

Bei einer Wiederholung des Versuches wird
man bemerken, daB man ein etwas anderes
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Ergebnis erhilt (siche dazu Beispiel 1). Eine
MeBwertreihe zeigt gewisse Schwankungen
innerhalb der MeBwerte, die durch eventuell
vorhandene Luftblasen am Versuchskorper,
herausgerissene Wassertropfen, ungenaues
Ablesen der Skale (Parallaxenlehler), un-
exakte Skalenteilung des MeBzylinders, un-
gleiche Dicke der Glaswand des MeBzylin-
ders usw. zustandekommen.

Durch die Unzuldnglichkeiten des Messen-
den, durch Einfliisse der Umwelt, durch das
gewidhlte MeBverfahren und durch die MeB-
apparatur selbst ist diese wie auch jede andere
Messung mit Fehlern behaftet. In der Physik
gilt deshalb der Grundsatz: Jede Auswertung
einer physikalischen Messung, die nicht zu-
gleich mit dem Ergebnis auch eine Angabe
des Vertrauensbereiches bei vorgegebener sta-
tistischer Sicherheit enthilt, ist wertlos.
Halten wir fest, daB bei der Aufnahme einer
MeBwertreihe eine Einzelmessung kaum re-
produzierbar ist, daB mehrere Messungen
insgesamt gesehen streuen. Wenn sich nun
die einzelnen MeBwerte um einen mittleren
Wert herum gruppieren, dabei groBe Ab-
weichungen selten, kleine Abweichungen vom
mittleren Wert hidufig vorkommen, wenn
positive und negative Abweichungen vom
mittleren Wert gleich oft auftreten, dann
spricht man von zufilligen Fehlern. Das ist
in unserer Messung der Fall (siehe dazu die
MeBwertreihe'im Beispiel 1).

In unmittelbarer Nidhe dieses mittleren Wer-
tes muf der wahre Wert der MeBgroBe liegen.
Dieser wahre Wert aber bleibt trotz vieler
Einzelmessungen unbekannt;er ist ein Grenz-
wert, dem sich der Physiker durch ausge-
wihlte MeBapparaturen, wohldurchdachte
MeBmethoden und duBerste Sorgfalt in der
Durchfltihrung der Messung zu ndhern ver-
sucht. Durch kritisches Abwigen der gewon-
nenen MeBwerte in Hinblick auf Fehler-
einfliisse und durch Ansetzen einer Fehler-
rechnung bei vorgegebener statistischer Si-
cherheit gibt der Physiker anstelle des wah-
ren Wertes der MeBgroBe einen wahrschein-
lichsten Wert mit seinem Vertrauensbereich
an.

Hiufig wird ein MeBergebnis als ,richtiger
Wert* bezeichnet. Diese Bezeichnung aber ist
problematisch, da sie die logisch einwand-
freien Begrilfe wahr und wahrscheinlich ver-
wischt. Wir wollen deshalb den Ausdruck
Hrichtiger Wert* im folgenden vermeiden.
Natiirlich gibt es in der Physik wie in der
Mathematik richtige gleich wahre Werte,
dann ndmlich, wenn sie auf einer Definition
beruhen. Die Winkelsumme im Dreieck be-
tragt 180° — das ist kein experimentell ermit-
telter Wert, sondern er beruht auf der Fest-
legung des Vollkreises zu 360°. Ebenso ist das
elektrische Wirmedquivalent, die Umrech-
nung von Kalorie in Wattsekunde (oder bes-
ser in Joule) definiert und kein experimen-
teller Wert, 1 kcal =4186,8 J.
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® Nach Uberlegungen von GauB ist der
wahrscheinlichste Wert einer Melwertreihe
das arithmetische Mittel der einzelnen MeB-
werte. Um den Vertrauensbereich dieses arith-
metischen Mittels der einzelnen MeBwerte
anzugeben, werden in der Physik die Stan-
dardabweichung s (das ist der mittlere qua-
dratische Fehler der Einzelmessungen) und
daraus der Vertrauensbereich s (das ist der
mittlere quadratische Fehler des Mittelwer-
tes) errechnet. Der Vertrauensbereich gilt als
das Genauigkeitsmap fiir die Mepwertreihe. Da
aber zur Bestimmung der Standardabwei-
chung und des Vertrauensbereiches ein ver-
hdltnismdBig groBer mathematischer Auf-
wand notig ist, werden wir uns im folgenden
aufeine einfache Fehlerrechnung, eine Gré8t-
fehlerrechnung, beschrénken.

Bei der einfachen Fehlerrechnung gilt die
Mepunsicherheit als das GenauigkeitsmaB [iir
die MeBwertreihe. Hierzu werden als erstes
die sogenannten absoluten Fehler ermittelt.
(Der ,,wahre* absolute Fehler ist genauso un-
bekannt wie der ,wahre“ Wert. Man kann
nur die scheinbaren Fehler als Differenz zwi-

_schen dem einzelnen MeBwert und dem wahr-

scheinlichsten Wert bilden. Da die Addition
der scheinbaren Fehler Null oder einen sehr
kleinen Wert ergeben muB, es in der Fehler-
rechnung nur auf die Betrige der scheinbaren
Fehler ankommt, kann man sie im Sinne der
mathematischen Operation ,absoluter Be-
trag” als absolut bezeichnen.)
Entsprechend der Definition des wahrschein-
lichsten Wertes als arithmetisches Mittel der
einzelnen MeBwerte geben wir die "MeB-
unsicherheit 4 als arithmetisches Mittel der
absoluten Fehler an:
® Die Mefunsicherheit u ist das arithmetische
Mittel der absoluten Fehler (bei Nichtbeach-
tung der systematischen Fehler).
@ Das Mefergebnis ist die Summe aus dem
wahrscheinlichsten Wert (arithmetisches Mit-
tel der einzelnen MeBwerte) und der MeB-
unsicherheit (arithmetisches Mittel der abso-
luten Fehler):

V=V+AV.
Eine MeBgroBe ist also nur dann sinnvoll
angegeben, wenn das MeBergebnis gleich der
Summe aus dem wahrscheinlichsten Wert
und der MeBunsicherheit ist, da in den Fehler-
grenzen der wahre Wert mit groBer Wahr-

scheinlichkeit, in unserem Beispiel mit 95%,
statistischer Sicherheit, liegt.
Neben der Angabe der MeBunsicherheit als
additives Glied im MeBergebnis ist es auch
iiblich, die MeBunsicherheit im Verhiltnis
zum wahrscheinlichsten Wert auszudriicken,
den prozentualen Fehler zu bilden:

v:T/<1 i%- 100%).
Zusammenfassend sollen die neuen Begriffe
noch einmal an einer graphischen Darstellung
verdeutlicht werden: Die Héiufigkeit eines
MeBergebnisses ist als Funktion des MeB-
ergebnisses aufgetragen. Auf der Abszissen-
achse sind die Begrille aus der Fehlerrechnung
markiert.
Diese Fehlerrechnungsbegriffe wollen wir nun
auf die MeBwertreihe des Beispiels 1 anwen-
den.

Beispiel 1:
Volumenmessung durch Wasserverdrdngung
Nr. 14 —I v-v ]
ml ml
1 30,8 0,14
2 30,7 0,04
3 309 0,24
4 30,5 0,16
5 30,6 0,06
6 30,6 0,06
7 30,6 0,06
8 30,7 0,04
9 30,5 0,16
10 30,7 0,04
3066 0,10
¥ =30,66 ml
V=0,11ml
V =(30,7+0,1) ml
0,10 o o
G=W' 100/0 =0,3/°

Bei der Berechnung des MeBergebnisses von
Beispiel 1 ist darauf zu achten, daB die MeB-
unsicherheit nicht genauer angegeben wird,
als es die Messung zuldBt. Durch Ausrechnen
vieler Stellen wird eine Genauigkeit vorge-
tduscht, die physikalisch nicht realisiert ist. Im
allgemeinen sollten Fehlér hochstens aufl zwei
Stellen berechnet werden. Andererseits mufl
natiirlich die Genauigkeit der Messung ausge-
nutzt werden, und es diirfen nicht durch Run-

x =wahrer unbekannter Wert
x=wahrscheinlichster Wert

Ax;=(x — x;) absoluter scheinbarer Fehler
u=MeBunsicherheit

Haufigkeit
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den Ziffern wegfallen, die eine physikalische
Bedeutung haben. Aul keinen Fall darf man
eine Null als kleinste Ziffer einfach weglas-
sen, wenn diese einen physikalischen Sinn hat.
Beispiel: Eine Lange wird mit einer MeBlatte
mit mm-Teilung gemessen. Es lEBt sich ein
halbes Millimeter schitzen. Dann lautet z. B.
der MeBwert: [=(52,0+0,5) mm. (Die unter-
punktete Ziffer ist fehlerbehaftet.) Der wahr-
scheinlichste Wert und die MeBunsicherheit
werden in gleichen Einheiten angegeben.

Einfache Fehlerrechnung fiir
zufiillige Fehler bei berechneten GriofBien

a) Gréfen, die durch Produktbildung berechnet
werden ’

Um das Volumen des Korpers aus seinen geo-
metrischen Abmessungen zu bestimmen, muB
man seine Hohe und seinen Durchmesser er-
mitteln. Zur Hohenmessung wird man einen
MeBschieber, zur Bestimmung des Durch-
messers eine BiigelmeBschraube verwenden.
Der MeBschieber erlaubt mit Hilfe des Nonius
noch 0,1 mm abzulesen, die BiigelmeBschrau-
be durch ihre Ringteilung 0,01 mm. Die Ska-
len lassen zu, eine halbe Einheit zu schitzen.
Da der zylindrische Koérper vermutlich so-
wohl im Durchmesser als auch in der Hohe
kleine Unebenheiten aufweist, sind wiederum
MeBwertreihen aufzunehmen (sieche dazu Bei-
spiel 2). Zur Berechnung des Volumens miis-
sen die fehlerbehaftete Hohe und das Quadrat
des fehlerbehafteten Durchmessers miteinan-
der multipliziert werden. Es besteht nun die
Frage, wie sich der Gesamtlehler einer physi-
kalischen GroBe berechnet, die sich aus MeB3-
wertreihen zwischen verschiedenen direkt und
voneinander unabhingig gemessenen GroBen
multiplikativ zusammensetzt.
Es gilt

ytAy=(axtAa)(b+Ab)

y+Ay=a-btAa-b+Ab-atAa-Ab
Das Glied Aa- Ab als Produkt kleiner Gro-
Bendifferenzen kann wegen seiner Kleinheit
vernachldssigt werden.
Der absolute Fehler betrigt:

+Ay=+Aa-b+Ab-a
Da y=a- b ist, betrigt der relative Fehler:

® Der relative GroBtfehler eines Produktes
aus direkt und voneinander unabhingig ge-
messenen Grofen ist gleich der Summe der
relativen Fehler ihrer Faktoren.

Bei der Bestimmung der MeBunsicherheit in
Beispiel 2 miissen wir diesen Satz anwenden
(siche Beispiel 2).

Physikalische GroBen. die als Produkt aus
anderen physikalischen GréBen gebildet wer-
den, sind in der Physik recht haufig; erinnert
sei an die physikalischen GroBenarten Kralt,
Drehmoment, mechanische Arbeit, elektri-
sche Leistung usw.

Beispiel 2:
a) Volumenbestimmung durch Berechnung aus
den gemessenen geometrischen Grifien

N S =k 4 @-d
mm min mm mm

1 6980 000 23620 0,005

2 6990 010 23615 0000

3 6985 005 23605 0010

4 6980 000 23620 0005

5 6975 005 23625 0010

6 .69,75 005 23610 0005

7 6980 000 23610 0,005

8 6970 010 23605 0010

9 6980 000 23620 0005

10 6985 .005 23620 0,005
6980 004 23615 0,006

A_i,h -100% =0,06%,

Ad, 1009 =0,03%,

d

AV "

3 100%, =0,06%, +2 - 0,03%, =0,12%,

¥V =30,576 cm® 230,58 cm®
V =30,58 (1+0,12%) cm?
V =(30,58 +0,03) cm®

b) Grifen, die durch Summenbildung
berechnet werden

Setzt sich die berechnete GroBe aus additiven
Gliedern zusammen, so ist der absolute Feh-
ler einer Summe (oder Differenz) von MeB-
wertrethen aus direkt und voneinander un-
abhidngig gemessenen GroBen gleich der
Summe der absoluten Fehler der Summan-
den.

Bei der Volumenbestimmung nach der 3. Me-
thode ist der Auftrieb gegeben als Gewichts-
differenz zwischen der Wagung des K orpers in
Luft und der in Wasser. Folglich ist die MeB3-
unsicherheit des Aultriebes gleich der Summe
der MecBunsicherheiten der Gewichtsbestim-
mungen in Lult und in Wasser:

Up=UgL + Ucw.

Die Fehlerabschitzung

Bei vielen physikalischen Messungen sind
nicht personliche Unachtsamkeiten und zu-
fdllige duBere Einflisse die entscheidende
Fehlerursache, sondern vielmehr die Ablese-
und Anzeigegenauigkeit der MeBgerite selbst.
Dann miissen die Skalenteilung und die Giite-
klasse der MeBgerite beachtet werden; die
Aulnahme einer MeBwertreihe ertibrigt sich.
Bei einer Masse-, Gewichts-, Langen-, Strom-
stirke- oder Spannungsmessung geniigt es,
eine korrekte Haupt- und eine Kontrollmes-
sung durchzufiihren, die, falls die beiden Er-
gebnisse voneinander abweichen, nochmals
wiederholt werden muB. Die im vorigen Ab-
schnitt behandelte einfache Fehlerrechnung
ist dagegen bei Zeitmessungen mit der Stopp-
uhr (personliche Gleichung etwa 0,2 s), Volu-

menbestimmungen mit dem MeBzylinder
oder bei Dickenmessungen von unebenen
Korpern erforderlich. Bei der Fehlerabscht-
zung bezieht man sich auf die Hauptmessung,
der GroBtfehler wird in Hinblick auf die
Skalenteilung, aul die kleinste MeBeinheit
oder auf die Giiteklasse des MeDBgerites ab-
geschitzt.
® Das Mefergebnis bei der Fehlerabschiitzung
setzt sich als Summe aus dem einen MeBwert
und der MeBunsicherheit, dem geschdtzten
Gropt fehler, zusammen.
Im Beispiel 3 ist das Volumen des zylindri-
schen Korpers als Quotient aus dem Auftrieb
und der Wichte der vom Korper verdringten
Stoffmenge zu bestimmen:
GL - Gw

ow
Die Gewichtsbestimmungen fiihren wir iiber
Massenvergleiche an der Analysenwaage
durch; am gleichen Ort (g=const.) verhalten
sich die Gewichte zweier Korper wie ihre
Massen. Die verwendete Waage schligt bei
Uberbelastung mit 10 mg nur noch gering-
fiigig aus. Der GroBtlehler bei der Wigung
ist demnach auf +5mg zu schitzen (siehe
Beispiel 3).
Bei der Gesamtfehlerabschitzung des Volu-
mens vernachlidssigen wir den Fehler der
Dichte (oder Wichte) des Wassers, da er klei-

V=

-3
ner als l?:—m:,E ist, so daB nur die beiden

additiven Glieder zu beachten sind.

In Beispiel 3 ist das MeBergebnis der Volu-
menbestimmung durch Aultriebsmessung
ausgerechnet.

Beispiel 3:
Volumenbestimmung durch Auftriebsmessung

G, =(42,385+0,005) p
Gw=(11,8400,005) p

A=130,545p
ow=0998 2,

_ cm

V =30,606 cm?

Uy =ugL+ ugw

uy = +0,005 p+ 0,005 p
uy=+001p

V =(30,61+0,01) cm?
£y =0,03%

Zusammenfassung

Um die Ergebnisse der Volumenbestimmun-
gen des zylindrischen Ko&rpers nach den drei
MeBmethoden vergleichen zu kdnnen, sind
sie nochmals aufgefiihrt:

¥, =(30,74+0,1) cm?

V,=(30,58 +0,03) cm?

V3=(30,61+0,01) cm?
Wir erkennen, daf die MeBergebnisse auf
Grund der verschiedenen MefBmethoden sich
in ihrer Genauigkeit unterscheiden. Die exak-
teste MeBmethode ist die durch Auftriebs-
messung, die grobste die durch Fliissigkeits-
verdringung.
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Wo liegen die jeweiligen Fehlergrenzen?

V-w V  (V+u
cm®  cm? cm?
30,6 30,7 308
30,55 30,58 30,61
30,60 30,61 30,62

Bei einer Wichtung der Messungen wiirde
vermutlich der wahrscheinlichste Wert bei
30,605 cm? liegen.

Bei den bisherigen Betrachtungen blieben
systematische Fehler unberiicksichtigt, z. B.
beachteten wir nicht die Anzeigegenauig-
keiten der MeBgerdte (Welche Fehlertole-
ranz hatte die BiigelmeBschraube? War die
Nullstellung sauber justiert?), eventuell be-
schidigte Wigestiicke (oder bei anderen
Messungen: mangelnde Reinheit der zu un-
tersuchenden Substanzen, der Wirmeaus-
tausch mit der Umgebung bei kalorischen
Versuchen usw.).

@ Systematische Fehler lassen sich durch An-
" bringen von Korrektionen berichtigen oder
durch eine GroBtfehlerabschitzung erfassen.
Systematische Fehler haben unter gleichen
Bedingungen den gleichen konstanten Wert.
Die systematischen Fehler werden zu den zu-
f@lligen Fehlern addiert. Der wahrscheinlich-
ste.Wert soll frei von systematischen Fehlern
sein, so daB die MeBunsicherheit allgemein als
Summe aus dem arithmetischen Mittel der
absoluten Fehler und dem abgeschitzten sy-
stematischen Fehler besteht.

Bei der Losung unseres MeBaultrages, das
Volumen eines zylindrischen Ko6rpers nach
drei verschiedenen Methoden zu bestimmen,
muBten wir auf Grund der verschiedenen
MeBmethoden sowohl die Fehlerrechnung
als auch die Fehlerabschitzung anwenden.
Wir merken uns, daB man sich auf die Fehler-
abschidtzung beschrinken kann, wenn zuldl-
lige Fehler, wie die Unzuldnglichkeit der
Sinnesorgane, die Reibung bei mechanischen
Bewegungen, Erschiitterungen, Temperatur-
schwankungen oder Schwankungen der Netz-
spannung, so klein sind, daB eine MeBwert-
reihe keinen Fehler anzeigen wiirde, oder
wenn nur wenige, weniger als 6 MeBwerte
vorliegen oder wenn die systematischen Feh-
ler des MeBergebnisses nicht korrigiert wer-
den kénnen. U. Manthei

Aufgaben zur Fehlerrechnung

Al a Das durchschnittliche Fassungsver-
mogen eines EBIofTels ist zu ermitteln. Fol-
gende MeBwertreihe wurde aufgenommen:
Gib das vollstindige MeBergebnis an!

1.15,5ml 6. 16,0 ml
2.150ml 7.15,5ml
3.155ml 8. 15,7ml
4. 15,7 ml 9.15,3 ml
5.15,3ml 10. 15,5 ml

A2A Wie berechnet sich der Gesamtfehler
einer physikalischen GroBe, die sich als Quo-
tient aus zwei MeBwertreihen zusammen-
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setzt? — Solche physikalischen Gréfen sind
z.B. Wichte, Geschwindigkeit und elektri-
scher Widerstand.

A3a Die Dichte von Kupfer soll ermittelt
werden. Der MeBgegenstand, ein Kupfer-
stiick, hat die Masse E=34,5g und das Vo-
lumen V =38cm? Die Massebestimmung
wurde mit einer MeBunsicherheit u,, = 40,5 g,

die Volumenbestimmung mit einer MeBun-

sicherheit uy = + 0,3 cm® durchgefiihrt. Priife,
ob der Tabellenwert fiir Kupfer g.,=8,9 ags
innerhalb der MeBunsicherheit liegt!

Ada Die Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum betréigt ¢=2,9979 - 10° ?

Wie groB ist der prozentuale Fehler, wenn

. = m -
man mit c=3- 108? rechnet?

GauBl-Erinnerungsplakette

Allen Teilnehmern der zentralen GauB-Eh-
rung wurde eine GauB-Erinnerungsplakette
(Béottger-Porzellan, braun, 50 mm Durchmes-
ser, ohne materielle Anerkennung, Auflage
4000 Stiick) iiberreicht (siche Foto Seite 92).
AnliBlich der Olympiade Junger Mathemati-
ker der DDR - 4. Stufe, DDR-Olympiade —

hielt Nationalpreistriger Prof. Dr. H. Rei-
chardt, Berlin einen Festvortrag zu: Gauff und
die Praxis. Alle Teilnehmer der DDR-Olym-
piade erhielten die Erinnerungsplakette.

AG Mathematik Osternienburg (K1. 10) bei der Behandlung des ,,GauBschen Algorithmus*




(Fortsetzung aus Heft 3/77)

Bei der Losung von m Gleichungen mit n
Variablen (m<n) kénnen zwei Fille auftre-
ten.
1. Fall: Das Verfahren bricht nach m—1
Schritten ab, weil keine weiteren Gleichungen
vorhanden sind.
Als ,reduziertes System* erhdlt man das dem
Ausgangssystem dquivalente der Form
x1+at xz+af x3+ ... +aldx,=af")

Xa+a® x3+... +aPx,=a®

X3+... +afx,=a

X+ @ 1 X1 F oo FAX,  =alT

Die Variablen xpn+1, Xm+32, ..., Xn Sind frei
wihlbar (es sind sogenannte ,freie Para-
meter*); die Variablen x,p, ..., x; werden dann
in der iiblichen Weise berechnet. Man erhilt
also keine eindeutige Losung, sondern un-
endlich viele Lésungen. Im Falle n=m ist die
L6sung eindeutig bestimmt.

2. Fall: Das Verlahren bricht nach (r—1)
<(m—1) Schritten ab, weil in den restlichen
Gleichungen die Koeflizienten aller Variablen
verschwinden.

Das,reduzierte* System hat dann die Form
x1+atd xa+atd xs+... ... +alllx,=alV

X+ a1 X r 1+ +aRx=al"
In diesem Falle konnen nun auch alle rest-
lichen Absolutglieder (rechte Seite) Null sein,
d.h., es kann gelten a2,=0, ..., a¥=0.
Dann kann man die Variablen x,+¢, ..., Xn
[rei wahlen und die restlichen in der iiblichen
Weise ausrechnen. Das System ist wiederum
16sbar, aber nicht eindeutig.
Falls fiir mindestens ein Absolutglied a{”+0
(ie{r+1, ..., m}) gilt, kommt man zu einem
Widerspruch (0=a,"), und das System ist
nicht 16sbar.
Man kann also feststellen:
1. Ein Gleichungssystem ist genau dann 16s-
bar, wenn sich bei der Reduktion keine Wi-
derspriiche ergeben, d. h., wenn neben Glei-
chungen, die wenigstens eine Variable ent-
halten, h6chstens noch Identititen der Form
0=0auftreten.

2. Wenn Losbarkeit vorliegt, und das Verlah-
ren nach r—1 Schritten (r—1<m—1) ab-
bricht, dann kénnen m—r Variable frei ge-
wihlt werden (,freie Parameter"), die restli-
chen Variablen werden in der iiblichen Weise
berechnet.

c) Beispiele
l. 3X1—XZ+4X3—X4=2
2x1+X3—X3+5x4=1 .
5x1—2x2+2x3+2x4=7
liefert als ,,reduziertes System“

1 4 1 2

X —§X2+§X3—§.X4= i
Xz—ﬂx;; +£X4= —1
5 5 5
X3—§X4= —é.
9 9

Es liegt der erste Fall vor, x, ist [rei wihlbar.
Als Losungen erhdlt man

Sy e 2
T3
BB
G Bk
ety o 200
1= g% 35
Falls x4 =9 gewihlt wird, erhédlt man also
1
X4—9, X3—7§,
11 273
x;=—111—5Und X|=—1—35'.

2. Bei der Reduktion des Gleichungssystems
3x;+2x;—3x3=30
X1 +X2— 3X3 =6
—X1 +2Xz— 15X3= —-42

erhilt man
2
Xy +§X2—13 =10
x2—6x3 =i 12

0=0.
Es liegt der zweite Fall vor, und es gilt auch
a'=0 (das restliche Absolutglied ist Null).
Das System ist 1osbar, die Variable x; ist frei
wihlbar. Man erhilt
Xy= 613 —12
x;=—3x3+18.
Falls x3=1 gewihlt wird, ergibt sich als
spezielle Losung x3=1, x,=—6 und x; =15.
3. Wenn man das Gleichungssystem -
Tx1— x2+5x3=1
X1+ Ix 2— X3= 7
15x;+ x3+4+9x3=2

reduziert, erhilt man
1 5
X1 —zX2+5X3= 1

7
6 24
X2 =175 =11
0= —49.

Das ist auch der zweite Fall; aber das System -
ist nicht 18sbar, da fir a$’= —49 (+0) gilt.
Die Reduktion fiihrt also aul einen Wider-
spruch. ‘

3. Aufgaben

ala Esist das Gleichungssystem
x=2y+ z= 0

2x—5y+2z=-2

2x—2y+3z= 17
mit Hilfe des GauBschen Algorithmus zu
l6sen.
Fiihren Sie Rechenkontrollen (Zeilensum-
menprobe) durch'!
Fiihren Sie die Endprobe mit Hilfe der Spal-
tensummen durch!
Legen Sie ein geeignetes Rechenschema an!

A2A Losen Sie folgende Gleichungssy-

steme!
a) Ix;+ 4x;— x3+ x3= O
2x, +2x3 = 17
—9x; —12x2+ 3x3—3x4=—1
b) X1+ x3— x3=1
2x; 4+3x;—3x3=0
3x1—2X2+ X3=6
c) 2x—3y+ 6z=0
Ix+2y— 4z=
x+5y—10z=0
d) 4x -3y =— 2
2y+5z= 19
Sx —Tz=-16
e) X1 +2x:+3x;=4
2x;+4x,+6x3=3
Ixi 4+ x2— xa=1
)] X1 +2x3+3x3=4
2x1+ Xx3— x3=3
3X1+3X1+2X3=7
g) Tx;— x2+5x3=1
x1+3x;— x3=7
15x;+ x24+9x3=9
h) 3x1+2x2- 3X3= 0
X1+ X2— 3X3= 6
—X1+2x;—15x3=—-10
J. Gronitz

Unser Titelbild .

Das Titelbild dieser Ausgabe zeigt eine ge-
rade, geschlossene Strahlschraubfliche, auch
Wendelfliche genannt. Sie findet praktische
Anwendung bei der Férderung von Sand,
Schiittgut, Wasser, wobei diese in einer Rinne
liegt und sich um ihre Achse dreht.
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interessante Erkenntnisse beim
Rechnen mit natiirlichen Zahlen
Wenn ihr das Mathematik-Lehrbuch der
Klasse 4 auf der Seite 158 aufschlagt, findet
ithr die Aufgabe 43:

.Schreibe zwei dreistellige Zahlen auf! Dabei
soll eine Zahl groBer sein als die andere.
Bilde dann

a) die Summe, b) das Produkt, c) dic Diffe-
renz dieser Zahlen! Ein Ergebnis laBt sich
durch 3 teilen. Uberpriife diese Behauptung
an vier Beispielen!**

Sicher werdet ihr die Aufgabe leicht 16sen
konnen. Vielleicht wundern sich aber einige
von euch dariiber, daB bei dieser Uberprii-
fung verschiedene Fille auftreten kodnnen.
Wollen wir dem einmal nachspiiren und einige
Beispiele bilden!

Beispiel 1:

1. Zahl: 435 2. Zahl: 318

Summe 435 + 318 = 753

753 istdurch 3 teilbar (Quersumme: 7 + 5 + 3
=15 und 15 ist durch 3 teilbar).

Differenz: 435 —318 =117

117 ist durch 3 teilbar.

Produkt: 435 - 318 = 138330

138330 ist durch 3 teilbar.

Wir stellen fest: Summe, Differenz und Pro-
dukt sind durch 3 teilbar.

Beispiel 2:

1. Zahl: 523 2. Zahl: 247

Summe 523 + 247 =770

770 ist nicht durch 3 teilbar.

Differenz: 523 — 247 =276

276 ist durch 3 teilbar.

Produkt: 523 - 247 =129 181

129181 ist nicht durch 3 teilbar.

Wir stellen fest: Nur die Differenz ist durch 3
teilbar; Summe und Produkt sind nicht durch
3 teilbar.

Beispiel 3:

1. Zahl 824 2. Zahl: 352

Summe: 824 +352=1176

1176 ist durch 3 teilbar.

Differenz.: 824 — 352 = 472

472 ist nicht durch 3 teilbar.

Produk:: 824 - 352 = 290048

290048 ist nicht durch 3 teilbar.

Wir stellen fest: Nur die Summe ist durch 3
teilbar; Differenz und Produkt sind nicht
durch 3 teilbar.
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Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen :
Beim |. Beispiel sind Summe, Differenz und
Produkt, beim 2. Beispiel nur die Differenz
und beim 3. Beispiel nur die Summe durch 3
teilbar.

Woran mag das wohl liegen? Thr tberlegt
richtig, wenn ihr vermutet, daB der Grund
dafiir in den ausgewihiten Zahlen zu suchen
ist. Im 1. Beispiel (435 und 318) sind das zwei
Zahlen, die beide durch 3 (eilbar sind, und wir
finden bestitigt:

Fiir alle natiirlichen Zuhlen a und b gilt:
Wenn a durch 3 teilbar ist und auch b durch 3
teilbar ist, so sind a +b, a—b und auch a - b
durch 3 1cilbar.

Im 2. Beispiel (523 und 247) und im 3. Bei-
spiel (824 und 352) haben wir Zahlen ausge-
wiihlt, die samtlich nicht durch 3 teilbar sind.
Wenn wir trotzdem im 2. Beispiel ein anderes
Ergebnis erhalten als im 3. Beispiel, so wollen
wir auch hierfiir die Griinde zu finden versu-
chen.

Wir miissen einmal (eststellen, welche Reste
die gewihlten Zahlen bei der Division durch
3 lassen. Im 2. Beispiel 14Bt 523 den Rest !
und 247 eben(alls den Rest 1. Es ist nun még-
lich und auch viel einfacher. mit den Resten zu
rechnen. Die Summe der Zahlen 523 und 247
148t bei Division durch 3 denselben Rest wie
die Summe der Reste. Letztere ist 2. Die
Differenz der Reste (I — 1 = 0) betragt Null,
d. h. aber, daB die Differenz der beiden Zah-
len durch 3 teilbar sein muB. Da das Produkt
der Reste (1 - 1 =1) 1 ist, 1aBt auch das Pro-
dukt beider Zahlen bei der Division durch 3
den Rest 1, d. h. es ist nicht durch 3 teilbar.
Im 3. Beispiel 1at 824 bei Division durch 3
den Rest 2 und 352 den Rest 1.

Summe der Reste: 2 +1=23. ,Rest 3* be-
deutet, daB3 die 3 noch einmal im Dividenden
enthalten ist und dann der Rest 0 bleibt, d. h.
die Division aufgeht.

Differenz der Reste: 2 — 1 =1.

Produkt der Reste: 2 -1=2.

Wie wir erkennen, sind Differenz und Pro-
dukt beider Zahlen nicht durch 3 teilbar.

Wir wollen uns nun die Frage stellen, welche
und wie viele Moglichkeiten es gibt, zwei drei-
stellige Zahlen auszuwiahlen, deren Summe,
Differenz oder Produkt durch 3 teilbar ist.
Bei jeder Zahl besteht die Méglichkeit, daB sie
entweder den Rest 0, [ oder 2 148t. Fiir zwei
Zahlen kann man folgende Tabelle aufstel-
len:

mogliche Reste bei

1. Lassen beide Zahlen den Rest 0, so ergibt
sich:

0+0=0;0-0=0;0-0=0;

d. h., Summe, Differenz und Produkt sind
durch 3 teilbar.

2. LaBt die I. Zahl den Rest 0 und die 2. Zahl
entweder den Rest | oder 2, so ergibt sich:
0+1=1 3-1=2 0-1=0
0+2=2 3--2=1*% 0-2=90
(* Statt 0 — 1 bzw. 0 — 2 schreiben wir 3--- |
bzw. 3 — 2. Das ist moglich. weil wir statt 0
jedes ganzzahlige positive Vielfache von 3
cinsetzen konnen; alle diese Zahlen lassen
bei Division durch 3 den Rest 0!) In diesen
Fallen ist nur das Produkt durch 3 teilbar.

3. LaBt die 2. Zahl den Rest 0 und die 1. Zahl
cntweder den Rest | oder 2, so ergibl sich:
1+0=1 1--0=1 1-0=0
24+0=2 2-0=2 2:-0=0
Wie wir erkennen, ist auch in diesen beiden
Fallen nur das Produkt durch 3 teilbar.

4. Lassen beide Zahlen gleiche Reste, so ergibt
sich:

l+1=2 1—1=0 1-1=1
242=4 2—-2=0 2:2=4

In beiden Fillen ist nur die Differenz durch
3 teilbar.

5. LaBt die 1. Zahi den Rest 1 und die 2. Zahl
den Rest 2, so ergibt sich:

1+2=3 4—2=2% 1-2=2
und 3 148t bei Division durch 3 den Rest 0!
(* Statt | —2 schreiben wir (1 + 3) —2, also
4 — 2 =2!) Esist nur die Summe durch 3 teil-
bar.

6. LaBt die 1. Zahl den Rest 2 und die 2. Zahl
den Rest 1, so ergibt sich:

2+1=3 2—1=1 2= =2
Es ist auch nur die Summe durch 3 teilbar.

Zusammenfassung

1. Sind beide ausgewihlten Zahlen durch 3
teilbar, so sind deren Summe, Diflerenz und
Produkt durch 3 teilbar.

2. Ist nur eine der beiden Zahlen durch 3 teil-
bar, so ist nur das Produkt durch 3 teilbar.

3. Lassen beide Zahlen bei Division durch 3
gleiche von Null verschiedene Reste, so ist
nur die Differenz durch 3 teilbar.

4. Lassen beide Zahlen bei Division durch 3
verschiedene Reste (kein Rest ist Null!), so
ist nur die Summe durch 3 teilbar.

Nun kénnen wir unsere Tabelle ergdnzen:
148t bei Division durch 3

der Division durch 3 den Rest
1.Zahh 0 0 0 1 1 1 2 2 2 1.Zahl 0 0 O } t+ 1 2 2 2
22Zahl 0 1 2 0 1 2 0 1 2 22Zahl O 1 2 0 1 2 0 1 2
Es gibt also . Sl{;me 0 1 2 : (2) (2) i (1) !
9 verschiedene Moglichkeiten. Differenz 0 2. | 0
Produkt 0 0 ¢ 0 1 2 0 2 1

Nun geniigt es, mit den Resten zu rechnen,
um SchluBfolgerungen fiir die Teilbarkeit der
Summe, der Differenz oder des Produktes
zweier natlirlicher Zahlen durch 3 zu ziehen.

Rechne so: Wenn die 1. Zahl bet Division
durch 3 den Rest 2 1aBt und die 2. Zahl auch
den Rest 2 1aBt, so 148t die Summe beider



Zahlen den Rest 2 +2=4. Die 4 1aBt aber
bei Division durch 3 den Rest 1.

Nun kénnt ihr nicht nur die Aufgabe 42 auf
der Seite 157 des Mathematik-Lehrbuches der
4. Klasse leicht 16sen, sondern den dort ste-
henden Satz sogar beweisen:

,,Die Summe von drei aufeinanderfolgenden
Zahlen ist stets durch 3 teilbar.

Wenn ihr drei aufeinanderfolgende natiir-
liche Zahlen betrachtet, so konnen bei der
Division durch 3 nur die folgenden Reste auf-
treten:

Zahlen .,a a+l, a+2,...
mogliche Reste 0 1 2
bei der Division 1 2 0
durch 3 2 0 |

Die Summe der Reste ergibt:

0+1+2=3,d. h Rest0

1+2+0=3,d. h. Rest0

2#0+1=3,d. h Rest0

Man erkennt, daB diese Summe stets durch 3
teilbar ist, ganz gleich, welche drei aufeinan-
derfolgenden Zahlen man ausgewihlt hat.
AuBerdem kann man der Tabelle noch ent-
nehmen, daB es unter 3 aufeinandeffolgenden
natiirlichen Zahlen stets genau eine gibt, die
durch 3 teilbar ist.

Aufgabe

Nun versucht, folgende Aufgabe zu l6sen:
Gegeben seien zwei vierstellige natiirliche
Zahlen a und b. Es sei a groBer als b.
Unter welchen Bedingungen sind die Summe
a + b, die Differenz a—b oder das Produkt
a - b durch 4 teilbar? Gibt es Fille (wie viele
und welche?), in denen weder a + b, noch
a—b, noch a - b durch 4 teilbar ist?
Bemerkung: Ob die gegebenen natiirlichen
Zahlen a und b vierstellig sind oder irgend-
eine andere beliebige Stellenzahl haben, ist
fiir das Losen der Aufgabe ohne Bedeutung!
W. Fregin

Antje ,,entdeckt*
eine Rechenprsbe

Die elfjahrige Schiilerin Antje Glap aus Bern-
-burg, regelmiBige alpha-Leserin, iiberlegte
sich folgende Probe fiir die ,,Neunerreihe*:
Multipliziere ich 9 mit einer Zahl zwischen 1
und 10, so ist die erste Ziffer des Ergebnisses
um 1 kleiner als diese Zahl, und die zweite
erhalte ich, wenn ich von meiner Zahl bis 10
erginze.

Die Richtigkeit ihrer Uberlegung zeigt fol-
gender Beweis: Ist ihre Zahl x, so berechnet
sic 9-x. Der Zechner des Ergebnisses ist
x—1, der Einer 10—x. Also lautet das
Ergebnis ihrer Probe 10 - (x—1) +(10—x)
=10 -x—10 +10—x=9x.

Vielleicht habt ihr in eurer AG, in der Schule
oder zu Hause dhnliche ,,Entdeckungen*
gemacht?

Teilt sie uns doch einmal mit (Kennwort:
Meine Knobelei)! Redaktion alpha

Berufsbild ;

Ingenieur fiir Technik und Technologie
des Fernmeldewesens

Die mathematische Schiilerzeitschrift alpha
kaufen sich viele Leser am Zeitungskiosk,
andere konnen ihre Zeitschrift zweimonat-
lich dem Hausbriefkasten entnehmen. Aber
die wenigsten denken dariiber nach, wer ih-
nen den bequemen Bezug dieser Zeitschrift
und vieler anderer Presseerzeugnisse ermog-
licht. Es sind die vielen fleiBigen Werktitigen
der Deutschen Post.

Sie vollbringen jedoch fiir die Biirger der
DDR, fiir unsere Volkswirtschaft und fiir die
Staatsorgane eine Vielzahl weiterer sehr wich-
tiger Leistungen, von denen hier nur einige
genannt werden konnen. Allen sind solche
postalischen Dienstleistungen, wie Ubermit-
teln von Brielen, Telegrammen, Pickchen,
der Verkehr mit Zahlungsmitteln und der
Sparkassendienst bekannt. Wenn ihr aber
telefoniert, fernseht oder Radio hort, so ge-
schieht das mit Hilfe umfangreicher und kom-
plizierter fernmeldetechnischer Einrichtun-
gen der Deutschen Post. Kurz gesagt, beschaf-
tigen sich die Werktitigen der Deutschen
Post mit der Ortsverinderung von Nach-
richten. Dabei treten schwierige Aufgaben
auf, die nur durch qualifizierte Kader mit
hohem politischem BewuBtsein geldst werden

konnen. Zur Ausbildung solcher Kader wur-

de am 1. September 1953 die Fachschule fiir

Post- und Fernmeldewesen in Leipzig ge-

griindet. Am 13. Oktober 1954 wurde der

Fachschule der ehrende und verpflichtende

Name Rosa Luxemburg verlichen. Jetzt trigt

sie die Bezeichnung Deutsche Post — Inge-

nieurschule Rosa Luxemburg.

An der Ingenieurschule werden Ingenieure

und Ingenieur6konomen im dreijéhrigen Di-

rekt- und fiinfjahrigen Fernstudium fiir das

sozialistische Nachrichtenwesen ausgebildet.

Die Ausbildung erfolgt in den drei Fach-

richtungen:

— Technik und Technologie des Fernmelde-
wesens mit den Vertiefungsrichtungen:
Fernsprech- und Fernschreibwesen — Fern-
meldebau - Funkwesen

- Technik und Technologie des Post- und
Zeitungswesens

— Souzialistische Betriebswirtschaft/Ingenieur-
6konomie des Nachrichtenwesens.

Die erstgenannte Fachrichtung mochte ich

etwas niher vorstellen, weil ein Studium in ihr

den mathematisch-naturwissenschaftlich In-
teressierten cin reiches Betétigungsfeld erofI-
net. Studienbewerber fiir diese Fachrichtung

Das Tonstudio fiir Ausbildung und Agitationsarbeit des Schulfunks
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miissen deshalb solide Kenntnisse in Mathe-
matik und Physik durch den AbschluB der
10. Klasse bzw. durch das Abitur nach-
weisen konnen. Sie sollten Facharbeiter fiir
Nachrichtentechnik sein oder einen verwand-
ten Berufsabschlufl, z. B. Elektronikfachar-
beiter, besitzen und iiber eine ein- bis zwei-
jahrige Berufspraxis verfiigen. Der Ausbil-
dungsinhalt des Studiums umfaBt Lehrgebie-
te mit allgemeinbildendem Charakter und
Lehrgebiete, die das technische Grundwissen
des Ingenieurs bilden. Zu den letztgenannten
gehoren u. a.:

Mathematik - Physik — Chemie — Technische
Mechanik — Werkstoffkunde — Steuerungs-
und Reglungstechnik — Grundlagen der Elek-
trotechnik - Grundlagen der Elektronik —
Elektrische MeBtechnik — Elektrische Netz-
werke - Ubertragungstechnik.

Dazu kommen in den Vertiefungsrichtungen
folgende spezielle Lehrgebiete:
Vertiefungsrichtungen , Fernsprech- und
Fernschreibwesen* und ,,Fernmeldebau* :
Vermittlungstechnik - Fernschreib- und Da-
tentechnik ~ Fernmeldebau
Vertiefungsrichtung ,,Funkwesen**:
Funksende- und -empfangstechnik —~ Studio-
technik — Spezielle MeBtechnik.

Die Grundlagenausbildung erfolgt im |. und
2. Studienjahr des Direktstudiums. Im 5. Se-
mester wird das spezielle Fachwissen in den
drei Vertiefungsrichtungen vermittelt. Wah-
rend des Praktikums im 6. Semester sind die
Studenten in ihren spiteren Einsatzimtern
titig und fertigen ihre Ingenieur-AbschluB-
arbeit an.

Im Jahr der 200. Wiederkehr des Geburts-
tages von Carl Friedrich Gauf sei daran er-
innert, daB er gemeinsam mit dem Physiker
Wilhelm Weber 1833/34 die elektromagneti-
sche Telegrafie erfand. Die Telegrafie hat sich
seitdem zu einem schnellen, zuverldssigen und
weltweiten Kommunikationssystem entwik-
“kelt: Das Fernschreiben iber Selbstwihl-
netze und die elektrische Ferniibertragung
von Daten zwischen Rechenzentren sind in
jingster Zeit dazu gekommen. Es verwundert
sicher nicht, daB bei der Ausbildung von In-
genieuren des Fernmeldewesens dem Gebiet
der Fernschreib- und Datentechnik ein hoher
Rang zukommt. Am Beispiel des Lehrgebie-
tes ,,Fernschreib- und Datentechnik* 4Bt
sich zeigen, welches umfangreiche mathema-
tische Riistzeug ein Student besitzen muB, um
in dieses Gebiet erfolgreich und tief einzu-
dringen. Nachstehendes Bild stellt die Zu-
sammenhinge zwischen der Mathematik, den
technischen Wissenschaften Elektrotechnik,
Theorie der elektrischen Netzwerke und
Elektronik und der Fernschreib- und Daten-
technik dar.

Auch zur theoretischen Beherrschung der
Fernsprech-, Funk- und Fernsehtechnik wer-
den umfangreiche Kenntnisse der elementa-
ren und hoheren Mathematik vom Studenten
und auch vom spiteren Ingenieur erwartet.
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Die rasche Entwicklung der modernen Kom-
munikationsmittel bedingt ein immer stir-
keres Eindringen mathematischer Diszipli-
nen in die theoretischen Zweige dieser Tech-
niken. Die moderne Theorie der Nach-
richteniibertragung baut auf der Funktionen-
theorie, Mengenlehre, Boolschen Algebra
und Ereignisalgebra auf. Die Héhen dieser
Theorien kann nur derjenige erklimmen, der
bereits in der polytechnischen oder erweiter-
ten Oberschule die dort gelehrten mathemati-
schen Grundlagen beherrschen gelernt hat.
AbschlieBend mochte ich vier kleine mathe-
matische Kostproben geben.

M. Necke

Aufgaben

ala In dem skizzierten Stromkreis wird
durch Betitigen des Kontaktes der Strom fiir
das Telegrafenrelais zum Zeitpunkt ¢ =0 ein-
geschaltet. Das Relais stellt einen Energie-
speicher mit der Selbstinduktivitit L=0,5H
dar. Sein Widerstand betrigt R=1kQ, der
Ansprechstrom I,,=1mA und die Urspan-
nung E=12V. Der nach dem Einschalten
flieBende Strom geniigt der Zeitfunktion.

Berechne die Zeit ¢, die vom SchlieBen des
Kontakts bis zum Ansprechen des Relais
vergeht!

A2a Der Widerstand einer Fernschreib-
anschluBleitung erh&ht sich durch Verlinge-
rung der Leitung um R=500Q. Bei einer
konstanten Spannung U=60V am Anfang
der Leitung sinkt der Strom um [ =10 mA.

Wie grofl war der urspriingliche Leitungs-
widerstand ?

A3 a Die kilometrische Dimpfung « einer
Leitung mit geringen Verlusten ist durch die
Gleichung

omb(B-oz)miz- L
gegeben. Darin ist R’ der Widerstand, G’
die Ableitung, L’ die Induktivitit und C’ die
Kapazitit je Kilometer Leitungsldange.

Fiir welchen Wert Z wird a ein Minimum?

A4a In einem Seekabel kann man nach
Lord Kelvin mit der Geschwindigkeit

v= a<2>z In i
d D
d
telegrafieren. v ist darin die Anzahl der Zei-
chen pro Sekunde; a eine Konstante, die von
der Drahtlinge und vom Material abhingt;
D ist der Kabeldurchmesser; d der Leiter-
durchmesser.
Fiir welches Verhiltnis g erreicht v ein Maxi-
mum?

Nachrichtentechnisches Labor
Untersuchungen an Wechselstromtelegrafie-
einrichtungen




Synchron-
optischer
Schaukasten

Mathelﬁatik und Mathematiker unter
geschichtlichen Aspekten

So ist das nun mal: Irgendwann werden wir
des Gewohnten iiberdriissig. Wir zichen neue
Sachen an, obwohl die alten noch in Ordnung
sind, wir tapezieren neu, obwohl das alte noch
ganz gut ist. Wir rdumen zu Hause um,
hangen ein neues Bild auf, wechseln die Gar-
dinen. Das Altgewohnte, das ist auch unser
Arbeitsplatz, unsere Arbeitsgemeinschaft
Mathematik. Gefallt sie uns noch? Fiihlen
wir uns darin wohl? Koénnte man nicht ein-
mal aus dem Gewohnten ausbrechen?
Solche und dhnliche Gedanken mégen wohl
die meisten 13- bis 16jdhrigen Schiiler an die-
sem Tage beschiftigt haben, denn mit dem
Suchen von Loésungswegen, dem Aufstellen
von Logarithmen und dem Finden der Er-
gebnisse wollte es gar nicht so recht klap-
pen.

Viel mehr erfreuten sich alle an einem lustigen
Frage- und Antwortspiel. Wie es gar nicht
anders sein kann, landeten wir dann auch
wieder bei der Mathematik. Wir stellten uns
vor, noch einmal mit der Knotentechnik der
alten Agypter rechte Winkel zu konstruieren.
Ja, wann war das eigentlich, als man damit ar-
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beitete? War das vor oder nach Pythago-
ras?

Nun eéntwickelte sich ein echtes Streitge-
sprach. Jeder Schiiler konnte diesem Mei-
nungsstreit etliche Fakten beisteuern. Jeder
suchte nach Fragen, die man eventuell noch
kldren miiBte.

Wann kam Pythagoras zu seiner Feststellung?
Welche Wissensgebiete - auBer Mathematik —
waren ebenfalls so friih? Hat man Uberliefe-
rungen aus dieser Zeit von Literatur, Kunst
oder Philosophie? So viele Fragen! Geklirt
werden konnten an diesem Tag aber lingst
nicht alle.

So kamen wir zu der Erkenntnis, man miiBte
einen Wissensspeicher fiir verschiedene Wis-
sensgebiete haben, auf dem alles iibersichtlich
geordnet sei.

Her mit Ideen!

Und die kamen, beim Arbeiten, beim Nach-
denken.

Es bildeten sich verschiedene Interessengrup-
pen, die gemeinsam eine Materialsammlung
aus den verschiedenen Wissensgebieten zu-
sammentrugen. Da wurden Biicher gewilzt,
Biicher ausgelichen, die Fachlehrer muften
helfen.

Wir waren schon gut vorwirts gekommen.
Es mag manche gegeben haben, die dachten:
,»Na ja ... vielleicht geniigt das ja schon.*
Aber. . .!

Alle Gberlegten von neuem: Wer kénnte noch
helfen?

Wir wandten uns an den Fachgruppenleiter
fiir Mathematik vom Institut fiir Lehrerbil-
dung in Meiningen, und er konnte uns helfen.
Er stellte uns die Urania-Bildtafeln Rolle der
Mathematik in Wissenschaft, Wirtschaft und
Technik, viele Lichtbilder, zahlreiches Schrift-
material zur Verfiigung.

Nun bekamen wir wieder neuen Auftrieb,
alles Wissenswerte war zusammengetragen.

5 Tapetenrolle

WAS

Kasten

-

Jetzt fragten wir uns, wie soll unser Wissens-
speicher aussehen? Nach langem hin und her
entschieden wir uns fiir einen Anschauungs-
kasten, der eine synchron-optische Wieder-
gabe gewihrleistet.

Na dann los!

Sie haben alle dn diesen vielen Nachmittagen

- gearbeitet, gebastelt, geschrieben, nachge-

-dacht. Man fand wieder verschiedene Grup-
pen, eine, die das Holz besorgte und im Werk-
raum den Kasten bastelte, eine, die sich mit
Elektronik beschiftigte und den Bewegungs-
rhythmus konstruierte, und eine dritte Grup-
pe beschriftete in miihevoller Arbeit eine
Tapetenrolle. Hier durfte man auch nicht ver-
gessen, zwischen den Zeitabschnitten immer
ein Stiick Platz zu lassen, damit man noch
erweitern bzw. erganzen kann.
Dann war es endlich soweit, der Wissens-
speicher wurde zusammengebaut. Alle waren
gespannt, ob die ganze Anlage auch funk-
tionstiichtig war.
Na ja, es klappte schon, aber ganz zufrieden
waren wir noch nicht. Wieder wurde sich
regelmiBig getroffen. Es bedurfte noch eini-
ger Stunden miihevoller Kleinarbeit, bis der
Wissensspeicher nun endlich funktionierte,
wie.es sich alle wiinschten.
Eine groBe Arbeit, zugegeben, aber die
Freude iiber das Geschaffene entlohnt alle,
die mitgeholfen hatten. Wir hoffen, daB sie
uns gelungen ist und vielen etwas gibt.
Sicherlich ist aber dieser Anschauungskasten
noch verbesserungswiirdig. Wir wiirden uns
freuen, wenn wir noch einige Anregungen
zur Verbesserung bekommen kénnten.
Wir hoffen auch, daB dieses Modell fiir andere
Arbeitsgemeinschaften impulsgebend sein
konnte, denn auch an unserer Schule war mit
dieser Arbeit die Tatigkeit der AG nicht zu
Ende. Kollektiv der AG Mathematik
der Maxim-Gorki-OS Dermbach

WAR WANN?
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XVI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Man beweise den folgenden Satz: Ist
OPQR ein Parallelogramm, sind ein Punkt X
auf der Verldngerung von OP iiber P hinaus
und ein Punkt Y auf der Verlingerung von
OR iiber R hinaus gelegen, und ist S der
Schnittpunkt von PY mit RX, so sind die
Vierecke OPSR und SXQY einander (lichen-
inhaltsgleich.

2. Konstruieren Sie ein Trapez ABCD mit
AB | CD aus a+c=13cm, e+f=15cm,
¢=100° und ¢=70°!

Dabei seien a die Linge der Seite AB, ¢ die
Linge der Seite CD, e die Lange der Diago-
nalen AC, f die Lange der Diagonalen BD,
¢ die GroBe des Winkels ¥ DAC und ¢ die
GroBe des Winkels &< ASB. S bezeichne den
Schnittpunkt der beiden Diagonalen des
Trapezes.

Untersuchen Sie, ob ein solches Trapez exi-
stiert und bis auf Kongruenz eindeutig be-
stimmt ist!

Von den nachstehenden Aufgaben 3A und
3B ist genau eine auszuwihlen und zu l6-
sen!

3A. Bei einem sportlichen Dreikampl ergab
sich in jeder der drei Sportarten eindeutig
eine Reihenfolge der Sportler (gekennzeich-
net durch Platzziffern 1, 2, 3, ...). In jeder
der drei Sportarten wurden [ur die ersten fiinf
Platze Punkte so vergeben, dafl die Punkt-
zahlen (natiirliche Zahl>0) mit wachsender
Platzziffer immer kleiner wurden und vom
2. Platz an mit wachsender Platzziffer die
Punktdifferenz zwischen benachbarten Plat-
zen stets konstant war. Diese Punktbewer-
tung war [ir jede der drei Sportarten die
gleiche.

Nach zwei Wettkdampfen ergab sich, daB die
ersten drei Pldtze in jeder dieser beiden Sport-
arten stets von den Sportlern 4, B, C errungen
wurden (nicht notwendig in dieser Reihenfol-
ge). Jeder der Sportler A und B hatte nach
zwei Wettkdmpfen 17 Punkte, und der Sport-
ler C hatte 16 Punkte erreicht.

In der Gesamtwertung des Dreikampfes
(Summe der drei erreichten Punktzahlen)
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siegte der Sportler D, Zweiter wurde der
Sportler C. Man ermittle in den einzelnen
drei Sportarten fiir die Sportler C und D
diejenigen Platzziffern, die diese Bedingun-
gen erfiillen.

3B. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen p, fiir die die Gleichung

x2—p+3p*

X—=p

eine Losungsmenge L hat, die
a) leer ist,
b) genau ein Element enthilt,
c) aus mehr als einem Element besteht!

+2x=3

4. Man ermittle alle ganzzahligen Zahlen-
paare (x; y), die die folgende Gleichung er-
fiillen:

xy+3x—2y—3=0.

S. Fiir ein Rechteck ABCD sei a die Linge der
Strecke BC, ferner sei die Diagonale AC eine
q mal so lange Strecke wie BC (g reell). Von
den Eckpunkten B und D seien die Lote auf
AC gefillt, ihre FuBpunkte seien in dieser
Reihenlolge E und F.

Man ermittle aus den gegebenen Werten a
und g den Flicheninhalt des Vierecks FBED.

6. In einer Ebene ¢ sei ABCDEF ein regel-
miBiges Sechseck. Eine Ebene & sei zu ¢
parallel. In ¢’ liege ein regelmaBiges Sechseck
A'BCD'E'F’ so, daB die Strecken AA4’, BB,
CC',DD’, EE' und FF’ auf ¢ senkrecht stehen.
Gegeben seien die Seitenlinge a=AC des
Dreiecks ACE sowie der Abstand h zwischen
¢ und ¢'. Man berechne hieraus das Volumen

V des Polyederkorpers, der genau die Strek-
ken AC, CE, EA, BD', D'F', F'B’, AB', AF’,
CB', CD', ED’ und EF' als Seitenkanten hat
(siche Bild).

Olympiadeklasse 11/12

1. Es seien a, b, xo drei reelle Zahlen mit
a<xo<b; das Intervall aller x mit a<x<b
sei I genannt. Eine in I definierte Funktion /'
sei an der Stelle x, diflerenzierbar. Ferner sei
g die in I durch g(x)=|f(x) | definierte Funk-
tion. Unter diesen Voraussetzungen beweise
man: Genau dann ist g an der Stelle xo nicht
differenzierbar, wenn f(xo)=0 und f'(x0)=+0
gilt.

2. Gegeben sei eine natiirliche Zahl n>1. Man
ermittle die Anzahl der verschiedenen Mog-
lichkeiten, 2n rote, 2n griine und 2n schwarze
Kugeln so auf zwei GefdBe Q; und Q, zu ver-
teilen, daB jedes der GefdBe 3n Kugeln ent-
halt.

Hinweis: Zwei Verteilungsmoglichkeiten gel-
ten genau dann als ‘gleich, wenn [ur jede der
drei Farben die Anzahl der in Q, enthaltenen
Kugeln dieser Farbe bei beiden Verteilungs-
moglichkeiten iibereinstimmt (und folglich
dasselbe auch fiir @, zutrifft).

3. Ist P,P,P,P,S eine vierseitige Pyramide
mit S als Spitze und einem konvexen Viereck
P,P,P3P, als Grundfliche, so seien die Sei-
tenflichen SP;P;,, mit ¢ und die GréBe des
Winkels zwischen &, und & mit «; bezeich-
net (i=1, 2, 3, 4; tritt in den Formeln ein
Index 5 auf, so werde er durch den Index 1
ersetzt; tritt ein Index O aul, so werde er
durch 4 ersetzt).

Man beweise: Wenn zu einer soichen Pyra-
mide ein gerader Kreiskegel mit der Spitze S
existiert, auf dessen Mantel Py, P;, P3 und P,
liegen, so gilt a; +ay=a, + o4,

4. Man beweise, daB [iir alle reellen Zahlen a
und b

ja+b| _ la| . |b]
I+ ]|a+b|T1+]a] 1+ ]b]

gilt. (1)

5. Man ermittle die Anzahl aller Paare (p, q)

natiirlicher Zahlen mit 1<p<100 und 1<q

<100 und der Eigenschalt, daB die Gleichung
x*+px+g=0

mindestens eine rationale Losung hat.

Von den nachstehenden Aufgaben 6A und
6B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen:

6A. Es sind alle Polynome
f(x)=ao+ax+... +a,x"

mit reellen Koelfizienten ao, g, ..., a, anzu-

geben, die die folgende Eigenschaft haben:

Fiir alle reellen Zahlen x gilt
xf(x—1)=(x—2)f(x).

6B. Man gebe fiir jede natiirliche Zahl n>5

eine Zerlegung eines regelmaBigen, konvexen

n-Ecks in eine minimale Anzah! von

a) samtlich spitzwinkligen Dreiecken,

b) simtlich stumplwinkligen Dreiecken an.

Hinweis: Unter einer Zcrlegung in Dreiecke

wird eine Zerlegung des n-Ecks verstanden,

bei der jede Seite cines Zerlegungsdreiecks

entweder gleichzeitig Seite eines anderen Zer-

legungsdreiecks oder e¢ine der Seiten des

n-Ecks ist.
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XVI. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR '

Einen ersten Preis erhielten:

Steffen Zopf, 1
EOS Karl Marx, Leipzig (K1. 9)

N

Bodo Heise,
J.-Gagarin-OS Gorlitz (K1. 7)

Holger Riicker, EOS Nauen (K1. 10) 3

Dirk Sprengel, 4
EOS 9, Potsdam (K. 10)

w

Peter Dittrich,
Spezialklasse Mathematik der Humboldt-
Universitit zu Berlin (KL 11)

o

Werner Hoffmann,
Arbeiter-und-Bauern-Fakultit
Walter Ulbricht, Halle (K1. 12)

Joachim Heinitz,
EOS K. Kollwitz, Zwickau (KI. 12)

Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Thomas Gunder-
mann, EOS H. Pistor, Sonneberg; Frank
Eisenhaber, EOS J. Brinckmann, Guistrow;
Klaus Beck, Erw. Spezial-OS Kleinmach-
now; Hans-Jiirgen Heinitz, EOS K. Kollwitz,

Q',’ '

Zwickau; Ulf Hutschenreiter, EOS B. Brecht,
Dresden; Norbert Miinch, EOS J. W. Goethe,
Bad Doberan (aus KI. 9);

In Olympiadeklasse 11: Tlja Schmelzer, Spe-
zialkl. Math. der M.-Luther-Universitét Hal-
le; Thomas Maiwald, Spezialkl. Math. der
TH Karl-Marx-Stadt; Ralf Becker, EOS W.
Seelenbinder, Zielitz; Steflen Thiel, EOS
Konigs Wusterhausen (aus K1. 10);

In Olympiadeklasse 12: Harald Gottstein,
EOS Karl Marx, Tangerhiitte; Thomas
Luschtinetz, Hansa-EOS Stralsund

Der Chefredakteur der alpha im Gespriach
mit Teilnehmern der DDR-Olympiade. alpha
stellt in Heft 6/77 alle 18 Médchen vor, unter:
Madchen meistern Mathematik.

Einen dritten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Burkhardt Gotz,
1. EOS Cottbus; Hans-Martin Kiithn, Pusch-
kin-EOS, Prenzlau; Andreas Kasparek, EOS
Grifenhainichen ; Hermann Tenor, EOS Phil-
anthropinum, Dessau; Knut Franke, EOS
Giistrow; Jirgen Lembcke, EOS M. A.
Nexé, Dresden; Dietmar Berthold, EOS J.
Motteler, Crimmitschau; Matthias Bernstein,
EOS Ernst Abbé, Eisenach; Michagl Schu-
bert, Kersting-OS Giistrow (aus K1. 9); Peter
Berndt, EOS E.-M.-Arndt, Bergen/Riigen
(aus Kl.9); Erasmus Scholz, EOS M. A.
Nexg, Dresden (aus Kl. 9); Torsten Musiol,
Kersting-OS Giistrow (aus Kl. 9); Andreas
Radtke, EOS Geschw. Scholl, Belzig (aus
K1.9); Torsten Flade, EOS B. Brecht,
Schwarzenberg (aus K1. 9);

In Olympiadeklasse 11: Wolfgang Wiirbel,
EOS R. Rothkegel, Forst; Bernd Mulansky,
EOS M. A. Nexd, Dresden; Dittmar Kurtz,
Spezialkl. Math. der M.-Luther-Universitat
Halle; Hans-Dietmar Gréger, EOS StaBfurt;
Uwe Schifer, Spezialkl. Math. der Hum-
boldt-Universitit zu Berlin; Uwe Hostmann,
EOS H. Hertz, Berlin; Bernd KreuBler, KJS
F. Lesch, Frankfurt (Oder) (aus KI. 10);
Uwe Szyska, EOS Fr. Engels, Neubranden-
burg (aus K1. 10);

In Olympiadekiasse 12: Roger Labahn, EOS
Geschw. Scholl, Anklam; Torsten Boseniuk,
EOS Briiel.

® Weitere 54 Teilnehmer erhiclten eine An-
erkennungsurkunde fiir sehr gute Leistungen,
drei Schiiler ein Diplom fiir dic elegante Lo-
sung einer Aufgabe.

®An der DDR-Olympiade nahmen bei ins-
gesamt 204 Teiinehmern 18 Maidchen teil.
alpha stelit sie in Wort und Bild in Helt 6,77
VOr.
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In freien Stunden illjlllil heiter

9

alpha-Produkte

o * KX =xPx
P -oxx =xRP
ox xR =xOR
o0 -ox =xDO
o oD =aUD
U -ox = KU
ox oK =xTK
oT ox =xET

Die Buchstaben sollen so durch Ziffern ersetzt werden,
daB die Multiplikation zu einem richtigen Ergebnis
fiihrt. Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern be-
deuten. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Magisches Quadrat

Die Losung eines magischen Quadrats ist keine Magie,
sondern eine GesetzmaBigkeit.

Aufgabe: Trage in ein magisches Quadrat mit 25 Fel-
dern Zahlen von 38 bis 62 so ein, daB alle senk-
rechten, waagerechten und diagonalen Reihen die
Summe von 250 ergeben! Beschreibe den Ldsungs-
weg! Dr. G. Blosfeld, Halle

Gemeinsamer Beruf

Welchen gemeinsamen Beruf haben diese Personen?

Moni P. Dinu Rudi M. Neige

Riegel Lipno

Leo I. Rupig | Emil N. Gorpi Fachlehrer

Minden Udine D. Knape, Jessen
Aus Zehn ein Raum

Schiiler H. Vélzke,
Greifswald (K. 3)

Z|E[H|IN
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Ohne Worte
o ; 7979
s-n 115 937 6+7
10 {Z 3 1(engh'sch)

(englisch) 2;1°k;3 +L
Setirrenz brrigeghsime s,

Burkhardtsdorf

Knépfchendriicken

Computer, ach Computer

Du bist ein dummes Luder.

Du stehst in deiner Ecke.
Kennst weiter nichts als Zwecke.
Kannst massig Daten schlucken
und groBe Tdéne spucken —

doch iiberhaupt nicht lachen.
Kannst keinen frohlich machen.
Vieltausend Teile haste.

-Doch fehlt dir eine Taste.

Das Knopfchen in der Mitte.

Das haben wir. Na bitte. o
Manfred Streubel, Leipzig

Zahlenritsel

a—b=c
d-e=f
g+h=i
a Summe aller Zahlen von 2 bis 193
b 25272
¢ Mittelwert der Zahlen 23105; 13830 und 4525
d V17576
e 6,257 von 5248
148 34112
f3r="7
g g =518400
h (h+4)13=59488
i Kleinstes gemeinsames Vielfaches von 4; 27 und 49

R. Schulze, Niederkaina



Zahlenkreuzriitsel

In jedes der 36 Felder ist eine der Ziffern 0, 1,2, ..., 9
einzutragen. Die dabei entstehenden zwei- bis vier-
stelligen Zahlen reichen jeweils von dem numerierten
Feld aus waagerecht nach rechts bzw. senkrecht nach
unten bis zur ndchsten markierten Trennungslinie bzw.
bis zum Rand. Sie sind aus den folgenden Angaben zu
erschlieBen:

1 2 3 4 5
6 4 a4
3 ' 0
# 72 13 1%
1% 17 £l
” 20
Waagerecht: ,

1. Vielfaches von 3w, 3. 3s im Quadrat, 6. Vielfaches
der Quersumme von 7s, 8. Quersumme wie bei 16s,
9. Vielfaches der Quadratwurzel aus 14s, 10. Viel-
faches von 14w, 12. wie bei 9w, 14. Primzahl, 15. so-
wohl Quadrat- als auch Kubikzahl, 17. wié— 14s,
19. Primzahl, 20. hat die Quersumme 3s; '

Senkrecht:

1. Produkt von 14w und 18s, 2. Vielfaches von 16s,
3. Kubikwurzel von 5s, 5. Vielfaches von 3w, 5. vor-
wirts = riickwirts, 7. Primzahl, 10. Vielfaches von
14w, 11. Vielfaches von 19w, 13. Primzahl, 14. wie
17w, 16. Quadratwurzel aus 15w, 18. Primzahl (es be-
deutet w: waagerecht, s: senkrecht).

Prof. Dr.-Ing. H. Heinrich, Dresden

Silbenritsel

Aus den folgenden Silben sind 18 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben nacheinander gelesen ergeben
den Namen eines ganz bekannten griechischen Mathe-
matikers, der etwa 580 bis etwa 500 v. u. Z. lebte.
Eine nach ihm benannte Satzgruppe wird in Klasse 8
behandelt. .
a—a-—a—al-ar - bel - bel — ber — ble — bra -
bus — che — chi — chung — de — des — fld — ga — ge —
glet - hy — kan — l¢ — lym - me — me — me — me -
null - 0 -0 -0 - pa - per — pez — pi — ra — ri — rhom —
satz - se — stel — sum — te — ter - tra - va — xiom - yard.
1. Graph einer quadratischen Funktion
2. Engl. und nordamerikanisches Lingenmal

91,4 m) ‘
3. Viereck mit zwei ungleich langen parallelen Seiten
4. Kegelschnitt

5. Einleuchtendes; nicht beweisbares math. Grund-
gesetz
6. Ausdruck, in dem zwei Terme durch ein Gleich-
heitszeichen verbunden sind
7. Letzter Buchstabe des griechischen Alphabets
. Parallelogramm, dessen Seiten alle gleich lang sind
9. Mathematiker des Altertums (um 287 bis
212v.u. Z)
10. Gerade, die einen Kreis in zwei Punkten schneidet
11. Zeichen fiir ein beliebiges Element aus einem fest
vorgegebenen Grundbereich
12. Sportlicher und mathematischer Wettbewerb
13. Schnittpunkt einer Funktion mit der Abzisse
14. Ergebnis einer Addition
15. Teilgebiet der Mathematik
16. Einheit der Liange
17. Begriff aus der Stereometrie
18. Bewiesene Aussage

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

<]

Harri Parschau

Liufersprung

LBt man den Liufer nach den Regeln des Schach-
spiels so iiber die abgebildete Figur gleiten, daB alle
Silben nacheinander erfaBt werden, so erhélt man fiir
eine mogliche Folge einen Ausspruch, an den man
beim Knobeln von kniffligen Aufgaben denken sollte.

ge ist yom kein

Jen B53 mel noch ster

Dipi.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald
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Aus der OS Osternienburg
berichtet

Mathematischer Schiilerwettbewerb
zu Ehren des 200. Geburtstages
von C. F. GauB

Zu Beginn des Schuljahres 1976/77 diskutier-
ten wir, wie wir den 200. Geburtstag von
C. F. Gauf3 wiirdigen konnten:
® In allen vier Arbeitsgemeinschaften alpha
wurde Leben und Werk von C. F. Gaufl be-
sprochen. Besonders sind wir dabei auf die
Jugend des beriihmten Mathematikers ein-
gegangen.
® In Zusammenarbeit mit der Arbeitsgemein-
schaft Kunsterziehung entstand im Januar
1977 eine Wandzeitung iiber C. F. Gaup.
® Die AG Mathematik der Klassenstufe 10
beschiftigte sich mit dem Gaufschen Algo-
rithmus (siehe Foto Seite 78).
® Ein Hohepunkt unserer GauB3-Ehrung war
der 23.Marz 1977. Die 60 besten Jungen
Mathematiker der Klassenstufen 4 bis 10 un-
serer Schule fiihrten einen Wettbewerb (unter
Klausurbedingungen) durch. Jeder erhielt
eine Mappe mit dem Bild von C. F. Gaup als
Titelblatt, einem Bericht iiber Leben und
Werk sowie den Aufgaben des Wettbewerbs.
® Die besten Schiiler des' Wettbewerbs er-
hielten in einer Feierstunde im April 1977
Urkunden und Anerkennungspreise.
Mathematikfachlehrer B. Becker,
alpha-Club der OS Osternienburg

Aufgaben des Wettbewerbs

(alpha tibernahm die jeweils erste und vierte
Aufgabe der Klausur)

Klassenstule 4

® Welche geraden Zahlen kannst du [iir n ein-
setzen, damit die Ungleichungen erfiillt sind?
49<7-n<90

¥ Fine Aufgabe von dem Rechenmeister
Adum Ries, der von 1492 bis 1559 lebte:

Ein Sohn [ragt seinen Vater: ,Wie alt bist
du” Der Vater antwortet: ,,Wenn du zu
meinem Alter noch die Hilfte meines Alters
und dazu noch den vierten Teil meines Alters
addieren wiirdest, so wiirdest du ein Alter von
133 Jahren erhalten.”

Wie alt ist der Vater?

33

Klassenstufe 5

® Ein Obstgarten hat einen Flidcheninhalt
von 2880 m2. Jeder Baum braucht eine Fli-
che von 6 m Lange und 6 m Breite.

Wieviel Biume kénnen gepflanzt werden?

® Eine Aufgabe von dem englischen Mathe-
matiker Alouin, der vor ungefdhr 100 Jahren
lebte:
Ein Wanderer trifft mit Schiilern zusammen.
Er fragt: ,,Wie viele seid ihr in der Schule?*
Da antwortet einer von ihnen: ,,Nimm unsere
Zahl doppelt und multipliziere das Produkt
mit 3! Dividiere dieses Ergebnis durch 4!
Wenn du dich jetzt dazuzihlst, erhiltst du
genau 100. WeiBt Du nun wie viele wir sind?

Klassenstufe 6

® Franks Vater besitzt ein Kraftfahrzeug vom
Typ Trabant, das eine vierstellige Autonum-
mer hat. Die vierte Ziffer ist gleich dem Drei-
fachen der zweiten Ziffer. Die dritte Ziffer ist
um 2 kleiner als die erste Ziffer. Die erste
Ziffer ist um 3 kleiner als die vierte Ziffer.
Addiert man die Ziffern, so erhilt man 22.
Wie lautet die Autonummer?

® Aus der Schrift ,,aldjabr w’ almokabala*
des Arabers Mohammed ibn Musa al-Kho-
warizmi (um 830):

Ein TagelShner erhilt 10 Dirhems im Monat,
wenn er arbeitet; wenn er aber nichts tut,
mufl er 6 Dirhems zahlen. Er hat einen
Monat so verbracht, daB er nichts erhilt und
nichts zu zahlen braucht.

Wie viele Tage hat er gearbeitet?

Hinweis: Der Monat besteht aus 24 Arbeits-
tagen. Berechne Leistung und Gegenleistung
fir einen Tag!

Klassenstufe 7

@ Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len, die gleichzeitig durch 2, 3,4, 6,7,8,9, 12
und 14 teilbar sind!

8 Zur Zeil der bekannten Kriege der Arme-
nier mit den Persern in der zweiten Hilfte
des 6. Jahrhunderts hat Salirak Kamsarakan
eine ungewdhnliche Heldentat vollbracht;
nachdem er die persischen Streitkrilte drei-
mal im Laufe eines Monats iiberfallen hatte,
hatte er beim ersten Mal die Hilfte des
Heeres vernichtet. Wihrend der Verfolgung
schlug er sie zum zweiten Mal und vernich-
tete ein Viertel des Heeres, beim dritten Mal
schlieBlich vernichtete er ein Elftel der Feinde.
Die am Leben gebliebenen 280 wandten sich
zur Flucht.

Aus diesem Rest -soll nun ermittelt werden,
wie viele Perser vor der Vernichtung vorhan-
den waren.

Klassenstufe 8

@ Die Zahlen 100 und 90 wurden durch ein
und dieselbe Zahl geteilt. Im ersten Fall er-
hielt man den Rest 4 und im zweiten den Rest
i8.

Durch welche Zahl wurde geteilt? (Begriinde
das Ergebnis!)

® Die Lebenszeit des groBen Mathematikers
Diophantos ist nicht genau bekannt (wahr-
scheinlich um 250 u.Z.). Aus der Inschrift
seiner Grabplatte kannst du das Alter und
wichtige Lebensdaten berechnen.

»Hier das Grabmal deckt DIOPHANTOS.
Schaut das Wunder! Durch des Entschlafe-
nen Kunst lehret sein Alter der Stein. Knabe
zu sein gewidhrte ihm Gott ein Sechstel seines
Lebens. Noch ein Zwélitel dazu, sproBt® auf
der Wange der Bart. Dazu ein Siebentel
noch, da schloB er das Biindnis der Ehe. Nach
fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein
Sohn. Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die
Hilfte der Jahre hatt’ es des Vaters erreicht,

“als es dem Schicksal erlag. Drauf vier Jahre

hindurch durch der Gré8en Betrachtung den
Kummer von sich scheuchend auch er kam
an das irdische Ziel.“

Wie alt ist Diophantos geworden?

Klassenstufe 9

® Die Summe aus dem Dreifachen einer Zahl
und dem Achtfachen einer anderen sei 310.
Die Summe aus dem dritten Teil der ersten
und dem achten Teil der zweiten sei 10. Fiir
welche beiden Zahlen gelten diese Bedingun-
gen?

Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, und
16sen Sie es!

® In dem Buch des Georgiers Suchan-Saba
Orbelians (1658 bis 1725) ,.Die Weisheit der
Liige* finden wir die folgende Aufgabe:

Drei Briider wollten sich voneinander tren-
nen und ihren Besitz an Ziegen und Zicklein
aufteilen. Sie sagten’:

»Zehn Ziegen haben je ein Zicklein, zehn je
zwei Zicklein und zehn je drei; wir wollen sie
so unter uns teilen; daB kein Bruder mehr
erhélt als der andere und auch kein Zicklein
von seiner Mutter gefrennt wird.“

Wie konnten die drei Briider ihren Besitz an
Ziegen und Zicklein aufteilen?

Klassenstufe 10

©® Zwei Funkstationen der Nationalen Volks-
armee, die 15,4 km voneinander entfernt sind,
peilen einen feindlichen Sender an. Der Win-
kel zwischen dem Peilstrahl von F, und der
Verbindungsstrecke zwischen den beiden Sen-
dern betrigt a=35,5°, der Winkel zwischen
dem Peilstrahl von F; und der Verbindungs-
strecke ist §=115,7°.

Berechnen Sie die Entfernung des Senders S
von den Funkstationen F, und F,!

® Eine Aulgabe aus dem Jahre 1494:
Oben auf einem Baum, der 60 Ellen hoch ist,
sitzt eine Maus, unten auf der Erde eine Katze.

Die Maus klettert jeden Tag % Elle herunter

und in der Nacht é Elle in die Hohe. Die

Katze klettert jeden Tag 1 Elle hinauf und in



der Nacht % Elle hinunter, solange, bis sich

die Tiere in gleicher Hohe befinden.
Nach wieviel Tagen erreicht die Katze die
Maus?

Zwei mathematische Spiele

Drei in einer Reihe:

Das Spiel wird auf einem quadratischen
Brett mit 3 x 3 Feldern gespielt (Bild 1). Die
Spieler A und B haben je drei weille bzw.
schwarze Steine, die sie abwechselnd aufl das
Brett setzen. Nachdem alle Steine gesetzt sind,
kann jeder Stein waagerecht oder senkrecht,
aber nicht diagonal in ein angrenzendes
Quadrat ziehen. Sieger ist, wer zuerst eine
Reihe von drei Steinen hat. d. h. entweder drei
Steine in einer Zeile, Spalte oder Diagonalen.
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In diesem Spiel hat der beginnende Spieler 4
eine Gewinnstrategie. Er muB zuerst das
Feld 5 besetzen. Dann kann B aul zwei Wei-
sen antworten: entweder setzt B auf eine Ecke
1, 3, 7 oder 9 oder B setzt auf ein Feld, das
zwischen zwei Ecken liegt, ndmlich 2, 4, 6 oder
8. Untersuchen wir zunichst den ersten Fall
weiter. Dazu nehmen wir an, daB B aul das
Feld 1 gesetzt hat. Das ist keine Einschriin-
kung, denn aul alle anderen Mdoglichkeiten,
eine Ecke zu besetzen, kann A4 entsprechend
antworten. 4 besetzt nun das Feld 8. Damit
muB B sich fiir das Feld 2 entscheiden, weil
sonst A bereits eine Spalte besetzen konnte.
Um zu verhindern, daf3 B eine Zeile mit sei-
nen Steinen fullt, ist 4 gezwungen, das Feld 3
zu besetzen, wodurch B wiederum genotigt ist,
auf Feld 7 zu setzen. Damit sind jetzt alle
Steine gesetzt. A ist am Zug und bewegt den
Stein vom Feld 5 auf Feld 6, beim nichsten
Zug den Stein vom Feld 8 auf Feld 9. Da
diagonale Ziige verboten sind, kann B nicht
vom Feld 2 aul Feld 4 ziehen, um eine
volle Spalte zu erhalten (Bild 2a).
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Bild2a 1. Fall Bild2b 2. Fall

Hitte B seinen ersten Stein auf Feld 2 gesetzt
(entsprechend verlaufen die weiteren Ziige [iir
die Felder 4, 6 und 8), so belegt 4 dann
Feld 7. Dann muB B auf Feld 3 setzen und
damit 4 auf Feld 1. B muB3 mit dem letzten
Stein Feld 4 besetzen. A zieht vom Feld 7 auf
Feld 8 und dann auf Feld 9. Kein Stein von B
(weder auf Feld 2 noch auf Feld 3) kann diese
Ziige verhindern (Bild 2b).
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Versdumt es A, den ersten Stein aul Feld 5 zu
setzen, so kann B durch geschicktes Ziehen
das Spiel wenigstens unentschieden halten
oder sogar gewinnen.

Lewthwaites Spiel :

Wir wollen dieses Spiel [ur ein quadratisches
Schachbrett* mit 5x5 Feldern erldutern.
Die zwolf weiBen und zwolf schwarzen Steine
der Spieler A und B sind schachbrettartig auf
das Brett gesetzt (Bild 3), d. h. schwarzc Steine
auf schwarze Felder und weiBe Steine auf
weille Felder. Dabei bleibt stets eins der
25 Felder [rei, in unserem Beispiel ist cs das
Lmittlere”. 4 und B ziehen abwechselnd einen
Stein auf das gerade freic Feld, wobei nur
waagerecht und senkrecht, aber nicht diago-
nal gezogen werden darl. Aul Grund dieser
Rege!l mub ein Stein beim Ziehen zwangslidu-
fig die Farbe des Feldes wechseln. Das Spiel
endet mit der Unldhigkeit eines Spielers zu
zichen, womit er natiirlich verloren hat.
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Wir wollen annehmen, daB das Brett - wie
in Bild3 - dreizehn schwarze Felder hat.
Damit ist das freie Feld stets schwarz. Wir
setzen noch voraus, daBl der Spieler 4 be-
ginnt. Unter diesen Umstinden kann der
Spieler B die Zugunfahigkeit von A erzwin-
gen. Um das einzusehen, belegen wir das
Spielfeld mit 12 Dominosteinen (passender
GroBe) aul irgendeine Art, jedoch so, daB sich
die Steine nicht iiberlappen und daB das ur-
spriinglich freie Feld [rei bleibt (Bild 4).

Zieht nun A4, so zieht B mit dem Stein nach,
der sich aul dem Dominostein befindet, des-
sen anderer Stein durch A gerade bewegt
wurde. Also ist B in der Lage, auf jeden Zug
von A einen eigenen Zug [olgen zu lassen.
Diese wichtige SchluBfolgerung aus der Do-
minosteintaktik wollen wir jetzt ausfihrlich
begriinden.

A bewegt im ersten Zug seinen Stein von
einem weiBen aul ein schwarzes Feld. B ant-
wortet mit der Dominosteintaktik, er zieht
also den schwarzen Stein von einem schwar-

Bild 3
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Bild 5a Lage der Dominosteine Bild 5b Anlangsstellung

Bild 4

(Bild 4 liegt das gleiche ..Schachbrett” wie
Bild 3 zugrunde. Im Bild 4 sind anstelle der
Steine O und @ Dominosteine gelegt wor-
den.)

zen aulein weiBles Feld. Damit kann der von 4
zuerst bewegte Stein, der jetzt aul cinem
schwarzen Feld steht., nicht aul das gerade
frei gewordenc schwarze Feld ziehen. Der
Stein, den A jetzt nachriickt, muf} also von
einem noch nicht beriicksichtigten Domino-
stein kommen. B hat deshalb wieder die
Moglichkeit, auf den zweiten Zug mit der
Dominosteintaktik zu antworten (weil auf
dem neuen Dominostein garantiert ein
schwarzer Stein ist). Auf das von B gerade [rei
gemachte schwarze Feld kann A die bisher
bewegten Steine nicht ziehen, da sich diese
auch aul schwarzen Feldern befinden. 4 wird
daher im nidchsten Zug einen Stein von
einem Dominostein herunterziehen, dessen
Steine bisher noch nicht bewegt worden sind.
Wir konnen wieder entsprechende Uberle-
gungen durchfithren, um zu zeigen, daB B mit
der Dominosteintaktik antworten kann. Das
gilt auch fiir alle folgenden Ziige.

Da sich auf dem Spielfeld nur zwolf Domino-
steine befinden, mufl 4 schlieBlich von dem
letzten unberiicksichtigten Dominostein sei-
nen Stein herunterziehen, wobei B wieder mit
der Dominosteintaktik antworten kann. Alle
Steine von A sind genau einmal bewegt wor-
den und damit sd@mtlich aul schwarzen Fel-
dern. Das eben durch den Zug von B [rei ge-
wordene Feld ist ebenfalls schwarz. Also kann
A keinen Stein auf dieses Feld ziehen, und B
hat gewonnen.

Wir verdeutlichen die Dominosteintaktik aufl
einem Spielfeld mit 3x3 Feldern (Bild 5).
Wenn das Mittelfeld [rei bleibt, dann gibt es
nur zwei mogliche Belegungen des Spielfeldes
mit Dominosteinen, die spiegelbildlich aus-
einander hervorgehen. Eine Moglichkeit zeigt
Bild 5a. In Bild 5b ist die Anfangsstellung mit
den aufeinandérfolgenden Ziigen zu sehen,
und Bild 5c zeigt die Endstellung. R. Thiele

Bild 5¢ Endstellung
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XVII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 7. Oktober 1977

Achtung : Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschaf-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prazise formuliert . und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hillslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
giange und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien Satzen darzule-
gen.

Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab 7. Oktober 1977 verdflentlicht.
Anmerkung: £ ABC bezeichnet im [olgen-
den die GroBe des Winkels < ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den Endpunk-
ten A und B, wihrend AB die Linge der
Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

1. Die Oberschule ,,Wilhelm Pieck* hat genau

314 Jungen und genau 322 Madchen als Schii-

ler. Ein Sechstel von ihnen gehért der FDJ an,

alle anderen sind Mitglieder der Pionierorga-

nisation ,.Ernst Thilmann*.

Ermittle die Anzahl der FDJler unter diesen

Schiilern und die Anzahl der Pioniere unter

ihnen!

2. Von drei Pionieren, die sich in einem Rate-

lager treffen, ist folgendes bekannt:

(1) Ihre Vornamen sind Frank, Gerd und
Harald.

(2) Ihre Familiennamen lauten Schulze, Miil-
ler und Krause.

(3) Frank heiBt mit Familiennamen nicht
Krause.

(4) Der Vater von Gerd ist OfTizier der NVA.

(5) Gerd besucht die 6. Klasse, der Pionier
mit dem Familiennamen Krause geht in
die 7. Klasse.

(6) Der Vater des Pioniers mit dem Familien-
namen Schulze arbeitet als Dreher.

Wie heillen diese drei Pioniere mit Vor- und

Zunamen?

3. Fritz méchte eine Subtraktionsaufgabe

aufschreiben, bei der die Differenz zweier

natiirlicher Zahlen zu bilden ist. Als Ergebnis

soll eine dreistellige Zahl entstehen, deren

drei Ziffern alle einander gleich sind.

Der Minuend soll eine Zahl sein, die aufl

Null endet. Streicht man diese Null, so soll

sich der Subtrahend ergeben.
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Gib alle Subtraktionsaufgaben an, [ir die
das zutrifft!

4. Eine Strecke von 240 m ist so in vier Teil-
strecken geteilt, daB folgendes gilt:

(1) Die erste Teilstrecke ist doppelt so lang wie
die zweite Teilstrecke.

(2) Die zweite Teilstrecke ist so lang wie die
Summe der Langen der dritten und vierten
Teilstrecke.

(3) Die dritte Teilstrecke ist ein Fiinltel der
Gesamtstrecke.

Ermittle die Langen der einzelnen Teilstrek-
ken!

Olympiadeklasse 6

1. In der DDR wurden folgende Mengen von
Stickstofldiingemitteln (in t) produziert

1950 1960 1970 1974
231000 334000 395000 424000
Dabei wurden die Ergebnisse von Jahr zu

“Jahr gesteigert.

Berechne, um wieviel Tonnen die Stickstoff-
diingemittelproduktion im Durchschnitt jahr-
lich gesteigert wurde:
a) von 1951 bis 1960,
b) von 1961 bis 1970,
¢) von 1971 bis 1974!

2. Von zwei Hilen 4 und B, die durch eine
Schiffahrtsroute der Linge 240 km mitein-
ander verbunden sind, legten gleichzeitig zwei
Schiffe ab und fuhren auf dieser Route ein-
ander entgegen, jedes fiir sich mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit. Das eine ent-
wickelte eine Geschwindigkeit von 18 km je
Stunde. Nach funfstiindiger Fahrt waren die
Schifle einander noch nicht begegnet; jedoch
betrug die Linge des zwischen ihnen liegen-
den Teiles der Route nur noch 45 km.
Wieviel Kilometer legte das zweite Schifl
durchschnittlich in jeder Stunde zuriick ?

3. Jeder der 27 Pioniere der Klasse 6a sam-
melte durchschnittlich 5 Flaschen und 8kg
Altpapier. Fiir jede Flasche gab es 5 Plennig
und fUr je 1kg Altpapier 15 Pfennig. Die
Klasse 6b sammelte Altstolfe fiir insgesamt
25 M.

Reicht das so erworbene Geld fiir die gemein-
same Eisenbahnfahrt beider Klassen zum
Wandertag, die 60 M kosten wird?

4. Bei einem Sportwettkampf beteiligten sich

1

die Pioniere Anton, Bernd, Christian, Detlef,
Ernst und Frank am Hochsprungwettbewerb.
Uber das Ergebnis gelten folgende Aussagen:
(1) Anton sprang hoher als Frank, erreichte
aber eine kleinere Sprunghéhe als Detlef.

(2) Frank und Ernst erreichten verschiedene
Sprunghédhen; es ist jedoch nicht wahr, daB
Frank hoher sprang als Ernst.

(3) Christian sprang genau so hoch wie Anton,
aber hoher als Ernst.

(4) Es ist falsch, daB Bernd die Sprunghdhe
eines anderen Schiilers erreichte oder iibertral.
Ermittle die Reihenfolge der Sprunghéhen,
die die Pioniere bei diesem Wettkampf er-
reichten! Beginne bei der Angabe der Reihen-
folge mit dem Schiiler, der die gréBte Sprung-
hohe erreichte!

Olympiadeklasse 7

1. Matthias war in den Sommerferien in einem
internationalen Pionierzeltlager. Er berichtet
seinen Klassenkameraden: ,,Ein Viertel aller
Teilnehmer und vier Pioniere kamen aus der
Sowijetunion, ein Fiinftel aller Teilnehmer und
fiilnf Pioniere aus der DDR, ein Sechstel aller
Teilnehmer und sechs Pioniere aus der CSSR,
ein Achtel aller Teilnehmer und acht Pio-
niere aus der VR Polen, ein Neuntel aller Teil-
nehmer und neun Pioniere aus der VR Bul-
garien. Die iibrigen 21 Pioniere kamen aus
der Ungarischen VR. In jedem Zelt des La-
gers waren genau acht Pioniere unterge-
bracht.”

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der
Zelte des Lagers!

2. Gegeben sei ein Dreieck ABC. Es sei g die
Gerade durch den Punkt A4 und den Mittel-
punkt D der Seite BC.

Beweise, daB dann die Punkte B und C den
gleichen Abstand von der Geraden g haben!

3. Konstruiere ein Dreieck ABC aus
a=97cm,b=7,6cmund f+y=115°!
Dabei sei a die Lange der Seite BC, b die der
Seite AC, B die GroBe des Winkels £ ABC
und y die des Winkels ¥ ACB.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt ist!

4. Der kleine Uwe hat wiirfelférmige, weiB
gelirbte Bausteine mit einer Kantenlidnge von
2cm und wiirfelformige, rot gefirbte Bau-
steine mit einer Kantenldnge von 3cm. Er
baute einen groBeren, zusammengesetzten
Wiirfelkorper und verwendete dazu nur Stei-
ne dieser beiden Sorten. Dabei bestanden die
vier senkrecht stehenden AuBenwinde aus
roten Bausteinen, der restliche Wiirfelkorper
bestand von unten bis oben durchgehend aus
weiBen Bausteinen.

Ermittle die Anzahl der hierbei verwendeten
weiben und die der verwendeten roten Bau-
steine, wobei vorausgesetzt wird, da Uwe
nicht mehr als 60 Bausteine von jeder Sorte
zur Verfiigung hatte!



Olympiadeklasse 8

1. Der Preis einer Ware (100 M) wurde in drei
hintereinander liegenden Jahren um jeweils
5% gesenkt.

a) Wieviel Prozent des Anfangspreises miiBte
eine einmalige Preissenkung betragen, wenn
derselbe Endpreis erreicht werden sollte?

b) Wieviel Prozent des Endpreises betriigt der
Anfangspreis der Ware?

Die Prozentangaben sind auf 2 Dezimalen
genau zu runden.

2. Sechs quaderformige Stiicke Wandtafel-
kreide, jedes mit den Kantenldngen 8cm,
1 cm, 1 cm, sollen derart hingelegt oder auf-
gestellt werden, daB jedes Stiick alle finf
anderen beriihrt. Gib eine Losung in Form
einer Skizze an'!

3. Der Name eines bedeutenden Mathemati-

kers wird mit fiinf Buchstaben geschrieben.

Den Buchstaben A4, B, C, ..., Y, Z des Alpha-

bets seien in dieser Reihenfolge die Zahlen 1,

2,3, ..., 25, 26 zugeordnet. Setzt man fur die

Buchstaben des erwihnten Namens die ihnen

zugeordneten Zahlen ein, so betridgt die Sum-

me der

(1)dem érsten und zweiten Buchstaben zu-
geordneten Zahlen 26,

(2) dem ersten und dritten Buchstaben zuge-
ordneten Zahlen 17,

(3)dem ersten und vierten Buchstaben zu-
geordneten Zahlen 10,

(4)dem ersten und fiinften Buchstaben zu-
geordneten Zahlen 23,

(5) allen fiinf Buchstaben zugeordneten Zah-
len 61.

Ermittle den Namen dieses Mathematikers!

4. Jens behauptet, es sei mdglich, jedes be-

liebige Dreieck ABC in zwei kongruente

Dreiecke zu zerlegen.

Uwe dagegen meint, daB nur fiir spezielle

Dreiecke eine derartige Zerlegung moglich

sei.

Untersuche, wer von den beiden recht hat!

Olympiadeklasse 9

1. Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn sich zwei natiirliche Zahlen (= 1) um
1977 unterscheiden, dann besitzt die (positive)
Differenz ihrer Quadrate mindestens acht
verschiedene Zahlen als Teiler.

2. Ein Fahrzeug, dessen Querschnitt verein-
facht als ein Rechteck angenommen werden
soll, soll durch einen Tunnel mit halbkreis-
formigem Querschnitt fahren, dessen Hohe
3 m betrigt.

Ermitteln Sie die groBtmogliche Hohe des
Fahrzeuges, wenn es eine Breite von 3 m hat
und wenn bei der Durchfahrt iiberall ein
Spielraum von mindestens einem halben Me-
ter zwischen der Tunnelwand und dem Fahr-
zeug vorhanden sein soll, d.h. wenn jeder
Punkt des PFahrzeuges einen Abstand von
mindestens einem halben Meter zur Tunnel-
wand haben soll!

(Unter dem Abstand eines Punktes P im
Innern des Tunnels zur Tunnelwand versteht
man die Linge der Strecke PQ, wobei Q fol-
gendermaBen definiert ist: Man lege durch P
einen Querschnitt des Tunnels, wobei dieser
als ein Halbkreis k mit den Endpunkten A
und B erscheint. Ist M der Mittelpunkt von
AB, so sei Q der Schnittpunkt von k mit der
Geraden durch M und P.)

3. Herr A kaufte in einer Buchhandlung einige
gleiche Biicher. Er hiitte fiir jedes dieser Bii-
cher cinen ganzzahligen Betrag in Mark zu
zahlen gehabt, der genau so groB war wie
die Anzahl der von ihm gekauften Biicher.
Wegen seines Sammeleinkaufs erhielt er je-
doch [iir jedes Buch eine Mark PreisnachlaB.
Als er zahlen wollte, stellte er fest, daB er nur
10-Mark-Scheine bei sich hatte, zwar so
viele, daB das zum Bezahlen gereicht hitte,
doch betrug der Gesamtpreis kein ganzzahli-
ges Vielfaches von 10 Mark. Der Verkaufer
konnte ihm auch nicht herausgeben. Herr B,
ein Bekannter von Herrn A, hielt sich zur
gleichen Zeit in der Buchhandlung auf. Auch
er hatte einige (andere) gleiche Biicher ge-
kauft, und auch bei ihm betrug der Preis
jedes einzelnen Buches genau so viel Mark,
wie die Anzahl] der von ihm gekauften Biicher
ausmachte. Er erhielt keinen PreisnachlaB.
Da seine Rechnung zusammen mit der von
Herrn A einen Betrag ergab, der ausnahmslos
mit 10-Mark-Scheinen beglichen werden
konnte, bezahlte Herr 4 denjenigen Teil-
betrag fiir Herrn B mit, der diesem noch
fehlte, nachdem er einen moglichst groBen
Anteil seiner Rechnung mit 10-Mark-Schei-
nen beglichen hatte.

Wieviel Mark hatte Herr A fiir Herrn B da-
mit ausgelegt?

4. Ein Rechenautomat sei in der Lage, nach
bestimmten Regeln ,Zeichenreihen umzu-
formen. Eine ,,Zeichenreihe" sei eine Anein-
anderreihung der Zeichen 4, B, S, a, b in be-
liebiger Reihenfolge und mit beliebiger Hau-
figkeit. Es seien folgende Regeln zur Umfor-
mung zugelassen:

(1) S wird ersetzt durch A.
(2) A wird ersetzt durch a4B.
(3) A wird ersetzt durch a.
(4) B wird ersetzt durch b.
Der Automat wendet bei jedem Umformungs-
schritt genau eine dieser Regeln aul genau ein
Zeichen der Zeichenreihe an. Ist es moglich,
daB aul eine vorliegende Zeichenreihe meh-
rere Regeln angewendet werden kdnnten, so
entscheidet der Automat zufdllig dariiber,
welche der Regeln angewendet wird.

Ist keine der angegebenen Regeln auf eine
Zeichenreihe anwendbar, so bleibt der Auto-
mat stehen und gibt die letzte Zeichenreihe
aus. Wir geben dem Automaten das Zeichen
Sein.

a) Ist es moglich, daB der Automat 10 Um-
formungsschritte ausfiihrt, ohne danach ste-
henzubleiben? Wenn das méglich ist, dann

geben Sie fiir einen solchen Fall an, welche der
Regeln bei diesen 10 Umformungsschritten
angewendet wurden und wie oft dies fiir jede
dieser Regeln der Fall war!

b) Wie viele Umformungsschritte wurden von
dem Automaten insgesamt durchgefiihrt, falls
er eine Zeichenreihe aus genau 5 Zeichen aus-
gibt?

c) Geben Sie alle Zeichenreihen aus 5 Zeichen
an, die vom Automaten ausgegeben werden
konnten!

Olympiadeklasse 10

1. Beweisen Sie den folgenden Satz:

In jedem regelméBigen Fiinfeck ist jede der
Diagonalen parallel zu einer der Fiinfeck-
seiten.

2. Man ermittle die Menge aller derjenigen

reellen Zahlen x, fiir die der Term
1

/33 -8x—x?

definiert ist.

3. Sind ao, ay, ..., -1, a, natiirliche Zahlen
mit 05a;£7 (i=0, 1, ..., n) und gilt
2=, 8"+ap-1 8" ' +...+a; 8+aq,
so sagt man, z sei im Oktalsystem durch die
Ziffern a,, a,-y, ..., a;, ao dargestellt, und
schreibt kurz

2=[anGp-1...4140]8-
Die natiirliche Zahl, die im dekadischen Sy-
stem die Darstellung 135 hat, lautet z. B. im
Oktalsystem [207]e; denn es gilt
135=2-82+0-8+7 sowie 0<2;0; 7<7 und
2>0.
a) Stellen Sie die natiirliche Zahl, deren Dar-
stellung im dekadischen Sysiem 214 lautet,
im Oktalsystem dar!
b) Im Kryptogramm

[E I NS]q

+[E I NS]g

[ZWET],
wird gefordert, fiir gleiche Buchstaben gleiche
Ziflern, fiir verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern so einzusetzen, daB im Oktal-
system dargestellte natiirliche Zahlen ent-
stehen, fiir die die angegebene Additions-
aussage wahr ist. Geben Sie mindestens eine
Losung dieses Kryptogramms an, und zeigen
Sie, daB die angegebene Losung alle verlang-
ten Eigenschaften hat!
4. Es sei M die Menge aller 12 Kanten und
aller 12 Flichendiagonalen eines Wiirfels mit
den Eckpunkten A4, B, C, D, E, F, G, H
(siehe Bild).
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Gibt es einen Streckenzug, bei dem jede in M
enthaltene Strecke genau einmal durchlaufen
wird?

Wenn ja, geben Sie ein Beispiel dafiir (durch
Angabe der Folge der Eckpunkte des Strek-
kenzuges), und zeigen Sie, daB der so angege-
bene Streckenzug die verlangte Eigenschaft
hat!

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle im dekadischen Posi-
tionssystem finfstelligen natiirlichen Zahlen,
die durch 17, 19 und 23 teilbar sind und deren
Zehnerziffer 0 lautet.

2. Man ermittle alle reellen Losungen (x, y)

des Gleichungssystems
2[/x+y+x+y=8 (1)
x3+?=40. @)

3. Uber fiinf Punkte 4, B, C, D, S im Raum
wird vorausgesetzt, daB A4, B, C, D in einer
Ebene { liegen, daB sie die Ecken eines kon-
vexen Vierecks sind und daB S nicht in {
liegt. .

Es ist zu beweisen, daB dann zu der vierseiti-
gen Pyramide ABCDS eine Ebene ¢ existiert,
die die Kanten SA, SB, SC bzw. SD in Punk-
ten A, B, C' bzw. D’ schneidet, die Eck-
punkte eines Parallelogramms sind.

4. Jemand sucht alle Mdglichkeiten, vier
Ecken eines gegebenen Wiirfels schwarz zu
markieren. Er betrachtet zwei dieser Markie-
rungsmdglichkeiten genau dann als gleich,
wenn es eine Drehung des Wiirfels gibt, die
die eine der beiden Markierungsmoglichkei-
ten in die andere tiberfiihrt.

Ermitteln Sie alle verschiedenen Markie-
rungsmoglichkeiten!

Gaufl-Ehrenplakette

1t SRR L
SN )i.:_ -

Zu Ehren des 200. Geburtstages von C. F.
Gaufl wurde vom GauB3-Komitee der Akade-
mie der Wissenschaften der DDR eine Ehren-
plakette herausgegeben (MeiBner Porzellan,
weill, 80 mm Durchmesser, ohne materielle
Anerkennung, Auflage 500 Stiick), die als ein-
malige Auszeichnung an verdienstvolle Per-
sonlichkeiten, Mitarbeiter und Organisatoren
auf BeschluB des GauB-Komitees 1977 ver-
liechen wurde (siehe Foto).
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Losungen zu: Verkniipfungen in der Ebene

Ala Zum Beispiel gilt fiir alle x € P und fiir
alle X eexdx=xbzw. XX =X 4 und sind
beide kommutativ, aber nicht assoziativ...

A2A Hinweis: Fir alle X, Y, Zee gilt
XoY=Zgdw XxZ=Y gdw Z: Y=X. Dar-
aus folgt die Behauptung.

a a a 1

3 ol-—= —_—— = -——
A3a 2) 5 1, w b 2, b 3
b)a=0 :Fiiralle X, Yeegilt XoY =p,X.
c) b—0 :Fiiralle X, Yecgilt XoY=),Y.

ada a) Weil sonst die Eindeutigkeit der
Verkniipfungen verloren geht.

b) Wenn in 3) das Dreieck ABC gleichseitig
ist, erhalten wir (g, 4); ist das Dreieck ABC
gleichschenklig und rechtwinklig (¥ ABC
=90°), ergibt sich (¢, w).

¢) Zum Beispiel definieren wir X Y als den
dritten Punkt Z des gleichschenkligen Drei-
ecks XYZ mit positivem Umlaufsinn und
XY als Basis sowie XZ=YZ=k- XY, wobei
k eine beliebige, aber feste positive Zahl ist.

A84 a)Xo Y=X Xo Y=Y

b) Es wird jeweils an derselben Geraden ge-
spiegelt, so daf3 die Nacheinanderausfiihrung
zweier solcher Spiegelungen zum Ausgangs-
punkt zuriickfiihrt.

A9A Hinweis:SeiX<,Y=2,,Z,0,Y=2,.
Dann gilt YZ |ty und ZY | t.,, so daB
tx || tz, folgt, also X =Z,. Analog zeigt man
(Xo,Y)o  Y=X.

A10a Jeder Kegelschnitt ist beziiglich o
abgeschlossen.

a12 A Schneide die Gerade ¢ den Kegel-
schnitt fin den Punkten A und B. Aul einem
der beiden dadurch entstandenen Bogen b;
(i=1, 2) von B{A, B} wird dann z. B. defi-
niert:

XoY=p;Z mit Z+Y genau dann, wenn
ABNtx=ABNYZ - analog o, in Abbildung
11

A13A a) Falls die Gerade XY zugleich
Tangente in X oder Y ist, setzen wir fur
XY=tx:XoY=X und [ur
XY=ty:Xo¥Y=Y.

Wenn X ein Wendepunkt der Kubik ist,
setzen wir Xo X =5, X.

b) Hinweis: Fiir alle X, Y, Zecgilt X<Y=2
gdw X< Z=Y gdw Z-Y=X.

Lésungen zu den Aufgaben
zur Fehlerrechnung bei physikalischen
Messungen

Ala V=155ml
AV= 02ml
V=(155+02)ml
e=+13%
atAa
A2A yiAy_b-l_—Ab
atAa bFAb
YEAY =PI AL bF 8B
LAy _@ btAa-bFAb-aTAa-Ab
Pt b2 — (Ab)?

Bei Vernachlidssigung der Produkte aus klei-
nen GroBendifferenzen ergibt sich:

yiAy=a-bj:Aanb+Ab‘a

Der relative GroBtfehler eines Quotienten aus
direkt und voneinander unabhéngig gemes-
senen GroBen ist gleich der Summe der rela-
tiven Fehler ihrer einzelnen MeBwertreihen.
Ala
MeDBergebnis der Massebestimmung
m=(345+05)¢g
MeBergebnis der Volumenbestimmung
V =(3,840,3) cm?

Dichte des Kupferwiirfels go,=9,1 cri—,

MeBunsicherheit der Dichtebestimmung
e%,=15%+8%=95%

MeBergebnis 0.,=9,1 (1 £9,5%) ﬁgs

= L
Q= (9s1 i 039) cm’

Der Tabellenwert liegt innerhalb der MeB-
unsicherheit.

Ada c=0002 ?
= %"/‘, =0,07%
(also rund ein Promille!)

Losungen zu: Aufgaben zum Berufsbild:
Ingenieur fiir Technik und Technologie
des Fernmeldewesens

Al a Umstellen der Zeitfunktion nach ¢:

E__E -3
"RTRE
i - \
I—E=¢ ©
R i
z=—zln<l—E>miti=Lm
R
Illll
t=—rln<l——E—>
R

Mit den Zahlenwerten:
1
=—0 —— -
t ,5msln<l ¥l 0,5ms

t20,140 ms In (1-0,835)



Dabei wurde die mechanische Trégheit des
Relais nicht beriicksichtigt.

A2a Urspriingliche Lédnge der
schreibanschluBleitung:

Fern-

@) 1;=R—x

Verldngerte FernschreibanschluBleitung:

aIm I.-I=

R:+R
Iin II liefert
UR
T
R R* UR

Re=—3% [+
Mit den Zahlenwerten:
Re=—250Q+}/6,25-10* ©*+300- 10* Q?
R,=-250Q41750Q
Physikalisch sinnvoll ist nur ein positiver
Leitungswiderstand.

R.=21Q

d« 1R 1
7= "57156'=0

0=RI+RR,-

d« R R R’

da R R
1Z2= 7% @F>O d.i. Min.!
I

AdA v=ax? h'l1
x

v=ax?Inl—ax?Inx
v=—ax*Inx

@= —ax—2axIn x=0

dx —ax=2axInx

—1=Inx?

2
Z—xg= —a—2a-2alnx;

—3a—2aln

=—2a<0 d.i. Max.!

Lésungen zu den Aufgaben

der XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR, Klassenstufe 10
(Bezirksolympiade)

Fortsetzung aus Heft 3/77:

4. Es gilt nach den Logarithmengesetzen

lg(1+ )—lg(n+l)—lg(n) (n>0)

Summiert man nun von n=1 bis n=99, so
erhilt man

lg<1 +99>+lg<1+98>+lg(1+97>

+lg<l+ )—lg 100—1g 99+1g 99— Ig 98

+1g98—+...—lg2+lg2—-Ig 1.

=g 100+(—1g99+1g 99)+(—1g 98 + 12 98)
+...+(—lg2+Ig2)—lgl.

In dieser Zeile sind die in den Klammern

stehenden Summen jeweils gleich Null. Da
lg 1=0 und lg 100=2 gilt, ist damit die Be-
hauptung bewiesen.

5. Da die Pyramide gerade ist, liegt ihre
Spitze im Schwerpunkt der Deckfliche des
Prismas. Der Mantel der Pyramide besteht
aus drei zueinander kongruenten gleich-
schenkligen Dreiecken mit der Basislinge a.
Bezeichnet man die Linge der zugehorigen
Hohe in diesen Dreiecken mit H, so ergibt
sich nach dem Lehrsatz des Pythagoras

( l/_> =h? +—a
Also hat der Mantel der Pyramide den
Flacheninhalt

3 2
Mi=3a K+ 12
Der Mantel des Prismas hat den Flichen-
inhalt M, =3ah.

Daher ist wegen a>0 und h>0 die Forde-
rung M, =M, der Reihe nach gleichwertig
mit

_3 2.1 2
Jah—ia\/h +12a, -
1
= [h2 2_p2, 1
2h=_[h + 79 , 4h*=h*+ 12a,

h=la

6

6.1. Angenommen, ABCD sei ein Viereck, das
den Bedingungen der Aufgabe geniigt. Dann
gilt AB=BC=aund AD=CD=b. Aul Grund
der Symmetrieeigenschaften des Drachenvier-
ecks halbiert die Diagonale BD die Winkel
¥CBA und ¥ ADC. Der Kreis um A mit b
schneide die Verldngerung von BA iiber A
hinaus in E. Nach dem Satz iiber AuBenwin-
kel eines Dreiecks gilt dann -

{DAE=%([3+ 5)

Da AE=AD nach Konstruktion gilt, ist
BE=a+b. Ferner ist das Dreieck ADE
gleichschenklig. Fiir seine Basiswinkel gilt
folglich:

X AED= <):EDA=%- (180°—%(ﬂ+5)>
=90°—%(ﬂ+5). ¢

Daraus ergibt sich, daB das Viereck ABCD
nur dann den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, wenn man es durch folgende Kon-
struktion erhalten kann.

11. (1) Man zeichnet eine Strecke BE mit der
Lange a+b.

(2) Man trégt an EB in E einen Winkel der
GroBe

90°—‘1—1(,B+6) an.

(3) Man zeichnet den Kreis mit f um B.
Schneidet der Kreis den {reien Schenkel des
Winkels, so sei D einer der Schnittpunkte.

(4) Man trédgt an DE in D einen Winkel der
GroBe

900—%(B+6) an

Schneidet sein (reier Schenkel die Strecke BE,
so sei A der Schnittpunkt.

(5) Man zeichnet die Kreise um D mit DA und
um B mit BA4. Der Schnittpunkt dieser Kreise
in der durch BD bestimmten Halbebene, in
der A nicht liegt, sei C genannt.

II1. Jedes so konstruierte Viereck ABCD ent-
spricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion gilt BD = f.

Da an ED gleichgroBe Winke! angetragen
wurden, folgt, daB das Dreieck EDA gleich-
schenklig ist. (*)

Nach Konstruktion, Innenwinkelsatz und
AuBenwinkelsatz eines Dreiecks ergeben sich
die folgenden WinkelgroBen:

9:EAD=%(ﬂ+6) und XABD+ ¥ ADB

=% (B+9).

Nach Konstruktion sind die Dreiecke BDA
und BDC symmetrisch beziiglich BD. (**)
Daraus folgt:

¥CBA+ £ ADC=p8+3.

Aus (**) folgt, daB das Viereck ABCD ein
Drachenviereck mit AD=CD, AB=CB ist.

IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2)
sind bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar.
Nun gilt laut Aufgabenstellung f<a+b, der
Winkel < AED liegt also der kleineren Seite
gegeniiber. Daher ist (3) entweder zweideu-
tig oder eindeutig oder nicht aus(ithrbar. Mit
den gegebenen GroBen erhdlt man bei der
Konstruktion des Dreiecks ADE zwei ver-
schiedene Punkte D; und D,. Danach sind
die Konstruktionsschritte (4) und (5) jeweils
eindeutig ausfihrbar.

Somit erhédlt man die beiden Drachenvier-
ecke 4,BC,D, und C,D,A,B.

Sie sind zueinander (ungleichsinnig) kongru-
ent; denn es gilt:

BD1=B_D2=_[, ¥BA\D;= «D,A,B, wegen
AD, || A;D; als Stufenwinkel, weiter gilt
XBED,+ ¥XEBD,=¥xD;DB (AuBenwin-
kelsatz) sowie x ED A, + ¥ A,D.B

= & D,D,B, woraus wegen ¥D,DB

= xD,;D,B dann xA4,BD= ¥ A,D,B folgt.
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Lisungen zu den Aufgaben
des alpha-Wettbewerbs
Heft 1/1977 (Fortsetzung):

Ma8 ®1585 Es sei z=10x+y eine zwei-
stellige natiirliche Zahl, die die verlangten
Eigenschaften hat. Dann ist x=1, 2 oder 3,
da fiir x> 4 wegen z=40 die Zahl z? bereits
vierstellig wire. Da das Quadrat einer natiir-
lichen Zahl niemals aufl 2 oder 3 endet, gilt
x=1. Also ist auch die letzte Ziffer von 22
gleich 1. Nun endet das Quadrat einer natiir-
lichen Zahl nur dann auf 1, wenn die Zahl
selbst auf 1 oder 9 endet. Da nach Voraus-
setzung die beiden Grundziffern von z von-
einander verschieden sind, endet also z auf 9,
und es gilt
z=19.

Tatsidchlich hat diese Zahl die verlangten
Eigenschaften; denn ihre Grundziffern sind
voneinander verschieden, z2=361 ist eine
dreistellige Zahl, und die letzte Grundzffer
1 von z? stimmt mit der ersten Grundziffer 1
von z iiberein. )

Ma8 w1586 Es sei M der Schnittpunkt der
Diagonalen des Rechtecks ABCD. Dann gilt
MA=MB=MC=MD. M ist also gleich-
zeitig Mittelpunkt des Kreises durch A, B,

C, D, uﬁes gilt
MA=r.
b ] C
H F
A £ 8

Da die Verbindungsgerade des Mittelpunktes
M des Kreises mit dem Mittelpunkt E der
Sehne AB auf dieser senkrecht steht, gilt
¥ AEM =90°. Ebenso gilt x MHA=90° und
ferner, weil ABCD ein Rechteck ist, * HAE
=90°. Daher ist das Viereck AEMH ein
Rechteck. ]
Weil die beiden Diagonalen eines jeden Recht-
ecks gleichlang sind, gilt also EH=AM=r.
Analog beweist man, daB auch

. EF=FG=GH=ris.
Der Umfang des Vierecks EFGH ist also
gleichu=4r=4-5cm=20cm.

Ma8 ®1587 Zum Beweis benutzen wir den
folgenden Satz: ,Die Verbindungsgerade der
Mittelpunkte zweier Dreieckseiten ist parallel
der dritten Dreieckseite. (Vgl. Mathematik,
Lehrbuch fir Klasse 6, S. 131, wo ein ent-
sprechender Satz fir das Trapez bewiesen
wird.)

Nach diesem Satz gilt
in dem Dreieck ABC
in dem Dreieck ABD
Daraus folgt

Femner gilt

in dem Dreieck BCD
in dem Dreieck ACD
also

MM, || AB,
MM, | AB.
M M; | MM,

MM, | CD,

M3M, | CD,
MM, | M3M..
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Da nach Voraussetzung die Seiten AB und
CD nicht parallel sind, liegen die vier Punkte
M, My, M3, M, nicht auf ein und derselben
Geraden. Daher bilden sie ein Viereck, und
zwar ein Parallelogramm, weil je zwei gegen-
iiberliegende Seiten parallel sind.
C
)

1y

A 8

Ma8 #1588 Setzt man a—b=u, b—c=v,
c—d=w, wobei u, v, w von Null verschiedene
natiirliche Zahlen sind (vgl. die graphische
Darstellung), so erhilt man die sechs Difle-

renzena—b=uy, (1)
a—c=u+v, 2)
a—d=u+v+w, 3)
b—c=v, 4)
b—d=v+w, ®)]
c—d=w. )

Nun soll unter diesen sechs Zahlen jede der
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 genau einmal vorkom-
men. Da u+ v+ w groBer als jede der anderen
fiinf Zahlen ist, gilt

u+v+w=6.
[ 4 s [ 4 a .

c b a

A+

]

Wegen 1+2+3=6 kommt unter den drei

Summanden u, v, w jede der Zahlen 1, 2, 3

genau einmal vor. Nun kann weder « noch w

gleich 3 sein, da sonst auch v+w bzw. u+v

gleich 3 wire, was der Voraussetzung wider-
spricht. Also gilt v=3.

Dann ist entweder u=1, w=2 oder u=2,

w=1. Im ersten Fall erhdlt man die sechs

Diflerenzen
u=1Lu+v =4, u+v+w=6, .,
v=3,0v+w=5, w=2,

die man so ordnen kann, daB die Folge 1, 2,

3, 4, 5, 6 entsteht. Nun kann man d beliebig

positiv annehmen, also z. B. 4=1.

Dann erhilt man

aus(3) a=6+1=7,

aus(5) b=5+1=6,

aus(6) c=2+1=3.

Es gibt also vier_ natiirliche Zahlen, nimlich
a=7,b=6,¢c=3,d=1,

die die verlangten Eigenschaften haben.

Ihre Differenzen sind namlich gleich
a-b=1,a—c=4,a—d=6,
b—c=3,b—d=5c—-d=2;

diese Diflerenzen lassen sich so ordnen, daB

sie die Folge 1, 2, 3, 4, 5, 6 bilden.

Bemerkungen: 1. Setzt man d=2, d=3 usw.,

so erhilt man weitere Zahlen mit der verlang-

ten Eigenschalt, z. B.
a=8,b=17c=4,d=2.

2. Der oben nicht ausfiihrlich behandelte

zweite Fall (v=3, u=2, w= 1) fiihrt auch noch

auf weitere Losungen, z. B.
a=7,b=5c=2d=1.

Auch hier sind die sechs Differenzen gleich
2, 5,6, 3,4, 1, entsprechen also den gestellten
Bedingungen.

Ph8 #1589 Gegeben: A3=90 grd,
cal
=70° =2kg=2000g,
gra’" Vorm=2kg g
t=25min=1500s
Gesucht: P in Watt
Die bendtigte Wirmemenge findet man aus

c=1
g

W=c-m-AS
1cal-2000g- 90 grd
W=""T"“""57"56"
g-grd

W = 180000 cal =180 kcal.

Die Leistung findet man aus
pY

t

180 kcal 180-4,1868
=T500s ~ 1500 <V
Px502W.

Weiterhin gilt
S02W xW 502:x=70:100

70°%, 100% xx717
Die Leistung des Kochers mu8 717 W be-

tragen.

Ch8 ®1590 a)318,0g 168¢g
4CuO+3 Fe—+4Cu+Fe;0,

my my
NR:4mol-79,5-2_=3180¢,
mol
.58 _
3 mol 56mol 168 g
168g 28

M2=31gg ™M T3™

Die Funktionsgleichung heiBt mz=%m1.

bym:=2,1g;3,7g;588
Der Verbrauch an Eisen ist beziehentlich
2,1g,3,7g,588g.

Ma9 81591 Wir zerlegen zundchst Zihler
und Nenner auf beiden Seiten der gegebenen
Gleichung
x24+2x-3 x?-6x-7
XX+4x—5 x*—8x—9
in Faktoren und erhalten
x2+2x—3=(x?+2x+1)—4
=(x - 1)2=-22
=(x+14+2)(x+1-2)
=v+3)(x—-1)
und weiter uiach demselben Verfahren
x24+4x—5=(x+5)(x—1),
x2—6x—T=(x+1)(x="7),
x> —8x—9=(x+1)(x—9).
Nun sei x eine Losung der Gleichung (1).
Dann gilt also
(x+3)(x—l)=(x+1)(x—7)_ @
x+5(x—1 (x+1)(x=9)
dabei ist x+ —5, 1, —1, 9, da sonst die Nen-
ner nicht von Null verschieden wiren. Daher
kann man kiirzen, und man erhilt

ity

x+3_x=7  (x+I)(x-9)=(x—7)(x+5),
X+5 x—9  x2—6x~27=x%-2x—35,
—4x= -8,
x=2.



Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt eine
reelle Losung hat, so kann es nur die Losung
x =2sein. Die Probe zeigt, daB das tatséchlich
eine Losung ist, denn fiir x =2 erhilt man aus
5 —15

== M
Ma9 #1592 Wir bezeichnen mit a, b, c =25,
h=12 die MaBzahlen der Lingen der Kathe-
ten, der Hypotenuse bzw. der H6he des recht-
winkligen Dreiecks ABC (vgl. das Bild).

c

d. i. eine wahre Aussage.

A D e 8
Dann gilt fiir die MaBzahl des Flicheninhalts
dieses Dreiecks einerseits )

¢ h .
A =5 andererseits

ab
2
a-b=c-h=25-12=300,
b="-.
a
Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
a’+b*=c*=625,

A= . Daraus folgt

also a2+9 g =625,

a*—6254% +90000=0.
Diese quadratische Gleichung fiir a® hat die
Losungen

a8, (B S5 HUTS_ o
2 g~ 000=—=
a§=625;l7_5_=225

Daraus (olgt wegen.a>0

ay =20 und daher b, =%=15;

a, =15 und daher b, =-31?=20.
Die Lingen der Katheten sind also gleich
20 cm und 15 cm.

Ma9 ®1593  Aus (4) folgt, daB die Zahl 2
sowohl! der Menge 4 als auch der Menge B
angehort. Aus (5) folgt, daB die Zahlen 2, 4
und 8 sowohl der Menge B als auch der
Menge C angehoren.

Die Zahl 2 gehort daher allen drei Mengen an,
wihrend die Zahlen 4 und 8 nicht der Menge
A angehoren, da sonst ein Widerspruch zu (4)
entstehen wiirde.

Nun gehdrt wegen (1) die Zahl 1 weder der
Menge A noch der Menge B an. Wegen (2)
und (3) gehort sie daher der Menge C an.
Durch eine analoge Uberlegung folgt aus (1),
(2) und (3), daB

die Zahl 3 nur der Menge A4,

die Zahl 5 nur der Menge A,

die Zahl 6 nur der Menge B,

die Zahl 7 nur der Menge A4 angehért.

Die Mengen A, B, C enthalten daher genau
die folgenden Elemente:

A={2,3,57}, C={1,2,4,8}.
B=(2,4,6,8],

Durch die Probe liberzeugt man sich davon,
daB die Gleichungen (1) bis (6) erfiillt sind.

Ma9 a1594 Es seien

n die Anzahl der iibereinanderliegenden
Schichten,

r=>5 cm der Radius eines jeden Holzstammes,
s der Abstand je zweier iibereinanderliegen-
der Schichten.

Dann ist das aus den Mittelpunkten A, B
zweier nebeneinanderliegender Kreise und
aus dem Mittelpunkt C des dariiberliegenden
Kreises gebildete Dreieck ABC gleichseitig
mit der Seitenldnge 2r und der Hohe

s=ﬁ=% -2r)/3=1}/3 (vgl. d. Abb).

Da die Mittelpunkte der Kreise in der unter-
sten Schicht von dem unteren Rand den Ab-
stand r haben und auch die Mittelpunkte der
Kreise der obersten Schicht von dem oberen
Rand den Abstand r haben und zwei iiber-
einanderliegende Schichten den Abstand r]/i
haben, ist die Gesamthohe des Stapels gleich

h=(n—)r})/3+2r.
Daraus folgt

(n—Dr)/3=h~2r,

h

n—l=—-—.
%
Dabei gilt r=>5cm, h=<100cm, also

h§@ =20 und

r
. n— 1§E=178-zl_0,4.
3 3
Da n ganzzahlig ist, gilt n— 1510, alson< 11,
a) Es konnen also hochstens 11 Schichten
iibereinander gestapelt werden. Da der
Durchmesser eines Stammes 2r=10 cm und
die Stapelbreite 100cm betrdgt, konnen in
der untersten Schicht 10 Stimme liegen, in der
zweiten Schicht also 9 Stimme, dann wieder
10 Stamme usw.
Insgesamt konnen also
10-6+9-5=105
Stimme gestapelt werden.
b) Das Volumen jedes einzelnen Holzstammes
betragt
V'=mr-5%-100 cm®=2500 = cm®.
Daher betrigt das Gesamtvolumen der ge-
stapelten Stimme
V=105 V'=105"2500 n cm?,
V =262500 7 cm® ~ 825000 cm?,
V=~0825m>.
Bemerkung: In der Forstwirtschaft versteht
man unter | Raummeter Holz diejenige Holz-
masse, die in einem Kubikmeter-Stapel von
geschichteten Holzstimmen enthalten ist. Da-
gegen versteht man unter 1 Festmeter Holz

1 Kubikmeter fester Holzmasse. Im aligemei-
nen rechnet man auf 1 Raummeter 0,7 bis
0,8 Festmeter, d. h., der_Stapel besteht aus
70%; bis 809, fester Holzmasse. In dem vor-

‘liegenden Fulle enthdlt der Stapel sogar

82,5%; fester Holzmasse, da verhiltnismiBig
giinstig gestapelt werden konnte.

Ph9 =595 Gegeben:v=30kTm=??,
g=98Im-s"2
Gesucht: s

Die Falthohe ergibt sich nach der Formel
v=|/2a-smita=g
2

v
s=

29
_ 28 'm-§?
5537322 98Im
523,54 m

Die entsprechende Fallhhe wiirde rund
3,54 m betragen.

Ch9 =1596
a)654g 120g
Zn+2CH;-COOH—Zn(CH;-COO), +H;
27g m
g

NR: Il mol-654 =-=654g.
mol

2mol -60 & =120g
mol

m=60g

60g 100%iger Sdure entsprechen 10-60g.

=600g 10%;ige.

600 g 10Y;ige Athansdure werden benotigt.

b)654g 2241

Zn+2CH,;-COOH—-Zn(CH;-CO0O),+H,
327g V

NR: I mol-224 L
mo

|
V=1121
11,2 1 Wasserstoff entstehen.

=2241

Ma10/12 ®1597 s sei x eine reelle Losung
der Gleichung
in+ 1 +2x1n‘:*’22x2u- 1 +23x2n—2+
+22**1=0, Dann gilt
XM(x+2)+ 227 Yx+2)+... +2%"(x +2)
=0,
(x+2) (x¥+22x2 "2 ... 422 =0. (W)
Nun gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n und fiir
alle reellen Zahlen x

x4 22224 42250,
denn x**=0,x2""2>0usw.,22">0.
Die Gleichung (2) ist also nur dann erfiillt,
wenn x+2=0,d.h,, x=-2.
Dabher hat die Gleichung (2) und damit auch
die Gleichung (1) genau eine reelle Losung,
nimlich x=—2.

Y

Ma10/12 #1598 Es gilt

1 1 3 1-3
L=l+=3=7
2 2 8 2-4
H=+3== 5
3 3 15 3-5
A S S i

allgemein gilt fiir alle von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen k
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po kK D+k_Kk+2)

k+1 k+1  k+1°
Daraus [olgt

1.2 3 100
—_15-25-32-...-10(»](ﬁ
TTr2-3 1000
L | 1:32:435
““123.9100 2 3 4

199101 100- 102

100 101
_1-2-3-..-100-3-4-5-...-101- 102
TT1-2-3-...-100-2-3-4-...-100- 101’
102
=5
z=>51.

Berichtigung zu: 905 = 2, Heft 6/76

Aufl Seite 125, Mitte, 2. Z. v. u,, muB} es
144189 = 1 heiBen.
Bei den Losungen zu ,905=2", alpha 11 (1),
1977, S. 18, war der ,,Drucklehlerteufel” leider
gleich mehrfach am Werk. Richtig heiBt es:
Linke Spalte:

6.Z.v.0.: (R"\{O}, ),
13.Z.v.u:2 1=1,3;

11 s 11 1111
11. Z.v. U.:§A§=1—6, i*g_z, E §=§,
8.Z.v.u.: ¢R;
7.Z.v.u: (RM0}, )
4.Z v.u.: RM\{0};
3.Z.v.u.: (R\{0}, )-nein,daz B.

2' (—2) nicht existiert;
Mittlere Spalte:

4. Z.v.0.: nur)

S5.Z.v.0.:9:a) x " ySxxySxay<xey;
9.Zv.o.:g|xundg|y;

12.Z.v.0.: Wennt|xund t|y,s0¢|g. '
14.Z.v.o.: x|k und y| k;

17.Z.v.0.: Wenn x| v und y | v, so k| v.

(18. Z. v. u.: Aulgabe 12 lautet:

Versuche, die Fragestellungen aus Aufgabe
10¢) und e) auf die beiden neuen Verkniip-
fungsgebilde (B(M), N) und P(M), U) zu
iibertragen! Insbesondere klire, welche Ele-
mente aus P(M) die Rolle von 0 und 1 aus
(N, My und (N, L) spielen?)
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Losungen zu alpha-heiter 4/77:

alpha-Produkte

11-11=121 a=1
11-12=132 P=2
11-13=143 R=3
11-14=154 0=4
11-15=165 D=5
11-16=176 U=6
11-17=187 K=17
I1-18=198 T=8
E=9
Magisches Quadrat

Das 25 Felder umfassende Quadrat wird um je
4 Felder links, rechts, oben und unten erwei-
tert. Im obersten Feld wird die niedrigste Zahl
(38) eingesetzt. Dann wird von dort begin-
nend fortlaufend die geforderte Zahlenreihe
38, 39, 40...42 und in der zuvor liegenden
Schrigen (oben links nach unten rechts)
43...47; usw. 48...52; 53...57; 58...62 einge-
tragen.

SchlieBlich werden die auBerhalb des magi-
schen Quadrates stehenden Zahlen (z. B. oben
38, 43, 39) so in die leeren Felder (die oberen
in die unteren, die unteren in die oberen, die
linken in die rechten und die rechten in die

38
43 |39
481 |ue]| |40
53 sy [es] |41
rsa su [[so] [46
s9| |ssif I51] {47
6ol |[s6] |se
61| |57
62

42|

57 40
45 53
58 46

51 59
39 52

49 61 by
“ 49 62
54 42 50

47 55 38
60 43 56

Lidsung zu: Graph einer Funktion oder nicht?

linken Felder) iibertragen. Das ausgefiillte
Quadrat beweist die Richtigkeit der gefor-
derten Losung.

Gemeinsamer Beruf
Diplomingenieur

Aus Zehn ein Raum

Z|E|H[N
A[H|N
ZIA[U(N
Z|AIU|M
RiAJUM

Ohne Worte

Sehnentangentenwinkel

Zahlenriitsel
18720—4900=13820

26 - 328= 8528

720+4572= 5292
Zahlenkreuzriitsel

610|514 ([2]1
S(1]4(1|4]3
Fi5|6]11]2(3
6175|641
729441
9(713,0]1|7

Silbenritsel

1. Parabel, 2. Yard, 3. Trapez, 4. Hyperbel,
5. Axiom, 6. Gleichung, 7. Omega, 8. Rhom-
bus, 9. Archimedes, 10. Sekante, 11. Varia-
ble, 12. Olympiade, 13. Nulistelle, 14. Summe,
15. Algebra, 16. Meter, 17. Oberfliche, 18.
Satz; Losungswort: Pythagoras von Samos

Léufersprung
Es ist noch kein Meister vom Himmel ge-
fallen.

Nr.d. Funktionsgleichung Funktionsklasse Null- f(0)
Figur stellen
1 y=x-1 Lineare Funktion 1 —1
2 kein Graph einer Funktion!
3 y=(x+1)2-1 Quadratische Funktion -2;0 0
4 y=logiex Logarithmusfunktion 1 -
5 kein Graph einer Funktion!
6 y=10* Exponentialfunktion - 1
7 y=—|x| +1 —1;1 1
8 kein Graph einer Funktion!
9 y=x+1 Lineare Funktion -1 1
xeG
P
10 y=2sin 2x Trigonometrische 2 0
Funktion keG
11 y=x3 Potenzfunktion 0 0
12 - 0 0



Autorenkollektiv

Mathematisches Mosaik

Ubersetzung aus dem Ungarischen

384 Seiten, 200 Zeichnungen, Pappband cell.
Bestell-Nr. 6534470 Preis: 9,80 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

P. Borneleit

Ubungen fiir Junge Mathematiker
Teil 4: Gleichungen

128 S. mit 6 Abb., kartoniert

Bestell-Nr., 6657884 Preis 6,50 M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

J. Lehmann

Mathe mit Pfiff

128 S., 18 farbige Vignetten, 93 z. T. farbige
Textzeichnungen

Bestell-Nr. 6533646 Preis 4,50 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Imre Ruzsa

Die Begriffswelt der Mathematik
Ubersetzung aus dem Ungarischen

472 S., 135 Abb., Ganzgewebe

Bestell-Nr. 706 732 5 Preis 21,50 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

Manfred Rehm
Zahl, Menge, Gleichung

Bestell-Nr. 6290779 Preis 5,80 M
Kinderbuchverlag, Berlin

Autorenkollektiv

Studienwunsch Mathematik

Etwa 72 S. mit etwa 5 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6657817 Preis etwa 3,20 M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Fanghinel/Vockenberg

Arbeit mit Mengen fiir AG’s

nach Rahmenprogramm

Etwa 150 S., 60 Abb., Broschur

Bestell-Nr. 707053 2 Preis 3,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

S. Wollgast/S. Marx

Johannes Kepler

etwa 100 S, 62 Fotos, 7 Zeichnungen
Bestell-Nr. 6533590 Preis 9,80 M
Urania-Verlag Leipzig ‘ Jena - Berlin

Donat - Maibaum
Wabhrscheinlichkeitsrechnung
Fachlich-methodische Hilfen

fir den fakultativen Mathematikunterricht
131 S., zahlr. Zeichnungen, Broschur
Bestell-Nr. 0021 74-1 Preis 4,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

H. Lohse/R. Ludwig
Statistik fiir Forschung
und Beruf

Ein programmierter Lehrgang

292 Lehrschritte mit 185 Bildern

und 3 Selbstleistungskontrollen

sowie einem Beiheft als Wissensspeicher
Bestell-Nr. Preis 22,00 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

H. Simon/K. Stahl
Mathematik
Nachschlagewerk fir Grundlagenfacher

670 S., 508 Bilder, zahlr. Beispiele, Plasteinb.
Bestell-Nr. 5450451 Preis 13,50 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

b

G. Hofner/M. Wittwer
Wiederholungsprogramm
Elementarmathematik

237S., 110 Bilder, 6 Leistungskontrollen
Bestell-Nr. 5461310 Preis 7,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

J. u. H. Henselmann

Das grofie Buch vom Bauen

(kleine Kulturgeschichte des Bauens)

240S., zahlr. Abb., Pappband mit Folie
Bestell-Nr. 6296169 Preis etwa 17,50 M
Kinderbuchverlag Berlin

G. und H.-G. Mehlhorn

Die Ideenschule

Ubungen zum schépferischen Denken

128 S., zahlr. Abb.

Bestell-Nr. 653361 1 Preis 4,80 M
Urania-Verlag Leipzig * Jena - Berlin

K.-G. Steinert

Sphiirische Trigonometrie

mit einigen Anwendungen aus Geodisie,
Astronomie und Kartographie

etwa 160 S., etwa 70 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6658289 Preis etwa 9,50 M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

o]
CFEGauf
1777-1855

Das Postamt 1085 Berlin verwendete einen
Ersttagsstempel, der das Gaufsche Integral
zum Motiv hat. Einen weiteren Sonderstem-
pel gab es beim Postamt 50 Erfurt, dessen
symbolische Darstellung eine Antarktiskarte
und ein Kompap ist. Mit diesem Motiv soll
an die Sidpolarexpedition des Forschungs-
schiffes Gauf und an die Entdeckung des
Gaupberges erinnert werden (siche Fotos).

Der Arbeitskreis Polarpost Erfurt des Phila-
telistenverbandes der DDR gab anlidBlich des
200. Geburtstags einen Sonderumschlag her-
aus. Das Bild zeigt das Segelschiff ,,GauB“
bei Vermessungsarbeiten vor den Eisbarrie-
ren des Siidpols.

Text zu Seite 74, rechts unten:

Die Abbildung zeigt die Gaufische Fehler-
kurve, auch Glocken- oder Verteilungskurve
genannt. Sie ist die graphische Darstellung
des GauBschen Fehlerverteilungsgesetzes, d.
h. der absoluten oder der relativen Haufig-
keiten einer groBen Anzahl gleichartiger, von-
einander unabhingiger Einzelbeobachtun-
gen, deren Unterschiede lediglich durch den
Zufall hervorgerufen sind. Die GaufBsche
Fehlerkurve spielt in der Statistik und der
Fehlertheorie eine bedeutende Rolle.



® Welche der angegebenen Kurven
sind nicht Graph einer Funktion?

Graph einer Funktion oder nicht?

@ Fertige dir eine Tabelle zu den angegebe-
nen Funktionsbildern an! Sie sollte enthal-
ten: Funktionsgleichung, Funktionsklasse,
Nulistellen, f(0). (Lésung S. 96.)

L. Flade
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Polarkoordinaten

Wihrend eines Friihstiicks im Pionierlager
fragte unser Pionierleiter Wolodja: ,Wer
mochte heute Himbeeren essen? Sie sind jetzt
reif, und ich zeige euch den Weg. Thr miift
aber langdrmlige Hemden anziehen, denn es
gibt dort viele Brennesseln.*

Nach dem Friihstiick warteten zwei Dutzend
Himbeerliebhaber ungeduldig auf Wolodja.
»Wir kommen zu den Himbeeren, indem wir
zunichst die HauptstraBe entlanggehen und
dann an der néachsten Schneise rechts abbie-
gen!* sagte Wolodja. ,Das sind etwas mehr
als 2km. Wenn wir aber direkt quer durch
den Wald zu den Himbeeren wandern, dann
sind es nur 1,5km. Also, wie gehen wir?"
wollte Wolodja wissen. ,,Quer durch den
Wald!“ riefen die Himbeerliebhaber im Chor.
»Hoffentlich verlaufen wir uns nicht!* Wo-
lodja war einverstanden und fihrte uns aus
dem Lager heraus. ,Jetzt erklire ich euch
unseren Weg: Die Richtung ist 120° gegen
die StraBe, die Entfernung betrdgt 2000
Schritte. Dort beginnt eine Schlucht, in der
Himbeeren wachsen.“

»Wessen SchrittmaB wurde verwendet 7 woll-
te ein kleines Méddchen wissen. ,,Ich brauche
sicher 3000 Schritte. Alle liachelten. Wir
iiberquerten die StraBe. Als wir den Wald
erreichten, krempelte Wolodja die Armel
hoch. Anstelle einer Armbanduhr trug er
einen KompaB. Mit Hilfe des Kompall’
stellten wir fest, daB die StraBe in Nord-Siid-
Richtung verlduft. Unser Weg zu den Him-
beeren bildet mit der Nord-Siid-Richtung
einen Winkel von 120°, entgegengesetzt dem
Uhrzeigersinn gemessen. Alle betrachteten
den KompaB. ,Schaut mal! Wir konnen als
‘Orientierungspunkt diese hohe Kiefer nutzen.
Sie steht in Richtung unseres Weges“, er-
klarte Wolodja.

Wir gingen los. Nach 20 Minuten erreichten
-wir die Schlucht. Die Himbeeren waren wirk-
lich sehr siil und saftig.

Als wir ins Lager zuriickgekehrt waren, fer-
tigte ich eine Skizze an (siehe Bild 1). Die Siid-
richtung der StraBe bildet mit der Strecke 4AM
einen Winkel von 120°, gemessen entgegen
dem Uhrzeigersinn. Die Strecke AM betrigt
1,4km: bis zur Schlucht zidhlte ich 2150
Schritte, und die Lidnge eines Schrittes von
mir entspricht ca. 65cm. Ich muBl mir also
nur zwei Zahlen merken, um die Himbeer-

schlucht wiederzufinden: Richtung 120° und
Entfernung 1400m. Aul der Skizze schrieb
ich nur: M (1400; 120°). Spéter fligte ich der
Skizze noch den kiirzesten Weg zu einem
naheliegenden Erholungsheim hinzu, wo wir
manchmal Eis essen konnten. Die Lage des
Erholungsheimes schrieb ich wie folgt auf:
E (1200; 30°).

Abb. nicht

maBstidblich

M (1400, 120}

Pionieriager A f/

\ E(1200; 30°)

— In der N&he unseres Lagers war auch ein
kleiner See, in dem wir oft badeten. Seine
Lage kann man folgendermaBen kennzeich-
nen: S (700; 270°).

Trage selbst in Bild 1 die Lage des Sees ein!
Wenn man in einer Ebene einen Punkt O (Pol)
festlegt und von diesem Punkt aus einen
Strahl OP (Polarachse), der mit Einheiten
versehen ist, zeichnet, so kann man die Lage
eines beliebigen Punktes M+0 der Ebene
durch ein Zahlenpaar — Linge der Strecke
OM (Polarradius) und GroBe des Winkels
MOP (Polarwinkel) bestimmen (siehe Bild 2),
also genauso wie wir die Himbeerschlucht
und das Erholungsheim aul dem Bild 1 ver-
merkten. Die Entfernung OM vom Pol be-
zeichnet man gewohnlich mit r, den Polar-
winkel mit «. Der Polarwinkel « ist dabei
derjenige Winkel, um den man die Polar-
achse OP entgegen dem Uhrzeigersinn dre-
hen muB, bis sie mit dem Strahl durch OM
zusammenfdllt. Auf dem Bild 2 entspricht
dem Punkt M r =8 Einheiten und a = 45°.
Das schreibt man so: M (8; 45°). Den
Punkt K im Bild 2 kann man analog dazu
angeben: K (4; 120°).

Bild 1

M(8; 45%) Bild 2
K(4; 120°) Abb. nicht
ma]}stiiblich
0 P

Gib in entsprechender Weise den Punkt A4
des Bildes 2 an! Damit haben wir eine ein-
deutige Abbildung zwischen Punkten der
Ebene und Zahlenpaaren (r; «). (Mit einer
Ausnahme: fiir den Punkt O haben wir r=0,

aber den Polarwinkel kann man nicht an-
geben.) Diese Abbildung nennt man Abbil-
dung mit Hilfe eines Polarkoordinatensy-
stems.

Wir wissen schon, daB eine Gleichung in den
Variablen x und y im rechtwinkligen Koordi-
natensystem eine Kurve [estlegt, d.h. eine
Menge von Punkten, deren Koordinaten die
Gleichung erfiillen. Eine Gleichung in der
Variablen r und « kann im Polarkoordina-
tensystem auch eine Kurve festlegen:

a) Durch die Gleichung r = 6 wird eine Kurve
bestimmt, deren Punkte einen Abstand von
6 Einheiten vom Punkt O haben, das heif3t
einen Kreis mit dem Radius R = 6 Einheiten
(siehe Bild 3a).

Bild 3a

b) Durch die Gleichung r-cosa = 6 wird eine
Gerade bestimmt, die senkrecht zur Polar-
achse — 6 Einheiten vom Pol entfernt — ver-
lauft (siehe Bild 3b).

Bild 3b
M(r;a)

o
o
Y

]

c) Durch die Gleichung « =45° wird eine
Gerade definiert, die durch den Pol 0 und im
Winkel von 45° zur Polarachse verlduft (siche
Bild 3c).

Bild 3¢

4 ]

d) Durch die Gleichung r-cos(x—60°) =6
wird eine Gerade [estgelegt, welche einen
Winkel von 150° mit der Polarachse bildet
und die Polarachse im Abstand von 12 Ein-
heiten beziiglich des Punktes 0 schneidet
(siehe Bild 3d).

M(r o)

Bild 3d

P
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¢€) Durch die Gleichung r = 6-cosa wird ein
Kreis mit dem Radius 3 Einheiten und dem
Mittelpunkt A (3; 0) festgelegt (siche Bild 3e).

Bild 3e

f) Durch die Gleichung r = 6-cos 2o wird eine
,»Blume* mit 4 Bliitenbléttern festgelegt (siche
Bild 3f).

»

Bild 3r

-]

Die Kurven im Polarkoordinatensystem kann
man genauso wie im rechtwinkligen Koordi-
natensystem punktweise ermitteln. D.h., die
Winkelgrofle a legt man fest und die dazu-
gehorige GroBe r ist zu berechnen. Dazu
eignet sich eine Werttabelle. Als Beispiel
fertigen wir uns eine fiir die Kurve mit der
Gleichung r = a (1 —cos «) an. Die GroBe a
sei 10 Einheiten (im Bild 4 entspricht 1 Ein-

heit 0,5 cm).
a cosa 1—cosa r=
10(1~-cosa)
0° 1 0 0
15° 0,97 0,03 0,3
30° 0,87 0,13 1,3
45° 0,7 0,3 3
60° 0,5 0,5 5
75° 0,26 0,74 74
90° 0 1 10
105° —0,26 1,26 12,6
120° —0,5 1,5 15
135° —0,7 1,7 17
150° —0,87 1,87 18,7
165° —0,97 1,97 19,7
180° —1 2 20

Verbinden wir die erhaltenen Punkte, so er-
gibt sich das Bild 4, d. h. eine Hillte der Kurve,
namlich den Teil, der iiber der Polarachse
liegt. Wenn wir die Tabelle bis a« = 360° fort-
setzen, erhdlt man die zweite Hailfte der
Kurve. Eine solche Kurve nennt man Kar-
dioide. Weil cosa =cos (360°—a), ist die
untere Hilfte der Kurve symmetrisch zur
oberen beziiglich der Polarachse.

Es sei noch bemerkt, daB im rechtwinkligen
Koordinatensystem, dessen x-Achse mit der
Polarachse und dessen Ursprung mit O zu-
sammenfillt, durch die Gleichung x2 + y*
+ ax = a)/x* + y* dieselbe Kurve festgelegt
wird. Wenn wir aber die Wurzel vermeiden
wollen, erhalten wir eine Gleichung 4. Grades,
also eine viel kompliziertere Gleichung als
fir das Polarkoordinatensystem.

Jedem Punkt M der Ebene entsprechen jetzt
zwei Zahlenpaare: im rechtwinkligen Koordi-
natensystem — Abszisse x und Ordinate y; im
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die

Polarkoordinatensystem — Strecke
OM =r und der Polarwinke! a.

Wenn unser Pol des Polarkoordinatensy-
stems mit dem Ursprung des rechtwinkligen
Koordinatensystems zusammenfillt und die
x-Achse mit der Polarachse iibereinstimmt,
dann bestehen zwischen den Polarkoordina-
ten und den entsprechenden x-y-Koordina-

ten folgende Beziehungen (siehe Bild 5):

r=)/x*+y?

OA =x=rcosa
AM =y=rsina

x .y
cosa oy = sina ——,___xz e
Diese Gleichungen erméglichen einen Uber-
gang von der einen Koordinatenschreibweise
in die andere. Berechnen wir z. B. die Polar-

koordinaten der Punkte M (3; 4) und
K@, 3),r=/3*+4*>=5; cosa=%=0,6;
. 4

sino = 3= 0,8.

Daraus entnimmt man mit der Tafel & =53,1°;

also M (5; 53,1). Der positive Wert des Ko-

sinus und der negative Wert des Sinus vom

Winkel a, zeigt, daB der Winkel o, im 4. Qua-

dranten liegt. Entsprechend der Quadranten-
beziehungen linden wir &, = 323,1° und daraus

folgt K (5; 323,1°).

Von den Polarkoordinaten kann man auch

leicht zu rechtwinkligen Koordinaten iiber-

gehen, z. B.:

Der Punkt M (8; 45°) hat folgende recht-

winklige Koordinaten

xpy=8 cos45=8VT§4V§;

yM=85in45=8VT§=4[/§.

— Ermittle selbst die Polarkoordinaten [ir
den Punkt B (—12; 5) und die x-y-Koordina-
ten [ir den Punkt F (4; 120°)!

Aufgaben

Ala Die Gleichung r=a sin2a legt auch
ein ,Vierblittriges Bliitenblatt“ fest. Kon-
struiere punktweise die Kurve [ir a=10!
A2 a Konstruiere folgende Kurven!

a) r=asin 3u; c)r=asinda;
b)r=1cos3a; d) r? cos 2a.

A3 A Konstruiere eine Parabel mit der
Gleichung r (1+cosa)=a. Wie lautet eine
entsprechende Gleichung fiir ein x-y-Koordi-
natensystem?

<«

" Bild 5

S
[1
h
o

Ad4a Konstruiere folgende Spiralen!

a) Spirale von Archimedes: r=a-a;

b) Hyperbolische Spirale: r = S;

c) Logarithmische Spirale: r = &*;

Bei Aufgabe 4 ist « im BogenmaB zu verwen-
den! A. Halameisir

Lisungen

Ala vierbldttriges Bliitenblatt r=a-sin 2a

K

A2a a)dreiblittriges Bliitenblatt:
r=a-sin3a

+

b) dreiblittriges Bliitenblatt: r=a- cos 3a

i

c) achtbldttriges Bliitenblatt: r=a- sin 4o

T

d) Lemniskate: r?=a? - cos 2«

|

A3a Die Konstruktion bleibt dem Leser
iiberlassen.
A4 A a)Spirale von Archimedes: r=a-a

R

b) hyperbolische Spirale: r=;.

c) logarithmische Spirale: r=a"!

o)

Z/ )

>

Der interessierte Leser sei auf die Konstruk-
tionen von Kurven in der Kleinen Enzykio-
pddie Mathematik S.443ff. hingewiesen, d.
Red.



iibersetzen§
dann losen!
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Aufgaben
aus Freundesland

I xaace

1. ¥V Manbyuka 6s10 15 xoneex. Korga on
Kyl MapkH, eMy JajlH COay¥ 3 KomeHku.
Cxonbko crowm Mapku? Kakue mapku on
Mor KynuThb (prc. I).

2.V Bepsi 6n10 12 nepeBoAHLIX KAPTHHOK.
Mawma noaapuiia el Ha 3 kapTHHKH GoutbIne,
yeM y Hee 6bUT0. CKOJIBKO KapTHHOK CTAJIo
y Bepni?

3. IIxoMBLHUKM Noca UK AepeBbs: 38 Gepes,
29 ymn, a ny6oB Ha 15 MeHbre, YeM Gepes
u ymun BMecte. Ckosbko ny6oB mocamnmm
netu?

1II xaace

1. Konsg noiiman 10 pri6, a Cepexa noiiman
B ABa pa3a 6oimine. CkosbKko peib nojiMami
o6a Maibuka BMecTe?

2. Bo BpeMs oTmnycka nana caenan 92 ¢oro-
CHMMKa, B TOM YHMCJE Ha 2 IBETHBIX ILIEHKH
no 30 CHUMKOB Ha KaXIOW U OJHY 4YepHO-
6esyto wieHky. CkoJIbkO CHUHMKOB Ha YepHO-
6enoli nu1erKe cuenan nana?

3. Mama xymuna omuH ap6y3 Becom B 3 kr,
a gpyroii — BecoM B 2kr. CKOJILKO CTOAT
oba apbysa, ecnu 3a 1 Kr HYXHO IUIaTHTh
15 xoneex?

IIT knace

1. B nepebiii NeHs TYPUCTCKOrO MOXOAA KO-
Hepel npouutk 12kM, a BO BTOPOH OEHB —
emwe 15xM. Beero oum 3a oba mus 6bUM B
nyTH 9 yacoB. CKOJILKO 4acoB MHOHEPH! GbLTH
B MYTH KaXXIbIA [EHb ?

2. B WIKOMBLHYIO CTOJIOBYIO IPHBE3NH 7 ALLH-
KoB f6JI0K M 9 AmMKOB rpyw, Bcero 96 kr
¢pyxToB. Bec ¢pykTOB B KakIAOM sIIMKE
omMH H TOT *e. CKOJBKO KWIOTpaMMOB
A6JI0K U CKOJILKO KT TPYIL IIPHBE3JTH B IIKOJTY ?
3. B nepBblii AeHb IKOJLHBIX KAHUKYJI B My-
3efl MOLLIM 5 IPYIM Y4€HHKOB, 2 BO BTOpPOM
JeHb — elue 4 Takux Xe rpymnsl. Bcero 3a
nBa OHA B Myseid xomwm 180 yyeHHMKOB.
CKONbKO Y4EHHKOB XOIWIU B My3ei B Kax-
ZRIE B3 OBYX OHEH?

IV kaacc

1. [Mapoxoa npoxomuT mo TeueHHo 26,5 kM
B 9Yac, a MPOTHB Te4eHHA — ToJbko 18,5 km
B yac. Haiitu ckopocTth TeueHns 1 co6CTBEH-
HYIO CKOPOCTB II2poXofa.

2. CnuiaB comepXHT 3 4acTH MeOy M 2 4acTu
0J10Ba, NIpuYeM Mean Ha 34,2 r Gosblie, YyeMm
onora. CkoJibko MeId H CKOJBKO OJIOBa B
ciutaBe?

3. 'eonoru nponenanyu nyts B 2450 kM. 109
OyTH OHHM JIETEJIH B camouiere, 609, mytn
IUTBUIA B JIOJKE, 32 OCTAJIBHOM ITyTh NMPOLLUIH
nemwkoM. CKOJBKO KM TE€OJIOTH IIPOILUIH
nemxom?

V xnace
1. Joknan y4yeHHMKa MPOJOJDKAJICH % ypoka,

paccka3 yIuTens % YPOKa, OCTaJIbHOC BpEM#

yuammecs pewanu 3anady. Ckosbko Bpe-
MEeHH y4alnuecs pemana 3ajgady (1 ypox
=45MuH.)?

2. Mactep MOXeT BLINOJHHTH MOPYYECHHYIO
pa6oty 3a 20 nHeit, a yueHuk — 3a 30 gHei.
3a CKOJILKO [HeHl BHIIONHAT 3Ty paboTy
MacTep M y4E€HHK COBMECTHO?

3. Cobpayin 100kr rpu6oB, BIAXHOCTL KO-
TopeIX cocrasyseT 90%;,. Koraa rpu6el non-
COXJIM, HX BJIQXHOCTB oka3ainack 80%. Ckons-
KO BECAT IPHORI NOCJIE DOACYLIKH ?

VI xaace

1. Cnjap Meau M DHMHKA conepuHT 829, Me-
au. ITocne mobasnenns 18 kr uMHKa cnnap
cTaJ comepxathb ToJbko 705, Mean. CkoJibKo
MeIM M CKOJIbKO LMHKa OhLIO B CILTaBe BHa-
yane?

2. Muma xymun 10 KoHBepTOB M 8 BUAOBBIX
OTKpPbITOK C MapkaMH 3a 82 koneiiku, a Bepa
Kynuia 3 KOHBepTa M 5 OTKPHITOK 32 35 Kxom.
CKOJILKO CTOMT KOHBEPT C MapKOf M CKOJIBKO
CTOMT BHIOBasi OTKPBITKA C MapKoii?

3. Tokapb ¥ ero y4eHUK NOJDKHbI OBLIM H3-
FOTOBHTB 3a cMeHy 65 nmetaneii. Ho Toxaps
nepeBLINOJIHNAI 3aaaHue Ha 109/, a yyeHuk —
Ha 20%,, MO3TOMYy OHM H3rOTOBWJIH BMeCTe
74 nmetamn. CkoJibko meranedl nomkeH 6bun
caeNnaTh Kaxabli U3 HUX?

VII knacc

1. Typucr nporusin Ha Jogke 24xM no
TEYEHVNIO PEKM M BepHyJics o6paTHo, 3aTpa-
THB Ha Bechb nyTh 7 4Yacos. CkopocTh €ro
noAKH B cTosvel Boge 7km/yac. Haiimute
CKOPOCTb TE€Y€HHS PEKH.

2. Iloean MockBa — XapbkoB OTIIPABIICS
¢ ono3aaHueM Ha 1 yac. Ho on npoiuen stot
nyTe (720 kM) co ckopocThio, Ha 10kM/4ac
6oJiblie, YeM MpesyCMOTPEHO PACIIMCAHUEM,
¥ npubrin B XapbkoB cBoeBpeMeHHo. C Ka-
KO CKOPOCTBFO 111€JI 3TOT Moe3n?

VIII knacc

1. HaitmuTe cyMMY BCEX HEYETHBIX HATypasib-
HEBIX 9Mcen, MeHbiux 1000,

2. Yto Gonbiue: a) 4]/3 mim 7?7 6) ]/5 WM
V32

3. B yeM CXOACTBO U B Y€M Pa3/IMuUe MEXITY

ypaBHerusMu |/2x+14+x=7 un }/2x+1

+7=x?

IX knace

1. B paBHOGEAPEHHRIH TPEYTOJNILHMK C OCHO-
BaHueM 20 cM H BLICOTO# 8 cM HYXKHO BIIHCAaTh
OpsSIMOYTOJIbHHK Tak, 4TO6Rl ofHa H3 ero
CTOPOH JieXaJla Ha OCHOBaHHH TPEYroJ/IbHH-
xa. ITpu xaxoit BbICOTE NPAMOYTOJILHAKA ETO
wromanap 6yneT MakCUMaJIbHO# ?

2. BeicoTa NpaBUITLHOM YCEYEHHOM YeThIpe-
XyroJibHOM nMupamumbl 7 cM, CTOPOHBI OCHO-
Bauuid 10 cM (BHU3Y) 1 2cM (BBEpXy). Halitn
wHy 60oxoBoro pe6pa nMpaMuARL.

3. CocraBuTh ypaBHeHHe KacaTeJIbHOH K KpH-
BOM y = x* B TOUKe, re x = —2.

X Kjiace
1. Joxa3aTs, 4To sin 18°-cos 36° = 0,25.

2. PelnTe ypaBHeHHe sin® ;ﬁ cos* ; =0,25.

3. Onpenenuts mWioManb (QHIyphl, OrpaHM-
4EeHHOH JIHHUAMH
yY=2x+lux—y=1

Schiiler einer Internatsschule
in Ordshonikidse, s. Beitrag S. 101
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Aufaben aus
sowjetischen
Lehrbiichern

Klasse 1

Al A Ein Schiiler hatte 15 Kopeken. Als
er Briefmarken kaufte, erhielt er 3 Kopeken
zuriick.

Wieviel kosteten die Briefmarken? Was fiir
Marken konnte er kaufen (siche Bild 1)?

A2A Verahatte12 Abziehbilder. Die Mutti
schenkte ihr noch 3 Abziehbilder mehr, als
sie schon hatte.

Wieviel Bilder hatte Vera nun?

A3 A Schiiler pflanzten Baume: 38 Birken,
29 Linden; Eichen pflanzten sie 15 weniger
als Birken und Linden zusammen.

Wieviel Eichen pflanzten die Kinder?

Klasse 2

Ala Kolja angelte 10 Fische, aber Ser-
joscha angelte zweimal mehr.

Wieviel Fische angelten beide Jungen zusam-
men?

A2A Wihrend des Urlaubs machte Vati
92 Fotos, darunter waren 2 Farbfilme zu je-
weils 30 Bildern und ein Schwarz-Wei8-Film.
Wieviel Fotos machte Vati auf dem Schwarz-
WeiB-Film?

A3 A Mutti kaufte eine Wassermelone von
3kg und eine andere von 2kg.

Wieviel kosten beide Wassermelonen, wenn
man fiir ein Kilogramm 15 Kopeken bezahlen
muf}?

Klasse 3

AlA Am 1.Tag der Touristenwanderung
legten die Pioniere 12km zuriick und am
zweiten Tag noch 15 km. Insgesamt waren sie
an den beiden Tagen 9 Stunden unterwegs.
Wieviel Stunden wanderten die Pioniere an
jedem Tag?

A2 A Indie Schulkiiche brachte man 7 Ki-
sten Apfel und 9 Kisten Bimen, insgesamt
96 kg Friichte. Das Gewicht der Friichte in
jeder Kiste war ein und dasselbe.

Wieviel kg Apfel und wieviel kg Birnen
brachte man in die Schulkiiche?

100

A3 A Amersten Tagder Schulferien gingen
5 Schiilergruppen ins Museum und am zwei-
ten Tag noch vier solcher Gruppen. Insge-
samt waren an den zwei Tagen 180 Schiiler
im Museum.

Wieviel Schiiler waren an jedem der zwei Tage

im Museum?

Klasse 4
ala Ein Dampfer bewegt sich mit der
Stromung mit einer Geschwindigkeit von

km
26,5 5

km
18,5 o

Gib die Geschwindigkeit der Stromung und
die Eigengeschwindigkeit des Dampfers an!

, aber gegen die Strémung nur mit

A2a Eine Legierung besteht zu 3 Teilen
aus Kupfer und zu 2 Teilen aus Zinn, wobei
34,2 g Kupfer mehr als Zinn vorhanden sind.
Wieviel Kupfer und wieviel Zinn sind in der
Legierung?

Ala Geologen legten einen Weg von
2450km zuriick. 107 des Weges flogen sie
im Flugzeug, 607 des Weges fuhren sie im
Boot und den Rest liefen sie zu FuB.
Wieviel km gingen die Geologen zu Fu3?

Klasse §
Ala Der Schilervortrag dauerte % der

2
Unterrichtsstunde, der Lehrervortrag 5 der

Stunde, in der restlichen Zeit 1sten die Schii-
ler Aufgaben.

Wie lange 16sten die Schiiler Aufgaben

(1 Unterrichtsstunde £ 45min)?

A2 A Ein Meister kann den Arbeitsauftrag
in 20 Tagen schaflen, ein Lehrling in 30 Ta-
gen.

In wieviel Tagen erfiillen diese Arbeit Meister
und Lehrling zusammen?

A3A Man sammelte 100 kg Pilze, die 907%
aus Feuchtigkeit bestanden. Als die Pilze
etwas getrocknet waren, betrug ihre Feuchtig-
keit 8075,

Wieviel wiegen die Pilze nach dieser Trock-
nung?

Klasse 6

Ala Eine Legierung aus Kupfer und Zink
enthilt 8276 Kupfer. Nach einem Zusatz von
18kg Zink enthilt die Legierung nur noch
707 Kupfer.

Wieviel Kupfer und wieviel Zink waren am
Anfang in der Legierung?

A2A Michael kaufte 10 Briefumschlige
und 8 Ansichtskarten (jeweils mit Briefmar-
ke) fiir 82 Kopeken, und Vera kaufte 3 Brief-
umschlidge und 5 Karten (jeweils mit Brief-
marke) fiir 35 Kopeken.

Wieviel kostet ein Briefumschlag mit Brief-
marke, und wieviel kostet eine Ansichtskarte
mit Briefmarke?

A3 A Ein Dreher und sein Lehrling muBten
in einer Schicht 65 Werkstiicke anfertigen.
Der Dreher schaffte 10%; und der Lehrling
209 iiber den Plan, so stellten sie zusammen
74 Werkstiicke her.

Wieviel Werkstiicke muBte jeder von ihnen
herstellen?

Klasse 7

Al A EinTourist fuhr in einem Boot 24 km
stromabwirts auf einem FluB und anschlie-
Bend zuriick entgegengesetzt der Strémung.
Fiir den ganzen Weg benétigte er 7 Stunden.
Die Geschwindigkeit des Bootes in stehendem
km
h
schwindigkeit des Flusses an!
A2a Der Zug Moskau—-Charkow fuhr mit
einer Verspidtung von einer Stunde ab. Er
legte diese Strecke (720km) mit einer um
km
IOT
miBig vorgesehen zuriick und erreichte Char-
kow piinktlich.
Mit welcher Geschwindigkeit fuhr der Zug?

Wasser betrigt 7—. Gib die Strémungsge-

hoheren Geschwindigkeit als fahrplan-

Klasse 8

Al A Finde die Summe aller ungeraden
natiirlichen Zahlen, die kleiner als 1000 sind!
A2A Wasist groBer a)4 }Joder7;

b) }2 oder *)3?
A3A Worin besteht die Gemeinsamkeit
und worin besteht der Unterschied zwischen

den Gleichungen
VZx+T+x=7und }2x+T+7=x?

Klasse 9

Ala In einem gleichschenkligen Dreieck
mit einer Grundseite von 20cm und einer
Hohe von 8cm soll ein Rechteck so einge-
zeichnet werden, daB eine seiner Seiten auf
der Grundseite des Dreiecks liegt.

Bei welcher Hohe des Rechtecks ist die Recht-
ecksfliche am groBten?

A2A Die Hohe eines regelmiBigen vier-
eckigen Pyramidenstumpfes betragt 7 cm, die
Grundseiten betragen (unten) 10cm und
(oben) 2cm. Finde die Linge der Seitenkante
der Pyramide!

A3a Avufzustellen ist die Gleichung der
Tangente an die Kurve y=x® im Punkt
x=—2.

Klasse 10
Ala Zubeweisen ist, da
sin 18°-cos 36°=0,25.

A2A Zulosen ist die Gleichung

4X_aX _
sin’ 3 cos’ 2_0,25.

A3 A, Bestimme die Fliche der Figuren, die
begrenzt wird durch die Kurven y?=2x+1
und x—y=1!

L. Flade|A. Halameisdr



Eine
Internatsschule
der Stadt
Ordshonikidse

Eine normale Internatsschule ist es, wie es
viele im Nordkaukasus gibt. Sie befindet sich
in einem der Stadtteile von Ordshonikidse,
nimmt jedoch eine ziemlich groBe Flache ein.
Dazu gehoren neben den Unterrichtsrdumen
die Gebédude mit den Schlafsilen, der Speise-
raum und eine Vielzahl Hilfsgebdude. Die
Schule besitzt einen groBen Sportkomplex.
Und obwohl sie, wie bereits erwihnt, eine
ganz gewohnliche Schule ist, unterscheidet
sie sich doch von ghnlichen anderen Schulen:
hier werden Spezialklassen in Mathematik ge-
flihrt, und zwar fiir achtes, neuntes und zehn-
tes Schuljahr. Die Schule existiert seit 1972.
In ihr werden rund 500 Kinder unterrichtet,
von denen fast 300 von auBerhalb kommen
und deshalb die Woche iiber hier wohnen.
Die Auswahl in die Mathematikklassen er-
folgt auf der Grundlage der regelmdBig in den
Kreisen durchgefiilhrten Mathematikolym-
piaden. Die besten Schiiler — die Sieger dieser
Olympiaden — werden in diese Klassen auf-
genommen. Nicht selten weilen hier Giste
aus der Moskauer Staatlichen Universitat,
die talentierte Kinder fiir die Mathematik-
Internatsschulen der Moskauer Staatlichen
Universitit auswahlen.

Der Direktor der Schule, Asyigirej S. Godshi-
Jew, erzihlt iiber das Leben an der Schule und
bemerkt, daB sie wegen ihrer Jugend noch
keine eigenen bekannten Mathematiker nach-
weisen kann, da diese noch in Moskau stu-
dieren, jedoch hofft das Lehrerkollektiv, in
naher Zukunft unter den beriihmten sowjeti-
schen Mathematikern auch die Namen ihrer
ehemaligen Schiiler wiederzuerkennen.
Einer der vielen Schiiler — Boris Mildsichow
aus der 9.Klasse — ist Sieger der russischen
Mathematikolympiade und fdhrt in diesem
Jahr wieder zur Allunionsmathematikolym-
piade. Seine Mathematiklehrerin, Raisa K.
Demidowa, hofft auf die Erfolge ihres Zog-
lings.

Fiir den Spezialunterricht in Mathematik an
der Schule werden Dozenten der Nord-
Ossetischen  Kosta-Chetagurow- Universitdt
der Stadt Ordshonikidse verpflichtet. Natiir-
lich arbeiten auch die Mathematik-Zirkel
aktiv. Interne Schul-Mathematik-Olympia-
den werden durchgefiihrt.

Genosse Godshijew ist der Meinung, daB die
groBe Aufmerksamkeit, die der Schule durch

die Regierung der SOASSR zuteil wird und
die groBen Mittel, die fir die Schulbediirl-
nisse bereitgestellt werden, es auch in Zu-
kunft ermoglichen werden, die mathemati-
sche Spezialisierung der Schule bedeutend zu
vertiefen. Alle Klassen sind bereits mit mo-
dernen Unterrichtsmitteln ausgestattet (Pro-
grammierung des Abfragens mit Hille von
Spezialapparaturen, moderne Projizier- und
Filmapparaturen).

Zweifellos — sagt Genosse Godshijew — kann
man noch vieles tun. Die Hauptsache ist,
Erfahrungen im Unterricht zu sammeln. In
diesem Zusammenhahg driickte er den
Wunsch aus, mit entsprechenden Einrichtun-
gen in der DDR in Erfahrungsaustausch zu
treten. Fiir den Briefwechsel teilt er seine
Adresse mit: SOASSR

Ordshonikidse, ul. Minina 15
Internatsschule Nr.2

Aufgaben der Kreis-
Mathematikolympiade
Klassenstufe 7 .
Ala Berechne das Ergebnis des Aus-
drucks:

1 1 116 _118 5
74— 1 *tie 119 | 6 Punkte)
A2a In einer zweistelligen Zahl wurde

eine Ziffer gestrichen, wobei sich die Zahl um
das 31fache verringerte.

Welche Zifler und an welcher Stelle wurde
gestrichen? (5 Punkte)

A3a Ist die Zahl 111...1 (1977 Einsen
hintereinander) das Quadrat einer ganzen
Zahl? (4 Punkte)
Ad4a Mit wie vielen Nullen endet das
Produkt 1-2-3-4-5-...:50? {4 Punkte)

Klassenstufe 9

ala Losedie Gleichung
8x+ 19| 16(x+1)

7 ]= 11
wobei der Ausdruck in der eckigen Klammer
eine ganze Zahl ist! (5 Punkte)
A2a Entwickle die Formel des Kreisbo-
gens um den Koordinatenursprung mit dem
Winkel a! (5 Punkte)
A3a Auf dem Umlang eines Kreises mit
einer Linge von 60m bewegen sich gleich-
miBig und in gleicher Richtung zwei Punkte.
Ein Punkt durchlduft einen vollen Umkreis
5 Sekunden schneller als der andere, wobei
er diesen jede Minute einmal einholt. Be-

stimme die Geschwindigkeit der Punkte!
(4 Punkte)
A4 a In einer Urne befinden sich 500 Ku-
geln mit den laufenden Nummern von 1 bis

500. i
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB3 die
Zahl einer beliebig gezogenen Kugel durch
10 teilbar ist? (4 Punkte)

Klassenstufe 10
ala Losedie Ungleichung
3|x—2|—4|x+5|—|3x +9| < 3!
A2a Lbésedie Gleichung (5 Punkte)
8x+ 19| _16(x + 1)
7 ] 1
wobei der Ausdruck in der eckigen Klammer
eine ganze Zahl ist! (4 Punkte)
A3a Entwickle die Formel des Kreisbo-
gens um den Koordinatenursprung mit dem
Winkel o! (4 Punkte)
A4 A Losedie Gleichung
4sin? 3x —2cos 2x +2,1=0!
J.Sikojev (5 Punkte)

Stundenplan der allgemeinbildenden Oberschulen in der UISSR

Fach Anzahl der Wochenstunden nach Klassen
I Inm I v v VI VII VII IX X
1. Muttersprache 12 10 10 6 6 3 3 22,0 -
2. Literatur - - - 2 2 2 2 3 4 3
3. Mathematik 6 6 6 6 6 6 6 6 5 5
4. Geschichte - - 2 2 2 2 3 4 3
5. Gesellschaftskunde - - - - - - - - - 2
6. Naturkunde - 2 2 2 - - - - - -
7. Erdkunde - - - - 2 3 2 2 2 -
8. Biologie - - - - 2 2 2 202 2
9. Physik - - - - - 2 2 3 4 3
10. Astronomie - - - - - — - - |
11. techn. Zeichnen - - - — - 1 1 1 -
12. Fremdsprache - - - 4 3 3 2 2
13. Chemie - - - - - - 2 2 3
14. Zeichenunterricht | | 1 1 | | - - -
15. Gesang u. Musik 1 ] 1 | 1 1 | - - -
16. Turnen 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
[7. Produktionsausbildung 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Wochenstunden (oblig.) 24 24 24 24 30 30 30 30 30 30
Unterricht ([ak.) - - - - - - 2 4 6 6
insgesamt 24 24 24 24 30 30 32 34 36 36
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alpha stellt vor:
Prof. Dr.

P. S. Alexandrow

Mirglied der Akademie

der Wissenschaften der UdSSR,
Held der sozialistischen Arbeit
Moskauer Staatliche Universitdt

Professor Pawel Sergejewitsch Alexandrow
ist gleichermaBen bekannt durch seine wis-
senschaftlichen Leistungen, durch seine Ar-
beit als Hochschullehrer — und durch die
Musik- und Vortragsabende, die der 80jih-
rige in einem der Horsédle der mechanisch-
mathematischen Fakultat veranstaltet. Der
sowjetische Wissenschaftsjournalist W.Jan-
kulin, selbst Mathematiker, zeichnete Bemer-
kungen von Prof. Alexandrow iiber ,,den
Wissenschaftler auf:

Sein Ziel

Das Prestige (Ansehen), das seit alters her
die Tatigkeit und den Titel eines Wissen-
schaftlers begleitet, beruht auf zweierlei:
erstens, daB die Wissenschaft die Wahrheit
sucht als eines der hochsten Ziele, die der
Mensch anstrebt, und zweitens, daB die
Arbeit eines Wissenschaftlers untrennbar ver-
bunden ist mit der Heranfithrung anderer,
vor allem junger Menschen, an diese Wahr-
heit.

Wenn ein Mensch, der sich mit Wissenschaft
beschiftigt, seine Tatigkeit unter diesen zwei
Aspekten (Gesichtspunkten) begreift und da-
nach handelt - die Suche nach der Wahrheit
und die Heranfiihrung an sie —, dann wird es
die Gefahr eines ungehemmten, blo8 quanti-
tativen Wachstums der wissenschaftlichen
Produktion kaum geben.

Seine Motive

Es ist von Ubel, wenn das Verfassen einer
wissenschaftlichen Arbeit zum Selbstzweck
wird. Fiir das Schreiben von wissenschalt-
lichen Arbeiten will ich nur zwei Motive an-
erkennen:

unmittelbaren Nutzen zu liefern, oder das
uneigenniitzige Interesse an Erkenntnis, bes-
ser gesagt, leidenschaftliche wissenschaftliche
Neugierde, die den Menschen so lange nicht
ruhen 1aBt, bis er sie befriedigt hat.
Natiirlich kénnen beide Motive - das Streben
nach praktischem Nutzen und wissenschaft-
licher Neugierde — wunderbar miteinander
existieren, wie das Euler und Gauff und in der
neueren und jingsten Zeit Tschebyschow,
Poincaré, Shukowskiund viele andere zeigen.
Der Funken wissenschaftlicher Kreativitit
(Schopfertum) entflammt erst dann, wenn das
Interesse fiir die zu l6sende Frage einen solch
kritischen Stand erreicht, daB der Mensch
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nicht mehr umhin kann, sich damit zu be-
schiftigen, wenn er von dem Streben nach
ihrer Losung vollig beherrscht wird. Der An-
stoB dazu mag sehr verschieden sein. Neh-
men wir ein Beispiel aus dem Leben eines
der groBten Wissenschaftler der Neuzeit, des
Astronomen und Mathematikers Johannes
Kepler, der von 1571 bis 1630 lebte.

Er wurde mit ungefahr vierzig Jahren Wit-
wer, und er beschlo8 zwei Jahre darauf, wie-
der zu heiraten. Seine neue Frau war die
Tochter eines Weinhéindlers. Bald nach der
Heirat kam ein Kaufmann, der den Inhalt
von Weinfassern messen wollte, um den Preis
zu bestimmen. Ein schwieriges Unterfangen,
denn Fisser haben keine regelmiBige zylin-
drische Form. Am einfachsten kénnte man
ihren Inhalt messen, indem man sie mit
Eimern fiillt — oder eimerweise entleert. Das
ist einem Weinhéndler aber nicht mehr még-
lich. )

Kepler fiihlte sich herausgefordert durch das
Problem der Berechnung des Inhalts von
Fassern. Das Ergebnis war eine geniale
mathematische Arbeit, die den Untertitel
trug: ,,Eine neue Stereometrie von Wein-
fassern*‘. Dabei hatte Kepler am Beispiel von
Weinfassern allgemeingiiltige Methoden zur
Bestimmung von Volumina entwickelt, die
durch gekriimmte Oberflichen begrenzt sind.
So wurde er einer der Begriinder der Integral-
rechnung.

Seine Qualen

Wissenschaftler, deren Beruf eine Berufung
ist, verspiiren den inneren Zwang, sich mit
ihrem Problem zu beschiftigen. Das wird
ihnen zur Qual. Dieser Ausdruck ,,Qual* in
bezug auf wissenschaftliche Arbeit stammt
nicht von mir, sondern von dem Mathemati-
ker Kurant, einem der groBen Mathematiker
unserer Zeit. Diese Qual - so sagte er mir in
einem Gesprich — erklirt, warum die meisten

Mathematiker verhéiltnismaBig frith ihre
eigene schopferische Arbeit beenden: Sie
halten einfach die stindige innere Spannung,
mit der ihre Arbeit verbunden ist, nicht sehr
lange aus. Wenn ich von wissenschaftlicher
Arbeit spreche, dann stiitze ich mich selbst-
verstindlich auf meine eigene Erfahrung.
Und obwohl diese Erfahrung die Mathematik
ist, glaube ich nicht, daB sie in anderen
Wissenschaften, zumindest in den sogenann-
ten exakten Wissenschaften, wie der Physik,
der Chemie und anderen, eine wesentlich
andere wire. Wenn es um echte wissenschaft-
liche Arbeit geht und nicht um das Schreiben
einer notwendigen Anzahl von Seiten, dann
ist die sogenannte ruhige wissenschaftliche
Arbeit ein Mythos.

Wissenschaftliche Arbeit, das ist die Suche
nach der Wahrheit, und sie ist immer un-
ruhig und besteht immer aus dem Ubergang
von einem miBgliickten Versuch zum ande-
ren, bis man schlieBlich einen erfolgreichen
Weg findet — wenn man ihn tiberhaupt findet.
Diese Arbeit ist genauso unruhig wie die
Arbeit eines Musikers, der so lange nach dem
Klang eines musikalischen Satzes sucht, bis
er ihn gefunden hat. Noch unruhiger kann
héchstens die Arbeit des Chirurgen sein, der
sich zu alledem noch bewuBt ist, daB jeder
MiBgriff das Leben eines Patienten kosten
kann.

Seine Freude.

Eines der wesentlichen Momente fiir einen
Wissenschaftler besteht meiner Meinung nach
darin, daB er sich als Beteiligter am gesamten
geistigen Leben seiner Epoche und seines
Landes betrachtet, daB er sich an der geistigen
Auseinandersetzung seiner Zeit beteiligt.
Dann spiirt er auch seinen Anteil an Verant-
wortung. Darin liegt eine der Ursachen fiir
das Bestreben des Wissenschaftlers, seine
Kenntnisse seinen Schiilern zu iibermitteln.




Ein Streben, das letztlich auch eine unmittel-
bare emotionale (gefithlsmaBige) Quelle hat —
die Freude daran, daB es diese Schiiler gibt.

Seine Freunde

In diesem Zusammenhang einige Bemerkun-
gen iiber zwei hervorragende Mathematiker
der ersten Halfte unseres Jahrhunderts:
Uber den Deutschen Hausdorf und den Hol-
lander Brouwer. Beide vertraten jene sehr all-
gemeine und sehr abstrakte Richtung der
hoheren Mathematik, die unter der Bezeich-
nung Theoretische Mengenrichtung bekannt
ist. Brouwer und Hausdorf waren einander
ganz und gar undhnlich, hatten aber doch
gemeinsame Ziige. Sowohl der eine als auch
der andere wollte in jungen Jahren, bevor er
Mathematiker wurde, Musiker werden:
Hausdorf Komponist und Brouwer Pianist.
Zweitens interessierten sich beide bis zum
Ende ihrer Tage fir Fragen der Ethik, der
Moral und der Philosophie.

Thre musikalischen Neigungen behielten sie
ihr ganzes Leben lang. Im Arbeitszimmer
eines jeden stand ein Fliigel. Bei meiner ersten
Begegnung mit Brouwer zum Beispiel horte
ich von ihm die Violinkonzerte Vivaldis, die
Bach fiirs Fortepiano umgeschrieben hatte.
Ich hatte auch Gelegenheit, Hausdorf musi-
zieren zu horen. Er hatte umfassende und
subtilste (feinste) kulturelle Interessen. Als er
Mathematiker wurde, schrieb er Theater-
stiicke, die in den zwanziger Jahren mit Erfolg
auf deutschen Biihnen gespielt wurden. Sein
Beitrag zur Mathematik besteht hauptsich-
lich darin, daB er zum ersten Mal den Innalt
einiger neuer mathematischer Objekte erfaBt
hatte : Diesogenannten topologischen Raume,
die er in die Mathematik einfithrte, womit er
den Grundstein fiir die Erforschung ihrer
Eigenschaften legte.

Der umfassende Charakter sowohl der mathe-
matischen als auch der kulturellen Interessen
verlieh der Lehrtatigkeit Hausdorfs Glanz
und Universalitit. Mein Umgang mit Haus-
dorf brach mit der Machtergreifung Hitlers
ab. Hausdorf fand ein tragisches Ende. Zu
Beginn des Jahres 1943 erfuhr Hausdorf von
einem seiner fritheren Schiiler, daB er in ein
Vernichtungslager transportiert werdensollte.
Er zog es vor, mit seiner Frau in seinem Haus
dem Leben ein Ende zu machen. ..

Sein Standpunkt

GewiB, es gibt auch Menschen, die sich mit
Wissenschaft beschiftigen, ohne Zweifel be-
gabt sind und sogar wichtige wissenschaft-
liche Ergebnisse gewinnen, doch von dem,
was ich unter ,,Wissenschaftler* verstehe,
weit entfernt sind. Sie sehen ihre Wissen-
schaft nur vom Standpunkt ihrer eigenen Er-
folge. Um ein bekanntes Wort Stanislawskis
iiber die Kunst abzuwandeln, sie sehen nicht
die Wissenschaft in sich, sondern sich in der
Wissenschaft.

Diese egozentrische (alles auf das Ich be-
zichende) Haltung ibertrigt sich zuweilen
auf die pidagogische Tatigkeit, wodurch
schon die Schiiler verdorben werden konnen.
Solche Erscheinungen sind zu unserem Gliick
Ausnahmen, aber es gibt sie. Manchmal ist
es so, daB sich eine derartige Haltung erst in
den spdteren Jahren zu entwickeln beginnt
und in wissenschaftliche Ruhmsucht und
Eigensucht libergeht. Was ist die Ursache
einer solchen Fehlentwicklung? Meiner Mei-
nung nach der Mangel an einer tiefgehenden
allgemeinen Kultur und das Fehlen der An-
gewohnheit, iiber Dinge nachzudenken, die
auBerhalb der unmittelbaren Beziehung zum
enggefafBten Gegenstand der eigenen Arbeit
stehen.

Ich glaube deshalb, daB kein Lehrender, ganz
gleich, ob er sich Professor, Dozent oder
Lehrer nennt, das Recht hat, auf eine um-
fassende kulturelle und natiirlich auch eine
gesellschaftliche Erziehung seiner Schiiler zu
verzichten.

Die Kultur besteht in der Kunst zu lesen,
Musik zu horen, die Werke der Natur und
der darstellenden Kunst zu betrachten. Lesen
kénnen, das bedeutet, iiber das Geschriebene
nachdenken zu kénnen. Biicher werden ja
geschrieben, um iber sie nachzudenken, und
nicht nur die Fabel aufzunehmen. Zum Lesen
lernen, zum Hoéren und zum Sehen braucht
man Erfahrung, braucht man Training.

Sein Jahrhundert

Man nennt unser Jahrhundert oft das Jahr-
hundert der Fechnik. Das ist richtig. Die Tech-
nik hat gerade jetzt ein prinzipiell neues
Niveau erreicht, das uns ermoglicht, Pro-
bleme zu ldsen, von denen man noch vor
einigen Jahrzehnten im besten Falle triumen
konnte. Und wir Mathematiker kdnnen stolz
darauf sein, daBl die Mathematik dabei eine
groBe Rolle spielt.

Heute ist v6llig klar, daB die moderne Tech-
nik ausreicht, um den materiellen Wohlstand
der Menschheit zu gewahrleisten. Aber der
Fortschritt zu einem hoheren Ziel ist eine
Frage der Umgestaltung der menschlichen
Gesellschaft, 16sbar nur durch die Verwirk-
lichung der Ideale der kommunistischen Ge-
sellschaft. Deshalb ist es auch offensichtlich,
daB die Technik selbst und der technische
Fortschritt fiir die Menschheit nur ein Mittel
und nicht Selbstzweck sind.

In der kommunistischen Gesellschaft wird die
Arbeit Lebensbediirfnis sein. Ich hoffe, daB
die Menschen dann Zeit haben und aufhéren
werden, in Hektik und Hast zu leben.

Man sagt, daB die moderne Musik den Rhyth-
mus der modernen Epoche, die Epoche der
Technik widerspiegelt. Mag sein, daB die
Musik in der Epoche des Kommunismus den
Rhythmus der Epoche widerspiegeln wird, in
der die Menschheit begreift, daBl nicht die
Menge der Eindriicke, sondern ihre Tiefe die

Universitdt Jaroslawl, Sektion Mathematik

A1677a Zwei verschiedene natiirliche
Zahlen bezeichnen wir als GUTE, wenn dicse
sich in dieselben Primzahlen zerlegen lassen
(im allgemeinen mit verschiedenen Potenzen,
z.B.

30=2-3-5und 3000 =23-3-53).

Diese Zahlen heiBen dann SEHR GUTE,
wenn die beiden nédchsten natiirlichen Zahlen
auch GUT sind (z.B.6=2:3 und 48 =24-3
sind SEHR GUT, weil 6 +1=7 und
48 +1 =49 =72 auch GUT sind).

Ist die Anzahl (Menge) der SEHR GUTEN
Zahlenpaare endlich oder unendlich?

1. M. Jaglom

Ungewdahnliche Algebra
94 Seiten (1976) Preis: 5,50 M

L.1. Golowina/I. M. Jaglom
Vollstindige Induktionen
in der Geometrie

144 Seiten (1973) Preis: 6,00 M

(beide Titel erschienen bei BSB B. G. Teubner,
Leipzig)

,,Jch muB erst das Kollektiv befragen!*

Moglichkeit fiir eine wahre Aufnahme der
Welt in ihrer ganzen Schénheit erdfTnet.
Diese Freude an der Welt, das grenzenlosce
Entziicken, von dem der russische Dichter
Alexander Block sprach, von dem Skrjubin
und Beethoven und Schubert sangen, von dem
aber auch die von mir erwihnien Mathe-
matiker wubten - all das wird dann dcr
Menschheit, diesem befreiten Prometheus,
eigen sein.
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18 Olympiade-
aufgaben
aus Freundesland

Ma5ala In den Term 4-12+18:6+3
sind Klammern so einzufiigen, daB man

a) die Zahl 50,

b) die kleinstmogliche Zahl,

¢) die groBtmogliche Zahl erhilt.

MaSa2a Esist die kleinste durch 36 teil-
bare natiirliche Zahl zu finden, in der alle
10 Zilfern vorkommen.

Ma6a3a Aul einer gegebenen Gera-
den g ist ein solcher Punkt zu bestimmen, fiir
den die Summe der Abstinde von zwei gege-
benen Punkten A, B der Ebene am kleinsten
ist.

Ma6ad4a Im Innern eines konvexen
Vierecks konstruiere man einen Punkt, fir
den die Summe der Abstinde zu den Eck-
punkten am kleinsten ist.

Maéa5a Ein Wanderer geht von 4
nach B und zuriick. Den gesamten Weg legt
er in 3 Std. 41 Min. zuriick. Der Weg von 4
nach B fiihrt zunichst bergauf, dann aul ebe-
nem Gebiet und danach bergab. Wie lang ist
der Teil des Weges, der durch das ebene Ge-
biet fiihrt, wenn die Geschwindigkeit des
km

Wanderers bergauf 4 b

, in ebenem Gebiet

- km km
St und bergab 6T

von A nach Bdie Linge von 9 kmhat?
Ma6a6a Gegeben sind ein  Winkel
und ein Punkt M im Innern des Winkels.
Durch diesen Punkt konstruiere man eine
Gerade derart, daB der Abschnitt der Geraden
zwischen den Schenkeln des Winkels durch
den gegebenen Punkt in zwei gleiche Teile
getetlt wird.

Ma 6a7a Aul  wieviel verschiedene
Arten kann man ein 20-Kopekenstiick in
Miinzen der Werte von 10, 5, 3 und 2 Ko-
peken wechseln?

Ma6a8a Man beweise, daB 9!°72 7972
durch 19 teiibar ist.

bétr’cigt und der Weg

Ma 7a9a Man beweise. daB aus

a+ b+ c=0folgt

aa® + b+ ¢ = 3abe,

b)a + a*c— abe + b*c + b* =0.
Ma7a410A « und b sind ganze positive
7ahlen. Es ist bekannt, daB von den folgenden
vier Behauptungen
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1) a + 1 ist teilbar durch b,

2)a=2b+5,

3) a + b ist teilbar durch 3,

4) a + 7b ist eine Primzahl,

drei Behauptungen wahr und eine unwahr ist.
Es sind alle moglichen Paare (a; b) zu finden.

Ma 7alla Manbestimmedie Menge aller
Punkte der Ebene, fir die die Summe der
Abstinde.von den Geraden, die durch die
vier Seiten des Einheitsquadrats fiihren, gleich
4 ist.

Ma7a 12 o Kann man alle zehnstelli-
gen Zahlen, deren Ziffern nur aus Einsen und
Zweien bestehen, so in zwei Teilmengen zer-
legen, daB die Summe zweier beliebiger Zah-
len aus einer Teilmenge nicht weniger als
zwei Dreien enthilt (alle Zahlen im Zehner-
Positionssystem)?

Ma7a 13 A Angenommen, es seien die
folgenden beiden Behauptungen wahr:

.a) Unter den Leuten, die einen Fernseher

besitzen, gibt es solche, die keine Maler sind;
b) die Leute, die jeden Tag schwimmen gehen,
und keine Maler sind, besitzen keinen Fern-
seher.

Folgt hieraus, daB die Behauptung c) wahr
ist?

c) Nicht alle Besitzer eines Fernsehers gehen
jeden Tag schwimmen.

Ma8al14a Welche Zahl ergibt das
Produkt
101- 100001 - 100000001 -... -
100...001?

2"—1 Nullen

Ma8a15a Welche ganzzahligen Losun-
gen besitzt die Gleichung

Vx+V/y=)/1960?

Ma 8a16a Zur Gleichung
[+ x+x*+x*=2" sind die ganzzahligen
Losungen zu bestimmen.

Ma8a 174 Man beweise: wenn die
positiven ganzen Zahlen m und n relativ prim
sind, dann existiert eine natiirliche Zahl k,
so daB die Zahl m*—1 durch n teilbar ist!

Ma9al18a Es haben sich n Menschen
versammelt. Einige von ihnen sind miteinan-
der bekannt. Je zwei Nicht-Bekannte haben

genau zwei gemeinsame Bekannte. Zwei Be-
kannte haben keine weiteren gemeinsamen
Bekannten. Man beweise, daB die Anzahl der
Bekannten fiir jeden der Versammelten gleich
ist.

Aus: ,Aufgaben aus Mathematikolympia-
den“ von I.L.Babinskaja, Verlag Nauka
Moskau.

Zur Verfligung gestellt, iibersetzt und be-
arbeitet von stud. math. Otmar Langer z.Z.
Student an der Universitdt Leningrad.

Auf der Spur eines
sowjetischen Diploms

Aus meiner Adresse konnen Sie entnehmen,
daf ich wieder an den Ort meiner Aspirantur
zuriickgekehrt bin — nach Minsk an die Belo-
russische Staatliche Lenin-Universitat. Das
Thema unserer mathematischen Forschungen
ist im Freundschaftsvertrag der Jenaer und
Minsker Universitat verankert, die Konzep-
tion fir eine Monografie dariiber hinaus
bereits erarbeitet. Mein Freund Mischa Ko-
waljow, Kandidat der mathematisch-physi-
kalischen Wissenschalten und Dozent am
Lehrstuhl, und ich wollen sie in der DDR
veroffentlichen. Wir stecken also mitten in
der Arbeit. Und das ist wohl der beste Beweis,
daB die Verbindung zu meiner Universitét
nicht abgerissen ist. -
Sie [ragen aber auch nach Erinnerungen.
Viele sind verbunden mit meiner Funktion
als Parteisekretir der Studentengrundorgani-
sation der SED. Damals haben wir den jetzi-
gen Sekretdr der Aspiranten in unsere Reihen
aufgenommen, jetzt konnte ich als Gast an
der Wahlversammlung teilnehmen. Der gute
Kontakt zu Mischa Kowaljow und zu meinem
Doktorvater Wladimir Aleksejewitsch Jemelit-
schew ging und geht weit iiber die Arbeit
hinaus. Gemeinsame Wanderungen und Na-
turbeobachtungen lieBen uns einander nahe-
kommen. Besonders beeindruckt war ich vom
ersten Sprossergesang, dem Schlag der ,,Nach-
tigall des Nordens*, aul den mich Wadimir
Aleksejewitsch hinwies...
Dr. Eberhard Girlich, wiss.
Oberassistent der Sektion Mathematik
an der Friedrich-Schiller-Universitit, Jena
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Begegnung mit Freunden

Seit einigen Jahren bestehen fiir die Jungen
Mathematiker des Saalkreises (Bezirk Halle)
zentrale Arbeitsgemeinschaften. Die Zirkel
fiir die Klassen 5 bis 8 werden im Haus des
Lehrers in Halle 14tagig durchgefiihrt. In den
Veranstaltungen werden die Mathematik-
olympiaden vorbereitet und Knobelaufgaben
gelost. Die Entwicklung des mathematisch-
logischen Denkens steht immer im Vor-
dergrund. Alle Schiiler arbeiten systematisch
mit der mathematischen Schiilerzeitschrift
alpha und beteiligen sich Zu einem groBen
Teil am alpha-Wettbewerb. Die jeweils zwei
AG’s einer Klassenstufe treffen sich an ver-
schiedenen Wochentagen, um eine bessere
Teilnahme zu sichern. )
Die FDJler der 9. und 10. Klasse beschﬁftigeh
sich gemeinsam mit Komsomolzen der 55. so-
wjetischen Mittelschule mit der Angewandten
Mathematik. Sie arbeiten 14tigig im Rechen-
zentrum der Martin-Luther-Universitat Halle
unter der Leitung eines Dipl.-Mathematikers.
Neben dem Aufstellen kleiner Programme
diirfen die Schiiler selbst an den Organisa-
tions-Apparaten arbeiten. Unser Bild zeigt
Komsomolzen und FDJler am Duplizier-
gerdt. Dipl.-Math. Bergmann gibt Hinweise
fiir die Kontrolle des Lochstreifens.

Im September 1975 wurde der Kreiskiub
Mathematik gegriindet. Zum Klub gehéren
alle Schiiler der zentralen Arbeitsgemein-
schaften. Die Klubleitung bilden die Aktiv-
vorsitzenden aus den AG’s. Den Vorsitz der

Klubleitung iibernahm Dr. Thiele vom Teub-
ner-Verlag Leipzig. Ziel des Mathe-Klubs ist
es, Uiber die AG-Titigkeit hinaus die Schiiler
mit Problemen der Angewandten Mathematik
in der Praxis vertraut zu machen und interes-
sante mathematische Héhepunkte zu organi-
sieren.

In den Herbstferien kommen die Jungen
Mathematiker zum Mathe-Treff. Am Vor-
mittag wird die Kreisolympiade vorbereitet,
und am Nachmittag stehen mathematische
Spiele auf dem Programm. In den Winter-

ferien werden differenzierte Veranstaltun-
gen fir jede Klassenstufe durchgefiihrt. So

beschiftigen sich z. B. die 6. Klassen mit der
Mathematik im Bauwesen. Nachmittags sind
Lichtbildervortrage bzw. Kinobesuche einge-
plant. In den Sommerferien fahren die besten
Schiiler aus den Arbeitsgemeinschaften der
Klassen 5 bis 8 in das Spezialistenlager. Fiir
die Klassen 9 und 10 sind Exkursionen mit
Komsomolzen in Naherholungsgebieten un-
seres Bezirkes eingeplant.
Neben der Festigung der Sprachkenntnisse
wird die Freundschaft zwischen defi beiden
Jugendverbinden vertieft.
Hohepunkt der AG-Tatigkeit sind die Ver-
anstaltungen- anlaBlich des Roten Oktobers.
H. Rebmann

Aufgaben aus der zentralen Arbeits-
gemeinschaft Mathematik des Saalkreises
(Klassenstufe 5)

Al a In einer Reihe stehen sechs Glaser,
davon sind die ersten drei mit Wasser ge-
fiillt. Indem nur ein Glas bewegt wird, soll
erreicht werden, daB sich ein gefiilltes und
ein leeres Glas abwechseln.
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A2 A Rekonstruiert folgende Multiplika-
tion, wenn in dem Multiplikationsschema g
eine gerade Ziffer und u eine ungerade Ziffer
(0£9<9; 0<u=<9) bedeutet:

uuggu

Z2 2

gugu
guu

uuuuu

(An verschiedenen Stellen des Schemas brau-
chen g bzw. u nicht verschiedene Ziffern zu
sein!)

A3 A Wir stellen uns vor, daB lings des
Aquators die Erde mit einem Fahrrad um-
rundet werden kann. Der Aquator ist
40000km lang, der Umfang der Réider soll
2m betragen. Beim Fahren sollen die Rader
abrollen, d.h. weder rutschen noch gleiten.
Wie oft drehen sich die Réder bei einer Um-
kreisung?

A4a Ineinem Buchlager ist ein bestimm-
tes Buch entweder in Paketen zu je drei Exem-
plaren oder in Paketen zu je fiinf Exemplaren
abgepackt vorhanden. Der Lagerverwalter er-
klidrt, daB damit jede beliebige Anzahl von
Biichern (die groBer als sieben ist) zusammen-
gestellt werden kann, ohne daB die Pakete
gedffnet werden. ’

R. Thiele

Mein Zusatzstudium in der UdSSR

Im vergangenen Jahr hatte ich das groBe
Gliick, sechs Monate zu einem Zusatzstu-
dium in die UdSSR fahren zu diirfen. Mein
neuer Arbeitsplatz war das Labor fiir Mathe-
matik des Instituts fiir Inhalt und Methoden des
Unterrichts an der Akademie der Pddagogi-
schen Wissenschaften der UdSSR in Moskau.
Ein Ziel meines Aufenthaltes bestand darin,
die Erfahrungen sowjetischer Pddagogen auf
dem Gebiet des Mathematikunterrichts zu
studieren. Da in jiingster Zeit in der Sowjet-
union neue Lehrpline: und Lehrbiicher fiir
das Fach Mathematik in Kraft getreten sind,
war es fiir mich besonders interessant, mit
einigen Autoren der neuen Mathematiklehr-
biicher wie Schwarzburd, Semuschin, Nesch-
kow, Rudnizkaja und anderen ins Gespriach
zu kommen.

Fiir die alpha-Leser habe ich einige Aufgaben
aus den neuen sowjetischen Lehrbiichern fiir
die Klassenstufen 4 und 5 mitgebracht.

Ala Setze in die Zeichenreihe 1*2*3*4*5
anstelle der Sternchen Operationszeichen
oder Klammern so ein, daB der entstandene
Term die Zahl 100 bezeichnet!

A2 A Setze zwischen die Zeichen 12345
6 7 8 9 Plus- oder Minuszeichen so ein, da3
der entstandene Term die Zahl 100 bezeich-
net!

A3a Ersetzein dem Bild 1 alle freien Kast-

chen durch Zahlen so, daB die Summe dreier
benachbarter horizontaler und vertikaler
Zahlen 12 ergibt!

pumsmpeenpemndy
|
|
!

¥
f | | ) ‘ | | | \‘
| | |

A4 A Kann man der Tabelle (Bild 2) fiinf
Zahlen so entnehmen, daB deren Summe 20
ist?

Dr. Lothar Flade, Sektion
Mathematik der Martin-Luther-Universitdt
Halle
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Die Liebhaber schoner geometrischer Figu-
ren konnen sich mit der Konstruktion von
Kurven beschiftigen, deren Gleichungen in
. ..m
Polarkoordinaten r=a+b sml—¢ lauten,
1

worin a, b, m, n gewisse gegebene Zahlen sind.
Um ein Polarkoordinatensystem [estzulegen,
wihlt man eine Einheitsstrecke e, einen PolO
und eine Polarachse Ox. Die Lage eines be-
liebigen Punktes M wird dann durch den
Polarradius OM und den Polarwinkel ¢ be-
stimmt, den die Strahlen OM und Ox mit-
einander bilden. Die Zahl r, die die Linge OM
durch e ausdriickt (OM =re), und der im
Grad- oder BogenmaB ausgedriickte Zahlen-
wert des Winkels ¢ heiBen Polarkoordinaten
des Punktes M.

Fiir einen beliebigen Punkt, der vom Pol O
verschieden ist, kann man 0Z¢<2n und
r> 0 annehmen. Bei der Konstruktion von
Kurven, die zu Gleichungen der Form r = f{(¢)
gehoren, ist es jedoch sachgemiB, fir die
Variable ¢ beliebige Werte zuzulassen (unter
anderem auch solche, die negativ oder groBer
als 27 sind), wihrend r sowohl positiv als
auch negativ sein darl.

Um den Punkt (¢. r) zu linden, zeichnen wir
den Strahl mit dem Anfangspunkt O, der mit
der Achse Ox den Winkel ¢ bildet und tragen
aul ihm (bei r > 0) oder auf seiner Verldnge-
rung in entgegengesetzter Richtung (im Falle
r <0) die Strecke |r[e ab. Eine erhebliche
Vereinfachung kann man dadurch erzielen,
daBl man vorher ein Koordinatennetz ein-
zeichnet, das aus konzentrischen Kreisen mit
den Radiene, 2¢, 3e usw.(mit dem Mittelpunkt
im Pol O) und aus den Strahlen besteht, fir
die ¢ =0, 107, 20°, ..., 340°, 350° ist. Diese
Strahlen sind dann auch fiir ¢ <0° und fir
¢ > 360" verwendbar: bei ¢ = 740° und bei
¢ = —340° beispielsweise haben wir es mit
dem Strahl zu tun, fiir den ¢ =20° ist. [Siche
in d. Abb. die Punkte M (40°, 3), N(120°, —3)
und P(—1230° 2).]

Wir wollen die folgenden Kurven unter-
suchen:

II. r =l+ sin 3¢,

I. r =sin 3¢, 3
L.r=1+sin3¢, IV.r= % + sin 3¢.

Dazu stellen wir eine Tabelle auf:
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¢ —-30" =20 —10° O o 10° 20° 30° 40° 50° 60
sin 3¢ -1 -087-05 0 0,5 087 1 087 05 0
-;'+sin 3¢ -05 -0370 0,5 1 1,37 15 1,37 1 0,5
| +sin 3¢ 0 013 05 1 1,5 187 2 1,87 1,5 [
%+sin 3¢ 05 063 1 15 2 231 25 237 2 1,5
¢ 70° 80" 90°

) (Hier ist 0,87 ein Ndherungswert
sin 3¢ -0, -087 -1

%+sin 3¢ 0 <037 -0, der Zahl ?)

1 +sin 3¢ 05 013 0

% +5in 1 063 05 selbe, aber mit ,,unfertigen Bldttern®, gilt [fiir

Wir nennen Sektor (o, ) den Teil der Ebene,
fiir dessen Punkte a<¢<pf ist. Verbinden
wir die Punkte (0°, 0), (10°, 0,5), (20°, 0,87),
(30°, 1), (40°, 0,87), (50°, 0,5), (60°, 0) durch
eine glatte Kurve, so erhalten wir im Sektor
(0°, 60°) ein ,,positives Blatt“ (1) der Kurvel
(Bild 2a). Setzen wir die Tabelle bis ¢ =360°
fort und verbinden auf der Zeichnung die
Punkte (60°, 0), (70°, —0,5), (80°, —0,87),
(90°, —1), (100°, —0,87), (110°, —0,5), (120°,
0), die im Sektor (240°, 300°) liegen, so be-
kommen wir in diesem Sektor ein ,,negatives
Blatt* (2) der Kurvel.

Es ist leicht zu erkennen, daB hierauf ein
»positives Blatt" (3) im Sektor (120°, 180°),
ein negatives Blatt (4) im Sektor (0°, 60°), ein
positives Blatt (5) im Sektor (240°, 300°) und
schlieBlich ein negatives Blatt (6) im Sektor
(120°, 180°) folgt.

Bei der Kurve I fallen die Blitter (1) und (4),
(i) und (5), (3) und ©6) paarweise zusammen.
Aus den letzten drei Zahlen der Tabelle ist
jedoch ersichtlich, daB

1) sich das erste positive Blatt (1) der Kurve Il

(siehe die r = ! + sin 3¢ entsprechende Zeile

2
der Tabelle) im Sektor (—107, 70°) belindet
(groBtes r = 1,5), das hieraul folgende negative
Blatt (5) im Sektor (250°, 290°) liegt (groB-
tes [r| =0,5) usw. (Bild 2a),

2) die KurveIIl nur positive Blitter in den
Sektoren (—30°, 90°), (90°, 210°) und (210°,
330°) besitzt (Bild 2b),

3) im Falle der KurveIV der kleinste Wert
r=0,5 betrdgt und die Bldtter ,,unfertig” aus-
sehen (Bild 2b). Ganz dhnlich verhilt es sich
mit den Kurven
r=a+sin¥ﬁjra=0, %, 1,
Hier 140t man den Winkel ¢ zweckmibBiger-
weise in Schritten von 18° (von 0° bis 1080°)
variieren. Bei a =0 befinden sich das erste
(positive) und das zweite (negative) Blatt in
den Sektoren (0°, 108°) und (288°, 396°)

3
5.

(Bild 3a), bei a= dagegen in den Sektoren

(—18°, 126°) und (306°, 378°) (Bild 3b). Bei
a=1 gibt es nur funf positive Bldtter in den
Sektoren (—54°, 162°), (162°, 378°) usw.; das-

a =% (Bild 3¢).
m¢

Im allgemeinen Falle der Kurve r=sin—n—

liegt das erste positive -Blatt innerhalb des
180°n

Sektors (O", , weil in diesem Sektor

l<T<1 nimmt das
2 n

Blatt einen Sektor ein, der zwischen 180° und

0°§#§ 180° ist. Bei

% ein ,,Sektor*

benotigt wird, der oberhalb 360° liegt (in
Bild 4 ist dargestellt, wie die Blitter bei
i 5% 1
n 3234

Wir wollen die Gleichung r = sin-@ng fiir den

360° liegt, wihrend fiir %<

aussehen).

Fall betrachten, da m und n teilerfremd sind.
Dann konnen folgende Fille eintreten:

1) m gerade, n ungerade. Andert sich ¢ von
0 bis 360°n, so erhalten wir eine vollausge-
bildete Rosette aus 2m Blittern 360°n:$
=2m }, von denen das letzte negativ ist; daher

durchlaulen wir, wenn ¢ weiter variiert, die
bereits konstruierte Rosette von neuem (in
Bild Saist m=4,n=13).

2) m ungerade, n gerade. Andert sich ¢ von
0 bis n-180° (eine ganze Zahl von Vollwin-
keln 1) s0 erhaltenwirmBlitter{ - 1807 1202
=m}, von denen aber das letzte positiv ist;

dndert sich ¢ weiter von n-180° bis n-360°,
so ergeben sich infolgedessen Blitter, die zu
den bereits konstruierten diametral entgegen-
gesetzt sind; im groBen und ganzen entsteht
wiederum eine Rosette aus 2m Bldttern (in
Bild 5b ist m=5, n=2).
3) m und n ungerade. Andert sich ¢ von 0°
bis n-180°, so ergeben sich m Blitter, und da
das letzte derselben positiv ist, wird das fol-
gende (m + 1)-te Blatt negativ und fallt mit
dem allerersten positiven Blatt zusammen.
Insgesamt bekommen wir, wenn ¢ von n-180°
bis n-360° variiert, wieder alle m bereits kon-
struierten Blatter, nur daB diejenigen von
ihnen, die beim ,ersten Durchgang® positiv
waren, jetzt negativ werden und umgekehrt
(in Bild 5c ist m =5 und n = 3).

A. P. Domorjad
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Z eichnen hilft rechnen

Uber die Anwendung
von Diagrammen -

Im einfachsten Falle werden die GréBen einer
mathematischen Aufgabe als eindimensiona-
les Diagramm dargestellt. Ein solches Dia-
gramm — oft nennt man es auch Linien- oder
Streckendiagramm - besteht gewohnlich aus
einigen Strecken, deren Lingen den Mal-
zahlen der zu betrachtenden GroBen ent-
sprechen. Haufig lassen sich aus den Bedin-
gungen einer Aufgabe verschiedene Dia-
gramme konstruieren, deren Vergleich zu
einer Losung fiihrt.

Manchmal werden die Strecken, um sie deut-
licher sichtbar zu machen, durch Rechtecke
ersetzt. Ihre Breite kann dabei beliebig ge-
wihlt werden, sie muB nur bei allen Recht-
ecken gleich sein; von Bedeutung ist allein
ihre Linge.

Mittagessen zu dritt

Klaus bezahlte an der Kasse der Werkskiiche
drei Portionen Mittagessen, und Bernd be-
zahlte zwei Portionen (wobei alle fiinf Por-
tionen den gleichen Preis haben). Die beiden
hatten sich gerade an den Tisch gesetzt, als
Jiirgen sich zu ihnen gesellte ; und sie aBen zu
gleichen Teilen alle fiinf Portionen auf. Als
die Freunde miteinander abrechneten, wurde
klar, daB Jiirgen fiir das, was er verzehrt
hatte, 2,50 M bezahlen mubBte.

Wieviel von diesem Geld gehprt Klaus und
wieviel Bernd?

Lésung .

Wir nehmen dazu ein Blatt Kastchenpapier.
Das erleichtert uns die Arbeit beim Zeichnen
des Diagramms, das die Bedingungen der
Aufgabe widerspiegelt. Da wir wissen, daB
der Gesamtpreis des Essens gleichmaBig unter
allen drei Freunden aufzuteilen ist, stellen wir
den Preis fiir jede einzelne Portion als Strecke
mit einer Lange von drei Kistchen dar (siche
Bild). Die obere blaue Strecke entspricht dem
Preis fiir die drei Portionen, die Klaus be-
zahlte: die obere gelbe Strecke veranschau-
licht den Preis fiir jene zwei Portionen, die
von Bernd bezahlt wurden.
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Folglich bedeuten beide Strecken zusammen
den Preis fiir alle fiinf Portionen, die von den
drei Freunden gemeinsam verzehrt wurden.
Nach den Bedingungen der Aufgabe betrigt
Jirgens Schuld fiir sein Essen 2,50 M. Wie-
viel davon muB er nun Klaus und wieviel
Bernd geben?
Die Antwort erhilt man leicht aus demselben
Diagramm. Wir teilen die gesamte Strecke in
drei gleich lange Abschnitte. Jeder dieser
Teile entspricht dem Preis des von jedem der
drei Freunde verzehrten Essens. Dabei soll
die mittlere dieser Strecken Jiirgens Schuld
fiir sein Essen — also 2,50 M — darstellen. Aus
dem Diagramm geht hervor, daB jedes Kast-
chen auf der Zeichnung 0,50 M bedeutet.
Ziehen wir jetzt durch den Punkt, in dem sich
die obere blaue (Klaus) und die obere gelbe
Strecke (Bernd) beriihren, eine senkrecht ver-
laufende Gerade, so teilt diese die mittlere
der drei Strecken (Jirgens Schuld) in zwei
Teile:
Der linke Teil, der sich an die Schuld von
Klaus anschlieBt, hat eine Lange von 4 Kast-
chen, wihrend der rechte Teil, der sich an die
Schuld von Bernd anschlieBt, nur aus einem
einzigen Kastchen besteht.
Folglich muB Klaus von Jiirgen 2,00 M be-
* kommen, Bernd dagegen 0,50 M. Dieses Er-
gebnis, das anschaulich auf geometrischem
Wege gefunden wurde, kann man mit Hilfe
einfacher Berechnungen tiberpriifen.
Jiirgen bezahlte fiir seinen Anteil am Essen
2,50 M. Folglich ist der Gesamtpreis fiir das
ganze Essen gleich
2,50M-3=7,50M.
Daraus ergibt sich der Preis fiir eine Portion
zu 7,50M:5=1,50M.
Klaus bezahlte an der Kasse 1,50M -3
=450M, Bernd bezahlte an der Kasse
1,50 M -2 =3,00 M. Demnach muB Jiirgen 7
an Klaus 2,00 M (4,50 —2,50 = 2,00) und an
Bernd 0,50 M (3,00 — 2,50 = 0,50) geben.
Wie wir sehen, kommt man auf diesem Weg
zum gleichen Ergebnis.

Bild 1

Briider und Schwestern

Ein Junge wurde gefragt, wie viele Briider und
Schwestern er habe. Er antwortete: ,,Ebenso
viele Brider wie Schwestern.* Darauf fragte
man seine Schwester, wie viele Briider und
Schwestern sie habe. Sie antwortete: ,,Ich
habe halb soviel Schwestern wie Briider.*
Wie viele Briider und Schwestern waren es
insgesamt?

Losung

Wir skizzieren nach den Angaben der beiden
Geschwister Diagramme. Dabei wollen wir
die Anzahl der Jungen durch blaue Strecken
und die der Middchen durch rote Strecken
darstellen. Wir miissen noch beachten, daB
der Junge und das Midchen bei ihren Ant-
worten sich selbst nicht mitzihlten.

Der Junge sagte: ,,Ich habe ebenso viele Brii-
der wie Schwestern.

Wir zeichnen also den Jungen und legen links
von ihm eine Strecke fest, die alle seine Briider
veranschaulicht; rechts von ihm ziehen wir
eine gleich lange Strecke, die allen seinen
Schwestern entspricht (siche Bild). Dabei
stellt die Strecke ,,Meine Schwestern* (die
Schwestern des Jungen) die unbekannte An-
zahl aller Miadchen dar.

Das Médchen sagte: ,,Ich habe halb so viele
Schwestern wie Briider.*

Wir zeichnen deshalb das Miédchen (natiir-
lich auf der ,,Midchenseite’) und geben
links von ihr eine Strecke fiir alle Briider des -
Maidchens und rechts eine Strecke fiir alle
Schwestern des Midchens an. In diesem Dia-
gramm (siche Bild) muB die Strecke ,,Meine
Briider** doppelt so lang sein wie die Strecke
,,Meine Schwestern*. Hier stellt die Strecke
,»Meine Briider** (die Briider des Madchens)
die unbekannte Anzahl aller Jungen dar. Da
die Gesamtzahl der Jungen und Midchen in
beiden Fillen eindeutig bestimmt (wenn auch
noch nicht bekannt) ist, so muB} die Linge
des gesamten Diagramms a (zusammen mit
der Strecke, die von der Figur des Jungen ein-

Klaus

Bernd

[ 1
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Ich habe

enso viele Brider
- wii’ Schwestern Briider des Jungen . Schwestern desJungen
a ) h——#
j j Meine Schwestern
B 1 der restlichen Kinder
a) 7
e A
Jch habe 236 —’der_res[lichen
halb so viele Schwestern Kinder
wie Brider
Briider des Mddchens Schwestern
0)
des Mddchens
Meine Briider
0) PSS
Schwestern
e ‘_,:’ff_n_m__’ Alle Kinder,verringert um eines
I I
Alle Kinder
°®
Bild 2 Bild 3

genommen wird) gleich sein der Linge des
ganzen Diagramms b (zusammen mit der
Strecke, die von der Figur des Madchens ein-
genommen wird).

Jetzt lassen wir den Jungen und das Méadchen
aus den Diagrammen ,,herausgehen*. Da-
durch ergeben sich zwei neue Diagramme
(siche Bild) von wiederum gleicher Linge, da
sie in beiden Fallen die Anzahl der restlichen
Kinder darstellen. Sie bedeuten also jeweils
eine um 1 kleine Zahl als die tatsichliche
Anzahl aller Geschwister. Wenn der Junge
weggegangen ist (Diagramm a), so stellen die
Midchen (rote Strecke) die HaMte der rest-
lichen Kinder; ist aber nicht der Junge weg-
gegangen, sondern das Médchen (Diagramm
b), dann stellen die Midchen (rote Strecke)
nur ein Drittel der restlichen Geschwister.
Daraus folgt, daB die Differenz der roten
Strecken auf dem Bild ein Méadchen darstellt,
das den 6. Teil der Anzahl der restlichen Ge-

schwister ausmacht, denn
11,3 21
2 36 6 6

Daher ist die Gesamtzahl aller Kinder, ver-
ringert um 1, gleich 6. Insgesamt waren es
also 7 Geschwister,denn 6 +1=7;

davon 3 Midchen (%6 = 3) und 4 Jungen

(1-3=4).

Zwei Milchkannen

In einer Milchkanne ist doppelt soviel Milch
wie in einer anderen. Wenn man aus beiden
Kannen je 20 Liter Milch herausgieBt, so ist
in der ersten Kanne dreimal soviel Milch
wie in der zweiten.

Wieviel Liter Milch waren anfangs in jeder
Milchkanne?

Bild 4
Erste Zweite
Milchkanne Milchkanne
8
20Liter
Fi
D
y S . 20Lit,
iter
g, . .
G
A C
Losung

Wir zeichnen eine Gerade AC und errichten
auf ihr zwei Senkrechte, 4B und CD, die
erste doppelt so lang wie die zweite (siehe
Bild). Der Punkt E sei die Mitte der Strecke
AB; dann ist AE = EB = CD. Die Strecke AB
und CD zeigen die Anfangsmengen an Milch
in jeder der beiden Kannen. Von den Punk-
ten B und D tragen wir willkiirlich gewihlte,
aber gleiche Strecken BF und DG nach unten
ab, die je 20 Liter Milch darstellen, welche
aus jeder der Kannen ausgegossen wurden.

Dann bedeuten die Strecken AF und CG die
restliche Milchmengen in den Kannen; dabei
muB, in Ubereinstimmung mit der Aufgabe,
AF =73 CG sein, das heiBt, die Strecke CG
muB sich dreimal in die Strecke AF legen
lassen. ;
Entfernen wir jetzt aus der Strecke AF die
Strecke EF, die gleich der Strecke CG ist
(iiberlege, warum EF = CG ist!), dann muB
die verbleibende Strecke AE in sich nur noch
2 CG enthalten. Wir verbinden die Punkte D
und E durch eine gerade Linie. Parallel zu
dieser Verbindungslinie legen wir eine Gerade
durch den Punkt G, welche die linke Senk-
rechte im Punkt H schneidet. Nehmen wir
nun AH = CG von der Strecke AE weg, dann
ist die verbleibende Strecke HE ebenfalls
gleich CG. Da aber HE einer Menge von
20 Litern entspricht, muB die Strecke CG
ebenfalls 20 Liter darstellen.
Folglich enthielt die zweire Milchkanne an-
fangs 20 Liter +20 Liter = 40 Liter;
in der ersten Milchkanne waren anfangs
40 Liter-2 = 80 Liter.
Es ist offensichtlich, daB in unserer Skizze die
Strecken BF und DG fiir eine genaue Dar-
stellung von 20 Litern etwas zu kurz geraten
sind. Dies hat die Zeichnung ein wenig ver-
dorben, denn sie ist nicht maBstabgerecht;
aber es hat nicht verhindert, daB wir die rich-
tige Losung fanden. Nachdem wir das Ergeb-
nis kennen, ist-es natiirlich moglich, eine
genaue Zeichnung anzufertigen.
Ostrowski/Kordemski
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In freien Stunden

Unterhaltungsmathematik aus der UISSR

heiter

(KuBiSM!

Aus der Schule geplaudert

Welche Zensuren hatten die Schiiler?

Ein Lehrer hat die Arbeit von drei Schiilern, Alexejew,
Wassiljew und Sergejew, durchgesehen, aber nicht mit-
gebracht. Er sagte zu den Schiilern: ,,Ihr habt in
euren Arbeiten unterschiedliche Leistungen gezeigt
(,3%, ,,4%, ,,5%). Sergejew hat keine ,,5 und Wasiljew
hat keine ,,4*“. Aber ich glaube, Alexejew hat eine ,,4*.
Spéter stellte sich heraus, daB3 der Lehrer dem einen
Schiiler die richtige Zensur gesagt, sich aber bei den
beiden anderen geirrt hatte.

Welche Zensuren hatten die Schiiler?

Mathematischer Wettstreit

Man wollte den kliigsten von drei Siegern eines mathe-
matischen Wettstreites, die alle die gleiche Punktzahl
hatten, auswidhlen. Dies geschah folgendermaBen:
Man zeigte ihnen fiinf Miitzen, drei weiBe und zwei
graue. Dann verband man ihnen die Augen und setzte
jedem eine Miitze auf. Die iibriggebliebenen zwei
wurden beiseitegelegt. Danach nahm man ihnen die
Binden von den Augen und erklirte, daB derjenige
der Sieger des Wettstreites sei, der als erster heraus-
findet, welche Farbe die Miitze habe, die er tragt. Die
Teilnehmer des Wettstreites betrachteten sich eine
Zeitlang schweigend. SchlieBlich war einer von ihnen
liberzeugt, daB er eine weiBle Miitze trigt.

Wie kam er zu dieser Uberlegung?

Wer zerschlug den Spiegel?

Zum Direktor einer Schule wurden neun Schiiler ge-
bracht. Einer von ihnen hatte einen Spiegel auf dem
Flur zerschlagen. Wer war der Ubeltiter? Die Schiiler
gaben folgende Antworten:

Lednjow: ,,Dima war’s!*

Aljoscha: ,,Nein, Dima war gar nicht mit dabei.*
Boris: ,,Ich habe den Spiegel zerschlagen!*

Kostja: ,,Weder Boris noch Sergejew waren es.*
Dima: ,,Aljoscha ligt!“
Wasja: ,,Boris war’s!“
Tolja: ,,Boris war’s nicht

e
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Sergejew: ,,Weder ich noch Boris haben

den Spiegel zerschlagen.*

Panin: ,,Sergejew liigt! Und Dima war gar

nicht mit dabei.*

Wer zerschlug den Spiegel, wenn von den neun Ant-
worten nur drei wahr sind?

Die drei Lehrer

In einer Schule wurden die Féicher Biologie, Geogra-
phie, Englisch, Franzdsisch, Geschichte und Mathe-
matik von den Lehrern Morosow, Wassiljew und To-
karew unterrichtet. Jeder von ihnen unterrichtete zwei
Fiécher. Der Geographielehrer und der Franzosisch-
lehrer waren Nachbarn. Morosow war der jiingste
von den dreien. Tokarew, der Biologielehrer und der
Franzosischlehrer hatten einen gemeinsamen Schul-
weg. Der Biologielehrer war ilter als der Mathematik-
lehrer. In der Freizeit spielten der Englischlehrer, der
Mathematiklehrer und Morosow hiufig mit einem
vierten Partner Domino.
Welche Ficher unterrichteten die Lehrer?

K. A. Rupassow, Tambow

M. Ljapunow

Die Buchstaben in dem Namen des russischen Mathe-
matikers M. Ljapunow (1857 bis 1918) und der Buch-
stabe x sind so durch die Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen,
daB nachfolgende Gleichungen zu wahren Aussagen
werden. Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben- verschiedene
Ziffern.

L-L+A=7J1]

L -L+P =J11]
LIJA-L+U=JJ1J]
LIJAP :-L+N=JJJ1J]J]
LIJAPU-L+0=JJJJJ]
LIJAPUN-L+W=JJJJJIJ]]
LJAPUNO-L+M=JJJJJI1J]

LJAPUNOW-L+X=JJJJJJJJIJ
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden



Frische Pilze

Katja und Petja haben so viele Pilze gesammelt, daf
sic diese kaum tragen konnten. Die Pilze bestehen
aber zu 857, aus Wasser. Nachdem die Pilze getrocknet
waren, wurden sie 15kg leichter; jetzt enthielten sie
nur noch 40%: Wasser.

Wieviel kg frische Pilze hatten die Kinder gesammelt?

Mathematikfachlehrer A. Halameisdr, Moskau

Der Elefant und die Miicke

Ein Liebhaber der mathematischen Spielereien be-
schiftigte sich mit verschiedenen Umwandlungen alge-
braischer Ausdriicke und kam zu der sonderbaren
Schluflfolgerung, daB das Gewicht eines Elefanten
gleich dem Gewicht einer Miicke ist.
Er machte es so: er bezeichnete das Gewicht des Ele-
fanten mit x, das Gewicht der Miicke mit y, die
Summe dieser Gewichte mit 2v. Dann ist x +y =2v.
Aus dieser Gleichung kann man zwei andere ableiten:
x—2v=y,
x=—y +2v.
Dann multiplizierte er die linken und die rechten
Seiten der beiden Gleichungen miteinander:
x2—2vx =y2 —2vy
Dann addierte er auf beiden Seiten v2 und erhielt :
x2—2vx +v2=y2—2vy +y2
oder (x—v)2=(y—v)2
Dann zog er die Quadratwurzel aus beiden Seiten und
erhielt: x—v=y—voderx =y,

d.h., das Gewicht des Elefanten (x) ist gleich dem Ge-
wicht der Miicke ().
Untersuche einmal, was hier los ist!

N. A. Gerasumowa/E. S. Nowgorobowa, Moskau

Magisches Quadrat

A. A. Masanik,
Minsk

Auf der Wolga

® Nachdein ein Dampfer die Hilfte des Weges zuriick-
gelegt hatte, vergroBerte er seine Geschwindigkeit um
25%, so daB er eine halbe Stunde friiher als vorge-
sehen am Endpunkt ankam. In wieviel Stunden durch-
fuhr der Dampfer den ganzen Weg?

@® Ein Dampfer soll eine bestimmte FluBstrecke bei
gleichbleibender Maschinenleistung stromab in 3 Stun-

den und stromauf in 4% Stunden zurtiicklegen. In wie-

viel Stunden durchschwimmt ein nur von der Stro-
mung getragenes leeres FiBchen diese Entfernung?

P.J. Germanowitsch

Kryptarithmetik aus Quant

BOMHA |
BONHA |

3

KBAHT
KBAHT |

*BOJTHA
LIS S ot b EEPRREY |

@TKB A=HT | KB+A=HT |®

| BOxN=HA | BO: N E
s gl B i
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letzter Einsendetermin: 11. Januar 1978

Mathematik

Ma5 #1650 Hans kaufte 3 Buntstifte und
4 Hefte und muBte dafiir insgesamt 1,08 M
bezahlen. Erwin kaufte 7 Buntstifte und
6 Helte der gleichen Preislage und muBte
dafiir 2,12 M bezahlen. Wieviel kostete ein
Buntstilt bzw. ein Heft? Sch.

Ma5 u1651 Das Bild a) stellt dic Anord-
nung der ungeraden Augenzahlen eines Spiel-
wiirfels dar. Acht gleichgroBe Spielwiirfel
seien, wie aus Bild b) ersichtlich, zu einem
groBeren Wiirfel zusammengesetzt. Ein' Be-
trachter dieses Wiirfels moge genau drei in
einer Ecke zusammenstoBenden quadrati-
schen Flachen sehen. Wie sind die acht Spiel-
wiirfel zu setzen, damit der Betrachter nur
ungerade Augenzahlen sieht und

1.die Summe der Augenzahlen moglichst
klein,

2. die Summe der Augenzahlen moglichst
groB ist?

a) b)

Wie groB ist in jedem der beiden Fille die
Summe aus allen sichtbaren Augenzahien?
Zeichne die erforderlichen Skizzen!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 ®1652 Inder Subtraktionsaulgabe

****6
* kKK

*

ist jedes Sternchen durch eine Ziffer zu er-
setzen, so daB eine richtig geloste Aulgabe
entsteht. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Ma5 #1653 Zeichne eine Gerade g, lege.
auf ihr zwel verschiedene Punkte A und B
fest, zeichne durch A die Senkrechte g, zu g,
und durch B die Senkrechte g3 zu g,! Kon-
struiere schlieBlich alle diejenigen Punkte,
die von den Geraden g,, g'z und g; den glei-
chen Abstand haben!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 ®1654 Ein Rechteck habe den Um-

fang u=14cm und den Fldcheninhalt

A=10cm?. Welche Linge (in ganzen Zahlen)

haben die Rechteckseiten ¢ und 5?

Lose diese Aufgabe mit Hilfe einer Tabelle!
Sch.

Ma5 #1655 Eine Verkaufsstelle fiir Ober-.
bekleidung erhielt eine Lieferung von 45
preisgleichen Anziigen und 20 preisgleichen
Kleidern von einem Gesamtwert von
10825, M. In der ersten Woche wurden von
dieser Lieferung 25 Anziige und alle Kleider
verkault und dafiir insgesamt 6725,-M ein-
genommen. Wie hoch ist der Preis fiir einen
Anzug bzw. fur ein Kleid?

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Ma6 81656 Die abgebildete Figur stellt
ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit den
Katheten BC = a und AC = b = 2a dar. Uber
der Kathete AC wurde ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck ACD mit AC als
Basis konstruiert. Es sei 4, der Fldcheninhalt
des Dreiecks ABC, A, der Flicheninhalt des
Dreiecks ACD. Welche der drei Beziehungen-
A <A, A =4, A > A, trifft zu?

Lehrer H. Engelmann, Sachsendorf

Skizze
% AC=2-BC
AD=CD



Ma6 ®1657 Bilde aus allen natiirlichen
Zahlen von 2 bis 21 das Produkt und sub-
trahiere davon das Produkt ads der kleinsten
und der groBten dieser Zahlen!

a) Untersuche, ob die so erhaltene Diflerenz
durch 7 teilbar ist!

b) Wie lauten die vier letzten Ziflern des Er-
gebnisses? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 #1658 Es sind alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, deren Quersumme
24 betrdgt und deren Vorginger oder Nach-
folger durch 7 teilbar sind.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 #1659 Eine vierstellige natiirliche
Zahl, die durch 3 teilbar ist, habe in dekadi-
scher Darstellung die Form z =M, wobet
fiir die den Ziffern a, b, ¢, d entsprechenden
Zahlen a-b=6 und b-c =4 gilt. Wie lautet
diese Zahl, wenn ihre Ziffern paarweise ver-
schieden sind?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 m]1660 Zu ermitteln sind alle zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen mit- der Quer-
summe 10, die folgende Bedingungen erfiil-
len: VergroBert man die der vorderen Zilfer
entsprechende Zahl um 4 und vermindert
man die der hinteren Zifler entsprechende
Zahl um 2, dann erhdlt man das Dreilache
der Ausgangszahl.

Wieviel Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt

es? Lehrer D. Knape, Jessen

Ma7 ®1661 Eine sechsstellige natiirliche
Zahl beginnt mit der Ziffer 2. Streicht man
diese Ziffer und hingt man sie hinter den ver-
bleibenden fiinl Ziffern an, so erhilt man eine
Zahl, die dreimal so groB ist wie die urspriing-
liche Zahl. -
Um welche Zahl handelt es sich?

StRH.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 m1662 Wie viele dreistellige Primzah-
len gibt es, fiir die das Produkt aus den drei
den Ziflern entsprechenden Zahlen jeweils
252 betragt? Lehrer D. Knape, Jessen

Ma 7 1663 Gegeben sei ein Quadrat
ABCD. Konstruiere eine Gerade g, die die
Verldngerung von AB iiber ‘B hinaus in P, die
Seite BC in einem inneren Punkt Q, die
‘Seite CD in einem inneren Punkt R und dic
*Verlingerung von AD iiber D hinaus in § so
schneidet, daB SR = RQ = QP gilt!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 #1664 Eine Schulklasse unternimmt
wihrend der Schulferien eine mehrtigige
Fahrt. Dieser Klasse gehoren 15 Midchen
mehr an als Jungen. Die Anzahl der Mid-
chen verhilt sich zur Anzahl! der Jungen wie
5:2. Die Unkosten belaufen sich aul insge-
samt 875 M. Wievicl Mark hat jeder Teilneh-
mer aufzubringen, wenn alle Schiiler dieser
Klasse an der Fahrt teilnehmen?

Schiilerin Ingrid Wolf, Berlin

Ma8 1665 Ein Vater gil?t seinen drei
Sohnen Taschengeld. Dafiir hat der Vater
einen bestimmten Betrag zur Verfiigung. Dem
ersten Sohn gibt er ein Drittel dieses Betrages
und noch 3 M dazu; dem zweiten Sohn gibt
er ein Drittel des verbleibenden Restes und
noch 3 M dazu; dem dritten Sohn gibt er die
restlichen 35 M. Wieviel Taschengeld hat der
Vater insgesamt seinen drei Sohnen zuge-
dacht, wie hat er es verteilt?

Andreas Fittge, Berlin, KI1.9

Ma8 1666 Man wihle drei beliebige aul-
einanderfolgende natiirliche Zahlen aus. Man
beweise, daB das Produkt aus der kleinsten
und der groBten Zahl stets um 1 kleiner ist
als das Quadrat der mittleren Zahl!

Schiiler Volker Leutheuser, Sonneberg

Ma8 m1667 Die abgebildete Figur stellt
einen Kreis & mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r = 4cm dar.

In diesen Kreis wurden zwei Sehnen DA und
DB so eingezeichnet, daB der Winkel ¥ ADB
die GréBe 30° besitzt, und die Gerade DM
diesen Winkel halbiert. Ferner wurden in den
Kreis k zwei Sehnen DE und DC so einge-
zeichnet, daB die Winkel <« ADE und ¥ BDC
jeweils die GroBe 30° besitzen.
a) Beweisen Sie, daB die Geraden AC und BM
bzw. die Geraden BE und AM jeweils senk-
recht auleinander stehen!
b) Berechnen Sie Umfang und Flacheninhalt
des Fiinfecks ABCDE! .
Dr. W. Fregin, Institut fiir Lehrer-
bildung, ,,N. A. Krupskaja*, Leipzig

Ma8 ®1668 Gegeben seiendie Gleichungen
(1) 7x+5y—2z=8 und
(2) y+z=11.
Man ermittle alle geordneten Zahlentripel
[x, y. 2] natiirlicher Zahlen x, y und z, die
beide Gleichungen erfiillen und in denen x
den kleinstmoglichen Wert annimmt (ein
Minimum ist)!

Schiiler Peter Braumiiller, Rep. Osterreich

Ma9 ®1669 Gegeben ist die folgende Un-
gleichung
x(2—x)<{(2—x)(2x— 3). (N

Ein Schiiler soll die Losungsmenge dieser Un-
gleichung im Bereich der natiirlichen Zahlen
bestimmen und rechnet so-
1) x(2—x)<2—x)(2x—3)|:(2- x)

x<2x-13|-x

O<x—3|+3

J<x

I={x;xeN; «>3}
bzw. L=1{4,5,6,7,...}.
Nun will der Schiiler iiberpriifen, ob z. B. die
Zahlen 4 oder 5 tatsidchlich Losungen der Un-
gleichung sind und setzt in die Ausgangs-
ungleichung (1) fiir x die Zahl 4 ein. Er erhilt:
42—-4)<(2—4)(2:4-3)
4:(=2)<(—2)5
—8< —10.
Das ist eine falsche Aussage. Folglich kann
4 keine Losung dicser Ungleichung sein.
Es stellt sich schlicBlich heraus, daB alle
weiteren natiirlichen Zahlen, die in der er-
mittelten Losungsmenge liegen, gar keine
Losungen sind. Das ist ein Widerspruch.
Wo steckt der Fehler? Welche natiirlichen
Zahlen sind Losungen der Ungleichung?
Mathematikfuchlehrer Sprongy, OS Rochlitz

Ma 9 =1670 Man ermittle die Losungs-
menge des folgenden Gleichungssystems im
Bereich der reellen Zahlen:
1 xy+l=x+y
2) xz+1l=x+z
3) yz+l=y+z

Schiiler Peter Braumiiller, Rep. Osterreich

Ma9 m1671 Man beweise, daB die Summe
aus einer vierstelligen natiirlichen Zahl und
dem Doppelten ihrer Quersumme stets durch
3 teilbar ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 #1672 Fiir den in dem Bild angegebe-
nen Streckenzug ABCD gilt: AB= CD;
¥ ABC = ¥BCD = 90°. Ferner ist BC um
2m kiirzer als AB. Die Strecke AD ist 26m
lang. Berechnen Sic die Linge des Strecken-
zuges ABCD!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Ma 10/12 1673 Zeigen Sie, daB gilt:
444444444444445% 4 111111111111111
— 4444444444444442 — 10'5!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma10/12 m1674 Beweisen Sie, daB die Zahl
7228! _ 2 keine Primzahl ist!

Schiiler Andreas Fittge,

EOS ,Heinrich Hertz" Berlin, KI.9

Ma10/12 1675 Gegeben sei ein Kreis k
mit dem Mittelpunkt M und einem Radius
der Linge r =4cm.
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Dem Kreis k seien ferner ein Durchmesser DE
und eine senkrecht aul diesem stehende
Sehne AB von der Lange 6 cm eingezeichnet.
Der Mittelpunkt von DM sei C. Das Viereck
ACBD nennt man ein Deltoid. Berechnen Sie
den Fldcheninhalt des Deltoids ACBD und
die GroBe des Winkels ¥ ADB = §! Fr.

Ma 10/12 1676 Gegeben sei das Dreieck
ABC mit E=c=5cm, BC=a=4cm und
AC=b=3cm. Unter welchem Winkel
schneidet die Mittelsenkrechte auf der Seite
BC die Gerade, auf der die Hohe h liegt?
Fr.

Physik

Ph6 w21 Sportlehrer Miiller fahrt mit einer
Schiilergruppe in der Eisenbahn zu einem
Sportfest. Wihrend der Fahrt [ragt Klaus,
wie schnell der Zug wohl im Augenblick
fahre. Herr Miiller holt eine Stoppuhr aus
der Tasche und miBt zwischen den Kilo-
metersteinen mit den Angaben 50,2 und 51,6
eine Zeit von 70 Sekunden. Als er das den
Schiilern mitteilt, sagt Peter: ,,Und ich habe
in der gleichen Zeit genau 36 Telegralen-
masten gezéhlt, an denen wir vorbeigefahren
sind.*

»Gut", erwidert Herr Miiller, ,,Dann sagt mir,
welchen Abstand die Telegrafenmasten von-
einander haben und welche Geschwindigkeit
unser Zug hat!* Ing. A. Korner, Leipzig
Ph7 w22 Beieinem Gewehr verldft ein Ge-
schoB den Lauf innerhalb von ﬁs und
besitzt eine Energie von 350kpm. Berechne
die Leistung, die in dem Gewehr erzielt wer-
den muB, in kW!

Ph8 ®23 1kWh (Kilowattstunde) Elektro-
energie kostet nach dem Haushalttarif 0,08 M.
In welcher Zeit verbraucht eine 60-Watt-
Gliihlampe fiir einen Pflennig Elektroener-
gie? Dr.G. Hesse, Radebeul

Ph9 ®m24 Wie groB ist die Sichtweite fir

einen erwachsenen Menschen (Augenhohe

1,70 m) auf dem Mond (Radius 1738 km)?
Schiiler Uwe Kassner, Bernau

Ph10/12 m25 Die magnetische Feldstirke

H im Zentrum einer stromdurchflossenen,

langen Zylinderspule ohne Ferromagnetikum

(auch Luftspule genannt) ist nur durch den

Strom I, die Windungszahl N und die Spulen-
I'N

" linge ! bestimmt. Dann gilt H = Zur

Aulrechterhaltung dieses Feldes ist eine elek-
trische Leistung P als Produkt aus einer an-
gelegten Spannung U und flieBendem Strom /
notig, also P = U-1. Gegeben sei eine Spule
mit dem duBeren Durchmesser der Wicklung
von D = 5cm, die je Wicklungslage N, = 300
Windungen eines Kupferdrahtes mit
d =0,1cm Durchmesser hat. Der Ohmsche
Widerstand des Spulendrahtes wurde mit
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einer Mefbriicke zu R,.,=(9,6+0,1) Ohm
bestimmt. Nach einer Tabelle hat ein 100m
langer Kupferdraht von 1 mm Durchmesser
einen Widerstand von 2,27 Ohm.

Gesucht sind:

I. die Anzahl M der Wicklungslagen dieser
Spule,

2. der maximal zuldssige MeBfehler des Draht-
widerstandes, um sicher fiir eine Lagenanzahl
entscheiden zu konnen,

3. die magnetische Feldstirke H in AN im
m

Spuleninnern, wenn der Spulendraht mit
I =10 A beaufschlagt wird und

4. die Warmeleistung in Watt, die von einem
Kiihlaggregat aulgebracht werden muB, um
die Temperatur der Spule bei einem Strom
von I =10 A konstant zu halten.

Hinweis: Man stelle den Ausdruck fir den
Gesamtwiderstand R(M) bei M Wicklungs-
lagen auf und variiere M, bis R(M) dem ge-
messenen Widerstand R, am nichsten
kommt; R(M) ist nur [ir ganze M (es gibt nur
vollstindige Lagen) definiert. Zur Bestim-
mung des maximal zuldssigen MeBfehlers
beachte man das ungiinstigste Vorzeichen
dieses Fehlers. Dr. U. Rosler, Berlin

Chemie

Ch7 w17 Zur motorischen Verbrennung
von 1dm? Kraftstoff gehoren 8§430dm> Luft.
a) Ein Kleinroller ,,Schwalbe* fdhrt 200km
und verbraucht dabei 61 Kraltstofl.

Wieviel dm?® Luft werden dabei benétigt?

b) Zum besseren Verstindnis des bendtigten
Luftvolumens soll [olgender Vergleich ange-
stellt werden:

Wiirde die Luft eines Wohnzimmers
(5mx3,50m x 2,50 m) ausreichen, um diese
Menge Kraftstoff vollstandig verbrennen zu
konnen?

Ch8 m18 Durch zusitzliche Auslieferung
von Stickstoffdiingemitteln (3000t bei Jah-
resende) wollen die Schwedter Chemiewerker
den Werktitigen der DDR-Landwirtschaft
helfen, Ertragsausfille durch Trockenheit
auszugleichen. 1 kg Stickstoll ermoglicht
80 kg Griinfutter mehr zu erzeugen.

a) Wieviel Tonnen Griinfutter kénnen zur
Stabilisierung der Futterversorgung der
Landwirtschaft unserer Republik zusitzlich
erzeugt werden?

b) Diese zusitzlich erzeugte Griinfuttermenge
bedeutet eine jihrliche Mehrproduktion von
49 (vier Hundertstel).

Wieviel Tonnen Griinfutter werden in einem
Jahr in unserer Republik erzeugt?

Ch9 #19 Durch die Produktion von mine-
ralischen Diingemitteln trdgt unsere chemi-
sche Industrie zur besseren Versorgung der
Landwirtschaft bei. Kaliumsulfat ist der
Hauptbestandteil des Diingemittels , Schwe-
felsaures Kali“. Berechnen Sie:

a) wieviel Gramm der drei Elemente sind in
1 Sg Kaliumsulfat enthalten,

b) die prozentuale Zusammensetzung fiir die
im Kaliumsulfat enthaltenen Elemente,

¢) wieviel Gramm Kalium sind in 20g einer
10%;igen Losung von Kaliumsulfat enthalten!

Ch10/12 »20 Wieviel Liter bzw. Kubik-
meter Luft sind zur volligen Verbrennung
von 1 m?® Stadtgas erforderlich, wenn dieses
die folgende Zusammensetzung hat?

50%; Wasserstofl, 359, Methan, 3% Athylen,
89, Kohlenmonoxid, 3% Stickstoff, 19/ Koh-
lendioxid.

Es sei angenommen, daB Luft und Stadtgas
gleichen Druck und gleiche Temperatur

haben und daB die Luft —51- Volumen Sauerstofl

enthilt.

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Liebe Leser der mathematischen Schiilerzeit-
schrift alpha!

GroB ist die Beteiligung am alpha-Wettbe-
werb. In unserer Redaktion gehen dabei zu
einer Aufgabe unterschiedliche Losungen ein.
Da eine L3sungsidee oftmals interessanter ist
als die Aufgabenstellung selbst, wollen wir
eingegangene Losungen zu Wettbewerbsauf-
gaben vorstellen. Wir hoffen, damit Anregun-
gen zu geben, wie man mathematische Pro-
bleme anpacken und erfolgreich 16sen kann.
Im Heft 6/1976 wurde folgende Aufgabe ge-
stellt:

Maé6 #1572 In einem Regal einer Biblio-
thek befinden sich mehr als 340, aber weniger
als 350 Biicher. Genau der vierte Teil dieser
Biicher besteht aus Kinderbiichern, genau der
dritte Teil aus Erzidhlungen, die restlichen
Biicher sind Romane.
Wieviel Kinderbiicher, Erzihlungen und Ro-
mane enthilt dieses Regal?

Schiilerin Karin Sukowski, Neukloster

Zu dieser Aulfgabe wurde von uns eine Lo-
sung in Heft 2/1977 ver6ffentlicht. Nun stellen
wir weitere Losungen von alpha-Lesern vor,
die uns besonders gefallen haben.

Redaktion alpha

Kirsten Brandt, Rosa-Luxemburg-Ober-
schule, Jena-Neulobeda, K1. 6¢:

Von den Zahlen 341, 342, ..., 348, 349 sind
nur die Zahlen 344 und 348 durch 4 teilbar.
Von diesen beiden Zahlen ist nur 348 auBer-
dem auch durch 3 teilbar.

348:4=87; 348:3=116; 348—(87 + 116)
= 145.

Das Regal enthilt 87 Kinderbiicher, 116 Er-
zihlungen, 145 Romane.

Unser Kommentar:

In der Kiirze liegt die Wiirze!



Holger Laube, Dr.-Theodor-Neubauer-Schu-
le, Schlotheim, K. 5¢:

340 < n < 350;

Menge der durch 4 teilbaren Zahlen n:

M, ={344, 348};

Menge der durch 3 teilbaren Zahlen n:

M, ={342, 345,348} ;

Durchschnittsmenge: M MM, ={348}

%-343=37; %-348=ll6; 348 —(87+116)

= 145,

(Antwortsatz wie oben)

Unser Kommentar:

Holger verdient besonderes Lob! Als Schiiler
einer 5.Klasse 10st er bereits Aufgaben aus
der Klassenstufe 6, und er hat sich bereits mit
der Mengenlehre beschiftigt.

Holger Friedrich, W.-Komarow-Oberschule,
Karl-Marx-Stadt, Kl.6a:

Die Anzahl der Biicher sei n. Nach den Bedin-
gungen der Aufgabe gilt 3|n und 4|n. Das
k.g.V. von 3 und 4 ist 12. Folglich muB gelten
12|n. Im vorgegebenen Intervall (340, 350)
natiirlicher Zahlen ist genau eine Zahl, nam-
lich die Zahl 348, durch 12 teilbar.
348:4=187; 348:3=116; 348 — (87 + 116)
= 145.

Unser Kommentar:

Knapp und prizis, also lobenswert.

Silke Vogel, POS Lohmen, K1.6:
11 3 4 12 5
Z+§+X=1;1—2+E+X=E;X=E.
348:4=187; 348:3=116; 348— (87 + 116)
= 145. (Antwortsatz)

Unser Kommentar: So geht’s auch.

Katrin Lippuner, Salvador-Allende-Ober-
schule, Rheinsberg, Kl. 6:

Katrin findet eine dhnliche Losung wie Hol-
ger Laube. Sie ergdnzt diese Losung noch
durch eine anschauliche Graphik.
Losungsgrundbereich:

M = {341, 342, ..., 348, 349}

Menge der durch 4 teilbaren Zahlen:

M, = {344, 348}

Menge der durch 3 teilbaren Zahlen:

M, = {342, 345, 348} '
Veranschaulichung

Unser Kommentar: Prima, mach weiter so!

Das sind sie, die 24000 Losungen des Heftes
5/1976 (Hohe: 2,30m) gebiindelt nach Auf-
gabennummern, gehalten von dem Chef-
redakteur und der Redaktionsassistentin. (Sie
bilden die Redaktion alpha.) Der Stapel zeigt
die zu leistende Arbeit, um all den fleiBigen
Teilnehmern des alpha-Wettbewerbs eine Ant-
wort zukommen zu lassen:

o Abtransport von etwa finl Sicken Post
vom Postamt 7027 Leipzig zur Redaktion.

o UfMnen der Briefe und Sortieren der Losun-
gen nach Nummern durch die Redaktions-
assistentin — Schiiler des alpha-Clubs der
29. OS helfen dabei.

o Korrektur der Losungen durch Studienrat
J.Lehmann, VLAV (K15, 6, 7) und OStR
G. Schulze, Herzberg (K1.8,9, 10/12).

e Schreiben der 24000 Antwortkarten durch
Rentner und Schiiler des alpha-Clubs der
29.0S Leipzig (insgesamt etwa 250 Arbeits-
stunden).

e Ubergabe der 24000 Antwortkarten an das
Briefpostamt 701 Leipzig.

o Abtransport der Losungen zum Altstoff-
handel.

¢ Auswertung des Wettbewerbs (Analyse der
Aufgaben und Losungen, Statistik).

Um einen termingerechten Ablauf zu sichern,
bitten wir, dic Wettbewerbsbedingungen ge-
wissenhaft einzuhalten.

Unser besonderer Wunsch: e Die Losungen
nicht erst kurz vor dem letzten .Einsende-
termin einsenden! e Jede Losung aul Blatt
fur sich schreiben, da die Losungen vor Beginn
der Korrektur nach Nummern sortiert wer-
den. ¢ Jedes Losungsblatt muf3 die Adresse
des Einsenders tragen.

Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb:
Heft 1/77 (Fortsetzung)

Ma 10/12 11599 a) Es sei(x, y) ein Paar von
ganzen Zahlen, fiir das die Ungleichungen
x+y<3, 1)
x—y<3, 2)
2x+y>2 3)
erfiillt sind. Dann gilt
y< —x+3,
y> x-—3 %)
y>—2x+2, 6)
Zeichnet man die Graphen der [olgenden drei
Geraden

@

g,:y= —x+3,
g,iy=x=3,
gy y=—2x+2,

so erhilt man die im Bild gezeigte Abbildung
mit den drei Geraden g,, g,, g,, die ein Drei-
eck ABC bilden, in dessen Innern alle Punkte
mit den Koordinaten (x, y) liegen, [ir die die
Ungleichungen (1), (2), (3) erfiillt sind. Denn
wegen (4), (5) und (6) liegen diese Punkte
unterhalb der Geraden g, sowie oberhalb der
Geraden g, und g,.

Im Innern des Dreiecks ABC liegen aber nur
die folgenden Punkte mit ganzzahligen Ko-
ordinaten: (1, 1) und (2, 0). Daher erfiillen nur
die Paare (1, 1) und (2, 0) die Bedingungen
der Aulfgabe.
b) Aus (1) und (2) lolgt durch Addition

2x < 6, also x < 3 und,

da x ganzzahlig ist, x £2.
Ferner folgt aus (1)

—x—y>-3

und daher aus (3) und (7) durch Addition

x> —1, also, da x ganzzahlig ist,

x=0.
Es gilt daher 0<x <2, also x=0 oder x=1
oder x = 2.
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Aus (4), (5) und (6) folgt
firx=0:y<3,y>-3,y>2,

was zu einem Widerspruch fuhrt, da y ganz-
zahligist;

firx=1:y<2,y>—-2,y>0,

also, da y ganzzahlig, y =1;
firx=2:py<l,y>—1,3y>—2,

also y =0.

Wenn also das gegebene Ungleichungssystem
Uberhaupt ganzzahlige Losungen hat, so
konnen es nur die Paare (1, 1) und (2. 0) scin.
Die Probe zeigt, daB diese Paare die gegebe-
nen Ungleichungen erfiillen, daB sie also tat-
sdchlich Losungen sind.

‘Ma 10/12 m[600 a) Aus u:v=b:a folgl
v= aT:‘ und daher wegen u + v=c¢

+au " be
U+—=c¢, u=—-.
a+b

3 (M

Ferner erhdlt man durch Anwendung des
Kosinussatzes in dem Dreieck 4ADC
w2 = b2 + u? — 2bu cos.

@

Dabei gilt nach dem Kosinussatz
(Dreieck ABC)
cos = b? + c*—a?
2bc ’
Dabher folgt aus (2) und (3)
w— 2bu(b? + ¢* —a?)

Q)

2 _ 32
wi=5b*+ T
urid weiter wegen (1)
b2c? b(b? + 2 —a?)
2 _p2 _
wi=b +( +b) atb
( +b)2[b(a+b)1+bc —(a+b)
b (b2 +c*—a?)]
=@+be [a*b+2ab*+b* + bc?
—ab?—ac+a®—b*—bc? + ab?]
= (aT%)i [a®+2a%b+ab*—ac?]
_ab[(a+b)*—c?]
B (a+b)?
=ab(a+b+c)(a+b—c)

@tby? , also

oy V abla+b+c) (a+b—c).

b) Fiir a = 5cm, b = 6cm, ¢ = 7 cm erhilt

man
= L3 8-aem =1 }/15em,
wz4,23icm.

Ph10/12 =1601

Gegeben: I' = l—%l=0,51

Af=0,5Hz,g=981m"s™?2
Gesucht: I; f
Es ergibt sich die Gleichung

f+Af——\/,, mit f = \/5—; und /' = 0,51.
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f+4Af=

1 fs
2maf I
L iy L [T
[ty= 21':\/05/
7\/ / \/’1/05

Vo.s\/,+zn|/0.54/_\/l

2n)/ 030/~ \/‘;—10'5 \/;’
Zn[/(EAjﬁ\/‘%(l— [/(E)

4n2-05-4 =% (1— /05y
_gu—)/05p

T 4n?-05-Af7

981m(1—1/05)2 52

52-4-3,142-0,5-0,5%
1= 0,17m. Weiterhin ist

_1 Jg
i fl

|'2nl/ﬁ.5

l

jo L. [PRIm
T2314 4017 m

Das Pendel hat eine Lange von 0,17m und
eine Frequenz von 1,21 Hz.

~ 1,21 Hz

Ch 10/12 =1602

272,2¢g 4481
2CaS0, +C—2Ca0 +250, +CO,
204-10°g 14

NR: 2mol-136,1 8- = 2722¢,
mol

22,4—l
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:

V=133,6-10°1

33600m? Schwefeldioxid konnen hergestellt

werden.

Losungen zum alpha-Wettbewerb:

Heft 2/77

Ma5 w1622 a) Wihrend das hintere Boot
5km weitergefahren ist, hat das vordere Boot
nur 3km zuriickgelegt. Darum gilt
6km—5km+3km=4km. Die Boote haben
nun einen Abstand von 4km.

b) Wihrend das hintere Boot 5km zuriick-
legte, hat sich der Abstand zwischen beiden
Booten um 2km verringert. Um den noch
vorhandenen Abstand von 4km auszuglei-
chen, muB das hintere Boot noch 2-5km
= 10km fahren.

84 8,

2mol- =4481

0 1 2 3 4 56 7 8 9 km
Ma5 #1623 Die Fliche des Weges betrigt
A=(16-29 —12-25)m? = 164 m?

= 1640000cm?. Jede Platte hat einen Fla-
cheninhalt von 50-50cm? =2500cm?. Aus
1640000:2500=656 folgt, daB 656 solcher
Platten zum Auslegen des Weges bendstigt
werden.

Ma5 #1624 Von der untersten Schicht sind
4:74+2-7+2-5=52 quadratische Begren-
zungsflichen sichtbar. Von der zweiten
Schicht sind

4-5+2-5+2-3=36 quadratische Begren-
zungsflichen sichtbar. Von der dritten
Schicht sind

4:3+2:3+2:1=20 und von der vierten
Schicht

414 1-1 =35 quadratische Begrenzungsfla-
chen sichtbar.

Insgesamt sind also 52 +36+20+5=113
quadratische Begrenzungsflichen sichtbar.

¢ am
¥
E
~N
25m
Ma5 =]625
a) oder
9
9
9
9 %
9y 9 g
94 it 9, 93 9, 9y
der
b) ode! 9
9
2 9,
L£] 9y
o ll92 wnd gy]lge 9 9y
c)
94
92
93
g+l 9,

Ma5 w1626 Aus dem Bild wird ersichtlich,
daB man die Anzahl der Kettenglieder (Ringe)
erhilt, wenn man von der Linge der Kette
die doppelte Stirke eines Ringes subtrahiert
und das so erhaltene Ergebnis durch den
inneren Durchmesser eines Ringes dividiert.

2m

2m =2000mm; 2,4cm = 24 mm.
2000mm — 2-2,5mm = 2000mm — Smm
= 1995 mm;

1995:(24 —5) = 1995:19 = 105.

Die Kette besteht aus 105 Kettengliedern.



Ma5 #1627 Angenommen, es waren insge-

samt n Aufgaben zu 16sen; dann gilt %-n =4,

4-3 -
alson= -5 = 6. Insgesamt waren somit eine

Geometrieaufgabe, zwei Gleichungen und
drei Knobelaufgaben zu l6sen.

Ma6 21628 Aus 0+0=PA bzw. 0+0+1
=PA folgt P=1. Aus A+ A=R bzw. A+ A4
=10+R und A+R lolgt A+0. Aus P=1
folgt A+1.
Wenn A=2, so R=4 und 0=6. Wegen
P+M=A4 muB dann M =1 sein. Das steht
im- Widerspruch zu P=1. Also A+2. Wenn
A=3, so R=6. Dann muB} aber auch 0=6
sein. Das fiihrt zu einem Widerspruch, also
A#+3. Wenn A=4,s50 R=8 und 0=7. Daraus
folgt m=3. Wir erhalten
714
+734
1448
Durch analoge Uberlegungen erhalten wir
eine weitere Losung, namlich
816
+846
1662

Ma 6 #1629 Angenommen, dieses Buch
habe x Seiten; dann gilt
3-(x—350) = x—150,
3x—1050 = x—150,
2x = 900,
x = 450.

Das Buch umfaBt 450 Seiten.

Ma6 11630 Die MaBzahlen der Seitenlin-
gen des Dreiecks seien n, n+ 1 und n+2;
die MaBzahl des Umfangs des Dreiecks be-
trigt dann (n + 2) + 35 = n + 37. Nun gilt
n+(n+)+(n+2)=n+37,

In+3=n+137,
2n =34,
n=17.

Die Seiten des Dreiecks sind somit 17 cm,
18 cm und 19cm lang.

Ma6 #1631 Die urspriingliche Zahl sei dar-
gestellt in der ‘Form 10a + b; die durch Ver-
tauschen der Ziffern erhaltene Zahl hat dann
die Form 10b + a. Dabei gilt 1 £a<9 und
1 =b<9. Nun gilt

10a+b=10b+a—-9,

9b—9a,
b—a=1,
b=a+1.

Es gibt somit acht Zahlen mit der geforderten

Eigenschaft, sie lauten

12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89.

Probe: 12=21-9,
23=32-9,

89=98—09.
Ma6 w1632 In einem beliebigen Punkt R

der Geraden g tragen wir einen Winkel von
60° an die Gerade g an, auf dessen freiem

Schenkel tragen wir e = 3cm von R bis S ab.
Durch S zeichnen wir eine Parallele zu g, die
hin Q schneiden moge. Durch Q zeichnen wir

.eine Parallele zu RS, die g in P schneiden

moge. Auf Grund der Konstruktion ist das
Vierc_ck PB;S‘Q ein Parallelogramm, und es
gilt PQ = RS =e=3cm und x QPR = 60°.

g
/P R

Ph 6 816 ImAABC gilt nach dem Satz iiber

die AuBenwinkel und wegen = f' bzw.y =y
(1

360°— 6 =28 + 2y.

ImAASB ist
180° = a + (90° — f') + (90° —y)
a=p+y
also o = f + 7 und schlieBlich
20=28+2y.

In (1) eingesetzt, erhilt man
360°— 6 = 2a
0 =360°—2a w.z.b.w.

Ma7 81633 Es seien vy, sy, £; bzw. v,, 53, £
die Geschwindigkeit, der zuriickgelegte Weg,
die dafiir benotigte Zeit beim Radfahren bzw.
beim FuBmarsch. Dann gilt s, =25, und
t, = 2t,. Daraus folgt

pow, =SS Sl 282y
72y Ty st st
1 2 271 271
T [}

Ma7 81634 Esseia=6x,b=06yund c=6z.

Nun gilt b=“;c bzw. 6y=6x;62, also
y=x;zundsomit2y=x+z. (1)

Aus 6x+6y+6z=>54 folgt x+y+2z=9. (2)
Durch Einsetzen erhalten wir aus (1) und (2)
schlieBlich
y+2y=9,
3y=9,
y=3,alsob=6y=6-3=18.
a+
2
Wegen a<b<c kdnnte nur a=6 oder a=12
und ¢ = 24 oder ¢ = 30 gelten.
Diese Aufgabe besitzt daher genau zwei
Losungen:
a,=6 b =18, ¢, =30; a,=12, b,=18,
c, =24

Aus b=18 und b= cl'olgt a+c=36.

Ma7 w1635 Aus 2k'n—6=k'n+6 folgt
durch Umformen

2k:n—k-n=12,

k-n=12.

Nun gilt 12=112=2:6=34=4-3=6-2
=121
Wir erhalten somit sechs Losungen, und zwar
die geordneten Paare (k, n):
(1; 12), (2; 6), (3; 4), (4; 3), (6, 2), (12; 1).

Probe: 2:12—-6= 1-12+6=18,
4- 6—6= 2- 6+6=18,
6-4—6= 3- 4+6=18,
8-3—-6= 4 3+6=18,
12-: 2—6= 6- 2+6=18,
24- 1—6=12- 1+6=18.

Ma7 w1636 Esseiz = abcdefdie dekadische
Darstellung der zu ermittelnden sechsstelli-
gen Zahl, und es gelte 3 < f< 10. Dann er-
halten wir durch Streichen und Voranstellen
der Einerstelle die Zahl z' = fabcde. Fiir abcde
= x gilt dann
(10x+1)-4=1000001+x,
40x+4f =100000/4+x,
39x = 99996/,

x = 2564f.
Fiir f=4 gilt x = 2564-4 = 10256,
fiir f=S5gilt x =2564-5 = 12820,
fir f=6gilt x =2564-6 = 15384,
fir f=7gilt x =2564-7 = 17948,
fiir f= 8 gilt x =2564-8 = 20512,
fir =9 gilt x = 25649 = 23076.
Wir erhalten somit genau sechs Zahlen, die
die gestellten Bedingungen erfiillen; sie lauten
z, = 102564, z, = 128205,
z, = 153846, z, = 179487,
z,=205128, z, = 230769.

Ph7 w17 Gegeben: v = 350
- min

Gesucht: n, ng

d =240mm=0,24 m

ds=560mm=0,56 m
Man berechnet die Drehzahl nach-der For-
mel n= ﬁ Fiir die Drehzahl der Arbeits-
walze ergibt sich

nA=ndA
_ 350m _ L
47024m-3,14-min~  min’

Fiir die Drehzahl der Stiitzwalze ergibt sich

n

_U
i
O 3%0m 1
’5=0,56m-3,14-min_~ min’

Ch7 =13 a) Fiir 1t Roheisen 30...65m?
Kiihlwasser, fiir 1200t Roheisen 1200.30...
1200.65m?® Kiihlwasser. Zur Kiihlung wer-
den 36000...78000 m® Kiihlwasser benotigt.

b) 112g 168 g
Fe304 +4CO—’3FC+4C02
m 12-10°g

1
NR: 4mol-28-5 =112g,
mol
3mol-56-E— = 168¢
) mol
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m, =800t
800t Kohlenmonoxid sind erfordertich.
o Be_800t ’

12g m,
Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m, =343t
343 t Kohlenstoff sind bereitzustellen.

Ma8 #1637 Die urspriingliche gebrochene
Zahl sei %; dann gilt

m+n_9m

n+n n’

m+n Sm

2n n’

m+n
2
m+n=18m,
n=17m.
m

m 1 .
Daraus folgt TS Tms 1 Die gesuchte

=9m,

gebrochene Zahl lautet 11—7, und es gilt

18_9 .1

1+17 _18_9
17+17 34 17 17

Ma8 #1638 Der Umkreis des zu konstru-
ierenden Dreiecks ABC mége g, auller in A
noch in D schneiden. Dann gilt
¥BAC=%BDC=ua

(Peripheriewinkel iiber der Sehne BC) und
¥BCA=%BDA=vy

(Peripheriewinkel der Sehne 4B). Deshalb
ergibt sich folgende Konstruktion:

A
%
B/W\‘ L
92 ~ t 8
U 2 2l
M. \‘l ~U
33 c D

‘In einem beliebigen Punkt D auf g, ist der
Winkel « = 30° an g, anzutragen; sein freier
Schenkel schneide g, in B. In D ist an DB
der Winkel y =50° anzutragen; sein freier
Schenkel schneide g, in A. Es ist 4 mit B zu
verbinden. In A ist an AB der Winkel a = 30°
anzutragen; sein [reier Schenkel schneide g,
in C. Es ist B mit C zu verbinden.

Ma8 #1639 Fiir 40 Goldmedaillen wurden
7-40 = 280 Punkte vergeben. Aus 294 — 280
= 14 folgt, daB die DDR 14 sechste Plitze
belegte. Es verbleiben noch 638 — 294 = 344
Punkte. Es sei m die Anzahl der flnften
Plédtze und n die Anzahl der erworbenen Sil-
bermedaillen. Da diese gleich der Anzahl der
Bronzemedaillen bzw. der vierten Plitze ist,

gilt  5n+4n+3n+2m =344,
12n+ 2m = 344,
6n+m=172.
Wegen m < n erhalten wir daraus
6m+ m<17.,
Tm< 172,
172 4
m< - = 247,
m<24.

Wegen m > 20 kdnnte m gleich 21, 22, 23
oder 24 sein. Nur fiir m = 22 wird die Glei-
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chung 6n+ m =172 im Bereich der natiirli-
chen Zahlen erfiillt. Wir erhalten somit

NR: I mol-64,] = =64,1g,

g
mol

1mol-22.4—— — 2241

6n=172—m,
6n=172—22 =150, » mol
n=25 y= 2241,
Gesamtergebnis: v 84’1‘3 )
40 Goldmedaillen  zuje7P.: 280P.  V=OTEL2RAM N ,
25 Silbermedaillen zuje 5P.: 125P. A aljl ann 0,0007m*; 0,0012m*; 0,0023m
25 Bronzemedaillen zu je4 P.: 100 P. thin herstellen.
25 vierte Platze zuje3P.: 75P. Ma9 m1641 Wegenl+2+3+...+n
22Funl’tePla£ze zu_!eZP.: 44P. ="(n+l)und 124224324 4p?
14 sechste Pldtze zujelP.: 14P.
—_— nn+ 1)}2n+1) . Sn(n+1)
638 P. = 6 gilt —

Ma8 81640 Die vierstellige Zah! 1dBt sich
in der Form

z =1000a + 100a + 10b + b,

z=1100a + 115,

z = 11(100a + b) darstellen.

Nun gilt 11(100a + b) = n?; deshalb muB
100a + b ein Vielfaches von 11 sein. Wegen

_nn+1)2n+1)
-

5
daraus 5=

. Wegen n > 0 erhalten wir

2n+1
5

30=4n+2,
4n =28,

n= 7.

100a + b =99a + (a + b) trifft das zu, wenn Somit gilt 17 + 2% +3% 4 ..+ 7

a+b durch 11 teilbar ist. Wegen 0<a <9
und 0 < b <9 kann nur a+ b= 11 sein. Wir
erhalten somit

=5(1+2+3+...+7).

Ma9 1642 Es sei ABCDE ein konvexes
Fiinfeck ; nach der Dreiecksungleichung gilt

z=11(99a + 11), dann a+b>p,
z=11>Ga + 1). btc>
. . . Py
Da 9a + 1 nur fiir a = 7 eine Quadratzahl ist, c+d>p
lautet die Kraftfahrzeugnummer 7744, und es d+e> p3
.  ap2 4
gilt 7744 = 882, e+a>p,
Ph8 nig also 2a@+b+c+d+e)
Gegeben: a) d = 1,6 mm Gesucht: a) R >p,+p,+p,+p,+ps=p;
/ =1000m b U 2u>pbzw.u> lp. Ferner gilt
_OOIGQm_mz 2
p=5 m c) Ix a<p,+p,
b) U1=220V b<P3 +P5;
I= 10A c<p, +p,
a) Der Gesamtwiderstand der Leitung ergibt d<p,+ps
sich aus ) e<p,+p;
R=%1mltA=7¥ also a+b+c+d+e
<2p, +p,+py+p,tPs5)
p-l-4 u<2pbzw.2p>u.
R= 142 1
n Somit gilt 2p > u > = p.
& _ 0016mm?-1000m 2

7-1,6°mm?-m-3,14

R =~ 1,14Q
b) Der Spannungsabfall U 4 ergibt sich aus
der Differenz der Spannung U , am Leitungs-
anfang und U, am Leitungsende.
U,=U,—U, sowie nach dem Ohmschen
Gesetz U, = I- 2R (Doppelleitung)
Alsoist I'2R=U, — U,

U,=U,~1I2R
U,=220V—10A-2,28Q
U,=1972V

Nun ist UA=U1—U2

U,=220V—1972V gilt
U,=228V
c) Bei KurzschluB ist I x hach dem Ohmschen
Gesetz ; _E_ 20V _o6sA
KT2R 228 T
Chg8 =14
64,1g 22,41
CaCz + 2H20—>C202 + Ca(OH)z
m | 4

Ma9 #1643 Angenommen, es wurden x
Gliihlampen zu 40 W, y Gliithlampen zu 60 W
und z Glithlampen zu 75 W verwendet; dann

40x + 60y + 75z =720
x+ y+ z= 121-(—40)
40x + 60y + 75z= 720

—40x — 40y — 40z = — 480
20y +35z= 240 I:5

4y+ 7z= 48

4y=48—4z—3z

3z

y= 12— Z—T.




Da x, y und z natiirliche Zahlen sind, wird
diese Gleichung nur fiir z = 4 erfiillt. Wir er-
halten y=12—4—3=5und x=12—5—4
=3

Der Raum ist mit 3 Glithlampen zu 40W,
5 Gliihlampen zu 60 W und 4 Gliihlampen
zu 75 W auszustatten.

5 3
Ma9 ®1644 Esgmz=1”2—0+%—;—4,
z=n5+4n—5n3
120
_n(n* —5n% +4)
- 120 -

Ferner gilt n* — 5n2 + 4 = (n> —4)(n? — 1),
n*—5n% +4=(n—1)}n+ 1)n—2)n+ 2).
Daraus folgt

,e n—2n—1)n(n+1)n+2)

120 )

Der Zihler von z stellt das Produkt von fiinf
auleinanderfolgenden natiirlichen Zahlen dar.
Von diesen fiinf Zahlen ist wenigstens eine
durch 4, wenigstens eine weitere durch 2, eine
durch 3 und eine durch 5 teilbar. Wegen
2:3:4-5 =120 ist deshalb der Zahler fiir jede
natiirliche Zahl n durch 120 teilbar, das heiBt,
z ist ebenfalls eine natiirliche Zahl. Fiir n=0

oder n =1 oder n = 2 erhalten wir % =0.

Lésungen zu alpha-heiter:
(Heft 5/77):

Welche Zensuren hatten die Schiiler ?

Wir nehmen an, daB die ersten beiden Aus-
sagen nicht stimmen und die dritte stimmt.
Wenn es nicht stimmt, daB Sergejew keine
»5* hat und Wassiljew keine ,4“, dann hat
Sergejew eine ,,5“ und Wassiljew eine ,4“
Aus der Richtigkeit der dritten Aussage folgt,
dall Alexejew ebenfalls eine ,,4“ hat. Dies ist
aber nicht moglich, da die Zensuren der
Schiiler nach den Bedingungen der Aufgabe
verschieden sind. Aus der Annahme, daB die
erste und die dritte Aussage nicht stimmen
und die zweite stimmt, ergibt sich, daB Ser-
gejew eine ,,5“ hat, Wassiljew keine ,,4“ und
Alexejew keine ,,4“. Dies ist wiederum nicht
moglich, weil dann entweder Wassiljew oder
Alexejew gewil eine ,,4“ haben muB, da Ser-
gejew eine ,,5“ hat. Die einzige Moglichkeit
ist daher: Die erste Behauptung des Lehrers
ist richtig, und die anderen beiden Male hat
er sich geirrt. Somit erhalten wir: Sergejew
hat keine ,,5“, Wassiljew hat eine ,4“ und
Alexejew hat keine ,,4“. Daraus ergibt sich,
daB Wassiljew eine ,,4“ hat, Sergejew hat keine
,»J3* (und keine ,,4*), also eine ,,3“, und Alexe-
jew hat keine ,,4“, sondern eine ,,5“.

Mathematischer Wettstreit

Der Sieger des Wettstreites war derjenige,
der schneller als die anderen iiberlegte. Neh-
men wir an, daB ich eine graue Miitze trage.
Jeder von meinen Nachbarn sieht ihre Farbe
und muB folgendermaBen denken: ,Wenn
ich eine graue Miitze auf dem Kopf hitte,
dann miilte der dritte von uns, indem er

sieht, daB beide grauen Miitzen schon ver-
geben sind, sofort, nachdem man die Tiicher
von ihren Augen entfernt hatte, bemerken,
daB er eine weiBe Miitze trigt. Beide Nach-
barn schweigen jedoch. Also trage ich eine
weiBe Miitze auf dem Kopf*.

Wer zerschlug den Spiegel ?

Wenn wir annehmen, daB Sergejew den Spie-
gel zerschlagen hat, so sind genau drei Ant-
worten wahr, die von Aljoscha, Kostja und
Tolja. In allen iibrigen Fillen sind die Ant-
worten von vier Schiilern wahr, was den Be-
dingungen der Aufgabe widerspricht.

Die drei Lehrer

Morosow gibt Franzdsisch- und Geschichts-
unterricht, Wassiljew Biologie- und Englisch-
unterricht und Tokarew Geographie- und
Mathematikunterricht.

M. Ljapunow
9-94+7=288
98:9+6=888
9879+ 5=8888
9876-9+4=88888
98765-9+3=888888
987654-9 +2=8888888
98765439+ 1=88888888
98765432-9+0=888888888
bzw. L=9,J=8,A=7,P=6,U=5N=4,
0=3,W=2,M=1,X=0

Frische Pilze
x kg sei das Gewicht der gesammelten Pilze,
darunter sollen (0,85x) kg Wasser sein. Die
trockenen Pilze wiegen (x — 15) kg darunter
sind (0,85x —15) kg Wasser, welches 40%
von dem Gesamtgewicht bildet. Also gilt:

085x—15 40 2

x—I15 100 5

Daraus folgt x = 20 (kg), oder:
Die Kinder hatten 20kg frische Pilze gesam-
melt.

Magisches Quadrat
4147 —|9|=|2
+VA-VA+U ]+
9| —-12|+|0|=|7
%
—VA+VA-V) -
2|—|o|—|6|=|6
114j85|—13|=|3

Der Elefant und die Miicke

Als der ,Mathematiker” die Quadratwurzel
aus den beiden Seiten der Gleichung (x — v)?
= (y — v)? zog, verstand er nicht, daB es fiir
das Resultat zwei Moglichkeiten gibt:
entweder x —v=y—v oder x—v=v— .
Richtig ist nur das zweite Resultat: x und y
sind positive Zahlen und aus der Ausgangs-
gleichung x + y = 2v [olgt, daB dann, wenn
x > v ist, y < (erster Fall), und dann, wenn
x < vist, y > v (zweiter Fall).

Im ersten Fall ist x—v>0 und y—v<0,
was der Gleichung x — v = y — v widerspricht.
Die zweite Gleichung x—v=v—y jedoch
widerspricht weder den Bedingungen des
ersten Falles noch den Bedingungen des zwei-
ten Falles. Aus der Gleichung x—v=v—y
folgt wieder die Ausgangsgleichung x + y=2v.

Auf der Wolga
@ Fiir die zweite Hilfte des Weges wendete

der Dampfer % = % der Zeit aul, die er fir

die erste Hilfte des Weges benétigte. Die Zeit-
differenz aus den Fahrzeiten der ersten und

zweiten Hilfte betrdgt % und entspricht ge-

miB der Aufgabenstellung einer halben Stun-
de. Das bedeutet, daB die erste Halfte des

Weges in %Std. 5= 2% Stunden und der ganze
Wegin 2% Std. +2Std. = 4% Stunden zuriick-
gelegt wurde.

@ Stromab legt der Dampfer in einer Stunde

1 der Entlernung zuriick, stromauf dagegen

3
nur 3. Die Dilflerenz (-;—) entspricht der
doppelten  Stromungsgeschwindigkeit. Je

Stunde legt das FidBchen also l—; des Weges

zuriick und die gesamte Sirecke in 18 Stunden.

Kryptarithmetik aus Quant

1. 95846-95846 = 9186455716.
2.26953-26953 = 726464209.
3.26157-68351 = 1787857107.
4.24153-24153 = 583367409.
5.18594-18594 = 345736836.

6.48957-24751 = 1211734707.
7.52903-52903 = 2798 727409.
8.46027-46027 =2118484729.
10.39 4+ 8 =47
96 : 2=48.

9.12:7=84
29-3=287
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Nikolai Jegorowitsch Shukowsky (1847-1921)
Begriinder der gegenwirtigen Hydro- und
Aeromechanik ; ist auch als erster Leiter des
Zentralen Aero- und Hydrodynamischen In-
stituts, als , Vater der russischen Aviatik‘
bekannt; Prof. Dr.sc. der (angewandten)
Mathematik; Vizeprasident (1903) und Pri-
sident (1905) der Mathematischen Gesell-
schaft in Moskau.

Michail Wassilowitsch Ostrogradski

(1801 bis 1861)

Russischer Mathematiker und Hochschul-
lehrer ; bedeutende Arbeiten iiber mathemati-
sche Analyse, Begriinder der ,,Petersburger
Schule*.
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Otto Julijewitsch Schmidt (1891 bis 1956)
Hervorragender Mathematiker, Astronom
und Geophysiker sowie Arktisforscher; Ab-
solvent der Universitit Kiew (1913), ab 1926
ord. Professor an der Lomonossow-Universi-
tit Moskau. Begriinder und Leiter der alge-
braischen Schule; ord. Mitglied der Akade-
mie der Wissenschaften der UdSSR (ab 1935)
und Vizeprisident dieser Akademie (1939 bis
1942); Held der Sowjetunion (seine beson-
deren Verdienste liegen in der Arktisfor-
schung). Chefredakteur der Grofen Sowjeti-
schen Enzyklopddie.
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Sofia Wassiljewna Kowalewskaja (1850-1891)
Hervorragende russische Mathematikerin;
erste Professorin der Mathematik in Europa
(Stockholm, 1884), Privatschiilerin von
Weierstraf in Berlin; bedeutende Arbeiten
iiber die Theorie der Differentialgleichungen,
iber die Funktionentheorie und die Kine-
matik.
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Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski

(1792 bis 1856)

Russischer Mathematiker und matenalisti-
scher Denker; entwickelte eine nichteukli-
dische (d. h. eine das Parallelenpostulat nicht
voraussetzende) Geometrie: ,,Uber die An-
fangsgriinde der Geometrie* 1829/30.
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Alexey Nikolajewitsch Krylow (1863 bis 1945)
Berithmter russischer Mathematiker, Mecha-
niker und Schiffsbauingenieur, Mitglied der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR
(1916), Held der sozialistischen Arbeit (1943);
sein , Lehrgang des Niherungskalkiils*
(1947) ist weltbekannt. Seine wichtigsten wis-
senschaftlichen Ergebnisse erzielte er auf den
Gebieten: Schiffsbau, Schwimmfahigkeit,
Kippsicherheit, Deviation, Hiroskopentheo-
rie.

Leonard Euler (1707 bis 1783)

Genialer Schweizer Mathematiker, ging 1729
nach Petersburg, 1741 an die Akademie der
Wissenschaften nach Berlin, 1766 erneut nach
Petersburg ; héchst produktiv auf allen Gebie-
ten der Mathematik und mathematischer

Physik (bes. Variationsrechnung, Analysis
des Unendlichen, Algebra); verfaBte 45 Biande
sowie 950 Abhandlungen.
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Mathematiker
auf sowjetischen
Briefmarken
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Iwan Georgiewitsch Petrowsky (1901 bis 1973)
Sowjetischer Mathematiker, Absolvent der
Lomonossow-Universitdt Moskau (1927), an
der er spater Professor (1933) und Rektor
(1951) wurde. Mitglied der Akademie der
Wissenschaften der UdSSR (1946). Hervor-
ragender Experte auf dem Gebiet der Dif-
ferentialgleichungen. Seine drei Lehrbiicher
(Lehrgang der Differentialgleichungen, der
Differentialgleichungen mit partiellen Ablei-
tungen und der Integralgleichungen wurden
in viele Sprachen der Welt ibersetzt.
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Mathematiker

Biicher aus dem

VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften

I. S. Sominski

Die Methode der voll-

stindigen Induktion
56 Seiten (1965) Preis: 2,00 M

A. 1. Markuschewitsch
Flicheninhalte und Logarithmen
54 Seiten (1965) Preis: 4,2SM

P.S. Alexandroflf
Einfiihrung in die Gruppentheorie
118 Seiten (1967) Preis: 4,30 M

E.B. Dynkin/W. A. Uspenski
Mathematische Unterhaltungen I
Mebrfarbenprobleme

65 Seiten (1968) Preis: 5,10 M

Mathematische Unterhaltungen II
Aufgaben aus der Zahlentheorie
124 Seiten (1968) Preis: 6,10 M

Mathematische Unterhaltungen I1I
Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung

84 Seiten (1968) Preis: 4,10 M

A. I. Markuschewitsch

Rekursive Folgen
48 Seiten (1968) Preis: 2,80 M

W. G. Scherwatow
Hyperbel-Funktionen
54 Seiten (1969) Preis: 3,80 M

I. P. Natanson
Summierung unendlich

kleiner GroBen
60 Seiten (1969) Preis: 3,25M

L. A. Kaloujnine
Primzahlzerlegung
40 Seiten (1971) Preis: 2,40 M

W. G. Boltjanski/I. Z. Gochberg
Siitze und Probleme

der kombinatorischen Geometrie
128 Seiten (1971) Preis: 6,80 M

A. O. Gelfond

Die Auflésung von Gleichungen
in ganzen Zahlen
(Diophantische Gleichungen)

59 Seiten (1973) Preis: 3,80 M

P. P. Korowkin
Ungleichungen
56 Seiten (1973) Preis: 2,45M

N. N. Worobjow

"Teilbarkeitskriterien

85 Seiten (1973) Preis: 4,20 M

A.S. Solodownikow
Lineare Ungleichungssysteme
98 Seiten (1973) Preis: 5,00 M

B. W. Gnedenko/A. J. Chintschin
Elementare Einfiihrung in

die Wahrscheinlichkeitsrechnung
174 Seiten (1973) Preis: 4,50 M

Biicher aus dem
BSB B. G. Teubner Verlags-
gesellschaft Leipzig

I. M. Gelfand/E. G. Glagolewa/
A. A. Kirillow

Die Koordinatenmethode
75 Seiten (1968) Preis: 3,40 M

J.S. Wentzel
Elemente der Spieltheorie
66 Seiten (1970) Preis: 4,20 M

I. M. Gelfand/E. G. Glagolewa
Funktionen und ihre graphische
Darstellung

128 Seiten (1971) Preis: 7,00 M

N. J. Wilenkin

Unterhaltsame Mengenlehre
184 Seiten (1973) Preis: 6,50 M

I.J. Bakelman

Spiegelung am Kreis
Grundlagen und Anwendung
132 Seiten (1976) Preis: 7,00 M

A.Kolman

Die vierte Dimension
116 Seiten (1976) Preis: 6,50 M

Biicher aus dem Volkseigenen
Verlag Volk und Wissen Berlin

Autorenkollektiv

-Algebraische Aufgaben aus

der Technik
102 Seiten (1964) Preis: 3,90 M

A.A.Kolosow
Kreuz und quer

durch die Mathematik
202 Seiten (1965) Preis: 6,00 M

J. 1. Perelman

Unterhaltsame Algebra
148 Seiten (1965) Preis: 4,65M

Autorenkollektiv

Aufgaben von Mathematik-
olympiaden in der USSR
und in der CSSR

292 Seiten (1965) Preis: 8,20 M

K. A.Rupassow

Mathematische Denkaufgaben
56 Seiten (1965) Preis: 1,60M

Biicher aus dem Urania-Verlag

. Leipzig - Jena - Berlin

Autorenkollektiv

Bausteine des Wissens

Streifzug durch die Mathematik

Band 1: 207 Seiten (1965) Preis: 12,00 M
Band 2: 227 Seiten (1965) Preis: 12,00M

B. A. Kordemski
Kapfchen, Kopfchen
328 Seiten (1976) Preis: 12,00 M
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Das macht
Pythagoras
verlegen

Teil I

So lange es aul der Welt lehrende und lernende
Menschen gibt, besteht bei den Lernenden
wohl auch die Neigung, den Lehrenden ein-
mal in Verlegenheit zu bringen. Dies 1aBt sich
zuweilen schon mit unbequemen Fragestel-
lungen herbeifiihren. Vielfach kann eine sol-
che Verlegenheit der Ausgangspunkt einer fiir
beide Seiten anregenden Diskussion sein. Ist
die Diflerenz zwischen Lehrendem und Ler-
nendem nicht zu beheben, dann wird das
gegenseitige MiBverstehen manchmal als ein
Generationenproblem abgetan. Der Altere
meint vom Jiingeren, er wird es spéter noch
einsehen. Hingegen denkt der Jiingere, dem
HAlten” ist nicht mehr zu helfen.

Fiir schwerwiegende Meinungsverschieden-
heiten zwischen Lehrendem und Lernendem
gibt es auch auf ,hoherer Ebene” treffende
Beispiele. Von einem fiir die geschichtliche
Entwicklung der Mathematik recht interes-
santen soll hier berichtet werden. Der Lehr-
meister ist kein geringerer als Pythagoras von
Samos (um 580496 v. u. Z.). Mit seinem Na-
men verbindet sich untrennbar der pythago-
reische Lehrsatz. Er lautet: Im rechtwinkligen
Dreieck ist das Quadrat der Hypotenusen-
linge gleich der Summe der Quadrate der
Kathetenldngen.

An dieser konkreten Aussage gibt es nichts zu
riitteln. Neben der Mathematik beschiftigte
sich Pythagoras auch mit Politik und Philo-
sophie. Nach seiner philosophischen Lehre
ist die (natiirliche) Zahl das Urprinzip aller
Dinge. Alles 148t sich auf natiirliche Zahlen
oder das Verhiltnis von natiirlichen Zahlen
zuriickfiihren. Der Lehrsatz iiber das recht-
winklige Dreieck bietet hierzu einige leicht
nachpriifbare Beispiele. Verhalten sich in
einem Dreieck die Seitenlingen wie 3:4:5,
so ist das Dreieck rechtwinklig. Auch bei
Vorgabe der Seiten im Verhiltnis 5:12:13
ergibt sich ein rechtwinkliges Dreieck. Drei
natiirliche Zahlen q, b, ¢, die die Gleichung
a’+b%*=c? erfiillen, nennt man ein pytha-
goreisches Zahlentripel. Die Pythagoreer wa-
ren iiberzeugt, daB sich [iir jedes rechtwink-
lige Dreieck ein derartiges Zahlentripel (a,
b, c) bei geeigneter Festlegung der MaBein-
heit finden 148t.

Zunichst sei noch einiges iiber Pythagoras
selbst und die von ihm begriindete Schule
berichtet. Auf der Insel Samos geboren,

wandte sich Pythagoras wegen der in seiner
Heimat herrschenden Tyrannei nach dem in
Siiditalien liegenden Kroton, das in dieser
Zeit zu GroBgriechenland gehorte. Pytha-
goras und sein Schiilerkreis bildeten eine ver-
schworene Gemeinschaft, die zu jedem Opfer
fiireinander bereit waren. Zum Beispiel waren
Damon und Phintias aus Syrakus Pythago-
reer. Der Freundestreue in diesem Kreis hat
Schiller in seinem Gedicht ,,Die Biirgschaft“
ein literarisches Denkmal gesetzt. (Ich lasse
den Freund dir als Biirgen, ihn magst Du,
entrinn’ ich, erwiirgen.) Dabei darfl jedoch
nicht iibersehen werden, daB die Mitglieder
dieser Gemeinschaft hochmiitig auf das Volk
herabsahen, das seinen Lebensunterhalt
durch miihselige Arbeit verdienen muBte.
Ideell unterstiitzte diese politisch-religiose
Gemeinschaft die damals herrschende Skla-
venhaltergesellschaft, zu deren Aristokratie
sich ihre Mitglieder rechneten. Dieser Hoch-
mut gegeniiber dem Volk sollte den Pythago-
reern spéter teuer zu stehen kommen.

Fiir die griechische Fiithrungsschicht der da-
maligen Zeit waren Handwerker und-Bauern
Banausen, wihrend der freie Mann griibelte,
diskutierte, lehrte und spekulierte. Er be-
schiftigte sich zunéchst mit den drei Kiinsten
Grammatik, Rhetorik und Dialektik. Ergédn-

“zend zu diesem Unterbau der Wissenschalft,

dem Trivium, pflegten die Pythagoreer die
vier Mathemata Arithmetik, Geometrie, Mu-
sik und Astronomie. Diese vier Féacher bilde-
ten das Quadrivium ihres Lehrgebidudes. Die
Bezeichnung der Angehorigen dieser Philo-
sophenschule als Pythagoreer geht auf Ari-
stoteles zuriick. Bis dahin hatte man jede sich
um einen Meister scharende Schule nach dem
Ort ihres Wirkens benannt. Auch dies ist ein
Zeichen fiir die Autoritit, welche Pythagoras
im Kreise seiner Schiiler und geistigen Mit-
streiter besal.

Ein Paradebeispiel! fiir die Tragfahigkeit der
pythagoreischen Lehre bot die Akustik. Den
experimentellen Befund dazu lieferte ein Mo-
nochord. Es besteht aus einem Kasten mit
hoher Resonanzwirkung und einer dariiber
gespannten Saite der Linge /. Im Ausgangs-
zustand ertdont beim Anzupfen der Saite der
Grundton. Halbiert man die Linge der Saite
durch Einschieben eines Steges, ohne dabei
die Spannung der Saite zu dndern, so ergibt

2
sich die Oktave zum Grundton. Setzt man§ !
zur Schwingung frei, ergibt sich die Quinte.
Setzt man %lzur Schwingung [rei, ergibt sich

die Quarte. Das Verhiltnis zwischen der
zwolften Quinte und der siebenten Oktave
heiBt in der Musiktheorie ,pythagoreisches
Komma®“. Erst viel spiter erkannte man, daB
auch [iir die Schwingungszahlen der Tone
entsprechende Proportionen bestehen, da die
Frequenz einer Saite im reziproken Verhilt-
nis zu ihrer Linge steht. Halbiert man gtwa
die Linge der schwingenden Saite, so ver-

doppelt sich die Schwingungszahl. Der Auf-
bau einer klangvollen Tonleiter aus 8 Tonen
lieB sich nun mathematisch durch ganze Zah-
len fassen. Den sieben Tonschritten der
pythagoreischen Tonleiter sind folgende Pro-
portionen von Schwingungszahlen zugeord-
net:

9 9 256 9 9 9 256%)
Wesentlich war hierbei fiir die Pythagoreer
eine Bestdtigung ihrer philosophischen
Grundhaltung, daB sich harmonische Zu-
sammenklidnge von Tonen auf Verhiltnisse
kleiner ganzer Zahlen zuriickfiihren lassen.
Die Pythagoreer wollten ihre philosophische
Lehre von den Zahlen im Sinne einer Allaus-
sage verstanden wissen. Fiir den Beweis einer
Allaussage ist jedoch die Bestitigung durch
eine auch noch so groBe Anzahl von Bei-
spielen nicht hinreichend. Als Erfinder einer
Allaussage muB man sich davor hiiten, daB
eines Tages ein vom Wahrheitsdrang beses-
sener Schiiler ein Gegenbeispiel aufsticht. Ein
solcher Schiiler fand sich — allerdings nicht
mehr zu Lebzeiten von Pythagoras - im unter-
italienischen Metapontion. Pythagoras war in
diese Stadt gezogen und hatte auch dort einen
Schiilerkreis um sich geschart.

A

A
Se

Pentagramm, Geheimzeichen der
Pythagoreer

Der Bund der Pythagoreer, dessen Mitglieder
in verschiedenen Stidten Unteritaliens leb-
ten, besaB ein geheimes Zeichen der Zusam-
mengehorigkeit. Es war ein regelméBiger
Fiinlstern. Hippasos von Metapontion mag
als Neuling in dem Bunde einmal das Ge-
heimzeichen in sein Wachstéfelchen einge-
ritzt haben. Hierbei kann ihm der Gedanke
gekommen sein, gemdB der Lehre seines
Meisters jenes Paar natiirlicher Zahlen auf-
zusuchen, welches das Verhiltnis der Lingen
von Diagonale zu Seite im regelmdBigen
Fiinfeck erfaBt. Heute ist nicht mehr rekon-
struierbar, mittels welcher Hilfslinien am
Pentagramm Hippasos klar wurde, daB sich
fiir die Langen dieser beiden Strecken kein
gemeinsames MaB finden 148t. Im heutigen
Sprachgebrauch wiirden wir sagen: Hippasos

*) Man vergleiche hierzu auch den Aufsatz
»,Mathematik im Reich der Tone“, 6. Jahr-
gang (1972), Heft 6, und 7. Jahrgang (1973),
Heft 2.
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entdeckte die Inkommensurabilitdt von Dia-
gonale und Seite im regelmaBigen Fiinfeck.
Vermutlich hat ihn das Prinzip der Wechsel-
wegnahme (Kettendivision) von Strecken zu
dieser umwilzendern Erkenntnis gefiihrt. Dies
mag sich um 430 v. u. Z. ereignet haben.
Pythagoras war inzwischen in Metapontion
verstorben, aber die Autoritdt des Meisters
blieb iiber seinen Tod hinaus unter seinen
Jingern bestehen. Erschreckt, aber auch von
Wahrheitsdrang besessen, verbreitete Hippa-
sos die Kunde iiber seine Entdeckung, die der
philosophischen Lehre des Meisters den To-
desstof versetzte. Am meisten veriibelten ihm
die Bundesmitglieder, daB er seine Erkenntnis
auch Fremden mitteilte, die dem Bunde nicht
angehorten. Sie reagierten damit, daB sie den
Hippasos aus ihrem Orden verstieBen. Man
errichtete ihm symbolisch eine Grabstitte,
und eine spitere Sage weill zu berichten, dafl
Hippasos auf einer Seefahrt in dem vom
Sturm aufgewiihiten Meer untergegangen
sei.

Unabhingig davon blieb diese neue Erkennt-

nis nicht ohne Riickwirkungen auf den Orden

der Pythagoreer. Er spaltete sich in zwei
Gruppen auf. Die eine Gruppe, Akusmatiker
genannt, schwor weiterhin auf die philosophi-
schen Lehren des Meisters. Sie trieb rationale
Arithmetik an Spielsteinen. Die Mathemati-
ker hingegen zogen die Konsequenzen aus der
unbequemen Entdeckung des Hippasos. Sie
pllegten vor allem die Geometrie und waren
bereit, neue Abenteuer mit kiinftigen mathe-
matischen Entdeckungen auf sich zu nehmen.
Die Entdeckung des Hippasos 16ste die erste
Grundlagenkrise in der Mathematik aus.
Mit den uns zur Verfligung stehenden mathe-
matischen Schulkenntnissen stellt sich die
Frage, wo die Pythagoreer thr SelbstbewuBt-
sein und ihre Selbstsicherheit beziiglich ihrer
philosophischen Lehre hernahmen. Die na-
tiirlichen Zahlen lassen sich auf der Zahlen-
geraden durch Punkte veranschaulichen. Als
Bild ergibt sich eine gleichabstindige Punkt-
reihe. Daraus kann man sich mittels des
Strahlensatzes die Punkte jeder beliebigen
rationalen Zahl konstruieren.

Hat man nun zwei rationale Punkte r; und
ra, so laBt sich stets ein weiterer rationaler

1
o1|\z§4567s

4
34

1 1285715 ...

Bild 2
Konstruktion der Zahl 1,285714... mittels
des Strahlensatzes aus ganzen Zahlen

122

Zwischenpunkt konstruieren. Zum Beispiel

. ry+ra .

ist ry=-* 3 = ein solcher Punkt. Aber auch
8ri+5r . . . .

r3=l—l3—l— ist ein zwischen r, und r; lie-

gender rationaler Punkt, der nach dem Strah-
lensatz aus r, und r, konstruierbar ist. Dabei
konnen r; und r, schon beliebig dicht be-
nachbart sein. Man sagt auch, die rationalen
Punkte liegen aul der Zahlengeraden dicht.
Derartige Gedankengidnge waren den Pytha-
goreern bereits geldufig. Daher erschien es ih-
nen unbegreiflich, dal zwischen diesen ratio-
nalen Punkten noch ,Liicken“ bestehen, die
sich nicht mit rationalen Zahlen schliefen
lassen. Erst Hippasos wies von dieser auf den
ersten Blick sehr plausibel erscheinenden
Uberlegung nach, daB sie auf einem Trug-
schluB beruhte. Die noch bestehenden Liicken
in der Menge der rationalen Zahlen beziiglich
der reellen Zahlen werden von den irrationa-
len Zahlen geschlossen. Diese kann man nicht
auf konstruktivem Wege mittels des Strahlen-
satzes aus den natiirlichen Zahlen gewinnen.
Sie lassen sich daher auch nicht durch Divi-
sion zweier auch noch so groBer ganzer Zah-
len erzeugen. Als Schulbeispiel fiir den Nach-
weis der Existenz irrationaler Zahlen muB in
der Regel die Zahl ]/5 herhalten.

Die groBe Zeit der Pythagoreer, die von sich
glaubten, den Schliissel zur Erkenntnis der
Welt zu besitzen, nannte man auch das Gol-
dene Zeitalter der Griechen. Sie deckte sich
etwa mit der Regierungszeit des Perikles
(500429 v. u. Z.). Mit der Entdeckung irratio-
naler Zahlen war der Glaube an die eigene
Stdrke erschiittert. Eine Vorstellung von der
Resonanz, die bei den Zeitgenossen durch die
Feststellung der Unhaltbarkeit der pytha-
goreischen Lehre ausgeldst wurde, kann man
an dem Reisebericht des Platon von Athen
(427-347 v.u.Z.) ermessen. Dieser war zu-
nichst noch ein Anhdnger der Lehren des
Pythagoras. Als er um 400 v.u.Z. bei dem
Mathematiker Theodoros in Kyrene (Nord-
afrika) weilte, demonstrierte ihm dieser die
Inkommensurabilitit der ‘Zahlen ]/3, ]/.'_’,
l/ﬁ. Die Kunde von der Existenz irrationaler
Zahlen hatte Platon als mathematischen
Laien offenbar sehr erregt. Er schrieb dariiber:
»Ich habe ja wohl auck: selbst erst recht spit
etwas davon vernommen und mufite mich
iiber diesen Ubelstand bei uns hochlich wun-
dern. Es kam mir vor, als wire das gar nicht
bei Menschen moglich, sondern nur etwa bei
Schweinevieh. Und da schimte ich mich,
nicht nur fiir mich selbst, sondern auch fiir
alle Hellenen.”

Bevor wir die Gedankenginge des Hippasos
am Pentagramm und regelmiBigen Fiinfeck
zu rekonstruieren versuchen, sollen einige
Ergebnisse aus der naturwissenschaftlichen
Forschung angefiihrt werden, die weniger zur
Verlegenheit sondern mehr zur Bestdtigung
der pythagoreischen Lehre beizutragen schei-
nen.

1. Kalenderrechnung

Als die Volker damit begannen, ihre Ge-
schichte aufzuzeichnen, boten sich vor allem
die Umlaufzeiten von Sonne, Mond und
Sternen - aus geozentrischer Sicht - als Zeit-
einheiten an. Die Sonne lieferte den Tag, der
Mond den Monat und die Fixsterne das
(siderische) Jahr als Zeiteinheiten. Da die
Umlaufbewegung der Erde um die Sonne, die
Eigenrotation der Erde und dic Umlauf-
bewegung des Mondes um die Erde nicht wie
durch die Rdder eines Uhrwerkes miteinander
verzahnt sind, boten sich bei der Einteilung
des Jahres als langste Zeiteinheit in Monate
und Tage einige Schwierigkeiten. Zum Bei-
spiel war in Agypten an den jahrlich sehr regel-
miBig einsetzenden Niliiberschwemmungen
zu beobachten, daB sich einem (tropischen)
Jahr weder eine ganze Zahl von Monaten
noch eine ganze Zahl von Tagen zuordnen
1a8t. Der Mond spielte jedoch bei den An-
rainern des Mittelmeeres eine wichtige Rolle
zur Festlegung von Festen und ritualen Hand-
lungen. Andererseits war die Lange des Jahres
mit dem Wechsel der Jahreszeiten und dem
Eintreten von Uberschwemmungen und Diir-
reperioden fiir die Bauern zur Feldbestellung
und Einbringung der Ernten von lebenswich-
tiger Bedeutung.

Bereits im fiinften Jahrhundert vor unserer
Zeitrechnung lagen iiber die Umlauf- und
Rotationszeiten der Gestirne so genaue Beob-
achtungen vor, daB man ein recht brauch-
bares ZeitmaB als kieinstes gemeinsames Viel-
faches von Monat und Jahr berechnen konn-
te. Der von Meton eingefiihrte Zyklus umfaBt
19 (tropische) Jahre. In diesem Zeitraum fin-
den 235 Mondwechsel (Lunationen) statt.
Zwischen beiden besteht eine Zeitdifferenz
von 2 Stunden. Allerdings liBt sich diesem
Zyklus nicht eine ganze Zahl von Tagen zu-
ordnen. 19 tropische Jahre (Zeit zwischen
zwei Frithjahrsiquinoktien) umfassen 6939
Tage und 14,5 Stunden. 235 Lunationen ent-
sprechen 6939 Tagen und 16,5 Stunden.

Zur Zeit Cisars (10044 v. u. Z.) war bekannt,
daB ein tropisches Jahr etwa 365,25 Tagen
gleichzusetzen ist. Der auf dieser Erkenntnis
fuBende Julianische Kalender galt iiber 16
Jahrhunderte. Da das tropische Jahr jedoch in
Wirklichkeit 11,25 Minuten kiirzer ist, kam
dieser Kalender im Laufe der Jahrhunderte
ins Rutschen. Der 1582 eingefiihrte Gregoria-
nische Kalender differenzierte noch genauer
die Verteilung der 366 Tage umfassenden
Schaltjahre. Das aus dem Gregorianischen
Kalender resultierende Jahr ist noch 26 Se-
kunden zu lang gegeniiber dem tropischen
Jahr. Diese Differenz ist jedoch belanglos und
bewirkt erst in 3000 Jahren eine Verschiebung
um einen Tag.

Jede noch so kluge kiinftige Kalenderreform
kommt an der Aufgabe nicht vorbei, eine den
astronomischen Gegebenheiten moglichst gut
angepaBte rationale Bezichung zwischen der



Dauer cines tropischen Jahres und eines Ta-
ges herzustellen. Der vor fast 2500 Jahren
aulgestellte Metonische Zyklus leistet noch
heute zur Festlegung des Ostertermins seine
Dienste.

2. Astronomie

Kalenderrechnung und Astronomie sind eng
miteinander verquickt. Der Aufbau des Ka-
lenders fuBt auf astronom.ische'n Beobachtun-
gen. Hier soll an zwei Beispielen gezeigt wer-
den, wie die philosophische Lehre der Pytha-
goreer bewuBt oder unbewuBt die astronomi-
sche Forschung nach zweitausend Jahren
noch beeinfluBte.

Das Hauptwerk des Astronomen und Mathe-
matikers Johannes Kepler (1571-1630) trdgt
den Titel ,,Harmonices mundi“, zu deutsch
»Weltharmonien*. Von den darin enthaltenen
drei Keplerschen Gesetzen ist hier das dritte
von Interesse. Es lautet: Die Quadrate der
Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich wie
die dritten Potenzen ihrer mittleren Entfer-
nungen von der Sonne. Kepler fand dieses
Gesetz auf spekulativem Wege durch Aus-
wertung der von Tycho Brahe vorliegenden
Beobachtungsdaten. Begeistert iiber seine
Entdeckung schreibt er selbst: ,Endlich habe
ich das ans Licht gebracht und iiber all mein
Hoffen und Erwarten als wahr befunden, daB
die ganze Natur der Harmonien in ihrem
ganzen Umfang und nach all ihren Einzel-
heiten in den himmlischen Bewegungen vor-
handen ist...“ Die Ubereinstimmung des drit-
ten Keplerschen Gesetzes mit der Wirklich-
keit zeigt die folgende Tabelle, in der die mitt-
leren Planetenentfernungen auf die Einheit
der mittleren Erdentfernung und die Umlaul-
zeiten auf das Erdenjahr bezogen sind.

Planeten 7T r T2 r
Merkur 0,241 0,387 0,058 0,058
Venus 0,615 0,723 0,378 0,378
Erde 1,000 1,000 1,000 1,000
Mars 1,881 1,524 3,538 3,540
Jupiter 11,86 5203 140,7 140,8
Saturn 2946 9,539 8679 868,0

Der Quotient T?:r3 stimmt fiir die zu Keplers
Lebzeiten bekannten Planeten fast exakt
iiberein. Heute sind wir Erdbewohner in der
Lage, Raumsonden nach anderen Planeten
zu schicken. Vielfach schwenken diese Sonden
nach Erfiillung ihrer Aufgabe in selbstindige
Umlaufbahnen um die Sonne ein. Bei sto-
rungsf{reiem Umlaul um unser Zentralgestirn
ist auch fiir kiinstliche Sonden die Zahl 72:r3
mitbestimmend fiir die Art ihrer Umlauf-
bewegung,.

An dem von Kepler auf spekulativem Wege
gefundenen Gesetz ist noch eine Korrektur
anzubringen. Wie sich mittels der von Newton
begriindeten Himmelsmechanik zeigen 1d8t,
flieBen auch die Massen der an der Bewegung
beteiligten K6rper mit ein. Ist M die Masse

der Sonne, m; die Masse, r; der mittlere Ab-
stand und T; die Umlaufzeit des i-ten Plane-
ten, so ist die Zahl -
-

=TI
unabhiingig von i, das heiBt, sie ist fiir sémt-
liche Planeten des Sonnensystems gleich. Der
Fehler tritt in unserer Ubersicht nicht in Er-
scheinung, weil die Sonnenmasse auBeror-
dentlich groB gegeniiber der Masse der Pla-
neten ist.
Auch die Planetenabstinde waren fiir viele
Astronomen der Neuzeit noch Gegenstand
spekulativer Uberlegungen. Ein Schonheits-
fehler beziiglich der Abstandsskala von der
Sonne paBte zundchst nicht in die Vorstel-
lungen vom harmonischen Aufbau des Pla-
netensystems. Zwischen Mars und Jupiter
klaffte eine weite Liicke. So suchte man gegen
Ende des 18. Jahrhunderts diesen [raglichen
Giirtel um die Sonne systematisch nach einem
vielleicht verborgen gebliebenen kleineren
Planeten ab. Am 1. Januar 1801, dem ersten
Tag des neunzehnten Jahrhunderts, wurde
endlich ein sehr kleiner Himmelsk'c?rper in
diesem Bereich entdeckt und auf den Namen
Ceres getauft. Der Entdecker dieses Plane-
toiden, Piazzi, verfolgte Ceres noch sechs
Wochen lang und muBte dann die Beobach-
tung wegen einer schweren Erkrankung ab-
brechen. Bis dahin hatte kein zweiter Astro-
nom die Entdeckung von Piazzi bestitigen
konnen. GauB berechnete auf Grund der
Beobachtungsdaten nach einem von ihm ent-
wickelten Verfahren die Bahn des Himmels-
korpers. Dank dieser Berechnungen konnte
Ceres nach einem Jahr mit dem Fernrohr
genau anvisiert und gesichtet werden. Nun
begann eine regelrechte Jagd nach gleich-
artigen Himmelskorpern, da man Ceres als
das Bruchstiick eines vor langer Zeit in Triim-
mer gegangenen groBeren Planeten ansah.
Heute kennt man die Bahnen von iber
4000 Planetoiden, welche die Hypothese iiber

‘den zerborstenen groferen Planeten zwischen

Mars und Jupiter zu stiitzen scheinen. Mit
diesem Ersatzplaneten lief sich nun auch die
Abstandsliicke zwischen Mars und Jupiter
zwanglos schlieBen. Der Wittenberger Pro-
fessor Titius stellte die folgende Zahlenlolge
als Hypothese fiir die Planetendistanzen auf.

Planet hypothetische wirkliche
Distanz Distanz
Merkur 0+4= 4 3,9
Venus 3+4= 7 7.2
Erde 6+4= 10 100
Mars 124+4= 16 152
Planetoiden 2444= 28 15-53
. Jupiter 48+4= 52 52,0
Saturn 96+4=100 95,5
Uranus 192+4=196 1922
Neptun 384+4=388 301,1

Dic hypothetischen Distanzen bilden — von
der Venus ausgehend - eine Zahlenfolge, die

durch Zufigen einer additiven Konstanten
zu den Gliedern einer geometrischen Folge
konstruierbar ist. Bis zum Uranus halten sich
die Abweichungen von den tatsdchlichen
Distanzen in angemessenen Grenzen. Diese
Reihe wurde von Bode (1747-1826) verof-
fentlicht und ist unter dem Namen Titius-
Bodesche Reihe in die Fachliteratur einge-
gangen.

Bemerkenswert ist noch, daB Titius bei Aul-
stellung der Reihe im Jahre 1766 noch nichts
von der Existenz der Planeten Uranus und
Neptun wuBte. Diese wurden erst 1781 bzw.
1846 entdeckt. Die Suche nach dem Neptun,
der zunichst nur indirekt durch Bahn-
storungen am Uranus registriert worden war,
konnte mittels der Titius-Bodeschen Reihe
gezielter angesetzt werden. Auch die Jagd
der Astronomen nach Planetoiden vor allem
im 19. Jahrhundert lieB sich bei Kenntnis die-
ser Reihe auf einen beschrinkten Raum kon-
zentrieren. Fiir die Distanz des sonnenfern-

-sten, erst 1930 entdeckten Pluto ergibt sich

eine wesentliche Abweichung von der Titius-
Bodeschen Regel.

3. Geometrie und Ste;'eometrie

In das sogenannte Goldene Zeitalter fallen
drei Problemstellungen, an deren L&sungs-
bemithungen die griechische Mathematik
wuchs. Dies sind 1. die Quadratur des Krei-
ses; 2. die Dreiteilung eines beliebigen Win-
kels; 3. die Verdoppelung des Wiirlels. Die
Unmoglichkeit der Losung dieser drei Pro-
bleme mit Zirkel und Lineal wurde erst im
19. Jahrhundert zwingend bewiesen. Versag-
ten in der Antike diese elementaren Mittel
zur Losung, so wurden neue erfunden. Dies
trug zur Bereicherung der Kenntnisse iiber
ebene Kurven bei.

In diesem Zusammenhang soll unser Inter-
esse der Kreisrektifikation gelten. Gleich-
wertig damit ist die Fragestellung nach der
Verhiltniszahl von Umfang zu Durchmesser
eines Kreises, also n=U:d. Die gesuchte
Zahl 7 tritt zwangsldulig auch beim Problem

. 1 .
der Kreisquadratur <A=an2) auf. Ein be-

merkenswertes Ergebnis lieferte Hippokrates
(um 400 v. u. Z.), der nachwies, daB es Kreis-
mondchen gibt, deren Inhalte auf die Inhalte
von Dreiecken zuriickfiihrbar sind. Dies mag
ermutigend (ur die unmittelbaren -Nachfolger
gewesen sein, fir die Verhdltniszahl n cinen
rationalen Zugang ausfindig zu machen. Von
Archimedes 4Bt sich nachweisen, dal3 er die
Zahl n in folgende Grenzen eingeschlossen
hat: 23

—,ﬁ <n <7
Nach einem Bericht von Heron soll Archi-
medes sogar folgende verschirfte Abschit-
zung gegeben haben:

211872 195882

67441 <" 62351
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A 8

Bild 3
Mondchen des Hippokrates

Hierdurch ist  bis auf fiinf Stellen nach dem
Komma festgelegt. Jedoch wurden schon in
dieser Zeit Vermutungen laut, daB der exakte
Wert fur 7 unter den rationalen Zahlen nicht
zu finden sei.

Archimedes wagte sich auch an die Aufgabe,
die Inhalte krummlinig begrenzter Flichen-
stiicke zu bestimmen. An derartige Problem-
stellungen wurde erst im 17. Jahrhundert
wieder angekniipft. Zum Beispiel berechnete
er den Inhalt des Parabelsegmentes und
setzte es in Beziehung zum Inhalt des dieses
Segment einschlieBenden Parallelogramms.
Diese Untersuchung fiihrte ihn auf das Zah-
lenverhiltnis

A Parabeisegment :AParaHelagmmm =2:3

Er zog auch Vergleiche zwischen den Volu-
mina der Halbkugel mit dem umbeschriebe-
nen Drehzylinder und dem einbeschriebenen
Drehkegel (s. Bild 5). Durch Anwendung eines
Zerlegungsverfahrens, das man als Schich-
tenmethode bezeichnen kann, kam er zu fol-
gendem Ergebnis:

Vzytinder : Vitaibkugel : VKzgel =3:2:1

Bild 4
Inhalte von Parabelsegment und um-
beschriebenem Parallelogramm

r “#6

%
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Bild 6
Schwerpunktbestimmung bei der Halbkugel

Bild 7
Schwerpunktbestimmung bei der Pyramide

Zu beachten ist hierbei, daB die Inhalte der
Basisflachen und die Lingen der Hohen fiir
alle drei Drehkorper gleich sind.
Archimedes wandte seine Schichtenmethode
auch erfolgreich aul statische Probleme an.
Zum Beispiel teilt der Schwerpunkt S des
Drehkegels die KorperhShe r im Verhiltnis
1:3. Da der Zylinderschwerpunkt die Korper-
achse halbiert, ergibt sich nach statischen
Uberlegungen fiir den Abstand x des Schwer-
punktes S der Halbkugel von der Basis fol-
gende Gleichung:

ro 1 3
§=§<2x+zr>

. 3
Hieraus folgt x=gr. Der Schwerpunkt S der

Halbkugel teilt also die Drehachse des Kor-
pers im Verhdltnis 3:5 (s. Bild 6).

Die Schichtenmethode gestattet auch eine
Verallgemeinerung der Aussage iiber die Lage
des Schwerpunktes beim Drehkegel. Legt
man mehrere ebene Schnitte durch die Kegel-
spitze P, so bleibt als Restkorper eine schiefe

r’=g*+a’=rar*=ng’ +no’=rv,=v,+v;

Bild 5

Anwendung der Schichtenmethode zur Ermittlung der Inhaltsbeziehung von Drehzylinder,

Halbkugel und Drehkegel
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Pyramide. Die Inhalte der Schichten der
Pyramide sind proportional zu den Schichten
des Drehkegels. Folglich hat der Schwer-
punkt des Restkorpers von der Basisfliche
gleichfalls den Abstand r/4. AuBerdem liegt
er auf der Schwerelinie des Korpers durch die
Korperspitze P. Diese ausgezeichnete Schwe-
relinie von Pyramiden und Kegeln findet man
durch Verbinden des Schwerpunktes Q der
Basisflache mit der Kegelspitze P (s. Bild 7).
Archimedes bewiltigte mit seiner Schichten-
methode auch die Volumenbestimmung des
Drehparaboloides. Er erkannte, daB die Vo-
lumina der Schichten gleicher Stirke eines
Drehparaboloides eine arithmetische Folge
bilden, deren Glieder sich leicht summieren
lassen. Mittels einbeschriebener und um-
beschriebener Zylinderschichten schitzte er
das Volumen des Drehparaboloides nach un-
ten und oben ab. Durch Grenzbetrachtung
schloB Archimedes weiter, daB das Volumen
eines Drehparaboloides gerade halb so groB
ist wie das Volumen des dem Paraboloid
umschriebenen Drehzylinders. Es gilt also
Vearabotoia: Vzytinder =1 :2.

Aus statischen Uberlegungen l48t sich mittels
der Schichtenmethode weiter folgern, daB der
Schwerpunkt S des Drehparaboloides die
Drehachse im Verhéltnis 1 :2 teilt (s. Bild 8).

Bild 8
Volumen des Drehparaboloids

Die Beispiele zeigen, daB sich auch in der
Geometrie viele GroBenbeziehungen durch
kleine ganze Zahlen erfassen lassen. Der
zahlentheoretische Gehalt, der im Problem
der Kreisrektifikation und damit auch der
Kreisquadratur verborgen liegt, konnte erst
mit den Mitteln der modernen Mathematik
im 19. Jahrhundert voll aufgedeckt werden.
E. Schroder
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Mathematik

Ma5 #1679 Katrin besitzt 12 Buntstifte,
und zwar doppelt soviel rote wie griine,
genau soviel gelbe wie blaue.

Wieviel Buntstifte jeder dieser Farben sind
es?  Schilerin Birgit Weylh, Fambach, K1 7

Ma5 #1680 In einem Fericnlager bewoh-
nen Andreas, Bert, Christian und David ge-
meinsam einZelt. Sie kommen aus verschiede-
nen Orten, und zwar aus Gotha, Erfurt,
Sommerda und Weimar. Aus ihren Gespra-
chen erfahren wir folgendes:
a) Der Junge aus Weimar ist dlter als die
Jungen aus Erfurt und S6mmerda.
b) David ist dlter als der Erfurter.
¢) Andreas, der dlteste von ihnen, wohnt
nicht in Gotha.
d) Christian ist noch nicht so alt wie der
Junge aus Erfurt, aber mit dem Jungen aus
Sémmerda gleichaltrig.
Ordne jedem Vornamen den richtigen Wohn-
ort zu! Ordne die Jungen nach ihrem Lebens-
alter; beginne mit dem Jiingsten!

Schiiler T. Weifs, Weimar

Ma5 ®1681 Ein Zimmer von 4,80 m Linge
und 3,60m Breite, dessen FuBboden die
Form eines Rechtecks hat, soll mit quadrati-
schen Teppichlliesen, die eine Seitenldnge von
40 cm besitzen, ausgelegt werden. Die dafiir
benotigten Teppichfliesen, die 4 mm dick sind,
werden iibereinander gestapelt. Wie hoch
wird dieser Stapel aus Teppichfliesen, wenn
sie sich insgesamt durch ihr Eigengewicht um
2 cm zusammenpressen ?

Schiiler Holger Nérenberg, Teltow, KI. 7

Ma5 w1682 Aufeiner Weide grasen Plerde,
Kiihe und Schafe; zusammen sind es mehr
als 90, aber weniger als 100 Tiere. Es sind
doppelt soviel Kiihe wie Plerde, und viermal
soviel Schafe wie Kiihe. Wieviel Pferde,

Kiihe bzw. Schafe belinden.sich au_f dieser
Weide?
Schiiler Thomas Béhme, Eisleben, K1. 7

Ma5 w1683 Bei einer Exkursion sollen 87
Schiiler mit drei Bussen beférdert werden.
Nachdem alle Schiiler eingestiegen waren,
stellte man fest, daB die Busse ungleichmiBig
besetzt waren. Da in jedem Bus die gleiche
Anzahl von Schiilern fahren sollte, stiegen
aus dem ersten Bus sechs Schiiler in den
zweiten und drei Schiiler in den dritten Bus
um. AuBlerdem stiegen noch vier Schiiler vom
zweiten in den dritten Bus um. Wieviel Schii-
ler befanden sich vor dem Umsteigen in jedem
dieser drei Busse?

Fachlehrer H. Kampe, Neuseddin

MaS5 #1684 An einer Klassenarbeit im
Fach Mathematik waren mehr als 20, aber
weniger als 30 Schiiler beteiligt. Der fiinfte
Teil der Anzahl dieser Schiiler erhielt die
Note 1. Die Note 2 erhielten drei Schiiler
mehr als die Note 1. Die Note 3 erhielten
doppelt soviel Schiiler wie die Note 1. Die
restlichen Schiiler erhielten die Note 4. Wie-
viel Schiiler erhielten die Note 1, 2, 3, 4?
Schiilerin Martina Ullrich, Guben, K1. 7

Maé ®1685 Ein gleichschenkliges Dreieck
habe einen Umfang von 14 cm. Eine der Sei-
ten ist dreimal so lang wie eine zweite der
drei Seiten. Welche Linge hat jede Dreieck-
seite? Schiiler Thomas Béhme, Eisleben, K1. 7

Maé6 u1686 Es sind alle zweistelligen na-
tiirlichen Zahlen zu ermitteln, deren fiinfter
Teil gleich ihrer Quersumine ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 1687 Auf einem Tisch stehen drei
Schalen mit Apfeln. In der ersten Schale sind
halb so viele Apfel, wie in jeder der beiden
anderen. Nimmt man aus der ersten Schale

zwei Apfel und legt sie in die zweite, nimmt

gessen wird.
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man danach aus der zweiten Schale vier

Aplel und legt sie in die dritte, nimmt man
schlieBlich aus der dritten Schale sechs Apfel
und legt sie in die erste, so sind in jeder
Schale gleich viele Apfel. Wieviel Apfel waren
anfangs in jeder dieser Schalen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 w1688 Die Sportler der Volksrepublik
Bulgarien errangen bei den Olympischen
Sommerspielen 1976 in Montreal insgesamt
24 Medaillen, und zwar eine Goldmedaille
weniger, aber eine Bronzemedaille mehr als
Silbermedaillen. Wieviel Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen waren es?
Schiiler Uwe Wiirker,
POS Miilsen St. Micheln

Ma6 ®1689 GroBvater, Vater und Sohn
gingen in den Wald, um Pilze zu sammeln.
Der GroBvater fand zwei Pilze mehr als der
Vater, der Sohn fiinf Pilze mehr als der GroB-
vater. Insgesamt brachten sie 78 Pilze mit
nach Hause. Wieviel Pilze haben GroBvater,
Vater bzw. Sohn gefu:.den?
Schiiler Frank-Michael Wegner,
Lenin-0S Greifswald, Kl. 5

Ma7 1690 Das Bild stellt die Anordnung
der ungeraden Augenzahlen auf einem Spiel-
wiirfel dar. Acht solche Spielwiirfel werden
zu einem groBeren Wiirfel zusammengesetzt.
Ein Betrachter dieses Wiirfels mége genau
drei in einer Ecke zusammenstoBende qua-
dratische Flichen sehen. Jede sichtbare qua-
dratische Fliche der urspriinglichen Spiel-
wiirfel habe nur ungerade Augenzahlen. Die
Summe aus allen dem Betrachter sichtbaren
Augenzahlen betrage 30. Es ist zu zeigen, da
die Augenzahl 1 mindestens viermal vor-
kommt! StR H.-J. Kerber; Neustrelitz

Ma7 81691 Wihrend der Olympischen
Sommerspiele 1976 in Montreal bewiltigte
die Athletin Johanna Schaller aus der DDR
den 100-m-lliirdenlaul der Damen in 12,77
Sekunden. Sie war damit um nur 1_(1)5 Sekunde
schneller als Tatjana Anissimowa aus der
UdSSR. Wieviel Meter Vorsprung hatte Jo-
hanna Schaller gegeniiber Tatjana Anissimo-
wa, als sie iiber die Ziellinie lief, wenn die Laul-
geschwindigkeiten beider Liulerinnen als

konstant angenommen werden?
stud. chem. Annegret Kirsten,
Leuna/Merseburg

Ma7 #1692 Ute kaufte in einem Schreib-
warengeschilt Hefte, Schnellhefter und Filz-
stifte, wofir sie zusammen 7,20 M bezahlen
muBte. Der Preis fiir einen Filzstift betragt
1,20 M, fiir ein Heft 12 Pf und fiir einen
Schnellhefter 1,05 M. Der Preis fir die ge-
kauften Filzstifte macht den dritten Teil des
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Gesamtpreises aus. Wieviel Hefte, Schnell-
hefter bzw. Filzstifte hat Ute eingekauft?

Schiiler Heiko Lehmann,

Herderschule Rostock, KI. 6b

Ma7 81693 Es sind alle gebrochenen Zah-
len x=g zu ermitteln, fir die %<x<% und
b—a=12gilt! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 81694 Drei Minner heiBen mit Vor-
namen Bernd, Giinter und Dieter. Ihre Fa-
miliennamen sind Kriiger, Dahlen und Lohe;
ihre Berufe Elektriker, Lehrer und Girtner.
Uber sie ist folgendes bekannt:
(1) Kriiger ist mit Bernd befreundet.
(2) Der Elektriker und Bernd helfen Lohe
beim Hausbau.
(3) Der Lehrer, Dieter und Dahlen spielen
gern Skat.
(4) Dahlen, der von Beruf Girtner ist, und
Giinter haben einen Garten.
Wie heiBt jeder einzelne mit vollem Namen,
und welchen Berufiibt er aus? Welche der vier
‘Angaben ist iiberfliissig?

. Sabine Neumann, Wusterwitz, K|. 6

Ma8 #1695 Es ist zu beweisen:

Wenn die Summe von vier beliebigen natiir-
lichen Zahlen eine ungerade Zahl ist, so ist
das Produkt aus diesen vier Zahlen eine gera-
de Zahl. Schiiler Frank Erdmann, Zeitz, K!. 9

Ma8 #1696 Gegeben sei ein Winkel von
63°. Man teile diesen Winkel mit Zirkel und
Lineal

a) in drei gleiche Teile

b) in sieben gleiche Teile!

Schiiler Andreas Fittke, EOS H. Hertz, Berlin

Ma8 ®1697 In einen Kreis k mit einem
Durchmesser von 20cm Linge seien zwei
zueinander parallele Sehnen von 10 cm und
5cm Linge gezeichnet. Es ist der Abstand
dieser beiden Sehnen zu berechnen.

Schiiler Wolfgang Hensel, Fambach

'Ma9 #1698 Finden Sie reelle Zahlen x und

y, deren Summe gleich ihrem Produkt ist, und
beweisen Sie, daB x und y nur dann rationale
Zahlen sind, wenn das Quadrat ihrer Summe
rermindert um das Vierfache dieser Summe
eine Quadratzahl ist!
Schiiler Michael Schreckenbach,
Remtengriin, K1. 11
Ma9 ®=1699 Es ist zu beweisen, daB [ir alle
natiirlichen Zahlen n mit n+0 gilt:

n WV Vo_n
n Vn
Schiiler Ralf Kréner, Vetschau, K1. 8
Ma9 ®=1700 Es ist zu beweisen:
Es gibt keine Quadratzahl, die bei der Divi-
sion durch 3 den Rest 2 ldBt!
Schiiler Horst Szillat, Berlin, K1. 9

Ma9 #1701 Gegeben sind drei kongruente
Kreise k,, k2, k3 mitden Radienr;=r,=r3=r
und genau einem gemeinsamen Randpunkt.

Die Mittelpunkte der Kreise bilden ein gleich-

seitiges Dreieck. Die Vereinigungsmenge der

Menge aller Randpunkte und der Menge aller

inneren Punkte dieser drei Kreise wird durch

ein Flichenstiick dargestellt, dessen Inhait

mit A bezeichnet sein soll.

a) Wie groB ist 4?

b) Wie groB ist , wenn A =80 cm? betriigt?
Schiiler Heiko Miiller, Schmalkalden

Ma10/12 #1702 Stellen Sie den in senkrech-
ter Zweitafelprojektion abgebildeten K orper
in Kavalierperspektive dar, und entwickeln
Sie eine Formel fiir die Berechnung seines
Volumens!

o £

>
n
Y

by £
Dipl.-Lehrer f. Math. Helmut Engelmann,
Sachsendorf

Ma10/12 1703 Man ermittle alle Losun-
gen der Gleichung
l+l+l=1 mit x+0und x=2y2z (1)
x'y z

y#0

z%0

in natiirlichen Zahlen! U. Spittel, Jena

Ma10/12 m1704 Gegeben sei eine Kugel,

deren Oberflicheninhalt (in cm?) die gleiche

Mafzahl besitzt wie ihr Volumen (in cm?).

Dieser Kugel sei ein Wiirfel derart einbe-

schrieben, daB jeder seiner Eckpunkte auf

der Kugeloberfliche liegt.

In welchem Verhiltnis stehen

a) die MaBzahlen der Oberflicheninhalte

dieses Wiirfels und dieser Kugel?

b) die MaBzahlen der Volumina dieses Wiir-

fels und dieser Kugel?

(Das Verhiltnis soll stets in der Form 1 :x

angegeben werden.) B
Schiiler Frunk Erdmann, Zeitz, KI. 9

Ma10/12 =1705 In einem beliebigen spitz-
winkligen Dreieck ABC sei D der Schnitt-
punkt der Hohen. Spiegelt man das Dreieck
ABC an der Geraden, die durch 4 und B
geht, so erhilt man das Dreieck ABC'.
a) Man beweise, daB die Punkte A,C’, Bund D
aufl einem Kreis liegen!
b) Veranschaulichen Sie den Beweis durch
eine entsprechende Konstruktion!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Physik
Ph6 826' Der stihlerne Antennenmast eines

Rundfunksenders ist bei einer Temperatur
von +10°C genau 200 Meter hoch.



a) Berechne die Hohe des Mastes bei einer
Temperatur von —15°C und +30°C!
b) Berechne die Lingendifferenz des Mastes
zwischen den unter a) genannten Temperatu-
ren!
Hinweis: Entnimm die Formel zur Berech-
nung der Lingeninderung dem Buch ,Ta-
bellen und Formein“! Der Langendehnungs-
koeflizient fiir Stahl ist a=0,0000117 ﬁ. Die
MaBe sind auf volle Zentimeter zu runden.

' Ing. A. Korner, Leipzig

‘Ph7 @27 Ein Zylinder und eine quadrati-
sche Pyramide haben die gleiche Masse.
Ebenfalls sind die dargestellten Abmessungen
gleich. Der Zylinder besteht aus Wachs
. kg
(chhte 0,95 W)
Ist die Pyramide aus Nadelholz, Aluminium,
Quarzglas oder Marmor?

1

O

sl B

Ph8 @28 Berechne den Gesamtwiderstand
der nach dem Bild geschalteten Teilwider-
stinde!

R,=5Q;R,=50Q, R;=500Q;

Rs=1Q; Rs=10Q; Rs=100Q;
R,=1000Q.

Ph9 29 Zwei kleine Kugeln tragen eine
Ladung gleichen Vorzeichens, und ihre Mit-
telpunkte sind 2 cm voneinander entfernt. Die
AbstoBungskraft betrigt 0,25p. Berechnen
Sie die Ladung der einzelnen Kugeln!

Ph10/12 30 Ein Flugzeug iiberfliegt mit
Uberschallgeschwindigkeit in einer Héhe von
h (Meter) zwei Beobachtungspunkte B; und
B,, die mit einer unmittelbaren Nachrichten-
verbindung (Funk oder Telefon) ausgeriistet
sind und voneinander die Entfernung a
=18,5km haben. Der Beobachter B, miBt

laufend den Hohenwinkel « des sich nihern-
den Flugzeuges. In dem Moment, als der
Beobachter B, dem Beobachter B, das Wahr-
nehmen des vom Flugzeug hervorgerulenen
»Uberschallknalles“ meldet (Zeitpunkt t,),
betitigt B, eine Stoppuhr und liest gleich-
zeitig einen Hohenwinkel von a=852° ab.
Als der Uberschallknall bei B, zu horen ist
(Zeitpunkt t,), liest B, auf der Stoppuhr
eine Zeit von 37 Sekunden ab.

a) Wie schnell flog das Flugzeug?

b) In welcher Hohe flog das Flugzeug?. Die

Schallgeschwindigkeit sei v, = 340?

Erdoberfjache

Hinweis: Ein mit Uberschallgeschwindigkeit
fliegendes Flugzeug ruft in der Luft eine stéin-
dige Druckwelle hervor, die sich von der
Flugzeugspitze kegelformig im Raum aus-
breitet, der sogenannte Machsche Kegel, und
beim Auftreffen auf das Ohr als Knall wahr-

genommen wird. Diesen Druckkegel schleppt .

das Flugzeug wihrend des Uberschallfluges
standig hinter sich her.
Ing. A. Korner, Leipzig

Chemie

Ch7 =21 1In einem Betrieb sollen tiglich
200 kg Mangan aus Braunstein (MnO,) ge-
wonnen werden. In 250 mg des angelieferten
Braunsteins sind 140 mg Mangan enthalten.
a) Wieviel kg Braunstein miissen dem Be-
trieb téglich fiir die Produktion zur Verfii-
gung stehen?

b) Wieviel t Braunstein muB der Betrieb
monatlich erhalten, wenn téglich gearbeitet
wird (1 Monat =30 Tage)?

Ch8 m22 Ineinem Labor miissen 100 g rein-
stes Magnesiumphosphat hergestellt werden.
Es stehen Phosphorsiure, Magnesium, Ma-
gnesiumoxid und Magnesiumkarbonat zur
Verfiigung. Errechnen Sie unter Beriicksichti-
gung der Kosten die 6konomischste Methode!
(Kosten fir Phosphorsdure werden nicht
einbezogen.)

Kosten: Magnesium: 23,28 M je kg, Magne-
siumoxid: 11,16 M je kg, Magnesiumkarbo-
nat: 6,12 M je kg.

Ch9 ®23 Deas fiir unsere Landwirtschalt als
Diinger sehr wichtige Ammoniumsulfat kann
im VEB Leunawerke ,,Walter Ulbricht* vol-
lig aus einheimischen Rohstoffen-hergestellt
werden. Hierzu wird Gips mit Ammoniak
und Kohlensiure versetzt. Berechnen Sie,

a) wieviel Tonnen Ammoniak,

b) wieviel Tonnen Gips und

. ¢) wieviel Tonnen Kohlendioxid zur Herstel-

lung von 1000t Ammoniumsulfat gebraucht
werden!

Ch10/12 m24 Tetrachlormethan wird
durch Chlorieren von Schwefelkohlenstoff
gewonnen. Nebenprodukt ist hierbei Di-
schwefeldichlorid (S,Cl;). Die Chlorierung
von Schwefelkohlenstoff wird in zwei Stufen
durchgefiihrt.
I CS;+28,Cl, -CCl +6S
I CS; + 3C]2 —>CCl4 +SzClz
Dabei wird aber nur ein 58%;iger Umsatz in
der ersten Stufe erreicht. Es sollen 1,5t
Schwefelkohlenstoff vollstandig zu Tetra-
chlormethan umgesetzt werden. Berechnen
Sie
a) die Gesamtmenge des entstehenden Tetra-
chlormethans in Tonnen,
b) die Menge des in der ersten Stufe nicht um-
gesetzten Schwefetkohlenstoffs in Tonnen,
@) die Chlorgasmenge in Tonnen, die zur
Chlorierung der unter b) ermittelten Schwelel-
kohlenstoffmenge erforderlich ist!
Zusammenstellung der vier Chemieaufgaben:
Diplomlehrer Christel Reuter, 29. OS Leipzig

Sternpolyeder (siche Beitrag S. 128/129)
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il [\

aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 56

Wir bauen
zwei Sternpolyeder

In der Weihnachtszeit verwendet man als
Raumschmuck héufig regelmiBig geformte
geometrische Korper, die nach auBen von
einer groBen Anzahl regelméBiger Pyramiden
‘begrenzt werden (siehe Foto Seite 127 rechts
unten). In der Mathematik bezeichnen wir
diese Korper als Sternpolyeder. Wir wer-
den in diesem Beitrag fir zwei regulire
Sternpolyeder eine ecinfache Bauanleitung
" angeben. Zum Basteln der Modelle bend-
tigen wir Zeichenkarton im Format A3,
Zeichengerite, Schere und Klebstoff. Aus-
gangspunkt {ur unsere Betrachtungen sind
regelméBige Fiinfecke. Als Fiinfeck bezeich-
nen wir einen geschlossenen Streckenzug,
d. h. eine Menge von Strecken 4;4,, m,
A3A4, A4A5, A5A;|, wobei Al, Az, Ag, A4, As
paarweise verschiedene Punkte einer Ebene
sind, von denen nicht drei auf einer Geraden
liegen. Die Punkte 4,, 4,, A3, A4, As heiBlen
Ecken, die Strecken A;A;, A;As, A3As,
A4As, AsA, heiBen Seiten des Fiinfecks. Die
Winkel des Fiinfecks sind %A;A4,4;,
K A2A3A4, X A3AsAs, ¥ AsAsAy, £ AsA A,
Wir nennen das Fiinfeck regelmdpBig, wenn
alle seine Winkel gleich groB und alle seine
Seiten gleich lang sind.
Zur Konstruktion eines regelméBigen Fiinf-
ecks brauchen wir nur den Umfang eines
Kreises in fiinf gleiche Teile zu zerlegen und
die Teilpunkte miteinander zu verbinden.
Daliir gibt es zwei verschiedene Moglichkei-
ten.

Ay Bild 1 Bs

A As 8, 8,

A1 Ay By 8,

Das erste Fiinfeck A;4,43A44A5 heiBt ein-
fach. Zwei Seiten besitzen hochstens einen
gemeinsamen Eckpunkt. Das zweite Fiinfeck
B,B,;B3B4Bs ist nicht einfach. Die Seiten
iiberschneiden sich. Es gibt auBler den Eck-
punkten gemeinsame Punkte verschiedener
Fiinfeckseiten. Wir bezeichnen dieses Fiinf-
eck als Sternfiinfeck.
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Aufgabe 1

Zeichnet einen Kreis mit dem Radius r=4 cm!
Konstruiert durch Teilung des Kreises die
beiden verschiedenen regelmiBigen Fiinl-
ecke!

Anleitung: Zur Konstruktion kénnt ihr mit
dem Winkelmesser fiinf Zentriwinkel von je
72° aneinander abtragen. Die Schnittpunkte
der Schenkel mit dem Kreis ergeben die Eck-
punkte der gesuchten Fiinfecke.

Die Konstruktion ist aber auch auf folgende
Weise unter alleiniger Verwendung von Zir-

" kel und Lineal moglich:

Tragt in den Kreis mit dem Mittelpunkt M
einen Durchmesser AB ein! Zeichnet in M
einen zu AB senkrechten Radius MC! K.on-
struiert den Mittelpunkt D der Strecke AM!
Schlagt um D mit DC einen Kreisbogen, der
MB in E schneidet! Dann ist die Strecke ME
gleich der Seite des dem Kreis einbeschriebe-
nen regelmaBigen einfachen Zehnecks. Tragt

- diese Strecke aul den Umlang des Kreises ab!

Jeder zweite Schnittpunkt liefert die Eck-
punkte der gesuchten Fiinfecke.

Bild 2

Die angegebene Konstruktion kdnnen wir [ol-
gendermaBen begriinden:

Nach dem Satz des Pythagoras ist
DM?+MC?=DC>.

Hieraus folgt DC= /r2+%=% 5 und

W=E—W=§(l/§—1).

Verbindet man eine Zehneckseite FG mit
dem Mittelpunkt und zeichnet die Winkel-
halbierende des Winkels ¥ GFM, so sind die
Dreiecke AGFM und AHGF ihnlich, da
die sich entsprechenden Winkel gleich groB
sind. Also ist s,0:7r=(r—s10):510-.

Als positive Losung der quadratischen Glei-
chung sy +rs;o—r?=0 erhalten wir

sm=%(l/§— 1)=ﬁ. Damit ist obiges Kon-

struktionsverfahren bewiesen.

Hinweis: Die Seitenlidnge im einfachen Fiinf-
eck betrigt a=2r-sin 36° also fiir r=4cm
ist ax4,7 cm.

Die Seitenldange im Sternfiinfeck betragt
b=2r-sin 72°,

also fir r=4cm ist b~ 7,6 cm.,

Wir wollen nun aus einfachen regelmaBigen

Fiinfecken das Modell eines Ko6rpers zusam-
mensetzen.

Aufgabe 2

Zeichnet das [olgende Korpernetz, und fertigt
ein Modell des zugehorigen Korpers an!
Schneidet hierzu das bereits konstruierte
einfache regelmiBige Fiinfeck aus, und ver-
wendet es als Schablone!

Bild 3

Wir erhalten einen Korper, der von 12 ein-
fachen regelmiBigen Fiinfecken begrenzt
wird, den Dodekaeder.

N

Aus regelmiBigen Sternfiinfecken lassen sich
in analoger Weise zwei verschiedene Stern-
polyeder zusammensetzen. Da sich die ein-
zelnen Sternfiinfecke hierbei gegenseitig
durchdringen, ist es zweckmiBig zur An-
fertigung eines Modells dieser Korper etwas
anders vorzugehen.

Im ersten Fall gehen wir vom Modell unseres
Dodekaeders aus und setzen auf jede seiner
Flichen eine [infseitige Pyramide, so daB die
Fiinfeckflichen des Dodekaeders durch die

Seitenflachen der Pyramiden jeweils zu Stern-
finfecken erginzt werden.

Bild 4

Aufgabe 3

Ermittelt zeichnerisch die Linge s der Seiten-
kanten der Pyramiden! Zeichnet dazu eine
Fliche des Dodekaeders, und bringt die Ver-
lingerungen der Seiten zum Schnitt!

Bild 5

Hinweis: Betrachten wir die Winkel in obiger
Figur, so folgt AABC~ ACDB. Also ist
(s+a):s=s:a. Daraus berechnen wir

s=a1 +2l/§. Fiir a=4,7 cm erhalten wir

sx7,6cm.



Aufgabe 4
Zeichnet das Netz des Mantels der gleich-
seitigen Pyramiden, und klebt auf alle zwdIl
Seitenflachen des Dodekaeders je eine solche
Pyramide!

Bild 6

Damit erhalten wir einen Sternpolyeder. Es
ist das zwdlfeckige Sterndodekaeder, dessen
Seitenflichen zwolf regelindBige Stern{unf-
ecke sind (siehe Foto auf Seite 127 unten).
Einen weiteren Sternpolyeder erhalten wir,
wenn wir vom lkosaeder ausgehen und aufl
jede Seitenflache eine dreiseitige Pyramide
setzen.

Aufgabe 5

Zeichnet das folgende K&rpernetz, verwendet
als Seitenlinge der gleichseitigen Dreiecke
a=4,7cm und [ertigt ein Modell des Ikosa-
eders an!

VVVNYNV

Der Ikosaeder wird von zwanzig gleichseiti-
gen Dreiecken begrenzt.

Wir betrachten einen Eckpunkt des Ikosa-
eders. In ihm treflen je zwei Seiten von fiin[
aneinandergrenzenden gleichseitigen Drei-
ecken zusammen. Die dritten Seiten dieser
Dreiecke bilden jeweils ein regelmiBiges Fiinf
eck mit der Seitenldnge a=4,7 cm.

Wir setzen nun auf jede lkosaederfliche eine
dreiseitige Pyramide, so daB diese Fiinfecke
des lkosaeders durch die Seitenflichen der
Pyramiden zu Sternfiinfecken ergéinzt werden.
Dann sind die Pyramidenkanten Verlinge-
rungen der Kanten des Ikosaeders. Die Kan-

tenldnge der dreiseitigen Pyramiden betrigt
fiir a=4,7 cm wiederum s=7,6 cm.

Bild 8

Aufgabe 6
Klebt aul alle zwanzig Seitenflichen des
Ikosaeders dreiseitige Pyramiden!

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Laslo Fejes To6th

Direktor des Mathematischen Instituts
der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften, Budapest

41678 A Wie groB ist die sphirische Ab-
standssumme zwischen den Ecken eines einer
Einheitskugel einbeschriebenen regelmiBigen
Dodekaeders?

L. Fejes Toth wurde 1915 in Szeged geboren.
Er besuchte in Budapest Grundschule und
Gymnasium und studierte von 1933 bis 1938
Mathematik und Physik an der Universitit
Budapest. Dort legte er auch die Lehramts-
priifung ab und promovierte 1938 zum Dok-
tor. AnschlieBend leistete er in der ungari-
schen Armee seinen Militirdienst ab und war
1941 bis 1944 Assistent am geometrischen
Institut der Universitdt Klausenburg.

Von 1945 bis 1948 wirkte er als Gymnasial-
lehrer in Budapest. 1946 wurde er Privat-
dozent an der Universitit Budapest. Von
1948 bis 1964 war er Professor fir Mathe-
matik an der Universitdt Veszprém. Seit 1965
ist er Professor am Mathematischen Institut
der Ungarischen Akademie der Wissenschal-
ten und seit 1970 Direktor dieses Institutes.
Er nahm mehrfach Gastprofessuren an aus-
wirtigen Hochschulen wahr, so an den Uni-
versitdten Freiburg i. Br.,, Heidelberg, Salz-
burg und limenau, sowie an verschiedenen
Hochschulen der Vereinigten Staaten von
Amerika und Kanadas.

1957 wurde ihm der Ungarische National-
preis, der Kossuth-Preis, 1973 der Ungarische
Staatspreis, 1977 die Carl-Friedrich-GauB-
Medaille der Braunschweigischen wissen-
schaftlichen Gesellschaft verlichen. 1964 er-

* hielt er einen Ruf aufl ein Ordinariat der Uni-

versitdt Ziirich, das er jedoch nicht annehmen
konnte.

L. Fejes Téth ist ordentliches Mitglied der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften
und auswirtiges Mitglied der Akademie der
Wissenschaften der DDR sowie der Sichsi-
schen Akademie der Wissenschaften zu Leip-

zig.

Wir erhalten das zwanzigeckige Sterndodeka-
eder, dessen Seitenllichen ebenfalls zwolf
regelmiBige Sternfinfecke sind.

Die beiden von uns gebastelten Sternpoly-
eder wurden bereits 1619 von Johannes
Kepler beschrieben, der von der Harmonie
dieser Korper stark beeindruckt war.

AuBer den beiden Sterndodekaedern gibt es
weitere Sternpolyeder. Fiir ein weiterfiihren-
des Studium empfehlen wir das in die mathe-
matische Schiilerbiicherei aufgenommene
Buch von T.Roman: ,Regulire und halb-
reguldre Polyeder®.

U. Sonnemann
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XIX. Internationale

Mathematikolympiade

Beograd, Juli 1977

X1 MO

Aufgaben 1. Tag
1. Gegeben sei ein Quadrat ABCD. Auf seinen
Seiten werden nach innen die gleichseitigen
Dreiecke ABK, BCL, CDM, DAN errichtet.
Man beweise, daB die Mittelpunkte der vier
Strecken KL, LM, MN und NK zusammen
mit den Mittelpunkten der acht Strecken AK,
BK, BL, CL, CM, DM, DN und AN die
Eckpunkte eines regelméBigen 12-Ecks sind.

(Niederlande, 6 Punkte)

2. In einer endlichen Folge reeller Zahlen ist
die Summe von jeweils sieben unmittelbar
aufeinanderfolgenden Gliedern negativ, wih-
rend die Summe von jeweils elf unmittelbar
aufeinanderfolgenden Gliedern negativ, wih-
Bestimme die groBte Anzahl der Glieder in
einer solchen Folge!

(Soz. Republik Vietnam, 6 Punkte)

3. Es sei n eine vorgegebene natiirliche Zahl
mit n>2. Wir betrachten die Menge V, mit

) — \'"—T-“-—‘w-«" S

den Elementen 1+4kn mit k=1, 2, ... Eine
Zahl meV, heiBt unzerlegbar in V,, wenn es
in V, keine Zahlen p, q gibt, so daB m=p-q
ist.
Man beweise, daB es in ¥, eine Zahl r gibt,
die man auf mehr als eine Weise als Produkt
von in ¥, unzerlegbaren Faktoren darstellen
kann. (Zerlegungen, die sich nur in der
Reihenfolge der Faktoren aus V, unterschei-
den, gelten als gleich.)
(Niederlande, 7 Punkte)
2. Tag
4. Seien g, b, A und B gegebene reelle Zahlen
und i
S(x)=1—a-cosx—b-sinx—A-cos2x
—B sin 2x.
Es sei bekannt, daB f(x) >0 fiir alle reellen x
ist.
Man beweise, daB dann
a’+b2<2und A2 +B*<1 gilt.
(GroBbritannien, 6 Punkte)

-
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5. Es seien a, b positive ganze Zahlen. Divi-

diert man a?+b? durch a+b, dann erhilt

man den Quotienten g und den Rest r.

Man bestimme alle Paare (a, b), fir die
q*+r=1977gilt.  (BRD, 7 Punkte)

6. Es sei f eine Funktion, die fiir alle natiir-
lichen Zahlen n definiert ist und deren Funk-
tionswerte natiirliche Zahlen sind. Es gelte

S+ 1)>1(f(n)
fiir alle n.
Man beweise, daB dann

Sm)=n
fiir jede natiirliche Zahl n giit.

(VR Bulgarien, 7 Punkte)

alpha stelit die DDR-Mannschaft vor:

Peter Dittrich, Spezialklasse der Humboldt-
Universitat Berlin, K1. 11 (3. Preis);

Lutz Gadrtner, Spezialklasse der Humboldt-
Universitét Berlin, K1. 12 (1. Preis);

Werner Hoffmann, ABF ,W. Ulbricht* der
MLU Halle, KI. 12

Roger Labahn, EOS ,,Geschwister Scholl®,
Anklam, KI. 12;

Michael Marczinek, EOS ,Heinrich Hertz",
Berlin, K1. 12 (1. Preis);

Bernd Mulansky, EOS ,Martin Andersen
Nexd“, Dresden, K1. 11 (2. Preis);

Ilja Schmelzer, Spezialklasse der MLU Halle,
Kl 11
Steffen Thiel, EOS Konigs Wusterhausen,

Kl 10.

@ In diesem Jahr wurden 449/ der insgesamt
erreichbaren Punkte erzielt (1975: 559,
1976: 429%;). Das zeigt den Schwierigkeits-
grad der gestellten Aufgaben. Preise wurden
vergeben:

1. Preis: 40 bis 34 Punkte

2. Preis: 33 bis 24 Punkte

‘3. Preis: 23 bis 17 Punkte.
@ Erstmalig wurde ein Symposium ,,Jugend
und Mathematik* durchgefiihrt.
® Die Teilnehmer der DDR-Mannschaft
(12. Klasse) werden zum Studium delegiert.
Die Preistrager unter ihnen erhalten [iir das
1. Studienjahr ein zusitzliches Stipendium.
® Die XX.IMO findet Anfang Juli 1978 in
der Sozialistischen Republik Ruménien statt.
® Unter den 155 Teilnehmern der XIX. IMO
waren zwei Madchen, eins aus der Mongoli-
schen Volksrepublik und eins aus der Volks-
republik Bulgarien.
® Die AbschluBfeier der XIX. IMO fand in
der Universitat Beograd statt. Zu Ehren der
XIX.IMO gab der Biirgermeister von Beo-
grad fiir die Delegationsleiter im Rathaus
einen Emplfang.
® Exkursionen wurden durchgefihrt in die
erst kiirzlich erdffnete Hohle Revaska Pe-
cina und eine zum mittelalterlichen Kloster
Manasija, das wertvolle Fresken enthilt.



@ Alle Teilnehmer unternahmen einen Tages-
ausflug mit Tragfliigelbooten zum ,,Eisernen
Tor*.

® Die Klausuren (je 4 Stunden Arbeitszeit)
fanden in den Rdumen der Pionirski Grad,
der Pionierstadt am Rande von Beograd bei
hochsommerlichen Temperaturen statt. Die
Pionierstadt war gleichzeitig Unterkunft fir
die IMO-Teilnehmer.

® Es wurden 7 Spezialpreise fiir die ausge-
zeichnete Losung einer Losung vergeben, und
zwar an zwei amerikanische, zwei englische,
je einen ungarischen, bulgarischen und tsche-
chischen Teilnehmer.

® Fiinf der beteiligten Schiiler erreichten die
volle Punktzahl.

Die Klausur ist beendet. Einzeln eder in
Griippchen. in sich gekehrt oder lebhaft dis-
kutierend, verlassen die Jungen Mathematiker
die Wettkampfstatte.

Die acht Jungen unserer DDR-Mannschaft
tauschen erst mal ihre Ergebnisse aus, bevor
sie zu Tischtennisschldgern greifen oder durch
Pionirski Grad, die Pionierstadt am Rande
Belgrads, die fiir mehrere Tage Austragungs-
ort der XIX. Internationalen Mathematik-
olympiade ist, streifen. Wie bist du an die
zweite Aufgabe herangegangen? Primzahlen,
Plus und Minus, endliche und unendliche
Reihen, Minimal- und Maximalwerte. Er-

leichterung bei Steffen Thiel, dem jlingsten

unserer Mannschaft, er hat bei der zweiten
Aufgabe das gleiche Ergebnis wie Michael
Marczinek, und Michael hat immerhin von

Bilanz der Erfolge

Gesamt-
Teilnehmerland punktzahl . Preis 2. Preis 3. Preis Diplom
Vereinigte Staaten von Amerika 202 2 3 1 -
Union der Sozialistischen Sowjetrepubliken 192 1 2 4 1
Vereinigtes Konigreich von
GroB8britannien und Nordirland 190 1 3 3 2
Ungarische Volksrepublik 190 | 3 2 1
Konigreich der Niederlande 185 1 2 3 -
Volksrepublik Bulgarien 172 - 3 3 |
Bundesrepublik Deutschland 165 1 1 4 -
Deutsche Demokratische Republik 163 . 2 1 1 -
Tschechoslowakische Sozialistische:
Republik 161 ~ 3 2 1
Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien 159 — 3 3 -
Volksrepublik Polen 157 1 2 2 -
Republik Osterreich 151 1 1 2 -
Kénigreich Schweden 137 1 1 2 -
Republik Frankreich 127 1 - - -
Sozialistische Republik Rumanien 122 - 1 2 -
Republik Finnland 88 - - 1 -
Mongolische Volksrepublik 48 - - - -
Republik Kuba @* 38 - - - -
Konigreich Belgien (7) 32 - - - -
Republik Italien ) 22 - - - -
Republik Algerien (3) 17 - - - -

* Diese Lander delegierten keine volle Mann-
schaft, sondern nur die angegebene Anzahl
von Teilnehmern

den acht die meisten Olympiadeerfahrungen.
In Belgrad ist er zum dritten Mal dabei. Sein
Tip fiir die anderen am Abend vor dem Wett-
bewerb: ,,Lest euch die Aufgaben richtig
durch, bevor ihr anfangt.”* Micha spricht aus
Erfahrung. Durch falsches Verstehen einer
Aufgabe hatte er sich bei der IMO im ver-
gangenen Jahr einen ersten Preis verpatzt.

#

Fiir Michael, der gerade sein Abitur an der
Spezialschule Heinrich Hertz in Berlin mit
Auszeichnung bestanden hat, ist die Mathe-
matik Hobby und spaterer Beruf. Er wird ab
September an der Moskauer Lomonossow-
Universitit Mathematik studieren. Die Vor-
bereitung auf ein Studium in der Sowjet-
union hat fiir den Agitator der ehemaligen
12/1 eigentlich schon im Schulungslager fiir
FDJ-Funktiondre im vergangenen Jahr an-
gefangen. Dort waren auch Ehemalige seiner
Schule, die jetzt in der Sowjetunion studieren.
,,Wir haben sie iiber das Leben und Treiben
an der Universitit ausgelragt™, sagt Michael.
,.Sicher ist es schwer, das Studium, aber auf-
gegeben hat noch keiner.*

Mathematik ?
Er hitte jeden fiir verriickt erklirt

Wenn zu Michael jemand in der 9. Klasse
gesagt hitte, daB er sich einmal so der
Mathematik verschreiben wiirde, er hitte ithn
fiir verriickt erklirt. Einer, der seine Fihig-
keiten erkannte, war Mathelehrer Bernd Fein.
Er hat Michael in der 9. Klasse dazu iiber-
redet, in der Klassenstufe 10 zu starten. Er
bestirkte ihn darin, es in der 10. Klasse als
,,Friihstarter bei der XVIIL. IMO in Bul-
garien zu versuchen. Von dort brachte Mi-
chael Marcinek einen dritten Preis mit.
Der blonde lang aufgeschossene FDJler ist
selbstbewuBter geworden, weiB, was er kann
und wo er seine Starken und Schwachen hat.
In einem Kollektiv, in dem man sich unter-
einander gut versteht, in dem jeder offen seine
Meinung sagt und jeder auf den anderen acht-
gibt, auf den anderen achtet, fiihlt er sich
wohl. ,,Das hilft einem auch, Durchhéinger zu
iiberwinden, daB bei Leuten, die der Mathe-
matik frénen, besonders wichtig ist, den An-
schluB an das Kollektiv nicht zu verlieren.**
Elke Schilling (JW)
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Preistriger

Achim Saft, Bad Liebenstein; Kathrin Hintz,
Katrin WieBiner, beide Bernburg; Uta Boldt,
Burg Stargard; Steffen Griitzner, Burkau;
Dietmar Berthold, Crimmitschau; Petra Sa-
rodnik, Dallgow; Astrit Kullmann, Astrit
Schunck, beide Dingelstadt ; Gabriele Sprotte,
Dobeln; Olaf Hein, Eisenach; Jiirgen Tosse,
Engerda; Cornelia Voigt, Ronald Voigt, beide
Friedeburg; Torsten Knaust, Gossa ; Hartmut
Hildebrandt, Hainichen ; Kerstin Frank, Ham-
merbriicke ; Kerstin Wickner, Hermannsdorf’;
Sabine Sentker, Hettstedt; Frank Thiimmler,
Horka ; Karsten Ihlenburg, Kairo (AR Agyp-
ten); Angela Hoyer, Kamsdorf; Andreas Ber-
ner, Karl-Marx-Stadt; Manuela Wohlfahrt,
Kieselbach; Hannes Kubr, Klosterneuburg
(Osterreich); Jens Dette, Leinefelde; Doris
Griinler, L6ssau ; Michael Seifert, Menteroda;
Delia Krech, Mittelstille; Heidi Teidge, Neu-
brandenburg; Liane Helmbold, Heike Mei-
necke, beide Neuenhofe; Sabine Hartung,
Niederorschel; Uwe Schulze, Pirna; Anne
Klausnitzer, Petra Baldauf, beide Potsdam;
Karsten Gischer, Rotta; Claudia Lieske,
Saalfeld; Petra Zachert, Sachsendorf; Mi-
chael Gerth, Schmalkalden ; Michael Hrusch-
ka, Senftenberg; Astrid Keller, Christine
Mangold, Manuela Recknagel, Corina Kai-
ser, alle Steinbach-Hallenberg; Antje Waulf,
Teltow; Dagmar Streit, Vacha; Ralph Ne-
mitz, Wittenférden

Vorbildliche Leistungen

Simone Kitscha, Ahlbeck; Wolfgang Feder-
wisch, Bad Frankenhausen; Andreas Gedat,
Bad Liebenstein; Margret Detsch, Bad Sal-
zungen; Kerstin Pothig, Bernburg; Karin
Groger, Berlin; Uwe Fischer, Grit Kdoder,
Elke Schubert, Gabi Roth, Hans-J6rg Schu-
bert, Heike Espig, Bernd Foérster, Jens Zille,
Ina Ficker, Heike Berger, alle Bernsbach;
Christine Fischer, Breitungen; Karola Emst,
Britz; Petra Edelmann, Biittstedt; Carmen
Schwab, Buhla; Georg Lang, Burg; Kristine
Roeke, Andreas Harnath, Katrin Pannewitz,
alle Cottbus; Uwe Sauerbrei, Dietlas; Petra
Biillow, Mario Dette, Gabi Stober, alle
Dingelstddt; Elmar Hartenstein, Matthias
Liebig, Frank Eiselt, alle Dresden; Petra
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Menches, Kerstin ManB, beide Eisenach;
Thomas Schmidt, Erfurt; Simone Oetzel,
Fambach; Sabine K 6rtnig, Frankfurt (Oder);
Carla Miiller, Ralf Vater, beide Friedeburg;
Angela Illing, Gersdorf; Birgit Reilinger,
Goldberg; Christian Madeja, Lydia Lange,
Yveth Daetz, alle Greifswald; Kerstin Stei-
necke, GroBbodungen; Kerstin Tresemer,
Ute Briuer, Sabine Nebe, alle GreuBen;
Andreas Thiele, Giitergliick; Peggy Unger,
Michaela Jakob, beide Hammerbriicke ; Har-
dy Kastius, Hennigsdorf; Frank Eberlein.
Hermannsdorf; Christiane Berg, André Ho-
lubek, beide Horka; Marion Endrigkeit,
Jessen; Christiane Kiimpel, Bettina DreBler,
beide Kaltennordheim; Katrin Oelert, Si-
mone Heublein, AG Math. (Unterstule), alle
Kamsdorf; Birgit Georgi, Eske Rohrich,
Frank Winzer, alle Karl-Marx-Stadt; Tho-
mas Baer, Evelyn Schmidt, beide Kieselbach;
AxelSchiiler, Kleinmachnow ; Gabi Paschold,
Lauscha; Susanne Stadler, Carola Durner,
beide Leimbach; Jorg Drechsel, Leinefelde;
AG Mathe (KI. 5b), Lichte; Bettina Grabs,
Anett Rechenberger, beide Lichtenhain; Hei-
ke Nowara, Lossau; Ute Fischer, Liibbenau;
Torsten Harnisch, Liitzen; Torsten Schulz,
Merseburg; Stefan Schobe, Menteroda ; Sven
Winkler, Minkwitz; Andrea Dietz. Manuela
Maller, beide Mittelstille; Jorg Schmidt,
Kathrin Scholl, beide Neubrandenburg; An-
nett Jennrich, Anne-Kathrin Pitz, Beatrice
Pitz, alle Neuenhofe; Kerstin Paul, Nord-

in 1000

10

Madchen

KL, 5 6 # 8 g9 10/12

Kn.in % 46,4 554|679

Mé.in % 53,6 4s,6| 32,1

hausen; Michael Déll, Oberschénau; Dieter
Seifert, Pinnau; Ines Freyholdt, Axel Schulz,
Michael Hinsch, alle Potsdam; Katrin Un-
gethiim, Reinsdor(; Andrea Tisch, Jiirgen
Schmalisch, beide Reuden; Gitta Schéne,
Ulrike Martin, beide Rostock; Steffi Leh-
mann, Rothschénberg; Mathias Brandt, Det-
lef Christ, Sonja Gramann, Heiko Weiner,
alle Schmalkalden; Fred Radau, Thomas
Tiedtke, beide Schorssow; Ralf Wenig,
Schweina; Thomas Plennigschmidt, Schwe-
rin; Jens Hoffmann, Sebnitz; Claudia Hélner,
Katrin Danz, Silke Albrecht, Iris Campesato,
alle Steinbach-Hallenberg; Ute Siebert, Tru-
setal; Annette Stephan (Kl 3), Silke RaB-
mann (KI. 4), beide Unterbreizbach; Katrin
Haring, Vacha; Evelin Beyer, Wegefarth;
Beate Hentschke, WeiBwasser; Birgit Wen-
derott, Wingerode ; Guid Kohnke, Wittstock ;
Steflen Heyn, Wolgast; Michael Ménch,
Zittau; Viola Nakoinz, Zschornewitz

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb 1976/77

P.-Neruda-OS Ahlbeck; Zetkin-OS Alten-
burg; Haus der JP Altenburg; OS Alsleben;
W.-Ulbricht-OS Altwigshagen; Karl-Marx-
Schule Anklam; OS Asbach; OS Bad Bibra;
OS Bad Gottleuba; H.-Duncker-OS Bad
Kleinen; EOS Ernst Thidlmann, Otto-Grote-
wohl-Schule, Th.-Neubauer-OS, M .-Poser-
OS, alle Bad Salzungen; R.-Schwarz-OS Bad
Liebenstein; alpha-Zirkel OS Bahratal: C.-
Blenke-OS, Berlin; 10. OS Berlin-Mahlsdorf';
OS Fr. Mehring, 11. OS V. Tereschkowa,
beide Bernburg; OS Bernsbach; OS der
Orthopid. Klinik Birkenwerder; OS Birkun-
gen; OS Cl. Zetkin, Bischofferode; M.-
Planck-OS Bleicherode; OS Blowatz; Fr.-
Weineck-OS Blumberg; H.-Matern-OS Boi-
zenburg; K.-Marx-OS Borna; 19. OS AG
Math. Booflen; AG Math. OS Bregenstedt;
OS II Breitungen; OS Breitenworbis; P.-
Neruda-OS Britz; OS Brotterode; M.-Poser-
OS Biirgel; TOS Biittstedt; AG Math. OS
Burkau; H.-Grundig-OS Cossebaude; Klub
Jg. Math. Cottbus; Station Jg. Naturf. Cott-
bus; OS Culitzsch ; M.-Gorki-OS Dermbach;
OS Deuna; OS Deutschenbora; Oberschul-
kombinat Diedorf-Fischbach-Klings: OS K.
Kollwitz, OS Makarenko, beide Dingelstadt;
OS K. Biirger Dobbertin; OS Dolgelin; OS
H. Rothbarth, Pionierpalast-Klub Jg. Math.,
beide Dresden; G.-Dimitroff-OS Dreves-
kirchen; OS Dubna (UdSSR); F.-Wolf-OS
Ebersdorf; OS Fr. Engels Effelder; OS Eich-
hof; 9. OS Geschw. Scholl Eisenach; OS Ell-
rich; OS E. André Elsterwerda; H.-Joachim-
OS Espenhain; OS Fambach; OS Floh; OS
Frauensee; OS Friedeburg; OS Fr. Reuter
Friedland; R.-Amstadt-OS Geisa; E.-
Hartsch-OS Gersdorf; H.-Beimler-OS Gla-
sin; E.-u.-Ch.-Garske-OS Gorsdorf; J.-
Brinckmann-OS Goldberg; OS Gossa; Kreis-
klub Jg. Math. Grifenhainichen; 10. OS O.



Drews Greifswald; H.-Beimler-OS Greiz;
OS J. Gagarin, EOS Karl Marx, OS H. Beim-
ler, alle GreuBlen; A.-Miiller-OS Grimma;
OS GrofBbodungen; G.-Dimitrofl-OS GroB
Koris; Lessingschule GroBpostwitz; Dr.-S.-
Allende-OS AG Math. GroBweitzschen; OS
Griinhain; Diesterweg-OS Guben; Th.-
Miintzer-OS Gumpelstadt; AG Math. OS
Gutenswegen ; OS II Hainichen; Diesterweg-
schule Halle; K.-E.-Ziolkowski-OS Halle-
Neustadt; Friedens-OS Halberstadt; OS
Hammerbriicke; OS Harbke; OS Haynrode;
Schule der DSF Heiligengrabe; P.-Schreier-
OS Hennigsdorf; OS Th. Miintzer Her-
mannsdorf; I. OS H. Beimler, EOS E. Wei-
nert, 2. OS, alle Herzberg; Goethe-OS Ho-
henleipisch; Math.-Zirkel OS Horka; N.-
Kopernikus-OS 17, 0S IV E. Schneller, beide
Hoyerswerda; OS Hundeshagen; OS Ilme-
nau; Goethe-OS llsenburg; G.-Dimitroff-
OS Immeltborn; AG Math. der Botschaft der
DDR in Kairo; OS Kaltennordheim; OS
A. Becker Kamsdorf; Cl.-Zetkin-OS Kan-
delin; Pionierhaus J. Gagarin AG Math.
Karl-Marx-Stadt; P.-Tschaikowski-OS Karl-
Marx-Stadt; Th.-Neubauer-Schule Kiesel-
bach; Dr.-Th.-Neubauer-OS Kirchberg; Br.-
Tesch-OS Klausdorf; EOS Kleinmachnow;
OS Th. Miintzer Klettenberg; OS Konitz;
Station Jg. Naturf. u. Techniker Kothen;
K .-Kresse-OS Kriebitzsch; OS Kiillstedt;
AG Math. OS Kubhfelde; L.-Firnberg-OS
Laage; G.-Schumann-OS Lauchhammer;
Schulkombinat  Lauscha-Ernstthal; R.-
Teichmiiller-OS Leimbach; K.-Liebknecht-
OS, Dr.-S.-Allende-OS, beide Leinefelde;
27. 08§, 29. OS, 146. OS, alle Leipzig; Math.-
Zirkel OS Leutersdorf; W.-Pieck-OS Lichte;
OS Lichtenhain; OS Liebstadt; OS I, EOS
A. Becker, OS A. Diesterweg, alle Loben-
stein; Pestalozzi-OS Lobau; E.-Schneller-OS
Lobnitz; OS W. Wallstab Léderburg; alpha-
Club OS Lossau; OS Léwenberg; OS Lub-
min; OS 1V Liibbenau; Spezialschule Gliick-
auf, OS J. Gagarin, beide Merkers; A.-
Diirer-OS I Merseburg; Geschw.-Scholl-OS
Meyenburg; AG Math. OS Mittelherwigs-
dorf; OS Mittel-Springstille; OS Naundorf;
Schulklub Math. OS Neetzow; W.-Pieck-
0S, OS 10, 13. OS, alle Neubrandenburg;
TOS Neuenhofe ; OS Neukloster; 3. OS Neu-
strelitz; Dr.-Th.-Neubauer-Schule Nieder-

orschel; EOS W. Humboldt Nordhausen;
OS Nordhausen-Niedersalza; Pestalozzi-
schule Oberlungwitz; OS E. Weinert Ober-
schénau; OS Olbersdorf; Comeniusschule
Oranienburg; alpha-Club OS Osternienburg;
Goethe-OS AG Math., E.-André-OS Ferien-
AG, Pionierhaus P. Goring, Station Jg. Na-
turf. u. Techniker, alle Parchim; EOS R.
Fetscher AG Math. KI1. 9 Pirna; OS 16 Pots-
dam; A.-Becker-OS Prenzlau; E.-Rietschel-
OS Pulsnitz; OS Quitzobel; Dr.-Th.-Neu-
bauer-OS Rackwitz; Geschw.-Scholl-OS Ra-
thenow; J.-Gagarin-Schule Ribnitz-D.; Spe-
zialschule Riesa ; K .-Liebknecht-Schule Ring-
leben; Tagesschule RoBdorf; Haus d. JP
Rostock; alpha-Club Rotta; OS Riidnitz;
AG Math. OSII Saalfeld; alpha-Club OS
Sachsendorf; W.-Pieck-OS Sangerhausen;
OS Sanitz; OS H. Matern Schernberg; OS
M. Gorki Schkélen ; OS Schlatkow; EOS Dr.
K. Duden AG Prakt. Math. Schleiz; OS Karl
Marx, EOS, OS H. Danz, J.-Gottfried-Seu-
me-0S, alle Schmalkalden; J.-R.-Becher-OS
Schneeberg; Station J. Naturf. u. Techniker
Schonwalde; OS Schorssow; OS VII, Haus
d. JP E. Schneller, beide Schwedt; Fr.-Reu-
ter-OS Siedenbollentin; Fr.-Schiller-Schule
Solpke; OS A. Saefkow Sondershausen; OS

Stadtlengsfeld; EOS StaBfurt; OS E. Thal- .

mann Steinbach-Hallenberg; OS Steinsdorf;
Klub Jg. Math. Haus d. JP, W.-Heinze-OS,
0O.-Grotewohl-OS, alle Stralsund ; OS Siinna;
E.-Thalmann-OS Suhl; EOS Karl Marx,
Heinrich-Rieke-Schule, beide Tangerhiitte;
OS Teistungen ; alpha-Club OS Timmenrode;

OS Titschendorf; OS Téplitz; alpha-Zirkel
OS Treben; E.-Thilmann-OS Trebsen; OS
W. Pieck Trusetal; OS Unterbreizbach; OS
J.-G.-Seume Vacha; OS Viernau; OS Vitte;
EOS J. Fucik Waldheim; Mathe-Club Fr.-
Engels-OS, Goetheschule, beide Waren; OS
Wedendorf{; H.-Matern-OS Weida; OS Wei-
lar; E.-Thdlmann-OS, Sprachheil-OS, beide
Weimar ; OS WeiBlenborn-Liiderode ; Goethe-
OS Welzow; OS Wernshausen; J.-Harder-
OS Wesenberg ; OS WestgreuBen ; Cl.-Zetkin-
OS Wiehe; OS Wingerode; Haus d. JP AG
Math. KI. 5 Wismar; A.-Bebel-OS Witten-
berg; Goethe-OS Wittenberg-Piesteritz; OS
IV Wittstock; OS Wérmlitz; Dr.-Th.-Neu-
bauer-OS Wohlmirstedt; EOS, Spezialistenlg.
Jg. Math., beide Worbis; Th.-Miintzer-OS
Waulfen; H.-Eisler-OS AG Math. Wuster-
husen; Pestalozzi-OS Zeithain ; Lutherschule
Zella-Mehlis; Pestalozzi-OS, EOS, 1. OS,
5. OS, Prof.-Dr.-W.-Du-Bois-0S, alle Zittau ;
Goethe-OS Zossen ; OS Zschornewitz

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im
Werte von 2000 Mark fiir die fleiBigsten
Wettbewerbsteilnehmer zur Verfiigung stell-
ten:

BSB B. G. Teubner, Leipzig; Akademische
Verlagsgesellschaft Geest und Portig, Leipzig;
VEB Fachbuchverlag, Leipzig; Der Kinder-
buchverlag, Berlin; Militirverlag der DDR,
Berlin; transpress VEB Verlag fiir Verkehrs-
wesen, Berlin; Verlag Die Wirtschaft, Berlin;
Der Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin; VEB Ver-
lag Die Technik, Berlin; Volkseigener Verlag
Volk und Wissen, Berlin; Uraniaverlag, Leip-
zig; Polnisches Informationszentrum, Leip-
zig; Leipziger Volkszeitung.

Abzeichen in Gold

Alle Triger des alpha-Abzeichens in Gold
werden in Heft 1/78 ver6ffentlicht.
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Madchen meistern Mathe

Brathuhn, Heike

v

» - i

Lang, Beate Prietzel, Andrea Rudorf, Kerstin Mitzenheim, Christel Lehmert, Manuela

alpha-aktuell

An der XVII. Olympiade Junger Mathematiker
5 = der DDR nahmen Junge Mathematiker aus allen
2, Teilen der DDR teil. Mit dieser Doppelseite stellt
\ alpha die 18 Miédchen vor, welche im Wettbe-

Biae; o werb ihre Krifte mit den Jungen gemessen ha-
Schubert, Sibylle ben.

N

Kiihmstedt, Birgit Kriiger, Ute
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Name Brathuhn, Heike Spilecke, Barbel Kolbatz, Marlies Roy, Antje
Bezirk Cottbus Cottbus Neubrandenburg Potsdam
Schule EOS A. Becker, EOS W. Komarow, 3. OS Neustrelitz EOS G. Dimitroff,

Jena (KI. 10) Elsterwerda (KI. 11) (KI. 10) Falkensee (K1. 10)
Berufswunsch Math.-Physik-Lehrer Dipl.-Mathematiker Zootechniker Ing. f. Verfahrenstechnik
Beruf d. Vaters Dipl.-Lehrer f. Geographie Notar Maschinenmeister Hochschullehrer

Beruf d. Mutter

Dipl.-Lehrer f. Biologie

Hausfrau

Poststellenverwalterin

Dipl.-Lehrer f. Deutsch

Preise (Bez.- 77: 3. Preis 74/75: 3. Preis 74/75: 3. Preis 76/77: 2. Preis
Olymp.) 75/76: 2. Preis 75/76: 2. Preis
76/77: Anerkennung 76/77: 2. Preis
Hobbys Philatelie Musik, Sport Reiten Chor, Leichtathletik
Name Béhme, Christiane Helbig, Kirsten Herbst, Sigrun Grinda, Iris
Bezirk Fraokfurt Frankfurt Magdeburg Magdeburg
Schule Spezialschule Spezialschule EOS B. Brecht, EOS Karl Marx,
ph.-techn. Richtung, ph.-techn. Richtung, Halberstadt (KI. 11) Calbe (KI. 10)
Frankfurt (KI. 10) Frankfurt (KI. 10)
Berufswunsch Dipl.-Mathematiker Dipl.-Mathematiker Statistiker Physiker
Beruf d. Vaters Dipl.-Lehrer Math./Physik Lehrer Dipl.-Lehrer f. Musik Kraftfahrer

Beruf d. Mutter
Preise (Bez.-.

Lehrerin (Betriebsok.)
73/74: 3. Preis

Sekretirin
74/75: 2. Preis

Dipl.-Lehrer f. Musik
72/73: 2. Preis

Dipl.-Lehrer f. Ch/Bio
76/77: 2. Preis

Olymp.) 75/76: 3. Preis 75/76: 3. Preis 73/74: 2. Preis
76/77: 1. Preis 76/77: 4. Preis 74/75: 3. Preis

Hobbys Musik Sport, Niahen, Musik Klassische Musik Sport

Name Werner, Grit Starke, Uta Lang, Beate Prietzel, Andrea

Bezirk Magdeburg Karl-Marx-Stadt Karl-Marx-Stadt Kari-Marx-Stadt

Schule OS Komarow, EOS Th. Neubauer, V.-Tereschkowa-OS, OS Frohnau (KI. 10)
Magdeburg (K. 8) Karl-Marx-Stadt (K1. 10)  Karl-Marx-Stadt (K1. 9)

Berufswunsch ohne Rechtsanwalt Studium: Informations- Transporttechnik

' technik
Beruf d. Vaters Dipl.-Ing. (wiss. Mitarb.) Ing. (wiss.-techn. Mitarb.)  Programmentwerfer Fahrdienstleiter (DR)

Beruf d. Mutter

Preise (Bez.-

Organisator (Ing. f.
Inf.-Verarbeitung)
75/76: 1. Preis

Verkauferin

76/77: 3. Preis

(Dipl.-Math.)

Wiss. Oberass. (Dr. rer. nat.) Expedient (Reichsbahn)

74/75: 1. Preis

74/75: 3. Preis

Olymp.) 76/77: 1. Preis 76/77: 2. Preis 75/76: 1. Preis
) 76/77: 2. Preis
Hobbys Musik Literatur Elektronik Literatur, Kunst
Name Rudorf, Kerstin Mitzenheim, Christel Lehmert, Manuela Kiihmstedt, Birgit
Bezirk Karl-Marx-Stadt Gera Erfurt Erfurt
Schule W.-Komarow-OS, Spezialschule EOS Worbis (KI. 10) BS H. Jahn,
’ Karl-Marx-Stadt (KI. 10) Carl Zei3, Jena (K1 9) Funkwerk Erfurt (2. Lj.)
Berufswunsch Bauingenieur Dipl.-Mathematiker Medizin Dipl.-Ing. f. Elektronik

Beruf d. Vaters
Beruf d. Mutter

Bauing. (Hauptabtl.-Ltr.)
Arbeitshygieneinspektor

Hochschullehrer
Direktor einer OS

Fachl. f. Math. (Bauing.)
Kontoristin

74/75: 3. Preis

75/76: 2. Preis

76/77: 2. Preis
Schwimmen

Preise (Bez.- 75/76: 1. Preis 74/75: 1. Preis
Olymp.) 76/77: 1. Preis 75/76: 2. Preis
74/75: DDR-Olymp. 3. Preis 76/77: 1. Preis
Hobbys Sport, Lesen Musik, Literatur
Name Kriiger, Ute Schubert, Sibylle
Bezirk “ Berlin Halle
Schule ‘EOS H. Hertz, Goethe-EOS,
Berlin (K1. 10) RoBleben (K1. 10)
Berufswunsch Veterindrmedizin Wirtschaftsmathematiker

Beruf d. Vaters
Beruf d. Mutter

Preise (Bez.-
Olymp.)

Hobbys

Dipl.-Okonom, Vertriebs-
direktor

Organisator masch. Rechnen

76/77: 3. Preis

Kaninchenzucht

Ltr. einer Okon.-Gruppe
(Dipl.-Landwirt)

Mitgl. d. Koop.-Rates VEG

(Dipl.-Landwirt)
74/75: 3. Preis
75/76: 1. Preis
76/77: 2. Preis
Naturwissenschaften

Lehrer im Hochschuldienst
Hausfrau

71/72: 3. Preis

74/75: 3. Preis

76/77: 3. Preis
Elektrotechnik
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Portriit
eines Mathematikers
und Naturwissenschaftlers

Isaac Newton

Im 17. und 18. Jahrhundert wurde England
zur groBten Kolonialmacht der Welt. Damit
war eine stiirmische Entfaltung der kapitali-
stischen Produktionsweise verbunden. Das
aufstrebende Biirgertum erfaBte schnell die
Bedeutung der Naturwissenschalten als In-
strument zur Produktionssteigerung. In die-
ser Zeit wurden auch die lange von der Kirche
bekdmpften neuen wissenschaftlichen Lehren
Copernicus’, Galileis und Keplers gesell-
schaftlich anerkannt. Das moderne Weltbild,
das die Sonne in den Mittelpunkt unseres
Planetensystems geriickt hatte, hatte sich
durchgesetzt, und das Problem der Krifie
und Bewegungen am Himmel und auf der
Erde wurde auf verschiedene Weise unter-
sucht und diskutiert.

In diese Zeit wurde am 4. Januar des Jahres
1643 der Péchterssohn Isaac Newton hinein-
geboren. Der Vater war schon vor der Ge-
burt des Jungen gestorben. Bereits als Kind
unterschied sich der kleine Isaac von seinen
Altersgenossen durch einen unbezihmbaren
Experimentier- und Basteltrieb. Er entziickte
seine Spielgefihrten mit selbstgebasteltem

‘komplizierten mechanischen Spielzeug und

einer holzernen Uhr. Gemeinsam erschreck-
ten die Kinder nachts die Dorfbewohner mit
Isaacs leuchtendem Drachen.

Zum Kummer seiner Mutter interessierte sich
der kleine Newton kaum fiir die Landwirt-
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schalt und las und bastelte lieber. Gliick-
licherweise erméglichte ein verstindnisvoller
Onke! Isaac eine gute Schulbildung im
Nachbarstidtchen Grantham. 1661 finden
wir den jungen Newton als frischgebackenen
Studenten an der beriihmten Universitit
Cambridge. Da Newton nur wenig bemittelt
war, wurde er als ,,subserver immatriku-
liert. Das bedeutete, daB er reicheren Stu-
denten viele Dienste erweisen mufte, dafiir
aber ohne Bezahlung essen und wohnen
durfte.

In Cambridge fiihrte ihn sein Lehrer Isaac
Barrow in die Geheimnisse der Naturwissen-
schaften und der Mathematik ein. Schon in
den ersten Studienjahren trat Isaacs groBe
Begabung ans Licht. Als Newton in den
Jahren 1666/67 eine zweijihrige ,,Zwangs-
pause** vom Studium in seinem Heimatdorf
Woolsthorpe verbringen muBte, da in Cam-
bridge eine verheerende Pestepedemie wii-
tete, fand er Zeit und MubBe, sich mit vielen
ungeldsten wissenschaftlichen Problemen zu
beschéftigen. Der Legende nach soll Newton
durch einen vom Baum fallenden Apfel im
Garten seines Heimathauses zu ersten Uber-
legungen iiber die Schwerkraft angeregt wor-
den sein, die ihn zu solchen Fragen, wie
z.B.:

,Welche Kraft hilt die Planeten auf ihrer
Bahn?* und ,.Ist diese Kraft vergleichbar
mit der Schwerkraft auf der Erde?* fiihrten
(siche Stempel aul Ersttagsbrief). Inwieweit
Newton diese Fragen schon beantworten
konnte, wissen wir heute nicht genau. Be-
kannt ist uns aber, daB er in den Jahren
1666/67 zu vielen mechanischen, optischen
und mathematischen Problemen seine Grund-
ideen entwickelt hatte und beispielsweise
schon in der Lage war, das Gravitations-
gesetz aus den von Kepler gefundenen Geset-
zen der Planetenbewegung abzuleiten.
Wieder nach Cambridge zuriickgekehrt, be-
schéftigte sich Newton neben dem fleiBigen
Studium der Naturwissenschaften auch mit

Ersttagsbrief
aus der
Ungarischen VR

der experimentellen Tétigkeit, die er eben-
falls meisterhaft beherrschte. Fiir die erst-
malige Konstruktion eines Spiegelteleskopes
wurde er sogar 1672 zum Mitglied der
Royal Society, der englischen Akademie,
gewihlt.

Als Newton 1669 mit 26 Jahren Professor in
Cambridge wurde, gehorte er bereits zu den
bedeutendsten Gelehrten seiner Zeit. 1687
kronte er sein wissenschaftliches Werk mit
seinen ,,Mathematischen Prinzipien der Na-
turwissenschaften‘, in denen er unter ande-
rem die Gravitationstheorie und die klassi-
sche Mechanik mit den bekannten Axiomen
darlegte. Noch heute bildet die klassische
Mechanik die Grundlage fiir die Berechnung
der Krifte und Bewegungen in der Technik.
Zu seinen herausragenden physikalischen Er-
kenntnissen wire Newton wohl kaum ge-
langt, wenn er nicht auch ein hervorragender
Mathematiker gewesen wire und die Mathe-
matik als ,,Werkzeug* seiner physikalischen
Forschungen nicht stindig weiterentwickelt
hitte. Besonders bei seinen mechanischen
Untersuchungen benétigte Newron die Vor-
stellung zeitabhingiger Variablen, die er
.-flieBende GroBen* nannte. Er erarbeitete so
die Methode der Differential- und Integral-
rechnung, die sich von der heute benutzten
nur durch ihre kompliziertere Symbolik un-
terscheidet. In Newtons 1671 veréfentlichtem
mathematischem Hauptwerk finden wir auch
seinc bedeutenden Ergebnisse zur Reihen-
lehre. Hervorzuheben ist seine Theorie der
unendlichen Reihen, die u.a. die Reihen-
entwicklung der Funktionen y=sinx,
y=cos x und y=e" ermoglicht. Newron selbst
betrachtete die Binomialreihe als seine groBte
mathematische Leistung. Die Formel dieser
Reihe schmiickt deshalb sein beriihmtes
Grabmal in der Londoner Westminsterabtei.

Aufgabe

Folgende kleine Aufgabe, die zu Newtons-
Lebzeiten noch an Universititen gerechnet
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wurde, soll uns Newton auch als Algebraiker
zeigen. Versucht euch doch einmal an der
Losung!
Newtons Aufgabe von den Wiesen und Kiihen :
a Kiihe weiden b Wiesen in ¢ Tagen ab,
a’ Kiihe weiden b’ Wiesen in ¢’ Tagen ab,
a’' Kiihe weiden b Wiesen in ¢’ Tagen ab;
welche Beziehung besteht zwischen den neun
GroBen a bis ¢''? (Voraussetzung : Alle Wie-
sen liefern gleich viel Gras; das tigliche
Wachstum der Wiesen ist gleich; alle Kiihe
fressen taglich gleich viel.)
Newtons mathematische Forschungen zeigen
uns ihn auch als einen Mathematiker von
erstem Rang. Trotzdem war Newton vor
allem Physiker. Seine groBe Leistung besteht
darin, daB er dem Aufschwung der Natur-
wissenschaften in England sowohl wissen-
schaftlich als auch organisatorisch, letzteres
besonders als langjidhriger Prisident der
Royal Society, groBe Impulse geben konnte.
Zu seinem Todestag, der sich in diesern Jahre
zum 250. Male jéhrt, ehren wir ihn besonders
als den Begriinder der klassischen Mechanik,
um deren Ausbau sich die Physiker und
Mathematiker zweier Jahrhunderte bemiih-
ten. Erst um 1900 erkannte A. Einstein die
bis dahin uneingeschrinkt geltende Mechanik
als Grenzfall eines weitaus umfassenderen
Systems der Relativitdtstheorie.
‘ Dorit Sowa

Kurzbiographie der Autorin

Dorit Sowa, geb. 1951 in Nordhausen,
verheiratet, zwei Kinder

® Besuch der OS und EOS in Nordhausen,
Abitur 1970

Interesse fiir Naturwissenschaften und Spra-
chen

@ Ab 1970 Physik-Studium an der Karl,
Marx-Universitdt Leipzig, AbschluB als Di-
plom-Physiker

® Ab 1975 wissenschaftliche Mitarbeiterin
am Karl-Sudhoff-Institut fir Geschichte der
Medizin und der Naturwissenschaften der
Karl-Marx-Universitit Leipzig

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Liebe Leser der mathematischen Schiiler-
zeitschrift alpha!

In Heft 5/77 haben wir unter dieser Uber-
schrift bereits unterschiedliche Aufgaben-
l16sungen von Teilnehmern am alpha-Wett-
bewerb vorgestellt. Da das Kennenlernen von
Losungsvarianten von groBem Nutzen und
sicherlich auch von Interesse fiir alle Jungen
Mathematiker ist, setzen wir diese begonnene
Artikelserie fort. .

In Heft 1/1977 stellten wir die Aufgabe
Maé6 ® 1573, die wie folgt lautet:

Im Jahre 1970 war Peter 8 Jahre, sein Vater
31 Jahre alt. In welchem Jahr wird Peters
Vater doppelt so alt sein wie Peter selbst?

Die von uns in Heft 3/1977 veroffentlichte
Losung lautet:
Angenommen, nach n Jahren ist Peters Vater
doppelt so alt wie sein Sohn; dann ist Peter
(8 +n) Jahre, sein Vater (31 +n) Jahre alt,
und es gilt
2 - (8 +n)=31+n,
16 +2n =31 +n,

n=15.
Nach 15 Jahren, also im Jahre 1985, wird Pe-
ters Vater 46 Jahre, Peter selbst 23 Jahre alt
sein, das heifit, Peters Vater wird doppelt so
alt sein wie sein Sohn Peter.
Unserer Redaktion gingen zu dieser Aufgabe
insgesamt 2 102 Lésungen zu, 1237 Losungen
von Midchen (bravo!) und 865 Losungen
von Jungen.

@ Die Schiilerin der 6. Klasse, Carola Dumer,
Leimbach, libersandte uns folgende Losung:
Der Altersunterschied zwischen Peters Vater
und dessen Sohn betragt 31 Jahre—8 Jahre
=23 Jahre. Also ist Peters Vater doppelt so
alt wie Peter selbst, wenn Peter 23 Jahre alt
ist. Nun gilt 8 +x=23, also x=15. Das heifit,

Peter wird nach 15 Jahren, also im Jahre
1985, das Alter von 23 Jahren erreichen.
Sein Vater wird nach 15 Jahren, also im Jahre
1985, dann 46 Jahre (31 +15=46) alt sein,
also doppelt so alt wie Peter.

Unser Kommentar: Eine lobenswerte Denk-
leistung! Carola, mach weiter so. .

® Die Schiilerin der 6. Klasse, Manuela
Schicht, Zittau, iibersandte uns folgende
Losung:

Wir gehen am besten von den Geburtsjahren
aus. Wegen 1970—31=1939 wurde Peters
Vater im Jahre 1939 geboren. Wegen 1970
—8=1962 wurde Peter selbst im Jahre 1962
geboren. Wegen 1962—1939=23 war Peters
Vater 23 Jahre alt, als Peter geboren wurde.
Folglich ist der Vater nach weiteren 23 Jah-
ren, also im Jahre 1985 doppelt so alt wie
Peter, denn 1962 +23=1985.

Unser Kommentar : Eine verbliiffend einfache
Losung bei zwingender Logik. Sie verdient
besonderes Lob.

® Die Schiilerin der 6. Klasse, Monika
Storch, Hintersee, iibersandte uns folgende
Losung:

Jahr Alterdes Altervon 2 -n=m
' Vatersin  Peterin  Bedingung
m Jahren  nJahren

1970 31 8 2-8=16<3l
1971 32 9’ 2:9=18<32
1984 45 22 2-22=44<45
1985 46 23 2-23=46
1986 47 24 2 -24=48>47

Im Jahre 1985 wird Peters Vater genau dop-
pelt so alt sein wie Peter selbst.

Unser Kommentar: Probieren gehort zum
Studieren! Eine zeitaufwendige, aber exakte
Losung.

® Der Schiiler der 5. Klasse, Torsten Kiihn,
Potsdam-Babelsberg, iibersandte uns folgen-
de graphische Lésung:

Die Bedingung, daB der Vater doppelt so alt
ist wie sein Sohn Peter, wird im Jahre 1985
erfiillt. Peter ist dann 23 Jahre, sein Vater’
46 Jahre alt.

Unser Kommentar: Unsere Hochachtung!
Eine vorbildliche Leistung fiir einen Schiiler
der Klassenstufe 5.

1970 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85

(- 1 n 1 n 1 i I 2 i

n " 1 1 1 J S

Jahreszahl

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 2 Peters Alter
. inJahren

: Alter des

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 Vaters
R L ——— t—1 1 g in Jahren
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Kryptarithmetik -
NEWTON
NEWTON
+NEWTON
GENIUS -
D. Vélzke, Greifswald
A+L -P-H A=A
+ + —- — :
A-L+P-H-A=L
—_- - + + +
A—L+P+H+A=P
¢ + + - . +
A-L—P+H+A=H
- - + - +
A-L-P-H+A=A
A+L+P—H A=X

Ellen Raeck, OS Wolmirstedt, Ki. 9

Nicht begriffsstutzig werden!

Von den in jeder Zeile angegebenen fiinf Begriffen
paBt jeweils einer nicht in die Gruppe hinein. Schreibt
man diese Begriffe heraus, so ergeben ihre Anfangs-
buchstaben den Namen eines deutschen Mathema-
tikers. ‘

A : Differenz, Quotient, Summand, Produkt, Summe -‘!
]

B: Strecke, Tangente, Strahl, gerade Linie, Gerade
C: Vollwinkel, spitzer Winkel, Innenwinkel, rechter
Winkel, gestreckter Winkel

D: Abstand, Liange, Hohe, Flicheninhalt, Breite

E: Ries, Cantor, GauB}, Leibniz, Euklid

F: Meter, Lichtjahr, Lingeneinheit, Seemeile, Zenti- | 11.

meter OStR K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin
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Sisyphus, in die Geometrie verliebt

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben bilde man 21 Wérter, deren
erste und dritte Buchstaben jeweils von oben nach
unten gelesen, den groBten englischen Mathematiker
und einen Teil seiner Verdienste nennen.

1. Er wird gebildet von einer Geraden und einer
Ebene, wenn sie genau einen Punkt gemeinsam
haben.

2. Stellenwert im Dezimalsystem

3. Bezeichnung fiir die Hauptteile der Land-, Luft-
und Seestreitkrifte

4. Lehre von der Dreiecksberechnung

. Schmuckwerk, besonders an Bauwerken und Mé6-

beln

6. Sie existiert bei der schiefen Ebene

7. Tierarzt

8

9

W

. Begriff der Stereometrie

. Mathematiker (1868 bis 1941), bedeutendster
deutscher Schachmeister

Feste Gerade, die bei der Ortsdefinition der Para-
bel auftritt

Streichung aus der Matrikel, d. h. aus der Liste
der Studierenden

Altsteinzeitlicher Mensch

Griech. Buchstabe

Italienischer Geometer (1871 bis 1946)

Griech. Buchstabe

Ein Hirsch

Cape

Zeitungsanzeige

Kraft, die senkrecht auf eine Flicheneinheit wirkt
Ihre Summe betrigt bei jedem Dreieck 180°
Begriff, der beim Interpolieren auftritt

D. Vilzke, Greifswald

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.



Riitselschlange

Rechts oben beginnend sind die erforderlichen Lo-
sungsworter von Punkt zu Punkt in das Schema ein-
zutragen. Dabei steht in den mit einem Punkt ver-
sehenen Feldern der letzte Buchstabe des einen Wor-
tes, der zugleich der erste Buchstabe des folgenden
Wortes ist. Richtig geldst ergibt die angedeutete Senk-
rechte den Namen eines hervorragenden Mathemati-
kers, der sich u. a. mit der Approximation von Funk-
tionen durch Polynome befaBte.

S T T T <
}J‘ » = dE 4

poe e s

S 1) S == ==

Math. des Altertums — eine Bewegung — Teilgebiet der
Mathematik — Begriff aus der Mengenlehre — Lehre
von der Dreiecksberechnung — griech. Buchstabe -
x-Achse - ein Kegelschnitt — Teil einer Potenz — Teil-
gebiet der Geometrie — schweizerischer Mathematiker
— Mathematiker (1826 bis 1866), auf den der Integral-
begriff zuriickgeht — Schnittpunkt einer Funktion mit
der x-Achse — griech. Buchstabe — weiblicher Vor-
name — FlichenmaB — Addition — Stadt im Bezirk
Neubrandenburg, die durch das Bergringrennen be-
kannt ist — Trinkbranntwein — im Altertum benutztes
Rechenbrett — Zahlwort. D. Vilzke, Greifswald

a=15; 6=3;¢=7

Verkettungsriitsel

In jede Zeile des abgebildeten Schemas sind jeweils
zwei Worter der folgenden Bedeutung so einzutragen,
daB immer der letzte Buchstabe des ersten Wortes
mit dem ersten Buchstaben des zweiten Wortes liber-
einstimmt. Bei richtiger Losung ergeben die sechs
markierten Buchstaben von oben nach unten gelesen
den Namen des groBten englischen Mathematikers.

1. Griech. Buchstabe — kleiner als Null

2. Ein Kegelschnitt — Teil von GréBenangaben

3. Stadt im Bezirk Neubrandenburg, die durch das
Bergringrennen bekannt ist — er verwendete in
seinem Rechenbuch erstmals die Rechenzeichen
+und —

4. Ergebnis der Multiplikation — eine Winkelfunktion

5. Beethovens einzige Oper — griech. Buchstabe

6. Vieleck (lat.) — Begriff der Logarithmenrechnung

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

Aus der Skatwelt

Der niedrigste Augenstich beim Skat betrigt 2 Augen
(1 Bube, 2 leere Karten) und der héchste 33 Augen
(3 Dause). Sind Augenstiche von 2 bis 33 durchgehend
moglich? Fachlehrer O. Dietze, Wihlitz

Begriffspaare gesucht!

Es gibt mathematische Begriffe, die sich ausschlieBlich
im ersten Buchstaben ihrer Bezeichnung unterschei-
den. Die folgenden Bilder sollen euch helfen, vier der-
artige Paare von Begriffen zu finden.

OSIR K.-H. Lehmann, VL4V, Berlin




X. Internationale
Physikolympiade

Am 15. Juli ging mit der Siegerehrung in Prag
die 10. Internationale Physikolympiade zu
Ende. Sie fand vom 8. bis 15. Juli 1977 in der
ostbohmischen Bezirksstadt Hradec Kralové
statt. An die 60 Teilnehmer aus 12 Landern
wurden von der Jury insgesamt sieben 1.,
sechzehn 2. und siebzehn 3. Platze vergeben.
Die fiinf Jungen der DDR-Mannschaft hol-
ten sich zwei 1. Plitze, die Reinhard Meinel
von der Spezialschule Carl Zeiss Jena und
Ralf Glaser von der Spezialschule ,,Martin
Andersen Nex6* in Dresden errangen. Zwei
3. Plitze kommen auf das Konto von Ma-
thias Hegner aus der Berliner Heinrich-
Hertz-EOS und Stefan Schuster aus MeiBen.
Stefan erhielt von der Jury den Sonderpreis
fiir den jiingsten Olympiadeteilnehmer.

In der inoffiziellen Landerwertung belegten
die DDR-Olympioniken mit insgesamt 177
Punkten einen 5. Platz. Die ersten drei Platze
erzielten die CSSR, die Sowjetunion und die
BRD.

Am 16. Juli wurden unsere vier Preistriger
aufeinem kleinen Empfang in Dresden fiir ithr
hervorragendes Endergebnis mit dem Titel
. Jungaktivist geehrt. Ein Leistungsstipen-

dium erhalten ferner die Abiturienten Ralf

Glaser, Mathias Hegner und Reinhard Meinel.
Alle drei waren bereits im letzten Jahr bei der
9. Internationalen Physikolympiade in Buda-
pest erfolgreich.

Am 12. Juli 1977 wurden die 48 Teilnehmer
der [X. Internationalen Chemie-Olympiade im
Spiegelsaal des Bratislaver Rathauses emp-
fangen.. Hier iiberreichte der Minister fiir
Volksbildung der Slowakischen Sozialisti-
schen Republik, Prof. Dr. Juraj Busa und der
Prisident der Internationalen Jury, Prof. Dr.
Jan Gazo, den Siegern die Medaillen.
Insgesamt konnten — durch den hohen Wis-
sensstand der Schiiler — sechs Goldmedaillen,
zehn Silbermedaillen und 23 Bronzemedaillen
vergeben werden. Als stirkste Mannschaft
erwies sich die des Gastgeberlandes. Sie er-
kdmpfte drei Goldmedaillen. Fiir unsere Re-
publik holten Thomas Wandlowski, Erweiter-
te Oberschule Pirna, eine Silbermedaille und
Michael Schulz, Technische Hochschule Mer-
seburg, Thomas Luschtinetz, Erweiterte Ober-
schule Stralsund, Bronzemedaillen. Lutz Kri-
schauski, Erweiterte Oberschule Stralsund,
erhielt ein Diplom.
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| Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/77:

Ph9 =19

Gegeben: F=65000 kp
s=4,5m
G=25Mp=25000kp
g=98Im-s~2

Die Gesamtenergie des Forderkorbes wih-

rend des Abbremsens setzt sich zusammen

aus seiner Bewegungsenergie W,;, und seiner

Lageenergie W,,,. Diese Energie setzt sich um
2

Gesucht: v

in Reibungsarbeit Wz. Nun ist W,,,-,,:%,
Wpor=Gs und WR=Fs.
Es gilt also
WR= u/kin+ VVpru
2
Fs=%+ Gs
2
%=FS—-GS
g 2=e L&
m g
nz=23(F—G)g
G
_ 2s(F—G)g
B G
o 2-4,5m(65000—25000)kp - 9,81 m
B 25000kp- s?
a 11,892
s

Die Finger griflen bei einer Geschwindigkeit

m .
von 11,9? ein.

Ch9 w15
162g 180 g
(C6H1005),,+nH204n Ce¢H;,06 n=1
m 260-100g
NR: 1 mol-162-8 =162,

mol

1mol-180-8 —180g
mol

m=234kg
234kga 95%
m; 21009, m; =246 kg
246 kg Stirke miissen verwendet werden.

Mal10/12 #1645 Es sei a die Kantenlinge
des. Wiirfels. Das Volumen des dem Wiirlel
einbeschriebenen Kegels betrigt dann

1o, 1 faV¢ 1
V,—inr h—§1r (2) a—l—zna.

Das Volumen der dem Wiirfel einbeschrie-
benen Kugel betrigt
4N 1 s

3%2) T

Das Volumen des dem Wiirfel einbeschriebe-

nen Zylinders betragt
2

Va=nr*h=mn ; -a=Zna3.
Nun gilt V; :¥,=6:12=1:2 und
V2:V3=4:6=2:3

und folglich V; :V,:V3=1:2:3.

Ma10/12 m1646 Wegen der fiir alle reellen
o
2
;ﬂ< cos #
ist sin (x + y)=sin x +sin y dquivalent mit
x+y x+y x—y

e BTV e XPY 5 s FHY
25m2 cosz—Zsz cosz,

4
V2=§7"'3 =

a und g giiltigen Beziehungen sina=2-sin

a . . .
“cos3 und sin a+sin f=2sin

L Xty x+y . 06 )
2-sin - cos > sil 3 0 3
=0,

NG TP eon®UY.
2-sin 5 (cos 7 s — )-0. (1)

Da ferner fiir alle reellen o« und f auch

« LA
e I

cos ¢ —cos f=—2"sin 3 3

gilt,

ist (1) aquivalent mit

- 1 Uv — . 1 f' i X—
2-sin 2 x( 2) S—l:2 51;2_0,

cain XY o X Y
—4-sin 3 sm2 sm2—0.

Die letzte Gleichung gilt genau dann, wenn
wenigstens eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist:

sin % =0, d. h, x+y=2kn oder

sin §=0, d. h. x=2kn oder
Yy _
sin 3= 0,d. h., y=2kn.
Ma10/12 m1647 Die Ungleichungen bzw.

die Gleichung sind nur fir x+0, x+ —% und

x# — 1 definiert.
Zu b): Durch Umformen erhalten wir aus

l+ 12
x x+1 _l_’

2
114
x x+1 2x+

1

x(x+1) 2x + 1)=0'
Der linke Term dieser Gleichung wird fiir kei-
nen Wert von x gleich Null; also besitzt die
Gleichung b) keine reellen Losungen.

Zu a): >0 genau dann, wenn

x(x+1)2x+1)

»x>0“ oder ,x>—1 und x< —%“, d. h,, die

Ungleichung gilt fiir alle x mit —1<x< —%
oder 0< x.

Zu c): Es gilt <0 genau dann,

1
x(x+1)(2x+1)



1
wenn ,,.x <1“ oder ,x <0 und x> —5“, d.h,

die ‘Ungleichung gilt fiir alle x mit —%<x<0
oder x< —1.

Mal0/12 1648 Ausder gegebenen Unglei-
chung erhalten wir durch dquivalentes Um-
formen
Ha®+b*) 2 (a+b),
4a*+b%2a>+3a%h+ 3ab? + b3,
3(a® +b%) = 3ab(a+b),
a®+b32aba+b),
a—a’b+b*—ab?20,
a*(a—b)—b*a—b)=0,
(a—b)(a*-b%)20,
(a—b)(a—b)(a+b)20.
Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn
a+b=0 oder wenn a=b ist.

Ph10/12 =20
Gegeben: a)d; =1000mm b) hp=50cm

r;=50cm d; = 1000 mm
d;=1130 mm ri=50cm
r,=>56,5cm
h=1150mm=115cm

Gesucht: a) 4, bV
a) Der Flacheninhalt der Innenseite A4, ergibt
sich aus

A1=AM=7[S(V'|+72) und
AG=T[I‘%.
A1=Am+A4¢

=J B +(ra—r)?

nach Pythagoras)

Av=ns(ry+r)+ nr}

_—t

ra r-r

]

Ar=al(ri+r)/h?+ra—r)*+r}
A1=3,14[(50+ 56,5 cm "}/ 115*+6,5% cm
+50% cm?]

A, ~46369 cm?~4,64 m?2.
Es miissen 4,64 m? mit Schamottesteinen aus-
gekleidet werden.
b) Das Fiillvolumen ist ebenfalls ein Kegel-
stumpl. Um den oberen Radius zu berechnen,
gilt nach dem Strahlensatz

h:ho=(r;—ry):x

115:50=6,5 :x
x=28.

ry-ry

hy

Dann ist der obere Radius ry=r; +x
r3=50cm+2,8cm
r3=>52,8 cm.

Das Volumen berechnet man nach

1
V=§ mh(r} +r}+rirs)

V=%~ 3,14 50 cm (507 + 52,82+ 50 - 52,8)cm’?

V=0415m>.
Das Fiillvolumen des ‘Behilters betrdgt
0415m?.

Ch10/12 =16

98,08 g 2334¢g
H,SO,+BaCl,—+BaSO, +2HCI
m 0,4669¢

NR: 1 mol -98,08—2- 98,08 g,
mol
1mol-2334-8-=2334¢
mol

Proportionaleinstellung am Rechenstab:
m=0,1962 g
In 11Schwefelsidure sind 100-0,1962 g
=19,62 g H,SO4 enthalten.
98,08 g sind 1 mol H,S0,
19,62 g sind x mol H,SO,

_ l4mol - 19,62 g

~ 9808g
In einem Liter Schwefelsdure sind
0,2 mol H,SO, enthalten.

=0,2 mol

etwa

XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR - Losungen

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10

1. Hat ein Polygon die Ecken E|, E,, ...
und den Flacheninhalt F, so setzen wir
F=Agie2...En
Es gilt:
(1) Aopy+ Aoxr=2Acopsr + Arsy + Apxs.
Da die Dreiecke AOPY und AOQY gleiche
Grundlinie und wegen PQ | OY gleiche zuge-
horige Hohe haben, erhalten wir
Aopy=Aogy
und analog
Aoxr=Aoxg,
also  Aopy+ Aoxr=Aogy+ Aoxo-
Ausgehend von (1) ergibt sich:
2Aopsr+ Arsy + Apxs= Aogy + Aoxo
=Aopsn+ Apxs+ Asxgr + Arsy,
woraus unmittelbar folgt:

Aopsr= Asxgy-

Bemerkungen: Mit 23 ist die Anzahl der
Schiiler ohne Losungsversuche sehr groB.
Dennoch muB der Schwierigkeitsgrad der
Aufgabe als angemessen bezeichnet werden.

Punkte 0 1 2 3 4 5
Anzahl 54 6 2 3 9 4

Dr. Ingeborg Bartsch,
Institut fir Lehrerbildung Rostock
2. I Analysis
Sei ABCD ein Trapez mit AB | CD, das den
Bedingungen der Aufgabe geniigt.

E liege
1. auf der Verlidngerung von AB iiber B hinaus
und
2. auf der Parallelen zu BD durch C.
Dann gilt nach dem Satz iiber Stufenwinkel
¥ ASB= ¥ ACE=¢. Da BECD
ein Parallelogramm ist, gilt weiter
BE=CD=c,
AE=a+cund CE=BD=/.

also
F liege
1. aulfder Verlidngerung von AC iiber C hinaus

. und

2. auf dem Kreis um C mit f.
Dann gilt
AF=e+f,
und nach dem Satz iiber gleichschenklige
Dreiecke und dem AuBenwinkelsatz ist

{CFE={FEC=%.

Daraus ergibt sich folgende Konstruktions-
vorschrift:

I Konstruktionsbeschreibung

(1) Man zeichnet eine Strecke AF der Linge
e+f

(2) Man trdgt an FA in F einen Winkel der
GroBe % an.

(3) Man zeichne den Kreis mit dem Radius
a+c um A. Schneidet dieser Kreis den freien
Schenkel des Winkels, so sei E einer der
Schnittpunkte.

(4) Man trigt an EF in E einen Winkel der
GrbBe% nach der Seite an, auf der 4 liegt.

(5) Man zeichnet die Parallele zu AC durch C.
(6) Man trigt AF in A einen Winkel der Grofe
¢ nach der Seite an, auf der E nicht liegt.
Schneidet der freie Schenkel dieses Winkels
die Parallele, so sei D der Schnittpunkt.

(7) Man zeichnet die Parallele zu EC durch D.
Schneidet sie AE, so sei B der Schnittpunkt.
111 Beweis, daf jedes so konstruierte Viereck
ABCD den Bedingungen der Aufgabe geniigt.
Laut Konstruktion gilt 4B | CD und ¥ DAC
=¢. Aus der Konstruktion und aus den Sitzen
iiber gleichschenklige Dreiecke, Dreiecks-
auBenwinkel und Stufenwinkel folgt

¥ASB= ¥ ACE=2- (AFE:Z-%=

.
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SchlieBlich ergibt sich aus der Konstruktion,
daB BECD ein Parallelogramm ist; also gilt:
AB+DC=AB+BE=AE=a+c,

AC+BD=AC+CE=AC+CF=AF=e+f.

1V Determination
Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind bis
auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar.
Ein rechnerischer Vergleich der entstehenden
Strecken ergibt, daBl das Lot von A auf den
freien Schenkel des in (2) konstruierten Win-
kels eine Lange ! mit

I=15cm-sin 50°<15¢m- 0,8
<13cm=a+c hat.
Da fiir die gegebenen Werte a+c<e+ fist,
filhrt Konstruktionsschritt (3) zu genau zwei
verschiedenen Punkten E,, E,. Fiir beide er-
gibt Konstruktionsschritt (4) je genau einen
Punkt C, bzw. C,. Konstruktionsschritt (5)
ist jeweils eindeutig durchfiihrbar. Da fiir die
gegebenen Werte £ < @, also erst recht

¢

e<5+XFEA (i=1,2)

ausfillt, ergibt sich auch in Konstruktions-
schritt (6) je genau ein Schnittpunkt D;
(i=1,2). Ferner folgt aus e< ¢: '
Trégt man wie in (6) anstelle von ¢ einen
Winkel der GroBe ¢ an, so ergibt sich mit der
Parallelen aus (5) ein Schnittpunkt Z; (i=1, 2)
auf der Verlingerung vorr C;D; iiber D
hinaus. Fiir ihn ist AE;C;Z; ein Parallelo-
gramm, also gilt

CiZi=AE,
undesfolgt
C.‘D.' < AE,‘.

Folglich schneidet die in (7) zu konstruierende
Parallele jeweils AE; in einem zwischen A und
E; gelegenen Punkt B;.
Somit existieren bis aul Kongruenz genau die
Trapeze AB,C,D, und AB,C,D,, die den
Bedingungen der Aufgabe geniigen. Beide
sind zueinander nicht kongruent, denn
X C]AB] +* {C‘ZABz.
Dabei sind B,, B, bzw. C,, C, als gleich-
liegende Punkte aufgefabt. Auch bei anderer
Aulfassung folgt die Inkongruenz der beiden
Trapeze aus
¥CD,A< £ B DA,
Bemerkungen: Alle Schiiler haben cine Lo-
sung versuchl. Obwohl die Aufgabenstellung
allen Schiilern verstindlich war, traten eine
Reihe erheblicher Schwierigkeiten auf, die

sich in folgenden typischen Fehlern dufBer--

ten:

1. Vielen Schiilern war der Lésungsmechanis-
mus (Analysis, Konstruktion, Determination)
entweder nicht bekannt oder sie konnten ihn
auf die gegebene Situation, die durch die Auf-
gabe 161036 der Bezirksolympiade vorbe-
reitet worden war, nicht anwenden.

2. Etwa 20% der Teilnehmer beschrinken
sich bei der Analysis auf eine Planfigur und
gingen dann ohne Kommentar sofort zur
Konstruktion iiber, wobei die einzelnen
Schritte mitunter nicht motiviert oder sogar
falsch waren.
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3. Der Nachweis, daf die Konstruktion mit
den gegebenen Stiicken zwei nicht kongruente
Trapeze liefert, bereitete in fast allen Fillen
Schwierigkeiten und fiihrte zu Punktabziigen.
Hier wird die Notwendigkeit, bei dhnlichen
Aufgaben besonderes Gewicht auf eine voll-
stindige Determination zu legen, deutlich.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 42 8 6 17 19 16 6 4

Dr. K. Rosenbaum, Pdd. Hochschule Er furt

3A. Nach den Angaben iiber die Punkt-
bewertung gibt es ganze Zahlen g, b, ¢>0 so,
daB die Punktbewertung folgendermaBen
lautet:

Platzziffer: 1 2 3 4 5
Punktzahl a+3b+c a+3b a+2b a+b a
Wenn ein Sportler in zwei Sportarten die in
der folgenden Tabelle genannten Platzzilfern
erreichte, so erhilt er demnach die hierbei
genannte Punktzahl:

Platzziffern Punktzahl

1,1 2a+6b+2c
1,2 2a+6b+c
1,3 2a+5b+c
2,2 2a+6b
23 2a+5b
33 2a+4b

Nur dann kénnen zwei Punktzahlen, die hier
in verschiedenen . Zeilen stehen, einander
gleich sein, wenn dies die Zahlen 2a+5b+c¢
und 2a+6b sind; dann aber ist diese Zahl
gerade. Daher konnen A und C nur dadurch
je 17 Punkte erreicht haben, daB sie in den
beiden Sportarten dasselbe Paar von Platz-
zilfern hatten, nur in entgegengesetzter Rei-
henfolge. Dies kann nicht der 2. und 3. Platz
gewesen sein; denn dann hitte C zweimal den
1. Platz, also eine h6here Punktzahl erreicht.
Es kann auch nicht der 1. und 2. Platz ge-
wesen sein; denn dann hitte C zweimal den
3. Platz, also eine nicht nur um 1 kleinere
Punktzahl erreicht. Daher hatten 4 und C
(zweimal, nur in entgegengesetzter Reihen-
folge) die Plitze 1 und 3 erreicht, und C kam
zweimal auf Platz 2. Hiernach gilt
2a+5b+c=17. (1)
2a+6b =16. 2)
Aus (2) folgt 3b=8—a<9, also b<3; daher
und wegen (2), (1) verbleiben genau die fol-
genden Moglichkeiten
FallI) b=1,a=5,¢=2:
Platzziffer 1 2 3 4
Punktzahl 10 8 7 6
Fallll) b=2,a4=2,¢c=3:
Platzziffer 1 2 3 4 5
Punktzahl 11 8 6 4 2
Fall I: Da C noch A und B in der Gesamt-
punktzahl iibertral, muB er im 3. Wettkampf
Punkte bekommen haben. Die geringste
Punktzahl, die vergeben wurde, betrug 5. Also
hatte C insgesamt mindestens 164 5=21
Punkte. D muBte folglich mindestens 22 Punk-
te haben. D kann in den ersten beiden Wett-
kimpfen hochstens zweimal den vierten Platz
(12 Punkte) und im 3. Wettkamp( hochstens

den ersten Platz (10 Punkte) belegt haben.
Damit konnte er hochstens 22 Punkte erhal-
ten. Also hatte er genau 22 Punkte, und C
hatte genau 21 Punkte.

Fall I1: Mit der analogen Begriindung (zu
Fall I) muB3te C mindestens 16+ 2 = 18 Punkte
haben. D konnte hdchstens 4+4+11=19
Punkte haben. Da er C in der Gesamtpunkt-
zahl iibertraf, muBte er also 19 Punkte haben
und. C genau 18 Punkte; als Platzverteilung
ergibt sich wieder die unten angegebene.
In beiden Fillen erhalten wir also als einzig
mogliche Angabe iiber die gesuchten Platz-

Platzziffern: Wettkampf 1 2 3
Vom Sieger D belegter Platz 4, 4. 1.
Vom Zweiten C belegter Platz 2. 2. 5

Lésungsvorschlag von der Jury der OJM

3B. Die Gleichung
2 2
) %
kann nur eine Losung besitzen, wenn x von p
verschieden ist. Wegen
xt—p+3p*
x—p x—p
(Division mit Rest) ist Gleichung (1) dquiva-
lent mit

+2x=3

4p*—p
2) 3x+p+ —pr
o) Fiir 4p2—p=0 ist Gleichung (2) iquiva-
lent mit der linearen Gleichung
3) 3x+p=3,

=3.

die genau die Losung x=1 —;—) besitzt.

4p?—p=0 ist aber genau fir p=0 oder

| .
p=y erftillt.

P) Es sei nun 4p —p=+0. Unter Beriicksichti-
gung von x#p ist Gleichung (1) dquivalent
mit

4 x*—p+4+3p*+2x*—2px=3x-13p.
Diese quadratische Gleichung wird auf die
sogenannte Normalform

2 2
(5) x2—<3p+l)x+§p+p2=0
gebracht, aus der die Diskriminante
D= .]_ +l 2-.2 +p? —_§ 2__1. +l
P=3PTz) T\3PTE )T TP T3Py
abgelesen wird.

Eine quadratische Gleichung besitzt keine
reelle Losung im Falle D <0, also fiir

1+§ _i— +i 2_.8_1.<0
PrgP=3=\P716) "256
Das ist jeweils dquivalent mit

+_4_ <2
ANTINTS

>3 < 3

14 g p ry
Gleichung (5) besitzt genau eine Losung im
Falle D=0, also fir p=§ oder p= —%‘
SchlieBlich besitzt (5) genau dann zwei ver-
schiedene reelle Losungen, wenn D >0, also

—§< <3i‘t
gTh=ght



Die Zusammenfassung der Fille «) und f)
liefert:

a) Die Losungsmenge Lder Gleichung (1) in
der Menge der reellen Zahlen ist genau dann

leer, wenn p>% oder p< —-% zutrifft.

b) Lbesteht genau dann aus einem Element,
.3 13).

wenn p Element der Menge { -7 0, g §} ist.

c) Lbesteht genau dann aus zwei Elementen,

wenn p Element der Menge

3 3 1.
{z |zeR A -7<7<3 Az#OAz*Z} ist.

Bemerkungen: Von den 118 Startern wihlten
93 diese Aufgabe. Die volle Punktzahl er-
reichten nur 5 Schiiler. 15 Schiiler erhielten
je 6 bzw. 7 Punkte und 54 Schiiler je 4 bzw.
5 Punkte. Das zeigt, daB die meisten Schiiler
iiber die Losungsméglichkeiten einer quadra-
tischen Gleichung Bescheid wuBten, aber
nicht beachteten, daB fiir gewisse Werte des
Parameters p die gegebene Gleichung in eine

lineare entarten kann.
Dr. Hans-Jiirgen Vogel, Pad. Hochschule
~Karl Liebknecht" Potsdam

4. (Entsprechend der L6ésung von Lutz Mél-
ler, EOS Dippoldiswalde, K1. 9, die mit einem
Diplom ausgezeichnet wurde):
Angenommen, es gibt ein ganzzahliges Zah-
lenpaar (x, y), das die vorgegebene Gleichung
(1) © xy+3x—2y—3=0

erfiillt. Dann ist

20 x(y+3)=2y+3.

Mit der Annahme y+3=0 folgt daraus die
Aussage 0= —3, die falsch ist; folglich ist
y+ -3

Wir kénnen nun y= —3+a setzen, wobei a
eine von Null verschiedene ganze Zahl ist.
Dann geht (2) iiber in

x—2=——3.
a

Da x ganzzahlig ist, muB auch _73 ganzzahlig

und demnach a ein Teiler von —3 sein; d. h.,
es ist a genau eine der Zahien 1, —1, 3, —3.
Damit erhalten wir

a | 1 [—1]3]-3
x—l|51’3
yl-21-41l0l-6

Eine Losung kann nach unseren bisherigen
Uberlegungen nur eine dieser vier Zahlen-
paare sein. Durch eine Probe bestitigt man,
dabB alle diese Paare auch Lésungen sind.
Bemerkungen: Ein geringer Teil der Schiiler
formte (1) dquivalent um in
x=2)(y+3)=-3.

Demnach miissen dann x —2 und y+ 3 Teiler
von — 3 sein; und daraus ergibt sich das obige
Tabellenergebnis. Diese Losung ist durchaus
naheliegend, wenn man mit diophantischen
Gleichungen der obigen Art etwas vertraut
ist. Die meisten Schiiler 16sten (1) nach x bzw.
y auf, etwa

-3x-1)
@ y=—
Dabei wurde oft iibersehen, daB dazu x —2+0

vorausgesetzt werden muB, und damit (1) fir
den Fall x=2 gesondert zu diskutieren ist.
Von vielen Teilnehmern wurden gleich an (3)
Teilbarkeitsuntersuchungen angeschlossen.
Damit wird der Losungsweg unnétig verkom-
pliziert. Zum Teil wurde eine unvollstindige
Fallunterscheidung durchgefiihrt, indem nur
die Fille (x—2)| 3 und (x—2y| (x— 1) disku-
tiert wurden. (Das reicht offenbar nicht aus,
denn beispielsweise gilt 153 25, jedoch weder
15|3 noch 15]25.)
Die Untersuchung von (3) wird wesentlich
einfacher durch die Umformung
_=3x=1)_ —3(x-2)-3
x-2

T ox=2
= —3—i.denn danach
x=2

muf x —2 ein Teiler von 3 sein.
Kritisch zu bemerken ist noch die unzurei-
chende Darstellung des logischen Gangs eini-
ger vorgelegter Losungen: es fehlt eine deut-
liche Hervorhebung von Voraussetzungen
und Ergebnissen (Folgerungen) sowie von
Aquivalenzen. Dann hitten u. a. einige Schii-
ler bemerkt, daB ihre Untersuchung erst
durch eine Probe vollstandig ist.
Die Aufgabe war leicht; der Ergebnisspiegel
unterstreicht dies nachdriicklich. Es ergab
sich folgende Punkteverteilung:
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 1 5 7 17 20 21 47
Dr. Erhard Quaisser,
Pid. Hochschule Karl Liebknecht, Potsdam
5. Von den Schiilern wurden zwei verschie-
dene Losungswege beschritten. Einmal wurde
der gesuchte Flicheninhalt als FD - FE be-
rechnet, zum anderen als Differenz aus der
Fliche des Rechtecks und den entsprechen-
den Dreiecksflachen dargestellt.
Zunéchst muB g> 1 gefordert werden, damit

AC>BC ist. Nach dem Kathetensatz ist im

Dreieck ACD AD*=a?=AF - aq, also AF =g

und damit aus Symmetriegriinden auch CE
=§. Ist AB>BC, also q>[/§, so liegen die
Punﬂe A F, E UE.C in die_ser Reihenfolge
auf AC, und es ist FE=aq— AF — CE

e
Ist jedoch BC > 4B, also 1<q<}]/2, so lautet
diese Reihenfolge A, E, F und C, und es ist

wird ABCD ein Quadrat. E und F falien mit-
hin zusammen, da die Diagonalen eines
Quadrates senkrecht aufeinander stehen.

Zusammenfassend ist also: EF=a %—q‘.

Fiir DF ergibt sich nach dem Satz des
Pythagoras im Dreieck AFD:

ﬁ=]/ﬁz_ﬁ2=§ g% — 1. Somit ist

—_ 2
A(FBED)=FD- FE=%]/q1 “1)q*-2],

wobei A(...) den Flicheninhalt der jeweiligen
Figur bezeichnet.

Beim zweiten Losungsgedanken wird hier nur
der Fall AB>BC dargestellt. Die Uberle-
gungen im Fall AB>BC verlaufen analog,
und der entartete Fall ist bereits oben be-
trachtet worden. Es ist A(FBED)= A(ABCD)
— A(AFB)— A(BCE)— A(ECD)— A(AFD).
Aus Symmetriegriinden ist A(AFB)=A(ECD)
bzw. A(BCE)= A(AFD). Weiterhin gilt sogar
A(AFB)= A(BCE), denn beide Dreiecke ha-
ben wegen AF=EC ecine gleichlange Grund-
seite und die Hohe BE. Damit ist A(FBED)
= A(ABCD)—4A(AFD). Die konkreten Gro-
Ben zur Berechnung sind bereits im ersten
Lo6sungsgedanken bestimmt worden. Ergéanzt
werden muB noch AB=a}/q*— 1.
Bemerkungen: Die Aufgabe erscheint ange-
messen. Als typischer Fehler muB das Nicht-
erkennen der Fallunterscheidungen ange-
geben werden, den die Punkteverteilung deut-
lich widerspiegelt. Ja nicht einmal die Forde-
rung, daB der Radikand nicht negativ sein
darf, wurde von vielen Schiilern erkannt. Dies
ist um so bedauerlicher, da die Fallunterschei-
dung praktisch aus dem Ergebnis ablesbar
ist.
Kritisiert werden muf ferner die Unsitte, die
in der Aufgabenstellung vorgegebenen Be-
zeichnungen individuell abzuindern, da im
strengen Sinne ein individuell bezeichnetes
Rechteck nicht mit dem vorgegebenen ABCD
iibereinstimmen muB.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 0 1 10 64 20 10 3 10
Dipl.-Math. Wol fgang Moldenhauer,
W.-Pieck-Universitdt Rostock
6. Auf Grund der Voraussetzungen in der
Aufgabenstellung spannen die Punkte 4, B,
C,D,E,F, A, B, C,FE, F ein gerades sechs-
eckiges Prisma mit der Hohe / und dem Vo-
lumen V; auf. Um das gesuchte Volumen V
des in der Aufgabe beschriebenen Polyeders
zu erhalten, geniigt es offenbar, die Volumina
der dreiseitigen Pyramiden AB'F'A’, CD'B'C’,
EF'D'E', BABC, D'CDE und F'EFA von V,
zu subtrahieren. Auf Grund der RegelmiBig-
keit der Sechsecke sind die in den Ebenen ¢
bzw. ¢’ liegenden Grundflichen dieser Pyra-
miden paarweise zueinander kongruent. Da
die Hohe jeder Pyramide auf die entsprechen-
de Grundfliche gleich der Hohe h des Prismas
ist, haben die genannten sechs Pyramiden
das gleiche Volumen V,. Damit ergibt sich:
V=V,-6V,

"Sei 4, der Flicheninhalt des Sechsecks

ABCDEF und A, der Flicheninhalt des
Dreiecks ABC. Dann gilt

V=th—6-%A,h=(Aa—2A,,)h.
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Die Differenz A,—2A, entspricht ollenbar
dem Fldcheninhalt des Drachenvierecks
ABCE, wobei BE gleich dem Durchmesser
2r des Umkreises des Sechsecks ist. Dann
gilt: —
A,,—2A,=a-¥=ar.

Da im regelmiBigen Sechseck ABCDEF
¥ EAB=90° und AB=r gilt, ergibt sich

a?+r?=(2r)?,

r =%a[/§

und somit fiir das gesuchte Volumen V

V= %azhl/i
Bemerkungen: Das gute Ergebnis dieser Aul-
gabe — 74 der 118 Teilnehmer erreichten die
volle Punktzahl - belegt, daB hier eine leichte
Aufgabe zu 16sen war.
Ein offensichtlicher Vorzug der Aufgabe be-
stand darin, daB man das gesuchte Volumen
auf verschiedenste Weise darstellen und be-
rechnen konnte. In den Schiilerlosungen wird
eine breite Palette von Losungsvarianten an-
gegeben, Die Mehrzahl der Schiiler entschied
sich jedoch dafiir, entsprechend obiger Lo-
sung das gesuchte Volumen V als Differenz
des Volumens des Prismas und der Volumina
abgetrennter Teilpyramiden darzustellen.
Nur einige wenige Schiiler zerlegten den an-
gegebenen Polyeder in Teilkorper. Punkt-
abziige hatten bei dieser leichten Aufgabe
ihre Ursache fast nur in Rechenfehlern, das
aber in einem bedenklich hohen Anteil an der
Gesamtzahl der Losungen.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 1 0 3 3 7 9 21 74
Dipl.-Math. Bernd Noack, Amt fiir
Erfindungs- und Patentwesen, Berlin

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklasse 11/12 werden in der Zeitschrift
»,Mathematik in der Schule“, Heft 12/77 ver-
offentlicht.

Aus dem Programm
der DDR-Olympiade:

® Vortrag von Nationalpreistriger Prof.
Dr. Reichardt, Berlin: Theorie und Praxis bei
Gaufl

® Forum mit Prof. Dr. W. Engel, Vors. der
Mathematischen Gesellschaft der DDR und
Dipl.-Math. J. Geburtig: Uber die Studien-
richtung Diplom-Lehrer fiir Mathematik/
Physik

® Vortrag von Dipl.-Math. Oberleutnant
Wasic Nasie, Kriminalistisches Institut der
Deutschen Volkspolizei, Berlin: Die Anwen-
dung der Mathematik in der Kriminalistik

® Forum mit Oberleutnant H.-G. Aschen-
bach, Olympiasieger und Weltmeister im
Spezialsprunglauf: Die Sportpolitik unserer
DDR

® Simultanschach mit dem Internationalen
GroBmeister stud. math. Rainer Knaack,
Leipzig

® Kulturveranstaltung mit der Gruppe
,,Neue Generation**

® Besuch der Mahn- und Gedenkstitte
Sachsenhausen

® AbschluBfeier im Auditorium maximum
der Humboldt-Universitéit zu Berlih.

® 70 Wissenschaftler und Lehrer nahmen die
Korrektur der 204 Arbeiten (d. h. der 1224
Losungen) vor. Unter den Wissenschaftlern
waren neun ehemalige IMO-Teilnehmer.
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Unser Schnappschufi: Mitten aus der Korrek-
tur kamen sie — bei wildem Aprilwetter — um
sich durch dieses Foto den alpha-Lesern vor-
zustellen (v. I. n. r.):

Dr. Wolfgang Burmeister, Technische Uni-
versitit Dresden, Sektion Mathematik (IX.,
X., XI., XII., XIII. IMO); Dr. Hans-Ulrich
Schwarz, Friedrich-Schiller-Universitit Jena,
Sektion Mathematik (V.IMO); Dr. Hans-
Gorg Roos, Technische Hochschule Magde-
burg, Sektion Math./Phys. (X. IMO); Dr.
Monika Noack (geb. Titze), Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin, Sektion Mathematik (VI.,
VII. IMO); Dr. Manfred Kriippel (VI1. IMO),
Pad. Hochschule ,,Liselotte Herrmann**, Sek-
tion Mathematik ; Dipl.-Math. Hans-Dietrich
Gronau, W .-Pieck-Universitit Rostock, Sek-
tion Mathematik (XI. IMO); Dipl.-Math.
Bernd Noack, Amt fiir Erfindungs- und Pa-
tentwesen der DDR, Berlin (V. IMO).

Liosungen zu alpha-heiter, Heft 6/77

Kryptarithmetik
250812
+250812
+250812
752436

Nicht begriffsstutzig werden!

Summand - Tangente — Innenwinkel — Fla-
cheninhalt — Euklid - Lingeneinheit —
STIFEL

Silbenriitsel

1. Neigungswinkel, 2. Einer, 3. Waffengat-
tung, 4. Trigonometrie, 5. Ornament, 6. Nei-
gung, 7. Veterinir, 8. Oberfliche, 9. Lasker,
10. Leitlinie, 11. Exmatrikulation, 12. Nean-
dertaler, 13. Delta, 14. Enrique, 15. Theta,
16. Elch, 17. Umhang, 18. Annonce, 19.
Druck, 20. Innenwinkel, 21. Eigendifferenz.
Newton vollendete u.a. die Infinitesimal-
rechnung.

Riitselschlange

Euklid - Drehung — Geometrie — Element —
Trigonometrie — Eta — Abszisse — Ellipse —
Exponent — Topologie — Euler — Riemann -
Nullstelle — Eta — Anna — Ar — Rechenart -
Teterow — Wodka — Abakus — Sieben.

Isaak Newton
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Verkettungsritsel

1. Epsilon — Negativ

2. Ellipse - Einheit

3. Teterow — Widmann
4. Produkt - Tangens
5. Fidelio — Omikron

6. Polygon — Numerus NEWTON

Aus der Skatwelt
27, 28 und 29 Augen sind nicht méglich.

Begriffspaare gesucht!
Million - Billion; Kegel — Regel; Minus —
Sinus; Sektor — Vektor.



Die geometrischen
Konstruktionen
eines regelméifligen
17-Ecks

360° 1 1 1]/
COSv—-E"FE 17+E 34—2‘/ﬁ

+%V17+3|/1_7—V34—21/ﬁ—zl/34+21/1_7

Beweise fiir mathematische Sitze sind stets
zwingend, jedoch gibt es viel Freiheiten in der
Art des Beweisens. Fiir den bekannten Satz
des Pythagoras gibt es bis heute iiber 100 Be-
weise. Auch fiir die geometrische Konstruk-
tion eines regelmiBigen 17-Ecks gibt es eine
Reihe von verschiedenen Moglichkeiten. Die
strenge griechische Auffassung einer geo-
metrischen Konstruktion, die auf Plato zu-
riickgeht, 1dBt als Konstruktionsmittel nur
Zirke! und (maBstabloses) Lineal zu. C. F.
Gaup hat 1796 theoretisch die Frage beant-
wortet, welche regelmiBigen n-Ecke mit Zir-
kel und Lineal konstruierbar sind; er hat sich
aber zunichst nicht um die tatsdchliche Kon-
struktion gekiimmert.

Die erste Konstruktion mit Zirkel und Lineal
wurde 1802 durch von Pfleiderer ausgefiihrt.
Legendre wiederum war der erste, der die
Siebzehnteilung durch Rechnung ausfiihrte.
Alle geometrischen Konstruktionen, die sich
mit Zirkel und Lineal ausfithren lassen, kon-
nen auch bereits mit dem Zirkel durchgefiihrt
werden (Mohr-Mascheronische Geometrie).
Ein Lineal allein reicht dazu andererseits
nicht aus. Ist jedoch neben dem Lineal noch
ein fester Kreis gegeben, so lassen sich wieder
alle mit Zirkel und Lineal ausfiihrbaren Kon-
struktionen erledigen (Steinersche Geometrie).
Die entsprechenden Konstruktionen fiir das
regelmiBige 17-Eck gaben 1896 Gérard und
1842 von Staud:. Eine Konstruktion ist prak-
tisch um so genauer, je weniger und ein-
fachere Konstruktionsschritte erforderlich
sind. Eine in diesem Sinn ausgefiihrte Kon-
struktion gab 1903 Giintsch an. Gauf selbst
fihrte schlieBlich auf Driingen seines Freun-
des Gerling ebenfalls eine Konstruktion durch
Die Koordinaten des Eckpunkts P, des regel-
miBigen 17-Ecks in einem Koordinaten-

system (vgl. Bild 6) sind (cos %, sin %)

Gaup zeigte
3 0
cos 16(7) = _ll_6+1iﬁl/ﬁ+ll6v 34—2|/ﬁ

+%V17+31/1_7-V34—21/ﬁ-21/34+21/ﬁ

und alle in diesen Formeln vorkommenden
Ausdriicke lassen sich elementar konstruie-
ren (vgl. ,Grundkonstruktionen“). Wir ge-
ben nachfolgend eine sehr einfache Konstruk-
tion eines regelméBigen 17-Ecks an, die auch
auf den obigen Formeln beruht und 1909
von dem Englinder Richmond angegeben
worden ist.

R. Thiele

Konstruktionsbeschreibung :

1. Durch den Mittelpunkt O des Kreises wer-
den zwei zueinander senkrechte Durchmesser
x und y gezeichnet, die den Kreis A bzw. C

schneiden. Auf OC wird die Strecke ﬁ=$

\

von O aus abgetragen.
2. Der Winkel ABO wird geviertelt. Der
Schenkel, der mit der Geraden y ein Viertel
des Winkels ABO (=a) einschlieBt, schneide
OA in D. An den Schenkel BD werden nach
links 45° angetragen, wodurch sich E ergibt.

3. Uber EA wird der Halbkreis errichtet. Er
schneide OC in F.

4. Um D wird ein Kreis mit dem Radius DF

geschlagen, der die Gerade x in Q3 und Qs .

schneide.

S. In Q3 und Qs werden die Senkrechten be-
ziiglich x errichtet, die den Kreis in P; und
P,4 sowie Ps und P,, schneiden.

6. Der Winkel P;0P; wird halbiert, wodurch
sich P4 ergibt. P3P,=P,P;s ist die gesuchte
Seitenldnge des regelmidBigen 17-Ecks.

Geometrische Grundkonstruktionen

1. Addition und Subtraktion von Strecken
(Bild 1)

Sonderfall: x=m - a (m natiirliche Zahl)

2. Teilung von Strecken (Bild 2)

x= %a (n natiirliche Zahl)

wugy|
win|g
wig

n=3

Sonderfall: x=m - a_m.
n n

Q

(m, n natiirliche Zahlen)

3. Vierte Proportionale
b
x=“? (bzw. x :a=b :c) (Bild 3)

Py

b
P1P:|0.:Q.
Sonderfille:
a) Rir c=1ist x=ab

b)ﬁirb=listx=gc

4. Mittlere Porportionale
x=)/ab (bzw. x:a=b:x) (Bild 4)

C PR

Sonderfille:
a) x=a}/n(=}/a - an) (n natiirliche Zahl),

d. h. x ist mittlere Proportionale zu g und an.

b) x=a \/% (m, n natiirliche Zahlen)

5. x=|)/ a’.+ b? (Satz des Pythagoras) (Bild 5)

Sonderfall: sukzessive Konstruktion von
a}/n (im Bild 6 ist a=1)

6. x=|/a*—b? (Satz des Pythagoras) (Bild 7)

-3

7. Winkelhalbieren (Bild 8)




Konstruktion eines regelméifligen 17-r.cks

Bild 1 Bild 4
Ps P
/f/__\ 3
y \
as b jdE A=Fp
Pﬂ_.\_/ipﬂ
Bild 2 Bild 5
£ L
Pe g
2
P
3
P
' Qs Q3 Pry
A x
Py
P
Po
P
P11 /P v
P P ™
Bild 6

Bild 3




