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50 J(]hre Rote Armee 23, Februar 1918

23. Februar 1968

Das I'undament der Macht der Sowjetarmee
bilden die Strategischen Raketenwaffen. Sie
wurden dank der grofien Errungenschaften
der sowjetischen Wissenschaft und Technik
geschaffen.

Rodion J.Malinowski (f 30.3.1967)
Marschall der Sowjetunion




Mod. Abfangflugzeug (theor. Anfangssteigleistung

zwischen 10000 und 15000 m/min) mit Luftkampf-
rakete

=
Radiometristen bei der Festl der Koc
des Zieles

Relketensol beim Mat richt

Herzstlck moderner Militirtechnik: Die Elektronik;
Baustein der Feuerleit-, Zielsuch- und Fithrungs-
systeme

: it g ) .
Sowjetisches Schnellboot mit zwei Raketen-AbschuB-
rampen an Deck im Angriff. Im Hintcrgrund eines der
Boote beim Abfeuern einer Rakete.

Hauptschlagkraft der Landstreitkrifite: raketentra-
gende Kettenfahrzeuge
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‘Wie heute interkontinentale Distanzen — z. B. Sowjetunion — USA: 6000 km — im Zeitbegriff anf wenigo
Minuten zusammenschrumpfen, zeigt dic Tabelle iiber die Entwicklung der Waffentrager fiir weitraumige Ope-

rationen
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Ziolkowski-Projckte fir Raketen und Raumschifie

Professor Sergej Pawlowitsch XKorol-
jow. Als Schitler. Tupolews entwarf er
Flugzeuge, als Freund und Sachwalter
Ziolkowskis leitete er den Bau sowje-
tischer GroBraketen. Scin Name ist
eng verbunden mit den Wortern:
Sputnik und Wostok

Raketen bewegen sich auf Ellipsen-
bahnen, deren einer Brennpunkt mit
i 11t

ysteme:

dem Er

Fotos und Text wurden entnommen
aus:

KARL-HEINZ EYERMANN
Raketen — Schild und Schwert

Bildband: 304 Seiten, 320 Fotos und
175 plastische Zeichnungen
Ganzleinen mit Schutzumschlag, 28,— MDN

\ DEUTSCHER
MILITARVERLAG

Stellvertretend fiir die 304 Seiten des Buches
wurden alle mathematischen Begriffe aus
den Seiten 63 und 64 herausgezogen. Sie
allein zeigen die Bedeutung der Mathematik
als wichtige Grundlage fiir die Entwicklung
und Handhabung von Raketen:

Steuerung, SchuBweite, optimale Bahn, An-
fangsgeschwindigkeit, Brdumfang, Geschwin-
digkeit, Abweichungen, Flugbahn, Start-
masse, Keplersche Gesetze, Umlaufzeit,
Ellipse, Parameter, grofle Achse, Brennpunkt,
Mittelpunkt, Kreis, Ebene im Raum, Flug-
héhe, Erhohungswinkel, AbschuBwinkel, Ent-
fernung. ) g

e



Dresden in Zahlen

Die Stadt Dresden hat die schweren Wunden des Krieges und der Bombardierung
lingst iiberwunden und ist auf dem besten Wege, eine sozialistische GroBstadt zu
werden. Sie hat selbst den Entwicklungsstand der besten Jahre vor 1945 um ein Mehr-
faches iiberschritten. Fiir Euch, liebe junge Leser, stellte ich Zahlen und Fakten zu-
sammen (Stand 31. 12. 1966), die sicher anregen werden, Vergleiche mit Eurer Heimat-

stadt, Eurem Heimatkreis zu ziehen.
Mit freundlichen Griifien

B0 I

‘W. Weidauer, Oberbiirgermeister a. D,

Einwohnerzahl 505189
d. 8. minnlich 223093

weiblich 282096
Einwohner je km? 2237
Haushalte 219497
Berufstitige 277099
Fliche (in km?) 225,8
StraBenldnge, gesamt (in km) ca. 933
Linge der Stadtgrenze (in km) ca. 101

Hohenlage (Elbspiegel, iiber NN, in m) 105,7
Geographische Lage

nérdliche Breite 51° 02’ 55"
ostl. von Greenwich 13° 44° 29"
Niederschlagsmenge (in mm) 781
Lufttemperatur °C :
Hochsttemperatur 34,6
Tiefsttemperatur —18,0
Monatsmittel 9,7
1966 gab es in Dresden
Kinderkrippen 48
Plitze 3035
Kindergirten 139
Plitze 10085
Allgemeinbildende Oberschulen 92
Schiller 59667
Ingenieur- und Fachschulen 6
Hochschulen [
Stud. an Hoch- und Fachschulen 32845
Krankenhiuser 11
Betten in Krankenhiusern 5153

Theater 5
Plitze 3781
Lichtspielhduser 24
Plitze 10646
Kultur- und Klubhiuser 14
oDie Nahverkehrsmittel beférderten
1938 155500000 Personen
1966 367200000 Personen

e Wohnungsbau im Jahre 1966
1795 Wohnungen mit 72710 m? Wohnfliche

o Geschaffene Werte im NAW

geleistete Stunden 3205457 Std.

geschaffene Werte 16,3 Mio M
@Besucherzahlen

Deutsches Hygienemuseum 118486

Math.-Physikalischer Salon 40000

Gemildegalerie 1169284

Verkehrsmuseum 143368

Zoologischer Garten 935000

eIndustrielle Bruttoproduktion

1955 1,782 Milliarden M

1966 3,341 Milliarden M
e Einzelhandelsumsatz

1958 1,295 Milliarden M

1966 1,826 Milliarden M

davon entfielen 1966 auf Nahrungs-
und GenuBmittel 1,001 Milliarden M
Industriewaren 0,825 Milliarden M



Was Dresden in einem Jahr verzehrte

(Warenbereitstellung wichtiger
Nahrungs- und GenuBmittel)

Kartoffeln 59111t
Frischgemiise ca. 23000 t
Frischobst 9509 &
Stdfriichte 5613 ¢
Zucker 7721t
Kakaoerzeugnisse 1212 ¢
Zuckerwaren 1376 t
Fleisch, Fleisch- u. Wurstw. 26777 ¢
Frischfisch u. Fischw. 4117 ¢
Trinkvollmilch u. Sahne 35939 ¢
Fettlise 1980 t
Butter 6733 ¢
Tierische Fette 1193 ¢
Pflanzendle u. Fette 778 t
Margarine 2749 ¢
Rostkaffee 1279 ¢
Wein und Sekt 27626 hl
Eier 78739700 St

Bereitstellung von Personenkraltwagen
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Fernsehteilnehmer je 1000 Einwohner
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Lehrlinge nach Wirtschaftsbereichen 1966 .
8072

1 Industrie
2 Bauwirtschaft 1205
3 Prod. Handwerk 488
4 Land- und Forstwirtschaft 478
5 Verkehr 1651
6 Post und Fernmeldewesen 553
7 Handel 1863
8 Bereiche auflerhalb der

materiellen Produktion 1403

zZusammen 15713

1
8

Ausgaben aus dem Staatshaushal
1966 in M '
Insgesamt pro Kopf der Bevélkerung 538
Pro Kind im Kindergarten 885
Pro Schiiler in Allgemeinb. OS 684
Pro Kind in Kinderkrippen 2839

Liebe Leser! ’
Nutzt die Statistischen Jabrbiicher,

die in der DDR jihrlich herausgegeben |
werden!

opoooco
ooooo
oooon

1966
245

T



Inferno Dresden

Am 13./14. Februar jihrt sich zum 22. Male der Tag der Bombardierung Dresdens.
Innerhalb kurzer Zeit wurde eine der schonsten Stidte Deutschlands zerstort. Zahler
und Fakten sollen uns das Ausmal} der Zerstorungen zeigen. Sie sollen eine Mahnung
sein, fiir Frieden und Fortschritt zu kimpfen.

An den drei Angriffen am 13./14. Februar 1945 auf Dresden haben 773 viermotorige
englische Lancaster-Bomber und 311 amerikanische Fliegende Festungen teilgenommen.
Auflerdem waren am letzten Angriff iiber 200 amerikanische Langstreckenjiger be-
teiligt. Bs wurden 3761t Bomben (darunter 600000 Stabbrandbomben) abgeworfen.

Von den’ vorhandenen 222000 Wohnungen
wurden
75000 total zerstort,
11000 schwer beschidigt,
7000 mittelschwer beschidigt und
81000 leicht beschidigt.
Das waren 799, der Wohnungen in 709, der
vorhandenen Wohnhéuser. Von 30 bedeuten-
den kulturhistorischen Gebiduden wurden
11 zerstort,
9 sohr schwer beschiadigt,
10 schwer beschddigt.
Vollstindig zerstért wurden auBerdem:
20 Kirchen,
8 Kapellen,
40 Krankenhiuser und Lazarette,
35 Schulen,
68 sonstige Kulturstitten sowie
114 &ffentliche Gebiude.

Das Kanalisationsnetz hatte an 605 Stellen
Bombenschdden. 35000 Menschen kamen bei
dicsen drei Angriffen ums Leben. Dresden
hatte 1939 rund 629000 Einwohner. Im
Sommer 1945 waren es nur noch 454000.
Neben den 35000 Luftkriegstoten sind
110000 Einwohner evakuiert worden. Den
Rest bildeten gefallene oder noch kriegs-
gefangene Soldaten sowie Kriegsverbrecher
und Faschisten, die sich nach dem Westen
abgesetzt hatten. Die Zerstorung der Dresd-
ner Innenstadt hatte keinerlei militirischen
Wert. Riistungsbetriebe kamen nur minimal
zu Schaden. Der Terrorangriff sollte, wie der
damalige englische Premierminister Chur-
chill sagte, fur die Angloamerikaner in Jalta
glinstigere Verhandlungspositionen schaffen.
Churchill wollte Stalin crschrecken. Aber
die Sowjetunion hat sich nicht erpressen
lassen.

‘W. Weidauer

LB e i R

Luftbildaufnahme Dresdens aus dem Jahre 1943, von einem Aufklirer der Royal Air Force

angefertigt. Sic diente als Angriffsplan fiir die Nachtangriffe im Jahre 1945. Das Gebiet des
wei cingezeichneten Viertelkreissektors (mit Zentrum: heutiges Heinz-Steyer-Stadion) sollte
bombardiert werden. Es enthielt keine strategischen Ziele.
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Abstand zweier Punkte
im Raum

Bei Betrachtung des nichtlichen Sternhimmels vermittelt uns das Auge zunéchst den
Eindruck, als seien simtliche Fixsterne auf einer groBen, die Erde iiberspannenden
Halbkugel angeordnet. GeméfB dieser Vorstellung fafite man bereits im Altertum ge-
wisse Sterngruppierungen zu Bildern zusammen, nach denen man sich auch heute noch
am Sternhimmel orientiert. Hierbei besteht jedoch nicht immer Klarheit dariiber, daB
auf diese Weise auch Sterne zu Bildern vereinigt werden, deren Abstinde vom mensch-
lichen Auge sich wie 1: 1000000 verhalten. Mit unserem Auge allein sind wir nicht in
der Lage, uns von der Tiefe des Raumes, in dem gewisse Dinge angeordnet sind, eine
Vorstellung zu verschaffen. Da jedoch die Astronomie heute zum Teil recht genaue
Angaben iiber die Entfernung von Fizsternen machen kann, erhebt sich die Frage, wie
diese GréBen bestimmt werden.

Der Schliissel fiir die Distanzbestimmung von Fixsternen liegt in der Tatsache be-
griindet, da wir iiber die jihrliche Eigenbewegung unserer Erde um die Sonne recht
gut Bescheid wissen. Auf der angeniherten Kreisbahn, die die Exde um die Sonne be-
schreibt, sechen wir die Fixsterne von verschiedenen Standorten im Weltraum aus.
Der Abstand zweier innerhalb eines halben Jahres von der Erde durchlaufener Stan-
orte betrigt maximal etwa 300 Millionen Kilometer. Nach unseren irdischen Erfahrun-
gen zeigt unsere Umgebung bereits nach einem Standortwechsel von wenigen Metern
ein anderes Bild. Wie verhilt es sich nun mit den Bildern des Fixsternhimmels, z. B.
des Groflen Biren, von dem wir im Friihjahr und im Herbst je eine Aufnahme gemacht
haben? Mit gewshnlichen Mitteln werden wir an den beiden Bildern keine Unter-
scheidung beziiglich der Stellung der Sterne zueinander registrieren kdnnen. Dies liegt
daran, daB der Erdbahndurchmesser (300000000 km) auBerordentlich klein gegen-
iiber den Entfernungen ist, die zwischen den Fixsternen bestehen, und es bedarf gut
ausgekliigelter Methoden, um eine solche ,,parallaktische’ Verschiebung eines Fix-
sternes innerhalb eines halben Jalices messen zu kionnen. In der Tat gelang es erstmals
dem Astronomen Friedrich Wilhelm Bessel (1784—1846) durch cine fortlaufende Beob-
achtungsreihe von August 1837 bis Oktober 1838, eine Fixsternparallaxe (scheinbare
Verschiebung eines Fixsternes innerhalb eines halben Jahres infolge der Umlauf-
bewegung der Erde) mit 0,35” zu bestimmen. Zur Messung dieses auBerordentlich
kleinen Winkels benutzte er ein von Fraunhofer hergestelltes Heliometer. Da einer
parallaktischen Verschiebung von 1” die Entfernung von 206265 Erdbahnhalbmessern
entspricht, hatte der von Bessel beobachtete Stern eine Entfernung von etwa 600000
Erdbahnhalbmessern. (Grofle der parallaktischen Verschiebung und Abstand eines
Fixsternes stehen im umgekehrten Verhiltnis!)

Heute kennt man die Parallaxen und damit auch die Entfernungen von Tausenden
von Fixsternen. Dariiber hinaus hat man mit anderen Methoden die Entfernungen von
Sternnebeln erschlossen, die auf dem hier beschriebenen Wege nicht bestimmbar sind.

Wir wollen als Ergebnis festhalten: Die Entfernungsbestimmung von gewissen Fix-
sternen geschieht dadurck, daB man die von verschiedenen Beobachtungsorten aus
aufgenommenen Bilder der Sterne rechnerisch auswertet.



Die Praxis stellt uns oft vor die Aufgabe, die Entfernung zweier Punkte eines Gegen-
standes zu bestimmen, wenn zwei Bilder des Gegenstandes und ein darin befindlicher
MaBstab als gegeben vorliegen. Am einfachsten a8t sich die Aufgabe 1osen, wenn die
Bilder des Korpers in zugeordneten Normalrissen gegeben sind.

Am Beispiel eines durch Grund- und Aufriff im MaBstab 1: 1 gegebenen Werkstiickes
interessiert uns der Abstand der Spitzen 4 und B (Bild 1). Dieser Abstand 18t sich
gewif} nicht dem Grundril entnehmen, da die ersten Tafelabstinde von 4 und B nicht
iibereinstimmen. Auch aus dem Aufrif} ist der Abstand nicht ablesbar, weil die zweiten
Tafelabstinde von 4 und B verschieden sind. Es ist leicht einzuschen, daB die Linge

einer Strecke 4B bei Normalprojektion genau dann im Bild in wahrer GréBe erscheint,
wenn sie parallel zur Bildebene liegt. Dies 18t sich in vorliegendem Fall bei der Strecke

AB sehr leicht durch eine Drehung erreichen. Wir halten etwa den Punkt A fest und

drehen die Strecke 4B um eine Achse durch 4 senkrecht zur Bildebene 7, 50 weit, bis
die zweiten Tafelabstinde von 4 und B, iibereinstimmen. Nach Drehung der Strecke

AB in die Stellung 4B, kann man im Aufri die wahre Linge der Strecke 4B = d
ablesen.

Die Bahn der Drehbewegung von B nach B erscheint im Grundrif} als ein Kreisbogen
und im AufriB als eine Parallele zur RiBachse durch B”. Das hier angewandte Ver-
fahren zur Bestimmung der wahren Linge einer Strecke (Abstand zweier Punkte) be-
zeichnet man als die ,,Methode des Paralleldrehens.” Dieses Verfahren kommt mit
den wenigsten Konstruktionslinien aus und erméglicht noch zusitzlich die Bestimmung
des Neigungswinkels einer Strecke gegen die Bildebenen. Wir stellen das Wesentliche
der Konstruktion nochmals heraus: (Bild 2)

1. Kreisbogen um 4’ mit der Strecke A’ als Radius.

2. Parallele zur Riflachse durch 4'. Sie schneidet den Kreisbogen in BO

3. Parallele zur RiBachse durch B”.

4. Ordnungslinie durch B’,. Sie schneidet dic unter Punkt 3 gezeichnete Parallele zur
RiBachse in B”,

Aus A” B\ ergibt sich der gesuchte Abstand d der Punkte 4 und B. Der Winkel
y,= <L A”B’B" ist gleich dem Neigungswinkel der Geraden durch die Punkte 4 und
gegen die Bildebene 7.

AbschlieBend sei vermerkt, da man die Drehachse auch durch 4 senkrecht zur Bild-
ebene 7, ansetzen kénnte. Man erhielte nach entsprechender Vertauschung der Kon-
struktion die wahre Linge der Strecke 4B im Grundri und auBerdem den Neigungs-
winkel y, der Geraden durch 4 und B gegen die Aufriftafel. Auch die Wahl des Dreh-
punktes auf der Geraden ist im Prinzip gleichgiiltig. Man wird seine Lage jedoch stets
so wihlen, dafl ein Minimum an Konstruktionsaufwand erforderlich ist. (Bild 3)

E. Schréder

Aufgaben

[0 An einem durch Grund- und Aufrif
gegebenen Quader bestimme man konstruk-
tiv die wahre Linge der Strecke 4B (Raum-
diagonale des Quaders). Ferner ist der Nei-
gungswinkel der Diagonalen gegen die Bild-
ebene 7, zu ermitteln. (Bild 4)

O Bestimme die wahre Gestalt des Drei-
ecks ABC, indem Du zuniichst die wahren
Lingen der Strecken AB, BC und CA er-
mittelst und mit den gefundenen Stiicken das
Dreieck konstruierst.

Zeichne in das gefundene Dreieck die Hohe 4,
ein. Wie bildet sich &, in Grund- und Aufril
ab? (Bild 5)
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Nichts Einfacheres als
ein Quadrat!

(trotzdem erst fiir Schiiler ab Klasse 8)

Wir wollen gemeinsam eine merkwiirdige Eigenschaft des Quadrats kennenlernen.
Man kénnte meinen, das Quadrat sei eine so einfache geometrische Figur, daB es gar
nichts gibe, was daran ,,des Merkens wiirdig* ist. Das Quadrat wird ja definiert als
ein gleichseitiges und gleichwinkliges Viereck. Daf} es gleichlange Seiten und gleich-
groBe Winkel hat, liegt also schon in seiner Definition. Nicht in der Definition steckt
allerdings, dafB alle Winkel rechte Winkel sein miissen. Es ergibt sich zwar sehr leicht,
muB aber doch bewiesen werden. Versucht es! Nehmt Zirkel, Zeichendreieck und
Bleistift zur Hand, ich brauche Iure aktive Mitarbeit!

Aufgabe 1: Beweise, daf in jedem Quadrat die
Winkel rechie Winkel sind/!

Hinweis: Benulze dazu am einfachsten den
Salz iiber die Summe der Winkel in jedem
Viereck! Den kennst Du doch. Wenn nichi,
dann finde zundchst diesen Salz!

Aufgabe 2: Wieviel Drehungen um Z gibl es)
die das Quadrat in sich wberfihren? Beachie
dabes, daf man angeben mufl, um welchen
Winkel man dreht! (Eigentlich mufl man auch
noch beachten, ob man links herum oder rechis-
herum dreht.)

Gewil habt Thr auch schon gemerkt, daB die

Jedes Quadrat hat vier Symmelrieachsen
(Figur 1).

AN 1 /Ay

s R BN

/ i

N 4,

Ob wir also das Quadrat an der Achse 4,,
A,, Az oder A, spiegeln, immer geht es in sich
iber. Nennen wir den Schnittpunkt dieser
Symmetrieachsen Z, so gibt es auch einige
Drehungen um Z, die das Quadrat in sich
selbst ibergehen lassen.

10

Diagonalen des Quadrats einige einfache
GesetzmiBigkeiten anfweisen. Diese will ich
Euch nicht nennen; findet sie selbst!

Aufgabe 3: Finde und beweise wenigstens fiinf
Sétze tiber die Diagonalen im Quadrat und die
dadurch entstehenden Teildreiecke!



(1) SchlieBlich erinnere ich Euch daran, dafB
Quadrate als sogenannte ,,Einheitsquadrate*
zur Flichenmessung gebraucht werden. Wenn
ich sage: ,,Dieses Rechteck hat den Flichen-
inhalt 24 em?*, so bedeutet das, daB ich das
Rechteck aus 24 Quadraten von der Seiten-
linge 1 cm zusammensetzen kenn. Figur 2
zeigt eine Moglichkeit.

bcm

4cm

Daran wollen wir uns erinnern, wenn ich
Euch nun folgende Geschichte erzihle.

Im alten Griechenland gab es zwischen zwei
Minnern einen Streitfall, wem ein Esel ge-
hére. Jeder brachte Argumente zur Bekrifti-
gung seiner Ansicht vor; es konnte aber keine
Einigung zwischen ihnen erzielt werden. Da
brachten sie den Fall vor das Orakel von
Delphi. Die Sage erzihlt jedenfalls, dafl es
damals in der Stadt Delphi eine Frau ge-
geben habe, die weissagen konnte. Das Orakel
hérte sich die Minner an und sagte dann:
»Wer von Euch in der Lage ist, ein Quadrat
zu verdoppeln, der bekommt den Esel!* Die
Méinner machten sich mit Eifer an die Sache,
und wir wollen es ihnen nachmachen. Unsere
Aufgabe soll also lauten: Wie muf man eine
Quadratseite vergréflern. damit sich die Qua-
draifliche verdoppelt? (Fig. 3)

s
s Az s A
s
1. Quadrat 2. Quadrat

Den Flzicheﬁinhalt des 1. Quadrates nennen
wir A ,, den des 2. Quadrates entsprechend 4,.
Dann soll gelten

d,=24,

Wer macht einen Vorschlag? Versuchen wir
es zuerst damit, die Seite s des 1. Quadrats zu
verdoppeln!

Aufgabe 4: Berechne A,, wenn die Seite des
2. Quadrats gleich 2s ist!

Losung: A, = 4s*

Aufgabe 5: Ermittle, ob A, jetet das Doppelte
von A, ist!

Lasung: Nein, 4, ist das Vierfacke von 4!

Dieser erste Versuch ist also fehlgeschlagen.
Ich sagte Euch ja, daB wir eine merkwiirdige
Eigenschaft des Quadrats kennenlernen wol-
len. Sie ist schuld daran, da wir gescheitert
sind. Ich hoffe aber, daB Ihr gemerkt habt,
warum bei der Verdopplung der Seite des
Quadrats gerade eine Vervierfachung des
Flicheninhalts herauskam!

Aufgabe 6: Beweise allgemein, daf sich bei
n-facher Quadratseite der n®-fache Flichen-
inhalt ergibt! (n = 1,2,3,...)

Aufgabe 7: Wie verhalten sich die Flichen-
inhalte dhnlicher Figuren? (Alle Quadrate sind
| unteresnander Ghnlich!)

11



Wir brauchen also eine neue Idee! Vielleicht
versuchen wir ¢s einmal mit Schere und
Papier (Figur 4):

G *

Da das neue Quadrat den doppelten Flichen-
inhalt des Ausgangsquadrates haben soll,
zerschneiden wir zwei Ausgangsquadrate
langs je einer Diagonalen. Die entstehenden
vier rechtwinkligen Dreiecke kann man tat-
séchlich zu cinem Quadrat zusammensetzen!

Aufgabe 8: Beweise, dafi das aus den rechi-
winkligen Dreiecken 1,2,3 und 4 zusammen-
gesetzte Viereck ein Quadrat ist! Beweise dazu
(), daf die Seiten dicses Vierecks gleichlang
sind!

Beweise (b), daf die Winkel gleichgroft sind/!

Aufgabe 9: Trage zusammen, welche der Eigen-
schaften des Quadrates zum Beweis verwendel
werden muften !

Aufgabe 10: Geniigt es, anstelle von (b) in
Aufgabe 8 folgendes 2u beweisen:

(b’): Die Winkel des Vierecks sind rechie
Winkel?

Beim Loscn der Aufgabe 82 habt Ihr bestimmt
etwas Neues entdeckt: Die Seite des neuen
Quadrats muf gerade die Diagonale des allen
Quadrats sein! Das ist ein wichtiges Ergebnis.
auf das wir mit Recht stolz sind. Haben wir
damit unsere Ausgangsfrage beantwortet?
Sie lautete: Wie muB man eine Quadratseite
vergrdBern, damit sich die Quadratfliche
verdoppelt? Wir konnen eine vorliufige Ant-
wort geben: Die Quadratseite muB so lang
wie die Quadratdiagonale gemacht werden.
Wie IThr seht, ist damit unser Problem leider
noch nicht gelést, sondern nur anders formu-
liert:

‘Wie muf man eine Quadratseite vergréBern,

damit sich die Quadratdiagonale ergibt?
Dariiber werden wir uns irn nichsten Beitrag
unterhalten.

H. Wiesemann

14+94+6L-8=1F 9-6-8

Zeichen -+ nicht benutzt werden.

Viel Spafl beim Knobeln wiinscht

Setze auf der rechten Seite dieser Gleichung Rechenzeichen und Klammern

zwischen die Ziffern so, daB eine wahre Aussage entstehit! Dabei darf aber das

Bezirksklub Jg. Mathematik

Studienrat H.-J. Kerber

Neubra g
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Werner Renneberg

Professor mit Lehrstuhl an der Philosophischen Fakultdt

der Karl-Marx-Universitit

Leiter der Fachgruppe Mathematil; am Institut fiir Péddagogik

168 Ein PKW Trabant (W) fihrt auf gera-
der, ebener StraBe mit der konstanten Ge-
schwindigkeit »,. Ein PKW Wartburg (W)
mit der konstanten Geschwindigkeit v,> v,
ist im Begriff, ihn zu uberholen. In der
schematischen Darstellung wird W, als
ruhend angenommen, die Abmessungen der
Wagen sind vernachlissigt (Abb. 1).

a) Wie lange dauert das Uberholen (Zeit #)?

b) Welche Linge I hat die Strecke, auf der
dieser Vorgang stattfindet (Abb.2)? (Das
Ausweichen des iuberholenden Kraftwagens
aus der Fahrspur wird nicht beriicksichtigt.)
¢) Wie hiingen ¢ und I von v, und v, ab?

d) Den beiden Wagen kommt ein PKW
Moskwitsch (W4) mit der konstanten Ge-
schwindigkeit vy entgegen. In welcher Min-
destentfernung. {;, von Wy muB W, mit
dem Uberholen beginnen, damit dieser Vor-
gang beendet ist, wenn sich beide begegnen
(siehe. Abb. 2)?

e) An Hand der aufgesteliten Beziehungen
ist vorauszusagen, welchen EinfluB die folgen-
den Anderungen der Geschwindigkeiten auf
die Zeit ¢ und die Strecke ! des Uberholens
sowie auf die Mindestentfernung l,,;, haben
(bei konstanten e, bis e,).

(1) Die Geschwindigkeit v, des zu iiberholen-
. grober (bei unverinderten ¥,
7. grover

den Wagens wird Ticiner und va).

(2) Die Geschwindigkeit v, des iiberholen-
grofier (bei unverinderten »,
kieiner und va).

(3) Die Geschwindigkeit v; des entgegen-
grbner (v, und v,
Kiciner bleiben fest).

den Wagens wird ;——

fahrenden Wagens wird

Zahlenfille:

fle;=15m,e,=5m, ey= 10 m, e, = 20 m.
v, =40kmh™?, »,= 50 km h™%.
g)e;=30m,e,= 10m,e3=20m,¢,= 40m
v;=060km h™1, y, = 80 km h™1,»,="70km 1,
h) e, bis ¢, wie g). v;= 65 km h71,
v,=T5kmh™%, v,=T70kmh™%.

i} Der Abstand der Wagen W, und W, be-
trigt 1 km. Darf der Wartburg iiberholen?

Lo tmin
e M I s
W, & e W oe ey (W) W, Wy W, W,
Abb. 1 abb. 2

Mehr Mathematikstudenlinnen

Ende August 1967 erhiclten die jiingsten
Kommilitonen der Alma mater lipsiensis,
nachdem sie sich traditionsgemi in die aus-
gelegten Matrikelbiicher eingeschrieben hat-
ten, Studentenausweis und Studienbuch. 1800
Direktstudenten erwartet eine Zeit hoher
Anforderungen, die ihnen vielfach Gelegenheit
zum Erringen wissenschaftlicher Erkenntnisse
und zu politischer Bewdhrungbietet.
Erfreulich ist, daB erstmalig in der Universi-

titsgeschichte der Karl-Marx-Universitit
Leipzig aufflallend viele Midchen Mut zur
Mathematik fanden. Beispielsweise sind in
der Fachkombination Geographie/Mathe-
matik 58 Prozent, Chemie/Mathematik 62
Prozent weibliche Studierende immatriku-
liert worden. Entdeckte man in den Vor-
jahren unter den kiinftigen Diplommathe-
matikern nur vereinzelt Studentinnen, so ist
in diesem Jahr jeder vierte Kommilitone
dieser Fachrichtung ein Madchen.
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Ausgewdhlte Aufgaben aus dem

18. Mathematischen Jahres-
weithewerb der USA 1967

Eighteenth Annual Mathematics Examination 1967

1. Zur dreistelligen Zahl 223 ist die Zahl 326 zu addieren. Als Summe erhilt man die
dreistellige Zahl 559, die durch 9 teilbar ist. Es ist die Summe a + b zu etmltteln
Welche der folgenden fiinf Losungen ist richtig?

2. Der Term

241 4l 221 21 o
- v — —T—mltzzt:o, y=0

ist so weit wie moglich zu vereinfachen. Aus den folgenden fiinf Lisungen ist die
richtige zu ermitteln!

H b|2zy

3. Einem gleichscitigen Dreieck von der Seitenlinge s ist ein Kreis, diesem wiederum
ein Quadrat einbeschrieben. Der Flicheninhalt des Quadrates ist du.rch $ auszu-
driicken. Welche der fiinf angefiihrten Losungen ist richtig?

[S]

R

o
<

a

2
2,2
2x?y? + 2 d2a;y+xy e

s

§2 52 2)/2 sY/3 82
a5 b 5 d

[ 6 3

o

4. Gegeben ist ein Dreieck, dessen Umfang p cm und dessen Flicheninhalt k cm?

betrigt. Der Inkreis dieses Drejecks habe den Radius ¢ em. Es ist der Quotient %
durch den Inkreisradius p auszudriicken. Aus den fiinf angegebenen Lésungen ist die

richtige herauszufinden.

wo!
n

£

e

der Quotient ist
€ [ unabhingig von

o
t
[

20 e
14

SIS

Ve

5. Der Umfang eines Rechtecks 4 BCD betrigt 20 cm. Es ist die MaBzahl der kleinsten

Diagonale AC eines solchen Rechtecks, die moglich ist, zu ermitteln. Entscheiden Sie,
welche der nachstehenden fiinf Losungen richtig ist!

| ¢ lkeine der Zahlen ¢ bis 4

14



6. Die Gleichung #*+ pz 4+ 8 = 0 habe die beiden voneinander verschiedenen reellen
Wurzeln 7, und r,. Welche der finf iiber die Wurzeln der Gleichung gemachten Aus-
sagen ist richtig?

|{|171+725>4V§| Ib|lr1|>30derlr21<3[

Icllr1|>2undlrzl>2_, |d|r1<0und12<0| W1+rzl<4]/_2

7. Es seien die Ungleichung 2*— 52 + 6 < 0 und die Gleichung p = #*+ 5z + 6
beide zugleich erfiillt. Welches der angegebenen fiinf Losungsintervalle trifft, fiir p zu?

Wkannjede reelle Zahl seinl BI?O <p<L 30—I ' EIO <p<L 20'

[a[p<0] [e]z> 3]

8. Es seien p, d, ¢, 7, d’, ¢/, 7’ natiirliche Zahlen. Die Zahl p ergebe bei Division durch
d den Rest 7: p = ¢d + r. Die Zahl ¢ ergebe bei Division durch d’ den Rest #’:
g = ¢'d’ 4 7" Dividiert man jetzt p durch dd’, so entsteht der folgende Rest:

lalr—l—r'd—l Iblr'—i—rdl |c r'r'l E_F‘

Welche dieser fiinf Lisungen ist richtig?

9. Gegeben ist die Gleichung 3z + 5y = 501; es ist die Anzahl aller geordneten
Paare (z; y) von positiven ganzen Zahlen z, y zu ermitteln, welche diese Gleichung
erfiillen. Aus den folgenden fiinf Losungen ist die richtige herauszufinden!

|cl| 100‘ Mkeine der Zahlen unter a bisEl

10. Zwei Kerzen gleicher Linge sind aus verschiedenen Rohstoffen hergestellt. Werden
beide Kerzen zur gleichen Zeit angeziindet, so brennt die eine in drei, die andere in
vier Stunden vollig ab. Um welche Uhrzeit miissen beide Kerzen zugleich angeziindet

werden, so dall um 16 Uhr ein Kerzenstumpf doppelt so lang wie der andere ist?

[a]152 Ube| [6]132 Unr| [c]1326 Une| [d[13%0 Ube| [e]13% Ube

Der 18. Mathematische Schillerwettbewerb der USA
wurde am 9. Marz 1967 durchgefiihrt; er steht allen
Klassenstufen der héhcren Schulen offen. Die insge-
sammt 40 Aufgaben sind in drei Schwierigkeitsstufen
eingeteilt, entsprechend sind auch dic Punktzahlen ge-
staffelt (erreichbare Hochstpunktzahl: 150).

Fiir die Losung aller Aufgaben stehen 80 Minuten zur
Verfiigung. Diese Zeitspanne erscheint sehr kurz, wenn
man das angewandte Verfahren der Lirgebnisangabe
nicht kennt. Die Lisungen sind vorprogrammiert, und
zwar nach der Methode des Mehrfach- Al hlantwort-

d ithren

W be oder Lelst rollen
bei denen diese Nachteile auf cin Minimum reduziert
sind. (Wir kommen spiiter auf solche Moglichkeiten
zuriick.) Die Zahl von 285000 Schiilern aus den USA
(180 MIIL Einw.) und eincr Reihe anderer Linder, dic
sich am Wettbewerb beteiligen, ist nicht sehr hoch,
wenn men bedenkt, dad sich an der 1. Stufe unserer
Mathematikolympiaden etwa 1000000 Schiiler betoili-
gen. Daritber hinaus sollte nicht vergessen werden, da
es bc1 uns allen Schiilern mdglich ist, am Wettbewerb

Prinzips. Der Schiller hat auf einem Antwortbogen
lediglich anzukreuzen, welches der fiinf vorgegebenen
Ergebnisse a, b, ¢, d, e (von dencn genan eines richtig
ist) er fir das richtige hilt. Dieses Prinzip hat [ir die

in den USA aber nur denen, die cine
hohere Schule besuchen kénnen. — Die beiden ameri-
kanischen Schiiler Yen und Gutman worden mlt 98,75
DLzw. 82,00 Punkten die besten. — Die vorliegende
Aunswahl von 10 Aufgaben sol) die Unterschiede zu dem

Auswertung cnorme Vortenle I\l.r die objektive M
der tatsi b allerdings auch
Nachteile. Es gibt aber Moglichkeiten te

bei uns angt dt: System zeigen. Das Material
wurde uns freundlicherwelse von Frau Prof. Nora D,
Turner 2ur Veriligung gestellt.
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Wer lost mit?
Hlth-Wettbewerb

letzter Einsendetermin 1. 5. 68

Fir die Beteiligung am elpha-Wettbewerb gelten fol-
gende Bedingungen:
1. Am Wettbewerb konnen sich alle Schiller der 5. bis
12. Klasse beteiligen, auch dann, wenn diese Schiiler
eine Berufs- oder Volkshochschule besuchen.
2. Elnsendungen sind unter Angabe von Name, Vor-
name, Privatanschrilt (Postleitzahl nicht vergessenl),
Schule und Schuljahr zu richten an:
Redaktion alphkae, 7027 Leipzig, Postfach 14
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System der Auf-
gaben fortlaufend numeriert. Der iblichen Nummer
sind ein W (d.h. Wettbewerb) und eine Ziffer in
Klammern, z. B. (7) vorgesetzt (d.h., fir Klasse 7
geeignet).
4. Von dem Teilnchmer sind nur die Aufgaben seiner
oder elner hoheren Xlassenstufe einzusenden. Nur dann
erfolgt eine Bewertung. Schiiler der 11./12. Klassen
18gen die Aufgaben, welche mit W (10/12) gekennzeich-
net sind eder verdflentlichte Olympiadeanfgaben 11/12.
(Wir kommen damit¢inem vielluch geduBerten Wunsch
bisheriger Teilnehmer und Sehiilern der Klassen 11/12
nach.)
6. Zur Erlcichterung der Korrekfur und aus tech-
nischen Griinden werden nur nach dem auf dieser Seite
Muster ei dte Lo bearbeitet
upd bewertet. Fiir jede Losung ist ecin gesondertes Blatt

u verwenden, Format A 4 (210 mm x 298 mm), denn
jede Aufgabe wird von einemi anderen Expérten korri-
giert. Besonders freuen wir uns natiirlich iiber saubere,
ubersichtliche Gestaltung.

8. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute (d. L.
vollstindige und richtige) Losung (nicht vur den Ant-
wortsatz oder das Bndergebnis!) cingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwortkarte mit dem
Pridikat ,,vorbildlich gelost oder ,,gut gelost™. Wer
keine Nachricht erhilt, hat die Aufgabe unvollstiindig,
teilwelse, nicht geldst oder die vorgegebene Form nichl
beachtet.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils bekanntge-
geben.

8. Zwischen dem 15. und 31. Januar 1969 sind alle im
Jahre 1968 erworbenen Antwortkarten geschlossen an
die Redaktion einzuscnden. Eine Jury wertet diese
Antwortkarten aus, iibergibt dic Namen der Preistriger
und die Namen der aktivsten Ejnsender der Redaktion
zur Verdffenllichung.

9. Aussicht auf Preise und namentliche Vertfient-
lichung haben Teilnchmer, die im Laufe des Jahres
1968 Antwortkarten mit einem der beiden Pradikate
erhalten haben. Ancrltennung wird also der Teilnehiner
finden, der regelmiBlg, gewissenhaft und fleiBig mit-
arbeitet.

So muB der Kopf der Losung einer Wettbewerbsaufgabe aussehen!

30mm A50 mm 3gmm
&:’wemfé A 36
E ; vfw JBogem LCEA B
2 M .
Z %y Y e

169 Herr Meier betritt ein Fachgeschift fiir
Fotoartikel. Er weist auf einen Fotoapparat
und fragt die Verkiuferin: ,,Wieviel kostet
diese Kamera?* ,,Mit Bereitschaftstasche zu-
sammen 235 M, entgegnet die Verkiu-
ferin. | Und wieviel kostet die Kamera ohne
Tasche?* fragt Herr Meier weiter. Ver-
schmitzt erwuiert die Verkiauferin: ,,185M
mehr als die Tasche*“. Daraufhin kauft dieser
Kunde die Kamera ohne Tasche. Welchen
Betrag muB Herr Meier bezahlen?

170 Die Schiiler einer fiinften Klasse sollen
das Produkt 21 - 12 - 25 berechnen, Heinz
schligt sein Heft auf und will diese Aufgabe
schriftlick 16sen. Da fliistert ihm sein Bank-

16

nachbar zu: ,,Rechenvorteil beachten!** So-
fort erkennt Heinz einen Losungsweg, der es
ihm ermdglicht, die Aufgabe im Kopf zu
rechnen. Wie rechnet Heinz?

171 Ein Disenflugzeug legt in 3 Stunden :
die Flugstrecke von 2550 km zuriick, cin
Propellerflugzeug schafft dagegen in einer "
Flugzeit von 5 Stunden nur eine Strecke von
2125 kim. Wievielmal so grof ist die Geschwin-
digkeit des Disenflugzeuges im Vergleich zu
der des Propellerflugzeuges?

W(5)172 Jedes der zwanzig Klassenzimmer
einer Schule ist mit der gleichen Anzahl an
Stiihlen ausgestattet. Aus jedem Klassen-
zimmer trigt mon zehn Stithle in die Aula.



- In den Klassenzimmern verbleiben danach
insgesamt soviel Stithle, wie vorher in finf-
zehn Zimmern standen. In den ibrigen
Riumen der Schule befinden sich auBerdem
noch zusammen 60 Stihle. Wieviel Stihle
besitzt diese Schule insgesamt?

W(3)173 Eine Bibliothck muBte 1200 Bii-
cher neu einbinden lassen. Drei Buchbin-
dereien erldirten sich bereit, dicsen Auftrag
zu ibernehmen. Die erste wollte den gesam-
ten Auftrag in 12 Tagen, die zweite in 20 Ta-
gen und die dritte in 30 Tagen erledigen. Um
das Einbinden der Biicher so schnell wie
méglich zu beenden, wurden die drei Werk-
stitten beauftragt, den Auftrag sofort ge-
meinsam zu iibernehmen. Nach wieviel Tagen
standen der Bibliothek diese Biicher wieder
zum Verleih an die Leser zur Verfigung?
174 Es ist die kleinste natiirliche Zahl zu
finden, die bei der Division durch 2, 3, 4, 5u.
6 jeweils den Rest 1 14Bt, aber durch 7 teilbar
ist. Nenne zwei weitere Zahlen mit dieser
Eigenschaft und gib an, wie man belicbig
vicle solcher Zahlen erhalten kann.

175 Warum kénnen zwischen zwei benach-
barten Zahlen der Zehnerfolge 10, 20, 30,
40. .. . nie mehr als vier Primzahlen liegen?
176 Eine Schiilerin kauft in einem Schreib-
warengeschift 6 Hefte zu je 8 Pf, 4 Bleistifte
zu je 18 Pf, 4 Hefte zu je 15 Pf und drei
Kopierstifte. Der Verkéufer sagt ihr, daB sie
2,30M zu =zahlen habe. Ohne nachzu-
rechnen, sagt das Méidchen, daf der Verkiaufer
sich verrechnet habe. Der Verkédufer rechnet
nach und entdeckt seinen Fehler. Wie konnte
die Schiilerin, ohne nachzurechnen, diesen
Fehler bemerken?

W(6)177 Die Linge der Seite BC = a eines
Dreiecks ABC betrage 5 cm, die Linge der
Seite AC' = b dieses Dreiecks betrage 3 cm.
Aus diesen beiden Stiicken sollen alle die-
. jenigen Dreiecke konstruiert werden, deren
MaBzahlen der Lingen ihrer Umfange durch
3 teilbare natiirliche Zahlen sind. Wieviel
einander nicht kongruente Dreiecke dieser
Art lassen sich konstruieren? Gib fir jedes
mogliche Dreieck die Linge der Scite AB= ¢
und die Linge des zugehdrigen Umfanges an.
W(6)178 Nach AbschluBl eines Sportfestes
vergleichen Heinz, Uwe, Gerd und Jochen
ihre im Hochsprung erzielten Leistungen.
Dabei ergibt sich folgendes: Jochen sprang
hoher als Gerd. Die Summe der MaBzahlen
der Sprunghshen, von Heinz und Uwe war
gleich der Summe der MaBzahlen der von
Jochen und Gerd erreichten Hoéhen. Dagegen
war die Summe der MaBzahlen der Sprung-
hohen von Uwe und Gerd gréfer als die

Yo ¢

Summe der von Heinz und Jochen geschaff-
ten Hohen. Ordne auf Grund dieser Angaben
die Schiiler nach ihrer Sprungleistung, indem
du mit dem Schiiler, der am niedrigsten
sprang, beginnst! .

179 Lin Sohn fragt seinen Vater, wie alt er
sei, Der Vater antwortet: ,,Wenn du wirest
auch so alt wie ich und halb so al und ein
Viertel so alt und ein Jahr dazu, so wirest
du 134 Jahre alt.”” Wie alt ist der Vater?
(Die Aufgabe ist einem Rechenbuch von
Adam Ries, der von 1492 bis 1539 lebte, ent-
nommen.) . Fo
180 Der Produktionspldn eines Betriebes
sah vor, dal zehn Werkstiicke in einer be-
stimmten Zeit hergestellt werden sollten.
Durch RationalisierungsmaBnahmen gelang
es jedoch, in der gleichen Zeit zwolf Werk-
stiicke zu produzieren; dadurch wurde die
urspriinglich fir die Herstellung eines dieser
Werkstiicke vorgesehene Zeit: um zwei Minu-
ten unterboten. Welche Zeit war fiir die
Fertigung eincs solchen Werkstiickes ur-
spriinglich geplant?

181 Die Summe von drei natirlichen Zahlen
betrigt 185. Die zweite Zahl ist um 9 gréBer
als die erste, die dritte Zahl ist um 19 kleiner
als die erste Zahl. Wie gro8 sind die Zahlen?
W(7)182 Es s0ll ein Dreieck 4 BC konstru-
iert werden, bei dem die Seite BC die Lange a,
die zugchérige Seitenhalbierende die Linge s,
und die vom Eckpunkt C des Dreiecks aus-
gechende Hohe die Liénge k, hat. Welchen
Bedingungen miissen die GroBen a, s, und &,
geniigen, damit die Konstruktion ausfithr-
bar ist? .

W(7)183 Die Schiiler der Klassenstufe 7
einer Merseburger Oberschule, die drei Pa-
rallelklassen mit insgesamt 95 Schiilern um-
faBt, beschlossen, einen Wettbewerb durch-
zufiihren! Das Ziel dieses Wettbewerbs war,
die Leistungen in allen Fichern zu ver-
bessern. Eine Zwischenauswertung des Wett:
bewerbs erfolgte auf Grund der Leistungs-
kontrollen in den Fichern Deutsch, Mathe-
matik und Russisch; sie ergab, daB mit Aus-
nahme eines Schiilers alle tibrigen Schiiler in
mindestens einem dieser drei Facher bessere
Noten als zuvor erreichten. Eine Leistungs-
steigerung erzielten — genau zwei Schiiler
nur im Fach Russisch, — genau drei Schiiler
nur im Fach Deutsch, — genau drei Schiiler
nur in den beiden Fichern Russisch und
Mathematik, genau 6 Schiler nur in den
beiden Fichern Deutsch und Mathematils,
genau 50 Schiiler nur in den beiden Fachern
Russisch und Deutsch, gepau 25 Schiiler in
allen drei Féachern. Ermittle aus diesen An-
gaben, wieviel Schiller insgesamt ihre Noten
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im Fach Mathematik verbesserten und wie-
viel Schiiler nur in einem Fach, und zwar in

Mathematik, ihre Leistungen steigerten!
Matliematikfachlchrer Waldemar Iermann, V.L.4.V
Altenburger OS, Merseburg

184 Gegeben sind die beiden tationalen
Zahlen

a=L. 2.3 98 9

T2 3 4 7799 100

1 3 5 97 99

und b= gyt g9 jol

Es ist zu entscheiden, ob @ >> b, a = b oder
a < b-gilt. Ferner ist die Differenz a — & zu
berechnen.

185 Zwei Freunde, die in den 36 km vonein-
ander entfernten Orten A und B wohnen,
fahren glejchzeitig mit dem Fahrrad von
ihren Wohnorten ab und auf der schnur-
geraden LandstraBe zwischen diesen Orten
cinander cntgegen. In welcher Entfernung von
dem Ort 4 werden sie einander treffen, wenn
sie mit konstanter Geschwindigkeit fahren
und sich die Geschwindigkeit des von 4 ab-
fahrenden zu der Geschwindigkeit des von B
abfahrenden Freundes wie 5: 7 verhalt?
Volker Kugelberg 35. 0S, Lelpzig, K1 7a

W(8)186 Vor zwei Jahren lasen wir in der
Zeitung die folgende lustige Nachricht: ,,Als
dieser Tage ein Kleintierhalter im Ireis Witt-
stock ein Huhn schlachtete, gab es neben dem
Sonntagsbraten auch noch eine Summe Bar-
geld als Zusatz. Im Magen des Huhnes be-
fanden sich niamlich 17 Minzen, insgesamt

34 Pfennig. Irren ist nicht nur menschlich.*
Wir nehmen en, daB die 17 Minzen giiltige
Miinzen waren, also nur 1-Pfennigstiicke,
3-Pfennigstiicke, und 10-Pfennigstiicke. Wie-
viel Miinzen von jeder Sorte befanden sich in
dem Magen des Huhns?

W(8)187 Ein regelmiiiges Zwélfeck ist,
wie die nebenstchende Abbildung zeigt, in
drei Teilfiguren zer-
legt worden. Welche
Teilfigur hat den gro-
Beren Flicheninhalt,
die mittlere oder eine
der beiden #ueren?

188 Es sind alle reellen Losungen des Glei-
chungssystems

—yt=gq

&« —y = b anzugeben.
scheidung !)

(Fallunter-

189 Der neue sowjetische Personenkraft-
wagen Moskwitsch erreicht 16 Sekunden nach
dem Start eine Geschwindigkeit von 80km/h.
a) Wieviel Meter hat er in dieser Zeit zuriick-
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gelegs, wenn man cine gleichmiBig beschleu-
nigte Bewegung annimmst? ‘

b) In wieviel Sekunden .nach dem Start er-
reicht der Moskwitsch die Hochstgeschwin-
digkeit von 120 km/h, und wieviel Meter hat
er in dieser Zeit zuriickgelegt, wenn men
wieder eine gleichméBig beschleunigte Be-
wegung wie unter a) annimmt?

W(9)190 Es ist ein gleichseitiges Drejeck
zu konstrujeren, bei dem die Summe aus der
Liinge einer Seite und der Linge der Hohe
7,5 em betrigt.

Giinther Mann, EOS Helmholtz, Leipzig, K1.10bg

W(9)191 Eine Familie besteht aus sieben
Personen, namlich dem Vater, der Mutter,
einem Sohn, zwei Téchtern, einem Grofvater
und einer GroBmutter. Alle zusammen sind
248 Jahre alt. Der Vater und der Sohn sind
zusammen 62 Jahre alt. Vor drei Jahren war
der Vater dreimal so alt wie der Sohn. Vor
fiinf Jahren war der Sohn doppelt so alt wie
die altere Tochter. In vier Jahren wird die
Mutter dreimal so aly wie die dltere Tochter
sein. In einem Jahr wird der Sohn dreimal
so alt wie die jiingere Tochter sein. Der GroB-
vater ist doppelt sv alt wie seine drei Enkel-
kinder zusammen. Wie alt ist jedes der
Familienmitglieder?

Jutta Schmidt, EOS Helmholtz, Leipzig. K1. 10bg

192 Ein gerader Kreiskegel mit dem Grund-
kreisradius r = 6 cm und Héhe 2 =6 cm
wird durch eine zur Grundfliche parallele
Ebene in einen Kegel und einen Kegelstumpf
zerlegt. Der Rauminhalt des Kegels verhilt
sich zu den Rauminhalt des Kegelstumpfes
wie 1:7. Wie grofl ist der Abstand der
Schnittcbene von der Grundfliche des ge-
gebenen Kegels?

OStR Dr. Rolf Liiders, Berlin

193 Fiir alle nicht negativen reellen Zahlen
a und b gilt

fab< 2+ 0.
Fab= 5

d. h., das geometrische Mittel ist kleiner oder
gleich dem arithmetischen Mittel der Zahlen
a und b.
Beweiscn Sie diese Behauptung a) eigebraisch,
b) geometrisch!
: StR Dr. Walter Schramm, V.L.d.V. Berlin
W(10/12)194 Gegeben sind zwei reelle Zah-
len, deren Differenz 6 und deren Produkt 91
betriigt. Wic lauten die Zahlen? Hat die
Aufgabe mehrere Losungen?

OStR Dr. Rolf Liders, Berlin
Zweite Wettbewerbsaufgabe W(10/12)195
siche Seite 21!



VII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade (6./7.12.1967)

Klassenstufe 5

1. Die Schiiler einer Klasse sammelten ins-
gesamt 336 kg Altpapier. Aus 1 kg Altpapier
stellt man in einer Papierfabrik genau 700 g
reines weiBes Papier her und aus je 30 g von
diesem ein Schreibheft.*

Gib die gréBtmégliche Anzahl von Heften
an, die aus dem gesammelten Altpapier her-
gestellb werden kann!

2. Von einer zweistelligen Zahl z ist bekannt,
daB die Einerziffer eine dreimal so grofie Zahl
darstellt wie die Zehnerziffer. Vertauscht man
die Ziffern, so entsteht eine Zahl, die um 36
groBer als die urspriingliche ist.

Wie lautet z im Dezimalsystem?

3. Gegeben ist ein Rechteck 4 BCD mit fol-

genden Seitenlingen: 4B = 6cm und
BC = 2 em.

2 £

A 8

Konstruiere unter alleiniger Verwendung von
Zirkel und Lincal das rechtwinklige Drejeck
A DAD,, bei dem der Punkt D, auf der Seite
A Blicgt und der Winkel <. DDA eine GroBe
von 45° hat!

4. Nachdem der Mathematiklehrer simtliche
4 Olympiadeaufgaben seiner 36 Schiiler korri-
.giert und ausgewertet hatte, gab er den Mit-
gliedern seiner Arbeitsgemeinschaft die fol-
gende Tabelle und fithrte dazu aus: ,,Die
Anpzahl der Schiiler, die keine Aufgabe richtig
l6sten, ist gleich der Anzahl derjenigen, die
alle Aufgaben richtig 16sten. Die Anzahl der-
jenigen, die nur 1 Aufgabe richtig bewiltig-
ten, ist doppelt so groB wic die Anzahl der
Teilnehmer, die alle Aufgaben richtig 16sten,
und gleich der Anzahl derjenigen, die genau
3 richtige Losungen abgaben. Die Anzahl
aller richtigen Losungen (siehe Spalte III,
Zeile f) ist genau dreimal so groB wie die An-
* In der Produktion wird weiBes Papier nicht un-
mittelbar aus Altpapier hergestellt. Durch Zusatz von

Altpapier wird aber eine entsprechende Menge Roh-
stoff eingespart.

zahl der Teilnehmer, mit genau 2 richtigen
Lésungen und doppelt so gro8 wie die Anzahl
aller Teilnehmer. Mit diesen Angaben seid ihr
in der Lage, dic Tabelle zu vervollstindigen.*

I I III

Anzahl der Anzahl Anzahl der
richtigen Lés.  der Schiiler richtigen Los.
pro Schiller insgesamé

a) 1]

b) 1

c) 2 .

d) 3 aee

€e) 4 .

{) Gesamtzahlen 36

Klassenstufe 6

1. Die Geraden g,, ¢,, 9, und g, schneiden ein-

ander in der aus der Abb. ersichtlichen Weise.

Von den Groflen «, 8, y und § der dadurch

entstchenden Winkel sei

«=50° §=130° y = 70°. Ermittle 6!
I

9 (4

2. Jedes der beiden Vorderrider eines Wagens
hat einen Umfang von 210 cm, jedes der bei-
den Hinterriider einen Umfang von 330 cm.
Ermittle die kiirzeste Strecke (in m), die der
Wagen auf ciner ebenen geraden StraBe
durchfahren haben muB, damit jedes seiner
Rider genau eine ganze Anzahl von Um-
drehungen durchgefiihrt hat!

3. Nach einem ScheibenschieBen verglichen
Elke, Regina, Gerd und Joachim ihre SchuB-
leistungen. Es ergab sich folgendes:

(1) Joachim erzielte mehr Ringe als Gerd.

(2) Elke und Regina erreichten gemeinsam
dieselbe Ringzahl wie Joachim und Gerd zu-
sammen. :

(3) Elke und Joachim erzielten zusammen
weniger Ringe als Regina und Gerd.
Ermittle auf Grund dieser Angaben die
Reihenfolge der Schiitzen nach fallender
Ringzahl!
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4. Von den Teilnehmern einer Schule eines
Landkreises an der 1. Stufe der Mathematik-

olympiade wurden genau 4% zur 2. Stufe

delegiert. Von diesen Schiilern erhielten bei
2
der 2. Stufe (Kreisolympiade) genau 3 Preise

oder Anerkennungsschreiben. Einen ersten
Preis in seiner Klassenstufe erhielt genau ein
Schiiler, genau ein weiterer Schiiler erhielt
in seiner Klassenstufe einen zweiten Preis,
genau zwei weitere bekamen dritte Preise.
Auflerdem wurden genau vier anderen Schii-
lern dieser Schule fiir besonders gute Losun-
gen ciner Aufgabe Anerkennungsschreiben
dberreicht.

Gib die Zahl aller Teilnehmer dieser Schule
an der 1. Stufe der Mathematikolympiade an!

Klassenstule 7

1. Einem gegebenen rechtwinkligen Dreieck
A A BC mit dem rechten Winkel bei C ist ¢in
Quadrat so einzubeschreiben, daB der rechte
Winkel des Dreiecks zum Quadratwinkel
wird und der ihm gegeniiberliegende Eck-
punkt des Quadrates auf der Hypotenuse 4B
des Dreiecks liegt. *

2. Horst sagte zu Klaus: Nenne mir eine drei-
stellige natiirliche Zahl, von deren Ziffern
keine Null ist und keine zwei einander gleich
sind ! Notiere sie und schreibe darunter simt-
liche dreistellige Zahlen, die durch Umstellen
der Ziffern der genannten Zahl entstehen
koénnen! Addiere alle diese Zahlen! Ehe Klaus
fertig war, hatte Horst schon lingst das Er-
gebnis im Kopf gefunden. Er rechnete:
2Q - 111, wobei @ dic Quersumme der erst-
genannten Zahl bedeutet.

Begriinde sein Verfahren allgemein und gib
dann ein Zahlenbeispicl!

3. Gegeben ist ein Dreieck A ABC. M sei der
Mittelpunkt der Seite AC. Die Parallele zu
der Seite 4 B durch den Punkt M schneide die
Seite BC im Punlte N.

Beweise, daB N der Mittelpunkt der Seite
BC istt

4. Auf einer Exkursion fuhren mit Autobus-
sen genau 319 Schiiler, auf einer anderen Ex-
kursion genau 232.

In jedem der Autobusse, die insgesamt dabei
fuhren, saB genau die gleiche Anzahl Schiiler.
Ermittle diese Anzahl!} (Wir setzen dabei vor-
aus, daB in jedem Autobus mehr als 1 Schiiler
saB.) .

Klassenstufe 8

1. Errichtet man auf den Seiten eines gleich-
seitigen Dreiecks die Quadrate nach auflen,
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80 bilden die dufleren Eckpunkte der Qua-
drate die Ecken eines konvexen Sechsecks.
Wir bezeichnen den Flicheninhalt des Drei-
ecks mit A,; den jedes der Quadrate mit 4,
und den des Sechsecks mit 4, Gesucht sind
ganze Zahlen n und m so, dal die Gleichung
Ag=nds+ mA, gilt.

2. Gegeben sind ein Kreis k& (Mittelpunkt 37,
Radius der Linge » = 6 cm) und ein Kreis k,
(Mittelpunkt M, Radiusder Linger, = 2cm)
Beide Kreise berithren einander von auB3en.
Konstruiere alle Kreise mit dem Radius der
Linge 2 cm, die die beiden gegebenen Kreise
beriihren!

“Konstruiere auch die Beriihrungspunkte der
gesuchten Kreise mit den gegebenen!

3. Jemand wiirfelte mit » Wiirfeln bei einem
einzigen Wurfe zusammen die Augenzahl
3n + 4, und zwar zeigte dabei jeder Wiirfel
die gleiche Augenzahl.

Man ermittle simtliche Werte von =, fiir die
das moglich ist! '

4. Beweise den Satz: Unter # aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen (n = 2) gibt es
stets eine, die durch = teilbar ist.

Klassenstufe 9
1. Man ermittle die Anzahl aller Paare zwei-
stelliger natiirlicher Zahlen (m, n), fiir die
m+ n =111 gilt! .
2. Fir zwei rationale Zahlen ¢ und b gelten
die vier Ungleichungen a +b43; ¢ — b
%+ 10; a - b == 5; a:b 5 18,75. Die Zahlen
3;10; 5 und 18,75 stimmen jedoch (in anderer
Reihenfolge) mit je einer der Zahlen a + b,
a—»>b,a-bund a:b iberein.
Ermitteln Sie die Zahlen @ und !
3. In einer alten Denksportaufgabe soll man
einen Graben, der iiberall gleich breit ist und
einen rechtwinkligen Xnick macht, mit Hilfe
von zwei Bohlen iiberqueren, die genau so
lang sind, wie der Graben breit ist. Die ge-
suchte Losung ist (ohne Beriicksichtigung
der Breite der Bretter), die in der Abb. ge-
zeichnete!

l

L

a) Zeigen Sie durch eine Rechnung, daB diese
Léosung richtig ist!

b) Die Breite des Grabens und die Linge der
Bohlen sei a, die Breite der Bohlen sei b. Wel-
chen Wert hat das Verhiltnis b : a, wenn die
Bretter die in der Abb. gezeigten Lage haben?



(Ein Durchbiegen der Bohlen und eine be-
dingte Tragfihigkeit des Grabenrandes sollen
nicht beriacksichtigt werden.)

4. Einem regelmiBigen Olktaeder ist eine
Kugel umbeschricben. Berechnen Sie das Ver-
bdltnis der Oberflicheninhalte beider Fi-
guren!

Klassenstufe 10
FUENF
+ ZWEIX

SIEBEN
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daf die Addition zu einem richtigen
Ergebnis fithrt. Dabei sollen gleiche Buch-
staben gleiche Ziffern und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern bedeuten.
Untersuchen Sie, wieviele Losungen die Auf-
gabe hat!

2. Gegeben sei ein Rechteck ABCD. Der
Mittelpunkt von AB sei M. Man verbinde
C und D mit M und 4 mit C. Der Schnitt-
punkt von AC und MD sei S.

Ermitteln Sie das Verhiltnis des Flichen-
‘inhalts des Rechtecks ABCD zum Flichen-
inhalt des Dreiecks A SMC!

3. Beweisen Sie, daB fiir jedes natiirliche =,

n > 1, die Zahl 22" + 1 mit der Ziffer 7 endet!
4. Auf einem ebenen Tischliegen 4 Holzkugeln,
von denen jede den Radius der Linge » hat
und die sich gegenseitig so berithren, daB ihre
Berithrungspunkte mit der Tischplatte die
Ecken eines Quadrates bilden. Auf die ent-
stehende mittlere Licke wird eine fiinfte
Holzkugel mit gleichem Radius gelegt. Geben
Sie den Abstand d des hochsten Punktes
dieser fiinften Kugel von der Tischebene an!

1.1In

Klassenstufe 11/12

1. Tag

1. Es scien @ und y; ganzrationale Zahlen,
die die Bedingungen 0 < 23 = 2 und

0 < y; < 2erfiillen.

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller {nicht ent-
arteten) Dreiecke mit Eckpunkten Py, (xz;yr)
wobei 2, yy, die rechtwinkligen kartesischen
Koordinaten von Py bedeuten!

(Dabei gelten zwei Dreiecke A, und A, genau
dann als gleich, wenn jede Ecke von A, auch
Ecke von A, ist.)

b)Geben Sie dieMaBzahlen der Flachenmhalte
aller dieser Dreiecke an! ;

2. Beweisen Sie den folgenden Satz:
Gegeben seien gewisse Gegenstinde, von
denen jeder eine bestimmte Farbe und eine
bestimmte Form hat. Wenn es unter diesen
Gegenstinden zwei von verschiedener Farbe
und zwei von verschicdener Form gibt, dann
befinden sich unter diesen Gegenstinden

mindestens zwei solche, die sich sowohl in der
Farbe als auch in der Form unterscheiden.
3. Beweisen Sie, daB fiir alle nicht negativen
Zahlena, b, ¢
@+ bt 3z at - be 45 - Vae + ¢t - Vab
gilt!
2. Tag
4. Beweisen Sie, daB das Produkt von vier
aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zah-
len nicht das Quadrat einer positiven ganzen
Zahl sein kenn!
5. Essind alle geordneten Paare reeller Zahlen
(x, y) anzugeben, fir die das Gleichungs-
system z (a2t + by —a) =0 1)
y (az? 4 by*—0b) =10 (2)
erfiillt ist. Dabei sind @ und b reelle Zahlen
mita 40, b3 O0unda b
6. Gegeben sei eine regelmiBige sechseckige
Pyramide. Man lege einen ebenen Schnitt
durch die Pyramide, der durch die Mittel-
punkte zweier nicht benachbarter und nicht
paralleler Seiten der Grundfliche und durch
den Mittelpunkt der Hohe der Pyramide ver-
1guft. Esist das Verhiiltnis des Flicheninhalts
der dabei entstehenden Schnittfigur und des
TFlicheninhalts einer Seitenfliche der Pyra-
mide zu ermitteln.
Die Lésungen zu den Aufgaben der Klassen-
stufen 5 bis 10 werden im Heft 4/68 verdffent-
licht, d. Red.

Fortsetzung von S. 18:
W(10/12)195 Ein Autofahrer will in die
Stadt fahren. An einer StrafBenkreuzung, an
der die Wegweiser fehlen, kann er seine Fahrt
auf drei verschiedenen Wegen, die wir als a.
b und ¢ bezeichnen wollen, fortsetzen. Es
fithrt jedoch nur einer dieser drei Wege in die
Stadt. An der StraBenkreuzung stehen drei
Personen, nimlich Klaus, Horst und Giinter.
die dem Autofahrer je drei Auskiinfte geben:
Klaus: 1. Der Weg ¢ fithrt nicht in die Stadt

2. der Weg b fithrt in die Stadt;

3. Horst macht immer wahre Aus-
sagen.
Klaus irrt, wenn er sagt, der Weg
b fubre in die Stadt,
der Weg o fiihrt in die Stadt;

3. Giinter macht nie falsche Aus-

sagen.
Giinter: 1. Der Weg ¢ {Ghrt in die Stadt
. Klaus macht immer falsche Aus-
sagen;

3. Ichmacheimmer wahre Aussagen.
Nun wissen wir, daB von diesen drei Personen
genau eine Person nur wahre Aussagen und
genau eine Person nur falsche Aussagen ge-
macht hat. Welcher der drei Wege fahrt in
die Stadt? Peter Euskonatus, stud. math.,

Horst: 1.

4

™o

Berlin
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Hinter die Kulissen
geschaut!

Jorg besuchte auf dem Rummelplatz seiner Heimatstadt eine Schaubude, in der unter
anderem ein Zuschauer in einen BlumenstrauB verwandelt werden sollte. Jérg be-
obachtete: Nachdem im Zuschauerraum das Licht erloschen war, betrat die Versuchs-
person einen auf der Biihne stehenden grofien Kasten, in dessen erleuchtetes Oberteil
man hineingsehen konnte. Ganz plétzlich war dann anstelle der Versuchsperson ein
Straufl Kunstblumen zu sehen. Die Verwandlung war gegliickt. Sauber gearbeitet,
dachte Jorg. Die ,,Riickverwandlung'‘ wurde langsam vollzogen: Wihrend der Blumen-
straul immer undeutlicher zu sehen war, wurde gleichzeitig die Versuchsperson zu-
niichst verschwommen und dann immer deutlicher genau an der Stelle sichtbar, an der
sich der BlumenstrauB ,,aufléste’. Die Riickverwandlung war noch imponierender!
Da Jorg aus diesen Beobachtungen das Rétsel nicht 16sen konnte, besuchte er die
Schaubude ein zweites Mal und meldete sich dabei als Versuchsperson. Er betrat den
Kasten und bemerkte, daB er im Kasten von oben angeleuchtet wurde. Jetzt kénnen
mich also die Zuschauer sehen, dachte er . . . Da stand er mit einem Male im Dunkeln.
Die ihn von oben anstrahlenden Lampen im Kasten mit schwarzen Innenwinden waren
platzlich erloschen. Die Zuschauer, so dachte er, meinen jetzt an der Stelle, an der ich
mich befinde, einen BlumenstrauB zu sehen, der sich gar nicht hier befindet! Noch
wihrend sein Hirn diesen Gedanken verarbeitete, gewShnten sich Jorgs Augen langsam
an die Dunkelheit. Jérgs Gedanken arbeiteten schnell : ,,Mittels eines Spiegels mu8 den
Zuschauern das Trugbild des BlumenstrauBes vorgegaukelt werden. Wo kam der
Spiegel pltzlich her?

,,]ch verspiirte keinen Luftzug und sah auch nichts sich bewegen.** Endlich hatte Jérg
den entscheidenden Gedanken: Eine Glasplatte 1Bt nicht nur Licht durch sich hin-
durchtreten, sondern wirkt zugleich ebenso wie eine Wasseroberfliche als Spiegel.
»»Sollte sich zwischen mir und dem Zuschauerraum eine Glasplatte befinden?‘‘ Da er
eine solche nicht erkennen konnte, tasteten seine Blicke die Seitenwinde des Kastens
ab. Kaum merklich erkannten seine Blicke an den Seitenwinden cine unter 45° gegen
die Waagerechte geneigte Nut. ,,Aha, also doch! Eine Glasplatte ist des Ritsels
Lisung!* Jetzt begannen iiber ihm die Lampen langsam wieder aufzuflammen. Fiir
die Zuschauer beginnt jetzt die ,Riickverwandlung*, dachte er. Also miissen die
Lampen, die den BlumenstrauB anleuchten, jetzt langsam erldschen, schlof Jorg.

Zu Hause angelangt, fertigte sich Jorg eine Zeichnung des Kastens an, in die er die
Versuchsperson, den Blumenstraufl und die Glasplatte einzeichnete. Probiert das auch!

Uberlegt euch weiterhin einen Schaltplan der elektrischen Anlage!
W. Triiger
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Eine schwierige Hausaufgabe

Neulich kam Herr Schlottermann zu Herrn Windwebel und klagte ihm sein Leid: ,,Es
ist doch furchtbar, welche schwierigen Hausaufgaben die Schiiler heutzutage 16sen
miissen. Da kam mein Enkel zu mir und bat mich, ihm zu helfen. Er sollte entscheiden,
welche der beiden Zahlen

365 000 001 365 000 000
= oder e

= 783 000 001 ¥ = 783600 000

grofer sci. Ich habe zwei Stunden lang gercchnet, mich dreimal verrechnet und
schlieBlich

z = 0,4661558116 . .. und y = 0,4661558109 . . .

herausbekommen. Also ist wohl z gréBer als y.

Zu meiner Zeit waren die Schiiler besser dran, da ging die Division immer auf, und der
Divisor war héchstens dreistellig.

Darauf sagte Herr Windwebel: ,,Ich hitte das einfacher gemacht; ich hitte mit dem
Rechenstab gerechnet und z = y herausbekommen, und das stimmt ja auch ungefihr.
Herr Pfiffikus, der an dem Gesprich teilnahm, bemerkte dazu:

»1hr beide habt von der Mathematik nicht viel Ahnung. Thr rechnet entweder zu um-
standlich oder sogar falsch. So eine Aufgabe 16st man namlich einfacher mit Variablen.
Sind @ und b zwei positive reclle Zahlen mit @ < b und ist ¢ eine positive reelle Zahl, so
wiirde aus

Z}i = fl:' folgen
(a+0b=Zad+y),
ab + bt Z ab + al,
b—a)t =<0
Das ist aber ein Widerspruch, weil b — @ und ¢ positive Zahlen sind. Also gilt

a—+¢
b4t
womit ohne eine umstindliche Rechnung die gestellte Aufgabe gelost ist.*

> —Z—, d. h., in unserem Falle z > v,

R. Liiders



In freien Stunden

HI|II|H heiter

Ein Trick

Stelle deinen Freunden folgende Aufgabe:
In der Ebene sind 4 Punkte gegeben (Eck-
punkte eines Rechtecks). Je zwei Punkte
sollen durch einen Linienzug derart verbun-
den werden, daf8 jeder der 4 Punkte einge-
schlossen ist. Ihr kénnt die Losung sogar ver-
raten, trotzdem wird man die Linienzige
kaum nachzeichnen konnen.

Raten und Rechnen

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben verschicdene Zif-
fern. Ersetze die Buchstaben so durch Ziffern,
daB in den Zeilen und Spalten wahre Aus-
-sagen entstehen.

ba :c=d Waltraut Kiihne,
=+ : + EOS Helmholtz,
b - b=—c¢ Leipzig, KI1.10b,
bc :b b

Fir 5, Junge Girtner*

Ein Platz, der die Form eines regelmiBigen
Sechseckes hat, soll so mit Biumen bepflanzt
werden, daB auf jeder der sechs Seiten drei
Biume stehen. Wieviele Moglichkeiten der
Anordnung gibt es? (Spiegelungen und
Drehungen bleiben unberickriicksichtigt!)

Jager und Hasen

Auf einer Hasenjagd stellte man nach dem

orsten Kessel fest, da man dic Schiitzen
genau in Gruppen zu je drei Mann ordnen
lionnte, so daB jeder Erste einer jeden
Gruppe genau cinen, jeder Zweite genau zwei
und jeder Dritte genau drei Hasen geschossen
hatte. AuBlerdem sei bekannt, daB gerade
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jeder dritte Hase aller im Kessel vorhandenen
Hasen geschossen wurde. In welchem Ver-
hiltnis standen Jiger und Hasen?

Erika bekommt den falschen Brief

Klaus schreibt 5 Briefe und die 5 notwendigen
Briefumschlige. Als er die Briefe verschlossen
hat, wei8 er nicht mehrgenau, ob er die Briefe
richtig in die Umschlage gesteckt hat.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es.
die Briefe falsch cinzustecken, so daB kein
Brief im richtigen Umschlag steckt?

Aus dem Physikunterricht

Der Lehrer fragt die Schiller, bei welcher
Temperatur Wasser siedet und erhilt von
cinem Schiiler die Antwort: ,,Wasser sicdet
bei 90°1* Er berichtigt das falsche Ergebnis.
worauf der Schiiler sagt: ,Natiirlich, ich
hatte das verwechselt mit dem rechten
Winkel "

Anekdote

Wihrend der Vorlesung soll der Borliner
Mathematiker E. E. Kummer (29. 1. 1810 bix
14. 5. 1893) einmal auf die schwicrige Aul-
gabe 7 + 9 gestofien sein.

Er bittet die Studenten um Hilfe. Einer ruft:
,,.62, ein anderer: ,,65‘. Prof. Kummer:
,.Aber meine Herren, das ist doch unmoglich,
7 - 9 kann doch nur 62 oder 65 sein!*

Zu jedem der 12 mathematischen Begriffe ist
die jeweilige Figur zu suchen. Die Buch-
staben ergeben — aneinandergereiht — einen
im FDJ-Leben wichtigen Begriff.

W. Weber, BOS Schkeuditz be i
Teipzig, Mathematikfachl.

Archimedische Spirale

1 7 Pyranide
2 Astroide

8 Schnentangentenwinke)

3 Bogen 9 Sckante

4 Diagonale 10 Satz des Thales
5 Innenwinkel 11 Trapez

6 orthogonale Geradea 12 Umkreis
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Losungen

102 Wir kénnen diese Aufgabe durch syste-
matisches Probieren leicht lésen. Denn die
zweite Biuerin hat, da bei Division durch 10
jeweils der Rest 7 verbleibt,
7, 17, 21, 37, 47, 57, 67, 77, 87 oder 97 Eier.
Dann hitte die erste Bauerin
93, 83, 73, 63, 53, 43. 33, 23, 13 oder 3 Eier,
da die Gesamtizahl der Eier 100 betrigt.
Unter den Zahlen der zweiten Zeile lassen
aber nur die Zahlen 63 und 23 bei Division
durch 8 den Rest 7.
Die Aufgabe hat daher die folgenden beiden
Losungen:
a) Die erste Biuerin hat 63 Eier, die zweite

37 Eier.
b) Die erste Bauerin hat 23 Eier, die zweite

77 Eier.
Bemerkung: Das obige Verfabren ist nur
dann brauchbar, wenn nicht zu viele Fille
untersucht werden miissen. Euler gibt daher
ein anderes Verfahren an, das im Prinzip
stets anwendbar jst:
Die erste Biiuerin habe 8z + 7 Eier und die
zweite 10y + 7 Eier. Dann ist
Sz +7+ 10y + 7 =100

Sz = 86—10y,
4x = 43— 5y
=40+3—4y—y,

y—3
=
y — 3 ist also durch 4 teilbar; man setzt
daher y — 3 = 4z und erhilt y =4z 4 3
z=10—(4z243)—2=T7—35z
Da z eine positive ganze Zahl ist, sind nur die
Filic z == 0 und z = 1 mgglich. Man erhilt
daher:
I.2=0: =1, y= 3. Die erste Biuerin
hat 63 Eier, die zweite 37 Eier.
I.z=1: z =2, y="1. Die erste Biuerin
hat 23 Eier, die zweite 77 Eier.

z=10—y—

103 Euler gibt hier zwei Losungswege an;
die folgende Lésung ist besonders elegant: Es
seien z und y die gesuchten positiven reellen
Zahlen; dann gilt:

z 4y = zy, 1)

P—yr=aty. @)

Aus (2) folgt
(x4 y) (#—y)==z+ yund,da
2+ y*+0ist,c—y=1,dh,y=2—1
Man erhilt daher aus (1)
zt+zrz—1l=z(z—1),
z22—3z+1=0. 3)
Die quadratische Gleichung (3) ist erfiillt,
wenn entweder

26

e 5
a):=-§-+V%—1=3_;l/a,d.h.,
/=

y=:t—l=1—;|'ooder
9 __ V=5 1—Vs
b) =3—2l—o,d.h.,y= 2vgist.

Nur die Losung zu a) entspricht den Bedin-
gungen der Aufgabe.

3 s
Man erhilt fir z — ";V° ~ 2,618 und
L2
y— +TV5 ~ 1,618

T4+ y==my= xz—y2=2+V5.
Im Fall b) ist y < 0, was den Bedingungen
der Aufgabe widerspricht.

104 Es sei « die Anzahl der Pferde und y
die Anzahl der Ochsen. Dann gilt
3lz + 21y = 1770
21y = 1770 — 31z
=1764 4+ 6 — 21z — 10z,
10z —6
2]
10x — 6 ist also durch 21 teilbar, mithin
auch 5z —3.
Man setzt daher 21z = 52 — 3

y=84—z—

und erhilt =84 — 2 — 22z,
_212—{-3_4 zL3
= 5 =4z + 5 °

Man setzt ferner5u =2z 4 3, d.h.,z=5u—3
und erhilt
z=45u—3)+u=21u—12,
y=84—21u+4 12— 10w + 6 = 102—31u.
Da y eine positive Zahl ist und u wegen
z = 5u — 3 nicht gleich Null sein kann, sind
nur die Fille =1, #=2 und =3

maoglich.

Man erhiilt daher dic folgenden drei Lésungen
lLa=1: z= 9, y="T1,

2. u=2: =30, y=40,

3. u=3: z=51, y= 9.
Man iberzeugt sich leicht davon, daB in
allen drei Iillen 31 + 21y = 1770 ist.

W(5)106 FEs gilt:
1680: 4 = 420; 2 - 420 — 185 = 655;
1680 — (420 + 655) = 605.

Die Jungen Pioniere der 4. Klasse sammelten

420, die der 5. Klasse 655 und die der 6. Klasse

605 Flaschen.

W(6)107 Zwischen den 5 Schligen der Uhr
1

liegen vier Zeitintervalle von je 1 T Sekunden

Dauer, da 5:4 = % =1 % Zywischen den

10 Schldgen liegen neun Zeitintervalle von je



1 1
1z Sekunden Dauer. Aus 9 - g =113 folgt,
daB die Uhr zu den 10 Schligen um 10 Uhr

die Zeit von 11 Sekunden bendtigt.

W(7)108 Beim Numerieren der Seiten des
Lehrbuches werden die Zahlen von 3 bis 195
gedruckt. Fiir die Zahlen von 3 bis 9 benéti-
gen wir 7 Ziffern; fiir die Zahlen von 10 bis
99 braucht man 90 - 2 = 180 Ziffern; fiir die
Zahlen von 100 bis 195 dagegen 96 - 3 = 288
Ziffern; das sind insgesamt 475 Ziftern. Die
Ziffer 0 kommt dabei 29mal vor.

W(8)109 Ist z die Anzahl der Apfel, die die
Fra.u geerntet hat so erhilt der erste Wichter
5 » der zwelbe » der drltte
Wichter - 6 Apfel. Nun gﬂt.

und der vierte

= 10, also = = 160.
Die Frau hat 160 Apfel geerntet.

‘W(9)110 Bezeichnet man die Anzahl der
Goldmedaillen, die die einzelnen Linder er-
hielten, in der gegeben Reihenfolge mit s, d,
=, f, g und 1, so gilt

itg+ftntd+s=23 (1)

5212, (2)

also i+g+f+n—|—d < 1L (3)
Andererseits ist wegen ¢ = g =l f5=2
n=3 d=4

it+g+f+n+d=214+142

+34+4=1L ()
Aus(3)und (4)folgtti + g+ f+ n+d=11.
Das ist aber nur méglich, wenn

i=g=1 f=2 n=38 d=4,
§ = 12 jst.
Es erhielten also die UdSSR 12, die DDR 4,

die Niederlande 3, Frankreich 2, GroB-
britannien 1 und Ttalien 1 Goldmedaillen.

W(10)111 Die Geschwindigkeit des Schiffes
fluBaufwirts betrigt

8 6k /h = 865 ﬁokm/h = 9,38 km/h,
60

dagegen fluBabwirts :

8,6, 8,6 - 60 _

3 ko/h = —55— km/h = 1‘7,20 km/h.
80

Bezeichnet man die MaBzah) der Geschwin-
digkeit (in km/h) des Schiffes in ruhendem
Gewisser mit # und die MaBzahl der Strs-
mungsgeschwindigkeit mit y, so gilt

z—y= 9,38,

x + y = 17,20;
also 2z = 26,58, z = 13,29 und y = 3,91.
Die Stromungsgeschwindigkeit betrigt also
3,91 km/h, die Geschwindigkeit des Schiffes
in ruhendem Gewisser 13,29 km /h.

Lo Mathematikolympiade,

Schu]slu[e, Sofia 1967

Klassenstule 5

1. [6264 — (4690 + 56 - 112 — 5360)] - 101

— 16862 = [6264 — (4690 4 6272 —

— 5360)] - 101 — 16862 = (6264 — 5602)
+101 — 16862 = 662-101 — 16862

= 66862 — 16862 = 50000

50000: 1256 = 400

W(5)112 Die Zahl der Schiler dieser Klasse
muB durch 6 und durch 4 teilbar sein; die
Klasse umfaBt weniger als 50 Schiler. Es
kommen also nur die folgenden Zahlen in
Betracht: 12, 24, 36, 48. Scheidet ein Schiiler
aus der Marschkolonne aus, so verbleiben fiir
die Anzahl der iibrigen Schiller nur die fol-
genden Moglichkeiten: 11, 23, 35, 47. Von
diesen Zoahlen ist nur die Zahl 35 durch 5
teilbar. Die Klasse umfafit daher 36 Schiiler.
3. Fiir das gleichschenklige Dreieck A BC gllt

AC = 2-MC; AC+MC = 3-MC;

3-MC=15cm; MC = 5cm.
¢
M
A 8

Jeder Schenkel des Dreiecks ist also 10 em
lang. AB + BM = AB + JC; AB + MC
=11 cm; AB = 6cm.

Die Basis des Dreiecks ist 6 cm lang.

Klassenstufe 6

L3T+ S (2,04—% + 3)

-[19,21 — (4,26 —0,35)]
=37+ 3 (:07 +:’0 47) -(19,21—3,91)
S s (s

=3,7+4+12,24 = 15,94
15,94 - 3-—1094 0,15 = 2,391.
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W(6)113 0,5t Rosenbliten liefern 1kg
Rosendl, 0,1t Rosenbliten liefern 0,2kg
Rosendl, 0,8t Rosenbliiten liefern 1,6 kg '
Rosendl. 0,001 kg Rosendl ergeben 25 Tropfen
Rosendl, 1,6 kg Rosendl ergeben 40000
Tropfen Rosendl. 2 Troplen Rosendl werden
fiir 1 1 Parfiim benstigt, 40000 Tropfen Rosen-
6l sind in 20000 1 Parfiim enthalten.

Es lassen sich also 200 hl Parfiim herstellen.

3.4=(24-15 — 4 - 4%) cm?
= (360 — 64) cm? = 296 cm?>;

V=17-16"4cm?® =448 cm?.
I
]is
i 5]
760
240

Zur Herstellung des Kastens werden 206 cm?
Zinkblech benétigt; er faBt 448 cm?, das sind
0,448 1 Flissigkeit.

Klassenstufe 7

1.z—-(03a——;—-b—————|—b) [4,60?
3
— 201 75a3—|—7—(7+— —SScZ—d)J
= (_:’316 a— 1) — (4,60” —201,75¢® + 7
a3
—7—3 +8,502+d)

L 131 — 20208 +q)

—30
= 3—10a—l—l3lc2 + 202a® — &
_202a°—%a—13 12 —d—1.

Fiir die Belegung mita = — 0,1,

c= B?undd = ——lgerhaltenwir:

1 10\2
2,=202 (—0,1)® —30° (—0,1)—13,1 (?
_<_!9>_1__0202+__@+}99

9 9
1 1300
—l——0202+306—-———1=—1202

9
129997 .
—~%0 = —1,202— 144,441 ~ —145,643.
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2. Aus der Abbildung wird folgendes ersicht-
lich:

X CAB = X AMD = o (Stufenwinkel an
geschnittenen Parallelen);

X CBA = & BND = # (Stufenwinkel an
geschnittenon Parallelen);

X MAD = & DAB = 90° —l (die Ge-
rade AD halbiert den Winkel MAB),

1 )
X NBD = & DBA = 90° —7[3 (die Ge-
rade BD halbiert den Winkel NB4);

L MDA =180°— («+90°— ;a)—QO" %
., L1 1
XNDB=180 —(ﬂ+90 —Eﬂ)= 5b

4

Daraus folgt: & MAD =
< NBD = & NDB.

Die Dreiecke MDA und DNB sind
g]elchschenkhg, es gilt AM by
BN = DN. Demit gilt die Beziehung
MN =MD + DN bzw. MN = 4M + BN.

‘(
W(7)114 Die Summe der beiden spitzen

Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks be-
triigt 90°.

<X MDA und

also
und




Fir das rechtwinklige Dreieck MBC gilt:
X BCM = 90°— f. Fiir das rechtwinklige
Dreieck LCD gilt: & BOM + & CDL = 90°.
Deraus folgt: <& CDL = 8.

Fiir des rechtwinklige Dreieck NBC gilt:
X NBC = 90°—y. Fir das rechtwinklige
Dreieck LDBgilt: < NBC + < LDB = 90°.
Daraus folgt: <¢ LDB = y.

Die verlingerten Héhen %, und &, schliefien
den Winkel § ein; die verlingerten Hohen h,
und hy, schliefen den Winkel y ein; die ver-
lingerten Hohen k, und %, schlieBen den
‘Winkel g + y ein. ’

W(8)115 Das Passagierflugzeug habe die
mittlere Geschwindigkeit » km/min und be-
notigt die Flugzeit ¢ min. Dann hat das
Militdrflugzeug die mittlere Geschwindigkeit
2,6v km/min und benétigt die Flugzeit
{t — 35) min. Man erhilt die Gleichung
= (t — 35) 2,5v = 400,

t = 2,5t — 87,5,
1,5t = 87,5, d.h.,, ¢ ~583.
Das Passagierflugzeug landet also in Varna
um 11,58 Uhr, das Militirflugzeug um 11,53
Uhr.
Aus (1) erhdlt man ferner
400
N5 6,86.
Die mittlere Geschwindigkeit des Passagier-
flugzeuges betrug also rd. 6,86 km/min, d. s.
rd. 412 km/h und die mittlere Geschwindig-
ket des Militdrflugzeuges rd. 1030 km/h,

W(9)116 - Hs seien 4 BC ein Dreieck, M der
Mittelpunkt seines Umbkreises, » die MaBzahl
des Radius des Umkreises, h, die MaBzahl
der Hohe CD, sowie ¢ und b die MaBzahlen
der Seiten BC bzw. AC. E sei der Mittelpunkt
von AC. Dann folgt aus der Ahnlichkeit der
rechtwinkligen Dreiecke DBC und EMC

b
a:hc=r:§, also ab = 27 - h,, w.z. b. w..

also

v =

Die verlangte Konstruktion ist gebr einfach.
Man zeichnet einen Kreis mit den gegebenen
Durchmesser, nimmt auf der Peripherie einen
belicbigen Punkt C an und schligt um C
Kreise mit den Radien b und a, die den Kreis
in 4 bzw. B schneiden, ABC ist dann das
verlangte Dreieck.

W(10)117 Es sei ¢ eine Ebene, die senk-
recht auf der Geraden % steht und durch den
Punkt A geht. Dann ist A der Schoittpunkt
von k mit . Ferner sei 8 eine Lhene, die
senkrecht auf der Geraden b steht und durch
den Punkt B geht. Dann ist K der Schnitt-
punkt von % mit f. (In der Abb. sind die
Ebenen « und § durch Schraffur angedeutet).

h

a) Die Punkte H und K fallen zusammen,
wenn die Ebenen ¢ und 8 zusammenfallen,
d.h., wenn die Gerade g orthogonal (senk-
recht) zur Geraden % verliuft.

b) AH || BK, wenn die Geraden g und % in
einer Ebene liegen.

¢) Die Geraden A H und BK fallen zusammen,
wenn die Geraden g und k einander schneiden
und senkrecht aufeinander stehen.

d) Da die Fille a), b) und c) nicht zutreffen,
sind die Geraden % und g zusammen wind-
schief. Man legt daher durch % eine Ebene,
auf der g senkrecht steht. Der Schnittpunkt
dieser Ebene mit g ist der gesuchte Punkt 4.

8

A 4
1

H m X

e) Dag Viereck AHKB (vgl. Abb.) ist nicht
notwendig ein cbenes Viereck; jedoch sind
die Dreiecke -
AHK mit ¢ AHK = 90°,
HK B mit < HKB = 90°
und BAH mit & BAH = 90° nach
Voraussetzung rechtwinklig. Man erhiilt daher
4K =m* ¥ n% BH=Vm*+p°,
AB=|BH* —n®=)m? + p* —n’.
118 20 - 4 = 80; mit dem ersten Lkw wur-
den 80 t Ware beférdert. 170 — 80 = 90; mit
dem zweiten Lkw wurden 90t Ware befor-
dert. 90:5 = 18; der zweite Fahrer machte
18 Fahrten.
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119 810t sind 8100 dt; 640 t sind 6400 dt.
8100 : 180 = 45; das erste Feld ist 45 ha groB.
6400 : 200 = 32; das zweite Feld ist 32ha groB.
Das erste Feld ist um 13 ha gréBer als das
zweite.

120 Aus 3 -4 - 5 = 60 folgt, daB der Qua-
der in 60 Wiitrfel zerschnitten wurde. Bei 8
Wiirfeln waren drei, bei 24 Wiirfeln waren
zwei, bei 22 Wiirfeln war eine quadratische
Fliche gefirbt. Bei 6 Wiirfeln war die Ober-
fliche ungefirbt.

121 Es seien « und g die beiden spitzen
Winkel des rechtwinkligen Dreiecks; aus
o« + B =90°und ¢ = 28 folgt f = 30°. Die
Winkel des Dreiecks betragen also 30°, 60°
und 90°.

122 107 - {700 — [48 — 72:9]-5

—495) — 135

=107 . (700 — [48 — 8] - 5 — 495)

— 135

= 107 - {700 — 200 — 495 ) — 135

= 107 - 5 — 135 = 535 — 135 = 400.
123 Bruttogewicht Tara Nettogewicht
1. Behiilter 12,500kg 2,375kg 10,125kg
2. Behilter 11,750kg 2,375 kg 9,375 ke

19,5 — 9,8 = 9,7; dem Koch standen am
zweiten Tag noch 9,7 kg Fleisch zur Ver-
fugung.

124 0,3: %) = 20; bei Planerfiillung hitte

der Betricb fiir 20 Millionen Rubel Waren
erzeugt.

B
125 A=4~!—IT=2-3,S~2,8 = 21,28

Zur Anfertigung des Zeltes wurden 21,28 m?
Stoff verbraucht.

234 1,5
126 117+12_2+—=3_

14 12

127 _V=m'2h; h=:r?2=m
Die Hohe des Wasserspiegels iiber der
Grundfliche betrigt nahezu 2 dm.

~ 2.

2

U
128 Ausu=2mfolgtr=ﬂundrz=m
1 u?
—_ — 2 2 =
Aus Vv— 3 'k und 7 _4n2fo]gt
h ~ 02
BEVERE T

Das Gewicht des kegelformig aufgeschiitteten
375
Schotters betrigt demnach @ = — Tonnen.

0
Aus z: 100 =——5:3,5folgta: =7:’0 0.

7T Tz
00 ¢
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Mit dem vorritigen Schotter knnen ungefihr
570 m StraBenlinge asphaltiert werden.

129 Tm ersten Speicher lagerten urspriing-
lich # Tonnen, im zweiten p — « Tonnen
Korn. Dem ersten Speicher wurden a - ¢
Tonnen, dem zweiten b - ¢ Tonnen Korn ent-
nommen.
z—at=p-—-z—0ht
2z =at—bt+p

1
z ——[t(a—b) + pl.
Im ersten Speicher lagerten urﬂpru.nnhch

»«I’p+t

(@ — b)] Tonnen, im zweiten

1
———2—[t- =8 +p)l=5lp—tia—0b)]

Tonnen.
130 3+4+24+2=17; 28:7=04;
3:04=12; 2-04=08.
2,8 kg der Mischung enthalten 1,2 kg Kalk,
0,8 kg Roggenimehl und 0,8 kg OL
V4

Gedenktage

Georg Cantor (3. 3. 1845 bis 6. 1. 1919)
(Siehe unsere Beitrige in Heft 1, 2, 3/67)
Wirkte in Halle. Schépfer der Mengenlehre,
Hendrik A. Lorentz (18.7.1853 bis 4.2. 1928).
Wirkte in Leyden. Schépler der klassischen
Elektronentheorie und der Bewegungsglei-
chung des Elektrons. Durch seine Arbeiten
zur Elektrodynamik ist er der unmittelbare
Vorginger Einsteins in der Relativitits-
theorie.

David Hilbert (23. 1. 1862 bis 14. 2. 1943)
Wirkte in Konigsberg und Géttingen. Seine
grundlegenden Arbeiten auf fast allen Gebie-
ten der Mathematik waren fir deren weitere
Entwicklung von tiefgehendem EinfluB, ins-
besondere waren es die 23 mathematischen
Probleme, auf die H. in seinem aufsehener-
regenden Pariser Vortrag (1900) hingewiesen
hat und die das Interesse der mathematischen
Welt bis heute besitzen.

Edmund Landau (14. 2. 1877 bis 19. 2. 1938)
Wirkte hauptsichlich in Géttingen. Grund-
legende Arbeiten zur analytischen Zahlen-
theorie und zur Funktionentheorie. Verfasser
des Handbuches iber die Verteilung der Prim-
zahlen.

Gekilirzt aus: J. Naas, H. L. Schimidt,
Mathematisches Worterbuch
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Mathemdtische

Schiilerbiicherei (MSB)

Diese Biicherreihe wird von mehreren
Verlagen der DDR herausgegeben. Sio hat
sich die Aufgabe gestellt, das Interesse bei
breitesten Kreison der Bevolkerung, ins-
besondere bei der 8chuljugend, zn wecken
und zu férdern. Zum Teil bringen die ein-
zelnen Bindchen Stoff, der zur Schul-
mathematik gehdrt und beleuchten ihn
von einer anderen Seite, als das in der
Schule iiblich ist. Oder sie ertffnen dem
Leser, auf welch vielfiltige Weise schein-
bar abstrakte Gehiete angewendet werden
koénnen. Andere Bindchen fithren auf der
Grundlage des Schulwissens in Teilgebiete
der Mathematik ein, die nicht zum Schul-
stoff gehoren. Wir empfehlen:

LIETZMANN
® Altes und Neunes vom Kreis
63 5, mit 65 Abb. 2,10M

® Der Pythagoreische Lehrsata
111 8. mit 73 Abb. 3,50 M

® Riesen und Zwerge im Zahlenreich
688 8. mit B Abb. 1,86 M

@ Wo steckt der Fehler? R
(Mathematische Trugschliisse und
‘Warnzeichen)

102 8, mit 95 Abb. 4,80 M
MILLER
® Rechenvorteile
otwa 92 Beiten B M
Inhalt: Addition - Subtraktfon - Mul

tiplikation - Division und Teilbarkeits-

regeln - Das Potenzieren - Das Radi-
zieren - Die Neuner- und Elferprobe -
Wie rechnete GauB?

HAMEISTER

o Geometrische Konstruktionen

und Beweise in der Ebene

138 8. mit 144 Abb. 4,20 M
Inhalt: Vorbetrachtungen iiber elementare
Methoden zur Lésung geometrischer Kon-
strulitionsaufgaben. Uber einige Grund-
koustruktionen des Dreiecks. Die gecome-
trischen Bestimmungslinien. Die Transfor-
mationsmethoden oder Abbildungsver-
fahren. Die Gruppen der Bewegungen und
die Spiegelungen.

BELKNER

® Determinanten
etwa 80 8. mitetwa 5 Abb. etwe 4,78 M

Inhalt: In dieser Einfithrung in die Deter-
minantentheorie werden nur mathemati-
sche Kenutnisso der Schule vorausgesetzt.
(Das trifft iibrigens fir allo auf dieser
Reite vorgestellten Titel zu.) Zunfiohst
behandelt der Autor — ausgehend von
linearen Gleichungssystemen mit zwei
bzw. drei Unbekannten — die Eigenschaf-
ten zwei- bzw. dreireihiger Determinanten.
Zur Vorbereitung der Verallgemeinerung
wird ein Abschnitt iber Permutation ein-
geschoben. Es folgen die Behandlung
der n-rethigen Determinanten, zwei Ab-

“schnitte Gber die- Anwendung von Deter-

minanten bei der Lésung von Gleichungs-
systemen und in der analytischen Geo-
metrie.

E - B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig
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HUGO STEINHAUS 100 A"'gdben (Arbeitstitel)

Ubersetzung aus dem Polnischen y
1. Auflage 1968, etwa 240 Seiten, etwa 125 zweifarbige Zeichnungen im Text,
12,6 em x 20 em, Halblewnen zelloph. etwa 7,50 M

_ Erscheint voraussichtlich vm 2. Halbjahr 1968

Diese Sammlung elementarer Aufgaben soll den Leser in die Praxis jener uni-
versellen Methoden der Behandlung von Erscheinungen einfithren, welche die
Griechen ,,Mathematik* nannten; sie soll ihm den Ubergang von der Praxis der
Schule zur modernen Mathematik erleichtern und ihm diese Wissenschaft an
einem Stoff zeigen, der ihm zuginglich ist. Dementsprechend ist diese Sammlung
von,,100 Aufgaben® vor allem fiir fortgeschrittene Schiiler und Lehrer bestimmt.
Der Autor bemiihte sich, Aufgaben zu stellen, die ganz naturgemidf aus geo-
metrischen Erscheinungen oder aus realen Umstéinden hervorgehen, und die so
die Aufmerksamkeit auf die Wechselbeziehungen der Mathematik mit der
Wirklichkeit lenken.

Die vollsténdigen Losungen sind jeder Aufgabe beigegeben und lassen den Geist
und die Tendenzen der modernen Mathematik erkennen.

URANIA-VERLAG LEIPZIG- JENA - BERLIN

Eine Aufgabe aus dem Buch lautet:

Ein Wort ist zu erraten

Dr. Sylvester X gab bffentlich bekannt, daB er jedes beliebige Wort erraten
wiirde, wenn man ihm zwanzig Fragen stellen liee, auf die mit jo oder nein zu
antworten wire, und wenn das fragliche Wort im Worterbuch sttinde.

Wie kann er seine Behauptung begriinden?
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Elektronische Datenverarbeitung-
eine Perspektive

Operateur beim Bedienen
einer elektronischen Daten-
verarbeitungsanlage

Diplom-Wirtschaftler
Wolfram Metzner (links)
mit dem Chefredakteur von
alpha bei der Vorbercitung
der Artikelserie:
Datenverarbeitung —

eine Perspektive
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Verkiuferin (Centrum-Warenhaus

Leipzig)
beim Bedicnen einer Kasse mit Magnet-
bandanschluf

Wer morgen bestehen will,
mufl heute beginnen !

Die verstirkte Anwendung der elektro-
nischen Datenverarbeitung in der soziali-
stischen Volkswirtschaft zum Nutzen aller
vorbereiten zu helfen, betrachtet die
Schiilerzeitschrift alpha als ihr Anliegen.
ADb Heft 3/68 machen wir in einer Artikel-
serie unsere Leser mit einigen wichtigen
Berufen auf dem Gebiet der Datenver-
arbeitung bekannt.
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‘Joachim GroBe, Klasse 10, 7. Oberschule
Leipzig, erlernt ab 1. September 1968 den
Beruf: Facharbeiter fiir Datenverarbeitung. —
Joachim ist begeisterter Leser von alpha



Notwendig oder hinreichend=
das ist hier die Frage!

Kiirzlich horte ich einen kleinen Streit zwischen Klaus und Jiirgen. Klaus hatte von
seinem Vater 50 Mark und die Erlaubnis erhalten, einen Fufball fiir sich zu kaufen.
Auf dem Wege zum Geschift meinte Jiirgen: ,,Na, nun hast du ja das notwendige
Kleingeld fiir den Ball.” Darauf Klaus: ,, Was heifit notwendig! Notwendig sind 50 Mark
nun gerade nicht, aber sie reichen aus. Notwendig wiren hochstens 35 Mark, denn so-
viel kostet der Ball nidmlich. Du verwechselst ja, was ausreichend ist und was not-
wendig!“ Jiirgen: ,,Das ist doch egal, ob notwendig oder nicht. So genau habe ich das
doch nicht gemeint. Hauptsache ist, du kannst dir den Ball kaufen.

Nun, so egal ist das nicht, wie man sich ausdriickt. Man sollte sich stets bemiihen, so
genau wie méglich das zu formulieren, was man meint. Das gilt fiir die Umgangssprache,
in viel héherem MaRe aber fiir die Mathematik. Sie ist ohne eine festgelegte Bedeutung
der verwendeten Worter gar nicht denkbar. Auch der Mathematiker verwendet das
Wort notwendig, aber nur in einem ganz bestimmten Sinn. Ebenso ist es mit ausreichend,
das allerdings in der Mathematik nicht so gebriuchlich ist; man benutzt im aligemeinen
an seiner Stelle das gleichbedeutende Wort hinreichend. Mir scheint, Klaus hat schon
einmal etwas von der Verwendung dieser Worte in der Mathematik gehért.

Wir wollen uns an einigen Beispielen iiberlegen, wann der Mathematiker davon spricht,
eine Eigenschaft ist hinreichend oder sie ist notwendig. Man sagt beispielsweise: Die
Teilbarkeit einer Zahl durch 6 ist hinreichend fiir die Teilbarkeit der Zahl durch 3.
Mit dieser Formulierung meint man: Die Eigenschaft einer Zahl, durch 6 teilbar zu
sein, reicht dafiir aus, daB diese Zah! auch durch 3 teilbar ist. Man kann inhaltlich das-~

selbe auch folgendermafen, in der ,,Wenn . . ., so ... -Form angeben:
Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, (4)
s0 ist diese Zahl durch 3 teilbar. (B)

Btwas allgemeiner kénnte man also sagen: Dicin der Voraussetzung angefiihrte Eigen-

schaft A ist hinreichend fiir die in der Behauptung angefithrte Eigenschalt B.

In einem zweiten Beispiel wollen wir von einem Satzin der ,,Wenn-so*“-Form ausgehen

und danach den gegebenen Sachverhalt mit Hilfe von hinreichend neu formulieren.

(1a) Wenn zwei Winkel Scheitelwinkel sind, (4)
so sind diese Winkel gleich grof. (B)

Dafiir kann man auch sagen:

(Lb) Die Eigenschaft, dafl zwei Winkel zueinander Scheitelwinkel sind (4), ist hin-
reichend dafiir, daB die Winkel gleich groB sind (B).

Aus diesen Beispielen wird deutlich: Die Ausdrucksweise ,,Eine Eigenschaft 4 ist hin-

reichend fiir die Eigenschaft B besagt genau das gleiche wie ,, Wenn die Eigenschaft 4

gilt, so gilt die Eigenschaft B, Statt ,,Eigenschaft* verwendet der Mathematiker in

diesem Zusammenhang allerdings meistens das Wort ,,Bedingung.

Klaus hatte also vorhin ganz recht mit seinem Einwand. Da der Ball genau 35 Mark

kostet, ist die Aussage ,,Wenn Klaus 50 Mark besitzt, so kann er sich einen FuBball

kaufen* ganz bestimm richtig. Und das bedeutet ja nichts anderes als: ,,Die Tatsache,

daB Klaus 50 Mark besitzt, ist hinreichend dafiir, daB er sich einen FuBball kaufen

kann.“ :
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Uberlegen wir nun, was der Mathematiker mit dem Wort notwendig ausdriicken will.
Man sagt zum Beispiel :
(2¢) Die Teilbarkeit einer Zahl durch 7 (4) ist notwendig fiir die Teilbarkeit der

Zahl 14 (B).

Damit soll ausgedriickt werden:

(2a) Wenn eine Zahl durch 14 teilbar ist, (B)
so ist sie (notwendigerweise auch) durch 7 teilbar. (4)

Allgemein kann man sagen: ,,Eine Eigenschaft oder Bedingung 4 ist notwendig fiir
eine Eigenschaft B bedeutet also das gleiche wie ,,Wenn die Eigenschaft B gilt, so
gilt die Eigenschaft 4.
‘Wir wollen auch hierzu ein weiteres Beispiel untersuchen. Wir gehen wieder aus von
der ,,Wenn-so‘“-Form und benutzen noch einmal den Satz (1a): .
(la) Wenn zwei Winkel Scheitelwinkel sind, (4)
so sind diese Winkel gleich groB. (B)
Inhaltlich dasselbe kann man auch mit Hilfe von notwendig ausdriicken, wenn man
beachtet, daB die in der Behauptung angegebene Eigenschaft B notwendig ist fiir die
in der Voraussetzung stehende Eigenschaft A, also:
(1c) Die gleiche GrsBe von zwei Winkeln (B) ist notwendig dafiir, daB diese Winkel
zueinander Scheitelwinkel sind (4).
An diesem Beispiel wird deutlich, daB man den gleichen Sachverhalt auf drei ver-
schiedene Weisen ausdriicken kann: (a) in der ,,Wenn-so“-Form, (b) mit Hilfe von
hinreichend, (c) mit Hilfe von notwendig. Fassen wir zusammen :
Ist der Sachverhalt in der Form )
(2) ,,Wenn 4, so B beschrieben, so verwendet der Mathematiker dafiir auch die
folgenden Sprechweisen:
(k) 4 ist eine hinreichende Bedingung fiir B
(c) B ist eine notwendige Bedingung fiir 4.
In (1b) wurde gesagt, daf3 die im Satz (1a) angegebene Eigenschaft 4 hinreichend ist
-fiir die Eigenschaft B. Ist die Eigenschait 4 aber auch notwendig fiir die Eigenschaft B?
Mit anderen Worten: Ist die Aussage ,,Die Eigenschaft, daB zwei Winkel zueinander
Scheitelwinkel sind, ist notwendig dafiir, daB diese Winkel gleich groB sind* richtig?
Das 148t sich ganz leicht entscheiden, wenn man eine gleichwertige ,, Wenn-so“-Formu-
lierung benutzt: ,,Wenn zwei Winkel gleich groBsind, so sind sie Scheitelwinkel“. Dieser
Satz ist natiirlich falsch. Die Eigenschaft 4 ist also nur hinreichend, nicht notwendig
fiir die Eigenschaft B. Ob du wohl jetzt auch selbst begriinden kannst, warum Jiirgen
vorhin unrecht hatte, als ermeinte, 50 Mark seien fiir den Kauf des Fu3balls notwendig?
Uberleg dir auerdem noch selbst, warum die in (2c) angegebene Eigenschaft 4 (Teil-
barkeit einer Zahl durch 7) nicht auch hinreichend fiir die Eigenschaft B (Teilbarkeit
der Zahl durch 14) ist.
Aus den letzten Beispielen siecht man, daf} eine hinreichende Bedingung (Eigenschaft)
nicht notwendig, eine notwendige Bedingung nicht hinreickend sein muf}. Anschaulich
gesagt, verlangt cine hinreichende Bedingung oft etwas zu viel, eine notwendige da-
gegen oft etwas zu wenig. Ideal wire also eine Bedingung, die sowohl notwendig als
auch hinreichend ist. Ob es wohl solche ,,idealen® Bedingungen gibt? Betrachten wir
dazu ein Beispiel!
Den Inhalt des Satzes :
(3a) Wenn die Quersumme einer Zahl durch 3 teilbar ist,
80 ist die Zahl durch 3 teilbar
kann man auch auf die folgenden beiden Arten wiedergeben:
(3b) Die Teilbarkeit der Quersumme einer Zahl durch 3 ist eine hmrelchende Be-
dingung fiir die Teilbarkeit der Zahl durch 3.
(3c) Die Teilbarkeit einer Zahl durch 3 ist eine notwendige Bedingung fiir die Teil-
barkeit der Quersumme der Zahl durch 3.
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Nun ist aber auch (die Umkehrung des Satzes (3a)) richtig:

(42) Wenn eine Zahl durch 3 teilbarist, soist die Quersumme der Zahl durch 3 teilbar.

Dafiir kann man wiederum sagen:

(4b) Die Teilbarkeit einer Zahl durch 3 ist eine hinreichende Bedingung fiir die Teil-
barkeit der Quersumme der Zahl durch 3, oder:

(4¢) Die Teilbarkeit der Quersumme einer Zahl durch 3 ist eine notwendige Bedin-
gung fiir die Teilbarkeit der Zahl durch 3.

Vergleicht man nun (3b) und (4¢), so stellt man fest:

(5)  Die Teilbarkeit der Quersumme einer Zahl durch 3 ist eine sowohl notwendige
als auch hinreichende Bedingung fiir die Teilbarkeit der Zahl durch 3.

Vergleiche selbst auch noch (3¢) und (4b)! Vergleiche dann auch noch deine so gewon-

nene Feststellung mit dem Satz (5)!

Man sieht also, eine Bedingung kann manchmal sowohl notwendig als auch hinreichend

fiir eine bestimmte Eigenschaft sein. Willst du eine hinreichende Sicherheit in der

richtigen Verwendung von notwendsg und hinreichend erlangen, muBt du notwendiger-

weige viel iiben. Benutze dazu Sitze, die in deinem Lehrbuch stehen.

M. Rehm

Aufgaben

1. Entscheide, weclche der folgenden Aussagen
wahr sind:

1.1. Es ist notwendig und hinreichend, ein
10-P[-Stiick in cinen StaBwarenautomaten zu
werfen, um eine Rolle Drops zu erwerben.
1.2. Dafiir, daB ein Oberhemd knitterfrei ist,
ist hinreichend, daB es aus Dederon besteht.
1.3. Dafiir, daB Klaus in dieselbe Klasse wie
Jiirgen geht, ist hinreicliend, da8 beide den-
selben Mathematiklehrer haben.

1.4. Um in der DDR wihlen zu konnen, ist
notwendig und hinrcichend, daB man alter
als 18 Jahre ist.

1.5. Zum Fotografieren ist Sonnenschein not-
wendig.

2. 21 t Kartoffeln sind durch 3-t-LXW von
A-Dorf nach B-Stadt zu transportieren. Wie-
viel Fahrten sind dazu notwendig? Wieviel
Fahrten sind dazu hinreichend ? — Klaus und
Jirgen unterhalten sich dariiber. Es treten
folgende Aussagen auf:

2.1. Es sind dazu 7 LKW-Fahrten notwendig.
2.2. Es sind dazu 3 LKW-Fahrten notwendig.
2.3. Essind dazu 10 LKW-Fahrtennotwendig.
2.4. Essind dazu 7 LKW-Fahrten hinreichend.
2.5. Bs sind dazu 3LKW-Fahrten hinreichend.
2.6.Essinddazu 10LKW-Fahrten hinreichend.
Welche der Aussagen sind wahr?

Wie hiitte die Frage heiBen koénnen, damit als
einzige Antwort,,7 LKW-Fahrten ‘richtigist?
3. Sprich den Sachverhalt der nachfolgenden
Sitze mit Hilfe von notwendig bzw. hin-
reichend aus!

3.1. Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist
es auch gleichschenklig.

3.2. Wenn jeder Summand durch eine be-
stimmte Zahl teilbar ist, so ist auch die
Summe dieser Summanden durch diese Zahl
teilbar.

3.3. Wenn in ein und demselben Kreis awei
Zentriwinkel gleich groB sind, so sind auch
die zugehérigen Bogen gleich gro8.

3.4. Wenn in ein und demselben Kreis zwei
Bogen gleich groB sind, so sind auch die zu-
gehorigen Zentriwinkel gleich groB.

4. Gib den Sachverbalt nachfolgender Sitze
in einer ,,Wenn-so‘-Formulierung wieder!
4.1. Dafir, daB ein Parallelogramm cin
Quadrat ist, ist notwendig, daB ein Innen-
winkel des Parallelogramms 90° betréigt.

4.2. Dafiir, daB ein Parallelogramm ein
Rechteck ist, ist hinreichend, daB ein Innen-
winkel des Parallelogramms 90° betrigt.

4.3. Damit a2 — 36 == 0 (a rational) erfullt
werden kann, ist hinreichend, daB a ungerade
ist.

4.4. Die Kongruenz zweier Dreiecke ist hin-
reichend fiir ihre Ahnlichkeit.

5. Erginze die Textliicken durch notwendig
oder hinreichend oder notwendig und hin-
reichend so, daB eine wahre Aussage entsteht!
5.1. Damit a*> — 25 = 0 (@ rational) erfullt

werden kann, ist ........ ., daB g = 5 ist.
5.2. Damit das Quadrat einer gebrochenen
Zahl a kleiner ist als 4, ist .......... , daB
a < 2 ist.

5.3. Die Ahnlichkeit zweier Dreiecke ist
..... .. .. fir ihre Kongruenz.

5.4. Dafiir, dafl ein Viereck ein Quadrat ist,
ist ...l , daf alle Seiten die Lange 1
haben. M. Rehm

An unsere neuen Leser!
Durch die Deutsche Post (zusténdiges
Postamt) oder den Verlag Volk und Wis-
sen, 108 Berlin, LindenstraBe 54a, Abtlg.
Vertrieb, kénnennoch die Hefte 3/67,4/67,
5/67, 6/67 bezogen werden.

Redaktion alpha
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Darstellung einer Ebene
in zugeordneten Normalrissen

In Heft 6/1967 haben wir die Darstellung einer Geraden in zugeordneten Normalrissen
kennengelernt. Neben der Geraden spielt die Ebene als Konstruktionsélement eine
wichtige Rolle. Deshalb wollen wir uns nun mit der zeichnerischen Darstellung der
Ebene in zugeordneten Normalrissen vertraut machen,

Zuniéchst fragen wir nach der Mindestzahl von Punkten, die eine Ebene im Raum fest-
legen. Wie bereits in Heft 6 gezeigt wurde, kann man durch zwei voneinander ver-
schiedene Punkte eine und nur eine Gerade legen. Nimmt man nun auferhalb dieser
Geraden einen weiteren Punkt an, so 1408t sich durch diese Gerade eine und nur eine
Ebene legen, die auch den zusitzlich angenommenen Punkt enthilt.

Wir kénnen daher festhalten: Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkle des
Raumes st genau eine Ebene festgelegt. Diese Aussage 1386 sich an anschaulichen Bei-
spielen illustrieren. Stative fiic MeBgerite und Fotoapparate haben in der Regel drei
Beine, deren Spitzen eine Ebene, die Standebene, festlegen. Stiihle, Tische und Hocker
von spezieller Bauart weisen nur drei Beine auf und geben den Mobeln eine hinreichende
Standfestigkeit auf ebenem Fullboden.

Wir betrachten nun drei in zugeordneten Normalrissen vorgegebene Punkte 4, B und
C, die nicht in einer Geraden liegen sollen. Die Punkte 4, B und C legen also eine
Ebene (4BC) fest. Hierbei wollen wir fiinf wesentliche Fille der Lage von (4BC)
beziiglich der Bildebenen 7, und 7, herausarbeiten.

In Bild 1 ist der Umlaufsinn der Dreiecke 4'B’'C" und A" B"C" in beiden Rissen
positiv. Nun ist zu beachten, dafl eine Ebene stets zwei Seiten hat. Bei einer Ebene
allgemeiner Lage ist eine dieser Seiten dem Betrachter zugewendet (sichtbar) und die
andere ist abgewendet (nicht sichtbar). Da in Bild 1 Grund- und Aufriff des Dreiecks
ABC gleichen Umlanfsinn besitzen, ist auch in beiden Rissen dic gleiche Seite der
Ebene sichtbar. Man sagt, sie ist gleichwendzg.

In Bild 2 ist der Umlaufsinn des Dreiecks 4’ B'C’ positiv und der des Dreiecks 4’ B""C"’
negativ. Folglich sind in Grund- und Aufri} dem Betrachter die zwei verschiedenen
Seiten der Ebene zugewendet. Nimmt eine Ebene eine derartige Lage beziiglich der
Bildebenen ein, sagt man, sie ist wechselwendig.

In Bild 3 liegen 4’'B'C’ in einer Geraden, wihrend die Punkte 4" B"'(" ein Dreieck
bilden. Umlduft man in diesem Fall das Dreieck 4 BC in dem angegebenen Sinn, so
188t sich nur dem AufriB des Dreiecks die entsprechende Orientierung entnehmen, im
Grundril ist keine Entscheidung iiber den Umlaufsinn méoglich. Die Ebene ist also
weder wechselwendig noch gleichwendig. Da fiir den GrundriB nicht entscheidbar ist,
welche Seite der Ebene man sieht, steht die Ebene senkrecht auf der GrundriBebene ;.
Man sagt, die Ebene ist erstprojizierend.

In Bild 4 liegen 4" B'C"' in einer Geraden, wahrend 4'B’C’ ein Dreieck bilden. Auch
in diesem Fall ist die Ebene weder gleich- noch wechselwendig. Da der Umlaufsinn
eines in dieser Ebene liegenden Dreiecks im Aufrifl nicht erkennbar ist, steht die Ebene
offenbar senkrecht auf der AufriBtafel, sie ist zweitprojizierend.

Erstprojizierende oder zweitprojizierende Ebenen fiihrt man hiufig als Hilfsebenen bei
der Losung von Konstruktionsaufgaben, z. B. bei der Durchdringung ebenflichig be-
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grenzter Korper, ein. Auch als zusiitzliche Bildebenen (Seitenrisse) finden die proji-
zierenden Ebenen vielfach Verwendung. Liegen A’ B'C’ und 4" B"'C"’ in einer Geraden,
dann miissen auch 4, B und C selbst Punkte einer Geraden sein (vgl. Darstellung von
Punkt und Gerade in zugeordneten Normalrissen). Dieser Fall ist daher fiir unsere
Betrachtung ohne Bedeutung.

Es ist lediglich noch der Fall zu untersuchen, daB die Punkte 4’B'C' und 4" B"0"
auf einer gemeinsamen Ordnungslinie liegen (Bild 5). Dann steht die Ebene (4BC)
senkrecht auf beiden Bildebenen, sie ist erst- und zweitprojizierend. Ebenen dieser
Lage verwendet man bei Einfithrung von Kreuzrissen, was aber zunichst noch zuriick-
gestellt werden soll.

Wir stellen uns eine wichtige Grundaufgabe: In einer durch die Punkte 4, B und €
bestimmten Ebene liege ein Punkt P, von dem nur der Grundril P’ bekannt ist.
Bestimme den AufriB P von P (Bild 6)! Vor einer shnlichen Aufgabe steht etwa ein
Tischler, der an einem schadhaften Tisch ein viertes Bein wieder so anfiigen muB, da8
der Tisch auf einem ebenen Fuflboden nicht kippelt.

Zur Lisung dieser Aufgabe mit Bleistift, Zirkel und Lineal verbinden wir zunichst
A’ mit P’(Bild 7). Die Verbindungsgeraden (4 P) und (BC) liegen nach Voraussetzung
in der Ebene (4 BC). Sie schneiden sich daher auch im Raum in einem Punkt, den wir
mit D bezeichnen. Wir finden den Aufril D" von D, indem wir durch D’ die Ordnungs-
linie legen. Diese schneidet (B’C"’) in D'". Der Aufrif P” von P liegt nach unseren
Uberlegungen auf (4" D") und auf der Ordnungslinie durch P'. (Grund- und Aufri
eines Punktes liegen in Mongescher Lage.) Wir haben die Aufgabe somit durch Ein-
fithrung einer Hilfsgeraden gelost, die in der vorgegebenen Ebene (4BC) liegt. Das
hier beschriebene Verfahren bezeichnet man als ,, Angittern eines Punktes. Man wendet
das Verfahren z. B. an, wenn der Schnitt eines geraden Prismas mit einer Ebene zu
konstruieren ist. (Wie vereinfacht sich die Losung der gestellten Aufgabe, wenn die
Ebene (4 BC) zweitprojizierend ist?)

Bei den vorangehenden Untersuchungen sind wir davon ausgegangen, daf3 eine Ebene
durch drei nicht in einer Geraden liegenden Punkte eindeutig bestimmt ist. Es handelt
sich also nicht um eine Abbildung dieser Ebene, sondern nur um eine Darstellung der
Ebene durch drei ihrer Punkte. Legen wir nun durch zwei Punktepaare der drei vor-
gegebenen Punkte je eine Gerade, so erhalten wir ein sich im Raum schneidendes
Geradenpaar. Die Gesamtheit jener Geraden, die die Geraden des sich schneidenden
Paares trifft, spannt dann gleichfalls die Ebene (4BC) auf. Daher kann man auch
sagen: Eine Ebene ist durch ein Paar sich schneidender Geraden etndeutig bestimmd.

Von diesem Sachverhalt geht man aus, wenn man eine Ebene durch ihre ,.Spuren’
darstellt.

Es gelten die folgenden Definitionen:

Die Spuren einer Ebene ¢ sind die Schnittgeraden von ¢ mit den Bildebenen 7, und z,.
Die Schnittgerade von & mit 7, heiBt erste Spur. Sie wird mit e, bezeichnet.

Die Schnittgerade von e mit 7, heiBt zweite Spur. Sie wird mit e, bezeichnet.

Der Schnittpunkt von & mit der RiBachse 2, heifit Knotenpunkt. Er wird mit K be-
zeichnet.

K ist nach diesen Definitionen der Schnittpunkt der Geraden e, und e,. Liegt eine
Ebene in dieser Darstellung vor, lassen sich viele Aufgaben, wie z. B. das Bestimmen
der wahren Gestalt einer ebenen Figur, bequem lgsen. Hierbei ist vorallem zu beachten,
daB e, in der Bildebene 7; und ¢, in 7, liegen. Somit fallen der Aufril von ¢; und der
GrundriB von e, in die RiBachse. Dies wird in der Bezeichnung i. a. nicht beriicksichtigt,
sondern im stillen als bekannt vorausgesetzt (Bild 8).

Ist eine Ebene durch ihre Spuren vorgegeben, so kann man unmittelbar aus der
Zeichnung ablesen, ob die Ebene gleichwendig, wechselwendig, erstprojizierend oder
zweitprojizierend ist. Bild 9.
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Die Art der Darstellung einer Ebene durch ihre Spuren versagt jedoch fiir alle Ebenen,
die die RiBachse enthalten. Liegt eine Ebene parallel zur RiBachse, so sind auch die
Spuren dieser Ebene parallel zur RiBachse. Ebenen dieser Lage bezeichnet man als
Pultebenen. Hierbei ist zu bemerken, daf eine Ebene im Raum auch durch zwei zu-
einander parallele Geraden eindeutig bestimmt ist. Das Angittern eines Punktes P in
einer Ebene soll nun fiir den Fall durchgefiihrt werden, daB die Ebene durch ihre
Spuren vorgegeben ist. Bei der Konstruktion ist es vorteilhaft, mit den sogenannten ,
Spurparallelen za arbeiten.

In Bild 10 ist die Ebene & durch ihre Spuren e, und e, dargestellt. AuBerdem ist der
GrundriB P des in ¢ liegenden Punktes P bekannt. Gesucht ist der AufriB P’ von P.
Diese Aufgabe liBt sich im Prinzip mittels jeder beliebigen in ¢ liegenden Hilfsgeraden
durch P 1sen. Wir wollen P mit der zu ¢, parallelen Geraden %, angittern. Der Grund-
riB kb’ von &, schneidet die RiBachse in einem Punkt M,’. Dies ist der Grundrif des
zweiten Spurpunktes I, von A;. Der Aufrifl dieses zweiten Spurpunktes liegt auf e,
da &, in ¢ liegt. Die Ordnungslinie durch 3, schneidet also e, in M, = M,. Da h,
parallel ¢, ist, muB %, parallel zu e,”’, d. h. parallel zur RiBachse sein. Die Parallele
zur RiBachse durch A, schneidet die Ordnungslinie durch P’ in P".

Im vorliegenden Fall haben wir den Punkt P mit einer ersten Spurparallelen h; ange-
gittert. Vollig analog gestaltet sich das Angittern von P durch eine Parallele k, zur
zweiten Spur e,. Bild 11. Das hier abgeleitete Verfahren wollen wir zur Losung einer
einfachen Durchdringungsaufgabe anwenden.

Anwendung

Gegeben ist eine Ebene ¢ durch ihre Spuren ¢, und ¢, und ein auf 7, senkrecht stehendes
dreiseitiges Prisma durch die Kanten a, b, c. Gesucht ist der zwischen & und w, liegende
Abschnitt des Prismas (Bild 12).
Liosung: Bezeichnet man die DurchstoBpunkte der Prismenkanten @, b, ¢ durch ¢
bezichentlich mit 4, B, C, so gilt fiir die Grundrisse dieser Punkte o' = 4', b’ = B,
¢/ = C".Da 4, Bund Cin ¢ liegen, erhilt man ihre Aufrisse in bekannter Weise durch
Angittern mittels der ersten oder zweiten Hauptlinien. Verbindet man die Punkte 4",
B und C"" miteinander, ergibt sich der Aufrif des gesuchten Prismenabschnittes. Der
Grundrif} des gesuchten Korpers ist mit dem Dreieck 4’B'C’ identisch (Bild 13).

E. Schroder

Aufgaben

0 Ubertrage die in Bild 1 bis 4 dargestellten Ebenen ¢ = (4BC) auf ein Zeichenblatt
(DIN A 4) und suche die Spuren zu jeder der vier Ebenen auf!

Anleitung: Bestimme z. B. zunichst die ersten Spurpunkte von zwei Dreieckseiten.
Die Verbindungsgerade dieser Punkte ergibt die erste Spur e, und den Knotenpunkt X
von ¢. Ermittle anschlieBend den zweiten Spurpunkt von einer Dreieckseite und ver-
binde diesen mit K. Dies ergibt die zweite
Spur e,.

O Die durch ihre Spuren e, und ¢, vor-
gegebene Pultebene ¢ ist mit dem auf 7, o ¥ ¢
normalstehenden dreiseitigen Prisma zum
Schnitt zu bringen (vgl. Bild 14). Der

zwischen 7y und ¢ liegende Abschnitt des ¢
Prismas ist unter Beriicksichtigung der u.<7
1

&

Tubefees)

Sichtbarkeit darzustellen.

€
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Nichts Einfacheres als
ein Quadrat!

(trotzdem erst fiir Schiiler ab Klasse 8)

2. Teil

(3) Wie muB man eine Quadratseite vergré-
Bern, damit sich die Quadratdiagonale er-
gibt?

Schauen wir uns also die Seite s und die
Diagonale d eines Quadrats einmal etwas ge-
nauer an! (Figur 5)

Das schraffierte Dreieck ist doch rechtwinklig
(s. Aufgabe 1)1 Kennen wir nicht Sitze, die
in rechtwinkligen Dreiecken gelten?

Fig. 5

s

Aufgabe 11: Formuliere wenigstens drei Sitze,
die in rechiwinkligen Dreiecken gelten!

Aufgabe 12: Wer schon weiff, was die Um-
kehrung eines Satzes ist, formuliert die Um-
kehrungen der dre: Sétze aus Aufgabe 11. Sind
diese Umkehrungen wahr?
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' (a) Wir setzen fir d die MaBzahl 1,5 oder ;—

Ganz gewiB ist unter euren Sitzen der Satz
des Pythagoras vorgekommen: Im recht-
winkligen Dreieck ist das Quadrat Gber der
Hypotenuse flichengleich der Summe der
Quadrate iber den beiden Katheten. Figur 6
zeigt eine Veranschaulichung dieses Satzes
fiir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Drei-
eck.

Fig. 6

Merkt ihr etwas? Das ist doch genau unser
Problem, das uns nun schon so lange die Képfe
heiB macht! Das groBe Quadrat hat den
doppelten Flicheninhalt eines kleinen Qua-
drats. Das ist eine Bestitigung unserer auf an-
dere Weise gefundenen Erkenntnis, dafB8 die
Seite des neuen Quadrats die Diagonale des
alten Quadratssein muB. Ja, wie lang ist denn
aber diese Diagonale, wenn zum Beispiel
s=1cm ist? Wir wenden den Satz des
Pythagoras auf unser schraffiertes rechtwink-
liges Dreieck an und nehmen zusitzlich zur
Vercinfachung an, daB s die MafBzahl 1 hat:

2=+ st =124 12
@2=2

Wenn s die MaBzahl 1 hat, muBl d eine MaB-
zahl haben, deren Quadrat gleich 2 ist! Das
muB doch herauszukriegen sein:

ein und wollen sehen, ob eine wahre Aussage
entsteht:
(Bf-s 2
2 = 1
2,25 = 2; das ist eine falsche Aussage !



(b) Wir versuchen es mit 1,4, da 1,5 sich als
zu grof herausgestellt hat:

1,4 =2
1,96 = 2;

wieder entsteht eine falsche Aussage!

Diesmal war die eingesetzte Zahl etwas zu
klein.

(¢) Wir setzen fiir d die Zahl 1,45 ein:
1452 =2
2,1025 = 2; falsche Aussage!

Kommt ihr euch auch vor wie ein Mensch mit
verbundenen Augen, der mal links, mal rechts
mit dem Hammer neben den Nagel haut?
Vielleicht: haben einige von euch auch schon
ein dumpfes Gefiihl wie: bei solchen Multi-
plikationen wie 1,45 - 1,45 kann doch niemals
2 herauskommen! Schreiben wir das einmal
genau auf:

1,45- 1,45
145
580
725
2,1025

Seht euch die letzte Ziffer des Produkts, die 5,
genau an! Wie entsteht sie beim iiblichen
Verfahren der schriftlichen Multiplikation?
Zu ihr wird gerantiert keine andere Zahl
addiert! Sie kann also bei solchen Zahlen wie
1,45 gar nicht gleich Null werden, und das
miite sie ja, wenn das Produkt 2 werden
soll. Gibt es aber vielleicht andere natiirliche
Zahlen von 1 bis 9, deren Quadrat auf eine
Null endet? Nein! (Habt ihr nachgeprift?)

Fig. 7
Bereich der
natirlichen Zahlen

Bereich der

gebrochenen Zahlen

Ja, was denn nun? Sollte es gar keine Zahl
geben, deren Quadrat gleich 2 ist? Gewil
haben viele von euch die Gleichung d? = 2
aufgeldst” und gesagt: ,.d ist gleich }/2.*
Was ist denn ,,}/2? In der Zahlentafel stcht
V2 = 1414

Uberpriifen wir auch das! Ist ,,1,414° = 2
eine wahre Aussage? 1,414 ist gleich 1,999396,
aber nicht gleich 2. Jetzt erinnert ihr euch
auch, dafl euer Mathematiklehrer sagte, 1,414
wiire ein Néherungswert fiir /2. Was bedeutet
/2 denn aber genau? Welche Zahl hat die
2. Potenz 2?

Ihr kennt natirliche Zahlen 0,1,2,.. ., ge-
2
brochene Zahlen G g und rationale

7 13
Zahlen — 4, —g 0.4+ 7, + R Viel-

leicht wibt ihr, daB alle natiirlichen und ge-
brochenen Zahlen auch rationale Zahlen sind
und alle natiirlichen Zahlen auch gebrochene
Zahlen. Vielleicht kennt ihr die Zeichnung
im neuen Lehrbuch der 7. Klasse, Seite 30
(siche Figur 7). Also fragen wir wohl am
besten: Welche rationale Zahl hat die 2. Po-
tenz 2? Vorhin hatten wir die merkwiirdige,
dunkle Vermutung, da8 das mit dem Multi-
plizieren mit sich selbst nicht gut geht. So
viele Versuche, und nun scheint irgend ein
Haken an der Sache zu sein! Wir haben bis-
her keine rationale Zahl gefunden, die uns die
Seite eines Quadrates angibt, das den doppel-
ten Flicheninhalt des Einheitsquadrats hat
(wir hatten fir s zur Vereinfachung die
MaBzahl 1 gewihlt).

(Fortsetzung folgt in Heft 3/68.)

H. Wiesemann

Bereich der
rationalen Zahlen

,,Zur Rationalisierung der Planungs- und Leitungsprozesse und der geistigen
Arbeit gewinnt die elektronische Datenverarbeitung stindig an Bedeutung.
Die Einfithrung und Anwendung der Datenverarbeitung und der Aufbau des
Netzes der Rechenstationen muB mit grofer Sachkenntnis geleistet und ver-
breitet werden, um einen maximalen volkswirtschaftlichen Nutzeffekt zu er-

zielen.*

(Aus Materiatien des VII. Parteitages der SED)
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VII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade (20./21.1.1968)

1. Die Seiten eines Sechsecks, bei dem keine
Seite zu einer anderen parallel verliuft, wer-
den iiber die Eckpunkte hinaus verlingert.
‘Wieviel neue Schnittpunkte kénnen dabei
héchstens entstehen?

2. Beweise folgende Behauptung: Halbiert
man die beiden der Seite BC anliegenden
AuBenwinkel des Dreiecks A A BC und fiillt
vom Schnittpunkt M der Halbierenden auf
die Seiten des Dreiecks oder ihre Verlinge-
rungen di¢c Lote D, ME und MF, so gilt
MD=ME = MF.

3. Drei Angler fuhren zum Fischfang. Der
erste fing 3 Fische, der zweite 4 und der dritte
keinen. Die Fischer brieten alle 7 Fische, ver-
teilten sie gleichmiBig unter sich und frih-
stiickten. 'Zum SpaB gob der dritte Tischer
seinen beiden Kameraden 7 Pfennige, um die
von ihm verzehrten Fische zu ,.bezahlen‘.
Wie miBten die 7 Pfennige unter diesen Um-
stinden verteilt werden?

4. Gegeben sei die Gleichung

z. z 3
gtgtT=2— 4.

In dieser Gleichung soll der Summand 7 so
durch eine andere Zahl ersetzt werden, dafl
z = 11 die Gleichung erfallt. Wiec lautet diese
Zahl?

5. Gegeben seien zwei natitrliche Zahlen 2 und
m, die bei Division durch 5 beide den Rest
3 lassen. Beweise, daB das Produkt der beiden
Zahlen bei Division durch 5 den Rest 4 1a8t!
6. Auf den Verlingerungen der Sciten 4B,
BC und CA des Dreiecks A ABC werden
iiber die Punkte B bzw. C bzw. 4 hinaus
Strecken mit den Lingen BB’ = AB, CC’
= BC und AA’ = CA abgetragen. Es ist zu
beweisen, daB der Fliacheninhalt des Dreiecks
A A'B'CY siebenmal eo groB ist wie der
Flichepinhalt des Dreiecks A ABC'!

1. XKonpstruiere das, Dreieck A ABC aus
AB =5 cm, .dém Winkel < BAC mit der
GroBe.x:= T0° und der Bedingung, daB der
Schnittpunkt der drei Hohen des Dreiecks
die Hohe durch den Eckpunkt B halbiert!
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2. Unter der Quersumme eciner natiirlichen
Zahl versteht man die Summe threr Ziffern:
Z. B. hat 1967 die Quersumme

149+ 64 7= 23. Man ermittle die Sum-
me aller Quersummen der natiirlichen Zahlen
von 1 bis einschlieflich 1000 !

3. Es seien ¢ und b positive ganze Zahlen.
Gesucht sind alle ganzen Zahlen z, fir die
a—+z a .
b—ez= b ist.

4. Es sci a eine positive ganze Zahl.

. ad—a+1
Zeige, daB der Bruch @ Fa—1
durch 2 noch durch 3 gekiirzt werden kann!
5. Beweise: Zwei Eckpunkte eines beliebigen
Dreiecks A 4BC, sowie die FuBBpunkte der
durch diese Ecken gehenden Hohen bestim-
men ein Sehnenviereck, d. h., ein Viereck,
dessen Eckpunkte aul demselben Kreis liegen,
dessen Seiten also Sehnen dicses Kreises sind.
8. Gesucht ist eine zweistellige natiirliche
Zahl mit folgenden Eigenschaften:

a) Die Differenz ihrer Ziffern betrigt drei.
b) Vertauscht man ihre Ziffern, so ist die neue

Zahl vm neun kleiner als das Doppelte der

urspriinglichen Zahl.

weder

1. Es sind ohne Benutzung der Zahlentafel
alle vierstelligen Quadratzahlen zu ermitteln,
deren erste zwei und letzte zwei Grundzilfern
jeweils einander gleich sind!

2. Aufeinem (rechteckigen) Billardtisch4 BCD
befindet sich im Punkt P eine Kugel. Nach
welchem Punkte von 4B muB diese gestoBen
werden, damit sie erst der Reihe nach genau
je einmal an den Seiten 4 B, BC, CD und DA
des Tisches reflcktiert wird und dann genau
wieder im Punkt P eintrifft?

3. Man denke sich die natiirlichen Zahlen von
1 bis 100, aufsteigend der GroBe nach geord-

" net, angeschrieben. Die dabei insgesam¢ auf-

geschricbenen Ziffern denke man sich in un-
verinderter Reihenfolge zur Ziffernfolge der
hiermit erklirten Zahl

1234567891011121314 . . . 979899100

zusammengestellt. Aus ihr sollen genau 100
Ziffern so gestrichen werden, daB die rest-
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lichen Ziffern in gleicher Reihenfolge eine
mdoglichst groBe Zahl bilden. Wie lautet diese?
4. Man ermittle alle Tripel natirlicher Zahlen

N | 1 1 .
(e, b, ¢), fir die = + 3 + - = 1 gilt!

Zwei Tripel (a,, by, ¢;) und (a,, b,, ¢,) heiBen
dabei genau dann gleich, wenn a, = a,,
b, = b, und ¢, = c, ist.

5. Von einem Dreieck A ABC seien die
Seitenlingen a, b und ¢ bekannt. Berechnen
Sie die Linge s, der Seitenhalb. derSeite 4 B!
6. Man ermittle alle reellen Zahlen z, die die

2 1
—T1>73

erfiillen! Ty

Ungleichung -2;5‘1717 ——

1. Beweisen Sie folgende Aussage:
Die Winkelhalbierende je eines Innenwinkels
jedesDreiecksteilt die gegeniiberliegende Seite
in Abschnitte, von denen jeder kleiner ist als
die dem Innenwinkel anliegende Dreiecks-
seite durch einen Endpunkt des betreffenden
Abschnitts.
2 .Es ist zu beweisen, daB log, 8- log, ¢ =log,¢
ist, wenn a, b, ¢ positive reelle Zahlen sind
und @ % 1, b 3= 1 ist! (Sogenannte Ketten-
regel fur Logarithmen.)
3. Ingelore sagt zu ihrer Schwester Monika:
,»Wir haben gestern im Mathematikunter-
richt Berechnungen an einer quadratischen
Pyramide durchgefithrt und dabei far das
Volumen und den Oberflicheninhalt gleiche
Mafzahlen erhalten. Ich weifl zwar noch, daB
alle Mafzahlen natiirliche Zahlen waren. kann
mich aber nicht mehr daran erinnern, wie sie
lauteten. ,,Welche Mafzahlen meintest du,
als du alle Mapzahlen sagtest? ,Ich meinte
die MaBzahlen der Scitenlinge der Grund-
flsche, der Héhe, des Volumens und des
Oberflacheninhalts der Pyramide. ,,Waren
diese Stiicke mit zusammenpassenden MaB-
einheiten versehen, waren also z. B. die Lin-
gen in cm, der Oberflicheninhalt in em? und
das Volumen in cm® angegeben?* ,,Ja, so
war es.” Aus diesen Angaben kann Monika
die Aufgabe rekonstruieren. Wie kanpn das
geschehen?
4. Gesucht sind alle dicjenigen Tripel natiir-
licher Zahlena; (¢ = 1, 2, 3), diedie Gleichung
*) |/2‘7'12—"2“z2 =ay
erfitllen und fiir die auBerdem 1 < a; < F0gilt.
5. Fiir welches reelle ¢ nimmt die Summe der
Quadrate der Losungen der Gleichung
2% -+ ez 4+ a— 2 = O ihren kleinsten Wert an?
6. ) Konstruieren Sie ein Dreieck aus k, — b
=3cem;b—c=35cmundae = 8cm! Da-
bei ist A, die Linge der zur Seite AB ge-
horenden Héhe, by, die Lénge der zur Seite AC

gehdrenden Hohe und e die Linge der
Seite BC, b die der Seite AC und ¢ die der
Seite 4 B.
b) Beschreiben und diskutieren Sie die Kon-
struktion!

1. Drei gleichgroBe Holzkugeln mit einem
Radius der Liinge r, die sich paarweise be-
rihren, liegen auf einer ebenen Tischplatte.
Wie grof ist der Radius einer vierten Kugel,
die alle drei Kupgeln und die Tischplatte
gleichzeitig berihrt?

2. Es ist das Produkt

sin 5° - sin 15° - sin 25° . sin 35° . sin 45°
- sin 55° - sin 65° - sin 75° - sin 85° in'¢inen
Ausdruck umzuformen, der aus natirlichen
Zahlen lediglich durch Anwendung der
Rechenoperationen des Addierens, Subtra-
hierens, Multipliziercns, Dividierens sowie
des Radizierens mit natirlichen Wurzel-
exponenten gebildet werden kann.

(Beispie] dafiir: &in 30° - 5in 60° = % . V§.)

3. Wie lauten (in dekadischer Darstellung)
die letzten beiden Ziflern der Zahl
7

77
7 17

7—17 7
4. Es sei y = f () eine {iir alle positiven re-
ellen Zahlen z definierte Funktion, die fiir alle
z folgende Gleichungen erfillt:

fl+D)=(@+1)-f@=) ().
AuBerdem sei ¥y =g () eine ebenfalls fiir
alle positjven recllen z definierte Funktion.
Fiir alle x sei f (x) von O verschieden.
Beweisen Sie: Die Funktion ¢ (z) = f ()
. g () erfiillt genau dann fiir alle positiven
reellen x die Gleichung

e+l)=(z+1) ¢(a)
wenn ¢ () = g (z - 1) ist.
5. In einer Weberei wird Garn von genau
sechs verschiedenen Farben zu Stoflen von
je genau zwei verschiedenen Farben ver-
arbeitet. Jeds Farbe kommt in mindestens
drei verschiedenen Stoffsorter vor. (Dabei
gelten zwei Stoffsorten dann und nur dann
als gleich, wenn in ihnen dieselben zwei Far-
ben auftreten.) Beweisen Sie, da man drei
verschiedene Stof(sorten derart finden kann,
daB in ihnen sechs Farben auftrctent!
6. Beweisen Sie, daB es stets méglich ist, von
6 Punkten einer Ebene, wobei keine 3 Punkte
kollinear (d. h.. auf derselben Geraden ge-
legen) seien, 3 Punkte derart auszuwihlen,
daB diese die Ecken eines Dreiecks bilden,
das einen stumpfen Winkel von mindestens
120° enthalt!

@)

45

npiz



0 =

Eine Aufgabe von

Prof. Dr. habil. Giinter Asser

Direktor der Abteilung Mathematische Kybernetik
an der Sektion Mathematik
Ernst-Moritz- Arndl-Unsversitit Greifswald

195 Fiir die Auszeichnung der 1. und 2. Plitze einer Mathematikolympiade stehen
insgesamt M Mark zur Verfiigung. Es ist festgelegt, daB ein Gewinner eines 2. Platzes
ein Drittel dessen erhalten soll, was er erhalten hitte, wenn er einen 1. Platz erreicht
hitte. Wie sind die M Mark aufzuteilen, wenn es ¢ Gewinner eines 1. Platzes und b
‘Gewinner eines 2. Platzes gibt?

a) Wie groB ist die Auszahlung an die Gewinner des1. ind des 2. Platzes, wenn
M = 226,80, a—4undb—3lst2

b) Stelle eine allgemeine Formel fiir die Auszahlungen & (@, b) und g (a, b) an die Ge-
winner des 1. und 2. Platzes auf!

¢) Versuche die Uberlegungen auf den Fall auszudehnen, dafl die // Mark fiir die Aus-
zeichnung der 1., 2, und 3. Plitze vorgesehen sind und zusétzlich festgelegt ist, daf
ein Gewinner eines 3. Platzes ein Drittel dessen erhalten soll, was er erhalten hitte,
wenn er einen 2. Platz erreicht hitte! (Wie grof sind in diesem Fall die Auszahlungen
«(a, b, ¢), B (a,b,c) und y (a, b, ¢) an die Gewinner des 1. bis 3. Platzes, wenn a, b, ¢
die Anzahl der Gewinner eines 1., 2. bzw. 3. Platzes bezeichnet?)

Hinweis: Hitte bei @ Gewinnern eines 1. Platzes einer der b Gewinner eines 2. Platzes
einen 1. Platz erreicht, so hitte es a + 1 Gewinner eines 1. Platzes und nur b —1
Gewinner eines 2. Platzes gegeben!

Dieim Jahre 1456 gegriindete alma mater = 7%
Gryphiswaldensis, die heute den ehren-
vollen Namen des Greifswalder Geschichts-
professors Ernst Moritz Arndt trigt, ge-
hort zu den &ltesten Universititen in
Deutschland. Dem Mut und der Beson-
nenheitdes chemaligen GreifswalderStadt-
kommandanten Rudolf Petershagen (,, Ge-
wissen in Aufruhr®) ist es zu verdanken,
daB 1945 die Stadt und damit auch die
Universitit nicht der sinnlosen Zersti-
rung zum Opfer fiel. In den kommenden :
Jahren wird Greifswald einer der Schwerpunkte des industriellen Aufbaus in unserer
Republik sein. Bereits in diesem Jahr beginnt der VEB Schiffselektronik in einem
hochmodernen Werk mit der Produktion von hydroakustischen Geriten fiir den Fisch-
fang. In unmittelbarer Nihe von Greifswald wird mit dem Bau eines der groBten
Kernkraftwerke der Welt begonnen.

An der Universitit wird insbesondere die Sektion Mathematik erheblich erweitert. Es
werden dort (in den kommenden Jahren in bedeutend steigender Anzahl) Diplom-
Mathematiker der Spezialrichtungen Analysis und Mathematische Kybernetik (5jihriges
Studium) und Lehrer der Fachkombination Mathematik/Geographie (4jihriges Stu-
dium) ausgebildet.
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aIFhﬂ-Wettbewerb
1967

Das sind sie, die 5101 Losungen, die im Laufe
des Jahres 1967 an die Redaktion eingesandt
wurden. Sie zeigen grofen FleiB und Aus-
dauer. Die Besten (Preistrager) konnten wir
mit Biichern, die der Verlag Volk und Wissen
sowie der Verlag B. G. Teubner zur Ver-
figung stellten, auszeichnen. Die Namen wei-
terer fleiBiger Wettbewerbsteilnehmer ver-
sffentlichen wir ebenfalls (in der Reihenfolge
ihrer gezeigten Leistungen). Die Jury teilt in
Auswertung der Korrekturen mit: Wer 1968
fir die Losungen der Aufgaben seiner Klassen-
stufe mindestens 7 Karten mit dem Priidikat
qut bzw. vorbildlich gelést von der Redaktion
crhilt und dicse zwischen dem 15. und 31. 1.
196 einsendet, bekommt eine Anerkennungs-
url:unde. Die Besten werden wiederum pri-
miiert bzw. ihre Namen verdffentlicht. (Na-
tiirlich freuen wir uns auch iiber die Ein-
sendung von Losungen aus héheren Klassen-
stufen; siche Ausschreibung Heft 1/68).
Nachdem sich unser Wettbewerb eingespielt
hat. werden wir bei der Bewertung der Ls-

sungen besonders auf Vollstindigkeit und
Ubersichtlichkeit der Losungswege bzw. Be-
weise, ebenso auch auf die Sauberkeit in der
Ausfithrung achten. Aus technischen Grén-
den kénnen Kkorrigierte Losungen nicht zu-
riickgesandt werden. Wir empfehlen daher
das Anlegen von Durchschligen. Aus Platz-
griinden erscheinen unsere Losungen oft in
Kurzform und sind deshalb nicht immer
Richtlinie fir Einsendungen unserer Leser.
Die Jury wiinscht allen alpha-Lesern fiir den
Wettbewerb 1968 viel Freude und Erfolg.

Leserstimmens

Helga Riiklicke, Brandenburg:

... Ich méchte auch weiterhin fleiBig mit-
arbeiten, weil mir alpha fiir den Unterricht
sehr geholfen hat ... Meine Eltern rechnen
auch gern die Wettbewerbsaufgaben mit. Be-
sonders viel SpaB und Freude bringt uns
»alpha-heiter. Es fangt bei der Oma an (die
Freude) und endet bei unserem 7jshrigen
Welfi. ..

Ehrenfried Zschech, Bautzen (Klasse 6):

.. Mir gefillt alpha sehr gut. Bei den Knobel-
aufgaben lerne ich sehr viel, da bei den
Losungen der Losungsweg mit enthalten ist.
Mir hat alpka auch schon sehr viel geholfen,
denn ich belegte im Kreisausscheid der
Mathematikolympiade den 1. Platz . ..
Monika Bartels, Schwerin:

... Das Lisen der Aufgaben macht mir viel
Freude, und ich werde mich auch in diesem
Jahr wieder am alpha-Wettbewerb beteiligen.

Margit Grafnick, Pastow, Kr. Rostock (K1.6):
.. ..Mir hat das Ldsen dieser Aufgaben viel
Freude bereitet. Im Mathematikzirkel unse-
rer Schule benutzten wir Aufgaben aus alpha
zur Ubung . . .

Lotti Suchert (Lehrerin), Gottleuba:

... Ich leite einen Mathematikzirkel fir
Schiler der 6. Klasse. Alle Zirkelteilnehmer
méchten auch Teilnehmer am alpha-Wett-
bewerb 1968 werden . . .

Juita Kratzsch, Zeitz (Klasse 8):

(im Auftrage von 13 Mitgliedern des Mathe-
matikzirkels, KI. 8 bis 10)

. . . Wir alle sind Leser von alpha. Wir treffen
uns jede Woche, um die Satzgruppe des
Pythagoras zu erforschen. Gleichzeitig spre-
chen wir iiber Themen aus alpha und lésen
einige Aufgaben ... Wir haben an unserer
Schule 33 neue Leser fiir alpha geworben. Da-
durch gelang es uns, noch mehr Schiler far
die Mathematik zu gewinnen . . .
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Wer loste mit?
HII]IIEI-Wettbewerb

Preistriger '

Klassenstufe 5/6: Pawel Kroger, 7031 Leipzig, Bamberger Str. 24a — Ehrenfried
Zscbech, 86 Bautzen, W.-Fiebiger-Str. 42 — Frank Ihlenburg, 22 Greifswald, Goethe-
str. 10 — Ulf Briistel, 7401 Ziegelheim (Kr. Altenburg) — Udo Winkler, 829 Kamenz,
Geschw.-Scholl-Str. 25.

Klassenstufe 6/7: Jorg Lehnert, 2034 Tutow — Gernot Spiewok, 22 Greifswald,
Grimmerstr. 69 — Birbel Schulz, 75 Cottbus, Finsterwalder Str. 1 — Hans-Herbert
Luchtmann, 2405 Neukloster — Lutz Ranke, 59 Eisenach, Wernickstr. 6.
Klassenstufe 7/8: Jiirgen Schefter, 795 Bad Liebenwerda, E.-Thalmann-Pl. 5 —
Harald Englisch, 7022 Leipzig, Otto-Nuschke-Str. 40 — Steffen Kossert 1136 Berlin-
Friedrichsfelde, Friedenhorster Str. 7 — Frank Tiubner, 745 Calau — Claudia Asser,
22 Greifswald, L.-Jahn-Str. 6 — Petra WuBling, 7022 Leipzig, Braunschweiger Str. 39.
Klassenstufe 8/9: Arnulf Mésbius, 7124 Holzhausen bei Leipzig — Bernd Oldenburger,
7261 Merkwitz (Kr. Oschatz) — Reinhard Wobst, 806 Dresden, Bautzener Str. 71 —
Steffi Lorenz, 703 Leipzig, Am Bogen 36 — Uwe-Peter Sandberg, 28 Ludwigslust,
Schweriner Str. 47 — Bernd Nikutowski, 2032 Jarmen.

Klassenstufe 9/10: Ludwig Paditz, 826 Lommatzsch, Kornstr. 4 — Peter Oswald,
8027 Dresden, F.-C.-WeiBkopfstr. 73 -— Martin Horatschek, 402 Halle, Goethestr. 3¢ —
Eberhard Paschkowski, 48 Naumburg/Saale, Karl-Marx-Str. 10 — Detlef Schulz,
211 Torgelow — Jiirgen Hopfe, 42 Merseburg, Siegfriedstr. 1b.

Folgende Schulen nahmen im Rahmen ihrer auBlerunterrichtlichen Tétigkeit am alpha-
Wettbewerb teil: OS Bergwitz (Krs. Bitterfeld) — John-Brinkmann-OS Goldberg
(Krs. Liibz) — OS Parkentin (Krs. Bad Doberan) — OS Ebersbrunn (Bez. Karl-Marx-
Stadt) — OS Heinrich Schiemann, Neubukow (Krs. Bad Doberan) — O8 Riidnitz (Krs.
Bernau) — OS Zeitz (Bergsiedlung) — OS Steinbach-Hallenberg (Krs. Schmalkalden)
— O8 Berlin-Pankow — OS Kiithe-Kollwitz, Schénebeck /Elbe — OS Georg-Schumann
Mokrehna (Krs. Eilenburg) — OS Andershof (Krs. Stralsund) — OS Tutow (Krs.
Demmin) — Ernst-Moritz-Arndt-OS Greifswald — OS Brodersdorf (Krs. Rostock) —
08 Gottleuba (Krs. Pirna) — OS Meiningen — OS Alt-Téplitz (Bez. Potsdam) —
Ernst-Thilmann-08 Karl-Marx-Stadt — OS Culitzsch (Krs. Zwickau-Land).

Vorbildliche Leistungen

Klassenstufe 5/6: Claus-Detlev Bauermeister, 8019 Dresden — Sabine Anders, 75 Coti-
bus — Rolf Bollmann, 5505 Ilfeld — Christoph Scheurer, 9611 Glauchau-Gesau —
Stephan Poller, 9533 Wilkau-HaBlau — Bernd Singer, 99 Plauen — Beate Werner,
9906 Syrau — Jiirgen Schulze, 793 Herzberg — Gerd Petzold, 9501 Cunersdorf —
Hendrik Ladwesen, 63 Ilmenau — Regina Miiller, 8027 Dresden — Angelika Jagusch,
1281 Riidnitz — Reinhold Miiller, 9151 Pfaffenhain — Bernd Winkelmann, 1405 Glie-
nicke — Gerald Bach, 90 Karl-Marx-Stadt — Holger Weiligerber, 36 Halberstadt —
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Uwe Lewandowski, 705 Leipzig — Kerstin Bachmann, 402 Halle — Wolfgang Cott,
5705 Menteroda — Eberhard Manske, 6088 Steinbach-Hallenberg — Thomas Forster,
23 Stralsund — Doris Rothe, 4332 Sandersleben — Margit GraBnick, 2651 Pastow —
Sarina Lietz, 1281 Riidnitz — Hans-Joachim Wolf, 89 Gérlitz — Lutz Bernsdorf,
2862 Goldberg — Monika Schone, 1281 Riidnitz.

Klassenstufe 6/7: Tilo Stockert, 99 Plauen — Steffen Oswald, 8027 Dresden — Karin
Kriiger, 463 RoBlau — Renate Schulze, 793 Herzberg — Klaus-Jiirgen Kreul, 88 Zit-
tau — Jérg Polzehl, 1157 Berlin-Karlshorst — Antje-Christine Keller, 23 Stralsund —
Reinhard Liesigk, 44 Bitterfeld — Tilo Kempa, 8361 Ottendorf — Beate Weise,
48 Naumburg — Carmen Hauptmann, 8245 Glashiitte — Ingolf Kunath, 825 Meiffen —
Manfred Riemer, 9306 Elterlein — Jiirgen Zabel, 57 Mijhlhausen — Iris Zollner,
1211 Lebus — Erika Heuer, 2301 Neuliidershagen — Andreas HeB, 794 Jessen —
Jiirgen Niendorf, 7913 Schweinitz — Uwe Schrider, 2806 Conow — Helma Erfuth,
4321 Freckleben — Marina Schulz, 89 Gorlitz — Stefan Katzmann, 925 Mittweida —
Elke Wiemann, 8245 Glashiitte — Gisela Engel, 25 Rostock — Annerose Lehmann,
7027 Leipzig — Lutz Hameister, 3271 Méser — Joachim Selle, 5401 GroBfurra —
Gabriele Winter, 5401 GroBfurra — Wollgang Fiedler, 57 Miihlhausen — Erwin Grund,
1824 Niemegk — Ingo Runge, 5401 GroBfurra — Eveline Giinther, 1631 Dabendorf —
Monika Heiner, 90 Karl-Marx-Stadt.

Klassenstufe 7/8: Felicitas Bartusch, 79 Falkenberg — Jiirgen Reichard, 301 Magde-
burg — Rainer Staudte, 9501 Culitzsch — Manfred Schreiter, 7254 Machern — Bernd
Hofmann, 8808 Niederoderwitz — Josef Kaufhold, 5601 Silberhausen — Franziska
Steinke, 111 Berlin — Frank Kretzschmar, 7043 Leipzig — Peter Hoffmann, 4308
Thale — Renate Reckziegel, 5808 Tabarz — Petra Schonwilder, 703 Leipzig — Regina
Oberwinter, 1503 Potsdam-Bornstedt — Roswitha Thommes, 3602 Badersleben —
Christiane Stelter, 2551 Liisewitzer Krug (Kr. Rostock ) — Renate Siegert, 9372 Wol-
kenstein — Gerhard Hoborn, 2861 Wendisch Priborn (Kr. Liibz) — Jutta Geifiler,
829 Kamenz — Wolfgang Riedel, 90 Karl-Marx-Stadt — Renate Zimmermann,
8036 Dresden — Dietmar Lein, 521 Arnstadt — Ullrich Galle, 962 Werdau — Wollgang
Zahn, 532 Appolda — Norbert Képpe, 1801 Glienecke — Rautgundis Queisler,
8808 Niederoderwitz — Ursula Gebauer, 6404 Rauenstein — Sabine Kinzel, 7024 Leip-
zig — Christa Kirsten, 8301 Liebstadt — Arnold Jahnke, 9275 Lichtenstein —Wolfgang
Puhlmann, 1824 Niemegk — Frank-Uwe Simon, 801 Dresden — Wolfgang Keller,
923 Brand-Erbisdorf — Stephan Giinther, 705 Leipzig.

Klassenstufe 8/9: Gudrun Bohn, 7022 Leipzig — Beate Taubner, 754 Calau — Jiirgen
Marx, 728 Eilenburg — Ralf Stephan, 809 Dresden — Karl-Heinz Breitmoser, 20 Neu-
brandenburg — Evelyn Bach, 90 Karl-Marx-Stadt — Dietmar Tanzer, 7202 Bohlen —
Karl-Heinz Miiller, 9501 Weillbach — Karin Nowatzki, 1631 Klausdorf (Kr, Zossen) —
Annemarnie Potzsch, 7901 Battin (Kr. Jessen) — Jiirgen Leyh, 5906 Ruhla — Wolf-
gang Haase, 1711 Lynow (Kr. Luckenwalde) — Klaus-Dieter Lochotzke, 15 Potsdam
— Hans-Jiirgen Grundmann, 6508 Weida — Volker Schwandt, 5701 Seebach —
Dietmar Wegner, 3601 Dardesheim — Gerd Morgner, 9701 Werda (Kr. Auerbach) —
Uwe TreB, 703 Leipzig — Regina Senst, 1823 Gorzke — Ulf Weigend, 6503 Gera-
Langenberg — Ralf-Dieter Doleschal, 89 Gorlitz.

Klassenstufe 9/10: Andreas Swoboda, 9101 Herrenhaide— Wolfgang Weise, 9112 Burg-
stidt — Ulrike Schmidt, 8027 Dresden — Friedhard Bauer, 6405 Schallkkau — Reinhard
Scheller, 328 Genthin — Wolfgang Gallinat, 1502 Babelsberg — Helga Persdorf,
729 Torgau — Karl Paul, 1544 Elstal — Manfred Wunderlich, 992 Oelsnitz — Gerd
Philipp, 8504 Grofibartau — Christoph ClauB, 9163 Gornsdorf — Waltraud Kiihne,
701 Leipzig — Christian Philipp, 8506 Ohorn — Thomas Schindler, 75 Cottbus —
Jiirgen Klix, 1546 Staaken — Andreas Wichmann, 4011 Halle — Gudrun Zschocke,
9112 Burgstddt — Cornelia Burkholdt, 88 Zittau — Matthias Schulz, 8020 Dresden —
Wolfgang Kernchen, 402 Halle — Klaus Kerkow, 1546 Staaken.
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alpha-Wettbewerb 1967 - Statistik

1. Einsendung von Losungen (gegliedert nach Aufgaben und Schuljahren):

Klassenstufe 5 | Klassenstufe 6 | Kl

~
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&
©
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Aufgabe
Midchen
gesamt ,
Aufgabe
Jungen
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20
ojoe7 o
0|e8 7

PN S
©

"

©

o o r o
=
>

ER IR

108
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70 139

74 225
16 69

109 151
115 53

55 147
3 32

111 56 64
117 9 0 9

®

54

78
55

135
136

3¢
32

30 64
25 57

63
85

50 118

ag 42 107 39

42 113

1562 45
153 47

31 76
24 71

26 95
78 32110

164 49 7 656

94 165 116 40 156

ges. 631 485 1010) 595 409 1094

526 405 931

585 304 889 462 172 634 445 92 537

2. Beteiligung (eingesandte Losungen, gegliedert nach Bezirken):

Berlin ............ 141 | Schwerin ..
Frankfurt ......... 137 | Magdeburg .
Potsdam .......... 331 | Halle......
Neubrandenburg ... 159 | Exfurt .....
Rostock. .......... 621 | Subl

ceeee.. 227 ) Gera .............
e 177 | Leipzig ..
...... 370 | Cottbus
...... 358 | Dresden
232 | Karl-Marx-Stadt ... 655

3. Beteiligung (eingesandte Losungen, gegliedert nach Schuljahren):

Klassenstufe Jungen Midchen gesamt

3 531 485 1016
6 595 499 1094
7 526 405 931
8 585 304 889
9 462 172 634
10 445 92 537
zusammen 3144 1957 5101

Von den 5101 eingesandten Losungen wurden
nur 386 als falsch bewertet.

50

An die Redaktion wurden zwischen dem 16.
und 31. 1. 1968 zur Bewertung 521 Briefe ein-
gesandt. Sie enthielten 3383 Karten. Im
Durchschnitt enthielten die Briefe aus Klas-
senstufe 5/6 6,5 Karten, aus Kl. 6/7 6,7 Kar-

' ten, aus Klasse 7/8 7,6 Karten, aus KI. 8/9

6,8 Karten und aus Kl. 9/10 4,4 Karten.
Der beste Schiiler in Klassenstufe 5/6 legte
51 Karten, in Kl. 6/7 21 Karten, in K. 7/8
38 Karten, in KIl. 8/9 28 Karten und in Kl
9/10 17 Karten vor. Die genannten Schiiler
losten neben Aufgaben ihrer Klassenstufe
die hoherer Klassenstufen.



Berufsbild

Chemieanlagenbauer
mit und ohne Abitur

Inhalt und Umf:

g des Arbeitsgebi

(3

Herstellen und Bearbeiten von Einzelteilen
aus metallischen Werkstoffen und Zusammen-
fagen der gefertigten Bauelemente zur chemi-
schen Anlage; Bedienen und Warten von
Druckluft- und elektrisch getriebenen Werk-
zeugen; Anfertigen von Behiltern aller Art.
Rohren und Rohrleitungssystemen sowie aller
Aggregate fiir Industricanlagen; Durch{iihren
von Dichtigkeitsproben; Lesen von Kessel-
bauzeichnungen und Montagezeichnungen;
Ausfiihrung von SchweiB- und Brennschnei-
dearbeiten; AnreiBen von Werkstattzeich-

Pat hafi icoh

VEB MAG und 1. Oberschule Grimms

Viele Abginger der 1. OS Grimma nchmen
nach erfolgter AbschluBprifung eine Lehre
als Chemieanlagenbauer, Betriebsschlosser,
Dreher, Lichtbogenschweificr, Maschinenbau-
zeichner oder Stenotypistin in dem VEB
Maschinen- und Apparatebau Grimma auf.
Verschiedene Jahrginge haben im Klassen-
verband eine berufliche Grundausbildung
Chemieanlagenbau erfahren, Fir alle Schiiler
der Schule erfolgt der Unterrichtstag in der

nungen; Bedienung und Wartung von Bohr-
maschinen aller Art, Schneidbrennern, E- und
A-SchweiBanlagen, Abkantbanken, Walzen,
MeB- und Kontrollgeriten; Verarbeitung von
Plasten. Der Chemieanlagenbauer stellt her
und montiert Ausriistungen fiir die chemische
Industrie und artverwandte Industriezweige.
Dazu gehéren komplette Anlagen zur Ge-
winnung und Verarbeitung von anorgani-
schen und organischen Stoffen. Auch Einzel-
ausriistungen wie Destillationskolonnen, Re-
aktionsgefiBe, Hochdruckapparate, Zentri-
fugen werden vom Facharbeiter gefertigt und
sachgemiB aufgestellt.

Vorausselzungen zum Erlernen des Berufes
Gesunder, kraftiger Korperbau. Widerstands-
fihigkeit gegeniiber Witterungseinfliissen und
Temperaturschwankungen, Schwindelfreiheit
und gute Sehschirfe; gute Leistungen in den
mathem.-naturwissenschaftlichen Fichern.

Maoglichkeilen der

Spezialisierung und Qualifizierung

Die umfassende Ausbildung wihrend der
Lehrzeit ermdglicht den Einsatz in allen Be-
trichen des chemischen Apparatebaus. Nach
Bewiihrung in der Produktion ist die Qualifi-
zierung zum Meister, Ingenieur und Diplom-
ingenieur mdglich, weiterhin zum Auslands-
monteur (Meisterqualifikation mit Sprach-
kenntnissen), Montageleiter (Ingenieurquali-
fikation mit Sprachkenntnissen), Chefmon-
teur {Diplomingenieur m.Sprachkenntnissen).

sozialistischen Produktion im VEB MAG.
Unser Patenbetrieb ist Hauptauftragnehmer
fir den Bau kompletter Chemieznlagen far
das In- und Ausland. Neben Anlagen fir
unsere modernen Chemiebetriebe, z. B, Erd-
olverarbeitungswerk Schwedt, gehen Erzeug-
nisse in viele Linder des Erdballs. Trst vor
kurzem fanden die Reiscxtraktionsanlagen.
die in Burma installiert wurden, den Beifall
der Fachwelt.

Die Berufsausbildung im VEB MAG fordert.
besonders gute Kenntnisse in den Fiichern
Mathematik, Physik und Chemie. In Mathe-
matik erwarten die Ausbilder neben guten
Grundkenntnissen besonders in der Glei-
chungslehre, der Trigonometrie und der
Stereometrie sehr gute Leistungen. Um den
interessierten Schitlern einen Einblick in die
sic spiiter auf mathematischem Gebiet zu er-
wartenden Anforderungen zu geben, hat un-
ser Patenbetricb in vorbildlicher Weise in
einer Broschiire iiber Entwicklung, Aufgaben.
Berufsbilder des Betriebes herausgegeben und
eine umfassende Aufgabensammlung aus ihrer
betrieblichen Praxis angefiigt. Sie entstand
in Zusammenarbeit zwischen dem Fachzirkel
der Mathematiklehrer unserer Schule und Mit-
arbeitern des Betriebes. Fiir die Leser von
alpha wurde eine Auswahl dieser Aufgaben
(von insgesamt 48) zusammengestellt,. Wir
wiirden uns freuen, entsprechende Aufgaben-
sammlungen aus anderen Berufszweigen zu
unserer Information zu erhalten.

J. Poniseh, Steilv. Direktor der 1. 0S, 724 Grimma
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* Rohdldestillationsanlage im
Erdélverarbeitungswerk
Schwedt

Jungerbeiter an der Dreh-
maschine

Hinweis: Die zweite Wett-
bewerbsaufgabe des alpha-
Wettbewerbs befindet sich

Aufgaben

208 Wenn man die MaBzahlen der Aus-
tauschflichen zweier Xondensatoren Aund B
miteinander mult.lphz\ert, so ergibt das 12.
Wieviel Quadrat Aust hfliche be-
sitzt jeder der beiden Kondensatoren, wenn
- der Kondensator B eine um 4 m? groBere
Austausch.f liche als der Kondensator A hat?

209 Tn"einer GieBerei fertigen zwei Giefler
zusammen 280 GuBstiicke. Der erste GieBer
stellt 50 Stiick mehr her als der zweite. Wie-
viel Stiicke gieBt jeder? ~v:

‘W(5)210 Eine Werkstatt ist in einem Raum:

mit den lichten Abmessungen von 11 m Breite
und 36 m Linge untergebracht. In dieser
‘Werkstatt stehen 6 Maschinen. Die Maschi-
nen und die sije bediencnden Arbeiter be-
ndtigen zusammen jeweils folgenden Platz:

Maschine I 15 m?2,
Maschine 2 5 m2,
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auf den Seiten 54/55.
Maschine 3 18 m?,
Maschine 4 60 m2,
Maschine 5 18 m?,
Maschine 6 50 m2,

Der Platz fiir die Lagerung und Bereitstellung
der Werkstiicke an den Maschinen betrigt:

Maschine 1 14 m?,

Maschine 2 6 m2,;

Maschine 3 15 m?, .

Maschine 4 21 m?,

Maschine 5 13 m?2,

Maschine 6 17 m2..
Die restliche Fliche wird fiir Transportwege
benétigt.

a) Wieviel Quadratmeter Bodenfliche ver-
bleiben fiir die Transportwege?

b) Wie breit konnen die Transportwege an-
gelegt werden, wenn ihre gesamte Lange 48 m.
betrigt? (Wir nehmen an, deB eine solche
Anordnung der Maschinen und Lagerplitze
mdglich ist, die es erlaubt, die Transportwege
stets gleich breit anzulegen.)



6 211 Ein Kompressor driickt die Luft

in einen Behilter. Damit der Druckluft-
behilter und die gesamte Druckluftanlage
vor Uberlastung geschiitzt wird, muB der
Druckluftbehiilter nach den gesetzlichen Be-
stimmungen mit einem Sicherheitsventil ver-
sehen scin. Der einarmige Hebel des Sicher-
heitsventils ist 40 cm lang. Am Ende des
Hebels ist ein Gewicht von 6 kp befestigt.
‘Welche Kraft driickt aul das Ventil, wenn es
8 cm vom Drehpunkt des Hebels entfernt ist?
212 Ein angerissenes Blech ist 6 cm linger
als breit. Verlingert man Linge und Breite
dieses rechteckigen Bleches um jeweils 4 cm,
s0 nimmt sein Flicheninhalt um 72 cm? zu.
Berechne Linge und Breite des rechteckigen
Bleches!

W(6)213 Bei einem FuBpunktabstand von
250 m erscheint der Schornstein des Kessel-
hauses im VEB Maschinen- und Apparatebau
Grimma unter dem Erhebungswinkel

« = 11,3° 92

a) Wie hoch ist der Schornstem, wenn die
Messung des Erhebungswinkels unmittelbar
iiber dem Erdboden in cinem ebenen Gelinde
erfolgte? 7.

b) Um welche Strecke mufl men sich dem
FuBpunkt des Schornsteins nihern, damit er
dem Beobachter unter dem doppelten Er-
hebungswinkel erscheint?

(Die Aufgabe ist mit Hilfo einer malstib-
lichen Zeichnung zu 16sent)

214 Ein Werkzeugstahl enthilt:

0.9% Kohlenstoff,
2% Silizium,
0,2% Mangan,

0.015%, Phosphor,

0.005% Schwefel

und den Rest Eisen.
Wieviel Kilogramm von jedem Stoff sind in
18 kg dieses Werkzeugstahls enthalten?
215 Ein Apparatebauer schneidet aus ciner
2 m langen und 1 m breiten Blechtafel sechs
Rohrmiintel parallel zur kiirzeren Seite fiir
Rohrstutzen. Vom Umfang jedes Mantels
gehen 1,5 em fiir dic SchweiBnaht ab. Wie
groB ist der Durchmesser eines Rohres?
W(7)216 Fiir eine chemische Anlage sollen
vier Behilter gebaut werden mit einem
Gesamtinhalt von 10000 Liter. Welchen
Rauminhalt haben die einzelnen Behilter
(A, B, C und D), wenn die MaBzahlen ihrer
Rauminhalte folgende Verhiltnisse bilden:
A:B=1:3;C:D=4:13; B:C=3:2?
217 Nach, der Eichordnung sollen MeB-
zylinder innen bis zum Eichstrich doppelt so
hoch wie weit sein: In welcher Hohe iiber dem
Boden muB deshalb der Eichstrich eines
Fiinfliter-MeBzylinders angebracht werden?

W(8)218 Eine Legierung besteht aus 57,5 g
Blei und 114,0 g Zinn. Wie groB ist die Dichte
der Legierung, wenn die Dichte von Blei
11,3¢ kg/dm*® wund die Dichte von Zinn
7,28 kg/dm? betrigt?

219 Wie groB ist die Masse des abge-
bildeten prismatischen Werkstiickes aus
GrauguB? Die Dichte von Graugufl betrigt
7,3 kg/dm?.

0 )24

1]
S !

|45

(\)
&
720

W(9)220 Durch cine konstruktive Verbes-
serung kann eine Welle aus Stahl von 650 mm
Linge schwiicher ausgefithrt werden. Der
Durchmesser fir das (zylindrische) Rohr-
material kann von 80 mm auf 75 mm ver-
ringert werden. Wie groB ist die Material-
einsparung in Prozent des urspriinglich be-
nétigten Materials? Warum wird far die
Losung dieser Aufgabe die Angabe der Dichte
des Stahls nicht benétigt? Welche Angabe ist
auferdem noch iberfliissig?

221 Es ist das Volumen des abgebil-
deten zylindrischen Behalters mit trichter-
formigem Auslauf zu berechnen.

#2250

750

500

W(10/12)222 Der in der Zeichnung abge-
bildete Behilter besteht aus einem zylindri-
schen Teil und zwei halbkugell6rmigen Teilen
von dem gleichen Radius. Dabei sind die
InnenmaBe in mm angegeben.

2700

a) Wie groB ist das Volumen des Behilters?
b) Wie gro8 ist seine Oberfliche?
c) Wie groB sind Durchmesser und Oberfliche
eines kugelformigen Beha,lters, der dasselbe
Volumen hat?

d) Warum ist die Oberfliche i im Falle ¢) klei-
ner als im Falle b)? .
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Wer lost mit?
Hlllllﬂ-Wettbewerb

letzter Einsendelermin 1. Juli 1968

(Die zweite Wettbewerbsanfgabe fir jede Klassenstute befindet sich aul dex 8. 52/53.)

Liebe Freunde!

An Aufgaben in elphe kann es nicht genug geben, das beweisen die zahlreichen Leser-
briefe. Diejenigen Leser, welche noch mehr Futter haben machten, empfehlen wir, sich
Aufgabensammlungen anzufertigen. Zahlreiche Tageszeitungen und Zeitschriften ver-
offentlichen regelmiaBig mathematische Probleme. In der Redaktion liegt eine uwm-

fassende Dokumentation vor. Als Anreiz zum selbstindigen Sammeln (Anfertigen von

Karteien) bieten wir 12 Beispiele:

NEUES DEUTSCHLAND

196 Jemand schreibt zuerst alle natir-
lichen Zahlen von 1 bis 1000, als zweites alle
Zahlen von 1 bis 10000 hintereinander auf.
MuB er beim zweitenmal mehr oder weniger
Nullen schreiben als beim erstenmal Ziffern?

W(5)197 An finfzehn Arbeiter eines Be-
tricbes wurden Primien za 100 M, 200 M,
300 M, 400 M und 500 M ausgegeben. Ins-
gesamt wurden 2500 M vergeben. Wieviel Be-
schiiftigte erhielten je 100 M? -

FUR DicH

Hier wird’s knifflig!
198 In einem gleichschenkligen Dreieck

ist ein Winkel viermal so groB wie die.
beiden iibrigen zusammen. Wie groB sind die '

Winkel des Dreiecks?

W(6)199 Zur Ursuffihrung des Puppen-
spiels ,,Der gestiefelte Kater” waren viele Zu-
schauer gekommen. Die Hélfte und einer
davon waren Kinder. Ein Viertel und zwei
der Anwesenden waren Miitter, und ein
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Sechstel und drei waren Viter dieser Kinder.
Wieviel Frauen. Minner und Iinder waren es?

neues leben

In Mathe eine ,,Vier*‘?

200 Bei einem Fahrrad betrage der
Durchmesser des Hinterrades 70 ¢m. das vor-
dere Kettenrad habe 46 Zihne, das hintere
16 Zihne. Wie oft muB ein Radfahrer (ohne
Verwendung des Freilaufes) die Pedalen
durchtreten, um 120 km zuriickzulegen ?
W(7)201 Das Produkt dreier aufeinander-
folgender natiirlicher Zahlen ist 21mal so groB
wie die Summe dieser Zahlen. Um welche
Zahlen handelt es sich?” ~

Funge Wetr.

Unsere Mathematikaufgabe

202 Ein rechtwinklig gebogener Stab mit
den Schenkellingen 4B = a = 3100 mm
und 4C = b = 2700 mm soll in D so abge-
bogen werden, daB B nach C kommt Wie
groB ist die verbleibende Schenkellinge 4D?
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W(8)203 Kin Trapez 4BCD ist 0 beschaf-
fen, daB sich die beiden Kreise, die die Schen-
kel BC und AD des Trapezes zum Durch-
messer haben, von auBen beriihren. Es ist zu
beweisen, daBl in diesem Trapez die Summe
der MaBzahlen der parallelen Grundseiten
gleich der Summe der MaBzahlen der Schen-
kel des Trapezes ist!

204 Fritz hat 1,12 M in seiner Geld-
bérse, und zwar Zehn-, Fiinf- und Einpfennig-
stiicke. Insgesamt sind cs 40 Miinzen. Wie-

viel von jeder Sorte befinden sich in seiner
Geldborse?

W(9)205 In einer Klasse werden die Ficher
Mathematik, Physik, Chemie,
Deutsch und Geschichte von den Lehrern
Altmann, Brende] und Clausner erteilt. Jeder

Biologie, .

Lehrer unterrichtet genau zwei Ficher. Der
Chemielehrer wohnt in demselben Haus wie
der Mathematiklehrer. Herr Altmann ist von
den drei Lehrern der jiingste. Der Mathematik-
lehrer und Herr Clausner spielen hdufig
Schach miteinander. Der Physiklehrer ist
dlter als der Biologielehrer, aber jiinger als
Herr Brendecl. Der élteste der drei Lehrer hat
einen lingeren Heimweg als seine beiden Kol-
legen. Welche Lehrer unterrichten welche
Fécher?

NBI -

Arithmetische Gymnastik

206 Im Saal, in welchem eine Gescll-
schaft ihren JahreskongreB abhalten wolite.
waren mehr als 90, jedoch weniger als 100
Stiihle aufgestellt worden. Doch es erschicnen
mehr KongreBteilnehmer, als sich angemeldet
hatten. Die Anzahl der Stiihle muBte deshalb
verdoppelt werden. Allerdings blieb nunmehr
cin Zwolftel der Plitze unbesctzt. Wieviel
Teilnehmer hatten sich zu dem Jahreskon-
greB eingefunden?

W(10/12)207 A ist eine 1966 stellige natiir-
liche Zahl, die durch 9 teilbar ist. B ist die
Quersumme der Zahl 4, und C ist die Quer-
summe der Zahl B. Finden Sie die Quer-
summe der Zahl C'!

alpha berichtet

{0 Moskau Vom 7. bis 21. Juli 1968 findet in
der Hauptstadt der Sowjetunion die X. Inter-
nationale Mathematikolympiade statt.

O Rostock Die Wissenschaftliche Jahres-
tagung 1968 der Mathematischen Gesellschaft
der DDR wurde vom 12. bis 17. Februar in
Rostock durchgefiihrt. Wir werden in H. 3/68
dariiber berichten.

O Cottbus Ende August erdffnete Bezirks-
schulrat Oberstudienrat Dr. Fubrich den
Bezirksklub Junger Mathematiker in Herzberg.

[1 Dresden Wer Mitglied des Klubs Junger
Mathematiker (Klassenstufe 8) am Institut fiar
Unterrichtsmethodik der Mathem. und Na-
turw. der TU Dresden werden wollte, muBte
eine Aufnahmeprifung bestehen(Herbst1967).
Seine Teilnehmer kommen alle 14 Tage zu-
sammen, um ihre mathematischen Kenntnisse
zu erweitern. Cornelia Wunderlich, 53. OS
Dresden, sandte unseren Lesern eine Auf-
gabe:

Bilde die Produktmenge M x N!

a) M = {a; b;¢) N =|z;9;z}
b)M=[l;2;3;4= N =1}
e) M=14;5;6;7 N=0

O Budapest Dic Klasse IVb (dasentspricht un-
serem 12. Schlj.) des Moricz Zsigmond Gym-
nasiums griift die Leser von alpha herzlich.
An dieser Schule bestehen vier Mathematik-
zirkel, die alle zwei Wochen zusammen kom-
men, um uber die Losung von Aufgaben, die
zu Hause bearbeitet wurden, zu sprechen. Im
Programm standen weiterhin : Kombinatorik,
Wahrscheinlichkeitsrechnung, algebraische
Gleichungen ersten und zweiten Grades, cin-
fache Probleme der Graphentheorie, lineare
Optimierung u. a.

Die ungarischen Freunde sandten uns eine
Aufgabe und wiirden sich iiber Einsendungen
direkt nach Budapest freuen:

Gegeben sind die Eckpunkte A, B, C eines
Dreiecks. Man zeichne die Gerade, die 4C im
Punkt X und BC im Punkt Y so schneidet,

daB gitt: AX = X¥ = YB.
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Losungen

105 Lasung der Aufgabe
von Prof. Dr. habil. L. Gérke

Fiir die Lisbarkeit der Aufgabe ist es not-
wendig, daBl das gegebene Viereck P, P,P P,
ein Parallelogramm ist. Begriindung:

Es sei 4 BCD ein beliebiges konvexes Viereck
(Abb. 1). Seine Seitenmittelpnnkte bilden
dann die Ecken eines Parallelogramms, des-
sen Seiten den Viereckdiagonalen AC bzw.
BD parallel sind (Umkehrung des Strahlen-

Py A &

P
; ] Abb. 1

satzes, angewandt auf die Strahlenbiischel
mit den Scheiteln 4, baw. B, C, D). Die nach-
folgende Konstruktion mit Beweis zeigt, daB
diese Bedingung auch hinreichend ist, um ein
Viereck A BOD der gewinschten Art zu kon-
struieren.

Konstruktion: Gegeben ist das Parallelo-
gramm P,P,P,P,. Wir wihlen einen Punkt
A beliebig in derjenigen von der Geraden
P, P, gebildeten Halbebene, die das Parallelo-
gramm njcht enthilt, verbinden ihn mit P,,
verlingern die Strecke 4 P, dber P, hinaus
um sich sclbst.-und nennen den so entstan-
denen Punkt B. Punkt B verbinden wir mit
P,, verlingern wideer BP, iiber P, hinaus
um sich selbst und erhalten einen Punkt C,
den wir mit P, verbinden. Die entsprechende
Verlingerung fithrt auf den Punkt D (Abb. 2).
Wir verbinden D noch mit 4 und erhalten
ein Viereck, das Py, P, Pg, P, zu Seiten-
mitten hat.

14

4 &
1 A
a 2, Abb. 2
Beweis: g
Nach Konstruktion sind P,, P,, P, Seiten-
mitten des Vierecks 4 BCD. Es ist nur noch.
zu zeigen, daB P, auf der Seite DA liegt und
sie halbiert.
Nehmen wir an, P, lige nicht auf DA. Dann
wird DA durch die Geraden P,P, und P, P,
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in den beiden Punkten P’ und P” geschnitten
(Abb. 3). Wir haben zu zeigen, daB diese bei-
den Punkte zusammenfallen.

Wir zeichnen die Diagonalen AC und BD und
betrachten zunichst das Bischel mit dem
Scheitel B und den Strahlen B4 und BC.
Nach der Umkehrung des Strahlensatzes folgt
aus der Konstruktion, dal AC parallel zu
PP, als0auch parall. zu derGeraden Py P’ ist.
Auf das Biindel mit dem Scheitel D, den
Strahlen DC und D4 und den Parallclen AC
und P,P’ wenden wir den Strahlensatz an
und finden: '

IDP'1: {1 PPAl=IDPsl:1P,C|=1:1.
(Unter { XY ist die Liinge der Strecke | XV |
zu verstchen.) Der Punkt P’ halbiert also die
Strecke AD.

Dassclbe behaupten wir von dem Punkt P
Auch er halbiert die Strecke AD. Um dies
einzusehen, betrachten wir das Biindel mit
dem Scheitel C'und den Strahlen C B und CD.
Aus der Konstruktion folgt nach der Um-
kehrung des Strahlensatzes, daB BD parallel
zu P,P,, also auch parallel zu der Geraden
P, P” ist. Wir suchen jetzt wieder das gegen-
iberliegende Biandel mit dem Scheitel 4, den
Strahlen 4 Bund 4 D und den Parallelen P, P
und BD aufund finden nach dem Strahlens.:
1AP” 1: 1P"D\=| 4P, |:|P;Bt=1:1
Also halbiert auch P die Strecke E, wie
soeban behauptet wurde.

Eine Strecke kann aber nur in einem einzigen
Punkt halbiert werden. Daher miissen die
Punkte P’ und P’ zusammenfallen, also mit
P, identisch sein. Ware die Konstruktion in

Abb. 3 korrekt ausgefithrt worden, so hitten
von vornherein nicht zwei verschiedene
Punkte P’ und P’ entstehen kénnen. Damit
ist gezeigt, daB P, auf der Strecke AD liegt
und sie halbiert. Das Viereck 4 BCD erfiullt
die Forderungen der Aufgabe, die anfangs ge-
nannte Bedingung ist hinreichend fiir die
Existenz einer Lésung. Nachbetrachtung:
Aus der Konstruktion geht hervor, daB es
unendlich viele Vierecke 4 BCD der verlang-
ten Art gibt, sofern nur das gegebene konvexe
Viereck P,P,P,P, ein Parallelogramm ist.
Vielleicht findet ihr noch einen anderen
Lisungsweg?
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Mathematiklehrbiichern

131 Die Kosten fiir 6 Lampen betragen bei
einer Brenndauer von 15 Minuten genau
2 Kopeken. Sie betragen fiir 210 Lampen in
der gleichen Zeit 35mal so viel, das heiBt
70 Kopeken. Brennen diese 210 Lampen
30 Tage lang tiglich 15 Minuten, erhdhen
sich die Kosten auf 2100 Kopeken, das sind
21 Rubel. Bei einer unniitzen Brenndauer
von 5 Minuten tiglich ergibt sich demnach
fir die Schule eine Mehrausgabe von 7 Rubel.

132 Die geordneten Teiler der Zahl 84 sind
1,2, 3,4,6,7,12, 14, 21, 28, 42, 84.
Esgilt1-84=2.-42=3.28 =421
=6-14=7-12 = 84.

133 Die Quelle liefert in 4 Sekunden 2 Liter
Wasser, also in 2 Sekunden 1 Liter Wasser.
Ein Tag hat 60 - 60 - 24 = 86400 Sckunden.
Aus 86400 : 2 = 43200 folgt, daB die Quelle
an einem Tag 43200 Liter Wasser liefert.

134 80 Eulen vertilgen in 15 Jahren
80 - 1000 - 15 = 1200000 Feldmiuse. Durch
die Eulen werden alsoin 15 Jahren 1200000kg
bzw. 1200 t Korn erhalten.

W(5)135 Durch 2- 30 4 20 =80 ermit-
teln wir die Hohe des Glockenturms (80 m),
dann betrigt die Hohe der Universitit
3-80m =240 m. Die Hohe der Gebiude
iber dem Spiegel der Moskwa betragt also fir
den Glockenturm 110 m, fiir die Universitit
318 m.

W(5)136 Aus 9. (31 4 37) =612 folgt,
daB beide Zige in 9 Stunden zusammen eine
Strecke von 612 km zuriicklegen.

Aus 892 — 612 = 280 folgt, daB diese Ziige
nach 9 Stunden Fahrzeit noch 280 km von-
einander entfernt sind.

137 Wir nehmen an, die Brigade muBte
taglich nach dem Plan x m® Holz bereitstellen.
Es gilt dann

(x+14) + (x—2) + (z+16) =184,

3z + 28 =184,
3x =156,
x = 52.

52 m® Holz betrug das tigliche Plansoll.

138 Die erste zweistellige natiirliche Zahl sei
10@ + b; die durch Vertauschen der Ziffern
erhaltene Zahl ist dann 10b 4 a. Aus
(10a 4 &) + (105 + a) = 11a + 11b

=11 (a 4+ b) folgt, daB die Summe aus
beiden Zahlen durch 11 teilbar ist.

139 Der erste Summand sei 7, dann ist der
zweite Summand 132 — n. Es gilt

1 1
"= g (132 — =),
6
+n=132—n,
5
11
= 132,
n = 60. Die Summanden

sind demnach die Zahlen 60 und 72.

140 Das k. g. V. der Zahlen 28, 16 und 12
betrigt 336; 336: 7 = 48. Nach 48 Wochen
und zwar wieder an einem Dienstag treffen
alle Ziige gleichzeitig in Moskau ein.

W(6)141 Dask. g. V. der Zahlen 16 und 18
ist 144. Nach 144 Tagen, also am 6. Scptem-
ber (bzw. 5. September), begegnen sich die
Fahrgastschiffe in Moskau wieder.

W(6)142 Die zu ermittelnde gebrochene
Zahl finden wir.durch Erweitern des Bruches
: mit der Zahl »; der erweiterte Bruch ist :: .
Ferner gilt Tn — 4n = 21, alson = 7.

Die Zahl i—gf inden wir als Losung.

143 (1695 — 45) : 2 = 825; 825 4 45=2870.

1. Brigade: Es wurden in 225 Tagen 870 m
geschafft, davon in den ersten 25 Tagen 70 m.

" also in den verbleibenden 200 Tagen 800 m.

2. Brigade: Es wurden in 225 Tagen 825 m
geschafft, davon in den ersten 25 Tagen 65 m,
also in den verbleibenden 200 Tagen 760 m.
Die erste Brigade schaffte in den ersten
25 Tagen téglich 2,8 m, danach tiglich 4 m;
das bedeutet eine Steigerung um etwa 42,9%,.
Die zweite Brigade schaffte in den ersten
25 Tagen téglich 2,6 m, danach tiglich 3,8 m;
das bedeutet eine Steigerung um etwa 46,2 9%,.

144 Es sei 2 die Anzahl der Schiiler, die an
der ersten Stufe der Mathematik-Olympiade
teilnehmen; dann gilt

3 245420 v 360
T 100" 9 = + 2+ 5+ 20; 2= 360.
Es nahmen 360 Schiiler an der ersten Stufe
teil.

145 Die Kosten nach Umstellung. auf értlich
7 2 1

anfallende Kohle betragen 3 :§8 = g der

urspriinglichen Kosten. Somit wurden 759,

Kosten eingespart.
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146 4 Tage und 14 Stunden sind 110 Stun-
den. Dic Geschwindigkeit des Zuges sei v,,
die des Dampfers v,, die des Pferdes v,
dann gilt:

Vg = g V13 Vs =y Vi Ogi V5 = 8:4:1.

Die Zeiten sind umgekehrt proportional den
zugehorigen Geschwindigkeiten, es gilt also
81:8,=4:8=1:2;

83183 =1:4=2:8;8,:8,:15=1:2:8;
110: 11 = 10; also s, = 10 Std., s, = 20 Std.,
83 = 80 Std.

Die Geologen fuhren 10 Std. mit dem Zug,
20 Std. mit dem Dampfer, und 80 Std. ritten
sie zu Pferde.

W(7)147 27.2:8 = 34; 3,4t Schrott zu
4 Rubel je Tonne bringen den Erlés von 13,6
Rubel;

27,2 — 3.4 = 23,8; 23,8 t Schrott verbleiben,
sie werden im Verhiiltnis 3: 4 geteilt;
z:(283,8—z) = 3:4; 2z = 10,2. 10,2t zu
12,5 Rubel je Tonne bringen 127,5 Rubel,
13,6t zu 15Rubel je Tonne bringen 204 Rubel.
Der Gesamterlss betrigt demnach 345,1 R.

W(7)148 Die Geschwindigkeit des Minuten-
zeigers sei v;, dic des Stundenzeigers v,; dann
gilt:

8 2771, 27-2
NE T S 1 AW

1 1

s 277y, 27-1,6 1
Vp=""=——"=——5—=—3
2T 4 12 T’

1
Vg1V, = (4n):(zn) =16:1.
Die Geschwindigkeit der Spitze des Minuten-

zeigers ist 16mal so groB wie die der Spitze
des Stundenzeigers.

149 Die MaBzahl des Volumens des Eis-
berges (in m?) sei z. Dann ist die MaBzahl
seiner Masse (in t) 0,9x. Ferner betrigt die
MafBzahl der Masse (in ¢) des verdringten
‘Wassers 1,03 (x — 2000). Man erhilt also die
@leichung
1,08 (z — 2000) = 0,9z,
0,13x = 2060,
2060
= (),—lg = 15800 .
Das Volumen des Eisberges betrigt rund
15800 m3.

150 Die Bodenfliche des Behilters hat die

Form eines Kreisrings und daher den Flichen.-

inhalt

A= (% 78t — 7 367 em

= (4778 — 1018) (:r.;.l2 = 3760 cm?.

Da der Behilter ein Gewicht von & = 752 kp

hat, betrigt der Druck, den er auf das Funda-
ment ausibt,
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P=y ™ 3760cm® 5 cm?® 7 em? *

151 Es sei M der Mittelpunkt des Um-
kreises des Dreiecks 4 BC, so daB M B = M(C
= r ist. Dann ist <¢ CM B = 60° als Zentri-
winkel, der zu derselben Sehne BEgehiirt wie
der Peripheriewinkel L C4B = 30°.

Das Dreieck CM B ist nun nicht nur gleich-
schenklig, sondern wegen <¢ CM B = 60° so-
gar gleichseitig; d. h., es ist auch BC = r,
w. z. b, w.

W(8)152 Bendtigt der erste Bagger fiar die

Aushebung der Baugrube allein x Tage, so

benétigt der zweite Bagger allzin 1,6z Tage.
o 1 1

Ferner gilt = + T5z=21° also 36 + 24

=152, d. h. 1,62 = 60, & = 40.

Der erste Bagger konnte also allein die Arbeit
in 40 Tagen, der zweite Bagger allein in 60
Tagen ausfihren. ’

W(8)153 Es sei z die MaBzahl der Ge-
schwiﬁdigkeit in? der Fahrstiihle in gewdhn-

lichen Gebéduden, dann ist 2z die MaBzahl
der Geschwindigkeit der Fahrstiihle in den
Hochhiusern. Man erhilt die Gleichung
%=§+ 5 und hieraus wegen = = 0

81 =66 4+ 10z, d.h., 10z =15, z=1,5.
Die Geschwindigkeit der Fahrstihle in ge-

wohnlichen Gebiduden betrigt daher 1,6 Es

und in Hochhiusern 3,0 ‘:

154 Indem rechtwinkligen Dreieck KOB ist
OB=r=285m,0K =7—h = 55m, und
es sei KB = z m. Dann gilt

22 =8,52—5,52 = 72,26 —30,25 = 42.
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Daraus folgt ¢ ~ 6,48 und 2z =~ 12,96. Die

Spannweite AB der Briicke betrigt also rund
13 m.

155 Es seien ABCD das dem Kreise (mit
der MaBzahl ¢ des Radius) umschriebene
Trapez und 22 die MaBzahl der Grundseite

AB, 2b die MaBzahl der Grundseite CD.

/] A
b

I
a

A af& B

Ferner sei E der FuBpunkt des von D auf AB

gefillten Lotes. Dann ist a + b die MaBzahl

der Strecke 4D, a-b die MaBzahl der Strecke

4E und 2¢ die MaBzahl der Strecke DE.

Da das Dreicclk AED rechtwinklig ist, folgt
(@ + 8)* = (20)* + (a — b)?,

a? + 2ab + b = 4¢® + a® — 2ab +b?,

4ab = 402,
ab = g%,
a:g=1g¢:b.

156 Es sei 2r der zu messende Durchmesser.
Dann gilt

P=—p g,
r2_1'2—2rs+s2+ )

2rs—~32+_

2 i
2_’+4_zﬂ+432 40000 + 2500
=T T T4s — 10 ¢
= 425 mm.

A i

r
0

DerDurchmesser der Schelbebebragt 425 mm;
die Formel lautet
B+ 45

2r = o

157 Die Entfernung von Moskau bis Kiew
sei gleich ¢. Die Geschwindigkeit des Flug-
zeuges betrage bei Windstille v, bei dem Flug

von Moskau nach Kiew (also mit dem Wind)
v --z und bei dem Riickflug (also gegen den
Wind) v—z. Unter normalen Flugbedingungen
kann man dabei stets z < v annehmen. Dann
ist die Zeit fiir den Hin- und Riickflug

Jp—— . a e 2a
bei Windstille £, = —- + Pl
bei einem mit konstanter Stirke in Richtung
Moskau — Kiew wehenden Wind

¢ a a av—x —L1 +a:
1 4z T o—x e

2av 2a
Tt —at T z¢

v——
)

. 2 1 1

Nunlstv>v,'—-—,also » < Ez*’d'h"
v—=

fy <ty

Der Hin- und Ritckflug wird also bel Wind-
stille schneller zuriickgelegt.

W(9)158 Aus der der Aunfgabe beigefiigten
Zeichnung erkennen wir, daB sich die Figur
angenihert aus einem Viertelkreisring mit
den Radien R 4 t und R sowie zwei Recht-
ecken, die jeweils die Seitenléngena — ¢ und ¢
haben, zusammensetzt. Daher gilt fiir den
Flicheninhalt

4 u—(R+t)"———R3+2(a—t)t
A NZ2Rt+It2+2at—2t2

A= (%R+2a)t—(2—% ”,
4 ~ (1,571 R + 2a)t — 1,215 22,
W(9)159 DasVolumendesZylinders betragt
Vi=mnrt-2r=2zr.
Das Volumen des Kegels betrigt
2
Vo= r2 % = 37 I
und das Volumen der Kugel V', = :; .
Dabher gilt

V,+ Vs=§7”'s+ 4‘

3 =2z ="V,

w.z. b.w.

160 Ist z die MaBzahl der Geschwindigkeit
(in km .+ h™) der Rakete, 6o ist z— 50 die
MaBzahl der Geschwindigkeit des Dampf-
schiffes. Man erhalt die Gleichung

T Tz—50°
210 (z — 50) + 7,5 (z — 50) = 210z,
928 (& — 50) + x (z — 50) = 28z,
282 — 1400 + 2% — 502 = 282,
22 — 50— 1400 = 0.
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Diese quadratische Gleichung hat genau eine
positive Lésung, nimlich

T, = 25 + )/625 + 1400 = 25 - }/2025
=26+456="10.

Die Geschwindigkeit der Rakefe betrigt da-
her 70km. h™1,

161 Setzt man ¢ = V5 + /3 und

b = }/6+ V/2, so folgt a? = 8 4 2 /15 und
52 =8+2V12,

alsoa®— b2 =2 )15—2)I2>0,

da 15 > 12 ist.

Daher gilt a® > b% und wegena > 0,5 > 0
auch a > b.

162 Aus sin o + cos o = m folgt:
m? = (sin o + cos &) = sin® & -+ cos® &
+ 2sinx cos x = 1 4 2 sin & cos o

o m2—1
Dabher gilt sin o cos « = 5 -
163 Wegen sin & == 0 erhilt man
1 sin? ¢ + cos? e
sin2a —cos®¢ sin?e —cos? &
cos? ¢
14— 2
_ sinfa 14 cotPe
- cosa 1—cotte’
1—- B)
sin? o

W(10)164 Angenommen, es sei 2, eine ge-
meinsame Lisung der beiden Gleichungen.

Dann gilt 2,2 4 ax, + 1 =0 (1)
und z2+ % +a =0 (2),
also ar, +1—2z,—a =0,

re—1l)—(@—1)=0,

(¢,—1)@@a—1) =0. (3)
Die Gleichung (3) ist in den folgenden beiden
Fillen erfiillt:
1.a=1.In diesem Fall lauten die Gleichungen
24+ 2+ 1 (1) und 22 + z + 1 (2). Sie ha-
ben,da sie identisch sind, zwei gemeinsame,
jedoch nicht reelle Losungen.
2. @; = 1. In diesem Fall erhdlt man aus (1)
@ = — 2, und die Gleichungen lauten
®2—2rx+1=0(1)unda®+ 2—2=0(2)
mit der gemeinsamen Losung 2, = 1.

W(10)165 Es sei z + b die Hohe des Tur-

z
mes, dann gilt tan o« = 7 also

X
o’ d
Vi h
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e (B

z = a tan o ~ 180. tan 63°m ,
z ~180:1,327m ~ 238,9m,
also z + k =~ 240,1 m.
Die Hohe des Turmes des Hauptgebiudes der

Lomonossow-Universitit in Moskau betrigt
also rund 240 m. ’

166 Losung der Aufgabe
von Prof. Dr. habil. N. Tschajkovskyj

Wir fihren ,,Schachbrettkoordinaten‘ ein:
lings der Horizontalen die Buchstaben a, b,
..., bis b, lings der Vertikalen die Zahlen 1
bis 8. Wirhaben zuerst 64 1-feldrige Quadrate.
Um alle 4-feldrigen Quadrate zu finden, be-
trachten wir je zwei Nachbarspalten. Wir
haben: ab, be, cd, de, ef, fg, gh — insgesamt
7 Paare. Wenn wir alle diese Quadrate auf-
wirts verschieben, miissen wir folgende
Zeilenpaare nehmen: 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78,
also auch 7 Paare. Daher betriigt die Anzahl
der 4-feldrigen Quadrate 7.7 = 49. Dann
suchen wir alle 9-feldrigen Quadrate, bilden
also 6 Spaltentripel: abe, bed, cde, def, efg, foh
und ebensoviele Zeilentrippel: 123, 234, 345,
456, 567, 678. Wir erhalten also 6. 6 = 36
9-feldrige Quadrate. Ganz analog erhalten wir
5-5=25 16-feldrige Quadrate, 4.4 =16
45-feldrige Quadrate, 3-3 =9 36-feldrige
Quadrate, 2- 2 = 4 49-feldrige Quadrate und
endlich 1.1 = 1, also ein 64-feldriges Qua-
drat.
641494364+ 25+ 16 +94+441=204
Auf dem Schachbrett gibt es 204 Quadrate.

167 Lasung der Aufgabe
von Prof. Dr. habil, S. Brchmer

Aufgabe a: Fiir 4 40, y &= 0 ist
Az® + Bay + Cy* = Ay? (z2 + §~z + %)

(-5)
z=--].
y
B C. . .
Der Faktor2? + ki + i laBt sich genau dann

in Linearfaktoren z —z,, z—z, zerlegen,

c
54) —4 20 oder, was gleichbe-

' deutend ist, wenn

ist, d. h., wenn dje sogenannte Diskriminante
B%2—44C der quadratischen Form nicht-
negativ ist. Wir zeigen, daB (1) die gesuchte
Bedingung ist.



Es gelte (1). Im Falle 4 4 0, y == 0 ist dann
Az® + Bzy + Cy® = Ay (z2,) (z-2,) =
(Azy-Az,y) (zy-2,y), d. h., wegen 2y = z ist

Iﬁz + Bzy + Oy* = (Pz + Qy) (Rz + Sy)

(2)
mit P=A4,0=—4z2,R=1,8 = —z,
Die Gleichung (2) gilt dann offenbar auch fir
y = 0, also fiir alle reellen Zahlen z, y. Im
Falle 4 = 0 gilt ebenfalls (2) mit P =
Q =1, R= B, 8§ = C. Ist umgekehrt (2) er-
fullt,soist A = PR, B = PS + QR,C =Q8§
und es folgt:

B2 —44C = (PS + QR —4 PRQS
= P28§2 4-Q*R?—2PRQS
=(PS—QRE =20,

d. k., (1) ist erfillt.
Aufgabe 197 b siehe Heft 3/68.

Lésungen der Aufgaben zu:
Als Math

iklehrer in T:

1. Der Zeichnung entnehmen wir:

36- 84 —32- 80 = 3024 — 2560 = 464;
der Flicheninhalt der gepflasterten Fliche
hetrigt 464 m2.

80m
Sl S
84m v

2. Es sei n die zu ermittelnde dritte Zahl;
dann gilt

%+ 19- 26 = 6422; n = 6422: (19 - 26);
n=13.

3. Aus AB = BD folgt, daB das Dreieck A BD
gleichschenklig ist. Der Winkel o ist als
AuBenwinkel des Dreiecks 4 BD doppelt so
groB wie ein Basiswinkel, also & = 80°.

Aus BC = BD folgt, daB das Dreieck BCD
gleichschenklig ist. Der Winkel 8 ist als
AuBenwinkel des Dreiecks BCD doppelt so
groB wie ein Basiswinkel, also § = 54°.

1 64341 10
7+14+42 8 T8

1 1 204124443
zmtmtmtas= &
_1’ 2
696 29°

5. Jeder Peripheriewinlel iiber einem Durch-
messer ist ein rechter Winkel; also gilt
<. ACB = 90°. Dann gilt weiterhin &, = 90°
— 63° = 27°. Peripheriewinkel iiber dersel-
ben Sehne eines Kreises sind untereinander
kongruent also gilt &, = &, = 27°. Aus
OB = 0C =7 folgt, daB das Dreieck OBC
gleichschenklig ist; deshalb gilt &y = 180°
— 2. 63° = 54°.

6. Die mafistabgerechte Zeic.hnung kénnte
wie folgt aussehen: (8 sm 2> 1 cm).

McBergebnis: 8C = 3,5 cm. Das Boot hat
vom Standort § die Entfernung SC = 28 sm.

N

¢

7. Der Zeichnung entnehmen wir: ¢ APB
=< BPQ =X ABQ = 90°
Wir zeichnen die Strecke BQ =3 cm und

Lonstruieren {iber BQ als Durchmesser den
Thaleskreis. Der Kreis um @ mit dem Radius
7 = 1 em schneidet den ersten Kreis in den
Punkten P bzw. P’. Durch den Punkt B

zeichnen wir nun eine Senkrechte auf E_Qi
sie schneidet die Geraden QP bzw. QP’ in den
Punkten A bzw. 4’, Die Kreise k bzw. &’ iiber

AB baw. BA’ als Durchmesser sind die zu
konstruierenden Kreise; es gibt also zwel
Ldsungen.

Losungen zu alpha-heiter 1/68:360: 9 = 4:36 + 3 =39;
4+9=13; 30:3= 13— Junge Ghrmcr Es gibt
13 v ied Mozl — D ittlich
schoB jeder Jiger genau zwei Hasen. Das sind bei &
Schiltzen 2k Hasen; 3mal 2k Hasen = 6k Hasen;
Verhillénis 1: 6 — g gibt 44 Moglichkeiten, die Bricte
falsch einzustecken — Bildritsel: FREUNDSCHAFT.
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In freien Stunden

‘ﬂlllllﬂ heiter

Zauberkunststiick!?

Versucht folgende ,,Konzentrationsiibung®.
Gebt einem Freund ein Kartenspicl (32 Blatt)
mit der Aufforderung, er moge eine Karte
verdeckt herausnehmen. Dann versucht nach
gweimaligem Durchblittern der restlichen
31 Karten, die fehlende zu bestimmen. Das
ist normalerweise unmoglich! Die Mathe-
matik macht dieses ,,Kunststiick* méglich.
Beachte, daB die Summe aller Kartenwerte
176 betrigt (7, 8, 9, 10, Bube: 2, Dame: 3,
Kénig: 4, As: 1). Beim ersten Durchblattern
addiert man alle Werte so, daB volle Zehner
unbericksichtigt bleiben. (7 + 8 =5 oder
9 + 4 — 3). Man crhilt zum SchluB eine ein-
stellige Zahl . Nun ist 176 = 160 +- 16, das
bedeutet, da die 16 Zehner unberiicksichtigt
blicben, daBl @ und der Wert der fehlenden
Karte zusammen 16 ergeben. Eure Rechnung:
16 — a = z. (Beachte bei a = 4(5), daB dann
z = 12(11) wird. In diesem Falle mu8 man
von 12(11) noch 10 subtrahieren.) Das zweite
Durchblattern ergibt dann schnell die Lésung,
da man schon weiB, ob eine 8, ein Bube (2)
usw. fehlt.
Fir diejenigen, die schon mit Zahlenkon-
gruenzen vertraut sind, ist der mathematische
Gehalt dieses ,,Kunststiicks” véllig klar
(176 = 16 (mod 10)).

N H. Pitzold, OS Waren/Miiritz

Vorsicht bei der Antwort!

Sind die folgenden Aussagen uneingeschréankt
richtig, oder miissen bestimmte Einschrin-
kungen gemacht werden?

1. Die Hilfte einer Zahl ist stets kleiner als
die Zahl selbst!

2. Eine Zahl, die nicht positiv ist, ist stets
negativ!

3. Jedes Viereck liBt sich in vier rechtwink-
lige Dreiecke zerlegen!

4. Wenn die Differenz zweicr Zahlen Null ist,
dann ist die Summe dieser beiden Zahlen
stets positiv!

5. Das Quadrat ciner Zahl ist stets groBer als
die Zahl selbst!
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6. Wenn ein Drittel einer Zahl um 20 kleiner
ist als die Hilfte dieser Zahl, dann ist die
Zahl groBer als 100!

H. Piatzold, OS Waren/Miirite

Kusi - kusi

Die Spielregeln dieses sich in letzter Zeit in
Leningrad wachsender Beliebtheit erfreuen-
den Spiels auf einem Schachbrett sind sehr
einfach:

Die Weillen stellen acht Damesteine auf die
erste Horizontale, die Schwarzen dagegen auf
die achte, wonach abwechselnd gezogen wird.
Jeder Zug besteht aus der Bewegung eines
eigenen Damesteines in der Vertikalen nach
vorn oder zuriick iiber eine beliebige Anzahl
von Feldern, jedoch nur bis zu einem feind-
lichen Damestein. Der Spieler, der keine Még-
lichkeit mehr hat, den niichstfolgenden Zug
auszufithren, hat verloren. (Eine Gewinn-
methode fiir das Spiel ist kompliziert, kann
aber bei aufmerksamer, genauer Analyse
ebenfalls gefunden werden.)

Dieses Spiel fand ich beim Lesen des soeben
erschienenen Buches des sowjetischen Wis-
senschaftlers N. N. Vorobjofl: Grundfragen
der Spieltheorie und ihre praktische Bedeu-
tung, VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1967, 6,80 M, in deutscher
Sprache. J. Lehmann, 29. 08, Leipzig

AufgepaBt!

@ Wieviel Pluszeichen mufl man zwischen
die Ziffern 987 6 54 3 2 1 setzen, um a) die
Summe 99 und b) die Summe 100 zu erhalten?
(Die Reihenfolge der Ziffern darf nicht ver-
andert werden!)

@ Setze die Operationszeichen 4+, —, - oder
' : an Stelle der Fragezeichen so ein, daB eine

wahre Aussage entsteht!
52(51525)25=8.

@ Was ist groBer: Die Summe aller Ziffern
einer Zahl oder ihr Produkt?

@ Die Summe zweier ganzer Zahlen betrigt7,
ihr Produkt ist gréBer als 10. Wie heiBen die
Zahlen?



@ GroBmutter, wie alt ist Ihr Urenkel, mit
dem Sie gerade spiclen?

— Es ist so viele Monate alt wic ich Jahre
zéhle!

— Und wie alt sind Sie?

— Wir beide, mein Urenkel und ich, sind zu-
sammen 91 Jahre alt.

Das Alter meines Urenkels kannst Du nun

selbst bestimmen!
Prof. Dr. N. Tschajkovsky], Lvov (UdSSR)

Nachbgedacht!

712 |3 |4 |5 |16 |7 (8 (9 |w

In die (senkrechten) Spalten sind Worter mit
der folgenden Bedeutung einzuordnen (Jedes
Wort hat fiinf Buchstaben; & ist als oe zu
schreiben): 1. MaBeinheit der Linge, 2. Teil
des Koordinatensystems, 3. MaBeinheit der
Masse, 4. besondere Linie im Dreieck, 5. Stel-
lenwert, 6. MaBeinheit der Zeit, 7. griechi-
scher Buchstabe, 8. Zusammenstellung von
bestimmten Zahlenwerten (oder wichtiger
Teil eines Klassenzimmers), 9. zusiizliches
Unterscheidungsmerkmal bei Variablen (z. B.
@4, Gy, . . .), 10. geometrischer Korper.

Die Buchstaben in der ersten (waagrechten)

Mitgelacht!

,»Still, so einfach und billig machen wir’s uns

nicht!* Zcichnung: Schrader, Text: H. Hittner.
Aus: ,,Eulenspicgel”
o
—
P
i =1
1 EE_
~—

Zeile ergeben den Namen einer Wissenschaft. o
K. Lehmann, 8. 08, Berlin ~ Ohne Worte!
Mitgemacht!
Dy ’ 55555
;19 o LINBURG ,;S
MBI P e é 555& |
vnmmuuL-f g5 PN O s 855555554}
AT 1 v

englischer Mathematiker und Physiker
(1643 bis 1727),
Mitk der der Diffe

griechischer Mathematiker (um 600v.u.Z.), deutscher Mathematiker
galt alselner dersicben Weisen Grlechenl,, (1777 bis 1855)
pach ihm ¢in Satz der Kreislehre benannt

schweizer
Mathematiker
(1707 bis 1783)

franzdsischer Mathematiker (1540 bis
1803), nach ihm sind Satze iiber qua-
dratische Gleichun; en benannt

K. Lehmann, 8. OS, Berlin
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Der Lucassche Turm

Wir wollen uns heute mit einem Spiel be-
schiftigen, das, von dem franzésischen Mathe-
matiker E. Lucas erfunden, schon im vorigen
Jahrhundert bekannt war. Es besteht aus
einem Brett mit drei Pfiocken 4, B, C und
einer Anzahl verschieden groBer durchbohrter
Scheiben. Statt der in der Abbildung ge-
zeichneten acht Scheiben kionnen es auch
weniger oder mehr sein. Der Spieler hat die
Aufgabe, den dargestellten ,,Turm®“ vom
Pflock 4 aufeinen der beiden anderen Pflocke
umzusetzen, wobei folgende Regeln zu be-
achten sind:

1. Es darf immer nur eine Scheibe gleich-
zeitig umgesetzt werden, 2. Beim Umsetzen
darf keine Scheibe aus der Hand gelegt, son-
dern immer nur auf einen der Pflocke ge-
steckt werden. 3. Es darf immer nur eine
kleinere Scheibe auf eine groflere gesetzt
werden, niemals umgekehrt.
Selbstversténdlich kann das Spiel auch mit
anderen verschieden groBen Gegenstinden,
die sich stapeln lassen, durchgefiithrt werden,
etwa mit Bichern, Miinzen usw. Die Pflocke
ersetzt man dann einfach durch drei vor-
geschriebene Plitze auf dem Tisch, die be-
legt werden diirfen. Daf man das Spiel mit
méglichst wenig Zagen (wir wollen das Um-
setzen einer jeden Scheibe einen Zug nenncn)
erreichen soll, versteht sich von selbst. An-
statt blind zu probieren, gehen wir syste-
matisch vor. Der Einfachheit halber bezeich-
nen wir die Ziige durch eine Zahl und einen
Buchstaben. 3B heiBt z. B.: Scheibe 3 wird
auf Pflock B gesetzt, wobei wir die Scheiben
von oben nach unten numerieren.

Wir spielen zunichst mit einem Turm aus
nur zwei Scheijben. Diesen umzusetzen ist
kein Kunststiick. Es geniigen drei Ziige: 1B,
2C, 1C. (Es ist klar, daB das Zuriicksetzen
des Turmes ebensoviele Ziige erfordert und
in genau umgekehrter Reihenfolge zu ge-
schehen hat.) Gehen wir nun zu einem Dreier-
turm iiber. Um an die dritte Scheibe heren-
zukornmen und diese umsefzen zu kénnen,
mub erstens der dariiberstehende Zweierturm
entfernt und zweitens ein Pflock frei sein.
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Das bedeutet unter Beachtung der Spiel-
regeln, daB die vorige Aufgabe, das Um-
setzen eines Zweierturmes, schon gel6st sein
muB. AnschlieBend sind folgende Ziige notig:
3B, 14, 2B, 1B. Wie man sicht, stellen die
letzten Ziige wiederum das Umsetzen eines
Zweierturmes dar. Insgesamt sind also 7 Ziige
erforderlich. Entsprechend geschieht das Um-
setzen eines Viererturmes in folgenden Ab-
schnitten:
Umsetzen des dariiberstehenden Drejertur-
mes: 7 Zige, Umsetzen der vierten Scheibe
auf den leeren Pflock: 1 Zug, nochmaliges
Umsetzen des Dreierturmes: 7 Zige.
Dassind insgesamt 15 Ziige. Geht manschritt-
weise so weiter, so erkennt man: Umvon
einem Turm aus » Scheiben zu einem Turm
aus % + 1 Scheiben #berzugehen, sind so-
viele Ziige mehr nétig, wie man zum Um-
setzen eines Turmes aus # Scheiben braucht,
und noch ein weiterer Zug. Dieser etwas um-
stindliche Satz 148t sich mit mathematischen
Symbolen einfacher und klarer formulieren:
Sind zum Umsetzen eines ,,n-Turmes® z Ziieg
notig, so braucht man zum Umsetzen cines
(n + 1)-Turmes z + 1 Ziige mehr. Nennen
wir die Gesamtzahl der Zige fur den (n 4 1)-
Turm y, so ist also

y=z+z+1 y=2z+1.
Mit dieser Formel konnen wir nun schritt-
weise, angefangen mit » = 2, die Anzahl der
jeweils nétigen Ziige berechnen:

Anzahl d. 2 Anzahl d. 3
Scheiben 3 Zuge 2 8+1= 7

4 2 74+1:=15

5 2-15+1=231

6 231 + 1 = 63 usw.

Der mathematisch geiibte Leser merkt, daB
es sich bei der Anzahl der Ziige um die jeweils

: um 1 verminderten Potenzen der Zahl 2 han-

delt. Um n Scheiben umzusetzen, sind (2#—1)
Ziige notig. Die Anzahl der Ziige wichst
schnell mit der Anzahl der Scheiben. Auf
jeden Fall haben wir jetzt die GesetzmiBig-
keiten erfaBt, sind nicht mehr auf willkiir-
liches Probieren angewiesen und somit dem
unerfahrenen Spieler iiberlegen. 3. Frormann



Fiir den Biicherfreund

FRIEDRICH HERNECK

Albert Einstein
Buchverlag der Morgen, Berlin 1967, 6,80 M
(Fiir Schiiler ab Klasse 9)

Der Name des Nobelpreistrigers fiir Physik
Albert Einstein ist jedem geldufig. Uber das
Leben des beriithmten Physikers, Humanisten
und Friedenskiimpfers gab es in deutscher
Sprache bisher jedoch kaum eine zuverlissige,
von legendenhaftem Beiwerk freie Schrift.
Gestiitzt auf die Ergebnisse einer jahrelangen,
quellenmifBig  betriebenen  Einstein-For-
schung versucht der Verfasser des vorliegen-
den Buches, ein wahrheitsgetreues, dokumen-
tarisch gesichertes Bild Einsteins und seiner
weltweiten Wirksamkeit zu zeichnen.

OSTROVSKI/KORDEMSKI

Zeichnen hilft rechnen
VEB Fachbuchverlag, Leipzig 1964, 8,50 M
(Fir Schiiler ab Klasse 8)

In dicsem Buch wird die Anwendung einiger
geometrischer (graphischer und graphisch-
rechnerischer) Verfahren zur Losung ver-
schiedener arithmetischer und algebraischer
Aufgaben betrachtet. Die Losung der Auf-
gaben geschieht mit Hilfe von Zeichnungen,
. von Diagrammen und graphischen Darstel-
lungen. Die Konstrulktion dieser Zeichnungen
gibt die Moglichkeit, die Aufgaben zu ,,schen,
also die Beziehungen festzustellen und zu ver-
{olgen, die zwischen den GroBen, die zur Auf-
gabe gehoren, bestehen, und den kiirzesten
Losungsweg zu wihlen (Annotation der rus-
sischen Ausgabe).

AUTORENKOLLEKTIV

Von Anton bis Zylinder

Das Lexikon fir Kinder

Kinderbuchverlag, Berlin 1968, etwa 1000
mehrfarbige Illustrationen, 336 S., Pappbd.
m. Folie etwa 27,50 M

(Fir Schiiler ab Klasse 4)

Ein Buch, das Wissensdurst 16scht und Wi-
begierds weckt, ein Nachschlagwerk, das etwa
850 alphabetisch geordnete Stichworttexte
enthilt. Es hilft Kindern, die Umwelt, die sie
wiihrend des Ubergangs zum Fachunterricht
mit Riesenschritten zu erobern haben, schnel-
ler und besser zu begreifen. Das Lexikon
fahrt an die Benutzung des Nachschlage-
werks als eine Form der selbstindigen geisti-
gen Arbeit heran. Die Beitrige aus Natur-
wissenschaft, Mathematik, Technik, Produk-
tion, Geschichte, Kultur, Sport und dem
gesellschaftlichen Leben geben auch erste
Auskunft iiber Begriffe, denen die Kinder im
Unterricht begegnet sind.

DIETER HAUPT
Mengenlehre leicht verstiindlich

VEB Fachbuchverlag, Leipzig 1967, 3. Ver-
besserte Auflage, 61 Bilder, 84 Beispiele.
48 Aufgaben mit Losungen, 4.80 M

(Fiir Schiiler ab Klasse 9)

Die vorliegende Schrift will dem Leser einen
Einblick in die Grundlagen der Mengenlehre
geben. Sie crldutert in Verbindung mit ein-
fachen, lebensnahen Beispielen, fir die keine
groBen Vorkenntnisse notig sind, die grund-
legenden Beziehungen, die zwischen Mengen
gelten. An Hand von Ubungen, die den Ab-
schnitten angeschlossen sind und deren Lé&-
sungen im Anhang zu finden sind, kann der
Leser priifen, ob er den Stoff verstanden hat.
WERTH/GROLL

Nomographie

Wegweiser zur vereinfachten Ausfihrung von
Berechnungen

B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft Leipzig
1964, 18,50 M, 190 8., 118 Abbildungen
und Lésungen zu den Aufgaben.

(Fiir Schiiler ab Klasse 9)

Die Methoden der Nomographie und ihre
Maglichkeit auf dem Gebiet der Naturwissen-
schaften s'nd noch viel zu wenig bekannt. So
werden Logarithmentafeln und Rechenschie-



ber nicht selten auch dort herangezogen. wo
die gestellten Aufgaben rascher und einfacher
mit Hilfe von Nomogrammen zu l¢sen sind.
Das Buch will seinem Leserkreis cinen Uber-
blick geben, wie Nomogramme verschiedener
Art anzuwenden sind und wie sie entworfen
werden.

PETER KLEMM

Automaten,Forscherund Rakelen
Kinderbuchverlag, Berlin 1968, 240 8. Leinen
mit Schutzumechlag, etwa 12,80 M.

(Fir Schiler ab Klasse 7)

Dies ist der dritte Band der Geschichten aus
100000 Jahren Technik. An der Entwicklung
der Atomphysik, der Elektronik, der Raketen-
physik und an zahlreichen anderen Beispielen
zeigt der Autor, wie heute die wissenschaft-
lich-technischen Grundlagen fir die Welt von
morgen geschaffen werden. Am meisten
spricht sicher die Jungen Methematiker der
Beitrag, kimstliche Gehirne*‘an (Rechenbrett
und Zahlrahmen, elektronische Rechenauto-
maten, der Vater der Kybernetik u. a.). Aber
auch sonst wird die Wechselbeziebung zwi-
schen Mathematik und gesellschaftlicher
Praxis immer wieder offenbar.

‘W. NAUNDORF

Abbildungstreue

Kleine Naturwissenschaftliche Bibliothek
B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft Leipzig
1963, 54 S. mit 27 Abb., Broschur, 3,20 M.
(Fir Schiiler ab Klasse 6)

Manche Menschen meinen. daB es sich nicht
lohne, fiir die Optik besonderes Interesse auf-
zubringen. Gerade die den optischen Instru-
menten zugrunde liegende geometrische Op-
tik birgt manche interessante und wissen-
schaftliche Seite, dic zu verstehen auch im
Alltag von Nutzen sein kann. Wer sich nun
‘entschlossen hat, sich mit der Wirkungsweise
solcher Instrumente etwas niher zu befassen,
dem will das Bindchen in leicht verstind-
licher Weise helfen, die Grundlagen der opti-
schen Abbildung auf der Basis der geometri-
schen Optik zu verstehen.

HELMAR LEHMANN
Der Rechenstab

und seine Verwendung

VEB Fachbuchverlag Leipzig 1966, 5,80 M,
mit 156 Bildern und 4 Tafcln, 282 durch-
gerechneten Beispielen und 121 Ubungs-
aufgaben mit Losungen.

(Fiir Schiiler ab Klasse T)

HANS SIMON

Elementare Vektoralalgebra

VEB Fachbuchverlag, Leipzig 1967, 11,00 M,
mit 148 Bildern und 47 Beispielen sowie
220 Aufgaben und Losungen.

(Fiir Schiler ab Klasse 10)

Das Buch wurde bewuBt als elementare
Vektoralgebra bezeichnet. Es will jedem, der
mit der Vektorrechnung Neuland betritt, eine
Einfihrung lediglich in die Grundbegriffe,
in die Symbolik und in die additive und
multiplikative Verkniipfung von Vektoren
vermitteln. Die Anwendungen und Aufgaben
beschrinken sich deshalb ebenfalls bewuBt
auf einige ausgewihlte Gebiete, namlich auf
einfache Probleme aus der Planimetrie, der
Stereometrie und der analytischen Geome-
trie der Ebene und des Raumes. Mit diesem
Buch wird eine Grundlage fir das Studium
weiterfilhrender Literatur zur Vektorrech-
nung geschaffen.

HERBERT KURTH und
ARIBERT KUTSCHMAR

Baustilfibel

Bauwerke und Baustile von der Antike bis
zur Gegenwart

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin,
240 Seiten, 20,00 M, Bestellnummer 172636-3
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Berufshild

Facharbeiter maschinelles rechnen

fiir Datenverarbeitung

In diesem Beitrag soll euch ein neuer Beruf vorgestellt werden, der in den kommenden
Jahren eine immer griBere Bedeutung erlangen wird. Rechentechnik und Datenver-
arbeitung — jeder von euch wird sich schon dafiir interessiert haben. In den nichsten
Heften werden euch neben weiteren Berufsbildern auch Begriffe erliutert sowie mathe-
matische Voraussetzungen fiir den Einsatz an Datenverarbeitungsanlagen aufgezeigt —
soweit ihr sie bereits verstehen konnt.
Der Facharbeiter fiir Datenverarbeitung wird fiir vier Spezialisierungsrichtungen ausge-
bildet. Dabei ist eine 1! [,jihrige Ausbildung im Grundberuf — fiir alle vier Spezialisie-
rungsrichtungen nach einem gemeinsamen Lehrplan — vorgesehen, auf die eine halb-
jéhrige spezielle Ausbildung aufbaut. Nach zwei Jahren ist die Ausbildung zum Fach-
arbeiter mit einer Spezialisierungsrichtung abgeschlossen. Entsprechend den zur Zeit
vorgesehenen Einsatzgebieten und Titigkeitsbereichen des Facharbeiters sind dabei
folgende Spezialisierungsrichtungen geschaffen worden:

1. Programmierung und Bedienung schalttafelgesteuerter Maschinen,

2. Programmierung elektronischer Datenverarbeitungsanlagen,

3. Organisation der maschinellen Datenverarbeitung,

4. Operativer Rechenbetrieb.
Diese neue Form der Ausbildung — nach einer fiir mehrere Titigkeiten gleichen Aus-
bildung im Grundberuf die speziellen Kenntnisse gesondert zu vermitteln — setst sich
in vielen Berufen der Volkswirtschaft durch. Sie hat u. a. den Vorteil, daB der Fach-
arbeiter sich, wenn es beispielsweise durch Umstellung im Betrieb notwendig wird,
schnell fiir eine zweite Tatigkeit qualifizieren kann. Aufbanend auf der Ausbildung im
Grundberuf sind nur die Kenntnisse und Fertigkeiten der halbjihrigen speziellen Aus-
bildung nachzuholen. Fiir welche Tétigkeiten ist der Facharbeiter fiir Dalenverarbeilung
vorgesehen? Die Tatigkeiten konnen selbstverstindlich nicht in allen Einzelheiten ge-
schildert werden. Es soll hier versucht werden, einige typische Einsatzgebiete zu nen-
nen und zu charakterisieren. Dabei ist notwendig, nach den angegebenen Spezialisie-
rungsrichtungen zu unterscheiden.l)
1. Zu den schalttafelgesteuerten Maschinen gehéren GroBmaschinen der Lochkarten-
techuik, wie beispielsweise Tabellierungsmaschinen* und Kartendoppler*. Der Fach-
arbeiter fiir Datenverarbeitung soll als Programmierer und Bedienungskraft derartiger
Maschinen eingesetzt werden. Dazu gehort u. a. die Erarbeitung der entsprechenden
Programmunterlagen, technologischer Arbeitsanweisungen und das Stecken der Pro-
grammtafel. Als Bedienungskraft mufl der Facharbeiter die Maschine einrichten und
den Maschinenlauf kontrollieren, um Fehler und deren Ursachen zu erkennen und auf
der Grundlage innerbetricblicher Festlegungen zu beseitigen.
2. Um clektronische Datenverarbéitungsanlagen einsetzen und ihre Leistungsfihigkeit
voll ausnutzen zu kénnen, ist eine grofie Zahl von hochqua]ifi7ierten Programmierern
notwendig. Dabei sind Kenntnisse notwendig, die ein Fach- oder Hochschulstudium
voraussetzen. )

1y Die Ziffern on!\pn'chon den auf S. 65 genannten Sp
) Uber diese wird in den fol, len Hellen a
- ]chnrlwrl.mtcrungen siche am Ende dieses Beitrages.

sterungsrichtungen.
fiihrlich berichtet.




Daneben fallen aber auch eine Reihe von Aufgaben an, fiir die die notwendigen Kennt-
nisse und Fertigkeiten iiber eine Berufsausbildung vermittelt werden konnen. Der
Facharbeiter fiir Datenverarbeitung mit einer speziellen Ausbildung in Programmierung
arbeitet dabei als Programmierassistent unter Anleitung von Mathematikern, Ingenieu-
ren fiir Programmierung o. 4. Zu seinen Aufgaben gehéren beispielsweise das Erarbei-
ten einfacher Programme, das Zusammenstellen von Programmteilen und Unterpro-
grammen, Erarbeitung von Testbeispielen, das Zeichnen von DatenfluB- und Pro-
grammablaufplinen. Vom Programmierassistenten wird erwartet, daB er die ihm ber-
tragenen Aufgaben selbstandig 16st. Deshalb ist fiir ihn eine griindliche theoretische
Ausbildung in den Grundlagen der Programmierung und eine umfangreiche mathe-
matische Ausbildung vorgesehen (vgl. Ausbildungsinhalt).

3. Die volle Ausnutzung der Moglichkeiten elektronischer Datenverarbeitungsanlagen
erfordert in den Betrieben, vor allem in den Methoden der Planung und Leitung von
Betrieben, neue Formen der Organisation des betrieblichen Ablaufes. Dazu gehéren
Untersuchungen iiber die ZweckmiBigkeit verwendeter Belege, ihres Durchlaufes
durch die einzelnen Abteilungen, iiber den- Anfall der Daten u. a. m. Hier wird der
Facharbeiter fiir Datenverarbestung als Organisationsassistent mitarbeiten bei der Er-
fassung von Primirdaten®, bei der Neu- und Umgestaltung von Belegen und Schliisseln
und der Erarbeitung von Organisationsprojekten.

4. Alle diese Vorarbeiten in der Organisation und Programmierung sind notwendig.
Aber zu den wichtigen und verantwortlichen Aufgaben in einer Rechenstation oder
einem -betrieb gehért die Bedienung der Anlagen und der peripheren Gerite*). In der
letzten Spezialisierungsrichtung werden die Facharbeiter ausgebildet, die direkt an den
Anlagen atbeiten bzw. ihren Einsatz unmittelbar vorbereiten. Dazu gehort einmal die
Titigkeit des Maschinenfiihrers (auch Operateur) und zum anderen Facharbeiter, denen
die Planung der Maschinenkapazitit und ihre Auslastung obliegt.

Eine Stunde Rechenzeit an einer elektronischen Datenverarbeitungsanlage kostet viel
Geld (in Abhingigkeit von der GroBe der Anlage zwischen 600 M und 1000 M). Daher
muB jede Minute Rechenzeit ausgenutzt werden und darf nicht durch falsches oder
unaufmerksames Arbeiten verloren gehen. An den Facharbeiter miissen deshalb hohe
Anforderungen hinsichtlich seiner Zuverlissigkeit, seines Verantwortungsbewuftseins
und seiner Gewissenhaftigkeit gestellt werden.

Welche praktischen Fertigkeiten braucht ein Facharbeiter
fiir Datenverarbeitung?

In der Regel®) wird der Lehrling in den 1!/, Jahren der Ausbildung im Grundberuf

zwei Tage pro Woche im Ausbildungsbetrieb sein. Hier lernt er, die Maschinen zu be-

dienen und zu programmieren. Da die eingesetzten Maschinen und Anlagen unterschied-

lich sind, kann die Programmierung nicht fiir alle Lehrlinge in der Schule gemeinsam

durchgefiihrt werden. Dabei lassen sich zwei Hauptabschnitte herausstellen:

— die Ausbildung an Maschinen der Lochkartentechnik,

— dic Ausbildung fiir Bedienung und Programmierung einer elektronischen Datenver-
arbeitungsanlage.

Zum ersten Abschnitt gehort z. B. die Bedienung von Loch-#*, Priif- und Sortiermaschi-

nen* und die Bedienung und Programmierung des Dopplers*. Auflerdem lernt der

Lehrling die Handhabung von Tischrechenmaschinen.

Bei der Programmierung elektronischer Datenverarbeitungsanlagen spielt eine wesent-

liche Rolle, die Richtigkeit des Programms an Hand von Beispielen zu testen. Dazu

miissen teilweise umfangreiche Testrechnungen durchgefiihrt werden. Dabei werden

Tischrechenmaschinen benutzt.

In der Ausbildung zu den Spezialisierungsrichtungen werden auf diesen Kenntnissen

aufbauend spezielle Stoffgebiete behandelt. Die Ausbildung ist eng verbunden mit

3) Die Organisation hingt vom Ausbildungsbetricb ab. Die Stunden und Tage kdnnen auch anders verteilt werden.
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einem Einsatz des Lehrlings an seinem kiinftigen Arbeitsplatz. So kann er Erfahrungen
z. B. an der speziellen Anlage sammeln. Deshalb wird der Unterricht in der Praxis
iiberwiegen.

Nur in den Spezialisierungsrichtungen (2) und (3) wird aulerdem noch berufstheoreti-
scher Unterricht beispielsweise in Mathematik — u. a. Einfithrung in die Lésung von
Differentialgleichungen — und zu speziellen Problemen der Programmierung durch-
gefiihrt.

Welche theoretischen Kenntnisse benétigt ein Facharbeiter
fiir Datenverarbeitung?

Die Titigkeiten des Facharbeiters erfordern umfangreiche theoretische Kenntnisse in
der Programmierung, vom technischen Aufbau der Maschinen und Anlagen und iber
die mathematischen und Skonoraischen Grundlagen der Datenverarbeitungsprozesse.
Der Lehrplan stellt hohe Anforderungen an den Lelrling. Er verlangt konzentriertes
und systematisches Lernen wihrend der gesamten Ausbildungszeit. Hier sollen nur
einige Beispiele herausgegriffen werden, um euch zu zeigen, wic vielseitig die Ausbil-
dung erfolgt.

Im Grundberuf sind 1164 Stunden berufstheoretischer Unterricht vorgesehen, davon
allein 352 Stunden Mathematik! Der Mathematikunterricht wird mit dem Ziel durch-
gefiihrt, den Lehrling mit einigen mathematischen Methoden und Verfahren vertraut
zu machen, die fiir die Anwendung der elektronischen Datenverarbeitungsanlagen zur
Lésung konomischer, mathematischer oder technischer Probleme erforderlich sind.
Tm Mittelpunkt des Mathematikunterrichtes steht der Begriff des Algorithmus?). Da-
mit eng verkniipft sind Fragen der Formulierungsmaglichkeiten von Algorithmen und
damit die Behandlung einer Formulierungssprache — ALGOL —. Derartige Formu-
lierungssprachen werden bereits weitgehend als Programmierungssprachen®) verwendet.
Weiter spielen Probleme der numerischen Mathematik eine grofie Rolle — beispiels-
weise Fragen der Genauigkeit und Fehlerabschatzung. Unter diesen Gesichtspunkten
werden behandelt: Zahlenbereich und spezielle Zahlensysteme, also u. a. auch die
Darstellung im Dualsystem; Grundlagen der Kombinatorik, Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, einige typische Operationen, lineare Gleichungs- und Unglei-
chungssysteme, Matrizen und Determinanten, lineare Optimierung, Polynome und
ganzrationale Funktionen sowie Einfihrung in die Differential- und Integralrechnung.
Das ist nur ein Unterrichtsfach.

Andere Beispiele: In einigen Lehrgingen werden konomische Grundlagen der Daten-
verarbeitung behandelt. So lernen die Lehrlinge den Begriff des Modells* kennen.

Die Schiiler der 10. Klasse wissen bereits, dafl Modelle bei Betrachtungen naturwissen-
schaftlicher Probleme eine bedeutende Rolle spielen. Sie werden sich sicher sofort an
das Bohrsche oder Rutherfordsche Atommodell und ihre Bedeutung fiir die Entwick-
lung der Atomphysik erinnern. Im Fach Maschinenkunde werden die mechanischen,
elektrischen und elektronischen Bauelemente der Maschinen und Anlagen und ihr
Zusammenwirken behandelt. Wie kann beispielsweise in den verschiedenen Anlagen
die Zahlendarstellung technisch realisiert werden? Wichtig ist, daB ihr die physikali-
schen Gesetze, die euch in der polytechnischen Oberschule vermittelt werden, auch
wirklich anwenden konnt. In der Tabelliermaschine spielen Zahnrider, Hebel, Nocken-
welle und elektromechanische Relais eine wesentliche Rolle. Man begreift ihre Funk-
tionen schnell, wenn man ihre Wirkungsweise kennt. Beim Programmieren der Tabel-
liermaschine miissen die einzelnen Bauteile richtig angesprochen werden. So mu8 man
wissen, was bedeutet Ruhe- und Arbeitsstellung beim Relais, wann flieBt ein elektri-
scher Strom, wann wird die Stromzufuhr unterbrochen und viele andere GesetzmaBig-

1) I]n weiteren Beitrigen werdet ihr diesen Begriff und Beispiele von Algorithmen aus curem Unterrichtsstoff ken-
nenlernen.
8) Weitere Programmicrungssprachen sind z. B. COBOL oder FORTRAN
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keiten. Die Ausbildung, die bereits durchgefiihrt wurde, hat gezeigt, daB viele Schiiler
zwar die Gesetze kennen, aber wenn sie diese anwenden, aus ihnen SchluBfolgerungen
zichen sollen, dann geraten sie in Schwierigkeiten. Versucht deshalb standig, euer Wis-
sen in der Praxis zu iberpriifen!

‘Wer kann diesen Beruf erlernen?

Voraussetzung zum Erlernen dieses Berufes ist der AbschluBl der 10. Klasse mit sehr
guten bis guten Leistungen in den Fichern Mathematik und Physik. AuBerdem wird
vom kiinftigen Facharbeiter erwartet, daf er gewissenhaft und zuverlissig arbeitet und
in der Lage ist, seine cigene Arbeit kritisch einzuschitzen. Die Maschinen und Anlagen
weisen jeden auch noch so kleinen Fehler unnachsichtig aus, sei es durch falsche Ergeb-
nisse oder durch Unterbrechung des Maschinenlaufs. Es kommt hiufig vor, daB
Maschinenprogramme immer wieder iiberarbeitet werden miissen, bevor sig einwand-
frei laufen. Deshalb sollte nur derjenige diesen Beruf ergreifen, der nicht bei jedem
Fehlschlag in seiner Arbeit die Lust verliert, sondern mit gleicher Konzentration und
Willenskraft seine Arbeit bis zum Erfolg fiihrt. Einsatzbereitschaft, Zahiglkeit und
Freude an der Arbeit sind gerade bei diesem Beruf eine sehr wichtige Voraussetzung.

Wer bildet aus?

Da die Ausbildung den Einsatz qualifizierter Fachkrifte erfordert und eine Reihe
materieller Voraussetzungen geschaffen werden miissen, werden in immer stirkerem
Mafle in den Bezirksstadten Ausbildungsgemeinschaften gebildet. Das bedeutet, daf3
sich mehrere Rechenbetriebe zusammenschlieBen, um gemeinsam die Ausbildung
durchzufiihren.

Wer sich fiir diesen Beruf interessiert, kann sich einmal in den Bezirksstidten unserer
Republik an die VEB Maschinelles Rechnen wenden, zum anderen konnen die Amter
fiir Arbeit und Berufsausbildung dariiber Auskunft geben, von welchen Betrieben die
Ausbildung durchgefiihrt wird.

Ch. Papendort

Begriffsexrklirungen

Doppler — Maschine, diec von vorhandenen
Lochkarten Duplikate vollstindig oder z. T.
herstellt und diese mit den Originalkarten
vergleicht.

Lochmaschine — Maschine zum Stanzen von
Ziffern in eine Lochkarte.

M odell — wichtige Methode, betriebliche oder
volkswirtschaftliche Probleme mit Hilfe elek-
tronigcher Datenverarbeitungsanlagen zu
losen.

Primérdaten — neu erfafite Daten.

periphere Gerite — Aggregate einer Daten-
verarbeitungsanlage, die nicht zur Zentral-
einheit gehoren, d. h., die nicht unnittelbar
an dem DatenverarbeitungsprozeB beteiligt
sind, z. B. Schreibmaschine, Fernschreiber,
Lochkartenstanzer, Magnetbandspeicher u. a.
Sortiermaschine — Maschine zum Sortieren
von Lochkarten nach bestimmten Begriffen,
z. B. alle Lochkarten, die in der Spalte 3 eine
8 haben, werden aussortiert.

. . VII. OJM: Wetthewerbsatmosphiire (Bild oben);
Tabelliermaschine — gesteuertes System der | guszcichnung der Besten durch]\v‘ Engst, Sckrelir
Infc-rma.tionsverarbeitung, das der Auswer- des Zentralrats der I'DJ und Versitzender der

. Pionferorganisation ,.Erngt Thilmann“ nnd OSiRt
tung von Lochkarten dient. G. Stohr, Ministerium fiir  Volksbildung (rechts)
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Elementare Zahlenfolgen

1. Teil

Zahlenfolgen sind euch schon vielerorts be-
gegnet, in der Schule und auch auBerhalb.
Denlkt nur zuriick an die Stunden, in denen
ihr das kleine Einmaleins behandelt habt ! Da
gab es manches zu lernen:

dic ,Zweicrreihe 2; 4; 6; 8;10; usw.(f;)
dic ,,Fiinferreihe* 5; 10; 15; 20; 25; usw.,
die ,,Sechserreihe™ 6; 12; 18; 24; 30; usw.
und all dic ibrigen.

Das sind einfache Zahlenfolgen. Der Name
,»Reihe ist hier eigentlich fchl am Platze, der
Unterschicd zwischen ,,Folge* und ,,Reihe*
soll uns heute aber noch nicht beschiftigen.
Oder betrachtet einmal den Blendenring einer
wertvollen Kamera! Auch dort findet ihr eine
Zahlenfolge, nidmlich

2; 2,8; 4; 5,6; 8; 16; 22. (fy)

Weitere Beispiele fiir Zahlenfolgen sind :
1 11

1; 33y sy 5 USWe ()]
1;4;9; 16; 25; usw. (fy)
Tid4:1; —2; 5; — 8. (f3)
—2; —4; —8; + 16; — 32; + 64;

— 128; + 256; — 512. {fe)

Die einzelnen Bestandteile einer Folge heiBien
Glieder. Je nachdem, ob die Folge aus endlich
vielen Gliedern besteht oder nicht, sprechen
wir von endlichen oder unendlichern Zahlen-
lolgen.

Dic,, Zweicrreihe® oder — wie wir besser sagen
wollen — die Folge der geraden Zahlen lern-
tet ibr in den untersten Klassen nur zwischen
2 und 20 kennen, also

2:4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; 20. ()

Hier ist 20 das letzte Glied der Folge; es licgt
eine endliche Folge von zehn Gliedern vor.
Lassen wir die Folge 2; 4; 6; 8; 10; . . . jedoch
immer weiterlaufen, so daB sie kein letztes
Glied hat, dann haben wir es mit einer unend-
lichen Folge,zu tun. Die drei Punkte sollen
hier — dhnlich wie das ,,usw.“ — andeuten,
daB die Folge kein Ende hat.

Dic Darstellung einer Zahlenfolge durch An-
gabe einiger Anfangsglieder birgt aber cine

Gefahr in sich. Wir nehmen an, daB diec Folge
1111
S 9333 455
. L1
findet mit 65787 971
garantieren kann uns das niemand. Sic

1 ; usw. ihre Fortsetzung

1 1 1
03 USY- aber

. . 1 1
konnte auch so weitergehen: £33 a9 1;
2 1 1 1 1 1

; usw. T — = o= = USW.
l,uswocorso5,5,5,5,5yu

oder ouf irgendeine andere Weise.

Wir ersehen daraus, daB eine unendliche
Zahlenfolge durch Angabe einiger Anfangs-
glieder niemals eindeutig bestimmt ist. Ja,
man kann sogar beweisen, daB es stets unend-
lich viele Moglichkeiten gibt, endlich viele
vorgegebene Glieder zu einer unendlichen
Folge fortzusetzen. Wir missen uns deshalb
nach besscren, d. h., eindeutigen Darstel-
lungsarten fiir Zahlenfolgen umsehen. Eine
besonders einfache Zahlenfolge ist

1;2;3;4;5;....

Das ist die TPolge der natiirlichen Zahlen (ohne
diec Null).

Diese Tolge finden wir eigentlich in jeder
anderen Zahlenfolge wieder, denn jede Zah-
lenfolge hat

ein 1.; ein 2.; ein 3.; . . .; allgemein ein k-tes
Glied. Die Glieder selbst werden meist mit

ay3 @y3 a3 . . . bezeichnet,

das 1. Glied also mit a,, das 2. Glied mit a,,
das k-te Glied mit a;.

Das 2. Glied der Folge f, z. B. ist ¢, = 4. das
3. Glied ag = 6, das k-te Glied a; = 21.
Das k-te Glied ciner Folge nennt man auch
deren allgemeines Glied, es gestattet — sofern
es angebbar ist —, die gesamte Folge durch
einen einfachen analytischen Ausdruck zu
reprisenticren. Dabei setzt man stillschwei-
gend voraus, daB k stets die Folge der natiir-
lichen Zahlen 1; 2; 3; 4; 5;...durchliuft.
Das allgemeine Glied der Folge f, = 1;4; 9;
16; 25; ... lautet, um ein weiteres Beispiel
anzufithren, g = k2.
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Man kann den Zusammenhang zwischen der
Gliednummer % (natiirliche Zahl) und den
Gliedern ey, (belicbige reelle Zahl) der Folge in
einer Wertetabelle zum Ausdruck bringen. Es
gilt fiir (unendliche) Folgen allgemein

Clicd-Nr. 1 2 3 4 ...k ... mibk ¢ (1;2;...)

Glied @y Ay Ay Qy... 0 ... mib g € Re
und speziell fiir die Folge der geraden Zahlen:
1234 ...k ...
2468 ..2k..

Folgen stellen somit cine Menge von geordne-
ten Zahlenpaaren [k; ;] dar, deren 1. Partner
der Menge der natiirlichen Zahlen entstammt
und deren 2. Partner eine reelle Zahl ist.
Aber nicht nur das. Es besteht eine eindeu-
tige Abbildung von der Menge der k auf
dic Mcnge der a;, das heiBt, jedem k ist
genauein a; zugeordnet.

Eindeutige Abbildungen sind aber nichts
anderes als Funktionen.

Wir kénnen also sagen: Zahlenfolgen sind cine
spezielle Klasse von Funktionen. Der Defini-
tionsbereich dieser Funktionen ist immer eine
Menge natiirlicher Zahlen, und zwar die
Menge (1; 2; 3;...) fir unendliche Folgen
und die Menge {1; 2; 3;...; %) fiir endliche
Folgen. Dabei ist a,, das letzte Glied der end-
lichen Folge. Bei der aus 6 Gliedern bestehen-
den Folge f; z. B. ist a; = — 8. Jetzt fillt es
uns gewill nicht schwer, die exakte Defini-
tion des Begriffs ,,Zahlenfolge‘ zu verstehen:
Definition: Zahlenfolgen sind Funktionen,
deren Definitionsbereich die Menge (1;2; 3;
... oder (1;2;...; n} natirlicher Zahlen ist
und deren Wertevorrat aus reellen Zahlen be-
steht.

- \,
s 3 \

//- P, \\ Abb. 2
/ aa ) ™, 1 3Menge aller
V4 v Abbildungen
[ P2 Menge aller
b / / Funktionen
“ \ VeV 1 Menge aller
W\ iy Zahlenfolgen

N

S
-

Abbildung = Teilmenge der Menge aller ge-
ordneten Paare

Funktion = eindeutige Abbildung (Jedem
a € 4 ist genau ein b € B zugeordnet)
Unendliche Zahlenfolge = eindeutige Abbil-
dung mit N\ (0} als Defin.-Bereich (Jedem
k€ NN\(0) = {1; 2; . ..] ist genau ein a; €
Re zugeordnet)
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. pendente
" &} = f(k), die tabellarische (Darstellung durch

Ist das allgemeine Glied bekannt, so kann
man schreiben:

e = f(k)mit & € (1; 2; 3; . . .} fiirunendliche
Folgen;

mit & € (1;2;3;...;») fur end-
liche Folgen.

Die symbolische Schreibweise a; = f(k) fir
Zohlenfolgen nennt man analytische oder
independente Darstellung (independent, lat.
unabhingig. Jedes Glied der Folge kann un-
abhingig von den anderen bestimmt werden.)
Als analytische Darstellung ist uns diese
Schreibweise ja von den Funktionen her gut
bekannt. Nur wird bei Funktionen die unab-
hingige Variable meist mit z, die abhéngige
Variable mit y bezeichnet.

y = 2z ist die analytische Darstellung einer
lincaren Funktion. Laft man als Definitions-
bereich die Menge aller reellen Zahlen zu, so
erhalten wir als Bild eine Gerade (Abb. 3).
a3, = 2k dagegen ist die analytische oder in-
dependente Darstellung der Folge der gera-
den Zahlen. Die unabhingige Variable k kann
nur ganzzahlige positive Werte annehmen.
Infolgedessen ist die graphische Darstellung
der Folge a, = 2k keine Gerade, sondern eine
diskrete Folge einzelnor Punkte; der Mathe-
matikersagt dazu: diskrete Punktfolge (Abb.4).
Diskrete Punktfolgen als Bilder von Zahlen-
folgen verlaufen iiberdies stets nur im I. oder
(und) IV. Quadranten des kartesischen Ko-
ordinatensystems, wihrend Funktionen
in allen vier Quadranten verlaufen kénnen.
Wir sollten uns bei dieser Gegeniiberstellung
aber stets bewuBt sein, daB eben auch a;, = 2%
eine Funktion ist. Wir wollen fiir einige
weitere Zahlenfolgen independente und gra-
phische Darstellungen angeben.

(f4) Folge der Quadratzahlen. Independente
Darstellung:

ap=k2mit k€ (1;2;...] (Abb.5)

(fs) 75 4; 1; — 2; — 5; — 8. Independente
Darstellung:

ap,=—3k-+ 10mit k€(1; 2;...6;)
(Abb. 6).

Wir haben vier wichtige Darstellungsarten
von Zahlenfolgen kennengelernt: die inde-
oder analytische Darstellung

cine Wertotabelle), die graphische und die
verbale, d. h., die Darstellung einer Folge
durch Wortbeschreibung. ,,Folge der Qua-
dratzahlen® (exakter: ,,Folge der Quadrate
der natiirlichen Zahlen ohne die Null“) ist die
verbale Darstellung der Folge 1; 4; 9; 16;
25; ... k% ...
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Abb. 3 Abb. 4
Die independente Darstellung ist dabei die
wichtigste, weil mit ihr das Bildungsgesetz
einer Zahlenfolge in den meisten Fillen
knapp, pragnant und eindeutig zum Aus-
druck gebracht werden kbnn. Es gibt aller-
dings auch Zahlenfolgen, fiir dic eine indepen-
dente Darstellung tiberhaupt nicht angebbar
ist (Beisp.: Folge der Primzahlen), andere,
fir dic eine weitere Darstellungsart, die
rekursive Darstellung, einfacher und zweck-
miiBiger ist. Darauf kommen wir im zweiten
Teil zuriick. H. Lohse
Aufgaben
223 Eine der folgenden Aussw!cn ist falsch.
Welche ?
a) Jede Folge ist eine Menge geordneter
Paare.
b) Jede Funktion ist eine eindeutige Abbil-
dung.

ay o ay
2+ #]°
] 4q o
(N ]
1 1 7] o
07 o 1123456 K
] : =2 h
y4 2 -4 °
2 i 4
“Lle -5
12345 Kk —g-l °
Abb. 5 Abb. 6

¢) Jede Folge ist eine eindeutige Abbildung.
d) Jede Funktion ist'einc Folge.
e) Jede Folge ist eine Funktion.
Begriinde deine Entscheidung!
224 Schreibe die Menge f4 2; 4+ 4;
—8; + 16; — 32; +- 64; — 128; 4 256;
— 512. als Menge geordneter Paare anf!
225 Versuche, fir folgende Anfangsglieder
einer unendlichen Folge ein einfaches Bil-
dungsgesetz in independenter Darstellung zu
finden:
g; i 31505 1
573
226 Gib alle dir bekannten Darstellungs-
arten der Folge fs an!
227 Welche der vier graphischen Darstel-
lungen (Abb. 7) kann nicht die Darstellung
einer Folge sein?
Begriinde deine Antwort!

ay a4 Gy Ak o
[~] o

L 1 o 2 L L

7 K k k 1 K

0000 o o

(=]
o
! Abb. 7 |

Sekr geehrter Herr Chefredakteur!

Ihre mathematische Schiilerzeitschrilt alpha
feierte im Januar den ersten Geburtstag. Das
ist mir ein willkommener AnlaB, Ihnen und
Ihren Mitarbeitern fiir diese lehrreiche Zeit-
schrift zu danken. — Alle sechs Hefte
des Jahrganges 1967 liegen vor mir —
zerlesen, etwas schnuddelig, mit vielen Rand-
bemerkungen verschen. Man sieht lhnen an,
daB demit gearbeitet wurde.

Mein Schulweg besteht aus mindestens
1!/, Stunden StraBenbahnfahrt taglich.
Diese nutze ich oft zu mathematischen Uber-
legungen und Knobeleien, denn dafiir geniigt
der engste Raum und — meine alpha. Natiir-
lich schiittle ich nicht in der StraBenbahn
jede Losung aus dem Armel. Mein Interesse

fiir die Mathematik 148t sich bis zum Ein-
maleins zuriick verfolgen, aber, daB es
ein so tdtiges Einmaleins wurde, verdanke
ich zu einem guten Teil Threr alpha. Nicht nur
die Wettbewerbsaufgaben habe ich regel-
miBig eingesandt, sondern ich beschiftigte
mich auch eingehend mit all den anderen
Aufgaben meiner Klassenstufe.

Ich freue mich ganz besonders iiber die Viel-
seitigkeit der Zeitschrift und lese alle Beitrige
mit groBem Interesse. Und welcher Schiiler
informiert sich nicht gern iiber Aufgaben,
Losungen und Ergebnisse der Mathematik-
olympiaden? Nun warte ich schon mit Un-
geduld auf jedes der Hefte des zweiten Jahr-

gangs. Arnulf Mobius, K1. @ VR der
- Erw. Leibnizschule, Leipzig
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Nichts Einfacheres als
ein Quadrat!

(rotzdem erst fiir Schiiler ab Klasse 8)

3. Teil

(4) Das Problem der Quedratverdoppelung
schien uns so cinfach, und doch sind wir bis-
her immer wicder gescheitert. Sollte es uns
wie J. F. Béttger gehen, der Gold machen
wollte und das Porzellan fand? Aus dem
Material, das Béttger zur Verfiigung stand,
konnle kein Gold entstehen! Sollte es moglich
sein, daB es gar keine rationale Zahl gibt,
deren 2. Potenz gleich 2 ist ? Eine derart unge-
wihnliche Vermutung kann man aber nicht
einfach hinnehmen; man muB versuchen, sic
zu bewetsen!

Behauptung: Es gibt keinc rationale Zahl,
deren 2. Potenz gleich 2 ist.

Der Beweis erfordert eure ganze Aufmerk-
samkeit.

Beweis: Wir fragen uns zuerst, wodurch
rationale Zahlen charakterisiert werden kon-
nen. Die rationalen Zahlen wurden einge-
filhrt, damit jede Divisionsaufgabe mit ge-
brochenen Zahlen losbar ist. Also kann jede
positive rationale Zahl als Verhiltnis zweier
natiirlicher Zahlen ausgedriickt werden und
umgekehrt, jedes solche Verbiltnis driickt
eine positive rationale Zahl aus. (Dic Divi-
sion durch 0 ist natiirlich ausgeschlossen.)

Wir miifiten also zeigen, dafl es kein Ver-
hiltnis natirlicher Zahlen gibt, dessen 2. Po-
tenz 2 ist. Dazu stellen wir uns vor, daBl uns
jemand sagt: ,,Es gibt doch eine solche ratio-
nale Zahl!* Wir widerlegen ihn, indem wir
antworten: ,,Wenn Du recht hiittest, wenn
es also eine rationale Zahl d gibe, fiir die
d* = 2 gilt, dann wiirde folgendes gelten: d

miiBte sich als Verhiltnis 7'2 natirlicher Zah-

len m und » ausdriicken lassen, es wire also

: m2
d2 = = 2, also auch
m? =2 - n?oder
m - m = 2-n-n,d. h,links und rechts

vom Gleichheitszeichen miiBten dieselben
Zahlen stehen. Wenn wir uns diese nun in
Primfakloren zerlegt denken (zum Beispiel
(2:3):(2:3)=2-(2-5)(2-5)), so sieht
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man, daf} rechts eine ungerade Anzahl von.
Primzahlen, links aber eine gerade Anzahl von
Primzahlen steht, also kann diesc Gleichung
nicht stimmen ! Kurz gesagt: Wenn Du recht.
hittest, dann ergabe sich ein Widerspruch;
also hast Du unrecht!” (Genau genommen ist
es wichtig, daB die Primfaktorenzerlegung
bis auf die Reihenfolge der Faktoren nur auf’
eine Weise moglich ist.)

Hier haben wir eine kleine Atempause ver-
dient. Wir schauen zuriick:

* Ausgangsfrage war: Wie mufl man einc
Quadratseite vergréfern, damit sich die
Quadratfliche verdoppelt?

* Wir formulierten dic Frage um: Wie muf3.
man eine Quadratscite vergroBern, damit
sich die Quadratdiagonale ergibt?

* Wir formulierten ein zweites Mal um:
welche rationale Zahl hat 2 als 2. Potenz?

* Nach vielen vergeblichen Lésungsver-
suchen tauchte eine ungewohnliche Vermu-
tung aunf: vielleicht gibt es eine solche ratio-
nale Zahl gar nicht?

* Wir bewiesen, daB es tatsdichlich keine
rationale Zahl gibt, die 2 als 2. Potenz hat.

Ist euch klar, daB wir etwas ganz GroBartiges
entdeckt haben? Wir haben einen Unmdg-
lichkeitsbeweis gefiihrt,! Wir wissen jetzt, daB3
das Problem der Quadratverdoppelung unter
Zuhilfenahme der rationalen Zahlen' nicht
gelost werden kenn.

Verwechselb das bitte nicht mit Unfihigkeitt
Unsere Erkenntnis besteht nickt darin, daB
wir bis jetzt noch nicht wissen, wie das Pro-
blem der Quadratverdoppelung mit Hille der
rationalen Zahlen gelost wird. Wir wissen
vielmehr, daB es mit Hilfe der rationalen Zah-
len bestimmt nicht gelost werden kann; wir
haben wirklich eine neue Erkenntnis gewon-
nen!

Da. zur Zeit unserer Geschichte aus Delphi im
antiken Griechenland nur rationale Zahlen
bekannt waren, sieht man jetzt, wie ge-



schickt sich das Orakel von Delphi aus der
Affiire gezogen hatte. ,,Wer das unldsbare
Problem [6st, soll den Esel bekommen!* Das
Orakel hat also niemandem den Esel zuge-
sprochen.

Es wird euch gewiB interessieren, daB noch
im alten Griechenland unsere ,,nagelneue‘
Erkenntnis gefunden wurde. Es wird berich-
tet, daB wahrscheinlich Pythagoras héchst-
personlich diese Entdeckung machte.

Aufgabe 13: Beweise, daf es keine rational

es stindig arbeiten wiirde, anch wenn kein
Wasser da wiire. Ein perpetuum mobile 1. Art
widerspricht dem Satz von der Erhaltung der
Energie und ist daher physikalisch unmag-
lich.

In der Kriminalistik ist cin Alibi der Beweis
dafiir, daf} eine ganz bestimmte Person zu
einer ganz bestimmten Zeit nicht an einem
ganz bestimmten Ort war. Ein Alibi ist also
cin Unmoglichkeitsbeweis, nimlich der Be-
weis, daf die betreffende Person unméglich
der unmittelbare Titer gewesen sein konnte.

Zahl gibt, deren 2. Potenz gleich 3 ist!

Auwfgube 14: Wieso klappt derselbe Beweis fiir
die 2. Potenz 4 nicht? Es gibt natiirlich eine
rationale Zahl, deren 2. Potenz 4 ist, ndmlich
die Zahl 2. An welcher Stelle des Beweises geht
der Beweis deswegen nicht weiter?

Aufgabe 15: Verallgemeinere! Fir welche 2.
Potenz ist der benutzte Beweisgedanke brauch-
bar?

Ich will euch noch zwei Beispiele fiir Unmég-
lichkeitsbeweise angeben.

Aus dem Physikunterricht wiBt ihr, daB es
kein sogenanntes ,,perpetuum mobile 7. Art*
geben kann. Ein perpetuum mobile 1. Art ist
eine Maschine, die stindig Energie abgibt,
ohne daB stindig die entsprechende Energie
in sie hineingesteckt wird. Ein Benzinmotor
wiire ein perpetuum mobile 1. Art, wenn er
ohne Benzin laufen wiirde. Ein Wasserkraft-
werk wire ein perpetuum mobile 1. Art, wenn

Aufgabe 16: Saminle weitere Beispiele von
Unméglichkeitsbeweisen! Frage tuell dei-
nen Mathematiklehrer!

Aujgabe 17 : Fithre ganz dhnliche Uberlequngen
wie wir bei folgendem Problem durch: Wie ist
die Kante eines Wiirfels zu vergréflern, damit
das Wiirfelvolumen sich verdoppelt?

(5) Im letzten Teil unserer gemeinsamen
Uberlegungen wollen wir zwei Konsequenzen
aus der neuen Erkenntnis ziehen, die auch fiir
euren Mathematikunterricht von groBer Be-
deutung sind. Die erste und wichtigste Kon-
sequenz besteht darin, daB wir unzufrieden
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sind mit der schwachen Leistung der ratio-
nalen Zahlen. Sie leisten zwar mehr als die
natiirlichen und die gebrochenen Zahlen,
denn mit ihnen kann man unbeschrinkt ad-
dicren, subtrahieren, multiplizieren und divi-
dieren (aufler durch 0). Sie haben uns beim
Problem des Wurzelziehens aber verlassen.
Also ist es notwendsg, eine neue Art von Zahlen
zu erfinden, die die Leistungen der rationalen
Zahlen erbringen, dariiber hinaus aber noch
mehr kdnnen. Einige von euch kennen sol-
che Zahlen bereits; man nennt sie reelle
Zahlen.,

Die Zahl, die wir mit /2 bezeichnet haben,
ist zum Beispiel eine reelle Zahl. Da die
rcellen Zahlen die Leistungen der rationa-
len Zahlen iibernehmen, komnen wir das
Lehrbuchbild  vervollstindigen (siehe  Fi-

aur 8):

Bereich der
recllen Zahlen

Bereich der
rationalen Zahlen

Figur 3

3
Zahlen, die durch /2, /3, VZ ‘und andere be-
zeichnet werden, sind Beispiele fiir solche
reellen Zahlen, die nicht rational sind. Man
nennt sie irrationale Zahlen. Viele von euch
kennen noch andere irrationale Zahlen. Ich
gebe einige Beispiele an: Zahlen, die durch
log, 5, 1g 2, sin 20° bezeichnet werden. Ich
maché euch aber darauf aufmerksam, dafB
ich euch nicht gesagt habe, was eine reelle
Zahl ist. Ich habe immer nur angegeben, wo-
durch sie bezeichnet werden.

Nun méchte ich euch eine zweite SchluBfol-
gerung aus unserer Erkenntnis erldutern, daB
die Quadratverdoppelung allein mit rationa-
len Zahlen unmoglich ist. Vielleicht sind bei
friiheren Uberlegungen einige kluge Kopfe
schon auf den Einfall gekommen, die Linge
der Quadratdiagonale bei vorgegebener Ein-
heits-Seitenlinge zu 7essen. Ihr werdet s =
1 dm sehr genau gezeichnet haben, das Qua-
drat peinlich sorgfiltig dazu konstruiert und
die Diagonale schlieflich eingezeichnet haben.
Jetzt kann man doch die Liinge der Diagonale
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sehr genau in Dezimetern ablesen. Das diber-
der Diagonalen errichtete Quadrat hat dann
tatsichlich einen Flicheninhalt, der vom dop-
pelten Flicheninhalt des Ausgangsquadrates.
so wenig abweicht, daf es durch Nachmessen
nicht mehr festgestelll werden kann. Das stimmt
sogar. Fiir jedes gezeichnete Quadrat kann
ein doppelt so groBes Quadrat gezeichnet
werden, ohne daB durch Messen und Zeich-
nen Fehler festgestellt werden konnen. Die
Quadratverdopplung ist fir jede genaue-
Zeichnung auf dem Papicr moglich.

Aber: meBt ihr die Diagonale uhd sctzb in.
d® = 2 ¢in, so stimmt es nie!

Also: die Quadratverdopplung ist fiir ge-
zeichnete Quadrate moglich, aber fir das.
mathematische Quadrat nicht!

Was ihr hicraus lernen sollt, ist vor allem
dies: man muf unterscheiden zwischen einem
gezeichneten Quadrat und dem mathematischen
Quadrat. Ein Quadrat, wie es der Mathema-
tiker untersucht, kann man weder zeichnen
noch horen oder riechen oder anfassen. Ein
gezeichnetes Quadrat gibt uns eine Vorstel-
lung von dem eigentlichen mathematischen
Untersuchungsobjekt; ein gezeichnetes Qua-
drat ist aber nicht das Untersuchungsobjekt
selbst. Es dient nur zu seiner Veranschau-
lichung. Die Modelle von Pyramiden, Kegeln
usw., die euch euer Mathematiklehrer zeigt,.
sind nicht die mathematischen Kérper selbst,_
sondern nur Veranschaulichungen der mathe-
matischen XKorper, eben Modelle davon..
Das Gleiche trifft auf alle Zeichnungen im
Helt oder an der Wandtafel zu. Deswegen
habe ich vorhin auch immer so vorsichtig ge-
sagt ,,l/f bezeichnet eine reelle Zahl“; das.
Zeichen ,,)/2* ist nimlich nicht eine reelle-
Zahl selbst, sondern nur ein Name dafiir. Es.
besteht hier der gleiche Unterschied wie zwi-
schen eurem Namen ,,Fritz Miiller* und dem.
Menschen, der diesen Namen hat. Es ist auch
der gleiche Unterschied wie zwischen Ziffer-
und Zahl; eine Ziffer ist ein Name einer Zahl..

Ich glaube, iiber diese letzten Sitze mifBt ihr:
noch einmal nachdenken. Iis ist auch gut,
wenn ihr iiber dieses schwierige Problem mit
eurem Mathematiklehrer sprecht.

,,Nichts Einfacheres als ein Quadrat!“ ist.
unsere Uberschrift gewesen. Es sicht ganz so.
aus, als ob man auch bei der Untersuchung
scheinbar einfacher Dinge eine ganze Menge-:
lernen kann. Ich hoffe, es hat wenigstens.
einem von euch SpaBl gemacht; dann wirkt.
er ansteckend! .

H. Wiesemann,



Eine Aufgabe von

NPT Prof. Dr. phil. habil. Hans Reichardt*

Humboldt-Universitil zw Berlin, Sektion Mathematik

* Professor mit Lehrstuhl, ordentliches Mit-
glied der Deutschen Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin, Mitglied der Deutschen
Akademie der Naturforscher Leopoldina
Halle, Direktor am Institut fiir Reine
Mathematik der Deutschen Akademie der
Wissenschaften.

260a Eine Stoppuhr besitze zwei Sekunden-
zeiger, die verschiedene Drehpunkte (Mittel-
punkte) haben. Wenn die beiden Sekunden-
zeiger laufen, so mogen die durch die Zeiger
verlaufenden Geraden einander schneiden.
Welche Kurve beschreiben die Schnittpunkte
dieser Geraden bei einem vollen Umlauf der
Sekundenzeiger ?

260b Bei welchen Stellungen des Stunden-
zeigers und des Minutenzeigers einer Uhr
geht wieder eine mogliche Stellung hervor,
wenn man die beiden Zcigerstellungen mit-
einander vertauscht?

Prof. Dr. Reichardt gehort zu den aktiven Forderern der auBerschulischen Arbeit im
Fach Mathematik. Unsere Bilder zeigen ihn und seine aufmerksamen Zuhérer bei der
Vorbereitung auf die DDR-Olympiade -im Jahre 1963.
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Die Aufgabenkommission des Zentralen Komitees
fiir die Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

Das Zentrale Komitee fiir die Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR steht unter
der Leitung von Prof. Dr. W. Engel (Univer-
sitit Rostock). Entsprechend den verschie-
denen Aufgaben ist es in ein Organisations-
komitee (Leiter OStR H. Titze), die Auf-
gabenkommission und die Jury (Leiter Dr.
H. Bausch) untergliedert.

Die Aufgabenkommission ist das Herzstiick
desKomitees, weil die in jedern Jahr ablaufen-
den Olympiaden in allen vier Stufen (Schule,
Kreis, Bezirk, DDR) als wichtigste Voraus-
setzung die Bereitstellung eines den spezifi-
schen Anforderungen dieses Wettbewerbs
geniigenden Aufgabenmaterials erfordern. Sie
wurde 1964 im Auftrage der Mathematischen
Gesellschaft der DDR gegriindet und steht
unter der gemeinsamen Leitung von Prof.
Dr. H. Karl (Pédagogische Hochschule Pots-
dam) und Prof. Dr. U. Pirl (Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin). Die Aufgabenkommission
untergliedert sich nach den beteiligten Ilas-
senstufen in vier Arbeitsgruppen:

Klassenstufe 5/6
StR J. Lehmann, V. L. d. V., Leipzig (als Leiter)
OL K. Fuhrmann, Leipzig - OL H. Schulze, Leipzig

Klassenstufe 7/8
StR D. Michels, Rostock (als Leiter)
OL K. Krager, Bad Doberan * P. Polster, Dresden

Klassenstufe 9/10

StR. G. Schulze, Herzberg (als Leiter)

K. Belerlein, Potsdam

OSTR K.-H. Lelunann, V. L. d. V., Berlin *
G.-0. Schulze, Luckenwalde

Klassenstufe 11/12

NPT OStR Dr. R. Liiders. Berlin (als Lelter)
OLH. Bode, Gotha - M. Rehm, Berlin «
Dipl.-Ing. M. Walter, Meiningen

Alle Mitglieder der Aufgabenkommission sen-
den, meist iiber das ganze Jahr verteilt,
Aulgabenvorschlige fiir das jeweils bevor-
stehende Olympiadejahr an den Sekretir des
Zentralen Komitees, OStR H. Titze ein. Diese
werden nach Vervielfiltigung an alle Mit-

glieder der Kommission weitergeleitet. Im;

Herbst jedes Jahres tritt die Kommission zu
einer mehrtégigen Beratung zusammen und
wihlt aus dem vorliegenden Material die Auf-
gaben fiir alle Stufen der im Herbst des fol-
genden Jahres beginnenden Olympiade aus.
Dadurch ist ein gentigender zeitlicher Vorlauf
fiir die notwendigen Uberarbeitungen ge-
schaffen.

%

Schon bei der Auswahl der Aufgaben auf der
Jahrestagung sind die verschiedensten Ge-
sichtspunkte zu beriicksichtigen. So kommt
es u. a. darauf an, Aufgaben aus den wichtig-
sten mathematischen Sachgebieten in ange-
messener Weise fiir die jeweiligen Klassen-
stufen vorzusehen, eine Zusammenstellung
zu gewihrleisten, die in geeigneter Art aus
leichten, mittleren und schwierigen Auf-
gaben gemischt ist, cine Steigerung der An-
forderungen in den zeitlich spiateren Stufen
zu planen, Punktzahlen entsprechend dem
Schwierigkeitsgrad festzulegen. Als giinstig
hat sich erwiesen, stets die konstante Gesamt-
zahl von 40 Punkten zu vergeben, da hierbei
geniigend Spielraum vorhanden ist, um die
Aufgaben nach ihrem Schwierigkeitsgrad zu
differenzieren.

Besondere Sorgfalt wird stets auf die Formu-
lierung der Losungen verwendet. Auch sie
miissen mehreren Forderungen geniigen, die
nicht immer leicht zu vereinen sind. Zunichst
miissen sie natiirlich mathematisch vollkom-
men einwandfrei sein. Sodann sollen sie den
Korrektoren eine brauchbare Handhabe zur
Selbstverstindigung iiber den mathemati-
schen Gehalt der Aufgaben bieten, indem sie,
soweit moglich, Losungswege enthalten, die
auch von Schiilern der entsprechenden Klas-
senstufe gefunden werden kénnen. Aufierdem
ist es vorteilhaft, wenn sie moglichst unmit-
telbar und ziigig zum Ergebnis gelangen, also
umstindliche und langatmige Wegevermeiden.
Die vom Sekretir des ZKOJM aus den einge-
reichten Materialien hergestellte Erstfassung
wird einem Gutachterkreis (Prof. Dr. Engel,
Prof. Dr. Karl, Dr. Geise, Dr. Stammler und
den Vorsitzenden der vier Aufgabengruppen)
zugestellt. Nach Eingang der Gutachten fer-
tigh der Sckretir gemeinsam mit dem Leiter
der jeweiligen Aufgabengruppe eine vorliu-
fige Endfassung an, die in einer SchluBredak-
tion durch Prof. Dr. Pirl, OStR K.-H. Leh-
mann (Berlin) und OStR Titze die endgiiltige
Form erhilt. Aus allem geht hervor, daf das
Netz der von der Aufgabenkommission zu
leistenden Arbeiten umfangreich, vielseitig
und verantwortungsvoll ist. Die Kommission
bemiiht sich, durch hohe Qualitdt der ver-
offentlichten Aufgaben und Losungen zur
Verbesserung des Mathematikunterrichts bei-
zutragen. H. Kari



Wer lost mit? illll'lil-Wettbewerb

(Zur Vorbereitung auf die Schulstufe

der VIII. Olympiade Junger Mathemaliker der DDR)

letzter B4 1968

determin 15. Septemb

230 Drei Fluggiste aus der DDR fliegen
mit der TU von Prag nach Kairo. Ihre Namen
sind Baumann, Eichler und Hahn. Einer von
ihnen ist Elektriker, einer Monteur und einer
Ingenijeur. Keiner von ihnen hat gleichzeitig
zwei der Berufe. Aus ihrer Unterhaltung ent-
nehmen wir folgendes:

a) Zwei Fluggiste, und zwar Herr Baumann
und der Ingenieur, sollen in Bombay eine von
der DDR gelieferte Anlage aufbauen helfen.
b) Zwei Fluggiiste, und zwar Herr Hahn und
der Elektriker, kommen aus Berlin, wihrend
der dritte aus Dresden kommt.

¢) Herr Eichler ist jiinger als der Monteur.
d) Herr Hahn ist dlter als der Ingenieur.
Wie heifit der Ingenieur, wie der Elektriker
und wie der Monteur?

231 In einem volkseigenen Betrieb wurden
von Anfang Januar bis Ende Juni desselben
Jahres von einem bestimmten Maschinenteil
tiiglich 12 Stiick hergestellt. Durch den sozia-
listischen Wettbewerb gelang es, vom 1. Juli
ab tiglich 2 Stiick mehr zu produzieren.

a) Wieviel Maschinenteile dieser Art werden
nunmehr monatlich — 26 Arbeitstage —
angefertigt?

b) Wieviel Teile konnen dadurch bis zum
Jahresende iber den Plan, der 12 Stick
pro Tag vorsicht, hinaus produziert wer-
den?

232 Aus 36 gleichgroBen Quadraten soll
durch Aneinanderlegen ein Rechteck gebil-
det werden.

8) Wieviel Losungsmoglichkeiten gibt es?
(Bei jeder Losung sollen simtliche Quadrate
verwendet werden).

b) Welches der moglichen Rechtecke hat den
kleinsten Umfang?

W(5)233 Inge wird von Ellen gefragt, wie
in ihrer Klasse die letzte Mathematikarbeit
ausgefallen sei. Verschmitzt entgegnet Inge:
»»Nun, denke nach! Der dritte Teil der Anzahl
ungerer 36 Schiiler erhielt die Note ,Zwei

oder ,Vier; dabei war dic Anzahl der ,Zweien®
doppelt so gro3 wic die der ,Vieren‘. Die An-
zahl der ,Einsen‘ hingegen war dreimal so
groB wie die der ,Fiinfen‘. Die Note ,Drei’
kam mehr als doppelt so oft, aber weniger als
dreimal so oft vor, wic die Note ,Eins‘.‘
Ermittle die Zensurenverteilung!

W(5)234¢ Eine zweistellige natiirliche Zahl
hat die Quersumme 13. Vertauscht man ihre
Ziffern, so erhilt man eine Zahl, die um 27
kleiner ist als die urspriingliche. Wic lautet

die urspriingliche Zahl?

235 Gegeben sei die in der Abbildung dar-
gestellte Figur. Die Winkel « und 8 seien be-
kannt. Berechne die Grofe des Winkels !

g B
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236 Tritz gibt Heinz folgendes Ritsel auf:
,»1n einer Klasse kénnen 26 Schiiler radfahren
und 12 Schiiler schwimmen. Jeder Schitler
kann mindestens eins von beiden. Multipli-
ziert man die Schiilerzahl mit 5, so ist die
Quersumime dieses Produkts doppelt so gro
wie die Quersumme der Schiilerzahl. Aufer-
dem ist das Produkt durch 6 teilbar. Wieviel
Schiiler besuchen unsere Klasse ?*

237 In einer Mobelfabrik wurde im Laufe
eines Jahres die Produktion von Tischen
monatlich um 10 Tische gesteigert. Die Jah-
resproduktion betrug 1920 Tische.

Wieviel Tische wurden im Juni und wieviel
im Dezember hergestellt?

W(6)238 Uwe verliert beim ersten Spiel zwei
mehr als ein Drittel seiner Murmeln. Beim
zweiten Spiel verliert er drei mehr als ein Vier-
tel der ihm verbliebenen Murmeln. Nach die-
sen beiden Spielen hat Uwe noch 21 Murmeln,
die er seinem Bruder Heinz schenkt. Wieviel
Murmeln besa3 Uwe vor dem ersten Spiel ?
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W(6)239 Mehrere LPG hatten sich zu einer
Kooperationsgemeinschalt zZusammenge-
schlossen; sic stellten sich das Ziel, an jedem
Tag genau 56 ha Weizen abzuernten. Durch
gute Arbeitsorganisation wurden jedoch tig-
lich 64 ha geschafft; so wurde die Ernte vor-
fristig beendet. Am Ende des zweiten Tages
vor dem gestellten Plantermin hatte die
Kooperationsgemeinschaft nur noch Weizen
von 40 ha zu ernten. In wieviel Tagen sollte
die Weizenernte urspriinglich beeridet sein?

240 Ein Zirkel Junger Mathematiker be-
schiftigt sich damit, Aufgaben fiir die Kno-
belecke zusammenzustellen. Folgende Auf-
gabe wurde vorgeschlagen:

DREI

+EINS

TVIER
Die Buchstaben sollen durch Ziffern ersetzt
werden. Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern.
s stellte sich heraus, daB es keine Losung
dieser Aufgabe geben kann. Begriinde das!

241 Ineiner 7. Klasse erhielt zum Abschluf3
des Schuljahres im Fach Mathematik kein
Schiiler die Zensur ,,5, jeder neunte Schiiler
erhielt die Zensur ,,1, jeder dritte die Zensur
.2 und jeder sechste die Zensur ,,4*.

Uber die Schiilerzahl » ist bekannt:

20 < n < 40.
Wiceviel Schiiler erhiclten dic Zensur ,,3“?

242 Bei geometrischen Ubungen im Freien
hat Brigitte die Aufgabe, einen im Gelinde
vorgegebenen Winkel von 80° auf ein anderes
Gelandestiick zu iibertragen. Als Hilfsmittel
stchen ihr einige Fluchtstibe und eine 20 m
lange Schnur zur Verfiigung. Gib zwei ver-
schi?dene Losungswege an, die Brigitte hat.

W(7)243 Ein Parallelogramm 4BCD wird

durch seine Diagonalen AC und BD, die sich
im Punkt M schneiden, in vier Teildreiecke
ABM, BCM, CDM und DAM zerlegt. Be-
weise, dall diese Teildreiccke untereinander
flichengleich sind ! :

W(7)244 Esscien a, b, ¢, und d vier aufein-

anderfolgende natiirliche Zahlen. Beweise, |

daB die Summe aus den Produkten ab, ac,
ad, be, bd und cd stets eine ungerade natiir-
liche Zahl ist!

245 In der Zahl *378* sind an die Stelle
der beiden Sterne Ziffern zu setzen, so daB
die entstehende Zahl durch 72 teilbar ist.
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246 Peter ist im Ferienlager. Er will [Gr
scine Gruppe Brause zu 21 Pf je Flasche ein-
kaufen und nimmt dazu leere Flaschen mit.
Fiir das eingeloste Pfandgeld (30 Pf fiir jede
leere Flasche) mochte er moglichst vicle
Flaschen Brause kaufen. Fiir jede Flasche
miissen erneut 30 Pf Pfand hinterlegt werden.

- Hs stellt sich heraus, daB er 6 Flaschen weni-

ger erhilt, als er abgegeben hat. AuBerdem
bekommnt er noch Geld zuriick. Wieviel lecre
Flaschen hatte Peter mitgcbracht? (Es gibt
nicht nur cine Losung.)

247 a) Gib einen Kérper an, der den abge-
bildeten Grund-, Auf- und Kreuzrifl besitzt
(siehe Abb.}! (Simtliche Risse sind recht-
winklig-gleichschenklige Drejecke.)

Cl CM
T St BT Srag
-
T S=c

b) Zeichne das Netz dieses Kérpers und stelle
ein Korpermodell her!

W(8)248 In der untenstehenden Abbildung
schneiden sich dic vier Geraden g,, g, g5 und
g4 in den Punkten 4, B, C, D, E und F. Die
GroBen der Winkel < DAE, X EBF und
X FPCD seien &, f# bzw. .

Ermittle die Gréfie des Winkels ¢ FOE!

g1

W(8)249 Von drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen multiplizieren wir die
erste mit der zweiten und die zweite mit der
dritten. Beweise, dafl dann die Summe der
beiden Produkte gleich dem doppelten Qua-
drat der zweiten Zahl jst!

250 s ist der folgende Satz zu beweisen:
Wenn in einem Trapez die Diagonalen aul-
einander senkrecht stehen, so ist die Summe



‘der Quadrate der Lingen der Diagonalen
gleich dem Quadrat der Summe der Langen
der Parallelseiten.

251 Bei einem Spiel verstecken drei Schii-
lerinnen Anna, Brigitte und Claudia in ihren
Handtaschen einen Gegenstand, und zwar
-cinen Ball, einen Bleistift und eine Schere.
Dieter soll feststellen, wer den Ball, wer den
Bleistift und wer die Schere hat.

Auf seine Fragen erhilt er folgende Antwor-
‘ten, von denen verabredungsgemiB nur eine
‘wahr, die beiden anderen aber falsch sind :

1. Anna hat den Ball.
2. Brigittc hat den Ball nicht.
3. Claudia hat die Schere nicht.

Wer hat den Ball, wer den Bleistift und wer
die Schere?

252 Ineiner Abteilung eines Werkes soll ein
neues zoitsparendes Arbeiteverfahren einge-
fiihrt werden. Wenn 4 Arbeiter der Abteilung
nach diesem Verfahren arbeiten, erhéht sich
dic Produktion wm 20 Prozent, Wenn 60 Pro-
zent der Arbeiter der Abteilung dicses Ver-
fahren anwenden, kann die Produktion auf
das Zweieinhalbfache gesteigert werden.

a) Wieviel Arbeiter hat die Abteilung?

b) Auf wieviel Prozent wiirde sich die Pro-
duktion erhohen, wenn alle Arbeiter der Ab-
teilung nach diesem Verfahren arbeiten wiir-
den? Alle Arbeiter der Abteilung fiihren die
gleiche Titigkeit aus.

'W(9)253 Zeichnet man iiber den Katheten
AC und BC und iber der Hypotenuse AB
eines rechtwinkligen Dreiecks 4 BC die Halb-
kreise (s. untenstehende Figur), so ist der
Flicheninhalt des Dreiecks gleich der Summe
der Flicheninhalte der beiden ,,Mondchen‘
(schraffiert). Beweise diesen Satz}

Diese Aufgabeist unter der Bezcichnung Ménd-
chen des Hippokrates bekannt, der als Mond-
chen eine zwischen zwei Kreisen liegende
Fliche bezeichnete. (Wer dariiber mehr erfah-
ren will, dem raten wir, sich in W. Lietzmann:
Der pythagoreische Lehrsatz, B. (. Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig, zu informieren.)

W(9)254 Konstruiere ein Trapez ABCD

mit den parallelen Seiten 4B und CD,
wenn die folgenden Mafle gegeben sind:

AB=8cm, BC =5cm, CD=6cm und
DA =4cm!

(Erleichtere Dir die Losung dieser Konstruk-
tionsaufgabe, indem Du sie in Analyse,
Konstruktion mit Beschreibung, Beweis der
Konstruktion und Diskussion gliederst!)

255 Ein konvexes Viereck wird durch
scine Diagonalen in vier Dreiccke zerlegt.
Man beweise, da das Viereck genau dann ein
Parallelogramm ist, wenn die vier Dreiecke
paarweise flichengleith sind.

256 Finde eine zweistellige Zahl, die gleich
der Summe aus der Zahl an ihrer Zeh-
nerstelle und dem Quadrat an der Einer-
stelle ist! Weise nach, daB es nur eine solche
Zahl gibt!

257 Vier Personen haben die Vornamen
Arnold, Bernhard, Conrad und Dietrich. Die
Familiennamendieser Personenlauten Arnold,
Bernhard, Conrad und Dietrich. Ferner wis-
sen wir folgendes:

a) keine der vier Personen hat den gleichen
Vor- und Zunamen.

b) Conrad hat nicht den Familiennamen
Arnold.

c) Der Zuname von Bernhard stimmt mit
dem Vornamen der Person iiberein, deren
Familiennamen mit dem Vornamen der Per-
son tbercinstimm$, diz den Zunamen Diet-
rich hat.

Welche Vor- und Zunamen haben dle einzel-
nen Personen?

W(10/12)258 Der Flicheninhalt 4 der in
der Abbildung dargestollten Figur soll be-
rechnet werden. Dabei sind 37, und 3, die
Mittelpunkte zweier Kreise mit dem Radiuse,
die sich in B und C schneiden.

W(10/12)259 Beweise, dafl von drei auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen

1. die Summe stets durch 3,

2. das Produkt stets durch G teilbar ist!

Die vorliegenden Aufgaben zur Vorbereitung der

Sclmlolwnpladc 1968 stellten folgende Milglieder

der Anigabenkommission zusammen: Prof. Dr, U .1’1r|
5tR Dr. R. Liiders, StR G. Schulze, StR D. Ml

OL H. Schulze, StR J. Lehmann (siehe Beitrag . ‘0\.
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Junge Mathematiker erlebten
Jahrestagung in Rostock

Wihrend der V. Wissenschaftlichen Jahrestagung der Mathematischen Gesellschaft der
DDR in Rostock fand erstmalig gleichzeitig ein Ferienlehrgang Junger Mathematiker
statt. An diesem Lehrgang nahmen 41 Schiilerinnen und Schiiler aus allen Bezirken
der Republik teil. Sie hatten sich in den vergangenen Jahren durch hohe Leistungen
bei den mathematischen Wettbewerben ausgezeichnet und zum Teil wiederholt Preise
errungen. Der Lehrgang sollte den Teilnehmern Gelegenheit geben, einmal die Atmo-
sphire einer wissenschaftlichen Tagung kennenzulernen. Auflerdem sollten sie auf die
kiinftigen Wettbewerbe vorbereitet werden. In enger Zusammenarbeit zwischen der
Mathematischen Gesellschaft der DDR und dem Ministerium fir Volksbildung wurde
den Jugendlichen ein reichhaltiges Programm geboten.

Sie konnten an der feierlichen Eroffnung der Jahrestagung teilnehmen und wurden dort
mit viel Beifall begriiit. Aus dem Veranstaltungsprogramm der Jahrestagung waren
auBer dem Erdffnungsvortrag (Prof. Dr. U. Pirl: 60 Jakre Theorie der schlichten konfor-
men Abbildungen), ein Vortrag tber logische Schulung vm Mathematikunterricht (Prof.
Dr. K. Hirtig), der Hilbert-Vormittag zum 25. Todestag von David Hilbert (Vor-
tragende: Prof. Dr. H. Grell, Prof. Dr. K. Schroder, Prof. Dr. G. Asser), ein Vortrag
zum 50. Todestag Georg Cantors (Prof. Dr. K. Hartig) und das Kolloquium iiber die
Aufgaben der Mathematik bei der Anwendung der elektronischen Datenverarbeitung und
der Operationsforschung in der Volkswirtschaft fiir die Lehrgangsteilnehmer ausgewiihlt
worden. Diese Veranstaltungen sollten den Jugendlichen vor allem einen Einblick in
einige wichtige und intercssante Probleme geben. Es war von vornherein klar, dafl
manches dabei notwendigerweise unverstanden bleiben muflte, da es fiir einen anderen
Horerkreis gedacht war. Trotzdem haben unsere Jungen Mathematiker, wie Gespriche
ergaben, manche Anregung gewonnen, die sich bestimmt giinstig auf ithre weitere Be-
schiftigung mit der Mathematik auswirken wird. Einige spezifisch fiir den Lehrgang
organisierte Veranstaltungen befaBten sich zwar hauptsichlich mit dem Lésen von
Wettbewerbsaufgaben aus verschiedenen Disziplinen (z. B. Geometrie, Algebra, Zah-
lentheorie, Kombinatorik usw.), doch wurde auch dabei stets ein Einblick in die zuge-
hérigen Theorien gegeben. Fiir diese Veranstaltungen hatten sich mit Prof. Dr. Pirl,
Dr. Bausch, Frau Dr. Frank, Dr. Forste und Dr. Zacharias Mathematiker zur Verfii-
gung gestellt, die schon seit vielen Jahren mit groBer Aktivitdt bei der Ausbildung
unseres mathematischen Nachwuchses und insbesondere bei den Olympiaden Junger
Mathematiker mitwirken.

Die Lehrgangsteilnchmer nahmen regen Anteil an wichtigen Ereignissen unseres gesell-
schaftlichen Lebens. In einem Seminar wuyrde lebhaft iiber den Entwurf der neuen
sozialistischen Verfassung unserer Republik diskutiert. Den Jugendlichen wurde be-
wullt, dal die vielfiltige Forderung, die ihnen seit Jahren in unserer sozialistischen
Republik zuteil wird und zu der auch dieser Ferienlehrgang gehorte, schon ein Stiick
Verfassungswirklichkeit darstellt. Mit grofer Empérung nahmen die Teilnehmer
Kenntnis von der von westdeutschen Kreisen angezettelten Provokation gegen unsere
Rennrodlerinnen in Grenoble. Ein Protesttelegramm wurde nach Grenoble gesandt und
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von einem Mitglied der FDJ-Leitung des Lehrgangs vor der Mitgliederversammlung
der Mathematischen Gesellschaft verlesen.
Ein gemeinsamer Theaterbesuch machte unsere Jugendlichen mit dem viel diskutierten
Stiick von Peter Weil ,,Diec Ermordung des Jean-Paul Marat® bekannt. SchlieBlich
erhielten wir die Moglichkeit, die Warnow-Werft in Warnemiinde zu besichtigen. Be-
sonderen Eindruck hinterlieB dabei die gewaltige Kabelkrananlage. Zum Abschluf des
Lehrgangs wurde dann noch ein Ausflug nach Warnemiinde unternommen, der mit
einer Rundfahrt durch den Rostocker Uberseehafen und einem kleinen Abstecher auf
die Ostsee ausklang.
Der Lehrgang hat nach Ansicht aller Teilnehmer und Betreuer die gestellten Ziele
erreicht. Von den Jungen Mathematikern wurde der Wunsch geduBert, dhnliche Lehr-
giinge auch in den nichsten Jahren durchzufiihren. Es bleibt uns noch iibrig, fiir die
vorbildliche Betreuung allen Beteiligten unseren herzlichen Dank auszusprechen.

H. Titze

Hauptgebiude der Unlversltit Rostock

Vom 12. bis 17. Februar 1968 fand in der Universitit Rostock die V. Wissenschaftliche
Jahrestagung der MGADDR statt. An dem wissenschaftlichen Programm, das sich aus
Ubersichtsvortrigen, Kurzvortrigen iiber spezielle Probleme und &ffentlichen Diskus-
sionen iiber allgemeininteressierende Fragen zusammensetzte, nahmen mehr als
900 Besucher teil. Bei der Zusammenstellung der Ubersichtsvortrige wurde beriick-
sichtigt, daB sich die MGdDDR nicht nur die Pflege der traditionellen Gebiete der
Mathematik zum Ziele setzt, sondern sich auch mit den Anwendungen befaflit.
Dazu gehoren Rechentechnik und Datenverarbeitung, Optimierungs- und Program
mierungsfragen in der Okonomie sowie das gesamte Gebiet der Mechanik. AuBerdem
wurde durch Auswahl einiger allgemeiner Themen an die Interessen der Lehrer
gedacht. Die etwa 280 Referate verteilten sich auf die 14 Sektionen Algebra und Zah-
lentheorie, Algebraische Geometrie, Analysis, Biometrie, Kybernetik, Logik, Mathe-
matische Physik, Mechanilk, Numerische Mathematik und Rechentechnik, Stromungs-
lehre, Unterricht und Ausbildung, Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische
Statistik, Wirtschaftsmathematik. Im Friihjahr 1969 findet die VI. Jahrestagung der
MGdJDDR in Magdeburg statt.

81



10

Autgaben der VIi. OJM

1. Welchen Rest laBt eine natiirliche Zahl a
bei Division durch 73, wenn die Zahlen
@' —2 und a!°* — 69 durch 73 teilbar sind?

2. Fir einen Xorper, der die Form einer
Pyramide mit quadratischer Grundfliche und
kongruenten Seitenflichen hat, soll ein qua-
derférmiger Behiilter von moglichst kleinem
Volumen angefertigt werden. Der pyramiden-
formige Korper soll dabei so hineingelegt
werden, daB er entweder mit seiner Grund-
fliche oder mit einer seiner Seitenflichen
cine der Innenflichen des Behilters be-
rithrt. Es sei b die Hohe des pyramidenfor-
migen Kérpers und a die Seitenlinge seiner
Grundflache.

TUntersuchen Sie, fiir welche dieser beiden
Lagen der Behilter ein geringeres Volumen
benstigt! Dabei sind zweckmiiBigerweise die

Fille & 5—>; -‘;— zu unterscheiden.

3. Beweisen Sie folgende Behauptung: Wenn
a. b, ¢ die MaBzahlen der Seitenldngen eines
Dreiecks sind, dann hat die Gleichung
Cobtat4 (B2t cr—aztoz=0 (1)
keine rellen Losungen.
4. Ermutteln Sie den Flicheninhalt eines
rechtwinkligen Dreiecks aus der Linge seiner
Hypotenuse und der Summe der Sinus seiner
spitzen Winkel! Welche Werte kann die
Sinussumme annehmen?
5. Drei Werkhallen (symbolisiert durch die
Punkte W, W,. W,) cines groBeren Betriebes
und cine Bahnstation (symbolisiert durch den
Punkt B) liegen in einem ebenen Gelinde.
W\, W,, W, liegen nicht auf derselben Geta-
den. Die Werkhallen sind miteinander durch
:3 geradlinige StraBen (symbolisiert durch die
Strecken W, W,, W, W, und Ws W,) verbun-
den. Fir dle Strecken gilt: W2 Wy Wy W,
< W,W,. Die Bahnstation hat von den
3 Strchn gleichen Abstand. Sie ist ferner
durch geradlinige ZubringerstraBen (symboli-
siert durch die Strecken BW,, BW, und
BW,) mit den drei Werkhallen verbunden,
Ein Autobus soll von der Bahnstation aus
erst zu allen drei Werkhallen fahren und dann

zur Bahnstation zuriickkehren, wobei er aus-

schlieBlich die oben angegebenen Wege be-
nutzen kann.

Ermitteln Sie unter,dicsen Bedingungen die
kiirzeste Fahrroute fiir den Bus!

6. Man gebe alle recllen z an, die folgende
Gleichung erfiillen:
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R Ve z_

Vo tiz—Va—Va= ]_/VV
1. Man ermittle alle geordneten Quacrupel
reeller Zahlen (z,, z,, 23, %,), fir die das fol-
gende Gleichungssystem erfillt ist:

Z+ T, +23=0 n
Ty T axy+ x4 b 2)
Xyt axy+ 2, =10 (3)

Xy b axy 4 ay = b . 4
Dabei sind « und b reelle Zahlen (Fallunter-
scheidung!).

2. Welche von allen Ebenen, die eine und
dieselbe Korperdiagonale eines Wirfels mit
der Kantenlinge a enthalten, schneiden aus
dem Wiirfel eine Schnittfigur kleinsten
Flicheninhaltes heraus? Berechnen Sie den
Fliicheninhalt solch einer Schnittfigur!

3. Geben Sie alle Funktionen y = f(x) an,
die jeweils in groBtméglichem Definitionsbe-
reich (innerhalb des Bereichs der reellen Zah-
len) der Gleichung

a-f(a) + f(—am = bx
geniigen, wobci b eine beliebige reelle Zahl. n

eine beliebige ungerade natiirliche Zahl und a
eine reclle Zahl mit lei == 1 ist!

4. Sechzehn im Dezimalsystem geschriebene
natiirliche Zahlen mégen eine geometrische
Folge bilden, von der die ersten fiinf Glieder
neunstellig, finf weitere Glieder zehnstellig,
vier Glieder clfstellig und zwei Glieder zwolf-
stellig sind.

Man beweise, daB es genau cine Folge mit die-
sen Eigenschaften gibt!

5. Es ist zu beweisen, daB fur alle recllen
Zahlen z des Intervalls 0 < & < z die Un-
gleichung

1 1
sin 2x + 3

sinx + sin3x >0

erfiillt ist,
6. Esist der folgendc Satz zu beweisen:

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig,
wenn mindestens zwei seiner Winkelhalbie-
renden gleichlang sind.

VIL. 0JM

Yom 15. bis 19. April 1968 fand in der Jugeundhoch-
schule ,,Wilheln Pieck'* in Berlin-Bogensee die DD R-
Stufe der VIL. OJM statt. An ihr nahmen 192 Jungen
und 19 Midchen aus Oberschulen, erweiterten Ober-
schulen und Bernfsschulen teil, Rund 100 Wissen-
schaftler, Lehrer und Mathematikstudenten waren
als Loanlunlorcn Korrektoren, Leilungsmilglicder,
Delegationsleiter oder Betreuer tiitig.
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Preistriiger der Vil. 0JM

‘Erste Preise

wurden vergeben an:
Gudrun Frobel

Spezialschule VB C. Zeiss, Jena,
«(Olympiadeklasse 10),

Schillerin einer 9. Klasse
Wolfgang Burmeister

T.0S8 Dresden-Siid,
(Olympiadeklasse 11),

Schiller einer 9. Klassc

Ulrich Zshle
Arbeiter- und Bauernfakultit
Halle, (Olympiadeklasse 12)

‘Zweile Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Gerhard Noack,
08 Kolkwitz (Bez. Cottbus); Wolfgang Bir-
ken, EOS .,Fricdrich Engels*, Neubranden-
burg (aus K1. 9); Klaus Bernhard, EOS ,,0tto
v. Guericke*', Magdeburg; Peter Oswald,
EOS Dresden-Siid; Reiner Nitsche, EOS
»Ernst Heckel, Merseburg; Werner Ley,
EOS ,,Georg Agricola‘, Glauchau; Siegfried
Kriiger, OS Werbelow (Bez. Neubrandenbg.).
In Olympiadeklasse 11 an: Jirgen Bechstein,
‘Goethe-EOS, Timenau; Stefan Heinrich, Spe-
zialklasse Humboldt-Universitit zu Berlin;
Bernd Martin, Spezialklasse EOS ., H. Hertz*,
Berlin; Jirgen Girtner BBS Rafena-Werke,
Radeberg (Bez. Dresden).

In Olympiadeklasse 12 an: Hans-Gorg Roos,
Spezialklasse TH Magdeburg; Bernd Gold-
schmidt, Spezialklasse M.-Luther-Univ.Halle.
Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Jirgen Schefter,
‘0S Licbenwerda (aus KL &); Roland Spann-
aus, 66. OS Dresden; Ludwig Hoy, EOS,, Prof.
Dr. Max Schncider®, Lichtenstein; Achim
Nétzold, Artur-Becker-Schule Leuterbach;
(Bezirk K.-M-.St.) Traugott Schulmei, EOS
I<6then; Dietrich Neukirchner, KOS ,,Bertolt
Brecht*, Schwarzenberg; Udo Waltenberger,
1308 PoBnek ; Hannes Handorf, Goethe-EOS.
Schwerin; Joachim Voigt, (aus Kl. 9); Tord
Riemann. beide Spezialklasse EOS,,H. Hertz*
Berlin; Norbert Boy, Kaufm. BS Demmin.
In Olympiadeklasse 11 an: Klaus-Detlef Kiir-
sten, ABF Halle; Konrad PaBkénig, EOS
Lauchhammer; Andreas Felgenhauer, EOS
Zerbst (aus K. 10); Gottfried Jetschke, EOS
,.Prof. Dr. Max Schneider*, Lichtenstein.

In Olympiadcklasse 12 an: Christoph Bandt,
EOS Greifswald; Joachim Fritz, EOS Cott-
bus; Alexander Neumann, EOS ,,Romain
Rolland*, Dresden; Hans-Georg Witt. EOS
Greifswald: Uwe Kéhler, Spezialkl. TH Karl-
Marx-Stadt; Lutz Héne, BBS Weimar-Werk.
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Diplome fiir die ausgezeichnele Lisung einer
Aufgabe erhielten: Ingrid Schiemann, EOS
Cottbus; Hans-Gérg Roos, Spezialklasse
TH Magdeburg.
Anerkennungsurkunden fiir sehr gute Lei-
stungen erhielten: Klasse 10 — Christoph Kre-
her, ZOS Beutha; Volkmar Olbrich, EOS
»Otto v. Guericke®, Magdeburg; Martin
Horatschek, EOS ,,Thomas Miintzer*, Halle;
Ulrich Semmler, EOS ,.Friedrich Engels™,
Karl-Marx-Stadt; Heidi Sieler, EOS Herms-
dorf; Wolfgang Weise, EOS ,,Ernst Schnel-
ler*, Burgstidt; Ludwig Paditz, EOS , Ernst
Schneller*’, MeiBen; Detlev Schultz, EOS
,.Kopernikus*, Neubrandenburg; Martin Pu-
sack, EOS Demmin (aus Kl. 9); Hans-Gerd
Leopold, EOS ,.J. R. Becher, Jena; Klaus
Bothe, EOS ,,H. Hertz*, Berlin; Renate Thl-
mann, BBS TPW Thalheim; Renatc Messcr-
schmidt, Allg. BS Stafifurt; —KI. 11 — Klaus
Neumann, EOS ,,Ernst Schnellert, Meifen;
Ulrich Imme, EOS Ilmenau; IEberhard
Schmidt, ABF Halle; Joachim Loose, EOS
Kleinmachnow; Eberhard Richter, EOS
Schleusingen; Veronika Eberhardt, EOS
,»Ernst Abbe,* Erfurt; Johann-Peter Som-
mer, Goethe-EOS Ilmenaun; Manfred Krzi-
kalla, Spezialschule Frank{nrt/O. (aus K1.10);
Hermann Haase, EOS ,,Fricdrich Engels',
Neubrandenburg (aus Kl. 9); Thomas Schul-
meister, EOS ,,H. Hertz, Berlin; Ingolf
Slota, EOS ,,H. Hertz*‘, Berlin; Heinrich
Herzog, BBS BMK Erfurt; Jiirgen Vogel,
BBS Elbtalwerk Dresden — Klasse 12 —
Ludwig Arent, EOS ,,Fricdrich Engels®, Neu-
brandenburg; Gerd Franke, EOS . Artur
Becker*, Suhl; Fred Nowack, Humboldt-
EQS, Erfurt; Gerhard Walter, EOS Meinin-
gen; Klaus Haberland, ABF Halle; Bernd
Dorfel, ABF Halle; Woltgang Kleinig, ABF
Halle; Gerhard Schmidt. TOS ,,Helmholtz*,
Leipzig; Wilfried Dames EOS ..H. Hertz*,
Berlin; Peter Tiirk, BBS TRO, Berlin.

83



Wir losen
ein Zahlenrdtsel

0 :

pog +

In den meisten Illustrierten finden wir in den
Ritselecken neben Kreuzwort- und Silben-
ritseln mitunter auch Zahlenritsel abge-
druckt. Eine Umfrage bei Schiilern ergab,
dafB sich die meisten der Befragten nicht so
recht an die Losung eines Zahlenritsels
heranwagen, weil sie oft nicht wissen, wie sie
systematisch vorzugehen haben, um zum
Ziel zu gelangen. Wir wollen uns einige ein-
fache Zahlenritsel anschauen und gemecinsam
versuchen, sie zu losen. Betrachten wir ein
erstes Beispiel.

BUD-HH-HNK
X-BU- BN
M X+XO-NXH

Jedes Kistchen bedeutet eine Ziffer, gleich
markierte Kistchen immer gleiche Ziffern.
Diesen Angaben entsprechend sind Zahlen zu
finden, die die waagerechten und die senkrech-
ten Rechenaufgaben richtig l16sen.

Wir wollen aus drucktechnischen Griinden
die Kastchen durch kleine Buchstaben er-
setzen. Wir schaffen uns ferner einen Rah-
men, indem wir die Spalten mit 4, B und C
und die Zeilen mit I, IT und IIT bezeichnen.
Unsere Aufgabe erhilt dann die folgende
Form:

A B c
I abc — dd = aef

i1 f
juss cf + fe = efe

Nun haben wir folgendes zu beachten:

1. abc bedeutet in diesem Fall eine dreiste]-
lige natiirliche Zahl; a ist die Ziffer an der
Hunderterstelle, b die Ziffer an der Zehner-
stelle und ¢ die Ziffer an der Einerstelle. Ent-
sprechendes gilt fiir die anderen verwendeten
Symbole.

+ ab = ge
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2. Fiir a konnte eine der Zilfern von 1 bis 9
stehen; die Ziffer 0 scheidet aus, da wir in die-
sem Fall keine dreistellige natiirliche Zahl er-
halten.

3. In unserem Rahmen sind genau sechs Auf-

gaben enthalten; wir wollen sic nochmals ge-
trennt aufschreiben:

A)abe : f= ¢f; 1) abc—dd = aef;
B) dd—ab= fc; II) f -ab= ge;
C) aef — ge =efa; III) cf + fc = efa.

Bevor wir versuchen, durch systematisches
Probieren und unter Nutzung unserer Kennt-
nisse {iber das Rechnen mit natiirlichen Zah-
len recht schnell zur Losung dieser Aufgabe
zu kommen, seien zunichst cinige Hinweise
gegeben. Es gibt bei solchen Zahlenritseln
oft einige sogenannte ,,Schliissclzahlen‘; das
sind zum Beispiel die Ziffern 0, 1 und 9. Wir
konzentrieren uns zunidchst darauf, diese
Schliissclzahlen herauszufinden:

Wenn in einer Aufgabe der Minuend und der
Subtrahend auf die gleiche Ziffer enden, so
mul die Differenz auf die Ziffer 0 enden. Aus
gd—ad = fhfolgt h = 0.

Bei der Addition zweier zweistelliger Zahlen
kann hochstens ein Hunderter entstehen. Aus
ad + fg = ¢ib folgt ¢ = 1. Wird zu einer
dreistelligen Zahl eine zweistellige addiert,
erhéht sich der Hunderter — wenn iiberhaupt
— hachstens um 1.

Aus abc + de = cfg folgt c=a + 1.

Aus gad + be = gaf folgt b =9 und
d-+c¢=10.

Nach diesen kurzen Hinweisen wollen wir
nun unsere erste Aufgabe losen.

Aus Aufgabe III) erkennen wir folgendes:

Es sollen zwei zweistellige Zahlen addiert
werden; die Summe ist eine dreistellige Zahl.
Die Ziffer an der Hunderterstelle der Summe
muB eine 1 sein, denn 99 4 99 = 198 < 200.
Also ist e = 1.

Aus Aufgabe C) konnen wir folgendes ablesen:

afe—ge = efa oder efa + ge = afe;

fiir e = 1 erhalten wirdann 1fa + g1 = afl.



Zu einer dreistelligen Zahl ist eine zweistellige
Zah! zu addieren. Die Ziffer der Hunderter-
stelle der Summe ist verschieden von e, also
ungleich 1; sie kann aber nur um 1 grofer
sein, als die Ziffer der Hunderterstelle des
ersten Summanden 1fa.

Also ist @ = 2.
Aus Aufgabe C) erkennen wir weiterhin fol-
gendes:

aef—ge = efa wird fir e=1unda =2zu
21f—gl =1f2;ausf—1=2folgt{=3.
Setzen wir in Aufgabe C) fiir f nun die Ziffer 3
ein, so erhalten wir 213 — g1 = 132; daraus
folgt dann g = 8.

Aufgabe IT) lautet nun unter Verwendung
der bereits gefundenen Ziffern 3 - 2b = 81,
also gilt b = 7.

Nun lésen wir Aufgabe III);

aus ¢3 + 3¢ = 132 folgt c = 9.

Aus Aufgabe B) finden wir schlieBlich d = 6;
denn er gilt dd — 27 = 39 oder dd = 39 +
-+ 27 = 66.

Wir notieren nochmals die vollstindige Lo-
sung der Aufgabe; iiberzeugt euch durch Pro-

ben von der Richtigkeit unserer Losung.
279 — 66 = 213 ;
3. < 27 = 81
93 4+ 39 = 132

Vor dem Losen einer dhnlichen Aufgabe ist

es zweckmiBig, neben das durch Kistchen
oder Buchstaben gegebene Zahlenritsel ein
»Leerschema® zu notieren. Dort wird dann
jede gefundene Zifler sofort eingetragen, und
wir behalten besser die Ubersicht. Das ,,Leer-

hema® fiir die gemeinsam geloste Aufgabe
kénnte wie folgt aussehen:

0oC-00-000
0-00- 00

Aus Zeile Ifolgt: e = 0.
Aus Spalte B folgt: f=1.

Aus Spalte C folgt: @ = 3.
Aus Spalte B folgt: b =9.
Aus Spalte 4 folgt: g = 4.
Aus Spalte C folgt: ¢ =5 und ¢ = 6.
Aus Spalte B folgt: h = 2.

Losung: 396 — 96 = 300
+
9 . 16— 144
T44 + 112 =156
Th. Scholl

In diescm Beitrag wurdep zwei Aufgaben aus dem
Artikel Zahlenritscl und Zahlenkongruenzen von
E. Walter, Greifswald, aus ,,Informationen fiir die Ar-
beltsgcmem'sclnftcn und Eurse der DDR“, Nr.2 —
1963 entnommen.

Aufgaben

Zum AbschluBl wollen wir euch zwei Zahlen-
ritsel aulgeben, an denen ihr eure Krifte
selbst messen konnt. Die Lsungen veroffent-
lichen wir in der nichsfen Ausgabe unserer
Zeitschrift.

228 aba—cd = efa
: + —

ea - c= fg

ae + cc = hf

229 abb—ccd =eae

0(; + ca= cfd

eb+edg=cge
Wir hoffen, daB euch das Lésen der Zahlen-
ritsel Spall gemacht hat und ihr kiinftig
selbstindig #hnliche Aufgaben aus Illu-
strierten zu lésen versucht.

C(Q\} H.F. Schmidt
Kein Arger
mit der Algebra
Matl tische Schiilerbiicherei, Band 35

O0O+-00-00n

Beim Lésen eines zweiten Zahlenritsels kén-
nen wir uns sicher schon kiirzer fassen, da ihr
aufmerksam mltgearbeltet habt und jetzt
schon ,,alte Hasen* seid.

A B c
I abec— bc=aece
H + —_
II b fe=fgg
IiI g9 + ffk = fie

127 Seiten, 35 Abbildungen,

Einband : Halbleinen mit Folie, 5,20 M.
Kinderbuchverlag, Berlin 1968

Zwei Frcunde, die sich fiir technische Pro-
bleme interessieren, wollen eine Wasseruhr
bauen. Sehr bald merken sie, daB sie dabei
ohne ein Mindestmall mathematischer Be-
rechnungen nicht auskommen. Sie miissen
sich mit den Grundlagen der Gleichungslehre
auseinandersetzen. Dabei entdecken sie, dall
die Mathematik Bedeutung fiir alle Bereiche
des Lebens besitzt.

Dieses unterhaltsame mathematische Kinder-
buch, geeignet ab Klasse 7, empfehlen wir

. unseren Lesern, die Redaktion.
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Eine Knobelgeschichte
1. Teil

In einem Zirkel Junger Mathematiker wird u. a. die folgende Knobelaufgabe behandelt:

1. 2) Drei Mddchen mit den Vornamen Annette, Beate und Christa haben die Zunamen
Schwarz, Unsinn und WeiB. Nur die drei Madchen wissen vouemander welchen Zu-
namen jede einzelne von ihnen trigt.

b) Sie beantworten, wenn sie mit ihren Vornamen angesprochen werden, bereitwillig
Fragen, wobei Weif stets die Wahrheit sagt, Schwarz stets liigt und Unsinn sich bei
jeder Frage aussucht, ob sie wahrheitsgemi oder falsch antwortet.

¢) Ein Junge, der feststellen will, welche Vor- und Zunamen bei diesen drei Midchen:
zusammengehdoren, richtet an sie die beiden folgenden Fragen und erhilt die angege-
benen Antworten:

Lrste Frage, A B C

gerichtet an Annette: Antwort von Annette:
1, Wie heifit Beate mit
Nachnamen?¢ L Weily.«

Zweite Frage,
gerichtet an Beate: Antwort von Beate:
,»Welchen Nachnamen trigst du“? ,»Unsinn.*

d) Mit welcher weiteren Frage und deren Beantwortung kann der Junge die Nach-
namen der drei Madchen ihren Personen zuordnen?

In kurzer Zeit ist diese Knobelaufgabe gelost. Mit der Bemerkung, daf die Midchen
dem Jungen ungeschickt geantwortet hitten, stellt der Zirkelleiter die folgende Haus-
aufgabe:

a') wie a b’) wie b ¢’)

Als an die Middchen zu richtende Fragen sind nur Fragen der folgenden beiden Typen.
zugelassen:

Typ 1: Frage an X: ,,Welchen Nachnamen trigst du?*
Typ 2: Frage an X : ,,Welchen Nachnamen trigt ¥ 2

Dabei sind ]ewells fiir X und Y die Vornamen Annette, Beate und Christa emzusetzen
jedoch darf fiir X und ¥ nie der gleiche Vorname eingesetzt werden.

d’) Wie miissen Annette, Beate und Christa antworten, um ihre Zunamen nicht zu:
verraten? (Es geniigt die Angabe eines Antwortschemas.)

Die Antwort erfahrt ihr, liebe Leser, im 2. Teil, Heft 4/68! W. Triger:
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Losungen

Forisetzung: Als Mathematiklehrer
in Tansania (6/67)

7. dABQ ~ ABQP; beide Dreiccke sind
rechtwinklig, und sie"ha.ben den Winkel 4Q B
gemeinsam. Aus der Ahnlichkeit der Dreiccke
folgt AQ: BQ = BQ:QP. Aus BQ = 3 emund
@P =1lcm folgt dann 4Q = 9cm, also
<4 P = 8 c¢cm. Nach dem Satz des Pythagoras
gilt AB* = AQ* — BQ?, also 4B =

'8l —9em = /T2 em = 6 /2 cm ~ 8,49 cm.
8. Konstruktion des Dreiccks:

Es ist die Strecke ¢ = 6 em von 4 bis B zu
zeichnen; im Punkt 4 ist der Winkel o = 48°
an 4B, im Punkte B der Winkel f = 56° an
BA anzutragen; die freien Schenkel der ange-
tragenen Winkel schneiden sich im Punkte C
bzw. C’. Die Dreiecke 4 BC und 4 B¢’ sind
kongruent. Wir beschrinken uns deshalb nur
auf das Dreicck 4 BC.

4

AN

A 8

Fortfilhrung der Aufgabe: Im Inneren des
Dreiecks 4 BC legen wir einen Punkt P fest
und verbinden ihn mit den Eckpunkten des
konstruierten Dreiecks. Danach dritteln wir
die Strecken 4P, BP und CP; die Teilungs-
punkte seien in dieser Reihenfolge die Punkte
X, Y und Z. Verbinden wir nacheinander die
Punkte X, ¥ und Z, so erhalten wir das Drei-
eck XYZ. Es gelten folgende Proportionen
auf Grund der durchgefithrten Konstruktion:

PX:PA=XY:AB=1:3,

PY:PB=7YZ:BC = 1:3,

PZ:PC=2XZ:AC =1:3.
Folglich sind die Dreiecke 4BC und XYZ
einander ahnlich. Ahnliche Dreiecke besitzen
aber einander entsprechende kongruente
Winkel.
9. Das Polynom f(z) = 22®* — 522 +az+b
ist sowohl durch  — 2 als auch durch z + 1
teilbar. Daraus folgt /(2) = Ound f(—1) =0,
also

f@)=2-8—5-4+2 +b = 0, d h,

2t b=4,f(—1)=—2—5—a-+b=0,

d.h,a—b=—17

Daraus ergibt sich

3a =—3,alsoa =—1lundb = 6.
10. Es scien P’ bzw. @’ die zweiten Schnitt-
punkte der Geraden PM bzw. QN mit dem
Kreis. Dann liegen die Punkte P, 0 und @’ auf
ciner Geraden und ebenfalls die Punkte @, O
und P’ auf einer Geraden weil
X QQP = X QPP = 90° ist.

Aus OP = 0@, & MOP = & NOg',
X OPM = S OQN folgt dann
AOPM™ AOQ'N, also OM = ON, w.z. b.w.
11. Die drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen seien #— 1, 7, 7 + 1. Dann
gilt nach Voraussetzung
m—1l4+n+n+1)2=n—1)°+n
+ (n 1+ 1) 4 484,
9n?=n?—2n 41
+n% 0?2+ 20 + 1 + 484,
6n2 = 486,
n* = 8l

Daraus folgt, da n eine natiirliche Zahl ist,
n = 9. Die gesuchten Zahlcn sind daher 8, 8
und 10.
Tatsichlich erhilt man

(8 + 9 + 10)2 = 27% = 729,

82 4 92 L 102 =245 und

729 = 245 + 484.

12. Eintafelprojektion (Auf die Zeichnung
wird aus Platzgriinden verzichtet, d. Red.)
167b Da die Bedingung (1) fiir dic quadra-
tische Form Ez? + 2Fxy + Gy? nicht er-
filllt ist, gilt 472 —4EG < 0, also

EG@—F:>0. 3
Insbesondere ist stets £ 3= 0. Die Diskrimi-
nanten der beiden anderen quadratischen
Formen stimmen iibercin, wie man durch
Ausmultiplizieren bestéitigt. Wir betrachten
die Diskriminante
D=(EN—GL)>—4(EM —FL)(FN—QM)
der zweiten quadratischen Form. Im Falle
F =0 ist

D = (EN —GL)* 4 4EGM?.
Wegen (3) ist £G' > 0 und folglich ist stets
D =0. Im Falle F & 0 setzen wir
M=M— I;}L und erhalten
D = (EN —GL)?
— 4EM' (FN —G(M'—}- %))
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= (EN—GL)*—4EM'FN +4EGM"
+ 4QFLM’,

Um die Bedingung (3) verwenden zu konnen,
addicren und subtrahieren wir 4F23 "2,
D = (EN —GL)*—4(EN—GL)FM’

-+ 4F2M2 + 4(EG—F)M"™®

= (EN —GL—2FM")%+ 4(BEG—F*) M2,
Jetzt erkennen wir wieder, daf die rechte
Seite nichtnegativ ist, und die Behauptung
ist bewiesen.

168 Losung der Aufgabe
von Prof. Dr. rer. nat. habil. W. Renneberg

a) Relativgeschwindigkeit v, = v, — v,;
__e1+e2;|—en+e4
e

b) Weg von W, s, =19,

Weg von Wy s, = tv;la sp

t

¢) ¢ hingt nur von der Geschwindigkeitsdif-
ferenz v, ab, | von der Geschwindigkeit v,
und von .

d) lyin =tvs + 1L

. grofer . grofer
e) (1) ¢ wird kleiner ’ Vwird kleiner’
irg SO0
Lnin, Wird kleiner”
. . . kleiner ! wird kleiner
(2) ¢ wird grober® VY groBer
! 5 dklging
in WiL gober "

Angenommen vy’ = v, (n >1). Dannist
e

—(e=¢€;-F e+ e ey).
,,wz_v‘( 1 +est+estey)
V= h¥ae

T av,—uwy v.
. 23 1oy,
n

=
Ve Vg €
2 < =22 =

vy —

(8) t und I bleiben unveréandert,
groBer
kleiner”

Zahlenfille:

f) (1)c=°’—1032h=0,005h=1ss

18

3600
0,100

g) (1) t=Wh=0’005h=185

18
(2) 1= 3555 - 80 km = 0,400 km
18
(3) lmin = 36—06 + 70 km + 0,400 km

= 0,350 km + 0,400 km = 0,750 km

bnin Wird

@)1= - 50 km = 0,250 km

88

,100
h) (1) t=0—1§—h=0,010h =36s

36
(2)1 = 3555 5 km = 0,750 km

3
(3) Iyin = 3630 - 70 km + 0,750 km

= 0,700 km + 0,750 km = 1,450 km;
1,450 km > 1 km.

i) Der ,,Wartburg* darf nicht iiberholen.

Ldsungen zum alpha-Wettbewerb 1/68

169 Aus 235— 185 =50 und 50:2 =25
folgt, daB die Tasche 25 M und die Kamera
210 M kostet, denn 25 4 185 = 210.

170 21-12-25=21-(3-4)-25
=(21-3) - (4-25) = 63 + 100 = 6300.

171 Aus 2550:3 = 850 und 2125:5 = 425
und 850:425 = 2 folgt, daB die Geschwindig-
keit des Diisenflugzeuges doppelt so groB wie
die des Propellerflugzeuges ist.

W(5)172 Aus 20 - 10 = 200 und
200 : (20— 15) = 200:5 = 40 folgt, daB je-
des Klassenzimmer mit 40 Stiihlen ausge-
stattet ist. Aus 20 - 40 -- 60 = 860 folgt,
daB die Schule 860 Stiihle besitzt.

W(5)173 Aus 1200:12 = 100 und 1200:20
= 60 und 1200:30 = 40 folgt, dalB die erste
Buchbinderei taglich 100, die zweite 60 und
die dritte 40 Biicher einbinden kann. Aus
1200:(100 + 60 - 40) = 6 folgt, daB der
Auftrag von den drei Werkstitten gemein-
sam in sechs Tagen ausgefiihrt werden kann.

174 Die kleinste natiirliche Zahl, dic durch
die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6 teilbar ist, ist das
k. g. V. dieser Zahlen, die Zahl 60. Alle Viel-
fachen der Zahl 60 sind zugleich Vielfache der
Zahlen 2, 3, 4, 5 und 6. Die Vielfachen von
60 haben die Form 60 - n mitn =1,2,3,...
Addieren wir zu diesen Vielfachen die Zahl 1,
so lassen sie bei Division durch 2, 3,4, 5und 6
jeweils den Rest 1. Diese Zahlen haben dann
die Form 60241 fiirn=1,23,4,...
Die kleinste dieser Zahlen, die durch 7 teilbar
ist, ist die Zahl 301. Addiert man zu 301 Viel-
fache von 420 (k. g. V. der Zahlen 2, 3, 4, 5, 6
und 7), so erhilt man weitere Zahlen, die die
gestellten Bedingungen erfiillen. Solche Zah-
len sind z. B.: 721, 1141, 1561, usw.

175 Zwischen zwei benachbarten Zahlen der
Zehnerfolge 10, 20, 30, . . . liegen jeweils neun
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, vier



davon sind gerade, fiinf ungerade Zahlen. Die
geraden Zahlen sind durch 2 teilbar, also, da
sie groBer als 2 sind, keine Primzahlen. Unter
den ungeraden Zahlen endet einc auf die
Ziffer 5. Diese Zahl ist durch 5 teilbar, also,
da sie groBer als 5 ist, ist sie ebenfalls keine
Primzahl. Folglich kénnen zwischen zwei be-
nachbarten Zahlen der Zehnerfolge hochstens
4 Primzahlen auftreten.

176 Alle Zahlen, die die Preise der einzelnen
Rechnungsposten  ausdriicken, sind stets
dureh 3 teilbar; deshalb mull die Zahl, die den
Gesamtpreis angibt, durch 3 teilbar sein. Das
trifft fiir den Preis von 230 Pf ( Quersumme 5)
nicht zu, also muB dem Verkiufer ein Rechen-
fehler unterlaufen sein.

W(6)177 Es gilt dor Satz: Die Summe
zweter Seiten eines Dretecks st stets grofler als
die dritte Seite. Aus ¢ + b = 8 folgt ¢ < 8;

der Umfang a + b+ ¢ = 8 4 ¢ soll durch’

3 teilbar sein, das trifft zu fiir c = 7, ¢ = 4.
Firc=1wireb+c<a (3+15H), was
nicht maglich ist. Es gibt genau zwei Drei-
ccke, dic den gestellten Bedingungen genii-
gen:

a b c U

5¢m 3em T7em 15em
5¢cm 3cm 4cm 12em

W(6)178 Wir bezeichnen die MaBzahlen
der Sprunghohen der Schiiler durch den
Anfangsbuchstaben ihres Vornamens; dann
gilt:

A J>SC b H+U=J+G,
) U+ G>H+J.

Aus b)und ¢) folgt @ > H,alsoJ > G > H.

Da von diesen drei Jungen Heinz die kleinste
Sprunghéhe erzielte, muB Uwe die grofte
Hohe erreicht haben; im anderen Fall wiirde
die Gleichung b) nicht erfiillt werden. Es gilt
also H< @< J<U. Heinz erzielte die
kleinste Sprunghohe, ihm folgen mit zuneh-
menden Sprunghohen Gerd, Jochen, Uwe.

179 Nchmen wir an, der Vater sei 2 Jahre
alt, dann gilt:

1 1
z+yr+2rz+1=134,
2 47
Ia:=133,
z= T76. °

Der Vater ist also 76 Jahre alt. (76 4 38 4
+191+1=134)

180 Nehmen wir an, die urspriinglich vor-
geschene Zeit zur Fertigung eines Werk-
stiickes betrage z Minuten; dann gilt:

10z = 12(z — 2), also =z = 12.

Es war die Zeit von 12 Minuten zur Herstel-
lung eines Werkstiickes geplant worden.

181 Bezeichnet man die erste der drei Zah-
len mit z, so ist die zweite gleich z + 9 und.
die dritte gleich « — 19. Daher gilt:
x4+ (x+9) + (x—19) = 185,
3z =195,
T = 65.
Die erste Zahl ist also 65, die zweite 74, die
dritte 46; ihre Summe betrigt 185.

W(7)182 Es sei 44 BC das gesuchte Drei-
eck, und es seien BE = CE = % ,CD = her
AE = 38,- Da zwei Seiten und der rechte Win-
kel gegeben sind, ist das Teildreieck CDB
konstruierbar. Danach 158t sich wegen AF =
= s, auch der Punkt 4 konstruieren. Man
zeichnet zuniichst die Strecke CD = b, und
errichtet auf ihr in D die Senkrechte. Der
Kreis um C mit dem Radius a schneidet diese
Senkrechte in den Punkten B und B’. Man
halbiert die Strecken CB bzw. CB’ und er-
hilt die Mittelpunkte E bzw. E’. Dann schligt
man um E bzw. E’ den Kreis mit dem Radius
8, der die Gerade DB in 4, und 4, bzw. in
A, und A, schneidet. Die Dreiecke 4,BC,
A4,BC, A3B’C, 4,B°C sind die gesuchten
Dreiecke, jedoch nur, wenn die Punkte A,,
B, C usw. im positiven Sinne durchlaufen
werden. Das Dreieck ist konstruierbar, wenn
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

h < a; %hcgau.

1
In den Fillen k; = a bzw. 5 h; = s, erhilt

man jeweils nur einen Schnittpunkt; fiir
h, = a wird das Dreieck rechtwinklig.

183 Wir wollen die Losung mit Hilfe eines
Diagramms erliutern. Der Kreis B umfasse
alle Schiiler, die ihre Leistungen im Fach

O)
(333
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Russisch verbesserten; der Kreis M enthalte
alle diejenigen, die im Fach Mathematik bes-
sere Noten erzielten; das Gleiche gilt fiir den
Kreis D bezogen auf das Fach Deutsch. Ge-
nau 94 Schiler konnten ihre Leistungen ver-
bessern.

Aus 94 — (25 4+ 50 + 6 +3 4+ 3 + 2)=
=94 — 89 = 5 folgt, daB genau 5 Schiiler
nur im Fach Mathematik eine Leistungsstei-
gerung erreichten. Ferner folgt aus 25 4- 6 +
+ 3 + 5 = 39, daB insgesamt 39 Schiiler im
Fach Mathematik eine bessere Note erhielten.

184 Man crhilt

2 3 4 9 1 1
a=1g g T 99 100 < i00°

3 5 7 9 1 - 1
b=1-y g 7 99 101 = i01°
Ferner gilt

1 1 101 — 100
“—b=ma—mi=gmfmr
1

daher ist ¢ > b.

185 Die Entfernung vom Ort 4 bis zum
Treffpunkt sei gleich  lkm. Dann betrigt die
Entfernung von Ort B bis zum Treffpunkt

r 2 km, und es gilt

5
:|:+—Z—:c=36,
12
?x=36,
z = 15.

Die Entfernung des Treffpunktes von dem
Ort A betrigt also 15 km.

‘W(8)186 Angenommen, es befanden sich in
dem Magen des Huhns z 10-Pfennigstiicke
und y 5-Pfennigstiicke, dann befanden sich
dort z = 17 — z — y 1-Pfennigstiicke, Wir
erhalten die Gleichung:
10 +5y+1-(17T—zx—y)=34,
9z + 4y = 17.

Daraus folgt, weil 17 nicht durch 4 teilbar
ist, z > 0 und ferner z < 2. Daher ist

z =1 und
944y=17

4y = 8, y = 2. Endlich erhilt man

z=1T—z—y=17T—1—2=14
Im Magen cles Huhnes befanden sich also ein
_J-Plennigstiick,, zwei 5-Pfennigstiicke und
vierzehn 1-Pfennigstiicke.

'W(8)187 Es sei A der Flicheninhalt des
Zwolfecks. Ferner sei M der Mittelpunkt des
Unmkreises des Zwoélfecks. Dann ist der Fla-

90

cheninhalt I des Dreiecks MAB gleich —IA; 3

denn wir kénnen das Zwolfeck in 12 einander
kongruente Dreiecke zerlegen, die ihre Spitze
in M haben. Nun gilt fiir den Fliacheninhalt
des Rechtecks 4 BCD

D ¢

At S8
F—AB-AD= 4B -20E = 4. A8 ME
g A_A 2
Tt Ty

der Tldcheninhalt der mittleren Teilfigur (des
Rechtecks A4 BCD) ist also weder groBer noch
kleiner als der Flicheninhalt einer der beiden
duBeren Teilfiguren. Alle drei Teilfiguren
haben den gleichen Flicheninhalt, nim-

lich %— .

188 Aus der ersten Gleichung folgt

(z+y9)z—y)=a, n
alsowegenz —y = b 2)
@+mb=a ®)

1. Es sei b & 0. Dann folgt aus (3)
a
Ty=7F @

und wegen (2)

a b +a
2:t=b+3, d.h.,, z = 55’
a a— b2

2y = bf—b, d.h,y= 25

2. Es ses b= 0. Dann hat wegen (3) das
System nur dann eine Losung, wenn auch
a =0 ist. In diesem Falle erhilt man aus (2)
z =1, y="1, wobeitcine beliebige reelle Zahl
ist.

189 Es seien s der Weg, ¢t = 16s die Zeit bis
zur Erreichung der Geschwindigkeit

80000 200
»=80km/h = 3600 mfs = 5 m/s
und b die Beschleunigung. Dann gilt:

v 200 100
= (L A A S e
v=>bt,also b = 7 —g_lem/s =3 m/s?



Ferner erhalt man

_ b . v . 200 _ 1600
= t——2- t—-ﬁ l6m—---9—m
=~ 177,8 m.

Der Moskwitsch hat also bis zur Erreichung
der Geschwindigkeit von 80 km/h 177,8 m
zuriickgelegt.

b) Sind ¢, die Zeit und s, der Weg bis zur Er-
reichung der Geschwindigkeit v, = 120km/h

100
=3 m/s, so gilt analog wie oben:

_u_100 72
h=7 =73 "105° = %
300
wd s =3t =5g-2%m=400m.

Der Moskwitsch errcicht also die Hochstge-
schwindigkeit, nachdem er 400 m in 24 s zu-
riickgelegt hat.

W(9)190 Man konstruiert ein belicbiges
gleichseitiges Dreieck 48,0 mit der Hohe
hy = C,D, und verlingertdie Seite AC, iiber
C, hinaus bis B, s0, da3 C, £, = h, ist. Ferner
bestimmt man auf dieser Verlingerung den
Punkt Zso,daBAE =a+h=1,5 cm betrigt.
(C1E; = C\Dy; S AByE; ~ 86°)
2

A D0b, B8

Dann zieht man durch E die Parallele zu
E\B,, dic die Gerade 4B, in B schneidet.
Endlich zieht man durch B die Parallele zu
B,C,, die die Gerade AC; in C schneidet.
Dann ist ABC das verlangte gleichseitige
Dreicck.

Aus der Konstruktion folgt nimlich 44 BC
~ 44 B,C,, also 44 BC gleichseitig. Aus der
Annlichkeit der Dreiecke CDE und C,D,E,

folgt CD = CE,d.h., 4C + 0D = 7,5 em.

W(9)191 Es sei z das Alter des Vaters;
dann ist 62 — z das Alter des Sohnes. Ferner
gilt
z—3 =23(62— 2 —3), also
z—3=177—3=x,

4z =180, z =45.
Der Vater ist also 45 Jahre alt, der Sokn ist

17 Jahre alt. Ferner sei y das Alter der élteren

Tochter; dann gilt

17— 5 = 2(y — 3), also 12 = 2y — 10,
y=1L

Die dltere Tochter ist also 11 Jahre alt.

Ist z das Alter der Mutter, so gilt

z 4+ 4 =3(11 + 4), also z = 41.

Die Mutter ist also 41 Jahre alt.

Ist ¢ das Alter der jiingeren Tochter, so gilt

17+ 1 =3+ 1),also018=3¢t+3,t=3.

Dic jiingere Tochter ist also 5 Jahre alt.

Das Alter des Grofvaters botrigt

2(17 114 5) = 2 - 33 = 66 Jahre.

Das Alter der Grofimutter betrigt

248 — (66 + 435 + 41 4 33) = 248 — 185

== 63 Jahre.

3, .
192 Essci V= rT-z das Volumen des ge-

gebenen Kegels. Ferner sei = dic Hohe des
abgeschnittenen Kegels; dann ist sein Grund-
kreisradius gleich z und sein Volumen
2% V=7, 1

. Nun ist 7, =71 also

1= 73
- = 8. Daraus folgt

BN

3= 8, also z = ; Der Abstand der Schnitt-
ebene von der Grundfliche betrigt daher

ebenfalls ; = 3cm.

TN

tr

193 a) Fiir alle reellen Zahlen @ und b gilt

(a—1b)? =0, (1)

also a2 — 2ab + 8% =0, 2)

d. h., a® + 2ab + b® = 4ab, @)
2

mithin#— =ab. @

Hieraus folgt fiir alle nicht negativen reellen
Zahlen ¢ und b
b —

a,_—;—_ = Vab, was zu beweisen war. (5)
Es soll nun die Frage beantwortet werden,
wie man auf diesen Gedankengang bei der
Beweisfilhrung kommt. Wegen ¢ = 0 und
b = Oergibt sich nimlich aus der Behauptung
(5) durch Quadricren

az—+—2;i+—bz = ab und weiter
a? + 2ab + b? = dab,
a? —2ab 4 b? =0,
(e —b)* =0. (8)
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Nun ist die Ungleichung (6) fiir alle reellen
Zahlen ¢ und b erfiillt. Man geht daher von
der Ungleichung (1) aus und beweist, daB
dann auch fiir alle nicht negativen reellen
Zahlen a und b die Ungleichung (5) erfiillt
ist.

b) Zur Konstruktion der Strecke g,, = }ab
benutzt man den Hohensatz. In der unten-
stehenden Figur wurde iiber der Strecke

AB =a + b der Halbkreis konstruiert.
¢ £

/AR

[
a b

e - ————

(==

\Vegen?f) = g, gilt dann

Fn® = a’bL_
In = l/“b 5 (2)
und @, = ai-zi—. {3)

Nun ist stets

In = @ > 4)
weil jede zu OF parallel verleufende Halb-
sehne CD kleiner als der Radius ist und. falls
sie mit OF zusammenfillt, gleich dem Radius
ist.
Aus (2), (3) und (4) folgt nun

- b
Vub < a;— 5 w.z.b. w.

W(10/12)194 Bezeichnet man mit zdie klei-
nere der beiden Zahlen, so ist 4 b die gro-
Bere Zahl. Man erhilt '

z(z + 6) = 91,

2?2 4+ 6z —91 = 0. Diese quadrati-
sche Gleichung hat zwei Lésungen, namlich
@y =—3 4+ 9 4+ 91 = —3 + /100

=—34+10=7,
T, =—3—10=—13.

Die Aufgabe hat daher ebenfalls zwei Lésun-
gen; im ersten Fall sind es die Zahlen 7 und
13, deren Produkt gleich 91 ist, im letsteren
Fall sind es die Zahlen — 13 und — 7, deren
Produkt ebenfalls gleich 91 ist.
W(10/12)195 Wirbezeichnen zur Abkiirzung
die Aussagen von Klaus mit &, ks, k4, die von,
Horst mit Ay, ky, A3 und die von Giinter mit
g1> 92> 9a- Dann gibt es auf Grund der obigen
Voraussetzung nur drei Fille:

a) ky, ks, Ls sind wahr;

b) hy, hy, ks sind wahr;

¢} g1, 92> g3 sind wahr.
Im Fall a) folgt aus k,, daB auch alle Aus-
sagen von Horst wahr sind. Das ergibt aber

92

einen Widerspruch, da &, und %, nicht gleich-
zeitig wahr sein kénnen. Dieser Fall kann
also nich! eintreten.

Im Fall b) folgt aus hy, daB auch alle Aus-
sagen von Giinter wahr sind. Das ergibt aber
einen Widerspruch, da g, und k, nicht gleich-
zeitig wahr sein konnen; denn es fithrt nur ein
Weg in die Stadt. Dieser Fall kann also auch
nicht eintreten.

Im Fall c) folgt aus g,, daB alle Aussagen von
Klaus falsch sind. Ferner folgt, daB %, wahr,
h, falsch und %4 wahr ist. Es crgibt sich kein
Widerspruch. Daher fiihrt der Weg ¢ in die
Stadt; denn alle Aussagen von Giinter sind
wahr.

Lésungen zu Aufgaben aus dem
18. Jahreswetibewerb der USA 1967 (1/68)

L. ¢} 6; 5. L) /50;

2. d) 20y +Il,; 8.0)in + 1y >41/2;
ot ¥' 7. b)20 < p<30;

3. b) 8 8. a)r + r'd;
2 9. a) 33;

4. ¢) o’ 10. ¢) 13.36 Uhr,

Losungen zu: Notwendig oder hinreichend

(2/68)

1. Dic Anssage 1.2 wahr; streicht man bei
1.1 ,notwendig® und bei 1.4 ,hinreichend*,
erhilt man zusiitzlich wahre Aussagen.

2. Wahre Aussagen sind: 2.1; 2.2; 2.4; 2.6.
Die Frage hitte lauten konnen: Wieviel
Fahrten mindestens sind hinreichend? Wie-
viel Fahrten hochstens sind notwendig?
Wievicel Fahrten sind zugleich notwendig und
hinreichend?

3.1 Die Gleichseitigkeit eines Dreiccks ist
hinreichend fiir seine Gleichschenkligkeit.

" Dafiir, daB ein Dreieck gleichschenklig ist, ist

hinreichend, daB es gleichseitig ist.

Dalfiir, daB ein Dreieck gleichseitig ist, ist not-
wendig, daB es gleichschenklig ist.

3.2 Die Teilbarkeit einer Summe durch eine
Zahl ist notwendig fiir die Teilbarkeit jedes
ihrer Summanden durch diese Zahl. Die Teil-
barkeit jedes Summanden einer Summe
durch eine Zahl ist hinreichend fiir die Teil-
barkeit der Summe dieser Zahl.

3.3/3.4 Dafir, daB in ein und demselben
Kreis die Zentriwinkel gleich grof sind, ist
notwendig und hinreichend, da8 die zuge-
hérigen Bogen gleich groB sind.

4.1 Wenn cin Parallelogramm ein Quadrat
ist, so betrigt ein Innenwinkel des Parallclo-
gramms 90°.



4.2 Wenn ein Innenwinkel eines Parallelo-
gramms 90° betrigt, so ist dieses Parallelo-
gramm ein Rechteck.

4.3 Wenn a ungerade ist, so ist a* — 36 3= 0.
4.4 Wenn zwei Dreiecke kongruent sind, so
sind sie (auch) dhnlich.

5.1 hinreichend (nicht notwendig), 5.2 not-
wendig und hinreichend, 5.3 notwendig (nicht
hinreichend), 5.4 weder notwendig, noch hin-
reichend

Lésungen alpha-heiter 2/68

)94+ 84+7+65+4+34241=099;
) 9+84+7+6+5+43+ 21 =100 —
54 5+54+5) : 5=8 — Man vergesse
nicht, daB Null auch eine Ziffer ist! — 3 und

4—x+f2=91, also z = 84; die GroB-

mutter ist 84 Jahre, der Urenkel 7 Jahre
(84 Monate) alt. — 1. Meter, 2. Achse,
3. Tonne, 4. Hoeche, 5. Einer, 6. Monat,
7. Alpha, 8. Tafel, 9. Index, 10. Kegel (oder
Kugel); MATHEMATIK — Newton, Thales,
Gauf, Euler, Vieta.

Lisung der Aufgaben: Chemieanlagenbauer
(2/68):

208 Die MaBzahl der Austauschfliche des
Kondensators 4 sei a; dann ist die MaBzahl
der Austauschfliche des Kondensators B
gleich @ + 4. Wir entnehmen der nachstehen-
den Tabelle, daf} die Variable @ nur mit der
Zahl 2 belegt werden darf.

@ e+ 4 a-(a+ 4)
1 5 5

2 6 12

3 7 21

4 8

Der Kondens. 4 besitzt eine 2m? groBe, der
Kondens. Beine 6m?2groBe Austauschfliche.
209 Aus 280 — 50 = 230 und 230:2 = 115
und 115 4- 50 = 165 folgt, daB der erste
GieBer 165 Stiick, der zweite 115 Stiick her-
stellt.

‘W(5)210 Die Gesamtfliche fiir die Maschi-
nen und die sie bedienenden Arbeiter betrigt
166 m?2; die Gesamtfliche fiir die Lagerung
und Bereitstellung der Werkstiicke betrigt
86 m*; die Bodenfliche der Werkstatt be-
triigt 396 m?. Fir die Transportwege verblei-
ben dann 144 m? Fliche. Aus 144:48 =3
folgt, daB die Transportwege bei giinstiger
Platzaufteilung durchgehend 3 m breit ange-
legt werden kénnen.

211 Aus 8-z =405 folgt z = 25; auf
das Ventil driickt eine Kraft von 25 kp.

212 Der nachstchenden Zeichnung entneh-
men wir folgendes:

4 (z+10)+4-2=72; x=4.
xt6 4

x+170
Das rechteckige Blech ist 10 em lang und 4em
breit.
W(6)213 s ist zunichst das rechtwinklige
Dreieck ABC aus 4B = 250 m, f=11,3"zu
konstruieren. Danach istin C'an CA4 der Win-
kel & = 90° — 22,6° = 67,4° anzutragen; der

A 0 8
freic Schenkel dieses angetragenen Winkels
schneidet die Strecke 4B im Punkte D. Bei
einer maBstéblichen Zeichnung erhalten wir
folgendes Ergebnis: AC =50m, DB=
= 130 m. Der Schornstein ist 30 m hoch; um
den Schornstein unter dem doppelten Er-
hebungswinkel zu erblicken, muB sich der
Beobachter dem FuBpunkt des Schornsteines
um 130 m ndhern.

214  Aus 1009, <18 kg folgt 19, 2~ 0,18kg.

018 0,9 = 0,1620,
0,18- 2 = 0,3600,
0,18+ 0,2 = 0,0360,
0,18 - 0,015 = 0,0027,
0,18 - 0,005 = 0,0009

0,18 - 96,88 = 17,4384.
In 18 kg dieses Stahles sind enthalten:
0,162 kg KohlenstofTl, 0,36 kg Silizium, 0,036 kg
Mangan, 0,0027 kg Phosphor, 0,0009 kg
Schwefel und 17,4384 kg Riscn.

alpha.Welthewerb

Am 1. Mai 1968 lagen 3800 Losungen zu Aul-
gaben des Wettbewerbs Heft 1/68 vor. Das
ist ein schénes Zcichen von Freude an der
Beschiftigung mit mathematischen Pro-
blemen und vor allem von Fleif3.

Die Redaktion weist nochmals darauf hin,
da nur Losungen zu Wettbewerbsaulgaben
(gekennzeichnet durch ein W) korrigiert und
bewertet werden, jede Losung auf ein geson-
dertes Blatt (Format A 4) zu schreiben ist,
die formale Angabe des Endergebnisses (zu
einer W-Aufgabe) nicht als Lésung bewertet
wird, zur schnellen und cinwandfreien Aus-
wertung notwendig ist, alle in der Ausschrei-
bung geforderten Daten am Kopf der Lésung
vollstindig einzutragen. (Postleitzahl nicht
vergessen!)
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In freien Stunden

HIIIIIH heiter

Das Arithmomachiaspiel

Das Spicl, mit dem wir den Leser bekannt
machen wollen, zeichnet sich durch besondere
Einfachheit aus, denn man braucht dazu
keinerlei Hilfsmittel. Das bedeutet freilich
nicht, daB die Arithmomachia (auch als Nim—
oder Fan-Tan-Spiel bekannt) mathematisch
nicht interessant wiire — im Gegenteil.

Wir wollen zunichst die einfachste und ge-
liufigste Spielweise fiir den Fall anfiibren,
daB sich nur zwei Spieler, 4 und B, mit der
Arithmomachia unterhalten. Spieler 4 wiihlt
eine beliebige Zahl von 1, 2, 3, . . ., 10, Spie-
ler B tut dasselbe und addiert seine Zahl zu
der von A4 genannten; dann fihrt Spicler 4
ebenso fort. Auf diesc Weise losen beide ein-
ander ab; zu dem zuletzt errcichten Ergebnis
addieren sie stets nach Belieben cinc der
Zahlen 1, 2, 8, ..., 10. Gewonnen hat, wer
als erster die im voraus festgesetzte Zahl T
(z B. T = 100) erreicht.

Wic soll man vorgehen,
sichern?

um sich den Sieg zu

Die Losung findet der Leser in dem unten
abgebildeten Buch (VEB Fachbuchverlag,
Leipzig 1968, 167 Seiten, 71 Bilder, Preis:
4,80 M). Mathematische Spiele — Wirklich-
keit und Tiuschung — Unterhaltung mit Zah-
len ~— Vielecke — Geometrie ohne Lineal —
Mathematische Paradoza und Ritsel — Keine
Angst wor Texlaufgaben — das sind die
Zwischen-Uberschriften in diesem lebendigen
mathem Jugendbuch. (Autor: Jifi Sedldéek).

Gute Unterhaltung beim Lesen wiinscht
J. Lehmann, Leipzig
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Ein mathematisches Gesellschaftsspiel

Im Dresdener Klub Junger Mathematiker

wurde folgendes Gesellschaftsspiel erfunden,

mit dem wir unsere Kenntnisse iber die

Mengenoperationen festigen und iiben'wollten :

Zunichst wurden vier Teilmengen des Klubs

definiert durch die Festlegung

R = Menge aller Klubmitglieder, in deren Vorname
ein It vorkommt. )

I = Menge aller Klubmitglieder, in deren Vorname
ein I vorkommt. »

N = Menge aller Klubmitglicder, in deren Vorname
ein N vorkommt.

T = Menge aller Klubmitglicder, in deren Vorname
ein 7' vorkommt.

Ral, NuT, N, TV
Nu(Ru1), LRo(IAN)IN, ROT
Tu(RaT), lu(ReT), (InR)n(NUT)

Nun priifte jeder Teilnehmer in allen zehn
Fillen, ob er selbst zu den beschricbcnen
Mengen gehorte oder nicht, und bezeichnete
das auf einem Zettel jeweils mit 4- oder —.
Die Ausdriicke waren so ausgewihlt, daB
jeder genau 5mal + und 5mal — zu schrei-
ben hatte; z. B. gehorte Thomas

die Folge —+ + + — ——+ 4+ —,
Gerlinde die Folge + + ——- - ——+4 —.
Wer das beste Ergebnis hatte — es war Eve-
lin, die als einzige fehlerfrei iiber die Runden
kam — konnte einen kleincn Preis gewinnen.
Tinen Preis erhielten auch noch Thomas,
Cunna und Steffen, die nur einen Fchler
machten.

Man kann das Spicl noch ein wenig fortset-
zen, indem man die erhaltenen Folgen nicht
mit + und —, sondern mit L und 0 schreibt,

. als Dualzahl auffaBt und noch in eine Dezi-
' malzahl verwandelt. Sieger ist dann, wer am

schnellsten scinc Kennzahl findet.
Viel SpaB beim Spielen und Losen wiinscht
Euch Dr. F. Anacker, Dresden

Schnell noch etwas zuim Knobeln: Wie kinnte
ein Klubteilnehmer heiflen, der als letztes Zei~
chen ein + zu schreiben hatle?
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heiter
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern,
ungleiche Buchstaben ungleiche Ziffern.
Setze die Ziffern 0,1,...,7, 8 so ein, daB

einc wahre Aussage entsteht.
Wieviele Losungen sind moglich?

Kryptogramme

1 VALPHA=HHA
PPP-PPP=ALPHA

o

bad

(XY)'=ALPHA
X+Y=A

“ (AXP=ALPHA

A\-J\-J'A\_l\_l

A\..n_:
—Awv
A\_l\_lA

ALPHA

In Aufgabe 5 kommt kein weiteres A vorl

Versuche selbst, mit dem Wort ALPHA
dhnliche Aufgaben zu bilden!

Viel SpaB wiinscht
Ing. H. Decker, Kéln

Vi aus der math i
Jugendzeitschrift ,,rozhledy", CSSB

Herr Flunkrich

Herr Flunkrich wird nach der Postleitzahl
seines Wohnortes gefragt. Er macht {iber
diese Zahl die folgenden Aussagen:

1. Der Nachfolger der Zahl ist nicht durch
3 teilbar.

" 2. Die Zahl liBt bei der Division durch 5

eincn anderen Rest als bei der Division
durch 7.
3. Die Zahl ist grofier als 800.
4. Der Vorginger der Zahl ist nicht durch 8
teilbar. '
5. Der Rest bei der Division der Zah! dureh 7
ist kleiner als 3.
6. Der Rest bei der Division der Zahl durch 5
ist groBer als 3. Nun wissen wir, daB alle Aus-
sagen des Herrn Flunkrich falsch sind. Wie
lautet die Postleitzahl seines Wohnortes?

Dr. R. Liiders, Berlin

Lésung

Da alle Aussagen des Herrn Flunkrick falsch
sind, ergibt die Zahl wegen (1) bei der Divi-
sion durch 3 den Rest 2 und wegen (2) bej der
Dijvision durch 5 denselben Rest wie bei der
Division durch 7. Diescr Rest ist wegen (5)
groBer oder gleich 3 und wegen (6) kleiner
oder gleich 3, also gleich 3.

Wegen (4) it die Zahl hei der Division
durch 8 den Rest 1. Ferner ist wegen (3) die
Zahl nicht grofler als 800.

Nun gibt es wegen 357+ 8 = 840 > 800
hoéchstens eine natiirliche Zahl ¢ < 800, die

bei der Division durch 3 den Rest 2, (7)
bei der Division durch 5 den Rest 3, (8)
bei der Division durch 7 den Rest 3, (9)

bei der Division durch 8 den Rest 11i8t. (10)
Wegen (10) ist « einc der Zahlen
9,17, 25,33,...,793
und wegen (9) eine der Zahlen
17,174-8 -7 =173, 172 - 56,...,
17 + 13 - 56,
also wegen (8) cine der Zahlen
78,73 +8-7-5="73 + 280 = 333,
73 + 2 - 280 = 633,
also ist wegen (7) @ = 353.
Die Postleitzahl des Herrn Flunkrich ist 353;
er wohnt in Havelberg.




7 N
\ \\“\
A
3 Y
1100000—000, A K
| Q N

Selbstgefallig!
Zeichnung: Gésta Lerch, aus: ,,Fir Dieh*

Konstruktion wur
Kybernetiker wihrend der Frithstiickspauge — und firdic Monta

< K und 17 Stunden
Aus: . Imsicbenten Himmel* von Viadimir Fuka, morgen um 6 Uhr
Artia-Verlag, Prag Aus: ,, L'EXPRE

un(l 47
<o iro 6 Monate,
. Leider wird diese

Wollen wir zur Abwechslung mal die Pldtze touschen?
Zeichnung: Harri Parschau, aus: ,,Eulenspicgel*
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Sprachkenntnisse vorausgesetzt

Diese und andere interessante Mathematikbticher erhaltet Ihr in jeder Buchhandlung
mit Fremdsprachensortiment.

G. L. Ignazius
Wiladimir Andrejewitsch Steklow

In diesem” Heft werden die Leser ‘mit dem Leben des
Mathematikers W. A. Steklow (9. 1. 1864 bis 30. 5. 1926)
und seinen Schiilern — meist auch bekannten sowjeti-
schen Wissenschaftlern — vertraut gemacht. Das Bind-
chen eignet sich hervorragend fiir Ubersetzungstibungen
aus dem Russischen.
Moskau 1967, 212 Seiten. Illustriert. Broschur 3,45 Mark.
Bestellnummer VII A — 1808. In russischer Sprache

BAAAMMUP AHAPLEDYY

CTEKAOB

E. Beckenbach und R. Beliman
Einfiihrung in die Ungleichungen

Die Autoren, bekannte amerikanische Mathematiker, ha-
ben das minimale Material iiber Ungleichungen zusammen-
gestellt und in lebendiger Form auf elementarem Niveau
dargelegt. Das Buch befafit sich mit den prinzipiellen theo-
retischen Grundlagen und enthilt interessante Aufgaben.
Aus dem Englischen. Moskau 1965. 168 Seiten. 44 Abbil-
dungen. Broschur 2,35 M. Bestellnummer VII A — 1485.
In russischer Sprache.

EXT —
PCEAL

EBEHEHI/IE
HEPABEHCTBA

E. Morosowa und J. Petrakow

Internationale Mathematikolympiaden

Das vorliegende Buch bringt simtliche Aufgaben und
Losungen der I. bis VII. Internationalen Mathematik-
olympiade sowie weitere 100 Aufgaben und Lisungen aus
nationalen Olympiaden sozialistischer Léander. Auf 25 Sei-
ten sind in einer Dokumentation Ablauf, Erfolge usf. der
Internationalen Olympiaden dargelegt.

Moskau 1967. 174 Seiten. Kunststoffriicken 1,65 Mark
Bestellnummer VII A — 1937. In russischer Sprache.

J. Saparina
Kybernetik in uns

Die sowjetische Autorin fiihrt den Leser in anschaulicher
und unterhaltsamer Art in einige Gmmdprobleme kyber-
netischer Vorginge im Menschen ein. Dié Broschiire,
humorvoll illustriert, eignet sich hervorragend fﬂ.r Uber-
setzungsiibungen.

Moskau o. J. 316 Seiten. Broschur 4,60 Mark
Bestellnummer En 1221. In englischer Sprache.

LKG Leipziger Kommissions- und Grofibuchhandel



Hagen Jakubaschk

DAS GROSSE
ELEKTRONIK-
BASTELBUCH

X

Deutscher
Militirverlag
Berlin

Diese 3. Auflage des Elektronikbastelbuches
ist um vieles erweitert und verbessert worden.
Enthielt es erst 100 Schaltungsbeispiele,
konnten diese auf 140 erweitert werden. Das
Buch bietet dem Interessenten teilweise
villig neue Schaltungen, darunter auch Thy-
ristorschaltungen, und Varianten zu neuen
Schaltungen. Breiten Raum darin nehmen
auch Kybernetik und die Proportional-
steuerung ein. Das umfangreiche Stichwor-
terverzeichnis, das um 200 Begriffe erweitert
wurde, ermdglicht ein schoelles Auffinden
des gesuchten Problems.

Das Elektronikbastelbuch ist das populére
Standardwerk fiir alle an der Elektronik und
ihren speziellen Teilgebieten Interessierten.
Es vermittelt Grundkenntnisse und fiihrt die
Leser — Bastler, Mitglieder der GST, Modell-
bauer, Angehérige der Nachrichteneinheiten
der bewaffneten Organe — bis zur Eigenkon-
struktion elektronischer Gerite.

3. Auflage, 312 Seiten, mit Abbildungen,
Halhleinen, cellophaniert, 10,80 M.
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August Ferdinand
Mobius

1790 bis 1868

Mehr als ein halbes Jahrhundert hat August
Ferdinand Mobius an der Leipziger Universi-
tét gewirkt, von seinem Amtsentritt am
1. Mai 1816 — zunichst als auflerordentlicher
Professor der Astronomie und Observator an
der Leipziger Sternwarte und seit 1844 als
ordentlicher Professor der Astronomie und
der hoheren Mechanilk — bis zu seinem Tode
am 26. September 1868. Aus Anhiinglichkeit
an seine engere Heimat Sachsen und wohl
auch aus einer gewissen Scheu vor tiefgreifen-
dem Milieuwechsel hat er ehrenvolle Berufun-
gen nach Greifswald, Dorpat und Jena abge-
lehnt. '

Zu Anfang des 19. Jahrhunderts war das
Niveau mathematischer Forschung und Lehre
in Deutschland — wenn man von Gottingen
absieht, wo der iiberragende C.F.Gauf
(1777 —1855) wirkte—gegeniiber Frankreich
und England vergleichsweise noch niedrig.
Fast nur Astronomen benstigten um diese
Zeit in Deutschland hohere mathematische
Kenntnisse und hielten auf diese Weise die
héhere Mathematik am Leben. Dieser Um-
stand dnderte sich erst mit dem Ubergreifen
der industriellen Revolution wihrend der 20er
und 30er Jahre nach Deutschland, in deren

inzwischen nach Naumburg verzogene Mut-
ter hat dem Sohn nur mit Miihe von 1803 bis
1808 den Schulbesuch in Schulpforta und das
anschlieBende Universititsstudium in Leip-
zig ermoglichen kénnen. Urspriinglich hatte
sich Mébius fir Jura immatrikulieren lassen,
war aber bereits im zweiten Semester auf
Grund seiner Neigungen zum Studium der
mathematischen Wissenschaften iibergewech-
selt. Er studierte insbesondere bei dem Phy-
siker L. W. Gilbert (1769—1824) und dem
Mathematiker und Astronomen K. B. Moll-
weide (1774—1825), mit dem er einen engeren

Gefolge das Interesse an Naturwi haften
und Mathematik rasch zunahm. Mabius ge-
hért mit C.G. J. Jucobi (1804—1851), H.
Grafimann (1809—1877) und J. Pliicker
(1801—1868) zu jener ersten Generation deut-
scher Mathematiker des 19. Jahrhunderts, die
die Entwicklung der Mathcmatik wesentlich
mitbestimmt haben. Der Name von Mobius
jst fest verkniipft mit der im Bereich der Zah-
lentheorie verwendeten sog. JMobiusschen
TFunktion. In der Geometrie spricht man vom
Mobiusschen Band, dem historisch ersten
Fall einer nur einseitigen Fliche, deren’ Ent-
deckung Mébius im Jahre 1858 gelungen
war.

Das Leben von Mobius ist ohne dullere Dra-
matik verlaufen. Am 17. Nov. 1790 in Schul-
pforta geboren, hatte er seinen Vater, der
Tanzlehrer an der dortigen altberithmten sog.
Fiirstenschule war, schon 1793 verloren. Die

wi haftlichen Kontakt auf dem Gebiete
der rechnenden Astronomie herstellen konnte.
Mit Hilfe eines finanziellen Zuschusses aus
den Mitteln einer Stiftung konnte Mobius
vom Frithjahr 1813 bis Ende 1814 wissen-
schaftliche Studienreisen unternehmen, die
thn zu C.F.Gauf nach Gottingen und zu
J. Fr. Plaff (1765—1825) nach Halle fithrten;
der Hauptgewinn bestand neben der Vervoll-
kommnung seiner theoretisch-astronomischen
Kenntnisse vor allem in dem bleibenden
engen wissenschaftlichen Kontakt zu Gauf,
dessen Empfehlung er auch zusammen mit
einigen kleineren Arbeiten mathematisch-
astronomischen Inhaltes nach vollzogener
Habilitation seinen Ruf nach Leipzig an die
Sternwarte verdankte. Die Berufung war an
die Bedingung gebunden, vor Ubernahme sei-
ner Dienstgeschiifte eine Studienreise zur
Vervollkommnung seiner praktischen astro-
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ndmischen Erfahrungen zu unternehmen, eine
Verpflichtung, der sich Mdbius mit Freude
unterzog und die ihm von Mai bis Herbst
1816 u. a. an die Sternwarten von Gotha,
Tibingen, Miinchen und Wien fiihrte und
weitere wissenschaftliche Kontakte ein-
brachte. Nach der Riickkehr bezog Mobius
seine Dienstwohnung in der PleiBenburg,
einem Teil des heutigen Neuen Rathauses, in
deren Réiumen damals neben chemischen
Laboratorien auch die Sternwarte uud ein
Horsaal fir die Studenten der Astronomie
untergebracht waren. Hier befaBte er sich in
Beitrigen zur Astronomie mit Polhohenbe-
stimmungen, Sternbedeckungen, Kometen-
bestimmung und deren rechnerischer Auswer-
tung, und schlieBlich intensiv mit den von
A. v. Humboldt (1769—1859) und Geufl ange-
regten systematischen Untersuchungen des
Magnetfeldes der Erde. Mit groSem Erfolg
hielt Mobius offentliche Vorlesungen iiber
naturwissenschaftlich-astronomische ~ The-
men, ein sicheres Zeichen fir das um die
Mitte des Jahrhunderts auch in Deutschland
erwachte breite Inferesse an den Naturwis-
senschaften.

Wihrend seiner ersten Amtsjahre hielt
Mobius hauptsichlich astronomische Vor-
lesungen, z. B. iber sphirische Astronomie,
Einrichtung und Gebrauch astronomischer
Instrumente, Theorie der Finsternisse und
Sternbedeckungen, Berechnungen der Kome-
tenbahnen, Stérungstheorie u. a. m. Spiter
erweiterte Mobius seine Vorlesungstitigkeit
auf dem Gebiete der Mathematik betricht-
lich; er las iber Stercometrie, Kegelschnitte,
analytische Geometrie, ebene und sphirische
Trigonometrie, iiber Elemente der Zahlen-
theorie und der Differential- und Integral-
rechnung. Die Zahl seiner Horer war anfangs
gering, oft waren es nur 4 bis 8, entsprechend
der vergleichsweise geringen Anzahl von
Studierenden der Naturwissenschaf{t und
Mathematik wihrend der ersten Jahrzehnte
des 19. Jahrhunderts. Erst in den 50er und
60er Jahren vergroferte sich mit der allge-
meinen Verstirkung der naturwissenschaft-
lichen Ausbildung an den europiischen Hoch-
schulen, einer Folge der industriellen Revo-
lution, auch die Zahl der Horer von Mdébius.
Die Gymnasiallehrer der Mathematik im
damaligen Konigreich Sachsen haben wih-
rend der Zeit von Mobius” Titighkeit fast alle
bei ihm studiert. Unter seinen Schiilern, die
fiir die Entwicklung:der Mathematik selbst
eine hervorragende Rolle gespielt haben, be-
fanden sich der leider friih verstorbene be-
deutende Mathematiker H. Hankel (1839 bis
1873) sowie, J. A. Hiilsse (1812—1876), der
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Direktor der polytechnischen Schule in
Dresden, aus der die heutige Technische Uni-
versitit hervorgegangen ist.

Obwohl Mébius im Laufe seiner jahrzehnte-
langen Tétigkeit zum Mitglied vicler gelehrter
Gesellschaften berufen worden ist, darunter
der Berliner Akedemie und der Gottinger
Gesellschaft der Wissenschaften, ist seine
wirkliche Bedeutung fiir die Entwicklung der
Mathematik erst nach seinem Tode erkannt
worden. Die Griinde hat man wohl auch darin
zu suchen, daf unter der anspruchslosen
Form seiner Veroffentlichungen und wegen
des damals in Leipzig nur beschrinkt még-
lichen Studiums der einschligigen Literatur °
zu seinen Lebzeiten das durchgreifend Neue
seiner Gedankenfiihrung verdeckt blieb —
hauptsichlich aber deshalb, weil seine vor-
nehmlich der Geometrie gewidmeten Unter-
suchungen in eine Richtung zielten, deren
Bedeutung erst erkennbar wurde, als in den
70er Jahren von anderer Seite, durch F. Klein
(1849—1925) und S. Lie (1842—1899), das
Mobius vorschwebende Ziel einer Klassifizie-
rung der Geometrie mit Erfolg bewiltigt
worden war.

Es war ndmlich zu Anfang des 19. Jahr-
hunderts auf dem Gebiete der Geome-
tric eine vollig neuec Lage entstanden.
Wenn auch der Methode nach mit der Erfin-
dung der analytischen Geometrie durch
P.Fermat (1601—1665) und R. Descartes
(1596—1650) schon im 17. Jahrhundert ein
Bruch mit der antiken Geometrie vollzogen
worden war, so hatte die Geometrie doch erst
seit dem Ende des 18. Jahrhunderts prinzi-
pielle Schritte nach vorn in Richtung auf die
Ablosung der antiken Auffassung vom Wesen
der Geometrie tun konnen, wihrend Algebra
und Analysis schon Jahrhunderte vorher den

.antiken Standpunkt iberwunden hatten. Der

auflerordentliche Aufschwung der Geometrie
ergab sich als Gesamterscheinung direkt aus
dem im Gefolge der industriellen Revolution
sprunghaft wachsenden Bedarf an mathema-
tisch ausgebildeten Ingenieuren, wobei nach
Lage der Dinge die Darstellende Geometrie

.zum Kernstiick einer auf rasch erfiillbare

Ingenieurbediirfnisse zugeschnittenen Ausbil-
dung werden mufite. Diese ,,Sprache des In-
genieurs*, wie sich @. Monge (1746—1818),

" der Begriinder einer wissenschaftlich durchge-

bildeten Darstellenden Geometrie ausdriickte,
eroberte sich an den nach dem Vorbild der
Pariser Bcole Polytechnigue wihrend des
19. Jahrhunderts in ganz Europa gegriinde-
ten polytechnischen Schulen, aus denen spi-
ter die Technischen Hochschulen hervorge-
gangen sind, eine zentrale Stellung und wirkte



in starkem MafBe zuriick auf die Richtung der
mathematischen Ausbildung an Gymnasien
und Universititen. In diesem Sinne gab der
hohe gesellschaftliche Gebrauchswert der
Geometrie, wie er sich insbesondere in der
Darstellenden Geometrie offenbarte, fiir die
Entfaltung der Geometrie wéihrend des 19.
Jahrhundert den Nihrboden ab, wobei aller-
dings die ehemals vorhandene innere Ge-
schlossenheit der Geometrie mehr und mehr
zerfiel. Um die Mitte des Jahrhunderts
herrschte unter den Mathematikern eine ge-
wisse Ratlosigkeit iiber den inneren Zusam-
menhang der einzelnen ,,Geometrien* und
geometrischen Methoden. Es kam daraufan,
die Fille der Ergebnisse in neuer Sicht neu
einzuordnen und jeder Geometrie einen lo-
gisch bestimmbaren Platz im Gesamtgefiige
geometrischer Methoden zuzuweisen. Diese
Klassifizierung der ,,Geometrien” gelang
schlieflich zu Anfang der 70er Jahre mit
Hilfe gruppentheoretischer Methoden; dies
bildet den wesentlichen Inhalt des sog. Er-
langer Programms von Felix Klein (1840—
1925) aus dem Jahre 1872.

In diesem geistigen Spannungsfeld bewegte
sich die geometrische Forschungsarbeit von
Mobius, Als Mobius in den 20er Jahren seine
Publikationstitigkeit aufnahm, hatte sich das
Interesse der Geometer, insbesondere inner-
halb der franzésischen Schule um L. Carnot
(1753—1823) und J. V. Poncelet (1788—1867),
auf die Untersuchung der Transformationen
gerichtet, welche den Ubergang von einer
geometrischen Figur zur anderen vermittel-
ten. Solche ,, Verwandtschaften‘ durch Trans-
formationen — z. B. die durch Projektion
entstehende Verwandtschaft zwischen Qua-
drat und Rhombus — waren vielfiltig stu-
diert worden; man lernte u. a. Kreis- und
Kugelverwandtschaften, affine Verwandt-
schaften, usw. kennen. Nach und nach trat
die Untersuchung der logischen Bezichungen
zwischen den Transformationen in den Vor-
dergrund, woraus sich die Klassifizierung der
Transformationen als Aufgabe ergab. Das
geometrische Lebenswerk von Mobius hat
man als den Hohepunkt dieser Zielstellung
anzusehen, welche, wie die nach Mdbius sich
vollziehende Entwicklung lehrensollte, gleich-
zeitig wesentliche Elemente der kommenden
— gruppentheoretischen — Klassifizierung
der, Geometrie vorwegnahm: Die Klassifi-
zierung der geometrischen Transformationen
war ein entscheidendes Durchgangsstadium
auf dem Weg zur Klassifizierung der Geome-
trie, durch welche schlieBlich die logische Ein-
heit und Geschlossenheit der Geometrie
wieder hergestellt werden konnte.

Die niichste Schaffensperiode von Mébius
war vorzugsweise der angewandten Mathe-
matik gewidmet. Er behandelte Probleme der
Linsensysteme, der Mechanik, der Himmels-
mechanik und der Kristallsysteme. Aus sei-
nen Untersuchungen iiber das Gleichgewicht
von Kriften ist das ,,Lehrbuch der Statik'
von 1837 hervorgegangen. Alle diese prak-
tischen Fragestellungen haben Mdbius inso-
fern zur Fortsetzung seiner Studien iiber geo-
metrische Verwandtschaften gedringt, als
durch spezifische Fragestellungen die Zusam-
mensetzung oder Hihtereinanderausfithrung
geometrisch-physikalischer Transformationen
erforderlich wurde.

Mit dem Jahre 1853 begann eine dritte Schaf-
fensperiode, in der die durch Transformatio-
nen vermittelten geometrischen Verwandt-
schaften analytisch untersucht wurden.
Schon in hohem Alter stehend, ging Mobius
im Jahre 1858 sogar noch zur Betrachtungsog.
Elementarverwandtschajten iiber, die nock all-
gemeiner als Kollineationen sind und die wir
heute zum Gegenstandsbereich der Topologie
rechnen.

Bescheiden im personlichen Auftreten und im
Stile seiner Publikationen, mit den bedeu-
tendsten Zentren mathematischer Forschung
seiner Zeit nur in indirektem Kontakt ste-
hend, hat August Ferdinand MGbius zu seinen
Lebzeiten nicht jene Anerkennung erfahren
konnen, die seiner Bedeutung angemessen
gewesen wire. Sein Streben nach Klassifi-
kation der Geometrie durch das Studium
geometrischer Verwandtschaften verband ihn
wohl mit der Hauptentwicklungsrichtung der
Geometrie auf das allerengste, dennoch war
die Reaktion auf seine wissenschaftlichen
Publikationen nur schwach. Erst riickblik-
kend ist die Bedeutung von Mobius erkannt
worden. Nur vier Jahre nach Mobius” Tod
gab F. Klein in Zusammenarbeit mit S. Lie
mit dem sog. Erlanger Programm die von
Mibius vergeblich angestrebte Klassifizie-
rung der Geometrie. Bei der Herausgabe der
Gesammelten Werke von Mobius in den Jahren
1885—1887 nun erfaBte Klein; wie er sich
ausdriickte, ,,den inneren Zusammenhang*
des Lebenswerkes von Mébius und fand dort
der Gedankenfiihrung nach sein eigenes Er-
langer Programm vorgezcichnet. Seitdem
wird August Ferdinand Mobius mit Recht als
einer der wegweisenden Geometerdes 19.Jahr-
hunderts gewiirdigt, dessen Wirken die Ent- _
wicklung der Mathematik des 19. Jahrhun-
derts wesentlich bestimmt hait. H. WuBing

‘Gekiirzter Nachdruek: H. WuBing, August Ferdinand
Mébius (1790—1868) in Band: Bedeutende Gelehrte in
Leipzig, Band 2, herausgegeben von Gerhard Harig,
Karl-Marx-Universitit Leipzig 1906, S. 1—12.
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Berufshild

Mathematisch-technischer
Assistent

Welche Maglichkeiten gibt es fiir einen jungen Menschen mit abgeschlossener Berufs-
ausbildung, sich auf dem Gebiet Rechentechnik und Datenverarbeitung zu qualifizie-
ren? Auch wenn der Leser im Augenblick noch Schiiler ist, wird ihn interessieren,
welche Entwicklungsmoglichkeiten er nach erfolgreicher Beendigung der 10. oder
12. Klasse hat. Wir setzen neben dem Abschluflzeugnis der Schule im folgenden voraus,
daf der Bewerber eine Facharbeiterausbildung, nach Moglichkeit die Ausbildung des
Facharbeiters fiir Datenverarbeitung (siche Heft 3/68) abgeschlossen und Freude an der
Beschiftigung mit mathematischem Stoff hat.

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so kann er sich um die Zulassung zu einem Sonder-
studium bemiihen, in dem Technische Assistenten auf dem Gebiet der Mathematik aus-
gebildet werden. Dieses ‘Studium ist 1963 eingerichtet worden* und wird seitdem an
verschiedenen Hochschulen durchgefiihrt. Ziel des Studiums ist es, Mitarbeiter fiir die
Tatigkeit in Rechenzentren, Datenverarbeitungszentren und mathematischen Abtei-
lungen der Industrie und der Wirtschaft auszubilden. Der mathematisch-technische
Assistent soll nach abgeschlossener Ausbildung mit typischen Verfahren der prakti-
schen Mathematik arbeiten kénnen, er soll in der Lage sein, elektronische Rechenan-
lagen zu bedienen und zu programmieren. Was dann in der tiglichen Arbeit von dem
mathematisch-technischen Assistenten verlangt wird, hingt wesentlich von der Struktur
des Betriebes ab, in dem er tiitig ist, oder von den speziellen Aufgaben des Rechen- oder
des Datenverarbeitungszentrums.

Aus der Vielfalt von Einsatzméglichkeiten sollen einige genannt werden :

O Mathematische Auswertung von statistischiem Material und statistische Urteils-

findung. Das statistische Material kann dabei aus den unterschiedlichsten Gebieten der

Wirtschaft oder der Forschung kommen (Auswertung von Versuchsreihen aus der Land-

wirtschaft, der Medizin, der Technik, dem Handel, der Pidagogik, der Kriminali-

stik).

O Herstellung von Programmen fiir spezielle Typen von Rechenautomaten auf Grund

gegebener Formeln.

O Organisation der Lobnbuchhaltung und Materialbuchhaltung eines Betricbes oder

‘Warenhaiises. .

O Grafische Auswertung von MeBergebnissen.

O Bedienung von elektronischen Datenverarbeitungsanlagen, Erproben von Pro-
grammen,

Wie ist nun zur Zeit die Ausbildung von mathematisch-technischen Assistenten organi-
- siert?

Wer diesen Beruf wihlt, sollte sich in einem Rechenzentrum oder der Abteilung eines

Betriebes, die mit der Bearbeitung mathematischer Aulgaben betreut ist, anstellen

lassen. Mit Zustimmung dieses Betriebes kann er sich um Zulassung zum Studium

bewerben. Das Studium dauert zwei Jahre. In dieser Zeit ist der Student neben

seinen acht bis zehn Unterrichtsstunden pro Woche weiterhin in dem Betrieb,

* Gesctzblatt Teil IT, Nr. 6 vom 23. 1. 64, Anordnung Nr. 2 vom Dezember 1963.
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der ihn einstellte, titig. Er muB Ubungsaufgaben lésen — natiirlich auch Klausuren
schreiben — und an elektronischen Rechenanlagen praktisch arbeiten. Durch
Zwischenpriifungen werden Endnoten in den einzelnen Ausbildungsfichern festge-
legt. Am Schluf der Ausbildung ist eine Hausarbeit anzufertigen, deren Thema ent-
weder von der aushildenden Stelle festgelegt wird oder nach Absprache mit der aus-
bildenden Stelle von dem Betrieb, in dem der Student arbeitet.

Im mathematischen Teil der Ausbildung wird der Student systematisch in die hthere
Mathematik eingefiihrt — lineare Algebra, Differential- und Integralrechnung, Diffe-
rentialgleichungen, Nomographie, mathematische Statistik, Optimierung — und lernt
dariiber hinaus wichtige Verfahren der praktischen Mathematik kennen. Neben diesem
Teil der Ausbildung wird der Student mit der Bedienung und Programmierung von
elektronischen Rechenanlagen vertraut gemacht. Hierbei liegt das Schwergewicht auf -
dem Erlernen sogenannter Programmierungssprachen. Programmierungssprachen sind
kiinstliche Sprachen, die gar nicht gesprochen, sondern nur geschrieben werden, die
jedoch ein Automat ,versteht®.

Zur Ausbildung von mathematisch-technischen Assistenten gehort keine Sptachaus—
bildung. Es ist jedoch jedem Interessierten zu empfehlen, sich mit der englischen oder
russischen Sprache intensiv zu beschaftlgen weil die Literatur iiber neue Entwicklun-
gen auf diesem Gebiet oftmals nur in diesen Sprachen vorliegt. G. Paulin

Am 9.2.1968 wurde im Rech itrum des Instituts fiir Datenverarbeitung (idv-Dresden) die

elektronische Datenverarbeitungsanlage Robotrorn 300 zur Arbeitsaufnahme iibergeben. Im
Rahmen der planmiBigen Einsatzverbereitung fiir diese Anlage in unserer Volkswirtschalt und
zur Schaffung des notwendigen wissenschaftlichen Vorlaufs wurden vom idv — als Zentrum
der Anwendungstechnilk — wichtige Zuarbeiten geleistet. Eine threr Hauptaufgaben besteht
in der Schaffung umfassender organisatorischer und programmtechnischer Unterlagen fiir
Robotron 300. Unser Bild zeigt einen Blick in das Rechenzentrum. Es ist als Titelfoto der
Zeitachrift ,,Rechentechnik-Datenverarbeitung** 3/68 zu sechen. Wir empfehlen unseren Lesern,
welche sich intensiv mit der elektronischen Datenverarbeitung beschiftigen wollen, diese Zeit-
schrift zum Studium (unter Anleitung Irwachsener).
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Formen
und Formeln

Eine Buchbesprechung

Bestimmt wiBt ihr, liebe junge Freunde
der Mathematik, daB wir Jokannes Kepler
eine Reihe fundamentaler Ergebnisse auf
dem Gebiet der Mathematik und der
Astropomie verdanken. Deshalb ist es
nicht verwunderlich, dafl das hier zu be-
sprechende Buch mit einer Plauderei
iiber diesen groBen Naturwissenschaftler
des Mittelalters beginnt. Das neben-
stehende Bild zeigt ihn gerade beim Wein-
kauf fiir eine Familienfestlichkeit, bei dem
er durch das eigenartige MeBverfahren
des Kiifers dazu angeregt wurde, ein Niherungsverfahren zur Inhaltsberechnung von
Fissern zu entwickeln. Diese Formeln befinden sich noch heute in jeder einschligigen
Formelsammlung. Ubrigens befindet sich diese Abbildung gleichzeitig auf dem Schutz-
umschlag eines neuen (3.) Buches von Franz v. Krbek mit dem Titel Formen und
Formeln, das im Frithjahr 1968 bei der B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft in Leipzig,
erschienen ist (Preis 8.50 M). '

Wer den Autor so gut kennt wie ich, der wei}, welche liebenswert-bescheidene, geist-
voll-witzige, aber ebenso scharfsinnig-kritische Mathematikerpersonlichkeit unserer
Republik am 12. Mirz 1968 in Greifswald seinen 70. Geburtstag feierte. Bereits bevor
der populdrwissenschaftlichen Verbreitung mathematischer Kenntnisse die ihr zu-
kommende Bedeutung beigemessen wurde, erschienen von Prof. Dr. v. Krbek die bei-
den Titel Geometrische Plaudereien und Uber Zahlen und Uberzahlen, denen pun die
Formen und Formeln folgten.

Wie es dem Autor dabei erneut gelingt, auch kompliziertere Gedankengénge und Be-
weisfiihrungen zu vereinfachen, ohne die mathematische Exaktheit zu beeintrichtigen,
ist an sich schon lesenswert, ganz zu schweigen von der eigentlichen mathematischen

Ubergabe des Gehcimberichtes
iiber den ,,prdsidenienfeindli-
chen* Fermat an den Diener des
Ministers Colbert

>

Durch die vierte Dimension
kénnte man Geld aus dem ver-
schlossenem Tresor holen.




Substanz der 19 Plaudereien und den historischen Einflechtungen, die zum wirklichen
,,Begreifen‘‘ des Wesens der Mathematik als Triebkraft zur Verinderung von Natur und
Gesellschaft beitragen. Fiir euch nicht weniger interessant ist vielleicht zu erfahren,
daB es uns im Kollektiv (Autor, Lektor, Typograph, Hersteller, Illustrator) gelungen
ist, die meist recht lustigen, immer mit einem gewissen ,,Pfiff* gezeichneten 150 Illu-
strationen teilweise direkt in den laufenden Text mit einzubauen. Dadurch werdet ihr
die behandelten Probleme sicherlich leichter verstehen.

Das Inhaltsverzeichnis lautet:

Keplers Hobby; Verfeindete Brider; Lob der Trigheit; Geisterreich; Naiv oder nicht
naiv?; Linie als Regenschirm; Das Gegenteil ist auch richtig; GroBe eines Konigs;
Streckenrechnung; Ein erfinderischer General; Mobius iiberfithrt; Halbkreise als Gera-
den; Makellos; Aussichtsloses Zerlegen; Polygon als Grenze; Netze; Tip fiir Treffer;
Keiner kam hinter seine Schliche; Universallinge; Nachwort; Dié Axiome.

Auf 150 Seiten erfahren wir Wissenswer-
tes liber die Schweizer Mathematikerfami-
lie Bernoulli, iiber Jordan, Banach, Klein,
Hilbert, Waring, Fermat,” Lebesgue und
viele andere berithmte Mathematiker. Wir
erhalten einen ,,Einblick in die 4. Dimen-
sion, in die Relativititstheorie, die Men-
genlehre und in die nichteuklidischen
Geometrien, um nur einige Gebiete zu
nennen, aus denen Probleme behandelt
werden.

‘Wihrend verschiedene Plaudereien be-
reits von denjenigen von euch, die erst die
8. Klasse besuchen, ohne Schwierigkeiten
verstanden werden kdnnen, sprechen an-
dere vor allem die Schiiler der 10. und 11.
Klassen an. So bietet das Buch (wie auch
die beiden anderen des gleichen Autors)im
wahrsten Sinne des Wortes fiir jeden et-
was; denn auch Erwachsene werden in
ihm sicherlich manches entdecken, was
ibnen bislang noch unbekannt war. Des- 5 .
halb darf ich mich vorbehaltlos der Mei-  Prof. Franz v. Krbek

pung Prof. v. Krbeks anschlieflen, die er

im Nachwort der Formen und Formeln darlegt:

Wer die dres Binde — den vorliegenden, die ,,Geometrischen Plaudereien’ und den Band
,-Uber Zahlen und Uberzahlen' — verarbeitet hat, der weifl, was die Mathematik soll und
kann. Mehr darf er davon nicht erwarten. Mochte er noch mehr wissen. dann hat er sich
bereits fiir die Mathematik entschieden, und es heift fiir ihn, systematisch zu studieren.
Dazu wiinsche ich thm guten Erfolg! W. Arnold

Wir gratulieren Herrn Prof. Dr. paed.

Wolfgang Lange
Institutsdirektor an der

Herrn Dr. rer. nat.

Reinhard Hpfmann
Karl-Marx-Universitit
Leipzig

Gutachter von alpha
zur Promotion

Herrn Oberlehrer

Klaus Kriiger

BBS Forst Bad Doberan
Redaktionsmitglied v. alpha
zum Tite]

Verdienter Lehrer d. Volkes

TU Dresden

Forderer der auBerunter-
richtlichen Arbeit

im Fach Mathematik

zum Titel

Verdienter Lehrer d. Volkes
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert

Direktor des Instituts jir Mathematik
Technische Hochschule Karl- Marz-Stadt

Populirwissenschaftliche Definition
des Begriffs ,,Optimierungsprobleme*
Die Ophmlcmngsprob]eme smd cm schr junger Zweig

der M denn als Geburtsjahr
kann man das Jahr 1939 annehmen in welchem eine
Arbeit des sowjeti iedes L. W.

Kanlorawztsch verﬁﬂenthchl; wurde in der erstmalig
elne Opt exakt formu-
liert und fiirsicein Lasungsverfnhren entbwickelt wurde.
Optimier vorrangigim Berelch
der Okonomie und lassen sich wie folgt formulieren:

Zur Erreichung eines Zicles sind gewdhnlich in Abhin-
gigheit von gewissen GroBen, die zur Errcichung des
Zieles beitragen bzw. notwendig sind, verschiedene
‘Wege und Moglichkeiten vorhanden (sehr oft sind es
unendlich viele derartiger Mnglmhkclten) In vielen
Fillen besi dieeinzelnen N jteneinen unter-
sehiedlichen Wert oder Nutzen filr uns, die wir das ge-
steckte Ziel erreichen wollen. Wir werden dann immer
versuchen, den Weg zu gehen bzw. die Moglichkeit aus-
rzunutzen, dic uns den gréBtmdaglichen Nutzen bringt.
Diese Aufgabe ist sicherlich noch einfach, wenn nur
zwei oder drei Wege vorhanden sind, doch meist sind
es eben unendlich viele. Oﬂcnswhthch besteht doch dxe
Aufgabe darin, die zur Er es Zieles di-
gen GroBen so zu bestimmen, daB eine Funktion, die
den Nutzen zum Ausdruck bringt, ein Maximum an-
nimmé¢. Folglich sind dle Optimlerungsprobleme spe-
zlelle Extremwertaufgaben, filr deren Losung besondere
Verfahren entwickelt wurden.

288a Vom Ort A zum Ort B sollen 10000 kg
einer wichtigen Last mit Flugzeugen des
Typs F und H transportiert werden. Ein Flug-
zeug vom Typ F kann 1000 kg der Last tra-
gen und benétigt fiir einen Flug von 4 nach B
3 Mann Bedienungspersonal und 100 Liter
Treibstoff, wihrend ein Flugzeug vom Typ H
500 kg der Last tragen kann und 2 Mann Be-
dienungspersonal und 30 Liter Benzin fiir
eine Reise benotigt.

Im Ort 4 stehen zum Auftanken nicht mehr
als 900 Liter Treibstoff und 35 Mann Bedie-
nungspersonal zur Verfigung (der Treibstoff
kann fiir beide Typen verwendet werden, das
Personal ebenfalls).

Die Ausgaben fiir einen Flug des Flugzeugs
vom Typ F betragen 800,— Mark, fiir den
Typ H aber 500,— Mark. Welche Anzahl von
Flugzeugen F und H miissen eingesetzt wer-
den, damit minimale Gesamtausgaben ent-
stehen?

288b Die Mitglieder einer LPG stellen fol-
gende Uberlegung an: Wir haben 5 ha Friih-
kartoffeln bestellt, die im Laufe des Monats
August abgeerntet werden miissen. Wenn
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wir die Kartoffeln in der ersten Dekade des
August ernten, so kénnen' wir 130 dt /ha
ernten und bekommen pro Dezitonné 40,—M.
Warten wir allerdings bis zum Ende der zwei-
ten Dekade, so erhoht sich der Ertrag pro
Hektar um 25 dt, die Einnshmen pro Dezi-
tonne fallen allerdings um 8,— M. SchlieBlich
steigt der Ertrag in der dritten Dekade um
weitere 25 dt pro Helktar, wihrend die Ein-
nahmen gegeniiber der zweiten Dekade fiir
eine Dezitonne um 6,— M fallen.

Welche Mengen muB die LPG pro Dekade
abernten, damit die Gesamteinnahmen aus
den 5 ha maximal werden? Dabei ist zu be-
riicksichtigen, daf auf Grund der Arbeits-
kriiftesituation in jeder Dekade nicht mehr
als 500 dt abgeerntet werden kénnen.

288¢ Gesucht sind » nichtnegative Zahlen

Ty, Ty .0 Y, s0daBgilt e, 21,2, + 2, 22,
5t Tty 23, '
Tt X+ Tt ...t T, 20
und daB z, + 22, + 32, + ... + % 7, mi-

nimal wird.

Einige Fakten zur Entwicklung der Techni-
schen Hochschule Karl-Marx-Stadt

1953 wurde die Hochschule fiir Maschinenbau in Karl-
Marx-Stadt gegrindet. AnliBlich ihres zchmjdhrigen
Bestehens erhielt sle den Namen ,,Technjsche Hoch-
schule Karl-Marx-Stadt“. Das Institut fir Mathematik
begann im Februar 1954 seine Titigkeit. Am In-
stitut fiir Mathematik werden Diplom-Mathematiker
und Lehrer fiir Mathematik ausgebildet. TFiir Diplo-
manden gibt es zwei Moghchkelten fiir das Fachstu-
dium: ¥ in der 0} und
N . Die Lehrer-
studenten werden auch im Fach Physik ausgebildet.
Auflerdem wird am Institut fiir Mathematlk die ge-
samte mathemahsche Grund- und Spczmlausbxldung
fur alle anderen Fachri der TH dur al
Zur Zeit studieren 164 Studenten mit dem Ziel Dxplom-
Mathematiker, 180 mit dem Ziel Fachlehrer fiir Mathe-
matik/Physik und 220 Lehrer-Fernstudenten. 3 }’ro-
3D A 27 wi hafte
lische Mitarbeiter, 4 mathemansch technische Assi-
stenfen und 2 Mechaniker sind am Institut fiir Mathe-
matik titig. Seit 1962 besteht am Institut cin Rechen-
zentrum, in dem folgende Automaten vorhanden sind:
ZRA 1, Endim 2000 und ODRA 1013. Alle Studenten
fiihren cin Praktikum in diesem Rechenzentrum durch.
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Elementare Zahlenfolgen

2. Teil

Thr habt im vorigen Heft erfahren, was Zah-
lenfolgen sind, und lerntet einige Beispicle
und Darstellungsarten von Zahlenfolgen ken-
nen.”Am Schluf fandet ihr einige Aufgaben.
Hier sind die Lésungen. Vergleicht mit euren
Ergebnissen!

223 Die Aussage d) ist falsch, denn nicht
jede Funktion ist eine Folge. Nur Funktionen,
deren Definitionsbereich die Menge (1; 2;
3;...) oder{l;2;3;...;n] natiirlicher Zah-
len ist, sind Folgen.

224 fo = ([1; —2]; [2; +4); [3; —8];
[4; -+16]; [5; —32]; [6; +64]); [7; —128);
[8; -+ 256]; [9; —512]}.

Die Darstellung der geordneten Paere ist
auch in einer Wertetabelle moglich.

225 Durch Formverinderung einiger Glie-
der entsteht

32 22 12
S 1FT 2247  —=2.83+7°

02 12 22
—92.4+7°—2.5+7T —2.6+4+7"
Q—42 (24P B 4P
Tl 2217 =281’
(=4 _G=d4p | (6—42
—2.447°—2-5+7°—2.647""""

Lo (E—4)?
demiter= —5; "

K2 —8k + 16
ag = [

226 Independente (oder analytische) Dar-
stellung @ = (—2)* mit ¢ (£1; 2;...;9)
Tabellarische Darstellung:
kjl|2]3]4|5]6]7|8]09
a, | —2] +4—8[+ 1632+ 64128+ 256512
Graphische Darstellung (siche Abbildung
oben: MaBstabverinderung auf der a;-Achse)
Verbale Darstellung: Endliche Tolge der

Potenzen zur Basis (—2) mit positivem ganzen
Exponenten, aus neun Gliedern bestehend.

227 Die zweite graphische Darstellung kann
nicht Darstellung einer Folge sein, weil es
nach unserer Definition ein (—1)-tes und ein
O-tes (nulltes) Glied einer Folge nicht gibt.
Die Gliednummer % entstammmt stets der
Menge {1; 2; 3; . ..). Graphische Darstellun-
gen von Folgen verlaufen infolgedessen nur
im I. oder (und) IV. Quadranten des kartesi-
schen Koordinatensystems.

Soweit die Losungen zu den fiinf Aufgaben
aus dem vorigen Heft.

Viele Folgen lassen iiber die bisher genannten
Darstellungsarten hinaus eine weitere zu, die
sich oft als recht niitzlich erweist. Wir meinen
die rekursive Darstellung (rekursiv, lat. riick-
bezogen). Bei der rekursiven Darstellung wird
das k-te Glied der Zahlenfolge mit Hilfe eines
oder mehrerer seiner Vorgénger (vorangehen-
den Glieder) ausgedriickt.
Beispiel: Die oben in den Losungen zu den
Aufgaben 224 und 226 besprochene Folge f,
hat die rekursive Darstellung

@ = (—2)- a_, fir k> 1 mit

a, = — 2 (Anfangsbedingung).
Das heiBit: Das Anfangsglied a, ist gegeben.
Man gewinnt jedes k-te Glied (k > 1), indem
man das unmittelbar vorangehende mit (—2)
multipliziert.
Eine rekursive Darstellung ist nur dann voll-
stindig, wenn die sogenannten Anfangsbe-
dingungen mit angegeben werden. Jede voll-
stindige rekursive Darstellung ist eindeu-
tig.
Manche Folgen, fiir die eine independente
Darstellung kompliziert und schwer angebbar
ist, lassen sich relativ leicht in rekursiver
Darstellung beschreiben. Das trifft zum Bei-
spiel auf die Folge

0;1;1;2;3;5;8;13, ... (fg),
die Folge der FIBONACCIschen Zahlen, zu.
Versucht, einen Zusammenhang zwischen den
Gliedern dieser Folge zu erfassen, indem ihr
irgend drei benachbarte Glieder aufmerksam
betrachtet! Vergleicht das dritte Glied jeder
Dreiergruppe mit den beiden ersten!
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Jetzt habt ihr gefunden, daB sich jeweils das
dritte Glied als Summe der beiden voranste-
henden Glicder ergibt. Aligemein erhilt man
das k-te Glied der Folge (k > 2), indem man
die beiden unmittelbar vorangegangenen
Glieder addiert. Die rekursive Darstellung der
Folge fs lautet also

ap=ay_; + ap_ofir £>2
mit den Anfangsbedingungen
¢, =0und gy = 1.

Wir haben jetzt alle wescntlichen Darstel-
lungsarten von Zahlenfolgen kennengelernt.
Wenn ihr schon &fters in mathematischen
Biichern geblittert oder studiert habt, so
wird euch vielleicht aufgefallen sein, an wie
vielen Stellen man Zahlenfolgen begegnet.
Zahlenfolgen spielen jedoch nicht nur in vie-
len Bereichen der mathematischen Wissen-
schaft einc bedeutende Rolle, sondern auch in
den Naturwissenschaften und in der Technik.
Wir wollen uns jetzt zwei Typen von Zahlen-
folgen zuwenden, die bei praktischen Anwen-
dungen besonders hiufig auftreten.

Essind dies die arithmetischen und geometri-
schen Zahlenfolgen.

Von den bisher verwendeten acht Beispiel-
folgen sind

f1=2;4;6;8;10;...
. =1;4;9;16;25;...
Js="T;4;1;—2; —b6; —8

und f, =2;4;6;...;20
arilhmetische Folgen, dagegen
12 =2;28;4;56;8;11;16; 22

(Folge der Blendenzahlen) .
und f; = —2; +4; —8; +16; —32;..;
—512
geometrische Folgen.

Die Folgen f; und fg sind weder arithmetische
noch geometrische Folgen.

‘Woran erkennen wir arithmetische und geo-
metrische Folgen? Wie unterscheiden sie
sich?

Schaut euch £, und f; einmal genauer an!
Thr werdet schnell erkennen, daB diese Folgen
von Glied zu Glied um den gleichen Wert zu-
oder abnehmen. Bei diesen Folgen ist also die
Differenz zweier benachbarter Glieder immer
gleich, konstant, wie der Mathematiker sagt.
Man kann es exakter formulieren : Bedeutet a;,
das k-te Glied der Aussagenfolge, so ist die
Folge der Differenzen dy, = ay,,.; — ay, kon-
stant. . .
Bei der TFolge f, lantet die Dilferenzenfolge 2;
2;2;...,beif;heibtsie—3; —3; —3;....
Wenn das der Fall ist, wenn also die Differen-
zenfolge, die 1. Differenzenfolge, konstant ist,
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dann liegt eine arithmetische Folge 1. Ordnung
vor.

Was sind nun aber arithmetische Folgen 2.
und hoéherer Ordnung? Betrachten wir die
Folge f, = 1; 4; 9; 16; 25;. .., bilden die
1. Differenzenfolge 3; 5; 7; 9; . . . und davon
wieder die Differenzenfolge 2; 2; 2;..., so
stellen wir fest, daB hier die 2. Differenzen-
folge konstant ist. Die Folge der Quadrate der
natiirlichen Zahlen wird infolgedessen als eine
arithmetische Folge 2. Ordnung bezeichnet.
Wir definieren allgemein:

Unter einer arithmetischen Folge m-ter Ord-
nung (m 2 1, ganz) versteht man eine Folge,
deren m-te Differenzenfolge aus lauter glei-
chen (von Null verschiedenen) Gliedern be-

steht. Priift nach, daB die Folge mit dem

Bildungsgesetz a;, = k* — 2k + 5 eine arith-
metische Folge 3. Ordnung ist:

Ausgangslolge: 4;9;26;61;120;209;...
1. Differenzenfolge: 5;17;35;59; 89;...
2. Differenzenfolge: 12; 18; 24; 30;. ..
3. Differenzenfolge: 6; 6; 6;...

Ein solcher Nachweis ist natiirlich nicht hin-
reichend. Es konnte ja sein, daB nur die
ersten drei Glieder der 3. Differenzenfolge
konstent sind, die weiteren aber nicht. Man
kann jedoch an der indepcndenten Darstel-
lung a;, = k® — 2k + 5 eindeutig erkennen,
daB hier tatsichlich eine arithmetische Folge
3. Ordnung vorliegt. Allgemein 138t sich ndn-
lich beweisen, dafl jede ganzrationale Funk-
tion m-ten Grades

ap = by km + b, km—1 4

A by B2 4 bR+

+ bk + b,
mit b, &= 0, alle b;(:=0,1,...,m)
reellund & € (1; 2;...)

eine unendliche arithm. Folge m-ter Ordnung
ist. Daransfolgt ohne weiteres, daB jede lineare
Funktion @y =dk+b mit =0 und
k€ {1; 2; ...} eine unendliche arithmetische
Folge 1. Ordnung darstellt. Dabei ist d die
Differenz der Folge.

Wir haben so mit @ = dk + b (4 & 0) eine
independente Darstellung der arithmetischen
Folge 1. Ordnung gefunden. Fiir Anwen-
dungen in der Praxis ist es oft vorteilhaft, das

. Anfangsglied @, in eine solche allgemein inde-
' pendente Darstellung mit eingehen zu lassen.

Dann erhiilt man die wichtige Beziehung
G=a 4+ (k—1)-d (@+0),

die ihr aus der vorangehenden Gleichung

selbst herleiten kénnt. Macht euch den Sinn

dieser Formel auch dadurch klar, da8 ihr fiir
k die Werte 1; 2; 3; 4 einsetzt!



Die rekursive Darstellung fiir arithmetische
Folgen 1. Ordnung lautet einfach
ap =ap_1 + d (d + 0}, denn man
gelangt zum k-ten Glied, indem man zum un-
mittelbaren Vorginger die Differenz d ad-
diert.
Die Bezgichnung ,,arithmetische Folge* rithrt
iibrigens daher, daB man jedes Glied a;,(k>1)
einer unendlichen arithmetischen Folge 1. Ord-
nung als ,,arithmetisches Mittel” der beiden
Nachbarglieder erhilt.
ar—1+ 341
—
Priift diesen Sachverhalt an einigen Glicdern
der Folgen f, und f;nach!
Sowecit fiir heute! Im nichsten Heft werdet
Ihr Niheres iiber geometrische Folgen und
deren Anwendung lesen.
Aufgaben
289 a) Wie lautet die rekursive Darstellung
der Folge
s =T;4;1; —2;—5; —8.
b) Eine Folge sei gegeben durch ihre rekur-
give Darstellung

2

= 4. 12oap s f\“l'r k> 2 mit

ap = -

a;=+2unda,=— P
Ermittle die Glicder a4, ¢, und a; dicser Folge.

290 Ein einfaches Bildungsg
Folge

fiir die

1 1
8;4;2;2;1;2;-2-;4; 8 32;...(fy)

ist gesucht.

291 a) Von einer arithmetischen Folge
1. Ordnung sind zwei Glieder gegeben: a,3=0
und aqg = 15.
Bestimme das 100. Glied und das Anfangs-
glied dieser Folge! b) Sind von den vier
Variablen a4, d, k, a; stets jeweils drei unein-
geschrinkt wiihlbar, so daB mittels a; = a,
+ (k—1)- & die vierte berechnet werden
kann?
292 Von einer arithmetischen Folge 3. Ord-
nung sind gegeben :

@, = —60; ay = — 25;

d®) =35 (konstante Differenz der

dritten Differenzenfolge)

d,2) =17 (1. Glied der zweiten

Differenzenfolge).
Wie heiflen die Glieder ag, ¢, und a5 der Aus-
gangsfolge?
293 Messungen in der Erdkruste ergaben,
daB die Temperatur zum Erdinnern hin je
100 m Tiefe um etwa 3°C zunimmt, wobei in
unseren Breiten eine Temperatur von 10°C in
25 m Tiefe zugrunde zu legen ist.

In welcher Tiefe werden 100°C erreicht?
H. Lohse .

UnsereVerpflichtung
zu Ehren des 19.
Jahrestages der
Griindung der DDR.:
Mit hohen mathema-
tischen Lelstungen
stdrken Wwir unsere
sozialistische Repu-
Dlik.
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Bestimmung der wahren Gestalt
einer ebenen Figur

Im Filmtheater sind Randplitze und Plitze der vordersten Reihe beim Zuschauer un-
beliebt, weil man von diesen Stellen aus das auf der Leinwand erscheinende Bild ver-
zerrt und deshalb wenig wirklichkeitsgetreu sieht. Begehrter sind hingegen Mittel-
plitze, da man von dort aus fast senkrecht auf die Bildwand schaut und so einen weni-
ger entstellten Eindruck von den dargestellten Objekten und der Handlung gewinnt.
Die Netzhaut des Auges und die Filmwand liegen in diesem Fall annéhernd parallel, so
daB der Abbildungsvorgang in einer dhnlichen Verkleinerung besteht.

Projiziert man nun ein ebenes Gebilde durch Parallelprojektion normal (senkrecht) auf
eine Bildebene, dann wird es im allgemeinen nicht in seiner wahren Gestalt abgebildet.
Wir wollen beispielsweise an einem Dreieck untersuchen, unter welchen Voraussetzun-
gen es sich bei Normalprojektion auf eine Bildebene in wahrer Gestalt, d. h. unter
Wabrung der Groflen simtlicher Winkel und Strecken abbildet. In Heft 6/1967 hatten

wir festgehalten, daB sich eine Strecke 4 B genau dann bei Normalprojektion auf eine

Bildebene in wahrer Gréfe abbildet, wenn die Strecke 4 B parallel zu dieser Ebene
liegt. Diese Forderung miifite nun an alle drei Dreieckseiten gestellt werden. Bilden sich
alle drei Seiten in wahrer GroBe ab, so gilt dies nach dem ersten Kongruenzsatz auch
fiir die drei Winkel des Dreiecks. Da ein Dreieck bei nicht ausgearteter Lage seiner
Eckpunkte stets eine Ebene festlegt, kénnen wir zusammenfassend festhalten: Eine
ebene Figur bildet sich bei Normalprojektion auf eine Bildebene genau dann in wahrer
(estalt (lingen- und winkeltreu) ab, wenn die von dieser Figur bestimmte Ebene
parallel zur Bildebene liegt.

Frage: Behilt der hier ausgesprochene Satz seine volle Giiltigkeit, wenn darin das
Wort Normalprojektion durch Parallelprojektion ersetzt wird?

Nach diesen Vorbetrachtungen wollen wir uns die Aufgabe stellen, die wahre Gestalt
eines Dreiecks 4 BC zu bestimmen, das uns durch Grund- und Aufri vorgegeben ist.
Die zugeordneten Normalrisse des Dreiecks 4 BC stellen Normalprojektionen eines
ebenen geometrischen Gebildes dar (Bild 1).

Gewifl erscheint das hier vorgegebene Dreieck in keinem der beiden Risse in seiner
wahren Gestalt. Sollte das Dreieck z. B. im GrundriB originalgetreu erscheinen, dann
miiBten die Aufrisse der Punkte 4, B und C auf einer Parallelen zur RiBachse liegen.
Entsprechendes gilt fiir den Aufri. Gelingt es uns aber, das Dreieck 4 BC durch Dre-
hung in ein Dreieck 4,B,C, derart iiberzufithren, daf die Ebene des gedrehten Drei-
ecks parallel zu einer der Bildebenen liegt, dann wird das Dreieck 4 BC in der betref-
fenden Bildebene in seiner wahren Gestalt erscheinen. Es erhebt sich nur die Frage, wie
die Drehachse zu legen und um welchen Winkel zu drehen ist, um den gewiinschten
Effekt zu erzielen. .

Solt das Dreieck 4 BC etwa parallel zur Bildebene 7, gedreht werden, dann ist eine
(#weckmiBig in ¢ = (4 BC) liegende) Gerade als Drehachse zu verwenden, die parallel
zu 7, liegt. Man muB also das Dreieclk um eine erste Hauptlinie drehen. Der Drehwinkel
ist dabei so zu wihlen, da8 die Aufrisse der drei Eckpunkte des gedrehten Dreiecks auf
einer Parallelen zur RiBachse, nimlich dem Aufri8 der Drehachse, liegen. Natiirlich
kann man das Dreieck 4 BC auch in eine der Bildebenen selbst hineindrehen. Dann
ist eine der beiden Spuren von ¢ = (4 BC) als Drehachse zu nehmen. Soll z. B. das
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Dreieck 4 BC in die Bildebene =, gedreht werden, wird man die erste Spur e, als Dreh-
achse verwenden.

Wir wollen uns nun an Beispielen mit der konstruktiven Durchfiihrung vertraut
machen. In Bild 2 ist die vom Dreieck 4 BC aufgespannte Ebene erst- und zweitproji-
zierend. Die wahre Gestalt des Dreiecks 4 B C soll durch Drehung der Ebene e = (4 BC)
in die Bildebene 7, gewonnen werden. Hierfiir ist die Spurgerade e, als Drehachse zu
wihlen. Nun ist zu beachten, daf die Drehbewegung durch zwei Bilder beschrieben
wird. Im GrundriB erscheinen die von den Punkten 4, B, C durchlaufenen Kreisbahnen
als Geraden, die parallel zur RiBachse liegen. Der Aufriff von e, stellt einen Punkt dar.
Da wir beim Aufrif in Richtung der Drehachse schauen, bilden sich die von den Punk-
ten 4, B, C beschriebenen Viertelkreise hier in ihrer wahren Gestalt ab. Wir bezeichnen
die Eckpunkte des in dieser Weise umgelegten Dreiecks mit 4y, By, Cy;. Die Aufrisse
dieser Punkte liegen offenbar in den Schnittpunkten der betreffenden Kreisbigen mit
der RiBachse. Thre Grundrisse findet man, indem man die Ordnungslinien durch 4y,
B;,, C;, mit den entsprechenden Parallelen zur Riflachse durch 4’, B, €’ zum Schnitt
bringt. Das Dreieck 4y, By, Cy; liegt in ; und liefert uns die wahre Gestalt des Drei-
ecks 4 BC.

In villig analoger Weise hitte man auch die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC durch
Umlegung um die zweite Spur nach 7, bestimmen kénnen. '

In Bild 3 liegt das Dreieck 4 BC in einer erstprojizierenden Ebene. Das Umlegen der
Fbene ¢ um e, nach #, ist jetzt vergleichbar mit dem SchlieBen einer weit gedtfneten
Tiix, wobei der Tiirrahmen in der Bildebene 7, liegt. Bei diesem Vorgang bilden sich
die Bahnen der Punkte 4, B, C im Aufrif} als Parallelen zur RiBachse und im Grundri
als Kreisbogen ab, deren gemeinsamer Mittelpunkt in ¢, liegt. In Fortfilhrung des an-
schaulichen Vergleiches sei daran erinnert, daf manche Tiiren auf dem FuBlboden kreis-
formige Schleifspuren hinterlassen, deren Mittelpunkteauf der Drehachseder Tiirliegen.
Die Schnittpunkte der Kreisbogen mit der RiBachse ergeben den GrundriB der Eck-
punkte des umgelegten Dreiecks 4, By, Cy,. Den Aufril dieses Dreiecks erhélt man,
indem die Ordnungslinien durch 4, B;,C;, mit den entsprechenden Parallelen zur
RiBachse durch 4", B" und C'' zum Schnitt gebracht werden. Das in 7, liegende Drei-
eck Ay, Bgy Oy zeigt die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC. Nach Durchfithrung der
Konstruktion in der oben beschriebenen Weise lassen sich noch Zeichenkontrollen ein-
fiigen. Bringt man die Dreieckseiten 4’/ B" und A4, By, durch Verlingern miteinander
zum Schnitt, so muB bei genauer Konstruktion dieser Schnittpunkt auf der sweiten
Spur e, von ¢ liegen. Dieser Schnittpunkt ist ja ein Punkt der Drehachse, der bei der
Bewegung festbleibt. Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Dreieckseiten und
ihre Umlegungen. Frage: Wie hatte man By, und Cy, ohne Zuhilfenahme des Grundris-
ses konstruieren konnen, wenn auler 4", B’ und C'’ noch 4, gegeben wiire?

Eine zweite Moglichkeit, die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC zu bestimmen, besteht
darin, die Ebene ¢ = (4 BC) um e, in die erste Bildebene umzulegen. Dies geschieht,
indem man auf e, in 4’, B’ und ¢’ Senkrechte errichtet. Tragt man auf diesen Senk-
rechten die ersten Tafelabstinde der Punkte 4, B, C in der richtigen Zuordnung ab,
erhilt man das gesuchte Bild des Dreiecks 4 BC,

AbschlieBend soll noch ein Fall betrachtet werden, wo die Ebene ¢ = (4 BC) weder
erst- noch zweitprojizierend ist. Wir nehmen die Ebene als gleichwendig an und drehen
sie um eine erste Hauptlinie parallel zu 7,. Ferner sind wir bestrebt, mit moglichst
wenig Hilfslinien auszukommen. Dazu legen wir die Drehachse durch jenen Eckpunkt
des Dreiecks, der weder hochster noch tiefster Punkt des Dreiecks ist, also durch 4.
(Bild 4)

Bei Drehung von ¢ um k, als Drehachse beschreiben die Punkte B und C Kreisbahnen
mit My bzw. M, als Mittelpunkt. Die Ebenen dieser Kreisbahnen stehen senkrecht
auf 7z, ; d. h. die Grundrisse von B und C verschieben sich auf Senkrechten zu h'l durch
M’ und M¢. Um By, und Cy; zu bestimmen, sind nun noch die Radien r; und 7 der
Drehkreise von B bzw. C zu ermitteln.
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Zur Bestimmung von 7 betrachten wir das Dreieck BQ Mg. Dieses Dreieck hat einen
rechten Winkel bei Q. Die Hypotenuse BMp des Dreiecks ist offenbar gleich 5. Es
kommt also nur darauf an, die wahre Linge von 75 zu bestimmen und diese von Mz
_aus auf der Senkrechten zu ) abzutragen. Die wahren Lingen der Katheten BQ und
QM p lassen sich dem Auf- bzw. GrundriB unmittelbar entnehmen. In einer Nebenkon-
struktion kénnte man mit den Stiicken BQ und Q M als Katheten ein rechtwinkeliges
Dreieck zeichnen, dessen Hypotenuse dann der L?mge des gesuchten Drehradius 7 ent-
spricht. Diese Nebenkonstruktion 1iBt sich jedoch einsparen, indem man die Strecke
BQ = hy mit dem Zirkel dem AufriB entnimmt und von M3 auf £, abtrigt. Dies lie-
fert den Punkt R'. Nach oblgen Erléuterungen gilt Q'R = B’R’ = rp. Trigt man
also diese Strecke von M3 aus auf der Senkrechten zu h ab, crhilt man B . Der
wesentliche Inhalt der Konstruktion besteht in der U'bertmﬂung zweier Str ecken ném-
lich der Strecken @ B" = hy und B’ R’, mit Hilfe eines Zirkels. Deshalb spricht man
hierbei auch von dem ,, Verfakren des doppelten Zirkelschlages*.
Um abschlieBend noch 'y, zu finden, soll jetzt mit minimalem Konstruktionsaufwand
gearbeitet werden, Wir entnehmen die Strecke , dem Aufril und tragen diese von J,
aus auf %, ab. Dies liefert den Punkt §'. Nun nehmen wir die Strecke §’C” in den Zirkel
und tragen diese von M, aus entsprechend dem gewéihlten Drehsinn auf der Senkrech-
ten zu kb, durch M, ab. Der Endpunkt ist die gesuchte Umlegung C,1 von C beziiglich
hy. A blelbt bei dieser Drehung fest, d. h. es gilt 4’ = 4,
Mlt‘.Ao1 B,,0,, ist die wahre Gestalt des Dreiecks 4 BC ve[unden. Der hier dargelegten
Aufgabenstellung kommt eine hohe praktische, aber auch grundlegende theoretische
Bedeutung zu.
Im Werkzeug- und Maschinenbau ist oftmals der Schnittwinkel zweier sich schneiden-
der Geraden aus einer in Grund- und Aufri vorliegenden Werkstattzeichnung zu be-
stimmen. Zeichnerisch 148t sich diese Aufgabe mit den vorgefiihrten Mitteln lgsen. In
der Technik sind vielfach ebenflichig begrenzte Korper mit Metallbeschligen zu ver-
sehen. Unm rationell arbeiten zu kdnnen, muB vorher die wahre Gestalt der Beschlige
konstruktiv ermittelt werden. In der Landesvermessung bildet zur kartographischen
" Erfassung eines Gelindes ein Netz von Dreiecken den ersten Rahmen fiir die Auf-
stellung einer Karte. Da die Eckpunkte der Dreiecke (Trigonometrische Punkte) nicht
alle in gleicher Hohe iiber dem Meeresspiegel liegen, kann man niemals simtliche Drei-
ecke eines Netzes in einer Zeichenebene dhnlich verkleinert abbilden. Auch hier ist
beim Ubergang von den vermessenen Dreiecken zur Darstellung auf einem ebenen
Zeichenblatt eine Unterscheidung der wahren Gestalt des Dreiecks von seiner Projek-
tion in eine Bildebene notwendig.
Fiir’ theoretische Untersuchungen geben diese Betrachtungen einen wichtigen Aus-
gangspunkt. Zwischen der Normalprojektion einer ebenen Figur und ihrer Umlegung
in die betreffende Bildebene besteht eine geometrische Verwandtschaft, die man als
,»Perspektive Affinitit” bezeichnet. Die Spur der Ebene in der Bildebene bezeichnet
man als Affinititsachse. Alle Punkte dieser Geraden gehen bei der Abbildung in sich
selbst iiber. Bs sind die sogenannten Fizpunkte der Abbildung. Zwei Punkte, die durch
die Abbildung einander zugeordnet sind, legen die Affinstitsrichtung fest. Beschrinken
wir uns auf die Betrachtung von Normalprojektion und Umlegung einer ebenen Figur,
so liegt die Affinititsrichtung senkrecht zur Affinitdtsachse.
Beweise die folgenden Eigenschaften der hier vorliegenden affinen Abbildung durch
anschauliche raumliche Uberlegungen:
1. Eine affine Abbildung ist eindeutig bestimnt durch die Vorgabe der Affinitits-
achse und eines Paares einander zugeordneter Punkte.
2. Auf einer Geraden allgemeiner Lage bleiben bei der Abbildung die Streckenverhilt-
nisse erhalten.
3. Parallele Geraden gehen bei der Abbildung in parallele Geraden iiber.
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Aufgaben

[JMan bestimme von folgender in Grund-und
AufriB vorgegebenen ebenen Figur die wahre
Gestalt durch geeignete Wahl einer Dreh-
achse und wiederholte Anwendung des dop-
pelten Zirkelschlages. (Ebene ist wechsel-
wendig) (Bild 5)

[OVon einer ebenen Figur ist der Normalri3
vollstindig und die Umlegung in die zuge-
hérige Bildebene durch einen Punkt E,; vor-
gegeben. Man vervollstindige die Umlegung
der ebenen Figur durch Anwendung von all-
gemeinen Eigenschaften der hier vorliegen-

[OMan zeichne Grund- und Auftil eines
Dreiecks 4 BC etwa nach der Art von Bild 1.
Von diesem Drejeck bestimme man den Mit-
telpunkt I des Inkreises (Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden) und den Mittelpunkt U
des Umbkreises (Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten).

Bemerkung: Da bei Normalprojektion zweier sich
im Raum schneidender Geraden elne Winkel-
halbierende . a. nicht wiederin einc Winkelhalbicrende
ilbergeht, ist die Bestimmung von I nur durch Bestim~
mung der wahren Gestalt des Dreiecks A B C moglich.
Entsprechend ist auch U nur durch Zuriickgehen auf
dic wahre Dreiecksgestalt bestimmbar, da ein rechter
‘Winkel bei Normalprojektipn i. a. nicht wleder in einen
solchen iibergeht. Was 148t sich iiber die Schwerpunkts-
bestimmung an einem Drejeck sagen, das in zugeordne-
ten Normalrissen vorgegeben ist?

den Abbildung. (Bild 6) ~ E. Schroder
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Eine Knobelgeschichte

2. Teil

Vier Zirkelteilnehmer treffen sich. Um die ge-
stellte Aufgabe leichter 16sen zu konnen, tiber-
nehmen drei von ihnen die Namen und Rollen
von Schwarz, Unsinn und Weif. Der vierte,
den wir Franz nennen wollen, spielt den Fra-
genden. .

Die erste treffende Feststellung macht nach
geraumer Zeit Weif: ,,Wenn ich nach meinem
oder euren Zunamen gefragt werde, so muf
ich verabredungsgemiB die Wahrheit sagen.‘
Als niichster bemerkt scharfsinnig Unsinn:
,»Ein Fragender, der unsere Zunamen fixie-
ren will, soll aus meinen Antworten nicht
schlicBen konnen, daB ich nicht Weif heiBe.
Deshalb werde ich wie Weif3 von sich von mir
behaupten, ich wirde Weif3 heifien und meine
beiden Mitspieler nenne ich in meinen Antwor-
ten Schwarz und Unsinn.'* Nach einer kurzen
Pause erginzt er: ,,Diese Forderung ist zwar
nicht notwendig. Aber vielleicht gelingt es,
unter Einhaltung dieser scharfen Forderung
brauchbare Antworten zu finden.* Alsbald
crhebt Schwarz die gleiche Forderung fiir seine
Antworten wie Unsinn. Um das bereits Er-
kannte besser iiberblicken zu kénnen, stellen
sie zunichst eine Tabelle aul, in die sie vor-
erst die Antworten von Weil eintragen.

= iiber

g Schwarz  Uusinn Wei

s

5 Schwarz

é Unsinn

< WeiB ., Schwarz |, Unsinn* ' WeiB*

Sie wissen noch, dafl gemiB der von Unsinn
und Schwarz erhobenen Forderung die beiden
Felder, die noch unbeschriftet auf der von
links oben nach rechts unten verlaufenden

Diagonale des Antwortschemas liegen, mit *

5, Weil‘‘ zu beschriften sind.

Durch Betrachten der entsprechend erginz-
ten Tabelle erkennt jetzt Schwarz weiter:
,,GemiB der gestellten Forderung darf ich
von Unsinn nur behaupten, er heiBe Unsinn
oder Schwarz. Da ich jedoch andererseits zum
Liigen verpflichtet bin, darf ich Unsinn in
meinen Antworten nicht seinen wirklichen
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Namen geben. Also muB ich von Unsinn be-
haupten, er heiie Schuwarz. Wieder wird ein
Antwortfeld der Tabelle ausgefiillt. Schwarz
argumentiert weiter:,,Von Weifmuf ich nun-
mehr gemif gestellter Forderung behaupten,
er habe den von mir noch nicht in Antworten
genannten Namen Unsinn'. Nur noch zwei
Felder sind nunmehr in der Tabelle leer:

iber
Schwarz Unsinn

g

2 Weil
E §qhwnrz »Weib ,»Schwarz |, Unsinn*’
% Unsion  weisr
= \Veiﬁ L.Sehwarz! —.,Ul.laln;i:\;'(:lﬂ:‘

Nach langerem Nachdenken kommt Unsinn
zu folgendem Ergebnis: ,,Gem#B der auch
von mir erhobenen Forderung muf ich von
Schwarz behaupten, daB er Schwarz oder Un-
sinn heiBit. Nenne ich jedoch Schwarz Schwarz
so muB ich Weif8 Unsinn nennen. Bei der zwei-
ten Antwortmdoglichkeit nenne ich Schwarz
Unsinn und Weiff Schwerz.” Da zunachst
keine beider Antwortmoglichkeiten auszu-
schlieBen ist, werden sie beide in die Tabellen
eingetragen:

iber
5 Schwarz  Unsinn WeiB
S awars = n_
P Schwarz L Weld* ,,Sphwarz“ ,,Unsinn“
$ Unsinn 1.,,Schwarz* 1.,,Unsinn‘‘
E 2.,,Unsinn* ,, WeiB** 2.,,Schwarz‘«
T WeiB nSchwarz ,,Unsinn , Weib*

Alle betrachten die Tabelle und priifen, ob
beide Antwortmoglichkeiten von Unsinn
mdglich sind oder nicht.

Franz, der die Rolle des Fragenden spielt,
schligt vor, voriibergehend am Tabellenein-
gang die Namen Schwarz, Unsinn und Weif3
durch Symbole P, @ und R zu ersetzen, denn
ein Fragender kennt ja die Zunamen der drei
nicht:

iber
5 P Q R
‘:_ P »Weis' ,,Schwarz” ,,Unsinn*
§ Q 1.,,Schwarz* 1.,,Unsinn*
| 2. ,,Unsin_n" »Weil* 2. ,,.Sc_hxjyz“
= R ,Schwarz'  ,,Unsinn' »Welg"



Franz erkennt nunmehr, daB die erste Ant-
wortmdglichkeit von @ ausscheidet: ,,Bei der
ersten Antwortméglichkeit von @ erhalte ich
von zwei Befragten, némlich von P und @,
die gleiche Auskunft ,,Unsinn“ iiber R. Hier-
aus schliefe ich, daB P oder @ den Namen
Unsinn trigt. — ,,Ebenso erhalte ich bei
dieser Antwortmdoglichkeit von @ und R iiber
P die gleiche Auskunft ,,Schwarz*. Demnach
muB @ oder R den Namen Unsinn tragen.*
— ,,Aus beiden Feststellungen folgt weiter-
hin, daB @ den Namen Unsinn trigt. Da ein
solcher SchluB aus den gegebenen Antworten
nicht gezogen werden darf, scheidet die erste
Antwortmaglichkeit von @ alias Unsinn
aus.*

An dem verbliebenen Antwortschema kén-
nen die Freunde keine Unzulinglichkeit mehr
erkennen. Sie glauben deshalb, eine Lésung
gefunden zu haben und gehen so vorbereitet
zum nichsten Zirkel.

Im niichsten Zirkel dirfen unsere vier Kno-
belfreunde ihre Tabelle mit Antwortschema
an die Tafel schreiben und begriinden. Der
Zirkelleiter stellt fest: Es muB3 noch der Nach-
weis gefithrt werden, dafl das von unseren
vier Mathematikireunden gefundene Ant-
wortschema tatsichlich Losung ist. Zu diesem
Zweck bittet er neun Zirkelmitglieder, sich
in drei Dreiergruppen fiir die anderen sichtbar
aufzustellen. Diesen neun Schiilern hingt er
vorbereitete Schilder um, die die Anfangs-
buchstaben der Vor- und Zunamen unserer
Knobelaufgabe tragen.

Diese neun Schiiler erhalten den Auftrag, ge-
miB dem in der Tabelle stehenden Antwort-
schema und gemil der ihnen umgehingten
Schilder auf die gestellten Fragen zu antwor-
ten.

Die erste Frage des Zirkelleiters lautet:
,,Annette, welchen Zunamen trigt Beate?*
Nacheinander antworten die drei Annettes

1. Dreiergruppe

2. Dreiergruppe

der drei Dreiergruppen mit der gleichen Ant-
wort,,Schwarz*. Auch auf die Frage,,Christa,
welches ist dein Nachname?* und alle ande-
ren zuldssigen Fragen erhilt der Zirkelleiter
von den Befragten jeweils die gleichen Ant-
worten. (Der Leser stelle eine Tabelle auf, in
die er neben den Fragen die Antworten der
drei Dreiergruppen aufnimmt.)

Hieraus ziehen die Zirkelteilnehmer den
SchluB, daB ein Fragender die drei Dreier-
gruppen durch die erhaltenen Antworten
nicht voneinander unterscheiden kann. Da
insgesamt bei den betrachteten Dreicrgrup-
pen zu jedem zuliissigen Vornamen jeder zu-
lissige Nachname gehéren kann, kann ein
Fragender bei diesem Antwortschema die Zu-
ordnung keines ecinzigen Nachnamens vor-
nchmen.

Durch die‘folgenden Hinweise regt der Zirkel-
Ieiter zur weiteren Beschiftigung mit dieser
Knobelaufgabe an: ,,Neben den drei von uns
betrachteten Zuordnungen der Vor- und Zu-
namen gibt es noch drei weitere. Kann ein
Fragender diese drei weiteren Zuordnungen
voneinander unterscheiden? Kann er diese
drei neuen Zuordnungen von den von uns be-
trachteten unterscheiden? — ,,Die von uns
betrachtete Knobelaufgabe besitzt mchrere
Losungen. Wer findet ein weiteres zulidssiges
Antwortschema ?*

Der Zirkelleiter spricht weiter: ,,Bei unscrem
Frage- und Antwortspiel konnen die Zuna-
men der drei Midchen sofort festgelegt wer-
den, falls andere Fragen zugelassen sind. Lost
bis zum nichsten Male die [olgende Knobel-
aulgabe !

3.a”) wie a

b"*) wie b

¢”’) Mit welchen Fragen und den erhaltenen
Antworten kann ein Fragender die Zuordnung
von Vor- und Zunamen der drei Midchen

festlegen? W. Triger

3. Dreiergruppe
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ViI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Lasungen zu den Aufgaben der Kreisolympiade (6./7. 12.1967)

1. Berecknung der Menge des reinen weien
Papiers: Wegen 336- 700 = 235200 und
235200 g = 235,2 kg konnen aus 336 kg Alt-
papier hichstens 235,2 kg weiles Papier her-
gestellt werden. Berechnung der Menge von
Schreibheften :Wegen

235200:30 = 7840 konnen aus 336 kg Alt-
papier héchstens 7840 Schreibhefte herge-
stellt werden.

2. Es gibt genau drei zweistellige Zahlen, bei
denen die Anzahl der Einer dreimal so grof3
ist wie die der Zehner, nimlich 13, 26, 39. Von
ihnen erfiillt nur 26 die Bedingungen der Aul-
gabe; denn

31 —13 =18;

93 — 39 = 54.
daher ist z = 26.

3. Da der Winkel <¢ CD A ein rechter ist, ist
der gesuchte Winkel < D, D 4 die Hélfte die-
ses Winkels. Man halbiert daher den Winkel
<& CDA. Die Winkelhalbierende schueidet
wegen AD; = AD < A B die Seite 4B im
Punkt D,. Das Dreieck A DAD, ist das ge-
suchte.

62 — 26 = 36;

Zweiter Losungsweg: Da der Winkel < CDA
ein rechter ist, ist der gesuchte Winkel
< D, DA die Halfte dieses Winkels. Jede
Diagonale eines Quadrats halbiert zwei
gegeniiberliegende  Winkel des Quadrats.
Man konstruiert nun des Quadrat DA D, D,,
indem man von 4 auf 4 B die Strecke AD,
mit 4D = 4D, und von D auf DC die
Strecke DD, mit 4D = DD, abtrigt, und
verbindet D mit D,. Dann ist D D, Diagonale
des Quadrats DA D, D, und der <t D, D4 ist
45° groB. Das Dreieck A DA Dy ist daher das
gesuchte,

4. Da die Anzahl aller Teilnehmer 36 ist, ist
die Anzahl der richtigen Losungen insgesamt
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laut Aufgabe 72 und die Anzahl der Schiiler
mit genau 2 richtigen Losungen 72:3 = 24.
Da die Anzahl der Schiiler in Zeile a) gleich
der in Zeile e) und gleich der Hilflte der An-
zahlen in Zeile b) bzw. in d) sein soll, sind die
restlichen 12 Schiiler wic folgt zu verteilen,
und die Tabelle kann danach vervollstindigt
werden :

1 IT III
Anzahlder rich- Anzahlder  Anzahlder
tigen Los. Bt richtigen Lds.

_ ... pro Scju.iu iusgggiﬁ_

a) 0 2 0

b) 1 4 4

c) 2 24 48

4 4 12

e) 4 2 ]

f)

Gesamtzahlen 36 72

1. Es gilt mit den in der Abb. gewihlten Be-
zeichnungen & = o (als Scheitelwinkelpaar)
B+ B’ = 180° (als Nebenwinkelpaar),
mithin f’ = 180° — f; ' = 180° — 130°;
B =505

also ' = o

Daraus folgt: g, || ¢,- Nun ist ferner:
y =9’ (als Stufenwinkelpaar an geschnitte-
nen Parallelen) undy” 4 6 =180° (als Neben-
winkelpaar),
also 6 =180°—y’, & =180°—70°

é 10°.

2. Um die Bedingungen der Aufgabe zu er-
fiillen, muB der Wagen eine Strecke zuriick-
legen, deren Liinge ein gemeinsames Viel-
faches, und zwar das kleinste gemeinsame
Vielfache, von 210 cm und 330 c¢m ist. Daher
ermitteln wir das k. g. V. von 210 und 330:
210=2-3-5.7
330 =2-3.5-11
k.g. V.o 1T

Iy

[0

3.5. 7. 11 = 2310.



Die kiirzeste Strecke, die vom Wagen zuriick-
gelegt werden muB, bis jedes Rad genau eine
ganze Anzahl von Umdrehungen durchge-
fiihrt hat, ist daher 2310 cm = 23,10 m lang.
Probe: 2310:210 = 11;  2310:330 =7

Die Vorderriider machen dabei genau 11, die
Hinterrdder genau 7 Umdrehungen.

3. Bezeichnet man die Ringzahl der Schiitzen
mit den Anfangsbuchstaben der entsprechen-
den Vornamen, so erhilt man aus den An-
gaben der Aufgabe,

)J>@ @QE+R=J+C
BE+J<R+G

Aus (2) und (3) ergibt sich durch Addition
2F +J + R< 20+ J 4+ R,also E < G.
Hierausund aus 2) folgt R—J =@ —E>0
alsoJ < R.Dahergit R>J >G> E.

Diec gesuchte Reihenfolge ist: Regina,
Joachim, Gerd, Tlke.

4. Schiiler mit Preisen oder Anerkennungs-
schreiben :

8 Sch. 2 .~ der Teilnehmer an der 2. Stufe.

T W

Daraus folgt:

4 Sch. 2 . der Teilnehmer an der 2. Stufe

=

und
36 Sch. 2 g (das sind alle Teilnehmer dieser

Schule an der 2. Stufe).
Laut Aufgabe gilt weiterhin:

36 Sch. 430- der Teilnehmeran der 1. Stufe,
also
12 Sch. & -410 der Teilnehmer an der 1. Stufe
und
480 Sch. 2 %g (dassind alle Teilnehmer die-

ser Schule an der 1. Stufe).

Genau 480 Schiiler dieser Schule beteiligten
sich an der 1. Stufe der Mathematikolym-
piade.

1. Jede Diagonale eines Quadrates halbiert
zwei gegeniiberliegende Winkel des Quadrats.
Deshalb  konstruiert
¢ man die Winkelhalbie-
rende des rechten Win-
kels & 4 CB.Sieschnei-
det die Seite 4B im
A Punkt D. Dann ist die
Strecke CD eine Dia-
1 gonale des gesuchten
Quadrats. Die Par-
allelen durch Dzu A Cund C B schneiden C B
in E und AC in F. DECF ist das gesuchte
Quadrat.

2. a, b, ¢ seien natiirliche Zahlen, die alle
grofer Null und kleiner oder gleich 9 sind.
Dann heiBlen die dreistellige Zahl und die sich
durch Umstellung ihrer Ziffern ergebenden
Zahlen: 100g 4+ 106 +¢ 100z 4+ 10e + b
10056 + 10a + ¢ 10056 4- 10c + a

100c + 10a -+ b  100c + 106 + a.

Die Summe s ist dann:

s =100 (2a + 2b + 2¢) + 10 (2a + 2b
+ 2¢) + (2a + 2b + 2¢).

Da 2a + 2b + 2¢ = 2Q ist, erhilt man
s=100-2Q + 10- 2Q+ 1. 2Q

s =2Q (100 + 10 + 1)

s=2Q- 111

Beispiel: 531 2Q =24
351 24. 111 = 2664

3. Die Parallele p zu BC durch M schneide
A B in P. DaB diese Parallele p die Strecke
AB tatsichlich
schneidet, folgt so:
Durch p wird die
Ebene, in  der
AA BC liegt, in zwei
Halbebenen zerlegt,
in deren einer die Gerade durch B und C ver-
lauft und in deren anderer 4 liegt, weil sonst
AC nicht von p geschnitten wiirde. Daher
schneidet p auch die Strecke 4 B. Dann gilt:
(1) XABOX S MNCX X APM

X CABS S CMN
(als Stufenwinkel an geschnittcnen Parallelen)
(2) AAPM = A MNC (nach dem Kon-

gruenzsatz sww).

Daraus folgt: M P = CN.

(3) Viereck BN M Pist ein Parallelogramm
(nach Konstruktion).
Aus (2) und (3) folgt die Behauptung.

4. Die Anzahl der Schiiler pro Autobus muf
ein gemcinsamer Teiler > 1 von 319 und 232
sein.

Wegen 319 = 11 29 und 232 = 8- 29 st die
Primzahl 29 dor einzige gemeinsame Teiler
> 1 von 319 und 232; denn 11 und 8 sind
teilerfremd. Daher fuhren in jedem Bus genau
29 Schiiler.

1. Das Sechseck setzt sich zusammen aus:

einem gleichseitigen Dreieck (Flicheninhalt
A3), 3 Quadraten (Flicheninhaltssumme 3 4,
und 3 stumpfwinkligen Dreiecken, deren
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Flicheninhaltssumme sich folgendermafien
berechnen ldfit: Fillt man in diesen Drei-
ecken die Lote (Hohen) auf die Sechseckseite,
so entstehen rechtwinklige Dreiecke, und

diese sind kongruent zu denjenigen Drei-
ecken, die durch Konstruktion einer Hohe
des gleichseitigen Dreiecks entstehen (sww;
der rechte Winkel liegt der groBten Seite
gegeniiber). Die Flacheninhaltssumme der
3 stumpfwinkligen Dreiecke betrigt daher
34, Folglich ist Ag =44, 4 34,

Damit sind ganze Zahlen n =4 und m = 3
so, wie in der Aufgabe gefordert war, ange-
geben.

2. (I) Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise
liegen entweder (1) auf dem Kreis um M mit
dem Radius der Linge 7 + 7, oder (1’) auf
dem Kreis um M mit dem Radius der Linge
r —ry, da sie k beriihren sollen, und (2) auf
dem Kreis um M, mit dem Radius der Linge
7, + 7y, da sie &, beriihren sollen und den-
selben Radius haben wie &,.*

(IT) Daher ergeben sich die Mittelpunkte der
gesuchten Kreise als Schnittpunkte der
Kreise nach (1) und (2) (das sind 2 Schnitt-
punkte) und als Beriihrungspunkt der Kreise
nach (1’) und (2). Dieser Punkt liegt auf der
Verbindungsgeraden. durch M und M,. Die
Beriihrungspunkte der Kreise erhilt man,
wenn man die Mittelpunkte der sich beriih-
renden Kreise miteinander verbindet. Es gibt
genau 3 Kreise, die die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen. (Der Beweis folgt aus (I).)

3..Die Augenzahl 3n + 4 mufl durch » teil-

bar sein.

3”: 4 =3+ i liefert nur fiir » als Teiler
n

von 4, also nur firn = 1,7 = 2, » = 4 ganz-
zahlige Ergebnisse. n = 1 scheidet aus, da
keine 7 gewiirfelt werden kann. Fir » = 2
erhils man 10 Augen, d. h., es wurde zweimal
eine 8 gewiirfolt. Fiir n = 4 ergeben sich
16 Augen, d. h., es wurde viermal eine 4 ge-
wiirfelt. Es wurde also entweder mit 2 oder
mit 4 Wiirfeln gewiirfelt.

* Anmerkung: Falls ein Schuler euch zwei zusammen-
fallende Kreise als ¢inander beriihrend i un
hierdurch zu dem Ergebnis kommt, auch %, als vierte
Losung anzugeben, so kann eine solche Angabe (bei
sonst richtiger Formulierung) als richtig anerkannt
werden, da die Aufgabenstellung diese Deutung nicht
ausdriicklich ausschlieft.
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4. Wir bezeichnen die groBte der » aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen mit g. Sie
lasse bei der Division durch » den Rest » mit
0=r=mn—1, es gelte also g=¢g-n 4+ 1
(g ganzzahlig). Daher gehort die durch = teil-
bare Zahl ¢ — 7 zu den % aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen.

1. Die gesuchten Paare lassen sich in 2 Grup-
pen aufteilen:
1. Gruppe: Die Summe der Einer der beiden
zweistelligen Zahlen betrigt 1, die Summe
ihrer Zehner betrigt 11. Bezeichnet man die
Ziffern der Zahlen eines Paares, das dieser
Bedingung entspricht, der Reihe nach mit
(a; b), (c; d), dann erfiillen auch dic Paare
(a; d), (c; b), (c; b), (2¢; d) und (c; d), (a; b) die
gleiche Bedingung. Wegen 0 4 1 =1 und
942=11;843=11; 74+4=11;
6 4 5 = 11 gibt es genau 16 derartige Paarc.
2. Gruppe: Die Summe der Einer betrigt 11,
die der Zehner 10. Das ergibt wegen 941
=10;842=10;7+3=10;6 +4=10
und 5+ 5=10 aus dem oben genannten
Grunde genau 72 derartige Paare.
Insgesamt erhdlt man mithin genau 88 Zah-
lenpaare, die den Bedingungen der Aufgabe
eutsprechen.
2. Wegen (a- b): (a:b) = a® muB das Pro-
dukt zweier der Zahlen 3; 10; 5; 18; 75 das
Quadrat einer rationalen Zahl sein. Aus
1875 =355
2.2
nen Zahlen 3 - 18,75 diese Bedingung erfiillt.
Alle anderen Produkte ergeben keine Qua-
drate rationaler Zahlen. Daher gibt es hoch-
stens dic folgenden Moglichkeiten:
(I)ab = 18,75; a:b=3.
Hieraus folgt a? = (ab) - (a:b) = 56,25, also

entweder (d)a ="7,5;b= 18’7_5 =2,5, und
a

alle Bedingungen der Aufgabe sind erfiillt,
oder

(B) a = — 7,5; b = — 2,5. Dieser Fall schei-
det aus,daz. B.a + b = — 10 mit keiner der
Zahlen 3; 10; 5; 18,75 iibereinstimmt.

(1) ab = 3; a:b = 18,75.

Hieraus folgt a® = 56,25, also entweder

(A) a=75; b= j — 0,4 (Wegena + b

= 7,9 scheidet dieser Fall aus.) oder
(Bya=—175;b=—0,4(Wegena + b

= — 17,9 scheidet dieser Fall aus.). Also ge-
niigen @ = 7,6 und b = 2,5 und nur diese den
angegebenen Bedingungen.

3. Zu a) Die Entfernung D@ = d der beiden
Grabenecken betrigt als Diagonale in einem
Quadrat, dessen Seitenlinge a ist, d = ¢ /2.
Die maximal durch die beiden Bretter iiber-

folgt, daB unter den gegebe-



briickbare Strecke in Richtung der Diagona-
Jen hat die Lange ; + a. Wegen % a>)2a
{1,5a > 1,415a) ist dic Losung richtig.

F
o/

o

7

Zu b) Aus den gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecken A A BC, A BDE und A FGH
erhilt man

4. Es seien 0, und 0y die Oberflicheninhalte
des Oktaeders bzw. der Kugel, a die Kanten-
linge des Oktaeders und r die Linge des
Radius der Kugel. Dann gilt

r= % J/2 (als halbe Diagonale des Quadrates
ABCD)

2
Og =4mr? =4n% =2 a?
2 .
0,=8- %1/5 = 2a?)/3. Also gilt:
Og: 0, =27 a%:2a%/3 = n:})/3

1. Angenommen, die Bedingungen der Auf-

gabe sind erfiillbar, dann sind 7, U, E, N, Z,

W, I, 8, B samtlich kleiner oder gleich 9, und

es gilt:

(1) S+ 0und § =1,da U 4+ Z < 20ist und
F + 1 £ 10 sein muB.

(2) F ==9,da F + 1 = 10 sein muB. Daraus
folgt

" (8) P+ 1 = 10 und daraus wicderum

(4) I=o.
Aus der letzten Spalte der Aufgabe folgt, daB
F + I = N, also wegen (4)
F = N ist.
Da nach Voraussetzung F 4 N sein mubB,
sind die Bedingungen der Aufgabe nicht
samtlich gleichzeitig erfiillbar, d. h., die Auf-
gabe hat keine Losung.
2. Bezeichnet man die Léngen der Seiten des
Rechtecks 4 BCD mit a und b, so gilt fiir den

Flacheninhalt des Rechtecks I (4 BCD)
=a- b. Ferner gilt A ASM ~ A DSC, da
X ASM L2 & DSC (Scheitelwinkel) und

X SAM LD < DCS (Wechselwinkel) sind.

) a s

M

A 8
Weil M Mittelpunkt von 4 B ist, gilt
AM:CD =1:2.
Ferner ist I (A AMC) = %a» b, und wegen
SM:8D = 1:2 (Strahlensatz) gilt

1 a b 1

I(AAMS) =53 3= i3 b.
Somit erhdlt man I (A SMC) = I(A\ AMC)
— (A AMS)

1 1

1
—Za- b——a- b—Fa- b.

Mithin gilt I(4 BCD):I(A SMC) = 6:1.

3. Fiirn = 2 gilt: 22" = 28272 — 16272
Da jede Potenz von 16 mit 6 endet, ist die
letzte Ziffer von 22" im Falle n = 2 stets die 6
und die von 22° 4 1 demzufolge die 7.

4. Das durch die Beriihrungspunkte gebil-
dete Quadrat (sieche Abb.) hat die Seiten-
linge 27 und die Diagonalenlinge 27 /2. Ein
senkrecht zur Tischebene gefithrter, die
Diagonale M, M, enthaltender Schnitt er-
gibt folgendes Bild (sieche Abb.):

Da das Dreieck A M, M ;M gleichschenklig
ist und die Seitenlingen M,HM,=27)2,
M M, =M, M, =2r hat, ist es gleich-
schenklig-rechtwinklig; das Lot von M S auf
M, M, hat folglich die Lange 7 /2. Der ge-
suchte Abstand d betrigt daher
d=r+r)2+r=rE+)2)

7



In freien Stunden

Elllllﬁl heiter

R — —
Stilbliten (Bezirksolympiade 1968)
@ ... aus diesem Grunde kann x nur ein

knappes Viertel von sich selber sein.
@ . ..a kann hichsten so grof3 bzw. so klein
wie b sein.
@ ... Wir betrachten ein Dreieck, das einen
Imnenwinkel enthilt.
@ ... Wir betrachten nun die eingeknickien
Punkte . . . (Aufg. 4, Klasse 12).
@ ... Bemerkung eines Teilnehmers der
Klasse 10 zu Aufgabe 3, die er nicht Iosen
konnte: Monika war eben schlauer als ich.
@ Nach einer Umformung schreibt eine
Schiilerin:

. .. die 3,5 sind die g_ a vor oben rechs.

@ Eine Schiilerin stellt fest, daB die Auf-
gabe nicht 16sbar ist und schreibt dazu folgen-
des: Nach langem und mithevollem Probieren
habe ich festgestellt, dafi es keine Lisung gibt.*

* Bemerkung: Ich habe beim Nachrechnen einen Feh-
ler bemerkt und widerrufe hiermit obige Aussage!

@ Bei der Kreisolympiade in Klasse 6,
Aufgabe 1:
. . . der Winkel nordwestlich davon.
G. Kleinfeld, Leipzig

Football (siche Heft 5/67)

Unser Leser Ing. M. Rickenstorf, Erfurt, hat
beim Spiel Football (Heft 5/1967) eine
. Liicke' in der Spielregel festgestellt. Sein
13jdhriger Sohn hat ihm dabei geholfen.

Herr R. stellt richtig fest, daB der Spieler, der
zuerst zu einem ,,6er*“-Zug kommt, bei rich-
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tiger Fortsetzung gewinnen muB. Um das
Spiel interessanter zu gestalten, schligt
Herr R. vor, folgenden Zusatz aufzunehmen:
»»Kann der Gegner nach diesen 6 Ziigen wie-
der nicht weiterspielen, so darf der am Zug
befindliche Spieler weitere 6 Ziige machen,
dann ist aber der Gegner auf jeden Fall wie-
der am Zuge, selbst wenn er die oben genann-
ten Einschrinkungen verletzen muf.*

Wir danken Herrn R. fiir seinen Hinweis und
wiinschen weiterhin viel SpaB8 bei alpha-
heiter.

Da das Spiel iiberall grofen Anklang fand,
geben wir nochmals Text und Beispielskizze
wieder:

Giinstige Spielfeldgrofie: 32 Kistchen lang,
20 Kistchen breit. Jeder Spieler muB 3 Zige
machen (ein Zug ist entweder eine Seiten-
linge eines Kiastchens oder eine Kistchen-
diagonale). Begonnen wird in der Mitte des
Spielfeldes (M). Die Feldbegrenzung darf
nicht beriihrt werden. Bereits gezogene Linien
diirfen im Normalfall weder beriihrt noch ge-
kreuzt werden. Gelingt es einem Spieler, an
einem Gitterpunkt zu enden, von dem aus der

. Gegner, ohne die Regel zu verletzen, nicht
* weiterspielen kann, darf er 6 Ziige machen.

Hierbei diirfen schon vorhandene Linien be-
rithrt oder gekreuzt werden. Sieger ist, wer
die Torlinie seines Gegners iiberschreitet.
(Beriihren zahlt nicht als Tor), Verwendet
verschiedene Farben! Die Abbildung zeigt
einen Sieg des Spielers, der mit gestrichelter
Linie spielte.



Drei Schiiler unterhalten sich:
A: Wieviel Hertz sind 1 Kilohertz?
B: 1 Kilohertz sind 1000 Hertz.
C: 1 Kilo Herz sind 2 Pfund Fleisch.
K. Maske, Berlin

Magisches Quadrat

Aufgabe: In den 11 Pfeilrichtungen sind dic

joweiligen vier Zahlen in der gegebenen Rel-

henfolge so durch mathematische Zeichen zu

verbinden, daB jede Reihe, Spalte und Diago-

nale denselben Wert 4 ergibt. Versuche es

fir:

A = (21,22, 23,24, 26,27, 28, 32,36].

Ing. H. Decker, Ké6ln

72|34
—[2[3]4]5
—[3{4]5]s
—[+]5]6]7
HHEEN

Buntes Kleid fiir jede Schachlel !

Eine weitverbreitete Freizeitbeschéftigung
ist das Briefmarkensammeln. Es wird mit
viel Eifer, Ausdauer und Sachkenntnis in
aller Welt von jung und alt betrieben und
. setzte bald darauf ein, als vor 125 Jahren die
britische Postverwaltung die erste Brief-
marke der Welt herausgegeben hatte. Der
Wunsch, bestimmte Erzeugnisse zu sam-
meln, bezieht sich auch auf die Etiketten von
Zindholzschachteln. Diejenigen, die damit
einen Teil ihrer Freizeit gestalten, nennen
sich Phillumenisten. Der Ausdruck ist aus
dem Griechischen und Lateinischen abge-
leitet: ,,philos® heiBt zu deutsch ,,Freund*

und ,,Jumen bedeutet ,,Licht*. Die Phil-

lumenie ist seltener als die Philatelie, sie wird
aber in der Welt von einigen Millionen Sam-
meleifrigen betrieben. Ihr Sammelobjekt
kann fiir sich in Anspruch nehmen, élter zu
sein als die erste Bricfmarke. Bunte Zindholz-
schachteletiketten — 17 cm? groBe Aufkleber

— gab es schon fast zehn Jahre vor der Her-
ausgabe der ersten Briefmarke.

Auch dieses Steckenpferd, Etiketten der
Ziindholzschachteln zu sammeln, ist in die
Literatur eingegangen. Der fortschrittliche
franzosische Schriftsteller Anatole France —
er erhielt 1921 den Friedens-Nobel-Preis —
hat in seinem Roman ,,Professor Bonnards
Schuld* (1881) den Fiirsten Dimitri Trepow
beschrieben, der durch die Welt reiste, um
Etiketten seltener Herkunft zu erhalten.
Das Kleid der Ziindholzschachteln, ithr Eti-
kett, wandelt sich sehr oft. Man schitzt, daB
in der Sowjetunion jahrlich etwa 2000 Motive
verschiedenster Art fir Etiketten gestaltet
werden. In Frankreich findet man Sprich-
worter, Trachten und Landschaften; in den
Niederlanden Ritsel; in Schweden Mirchen
usw. Auch die Motive fiir Ziindholzschachteln
aus unserer Produktion sind sehr vielseitig.
Sie vermitteln oft in einfacher Form Wissen,
machen auf gesellschaftliche Ereignisse auf-
merksam, regen zu nutzbringender Titigkeit
an, sollen Unfillen vorbeugen helfen oder
dem Brandschutz dienen. Wenn man be-
denkt, daB ‘das Konsum-Zindwarenwerk
Riesa in 27 Linder aller Erdteile exportiert,
kann man sich vorstellen, daB die Phillume-
nisten ihre Sammlung mit vielen interessan-
ten Exemplaren vervollstéindigen kénnen.
(aus: Kurt Gaede: Nur ein Ziindholz; Volk
und Wissen, Volkseigener Verlag Berlin 1965,
Nr. 031854 -1, 1,— M, Schiiler ab XI. 5)

Mathematikfachlchrer Qinther Konig, Schal-
kau/Thiir., ein eifriger Sammler, sandte uns
Etiketten, die aus der CSSR stammen:

O\ NENISTE 7
CHRANTE
méFicks!
xnaky

1.1. 2: Zerstortsic nichtl 8 BandmaBe
Schiitzt dic geometrischen MeDzeichen!
Grundlage fiir alle Landkarten

8 ReiDzeugo
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Wer lost mit?
HIIIIIH—Wettbewerb

min 4. N b

letzter Binsend 1968

i

Qv

261 Eine Strecke 4D von 168 m Linge
wurde in drei Teilstrecken A B, BC und CD
so unterteilt, daB die Strecke BC dreimal so
lang, die Strecke CD dagegen viermal so lang
wie die Strecke 4 B ist. Ermittle die Lingen
der Teilstrecken 4 B, BC und CD!

Martina Schépf, Leipzig, 24. Oberschule, K1. 7

262 Fritz hatte aus der Kinderbiicherei ein
Buch entliehen. Anfangs las er tiglich genau
12 Seiten; nach 8 Tagen hatte er die Hilfte
des Buches gelesen. Um die Leihfrist einzu-
halten, muBte er vom neunten Tage an tig-
lich vier Seiten des Buches mehr lesen. Fiir
wieviel Tage war das Buch an Fritz ausgelie-
hen worden?

263 Wir stellen euch eine Aufgabe aus der
Mathematik-Olympiade des Jahres 1962 vor:
a) Wieviel Dreiecke sind in dem abgebildeten
Rechteck zu finden?

b) Schreibe alle Dreiecke in der folgenden

Art auf, z. B. A ABC, ..., A EBJC.
I E ¢
[ ¢
P .
A 8

¢) Unterstreiche alle Dreiecke, die rtecht-
winklig sind! .
Fiir die Zeichnung gilt: EF | BC.

W(5)264 Frau Lehmann wird von einer
Bekannten nach dem Lebensalter ihrer drei
Kinder gefragt. Hierauf antwortet sie scherz-
haft: ,,Wenn man die Zahlen, die das Lebcns-
alter meiner Kinder in vollen Zahlen angeben,
addiert, so erhilt man als Summe meine
Hauspummer, Wenn man hingegen diese
Zahlen miteinander multipliziert, so erhilt
man als Produkt 24.“ Die Bekannte, dic
selbstverstindlich die Hausnummer, die eine
Primzahl ist, kennt, nennt nach kurzem
‘Uberlegen das richtige Lebensalter jedes Kin-
des. Wie alt sind die Kinder von Frau Leh-

mann? Trwin Hellmuth, Magdeburg,
Clarua-Zetkin-Oberschule, 1K1 9M
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W(5)265 Zwischen den Ziffern 1,3, 5,7, 9

sind unter Beachtung dieser angegebenen

Reihenfolge in beliebiger Weise Zeichen fiir
die vier Grundrechenoperationen oder auch
Klammern so zu setzen, daB man als jeweili-
ges Ergebnis folgende gegebene Zahlen er-
hilt:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
Beispiel fiir das Ergebnis 0:
143.5—(7T+9)=0.

266 Ein Tourist legte am ersten Tag die
Hilfte und am zweiten Tag ein Drittel der
Linge des geplanten Wanderweges zuriick.
Am zweiten Tag hatte der Tourist 12 Kilo-
meter weniger zuriickgelegt als am ersten.
Wieviel Kilometer Wanderweg schaffte der
Tourist jeweils am ersten und zweiten Tag?
Wieviel Kilometer verbleiben noch fiir den -
dritten Wandertag? prof, Prinits, Tartu, UdSSR

267 In der nachstehenden Zeichnung liegen
die Punkte B, Cund D auf einer Geraden; die
Gerade BE halbiert den Winkel ABC, die
Gerade CF halbiert den Winkel 4CD. Die

3roBe des Winkels BE € ist in Winkelgraden
zu herechnen.

3 4
H. Biichel, Math

tikfachlchrer, Zanzib

268 Steffen findet in einer Kiste fiinf Vor-
hingeschldsser; die zugehorigen fiinf Schliis-
sel sind durcheinander geraten. Wieviel
SchlieBversuche muB Steffen machen, um in
jedem Falle mit Sicherheit fiir jedes der fiinf
Schldsser den passenden Schliissel herauszu-
finden? Wir wissen, daB8 sich mit jedem
Schliissel nur eines der Schiosser 6ffnen 148t.

W(6)269 Die Summe aus dem Zihler und
dem Nenner eines echten Bruches betrigt 7.
VergroBert man den Zihler um 1 und ver-
mindert man gleichzeitig den Nenner um 3,
50 betrigt der Wert des Bruches 4. Wie heilt
dieser Bruch?



W(6)270 Gegeben sind drei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen a,a + 1, ¢ + 2.
a) Zeige, daB unabhiingig von der Belegung
der Variablen @ niemals alle drei Zahlen zu-
gleich Primzahlen sein koénnen!

b) Welche Primzahlen sind bestimmt Teiler
einer dieser drei Zahlen? \

271 Am 120 m hohen Staudamm des Was-
serkraftwerkes von Krasnojarsk am Jenissei
wird ein Stahlbecken auf Ridern gebaut, da-
mit Binnenschiffe bis zu 2000 t Wasserver-
dringung den Staudamm iiberwinden kon-
nen. Das Stahlbecken hat die Form eines
offenen Quaders, die Seiten der Grundfliche
sind 110 m und 25 m lang.

a) Wie hoch steht das Wasser im Becken,
wenn es mit 3500 t Wasser gefiillt ist?

b) Auf wieviel Meter Hohe steigt das Wasser
im Becken, wenn auBerdem noch ein Schiff
von 2000t Wasserverdriingung aufgenom-
men wird? Dr. R. Liders, Berlin

272 Ein Giiterzug legte in acht Stunden eine
Fahrstrecke von 243 km zuriick. Der Zug
fuhr zunsichst eine bestimmte Teilstrecke mit
der Durchschnittsgeschwindigkeit von
27 km-h~?, den Rest der Fahrstrecke dann
mit der Durchschnittgeschwindigkeit von
36.km/h™1, Wieviel Stunden Fahrzeit ent-
fallen auf die beiden Teilstrecken?

273 Es sind alle rationalen.Zahlen m anzu-
geben, fir die die Gleichung m(z + 2)
+ 3m—1T7 = 2(z + 3) 4+ m? + m — 18 eine
Losung in = hat.

W(7)274 Das Produkt dreier natiirlicher
Zahlen betragt 30, die Summe dieser Zahlen
ist durch 4 teilbar. Welches sind diese drei
Zahlen?

Zusatz: 'Wie indertsich die Losungsmenge dieser Auf-
gabe durch die zusitzliche Bedingung, daB dickleinste
der drei Zahlen Teiler der beiden anderen ist?

W(7)275 Von einem Viereck 4 BCD, dessen
Diagonalen aufeinander senkrecht stehen,
sind der Winkel & = 75°, der Winkel § = 60°
und die Absténde m = 35mm und z = 25mm
des Schnittpunktes S der Diagonalen von den
Seiten 4B und BC des Vierecks gegeben.
Das Viereck 4 BCD ist zu konstruieren.

Aufgaben von Dozent L. M. Lopowok

(Leiter des Lehrstuhls fiir Elementarmathematik und
Methodik des Mathematikunterrichts am Pidagogi-
schen Institut Lugansk, UdSSR).

Wir freuen uns, daB wir in diesem Heft eine
Reihe von Aufgaben verdffentlichen kénnen,
die uns der durch zahlreiche Publikationen
zur Elementarmathematik und Methodik des
Mathematikunterrichts bekannte Dozent
L.M. Lopowok zugesandt hat. Es handelt

sich vor allem um sogenannte Kryptogramme,
bei denen die Sternchen bzw. Buchstaben
durch Ziffern zu ersetzen sind, so daf rich-
tig gelste Rechenaufgaben entstehen. Neu
ist bei den vorliegenden Aufgaben, daB nicht
nur im dekadischen Positionssystem, sondern
auch in anderen Positionssystemen gerech-
net wird.

276 In den folgenden Aufgaben ist jedes
Sternchen durch eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6,7, 8, 9, zu ersetzen, so daB richtig geléste
Multiplikationsaufgaben (im dekadischen
System) entstehen. Dgbei ist zu beachten,
daB am Anfang einer Zahi nicht die Ziffer 0
stehen kann.

a)n.:.aan b)“:.ﬁlt
E3 PR
s P
+ = e =

e e wEE TR

Begriinde den Losungsweg! Doz. L. M. Lopowok

W(8)277 Wasja, Kolja, Petja und Stepa,
Schiiler der 4., 5., 6. und 7. Klasse, gingen
Pilze sammeln. Der Schiiler der 6. Klasse
fand keinen einzigen Steinpilz, aber der
Schiiler der 4. Klasse und Petja fanden jeder
8 Steinpilze. Wasja und der Schiiler der
5. Klasse fanden viele Rotkappen, Kolja lei-
stete ihnen dabei Gesellschaft. Drei Schiiler,
niamlich der Schiiler der 7. Klasse, der Schii-
ler der 6. Klasse und Kolja, lachten iiber
Stepa, der einen Fliegenpilz gesammelt hatte.
Wie heiflen die Schiiler der 4., 5., 6. bzw.
7. Klasse? Doz. L. M. Lopowok

W(8)278 TUnsere Figur stellt die Umrisse
eines Zcichenblattes dar, in das drei Geraden
g, h und k, die paarweise verschiedene Rich-
tung haben, eingezeichnet sind. Die Schnitt-

Xe

P J A
// -”‘ \ \
g
% B

punkte A, Bund C der Geraden liegen auBer-
halb des Zeichenblattes. Es ist der Mittel-
punkt der Strecke 4 B, deren Endpunkte un-
zugéinglich sind, zu konstruieren; dabei ist
die Konstruktion nur auf dem gegebenen
Zeichenblatt auszufiihren.

Dr. G. Hesse, Radebeul

279 Jemand behauptet, daB die Summe aus
einer beliebigen natiirlichen Zahl und jhrem
Quadrat stets eine gerade Zahl ist. Ist diese
Behauptung richtig? Die Antwort ist zu be-
grﬁndem St G. Schulze, Herzberg
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W(9)280 Es sind alle reellen Zahlen z zu
ermitteln, fiir die die Ungleichung

2z—3

3a+7 >0
erfillt ist.

StR G. Schulze, Herzberg

W(9)281 In den folgenden Aufgaben ist
jedes Sternchen durch eine der Ziffern 0, 1, 2,
3,4,5,6,7, 8,9 zu ersetzen, so daB richtig
geloste Multiplikationsaufgaben (im dekadi-
schem System) entstehen. Dabei ist zu beach-
ten, daBl am Anfang einer Zahl nicht die Zif-
fer 0 stehen kann. (Von den beiden nun fol-
genden Aufgaben braucht nur eine eingesandt
werden, d. Red.)

" a ok

a) Trt M7 by rrer-e7

Begriinde den Losungsweg! Doz. L. W. Lopowok

W(10/12)282 Wladimirow, Koslow, Petrow
und Stepanow sind Mitglieder je genau einer
der Sportgen haften A de, Dyna-
mo, Lokomotive und Spartak. Jeder von ihnen
betreibt aktiv genau eine der folgenden Sport-
arten: Schach, Schwimmen, Tennis, FuBball.
Es ist ferner folgendes bekannt:

a) Das Mitglied von Spartek ist Schach-
meister, aber Petrow kann nicht Schach spie-
len.

b) Wihrend das Mitglied von Dynamo auch
gern segelt, betreiben der Tennisspieler und
Wiladimirow nicht den Segelsport.

¢) Der Fuflballspieler und Petrow wohnen in
demselben Haus, Koslow aber wohnt in einer
anderen StraBe.

d) Der Schachspieler und der Tennisspicler
sind alte Freunde des Mitglieds von Avant-
garde.

e) Koslow und das Mitglied von Dynamosind
gleichaltrig, sie sind dlter als Petrow.

f) Der FuBballspieler ist nicht mit dem Mit-
glied von Dynamo verwandt.

Welcher Sportgemeinschaft gehort jeder der
vier Sportler an, und welchen Sport betreibt
er aktiv?

Unter der Darstellung einer Zahl z im dekad:-
schen Positionssystem verstehen wir die uns
gewohnte Darstellung

z=10"ga, 4 10n—1g, , + ... + 102 g,
+ 10, +ay = (@, an—1 .. 628; )y, WO
die @; netiirliche Zahlen mit 0 < a; <9
sind; 2. B.z = 104- 7 + 10%. 2 4 10%. 5
+ 10 1 + 6 = (72516),y; meistens liBt man
die Klammern und den Index 10 weg und
schreibt z = 72516.
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Unter der Darstellung einer Zahl z im 6-adi-
schen Positionssystem verstehen wir die Dar-

stellung
z=6"a, +6tla, 3+ ...+ 6%a,
+ 6a, + ¢y = (a, tg—1 . . . 2y @, @) WO die

a; natiirliche Zahlen mit 0 < a; < 5 sind;
2.B.2=6% 4462 246-5+ 1 =(4251),;
wegenz=216-4+36-246-5+ 1 = 967
lautet die Darstellung dieser Zahl z im deka-
dischen Positionssystem (967),, oder kurz
967.
Bei der Addition im 6-adischen Positions-
system rechnen wir wie folgt und lassen dabei
die Klammern mit dem Index 6.wieder weg:
4251  denn im 6-adischen Positionssystem
S et ] 4 3 =4, 544 =13,
8 241=34+1=5
Zum AbschluB noch ein Beispiel aus dem
8-adischen Positionssystem :
z2=8%2482-3 4 8: 14 5=(2315);

;gig Nun wiinschen wir euch vicl Er-
-—4¢3s folg bei der Losung der Aufgaben.

W(10/12)283 In den folgenden Aufgaben
soll jeder Buchstabe durch eine Grundziffer
ersetzt werden, so dafl in dem jeweiligen
Pogitionssystemn richtig geloste Additionsauf-
gaben entstehen. Dabei ist die Zuordnung zwi-

- schen den Buchstaben und Ziffern eineindeu-

tig, d. h., gleiche Buchstaben in der jeweiligen
Aufgabe entsprechen gleichen Ziffern, ver-
schiedene Buchstaben entsprechen verschie-
denen Ziffern. Die Ziffer 0 darf nicht am An-
fang einer Zahl stehen. (Es braucht von den
nun folgenden vier W-Aufgaben nur eize ein-
gesandt zu werden, d. Red.).

a) Im dekadischen b) Im 6-adischen
Tositionssystem sel Positionssystem seci

WOCHE ZWEI
+ WOCHE +ZWEI
+ WOCHE VIER
+WOCHE

MOX

¢) Im 7-adischen
Positionssystem sei

d) Im 8-adischen
Positionssystem sei

FUXF DREI
+FUNF +DREI
ZEHN +DREIL
NEUN

Begriinde den Losungsweg'

Doz. L. M. Lopowok

284 pur die folgenden Personcn sollen verschlisselte
Visitenkarten geschricben werden, so daB In dem jewei-
ligen Positionssystem die Summe der Vornamen den
Nachnamen crgibt. Dabei ist die Zuordnung zwischen

' den Buchstaben und Ziffern wieder eineindeutig d. h.,

gleichen Buchstaben in der jewciligen Aufgabe ent-
sprechen gleichen Ziffern, verschiedene Duchstaben
entsprechen verschiedenen Ziffern.

a) Im dckadi- b) I.n{ 7-adischen

¢) Im 8-adischen
Positi

schen P D¢ ystem
system
ANNA KURT EARL
LUISA  KARL GEORG
NEIRUT TRANK LOKER
Doz. L. W. Lopowok



Losungen

Hinter die Kulissen geschaut ...

Das unter dieser Uberschrift in alpha 1/68 beschriebene
Verwandlungskunststiick beruht auf dem Reflexions-
gesetz an einer ebenen spiegelnden Fliche, also an
einem ebenen Spiegel, einer ruhenden Wasserober-
fliche, einer Glasplatte u. s. f.: Die Verbindungsstrecke
eines punkr,wrmlgen Gegenstandes und seines schein-
baren Bildes steht auf der reflekticrenden Flache senk-
recht und wird von dieser halbiert.

Jorg fertigte sich von dem Kasten folgende Zeichnung
an, die durch elmgc erlauternde Bemerkungen erginzt
worden ist: Jo org zeichnet die Phase der Ruckvcrws,nd-
lung, in der die V und der aul

SPIEGELBILD
Bes’

BLUMEN:
STRAUSSES,
Num sicuT - >

LB'E.IA E’EEENDBI

LgllCHTS UL VOM
UMENSTRAUSS

IN
ZUSCHAUERRAUM

NUB SHT- 1
WENN D|E

ineinander verschwommen sncht\mr smd Zu dieser
Zeit wie die d zeigt, beide
Lampen A und B gleichzeitig, jedoch nicht mit voller
Lichtstirke.

Auch ein den Erfordernissen geniigendes Schaltschema
der elektrischen Anlage des Zauberkastens sei mil ent-
sprechenden Hinweisen angegeben:

Anschiulhlemmen fir die Ne.‘zsognang

-Lamped

~LampeB

Zweipolschaller
mil vier.
stellingen —*

g A
Schie 7 luuu/

‘Bei der Schalterstellung 1 ist die Anlage abgeschaltet.
Bei der Schalwubclluug 2 brennt sofern sich der Ab-
griff des laut hnung gnnz
links befindet, die Glithl 4, Bcl Schall

brennt, sofern der Abgriff des Schicbewiderstandes slch
wiederum in dieser Stellung befindet, die Glih-
lampe B. Bei der Schalterstellung 4 schlicBlich
flieBt Strom durch beide Gliihlampen. Befindet sich
bei dieser Schalterstellung der Abgriff des Schiebe-
wlderstandes immer noch in der betrachteten Stellung,
50 brennt nur die Glithlampe B, weil an lhr dievolle
Netzspannung 220 Volt licgt, mit voller Lichtstirke,
Hingegen teilen sich die Glihlampe 4 und der jetzt
Toit 1hr in Reihe geschaltete Schiebewiderstand ent-
sprechend ihren Widerstinden in die Netzspannung.
Dic GroBe des ScHiebewiderstandes ist so gewihlt, daB
bei der jetzigen Schaltstellung die Glihlampe 4 tbex-
haupt nicht brennt, weil an ihr ein zu kleiner Teil der
Netzspannung liegt, um sie zum Aufleuchten zu brin-
gen. Schiebt man den Abgrilf des Schiebewiderstandes
nach rechts, so verringert sich die Spannung, dic an der
Gliihlampe B liegt und es wichst die Spannung, die an

rder Gliihl A liegt. Die Gliblampe B brenn
tschwiicher und die Glithlampe 4 flammt auf. Je weite
man den Abgriff nach rechts schiebt, um so schwiicher
brennt die Gliithlamape B und um so heller die Glih-
lampe A. Befindel sich schlieBlich der Abgriff in der
rechten Endstellung, so ist dic Glithlampe B erloschen
und die Gliihlampe 4 brennt mit voller Lichtstirke.

195 Eine Aufgabe von Prof. Dr. Asser

a) Zur Berechnung von (4, 3) und $(4,3)
ermitteln wir zunichst (7,0). Wenn es 7 Ge-
winner eines 1. Platzes und 0 Gewinner eines
2. Platzes gibt, erhilt jeder Gewinner cines
1. Platzes ein Siebentel des Gesamtbetrages
M, d. h.

M

@ (7,0) = = 32.40. (1)

Haben wir nun 6 Gewinner eines 1. Platzes
und 1 Gewinner eines 2. Platzes, so erhilt
letzterer ein Drittel dessen, was er erhalten
hitte, wenn er einen 1. Platz erreicht hitte.
Wire dieses der Fall gewesen, so hitte es
7 Gewinner eines 1, Platzes gegeben, von
denen nach (1) jeder 32,40 Mark erhalten
hitte. Im betrachteten Fall erhilt also der
Gewinner des 2. Platzes den Betrag

B(6,1) = %a(7,0) =10,80. @)

Mittels (2) kénnen wir nun «(6,1) berechnen:
1 .
«(6,1) = 3 (M — B(6,1)) = 36,00, (3)

denn jeder der 6 Gewinner eines 1. Platzes
erhilt ein Sechstel des Betrages, der vom Ge-
samtbetrag M nach Subtraktion der Aus-
zahlung B(6,1) an den Gewinner des 2. Plat-
zes verbleibt. Analog wie (2) erhilt man:

B(5.2) = % «(6,1) = 12,00 @)
und hiernach wird
«(5,.2) = % (M —28(52) =40.56  (5)

(jeder der 5 Gewinner eines 1. Platzes erhilt
ein Fiinftel des Betrages, der vom Gesamt-
betrag Jif nach Subtraktion der Auszahlung
28(5,2) an die beiden Gewinner des 2. Platzes
verbleibt). Nach demselben Verfahren erhilt
man schlieBlich:

B4 = 2B =1352(=F@b) ()

(M —3p43) = 46,56
(=a(@b). (7)
b) Zur Aufstellung einer allgemeinen For-

mel fir o(e,b) und B(a,b) gehen wir analog
wie im Fall a) vor. Wir beginnen mit

. 1)

«(4,3) =

M
a(a+b,0)=a—+—b
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Hieraus folgt:

fla+b—11) =%a(a+b,0)=3(_:i.?)
]

und

a(e+b—1,1)= W%,:,l_(

—1.8 (a+b5—1L1))
1 1
= [a+b—1 _3(a+b—1)<a+b)] (ff)
und weiter
ﬂ(a+b—2,2)=%a(a+b—l,l)
1 1
= [3(a+b—1)_32 (a+b—1)(a+b)]'(z

sowie

1

a(a+ b—2,2) =m_—2(M—2-ﬁ

(@ +56—22))
_ 1 2
- [a+b—2 T 3@+b—2)(arb—1)
2.1

- 32(a+b—2)(a+b—1)(a+b)]'”;‘
5

usw. Setzt man dieses Verfahren hinreichend
lange fort (bis ndmlich im ersten Argument
o + b — bund im zweiten Argument b steht),
so erhilt man:

1 i b—1
809 = [ser 1~ Far D ETD
G—1)(b—2)
T Per e+
_1 (b—1)(0—2)---1
g (=10 ( .
o 3°(a-+1)(@+2)---(a+b)
(B)
und
a(@, b) = = (M —b-B(a, b))
1 b
=[7_'3a(aﬁ
B(d+ 1)
tetnern T
bdb—1)---1
e (=TT M.
+ )3"w(a+1)-~(a+b)]
4)

Unter Verwendung des Summenzeichens und
der Funktion ! (gelesen: n Fakultit), die
definiert istdurch: 0! = lund#! =1- 2,.)n
fiir » >> 0, kann man die Formeln (A) und (B)
in ,,geschlossener Form‘ schreiben als:
o (a, b)
b (_1)1'
= [(a—l)!b! z —] M
=03 (g 4 4)1 (b —i)!
(A)
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B, b) » 1
—
= [u! G—1n X __,(i},)_._] M.
i=1 3*(a + ¢)! (b —i)!

(B)
Einen exakten Beweis hierfiir erhilt man
durch vollstindige Induktion iiber b. Man
zeigt also
1. (A)giltfiir b = 0 bei beliebigem a = 1 und

(B) gilt: bei b = 1 bei beliebigem ¢ = 1 (An-
fangsschritt).

2. Gelten (A) und (B) fiir b = k bei beliebi-
gem a =1 (Induktionsvoraussetzung),
so gelten (A) und (B) auch firb =% 41
bei beliebigem a = 1.

Wir empfehlen, die Formeln (A) und (B) ein-

mal auf das unter a) berechnete Beispiel an-

zuwenden.

196 Es gibt 9 von Null verschiedene einstellige,
90 zweistellige, 900 dreistellige natirliche Zah-

‘len. Die erste Ziffernfolge hat folglich 9 + 2 - 90 +

+ 3900 + 4 = 2893 Ziffern. Wir betrachten nun dic
Zahlen von 1 bis 10000. I3s gibt dabei genau 1000 Zah-
len, deren letzte Ziffer Nullist (10, 20, 30, . . ., 10000).
Indemn wir beiallen Zahlen von 10 bis 1000 zwischen die
letzte und die vorletate Ziffer cine Nullsetzen, erhalten
wiralle Zahlen, deren vorletzte Stelle Nullist, das heift
991. Analog gibt es 901 Zahlen, deren drittlctzte Ziffer
Nullist und eine Zahl, deren viertletzte Ziffer Nullist.
Insgesamt mufite er also 1000 + 991 + 901 + 1 =
= 2893, das heift genausovicl Nullen schreiben wie in
der ersten Folge Ziffern.

Jede Primi
W(5)197 mal vxcrl;rcten, das heiGt, es gibt einen
Arbeiter, der 200 M crhiclt, einen, der 300 M erhielt
usw., also vier Arbeiter, dic zusammen 1400 M erhiel-
ten, Fiir die anderen elf Beschiftigten bleiben 1100 MM,
das heigt, keiner von ihnen bekam mehr als 100 M.
Folglich erhielten elf Beschiftigtc je 100 M.
198 Die beiden gleichen Winkel seien o, der
dritte sei y. Aus 20 + y =180° undy =4
+ (2«) folgt « = 18° und y = 144°. Das Drei-
eck hat zwei Winkel von je 18° und einen von
144°.
W(6)199 Es waren z Personen anwesend,
davon

% z 4+ 1 Kinder, % 2z 4+ 2 Frauen und

war i ein-

—- z + 3 Minner.

-]

1 1
?z+l+Ta:+2+€x+3=x, also
z="72
Es waren 37 Kinder, 20 Frauen und 15 Min-
ner zur Urauffiihrung des Puppenspiels ge-
kommen.

200 Bei einer Umdrehung der Tretkurbel
legt der Radfahrer den Weg s = %g— 7
-0,70m = 6,325 m zuriick: 120000 : 6,32
= 19000.

Auf einer Strecke von 120 km miissen die
Pedalen rund 19000mal durchgetreten wer-
den.



W(7)201 Die drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen seien a, ¢ + 1, a + 2;
dann gilt:

ala+ 1)@ +2) =21+ (@ +1)
+(a+2)]=21(3a +3);

ele +'1)(a+2)=63(a+1).

Do a + 1 = Oist, erhalten wira(a + 2) =63.
Da g und a 4 2 natiirliche Zahlen sind, miis-
sena =7 und @+ 2 =9 sein. Die gesuch
ten Zahlen lauten 7, 8 und 9.
7-8.-9=>504;

21(7 + 8 + 9) = 21 - 24 = 504.

202 D ist der Mlbtelpu.nkt fiir einen Kreis
mit dem Radius BD = €D = a — z.
(e —a) ==* + 0%,
a? —2ax + = z% 4 b2,
a? —2az = b?,
at — b2

2a

T =

Fiir die gegebenen Zahlenwerte gilt:

31002 — 27002 _ 28200
2-3100 62

d.h., AD= 2= 374 mm.

W (8)203 Aus der Figur entnehmen wir fol-

T =

gendes:

Die Strecke M N ist Mittellinie des Trapezes,
also gilt MN = AB+ D —Z.; ferner gilt
BN =r +r,= AD+B_0

Daraus lolgt AB + CD

A

204 Wirnehmen an, Fritz habe = Zehn-, Funf und
z Binpfennigstiicke in seiner Geldbiirse es er-
gebensich die beiden Gleichungen 10¢ + 5y + 2 =112
und @ 4 ¥ -+ z = 40,
Nach Subtraktion dieser Gleichungen erhalten wir
9z + 4y = 72 oder umgeformt 9z = 4(18 — ).
Da dne linke Seite der Gleichung durch 9 teilbar ist,
muB es auch die rechte sein (da nur ganzzahlige Losun-
gen in Frage kommen). Da ¥ nicht gleich Null sein soll,
muB es 9 sein. Demnach ist 7 = 4 und z = 27. Fritz hat
also 4 Zehnpfennigsticke, 9 Filnfpfennig- und 27 Bin-
piennigstiicke.

W (9)205 Aus Setz 6 und Satz 4 folgt: Herr Alt-

mann unterrichtet Biologie. Aus Batz 3
und Satz 7 und Satz 6 folgt: Herr Brendelunlerrichtet
nicht dle Ficher ik, Chemie, und
Physik; also untemchtet er die lvﬂcher Deutsch und
Geschlchte Somit muB der Physiklehrer Herr Clausner
sein. Aus Satz 5 folgt, daB Herr Clausner nicht Mathe-
matik unterrichtet, also verbleibt filr ihn nur das Fach
Chemie. Herr Altmann unterrichtet also noch im Fach
Mathematik.

206 Wir nehmen an, es seien zumiichst =
Stiihle aufgestellt worden, es seien ferner k
Kongrefteilnehmer erschienen.

Aus k=2z— _21% =l; * und der Einschrén-

kung, daB 90 < x < 100 gilt und % eine natiir-
liche Zahl scin ‘moufl, folgt z = 96 und
k = 176. Es hatten sich 176 Mitglieder zum
JahreskongreB3 eingefunden.

Die Quersumme der Zahl 4 fiber-
W(10/12)207 trifft nicht 1966 - 9 = 17694, das
heiBt, die Zahl B ist nicht mehr als fiinfstellig. Cist die
Quersumme der Zahl B und Ubertrifit nicht 6 + 8 = 45,
Weildie Zah] 4 durch 9 teilbarist, ist nach den Teilbar-
keitsregeln sowohl die Zahl B als auch die Zahl C durch
9 teilbar. Fernersind die Zahlen Bund € von Null ver-
schicden, weil 4 als 1968-stellige Zahl von Null ver-
schieden ist. Doch eine von Kull verschiedene natiir-
liche Zahl, die nicht 45 iibertrifit und durch 9 teilbar
ist. kann nur eine von den Zahlen 45, 36, 27, 18 und 9
sein. hIn jedem Falle ist die Quersumme der Zahl C
gleicl

215

Aus 200:6 = 33 gfolgt-, daB zur Her-
stellung eines Stutzens cine Blechplatte von
100 em Lénge und 33 % cm Breite zur Ver-

fiigung steht. Bs gibt nun zwei Maglichkeiten
fiir die Herstellung eines Stutzens:

a) 100 — 1,5 = 98,5 d. h., der Umfang des
Rohres betrigt 98,5 cm; dann betragt der
Durchmesser d = 98,5: 7 = 31,36 cm.

b) 33 ; —1,56= 31--2—, d. h,, der Umfang des
Rohres betrigt 31% cm ;‘ dann betrigt der

Durchmesser d = 31 g i 22 10,13 cm.

W(7)216 A:B=2:6,B:0 =6:4,C:D
=4:13; A:B:C:D = 2:6:4:13;
246+ 44 13 = 25; 10000:25 = 400.

Der Behtilter 4 hatcinen Rauminhalt von 800 Litern,
der Behilter B hat cinen Rauminhalt von 2400 Litern,
der Behalter Chateinen Rauminhalt von 1600 Litern,
der Behilter D hateinen Rauminhalt von 56200 Litern.

217 Ist x die MaBzahl des Durchmessers (in
cm) des MeBzylinders, so ist 22 die MaBzahl
seiner Hohe. Man erhilt fir die MaBzahl des
Volumens (in em3):

V= —'Z— 2% -2x = 5000. Daraus folgt

o 10000 gy,

z 22 14,7,
2x = 29,4.
Der Eichstrich muB daher in einer Hohe von
29,4 cm, d. s. rund 30 cm, iiber dem Boden
angebracht werden.
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W(8)218 Die Masse der Legierung betrigt dy—d,y

M =515g + 114,0g = 171,5 g. Das Volu- o _ 2 9 o

men der Legierung betrigt tan 15° = - Thy alsod,—d,=2h,tan 15
_ 515, 11 ,0 . ~ 50 0,2679 ~ 13,40, d. h.,

V= 113z o+ yzg o dy ~ dy— 13,40 A= 11,60.

= 5,07 cm® + 15,66 cm® = 20,73 cm?. )

Daher betrigt die Dichte der Legierung

0= 'ﬂ; ;3173 g/em?d =~ 8,27 gfem? h
== 8,27 kg/dm3.

‘Daher gilt [ir die MaBzahl des

- 5 . 2 byt =50
219 Die MaBzahl der Grundfliche (in cm?) 3 Volumens (in cm?) des Behilters:

des Prismas betragt %
G=12.7— --10724£ —s— 25 =65 V=Fdrht S+ ddy+d)
Da dic MaBzahl der Hohe (in em) des Prismas . 7. 952. +25- 11,6
h = 25 betrigt, ist di¢ MaBzahl seines Volu- 4
mens + 11,62)

V=@G-h=06,5 25=1537,5. T o an 25 . 1050 -
Daher ist die Massc des prismatischen Werk.- =~ "4 (dl 250 + —) ~y 40000

stiickes. . 2 10000 7 = 31400.
537,5. 1,3 ¢ =~ 11200 g = 11,2 kg. P
1537,5- 1.3 ¢ g g Das’ Volumen des Behiilters betragt daher
W(9)220 Die Mafizahl des Volumens (in 31400 cm3, d. s. 31,41,

mm?) des ursprijnglichen Zylinders betrigt
W(10/12)222 a) Die MafBzahl des Volu-
v, = -- 802 630. (1)  mens (in m?) des Behiilters ist

2
Die Mafizahl des Volumens des neuen Zy- V== 0827+2- ER 0,8
linders betragt

: — (1,728 + 5 0.512) ~ 2,411 7~ 7,57,
V,= 775 650. @

Das Volumen betrigt daher rund 7,57 m3,
Man erhalt-

v 758 el - b) Dic MaBzahl der Oberfliche (in m?2) ist
2 2 2 2
T T ~o0 3y 0==m1,6-2742 27-0,8°
v, T80T 8400 T 100 bl 7(4,32 - 2,56) = 6,88 7 ~ 21,61.
Zur wejteren Berechnung wird nun die Angabe e Oberfliche betrigt daher rund 21,61 m2.
der Dichte des Stahls nicht benétigt, da bei ) o
gleicher Dichte zweier Korper sich ihre Mas-  ¢) Ist z die Mafzahl des Radius (in m) eines
sen wie ihre Volumina verhelten. Die Masse Xugelférmigen Behilters von dem gleichen
de$ neuen Zylinders betrigt nur 87,899 der ~ Volumen wie unter a), so gilt
Masse des urspriinglichen Zylinders; die ¢ nada 157, 2 7,57
Materialeinsparung betrigt daher 12,119, 73 ” 4,189
d. s. rund 12%. x == 1,22.
Da beide Wellen die gleiche Linge (650 mm)  Der Durchmesser des kugelférmigen Behil-
haben, ist auch die Anga,be.der Lange iiber-  torg betrigt daher rund 2,44 m. Ferner be-
fliissig; denn der Quotient—;z- (vgl. Gleichung  tragt die Oberfléche
(8)) hiingt nicht von dieser !.l.iinge ab. 0"~ 4z 1,228 m? ~ 18,70 m®.

d) Die Oberfliche ist im Falle ¢) kleiner als
221 Es seien jeweils die MaBzahlen (in cm) im Fall b), weil unter allen geometrischen
d, = 25 fiir den Durchmesser des zylindri- Kbrpern von gleichem Volumen die Kugel die
schen Teils, &, = 50 fir die Hohe des zylin-  kleinste Oberfliche hat. Aus diesem Grund
drischen Teils, d, fiir den Durchmesser der  stellt man in der Industrie bei stationiren
unteren Grundfliche des kegelstumpfformi-  Anlagen hiufig kugelformige Behilter her,
gen Teils, hy = 25 fiir die Hohe des kegel- .weil dann die Oberfliche und damit der
stumpfférmigen Teils. Dann gilt Materialverbrauch am geringsten ist.

s

- = 1,807,
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Lasungen zu: Zahlenriitsel von Th. Scholl:

228 AusIfolgtd = 0;aus Cfolgte = 1;aus I folgh
a=2; ausAiolgtb =5; nusCfolgth = 9;aus
IIIfolgte = 7 aus I folgt f = 8; aus IT folgt¢g = 4.

252 — 70 = 182
: + —

229 Aus II folgtc =1;auna Cfolgte= 8(denne+ 2,
d % 1); aus Cfolgt @ = 2; aus 4 folgtd = [
uuda - 4 aus /I folgt = 8; aus Cfolgw = 6.

455 — 112 = 343
1S + —
18 - 14
35 + 126

Vignetiie: 1368:24 = 57; 188 + 80 = 207;
1200 — 936 == 2064.

230 Nach b), 2) und @) ist Herr Hahn weder Elck-
triker noch Ingemeur also lst cr Monr,eur
Aus a) folgt, daB der heiBt.

Jahre produzierten Tische 1020 — 660 = 1280 betra-
gen. Die Anzahl derim Januar angefertigten Tische be-
trigt also 1260:12 = 105 und daher die der im Juni
hergestellten Tische 105 + 50 = 135 und die derim De-
zember fabrizierten Tische 105 + 110 = 2135.

9240 Fir B und ¥ kommt nur 0 und 9 oder umge-

kehrt 9 und 0 in Frage. Wenn ¥ gleich 0 wire,
entstinde kein Ubertrag, so daB Rauch 0 sem muﬂte
was der V daB v
verschied Ziffern bezeicl sollen, widerspricht.
‘Wenn N gleich 9 wire, entstiinde cin Ubertrag von 1
und R muﬂt.e ebenfalls 9 sem was der Voraussebzung,
daB ben ve hil Ziffern be-
zelchnen sollen, widerspricht. Es kann also keine Lo-
sung im Sinne der Aufgabenstellung geben.
241 Dic Anzah) » muB ein Vielfaches von 9, von 6

und von 3, d. h., ein Viclfaches von 18 sein.
Wegen 20 < n < 40 kommt nur 36in Frage.

Zensur 1 2 3, 4 5

Schiler 4 12 14 6 —

242 a) Man verkniipft die Seilenden miteinander,
legt diesen Knoten auf den Scheitelpunkt des

Demnach muB er Llchler und dcr Elektnker Baumann
heiBen.

231 a) 364 Stick. Denn es werden tiiglich 14 Stlck
hergestellt Bei 26 Arbeitstagen crgibt das wegen
14 = 364 monuthch 364 stuck

b) Inden biszum J. ve) den § Monas
werden tiglich 2 Stiick mehr hergestellt Bei26 Arbeits-
tagen pro Monat ergibt das 312 Stiick, dic bis Jahres-
ende iiber den Plan hinaus produzlert werden; denn cs
ist 26 - 6 - 2 = 312,

232 a) Der Flacheninbalt des Rechtecks betragt
36 Flachencinheiten, wenn man den Inhalt eines Qua-
drates als Einheit nimmt. Dic Linge jeder Rechteck-
seite mufB infolge der Konstruktion cin ganzzahliges
Vielfaches der Linge ciner. Quadratseite sein. Daher
£ibb es die folgenden fiinf Moglichkeiten:
1. Rechteck: Linge 1, Breite 36, Umfang 74 Einheiten;
2. Rechteck: Liinge 2, Breite 18, Umfang 40 Einheiten;
3. Rechteck: Liinge 3, Breite 12, Umfang 30 Einheiten;
4. Rechteck: Linge 4, Breite 9, Umfang 26 Einheiten;
5. Rechteck: Liinge 6, Breite 6, Umfang 24 Binheiten
der Lange.

b) Unter diesen Rechtecken hat das 5. Rechteck (Qua-
drat) den Kleinsten Umfang.

235 Moan zieht durch den Scheitelpunkt des
Winkels die Parallele zu g. Es gilt dann
¥ = & + B (Wechselwinkel an Parallelen).

9236 Bezeichnet man die Schillerzahl mit s, so gilt auf
Grund der ersten Bedingung:

26 <6< 38,

Da die mit 5 multiplizierte Schiilerzahl durch 8 teilbar

ist, muB die Schillerzahl selbst dureh 6 teilbar scin. Bs

kénnen daher nur 30 oder 36 Schiiler sein. Von diesen

beiden Zahlen erfillé die 30 und nur dic 30 simtliche

Bedingungen.

Dic Klasse besteht demnach aus 30 Schiilern.

Die Quersumme von 30 betrigl 8, die von 30 ' 5 be-

trigt 6.

237 DBezeichnet man die Anzahl der im Januar pro-
duzierten Tische mit z, so kann man folgende

Aufstellung anfertigen:

Monat " Anzahl d. prod. Tische
Januar z
Februar z + 10
Marz z + 20
April z + 30
" Dezember z + 110
12z + 660

‘Wire die Produktion nicht gesteigert worden, 4. h.,
ware in jedem Monat die gleiche Anzah] wieim Januar
produzicrt worden, so hatte die Anzahl der im ganzen

or Winkels und spannt mit dem Seil mit
Hm‘e der Fluchtstiibe ein Dreieck so auf, daB zwei sei-
ner Seiten auf den Schenkeln des Winkels liegen. Die
beiden restlichen Eckpunkte des Dreiecks werdendurch
Knoten markiert. An der gewiinschten Stelle 1Bt sich
dann mit drei Fluchtstiben und dem Seilein kongrucn-
tes Dreieck aufspannen und damit der Winkel iiber-
tragen.

b) Man schligt mit einem Teil des Seiles (ctwa der
Hilfte, da der Winkel groBer als 60° ist) win den Schei-
telpunkt des vorgegebenen Winkels einen Kreisbogen,
der die Schenkel des Winkels in zwei Punkten schnei-
det, und iiberiridgt einen Kreisbogen, der einen gleich-
groBen Radius hat, an die gewiinschte Stelle. Dann
markiert man auf dem Seil die Liange der zwischen den
Schenkeln des Winkels liegenden Schne und iibertrigt
diese analog der geometrischen Konstruktion ebenfalls
an die gewiinschte Stelle.

245 Wenneine Zahldurch 72 teilbar sein soll, so mu
sic wegen 8 - 9 = 72 auch durch 8 und 9 teilbar
sein, Um die fehlenden Ziffern zu ersetzen, wendet man
die Teilbarkeitsregeln der 8 und der 9 an. Mnn beginnt
mit der Teilbarkeitsregel der 8, dadurch bekommi man
die letzte Ziffer der Zahl. 78* muf also durch 8 teilbar
sein. Iis ist 720:8 = 00, Die Zahl 64 ist dic cinzige
zwischen 60 und 70, dic durch 8 teilbar ist. Folglich muB
die letzte Ziifer 4 sein.
Um die erste Ziffer zu erbalten, wende man dic Leilbar-
keitsregel der 9 an. Die Querswme der bekannten
Ziffernist 3 -F 7 +~ 8 + 4 =: 22. Die Differenz bis 27, dic
folgende durch 9 teilbare Zahl, betrigt 5. Daher kann
nur dic Zahl 53784 den Bedingungen der Aufgabe ge-
nitgen. Da sie tatsiichlich durch 72 teilbar ist, erhilt
man so die Ldsung.

246 Peter muB den Inhalt der gekauften
Flaschen vom Erlos der 6 nicht zuriickerhal-

tenen Fl. bezahlen. Wegen 180:21 = 8 lz

kann er hochstens 8 Fl. gekauft haben.

1. Losung: Peter hatte 14 Flaschen mit und erhalt
12 Pf zuriick.

2. Losung.: Pcter hatte 13 Flaschen mit und erhilt
33 Pf zuriick. Hitte Peter 12 Flaschen mitgchabt, so
hitte er 7 Flaschen kanfen konnen, also (» — 5) statt
nur (n — 6), was der dufgabe widerspricht.

247 a) Ein von einem Tetraeder begrenzter Korper,

bei dem drei Seitenflichen untereinander kon~
gruente, rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke sind,
besitzt bei geeigneter Lage zu den Projektionsebenen
einen derartigen Grund-, Auf-, und KreuzriB.

b) Kérpernctz




250 1. Voraussetzung: Fihrt man Bezeich-
nungen und Variable fiir die Lingen ein, wie
in der nebenstehenden Figur angegeben, so
ilt
& (1) AB || DC, (2) 4C L DB,
(3) BE |l AC.
2. Behauptung: e? + /2 = (a + ¢)®
3. Beweis: Wegen (2) und (3) ist
< DBE = 90°.

Weiter ist wegen (1) und (3) CE=A4B=a.
Im rechtwinkligen Dreieck D BE gilt dann
wogen des Satzes des Pythagoras, weil wegen

(1) und (3) AC = BE = ¢ ist, die Behaup-
tung, w. z. b. w. '

251 1. Fall Angenommen, die Aussage 1 sei wahr.
Dann sind die Aussagen 2 und 3 falsch. Also
hiitte Brigitte den Ball. Das steht aber in Widerspruch
zu der Aussage 1, da nlcht zwei Schiilerinnen den Ball
haben kénnen.
2. Fall Angenommen, die Aussage 2 sei wahr, d. b,
Brigitte hat den Ball nicht. Dann sind dic Aussagen 1
und 3 falsch. Also hat Claudia die Schere, Anpa den
Tall nicht. Also miGte Claudia den Ball haben, was 2u
einem Widerspruch fithrt.
3. Fall Angenomnmen, die Aussage 3 sci wahr. Dann
sind die Aussagen 1 und 2 falsch. Also hat Brigitte den
Ball,Claudia hat den Bleistift und Anna hat die Schere.

252 a) Wenn p die Produktion der Abteilung is, so
erreichen 4 Arbeiter eine Steigerung um 0,2 p.
60 Prozent der Arbeiter erreichen eine Steigerung um

p.
Daraus Iolgen: 60% 2. 30 Arbeiber
100 % 2: 50 Arbeiter.
In der Abteilung sind 50 Arbeiter titig.
b) I"alls alle Arbeiter dicser Abteilung das neue Ver-
fahren anwenden, 1481 sich die Produktion auf 350 Pro-
zent steigernl

255 Bcezeichnet man die Abschnitte der
einen Diagonale mit « und b, die der anderen
mit ¢ und ¢ und den Winkel zwischen @ und ¢
mit B, so erhilt man fiir die Flichen der vier
Dreiecke:

F,=05ac- sin §,

F,=0,5ad- sin (180 — f),

Fy=0,5bd-sin g,

F,=0,5bc- sin (180 — B).
Aus F; = F, folgt ¢ = d, und aus F; = F,
folgt @ = b.DasheiBt,die Diagonalen halbieren
einander, es liegt ein Parallelogramm vor.
Umgekehrtfolgt, daB die Flichen der vier
Dreiecke gleichsind, wenn die Diagonalen
einander halbieren.

256 Angenommen, es gibt eine solche Zahl,
so daB fir
a,b €N
. a, b <10
¢ =% 0 die Gleichung
10a@ + b = e + b2 gilt, dann mul
9a=b6(b—1)
a= M sein
5 .
Wegen @ € N und weil b und (b — 1) nioht
gleichzeitig durch 3 teilbar sein kénnen, muBl
entweder b oder (b — 1) durch 9 teilbar sein.
Wegen b <C 10 und 2 = 0 kann (5 — 1) nicht
durch 9 teilbar sein. Also muB 4 durch 9 teil-
bar sein, und wegen @ &= 0 und b < 10 folgt,
daB b = 9 und ¢ = 8 sein miissen. Also kann
nur die Zahl 89 die Bedingungen erfiillen.

257 Die vier Personen werden mit den Anfangsbuch-
staben ihrer Vor- und Zunahmen bezeichnet. Fir unbe-~
kannte Namen sei X, Y und Z gesetzt. Dann ergibt sich
wegen ¢) folgender Sachverhalt: BX, X ¥, YD, Wire
X = D, so miiBte auch ¥ = D sein. Dann bliebe [iir
die beiden anderen Personen nur die Komnbination 4 €,
C A4 ubrig, was wegen b) ausgeschlossen ist. Daher ist
X + D und wegen a)gilt X ¥ B, ¥ ¥ D. Da jeder
Name gensu je cinmal als Vor- bzw. Zuname auftritt
und mithin¥ s B glit, ist wegenb)nur X = 4,Y = C,
Z = B moglich, Die vier Personen heiBen: Arnold
Conrad,Bernhard Arnold, Conrad Dietrich und Dietrick
Bemnhard.

Lésungen zu alpha + mathe = heiter (3/68)

Mehrere Losungen, z. B.

58015 67016 43014
465412 + 56412  + 84512
123427 123428 157526

4. 28° = 21952
2. 222-222 = 49284 5. 139 - 139 — 19321
3. |433 = 79507

44+8=17

Beachte! So muB der Kopf zu jeder eingesandten W-Losung aussehen (Format A4)! Post-
leitzahl nicht vergessen! Von 3200 Lésungen Heft (2/68) wurden 80 zuriickgewiesen, da sie
nicht den Wettbewerbsbedingungen (siche Haft 1/68) entsprachen, d. Red..
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Hans-Joachim Fischer
Transistortechnik
fiir den Funkamateur

4., erweiterte Auflage, etwa 480 Seiten,
mit Abbildungen, Halbleinen, cello-
phaniert, etwa 14,20 M, erscheint im
September

Halbleiterbauelemente sind aus der
modernen Nachrichtentechnik nicht
mehr wegzudenken. Thre vorteilhaften
Eigenschaften haben beim Einsatz in
Funk- oder MeBgeridten vielfach zu
neuartigen Losungen gefiihrt. — Das
Buch von Hans-Joachim Fischer, das

mit Recht als Standardwerk fiir Funk-
amateure bezeichnet wird, vermittelt
das Grundwissen iiber die Wirkungs-
weise und die Anwendung der Halb-
leiterbauelemente. Die 4. Auflage be-
riicksichtigt dabei die neuesten Er-
kenntnisse und Entwicklungen auf
diesem Gebiet, das fiir viele Industrie-
zweige o entscheidend ist, und behan-
delt besonders die Verwendung von
Transistoren in den Nachrichten- und
elektronischen Geriten. Sie wendet
sich an weite Kreise technisch Inter-
essierter und soll eine erste Einfiih-
rung in die praktische Arbeit mit
diesen Bauelementen sein.




¢ ;/ Liebe Margit,
ich muB Dir eine groBe Neuigkeit mitteilen.
§ Vor kurzem machte ich mit meinen Eltern
einen Einkaufsbummel. Wir waren auch in
einer Buchhandlung. Da habe ich etwas Grof3-
artliges entdeckt, ein Buch, das im Sportverlag
erschienen ist, aber nicht wie bisher nur fiir
Erwachsene geschrieben, sondern direkt fiir
uns.
»Schiilersport — Lauf, Sprung, Wurf* steht
darauf. Ich finde es ganz fabelhaft. Es sind
sehr viele Abbildungen darin, die zeigen, wie
man richtig laufen, starten, springen und
werfen mufB. Auf anderen Abbildungen ist zu
sehen, welche Fehler am hiufigsten gemacht
werden. Es werden aber auch viele Ubungen
dazu genannt, um diese Fehler zu beseitigen.
Auf den letzten Seiten des Buches sind viele
kleine Figuren abgebildet, die man ausschnei-
den, ilibereinanderlegen und somit ein ,Blat-
terbuch® basteln kann. Blittert man dieses
Biichlein hintereinander durch, dann ist es,
als ob sich die Figur bewegt, sie lduft. So gut
wie diese Figuren laufen und springen, miis-
sen wir es auch. Vati hat mir dieses Buch
sofort gekauft.
Mit einigen Schiilern aus meiner Klasse nehme
ich an der Spartakiade, am leichtathletischen
Mehrkampf teil. Wir treffen uns fast jeden
Tag und iiben gemeinsam nach diesem Buch,
kR auch wenn unser Sportlehrer oder Ubungs-
K leiter nicht dabei ist.
Viele GriiBe Deine

Jabine
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Berufsbild : Ingenieur fiir Programmierung (9)
Dipl.-Ing.W.Leupold, Fachrichtungsleiter Elektronische Daten-
verarbeitung

I ftr Maschi und EX Dresden

Elementare Zahlenfolgen 3. Teil (6)

Oberlebrer Heinz Lohse, Institut fir Psychologie
Karl-Marx-Universitit Leipzig

Ube sinnvoll (6)

Eine klelne Lektion zum Rechnen mit gebrochenen Zahlen
Dr. Ginter Pletzsch, Humboldt-Universitiit zn Berlin
Eine Knobelgeschichte 3. Teil (5)

‘W. Triiger, SchloBberg-Oberschule, D3beln

Wer lost mit? (5)
alpha-Wettbewerb
Autorenkollektiv

Was ist ein Viereck?

Prof. Dr. habil. em. Lilly Gorke,
Humboldt-Universitédt zu Berlin

Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. H. Dalimann

Direktor des Instituts fiir Mathematik
Technische Hochschule fiir Chemie ,,Car] Schorlemmer**
Leuna-Merseburg

Unions-Fernolympiade fiir Mathematik (7)

b dt von Moskau-Kor dent:

Dr. G. LaBner, Laboratorium fiir Physik
Vereinigtes Institut flir Kernforschung, Dubna

In freien Stunden: alpha heiter (5)
Oberlehrer H. Pitzold, OS Waren/Miritz

VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR (7)

L zu den Aufgaben der i) ympiade (Januar 1968)
Zentrales Komitee der Olympiaden Junger i
Losungen (5)

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben fiir Schitler ab der angege-
benen Klassenstufe geeignet



Fiinf 1. Preise
Drei 2. Preise

Anerkennung und Gliickwiinsche

Karl Dietzel .
Stellv. Minister fiir Volksbildung

Liebe junge Freunde!

.. . Eserfiillt uns mit berechtigtem Stolz, da
unsere Jungen Mathematiker das beste Er-
gebnis unter 12 teilnehmenden Lindern er-
ringen konnten. Es sind die Friichte der weit
vorausschauenden kontinuierlichen Bildungs-
politik von Partei und Regierung, der schop-
ferischen Arbeit unserer Lehrer und Ihres
eigenen FleiBes und Talents. Vor Threr Ab-
fahrt haben Sie anliBlich des 75. Geburts-
tages unseres hochverehrten Staatsrats-
vorsitzenden gelobt, Thre ganze Kraft beim
‘Wettbewerb zu Ehren unseres Arbeiter-und-
Bauern-Staates einzusetzen. Sie haben dieses
Gelobnis in jeder Weise vorbildlich erfiillt
und einen sehr wertvollen Beitrag zur all-
seitigen Vorbereitung des 20. Jahrestages
unserer Republik geleistet.

Dr. Giinter Jahn
Erster Sekretir des Zentralrates der FDJ

Im Namen aller FDJ-Mitglieder begliick-
wiinsche ich Euch zu dem groBen Erfolg, den
Ihr fiir unsere Republik errungen habt. Er
wird alle Schiiler befliigeln, sich noch inten-
siver mit den mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Fichern zu beschiftigen.

Johannes Lehmann
Chefredakteur von alpha

Im Auftrage des Redaktionskollegiums und
stellvertretend fiir 93000 alpha-Leser be-
gliickwiinsche ich unsere Mannschaft zu ihrem
groBen Erfolg. Den vier Abiturienten Ch.
Band, J. Fritz, H.-J. Roos und U. Zihle
wiinschen wir viel Erfolg bei dem fiir sie be-
ginnenden Mathematikstudium. W. Bur-
meister, A. Felgenhauer, J. Girtner und S.
Heinrich werden gleich hunderttausender

Schiiler unserer Republik alle Kraft ein-
setzen, bei der VIII.Olympiade Junger Mathe-
matiker der DDR sehr gut abzuschneiden.
Wer wird sich eine Fahrkarte zur XI. IMO
nach Bukarest erkimpfen?

Von Wolfgang Burmeister wird in Heft 6/68
ein Erlebnisbericht iiber die X. IMO ver-
offentlicht.

DDR-Mannschaft - X. IMO 1968

Stefan Heinrich 1. Preis

Spezialklasse, Klasse 11, Humboldt-Universitit Berlin
Artur-Becker-Medaille in Gold

Wolfgang Burmeister 1. Preis
EOS Dresden-Siid, Klasse 9

Artur-Becker-Medaille in Silber

Jirgen Giirtner 1. Preis

BBS8-Rafcna-Werke, Klasse 11, Radeberg (Bez., Dresd.)
Artur-Becker-Medaille in Silber

Ulrich Zihle 1. Preis

Arbeiter-und-Bauern-Fakultit, Klasse 12, Halle
Artur-Becker-Medaille in Silber

Christoph Band 1. Preis

KOS Greifswald, Klasse 12
Anerkennungsschreiben des ersten Sekretiirs des
Zentralrats der FDJ

Andreas Felgenhauer 2. Preis

EOS Zerbst, Klasse 10
Artur-Becker-Medaille in Bronze

Joachim Frilz 2. Preis

EOS Cottbus, Klasse 12
Artur-Becker-Medaille in Bronze

Hans-Gérg Roos 2. Preis

Spezialklasse, Klasse 12, TH Magdcburg
Artur-Becker-Medaille in Bronze

Alle Teilnehmer erhielten eine Ehrenurkunde des

Ministeriums fiir Volksbildung und der Mathematischen

Gesellschait der DDR, eine Geldprimie und einen

Biicherscheck.

Delegationsleiter: Dr. Helmut Bausch,

Akademie d¢ Berlin

stellv. Delegationsleiter und pad. Betreuer:

]O]StR Herbert Titze, Ministerium fiir Volksbildung,
erlin
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Aufgaben der X.IMO

Erster Klausurtag

1. Man beweise, daB genau ein Dreieck exi-
stiert, bei dem die MaBzahlen der Seitenlingen
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen sind
und einer der Winkel doppelt so gro8 wie
einer der beiden anderen ist.

(Ruménien, 6 Punkte)t

2. Es sei p(z) das Produkt aller Ziffern der
im Dezimalsystem gegebenen Zahl x. Man
ermittle alle positiven ganzen Zahlen z, fiir
die

plz) = 2 — 102 — 22 gilt.
(CSSR, 7 Punkte)

3. Fiir die reellen Zahlen a, b, ¢ mit @ 3 0 sei
folgendes Gleichungssystem mit den Varia-
blen
zy, Zy, . - -, ¥, gegeben:
az?+bx, fe=ux,
ax2+bxy,+c= x4
............... (1)
a2+ bz, +c=12,
ax?, +bx, +c=u=x
Ferner sei A = (b—1)2 —4ac.
Man beweise, dal das System (1) im Bereich
der reellen Zahlen fiir
a) A < keine Lésung,
b) A = 0 genau eine Losung,
c) A > 0 mebhr als eine Losung hat.
(Bulgarien, 7 Punkte)

+ bedeutet: Teilnehmerland, aus dem der Aufgaben-
vorschlag stammt, erreichbare Hochstpunktzahl,

Zweiter Klausurlag

4. Man beweise: Fir jedes Tetraeder gibt es
einen solchen Eckpunkt, da sich aus den
drei Strecken, deren Liingen gleich denen der
von ihm ausgehenden Kanten sind, ein Drei-
eck konstruieren laBt.

(Polen, 5 Punkte)

5. Es seien a > 0 eine reelle Zahl und f eine
relle, fiir alle reellen Zahlen z definierte Funk-
tion, die fiir jedes reelle z der Bedingung

1 - .

f@+a) =5 +Viiw) = (@)
geniigt.
a) Man beweise: Die Funktion f ist periodisch,
d. h., es gibt eine solche reelle Zahl b > 0,
daB fiir jedes z

flz + b) = f(z)
gilt.
b) Fiir @ =1 gebe man ein Beispiel einer
solchen Funktion

f(z) (f & const.) an.
(DDR, 7 Punkte)

6. Es sei [] die groBte Zahl, die nicht groBer
als z ist. Man berechne fiir jede beliebige
positive ganze Zahl » die Summe

n 4 2%
TR |
(Die Richtigkeit der erhaltenen Formel ist zu

beweisen.)
(England, 8 Punkte)

3

k=0

i VIIL. IMO IX.IMO X. IMO Gesamt-
Frei%e | 3 Pr. 5.Pr. 9.Pr. |1Pr. 2.Pr.8.Pr. Dipl| LPr 5. Pr. 3.Pr. |D7-| pits
VR Bulgarien —_ 1 3 1 —_ 1 1 —_ 3 1 —_ 204
C8SR — 1 2 — 1 3 — 2 4 — — 248
DDR 3 3 — 8 3 1 — 5 3 — — 304
Frankreich nicht teilgenommen — — —  —** nicht teilgenommen — —
GroBbritannien nicht teilgenommen 1 2 4 1 3 2 2 1 263
Ttalien nicht teilgenommen _ 1 1 B _ _ 1 —_ 132
SFR Jugoslawien — 2 1 — — 3 —_ —_ — 3 1 179
Mongolische VR — — —* - - 1 — — — —* — 74
Polen 1 4 1 = — 1 - 2 3 2 — 262
SR Ruménien 1 1 2 1 1 4 — 1 1 2 — 208
Schweden nicht teilgenommen — — 2 — 1 2 5 — 256
UdSSR 5 1 1 3 3 2 1 5 1 2 — 298
Ungarische VR 3 2 1 2 3 3 _— 3 3 2 2 291

* Es wurde an je eincn mongolischen Schiiler ein nur die Aufgaben des zweiten Wettbewerbes ge-

Sonderpreis vergeben.
** Die franzfsische Mannschaft bestand nur aus fiinf
Schillern. Diescn konnten wegen verspiteter Anreise
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stellt werden,
*** Die italienische Mannschaft bestand nur aus scchs
Schilern.



Berufshild

Ingenieur
fiir Programmierung

Studenten beim Praktikum
am elektronischen Klein-
rechenautomaten SER 2¢

Seit September 1966 werden an der Inge-
nieurschule fiir Maschinenbau und Elektro-
technik in Dresden Ingenieure der Fachrich-
tung Programmierung fiir elektronische Daten-
verarbeitungsanlagen (im folgenden kurz als
Ingenieure fiir Programmierung bezeichnet) in
einemdreijahrigenDirektstudiumausgebildet.
Bewerber fiir das Studium in dieser Fach-
richtung sollen — neben dem Abschluf3 der
10. K. — folgende Voraussetzungen erfiillen:
[J AbschluB als Facharbeiter fiir Datenverarbes-
tung bzw. Technischer Rechner (siche H. 3 /68,
4/68)

[Joder AbschluB als Facharbeiter fiir Elekiro-
technik|Elektronik bzw. der Feingerdtetechnik
(z.B. Elektro-, Funk-, Biiromaschinen-, Fein-,
MeB- und Regelungsmechaniker). Sie miissen
dann aber Kenntnisse in der Mathematik be-
gitzen, die denen der Facharbeiter fiir Daten-
verarbeitung entsprechen.

[JSie miissen die gesellschaftliche Reife fiir
die Aufnahme eines Studiums besitzen und
tatkriftig am Aufbau des Sozialismus mit-
gearbeitet haben.

Welche theor. Kenninisse werden erworben?
OAllgemeine und fachrichtungsspezifische
Kenntnisse der russischen und englischen
Sprache. Hierdurch soll der Absolvent die
Fihigkeit erwerben, die Entwicklung seines
Fachgebietes an Hand der internationalen
Literatur zu verfolgen und auszuwerten sowie
internationale Programmierungssprachen zu
verstehen.

OEin fundiertes Wissen in mathematischen
Fichern wie Differential- und Integralrech-
nung, Lineare Algebra, Praktische Analysis,
Differentialgleichungen,LineareOptimierung/
Verfahren der Operationsforschung, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Statistik, Infor-
mationstheorie. Besonderer Wert wird auf
numerische Verfahren der Mathematik und
Verfahren der Operationsforschung gelegt.
[OUmfassende Kenntnisse iiber Erfassung
uud Darstellang von Informationsflissen
(FluBbildtechnik, Programmablaufplanung),
der Programmierung in Maschinensprachen,

sowie in internat. Programmiersprachen,
im wesentlichen vermittelt durch das sich
iiber die gesamte Ausbildungszeit erstrek-
kende Fach: Programmierung und Program-
miersprachen.

OKenntnisse der Informationsdarstellung
und -verarbeitung sowie Aufbau, Wirkungs-
weise und Einsatzmoglichkeiten elektroni-
scher Datenverarbeitungsanlagen einschlieB-
lich peripherer Geriite und Anlagen. Sie wer-
den besonders in solchen technischen Fichern
wie Bauelemente der Informationstechnik,
Elektronische Rechentechnik, Elektronische
Regelungs- und Analogrechentechnik, Elek-
tronische Datenverarbeitung vermittelt.
OAllgemeine Kenntnisse im Fach Betriebs-
6konomie, aber auch spezielle auf dem Ge-
biete der Planung, Organisation und Lenkung
von Verwaltungs-, Leitungs- und Produk-
tionsprozessen mittels der elektronischen
Datenverarbeitung sowie der Betriebe der
elektronischen Datenverarbeitung (Organi-
sations- und Rechenzentrum).

‘Welche prakt. Fertigkeiten werden erworben?
Ab dem zweiten Studienhalbjahr wird in
Verbindung mit dem Fach Programmierung
und Programmiersprachen ein Praktikum
an elektronischen Rechnern und Datenver-
arbeitungsanlagen, welche die Ingenieur-
schule besitzt, durchgefiihrt. Wahrend des
ersten bis fiinften Studienhalbjahres sind die
Studenten an der Schule in Dresden, das
6. Studienhalbjahr enthilt ein Praktikum im
spiteren Einsatzbetrieb oder einem anderen,
hierfiir geeigneten Rechenzentrum (in dieser
Zeit ist auBerdem die Ingenieur-Hausarbeit
anzufertigen).

Nach AbschluB des Studiums kann der Ein-
satz des Ingenieurs fiir Programmierung in
Organisations- und Rechenzentren, in Be-
trieben der VVB Maschinelles Rechnen, aber
auch in Industriebetrieben oder Instituten
erfolgen, die iiber kein Rechenzentrum ver-
fiigen, aber jhre Probleme bereits aufbereitet
und programmiert in ein Rechenzentrum zur
maschinellen Bearbeitung geben. w. Leupold
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Elementare Zahlenfolgen

3. Teil

1234564

-

Wir beginnen wieder mit der Besprechung
der Aufgaben aus dem letzten Heft (4/68).
Seid ihrmit den Aufgabenzurechtgekommen?
Wir werden sehen!

Lésungen

289 a) Da es sich um eine endliche arithme-
tische Folge 1. Ordnung mit d = — 3 han-
delt, lautet die rekursive Darstellung

a, =a,_;—3firl< k< 6mita, =7.

D) k=3a,=73-ala

2 3\2
S35 e

2
Ic—4a,=3~a3 [
2 3
= .32 (_2)=_—
5o (—3)=—0
2
k=58a,=—-a,’ a4
2 3

=3 (=9 3=+162.

Die drei gesuchten Glieder sind: + 3; — 9;
+ 162.

290 Betrachtet man jeweils Dreiergruppen,
30 erkennt man, daB das jeweils dritte Glied
der Quotient aus den beiden unmittelbar
vorangehenden Gliedern ist.

Als einfaches Bildungsgesetz bietet sich hier
die rekursive Darstellung

@ =Z',‘—'_2fﬁrk> 2 mite, = 8und a, = 4an.
k-1
291 a) Zwischen den beiden gegebenen Glie-

dern @y, = 0 und agy = 15 liegen 89 — 23
= G6 konstante Differenzen d .

66 d = 15
15 5
4=g6 = 23"

Aus a), = a; + (k— 1) - d folgt fiir k = 23
Gy = ay + (23— 1) d

0 =a1+22-5

23’
@, =-—>5, damit fiir k = 100
45
Ggg=0; + 99 - d=—5+4 2
1
Qoo =17

132

- insgesamt

b) Nein.

Wegen k € (1; 2;...} ist z. B.ay, d, a; zur
Berechnung von k nicht frei wihlbar.

Des weiteren muB d 4 0 beachtet werden.

292 a,=17;a, =171; a5 = 142
Moglicher Rechenweg:

-60=-25y 1y Ty 2
5y k2 N T
I 2 TR

J JJ

293 In 25 m Tiefe: 10 °C. Hinzu kommen je

100 m 3°C,
69°C,
79°C in 2325 m Tiefe.
Die Folge 10°C, 13°C, 16°C, .. ., 100°C hat
n = 31 Glieder, da

@ =a, + (n—1)-d

100°C = 10°C +~ (n — 1) - 3°C..

Dem 1. Glied dieser Folge entsprechen 25 m,

jedem der 30 weiteren 100 m, also crhalt man
3025 m.

also fiir 2300 m:

Wir wenden uns nun den geometrischen Fol-
gen zu.

Sicher kennt ihr die ,,Weizenkorn-Legende,
die sich um die Erfindung des Schachspicls
rankt. Ein indischer Weiser erbat danach von
seinem Firsten als Belobnung fiir die Er-
findung des Spicls auf den 64 Feldern eine
Anzahl Weizenkédrner, und zwar

fiir das 1. Feld 1 Weizenkorn,

fiir das 2. Feld 2 \Veizenkérner,

fiir das 3. Feld 4 Weizenkorner,

fiir das 4. Feld 8 Weizenkdrner usw.
Jedem k €{1; 2;...; 64} ist genau ein a; zu-
geordnet. Also liegt hier fiir die Anzah! der
Weizenkorner je weiteres Feld die endliche
Folge

152545 8;5.. .5 a6y (f1y) vor.
Das ist eine geometrische Folge. Warum?
Eine arithmetische Folge ist es auf keinen
Fall. Das erkenut ihr leicht daran, dall ihr



alle moglichen Differenzenfolgen bilden kénnt
und doch nicht zu konstanten Differenzen
gelangt. Aber eine Konstanz liBt sich auch
hier erreichen! Dividiert einmal jeweils zwei
benachbarte Glieder! Dann erhaltet ihr

—? = 2; ;=2; Z = 2; usf.
Hieraus ergibt sich ein konstanter Quotient
g = 2. Auch die uns aus dem vorigen Heft
bekannten Folgen
s = 2; 2,8; 4; 5,6; 8; 11; 16; 22
(Folge der Blendenzahlen)
fe=—2;+ 4; —8; 4+ 16; — 32;

..; + 256; — 512

sind geometrische Folgen.
Hierfiir erhiilt man als konstante Quotienten
(rechnet nach!)

q~ 1,4 (Der exakte Wert fiir nicht
gerundete Blendenzahlen ist iibrigens

g=)2=1414...).
bzw. ¢g=—2.
Bei allen diesen Zahlenfolgen erweist sich also
die Quotientenfolge als konstant.
Wir definieren: Eine Folge, deren Quotienten-
folge aus gleichen Gliedern q == O besteht, heifit
geometrische Folge.

und

¢ = L}];LLJ (@ = 0) ist der Quotient
der Folge.

Die rekursive Darstellung fiir geometrische
Folgen ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition.
Denn aus ¢ = a:;‘ folgt a),., = a;- q

oder a; =q;_,-q.
Das heiBt: Wir erhalten jedes Glied a;, (k >1)
der geometrischen Folge, indem wir den un-
mittelbaren Vorginger mit der Konstanten ¢
multiplizieren.
So ist ¢ = a;_, - /2 die rekursive Darstel-
lung der Folge der Blendenzahlen.
Die allgemein independente Darstellung fir
geometrische Folgen kann man aus der re-
kursiven Darstellung entwickeln:

Uy =10a,"q =a,q

3 = Qg =0y q° ¢ =0 g
gy =a3-g=ay," ¢ ¢ =a ¢
Das fithrt zu der Vermutung
a, =a, gt71 ke{l;2;...)
und g0,

die sich beispielsweise mit Hilfe des Beweis-
verfahrens der vollstindigen Induktion auch
bestitigen 1aBt. Die independente Darstellung

der Folge der Blendenzahlen ist also

ap =2 /251 oder, da 2 = /22,

a = 2k,
Beachte, daB die unabhingige Variable k in
der independenten Darstellung geometrischer
Folgen stets im Exponenten steht. Solche
Funktionen heiBen Exponentialfunktionen.
Die geometrischen Folgen bilden eine Teil-
menge der Menge der Exponentialfunktionen,
ihre Punktfolgen liegen auf Exponential-
kurven. Die auf Seite 132 stehende Abbildung
zeigt die graphische Darstellung der geo-
metrischen Folgen

,l’ Iln’
fu=L1LL1;...(g=1)

: 1 1 1
und /”=2;l;2; 4;...(q=27).

Die gestrichelten Linien sind Exponential-
kurven.

Wir ersehen aus der Zeichnung, wie ¢ das
Verhalten der geometrischen Folge, z. B. ihr
Wachsen oder Fallen, wesentlich beeinfluBt.
Fiir ¢ = 1 erhalten wir konstante Folgen, sie
liegen auf sogenannten ,,ausgearteten Expo-
nentialkurven*, das sind Parallelen zur
k-Achse.

Da wir jetzt die independente Darstellung der
geometrischen Folgen allgemein kennen, ist
es relativ einfach, den Wert eines bestimmten
Gliedes einer bestimmten Folge auszurechnen.
Ich kann mir vorstellen, daB ihr interessiert
seid zu wissen, wieviel Weizenkérner auf das
letzte Feld des Schachbretts hitten gelegt
werden miissen, wenn man der Bitte des
indischen Weisen nachgekommen wire.

Das Anfangsglied der betreffenden Folge f,,
ist a; = 1, der Quotient ¢ = 2. Fiir das letzte
Feld ist k£ = 64.

Aus a; = a, - ¢¥—1 folgt hier ag, = 262,

Das ist eine sehr groBe Zahl, die man mittels
Logarithmen niherungsweise bestimmen
kann. Es ergibt sich eine Zahl von etwa 9,18
Trillionen Weizenkoérnern, das sind rund 460
Milliarden Tonnen.

Allein auf das letzte Feld hitten also 460 Mil-
liarden Tonnen Weizenkoérner gelegt werden
miissen! Kannst du dir diese Masse Weizen
vorstellen? Wohl kaum. Es wird vielleicht
ein wenig anschaulicher, wenn du weift, daB
diese Masse Weizen iiber 1600 Weltweizen-
ernten des Jahres 1964 entspricht(!).
Geometrische Folgen begegnen uns in der
Praxis recht hiufig. So spielen sie zum Bei-
spiel fiir Zwecke der Normung und Standar-
disierung eine bedeutende Rolle. Die Verein-
heitlichung der Erzeugnisse nach Abmessung,
Masse, Drehzahl, Leistung usw. ist ja eine
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wesentliche Voraussetzung fiir die Entwick-
lung der modernen Industrie.

Bei der Stufung von GréBen der eben ge-
nannten Art erweisen sich geometrische Zah-
lenfolgen meist als sehr vorteilhaft. Das soll
an folgender Aufgabe verdeutlicht werden
(entnommen dem Lehrbuch ,,Analysis* aus
dem Fachbuchverlag Leipzig):

Es sollen Rohre in sechs verschiedenen Gro-
Ben gefertigt werden. Der Durchmesser des
kleinsten Rohres soll 20 mm, der des groBten
Rohres 200 mm betragen. Zwischen 20 mm
und 200 mm sind vier Glieder (Rohrweiten)
zwischenzuschalten, zu interpolieren. Bei Zu-
grundelegung arithmetischer Stufung

folgt aus

— 180 mm
ag=a, (6—1)d d="FH =
= 36 mm;
fiir geometrische Stufung
folgt aus
5 —
- /ag _ 1/200mm
—q,- g%l = |/ 28 =
=019 7= l a, 20 mm
~ 1,585 .

Danach betragen die Rohrweiten bei

arithmetischer Stufung
200 56 92 128 164 200 mm

gcometrischer Stufung
31,7 50,2 79,6 126,2 200 mm

=) =)

Bei arithmetischer Stufung ist der prozen-
tuale Zuwachs des Durchmessers sehr unaus-
geglichen: Vom 1. zum 2. Rohr betrigt er

36 1009, = 180%,, vom 5. zum 6. Rohr viel

20
weniger, namlich 36, 1009, = 22%, (vgl.
Abbildung links).
Bei geometrischer Stufung dagegen ist der
prozentuale Zuwachs des Durchmessers von
Rohrweite zu Rohrweite derselbe. Es ergibt
sich als Zuwachs vom 1. zum 2. Rohr %
+ 1009, = 58,5% und vom 5. zum 6. Rohr
8 0,
m2- 1009, = 58,5%,.
Diese GleichmiBigkeit des Zuwachses wird
an der rechten Abbildung deutlich. Man wird
also der geometrischen Stufung den Vorzug
geben. Der konstante Quotient ¢ wird in der
Technik iibrigens alsStufensprung bezeichnet.
Eine Vielzahl weiterer Beispiele konnte an-
gefiihrt werden. Interessant ist, daB auch die
gebriiuchlichen Geldmiinzen und -scheine in

1M

grober Niherung eine geometrische Folge
bilden, die an das Dezimalsystem angepaft
ist.
Zum SchluB noch etwas zum Namen ,,geo-
metrische Folge*, Thren Namen verdanken
Folgen dieser Struktur der Eigenschaft, daB
jedes Glied ay, (k > 1) bis auf das Vorzeichen
das geomeltrische Miitel seiner beiden Nachbar-
glieder ist.
Avs ap =apycq  (E>1])
und @y, =a; g folgt, indem ich die
erste Gleichung durch die 2. dividiere,
die Proportion

@ 2 Uy = Q-1 - O »

damit a?®=ay_, Opyy

oder lag| =}ay_;pas, (k>1).
Beider Folge 1; 2; 4; 8; 16;. .
das 3. Glied:

a,:l/az'24=1/2h‘ié=l/1'§=4.

Das wir’s fiir heute.

. gilt z. B. fur

In einem abschlieBenden Artikel sollen einige
weitere Grundbegriffe zum Gebiet der ele-
mentaren Zahlenfolgen erlautert werden, wie
,»wachsende* und ,,fallende* Folge, ,,0szillie-
rende* und ,,alternierende Folge*. H. Lohse

Hier noch einige Aufgaben
294 Von einer geometrischen Folge sind die

Glieder a3 =6 und ¢4 = 8L

gegeben. Be-
rechne a; und ¢! 4

295 a) Zur geometrischen Folge f,, = 2;1;

1 1
2 N (q _’2’)
rekursive Darstellung anzugeben!
b) Die Folgen a;, = 2 k und a; = 24 sind in
einem k, ap-Koordinatensystem graphisch
darzustellen! Vergleiche die beiden Punkt-
folgen!

ist die independente und die

296 Beim Dreh-, Bohr- und Schleifdurch-
messer 100 mm betragen die Schnittgeschwin-
digkeiten »

m

3,5 44 57 6,9 88 11 14 18 227——7
und die Umdrehungen (Drehzahlen) n

11 14 18 22 28 36 45 56 71 min~L,
Untersuche, ob diese endlichen Folgen geo-
metrische Folgen sind!

297 Die Zunahme der Erdbevélkerung ent-
spricht etwa einer geometrischen Folge. 1945
lebten 2,13 Milliarden Menschen auf der Erde,
1965 bereits 3,20 Milliarden. Wieviel werden
es im Jahre 1985 sein?



Ube sinnvoll!

Eine kleine Lektion zum Rechnen mit gebrochenen Zahlen

Ein altes Sprichwort heiBt: ,,Ubung macht
den Meister‘‘. Es will damit wohl nicht sagen,
daB lediglich das Uben zur Meisterschaft
fiihrt, wohl aber, daB es ohne Uben keine
Meisterschaft gibt. In etwas mathematischer
Ausdrucksweise kénnte man sagen: Ubung
ist zwar nicht hinreichend, aber unbedingt
notwendig dafiir, daB man sich auf einem be-
stimmten Gebiet als Meister filhlen kann.
Wir nehmen an, es will sich jemand im Divi-
dieren gebrochener Zahlen iiben. Er kennt
also den Satz (die Rechenregel):

Man dividiert zwei gebrochene Zahlen, indem
man den Dividenden mit dem Reziproken
des Divisors multipliziert.

Mit Variablen ausgedriickt:

a c a

d . .1
S il s (b, ¢, d sind natiirliche Zahlen

verschieden von 0).

Will man nun an Zahlen iiben, so muB man
sich das Zahlenmaterial recht vielseitig aus-
suchen, nach Méglichkeit so, daB alle denk-
baren Aufgabentypen auftreten. Uberlege dir
beim Ermitteln der folgenden Quotienten,
nach welchen Gesichtspunkten die Zahlen
ausgesucht wurden, worin also der Unter-
schied von Fall zu Fall liegt:

2 5 2 7 3 7 3 5 53
1-“"5-7"’3-*“’? _d)?:7e’ﬁ‘é
3 9 2 12 4 39
Za)g i b)F I3 dz5:5 %% '3
11
3.0)5:5 b)l:Zc)Si:aiﬁ d)10:2 e)l):%
8 8 9 8 1 5 5
talg iy b)9 39 7Y gy

Ganz gewil muB man solche und noch einige
andere Aufgaben losen, um Sicherheit im
Dividieren gebrochener Zahlen zu erreichen.
Um aber sinnvoll zu iiben, darf man sich
nicht mit den Schritten

Reziprokes bilden

Kiirzen, soweit moglich

Ausmultiplizieren

'

begniigen. Oder anders gesagt: Selbst wenn
du mit Hilfe dieser drei Schritte in allen
20 Fillen den richtigen Quotienten \gef\mden
hast, dann ist damit noch nicht gesagt, daB
du diese Rechenoperation wirklich be-
herrschst. ,,Was gehort denn aber sonst noch
dazu? fragst du vielleicht. Nun — wollen
wir sehen!

1. Wichtig ist, daB man beim Uben nicht den
Zusammenhang mit anderen Rechenoperatio-
nenvergiBt. Bei der Divisiongebrochener Zah-
len ist das insbesondere die Multiplikation
Beim Ermitteln des Quotienten g g darf man
eben nicht nur an das ,Multiplizieren mit
dem Reziproken denken, sondern auch dar-
an, welche Eigenschaft denn diese gesuchte
Zahl haben muB}: Thr Produkt mit%muﬂ%
heiBen. Bekanntlich kann man diesen Zu-
sammenhang ja auch so schreiben:

Dividend : Divisor = Quotient

Dividend = Divisor - Quotient

Aus diesem Zusammenhang heraus ist ja die
Regel

e c _a d

5°d b ¢
iiberhaupt erst entstanden. Und wenn dich

dein Lehrer bei der Aufgabe —- 3¢ 3 14 a]a

Probe zum Errechnen des Produkts g g
auffordert, dann sollst du damit nicht nur
deinen gefundenen Quotienten iiberpriifen,
sondern eben an diesen Zusammenhang den-
ken. Mit anderen Worten daran, daBl Multi-
plikation und Division zueinander Umkehr-
operationen sind.

2. Nun ist es gewil langweilig, immer dem
gefundenen Quotienten mit dem gegebenen
Divisor zu multiplizieren und die Uberein-
stimmung dieses Produkts mit dem gegebe-
nen Dividenden zu iiberpriifen. Deshalb iiber-
legen wir zum sinnvollen Uben folgendes: Bei
jeder Rechenoperation geht es um 3 Zahlen;
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zwei davon sind gegeben, die dritte ist ge-
sucht. Bezeichnen wir einmal die gegebenen
Zahlen mit ¢ und b, die gesuchte mit x, so
hatten unsere 20 Divisionsaufgaben simtlich
die Form

a:b==z

Das muB doch aber woh!l nicht so sein. Was
passiert eigentlich bei

z:a=1> oder a:z=1>0?

In Zahlen:
3 7 4 5
=5 oder B'T=13

In Worten:

Bestimme eine Zahl, die mit 2 als
Divisor den Quotienten % ergibt!
(Rechts formuliere selbst!)

Zunichst stutzt man, fingt dann vielleicht
sogar an mit Probieren. Wer aber darin geiibt
ist, die Rechenoperationen im Zusammen-
hang zu sehen, der hat im linken Fall mit
51 =§% sofort und ganz leicht die gesuchte
Zahl. Und rechts ist es auch nicht viel schwie-

. D
riger: Gesucht ist eine Zahl, die mit ] das

Produkt% ergibt. Das aber ist der Quotient

4 .
ausys und 1—52 Zum gleichen Ergebnis kommt
man, wenn man die beiden Zeilen

Dividend : Divisor = Quotient

Dividend = Divisor - Quotient
fortsetzt zu

Dividend = Quotient - Divisor

Dividend : Quotient = Divisor

Und nun iiberpriife die beiden Ergebnisse.
Dann bilde selbst derartige Aufgaben und l6se
sie!

3. Zwei Zahlen gegeben — eine dritte gesucht.
Wenn man nun eine Rechenoperation wie das
Dividieren gebrochener Zahlen iibt, dann mu8
man sich auch die beiden Fragen beantwor-
ten:

Gibt es zu zwei Zahlen aus dem betreffenden
Bereich — gleichgiiltig welche es sind — stets
eine dritte? (Frage nach der Existenz)

Wenn es eine dritte Zahl gibt, gibt es nur eine
einzige? (Frage nach der Eindeutigkeit)

Fiir unsere 3 Fiille

lLa:b=2x 2 z:a=b 3.a:2=0b
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wollen wir hier die Antworten nur fir den
2. Fall durchdenken. (Fiir die anderen beiden
sollst du es selbst tun.)

Die fiir @ gegebene Zahl ist gewiB der Divisor,
muB als solcher also verschieden von Null
sein. Daran dndert auch nichts, daB wir den
gesuchten Dividenden durch Multiplikation
der beiden gegebenen Zahlen finden und eine
Multiplikation mit O stets moglich ist. Da die
Einschrankung ,,Divisor ungleich Null** bei
der Division die einzige ist, die Multiplikation
zweier gebrochener Zehlen aber stets zu genau
einem Produkt fiihrt, kénnen wir fiir Existenz
und Eindeutigkeit sagen:

Wenn a =+ 0 und b beliebig gegeben sind, so
gibt es stets genau eine Zahl z, so daB gilt:

z:a=h.

4. Zum sinnvollen Uben gehért auch das
Bilden von solchen Aufgaben, fiir die man
das Losen iiben will. Nun ist es kinderleicht
und iibt daher wenig, wenn man einfach
2 Zahlen hinschreibt, das Divisionszeichen
dazwischensetzt und den Quotienten be-
stimmt. Das wird aber sofort anders, wenn
man sich fiir die 3 Zahlen in a: b = ¢ gewisse
Bedingungen setzt, etwa so:

3

=4 c=1; ¢=0

b)a<lundc>1; b<{lunde<1

a>1undb=;a
und ¢ >1

daldle; allbl2<ec

Na, hast du jeweils eine geléste Divisions-
aufgabe gefunden, bei der die gebrochenen
Zahlen den gestellten Bedingungen geniigen?
Bei ¢) und d) diirfte das nicht mehr ganz so
leicht sein. Vielleicht hast du vorhin die Frage
nach Existenz und Eindeutigkeit fiir iber-
fliissig und die Antwort fiir selbstverstindlich
gehalten. Wie steht es aber damit bei den
genannten und anderen derartigen Aufgaben?
Gibt es mehr als ein Zahlenpaar mit dem

cla>b>c;

Quotienten i ? Gibt es iiberhauptdrei Zahlen

a, b, ¢, die die Bedingungen a < 1< b<{2<c
und a: b=c erfiillen? Versuche diese Fragen
bei allen zehn Aufgaben zu beantworten. An
der letzten wirst du sicher am ehesten ver-
stehen, daB der Mathematiker die Frage nach
der Existenz einer Losung oft eher zu beant-
worten versucht, als er an das Suchen der
Losung herangeht.



5. Zum SchluB kehren wir noch cinmal zu den
20 Aufgaben la) bis 4e) zuriick. Wenn man
sinnvoll iibt, dann ermittelt man nicht blind-
lings jeden einzelnen Quotienten; auch wenn
sic alle richtig sind, so ist das nur der halbe
Ertrag. Vielmehr iiberpriift man, ob und
welche Veridnderungen sich im Quotienten
dadurch ergeben, daB3 Dividend und Divisor
in bestimmter Weise gedndert werden. Mit
anderen Worten : Man versucht, GesetzmaBig-
keiten (fiir das Dividieren gebrochener Zah-
len) zu erkennen und nach Moglichkeit auch
zu beweisen.
Sinige Beispicle:
4b) und 44d) Sind Dividend und Divisor zu-
einander reziprok, so stehen in Zihler und
Nemner des Quotienten Quadratzahlen:

m n m m m2

2w TR e T W
3b) Ist der Dividend 1, so sind Divisor und
Quotient zueinander reziprok:

R

n m m

1a) und 1¢) Wird von Dividend und Divisor
das Reziproke genommen, so ergibt sich auch
das Reziproke des Quotienten:

m ]) 7"7 q ni_wqﬂ_u
migTmp’m p mg

24d) 1iBt vermuten, daB man den Quotienten
auch ermitteln kann, indem man Zihler durch

‘Was verbirgt sich hinter: MBZ 8?

Mathematilfachlehrer Giinter Horn aus Schoénbach,
Kreis Lobau, hatte eine Idee: ,,Im Jahre 1964 wurden
wir uns in der Fachkommission Mathematik klar dar-
er, daf wir die besten Schiiler fordern miiBten. Aus
Griinden der schlechten Verkehrsverbindungen zur
Kreisstadt war cine Konzentration in Form eines
Zirkels nicht angebracht. Deshalb beschlo8 die Fach-
l\ummmhm fiir die Klasscn 8, 9 und 10 Korrespondenz-
urichten, Am Ende des Schuljahres wurden
hlen Rundschreiben gesehickt, in denen die

cmatiklehrer gebeten wurden, die besten Schiiler
fiir dcn Mathematischen Bricfzirkel (MBZ) zu werben.
Das Ergebnis war begeisternd. Mehr als 120 Teilnehmer
seliickten die Lisungen der ersten Aufgaben cin, die
den Lehrern mit dem ersten Rundschreiben zugegangen
waren. Obwoll in den folgenden Briefen héhere An-
forderungen gestellt warden, blieben bis zum Ende der
ersten Serie 60 Teilnehmer bestehen. Die Briefzirkel
sind so beliebt geworden, daB wir jetzt beschlossen
haben. einen Zirkel auch fir die 7. Klassen einzu-
richten.™

Wie schiitzen die Schiiler den MBZ ¢in?

Rosemarie Freude aus Obercunnersdorf:

Wic bei jeder Olvinpiade, so zeigte es sich auch
mal, daB nur durch stindiges Training gute Lei-
stungen erzielt werden kénnen. Daher begriiBe ich es,
daB ich ab Mai dicses Jahres (1967 d. Red.) durch den
ALBZ 8 Gelegenheit erhielt, systematisch fir die kom-
menden Olympiaden trainieren zu kémuen. .
Besonders begriilten es dic Schiller, dafdinei
liste die besten Schiiler genannt werden,
Weidner aus Rennersdorf meint dazu:

cr Rang-
Tilmann

Zihler und Nenner durch Nenner dividiert,
sofern die Division jeweils ausfithrbar ist.
Bilde selbst derartige Beispiele, {iberpriife an
ihnen die Vermutung und versuche eincn
allgemeinen Nachweis.

1d) und le) zeigen, daB die Division gebro-
chener Zahlen nicht kommutativ ist. Ist sie
assoziativ, d. h. gilt z. B.

(2 4) 6#2.(4.67])7
35 377/ "

Wie steht es iiberhaupt, wenn mehr als zwci
Zahlen gegeben sind und noch andere Rechen-
operationen ins Spiel kommen? Versuche
dich an den Aufguben

(i 5) 7 d 5 X 7
Algty)gmdgtyig
27 9 1 27 (9 1
b) Al -2~undZ:(»§—l-2->
21 7 5
¢) Setze in; 50° 3 :i?i g Klammern, so daB

sich 1 ergibt.
d) Suche nach je einem Paar gebrochener
Zahlen, fiir das gilt:
a:b=a+b
e:f=ce-f
Das war unsere kleine Lektion des Dividie-
rens gebrochener Zahlen. Versuche, auch in
anderen Ubungen gleiche oder iihnliche Wege
zu gehen, dann wirst du sicher gute Erfolge
haben!

c:d=c—d

G. Pjetzsch

Mir gefillt es sehr, daB nach jeder ¥olge cine
Tinzel- und Gesamtwertung crscheint, so dal man
stindig fiber seinen Platz inforiuicrt ist, was natiirlich
cinen Ansporn bedeutet . . .

Hicr cinige Aufgabenbeispicle fiir die 8. Xlasse:

303 Zerlegt die Zahl 45 so in vier Sum-
manden, daB alle Resultatc gleich sind. wenn
ihr zum ersten Summanden 2 addiert, vom
zweiten 2 subtrahiert, den dritten mit 2 multi-
pliziert und den vierten Summanden durch 2
dividiert!

304 Fiir welche x gilt: |2t > 22?

305 In ecinem Werk sind 359, aller Be-
schiftigten Frauen, die iibrigen sind Ménner.
Es arbeiten in diesem Werk 252 Manner mehr
als Frauen. Bestimme die Gesamtzahl der
Beschiiftigten!

306 Rolf war doppelt so alt wie Inge. als er
so alt war, wie Inge jetzt ist. Jetzt sind beide
zusammen 45 Jahre alt. Wie alt ist jeder?
307 Inder FuBbalioberliga spielen 14 Mann-
schaften in Hin- und Riickspielen um den
Titel eines FuBSballmeisters der DDR. Wie-
viel Spicle sind notwendig?
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Eine Knobelgeschichte

3. Teil

Und wieder ist Mathematikzirkel. Mehrere
Schiiler behaupten, die letzte Knobelaufgabe
geldst zu haben. Einer von diesen wird vor-
iibergehend aus dem XKlassenzimmer ge-
schickt. Indessen werden drei Zirkelteilneh-
mer bestimmt, die sich fiir alle sichtbar neben-
einander aufstellen und denen in gemein-
samer Absprache jeweils ein laut Knobel-
aufgabe zulédssiger Vor- sowie auch Zuname
zugesprochen wird. Danach ruft man den er-
folgreichen Knobler ins Zimmer zuriick. Zu-
néchst nennen ihm die drei Mitspielerinnen
ihre neuen Vornamen. Mit einem ,,Danke-
schon‘ ergreift der Knobler ein Stiick Kreide,
das er bei seinen ersten drei Fragen jeweils
sichtbar hochhilt. Es ergibt sich das folgende
Frage-Antwortspiel :

Natiirlich bekunden die Zirkelteilnehmer an
dieser eleganten Lsung groBes Interesse. Und
so wird sie besprochen. ,,Eine Vorbemerkung
muB ich allerdings machen®, sagt der Zirkel-
leiter., ,,Es gibt Fragen, auf die die Middchen
unseres Spieles bei Beachtung der ihnen auf-
erlegten Spielregeln nicht antworten kénnen.*
— ,,Nun zu den Fragen. Sie haben die Ge-
stalt: Frage an X : ,,Wie antwortet ¥ auf die
Frage, ob er Weill heiBt?* Dabei sind fiir X
und Y verschiedene Vornamen der Méadchen
einzusetzen.*

Um zu erkennen, welche Informationen aus
der Beantwortung einer solchen Frage erhal-
ten werden, werden alle moglichen Fille in
Betracht gezogen und anschlieBend wird eine
Auswertung vorgenommen. Die erhaltenen

SR
B An;;voﬂ; H

1. Frage an Annette: ,,Ist das ein Stiick Kreide?** ,,Ja‘.

2. Frage an Beate: ,,Ist das ein Stiick Kreide?“ ,»Nein*‘.

3. Frage an Christa: ,,Ist das ein Stdck Kreide?* S Jat.

4. Frage an Beate: ,,HeiBt Christa Unsinn?‘ 5 datt

Nach diesem Gesprich erklirt der Knobler:
,.Meine drei Mitspielerinnen heien Annette
Unsinn, Beate Schwarz und Christa WeiB.*
Die Zirkelteilnehmer zollen der Leistung des
Knoblers den nétigen Beifall. Bei der an-
schlieBenden Diskussion wird erortert, daB
der Knobler auch damit rechnen muBte, auf
seine dreiersten Fragen zweimal die Antwort
,,Nein‘*“ und einmal die Antwort ,,Ja‘ zu er-
halten. Desgleichen wird mit bemerkt, daB er
gegebenenfalls auch mit insgesamt drei Fra-
gen und den zugehdrigen Antworten aus-
kommt.

Die letzte Feststellung nimmt der Zirkelleiter
zum AnlaB, zu erkliren, daB sich die gestellte
Aufgabe in jedem Falle mit nur zwei Fragen
und den dazugehérigen Antworten I6sen 1a8t.
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Antworten hingen zum einen davon ab, wel-
chen der Namen Schwarz, Unsinn und Weill
die befragte Person X hat. Weiterhin kann
in jedem der drei zu betrachtenden Fille die
Person Y zwei verschiedene Nachnamen
haben. Also sind insgesamt sechs Fille zu
betrachten. Die entsprechend aufgestellte
Tabelle wird um die Antworten von X er-
ginzt:

Antwort von X

,,Nein®,
,,Ja‘“ oder ,,Nein‘.
sJda‘‘ oder ,,Nein®.
«
,,Jact.

RS SRR
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Dabei bedeuten die Buchstaben S, U und W
Abkiirzungen fiir die Namen Schwarz, Unsinn
und WeiB3. Ein Strich bedeutet, daB8 die be-
fragte Person X nicht antworten kann. Die
nunmehr vorgenommene Auswertung ergibt:

Antwort von X

tber ¥ erhaltene Informationen
5,da X heiBt nicht Schwarz und
Y heiBt nicht Unsinn
— Y heilt Unsinn
,»Nein* X heiBt nicht Weil und

Y heiBt nicht Unsinn

Nach dieser Analyse wird die zuléssige Frage
erstmals an Annette iiber Beate gerichtct.
Dies wird in der angegebenen Weise symbo-
lisch an der Tafel fixiert:

I
A B [4

Je nach der erhaltenen Antwort sind ‘drei
Fiille zu unterscheiden. Die mit der Antwort
jeweils erhaltenen Informationen werden
ebenfallssymbolisch fixiert, wobei z. B.einun-
ter A aufgeschriebenes W bedeutet ,, Annette
heiBt WeiB* und ein unter A aufgeschriebe-
nes W bedeutet hingegen ,,Annette heiBt
nicht Weil*.

Fallunterscheidung gemadp 1. Antwort
P AN
A / \\B
,Ja /re/neAnt\ /Ve/n

N 7\
ABc AQC
U wu

Aus erster Antwort erhali. Informationen

ABC

iy

Falls auf die erste Frage die Antwort ,,Ja‘

erteilt wird, entscheidet man sich im Zirkel
dafiir, die zweite Frage an Beate iiber Christa
zu richten. Die erhaltenen Antworten bedin-

gen eine weitere Fallunterscheidung und fiih-
ren zu weiteren Informationen. AnschlieBend
lassen sich aus den aus der ersten und zweiten
Antwort erhaltenen Informationen die Nach-
namen von Annette, Beate und Christa fest-
legen (siehe Abb. unten).
Das teilweise abgedruckte Losungsschema
bringt u. a. zum Ausdruck, daB mit der Ant-
wort ,,Ja‘* auf die erste Frage die Informa-
tionen ,,Annette heilt nicht Schwarz* und
,»Beate heilt nicht Unsinn® erhalten werden,
daB mit der Antwort ,,Ja‘ auf die zweite
Frage zusitzlich die Informationen ,,Beate
heiBt nicht Schwarz‘‘und ,,Christa heitnicht
Unsinn* erhalten werden und daB gemi8 die-
ser Informationen sich die Namen der so ant-
wortenden Miadchen ergeben als Annette Un-
sinn, Beate WeiB und Christa Schwarz.
Auch in den verbleibenden sechs Fillen er-
gibt sich, daB bei geeignet gestellter zweiter
Frage entweder die Nachnamen von Annette,
Beate und Christa personell festgelegt wer-
den, oder daB die betreffende Antwortmég-
lichkeit nicht eintreten kann. Zur weiteren
Beschiiftigung stellt der Zirkelleiter noch zwei
Aufgabenvarianten:
4. a'"") wie a; b'"") wie b;
¢''") Welche Informationen erhilt ein Fragen-
der iiber die Zuordnung von Vor- und Zu-
namen der drei Midchen durch die Beant-
wortung einer Frage des Typs:
Frage an X: ,,Steht bei alphabetischer Ord-
nung der Zuname von Y vor dem von Z? Da-
bei sind fiir X, ¥ und Z jeweils verschiedene
der Vornamen Annectte, Beate und Christa
einzusetzen.
5. @'’} wie a, jedoch ist der Name Unsinn
durch Grau zu ersetzen.
b'"") wie b, jedoch ist der Name Unsinn durch
Grau zu ersetzen.
cuu) wie ¢/, W. Triger
In diese K sind zwei bek Knobel-
aufgaben eingearbeitet worden:
1. 60. Aufgabe aus Rupassow, Mathematische Denk-
au.igaben. Volk und Wisscn, 1965.

Aufgabe aus der Amkc]sene ,Wer findet die
I.Gsungen?” von Prof. Karl sus der Fachzeitschrift

,Mathematik in der Schule‘ ftir Lehrer, Verlag Volk
und Wissen, Heft 7, 1966.

VANZ4N A~ AN
Aus 7. Antwort { A B8 ¢ A BC A BC
erhait. Informat, i u W u
Falluntersch. gem. { " keine in'
2. Antwort Ja Antwort n Nein /I\ /[\
Aus 1. Antwort ABC ABC ABC
erhalt. Informat, SU SU Su
Aus 2. Antwort { _ _
erhalt. Informat. su u wv
Foigerungen aus
erhgall Informat. { UWS WsU USW
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Wer lost mit?
HIFIIH—Wettbewerb

leizter Einsendetermin  31. Dezember 1968%

*Mit Heft 5 endet der alpha-Wetthewerb des Jahres 1968. Am 10. Januar 1969 gehen
die letzten Antwortkarten an die Teilnehmer, so dafl jeder, der bis zum 31. 1. 1969
scine bis dahin erhaltenen Karten geschlossen einsendet, von der Jury eingestuft wird.
Die Namen der Preistriger und weiterer aktiver Teilnehmer werden in Heft 2/69
veriffentlicht. Wer im Jahre 1968 mindestens 7 Karten erwarb und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde. Wer seine Karten als Beleg zuriickhaben méchte,
lege ein frankiertes Kuvert mit seiner Adresse bei.

309 Ein Vater ist viermal so alt wie sein
Sohn. Addiert man die Zahlen, die das Lebens-
alter des Vaters und das seines Sohnes (in
ganzen Zahlen) angeben, so erhilt man als
Summe eine Zahl, die groBer als 50, aber klei-
ner als 60 ist. Ermittle das Lebensalter von
Vater und Sohn! OL Th. Scholl, Berlin

310 Die Summe zweier natiirlicher Zahlen
betrigt 121, ihre Differenz betrigt 45. Wie
lauten die Zahlen? OL Th, Scholl, Berlin

311 In dem Wort alpha sind die Buch-
staben so durch Grundziffern zu ersetzen, daf3
man eine finfstellige Zahl erhilt, wobei die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) Gleichen Buchstaben entsprechen gleiche
Ziffern, und verschiedenen Buchstaben ent-
sprechen verschiedene Ziffern.

b) Die Quersumme dieser fiinfstelligen Zahl
ist eine Primzahl.

¢) Die aus den Ziffern a, &, I, p, al und aph
bestehenden Zahlen sind ebenfalls Prim-
zahlen. Ing. H. Decker, Koln

W(5)312 Die Schiiler der Klassen 5a, 5b
und 5¢ einer Oberschule sammelten fleiBig
gebrauchte Flaschen, die sie zur Sammel-
stelle brachten. Der Erlos dafiir wurde dem
Solidarititskonto Hilfe fir Vietnam zuge-
fiihrt. Die Schiiler der Klassen 5a und 5b
sammelten zusammen 790 Flaschen; die
Schiiler der Klassen 5b und 5c¢ brachten es
vusammen auf 970 Flaschen, und die Schiiler
der Klassen 5a und 5¢ trugen insgesamt
920 Flaschen zusammen. Wicviel Flaschen
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wurden je Klasse gesammelt? Welcher Geld-
betrag konnte dem Solidarititskonto gut-
geschrieben werden, wenn fiir jede abgelie-
ferte Flasche 0,05 M bezahlt wurde?

OL Th. Scholl, Berlin

W(5)313 In einem regelmiBigen Fiinfeck
sind alle Diagonalen gezeichnet. Wieviel ver-
schiedene gleichschenklige Dreiecke sind in
der so entstandenen Figur vorhanden? Dabei
gelten zwei Drejecke als verschieden, wenn
sie in mindestens eincm Eckpunkt nicht

ibereinstimmen. Doz, L. 1. Lopowok, Lugansk

E
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P

B

314 Esist eine gegebene Strecke A B iiber 13
hinaus um sich selbst zu verlingern. Zur
Konstruktion diirfen nur ein Lineal und ein
Zeichendreieck verwendet werden; dabei darf
das Lineal nicht zum Messen, sondern nur
zum Zeichnen von Geraden benutzt werden.

Dr. G. Hesse, Radebeul

315 Das Kkleinste gemeinschaftliche Viel-
fache zweier Zahlen ist 3%- 5%+ 7 11; der
grofite gemeinsame Teiler dieser Zahlen ist
45. Eine der beiden Zablen, deren k. g. V.
und g. g. T. gegeben sind, lautet 4725. Wie
heiBt die zweitce dieser Zahlen?

H. Buders, Zanzibar Town



316 1In einem Dreieck A BC ist ein Aullen-
winkel in 4 um 29°, ein AuBenwinkel in B
um 49° kleiner als ein AuBenwinkel in C. Es
ist die GroBe der drei Innenwinkel des Drei-
ecks A BC zu bercchnen!

Martina Schumann, 24, OS Leipzig
'W(6)317 In die Kistchen des abgebildeten
Quadrates sind neun Zahlen so eingetragen
worden, da8 das Produkt der drei Zahlen
jeder Zeile und jeder Spalte stets 270 betrigt.
Auf welche Weise und wie oft lassen sich die
eingetragenen neun Zahlen umstellen, wenn
dabei die gegebene Eigenschaft erhalten blei-
ben soll?

1|10]27
1| 9] 2
18| 8] & Dr. G. Hesse, Radcbeul

W(6)318 Inderfolgenden Aufgabe ist jedes
Sternchen durch eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,
3, 6, 7, 8, 9 zu ersetzen, so daB eine richtig
geloste Divisionsaufgabe entsteht. Dabei ist
zu beachten, daB am Anfang einer Zahl nicht
die Ziffer 0 stehen darf.

P IR )
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o W. Klonner, Torgau
319 Einem gegebenen spitzen Winkel o« mit
dem Scheitelpunkt § ist ein Kreis k; mit dem
Mittelpunkt M, so einbeschrieben, daBl die
Schenkel des Winkels o Tangenten an den
Kreis k, sind. Es soll ein zweiter Kreis k, mit
dem Mittelpunkt M, konstruiert werden, der
den Kreis &, und die Schenkel des Winkels o
beriihrt und dessen Mittelpunkt M, zwischen
8§ und M, liegt. Die Konstruktion ist zu be-
griinden! OL Th. Scholl, Berlin

320 Ein Junge schneidet die vier Ecken
eines quadratischen Stiick Papier so ab, da8
jeder der geraden Schnitte durch die Mitten
zweier benachbarter Quadratseiten verlauft.

a) Beweise, daB8 das nach Abschneiden der
vi.r Ecken verbleibende Papierstiick wie-
derum die Gestalt eines Quadrates hat!

b) Wie oft muB der Junge diese Titigkeit am
jeweils verbleibenden quadratischen Papier-
stlick wiederholen, damit das schlieBlich ent-
standene quadratische Reststiick einen Fli-
cheninhalt besitzt, der weniger als ein Tau-

sendstel der Ausgangsflache betrigt?
‘W. Triger, Débeln

321 Gegeben sind eine Gerade g und eine

Strecke AB, deren Verlingerung senkrecht
auf g steht. Fir welchen Punkt P der Ge-
raden g ist der Winkel < APB am grofiten?
(Anleitung: Betrachte den Kreis durch die
Punkte 4, B und P!). ‘

W(7)322 Gegeben sind zwei regelmiBige
Vielecke. Die Anzahl der Seiten des zweiten
Vielecksist doppelt so groB wie die des ersten.
Jeder Innenwinkel des ersten Vielecks ist um
10° kleiner als jeder des zweiten. Ermittle die
Anzahl der Seiten des ersten regelmafBigen
Vielecks! Ing. H. Decker, Koln

W(7)323 Die rationale Zahl ;5’

Summe zweier positiver rationaler Zahlen mit

den Nennern 5 und 13 darzustellen!
Ing. H. Decker, Koln

ist als

324 Faltgeomelrie
Ein quadratisches Blatt Papier mit den

Ecken A, B, C, D soll mehrmals so gefaltet

werden, daB ein gleichseitiges Dreieck ent-
steht, von dem eine Ecke mit einer Ecke des
Quadrates zusammenfillt und die beiden
anderen Ecken auf den Seiten des Quadrates
liegen. Dabei darf aber nur nach den folgen-
den drei Methoden gefaltet werden:

a) Es wird langs einer bekannten Strecke ge-
faltet;

b) es wird so gefaltet, daB zwei bereits be-
kannte Punkte auf eine bekannte Strecke zu
liegen kommen;

c) es wird so gefaltet, daB ein Punkt fest
bleibt und ein anderer Punkt auf eine be-
kannte Strecke zu liegen kommt.

Nach jeder durchgefiihrten Faltung wird das
Papierblatt wieder entfaltet.

O PN ¢
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Durchfiikrung der Faltungen (vgl. Abbildung):
Wir falten zunichst so, daB die Strecke 4D
mit der Strecke BC zusammenfillt und er-

halten die Faltkante #N. Dann falten wir so,
daB der Punkt A4 fest bleibt und Punkt D auf

einen Punkt D’ der Strecke MN zu liegen
kommt. Wir erhalten die Faltkante AP, wo-
bei P auf DN liegt. Endlich falten wir lings
der Strecke AC, so daB der Punkt P auf

einen Punkt P’ der Strecke BC zu liegen
kommt.
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Vir behaupten nun, daB dann das Dreieck
AP'P gleichseitig ist und daher die verlangten
Eigenschaften hat, weil P’ auf der Quadrat-
seite BC und P auf der Quadratseite CD
liegt.

Aufgabe: Die Faltung ist durchzufiihren, und
die obige Behauptung ist zu beweisen.
Prof. Dr. N. Tschajkovskyj, Lwow

325 Esist zu beweisen: Sind @, b, ¢, d, e und
{ beliebige natiirliche Zahlen mit der Eigen-
schaft, daB abc = def und ad = be = cf gilt,
so ist dasProdukt der sechs Zahlen abedef = p

@—0—©
0.9.0

die sechste Potenz einer natiirlichen Zahl.
(In der obenstehenden Figur sind also die
Produkte der jeweils auf parallelen Geraden
stehenden Zahlen einander gleich.)

W. Trager, Dobeln

326 Bestimme zu p = 6% die natiirlichen
Zahlen a, b, ¢, d, e und { so, daB sie den Be-
dingungen der Aufgabe 326 geniigen, daB sie
stumtlich voneinander verschieden sind und a
jeweils die kleinste sowie f die zweitkleinste
dieser sechs Zahlen sind. W. Triiger, Dobeln

V7(8)327 Die untenstehend abgebildete
Kreisscheibe, die bereits durch zwei Halb-
kreise in zwei Gebiete zerlegt wurde, ist durch
drei Geraden so weiter zu zerlegen, dafl acht
einander paarweise inhaltsgleiche Gebiete ent-
stehen. (Konstruktion und Beweis!)

Dr. E. Schribder, Dresden

W(8)328 Die in den Kreisen stehenden
Buchstaben @, b, ..., g sind so durch die
Zahlen 1, 2,. .., 7 zu ersetzen, daf fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Zahlen
eingesetzt werden und dafl die Summen der

auf jeder markierten Geraden A, %,..., h;
stehenden Zahlen samtlich gleich sind.
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Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es?

. ‘W. Triger, Dobeln
329 Drei Briider wollen eine Anzahl Apfel
zu gleichen Teilen unter sich verteilen. Da
sich die Anzahl der Apfel nicht durch drei
teilen 1iBt, schligt der eine vor, fiinf Apfel
der Schwesterabzugeben, wodurcheine gleich-
mifige Verteilung der Apfel unter den drei
Briidern méglich sein wiirde. Dazu macht der
zweite den Vorschlag, daB jeder von ihnen der
Schwester auflerdem noch den neunten Teil
der Anzahl seiner Apfel abgeben sollte, weil
dann die Schwester ebensoviele Apfel wie je-
der der drei Briider haben wiirde.
Wieviel Apfel waren es im ganzen?

StR. G. Schulze, Herzberg
330 Es ist folgender Satz zu beweisen:
Fiir alle Dreiecke ABC mit dem Winkel
< BCOA =y = 60° und den Seiten BC = a,
CA =b, AB = cygilt
t=a®+ b2 —ab.

Anleitung: Benutze eine der Hohen h, bzw. ky als

Hilfslinien und wende den pythagoreischen Lehrsatzan!
‘W. Triger, Débeln

331 Gegeben sei eine Strecke 4 B, die kiirzer
als 500 cm ist und die folgenden Eigenschaf-

ten hat: Tragt man auf 4 B, von einem End-
punkt beginnend, wiederholt

eine Strecke von 2 cm Linge, (1)
» » » 3em (2)
» » » 4dem (3)
5 » » Sem (4)
» » » Bem (5)

ab, so verbleibt jeweils eine Reststrecke von
1 em Lénge.

Trigt man jedoch eine Strecke von 7em
Linge ab, so verbleibt keine Reststrecke. (G)
a) Wie lang ist die Strecke 4 B?

b) Welche der obigen Bedingungen (1), (2),
(3), (4), (5), (6) sind tiberflissig, so daB die
Lange der Strecke 4B auch dann noch ein-
deutig bestimmt ist, wenn diese Bedingungen
gestrichen werden? Dr. E. Schréder, Dresden

W(9)332 Das Urlauberschiff des FDGB
Fritz Heckerthat Kabinen fiir je zwei, drei und
vier Personen. Sind alle 159 Kabinen voll be-
legt, so kann das Schiff 379 Fahrgiste be-
fordern. Die Anzahl der Kabinen fiir zwei
Personen ist achtmal so groB wie die der
Kabinen fiir vier Personen. Wieviel 2-Perso-
nen-, 3-Personen- und 4-Personen-Kabinen
hat das Urlauberschiff?

OStR Dr. R, Liiders, Berlin
W(9)333 Es seien r; und r, zwei auf der
Zeichenebene senkrecht stehende Spiegel, die



sich in der Geraden s schneiden. Die Punkte
P und @ liegen in der Zeichenebene. Wir
fassen @ als Lichtquelle auf und fragen nach
simtlichen von @ ausgehenden Lichtstrahlen,
die P treffen.
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a) Wieviele solche Strahlen gibt es? (Refle-
xionsgesetz anwenden!)

b) Fiihre die Konstruktion dieser Strahlen
durch! Dr. E. Schrider, Dresden
334 In der Theorie der fastperiodischen
Funktionen spielt ein kombinatorischer Hilfs-
satz eine Rolle, dem man nach dem bedeuten-
den Mathematiker Hermann Weyl (1885 bis
1955) etwa die folgende Fassung geben kann:
Eine Schulklasse bestehe aus einer bestimm-
ten Anzahl » von Jungen und einer bestimm-
ten Anzahl 7 von Miadchen, wobei z < m sei
(z. B. n = 12, m = 14). Jeder Junge sei mit
einer bestimmten Anzahl von Klassen-
kameradinnen befreundet, wobei natiirlich
mehrere Jungen mit demselben Médchen und
mehrere Midchen mit demselben Jungen be-
freundet sein koénnen (also ein Junge mehrere
Freundinnen haben kann). Ein SpaBvogel der
Klasse wirft nun die Frage auf, ob es bei der
augenblicklichen Verteilung der Freund-
schaften moglich ist, jeden Jungenmit einem
ihm befreundeten Médchen zu verheiraten.
Nach kurzer Uberlegung erkennen die Schii-
Jer, daB hierfiir sicher notwendig ist, daB je &
Jungen (1 < k < n) stets insgesamt mit min-
destens k Midchen befreundet sind; denn
gibe es eine Gruppe von £ (z. B. 7) Jungen,
die insgesamt mit weniger als & Midchen
(z. B. nur 5 Midchen) befreundet sind, so

konnten nicht alle Jungen dieser Gruppe eine
ihnen befreundete Klassenkameradin heira-
ten. Zeige, daBl die genannte Bedingung
auch hinreickend ist, d. h., sind je k Jungen
(1 < k< n) der Klasse stets insgesamt mit
mindestens k£ Klassenkameradinnen befreun-
det, 80 kann jeder Junge der Klasse eine ihm
befreundete Klassenkameradin heiraten!

Prof. Dr. G. Asser, Greifswald
335 Es ist ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC
mit X ACB = 90° zu konstruieren, von dem
s, und &, bekannt sind. (s, Linge der Seiten-
halbierenden von 4B, k, Linge der Hohe
auf 4B.)
Wieviele Losungen hat diese Aufgabe?

StR. G. Schulze, Herzberg

336 Wie heiflt die Gleichung der quadrati-
schen Funktion, deren Kurve durch den
Punkt P; (1;2) geht und in den Punkten
mit den Abszissen x, = — 1 und z3 = 3 die
z-Achse schneidet?  §¢R. @. Schulze, Herzberg

337 Es ist zu beweisen, daf es keine ganze
Zahl n gibt, fir die die Zahl
n2 —n + 13 durch 289 teilbar ist.
Doz. L. M. Lopowok, Lugansk
W(10/12)338 Der neue sowjetische Perso-
nenkraftwagen SIL 114 des Moskauer Li-
hatschow- Automobilwerkes erreicht nach dem
Start in 13,5s die Geschwindigkeit von
100 km /h.
a) Wieviel Meter hat der Kraftwagen in die-
ser Zeit zuriickgelegt, wenn man eine kon-
stante Beschleunigung annimmt?
b) Wieviel Sekunden nach dem Start hat der
Wagen eine Entfernung von 4 km zuriick-
gelegt, wenn er bis zur Erreichung der
Hochstgeschwindigkeit von 190km/h mit
konstanter Beschleunigung weiterfihrt und
dann die Hochstgeschwindigleit beibchilt?
OStR. Dr. R. Liiders, Berlin
'W(10/12)339 Streicht man von einer natiir-
lichen Zahl (in dekadischer Darstellung) die
letzten drei Ziffern weg, so erhilt man die
dritte Wurzel aus dieser Zahl. Wie lautet
diese Zahl? Doz. L. M. Lopowok, Lugansk

An der Iugumcmschule fiir Maschinenbau und
Llektrotechnik (3019 Dresden, Elisenst 5) wer-
den fiir den Einsatz in Betricben, die elcktronische
Datenverarbeitungsmaschinen entwickeln, produ-
zieren oder einsetzen, Ingenieure fiir Programinie-
rung (siehe 8. 131), Iug 1. elektronische Daten-
verarbeitungsanlagen, Ing. d. Elektrofcinwerk-
teehnik, Ingenieurdkonomen der Elektroicchnilk/
Datenvérarbeitung ausgebildet.
Die Schule verfiigt iiber viele modern ‘mfﬂth‘mte
und tattete Labors. Im 65/69
studieren: etwa 1400 Studentenim Dlrekt~tlld|unl,
2000 Studenten im Abendstudium (davon 1200 in
22 Auflenstellen), 300 Studenten im Fernstudium
(nm' in dcr Fawhrwhtung Dlekt.romscho Daten-
0 I und In-
gn nieur- 6konomenim postgradualen Studium, d.h.,
zur weiteren Vervollkommnung ihrer Kennthissc.
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Was ist 2 e
ein Viereck? It

DN

Wiille beliebig vier Punkte 4, B, C, D in der Ebene. Sie sollen die Ecken eines Vierecks
werden. Dazu diirfen sie natiirlich nicht alle auf einer Geraden liegen, etwa so wie in
Abb. 1. Wie steht es, wenn die Punkte so liegen wie in den Abbildungen 2 oder 37
Dabei ist immer in der Reihenfolge A-B-C-D zu verbinden. Auch die in diesem Fall
entstehenden Figuren bezeichnen wir nickt als Viereck. Wenn also die vier Punkte
A, B, C, D die Ecken eines Vierecks werden sollen, so diirfen nie drei von ihnen auf
einer Geraden liegen. Das Entsprechende muB von fiinf Punkten 4, B, C, D, E ver-
langt werden, die ein Fiinfeck bilden sollen, usw.

Wenn wir die Ecken 4, B, C, D dieser Forderung entsprechend so wililen, daB es nie
durch drei dieser Punkte eine Gerade gibt, so kann die Figur von Abb. 4 entstehen.

Wir wihlen jetzt einen Punkt E auBerhalb des Vierecks wie in Abb. 5 und denken uns
den Punkt C wie durch ein Gummiband geradlinig zu Punkt E hin gezogen, wihrend
die Punkte 4, B, D fest an ihrem Platze bleiben. Der Punkt C' gerit dabei schlieBlich.
auf die Diagonale BD, so daB in diesem Augenblick das Viereck 4 BCD aufgehért hat
zu existieren (Abb. 6). Ziehen wir Punkt C weiter, so kommt er, nachdem zwischen-
durch ABCD ein eingeknicktes Viereck gebildet hat, (Abb. 7) auf die Strecke 4B zu
liegen (Abb. 8). Wieder ist der Viereckscharakter der Figur verloren gegangen. Wir
lassen uns aber dadurch nicht beirren und ziehen weiter. Jetzt kommt Punkt C auf die
andere Seite der Geraden 4B zu liegen, es entsteht wieder ein Viereck, aber cines, das
ihr vielleickt nicht gewohnt seid, als Viereck zu betrachten (Abb. 9).

Wir stellen noch einmal drei charakteristische Lagen des Punktes C zusammen (Abb. 4,
7,9). Abb. 4 stellt ein euch wohlvertrautes Beispiel eines-Vierecks dar. Dabei kann
Punkt C noch beliebig bewegt werden, sofern er nicht eine der Geraden DB, DA, AB
itherschreitet oder auf einer dieser Geraden liegt. Das Viereck von Abb. 4 heifit ,,kon-
vexes‘ Viereck. Ihr habt vielleicht einmal von einer Konvexlinse — im Gegensatz zu
einer Konkavlinse — gehért. Nun, wir haben es hier nicht mit einem Karper, also
einem dreidimensionalen, sondern mit einem zweidimensionalen Gebilde, mit einer
Fliche, zu tun. Aber die Unterscheidung konvex — nichtkonvex kénnen wir sowohl
bei Korpern als auch bei beliebigen Flichen machen. Man muf} dazu nur wissen, was
unter dem Inneren des Korpers oder der Fliche zu verstehen ist. Wir zeichnen eine
beliebige Fliche (Abb. 10) und wihlen zwei Punkte P, @ im Inneren der Figur. Wenn
bei jeder Lage der Punkte P und @ im Inneren die Verbindungsstrecke PQ nur aus
inneren Punkten der Figur besteht, dann heiBt die Figur konvex, andernfalls nicht-
konvex. Ihr seht, daB die in Abb. 11 gezeichnete Figur nichtkonvex ist. Ubrigens: Man
kann diese Figur leicht ,,abrunden*‘, so da8 sie konvex wird. Dazu braucht man nur die
Punkte 4 und B durch eine Strecke zu verbinden. Diese Betrachtungen lassen sich
leicht auf Korper iibertragen. Die Figur von Abb. 4 stellt also ein konvexes Viereck dar.
Aber auch die Figuren von Abb. 7 und 9 stellen Vierecke dar; sie wiren nach unserer Defi-
nition als nichtkonvex zu bezeichnen. Bei Abb. 9 braucht ihr nur durch den Schnittpunkt
der Strecken 4 Bund CD,den wir mit S bezeichnen wollen, eine Strecke PQ wiein Abb.12
zu legen. Dann enthilt PQ den Punkt S, der ein Randpunkt, also kein innerer Punks
der Figur ist. Dieses Viereck bezeichnet man iibrigens als Uberschlagviereck.
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Wiirden wirin Abb.4 die Eckpunkte in der Reihenfolge A-C- B-D verbinden, so entstiinde
natiirlich wieder ein nichtkonvexes Viereck. Ihr seht daran, daB es fiir die Entscheidung,
ob ein Viereck, das nur durch seine Eckpunkte gegeben ist, konvex oder nichtkonvex
ist, von ausschlaggebender Bedeutung ist, wie der Linienzug, der die Punkte verbin-
det, verlduft.

Wir wollen noch einmal zu den Figuren der Abb. 4 und 7 zuriickkehren. Euch ist der
Satz bekannt, dafl die Winkelsumme im Dreieck 180° betridgt. Daraus kann man leicht
die Winkelsumme im Viereck berechnen. IThr braucht nur eine Diagonale zu ziehen,
die das Viereck in zwei Dreiecke zerlegt, und die Winkelsumme fiir diese beiden
Dreiecke zu bilden. Durch Addition findet ihr fiir die Winkelsumme des Vierecks 360°.
In Abb. 12 ist das Viereck 4 BCD schon in zwei Dreiecke zerlegt. Die Winkelsumme
setzt sich aus den Winkeln bei 4, B, C, D zusammen. Sie muB, wieihraus Abb. 12leicht
erkennt, kleiner als 360° sein, da die — um die Winkel bei S vergroBerte — Winkel-
summe der beiden Dreiecke 4SD und CBS zusammen schon 360° betriagt. Ihr seht
daraus, da man bei der Formulierung des Satzes: ,,Im Viereck ist die Winkelsumme
360°“, vorsichtig sein muB. Wir wollen daher sicherheitshalber den Satz so formu-
lieren: ,,In jedem konvexen Viereck betrigt die Winkelsumme 360°“,

Vielleicht iiberlegt ihr euch einmal, wie gro die Winkelsumme im konvexen Fiinfeck,
im konvexen Siebeneck, im konvexen 100-Eck ist. Der Beweis kann iibrigens auch auf
anderem Wege gefiihrt werden, als er hier fiir das Viereck angedeutet wurde. 1, gorke
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Herbert Dallmann

Direktor des Instituts fiir Mathematik

der Technischen Hochschule fiir Chemie Carl Schorlemmer, Leuna-Merseburg

287 In der chemischen Industrie werden
zum Aufbewahren von Flissigkeiten vielfach
Lagertanks verwendet, die die Form von lie-
genden Kreiszylindern haben.

I

<.

Liem)

Zum Beobachten der Fliissigkeitshohe wird
ein kommunizierendes Standrohr angebracht.
Fiir einen solchen Lagertank (L = 500 cm,
D =200 cm) soll das Standrohr mit einer
Skala versehen werden, die das Ablesen des
Fliissigkeitsvolumens in Litern gestattet.

a) Stelle einc Formel auf, die den Zusammen-
hang zwischen dem Fliissigkeitsvolumen V
und dem Winkel « (s. Skizze) darstellt!

b) Rechne fiir die Standhohen z = 20, 40,
60, 80, 100, 120, 140, 160 cm den Fliissigkeits-
inhalt ¥ in Litern aus!

Als im Jahre 1954 die Technische Hochschule fir
Chemie ,,Car] Schorlemmer* gegriindet wurde, wihlte
man mit Vorbedacht als Standort Merseburg, nicht
weit entfernt von den beiden Chemiegiganten Leuna
und Buna.

Die engste Verbindung von Wissenschaft und Produk-
tion war von Anfang an der Leitgedanke der Hoch-
schule. An ihr studieren zur Zeit 2500 Direktstudenten
in folgenden drei Fakultiten:

Stoffwxrtschnft l‘A “; i : Ing zu T" 1: mikern)
Ing -Ukonomle (Ausbildung zu Dxplonungemeurﬁkon )

Mit der Grunduug der Hochschule nahm das Institut
fiir seine Ti auf und

eine intensive mathematische Ausbildung in den ein-
zelnen Fakultiten. I?le griindliche Wzgsensanelgnung
in ist fiir h

Bereichen der chemischen Industric und des Apparate-
baus geeignet sind. Das Studium umiaﬂt neben emer
intensiven Ausbi inden Grundl

tik, in Bechenbechnik m Datenvernrbcltung,in moder-
nen noch dje
Aneignung von Wxssen und Ferngkeitenm verschiede-
nen verfahrenstechnischen Fiichern. Diese so ausge-
blldeten Mathcmatiker werden spiiter in der I.age scm

mit

M h zu b e die Modelhexung
und Optimierung ch Prozesse d fithren.
In der Forschung beschiftigen sich die Mitarbelter des
Institutes fiir Mathematik vorwiegend mit mathemati-
schen Methoden der Optimierung bei der Projektierung
und Steuerung chemisch-technologischer Prozesse. In
der modernen chemisch-technologischen Produktion
wird ein komplizierter Komplex von Apparaten an-
gewandt. Man ist dabei interessiert, nicht nur fiir den
einzelnen Apparat, sondern fiir die Gesamtheit der sich
wechselseitig beeinflussenden Apparate eine optimale
Arbeitsweise zu berechnen.
Iline Miglichkeit zur Anndherung an eine optimale

ise besteht gewi 1mafen in einer unmittel-
baren kiinstlichen Storung der Prozesse, d. h., man
versucht, durch dirckte Anderung der steuerloson Ein-
ﬂuEgroBen (etwa Temperatur, Druck u. a.) eine Ver-
besserung zu erreichen.
Eine andere Methode benutzt in starkem Mafe dic
Mathematik. Sie setzt aber die Kenntnis des mathe-
matischen Modells, d. h., die Gesamtheit aller mathc-
matischen Beziehungen, die den ProzeB8 hinrcichend
genau beschreiben, voraus.

Die Bestlmmung des mathematischen Modells eines
Prozesses ist eine der wichtigsten und kompliziertester
Aufgaben bei der Steuerung chemisch-technologischer
Prozesse; hier ist die Mitarbeit der Mathematiker
zweckmaﬂlg.
A hend von diesem Modell versucht man nun mit

Berufe von grofler Bedeutung, weil dieses Fach iiber

die besten Hilfsmittel verfigt, immer tiefer die Gesetz-
und Z in Natur und Ge-

sellschaft zu erfassen,

Ab Herbst 1965 beginnt in Zusammenarbeit mit der

Universitit Halle die Ausbild von Di

mathematischen Methoden — unter starker Liinbezic-
hung der elekironischen Rechentechnik — cine opti-
male Arbeitsweise zu errechnen; dabei stehen vor den
Mat.hema.nkem groﬂe Autgabcn bei der Anwendung

der Entwicklung neucr 0ptmnerung<~
Hierzu haben naturgemaB die an der Tech-

matikern mit verfahr Gr
sen, die fir einen Einsatz in verfah:enstechnischen
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nischen Hochschule fiir Chemie ausgebildeten Mathe-
matiker einen wesentlichen Beitrag zu leisten.
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Lientpanehoro
Komureta
BIKCM

CTAPTYET
ONMMIOHANA!

3amauu no MaTeMaTUKe

1. (7—10). Haxoe wuamGoubmiee YHMCIO
BEPEBOYEK, COENMHAIONMX COCeNHMNe Y3JIhl
BONEHGONBHOM CeTHM, MOMKHO pa30pPBaATh
TaK, YTOGH CeTKa He PACHANACh 1A KYCKM,
€CIIK PaBMepEI CeTHM M X TI AYeek ?
2. (8—10). Mokasark, 4To A JNOGOT0
CYWECTBYeT 7 TOCIENOBATENLHEX MATY-
PanbHEIX YMCeNd, KaHAOC N3 KOTOPLIX
HenUTCH HA KBAApaT 1[eJOT0 YiCia, DOJb-
LIero efHMILL.
3. (8—10). Touku K m P cummeTpuunn
ocHoBanuo H Bricott BH Tpeyroabnuka
ABC otsocurensno mpamsix AB u BC.
Tokasate, 4To TOUKM nepeceveHnd MPAMOIL
HKP co croponamMn AB u BC (mam ux mpo-
AOJKEHNAMM) — OCHOBANIUA BLICOT Tpey-
romsuuxa ABC.
4. (7—9). Ha omso#t u3 ABYX paBHLIX
OKpYyHOCTelt JaHLl 50 TOYCK, Ha Jpyroit —
HECKOJBKO YU, CyMMa JIIIH KOTOPLIX Mellb-
111e, M o~ RIMHEL OKDYHOCTH. Iorasarts,
YTO MOMMHO HANOKMTh OTH OKPYKHOCTH
OJlHA Ha JpYrylo, TakK, 4YTo I'M oOJHA N3
HaRHEIX TOYEeR He OKa:eTCA HM Ha OJHOM
U3 JAHILIX TYT.
5. (7—10). Harypaabusie uucnra X u Y
TAKOBH, uTo X¥2 = Y2y, JlokasaTh, 4TO
X =Y.
6. (7—9). DoxasaTk, 4TO €CaU CYyMMA ABYX
OTpPEe3KOB, COSTMHAIONINX CePeIMHEl MPOTH-
BOMOJIOMHBIX CTOPOH YeTHIPeXYToJIbHMKA,
paBHA TOJOBUHE ero IepMMeTpa, TO BTOT
4YeTHPeXyrojlbHUK — HapajlIeIorpaMM.
7. X M y — IleJLle 4KCId, YA0BJIETBOPAIO-
1iMe yPaBHeHHIo

222 +x=3y2+y
a) (7—10). JokasaTb, 4T0 X —y ¥ 2X +
+ 2y + 1 — TOJNHLIE KBafipaTHl.
6) (7—10). Haiiti x0T 6K OfHO pelueHne
9TOr0 YPaBHEHUA B HATYPAIbHBIX YHMCIAX.
B) (8—10). Joxasare, 4To 9TO ypaBHeHUe
uMeer GeCKOIIEUHO MHOTO pellleNui B HATY-
PajdbHBIX YHMCIAAX.

r) (9—10). ITycTsb (%, yn) — 9TH pelueHnA,
3aHYMEPOBAHHKE B IOPALKE BO3PACTALIL
%n. BHPasUTh XTp 41 UM Yn+1 UEDPED Ty
u Yn.
m) (10). HaliTr mpemesnl IIOCIe0BATeNb-
HocTei

Tn  Tn 41

Yn Tn

8. (8—9). MaHa oxpykHocTp M Ha leil
rouka A. IlpousBonbHad OKpPYMKIIOCTH C
IIEHTPOM B TOYKe A MepeceraeTc ¢ JAuoif
OKpYKHOCTBIO B Toykax H u P u nacaeresn
auaMeTpa JaHHOM OKpyHOCTH B Toure 1.
HaiiTin reoMeTpH4ecKoe MeCTo TOUCK Tepe-
ceuenus orpeaxoB KP u AH.

9. (8—10). Ioxasars, uto (/3 — ) 2)1967
MOJKHO IpPENCTaBUTb B BHIE al/3 —b)'2,
Tie @ U b — 1esble YNUCTA, NpHUCM

3a2 — 2b% = 1.

10. (8—10). BocCTaHOBUTh BBINYKILI Ye-
ThIPEXY FOJIBHUK, €CIIM U3BECTHRIUETLIPE TOU-
KU — OCHOBAHMA NCPIEHANKYJIAPOB, OMY-
WEHHEIX W3 TOYKW TIEPECCUENMs Ao~
Jleif 4eTLIPeXyTroJdblIMKa Ha €0 CTOPOlIbL.

11. (10). JokasaTs, uTo A MOGOT0 7
: : £ . 27
sSinz-sin(x —|-81n (X — e
. n—1) 7 :
sin (a: —+ g—n—)—) = (), sin nz,
rae C,, HeROTOpasA MOCTOANHAA, It T1aiiT C,,.

12. (10). Vs Tpex cTepieil ymIio uzro-
TOBUTH JKECTKYIO IPOCTPAHCTBEINIYIO KOlI-
CTPYKLMIO TaK, YTOOR CTEPAIHII 11 COIpH-
HKacaunch Memxay cofoit, a OoLTi ToabKO
CBA3AHEI HUTKAMM, TIPHKPEIICHILIMHE U UX
KOHLIaM.

a) Hawoe Haumenbiee ync:Io K nureit as
3aTOro0 HeoOX0oHMMO (KasJaA HHUTb CBASLI-
BaeT [Ba KOHNA cTeprkmeii) ?

6) Ilpu KakKoM COOTHOLIEHMN Mesay @ u !
MO?KHO MBTOTOBUTH TAKYIO KONCTDPYKIMIO, B
KOTOpPOIl BCe CTEPKHHM MMET Iy &, a
Bce K umreit — namny I ?

13. (8—10). —
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In freien Stunden

EIIIIIIH heiter

Ra1cels de hergesch [

Es sind 20 mathematische Begriffe zu suchen,
deren Buchstabenzahl stets um 1 zunimmt.
Die Anfangsbuchstaben sind der Reihe nach
dem Alphabet entnommen (I und J als ein
Buchstabe gewertet).

Abkirzung eines FlichenmaBes
lat. zweifach
Abkiirzung fiir einc Winkelfunktion
bei Euklid ergiinzende planimetrische Siitze
geometrisches Grundgebilde 2. Stufe
Abweichung vom wahren Wert
Mathematiker und Physiker, lebte 1564 bis 1642
Kegelsehnitt
Instrument zum Aufzeichnen einer Integralkurve
Bestandteil eines logarithmischen Wertes
hnnng bestimmter Exponenten
eil ler Kegeloberfliiche
13 c¢in Endpunkt der kleinen Achse einer Ellipse
14 Rechtwinkligkeit
Nenwertsystem
6 Plichenmafd
17 Forderung der Mathematik nach Einhaltung in ge-
wissen Grenzen
18 Nihcrungskurve 2, Ordnung
19 beiderseits begrenzte Teile einer Tangente
B zrfahren der Darstellenden Geometrie
W. Weber, Mathematikfachlehrer,
EOS Schkeuditz, Bez. Leipzig

FANF- Y

0
9

Spiel mit zwei Ringscheiben

Das Spiel besteht aus zwei Ringscheiben
unterschiedlicher GroBe. Die groBere Ring-
scheibe hat vier Vertiefungen (oder kreis-
formige Ausschnitte bzw. entsprechende Mar-
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kierungen), die kleinere zwei, wie es die Abb. 1
zeigt. In den Vertiefungen bzw. Markierun-
gen befinden sich Spielmarken, die mit den
Zahlen 1 bis 5 bezeichnet sind. Jede Ring-
scheibe ist fiir sich drehbar. Die groBe Ring-
scheibe & ist um M, drehbar; die Drehung
hat um ganzzahlige Vielfache von 90° zu er-
folgen, im positiven Drehsinn (+) oder im
negativen Drehsinn (—). Die kleine Ring-
scheibe K ist um 3, drehbar; die Drehung
erfolgt um ganzzahlige Viclfache von 180°.
Die Uberdeckung beider Ringscheiben ist aus
der Abb. 1 ersichtlich.

Wenn sich eine Ringscheibe dreht, bewegen
sich. gleichzeitig die Spielmarken mit den
Zahlen, die in den Vertiefungen bzw. Mar-
kierungen liegen. Wir kénnen also durch
Drehen der beiden Ringscheiben aus der ur-
spriinglichen Anordnung der Spielmarken
schrittweise eine neue Anordnung in der
Reihenfolge der Zahlen 1 bis 5 erhalten. Die
Spielmarken werden dabei aus den Ver-
tiefungen bzw. Markierungen von einer Ring-
scheibe auf die andere iibernommen.

@
ADD. 3

Abb, 4



Drehen wir z. B. die kleine Ringscheibe im
positiven Drehsinn um 180° (wir bezeichnen
die Drehung mit X + 180°), so erhalten wir
die Anordnung, wie sie die Abb. 2 zeigt.
‘Wenn wir nun die grofie Ringscheibe im posi-
tiven Drehsinn um 90° drehen (wir bezeich-
ncn diese Drehung mit G + 90°), entsteht die
in Abb. 3 gezcigte Anordnung. Wir kénncn
auf diese Weise aus der urspriinglichen An-
ordnu:: der Zahlen 1 bis 5 nach Abb. 1 die
Lage der Spielmarken 1 und 4 austauschen,
wenn wir folgende Drehungen ausfiihren:
K 4 180°; G + 90°; K + 180°;
G —90°; K + 180°.
Die anderen Spielmarken bleiben dabei auf
ihren urspriingiichen Plitzen. Am besten
iiberzeugen wir uns davon, indem wir die bei-
den Ringscheiben ausschneiden, drehbar
machen (evtl. mit ReiBzwecken auf einer
festen Unterlage) und nun die genannten fiinf
Ringdrehungen ausfiihren.
Eure Aufgabe bestehit nun darin, die Reihen-
folge der Ringdrehungen (Operationen) her-
auszufinden, um aus der urspriinglichen An-
ordnung der fiinf Spielmarken nach Abb. 1
eine Anordnung der Spielmarken zu schaffen,
wie sie die Abb. 4 zeigt. Uns gelang das mit
weniger als 10 Ringdrehungen (Operationen).
Wir sind neugierig, wieviel Ringdrehungen
(Operationen) ihr dazu braucht. Die beste
Losung dieser Aufgabe wird verdffentlicht.
Milau Koman, Prag
Entnommen aus der tschcchlschen thschnff fiir
Schiiler und S -/ yzi-
Falni® (d. i. Mathematisch- ph}sl]nllschc Umschau)

5/67, libersetzt von O. Langer, Ddbeln, filr unserc
alpha-Leser bearbeitet von W. Unze, Leipzig.

Welche Antworten kann man in
Priifungen hiren?

Kiisimus: «Millega vordub a®— >
Vastus: «Ohega.>
Kiisimus: «Aga millega vordub 2
Vaslus: «Muidugi nulliga.»
Kiisimus: «Aga mxllega vordub 3! — 3%»
Vastus: «Uhega.» P
Kiisim «Kuid 3*=27. Kumb vaslus siis dige on?»
Vaslus: «Mélemad, oleneb ainu!lt scllest, kuidas volta.s
Frage: ,,Wieviel ist a3 — a¥?*
Antwort: ,,Eins*
Frage: ,,Aber wieviel ist 27 —
Antwort: ,,Selbstverstindlich hllll re
Frage: ..Aber wmv1e] ist 39 — 332+
Antwort: ,,Eing*’
Trage: ,,Wir wissen ia, daB 3% =
wort ist denn richtig?*
Antwort: ,,Beide, es hingt davon ah, wic man cs
nimmt

Aus: ,,Matcmatika ja kaasacg (Tallinn 1966),

ibersandt von Prof. Prinits, Tartu

st. Welche Ant-

Sauna
,,Gibt es etwas Anstrengenderes als cine
Mathematikarbeit 2 stohnt Gerd nach einer
Mathematikstunde. ,,Doch, die Sauna‘, sagte
Rolf. ,,Wieso?“ méchte Gerd wissen. ,,Man
schwitzt linger*, meint Rolf.

Aus: ,,Dic Trommel'* 15/68

BYS W W
MATEMATRAN

Ziindholzschachteletiketten aus der Sowjetunion, cingesandt von Mathematikfachlehrer Giinther Kiénig, Schalkau/Thiiringen
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VII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen zu den Aufgaben der Bezirksolympiade

1. Die Losung lauft auf die Frage hinaus:
,,Wieviel Schnittpunkte konnen 6 Geraden
maximal haben, wenn keine von ihnen zu
einer anderen parallel verlduft 2% Dabei ist am
SchluB die Anzahl der Eckpunkte des Sechs-
ecks zu subtrahieren. Jede Gerade kann mit
den iibrigen 5 Geraden hochstens 5 Schnitt-
punkte haben. Bei 6 Geraden erhilt man also
hochstens 6—2§ =15 Schnittpunkte, da zu
jedem Schnittpunkt in diesem Falle genau
2 Geraden gehéren. Da die Ecken des Sechs-
ecks 6 dieser Schnittpunkte darstellen, kon-
nen also héchstens 9 neue Schnittpunkte ent-
stehen.

2. Die Dreiecke A CFM und A CME sind
kongruent; denn sie stimmen in der Seite CM
und in 2 Winkeln laut Konstruktion tiberein.
Daher gilt ME = MF. Ebenso sind die Drei-
ecke A MFB und A MDB kongruent, wor-
aus MF = MD folgt. Mithin gilt MD =
ME = MF.

% Fische. Daher gab der

erste % Fische, der zweite % Fische an den

dritten. Falls die vom dritten Angler ver-
zehrten Fische also ,,bezahlt® werden sollen,
miiBte der erste 2 und der zweite 5 Pfennige
bekommen.

4. (I) Angenommen, a sei eine Zahl, wie sie in
der Aufgabenstellung gesucht ist. Dann er-
fiillt z = 11 die Gleichung

3. Jeder Angler al}

x x 3 . .
5 + 5 +a= x——I,da,s heiBt: Dann gilt
die Gleichung

11 11

3 .
5 + 3 +a=11 -3 Hieraus folgt
3 11 11 13

Also hat hochstens die Zahl @ = i—g die ver-

langte Eigenschaft.
13

(I1) Ist z = 11 unda=»1—2,soist

z x 11 11 13 123 41

?+§“‘;“=?+"3"+E=§:T
3 41

undx—z=11——4—=j4—,

so daB im Fall ¢ = ;—gdie Zahl z = 11 der

Gleichung (1) geniigt.

5. Nach Voraussetzung haben die beiden ge-
gebenen Zahlen %, m die Form n = 5n' + 3
und m = 5m'+ 3 (n', m’ ganz).

Daher gilt:

n-m=(b6n+ 3) (5m’+ 3) = 25n'm’ + 150’
+ 15m' 4+ 9 = 5[5n'm' + 3 (n' + m') + 1]
+ 4,

d.h., »+ m liBt bei Division durch 5 den
Rest 4.

6. Zum Beweise verwendet man den Satz, daB
Dreiecke flichengleich sind, wenn sie in einer
Seite und der zugehoérigen Hohe iiberein-
stimmen.

Behauptung: Es ist I (A A’B'C')
=T7+1(A ABC), wenn I (A A'B'C’) den
Fliicheninhalt des Dreiecks A A’B'C’ und I
(A ABC)dendes Dreiecks A A BC'bezeichnet.

.
Vﬁ'\k-
£

Beweis: (vgl. Abb.) Es seien .D der FuBpunkt
des Lotes von B auf A'C (bzw. die Verlinge-
rung dieser Strecke) und E der FuBpunkt des
Lotes von A’auf A B’ (bzw. die Verlingerung).
Dann gilt: A ABCistflichengleich A 44'B;
denn es gilt AC = AA' und BD = BD (als
gemeinsame Hohe).

A BAA' ist flichengleich A B’BA’; denn
BA' ist Seitenhalbierende im Dreieck

A B'AA’ und es gilt: BA = B'B sowie A'E
= A'E. Daraus folgt, daB A B'BA’ auch



flichengleich A ABC ist. Entsprechend be-
weist man, daB die Dreiecke A A'AC,
A ACC', A C'CB’ und A CBB' alleflichen-
gleich dem Dreieck A A4.BC sind.

Das Dreieck A 4 BC liegt ganz im Innern des
Dreiecks A A'B'C' (die Winkel < 4'CC,
< B'BC'und & B’AA’sind als AuBenwinkel
des Dreiecks A A BC simtlich kleiner 180°).
Daher erhilt man den Flicheninhalt der sie-
ben zu A ABC flichengleichen Dreiecke
A ABC, A AA'B, A BBA, A A'AC,
A ACC', A C'CB und A CBB' addiert.
Mithin gilt: I(A A'B'C') =17-T(A ABO).
1. (I) Angenommen, A ABC'seidas verlangte
Dreieck (vgl. Abb.), die Punkte D, E und F
seien die FuBpunkte der Hohen durch 4, B
bzw. C; H sei der Hohenschnittpunkt. Dann
ist A ABE ein rechtwinkliges Dreieck mit
der Hypotenuse ADB, dem rechten Winkel
<X AEBunddem Winkel & BAE & < BAC.
Die Hohe durch'C' geht durch den Mittel-
punkt H der Seite EB und steht senkrecht
auf AB.

(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck
A ABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entsprechen kann, wenn es durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann:

£ £

_—\
y A‘

Man konstruicrt zunichst das Teildreieck
A ABE, halbiert die Seite E B (Halbierungs-
punkt sei H) und fillt von H auf 4 B das Lot.
Sein FuBpunkt sei F. Die Verlingerung dieses
Lotes iiber H hinaus schneidet die Verlin-
gerung der Seite AE iiber E hinaus im
Punkt C. A ABC ist das verlangte Dreieck.
(I1I) Der Beweis, dal ein so konstruiertes
Dreieck A ABC tatsichlich den Bedingun-
gen der Aufgabe geniigt (also die Umkehrung
von (I) ), ergibt sich leicht aus (II); die ein-
deutige Losbarkeit der Aufgabe aus (I).

2. Wir nehmen 0 (mit der Quersumme 0)
unter die zu beriicksichtigenden Zahlen auf,
schlieBen 1000 vorldufig aus und fassen je-
weils die beiden Zahlen ¢ und 999 —a
(0 £ a < 499) zu einem Paar zusammen. Es
sei g = a- 1024 f- 10 + » (*) mit g

Daber ist die Quersumme dieser Zahl

(9 — &) + (9 — B) + (9 — 7) und die Summe
beider Quersummen dann (9 — ) 4+ (9 — )
+O@—»+atp+y=27

Es gibt genau 500 solcher Paare, also ist die
Summe der Quersummen der hiermit erfaf-
ten Zahlen 500 « 27 = 13500. Dazu ist noch
die Quersumme 1 von 1000 zu addieren. Die
gesuchte Summe betrigt mithin 13501.

3. (I) Angenommen, x sei eine Zahl mit der
atz_b

genannten Eigenschaft, dann gilt = 4

hieraus folgt a®+ ax = b2— bz
also (@ + b) z =b2—a

Da a und b positiv sind, ist ¢« + b = 0, und
es folgt weiter

b2 — g2

T a+b
Somit kann hoéchstens die Zahl x = b —a
die genannte Eigenschaft haben.
(II) Durch Umkehrung dieser Schliisse folgt,
daB sie tatsichlich diese Eigenschaft besitzt.
Aus z=0b—a folgt (a+ b)z=10b>—a?
hierause (@ + z) =b (b — ). Da ferner a % 0
gilt und mithin auch b — z (= a) & 0 aus-
fillt, ergibt sich weiter gia_: =—, w.z.b.w.
—z a

4. 1. Losungsweg: (I) Ist a gerade, so ist «®
gerade, also auch a?—a; folglich ist dann
a*— a + 1 ungerade. Ist a ungerade, so ist a2
ungerade, also a®—a gerade und folglich
a®*— a + 1 ungerade. Daher ist der Zihler
stets ungerade, also kann der Bruch nicht
durch 2 gekiirzt werden. (Entsprechend
konnte man den Beweis auch durch alleinige
Untersuchung des Nenners fiihren.)
(II) Ist @ durch 3 teilbar, so auch a2, also auch
a?— a; folglich ist dann a®?—a + 1 nicht
durch 3 teilbar. (Ahnlich folgt : auch a?+a—a.
nicht.) LaBt a bei Division durch 3 den Rest

=b—a,und b — aist ganz.

. 1, so auch a?; folglich ist dann a2— @ durch 3

teilbar, also a2— a + 1 nicht. (Ahnlich: auch
a?+ @ — 1 nicht.)

LiBt a bei Division durch 3 den Rest 2, so
1aB¢ a® bei Division durch 3 den Rest 1; folg-
lich ist dann a?4 @ durch 3 teilbar, also
a?+ a — 1 nicht. Daher ist von den beiden
Zahlen a®>—a + 1, a®+ a —1 stets (min-
destens) eine nicht durch 3 teilbar, somit
kann der Bruch nicht durch 3 gekiirzt
werden.

2. Lisungsweg: (I) Von den beiden Zahlen

Zahlen «, B, y, fiir die 0 < o, §, y < 9 gilt.
Dann ist die Quersumme von a:a + § + y.
Ferner ist 999 —a =9-1024+9-1049
—ea-102—f- 10—y =(9—a)- 102

4+ (9— ) - 10 + (9 — ¥), und wegen

(M giltauch 0<9—a, 9—8,9—y=<9
und 9 — a, 9 — B, 9 — p sind ganz.

a—1, a ist stets eine gerade. Daher ist
a?—a = (a—1) a stets gerade usw. wie
1. Losungsweg. (II) Von den drei Zahlen
a—1, a, a + liststetseine durch 3 teilbar,
also auch stets (mindestens) eine der beiden
Zahlen s> —a=(a—1)a und a®’+a = e

(@ +1).
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Folglich ist von den beiden Zahlen a®?—a 4 1
und a? + a — 1 stets (mindestens) eine nicht
durch 3 teilbar usw.

5. In dem Dreieck A 4BC seien (0.B.d.A.)
A und C die in der Aufgabe genannten Eck-
punkte und D und £ die zugehorigen Hohen-
fuflpunkte (siehe Abb.). Da A4, E, C nicht
auf derselben Geraden liegen, gibt es genau
einen Kreis durch diese drei Punkte. Nach
der Umkehrung des Satzes des Thales ist
wegen des rechten Winkels bei Z die Seite AC
ein Durchmesser des Kreises, und es liegen
auf diesem Kreis die Eckpunkte aller recht-
winkligen Dreiecke, diec AC zur Hypotenuse
haben, mithin auch der Punkt D. Folglich
ist das Viereck AECD ein Sehnenviereck.

U
c

A A 8

Falls das Dreieck A 4 BC rechtwinkligist,entartet das
Schuenvicreek zu einem Dreieck, da jn diesem Fallc
zwei Ho te mit dem t des
rechten Winkels zusammenfallen. Da jedes Dreieck
aber einen Umkreis besitzt, gilt die Behauptung auch
in diesem Ialle.

6. (I) Da die Zahl zweistellig sein soll, muf}
sic grofer sein als 9. Daraus folgt, daBl ihr um
9 vermindertes Doppeltes gréfer sein muB als
sic selbst. Wegen der 2. Bedingung besagt
dies, da bei Umstellung der Ziffern aus der
Zahl eine grofBere Zahl entstehen soll. Daher
muB ihre erste Ziffer kleiner sein als ihre
zweite.

(II) Ferner soll das um 9 verminderte Dop-
pelte wieder zweistellig, also hochstens 99
sein. Daraus ergibt sich, da die Zahl hoch-
stens 54 betragen kann. Wegen der 1. Bedin-
gung verbleiben hiernach noch genau die fol-
genden Moglichkeiten: 14, 25, 36 und 47. Von
diesen erfiillt nur die Zahl 36 alle Bedingun-
gen der Aufgabe,

1. Es sei z die erste und y die letzte Ziffer
einer derartigen Quadratzahl 2, dann gilt
2=1000x4+ 100z + 10y + y = 1100 z
+11y=11(100z + y)
mtl<z<9und 0= y<9.
Daraus folgt 11 |z und, da z Quadratzahl
und 11 Primzahl ist, sogar 112 | 2,
Somit muB gelten 11 1100 z + y.
Nun ist aber 1002 +~ y =99 + = + ¥,
und somit 11 | z + y. Wegen der Ein-
schrinkung fir z und ¥ kommt nur 1 < =
+ y < 18 und damit  + y = 11 in Frage.
Darausfolgt 100 x + y =992 + 2z + ¥
=11(9 = + 1) und somit z = 112 (9 = + 1).
Da z Quadratzahl ist, muBl auch 9z 4 1
Quadratzahl sein. Wegen 1 < z < 9 ist dies
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(wie man z. B. durch Berechnung der Zahlen
9r+1 fir z=1,...,9 feststellen kann)
nur fiir © =7 der Fall. Umgckehrt fiihrt
2z =7 in der Tat wegen 9- 7 + 1 = 64 auf
die Quadratzahl z = 121 - 64 = 7744 = 882
Diese ist somit die einzige vierstellige Qua-
dratzahl mit den geforderten Bedingungen.
2. Es seien @, R, S, T' dic Reflexionspunkte
an den Seiten 4B, BC, CD, DA. Sie bilden
das Viereck @RST. Nach dem Reflexionssatz
gilt, wenn die Reflexionswinkel die in der
Abbildung angegebenen Grofien haben:
o=y fr=By yi=1yy 61=26, (1)
Es sei U der Schnittpunkt der Verlingerung
von AB iiber B hinaus und SR iiber R hin-
aus. Dann gilt fiir die GroBen der auftreten-
den Winkel:
Py = 90°— @p=90°— B, = 90°— f,
(nach (1))
und weiterhin a, = 90°— B, sowie
o, = 90°— 8, (nach (1)).
Daraus folgt «; = @, und damit 7Q 11 SR (2)
Es sei V der Schnittpunkt der Verlingerun-
gen von BC diber C hinaus und 7'§ iiber S
hinaus. Dann kann analog gezeigt werden,
dal TS||QR gilt (3)
Aus (2) und (3) folgt, daB das Viereck QRST'
cin Parallelogramm ist. Damit gilt
QR=TS8 (4)
Also ist A QRB== A TS8D (sww).
Daraus folgt: BR=DT (5)
Weiterhin gilt A QAT ~ A BQR; denn sic
stimmen in den Winkeln ibcrein.

A% Q B Us

VY
X p 4
T K% v >/

<)
N

Also gilt:

AQ: AT=QB: BE=QB: DT (nach(5)(6)).
Aus (6) und der Umkehrung des 1. Strahlen-
satzes folgt damit 7Q |1 DB (7)
Die Billardkugel kann also héchstens dann
den vorgeschricbenen Verlauf nchmen, wenn
sie von P aus parallel zur Diagonalen DB
des Billardtisches 4 BC gegen die Seite A3
gestoBen wird. Umgekehrt, wenn die Kugel
in dieser Richtung gestofen wird und
(Fall 1:) P innerhalb des Dreiecks A ABD
liegt, so trifft sie nach je genau einmaliger
Reflexion an AB, BC, CD, DA wieder in [?
ein, falls sie weit genug rollt.



Beweis: Nach Vorraussetzung schneidet die
Parallele durch P zu DB die Seite AB in ei-
nem inneren Punkte @. Wegen des Reflexions-
gesetzes einerseits und der Gleichheit der
Winkel <t ABD, <& BAC andererseits folgt,
daB die Kugel dann paralle]l zu AC weiter-
lauft, und die Parallele durch @ zu AC wie-
derum schneidet die Seite BC in einem
inneren Punkte R. So schlieBt man weiter
und erhilt innere Punkte S, 7', @, auf den
Seiten CD, DA, AB als weitere Bahnpunkte
(zugleich als Reflexionspunkte in dieser
Reihenfolge), fiir die QR 11 T8 |1 AC und
SR |1 TQ, 11 DB gilt.
Nun folgt einerseits
BR:DS= BC:DC = DA: DC =DT: DS,
also BR = DT, daher
A QRB o~ A TSD, folglich BQ = DS
und somit 4Q = CS. (8)
Andererseits folgt
AQ,: AT = AB: AD = CD: AD

= C8: AT, also AQ,= CS. (9)
Aus (8) und (9) ergibt sich @ = @,, also fallt
die Bahn der Kugel nach der Reflexion bei T'
(némlich dieParallele durch @, zu D B) mit der
Parallelen durch @ zu DB zusammen, und
somit verlduft sie durch P.
(Fall 2:) Liegt P auf der Diagonalen DB oder
innerhalb des Dreiecks A BCD, so schneidet
die Parallele durch P-zu DB die Seite AB
nicht in einem inneren Punkte. Daher kann
die Aufgabe in diesem Falle keine Losung
haben.
3. Die vorgegebene Zahl enthalt 9 - 14 90- 2
+ 1 - 3 Ziffern, also insgesamt 192 Ziffern.
(ienau 92 davon sollen in der zu bildenden
Zahl enthalten bleiber. Von zwei 92-stelligen
Zahlen, die mit verschiedener Anzahl von
Neunen beginnen, ist diejenige die groBere,
die mit der groBeren Anzahl von Neunen be-
ginnt.
Vor der ersten in der Zahl auftretenden Neun
stehen 8 von Neun verschiedenen Ziffern, vor
der zweiten weitere 19, vor der dritten,
vierten und fiinften wiederum je weitere 19
von Neun verschiedenen Ziffern. Streichen
wir diese, so sind insgesamt 84 Ziffern
(8 +4-19 =84) entfernt. Es sind noch
16 Ziffern zu streichen.
Die Zahl beginnt dann so:
999995051525354555657585960 ....cvcvriirnrenne
Es ist nun nicht mehr méglich, die 19 Ziffern
vor der nichsten (urspriinglich sechsten)
Neun zu streichen, da dann mehr als 100
Ziffern entfielen.
Von zwei 92-stelligen Zahlen, die mit 5 Neu-
nen beginnen und an der sechsten Stelle ver-

schiedene Ziffern haben, ist diejenige groBer,
die an der sechsten Stelle die groBere Zahl
enthidlt. In unserem Fall kommt die Acht
dafiir nicht in Frage, da dann noch 17 Ziffern
zu streichen wiren. An der sschsten Stelle
kann also hochstens eine Sieben stehen. Das
ist auch erreichbar, wenn man die niichsten
15 Ziffern streicht. Entsprechend zeigt man,
daB als letzte Ziffer die auf die Siebenfolgende
Fiinf entfernt werden muB.

Die Zahl lautet also

999997859606162 ..........ccvrernneens 979899100.

1
4. Wegen 3 - < 1 muB mindestens eine der

Zahlen a, b, ¢ kleiner als 4 sein. Wir betrachten
zuniichst die Fille, in denen dies fiir die Zahl
a zutrifft.

1. Fall: a = 2. Es muB gelten

1 1 1 1 1 1
grgto=Laogto=g.
Ahnlich wie eben zeigt man, daB mindestens
eine der Zahlen b, ¢ kleiner als 5 sein muB.

1
Daraus folgt: Fiir 5 gibt es nur die folgenden

beiden Zerlegungen in zwei Stammbriiche
1 1 1 1 1 1
Wgtg=guwmd@g+g=1p
2. Fall: a = 3. Nach Voraussetzung gilt
1. 1 1 1,1 2.
?-I-?—I-—c: 1, a]BOT-F?:?'
Mindestens eine der Zahlen b, ¢ muB kleiner

2
als 4 sein, und daraus folgt: Fir 3

wieder nur zwei Zerlegungen in zwei Stamm-
briiche

gibt es

1 1 2 1 1 2

(3)3+3:3nm!(4)2—:—-0=3.

Im Sinne der Aufgabe sind nun in den aus
(1), (2), (3) und (4) resultierenden Zerlegun-
gen der Zahl 1 noch alle verschiedenartigen
Vertauschungen der Summanden zulissig,
wobei jedoch die aus (2) und die aus (4) ge-
wonnenen Zerlegungen miteinander iiberein-
stimmen. Somit erhalten wir, da genau
folgende 10 Tripel die geforderten Bedin-
gungen erfiillen:
(2:4,4), (4.24),
3,2,6), (3,6,2),

(4.4,2), (2,3,6), (2.6,3),
(6,2,3), (632), (3.33).

5. Das von C auf AB gefillte Lot habe die
Linge h,. Dabei kann folgendes auftreten:

1. Fall: Das Lot fillt nicht mit der Seiten-
halbierenden zusammen. Die Linge der Ver-
bindungsstrecke vom FuBpunkt des Lotes
zum Halbierungspunkt der Seite 4B sei .
1.1. Das Lot liegt innerhalb des Dreiecks
A ABC.
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C ¢
X X )
¢ e
Fig. 1 Fig. 2

Zu Fig. 1: Das Lot liegt zwischen AC und
Seitenhalbierender.

Zu Fig. 2: Das Lot liegt zwischen BC und
Seitenhalbierender.

Durch Anwendung des Satzes des Pythagoras
ergibt sich: k2 = 5.2 — 2% und

Zu Fig. 1:
[ 2 c?
b2=h.2+( B ——x) :scz—mz+~4-—c:t+ x?

c?

also b2=s 2+ i sowie

2
a?= s+ CZ + cx. Mithin erhdlt man:
02
B at =282 5.
Zu Fig. 2
c 2 ¢t
»¥=h2+ (*2 +a:) =s2—a?4 4 + ez 4 2?
¢ 2
=h2 + (-2—— z)

c2
'b2+a2=2802+ 2..

C‘Z
=g+ toz
s
a? =32+ g —
woraus in beiden Fillen 2 8,2 = 4% + a®>— -,
1
also 5, =4 YZa* F 2058 — ¢t folgt.

1.2. DasLotliegt nichtinnerhalb des Dreiecks.

[4
4
a ) h,
I % 19
) 8
< - 8 A=—=
X ¢ < X
2 2
Fig. 8 Fig. 4

Zu Fig. 3: Die Seite AC fillt entweder mit
dem Lot zusammen, oder sie liegt zwischen
dem Lot und Seite BC.

Zu Fig. 4

Die Scite BC fillt entweder mit dem Lot
zusammen, oder sie liegt zwischen dem Lot
und der Seite AC.

Es gilt fiir beide Fig.: b2 = 52— a2
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Weiter zu Fig. 3

2

b =h2+ (z—-~2) cz—}—-;-

az—hz—l—(x—l- ) cx—,—%.

Weiter zu Fig. 4:

B = A2+ ( ) +cr+—
c 2

a”:h’—i—(x——z—) = g2 —c+ 7

Daraue ergibt sich in beiden Fillen
2 )
a?+ b2 =2s,? +%alsosc = 51/2@"‘ + 2b2—c2.

2. Fall: Das Lot fallt mit der Seitenhalbieren-
den zusammen. Dann ist =0 und a = b
und man erhilt fira # ¢

1l a1
8= 2~V2u“+ 28—t =5

bzw. fira=b=c

Y4ar—c?

) —
EX =72-|,/2 a? +2b2 —c?
1 . _
=5 V8 =43,
Fiir alle Dreiecke gilt mithin
1 . -
=y V2F L 2B —&

6. Angenommen, die reelle Zahl x erfiille die
Ungleichung

2 1
*y__ " R
( )2:0—1 z 1 > 3
—5
1
Dann gilt z & IR Wegen
3 2 1 _9—12+(2a;—1)
-1 113~ 3@—))
2
2z —4 z—2

=3@z—1) =3(x_%) ist (*) genau

dann erfiillt, wenn ;l > Oist.

3 T—y

Dies gilt genau dann, wenn einer der beiden
folgenden Fille zutrifft:

(1)z—2 >0 und z———>0
Hierfiirist x > 2 notwendlg und hinreichend.
(2) z—2< 0 und z—-%<0.
Hierfiir ist « < "y notwendigund hinreichend.

Daher sind genau diejenigen reellen Zahlen
x Losung von (*), die einem der beiden

Intervalle (— 00, %), (2, 4 o0) angehéren.

Die Losungen zu Klassenstufe 10 verdffent-
lichen wir in Heft 1/69, die Redaktion.



Losungen

W(5)233 36:3 =12; zwolf Schiiler er-
hielten die Note ,Zwei‘ oder ,Vier. 12:3
=4; 2-4 = 8; acht Schiiler erhielten die
Note ,Zwei‘ und vier Schiiler die Note ,Vier.
36 — 12 = 24; es erhielten 24 Schiiler die
Noten ,Eins‘, ,Drei‘ oder ,Fiinf‘. Die Ermitt-
lung der Anzahl dieser Noten, wird aus der
nachstehenden Tabelle deutlich:

Notel Note3 Note 5 Summe
3 7oder8 1 11 oder12
6 13 oder 14 2 21 oder 22
od. 15 0d.18 od. 23 od. 24
oder 17 oder 25

Aus 6 + 16 + 2 = 24 folgt, daB sechs Schii-
ler die Note ,Eins‘, 16 Schiiler die Note ,Drei*
und zwei Schiiler die Note ,Fiinf* erhielten.

W(5)234 Die urspriingliche Zahl ist um 27
groBer als diejenige Zahl, die man durch Ver-
tauschen der beiden Ziffern erhilt. Deshalb
muB die Anzahl der Zehner der gesuchten
Zahl groBer als die ilirer Einer sein. Von allen
Zahlen, die diese Bedingung erfiillen, be-
sitzen nur die Zahlen 94, 85 und 76 die ge-
forderte Quersumme 13. Die dritte der ge-
stellten Bedingungen erfiillt allein die Zahl
85; denn es gilt 85 — 58 = 27. Die urspriing-
liche Zahl lautet also 85.

W(6)238 Uwe verlor im zweiten Spiel drei
mehr als ein Viertel der ihm nach dem ersten
Spiel verbliebenen Murmeln. Wir rechnen

21 +3 =24 und 24 - % = 32; Uwe besaB
vor dem zweiten Spiel 32 Murmeln. Im ersten

Spiel verlor Uwe zwei mehr als ein Drittel
seiner Murmeln. Wir rechnen 32 + 2 = 34

und 3; + 34 = 51; Uwe besaB vor dem ersten
Spiel 51 Murmeln.

W(6)239 56 - 2 = 112; in zwei Tagen soll-
ten urspriinglich 112 ha abgeerntet sein.

112 — 40 = 72; zwei Tage vor dem gestellten
Plantermin waren bereits 72 ha mehr als vor-
gesehen geschafft. 64 —56 =8 und 72:8
= 9; in neun Arbeitstagen wurden diese iiber
den Plan hinausgehenden 72 ha abgeerntet.
Die Emnte sollte demnach urspriinglich in
11 Tagen beendet sein.

W(7)243 Es gilt der Satz: Im Parallelo-
gramm halbieren die Diagonalen einander.
Danach gilt: AM = MC; BM = MD.

Aus AM = M und BM = MD und

L AMD = X BMCu. < AMB =X CMD
folgt A AMD ~ A BMC und

A ABM ~ A CDM.

D, ¢

A 8

Es sei DF Hohe des Dreiecks ACD zur Seite
AC; dann ist DF auch Hohe des Dreiecks
AMD zur Seite AM und des Dreiecks MCD
zur Seite MC.

Aus AM = MC folgt dann, daB die Dreiecke
AMD und MCD flichengleich sind. Aus der
zuvor nachgewiesenen Kongruenz zweier
Paare von Teildreiecken folgt die Flichen-
gleichheit aller vier Teildreiecke.

‘W(7)244 Von den vier gegebenen Zahlen
sind genau zwei gerade und genau zwei un-
gerade. Ein Produkt aus zwei natiirlichen
Zahlen ist gerade, wenn wenigstens ein Fak-
tor gerade ist; ein Produkt aus zwei ungera-
den natiirlichen Zahlen ist stets ungerade.
Von den sechs Produkten sind genau fiinf
gerade und ein Produkt ungerade. Deshalb
ist die Summe dieser Produkte ungerade.

W(8)248 Es ist QL DFC = « + B als Au-
Benwinkel des Dreiecks 4 BF. Daher ist der
gesuchte Winkel
X FDE = < DFC + & FCD
=«+p+y
als AuBenwinkel des Dreiecks CDF.
W(8)249 Bezeichnet man die zweite Zahl
mit n, so ergibt sich (n —1)n + n (0 + 1)
=n?—n + n2+ n =222 wzbw
W(9)253 Bezeichnet man die Lingen der
Katheten mit ¢ und b und die Lénge der
Hypotenuse mit ¢, so gilt nach dem Lehrsatz
des Pythagoras ¢® = a%+ b2
Daraus folgt: —;i 2 = % a?® + %b" .
Bezeichnet man mit 4 den Flicheninhalt des
rechtwinkligen Drejecks 4 BC, so betrigt die
Summe der Flacheninhalte der Méndchen

ooy Taa T oo
A+8u+8b Bc—A,

da %c“ =%a2 +%b2ist.

Die Summe der Flichepinhalte der Mond-
chen ist also gleich dem Fliacheninhalt des
rechtwinkligen Dreiecks, w.z.b.w.

W(9)254 1. Analyse: Angenommen, 4 BCD
sei das zu konstruierende Trapez. Zeichnet

man durch C eine Parallele zu 4D und fiihrt
fir die Lingen der Seiten Variable, wie in
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der Skizze angegeben, ein, so ist CE =d,
EB=a—c und BC = b. Damit sind das
Dreieck EBC konstruierbar und also auch
das Trapez 4 BCD.

2. Konstruktionsbeschreibung: Ich zeichne das
Dreieck EBC, verlingere EB bis 4. Um A
bzw. C zeichne ich Kreise mit den entspre-
chenden Radien. Ihr Schnittpunkt ist D.
ABCD ist das zu konstruierende Trapez.
3. Beweis: Da das Trapez nach Konstruktion
die geforderten Abmessungen hat, ist es das
gesuchte.
4. Diskussion: Die Konstruktion ist immer
durchfiihrbar, wenn ein Dreieck aus den
Seiten a—c, b und d konstruiert werden
kann, d.h., wenn fiir diese Seiten die Drei-
ecksungleichungen erfiillt sind.
W(10/12)258 Die Fliche kann durch Uber-
decken von zwei Kreissektoren mit dem Ra-
dius ¢ und dem Zentriwinkel 120° erzeugt
werden. Das Drachenviereck M,BM,C, das
sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken mit der
Seite der Lénge ¢ zusammensetzt, wird dabei
doppelt iiberdeckt. Somit erhéilt man fiir den
gesuchten Flacheninhalt

2z

1 -
e 2
A—3a 21/341

= é(ﬁ(‘t 7—3V3)a 1,23 a?.

W(10/12)259 Die drei aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zahlen seien a — 1, @ und

a+ 1.

MNHe—1l+at+a+1=3a, wzbw.

(2) Von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist

stets eine durch 2 teilbar. Entweder ist a

teilbar, oder @ 1iBt den Rest 1; dann ist

a + 1 durch 2 teilbar.

Von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist

auch stets eine durch 3 teilbar.

1. Fall: a ist durch 3 teilbar.

2. Fall: a liBt bei Division durch 3 den Rest
1, dann ist @ — 1 durch 3 teilbar.

3. Fall: a liBt bei Division durch 3 den Rest
2,dann ist @ + 1 durch 3 teilbar.

Nun sind Zahlen, die durch 2 und 3 teilbar

sind, auch durch 6 teilbar. Daher ist das Pro-

dukt von drei aufeinanderfolgenden natiir-

lichen Zahlen stets durch 6 teilbar, w.z.b.w.

260a Losung der Aufgabe von
NPT Prof. Dr. phil. habil. H, Reichardt

Esseien M, der Drehpunkt des ersten Zeigers
und M, der Drehpunkt des zweiten Zeigers.
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Ferner sei 4 der Schnittpunkt der den Zeiger-
stellungen zu einem bestimmten Zeitpunkt
entsprechenden Geraden, und es sei B der
Schnittpunkt zu einem spiteren Zeitpunkt.
N sei ein Punkt der Geraden M,M,, der
oberhalb von M, liegt (vgl. Abb.). Wir setzen
I NMA=0a, {NM,A=258,

S M AM = ¢, X M,BM,=vy.
Nungilt 4 AM,B= Y AM,B=3,

da die beiden Zeiger in der gleichen Zeit stets
um den gleichen Winkel vorriicken.

Wir nehmen zunichst an, daB die Winkel «,

Bund § simtlich kleiner als 90°sind und daB

0 < a— B < 90° gilt. Nun gilt nach dem

Satz iiber die AuBenwinkel des Dreiecks
¢+ B=«, dh,

g =a—8§,
y+p+o=a-+4,dh,
=a—8§,

also ¢ = p,d.h., die vondenden Zeigerstellun-
gen entsprechenden Geraden gebildeten Win-
kel sind zu jedem Zeitpunkt gleich groB.
Analog beweist man die Gleichheit dieser
Winkel fir den Fall, daB die Winkel o, 8
und ¢ nicht kleiner als 90° sind. Im Falle
o = 0°*) erhilt man den Schnittpunkt M,
und im Falle § = 0°den Schnittpunkt M.
Nach der Umkehrung des Peripheriewinkel-
satzes liegen daher alle diese Schnittpunkte
auf einem der beiden Kreisbégen, die zu den
Sehnen M, M, gehéren, deren Mittelpunkte
0, und 0, so liegen daB

X M 0My = X M0,M, =2(x—8)
gilt, und deren Punkte jeweils auf derselben
Seite der Geraden M, M, liegen wie ihr
Mittelpunkt O, bzw. 0, (vgl. Abb.).
Im Falle « — 8 = 90° liegen beide Kreis-
bégen auf demselben Kreis, der zu M M, als
Durchmesser gehort.
Die Fille a— £ >>90° und a— g < 90°
Jassen sich durch eine geeignete Umbenennung
der Winkel auf dic obigen Fille zuriick fiihren.
Ferner ergibt sich aus der obigen Unter-
suchung, dafl auch jeder Punkt der beiden
Kreisbégen Schnittpunkt der den Zeiger-
*) Da nach der Voraussetzung der Aufgabe die durch

die Zeiger verlaufenden Geraden einander schneiden,
ist stetsa = §, d. h,, in dicsem Falle g == 0.



stellungen zueinem bestimmten Zeitpunktent-
sprechenden Geradenist. Beieinem vollen Um-
lauf des Zeigers mitdem Drehpunkt M ,durch-
liuftdaher derSchnitipunktder entsprechenden
Geraden zundchst den Kreisbogen wm O, von
M, bis M,, dann den Kreisbogen um O, von
M, bis M,.

260b Wir teilen das Zifferblatt der Uhr so
in 60 Teile ein, daB jeder Stellung eines
Zeigers einer reellen Zahl entspricht, die
groBer oder gleich Null und kleiner als 60 ist.
Dann entspricht der Zeigerstellung z des klei-
z
5
stellung y des groBen Zeigers die Zeitelo Stun-

nen Zeigersdie Zeit— Stunden und der Zeiger-

den. Bei einer moglichen Stellung der beiden
; - 6% = m eine nichtnegative
ganze Zahl; denn die Differenz der von den
beiden Zeigern angezeigten Zeit ergibt stets
eine volle Stundenzahl. Aus der Vertau-
schung der Zeiger soll wieder eine mogliche
Stellung hervorgehen, d. h., auch die Zahl

g — 6% =nistein nichtnegative ganze Zahl.

Zeiger ist

Wir erhalten daber die Gleichungen
r_ v y_* _ 2
5760 5 60" @
wobei i und n ganze Zahlen mit 0 < m < 12
und 0 < 7 < 12 sind. Aus (1) und (2) er-
halten wir
12 x — y=60m,
—ax4+12y=60n,
l44x—12y=060-12m,
143z =60(12m + n),
_60(12m +n)
="z - O
Fir m =0,1,2,...,11 und » =0,1,2,. .,,11
ergeben sich 144 verschiedene Werte fiir x
mit 0 < x =< 60. Da aber x < 60 gelten soll,
scheidet der Fall m = n = 11 aus, und wir
erhalten 143 verschiedene Zeigerstellungen ent-
sprechend der Gleichung (3).

=m,(1)

Setzen wir zum Beispiel m =4, n =29, so
erhalten wir wegen (3)
60(12-4 4+ 9) 3420
= L T T A 93
® 143 143 ~ 23916,

d.h. ?w 47783, also die Uhrzeit 4.47 Uhr

(vgl. Abb.) bzw. bei Vertauschung der Zeiger
9.24 Uhr.

Diese Aufgabe und weitere interessante Aufgaben tbef
Uhrzeigerstellungen finden wir auch in dem schbnen
Buch von J. I. Perelman, Unterhaltsame Algebra, Ber-
lin, Volk und Wissen Volkseigener Verlag 1965 (Mathe-
matische Schiilerbibliothek).

261 Wir wihlen die Teilstrecke 4 B als Ein-
heit; die Strecke AD enthilt dann genau
1+ 3 + 4 = 8 Einheiten. Aus 168:8 = 21
folgt:

AB =21 m; BC = 63 m; CD=84m.
Probe: 21 + 63 + 84 = 168.

262 Aus 8- 12 =96 und 96: (12 + 4) = 6
folgt, daB Fritz die erste Hélfte des Buches in
acht Tagen, die zweite Hilfte in sechs Tagen
gelesen hatte. Die Lelhfrist betrug demnach
14 Tage.

263 Es sind genau 16 Dreiecke zu finden,
und zwar

A ABC; A AGD; A BCJ; A CEJ;
A ABJ; A AFG; A BEF; A DFE;
A ACD; A AFH; ACDG; A FHG;
A AFD; A BCE; ACEH; AEHJ.

Die unterstrichenen Dreiecke sind recht-
winklig.

W(5)264 Die Zahl 24 148t sich als Produkt
dreier natiirlicher Zahlen wie folgt schreiben :

Produkt Summe Produkt  Summe
1-1-24 26 1-4-6 11
1-2-12 16 2-2-6 10
1-3-8 12 2-3-4 9

Nur die Summe 11 ist eine Primzahl; folglich
sind die Kinder von Frau Lehmann ein, vier
und sechs Jahre alt.

W(5)265 (1+3-5):(T+9)=1; 13- 57
S9=2; [14+3)-5+7:9=3; (1+3)
S5 (T+9) =4;14(3-(6+17)]:9=5;
13—5+7—9=6; 1+34+5+4+7—9
=7; (13-5+4+7):9=8; [13—(5+ )]
29=9; 13— (5+7) +9=10.

1 1 1
266 Aus 29" F = ¢ folgt, daB der Tourist

1
am ersten Tag 3 des Weges mehr zurick-

legte als am zweiten Tag.

Da 6 12 = 72 ist, betrug die Gesamtlinge
des Wanderweges 72 km. Am ersten Tag wur-
den 36 km, am zweiten 24 km und am dritten
12 km zuriickgelegt.

267 Der Zeichnung entnehmen wir:

< ACD = 180°— 50° = 130°.

Aus & ACD = 130°und < ACE = & ECD
folgt & ACE = 65°.

Ferner gilt: <X ABC = 180°— 70°— 50°
= 60°. Aus X ABC = 60° und < ABE
= X EBC folgt < EBC = 30°.
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Fiir das Dreieck BCE gilt dann:
< BEC = 180°— 30°— 115° = 35°.

268 Steffen nimmt einen belicbigen Schliis-
sel; mit ihm versucht er, ein SchloB nach dem
anderen zu 6ffnen. Er muB im ungiinstigsten
Fall vier Proben machen. Waren diese vier
Proben vergebens, so muBl der Schliissel zu
dem fiinften SchloB passen, eine weitere
Probe eriibrigt sich also. Mit dem zweiten
Schliissel braucht Steffen nur noch drei Pro-
ben zu machen; fir den dritten Schlissel
reichen zwei Versuche. Es sind zwei Schlosser
mit Schlilsseln iibrig geblieben. Mit einem
einzigen SchlieBversuch kommt Steffen jetzt
aus.

Da 4 + 3 4+ 2 + 1 = 10 ist, sind im ungiin-
stigsten Fall zehn Proben zu machen, um fiir
jedes SchloB den passenden Schliissel heraus-
zufinden. In der Praxis ist die Anzahl der
Proben meist kleiner.

W(6)269 Fiir echte Briiche Z gilt a =0,
b0, a<b. Fir a + b= "7 erhalten wir

1 2 E
die Briiche und 3

6°5 4

Nur der Bruch % erfiillt die gestellten Bedin-
Bl

gungen: ;——g = 4.

W(6)270 Von drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist mindestens eine durch
2 und genau eine durch 3 teilbar. Fira = 0
erhalten wir die Zahlen 0, 1, 2; nur 2 ist
Primzahl. Fiir ¢ = 1 erhalten wir die Zahlen
1, 2, 3; nur 2 und 3 sind Primzahlen. Fiir alle
weiteren Belegungen (¢ = 2,3,4, . . .) erhalten
wir unter den drei Zahlen mindestens eine,
die durch 2, und genau eine Zahl, die durch 3
teilbar ist. Unter den drei Zahlen sind also
stets mindestens zwei zusammengesetzte Zah-
len zu finden. Die Primzahl 2 ist demnach be-
stimmt Teiler einer dieser drei Zahlen; das
trifft auch fiir die Primzahl 3 zu.
3500

271a 110- 25 = 2750; h,= 27507~ 1,27;
das Wasser steht im Becken rund 1,27 m
hoch.

3500 + 2000
ﬁ‘o‘— - = §75—0 = 2,00; das
Wasser steigt auf 2 m Hohe an.

5500

b hy=

272 Es sei s die MaBzahl (in km) der ge-
samten Fahrstrecke und s,, s, seien die MaB-
zahlen der beiden Teilstrecken, dann gilt
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8, + 8, = 243. Nehmen wir weiter an, der Zug
benotige zum Durchfahren der ersten Teil-
strecke = Stunden, dann gilt .
272 + (8 —z) - 36 = 243, also z = 5.
Die erste Teilstrecke wird in 5 Stunden, die
zweite in 3 Stunden durchfahren.

(2754 36+ 3 =135 + 108 = 243)

273 Es sei x eine Losung der gegebenen
Gleichung; dann gilt
me+2m+3m—T=22+ 6+ m?

+ m—18, (1)

z(m—2)=m*—4m—>5. (2)

Fiir alle rationalen Zahlen m, fir die m 4 2
ist, hat daher die gegebene Gleichung eine
Lésung in z, und zwar

m?—4m—>5

m—2

Fiir m = 2 hat die gegebene Gleichung keine
Losung, da in diesem Falle aus der Gleichung
(2) z- 0 = 4 — 8 — 5 = —9folgt, was nicht
maoglich ist.

W(7)274 Es gibt finf verschiedene Mog-
lichkeiten, die Zahl 30 als Produkt von drei
Faltoren zu schreiben; sie sind in der folgen-
den Tabelle zusammengestellt.

x =

a b c a+b+ec
1 1 30 32
1 2 15 18
1 3 10 14
1 5 [] 12
2 3 5 10

Dabeigilta-b:¢c=30unde < b < c.

Die Summe @ 4 b + ¢ ist nur fiir die Zahlen-
tripel (1,1,30) und (1,5,6) durch 4 teilbar. Die
drei gesuchten Zahlen sind entweder 1, 1 und
30 oder 1, 5 und 6.

Im Zusatz wird gefordert, daB es eine kleinste
Zahl im Zahlentripel gibt und daB sie Teiler
der beiden anderen Zahlen ist. Nur das Zah-
lentripel (1,5,6) erfiillt diese Bedingung, denn
es gilt 1 <5< 6und 1/5und 1186. In die-
sem Fall sind 1, 5 und 6 die gesuchten Zahlen.

W(7)275 Wir konstruieren den Winkel
B = 60° mit seinem Scheitelpunkt B. Danach
zeichnen wir zu dem einen Schenkel des Win-
kels f eine Parallele im Abstande m = 35 mm

und zu dem anderen Schenkel eine Parallele
im Abstande 7= = 25 mm so, daB der



Schnittpunkt S dieser beiden Parallelen ein
innerer Pupkt des Winkels g ist. Wir ver-
binden die Punkte B und S. Nun konstru-
ieren wir in S die Senkrechte zu BS; sie
schneidet den einen Schenkel des Winkels g
in A4, den anderen Schenkel in C. In 4 tragen
Wir dann an 4 B den Winkel & = 75° an; sein
freier Schenkel schneidet die verlingerte
Strecke BS im Punkte D. Verbinden wir
schlieBlich ¢ mit D, so erhalten wir das zu
konstruierende Viereck A BCD.

276a 115- 989 = 113735
b 327- 413 = 135051

Umfassende Losungen bringen wir in H. 6/68.

W(8)277 Wegen des zweiten Satzes der
Aufgabe kann Petja nicht Schiiler der 4. oder
6. Klasse sein. Wegen des dritten Satzes
konnen Wasja und Kolja nicht Schiiler der
5. Klasse sein. Wegen des vierten Satzes
konnen Kolja und Stepa nicht Schiiler der 6.
oder 7. Klasse sein.

Wir erhalten folgende Tabelle, in der wir je-
weils ein F eingetragen haben, wenn die be-
treffende Aussage falsch ist:

X ist Schiller der 4. 5. 8. 7. Klasse
‘Wasja F

Kolja F F F

Petja F F

Stepa F F

Aus der Tabelle wird ersichtlich, da Wasja
Schiiler der 6. Klasse ist, da die anderen Jun-
gen nicht Schiiler dieser Klasse sind.

Also ist Wasja nicht Schiiler der 4., 5. und
7. Klasse. Daher ist Petja Schiiler der 7.
Klasse. Die Tabelle zeigt jetzt das folgende
Bild, wobei wir fiir wahre Aussagen ein W
eingetragen haben.

X ist Schiiler der 4. 5. 6. 7. Klasse
Wasja F ¥ w F
Kolja F F F
Petja F F w
Stepa F F

Daraus folgt weiter: Kolja ist Schiiler der
4. Klasse; Stepa ist nicht Schiiler der 4. Klasse,
also ist Stepa Schiiler der 5. Klasse. Damit ist
die Aufgabe gelost. Vervollstindige die Ta-
belle!

W(8)278 Wir zeichnen zur Geraden g zwei
Parallelen m und 7 so, daf8 sie die Geraden k&
und % in den Punkten D und E bzw. M und N
schneiden und daB diese Punkte auf dem
Zeichenblatt liegen. Wir halbieren die Strek-
ken DE und MN; die Halbierungspunkte
seien P und Q. Die Gerade PQ schneidet die
Gerade ¢ im Punkt 7' so, daB AT = BT gilt.

Beweis: A ABC ~ A MNC ~ A DEC.
Die Strecke PC ist Seitenhalbierende des

Dreiecks DEC, die Strecke QC ist Seiten-
halbierende des Dreiecks MNC.

Fe
[ NE

” W 1P I

Vi a

/

//1 \\

S KA
74 T B8\

Aus der Ahnlichkeitslage der Dreiecke folgt,

daB die Strecke TC Seitenhalbierende des
Dreiecks A BC sein muB.

279 1. Fall: Die natiirliche Zahl z sei gerade,
d. h.,, z = 2 m. Dann gilt 2 m + (2 m)?
=2m (2m + 1), also ist die Summe eine
gerade Zahl.

2. Fall: Die natiirliche Zahl z sei ungerade,
d. h,, z = 2m + 1. Jetzt gilt (2m + 1)
+@m+IE=2m+1+dmitam+1
=4m?* +6m+2=22m*+3m+1);
also ist auch in diesem Falle die Summe
eein gerade Zahl. Die Behauptung ist also
in jedem Falle richtig.

W(9)280 Die Ungleichung ist genau dann
erfiillt, wenn entweder
22—3>0und3xz+7>0 oder (1)
2z—3<0und3z+7<0 gilt. @
Der Fall (1) trifft genau dann zu, wenn

3 7
x>§uMz> —»3~,d.h.,wennx> ;—gilt.

Der Fall (2) trifft genau dann zu, wenn

3 7 7
< 5 und < -3 ,d.h., wenn 2z < —
gilt.
Die Ungleichung ist also genau dann erfiillt,

7 3
wenn entweder x < — 3 oder z > 9 gilt.
281a Es seien z der erste Faktor und y der
zweite Faktor.
Dann gilt wegen Zcile 2
7 2< 910, d. h.,, < 130.
In der Zeile 3 steht 8 z oder 9 z; daher gilt
9 z = 1000, d. h., = > 111.
Wegen Zeile 4 endet ein Vielfaches von z auf
Null, also ist « eine der Zahlen 115, 120, 125.
Wegen Zeile 2 ist der Zehner von 7z Null
also gilt z = 115. Wegen Zeile 5 gilt
100000 100000

2y=100000,d.h., y= — =i 800.
Daher kann in der Zeile 4 nur 8 z und in der.
Zeile 3 nur 9 z stehen, und wir erhalten genau
eine Losung, namlich 115 - 897 = 103155.
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281b Fs seien z der erste Faktor und y der
zweite Faktor. Dann gilt wegen Zeile 4

7 z > 10000, d. h., x > 1400.

Nun kann in Zeile 5 nur ein ungerades Viel-
faches von x stehen, da das Vielfache auf 5
endet. Wire y = 3700,s0 wiire zy > 5000000,
was der Zeile 6 widerspricht.

Daher gilt 1700 < y < 1800.

Wegen Zeile 6 gilt ferner zy > 4000000,

4000000 __ 4000000 _
also z>5—T(;>50]68()%%0>~000,
ferner gilt z < - -— 1700 < 2942 -

Daher kann in Zeile 2 nur 2 x stohen, und
es gilt

2 z 2 5000, d. h., z = 2500.
Wegen Zeile 5 endet z auf 5, daher endet
wegen Zeile 4 7 z auf 55. Das ist aber nur
mdglich, wenn z auf 65 endet. x ist daher eine
der Zahlen 2565, 2665, 2765, 2865.
Wit erhalten:

Nun muB die Summe aus dem Hunderter in
Zeile 2 und dem Zehner in Zeile 3 mindestens
15 betragen, da sonst in Zeile 6 der Tausender
nicht gleich 2 sein kdnnte. Daher betrigt der
Hunderter in Zeile 2 mindestens 6. Das ist
aber nur moglich; wenn z = 2865, also
2 & = 5730 ist. Daraus folgt aber, dal 3 z in
Zeile 3 steht, da sonst der Zehner in Zeile 3
nicht mindestens 8 betragen wiirde oder die
Zahl fiinfstellig wire. Es gibt daher wieder
genau eine Losung, namlich:
2865 - 1732 = 4962180.

W(10)282 Zur Abkiirzung bezeichnen wir

die vier Personen mit w, k, p, 8, die vier

Sportgemeinschaften mit 4, D, L, 8 und die

vier Sportarten mit a (Schach), f (Schwim-

men), y (Tennis), § (FuBball). Da jede der

vier Personen genau einer Sportgemeinschaft

angehort und genau eine Sportart aktiv be-

treibt, konnen wir z. B. schreiben:

w = D, wenn w der Sportgemeinschaft D
angehort,

w % D, wenn das nicht der Fall ist;

w = «, wenn w die Sportart o betreibt,

w == o, wenn das nicht der Fall ist, usw.

Dann folgt aus den Bedingungen der Auf-

gabe:

a) a=8, p=+a also p+38;
b) y*+D, w=D,

c) pF3d, k*;

d) a4, y+4;

e) k+D, p=+D; f)é=+D.

160

[ADLS « 8 75
E
f ﬁi \F
i H O OEEH F, Tabelle 1
«|[Fl F F W la 8y o
BlFWTFF S T
» EEWF w|FFrW
| . =
CwEre| KPR
Pl FWTH
Tubelle2 s |F [w, F F

Wir erhalten die umrahmten Angaben der
Tabelle 1.

Dabei bedeutet,,F*‘, daB die betreffende Aus-
sage nicht zutrifft, dagegen ,,W*, daB sie
zutrifft. Aus den umrahmten Angaben der
Tabelle erhalten wir sofort die nicht um-
rahmten Angaben. Es gilt also

=8, =D, y=L, §=2A4, alsos =D
= B. Wir konnem daher die Tabelle 1 weiter
ausfiillen und erhalten w = ¢ = 4,

k= o =8, p=y = L(siche Tabelle 2).
Daher erhalten wir das folgende Ergebnis,
das mit den Bedingungen a) bis f) der Auf-
gabe im Einklang steht:

Wladimirow ist Mitglied von Avantgarde und
FuBballspieler, Koslow ist Mitglied von Spar-
tak und Schachspieler, Petrow ist Mitglied
von Lokomotive und Tennisspieler, Stepanow
ist Mitglied von Dynamo und Schwimmer.

W(10/12)283a Da im dekadischen Positions-
system gerechnet werden soll, gilt (10¢- W
F+10°-04+102-C+10-H L+ E)- 4
=104 M 4+ 10°-0 +10- N+4+10- A4 T.
Dabei sind die Buchstaben jeweils durch eine
natiirliche Zahl, die kleiner als 10 ist, zu er-
setzen. Ferner ist W 4= 0, M =+ 0. Wegen
4 - W< 10ist W gleich 1 oder 2.
Ferner ist O gleich 0, 3, 6 oder 9, da sonstein
Widerspruch zur 2. Spalte auftreten wiirde.
Setzt man jetzt die zugelassenen Zahlen fiir
W und O ein, so erhilt man durch systema-
tisches Probieren, wenn man alle Fille aus-
scheidet, in denen sich eine Zahl wiederholt,
die folgenden Loésungen:
74

132 13407 19863
+13274 13407 + 19863
+ 13274 + 13407 + 19863
+ 13274 + 13407 + 19868

5309 3628 79452
Forner erhalten wir fiir die Aufgaben d, ¢ und b
dic folgenden Ldsungen:

d) 8-adisch ¢) 7-adisch b) 6-adisch

3156

2315 1621 2342 2153
+2315 +1621 2842 +2153
7147 3542 5014 1350

Umfassende Losungswege verdifentiichen wirin H. 6/68
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X. Internationale

Mathematik-Olympiade

Bericht

An der X. Internationalen Mathematik-
Olympiade in Moskau nahm auch aus der
DDR eine Delegation von acht Schiilern
unter der Leitung von Herrn Dr. Bausch und
Herrn Oberstudienrat Titze teil. Wir hatten
uns in einem vierzehntigigen zentralen Lehr-
gang griindlich vorbereitet und konnten nun
am 7. Juli mit einer IL-18 der Interflug von
Berlin-Schonefeld nach Moskau fliegen. Fiinf
von uns besafen bereits internationale Er-
fahrung, denn sie hatten schon an der IX.
IMOin Jugoslawienerfolgreich teilgenommen.
Natiirlich hofften wir alle, daB es uns auf
der Jubiliumsolympiade gelingen wiirde,
unseren zweiten Platz von Cetinje zu vertei-
digen.

Auf dem Flughaten Scheremetjewo wurden
wir von unserer netten Dolmetscherin Alla
schon erwartet und in einer Fahrt durch das
abendliche Moskau in unser Quartier, eine
Internatsschule in der Nahe der Lomonos-
sow-Universitat, gefiihrt. Bis zur Eréffnung
der Olympiade blieben uns noch zwei Tage,
fiir die unsere Gastgeber ein nettes Programm
vorbereitet hatten. Wir besichtigten das
SchloBmuseum von Kuskowo mit seiner
schonen Parkanlage und genossen aus dem
25. Stockwerk der Moskauer Staatlichen
Lomonossow-Universitit den Blick auf das
Hiusermeer von Moskau, seine Neubauvier-
tel und das Lenin-Stadion jenseits der Mos-
kwa bis hin zum neuen Fernsehturm in Ostan-
kino. Auch im Pionier-Palast waren wir zu
Gast; er beeindruckte uns durch seine mo-
derne Architektur.

Am Morgen des 10. Juli wurde die Olym-
piade von Prof Markuschewitsch, dem
Vorsitzenden der Jury, erdffnet. Mannschaf-
ten aus 12 Landern traten zum Wettbewerb
an: aus Bulgarien, der CSSR, der DDR, Eng-
land, Italien, Jugoslawien, der Mongolischen
VR, Polen, Rumiinien,Schweden,der UdSSR
und Ungarn. Aus Osterreich war ein Beob-
achter erschienen, um sich iiber den Verlauf
der Olympiade zu unterrichten.

Die Klausuraufgaben des ersten Tages waren
zu unserer Uberraschung recht leicht zu be-

wiltigen und bereiteten vor allem den Mann-
schaften aus der UdSSR, der DDR und
Ungarn, die im Vorjahr die ersten drei Plitze
belegt hatten, keine groBen Schwierigkeiten.
So muBte die Entscheidung durch die zweite
Klausur fallen, die sich als etwas schwieriger
erwies. Der Schwerpunkt lag auf der letzten
Aufgabe, zu der mehrere originelle Losungen
gefunden wurden. Aber auch hiermit wurden
wir gut fertig, und so konnten wir uns abends
unbeschwert an den Darbietungen des Mos-
kauer Staatszirkus erfreuen.

Drei Tage spiiter entschied die Jury iber die
Verteilung der Preise und Diplome. GrofSe
Freude herrschte bei uns, als wir erfuhren,
daB wir mit 304 von 320 moglichen Punkten
das bisher beste Mannschaftsergebnis und
damit den ersten Platz vor der UdSSR,
Ungarn und England erkimpft hatten. In der
Einzelwertung erhielten wir fiinf erste und
drei zweite Preise, so da keiner von uns leer
ausging. Besonders hat uns gefreut, da8 wir
unseren Sieg gerade auf der Jubiliumsolym-
piade feiern konnten. Da es uns gelingen
wiirde, sogar unsere Gastgeber, die schon
jahrelang den ersten Platz behauptet hatten,
zu schlagen, hatten wir kaum erwartet. Trotz-
dem glauben wir, dal unser Sieg kein Zufall
war, sondern durch die gute Vorbereitung an
unseren Schulen in mathematischen Zirkeln
und Lehrgingen im Zuge des neuen sozialisti-
schen Bildungssystems moglich wurde.

An den mathematischen Teil der Olympiade
schlossen sich, wie schon in den letzten Jah-
ren, Exkursionen durch das Gastgeberland
an. So besuchten wir die Wohn- und Arbeits-
rdume Lenins im Moskauer Krem! mit seiner
20000 Binde umfassenden Bibliothek, das
Dorf Leninskije Gorki, wo Lenin seine letzten
Lebensjahre verbrachte, und das Lenin-
Mausoleum auf dem Roten Platz. Besonders
beeindruckten uns die historischen Bauten
des Kreml, seine Tiirme und Mauern, Kathe-
dralen und Paliste sowie die Riistkammer
mit ihren reichen Schitzen, die von der alt-
russischen handwerklichen Kunst zeugen.
Ein weiterer Hohepunkt war der Besuch der
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Tretjakow-Galerie, durch die uns unsere Be-
treuerin Alla mit groBer Sachl tnis fiihrte.

net. Wir alle haben in Moskau unser Bestes
b haben viele Freundschaften ge-

Natiirlich durfte auch eine Besichtigung der
Volkswirtschaftsausstellung nicht fehlen. Be-
sonders interessierten uns hier die Pavillons
Atomenergie und Kosmos.

Drei Tage verbrachten wir in Leningrad.
Selbst der Dauerregen, der uns dort empfing,
konnte unsere gute Stimmung nicht triiben.
Unser Programm war ebenso reichhaltig wie
in Moskau. Auf einer Stadtrundfahrt sahen
wir den berihmten Panzerkreuzer Aurora,
den Smolny, das Winterpalais und die Peter-
Pauls-Festung. Ein besonderes Erlebnis war
fiir uns alle der Besuch der Ermitage. Leider
war die Zeit. viel zu kurz, um diese weltbe-
riihmte Gemialdesammlung eingehend ken-
nenzulernen. Das bekannte Leningrader Bal-
lett erlebten wir in einer Auffiihrung von 4n-
tonius und Kleopatra des sowjetischen Kom-
ponisten Lebedew. Ein Ausflug fiihrte uns
nach Peterhof, wo Peter I. seine Sommer-
residenz erbauen und mit einem wunder-
schénen Park umgeben lieB, der an die Ost-
see grenzt. Die Riickfahrt mit einem Trag-
fliigelboot Raketa machte uns viel SpaB. Im
Pionierpalast wurden wir schon von sowjeti-
schen Pionieren erwartet, mit denen wir einen
frohen Nachmittag bei Spiel und Tanz ver-
brachten. Der Exprefzug Roter Pfeil brachte

uns in 8 9 -stiindiger Fahrt nach Moskau zu-
rick.

Am 18. Juli wurden im Auditorium maximum
der Lomonossow-Universitat die Preistriger
der Olympiade geehrt. Es konnten 22 erste,
23 zweite und 20 dritte Preise vergeben wer-
den. Einen Sonderpreis erhielt das einzige
Midchen unter 96 Teilnehmern, eine mongo-
lische Schiilerin, die die héchste Punktzahl
ihrer Mannschaft erreicht hatte. Journalisten
und Bildreporter interessierten sich besonders
fiir uns als die siegreiche Mannschaft. Mit
einem Festessen im Internat wurde die X.
IMO offiziell beendet. Am nichsten Vor-
mittag waren wir in der Botschaft der DDR
zu Gast, und der Botschafter begliick-
wiinschte uns zu unseren Erfolgen.

Auf dem Flugplatz verabschiedeten wir uns
von unserer Betreuerin, mit der wir herzliche
Freundschaft geschlossen hatten, und traten
den Riickflug nach Berlin an.

Noch stand uns ein Hohepunkt unserer erleb-
nisreichen Tage bevor — ein Empfang, den
das Ministerium fiir Volksbildung, der Zen-
tralrat der FDJ und die Mathematische Ge-
sellschaft der DDR fiir uns veranstalteten.
Wir wurden mit der Artur-Becker-Medaille
sowie mit Anerkennungsurkunden und wert-
vollen Geld- und Buchprimien ausgezeich-
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schlossen und unvergeBliche Eindriicke von
der Sowjetunion gewonnen. Bald beginnt die
dritte Stufe der VIII. Mathematik-Olym-
piade der DDR, und wir werden uns anstren-
gen, auch bei der XI. Internationalen Mathe-
matik-Olympiade in Bukarest wieder dabei
zu sein.

Eifrige Disk unt den Tei n des Vorbe-
reitungslagers zur X. IMO (Juni 1968, Pionierpark
»Ernst Thalmann®, Wuhlheide)
Lésungen zu den Aufgab
1. Aufgabe
Es sei 44 BC ein solches Dreieck. Seine Sei-
tenlingen seien a =7 —1, b =7 und ¢ =
n + 1, die gegeniiberliegenden Winkel «,
und y. Dann gilt:
(n—1) = n* + (v + 1)?
—2n(n + 1) cos o
n—(n+ 1)+ (n— 1)
—2(n+ 1)(n—1)cos B
(1P =(n— 1)+ n2—
—2(n—1)ncosy

der X. IMO

und damit
_nt4é _m+2
cosa=g 5 cos f = Gt
n—4
cosy =g —3-

Es ist « < § <y, da der gréBeren Seite der
groBere Winkel gegeniiberliegt.
Ist einer der Winkel doppelt so groB wie der
andere, so besteht einer der drei Fille

1. =2a Il.y = 2ﬂ, III. y =24,
die einzeln untersucht werden.

I f=2a
Dann ist cos f = 2 cos?a — 1,
n?-+2 2(n- 4)2

2 am 1!

und nach Umformung:

2n% —4n®—8n + 16 =0, 2(n — 2)2

(n 4+ 2) = 0. Wegenn > Ofolgtn = 2.

Das Dreieck mit den Seitena = 1,5 = 2 und
¢ = 3ist jedoch zu einer Strecke entartet.

II. y =28

Dann ist cos y = 2 cos? f — 1,



n—4 2 (n? + 2)
I3 Imi—1r ! und
2n' —3n*— 1322+ 3n+2=0,
272 —3n—11)(n2 —1) =9.
Durch Umformung folgt [2(n — 2)2 + (5n—
—19))(n2—1) = 9.
Fir n = 4 gilt:
2n—2)2>0,5n—19 =1,n2—1 = 15,
also (272 —3n —11)(n%2—1) > 9.
Fiir n = 2 und » = 3 gilt ebenfalls
202 —3n —11)(n2—1) %9,
d. h., im Bereich der natiirlichen Zahlen gibt
es keine Losung.

1L y = 2«

Dannistcosy = 2cos?2a — 1,

n—4  2(n+4)*

m—2 4dn+ 1

und 272 — 702 — 177 4 10 = 0, (202 —17)
(2n —T) = 99.

Fiir n > 5 gilt:

202 —17 >33, 20— 17> 3, also’ 2n%2—
—17)2n—17) > 99.

Fir2 < n < 5ist:

12n2 — 171 < 33, i2n — 71 < 3, also (2% —
—17)(2n—17) < 99.

Firn = 5ist (202 — 17)(2n — 7) = 99.
Nur das Dreieck mit den Seitena = 4,b =5
und ¢ = 6 kommt als Losung in Frage.

Es ist noch zu zeigen, daB dieses den Bedin-
gungen der Aufgabe geniigt.

Aus cos o = 4 undcosy = 5 sowie

cos y = cos 2« folgt, da « und y Dreiecks-
winkel sind:

0<a<%,0<y<%uﬂdy=2m

Ergebnis: Das Dreieck mit den Seitenlingen
a=4,b=51.¢c=86

ist das einzige, das die geforderten Eigen-

schaften hat.

2. Aufgabe
Es sei z eine natiirliche Zahl, die die Bedin-
gung erfiillt, und n sei die Stellenzahl von z.
Dann ist p(z) < 97, z = 1071,
I. Essein = 1:
Dannist p(z) = x, 22 — 112 — 22 = 0.

1 1.,
T £ 5 V209
sind nicht ganzzahlig.
II. Essein = 2:
Dann ist 22 — 10z — 22 = p(z) < 81.
Esfolgt z?— 10x 4 25 < 128,

lz—51< J/128< 12, 10 < z< 16.

Nun muB p(z) 4 47 = (2 — 5)2 eine Qua-
dratzahl sein. Dieser Bedingung geniigt nur
die Zahl z = 12. Sie erfiillt auch die gegebene
Gleichung.
III. Essein > 2:

Die Wurzeln z1,2 =

Dannist 0 <107~ —5 < z— 35,

(10n—1 — 5)2 < (z — 5)2.
Durch Subtraktion von 47 folgt:

p(z) = 22 — 10z — 22 = 102n—2 —

— 107 — 22,
Wegen n > 2 ist
107 = 1000, 102n—2 — 2 > 8, also
1022—2 — 2. 107 = 8000.
Damit ist p (z) = 102n—2 — 107 — 22

= 107 + 8000 — 22 > 107 .

Das widerspricht der Ungleichung p(x) < 9.
Ergebnis: Nur die Zahl 12 ist Losung.
3. Aufgabe
Fiir beliebige reelle Zahlen z,, z,, . . ., z, gilt

(T — @) + (B — )2 + ... +

+ (Fn—1— 1,)2 =20,

und Gleichheit besteht nur fire, =x,=...

Esfolgt(n—l)z‘zz——ZZz?x,20
(ZI)

i<j
x11+xg’+ ot (zl+rz+ +xn)

n2122212+2ZzLx,

*
Es sei nun [z,, z,, . .., %,] eine reelle Losung
von (1). Durch Addition aller » Gleichungen
erhilt man

a(x?+ x4+ ...+ 2,7

+b(z; + 234+ ...+ 2,) + ne

=z, + 2,4+ ...+ x,).

LN e AR T

V*,—n_,-,_,,_’_
b—1lzy+z+---+2, ¢

3 n T, =0

Unter Benutzung von (*) folgt daraus
T+ a+---+ 2, 2

\
|
i
ale
I
=
>

= 4a?
Gleichheit gilt in (**) wie in (*) nur fiir z, =
=Ty =Ty
1. Essei 4 <0:
Dann folgt aus (**)

. b—1\2
Dtstocd s PN <o Wider-
spruch). Damitgibt es fiir 4 <0 keine Lésung.
II. Essei 4 =0;
Dann gilt in ("‘*) notwendig Gleichheit:

7+ & + -+ = >
(1 2 = 2a ) =0, es folgt

Ty =Ty =...=2, =—
Durch Einsetzen bestitigt man, daB dies eine
Loésung ist. Damit gibt es fiilr 4 = 0 genau
eine Losung.
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III. Es sei 4>0: Durch Einsetzen zeigt
man, daB die beiden n-Tupel

[ b—14 VA b—1+VA
T ag 3t 3T g jud
[ b—l—l/ﬁ' ) 1,_1_}/5}
A T

Lésungen von (1) sind.
Damitgibtes fiir 4 > 0 mehr als eine Losung.

4. Aufgabe

Es sei A B eine Kante, deren Linge nicht

groBer als die Linge der iibrigen Kanten ist.

Nach der Dreiecksungleichung gilt

CDh < AC + AD CD < BC + BD.
U

8

Daraus folgt (AC + BC — CD) + (4D +
+ BD—CD)>0.
Mindestens einer der beiden Summanden ist
positiv, es sei also 0. B.d. A.

AC + BC > CD. Weiterist (1)

46 < BC + AB< BC 4 CD

BC < AB+ AC < CD + AC

BC +CD > AC (2)

CD + 4C > BC &)
Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen
a+b>c b+c>a c+a>bh
ist notwendig und hinreichend fiir die Exi-
stenz eines Dreiecks mit den Seiten a, b, c.
Nach (1), (2), (3) 148t sich daher aus den drei
von C ausgehenden Kanten ein Dreieck kon-
struieren.
5. Aufgabe

a) Esist f(z+ 2a) = f[(x + a) + a]
- ; VTG F a1 =+ o

i)y @@

—(yHV @U@ @ @P)

1 /-1___
—a+|a
1 ! 1
— @y
Nunistf(z) =5 + V/ @—a)—[f (=—aP

— (@) +[f (@)]?

= ; ,also f(z + 2a) = f(x).
b) Beispiel: |
Die Funktion f (2) = ; (1 + cos n2z ’>

gentigt fiira = 1 der Funktionalgleichung,
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denn:
fa+rn=, 1+ wos(3+5)|)
(1+)5%)

_ ; +Vl+ cns?‘ 1— 005.12_1:\
2 ’ 2
1

=5 +ViG (z) =7 @1
f@+1)= 7 Vi@ =TT @"
6. Aufgabe

Essein=xg2y_1...

w\.—

a
z, 7y = 2 27 z; mit
=0
z;=0o0der z; =1
die Darstellung der Zahl » im Dualsystem.

Dannist[zk_'_l]—xaza_l CZpy1+ Xk
Beweis: ™.
Fall1: 2, =0,

n=TgXg—1-. - Th+102p_1...2, 2,
und damit » + 2%
= Tg Xg—1- .Q.kx;,+1 12 g...2, z,

n 4+
Es folgt Tl
Tg Tyl Tk 41=Tg Tg—1... Th+ 1+ Lo
FallIl: z;, =1,
N=TygLyg—1---Zht1lTp—1...2; %,
und damit n — 2%
=Za%q—1-+-Tp+1 02 _1... 2, 2,

n + 2k n— 2k
Es folgt ‘§k¥1]4[2k+1] +1
= Ty Tg—1-++ Th+1 + Zg

Unter Benutzung von (*) nimmt die Summe
folgende Gestalt an:

© [ 4 2k
S=k£0 W_;1]=xa Tg—1.-- % + %
+ .oz by
+ 2g. .25+ 1y
+ Ta + Ta—1

+ Za
Unter Beriicksichtigung der Stellenwerte der
z; folgt

S =z (2a—1420—2 4 . 42041
+xg—1(22—2 4+ ... 420 41)
+ 2,20+ 1) + 7
= 2¢ g4 - 20 —1 Ta—1+...+2'2, 4+,

S =nmn.
Ergebnis: Die gesuchte Summe ist gleich n.
‘Wolfgang Burmeister
Preistrager der X. IMO (DDR-Mannschaft)
Weitere Losungswege und Berichte findet der
interessierte Leser in der Zeitschr. fiir Lehrer
s»Mathematik in der Schule* 2/69, d. Red.



In der Sowjetunion erscheinen erstmalig

Die ,Mathematischen Manuskripte®

von Karl Marx

Unter den zahlreichen Publikationen, die zu
Ehren des 150. Geburtstages von Karl Marx
in der Sowjetuinon erscheinen, erweckt zwei-
fellos die lang erwartete Verdffentlichung der
»,Mathematischen Manuskripte” von Marx
im Moskauer Verlag Wissenschaft besonderes
Interesse. Sie ist das Ergebnis einer mehr als
ein Jahrzehnt wihrenden miihevollen und be-
harrlichen Forschungsarbeit des Instituts fiir
Marxismus-Leninismus beim ZK der KPdSU.
Marx’ umfangreicher mathematischer Nach-
laB bestitigt, daB Friedrich Engels in seiner
Rede am Grabe von Marx durchaus mit Recht
hervorhob, daB der groBe Wissenschaftler und
Revolutionar selbst auf dem Gebiet der Ma-
thematik selbstindige Entdeckungen ge-
macht hat. Und mit gleichem Recht konnte
Engels im Vorwort zum Anti-Dithring fest-
stellen: ,,Marx und ich waren wohl ziemlich
die einzigen, die aus der deutschen idealisti-
schen Philosophie die bewuBte Dialektik in
die materialistische Auffassung der Natur
und Geschichte hiniibergerettet hatten. Aber
zu einer dialektischen und zugleich materiali-
stischen Auffassung der Natur gehort Be-
kanntschaft mit der Mathematik und der
Naturwissenschaft. Marx war ein griindlicher
Mathematiker.*

In der Tat: Wie an alle seine wissenschaft-
lichen Arbeiten ging Marx auch en seine
mathematischen Studien mit groBter Griind-
lichkeit, Gewissenhaftigkeit und Systematik
heran und fand nicht eher Ruhe, bis ein Weg
zur Losung der auftauchenden Probleme
sichtbar wurde. Von besonderem Interesse
sowoh! fiir den Historiker als auch fiir den
Philosophen der Mathematik sind dabei seine
Ausarbeitung tber den historischen Ent-
wicklungsgang des Differentialbegriffs und
ein gesondertes Manuskript, in dem er die
Methode von D’Alembert. und Lagrange
seiner eigenen Differentialmethode gegen-
iberstellt.

Paul Lafargue berichtet in seinen Erinnerun-
gen an Karl Marx: ,,In der hoheren Mathe-
matik fand er die dialektische Bewegung in
ihrer logischsten und zugleich einfachsten
Form wieder, seiner Meinung nach war auch
eine Wissenschaft erst dann wirklich ent-
wickelt, wenn sie dahin gelangt war, sich der
Mathematik bedienen zu kénnen.“ Getreu
dieser Auffassung wandte Marx im Unter-
schied zu den meisten Okonomen seiner Zeit
in groBem Umfang mathematische Methoden
und Denkformen an.
Heute ist die Einfihrung mathematischer
Methoden auf 6konomischem Gebiet, insbe-
sondere bei der laufenden und der Perspektiv-
planung, sowie in anderen Bereichen des ge-
sellschaftlichen Lebens zu einem allgemeinen,
unumgénglichen Erfordernis geworden. Uber-
all wichst das Bediirfnis, mathematische
Methoden und Modelle auszuarbeiten und
moderne Rechentechnik zur Losung kompli-
zierter Probleme einzusetzen.
Darum finden die ,,Mathematischen Manu-
skripte® von Marx sowohl inhaltlich als vor
allem von der methodischen Seite her nicht
nur Interesse bei den Mathematikern, son-
dern dariiber hinaus bei Wissenschaftlern und
Forschern vieler anderer Disziplinen, insbe-
sondere im Bereich der Leitung und Planung
der Wirtschaft, aber auch seitens der Philoso-
phen, Soziologen usw.
Darum wird die Verdffentlichung dieser
Manuskripte auch in unserer Republik eine
grofe Beachtung finden. Die Moskauer Aus-
gabe bringt die Marxschen Manuskripte in
der Originalsprache und in russischer Uber-
setzung. Da die Manuskripte — von einigen
Pagsagen und wenigen franzosischen Ein-
streuungen abgesehen — in deutscher Sprache
abgefaBt sind, kann diese Ausgabe auch vom
deutschen Leser ohne Schwierigkeiten be-
nutzt werden. R. Sperl
Aus: ,,Die Presse der Sowjetunion‘‘52/68

Eine Wissenschaft ist erst dann wirklich entwickelt,

wenn sie dahin gelangt ist, sich der Mathematik bedienen zu kénnen.



Berufsbild

Diplom-Mathematiker
(Rechentechnik und Datenverarbeitung)

Nachdem euch die Berufsbilder des Facharbeiters fiir Datenverarbeitung, des Mathema-
tisch-technischen Assistenten und des Ingenteurs fiir Programmierung vorgestellt wurden,
wollen wir jetzt den Weg zum Diplom im Fach Mathematik an der TU Dresden und die
Einsatzmoglichkeiten beschreiben.

Natiirlich sind Diplom-Mathematiker nicht die einzigen Hochschulabsolventen fiir
die Datenverarbeitung. Auch die Fakultéiten fiir Ingenieurskonomie und Elektrotech-
nik beispielsweise bilden Fachleute fiir dieses Gebiet aus.

Welche Anforderungen werden gestellt, wenn ihr euch fiir ein Mathematik-
Studium bewerben wollt?

Erforderlich fiir den Studienbewerber sind tiberdurchschnittliche Leistungen in Mathe-
matik und sehr gute Leistungen in anderen naturwissenschaftlichen Fichern (insbeson-
dere in Physik), sowie ausgeprigte Fahigkeiten zum Erkennen logischer Zusammen-
hiinge. Voraussetzung fiir die Immatrikulation ist der Nachweis der Hochschulreife
(z. B. Abitur).

Wie sieht der Studienablauf aus?

Fiir Studenten der Mathematik gliedert sich das Studium in

2 Jahre Grundstudium, 2 Jahre Fachstudium, 1 Jahr Spezialstudium.
In den Vorlesungen des Grundstudiums erfolgt der exakte Aufbau der Differential- und
Integralrechnung fiir Funktionen einer bzw. mehrerer reeller Variabler. Dariiber hinaus
wird die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen und der komplexen Funk-
tionen vermittelt.

Spezialrichtung Rechentechnik und Mathematische Kyhernetik

In der Spezialrichtung Rechentechnik und Mathematische Kybernetik werden die im
Grundstudium erworbenen Kenntnisse durch Vorlesungen iiber Héhere Analysis, Ope-
rationsforschung, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik erginzt. Besondere
Schwerpunkte der Ausbildung sind Numerische Mathematik, Anwendungsgebiete der
Mathematischen Logik und ein technisches Nebenfach (Elektronik).

In der Numerischen Mathematik werden die Verfahren bereitgestellt, die es gestatten,
praktische Rechnungen auf Rechenautomaten durchzufiihren.

Die Schaltalgebra und Automatentheorie stellen die theoretischen Hilfsmittel bereit,
die beim Entwurf aller digitalen Einrichtungen zur Informationsverarbeitung benstigt
werden. Solche Einrichtungen sind zum Beispiel Steuerschaltungen, die bei der Auto-
matisierung in der Industrie eingesetzt werden, wie auch Datenverarbeitungsanlagen
und ProzeBrechner.

Die Grundlage fiir die Ausarbeitung von Programmen bilden die Algorithmentheorie
und die Programmierungssprachen.
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Die zuletzt genannten Anwendungsgebiete der Mathematischen Logik bilden gemein-
sam die eigentliche Theorie der informationsverarbeitenden Systeme.

Im Spezialstudium beschiftigt sich der Studierende intensiv mit einem der genannten
Fachgebiete. Dabei ergibt sich ein Thema fiir eine Diplomarbeit, die zum AbschluB des
Studiums anzufertigen ist. Der Student soll hierbei zeigen, daB er in der Lage ist, Pro-
bleme selbstindig zu bearbeiten.

Welche Einsatzméglichkeiten bestehen?

Die Absolventen der Spezialrichtung Rechentechnik und Mathematische Kybernetik
kénnen sowohl in Betrieben und Forschungszentren, die sich mit der Entwicklung von
Datenverarbeitungsanlagen beschiftigen, als auch in einem der vielen jetzt entstehen-
den Rechenzentren zum Einsatz gelangen. AuBlerdem kommen Forschungsinstitute der
Universititen und Akademien — auch fiir speziellere Forschungsvorhaben wie z. B. auf
dem Gebiet der Linguistik — als Arbeitsstétte in Frage. Fiir einen kleinen Teil von Ab-
solventen mit iberdurchschnittlichen Leistungen besteht die Moglichkeit, an einer
Universitit, Hochschule oder zentralen Forschungseinrichtung zu arbeiten.

Spezialrichtung Numerische Mathematik

Die stiirmische Entwicklung der elektronischen Rechentechnik in den letzten Jahren
hat auch zu einem gewaltigen Aufschwung der Numerischen Mathematik gefiihrt.
Neben der Spezialrichtung Rechentechnik und Mathematische Kybernetik bildet des-
halb auch die Spezialrichtung Numerische Mathematik Fachleute fiir die Datenver-
arbeitung aus.

Fiir das Fachstudium in dieser Spezialrichtung ist das allgemeine Grundstudium fiir
Mathematiker Voraussetzung.

Der Inhalt des Fachstudiums wird gebildet aus einer Vertiefung der im Grundstudium
erworbenen Kenntnisse iiber Numerische Analysis, Einfiihrung in Aufbau und Arbeits-
weise von Rechenautomaten, Algorithmische Sprachen, Optimierung, Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik, Funktionalanalysis, Partielle Differentialgleichun-
gen und Theoretische Physik. J. Lotzsch/G. Scifers

Welche Einsatzméglichkeiten bestehen?

Absolventen werden eingesetzt in Organisations- und Rechenzentren der Industrie, der
Landwirtschaft und des Verkehrswesens fiir Programmierung und Problemanalyse oder
in Rechenzentren an Hoch- und Fachschulen.

Zusiitzlich zu den Vorlesungen
und Ubungen erfolgt cine umias-
sende Ausbildung an einer Vicl-
zahl von Geriiten der maschineilen
Datenverarbeitungs- und Rechen-
technik. Das Bild zeigt Studenten
im Praktikum bei der Arbeit am
Modellautomaten, der vom In-
stitut fiir Maschinelle Rechentech-
nik der TU Dresden entwickelt
und gebaut wurde.
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Rolf Kidtzler

Direktor der Sektion Mathematik der Martin- Luther-Universitdt Halle- Wittenberg, Vorssizender
der Bezirkssektion Halle-Leipzig der Mathematischen Gesellschaft der DDR

Liebe Schiilerinnen und Schiiler!

Mit den vorliegenden Aufgaben werdet Ihr auf einen wichtigen Zweig der Mathematik
aufmerksam gemacht, auf die Optimierungstheorie. Sie wendet sich Fragen zu, wie man
eine mathematisch erfaBbare Entscheidung zu féllen hat, um moglichst giinstige Be-
dingungen zu gewihrleisten. Solche Bedingungen kénnen z. B. darauf orientiert sein,
moglichst geringe Kosten oder geringe Zeit aufzuwenden. Es kann auch hiufig interes-
sieren, einen Produktionsproze mit moglichst wenig Arbeitskriften oder méglichst
geringem Materialaufwand zu gestalten. Solche und éhnliche Fragen sind natiirlich
heute vom 6konomischen Standpunkt aus duBerst wichtig. Auf der Oberschule werdet
Ibr im Rahmen der Differentialrechnung schon mit solchen Fragen vertraut gemacht.
Einfache Aufgaben lassen sich auch schon mit elementaren Mitteln behandeln. Es gibt
aber eine grole Zahl von Problemen der Optimierungstheorie, die noch ihrer Losung
harren und den vollen Einsatz der hoheren Mathematik verlangen. Aus diesem Grunde
wird an vielen Hochschulen und Universititen der DDR zu Problemen der Optimie-
rungstheorie geforscht, so auch an der Sektion Mathematik der Martin-Luther-
Universitéit Halle-Wittenberg.

298a Um vom Ort 4 nach dem 200 km entfernten Ort Bzu
gelangen, kann man eine Teilstrecke der Lénge z zunichst
mit dem Verkehrsmittel F, und den Rest der Strecke mit dem
Verkehrsmittel F, zuriicklegen.

Die Durchschnittsgeschw. von F, ist v, = 20 km/h. Die
Durchschnittsgeschw. von F, ist v, = 50 km /h. Die Benutzung
von F, kostet pro Kilometer 5 Pf.

Die Benutzung von F, kostet pro Kilometer bei einer Fahr-
strecke < 100 km 7 Pf, wihrend jeder dariiber hinausgehende
Fahrkilometer nur noch 4 Pf kostet.

Wie ist z zu wihlen, um eine optimale, d. h. méglichst giin-
stige (schnelle und billige) Anreise zu haben? Wir fassen dabei
eine Losung z, als optimal auf, wenn es kein anderes z gibt,
fiir das sowohl die gesamten Fahrtkosten K(z) als auch
die gesamte Fahrzeit 7T'(z) kleiner als K (z,) bzw. T'(x,) sind.

298b Unter dem EinfluB konstanter Windrichtung und Wind-
stirke kann ein Segelboot in der Richtung des Winkels ¢
maximal die Geschwindigkeit » = v,(1 — cos¢) erreichen,
wenn v, eine positive Konstante ist, ¢ den Winkel zwischen
z-Achse und Kiellinie (Fahrtrichtung) des Bootes darstellt
und der Wind in Richtung der negativen z-Achse weht (von
einer Abdrift wird abgesehen). Man berechne die aus Geraden-
stiicken bestehende Fahrtroute, auf der das Segelboot am
schnellsten vom Punkt O (0,0) zu dem Punkt A(z,, y,)
mit z, > 0, y, = 0 gelangt.

Ist die Losung eindeutig? Wie groB ist die Fahrzeit T'? HALLE-WITTENBERG
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Elementare Zahlenfolgen ;

4. Teil
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In alpha 5/68 besprachen wir den fiir die
Praxis wichtigen Typ der geometrischen Zah-
lenfolgen. Die Aufgaben dazu habt ihr sicher
richtig geldst. Vergleicht eure Losungen mit
den hier angegebenen!

Losungen

81 .
294 Geg.: a;, =6 und a; = -z einer geo-
metrischen Folge. Gesucht: ¢; und g.

Independente Darstellung fiir geometrische

Folgen:
a=a,-gk—1 mitk ({1;2;...}
und ¢ %= 0.
Fir k=3 folgt ay =a, - ¢?,
fir k=6 ag = a;- ¢

Division der zweiten Gleichung durch die
erste fiihrt auf

a ?a 3
6 _ 3. ; — | %2,
P ¢%; also st g @, = 2
Fiir das Anfangsglied ergibt sich damit
@y 8
M= =g
295a Independente Darstellung:
1\k—1
czk=2~(2> odera; = 22—k
oder a;, = 53>

jeweilsmitk € (1;2;...}.
Rekursive Darstellung: a; = ap__1 - 5
fir k> 1 mit a; = 2.

295b Graphische Darstellung der Folgen
a;. = 2k und @), = 2¥: Die Graphische Dar-
stellung von a; = 2k ergibt eine Punktfolge
ldngs einer steigenden Geraden; die graphi-
sche Darstellung von a; = 2% ist eine Punkt-
folge lings einer steigenden Exponential-
kurve (siche Abb. rechts oben).

Vergleich: Die Glieder der geometrischen
Folge a,, = 2 nchmen sehr bald viel hohere

Werte an als die entsprechenden Glicder der
arithmetischen Folge 1. Ordnung a; = 2Fk.

296 Bildet man die zu den gegebenen Folgen
zugehorigen Quotientenfolgen, so sicht man-
leicht:

Die Folge der Schnittgeschwindigkeiten ist
keine geometrische Folge, dagegen liegt mit
der Folge der Drehzahlen eine geometrische
Folge vor. Dabei ist natiirlich zu beriicksich-
tigen, daB die Drehzahlen auf ganze Zahlen
gerundete Werte sind. Die Quotientenfolge
ist infolgedessen nur annihernd konstant.

297 1945: 2,13 - 10° Menschen

1965: 3,20 - 10° Menschen

3,20 - 109
1=5i3100 = b

1985: 3,20 - 10°. 1,5 = 4,80 Milliarden

Menschen.
Nun wollen wir uns einigen weiteren Eigen-
schaften von Zahlenfolgen zuwenden und die
zugehorigen Grundbegriffe erliutern. Zu-
nichst seien die wichtigsten Zahlenfolgen, die
wir bisher behandelten, noch einmal zusam-
mengestellt:

(f) 2 4 6; 8; 10;...
(1) 25 2,85 4;  506; 8;11;16;22.

1 1 1 1
U L5 55 g5 45 55
(fs) 1; 4; 9; 16; 25;...
() 75 4 1; —2; —5; —8.
(fo) —2: +4; —8;

4-64;—128; +256;

(f) 05 1; 1;
(fe) 8 45 2;

2. ,,1 .

55
(fm) 1; 2; 4;
(.’11) 1; 1; 1;
1

(hs 25 13 o

Achtet einmal auf die Zu- oder Abnahme des
Zahlenwertes der Glieder einer Folge! Euch
fillt anf, dal} bei einigen Folgen die Glieder
mit wachsender Gliednummer & immer gro-
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Pere Werte annehmen, bei anderen aber neh-
men die Zahlenwerte mit wachsendem £ ab.
Ja, es sind sogar Folgen darunter, bei denen
wir ein abwechselndes Zu- und Abnehmen der
Zahlenwerte feststellen kénnen.
Wir haben es mit der Eigenschaft des Wach-
sens und Fallens von Zahlenfolgen zu tun.
Ist fiir alle & a < ax 41, ist also das jeweils
folgende Glied groBer als das k-te Glied, so
sprechen wir von einer streng monoton wach-
senden (oder steigenden) Zahlenfolge; gilt je-
doch a; > ay 4y fiir alle k, dann liegt eine
streng monoton fallende Zahlenfolge vor.
f1» fas 14 sind Beispiele fiir streng monoton
wachsende Zahlenfolgen, denn jedes (k + 1)te
Glied ist groBer als das voranstehende k-te
Glied.
fa» fs» f12 sind Beispiele fiir streng monoton
fallende Zahlenfolgen, denn das Glied a4 1
ist jeweils kleiner als der unmittelbare Vor-
ginger ay.
f11 ist — wie wir bereits wissen — eine kon-
stante Folge; hier gilt
a = ay 41 fiir jedes k.
Trifft auf alle Glieder einer Zahlenfolge die
Relation
a < ag 12U,

80 haben wir eine monoton wachsende Zahlen-
folge vor uns;
mit @ 2 ek
Zahlenfolge.
Das Gleichheitszeichen, das hier — im Gegen-
satz zu oben — mit auftritt, besagt also, daB
gewisse benachbarte Glieder gleich sein kdn-
nen. Demzufolge ist fy eine monoton wach-
sende Zahlenfolge; die ersten fiinf Glieder der
Folge f, bilden eine monoton fallende Zahlen-
folge. Die Folge f, hat aber beziiglich der wei-
teren Glieder ein anderes Verhalten : die Zah-
lenwerte der Glieder nehmen abwechselnd zu
und ab. In einem solchen Falle sprechen wir
von einer oszillierenden Folge (oszillieren, hin-
und herschwingen). f, ist also von a, an oszil-

o

eine monoton fallende

NN W e
T
o
©

MR SETE )
723 45 6768 9k
lierend. An der graphischen Darstellung die-
ser Folge (s. Abbildung) kénnt ihr das Oszil-
lieren gut beobachten.
Uberlegt, fiir welche Werte von d (konstante
Differenz) arithmetische Folgen 1. Ordnung
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monoton wachsen, fiir welche sie monoton
fallen!

Uberlegt weiter, fiir welche Werte von a, und
¢ geometrische Folgen monoton wachsen
bzw. fallen! Gibt es oszillierende geome-
trische Folgen? —

Bei einigen Folgen treten Glieder mit negati-
ven Zahlen auf. Wir nennen eine Zahlenfolge
positiv definit, wenn ihre simtlichen Glieder
positiven Wert haben, negativ definit, wenn
alle ihre Glieder negativ sind. Die Folge 7; 4;
1;-2;-5;-8;-11; .. . heiBt ,,im wesentlichen
negativ definit*’, denn alle Glieder von a, an
tragen negatives Vorzeichen. Eine Folge,
deren Glieder abwechselnd positiv und nega-
tiv sind, wird alternierend genannt. f; zum
Beispiel ist eine alternierende Foige.

Zur Beantwortung der oben aufgeworfenen
Fragen geben wir eine Ubersicht iiber die
EBigenschaften geometrischer Folgen in Abhin-
gigkeit vom Anfangsglied ¢, und vom Quo-
tienten ¢:

An- Eigenschaften der
fangs- Quotient betreffenden
glied geometr. Folgen
a, >0 ¢ > 1 streng monoton wach-

send ; positiv definit
¢ =1 konstant; positiv definit
0<7 <1 streng monoton fallend;
positiv definit
g < 0 oszillierend; alternie-
nierend.
a, =0 q ¥ 0 konstant.
a, <0 ¢ > 1 streng monoton fallend;

negativ definit
konstant; negativ
definit

streng monoton wach-
send; negativ definit
oszillierend ; alternicrend.

—

7=
0y <1

g<0

Wiahlt fir jedes der aufgefithrten Fille ein
Beispiel aus und stellt diese Zahlenfolge gra-
phisch dar! So werden euch die Zusammen-
hinge leicht verstandlich.

Denkt auch iiber den folgenden Satz nach,
dessen Richtigkeit sich leicht nachweisen
1aBt: Eine Folge ist genaw dann alternierend,
wenn thre Quotientenfolge negativ definit ist. —
Zum SchluB wenden wir unser Augenmerk

1

3y igigiee

Wir werden an ihr eine weitere bemerkens-
werte Eigenschaft kennenlernen, die gewissen
Zahlenfolgen zukommt. f, ist offensichtlich
eine streng monoton fallende, positiv definite
Folge. Das ist an sich schon eine interessante
Sache. Obwohl jedes seiner Glieder kleiner
ist als das vorangehender werden Werte wie

auf die Folge f; =1



1
— g
sichlich simtliche Glieder positiv. Tragen wir
die Glieder der Folge als Punkte auf dem
reellen Zahlenstrahl ein — iibrigens eine zwei-
te Moglichkeit der graphischen Darstellung
von Folgen —, so wird uns deutlich, daB in
dem endlichen Intervall 0 < z < 1 alle, das
heiBt, unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Glied

—1 o. 4. niemals erreicht, bleiben tat-

fast alle ay
alle gy
Die Glieder der Zahlenfolge werden immer
. 1 .
kleiner, a@,95 = 1000 = 0,001 z. B. ist

schon ein Wert nahe Null, aber kein Glied der

Folge wird exakt Null. Und doch liegen in
unmittelbarer Nihe des Wertes Null, in jeder
noch so kleinen Umgebung um Null, fast alle
Glieder der Folge, d. h., alle bis auf endlich
viele. Null ist der Grenzwert der unendlichen

1
Zahlenfolge a), = k-

Der Grenzwertbegriff hat grundlegende Be-
deutung fiir den Aufbau der Differential- und
Integralrechnung sowie weitere Disziplinen
der Mathematik. Wir beschreiten damit Ge-
biete, in denen es eigentlich erst richtig inter-
essant wird.

Die exakte und ausfiihrliche Behandlung des
Grenzwertbegriffes muB einer Artikelserie
vorbehalten bleiben, die wir spiter einmal
bringen.

Fiir heute soll es genug sein. Habt Dank fiir
eure Mitarbeit und euer Mitdenken! H. Lohse

So arbeite ich mit ,,alpha“

Ich heie Waltraud Kiihne, war Schiilerin der
erweiterten Helmholtz-0S, Leipzig. Jetzt be-
suche ich die Spezialklasse der Martin-Luther-
Univers. Halle. Besonders interessieren mich
die Ficher Mathematik und Russisch, aber
ich diskutiere auch gern politische und phile-
sophische Fragen. In meiner Freizeit lese ich
viel, besonders Biicher sozialistischer Schrift-
steller. Da ich nach AbschluB der Schulzeit
Mathematik studieren will, beschiftige ich
mich auch auBerhalb des Unterrichts mit
mathematischen Problemen.

DIch suche mir aus den Wettbewerbsauf-
gaben meiner Klassenstufe die mich inter-
essierenden Aufgaben heraus (fiir das Lasen
aller Aufgaben fehlt mir die Zeit) und bemiihe
mich um beste Losungsmoglichkeit und
exakte schriftliche Darstellung. Diese von
alpha geforderte Bedingung halte ich fiir sehr
wichtig. sie zwingt zu logischem Durchdenken
des Problems. Die Benachrichtigungskarten
mit dem Vermerk ,,vorbildlich* oder ,,gut
geldst, zeigen mir dann, wie weit ich den An-
forderungen gerecht geworden bin.

[OIch hebe mir stets eine ,,Abschrift‘‘ der ein-
geschickten Aufgaben auf und iiberpriife sie
dann, wenn die Losungen veréffentlich wer-
den. AuBlerdem verfolge ich die Losungswege
der von mir nicht gerechneten Aufgaben.
Dieses ,,Nachbereiten* hat mir manchen ein-
facheren und schnelleren Losungsweg einge-
bracht.

[OMit groBem Interesse verfolge ich die Ver-
offentlichungen, die solche mathematische
Stoffgebiete zum Inhalt haben, die nicht in

der Schule behandelt werden, wie z. B. ,,Ele-
mentare Zahlenfolgen®, ,,Mengenlehre* u. &.
oder Aufgaben, die bedeutende Mathematiker
stellen.

ODa ich schon bei meiner Vorstellung er-
wihnte, daB neben Mathematik Russisch
mein Lieblingsfach ist, freue ich mich, wenn
Aufgaben in russischer Sprache erscheinen.
Neben dem mathematischen Problem reizt
mich die Ubersetzung. (Heft 5/67, 5/68). In
Nummer 5/67 erfuhr ich auch von der Jahres-
arbeit des Schiilers Reinkard Héppner, der
sowjetische Aufgabensammlungenins Deutsch
iibersetzte und mit Lésungsanhang versah.
Das ist genau das, was auch mir Freude be-
reiten wiirde! Ich habe mich deshalb an den
Leiter unseres Bezirkskonsultationspunktes
Mathematik gewandt und eine sowjetische
Aufgabensammlung erhalten, die ich aller-
dings nur abschnittsweise bearbeiten kann.
[ODie alpha benutze ich nicht nur zur mathe-
matischen Weiterbildung, sie hilft auch bei
der Erweiterung der Allgemeinbildung. Sol-
che Artikel wie ,,Nowosibirsk*, Biographien
wie uber A. J. Chintschin, A. F. Mébius oder
Berichte wie ,,Als Diplommathematiker in
Dubna‘“ und ,.Als Mathematiklehrer in Tan-
sania‘‘ haben mir sehr gut gefallen.

Meine Darlegungen iiber die Arbeit mit alpka
sind weder vollstindig noch sollen sie als
,»Musterbeispiel aufgefaBt werden, sondern
sie sollten sowohl eine Anregung fiir Schiiler
alsauch ein Dank an die Zeitschrift sein.
‘Wihrend ihres zweijahrigen Bestehens hat sie
mir und vielen anderen mit ihren Beitrigen
Wissen vermittelt und Freude an selbstindiger
Arbeit bereitet. ‘Waltraud Kdhne
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Schon ist
so ein Ring(el)spiel

Im Folgenden sollein nicht nur unterhaltendes, sondern
auch geistreiches Spiel beschrieben werden, das erfah-
rungsgemdB dem Anfinger viel Kopfzerbrechen machs.
1'tr uns wird es interessant sein, die Spielregeln zu er-
griinden und die Zusa nge isch zu er-
fassen.

Wir nehmen fiinf gleichgroe Ringe (etwa von ciner
alten Gardinenstange) und basteln uns dazu passend
(3. Abbildung!) aus Draht eine Spange. Nachdem wir
an jeden Ring ein Stick Bindfaden geknotet haben,
schieben wir die Ringe itber die Stange, verschlingen,
wie es die Abbildung zeigt, die Fiden mit den Ringen
mnd k i die freien ka an einer Stange
(Holzstab).

Die Aufgabe des Spicls besteht nun darin, alle finf
Ringe von der Stange zu trennen (natiiclich ohne eine
der Befestigungen zu losen). Der Anfinger beginnt
meistens damit — etwa die Stange in der linken Hand
haltend —, den fiinften Ring nach rechts von der
Stange zu zichen und einfach nach unten fallen zu las-
sen, Macht man das mit dewn vierten Ring auch, so
gerit ) in cine ,,Sackgasse™, denn wegen der dazwi-
schenlicgenden Fiden kann kein weiterer Ring abge-
zogen werden, ohne jetzt schon ein Wirrwarr zu schaf-
fen. Besser ist es, wenn man den fiinften Ring nach Ab-
zichen von oben durch die Spange wirft, Man kann aber
auch den vierten und filnften Ring gleichzeitig herun-
terziehen und, den fimften in der Hand behaltend, den
vierten von oben durch die Spange werfen. Danach
kaun man entweder den faniten wieder heraufschieben
odcer ihn ebenfalls von oben durch die Spange werfen,
ohne die Fiden zu verwirren.

Nach diesen und weiteren Versuchen werden uns die
Spiclregeln verstindlich. Sie lauten:

1. Der fiinfte Ring kann jederzeit unabhén-
gig von den anderen von der Spange geldst,
d. h. gesenkt und auch wieder auf die Spange
geschoben, d. h. gehoben werden. (Beim Sen-
ken muB man natirlich wie oben beschrieben
vorgchen und beim Heben umgekehrt, also
den Ring zuvor von unten durch die Spange
stecken.)

2. Um einen der anderen Ringe senken oder
heben zu koénnen, ist es notwendig und hin-
reichend, daB der folgende Ring gehoben,
also oben ist, wihrend alle danach folgenden
Ringe gesenkt, also unten sind. (Um einen
solchen Ring zu senken, schiecbe man ihn zu-
sammen mit dem folgenden von der Stange,
werfe ihn — den anderen in der Hand behal-
tend — von oben hindurch und schiebe den
anderen wieder herauf. Das Heben geschieht
in genau umgekehrter Richtung und Reihen-
felge: Ring von unten durch die Spange
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stecken, letzten Ring von der Spange ziehen,
den anderen zugleich mit dem letzten herauf-
schieben.)

3. Der Zustand der links vor dem zu senken-
den oder zu hebenden Ring befindlichen Ringe
hat auf die Manipulationen keinen EinfiuB.
Die Regeln lassen sich wie folgt mathematisch
formulieren: Jeder Zustand sei durch eine
mit den Ziffern 0 und 1 geschriebene fiinf-
stellige Zah] gekennzeichnet. Eine 1 bedeutet,
daB der betreffende Ring oben, eine 0, daf
dieser unten ist. Z. B. heiBt 10100: der 1. und
der 3. Ring sind oben, die anderen unten.
(In diesem Fall kénnte auf Grund der Regel
nur der 2. Ring gehoben, also anschlieBend
der Zustand 11100 hergestellt werden.)

Senken des 5. Ringes — Senken des 3. Ringes

Mit diesen theoretischen Kenntnissen ausge-
riistet, beginnen wir das Spiel. Wir nennen
jedes Heben bzw. Senken eines Ringes, also
die Uberfilhrung eines Zustandes in den
nichsten, eine Operation, wobei wir aller-
dings aus bestimmten Griinden das gleich-
zeitige Senken bzw. Heben des 4. und 5. Rin-
ges als eine Operation zihlen, also auch den
Zwischenzustand nicht extra hinschreiben.
Nehmt nun das Spiel zur Hand und macht
die folgenden Operationen langsam und be-
sonnen, weil jeder Fehler meist ausweglose
Verwirrung schafft und man dann meistens
nicht umhinkann, durch Aufknoten ciniger
Fiden den Ausgangszustand wieder herzu-
stellen:



11111, 11110, 11010, 11011, 11000, 01000,
01011, 01010, 01110, 01111, 01100, 00100,

00111, 00110, 00010, 00011, 00000.

Aus der Folge dieser Operationen lassen sich
einige interessante Erkenntnisse gewinnen:

1. Es ist der einzige Weg, der zum Ziel fiihrt,
sofern man sich nicht wiederholen, also un-
notige Zwischenschritte einschalten will. Jede
Abweichung an einer beliebigen Stelle fithrt
in eine Sackgasse, aus der man nur durch
s Umkehren®, also Herstellen eines vorher
schon dagewesenen Zustandes herauskommt.
2. Die (unterstrichenen) Zwischenzusténde
01111, 00111, 00011 zeigen, daB man das
Spiel mit finf Ringen zunichst auf ein Spiel
mit vieren, dieses dann auf eins mit dreien
und schliefilich auf zwei Ringe reduzieren
-mubl. Wir hitten also auch mit vier Ringen,
d. h. mit dem Zustand 01111 = 1111 begin-
nen, d. h. den 1. Ring von vornherein weg-
lassen kénnen, wiren dann natiirlich mit er-
heblich weniger Operationen ausgekommen.
3. Bei 5 anfinglichen Ringen braucht man
16 Operationen, bei 4 Ringen 7, bei 3 Ringen
4, bei 2 Ringen 1 Operation. Ist » also die
Anzahl der Ringe und Z(n) die Anzahl der
notigen Operationen, so gilt falls n < 5:
Z(n) = 2n—1—1 fiir gerade n
Z(n) = 2n—1 fiir ungerade n.
4. Die Folge der Operationen kann auf Grund
der Spielregeln jederzeit riickwirts durchlau-
fen werden, so daB das Aufschieben eines von
der Spange gelésten Systems von Ringen das
gleiche Problem ist und auch fiir die Anzahl
der Operationen die gleichen unter 3. ge-
nannten Formeln gelten.

Es ergibt sich nun die Frage, ob sich das Spiel
auch mit mehr als finf Ringen betreiben
Iiiflt. Das ist in der Tat der Fall, und es gel-
ten sogar die genannten Formeln fiir beliebig
grofie n. Das soll jetzt bewicsen werden, und
zwar eignet sich hierzu das Verfahren der voll-
stindigen Induktion, also der SchluB von =
auf n + 1:

1) Induktionsanfang: Die Formel gilt fir
n =2

Z@)=21—1=1

(Zwei Ringe lassen sich trivialerweise mit
einer Operation von der Spange ziehen).

2) Induktionsannahme: Wir nehmen an, die
Formel sei bis zu einem gewissen n = k, d. h.
fitr 2 < n < k, bereits bewiesen. (Die An-
nahme ist berechtigt, weil wir ja die Richtig-
keit der Formel bis n = k¥ = 5 empirisch be-
stiitigt haben.)

3) InduktionsschluBl: Wir zeigen jetzt, daB
die Formel, wenn sie bis = = k gilt, dann
auch fir » =k 4 1 richtig ist, wobei wir

und

zwischen geraden und ungeraden k unter-
scheiden miissen:

a) k sei eine gerade Zahl:
Sind & + 1 Ringe auf der Spange, so miissen
wir, um den 1. Ring senken und damit das
Spiel auf k£ Ringe zuriickfiihren zu kénnen,
wie folgt vorgehen:
1. Senken der letzten ¥ — 1 Ringe; das sind,
da k — 1 ungerade, It. Induktionsannahme
2k—2 Qperationen,
2. Senken des 1. Ringes; das ist eine Opera-
tion,
3. Heben der letzten ¥ — 1 Ringe; das sind
nochmal 2¥—2 Qperationen.
Also ist mit 2k—2 1  2k—2
=2.2¢t—241=(2k—1 4 1) Operationen
der Fall n = k erreicht. Um diesen zum End-
zustand zu fiihren, sind, ebenfalls It. Induk-
tionsannahme, weitere

(2¥—1 — 1) Operationen
notig. Also ergeben sich insgesamt 2 - 2+ —1

= 2% Operationen.
Es ist also (fiir k+1 ungerade)

Z(k+1) = 2k,
Die Formel gilt also auch fiir n = k+1.

b) k sei eine ungerade Zahl:
Die Uberlegung verlduft wie bei a), nur sind
unter 1. und 3. jeweils (26—2 — 1) Operatio-
nen, also insgesamt, um den Zustand » = k
zu erhalten, (2k—1 —1) Operationen notwen-
dig.
Hinzu kommt

Z(k) = 2k—1,
Somit ist (fiir k& 4 1 gerade)

Zk+1)=2"—1
Auch in diesem Fall wird also die Richtigkeit
der Formel fiir » =k + 1 bestitigt. Die
Formeln sind damit fiir belicbige n = 2 be-
wiesen.
Man erkennt, dall — da es sich im wesent-
lichen umn die Folge der Potenzen von 2 han-
delt — die Anzahl der nétigen Operationen
mit zunehmender Zahl von Ringen schnell
anwichst (vgl. die bekannte Schachbrett-
Weizenkorner-Aufgabe ). Bei scchs Ringen
sind es bereits 31 Operationen, was schon —
zumal diese in eindeutig vorgeschricbener
Reihenfolge auszufihren sind — eine kaum
zumutbare Geduldsprobe bedeutet. Mit vier
Ringen wiire es fast zu leicht. Wir haben also
mit der Zahl fiinf einen Mittelweg: schwer ge-
nug, um dem Unbefangenen wenig Aussicht
auf Erfolg zu bieten, leicht genug, um bei
Einsicht in die Zusammenhinge, einiger
Ubung und Fingerfertigkeit die Losung zum
Erstaunen der anderen geschickt und schnell
vorzufithren. J. Frormann

173



Hlllllil berichtet
aus aller Welt

Magdeburg

Die VI. Wissenschaftliche Jahrestagung der
Mathematischen Gesellschaft der DDR fin-
det in der Zeit vom 10. bis 15. Februar 1969
an der Technischen Hochschule Otto von
Guericke, Magdeburg, statt.

Tschernowzy

An der Mittelschule 1 der arbeitenden Jugend
in Tschernowzy (Ukrainische SSR) werden
Aufgaben aus der Zeitschrift ,,alpha’* disku-
tiert und gelost. Besonderen Spall bereitet
den Lesern die Rubrik ,,alpha — heiter*.
Leipzig

Die Leipziger Volkszeitung (LVZ) gab aus
AnlaB des 20. Jahrestages der Pionierorgani-
sation ,,Ernst Thilmann* die VII. Sonderaus-
gabe fiir Junge Mathematiker (Klassenstufe 2
bis 12) heraus. Sie steht unter dem Motto
s»,Mathematik und Sport* (in Vorbereitung auf
das V. Deutsche Turn- und Sportfest 1969).
Neben 144 Aufgaben (und Losungen) ausallen
Bereichen des Sports bringt sie Statistiken
und technische Zeichnungen von Sportein-
richtungen und Sportgeriten. Ein Wettbe-
werb mit wertvollen Preisen wird sicher —
wie im Vorjahr — tausende von Teilnehmern
finden.

Den Haag

Am 16. Januar 1968 erschien in den Nieder-
landen ein Sonderwert zu 20 Cent: 50 Jahre
Postscheckdienst in Holland. Die Briefmarke
symbolisiert mit Kreisen und Rechtecken
einen automatisierten Postscheck- und Giro-

POSTCHEQUE- EN GIRODIENST

NEDERLAND

a8aaaaas
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dienst, an dem zur Zeit etwa eineinhalb Mil-
lionen Kontoinhaber teilnehmen. Diese Brief-
marke ist die erste, welche die Lochkarten-
technik symbolisiert.

Kothen

Am VI. Spezialistenlager Junger Mathema-
tiker des Bezirks Halle (August 1968) betei-
ligten sich iiber 130 Schiiler. Thre Entschei-
dung, aktive Erholung mit dem tieferen Ein-
dringen in mathematische Probleme zu ver-
binden, war sehr bedeutsam. Der Lagervor-
sitzende U. Brecht (StéB8en, Kr. Hohenmol-
sen) meint: ,Ich habe schon jahrelang in
Mathematik eine Eins und knoble gern. Das
Lager bot mir daher sehr viel. Es war prima.
Das sagen alle. Besonders unvergeBlich wird
mir das Freundschaftstreffen mit den so-
wijetischen und vietnamesischen jungen Men-
schen bleiben.‘

Tartu

In estnischen Schulen werden seit 1954 in den
Fiachern Mathematik, Physik und Chemie
Olympiaden unter Leitung der Staatlichen
Universitit Tartu und des Min. f. Vobi. der
Estnischen SSR durchgefiihrt. ITm Dezember/
Januar sind gestellte Aufgaben zu Hause zu
lésen. Es folgte eine Klausur in der Schule.
Ende Mirz (wihrend der Winterferien) ver-
sammeln sich die besten Schiiler zur letzten
Runde in der Universitit. Die Sieger nehmen
nicht nur Preise in Empfang, sondern sie
haben damit auch schon automatisch die Ab-
schluBpriifung im entsprechendem Fach ab-
gelegt. Besondere Freude herrscht natiirlich,
wenn ein Sieger noch nicht Schulabginger
ist (11. Schuljahr). Mehrere Schiiler der
10. Klasse haben es schon geschafft. Im Friih-
jahr 1961 ging Jaak Tepandi, 8. Klasse
(I1. OS Tallin) als Sieger hervor, 1964 war es
Mihkel Aul, 9. Klagse (IV. OS Tartu). Her-
vorragend schnitten ab: II. OS Tallin, I. OS
Viljadi, OS Noo.

Aufgaben aus diesen Olympiaden verdffentlichen wir
im Rahmen des alpha-Wettbewerbs, d. Redaktion.

gekiirzt von Prof. O. Prinits



Budapest

In der Zeit vom 23. bis 30. Juni 1968 fand auf
Einladung des Ministeriums fiir Bildungs-
wesen der Ungarischen Volksrepublik die
II. Internationale Physikolympiade statt
(1. Olympiade 1967 in Warschau). Erstmalig
nahm die DDR teil (Leiter: Dr. J. Wendt,
Pid. Inst. Giistrow). Mannschaften, beste-
hend aus drei Schiilern, nahmen teil aus:
Bulgarien, CSSR, DDR. Jugoslawien, Polen,
Ruminien, UdSSR, Ungarn. Der Wettbe-
werb bestand aus einem theoretischen Teil
(drei physikalische Aufgaben)und einem prak-
tischen Teil (Losen einer experimentellen Auf-
gabe). — Arbeitszeit: je 5 Stunden — Die
III. Olympiade findet 1969 in Brno statt.
Aufgaben, Loésungen, Organisationsformen
findet der interessierte Leser in der Zeit-
schrift fir Lehrer ,,Physik in der Schule‘
12/67, 3/68, 9/68 und 12/68. Eine der drei
gestellten Aufgaben lautete: Auf einer ge-
neigten Ebene (Neigungswinkel 30°) befindet
sich eine homogene Walze mit der Masse
m, =8kg und einem Durchmesser d =10cm.
An die Achse der Walze ist mit einem Faden
ein Ziegelstein mit der Masse m, = 4 kg be-
festigt. Mit welcher Beschleunigung bewegen
sich die Kérper? Der Reibungskoeffizient
zwischen Ziegelstein und geneigter Ebene be-
trigt u = 0,6. Der Rollenwiderstand und die
Achsreibung sind zu vernachlissigen.

Ilmenau

Ein Kollektiv des ,,Lagers Wismar*, das im
August 1968 im Spezialistenlager fiir Mathe-

matik (Goethe-Schule, Ilmenau) weilte,
sandte einen Stof Losungen zum alpha-Wett-
bewerb an die Redaktion ein.

Berlin

///
—_—

Sonstige Arbeitsgemeinschafien

Arheirsgemeinschu!ren

(aus DLZ 28/68)

Mexico 68

An den Tagen der Olympischen Spiele in
Mexico haben wir alle mit Spannung und
Stolz das hervorragende Abschneiden der
Sportler unserer Deutschen Demokratischen
Republik verfolgt. An diesen Tagen sahen
wir immer wieder im Fernsehen und in den
Zeitungen das Symbol der Olympischen
Spiele, die finf Ringe. Liegt es da fiir Junge
Mathematiker nicht auf der Hand, dieses
Symbol fiir mathematische Aufgaben zu
nutzen?

340 Anstelle der Buchstabena, b. ¢,d und e
sind solche natiirliche Zahlen in die fiinf
Ringe des olympischen Symbols einzusetzen,
daB die Produkte der jeweils auf parallelen
Geraden unserer Zeichnung stehenden Zahlen
einander gleich sind. Es soll also gelten:
abc = de, ad = be und ce = bd.

341 Ersetze in Aufgabe 340 das Wort Pro-
dukte durch Summen und die (nichtgedruck-
ten) Multiplikationszeichen durch Additions-
zeichen! Lose die so entstehende Aufgabe!

342 (Fiir Schiiler ab Klasse 9): Welcher
Zusammenhang besteht zwischen den allge-
meinen Lésungen der Aufgaben 340 uud 341?

Begriinde diesen Zusammenhang!
‘W. Trager, Dobeln

[\

@
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GruB aus der

Demokratischen Republik Vietnam

Eine arithmetische Aufgabe

285 Es gibt einhundert Biiffel und einhun-
dert Biindel Heu.
Jeder stehende Biiffel friBt fiinf Bindel.
Jeder liegende Biiffel frifit drei Biindel.
Je drei alte Biiffel fressen zusammen ein
Biindel.
Wievicl stehende, liegende und alte Biiffel
sind es?

Hat die Aufgabe mehrere Losungen ?

Wir wollen annchmen, daB es unter den 100 Biifteln
genau drei Arten gibt, ndmlich stehende Bilffel, liegende
Biifiel und alte Bilffel und daB ein beliebiger dicser
100 Byifiel nur zu einer dieser drei Arten gehdren kann,

Die Aufgabe lautet auf vietnamesisch:

Tram trau trim cd
Trau cting an nim
Trau ndm &n ba
Lu khu triu gia
Ba con mgt ho
C6 bao nhi€u triu etling
trdu nim
trdu gia
Dieses Gedicht stellt eine sehr alte Aufgabe
dar, die die alten vietnamesischen Reisbauern
den jungen zu stellen pflegen, daB so die Auf-
gabe von Genceration zu Generation weiter-
gEgcben wurde.  Mitgeteilt von Nguyen lam Son

Eine geometrische Aufgabe

286 Es ist cin Trapez 4 BCD mit den ein-
ander parallelen Seiten 4 B und €D und dem
Schnittpunkt § der Diagonalen zu konstru-
ieren. wenn die Seite 4D = d und die Winkel
S DAB =, X ABC = ﬂund X A8 =g

gegeben sind. Mitgeteilt von Nguyen van Tang

Die hoiden Kinderzeichnungen (links aus det UdSSR, rechts DDR) wurden auf einer Ausstellung im Leipziger

Haus Jder DSY im Mai 1968 unter dem Motto gezeigt: Frieden den Kindern Vietnams
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3. (8—10). Toukm K m P cummerpuunn
ociopannio H nuicotst BH Tpeyroaniuia
ABC oruocurensno mpamuix AB u BC.
JoKkasaTh, UT0 TOYKH NEpeCeUeHNs NPAMOIT
P co croponavu AB u BC (unm nx npo-
JAOJREIIMAMHE) — OCHOBANUA BLICOT Tpey-
roisnuka ABC.

8. (8—9). Maua oxpymnocTs ¥ Ha lefi
tourna A, TIpousBonbIIag OKPYMHOCTh C
1CHTPOM B ToUKe A MepeceraeTcA ¢ fainoi
onrpyAsocThio B Toukax K u P u wacaercH
INAMeTPA Tauioil okpymHocTy B Touke H.
[laiiTi reoMeTpHUCCKOE MECTO TOUEK Tepe-
ceuenud otpeskos KP u AH.

9. (8—10). Ilorasars, uto (/3 — |'2)1"7
MOZRIO MPEJICTABHTL B BUME ul/3—b|'2,
r1e ¢ M b — jenvie yucia, npuuem

3a® — 202 = 1,

10. (8—10). BoccTaHOBHTL BEIMYKILIH ye-
TLIPEXY FOJBITHI, CIIM N3BECTHbI YETLIPe TO Y-
KIl — OCIIOBAaHNA TepHeHANKYIAPOB, ONY-
WICHHLX U3 TOYKW NepecedeHua THArola-
Jeit UeTLIPeXYroIbIMKA HA ero CTOPOHB.

Ausgewiihlte Aufgaben

299 3. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC, fir das
H FuBpunkt der Hohe auf AC ist.

Die Punkte K bzw. P seien die durch Spie-
gclung an der Geraden 4B bzw. BC erhalte-
nen Bildpunkte von H.

Esist zu beweisen, dafl die Schnittpunkte der
Gieraden K P mit den Dreieckseiten 4 B und
BC (oder ihrer Verlingerungen) ebenfalls
HohenfuBpunkte des Dreiecks 4 BC sind.
300 8. Gegeben seicn ein Kreis k; und auf
ihm cin Punkt 4. Ein weiterer Kreis &, um 4
als Mittelpunkt moge den Kreis k, in den
Punlkten K und P schneiden und einen Durch-
nesser von k£, im Punkte H beriihren. Es ist
der geometrische Ort der Schnittpunkte der
Strecken K P und AH zu bestimmen.

301 9. Esistzubeweisen, daB (/3 —}/2)1967
in der Form a /3 — b}/ 2 dargestellt werden
Lkann, wobei a und b ganze Zahlen sind, die der
Gleichung 3a% — 252 = 1 geniigen.

302 10. Es ist ein konvexes Viereck zu kon-
struieren, von dem vier Punkte gegeben sind,
und zwar die Fupunkte der von dem Schnitt-
punkt der Diagonalen des Vierecks auf seinc
Seiten gefiillten Lote.

In Heft 5/68 veroffentlichten wir die Auf-
gaben der Allunions-Fernolympiade 196763
in russischer Sprache. Heute bieten wir vier
dieser Aufgaben in deutscher Sprache (zur
Selbstkontrolle und aktiven mathematischen
Beschiftigung unserer Leser). In Heft 2/69
bringen wir umfassende Losungswege dazu.

Teilnahmebed. f. Schiiler d. allgemeinbildenden
Schulen und anderer mittlerer Lehranstalten :
Die Allunions-Fernolympiade, seit 1965
durchgefiihrt, ist Bestandteil der Physik-,
Mathematik- und Chemicolympiaden der
Republiken und gleichzeitig (Fern-) Wettbe-
werb der Schiiler der RSFSR. Wer die Auf-
gaben der Fernolympiade bewiltigt, wird zu
den Gebietsolympiaden (Bezirks- und Repu-
blikolympiaden) eingeladen und besitzt die
gleichen Rechte wie die Sieger der Rayon-
olympiaden. Die Sieger der Gebietsolympia-
den werden zum AbschluBwettbewerb der
Republikolympiaden entsandt. Inder RSFSRR
wurden im April 1966 der AbschluBwettbe-
werb der Physik-, Mathematik- und Chemie-
olympiaden der RSFSR veranstaltet. An
cinem solchen AbschluBwettbewerb nehmen
die Sieger der Olympiaden der Unionsrepu-
bliken teil. Die Sieger der Gebietsolympiaden
werden in Spezialistenlager eingeladen, z. B.
in das Sommerlager der Sibirischen Abteilung
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR.
Die Teilnahme an der Allunions-Fernolym-
piade kann sowohl in einem wie auch in meh-
reren Fichern erfolgen. — Vor jeder Aufgabe
ist die Klasse angegeben, fiir deren Schiiler
sie bestimmt ist; jedoch konnen diese ihre
Krifte auch an Aufgaben fiir hohere Klassen
messen. — Um Sieger der Olympiade zu wer-
den, ist es nicht unbedingt erforderlich, samt-
liche Aufgaben zu lésen, manchmal geniigt
auch die besonders gute Losung einer Auf-
gabe.
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Der mathematische

Wettstreit in der Antike

Der erste mathematische Wettstreit, von dem
wir Kunde haben, wurde nach einem legen-
déren Bericht zwischen den beiden groBten
griechischen Dichtern Homer und Hesiod un-
gefshr im achten Jahrhundert vor unserer
Zeitrechnung ausgetragen. Bei einer Bestat-
tungsfeierlichkeit in Chalkis!) legte Hesiod
seinem Rivalen folgende Frage vor: ,,Weilt
du zu sagen, wieviel Volks die Atriden?) vor-
mals gegen Ilion)? fiilhrten? Homer antwor-
tete mit einem Rechenexempel folgender-
mafen:

,, Finfzig an Zahl gab’s Feuer im Heer, an
jeglichem staken fiinfzig Spiele, es schmorten
an jeglichem fiinfzig Braten, dreimal drei-
hundert Mann aber speisten von jeglichem
Braten.” Das Ergebnis dieser fiir die dama-
lige Zeit ziemlich schwierigen Multipli-
Lationsaufgabe lautet : Einhundertzwolf Mil-
lionen fiinfhunderttausend Mann.

Bei einer anderen Leichenfeier soll Hesiod
seinen Gegner nach dem Alter der Baum-
nymphen gefragt haben. Das Zahlenritsel
hat folgenden Wortlaut: ,,Neun der Ge-
schlechter von Menschen, die hoch in die
Jahre gelangten, lebt die geschwitzige Krihe,
der Hirsch vier Alter der Krihen, dreimal
durchdauert der Rabe des Hirschen Alter, der
Phonix*) lebt neun Alter des Raben und die
Nymphen zehn Alter des Phonix.*

Nimmt man das Alter des Menschen zu 70
Jahren an, so ergibt sich das Alter der Nym-
phen zu

70-9-4-3-9. 10 = 680400 Jahren.

Bei den Olympiaden selbst wurden, so weit
wir unterrichtet sind, keine mathematischen
Wettkimpfe ausgetragen. Jedoch wurden bei
den Gastmihlern, die im AnschluB an die
sportlichen Wettkidmpfe zu Ehren der Sieger
stattfanden, vielfach mathematische Wett-
kimpfe veranstaltet. Dabei wurde folgende
Ordnung eingehalten: Der das Prisidium
fiihrende Symposiarch?) stellte eine in Versen
gekleidete Rechenaufgabe; der erste, der die
richtige Losung in Versen zu geben vermochte,
hatte nun seinerseits das Recht, eine weitere

178

Aufgabe zu stellen. Es wurden im allgemeinen
picht mehr als neun — diese Zahl ist gleich
der Anzahl der Musen®) — Aufgaben gestellt.
Wer die meisten Aufgaben richtig gelost
hatte, bekam als Sieger einen Efeukranz. Gab
ein Teilnehmer eine falsche Ldsung an, so
mubte er einen Becher mit Salzlauge in einem
Zuge leeren, wihrend der Sieger mit einem
Becher voll gewiirzten Weines geehrt wurde.
An den in Griechenland bestehenden privaten
und offentlichen Schulen waren mathema-
tische Wettkimpfe sehr beliebt. In einem
Gedicht des Epigrammatikers?’) Metredorus
wird die Philosophen- und Mathematiker-
schule des Pythagoras (um 550 v. d. Z.) aus-
driicklich als Ringschule des Geistes (Palaestra
ingenii) bezeichnet. Der aus der Schillerschen
Ballade bekannte Tyrann Polykrates wvon
Samos®) soll einstmals bei einem Gastmahl
den beriihmten Pythagoras gefragt haben,
wieviel Schiiler er habe. Der legendire Pytha-
goras soll mit einem in Versen abgefaBten
Rechenexempel geantwortet haben:,,Ich will
es sagen dir, o Polykrates. Siehe, die Hilfte
treibet die treffliche Mathematik, dagegen ein
Viertel miihet sich um die Natur, die unsterb-
liche, aber das Siebtel ginzliches Schweigen
befolgt, im Herzen die Lehre bewahrend.
Zahl’ drei Frauen hinzu, aus denen Theano
hervorragt, soviel leite zu Priestern ich an der
pierischen Musen.* Fiir uns bietet diese Auf-
gabe keine Schwierigkeiten. Wir finden aus
der Gleichung ; z+%x+ _llz +3==z
die Losung = = 28.

Der Konig Hieron I11. von Syrakus veranstal-
tete an seinem Hof im Jahre 248 v. d. Z. einen
mathematischen Wettstreit. Wie weit der am
Hofe Hierons lebende Archimedes als Auf-
gabensteller oder Schiedsrichter an diesem
Wettkampf beteiligt war, kénnen wir nicht
mehr feststellen. Wir wissen nur, dafl an dem
Wettstreit auch Erwachsene teilnahmen und
daB derselbe ein unrithmliches Ende fand,
indem er in eine wiiste Priigelei der Teilneh-
mer ausartete. Hieron verbot deshalb Wett-
kimpfe dieser Art.



Einen ungefahren Begriff von den bei mathe-
matischen Wettkdmpfen gestellten Aufgaben
geben uns die mathematischen Epigramme
der griechischen Anthologie?). In dieser
Sammlung stehen auch 47 arithmetische
Ritselaufgaben von der Art, wie sie bei Sym-
posien'?) in geistigen Wettkimpfen gegeben
wurden. Das vermutlich auf den Mathema-
tiker Heron von Alexandria (1. Jh. v. d. Z.)
zuriickgehende Epigramm diente als Muster
fiir die noch um die Jahrhundertwende (1900)
in den mathematischen Schulbiichern auf-
tauchenden Brunnen- oder Réhrenaufgaben :
»Vier Springbrunnen es gibt. Die Zisterne
anfiillet der erste tiglich, der andere braucht
zwei Tage dazu, und der dritte drei Tage, und
der vierte gar vier Tage. Welche Zeit nun
brauchen zugleich sie?* Aus der Gleichung
1 1 1 1 . 12
1+?+ 3-—{—71- = ;erglbtswh T =5
Tage. Ein zweites Epigramm erinnert an die
beriihmte Kronenaufgabe des Arckimedes (auf
Grund dieser Aufgabe soll Archimedes das
Gesetz iiber den scheinbaren Gewichtsverlust
von festen Korpern in Fliissigkeiten ent-
deckt haben): ,,Schmied‘ mir die Krone und
menge das Gold mit Kupfer zusammen, fiig’
auch Zinn noch hinzu samt sorglich bereite-
tem Eisen. Sechzig der Minen sie hab’ an
Gewicht. Zwei Drittel der Krone wiege das
Gold mit dem Kupfer gemengt; drei Viertel
dagegen Gold mit dem Zinn im Gemisch; drei
Fiinftel betrage das Gold noch, wenn du es
fiigst zu dem Eisen. Wohlan! Nun sage mir
piinktlich, was du an Gold mu8t nehmen und
Kupfer, zu treffen die Mischung; wieviel
Minen an Zinn; auch nenne die Masse des
Eisens, das du zu schmieden vermagst von
sechzig der Minen die Krone.“ (Eine Mine
= 437 Gramm.) Die Krone enthielt 30,5 Mi-
nen Gold; 9,5 Minen Kupfer; 14,5 Minen
Zinn; und 5,5 Minen Eisen.
Eine Aufgabe mit mythologischem?) Ein-
schlag enthilt folgendes Epigramm: ,,Eros
(Amor) beklagte sich einst bei seiner Mutter
Aphrodite: Wegschleppen mir die Musen von
meinen Apfeln: Kleio das Fiinftel mir nahm;
EButerpe das Zwolftel der Apfel; aber das
Achtel Thalia, die hehre; das Zwanzigstel
dann noch packte Melpomene auf; Terpsi-
chore stahl mir das Viertel; doch ein Siebtel
drauf griff Erato sich zu dem Anteil; aber
Polymnia hat auch 30 Apfel geraubt, 120 er-
haschte Urania, Kalliope nahm sich 300
Stiick. Nur fiinfzig lieBen die Musen mir
iibrig. Wieviele Apfel hatte ich zuvor?*“ Ant-
wort: Eros besaB 3360 Apfel.
Ein Riitsel, das kaum mathematische Uber-
legung erfordert, stammt von dem Weltwei-

sen Kleobulos (ca. 600 v. d. Z.). ,,Vater ist
einer, der Kinder sind zwolf, von diesen zihlt
jedes wiederum zweimal dreiBig, doch zwei-
fach beschaffen ihr Aussehen. Weil sind die
einen zu schauen, die anderen schwarz, aber
beide sind sie unsterblich zwar, doch schwin-
den sie alle dahin.“ Antwort: Das Jahr,
12 Monate, 30 Tage und 30 Nachte.

Als letztes Beispiel aus dem Altertum mochte
ich anfiihren: Frage: Trefflichster Kiindiger
der Zeit, welch’ Teil ist des Tages verlaufen?
Antwort: Nimm des Verlaufes zwei Drittel; es
bleibt dann doppelt so viel noch.

Losung: Der Tag wurde in 12 Stunden einge-

2
teilt. Vom ganzen Tag seien noch zweimal 3

des verlaufenen Tages iibrig. Ist « der bis zum
Zeitpunkt der Frage vergangene Teil des
Tages, so ergibt sich aus der Gleichung

4 1
z+ = 12 die Lésung « = 5 .. Stunden.
M. Otto

Worterkldrungen :

1 Chalkis: Kleinstadt auf der griechischen
Insel Evboia

2 Atriden: griechischer Volksstamm

3 Ilion (Troja): bis ins 4. Jahrtausend zuriick-
reichende befestigte Stadt nahe der Nord-
westkiiste Kleinasiens

4 Phonix: igyptischer Sagenvogel, der sich
alle 500 Jahre selbst verbrannte und aus der
Asche verjiingt hervorging

5 Symposiarch: der das Gesprich Leitende

6 Musen: in der griechischen Sage neun
Schutzgottinen der Kiinste (spater der Wis-
senschaften), Tochter des Zeus

7 Epigramm: durch kurz und prignant aus-
gedriickte Gedanken, Gefiihle und Stimmun-
gen charakterisiert es einen bestimmten
Gegenstand (Person, Ereignis u. a.)

8 Polykrates von Samos: gekreuzigt 522
v. u. Z., etwa 538 Tyrann von S., einer der
michtigstenHerrscher,férderte dieDichtkunst
9 Anthologie: Bliitenlese; bunte Sammlung
meist epigrammatischer Dichtungen aus
einem Zeitraum von etwa sechs Jahrhunder-
ten; beriihmte Namen wie Sappho, Alkaios,
Pindar, Theokrit u. a. werden als Verfasser
dieser Epigramme genannt

10 Symposion: altgriechisches Trinkgelage
nach der Hauptmahlzeit mit zwanglosen Ge-
spriachen (oft iiber ein bestimmtes Thema),
Symposium (Bedeutung heute): Bezeich-
nung fiir eine fachwissenschaftliche Tagung
11 mythologisch: iiberlieferte, bildhafte Vor-
stellung vom Entstehen und der Bedeutung
religiosen Kults, vom Ursprung der Welt, der
Menschen, der Gotter
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In freien Stunden

illllllil heiter

Flax stellt eine Aufgabe . . .

,,Kriimel, ich hab’ Dir ein unendliches Band
aufgezeichnet! Schau Dir’s genau an! Nimm
ein leeres Blatt Papier und zeichne dieses
Band — natiirlich aus dem Kopfe — nach!
Mal sehen, ob Du eine gute Beobachtungsgabe
hast !

Kriimel revanchiert sich . . .

,Flax, hier ist ein Tablett, unterteilt in
12 Felder und drei Miinzen Durch einmaliges
Verschieben jeder Miinze um drei Felder soll
erreicht werden, daB in jeder Waagerechten,
Senkrechten und Diagonalen nur eine Miinze
liegt!*

o
o
o

Wer schofl die 127

Kriimel sicherte sich mit seinen vier ersten
Schiissen fiinfmal soviel Ringe wie mit seinem
letzten SchuB. Flax erzielte mit seinen letzten
vier Schiissen siebenmal soviele Ringe wie
mit seinem ersten SchufB. AuBerdem — das
verraten wir noch — erzielte Kriimel mit den

beiden ersten Schiissen genausoviel Ringe
wie mit den beiden letzten.
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Der junge Hirvt

€in funger Hirte lief mit Freuden
1008 Schafe tweiden,

Big baf ber Sonne letyter Strahl
Cntroid) aus feinem grfinen Thal,
Und graver Ybend mar getworden.,
Setyt fihrse et fie in 12 Horden,
Dod) fo, da jeglidhe 2 mehr
Cnebielt, al8 das nadftoor’ge Heer.
Sag’, wieviel in die erffe fommen,
Unb jede andre aufgenommen?

Aus: ,,Die Wunder der Rechenkunst*
von Joh. Christ, Schifer, Weimar, 1857

Without a Word

Each empty square requires one figure so that
the working from top to bottom and from
left to right is correct. BODMAS applies.
D.I.B.

( — diversed by — geteilt durch
X multiplied by — mal)
Aus: ,,mathematical pie* Nr. 49 (England)

Totgesagter Gelehrter

Der groBe Mathematiker Richard Dedekind
(1831 bis 1916), der letzte Schiiler von C. F.
Gaup, las zu seinem nicht geringen Erstaunen
in dem 1904 erschienenen Gelehrtenkalender,
der unter dem Motto |, Nulla dies nizi festiva“
(Kein Tag ohne festliche Erinnerung) zu
jedem Tag des Jahres Erinnerungsdaten vom
Leben und Sterben namhafter Gelehrter ver-
zeichnete, folgende Notiz: ,,4. September



1899, Todestag des bedeutenden Mathema-
tikers Richard Dedekind, geb. am 6. 10. 1831
in Braunschweig.* Dedekind schrieb hierauf
an den Herausgeber des Gelehrtenkalenders :
,»4. Scptember konnte vielleicht stimmen,
aber die Jahreszahl ist sicher falsch. Vielmehr
habe ich diesen Tag nach meinen Tagebuch-
notizen in voller Gesundheit und sehr anre-
gender Unterhaltung iiber System und Lehre
mit meinem Mittagsgast und verehrten
Freund Cantor aus Halle verlebt, der bei die-
ser Gelegenheit nicht mir selbst, wohl aber
einem Irrtum von mir den TodesstoB ver-
setzte.” Aber auch das Todesdatum sollte
sich spiter als unrichtig erweisen: Dedekind
starb nicht am 4. 9., sondern am 12. 2. 1916.

mitgeteilt von M. Otto, Kothen

[+]. []: [3]
L] 2]+
1. [2]+

(Tel-Ch+ [T+ 1=[1e]

= e
wam(
lid

-

Mathematische
Schiilerzeitschrift,
VR Bulgarien, 1/68

Wissenschaftler einer amerikanischen Univer-
sitit lieBen von einem Elektronenrechner eine
ideale Speisefolge zusammenstellen, worin die
fiir die menschliche Erndhrung notwendigen
Proteine, Vitamine, Salze, Fette, Mineral-
stoffe usw. in den erforderlichen Mengen ent-
halten waren. Die Laboratoriumskatze rithrte
das fertige Essen nicht an, den Professoren
und Studenten wurde nach dem GenuB iibel.

Aus: ,,Rechentechnik — Datenverarbeitung** 8/68

Garten mit verwirrenden Giingen

Der englische Mathematiker W. W. Rouse
Ball (19. Jh.) hatte in seinen Garten ein
Labyrinth (siche Abb.) gebaut. Wer findet
zum Punkt im Innern dieses Irrgartens?

IImaguaTb YeTH pe

OueHb 7erKo 4MCNO 24 BBIPABUTH TpEMSA
BockMepkamu: 8 4+ 8 4 8. Ho mowmere mu
BHL CLleJIaTh TO e, MOJb3YACh He BOChbMep-
HKaMu, a Apyrumu TpeMA ORNHAKOBBIMHK
nudpamn? 3agata MMeeT He OHO PelleHue.

FHUGPEaL™ &N
A
| BY]

1. Wie lautet die im Dezimalsystem geschrie-
bene Zahl ABCD, wenn die Zahlen ABC,
ACB, BCA, AC und B jeweils Quadratzah-
len sind?

2. Wie heifit die im Dezimalsystem geschrie-
bene Zahl 4 BCB, wenn deren Quersumme
und die der Zahl A BC und die Zahl B jeweils
Quadratzahlen sind ?

3. Bestimme die im Dezimalsystem geschrie-
bene Zahl ABCB, wenn gilt
ABCB = AA (ACB + 10)!

H. Decker, Kéln

Redakfion HIFhH

wiinscht allen Lesern ein gesundes,

frohes und erfo/greic’qes

V4+9+6+9
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VII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen zu den Aufgaben der DDR-Olympiade (15./19. 4.1968)

Im folgenden machen wir unsere Leser mit
den Loésungen zu den Aufgaben der VII. OJM
bekannt. Die Losungen stammen entweder
von den bei der Korrektur eingesetzten Ko-
ordinatoren oder Schiilern. Einige Losungen
lehnen sich an den Losungsvorschlag der Auf-
gabenkommission (siehe Beitrag, Heft 3/68,
8. 76) an. Im Anschlufl an die Ldsungen
werden Bemerkungen gemacht. Die Bereit-
stellung dieser Materialien verdanken wir den
Koordinatoren. Sie werden nach den jweiligen
Bemerkungen zu den Schiilerlésungen ge-
nannt. Bei der Zusammenstellung des Bei-
trags unterstiitzten uns Herr Dr. Bausch und
Oberstudienrat Titze. Die Begutachtung be-
sorgte Herr Prof. Dr. Pirl. Die Aufgaben und
Losungen der Olympiadeklasse 11/12 findet
der interessierte Leser in Heft 10/68 der Zeit-
schrift fir Lehrer , Mathematik in der
Schule*.

1. Aufgabe

Losung 1 (Renate Uhlmann, BBS TPW
Thalheim)
Die vorgegebenen Teilbarkeitsbeziehungen
werden in der Form

2% = 73z + 2 bzw.

alol = 73y + 69
geschrieben, wobei z und y (von O verschie-
dene) natiirliche Zahlen sind. Aus der ersten
Gleichung folgt nach Multiplikation mit @

al%l = T3ax + 2a
und unter Verwendung der zweiten Gleichung

20="132+69 (z=y—ax).
Damit auf der rechten Seite ebenfalls eine
gerade ganze Zahl steht, muB z ungerade
sein. Einsetzen vonz = 2u + 1 liefert

2a = 146u + 142

a= T3u+ 7l

Wenn es also natiirliche Zahlen & mit den in
der Aufgabe genannten Bedingungen gibt,
so lassen sie bei Division durch 73 den Rest
71
Der iiberwiegende Teil der Schiiler war mit
den Anfingen der Kongruenzrechnung ver-
sraut und bemiihte sich, die Aufgabe mit die-
dem Hilfsmittel zu losen.
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Lisung 2 (Joachim Puls, 2.08, Frankjurt/
Oder)

al®® = 2mod 73
a!%l = 69 mod 73
a1 = 2 mod 73
al%l = 69 mod 73.

Subtraktion liefert

0= 2a—069mod 73
24 = 69 = — 4 mod 73.

Da 2 zu 73 teilerfremd ist, darf man durch 2
dividieren, ohne den Modul 73 zu verindern,
so daB also a = —2 = 71 mod 73 gilt.

Bemerkungen zu den Schiilerlisungen

Manche Schiiler argumentieren nur damit,
daB 2 eine Primzahl sei. Dic Primzahleigen-
schaft allein ist aber im allgemeinen nicht
ausschlaggebend. Aus einer Kongruenz

ak = bk mod m erhilt man, wenn d der grofite
gemeinsame Teiler von k und m ist, die Kon-

gruenz @ = b mod ;’L, und lediglich im Spe-

zialfall d = 1 folgt a = b mod m.

In einigen Schiilerlésungen wird behauptet,
daB die ,,Division‘* der Kongruenz «'01 = 69
mod 73 durch die Kongruenz ¢'%® = 2 mod 73

69
zu dem Ergebnis a = 9 mod 73 fithre. Ab-

gesehen von der inkorrekten Ausdrucksweise
ist ein solches Vorgehen nur dann gerccht-
fertigt, wenn zunichst definiert wird, was

. b
man unter einer Kongruenz der Form « =

mod m versteht und unter welcher Voraus-
setzung diese Schreibweise sinnvoll ist.

Ist ndmlich ¢ zum Modul 7 teilerfremd, so
kann man fiir die Kongruenz ca = b mod »

. T b
die Schreibweise a = o mod m einfiihren,

was fiir die Ermittlung eines Zahlenwertes
fiir @ wenn b, ¢, m gegeben sind, hdufig niitz-
lich ist. Mit ca = b mod m gilt namlich fiir
beliebige ganze Zahlen s, auch die Kongruenz.
(c+sm)a .. b+ tmmod m und damit in
der so eingefiihrten ,,Bruchschreibweise™



aEb bytm mod m. Fir 8=0 und
c c+sm

t = 1 erhdlt man dann in unserem Beispiel
69 142

o=5=-5 = 71 mod 73.

T mod 7 soll zum

Ausdruck bringen, daB es eine ganze Zahl a
mit ca = b mod m und ke = g mod m gibt.
Fiir zu m teilerfremde Zahlen ¢ und 4 ist die
Existenz solcher Zahlen a stets gewiihrleistet
(Losung linearer Kongruenzen mit einer Un-
bekannten).

Zwei Kongruenzen b = g mod mund ¢ = %

Die Schreibweise %—

mod m haben die Kongruenz ?b = % mod m

zur Folge, wenn die Zahlen ¢ und % zu m tei-
lerfremd sind. (Die Umkehrung gilt nicht, wie
9 3
das Beispiel T=7% mod 12 zeigt.) Wegen
¢ = h mod m geniigt es, wenn man von einer
der Zahlen ¢, b weiB, daB sie zu m teilerfremd
ist: denn alle Zahlen einer Restklasse mod m
haben mit dem Modul m stets den gleichen
groBten gemeinsamen Teiler. Daher ist mit 2
auch a9 zu 73 teilerfremd, und der Uber-
gang von den beiden Kongruenzen a1°! = 69
mod 73 und 1% = 2 mod 73 zu
a'®l 69 142
E=‘;130§'§E7‘=71 mod 73

ist moglich.

Dieser Losungsweg erscheint also nur ohne
die notwendigen Erklirungen besonders kurz,
setzt die Kenntnis relativ vieler GesetzmaBig-
Leiten {iber Restklassen voraus.

Dr. Horst Miiller
2. Aufgabe
Lésung in Anlehnung an den Vorschlag der
Aufgobenkommission

V, sei das Volumen des Behiilters fir die erste

der oben angegebenen Lagen der Pyramide.
Die Grundfliche der Pyramide fillt dann mit
einer Seitenfliche des umschlieBenden Qua-
ders zusammen, die Héhe der Pyramide ist
gleich der Hohe des Behilters. Es gilt

Vy=a%h (1
V4 sei das Volumen des Behiilters in der zwei-
ten Lage der Pyramide. Wir berechnen V, fiir
die beiden moglichen Fille b > %und h<g
Fall 1: Es sei h 5 . Die Seitenfliche 4 BS
der Pyramide liege in einer Seitenfliche des

Behilters, die Kante AB sei gemeinsame
Kante von Pyramide und Behilter. Wir legen
eine Ebene durch die Pyramidenspitze S, die
Mitte M von 4 B und die Mitte M’ der Gegen-
seite zu 4B im Basisquadrat der Pyramide.
Die Schnittfigur dieser Ebene mit der Pyra-
mide ist (wegen der Kongruenz der Seiten-
flichen der Pyramide) das gleichschenklige
Dreieck SMM' mit SM = SM' = s; MM =«

(Fig.)
M

Mnae N

Die Hohe SP dieses Dreiecks ist die Pyrami-
denhéhe k; die Seiten SM, SM’ sind die
Hohen der Seitenfliichen der Pyramide.
Wegen h2 5 gilt X MSP < 45°, also
X MSM' < 90°.

Hieraus folgt MQ < MS = s, wobei Q der
FuBpunkt des Lotes von M’ auf die Verbin-
dungsgerade der Punkte M und S ist. Sei

r = M'Q, dann gilt:
Vi=a-s-z (2)
Die Dreiecke MQM' und MSP sind (wegen

der Gleichheit der Winkel) #hnlich, also
z:a = h:s oder
ah
x= . (3)
Finsetzen dieser Beziehung in (2) ergibt
Vo=a®h =1V,

d. h., die Behiltervolumina sind fiir & 2
belden Lagen glelch

Fall2: Esseih < ? . Die Schnittfigur SM M’
ist jetzt ein bei § stumpfwinklig gleichschenk-
liges Dreieck (Fig.). Wie im Fall 1 fallen wir

von M’ das Lot M'Q auf die Verbindungs-
gerade der Punkte M und 8.

Wegen X MSM' > 90° ist

8 =MQ>MS=s.

Fiir das Volumen des umschlieBenden Qua-
ders gilt (mit = M'Q):

V,=uasx



Wie im Fall 1 ist z = [}: ; demzufolge

81
V,=a%h- P

s )
und wegen 81 > 1 gilt also

V>V,

Das Volumen ist kleiner, wenn die Grund-
fliche der Pyramide mit einer Seitenfliche
des Behilters zusammenfallt.

Bemerkungen zu den Schiilerlosungen

In den von den Schiilern gefundenen Lésun-
gen wurden diese Uberlegungen meist nur
geringfiigig abgedndert. Besonders klare und
iibersichtliche Darstellungen gaben Wolfgang
Birken (EOS ,,Friedrich Engels*, Neubran-
denburg), Hannes Handorf (Goethe-EOS,
Schwerin), Traugott Schulmeifs (EOS Kothen)
und Peter Oswald (EOS Dresden-Siid). Auf-

fillig ist, daB viele Schiiler den Fall = -
gesondert untersuchten. 2
Die einfache Ahnlichkeitsbetrachtung, die zu
Formel (3) fiihrte, wurde oft durch lingere
Rechnungen mit dem Satz des Pythagoras
crsetzt.”

So schlieBt man etwa im Fall 2 aus

2% + 8,2=a?und 22 4 (s, —8)*=s?
2 2
auf 8 = ‘-1'*- und mit s% = q‘—{ + R
auf z= a—h
s
Fiir ¥V, erhdlt man damit
ath 1
Ve=asiz=5—5
h? + o
und wegen k < 2 hieraus
Ve > Vl = a%h.
Dr. Klaus Zacharias
3. Aufgabe
Lssung

Im Dreieck gilt nach dem Kosinussatz
a? = b2 - ¢2 — 2bc cos « oder
b2 4+ ¢2—a? = 2bc cos a.

Setzt man diesen Term in die Gleichung (1)
ein, so erhilt man:

b222 4 2bc cos &+ = + ¢% = 0. Hieraus folgt:
i~ (cos o £ [/L:os2 e—1)

Ty,0 =

v‘o@‘n

(cos & 4 J/—sin® )

Da 0° < « < 1807 ist, gilt sin « >0 und
sin? a > 0.

Der Radikand ist also negativ. Die Losungen
sind demnach nicht reell.

Qehiilerls.

Bemerkungen zu den
Die Aufgabe ist von den melsten Schiilern
richtig gelost worden. Bei der Losung der Auf-
gabe wurden der Kosinussatz bzw. die Drei-
ecksgleichung angewandt. Bei der Anwendung
der letzteren trat hiufig der TrugschluB
a+ b>c—>a?+ b2 > c?auf.

Dr. Jurgis Szlaza

4. Aufgabe

Lisung 1: (Klaus Bernhardt, EOS ,,0Otto von
Guericke*, Magdeburg)

Es seien ¢ die Lange der Hypotenuse, @ und b
die Lingen der Katheten,  und y die Grolen
der spitzen Winkel, die in der gewihlten
Reihenfolge den Katheten @ und b gegeniiber-
liegen, und A der Flicheninhalt des betrach-
teten rechtwinkligen Dreiecks. Dann gilt
sm:c—}-sm‘/*f_‘_b (1)
Den Flicheninhalt des rechtwinkligen Drei-
ecks kann man dann mit der Formel
1 2
A=, abbzw. 4 =~ :b berechnen.
Unter Verwendung des Satzes des Pythagoras
folgt
a’ 2ab + b*—¢?
@t 2d 4+ © — und damit

_(atb2r—e
A= =

Klammert man im Zihlerc? aus, so erhilt man
12
c? [(E j:b) _ 1]
—C_, . 9
i (@)

Aus (1) und (2) erhilt man fiir den Flichen-
inhalt 4 des rechtwinkligen Dreiecks

2 3 + 3 21
_¢ [(sin z :my) - ] . @)

Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelost.
Da z ein spitzer Winkel ist, gilt

0<sin2z2< 1. (4)

Unter Verwendung der Formeln

A=

sin? z + cos?z = 1 und

sin2z = 2 sinz cosz erhilt man aus

4)
1 < sin®2 + 2sin z cos  + cos?z < 2.



Da sin z und cos z fiir spitze Winkel positiv
sind, folgt

l<sin:+cusz§]/§.
Da im rechtwinkligen Dreieck
cos z =siny
gilt, erhalten wir schlieBlich die Bedingung

1<sinz +siny < }/2. (5)
Damit ist gezeigt, daB die Bedingung (5) fiir
die Existenz eines rechtwinkligen Dreiecks
mit der Hypotenuse ¢ und den spitzen Win-
keln von der GréBe z und y notwendig ist. Es
muB noch gezeigt werden, daB (5) auch hin-
reichend ist. Letzteres erkennt man aber aus
der Betrachtung der Funktion f(x) = sin 2 4

+ cosz. Da f(0)= I(%) = lund]‘(: ) =)2

und die Funktion f(x) stetig ist, folgt aus
dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktio-
nen, daB jeder Funktionswert mit 1 < f(x) <
2
= 1/2 auf dem Inbervnll(o, %) (mindestens)
einmal angenommen wird.
Damit cxistiert also bei vorgegebenem ¢ zu
jeder Sinussumme, die die Bedingung (5) er-
fiillt, (mindestens) ein rechtwinkliges Drei-
eck.
Zur Erginzung sei noch ein zweiter Losungs-
weg fiir den zweiten Teil der Aufgabe ange-
geben.

Lésung 2 (in Anlehnung an den Losungsvor-
schlag der Aufgabenkommission):

Die Hohe b auf der Hypotenuse kann genau
alle Werte 0 <k < ; annehmen, wie man
etwa durch Konstruktion des Dreiecks aus
h
¢, b zeigt. Daher kann 4 = 02— genau alle
1
Werte0 < 4 < 4 ¢?, wegen (3) also (sin = +
sin y)2—1 genau alle Werte 0 < (sin z +
siny)2—1<=1 und somit sinz + siny
wegen sin = 4 sin y > 0 genau alle Werte
1 < sin z + sin ¥ < }/2 annehmen.
Man beachte, daB auf diese Weise gezeigt ist,

daB (5) nicht nur eine notwendige, sondern
auch eine hinreichende Bedingung ist.

Bemerkungen zu den Schiilerlosungen

Wenn von 94 Schiilern immerhin 31 Schiiler
6 bzw. 5 Punkte fiir ihre Losungen zu dieser
Aufgabe erhielten, aber nur der Schiiler
Klaus Bernhardt die volle Punktzahl (7
Punkte) erreichte, so ist das darauf zuriickzu-
fiihren, daB die meisten Schiiler nicht einmal
erkannt hatten, daB3 man von der Bedingung
(5) auch zeigen muB, daB sie hinreichend ist.

Als weiterer wesentlicher Mangel der Schiiler-
lésungen wiire zu erwihnen, dal die Schiiler
beim Betrachten von Funktionen hiufig
Eigenschaften derselben benutzten, die dicsen
Funktionen nur wegen ihrer Stetigkeit zu-
kommen, die Schiiler die Stetigkeit der Funk-
tionen aber nicht einmal erwithnten, ja sich
wahrscheinlich nicht einmal dessen bewuBt
waren, daBl es auch unstetige Funktionen
gibt.
Aufgabe 5 und 6 veroffentlichen wir in Heft
1/69, d. Red.

Hans-Jiirgen Sprengel

Losungen

276a Es seien x der erste Faktor und y der

zweite Faktor.

Dann gilt wegen Zeile 3 8z < 1000. d. h.,

z < 125, und wegen Zeile 2 und 4 92 = 1000,

d.h,z> 111

Wir erhalten also ¥ = 989 und, weil das Pro-

dukt xy auf 5 endet, x = 115.

Es gibt also genau eine Losung, und zwar
115 - 989

1035
920
1035

113735

276b Wegen Zeile 1 und 3 ist der erste Fak-
tor z = 100a + 20 4 b, wegen Zeile 1 ist der
zweite Faktor y = 100¢ 4 10 + d, wobei «,
b, ¢, d natiirliche Zahlen seien, die grofier als
Null und kleiner als 10 sind. Man erhilt
zy = (100a + 20 + 5)(100¢c + 10 - d) =
= 100k + 10(b + 2d) + bd, (1)
wo k eine natiirliche Zahl ist.
Wegen Zeile 2 und 5 endet die Zahl zy auf 51.
(2)
Daher kénnen nun die folgenden vier Fille
auftreten:
1.b=14d=1,
also wegen (1) zy = 100k + 10(1 + 2) + 1.1
= 100k + 31 im Widerspruch
zu (2).
2.b=3,4=7,
also wegen (1) zy = 100k + 10- 17 + 21
=100k + 191 im Wider-
spruch zu (2)
3. b=7,4=3,
also wegen (1) zy

=100k + 10- 13 + 21
=100k + 151
4. b=94d=9.

Auch dieser Fall fiihrt zueinem
Widerspruch, weil dann wegen Zcile 2
9z < 1000 wire, was wegen Zeile 4 nicht
mbglich ist.
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Daher ist nur der Fall 3 méglich, und wir er-
halten & = 7, d = 3. Daraus folgt
z = 100a + 27. (3)
Nur das Vierfache dieser Zahl = hat den Zeh-
ner 0, also ist wegen Zeile 4 ¢ = 4.
Ferner gilt 42 = 1000, d. h., z = 250
und 3z <1000, d. h., z = 333.
Daraus folgt wegen (3) z = 327.
Wir erhalten also genau eine Losung, némlich
327 - 418
1808
327
981
135051
283b Analog wie oben (beachte: 8-adisches
Pogitionssystem!) erhdlt man D =1 oder
D =2 und weiter durch Ausschaltung aller
Fille, in denen sich eine Zahl wiederholt, die
einzige Losung:
2316

+2315
+2315

7147
283¢ Da im 7-adischen Positionssystem ge-
rechnet werden soll, gilt
5 F4+52.U0U+6-N+F).2=52
+52-E+5-H+ N;
dabei sind die Buchstaben jeweils durch eine
der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu ersetzen. Ferner
ist F5=0,Z % 0.
Wegen 2F < 7ist F gleich 1 oder 2 oder 3.
Aus F erhdlt man dann N und aus N schlie-
lich H und danach die Zahlen der folgenden
Tabelle, wenn man fiir I und E diejenigen
Zahlen ausschlieBt, die bereits besetzt sind :

F [N[H|[Z]| U| E Bemerkungen

1 |24 3|3 5 1. Lé:ung: 1621
i ‘ +1821
: |1 3642

2 41115;8]| 0 2 Lisung: 2342
. i +2342
| 5014

3 |e|s6]e nicht moglich, da N ¥ Z.

Diese Aufgabe hat also genau zwei Losungen.

283d Da im 6-adischen Positionssystem ge-
rechnet werden soll, gilt
62-24+62-W+6-E+1)-2=6%-V +
62- 1+ 6- E + R;dabeisind die Buchstaben
jeweils durch eine der Zahlen 0, 1, 2, 8, 4, 5
zu ersetzen.

Fernerist Z £ 0, V = 0.

Wegen 2+ Z < 6erhilt manZ = 1oderZ =2.
Ferner gilt E = 0 oder E = 5.

Denn es muB eine der folgenden Gleichungen
erfillt sein
2-E=E2-E4+1=E2-E=6+§E,
2-E+1=6+E,

was nur fiir £ = 0 und E = 5 zutrifft.
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Ist E =0,s0gilt 2- I < 6,alsol =1 oder
I1=2

Ist E=5,s0gilt wegen2-5+1=6+5
I = 3 oder I = 4. Wir erhalten dabei die in

der folgenden Tabelle angegebenen Méglich-
keiten:

E[I|R | Z ‘ ‘W 'V Bemerkungen

oj1j2 |1 | nicht moglich, da 2 == I
0|2 4 (1|4 nichtmoglich,da W = R
0/2| 4|2 nicht moglich, da % 4= I
5(8|/0 (1|1 nicht méglich, da W 4= Z
5/8/ 0| 2|1 (4 Ldsung

5(4

nicht méglich, da 2W + 1
ungerade und I gerade

| ‘ |
Es gibt daher genau eine Losung, nimlich

o 1o
-
@ e

5
5
85

ik

N
e

284 Die Losung dieser Aufgaben wird im
Prinzip ebenso durchgefiihrt wie oben; wir
miissen jedoch beachten, daB es sich um ver-
schiedene Positionssysteme handelt. Wir er-
halten dann die Lisungen :

a) Im dekadischem Positionssystem:

ANNA 61186
LUI S A 973586
NEIRUT 103472

b) Im 7-adischem Positionssystem:

KURT 5031
_EKARL 5234
TRANK 13265

¢) Im 8-adischem Positionssystem:

EARL 2174
GEOqu 36073
LOKER 40267

288 Lédsungen der Aufgaben
von Prof. Dr. rer. nat. habil. F. Kuhnert

288a  x — Anzahl der Flugzeuge vom Typ F
y — Anzahl der Flugzeuge vom Typ H
1000z + 500y = 10000
3z4+ 2y<35
100z + 30y < 900
z=0
y=0
8z+ 5y— min
Aus dem Ansatz erhilt man:
y=20—2x
20—2z =0
3z 4+ 40— 4z <35
100z + 600 — 60z < 900
=0
82 + 100 — 10z —> min.



Daraus weiter

02510

Z —> max.
Als optimale Losung: z = 7, y = 6. Man muB
also 7 Flugzeuge vom Typ F und 6 Flugzeuge
vom Typ H einsetzen, damit die Gesamtaus-
gaben minimal werden.

15
r=5 zgfg

288b z; — die in der i-ten Dekade abzu-
erntende Fliche in ha (i = 1, 2, 3)
Z) + Ty + T3 =05 220
2, 20 z, =0
130z, < 500
(130 + 26)z, < 500
(130 + 25 + 25)z, < 500
130 40 z, + (130 + 25)- 32 z, + (130
+ 25 + 25)- 26+ z; max
Aus dem Ansatz erhilt man:
a=50—1x —x,
5—x,—2, 20

130z, < 500

155z, < 500
170(56 — xz; — z,) < 500
7,20 2,20

52002, + 156 32z, + 170 26(5 — x, —x,)
max. '
Daraus weiter
2+ 2,55
50

za§1—55

3= 17 + 172,
.20 2,20
1780z, + 14402, max.
Grafisches Losen ergibt:
50

15
7’1=ﬁ :c2=1§ z3=0.
288c =z, =1 o+, =2
otttz 20 z; 20

j=L..,n

z, + 22+ 325+ ...+ nz,~> min
Aus dem Ansatz erhélt man
2+ 22 + .00+ BT = 2 + (2 + 1)
4 (2p + Tn—1+ Ta—2) + ...
+(z, +zp—1+...+ 7,
+ (2 + 2p—1+ ...+ 2+ 7y)
Daz, 20,2, + 2p—1 20,2, + Tp—1
Ftng20,...2,
+ o1ttt 20,
soist z; + 22, + ... + nx, =0
Andererseits gilt bei 2, =n, 2, = z;... =
=z, =0:
z, + 22, + ... 4+ nz, =n.
Folglichistz) =n,z, = 23=... =2, =0
die gesuchte Losung.

287 Lésung der Aufgabe
von Prof. Dr. rer. nat. habil. H. Dallmaan
a) Flissigkeitsquerschnitt

2

F=1-[a—sin o cos a] em?
V=F.-L. 103

= i D2L - 10% [« — sin « cos o] Liter
b) V=5.10% [ —sin a - cos a];

2z x
e =1—— =1—:—
p =100
X 20 40 80 80
08 & 0,8 0.6 0,4 0,2
@  0,6434 0,9278 1,1592 1,3695
Vv 817 2236,5 3963 6867,5
X 100 120 140 160
cosa 0 —0,2 —0,4 —0,6
a 1,6708 1,7721 1.9824 2,2142
V 7854 9840,5 11745 13471

303 a+b+ct+d=45
(a+2)=(b—2)=2-c:g
daraus folgt

a=a a=28
b=a+4 b=12
c:—;—-}-l c=25
d=2a+4 d=20

304 Izl > 2z gilt fiir alle 2 < 0 oder fir z
konnen alle negativen Zahlen stehen.
305 Frauen  Minner Gesamtzahl
35 35 100
[»100 z] + [WO z + 252] =107
z = 840
oder 252 Manner 2 30%
840 Beschiftigte £ 1009,
306 Rolf Inge
damals 2z x 5x =43
heute 3=z 2z z=9
307 n{n—1)=s
14.13=3s

182 = 5. Essind
182 Spiele in der FuBballoberliga notwendig.

309 Der Sohn sei » Jahre alt; dann ist der
Vater 4 - n, beide Personen sind zusammen
n + 4n = 5n Jahre alt. Aus 50 < 57 < 60 folgt
10 < n < 12; es gilt somit n = 11.
Der Sohn ist 11, der Vater 44 Jahre alt.
310 Die Summe aus den beiden Zahlen ist
um soviel groBer wie die Differenz kleiner ist
als die groBere der beiden Zahlen. Aus dieser
Uberlegung ergibt sich folgender Ldsungs-
weg:

121 + 45 = 166; 166:2 = 83.
Die gegebene Zahl lautet 83.
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311 Fiir eine Belegung der Buchstaben a,
k, Lund p kommen nur die Zahlen 2, 3, 5und 7
in Frage. Die Quersumme ergibt nur dann
eine Primzahl, wenn die Primzahl 2 in ihr
zweimal vorkommt, also 2 +2 +3 4+ 65+ 7
= 19. Damit gilt a = 2. Weiterhin kann ,,al*
als Primzahl nur 23 und ,,aph‘‘ nur 257 lau-
ten.

Also ist fiir alpha die Zahl 23572 zu setzen.

312 Wir addieren alle Zahlen und erhalten
so die doppelte Anzahl der von allen drei
Klassen insgesamt gesammelten Flaschen;
denn es wiederholt sich jede GroBe. (790 +
-+ 970 4+ 920 = 2680) Nun dividieren wir die
Summe durch 2. (2680:2 = 1340)

Wir erhalten dann die Anzahl Flaschen, die
von den Schiilern der drei Klassen insgesam®
zusammengetragen wurden.

Aus 1340 — 790 = 550 folgt: die Schiiler der
Klasse 5¢ sammelten 550 Flaschen.

Aus 1340 — 970 = 370 folgt: die Schiiler der
Klasse 5a sammelten 370 Flaschen.

Aus 1340 — 920 = 420 folgt: die Schiiler der
Klasse 5b sammelten 420 Flaschen.

Aus 1340 - 0,05 = 67 folgt, daBl der Betrag
von 67 M dem Solidarititskonto gutgeschrie-
ben wurde.

313 Das Dreieck ABF ist Vertreter einer
Klasse von gleichschenkligen Dreiecken, die
genau 5 Stiick umfaBt.

Das Dreieck KJE ist Vertreter einer anderen
Klasse von Dreiecken, die genau 5 Stiick um-
faBt.

Das Dreieck CDA ist Vertreter einer dritten
Klasse von Dreiecken, die genau 5 Stiick um-
faBt.

Das Dreieck CH B ist Vertreter einer vierten
Klasse von Dreiecken, die genau 10 Stiick
umfaBt.

Das Dreieck ECD ist Vertreter einer fiinften
Klasse von Dreiecken, die genau 5 Stiick um-
faBt.

Das Dreieck EFC ist Vertreter einer sechsten
Klasse von Dreiecken, die genau 5 Stiick um-
fafit.

Die Figur enthilt somit 35 verschiedene
gleichschenklige Dreiecke.

314 Man verbindet einen frei wihlbaren
Punkt C, der nicht auf der Geraden A4 B liegt,

4 0

VAVAN

A 8 3

und verbindet ihn mit den Endpunkten 4 und
B der gegebenen Strecke. Durch B zeichnet
man die Parallele zu AC und durch C die
Parallele zu 4 B; der Schnittpunkt dieser Pa-
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rallelen sei der Punkt D. Nun ist durch D die
Parallele zu BC zu konstruieren; sie schneidet
die iiber B hinaus verlingerte Strecke ABim
Punkte Z so, daB AB = BE gilt.
Begriindung: Das Viereck ABDC ist nach
Konstruktion ein Parallelogramm; folglich
gilt AB = CD. Das Viereck BEDC ist aus
den gleichen Griinden ebenfalls ein Par-
allelogramm, und es gilt BE = CD. Aus
AB = CD und BE = CDfolgt AB = BE.
315 Es gilt der Satz: Das Produkt aus dem
k. g. V. und dem g. g. T. zweier Zahlen ist
gleich dem Produkt dieser beiden Zahlen.
Folglich gilt: = - 4725 = 3%. 52. 7. 11- 45,
d. h., z = 495. Die zweite Zahl lautet 495.
316 Es gilt der Satz: Die Summe der drei
Aupenwinkel eines Dreiecks betrdgt 360°.
Esseien o/, #’ und y’ die drei AuBenwinkeldes

Dreiecks A BC'; dann gilt
o =y —29°
B =y —49°
Y=y

also o’ 4 f' 4 y' = 3y’ — 78° = 360°,d. h.,
3y’ =438°,y = 146°. ’

Die Innenwinkel des Dreiecks 4 BC betragen
o« = 180° —117° = 63°, 8 = 180° — 97° =
= 83° und y = 34°.

W(6)317 Die drei Zeilen seien mit ¢, bund c,
die drei Spalten mit d, e und f gekennzeichnet.
Die drei Spalten lassen sich auf sechsfache
Weise anordnen:

def, dfe, edf, efd, fde, fed.
AuBerdem lassen sich die Zeilen auf sechs-
fache Weise anordnen:

abc,acb,bac,beca,cabd, chba.
Dariiberhinaus darf man die Zeilen gegen die
Spalten austauschen. Es gibtalso 6- 6- 2=72
verschiedene Anordnungen; dabei ist die ge-
gebene Anordnung mit eingeschlossen.

W(6)318 Aus 1 4 7 = 8 folgt: die Ziffer an
der Zehnerstelle im Dividenden ist eine 8.
Aus 28 — *7 = *1folgt 28 — 17 = 11.

Aus 11*:** = ** fo]gt: die Ziffer an der Zeh-
nerstelle muB im Divisor und im Quotienten
eine 1 sein.

SchlieBlich finden wir die Losung: 289:17
=17.

319 Die Mittelpunkte aller Kreise, die die
Schenkel des Winkels « beriihren, liegen auf
der Halbierungslinie des Winkels «. Aus der
nachstehenden Zeichnung ist folgendes er-
sichtlich: _ _

Die Beriithrungsradien M, T und M,R stehen
senkrecht auf der Geraden S87T. Die Winkel



<X RM,Pund < TM,Qsind als Stufenwinkel
an einem geschnittenen Streifen gleich groB.
Die Dreiecke T7QM, und RPM, sind beide
gleichschenklig. Aus der Gleichheit der beiden
Winkel an den Spitzen dieser Dreiecke folgt
die Gleichheit ihrer Basiswinkel, d. h.,
X QTM, = & PRM,. Somit sind die Ge-

<

L

R

raden 7’Q und R P zueinander parallel, sie bil-
den ebenfalls einen Streifen.

Daraus ergibt sich die folgende Konstruktion:
Wir zeichnen die Halbierungslinie des Win-
kels o, sie schneide den Kreis &, in den Punk-
ten P und Q. Wir fillen von M, das Lot auf
einen Schenkel des Winkels «, der Fullpunkt
sei 7. Wir zeichnen nun durch P die Parallele
zur Geraden 7'Q; sie schneidet den Schenkel
ST im Punkte R. SchlieBlich errichten wir in
R die Senkrechte auf ST; sie schneidet die
Halbierungslinie von « im Punkte M,. Der
Kreis um M, als Mittelpunkt mit dem Radius

r, = M,R ist dann der zu konstruierende
Kreis k,.

320a Die vier abgeschnittenen Papierdrei-
ecke sind einander kongruent, denn sie stim-
men jeweils in zwei Seiten und in dem von
ihnen eingeschlossenen Winkel von 90° iiber-
ein. Folglich besitzt das verbleibende vier-
eckige Papierstiick vier gleich lange Seiten.
Da auBlerdem die vier abgeschnittenen Pa-
pierdreiecke gleichschenklig sind, ist jeder
ihrer Basiswinkel gleich 45°. Zwei solcher
Basiswinkel bilden zusammen mit einem
Viereckswinkel jedes Mal einen gestreckten
Winkel; deshalb sind alle Viereckswinkel
rechte Winkel. Das verbleibende Papierstiick
hat also wieder die Gestalt eines Quadrates.

b Die abgeschnittenen vier Dreiecke lassen
sich zu einem Quadrat zusammen legen, daB
dem nach Abschneiden verbleibenden Qua-
drat kongruent ist. Also wird nach jedem Ab-
schneiden die Ausgangsfliche auf die Hilfte
verkleinert. 1
Nach dem ersten Abschneiden erhalten wir o
der Ausgangsiliche; nach dem zweiten Ab-

1
schneiden erhalten wir °f der Ausgangs-
fliche; nach dem n-ten Abschneiden schlieB-
1
lich on der Ausgangsfliche.

Wegen 2? = 512 und 2'° = 1024 miissen die
Ecken mindestens zehnmal abgeschnitten
werden, damit das schlieBlich entstandene
quadratische Reststiick einen Flicheninhalt
besitzt, der weniger als ein Tausendstel der
Ausgangsfliche betrigt.

321 Der Punkt P kann nicht mit den Punk-
ten A und B in einer Geraden liegen; also
existiert stets ein Kreis ¥ mit dem Mittel-
punkt M, der Umkreis des Dreiecks A BP jst.

i

I

m

d /]
_TN ,

Der Mittelpunkt des Kreises k liegt auf der
Mittelsenkrechten der Strecke 4 B. Nach dem

Peripheriewinkels. gilt: XA PB= ; JAMB.

Der Winkel X AMB wird um so gré-
Ber, je kleiner der Abstand des Punktes M
von der Strecke 4B ist, je kleiner also der
Radius r des Kreises k ist. Den kleinsten Ra-
dius aller moglichen Kreise k, die durch 4 und
B gehen und mit der Geraden g wenigstens
einen Punkt gemeinsam haben, besitzt der
Kereis, fiir den die Gerade g Tangente ist. Der
Beriihrungspunkt dieses Kreises & mit der
Geraden g ist also der gesuchte Punkt P. Der
Punkt M ist somit der Schnittpunkt der Mit-
telsenkrechten m von 4B mit dem Kreis um
A mit d als Radius; dabei ist d der Abstand
der parallelen Geraden m und g. P ist dann
der FuBpunkt des von M auf g gefillten
Lotes.

'W(7)322 In einem regelmiBigen n-Eck hat

jeder Innenwinkel das Ma8 n—2, 180°,
folglich gilt:
—2 —2

L‘ﬂ— . 180° —10° = "T .180°,

n—1 1g0°— ";2 - 180° = 10°,

180°
= 10°,
n
n =18,

Das erste Vieleck besitzt 18 Seiten; es han-
delt sich also um ein regelmiBiges 18-Eck.

2Ly T
W(7)323 Aus 5 + 13=8 folgt durch Um-
5
formung 13z 45y ="77bzw. z= 6—7‘1/1_;—1 .

Der Zihler 8y + 1 ist durch 13 teilbar fir
y=>5,18,31,...
Nur fiir y = 5 wird x positiv und zwar gleich

., 4 5 77
4. Also gilt 5T 13 =%



324 Da die Punkte D und D’ symmetrisch
beziiglich der Symmetrieachse AP liegen,
gilt AD = AD' und & DAP = & PAD' =a.
Ferner gilt AD' = BD' — AD — AB, daher
ist das Dreieck ABD' gleichseitig und
X D'AB = 60°.
Daher ist 2a = 90° — 60° = 30°,
o« = 15"
Ferner ist aus Symmetriegriinden

X P'AB= & DAP = a = 15°.
Also gilt & PAP' =90° — 20« = 90° —30°

= 60".

Aus Symmetriegriinden ist ferner AP =AP',
d. h.,, das Dreieck AP'P ist gleichseitig,
w. z. b, w.

325 Es muB gelten abc = def = 6% = 216
und ad = be = cf = 62 = 36. Wegen ad = 36
ist @ ein Teiler von 36.

1. Fall: Esseia = 1. Aus ad = 36 folgt dann
d = 36. Wegen def = 216 gilt ef = 6. Hier-
nach sind die Zahlen ¢ und f entweder die
Zahlen 1 und 6 oder die Zahlen 2 und 3. Da
alle sechs Zahlen voneinander verschieden
sein sollen, scheidet wegen a = 1 das Zahlen-
paar (1; 6) aus. Da schlieBlich f die zweit-
kleinste der sechs gesuchten Zahlen sein soll,
muB gelten f = 2 und e = 3. Aus be = 36 und
cf = 36 folgt schlieBlich b = 12 und ¢ = 18.
Wegen 1. 12- 18 = 216 ist damit eine Losung
gefunden.

d. h,

2. Fall: Bs seia = 2. Aus ad = 36 folgt dann
d = 18. Weiterhin folgt aus def = 216 jetzt
ef = 12. Die Zahlen e und f sind entweder 1
und 12, 2 und 6 oder 3 und 4. Da a die kieinste
der sechs Zahlen sein soll, scheiden die Paare
(1;12) und (2; 6) aus. Da schlieBlich f die
zweitkleinste der sechs Zahlen sein soll, mufl
gelten f = 3 und ¢ = 4. Durch analoges Wei-
terschlieBen wie oben wird die folgende zweite
Losung gefunden:

O—O—®

OO0
3. Fall: Es sei a = 3. Jetzt kénnen, da a die
kleinste der sechs Zahlen sein soll, fiir die
Paare (a; d), (b; ¢) sowie (c; /) nur die Zahlen-
paare (3; 12), (4; 9) sowie (6; 6) in Frage kom-
men. Das Paar (6; 6) scheidet aus, da simt-
liche sechs Zahlen voneinander verschieden

sein sollen. Da nunmehr nur zwei Paare von
Zahlen verbleiben, kénnen keinesfalls an-

192

stelle der sechs Buchstaben sechs den Bedin-
gungen geniigende voneinander verschiedene
Zahlen eingesetzt werden. In diesem Fall
existiert keine weitere Losung.

326 Wegen abc = def gilt p = abc - abc =
= (abc)? Die damit als Quadratzahl eckannte
natiirliche Zahl p enthilt einen jeden Prim-
faktor in einer Potenz mit einem durch zwei
teilbaren Exponenten. Wegen ad = be = cf
gilt analog p = ad - ad - ad = (ad)®. Als Kubik-
zahl enthilt die natiirliche Zahl p jeden Prim-
faktor in einer Potenz mit einem durch drei
teilbaren Exponenten. Da also in der Prim-
faktorzerlegung von p jeder Exponent sowohl
durch 2 als auch durch 3 teilbar ist, ist jeder
Exponent durch 6 teilbar. Also ist die Zahl p
die sechste Potenz einer anderen natiirlichen
zahl.

W(8)327 Es seien M der Mittelpunkt des
Kreises, A und B die Berithrungspunkte der
kleinen Halbkreise mit dem Kreis. Ferner sei
MA = MB = r. Wir zeichnen die erste Ge-
rade A B. Dann errichten wir auf ABin M die
Senkrechte und erhalten die zweite Gerade
CD. Nun, konstruieren wir die Halbierungs-
linie des Winkels BMC und erhalten die drilte
Gerade EF (vgl. die Fiprul 1.
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Somit ist die K_relsschelbe in acht Gebiete zer-
legt worden, deren Flicheninhalte wir mit
4,, 4,, . . ., Ag bezeichnen (siehe Figur!). Be-
zeichnen wir den Flicheninhalt der Kreis-
scheibe mit 4 = =72, dann gilt

A, =A4;,=4,=4, = ;
1 r 5or¥ !
A 4 A4
A4=As=‘4__s =y

Die acht Gebiete sind also einander paarweise
inhaltsgleich.

An unsere neuen Leser!
Durch die Deutsche Post (zustindiges Post-
amt) oder dem Verlag Volk und Wissen, 108
Berlin, Lindenstr. 54a, Abtlg. Vertrieb, kon-
nen noch folgende Hefte bezogen werden :
3/67, 4/67, 5/67, 6/67
1/68, 2/68, 3/68, 4/68, 5/68.

Redaktion alpka




nuco stemvaavs 100 A"'g(lben

(Ubersetzung aus dem Polnischen), 1. Auflage 1968, etwa 240 Seiten,
etwa 125 zweifarbige Zeichnungen im Teat, 12,5 cm X 20,0 em, Pappband, 9,— M

Diese Sammlung elementarer Aufgaben soll den Leser in die Praxis jener univer-
sellen Methoden der Behandlung von Erscheinungen einfiihren, welche die Grie-
chen ,,Mathematik“ nannten; sie soll ihm den Ubergang von der Praxis der
Schule zur modernen Mathematik erleichtern und ihm diese Wissenschaft an
einem Stoff zeigen, der ihm zuginglich ist. Dementsprechend ist diese Sammlung
von ,,100 Aufgaben‘ vor allem fiir fortgeschrittene Schiiler und Lehrer bestimmt.
Der Autor bemiibte sich, Aufgaben zu stellen, die ganz naturgemaB aus geome-
trischen Erscheinungen oder aus realen Umstanden hervorgehen, und die so die
Aufmerksamkeit auf die Wechselbeziehungen der Mathematik mit der Wirklich-
keit lenken. Die vollstindigen Losungen sind jeder Aufgabe beigegeben und las-
sen den Geist und die Tendenzen der modernen Mathematik erkennen.

URANIA-VERLAG LEIPZIG-JENA-BERLIN

Eine Aufgabe aus dem Buch lautet:

Drei Liufer A, B, C trainieren systematisch auf der 200-m-Strecke. Nach jedem
Lauf notieren sie die Reihenfolge, in der sie das Ziel passieren. Am Ende der
Saison stellen sie fest, dafl A in den meisten Trainingsliufen B geschlagen hat,
daB B meistens C besiegt hat und daBin fast allen Liaufen C vor A lag. Wieist das
méglich?

Lasung: Wir betrachten drei Laufe. Im ersten Lauf ist die Reihenfolge der drei
Liufer im Ziel A, B, C. Im zweiten Lani ist sie B, C, A und im dritten C, A, B.
Somit hat A den Laufer B zweimal geschlagen und B hat A nur einmal hinter sich
gelassen; C hat A in zwei der drei Liufe besiegt, und B schlug C bei zwei Liufen.
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Bei der Abbildung durch optieche 8
auftretonde Abbildungsfehler werden in
dieser popularwissenschaftlichen Darstel-
lung erklirt,

In dem Bfndchen werden die Grundlagen
des Sehvorgangs sowle die Ursachen und
Ersohelnungen der verschiedenartigen

Das Binchden macht miteinem der modern-
sten Geblete der Physik und dessen An-
wendung In der Technik bekannt. Insbe-
sondere werden Prinzip, Aufbau und An-
wendung der LASER besohrieben.

Paradoxes aus der Physik wird In Frage

und Antwort auf interessante Art und

‘Whailse abgehandelt, so das der I.eser ange-

rogt wird, sich eingehender mit anderen
u bef

Diesor noue Wissensohaftszwelg beschaf-
tigt sich mit den physikalischen Gesetz-
misigkeiten des Bodens der Pflanzen, der
niederen Atmosphire und auch mit der
Physiologie der Planzen.

@ B.G. TEUBNER VERLAGSGESELLSCHAFT LEIPZIG



