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Die ,,Mathematischen
Manuskripte* von Karl Marx

»Ich bin bei der Ausarbeitung der dkonomischen prin-
ciples / Grundsitze / so verdammt aufgehalten mit Rech-
nungsfehlern, daB ich aus despair / Verzweiflung / wieder
mich drangesetzt habe, rasch die Algebra durchzuschla-
gen. Arithmetik blieb mir immer fremd. Auf dem alge-
braischen Umweg aber schieBe ich mich rasch wieder ein.*

So erwihnte Marx zum erstenmal am 11. Januar 1858 in
einem Brief an Engels, daB er Mathematik treibe.
Erstmalig nach dem Gymnasium wandte sich Marx mit
fast 30 Jahren wieder der Mathematik zu. Eins seiner
Hefte aus dem Jahre 1846 mit Notizen zur politischen
Okonomie enthilt sieben zusammenhingende Seiten
mit mathematischen Zeichen. Es sind Lésungen von
Gleichungen ersten Grades, Berechnungen von Prozent-
verhiltnissen und Newtonschen Binomialkoeffizienten.
Weitere Jahre danach entstanden in den Vorarbeiten
,,Zur Kritik der politischen Okonomie* verschiedene
Seiten mit geometrischen Zeichnungen, algebraische
Berechnungen zur Abstrahierung des Begriffs der Potenz
und des Logarithmus.

Zwischen diesen Studien lagen groBe Unterbrechungen
von mehreren Monaten, ja sogar Jahren. Die Mathe-
matik half Marx, wenn er keine Kraft mehr zu etwas
anderem hatte. Systematisch konnte er sich mit der
Mathematik aber erst ab 1878, also in seinen letzten
funf Lebensjahren, befassen.

Die erste Bekanntschaft mit der Analysis bereitete Marx
ein rein dsthetisches Vergniigen. Voller Begeisterung
16ste er ein Beispiel nach dem anderen, fiillte er Manu-
skriptseiten mit der Ausrechnung von Differential-
gleichungen. Seine Bibliothek wuchs um mathematische
Werke, und bald schon sah er sich verpflichtet, Engels
von seinem neuen Steckenpferd zu berichten und ihm
vorzuschlagen, sich ebenfalls an den Freuden der
Erkenntnis zu laben. Ein fiir Marxsche Manuskripte
ungewoOhnlich schmaler Papierstreifen enthilt die Bei-
lage (Marx nannte sie ,,Appendix‘‘) zu einem Brief an
Engels, dessen Datum nur ungefiahr angegeben werden
kann (Ende 1865 bis Anfang 1866). Sie beginnt so:

»Appendix. Du hast mich wihrend meines letzten Aut-
cnthaltes in Manchester einmal nach Erklidrung des
Differentialkalkiils gefragt. Im folgenden Beispict wird

Dir die Sache ganz klar werden. Der ganze Differential-
kalkiil entsprang zunichst aus der Aufgabe, Tangenten
durch einen beliebigen Punkt einer beliebigen Kurve zu
ziehn. Daran will ich Dir daher die Sache exempli-
fizieren.*

An diese Einleitung schlieBt sich die dlteste Handschrift
von Marx zur héheren Mathematik an. Die jiingste Aus-
arbeitung ist in seinen letzten Lebensjahren entstanden,
genauer gesagt, begonnen worden, weil ihn der Tod
hinderte, die groBe Arbeit zu vollenden, ndmlich die
Differentialrechnung zu begriinden, ihre Natur und
Dialektik zu enthiillen. Gleichsam im Vorgefiihl des
nahenden Endes wollte er die wichtigsten Teile seiner
Aufzeichnungen sauber abschreiben und an Engels
schicken. Solche Reinschriften sollte es drei geben, aber
Engels erhielt nur zwei. Die dritte und letzte konnte
Marx nicht mehr beenden.

Marx war schon iiber 60 Jahre alt, krank und matt,
durch die todliche Krankheit seiner Frau gebrochen,
als er diese Manuskripte niederschrieb. Er schrieb sie in
der feurigen, kraftvollen Sprache eines Mannes, der um
den Wert eines geschliffenen Wortes und scharfen
Gedankens wuBte. Engels antwortete ihm jungenhaft
triumphierend: ,,Gestern also endlich hab’ ich mir die
Courage gefaBt, auch ohne Hiilfsbiicher Deine mathe-
matischen Manuskripte durchzustudieren, und war froh
zu sehn, daB ich die Biicher nicht nétig hatte.*

Mit Unterbrechung, in Minuten von Stunden, die dem
,»Kapital‘‘ galten, suchte Marx schon in jenem Friihjahr
1865 herauszufinden, wieso es in der Differentialmethode
so sonderbar zugeht, daB sie strenggenommen die
Mathematik durchweg verletzt, die Resultate aber
immer richtig sind.

Doch kam der Zeitpunkt, da es sich Marx erlauben
konnte, eine Sache in Angriff zu nehmen, die ihn schon
lange beschiftigte. Allerdings ergab sich das nicht ganz
s0, wie er es sich gewiinscht hitte, einfach, weil er sehr
krank war. ,,Nach 1870 trat wieder eine Pause ein,
bedingt hauptsiclilich durch Krankheitszustinde. Wie
gewdhnlich fiillte Marx diese Zeit durch Studien aus;
Agronomie . .., Geologie und Paysiologie und nament-
lich selbstindige mathematische Arbeiten, bilden den
Inhalt der zahlreichen Auszugshefte aus dieser Zeit.*
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Diese Worte aus Engels’ Vorwort zum zweiten Band
des ,, Kapital“ sind wohl bekannt. Nicht jedermann weil3
jedoch, wie tapfer damals der kranke Marx mit der
Aufgabe rang, die Differentialrechnung zu begriinden.

Das Schicksal der Handschriften

ist dramatisch. Ihr Weg zu den Menschen -war nicht
einfach. Engels konnte seine Absicht, sie zusammen mit
seinen zuletzt entstandenen Werken herauszugeben,
nicht verwirklichen — seine ,,Dialektik der Natur*
erschien erst viele Jahre nach seinem Tode, erst in den
zwanziger Jahren unseres Jahrhunderts. Die von Marx
hinterlassenen Manuskripte gerieten in das Archiv der
deutschen Sozialdemokratie.

Sorgen und Néte hatte die junge Sowjetunion in den
20er Jahren genug — sie waren sehr groB und dringlich.
Und dennoch schrieb Lenin einen kurzen Brief an den
Direktor des Marx-Engels-Instituts: ,,Genosse Rjas-
anow! ... KoOnnten wir nicht bei den Scheidemann
und Co. die Briefe von Marx und Engels kaufen (das
ist doch so eine kiufliche Bande)? Oder Fotokopien
kaufen? Daraufhin fuhr Rjasanow nach Berlin und
konnte tatsichlich erreichen, daB Zehntausende Seiten
Marxscher Manuskripte fotokopiert wurden. Etwa 1000
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Ein von Karl Marx in ein Heft eingelegter Zettel. Er enthdlt Notizen
iiber beriihmte Mathematiker und Literaturhinweise
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von ihnen waren Arbeiten zur Mathematik. In das Mos-
kaver Marx-Engels-Institut gelangten die Fotokopien
der ,,Mathematischen Manuskripte* im Jahre 1925.
Anfang der dreiBiger Jahre begann im Institut fiir Mar-
xismus-Leninismus beim Zentralkomitee der KPdSU
Ernst Kolman zu arbeiten. Die Fotokopien der ,,Mathe-
matischen Manuskripte™ fesselten seine Aufmerksam-
keit. Er war es, der Sofja Alexandrowna Janowskaja,
die er von der Kommunistischen Akademie her kannte,
dafiir gewann, sich dieser Handschriften anzunehmen.
Man kann sich schwerlich jemanden vorstellen, der die
Aufgabe, Marxens Handschriften fiir den Druck vor-
zubereiten, hitte besser 16sen koénnen als Sofja Ja-
nowskaja. Uber ihre Beharrlichkeit und Hartnickig-
keit entstanden an der Moskauer Universitdt wahre
Legenden.

Natiirlich reichten hier Beharrlichkeit und Hartnéckig-
keit allein bei weitem nicht aus. Erforderlich war eine
selten anzutreffende Verbindung von Wissen, Interesse
und Koénnen. Man muB selbstverstandlich die Mathe-
matik beherrschen, ihre Geschichte, die Sprachen
Deutsch, Englisch und Franzosisch.

Bald nach dem Kriege meldete sich bei Sofja Alexan-
drowna Janowskaja der Doktorand Konstantin Alexe-
jewitsch Rybnikow. Ubrigens waren sie alte Bekannte,
denn gerade unter Janowskajas Betreuung hatte Rybni-
kow im Jahre 1941, fiinf Tage nach Kriegsausbruch,
seine Kandidatendissertation zur Geschichte der Varia-
tionsrechnung verteidigt. Seine Doktordissertation iiber
Marxens mathematisches Erbe verteidigte Rybnikow
genau 13 Jahre spiter, am 25. Juni 1954.

Das nichste Jahrzehnt war durch eine ebenso miihselige
wie aufwendige Arbeit erfiillt. Eine Frage nach der ande-
ren, die auf den Rindern der Handschriften angemerkt
waren, wurde gelost. Es muBte bis zu Ende geklirt
werden, welche Quellen Marx benutzt hatte. Das war
manchmal eine schier unlésbare Aufgabe, weil die Bii-

cher schon lange nicht mehr im Umlauf waren. 1966

fuhr Rybnikow nach London, um, wie er sagte, ,,den
Loéwen in der Wiiste zu jagen‘‘. Aufs genaueste musterte
er die Bestinde des Britischen Museums und anderer
groBer Bibliotheken.
Der deutsche Mathematiker WuBling (Leipzig) durch-
forschte die Bibliotheksbestinde der DDR, um in
ihnen simtliche in Deutschland herausgegebenen mathe-
matischen Werke zu ermitteln, die Marx benutzt haben
konnte. So gelang es, Marxens Handschriften fast in
allen Fillen mit der von ihm benutzten Literatur zu
vergleichen und die selbstindigen Niederschriften von
den Konspekten zu trennen.
Die Handschriften liegen in dem strengen Gebdude
am Sowjetskaja-Platz, und sie scheinen die Wirme
vieler Hinde zu bewahren, die sie sorgsam wie eine
Stafette durch die langen Jahre trugen. Marxens Hand-
schriften waren und sind in den richtigen Hinden.

Aus Nedelja 10/68



Lew Danowitsch Landau

geb.: 22.1.1908 in Baku ° gest.: 1.4.1968 in Moskau

% Landaus letzte Worte: Ich hatte ein gutes Leben. Mir ist alles gelungen.

Etappen seines Lebens

Aufnahme des Physikstudiums mit 14 Jahren in Lenin-
grad, Veréffentlichung seiner ersten Arbeiten iiber die
Theorie der Metalle mit 18 Jahren, erfolgreiche Vertei-
digung seiner Doktorarbeit mit 19- Jahren, anschlie-
Bend Studienaufenthalte in Kopenhagen (bei Niels

Bohr), Géttingen (bei Max Born), England und der

Schweiz, Arbeit als Wissenschaftler in Charkow, ab
1937 als Lehrer und Forscher an der Universitit
Moskau.

Wichtigste wissenschaftliche Arbeiten

Uber Quantentheorie und Kernphysik, Physik der kos-
mischen Strahlungen, Kolloidchemie, Theorie des Dia-
magnetismus freier Metallelektronen, Theorien iiber
Zustandsinderungen in festen Koérpern, Theorie des
nHsuperfluiden“ Heliums (fiir letztere erhielt er den
Nobelpreis)

Bedeutende Auszeichnungen

Akademiemitglied (seit. 1946), Staatspreis der Sowjet-
union (1946), Auszeichnung mit der Max-Planck-Me-
daille (1960), Nobelpreis fir Physik (1962), Auszeich-
nung mit dem Leninorden (Januar 1968)

Worte an einen Mathematikstudenten

Ein junger Mathematikstudent kam zu Landau und
behauptete, er habe den Beweis fiir den groBen Fermat-
schen Satz gefunden. Dieser Satz stammt von dem be-
rithmten franzdsischen Mathematiker Fermat (1601 bis
1665) und lautet: _

Es gibt fiir keinen ganzzahligen Exponenten n > 2 ganze,
von Null verschiedene Zahlen x, y, z, die der Gleichung
x" 4 y" = 2" geniigen.

Obwohl sich seit 300 Jahren Mathematiker der ganzen
Welt bemiihen, einen allgemeinen Beweis fiir diesen
Satz zu finden, gilt er heute noch als unbewiesen. Landau
horte den jungen Gast geduldig an, lichelte dann und
bat ihn, eine nicht allzu schwierige mathematische Auf-
gabe zu l6sen, die er ihm diktierte. Der Student ver-
mochte jedoch nicht, die Losung zu erbringen. Darauf-
hin riet ihm der groBe Gelehrte:

Bevor Sie an den Grundlagen der Wissenschaft riitteln,
miissen Sie studieren.

Landaus Vermiichtnis an die Jugend .

Mit WiBbegier beginnt die Erkenntnis der Welt. Gerade
das ist eines der markantesten und bedeutsamsten
Kennzeichen der Jugend, in dem sich die Personlichkeit
formt und das Wissen besonders rasch und nachhaltig
zunimmt. Ohne WiBbegier kann sich meiner Meinung
nach der Mensch nicht normal entwickeln. — Ein Wis-
senschaftler ohne WiBbegier ist ein kliglicher und un-
fruchtbarer Mensch ... Ich meine, daB3 die allgemeine
WiBbegier heute besonders notwendig ist in einer Ge-
sellschaft, die die schopferische Entwicklung der Per-
sonlichkeit anstrebt. Ein Mensch, der heute nicht stin-
dig die Ereignisse in der Wissenschaft verfolgt, lauft
Gefahr, in kurzer Zeit hinter dem Leben zuriickzublei-
ben und viele neue Erscheinungen nicht zu verstehen.

B. Zimmermann

Was bedeutet eigentlich ,,x*?

Die Algebra wurde von den Arabern begriindet. Als
sic die Unbekannte (Variable) bezeichnen -muBten,
taten sie dies mit dem arabischen Wort ,,schei®, das im
Arabischen ,,etwas* (nicht Bekanntes) bedeutet. Der
Kiirze wegen verwendete man in Schriftstiicken usw.
nur den ersten Buchstaben des Wortes — das ,,sch*.
Von den Arabern lernten ihre Nachbarm und Rivalen,
die Spanier, die Algebra kennen. Sie begannen ebenfalls
die unbekannte GroBe ,,sch* zu nennen. Daraus ergab
sich eine merkwiirdige Verwechslung: Die Spanier
selbst hatten auch einen Buchstaben, der den Lautwert
,»sch® hatte; geschrieben wurde er jedoch ,,x*“. Fiir die
Spanier war soweit also alles klar — sie schrieben ein-
fach die Unbekannte (Variable) als ,x*, sprachen es
aber wie ,,sch‘ aus. Doch sie vermittelten die Wissen-
schaft der Algebra ihren noérdlichen Nachbarn, den
Franzosen. Die Franzosen schrieben nun fiir die Unbe-
kannte (Variable) auch ,,x**. Nur wurde dieser Buch-
stabe bei ihnen nicht als ,,sch*, sondern als ,,iks* ge-
sprochen. Auf diese Weise ging der eigentliche Sinn
des arabischen Wortes ,,schei — ,,etwas* (nicht Be-
kanntes) verloren. Von den Franzosen kam die Bezeich-
nung ,,x* schlieBlich zu uns.

Aus: Po sv'etu 11/67 entnommen und im Russischunterricht iibersetzt
von Kl. 10 der 22. OS, Leipzig.



Einfiuhrung in die Elektronische Datenverarbeitung

- Teil 1

Wir beginnen in diesem Heft eine Artikelserie, in der wir
uns mit Rechentechnik beschiftigen wollen, also mit
einem Gebiet der Mathematik, das in der letzten Zeit
einen unerhorten Aufschwung genommen hat und im-
mer groflere Bedeutung gewinnt. Der Grund dafiir
diirfte allgemein bekannt sein: Wissenschaft und Tech-
nik haben sich so stiirmisch entwickelt, daB die anfal-
lenden Probleme einerseits immer komplizierter werden,
andrerseits in so kurzer Zeit gelost werden miissen,
daB die Bewiltigung heute gar nicht mehr anders mog-
lich ist als elektronisch. Man denke etwa an die Uber-
wachung eines modernen Produktionsprozesses, bei
dem die MefigroBen sofort ausgewertet werden miissen,
um in den Vorgang eingreifen zu konnen. Ein mensch-
licher Rechner wiirde vielleicht Tage oder Wochen fiir
eine solche Arbeit benétigen. Die Ergebnisse wiren -
dann iiberholt und wertlos, die Produktion inzwischen
fehlgesteuert, was erhebliche Material- und Zeitver-
luste bedeuten kénnte. Um sich eine Vorstellung vom
rechnerischen Umfang der auftretenden Probleme zu
machen, sei erwdhnt, dal etwa die Losung eines Systems
von 40 Gleichungen mit 40 Unbekannten mit drei- bis
vierstelligen Koeffizienten durchaus keine Seltenheit
ist. Der Leser moge sich ausmalen, wie lange ein Mensch
damit zu tun hitte, abgesehen von den immer wieder
durch die eintonige und ermiidende Tatigkeit auftre-
tenden Rechenfehlern. Schon bei einem System von
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten wie
0,371x — 0,986y = 1,352
0,846x + 1,249y = — 0,941

empfindet man Unbehagen. Man wiirde eine ganze
Weile daran rechnen; und wenn die Aufgabe einem
praktischen Problem entspringt, wird man nicht erwar-
ten konnen, daB sie — wie meistens in den Schulbii-
chern — ganzzahlig aufgeht. Man stelle sich dasselbe
nun mit 40 Gleichungen und 40 Unbekannten vor.
Ein elektronischer Digitalrechner wiirde fiir diese Auf-
gabe je nach GroBenklasse wenige Stunden oder sogar
nur einige Minuten brauchen.

Man konnte die Liste der Beispiele fiir die Anwendung
des elektronischen Rechnens beliebig fortsetzen, und
es gibt heute nur noch wenige Arbeitsgebiete, die sich
nicht elektronischer Rechen- und Datenverarbeitungs-
anlagen bedienen. Die weitere Entwieklung ist in ihrem
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Umfang und in ihrer Geschwindigkeit noch nicht abzu-
sehen, aber eines steht fest: Mancher Jugendliche oder
Erwachsene, der heute glaubt, weit davon entfernt zu
sein, wird sich in seiner Ausbildung oder im Beruf frither
oder spater damit zu befassen haben. Vielen wird das
nicht leichtfallen, weil das Denken in den zahlreichen
neuen Begriffen und deren Zusammenhidngen unge-
wohnt ist, da es oft stark von der Denkweise der bis-
herigen Schulmathematik abweicht. Wir empfehlen des-
halb dem Leser, diese Artikelfolge griindlich durchzu-
arbeiten, auch was die Anwendungsbeispiele und die
Ubungen betrifft, um sich damit eine Grundlage fiir
ein spiteres umfangreicheres Studium dieser mathema-
tischen Gebiete zu schaffen. Wir werden den Stoff so
darbieten, daB ihn bereits Schiiler der achten, eventuell
auch schon der siebenten Klasse verstehen kénnen.

Kodierung von Informationen — Zahlénsysteme —
biniire Systeme

1.

1.1. Der Begriff Kodierung

Bei jeder, auch der einfachsten mathematisch zu 16sen-
den Aufgabe geht es darum, bestimmte Informationen
zu verarbeiten.

Beispiel: Ein Physiker soll ausrechnen, welches Volu-
men 50 g Sauerstoff bei einer Temperatur von 20 °C und
einem Druck von 3 at einnehmen. Hier sind es zunéchst
die vier Informationen:

1. Sauerstoff 2.50g 3.20°C 4. 3at.

Das geniigt zur Lésung der Aufgabe noch nicht, denn
der Physiker muB auBerdem noch dariiber informiert
sein, wie sich abgeschlossene Gasmengen bei Druck-
und Temperaturverinderungen verhalten, er muB also
die Zustandsgleichung der Gase kennen.

Wenn schon diese einfache Aufgabe, die jeder iltere

* Schiiler in wenigen Minuten miiBte 16sen kdnnen, meh-

rere Einzelinformationen enthilt, so kann man sich
vorstellen, wie viele bei den schwierigen Problemen der
modernen Wissenschaft und Technik auftreten konnen.
Die Informationen sind im einfachsten Fall Zahlen-
angaben. Es kdnnen aber auch Zusammenhinge zwi-
schen bestimmten GréBen sein, die in mathematischen
Formeln darzustellen sind. Es konnen einschrinkende
Bedingungen sein, die oft in Ungleichungen ausgedriickt



werden. Wenn man zum Beispiel einen Produktions-
prozeB optimieren, das hei3t moglichst giinstig gestalten
will, so muB man beriicksichtigen, dal jede Maschine
eine bestimmte Hochstleistung hat, etwa eine gewisse
Stiickzahl pro Stunde nicht iiberschreiten kann. Man
konnte schreiben: P < 50h ™1,

wobei in dieser Ungleichung P ein MaB fiir das Lei-
stungsvermégen der Maschine ist und h™! nichts ande-
res bedeutet als Stiick pro Stunde. In der Praxis sind
natiirlich viele Informationen wesentlich komplizierter.
Eins ist allen gemein: Um sie im Rahmen des zu 16sen-
den Problems verarbeiten zu koénnen, miissen sie in
eine mdglichst handliche, verstindliche Form gebracht
werden. Man muB sie, wie man sagt, verschliisseln. Bei
diesem Ausdruck denkt der Leser vielleicht an eine
Geheimschrift oder Geheimsprache, nicht aber daran,
daB, wenn uns ein Freund einen Brief schreibt, dies
eigentlich auch schon eine Verschliisselung von Infor-
mationen ist, denn nur der des Lesens Kundige kann
damit etwas anfangen. Wenn wir das Symbol ,,7* lesen,
so ist dies bereits eine Verschliisselung der Zahl 7.
Einem, der dieses Symbol nicht kennt, etwa einem An-
alphabeten, miite man sieben Finger entgegenstrecken
oder man miillte die sieben Gegenstinde, die man
meint, unmittelbar vor ihn hinlegen.

Der Begriff Verschliisselung ist also sehr dehnbar und
die Form der Verschliisselung sehr verschieden, je nach
dem Zweck, dem sie dient, oder fiir wen sie bestimmt ist.
Man spricht mit einem in eine Sache Eingeweihten iiber
diese Sache anders als mit einem Unbefangenen. Ins-
besondere verwendet man andere Symbole: Fremd-
worter, Abkiirzungen usw. (Wenn wir heute etwa sagen:
,,Die Schiiler der EOS gehen zum UTP ins WSSB*, so
versteht das sicher nicht jeder.)

Ein gemeinsames Merkmal aller Verschliisselungen ist
es, daB eine Anzahl vorher festgesetzter Symbole ver-
wendet wird, fiir die in bestimmten Zusammenstellungen
bestimmte Bedeutungen verabredet sind. Wir unter-
scheiden drei Arten von Symbolen:

1. Ziffern 2. Buchstaben 3. Sonderzeichen.
Zu letzteren gehoren auch die aus der Schulmathematik
bekannten Zeichen wie +, —, <, = usw. Wir werden
in diesem Lehrgang noch weitere solcher Zeichen ken-
nenlernen. Wird eine Information durch derartige anein-
andergereihte Symbole dargestellt, so spricht man von
der Kodierung der Information.

Von den drei genannten Arten der Informationssymbole
kommt fiir unsere Belange verstindlicherweise den
Ziffern die groBte Bedeutung zu. Wenn wir auch bei der
Kodierung von Rechenaufgaben auf Buchstaben und
die librigen Zeichen, die Sonderzeichen, nicht verzichten
konnen, so sind sie doch nur Beiwerk. Wir werden uns
also im folgenden niher mit dem Problem befassen, wie
man die in der Rechentechnik wichtigsten Informatio-
nen, die Zahlen*, kodieren, das heiBt, durch Ziffern
darstellen kann. '

1.2. Das Dezimalsystem

Im Schulunterricht werden Zahlen — zunichst ganze,
spiter gebrochene und schlieBlich beliebig reelle Zah-
len — in dem bekannten Dezimalsystem dargestellt. Da
uns dieses System sehr geldufig ist, denken wir kaum
noch daran, daB es sich um eine Kodierung, nimlich um
die Verschliisselung einer Summe handelt. Als Infor-
mationssymbole werden die Ziffern 0 bis 9 und als Son-
derzeichen wird das Komma verwendet. Schon in den
ersten Schuljahren lernt man, daB 2783 2 Tausender,
7 Hunderter, 8 Zehner und 3 Einer bedeutet. Spiter
schreibt man:
2783 =210 +7 - 10> +8 - 10+ 3 - 1.

Setzt man 10 = 10* und | = 10°, so erkennt man noch
besser, dal es sich um eine Zerlegung der Zahl nach
fallenden Potenzen von 10 handelt. Jede Ziffer hat eine
bestimmte Position, einen bestimmten Stellenwert. Die-
ser betrdgt, wenn man von links nach rechts fortschrei-
tet, jeweils ein Zehntel des vorigen. Setzt man dieses
Prinzip iiber die Einer hinaus fort, so erhilt man die
Zehntel, Hundertstel, Tausendstel usw. Den Ubergang
von den Einern zu den Zehnteln kennzeichnen wir durch
ein Komma. Also:

1 1
_1.101 . 100 LS .
14795 =1 - 10' +4 - 10° + 7 10-+—9 100
1
+5 1000
Vereinbart man noch die Schreibweise:
1ot L o2 L _ o3
10—10 ,100—10 ,1000—10 usw.,

so wird die Darstellung noch iibersichtlicher:
14,795 ist also eine Kodierung** fiir die Summe

1-10'+4-10°+7-107*+9-1072+5- 1072

Wie man im Dezimalsystem rechnet, also die vier Grund-

- rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multipli-

kation und Division ausfiihrt, weil jeder. Es ist auch
bekannt, wie man beim schriftlichen Rechnen den Zeh-
nersprung beziehungsweise den Sprung in die nichst-
hohere Zehnerpotenz bewiltigt. Uns geht es darum,
wie man die Rechenprozesse technisch realisieren kann.
Mit diesem Problem werden wir uns im nachsten Heft

befassen. J. Frormann

* Es sei betont, daB wir zwischen Zahlen und Ziffern unterscheiden
miissen: Ziffern sind Zeichen, Symbole, die in bestimmter Reihen-
folge zusammengestellt, eine Zahl darstellen. Natiirlich kann eine
Zahl auch manchmal durch eine Ziffer dargestellt werden. Auch dann
miissen wir den Unterschied beibehalten. 2 ist zum Beispiel eine gerade
Zahl, aber niemals eine gerade Ziffer. Andererseits hat die Ziffer 2,
also das Symbol ,,2%, links unten eine Ecke. Die natiirliche Zahl] 2
dagegen hat sicher eine ganze Reihe mathematischer Eigenschaften,
aber eine Ecke hat sie nicht!

** Streng genommen miiBte man sagen: eine kilirzere Form der Ko-
dierung; denn die Schreibweise 1- 10! + 4 - 10° usw. stellt selbst
schon eine Kodierung dar (sieche 1.1).



Messegold
fiir Prizisions-ReiBizeuge

Aus dem VEB Polytechnik berichtet

Ein Blick in den Messekatalog

Genauigkeit, Zuverldssigkeit und vorbildlicher Flei3
der Arbeiterschaft lieBen fiir unsere Erzeugnisse den
Begriff Prizision entstehen, und wir erzielten damit
Spitzenleistungen der Feinmechanik, die auch zur Welt-
geltung der Fabrikmarke fiihrten.

R
Der Ursprung unseres Betriebes geht bis zum Jahre 1870
zuriick, als Uhrmachermeister Emil Oscar Richter in
seiner kleinen Werkstatt die Herstellung mathemati-
scher Gerite betrieb und sich besonders mit der Ver-
besserung der damals noch sehr mangelhaft gefertig-
ten Zeicheninstrumente befaBte. Die dabei gegliickten
wertvollen Erfindungen lieBen ein neues Zirkelsystem
entstehen, das in aller Welt als ,,Flachsystem‘* bekannt

wurde. Als einige der markantesten Erfindungen waren
zu nennen: der erste Nullenzirkel, der sich schnell zu

einem Hauptinstrument herausbildete und ohne den ein
modernes ReiBzeug kaum noch denkbar ist; das Kreuz-
scharnier an den ReiBfedern und die Geradefiihrung der
Zirkel.

Unser Prinzip: nur bestes Material auf modernsten Ma-
schinen von erstklassigen Facharbeitern verarbeiten zu
lassen, festigte den guten Ruf der Marke ,,Original
Richter* und lieB den Betrieb schon in kurzer Zeit zur
bekanntesten ReiBzeugfabrik heranwachsen.

Um die Moglichkeiten der sich rapid entwickelnden
neuen Technik in der Deutschen Demokratischen Repu-
blik auszuschépfen, wurden der VEB Prizisions-ReiB-
zeugwerk Richter und die Betriebsabteilung Labor- und
Priifgeritebau des VEB Buchungsmaschinenwerk Karl-
Marx-Stadt zu einem Betrieb zusammengelegt, der den
Namen VEB Polytechnik Karl-Marx-Stadt tragt.

Auf Grund neuer Einrichtungen wird die Fertigung
nach dem heutigen Stand der Technik durchgefiihrt, und
damit bieten wir auch die Gewihr fiir eine gleichblei-
bende Giite unserer Erzeugnisse.

Wir stellen vor: Leonardo XI in schwarzer ReiverschiuB-Ledertasche,

mmmmnlllnmuuunuuumn|muumumummmuunmuumnuum-.v‘|-unumnmmmnuumu..

mit dunkelblauem oder rotem Samt gefiittert

—

Handzirkel mit Geradefithrung,
Schenkellinge 85 mm
2 Handzirkel mit Haarschraube,
mit Geradefiihrung,
Schenkelldnge 125 mm
Einsatzzirkel mit Geradefiihrung und
Kreuzscharnier, Schenkellinge 90 mm

4 Einsatzzirkel mit Haarschraubé,

mit Geradefiihrung und Kreuzscharnier,
Schenkellinge 140 mm

5 Verlingerungsstange

6 Einsatzheft

7 Bleibiichse

8 Ringfeder-Teilzirkel

9 Ringflederzirkel mit festem Bleihalter
10 Ringfederzirkel mit fester ReiBfeder
11 Nullenzirkel mit Kreuzscharnier
Kopiernadelhalter, Zentrierzwecke (2 Stiick),
Reiffeder mit Kreuzscharnier, ReiBfeder mit
Kreuzscharnier, ReiBfeder mit Kreuz-
scharnier, ReiBfeder mit Kreuzscharnier und
Teilscheibe, Katasterfeder,
ReiBfeder, schwedische Form, mit Teil-
scheibe, Schraubenzieher

w



Verschiedene Aufgaben der Konstruktion —
verschiedene Zirkelarten

VEB Polytechnik stellt folgende Instrumente her:

Hand- und Einsatzzirkel

Dieser Zirkel ist das am meisten verwendete Instrument
des Konstrukteurs. Es besteht aus zwei Schenkeln, von
denen der eine eine Spitze und der andere eine Aufnahme
zur Befestigung der Zirkeleinsétze besitzt. Beide Schen-
kel werden durch die Griffklemme gehalten und durch
eine Zugschraube so weit zusammengepreBt, daB sich
die beiden Schenkel ziigig bewegen. Mit einem Schrau-
benzicher kann jeder leicht den Gang des Zirkels an der
Zugschraube regulieren. Es ist ratsam, ab und zu einen
kleinen Tropfen Ol in die Bohrung am Gelenk zu
geben.

Der Nullenzirkel

Er unterscheidet sich von allen anderen Instrumenten
hauptsidchlich dadurch, daB die Zentrierspitze auf dem
Papier feststeht und der bewegliche Zirkeleinsatz durch
sein eigenes Gewicht auf dem Papier aufliegt und um
erstere als Drehachse herumgefiihrt wird. Durch diesen
Vorteil wird ein sehr schnelles und sauberes Arbeiten
und Ziehen von sehr kleinen Kreisen erméglicht. Das
Zweifedersystem am Nullenzirkel bewirkt, daB sich
beim Offnen und SchlieBen des Nullenzirkels der
Einsatz parallel zur Zentrierspitze verschiebt.

Der Ringfeder-Teilzirkel

Er wird, wie schon sein Name besagt, in der Hauptsache
zum Teilen von Strecken sowie deren Ubertragung
benoétigt. Er besitzt eine Gewindespindel, damit eine
beliebige Offnung fest eingestellt werden kann.

Als Sonderinstrumente werden folgende Zirkel her-
gestellt:

Der Reduktionszirkel

Dieser Zirkel dient dazu, eine gegebene Strecke in einem
bestimmten MaBstab zu iibertragen bzw. eine Strecke
in gleiche Teile zu teilen. Er besitzt zwei Schenkel und
einen Schieber. Der eine Schenkel tragt auf einer Seite
eine Skala fiir die Teilung des Kreises und auf der
anderen eine fiir die Teilung von Strecken. Als wich-
tigste SondermaBe sind die Beziehungen des goldenen
Schnittes sowie die Bestimmung der Seitenverhiltnisse
von Papierformaten nach der Beziehung Wurzel aus 2
angegeben.

Der Stabzirkel

Ihn nimmt der Konstrukteur, um groBere Kreise zu
ziehen. Er besteht aus einem 1 m langen Holzstab, auf
dem sich zwei Schieber in einer beliebigen Entfernung
einstellen lassen.

Ein Blick in den Fertigungsablauf

Ais Werkstoff wird ein hochlegiertes, kaltgewalztes
Neusilber, welches in Stangen und Blocken geliefert
wird, verwendet. Die Stanzerei verformt die Zirkel-
Schenkel kalt aus Stangen. Das heilit, daB3 ein Stempel
die Zirkelk6pfe unter hohem Druck in eine Form preft,
die der des endgiiltigen Kopfes gleicht. Andere Teilé
werden gestanzt, geprigt und gebogen.
In den Vorfertigungen wird maschinell gefrist, gebohrt,
gesenkt und gewindegeschnitten. Der Automatensaal
stellt mittels Langdreh- und Revolverdrehautomaten
Drehteile her (siche Foto). Dabei miissen die MaBe der
Zeichnungen, die Passungen und Toleranzen genau-
estens eingehalten werden. Die in diesem Zustand fertig
bearbeiteten Teile libernimmt die Abteilung Oberflache.
Auf Lappmaschinen wird flach geldppt, und die Run-
dungen werden an Schleifscheiben mit der Hand be-
arbeitet. Die Polierer geben anschlieBend den Teilen
die glinzende Oberfliche. In der Verchromerei wird
ein Teil der Instrumente dekorativ verchromt. Die
Montage fiigt die fertiggestellten Werkstiicke zusam-
men, paBt sie ein und montiert sie. Nach einer Giite-
kontrolle stellt die Packerei die Etuis zusammen.

A. Hanisch

TaktstrafBe fiir die Fertigung von Zirkelteilen
(6konomischer Nutzen 62000 M jihrlich)

In Vorbereitung des 20. Jahrestages der DDR wurde
die von einer Arbeitsgruppe entwickelte und unter Ein-
beziehung der Jugendlichen gebaute Taktstrafle dem
Jugendkollektiv als Jugendobjekt iibergeben. Dieses
Kollektiv ist verantwortlich fiir die Bedienung, Wartung,
Pflege und Kontrolle der TaktstraBe. Es hat sich vor
Inbetriebnahme der TaktstraBe zu Einrichtern qualifi-
ziert. Vorher erfolgte die Bearbeitung der Zirkelschenkel
nach dem Werkstattprinzip. Fiir die Durchfithrung der
erforderlichen Arbeitsginge waren jeweils 8 bis 10
Arbeitskrifte erforderlich.

Von einer Werbetafel auf der XI. MMM in Leipzig entnommen



Spieglein, Spieglein
an der Wand, ...

Vielleicht lest ihr spiter einmal den Roman ,,Jessy und
Morgana®“ von Alexander Grin, der mit folgenden
Worten beginnt:

,,Es gibt eine altiiberlieferte Art des Wahrsagens, das
Orakeln aus Spiegeln. Man blickt in einen von zwei
Kerzen flankierten Spiegel, dem ein zweiter Spiegel so
gegeniibergestellt ist, daB er sich darin reflektiert und
die Kerzen einen endlosen strahlenden Korridor bilden.

Und was das junge Midchen (nur junge Midchen
pflegen auf solche Weise das Schicksal zu befragen) in
der Tiefe dieses Korridors erblickt, das geht in Erfiil-
lung. ...“ Dall man weder mit zwei parallelen Spiegeln
noch auf andere Weise wahrsagen kann, soll uns hier
nicht weiter interessieren. Vielmehr sollt ihr durch das
Lesen des folgenden Beitrags selbst die Erkliarung
dafiir finden, warum bei der oben beschriebenen Vor-
richtung die Spiegelbilder beider Kerzen einen end-
losen Korridor bilden.

Wir wiederholen: Achsensymmetrie (Klasse 6)

I. Bei einer Spiegelung wird jedem Punkt P der Ebene
ein Bildpunkt P’ zugeordnet und umgekehrt.

2. Zu jeder Spiegelung gehort eine Gerade s, Symme-
trieachse genannt, die genau die Punkte der Ebene ent-
hilt, die bei der Spiegelung auf sich abgebildet werden.
3. Die Symmetrieachse ist Mittelsenkrechte zur Ver-
bindungsstrecke jedes Original- und Bildpunktpaares
der Spiegelung (Abb. 1).
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4. Bei einer Spiegelung ist jede Originalpunktmenge M
zu ihrer Bildpunktmenge M’ kongruent. Insbesondere
sind also Original- und Bildstrecke gleich lang sowie
Original- und Bildwinkel gleich groB (Abb. 2).

Wir wenden an:

m 1. Beispiel Eine Gruppe Kinder hat folgende Spiel-
regeln vereinbart : Jeder Mitspieler soll moglichst schnell
vom punktférmigen Mal A aus zu einer von ihm zu
wihlenden Stelle einer geniigend langen geradlinigen
Mauer laufen und von da aus weiter zu einem zweiten
punktférmigen Mal B (Abb. 3). '
Analysis und Beweis: Wann gewinnt man das Spiel? Am
gilinstigsten ist fiir jeden Mitspieler der kiirzeste unter
den zuldssigen Wegen von A nach B. (Unter einem Weg
wird eine Anfangs- und Endpunkt verbindende Kurve
verstanden, die eine Linge besitzt. Wer spiter Mathe-
matik studiert, wird mit dem Begriff der Kurve auch
lernen, daB nicht jede Kurve eine Linge besitzt.)
Um den oben bezeichneten Weg zu finden, wird ein
beliebiger zuldssiger Weg APB betrachtet (Abb. 4).
Der Teilweg PB wird an der Geraden m (Mauer) ge-
spiegelt. Wegen der 4. Eigenschaft einer Spiegelung ist
der zulissige Weg A P B gleich lang mit dem Ersatzweg
APB’. Da jeder von A nach B’ fiihrende Weg not-
wendig die Gerade m mindestens einmal durchsetzt,
sind alle Ersatzwege von A nach B’ zuldssige. (Diesen
Schlufl kénnen wir Schiiler nur anschaulich erfassen.)
Unter den Ersatzwegen ist der kiirzeste die Strecke AB’,
deren Schnittpunkt mit m mit Q bezeichnet werden
moge. Durch Spiegelung der Strecke QB’ an m entsteht
die Bildstrecke QB. Der damit erhaltene Streckenzug
AQB ist der gesuchte kiirzeste Weg. Es gewinnt also
derjenige das Spiel, der diesen Streckenzug AQB mit
groBter Geschwindigkeit durchliuft.

Konstruktion: Vom Punkte B aus wird das Lot auf m
gefallt und tiber seinen FuBpunkt hinaus um sich selbst
verlangert. Durch den Endpunkt B’ der Verlingerung
und durch A wird die Gerade g bestimmt, die m im
Punkte Q schneidet. AbschlieBend wird noch die
Strecke QB gezeichnet. Damit ist der kiirzeste Strecken-
zug AQB konstruiert (Abb. 5).

Determination: Der Punkt B’ ist stets vorhanden und
auch eindeutig bestimmt. Da die Punkte A und B’ auf
verschiedenen Seiten der Geraden m liegen, schneidet
die Strecke AB’ stets m, und zwar in genau einem
Punkte Q. Damit existiert also im Falle einer geniigend
langen Mauer (idealisiert durch eine Gerade m) genau
ein kiirzester Weg, der die folgende Eigenschaft besitzt:
Die Strecken BQ, B'Q und AQ bilden mit m gleiche
Winkel, wie sich mittels Scheitelwinkelsatz und der
4. Eigenschaft der Spiegelung ergibt.

Zusdtzliche Bemerkung: Dieser kiirzeste Weg fillt
zusammen mit dem Weg, den ein Lichtstrahl nimmt,
der vom Punkte A zum Punkte B gelangt, wobei er an
einem jetzt die Mauer ersetzenden Spiegel reflek tiert wird.



m 2 Heispiel In welcher Richtung muB eine bei P
auf dem rechteckigen Billardfeld ABCD liegende Bil-
lardkuéel gestoBen werden, damit sie unter AnstoBen
an den Banden a, b und ¢ zum Punkte Q gelangt?
Bemerkung : Eine Billardkugel wird an den Banden nach
dem gleichen Gesetz reflektiert wie ein Lichtstrahl am
ebenen Spiegel. =~ 0

Streckenzug. Die Billardfliche und die Strecke PR
werden an a gespiegelt. Der Bildpunkt P’ von P liegt
mit den Punkten R und S in einer Geraden, denn aus
¥ BRS = ¥ PRA und ¥ PRA = ¥ ARP’ folgt
¥ ARP’' = ¥ BRS (Abb. 6).

Nunmehr werden die Ausgangsbillardfliche und der
Streckenzug S_T6 nochmals an b gespiegelt. Der jetzt
erhaltene Bildpunkt T'' von T liegt ebenfalls auf der
Geraden durch die Punkte P’, R und S. Die zuletzt
erhaltene ,,Billardfliche‘ und die Strecke T''Q"’ werden
nochmals an c’’ gespiegelt. Nunmehr liegt der neue
Bildpunkt Q" von Q"' mit den Punkten P’, R, S und
T'" in einer Geraden.

Bemerkungen zur Konstruktion: Die Punkte P’ und
Q' sind sets konstruierbar, da sie durch Spiegelungen
gegebener Punkte an gegebenen Geraden entstanden
sind. Damit ist auch der Punkt R al$ Schnittpunkt der
Geraden durch die Punkte P’ und Q"' mit der Seite
(Bande) a konstruierbar. SchlieBlich ist damit auch die
Strecke PR konstruierbar, die die gesuchte Richtung
festlegt.

Beweis:

¥D"T"Q"= ¥Q’'T"D” (laut 4. Eigenschaft der Spiegelung)
¥C T"S = ¥D”T"Q'™ (nach dem Scheitelwinkelsatz)

¥C T'S =%Q’"T’D"” (nach dem Grundsatz der Dritten-
e gleichheit)

xD T Q =%Q"T'"D” (laut 4. Eigenschaft der Spiegelung)
¥S T C =%C T’S (laut 4 Eigenschaft der Spiegelung)
¥D T Q =%S T C (nach dem Grundsatz der Dritten-

gleichheit)

Durch weitere analoge Schliisse ergibt sich, daB der
durch Konstruktion gefundene Streckenzug PRSTQ
Losung ist.

Determination: Die Punkte P’ und Q’" sind stets vor-
handen und auch eindeutig bestimmt. Die Aufgabe hat
keine Losung, falls die Strecke P’Q"’ auch nur eine der
Strecken a, b und ¢’’ nicht in einem inneren Punkte
schneidet; ansonsten existiert genau eine Loésung. Bei
dieser sind die Strecken PR und ST sowie auch RS und
TQ jeweils parallel.

Wir erarbeiten selbstiandig:

4 1. Aufgabe Welches ist der kiirzeste Weg, der von
einem Punkte A, der zwischen den Schenkeln eines
Winkels a liegt, zu einem Punkt des anderen Schenkels
und wiederum zum Punkte A fiihrt (Abb. 7)?

4 2.Aufgabe In welcher Richtung muB eine bei P auf
dem rechteckigen Billardfeld ABCD liegende Kugel
gestoBen werden, damit sie 1. ... zur Bande a, von dort
zur Bande c und dann nach einem gegebenen Punkte Q
rollt? 2. ... zur Bande a, von dort zur Bande ¢, noch-
mals zur Bande a und dann nach einem gegebenen
Punkte Q rollt?

4 3. Aufgabe Es ist zu beweisen, daB fiir die als erstes
Beispiel betrachtete Aufgabe auch im Falle eines
geraden, beiderseits begrenzten Mauerstiickes RS (idea-
lisiert durch eine Strecke) stets unter den zuldssigen
Wegen ein kiirzester existiert (Abb. 8).

W. Trager
Abb. 1 kp!
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Wer lost mit? il||I|IH -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 14. 4. 1969

Fiir die Beteiligung am alpha-Wettbewerb
gelten folgende Bedingungen:

1. Am Wettbewerb konnen sich alle Schii-
ler der 5. bis 12. Klasse beteiligen, auch dann,
wenn diese Schiiler eine Berufs- oder Volks-
hochschule besuchen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
zu richten an:

Redaktion alpha, 7027 Leipzig, Postfach 14
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben [ortlaufend numeriert. Der
iblichen Nummer sind ein W (d. h. Wettbe-
werb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt (d. h.
fiir Klasse 7 geeignet).

4. Von dem Teilnehmer sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Nur dann erfolgt eine Bewer-
tung. Schiiler der 11./12. Klassen losen die
Aufgaben, welche mit W 10/12 gekennzeich-
net sind oder verdffentlichte Olympiadeauf-
gaben 11/12. (Wir kommen damit einem viel-
fach geduBerten Wunsch bisheriger Teilneh-
mer und Schiiler der Klassen 11/12 nach.)

S. Zur Erleichterung der Korrektur und aus
technischen Griinden werden nur nach dem
auf dieser Seite angegebenen Muster einge-
sandte Losungen bearbeitet und bewertet.
Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm),
denn jede Aufgabe wird von einem anderen
Experten korrigiert. Besonders freuen wir
uns natiirlich iiber saubere, iibersichtliche
Gestaltung.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder das Endergebnis!) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,vor-
bildlich gelost“ oder ,,gut gelost".

Schiiler, welche nur einen SchiuBsatz zu
einer ‘Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, erhalten eine rote
Karte mit dem Vermerk ,,nicht gelost*‘.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

8. Der Jahreswettbewerb 1969 lauft nur vom
Februar bis August 1969, also in den Heften
1 bis 3. Wir kommen damit einem Wunsch
unserer Leser nach und gleichen den Wett-
bewerbsrhythmus dem Schuljahresrhythmus
an.

9. In Heft 4 werden die Aufgaben der Schul-
stufe der IX. Olympiade Junger Mathemati-
ker der DDR veroffentlicht. In diesem Heft
lauft kein alpha-Wettbewerb, um allen Schii-
lern Gelegenheit zu geben, sich intensiv mit
der Schulolympiade zu befassen.

10. Der alpha-Wettbewerb 1969/70 beginnt
mit Heft 5/69 und endet mit Heft 3/70.

11. Zwischen dem 25. August und 10. Sep-
tember 1969 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 1 bis 3/69 erwor-
benen Karten an die Redaktion einzusenden.
Eine Jury wertet diese Karten aus, iibergibt
die Namen der Preistriger und die Namen
der aktivsten Einsender der Redaktion zur
Veréftentlichung. Wer mindestens 4 -Ant-
wortkarten (durch Beteiligung an den Wett-
bewerben der Hefte 1 bis 3/69) erhalten hat
und diese einsendet, erhilt eine Anerken-
nungsurkunde.

Wer seine Karten zuriickerhalten mochte,
der lege einen vorschriftsmiBig frankierten
Umschlag mit Adresse bei.

Aussicht auf Anerkennungsurkunde, Preise
und namentliche Veréffentlichung haben
also Teilnehmer, die im Laufe der Monate
Februar bis August 1969 regelmiBig, gewis-
senhaft und fleiBig mitgearbeitet haben.

0

Stlfi Sory, 6316 Stidrtach, Schlusinger Sh 128
Polylechnische. Oberschule Skidzorbch, Klarse 5 s

W59346

Schiiler stellen Aufgaben fiir den Schiiler

5m 344 Axel, Bernd, Dieter und Erwin
sammeln fleiBig Briefmarken. Bernd, Dieter
und Erwin haben zusammen bereits 108
Briefmarken gesammelt; davon besitzt Erwin
dreimal soviel, Dieter dagegen nur zweimal
soviel Marken wie Bernd. Axel schlieBlich
besitzt acht Briefmarken mehr als die Halfte
der Anzahl von Erwin. Wieviel Briefmarken
hat jeder der Freunde bisher gesammelt?
Martina Krauf, Schwarzenberg

*372+*
+ 3*01
+ 4*5
38**4
sind die Sternchen durch Ziffern zu ersetzen,
so daB eine richtig geloste Additionsaufgabe
entsteht. Wieviele Losungen gibt es?
Angelika Miiller, Stolpen

4 345 Inder Aufgabe

W 5 u 346 In dem nachstehenden Schema
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB die waagerecht und senkrecht
angeordneten Rechenaufgaben richtig gelost
sind. Gleiche Buchstaben bedeuten dabei
gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben hin-
gegen verschiedene Ziffern.
abbc: de= ea

fdg+ hf= fgc
heaf-eid=hiab
(Zum Losen dieser Aufgabe verweisen wir
auf den Artikel ,,Wir losen ein Zahlenritsel™

in alpha, Heft 3/1968)
Bernd Kutnik, Teterow, KI.6

W 5 u 347 In einem Abteil eines D-Zuges,
der von Leipzig nach Berlin fahrt, sitzen vier
Herren mit den Familiennamen Krause, M-
ler, Schulze und Lehmann. Die Wohnorte
dieser vier Reisenden sind Leipzg, Berlin,
Erfurt und Schwerin. Aus den folgenden
Aussagen ist zu ermitteln, in welchem Ort
jeder der vier Herren wohnt.
a) Herr Lehmann war schon ofter besuchs-
weise in Leipzig.
b) Herr Miiller ist alter als der Herr aus
Leipzig.
c) Herr Lehmann kehrt von.cinem Besuch
der IGA zuriick.
d) Herr Krause wird am Endbahnhof von
seiner Gattin, die nicht mit verreist war,
abgeholt. Alfred Schuliz,
OS Lassan, Krs. Wolgast, KI. 8

6 a 348 Zum Anfertigen seiner Hausauf-
gaben hatte ein Schiiler die Zeit von ins-
gesamt 90 Minuten geplant, und zwar fur
die Aufgaben in den Fachem Mathematik
30 Minuten, Russisch 20 Minuten, Deutsch
und Physik je 15 Minuten, Geschichte 10 Mi-
nuten. Beim Lésen der Mathematikaufgaben
{iberschritt er die geplante Zeit um 12 Minu-
ten. Wieviel Minuten muB dieser Schiler
beim Losen der dibrigen Aufgaben von der
fir jedes weitere Fach vorgesehenen Zeit
sinsparen, damit er die Gesamtzeit von



90 Minuten einhilt und die fir die ibrigen
Ficher benétigten Zeiten im gleichen Ver-
haltnis stehen wie die urspriinglich geplanten ?

Paul Ortlepp, Suhl, KI. 7

3 349 Gegeben sei eine Strecke AB von

der Liange 25 mm. Es ist unter alleiniger

Benutzung eines Zirkels ein Punkt P so zu

konstruieren, daB P auf der Geraden AB
liegt und daB AP = 5 - AB gilt!

Thomas Bauer,

EOS Schkeuditz, K. 10

W 6 = 350 Jeder Buchstabe des nachste-
henden Schemas bedeutet eine Ziffer; gleiche
Buchstaben bedeuten immer gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern. Diesen Angaben entsprechend sind
Zahlen zu finden, die die waagerechten und,
senkrechten Rechenaufgaben richtig 1dsen.

(ca+ba):f-g= d

+ = + -+

( b+ f)-f+a=bec

(cb: h) -d-a=be
Yvonne Kruber, Stolpen, KI. 7

W 6 » 351 Dienachstehend abgebildete Fi-
gur stellt ein Rechteck dar, das sich aus drei
kongruenten Quadraten zusammensetzt.

Den wievielten Teil des Flicheninhalts des

Rechtecks ABCD nimmt

a) der Flicheninhalt des Dreiecks SFE,

b) der Flicheninhalt des Dreiecks ABS,

c) der Fliacheninhalt des Vierecks ASED ein?
Prof. Dr. N. Tschajkovskij, Lvov (UdSSR)

7 a 352 Die nachstehend abgebildete Figur
stellt drei Ficherformig angeordnete einander
kongruente Rhomben dar, deren spitze Win-
kel simtlich 30° betragen. Wie groB ist der
Winkel «, den die Geraden BC und HG ein-
schlieBen?

Winfried Seewald,
Otto-Grotewohl-OS, Dresden, Kl. 8

4 353 Eine Obstplantage hat einen Bestand
von 480 Obstbiumen; 209, des Bestandes
sind Apfel-, 309 des Bestandes Bimbaume.
Die iibrigen Bdume sind Pflaumen- und
Kirschbiume. Mit wieviel Apfel-, Birn-,
Pflaumen- und Kirschbidumen ist die Obst-
plantage bepflanzt, wenn sich die Anzahl
der Pflaumenbidume zur Anzahl der Kirsch-
biaume wie 1 : 3 verhilt?

Joachim Selle, POS Grofifurra, KI. 8

W 7 u 354 Auf einer Hochzeitsfeier wur-
den fiir die Giiste Getriinke bereitgestelit, und
zwar Weinbrand fiir 17,50 M je Flasche, Sekt
fiir 18,00 M je Flasche und Wein fiir 9,20 M
je Flasche. Die Unkosten fir diese Getriinke
beliefen sich auf 198,00 M; es waren ins-
gesamt 16 Flaschen. Wieviel Flaschen Wein-
brand, Sekt bzw. Wein wurden bereitgestellt?

Norbert Schmidt, Dresden

W 7 a 355 In dem nachstehenden Schema
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu
ersetzen, daB die waagerecht und senkrecht
angeordneten Rechenaufgaben richtig gelost
sind. Gleiche Buchstaben bedeuten dabei
gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben hin-
gegen verschiedene Ziffern.
iag: da= ce
= . +
bf+ bf=dmh
hhe - cme=dhm
Helmut Walther, Langeneichstddt, Kl. 6

8 a4 356 Vier groBe landwirtschaftliche Ko-
operationsgemeinschaften, die wir mit A, B,
C und D bezeichnen wollen, besitzen zusam-
men 120 Miahdrescher. Wenn die Koope-
rationsgemeinschaft A von der Kooperations-
gemeinschaft C 4 Mahdrescher ausleiht und
wenn ferner die Kooperationsgemeinschaft D
von der Kooperationsgemeinschaft C 6 Mih-
drescher ausleiht, so verfiigen alle vier Koope-
rationsgemeinschaften iiber die gleiche An-
zahl von Mihdreschern. Wieviel Mihdre-
scher besitzt jede der vier Kooperations-
gemeinschaften?

Friedhelm Leichsenring, OS Culitzsch, Ki. 10

a 357 Bei einem 100-m-Lauf starten sechs
Sportler, die wir mit A, B, C, D, E und F
bezeichnen wollen. Drei Zuschauer, Egon,
Karl und Horst, machen iiber das Ergebnis
je drei Aussagen:
Egon: 1. B kommt unmittelbar vor E ins
Ziel.

. D wird Letzter sein.
. F wird besser als C abschneiden.
B wird A ibertreffen.
. D wird auf Platz 3 kommen.
. F wird D iibertreffen.
A kommt auf Platz 2.
. E kommt auf Platz 5.

3. B kommt auf Platz 4.
Nun wissen wir, daB jeder dieser drei Zu-
schauer genau eine falsche Vermutung aus-
gesprochen hat und daB8 B nicht auf Platz 4
kam. In welcher Reihenfolge kamen die Sport-
ler durchs Ziel?

Peter Enskonatus, stud. math. Berlin

Karl:

Horst:

N =N =Wk

W8 u 358 Kirzlich unternahm ich eine
Reise ins Land der Automaten. Die Auto-
maten in diesem Land kdnnen sprechen und
auf jede Frage eine Antwort geben. Sie
haben aber noch eine andere merkwiirdige
Eigenschaft: Wenn sie einwandfrei funktio”
nieren, geben sie nur richtige Antworten;
wenn sie aber beschidigt sind, geben sie nur

falsche Antworten.

Ich sah einen Mechaniker, der vor finf
Automaten stand und vermutete, daB einige
von diesen Automaten beschidigt sind, weil
sie einander widersprechende Antworten ga-
ben. Auf seine Frage, welche der Automaten
beschidigt sind, erhielt er von fiinf Auto-
maten die folgenden Antworten:
1. Automat: Mindestens zwei von den fiinf
Automaten funktionieren einwandfrei.
2. Automat: Mindestens drei von den fiinf
Automaten funktionieren einwandfrei.
3. Automat: Ieh funktioniere einwandfrei.
4. Automat: Mindestens zwei von den fiinf
Automaten sind beschadigt.
5. Automat: Mindestens drei von den fiinf
Automaten sind beschidigt.
Nun erkannte der Mechaniker sofort an
einem gerissenen Kabel, daB der 5. Automat
beschidigt ist, also eine falsche Auskunft
gegeben hat. Da der Mechaniker die Logik
gut beherrschte, — er hatte namlich als Schii-
ler fleiBig die Zeitschrift alpha gelesen —,
fand er sehr schnell ohne die technische
Uberpriifung der anderen Automaten, welche
Automaten einwandfrei funktionierten und
welche beschddigt waren. Wie hat der Mecha-
niker das Ergebnis gefunden? Welche Auto-
maten funktionierten, welche waren beschi-
digt?

Pawel Kroger, 55. OS, Leipzig, KI. 5

W8 s 359 Indem Schema
VIER

+ EINS

FUENF
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB die Addition (im dekadischen
System) zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Zif-
fern und verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern bedeuten. Ferner darf die Zif-
fer 0 nicht am Anfang einer Zahl stehen.
Untersuche, wieviel Lésungen diese Aufgabe
hat!
Wolfgang Kernchen, EOS Ammendorf, KI. 12

9 4 360 Es sind alle Primzahlen p und q
anzugeben, fiir die die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. Die Differenz der beiden Zahlen q — p
ist groBer als Null und kleiner als 10.

2. Die Summe der beiden Zahlen ist gleich
dem Quadrat einer natiirlichen Zahl.

3. Addiert man zu dieser natiirlichen Zahl
die Summe der beiden Primzahlen, so erhilt

man 42. Arnulf Mébius,
EOS Leibniz, Leipzig, Ki. 10
4 361 Esist der folgende Satz zu beweisen:

In jedem Dreieck ist das Produkt der Lingen
zweier Seiten gleich dem Produkt der Lange
der zu der dritten Seite gehorenden Hohe
und des Durchmessers des Umkreises des

Dreiecks.
Ludwig Paditz, EOS ,,Ernst Schneller",
TIommatzsch, KI. 11

W9 » 362 In einer Physik-Arbeitsgemein-
schaft werden Bernd und Kladus beauftragt,

11



fiir einen Versuch einen Widerstand von 167 Q
zusammenzustellen. Es waren nur Wider-
stande von je 17Q, 21 Q und 28Q vorhanden.
Nach einigem Uberlegen gelang es Bernd,
den geforderten Widerstand zusammenzu-
stellen; er schaltete alle Widerstinde in Reihe.
Auch Klaus hatie eine Lésung gefunden; er
wollte auch nur Widerstinde in Reihe schal-
ten, aber er benotigte einen Widerstand mehr
als Bernd. Wieviel Widerstinde jeder der
.drei Sorten verwendete Bernd und wieviel
Klaus?

W 9 a 363 In einer Schule werden von den
Schiilern u. a. auch die Zeitschriften ,, Wissen-
schaft und Fortschritt* und ,,Jugend und
Technik'* gelesen. Die Anzahl derjenigen
Schiiler, die ,,Wissenschaft und Fortschritt*
lesen, ist um 22 groBer als die Anzahl derjeni-
gen, die ,Jugend und Technik* lesen. Das
Sechsfache der Anzah! der Schiiler, die nur
»Jugend und Technik* lesen, ist gleich dem
25fachen der Anzahl der Schiiler, die beide
Zeitschriften lesen. Ferner ist die Anzahl der
Schiiler, die ,,Wissenschaft und Fortschritt*
lesen, durch die Anzahl derjenigen, die beide
Zeitschriften lesen, teilbar.

Wieviel Schiiler lesen beide Zeitschriften?

Peter Enskonatus, stud. math. Berlin

10 a 364 Es sind alle reellen Losungen
(x, ¥, z) des Gleichungssystems

@a-by+(a-cz=a-cg (00
@a—-bx+(b-cz=>b-c @)
(@a—-cx+(b—-0y=0 3)

anzugeben.
Dabei sind a, b, c reelle Zahlen mit a + b,

afcbFec

W 10/12 = 365 Bei einem mathematischen
Schiilerwettbewerb wurden zwei Aufgaben,
die wir mit A und B bezeichnen wollen, ge-
stellt. Die Anzahl der Teilnehmer dieses
Wettbewerbs lag zwischen 20 und 40. Die
Anzahl der Schiiler, die nur eine Aufgabe
16sten, ist um 1 kleiner als das Doppelte der
der Anzahl der Schiiler, die beide Aufgaben
losten. Subtrahiert man von der Anzahl der
Schiiler, die nur die Aufgabe B l6sten, die
Anzahl der Schiler, die beide Aufgaben
13sten, so erhidlt man das Vierfache der An-
zahl der Schiiler, die nur die Aufgabe A
16sten. Jeder der teilnehmenden Schiiler 16ste
mindestens eine Aufgabe. Wieviel Schiiler
nahmen an dem Wettbewerb teil?

Stefan Heinrich,
Spezialklasse, Humboldt-Universitdt zu Berlin

W 10/12 m 366 Es soll der Flicheninhalt
(in m2) des in der untenstehenden Abbildung
schraffierten, von zwei Kreisbogen begrenz-
ten Flichenstiickes berechnet werden. Die
MaBe sind der Abbildung zu entnehmen.

5
st

f
. 12m
Friedrich Leichsenring, OS Culitzsch, K. 10
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VIII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade (17./18. 12. 1968)

» 5w 1. Kreuze 6 der 36 Felder des gege-
benen quadratischen Netzes so an, daB in
jeder Zeile und in jeder Spalte genau ein ange-
kreuztes Feld und in jeder der Diagonalen

hochstens ein angekreuztes Feld liegt!

2. Ineinem Lagerraum befinden sich dreimal
so viel Kilogramm Weizen wie in einem zwei-
ten. Nachdem aus dem ersten 85000 kg und
aus dem zweiten 5000 kg entnommen wurden,
waren die Bestinde gleich.

Wieviel Tonnen Weizen befanden sich vor
der Entnahme in dem ersten und wieviel
in dem zweiten Lagerraum?

3. Heinz fragt Gerd: ,,Wieviel Jahre bist du
alt? Gerd antwortet: ,,Meine Schwester ist
viermal so alt wie mein Bruder. Ich bin mehr
als doppelt, aber weniger als viermal so alt
wie meine Schwester. Zusammen sind wir
drei Geschwister 17 Jahre alt. Berechne, wie-
viel Jahre Gerd alt ist! (Alle Altersangaben
sollen in vollen Jahren erfolgen.)

4. Ermittle zwei natiirliche Zahlen a und b,
die gleichzeitig folgenden beiden Bedingun-
gen geniigen:

(1) Die Differenz a — b der beiden natiir-
lichen Zahlen betragt 3.

(2) Das Produkt dieser beiden natiirlichen
Zahlen betragt 180!

m 6 » 1. In einer 6. Klasse erhielt als Jah-
resendzensur im Fach Mathematik kein
Schiiler die Note 5, jeder neunte die Note I,
jeder dritte die Note 2 und jeder sechste die
Note 4. Uber die Schiilerzahl n dieser Klasse
ist folgendes bekannt: 20 < n < 40. Be-
rechne die Anzahl der Schiiler, die als Jahres-
endzensur die Note 3 erhielten!

2. Wihrend der Sommerferien besuchte Mo-
nika die Hauptstadt der UdSSR. Fiir ihre
Mathematikarbeitsgemeinschaft brachte sie
unter anderem folgende Aufgabe mit:

Im ,,Gorki*“-Ring der Moskauer Unter-
grundbahn befinden sich vier Rolltreppen
von unterschiedlicher Linge. Die Gesamt-
ldnge der beiden Rolltreppen mittlerer Lange
betriagtl 136 m, wobei die Lange der einen um
8 m groBer ist als die der anderen. Die Lange

der lingsten Rolltreppe betrigt 13—0 und die

der kiirzesten 13—4 von der Gesamtlinge aller

vier Rolltreppen. Berechne die Lange jeder
einzelnen Rolltreppe!

3. Uber die Seite CD eines Quadrates ABCD
mit AB = 4cm ist ein gleichseitiges Dreieck
A DCE so zu konstruieren, daB das Quadrat
und das Dreieck die Seite CD gemeinsam
haben. Der Punkt E des Dreiecks A DCE sei
dabei auBerhalb des Quadrates ABCD gele-
gen.

Verbinde E mit A und mit B!

Berechne die GroBe des Winkels ¥ AEB!

4. Drei Freunde bereiten sich auf die ,,Kleine
Friedensfahrt* vor. Sie trainieren auf einer
Rundstrecke. Ihr Start erfolgt zur gleichen
Zeit und in gleicher Richtung an der Start-
linie S. Manfred legte die erste Runde in

genau 3 Minuten, Klaus in genau 33 Minuten

und Helmut in genau 5 Minuten zuriick.
a) Nach wieviel Minuten wiirden die drei
Freunde erstmalig die Startlinie S wieder
gleichzeitig erreichen, wenn wir annehmen.
daB Manfred fiir alle weiteren Runden je

Runde genau 3 Minuten, Klaus genau 3g Mi-

nuten und Helmut genau 5 Minuten brauch-
ten?

b) Wieviel Runden hitte jeder von ihnen bis
dahin zuriickgelegt?

s 7w . Ulrike geht einkaufen. Sie hat
genau 9,27 M bei sich, darunter genau 12 Ein-
pfennigstiicke, und kauft im Konsum fiir
insgesamt 2,36 M ein. Beim Bezahlen stellt
sie fest, daB sie nicht passend bezahlen kann
Der kleinstmdgliche ausreichende Betrag, der
sie der Verkduferin geben kann, betrigt 4 M
Ermittle, was fir Geldstiicke oder Geld
scheine und wieviel von jeder Sorte Ulrik -
nach diesen Angaben bei sich haben konnte:

2. Es seien a und b beliebige natiirliche Zal-
len mita > b.
a) Man berechne alle Zahlen x, fir die dic



Summe aus x und dem Produkt von a und b
das Quadrat der Zahl a ergibt!

b) Man berechne alle Zahlen y, fiir die die
Differenz aus dem Produkt von a und b und
der Zahl y das Quadrat der Zahl b ergibt !

3. Konstruiere ein Dreieck A ABC aus
r=3cm,c=55cmund h, = 3cm!
Dabei sei r die Linge des Umkreisradius, ¢
die Lange der Seite AB und h, die Linge der
zur Seite AB gehorenden Hohe des Dreiecks.

4. Ein beliebig vorgegebenes konvexes Fiinf-
eck ABCDE ist unter Beibehaltung des Eck-
punktes A zeichnerisch in ein flichengleiches
Dreieck zu verwandeln.

s 8 w 1. a) Beweise folgende Aussage:
Wenn in einem Drachenviereck ABCD zwei
gegeniiberliegende Innenwinkel je 90° groB
sind, dann hat es sowohl einen Inkreis als
auch einen Umkreis.

b) Zeige, daB diese Kreise dann auch jeweils
eindeutig bestimmt sind!

¢) Untersuche, unter welcher Bedingung die
‘Mittelpunkte dieser beiden Kreise zusammen-
fallen!

2. Gegeben sei eine dreistellige Zahl, deren
Einerziffer nicht 0 ist. Man vertausche ihre
1. und 3. Ziffer miteinander und denke sich
die Differenz zwischen der urspriinglichen
und der so entstandenen Zahl gebildet. Wie
kann man, ohne diese Differenz selbst aus-
rechnen zu miissen, alle diejenigen natiir-
lichen Zahlen finden, die Teiler des Betrages
dieser Differenz sind?

3. Beweise folgenden Satz:

Der Winkel zwischen einer Héhe und der
zugehorigen (d. h. vom gleichen Eckpunkt
ausgehenden) Winkelhalbierenden eines je-
den Dreiecks A ABC ist halb so groB wie
der Betrag der Differenz der beiden anderen
Innenwinkel des Dreiecks.

4. Ein mit konstanter Geschwindigkeit v,
fahrender Lastkraftwagen wird 1 h 25 min
nach Fahrtbeginn von einem ebenfalls mit
konstanter Geschwindigkeit v, fahrenden
Personenkraftwagen eingeholt, der 30 min
spater vom gleichien Ort abfuhr, aber eine um
25 km/h grofere Geschwindigkeit als der
Lkw hatte.

a) Berechne v, und v,!

b) Welche Lange s hat die von beiden Fahr-
zeugen bis zum Uberholungspunkt durch-
fahrene Wegstrecke?

8 9 & 1. Gesucht werden fiinf aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen, deren jede groBer
als 1 ist und von denen die kleinste durch
2 und die nichstfolgenden der Reihe nach
durch 3, durch 4, durch 5 und durch 6 teilbar
sein sollen.

a) Nennen Sie ¢in Beispiel [ir fiinf derartige
Zahlen!

b) Wie kann man alle Lésungen der Aufgabe
erhalten?

2. Von einem Dreieck A ABC seien die Lin-
gen zweier Seiten und die Lange der Winkel-
halbierenden des von diesen beiden Seiten
eingeschlossenen Winkels bekannt.
Berechnen Sie die Lange derjenigen Sehne des
Unmbkreises des Dreiecks, die durch Verlange-
rung der erwdhnten Winkelhalbierenden ent-
steht!

3. Geben Sie alle Paare (x, y) natiirlicher
Zahlen an, fiir die x*> — y* = 999 ist!

4. Vier Personen A, B, C und D machen je

drei Angaben iiber eine gleiche Zahl x. Nach

Vereinbarung soll bei jedem mindestens eine

Angabe wahr und mindestens eine Angabe

falsch sein.

A sagt:

(1) Das Reziproke vonx istnicht kleinerals 1.

(2) x enthilt in der dekadischen Darstellung
keine 6.

(3) Die 3. Potenz von x ist kleiner als 221.

B sagt:

(1) x ist eine gerade Zahl.

(2) x ist eine Primzahl.

(3) x ist ein ganzzahliges Vielfaches von 5.

C sagt:

(1) x ist irrational.

(2) x ist kleiner als 6.

(3) x ist Quadrat einer natiirlichen Zahl.

D sagt:

(1) x ist groBer als 20.

(2) x ist eine positive Zahl, deren dekadische
Darstellung mindestens 3 Stellen enthilt.

(3) x ist nicht kleiner als 10.

Ermitteln Sie x!

» 10 » 1. Eine arithmetische Zahlenfolge
ist eine Folge {a,, a,, ...} von Zahlen, bei
der die simtlichen Differenzen a,,, —a,
(n =1, 2, ...) einander gleich sind.

Zeigen Sie, daB es genau eine arithmetische
Zahlenfolge gibt, bei der fiir jedes n = 1, 2,
...dieSummeS, =a, + a, + ... + a,der
ersten n Glieder n? + 5n betrigt!

2. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, die der
Bedingung

log, (log2 (logzx)) = 0 geniigen!

3. Verbindet man einen beliebigen, im In-
nern eines gleichseitigen Dreiecks gelegenen
Punkt mit je einem Punkt der drei Dreieck-
seiten, dann ist die Summe der Lingen dieser
drei Verbindungsstrecken stets gréBer oder
gleich der Hohenlinge dieses gleichseitigen
Dreiecks.

Beweisen Sie diese Aussage!

4. Ein Kraftwagen fihrt mit konstanter Ge-
schwindigkeit auf einer geraden StraBe von
A nach B. Ein zweiter Kraftwagen fihrt auf
der gleichen StraBe ebenfalls mit konstanter
Geschwindigkeit von B nach A. Beide Kraft-
wagen beginnen diese Fahrt zur gleichen Zeit-
in A bzw. in B. An einer bestimmten Stelle
der Stralie begegnen sie einander.

Nach der Begegnung habe der erste noch

genau 2h bis nach B zu [ahren, der zweite

noch genau E4 h bis nach A.
8

Die Entfernung zwischen A und B betrigt
(auf der Stra8e gemessen) 210 km. Ermitteln
Sie die Geschwindigkeit der Kraftwagen!

n 11/12, 1. Tag =

1. Geben Sie alle Primzahlen p an, fiir die
sowohl p + 10 als auch p + 14 Primzahlen
sind!

2. In einer dreiseitigen Pyramide sei die
Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck der
Seitenlidnge a, die Spitze S liege in der Héhe h
iber dem Schnittpunkt M der Seitenhalbie-
renden des Grunddreiecks.

Welchen Wert hat der Quotient E, wenn der
a

Neigungswinkel zweier Seitenflichen der Py-
ramide gegeneinander 90° betragt?

3. Man gebe zwolf reelle Zahlen a,, . . ., ag,
by, .. ., bg so an, daB fiir jede reelle Zahl x die
Gleichung

x4+ 1=0x+ax+b)

- (x2 4+ azx + by) - (x2 + a3x + by)

© (2% 4+ a,x + by) - (x2 + asx + by)

- (x2 + a¢x + by) gilt!

m 11/12,2. Tag »

4. Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben,
fiir die die Gleichung

Jx+1] - |x=2]-|x+3] |x—4|
=|x—1]-|x+2] - |x=3] |x+4|
erfiillt ist.

5. Man beweise 2/7— i/?< {/? _ {/7,
ohne die Wurzeln auszurechnen.

6. Ein Trapez ABCD, dessen Grundseiten
die Lingen a und b (a > b) haben und dessen
beide anderen (nichtparallelen) Seiten, genii-
gend verlangert, einen Winkel der GréBe o
einschlieBen mogen, haben einen Inkreis.
Berechnen Sie aus den GroBen a, b und « den
Durchmesser d dieses Inkreises!

Die Losungen zu den vorliegenden Aufgaben
veroffentlichen wir in Heft 4/69, d. Red.

Zitiert . . .

... Ich bin eifriger Leser der mathematischen
Schillerzeitschrift alpha seit ihrer Griindung,
und ich glaube, daf sie mir half, bei der letzten
Olympiade in der 2. Stufe (Kreisolympiade)
den 1. und in der Bezirksolympiade den
3. Preis zu erringen.

Bernd Hofmann, 8808 Niederoderwitz

Erfolgreicher Teilnehmer (11. Platz) des
alpha-Wettbewerbs 1967, K1.7/8
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In freien Stunden heiter

»An der Basis bleiben, Kollege I
Aus: Zeit im Bild 42/68

Iy

~

Ein , Kunstwerk*

Wenn man die folgenden 14 Funktionen in dem gege-
benen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem
grafisch darstellt, so entsteht ein ,,Kunstwerk !

OStR Rolf Liiders, Berlin

Funktion Definitionsbereich Zuordnungsvorschrift
X

fy 4<x< 8 y=§+11

f, 8<x< 9 y=2x-1

f3 9<x<10 y =-7x + 80

fa 10 <x <16 y =10

fs 16 <x <18 y=x-6

fe 4;)(; 5 y =-2x 4+ 21

: 28

f. 5<x< 8 =Ege

7 =x= y 3 3

fg 8<x<10 y = -6x + 60

fg I1<x<15 =6

fio 16 <x <18 y =6x-96
2 1

fu %:X: 7 y=§x+§5—

fis I <x<12 y=-6x+ 72

fi3 14;)&215 y =6x-84

fia x= 8 y=14

15

14

Ein magischer Turm aus Spielwiirfeln

Bildet man bei einem reguldren Spielwiirfel die Summe
der Punkte, die sich auf je zwei gegeniiberliegenden
Wiirfelflichen befinden, erhidlt man immer 7 Punkte.
Dabei kann man zwei richtige Arten von Wiirfeln
unterscheiden (siehe Abb. 1ab). Der Wiirfel aus Abb. la
wird manchmal als rechtsdrehend, der Wiirfel aus
Abb. 1b als linksdrehend bezeichnet.

= '
[T]
' !
y 5]
Abb. 12 (1]
i} [
[ 1]

4
a

[ | ]
° ]
1]

BN

Abb. 2 ¢ Abb. 3
a Aufgabe 1 Aus sechs reguliren rechtsdrehenden

gleichartigen Wiirfeln soll ein sechsstdckiger magischer
Turm (Abb. 2) mit folgenden Eigenschaften gebaut
werden:

a) In jeder Himmelsrichtung hat der Turm bei den ver-
schiedenen Stockwerken auch eine unterschiedliche
Anzahl von Punkten.

b) Die Anzahl der Punkte auf den Oberseiten der Wiir-
fel bezeichnet das jeweilige Stockwerk, d.h. auf den
Oberseiten der Wiirfel ist von unten nach oben die
Anzahl der Punkte gleich 1, 2, ..., 6.

Den magischen Turm braucht man selbstverstindlich
nicht in Wirklichkeit aufzubauen; es geniigt (fiir die
Losung der Aufgabe), die entsprechende Anzahl von



Punkten in das Netz des Wiirfelturms einzutragen
(siche Abb. 3).

a Aufgabe 2 Es soll die Anzahl aller verschiedenen
magischen Tiirme bestimmt werden, die den Bedingun-
gen der Aufgabe 1 entsprechen. Dabei werden zwei
Tiirme, die nach einer Seitendrehung das gleiche Bild
(Verteilung der Punkte) bieten, nicht als verschieden

betrachtet.
Milan Koman, Praha

Aus: Matematika ve ¥kole (CSSR), Nr. 6, 67/68

Silbenriitsel

ab, ab, ad, be, bi, bus, chung, de, de, der, di, ¢, ¢, ¢, eu,
fi, ge, glei, gra, i, ko, la, le, le, ler, les, pez, phie, ment,
mo, ne, nen, ner, ni, No, nom, on, on, on, ra, re, rhom,
ri, sa, se, szis, tha, ti, ti, ti, tra, un, va

Die Anfangsbuchstaben der Worter von oben nach
unten gelesen ergeben ein Wort, welches ein modernes
Arbeitsgebiet der Verwaltung bezeichnet, in dem auch
mathematisches Wissen verlangt werden muB.

Erklirung, Festlegung

1.
2 Koordinate
3 griech. Mathematiker
4. Bestandteil einer Menge
5. Anwendungsgebiet der Mathematik
6. Zahlsymbol
7. geom. Grundbegriff
8. konvexes Viereck mit vier gleich langen Seiten
9. Rechenoperation
10. Bezichiung zwischen math. Objekten
11. Term, der aus zwei Summanden besteht
12. Mathematiker des 18 Jhdt., geboren in Basel
13. Polyeder mit 20 Flichen
14. konvexes Viereck mit mindestens 2 parallelen Seiten
15. Relation
16. Teil eines Bruches
17. geom. Grundbegriff

OL H. Herzog, V.L.d.V., Leipzig

Bitte richtig zuordnen!

Eine Zeitschrift hat als Preisausschreiben acht Fotos
veroffentlicht. Es sind 4 Viter und 4 S6hne. Die Aufgabe
besteht darin, die S6hne richtig ihren Vatern zuzuord-
nen. Einige Einsender haben alles richtig, einige haben
zwei. richtige Zuordnungen gefunden, einige nur eine
richtige Zuordnung und einige haben alles falsch. Wie
kommt es, dal} kein Einsender drei richtige Zuordnun-

gen gefunden hat? ,
OL H. Péitzold, Warenj Miiritz

Klugheit und Witz

GAUSS, der berihmte Mathematiker, hatte schon als
Schiiler seine Lehrer mit Klugheit und Witz hereinge-
legt. Einmal sagte sein Rechenlehrer: ,,GauB, ich stelle
zwei Fragen. Beantwortest du die erste richtig, sei dir

die zweite erlassen. Also: Wieviel Nadeln hat eine Weih-
nachtstanne?* — GauB sagte ohne zu z6gern: ,,67 534.“
— ,,Wie bist du so rasch auf diese Zahl geckommen 7** —
GaubB lichelte iiberlegen: ,,Herr Lehrer, das ist bereits
die zweite Frage.*

In der Buchhandlung

Sabine in der Buchhandlung: ,,Kann man bei Thnen
eigentlich jedes Buch bekommen, das in der Schule
gebraucht wird 7*

Verkdufer: ,,Natiirlich!“

Sabine: ,,Dann geben Sie mit bitte das Lsungsheft
Mathematik fiir die 7. Klasse!*

Ein viel gebrauchtes Wort

Lehrerin: ,,Welche drei Worter brauchst du, lieber Stef-
fen, am hiufigsten im Mathematikunterricht?

Steffen. ,Ich weill nicht!*

Lehrerin: ,,Richtig, mein Sohn!*

Kommst Du beim Studium nicht weiter —

Entspanne Dich mit a/pha-heiter! H. Pitzold

Die Redaktion alpha dankt mit diesen Orchideen allen
Lesern fiir die zahlreichen Neujahrswiinsche und Gra-
tulationen anlaflich des zweijihrigen Bestehens der
mathematischen Schiilerzeitschrift. '
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FernsehfuBBball — regulire Polyeder

Der Titel eines aus dem Englischen in meh-
rere Sprachen iibersetzten modernen Geo-
metriebuches lautet ,,Unvergingliche Geo-
metrie. Zwei Tatsachen moégen den Ver-
fasser, H. S. M. Coxeter, dazu bewogen
haben, seinem Buch diesen Titel zu geben.
Erstens ist die Geometrie die ilteste Wissen-
schaft, in der sich der Mensch um eine exakte
Begriindung seiner Aussagen mit viel Erfolg
bemiiht. Zweitens gelangt man in der Geo-
metrie auch in jiingster Zeit immer wieder zu
neuen Begriffsbildungen und Erkenntnissen,
die mit zur Formung unseres Weltbildes bei-
tragen.

Selbst im praktischen Leben des Alltags
finden geometrische Formen und Ideen nutz-
bringende Anwendungen. Bauformen, die
dem Geometer in der abstrakten Vorstellung
lingst geldufig sind, fiir deren praktische
Auswertung jedoch friiher die technischen
Voraussetzungen fehlten, werden bei moder-
nen Bauten in zunehmendem MabBe verwen-
det. Verfolgen wir am Bildschirm des Fern-
sehgerites oder in einem Sportstadion das
Spielgeschehen beim FuBball, so bleibt keine
Zeit, um iiber die Karte von schwarzen
Fiinfeck- und weiBen Sechseckfeldern nach-
zudenken, die den Ball scheinbar iiberzieht.
Bei genauerer Betrachtung gewinnt man den
Eindruck, ein Geometer habe beim Entwurf
dieses Balles Pate gestanden. An Hand des
vorliegenden Fotos wollen wir den Ball nun
einmal mit den Augen eines Geometers
betrachten.

Zunachst erkennen wir, daB die Oberfliche
des kugelfdrmigen Balles liickenlos von regel-
miBigen Finfeck- und Sechseckfeldern be-
deckt ist. Die Seiten dieser Felder stellen
GroBkreisbogen auf der Kugel dar. Man
bezeichnet diese Felder als sphirische Fiinf-
ecke und Sechsecke. Wie man weiter leicht
erkennt, grenzt jedes sphérische Fiinfeck mit
jeder seiner fiinf Seiten an je ein Sechseck.
Jedes sphirische Sechseck hat drei seiner
Seiten mit je einem Sechseck und die iibrigen
drei Seiten mit je einem Fiinfeck gemein.
Ferner gibt es Punkte auf dent Ball, in denen
die Ecken von je zwe1 Sechsécken mit einem
Fiinfeck zusammentreffen. Diese Punkte wol-
len wir als Eckpunkte bezeichnen.

Nun denken wir uns die sphérischen Felder
auf dem Ball in ebene Polygone iibergefiihrt,
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wobei die Lage der Eckpunkte unverindert
bleiben soll. Auf diese Weise entsteht ein
Vielflichner, wofiir man in der Geometrie
auch Polyeder* sagt. Diese Transformation
ist moglich, da die Eckpunkte von jedem der
sphirischen Vielecke auf je einem Kleinkreis
der Kugel liegen.
An dem vom FuBball hergeleiteten Polyeder
nehmen wir nun in Gedanken eine Abzihlung
seiner Ecken, Flichen und Kanten vor. Dieser
Korper besitzt 12 regelmiBige Fiinfecke und
20 regelmiBige Sechsecke als Begrenzungs-
flichen. Somit kénnen wir sehr einfach auf
die Kanten- und Eckenzahl - schlieBen.
Da nidmlich in jede Polyederkante genau
zwei Polygonseiten fallen, hat der Ké&rper
12-54+20 -6
2
Da weiterhin in jeder Polyederecke genau
drei Polygonecken zusammentreffen, hat der
r—12 3 ; 206 = 60 Ecken.
Zusammenfassend halten wir fest: Das aus
dem FuBball ableitbare Polyeder besitzt
32 Flichen, 90 Kanten und 60 Ecken. Wir
bezeichnen im folgenden die Anzahl der
Ecken mit E, die der Flichen mit F und die
der Kanten mit K.
Als metrische Besonderheit dieses Polyeders
sei herausgestellt, da simtliche Kanten
gleich lang sind und alle Eckpunkte auf einer
Kugel liegen. Polyeder dieser Art sind ein
alter Gegenstand mathematischer, techni-
scher, kiinstlerischer und philosophischer
Betrachtungen. Schon in der Antike richtete
sich das Augenmerk von Mathematikern und
Philosophen auf Polyeder, die sich durch
gewisse RegelmiBigkeiten auszeichnen.
Wir wollen nun jene konvexen** Polyeder
betrachten, die nur eine Art von regel-
miBigen kongruenten Polygonen als Begren-
zungsflichen besitzen. Zunéchst ist leicht
einzusehen, daB nur regelmidBige Dreiecke,

= 90 Kanten.

Korpe:

* Unter dem Wort ,,Polyeder** versteht man
sowohl einen durch ebene Flachenstiicke
begrenzten endlichen Kérper als auch die
Gesamtheit der diesen Korper begrenzenden
Polygone.

** Ein Polyeder heiBt konvex, wenn es ganz
auf einer Seite von jeder durch ein Begren-
zungspolygon festgelegten Ebene liegt.

Vierecke und Fiinfecke als Begrenzungs-
[lachen dieser regelmiBigen Polyeder in Be-
tracht kommen. Das regelmiBige Sechseck
scheidet bereits aus, denn an diesem Polygon
betrigt der Innenwinkel 120°. Da in ciner
Polyederecke die Ecken von mindestens drei
Polygonen zusammentreffen, ergdbe sich eine
Winkelsumme von 360°, die einem Voll-
winkel entspricht. Folglich kommen regel-
miBige Sechsecke und alle weiteren regel-
miBigen, Polygone mit einer noch gréBeren
Eckenzah] fiir den Aufbau regelmiBiger kon-
vexer Polyeder nicht in Betracht.

Aufbau von Polyedern
aus regelmiifiigen kongruenten Dreiecken

Im regelmidBigen Dreieck miBt der Innen-
winkel 60°. Wir haben daher die Fille zu
untersuchen, bei denen in einer Polyederecke
drei, vier oder fiinf Dreiecke zusammen-
treffen. Die dabei entstehenden Summen von
Kantenwinkeln sind kleiner als der Voll-
winkel.

a) Fiigt man drei Dreiecke zu einer Raum-
ecke zusammen, so erhdlt man eine drei-
seitige Pyramide mit einer offenen Basis-
fliche. Diese kann man durch ein viertes
Dreieck abschlieBen. Den so entstehenden
konvexen Korper bezeichnet man als regel-
miBiges Vierflach oder Tetraeder. Durch
Abzihlen ermitteln wir die folgenden Zah-
len: F=4,K =6,E =4.(Abb. 1)

b) Fiigt man vier Dreiecke zu einer Raum-
ecke derart zusammen, daB die vier freien
Dreieckseiten in einer Ebene liegen, erhalt
man eine Pyramide mit quadratischer Grund-
fliche. Zwei derartige Pyramiden lassen sich
mit ihren offenen Grundflichen derart an-
einandersetzen, daB ein geschlossener kon-
vexer Korper entsteht. Dieser wird von acht
regelmdBigen kongruenten Dreiecken be-
grenzt. In jeder Ecke des so konstruierten
Korpers treffen sich vier Kanten. Da sich
keine Ecke und Flache des Kérpers vor der
anderen auszeichnen laBt, liegt ein regel-
maBiges Polyeder vor. Entsprechend der
Flachenzahl bezeichnet man den Kérper als
regelmﬁBigen Achtflichner oder Oktaeder.
Durch Abzihlen ermitteinwir F = 8 K = 12,
E = 6. (Abb. 2)

¢) Wir fiigen fiinf Dreiecke zu einer fiinf-
seitigen Pyramide derart zusammen, daB die



Abb. 1

Abb. 2

fiinf freien Dreieckseiten in einer Ebene lie-
gen. Dann bildet die Basis der Pyramide ein
regelmaBiges Fiinfeck. Zum Aufbau des ent-
sprechenden regelmiBigen Polyeders stellen
wir zwei derartige Pyramiden bereit und
heften an die fiinf Kanten der offenen Basis
noch je ein regelmafiges Dreieck. Auf diese
Art verbrauchen wir insgesamt 20 kongruente
Dreiecke. Die angehefteten Dreiecke werden
nun.so gerichtet, daB der UmriB dieser Kon-
figuration bei einer. Projektion senkrecht zur
Basisebene der Pyramide ein regelmifBiges
Zehneck ergibt. Bei dieser Stellung der Drei-
ecke kann man die beiden Pyramiden mit
ihren offenen Basen so zusammenfiihren,
daB sich die angehefteten Dreiecke mit ihren
Seiten ineinander verzahnen. Es entsteht auf
diese Weise ein Polyeder, von dessen Eck-
punkten je fiinf K 6rperkanten ausgehen. Die
Seitenflichen sind kongruente regelmaBige
Dreiecke. Man bezeichnet dieses regelméBige
Polyeder, dessen Existenz wir jetzt nach-
gewiesen haben, als I[kosaeder.

Wir wollen hier die Ecken- und Kantenzahl
aus der Flachenzahl erschlieBen. (Abb. 3)

Da jede Polyederkante zugleich die Seite von
zwei Dreiecken ist, gilt

Kk=2"3_3
2

Da in jeder Polyederecke fiinf Ecken von
Seitenflichen liegen, gilt
2 -3
5
Wir halten fest: F = 20, K = 30, E = 12.
(Abb. 4)

E= =12

Aufbau eines regelmiiBligen
Polyeders aus regelmiiBigen kongruenten
Vierecken (Quadraten)

Fiigt man drei Quadrale zu einer Raumecke
zusammen, so steht jede Fliche senkrecht
auf den beiden anderen. Die Kanten bilden
ein orthogonales Dreibein. Zwei derartige

Abb. 3

Raumecken lassen sich zu einem geschlos-
senen Polyeder zusammenfiigen, dessen Form
uns durch das Spielen mit Wiirfeln am besten
vertraut ist. Dieser Korper heiBt Wiirfel
oder Hexaeder. Auf Grund unserer Vertraut-
heit mit diesem Polyeder kdnnen wir die
Flachen-, Kanten- und Eckenzahl unserer
Vorstellungentnehmen. EsgiltF = 6, K = 12,
E = 8. (Abb. 5). Legt man vier Quadrate
mit ihren Ecken aneinander, ergibt sich eine
Winkelsumme von 360°. Wir kdnnen also
sicher kein weiteres regelmiBiges Polyeder
aus Quadraten aufbauen.

Aufbau eines regelmiiBigen Polyeders
aus regelmifligen kongruenten Fiinfecken

Wie die Abb. 6 zeigt, betrigt beim regel-
miBigen Fiinfeck die GroBe des Innen-
winkels 108 °. Es besteht also Aussicht auf
Erfolg fiir unser Vorhaben, wenn sich in den
Polyederecken drei Seitenflichen treffen. Die
Summe der Kantenwinkel betriigt dann 324°.

Abb. 6

- Polyeder Flichen F
1. Tetraeder 4
2. Oktaeder 8
3. Ikosaeder 20 -
4. Hexaeder (Wiirfel) 6 -
5. Pentagonc‘.\odekaeder 12
6. ,,FuBballk6rper 32

N/

Abb. 5

Fiir den Aufbau des Kdrpers gehen wir vom
regelmiBigen Fiinfeck aus, an dessen fiinf
Seiten zunichst je ein weiteres Flinfeck gehef-
tet wird. (Abb. 7). Die angehefteten Fiinfecke
werden nun paarweise so miteinander ver-
kniipft, daB eine ,,Schale* aus sechs regel-
miBigen Fiinfecken entsteht. Projiziert man
diese ,,Schale‘* senkrecht aufl die Ausgangs-
ebene, ergibt sich als scheinbarer Umril ein
regelmiBiges Zehneck. Zwei derartige Scha-
len lassen sich daher ineinander verzahnt so
zusammenfiigen, daB ein geschlossenes kon-
vexes Polyeder entsteht. Der in dieser Weise
konstruierte Korper besteht aus 12 kon-
gruenten regelméBigen Fiinfecken. Aus die-
sen Eigenschaften leitet sich die wieder dem
Griechischen entlehnte Bezeichnung ,,Pen-
tagondodekaeder* ab. Von jeder Korper-
ecke gehen drei Ko6rperkanten aus. Nach den
gleichen Uberlegungen wie oben folgt:
K=%=30,E=%= 20. (Abb. 8)
Mit diesen fiinf KOrpern sind bereits alle
moglichen Fille von regelmiBigen konvexen
Polyedern erfaBt. Sie waren schon in der
Antike bekannt und werden nach dem grie-
chischen Philosophen Platon, 427-347 v.u.Z.,
als platonische Korper bezeichnet.

Nun wollen wir die soeben ermittelten Fla-
chen-, Kanten- und Eckenzahlen der von uns
betrachteten Korper in einer Tabelle zusam-
menstellen und weitere Betrachtungen daran
ankniipfen.

Kanten K EckenE E+F—K m n
6 4 2 33

12 6 2 3 4

30 12 2 35

12 8 2 4 3

30 20 2 5 3

90 60 2 —_—
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Abb. 7

Abb. 7: Die im Text aufgestellte Behauptung
ist bewiesen, wenn gezeigt werden kann, daB
das Dreieck ABM gleichschenklig ist und fiir
den Scheitelwinkel y = 36° gilt.

Da [MA] das Lot auf cine Seite des Basis-
fiilnfecks darstellt, gilt u = 36°. Ferner folgt
aus der Figur leicht y = 18° und & = 18°.
Damit gilt § = 72°. Aus o = 180° — u — 8
folgt @ = 72°, was zu beweisen war.

Wir stellen uns zunichst die elementare
Rechenaufgabe, fiir jeden Korper die Zahl
E + F — K zu bestimmen. In allen Fillen
erhalten wir zwei als Ergebnis. Dies wirft die
Frage auf, ob hier ein Zufall oder eine allge-
meine GesetzmiBigkeit zugrunde liegt. Mit
dieser Problemstellung wird sich ein Aufsatz
im nichsten Heft beschiftigen. Ferner laBt
sich an der Tabelle eine eigenartige Wechsel-
beziehung zwischen den Zahlen von Oktaeder
und Hexaeder sowie zwischen Ikosaeder und
Pentagondodekaeder feststellen. Korper 2
und 4 stimmen in der Kantenzahl iiberein,
wihrend der Eckenzahl des einen die Fli-
chenzahl des anderen wechselseitig entspricht.
Uber die Korper 3 und 5 148t sich die gleiche
Aussage machen. Hier kann gleichfalls die
Frage nach eciner tiefer liegenden Gesetz-
miBigkeit aufgeworfen werden.

In der Tat liegt diesem Sachverhalt ein wich-
tiges Prinzip der Geometrie, das sogenannte
Dualitéitsprinz‘ip, zugrunde. Man sagt: Ok-
taeder und Hexaeder bzw. lkosaeder und
Pentagondodekaeder sind sich dual entspre-
chende Korper. Z. B. hdtten wir mit Hilfe des
Dualitatsprinzips aus der Existenz des lko-
saeders sofort auf die Existenz des dazu dua-
len Pentagondodekaeders schlieBen kénnen.
Beim Tetraeder stimmt die Eckenzahl mit der
Flichenzahl iiberein, d. h. das Tetraeder geht
bei einer Dualisierung in sich selbst iber.
Das Dualitatsprinzip dokumentiert sich in
einer weiteren Relation von Zahlen. Bedeuten
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m die Anzahl der Seiten einer Begrenzungs-
fliche und n die Anzahl der von einer Ecke
ausgehenden Kanten, so gilt die analoge
Wechselbeziehung zwischen den sich dual
entsprechenden platonischen Korpern (Vgl.
Tabelle). Das Dualititsprinzip ist fiir die pro-
jektive Geometrie von fundamentaler Bedeu-
tung.

AbschlieBend wollen wir versuchen, unser
,,FuBballpolyeder*, das ja den AnstoB fur
unsere Betrachtungen gab, aus einem der
platonischen Korper herzuleiten. Hierzu ge-
hen wir vom Ikosaeder aus. Zunachst teilen
wir simtliche Kanten des Ikosaeders in drei
gleiche Teile. Durch je funf Teilungspunkte,
die einem Eckpunkt benachbart sind, legen
wir eine Schnittebene. Auf diese Weise schnei-
den wir von dem Korper 12 fiinfseitige Pyra-
miden ab. Die dabet an dem Korper ent-
stehenden Schnittflachen sind regelmiBige
Fiinfecke. Die zwanzig regelmaBigen Drei-
ecke des Tkosaeders werden durch Abschnei-
den der Pyramiden in zwanzig regelmaBige
Sechsecke iibergefiihrt (Abb. 9). Der , FuB-
ballkorper ist also ein abgestumpftes Poly-
eder, das sich in einer analogen Weise auch
aus dem Pentagondodekaeder herleiten 140t.
Die Ecken dieses K 6rpers — als Kantendrei-
beine aufgefaBt — sind untereinander dek-

kungsgleich (dquivalent), wihrend die Seiten-

flichen regelmiBige Fiinfecke und Sechs-
ecke darstellen. Man rechnet diesen K&rper
deshalb zu den halbregelmaBigen Polyedern.
Aus der Bezeichnung ,,archimedische Koér-
per* ist zu folgern, daB auch diese schon in
der Antike Gegenstand der Betrachtung
waren.

Durch Abstumpfen der regelmiBigen Poly-
eder gelangt man auf mathematische Korper,
die in der Kristallographie eine wichtige
Rolle spielen. Teilt man z. B. die Kanten des
Hexaeders in zwei gleiche Teile und legt durch
je drei einem Eckpunkt benachbarte Halbie-
rungspunkte eine Schnittebene, so ergibt

sich als abgestumpfter Wiirfel ein Kristall,
dessen Seitenflachen 6 Quadrate und 8 gleich-
seitige Dreiecke darstellen (Abb. 10). Die
12 Ecken — als Kantenvierbeine aufgefat —
sind dquivalent. Der gleiche Korper entsteht,
indem man vom Oktaeder 6 Pyramiden mit
quadratischer Basisfliche abschneidet. Die
Schnittebenen miissen durch je vier einem
Eckpunkt benachbarte Halbierungspunkte
der Kanten des Oktaeders gelegt werden.
Auf Grund der zweifachen Erzeugungsweise
bezeichnet man den entstehenden Restkorper
auch als Mittelkristall (Abb. 11).

Wenn in den Lehrmittelsammlungen von
Schulen die platonischen Kérper manchmal
in einer verstaubten Ecke einen Dornroschen-
schlaf fihren, weil sie vermeintlich mit mo-
derner Mathematik nicht viel zu tun haben,
so ist dies ein bedauerlicher Irrtum. Mit Un-
tersuchungen an diesen Korpern lassen sich
wichtige Anregungen fiir gruppentheoreti-
sche und topologische Begriffsbildungen ge-
ben. Fiir die Kristallographie bilden die pla-
tonischen Korper gleichfalls den Ausgangs-
punkt der geometrischen Untersuchungen.
Auch die Frage nach der Konstruierbarkeit
von regelméiBigen Polygonen mit Zirkel und
Lineal ist hierbei von Interesse. Diese Frage-
stellung fithrt dann wieder in die Gefilde der
Algebra. Abziahlende Methoden, wie sie hier
gelibt wurden, spielen in der Mechanik und
Getriebelehre (z. B. Grublersche Zwanglauf-
bedingung) eine wichtige Rolle. Zunichst
ging es vor allem darum, mit den reguldren
konvexen Polyedern und einigen einfachen
Untersuchungsmethoden vertraut zu werden.
Solitet Ihr einmal im Sportstadion neben
einem Mathematiker stehen, der keinerlei
Anteilnahme am Spielgeschehen zeigt, dann
ubt Nachsicht mit ihm; er denkt vielleicht
gerade iiber das duale Gegenstiick des ,,FuB3-
ballpolyeders‘ nach! E. Schrider

Aufgaben zu diesem Beitrag findet der inter-

‘essierte Ieser auf Seite 23, d. Red.



Direktor des Mathematischen Instituts
Karl-Marx-Universitdit Leipzig

Ein unlosbares Problem

Liebe alpha-Ieser!

Zur Lésung dieser Aufgabe sind zwei Niisse zu knacken.
Ihr braucht keine grofien mathematischen Vorkenntnisse.
Hoffentlich habt Ihr viel Freude. Ich wiinsche viel Erfolg.

m 343 Ein schlauer Versicherungsvertreter spricht in
einem Hause vor und trifft dort den Hausverwalter an.
Der Versicherungsvertreter erkundigt sich bei diesem,
ob auBer ihm noch mehr Personen im Hause wohnten.
»,»Ja, auller mir noch 3%, entgegnet dieser. Der Versiche-
rungsvertreter erkundigt sich daraufhin nach deren
Alter und erhilt folgende Antwort: ,,Wenn Sie die Alter
der 3 auBer mir im Haus wohnenden Personen mitein-
ander multiplizieren, dann ergibt sich die Zahl 1296,
und wenn Sie die drei Alter addieren; dann ergibt sich
unsere Hausnummer*. Der Versicherungsvertreter geht
hinaus, sieht sich die Hausnummer an und erklirt nach
einigem Nachdenken dem Hausverwalter, daB er so das
Alter der 3 Personen nicht bestimmen konne. ,,Ja,* ent-
gegnet dieser, ,,wenn ich Thnen aber sage, daB ich der

Alteste im Haus bin, dann sollte es geniigen‘‘. Darauf

entgegnete der Versicherungsvertreter lichelnd: ,,Vielen
Dank! Ich kenne jetzt das Alter der 3 Personen.”
Frage: Wie ist das genaue Alter der drei Personen?

Mathematikerpersonlichkeiten der Universitit Leipzig

1436 bis 1476
1646 bis 1716
1774 bis 1825
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Gottfried Wilhelm Leibniz
Karl Mollweide
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Hermann Hankel

Sophus Lie

Felix Klein

Otto Holder

Wilhelm Blaschke

B. L. van der Waerden

a4 308 Die Figur zeigt, daB man aus neun paarweise
verschiedenen Quadraten ein Rechteck zusammensetzen
kann. Das Seitenverhéltnis dieser neun Quadrate be-
trigt] :4:7:8:9:10:14:15: 18. Darausergibt sich,
daB das Seitenverhiltnis des Rechtecks 32 : 33 ist.

Die Mathematiker haben bewiesen, — und dies war
durchaus keineswegs ganz einfach — daB man mit we-
niger als neun paarweise verschiedenen Quadraten, in
welchem Seitenverhiltnis sie auch immer stehen mégen,
kein Rechteck zusammensetzen kann.

Es ist offenbar moglich, ein analoges Problem im Raum
zu betrachten, d. h. die-Aufgabe, aus paarweise verschie-
denen Wiirfeln einen Quader zusammenzusetzeén.
Eure Aufgabe besteht nun darin nachzuweisen, daB die-
ses Problem unlosbar ist; mit anderen Worten, man
kann aus endlich vielen paarweise verschiedenen Wiir-
feln (ihre Anzahl soll natiirlich mindestens zwei betra-
gen) keinen Quader zusammensetzen.

Hinweis : Man beachte, daB bei einer Zusammensetzung
eines Rechtecks aus paarweise verschiedenen Quadra-
ten das kleinste Quadrat nicht am Rande des Recht-

ecks liegen kann.
Dr. W. Rautenberg, Berlin
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Losungen

285 Losung der arithmetischen Aufgabe
aus Vietnam

Es seien x die Anzahl der stehenden Biiffel, y
die Anzahl der liegenden Biiffel und z die
Anzahl der alten Biiffel. Dann gilt:

X+ y+z=100, (1)

5x + 3y + £ = 100. @
3

Aus (2) lolgt

15x + 9y + z = 300
und hieraus in Verbindung mit (1) durch
Subtraktion

14x + 8y = 200,
dy = 100 — 7x,
y=25-2 3)
4

Da x und y natiirliche Zahlen sind, ist diese
Gleichung nun erfilit fiirx = 0,x = 4,x = 8
und x = 12. Man erhilt daher die folgenden
vier Lésungen

X y z
0 25 75
4 18 178
8 11 81
12 4 84

und iiberzeugt sich leicht davon, daB in allen
vier Fillen die Gleichungen (1) und (2) erfiillt
sind.

286 Losung der geometrischen Aufgabe
aus Vietnam

1. Wir nehmen zunéchst an, daB a + f < 180°
gile.

Es seien nun ABCD das gesuchte Trapez, S
der Schnittpunkt seiner Diagonalen und E
der Schnittpunkt der Geraden AD und BC
(s. Abb.). Dann schneiden sich die Geraden
AB und ES in dem Mittelpunkt M der Seite
AB.

Wir stellen zunéchst fest, dal man aus den
gegebenen Stiicken zuniichst noch nicht ein
Teildreieck der Figur konstruieren kann.
Wir konnen aber statt dessen diesen Teil-
dreiecken dhnliche Dreiecke konstruieren und
dadurch zum Ziel gelangen.

Es seien daher B’ der Schnittpunkt der Par-
allelen durch D zu CB mit AB und M’ der
Schnittpunkt der Parallelen durch D zu EM
mit AB. Dann ist M’ Mittelpunkt der Strecke

20

AB'. Ferner sei $' der Schnittpunkt der Par-
allelen durch B’ zu BD mit DM'. Dann gilt
A ABD ~ A ABE, A AM'D ~ A AME,
A AM'S’ ~ A AMS;

also liegt der Punkt S’ auf der Geraden AS,
und es gilt ferner wegen ¥ BSA = 180° — ¢
auch ¥ B'S'A = 180° — ¢.

£

Nun 148t sich das Dreieck AB’D aus AD = d,
4 DAB' = ¢ und ¥ AB’'D = § leicht kon-
struieren. Ferner erhidlt man M’ als Mit-
telpunkt der Strecke AB'. Der Punkt S’ liegt
nun einerseits im Innern des Dreiecks AB’'D
auf DM’, andererseits auf dem Kreisbogen
mit der Sehne AB’ und dem zugehorigen
Peripheriewinkel 180° — ¢, der ¢ B'S'A
= 180° — ¢ gilt. Dieser Kreisbogen 148t sich
konstruieren, indem man an die Dreiecks-
seiten AB’ in A nun auBen den Winkel
90° — ¢ antridgt und seinen freien Schenkel
mit den Mittelsenkrechten aul AB’ zum
Schnitt bringt. Der Schnittpunkt O ist dann
der Mittelpunkt des gesuchten Kreises mit
dem Radius OA, und der Punkt S’ ist der
Schnittpunkt des im Innern des Dreiecks
AB'D liegenden Bogens dieses Kreises mit
DM’. Nun zeichnet man die Parallele durch
D zu AB, die AS’ im Punkte C schneidet,
ferner zeichnet man die Parallele durch C
zu DB’, die AB’' in B schneidet. ABCD ist
dann das Trapez mit den verlangten Eigen-
schalten.

2. Gilt nun @« + B > 180°, so verlduft die
Konstruktion ganz analog, nur mit dem
Unterschied, daB jetzt der Punkt D das
Abnlichkeitszentrum der entsprechenden
Dreiecke ist.

3. Gilt aber a + B = 180°, so ist das gesuchte
Trapez ein Parallelogramm, und die obige
Konstruktion ist nicht durchfihrbar. Man
kommt aber leicht zum Ziel, wenn man
beachtet, daB dann S einerseits auf der durch
den Mittelpunkt von AD parallel zu AB
gehenden Mittellinie des Parallelogramms
ABCD liegt und andererseits auf dem Kreis-
bogen mit der Sehne AD und dem zugehbri-
gen Peripheriewinkel ¢, weil ¥ ASD = ¢
gilt. Dieser Kreisbogen 1dBt sich leicht kon-
struieren (vgl. unter 1) und damit auch der
Punkt S, mit dessen Hilfe man dann wie unter
1 die Punkte C und B erhilt.

Lisung der Aufgabe
von Prof. Dr. R. Klotzler

20 50
fir 0<x<200
K(X)={ x + 1100 fir 0 <x < 100’
—2x + 1400 fiir 100 < x < 200.
Aus der graphischen (aber nicht maBgerech-
ten) Darstellung entnehmen wir die Antwort
Xo = 0 oder 150 < x, < 200.

m 298a Zunichstist T(x) = )((L L ) +4

KT

X

0

4 298b Wir berechnen zunichst diejenige
Fahrtroute, auf der man von O am schnellsten
eine Gerade g erreicht, deren Normale 4 mit

der x-Achse den Winkel ¢ mit O <a fg

einschlieBt. Diese Route ist geradlinig und
durch den Anstiegswinkel ¢ gekennzeichnet,
fiir den die Komponente v* des Geschwin-
digkeitsvektors 4w in Richtung 4 maximal ist.

v* = vy (1 — cos ¢) cos (¢ — o) - Max wird

durch ¢Max = ;G + a) fir @ > O und

.. -

¢Max =+ 3 fiir @ = O (im Sinne des abso-

luten Maximums) gelost.

Fall I Ist ¢ = arctan o526 legen wir
Xo =3

durch A(x,, y,) eine Gerade g mit der Norma-

len u., deren Anstiegswinkel « gerade der

Relation ¢ = %(g + at) geniigt.

Somit stellt nach den vorangegangenen Be-
trachtungen die Strecke OA die giinstigste
Route von O nach g und damit erst recht
von O nach A dar. Die Fahrzeit betragt

VX8 +¥h T

=¥ -2 d t

T va(l = cosd) AuBerdem ist die Lésung
eindeutig.

Fall 2 Ist ¢ = arctan Yo < E, so legen wir
Xo 3

durch A eine Parallele g zur y-Achse und nach

vorangegangenen Betrachtungen liefert die

Strecke OB eine zeitlich giinstige Route von O

nach g, wenn ¢, = ggewﬁhlt wird. Die Fahr-



zeit betrigt T = 4.
Vo
chend der Geschwindigkeitsverteilung die

Strecke AC genau so schnell wie die von CB
durchfahren werden kann, ist auch der Strek-
kenzug OCA eine optimale Fahrtroute von
O nach g und damit von O nach A (das Segel-
boot ,kreuzt*). Diese optimale Fartroute ist
nicht eindeutig, denn offenbar bedingt auch
der Streckenzug ODEA die gleiche Fahrzeit,
wenn DE || CA und EA | DC sind.

y ‘|8

Xo. Da aber entspre-

D
\
YA

\
.\ EY
-\ E 9 - X

0

Liosungen zu den ausgewiihlten Aufgaben
der Allunionsfernolympiade

4 299 (3.) Wir setzen zunichst voraus, daB
das Dreieck ABC spitzwinklig ist, so daB
die FuBpunkte der drei Hohen dieses Drei-
ecks auf den Seiten des Dreiecks liegen.
Es seien E bzw. D die FuBpunkte der zu A
bzw. C gehorenden Hohen des Dreiecks ABC.
Ferner sei S der Hoéhenschnittpunkt. Wir
werden zeigen, daB dann die Punkte K, P, D
und E auf einer Geraden liegen, womit die
Behauptung bewiesen ist. Nun geht der Kreis
k, mit AS als Durchmesser nach der Umkeh-
rung des Satzes des Thales durch die Punkte
H und D und der Kreis k, mit CS als Durch-
messer durch die Punkte H und E. (vgl. die
Abbildung!) Aus dem Peripheriewinkelsatz
folgt daher

¥ DSA = ¥ DHA und

¥ CSE = ¥ CHE.
Nun sind aber die Winkel ¥ DSA und £ CSE
als Scheitelwinkel gleich groB, so daB
¥ DHA = & CHEgilt.
Analog erhilt man ¥ ADH = & EDB.

Da nach Voraussetzung die Punkte H und K
beziiglich der Geraden AD symmetrisch lie-
gen, gilt ferner ¥ KDA = ¥ ADH = X EDB.
Daraus folgt ¥ KDA + ¥k ADE

= ¥ EDB + ¥ ADE = 180°,

d.h die Punkte K, D und E liegen auf einer
Geraden. Analog beweist man, daB auch die
Punkte P, D und E auf ciner Geraden liegen.
Daraus folgt aber, daB die Punkte D und E
auf der Geraden KP liegen, womit die

Behauptung bewiesen ist. Der obige Beweis
gilt auch fiir den Fall, daB das Dreieck ABC
rechtwinklig oder stumpfwinklig ist; jedoch
liegen dann zwei HohenfuBpunkte auf den
Verlingerungen der entsprechenden Seiten
bzw. fallen mit zwei Eckpunkten des Drei-
ecks zusammen.

4 300 (8.) Der gegebene Kreis k, habe den
Mittelpunkt M und den Radius MA = a.
Der Kreis k, um A habe den Radius AK
= AH = r. Der Schnittpunkt der Geraden
KP und AH sei S, der Schnittpunkt der Ge-
raden KP und AM sei B (vgl. die Abbildung).

k1

k3
A\XBID ] c

Setzt man AB = x und BS =y, so lolgt wegen
MH = ./a’ — r? aus der Abnlichkeit der

Dreicke ABS und AMH

x:y=r:/a*-r?, (1)
also  x%(a%? — r?) = r%y?,

a?x? — r’x? = r2y?

r? (x* + y?) = a%x2. (2)

Bezeichnet man den zweiten Schnittpunkt des

Kreises k, mit der Geraden AM mit C, so gilt

AC = 2a, und das Dreieck ACK ist recht-

winklig. Aus dem Satz des Euklid folgt daher
r? = 2ax. Aus(2) und (3) folgt (3)
2ax(x? + y?) = a%2,

Wegen a # 0 und x 4 0 folgt hieraus

x2 +y2 =2 also
2

d.h. (x - %)z +y= (3)1 @)

Daher liegen alle Punkte S auf einem Kreis
k,, der den gegebenen Kreis k, im Punkt A
von innen beriihrt und dessen Mittelpunkt D

von A den Abstand 2 hat. Da nach der Auf-

gabenstellung der B:riihrungspunkt H auch
in der durch den Punkt P bestimmten Halb-
ebene (beziiglich der Geraden AM) liegen
kann, sind auch alle Punkte des Kreises um
D mit Ausnahme des Punktes A Schnitt-
punkte der Geraden KP und AH.

- Der gesuchte geometrische Ort ist daher der

Kreis ky um D als Mittelpunkt mit dem Ra-

dius % mit Ausnahme des Punktes A.

a 301
stindigen Induktion (vgl. alpha, 1967, Heft 3,
S. 69), daB die obige Behauptung sogar fir
beliebige ungerade natiirliche Zahlen 2n + 1

(9.) Wir beweisen mit Hilfe der voll- ’

mit n = 0, 1, 2, 3, ... als Exponenten richtig
ist, woraus dann die Richtigkeit fir

2n + 1 = 1967

als Spezialfall folgt. Wir behaupten also

(\/T—-ﬁz"*":a\/j—bﬁ,
wobei a und b ganze Zahlen mit
3a%? — 2b% = 1sind.
1. Induktionsanfang :
Firn = 0ist 2n + 1 = 1. Ferner gilt

WT—yD =1 JT-1-2
und 3 - 12-2 . 12=3-2=1;
Die Behauptung ist also fiir n = 0 richtig.
2. Induktionsschritt ;
Wir nehmen an, daB die Behauptung fiir
n = k richtig ist, d. h.
WI-JYD*+t=a/3 - b/2mit

3a2 —2br = 1.

Dann folgt

(\/’j‘_\/'2_)21+3=(\/'§_\/_'2_)2k+l
NEENE 5
= @/T- by
B-2/6+2
=(@/3-b/2
(5-26)
= 5a,/3 — 2a/18
~5b/2 + 2b/12
=5a,/3 - 6a,/2
—5b/2 +4b/3
= (5a + 4b),/3
—(6a + 5b)\/2.
Setzen wir 5a + 4b = a’,6a + 5b = b',soer-
halten wir
32’2 — 2b% = 3(5a + 4b)*
— 2(6a + 5b)*
= 3(25a% + 40ab + 16bH?)
— 2(36a% + 60ab + 25b7)
= 75a% + 120ab + 48b? — 72a?
— 120ab — 50b?
3a? - 2b* = |,
d. h. die Behauptung ist unter der obigen An-
nahme auch fiir n = k + 1 richtig, da dann
der Exponent gleich 2(k + 1) + 1 = 2k + 3
ist.
Wegen 1 und 2 ist daher die Behauptung fiir
alle natiirlichen Zahlen n richtig, also fir alle
ungeraden natiirlichen Exponenten 2n + 1,
womit die Behauptung auch [ir den Spezial-
fall n = 983,d.h. 2n + 1 = 1967 bewiesen
ist.

1 302 (10.) Es seien Py, P,, P, P, die vier
gegebenen FuBpunkte der von dem Schnitt-
punkt S der Diagonalen des konvexen Vier-
ecks ABCD auf die Seiten Kia, Eé, CD bzw.
DA gefillten Lote. Mit den Punkten P,, P,,
P,, P, sind auch die Winkel

x P.P,P, = ¢, ¥ P,P,Py = ¢,

¥ P;PsP, = ¢3, ¥P3P,P, = ¢,

des Vierecks P, P,P,P, bekannt (vgl. die Ab-
bildung). Wir versuchen daher, die Winkel
¥ P3SP, und & P,SP, aus diesen Winkeln
Zu ermittein.

Wir setzen zunéchst

¥ AP,P, = a;, ¥ P,P,B = §,,

¥ BP,P, = ay, ¥ P3P,C = B,

¥ CPyP, = a3, ¥ P,P;D = B,

% DP,P; = a,, ¥ P\P,A = f,
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Dann gilt

@y + By = 180° — @y, a; + B, = 180° — ¢,
t3 + Bs = 180° — @5, @ + Bo = 180° — &,.
Wegen ¥ SP,B = ¥ BP,S = 90° ist das
Viereck SP,BP, ein Sehnenviereck. Dasselbe
gilt fiir die Vierecke SP,CP;, SP,DP,,
SP,AP,. ~

Daher folgt aus dem Peripheriewinkelsatz
(vgl. die Abbildung)

¥ ASP, = a,, ¥ P;SA = B,, ¥ BSP, = a,,
¥ P,SB = B,, ¥ CSP, = a3, ¥ P,SC = §,,
¥ DSP; = a,, ¥ P,SD = §,.

Aus dem Scheitelwinkelsatz fo_lgt, dai der
Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD ist,
@ +By=as+ P, 0, +Pi=a,+f,. (2)
Aus (1) und (2) folgt daher

xy +ﬂ3=“3+ﬂ1'=—‘al+ﬂl+a3+ﬂ3
_ 180° — ¢, + 180° — ¢,

2

o_Hit
= 180 —T"”, o)

G+fhtas+f=ay+ P +a+h,
- 130“—%“30"—4’2

- 360° —d"—“;‘”l—¢z und analog ~ (4)
as+ﬂz+¢4+ﬁ3=ﬂz+“4+¢3+ﬂ3

° +
e $ibe o

Nun 148t sich' das Viereck ABCD mit Hilfe
der bekannten Winkel ¢,, @i, ¢, @, leicht
konstruieren. Wir nechmen dabei zunichst
an, daB die in (4) und (5) angegebenen Winkel-
summen (wie in der Abbildung) nicht gréBer
als 180° sind. Wir konstruieren iiber P, P, als
Sehne denjenigen Kreisbogen, der zu dem

Peripheriewinkel 360° — % - ¢, @)
gehort, und iiber ITIF,, als Sehne denjenigen
Kreisbogen, der zu dem Peripheriewinkel

360° — ‘*;‘;—4’4 — @, (5) gehort. Diese bei-

den Kreisbogen schneiden sich im Innern des
Vierecks P,P,P;P, im Punkt S, dem Schnitt-
punkt der Diagonalen des zu konstruieren-
den Vierecks ABCD. Wir verbinden S mit
P,, P,, P,, P, errichten in diesen Punkten
die Senkrechten auf SP,, SP,, SP,, SP,, die
sich in den Eckpunkten A, B, C, D des zu
konstruierenden Vierecks ABCD schneiden.
Ist eine der in (4) und (5) angegebenen Winkel-
summen groBer als 180° so fiihren wir die
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obige Konstruktion mit den entsprechenden
Supplementwinkeln durch.

W8 w328 Ausbta+g=c+a+f
=d+a+efolgtb+g=c+f=d+e (1)
Also ist
S=b+c+d+e+l+g=30b+g @
durch 3 teilbar. Aus

b+c+d=ec+l+g 3)
folgt, daB S sich auch in der Form

S = 2(b + ¢ + d) schreiben 148t und damit
auch durch 2 teilbar ist.

Mithin ist S sogar durch 2 - 3 = 6 teilbar.
Leicht errechenbar ist auch
S*=a+b+c+d+e+f+g 4)
Es gilt:
S*=1+4+2+3+4+5+6+7=28
Wegen (2) und (4) gilt
S=S8*—-a=28—-aWegenl<a<7, (5
ergibt sich, da S durch 6 teilbar ist

S =24 6)
Aus (5) und (6) folgt a = 4.

Aus (1), (2) und (6) ergibt sich jetzt, daB jede
der Summen b + g,c + fund d + e gleich 8
sein muB. Mithin sind die Summanden 1 und 7
oder 2 und 6 oder 3 und 5.

Aus (3), (2) und (6) lolgt analog, daB die Sum-
menb + ¢ + dunde + f + g jeweils gleich
zwolf sind. Die Summanden sind daherl, 6, 5
oder 7, 2, 3. Daher lassen sich die Zahlen
1,2, ..., 7 auf zwélffache Weise in die 7 Kreise
einsetzen. Alle zw6ll Anordnungen werden
leicht als Losungen erkannt. Eine der zwolf
moglichen Belegungen sei angegeben:

4 329 Nimmt man an, daB es a Apfel sind,

a—35y
Apfel,
3 Pe

seiner Schwester ab-

so erhilt jeder Bruder zunichst

a—>5
d ch
von enetll €r no: 77

gibt. Da nun jeder die gleiche Anzahl Apfel

a—5 a-—>5
27

= % mit der Losung a = 32. Die Probe be-

hat, erhélt man die Gleichung

stitigt, daB es im ganzen 32 Apfel waren.

4 330 Voraussetzung: y = 60°

Behauptung: ¢ = a® + b? — ab.

Beweis: 1. Fall:

Die Hohe h, mit dem FuBpunkt D liege im
Innern des Dreiecks ABC. Fiir die rechtwink-
ligen Dreiecke ABD und ADC gilt

¢* = h? + BD?,

b?> = h? + CD2 Durch Subtraktion folgt
c? — b?> = BD? — CD?Z Mittels

BD = a — CD ergibt sich

¢? — b? = (a — CD)* — CD? Daraus folgt
¢t =a? + b? - 2aCD.

Da das Dreieck ADC mit den Winkeln 30°,
90° und 60° durch Spiegelung an AD zu
einem gleichschenkligen Dreieck erginzt

wird, gilt CD = g Daher gilt

c2=2a%>+b?>—ab w.zbw.

2. Fall: Die Héhe h, mit dem FuBpunkt E
liege im Innern des Dreiecks ABC. Durch
Vertauschen der. Bezeichnungen A mit B,
a mit b, h, mit h, und D mit E geht der obige
Beweis in den jetzigen iiber.
Da in dem Dreieck ABC y = 60° und min-
destens einer der Winkel a oder f ein spitzer
Winkel ist, liegt stets mindestens eine der
Héhen h, bzw. h, im Innern des Dreiecks
ABC. Ein weiterer Fall braucht also nicht
betrachtet zu werden.
Bemerkung: Wir haben den Satz hier elemen-
targeometrisch bewiesen. Noch einfacher ist
der Beweis, wenn man den Kosinussatz der
ebenen Trigonometrie anwendet, der aber
erst in der 10. Klasse behandelt wird. Nach
diesem Satz gilt

¢ =a? 4+ b?> — 2abcosy.
Daraus folgt hier wegen cos y = cos 60° = 1

c? =a%? + b®> — ab, wzb.w. 2
a 331a Es sei x die MaBzahl der Linge der
Strecke AB (in cm). Dann ist wegen (6) x eine
der Zahlen 7, 14, 21, ..., 497.
Wegen (4) ist x eine der Zahlen
21,21 +7 - 5=21+135=756,
21 + 2 - 35 = 91, und so fort.
Wegen (3) ist x eine der Zahlen
21, 21 + 7-5-4 =21 + 140 = 161,
21 + 2 - 140 = 301, 21 ~+ 3 - 140 = 441.
Da von diesen Zahlen nur die Zahl 301 bei
der Division durch 3 den Rest 1 ldBt, folgt
wegen (2)
x = 301.
Man iiberzeugt sich leicht davon, daB dann
auch die Bedingungen (1) und (5) erfiillt sind.
Die Strecke AB ist also 301 cm lang.

b Da bereits durch die Bedingungen (2), (3),
(4) und (6) die Zahl x eindeutig bestimmt ist,
sind die Bedingungen (1) und (5) iiberfliissig.
Man kann aber auch die Bedingungen (1)
und (2) streichen, da die Zahl x bereits durch
die Bedingungen (3), (4), (5) und (6) eindeutig
bestimmt ist.

W 9 » 332 Es seien x die Anzahl der Ka-

binen [iir drei Personen und y die Anzahl der

Kabinen fir vier Personen;

dann ist 8y die Anzahl der Kabinen fir zwei

Personen, und man erhilt die Gleichungen
8y + x+ .y=15,

also 9y + x =159, [0))



16y + 3x + 4y = 379,
also 20y + 3x =379, )
Aus (1) folgt 27y + 3x = 477
und daher aus (3) und (2) durch Substraktion
Ty =98,d.h. y = 14.
Ferner erhilt man aus (1)
X =159 — 9y = 159 — 126 = 33 und
8y = 112.
Das Urlauberschifl hat also 112 Kabinen fiir
zwei Personen, 33 Kabinen fiir 3 Personen
und 14 Kabinen fir vier Personen.

W9 » 333 Es gibt genau vier solche Strah-
len, ndmlich die in der Abbildung gezeich-
neten Strahlen s,, s,, s,, 84. Der Strahl s, er-
reicht nach Reflexion anr, und r, den Punkt P,
der Strahl s, erreicht nach Reflexion an r,,
der Strahl s; nach Reflexion an r, den
Punkt P. Der Strahl s, erreicht den Punkt P
direkt (ohne Reflexion).

Aus der Abbildung ist das Konstruktions-
verfahren ersichtlich. Man spiegelt Qanr, und
erhilt Q’; ferner spiegelt man P an r, und
erhidlt P’. Man verbindet Q' mit P’ bzw.
Q' mit P bzw. P’ mit Q und erhilt jeweils die
gesuchten Punkte auf den Spiegelungsgeraden
als Schnittpunkte mit r, bzw. r,.

4 334 Wir beweisen die Behauptung mit
Hilfe der vollstindigen Induktion und ver-
weisen auf den Artikel von W. Stoye (alpha,
1. Jahrgang 1967, Heft 2, S. 37 und Heft 3,
S. 69), in dem dieses Verfahren begriindet
wird.

1. Induktionsanfang:

Fiir n = 1 ist die Behauptung wahr; denn

dann ist nach Voraussetzung der einzige
Junge mit mindestens einem Madchen der
Klasse befreundet, und er kann dieses Mid-
chen heiraten.

2. Induktionsschritt :

Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir
n = r wahr, wobei r eine von Null verschie-
dene natiirliche Zahl sei. Wir wollen zeigen,
daf die Behauptung dann auch firn =r + 1
wahr ist. Wir bezeichnen die r + 1 Jungen
mit a, a,, ..., a, a,,,. Nach Voraussetzung
ist jeder dieser Jungen mit mindestens einem
Maidchen der Klasse befreundet, und es gibt
in der Klasse mindestens r + 1 Midchen
by, by, ..., b, b, 4, von denen jedes mit min-
destens einem der Jungen befreundet ist. Es
konnen nur die [olgenden beiden Fille auf-
treten:

a) Es gibt unter den obigen Maiadchen ein
Midchen, das wir (ohne Beschrinkung der
Allgemeingiiltigkeit) mit b,,, bezeichnen
konnen und das nur mit einem Jungen a, , | be-
freundet ist.

b) Jedes der obigen Midchen ist mit min-
destens je zwei Jungen befreundet.

Falla) Indiesem Fall kann der Jungea, . , das
Maidchen b,,, heiraten. Es verbleiben die
r Jungen a,, a,, ..., a,, von denen nach Vor-
aussetzung je k mit mindestens k der Mid-
chen b, b,, ..., b, befreundet sind. Daher
kann nach unserer Annahme jeder dieser
Jungen eins dieser r Midchen heiraten. Da
aber auch der Junge a,,, das Maidchen
b, ., heiraten kann, ist die Behauptung unter
der obigen Annahme auch fir n =r + 1
wabhr.

Fall b) In diesem Fall ist das Midchen b, , ,
mit mindestens zwei Jungen befreundet. Das
Maidchen kann einen dieser Jungen, den wir
(ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltig-
keit) mit a,, bezeichnen, heiraten. Es ver-
bleiben wieder r Jungen a,, a,, ..., a,, fir die
dieselben Voraussetzungen wie im Fall a)

Aufgaben zu: FernsehfuBball — reguliire Polyeder

1. Konstruiere ein Oktaeder durch geeig-
netes Abstumpfen der Ecken eines Tetra-
eders!

2. Konstruiere das ,,FuBballpolyeder** durch
geeignetes Abstumpfen der Ecken des Penta-
gondodekaeders!

3. Beschreibe einem Pentagondodekaeder
einen Wiirfel derart ein, daB simtliche Wiir-
felkanten in den Seitenflichen des Pentagon-
dodekaeders liegen!

4. Bestimme die Anzahl und Lage der Sym-
metrieebenen eines Wiirfels!

5. Bestimme die Anzahl und Lage der Sym-
metrieebenen eines Oktaeders!

6. Beschreibe einem Wiirfel ein Tetraeder
derart ein, daB simtliche Tetraederkanten in
den Seitenflichen des Wiirfels liegen!

7. Auf wieviel verschiedene Arten kann das
Netz eines Wiirfels dargestellt werden ? (Netz-
entwiirfe, die sich durch Bewegung oder Spie-
gelung ineinander iiberfithren lassen, zihlen
als eine Losung) .

8. Auf wieviel verschiedene-Arten kann das
Netz eines Oktaeders dargestellt werden?
(Netzentwiirfe, die sich durch Bewegung oder
Spiegelung ineinander iiberfithren lassen,
zihlen als eine Losung)

9. Beziiglich des aus dem FuBball abgeleite-
ten Polyeders kann man eine Kugel konstruie-
ren, die simtliche sechsseitigen Begrenzungs-

flichen beriihrt und eine zweite, die simtliche

funfseitigen Begrenzungsflichen beriihrt.
Welche der Kugeln tritt nicht aus der Ober-
flache des Polyeders heraus?

zutreffen. Daher kann nach unserer Annahme
jeder dieser r Jungen eines der verbleibenden
r Midchen heiraten. Da aber auch der
Junge a, ., das Médchen b, , , heiraten kann,
ist auch in diesem Falle die Behauptung [iir
n=r + 1 wahr. »

Damit haben wir folgendes gezeigt:

1. Die Behauptung ist fiir n = 1 wahr;

2. wenn die Behauptung fiir n = r wabhr ist,
so ist sie auch fir n = r 4+ 1 wahr.

Daher ist die Behauptung fiir alle von Null
verschiedenen natiirlichen Zahlen n wahr,
womit der Satz bewiesen ist.

® 335 I Analysis: Die Punkte A und B sind
wegen des Satzes des Thales durch s = %c

bestimmt. Der Punkt C liegt aus demselben
Grunde auf dem Kreis mit dem Radius s, um
den Mitfelpunkt von AB und auf der Paralle-
len zu AB im Abstand h,.

2. Konstruktionsbeschreibung: Ich zeichne
eine Gerade und um einen beliebigen Punkt M
dieser Geraden einen Kreis mit dem Radiuss,.
Seine Schnittpunkte mit der Geraden sind die
Punkte A und B. Jetzt konstruiere ich zu AB
eine Parallele im Abstand h.. Ihre Schnitt-
punkte mit dem Kreis sind die Punkte C, und
C,. Die Dreiecke ABC, und ABC, sind dann
die gesuchten Dreiecke.

Beweis: Wegen des Satzes des Thales ist
X ACB = %0° und s, =1I= %c. Wegen der

Parallelenkonstruktion hat h, die geforderte
Lénge.

Diskussion: Ist h, < s_ so gibt es genau zwei
Dreiecke; ist h, = s, so gibt es genau ein
rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck; ist
h, > s, so gibt es kein Dreieck, das den
gegebenen Bedingungen entspricht.

Lasungen zu alpha — heiter
Magisches Quadrat (4/68)

21

1-3+95)-7
1+2)(3+4)
-2+3+4-5

d+3-5+7
1+(2+3)-4
23445

34+5)-6  3(-4+5+6) \/3[\/_‘-5+6

4
—3V'se6

23



4:5-6+7 (J4—5+6)7—J4+5-6-7
4
4!_4+Z
(@+3)(2+1) 43+2)+1 4-31-2-1
5-443-2
(6+5-4)3 —6+(5+4)3
(6+5—4)-3 —6+(5+4)3
7—6+54  7(6—5+./4) L
T4+5:3—1  7(5-3+41) 7!:51:/3+1
36
PB+57 (1+3)1+5+7
\/4
(1+2+3)
2-3:4-51 _
W i
(-3+4+506 (N (-5+6) 3,/4-5+6
JaG+6+7)
4+4(4+4) J4- /444 414 J44—4
4-32-1
51:4+43-2 _
6(5+4-3) _ 6+5/4-3
(7+6+5)- /4
T+5+(3+1)!

Auf weitere Losungen zu dieser Aufgabe mufl
aus Platzgriinden verzichtet werden.

Riitselfreunde hergeschaut! (5/68)

A — BI — COS — DATA — EBENE -
FEHLER — GALILEI — HYPERBEL —
INTEGRAPH — KENNZIFFER —
LOGARITHMUS — MANTELFLACHE —
NEBENSCHEITEL — ORTHOGONALI-
TAT — POSITIONSSYSTEM —
QUADRATKILOMETER — RECHEN-
GENAUIGKEIT — SCHMIEGUNGS-
PARABEL — TANGENTEN-
ABSCHNITTE — UMKLAPPUNGS-
VERFAHREN

Kriimel revanchiert sich ... (6/68)

.- @)
O | T3
. o

Mit Zirkel vnd Zeichendreieck

24

‘Wer schoB die 12? (6/68)
Kriimel: 7, 11, 12, 10, 8; Flax: 5,7, 9, 9, 10

Der junge Hirt (6/68)

73 Schafe (1. Horde); 75 Schafe (2. Horde), ... .,
95 Schafe (12. Horde)

Without a word (6/68)

waagerecht: 8 : 24+3=7;7—-6 - 2=—_5;
1-2+4=3
8-7-1=7;2+6:2=5;
3:2.4=6

senkrecht:

Aus Mame Mamu Ka (6/68)

waagerecht: 4 - 9 :34+20=32;
8:2432-6=30;6-2+12:2=18;

18 —13+47+ 28 =80;

senkrecht: 4+8+6=18;94+24+2=13;
3432412=47; 20+6+2=28;
32+30+18=80

Aus sowj. Unterhaltungsbuch (6/68)
224+2=24;3-3=24

Lisungen zu Aufgaben von Ing. H. Decker
(6/68)

1. A, B, C kommen als Einer vor, kénnen
also nur die Werte 1, 4, 5, 6 oder 9 haben.
AC kann dann nur 16, 49 oder 64 sein, B nur
1, 4 oder 9. Fiir ABC, ACB, BCA lassen sich
daraus nur die Quadratzahlen 196, 169 und
961 bilden. ABCB lautet also 1969.

2. Da B nur 1, 4 oder 9 sein kann, erhilt man
als Quadratzahl fir A + 2B + C bzw.
A+ B+ Cnur25bzw. 16bei B = 9.
ABCB lautet also 1969.

Bemerkung :

Die Quadratwurzeln ./ 1 +9 +6 + 9,
J1+9+6,,/9 bilden das pythagoreische
Tripel: 5, 4, 3.

3. Aus der Multiplikation ergibt sich, daB
A nur | sein kann.

Eingesetzt:

1 BCB =11-1CB + 110
=1CB0+ 1CB + 110

1BCB-1CB =1CBO + 110

1B00 — 100 = 1 CBO + 110

1 B00 = 1 CBO + 210. Daraus
B=9%undC = 6.
Die Zahl ABCB lautet also 1969.

Ein , Kunstwerk“ (1/69)

Da alle Funktionen lineare Funktionen sind,
wird jede dieser Funktionen durch eine
Strecke dargestellt, die durch ihren Anfangs-
punkt und ihren Endpunkt eindeutig be-
stimmt ist. Man erhiit z. B. fiir die Funk-
tion f; mit dem Definitionsbereich 4 < x < 8

und der Zuordnungsvorschrift y = % + 11

den Anfangspunktderentsprechenden Strecke
mit den Koordinaten
X =4; y=2+11=13
und den Endpunkt mit den Koordinaten
x=8; y=4+11=15.
Die graphische Darstellung der gegebenen
vierzehn Funktionen ergibt das folgende Bild :

Silbenriitsel (1/69)

Definition, Abszisse, Thales, Element, Nomo-
graphie, Variable, Ebene, Rhombus, Addi-
tion, Relation, Binom, Euler, Ikosaeder,
Trapez, Ungleichung, Nenner, Gerade
DATENVERARBEITUNG

Bitte richtig zuordnen! (1/69)

Drei richtige Zuofdnungen sind unméglich,
denn wer 3 richtige Zuordnungen hat, hat
automatisch auch die 4. Zuordnung richtig.



Literatur

Das Geld
Heinz Joswig

Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin, 1968,
250 Seiten, 32 Schwarz- und 8 Farbtafeln,

50 Zeichnungen im Text,

Anhang: Die Wdhrungen der Welt.

Dieses Buch behandelt die Geschichte des
Geldes von seiner Entstehung bis zur Gegen-
wart. Es beschriankt sich dabei nicht auf die
dkonomische Funktion des Geldes, sondern
der Autor zeigt auch Beziehungen dés Geldes
zu anderen gesellschaftlichen Erscheinungen
wie personliche Macht, Bildung und Kultur.
Wie oft war das Geld schon tiefere Ursache
fir soziale Katastrophen und politische
Machtkampfe. Krisen, Kriege, Inflationen —
all diese Erscheinungen ergriindet der Autor
im Zusammenhang mit der Macht Geld. Und
er weist eindrucksvoll nach, daB sich der
wirkliche Wert des Geldes nur im friedlichen
Handel und Aufbau offenbaren kann.

Grundfragen der Spieltheorie
und ihre praktische Bedeutung -

N."N. Vorobjoff
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
84 Seiten, 6,80 M

Die Spieitheorie ist einer der wesentlichsten
Aspekte der Operationsforschung. Das Biich-
lein gibt eine populare Einfihrung in Begriffe,
die in der dkonomisch-theoretischen Litera-
tur heute bereits eine betrichtliche Rolle
spielen. Ausfihrlich werden u.a. die Rolle
des Zufalls im Spiel und Fragen der Spiel-
strategic behandelt, wobei der Autor nur
Kenntnisse der Elementarmathematik vor-
aussetzt. Der Erlduterung dienen Beispiele
aus dem Militirwesen und dem taglichen
Leben.

Zur Geschichte des Flugzeugs
Giinter Meyer

Verlag Volk und Wissen Berlin,
96 Seiten, illustriert, 1,80 M

In der Reihe , Biicher fir den Schiiler* ist
dieses Bandchen fur die Klassen 8 bis 12 ge-
dacht. Es versucht, einen Bogen von den
Ideen Leonardo da Vincis bis zum Uberschall-
Luftverkehr zu schlagen.

Digitale Rechenautomaten
R. Deresin, R. Eyraud

Allgemeine Grundlagen, Grobstruktur,
Mathematische und organisatorische Ele-

. mente

Fachkunde fiir Datenverarbeiter

”Verlag Die Wirtschaft, 96 Seiten, 3,— M

Um die Datenverarbeitungsanlagen zweck-
miBig einzusetzen und richtig zu bedienen,
werden in zunehmendem MaBe Facharbeiter
Jiir Datenverarbeitung ausgebildet. Damit fiir
die Ausbildung in diesem Lehrberuf schnell
geeignetes Lehrmaterial zur Verfiigung steht,
hat sich der Verlag ,,Die Wirtschaft* ent-
schlossen, eine ,,Fachkunde fiir Datenverar-
beiter* herauszugeben. In einem 2. Teil wird

auf die Feinstruktur und die technische Reali- -

sierung der Grund- und Hauptfunktionen
eingegangen. Der interessierte Leser von alpha
erhalt mit diesen beiden Heften eine Infor-
mation iiber Digitale Rechenautomaten und
einen Einblick in Teilgebiete der Ausbildung
der Facharbeiter fiir Datenverarbeitung.

Rund um die Mathematik
Autorenkollektiv

Der Kinderbuchverlag Berlin

Mit mehrfarbigen Illustrationen von Rudolf
Schultz-Debowski, etwa 160 Seiten, Pappband
mit Folie, etwa 17,50 M

Vom Durchschnitt, der manchmal leer ist —
Ein Reinfall beim Toto — Archimedes und
die Sandkérner — Hamiltons Reise auf dem
Dodekaeder — Diebstiahle aus dem verschlos-
senen Tresor? — Warum springt die Modell-
eisenbahn aus den Schienen? — Die wider-
spenstigen Handschuhe — Thales und die
Pyramiden — Der Kifer und die Schall-
platte: ein Kriminalroman? — Nein, ganz

einfach Mathematik, spannender als ein Kri- *
minalroman, denn man muB mitdenken, mit-

kombinieren und ist, am Ende angekommen,
selbst der Held des Buches, der die verzwick-
ten mathematischen Probleme des Alltags
gelost und dabei eine Menge Interessantes
gelernt hat.

Bahnbrecher des Atomzeitalters
Friedrich Herneck

Buchverlag ,,Der Morgen*, Berlin 1968,
501 Seiten, 11,50 M

In dem vorliegenden Werk wird mit sachkun-
diger Hand ein Einblick in das geistige Labo-
ratorium groBer Naturforscher der letzten
hundert Jahre gegeben (Maxwell, Hetnrich
Hertz, Rontgen, Marie und Pierre Curie,
Planck, Einstein, Laue, Bohr, Heisenberg,
Schrodinger, Born, Otto Hahn und Lise
Meitner). Uber die wissenschaftsgeschicht-

liche Aufgabe hinaus hat das Buch, das die
aufrechte antimilitaristische und spéter anti-
‘faschistische Haltung der Mehrzahl der Pio-
niere des Atomzeitalters ins Licht gestellt,
auch ein gesellschaftliches Anliegen: es will
unter Hinweis auf das Vorbild der huma-
nistisch gesinnten groBen Forscher dazu auf-
rufen, die Bemihungen um den Fortschritt
der naturwissenschaftlich-technischen Er-
kenntnis fest zu verbinden mit dem Kampf
um den sozialen Aufstieg der Menschheit
und um die friedliche Nutzung der Errungen-
schaften der Naturwissenschaft.

Meyers Jugendlexikon
Autorenkollektiv

VEB Bibliographisches Institut Leipzig,
896 Seiten, etwa 7500 Stichworter
1220 Abb., Leinen 28,— M

Ein Wissensspeicher von Pidagogen, Fach-
wissenschaftlern und Lexikographen unter
Beriicksichtigung der neuesten Schullehr-
pline entwickelt. Ein Nachschlagewerk, das
zum Blittern einlidt und somit den Bildungs-

. hunger der. Jugendlichen weckt und gleich-

zeitig befriedigt.

Wortgut, Stil, Form und Bebilderung sind
den Bediirfnissen der jugendlichen Benutzer
angepalt.

Ein groBerer Raum wurde den Fragen der
Jugendbewegung, des Militirwesens, des
Sports; der Mode, des Benehmens und der
Beziehung zwischen Jungen und Midchen
gewidmet. Zahlreiche Berufsbilder helfen dem
Jugendlichen, leichter den geeigneten Beruf
zu finden.

Forscher — Funker — Ingenieure
Walter Konrad

VEB Fachbut:h verlag,
179 Seiten, 100 Abbildungen, 10,80 M

Dieses Buch, das wir unseren technisch-

 physikalisch integessierten Lesern atler Berufe

empfehlen, berichtet in erzihlender Form
von den entscheidenden Etappen in acht
Jahrzehnten drahtloser Nachrichtentechnik.
Der Autor zeigt, daB die groBen wissenschaft-
lich-technischen Emdeckung_en von Faraday,
Mazxwell, Hertz, Nipkow und Hulsmeyer, um
nur einige zu nennen, entscheidend von ihrer
jeweiligen gesellschaftlichen Umwelt beein-
fluBt werden und nicht Zufallsergebnisse
oder geniale Eingebungen, sondern Resultate
harter und zielstrebiger Arbeit sind.

Jagdflugzeuge und Jagdbomber

Karl-Heinz Eyermann

Deutscher Militirverlag,
160 Seiten, Abbildungen, 6,50 M

’ Einen umfassenden. Einblick iber alle im

Einsatz stehenden Jagd- und Jagdbomber-
flugzeuge mit Strahltriebwerk gibt dieses
Typenbuch.



In Kiirze im Buchhandel:

ALFRED RENYI
Briefe iiber die Wahrscheinlichkeit

ca. 100 Seiten - Broschur - 7,80 M

(Vertrieb nur in der DDR und den anderen sozialisti-
schen Lindern, mit Ausnahme der VR Ungarn, ge-
stattet) =

Leseprobe: ... Ein Onkel von mir — ein recht
verschrobener alter Hagestolz — war nam-
lich gestorben und hatte mir sein Gut in
Toulouse vermacht, unter der Bedingung, daB
ich die Geschichte eines vor 300 Jahren um
dieses Gut gefiihrten Prozesses verdffent-
lichen miisse, Zu diesem Zweck fuhr ich also
im Januar dieses Jahres nach Toulouse und
durchstéberte im Stadtarchiv die Akten-
biindel des Gerichts aus den Jahren 1660 bis
.1670. Wie schon gesagt, habe ich mehrere
Jahre meines Lebens dem Studium von

Pascals Manuskripten gewidmet, so daB ich

seine Handschrift buchstéblich besser als
meine eigene kenne. Es braucht Sie also
nicht zu wundern, daB ich, als mir am Abend
des 17. Januar beim Blittern in den Akten,
die unter anderem auch Fermats Unterschrif-
ten tragen, ein Brief mit Pascals Handschrift

unter die Hande kam, sie sogleieh als die
seine erkannte. Sie kénnen sich vorstellen,
in welches Feuer der Begeisterung mich das
versetzte! Ich verlieB das Archiv nicht vor
dem nichsten Morgen. Ohne etwas gegessen
oder getrunken zu haben, suchte ich weiter,
bis ich noch drei weitere Briefe gefunden
hatte. Spiter habe ich herausbekommen, daB
diese Briefe nach Fermats Tod aus Versehen
unter die in seiner Wohnung gefundenen
offiziellen Gerichtsakten geraten sind und
so — am 17. Januar des Jahres 1665 — ins
Archiv gebracht worden waren, wo sich
wihrend der folgenden 301 Jahre niemand
mehr um sie gekiimmert hat ...

In diesen Tagen erscheinen nun Pascals Briefe
an Fermat, welche die Entstehungsgeschichte

‘und die Grundbegriffe der Wahrscheinlich-

keitsrechnung dem interessierten Laien nahe-
bringen.

Das Biichlein aus der Feder des weltbekannten
ungarischen Mathematikers Professor Dr.
Alfréd Rényi ist verstindlich fiir Schiiler ab
10. Klasse.

Noch lieferbar:

ALFRED RENYI

Dialoge iiber Mathematik

1967 - 123 Seiten - Broschur - 9,60 M

(Vertrieb nur in der DDR und den européischen Volks-
demokratien, mil Ausnahme der VR Ungarn, gestattet)

Geeignet lur Schiller ab 10. Klasse.

Das neue Gesamtverzeichnis MATHEMA-
TISCHE SCHULERBUCHEREI erscheint
voraussichtlich im Mai. Es wird auf Anfor-
derung vom Verlag kostenlos abgegeben.

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften

108 Berlin — Postfach 1216
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Staatlicher

Mathematisch-Physikalischer Salon

Der Staatliche Mathematisch-Physikalische
Salon ist mit seinen zahlreichen, z. T. recht
verschiedenartigen Sammlungen aus den um-
fangreichen Bestinden der 1560 gegriindeten
Dresdner Kunstkammer hervorgegangen.
Durch das stetige Anwachsen sidmtlicher
Sammlungen — die Kunstkammer bean-
spruchte zur Unterbringung im Dresdner
SchloB sieben Rdume — wurden die Bestédnde
nach und nach aulfgeteilt und als selbstindige
Abteilungen weitergefiihrt. Dabei entstand
auch 1728 das ,Konigliche Cabinett der
mathematischen und physikalischen Instru-
mente*, das mit der Fertigstellung des Zwin-
gers als ,Mathematisch-Physikalischer Sa-
Ion* in den oberen nordwestlichen Pavillon
des Zwingers einzog.

Spiter kamen laufend weitere wertvolle Aus-
stellungsstiicke dazu, wie z. B. aus dem Nach-
laB der BrithI'schen Bibliothek, aus der
Werkstatt des Reichsgrafen Loser im Jahre
1768 und auch aus der von Andreas Girtner
gegriindeten Dresdner Modellkammer.

Der Staatl. Math.-Phys. Salon besitzt durch
eine jahrhundertelange Sammeltitigkeit und
der dadurch entstandenen Reichhaltigkeit an
wertvollen Instrumenten, Apparaten und wis-
senschaftlichem Arbeitsgerit aus den Gebie-
ten der Mathematik, Physik, Astronomie,
Chronometrie, Geodisie, Globographie,
Rechentechnik usw. einen hervorragenden
Sammlungsbestand, so daB er bei dieser
Geschlossenheit und Vollkommenheit auch
international zu den bedeutendsten Museen
zihlt. Mit seinen Exponaten aus dem 13. bis
19. Jahrhundert beschiftigt er sich mit der
historischen und technischen Entwicklung
dieser naturwissenschaftlichen Gebiete und
versucht, diese in seinen Ausstellungen auch
darzustellen und gegensténdlich zu belegen.
Ein Rundgang durch die einzelnen Ausstel-
lungsriume gibt schnell einen Uberblick iiber
die wichtigsten Sammlungen. Sie beginnen
mit den Erd- und Himmelsgloben aus dem
13. bis 19. Jahrhundert und damit mit dem
Glanzstiick persisch-arabischer Instrumen-
tenkunst, mit dem bekannten Arabischen
Himmelsglobus aus dem Jahre 1279. Dazu
kommen beriihmte Erdgloben von Schoner,
Mercator und Pritorius und die beiden
prachtvollen groBlen vergoldeten Globus-
uhren vop Reinhold-Roll (Abb.) und Jost

Biirgi; technische und kunsthandwerkliche
Meisterleistungen des 16. Jahrhunderts. In
den Wandnischen stehen neben anderen Erd-
und Himmelsgloben auch etliche Arbeiten
aus der Amsterdamer Werkstatt von Guiljel-
mus Blaeu (1571 bis 1638) und ein von dem

Italiener Vincenzo Coronelli (1650 bis 1718)'

gebautes interessantes Globuspaar mit der
seltenen horizontalen Polachsenlagerung. Die
Reichhaltigkeit dieser in zehn Vitrinen und
Schrinken untergebrachten Sammlung mit
iiber 60 Globen, unterschiedlich in Alter,
GroBe und Ausfiihrung, gibt einen umfassen-
den Einblick in das geographische und astro-
nomische Wissen dieser Jahrhunderte.

Die geoditischen Instrumente fiir Lingen-
und Winkelmessungen beginnen mit den
Schrittzihlern um 1580 und zeigen die Ent-
wicklung vom einfachen Faden- und Loch-
diopter bis zum Theodoliten des ausgehenden
19. Jahrhunderts. Ein Prachtstiick Dresdner

Arbeit von Christoph Trechsler ist der groBe -

fir den Wagen bestimmte Wegmesser mit
ReiBtisch um 1584, der fir die im 16. Jahr-

hundert durchgefiihrten sdchsischen Land-
vermessungen ein unentbehrliches Hilfsmittel
war (Abb.) Diese Art von Wegmesser hat kurz
nach 1700 bei der damaligen erneuten séch-

sischen Landesvermessung mit der Verwen-
dung des ,Geometrischen Wagens* durch
Adam Friedrich Ziirner eine bedeutende Rolle
gespielt. Hinzu kommen kleine und mittlere
am Mann oder am Pferd zu tragende deutsche
und englische Schrittzihler des 16. bis 18. Jahr-
hunderts.

Die aus der Sammlung der Geschiitzaufsitze
ausgestellten artilleristischen  Hilfsinstru-
mente dienten zur Einstellung der Geschiitz-
rohre und gleichzeitig als KalibermaBe zum
Messen der Stein-, Eisen- und Bleikugeln.
Diese frithen Geschiitzaulsitze des 16. Jahr-
hunderts waren z. T. aus Eisen gefertigt; sie
wurden spiter zu hervorragend gearbeiteten
ziselierten und vergoldeten Meisterwerken,
die iiber ihre niichterne Zweckbestimmung
hinaus kleine technische Kunstwerke dar-
stellen. In dieser wohl einmaligen Sammlung
befinden sich seitene Arbeiten aus der Werk-
statt von Christoph SchiBler, Augsburg, um
1576, sowie Dresdner Stiicke von Christoph
Trechsler, um 1614, von Viktor Stark, um
1635 und von Zacharias Boyling, um 1675.

In der Sammlung der MaBe und Gewichte
spiegelt sich in den verschiedenen Unter-
teilungen auf den zahlreichen Ausstellungs-
stiicken die verhidngnisvolle politische Zer-
rissenheit Deutschlands in den vergangenen
Jahrhunderten wider. Silberne MaBstibe fir
»Stangen, Lachter, Klafter, Schritt, Ellen und
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Schuch“, AnschlagmaBstibe mit 6 verschiede-
nen Zolleinteilungen und seltene, mit 1576
und 1584 signierte Stiicke mit ,Meillen- und
Rutteneinteilung” des Dresdner Christoph
Trechsler fiihren in der Entwicklung der
LingenmaBe bis zur sichsischen Normalelle
mit 24 Dresdner Zoll und bis zum Eich-Nor-
malmeter fir die sidchsischen MaBe. Zahl-
reiche Gewichtssitze, u. a. di¢ K 6lnisch-Erfur-
tische Mark (um 1579) und das herrliche Ein-
satzgewicht fir 50 Mark von Conrad Mo8
aus der bekannten Niirnberger RotgieBer-
familie (um 1590) fiihren iiber andere verschie-
denartige Schiisselsitze bis zu den Glas-
gewichten der K6nigl. Sachs. Normalgewichte
aus der Friedrichsthaler Glashiitte (um 1810).
Uber 50 verschiedene Gold- und Miinzwaa-
gen sind ausgestellt, die neben friilhen Ge-
wichtssiitzen des 17. und 18. Jahrhunderts
auch Miinzgewichte fiir Taler, Dukaten und
zahlreiche andere in- und ausldndische Miin-
zen zeigen.

Der griBte Teil der Bogengalerie wird von
der Sammlung der astronomischen Hilfs-
instrumente beansprucht. Diese beginnen mit
ein- und mehrziigigen Handfernrohren aus
Pappe, Holz oder Metall und zeigen die Ent-
wicklung dieser einfachen astronomischen
Beobachtungsinstrumente. An frilhe italie-
nische Erzeugnisse des 17. Jahrhunderts
schlieBen sich englische Stiicke von J. Dol-
land (1706 bis 1761) und von J. Ramsden
(1735 bis 1800) an, die bis zu den Arbeiten
Georg Reichenbachs (1772 bis 1826) und
Joseph Fraunhofers (1787 bis 1826) weiter-
gefiihrt werden. Dazu kommen deutsche und
englische Tischfernrohre (Abb.), ein groBes
Spiegelteleskop von Georg Hearne (um 1790),

Passageinstrumente von J. Bird und J. Cary,
sowie Voll- und Halbkreisgerite von Chapo-
tot, Lenoir und Troughten aus der Zeit um
1660 bis 1790. Ein einmaliges Prachtstiick
sichsischen Instrumentenbaues ist das in der
Mitte des Ausstellungsraumes freistehende
Spiegelfernrohr der beiden Mechaniker Merk-
lein und Zimmer aus der Loser-Werkstatt in

26

SchloB Reinhartz in der Diibener Heide aus
dem Jahre 1742

Die Sammlung der Rechenhilfsmittel gibt
cinen allgemeinen Uberblick @ber die Ent-
wicklung der Rechentechnik vom Handaba-
kus iiber dic Rechenpiennige und die Anfinge
der mechanischen Rechenmaschine bis zu
den ersten Rechenschiebern. Sie beschiftigt
sich ansfihrlich mit dem Annaberger Adam
Ries (1492 bis 1559), dem bedeutendsten
deutschen Rechenmeister des 16. Jh, mit dem
Rechnen auf den Linien und leitet von den
Kerbholzern und Zahistocken zu den Schrin-
ken mit den Rechenmaschinen iiber. Unter
diesen befinden sich u_a. die erste im Original
erhaltene Sprossenrad-Riderrechenmaschine
des franzosischen Mathematikers Blaise Pas-
cal (um 1642), verschiedenartige Rechen-
trommteln und -scheiben, hlzerne japanische
und russische Rechenbretter, sowie Arithmo-
meter von Burkhardt, der um 1878 in Glas-
hiitte Rechenmaschinen baute und als Be-
grinder dieser Fabrikation in Deutschland
gt

Im oberen Ausstellungsraum ist jetzt die
reichhaltige Uhrensammiung untergebracht,
die durch ihre Kostbarkeiten zu den groBten
und bedeutendsten Sammlungen auf dem

Gebiete der Chronometrie gehort (Abb. S. 27).
Zahireiche Sonnen- und Nachtuhren — unter-
schiedlich in GroBe, Konstruktion und Mate-
rial — zeigen die Entwicklung dieser Zcit-
messer von den friihen Sticken des 16. Jahr-
hunderts bis zu den spaten Ridersonnenuhren
um 1760. Andere tragbare, in der Form recht
unterschiedliche Sonnenuhren aus Holz, Mes-
sing oder Elfenbein von den Augsburger
Meistern Holderich, GraBl und Schretiegger,
aber auch von Bernier und Langlois, geben
einen Einblick in die Vielzahl deutscher und
franzosischer Reise- und Taschensonnen-
uhren (Abb.). Dazu kommen die groBen und
schweren Sonnenubren auf Marmor- und
Steinplatten, die so beliebten Oluhren und die
bekannte Mittagskanone. Seltene Stunden-

gliser und Kanzelsanduhren aus der Zeit um
1675 bis 1750 geben einen Einblick in die viel-
seitige Verwendung dieser interessanten Zeit-
messer.

Die umfangreiche Taschenuhrsammiung mit
erlesenen Hals- und Formenuhren ist in iiber
10 groBen Ausstellungsvitrinen untergebracht.
Die Darstellung beginnt mit der deutschen
Taschenuhr und wird iiber dic 1668 gegriin-
dete Dresdner Kleinuhrmacher-Innung bis zu
den schweizerischen, englischen und fran-
zo6sischen Kleinuhren weitergefiihrt. Das
Prachtstiick der Schweizer Sammlung ist eine
ovale vergoldete Einzeiger-Halsuhr mit ge-
tricbenen Zifferblatt und Gehiusedeckel von
J. B. Duboule (um 1630). Bei einer russischen
Holztaschenuhr sind simtliche Teile, wie
2 B. Zahnriider, Zeiger, Verstiftungen und
Verschraubungen, einschlieBlich Gehiuse
und Zifferblatt — mit Ausnahme der Auf-
zugsfeder und der Unruhe — aus Buchsbaum-
holz geschnitzt; eine handwerkliche Meister-
leistung von M. S. Bronnikow aus der Zeit
um 1850. In der Sammlung der englischen
Taschenuhren sind neben uhrentechnisch sehr
interessanten Werken von Tallans, Graham
und Earnshaw auch englische Seechrono-
meter von Mudge und Parkinson. Eine acht-
eckige Einzeiger-Halsuhr mit einem herr-
lichen Bergkristallgehduse und mit feinen
figiirlichen und ornamentalen Gravuren auf
dem Zifferblatt und auf der Platine gehdrt mit
einer seltenen Totenkopf-Halsuhr in auf-
klappbarem Silbergehduse — beide aus der
Zeit um 1650 — zu den Prachtstiicken der
franzdsischen Taschenuhren.

Glanzstiicke deutscher Handwerksmeister
sind die kostbaren, oft cinmaligen groBen
astronomischen Kunst- und Automatenuhren
aus der Zeit von 1650 bis 1750. In diesen
mechanischen Rideruhren mit ihrem enor-
men Formenreichtum und den vielseitigen
astronomischen Angaben spiegelt sich auch
die rasche Entwicklung der Mathematik,
Astronomie und Technik dieser Zeit wider.
In einer Sondervitrine steht die beriihmte und
kostbarste Uhr des Staatl. Math.-Phys. Sa-
lons, die 1,35 m groBe astronomische Kunst-
uvhr von Eberhard Baldewein und Hans
Bucher, gebaut von 1563 bis 1567. Die Zeiger
der sechs Planetenlaufscheiben geben ent-
sprechend des an der Ubr zur Darstellung
gebrachten ptolemiischen Systems die Um-
drehung vorr Venus, Merkur, Mars, Saturn,
Jupiter und Mond um die Erde an; die bei-
den anderen Scheiben sind als Astrolabium
und fiir Kalenderberechnungen ausge-
bildet.

Zu den bekanntesten siiddeutschen Kostbar-
keiten des 16. Jh. gehoren die Tafelaulsatz-
Automatenuhr ,Die verkehrte Welt“, eine
fast 80 cm hohe turmfGrmige vergoldete Tisch-
uhr (Abb.) mit zwdlf Zifferblitiern fiir Zeit-
und Kalenderrechnungen und mehreren iiber-
einander angeordneten Automatengruppen



von Paulus Schuster und die bekannte Kugel-
lauf-Kunstuhr , Hottentottentanz“ von Mat-
theus Rougell Augsburg. Weitere weltbe-
riihmte Uhrenkostbarkeiten sind wa. die

Weltzeitubr mit 360 Zifferblattern von An- tragene wissenschaftliche Arbeiten sind Ffir
dreas Gartner, die die Zeitunterschicde Zwi- die Museumsarbeit in der DDR von groBer
schen Dresden und den auf den cinzelnen pationaler und internationaler Bedeutung.
Zifferblittern aufgetragenen Orten angibt, Dazu gehdren Erfassung, Inventarisierung
und die mit vergoldeten Schnitzereien iber- und wissenschaftliche Bearbeitung der im
reich verzierte astronomisch-geographische WeltmaBstab bedeutenden Instrumente und
Kunstuhr des Prager Jesuitenpaters Johannes Apparate, zu der vor einigen Jahren die ganze
Kiein. Welt aufgerulen wurde und der sich die Deut-
Dieser kurze Rundgang durch die einzelnen sche Demokratische Republik auch sofort
Ausstellungsriume mit der Betrachtung eini- anschloB. Den Auftrag iiber die durchzufiih-
ger groBerer Sammiungen und der Bespre- rende Landesinventarisierung und die damit
chung schoner und interessanter Gegenstande verbundene Auswertung wurde der For-
deutet zwar die umfangreiche Museumsarbeit  schungsstelle iibertragen, in der fiir alle tech-
des Staatl Math-Phys. Salons an, doch ist nischen und wissenschaftlichen Unterlagen
damit keinesfalls die Aufgabenstellung dieses ein Landesarchiv errichtet werden soll. Die
Instituts erschopft Forschungsergebnisse erscheinen in der neuen
RegelmiBige Vortrags- und Filmveranstal- Schriftenreihe des Instituts, in den ,,Verdifent-
tungen iiber aktuelle Probleme aus der Welt lichungen des Staatl Math.-Phys. Salons“,
der Naturwissenschaften, laufend neue Son- die seit Jahren von dem VEB Deutscher Ver-
derausstellungen und eine enge fruchtbare lag der Wissenschaften in Berlin herausge-
Zusammenarbeit mit den Schulen und gesell- geben werden.

schafilichen Organisationen machen dieses Dieser gestraffte Bericht iiber Sammlungen,
Muscum zu ciner wahren Bildungs- und Lehr- Forschungsarbeiten und Aufgabenstellungen
stitte aller Werktatigen Dazu gehdrt auch kann nur einen kleinen Uberblick iiber den
eine jahrelange sehr enge Zusammenarbeit Staatl Math.-Phys Salon geben. In einer
mit der Fernschakademie des Deutschen Sonderausstellung in  diesem Jahr zum
Fernschfunks, mit der DEFA und mit zahl- 20. Geburtstag unserer DDR wird — gleich-
reichen Wissenschafilern und Museen des zeitig mit dem Dank fiir die groBziigige For-
In- und Auslandes. Wie schon aus der Insti-  derung aller museumstechnischer und wissen-
tutsbezeichnung hervorgeht, ist der Staatl schaftlicher Belange — ausfiihrlich iiber die
Math.-Phys. Salon, der dem Ministerium fiir rasche Entwicklung berichtet, und gleichzeitig

"Hoch- und Fachschulwesen unterstellt ist, - werden die kiinftigen Aufgaben dieses

nicht nur ein Museum, sondern aoch cine Museums behandelt und dargestellt.
Forschungsstelle. Einige thm seit Jahren iiber- H.Gratzsch
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Zweiermengen und geordnete Paare

In den bisher erschienenen Beitrigen iiber Mengen-
lehre haben wir lediglich Mengen kennengelernt,
deren Elemente nur aus einzelnen Objekten bestehen,
aber selbst keine Mengen sind. Man spricht in diesen
Fillen von sogenannten Urelementen oder Individuen,
die zu Mengen zusammengefaBt wurden. Nun kann
man aber auch Mengen bilden, deren Elemente selbst
wieder Mengen darstellen. Das wollen wir einmal tun.
K,, K,, K, ..., K, seien die Mengen der Schiiler der
zehn Klassen einer Landschule. Diese Mengen kann
man nun wieder zu einer neuen Menge zusammen-
fassen.

K={K K, K, ... Ko}

Die Elemente dieser Menge K sind nicht etwa einzelne
Schiiler, sondern Mengen von Schiilern.

Natiirlich konnen wir auch aus allen Schiilern der
Landschule eine Menge bilden, die wir mit L bezeich-
nen wollen. Die Menge K ist aber nicht etwa gleich
der Menge L, denn K enthilt als Elemente Mengen
von Schiilern, wihrend die Elemente der Menge L ein-
zelne Schiiler, also Urelemente sind. v
Um den Unterschied zwischen Mengen, deren Ele-
mente wiederum Mengen sind, und Mengen, deren
Elemente Urelemente sind, zu verdeutlichen, wollen
wir noch ein weiteres Beispiel etwas ausfiihrlicher
betrachten. .

Wir erinnern uns an die sechs befreundeten Schiiler
Achim, Bernd, Christine, Detlef, Elke und Frank
(alpha 3/67, S. 74). Diese sechs Schiiler wollen ein
Schachturnier durchfiihren, bei dem jeder Schiiler
gegen jeden Schiiler spielen soll. Betrachten wir jetzt
einmal die auftretenden Mengen.

Die Menge der sechs befreundeten Schiiler war schon
mit S bezeichnet worden.

S={ab,cdef}

Da jeder Schiiler mit jedem Schiiler eine Partie spielen
soll, miissen wir aus den sechs Schiilern alle méglichen
Schiilerpaare bilden. Die Reihenfolge der Schiiler ist
bei diesen zu bildenden Schiilerpaaren beliebig, da es
Ja dasselbe bedeutet, ob Schiiler a gegen Schiiler b oder
Schiiler b gegen Schiiler a spielt. Mengentheoretisch
bedeutet das, daB aus der Menge S alle moglichen
Teilmengen gebildet werden miissen, die jeweils nur
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aus zwei Elementen bestehen. Insgesamt gibt es
54+ 4+ 3+ 2+ 1= 15solcher Teilmengen.
Z,={a,b},Z,={a,c},Zy={a,d},Z,={a,e},Z;={af},
Zg={b,c},Z,={b,d},Zy=1{b,e},Zo={b.f},
Z,o={cd},Z,,={c,e},Z,,={c\f},
Z,3={d,e},Z,,={df},
Zys={eJ}.
Solche Mengen, die nur zwei Elemente besitzen,
pflegt man auch als Zweiermengen zu bezeichnen. Die
Elemente dieser Zweiermengen sind wiederum einzelne
Schiiler, also Urelemente. .
Fiir die 15 auszutragenden Spiele sind 5 Spielrunden
notwendig. Nehmen wir an, die 5 Spielrunden werden
folgendermaBen festgelegt:
1. Spielrunde: Z; = {a,d},Zg = {b,e},Z,;, = {c, f}
2. Spielrunde: Z, = {a,e},Zs = {b,c},Z,4={d,f}
3. Spielrunde: Zs = {q, f},Z; = {b,d},Z,, = {c, e}
4. Spielrunde: Z, = {a,b},Z,, = {c¢,d},Z,5 = {e, f}
5.Spielrunde: Z, ={a,c},Zy =1{b, f},Z,3={d, e}
Die drei Schiilerpaare, die gleichzeitig die erste Schach-
partie austragen (die Zweiermengen Z3, Zg und Z,,),
wollen wir jetzt zu einer Menge zusammenfassen und
mit Z; bezeichnen. Z,; ist demnach diec Menge der
Schiilerpaare der ersten Spielrunde.
Z = {Za’ Zg, le}
Die Elemente dieser Menge sind allerdings keine ein-
zelnen Schiiler, sondern wieder Mengen von Schiilern,
in unserem Falle speziell Zweiermengen. Die Menge
Z, kann man auch in der Form

z,= { (a,d}, (b, ¢}, (6.1} }

Aus dieser Schreibweise erkennt man sofort, daB die
Elemente der Menge Z, wieder Mengen sind.
Die Menge Z, ist nicht gleich der Menge S, denn §

schreiben.

enthilt als Element ja nur einzelne Schiiler. Zwischen

Z,, Zg, Z,, cinerseits und Z; andererseits bestehen
nicht etwa Teilmengenbeziehungen, sondern Element-
beziehungen. Es gilt: '
ZycZ, Zgc 2, Z,,€Z,.

Genauso kann man die Schiilerpaare der 2. bis 3.
Spielrunde jeweils zu Mengen Z; bis Z, und alle
Schiilerpaare (Zweiermengen Z, bis Z,;) zu einer
Menge Z zusammenfassen. Z, bis Z, sind dann Teil-



mengen von Z. Zu beachten ist aber, daB nicht etwa
Z, bis Z, 5 Teilmengen von Z, sondern Elemente von
Z sind. Wir wollen damit dieses Beispiel abschlieBen.
Bei unseren sechs Freunden méchten wir aber noch
etwas verweilen.
Nehmen wir einmal an, unsere Schiiler a, b, ¢, d, e, [
sind nicht nur befreundet, sondern sie gehen auch in
dieselbe Klasse und bilden eine Schiilerbrigade. Diese
Brigade will zur Verbesserung ihrer schulischen Lei-
stungen Schiilerpatenschaften einrichten. Zu diesem
Zweck sollen aus dieser Brigade drei Schiilerpaare
derart gebildet werden, daB jeweils ein leistungsstar-
kerer Schiiler die Patenschaft iiber einen leistungs-
schwicheren Schiiler iibernimmt. Die Schiiler mit den
besseren Leistungen seien a, b, ¢, und die Schiiler mit
den schwicheren Leistungen seien d, e, f. In einer
Brigadesitzung werden die Schiilerpaare fiir die Pa-
tenschaften festgelegt und an die Tafel geschrieben.
Es wird vereinbart, daB der Pate, der die Patenschaft
iiber einen leistungsschwicheren Schiiler ibernimmt,
jeweils an die erste Stelle gesetzt wird.

a d b, e ¢ f
Durch diese Vereinbarung kann man der Aufstellung
entnehmen, wer jeweils der Pate ist. Die Reihenfolge
der Schiiler dieser Paare ist nicht mehr beliebig. Man
darf deshalb diese Paare auch nicht als einfache
Zweiermenge auffassen, bei denen ja die Reihenfolge
der Elemente beliebig ist. Es handelt sich in diesem
Falle um sogenannte geordnete Paare. Das driickt
man auch in der Schreibung dieser Paare aus, indem
man zur Unterscheidung von einer einfachen Zweier-
menge das geordnete Paar in runde Klammern setzt.
(Fiir die Schreibweise eines geordneten Paares sind
auch eckige Klammern gebréuchlich.)

(a, d) (b, e) (c f)
Eine Vertauschung der Elemente ist also bei den ge-
ordneten Paaren ohne neue Vereinbarung des Zu-

sammenhangs nicht zuldssig. Fiir unser Beispiel wiirde
eine Vertauschung der Elemente der geordneten Paa-

re bedeuten, daB nicht a, b, ¢, sondern d, e, f die
Paten wiiren, was unserer Vereinbarung widerspréche.
Wir konnen jetzt diese geordneten Paare wieder zu
einer Menge P, zusammenfassen. P, ist dann eine
Menge von geordneten Paaren, die in unserem Bei-
spiel Patenschaften darstellen.

Pl = {(a’ d)v (ba E), (C,f)}

Unter der angegebenen Voraussetzung, daB die lei-
stungsstarkeren Schiiler a, b, ¢ die Paten sein sollen,
kénnen selbstverstindlich auch andere Zusammen-
stellungen von Patenschaften erfolgen, zum Beispiel
(a, d), (b, f), (c, e). Es ergeben sich dann entsprechend
andere Mengen von Patenschaften. Insgesamt sind
sechs Mengen P, bis Py, von Patenschaften moglich.
Versucht es einmal, die vier fehlenden Moglichkeiten

anzugeben! Die Mengen P, bis Py, sind alle unterein-
ander verschieden, denn sie enthalten alle verschiedene
geordnete Paare als Elemente.

Zur Herausarbeitung des Unterschiedes dieser Men-
gen von geordneten Paaren zu den im vorangegan-
genen Beispiel betrachteten Mengen von Zweiermen-
gen wollen wir zwei entsprechende Mengen verglei-
chen.

P, = {(a,d),(b,e),(c,f)} Z = {{a,d},{b, e}, {c,f}}

P, ist eine Menge von geordneten Paaren, bei denen
die Elemente innerhalb der geordneten Paare nicht
vertauscht werden diirfen, wihrend die Menge Z, als
Elemente Zweiermengen enthilt. Die Reihenfolge der
Elemente innerhalb der Zweiermengen ist natiirlich
beliebig. Bezogen auf unser Beispiel des Schachtur-
niers bedeutet eine Vertauschung der Elemente inner-
halb der Zweiermenge ja lediglich, daB z. B. nicht der
Schiiler a gegen den Schiiler d spielt, sondern d gegen
a spielt, und das ist dasselbe. Es ist also z. B.

P, = { (@ d), (b, &), c.f) } + {(d, a) (e, b), c)}
z,={ (ad) o), (o 1) }—{ {d.a, {e.b), {1} }

Natiirlich wiirde auch schon die Vertauschung der
Elemente nur eines geordneten Paares bei der Menge
P, zu einer anderen Menge fithren. Die Reihenfolge
der geordneten Paare bzw. der Zweiermengen ist
allerdings bei den Mengen P, bzw.Z; wieder beliebig.
Fassen wir jetzt einmal das Wichtigste iiber das ge-
ordnete Paar zusammen.

Eine Zusammenstellung von zwei Objekten in bestimmter Reihenfolge
nennt man ein geordnetes Paar. -

Zur Unterscheidung von einer Zweiermenge, die ja auch zwei Objekte
enthiilt, deren Reihenfolge aber beliebig ist, setzt man ein geordnetes
Paar in runde Klammern.

In dem geordneten Paar (g, b) heiit a das erste und b das zweite Ele-
ment des geordneten Paares.

Im Gegensatz zu einer Zweiermenge, bei der die beiden Elemente
immer wohlunterschieden sein miissen, kann man auch geordnete
Paare bilden, die als erstes und zweites Element ein und dasselbe
Element besitzen.

Beispiele fiir geordnete Paare:

(3,4),(4,3),3,3),(a,Db), (b, a), (4, a)

Zwei geordnete Paare sind dann und nur dann gleich, wenn ihre beiden
ersten und ihre beiden zweiten Elemente gleich sind.

(a,, b,) = (ay, b,), dann und nur dann, wenn a, = a,
und b, = b,.

3,49)=@3,9,3,49 + 423

(a,b) = (a, b), (a,b) + (b,a), wenna £ b

In einem der ndchsten Hefte werden wir etwas mehr
iiber die Bedeutung der geordneten Paare erfahren.
H. Tiede
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Der Eulersche Polyedersatz

Abb. laund b

Leonhard Euler (1707 bis 1783) war Professor in Pe-
tersburg und Mitglied der Akademie der Wissenschaf-
ten in Berlin. (Genaueres iiber das Leben Leonhard
Eulers kann in ,,alpha“ Jahrgang 1967 Heft 4 nachge-
lesen werden.)

Seinen ,,Polyedersatz hat Euler 1752 gefunden.

Er lautet:

,,Bei jedem konvexen Polyeder im dreidimensionalen
Raum ist die Summe aus der Zahl F der Ecken und der
Zahl F der Flichen um zwei griofler als die Zahl X der
Kanten.*

Also: E+ F=K+ 2 1))

Bevor wir einen Beweis fir diesen Satz angeben, wollen wir fir
solche Leser, die den in Heft 1 (Jahrgang 1968) dieser Zeitschrift
erschienenen Aufsatz iiber die reguliren Polyeder nicht gelesen
haben, erkldren, was unter dem Begriff ,,Polyeder” und was unter
der Eigenschaft ,konvex“ zu verstehen ist:

Das Wort ,Polyeder* kennzeichnet entweder einen durch Ebenen-
stiicke begrenzten massiven Korper endlicher GroBe, oder nur die
aus Ebenenstiicken zusammengesetzte Oberfliche eines solchen
Korpers (vgl. Rudolf Bereis, Darstellende Geometrie Bd. I, S. 117).
Die Eigenschaft ,konvex“, die einem Polyeder zukommen kann,
148t sich ebenlalls auf verschiedene Art erkliren:

Ein- Polyeder (hierbei aufgefaBt als massiver Korper) ist konvex,
wenn die (geradlinige) Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte
P, Q des Polyeders stets ganz dem Polyeder angehort. (Vgl. z. B.
Kurt Reidemeister, Topologie der Polyeder, Leipzig 1953, S. 13)
Es ist klar, daB bei dieser Definition. vorausgesetzt wird, daBl das
Polyeder ein massiver Korper ist (s. Abb. 1a). Die zweite Erkldarung
der Eigenschaft ,konvex“ benutzt die Tatsache, daB eine Ebene den
dreidimensionalen Raum in zwei dreidimensionale Teile teilt, die
wir Halbraume nennen. Die Ebene selbst gehore keinem der beiden
Halbraume an. Hiermit kann man definieren:

Ein Polyeder ist konvex, wenn es bei Teilung des Raumes durch eine
Ebene ¢, welche irgendeine (Seiten-) Fldche des Polyeders enthdlt,
stets einen der beiden Halbrdume ganz meidet (vgl. auch R. Bereis,
Darstellende Geometrie Bd. I, S. 119). Es ist offensichtlich, daB diese
zweite Definition die Zugrundelegung beider Erkldrungen des Be-
grifles ,,Polyeder” erlaubt. (Sieche Abb. 1b.) (Das in Abb. 2 darge-
stellte Polyeder ist nicht konvex, was aus der Anwendung der ge-
nannten Konvexititskriterien ersichtlich ist) Dem Beweis des
Eulerschen Polyedersatzes schicken wir eine Betrachtung iiber ein
beliebiges ebenes Maschennetz Rt voraus. Zunichst seien die Be-
griffe ,Masche“ und ,Maschenretz" in einer fir unsere Gedanken-
gidnge zweckmiBigen Art und Weise definiert (siche Abb. 3a):
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a) b)
Abb.3 |
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Eine Masche sei ein geschlossenes Polygon, das sich nicht selbst
schneidet; ein Maschennetz bestehe aus n Maschen (n = 1), wobei
fir n > 1 jede Masche des Netzes mit mindestens einer anderen
Masche des Netzes mindestens eine Seite gemeinsam hat und jeder
Punkt innerhalb der ZuBeren Umrandung des gesamten Netzes,
der kein Eckpunkt einer Masche (,Knotenpunkt*“ oder ,,Knoten®)
ist und der auch keiner Seite einer Masche angehért, von einer und
nur einer Masche des Netzes umschlossen wird.
In N sei E die Zahl der Knotenpunkte, K die Zahl der Seiten (Ver-
bindungsstrecken je zweier Knotenpunkte) und F die Zahl der
Maschen. Hiernach stellen wir fest:

E-K+F=1. 2
Wir behaupten, daB diese Beziehung fiir alle ebenen Maschennetze
endlicher GroBe gilt und beweisen unsere Behauptung, indem wir
ein beliebiges Netz, z. B. das Netz R auf noch zu erkldrende Art
schrittweise vereinfachen. Wir zeigen dann, daB nach jedem solchen
Schritt der Zahlenwert von

E—-K+F 3



unverindert geblieben ist. Haben wir schlieBlich nach endlich vielen
Schritten das Netz zu einem einmaschigen Netz (Abb. 3d) verein-
facht, so ist dann unmittelbar zu erkennen, daB der konstant geblie-
bene Zahlenwert des Ausdruckes (3) gleich eins ist.

Die genannte Vereinfachung des Netzes erfolgt durch zwei Arten
von Einzelschritten:

1. Weglassen einer Seite (z. B. AB) im Inneren des Netzes (siche
Abb. 3b). Dabei vermindern sich K und F je um eins. Dies wirkt sich
aber auf den Zahlenwert von (3) nicht aus, da in (3) K und F verschie-
dene Vorzeichen haben.

2. Weglassen eines Knotens, von dem nur zwei Seiten ausgehen
(z.B. A in Abb. 3b) und Ersetzen dieser beiden Seiten durch eine
Seite. (Siehe Abb. 3c.) )
Dabei vermindern sich E und K je um eins. Auch diese Verinderung
wirkt sich offenbar auf den Zahlenwert von (3) nicht aus. Durch
wiederholte Ausfiihrung der unter 1. und 2. genannten Einzelschritte
reduzieren wir das Netz so weit, daB nur noch dessen urspriingliche
duBere Umrandung und die von dieser gebildete Masche vorhanden
sind (sieche Abb. 3d). Aus dem so vereinfachten Netz liest man sofort
ab:E = K, F = l,also E — K + F = 1. Nach den vorangegange-
nen Ausfilhrungen muB diese Gleichung (2) auch fir das urspriing-
liche Netz 9t giiltig sein, was zunichst zu beweisen war.

Wir kommen nun zum Beweis des Eulerschen Satzes.
Hierzu projizieren wir durch Parallel- oder Zentralprojektion (Zen-
trum auBerhalb des Polyeders) die Ecken und Kanten eines kon-
vexen Polyeders derart auf eine Ebene =, daB niemals zwei verschie-
dene Eckpunkte auf ein und denselben Punkt von 7 abgebildet
werden und daB kein Eckpunkt auf das Bild einer Kante projiziert
wird, die nicht von diesem Eckpunkt ausgeht. Eine Projektion, die
diesen Bedingungen geniigt, kann man immer finden. Fillt ndmlich
die Projektion eines Eckpunktes A4 auf das Bild einer Kanic k, die
nicht von diesem Eckpunkt ausgeht, so liegt (falls eine Zentralpro-
jektion gewihlt wurde) das Projektionszentrum in der Verbindungs-
ebene von A mit k, oder es verlaufen (bei Parallelprojektion) die
Projektionsstrahlen parallel zu dieser Ebene.
Wir denken uns nun alle moglichen Verbindungsebenen der Kanten
mit den Ecken des Polyeders gelegt (dazu gehéren auch die Ebenen,
in welchen die Polyederfldchen liegen). Es sind dies endlich viele
Ebenen. Wihlt man nun als Projektionszentrum irgendeinen Punkt
auBerhalb des Polyeders, der in keiner dieser Ebenen liegt, so hat
man eine Zentralprojektion, die den gesteliten Forderungen geniigt.
Gibt man aber einer Parallelprojektion den Vorzug, so mu8 man
noch zeigen, daB immer parallele Projektionsstrahlen existieren, die
zu keiner der Verbindungsebenen der Ecken mit den Kanten des
Polyeders parallel sind. Die hierzu erforderlichen Betrachtungen
wollen wir jedoch iibergehen.
Hinsichtlich der Projektion existiert auf dem Polyeder ein UmriB-
polygon U (in Abb. 4 ist dies das Polygon ABCD). Es teilt die Ober-
fliche des Polyeders in zwei Teile, deren Projektionen in der Bild-
ebene n zwei Netze 9, N, mit demselben Randpolygon U’ sind.
(In Abb. 4 ist U’ das Polygon A'B'C'D’))
Fir M, gilt E, — K, + F; = 1, und fir N, gilt entsprechend
E, — K, + F, = 1. Die Addition ergibt
E,+E,—(Ki+K))+F, +F,=2 4)
F, + F, ist gleich der Anzahl F der Flichen des Polyeders. In
E, + E, und K, + K, treten die Ecken bzw. Seiten von U’ doppelt
gezihlt auf. Sei n die Zahl der Ecken bzw. Seiten des Randpolygons
U, sosind also E; + E, und K, + K, je um n groBer als die Zahl E
der Polyederecken bzw. als die Zahl K der Polyederkanten.
Ei,+E,=E+n, Ki+K,=K+n.
Aus (4) lolgt hiernach E + n — (K + n) + F = 2, also
E-K+F=2.
Wir haben hiermit die Gleichung (1) und damit den Eulerschen
Polyedersatz fiir konvexe Polyeder nachgewiesen. Wesentlich dabei

war, daB die Projektion des Polyeders auf n genau zwei einfach
iibereinanderliegende Netze mit gleichem Randpolygon ergibt. Das
ist bei konvexen Polyedern immer der Fall. Daher gilt der Eulersche
Polyedersatz sicher fir konvexe Polyeder.

Abb. 4

Es gibt auch viele nicht konvexe Polyeder, fir die ebenfalls

E — K + F = 2 gilt. Unmittelbar klar ist die Aussage:

Fiir ein nichtkonvexes Polyeder gilt die Gleichung (1), wenn es ein
konvexes Polyeder gibt, das dieseibe Eckenzahl, dieselbe Kanten-
zahl und dieselbe Flichenzahl hat wie das nichtkonvexe Polyeder.
Abb. 5 gibt hierzu ein einfaches Beispiel.

Abb. 5

Es gibt aber auch viele nichtkonvexe Polyeder, fiir die die Gleichung
(1) nicht gilt. (Abb. 2 zeigt ein solches Polyeder.) Daher gilt fiir nicht-
konvexe Polyeder die Gleichung (1) nicht allgemein. Hieraus erkennt
man, daB der Eulersche Polyedersatz aligemein nur [iir konvexe
Polyeder gilt.

Aufgabe: Man suche noch verschiedene nichtkonvexe
Polyeder, fiir die nicht gilt
E-K+F=2.

H. Giinther
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Einfiihrung in die Elektronische Datenverarbeitung

Teil 2

Das Rechnen im Dezimalsystem finden wir zum Bei-
spiel technisch realisiert bei einer einfachen Hand-
rechenmaschine, wie sie gelegentlich in Biiros fiir be-
scheidene Anspriiche verwendet wird. Die zehn Zif-
fern sind in der Regel auf Walzen aufgetragen. Eine
solche Walze kann dann zehn verschiedene Zustdinde,
namlich zehn Drehstellungen einnehmen. Das Rech-
nen mit der Maschine ist weiter nichts als ein sinn-
volles mechanisches Zusammenspiel mehrerer Wal-
zen. An diesem Prinzip dndert sich wenig, wenn die

Maschine, statt mit der Hand, elektrisch betrieben

wird, etwa an der Kasse unseres Lebensmittelkon-

sums.

Eine Hand- oder Tischrechenmaschine arbeitet — vom

Standpunkt der modernen Rechentechnik gesehen —

im ,,Schneckentempo®. Will man hohere Rechenge-

schwindigkeiten erzielen, so muB man weitestgehend

auf mechanisch bewegte Teile verzichten, denn dies
wiirde bei der Vielzahl der zu verarbeitenden Infor-
mationen erstens einen erheblichen Materialaufwand
bedeuten, die Anlage miiBte ungebiihrlich gro8 sein,
zweitens miiBte der Automat zwangsldufig sehr lang-
sam arbeiten, da bei jeder Bewegung die Trigheit des
betreffenden Massestiicks hemmend wirkt. Es geht
also darum, mechanisch bewegte Schaltelemente wie
zum Beispiel Walzen durch andere Schaltelemente zu
ersetzen, die den hoheren Anforderungen geniigen.

Als solche eignen sich je nach dem Grad dieser Anfor-

derungen:

# pneumatische, also mit Luftdruck betriebene Vor-
richtungen (man spricht scherzhaft von ,Puste-
logik*),

® elektromagnetische Relais,

i Elektronenrdhren,

® Schaltelemente aus Halbleitern.

Uber die Wirkungsweise solcher Schaltelemente hort

ihr spiter mehr.

Fiir uns ist zundchst folgendes wichtig: Welcher Art

das Schaltelement auch sei, es muB in der Lage sein,

samtliche beim Rechnen verwendeten Ziffern physi-
kalisch zu realisieren, das heiBt, es muB so viele stabile

Zustinde annehmen konnen, wie es Ziffern gibt, fir

das Rechnen im Dezimalsystem also zehn verschiedene
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Zustinde. Das ist eine ziemlich hohe Zahl. Man miiBte
bei einem elektrischen Schaltelement diese zehn Zu-
stinde etwa durch zehn verschiedene Stromstirken
oder zehn verschiedene Spannungen realisieren. Eine
solche Vorrichtung wire nicht nur kompliziert, son-
dern, wie man sich vorstellen kann, auch recht stor-
arfillig. Es ergibt sich also die Frage, ob man Zahlen
auch mit weniger als zehn Ziffern darstellen kann.

Uberlege, vom prinzipiellen Aufbau des Dezimalsystems
ausgehend, wie man die natiirlichen Zahlen (etwa von 0
bis 30) mit nur finf Ziffern darstellen kann!

Es geht also darum, das Dezimalsystem durch ein
neues Zahlensystem, in diesem Fall das Fiinfersystem.
zu ersetzen. Das Fiinfersystem hat rechentechnisch
keine Bedeutung. Wir behandeln es dennoch, um dem
Leser Gelegenheit zum Uben einiger in der Rechen-
technik' immer wiederkehrenden Verfahren zu geben.
Das ist einmal die Umkodierung von einem System in
ein anderes und zum zweiten das Rechnen in anderen
Systemen. Die Ziffern unseres neuen Systems, des
Fiinférsystems, miissen wir streng von denen des
Dezimalsystems unterscheiden, etwa durch einen
Querstrich:

Die Zahlen 0 bis 4 darzustellen macht keine Schwie-
rigkeiten. Wir setzen

0=0 3=3

1=1 2=2
wobei also jeweils dieselbe Zahl links vom Gleich-
heitszeichen in der alten Dezimal-, rechts in der
neuen Kodierung geschrieben wird. Wie nun weiter?
Wenn in der Dezimalschreibweise, angelangt bei der
Zahl 9, alle Ziffern verbraucht sind, fangen wir be-
kanntlich wieder mit O an, markieren aber den Uber-
gang durch eine 1 in der zweiten Stelle (10), beim
nidchsten Zehneriiberlauf durch eine 2 in der zweiten
Stelle (20) usw., bis auch in der zweiten Stelle, der
Zehnerstelle, alle Ziffern verbraucht sind, so daf} wir
eine neue Stelle (die Hunderter) ,,eroffnen” miissen
usw. Ubertragen wir dieses Prinzip auf das Fiinfer-
system, so ergibt sich

4=3,



5=10 4= 44 75 = 300
6 =11 25 = 100 .
7=12 26 = 101

8 =13

9=14 124 = 444
10 =20 . 125 = 1000
11 =21 49 = 144 usw.

50 = 200

Die Darstellung ldBt sich beliebig fortsetzen. Man
erkennt leicht, daB die neue Schreibweise auch wieder
eine kodierte Summe ist, diesmal nach Potenzen von
5 geordnet:

243 =2-52+4-5'+3-5°
(rechts vom Gleichheitszeichen verwenden wir die
'Ziffern aus dem Dezimalsystem.) Den Dezimalbriichen
im alten System entsprechen die Fiinferbriiche:
0a3=4-1i0 Ly L

5 25 125

=4-5140-52+3-573
Nun zur Umkodierung vom Dezimalsystem in das
Fiinfersystem: Wir iiben es zunéchst mit ganzen Zah-
len. Am einfachsten ist die Losung, wenn die gegebene
Dezimalzahl eine reine Potenz von 5 ist, z. B.
In allen anderen Fillen suchen wir die nichstkleinere
Fiinferpotenz, stellen fest, wie oft diese in der Zahl
enthalten ist (es kann hochstens viermal sein), machen
dasselbe mit dem Rest usw. Beispiel: Gegeben die
Dezimalzahl 8579. Die nichstkleinere Fiinferpotenz,
namlich 3125, ist zweimal enthalten. Der Rest ist
2329. Darin ist 625 = 5* dreimal enthalten. Rest 454.
Darin ist 125 = 5° auch wieder dreimal enthalten.
Rest 79. Fahren wir so fort, so ergibt sich:
8579 =2-5% +3-5* +3-53 4+ 3-524+0-5' +4-5°

Also ist 8579 = 233304.

Aufgabe: Stelle die im Dezimalsystem gegebenen
Zahlen 634, 8172 und 94651 im Fiinfersystem dar!
Weniger aufwendig ist der umgekehrte Vorgang. Ist
uns eine Zahl im Fiinfersystem gegeben, so liefert uns
das unmittelbar eine nach Potenzen von 5 geordnete
Summe, die nur ausgerechnet zu werden braucht.

Aufgabe : Schreibe 432103 im Dezimalsystem !

Das Umkodieren gebrochener Zahlen heben wir uns
zweckmaiBigerweise auf, bis wir das schriftliche Rech-
nen im Fiinfersystem bis zur Division gelernt haben —
eine Aufgabe, mit der wir uns sogleich befassen wollen.
Das Wesen des schriftlichen Rechnens besteht be-
kanntlich darin, daB die auszufiilhrende Operation in
eine Anzahl einfacher immer wiederkehrender Einzel-
operationen aufgelost wird. Die bendtigten Einzelope-
rationen zusammengestellt, bilden das Einsundeins
und das Einmaleins.

Fiir das Dezimalsystem also:

0+0=0 1+1= 2 0-0=0 =1

0+1=1 1+2= 3 0-1=0 2=2
: . 0-2=0

0+9=9 9+9=18 0-9=0 9-9 =381.

Es sind also alle Kombinationen der Zahlen 0 bis 9
zu je zweien, jeweils durch Pluszeichen und Malzeichen
verkniipft, wobei wegen der Vertauschbarkeit der
Summanden bzw. Faktoren von den Operationen
a+ bund b + a bzw. a-b und b-a jeweils nur eine
aufgefiihrt zu werden braucht. Mehr benétigt man
nicht, denn die Subtraktion und die Division werden
bekanntlich auf die Addition bzw. die Multiplika-
tion zuriickgefiihrt. Das Entsprechende sieht im Fiin-
fersystem, tabellarisch zusammengefaBt, so aus:

Der Leser moge diese Aufstellung bei den folgenden
Ubungen benutzen.
Wir wollen nun die vier Grundoperationen am Bei-.
spiel der (in Dezimalschreibweise gegebenen) Zahlen
182 und 14 iiben.
Umkodierung:

182 = 1212 14 =28
(Priife die Ergebnisse nach!)
Die vier Rechenoperationen werden jetzt kommentar-
los aufgeschrieben. Der Leser mache sich jeden ein-
zelnen Rechenschritt klar und vergewissere sich ins-
besondere, daB die Rechenverfahren sich wirklich
nur durch die Anzahl der verwendeten Zifférn von
denen im Dezimalsystem unterscheiden. Wir empfeh-
len auch, zur Ubung die Ergebnisse in das Dezimal-
system umzukodieren und durch dezimale Rechnung
die Probe zu machen!

1212 1212
+ 22 - 24
1241 1133
1212-24  1212:24 = 23
2424 103
10403 132
40143 132
0 J. Frormann
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Werk der Millionen

Ein Buch, entstanden in kollektiver Zusammenarbeit zwischen
dem Urania-Verlag und dem Verlag Die Wirtschaft

in breitem MaBe wird die Elektronik zur Steuerung von Produk-
tionsprozessen eingesetzt. Modernes Sudhaus.

Auf allen Gebieten des gesellschaftlichen Lebens ist die Gleichbe-
rechtigung der Frau verwirklicht. Dozentin bei der Ausbildung [ir
Datenverarbeitung.
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Unsere NVA, ausgeriistet mit modernsten Waffen, ist ein zuver-

ldssiger Schutz unserer sozialistischen Errungenschaften.
z

Der reprisentativ gestaltete Band wiirdigt in Bild und
Text den nicht leichten, aber erfolgreichen Weg, der
von dem in 20 Jahren Geschaffenen ausgeht und mit
der Zukunft verbindet: der Meisterung der wissen-
schaftlich-technischen Revolution im entwickelten
gesellschaftlichen System des Sozialismus. Der groB-
formatige Titel, aus dem wir einige Fotos entnahmen,
wurde zu Ehren des 20. Jahrestages der Deutschen
Demokratischen Republik herausgegeben. Es beant-
wortet — insbesondere unseren jungen Lesern — die
Frage: ,,Wer sind die Menschen, die das geschaffen

haben?* Redaktion alpha



Spezialklassen

an mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultiten
von Universititen und Hochschulen

Spezialklassen an mathematisch-naturwis-
senschaftlichen Fakultiten und Hochschulen
sind Bestandteil des einheitlichen sozialisti-
schen Bildungssystems. Sie wurden 1964 ge-
griindet. Es sind allgemeinbildende Einrich-
tungen zur Forderung besonders begabter
und leistungsstarker Schiiler.

In einer zweijihrigen Ausbildung, die mit

dem Abitur abschlieBt, wird das Ziel verfolgt,

die Absolventen durch Anwendung hoch-
schulgemiBer Formen des Lehrens und Ler-
nens zu befihigen, wihrend des Studiums in
den Studienkollektiven zu den fachlich und
gesellschaftlich besten Studenten zu gehoren.

Bei entsprechenden Leistungen sollen sie im

Fachstudium besonders gefordert werden,

um sich zu wissenschaftlichen Spitzenkriften

fiir das Hochschulwesen oder fiir die Volks-
wirtschaft zu entwickeln.

Spezialklassen bestehen z.Z. an folgenden

Universitdten und Hochschulen:

B in Berlin und Halle je eine Klasse mit der
besonderen Betonung der Facher Mathe-
matik und Physik;

B in Magdeburg und Karl-Marx-Stadt je
eine Klasse mit Ausbildungsschwerpunkt
Mathematik, Physik und Technik; .

B in Merseburg werden jihrlich zwei Klas-
sen gebildet, die auf ein Studium der
Chemie bzw. der chemischen Verfahrens-
technik vorbereiten.

Als allgemeinbildende Institution liegt der

Ausbildung in den Spezialklassen in allen

Féachern das Bildungs- und Erziehungsziel

der Erweiterten Oberschule zugrunde. Wich-

tige Voraussetzung [iir eine hohe Intensitit
des Unterrichts, der von Angehorigen des

Lehrkérpers der betreffenden Universititen

oder Hochschulen erteilt wird, ist die nied-

rige Klassenfrequenz von etwa 15 Schiilern.

Fiir den Fremdsprachenunterricht wird jede

Klasse noch in zwei Gruppen geteilt.

Die besondere Betonung des Ausbildungs-

prozesses findet u. a. in der Stundentafel Be-

riicksichtigung, die fiir die jeweiligen Schwer-
punktficher eine hohere Stundenzahl als
die der Erweiterten Oberschule vorsieht. Da-
durch kénnen in diesen Fichern iiber den

Lebrplan der EOS hinaus vertiefte und er-

weiterte Kenntnisse vermittelt werden. In

allen Klassen werden naturwissenschaftliche

Praktika durchgefiihrt.

Die Ausbildung ermoglicht dem Absolven-
ten, eine von ihm gewiinschte Studienein-
richtung zu wihlen. Es wird angestrebt, daB
sie ein Diplom-Studium in den Fachrichtun-
gen Mathematik, Physik, Technik, Chemie
oder chemische Verfahrenstechnik aufneh-
men, Um eine optimale Férderung auch im
Hochschulstudium zu gewihrleisten, ist es
zweckmiBig, daB der Absolvent sein Studium
an der Hochschule aufnimmt, zu der seine
Spezialklasse gehort.

Fiir die Aufnahme in eine Spezialklasse kon-
nen sich Schiiler der Klasse 10 der Oberschu-
len (einschlieBlich der Vorbereitungsklassen)
mit hervorragenden Leistungen in den be-
treffenden Schwerpunktfdchern bewerben.
Vorbildliches gesellschaftliches Verhalten und
ein Leistungsdurchschnitt von mindestens 2,0
in der 9. Klasse sind weitere Voraussetzungen,
die der Bewerber erfiillen muB.

Fiir die Aufnahme in die Spezialklassen wer-
den Eignungspriifungen durchgefiihrt. Sie
gliedern sich in eine schriftliche Fachklausur,
in eine Deutscharbeit und in ein miindliches
Aufnahmegesprich. Eine Zulassung ist nicht
davon abhingig, welche Fremdsprachen der
Schiiler bisher erlernt hat.

Die Schiiler der Spezialklassen wohnen miet-
frei in Studentenheimen. Sie werden dort von
Lehrern und Erziehern betreut. Die Ferien-
regelung unterscheidet sich im wesentlichen
nicht von der EOS.

Zwischen den Ferien konnen die Schiiler
in regelmiBigen Abstidnden iiber das Wochen-
ende zu ihren Eltern nach Hause fahren. Die
Freizeit ist so bemessen, daB im Rahmen der
schulischen Anforderungen auch auBerschu-
lischen Interessen nachgegangen werden
kann. Neben der FDJ-Arbeit haben die
Schiiler die Moglichkeit, an Arbeitsgemein-
schaften z. B. in Physik oder Mathematik,
am fakultativen Sport, an kulturellen Ver-
anstaltungen u. a. teilzunehmen.

Weitere Auskiinfte erteilen die Leiter der
Spezialklassen W. Ziemann, Humboldt-Uni-
versitdt Berlin, 102 Berlin, Burgstr. 26'; Ww.
Gille, Martin-Luther-Universitit Halle, 402
Halle, Frankeplatz 1, Institut [iir Methodik
des math.-nat. Unterrichts; R. Weber, Tech-

nische Hochschule Magdeburg, 301 Magde-

burg, Boleslaw-Bierut-Platz 5; Dr. R. Miiller,
Technische Hochschule Karl-Marx-Sta.t,

901 Karl-Marx-Stadt, StraBe der Nationen
62; Dr. Zimmermann, Technische Hoch-
schule fiir Chemie ,,Carl Schorlemmer®, 42
Merseburg, Geusaer StraBe.

Die nichsten Bewerbungen (Studienbeginn

Sept. 1970) werden iiber den Direktor der OS
bzw. EOS bis 31. 1. 1970 entgegengenommen.

Der alpha-Club, 29. OS Leipzig (88 Teilneh-
mer — 5 Arbeitsgemeinschaften), betreute im
Rahmen der ,Jungpionierfeste” sowie der
,Basteistube des Weihnachtsmannes* (Dez.
68) insgesamt 1800 Pioniere. 82 AG-Teilneh-
mer fiihrten in 284 Stunden mit interessierten

Pionieren (in Begleitung ihrer Lehrer oder
Eltern — siehe Foto) mathematische Wett-
bewerbe (gestaflelt nach Schuljahren 1 bis 8)
durch, korrigierten iiber 10000 Aufgaben,
werteten aus (siehe unteres Foto) und bastel-
ten mit Pionieren mathematische Modelle.
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alpha -Wettbewerb 1968

Das sind sie, die 14022 Losungen, eingesandt
im Jahre 1968. Ich gratuliere im Namen des
Redaktionskollegiums allen Jungen Mathe-
matikern. Der Aufgabengruppe und den
Korrektoren danke ich recht herzlich fiir die

geleistete Arbeit.
J. Lehmann, Chefredakteur

Fakten

40 Losungen wurden 1968 von Schiilern der
Klassen 11/12 eingesandt. Von 60 gestellten
Wettbewerbsaufgaben wurden bei folgenden
15 Losungen mehr als 209, der Einsendun-
gen als ,,falsch geldst* bewertet.

W(6) 317 [65% falsch]; W(7) 182 [60%];
W(8) 327 [44%]; W(8) 137 [43%]; W(8) 186
[40%]; W(9) 190 [399%]; W(8) 218 [35%];
W(8) 278 [34%]; W(8) 328 [33%]; W(7) 243
[31%]1; W(9) 280 [30%]; W(8) 203 [26%];
W(9) 191 [26 %]; W(7) 275 [26 %]; W(9) 189
[22%].

Von 14022 Losungen wurden 1854 (rund
139%) als ,.falsch gelost* bewertet. Anerken-
nungsurkunden (bei mehr als 7 Antwort-
karten pro Jahr) erhielten 800 Wettbewerbs-
teilnehmer. 20 Karten sandte die Post als
,unzustellbar* zuriick. Bei 17 richtigen L6-
sungen fehlte die Angabe der Personalien.

36

Buchpriimien

Wir danken den nachfolgenden Verlagen,
welche uns Biicher im Gesamtwert von
1000 M fiir die Auszeichnung unserer besten

Teilnehmer am alpha-Wettbewerb zur Ver-

Kollektive Beteiligung / Eingesandte Losungen

Alle Schulen des Kreises Schmalkalden (608),
OS Riidnitz (1281), Kalinin-OS Troglitz
(4908), POS Erxleben (5101), OS Parkentin
(2561), EOS Worbis (562), OS Zaatzke (1931),
Comenius-OS Burg (327), OS Altentreptow
(202), ZOS Greiz-Pohlitz (66), J.-Brinkmann-
OS Goldberg (2862), OS Markersbach und
Gottleuba (8302), A.-Diirer-OS Aue (94),
OS Heinrich Schliemann Neubukow (2567),
OS I Teterow, OS Ebersbrunn (9507), E.-M.-
Arndt-OS Greifswald (22), Kinderkurheim
Max Hannemann Dahme (7962), OS Lauter
(9406), OS Bergwitz (4401), POS SaBnitz
(2355), POS VI Arnstadt (521), OS V Oels-
nitz (9156), E.-Schneller-OS Waldenburg
(9613), POS Alt-Toplitz (1501), OS VIII
Hoyerswerda (77), Diesterweg-OS Sprem-
berg (759), OS Andershof/Stralsund (23)

fiigung stellten. Redaktion alpha Berlin 291  Erfurt 1489
B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft, Leipzig Frankfurt 410  Suhl 2473
Der Kinderbuchverlag, Berlin Potsdam 619 Gera 364
Deutscher Militarverlag, Berlin Neubrandenb. 624  Leipzig 915
VEB Fachbuchverlag, Leipzig
Cottb 715
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Rostock 1343 Ordus
Berlin Schwerin 296  Dresden 1421
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin Magdeburg 590 K.-M.-Stadt 1680
Urania-Verlag, Leipzig, Jena, Berlin Halle 792  zusammen 14022
Klassenstufe 5 Klassenstufe 6 Klassenstufe 7
G;_ T _l'-: T B L T é - [ T é— o
£ s & - o s @2 = 0 s 2 -
mn 5 4 8 E 03 £ 3§ E B % % OE
= : 173 [} 2 %] = ’ @
2 <2 = & < ¢ = & 2 2 = &
. 172 109 1y 25 177 176 161 337 82 76 59 135
173 114 141 255 178 175 152 327 183 123 105 228
2 197 123 198 321 199 172 140 312 201 149 101 250
210 135 220 355 213 154 122 276 216 141 94 235
3 233. 75 719 154 238 143 137 280 243 118 67 185
234 87 96 183 239 142 139 281 244 133 86 219
4 264 52 81 133 269 110 130 240 274 133 155 288
265 30 47 77 270 102 108 210 275 92 62 154
312 38 46 84 317 69 82 151 322 74 38 112
5 313 34 28 62 318 94 132 226 323 112 87 199
zus. 797 1085 1882 1337 1303 2640 1151 854 2005
Klassenstufe 8 Klassenstufe 9 Klassenstufe 10/12
1 186 222 167 389 190 156 72 228 194 280 144 424
187 137 80 217 191 270 137 407 195 208~ 93 301!
) 203 121 60 181 205 284 156 440 207 166 48 214
218 171 79 250 220 189 89 278 222 165 56 221
3 248 179 81 260 253 170 38 208 258 191 61 252
249 182 94 276 254 122 37 159 259 228 86 314
4 277 292 152 354 280 110 47 157 282 241 93 34
278 90 51 141 281 116 42 158 283 217 42 259
5 327 81 62 143 332 166 84 250 338 177 40 217
328 124 80 204 333 62 12 74 339 152 33 185
Zus. 1509 906 2415 1645 714 2359 2025 696 2721



Preistrager
Vorbildliche Leistungen

Klassenstufe 5/6*

Pawel Kroger 7031 Leipzig [52 Antwort-
karten]; Christoph Scheurer 9611 Glauchau-
Gesau [42]; Sabine Anders 75 Cottbus [40];
Ole-André Strzalla 22 Greifswald [30]; Jorg
Hutschenreiter 8020 Dresden [26]; Uwe
Quasthoff 7022 Leipzig [24]; Ralph Lehmann
1273 Petershagen [24]; Gerd Falk 1532
Kleinmachnow [22]; Angelika KirchhofTl 701
Leipzig [21]; Kerstin Bachmann 402 Halle
[20]; Bernd Mathiszik 50 Erfurt {20]; Regina
Miiller 8027 Dresden [19]; Bernd Zaddach
75 Cottbus [19]

Karin Scheller . 328 Genthin; Matthias
Scharrnbeck 94 Aue; Martina Wiechmann
4417 Zschornewitz; Gisela Kohler 926 Hai-
nichen ; Elke Warbende 26 Giistrow; Eckhard
Schadow 14 Oranienburg; Heike Jurack 8502
Burkau; Hans-Jochen Rodner 3014 Magde-
burg; Christina Feige 57 Miihlhausen; Hans-
Jirgen Forster 1532 Kleinmachnow; Elke
Schneider 50 Erfurt; Roswitha Schlotte 90
Karl-Marx-Stadt; Viktoria Weise 48 Naum-
burg; Hans-Georg Meyer 50 Erfurt; Bernd
Georgi 8709 Herrnhut; Jan-Michael Keller
23 Stralsund; Bettina Zabel 57 Miihlhausen;
Karin Weyh 6081 Fambach; Ute Strey 608
Schmalkalden; Lutz Piiffeld 1422 Hennigs-
dorf; Frank Benkert 7031 Leipzig

Klassenstufe 6/7*

Albrecht Hefl 8027 Dresden [44 Antwort-
karten]; Burkhard Diihn 222 Wolgast [42];
Ulf Briistel 7401 Ziegelheim [41]; Claus-
Detlef Bauermeister 8019 Dresden [35];
Ehrenfried Zschech 86 Bautzen [33]; Frank
Ihlenburg 22 Greifswald [31]; Angela Rohr-
beck 2302 Franzburg [29]; Ute Winkler 153
Teltow [25]; Rolf Bollmann 5505 Ilfeld [24];
Hans-Gert Griibe 50 Erfurt [23]; Frank
Baumgartl 9412 Schneeberg [22]; Paul Ort-
lepp 60 Suhl [21]; Helge Riilicke 18 Branden-
burg [21]; Udo Winkler 829 Kamenz [21]

Stefan Schulze 5211 Oberwillingen; Volker
Gumbert 4255 Klostermansfeld; Ralf Su-
chert 8302 Bad Gottleuba; Stefan Katzsch-
mann 925 Mittweida; Rainer Zwerck 24
Wismar; Astrid Dabel 2321 Elmenhorst;
Eberhard Manske 6088 Steinbach-Hallen-
berg; Wolfgang Schinkothe 4731 Sachsen-
burg; Christian Hofl 222 Wolgast; Jorg

Mannl 8255 Nossen; Bernd Klipps 2052
Boddin; Herwig Gratias 523 Sommerda;
Mario Ziller 1035 Berlin; Bernd Singer 99
Plauen; Bernd Kutnick 205 Teterow; Gerd
Hantsche 8142 Radeberg; Gerd Petzold 9501
Cunersdorf; Axel Mesing 222 Wolgast; Ul-
rich Tetzlaff 1553 Friesack; Andreas Stern
22 Greifswald; Monika Seiler 53 Weimar

Klassenstufe 7/8*

Steffen Oswald 8027 Dresden [37 Antwort-
karten]; Harald Herrmann 9301 Hammer-
unterwiesenthal [35]; Ralf Hein 9611 Remse
[29]; Wolfgang Zahl 532 Apolda (28]; Lutz
Ranke 59 Eisenach [29]; Peter Schmidt 532
Apolda [27]; Elke Wiemann 8245 Glashiitte
[27]; Ingolf Kunath 825 MeiBen [26]; Gunt-
ram Pausch 7206 Lobstidt [25]; Beate Weise
48 Naumburg {24]; Jiirgen Zabel 57 Miihl-
hausen [24]; Gernot Spiewok 22 Greifswald
[24]; Harald Hertel 402 Haile [23]
Manfred Riemer 9306 Elterlein; Peter Mathé
29 Wittenberge; Klaus-Jiirgen Kreul 88 Zit-
tau; Ursula Baier 825 MeiBen; Barbel Schulz
75 Cottbus; Reinhard Liesigk 44 Bitterfeld;
Michael Hoffmann 238 Barth; Carmen
Hauptmann 8245 Glashiitte; Wolfgang
Jenschke 8038 Dresden; Andreas HeB 794
Jessen; Andreas Juhl 425 Eisleben; Albrecht
Tanzer 7202 Bohlen; Joachim Selle 5401
GroBfurra; Helga Daweritz 7291 NeuBen;
Hans-Herbert Luchtmann 2405 Neukloster;
Gabriele Winter 5401 GroBfurra; Antje-
Christine Keller 23 Stralsund ; Kiaus Pannen-
berg 2031 Duvier; Joachim Stranz 128 Ber-
nau; Beate Stephan 1502 Potsdam-Babels-
berg; Wilfried Steudel 652 Eisenberg; Man-
fred Knorgen 402 Halle; Jorg Lehnert 2034
Tutow; Achim Bischoff 128 Bernau

Klassenstufe 8/9*

Harald Englisch 7022 Leipzig [32 Antwort-
karten]; Gerd Wahl 55 Nordhausen [28];
Fraok Tiubner 754 Calau [25]; Jiirgen Voigt
9533 Wilkau-HabBlau [26]; Heinz Marbes 128
Bernau [26]; Dietmar Wegner 3601 Dardes-
heim [26]; Jiirgen Schefter 795 Bad Lieben-
werda [26]; Bernd Hofmann 8808 Nieder-
oderwitz [25]; Rainer Staudte 9501 Culitzsch
[24]; Frank Panser 50 Erfurt [24]; Wilfried
Kriger 25 Rostock [23]; Eckhard Blatt 25
Rostock [23]; Michael Chares 9533 Wilkau-
HaBlau [22]; Wolfgang Riedel 90 Karl-Marx-
Stadt [22]

Claudia Asser 22 Greifswald; Felicitas Bar-
tusch 79 Falkenberg; Regina Oberwinter
1503 Potsdam-Bornstedt; Josef Kaufhold
5601 Silberhausen; Petra Schonwilder 703
Leipzig; Friedemann Hagert 9406 Lauter;
Hans-Peter Falken 37 Wernigerode; Renate
Reckziegel 5808 Tabarz; Frank-Uwe Simon
801 Dresden; Ulf Briesenick 171 Lucken-
walde; Reinhard Uhle 961 Glauchau; Ulrich
Golle 962 Werdau; Roswitha Thommes 3602
Badersleben; Thomas Winkler 9933 Bad

Elster; Hans-Jiirgen Mehls 5603 Dingel-
stddt; Hans-Dieter Sparing 65 Gera; Frank
Kretschmar 7043 Leipzig; Georg Burkhardt
6085 Oberschonau; Dietmar Lein 521 Arn-
stadt; Klaus-Dieter Kunze 23 Stralsund;
Hartmut Munk 6081 Herges-Hallenberg;
Renate Zimmermann 8036 Dresden; Detlev
Bage 3223 Sechausen; Petra WuBing 7022
Leipzig; Detlev Karl 608 Schmalkalden;
Dieter Recknagel 6088 Steinbach-Hallenb.

Klassenstufe 9/10*

Wolfgang Kdhler 58 Gotha [22 Antwort-
karten]; Helmut Meister 8021 Dresden [22];
Eckart Scholz 5304 Blankenhein [20]; Rainer
Wolf 117 Berlin [18]; Rolf Stephan 809 Dreés-
den [18]; Reinhard Wobst 806 Dresden [18];
Frank Miiller 798 Finsterwalde [17]; Amaulf
Mébius 7124 Holzhausen [17]; Thomas Bauer
7022 Leipzig [18]; Bernd Oldenburger 7261
Merkwitz [18]; Thomas Kiihn 5812 Walters-
hausen [17]; Hans-Jiirgen Grundmann 6508
Weida [17]; Claus Lange 97 Auerbach [17]
Jirgen Dubslaff 50 Erfurt; Bernd Platzer
4204 Bad Lauchstidt; Gert Keller 8023
Dresden; Thomas Ullrich 50 Erfurt; Hans-
Dieter Lucas 354 Osterburg; Karl-Heinz
Breitmoser 20 Neubrandenburg; Roll Som-
mer 993 Adorf; Dietmar Tanzer 7202 Bohlen;
Joachim Winkler 9101 Herrenhaide; Steffi
Lorenz 703 Leipzig; Gudrun Bohn 7022
Leipzig; Uwe-Peter Sandberg 28 Ludwigs-
lust; Karin Gotze 7908 Prettin; Elke Haupt-
mann 8245 Glashiitte; Klaus Ditze 36 Halber-
stadt; Annerose Mattig 50 Erfurt; Siegfried
Kropf 3251 Hakeborn; Dietmar Soyka 759
Spremberg; Rolf Osterloh 3253 Egeln; Tho-
mas Naumann 8020 Dresden; Gerhard Spens
5034 Erfurt-Hochheim; Beate Tdubner 754
Calau; Giinter Brehmer 3253 Egeln; Joérg
Biichner 75 Cottbus; Uwe TreB 703 Leipzig

Klassenstufe 10/12*

Peter Oswald 8027 Dresden; Rainer Richter
2253 Seebad Bansin; Monika Giinther 6056
Schleusingen; Ludwig Paditz- 826 Lom-
matzsch; Wolfgang Kernchen 402 Halle;
Christoph ClauB 9163 Gornsdorf; Ulrike
Albrecht 1242 Bad Saarow; Fred Miitze 7702
Bernsdorf; Matthias Schulz 8020 Dresden;
Rainer Gutjahr 5807 Ohrdruf

Eberhard Diezel 53 Weimar; Holger Giir-
gens 432 Aschersleben; Karl Paul 1544 Elstal;
Thomas Martin 703 Leipzig; Thomas Néther
25 Rostock; Eberhard Paschkowski 402
Halle; Maria- llona Pink 102 Berlin; Andreas
Murr 523 Sommerda; Manfred Schurz 825
MeiBen; Herbert Zinke 4371 Libehna; Giin-
ter Schmidt 77 Hoyerswerda; Christian Phi-
lipp 8506 Ohorn; Helmut Krigener 354
Osterburg; Werner Berndt 402 Halle

* Die Preistrager wurden fett gedruckt ange-
geben; die Reihenfolge wurde entsprechend
Kartenzahl und Pradikat festgelegt.
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Wer lost mit? H||I|IEI -Wettbewerb

letzter Einsendztermin 14. Juni 1969

54367 Ist die Summe zweier natiirlicher
Zahlen kleiner als 13, dann ist ihr Produkt
nicht gréBer als 36. Begriinde diese Aussage
mit Hilfe einer Tabelle!

OL Th. Scholl, Berlin

4 368 Ein Schiiler las am ersten Tag genau
27 Seiten eines ausgeliehenen Buches; am
zweiten Tag las er sechs Seiten weniger als
am ersten. Er hatte nun noch dret Viertel der
Seitenzahl des Buches zu lesen.

Wieviel Seiten enthilt dieses Buch?

4 369 Eine Strecke A8 ist 72 m lang. Durch
die Punkte C und D wird sie in drei Teil-
strecken geteilt. Die Teilstrecke CD ist dop-
pelt so lang wie die Teilstrecke AC. Die Teil-
strecke DB dagegen besitzt die dreifache
Linge der Teilstrecke CD. Berechne die Lin-
gen der einzelnen Teilstrecken!

W 5m 370 Ein Junger Pionier einer Zelt-
belegung kauft Schrippen zu § Pf je Stiick
und Kniippel zu 8 Pf je Stiick ein; er hat dafiir
insgesamt 72 Pf zu bezahlen. Jeder Junge
Pionier seines Zeltes erhilt entweder genau
eine Schrippe oder genau einen Kniippel. Mit
wieviel Jungen Pionieren ist das Zelt belegt?

W. Trdger, Dobein

W 5 m 371 Es seien a und b natiirliche Zah-
len, und es gelte a < b. Entscheide, welcher
der beiden Briiche 2 und 2 dann gréBer
a
ist. Begriinde deine Entscheidung!
OL H. Pétzold, Waren|Miiritz

6 4 372 Ein Lichtstrahl 5, werde an den
Spiegeln r, und r, nacheinander so reflek-
tiert, daB der Strahl vor der Refllexion mit

~)

i

der Ebene von r; den Winkel a und nach der
Reflexion an r, mit der Ebene von r, den
Winkel B eirschlieBt. (Der Lichtstrahl ver-
laufe in einer Ebene senkrecht zu r; und r,.)
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Es ist der Winkel y, unter dem die beiden
Spiegel gegeneinander geneigt sind, durch
die Winkel « und B auszudriicken!

Dr. E. Schréder, Dresden

4 373 Die nachstehend abgebildete Kreuz-
figur ist ein geschlossener Streckenzug. Die
Strecken sind dabei einander kongruent; je
zwei benachbarte Strecken stehen aufein-
ander senkrecht. Verwandle diese Kreuz-
figur durch Einzeichnen von vier Strecken

unter alleiniger Benutzung von Bleistift und
Lineal (ohne Mafeinteilung) in ein flachen-

gleiches Quadrat! Dy, E. Schrider, Dresden

A 374 Ersetze jede Leerstelle durch eine
Ziffer, so daB du stets eine wahre Aussage
erhiltst. Beachte dabei, daB es mehrere Mog-
lichkeiten geben kann.
a) 3| 83270 (lies: 3 ist Teiler von 8327(7),
b) 3 48472 (lies: 3 ist nicht Teiler von
84[172),

c) 923058,
d) 4 }587[76.
W 6 ® 375 Vier Freunde, und zwar Axel,
Bernd, Ernst und Fred, sind entweder Abon-
nent des Jugendmagazins ,,Neues Leben*
oder der Zeitung ,,Junge Welt*“. Von diesen
Freunden wissen wir:
a) Der 19jihrige ist nicht Abonnent der
»Jungen Welt“, aber der 16jahrige und Ernst
haben die ,,Junge Welt* abonniert.
b) Axel und der 17jihrige sind Abonnent
von ,,Neues Leben‘, Bernd dagegen nicht.
¢) Der 20jahrige, der 19jahrige und Bernd
waren kiirzlich Géste auf der Geburtstags-
feier von Fred.
Es ist herauszufinden, wie alt jeder der vier
Freunde ist und welche Zeitung bzw. Zeit-
schrift er abonniert hat.

OL Th. Scholl, Berlir.

W6 » 376 Ein Mathematiklehrer wurde
nach seinem Geburtstag gefragt; seine Ant-
wort lautete scherzhaft: , Dividiere ich die
Zahl meines Geburtsjahres durch 71, durch

41 bzw. durch 43, so erhalte ich jeweils als
Rest mein gegenwirtiges Alter in vollen
Jahren, die Zahl des Tages, an dem ich ge-
boren wurde, bzw. die Zahl meines Geburts-
monats." Wann wurde dieser Lehrer ge-
boren, wenn er zum Zeitpunkt der Frage-
stellung 25 Jahre alt war, das heiBt, seinen
25. Geburtstag bereits gefeiert hatte, und
wenn die Frage im Jahre 1968 an ihn gerich-
tet wurde? R. Richter, Schkélen

7 4 377 Vier befreundete Eheméinner mit
den Vornamen Klaus, Franz, Willi und Hans
betraten ein Blumengeschift, um anldBlich
des Internationalen Frauentages fir ihre
Ehefrauen Tulpen zu kaufen. Die Art ihrer
Bestellung war etwas ungewOhnlich; fast
wire die Verkauferin in Verlegenheit geraten.
Franz sagte nidmlich, er wolle ein Viertel
der von allen vier Eheméannern zusammen
bestellten Tulpen kaufen. Willi meinte, daB
er zwei weniger als ein Drittel aller von ihnen
gewiinschten Blumen kaufe, wihrend Klaus
sechs weniger als die Halfte all dieser Tulpen
verlangte. Hans dagegen bestellte drei mehr
als die Hailfte der von Franz gekauften Blu-
men. Die Verkiduferin iiberlegte, rechnete
und iibergab kurz darauf jedem der vier
Eheminner die jeweils gewiinschte Anzahl
Tulpen. Wieviel Tulpen kaufte jeder dieser
vier Eheménner?

H. Scholz, Niedergurig, Krs. Bautzen

4 378 Es st ein Dreieck ABC zu konstruie-
ren aus den Stiickena + b,b + cund a + c.
Die Konstruktion ist zu beschreiben.

A. Mébius, EOS Leibniz, Leipzig, Ki. 10

4 379 Bestimme alle rationalen Zahlen x,
die die Gleichung |x| = ’5‘ + 2 erfiillen!
(Lose die Aufgabe mit einer geeigneten Fall-
unterscheidung!) W. Trdger, Dobeln

W 7 u 380 Jeder Innenwinkel eines einem
Kreis einbeschriebenen regelmaBigen Sechs-
ecks wird durch die Diagonalen in unterein-
ander kongruente Winkel zerlegt. Von jeder
Ecke eines Sechsecks aus lassen sich drei
Diagonalen ziehen; sie zerlegen den Innen-
winkel « in vier untereinander kongruente
Winkel a, (i = 1, 2, 3, 4). Es ist zu beweisen,
daB jeder dieser Winkel &; = 30° betrigt.

F. Gornert, Ribnitz-Damgarten



W 7 w381 Auf einer Faschingsfeier werden
von vier vorhandenen Hiten, nimlich zwei
schwarzen, einem weiBen und einem griinen
Hut, drei Hiite drei sich im Kreise gegen-
uberstehenden Personen aufgesetzt. Diese
drei Personen sehen zunichst alle vier Hiite.
Keiner der drei kann aber sehen, welche
Farbe der ihm aufgesetzte und der nicht
verwendete Hut besitzt. Jede der drei Per-
sonen sieht die seinen Mitspielern aufgesetz-
ten Hiite. Nun werden alle drei nach der
Farbe des ihnen aufgesetzten Hutes befragt.
Da der erste aus den ihm sichtbaren Hiiten
nicht schlieBen kann, welche Farbe sein Hut
hat, sagt er: ,,Ich weiB nicht, welche Farbe
mein Hut hat.* Dasselbe gilt fiir den zweiten.
Erst aus diesen beiden Antworten kann der
dritte schlieBen, welche Farbe sein Hut hat.
Es ist zu entscheiden und zu begriinden,
welche Farbe der Hut der dritten Person
hat. W. Trdger, Dobeln

8 a 382 Einge gegebene Strecke 4B, deren
Léange 11 cm betrigt, ist zu halbieren. Bei der
Ausfilhrung dieser Konstruktion sollen nur
ein Lineal und ein Zeichendreieck benutzt
werden. Dr. G. Hesse, Radebeul

4 383 Esseien m und n zwei ganze, einander
teilerfremde Zahlen, d. h. der groBte gemein-
same Teiler der Zahlen m und n sei gleich 1.
Es ist zu beweisen, daB dann niemals gleich-
zeitig
4|(m + n) und 4|(m — n)

gilt, d. h., daB die Zahlen m + nund m —n
nicht den gemeinsamen Teiler 4 haben.
Ferner sind zwei Zahlen m und n anzugeben,
die den obigen Bedingungen geniigen, und
es ist zu zeigen, daB die Zahlen m + » und
m — n nicht den groBten gemeinsamen Teiler
4 haben. W. Trdger, Débeln

W 8 m 384 In die markierten Kreise, die
in der beigefiigten Figur auf den Ecken und
Seitenmitten eines gleichseitigen Dreiecks
angeordnet sind, sind voneinander verschie-
dene natiirliche Zahlen einzusetzen, so daB
die Produkte der drei jeweils auf einer der
gezeichneten Geraden gelegenen Zahlen
samtlich gleich 30 sind. Alle zul4ssigen Bele-
gungen, die nicht durch eine Spiegelung oder
Drehung auseinander hervorgehen, sind an-

zugeben. W. Trager, Débein

W 8 m 385 Ordne die folgenden drei Zah-

len:

c= m!
5001

a==>, b= ﬁ‘
5 501
Beginne mit der kleinsten Zahl!
OStR. Dr. R. Liiders, Berlin

9 4 386 Um wieviel Millimeter wiirde sich
der Meeresspiegel heben, wenn alle Eismas-
sen und Gletscher der Arktis und Antarktis,
die ein Gesamtvolumen von 28,8 Millionen
km? haben, abtauen wiirden? Der Radius der
Erde betrigt R = 6370 km; 70,8 %, der Ober-
fliche der Erde sind vom Meer bedeckt. Die
Dichte des Eises betrigt 0,9 g cm ™3,

OS!tR Dr. R. Liiders, Berlin

4 387 Es ist der folgende Satz zu beweisen:
Wenn die Summe von vier beliebigen natiir-
lichen Zahlen eine ungerade Zahl ist, so ist
das Produkt aus diesen vier Zahlen eine
gerade Zahl. StR G. Schule, Herzberg/Elster

s 388 Der beriihmte Berliner Mathematiker
Jakob Steiner (1796 bis 1863) untersuchte
gewisse Konstruktionen, die sich nur mit
dem Lineal allein ausfiihren lassen.
Gegeben seien zwei parallele Geraden g und /4
und auf h zwei voneinander verschiedene
Punkte 4 und B.
Jakob Steiner fand heraus, daB die Strecke
AB allein mit Hilfe eines Lineals halbiert wer-
den kann. Gib die Konstruktion an!

Dr. E. Hameister, Moser b. Burg

W 9 & 389 Bei den Europameisterschaften
der Ruderinnen in Berlin-Griinau im August
1968 erhielten sechs Liander insgesamt 15
Medaillen. Keines dieser Liander ging ohne
Medaille aus den Kampfen hervor. Jedes
Land erhielt nicht mehr als 5 Medaillen, da
in 5 Sparten gekdmpft wurde.
Die DDR erhielt mehr Medaillen als jedes
der anderen fiinf Linder, die UdSSR und
Ruménien erhielten die gleiche Anzah! von
Medaillen und mehr Medaillen als jedes der
noch nicht erwahnten Liander. Die Nieder-
lande erhielt mehr Medaillen als jedes der
nun noch iibrigen beiden Lander.
Wieviel Medaillen erhielten die DDR, die
UdSSR und Ruménien?

OStR Dr. R. Liiders, Berlin

W 9 s 390 Es sind alie reellen Zahlen x zu
ermitteln, fir die die Ungleichung

X+ 1 erfullt ist.

1
StR G. Schulze, Herberg/Elster

10 a 391 Welche der lolgenden fiinf Bedin-
gungen ist der Bedingung
x> — x — 6 < 0 dquivalent?
M) x>—2; 2)x<3; (3) x>3und
x<—2;, ) —2<x<3; Ox>3
oder x < —2.
(Zwei derartige Bedingungen heiBen einan-
der dquivalent, wenn sie die gleichen Erfiil-
lungsmengen besitzen, d. h. in der vorliegen-
den Aufgabe, wenn die Ungleichungen die-
selben Losungsmengen haben).

StR G. Schulze, Herzberg/Elster

Ao 392 Aus vier reellen Zahlen a, b, c und d
lassen sich bekanntlich sechs Summen von
je zwei Zahlen bilden, und zwar

a+ba+c,a+d b+c,b+d c+d.

a) Es sollen nun vier Zahlen angegeben
werden, bei denen diese Summen (jedoch
nicht notwendig in der angegebenen Reihen-
folge) gleich 12, 15, 17, 17, 19 bzw. 22 sind.
b) Sind in dem vorliegenden Fall die Zahlen
a, b, ¢, d (abgesehen von der Reihenfolge)
eindeutig durch die Angabe der obigen Sum-
men bestimmt?
c). Es sind diejenigen Bedingungen anzuge-
ben, denen die vier Zahlen a, b, ¢ und d ge-
niigen miissen, damit sie durch die Angabe
der obigen Summen von je zwei Zahlen (ab-
gesehen von der Reihenfolge) eindeutig be-
stimmt sind.

W. Burmeister, EOS Dresden-Sid, Kl. 10

W 10/12 m 393 Von 66 Mitgliedern einer
Bezirkssektion der Mathematischen Gesell-
schaft korrespondiert jeder mit jedem. Jeder
Briefwechsel zwischen je zwei Wissenschaft-
lern dieser Bezirkssektion betrifft jeweils
genau eine der Disziplinen Analysis, Zahlen-
theorie, Geometrie und Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Fiir eine Schulung ,,olympiaver-
dichtiger Mathematik-Kandidaten sollen
von diesen 66 Mathematikern drei Wissen-
schaftler gewonnen werden, die alle iber
das gleiche Teilgebiet korrespondieren. Die
Sekretirin der Bezirkssektion erhélt den Auf-
trag, eine solche Dreiergruppe aus der Kartei
ausfindig zu machen. Thr erster Versuch
scheitert, da der beliebig herausgesuchte
Mathematiker Miiller zwar mit den Mathe-
matikern Schulze und Lehmann iiber Ana-
lysis in Briefwechsel steht, beide aber unter-
einander liber Geometrie korrespondieren.
Wer kann ihr helfen? Gibt es iiberhaupt eine
solche Dreiergruppe unter den 66 Mathema-
tikern? M. Rehm, Berlin
W 10/12 8 394 Am 26. Oktober 1968 star-
tete das sowjetische Raumschiff ,,Sojus 3**
und wurde auf eine Erdumlaufbahn gebracht,
deren Apogium (groBter Abstand von der
Erdoberfliche) 225 km betrug. Wie groB ist
der Flacheninhalt des Gebietes der Erde. das
der Kosmonaut Oberst Georgi Beregowoi aus
einer Entfernung von 225 km iberblicken
kopnte?

Dabei sei angenommen, daB dieses Gebiet
die Gestalt einer Kugelkappe (mit dem Ra-
dius 6370 km) hat; die Lichtbrechung (sphari-
sche Relraktion) soll nicht bericksichtigt
werden. G. Grunewald, Luckenwalde

An unsere Wettbewerbsteilnehmer

[ Jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einsenden!

[ Adresse deutlich schreiben (mdglichst
Druckschrift)!

O Nummer der Wettbewerbsaufgabe nicht
vergessen!

) Im Lasungstext deutlich schreiben!

[ Endergebnisse hervorheben (unterstrei-
chen, farbig kennzeichnen)!
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In freien Stunden

,,Denken Sie blof nicht, mir fehlt eine Ecke!"
Aus: Zeit im Bild 42/68

heiter

N
T

Der Soma-Wiirfel

Der dinische Schriftsteller Piet Hein hat den Soma-
Wiirfel erfunden. Baut Euch die sieben Teile aus
Kinderbausteinen oder laBt Euch von einem Tischler
die sieben Teile herstellen. Giinstige GroBe: 5 cm
Kantenlinge eines kleinen Wiirfels. Man kann nun
aus den sieben Teilen einen groBen Wiirfel bauen
(33 Wiirfel). Bis jetzt sind dafiir mehr als 230 verschie-
dene Losungen bekannt. Wenn IThr den Wiirfel habt,
konnt Thr versuchen, die ,,Mauer* oder das ,,Schlo*
zu bauen. Es miissen immer alle sieben Teile verwendet
werden. Entwickelt neue Soma-Figuren und findet
einen treffenden Namen dafiir! Sendet eine Skizze an
die Redaktion! Die besten Figuren werden in einer
spateren Ausgabe verOffentlicht. Viel SpaB beim
Knobeln und Bauen wiinscht alpha-heiter!

%50
B o o

Mauer SchloB
Wer ist der Tiiter?

Sieben Schiiler stehen im Verdacht, einen vorbereite-
ten Tafeltext verindert zu haben. Titer ist derjenige,
von dem sich mit absoluter Sicherheit sagen 14Bt, wie
er mit Vor- und Zunamen heiBt. Einer heit mit
Zunamen Schulze, zwei heiBen Meier und vier heiflen
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Lehmann. Einer hort auf den Vornamen Franz, einer
auf Fritz, einer auf Karl und vier haben den Vornamen
Johannes. Wer ist der Tater?

OL H. Pétzold, Waren/Miiritz

Bitte richtig verschieben!

Die folgenden Worter sind in geeigneter Weise gegen-
einander zu verschieben. Geschieht das richtig, so
erhilt man in zwei Senkrechten die Namen von zwei
Linien, die man als ,,Kegelschnitte* bezeichnet.

PROZENTSATZ

PARALLELE

GRUNDLINIE

ABSZISSE

BILDPUNKT
GLEICHSETZUNGSVERFAHREN

OBERFLACHE
OStR K.-H. Lehmann, V.L.d.V. Berlin

Magische Quadrate

1 2 3 4 5 6 7 |8
2 6

3 7

4 8

1. norweg. Mathematiker 5. NebenfluB der Loire
2. griech. Buchstabe 6. Dreieckstransversale
3. engl. Universititsstadt 7. Moralbegriff

4. Gegenteil von ,kurz* 8. Schiffstau

OL H. Herzog, V. L. d. V. Leipzig

Was bedeutet das?



Totgesagter Gelehrter

Felix Klein (1849 bis 1925) pflegte in seiner Vorlesung
iiber Gruppentheorie folgende Geschichte seinen Zu-
horern zum besten zu geben:

Auf dem denkwiirdigen Pariser Mathematikerkon-
greB im Jahre 1900 wurde in einer schlichten Feier-
stunde aller bedeutenden Mathematiker gedacht, die
in den letzten zehn Jahren das Zeitliche gesegnet hat-
ten. U.a. wurde der Gruppentheoretiker Camille
Jordan (1838 bis 1922), Professor an der Ecole Poly-
technique, gest. am 7. 11. 1898, genannt. Da erhob
sich in den letzten Reihen eine hagere Gestalt, um
der Versammlung zu verkiinden, daB an der Angabe
seines Todesdatums wenigstens die Jahreszahl nicht
stimmen konne, da er noch am Leben sei. (Jordan starb
am 20. Januar 1922 in Mailand.)

Mitgeteilt von M. Otto, Kéthen

. Any chance of being moved to a new cell?*

(Besteht irgendeine Moglichkeit, in eine neue Zelle umgesetzt zu
werden?)

Aus: Recreational mathematics magazine 13/63, Kent (Ohio)

Aus: ,, The Teacher*

um\\\\\nmmuu !Il : ‘
" gl \ \‘\’ \%wiu.mﬂmlm.

\\|"ﬂ
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Mein Grofvater hatte viele Biicher. Leider war er so
vergeplich, daf er meist stundenlang das Buch suchte,
auf dem er gerade saf.

Aus: Im siebenten Himmel v. Vladimir Fuka, Praha

f(*)wi‘i@.oj;( 4>~
{300 4() -t
f)=f) Zn |
)
~T & (1) f(xru) =2

V—>o9

Glauben Sie mir nun, daff 2 x 2 = 4 ist?
W. Malachow, Moskau
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VIII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade (8./9. 2. 1969)

Klassenstufe 7

1. Gesucht sind natiirliche Zahlen, die beim
Teilen durch 7 den Rest 4, beim Teilen durch 4
den Rest 3 und beim Teilen durch 3 den Rest 1
lassen.

a) Ermittle die kleinste derartige natiirliche
Zahl!

b) Wie kann man aus der in a) gesuchten
Zahl weitere natiirliche Zahlen erhalten, die
den gleichen Bedingungen geniigen?

2. Gegeben sei eine positive ganze Zahl n.
Man denke sich alle Darstellungen von n als
Summe von genau zwei voneinander ver-
schiedenen positiven ganzzahligen Summan-
den gebildet. Dabei sollen Darstellungen,
die sich nur durch die Reihenfolge der Sum-
manden unterscheiden, wie z. B. 9 =4+ 5
und 9 = 5 + 4, als nicht verschieden ange-
sehen werden.

Ermittle

a) firn=7 b) firn = 10

c) fiir beliebiges (positives ganzzahliges) n
die Anzahl dieser Darstellungen!

3. Beweise folgenden Satz:

Féllt man von einem Eckpunkt eines Drei-
ecks A ABC das Lot auf die gegeniiberlie-
gende Seite oder ihre Verlingerung und ver-
bindet den FuBpunkt des Lotes mit den Sei-
tenmitten der anderen beiden Seiten, so ist
die Summe der Lingen dieser Verbindungs-
strecken gleich der halben Summe der Lingen
der beiden Seiten.

4. Ein Kultursaal wird bei der Erneuerung
mit 21 Wandleuchten ausgestattet, deren
jede fiir 4 Glilhlampen vorgesehen ist. Die
zunichst vorhandenen Glithlampen werden
wahllos eingeschraubt. Danach stellt man
fest, daB einige Wandleuchten mit allen
4 Gliihlampen versehen sind, wahrend dop-
pelt so viele nur eine einzige enthalten. Ein
Teil der Wandleuchten hat genau 3 Gliih-
lampen, wihrend bei halb so vielen noch
simtliche Glithlampen fehlen. In den rest-
lichen Leuchten befinden sich genau 2 Gliih-
lampen. Es ist die genaue Anzah! der fehlen-
den Gliihlampen zu ermitteln!

5. Gegeben seien in einer Ebene drei Gera-
den g,, g, und g, die sich in einem Punkt S
schneiden mégen, sowie ein Punkt A % S
aufl der Geraden g,.
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Konstruiere ein Dreieck A ABC, in dem die
Seitenhalbierenden s,, s, und s, auf g,, g,
bzw. g, liegen!

6. Der groBe deutsche Mathematiker Carl
Friedrich GauB wurde am 30. April 1777
in Braunschweig geboren.

Aufl welchen Wochentag fiel sein Geburts-
tag?

(Der 30. 4. 1967 war ein Sonntag; die Jahre
1800 und 1900 waren keine Schaltjahre).

Klassenstufe 8

1. Beweise folgenden Satz:
Jedes Dreieck A ABC 14Dt sich in zwei recht-
winklige Teildreiecke zerlegen.

2. Von fiinf duBerlich gleichen Kugeln haben
genau drei gleiches Gewicht; die beiden iibri-
gen, die untereinander gleich schwer sind,
haben jeweils ein anderes Gewicht als jede
der erstgenannten.

Beweise, daB in jedem Falle (d. h. bei jedem
moglichen Resultat der durchgefiihrten Wi-
gungen) drei Wigungen ausreichen, um die
beiden letztgenannten Kugeln herauszufin-
den, wenn als Hillsmittel nur eine zweischa-
lige Waage ohne Wigestiicke zur Verfiigung
steht!

3. Esist zu beweisen:

LaBt die Quersumme einer natiirlichen Zahl
bei Division durch 9 den Rest r, so 148t auch
die Zahl selbst bei Division durch 9 den Rest r.

4. Von einem Rechteck ABCD mit den Seiten
4B = aund AD = b(b < ag)ist durch genau
eine Parallele zu einer Seite ein dem urspriing-
lichen Rechteck ahnliches abzuschneiden.
Lose die Aufgabe durch Konstruktion!
Bemerkung: Zwei nicht quadratische Recht-
ecke heiBen #hnlich, wenn das Lingenver-
hiltnis der groBeren zur kleineren Seite bei
beiden gleich ist.

5. Fritz soll eine dreistellige natiirliche Zahl z
mit sich selbst multiplizieren. Er schreibt
versehentlich als ersten Faktor eine um 5
kleinere Zahl hin. Darauf aufmerksam ge-
macht, sagt er: ,,Jch nehme als zweiten Faktor
einfach eine um 5 groBere Zahl, dann wird
das Ergebnis richtig.”

a) Ist die Behauptung wahr?

b) Gesetzt, sie sei falsch, zwischen welchen
Grenzen bewegt sich der absolute Fehler,
wenn z alle dreistelligen Zahlen durchlduft?

6. Die Zahlen g, b, c und d mogen folgenden
Bedingungen geniigen:

Nd>c

Qa+b=c+d

B)a+d<b+c
Ordne die Zahlen der GréBe nach (beginne
mit der groBten Zahl)!

Klassenstufe 9

1. Marlies erklirt Claus-Peter ein Verfahren,
nach dem man, wie sie meint, die Quadrate
der natiirlichen Zahlen von 26 bis 50 leicht
ermitteln kann, wenn man die Quadrate der
natiirlichen Zahlen bis 25 auswendig weiB.
»Wenn du beispielsweise das Quadrat von 42
berechnen willst, dann bildest du die Ergéan-
zung dieser Zahl bis 5 und quadrierst sie.
Das wire in deinem Falle 64. Davor setzt
du die Diflerenz zwischen deiner Zah! und
25, in deinem Falle also 17. Die so gebildete
Zahl, hier also 1764, ist bereils das gesuchte
Quadrat von 42.“

Priilen Sie die Richtigkeit dieses Verfahrens
[ir aille Zahlen des angegebenen Bereichs!

2. Konstruieren Sie ein Dreieck A ABC aus
a,b + c und a! Dabei sind g, b, ¢ die Lingen
der Dreieckseiten und a die GrolBe des
Winkels &£ BAC.

3. Geben Sie alle Zahlentripel (a, b, ¢) an,
die die Gleichungen

a+b+c=s a—-b+c=s,

a+b—-c=s, a—-b—c=s,
unter der zusitzlichen Bedingung erfiillen,
daB die Mengen der vier Zahlen s,, s,, 53, 54
(ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge) mit der
Menge der vier Zahlen 1, 2, 3, 4 iiberein-
stimmt!
4. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck
A ABC.
Ermitteln Sie das Verhiltnis der Inhalte von
In- und Umkreisfliche dieses Dreiecks zu-
einander!
5. Es ist zu beweisen, daB fiir jede ungerade
Zahl n die Zahl

n'? —n® —n* 4+ 1
durch 512 teilbar ist.

6. Es sei ABCD ein Rechteck, und es sei P
ein Punkt, der nicht notwendig in der Ebene
des Rechtecks zu liegen braucht. P habe
vom Eckpunkt A den Abstand 4, vom Punkt
B den Abstand b und vom Punkt C den Ab-
stand c.

Man berechne den Abstand d des Punktes P
vom Eckpunkt D und zeige dabei, daB zur
Angabe dieses Abstandes d die Kenntnis der
drei Abstinde g, b, ¢ ausreicht!

Klassenstufe 10

1. Im Dreieck A ABC sei AB = 18cm. Zu
dieser Seite werde im Innern dieses Dreiecks
eine Parallele gezogen, so daB ein Trapez



Eine Aufgabe von
Prof. Dr. rer. nat. habil.

Karl Manteuffel

Dekan der Fakultdt fiir Mathematik und
Naturwissenschaften des Wissenschaftlichen
Rates der TH Magdeburg

Der Schulausflug

+ 395 Die Oberschule Griintal fiihrt ihren
Wandertag durch. Da der Direktor verhin-
dert ist, leitet ein Mathematiklehrer den
Ausflug. Am nichsten Tage erkundigt sich
der Direktor danach, wieviel Schiiler teil-
genommen haben. Die Antwort des Mathe-

matiklehrers lautet: ,,Ganz gleich, ob die
Schiilerinnen und Schiiler zu zweit, zu dritt,
zu viert, zu finft oder zu sechst angetreten
waren, immer mubBte der letzte allein stehen;
beim Antreten in Siebener-Reihen dagegen
gab es keinen Rest. Die kleinste natiirliche
Zah! mit diesen Eigenschaften ist die Anzahl
der Teilnehmer am Ausflug.*

Fragen: a) Wie groB ist die Anzahl der Teil-
nehmer am Ausflug?

b) Welche anderen natiirlichen Zahlen haben
dieselben Eigenschaften?

Die Technische Hochschule ,,Otto von Gue-
ricke* wurde im Jahre 1953 als Hochschule
fir Schwermaschinenbau in Magdeburg ge-
griindet. In einem bedeutenden Industrie-
zentrum unserer Republik gelegen, vermoch-
ten sich Lehre und Forschung schnell zu
entwickeln. So wurde in kurzer Zeit aus der
Spezialhochschule eine Hochschule mit poly-
technischem Charakter. Bereits 1961 konn-

ten daher dieser Hochschule der Status einer
Technischen Hochschule und der verpflich-
tende Name Otto von Guerickes verlichen
werden.

Als die VI. Wissenschaftliche Jahreskonfe-
renz der Mathematischen Gesellschaft der
DDR in Magdeburg stattfand (10. bis 15. 2.
1969), waren es fast auf den Tag genau
15 Jahre, daB im Jahre 1954 das Institut fiir
Mathematik und Mechanik mit 1 Ober-
assistenten und 2 Assistenten seine Tatigkeit
aufnahm. Aus diesen Anfingen entwickelten
sich die Gebiete Mathematik, Mechanik,
Rechrentechnik und Datenverarbeitung, in
denen heute 12 Professoren und Dozenten,
70 wissenschaftliche Mitarbeiter und zahl-
reiche technische Krifte, Arbeiter und An-
gestellte beschiiftigt sind. Alle Studenten der
TH erhalten in diesen Fachern eine Grund-
ausbildung, und mehr als 400 Studenten sind
fiir eine Fachausbildung auf diesen Gebieten
immatrikuliert.

ABDE entsteht, dessen Flacheninhalt F, ein
Drittel des Flidcheninhalts F; des Dreiecks
A ABC ist.
Berechnen Sie die Linge der Seite DE des
Trapezes!
2. Die fiinf aufeinanderfolgenden ganzen
Zahlen 10, 11, 12, 13 und 14 haben die Eigen-
schaft, daB die Summe der Quadrate der
ersten drei dieser Zahlen gleich der Summe
der Quadrate der beiden letzten Zahlen ist.
Es gilt also

10% + 112 + 127 = 13% + 142
a) Gibt es noch andere fiinf aufeinanderfol-
gende ganze Zahlen mit dieser Eigenschaft?
b) Gegeben sei eine positive ganze Zahl n.
Ermittein Sie alle Zusammenstellungen von
2n + 1 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen,
fiir die die Summe der Quadrate der ersten
n + 1 Zahlen gleich der Summe der Quadrate
der letzten n Zahlen ist:
o) firn=3"!
B) fir beliebiges positives ganzes n !
3. Beweisen Sie, daB [ir alle positiven reellen
Zahlen a, b mit a > b und a* + b> =6-ab
St g+ b)—lga—b) = %nggilt!
4. Eine quadratische Funktion der Form
y = x% + px + g wird im rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem dargestellt. Die Schnitt-
punkte des Bildes der Funktion mit der
Abszissenachse begrenzen auf dieser eine
Strecke mit der Linge 7 Lingeneinheiten. Das
Bild der Funktion schneidet die Ordinaten-
achse im Punkt S, (0; 8). Ermittein Sie die
reellen Zahlen p und g !

5. Beweisen Sie folgende Behauptung:
Zeichnet man in einem Kreis zwei aufein-
ander senkrecht stehende Sehnen und legt
an ihren Endpunkten Tangenten an den
Kreis, so ist das entstehende Tangentenvier-
eck gleichzeitig auch ein Sehnenviereck.

6. Beweisen Sie die [olgende Behauptung:
Wenn p und g Primzahlensind (p > 3,9 > 3),
dann ist p> — g? ein Viellaches von 24.

Klassenstufe 11/12

1. Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die

Gleichung
2x 1 __4x+6—a
alx+a) x-2a alx—2a(x+a)

erfiillen! Dabei sei a eine reelle Zahl,
(Fallunterscheidung!)

2. a) Untersuchen Sie, ob die Zahlenfolge
a, = m — 5n

streng monoton fallend ist!

b) Beweisen Sie, daB alle Glieder a, dieser

Folge groBer als 0,7 sind!

3. Es sei P, P, eine Strecke in einer Ebene ¢
und g die Gerade, die diese Strecke enthilt.
a) Von einem Punkt Q auf g, der nicht auf
P, P, liegt, werden an alle die Kreise in ¢, die
P,P, als Sehne besitzen, die Tangenten ge-
legt.

Beweisen Sie: Die Beriihrungspunkte dieser
Tangenten liegen auf einem Kreis um Q.
b) Es seien Q, und Q, zwei verschiedene
Punkte auf g, die nicht auf der Strecke P, P,
liegen.

Beweisen Sie: Die beiden Kreise um @, und
Q,, die fiir diese Punkte die Bedingung des
Aulgabenteiles a) erfiillen, haben keinen
Punkt gemeinsam.

4. Durch die Verbesserung der Lebensbe-
dingungen und des Gesundheitsschutzes
konnte in der DDR die Tuberkulose mit
groBem Erfolg bekdmpft werden. Wihrend
im Jahre 1950 noch 92 760 Erkrankungen an
aktiver Tuberkulose auftraten, ging diese
Zahl in den [olgenden 16 Jahren auf 13777
im Jahre 1966 zuriick.

a) Um wieviel Prozent nahm jihrlich die

sind simtliche Losungen fir a =

Anzahl der Erkrankungen ab, wenn man cine
gleichbleibende jédhrliche prozentuale Ab-
nahme voraussetzt (was, abgesehen von ge-
ringen Schwankungen, der Wirklichkeit gut
entspricht)?

b) Wieviel Jahre betrug in dem Zeitraum
1950 bis 1966 die sogenannte Halbwertzeit,
d. h. diejenige Zeit, in der die Anzahl der Fille
auf die Hilfte gesenkt wurde (Angabe in
Jahren mit einer Stelle nach dem Komma)?
c) Mit wieviel Erkrankungsfillen ist im Jahre
1970 zu rechmen, wenn man weiter eine
gleichbleibende jdhrliche prozentuale Ab-
nahme voraussetzt?

5. Gegeben seien eine dreiseitige Pyramide
und die ihr umbeschriebene Kugel. Uber diese
Pyramide und diese Kugel werden die fol-
genden Aussagen gemacht:

(1) Eine Grundkante der Pyramide ist ebenso
lang wie der Durchmesser der Kugel.

(2) Die Lingen der beiden anderen Grund-
kanten verhalten sich wie 3:4.

(3) Das Volumen der Pyramide betrigt
40 cm3,

(4) Alle Kanten der Pyramide sind einander
paarweise gleich lang.

(5) Die Grundfliche der Pyramide ist ein
rechtwinkliges Dreieck. '

(6) Die Hohe der Pyramide ist ebenso lang
wie der Radius der Kugel.

Es sei bekannt, daB von den obigen sechs
Aussagen eine Aussage falsch und die iibrigen
Aussagen wahr sind. ]

Wie lang sind die Kanten der Pyramide?

6. Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben,
fir die die Gleichung

sin®x + cos®x = a(sin*x + cos*x)
mindestens eine reelle Losung hat. Ferner

anzu-

(- W RV

geben.
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VIL Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
Losungen zu Aufgaben der Bezirksolympiade 1968

Fortsetzung

Klassenstufe 10

1. Die zu beweisende Aussage besteht in
mehreren Teilaussagen, von denen jede ein-
zelne durch jeweils geeignete Wahl der Be-
zeichnungen auf folgende Behauptung zuriick-
geliihrt werden kann:

Schneidet in einem Dreieck A ABC die Hal-
bicrende des Innenwinkels £ ACB die Seite
AB im Punkt D, so ist AD < AC. Beweis: Es

winkel im Dreieck A DBC), also ¥ ADC
> x ACD_((_!;: ngen Winkel ¥ ACB hal-
biert, also AC > AD(da dem gréBeren Winkel
im Dreieck A ADC die groBere Seite gegen-
iiberliegt).

C

A D 8

* ¥ ABC bezeichnet die GroBe des Winkels
X ABC.

2. Setzt man log, ¢ = x und log, ¢ = y, so
gilt nach der Definition des Logarithmus:
b* = cund & = c. Folglich ist b* = @’ und
(nach Logarithmieren) log, ¥* = log, a’.
Nach Anwendung des Gesetzes iiber das
Logarithmieren einer Potenz erhélt man
x-log,b=y-log,a
und wegen log,a = 1 endlich xlog,b = y,d. h.
log, b - log, ¢ = log, c, w.z.b.w.
Anderer Losungsweg: Es sei b = a* und
c="b.
Dann ist ¢ = (@Y = g und man erhilt nach
der Definition des Logarithmus:
xy = log, ¢ oder log, b-log, c = log, c.

3. Essei a die MaBzahl der Lange der Grund-
kante und h die der Hohe der Pyramide (in
cm). Dann ist die MaBzahl des Volumens

(in cm?) VP=%a1h und die des Ober-

fliicheninhaites (in cm?)

0, =a* +2a [+ W

Nach den Bedingungen der Aufgabe sind a, h
natiirlich und ungleich O, ferner soll geiten:
Vp = Op, also

Yath=ala+2 a—z+h2\
3 4 )
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Da a #+ 0 gilt, kann durch a dividiert werden,
und man erhilt

1 a’ 2
iah =a+ 2 7 + h?, daraus folgt

h—3a=6 [L 4w
a a 4+

und nach Quadrieren beider Seiten

a*h? — 6a*h + 9a® = 9a® + 36h% und weiter
a*h? — 6a’h = 36h%. Wegen h + 0
kann durch h dividiert werden, und es folgt

a®(h —6) = 36h
a? = 3¢ sowie
h—6
a =6 —h—
h—6

Da a eine natiirliche Zahl sein soll, muf3

ﬁ das Quadrat einer natiirlichen Zahl
1

| 1
der d drat = bzw. - L=
oder das Quadrat von 5 ZW. 3 bzw. 3

sein. Das heiBt, es muD gelten b > 6, da sonst
der Nenner nicht positiv wiirde. Die Substitu-
tion h — 6 = m (m natiirlich) liefert

Daher muf8 (m und folglich auch) % ein
positiver Teiler von 6, d. h. eine der Zahlen
1, 2, 3, 6 sein, und zwar so, daB 1 + 2
Quadratzahl wird. Von den Zahlen 2, 3, 4, 7
ist aber nur 4 Quadratzahl, was auf '% =3,

m =2, h = 8, a = 12 fiihrt. Umgekehrt ergibt
sichausa = 12, h = 8 in der Tat
Vo = Op = 384.
h 1

= - bzw.
h—6 4

_h

=1 bzw.

A
us Fi—6 ~ 9

Eﬁ—G = % ergeben sich keine weiteren

Ldsungen.
4. Die Gleichung (*) ist 4quivalent mit
2(a,? — a,?) = a;2.
Daraus folgt, daB a,? und damit auch a,
durch 2 teilbar ist, also
a, = 2a'(¢ ganz). Somit ist
a,? —ayt =(a, - a)) " (a, + a;) = 243,

und es sind wegen a3 £ 10 nur die Werte

a=1;2,3;4;5 mﬁglic;.
Also sind folgende Faktorzerlegungen zu

priifen:

1- 2= 2

1-'8=2- 4= 8
1-18=2-9=3- 6=18
1:32=2-16=4- 8=132

1:50=2-25=5-10=50.

ist p = a, — a, jeweils der kleinerc

a, + a, der groBere Faktor, und

a+r
2

Dabei
und g =

wegen a, = scheiden alle Fille mit

g + p ungerade aus.

Es bleiben also genau die drei Fille
p-q=2-4 pq=216
p-g=4-8

iibrig. Sie ergeben genau die Ldsungstripel:

(a1, 85, a3) = (3,1,4) bzw. (9, 7, 8) bzw. (6, 2, 8).

Die Probe erweist die Richtigkeit der

Loésungen.

5. Es sei a eine reelle Zahl, fiir die die Glei-
chung reelle Losungen, etwa die Zahlen x,
und x,, hat. (Dabei sei entweder der x; * x,,
oder aber x; = x, sei die einzige Losung der
Gleichung.) Dann gilt
X2 4 %57 = (% + x2)* — 2%, x,
und nach dem Satz des Vieta:
xt+x2=(~a?*-2(a-2
=a>—-2a+4
={a—-1)?%+3
Die Summe nimmt mithin fiir a = 1 und nur
fiir dieses a thren kleinsten Wert an, falls die
Gleichung x> + ax + a — 2 = O fiira = 1
Losungen besitzt.
Da dies in der Tatder Fallist (x> + x — 1 = 0
1 1 o .
~3 + 2 V5 ist

hat die Losung x, , =

a = 1 und nur dies der gesuchte Wert.

6. (I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck
der geforderten Art (Abb.) mit CD = h, und
BE = h,, AB = ¢, BC = aund AC = b.

Auf CD trage man von D aus h, mit dem End-
punkt F ab,
Dann gilt: CF = h, — h,.
Die aul CD in F errichtete Senkrechte
schneide AC in G. Der FuBpunkt des von G
aul AB gefillten Lotes sei H.
Dann gilt: GH = h, und es ist
A GHA =~ A BEA;
denn ¥ GHA = & BEA als rechte Winkel,

¥ GAH = X EAB

GH = I

Daraus folgt:
und damit

(1



Weiterhin ist ¥ BAC = & FGC als Stufen-
winkel an geschnittenen Parallelen und

¥ FGA = 180° — a, wenn X CAB = a ist.
Nun ist wegen (1) das Dreieck A AGB gleich-
schenklig und daher

X AGB = %(180" — @) =90°— g. Alsoist GB

die Winkelhalbierende des Winkels ¥ FGA.
(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck
A ABC hichstens dann den Bedingungen der
Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion entstehen kann:

Das Teildreieck A FGC wird aus b — ¢,
h. — h, und dem rechten Winkel bei F kon-
struiert, und das Teildreieck A CGB danach
ausa, b — cund

¥ CGB = ¥ CCF + % ¥ FGA: (Abb)

H D

Man zeichnet CF = h, — h,.

Punkt G liegt:

1. Auf dem Kreisbogen mit b — c um C,

2. auf der Senkrechten, errichtet auf CF in F.
Punkt B liegt:

1. Auf dem Kreisbogen mit a um C,

2 auf der Winkelhalbierenden des Winkels
¥ G,GF, wobei G, ein Punkt auf der Ver-
lingerung von CG iiber G hinaus ist.

Punkt A liegt:

1. Aufder Verlingerung von CGiiber G hinaus
2 auf der Parallelen durch B zu GF.

(ITT) Weiter gilt: Wird ein Dreieck A ABC
durch diese Konstruktion gewonnen, so ent-
spricht es den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Laut Konstruktion ist CB = a. Fer-
ner ist ¥ AGB = ¥ BGF (nach Konstruk-
tion) = X ABG (Wechselwinkel), also A ABG
Aus dem gleichen Grunde ist BE = GH = h,.
Das Viereck GHDF ist nach Konstruktion
ein Rechteck, und daher ist auch GH = FD
= h, Alsoist CF = h, — h,.

(IV) Durch die gegebenen Stiicke ist das
Dreieck A ABC eindeutig (bis auf Kongruenz)
bestimmt, da die gegebenen Stiicke die Bedin-
gungenb — ¢ > h, — hyunda > b — cerfiil-
len. Ist (mindestens) eine dieser Bedingungen
verletzt, so existiert kein Dreieck A ABC, das
allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Schalolympiade 1969/70

Auf Wunsch zahlreicher Leser versffentlichen
wir in Heft 4/69 die Aufgaben (KL 5 bis 12)
der 1. Stufe (Schulstufe) der IX. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR.

s 336 Die Gleichung einer quadratischen
Funktion ist y = ax? + bx + c. Auf Grund
der gegebenen Bedingungen erhilt man das
folgende lineare Gleichungssystem:
a+ b+c=2
a— b+c=0, 2
9a+3b+c=0. ?3)
Aus (1) und (2) folgt durch Substraktion
2b=2alsob=1.
Dabher folgt aus (1)a + ¢ =1

()

.und aus (3)9a + ¢ = —3. Hieraus erhilt man

8a = —4,alsoa = —lundc = }
2 2

Die Probe bestitigt, daB y = —12):2 +x + %
die gesuchte Gleichung der quadratischen

Funktion ist.

1 337 Die Aufgabe wird durch eine Um-
formung des Terms n* — n + 13 geldst. Zu
diesem Zweck wihlen wir zwei Faktoren so,
daB ihre Differenz 17 betrigt und ihr Pro-
dukt mit n> — n beginnt. Solche Faktoren
sind n + 8 und n — 9; denn es gilt
n+8—(n—9)=17und(n+8)(n—9)
= n® — n — 72. Wir erhalten daher
z=n*—n+13=(n+8)(n—9) + 85.
Nun miissen wir zwei Falle unterscheiden:

1. n + B ist durch 17 teilbar.

Dann ist auch n — 9 durch 17 teilbar; also ist
(n + 8)(n — 9) durch 17% = 289 teilbar. Die
Zahl 85 = 5 - 17 ist aber nicht durch 172
teilbar; folglich ist auch die Zahl z nicht durch
172 teilbar.

2. n + 8 ist nicht durch 17 teilbar.

Dann ist auch n — 9 nicht durch 17 teilbar;
also ist auch (n + 8) (n —9) nicht durch 17
teilbar. Daher ist auch z nicht durch 17 teilbar
und schon gar nicht durch 17? teilbar. Da-
mit haben wir bewiesen, daB die Zahl
z = n? — n + 13, wo n cine belicbige ganze
(nicht notwendig positive) Zahl ist, in keinem
Falle durch 289 teilbar ist.

W 10/12® 338 a) Es seien s der Weg (in m),
t = 13,5 s die Zeit bis zur Erreichung der
Geschwindigkeit v = 100km-h~! =

100000 ———
3600 .
konstante Beschleunigung. Dann gilt v = bt,

= %om-s;'l und b die

v_ 250 m

t 9-135

Ferner erhilt man

s =Qt’ = Sy 187,5m.
2 2 2-9

Der SIL 114 hat also bis zur Erreichung der

Geschwindigkeit von 100 km/h einen Weg

von 187,5 m zuriickgelegt.

b) Ist s, der Weg und ¢, die Zeit bis zur

Erreichung der Hochstgeschwindigkeit

alsob = -87%2x 2058 m-s"2

250-13,5

vl=l90km'h"=?m-s“,sogih
zl=%=$-9'2—;3’§=25,65s
vty _475-2565m oo

und s, 3 2.9 ~ 676,9m.

Die verbleibende Strecke von
4000 m — 6769 m = 3323,1 m wird mit der

Hochstgeschwindigkeit v, = 413 m-s”!
zuriickgelegt, wofuir die Zeit ¢, = % S

= 62,96 s benétigt wird. Nun ist

t; +1t, ~ 886l1s;

der SIL 114 hat also in rund 88,6 s, d. s.
1 min 28,6 s, nach dem Start eine Entfernung
von 4 km zuriickgelegt.

Zum Vergleich verweisen wir auf die Aulgabe
189 in Heft 1/1968, S. 18 und die Lésung die-
ser Aufgabe in Heft 3, S. 90. Der SIL 114 hat
also mit 2,06 m- s~ 2 eine weit héhere Beschleu-
nigung als der kleinere Moskwitsch (mit
1,39 m - s~ %) und auch eine sehr hohe Héchst-
geschwindigkeit (190 . km/h; Moskwitsch
120 km/h).

W 10/12 = 339 Wir bezeichnen die gesuchte
Zahl, die nach den Voraussetzungen der
Aufgabe nicht kleiner als 1000 ist, mit
1000 a + b, wobei a und b natiirliche Zahlen
mit a >0 und 0 £ b £ 999 sind. Dann
gilt

3/1000a + b = a, also

1000a + b = a?,

dh.  a® - 1000a = a(a® — 1000) = b.
Dabher gilt

0 < a(a? — 1000) < 1000.
Daraus folgt einerseits

a? = 1000, also a > 31
und andererseits
a’—1000<@<@<33.

a 31

Daherista = 32.
Wir iiberpriifen das Ergebnis und erhalten
323 = 32768,

also 32768 = 32.

Liésung der Aufgabe von Dr. W. Rautenberg

A 308 Wir nehmen an, wir hitten einen
Quader Q aus endlich vielen paarweise ver-

" schiedenen Wiirfeln zusammengesetzt. Die

Grundfliche dieses Quaders ist ein aus Qua-
draten zusammengesetztes Rechteck, wobei
das kleinste Quadrat offenbar keine Seite mit
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der Kante des’ Grundrechtecks gemeinsam
haben kann. Folglich ist der kleinste auf der
Grundfliche aufsitzende Wiirfel W, von allen
Seiten von Wiirfeln umgeben, die ihn iiber-
ragen. Auf W, sitzt nun wiederum ein kiein-
ster Wiirfel W, aul, der von groBeren Wiirfeln
allseitig umgeben ist, daher kann W, noch
nicht an die Deckfliche des Quaders anstoBen
und das Verfahren kann fortgesetzt werden.
Wir erhalten auf diese Weise eine unendliche
Folge W;, W,, W,, ... von Wiirfeln, was der
Annahme widerspricht, daB Q aus endlich
vielen Wiirfeln aufgebaut ist.

Lisungen zu: Mexiko 68

4 340 GemiB Aufgabenstéllung sollen die
fiinf natiirlichen Zahlen, a, b, ¢, d und e den
folgenden mit 1, II und III benannten Glei-
chungen geniigen:

1 abc = de
I ab = be
Il ce = bd.

Durch Multiplikation der linken und rechten
Seiten von II und III ergibt sich die Gleichung
acde = b’de. Beide Seiten dieser Gleichung
werden durch de dividiert:
IV ac = b2
GemiB Gleichung IV ist b die mittlere Pro-
portionale (a:b = b:¢) zu a und ¢ oder das
geometrische Mittel (b = ./ ac) der Zahlen
a und c. Durch Multiplikation beider Seiten
von IV mit b folgt weiter:
V  abc = b
Laut Gleichung I kann in V abc durch de
ersetzt werden: de = b’. Diese letzte Glei-
chung stellen wir nach d um:
b}
VI d=—.
e
In Gleichung II ersetzen wir nunmehr die

3
Zahl d gemiB Gleichung VI dugch L und
erhalten: €

3
VII b

a-— = be.
e

Beide Seiten dieser letzten Gleichung multi-

plizieren wir mit b% und erhalten:

ez _(eY
T \b)

2
Laut Gleichung VII muB % und damit auch ’—e’

VIl

eine natiirliche Zahl sein und a ist eine Qua-
dratzahi:
| ux

(Zunichst ist % als Quotient zweier natiir-

a=m’

licher Zahlen eine rationale Zahl. Da weiter-
hin ihr Quadrat eine natiirliche Zahl ist, ist

% selbst eine natiirliche Zahl.)

DabeiderErsétzunga—»c,c—oa,d—»e,
e — d, b — b unsere Aulgabe in sich iiberfiihrt
wird, gilt analog zu VII auch

2
c =<§> und

c=n

IX

] x

In IV wird nunmehr gemaB IIX bzw. X
a durch m? und ¢ durch n? ersetzc:

b? = m*n’.
Hieraus erfolgt durch Radizieren beider Seiten
] x1 b=mn

Jetzt wird in VII a und b gemiB [1X und XI
durch m? bzw. mn ersetzt:
2 e
m- = W.
Durch Multiplikation beider Seiten mit m2n?
folgt &2 = m*n’.
Durch Radizieren beider Seiten ergibt sich

| xu e =mn
Analog folgt auch IX mittels X und XI
| xm d = n’m.

Durch ein Ersetzen der natiirlichen Zahlen
a, b, ¢, d und e gemiB den Gleichungen ITX,
X, XI, XII und XIII ergibt sich:

Diese fiir eine Losung notwendigen Bedin-
gungen sind auch hinreichend: Man bestitigt
leicht, daB bei beliebiger Wahl der natiirlichen
Zahlen mundndurcha = m*, b = mn,c = n?,
d = mn’ und e = m?n stets cine Losung der
gestellten Aufgabe gegeben ist Damit haben
wir alle Losungen der Anfgabe 1 gefunden.
Zum AbschluB setzen wir speziell m = 2 und
n = 3 und erhalten damit die spezelle
Losung:

s 341 Der Losungsweg ist vollig analog zu
dem von Aufgabe 340. Im Losungsweg von
Aufgabe 340 ist jede Multiplikation zu erset-
zen durch eine Addition, jede Division durch
eine Substraktion und cin Potenzieren mit
den Exponenten 2 oder 3 durch ein Multi-
plizieren mit 2 oder. 3. SchlieBlich ist ein Radi-
zieren (mit dem Exponenten 2) zu ersetzen
durch eine Division mit dem Divisor 2. Durch
diese Ersetzungen von Rechenoperationen
geht der Losungsweg der Aufgabe 340 in den
der Aufgabe 341 iiber, und wir erhalten
schlieBlich fur Aufgabe 341 die Losung:

s 342 Em formaler Zusammenhang ist uns
bekannt: Durch die Ersetzungsvorschrifien
der Operationen, durch die der Losungsweg
der Aufgabe 340 in den der Aufgabe 341 iiber-
fihrt wird, geht auch die Losung der Auf-
gabe 340 in die der Aufgabe 341 iiber. Diesen
Zusammenhang kdnnen wir unter Benutzung
der Gesetze der Potenz- und Logarithmen-
rechnung tiefer fassen: Ist a', b’ ¢/, d' und ¢
eine Losung der Aufgabe 341, so ist a = 27,
b=2c=2,d=2"und e = 2° cine
LGsung der Aufgabe 340. Denn es gilt:

abe = 2% 2% .3 = Qutbre

de =2%.2¢ =24*"

Wegena' + b’ + ¢’ + ¢ folgt abc = de. Analog
ergibt sich ad = be und bd = ce. Umgekehrt
gilt fir jede Losung q, b, ¢, d und e der Auf-
gabe 340, bei der diese fiinf Zahlen samtlich
Potenzen mit der Basis 2 und jeweils einer
natiirlichen Zahl als Exponenten sind, da
diese Exponenten eine Losung der Aufgabe
341 sind

Lismmg der Aufgabe von Prof. Dr. phil. habil.
H. Beckert

a 343 1. AuBer dem Hausverwalter wohnen
noch drei Personen im Hause. Das Produkt
der Alter dieser Personen betriigt 1296. Folg-
lich muB man alle moglichen Zerlegungen
der Zahl 1296 in ein Produkt von drei Fak-
toren aufschreiben. Zu beachten ist, daB auch
der Faktor 1 zugelassen werden mufl. Man
findet 42 Moglichkeiten, die Zahl 1 296 in ein
Produkt von drei Faktoren zu zerlegen.

2. Dic Summe der Alter der dret Personen ist
gleich der Hausnummer. Aber auch nach
dieser Angabe kann der Versicherungsange-
stellte die drei Alter noch nicht ermitteln. Das
heifit, daB es unter den Zerlegungen von 1296
mindestens zwei Zerlegungen geben muB, bei
denen die Summe der Faktoren gleich ist.
Bestimm( man nun zu jeder der obigen Zer-
legungen von 1296 die Summe der Faktoren,
so mgt sich, daB tatsiichlich zu den Zerlegun-
gen 1-18-72 und 2 - 8 - 81 die gleiche Faktor-
summe 91 gehort Da andere derartige Fille
nicht aoftreten, kommen fiir die weitere
Untersachung also nur noch diese beiden
Moglichkeiten in Frage.

3. Schlicitich Rigt der Hausverwalter den
bisherigen Informationen noch hinzu, daB er
der Alteste sei, und meint, diese Angaben
diirften nun (zur eindeutigen Losung der
Aufgabe) geniigen. Wire nun der Hausver-
walter junger als 72 Jahre, so kdme keine der
beiden Moglichkeiten in Frage, d.h. es gibe
keine Losung. Wiire er aber élter als 81 Jahre,
so konnte der Versicherungsagent noch immer
nicht zwischen den beiden Moglichkeiten
(1, 18, 72) und (2, 8, 81) entscheiden. Da ihm
dic Angabe des Hausverwalters aber geniigt,
muf dessen Alter folglich zwischen 72 und 81
licgen, und da dieser der alteste Hausbewoh-
ner ist, so sind die drei anderen Personen
1 Jahr, 18 und 72 Jahre alt.



1 344 Angenommen, Bernd besitze x Brief-
marken; dann besitzt Dieter 2 - x und Erwin
3 - x Briefmarken.

Aus x + 2x + 3x = 108 folgt 6x = 108, also
x = 18.

Bernd besitzt demnach 18, Dieter 36 und
Erwin 54 Briefmarken.

Aus 54:2 = 27 und 27 + 8 = 35 folgt, daB
Axel 35 Briefmarken gesammelt hat

A 345 Die Aufgabe besitzt genau sechs

Losungen:
33728 33728 33728
+ 3801 + 3801 4+ 3801
+ 475 + 485 + 495
38004 38014 38024
33728 33728 33728
+ 3901 + 3901 + 3901
+ 475 + 485 + 495
38104 38114 38124

W5 8 346 Ausea + fgc = hiabfolgth = 1
undf = 9undi = ). Ausabbc — fdg = heafund

h=1folgta =2
Ausde-19 = eOdunde + 9und43- 19 = 817
folgt d = 3.

Aus 3e- 19 = €03 folgt e = 7.

Aus 1729 — 703 = 102bfolgt b = 6.
Aus 266¢:37 = 72 folgt c = 4.

Aus 2664 — 939 = 1729 folgt g = 5.

Wirerhaltenalso 2664 : 37= 72
- - +
935+ 19= 954

1729 — 703 = 1026
und stellen fest, daB alle waagerecht und senk-
recht angebrdneten Rechenaufgaben richtig
gelost sind.
W 5 347 Ausd)folgt: Herr Krause wohnt
in Berlin.
Aus a) und c) folgt: Herr Lehmann wohnt
weder in Leipzig noch in Erfurt; also wohat
Herr Lehmann in Schwerin.
Aus b) folgt: Herr Miiller wohnt nicht in
Leipzig, also wohnt er in Erfurt. Daher wohnt
Herr Schulze in Leipzig.

+ 348 Zur Losung der Mathematikaufgaben
wurden 42 Minuten benétigt, zum Losen der
iibrigen Aufgaben verbleiben noch 48 Mi-
nuten.

Aus20:15:15:10: =4:3:3:2und48:12
=4und4-4=16und3-4 =12und2-4 =8
folgt, daB fiir das Lisen der Aufgaben im
Fach Russisch 16 Minuten, Deutsch und
Physik je 12 Minuten, Geschichte 8 Minuten
zur Verfigung stehen.

1 349 Wirschlagen um die Punkte 4 und B
mit dem Radius r = AB Je einen Kreisbogen;
die Kreisbogen schneiden sich im Punkt C.
Durch die Punkte A4, B und C ist ein gleich-
seitiges Dreieck besummt. Nun schlagen wir
um die Punkte B und C mit dem Radius
r = AB = BC je einen Kreisbogen; die Kreis-
bogen schneiden sich im Punkte D. Durch
die Punkte B, C und D ist wiederum ein

gleichseitiges Dreieck derselben Seitenlinge
bestimmt. Diese Konstruktion ist fortzuset-
zen, bis wir die Lage des Punktes P ermittelt
haber.

Aus ¥ ABR = 60° + 60° + 60° = 180° folgt,
aaB die Punkte 4, B und R auf einer Geraden
licgen; ferner gilt AB = BR.

Weitere entsprechende Uberlegungen fihren
schlieBlich zum Nachweis, daB8 der Punkt P
ebenfalls auf der Geraden AB liegt und daB
AP = 5-AB gilt.

W6m 350 Ausba — f=hiolgth = 1;
ausca + b = cbfolgta = 0.

Ausf + [ = dfolgt, daB d eine gerade Zahl ist,
also entwederd = 2 oderd = 4 oderd = 6
oderd = 8.

Ausd =2 undf + f = dfolgt f = 1; das ist
nicht méglich, da die Ziffer 1 bereits fir b
vergeben ist.

Ausd = 4folgt f=2und wegen 10 — f = h
ferner h = 8,

ausd = 6 folgt f = 3 und somith = 7,

ausd = B folgt f = 4 und somith = 6.

Der dritten Zeile entnchmen wir, daB
10c+1
h
weil d eine gerade Zahl ist, nur moglich, wenn

h=Tist;alsogiltd = 6, =3, h=1T.

Die zweite Zeile lautetnun (1 + 3)-3 4+ 0=1c,

alsoc = 2 Ausd + bc = be,also 6 + 12 = le,

folgte = 8.

Dieerste Zeile lautet nun (20 + 10):3 — g =6,

also g = 4. Wir erhalten daher
20+100:3-4= 6

d eine ganze Zahl ist; das ist aber,

+ - + - +
(1+ 3)-3+40=12
201: 7-6+0=18

und stellen lest, daB alle waagerechten und
senkrechten Rechenaufgaben richtig gelost
sind.

W 6 8 351 Aus der nachstehenden Zeich-
nung ist unmittelbar folgendes abzulesen:
Der Flicheninhalt eines der drei Quadrate

betragt % des Flicheninhalts des Rechtecks

ABCD.
Der Fliacheninhalt des Dreiecks SFE ist gleich

% des Flicheninhalts eines halben Quadrates,

also gleich 2% des Flicheninhalts des Recht-

ecks ABCD.

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABS ist
gleich der Summe der Flicheninhalte eines
Quadrates und des Dreiecks SFE, also gleich

14 L _3 i Flicheninhalts des Recht-

3t2a"s
ecks ABCD.

Der Flicheninhalt des Vierecks ASED ist
gleich der Differenz aus dem Flicheninhalt

eines Quadrates und dem Flicheninhalt des

. L1 1 7
Dreiecks SFE, al h = =i
ecks , also gleic 3 24~ % des

Flacheninhalts des Rechtecks 4BCD.

A 352 Essei K ein Punkt, der auf derselben
Seite der Geraden AB liegt wie F, und es sei
BK | AF. Dann gilt auch BK | HG, BC | AD
und wegen ¥ FAD = 30°auch £ KBC = 30°.
Daher schneiden die Geraden BC und HG
einander, und es gilta = ¥ KBC = 30°.

alpha-heiter-Lisungen 2/69

Wer ist der Titer?

Der Tater ist Johannes Lehmann.

Bitte richtig verschieben! (2/69)

Proz Entsatz
pAral Lele
gRundLinie
Absz Isse
Bild Punkt
glEich Setzungsverfahren
oberfLiach E

Magische Quadrate
1. Abel 2. Beta 3. Eton 4. Lang
5. Cher 6. Hohe 7. Ehre 8. Reep

Was bedeutet das?

Kante — Kante
in De x — Index
L imes — Limes

Kreis um Fan G — Kreisumfang
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Ulrich Zahle berichtet

Als man mich 1961 fragt, obich an einzr Mathematik-
olympiade teilnehmen mdchte, konnte ich noch nicht
ahnen, daB eben dieser Wettbewerb meinen weiteren
Lebensweg entscheid2rd beeinfiussen soilte.

Uber cie Fehler, die ich bei diesem ersten Versuch
gemacht hatte, drgerte ict: mich. Doch vom Argern
allein dndert sich nichts. icii begann, in Biichern zu
bldttern, zuerst aus Neugierde (,,Wie hitte denn die
Losung richtig formujiert werden miissen?*); bald
wurde daraus Wissensdurst, den es durch beharrliche
und zielstrebige Beschaftigung zu stillen galt. Bei den
Olytr.piaden steiiien sich erste Erfolge ein, die mir
jedoch nicht als Ruhekissen dientexn, sondern mich im
Gegenteil anspornten.

Decr iz Olympiaden sind kein Selbstzweck. In
eine.~ hochentwickelte. Industriestaat, wie ihn unsere
Republik darstellt, gewinnt die Mathematik immer
mehr an Bedeutung. Ein groBer Bedarf an hochquali-
fizierten Fachkriften ist die Folge.

Ich war deshalb besonders froh dariiber, da3 ich die
Moglichkeit bekam, die 11. und 12. Klasse der Erwei-
terten Oberschule an der Arbeiter-und-Bauern-Fakul-
tdit Halle in einer Mathematik/Physik-Spezialklasse
zu absolvieren. Ich konnte einerseits mein mathema-
tisches Wissen in starkem MaBe erweitern, unter
anderem durch eine Grundausbildung in den Metho-
den der Numerischen Mathematik. Andererseits bot
sich die Moglichkeit einer intensiven Vorbereitung
auf ein Studium im befreundeten Ausland.

Die Mathematikolympiaden, die fiir mich in jedem
Jahr gewisse Hohepunkte meiner auBerschulischen
Betitigung waren, und Erfolge an der ABF bestitigten
mir, daB ich auf dem richtigen Wege war, nicht nur
in fachlicher Hinsicht.

Im Herbst 1968 nahm ich ein Mathematikstudium an
der Moskauer Lomonossow-Universitdt (Mechanisch-
Mathematische Fakultit) auf. Mit mir studiecen im
ersten Kurs etwa 600 Studenten. Besonders erfreut
bin ich, daB ich mit zwei sowjetischen IMO-Teilneh-
mern zusammen wohne. Im ersten Semester hatten
wir 36 Wochenstunden (einschlieBlich 8 Std. Russisch),
dazu Hausaufgaben in hinreichender Menge, so daB
‘der Start nicht leicht war. Grundlegende Sprach-

schwierigkeiten haben wir zwar schnell iiberwunden,
aber man bekommt in den Vorlesungen auch jetzt
noch nicht alle Feinheiten mit. Diese Liicken versuche
ich ciets schneil zu schlieBen. Seit dem 20. Dezember
lauft die erste Priifungsperiode. Im ersten Teil waren
die Priffungen, die sich auf den Seminarstoff bezichen.
In der Regel bestehen diese Priifungen (schriftliche
Arbeiten, aber vor ailem Gespriache) aus mehreren
Teiien, wobei sich der Umfang der Priifung nach den
Leistungen in den schriftlichen Arbeiten im Laufe
des Jahres richtet. Im Januar hatten wir Examen in
den drei Fachern: Analysis, Analytische Geometrie und
Hohere Algebra. Neben dem duBerst intensiven Stu-
Giuau, das wir hier bei beriihmten Mathematikern
absoivieren und das natiirlich einen Grofteil der Zeit
beansprucht, finden wir aber auch Gelegenheit, uns
mit Moskau und vor allem seinen Menschen bekannt
zu machen, Freundschaften mit sowjetischen und
ausidndischen Studenten zu schlieBen. Besonders
seit meinem Studium habe ich meine Ansicht bestétigt
gefunden, daf die Teilnahme an den Mathematik-
olympiaden eine Reihe positiver Eigenschaften ent-
wickeln hilft, daB eine gute Plazierung in einer Mathe-
matikolympiade ein Erfolg ist, auf den man besonders
stolz sein sollte, daB dies aber noch nicht hinreichend
sein kann, um eine weitere erfolgreiche Entwicklung
zu garantieren. Dazu gehdrt mehr:

Man muB beharrlich um die Vervollkommnung seines
Wissens, seiner Fahigkeiten (nicht nur streng ausge-
richtet auf mathematisches Gebiet!) bemiiht sein,
darf sich von Erfolgen nicht blenden lassen. Nur so
kann man Héochstleistungen vollbringen, Hochst-
leistungen, die uns alle voranbringen!

Nobelpreistrager Nikolai Semjonow, UdSSR:

Der Begriff ,,talentierter Mensch* umfafit aufler den
Fihigkeiten in noch grolerem Malle die Leidenschaft
fiir die geliebte Sache. Wenn ein Mensch diese L.eiden-
schaft fir das wissenschaftliche Schaffen nicht bereits
in der Jugend verspiirt, dann wird er nie ein Wissen-
schaftler.
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Mathematische Modelle aus der DDR A

Zu Besuch in der Firma
,.Padagogische Entwurfstechnik‘

Neben dem kleinen Fliiichen PrieBnitz befindet sich
in Dresden in der PrieBnitzstrafe die Produktions-
stitte der Firma ,,Padagogische Entwurfstechnik*
(PET). Hier entstehen mathematische Modelle. Wer
kennt sie nicht, die Pyramiden, Kegel oder Wiirfel
aus farbigem Plast?

Mit viel FleiB und groBem K6nnen wird von den Werk-
tatigen von PET all das entwickelt und gebaut, was
auf dem Gebiet der Unterrichtsmittel mitgeholfen
hat, das Ansehen unserer Republik auf dem Weltmarkt
zu stirken. Die Modelle gehen in 20 Liander. Die Ex-
portpalette reicht von den meisten europdischen
Lindern bis hiniiber nach Ubersee, wie Kuba, Kolum-
bien und Chile.

In Bezug auf Form und Gestaltung der Unterrichts-
mittel ging die Firma PET neue Wege. Besonders her-
vorzuheben sind dabei die Zerlegbarkeit der Modelle
und ihre Gestaltung aus. farbigem Material, die viel-
seitigen Bearbeitungsformen fiir ihre Anfertigung. Der
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offensichtliche Vorteil eines Plastmodells gegeniiber
dem traditionellen Holzmodell besteht darin, daB man
es nicht nur schneiden, bohren und frisen, sondern
auch biegen, ziehen, schleudern und pressen kann.

Die meisten PET-Modelle wurden direkt im Betrieb
entwickelt. Die Ideen dazu kamen aber auch unmittel-
bar aus dem Unterricht. Lehrer und Schiiler unserer
Republik haben dem Betrieb wertvolle Hinweise fiir
den Bau oder die Weiterentwicklung von Modellen

“gegeben. Oft stellen sich die Mitarbeiter des Betriebes

die Frage: ,,Entsprechen unsere Modelle noch den
Anforderungen eines modernen Unterrichts?* So
entstechen immer wieder neue Formen, die von
bewahrten Facharbeiterinnen in hoher Qualitdt und
Funktionstiichtigkeit hergestellt werden.
Aus dem Sortiment von iiber 500 verschiedenen Mo-
dellen, Demonstrations- und Ubungsgeriten méchten
wir einige vorstellen.

W. Glaf

Bild 1 Demonstrationsmodell: (@ + 5)°

Bild 2 Fadenmodell: Pyramide mit nichtquadratischer Grund-
flache. Die Grundfliche ist mit Nuten versehen, in die sich
Stiitzdreiecke einschieben lassen.

Bild 3 Kegelschnittmodell
Bild 4 Pressen eines Kegels zum Kegelschnittmodell -



berichtet aus aller Welt

Magdeburg

46 Schiiler, die besten Jungen Mathematiker
aus der DDR, nahmen als Giste an der VI.
wissenschaftlichen Jahrestagung der Mathe-
matischen Gesellschaft der DDR teil.

Die Tagung war die bisher groBte ihrer Art.
1100 Wissenschaftler aus 11 Lindern nah-
men an der Arbeit der verschiedenen Sektio-
nen teil. Insgesamt standen 24 Ubersichts-
vortrdge und fast 200 Kurzvortrige in 15
Fachsektionen auf dem Programm. Den Fest-
vortrag, dem sich eine 6ffentliche Diskussion
anschloB, hielt der Minister fiir das Hoch-
und Fachschulwesen, GieBmann, zum
Thema ,,Mathematik und Datenverarbeitung
in der Technik'. Gastgeber war die Tech-
nische Hochschule ,,Otto von Guericke':

Halle

Freunde der Mathematischen Fakultit der
Gorki-Universitit Charkow besuchten die
Arbeiter- und Bauern-Fakultit ,,Walter Ul-
bricht“. An dieser Fakultit bereiten sich
schon seit Jahren Midchen und Jungen aus
allen Teilen der DDR auf ein Studium im
befreundeten sozialistischen Ausland vor.
Die zukiinftigen Studenten interessierten sich
im Gesprich mit ihren Charkower Studien-
kollegen fiir den Ablauf des Mathematik-
studiums in der Sowjetunion. Schnell waren
kleine Diskussionsgruppen gebildet. Viele
Erfahrungen wurden ausgetauscht. Sprach;
schwierigkeiten wurden schnell iiberwunden.
Dieses Treffen wird allen Teilnehmern noch
lange in Erinnerung bleiben.

London

Im Mai 1968 fand die vierte englische Mathe-
matik-Olympiade statt (Landesausscheid).
Sechs Schiiler des Bundesstaates New York
nahmen als Gast an diesem Wettbewerb teil.

Leipzig

Harald Englisch nimmt seit dem 5. Schul-
jahr an den Veranstaltungen des Bezirks-
kabinetts fiir auBerunterrichtliche Tatigkeit
— Fach Mathematik — teil. Er legte 1968
an der Volkshochschule (als Schiiler der
8. Klasse der Leibniz-OS) das Abitur im
Fach Mathematik mit der Note ,,sehr gut*
ab und wurde vom Mathematikunterricht
seiner Schule freigestellt. Zwischen Volks-

bildung, Leitung der FDJ des Stadtbezirks,
Schule, Elternhaus, Harald Englisch und
der Sektion Mathematik der Karl-Marx-
Universitdt wurde ein Forderungsvertrag
abgeschlossen: H. E. darf an Ubungen, Klau-
suren und Priifungen des 1. Studienjahres teil-
nehmen, um nach Ablegung des Abiturs in
den ibrigen Fachern des Mathematikstu-
diums mit dem zweiten Studienjahr zu be-
ginnen.

New York

In ,,The American Mathematics Monthly,
Vol. 74* erschien ein Bericht iiber die Berufs-
wahl bzw. den Werdegang mathematisch be-
gabter Schiiler. Um diese herauszufinden,
veranstaltet die MAA (siehe alpha 1/68 und
dieses Heft S. 34/35) alljahrlich einen um-
fassenden Wettbewerb. Was wird aus den
Schiilern, die sich dort als die besten quali-
fizieren? Antwort: Von 103 Schiilern wurden
nur 33 Mathematiker.

Dresden

Der alpha-Club der 29. OS Leipzig (5 Ar-
beitsgemeinschaften, 89 Schiiler) fiihrte in
den Winterferien eine Exkursion nach Dres-
den durch. Es wurden der Mathematisch-
Physikalische Salon und das Verkehrsmuseun
besucht. Eine Stadtrundfahrt machte die
44 Teilnehmer mit dem Aufbau der Elbe-
stadt vertraut. Hohepunkt des Tages: Be-
sichtigung des Fernsehturms (siche Beitrag
Heft 3/67, S. 78/79) unter fachkundiger Fiih-
rung von Prof. Dr. Zill, TU Dresden (siche
Foto).
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Plauen

Die Mathematiklehrer der Fachkommission”

Mathematik des Kreises Plauen-Land be-
ziehen die Zeitschrift alpha in je drei Exem-
plaren. Auf numerierten Karten (Format A 6)

werden die einzelnen Aufgaben der Zeit-
schrift aufgeklebt. Gleiche Nummern tragen
die andersfarbigen Lésungskarten. Mit dieser
Kartei wird in Trainingslagern und in Zirkeln
gearbeitet.

Altentreptow

...In unserem Kreis bestehen drei Zirke!
Junger Mathematiker. Wir fassen hier, meist
nach den Kreisolympiaden, 10 bis 12 der

‘besten Schiiler zusammen und treffen uns

monatlich einmal. Dabei sind uns die alpha-
Aufgaben eine groBe Hilfe... Die nicht als
Wettbewerbsaufgaben laufenden Aufgaben
werden fast alle behandelt. Die Schiiler
suchen Losungen, werden aber vorwiegend
herangefiihrt, um sie im Finden der Losungs-
wege zu schulen. . .

Dipl.Gwl. S. Mamerow

Leipzig

Am 6. 2. 1969 verteidigte unser Redaktions-
mitglied OL H. Lohse an der Karl-Marx-
Universitat seine Arbeit: Effekt- und Ver-
laufsanalyse programmierten Lernens, unter-
sucht am Mathematikprogramm , Elemen-
tare Zahlenfolgen. Wir gratulieren Herrn
OL Dr. H. Lohse zu seiner Promotion.

Berlin

Wer aufmerksam durch das Zentrum Berlins
gegangen ist, wird bemerkt haben: Ein hand-
geschmiedetes Tor ist Eingang zur Staats-
bibliothek. Es tragt den Buchstaben A 72 mal.

Paris

In Frankreich wird das Abitur baccalauréat
genannt. An der Akademie von Paris gibt es
eine Spezialklasse Mathematik (classe de
mathématiques élementaires). Schiiler des
12. Schuljahres, die eine betont mathemati-
sche Bildung wiinschen, erhalten dort 9 Stun-
den Mathematikunterricht wochentlich. Eine
Aufgabe (von vier) aus dem Abitur geben wir
wieder (bewertet mit 4 Punkten von 20):

Fiir das Intervall [0, =] ist die durch die
Gleichung

flx) =cosx + %cbs 2x

definierte Funktion zu diskutieren. Kon-
struiere ihren Graphen in einem ortho-
normierten  Koordinatensystem  (Einheit
2 cm)! Bestimme mit Hilfe einer Tafel die
Abszisse des Punktes im BogenmaB, 'in dem
der Graph die x-Achse schneidet.
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Einfihrung in die Elektronische Datenverarbeitung

Noch einige Bemerkungen zur Division: Die letzte
Aufgabe ,.ging auf*, das heiBt, sie lieferte ein ganz-
zahliges Ergebnis. Das wiirde natiirlich in jedem Zah-
lensystem eintreten, denn die Teilbarkeit oder Nicht-
teilbarkeit zweier ganzer Zahlen ist unabhidngig vom
System. Wir untersuchen nun die Fille, bei denen der
Divisor im Dividenden nicht ganzzahlig aufgeht.
Vom Dezimalsystem sind uns folgende Moglichkeiten
bekannt:

a) Man erhélt einen endlichen Dezimalbruch genau
dann, wenn der Divisor (natiirlich weitestgehend
gegen den Dividenden gekiirzt) nur Primfaktoren
enthilt, die auch in der Basis 10 vorkommen, also
nur 2 oder 5,z. B. 1:8 = 0,125.

b) Man erhilt einen rein-periodischen Dezimalbruch,
wenn der Divisor weder den Primfaktor 2 noch den
Primfaktor 5 enthilt, z. B. 1:3 = 0,3.

¢) Man erhilt einen gemischt-periodischen (vorperio-
dischen) Dezimalbruch, wenn der Divisor sowohl die
Primfaktoren 2 oder 5 als auch andere enthilt, z. B.
1:6 =0,15.

Die Aussagen lassen sich fiir ein beliebiges Zahlen-
system mit der Basis g — genannt g — adisches Sy-
stem — verallgemeinern, wenn man statt ,,Primfak-
toren 2 oder 5“ sagt: ,,Primfaktoren, die in g vorkom-
men*. Den Begriff Dezimalbruch ersetzt man durch
den Begriff g — adischer Bruch.

Aus diesem Sachverhalt folgt, daB jeder (rein- oder
gemischt-) periodische Dezimalbruch im Fiinfersystem
auch periodisch ist, aber umgekehrt jeder endliche
Dezimalbruch nicht notwendig einen endlichen Fiin-
ferbruch ergeben muB, ndmlich dann nicht, wenn der
Divisor durch 2 teilbar ist.

Beispiel: Im Dezimalsystem liefert 27—0 = 0,35

eine endliche Entwicklung, im Fiinfersystem ist

T T8 en 55 memes .
%15 li. 40 = 0,13333... = 0,13
40 300
300 339
20 300

ein vorperiodischer Bruch.
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Die Tatsache, dall die Periodizitit bzw. Nichtperio-
dizitit einer Bruchentwicklung vom verwendewen
Zahlensystem abhéngt, ist rechentechnisch insofern
von Bedeutung, ais dadurch die Genauigkeit des Er-

gebnisses beeintrichtigt werden kann. So kemmt es

vor, daB uns ein 2 utomat die bei einer Aufgzbe her-
. 1 .. .
auskommende ra‘ionale Zahl 3 liefert in der Form

0,499999999 .

Mit der schriftlichen Division haben wir gleichzeitig
ein Mitiel, rationale Zahlen, die als Quotien: zweier
ganzer Zahlen gegeben sind, im Fiinfersystem darzu-
stellen. Man kodiert Zéhler und Nenner um und ruhrt
die Division wie 1m vorigen Beispiel aus:

4 Aufgabe: Stelle ij im Finfersystem dar!

Auf die Umkodierung eines (endlichen oder perio-
dischen) Fiinferbruches in das Dezimalsystem: wollen
wir hier verzichten, weil dazu Kenntnisse iber geo-
metrische Reihen notig sind. Der fortgeschrittene
Leser moge sich das selbst iiberlegen.

1.4. Das Dualsystem

Wir hatten uns im Abschnitt 1.2. iiberlegt, daB im
Rechenautomaten jede Ziffer des verwendeten Zah-
lensystems durch einen wohlbestimmten stabilen phy-
sikalischen Zustand eines Schaltelements realisiert
werden muB. In der Absicht, die Zahl der Zustinde
zu verringern, waren wir vom Dezimalsystem auf das
Fiinfersystem gekommen. Auch fiinf verschiedene
Zustande sind technisch noch nicht sehr zweckmiBig.
Es hat sich gezeigt, daB ein Schaltelement mit nur
zwei verschiedenen Stellungen, ein sogenanntes bista-
biles Schaltelement, am zuverldssigsten arbeitet, sei
es eine Elektronenréhre, die je nach Polung den Strom
durchlidBt oder ihn sperrt, sei es ein Halbleiter, der
dhnlich arbeitet, sei es ein elektromagnetisches Reiais,
das entweder angezogen oder abgefallen ist. Fir ein
solches bistabiles Schaltelement hat man die anschau-
liche Bezeichnung Flipflop aus dem Amerikanischen
ibernommen. Es sagt ja oder nein, ein drittes gibt es
nicht. ,,Rechentechnischer‘* ausgedriickt: Es speichert
stets genau eine von zwei moglichen Informationen.



Man denke etwa an die beiden verschiedenen Ruhe-
stellungen einer Wippe:

Ja oder nein und nichts weiter bedeutet fiir unser Vor-
haben die Frage: Gibt es ein Zahlensystem mit nur
zwei Ziffern (im folgenden mit L und O bezeichnet)?
DaB es tatsichlich moglich ist, jede ganze (spiter
auch beliebige reelle) Zahl mit nur zwei Ziffern zu
schreiben, ist vielen sicher schon bekannt. Dieses
sogenannte Dualsystem wollen wir jetzt ndher unter-
suchen, insbesondere seine Rechengesetze und deren
Anwendung in der Rechentechnik kennenlernen.
Setzen wir O = 0 und L = 1, so fillt es uns nach den
Umkodierungsiibungen des vorigen Abschnitts nicht
schwer, zu erfassen, daf} es sich um eine Summe aus
Zweierpotenzen handelt, z. B.

LLOLOOLLL =1-28 4+1-2740-26 4 1 -25
+0-2440-234+1-224+1-241=256+ 128
+32+4+2+1=423.

Um das iiberaus einfache Einsundeins und Einmaleins
dieses Systems wiirde uns mancher Schulanfinger
beneiden. Es lautet:

O-L=L-0=0 O+L=L+0= L
L-L=L. L+L=LO

Mit diesen wenigen Elementaroperationen, in sinn-
voller Reihenfolge angewendet, beherrschen wir be-
reits das schriftliche Rechnen (die vier Grundrechen-
arten) in dem neuen System. Wir betrachten wieder
je ein Beispiel, diesmal wegen der rechentechnischen
Gesichtspunkte ausfiihrlicher als beim Fiinfersystem.
Die beiden zu verkniipfenden Zahlen seien
84 = LOLOLOO und 21 = LOLOL

Addition:

LOLOLOO 1. Summand: Augend*
+ LOLOL 2. Summand: Addend
L L Ubertrige
LLOLOOL Summe
Subtraktion:
LOLOL OO Minuend
— LOLOL Subtrahend
LLLLLL Ubertrige
LLLLLL Differenz

* Rechentechnisch macht man trotz der Vertauschbarkeit einen
Unterschied zwischen den beiden Summanden. Denn der Automat
hiilt sich an die gegebene Reihenfolge und wendet nicht, wie ein
menschlicher Rechner, gelegentlich das Kommutativgesetz an.

Multiplikand Multiplikator
LOLOLOO-LOLOL
LOLOLOO
0]
LOLOLOO

Multiplikation :

6]
LOLOLOO
LLOLLLOOLOO
Aus diesem Beispiel gewinnen wir folgende wichtige
Erkenntnis: Eigentliche multiplikative Teiloperatio-
nen, wie wir sie vom Dezimal- und auch noch vom
Fiinfersystem her kennen (2-3 = 6;2 -4 = 13 usw.)
kommen hier gar nicht vor. Die Ziffer L im Multi-
plikator bedeutet, daB der Multiplikand einfach hin-
zuschreiben ist, eine O, daB dieser nicht hinzuschreiben
ist. Zwischendurch werden die Teilergebnisse immer
um eine Stelle verschoben, bis alle Ziffern des Multi-
plikators abgearbeitet sind, und die Teilergebnisse
werden schrittweise, d. h. jeweils nur zwei Summanden,
addiert. Ob man dabei mit der hochsten oder nied-
rigsten Ziffer des Multiplikators beginnt, ist egal.
Man muB es nur bei der Verschiebung (nach links
oder nach rechts) beriicksichtigen. Es folgt die aus-
fihrliche Darstellung:
LOLOLOO-LOLOL

Die erste linke Ziffer L des Multiplikators
bedeutet: Schreibe den Multi-
plikanden hin und verschiebe
ihn nach links! (Jede fehlende
Einerstelle wird sofort durch
eine O ausgefiillt.)

Die nichste Ziffer O bedeutet :
Addiere nichts und

verschiebe das Zwischen-
ergebnis nach links!

Die nichste Ziffer L bedeutet :
Addiere den Muitipli-
kanden und verschiebe

das Zwischenergebnis

nach links!

Es folgt eine O, also ist das
Zwischenergebnis nur

zu verschieben :

Die letzte zu verarbeitende
Ziffer ist L, also:

Damit liegt das
Endergebnis vor:

Das Dualsystem hat also den fiir die Rechentechnik
bedeutsamen Vorteil, daB jede Multiplikationsauf-
gabe in die abwechselnd gegebenen Befehle ,,Addiere !
bzw. ,,Addiere nicht!* und ,,Verschicbe!* aufgelost
werden kann. Eine Multiplikationsschaltung multi-
pliziert also gar nicht im eigentlichen Sinne, sondern
addiert im wesentlichen nur. Im nichsten Beitrag
befassen wir uns mit der Division.

LOLOLOO
LOLOLOOO

LOLOLOOO
LOLOLOOOO

4+ LOLOLOO
LLOLOOLOO
LLOLOOLOOO

LLOLOOLOOOO

+ LOLOLOO
LLOLLLOOLOO

J. Frormann
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Rechnen mit Resten

Teil 1

1. Gerade — ungerade

Hiufig begegnen uns Aufgaben, in denen es um die
Teilbarkeit ganzer Zahlen geht — Aufgaben also, die
in die mathematische Disziplin der Zahlentheorie ge-
héren. Eine einfache Aufgabe dieser Art ist:

o B1 Jemand behauptet, er kénne 30 Apfel so
unter 3 Kinder (ungleichmaBig) verteilen, daB jedes
Kind eine ungerade Anzahl Apfel erhilt. Ist das mog-
lich? Begriinde deine Antwort!

Wir libersehen wohl alle sofort, daB eine solche Ver-
teilung nicht moglich ist. Aber wie miiBte eigentlich
eine Beweisfilhrung fiir diese Unmoglichkeit aussehen?
Doch etwa so:

Gerade Zahlen g sind die durch 2 teilbaren Zahlen,
also die Zahlen der Form g = 2k, wobei k eine na-
tiirliche Zahl ist. Entsprechend haben die ungeraden
Zahlen u die Form u = 2k + 1, weil sie bei Division
durch 2 den Rest 1 lassen. Nehmen wir nun einmal an,
die Verteilung sei in der angegebenen Art doch még-
lich, und die Apfelanzahlen fiir die Kinder seien

A, 4, und A, Dann miifite sein:

A, =2k +1 Ay, =2k, +1 Ay =2k, +1
mit natiirlichen Zahlen &, k,, k,. Die Summe wire
dann A = A; + A, + A3 = 2k + 2k, + 2ky + 3
=2k, + ky + ks + 1)+ 1,alsod =2k + 1,

und dabei wire k als Summe von k,, k,, k, und 1 wie-
der eine natiirliche Zahl, 4 also ungerade. Da 30 aber
eine gerade Zahl ist, kann diese Summe A nie 30 sein.
Wir miissen also unsere Annahme, die Aufspaltung
von 30 in drei ungerade Summanden sei doch méglich,
fallen lassen.

Dieser indirekte Beweis — so nennt man Beweise, bei
denen von der Annahme des Gegenteils der Behaup-
tung ausgegangen und dann gezeigt wird, daB diese
Annahme zu einem Widerspruch fiihrt — ist freilich
ziemlich umstindlich. Manchem wird es mit Recht
so vorkommen, als hdtten wir mit einer Kanone
nach Spatzen geschossen. Obendrein ist es z. B. fiir
Schiiler der Klasse 5 gar nicht moglich, den Beweis so
zu fithren. Sie wiirden es vielleicht so machen:

Die Summe zweier ungerader Zahlen ist gerade, die
Summe aus einer ungeraden und einer geraden Zahl
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ist stets ungerade. Deshalb kann die gerade Zahl 30
nicht in drei ungerade Summanden zerlegt werden.
Allerdings stiitzt sich diese Beweisfiihrung nun wie-
derum auf — fiir den Schiiler der Klasse 5 eigentlich
unbewiesene — Sitze liber das Rechnen mit geraden
und ungeraden Zahlen. Diese Sitze konnen wir auch
folgendermaBen formulieren:

Bezeichnen wir einmal die Menge aller geraden Zah-
len mit G und die Menge aller ungeraden Zahlen mit
U, so konnten wir etwa schreiben U + U = G und
G + U = U, freilich diirften wir diese ,,Addition*
nicht mit dem Vereinigen von Mengen verwechseln.
Wir rechnen gewissermafen in einem Bereich, der
nur zwei Elemente enthilt, G und U. Die Addition,
die zwischen diesen Elementen erklirt ist, ldBt sich
auch in Form einer ,,Tabelle mit doppeltem Eingang*

angeben: + | G U
G| G U
Uuluvu G

Selbstverstindlich 1dBt sich auch subtrahieren; wir
miissen dann ,,statt in die Tabelle hinein aus ihr her-
aus gehen®. Diese Subtraktion spiegelt auch genau
wider, daBl wir beispielsweise wieder eine gerade Zahl
erhalten, wenn wir von einer geraden Zahl eine gerade
Zahl subtrahieren.

Und so sieht eine Tabelle fiir die Multiplikation aus:

-G U
G |G G
Ul G U

Auch diese Operation liBt sich umkehren, allerdings
nur zu U: U= U und G: U = G. Und warum ist
die Division durch G unméglich? Um diese Frage
zu beantworten, bezeichnen wir einmal den gesuchten
Quotienten mit X und versuchen es zunichst mit
U: G = X. Das bedeutet X - G = U, und ein solches
X 14Bt sich nicht finden, denn sowohl fir X = G als
auch fiir X = U ergibt X - G wiederum G. Und wie
steht es mit G: G = X? Hier finden wir zwar ein X,
aber leider nicht nur ein einziges: Wegen U -G =
G - G = G kommt fiir X sowohl G als auch U in Frage.
Da wir aber fiir eine Rechenoperation ein eindeutiges
Ergebnis verlangen miissen, bleibt uns nichts anderes
iibrig, als auf die Division durch G ganz zu verzichten.



Noch etwas fallt bei der Division von G und U auf:
Sie ist nicht mehr direkt iibertragbar auf die Zahlen
selbst. 17 und 3 z. B. sind ungerade Zahlen, ihr Quo-
tient 17 : 3 aber ist weder gerade noch ungerade. Eine
solche Eigenschaft kann ja nur ganzen Zahlen zukom-
men, und 1—37 ist nun mal keine ganze Zahl. Es ist
also schon notwendig, mit den Mengen G und U zu
arbeiten und nicht mit den Zahlen selbst. Bei diesem
Rechnen handelt es sich im Grunde um das Arbeiten
mit den sogenannten Restklassen modulo 2. Was das
ist, und welche Bedeutung dieses Rechnen sonst noch
hat? Dazu miissen wir etwas weiter ausholen. Es wird
aber gut sein, wenn wir uns zuvor zur Ubung einmal
selbst an den folgenden Aufgaben versuchen:

4 Al Peter sagt zu seinem Vater: ,, Ich weil ein
Kunststiick. Jeder von uns beiden hat 30 Streich-
hoélzer zur Verfiigung und nimmt einige davon in die
Hand. Du sagst mir, ob die Anzahl der Streichhdlzer,
die du in die Hand genommen hast, gerade oder unge-
rade ist. Ich werde dir dann, ohne nachzuzihlen,
sagen, ob die Gesamtzahl der iibriggebliebenen Streich-
holzer gerade oder ungerade ist*“. Wieso weill Peter
das?

A A2 Peter sagt zu seinem Freund: ,Nimm in
eine Hand eine gerade, in die andere eine ungerade
Anzahl Streichhélzer! Verdopple in Gedanken die
Anzahl in der linken Hand, verdreifache die Anzahl
in der rechten Hand, addiere beides und nenne mir
das Ergebnis! Ich werde dir dann sagen, in welcher
Hand du die gerade Anzahl hast! Wie macht Peter
das?

2. Kongruenz — einmal nicht geometrisch

Das grundlegende Werk der modernen Zahlentheorie
sind die beriithmten Disquisitiones arithmetica (Arith-
metische Untersuchungen) von Car! Friedrich Gaup,
die dieser als erst Einundzwanzigjéhriger geschrieben
hat; allerdings sind sie erst drei Jahre spiter, nimlich
im Jahre 1801, erstmalig im Druck erschienen. Der
Zahlentheorie galt ja die besondere Liebe von GauB,
und so wie man ihn spiter als Princeps mathemati-
corum — als Fiirst der Mathematiker — bezeichnete,
so nannte er die Zahlentheorie Kénigin der Mathema-
tik. Er meinte auch, daB ,,alle diejenigen, die diese
Wissenschaft ernstlich studieren, eine Art Leiden-
schaft dafiir fassen®.

In dem genannten Buch fiihrt Gauf eine Beziehung
zwischen ganzen Zahlen ein, die als Kongruenz be-
zeichnet wird. Hiufig nennt man sie auch zahlentheo-
_retische Kongruenz, um sie deutlicher von der Kon-
gruenz in der Geometrie, der bekannten Deckungs-
gleichheit, zu unterscheiden. Dieser Begriff und auch
die von Gauff gewihlte symbolische Schreibweise
sind nun AuBerst zweckmaBig und deshalb fruchtbar

fiir die weitere Entwicklung der Zahlentheoric ge-
worden. Der Mathematiker Edmund Landau (1877 bis
1938) soll darum gesagt haben: ,,Wenn Gauf nichts
anderes getan hitte als diese Bezeichnung einzufiihren,
wire er schon ein groBer Mathematiker gewesen*.
Die zahlentheoretische Kongruenz zweier ganzer
Zahlen g und b bedeutet, daB a und b bei der Division
durch eine gegebene natiirliche Zahl m, die man Mo-
dul der Kongruenz nennt, denselben Rest lassen. So
ist beispielsweise 17 kongruent mit 42 nach dem
Modul 5, dennesistjal7 =3 -5 + 2 und

42 = 8 -5 4 2, 17 und 42 lassen also bei Division

_durch 5 denselben Rest 2. Man schreibt dafiir

17 = 42 mod 5, auch kiirzer 17 = 42 (5),
und spricht ,,17 kongruent 42 modulo 5.

Allgemein kénnen wir sagen:

Fiir ganze Zahlena, bund mmitm > 1 gilta = b (m)
genau dann, wenn es ganze Zahlen k£ und / git* mit
a=k-m+rundb =1/ -m + r. Fir die ganze Zahl
r, den Rest, gilt dabei 0 < r < m, doch ist diese Ein-
schrinkung fiir die Erkldrung der Kongruenz eigent-
lich nicht nétig. (Warum?) Speziell kann man natiir-
lich auch immer schreiben @ = r (m) und b = r (m).

Weitere Beispiele:
4 B2 79 =14(13) 34 = 4(6) 56 = 0(8)
Wihrend 17 = 42 (5) gilt, sind 17 und 42 beispiels-
weise nicht kongruent nach dem Modul 7, denn es
istjal?7=2-7+ 3, aber 42 = 6 - 7 + 0. Man sagt
auch, daB 17 und 42 inkongruent modulo 7 sind und
schreibt 17 £ 42mod 7 bzw. 17 £ 42 (7).
Bisher haben wir uns in unseren Beispielen immer auf
natiirliche Zahlen a und b beschrankt. Die Erklarung
der Kongruenz gilt aber fiir alle ganzen Zahlen,
schlieBt also auch negative mit ein. So ist beispiels-
weise —33 = 55 (11) und —18 = 0 (9). Bei Resten,
die von 0 verschieden sind, muf3 man allerdings auf-
passen. Es ist nicht etwa —35 = 57 (11), sondern bei-
spielsweise —31 = 57 (11), weil sowohl —31 als auch
57 bei Division durch 11 den Rest 2 lassen:
—31=(3)-11 4+2und57 =5 11 4+ 2.
4 B3 —39=11() 71 = —1(8)

—22 = —50(4)
Leichter iibersehbar wird oftmals der Sachverhalt —
besonders bei Beteiligung negativer Zahlen —, wenn
man etwas umformt: a = b (m) bedeutet ja nach der
Erklirung der Kongruenz a = k-m + r und b =
{-m + r. Durch Subtraktion erhilt man aus diesen
Gleichungen a — b = (k — /) m, und da mit k und /
auch k — / eine ganze Zahl ist, folgt aus a = b (m),
daB a — b durch m teilbar ist. Wie wir uns leicht
selbst iiberlegen konnen, gilt auch umgekehrt: Ist
a — b durch m teilbar, so lassen @ und b bei Division
durch m denselben Rest. Deshalb ist a = b (m) gleich-
bedeutend mit m | (a — b) (,,m teilt a — b**), wofiir
wir freilich auch schreiben kénnen a — b = 0 (m). So
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ist fiir unsere Beispiele B 3 — 39 — 11 = —50 durch
S eilbar, 71 — (—1) = 72 durch 8 und —22 — (—50)
28 durch 4. '
Bemerkenswert ist nun, daB mit zahlentheoretischen
Kongruenzen weitgehend so gearbeitet werden kann
wit mit Gleichungen. DaBl man die Seiten einer solchen
Kongruenz vertauschen kann, ist offensichtlich: Mit
a =h (m) ist auch b = a (m). Ferner folgt aus
a = b(@m)und b = ¢ (m) auch a = ¢ (m). Es gilt aber
noch weit mehr, etwa:
(). Aus a; = b(m) und a, = b,(m) folgt stets
a, + ay = by + by(m).
Dazu zunichst ein Beispiel:
4 B4 47 = 5(7) und 25 = 53 (7), aber auch
72 = 58 (7).
Der Beweis dafiir, daB eine solche seitenweise Addition
zahlentheoretischer Kongruenzen allgemein gestattet
ist, ist recht leicht:
a; = b, (m) bedeutet a; — b, = k- m | mit ganzen
a, = b, (m) bedeuteta, — b, =1 -m } k, 1
Addition dieser beiden Gleichungen liefert
(ay +a))— by + b)) =k + Hhm,
also gerade die Behauptung, weil mit & und / auch die
Summe k& + [/ eine ganze Zahl ist. Ebenso leicht fol-

gert man
(1) a, —a, = b; — b, (m) und
Al a; - ay=b, - b, (m).

Das Rechnen mit Kongruenzen, das auf diesen Tat-
sachen beruht, ist wichtig fiir fast alle Teilgebiete der
Zahlentheorie. Es verhilft auf verhiltnismiBig ein-
fache Weise zu Ergebnissen, die man anders nur sehr
umstindlich erreicht. Zwei Aufgaben sollen uns den
Vorteil dieses Rechnens deutlich machen:

4 B 5 Gesucht ist der Rest, den die Zahl

z = 4543'° 4+ 37 bei Division durch 5 148t.

Es ist 4543 = 3(5), demnach 4543 = 9(5), also
4543% = 4(5). Ebenso erhilt man 4543% = 2(5) und
4543* = 1(5), daraus durch Quadrieren 4543% = 1(5),
dann 4543'® = 1(5) und schlieBlich wegen 4543'° =
14543'¢ - 4543% und 37 = 2(5) das Ergebnis
4543 4+ 37 =1-2 + 2(5).

Die Zahl z hat also den Fiinferrest 4.

21n - 4
14n - 3
ganze Zahl n gekiirzt werden kann.

Den Beweis fithren wir wieder indirekt, d. h., wir neh-
men zunichst an, der Bruch wire doch fiir irgendein n
zu kiirzen. Die Kiirzungszahl sei dabei ¢ > 1. Dann
miiBte gelten 21n 4+ 4 = 0(q) und 14n + 3 = 0(g).
Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Kongruenzen
wire dann-auch 77 + 1 = 0(q) (Subtraktion, [II])
und damit 14n + 2 = 0(g) (Verdoppeln, [I] mut
a, = a, und b; = b,).

Daraus und aus 14n + 3 = 0(q) folgt aber (wiederum
durch Subtraktion) 1 = 0(g), und das ist nicht mog-

4o B6 Es ist nachzuweisen, daB fiir keine
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lich. Unsere Annahme, der Bruch sei fiir irgendein »
zu kiirzen, muB also fallengelassen werden, weil sie
zu einem Widerspruch fithrt. Wie wire es nun, wenn
wir zunidchst einmal wieder einige Aufgaben selb-
stindig zu 16sen versuchten? Hier einige Vorschlige:
4 A3 Zu beweisen ist: Die Summe zweier aufein-
anderfolgender Potenzen von 2 (mit natiirlichen Expo-
nenten » = 1) ist stets durch 6 teilbar.

4 A 4 Man bestimme die letzten zwei Ziffern der

Zah] 9%°.

4 A5 Einige von 20 Bogen Papier wurden in 4 Teile
zerschnitten. Sodann wurden einige der zerschnittenen
Bogen nochmals in 4 Teile zerschnitten usw. Als man
alle so entstandenen Papierbogen zéhite, erhielt man
451. Man beweise, daB falsch gezihlt worden ist!

G. Lorenz

Mit Bleistift und Lineal

s 412 Gegeben ist die Strecke 4B und eine zu AB
parallele Gerade g. Die Strecke AB ist unter Verwen-
dung von Bleistift und Lineal (ohne MaBeinteilung)
zu halbieren. Bei Konstruktion des Halbierungs-
punktes von AB unter Mitverwendung von g sind nur
die Titigkeiten Schneiden und Verbinden zulissig.

A B

4 413 Gegeben ist die Strecke AB und eine zu 4B
parallele Gerade g. Die Strecke AB ist unter den glei-
chen Nebenbedingungen wie oben zu verdoppeln.

r )

A 8

E. Schréder

(Losungen siehe in diesem Heft auf Seite 68.)



Bange machen gilt nicht!

Modell

eines geometrischen Extremwertproblems

Wir wollen euch heute eine geometrische Auf-
gabe vorstellen, die wir gemeinsam l6sen
werden, und an der wir zeigen, wie man ein
geometrisches Problem etwa anpacken kann.
Wir erwarten eure aulmerksame und aktive
Mitarbeit.

4 Dies ist unsere Aufgabe:

Einem spitzwinkligen Dreieck A ABC ist ein
weiteres Dreieck A DEF so einbeschrieben,
daf D zwischen B und C, E zwischen A und C,
F zwischen A und B liegt. Das Dreieck A DEF
wollen wir | Indreieck nennen. Welches von
allen méglichen Indreiecken besitzt den klein-
sten Umfang?

Wir fertigen uns zunichst eine Uberlegungs-
figur an.

c

>

F B

Um etwas iiber die Linge des Umfangs eines
der vielen moglichen Indreiecke aussagen zu
konnen, ist es sicher giinstiger, den Umfang
des betrachteten Indreiecks als eine einzige
Strecke darzustellen. Wir gehen dabei in
drei Schritten vor.

1. Schritt:

Wir spiegeln zunichst den Punkt F des
Indreiecks A DEF einmal an der Geraden AC,
zum anderen an der Geraden BC als Symme-
trieachse. (Fiihre alle Konstruktionen selb-
stindig aus!)

¢

f:
IAN\NN
X

A
Die Punkte F’ und F" seien die durch diese
beiden Spiegelungen erhaltenen Bildpunkte
von F. Wir verbinden C mit F, C mit F', C
mit F’, E mit F' und D mit F".

Auf Grund der Symmetrieeigenschalten gilt
nun
X FCA ~ ¥ ACF =1y,; ¥ FCB -- ¥ BCF
720 X ACB =y — y, 7 EF = EF;
DF = DF",;CF = CF = CF".
Aus den Eigenschaften der angefiihrten Win-
kel folgt
X FCF' = 2y. (Beweise das!) Der Winkel
« F'CF” ist somit konstant und gleich 2y fiir
jede mogliche Lage des Punktes F. Aus den
Eigenschaften der angefiihrten Strecken folgt,
daB der Umfang des Indreiecks DEF gleich
der Linge des Streckenzuges FEDF’ ist.
(Beweise das!)

2. Schritt:

Wir halten den Punkt F fest. Die Lage der
Punkte D und E verindern wir so, daB die
Punkte F', E, D und F” auf einer Geraden
liegen.

Der Umfang des von uns betrachteten In-
dreiecks DEF ist dadurch kleiner geworden,
denn die Strecke FF” ist kleiner als jeder
Streckenzug zwischen ihren Endpunkten.
Daher hat unter allen Indreiecken mit dem
festen Punkt F dasjenige Dreieck A DEF den
kleinsten Umfang, bei dem die Punkte D und
E auf der Geraden F'F liegen.

FI

A F 8

Auf Grund unserer Konstruktion liegen die
Punkte F und F’ beziiglich der Guraden AC
spiegelbildlich zueinander. Jeder Punkt der
Symmetrieachse ist von zwei symmetrischen
Punkten gleich weit entfernt. Es gilt also
EF = EF'. Aus ahnlichen Uberlegungen folgt
ferner DF  DF'.

Die Symmetrieachse zweier Geraden halbiert
den Winkel zwischen den beiden Geraden.
Folglich gilt x ACF' = & ACFund ¥ BCF'
= & BCF. Da der Punkt C Schnittpunkt

beider Symmetrieachsen ist, gilt weiterhin’

CF = CF = CF"; das Dreieck A F'F'C ist
somit gleichschenklig, und der Dreiecks-
winkel ¥ F'CF" ist gleich 2y.

Der Umfang des von uns betrachteten In-
dreiecks A DEF ist demnach gleich der Linge
der Basis des gleichschenkligen Dreiecks
AFFC.

3. Schritt:

Wir verindern die Lage des Punktes £ so,
dall CF Hohe des Dreiecks A ABC ist. Die
Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks

A FF"C sind am kiirzesten, wenn der Punkt F
FuBpunkt der Héhe CF ist. (Begriinde das!)
Mit einer kleiner werdenden Schenkellinge
wird aber auch die Basis F'F” kleiner. Daher
hat das Indreieck A DEF dann den kleinsten
Umfang, wenn F HéhenfuBpunkt ist und die
Punkte D und E auf der Geraden F'F” liegen.

Fl

A F B

Es ist leicht nachzuweisen, daB die Punkte D
und F in diesem Fall auch HoéhenfuBpunkte
sind. (Fiihre diesen Beweis aus!) Das Ergeb-
nis unserer Untersuchungen lautet also:
Von allen Indreiecken eines gegebenen spitz-
winkligen Dreiecks A ABC hat das aus den
FuBpunkten der drei Hohen gebildete Drei-
eck den kleinsten Umfang.
Die hier dargestellte Losung der Aufgabe
stammt sinngemi 3 von dem bekannten unga-
rischen Mathematiker Fejer, der diese Losung
als Student gefunden hatte.
Wir hoffen, daB ihr am Knacken dieser recht
harten NuB neben der angestrengten Arbeit
auch etwas Freude hattet.

Th. Scholl
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Ein Zirkelnachmittag

iiber ,,18. Mathematischer Jahreswettbewerb

der USA*, alpha 1/68

Wir beschiftigen uns mit Aufgaben dieses
Beitrags an einem Zirkelnachmittag, um
Hilfsmittel und Methoden kennenzulernen,
mit denen man bei einem solchen Wettbe-
werb, bei dem von den zu jeder Aufgabe an-
gegebenen finf Ergebnissen a, b, ¢, d und e
jeweils genau eines als richtig anzukreuzen
ist, bestehen kann. Wir beschiftigen uns
mit dem mathematischen Wettbewerb der
USA, um die Bemerkung der Redaktion
alpha: Dieses Prinzip hat fiir die Auswertung
enorme Vorteile, fiir die objektive Messung
der tatsdchlich gezeigten Leistung allerdings
auch Nachteile zu verstehen. Wir beschifti-
gen uns damit, um zu erkennen, warum wir
diese in den USA gepflegte Form der Durch-
fihrung von Mathematik-Olympiaden nicht
ibernehmen konnen.

Wir werden bei der ,,Losung* ausgewihlter
Aufgaben iiberrascht sein, mit welchen ein-
fachen, wenig exakten Schliissen oft das
richtige Ergebnis aussortiert werden kann.
Natiirlich werden wir solche ,,Lésungswege*
beschreiten, die entscheidend die besonderen
Bedingungen dieses Wettbewerbes ausnut-
zen!

1. Um z. B. zu entscheiden, in welches der
funf mit a bis ¢ benannten Ergebnisse (siche
Aufgabe 2 des zitierten Beitrags)

a b c d e
2 2x 2y
1 2xy 222 +2 2xy+— —+—
xy y x
sich fir x % O und y % 0 der Term
2+1 P41 P—1 py—1
TGy =—— =

x y + y x

umformen ldBt, geniigt es, fiir x und y spe-
ziclle Zahlen einzusetzen. Wir wihlen nach
kurzer Uberlegung x = y = 2. Damit er-

gibt sich
2 2 92 _ 2 _
T(2;2)=2 +1 2241 221 21
2 2 2 2
505 . 3 3
2 2 2 2
=8,5.

Die Ergebnisse a, b und ¢ scheiden jetzt sofort
aus, weil sich bei dieser Belegung der Va-
riablen bei diesen mit Sicherheit eine natiir-
liche Zahl ergibt:
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x=y=2
a
b > natiirliche Zahl
d 2-2 2+i=85
2:2 ’
e 22 22
-~ —— =4
2 + 2

Da bei jeder Aufgabe genau eines der an-
gegebenen Ergebnisse richtig ist, kann nur
und muB gelten:

2+1 ¥ +1 Rl Bl

x y y x

Ein Teilnehmer an diesem Wettbewerb hitte
auf seinem gedruckten Antwortzettel bei
dieser Aufgabe nur das Ergebnis d anzu-
kreuzen. Von ihm wird ja kein Losungsweg
verlangt!

= 2xy+ 1
xy

2. ,Einem gleichseitigen Dreieck von der
Seitenlinge s ist ein Kreis, diesem wiederum
ein Quadrat einbeschrieben. Der Flichen-
inhalt des Quadrates ist durch s auszudriicken.
Welche der fiinf angefithrten Losungen ist
richtig? (siche Aufgabe 3)

a b c d e
£ £ &2 232
24 6 6 3

Hier zeichnen wir mittels Zeichendreieck
(30°—, 60°— und 90°— Winkel) und Lineal
ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite
s = 10 cm. Den zugehdrigen einbeschriebe-
nen Kreis zeichnen die meisten mit dem
Zirkel einfach durch Probieren. Nur einige
von uns iiberlegen sich, daB der Mittelpunkt
dieses Kreises der Schnittpunkt zweier Sym-
metrieachsen (mittels Zeichendreieck wie-
derum einfach zu zeichnen) dieses Dreiecks
ist und daB sein Radius der kiirzere Ab-
schnitt dieser Symmetrieachsen ist. SchlieB-
lich werden zu dem Kreis wiederum mittels
Zeichendreieck zwei aufeinander senkrecht
stehende Durchmesser gezeichnet. Die End-
punkte dieser Durchmesser dienen als Eck-
punkte des gesuchten Quadrates. Die Seite
des Quadrates wird nunmehr zu a =~ 4 cm
gemessen. Nach der Formel 4 = & ist damit

der Flicheninhalt des Quadrates bestimmt
zu A ~ 16 cm?. SchlieBlich wird in den fiinf
angegebenen Ergebnissen jeweils noch fiir
s 10 cm eingesetzt:

s = 10cm

100 2 2
a >4 cm’ =~ 4cm
b 100 cm?® = 17 cm?

6
c %‘/—icm2 =~ 24 cm?
d 1006ﬁ cm? = 29 cm?
e %—o cm? = 33 cm?

Abb. 1

Mittels dieser primitiven Zeichen-Me8- und
Rechenmethode entscheiden wir, daB nur das
Ergebnis b richtig sein kann.

3. Analog laBt sich die folgende Aufgabe
16sen, wie der Leser miihelos selbst feststellen
wird: ,,Gegeben ist ein Dreieck, dessen Um-
fang p cm und dessen Flicheninhalt & cm?
betrigt. Der Inkreis dieses Dreiecks habe den

Radius ¢ cm. Es ist der Quotient % durch

den Inkreisradius auszudriicken. Aus den
finf angegebenen Ldsungen ist die richtige
herauszufinden.* (siche Aufgabe 4)

a b c d e
V2 2 2 [’} *
e Je e 2

An dieser Aufgabe wollen wir eine andere
wichtige Kontrollmoglichkeit erproben, die
in diesem Falle von den angegebenen Ergeb-
nissen immerhin drei auszuschalten gestattet :

(* Der Quotient ist unabhangig von g.)



Die gesuchte Formel zwischen Umfang,
Inkreisradius und Flicheninhalt eines Drei-
ecks gilt nicht nur fiirr die MaBzahlen dieser
GroBen in Zentimeter, sondern auch fiir die
MaBzahlen dieser GroBen in jeder anderen
Lingeneinheit. Wir wihlen als zweite Lin-
geneinheit 1 mm. Der Umfang unseres Drei-
ecks betrage jetzt p’ mm, der Inkreisradius
¢ mm und der Flicheninhalt k¥’ mm?. Zwi-
schen alten und neuen MaBzahlen bestehen
die Beziechungen p’ = 10 - p, ¢ = 10 - g und

e
damit

100 k. Fiir den Quotienten % gilt

1—;_, = TIO% 110 i Andererseits

gilt fiir die fiinf angegebenen Ergebnisse:

MaBzahlen in mm

. 2 _Jz 1
o’ 100 10 o
b 2 _ 1.2
Je J10g 10 o
2 2 1 2
c - =———=_—"=
o' 10-¢ 10 ¢
Q' 10- ¢ e
d 7 =5 =103

e Der Quotient ist una,bhang ;F
von g, d.h, es gllt ¥ l-
Durch Vergleich ergibt sich, daB nur noch a

oder ¢ das richtige Ergebnis sein kann.

4. Mittels Zeichnen, Messen und Peilen 148t
sich auch die folgende Aufgabe im amerika-
nischen Stile ,,16sen*:

,,Der Umfang eines Rechteckes ABCD be-
tragt 20 cm. Es ist die MaBzahl der kleinsten
Diagonale AC eines solchen Rechtecks, die
moglich ist, zu ermittein. Entscheiden Sie,
welche der angegebenen fiinf Losungen rich-
tig ist!** (siehe Aufgabe 5)

b c d e

0 /50 10 /200 keine der Zahlen a bis d

a

Die Summe der Katheten (der dem rechten
Winkel anliegenden Seiten) des rechtwink-
ligen Teildreiecks ABC eines solchen Recht-
eckes betrigt also 10 cm. Auf Millimeter-
papier, zumindest jedoch auf Kistchenpapier
zeichnen wir einen rechten Winkel und mar-
kieren auf seinen Schenkein Paare von Ka-
theten zuldssiger Dreiecke ABC.

Durch Messen der zulissigen Hypotenusen
(der dem rechten Winkel gegeniiberliegenden
Seiten) erkennen wir, daB offenbar diejenige
im zuldssigen rechtwinklig-gleichschenkligen
Dreieck die kiirzeste ist. Nach dem Pytha-
goreischen Lehrsatz ergibt sich die MaBzahl
ihrer Linge zu /5* - 57 = ./50. Bei dieser
Aufgabe wird also das Ergebnis b als richtig
angekreuzt.

5. AbschlieBend wollen wir noch die folgende
Aufgabe mittels eines Diagrammes l6sen

(siche Aufg. 10). ,,Zwei Kerzen gleicher Lange
sind aus verschiedenen Rohstoffen herge-
stellt. Werden beide Kerzen zur gleichen Zeit
angeziindet, so brennt die eine in drei, die
andere in vier Stunden vollig ab. Um welche
Uhrzeit miissen beide Kerzen zugleich ange-
ziindet werden, so daB um 16 Uhr ein Ker-
zenstumpf doppelt so lang wie der andere

ist.**
a b c d e
1324 1328 1336 1340 1348

als Losungsweg ausscheidet. — Zum SchiuB
des Zirkelnachmittags entscheidet jeder Zir-
kelteilnehmer fiir sich allein, ob bei der von
uns als drittes Beispiel betrachteten Aufgabe
das Ergebnis a oder ¢ das richtige ist. (Jeder
alpha-Leser mége dies auch tun, um das
Folgende zu verstehen.) Wir sehen uns die
Zettel an, mittels denen der einzelne Schiiler
seine Entscheidung fillte. Wir lassen uns die
Uberlegungen nennen, die der cine oder
andere hierbei anstellte. In dem anschlie-
Benden Gesprich kommt zum Ausdruck:

Abb. 3

Diagramm der
Ersatzkerze

Diogramm der in 3h
abbremenden Kerze
Diagramm der in 4h
abbrenmenden Kerze

Auf kariertem Papier wihlen wir eine orien-
tierte Gerade als Zeitachse, wobei wir zweck-
miBig 6 Kistchenlédngen einer Stunde ent-
sprechen lassen. Senkrecht zur Zeitachse wer-
den die jeweiligen Kerzenstumpflingen ab-
getragen. Da nach halber (2/3) Brenndauer
die Stumpflinge noch die halbe (2/3) Kerzen-
linge betrigt, wird das Abbrennen einer
Kerze in unserem Diagramm offenbar jeweils
durch eine Strecke beschrieben.

Um 16* kann nur die langsamer abbrennendc
Kerze doppelt so lang sein-wie die schneller
abbrennende. Um diesen Zeitpunkt auf unse-
rer Zeitachse richtig festzulegen, verdoppeln
wir in jedem Zeitpunkt die Stumpflinge der
schneller abbrennenden Kerze. Mit anderen
Worten: Wir stellen das Abbrennen einer
dritten Kerze mit verdoppelter Ausgangs-
lange und der Brenndauer 3 h graphisch dar.
Durch das Hinzunehmen der dritten Kerze ist
der Zeitpunkt 16% Uhr auf unserer Zeitskala
leicht festzulegen: Es ist der Zeitpunkt, in
dem die Ersatzkerze gleichlang mit der in
4h abbrennenden Kerze ist. Von dieser
Stelle der Zeitachse aus kotieren wir nunmehr
die Zeitachse, wobei eine Kaistchenlinge
jeweils 10 Minuten entspricht. Die gesuchte
Antwort lautet: Ergebnis c ist das richtige!
Im Anschlufl an die Behandlung dieser Auf-
gaben machen wir uns Gedanken dariiber,
wie der Aufgabensteller unsere wenig exak-
ten Losungswege ausschalten konnte. So er-

gibt sich z. B. bei unserem 5. Beispiel, daf .

hier durch Vorgeben von finf dichter bei-
einander liegenden Uhrzeiten als in Frage
kommende Ergebnisse die Diagrammethode

13% g400

Wir wissen: Bei unserer Mathematik-Olym-
piade wird bei der Losung einer Aufgabe
Wert gelegt auf klare Gedankenfiihrung,
exakte Schliisse und Begriindungen sowie
auf logisch einwandfreien, iibersichtlichen
Aufbau. Sehr elegante exakte Losungen fin-
den besondere Anerkennung.
Wir erkennen: Da die Einhaltung dieser For-
derungen bei der ,,USA-Form* der Mathe-
matik-Olympiaden nicht garantiert ist und
mittels des allein mit Kreuzen versehenen,
ansonsten vorgedruckten Antwortzettels das
MaB der Einhaltung bzw. Nichteinhaltung
dieser Forderungen iiberhaupt nicht kontrol-
liert werden kann, miissen wir diese ,,USA-
Form* der Mathematik-Olympiaden ableh-
nen.

W. Trdger

Wichtiger Hinweis

Auf vielfachen Wunsch ver6ffentlichen wir
in Heft 4/69 die Aufgaben der Schulolympiade
1969/70.
In Heft 1, 2 und 3/69 veroffentlichten wir
die Aufgaben der Kreis-, Bezirks- und DDR-
Olympiade 1968/69.
Das Heft 6/69 wird um acht Seiten in seinem
Mittelteil erweitert. Mit ihm erhalten unsere
Leser eine vollstindige, in sich geschlossene
Dokumentation der Losungen der Aufgaben
der VIII. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR.

Redaktion alpha
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VIII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

DDR-Olympiade (28. 3. bis 1. 4. 1969)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. a) Beweisen Sie, daB fur jedes Dreieck der
folgende Satz gilt: Das Produkt der Lingen
a und b zweier Dreiecksseiten ist gleich dem
Produkt aus der Linge h der der dritten
Dreiecksseite zugeordneten Hohe und der
Linge d des Umkreisdurchmessers dieses
Dreiecks.
b) Folgern Sie aus diesemn Satz die Beziechung
a'b-c

F = , wobei F der Flicheninhalt des

Dreiecks und ¢ die Linge der dritten Drei-
ecksseite sind!

2. Gegeben seien zwei reelle Zahlen a und &
mita % bund ab > 0. Man untersuche, ob fir

x = 1(g + l—)) der Ausdruck
2b a

5= M existiert!
JTH —Jx -1
Ist dies der Fall, so driicke man s weitgehend
vereinfacht durch a und b aus, in diesem
Falle rational!

3. In einer Ebene ¢ sei k ein Kreis mit gegebe-
nem Radius r; ferner sei eine natiirliche Zah!
n = 2 gegeben. Ein Durchmesser PQ von k
werde in n gleiche Teile geteilt; die Teilpunkte
seien R,, ..., R,_;,s0 daB PR, = RR; = ...
= R,_; R,_; = R,_, Q gilt. Eine der beiden
Halbebenen, in die ¢ durch die Gerade g P

zerlegt wird, sei H genannt, die andere HQ
Dann sei ¢; der in H gelegene Halbkreis iiber
PR, ferner ¢;’ der in H' gelegene Halbkreis
iiber R;Q, sowie schlieBlich b, die aus ¢; und
¢; zusammengesetzte Kurve (i = 1, ..,

Man berechne die Inhalte der Flachenstiicke,
in die die Kreisfliche durch je zwei benach-
barte Kurven b, ..., b,_, bzw. durch b, bzw.
b,.; und den jeweiligen Halbkreis (siche
Abb.) zerlegt wird!

4. Im Innern eines Quadrates ABCD mit der
Seitenldnge a seien 288 Punkte gelegen. Es
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soll eine Anzahl von Parallelen zu 4B derart
gezogen werden, daB auf ihnen durch die
Strecken AD und BC jeweils (zu AB parallele)
Strecken abgeschnitten werden. Ferner soll
von jedem der 288 Punkte auf genau eine
der Paralielen das Lot gefillt werden.

Man beweise: Bei jeder Verteilung der 288
Punkte im Innern des Quadrates ist es még-
lich, die Parallelen und die Lote so zu wih-
len, daB die Summe L der Lingen aller dieser
Parallelstrecken und aller dieser Lote kleiner
als 244 wird.

5. Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die
Gleichung
4 -logyx + 3 = 2 - log,2 erfiillen!

6. Die Abbildung zeigt einen Wiirfel
W = ABCDEFGH mit der Kantenldnge a.
In den Seitenflichen ABCD, ABFE, ADHE,
BCGF, DCGH, EFGH von W sind kanten-
parallele Quadrate A4,8,C,\D,, A,B,F,E,,
A3DyHLE;, B,C,GyF,, DsCsGsHs, EcFyGoH
einer Kantenlinge x < a4 und mit den Mittel-
punkten M,, ..., My gelegen und zwar so,
daB die drei Geraden gy,m, &M, Za;Ma
kantenparalle! verlaufen und sich in einem
und demselben Punkt schneiden.

A

Aus W werden nun die drei Quader
A,B,C, D, EcFGHe, A3BF,E,DsCsGsHs,
A3D;H,E;B,C,G,F, herausgeschnitten. Fir
welchen Wert von x hat der entstehende
Restkérper das halbe Volumen des urspriing-
lichen Wiirfels?

'Olympiadeklasse 11/12

1. Jeder nicht negative periodische Dezimal-
bruch reprisentiert eine rationale Zahl, die

auch in der Form £ dargestellt werden kann
q

(p und ¢ natiirliche Zahlen und teilerfremd,
p 2 0, g > 0). Nun seien a,, a;, a; und a,
Ziffern zur Darstellung von Zahlen im deka-
dischen System. Dabei sei a; * a; oder
a, % a,. Beweisen Sie:

Die Zahlen

2, =0,a,0,a,a,=0,a,a,0;a,a,a,03a, ...
n=0a,aqa,a;

z3=0aya,a,a;

z,=0,3,a34,a; haben in

der obigen Darstellung‘g stets gleiche Nenner.
2. In einer Ebene ¢ liege ein Kreis & mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r. Als
,.Spiegelung am Kreis k** bezeichnet man die
folgende Abbildung, durch die jedem Punkt
P + M aus ¢ ein Punkt P’ aus £ zugeordnet
wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und
durch P verlaufenden Strahl.

(2) Esist MP - MP' = 1.

a) Konstruieren Sie zu einem beliebig im
Innern von k gegebenen Punkt P + M den
Spiegelpunkt P’!

b) Es sei ein weiterer Kreis k; beliebig ge-
geben, jedoch so, daB M auBerhalb von &,
liegt. Konstruieren Sie k;, d.h. dic Menge
aller Spiegelpunkte P’ der Punkte Pvon k, !

3. Eine Menge M von Elementen v, v, w, ...
heiBt eine Halbgruppe, wenn in ihr eine
Operation definiert ist, die jedem geordneten
Paar (v, v) von Elementen aus I eindeutig
ein Element w aus M zuordnet (man schreibt
u » v = w) und wenn diese algebraische Opera-
tion assoziativ ist, d. h. wenn fiir alle Elemente
u, v, w aus M gilt:

(mov)ow=1u-(vow)
Es sei nun c eine positive reelle Zahl und es
sei M die Menge aller nicht negativen reellen
Zahlen, die kleiner als ¢ sind. Fiir je zwei
Zahlen u, v aus M werde definiert :
u+v

U.v=

uv
1+ =
é

Man untersuche

a) ob M eine Halbgruppe ist;

b) obdiese Halbgruppe regularist,d.h. obaus
U vy =u o v,stets v, = v, und aus
vy o = v; o u ebenfalls vy, = v, folgt.

4. Losen Sie das Gleichungssystem
[logz (x + ) | + [loga (x —») | =3
xy =3!
5. Beweisen Sie, daB fiir alle reellen Zahlen x
gilt: i
sin5x = 16 sinx - sin{x— §)
, T, . 2n. 2n
ssin(x+<) - sin(x- =) - (x + ).
5 ( 5 5

6. Es seien n eine positive ganze Zahl, 4 eine
reelle Zahl und f(x) ein Polynom (ganze
rationale Funktion) mit reellen Koeffizienten
vom Grade n, das keine reellen Nullstellen
besitzt. Man beweise, daB dann auch das
Polynom

F(x) = f(x) + h-f(x) + B - f'(x) + ...
+ K- f™ (x) keine reellen Nullstellen hat!



Erste Preise wurden vergeben:

GERHARD SPENS
Humboldt-OS Erfurt (EOS)
(Olympiadeklasse 10. Vorbereitungsklasse)

THOMAS JENTSCH
EOS .,August Hermann Franke™, Halle
(Olympiadeklasse 10, Vorbereitungsklasse)

WOLFGANG BURMEISTER
EOS Dresden - Siid. (Olympiadeklasse 11,
EQS) Schiiler einer 10. Klasse

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Pawel Kroger,
Rumjanzew-OS Leipzig (Schiiler einer 4.
Klasse); Ursula Tyl, EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Dietmar Soyka, EOS Karl-Marx,
Spremberg (Bez. Cottbus); Stefan Ladmann,
EOS Max-Klinger, Leipzig; Martin Pusak,
EOS Demmin (Bez. Neubrandenburg); Gerd
Morgner, EOS Geschw. Scholl, Auerbach
(Bez. Kari-Marx-Stadt) ; Thomas Kiihn, Salz-
mann-Oberschule (EOS), Schnepfenthal (Bez.
Erfurt); Stephan Wolf, EOS Heinrich-Hertz,
Berlin; Olaf Bé6hme, EOS Dresden-Reick
(aus Kl. 9); Norbert Boy, BBS Maschinelles
Rechnen, Neustrelitz;

In Olympiadeklasse 11 an: Jirgen Schefter,
EOS Elsterwerda (aus K1. 9); Andreas Felgen-
hauer, Spezialkl. der TH Magdeburg; Achim
Notzold, Spezialkl. der TH Karl-Marx-Stadt;
In Olympiadeklasse 12 an: Hans-Dieter Gro-
nau, EOS Friedrich Engels, Neubrandenburg;
Jirgen Girtner, BBS der VEB Rafena-
Werke, Radeberg (Bez. Dresden);

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Gerd Thieme,
Otto-Grotewohl-OS, Pirna; Volker Lehmitz,
EOS Hagenow (Bez. Schwerin); Reinhard
Wobst, 22. OS Dresden; Gert Keller, Pesta-
10zzi-OS Dresden; Wolfgang Wagner, EOS
A.-Reichwein, Halle; Siegfried Kropf, EOS
Egeln (Bez. Magdeburg); Rainer Biallas, EOS
Geschw.-Scholl, Magdeburg; Hans Siepel,
EOS Luckenwalde (Bez. Potsdam) (aus K1.9);
Roland Spannaus, BBS Transformatoren-
und Roéntgenwerke Dresden;

In Olympiaklasse 11 an: Manfred Krzikalla,
Spezialschule physik.-techn. Richtung, Frank-
furt; Joachim Voigt, Spezialklasse Heinrich
Hertz, Berlin (aus KI. 10);

In Olympiaklasse 12 an: Gottfried Jetschke,
EOS Lichtenstein (Bez. Karl-Marx-Stadt);
Klaus Neumann, EOS Ernst Schneller, Mei-
Ben; Gerold Schmidt, EOS Helmholtz, Leip-
zig; Joachim Loose, EOS Kleinmachnow
(Bez. Potsdam); Frank Guhlemann, EOS
Grimma (Bez. Leipzig); Ulrich Imme, EOS
Ilmenau (Bez. Suhl); Marlen Miiller und
Wolfgang Cordts, beide Spezialklasse der
ABF ,,Walter Ulbricht*‘, Halle;

Diplome fiir ausgezeichnete Losung
einer Aufgabe erhielten:

Roland Engelmann, Otto-Ludwig-OS, Saal-
feld; Joachim Haase, Geschw.-Scholl-Ober-
schule, Wismar

Anerkennungsurkunden fiir sehr gute
Leistungen erhielten:

Klasse 10: Gerhard Junker, Anna-Seghers-
OS Gotha; Klaus Berthold, Spezialschule
Riesa; Bernd Oldenburger, EOS Oschatz;
Burkhardt Seifert, EOS Fr.-Engels, Neu-
brandenburg; Giinter Schwalbe, EOS Brand-
Erbisdorf; Michael Schulze, EOS Fr.-Engels,
Karl-Marx-Stadt; Frank Miiller, EOS Calau;
Uwe Kucharzyk, EOS Konigs Wusterhau-
sen; Ludwig Schifer, Humboldt-OS, Er-
furt; Rainer Schumann, EOS Naumburg;
Jirgen Rose, Paul-Oestreich-OS, Berlin;
Christoph Winter, EOS Gerh.-Hauptmann,
Wernigerode; Bernd Kulicke, EOS Templin;
Roland Engelmann, EOS Otto Ludwig, Saal-
feld; Ulrich Broniecki, EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Hans-Dieter Lucas, EOS Osterburg;
Thomas Reiher, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Hans Gemerski, VEB Rafena, Dresden;
Joachim Puls, BS Halbleiterwerk, Frankfurt;
Klasse 11 — Manfred Fischer, Gera; Gudrun
Frobel und Rolf Schmidt, beide Spezial-OS
Zeiss, Jena; Rainer Schmidt, EOS Heinrich
Hertz, Berlin; Martin Horatschek, Spezialkl.
d. Univ. Halle; Jiirgen Bechstein, Goethe-OS
Ilmenau; Rainer Landrock, ABF ,,Walter
Ulbricht*, Halle; Reiner Niirnberg, Fontane-
OS Neuruppin; Rainer Schleis, EOS Klein-
machnow ; Georg Bartholoméus, EOS Greifs-
wald; Silvia RohmeiB, EOS Ilmenau; Ste-
fan Heinrich, Spezialklasse d. Humboldt-
Univers., Berlin; Heinz Voigt, Soz. Betriebs-
schule Regis bei Leipzig

Fakten

Teilnchmerzahl: 223, davon Midchen: 22
Insgesamt startelen 13 Schiler in héheren als
der thnen centsprechenden Klassenstufe.

Olympiadekiasse 10
10, Kiasse OS

10. Klasse COS

i0. Klasse BS

13 Teilnehmer
81 Teilnchmer
16 Tellnchmer

Olympiadeklasse 11/12

11. Klasse EOS 30 Teilnehmer
11. Klasse Spezial 21 Teilnehmer
11./12. Klasse BS 9 Teilnehmer

36 Teilnehmer
17 Teilnc@n_g[

223 Teilnehmer

12. Klasse EOS
12. Klasse Spezial

zasammen

Berufswiinsche:
Diplommathemaliker, Mathematik-

Physiklehrer 139
Diplomphysiker 33
Ingenieurstudium 19
Offizier NVA (Fachr. Mathcmalik) 5
Facharbeiter [. Datenverarbeitung 3
Sonstige mathematikintensive Berule 11
Arzt 3
Sonstige Berufe - 10
zusammen 223

Aus dem Programm

29. 3. 69 — Feierliche Eroffnung der VIII
OJM in der Jugendhochschule ,,Wilhelm
Pieck'‘ am Bogensee (bei Berlin)

1. Klausur: Arbeitszeit 4 Stunden; 3 Auf-
gaben

Am Nachmittag: Basketball, Volleyball,
Tischtennis, Schach-Simultanspiel

Am Abend: Wehrpolitisches Forum

30. 3.69 — 2. Klausur: Arbeitszeit 4 Stunden ;
3 Aufgaben

Am Nachmittag: Forum uber die 3. Hoch-
schulreform und die Perspektiven der Wis-
senschaft Mathematik in der DDR
Aussprache iiber das Treffen Junger Sozia-
listen zum 20. Jahrestag der DDR.

Am Abend: Vortrag von Prof. Dr. Kurt
Schroder, Deutsche Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin

31. 3. 69 — Fahrt aller Teilnehmer nach Ber-
lin, Besichtigung der Hauptstadt der DDR,
Besuch der Theatervorstellung: Schwejk im
zweiten Weltkrieg (Berliner Ensemble), feier-
liche AbschluBfeier und Siegerehrung im
Marx-Engels-Auditorium der Humboldt-
Universitit zu Berlin

Losung der VIII. OJM

Unsere Liebe, unsere Treue und unsere Kraft
dem sozialistischen Vaterland!
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Concursul de matematica
Etapa lacold — 22 martie 1968

Der Generalsekretir der Gesellschaft far
Mathematik der S. R. R., Prof. Gh. Rizescu,
sanidte der Redaktion die Aufgaben dieses
Wettbewerbs. — Reine Arbeitszeit: 3 Stun-
den; Teilnehmerkreis: Schiiler der 6. bis
9. Klassen; erreichbare Hochstpunktzahl: 20.

Anfang Juli 1969 findet in der SR Rumanien
die XI. Internationale Mathematikolympiade
statt. Aus diesem AnlaB verSffentlichen wir
die Aufgaben der Schulolympiade 1968 (Lo-
kal-Etappe genannt). Wir danken Herm Dr.
K. Bochmann, Romanisches Institut der
Karl-Marx-Universitit Leipzig, fiir die Uber-
setzung der Aufgaben und Herrn Oberlehrer
Th. Scholl, Berlin, fir ihre Bearbeitung sowie
die Anfertigung der Losungen (siche Heft
5/69).

Klassenstufe 6

a 1. In 16 Arbeitstagen haben 15 Webe-
rinnen zusammen 2280 m Stoff gewebt.

a) Wieviel Weberinnen wiirden bei gleicher
Arbeitsintensitit in 24 Tagen zusammen
1596 m Stoff weben?

b) Wieviel Meter StofT wiirde eine Weberin
an einem Tag weben?

c) Aus dem von einer Weberin an einem Tag
gewebten Stoff konnen eine Schiirze, ein
Hemd und ein Bettlaken hergestellt werden.
Wieviel Meter Stoff bendtigt man zur Anfer-
tigung fir jedes dieser drei Wischestiicke,
wenn sich die Meterzahlen der jeweils erfor-
derlichenStoffliingen umgekehrt proportional

zu den Zahlen 2, 8 und 1 verhalten?

a 2. Gegeben seien ein rechtwinkliges Drei-

eck ABC mit der Hypotenuse BC und ein

innerer Punkt M der Strecke BC. Der Punkt

M ist an den Geraden AB und AC zu spiegein;

die so erhaltenen Bildpunkte seien N bzw. P.

Die Verbindungsgerade MN schneide die

Seite 4B im Punkte D, die Verbindungs-

gerade MP schneide die Seite AC im Punkte

E. Es ist zu beweisen, daB

a) die Dreiecke NMA und MPA gleich-
schenklig sind;

b) die Punkte N, 4 und P auf einer Geraden
liegen;

c¢) die Dreiecke NDA und AEP kongruent

ind.
s Prof. Grigore Gheba
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Klassenstufe 7
A 1. Gegeben ist der Term

1 1
T=(x+y)'(;—;)

ff1, 1 2 1
—+S+ )=
x oyt oxy*) xy

a) Dieser Term ist soweit wie méglich zu
vereinfachen.

b) Danach ist der Wert des Terms fiir
x = —2und y = 2 zu bestimmen.

c) Fiir welche Werte x und y ist der Term
nicht definiert?

d) Fir y = 6 nehme der Term den Wert

—% an; fiir welchen Wert von x trifft dies
zu?

a 2. Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
eck ABD mit der Hypotenuse BD; die
Kathete AD sei 15 m lang, und es gelte
AD:AB  3:4. Es ist der Kreis k mit der
Kathete 4B als Durchmesser zu zeichnen;
sein Schnittpunkt mit der Hypotenuse BD
sei P. Ferner ist im Punkte B die Tangente
an den Kreis k zu konstruieren; ihr Schnitt-
punkt mit der Geraden AP sei C. SchlieBlich
ist durch P eine Parallele zur Tangente BC
zu zeichnen; die Parallele schneide die Seite
4B in M und die Verbindungsgerade CD in
N.
a) Ermittle die Lingen der Diagonalen 4(C
und BD des Trapezes ABCD.
b) Beweise, daB MP - PN gilt!

Georgescu Ozana, Bukarest

Klassenstufe 8

a 1. Lase das Gleichungssystem
ax + by = a* + b
bx —ay = — (@* + b?).
A 2. Gegeben sind die Gleichungen
u=x*+2x—15
vy =x2—6x+9
w=x*+ 10x + 25.
a) Weise nach, daB «* = v - w gilt!
b) Berechneu und kiirze soweit wie
méglich! 7

c) Der gekiirzte Bruch sei mit F(x) bezeich-

net. Besitzt die Gleichung F(x) = X +3

eine reelle Losung? (Die Aniwort ist zu be-

i '
griinden!) Tomuleanu Valeria, Bukarest

A 3. Gegeben ist die dreiseitige Pyramide
SABC, deren Grundfliche das rechtwinklige
Dreieck 4BC mit den Katheten 4B = 16 cm
und AC = 12 cm bildet. Die Seitenkante SA
der Pyramide steht senkrecht zur Grund-
fliche, die Seitenfliche SBC bildet mit der
Grund(liache einen Winkel von 45°. Ermittle
a) den Rauminhalt der Pyramide;
b) die Summe der Lingen der Kanten der
Pyramide;

c) die Oberfliche der Pyramide;
d) das Volumen des der Pyramide umbe-
schriebenen Zylinders, dessen Grundfliche
durch den Umkreis des Dreiecks ABC ge-
bildet wird und dessen H6he gleich der Hohe
der Pyramide ist.

Mitrea Victoria, Bukarest

Klassenstufe 9

s 1. a) Losen Sie das lineare Gleichungs-

system

3(m— Dx + 4m —2)y = 24

B Sm—13
(m—1) (m—2)

b) Fiir welche reellen Zahlen m besitzt das

System keine Losung?

¢) Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen m,

fiir die die Zahlen x und y ebenfalls natiir-

liche Zahlen sind und fiir die die Zahlenpaare

[x, v] das Gleichungssystem erfiillen!

2x —y

4 2. Fiir zwei Mengen 4 und B gilt:
a) AUB =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9};
b) ANB={4,6,9};
c) AU{3,4,5} ={1,3,4,5,6,8,9};
d) BU{2,4,8} = {2,4,5,6,7,8,9}.
Bestimmen Sie die Mengen 4 und B, die diese
Bedingungen erfiillen!
Prof. E. Georgescu-Buzdn, Bukarest

a 3. Gegeben sind ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC und ein innerer Punkt M der Strecke
BC. Der Punkt M ist an den Geraden 4B
und AC zu spiegeln; die so erhaltenen Bild-
punkte seien N und P.
a) Es ist zu beweisen, daB der Umfang des
Fiinfecks ANBCP gleich der doppelten
Summe aus den Strecken AM und BC ist.
Geben Sie diejenige Lage des Punktes M an,
fiir die dieser Umfang am kleinsten ist.
b) Es ist zu beweisen, daB das Dreieck ABC
in A rechtwinklig ist, wenn die Punkte N, 4
und P auf einer Geraden liegen. Es ist ferner
zu beweisen, daB die Punkte N, 4 und P auf
einer Geraden liegen, wenn das Dreieck ABC
in A rechtwinklig ist.
c) Es ist zu beweisen, daB der Punkt M die
Seite BC halbiert und das Dreieck 4BC in
A rechtwinklig ist, wenn das Viereck NBCP
ein Parallelogramm ist. Es ist ferner zu be-
weisen, daB das Viereck NBCP ein Parallelo-
gramm ist, wenn der Punkt M die Seite BC
halbiert und das Dreieck ABC in A recht-
winklig ist.

Prof. I. Siclovan, Petrogani



Klassenstufe 10

4 1. Gegeben ist die Gleichung

tan x + cot x = m, wobeiO<x<Egilt.
2

a) Welche Werte kann m annehmen?

b) Der Term sin x + cos x + sin®x + cos’x

+ sin*x + cos*x ist durch m auszudriicken.

c) Esist der Funktionswert von
fx) = sinx + cosx + sin®x + cos®x

: pe b .
+ sin*x + cos*x fiir x = — zu bestimmen.
12

4 2. Gegeben ist die Summe

7,17 27
Sp= - +
(1-62 (6-1172 (11-16)
10n —3
[(5n— &) (5n + P
a) Weisen Sie nach, daBs = n(sn + 2)
" (Sn+ 1)

gilt!
b) Weisen Sie nach, daB fiir jede von Null
verschiedene natiirliche Zahl n die Unglei-

chungs < %gilt!

4 3. Gegeben sind drei Punkte 4, B und C
des Raumes, die auf den Halbgeraden a, b
und ¢, deren gemeinsamer Ursprung der
Punkt O ist, liegen. Auf der Strecke AB ist
ein Punkt M, auf der Strecke AC ein Punkt
N so festzulegen, daB die Gerade M N parallel
zur Geraden BC verlauft. Eine Ebene n, die
die Gerade MN enthilt und die parallel zur
Geraden OA liegt, hat mit der Strecke OF
den Punkt P, mit der Strecke OC den Punkt
@ gemeinsam.

a) Beweisen Sie, daB das Viereck MNQP ein
Parallelogramm ist!

b) Bestimmen Sie, in welchem Verhiltnis
der Punkt M die Strecke AB innen teilen muB,
damit das Parallelogramm MNQP ein Rhom-
bus ist!

Aufgaben (und Ldsungen) fiir Schiiler der
Technischen Meisterschulen (1. u. 2. Jahr)
sowie der Spezialoberschulen (1. bis 3. Jahr)
werden im Rahmen unseres alpha-Wettbe-
werbs veroffentlicht, d. Red.

Kein Mensch wird dadurch kriiftig,
dafl er eine Abhandlung iiber Turnen
liest, sondern indem er turnt; kein
Mensch lernt denken, indem er die
fertiggeschriebenen Gedanken ande-
rer liest, sondern dadurch, daB er
selbst denkt und sich die Natur der
Dinge selbst zu erkliiren sucht.

Mihai Eminescu
(ruminischer Dichter)

_Hochschule fiir Verkehrswesen ,,Friedrich List*’, Dresden

Eine Aufgabe von

Prof. Dr. phil. habil.
Maximilian Miller

o«

ey, . .
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4 411 Der damalige Obertertianer (9. Klasse) Josef Klein aus Olpe fand
im Jahre 1937 folgenden Satz:

Zeichnet man iiber den Seiten eines beliebigen Dreiecks 4 BC (siche Abb.)
nach auBlen die Quadrate und verbindet man je zwei benachbarte Ecken
der Quadrate miteinander, so entstehen drei Dreiecke, die dem urspriing-
lichen Dreieck 4BC inhaltsgleich sind.

Diese Satz ist zu beweisen.

Berufe, die an der ,,Hochschule fiir Verkehrswesen Friedrich List* erlernt
werden kénnen:

I. Diplomingenieure

A Verkehrstechnik: B Verkehrsbauwesen:
1. Eisenbahnbetrieb 1. Eisenbahnbau
2. Verkehrsmaschinentechnik 2. Straflenbau und StraBen-
3. Eisenbahnsicherungstechnik verkehr
und Fernmeldetechnik 3. Verkehrswasserbau
4. Elektrische Bahnen und
Anlagen

C Mathematik-Ingenieure: Ausbildung wie in A und B mit vertiefter
Ausbildung in Mathematik
II. Diplomingenieurékonomen

1. Transportwesen
2. Post- und Fernmeldewesen (Nachrichtenwesen).

Fiir mathematisch interessierte Oberschulabsolventen kommen besonders
C (Mathematik-Ingenieure) in Betracht. Der Einsatz erfolgt hauptsich-
lich in Rechenzentren und Datenverarbeitungsinstituten.
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Wer lost mit? alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 20. August 1969

5 4 396 Unter der Quersumme einer na-
tirlichen Zahl verstehen wir die Summe aller
den Ziffern dieser Zahl entsprechenden natiir-
lichen Zahlen. Die Quersumme der Zahl 1967
errechnet sich zum Beispiel durch 1 + 9 + 6
-+ 7 und betragt 23.
Versuche, durch einfache mathematische
Uberlegungen die Summe aller Quersummen
der Zahien von 1 bis 1000 zu errechnen!

OL K. Fuhrmann, Leipzig

W 5 m 397 Hans besitzt zwei Schachteln,
die gleich hoch, aber verschieden breit sind.
Er will seine neuen Farbstifte in eine dieser
Schachteln packen. Benutzt er die erste
Schachtel, so liegen jeweils 5 Stifte nebenein-
ander und in mehreren Schichten iberein-
ander; es bleiben dabei 3 Stifte iibrig, die nicht
mehr in die Schachtel hineinpassen. Verwen-
det er die zweite Schachtel, so haben darin
jeweils 7 Stifte nebeneinander Platz; es fehlen
ihm jedoch noch 3 Stifte, um diese Schachtel
auszufiillen. Da beide Schachteln gleich hoch
sind, passen in sie gleich viele Schichten
hinein. Wieviel Farbstifte besitzt Hans?

OL H. Pdtzold, Waren|Miiritz

W 5 m 398 Annerose hatte nach 18 Tagen
erst die Hilfte ihres Taschengeldes, das sie
monatlich von ihren Eltern erhielt, ausgege-
ben. Dies stellte sie bei einer Zwischenab-
rechnung fest. Bei gleichbleibender Spar-
samkeit konnte sie im ganzen Monat (30 Tage)
2 M Ersparnisse zuriicklegen. Wieviel Mark
betrug ihr monatliches Taschengeld?
StRJ. Lehmann, V. L.d. V., Leipzig

6 4 399 Die MaBzahlen der Langen der
drei Seiten eines Dreiecks ABC seien natiir-
liche Zahlen und alle verschieden grof. Die
Seite BC = a ist 7 cm, die Seite AB = ¢ hin-
gegen 11 cm lang. Welche Linge kann die
Seite AC = b haben, wenn ihre MaBzahl
ungerade sein soll und der Umfang des Drei-
ecks ABC kleiner als 31 cm ist?

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

W 6 ® 400 Ineiner Schachtel befinden sich
12 rote, 14 griine und 20 blaue Kugeln. Wie-
viel muB man der Schachtel ohne hinzusehen,
also ohne die Farbe der Kugeln zu erkennen,
wenigstens entnehmen, um mit Sicherheit
eine Kugel jeder Farbe dabei zu haben?

OL H. Pdtzold, Waren{Miiritz
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W 6 » 401 Jemand gibt als. Ergebnis der
Multiplikation 588-795 die Zahl 467450 an.
Entscheide, ohne die Multiplikation auszu-
fiihren, ob das genannte Ergebnis richtig sein
kann! OL P. Polster, Dresden
W 7 m 402 Fir die nachstehend abgebil-
delc Figur gilt A4S = CS und BS = DS. Es
ist zu beweisen, daB das Dreieck BDE gleich-
schenklig ist. I}

£

A ]
StR. D. Michels, Rostock

W 7 a 403 Essind alle sechsstelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die folgende Be-
dingungen erfiillen:
a) Die aus der ersten und zweiten, aus der
dritten und vierten bzw. aus der fiinfien und
sechsten Stelle gebildeten Zahlen verhalten
sich wie 1:2:3.
b) Die zu ermittelnden sechsstelligen Zahlen
sind durch 72 teilbar.

OL. P. Polster, Dresden

W 8 m 404 Gegeben sei ein Parallelo-
gramm, das einen spitzen Winkel von 60° hat
und dessen Umfang 24 cm betrigt. Ferner
halbiert die von dem Scheitelpunkt eines
stumpfen Winkels dieses Parallelogramms
ausgehende Hohe die zugehorige Seite.

Es ist die Linge der kleineren Diagonale
dieses Parallelogramms zu ermittein.
OL W. Lerche, Dresden

W 8 m 405 Es sind alle geordneten Tripel
(a, b, ¢) positiver ganzer Zahlen a, b, ¢ zu
ermitteln, fiir die
a+ b+ c=abc
gilt. (Unter einem geordneten Tripel posi-
tiver ganzer Zahlen versteht man drei in
einer bestimmten Reihenfolge angegebene
positive ganze Zahlen).
Reinhardt Wobst, 22. OS Dresden, Ki. 10

W9 m 406 Gegeben sei die fiir alle reellen
Zahlen x definierte Funktion f mit
fx) = x> — 3. Es ist zu beweisen, daB dann
fiir alle reellen Zahlen z »
flz + D=f() + 2z + 1 gilt.

StR. G. Schulze, Herzberg/Elster

W9 a 407 Von cinem regelmidBigen Te-
traeder mit der Kanlenlﬁﬁge a werden durch
ebene Schnitte vier Pyramiden, deren Spitzen
in den Ecken des Tetraeders liegen, so abge-
trennt, daB der verbleibende Restkérper von
vier regelmiBigen Sechsecken und vier gleich-
seitigen Dreiecken begrenzt ist.
Es sind der Oberflicheninhalt und das Volu-
men des Restkorpers zu berechnen.

StR. G. Schulze, Herzberg/Elster

W 10/12 m 408 Gegeben sei die fiir alle
reellen Zahlen x definierte Funktion f/ mit

£(x) = % Gx—5).

Es ist zu beweisen,
daB dann fiir alle reellen Zahlen z

5 1 9 .
z—2)=fz+-)—= gilt.
S 2) S 2) L
StR G. Schulze, Herzberg/Elster

W 10/12 = 409 Von einem Wiirfel mit der
Kantenlange a wurden durch ebene Schnitte
acht Pyramiden, deren Spitzen in den Ecken
des Wiirfels liegen, so abgetrennt, daB der
verbleibende Restkorper von sechs Quadra-
ten und acht gleichseitigen Dreiecken be-
grenzt ist. Es sind der Oberflicheninhalt und
das Volumen des Restkérpers zu berechnen.

StR G. Schulze, Herzberg|Elster

Achtung!

Mit Heft 3 endet der Wettbewerb des Jahres
1969. In Heft 4/69 verdftentlichen wir die
Aufgaben der Schulolympiade 1969. In Heft 5
beginnt der alpha-Wettbewerb 1969/70 (ent-
sprechend dem Schuljahresrhythmus).

Alle Schiiler, welche im Laufe des Jahres 1969
(Heft 1 bis 3) vier oder mehr Antwortkarten
mit dem Priidikat ,,vorbildlich gelést* oder
,»gut gelost” erworben haben, senden diese
geschlossen zwischen dem 1. und 15. Sep-
tember 1969 an die Redaktion alpha (7027
Leipzig, Postfach 14) ein. Sie erhalten im
Laufe des Oktober eine Anerkennungsur-
kunde und ein alpha-Abzeichen. Eine Jury

wertet alle Karten aus, ibergibt die Namen
der Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender der Redaktion zur Veréffentli-
chung.
Wer seine Karten zuriickerhalten méchte,
der lege einen vorschriftsmiBig frankierten
Umschlag mit Adresse bei.
Bitte die Antwortkarten (geschlossen) erst
dann einsenden, wenn die Antwortkarten
fiir Heft 3. eingetroffen sind!
Nun wiinschen wir allen fiir Heft 3 viel Erfolg
beim Knobeln! Im vergangenem Jahr waren
es iliber 800 Schiiler, welche einz Anerken-
nungsurkunde erhielten. Wieviel werden es
in diesem Jahre sein?

Redaktion alpha



Losungen

4353 Ausx:20 = 480:100folgtx = 96;
aus y: 30 = 480: 100folgt y — 144.
Es sind 96 Apfel- und 144 Birnbiume an-
gepflanzt.
Aus 480 — (96 + 144) = 240 und 240 : 4
= 60 und 3 - 60 = 180 folgt weiter, daB die
Plantage noch mit 60 Pflaumen- und 180
Kirschbaumen bepflanzt ist.

W 7 m 354 Es seien g Flaschen Weinbrand
und b Flaschen Sekt vorhanden; dann sind
es noch 16 —a — b Flaschen Wein.
175a + 180b + 92(16— a — b) = 1980
83a + 88b = 508
83a =6-83 + 10 —83h —5b
10— 5b

83
Da a, b und ¢ nur natiirliche Zahlen sein koén-

nen, muB 10 — 55 durch 83 teilbar sein. Nur
b = 2 erfillt diese Bedingung. Ferner ist
a =4und 16 — a — b = 10. Es wurden also
4 Flaschen Weinbrand, 2 Flaschen Sekt und
10 Flaschen Wein bereitgestellt.

W7 w355 Ausbf + bf = dmhfolgtd=1;
aus hhe — cme = dhm folgt m = 0;

aus bf + bf = 10h folgt b = 5;

aus la -5 = c0eunda 2 2und f = 2

folgt ¢ = 6; aus hhe — c0e = 1h0 folgt
h = ¢ + 1| und aus iag — 5/ = hhe folgt
i=h+ 1.

Esgilt also entwederc = 6,h = 7,i = 8 oder
c=T7 h=28, i=9. Aus 5+ 5/ =10k
folgt, daB A eine gerade Zahl ist. Deshalb gilt
nurc=7,h=28,i=9.

a=6-—h

Aus 7¢ + 108 = 180 folgt ¢ = 2;
aus 5+ 5 = 108 folgt f = 4;
aus la - 54 = 702 folgt a = 3;

aus 93g — 54 = 882 folgt g = 6.

Wir erhalten also 936 : 13 = 72
— +
54 + 54 = 108

882 — 702 = 180

und stellen fest, daB alle waagerecht und
senkrecht angeordneten Rechenaufgaben
richtig gelost sind.

4 356 Bezeichnen wir die urspriingliche
Anzahl der Mihdrescher, die die Koopera-
tionsgemeinschaften 4, B, C und D besitzen,
mit x, y, z und u, so gilt nach den Voraus-
setzungen der Aufgabe

x+4=p=z—4—6=u+6=30;

denn nach dem Ausleihen verfiigt jede Ko-

operationsgemecinschalft iiber die gleiche An-

zahl von Mihdreschern, d. s. 142 = 30 Mih-

drescher. Wir erhalten daher

x=30—4 =26,y =30,
z=30+410=40,u = 30 —6 = 24.
Daher besitzt die Kooperationsgemeinschaft
A 26 Mihdrescher, B 30 Mihdrescher, C
40 Mihdrescher und D 24 Mihdrescher.

a 357 Wegen der letzten in der Aufgabe
gegebenen Voraussetzung ist die 3. Vermu-
tung von Horst falsch, also sind seine beiden
anderen Vermutungen richtig, also kommt E
auf Platz 5 und A auf Platz 2. Da B nicht auf
Platz 4 kommt, ist die 1. Vermutung von
Egon falsch, und seine anderen beiden Ver-
mutungen sind richtig, also wird D Letzter
sein. Daher ist die 2. Vermutung von Karl
falsch. Da nun A4 auf Platz 2 kommt, erhilt
B wegen der 1. (richtigen) Vermutung von
Karl den Platz 1. Wegen der (richtigen) 3.
Vermutung von Egon kommt F vor C, daher
verbleibt fiir C nur der Platz 4 und fir F
der Platz 3. Wir erhalten die folgende Reihen-
folge, in der die Sportler durchs Ziel kamen:
B, A FC ED.

Gleichzeitig stellen wir fest, daB bei dieser
Reihenfolge und nur bei dieser Reihenfolge
simtliche Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind.

W 8 a 358 Wir bezeichnen die Antworten
der Automaten der Reihe nach mit 4,, 4,,
As, A,, As. Wir wissen, daB A4, falsch ist;
daher sind mindestens drei Automaten in-
takt. Daraus folgt, daB 4, und 4, wahr sind,
daBalsoder 1. und der 2. Automat intakt sind.
Nun gibt es fiir 4; und 4, die folgenden vier
Maoglichkeiten, wobei wir im Fall einer rich-
tigen Antwort ein W und im Falle einer fal-
schen Antwort ein F vermerken:

A; A, SchluBfolgerung

W W  Dann wiren die ersten vier Auto-
maten intakt, was im Wider-
spruch zu A, steht.

W F  Dann wiren genau zwei Auto-
maten beschidigt, und 4, kénnte
nicht falsch sein, was im Wider-
spruch zu dieser Annahme steht.

F W  Es entsteht kein Widerspruch.

F F  Dannwiren 45, A, und A; falsch,

was im Widerspruch zu den obi-
gen drei SchluBfolgerungen steht,
wonach mindestens drei Auto-
maten intakt sind.

Nur die dritte Moglichkeit ist widerspruchs-
frei; daher sind A4,, 4, und A4, wahr, dagegen
As; und A, falsch. Folglich sind der 1., 2. und
4. Automat intakt und der 3. und 5. Automat
beschadigt.

W 8m359 Die Summe zweier vierstelliger
Zahlen ist stets kleiner als 20000; daraus
folgt F=1. Wegen R + S + 1 gilt also
R+ S=IL

Darausfolgt E+ N+1=10+ N,d.h. E=9.
Daraus foigt weiter / + I + 1 = 9 oder
IT+71+1=19;dal #+ 9ist, gilt /-- 4.

Man erhilt wegen R + S = 11, daher die in
der folgenden Tabelle angegebenen Mog-

lichkeiten:

R S U Vv N

3 8 5 6 0,2 oder7
3 8 6 7 0,2o0der5
5 6 2 3 0,7 oder 8
5 6 7 8 0,2o0der3

Das sind insgesamt 4 - 3 = 12 Ldsungen;
hinzu kommen noch durch Vertauschung
von R und S weitere 12 Losungen, so daB die
Aufgabe insgesamt 24 Losungen hat.
Eine dieser Losungen ist z. B.

6493

+ 9408
15901.

4 360 Aus den Bedingungen der Aufgabe
ergibt sich

0<g-p<10, )
p—+g=a*, wobei aeine natiirliche Zahl ist, (2)
p+qta=42. 3

Aus (2) und (3) folgt @ + a = 42.
J < 42fiira < 6,
Nunist@® + a § = 42 fiira = 6,

l > 42 fiira > 6,
daraus folgt @ = 6. (Man erhilt ¢ = 6 auch
durch die Lésung der quadratischen Glei-
chung & + @ — 42 = 0).
Wegen (2) gilt p + ¢ = 36 und wegen (1)
g —p < 10,also 2¢q < 46,d.h. ¢ < 23 und
p > 13.
Diese Bedingungen sind aber nur fiir die
Primzahlen p = 17 und ¢ = 19 erfiillt.
Andererseits sind aber fiir diese beiden Prim-
zahlen auch die Bedingungen (1), (2) und (3)
erfillt; daher hat die Aufgabe genau eine
Losung, ndmlich

p=17,¢4g=19.

m 361 Es seien ABC ein Dreieck, D der
FuBpunkt der von C auf 4B gefillten Hohe,
BC = a, AC = b, CD = h, und d der Durch-
messer des Umkreises des Dreiecks ABC.

Es ist nun zu beweisen, daBa - b = 4, - 4 gilt.

(]

Wir unterscheiden dic drei mdglichen Fille,
wonach die Hohe CD im Innern, auBerhalb
bzw. auf dem Rand des Dreiecks liegt.

1. Die Hohe CD liegt im Innern des Dreiecks
ABC. Dann gilt (vgl. Fig. 1), da auch der
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Mittelpunkt M des Umkreises im Innern des
Dreiecks liegt, nach dem Thalessatz

¥ CDB = & CAE = 90°,
ferner nach dem Peripheriewinkelsatz

¥ ABC = ¥ AEC = B, also

A CDB ~ A CAE. Daraus folgt

a:h.=d:b,

a'b =h -d wzbw.
2. Die Hohe CD liegt auferhalb des Dreiecks
ABC. Dann gilt (vgl. Fig. 2), da auch der Mit-
telpunkt M des Umkieises auBerhalb des
Dreiecks liegt,

A~———38 0

¥ BDC = ¥ EAC = 90°,

¥ CBD = ¥ CEA = 180° —$, also
A CBD ~ A CEA. Daraus folgt
ath,=d b,

a-b =h, - d wzbw.

3. Die Héhe CD liegt auf dem Rand des
Dreiecks ABC.
Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB
CD = CB = a = h, gilt. Ferner gilt AC = b
= d (Thalessatz), also auch in diesem Falle
a-b =h.-d wzbw.
Bemerkung -
Bei dieser Beweisaufgabe — das gilt fiir viele
ahnliche Aufgaben — kam es darauf an, eine
Fallunterscheidung vorzunehmen. Es genigt
nicht, wie das hiufig geschieht, nur den
Fall 1 zu behandeln. Man muB noch zusitz-
lich beweisen, daB die Behauptung auch in
den Fillen 2 und 3 (die Hohe CD liegt auBer-
halb oder auf dem Rand des Dreiecks)
richtig ist.

W 9e362 Es seien von Bernd a Wider-
stinde zu je 17Q, b Widerstinde zu je 21Q
und ¢ Widerstinde zu je 28€Q in Reihe ge-
schaltet worden; dann gilt

17a + 215+ 28¢ = 167,

17a + 7(3b + 4¢) = 167. Wir ersetzen
3b + 4c durch d und erhalten aus (1)

17a + 1d = 167,

3(a—2)

d=23—2a——7F7——
a—2. )

Da q, b und c¢ natiirliche Zahlen sind, mu
auch d eine natiirliche Zahl sein; das heiBt,
es muB 3(2—a) durch 7 teilbar sein. Das
trifft zu fiira = 2, 9, 16, 23, ... und damit fiir
d=19,2 —15-32, ...

Es kommen nur die beiden Lésungen
a,=2; d =19bzw.a, =9, d;, = 2inFrage.
Wir setzen a; = 2 in Gleichung (1) ein und
erhalten pnach entsprechender Umformung

3b+4c=19
c—1

b=6—c—=1
€T3
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Eine Belegung der Variablen » und c¢ ist
unter Beriicksichtigung der Bedingungen der
Aufgabe nur méglich fiir

¢y;=1, also b;=5 und ¢, =4, also b,=1.
Wenn wir dagegen a, = 9 in Gleichung (1)
einsetzen, erhalten wir nach entsprechender

Umformung
3b+4c=2.
Fiir ¢, = 1 erhalten wir b = _Z;
1 . 1 3
- . 14
fir ¢, = 4 erhalten wirbp = — —.
2 2 3

Beide Lésungen fiir b widersprechen den Be-
dingungen der Aufgabe; somit entfallt auch
a, = 9 als Losung. Als Losung der Glei-
chung (1) erhalten wir demnach

a, =2, by =5, ¢ =1

a, =2, b, =1, =4
Im ersten Fall wurden 8, 1im zweiten 7 Wider-
stinde benutzt; also schaltete Bernd

2 Widerstinde zu 17Q,

1 Widerstand zu 21 Q und

4 Widerstinde zu 28 Q in Reihe;
Klaus hingegen

2 Widerstiande zu 17 Q,

5 Widerstinde zu 21 Q,

1 Widerstand zu 28 Q in Reihe.

W9 m 363 Es seien

x die Anzahl der Schiiler, die nur die Zeit-
schrift ,,Wissenschaft und Fortschritt* lesen,
y die Anzahl der Schiiler, die nur die Zeit-
schrift ,,Jugend und Technik* lesen,

z die Anzahl der Schiiler, die beide Zeit-
schriften lesen.

Dann gilt:
x+z=y+4+z+ 22 1)
6y = 25z, )
x + zist teilbar durch z. 3)
Aus (1) folgt
x —y =22 also 6x — 6y = 132;
daher gilt wegen (2) 6x — 25z = 132,
also z(6§ —25). =132. (4

Nun ist wegen (3) % eine positive ganze Zahl,
z
also auch 6% — 25; ferner ist wegen (2) z
z

ein Vielfaches von 6. Andererseits ist wegen
(4) z ein Teiler von 132; daher kann z nur
gleich 6, 12, 66 oder 132 sein.

1. Aus z = 6 -wiirde wegen (4) folgen x — 25
= 22,d. h. x = 47, was wegen (3) unmdglich
ist.

2. Aus z = 12 wiirde wegen (4) folgen
’5‘_25 =11, d h. x = 72 und hieraus

wegen (2) y = 50; da die Bedingungen (1),
(2) und (3) erfillt sind, haben wir eine Lsung
des Systems erhalten.

3. Aus z =66 wirde wegen (4) folgen
X 25=2,d h x=11-27, was der
11

Bedingung widerspricht, wonach x durch 2z
teilbar ist.

4. Aus z = 132 wiirde wegen (4) folgen
2"—2—25 = 1,d h. x = 22 - 26, was wieder
der Bedingung widerspricht, wonach x durch
z teilbar ist.

Daher erhalten wir als einzige Lésung x = 72,
y = 50,z = 12;d. h. 72 Schiiler lesen nur die
Zeitschrift ,,Wissenschaft und Fortschritt*,
50 Schiiler lesen nur die Zeitschrift ,,.Jugend
und Technik*, 12 Schiler lesen beide Zeit-
schriften.

® 364 Angenommen, (x, y, z) sel eine Lo-
sung des gegebenen Gleichungssystems. Dann
folgt aus (1) und (2) durch Subtraktion:
—(@—bx+(@—by+az—cz—bz

+ ez =a—c—b+yg
—a—bx+ (@—by+(@a—b):z
=a—b
und hieraus wegena-— b + 0
—x+y+z=1 4

Ferner folgt aus (2) und (3) durch Subtrak-
tion:
ax —bx —ax + cx— (b —co)y

+b—c)z =b—rc,
—(bb—c)x—@bd—cy+b—o)2
=b—c
und hieraus wegen b — ¢ £ 0
’ —x—y+z=1 (5

SchlieBlich folgt aus (1) und (3) durch Addi-
tion:
(@a—o)x +ay—by + by—cy

+ (@a—o)z =a—c¢
@—ox+@—cy+@—oz

=a—c
und hieraus wegena —c¢ + 0
x+y+z=1 (6

Wir erhalten nun durch Subtraktion bzw.
Addition

aus (4) und (5) 2y =0, alsoy =0,
aus(und (6) —2x =0, alsox =0,
aus (5)und (6) 2z =2, alsoz = 1.

Damit haben wir nachgewiesen, daB, wenn
das Gleichungssystem (1), (2), (3) eine Losung
hat, x = 0, y = O und z = 1 gilt. Da nun
die Gleichungen (1), (2) und (3) fiir diesen
Wert erfiillt sind (Probe!), gibt es genau eine
Ldsung, ndmlich
x=0,y=0z=1

W 10/12 m 365 Bezeichnet man mit x die
Anzah] der Schiiler, die nur die Aufgabe
A lbsten, y die Anzahl der Schiiler, die nur
die Aufgabe B lésten, z die Anzahl der Schii-~
ler, die beide Aufgaben losten, so gilt, da
jeder Teilnehmer mindestens cine Aufgabe
loste, 20 < x + y + z < 40, n

x+y+1=2z 2)

y—z =4x, 3)
wobei x, y und z natirliche Zahlen sind.
Aus (3) folgt

y = 4x + z und daher aus (2)
5x +1=2,
also y = 9x + 1. Mithin gilt
x+y+z=15x+2.
Dabher folgt aus (1)
20 < 15x + 2 < 40,
18 < 15x < 38.



Nun ist x = 2 die einzige natiirliche Zahl, die
diese Ungleichungen erfiillt. Aus x = 2 folgt
wegen der obigen Gleichungen y = 19 und
z=1l,alsox + y + z = 32.

Fiir diese Zahlen sind aber auch die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt. Die obige
Lsung ist daher die einzige Lésung.

32 Schiiler nahmen an dem Wettbewerb teil.

W 10/12 m 366 Es seien (vgl. die nebenste-
hende Figur) M, der Mittelpunkt und x die
MaBzahl (in m) des Radius des Kreisbogens
ACB, M, der Mittelpunkt und y die MaBzahl
(in m) des Radius des Kreisbogens ADB.
Ferner gilt fiir die MaBzahlen (in m) der
Strecken CD  DE - 1, EB = 6,

ME -x—2 ME=y—1.

Daher gilt nach dem Satz des Pythagoras
2 =6+ (x —2),
X2 =36+ x> —4x + 4,

4x = 40,

x = 10;

P =6+ —17

¥ =36+y—2+1,
2y =137,

y = 18,5.

Ferner erhilt man die GroBe der Winkel
a= X EM;Bund § = ¥ EM,B aus

6

sina = — = 0,6, a ~ 36,87°;

x
S_ 6 03243, 8~ 18,92°.
y 185
Daher ist die MaBzahl des Flicheninhalts
des Kreissektors CM, B
s - @ _nxlz36,87-100n
1 360° 360
und des Kreissektors DM, B
. 2
__B ny? z18,92 18,5%*n
2 360° 360
Ferner ist die MaBzahl des Fliacheninhalts
des Dreiecks £EM, B

sin f =

= 32,18

=~ 56,50.

8-
D, =222 = 24 und des Dreiecks EM, 5
p =113:6_g5
2

Daher gilt fiir den Flicheninhalt des Fli-
chenstiicks, das durch die Kreisb6gen ACB
und 4D B begrenzt ist,

A =2[(5; — D) — (S, — Dy)]

~ 2[8,18 — 4,00] = 8,36.

Das schraffierte Flichenstiick hat daher den
Flicheninhalt 8,36 m?.

4 367 Es seien m und » die beiden Sum-
manden; die groBtmdglichen Summanden
und ihr Produkt sind in der nachstehenden
Tabelle zusammengestellt.

m n mn m n mn
0 12 0 4 8 32
1 1T 11 5 7 35
2 10 20 6 6 36
3 9 27

Das Produkt m - n ist in keinem Falle groBer
als 36.

A 368 Es gilt 27 + 21 = 48 und 48 - 4
== 192; das Buch enthilt also 192 Seiten.

+ 369 Essei AC ~ x m; dann ist CD =

2-xmund DB 3-2-xm. Daraus folgt
AC . CD i DE=xm+2-xm
+6-xm=72m,

X 2x 6x
A C 0 8

9-x=72,

x = 8. Daher gilt
AC =8m, CD = 16 m,
DB = 48 m.

also

W35 m 370 Der Geldbetrag, der fir die
Schrippen zu bezahlen ist, muB auf die Zif-
fer 0 oder 5 enden. Dann muB der Betrag, der
auf die Kniippel entfillt, auf die Ziffer 2 oder7
enden. Da kein Vielfaches von 8 auf die Zif-
fer 7 endet, muB der Betrag fiir Kniippel auf
die Ziffer 2 enden. Dieser Betrag kann daher
nur gleich 4 - 8 = 32 sein; denn keine andere
natiirliche Zahl, die ein Vielfaches von 8
und kleiner als 72 ist, endet auf 2. Aus
72 — 32 = 40 und 40: 5 = 8 folgt, daB
8 Schrippen und 4 Kniippel eingekauft wur-
den. Das Zeit ist also mit zwolf jungen Pio-
nieren belegt.

W5 w371 Aus a < b folgt, daB 2 ein
b

echter, hingegen b ein unechter Bruch ist.
a

Deshalb gilt 2 < 2. Eine Ungleichung bleibt
b a

richtig, wenn man beide Seiten mit der
gleichen natiirlichen Zahl multipliziert, also
.. 2a _2b
gilt — < —.

b a
4 372 Aus dem stumpfwinkligen Dreieck
der nachstehend abgebildeten Zeichnung 1aBt
sich die Winkelbeziehung

a + y + (y — f) = 180° ablesen; es gilt also

—op__2—F
' 2

a2 373 Auf Grund der Symmetriceigen-
schaften des Kreuzes stehen je zwei benach-
barte der vier eingezeichneten Strecken auf-
einander senkrecht, und sie sind einander
kongruent. Das eingezeichnete Viereck ist
somit ein Quadrat.

4 374 Unter Beachtung der Teilbarkeits-

regeln fur die Zahlen 3, 9 und 4 erhalten wir

a) 383271, 3|83274, 3|83277;

b) 3484172, 3}84272, 3}t84472,
3)84572, 3484772, 3484872;

c) 9]23058, 9]23958;

d) 4458706, 4458726, 4}58746,
4}58766, 4}58786.

W 6. 375 Aus a) folgt unmittelbar: Ernst
ist Abonnent der Jungen Welt; aus b) folgt
unmittelbar: Axel ist Abonnent von Neues
Leben, und Bernd ist Abonnent von Junge
Welt; aus c) folgt: Fred ist entweder 16 oder
17 Jahre alt, Bernd ist entweder 17 oder
16 Jahre alt;

aus b) folgt: Bernd ist nicht 17 Jahre alt,
also ist Bernd 16 Jahre und Fred damit
17 Jahre alt; weiterhin folgt daraus, daB Fred
Abonnent von Neues Leben ist;

aus a) und b) folgt: Ernst ist 20 Jahre alt;
dann ist Axel 19 Jahre alt.

W6 m 376 Es sind zwei Fille zu unter-
scheiden.
a) Der Lehrer ist erst im Jahre 1968, und
zwar vor dem Zeitpunkt der Fragestellung,
25 Jahre alt geworden. Aus 1968 — 25 = 1943
folgt, daB er in diesern Falle im Jahre 1943
geboren wurde. Nun gilt 1943 = 27 - 71 + 26.
Diese Moglichkeit entfillt also; denn der
Rest ist nicht gleich 25. b) Der Lehrer wird
noch im Jahre 1968, und zwar nach dem Zeit-
punkt der Fragestellung, 26 Jahre alt. Aus
1968 — 26 = 1942 folgt, daB er in diesem
Fall im Jahre 1942 geboren wurde. Nun gilt

1942 = 27 - 71 + 25,

1942 = 47 - 41 + 15,

1942 = 45-43 + 7. Der Lehrer
wurde demnach am 15. 7. 1942 geboren.

4 377 Es seien von den vier Eheminnern
insgesamt x Tulpen gekauft worden; dann

entfallen auf Franz lJc Tulpen
4
| 1
Willi-x —2T. Klaus—=x —6T.
3 2
.Hanslx +3T.
8

Durch Addition erhalten wir » x—5=x
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und damit x = 24. Aus 1-24=6 und
4
24— 2—6und ) 24— 6—6und
2

- 24 + 3 = 6 folgt, daB jeder der vier Ehe-

OO [ = W | =—

méinner genau sechs Tulpen kaufte.

a 378 Wirtragen die Streckena + b,b + ¢
und @ + ¢ auf einer Geraden g nacheinander
von D bis F ab und halbieren die Strecke DF.
Der Mittelpunkt der Strecke DF sei E; dann
gilt DE = a + b + c. Nun schlagen wir um
D mit b + c und um E mit @ + c als Radius
je einen Kreis; die Schnittpunkie dieser
Kreise mit der Strecke DE seien die Punkte
B und A.

Dann gilt

DA=@+b+c)—(@+c)=5b,

BE =(@a+b+c)—(b+c)=a,

AB=@+b+e¢)— a—b =c;
daher 148t sich das Dreieck ABC aus den drei
Seiten leicht konstruieren. Wir schlagen um
A mit DA und um B mit BE je einen Kreis;
diese Kreise schneiden sich im Punkt C. Ver-
binden wir C mit 4 und B, so erhalten wir
das zu konstruierende Dreieck ABC.

A 379 Es sind bei der Losung der Aufgabe
zwei Falle zu unterscheiden.

1. Fall: Esseix 2 0; wegen |x| = x gilt dann
x== + 2, und wir erhalten daraus x = 4.
2
2. Fall: Es sei x < 0; wegen |x| = — x gilt
dann —x =% ¢ 2, und wir erhalten daraus
2

4 . - . .
x = ——. Die Losungsmenge dieser Glei-

. 4
chung ist demnach {4; — -}.

3

W7 & 380 Im regelmaBigen Sechseck gilt
$; = 53 = ... = $¢. Aus der Gleichheit der Seh-
nen folgt die Gleichheit der Peripheriewinkel,
dha =a =ay = a,.

i T

Jeder Innenwinkel eines regelmaBigen Sechs-
ecks betragt 120°; damit betragt jeder der

vier Winkel a= % = 30°.
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W 7 m 381 Fir den dritten Mitspieler sind
drei Fille denkbar:

1. Fall: Er sieht auf den Kopfen der beiden
anderen Mitspieler einen weiBen und einen
griinen Hut. In diesem Fall wiirde er bereits,
ohne die Aussagen seiner Mitspieler gehort
zu haben, erkennen, daB er einen schwarzen
Hut aufhat. Dieser Fall kann also nicht vor-
liegen.

2. Fall: Er sieht auf den Koépfen jedes der
beiden anderen schwarze Hiite. In diesem
Fall konnte er trotz der Aussagen seiner Mit-
spieler nicht herausfinden, ob er einen weiBen
oder grimen Hut auf dem Kopf hat. Dieser
Fall kann also auch nicht eintreten.

3. Fall: Er sieht auf dem Kopf genau eines
seiner beiden Mitspieler einen schwarzen
Hut. Da die beiden ersten Fille nicht vor-
liegen kénnen, muB dieser dritte und letzte
Fall vorliegen. Hitte er in diesem letzten
Falle selbst keinen schwarzen Hut auf, so
wiirde der Mitspieler mit einer schwarzen
Kopfbedeckung zwei Personen mit nicht
schwarzen Hiiten sehen und daraus erken-
nen, daB er selbst einen schwarzen Hut erhal-
ten hat und darum nicht geurteilt haben:
,,Ich weiB nicht, welche Farbe mein Hut hat.*
Also hat der dritte Mitspieler selbst einen
schwarzen Hut auf. Dies erkannte der dritte
Mitspieler allein aus dem Urteil desjenigen
seiner Mitspieler, der selbst einen schwarzen
Hut auf hat.

Spieglein, Spieglein an der Wand. . .

4 1. Aufgabe: Der Text muB richtig lauten
(alpha 1/69, S. 9): Welches ist der kiirzeste
Weg, der von einem Punkt A, der zwischen
den Schenkeln eines Winkels « liegt, zu einem
Punkt des einen Schenkels, von dort zu einem
Punkt des anderen Schenkels und wiederum
zum Punkt A4 fihrt (Abb. 7)?

Lésungen zu alpha-heiter

Der Miiliggiinger (3/69)

Der MiiBigginger wurde 50 Jahre alt.

Geometry Problem (3/69)

Solution: Locate O’, G, H, and I as shown
in the diagram. Since OH = Ol and O'H
= 0'I and angle HOI = 60°, we have angles
OO'H = 00’'I = 60°. Thus from the pro-
perties of 30° — 60° — 90° triangles, we know
that 20'H = 0° which implies that OG
= 30'H. Therefore the area of the larger
circle is 9 times that of the smaller. Hence the

area of the smaller circle is é

Bilderriitsel (3/69)
ALPEN, HASE, EI, LEITER
ALP HA HEI TER

Mathemathische Begriffe (3/69)

1. Meter, 2. Achse, 3. Tonne, 4. Hoehe, 5. Ei-
ner, 6. Monat, 7. Alpha, 8. Tafel, 9. Index,
10. Kegel — MATHEMATIK

Magisches Quadrat (3/69)

—16 +12  +10 —10

+6 —6 —4 0

—2 +2 +4 —8

+8 —12 —14 414
Denkertjes (Denksport)

Der Flacheninhalt entspricht zwei gleich-
groBen Quadraten (siehe Abb.)

Magischer Wiirfel

Hier erwarten wir Losungsvorschlige vom
Leser und neue, dhnliche Probleme zur Ver-
offentlichung. -

Lidsungen zu ,,Mit Bleistift und Lineal !

4 412 Annahme von Z beliebig, jedoch
nicht auf g und (4B). (Z4) schneidet g in 4,
(ZB) schneidel g in B, (AB) und (BA) schnei-
den sich in C. (ZC) schneidet (4B) in D. D ist
der Halbierungspunkt der Strecke 4B.

b
(4

A 413 Annahme von Z und Konstruktion
von C wie bei Aufgabe 412. Annahme von D
auf (4B) beliebig und Konstruktion von E
analog zur Konstruktion von C. (CE) ist
parallel g und schneidet (ZB) in F. (AF)
schneidet g in G. (ZG) schneidet (4B) in G.
Es gilt AB = BC.




Die 6. Aufgabe, Klassenstufe 7, der Bezirksolympiade
lautet: Der groBe deutsche Mathematiker Car! Fried-
rich Gauf$ wurde am 30. April 1777 in Braunschweig
geboren. Auf welchen Wochentag fiel sein Geburtstag?
(Der 30. 4. 1967 war ein Sonntag; die Jahre 1800 und
1900 waren keine Schaltjahre.)

Die Losung, zusammengestellt von der Aufgaben-
kommission des Zentralen Komitees der Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR lautet:
Von einem Tag des Jahres 1777 bis zum gleichen Tag
des Jahres 1967 sind es 190 Jahre, und zwar
45 Jahre zu 366 Tagen und 145 Jahre zu 365 Tagen.
In den 45 Jahren riickte der Wochentag um

90 Wochentage,
in den 145 Jahren um 145 Wochentage vor.
Das sind zusammen 235 Wochentage,
d. 2. 33mal eine Woche und 4 Wochentage.
Daher war der 30. 4. 1777 ein Mittwoch.

Es ist oft wissenswert, welcher Wochentag zu einem gegebenen
Datum der Geschichte oder aus unserem Leben gehort. Die Wochen-
tage lassen sich unter Benutzung von drei Tabellen und der nach-
stehenden Rechenregei Jeicht feststellen.

Tabelle I (Monatszahlen):

Jeder Monat hat eine bestimmte Zahl und zwar:

Januar 3 (2), Februar 6 (5), Mirz 6, April 2, Mai 4, Juni 0, Juli 2,
August 5, September 1, Oktober 3, November 6, Dezember 1.

(In Schaltjahren gelten fiir «iic beiden ersten Monate die eingeschlos-
senen Zahlen. Ein Schaltjahr ist jedes Jahr, dessen beide letzten
Stellen durch 4 teilbar sind ; von den SchluBjahren der Jahrhunderte,
wie 1600, 1700, 1800 usw., jedoch nur die, in denen die Zahl 400
ohne Rest teilbar ist.)

Tabelle 2 (Jahrhundertzahlen):

I— 99 2 1100—-1199 5
100~ 199 1 1200—i299 4
200— 299 0 1300—1399 3
300— 399 6 1400—1499 2
400— 492§ 1500—4. Okt. {387 1
G- 307 4 5. Okt. 1582—i:*2 5
500—- 669 3 1600-—1699 4
700— 799 2 1700—1799 2
#00-— 899 1 1800—1899 0
00— 9% 0 1900—1999 5
1000—i035 6 2000 4

Tabelle 3 (Wochentage):
So Mo Di Mi Do Fr S
! 2 3 4 5 6 0

Die Rechnung ist nunmehr wie folgt durchzufiihren:

allgemein am Beispiel des 22. Mdrz 1832
Es werden addiert:

Die Tageszahl 22

Die Monatszahl nach Tabelle 1 6

Die Jahrhundertzahl nach Tabelie 2 0

Die Jahreszahl des Jahrhunderts 32

Ein Viertel dieser Jahreszahl (ohne Riicksicht

auf etwa verbleibenden Rest) + 8
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Division der Summe durch 7; der
bieibende Rest gibt den Wochentag
nach Tabelle 3 an. 68:7=9-7+5
Da der Rest 5 betrigt, war der 22. Mirz 1832, der Todestag Goethes,
ein Donnerstag.

Nun konnt ihr an Hand der Tabellen iiberpriifen, ob der 30. 4. 1777
(Geburtsdatum von C. F. Gauf)) ein Mittwoch war, wie die amtliche
Losung besagt.

Die Zahlen der Tabelle 1 kann man sich mit Gedachtnishilfen ein-
priagen; aus Tabelle 2 ist wohl nur 0 bzw. 5 zu merken, da fast
immer nach Daten aus dem 19. bzw. 20. Jahrhundert gefragt wird;
die Zahlen der Tabelle 3 sind ohne Miihe als Reihenfolge der
Wochentage zu erkennen. Hat man sich dazu noch die Rechenregel
eingeprigt, dann laBt sich die Berechnung der Wochentage ohne
weiteres aus dem Gedéachtnis durchfiihren.
Viel SpaB beim Rechnen! Uberpriift sogleich den Wochentag des
Datums, an dem ihr diese Aufgabe lest; stellt den Wochentag eures
Geburtstages fest usw. Vielleicht ist in eurer Familie ein Sonntags-
kind?

W. Unze

Calendarium fslenzkt Rim 1597

Der Mathematiklehrer Gestur O. Gestsson aus Reykjavik (Island)
— eifriger alpha-Leser — sandte uns eine Faksimileausgabe eines
islindischen Dauerkalenders aus dem Jahre 1597.

Man nannte diese Kalenderbiicher Rim, weil der groBte Teil ihres
Inhalts in Strophen abgefaBt war. Diese Methode, die Islinder mit
der Zeitrechnung vertraut zu machen, nannte man ,,Buchreime*
(bokrim) im Unterschied zu den ,,Fingerreimen‘* (fingrarim), einer
Methode, allerlei iiber Zeit und Himmelsk6rper mit den Fingern
(unter Zuhilfenahme von Merkversen) zu errechnen.
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In freien Stunden " heiter

., Ldcherlich, erst 20"
Aus: Zeit im Bild 42/68

Hundert gewinnt

Zu diesem Spiel benotigen wir 3 Wiirfel, einen Becher
und die Kenntnis der 4 Grundrechenarten. Spielerzahl
beliebig. Jeder Spieler wiirfelt einmal. Die 3 Augen-
zahlen werden unter Verwendung der 4 Grundrechen-
arten verkniipft, das Ergebnis wird notiert. Dann
kommt der nichste an die Reihe. Beim zweiten Durch-
gang wird so verfahren wie beim ersten Durchgang.
Die notierten Ergebnisse kdnnen nun ebenfalls unter
Verwendung der 4 Grundrechenarten verkniipft wer-
den. Wer zuerst 100 erreicht, scheidet aus. Der letzte
Spieler hat diese Runde verloren.

Beispiele:

Hans wiirfelt: 3-5-5 und rechnetso:3-5-5 = 175
2. Durchgang: 1-3-5 :(14+3)-5 =20
3. Durchgang: 2-3-5 :(3—2)-5= 5

Nun addiert Hans die Teilergebnisse: 75420+ 5= 100

Oder: 4-5-5 :4-5-5 =100
Oder: 1. Durchgang: 2-5-6 :2-5-6 = 60
2. Durchgang: 6-6-6 :(6-6)— 6= 30
3. Durchgang: 2-5-5 :2:5-5 =50

Rechnung: (60 : 30) - 50 = 100
Varianten: Fir 100 eine andere Zahl nehmen, z. B.
111 oder 99.

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

Einstein und die Null

Wihrend des zweiten Weltkrieges wurde Einstein von
einer Tageszeitung um ein Interview gebeten. Nachdem
die Fragen beantwortet waren, sal man noch beim
Tee. Da fragte der Reporter: ,,Herr Professor, was
halten Sie eigentlich von Hitler?*

Einstein iberlegte. ,,Das fragen Sie doch auBerhalb
dessen, was Sie zu veroffentlichen gedenken 7

Der Reporter wurde stutzig.

,»»Als Naturwissenschaftler mochte ich sagen — Hitler
ist eine GrofBe.*

Einstein sah die Entriistung und fuhr fort: ,,Na ja,
ich meine in diesem Falle eine rechnerische GréBe,
und das ist in der Mathematik die Null doch zweifellos.
Hitte man mit dieser Null vorher gerechnet, brauchte

man heut nicht mit ihr abzurechnen.*
Aus: NBI 4/69
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Geometry Problem

Let A, B, C, D, E and F be the vertices of a regular
polygon and let the area of the larger circle be 1. What
is the area of the smaller circle?

o' Aus: The Mathematical Log,
Dec. 68, Oklahoma

Der Miifliggiinger
Ein MijBiggéinger hat von Beginn seines 19. Jahres

bis zu seinem Lebensende g der Zeit verschlafen,

ll mit Essen und Trinken zugebracht, % mit Spa-

zierengehen vertrieben, 13_6 mit Spielen verdorben,

1]— im Lehnstuhle vergihnt und im ganzen nur zwei

Jahre sich der Arbeit gewidmet. Wie alt ist dieser
Mensch geworden?

Aus: Allgemeine Arithmetik und Algebra, Kéln 1906

Sonst noch ’ne Frage?

Rakete 4/68 (Sonderausgabe auf der MMM Leipzig 1968)




Bilderriitsel

x25

Ekkehart Paditz, OS Lomrﬁatzsch, Kl. 76

Mathematische Begriffe

In die (senkrechten) Spalten sind Worter der folgen-
den Bedeutung einzutragen. (Jedes Wort hat fiinf
Buchstaben.) (6 ist als oe zu schreiben.)

1 2 3 L 5 6 7 8 9 10

MaBeinheit der Linge,

Teil des Koordinatensystems,

MaBeinheit der Masse,

Besondere Linie im Dreieck,

Stellenwert,

MaBeinheit der Zeit,

griechischer Buchstabe,

Zusammenstellungvon bestimmten Zahlenwerten,
zusitzliches Unterscheidungsmerkmal bei Va-
riablen, (z. B. gy, a,, ...)

10. geometrischer K&rper.

Die Buchstaben in der ersten (waagerechten) Zeile
ergeben den Namen einer Wissenschaft.

OStR K.-H. Lehmann, V.L.d.V., Berlin

MO0 O M R

Geometrische Karrikaturen

_\

je¢

,,ET hatte schon immer einen Hang zum Besonderen

NNNAN/
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,»30, 50 — wieder mal ohne Hausaufgaben.*

N
>
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fee

,,51e will zum Ballett

Kostiimfest der Quadrate!

COU

,»Stellen wir erst einmal fest, wer Vorfahrt hatte!*
OL H. Pétzold, Waren|Miiritz

Magisches Quadrat

Die Elemente der Zahlenfolge

—16,—14,...,0, 42, +4,..., + 14
sind in die 16 Felder so einzusetzen, daB in jeder Reihe,
jeder Spalte und jeder der beiden Diagonalen die
Summe stets — 4 betrdgt. Jedes Element der Zahlen-

folge darf nur einmal verwendet werden.
A W. Unze, Leipzig

Magischer Wiirfel \ 4

Setze die Ziffern 1 bis 8 so in die Felder der Wiirfel-
ecken ein, daB3 die Summe der Zahlen der Grundfliache
gleich der Summe der Deckfliche ist. Gibt es mehrere
Losungen ? Gibt es eine Losung, bei der die Summe der
Zahlen der Grund-, der Deck- und jeder Seitenfliche
gleich ist? Aus: Mamamuka, Sofia

Denkertjes (Denksport)

Uberlege, wie groB der Flicheninhalt folgender Figur
ist. Nicht rechnen, sondern denken und mit Lineal
arbeiten!

Aus: Pythagoras 3-68/69, Niederlande
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Leser schreiben an alpha

Als kiinftige Mathematikstudentin und Ab-
iturientin machen mir die Aufgaben und
Erlduterungen dazu sehr viel SpaB.

Elvira Mohn, 9204 Grofschirma b. Freiberg

Herzlichen Dank fiir die interessanten Hefte!
Ola-Andre Strazalla, 22 Greifswald

Ich méochte nicht versiumen, der Redaktion
und den Mitarbeitern der alpha meinen herz-
lichsten Dank auszusprechen fiir die ab-
wechslungsreiche und ansprechende Gestal-
tung dieser Schiilerzeitschrift. Gerade durch
die Aufgaben des Wettbewerbs werden die
mathematisch interessierten Schiiler an Pro-
bleme herangefiihrt, die {iber den Lehrstoff
des Mathematikunterrichts hinausgehen.
Hans Kreul, Vater v. Klaus-Jiirgen K.,
88 Zittau

Hiermit moéchte ich mich recht, recht herz-
lich bei Dir, liebe alpha, bedanken, daB es
Dich gibt. Ich finde Dich einfach prima.

Joachim Stranz, 128 Bernau b. Berlin

Mir macht das Lésen der Aufgaben von 1968,
besonders der Wettbewerbsaufgaben, viel
SpaB. Es hitten manchmal sogar mehr sein
kénnen. Hona Boenig, 94 Aue
Die Zeitschrift alpha gefillt mir sehr gut.
Ich versuche, jede Aufgabe zu 16sen, und be-
teilige mich auch immer am alpha-Wettbe-
werb.

Ehrenfried Zschech, 86 Bautzen
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Da wir uns gerne mit mathematischen Kno-
beleien beschiftigen, wird das Losen der
Wettbewerbsaufgaben in Zukunft ein Teil-
programm unserer Arbeit in der AG werden.
Zirkel Junger Mathematiker, KI. 6,

OS Greitz-Pohlitz

Ich bin Mitglied eines Mathematikzirkels an
unserer Schule, und wir benutzen die alpha
als Arbeitsgrundlage. Unsere Losunger be-
sprechen wir gemeinsam, nachdem wir sie
abgeschickt haben. .. Ich habe den Wunsch,
mich spiter fiir ein Studium der Mathematik
zu bewerben. Deshalb ist es fiir mich niitz-
lich, wenn ich mich iber den Schulstoff hin-
aus mit mathematischen Problemen be-
schiftige.

Rolf Osterloh, 3253 Egeln

Wir ibersenden 110 Antwortkarten des a/pha-
Wettbewerbs. Wir freuen uns, daB wir die
Zahl dieser Karten, im Vergleich zum Vor-
jahr, mehr als verdoppeln konnten. .Die
Arbeit mit der Zeitschrift ist ein Hauptbe-
standteil unserer Arbeit. .. Dieser Tatigkeit
ist es auch unbedingt zuzuschreiben, daB
wir bei der diesjahrigen Xreisolympiade
sehr zufriedenstellend abschneiden konnten.
Von den 7 Teilnehmern (wir sind ¢ine 8-kizs-
sige Landschule mit 65 Schiilern in der Mittel-
stufe) erzielten wir einen 1. Preis, zwei 2.
Preise und einen 3. Preis und waren damit die
beste Schule im KreismaBstab. Dieser Erfolg
war nur durch die stindige Ausnutzung der
Veroffentlichungen in der alpha méglich.
Wir beginnen aus diesem Grunde mit der
Werbung fiir alpha bereits in der 4. Klasse.

E. Pohl, Lehrer, OS Riidnitz, Kr. Bernau

In meiner Freizeit 16se ich gerne Aufgaben
aus der alpha, und es wire schon, wenn sie
monatlich erschiene. Meine Leistungen sind
sehr gut. Bei der Kreisclympiade konnte ich
einen ersten Platz belegen.

Wolfgang Jenschke, 8038 Dresden

Ich méchte mich heute, nachdem wieder ein
alpha-Jahr vergangen ist, recht herzlich be-
danken fiir alles. Sie kdnnen sich vielleicht
vorstellen, wie sehr ,,Mathematiktraining'
hilft. Auch bei mir hat es sich bemerkbar ge-
macht. Ich bekam — Sie werden staunen —
fast das Dreifache an Antwortkarten als
im Vorjahr... Ubrigens habe ich erfahren,
daB ich in der Kreisolympiade den 5. Platz
erreicht habe. (Ein Zeichen der Ubung!)
Helga Riilicke, {8 Brandenburg

Die Zeitschrift ist mir e¢in guter Helfer bei
meinem  Lieblingsfach  ,,Mathematik*.
Schon zwei Jahre hintereinandei belegte ich
bei der Kreisolympiade den 1. Platz.

Volker Boos, 4601 Dabrun (i3 .).)

alpha vermittelt mir Inieressantes und Wis-
senswertes. Mein Mathematikdurchschnitt
ist 1,0. Durch aipha konnte ich so gute Lei-
stungen erzielen.

Christiane Kreuzer, 701 Leipzig

Ich kann heute feststellen, daB ich meine
Leistungen im Fach Mathematik wesent-
lich verbessern konnte und dal Sie rait Threr
Zeitschrift daran keinen unwesenilichen An-
teil hatten. Ich kana Ihnen heute nur sagen,
machen Sie weiter so!

Hans-Dieter Lucas, 354 Osterburg




transpress

Der VEB Verlag fir Verkehrswesen ,,trans-
press*, Berlin, stellte der Redaktion eine
Auswahl seiner in den letzten Jahren ver-
ofTentlichten Bicher zur Verfiigung. Mathe-
matikfachlehrer W. Unze, Leipzig, stellte
unter Verwendung dieses Materials Aufgaben
zur Wiederholung der Grundkenntnisse zu-
sammen. Wer 16st mit?

5 4 414 Im Stickgutverkehr von Haus zu
Haus werden Behilter vier verschiedemer
GroBen verwendet.

Behilter Liange Breite Hoéhe (i.mm)
A 1450 800 900
B 1650 950 1300
C 1950 1100 1420
S 1200 800 800

Berechne das Fassungsvermdgen der vier
unterschiedlich groBen Behilter (in m%)!
Aus: Lehrbuch fiir Berufskraftfahrer (Teil 3)

6 & 415 Von den hauptsichlichsten Typen
der Verkehrsflugzeuge der UdSSR werden
die hochst zulassige Anzahl der Passagiere
und die Startmasse der Flugzeuge genannt:
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An 10 A 132 55000
An 24 50 21000
ILI8B 110 61200 556
IL1S8E 122 61200
IL 62 186 157 500
Jak 40 24 12400
Tu 104 100 74 500 745
Tu 144 220 165000
Tu 124 56 36000
Tu 134 72 42 000

Bei welchem Flugzeugtyp ist die Startmasse
je Passagier am kleinsten? Erginze die Auf-
stellung entsprechend!

Aus: aerotyp, Verkehrsflugzeuge

7 a 416 Die Durchmesser der Treibrader
unserer Lokomotiven sind von ihrem Ver-
wendungszweck (Giiterzuglokomotive,
Schnellzuglokomotive usw.) abhingig.

Die Treibraddurchmesser betragen bei der
a) elektrischen Lokomotive

der Baureihe E 410 1250 mm,
b) dieselelektrischen Lokomotive
der Baureihe TE 40 1050 mm,

c) Dampflokomotive
der Baureihe 62 1750 mm.
Wieviel Umdrehungen U fihrt ein Treib-
rad dieser Lokomotiven auf der Strecke
Leipzig—Berlin (165 km) aus?
Aus: Eisenbahn-Jahrbuch 1968

8 a 417 AufBahnstrecken haben die durch
Gelinde bedingten Neigungen groBen Ein-
fluB auf den Fahrtablauf des Zuges. So wer-

den u. a. Neigungen bzw. Neigungswechsel’

dem Lokomotivfihrer durch entsprechende
Zeichen bekannt gegeben.

Was bedeuten diese beiden abgebildeten
Zeichen, und welcher Hohenunterschied be-
steht zwischen Anfang und. Ende cines so
markierten Streckenabschnittes?

o 71 [ _ts ]

Aus: Lehrbuch fiir die sozialistische
Berufsbildung im Betriebs- und Verkehrsdienst
der Deutschen Reichsbahn, Teil 3

9 4 418 Der neue Stiickguttarif der Deut-
schen Reichsbahn ist auf der Basis der Luft-
linienentfernung aufgebaut. Zur Berechnung
wurde eine maBstabgerechte Landkarte der
DDR mit einem Gitternetz diberzogen; die
Seitenlinge der Quadrate des Gitternetzes
betragt in der Wirklichkeit 10 km. Es ent-
stehen so in der waagerechten Richtung 51
und in der senkrechten 37 Quadrate, die
entsprechend nummeniert sind. Jeder Ort
in der DDR kann so durch ein Zahlenpaar,
die sogenannte Quadratnummer, bestimmt
werden.
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In der Abbildung ist die Lage der Orte A
und B eingezeichnet, deren Luftlinienent-
fernung gleich der Linge / der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks ist. Berechne
die Linge der Luftlinie zwischen den Orten

-A und B!

Aus: Stiickgut — Transport — Ordnung
und Tariffragen

10 a 419 Das Palettensystem beim Trans-
port, Umschlag und Lagerung kleiner Lade-
einheiten mit der Palette mit den internatio-
nal verbindlichen Abmessungen von 800 mm
x 1200 mm nutzbarer Flache ist zum Kern-
stiick aller RationalisierungsmaBnahmen un-
serer Transportunternechmen geworden.

Aus der Abbildung ist das Palettierungs-
schema fur die Palettierung von Kannen

bestimmten Inhalts auf der Flachpalette
ersichtlich. Berechne aus den angegebenen
MaBen

a) den Inhalt einer bis 2 cm unter den oberen
Rand gefillten Kanne mit Rohstoff fir
unsere Seifenindustrie (unter Vernachlissi-
gung der Blechstarke der Kanne), und

b) die Masse des auf der Palette transpor-
tierten Rohstoffes bei einer Dichte von
1,25g -cm™¥!
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OO
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800

1200

20

590

400

Aus : Palettier-Katalog

Folgeade Transpress-Bicher empfehlen wir
umseren jungen Lesern:

Heinz Seyfert
Mein Motorrad
296 Seiten, 116 Abb., 7,80 M

Heinz Kunicki

Deutsche Dieseltriebfahrzeuge

gestern und heute

328 Seiten, 144 Abb., 38 Tafeln, 13,80 M

Birr/K uschinsky/Uhlig

Leitfaden der Navigation

Terrestrische Navigation

394 Seiten, 165 Abb., 12 Tafeln, 18,00 M

Carl-Lothar Heinecke

Internationale Schiffsmodell-Revue
Eine Ubersicht vom Schiffsmodellsport
in Europa

116 Seiten, 35 Abb., 5 Tafeln,

36 Fotos, cellophaniert, 12,80 M

Heinz A. F. Schmidt
Historische Flugzeuge
208 Seiten, 380 Abb., Halbl., cell., 16,80 M



Post vom Kosmonauten

Am 5. Februar 1969 konnten die Mitglieder des
Schiilerclubs alpha folgendes in ihr Tagebuch ein-
tragen: '

Heute war ein besonderer Tag fiir uns. Es war die
letzte Veranstaltung vor den Winterferien. Aber trotz-
dem miihten wir uns alle mit geometrischen Problemen
und mit Gleichungen ... Doch gerade an diesem Tage
gab es Grund zu besonderer Freude: Wir hatten end-
lich Antwort bekommen auf einen Brief unserer
Arbeitsgemeinschaft an den Fliegerkosmonauten Bere-
gowoi! Verena hatte ihn mit vielseitiger Unterstiitzung
in die russische Sprache iibersetzt. Wihrend des Jahres
hatten wir uns mit Problemen des Weltraumes be-
schiiftigt, waren im Jenaer Planetarium, hatten Ver-
bindung mit Herrn Dr. Marx gekniipft und dariiber
dem Fliegerkosmonauten geschrieben.

Und nun kam seine Antwort, iiber die wir uns natiir-
lich sehr freuten. Der Brief des Kosmonauten wird
cinen Ehrenplatz in unserem Tagebuch einnehmen.
Aus einem Brief an die Redaktion:

Unser Name wurde analog der Mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha gewihlt. Wir benutzen sie oft
in unseren Veranstaltungen. Schiilerclub nennen wir

uns deshalb, weil wir nicht nur ,,rechnen, sondern
daneben auch Veranstaltungen vielfiltiger Art durch-
fiihren, wie Foren, Exkursionen, Lichtbildervortrige.
Am Club beteiligen sich 12 Schiiler der 7. und 8. Klasse.
Zu besonderen Veranstaltungen werden auch andere
Schiiler eingeladen. Ebenfalls erscheinen von uns
Wandzeitungen im Schulhaus.

Rosemarie Steiner

Leiter der AG Mathematik Schiilerclub alpha
Polytechnische Oberschule ,,Reinstiddter Grund*’,
6901 Dropnitz

An die Mitglieder des mathematischen Zirkels alpha
Liebe Kinder!

Ich danke Euch fiir Euren Brief, in dem Ihr so gut die
Arbeit Eures Zirkel- und Pionierlebens beschreibt.
Alles, was Thr tut, muB sehr interessant sein. Ich
wiinsche Euch von ganzem Herzen Erfolg, Vielfalt in
der Arbeit, eine feste Gesundheit und Gliick. Auf Eure
Bitte schicke ich Euch ein Foto mit Autogramm.

Mit freundlichem Gru3

IETRUX-NOCMOHABT CCCP -

Wieviel Urlauber lesen auf unserem SuchBild die ,,alpha“?
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Evariste Galois — Mathematiker

und Patriot

In den frithen Morgenstunden des 30. Mai 1832 fand
in Paris ein Pistolenduell statt — fiir die damalige
Zeit war das sicher nichts Besonderes. Auch daB einer
der Duellanten schwer getroffen zu Boden sank, war
wohl der ,,Normalfall** fiir den Ausgang eines solchen
Duells. Nicht iiblich war aber, daB der Getroffene
nach dem Duell allein auf dem Wege liegend gefun-
den wurde — seine Sekundanten hatten ihn verlassen.
Das Mysteriose dieses Duells wird jedoch deutlicher,
wenn man die weiteren Ereignisse verfolgt.

Der Getroffene — ein Mitglied der ,,Gesellschaft der
Freunde des Volkes*, einer Vereinigung der pro-
gressivsten Republikaner der damaligen Zeit — ver-
starb einen Tag nach dem Duell im Krankenhaus.
Als sich seine Freunde trafen, um Einzelheiten des
Begribnisses zu besprechen, das zu einer Demon-
stration der Republikaner werden sollte, trat plotz-
lich die Polizei auf und verhaftete den groBten Teil
der Anwesenden, obwoh! das Duell und auch diese
Zusammenkunft ,,geheim* geblieben war. All das
berechtigt zu der Annahme, daB das Duell wahr-
scheinlich durch Intrigen der Polizei und mit ihrer
Hilfe zustande gekommen war. Wer war das Opfer
dieser Intrige, zu dessen Begribnis — trotz der MaB-
nahmen der Polizei — zwei- bis dreitausend Republi-
kaner anwesend waren? Das Opfer war ein junger
Mann, von dem der deutsche Mathematiker Felix
Klein sagte: ,,Um 1830 leuchtete ein neuer Stern von
ungeahntem Glanze am Himmel der reinen Mathe-
matik auf, um freilich, einem Meteor gleich, sehr bald
zu verléschen: Evariste Galois.'* Ein Mann, dessen
Name heute jedem Mathematiker bekannt ist.
Worin liegen nun die Ursachen fiir das tragische
Ende dieses hervorragenden mathematischen Ge-
nies? Um diese Frage beantworten zu kénnen, muBl
man sich die Geschichte Frankreichs im ersten Drittel
des 19. Jahrhunderts und die Entwicklung des jungen
Galois vergegenwirtigen.

Evariste Galois wurde am 25. Oktober 1811 in Bourg-
la Reine bei Paris als Sohn des spiteren Biirgermeisters
dieser Stadt geboren. Im Jahre 1823 trat Galois in das
Collége Louis-le Grand ein, der groBten und wichtig-
sten Schule zur Erziehung von loyalen Untertanen

des Konigs im damaligen Paris. DaBl die Schule
ihr Erziehungsziel nicht bei allen Schiilern verwirk-
lichen konnte, beweisen die Namen Robespierre,
Viktor Hugo — und eben Evariste Galois, die alle
Schiiler von Louis-le Grand waren.

Der junge Galois litt unter der Abgeschiedenheit und
Strenge, die das Internat beherrschten. Seine Lehrer
bezeichneten ihn als zerstreut und vertriumt. Er
muBte die vorletzte Klasse noch einmal wiederholen
wegen nicht ausreichender Leistung. Um der Lange-
weile der Hauptgegenstinde Griechisch und Latein zu
entgehen, begann Galois zum ersten Mal am Mathema-
tikunterricht teilzunehmen, der an der Schule nicht
obligatorisch war! Mit 16 Jahren begann also Galois
sich erstmalig mit Mathematik zu beschiftigen, und
er war vom ersten Tage an von ihr fasziniert — er
war von da an ,,von einer Leidenschaft fiir die Mathe-
matik besessen“. An der Schule wurde elementare
Geometrie nach Euklid und elementare Algebra unter-
richtet. Bald befriedigte ihn der Unterricht nicht mehr,
er konnte von seinen Lehrern kaum noch etwas
lernen, denn er studierte in seiner Freizeit die Werke
der damals bedeutendsten franzésischen Mathemati-
ker Legendre und Lagrange. Er widmete sich beson-
ders der Algebra, deren Unvollkommenheit gegen-
liber der Geometrie ihn nicht befriedigte— man konnte
damals die allgemeine Losung von Gleichungen zwei-
ten, dritten und vierten Grades angeben, iiber Glei-
chungen hoheren Grades gab es keine allgemein-
giiltigen Aussagen.

Bereits nach einem Jahr verdffentlichte Galois seine
erste Arbeit, den Beweis eines Satzes iiber die perio-
dischen Kettenbriiche, in einer mathematischen Zeit-
schrift. Sie enthielt noch keine wesentlichen Ergeb-
nisse — diese ,,sparte* er auf fiir ein Manuskript, das
er an die Académie frangaise (der franzosischen Aka-
demie der Wissenschaften) zur Begutachtung schickte.
Dieses Manuskript enthielt die Grundgedanken der
heute als Galoissche Theorie bekannten Methode zur
Untersuchung von algebraischen Gleichungen, die
sich wesentlich auf die von Galois entwickelte Grup-
pentheorie stiitzt.

Die Neuheit und Tiefe dieser Gedanken erschwerten
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naturgemiB das Verstindnis dieser Arbeit. Jedenfalls
ist das Manuskript ,,verlorengegangen*, nachdem es
dem bekannten Mathematiker Cauchy zur Begut-
achtung geschickt worden war.

Das war die erste groBe Enttduschung im Leben des
jungen Galois, der die berechtigte Hoffnung hatte,
mit dieser Arbeit bekannt, wenn nicht berithmt zu
werden. Die zweite Enttiuschung folgte, als Galois
die Aufnahmepriifung an der Ecole polytechnique, an
der er Mathematik studieren wollte, zum zweiten
Male nicht bestand. Auch hier mul angenommen
werden, daB seine Antworten auf die Fragen des
Priifers nicht verstanden wurden, weil sie ,,zu mathe-
matisch** waren. Auch seine zweite an die . Akademie
eingesandte Arbeit wurde von Poisson als unver-
stindlich und unvollstindig abgelehnt.

Inzwischen entwickelte sich der heranreifende Galois
zu einem der ,,glithendsten Republikaner* (4lexandre
Dumas), sicher nicht zuletzt wegen der Tatsache, dal3
sein Vater, ein demokratisch gesinnter Mann, von
den reaktioniren Kriften in den Tod getrieben wurde.
Galois begann, aktiv fiir seine Uberzeugung einzu-
treten. So nahm er an den revolutiondren Kampfen
im Jahre 1830 in Paris teil und griindete danach einen
Diskussionszirkel Gleichgesinnter.

Seine wissenschaftliche Arbeit blieb unbekannt, sein
mathematisches Genie unerkannt, aber der Polizei
war er durch seine politische Aktivitit als Aufriihrer
bekannt, und sie suchte nach Mitteln, um gegen ihn
einschreiten zu konnen. So wurde er im Mai 1831
nach einem Bankett, auf dem in vorgeriickter Stunde
mibfillige AuBerungen gegen den Kénig Louis Philippe
gefallen waren, verhaftet. Er muBte allerdings nach
einer vierwdchigen Untersuchungshaft freigesprochen
werden. Aber bereits einen Monat spéter, am 14. Juli
1831, dem Erinnerungstag des Bastillesturmes, wurde
er erneut verhaftet und diesmal auf Grund von ge-
falschtem Beweismaterial zu sechs Monaten Frei-
heitsentzug verurteilt. Seine Strafe muBte Galois in
Sainte-Pélagie verbiiBen. Galois verbrachte insgesamt
mehr als 9 Monate seines kurzen Lebens im Gefingnis.
In der Nacht vor dem Duell, das vier Wochen nach
seiner Haftentlassung stattfand, verfaBte Galois sein
,,Mathematisches Testament* in Form eines Briefes
an Auguste Chevalier. Obwohl der Brief noch im
gleichen Jahr veroffentlicht wurde, verging noch ein
halbes Jahrhundert, bevor die Bedeutung der Arbeiten
Galois’ erkannt und er als einer ,,der genialsten Mathe-
matiker aller Zeiten** (Perron) gewiirdigt wurde.
Uber seinen hervorragenden mathematischen Lei-
stungen sollte man jedoch nicht vergessen, auch die

* Auch in der DDR ist eine deutsche Ausgabe dieses bedeutenden
Romans erschienen. Wir empfehlen dessen Lektiire allen inter-
essierten alpha-Lesern, d. R.
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politische Titigkeit von Evariste Galois gebiihrend
zu wiirdigen. Er stand mit der akademischen Jugend
von Paris in den ersten Reihen bei den Kdmpfen gegen
die Reaktion in jenen bewegten Jahren der Geschichte

Frankreichs.
E. Hertel/O. Stamfort ( Aus: Wurzel 7/8 — 68)
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Die letzten Zeilen aus dem ,,Mathematischen Testament*

Ein schwieriges geometrisches Problem

Der bedeutende, 1968 verstorbene polnische Physiker
Leopold Infeld schildert in seinem Roman Wen die
Gotter lieben — Die Geschichte des Evariste Galois*
auch eine Episode aus der Zeit, als der sechzehnjihrige
Galois das Collége Louis-le Grand besuchte. Die
Schiiler des besonderen Mathematik-Kurses erhielten
das Aufgabenpensum fiir die Woche. Diese Aufgabe
wurde von den meisten Schiilern als schwierig be-
trachtet; sogar die guten Schiiler brauchten dafiir
viele Stunden und konnten selten alle Aufgaben
bewiltigen. Die erste Aufgabe lautete:

A 420 ,,Finde die zwei Diagonalen x und y eines
Vierecks, das in einen Kreis eingezeichnet ist, mittels
seiner vier Seitena, b, ¢, d !

Es sollten also die Lingen der Diagonalen eines
Sehnenvierecks berechnet werden, wobei die Lingen
der Seiten dieses Vierecks a, b, ¢, d gegeben sind.
Dann wurden noch zwei weitere Aufgaben gestellt.
Der junge Galois 16ste die drei gestellten Aufgaben
innerhalb von fiinfzehn Minuten, zum gr68ten Erstau-
nen seines Lehrers, der mit einer Zeit von vielen
Stunden gerechnet hatte.
Wer kann obige Aufgabe 6sen ¢

mitgeteilt von Dr. R. Liiders, Berlin



Vom
IMO-Teilnehmer
zum Doktor-
Aspiranten

Sicher wire die Mannschaft der Deutschen
Demokratischen Republik ohne Sieg von den
olympischen Sommerspielen aus Mexiko in
die Heimat zuriickgekehrt, hitten am Anfang
nicht Wochen, Monate und Jahre harten
Trainings gestanden. Sicher kénnte sich auch
unsere Gabi kaum mit dem Weltmeistertitel
schmiicken, wire nicht jede ihrer Bewegun-
gen hundertfach geibt und ihr Tagesablauf
vor solch groBen sportlichen Bewidhrungen
exakt festgelegt ... Die Mannschaft unserer
Republik, die im Jahre 1960 in das Gast-
geberland Ruminien zur II. Internationalen
Mathematikolympiade fuhr, war mit einer
Wandergruppe vergleichbar, die nach einem
Spaziergang durch das Elbsandsteingebirge
nun hohe Karpatengipfel erklimmen sollte.
Ich gehorte dieser Mathematik-Expedition an
und bewunderte wie meine Freunde die
Schonheit des rumianischen Landes, durch
das uns die aufmerksamen Gastgeber fast
zwei Wochen lang flihrten. Diesem beein-
druckenden Erlebnis konnten wir im Wett-
streit mit fast durchweg gut trainierten mathe-
matischen Spitzensportlern leider keine
gleichwertige Leistung entgegensetzen. Es
zeigte sich, daB auch hier ohne tégliches
geplantes und kontrolliertes Uben, ohne
Tests unter wettkampfmaBigen Bedingungen
weder mit mannschaftlicher Geschlossenheit
Siege errungen, noch systematisch Talente
gefunden und gefordert werden kénnen.
Inzwischen sind wir neun Jahre alter gewor-
den, und die Siegerlisten der letzten Mathe-
matikolympiaden weisen aus, daB an die
Losung dieser Aufgabe — in der Mathema-
tikausbildung neben der Breite auch eine ent-
sprechende Tiefe zu erreichen — verantwor-
tungsvoll und konsequent herangegangen
wurde. Wir haben viel erreicht und sind
unbescheidener geworden. Das ist gut so.
Von unseren Teilnehmern an jener II. IMO
treffe ich manchmal noch zwei: Einer stu-
dierte Medizin, der andere Veterinidrmedi-
zin ...

Ich selbst bin mit meinem Physikstudium an
der Leipziger Karl-Marx-Universitit der Sa-
che ziemlich treu geblieben, denn Physik und
Mathematik miissen zwei gute Schwestern
sein. Nehmt ein beliebiges Physikbuch zur
Hand und schlagt es auf! — Der Beweis
scheint mir hinreichend (notwendig war er

sicher nicht). Wihrend der Experimental-
physiker bestrebt ist, seine Experimente unter
Benutzung von Modellen in Formeln zu
kleiden und aus ihnen weitere wichtige
Schliisse zu ziehen, liefert der theoretische
Physiker das mathematische Geriist fir neue
erfolgversprechende Versuche. Dieses Bild
ist natiirlich sehr vereinfacht und sagt noch
nichts iiber die Bezichungen der Physik als
Wissenschaft zur Praxis und nichts iiber die
Menschen, die die Physik zum Nutzen der
Gesellschaft in mittelbar und unmittelbar
sichtbare Erfolge umsetzen, aus. Gerade hier
haben und werden sich im Rahmen der
3. Hochschulretormm bedeutende Verinde-
rungen ergeben, die ein vor allem der Zukunft
angemessenes Wissenschaftssystem schaffen
werden. Diese Umgestaltung erlebe ich als
Aspirant an der Sektion Physik mit und freue
mich natiirlich, da8 in dem jingsten Staats-
ratsbeschluB zur Durchftihrung der 3. Hoch-
schulreform die groBartige Perspektive von
Mathematik und Physik ganz besonders
unterstrichen wird.

Dieser BeschluB muB nun mit Leben erfiillt
werden, mit dem erfolgreichen Schaffen so-
zialistischer Forschungskollektive, in denen
junge Studenten neben oder besser gemein-
sam mit erfahrenen Wissenschaftlern arbei-
ten. Die Horsile auch unserer Sektion werden
sich entsprechend den erhohten Anforderun-
gen der strukturbestimmenden Zweige der
Industrie mit weit mehr Studenten als bisher
fiillen. Doch bevor man Physikstudent wird,
steht natiirlich die Frage: Was bin ich als
Physikabsolvent, was muB ich als Diplom-
physiker sein?

Walter Ulbricht sagte im November 1966 in
Dresden, daB unsere sozialistische Gesell-
schaft von den Absolventen unserer Uni-
versititen verlangt, ,,daB sie

1. den Marxismus-Leninismus zutiefst begrif-
fen haben, eine klassenmiBige Position in
unserem nationalen Kampf einnehmen und
die Zusammenhinge von Politik, Okonomie,
Ideologie und Wissenschaft verstehen;

2. iiber ein breites Spektrum von Kenntnissen
ihres Fachgebietes verfiigen, die es ihnen er-
méglichen, dem raschen Fortschreiten der
Technik und der Wissenschaft zu folgen;

3. @iber spezielle moderne Kenntnisse ihres
Fachgebietes verfiigen, iiber ein anwendungs-
breiteres Wissen, das es ihnen ermoglicht,
den Fortschritt der Wissenschaft und Tech-
nik mitzubestimmen;

4. sich die Schitze der deutschen und inter-
nationalen Kultur angeeignet haben.*

Hieraus und aus der besonderen Rolle, die
die Physik im Rahmen der Naturwissenschaft
und Technik einnimmt, ergeben sich fiir
das Berufsbild des Physikabsolventen beson-
dere Merkmale, die Prof. Dr. rer. nat. habil.
H. Pfeifer aus AnlaB der Grindung der
Sektion Physik am 29. 1. 1969 anfiihrte:

,,Hier sind insbesondere der hohe Grad der
theoretischen Durchdringung und die Mog-
lichkeit, ihre Ergebnisse und Methoden in
den verschiedenen Bereichen der naturwis-
senschaftlich-technischen Forschung und
Entwicklung anzuwenden, zu nennen. Unter
diesen Umstinden gewinnt die Physik beim
umfassenden Aufbau des entwickelten gesell-
schaftlichen Systems des Sozialismus in der
DDR einen stindig wachsenden Einfluf§ auf
die Entwicklung der Arbeitsproduktivitit so-
wie auf die ErschlieBung neuer Produktions-
moglichkeiten und Energiereserven. Sie
nimmt damit eine bedeutende Stellung in der
Auseinandersetzung zwischen dem kapita-
listischen und sozalistischen Lager ein und
bedingt, daB die Arbeit des Physikers stets
mit politischen Entscheidungen verbunden
ist und Probleme der Organisation und Lei-
tung eines sozialistischen Industriebetriebes
und der Forschung beriihrt. Zu den wichtig-
sten Teilgebieten der Physik, auf denen vom
Physiker umfassende Kenntnisse verlangt
werden, gehoren neben der allgemeinen Physik
vor allem Elektronik und Physik der Hiille,
des Kerns und des Festkorpers. Dabei sollen
die theoretischen Grundlagen, experimen-
telle und theoretische Methoden sowie Zu-
sammenhinge und SchluBfolgerungen fir die
Anwendung beherrscht werden. Im Zusam-
menhang mit der experimentellen Physik
kommt der modernen MeBtechnik eine be-
sondere Bedeutung zu. Natirlich muB der
Physiker zur Bewiltigung physikalischer Fra-
gestellungen und praktischer Anwendung der
Physik diber ein solides mathematisches Ruiist-
zeug verfiigen. Neben diesen Grundkennt-
nissen in Mathematik und Physik werden
noch Spezialkenntnisse gefordert, die im
Zusammenhang mit der Diplomarbeit durch
vertieftes Studium eines Teilgebietes erwor-
ben werden. AbschlieBend seien besondere
Fihigkeiten, die von einem Physiker erwartet
werden, angefiihrt:

— Das Vermogen, seine gesellschaftliche
Stellung und Verantwortung fir die Nutzung
der wissenschaftlichen Ergebnisse im Inter-
esse der DDR zu erkennen und zu handeln;
— die Fahigkeit zur Leitung eines Kollek-
tivs;

— die Fahigkeit zur fachlichen Anleitung zu-
geteilter Fachkrifte;

— die Fahigkeit zur Vorbereitung von Ent-
scheidungen durch klare Diskussionen der
Vor- und Nachteile mehrerer méglicher Lo-
sungen eines Problems;

— das Vermogen der selbstindigen Ein-
arbeitung in physikalische Probleme mit
Hilfe der Fachliteratur;

— die Abstraktionsfihigkeit;

— die Ubung im Erkennen logischer Zusam-
menhinge;

—. die Fahigkeit zur Extrapolation von Ent-
wicklungstendenzen.*

H. Ernst
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Mathematikprobleme — selbst gemacht i sicn

Liebe Médchen und Jungen in der DDR!
Ich habe eure Mathematikzeitschrift alpha
kennengelernt und mir gedacht, daB bestimmt
auch euch Freude machen kann, was ich mit
anderen Schiilern ausprobiert habe. Ich wollte
nimlich feststellen, wie Schiiler selbst mathe-
matische Zusammenhinge entdecken konnen
und die verschiedenen Stiicke anders zusam-
menstellen und gute mathematische Vorstel-
lungen entwickeln.

Jedesmal ist eine geometrische Figur mit
gegebenen Beziehungen dargestellt. Die Auf-
gabe besteht darin, soviel wie moglich mathe-
matische Probleme damit ,,aufzubauen‘, an
die noch niemand bei dieser Figur gedacht hat.
Dabei braucht sich das nicht auf geometrische
Probleme zu beschrinken, sondern man kann
alle Teilgebiete der Mathematik dazu ver-
wenden. Die Aufgaben brauchen auch nicht
gelost, sondern bloB als Sitze formuliert zu
werden. Die Losung kann man dem Freund
oder der Freundin iberlassen.

Damit ihr es gut versteht, folgt erst ein aus-
fihrliches Beispiel:

c
A D 8
Es ist ein gleichschenkliges Dreieck A BC mit
AC = BC und CD als Winkethalbierende des
Winkels an der Spitze gegeben. (Fig. 1)
Es sind moglichst viele Probleme aus Geo-
metrie, Trigonometrie, Algebra, Vektorrech-
nung oder Diflerentialrechnung zu formu-

lieren. Einige moégliche Probleme konnten
die folgenden sein:

1. Man beweise, daB CD das Dreieck in zwei
kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt.

2. Man beweise, daB CD die Hohe und Sei-
tenhalbierende des Dreiecks ABC ist.

3. Man beweise, daB die Fliche des Dreiecks
ADC die Hilfte der Fliche des Dreiecks ABC
ist.

4. Man beweise, daB DB = CB - sin % :
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5. Man beweise, daB der Radius des ein-

beschriebenen Kreises durch r = AD - tan g
gegeben ist.

6. Man beweise, daB der Radius des um-

beschriebenen Kreises durch R = % CB
gegeben ist. cos %

7. Wenn das Dreieck um CD rotiert, dann
entsteht ein Kegel mit der Hohe CD und dem

Volumen % - AD* - CD.

8. Man beweise, daB
2-AC + AB? 23 AC(2- AB + AC) ist.

— 1 - —
9. Man zeige, daB CD = 3 (CA + CB)ist.
ch 1

10. im = =-.
y=900 AB 2

11. Bei konstanter Summe CD + AB erhilt
man die gréBte Fliche des Dreiecks, wenn
CD = ABist.

Nun nehmt euch 30 Minuten Zeit und ver-
sucht, in &dhnlicher Art zu den folgenden
Figuren Probleme und Aufgaben zu finden,
die ihr noch nicht in einem Mathematik-
lehrbuch gesehen habt.

A Aufgabe 1: D und E sind jeweils Mittel-
punkte der Strecken 48 und AC, DH|AC.

4 Aulgabe 2: DB | AE.
A

A Aufgabe 3: BF | CD.
c

A Aufgabe 4: PQ und PT sind Tangenten
an den Kreis mit dem Mittelpunkt O. PRS
enthiilt den Mittelpunkt. Die Winkel 1,2 und 3

p T

A Aufgabe 5: ABC, ADF und MN sind
gemeinsame Tangenten an die zwei Kreise
mit den Mittelpunkten O bzw. O'.

A 8 N C

Nazla H. A. Khedre

Der vorliegende Beitrag zeigt Gedanken aus
der Dissertation von Frau Dr. Nazla H. A.
Khedre, verteidigt am Institut of Education
Library, London University, 1968.
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Ausschnitt aus dem Geometriebuch fiir Vor-

bereitungsklassen (S. 48). Arabisch wird von
rechts nach links geschrieben, Zahlen jedoch

wie in der DDR.



Aus der VAR
berichtet

Seit der Revolution im Jahre 1952 wurden in
der Vereinigten Arabischen Republik groBe
Anstrengungen zur Verbesserung der Volks-
bildung unternommen. Eine groBe Anzahl
neuer Schulen wurde gebaut, Schulgeldfrei-
heit eingefiihrt und ein energischer Kampf
gegen das Analphabetentum begonnen. Schul-
pflicht besteht fir alle Kinder zwischen dem
6. und 12. Lebensjahr. Nach Beendigung der
sechsjidhrigen Grundschule werden die besten
Schiilerinnen und Schiiler in eine dreijdhrige
Vorbereitungsschule und davon wieder die
besten in eine dreijihrige Oberschule oder
Technische Schule aufgenommen.

Trotz der mehrfachen israelischen Aggres-
sionen, die dem Land groBe Opfer abver-
langen, stellt die Regierung einen betricht-
lichen Anteil des Staatshaushaltes fir das
Erzichungswesen zur Verfiigung. 1965/66 be-
suchten 78,6°/, der Kinder im schulpflich-
tigen Alter die Grundschule. Dieser Prozent-
satz konnte nicht, wie geplant, erhoht werden,
da durch die imperialistische Aggression im
Jahre 1967 Schulen in den Bezirken Sinai,

e
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Suez und Ismaila geschlossen werden muBten.
Alle Fliichtlingskinder wurden wieder ein-
geschult.

Zwischen der VAR und der DDR bestehen
Handelsbeziehungen. Im Rahmen eines Kul-
turabkommens wurde u.a. vereinbart, dafl
Fachleute des Erziehungswesens ausgetauscht
werden. Seit einiger Zeit arbeiten im Erzie-
hungsministerium in Kairo Experten aus der
DDR auf dem Gebiete des Mathematik-,
Physik- und Chemieunterrichts. Gemeinsam
mit dgyptischen Piddagogen werden neue
moderne Lehrpline und einzelne Stoffein-
heiten in Schulversuchen ausprobiert. Das
ist ein Zeichen echter und ehrlicher Zusam-
menarbeit.

Fakten:
Die VAR ist ein junger Nationalstaat, der im

Jahre 1953 seine Unabhingigkeit erlangt hat.

Fliiche: 1000000 km?

Einwohner (1962): 27,3 Mill.

Einwohner pro km?: 27

Linge des Nils auf dem Gebiet der VAR:
1500 km

Breite der Niloase:

Oberiéigypten: 2 km,

Unteréigypten: 10 bis 25 km

Anteil des Kulturlandes in der VAR: 3,5°/,
Wichtigster Exportartikel: hochwertige
Baumwolle (Der Exporterlés dieses
Produkts belduft sich auf etwa

80°/, der Gesamteinnahmen.)

wichtigste Stiadte: Kairo 3,3 Mill. Einw.; °

Alexandria 1,4 Mill. Einw.; Port Said
226000 E.; El-Giza 177000 E. ; Tanta 175 000
E.; El-Miakalla el Kubra 162000 E.; Suez
156000 E.
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Das groBe Verwaltungsgebidude ,Mogamma*“ am Midan E! Tahrir, dem Freiheitsplatz in,
Kairo, in dem Frau Dr. Nazla und dic DDR-Experten arbeiten.
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TLES63M 89.42L.8133 % des Sfaatshaushaltes

Aufwendungen des Erziehungsministeriums
(obne Hoch- und Fachschulen) in E. (Ggyp-
tisches Pfund)
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1 Briefmarke, herausgegeben aus AnlaB der
Industrieausstellung der VAR

2 Briefmarke, herausgegeben zu Ehren der
Olympischen Spiele in Mexiko

3 Briefmarke, die Fliichtlinge zeigt, welche
durch die Aggression Israels ihre Heimat
verlassen muBten

T



Rechnen mit Resten, Teil 2

Rechenscheibe

3. Eine seltsame Arithmetik

Um nun vom ,Rechnen mit Kongruenzen* zum
,,Rechnen mit Resten* zu kommen, betrachten wir
zunichst einmal den Fall des Moduls 7, also a = 5 (7),
etwas nadher:

Offensichtlich sind doch bei m =7 auch sieben ver-
schiedene Reste moglich, niamlich 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Fassen wir nun jeweils die ganzen Zahlen zusammen,
die bei Division durch 7 den gleichen Rest lassen, also
nach dem Modul 7 einander kongruent sind, so
erhalten wir sieben sogenannte ,,Restklassen‘:

Ry = {....,—21,—14,—7,0, 7,14,21, ...}
R, = {...,—20,—13,—6,1, 8,15,22,...}
R, = {..,—19,—12,—5,2, 9,16,23,...}
TRy = {...,—18,—11,—4,3,10,17,24, ...}
R, = {...,—17,—10,—3,4,11, 18,25, ...}
Ry = {...,—16,— 9,—2,5,12,19, 26, ...}
Ry = {...,—15,— 8,—1,6,13,20,27, ...}

Die hier gewahlte Symbolik, bei der z.B. "R, die
Menge der Zahlen bedeutet, die bei Division durch 7
den Rest 3 lassen, diirfte wohl leicht verstindlich sein.
Allgemein konnte man entsprechend beim Modul m
die Menge der Zahlen, die bei Division durch m den
Rest r lassen, mit "R, bezeichnen. Zwei aufeinander-
folgende Zahlen aus einer solchen Restklasse haben
iibrigens immer die Differenz m; das wird auch an der
Zahlengeraden deutlich.

?R}" 13 -1 -4 3 10 17
— e G O
-15 -0 -5 0 5 10 5

Jede ganze Zahl liegt in genau einer dieser sieben
Restklassen "R, bis 'R, d. h., es gibt keine Zahl, die
nirgends vorkommt, und auch keine, die in verschie-
denen Restklassen enthalten ist. Daraus erklirt sich
auch der Name Restklassen fiir diese Zahlenmengen.
Allgemein spricht man ndmlich von einer Einteilung
einer Menge in Klassen, wenn diese so in Teilmengen
zerlegt wird, daB jedes Element in genau einer die-
ser Teilmengen vorkommt (und keine dieser
Teilmengen leer ist). Mittels der zahlentheoretischen
Kongruenz modulo m wird also die Menge der ganzen
Zahlen in m Klassen aufgespalten. Weil jede ganze
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Zahl in genau einer Restklasse liegt, kann jedes
beliebige Element einer Klasse als stellvertretend fir
alle iibrigen Elemente und damit fiir die ganze Klasse
angesehen werden. Man nennt die Elemente deshalb
auch ,,Reprisentanten‘ der Klasse. So konnen wir
z. B. die sieben Restklassen modulo 7 jeweils durch
ein beliebiges ihrer Elemente reprisentieren, etwa
durch —21, 1, —12, 17, —80, —37, 41. Diese Zahlen
bilden ein sogenanntes ,vollstindiges Restsystem
modulo 7%. ZweckmiBiger und ibersichtlicher ist
es allerdings, wenn man die kleinsten nicht-negativen
Reprisentanten wihlt, also die eigentlichen ,,Reste**
0,1,2,3,4,5, 6. Allgemein bezeichnet man die Menge
der Zahlen 0, 1, 2, ..., m—1 als (vollstindiges) ,,ein-
faches* Restsystem modulo m. Die Tatsache, daB jede
Klasse durch ein beliebiges ihrer Elemente vertreten
werden kann, kann man ‘auch zur kiirzeren Bezeich-
nung der Klassen ausnutzen. Sind keine Irrtiimer
durch das Weglassen des Moduls zu befiirchten, so
konnen wir beispielsweise fiir die Klassen "R, kurz
3 schreiben, weil 3 ein Reprisentant dieser Klasse ist.
Der Querstrich iiber der Ziffer soll dabei andeuten,
daB es sich um die ganze Klasse handelt, in der die
Zahl liegt, nicht etwa um die Zahl 3 selbst. Freilich
kénnten wir statt 3 sehr wohl auch —4, 17 o.dgl.
schreiben.

Werfen wir nun einen Blick zuriick auf unsere anfing-
liche Betrachtung der geraden und ungeraden Zahlen:
Die dort mit G und U bezeichneten Mengen der
geraden bzw. ungeraden Zahlen sind ja nichts anderes
als die beiden Restklassen modulo 2. Es ist G=2R
bzw. G = 0, wenn wir auf die Angabe des Moduls ver-
zichten, und entsprechend U =2R, =1. Die im Ab-
schnitt 1. angegebenen Sitze iber das Rechnen mit
G und U ergeben sich durch Anwendung der im Ab-
schnitt 2. aufgefiihrten Regeln iiber das Rechnen mit
Kongruenzen. So lautet z. B. (I) firm = 2,5, = O und
b, =1:Ausa; =0(2) und a, = 1(2) folgta, +a, =1(2).
Deshalb ist G+ U= U, bzw. in neuer Schreibweise
0+1=1. Auf diese Weise konnen wir zu all den
Regeln gelangen, die im Abschnitt 1. in Form je einer
Tabelle fiir Addition und Multiplikation niedergelegt
sind.



Wie sieht das nun im Bereich der Restklassen modulo 7
aus, wenn wir hier beispielsweise eine Addition er-
klaren? Offensichtlich liegt doch folgendes Verfahren
nahe: Wollen wir beispielsweise 7R, und 7R addie-
ren, so nehmen wir uns einen Reprisentanten von
"R,, etwa —I18, und einem Reprisentanten von
"R,,z.B.61. Dannbilden wir die Summe—18 + 61 =43
und sehen nach, in welcher Restklasse diese Summe
liegt. Da 43 ein Reprisentant von 7R, ist, setzen wir
fest 'R, + 7R, ="R,. In Kurzschreibweise ohne An-
gabe des Moduls wiirde das lauten 34+5=1.
Freilich ist eine solche Erklirung nur sinnvoll, wenn
wir immer auf 1 gefiihrt werden — gleichgiiltig, mit
welchen Reprisentanten fiir 3 und 5 wir gearbeitet
haben. Das ist aber der Fall, da nach den Regeln iiber
das Rechnen mit Kongruenzen aus Abschnitt 2. die
Addition einer Zahl x mit dem Siebenerrest 3 zu einer
Zahl y mit dem Siebenerrest 5 stets eine Zahl mit dem
Siebenerrest 8 (bzw. 1) ergibt: Aus x=3 (7) und
y =5 (7) folgt nach (I) x + y = 8 (7) und damit wegen
8 =1 (7) auch x + y = 1 (7). Das Ergebnis fiir 3 + 5 ist
also von der Wahl der Reprisentanten fiir die Sum-
manden unabhingig. Der Bequemlichkeit halber wird
man sich fiir die Ermittlung der Summe natiirlich die
kleinsten nicht-negativen Reprisentanten wihlen, also
nicht mit —18 und 61 arbeiten, wie wir es getan haben,
sondern mit 3 und 5.

Genauso konnen wir nun fiir die Multiplikation ver-
fahren: Fiir die Ermittlung von 4 - 5 z. B. berechnen
wir 4-5 = 20, und wegen 20 =6 (7) ist 4 - 5 = 6. Auch
hier ist — wegen der Regel (III) fiir das Rechnen mit
Kongruenzen — das Ergebnis von der Wahl der
Reprisentanten unabhéngig; wir hitten statt 4 und 5
auch andere Elemente aus 4 und 5 nehmen kénnen und
wiiren dann ebenfalls zu 6 gelangt. '

Nun ist es leicht, auch im Bereich der Restklassen
modulo 7 Additions- und Multiplikationstabellen
aufzustellen:

m=7 + 0123456 0123456
0 0123456 0 0000000
T 12333560 1/012334356
22345601 2/0246135
313456012 30362514
4 4560123 304135263
535601234 5105316472
66012335 606354331

Mittels dieser Tabelle kann man auch subtrahieren
und dividieren. Soistz.B.2—4 =14, weil 5+ 4 =72 ist.
Entsprechend erhalten wir 4:6=3 wegen 3 -6=14.
Selbstverstindlich hitten wir die Subtraktion der
Restklassen auch iiber die Subtraktion ihrer Repri-
sentanten erkliren koénnen. Wollen wir auch den
Quotienten zweier Restklassen ohne Zuhilfenahme
der Tabelle iiber die Reprisentanten ermitteln, so sind

wir freilich auf solche Reprisentanten angewiesen,
firr die sich die Division ausfiihren 148t, etwa 18 fiir 4
und 6 fir 6; das liefert wegen 18 :6=23 ebenfalls
4:6=3.

In dem allgemeinverstindlich geschricbenen Buch
,,Die Zahl und ihre Theorie** von G. N. Berman (als
Ubersetzung aus dem Russischen 1954 erschienen im
Urania-Verlag Jena) wird iibrigens ein hiibsches
Rechengerat beschrieben, das das Rechnen mit Rest-
klassen anschaulich illustriert. Die Beschreibung gilt
fiir den Modul 5, doch 148t sich das sinngemaB auch
auf beliebige andere Moduln iibertragen, wenn auch
die technische Ausfiihrung bei Moduln oberhalb
von 12 etwa schon problematisch werden diirfte. Wie
sicht nun ein solches Rechengerit fiir das Rechnen mit
Restklassen modulo 5 aus?

Wir zeichnen auf einer starken Unterlage (Karton)
einen Kreis und schneiden uns ferner eine etwas
kleinere Kreisscheibe aus Karton. Dann markieren
wir auf dem Umfang jedes dieser Kreise 5 Punkte in
gleichmiBiger Verteilung (vom Mittelpunkt aus unter

einem Winkel von 360° _ 72° zwischen zwei aufein-

anderfolgenden Punkten); die Punkte miissen also die
Ecken eines regelmiBigen Fiinfecks bilden. Diese
Punkte werden auf beiden Kreisscheiben im gleichen
Umlaufsinn mit 0, 1, 2, 3 und 4 bezeichnet. Dann
legen wir die kleinere Kreisscheibe so auf die Unter-
lage, daBl die Mittelpunkte der Kreise iibereinander
liegen, und befestigen sie dort mit einem ReiBbrett-
stift, so daB sie um den Mittelpunkt gedreht werden
kann.

Das Addieren zweier Restklassen, z. B. 3 und 4, geht
nun folgendermaBen vor sich: Wir markieren uns auf
der Unterlage, also auf dem groBeren Kreis, den einen
Summanden 3 und stellen ihm die Restklasse 0 auf der
kleineren Scheibe gegeniiber. Das Ergebnis finden wir
nun auf dem groBeren Kreis gegeniiber dem zweiten
Summanden 4 auf der kleinen Scheibe. Wir lesen ab
3-+4=2, und das ist ja fiir das Rechnen mit Restklas-
sen modulo 5 auch richtig.

Das Multiplizieren ist allerdings etwas komplizierter:
Zunachst bringen wir die kleine Kreisscheibe in die
Ausgangslage, stellen sie also so, daB sich Zeichen fiir
gleiche Restklassen gegeniiberstehen. Wollen wir nun
berechnen 3 - 4, so drehen wir die kleine Scheibe 3mal
(wegen des ersten Faktors 3) um einen Winkel, der

g des Vollwinkels von 360° betriagt (dabei liefert der
andere Faktor 4 den Zihler 4 und der Modul den
Nenner 5). Insgesamt wird also um ¥ - 360° = 864°

gedreht, das entspricht einer Drehung um 144°, weil
sich ja eine Drehung um einen Vollwinkel von 360°
und Vielfache davon nicht auswirkt. Das Ergebnis
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der Multiplikation ist nun diejenige Restklasse, die
auf dem groBeren Kreis gegeniiber der Restklasse 0
des kleineren Kreises vermerkt ist. So finden wir fiir
das gesuchte Produkt 3 - 4=2 — in Ubereinstimmung
mit dem, was wir auch rechnerisch ermitteln wiirden.
Bei den Restklassen modulo Sistalso 3+4=3 - 4.)
GewibB ist dieses mechanische Verfahren — zumindest
fiir die Multiplikation — recht umsténdlich, jedenfalls
umstindlicher als das rechnerische Vorgehen. Aber
es hat uns unversehens zu der Erkenntnis gefiihrt,
daB wir in der Planimetrie beim Arbeiten mit den
Winkeln auch so etwas wie Restklassen vor uns haben.
Der Unterschied zwischen einem Winkel von 864°
und einem Winkel von 144° ist hier genau so wenig
bedeutsam wie der zwischen dem Reprisentanten 2
und dem Reprisentanten 12 beim Arbeiten mit Rest-
klassen modulo 5. So ist uns nun wohl auch die Rede-
weise ,,die Winkel sind nur modulo 360° bestimmt‘
verstandlich.

Das Addieren mit dem beschriebenen Rechengerit
erinnert vielleicht auch manchen an das Arbeiten mit
der sog. ,,Rechenscheibe‘“. Das ist ein Gerit, das auf
dem Prinzip des Rechenstabes beruht, bei dem aber
die Teilung auf Kreisen angeordnet sind, um das beim
Stab hin und wieder nétige Durchschieben der Zunge
zu ersparen. Allerdings wird mit dieser Rechenscheibe
ebenso wie mit dem Stab nicht addiert, sondern
multipliziert, weil die Kreise ja nicht gleichmiaBig

geteilt sind, sondern eine sogenannte ,,logarithmische .

Teilung*‘ tragen — ebenso wie die Grundskalen des
Rechenstabes. Aber auch hier und beim Rechenstab
haben wir so etwas dhnliches wie Restklassen: Rechen-
stab und Rechenscheibe liefern ja nur die Ziffernfolge
des Ergebnisses, so wie wir auch beim Einstellen nur die
Ziffernfolge beachten. Dabei wird z.B. zwischen
0,74, 7,4, 74, 740, 7400 usw. nicht unterschieden; all
diese Zahlen ,,liegen in derselben Klasse*. Nur haben
in diesen Klassen zwei aufeinanderfolgende Zahlen
nicht dieselbe Differenz wie bei den Restklassen,
sondern denselben Quotienten, und zwar betrigt der
stets 10:

7400 740 74 74

780 — 74 74 o074 O

G. Lorenz
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Einfihrung
in die Elektronische Daten-
verarbeitung

Von den vier Grundrechenoperationen, die wir am
Beispiel der Zahlen LOLOLOO und LOLOL be-
trachten wollten, fehlt uns noch die Division:

Dividend Divisor Quotient
LOLOLOO : LOLOL =LOO
—LOLOL
000

Die Einfachheit ist verbliiffend. Das liegt einmal daran,
daB das Ergebnis zufillig eine reine Potenz von 2 ist,
aber auch an der Tatsache, daB jedes Teilergebnis,
also jede Quotientenziffer, nur O oder L sein kann.
Es ist also immer nur zu entscheiden, ob sich der
Divisor von dem jeweiligen Rest des Dividenden
abziehen 148t oder nicht, und damit ist die Division
vollstindig auf die Subtraktion zuriickgefiihrt. Gleich
noch ein weniger triviales Beispiel:

10545 : 185 = 57

LOLOOLOOLLOOOL : LOLLLOOL = LLLOOL
— LOLLLOOL
LOOLOOOOL
— LOLLLOOL
LLOLOOOO
— LOLLLOOL
LOLLLOOL
— LOLLLOOL
o

Hierbei wurde der Divisor jedesmal um eine Stelle
nach rechts verschoben. Rechentechnisch ist es ein-
facher, den Divisor stehenzulassen und den Dividen-
den schrittweise nach links zu verschieben, bis — nach
einer bestimmten Anzahl von Subtraktionen — der
Dividend verbraucht ist. Der Effekt ist der gleiche, es
siecht dann so aus:

LOLOOLOOLLOOOL : LOLLLOOL

Keine Subtraktion: LOLLLOOL = LLLOOL
Rest: LOLOOLOOLLOOOL

Verschiebung des Divi-

denden nach links: LOLOOLOOLLOOOL

Subtraktion;

Quotientenziffer L — LOLLLOLL

Rest: LOOLOOOOLOOOL

Verschiebung: LOOLOOOOLOOOL



Subtraktion;
Quotientenziffer L — LOLLLOOL

Rest LLOLOOOOOOL
Verschiebung: LLOLOOOOOOL
Subtraktion;

Quotientenziffer L — LOLLLOOL
Rest: LOLLLOOL
Verschiebung: LOLLLOOL
Keine Subtraktion;

Quotientenziffer O LOLLLOOL
Rest: LOLLLOOL
Verschiebung: LOLLLOOL
Keine Subtraktion;

Quotientenziffer O LOLLLOOL
Rest: LOLLLOOL
Verschiebung: LOLLLOOL
Subtraktion;

Quotientenziffer L — LOLLLOOL
Rest: 0

A Aufgaben: Kodiere die Zahlen 51 und 17 in das
Dualsystem um und rechne schriftlich die Aufgaben
514+17;, 51—17; 51-17; 51:17

in diesem System, wobei die Multiplikation und die
Division in der ausfiihrlichen Form zu schreiben sind !
Priife die Ergebnisse durch Umkodierung in das
Dezimalsystem !
Noch einige Bemerkungen zur Umkodierung ganzer
Zahlen vom Dezimal- in das Dualsystem: Was das
Handrechnen betrifft, so haben wir diese Aufpabe bei
den vorigen Beispiclen schon gel6st. Wenn dies aber
in der Praxis von einem Automaten zu bewiltigen ist,
so miissen wir beriicksichtigen, daB dieser — dual
arbeitend — die Dezimalzahlen gar nicht kennt. Wir
konnen hochstens die einzelnen Ziffern der Dezimal-
zahl, dual verschliisselt, in den Automaten geben,
nachdem wir ein Programm entwickelt haben, wie
— nur mit Hilfe dualer Grundoperationen — daraus
die Dualzahl zu berechnen ist. Dieser Vorgang soll
im folgenden beschrieben werden, und zwar gleich an
Hand eines Beispiels:
Gegeben die Dezimalzahl Z = 7948.
Die dual verschliisselten Ziffern sind
OLLL* — LOOL — OLOO — LOOO
Somit ist, dual geschrieben,
Z = OLLL - (LOLO)* + LOOL - (LOLO)*

+ OLOO - LOLO + LOOO.
Es handelt sich also um eine nach fallenden Potenzen
von LOLO geordneten Summe, ein Polynom in LOLO.
Allgemeine Schreibweise :
Sind a,, a,_,,a,_3,...,a,, a die Ziffern der Dezimal-
zahl z und setzen wir LOLO = x, so gilt

Z=ax"+a,_ X" 1+ a,_,x"" 2+ ... +ax + ap.

Fiir das praktische Ausrechnen ist dem fortgeschritte-
nen Leser vielleicht das sogenannte Hornersche Schema

* Da wir maximal vier Dualziffern bendtigen, schreiben wir zweck-
maBigerweise jede Ziffer gleich als Vierergruppe, als sog. Tetrade, ful-
len also die Leerstellen durch Nullen aus.

bekannt. Hierbei handelt es sich um eine andere,
rechnerisch handlichere Schreibweise des Polynoms Z,
niamlich

Z={..([(@gx+a,-)x+a,_3]x+a,_3)x+ ...
+a,} x+a,

A Aufgabe: Man iiberzeuge sich durch Ausmultipli-
zieren dieser n —1 ineinandergeschachtelten Klam-
mern am Beispiel n = 5, daB wirklich das Polynom Z
herauskommt. Dabei kann man sowohl mit der duBer-
sten, als auch mit der innersten Klammer beginnen.
Auf unser Beispiel angewendet, ist,
Z = [(OLLL - LOLO + LOOL) - LOLO + OLOO]

- LOLO +LOOO.
Diesen aus abwechselnder Multiplikation und Addi-
tion bestehenden Algorithmus kann der Automat
bewiltigen. Das Potenzieren (Berechnen von (LOLO)3
usw.), das der Automat nicht , kann‘, wird dadurch
vermieden. Das Ergebnis ist die gewiinschte K odierung
der Zahl Z.

‘A Aufgabe: Fiihre die Rechnung durch und mache

durch Umkodierung in das Dezimalsystem die Probe!

Wir wollen hiermit den Abschnitt iiber das Dual-

system abschlieBen, natiirlich, ohne Anspruch auf

Vollstindigkeit zu erheben. Wir gehen also u. a. auf

die Darstellung gebrochener Zahlen im Dualsystem,

die Dualbriiche, nicht mehr ein. Wenn der Leser aber
die Aussagen iiber die Finferbriiche in 1.3. sinngemil
auf das Dualsystem iibertragt, werden ihm folgende

Fragen bzw. Aufgaben nicht schwerfallen:

1. Was bedeutet der Dualbruch LO,OLOOLL?

2. Wann liefert ein (weitestgehend gekiirzter)
Quotient aus ganzen Zahlen
a) einen endlichen
b) einen rein periodischen
¢) einen gemischt periodischen Dualbruch?

3. Wie kann man bei den vier Grundrechenoperatio-
nen mit endlichen Dualbriichen das Komma
beriicksichtigen?

4. Lose im Dualsystem, d. h. mit Hilfe
von Dualbriichen, die Aufgaben

3,5 3.5 35 35,
4 8 4 8 48 438

Warum ergibt die Division einen periodischen Dual-

bruch?

J. Frormann

Unser Gliickwunsch

gilt unseren Redaktionsmitgliedern, welche am Tag des Lehrers 1969
ausgezeichnet wurden : Prof. Dr. H. Karl, PH Potsdam: Dr. Theodor-
Neubauer-Medaille in Gold; Dr. habil W. Walsch, Martin-Luther-
Universitat Halle/Wittenberg: Dr. Theodor-Neubauer-Medaille in
Gold; Studienrat G. Schulze, EOS Herzberg/Elster: Oberstudienrat.
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Multicurve

Die Zeichenschablone ,multicurve” ist Rir
Schiiler ab Klasse 9 als ein vielseitig brauch-
bares Lehrmittel zu empfehlen. Zunichst
stellt sie die Bilder von je zwei Ellipsen, Para-
beln und Hyperbeln unmittelbar bereit. Diese
Kegelschnitte sind auf eine gemeinsame Achse
bezogen und haben paarweise je einen ge-
meinsamen Brennpunkt. Diese Punkte sind
durch Ausbohrungen im Material markiert,
was fiir konstruktive Auswertungen von Vor-
teil ist. Auch die Leitgeraden der Parabeln
lassen sich fiir weitere Konstruktionen schnell
und genau einzeichnen. An den maBgerechten
Vorlagen der Kegelschnitte konnen den Schii-
lern in einfach iiberschaubarer Weise ver-
schiedene Definitionen dieser Kurven erliu-
tert und deren Fokaleigenschaften bewiesen
werden. Ferner prigen sich beim Lernenden
von vorn herein richtige Vorstellungen iiber
die Bilder der Kegelschnitte, dic Lage ihrer
Brennpunkte, Leitgeraden bzw. Leitkreise
und Asymptoten ein.

Die Schablone bedeutet jedoch nicht allein
fiir den Unterricht in Mathematik — etwa
bei der planimetrischen Behandlung der
Kegelschnitte — ein gut brauchbares Arbeits-
mittel, sondern sie kann auch im Physik-
unterricht eine niitzliche Hilfe zur begriff-
lichen Kldrung physikalischer Zusammen-
hiinge sein. Z. B. liBt sich an Hand einer
sauber gezeichneten Parabel bei Vorgabe von
Brennpunkt und Leitgerade die Brenneigen-
schaft ecines Parabolspiegels ohne viel Zeit-
aulwand beweisen. Diese parabolische Form
findet nicht nur an optischen Geriiten, son-
dern auch bei Antennen von Ultrakurz-
wellensendern und Empfingern Anwendung.
Zu der beim schiefen Wurl eines Kérpers
entstehenden Bahnkurve geben die Parabeln
der Schablone anschauliche Bilder. Bei iso-
thermer Ausdehnung einer bestimmten Gas-
menge wird die Zuordnung von Druck und
Volumen durch eine gleichseitige Hyperbel
anndhernd beschrieben. Auch hierzu weist
die Schablone eine entsprechende Kurve auf.
Die Anwendungen von Kegelschnitten in
Mathematik, Technik und Naturwissenschaf-
ten sind so vielfiltig, daB die unmittelbare
Bereitstellung ciniger Reprisentanten dieser
Kurven nicht allein fiir Lernende, sondern
auch fir Lehrende und Forschende in diesen
Gebieten angebracht erscheint. Dariiber hin-
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aus kann an Hand der mit ,,multicurve” ge-
zeichneten Kurven eine erste Einfiihrung in
die Problematik der Tangentenbestimmung
gegeben werden. Fiir Kegelschnitte 148t sich
diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal unter
Mitverwendung der Brennpunkte exakt
l6sen.

Die in der Schablone eingearbeitete Sinus-
Linie gibt ein anschauliches Bild fiir den
zeitlichen Ablauf einer ungedimpften har-
monischen Schwingung. Sie ist ferner als ein
Beispiel fiir das Verstindnis des Funktions-
begriffes besonders geeignet.

AuBerdem lassen sich die Kurvenbgen der
Schablone im herkdmmlichen Sinn zum
Zeichnen beliebiger Kurven verwenden. Die
MabBstibe fir Lingen- und Winkelmessung
sowie die Winkel von 90°, 60°, 45°, 30° und

15° sichern eine vielseitige Anwendbarkeit -

und schnelle Handhabung von ,,multicurve*
im Unterricht, bei Erledigung der Hausauf-
gaben und in mathematischen Schiilerzirkeln.

Gegenstand der Zeichnungen:
1. Tangentenkonstruktion und Brenneigen-
schaft bei der Parabel

2. Sinus-Linie und Erzeugung von Phasen-
verschiebungen

Tongente

P

einfallender Strahl
reflektierter Strahl

7 F (Brennpunkt)

leitgerade

Scheiteltangente

Sinfx+$ )

X

sin (x+4T)

sin X

©

gk

808 Dresden, Goethestr.9
Ruf 58276 und 584639

Fir den Mathematik-Unterricht empfehlen
wir unsere Rechenstibe und Zeichenscha-
blonen.

System Mono-Rietz EVP M 12,—-
System Rietz EVP M 18,20
System Darmstadt EVP M 19,—
System Variant EVP M 20,20
System ELECTRIC EVP M 27,70
Radienschablonen EVP M 1,65
Kreisschablonen EVP M —-,70
,multicurve“ EVP M 4—

Zu beziehen durch Thren einschligigen Fach-
handel.



Wir stellen vor:
22 Junge Mathematiker

die erfolgreichsten Teilnehmerinnen
der VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
April 1968 — Berlin-Bogensee

Von links: Ingrid Schiemann, Cottbus — Susi Rudolph, Dresden — Carola Hartmann, Freital — Veronika
Eberhardt, Eisenach — Marlen Miiller, Halle — Heidi Sieler, Hermsdorf — Holda Hofmann, Torgelow — Silvia
RohmeiB, Ilmenau — Leonore Losche, Leipzig — Ursula Tyl, Berlin — Renate Kretschmar, Jena — Gabriele
Fischer, Berlin — Barbara Greiner-Petter, Berlin — Juliane He8, Schleusingen — Ingrid Rosch, Neubrandenburg
Barbara Miiller, Falkensee — Brigitte Bohm, Falkensee — Ute Lange, Babelsberg — Burglind Joricke, Rostock
Beate Schneeweil, Guben — Steffi Lorenz, Markkleeberg bei Leipzig — Gudrun Frébel, Jena -

Berufswiinsche: 17 Diplommathematiker bzw. Mathematiklehrer, 1 Bauarchitekt, 2 Stud. Naturw., 2 Arzt
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IX. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

1. Stufe (Schulolympiade)

Achtung:

Alle Aussagen sind stets zu beweisen bezie-
hungsweise zu begriinden. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen beziehungs-
weise Konstruktionen von Hilfslinien usw.)

muB deutlich zu erkennen sein. Bei den Auf-

gaben wird kein Anspruch auf Originalitit
erhoben, daher erfolgt grundsitzlich keine
Quellenangabe. Die Gedankenginge sind in
logisch und grammatisch einwandfreien Sit-
zen darzulegen. Sé@mtliche Lésungen sind bis
zum 22. Oktober 1969 beim Mathematik-
lehrer abzugeben.

Olympiadeklasse 5

5; 1) Gib eine Moglichkeit an, die Ziffern
1; 2; 3; 4 und 5 so in das gegebene quadra-
tische Netz einzutragen, daB in jeder Zeile,
jeder Spalte und in jeder der beiden Haupt-
diagonalen jede der 5 Ziffern genau einmal
vorkommt!

Abb.
A5;1

5; 3) Abb. AS5; 3 zeigt genau 7 Punkte
A,B,C, D, E, F, G und genau 5 Geraden, von
denen eine durch A, B, C, eine durch A4, F, E,
eine durch A, G, D, eine durch B, G, F und
eine durch C, D, E, geht. AuBerdem gilt
BF || CE. Wir wollen sagen

eine Strecke
ein Dreieck
ein Trapez
wenn

ihre Endpunkte zwei
seine Eckpunkte drei
seine Eckpunkte vier
sind und wenn

die Strecke

alle Seiten des Dreiecks

»gehort der Zeichnung an“,

der Punkte A, B,
C,D,E, F,G

schon vollstindig

. gezeichnet
alle Seiten des Trapezes
vorkommt
in Abb. A 5;3 < vorkommen
vorkommen.

(Beispiele: Die Strecke AB, das Dreieck
A ABF ,gehéren der Zeichnung an“. Die
Strecke BD ,gehért der Zeichnung® nicht
»an“, auch nicht die Strecke, die den Mittel-
punkt von AB mit B verbindet, auch nicht
das Dreieck A ABD))

@Gib alle Strecken, Dreiecke und Trapeze an,
die ,,der Zeichnung angehoren*!

Abb. AS5;3

Anmerkung: Es genigt ein Beispiel. Begriin-
dungen werden nicht verlangt.

5; 2) In einer Mathematikarbeitsgemein-
schaft wurde die folgende Aufgabe aus einem
sowjetischen Lehrbuch gestellt:

Wassja kaufte zwei Alben fiir Briefmarken.
Kolja fragte ihn, wieviel er dafiir bezahlt
habe. ,Ich verwendete zur Bezahlung nur
Geldstiicke einer Sorte”, antwortete Wassja,
,~und zwar fiir das eine Albumn genau 7, fiir das
andere genau 5. Fiir beide Alben bezahite ich
insgesamt 60 Kopeken.”

(In der Sowjetunion gibt es 1-, 2-, 3-, 5-, 10-,
15-, 20- und 50-Kopekenstiicke und keine
anderen Sorten von Kopekenstiicken.)
Wieviel Kopeken kostete das eine und wieviel
das andere Album?
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5; 4) Im Werkunterricht fertigen Schiiler
Bauklétze an, die die Form von Quadern
besitzen, und zwar sind bei jedem Bauklotz
je drei in verschiedenen Richtungen ver-
laufende Seitenkanten 55 mm, 55 mm und
70 mm lang.

Zur besseren Aufbewahrung werden diese
Bauklotze in quaderférmige Baukisten (mit
Schiebedeckel) gepackt, deren InnenmabBe
(in den drei Richtungen der Seitenkanten
gemessen) 0,33 m, 2,2 dm und 21 cm betragen.
Berechne die groBtmogliche Anzahl von Bau-
klotzen, die in sechs dieser Baukisten ein-
geschichtet werden kénnen!

Olympiadeklasse 6
6; 1) Gegeben sei ein Wiirfel mit den Eck-
punkten A, B, C, D, E, F, G, H (siche Abb.
A 6; 1) und der Kantenldnge a = 4 cm. Von
ihm werde durch einen ebenen Schnitt durch
die Punkte I, K, Leine Ecke abgeschnitten,
wobei I der Mittelpunkt von AE, K der
Mittelpunkt von EF und Lder Mittelpunkt
von EH ist. Zeichne ein Netz des Restkorpers
und bezeichne die Eckpunkte!

Abb. A 6; 1 | H G

L

6; 2) Inden Ferien war Klaus auf dem Lande.
Aus seinen Beobachtungen ergab sich fol-
gende Scherzaufgabe:

l% Hiihner legen in 1% Tagen l% Eier.

Ermittle die Anzahl aller Eier, die bei gleicher
Legeleistung 7 Hiihner in 6 Tagen legen
wiirden!

. 6; 3) In einem Wettbewerb der Mathema-

tischen Schiilerzeitschrift ,,alpha* sollten den
vier dort vorgegebenen geometrischen Figu-
ren die richtigen Namen zugeordnet werden.

In genau —23—5 der eingesandten Losungen

wurden allen vier vorgegebenen Figuren die
richtigen Namen zugeordnet. Bei genau dop-
pelt soviel Lésungen wurden je zwei Figuren
die richtigen und je zwei Figuren die falschen
Namen zugeordnet. Die Anzahl der L6sungen
mit genau drei falschen Zuordnungen war
genau viermal so groB wie die Zahl der rich-
tigen Losungen. Genau 240 der eingesandten
Lésungen enthielten keine richtige Zuord-
nung. Weitere Einsendungen lagen nicht vor.
Ermittle die Anzahl aller zu diesem Wett-
bewerb eingesandten Losungen!

6; 4) Eine Arbeitsgemeinschaft erhielt als
Auszeichnung fiir sehr gute Leistungen einen
Betrag von genau 240,— M. Bei gleich-
miifiger Verteilung dieses Geldes auf alle
Mitglieder der Arbeitsgemeinschaft hitte
jedes Mitglied einen ganzzahligen Betrag (in
Mark) erhalten. Die Mitglieder beschlossen
jedoch, die 240,— M gemeinsam auf einer
Wanderfahrt auszugeben. Genau drei der
Mitglieder konnten an der Wanderfahrt nicht
teilnehmen, infolgedessen standen bei gleich-
miBiger Verteilung des Geldes auf alle Teil-
nehmer der Wanderfahrt fiir jeden Teilnehmer
genau 4— M mehr zur Verfiigung als bei
gleichmiBiger Verteilung auf alle Mitglieder.
Ermittle die Mitgliederzahl der Arbeits-
gemeinschaft! )



Olympiadeklasse 7

7; 1) Schneide ein rechteckiges Stiick Papier
aus, teile es durch gerade Linien in acht kon-
gruente Rechtecke und schreibe jeweils aul
Vorder- und Riickseite einer jeden Recht-
ecksfliche denselben Buchstaben, wie es in
der Abbildung angedeutet ist.

0 N G A
W G F L

Falte das Stick Papier so, daB die Buch-
staben in der Reihenfolge WOLFGANG
iibereinanderliegen!

Als Losung gilt das entsprechend gefaltete
Papier oder eine Beschreibung des Vor-
gehens.

7; 2) Gegeben se¢i ein Dreieck A ABC. Darin
sei die die Halbierende des Innenwinkels
bei A enthaltende Gerade eingezeichnet.
AuBerdem seien eine parallele Gerade zur
Seite 4B und eine parallele Gerade zur
Seite AC derart eingezeichnet, daB diese sich
im Innern des Dreiecks A ABC, aber nicht
auf der Winkelhalbierenden schneiden.
Beweise, daB die Schnittpunkte der drei
eingezeichneten Geraden die Ecken eines
gleichschenkligen Dreiecks bilden!

7; 3) Eine Touristengruppe aus der DDR
von genau 100 Personen fuhr ins Ausland.
Uber diese Gruppe sind folgende Angaben
bekannt:

(1) Genau 10 Touristen beherrschen weder
Russisch noch Englisch.

(2) Genau 75 Touristen beherrschen Russisch.
(3) Genau 83 Touristen beherrschen Englisch.
Ermittle die Anzahl aller Touristen dieser
Gruppe, die beide Sprachen beherrschen!

7; 4) Gegeben sei eine beliebige dreistellige
natiirliche Zahl (z.B. 357). Schreibt man
hinter diese Zahl noch einmal die gleiche Zahl,
so erhilt man eine sechsstellige Zahl (im Bei-
spiel 357357). Beweise, daB fiir jede sechs-
stellige Zahl, die auf diese Weise entstehen
kann, die folgende Behauptung gilt: Dividiert
man die sechsstellige Zahl zuerst durch 7,
dann den gefundenen Quotienten durch 11
und den jetzt gefundenen Quotienten durch
13, so erhilt man die dreistellige Ausgangs-
zahl.

Olympiadeklasse 8

8; 1) Untersuche, ob es Vielecke mit einer
der folgenden Eigenschaften gibt:

a) Die Anzahl der Diagonalen ist dreimal so
groB wie die Anzahl der Eckpunkte.

b) Die Anzahl der Eckpunkte ist dreimal so
groB wie die Anzahl der Diagonalen.

8; 2) Gegeben seien in der Ebene ein Kreis kg
und 6 Kreise vom Radius r, deren jeder in der
ausder Abbildung A 8; 2ersichtlichen Weise
genau zwei von ihnen und auBerdém den
Kreis ko von auBen beriihrt.

Ermittle den Radius r, des Kreises k!

Abb. A8;2

8; 3) a) Beweise [olgenden Satz:

Wenn in einem (nicht iiberschlagenen) ebenen
Viereck alle Seiten gleichlang sind (Rhombus),
dann stehen die Diagonalen senkrecht auf-
einander.

b) Untersuche, ob der Satz umkehrbar ist!

8; 4) Aufzweinebeneinanderliegenden Fahr-
bahnen sind zwei 4 m lange Kraftwagen in
gleicher Fahrtrichtung gefahren. Der erste

hatte eine Geschwindigkeit von 60 kTm, der

zweite eine Geschwindigkeit von 70 kTm
Der zweite Kraftwagen fuhr an dem ersten
vorbei.

Zu Beginn des betrachteten Vorganges be-
fand sich die Hinterkante des ersten Wagens
a = 20 m vor der Vorderkante des zweiten
(siche Abb. A 8; 4a); am Ende des Vorganges
die Vorderkante des ersten a = 20 m hinter
der Hinterkante des zweiten (siche Abb.

A 8; 4b).
N 7 N ”

a
—_——
Fabhririchtung
a
—_—
Fahrtrichtung

Abb.A8;4a___4b—

Wie lange dauert dieser Vorgang, und welche
Fahrtstrecke wurde von der Vorderkante des
zweiten Wagens dabei zuriickgelegt?

Olympiadeklasse 9

9; 1) Auf der Siegerehrung einer Kreisolym-
piade wurde folgendes mitgeteilt:

Genau ein Neuntel aller Teilnehmer an dieser
Kreisolympiade errangen einen Preis.
Genau ein Zehntel aller Teilnehmer der
Kreisolympiade sind Mitglieder des Kreis-
klubs Junge Mathematiker.

Von den Preistriigern stammen genau 75 Pro-
zent aus dem Kreisklub. Genau 6 derjenigen
Schiiler, die an der.Kreisolympiade teilnah-
men und Mitglieder des Kreisklubs sind,
erhielten keinen Preis. Ermitteln Sie die An-
zahl aller Teilnehmer an dieser Kreisolym-
piade!

9; 2) Aus je 12 geradlinigen Holzern von
je 1 dm Linge sollen die Riander ebener
Figuren gelegt werden, deren Flicheninhalte
der Reihe nach

I, = 9dm?; I, = 8 dm?; I, = 7 dm?;
I, = 6 dm?; I, = 5 dm?; Iy = 4 dm?;
I, = 3 dm? groB sind.

Dabei sollen in jedem Fall alle 12 Holzer zur
Herstellung der Berandung der betreflenden
Figur gebraucht und keines geteilt oder
geknickt werden; keine zwei Hoélzer sollen
(ganz oder teilweise) iibereinanderliegen oder
sich iliberkreuzen.

Geben Sie fiir jeden Fall eine Losung an!

9; 3) In Abb. A 9; 3 ist ein konvexer, durch
ebene Flidchen begrenzter Korper im Grund-,
Auf- und SeitenriB dargestellt.

(Ein durch ebene Flichen begrenzter Kor-
per K heiBt konvex, wenn fiir jede seiner
Begrenzungsflichen § gilt: Ist ¢ die Ebene,
in der § liegt, so befindet sich K ganz in einem
der beiden Halbriume, in die der Raum
durch ¢ zerlegt wird.) Die Umrisse des dar-
gestellten Korpers sind im Grund-, Auf- und
SeitenriB Quadrate mit der Seitenlinge a.
Bauen oder beschreiben Sie einen solchen
Korper und berechnen Sie sein Volumen!

F D=E'| ERF" D"
A”C' B " C‘” Alll_-_Bw
c=F' &

A 8-’ Abb.A9;3

9; 4) Als erste Quersumme einer natiir-
lichen Zahl z sei die in iiblicher Weise gebil-
dete Quersumme verstanden.

Ist die erste Quersumme von z eine Zahl mit
mehr als einer Ziffer, so sei ihre Quersumme
als die zweite Quersumme von z bezeichnet.
(Beispiele: Die erste Quersumme von 98 ist
9 + 8 = 17, die zweite Quersumme von
98ist1 + 7 = 8.

Die erste Quersumme von 43 ist4 + 3 = 7,
eine zweite Quersumme von 43 wird nicht
erklirt.)

Ist die zweite Quersumme von z eine Zahl
‘mit mehr als einer Ziffer, so heiBe deren
Quersumme die dritte Quersumme von z. In
entsprechender Weise werden gegebenenfalls
hohere Quersummen erklirt.

a) Ermitteln Sie die Anzahl der natiirlichen
Zahlen von 10 bis 1000, fiir die keine zweite
Quersumme erklart ist!

b) Ermitteln Sie die Anzahl der natiirlichen
Zahlen von 10 bis 1000, fiir die die zweite,
aber nicht die dritte Quersumme erklart ist!

¢) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl,
fiir die eine vierte Quersumme erklirt ist!
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Olympiadeklasse 10

10; 1) Beiecinem international besetzten Rad-
rennen ergab sich folgende Rennsituation:
Das Feld der Teilnehmer war in genau drei
Gruppen (Spitzengruppe, Hauptfeld, letzte
Gruppe) aufgesplittert.

Jeder Fahrer fuhr in einer dieser Gruppen.
Genau 14 Fahrer waren in der letzten Gruppe,
darunter kein DDR-Fahrer.

Genau 90 Prozent der iibrigen Fahrer bilde-
ten das Hauptfeld. Darin fuhren einige, jedoch
nicht alle DDR-Fahrer. Die Spitzengruppe
umfaBte genau ein Zwolftel des gesamten
Teilnehmerfeldes.

Von den dort vertretenen Mannschaften
waren genau die polnische am schwichsten
und genau die sowjetische am stirksten ver-
treten.

a) Wieviel Fahrer nahmen insgesamt teil?
b) Wieviel DDR-Fahrer waren in der Spit-
zengruppe?

c) Wieviel Mannschaften waren in der Spit-
zengruppe vertreten?

10; 2) In jedem von drei Betrieben I, II, III
wurden drei Erzeugnisarten E,, E,, E; pro-
duziert. Die Produktionskosten je Stiick
waren fiir gleichartige Erzeugnisse in allen
drei Betrichen gleich. Aus nachstehender
Tabelle sind die Stiickzahlen der tiglich
produzierten Erzeugnisse sowie die téglichen
Gesamtproduktionskosten zu erschen.

Tégliche Tigliche

Betrieb Stiickzahlen Gesamtproduktions-
E, E, E, kosteninM

I 5 5 8 5950

11 8 6 6 6200

111 5 8 7 6450

Wie hoch waren die Produktionskosten je
Stiick der einzelnen Erzeugnisarten?

10; 3) In einem regelmiiBigen Sechseck mit
den Eckpunkten A, B,C, D, E, F seien X, Y, Z
die Mittelpunkte der Seiten AB, CD und EF.
Berechnen Sie das Verhiltnis I, : I, wenn I,
der Flicheninhalt des Sechsecks und I, der
Flicheninhalt des Dreiecks A XYZ ist!

10; 4) Es sei f(x) die fiir alle reellen Zahlen x
durch die Gleichung f(x) = 2x*> — 3x + 4
definierte Funktion und x, eine beliebige
reelle Zahl.

Beweisen Sie, daB dann

flxo — 1) =f(xq + 1) — 8xy + 6gilt!
(Dabei bezeichnet f(xo—1) den Wert der
Funktion an der Stelle xo—1 und f(x, + 1)
den Wert der Funktion an der Stelle x, + 1.)

Olympiadekiassen 11 mnd 12

11/12; 1) Bei einer Abendveranstaltung
tanzte jeder der anwesenden Herren mit
genau drei Damen, und zwar mit jeder genau
einmal. Als alle Teilnehmer nach dem Tanz
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noch in gemiitlicher Runde beieinander saBen
und den Abend iiberblickten, wurde fest-
gestellt, daB jede der anwesenden Damen mit
genau zwei Herren, und zwar mit jedem
genau einmal getanzt hatte. Ferner bemerkte
man, daB je zwei Herren im Verlaufe des
Abends genau eine gemeinsame Tanzpart-
nerin gehabt hatten. Es ist die Anzahl aller bei
dieser Veranstaltung anwesenden Damen
und Herren zu ermitteln.

11/12; 2) a) Es sind alle reellen Losungen
der Gleichung

x(x+ D)(x+2)(x + 3) = 19—6zu ermitteln,

b) Ferner sind alle reellen Zahlen a anzu-

geben, fir die die Gleichung
x(x+1)(x+2)(x+3)=a
keine,

genau eine,

genau Zwei,

genau drei,

genau vier bzw.

mehr als vier verschiedene reelle Lésungen
in x hat. l

11/12; 3) Es sind alle natiirlichen Zahlen a
anzugeben, fiir welche die Gleichung

= (a"j erfiillt ist. (a“. bedeutet a“"’)
11/12; 4) In einem ebenen Gelinde kann
das Abstecken ecines Kreisbogens vom Ra-

dius r iiber einer Sechne AB mit der Linge
AB = s < 2r (der gesuchte Kreisbogen sei
der kleinere von zwei A und B begrenzten
Kreisbogen vom Radius r) nach der folgenden
Naherungsmethode ausgefiihrt werden:

In beliebigen Teilpunkten T im Innern der
Strecke AB werden Senkrechte nach der
Seite des gesuchten Kreisbogens errichtet
und auf diesen von Taus Strecken der Liinge

TP =z-= ;—bal'}getragen (AT = a,TB = b).
r

\;1 — \’T/
\ z S
\\/Z/J’ z \

T \ N\

\\3

Abb. A 11/12; 4

Der gesuchte Punkt P des Kreisbogens aul
der Geraden durch Tund P’ habe von Tden
Abstand 7P = z.

Ferner sei, wie in der Vermessungstechnik

vorausgesetzt wird, s < %r. Es ist zu be-

weisen, daB dann der relative Fehler
5= lz—2')

z
stets kleiner als 0,0051, d. s. 5,1%,, ist.

Mit diesem Bild
(aufgenommen anl.
der DDR-
Olympiade 69) sagen
wir Dank den
Tausenden von
Mathematiklehrern,
welche die
Olympiaden Junger
Mathematiker Jahr
um Jahr hervorragend
unterstiitzen.

In Helt 6

bringen wir einen
Beitrag zu

.., Mathematik und
Schach**. Unser Bild
zeigt Teilnehmer der
DDR-Olympiade
beim Simultanspiel.



Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Horst Sachs

Direktor der Sektion ,,Mathematik, Rechentechnik und Okonomische Kybernetik

der Technischen Hochschule Ilmenau

A 410 In der Ebene scien einec Anzahl
geschlossener Kurven C,, C,, ..., C,, gezeich-
net, so daB eine Figur F entsteht, die folgenden
Bedingungen geniigt:

I Aufjeder der Kurven C, liegt mindestens
ein Punkt, in dem C, sich selbst oder
eine andere Kurve C,’ schoeidet;

II es gibt nur cine endliche Anzahl n von
Schnittpunkten;

m

sich mehr als zwei Kurvenstiicke;

F ist ,zusammenhingend®, d.h. je Zwei

Schnittpunkte sind durch (mindestens)

einen Weg verbunden, der sich aus

Stiicken der Kurven C, zusammensetzt.

(Abb. 1 zeigt eine solche Figur mit m = 3

und n = 14).

F ist ein spezieller planarer Graph. Die n

Schnittpunkte werden auch als Knotenpunkte

bezeichnet. Ein Kurvenstiick, das zwei Kno-

tenpunkte mitcinander verbindet, ohne im

Innern einen weiteren Knotenpunkt zu ent-

halten, heiBt eine Kante; k sei die Anzahl

der Kanten von F. Durch F wird die Ebene
in f Gebiete zerlegt, von denen sich eines

(das AuBengebiet) ins Unendliche erstreckt.

Technische Hochschule Iimenau

in keinem Punkt der Ebene schneiden

Man beweise:

a)k=2nf=n+2

b) Man kann die Gebiete so mit zwei Farben
firben, daB je zwei lings einer Kante benach-
barte Gebiete verschiedene Farben haben
(Abb. 2).

c) Die Figur F sei das Schema eines zu
bauenden StraBensystems, das mittels Briik-
ken an den Schnittpunkten kreuzungsfrei
gehalten werden soll. Dann kann man die
Briicken stets so bauen, daB ein Passant beim
Durchlaufen einer beliebigen der StraBen C,
die Schnittpunkte abwechselnd aufder Briicke
und unter der Briicke passiert (Abb. 3).

Abb.3

Uber die Mathematik-Ausbildung
an der TH Ilmenau

1953 wurde die Hochschule fiir Elektrotech-
nik in Ilmenau gegriindet. AnlidBlich ihres
zehnjihrigen Bestehens erhielt sie den Namen
n»Technische Hochschule Ilmenau“. Gegen-
wirtig gliedert sie sich in sechs Sektionen,
darunter die Sektion ,Mathematik, Rechen-
technik und Okonomische Kybetnetik*,
durch die simtliche Ingenieur-Studenten der

'TH ihre Grundausbildung in Mathematik,

maschineller Rechentechnik und Okonomie
erhalten. An dieser Sektion werden auch
Diplommathematiker der Ausbildungsrich-
tung ,,Mathematische und statistische Metho-
den der Operationsforschung® zum spiteren
Einsatz vor allem in der elektrotechnischen
Industrie (cinschl. wiss. Geriitebau und Re-
chenelektronik) ausgebildet; es kann ein tech-
nisches Nebenfach (etwa Regelungstechnik)
oder ein Skonomisches Nebenfach gewihlt
werden. Die Sektion beschiftigt sich mit der
Modellierung und Opti.m.iérung technischer
und Skonomischer Systeme und Prozesse mit
dem Ziel ihrer mathematisch-6konomischen
Beherrschung (Grundlagen und Anwendun-
gen), wobei neben allgemeinen Optimierungs-
verfahren insbesondere kombinatorische Mo-
delle und Algorithmen (Graphentheorie, Netz-
plantechnik) eine Rolle spielen.
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In freien Stunden heiter

,.,Jmmer diese Winkelziige*'
Aus: Zeit im Bild 42/68

Spiel am Badestrand

An diesem Spiel konnen mehrere Spieler gleichzeitig
teilnehmen, mindestens zwei! Bendtigt wird kariertes
Papier und Bleistifte. Zuerst markiert jeder Spieler
auf seinem Blatt ein Quadrat mit etwa 20 Kistchen
Seitenlinge, dann bezeichnet jeder Spieler die untere
Seite mit Zahlen von 1 bis 20 und die linke Secite des
Quadrates mit Buchstaben a, b, ¢ usw. Nun zeichnet
jeder Spieler in sein Quadrat eine beliebige geometri-
sche Figur, jedoch nur geradlinige Figuren! Zum
Beispiel Rechteck, Parallelogramm, Trapez, unregel-
miBiges Vieleck o. i.

Durch Angabe der Koordinaten eines gegnerischen
Feldes wird nun abwechselnd versucht, die Figur
des Gegners zu ,,orten*! Hat man die Figur im Feld
des anderen aufgestobert, beginnt die eigentliche
Uberlegung. Durch geschickte Wahl der Koordinaten
soll nun die Figur des Gegners ermittelt werden. Sieger
ist natiirlich derjenige, der die Figur des anderen
nennen kann. Um ein planloses ,,Erraten* méglichst
auszuschalten, muB der Spieler 2mal aussetzen, der
eine falsche Figur genannt hat. Man wird neben der
eigenen Figur natiirlich nach und nach auch die
gegnerische Figur mit einzeichnen, um ihre Gestalt
zu ermitteln.

ald jabr w’almokabala (um 830)

A Ich habe 10 in zwei Teile zerlegt, den einen durch
den anderen geteilt. Der Quotient war 4.
A Ich habe 4 MaB Weizen und 6 MaB Gerste ge-
kauft, das MaB Gerste halb so teuer wie das des
Weizens. Nachher habe ich die Ausgaben zusammen-
gezahlt. Die Summe war da gleich dem Unterschied
der Preise vermehrt um den Unterschied der MaBe.
Mohammed ibn Musa al Khowarizmi

Painter’s Puzzle

A paint tin weighs 5 Ib. (pounds) when half full and
4 |b. when it is one third full of paint. Find the wéight
of a full tin of paint.

Aus: mathematical pie 39/63, Shirley, England
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A G©

Vater Pfiffig

,,Bisher hast du 6 Mark Taschengeld erhalten. Ab
sofort bekommst du nur noch den 0,8ten Teil deines
Taschengeldes.

Sohn K nobel drgerte sich zunéchst, dann aber schenkte
er vor lauter Freude seiner kleinen Schwester eine
Tiite Bonbons.

Riitsel zur Mengenlehre

Suche ein Wort, dessen Buchstabenmenge der des
Wortes ,,Mathematik* gleich ist.
OL. H. Herzog, V.L.d.V., Leipzig

Zahlenriitsel — einmal anders

Troll 4/65 enthielt die folgende Aufgabe:

,»Olatte Rechnung. Jeder Ring bedeutet eine Ziffer,
gleiche Ringe immer gleiche Ziffern. Diesen Angaben
entsprechend sind Zahlen zu finden, die die waage-
rechten und senkrechten Aufgaben l6sen.*

1. Weise nach, daB die Aufgabe keine Losung hat!
2. Ersetzt du einen Ring an mehreren Stellen durch
cinen neuen, der unter den vorhandenen Ringen

nicht vorkommt, so wird die Aufgabe 15sbar.
Prof. Dr. habil. W. Renneberg, Leipzig

Erst iibersetzen, dann nachdenken!

B To3u mnpumep
6pofiiaTa cHcTeMa HMa OCHOBa
oceM, HO BMecTO ¢ GykBH Hud-
pHTe ca 3anHCaHH C reomer-

00 AQO

+
puuan Qurypn. C TOBa XOM'BT /A D O O
i e e TATAD O

Aus: , Unterhaltungsmathematik ‘', Sofia 1967, Autor : L. M. Lopowok




Rohrbruch

Bei Krauses gab es einen Rohrbruch. Herr Krause
lduft so schnell er kann in den Keller, um den Haupt-
hahn zu schlieBen. In seiner Aufregung betiitigt er den
falschen Hahn, und das Wasser schieBt weiter aus
der defekten Stelle im Rohr. Konnt ihr helfen?
Welchen der drei Hihne muB er zudrehen?

Aus: Trommel 10/69

Grund-, Auf-, KreuzriB

~ -

Ist in der Zeitung alles in Ordnung?

Aus: W. Lietzmann: Lustiges und Merkwiirdiges
von Zahlen und Formen

Nicht der Mathematiker — der FuBiballer
Die Beidcn Briider Bohr, Niels, der Physiker, und

'Harald, der Mathematiker, gingen mit einem Freund

durch Kopenhagen. Der Freund war erstaunt, daB
Harald freundlichst gegriiBt wurde, Niels aber nicht.
»Alle Achtung, hier stehen die Mathematiker ja
hoch im Kurs!* Niels Bohr winkte ab. ,Nicht der
Mathematiker ist damit gemeint, sondern Harald als
ein beliebter FuBballspieler unserer Stadt.*

Aus: NBI 4/69

5

Aus: Fiir Dich 48/69

Bitte den Kassenzettel, falls ich reklamieren mup.

Zusammenhiinge finden!

Es sind Begriffe zu finden, die mit der Ziffer in Zusam-
menhang stehen, in die sie eingesetzt werden miissen:
1 spezielle Menge, 2 Positionssystem zur Basis 2,
3 dreigliedriger Ausdruck, 4 Viereck mit 4 gleichen
Seiten, 5 erstrebenswert im Lotto, 6 Musikstiick fur
Gesangsstimmen, 7 der 7. Monat im rdémischen
Kalender, 8 regelmiBiger Korper mit 8 kongruenten
Seitenfldchen, 9 ein spezielles Vieleck

Mathematikfachlehrer W. Weber, EOS Schkeuditz

| ”]—

L]

0/0
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Losungen

A 382 Wir legen einen Punkt D, der nicht
auf der Geraden AB liegt, fest und verbinden
D mit A und B. Dann ziehen wir zu AB durch
D die Parallele und zu AD durch B die Paral-
lele; diese Parallelen schneiden einander im
Punkte C. Wir verbinden 4 mit C und be-
zeichnen den Schnittpunkt der Geraden AC

0 [

A M 8

und BD mit S. Das so erhaltene Viereck ABCD
ist auf Grund der Konstruktion ein Parallelo-
gramm. Wir zeichnen nun durch S die Paral-
lele zZu AD; sie schneidet die Strecke 4B im
Punkte M, der Mitte von AB; denn nach dem
Strahlensatz gilt AM : MB = AS:SC und,
da ABCD ein Parallelogramm ist,

AS : §C = 1: 1. Daraus folgt AM = MB.

A 383 Wir beweisen die Behauptung in-
direkt. Wir nehmen an, es gibe zwei ganze,
einander teilerfremde Zahlen m und n, so daB
4 sowohl Teiler von m + n als auch Teiler
von m — nist. Dann wiirde gelten:
m+n=4a
und m — n = 4b, wo aund b ganze Zahlen
sind. Daraus wiirde folgen:
(m+n)+(m—n) = 4a+4b = 4(a+b),

2m = 4(a+Db),
m = 2(a+b). )
Ferner wiirde folgen:
(m+n)—(m—n) =4a—4b = 4(a—b),
2n = 4(a-b),
n = 2(a—b). (2)

Wegen (1) und (2) wire also sowohl m als
auch n durch 2 teilbar, was der Voraussetzung,
wonach m und n teilerfremmd sind, wider-
spricht.

Dabher ist die gemachte Annahme falsch und
die Behauptung der Aufgabe bewiesen.
Beispiel:m = 15,n = 7. Die Zahlenm+n=22
und m—n=28 haben den groBten gemein-
samen Teiler 2 und nicht 4.

W8 = 384 Da die einem Eckkreis zuge-
ordnete Zahl a jeweils zu zwei Produkt-
darstellungen der Zahl 30 mit drei Faktoren

gehort, darl n = 30 keine Primzahl sein.
a
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Denn sonst hitte n nur die Produktdarstel-
lungen 1 - n. Als Zahlen @ kommen demnach
nur in Frage 1, 2, 3 und 5. Andererseits fiihrt
jede Zuordnung von drei dieser vier Zahlen
zu einer Losung. Damit gibt es genau drei,
nicht durch Spiegelung oder Drehung aul-
einander abbildbare Belegungen, nimlich:

O— 00— O——®

W8 = 385 a) Schreiben wir die Zahlen a, b,
¢ als Dezimalbriiche, so erhalten wir:
a=06; b=0,600798...; c=0,600079....
Daher gilta < ¢ < b.

b) Wenn wir die etwas umstindliche Divi-
sion vermeiden wollen, kénnen wir wie folgt

allgemein vorgehen:
Falls b > a > O und x > 0 ist, gilt

atx a_abtbx—ab—ax _(b—a)x > 0:
b+x b b(b+x) b(b+x) ’
also & < 3+*

so b < brx daraus lolgt
§<ﬂ<ﬂ alsoa<c<b
5 5001 501 )

A 386 Da die Oberfliche der Erde

0 =4z R? ~ 509,9 - 10° km?
betrigt, ist eine Fldche von

509,9 - 106 0,708 km?~ 361,0- 10% km?
vom Meer bedeckt.
Falls alle Eismassen abtauen wiirden, wire
das Volumen der entstehenden Wassermassen
gleich

28,8-10%-0,9km? ~ 25,9 10% km®.
Der Meeresspiegel wiirde sich also um

x = 732651"90‘_110;6 km ~ 0,0717 km,
d.s. rund 71,7 m oder 71 700 mm heben.

A 387 Da die Summe der vier natiirlichen
Zahlen ungerade ist, sind nur die folgenden
beiden Fillen méglich:

1. Drei Zahlen sind gerade, eine ist ungerade.
Dann ist das Produkt gerade.

2. Drei Zahlen sind ungerade, eine ist gerade.
Dann ist ebenfalls das Produkt gerade.

3. In allen anderen Fillen aber ist die Summe
gerade und damit die Voraussetzung nicht
erfiillt.

A 388 Konstruktion: Wir wihlen einen
Punkt P so, daB er in derjenigen durch die
Gerade g bestimmten Halbebene liegt, in der
die Gerade h nicht gelegen ist.

Die Verbindungsgeraden von P mit 4 bzw. B
schneiden die Gerade g in den Punkten C
bzw. D.

Wir verbinden A mit D und B mit C uand
erhalten den Schnittpunkt S der Geraden AD
und BC. Wir verbinden P mit S. Dann ist der
Schnittpunkt M der Geraden PS mit k der
Mittelpunkt der Strecke AB.

P

C Na D g
£ d
S
o
A M 8 h

Beweis: Es scien E und F die Schaittpunkte
der Parallelen durch S zu der Geraden h mit
den Geraden PA bzw. PB.
Ferner seien der Abstand der Geraden EF °
und g gleich d und der Abstand der Geraden
EF und h gleich e (vgl. die Abb.).
Dann sind die Dreiecke ABC und ABD fli-
chengleich, also auch die Dreiecke ASC und
SBD. Daraus folgt

ES'd ES-e SF-d_ SF-e

>

2 2 2 2
E—Sd+e - ﬁ.d+e’
2 2
ES =SF

und hieraus nach dem Strahlensatz wegen

ES:AM = PS: PMundSF : MB = PS : PM
AM = MB, d.h. M ist

der Mittelpunkt der Strecke AB, w.zb.w.

W9 = 389 Esseien
x, die Anzahl der Medaillen der DDR,
x, die der UdSSR,
x3 die von Ruminien,

x, die der Niederlande,
x5 bzw. x¢ die der iibrigen beiden
Lénder.

Dann gilt nach Voraussetzung
52x,>X,=X3>X4>X52%6>0,
S=X;+ X3+ X3+ X4+ X5 +x6=15.

1. Es sei x, < 4; dann gilt

C Xx,=x353, x,82, x5=1, xg=1, also
s24+3+3+42+1+1=14, was der

Voraussetzung widerspricht.

2. Daher gilt x, = 5. Ferner gilt
X3=x323, x%,22 x521, x=L

2.1. Es sei x,=x3=4. Dann gilt
s254+4+4+2+1+1=17, was der

Voraussetzung widerspricht.

2.2. Dabher gilt x, = %3 = 3,also x, = 2,
x5=x¢=21 und
s=5+3+3+2+1+1=15,s0daBalle

Voraussetzungen erfiillt sind. )

Es erhielten also die DDR 5 Medaillen, die

UdSSR und Rumiinien je 3 Medaillen.

W9 s 390 Angenommen, es sei x eine
reelle Zahl, fiir die Ungleichung

fi} > 1 erfiillt ist. m

Dann gilt x 4 1, da sonst der Nenner auf der



linken Seite von (1) gleich Null wire. Wir
unterscheiden nun zwei Fille:

1. Fall x—1>0,d.h x> 1. Dann gilt
x+1>x—1, also wegen x—1>0
Ead > 1.
x—1
Die Ungleichung (1) ist daher zuniichst fiir
alle x> 1 erfiillt.

2 Fall x—1<0,d.h. x<1. Dann gilt
x+1>x—1, also wegen x — 1 <0
X_‘H < 1.
x—1
Die Ungleichung (1) ist also fiir keine reelle
Zahl x, die kleiner als 1 ist, erfiillt.
Daher ist die gegebene Ungleichung (1) fiir
alle reellen Zahlen 'x, die groBer als 1 sind,
und nur fiir diese reellen Zahlen x erfiillt.

4391 Esgilt x*—x—~6=x?—x+1-%

4 a
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=(x+2)(x—3).
Dabher ist die Bedingung x* — x — 6 <0 mit der
Bedingung (x + 2)(x—3) < dquivalent, d. h.
mit der Bedingung (4):

—2<x<3. )
Die gegebene Bedingung ist aber nicht dqui-
valent mit den Bedingungen (1), (2), (3) oder
(5), weil diese eine andere Erfiillungsmenge
als (6) besitzen. Die Bedingung (3) ist sogar
fir keine reelle Zahl x erfiillt.

A 392 a) Wir bezeichnen die vier Zahlen

a, b, ¢, d so, daB
asb<c<dglt

Dann ist a + b kleiner oder gleich den anderen

Summeén und c+d groBer oder gleich den

anderen Summen. Ferner ist
a+bh= a+c kleiner oder gleich den in

dieser Ungleichung nicht vorkommenden

Summen und
c+d2b+d gréBer oder gleich den in

dieser Ungleichung nicht vorkommenden

Summen.

Dabher gilt in dem vorliegenden Fall
a+b=12 (1), a+c=15 (2,
c+d=22 (3), b+d=19 (4).

Es verbleiben nur noch die Summen b + ¢ und

a+d, die in dem vorliegenden Fall beide

gleich 17 sind:

b+c=a+d=17. )
Wir erhaltenaus (1) b=12-a
undaus(2) c¢=15—a,
also wegen (5)b+c=27—2a=17,
d.h. 2a=10,a=>5,

ferner b=17, ¢=10, d=12.

Die gesuchten vier Zahlen sind also 5, 7, 10
und 12; denn die Summen von je zwei dieser
Zahlen sind 12, 15, 17, 17, 19 und 22.

b) In dem vorliegenden Fall sind diese vier
Zahlen (abgesehen von der Reihenlolge) ein-
deutig bestimmt, weil b+ c=a+d =17 ist und
die Gleichungen (1), (2), (5) und (3) genau eine
Lasung fiir a, b, ¢, d haben.

c) Istalso b+c=a+d, so sind die vier Zahlen
a, b, ¢, d durch die Angabe der sechs Summen
eindeutig bestimmt. Ist aber b+c+a+d, und
sind die sechs Summen, der GroBe nach ge-
ordnet, 5,, 53, 53, S4 S5, S¢ Mit S5 F 54, S0 erhilt
man die Gleichungen

at+b=s, (1), at+c=s, (2),

c+d=ss (3), b+d=s; (),

b+c=sy oder b+c=s, (9
und hieraus (analog wie oben) die Ldsungen
a=51+%27% g 4 _N1tS 5% +322 54 ysw,
also wegen s; +s, zwei verschiedene Lo-
sungen.

Die vier Zahlen q, b, ¢, d sind also dann und
nur dann eindeutig bestimmt, wenn
a+d=b+c gilt, wenn also die Summe der
ersten und vierten Zahl gleich der Summe der
zweiten und dritten Zahl ist (falls die vier
Zahlen der GroBe nach geordnet sind).
Es sei noch bemerkt, daB in jedem Falle die
Bedingungen

S1+S6=82+55=53+35,4
erfiillt sein miissen, weil sonst das Gleichungs-
system keine Losung hat.

W 10/12 m 393 Die Sekretiirin kann mit
Zuversicht an die Erledigung des ihr iiber-
tragenen Auftrages gehen. Man kann bewei-
sen, daB es auf jeden Fall eine solche Dreier-
gruppe gibt.

Man suche sich irgendeinen der 66 Mathe-
matiker heraus, beispielsweise den Mathe-
matiker X. Er korrespondiert mit jedem der
65 iibrigen Mathematiker iiber genau eines
der vier Gebiete Analysis, Zahlentheorie,
Geometrie bzw. Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und, weil 16 - 4<65 und 17 - 4>65
ist, mit mindestens 17 von ihnen iiber eines
dieser vier Gebiete, z. B. iiber Analysis. Sind
unter diesen 17 Wissenschaftlern zwei vor-
handen, deren Briefwechsel gleichfalls das
Gebiet der Analysis betrifft, so ist eine solche
gewiinschte Dreiergruppe gefunden.

Ist das nicht der Fall, so befassen sich diese
17 Mathematiker untereinander nur mit
Zahlentheorie, Geometric und Wahrschein-
lichkeitsrechnung. Einer dieser 17 Wissen-
schaftler, sagen wir der Mathematiker Y,
korrespondiert iiber eines dieser drei Gebiete,
z B. iiber Zahlentheorie mit mindestens 6 Ma-
thematikern dieser Gruppe, weil 5 - 3<17
und 6 - 3> 17 ist. Sind unter diesen 6 Wissen-
schaftlern zwei vorhanden, deren Briefwech-
sel gleichlalls das Gebiet der Zahlentheorie
betrifft, so ist wiederum eine solche Dreier-
gruppe gelunden. Ist das nicht der Fall, so
befassen sich diese 6 Mathematiker unter-
einander nur mit Geometriec und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Einer dieser 6 Wis-
senschaftler, sagen wir der Mathematiker Z,
korrespondiert iiber eines der beiden Gebiete,
z B. iiber Geometrie, mit mindestens drei
Mathematikern dieser Gruppe. Sind unter
diesen drei Wissenschaftlern zwei vorhanden,
deren Briefwechsel gleichfalls das Gebiet der

Geometrie betrifft, so ist wieder eine solche
Dreiergruppe gefunden.

Ist das nicht der Fall, dann korrespondierten
diese drei Wissenschaftler untereinander nur
iiber Probleme der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung So findet man also auch in diesem Fall
eine solche Dreiergruppe. Es muB also unter
den 66 Mathematikern drei Mathematiker
geben, die untereinander nur iiber Probleme
einer einzigen Disziplin korrespondieren.

W 10/12 = 394 In der beigefiigten Schnitt-
figur sind
M der Mittelpunkt der Erde,
K der Standort des Kosmonauten,
T,, T, die Berithrungspunkte der von K an
dem Schnittkreis gelegten Tangenten,
a = KA = 225 km die Entfernung des
Kosmonauten von der Erdoberfliche,
R= MT, = 6370 km der (mittlere)
Radius der Erde
und x = AB die Hohe der gesuchten Ku-
gelkappe, die durch die Beriihrungspunkte
aller von K an die Erdkugel gelegten Tan-
genten begrenzt ist. ' :
Da das Dreieck MT,K rechtwinklig ist und
da MB = R — xund MK = R + agilt, folgt
nach dem Satz des Euklid
R2=(R - x)(R + a),

also R? =R?+ aR — Rx — ax,
d.h. Rx + ax=akR
also x(R + a)=aR,
aR .
dh x = ———. Wir erhalten
R+a
2256370
=""——km =~ 217,3km.
x 6595 m
K

AN

Daher betrigt der Fliacheninhalt der ge-
suchten Kugelkappe
A=2nRx =~ 2n-6370-217,3 km?>

= 8700000 km?2.
Der Kosmonaut konnte also ein.Gebiet von
rund 8,7 Millionen Quadratkilometer iiber-
blicken, das ist etwa das 80fache der Fliche
der DDR (rund 108000 km?) und mehr als
ein Drittel der Fliche der UdSSR
(rund 22000000 km?).

Losung der Aufgabe
von Prol. Dr. K. Manteuffel

A 395 1. Es ist 60 das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von 2, 3, 4, 5, 6; daher
~werden die Bedingungen fiir 2, 3, 4, 5, 6
sicher von den Zahlen der Formm = 601+ 1,
A=0, 1,3, ... erfiillt. Dann soll m noch durch 7
teilbar sein, d h. 601+1 =0(7) bzw.
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414+1=0(7); alle A=5(7),d.h. alle A=5+7 4,
1=0, 1, 2, 3, erfiillen diese Bedingung. Daher
miissen alle Zahlen

m, =60(5+ Tu) +1=2301+ 420y, 4 =0,
1, 2, ... simtlichen Bedingungen geniigen;
fiir 4 = 0 ergibt sich mit m, = 301 die Anzahl
der am Ausflug teilnehmenden Schiiler.

2. Durch Uberlegung und Probieren kann
man auf verschiedenen Wegen zum gesuch-
ten Ergebnis kommen.

Z.B. 60 und jedes Vielfache davon sind durch
2,3, 4,5, 6 teilbar; also ergeben 61, 121, 181,
241,301, 361, ... bei Division durch 2, 3,4, 5, 6
jeweils den Rest 1. Es braucht von diesen nur
die Zahl ermittelt zu werden, die bei Division
durch 7 den Rest 0 ergibt; dic gesuchte
kleinste Zahl ist 301. Addiert man zu 301
Vielfache des kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen von 2, 3, 4, 5, 6, 7, also Vielfache von
420, dann erhilt man alle gesuchten Zahlen.
Oder man geht von den Vielfachen von 7 aus.
In Frage kommen nur solche Vielfachen, die
bei Division durch 10 den Rest 1 ergeben (die
gesuchten Zahlen miissen sowohl bei Divi-
sion durch 2 als auch bei Division durch 5
jeweils den Rest 1 ergeben, also auch bei
Division durch 10); Zahlen mit diesen Eigen-
schaften sind 21, 91, 161, 231, 301, 371, ...
Man priift nun die Reste, die sich bei Division
durch 4 und 6 ergeben, und findet die Zahl
301. Man verfihrt dann weiter wie oben.

5 A 396 Wir stellen die folgenden Zahlen-
paare zusammen:

1 und 998

2 und 997

3 und 996

499 und 500.

Die Quersummen aus den beiden Zahlen jedes
dieser 499 Paare betragen zusammen stets
27. Die Summe der Quersummen der Zahlen
von 1 bis 998 betrigt somit 27 - 499 =13 473.
Wir addieren noch die Quersummen der
Zahlen 999 und 1000, also 27 und 1.

Die- Summe der Quersummen der Zahlen
von 1 bis 1000 betragt damit 13 501.

W 5 w 397 Es sei n die Anzahl der Schich-
ten, die fiir beide Schachteln gleich ist, dann
gilt 7-n—3 = 5-n + 3. Diese Gleichung wird
nur durch n=3 erfiillt, das heiBt, Hans besitzt
18 Farbstifte.

W 5 & 398 Das Taschengeld hitte bei
gleichbleibender Sparsamkeit fiir 36 Tage
gereicht. Da es nur fiir 30 Tage bestimmt war,
wurde der sechste Teil des Taschengeldes
eingespart, das waren 2 M. Folglich betrigt
Anneroses Taschengeld 6 - 2 M, das sind 12M.

6 439 Ausu=a+ b+ cund
7+ b+ 11 <3lfolgth < 13. Ausa+b >c¢

folgt 7+ b > 11,alsob > 4.

Die Seite AC = b kann entweder 5 cm oder
9 cm lang sein, da die MaBzahlen der Seiten-
lingen verschieden grof sein sollen.
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W6 a 400 Im ungiinstigsten Falle werden
der Schachtel zunichst alle blauen und grii-
nen Kugeln entnommen, das sind zusammen
34 Kugeln. Erst mit der 35. Kugel ist dann
eine rote dabei, so daB man eine Kugel jeder
der drei Farben besitzt.

W6 = 401 Die Quersumme des ersten Fak-
tors betrigt 21, die des zweiten ebenfalls 21.
Beide Faktoren sind demnach durch 3 teil-
bar; folglich muB ihr Produkt durch 9 teilbar
sein. Die Quersumme des genannten Ergeb-
nisses betriigt aber 26; diese Zahl ist nicht
durch 9 teilbar. Das angegebene Ergebnis ist
also falsch.

W 7 w 402 Aus SB=5D, §4=SC und
& CSB = & ASD folgt A SBC = A SAD
und damit auch ¥ SDA = & SBC und
X SAD = & SCB. Aus der Gleichheit der
Winkel & SAD und ¥ SCB folgt die Gleich-
heit ihrer Nebenwinkel, also £x EAB= < ECD.
Aus den Voraussetzungen der Aufgabe folgt
ferner AB=CD. Aus den bisher ermittelten
Beziehungen folgt A ABE = A DCE und damit
auch BE = DE, das heiBt, daB das Dreieck
BDE gleichschenklig ist.

W7 u 403 Die gesuchten Zahlen sind durch
72 teilbar, also auch durch 8 und 9. Nun steht
wegen der Voraussetzung a) der Aufgabe an
der 4. Stelle eine gerade Zahl; daher muB} die
aus der 5. und 6. Stelle gebildete Zahl durch 8
teilbar sein; andererseits ist diese Zahl wegen
der Voraussetzung a) auch durch 3 teilbar.
Das trifft nur fiir die Zahlen 24, 48, 72 und 96
zu. Fiir 24 wire die aus den ersten beiden
Stellen gebildete Zahl 8; wir erhalten nur
eine fiinfstellige Zahl; also entfillt 24,

Die in Frage kommenden Zahlen lauten
demnach 163248, 244872 und 326 496. Die
Quersummen dieser Zahlen sind 24, 27 und
30. Nur die Zahl 244 872 ist durch 9 und damit
auch durch 72 teilbar. Daher ist 244 872 die
einzige sechsstellige natiirliche Zahl, die die
gestellten Bedingungen erfiillt.

W 8 m 404 Es sei ABCD das gegebenc
Parallelogramm mit' ¥ DAB=60° und der
der von dem Eckpunkt D ausgehenden Hohe
DE. Dann gilt nach Voraussetzung AE=EB.
Ferner ist ¥ EDA=30° und auch & BDE
= 30°, da die Dreiecke EDA und BDE kon-
gruent sind. Daraus folgt ¥ BDA=60° d.h.
das Dreieck BDA ist gleichseitig.

0 C
A E B8
Daher gilt AD = AB, also
AD = BC = AB = CD, d.h. das Parallelo-

gramm ABCD ist ein Rhombus. Da nach
Voraussetzung der Umfang dieses Rhombus
24 cm betrégt, ist seine Seitenlinge gleich
6 cm. Die Linge der kleineren Diagonale BD
ist also ebenfalls gleich 6cm, weil das Drei-
eck ABC gleichseitig ist.

W 8 = 405 Angenommen a, b und c seien
drei positive ganze Zahlen, und es sei
a+b+c=abc.
Dann gilt
3a+3b+3c=abc+abc+abc, also
a(bc—3)+b(ac—3)+c(ab—-3)=0.
Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn
entweder ab = ac=>bc =13 gilt oder mindestens
eine der Zahlea ab—3, ac—3, bc—3 negativ
ist, da nach Voraussetzung a, b, ¢ positive
Zabhlen sind.
Im ersteren Falle wiirde man b=c, also b?>=3
erhalten, was nicht moglich ist.
Im letzteren Falle wire z.B. ab—3 <0, also
ab < 3. Das ist nur méglich, wenna = b = 1
oder a=1, b=2 oder a=2, b=1 gilt.
Aus a=b=1 wiirde
(c—=3)+(c—3)+c(—-2)=0,d.h. —6=0
folgen, was nicht méoglich ist.
Aus a=1, b=2 folgt
(2c—3)+2(c—3)+c(—1)=0, also
3¢~9=0, d.h. ¢=3. Wir erhalten also das
erste Losungstripel (1, 2, 3); denn es gilt
1+2+3=1-2-3.
Durch Vertauschung der a, b, ¢ erhalten wir
die weiteren Losungstripel (2, 1, 3), (1, 3, 2),
(2,3,1),(3,1,2),(3,2 1); insgesamt gibt es also
6 Losungstripel.
Ist nun @a=2, b=1, so ist ¢=3; wir erhalten
also das bereits oben ermittelte Tripel (2, 1, 3).
Auch in den Fillen ac—3 <0 oder bc—3<0
erhalten wir wieder nur die obigen Losungs-
tripel; daher gibt es genau 6 Losungstripel.

W9 =406 Wegenf(x)= x2—3gilt [iir alle z:
fe+)=(z+1)*-3=22+224+1-3

=z242z-2,
f@+2z4+1=22-3422+1=22+22-2,
also f(z+ 1)=f(2)+2z+1, wzb.w.

W9 a 407 1. Wie aus der Figur ersichtlich
ist, ist der Restkorper von vier regelmiiBigen

Sechsecken mit der Seitenlinge g und vier
gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenlinge

g begrenzt. Der Flicheninhalt jedes dieser

. .1 a® a?
Dreiecke betrigt = - — /3 = — /3 und
9 4 36
daher der Fldcheninhalt jedes der Sechsecke

6-a® a? =
3I=—,13.
36 V3 6 v3

g
3
a a/ \ @
3 3 3
A g2 p g€ 28
3 K] 3

Also betriigt der Oberflacheninhalt des Rest-
kérpers
4-a> = 4 4
=243
AT VItTg

Vi=lats



2. Das urspriingliche Tetraeder hat das Vo-
3

lumen V, = % V2. Jede der vier abgetrenn-

ten Pyramiden ist ebenfalls ein regulires

Tetraeder mit der Kantenlinge g, also mit

51 Ve
Daher betriigt das Volumen des Restkorpers

V=V, - 4V——\/_———

27 12
=2 n{1 =
12‘/—< 27)’

23
v=22 /3.
2% V2

dem Volumen V, =

W 10/12 = 408 Wegenf(x):%(3x—5) gilt
fiir alle z:

/(-4

=3,_2
27 4
Ny 9.1 1 9
Y\_Z=_ 2Y—-5|-2
f(z+2) > 2[3(z+2) ] 2
15,7193, 2
T2 21 2 27 &4

W 10/12 a 409 1. Wie aus der Figur er-
sichtlich ist, ist der Restkdrper von sechs
Quadraten mit der Seitenlinge x und acht
gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenldnge x
begrenzt, wobei

2 g2 g2 ,
=232 2 aiso x=§\/§ gilt.

474 2
Daher betrigt der Oberflicheninhalt des Rest-
korpers

A=6x? +—\/_ 2x2(3+./3)

- 2.%(3 +3)=a*(3 +./3) = 4,7324%

D 5 ¢
H F
a
2

-
A £ ¢ 8

2 Jede der acht abgetrennten Pyramiden hat
als Grundfliche ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck mit der Linge der Kathete

g und der Linge der Hohe ‘—21. Das Volumen

jeder Pyramide betrigt daher

11 [a\* 4
Vl—3'§'<§)—ﬁ-

Daher betrigt das Volumen des Restkdrpers
; 8-a _S &

V=a
48 6

_ sina, =sina; sin f; =

Lisung der Aufgabe
von Prof. Dr. rer. nat. habil. M. Miller

A 410 Beweis:

Die Fliche des Dreiecks ABC  sei F,

Die Fliche des Dreiecks A4, A4, sei F,,

Die Fliche des Dreiecks BB, B, sei Fy,

Die Fliche des Dreiecks CC,C, sei F..

Es gelten nun folgende Winkelbeziehungen:
ay=n—a; B,=n—pB; y,=n—y; somit ist
sin f; siny, =sin y.

1 R 1 R
DaF =3 ab-siny =3 be-sina
=1~ca-sinﬂ
2
F =l-bc-sina =1-bc~sina
a2 172
F,,=1-ca~sinﬂ1=l-ca-sinﬂ
2 2
F, =%~ab~sin'y1=§-ab-siny,
ergibt sich: F,=F,=F =F.
A 414
Behilter A: V= 1044000cm® ~ 1 m?
Behilter B: V=2037750cm® =~ 2m?
Behilter C: V= 3045900cm?® ~ 3m?
Behilter S: V= 768000cm?® = 0,75 m?
A 415
Typ: Startmasse je Passagier:
An 10A rund 417 kg
An 24 420 kg
IL 18B 556 kg
IL 18E 501 kg
IL 62 847 kg
Jak 40 517 kg
Tu 104 745 kg
Tu 114 750 kg
Tu 124 643 kg
Tu 134 583 kg
A 416 Ausu=dund U= 1650001'0131:

a) u=3925m, U ~ 42040;
b) u=3297m, U = 50045;
c) u=5495m,U = 30030.

A 417 Auf einer Fahrstrecke von 761 m Lange
hat der Zug auf je 100 m eine Steigung von
1 m zu iiberwinden; der Hohenunterschied
betriigt also 7,61 m.

Rechte Tafel: Danach fillt die Fahrstrecke
auf einer Linge von 386 m und zwar je 333 m
um 1 m; das Gefille betrigt also 1,16 m¥
Der Héhenunterschied der Gesamtstrecke
(1147 m) betrigt damit 6,45 m.

Mitarbeiter gesucht

Liebe junge Freunde!

alpha erwartet von euch: Berichte iiber die
Arbeit in den AGs, iiber Lehrmittelselbstbau,
Fach- bzw. Jahresarbeiten, AG-Pline, Ma-
thematik-Wettbewerbe, Beitrige {iber lustige
Begebenheiten aus dem Mathematikunter-
richt, Bilder, Rétsel u. 4.

Losungen zu alpha-heiter

Vater Pfiffig
6 60 15 1.

0,8 8 2 2’
mehr 7,50 M Taschengeld.

; Knobel erhilt nun-

Riitsel zu Mengenlehre

M, = {m,a, t helik}
M,={t,hema,ik}
THEMATIK

aldjahr w’almokabala
A Die beiden Zahlen sind 8 und 2.

. 1 1
W . —; Gerste —
A eizen 3 ¢ F

Painter’s Puzzle

A full tin weighs 81b.. 6 Ib. of paint and 2 Ib.
for the tin. (1 engl. Pfund = 453,6 g)

Zahlenriitsel — einmal anders

Umfassende Losung siehe Heft 6/69

Rohrbruch

Hahn 3 muB geschlossen werden.

Erst iibersetzen, dann nachdenken!

2543 + 1253 =4126

Zusammenhiinge finden!

Einermenge, Dualsystem, Trinom, Quadrat,
Fiinfertip, Sextett, September, Oktaeder,
Neuneck

Wer schoB die 12? (6/68)

Kriimel:
Flax:
Kriimel:
Flax:

9,9,12,10,8
5,11,10,7,7 }
10,9,10,11,8

5,9,12,7,7 }

Auch so ist es richtig, meinen Rita Jeske,
Lauta, und Dr. E. Kliemand nebst Sohn,
Berlin

Kryptarithmetik (6/68)
Es muB auf Seite 183 rechts unten richtig
heiBen in Problem 1: A BCB

Dr. Kliemand, Berlin
Without a Word
Gentlemen, in alpha No. 6/68 on page 182

ycu used a wrong term for the sign + and
for the German translation ,,geteilt durch*.

"The right term is ,,divided by*. Nevertheless

I have enjojed alpha.
Yours truly Uwe Unruh, Zansibar
( Teacher of maths from GDR)
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Wir stellen ein Zahlenritsel auf

Mit dem Beitrag ,,Wir losen ein Zahlen-
ratsel“ von Th. Scholl aus alpha 3/68 als
Anleitung haben wir sicher schon manches
Zahlenriitsel wie das als Vignette abgedruckte
geldst. Zu diesem lautet die Losung:

1368 : 24 = 57
f— . +
168 + 39 =207

1200 — 936 = 264

Da laufend in Illustrierten derartige Zahlen-
riitsel veroffentlicht werden, wollen wir uns
iiberlegen, wie ein solches Zahlenritsel ent-
worfen wird. Zu diesem Zweck ersetzen wir
zunichst die Zahlen des angegebenen Rit-
sels durch Variabler, s, t,u, v, w, x, yund z:

A B C
I r :s=1t
(1) 11

+
u+ov=w
I z

x —-y=

Zusitzlich sind wiederum wie im Artikel
,Wir lésen ein Zahlenriitsel“ die in den Zeilen
und Spalten stehenden Gleichungen mit I, 11
und III bzw. mit 4, B und C bezeichnet
worden.

Durch Vergleich mit anderen in Illustrierten
abgedruckten Zahlenritseln stellen wir fest,
daB eine Reihe dieser vom gleichen eben aul-
geschriebenen Grundtyp (1) sind. Wir ver-
muten deshalb, daB es viele Zahlenritsel vom
Typ (1) gibt.

Um weitere Zahlenritsel mit Grundschema
(1) zu erhalten, suchen wir Bedingungen auf,
denen jede Losung der in diesem Schema
enthaltenen sechs Gleichungen geniigen muB:
Durch Multiplikation beider Seiten der Glei-
chung I mit s folgt

(o) r=s-t.

Durch Vertauschen der rechten und linken
Seiten der Gleichung I1 und B ergibt sich

[1:3) w=u+v und

®» y=so

Nunmehr setzen wir die erhaltenen Bedin-
gungen (a), (§) und (y) in das Schema (1) ein:

A C
s): s = ¢
pu— . +
2 u + v =(@u+v)
I x —-(¢s-v)y= =z
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Bei dieser notwendigen Wahl von r, y und w
sind die mit I, II und B bezeichneten Glei-
chungen stets wahr. Deshalb sind diese drei
Symbole am Rande des Schemas (2) nicht
mehr notiert worden. Durch Vertauschen
der Seiten der Gleichung C des Schemas (2)

ergibt sich:
) =t+u+tv
Durch Einsetzen von () in (2) folgt:
A
(s't): s = t
- . +
(3) U + v = @ty
Il x —(s'v)=(@+u+v)

Nunmehr stellen wir die Gleichung III des
Schemas (3) nach x um:
x—sv=t+u+v
(e) x=t+u+v+sv
Weiterhin wird (g) in (3) eingesetzt:

[+sv

A
(s-1) s = t
4) u + v = (y+v)

(t+u+otsv)— (s v) = (EFu+v)

Durch diesen Auflésungs- und Einsetzungs-
prozeB ist es uns gelungen, die Zahl der
Variablen im Schema (1) schrittweise zu ver-
kleinern. Dariiber hinaus sind im Schema (4)
finf der sechs enthaltenen Gleichungen bei
jeder Belegung mit natiirlichen Zahlen der
noch enthaltenen Variablen s, ¢, u und v mit
natiirlichen Zahlen von selbst erfiillt. Ledig-
lich die Gleichung A des Schemas (4) stellt
noch eine zu realisierende Bedingung dar. Zu
diesem Zweck stellen wir diese Gleichung
schrittweise nach u um:

s-t—u=t+utv+sv | +u

st =C+v)+2u+s-v| —(t+v)—s-v
s t—(t+v)—s-p=2u | (Vertauschen
der Seiten)
2u=s-t—s-v—(t+v) |(Anwenden
des Distribu-
tionsgesetzes)
2u=s(t=v)—(t+0) |:2

Ou =s-(t—v)—(t+v)
2

Wird die Variable u gemiB () gewihlt, so ist

auch die Gleichung A des Schemas (4) bei

jeder Belegung der Variablen s, t und v mit

natiirlichen Zahlen erfiillt. Denn wir kénnen

auch riickwirts aus der Gleichung ({) durch
Umformen zur Gleichung A des Schemas (4)
gelangen.

Unserem bisherigen Vorgehen entsprechend
miiBten wir noch ({) in (4) einsetzen. Das so
entstehende Schema wiirde nur noch die
Variablen s, t und v enthalten. Bei jeder
Belegung der Variablen s, ¢ und v mit natiir-
lichen Zahlen wiiren alle sechs in ihm enthal-
tenen Gleichungen stets wahre Aussagen.
Weil jedoch der Term (eindeutiger, Variable
enthaltender Rechenausdruck), mach dem
gemiB () die Variable u zu ersetzen ist, relativ
kompliziert ist und da auBerdem die Variable
u mehrfach (viermal) im Schema (4) vor-
kommt, verzichten wir aul das FEinsetzen.
Statt dessen werden wir mit der Gleichung ({)
und dem Schema (4) arbeiten miissen.

Vorher ist allerdings zur Gleichung ({) noch
eine wichtige Bemerkung zu machen: Nicht
bei jeder Belegung der Variablen s, ¢t und v
mit natiirlichen Zahlen wird die gemiB ()
berechnete Zahl u auch eine natiirliche Zahl
sein.

Auf Grund unserer Uberlegung gilt folgende
Aussage:

Lchrsatz: Jede Belegung der Variablen s, 1 und
v 1nit natiirlichen Zabhlen, fir die

& (t—v)— (¢ + v)eine gerade natiirliche Zahl
ergibt, fiihrt zu einer Losung des Systemns (1):
Zuniichst wird durch Einsetzen der entspre-
chenden natiirlichen Zahlen in ({) die zugeord-
ncte natiirliche Zahl v berechnet und anschlic-
flend werden die jetzt insgesamt den Variablen
s, ¢, 1 und v zugeordneten natiirlichen Zahlen
in (4) eingesetzt und damit wird jeweils eine
Losung des Systers (1) erhalten.

Eine Losung des Systems (1) wollen wir be-
rechnen: Wir setzen s=7, t=29 und v=11.
Bei dieser Belegung ist die notwendige Bedin-

gung erfiillt:

s (=v)—(@+w)=T7-(29-11)—-(29+11)
=7-18-40
=126—40
=86

GemiB () berechnen wir nunmehr zunédchst u:
st —o)—(t+0v) 86
=2 7 VT I-""=4
u 3 2 3



Danach werden fiir s, ¢, u und v die entspre-
chenden natiirlichen Zahlen in (4) eingesetzt:

(1-29) 7 = 29
©) - . +
43 + 11 = @3+11)

(29+43+11+7-11)=(7- 11)=(29+43 + 11)

Durch Ausrechnen der in Klammern stehen-
den Rechenausdriicke erhalten wir:

203 : 7=29
— . 3
©) 43 +11=54
160 — 77 = 83

Um ein Zahlenritsel zu erhalten, miissen wir
lediglich das System (6) noch verschliisseln.
Diesmal wihlen wir den Schliissel:

0l7|2]3]|4|5]6]7]8]9
Gl MISINPHENEIN
Damit ergibt sich das folgende Zahlenritsel,

das wir bei nichster Gelegenheit unseren
Freunden zum L&sen vorlegen werden:

mEg m = OS
= = +
NEH + A = RN
DEE - Om = B8

Auf Grund von Uberlegungen wissen wir, daB
das Zahlenriitsel (7) mindestens eine Losung
hat. Durch Aufl6sen dieses Zahlenritsels be-
stdtigt man leicht, daB es auch nur diese eine
uns bekannte Losung besitzt.

Diefolgenden Aufgaben 16sen wir selbstindig:

A 1. Aufgabe: Stelle ein weiteres Zahlen-
ritsel vom Typ (1) auf!

A 2. Aufgabe: Welchen Bedingungen miis-
sen die natiirlichen Zahlen s, ¢ und v geniigen,
damit s- (t—v)—(t +v) eine gerade natiirliche
Zahl ist?

Natiirlich lassen sich auch Zahlenritsel mit
anderem Grundschema als (1) bilden.

A 3. Aufgabe: Bestimme natiirliche Zahlen
a, b, c,d, e, fund g so, daB sie den im folgenden
Schema enthaltenen fiinf Gleichungen ge-
niigen!

Stelle hieraus durch Verschliisselung ein Zah-
lenratsel auf!

Diese Ausfiihrungen veranlassen sicher einige
von uns, sich andere Grundschemata auszu-
denken und zu priifen, ob zu diesen Losungen

und damit durch Verschliisseln auch Zahlen-
ritsel gehdren. Zwei Vorschlige fiir an-
spruchsvolle Leser seien hierzu noch unter-
breitet: Ein Teil der im Schema enthaltenen
Gleichungen kénnte vier natiirliche Zahlen
enthalten wie eine Gleichung der Form
a+b=c-d. SchlieBlich konnten auch teil-

weise gebrochene Zahlen im Zahlenriitsel zu- -

gelassen sein. Z. B. kann eine gebrochene Zahl
in verschliisselter Form das folgende Aus-
sehen haben:

X

il
Wir wiinschen euch beim Knobeln viel Erfolg!
alpha ist bereit, dic besten Produkte zu ver-
Offentlichen. Die Bedingung hierfiir lautet:
Die neu entworfenen Zahlenriitsel diirfen
nicht zu leicht sein, andererseits jedoch auch
nicht zu kompliziert. AuBerdem freut sich die
Redaktion sehr, wenn kiinftighin alpha-Leser
die Illustrierten und die Wochenendausgaben
der Tageszeitungen mit Zahlenriitseln ver-

sorgen.
W. Trdager

iI||I|liI gratuliert

31 Schiiler, die im alpha-Wettbewerb 1967,
bzw. 1968 erfolgreich abschnitten (siche alpha
2/68, 2/69), nahmen an der .DDR-Olympiade
teil. Wir gratulieren recht herzlich und wiin-
schen weiterhin Erfolg.

Stellvertretend fiir sie stellt die Redaktion
alpha vor:

Hans-Dietrich Gronau, Klasse 12
Friedrich-Engels-OS, Neubrandenburg

2. Preis,

DDR-Olympiade, Kandidat zur XI. IMO

Jirgen Schefter, Klasse 9

EOS Elsterwerda

2. Preis,

DDR-Olympiade, Kandidat zur XI. IMO

Pawel Kroger, Klasse 4

Rumjanzew-Oberschule, Leipzig

2. Preis (in Klassenstufe 10), DDR-Olympiade jiingster Teilnehmer der DDR-Olympiade

<0

Albrecht HeB, Klasse 7
Oberschule Dresden-Siid,
neben Pawel Kroger
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Pioniere des il||l|lil -Wettbewerbs

Vor einem Jahr, am 3. April 1968, riefen die
Abteilung Volksbildung beim Rat des Kreises
Schmalkalden und die Fachkommission Ma-
thematik zur Verbesserung der auBerunter-
richtlichen Arbeit auf mathematischem Ge-
biet auf. Alle Schiiler der Klassen 5 bis 10, die
im Fach Mathematik die Noten 1 oder 2
hatten oder erreichen wollten, wurden ange-
sprochen, sich regelmiBig am Schiilerwett-
bewerb der mathematischen Zeitschrift alpha
zu beteiligen. Als Ansporn setzte die Abtei-
lung Volksbildung fiir dic fleiBigsten und
besten Einsender sowie . fiir die aktivsten
Klassen, Lehrer und Schulen Preise und
Primien aus. Den Leitern der Fachzirkel fiir
Mathematik und den Schulen wurde empfoh-
len, die Einsendung aller Losungen der Schule
gemeinsam vorzunchmen. Der Aufruf der
Abteilung Volksbildung und der Fachkom-

ten und forderten die Tatigkeit der Schiler.
Der Aufschwung machte sich auch sehr bald
bei der Redaktion der Zeitschrift alpha be-
merkbar. Ein im September 1968 in unserer
Kreisstadt durchgefiihrtes Schiilerforum der
Redaktion alpha, geleitet von ihrem Chef-
redakteur, dem Verdienten Lehrer des Volkes,
Studienrat J. Lehmann, wurde zu einem Hohe-
punkt der auBerunterrichtlichen Tatigkeit
und zum Ansporn noch intensiverer mathe-
matischer Betitigung unserer aktiven Teil-
nehmer des alpha-Wettbewerbs.

Als der alpha-Wettbewerb des Jahres 1968,
der zweite Wettbewerb der noch jungen
mathematischen Schiilerzeitschrift, zu Ende
ging, konnte unser Kreis eine gute Bilanz
ziehen.. Rund 1600 Antwortkarten wurden
an. die Redaktion weitergeleitet, fast das
Siebenfache aller Losungen unseres gesamten

Feier anliBlich der Uberreichung der alpha-Urkunden in Schmalkalden

oy i N e

mission Mathematik fand sehr bald ein
erfreuliches Echo. Die Zahl der Einsendungen
zum Wettbewerb ibertraf die Erwartungen.
An verschiedenen Schulen begannen wieder
feste Zirkel und Arbeitsgemeinschaften fiir
Mathematik zu arbeiten. Viele Lehrer lenk-
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Bezirkes Suhl im ersten Wettbewerbsjahr der
alpha. Einen hervorragenden Anteil mit Gber
550 richtigen Losungen hatte die Oberschule
Steinbach- Hallenberg, die schon im vergange-
pen Jahr wegen ihrer guten auBerunterricht-
lichen mathematischen Arbeit in der Zeit-

schrift alpha genannt worden war. Aber auch
die Oberschule Mittelstille, eine kleine Schule,
erzielte ein sehr erfreuliches Ergebnis.

Am 3. April 1969, genau ein Jahr nach dem
Aufruf, hatte nun die Abteilung Volksbildung
die 20 besten Teilnehmer des Wettbewerbs
(Schiiler mit 11 und mehr "Antwortkarten)
sowie Lehrer, die besonders aktiv die Durch-
fihrung des alpha-Wettbewerbs unterstitzt
hatten, zu einem Empfang in die Kreisstadt
geladen. Der Vertreter der Abteilung Volks-
bildung und der Fachberater fir Mathematik
wiirdigten die groBen Anstrengungen der
aktiven und besten alpha-Wettbewerbsteil-
nehmer und Lehrer, begliickwinschten sie zu
ihren Erfolgen und hoben die groBe Bedeu-
tung guter mathematischer Kenntnisse und
Fertigkeiten fiir unsere sozialistische Volks-
wirtschaft hervor. Im Auftrage des Chef-
redakteurs von alpha iiberreichte der Fach-
berater fir Mathematik, Oberlehrer Gehb,
den Aktiven die Anerkennungsurkunden der
Redaktion und im Auftrage der Abteilung
Volksbildung Biicher mit vorwiegend mathe-
matischem Inhalt. Erfolgreichster Teilneh-
mer des Wettbewerbs war der Schiller Eber-
hard Manske von der Oberschule Steinbach-
Hallenberg mit 19 Antwortkarten. Die ge-
ladenen Mathematiklehrer erhielten als An-
erkennung , Eingefangenes Unendlich* von
Franz von Krbek. Bei Kaffee und Kuchen
fihrten Schiiler und Lehrer ecinen regen
Erfahrungsaustausch. Einer der Teilnehmer
des alpha-Wettbewerbs erfreute Schiiler und
Lehrer mit mancherlei Kunststiicken, bei
denen ein Anliegen der Mathematik, griind-
lich und exakt zu denken und zu arbeiten,
besonders sichtbar wurde.

Die Abteilung Volksbildung beim Rat des
Kreises Schmalkalden wird auch den neuen
Wettbewerb der mathematischen Schiler-
zeitschrift alpha aktiv unterstiitzen und die
besten Teilnehmer und Arbeitsgemeinschaf-
ten mit Fachlehrern wiederum ehren und
pramiieren.

Erwin Manske
im Auftrag der Fachkommission
Mathematik, Schmalkalden



Rund um die Mathematik
Gorke/llgner/Lorenz/Pietzsch/Rehm

Der Kinderbuchverlag 1969

160 S., zahireiche Abb. und Bilder, 9,80 M

Nr. 34 der Mathematischen Schiilerbiicherei
(abKl. 5)

Endlich ist ein Buch fiir unsere jingsten
alpha-Leser da! .

Aus der groBen Zahl! von interessanten Pro-

blemen haben wir zwei herausgegriffen:
Susi feiert ihren dreizehnten Geburtstag und

hat dazu noch vier Freundinnen eingeladen:
Inge, Helga, Karin und Dagmar. Beim Kaf-
feetrinken scherzt man miteinander:

(1) Susi: , Komm du erst mal in meine Jahre,
Karin!*“~__

(2) Inge: ,,Gib doch nicht so an, Susi. Auch
wenn du heute Geburtstag hast, fehlen dir
immer noch einige Wochen bis zu mir, genau
soviel wie mir bis zu Dagmar.“ ' '
(3) Karin; ,Ich finde, du kannst eigentlich
gar nicht mitreden, Helga. Bei euch ist
Mathematik doch noch ein Kinderspiel.*

(4) Helga: ,,Haha, wenn Inge das gesagt
hatte, aber du?*

Wir wollen einmal probieren, ob wir aus
diesen vier Sitzen die Madchen nach ihrem
Alter ordnen konnen.

‘Sa‘z des Pythagoras:

In jedem rechi‘w:hkligen Dreieck ist die Summe
der Flicheninhalte der Quadrate iber den

beiden Katheten gleich dem Flacheninhalt

des Quadrates iiber der Hypotenuse.

Wererkennt diesen Satz nicht? Wer aber weil3,
daB Mathematiker herausgefunden haben,
daB ein derartiger Satz auch dann noch gilt,
wenn {iber den Katheten und der Hypotenuse
regelmiBige Sechsecke, beliebige — aller-
dings regelmiBige — Vielecke, Halbkreise
oder sogar ganz beliebige, unregelmiBige
Vielecke- — sofern diese nur alle die gleiche
auBere Form haben — errichtet werden?

/njedem Fakte gl” /41 'Az - AJ

Brockhass abc
Naturwissenschaft und Technik
VEB F.A. Brockhaus Verlag, Leipzig, 1969

in zwei Banden 28,00 M

abKL 5

Die neue, auf zwei Bande erweiterte Auflage
des bewidhrten Nachschlagewerkes enthilt

aufrund 1200 Seiten etwa 16 000 Stichworter, '

die erganzt werden durch 1400 erlauternde
Abbildungen im Text und auf 56 teils farbigen
Kunstdrucktafeln, einer Vielzahl von Tabe!-
len, Schemata und graphischen Darstellungen
sowie zahlreichen Literaturangaben. Das
Werk ist ein modernes Informations- und
Arbeitsmittel, weitgehend allgemeinverstind-
lich fiir den mathematisch/naturwissenschaft-
lich interessierten Leser, hinreichend infor-
mativ fir den wissenschaftlich tatigen Fach-
mann zur Orientierung auf fernerliegende
Spezialgebiete.

Punkt 1) cin Grundelement der Geometrie;
ein geometrisches Gebilde mit einer bestimm-
ten Lage, aber ohne Ausdehnung (von der
Dimension Null). Als P. ¢ bezeichnet man
auch die Elemente einer Menge, die den
Axiomen eines gewissen Raumes geniigen

Rbhombus, Raute, ein Parallelogramm mit
vier gleichlangen Seiten. Die beiden Diago-
nalen sind zugleich Winkelhalbierende. Sie
stehen aufeinander senkrecht und halbieren
einander. '

U=4a,

A=a-h

Die optimale L
Gilde/Altrichter
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin 1968

207 Seiten, iiber 100 Zeichnungen, 6,80 M
(ab KL.8)

Rechenautomaten 16sen komplizierte Rech-
nungen in Sekunden, Minuten oder Stunden.
Jedoch dauert die Vorbereitung fiir diese
kurzen Rechenzeiten, also das Aufstellen des
Programms, Wochen, Monate oder Jahre.
Selbst wenn man davon absieht, daB elektro-
nische Rechner nur in einer beschrinkten
Zahl zur Verfugung stehen, kann man mit
ihnen immer nur Aufgaben 16sen, die pro-
grammiert sind.

In der Industrie werden tiglich Entscheidun-
gen gefillt, die kurzfristig beschlossen werden
miissen. Wir stehen nun vor der iberraschen-
den Tatsache, daB wir zur Erleichterung der
Handarbeit und ihrer L&sung raffinierte
Maschinen aufstellen, aber fur die Erleich-
terung und Verbesserung vieler geistiger
Arbeit ist bisher wenig getan worden. Das
Buch soll deshalb dazu anregen, sich mit
einfachen mathematischen Methoden zu be-
fassen, die den Weg zur optimalen Losung
wichtiger Aufgaben besser und schneller zu
finden ermdglichen.

,.Na, kommt denn nun noch ein Stein drauf,
oder nicht?"

Anleitung znm Lisen

physikalischer Aufgaben

KieBling/K érner

VEB Fachbuchverlag Leipzig 1968

128 Seiten, 56 Bilder, 1 Beilage, 5, 00 M

(ab KI. 8)

Der Wert physikalischer Kenntnisse erweist
sich erst dann, wenn der Leser imstande ist,
physikalische Probleme  in. mathematische

Form zu kleiden und auf dieser Grundlage
numerisch auszuwerten. Der Leser wird

angeleitet, ein Problem in einzelne Denk-
schritte aufzugliedern, beginnend bei der
Ordnung der gegebenen GroBen diber den
Ansatz bis zur Losung und Kritik. Durch
volldurchgerechnete Beispiele wird dem Leser
die Durchfithrung deutlich vor Augen gestellt.



108 Berlin
Neustidtische KirchstraBe 15

Rogalski

Schiilersport —
Fullball

160 Seiten einschlieBlich Abbildungen;

L 7N, Pappband;

NEU IM SPORTVERLAG

,,FuBball* — erschienen in der Reihe Schiilersport — ist ein
Sportfachbuch fur Schiiler von 10 bis 18 Jahren, mit dessen
Hilfe sie die einzelnen Techniken und grundlegendsten
taktischen Verhaltensweisen weitgehend selbstindig erlernen
kénnen. Das Arbeiten mit diesem Buch erfordert von den
Schiilern nicht nur mechanisches Durchfiihren der genannten
Ubungen, vielmehr werden sie angeregt, ihre Fehler selbst
zu erkennen, sie mit Hilfe der entsprechenden Ubungen

90-720m

1 o=} strostegounnt e
} ~- Strafraumn

5,70 Mark zu beseitigen und sich weitere Ubungsformen auszudenken.
FuBballregeln, Tabellen fiir die Leistungsentwicklung sowie
Ubungsformen und Bedingungen fiir das FuBballtechnik-
abzeichen vervollstindigen das Buch.
Forlinie for e 1250m y Leklame ]
d 732m 350m 9
. AT . I Wubltest Du schon?
S
Strafstobmarte | @'
Slrofraumn 315m i
i
= Das Ballgewicht betriagt 396 bis 453 g, der Ballumfang
% 68 bis 71 cm. Die Mindestantrittstirke beim FuBball:
$ tspieler : Snielbeginn : Di ... ; i
GroBfeld 3 8 Mitspieler; Spi lbeglm.l Die Kapitine beider Mann
schaften losen um Seitenwahl oder AnstoB8! Das
Spiel beginnt nicht mit dem Anpfiff, sondern mit dem
giiltigen AnstoB! D. h,, der Ball ist erst im Spiel, wenn
\ Mittelfahne 150mhody 3 . er den Weg seines Umfanges, niimlich 70 cm, zuriick-
L i /A gelegt hat. Der giiltige AnstoB verlangt:
1. Jeder Spieler der anstoBenden Mannschaft muB3
Kleinfeld sich in seiner eigenen Spielhilfte befinden.

o 7m

0m

2:3m

b
| ¢5-90m

2. Jeder Spieler der nicht anstoBenden Mannschaft
muB 9,15 m vom Ball entfernt bleiben.

3. Der Ball muBl nach vorn gestoBen werden.

4. Der anstoBende Spieler darf den Ball nicht ein
Zweites Mal spielen.

5. Der zweite Spieler darf den Ball erst spielen, nach-
dem er eine Strecke von 70 cm zuriickgelegt hat.

6. Der Gegner darf erst in das Spiel eingreifen, wenn
der Ball den Weg von 70 cm zuriickgelegt hat.
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An die Leser der Zeitschrift ,,alpha‘“

Liebe junge Freunde!

Ich glaube nicht, daB es notwendig ist, Sie davon zu
iiberzeugen, sich mit Mathematik zu beschiftigen. Da
Sie Leser dieser Zeitschrift sind, bedeutet das, daB Sie
zur groBen Familie der Mathematiker der ganzen
Welt gehéren. Und wer ihr mal angehért, der bleibt
ihr auch treu.

Weshalb sollten aber wir Menschen, die der wunder-
schonen Dame Mathematik ergeben sind (die Mathe-
matik ist iibrigens nicht nur im Deutschen, sondern
auch im Russischen weiblichen Geschlechtes), in
dieser ausgezeichneten Zeitschrift nicht auch dariiber
sprechen, was wir schitzen und lieben? Das konnte
wie ein Toast am Festtisch der Wissenschaft klingen.
Die Mathematik gehort nicht irgendeinem Volk,
sondern ist wahrhaftig international. Es gibt kein
Land, das mit ihr nicht Freundschaft hielte, das ihre
Schitze nicht mehrte und rithmte.

Mit ihrer Hilfe dringen wir in die jahrhundertealten
Ritsel der Zahlen ein, erforschen wir die verborgen-
sten Geheimnisse des Raumes, bezwingen wir die
Zufilligkeit und werden zu Herren der Unendlich-
keit. Ohne sie konnten wir weder in die Tiefen des
Weltraums noch in das Innere des Atoms eindringen.
Sie ist aber keineswegs eine Aristokratin mit weiBen,
gepflegten Hianden. Sie scheut auch nicht die gewohn-
liche Alltagsarbeit. Tag fiir Tag arbeitet sie aufopfe-
rungsvoll mit uns zusammen in den Konstruktions-
und Kalkulationsbiiros, in Betriecben und Amtern.
Wie eine besorgte und liebende Mutter entwickelt
die Mathematik in uns unsere geistigen Fihigkeiten,
erzieht den Charakter, lehrt geduldig geregelte Arbeit,
Selbstiiberpriifung und Selbstkritik.

Manchmal kann man horen, die Beschiftigung mit
der Mathematik wirke sich nur auf den Geist aus,
wihrend Gefiithle und Herz unberiihrt bleiben. Die
wahre Wissenschaft ist doch aber ein ewiges Suchen
fiir die bessere Zukunft der Menschheit, ein Suchen,
das eine riesige Beharrlichkeit, heroische Arbeit und
Energie erfordert. Hinter den kargen Zeilen der wissen-
schaftlichen Gesetze, Formeln und Theoreme ver-
bergen sich grenzenloser Mut, Liebe zu den Menschen

und zur Heimat sowie Opferfreudigkeit aller jener,
die sich der Wissenschaft widmen!

Ich begriiBe Sie, die junge Generation des neuen
Deutschlands, zum ruhmreichen Jubilium ihrer Hei-
mat, zum 20. Geburtstag der Deutschen Demokra-
tischen Republik.

Alexej Markuschewitsch
Vizeprdsident der Akademie
der Pddagogischen Wissenschaften,
Professor am Lehrstuhl fiir Theorie
der Funktionen und Funktionalanalyse
der Moskauer Universitdt
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Wir stellen vor:

Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert

Wenn man im 20. Jahr der Deutschen Demokrati-
schen Republik eine Liste der Namen von jungen und
erfolgreichen Wissenschaftlern und Hochschulleh-
rern unseres Staates zusammenstellt, dann darf in
dieser Liste der Name Frieder Kuhnert nicht fehlen.
Wer ist dieser Wissenschaftler, der bereits internatio-
nal einen Namen hat? Wie wurde er Mathematiker?
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Auf welchem Gebiet arbeitet er? Was hat er den Lesern
der Zeitschrift alpha zu sagen?

Prof. Dr. rer. nat. habil. Kuhnert ist heute Direktor der
Sektion Mathematik und Dekan der Mathematisch-
Naturwissenschaftlichen Fakultit des Wissenschaft-
lichen Rates der Technischen Hochschule Karl-
Marx-Stadt. Er ist ein fiihrender Mann sowohl auf
gesellschaftlichem als auch auf wissenschaftlichem
Gebiet an der TH. Als Hochschullehrer hat er groen
Anteil an der Durchsetzung der dritten Hochschul-
reform an der Hochschule. Die Angehorigen des
Lehrkorpers und die Studenten der Sektion Mathe-
matik schitzen ihn als Genossen, Leiter und Wissen-'
schaftler. ’

1938 wurde er auf dem Lande geboren. Sein Vater
ist im Krieg gefallen. Er war Landwirt, spiter Metall-
arbeiter. Seine Mutter war Biiroangestellte, In_der
Schulzeit fiihlte sich Frieder K. zur Physik, zur Chemie
und zur Mathematik hingezogen. Er war trotz seiner
Begabung nicht Musterschiiler, sondern ein ,,Nor-
malentwickler“. Bereits in der Schulzeit allerdings
bildete sich eine wichtige Fahigkeit heraus: den Blick
fiir das wesentliche zu schirfen und sich auf die Losung
von Hauptaufgaben zu konzentrieren.

Nach AbschluB der Erweiterten Oberschule wurde er
1956 zum Studium ins Ausland delegiert. Seine
wissenschaftliche Laufbahn begann mit einem fiinf-
jahrigen Mathematikstudium an der Mathematisch-
Mechanischen Fakultit der Leningrader Universitit.
Bei Prof. Dr. Gawurin, einem bekannten Mathema-
tiker, schloB er 1961 das Studium mit dem Diplom
ab. In seiner Diplomarbeit beschiftigte er sich mit
einem Problem der Numerischen Mathematik, nim-
lich mit Naherungsverfahren beim Matrizeneigen-
wertproblem.

Nach einjéhriger Titigkeit als wissenschaftlicher As-
sistent am Institut fiir Maschinelle Rechentechnik der
TU Dresden kehrte er nach Leningrad zuriick und
wurde Aspirant bei Prof. Gawurin. Diesen Abschnitt
seiner wissenschaftlichen Entwicklung schloB er 1965
ab. Er promovierte zum Dr. rer. nat. Das Thema
seiner Dissertation lautete: ,,Uber Fragen der Metri-
sierung in der Menge der Einheitszerlegungen*‘.



Dr. rer. nat. Kuhnert kehrte anschlieBend in die DDR
zuriick und nahm die Titigkeit als wissenschaftlicher
Oberassistent und spiter als Dozent am Institut fiir
Mathematik an der TH Karl-Marx-Stadt auf. Bereits
ein Jahr spiter, im Jahre 1966, habilitierte er iiber das
Thema ,,Zur Berechnung isolierter Eigenwerte abge-
schlossener Operatoren durch Pseudostdriteration.
Im Sommer 1967 wurde Dr. rer. nat. habil. Kuhnert
Direktor des Mathematischen Instituts der TH, im
September 1967 wurde er zum Professor berufen.
Als Direktor der Sektion Mathematik hat Prof~
Kuhnert eine wichtige und verantwortungsvolle Eunk-
tion. Bei der weiteren Durchfiihrung der dritteA Hoch-
schulreform, insbesondere bei der Entwicklung der
Forschung, der Zusammenarbeit mit Industriebe-
trieben, der weiteren Verbesserung der Erziehung
und Ausbildung und der Entwicklung des wissen-
schaftlich-produktiven Studiums, hat die Sektion
Mathematik grof8e Aufgaben zu erfiillen.

Vielfiltige gesellschaftliche Aufgaben und Pflichten
sind zu erfiillen. Prof. Kuhnert ist Mitglied des Vor-
standes der Mathematischen Gesellschaft der DDR,
Mitglied des Forschungsrates der DDR und Vor-
sitzender des Rates der Sektion Mathematik an der
TH, um nur einiges anzufiihren.

Neben dieser gesellschaftlichen Tatigkeit und der
Tatigkeit als Leiter einer Schwerpunktsektion be-
schéftigt sich Prof. Kuhnert weiter mit der Forschung.
Die wissenschaftlichen Arbeitsgebiete von ihm geho-
ren zur Numerischen Mathematik. In einer Reihe
von wissenschaftlichen Veroffentlichungen und Vor-
trigen beschiftigte er sich bereits mit wichtigen Pro-
blemen der Numerischen Mathematik, so z. B. mit
numerischen Verfahren mit hohem Konvergenzgrad
zur Eigenwertbestimmung, mit der Storungstheorie
der Spektralzerlegung und mit funktionalanalyti-
schen Methoden in der Numerischen Mathematik.
Seine jetzigen Vorhaben ordnen sich ein in den For-

schungskomplex des Lehrbereichs Numerische Mathe-
matik: Stabilitdt numerischer Verfahren.

Einen breiten Raum in der Arbeit Prof. Kuhnerts
nimmt seine Tatigkeit als Hochschullehrer ein. Beson-
deres Augenmerk legt er auf die Erzichung der Stu-
denten zu sozialistischen Personlichkeiten und Fach-
leuten, auf die Entwicklung des wissenschaftlich-
produktiven Studiums, auf die Forderung des Nach-
wuchses und auf die Entwicklung der gesellschaft-
lichen Arbeit in der Sektion. Er hilt einen engen
Kontakt zu den Studenten und, soweit es seine Zeit
erlaubt, auch bereits Kontakt z den angehenden

Studenten.
J. Gronitz

Als junger Wissenschaftler wendet sich Prof. Dr.
F. Kuhnert heute an die jungen Mathematiker, die die
Zeitschrift alpha lesen:

.»Die Einwohner unserer Republik bereiten Geschenke
vor, die sie auf den Gabentisch zum 20. Geburtstag
unseres Arbeiter-und-Bauern-Staates legen wollen. Euer
Geschenk, liebe Mddel und Jungen, sollte neben anderen
auch die intensive Beschdftigung mit Mathematik und
den naturwissenschaftlichen Fdchern sein. So werdet
Ihr einen wiirdigen Beitrag zur Entwicklung der Wissen-
schaft in unserer Republik leisten.

Wie wiir’s noch mit einer Aufgabe?
A 451 Wir betrachten die Zahlenfolge
1,1,2,3,5,8,13,21,34,. ..
Ist u, das n-te Glied dieser Folge, so gilt

Uy =Upy_y + U,_,, n=273,4,.
d. h. jedes Folgenglied ergibt sich als Summe der
beiden unmittelbaren Vorginger. Diese Folge nennt
man Fibonaccische Folge, ihre Glieder die Fibo-
naccischen Zahlen. Ihr sollt nun zeigen, daB die Formel

. %{C P ) ) (1 5 )} el

Zur Anleitung und Hilfestellung mochte ich Euch
das Buch von A. A. Kolosow ,Kreuz und quer durch
die Mathematik‘ vom Verlag Volk und Wissen (1963)
empfehlen, in dem Ihr weitere Anregungen — auch
zu anderen Fragen — erhaltet.*

99



Bukarest 1969

Aufgaben

1. Es ist zu beweisen, daB es unendlich viele natiir-
liche Zahlen a mit folgender Eigenschaft gibt:

Die Zahl z = n* + a ist fiir keine natiirliche Zahl n
eine Primzahl. (DDR, 5 Punkte)

2. Es seien q,, a,, ..
reelle Variable und

F(x) =cos(a, +x) +% cos(a,+x)

+ % cos (a,+x) + ... + % cos (a,+x).

Man beweise: Aus f(x,) = f(x,) = 0 folgt

x, — x; = mm, wobei m eine ganze Zah] ist. (Unga-
rische VR, 7 Punkte)

3. Fiirjedesk = 1, 2, 3, 4, 5 bestimme man die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen, die eine
positive reelle Zahl g erfiillen muB, damit ein Tetraeder
existiert, bei dem k Kanten die Lange a und die iibrigen
6 — k Kanten die Lange 1 haben. (VR Polen, 7 Punkte)

4. Eine Halbkreislinie y ist iiber der Strecke AB
als Durchmesser errichtet. C ist ein Punkt auf vy, der
von A und B verschieden ist. D ist der FuBpunkt
des Lotes von C auf AB. v,, Y,, Y3 sind drei Kreise,
die AB als gemeinsame Tangente haben. Von diesen
Kreisen ist v, der Inkreis des Dreiecks 4BC, wihrend
v, und y, beide die Strecke CD und vy beriihren.
Man beweise, daB die Kreise v,, v, und y; eine zweite
gemeinsame Tangente haben.(Niederlande, 6 Punkte)

5. In einer Ebene sind n Punkte gegeben, wobein > 4
gilt und keine drei dieser Punkte auf einer Geraden
liegen. Es ist zu beweisen, daBl man wenigstens ("73)
konvexe Vierecke finden kann, deren Eckpunkte
unter den gegebenen Punkten vorkommen.
(Mongolische Volksrepublik, 7 Punkte)

6. Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen x;, x,,
Yis Y2 21, Zy mit x; > 0, x, > 0, x;3;, — 7 > 0,
x,y, — z& > 0 die Ungleichung

. 8

(1 + %) 0y + y2) — (21 + 20

1 1

= +

XV —27 XYy — 725

erfullt ist.
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., a, reelle Konstanten, x eine

Man gebe ferner die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens
an.

(UdSSR, 8 Punkte)

Aus der nachfolgenden Ubetsicht ist der Schwierig-
keitsgrad der Aufgaben ersichtlich:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6
5p. 7P. 7P. . 6P. 7P. 8P

mogliche Gesamt-
punktzahl* 560 784 784 672 784 896

erreichte Gesamt-

" punktzahl* 280 486 470 258 466 271
in Prozent 52 62 60 38 59 30
DDR-Mannschaft
in Prozent 95 80 79 73 88 45

* bezogen auf 14 Mannschaften (112 Schiler)




Preise wurden fiir folgende Punktzahlen ver-
geben:

1. Preis 40 Punkte

2. Preis 37 bis 30 Punkte

3. Preis 29 bis 24 Punkte

39 und 38 Punkte erreichte kein Teilnehmer.
Sonderpreise wurden fur die elegante Losung
ciner Aufgabe vergeben.

DDR-Teilnehmer der XI. IMO

Jiirgen Gértner 2. Preis

Betriebsberufsschule des VEB Kombinat
Robotron Radeberg, 3. Lehrjahr

Wolfgang Burmeister 2. Preis

Erweiterte Oberschule Dresden-Siid,
Klasse 10

Andreas Felgenhauer 2. Preis

Spezialklasse fir Mathematik an der
Technischen Hochschule ,,Otto von Guericke",
Magdeburg, Klasse 11

Stefan Heinrich 2. Preis

Spezialklasse fir Mathematik an der
Humboldt-Universitat zu Berlin, Klasse 12

Hans-Dietrich Gronau 3. Preis

Erweiterte Oberschule ,,Friedrich Engels*,
Neubrandenburg, Klasse 12

Jiirgen Schefter 3. Preis

Erweiterte Oberschule ,, Wladimir Komarow*,
Elsterwerda, Klasse 9

Joachim Voigt 3. Preis

Erweiterte Oberschule ,,Heinrich Hertz",
Berlin, Klasse 10

Klaus Neumann 3. Preis

Erweiterte Oberschule ,,Ernst Schneller”,
Meifen, Klasse 12

Jirgen Schefter (DDR), jiingster Teilnehmer
der XI. IMO, nimmt von Akademiemitglied
Gh. C. Moisil seinen 3. Preis entgegen.

Gliickwunsch Margot Honeckers

Der DDR-Volksbildyngsminister, Margot
Honecker, hat der DDR-Mannschaft und
ihrem Delegationsleiter, Dr. Helmut Bausch,
ein Gliickwunschtelegramm iibermittelt, -in
dem es he¢ifit:

»Mit grofier Freude habe ich von dem aus-
gezeichneten .Ergebnis erfahren, das unsere
Schiilermannschaft bei der XI. Internationalen
Mathematik-Olympiade in Bukarest erzielte.
Ich begliickwiinsche die Mannschaft und Sie
zu diesem Erfolg. Unsere Olympia-Mann-
schaft hat damit zum 20. Jahrestag der DDR
cinen guten Beitrag geleistet. Ich wiinsche
allen weitere Erfolge.*

® Wir stellen vor:

Vorsitzender der Jury: Akademiemitglied
Gh. C. Moisil, Prisident der Mathem. Ges.
der SR Ruminien

Delegationsleiter der Mannschaft der DDR:
Dr. habil. H. Bausch, Institut fir Ange-
wandte Mathematik und Mechanik der Deut-
schen Akademie der Wissenschaften Berlin
Padagogischer Betreuer: Oberstudienrat Dr.
Rolf Liiders, Institut fir Lehrerbildung,
Berlin

® Auf einer Sondersitzung des Sekretariats
des Zentralrats der FDJ wurde beschlossen,
alle Teilnehmer der Mannschaft der DDR
auszuzeichnen:

Ehrenurkunde des Zentralrats fiir S. Heinrich,
J. Girtner, H.-D. Gronau, W. Burmeister

Artur-Becker-Medaille in Silber fiir A. Fel-
genhauer

Artur-Becker-Medaille in Bronze fiir K. Neu-
mann, J. Schefter, J. Voigt

® Alle Teilnehmer erhielten vom Ministe-
rium fir Volksbildung und von der Mathe-
matischen Gesellschaft der DDR Ehrenur-
kunden, Buchprimien und Geschenkmappen.

@ Die Auszeichnung nahmen vor: Minister
K. Dietzel (Min. f. Volksbildung), W. Engst
(Zentralrat der FDJ), Prof. Dr. K. Schroder
{Mathematische Ges. der DDR), Prof. Dr.
W. Engel (Zentrales Komitee der Olym-
piaden Junger Mathematiker der DDR).

@ Stefan Heinrich nahm das 4. Mal an einer
IMO teil. Mit zwei 1. Preisen und zwei
2. Preisen ist er erfolgreichster Teilnehmer
der DDR. Seit September studiert er in der
Sowjetunion Mathematik.

® Die beiden Klausuren (Arbeitszeit je
4 Stunden) fanden am 10. und 11. Juli in einem
Bukarester Lyzeum statt. Es standen 8 Riume
mit je 14 Arbeitsplitzen zur Verfiigung.

@ Einen ersten Preis (fir erreichte Hochst-
punktzah! (40) erhielten: Simon Norton,
Windsor, Eton College (England);
Vladimir Drinfel). Charkow, 27. Schule
(UdSSR);

Tibor Fiala, Budapest, II. Rdkéczi Ferenc
Gimndzium (Ungarische VR)

® An der XI. IMO nahmen 7 Midchen
(X. IMO — 1 Midchen) teil: Belgien 3,
Bulgarien 2, UdSSR 1, Polen 1; einen
3. Preis erhielten : Christowa Stoinewa, Russe
(VR Bulgarien), und Lena Nekludowa, Mos-
kau (UdSSR).

® Als Beobachter im Auftrage des Erzie-
hungsministeriums Osterreichs nahm Dr.
W. Flick, Gymnasialprof. und Lehrbeauf-
tragter an der Universitit Graz, teil.

® Seit September studieren 4 Teilnehmer
der sowjetischen Mannschaft in Moskau,
1 T. in Kasan, 1 T. in Leningrad. Zwei Teil-
nehmer gehen noch ein Jahr zur Schule.

o Alle englischen Teilnehmer studieren seit
September an der Universitit Cambridge,
der ,,Hochburg der Mathematik in Englaﬂd“,
wie sie sagten.

@ Prof. Endre Hodi, seit Beginn der Olym-
piaden Delegationsleiter der ungarischen
Mannschaft, dankte im Namen aller Teil-
nehmer den ruminischen Freunden fiir die
groBe Gastfreundlichkeit und lud zur XII.
IMO nach Ungarn ein.

® Belgien und die Niederlande nahmen zum
ersten Mal an der IMO teil.

® Die meisten Mannschaften trafen 3 Tage
vor Beginn der Klausuren in Bukarest ein.
Neben ausgiebiger Freizeit (zur Eingewoh-
nung und Entspannung) wurden eine 3stiin-
dige Stadtrundfahrt und eine Halbtagesfahrt
zum SchloB von ,,Mogogoaia‘‘ und dem herr-
lichen Erholungszentrum Snagov unternom-
men. Jenseits des 18 km langen Snagovsees
tagte die Jury, um 6 Aufgaben aus iiber 70
vorgelegten Problemen auszuwihlen, zu pri-
zisieren, in die jeweilige Landessprache der
14 Teilnehmerldnder zu iibersetzen.

o Wihrend Delegationsleiter, pid. Be-
treuer und Koordinatoren die Aufgaben
korrigierten, Punkte und Preise festlegten,
unternahmen die 112 Teilnehmer eine 7tigige
Rundreise durch die Moldau und die Ost-
karpaten. Reiseroute: Bukarest — Baciu —
Bicaz — Agapia — Suceava — Bistrifa —
G. Mures — Bragov — Sinaia — Ploiegti —

Bukarest (rund 1400 km).
Unsere ruménischen Freunde zeigten uns
ihre aufbliihende Industrie, ihre hochent-
wickelte Landwirtschaft, ihre Kunstschitze
(u.a. 4 Kloster, 2 Schldsser), die herrlichen
Berge, waldreiche Tiler, neue, moderne
Wohnviertel in allen Stidten, welche wir
durchfuhren, malerische Gassen und Hiuser,
Burgen, die von alten, oft tragischen Tradi-
tionen Kunde geben. Uberall trafen wir gast-
freundliche, aufgeschlossene Menschen.
Allen, die diese ,,Exkursion ins Land* fiir uns
" vorbereiteten und durchfihrten, sei unser

herzlichster Dank gesagt.
J. Lehmann

101



Rechnen mit Resten
Teil 3

Vielleicht wird es nun gut sein, wenn wir vor einem
Weiterschreiten in den nichsten Abschnitt wieder
einige Ubungsaufgaben selbstindig 16sen:

A A6 Man stelle eine Ubersicht iiber die Arith-
metik im Bereich der Restklassen modulo 6 auf, d. h.
man vervollstindige folgende Tabellen:

m=6 +|0123345 072345
0/012345 0(000000O0
1|1 5 11012345
212 4 2102 024
3|3 0 3(03 03
4|4 4|04
515 5105

AuBerdem sei zur Ubung das Aufstellen weiterer
Tabellen, vor allem fiir die Multiplikation, empfohlen,
z.B. firm = 10,11, 12,13, 19, 23, 24.

A A7 Angelika und Barbara spielen folgendes
Spiel: Angelika beginnt und nennt eine natiirliche
Zahl s, und zwar mindestens 1 und héchstens 6. Danach
addiert Barbara dazu eine von ihr genannte Zahl s mit
1 < s £ 6, dann wieder Angelika usw. Wer auf diese
Weise zuerst zu 40 oder einer hoheren Zahl gelangt,
hat verloren.

Ein Spiel verlduft folgendermaBen:

A: 3 B: 8(+5)
A:12(+4)  B:16(+4)
A:19(+3)  B:21(+2)
A:27(+6)  B:29(+2)
A:32(4+3)  B:33(+1)

A:39(+6) B:40 (+1)
Barbara hat also verloren. Schon mit dem Erreichen
der ,,Gewinnzahl“ 39 hatte Angelika mit Sicherheit
gewonnen, weil ja Barbara unbedingt mindestens 1
addieren muB und damit 40 erreicht oder iberschrei-
tet. Nun ist aber schon 32 eine solche Gewinnzahl,
denn von ihr aus muB Angelika unbedingt die Zahl 39
erreichen, weil Barbara mindestens bis 33, hochstens
aber bis 38 kommt. Auch das Erreichen der Gewinn-
zahl 32 kann man schon vorher gewihrleisten, indem
man eine miedrigere Gewinnzahl nennt usw. So gibt
- es eine ganze Folge von Gewinnzahlen, bis hinunter zu
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einer ersten. Alle diese Gewinnzahlen gehdren einer
Restklasse modulo m an.

a) Wie groB ist m, und welche Restklasse ist das?

b) Wie dndert sich der Sachverhalt, wenn derjenige, der
zuerst 40 (oder mehr) sagen darf, gewinnt?

¢) Man untersuche denselben Sachverhalt (d. h. die
Gewinnzahlen) fir verschiedene Abwandlungen des
Spiels. Fiir s gelte beispielsweise ] < s <5(1 s =10
bzw. 1 £ 5 £ 12), und die obere Grenze fiir den Ver-
lierer bzw. Gewinner betrage z = 50 (75, 100).

d) Von den 18 Varianten unter c) missen weitaus die
meisten, nimlich 17, von demjenigen gewonnen wer-
den, der beginnt (dem ,,Anziechenden*‘), sofern der den
Sachverhalt durchschaut und fehlerfrei spielt. Eine
einzige Variante riumt dem ,,Nachziechenden den-
selben Vorteil ein. Welche ist das?

¢) Wir nehmen einmal an, daB das Intervall, aus dem
die natiirliche Zahl s gewahlt werden darf, die obere
Grenze z und auch die Spielweise (Erreichen der obe-
ren Grenze bedeutet Gewinn oder Verlust) durch
Zufall, beispielsweise durch Losen, festgelegt werden.
Sind dann die Chancen fir den Anziehenden immer
giinstiger als far den Nachziehenden?

A A8 Von dem in Aufgabe 7 beschriebenen Spiel
sind auch gewisse ,,Einkleidungen* gebrauchlich:

a) Beide Spieler benutzen gemeinsam einen Wiirfel
und setzen abwechselnd nach Belieben Augenzahlen,
die dieser Wiirfel zeigt (setzen, nicht wiirfeln!). Diese
Augenzahlen werden addiert. Wer zuerst 50 erreicht
oder iiberschreitet, hat verloren. Welches sind hier
die ,,Gewinnzahlen*, und ist das Spiel fir den An-
zichenden oder den Nachziehenden vorteilhaft? Fir
den sicheren Weg zum Gewinn 1aBt sich hier eine
ganz einfach zu befolgende Anweisung geben. Wie
lautet sie?

b) Vor beiden Spielern liegt auf dem Tisch ein Hauf-
chen von 15 Streichhélzern, Spielmarken o. dgl. Beide
nehmen abwechselnd je mindestens ein Holzchen,
hochstens drei. Wer das letzte Holzchen nehmen
muB, hat verloren (gewonnen).

Fir wen ist dieses Spiel giinstig, und wie ist bei den
beiden Versionen zu spielen, um mit Sicherheit zu
gewinnen?

4. Sc etwas wie ein Modell

Im Abschnitt 3. haben wir eine sonderbare Arithmetik
kennengelernt, ja eigentlich sogar mehrere. Bei einer
war z. B. ,,vier mal zwei gleich eins*“ (Modul 7), bei
einer anderen ,,vier mal zwei gleich drei* (Modul 5).
Worin liegt nun eigentlich die Bedeutung solcher Be-
trachtungen?

Zunichst einmal darin, daB ein solcher Bereich mit
seiner begrenzten Anzahl von Elementen (bei Modul 7
sind es 7, beim Modul m allgemeinn m Elemente)



in gewisser Weise ein Modell ist fiir andere, ,,umfang-
reichere* Bereiche, beispielsweise fiir den Bereich der
ganzen Zahlen und die in ihm geltende dbliche Arith-
metik. In diesen Restklassenbereichen gelten nimlich
Gesetze der Addition und der Multiplikation, die
den uns von der gewohnten Arithmetik her bekannten
entsprechen.

So gelten z. B. auch fiir das Rechnen mit Restklassen
Kommutativgesetze, d. h. eine Vertauschung von
Summanden 4ndert nichts an der Summe, eine Ver-
tauschung von Faktoren nichts am Produkt. So ist
z.B. fiir 7 als o _ o
Modul3 +4=4+3=0und3-4=4-3=>5.
In den Additions- und Multiplikationstabellen duBert
sich das darin, daB diese Tabellen ,,symmetrisch*
zu der Diagonalen sind, die von links oben nach
rechts unten verlduft, d.h. die Tabelle geht in sich
iber, wenn man alle Felder an dieser Diagonalen
,»Spiegelt:

m=7

O N+ W NN O | 4
OGP WM O] e

Fiir je drei Restklassena b ¢nach demselben Modul m
1stauch(a+b) +c= a+ (b + c)und

(@ b)-c=a-(b-c),d.h. es gelten also Assoziativ-
gesetze. SchlieBlich ist auch die Multiplikation distri-
butiv beziiglich der Addition, d. h. es gilt stets
a-b+o=a-bta-c
A B7 Esg11t2 (3 +§_)f
(Modul)2-3+ 5 =2"-1
2:342:5=6+3=2
Woran liegt das, daB das bei allen Bereichen von Rest-
klassen so ist? Nun, die Operationen wurden ja an
den Reprisentanten mit Hilfe der diblichen Additio-
nen und Multiplikationen im Bereich der ganzen
Zahlen erklirt. Dort gelten aber diese Gesetze, und
ihre Giiltigkeit iibertrigt sich nun auf die neu defi-
nierten Operationen mit Restklassen. Schauen wir
uns das am Beispiel des Kommutativgesetzes der
Addition etwas genauer an: _

A B8 a + b bedeutet doch, die Restklasse zu be-
stimmen, in der die Summe @ + b liegt, wenn a und b
Reprisentanten von a bzw. b sind. Entsprechend
bedeutet b + a das Aufsuchen derjenigen Restklasse,
in der b + a liegt. Fiir die ganzen Zahlen ¢ und b
gilt aber @ + b = b + a, deshalb fiithren beide Addi-
tionen zur gleichen Restklasse.

5-_§+5_-§, denn es ist
=2

und

AuBer der Giiltigkeit dieser Gesetze ist bemerkenswert,
daB wir im Bereich der Restklassen modulo m stets
subtrahieren kénnen — sogar dann, wenn wir die
zahlentheoretische Kongruenz nur auf natiirliche
Zahlen beschrinken, obwohl doch die Subtraktion
mit den natiirlichen Zahlen selbst nicht uneinge-
schriinkt ausfiihrbar ist. "R, — "R; = "R, gilt eben
auch, wenn die Restklassen "R, gar keine negativen
Zahlen enthalten. Statt der Reprisentanten 2 fiir
"R, und 5 fiir ' Rs, die ja auf die im Bereich der natiir-
lichen Zahlen nicht ausfilhrbare Subtraktionsauf-
gaben 2 — S filhren, nimmt man — falls man nicht
von der Additionstabelle ausgehen will — einfach
andere Reprisentanten, etwa 9 und 5.

Bereiche, in denen zwei Operationen (Addition und
Multiplikation) erklirt sind, fiir die Kommutativ-
gesetze, Assoziativgesetze und ein Distributivgesetz
gelten, nennt man ibrigens in der Algebra Ring,
wenn noch die zusitzliche Voraussetzung erfiillt ist,
daB die Addition unbeschrinkt und eindeutig um-
kehrbar ist, man also stets subtrahieren kann. Unsere
bekannten ganzen Zahlen mit der i{iblichen Addition
und der iiblichen Multiplikation bilden also einen
Ring, und auch die Restklassenbereiche sind Ringe,
allerdings — im Gegensatz zum Bereich der ganzen
Zahlen — nur mit endlich vielen Elementen. Der
Ring der Restklassen modulo 2 ist von allen der
,,kleinste*, er enthilt ja nur 2 Elemente. Es liegt auf
der Hand, daB damit diese sogenannten Restklassen-
ringe ein ausgezeichnetes Hilfsmittel sind, um Ein-
sichten in Strukturen zu gewinnen, wie sie an ver-
schiedenen Stellen in der Mathematik angetroffen
werden.

Jeder Ring enthilt iibrigens ein sogenanntes ,,Null-
element* oder ,,neutrales Element der Addition* —
so genannt, weil es bei Addition zu einem beliebigen
Element des Ringes als anderem Summand eben die-
sen anderen Summand als Summe liefert. Bet Multipli-
kation dieses Nullelements mit einem beliebigen
Element des Ringes ergibt sich dann stets das Nullele-
ment selbst als Produkt. Im Restklassenring modulo m
spielt 0 die Rolle des Nullelements, denn fiir jede be-
liebige Restklasse a ist ja a+0=0+a=a und
0a=a-0=0.

Jetzt wird uns auch verstindlich, warum wir im Ab-
schnitt 1. vergeblich versuchten, durch G = 0 zu
dividieren. So wie wir auch im Ring der ganzen Zahlen
nicht durch 0 dividieren konnen, so ist in den Rest-
klassenringen keine Division durch 0 méglich. Wie
steht es aber sonst mit der Ausfiithrbarkeit der Divi-
sion?

Damit wollen wir uns im niachsten Heft beschiftigen.

G. Lorenz
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Teill 5

1.5. Die tetradische Direktverschliisselung

Das im vorigen Abschnitt behandelte Dualsystem —
besser gesagt: das reine Dualsystem — ist dadurch
gekennzeichnet, daB sowohl bei der Darstellung der
Zahlen als auch beim Rechnen mit ihnen konsequent
mit Zweierpotenzen gearbeitet, also keine andere
Basis als die Zahl 2 verwendet wird. Es gibt aber noch
andere Kodierungen von Zahlen bzw. andere Rechen-
systeme, die ebenfalls nur zwei Grundzeichen erfor-
dern. Hiufig wird die schon im vorigen Abschnitt
erwihnte tetradische Direktverschliisselung angewen-
det. Es ist eine Kombination von Dual- und Dezimal-
system. Die Zahlen werden zwar dezimal aufgeglie-
dert dargestellt, die einzelnen Dezimalziffern aber
dual kodiert.

Beispiel:

73905 = OLLL OOLL LOOL OOOO OLOL.
Jede Ziffer der im Dezimalsystem dargestellten Zahl
erscheint somit als vierstelliges Maschinenwort, als
eine Tetrade, und jede Tetrade besteht aus vier bina-
ren Stellen, auch Bits genannt. In jedem Bit — man
denke an die Vorsilbe bi = zwei — konnen zwei
verschiedene Zustinde gespeichert werden, die wir
wie bisher mit O und L symbolisieren.

Da die tetradische Direktverschliisselung beliebiger
Dezimalzahlen und auch beliebiger (endlicher) Dezi-
malbriiche kaum Schwierigkeiten machen wird, wen-
den wir uns gleich dem Rechnen in diesem System
zu. Wir beginnen mit der Addition. Es liegt nahe,
tetradisch verschliisselte Dezimalzahlen wie gewohnt
ziffernweise zu addieren. Das ist unproblematisch,
wenn die dabei auftretenden Summen kleiner als 9
bleiben. Dann kdnnen die Tetraden wie reine Dual-
zahlen behandelt werden, und die Ziffer des Ergeb-
nisses ist wieder eine solche Tetrade.

Beispiel:

45 + 31 =73 Augend OLOO OLOL
Addend OOLL OOOL
Summe OLLL OLLO

Treten aber Summen auf, die groBer als 9 sind, so
gibt es zwei Moglichkeiten:

104

Fall a) Die Summe liegt zwischen 9 und 16, liefert
also eine Tetrade, die es — weil sie keine der Ziffern 0
bis 9 darstellt — in diesem System gar nicht gibt,
eine sogenannte Pseudotetrade. Als solche konnen auf-
treten: LOLO, LOLL, LLOO, LLOL, LLLO und
LLLL. Was hat der Automat in solchem Fall zu tun?
Da es sechs Pseudotetraden gibt, liefert die Addition
einer (dualen) 6 stets eine Zahl, die einerseits groBer
als 16, andrerseits kleiner als 16 + 9 ist, also eine
Dualzahl, die in der Fiinferstelle ein L hat, deren
iibrige Stellen aber eine gewohnliche Tetrade liefern.
Die zu addierende duale 6 heilit Korrekturtetrade.

Beispiel :

9+5=14 Augend LOOL
Addend OLOL

Unkorrigierte Summe LLLO (Pseudotetrade)
Korrekturtetrade OLLO

Korrigierte Summe LOLOO

Zihlt man im Ergebnis das L der fiinften Dualstelle
zur nichsten Tetrade, in diesem Fall der Zehnerstelle,
so erhilt man das richtige Ergebnis

14 = OOOL OLOO.

Es muB auch stimmen, denn eigentlich hat das
L in der fiinften Dualstelle den Wert 16, in der
nichsten Tetrade aber nur den Wert 10. Um die
Differenz auszugleichen, wurde die Korrekturtetrade
OLLO = 6 addiert.

Fall b) Die Summe der beiden Tetraden ist groBer
als 15, so daB sich schon bei der Addition der Tetraden
ein Uberlauf in die fiinfte Dualstelle ergibt. Auch in
diesem Fall ist die Korrekturtetrade OLLO zu addie-
ren und das iberlaufende L in die nichsthéhere
Tetrade zu iibernehmen.

Beispiel :
94+8=17 Augend LOOL
Addend LOOO
Unkorrigierte Summe mit Uberlauf L OOOL
Korrekturtetrade OLLO
Korrigierte Summe OOOL OLLL

Fiir beide Fille, die der Automat selbsttiitig erkennen
und in der dargestellten Weise abarbeiten muB, gilt



also die Regel: Ist bei der Addition zweier Tetraden
die Summe grifer als 9, so ist OLLO zu addieren und
in der ndchsthoheren Tetrade L hinzuzufiigen.

Zur Vertiefung dieser Erkenntnisse dient das folgende
Beispiel, bei dem jeder Schritt ausfiihrlich erldutert
wird und alle Uberliufe gesondert aufgefiihrt werden.
Wir wollen dabei zwischen Uberlidufen 1. Art und
Uberlaufen 2. Art unterscheiden. Die einen sind solche,
die bei der gewohnlichen dualen Addition innerhalb
der gleichen Dezimalstelle entstehen, wihrend die
anderen in Verbindung mit den Korrekturtetraden
in die ndchsthohere Zehnerstelle fithren.

697 + 285 = 982

Augend OLLO LOOL OLLL
Addend OOLO LOOO OLOL
Addition der Dualziffee  OLOO OOOL OOLO
Uberliufe 1. Art L L L
Addition der Uberliufe = 0000 OOOL LOOO
Uberldufe 1. Art L L
Addition der Uberldiufe = LOOO OOOL LLOO
Korrekturtetraden OLLO OLLO
Addition der Korrektur-

tetraden LOOO OLLL LOLO
Uberlaufe 1. Art L
Addition des Uberlanfs LOOO OLLL OOLO
Uberlaufe 2. Art L L
Addition der Uberlaufe #LOOL OLLO OOLO
Uberlauf 1. Art L

Addition des Uberlaufs LOOL OLOO OOLO
Uberlauf 1. Art L

Addition des Uberlaufs LOOL OOOO OOLO
Uberlauf 1. Art L

Summe LOOL LOOO OOLO

Dieses einfache Beispiel 18t den hohen technischen
Aufwand erkennen, den eine solche Additionsschal-
tung, etwa fiir zehnstellige Dezimalzahlen, erfordert.
Fiir einen menschlichen Rechner, der die Uberlaufe
im Kopf addiert und nur die Korrekturtetraden ge-
sondert hinschreibt, sieht es einfacher aus:

Augend OLLO LOOL OLLL
Addend OOLO LOOO OLOL
Unkorrigierte Summe LOOO OOOL LLOO
Korrekturtetraden OLLO OLLO
Korrigierte Summe LOOL LOOO OOLO

A Aufgabe: Rechne tetradisch 3762 { 8901!
Hinweis: Zur Ubung empfielt es sich, die Rechnung,
wie beim vorigen Beispiel, sowohl in der ausfiihrlichen
als auch in der zusammengefaBten Form hinzuschrei-
ben.

Die Subtraktion zweier tetradisch verschliisselter Dezi-
malzahlen soll, da es im Prinzip nur der umgekehrte
Vorgang ist, kiirzer behandelt werden. Man verfahre
bei der Subtraktion der einzelnen Tetraden wie im

reinen Dualsystem und merke sich: Ist bei der Sub-
traktion zweier Tetraden die Differenz kleiner als O, so
ist die Korrekturtetrade OLLO zu subtrahieren und in
tifr ndchsthoheren Tetrade L abzuziehen.

Der Beweis dieser Regel wird dem Leser nicht schwer-
fallen.

Beispiel :

5763 — 948 = 4815
Minuend OLOL OLLL OLLO OOLL
Subtrahend- 0000 LOOL OLOO LOOO
Unkorrig. '
Differenz OLOL LLLO OOLO LOLL
Korrektur-
tetraden OLLO OLLO
Korrigierte
Differenz OLOO LOOO

OOOL OLOL

A Aufgabe: 8761 — 5379!

Auf die Multiplikation und Division in diesem System
wollen wir nicht gesondert eingehen. In 1.4. wurde
gezeigt, daB duale Multiplikationen und Divisionen
vollstindig auf Additionen und Subtraktionen zuriick-
gefiihrt werden konnen. Somit treten keine neuen Ge-
sichtspunkte auf. Dem interessierten Leser ist es iiber-
lassen, sich selbst ein Schema fiir die Multiplikation
und Division tetradisch verschliisselter Dezimalzahlen

zu iiberlegen. J. Frormann

Arbeitsgemeinschaft SER 2d

Ende 1967 erhielt die Heinrich-Hertz-Oberschule
(EOS), Berlin, einen Kleincomputer. Ein Mathematik-
fachlehrer hatte sich in den Monaten zuvor in einem
Kurzlehrgang mit seiner Bedienung vertraut gemacht.
Im Januar 1968 begannen 20 Schiiler der Klasse 9,
mit dem theoretischen Unterricht, versuchten Bedie-
nung und Programmierung zu begreifen. Anfangs
dauerte die Aufstellung eines Programms ziemlich

‘lange. Der schwierigste Abschnitt dabei war die Auf-

stellung des Programmablaufs. Nach den ersten
Schritten begannen wir damit, die Arbeit am SER 2d
mit dem Fach ,,Praktische Mathematik*“ zu koordi-
nieren. Im vergangenen Schuljahr haben wir vorwie-
gend Programme zu rein mathematischen Problemen
aufgestellt. Jetzt beherrschen wir den Rechner und
werden im Laufe des 10. Schuljahres versuchen, auch
praktische Probleme zu analysieren (z. B. Leistungs-
entwicklung von Schillern, einfache Aufgaben aus
Betrieben u. a.). In Klasse 11 lernen wir auf groBere
Computer wie Robotron 300 um. Das wird fir uns
,relativ’ leicht werden, da die Grundstruktur der
clektronischen Datenverarbeitungsanlagen bei den
verschiedenen Rechnern die gleiche ist.

Aus einem Bericht der Schiller W. Solewski und M. VoB, Spezial-
klasse far Mathematik, Klassenstufe 9.
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Wer lost mit? il||l|IiI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 20. 12. 1969

Fir die Beteiligung am alpha-Wettbewerb
gelten folgende Bedingungen:

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle Schiiler
der 3. bis 12. Klasse beteiligen, auch dann,
wenn diese Schiiler eine Berufs- oder Volks-
hochschule besuchen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
zu richten an:

Redaktion alpha, 7027 Leipzig, Postfach 14
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d.h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d.h., fir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren - Klassen-
stufe oder die entsprechenden in Heft 1/70,
2/70, 3/70 veroffentlichten Aufgaben der
Kreis-, Bezirks- bzw. DDR-Olympiade ein-
zusenden. Nur dann erfolgt eine Bewertung.
Schiiler der 11./12. Klassen losen die Auf-
gaben, welche mit W 10/12 gekennzeichnet
sind oder verdffentlichte Olympiadeaufgaben
11/12.

5. Zur Erleichterung der Korrektur und aus
technischen Griinden werden nur nach dem
auf dieser Seite angegebenen Muster einge-
sandte Losungen bearbeitet und bewertet.
Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm),
denn jede Aufgabe wird von einem anderen
Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. volistindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder das Endergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut geldst®, ,,gut geldst* oder ,,gelost™.

Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu einer
Aufgabe einsenden, die vorgegebene Form
nicht beachten, uniibersichtlich oder un-
sauber arbeiten, erhalten eine rote Karte mit
dem Vermerk ,,nicht geldst*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

8. Der4. Jahreswettbewerb 1969/70 liuft von
Heft 5/69 bis Heft 3/70.

9. Zwischen dem 20. und 30. September 1970
sind alle durch Beteiligung an den Wettbe-
werben der Hefte 5/69 bis 3/70 erworbenen
Karten geschlossen an die Redaktion einzu-
senden. Eine Jury wertet diese Karten aus,
iibergibt die Namen der Preistréiger und die
Namen der aktivsten Einsender der Redak-
tion zur Veroffentlichung. Wer mindestens
7 Antwortkarten (durch die Beteiligung an
den Wettbewerben' der Hefte 5/69 bis 3/70)
erhalten hat und diese einsendet, erhilt eine
Anerkennungsurkunde und ein Abzeichen.
Wer seine Karten zuriickerhalten méchte,
der lege einen vorschriftsmaBig frankierten
Umschlag mit Adresse bei.

Aussicht auf Anerkennungsurkunde, alpha-
Abzeichen, Preise und namentliche Ver-
offentlichung haben also Teilnehmer, die im
Laufe der Monate September 69 bis Juni 70
regelmiBig, gewissenhaft und fleiBig mitge-
arbeitet haben.

30

SAeffi Sorg, 6316 Stikzortuch, Schlmsinger Str: 128
Po&/kduwchzO&mc/udaSMﬁrMKlaw5 3

W5e346
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5 A 421 In einem Korb befinden sich 20
rote, 20 griine und 10 blaue Kugeln. Wieviel
Kugeln muB jemand mit verbundenen Augen
dem Korb wenigstens entnehmen, um mit
Sicherheit 10 Kugeln der gleichen Farbe zu
erhalten?

Schiilerin Monika Kluger, Wimmelsburg

A 422 Die Quersumme einer zweistelligen
Zahl betragt 11. Vertauscht man die beiden
Ziffern dieser Zahl, so erhilt man eine
Zahl, die um 20 kleiner als das Zweifache der
urspriinglichen Zahl ist. Um welche Zahl
handelt es sich? Lase die Aufgabe mit Hilfe
einer Tabelle!

OL K. Kriiger, V.L.d. V., Bad Doberan

A 423 Ich denke mir eine Zahl, verdoppele
diese, addiere danach 13, subtrahiere schlieB-
lich 4 und erhalte als Ergebnis 19. Wie heiBit
die von mir gedachte Zahl?

Cordula Saueressig, Mellensee (Kl. 5)

W5 m 424 Birgit ist gegenwirtig zehn
Jahre jiinger als ihr Bruder Wolfram. In
einem Jahr wird Wolfram dreimal so alt wie
Birgit sein. Wie alt ist Birgit gegenwirtig? In
wieviel Jahren wird Wolfram zweimal so alt
wie Birgit sein? (Das Alter der beiden Ge-
schwister ist in vollen Jahren zu rechnen.)
Lase diese Aufgabe mit Hilfe ciner Tabelle!

Schiiler Wolfram Meyer, 7022 Leipzig

W 5 m 425 Wenn die Summe zweier natiir-
licher Zahlen kleiner als 20 ist, kann ihr
Produkt nicht dreistellig sein. Dieser Satz ist
mit Hilfe einer Tabelle zu beweisen!

OL Th. Scholl, Berlin

64 426 Axel sagt zu Bernd: ,Denke dir
eine natiirliche Zahl, die groBer als 1, aber
kleiner als 10 ist. Multipliziere die gedachte
Zahl mit 27 und das erhaltene Produkt mit 37.
Nenne mir die letzte Ziffer deines Ergebnis-
ses*. Bernd nannte 7 als letzte Ziffer. Daraus
konnte Axel sofort angeben, welche Zahl sich
Bernd gedacht hatte. Gib eine Begriindung
dafir! OL Th. Scholl, Berlin

A 427 Es ist die kleinste sechsstellige Zahl

zu ermitteln, die durch 9 teilbar ist und deren

Ziffern alle verschieden voneinander sind.
OL Th. Scholl, Berlin

A 428 Eine Molkerei verarbeitet tiglich die
gleiche Menge Milch. Bisher wurden dabei
Milchkannen mit einem Fassungsvermdgen
von je 20 Litern verwendet. Nachdem der
Betrieb auf die Arbeit mit 25-Liter-Kannen
umgestellt wurde, bendtigte man 120 Milch-
kannen weniger. Wieviel Liter Milch werden
tiglich von der Molkerei verarbeitet?

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

W6 u 429 Die MaBzahlen der Lingen der
Seiten a, b und c eines Dreiecks 4ABC seien
natiirliche Zahlen, und es geltea < b < ¢. Es
ist die Anzahl der verschiedenen Dreiecke zu
ermitteln fir den Fall, daBl ¢ = 5 cm betrigt.

OL Th. Scholl, Berlin



W6 m 430 Zeichne einen Kreis k, mit dem
Mittelpunkt M, und dem Radius r; = 2 cm.
Lege cinen Punkt P fest, der von M, genau
4 cm entfernt ist. Konstruiere nun einen Kreis
k, mit dem Mittelpunkt M, und dem Radius
r, = 3 cm, der durch P geht und den Kreis k,
von auflen beriihrt. Wie viele Losungen gibt

es?
Schiler Helmut Maiwald, Erfurt (Kl. 7)

7 a 431 Gegeben scien ein Parallelogramm
ABCD und ein innerer Punkt P dieses Paral-
lelogramms, der nicht auf einer Diagonalen

liegt. Der Punkt P ist mit den Eckpunkten A,

B, C und D des Parallelogramms zu verbin-
den. Ferner sind die Parallelen durch Bzu PD
und durch D zu PB zu konstruieren; ihr
Schnittpunkt sei S. Es ist zu beweisen, daB
das Viereck ASCP ein Parallelogramm ist.

OL Th. Scholl, Berlin

A 432 Zeichne einen Kreis k mit dem Mit-
telpunkt M und eine Gerade g, die mit diesem
Kreis keinen Punkt gemeinsam hat. Lege auf
der Geraden g einen Punkt P fest! Konstru-
iere schlieBlich den Kreis k’, der die Gerade g
in P und den gegebenen Kreis k von auBen
beriihrt. Beschreibe die Konstruktion!
Mathematikfachlehrer W. Unze, Leipzig

A 433 Es sind alle geordneten Paare (x, y)
von positiven ganzen Zahlen zu bestimmen,
die die Gleichung 13x + 5y = 82 erfullen.

Ing. H. Decker, Koln

W 7 » 434 Die beiden Bridder Axel und
Bernd haben fleiBig gespart. In ihren Spar-
bichsen befinden sich volle Markbetrige.
Addiert man zur Summe ihrer Ersparnisse
die Differenz ihrer Ersparnisse, so erhilt man
50 M. Addiert man zur Differenz ihrer Er-
sparnisse noch die Ersparnisse von Axe/ und
subtrahiert man danach die Ersparnisse von
Bernd, so erhialt man 10 M. Wer der beiden
Briider hat mehr gespart, und wieviel Mark
hat jeder gespart?

) OL Th. Scholl. Berlin

W 7 m 435 Es seien g und b von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen und es gelte
a < b. Entscheide, welcher der beiden Briiche
28+b .4 ‘ﬂ",—zﬁ der groBere ist, Begriinde
a
deine Entscheidung!
OL H. Patzold, Waren/Miiritz

8 a 436 Von drei Personen A4, Bund C, die
verschieden alt sind, wissen wir:

1) Gegenwirtig sind 4 und B zusammen
dreimal so alt wie C.

2) Wenn 4 um die Hilfte scines jetzigen
Lebensalters dlter geworden ist, dann werden
A und C zusammen dreimal so alt sein, wie
B gegenwirtig alt ist.

3) Nach weiteren zwolf Jahren werden B und
C zusammen dreimal so alt sein, wic A gegen-
wirtig alt ist.

Wie alt war jede der drei Personen in dem
Jahr, in welchem alle drei zusammen so alt

waren, wie der dlteste von ihnen gegenwartig
alt ist? (Das Alter wird jeweils in vollen
Jahren angegeben.)

Ing. H. Decker, Koin

= 437 Aus einem Blechstreifen der Breite b
werden in der aus der Zeichnung ersichtlichen
Weise kongruente Kreisscheiben mit dem
Radius r gestanzt. Die ,,Stegbreite ist s. Es
ist eine Formel anzugeben, nach der bei be-
kannten r und s die Breite b des Blechstreifens
berechnet werden kann.

Mathematikfachlehrer W. Trager, Débein

W8 = 438 Es sind alle positiven ganzen

Zahlen anzugeben, bei denen die Differenz

ihrer Quadrate gleich 455 ist.

Dipl.-Math. Bernd und Monika Noak, Berlin
(ehem. Teiln. an IMO)

W8 @439 Es sei ABCD ein Parallelo-
gramm, dessen Seite 4B doppelt so lang ist
wie die Seite AD und dessen spitzer Winkel
60° betrigt. Ferner sei BEFC ein Rhombus,
wobei der Punkt E auf der Verlangerung
der Strecke AB tber B hinaus liegt. Welche
Strecke ist langer, die Strecke BD oder die
Strecke BF? Erst schitzen, dann messen,
dann begriinden!

D c F

[T

A 8 3
OSIR Dr. R. Liders, Berlin

9 A 440 Ein konvexes Viereck wird durch
seine beiden Diagonalen in vier Dreiecke
zerlegt. Wir wollen zwei dieser Dreiecke
.sich gegeniiberliegend nennen, wenn sie
cinen gemeinsamen Eckpunkt, aber keine
gemeinsame Seite haben. Es sind die folgen-
den Behauptungen zu beweisen:
a) Jedes konvexe Viereck ist genau dann ein
Trapez, wenn zwei sich gegeniiberliegende
Dreiecke flachengleich sind.
b) Jedes konvexe Viereck ist genau dann ein
Parallelogramm, wenn alle vier Dreiecke
flachengleich sind.

OL Th. Scholi, Berlin

A 441 Gegeben ist ein rechtwinkliges Drei-
eck mit dem Flicheninhalt von 294 cm?. Die
groBere Kathete ist um soviel Zentimeter
linger als die kleinere Kathete wie sie kiirzer

ist als die Hypotenuse. Es sind die Langen der -

Dreieckseiten zu ermitteln.
Ing. H. Decker, Koln

W9 a 442 In einem Aufenthaltsraum ste-
hen mehrere gleichlange Bianke. Setzen sich
auf je eine Bank 6 Personen, so bleibt eine
Bank ibrig, auf der nur drei Personen sitzen.
Setzen sich aber auf jede Bank funf Personen,
so miissen vier Personen stehen. Wieviel
Personen und wieviel Binke sind in dem
Raum?

OStR G. Schulze, Herzberg/Elster

W9 = 443 Es sind dicjenigen vier aufein-
anderfolgenden natirlichen Zahlen zu er-
mitteln, deren Produkt gleich 57120 ist.

OL Th. Scholl, Berlin

10/12 a 444 Es seien a, b, ¢, d positive
reelle Zahlen mit abcd = 1. Man beweise, daB
dann stets

e+ +F+dE+ab+ac+ ad+ be
+ bd + cd 2 10 gilt.

Dipl.-Math. Bernd und Monika Noak, Berlin

A 445 Auf der photographischen Auf-
nahme eines FuBbalifeldes ist die Mittellinie
nicht erkennbar.

Wie kann man sich das Bild der Mittellinie
des Spielfeldes mit Bleistift und Lineal ver-
schaffen?

~

Dr. E. Schréoder, Dresden

W 10/12 = 446 Es sind alle reellen Losun-
gen der folgenden Gleichungen zu ermitteln:

Q)

a1/ af
Vs 2V
Vx+3)V (

Mathematikfachlehrer S. Gottesmann,
Tschernowzy, UdSSR

W 10/12 & 447 In eine Kugel sei ein Kegel

einbeschrieben, dessen Volumen gleich einem

Viertel des Volumens der Kugel ist. Die

Liange der Hohe des Kegels sei A.

Das Volumen der Kugel ist zu berechnen.

Wie viele Losungen hat diese Aufgabe?
OSIR G. Schulze, Herzberg/|Elster
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20 Jahre

Entwicklung des Volksbildungs-

wesens in der DDR

Allgemeinbildende Schulen
1948/49 1955/56 1959/60 1967
Schulen 10839 11007 9750 8328
Lehrer 60413 75572 101693 127 664
Klassen 72112 70244 79482 94208
Schiiler je hauptamtl. Lehrkraft 24,9 23,8 19,7
Schiiler 2660926 1883400 2158891 2511482
Oberschulen bzw. Erweiterte Oberschulen
1948/49 1955 1962 1965 1967
Schulen 402 420 317 303 305
Klassen 3106 4265 2995 3266 3787
Schiiler 73262 107 400 76195 85279 100738
1945 1949 1960
Einklassige Landschulen 4114 668 keine
Absolventen 1953 1960 1967
von Universitiiten und Hochschulen 1213 3937 6707
Lehrerstudenten 1953 1960 1967
an Universititen und Hochschulen 6676 22280 29177
Ausgaben des Staatshaushaltes (in 1000 M)
[
i 1951 1955 1960 1966

fiir allgemeinb. Schulen’ 616439 851621 1691120 2271755
fiir Vorschulerziehung 69 588 143 669 239005 321893
fiir Jugendhilfe/Heimerz. 146 440 150738 127309 145 662
fiir Volksbildung, Wissch-

schaft u. Kultur insges. 1655318 3014163 — —
flir Volksbildung, Berufs-

ausbildung u. Sport — — 3182145 3940903
Schulspeisung 46020 (1952) — 145 608 240879

Das Gesetz iiber das einheitliche sozialistische Bildungssystem gibt die
Grundorientierung fiir die Entwicklung des Bildungswesens auf lange

Sicht. Es entstand auf der Grundlage der Prognose der

gesellschaftlichen Entwicklung der DDR in breiter sozialistischer
Gemeinschaftsarbeit. Unsere Bildungseinrichtungen leisten heute
einen wesentlichen Beitrag, um hochqualifizierte Fachleute

und bewuBte sozialistische Staatsbiirger heranzubilden und sie zu
befihigen, aktiv fiir den Sieg des Sozialismus und den Frieden zu k&mpfen.
Aus der Rede Walter Ulbrichts auf dem VII. Parteitag der SED
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Systematische Einfiihrung
neuer Lehrpldne, Lehrbiicher
und Unterrichtshilfen

Schuljabr

1960/67 nin

o1/68

08/69] ¢9/70| 70/10

12
1
10

Klassen | oo [in|or [~ cnlo

Yon 373 Schulbuchtiteln erscheinen
zum Schulanfang 1968/69 33 Titel neu

b

25 Millionen Schulbiicher lieferte der Verlag
Volk und Wissen fiir das Schuljahr 1968/69

aus.

Die Facharbeiter von morgen

Lehrlinge in der
Berufsausbildung

ld, sl-u. \
Wasserwirlsch. =12 %
a

M dProdk.
andwer
‘[Jf‘ B

uwirtschalt
A

In 718 Betriebsberufsschulen und 427 kommunalen
Berufsschulen werden von 37880 Lehrern,
Lehrmeistern und Lehrausbildern 448700 lehrlinge
ausgebildet.




Pionierorganisation ,,Emst Thilmann{

1949 1962 1966 1968
Mitglieder 805264 1729485 1743 547 1,8 Mill.
Pioniereinrichtungen und Arbeitsgemeinschaften
1953 1954 1955 1962 1967
Hauser d. J. Pioniere 79 — 90 106 116
Stationen d. Jg. Natur-
forscher, Techniker u.
Touristen 250 — 279 250 250
Arbeitsgemeinschaften — 8658 9340 31681 83418
mit Teilnehmern — — 145 849 557794 1025736
Schulbuchproduktion
1949 1955 1962 : 1965 1968
Biicher
u. Broschiiren 14 606 000 16014 000 22603000 29710 000 30746 000
Zeitschriften 11734000 11235000 14223 000 15218000 16 000 000
Horterziehung (Tageserziehung)
an allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen
1954 1968
Horte 2511 6555
Platze 81489 504 301
Erzieher 5779 22165
betreute Kinder 101844 502623
Vorschulerziechung
1948/49 1955 1962 1965 1968
Kindergirten 3779 8148 9423 9889 10 606
Kindergartnerinnen
bzw. Erzieherinnen 8633 19308 27675 32540 35603
betreute Kinder 199252 340934 447349 511045 580111

Hohe Bildung im Sozialismus

Wachentliche Lehrstunden

in den 10 Klassen der aligemeinbildenden polytechnischen Oberschule der DDR

o

mathematisch-
naturwissenschaft-
licheFiicher

gesellschafts-und
sprachwissenschaft-
liche Ficher

b

¢ polytechnische Fiicher

musische Fudwr

MehrFrauen und Médchen

in technische Berufe

—
—

T

Anteil weiblicher Lehrlinge
in Ausbildungsberufen
techn.Fachrichtungen seit 1966

tehrlinge
insgesamt: 100%

Fernmelde-  Chemie- Daten-
mechaniker  facharheiter verarbeitung

Jede 4. Schule der DDR wird von einer Frau
geleitet. — Rund 165000 Frauen sind als
Lehrer und Erzieher im Bereich der Volks-
bildung titig. Drei Viertel von ihnen sind
noch nicht 35 Jahre alt.

Entwicklung des Bildungsniveaus
inder DDR

Anteil der Arbeitskrilte,
die nach 1950 ihre Schul-

und Berulsausbildung X ﬁ
~ 8

abgeschiossen haben

1980

BRARAR 5
e
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Ube sinnvoll — iiberall!

Heute soll es um die Formel
1
A=—--g-h
2 4

for den Flacheninhalt des Dreiecks gehen.
Vielleicht denkst du:

,,Was kann es daran schon zu iiben geben!
Einsetzen und Ausmultiplizieren — das ma-
chen wir schon in der Schule oft genug; und
es wird auch dadurch nicht viel interessanter,
daB in den Benennungen fir Grundlinie und
zugehorige Hohe gewechselt wird.*

Doch ist das nicht alles, was uns die Formel
zu sagen hat. Sie ist noch zu mehr nutze, und
auch das will geiibt sein.

1. Da wire zunichst die Aufgabe:
Bestimme den Flicheninhalt 4 des Drei-
ecks POR aus Fig. 1!

Worin besteht der Unterschied zur vorigen
Aufgabenart? Jetzt muB man sich erst dber-
legen, welche Stiicke das Berechnen ermog-
lichen, um dann deren Abmessungen zu be-
stimmen. Ermittle A!

Fig. 1

Diese Aufgabe setzt zwar zwei Schritte vor
den iiblichen Schulaufgaben ein, die nur das
Einsetzen von gegebenen Werten fur g und h
verlangen — sie setzt aber immer noch zwei
Schritte spater ein, als es praktische Probleme
der Flichenberechnung wirklich tun. Dabei
namlich stehen vorerst noch zwei andere
Fragen vor dir:

Was fiir eine Figur ist das eigentlich, deren
Flache ich bestimmen soll?

Kenne ich fiir sie eine Formel, die eine leichte
Berechnung ermdglicht? Oder muf ich eine
schrittweise Berechnung durchfthren, indem
ich die Figur zunéchst zerlege?

Deshalb solltest du, wenn du im Berechnen
von Fliachen Sicherheit erreichen willst, auch
solche Flachen einbeziehen, die dir in der
Schule, im Betrieb, auf der StraBe, in der
Wohnung (Fig. 2) begegnen. In manchen
Fillen wird es dir nicht gelingen; dann be-
gniige dich mit einem Schitzen. In vielen
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Fillen aber reicht das, was du in Klasse 6
gelernt hast.

Ubrigens: Schitzen solltest du auch in den
Fillen, in denen du berechnen kannst, und
zwar vorher! Du wirst staunen, wie sehr man
sich bei Flichen verschitzen kann, einfach
aus mangelhafter Ubung.

Deckplatte eines Eckschrankes im MaB-
stab 1 : 20.

Gib den Flicheninhalt in m? an! Schitze
zuvor die Figur der Abbildung in cm?!

2. Zwei Werte fiir g und /s bestimmen zwar
den Flicheninhalt, sie bestimmen aber nicht
das Dreieck selbst. Mit anderen Worten: Es
gibt sehr viele Dreiecke, die in g und zugehd-
rigem k& und damit auch in 4 Gbereinstimmen,
die aber nicht einander kongruent sind.
Zeichne, gleich in Fig. 1 hinein, zwei von den
vielen Dreiecken, die mit dem Dreieck PQR
in der Seite PQ und der zugeh6rigen Hohe
tbereinstimmen, sich aber sonst von ihm
unterscheiden. Nun aber uberlege weiter:
Gibt es unter all diesen Dreiecken eins (oder
mehrere), in dem

a) der Winkel bei P 70° betragt;

b) der Winkel bei P 70° und der Winkel bei
Q 80° betragen;

c) der Winkel bei P 70° und der Winkel bei
R 120° betragen;

d) eine andere Seite 5 cm lang ist;

f) die beiden anderen Seiten 5 cm und 7 cm
lang sind;

g) der Winkel bei P 50° und seine Gegenseite
6 cm betragen?

Wenn deine Antwort ,,ja** lautet, so konstru-
iere ein solches Dreieck. Ein ,,Nein* aber
durchdenke gut!

3. Unsere Formel 4, = %gh enthalt drei

Variable. Bisher waren uns g und h gegeben,
daraus bestimmten wir 4. Geht es auch um-
gekehrt? Mit anderen Worten: Wie lang
miBten Seite und zugehdrige Hohe eines
Dreiecks sein, wenn sein Flicheninhalt 24 cm?
betragen soll? Sicher hast du schnell heraus-
gefunden, daB es dafir sehr viele Moglich-
keiten gibt. Zeichne einige dieser Dreiecke!
Wie sieht es aber nun aus, wenn wir dem gege-
benen A noch einen Wert beigeben, entweder
fur g oder fir h? Im Beispiel: Wie lang kann
oder muB die Hohe eines Dreiecks sein, des-
sen Flicheninhalt 24 cm? betrdgt und dessen
cine Seite PQ ist (Fig. 1)? Es ist leicht einzu-
sehen, daB es fiir die Linge der Héhe nur
noch eine Maoglichkeit gibt. Zeichne ein
solches Dreieck! Und ganz entsprechend
wire es bei gegebenem 4 und h.

Wie lang sind Gbrigens die Hohen auf PR und
OR in Fig. 17 Du kannst sie bestimmen, ohne
sie zu messen!

4. Unsere Formel 4, = %gh driickt den

Zusammenhang von drei GroBen aus: Fla-
cheninhalt, Seite und zugehdrige Hohe eines
Dreiecks. Wir sahen, daB zwei von ihnen die
dritte genau festlegen, daB aber eine von
ihnen fir die beiden anderen das nicht tut,
vielmehr noch einen recht groBen Spielraum
1aBt. Das fiihrt uns zu der Frage: In welcher
Weise andern sich eigentlich diese beiden
anderen, da gibt es doch sicher einen Zusam-
menhang?

Wenn wir in dem Dreieck PQR die Seite PQ
fest lassen, den dritten Eckpunkt aber auf
RS wandern lassen (Fig. 3), so ist z. B. den
Dreiecken PQR, und PQR, sofort zu ent-
nehmen: Je groBer die Hohe, desto groBer
der Flicheninhalt. Man méchte es aber gern
genauer wissen:

Fig. 3

Was geschieht mit dem Flacheninhalt, wenn
die Hohe verdoppelt, verfunffacht, verhun-
dertfacht, halbiert, gedrittelt wird ? Wer schon
die Proportionen (jetzt in K1. 6) kennt, miBte
das richtige Wort einsetzen kdnnen:

Bei gleicher Seite sind zugehdrige Hohe und
Flacheninhalt einander ....

Die gleichen Uberlegungen stelle nun fir den
Fall an, daB die Hohe RS fest bleibt, die
beiden anderen Eckpunkte auf der Geraden
PQ wandern.

Was kannst du iiber 4, sagen, wenn

a) P nach links wandert?

b) Q nach links wandert?



c) P und Q nach rechts wandern?

d) P nach links und Q nach rechts wandert?
Vorhin sollte ein Wort eingesetzt werden. Es
heiBt ,.direkt proportional*. Der gleiche Zu-
sammenhang gilt auch fir Seite und Flachen-
inhalt (bei gleicher Hohe). Wie aber heiBt der
Proportionalititsfaktor? )
Bleibt nun noch der dritte Fall zu untersu-
chen: Der Flicheninhalt wird festgehalten —
in welcher Weise erfolgt die Anderung von
Seite und zugehbriger Hohe? Ganz gewiB
bedingt eine VergroBerung der einen eine
Verkleinerung der anderen; denn wie sollte
sonst ihr halbes Produkt den gleichen Wert
behalten? Die genauere Aussage aber sollst
du selbst finden und auch, wie es hier mit der
Proportionalitat steht!

Und nun noch einige Aufgaben hierzu:

(1) M sei Mittelpunkt von E = r, N sei
Mittelpunkt der Hohe k, auf PQ. Gib die
Flacheninhalte der Dreiecke

PMR; PQN; MQN; PNR;

RPQ; MQR; NOQR; PMN;
als Teile vom Flacheninhalt des Dreiecks
POR an!

(2) Zeichneein Dreieck P'Q’R’ (sein Flichen-
inhalt sei 4°), fr das gilt:

a) A’ =2 A4 (A ist Flicheninhalt des Drei-
ecks POR);

b) A'=2Aund P’Q’ = PQ;

¢) A =3Aundh, =4,

&) A" =3 Auadh, = hund PG ~

PQ;
e) A'=4 h, + h,und P'Q’ + PQ!
(3) Um wieviel dndert sich der Flacheninhalt
des Dreiecks PQR, wenn

a) E um 1 cm wichst;

b) E um 1 cm abnimmt;

c) h, um 1 cm wichst;

d) FQ und &, um je 1 cm wachsen;

¢) PQum 1 cm wichst, 4, um | cm abnimmt?

5. Man kann den Zusammenhang, den die

Formel 4, = % gh zum Ausdruck bringt,

auch veranschaulichen. Eine in der Ausfih-
rung ganz einfache Mdglichkeit ist folgende
(vgl. Fig. 4): In einen flachen Deckel eines
Pappkartons wird angefeuchteter Sand ge-
fllt. Von einer Ecke aus werden auf den bei-
den Randern des Kartons gleichlange Ab-
stinde markiert und numeriert, etwa von 1

Fig. 4
N
) 7 717 7
67L Mee) 27/
SL ki A 4
¢ L—7 7 y
3L A’Z,.?] / 7 -/
27/ > 7 77—
1< 7 7
p 4 Z 4
7 2 3 4 8§ 6 7

bis 8. Dadurch 1aBt sich die Sand-Oberfliche
mit einem quadratischen Gitternetz iiberze-
hen, wie ein Schachbrett; und zu jedem
Gitterpunkt gehort genau ein Zahlenpaar.
(s. Fig. 4) Wahlen wir die erste dieser beiden
Zahlen als MaBzahl fiir g, die zweite als
MaBzahl fiir 4, so gehdrt zu jedem Gitter-

punkt auch eine Zahl % gh = A. Daher

stecken wir in jeden Gitterpunkt ein Stib-
chen (Wurstspeiler) entsprechender Linge:
In den Gitterpunkt (4; 6) also ein Stdbchen,
das dann iber dem Sand 12 cm lang ist. Zur
besseren Sichtbarkeit konnen wir oben auf die
Stibchen noch Knetekugeln aufstecken.
Wenn alle Stibchen stecken, hat man den
Eindruck einer zusammenhingenden Fliche.
Wer in der Schule schon die Funktionen ken-
nengelernt hat, der hat sicher lingst gemerkt:
Hier geht es um die ,,grafische Darstellung**
einer Funktion, nur hat diese Funktion 2 un-

.abhidngige Variable — die sonstigen in der

Schule haben immer nur eine.

6. Und zum SchluB nun noch einige Pro-
bleme, Gber die du ganz allein nachdenken
sollst:

a) Wenn wir uns einen bestimmten Flichen-
inhalt, sagen wir 36 cm?, vorgeben, so gibt es
zu ihm sehr viele Dreiecke. Gibt es unter all
diesen eins mit

(1) kleinster Grundseite und groBter zuge-
hériger Hohe?

(2) groBter Grundseite und kleinster zuge-
horiger Hohe?

(3) kleinster Summe g + A?

(4) groBter Summe g + A?

(5) kleinstem Umfang?

(6) groBtem Umfang?

b) Wenn wir uns eine bestimmte Summe fiir
g und h, sagen wir g + h = 20 cm, vorgeben,
so gibt es zu ihr auch sehr, sehr viele Drei-
ecke. Gibt es unter all diesen eins mit

(1) groBtem Flacheninhalt?

(2) kleinstem Flacheninhalt?

(3) groBtem Umfang?

(4) kleinstem Umfang?

¢) Wenn wir uns einen bestimmten Umfang,
sagen wir 30 cm, vorgeben, so gibt es zu ihm
sehr, sehr viele Dreiecke. Gibt es unter all
diesen eins mit '

(1) groBtem Flacheninhalt?

(2) kleinstem Flacheninhalt?

(3) groBter Summe g + A?

(4) kleinster Summe g + A?

Es ist erstaunlich, was alles zutage kommt,
wenn man eine Formel von ailen Seiten be-
trachtet, eben richtig Gbt. Versuche nun, dic
die gleichen Gedanken auch iiber andere
Flachenformeln (dann auch fir Volumen-
formeln) zu machen; vielleicht nimmst du
zuerst das Rechteck und dann das Trapez.

Schneiden und Verbinden

3. Gegeben sind zwei zueinander parallele
Geraden a und b und ein nicht auf diesen
Geraden liegender Punkt P. Man konstruiere
allein mit Bleistift und Lineal eine zu a paral-
lele Gerade durch P.

4. Gegeben sind zwei zueinander parallele
Geraden a und b. Auf a sei die Strecke
PO =>p vorgegeben. Die Strecke p ist allein

zu 4.

G. Pietzsch
zu 3.
P
o]
a
b

unter Verwendung von Bleistift und Lineal
in drei gleiche Teile zu teilen.
Dr. E. Schroder, Dresden
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Fernolympiade Mathematik

UdSSR 1968

1. (7—9) B maxMaTROM TYPHHpPE y4acTBO-
paso B TPH pa3za Gonumie MacTepoB, YeM
rpoccmeiicrepos, B orm HaGpanu B 1,2 paza
6oMbme OIXOB, TEM rpoccMeiicteprl. Bee
YYACTHENH TypHEpA — MAacTepa HIH [pocc-
Melicreprl. Cxonbxo Tex 2 Apyrux?

2. (7—10) (a) Ha xnerqaroii 6ymare nape-
COBaH XBafipaT 5 X 5 wierox. Kakoe Hau6oin-
mee YHCJIO €r0 KIETOK MOXHO MOKDAacHTh
9epHO# Kpacxoii Tax, ITO6K HE OZMH YTOJIOK
H3 TpeX LICTOX Be OhUT 3aKpamex Oe/ KoM ?

].‘
i
i

I

il

(6) Tor me BOompoc s kpagpatos 10x 10
LJIETOK, I X N KJIETOK.

3. (8—10) pa mapoxoaa HAYT IO MOPIO MO
(HEECHPOBAHHLIM TPEMBIM C OOCTOAHHLIMH
cxopocTamME. B 8 wacoB paccrosane MexIy
ARME 6n10 7,5 MEnm, B 8 9acoB 55 MUH. —
3,5 M, B 9 9acos 05 MEH. — 2,9 MHIM.
B xaxoii MOMeHT mapoxoan OymyT Haxo-
JBTLCE HA KpaTIAHMEM PacCTOSHHA H Ka-
XOBO 3TO paccrosHEe?

4. (8—10) BumcamRas OKpyXHOCTL KacaeTcs -

cropos AB m BC Ttpeyronbmuxka ABC B
Touxax E B F. BHccexTpHCa yria A Tpeyrob-

HEEA nepecexaer mpsaMmyilo EF B Touxe K.
Hoxasats, 910 yroa CKA — mpaMoii.

5. (7—10) a) noxa3ath, 9TO mOCyE 3aOATOMH

B 3anWCH YHCIA % B BHAC GeckoHewHOM
NECATHIHOH JpoOH He BCTPETUTCA ABYX OJH-
HaxoBuix maGp noapsn (n — moboe nenoe
gmcno, 0 < n < 73).

6) yxaxuTe BCe mpocThie wucia P, mis ko-

TOPLIX BCE proﬁn%, rae 0 < n < P, obna-

AAIOT TEM XK€ CBOHCTBOM.
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6. (9—10) Onma TpeyromHAA NHpaMuUAa Ke-
JIEKOM NOMEIACTCA BHYTPH apyro#. Moxer
JIA cyMMa IIMH pebep y mepBo#l nMpaMuIhl
6niTh 60/mme, 9eM y BTOpPO#?

7. (8—10) Ipe xopawi BE u CF oxpyx-
HOCTH NnepecekaloTcs B Touke 4. K — cepe-
mmHa otpeska BC. Jloxa3aTh, 4TO npsaMas
KA nepecexaet otpe3oxk EF B Taxoii Touke M,
uto EM : MF = AC? : AB%.

8. (7—10) PewnTs ypaBHeHue. —
Ji—1+J2—1=/3

9. (7—10) IMocnenopaTensHOCThA,, a5, 4s, ...

CTPOHTCA MO TAKOMY 3aKOHY
a=1\a, =a -+

1 n+1 n all

s scexn 2 1.

a) BEPHO JIA, UTO 3Ta HOCIEHOBATENLHOCTD

orpanHveHa (To eCTh CYLIECTBYET TaKO€ 9hC-

10 C, 4TO BCE WIEHB! MOCJEAOBATEIbHOCTH

He npeBocxoaaT C)?
6) noKa’aTh, UTO aggee < 30.

10. (7—10) YernIpe yepHhie 1 YeThIpe Geinie
GUImKK nexaT B PAN TaK, YTO LBETa dYe-
PeOyloTCsi; PSJOM OCTAaBJIEHO MECTO elle
s aByx ¢uuex. 3a oAMH X0/ pa3pelaeTcs
mobsie n8e cocenHne QHIIKM HE MEHSS HX
NOpAlKa, NEepecTaBuTh Ha cBobonHble IBa
mMecta. Tpebyercs pacnonoxuTs punmxu rak,
9TO6Rl YeThIpe OeNkle CTOMM HOAPSA H
YeThIpe 9CPHRIE — TOXeE, NPHYEM MEXAY
¢pamKamMn He pOMKHO 6HITE MpOMeXyTKa.
3a kaxoe HaHMEHbLIEE 9HCIO XOAOB 3TO

‘MoxHo caenath? (Ha pmcyHre moxasaHo,
‘KaK MOXHO CIAEJIaTh 3TO 32 NATH XOAOB).

Pemmte Ty %e 3amauy Ans n nap ¢umex,
rnen=5,6,7...
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Ein Satz von
Diophant von Alexandrien

A 448 Bereits auf Diophant von Alexandrien
(um 250 u. Z.) geht der folgende Satz zuriick :
»Wenn man zu dem Flicheninhalt des Qua-
drates der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks viermal den Flicheninhalt dieses
Dreiecks addiert, so ergibt sich wiederum der
Flicheninhalt eines Quadrates. Wenn man
von dem Flicheninhalt dieses Hypotenusen-
quadrates viermal den Flicheninhalt des
rechtwinkligen Dreiecks subtrahiert, so er-
gibt sich ebenfalls der Flicheninhalt eines
Quadrates.*
a) Man beweise diesen Satz und gebe eine
anschauliche Interpretation seines Inhaltes.
b) Wie lang sind die Seiten der beiden so
entstehenden Quadrate?
c) Was bedeutet die Aussage des obigen
Satzes fir den Fall, daB die MaBzahlen a, b
und ¢ der Seitenlingen des rechtwinkligen
Dreiecks natiirliche Zahlen sind? Man gebe
einige Beispiele an.

Mitgeteils von Prof. Dr. rer. nat. habil.

K. Manteuffel, Magdeburg

KLEIN
+VIETA
NEWTON

A 449 Unser Leser Harald Englisch, Schii-
ler der Klasse 10 der EOS Leibniz, Leipzig
(sieche auch Heft 3/69, S. 51), hat aus den
Namen von drei bedeutenden Mathematikern
eine schone Aufgabe gebildet, die gelost wer-
den soll.

Dabei ist jeder Buchstabe durch eine Grund-
ziffer zu ersetzen, so daB eine (im dekadi-
schen System) richtig geloste Additionsauf-
gabe entsteht. Die Zuordnung zwischen den
Buchstaben und Ziffern soll eineindeutig sein;
d.h., gleiche Buchstaben entsprechen glei-
chen Ziffern, verschiedene Buchstaben ent-
sprechen verschiedenen Ziffern. Die Ziffer 0
darf nicht am Anfang einer Zahl stehen.

a) Es ist eine Losung anzugeben.

b) Wieviel verschiedene Losungen hat diese
Aufgabe?



Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Wolfgang Engel

Universitat Rostock
Vorsitzender des Zentralen Komitees der Olympiaden Junger Mathe-
matiker der DDR

A 450 In der Ebene seien drei voneinander ver-
schiedene Punkte gegeben. Die groBte der Entfer-
nungen zwischen irgend zweien diesér Punkte sei mit
d bezeichnet. Es ist der Radius r (in Abhingigkeit
von d) des kleinsten Kreises zu bestimmen, der bei
beliebiger Lage der drei Punkte alle drei Punkte im
Innern oder auf dem Rande enthilt.

Die Universitit Rostock, die in diesem Jahr das 550.
Jahr ihrer Griindung feiert, ist die ilteste Universitit
im Ostseeraum. Im 15. Jahrhundert entwickelte sie
sich zur fihrenden Universitit Nordosteuropas, zur
,,Leuchte des Nordens“, und behauptete diese Stel-
lung auch, als sich ihr weitere Universititen zuge-
sellten. Neben Studenten aus den Hansestidten und
dem norddeutschen Raum finden wir Skandinavier,
Niederlander und Balten in den Matrikeln. Im 16.
Jahrhundert nahmen auch die Naturwissenschaften
einen groBen Aufschwung, und als bedeutende Ge-
lehrte wirkten an der Universitit Rostock u. a. Ulrich
von Hutten, Tycho de Brahe, David Chytrius und
Joachim Jungius.

Im 17. und 18. Jahrhundert kam es infolge des 30jih-
rigen Krieges, der Auflosung der Hanse und der
Refeudalisierung Mecklenburgs zum Niedergang der

Universitit. So wurde die Universitit Rostock eine
kleine, wissenschaftlich bedeutungslose Landesuni-
versitit. Streitigkeiten zwischen der Stadt und dem
Landesherren fiihrten sogar zu einer zeitweisen Spal-
tung der Universitiit, die von 1760 bis 1789 in Biitzow
residierte. Die Studentenzahlen gingen dabei auf ein
Minimum zuriick, und die Gelehrten folgten gern
einem Ruf an andere Universititen. 1848 gab es nur
80 Studenten. _

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhutiderts erlebte die
Stadt Rostock einen steilen Aufstieg, der an der Uni-
versitit nicht voriiberging. In dieser Zeit, 1879, erfolgte
die Grindung des mathematisch-physikalischen Se-
minars. Die wissenschaftliche Entwicklung und der
Ausbau der materiellen Basis der Universitat wurden
nach der Machtergreifung des Faschismus unter-
brochen. Die Zahl der Studenten sank von iiber 2000
der Jahre 1931/32 auf weniger als 900 im Jahre
1938/39.

1946 begann eine neue Entwicklung. Die Schul- und
erste Hochschulreform &ffnete die Universitit auch
den Kindern der Arbeiter und Bauern. Die Studenten-
zahlen stiegen an und werden in den nichsten Jahren
weiter steigen. Zur Zeit studieren etwa 5000 Studen-
ten. Zu den traditionellen Einrichtungen kamen neue
hinzu, z. B. 1951 die ,,Technische Fakultit fir Schiff-
bau“.

Im Verlaufe der 3. Hochschulreform verindert die
Universitit ihr Profil und ihre Struktur. Fiir die Uni-
versitit Rostock ergibt sich eine enge Verflechtung

~mit den Bereichen der Seewirtschaft, der Land- und

Nahrungsgiiterwirtschaft, der Volksbildung und dem
staatlichen Gesundheitswesen.

Die Fakultiten mit ihren Instituten wurden aufgelost
und 17 Sektionen (darunter die Sektion Mathematik)
sowie der Hochschulbereich Medizin gebildet. In der
Sektion Mathematik erfolgt die Ausbildung von Di-
plomlehrern fiir Mathematik/Physik 'sowie von Di-
plommathematikern der Fachstudienrichtungen Ana-
lysis und Numerische Mathematik. Fiir die Diplom-
mathematiker sind als Nebenfacher Schiffstechnik,
Technische Elektronik und Sozialistische Betriebs-
wirtschaft vorgesehen.
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Berufsbild

Hochbauzeichner — ein Beruf fiir Midchen

Nur der Mensch kann eine Arbeit gedanklich vor-
bereiten, bevor er sie durchfiihrt. Die Tétigkeit eines
Hochbauzeichners gehort zu dieser gedanklichen
Vorbereitung. Bauwerke konnen nur dann Gestalt
annehmen, wenn dafiir Projektierungsunterlagen vor-
handen sind. Wihrend Architekten und Ingenieure
die Planung, Entwurfsbearbeitung sowie die statische
Berechnung durchfiihren, fertigt der Hochbauzeich-
ner die genauen zeichnerischen Unterlagen an. Er
arbeitet nach Angaben und Skizzen der Architekten
selbstindig anschauliche technisch eindeutige Zeich-
nungen aus, z. B. Grundrisse, Schnitte und konstruk-
tive Einzelheiten, nach denen auf der Baustelle oder
im Betonwerk gearbeitet wird.

Erforderliche Voraussetzungen

Besonders fir Midchen ist der Beruf des Hochbau-
zeichners interessant und vielseitig. Die Vorausset-
zung zum Erlernen des Berufes ist der AbschluB der
10. Klasse der allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschule. Die Titigkeit eines Hochbauzeichners
erfordert ein hohes MaB an Wissen und Kénnen,
stellt groBe Anforderungen an manuelle Fertigkeiten,
fordert gutes Allgemeinwissen und besonders gute
Leistungen in den mathematisch-naturwissenschaft-
lichen Fiachern. Der Hochbauzeichner muB in der
Lage sein, die Gedanken des Ingenieurs, die dieser
schriftlich, miindlich oder in einer Skizze zum Aus-
druck bringt, zeichnerisch darzustellen. Dazu sind
raumliches Vorstellungsvermégen und logisches Den-
ken eine wichtige Voraussetzung. Die Ausiibung des
Berufes erfordert Ausdauer, Konzentrationsfihig-
keit, Selbstindigkeit und VerantwortungsbewubBtsein.
Die Dauer der Ausbildungszeit betrigt fir 10-Klas-
sen-Schiiler zwei Jahre. Bei vorzeitigem Erreichen des
Ausbildungszieles besteht die Moglichkeit der Lehr-
zeitverkiirzung.

Wie erfolgt die Ausbildung?

Im ersten Lehrjahr erfolgt die Grundausbildung, die
zentral von einem VE Wohnungs- und Gesellschafts-
baukombinat durchgefiihrt wird. Alle Lehrlinge wer-

\
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den in Kollektiven zu je 15 Jugendlichen zusammen-
gefaBt und von einem Lehrmeister betreut. In der
Grundausbildung werden in Abstimmung mit der
theoretischen Ausbildung in der Berufsschule die
zeichnerischen Fertigkeiten entwickelt sowie die grund-
legenden Konstruktionen des Bauens gelehrt.

Das zweite Lehrjahr umfaBt die spezielle Ausbildung.
Die Lehrlinge werden in den einzelnen Projektie-
rungsabteilungen der Betriebe eingesetzt und arbeiten
an produktiven Aufgaben mit. Anleitung und Unter-
weisung erfolgen durch einen Architekten oder Inge-
nieur.

Nach Beendigung der Lehre mit dem Facharbeiter-
abschluB als Hochbauzeichner hat jeder die Méglich-
keit, sich weiter zu qualifizieren.

Uber ein dreijihriges Direktstudium an einer Inge-
nieurschule fiir Bauwesen kann die Qualifikation
zum Ingenicur, Okonomen oder Ingenieur-Pidago-
gen erfolgen, im Abendstudium zum Teilkonstruk-

teur.
Aus : Berufsberatungszeitung, Bez. Leipzig, 2/69

Mathematik und Bauwesen

Der alpha-Club der 29. Oberschule Leipzig (5 Arbeits-
gemeinschaften Mathematik) stellte sich zu Ehren
des 20. Jahrestages der DDR die Aufgabe, Foto-
material zum oben genannten Thema zusammenzu-
stellen. Es entstand eine Lichtbildreihe mit 200 Color-
Dias, Vignetten, techn.- Zeichnungen. Sie wird in der
auBerunterrichtlichen und unterrichtlichen Arbeit der
Klassenstufen 5 bis 10 eingesetzt. Die Dias zeigen
die enge Verbindung von Mathematik und dem sich
rasch entwickelnden Bauwesen im Bezirk Leipzig.
Baupline, Berufsbilder, Graphiken, eine groBe Zahl
von Aufgaben geben Erlduterungen zu den gezeigten
Bildern. Die besten Teilnehmer am Foto-Wettbe-
werb des alpha-Clubs wurden ausgezeichnet. Rund
50 Wissenschaftler, Werktitige aus dem Bauwesen,
der Industrie, der Landwirtschaft, Statistiker und
Eltern halfen bei déem Bemiihen, die Leistungen auf
diesem Schwerpunkt des Bezirks Leipzig zu zeigen
und zu erlidutern.



L.osungen

4 418 Die Langen der Katheten des recht-

winkligen Dreiecks betragen

(10 —2) - 10 km = 80 km bzw.

(7—3)- 10 km = 40 km.

Nach dem Pythagordischen Lehrsatz gilt:
I = f80 + 40 = /8000,

d. h., die Luftlinie zwischen den Orten A und

B hat die Linge von rund 89 km.

Ad V=V, +V, +V,
=nr’h+’;—h(r’+rlrz+rzz)+nr2h
=u-62-s+“3'5(6’+6zo+2o*)

+=%-20°-34
= n (288 + 2780 + 13600)
bpm=V-¢
~ 52360, d.s. ~ 52,36 Liter Inhalt pro
Kanne.
= 392,7;d.s. 392,7 kg.

A 420 1. Wir. geben zunachst eine rein
geometrische Losung wieder, wie sie von
Galois gefordert wurde. (Abb. siche S. 117).
Es sei A BCD das gegebene Sehnenviereck mit
den Seitenlangen a = AB,b = BC,c = CD,
d = DA. Wir bezelchnen die Langen der
Diagonalen mit x = AC und y = BD. Wir
nehmen zunichst an, daB der Winkel
¥ ABC = B ein spitzer Winkel ist.
Dann liegt der FuBpunkt E des von C auf AB
gefillten Lotes im Innern der Strecke AB.
Wir setzen zur Abkiirzung CE=h und
EB = u, also AE = a —u.
-Nach dem Satz des Pythagoras gilt wegen
P=r_—a
=@—uP +P =a—2au+
+ P —=a + b —2au m
Der FuBpunkt F des von A auf CD gefillten
Lotes liegt, da nach einem Satz iber das
Sehnenviereck der Winkel ¥ CDA = 180°—§
stumpf ist, auBerhalb der Strecke CD.
Setzt man AF = k und DF = v, so gilt wegen
=& —v
=@C+W+RR=+2v+ V¥
+d—v=+d+2v. (2)
Wegen ¥ FDA = f sind die rechtwinkligen
Dreiecke EBC und FDA éhnlich; daher gilt
urb=v:d, dhv= %
Man erhilt daher aus (2)

=g

3)

Aus (3) und (1) folgt also

a+w+%?=a+w_um

2u(a+f;—i)=a7+bz—cz—d’,
Wa® +b’—c’—d’)'

2 =
ab+ cd
Daraus folgt wegen (1)
ab(@ + ¥ —3—dBP
X} =a + P — b+ od y
_cd(@+ ) +ab(E + d¥
* = ab + cd ’ @

Ist nun der Winkel ¥ 4BC = f ein stumpfer
oder ein rechter Winkel, so erhalt man auf
Grund einer analogen Rechnung wieder die
Gleichung (4), im Falle § = 90° wird speziell
x* = a* + b*. Vertauscht man » mit d, so
erhilt man fir die Linge y der anderen
Diagonale BD:

bc'(a’+a“)+ad(b’+c’)
y= od + be ©)
Aus den Gleichungen (4) und (5) kénnen nun
die Langen x bzw. y der Diagonalen berech-
net werden, wenn die Liangen der Seiten
a, b, ¢, d gegeben sind.

2. Wesentlich einfacher wird die Ldsung,
wenn man den Kosinussatz der ebenen Tri-
gonometrie anwendet :

Da ¥ CDA = 180° — f und cos (180° — )

= — cos B ist, folgt aus

x* =a* + b —2abcosf 6)

und  x* = & + d® — 2cd cos (180° — f)
=c +d* + 2cdcos B )
@+ b —2abcosfp=373+d*
+ 2¢d cos B,
also2cosf(ab + cd) = a + ¥ — & — &,
zcosﬂ'_—ﬁ_bzﬂ
ab + cd
und hieraus wegen (6) )
g BEHE—— )
ab + cd

diese Gleichung stimmt mit der Gleichung (4)
dberein.

Analog erhilt man die Gleichung (5).

Diese einfachere Ldsungsmethode konnte
Galois aber nicht anwenden, da in dem
Mathematik-Kurs nur die Sitze der Elemen-
targeometrie benutzt werden durften.

Losungen zur Schulolympiade
der SR Rumiinien 1968

Klasseastufe 6

1a) Bei gleicher Arbeitsintensitit wiirden

15-16 - 1596
24 - 2280

Weberinnen, also von 7 Weberinnen gewebt

werden.

b) Eine Weberin wiirde an einem Tage

2280 1
1516 m, also 95 m Stoff weben.
c) Es seien fiir die Anfertigung einer Schiirze

a Meter, eines Hemdes b Meter, eines Bett-

1596 m Stoff in 24 Tagen von

lakens ¢ Meter Stoff erforderlich; dann gilt
1.7,
=—_:-:1=4:7:8.
a:b:c 38"

Aus4+’/+8=19und9§:i9=%folgt,

daB fir die Anfertigung einer Schiirze
4-%m = 2m,cinesHemda7~%m = J%m
und eines Bettlakens 8 % m =4 m Stoff

bendtigt werden.

2a) Auf Grund der Symmetrieeigenschaften
gilt AM = AN und AM = AP; die Dreiecke
NMA und MPA sind somit gleichschenklig.
b) Auf Grund der Symmetrieeigenschaften
gilt ¥ NAD = & DAM und ¥ MAE =
& EAP;fernergilt &5 DAM + ¥ MAE = 90°.

Daraus folgt ¥ NAP = 180°, d. h. die Punkte
N, A und P liegen auf einer Geraden.

-/

¢) Aus a) folgt AN = AP; auf Grund der
Symmetneelgenschaften gilt ferner ME = EP
und ND = DM. Das Viereck DMEA ist ein
Rechteck. Daraus folgt DA = ME = EP
und ND = DM = AE.

Die Dreiecke NDA und AEP sind somit
kongruent, da sie in den drei Seiten Gberein-
stimmen.

Klasseastufe 7
1) T=(x+y) 2—2
y’+x’+2xy
x2y
=a+ﬁ&—»+u+w
xy
_2(x+y) _Ax+y)
xy y
2:(=2+2_2-0_
b) > ===0

c) Der Term ist fur x = 0 oder fir y = 0 nicht
definiert.

6 2
x+6=—2
2
Jt=—71
— — 2 —
2a) Aus AD: AB=3:4und AD = 15 m
folgt AB = 20 m.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt BD

= J15%420° m = 25 m. Da ¥ APB Peri-
pheriewinkel {iber dem Durchmesser AB ist,
gilt ¥ APB = 90°, d. h. die Diagonalen AC
und BD des Trapezes A BCD stehen senkrecht
aufeinander. Nach dem Satz des Euklid gilt

—_— 2 —_
somit PD=125;—m=9m und BP = 16 m.
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Nach dem Strahlensatz gilt BC = 159—16 m

= 83—0111 Nach dem Satz des Pythagoras gilt

ferner AC = [20% + (83—0) m= 33% m.
k A
M
4 PNy
8
N

c
Die Lingen der Diagorialen des Trapezes
ABCD bctragen demnach 33%m und 25 m.
b) Nach dem Strah]cnsatz gilt MP: 4D

= BP: BD, BP:BD = CP: CA und s
CP: CA = PN : AD.Daraus folgt MP—PN.

Klassenstufe 8

1. Wir multiplizieren die erste Gleichung
mit a, die zweite mit b und erhalten
ax +aby =a + ab*
b’x —aby = —ab—b.
Durch Addition erhalten wir
@+ ) x=a—ab +ab— b,
bzw. durch Umformung
@+ x=(@+b¥)(@a—b)
x = a—b, wenn
&+ B +0.

Durch Substitution erhalten wir dann aus

der ersten Gleichung des gegebenen Systems

aa—b) +by=a+
by = ba + b)
y=a+b,wennb + 0.

Man erhilt also die Lésung x = a — b und

y=a+ b, falls b + Oist.

Ist a + 0 und b = 0, so erhdlt man x = a

undy = a.

Ista = 0 und & = 0, so ist das Glelchungs—

system fiir alle reellen Zahlen x und y erfiillt.

2a) Esgilte? = (2 + 2x — 15 = x* + 4x°

— 26x® — 60x + 225; ferner gilt

vew=(x2—6x + 9)(x* + 10x + 25),
vew=x*+ 4x° —26x> — 60x + 225.

Daraus folgt, daB > = v - w gilt.

b) ¥ 4 v =gxz—434:—6
u—v 8x—24
_O+DEx—3)_ x+1

4(x—3) 4

x+1 x+ 5
= folgt .
4 4 g

x + 1 =x+ 5, d.h. es gibt keine reelle
Zahl x, die die Gleichung erfiillt.

3a) Aus den Bedingungen der Aufgabe folgt,
daB dic Hohe SA der Pyramide SABC gleich,
der Hdhe AD des rechtwinkligen Dreiecks
ABC ist. Nach dem Satz des Pythagoras gilt
BC = /16 + 122 cm = 20 cm. Nach dem

far x + 3.

c) Aus
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Satz des Euklid gilt DO — % cm =72 cm.

Ferner gilt nach dem Satz des Pythagoras

= J122—72%cm = 9,6 cm. Somit
erhalten wir
V = % cm® = 307,2 cm®.

b) Nach dem Satz des Pythagoras gilt

SB =./16 + 9,6 cm = 18,7 cm,

S§C = /12 + 9,6 cm = 15,4 cm.
Die Summe der Langen der Kanten der
Pyramlde betmgt demnach 4B + BC 3 AC
+SA+SB+SC—16cm+20cm+12cm
+96cm + 18,7cm + 154 cm = 91,7 cm.
¢) Nach dem Satz des Pythagoras gilt DS

= /9,6 + 9,62 cm = 13,5 cm; daher gilt

fiir die Oberflache der Pyramide
A =1-(12-16+ 12-9,6
° 2

+ 16 9,6 + 20 -
= 365,4 cm®.

d) Esgi]tr=;~R'=

13,5) cm?

10 cm; wir erhalten

fir das Volumen des der Pyramide um-
schriebenen Zylinders demnach
V=mn-10?-9,6cm® ~ 3014 cm®

Klassenstufe 9

la) Wir multiplizieren die zweite Gleichung
mit 4m—2) und erhalten durch Addition
3(m—1)x+4m—2)y = 24
(5m—13) (m—2)-4
8(m—2)x—4(m-2) —_— =
y= (m—1)(m-2)
(lm—19)-x = 24+M
m—1
firm + lundm # 2,
(11m—19) ' x = “(“"'—119),
‘ -1 1
Durch Substitution erha]ten wir mit Hilfe der
zweiten gegebenen Gleichungen

8 _ sm-13
m—1 " (m=1)(m—2)
__ 3m-1)
Y S =D (m-2)
__3
m-—2

b) Das Gleichungssystem besitzt nur Losun-
gen, wenn m + 1 und m + 2 ist, und zwar im

Falle m + 1?gc:mmemel,osuugx—~4—

m—1

y = und im Falle m = X2 unendlich
m—2 11
viele Losungen (x beliebig, y = 2x — 22), wie

durch Rechnung nachgewiesen werden kann.

.©) Fiir m = 3 erhalten wir das Zahlenpaar

[2? 3]’
fiir m = 5 das Zahlenpaar [1, 1].
Diese beiden Zahlenpaare sind die einzigen,
die die gestellten Bedingungen erfiillen.
2) Ausb)folgt 4€ 4,6€ A4,9€ 4,
4¢ B,6¢ B,9€ B.
Ausc) folgt 1€ 4,6€ A4,8¢€ 4,9¢ 4
Ausd)folgt 5€ B,6€ B,7€¢ B,9¢ B
Ausc) und a) folgt 24 4,74 4, )
also2€ B,7¢ B.
Ausd)und a)folgt 1¢ B,349 B,
alsol€ A4,3¢ A.
Folglich gilt
A = {1,3,4,6,8,9}; = {2,4,5,6,7,9}.
Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daB fiir die angegebenen: Mengen 4 und B
die Bedingungen a) bis d) erfiillt sind.
3a) Der nachstehenden Zeichnung entneh-
men wir:

u = AN + NB +°BC + CP + ﬁ
aus Symmetriegrinden gilt P PA = AM
= AM,CP = CM,NB=BM.DaBC =
+ CM ist, gilt damit

u =AM + BM + BC + CM + AM

=2-AM +2-BC = 2-(4M + BO).
Die Strecke BC ist konstant; der Umfang
u =2 - (AM + BC) des Finfecks ANBCP
hingt somit allein von der Linge der Strecke
AM, also von der Lage des Punktes M ab.
Die Strecke AM und damit der Umfang des
Fiinfecks wird am kiirzesten, wenn AM Héhe
zur Seite BC ist.

z|

W

P

b) Wenn N, 4 und P auf einer Geraden
liegen, so gilt x NAP = 180°. )]
Aus dér Symmetrieeigenschaft folgt

¥ NAF =& FAMund ¥ MAG =¥ GAP.(2)
Aus (1) und (2) folgt ¥ FAG = 90°.

Es gilt umgekehrt:

Aus ¥ FAG = 90° und X NAF = & FAM
und ¥ MAG = ¥ GAP folgt £x NAP = 180°,
d.h. die Punkte N, 4 und P liegen auf einer
Geraden.

c) 1. Teil der Aufgabe

Nach Voraussetzung ist das Viereck NBCP
ein Parallelogramm; es gilt also



. PCB+ ¥ CBN = 180°.

Aus Symmetriegriinden gilt ferner
¥ PCA=¥% ACMund X MBA =¥ ABN.(2)
Aus (1) und (2) folgt ¥ ACM + ¥ MBA
= 90°, und deshalb ist auch ¥ CAB = 90°;
das Dreieck ABC ist also in A4 rechtwinklig.
Aus Symmetriegriinden gilt weiterhin

CP = CM und BM = BN. A3)
Im Parallelogramm sind die gegeniiberlie-
genden Seiten gleich lang; es gilt also

BN = CP. @
Aus (3) und (4) folgt CM = BM, d. h. der
Punkt M halbiert die Seite BC.

O]

Losungen zu alpha-heiter

Summe stets 40

Kreisfigur: 3+144+154+8=40
Symmetrieachse: 7 + 5 + 13 + 12 + 1

+2=40
Symmetrieachse: 4 + 10 + 11 +9 + 0
+ 6 =40

Auf der iga
Jeder benotigte 112 m Zaun.

28 -28 = 784 25-31 =775
2-56 =112 2-56 =112
22-34 =748 19 -37 = 703
2-56 =112 2-56 =112
Labyrinth

Mathematischer Begriff: FUNKTION

Kryptarithmetik
1 9+1=100

2 3-7-37=177

3 112=12

4 . J25=5 . /36=6
5 0,01-0,01 = 0,000l

Ein Bruch! Einbruch?

Die allgemeine Form (Bildungsgesetz) fir
Aufgaben dieser Art lautet:

s

1. Weg (nach A. Ries):
1\ . 1\ ab+1 ab+1
<a+3).<b+;)— b . 2

2. Weg (rund gerechnet):

a:b=2

b
3. Weg(nur mit Briichen):
1.1 1 a
— == a=—
ba b b

Stelle Aufgaben dieser Art deinen Mit-
schillern!

In einem Zuge

1. EEF,A,B,LO,N,F,G,C,D,H,M, L,
G H LK
2.B,C,D,E,F,G,H,A,B,ILH,M,F, L,
yL,M,LLK,B
B

D’ )
A,B,E,C,B,F,C,D,E,F, A, D

Beim letzten Ton des Z. ..

Die Uhr schlug 2mal — die Zeiger zeigten
20.16 Uhr an.

T STy e AT S o e T CESEE SR T == o Too- T T mm=mleyamozm oo

Losung zu ,,Schneiden und Verbinden*

3. Durch P lege man eine Gerade (1), die
a und b im Endlichen schneidet. Ferner
zeichne man eine nicht durch P gehende
Gerade (2), die a, b und (1) im Endlichen
schneidet. Mit diesen Annahmen ist die
weitere Konstruktion der Parallelen zu a
durch P mit Hilfe der Geraden (3)...(7)
in der vorgegebenen Reihenfolge eindeutig
bestimmt.

4. Annahme von Z nicht auf a und b liegend,
sonst beliebig. Verbinde Z mit P und Q und
lege eine weitere Gerade (3) durch Z, die
aund b im Endlichen schneidet. Die folgende
Konstruktion zur Dreiteilung der Strecke
PQ ist durch Zeichnen der Geraden (4),
(5)...(15) in der vorgegebenen Reihenfolge
eindeutig bestimmt.

Mathematical Log

Ans: 30. Put one color on and turn that face
down. On top any of five colors can be used.
Four colors remain and they will form a
circular permutation on the remaining four
sides. The number of circular permutations
of four things all at a time is 3! = 6. Hence
the numberis 5 - 6 = 30.

Abbildung zu Lisung 420 (S. 115):

. i
A - & LB

Bemerkung: Aus der Konstruktion ist leicht
zu folgern, daB sich jede zu p in einem ratio-
nalen Verhiltnis stehende Strecke mit den
hier zugelassenen Mitteln in endlich vielen
Schritten konstruieren 1aBt.

a
Z
b
I 1 \
7
1
% 15
» ”?
[ YA a a
9=/
) 0 6
§ — ‘\\_.
4 . 7L .
S N
N b




In freien Stunden ﬂggﬁlﬁ heiter

,,Sie sollten sich auch qualifizieren!* ,J L
Aus: Zeit im Bild 42/68 .

V(@
A

Leicht verstindlich

» Vati, ist heute dasselbe wie gestern 7

,,Nein, wie kommst du darauf?

,»Du sagtest doch gestern, daB heute morgen sein
wird!“

,»Ja, freilich! Heute war gestern morgen und heute
ist heute, so wie gestern heute war und morgen ist
heute gestern und morgen wird auch heute sein! Ver-
standen 7¢¢ OL H. Pitzold, Waren|Miiritz

Eine interessante Zahl

2592 = 2°- 92
Wer findet édhnliche, interessante Beziehungen? Sen-
det sie an die Redaktion alpha!

OL H. Pdtzold, Waren/ Miiritz
Summe stets 40

Die Zahlen 0 bis 15 sind so in die Kreisfiguren einzu-
tragen, daB die Summe der Zahlen in den vier Doppel-
kreisen und die Summe der Zahlen in den Kreisen
auf jeder der beiden Symmetrieachsen gleich 40 ist.

StR J. Lehmann, V.L.d. V.,
Leipzig

Auf der iga

Auf der iga trafen sich 4 Gartenbesitzer. A hat einen
Garten von 784 m?, B hat 775 m?, C 748 m®> und
D 703 m?. Alle Girten sind rechteckig. Es stellte sich
beim Gesprich heraus, daB alle 4 die gleiche Meter-
zahl fiir den Zaun benétigten, um ihre Géirten zu um-
ziunen. Wieviel m Zaun brauchte jeder? Gibt es

| -
noch andere Losungen?
OL H. Pitzold, Waren|/Miiritz

Labyrinth

Von einem der vier Einginge fithrt ein Weg iiber
alle angefiihrten Buchstaben zu einem anderen Aus-
gang. Bei richtiger Losung erhaltet ihr einen wichti-
gen mathematischen Begriff!

Annerose Lehmann, Leipzig (8. KI.)

T oL I~ ]
5alTS i
EpTEge

T

In den folgenden Aufgaben ist jede geometrische Figur
durch eine Ziffer zu ersetzen, so daB richtig geloste
Aufgaben entstehen. (Gleiche geometrische Figuren
in den einzelnen Aufgaben miissen nicht gleichen
Ziffern entsprechen.)

StR J. Lehmann, V.L.d. V., Leipzig

i 2 3_q

% 5

AA+O=000

A+0-AO=000|(0D)=0a0

A0-0|300 -5,00=0,0000
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AN A / NN~ A AARAN Beim letzten Ton des Zeitzeichens
' Wwar es genau...

Herr Tiiftler besitzt eine alte Wandubhr, die sehr genau
geht. Leider zeigt sie eine andere Zeit an als die Radio-
zeit, und sie schlagt auch verkehrt. Wenn sie zum Bei-
spiel 11.16 Uhr anzeigt, dann schligt sie 5mal. Es ist
dann genau Mitternacht nach dem Radio.

Als es kiirzlich laut Radio 9.00 Uhr war, schlug sie
gerade. Wie oft schlug die Uhr und welche Zeit zeig-

ten ihre Zeiger?
OL H. Pdtzold, Waren/ Miiritz

Mathematical Log

Cubes are painted with six colors. Each face is painted
a solid color and no two faces of a given cube are the
same color. How many such cubes can be prepared
where each is unique in color orientations?

C. O. Oakley, Haverford, Pennsylvania
(Math. Log XI11/3)

odlede W'y

Was soll blof aus dem mal werden? Aus: DLZ 38/68
’ Symmetrie?

Ein Bruch! Einbruch?

31:8l
8 3

Um zu sprechen im Gedicht:

Drei Schiiler saBen vor Gericht.

Und das Ergebnis? Es war dies:

Der erste hielt’s mit Adam Ries.

Der zweite wollte rund es machen

und teilte nur die ganzen Sachen.

Der dritte so zum Ziele kam,

indem er nur die Briiche nahm.

Das Resultat-— ja das ist wichtig —

bei allen dreien war es richtig.

Das gilt nicht immer, nicht fiir alle.

Denk selber nach, in welchem Falle!
Es soll das Bildungsgesetz fiir Aufgaben dieser Art
mit Variablen ausgedriickt, die drei oben eingeschla-
genen Wege in allgemeiner Form dargestellt werden.

Dr.-Ing. W. Bennewitz, Radebeul

In einem Zuge

Ohne abzusetzen soll jede der drei Figuren durchfah-
ren werden. Dabei darf aber jeder Punkt hochstens

. . Vignette v. i, Pari;
zweimal passiert werden. Tpeatic: v v, ¥ty

OL H. Patzold, Waren| Miiritz Aus dem DiogenesfaB (Eulenspiegelverlag)

A B & 8 C
c D 8_~1 F y
Q o K<>M i
GEIGE I K C G A D
L M B / H
N 0 A F E
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Leser schreiben an alpha

...Meiner Meinung ist die alpha fiir einen
Schiiler, der sich fir Mathematik interessiert,
die Zeitschrift! Ich persénlich méchte die
alpha nicht mehr missen. Mir gefallen beson-
ders die Beitrige iiber geometrische Pro-
bleme, z. B. ,,FuBball — regulire Polyeder*,
,,Nichts Einfacheres als ein Quadrat* oder
die neu begonnene Artikelserie ,,Elektro-
nische Datenverarbeitung.*

Peter Schluttig, Frankenberg

Der Schwierigkeitsgrad der alpha-Wettbe-

werbsaufgaben war in Heft 1/69 schr unter-
schiedlich!

OS Mittelstille (Kr. Schmalkalden)

Das vergroflerte Format von alpha findet

meinen Beifall. Die einzelnen Beitriige wer-

den jetzt Gibersichtlich auf die Seiten verteilt.

Mit Gliackauf

Dr. K. Kéhler, Karl-Marx-Stadt

Mein Sohn, der seit Beginn der Schulzeit
ein reges Interesse fiir die Mathematik zeigt,
hilt seit einem Jahr die Zeitschrift alpha.
Gern mochte er am Wettbewerb teilnehmen;
er ist jedoch erst Schiiler der 4. Klasse. Er
bittet mich zu fragen, ob er dennoch am

Wettbewerb teilnehmen darf.
W. G..Schmidt, Dessow, Kr. Kyritz
Er darf teilnehmen. d. Red.

In alpha 1/69 sah ich, daB Leser Aufgaben
an die alpha-Freunde stellten. Da ich an
meine Klassenkameraden, die sich an unse-
rem selbstindig zusammengestellten und wei-
tergefihrten Mathematikzirkel beteiligen,
auch oft dhnliche Aufgaben stelle, nahm ich
mir vor, auch fiir die alpha-Freunde eine
Aufgabe auszuarbeiten. .. In meiner Klasse
(ich besuche die 7. Kl.) habe ich wieder
erfolgreich fiir alpha geworben. Nun sind
schon 7 regelmiBige alpha-Leser.

Hanna Heinhold, Potsdam

...Da es in unserer Schule keinen Mathe-
matikzirkel gibt, hat mir die Zeitung sehr
geholfen, auch auBerhalb der Schule Mathe-
matik zu betreiben. Ich finde alpha sehr inter-
essant und abwechslungsreich. . . Ich mochte
Ihnen hiermit meinen Dank und mein Lob
aussprechen. ..

Heino Libbe, Negast, Kr. Stralsund

...Taglich muB ich 3 Stunden mit der Eisen-
bahn zur Schule und wieder nach Hause
fahren. Diese Zeit widme ich iberwiegend
TIhrer Zeitschrift. Da die alpha nur alle zwei
Monate erscheint, bat man geniigend Zeit,
sich mit bestimmten Aufgaben zu befassen. . .
Gerade aus den gegebenen Losungswegen
kann man sehr viel leren... Ich glaube,
daB demnichst einmal einige Artikel iiber
»Das Losen von Aufgaben* verdffentlicht
werden sollten... Die Arbeit mit Ihrer

Mit Zirkel und Zeichendreieck

Zeitschrift ist wohl auch beteiligt am Gewinn
meines 1. Platzes bei der diesjahrigen Kreis-
olympiade. .. Die Aufgaben groBer Mathe-
matiker unserer Republik geben uns oft
einen Einblick in spezielle Gebiete der Mathe-

Dietmar Wegner, Halberstadt, K. 9

Ich habe mich dber die Urkunde und die
beiden Biicher sehr gefreut. . . Spiter mochte
ich gern die Spezialklasse fir Mathematik
und Physik besuchen und dann Mathema-
tik studieren. Die alpha wird mir mit den
gestellten Aufgaben und den Artikeln helfen,
dieses Ziel zu erreichen. .

Angela Rohrbeck, Franzburg, KI. 7

Am alpha-Wettbewerb beteiligt sich per Luft-

post
Sigrun Geyer, Sansibar, Tansania (KI. 4)

...Ich bin 19 Jahre alt, aber kein Schiiler
mehr. Mein Beruf ist Maschinenbauer. Ab-
solviert habe ich die 10-Klassen-Schule ...
Ich betreibe Mathematik jetzt als Hobby.
Unter diesen Umstinden werde ich doch
wohl am Wettbewerb teilnehmen kénnen,
denn nur hier kann ich Bestiitigung meiner
autodidaktischen Leistungen finden.

Arno Humpack, Klingmiihl

Wir freuen uns {iber Thre Beteiligung am
alpha-Wettbewerb und wiinschen gute Zu-
sammenarbeit und viel Erfolg. d. Red.

g C




Aufgaben aus Lehrbiichern

des Volkseigenen Verlags Volk und Wissen

Berlin

1949

A 5 Im Haushalt eines Bauern brennt tig-
lich in der Kiche eine 60-Watt-Lampe
3 Stunden lang, im Kuhstall beim Fiittern
und Melken eine 75-Watt-Lampe eine Stunde
lang und in der Scheune beim Futterschnei-
den eine 40-Watt-Lampe zwei Stunden lang.
Wie hoch ist der tigliche Verbrauch an elek-
trischer Energie.

Wie hoch sind die Kosten im Monat? (Eine
kWh kostet 8 Pf.)

A 5 Zu ciner Klasse gehoren 44 Schiile-
rinnen. Die Hilfte (ein Viertel) ist nicht an-
wesend. Wieviel Schiilerinnen sind das?

A 5 Ein Bauer hat fiir 250 NaBpreBsteine
20,00 DM bezahlt. Was kostet ein Stlick?
A 5 Eine volkseigene Federnfabrik stellt
mit einer Maschine an einem Tag 26000
Schreibfedern her, die automatisch in Kast-
chen zu je 1 Grs. verpackt werden. Wieviel
Kistchen konnen gefiillt werden und wieviel
Dtzd. und Stck. bleiben iibrig?

A 6 Beim Getreidemidhen betrigt der Ar-
beitsaufwand mit der Sense bis zum Auf-
stellen der Stiegen (Garben) etwa 70 Std. je
ha, mit einem Mihbinder der MAS nur etwa
4 Std. je ha. Wieviel Arbeitsstunden spart
ein Neubauer bei der Roggenernte auf einem
Feld von 1,5 ha dadurch, daB die MAS einen
Mahbinder zur Verfiigung stellt?

A 6 Beim Bau einer Mauer schichtet ein
Maurer in 1 Std. 3 Reihen Ziegelsteine und
baut dadurch die Mauer im Durchschnitt
23,1 cm hdher. Um wieviel cm baut er sie in
2, 3, 4,... Stunden hoher? Trage die Ergeb-
nisse in eine Wertetafel ein!

A 7 Beim Aufbau der Volkswerft Stralsund
erfiilllte der Nationalpreistrager Paul Sack
die Tagesnorm von 600 vermauerten Ziegel-
steinen mit 4179,. Wieviel Ziegelsteine ver-
mauerte er tiglich?

A 7 Ein Arbeiter in einem mecklenburgi-
schen Torfstich sticht 1000 Soden (Sode heiBt
Torfstiick) in 3 Stunden. Er steigert seine
Leistung durch geschickte Vorbereitung und
schafft die Arbeit kinftig in 2 Stunden 18
Minuten. Wieviel % betrigt die Zeiteinspa-
rung?

A 7 Die Landarbeiterin eines volkseige-
nen Gutes hatte beim Binden von Getreide-
garben eine tigliche Norm von 0,45 ha zu
erfiillen. Tatséchlich erreichte sie eine Lei-
stung von 0,65 ha. Wieviel % der Norm
betrug ihre Leistung?

A 7 Der Hauer Franik von der Grube
,.Briickenberg'* in Zwickau forderte in einer
Schicht 26,6 m®* Kohle und iibererfiillte da-
mit seine Arbeitsnorm um 430%,. Wie groB3
war diese?

A 8 Fiir den Bau eines Neubauerngehdftes
hatten sich 5 Bauern fiir die Anfuhr der Ziegel-
steine bereit erklirt. Jeder sollte die gleiche
Anzahl von Fuhren durchfiihren. Da das
Gespann des ersten Bauern anderweitig be-
notigt wurde, muBte jeder der vier anderen
3 Fuhren mehr durchfihren, als sonst nétig
gewesen wiren. Wieviel Fuhren waren ins-
gesamt notwendig?

4 8 Ein Bauarbeiter hat ein monatliches
Reineinkommen von 190,— DM. Er ver-
teilt seine Ausgaben wie folgt: fiir Wohnung
15,3%, for Eméhrung 539, for Kleidung
8%, fir Heizung und Licht 7,89, fiir Erho-
lung und Unterhaltung 99%.

a) Berechne die einzelnen Ausgaben in DM!
b) Wieviel DM bleiben fiir unvorhergesehene
Ausgaben oder fiir Ersparnisse iibrig?

A 8 Jede Arbeiterin einer Strumpffabrik
stellte in einem Vierteljahr durchschnittlich
522 Paar Strimpfe her. Durch technische
Verbesserungen und durch Einfithrung des
Leistungslohnes stieg die Leistung auf 912
Paar. Wie groBl ist gegenwirtig der Wert
der Produktion einer Mitarbeiterin, wenn er
vor der Leistungssteigerung 901,— DM be-
trug?

1969

& 5 Schreibe alle Angaben heraus, die du
zur Beantwortung der [olgenden Frage be-
ndtigst! — ,,Wieviel Tage war die sowje-
tische Raumstation ,Venus 4‘ unterwegs?*
Die sowjetische Raumstation ,,Venus 4*
landete am 18. 10. 1967 weich auf der Venus.
Sie legte einen Weg von rund 350 Millionen
Kilometern zuriick. Die Raumstation wurde
am 12. 6. 1967 gestartet.

A 5 Anstieg der Produktion von Butter
in der DDR
1950 71200t 1960 174600t
1955 143800t 1965 197400t
Bilde aus den Angaben Aufgaben!
A 5 Auf einer Fliche von 1dm? kénnen
4 Weizenpflanzen wachsen. Jede Pflanze hat
eine Ahre, in der durchschnittlich 30 Kdrner
sind. 1000 Kdrner geben durchschnittlich
g
a) Rechne nach, ob unter diesen Bedingungen
36 dt Weizen auf 1 ha geerntet werden kon-
nen! | ’
b) Wieviel Tonnen Weizen kdnnte man bei
diesem Ertrag auf einer Fliche von 13 ha
ernten?

A 6 Die Arbeitsbreite einer Mahmaschine
mit Traktor betrigt 2,1 m. Welche Fliche
ernten drei Mahmaschinen in 6 Stunden
Arbeit ab, wenn die Durchschnittsgeschwin-
digkeit des Traktors 4,5 km in der Stunde
betrigt? (Runde das Ergebnis auf eine Ge-
nauigkeit von 1 hat) )

a4 6 In der DDR verinderte sich der Pro-
Kopf-Verbrauch von 1955 bis 1964 folgen-
dermaBen:

a) Bei Fleisch stieg er von 45,0 kg auf das
1,29fache.

b) Bei Gefliigel stieg er von 2,4 kg auf das
1,54fache.

c) Bei Kartoffeln sank er von 174,6 kg auf
das 0,9fache.

d) Bei Eiern stieg er von 116 St. auf das
1,76fache.

¢) Bei Mehl und Nihrmitteln fiel er von
121,6 kg auf das 0,81fache.

f) Bei Zucker stieg er von 27,4 kg auf das
1,12fache. Wie hoch ist der Verbrauch je-
weils im Jahre 19647 ‘

A 7 Die Linge eines Eisentrigers wurde
finfmal gemessen. Dabei ergaben sich die
folgenden Werte: 8015 mm, 8009 mm,
8012 mm, 8013 mm, 8011 mm. Ermittle den
Durchschnitt und gib Abweichungen der
MeBwerte vom Durchschnitt mit rationalen
Zahlen an!

A 7 Ein Verkehrsflugzeug mit Kolbenmo-
toren legt 500 km in 90 Minuten zuriick. Das
sowjetische Diisenverkehrsflugzeug TU 104
bendtigt fiir die gleiche Strecke 40 Minuten.
Ermittle far beide Typen die Flugzeit fir
300 km! Welche Strecken legen beide in
2 Stunden zuriick?

A 8 Mit einem 10,50 m langen Hohen{or-
derer wird eine Strohmiete errichtet. Welche
Hohe hat die Miete erreicht, wenn noch ein
1,50 m langer Teil des Gerites Gber die obere
Kante der Miete hinausragt und der Abstand
zwischen Gerit und Miete 3,25 m betrigt?
a) Lose die Aufgabe durch eine maBstibliche
Zeichnung!

b) Kontrolliere dein Ergebnis durch Rech-
nung!



J. Flachsmeyer
KOMBINATORIK

Neuerscheinung

Der UmwandlungsprozeB, der sich in den letzten
Jahren in der Stellung der Mathematik bemerkbar
machte, hat betrichtliche Auswirkungen in der moder-
nen Mathematikausbildung hervorgerufen. Dabei hat
sich die Orientierung auf die mengentheoretische
Denkweise als zweckmiBig erwiesen.

Das vorliegende Buch mochte von der Kraft dieser
Denkweise bei der Analyse mathematischer Sach-
verhalte iiberzeugen. Die Kombinatorik, mit ihrer
begrifflich relativ einfachen Problematik, ist geeignet,
in diesem Sinne erfolgreich eingesetzt zu werden.
Eine stirkere Hinwendung zu mengentheoretisch-

232 Séiten - 45 Abbildungen wHalbleinen - 15— Mark

kombinatorischen Analysen ist allein schon deshalb
zu empfehlen, weil die Kombinatorik den Zugang
zur Wahrscheinlichkeitstheorie eroffnet.

Die Arbeit Prof. Dr. Flachsmeyers kann allen inter-
essierten Oberschiilern von der 10. Klasse an zur
Erginzung und Vertiefung der im Schulunterricht
gewonnenen Erkenntnisse empfohlen werden.

Bestellungen nimmt jede Buchhandlung entgegen

m VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN

alpha kniipfte in den drei
Jahren ihres Bestehens freund-
schaftliche Verbindung zu ma-
thematisch interessierten Wis-
senschaftlern, Lehrern und
Schiilern:

1 Agypten

2 Argentinien

3 VR Bulgarien

4 CSSR

5 England

6 Finnland

7 Frankreich

8 Guinea

9 Indien

10 Irak

11 Island

12 Italien

13 Japan

14 SFR Jugoslawien
15 Mongolische VR
16 Niederlande

17 Osterreich

18 VR Polen

19 SR Ruménien
20 Schweiz
21 Syrien

22 Tansania
23 UdSSR
24 VR Ungarn
25 USA
26 Westdeutschland
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Dr. H.-J. Girlich, Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit, Leipzig

I bis VIII Sonderbeilage: Losungen der Aufgaben der VIII. Olympiade

131

132

133

134
136
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144

Junger Mathematiker der DDR 1968/69 (5)

Kleine ,,geometrische‘ Exkursion (6)
Oberlehrer Th. Scholl, Ministerium fiir Volksbildung, Berlin

Priifungsaufgaben aus Island (8)
Gestur O. Gestsson, Reykjavik

Rund um das Schachbrett
Zusammenstellung: Studienrat J. Lehmann, V.L.d.V., Leipzig

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb (5)
alpha-Wettbewerb 1969 — Preistriager (5)

Mathematik und Musik (5)
Dr. G. Lange, Institut fiir Lehrerbildung, Leipzig

Losungen (5)
In freien Stunden: alpha heiter (5)
Studienrat J. Lehmann, V.L.d.V., Leipzig; Oberlehrer H. Pitzold, Waren/Miiritz

Mathematik-Kalender Januar/Februar 1970 (5)
W. Heinig, Hohenstein-Ernstthal; Studienrat J. Lehmann, V.L.d.V,, Leipzig

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgabe fiir Schiiler ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Michael Stifel

Schicksal eines Mathematikers vor 400 Jahren

Im Spitsommer des Jahres 1533 lief ein
Geriicht durch Mitteldeutschland: Ein Pfar-
rer Stifel aus Lochau bei Wittenberg habe
ein Buch verfaBt und darin durch eine Be-
rechnung und 21 andere Grinde nachge-
wiesen, daB8 das Ende der Welt am Montag,
dem 19. 10. 1533, morgens um 8 Uhr kommen
wiirde. Viele lachten dariiber, aber manche
glaubten daran, besonders die Lochauer.
Auf verschiedene Weise bereiteten sie sich
auf das Ende der Welt vor. Einige verbrachten
die Tage unter Klagen und Gebeten, andere
hielten sich nur noch im Wirtshaus auf.
Die Felder wurden nicht mehr bestellt. Hab
und Gut verkaufte und verschleuderte man,
um sich vor dem Weltuntergang noch etwas
zugute zu tun. Am 19. Oktober hielt Stifel
von frilher Stunde an Gottesdienst, zu wel-
chem er durch das Horn des Kuhhirten,
von manchen fiir die Posaune des Jiingsten
Gerichts gehalten, wecken lieB. ,,Die letzte
Stunde ist nahe!“ rief er den Gldubigen zu.
GroBes Wehklagen, besonders unter den
Frauen, erhob sich. Die angesagte Stunde
niherte sich und ging voriber, ohne daB
die Vorhersage eintraf. Stifel selbst fing an,
unruhig zu werden. Ein heraufziehendes
Unwetter erklirte er als Vorboten des Jiing-
sten Gerichts. Blitz und Donner gingen vor-
iiber, der Regen hérte auf, man wartete
weiter. Als schlieBlich in den Nachbardor-
fern die Mittagsglocken lauteten, war es
auch dem letzten klar, daB sie zu gutgliubig
gewesen waren. Nun inderte sich die Szene.
Die bisher frommen, andichtigen, jetzt aber
enttiuschten Bauern schmihten ihren Pfar-
rer, rissen ihn von der Kanzel, banden ihn

mit Stricken und schleppten ihn nach Witten-
berg vor Gericht. Die Obrigkeit besanftigte
die Bauern, Stifel aber wurde seines Postens
enthoben.

Wer war nun dieser Stifel? Ein Narr, ein
Betriiger? Nein, weder das eine noch das
andere. Er war ein Gelehrter, ein Mathe-
matiker, sogar einer der bedeutendsten jenes
Jahrhunderts. Er war aber auch ein Kind
seiner Zeit, angefiillt mit den Gedanken der
Mystik und der Renaissance. Sein Lebens-
weg zeigt ihn als eine kraftvolle Persénlich-
keit. Mutig und unerschrocken vertritt er
seine Uberzeugung, Riickschlige konnen ihn
nicht erschiittern, Anfeindungen bietet er
trotzig die Stirn.

1487 in EBlingen geboren, tritt er in jungen
Jahren in die dortige Niederlassung des
Augustinerordens ein. Mit Berechnungen der
kirchlichen Feiertage beauftragt, entdeckt
er seine Liebe zur Mathematik, der er sein
ganzes Leben lang treu bleibt. Als Luthers
revolutioniire Gedanken in sein Kloster drin-
gen, verschreibt er sich ihnen mit Feuereifer.
1519 veroffentlicht er eine Streitschrift zur
Unterstitzung der neuen Lehre, der bald
weitere folgen. Weil er sich auch weigert,
von Beichtenden den ,,Siindzoll* zu ver-
langen, muB er das Kloster verlassen. Die
nachsten Jahre verbringt er als Prediger der
neuen Lehre in Kronberg/Taunus, beim
Grafen von Mansfeld und in Oberdsterreich.
1528 verschafft ihm Luther eine Pfarrstelle
in Lochau, wo er ihn mit der Witwe seines
Vorgiingers traut. Uber die Lochauer Zeit
berichtet Stifel spiter: ,,Da ich ein miisiges
leben fliret, bracht mich fiirwitz darein, so
beftig, das ich davon ein biichlein lies aus-
gehen. Und rechnet ungeschickt und unge-
reimet Ding, so lang, bis ich die Zalen
Danielis misbrauchet, zu erforschen Tag-und
stund der letzten Zeit.“ Wie das Ganze 1533
ausging, wissen wir. In Wittenberg hatte
Stifel nun Zeit, seine Torheit zu bereuen.
Gleichzeitig benutzte er die giinstige Gelegen-
heit, an der dortigen Universitit mathe-
matische Studien zu treiben. 1534 verschafft
ihm Melanchthon eine neue Stelle: er wird
Pfarrer in Holzdorf bei Falkenberg/Elster,
wo er sich noch besser steht als zuvor.

Hier setzt er in seinen freien Stunden das
Studium der Mathematik fort. Die Resultate

seines FleiBes waren 3 Werke: ,,arithmetica
integra®, sein Hauptwerk, erschien 1544,
,,Deutsche Arithmetica*, ein Buch fiir Laien,
erschien 1545, ,,Rechenbuch von der wil-
schen und deutschen Practic*, erschien 1546.
1547 unterlag das Heer der protestantischen
Fiirsten den Kaiserlichen bei Miihlberg.
Dadurch wurde eine weitere fruchtbare Ent-
wicklung unterbrochen. Stifel und die Seinen
wurden vertrieben, wieder beginnt ein un-
stetes Wanderleben. Die erste Zuflucht findet
er in Frankfurt/Oder. 1548 bis 1550 soll er
in Jena am Pidagogikum, einer Art Vor-
studienanstalt, Mathematik unterrichtet ha-
ben. 1551 ist ein Aufenthalt in Holzdorf
bezeugt. Ab 1552 weilt er in OstpreuBen, erst
in Memel, dann in Eichholz und zuletzt in
Haberstro "als Pfarrer. Befreit von mate-
riellen Sorgen kann er sich wieder mit Mathe-
matik beschaftigen. Er arbeitet an einer Neu-
Herausgabe der ,.CoB8“ von Rudolff, die
1553 beendet werden kann. Er bereitet eine
zweite Auflage vor, die als Anhang seine
,,Geistliche Arithmetik* enthilt. Seine Nei-
gung zu mystischen Zahlenspielereien er-
wacht wieder, ohne allerdings das Lochauer
Format zu erreichen. Dafiir wird er aber in
Glaubensstreitigkeiten verwickelt, die ihm
den Aufenthalt in OstpreuBen verleiden. Er
kehrt nach Sachsen-Anhalt zuriick. 1557
finden wir ihn als Pfarrer in Briick bei Belzig.
Von dort wird er als Professor der Mathe-
matik 1558 nach Jena berufen. Hier hilt er
Vorlesungen iiber die ,,Elemente*‘ des Euklid
und iiber Ergebnisse seiner eigenen Unter-
suchungen. Wieder wird er in Glaubens-
streitigkeiten verwickelt. Vier Professoren der
Theologie spielen sich hier als Religions-
wichter auf, jeder, der es nicht mit ihnen
hielt, wurde verketzert, verfolgt und von der
Kanzel aus geschmiht. So auch Michae!
Stifel. Die Unruhe legte sich erst, als die
Flacianer Jena verlassen muBten. Die Ruhe
konnte Stife/ nicht lange genieBen. 1564 trat
er in den wohlverdienten Ruhestand, und am
19. 4. 1567 starb er in Jena, auf den Tag
genau 80 Jahre alt.

Uber die Bedeutung Michael Stifels: Der
Anfang des 16. Jh. war fir die Entwicklung
der Mathematik sehr giinstig. Die Renais-
sance mit ihrer Wiederbelebung des klassi-
schen Altertums, die Erfindung des Biicher-
drucks, die Entdeckungen ferner Lander und
das Aufblihen von Handel und Verkehr,
das alles waren giinstige Faktoren. Die
,,Rechenmeister* befriedigten ein wirklich
vorhandenes Bediirfnis, als sie Rechenbiicher
in deutscher Sprache erscheinen lieBen. Na-
tirlich beriicksichtigten sie darin haupt-
sichlich kaufminnische und hiusliche Rech-
nungen.

Das einmalige Verdienst Michael Stifels
besteht nun darin, daB er neben einer griind-

lichen Behandlung der ,,Rechenkunst* auch

Gebiete der theoretischen Mathematik er-
folgreich bearbeitele, wihrend der andere
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groBe ,,Rechenmeister* jener Zeit, Adam
Ries, nur Bekanntes in verstindlichere Form
brachte. Schopferisch stellte und 15ste er
Aufgaben, die bis dahin so gut wie unberihrt
waren. Er gilt als der erste groBe Zahlen-
theoretiker. DaB er auch fir das praktische
Rechnen Verbesserungen fand, ist allgemein
bekannt. So riumte er unter dem Alther-
gebrachten kriftig auf: Das Duplieren und
Medieren (Verdoppeln und Halbieren) wertet
er nicht wie die meisten seiner Zeitgenossen
als besondere Rechenarten, sondern als Spe-
zialfille des Multiplizierens und Dividierens.
Die zahllosen einzelnen Regeln der CoB-
Rechnung bezeichnete er als ,,Menschen-
quilerei und ersetzte sie durch eine einzige
Vorschrift. Er beschaftigte sich als erster
Europier mit negativen Zahlen. Fiir die
Division eines Bruches durch einen Bruch
schlug er die Multiplikation mit dem Kehr-
wert vor, bisher wurden derartige Aufgaben
umstindlich Gber gleichnamig gemachte Brii-
che geldst.

Bemerkenswert ist Stifels Tabelle der Bi-
nomialkoeffizienten :

1

2

3 3

4 6

5 10 10

6 15 20

7 21 35 35

B 28 56 70

9 3 84 126 126

10 45 120 210 252 usw.

in der ,arithmetica integra“ fortgesetzt bis
17 136 680 2380 61868 12376 19448 24310

In seinem Hauptwerk ,,a. i.* beschiftigt sich
Stifel ausfithrlich mit den Progressionen
(Zahlenfolgen und Reihen). Dabei gelang
ihm seine wertvollste Entdeckung:
Die Gegeniiberstellung einer arithmetischen
und einer geometrischen Zahlenfolge
0123 4 5 6
1 2 48 16 32 64

enthilt den Kern einer Logarithmentafel zur

Basis 2. Stifel war sich der Bedeutung dimr'

Entdeckung bewuBlt. Er sagte dazu: ,E

kénnte hier ein ganzes Buch iiber die Wunder
der Zahlen geschricben werden. Aber ich
muB mich bescheiden und mit geschlossenen
Augen davon gehen. Ich will aber eins Giber
das Vorhergehende wiederholen, damit man
nicht sagen kann, ich hatte mich vergeblich
auf diesem Gebiete betiitigt. Was in der geo-
metrischen Reihe irgendwie durch Multipli-
kation und Division geschieht, das wird ent-
sprechend durch Addition und Subtraktion
in der arithmetischen Reihe vorgenommen.*

Zahlenbeispicle (64-% sowie 64:%) ver-

deutlichen das Gesagte.

Interessant sind Stifels Erkenntnisse dber
figurierte Zahlen (Niheres dber diese Zahlen
in Kordemskis ,, Kopfchen, Képfchen“). Er
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beschaftigte sich mit Dreieckszahlen und ver-
wendete sie zur Deutung von Bibelspriichen.
Eine etwas groBere Bedeutung hat eine
weitere Spiclerei Stifels, die Beschaftigung
mit sogenannten Zauberquadraten. Die Her-
stellung eines solchen Quadrats besteht darin,
die Zahlen von 1 bis 2 in die Zellen eines
Quadrates mit » Zellen an der Seite so zu
verteilen, daB alle Reihen von oben nach
unten, von links nach rechts und in der
Richtung der Diagonalen ein und dieselbe
Summe geben. Stifel stellte nicht nur selbst
viele solcher Quadrate zusammen, dabei eins
mit n = 16, er entwickelte sogar einen
Schlassel fir die Verteilung der Zahlen sowohl
fur ein gerades wic ein ungerades n.
Amisiert verfolgen wir die Art und Weise,
wie Stifel mit Hilfe der ,,regula falsi Auf-
gaben 10st, die heute von einem Schiler in
wenigen Zeilen erledigt werden.

1. Beispiel: Es soll die Zahl gesucht werden,
die um 2 vermindert 3 als Rest gibt.

Stifels Weg: Gesetzt, man nihme an Stelle
jener unbekannten Zahl 4 an, so bliebe als
Rest 2 statt 3, also 1 zu wenig. Nihme man
6 an, so bliebe als Rest 4, also 1 zuviel (siehe
Figur 1). Die gesuchte Zahl wirde man dann
erhalten, wenn man die Summe der genannten
Zahlen durch die Summe der Fehler, von
denen der eine positiv, der andere negativ ist,
dividiert. Ergebnis 10:2 = 5.

Wiirden die beiden Zahlen 3 und 9 als
,,numeri falsi* angenommen, so wiirde durch
die Division der Summe dieser Zahlen durch
die Summe der erhaltenen Fehler nicht die
richtige Zahl gefunden, wohl aber durch die
Division der Summe aus den Produkten der
dbers Kreuz multiplizierten angenommenen
Zahlen durch die Summe der Fehler (Figur 2).
Stifel erkannte nicht, daB die erste Regel
iberflissig ist!

Das gleiche Ergebnis bringen die ,,numeri
falsi* 4 und 100 (Figur 3).

In den bisherigen Fillen war die eine an-
genommene Zahl kleiner, die andere groBer
als die gesuchte. Werden beide Zahlen gréfer
(oder kleiner) angenommen als die gesuchte,
so sind beide Fehler positiv (bzw. negativ),
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und die gesuchte Zahl findet man durch die
Division der Differenz jener Produkte durch
dic Differenz der Fehler (siche Figur 4
und 5).
Einem Schiiler der 8. Klasse miiBte es méglich
sein, die hier verwendete GesetzmaBigkeit
aufzuspiiren!
Du glaubst, die ,,regula falsi* hiilfe nur bei so
einfachen Aufgaben? Was meinst du zu dem
folgenden Problem:
2. Beispiel: Es wird eine Zahl gesucht, deren
Hilfte, vermindert um ein Drittel und ein
Viertel derselben, gleich 300 ist. Die Figur 6
zeigt Stifels Ldsung. Kommst du zurecht?
3. Beispiel: Es werden 3 Zahlen gesucht nach
den Bestimmungen:
x+73=2Q0+2
y+73=3(x+2
z+73=4(x+y)
4. Beispiel: Gesucht sind 2 Zahlen. Ihr Ver-

haltnis ist ll, miteinander multipliziert geben
sie 864.

Jetzt streike ich aber; die Losung nach Stifel
ist derart umstiindlich, daB ich lieber meine
Kenntnisse aus der 9. Klasse hervorkrame
und die beiden letzten Aufgaben fast im
Handumdrehen geldst habe.

Die Leistung Stifelsist um so hoher zu werten,
als er Autodidakt war, der sein Wissen nur
aus den damaligen Lehrbiichern gewonnen
hatte. Wihrend die Bicher von Adam Ries
bis zu 30 Auflagen erlebten, fanden die Werke
Stifels nur geringe Verbreitung und nur eine
schlichte Tafel zeugt von seinem Wirken in
Jena (vgl. Abb.). Zeugnis fiir diese geringe
Wertschitzung sind auch verschiedene Anek-
doten, die itber sein Wirken in Jena kursieren.
So soll der Professor der Mathematik in Jena

-auf der StraBe vor seinen Studenten héflich

das Kiappchen gezogen haben. Sicherlich
scheinen seine finanziellen Umstinde die
Ursache fur diese Hoflichkeit gewesen sein,



erhielt er doch jahrlich ein Gehalt von nur
60 Gulden. Er war also auf die Horergebiihren
angewiesen. Die gleiche Veranlassung mag
ihn auch bewogen haben, am Ende jeder Vor-
lesung die anwesenden Studenten zu fragen,
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ob er auch am nachsten Tag mit ihrem Besuch
rechnen diirfe. Eine Respektsperson scheint
er nicht gewesen zu sein, man hat ihn wegen
seiner Lochauer Prophezeihung immer etwas
dber die Schulter angesehen und belichelt.
Wittenberger Studenten waren die Schépfer
und Jenaer Studenten willige Interpreten des
seither bekannten Liedes:
Stifel muf sterben, ist noch so jung, jung,
Stifel mup sterben, ist noch so jung. HHE
Wenn das der Absatz wiiflt, daf Stifel
sterben mugp,
er tdt sich grdmen bis in den Tod.
J. Schwarz

Quellen: Krbek: ,,Eingefangenes Unendlich*,
Giesing: ,,Stifels arithmetica integra“,
Treutlein: ,,Das Rechnen im 16. Jh.*,
Strobel: ,,Nachricht von M. Stifels Leben
und Schriften*,

Fricke: Manuskript iiber ,,Entwicklung der
Math. in Jena®,

ADB (Allgemeine Deutsche Biographien),
Stier: Manuskript ,,Lebensskizzen der Profes-
soren an der Univ. Jena*

Alexander Ossipowitsch Gelfond

Alexander Ossipowitsch Gelfond wurde am
24. (11.) Oktober 1906 als Sohn eines Arztes
zu Petersburg geboren und starb am 7. No-
vember 1968 in Moskau. Er begann sein
Studium an der Moskauer Universitit im
Jahre 1924 und beendete es 1927. Seine
Aspirantur war 1930 beendet; seit 1931
arbeitete er als Professor an der Moskauer
Universitat, seit 1933 auch am Steklow-
Institut (Mathematischen Institut der Aka-
demie der Wissenschaften der UdSSR).

Der wissenschaftliche Grad eines Doktors
der physikalisch-mathematischen Wissen-
schaften wurde Gelfond 1935 verlichen. 1939
wurde er zum korrespondierenden Mitglied
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR
gewibhlt. Seit 1968 war er korrespondierendes
Mitglied der Union Internationale d’Histoire
des Sciences in Paris.

Gelfond war auBerdem verantwortlicher
Redakteur des Sammelbandes von Uber-
setzungen ,,Matematika* und Redaktions-
mitglied der internationalen Zeitschrift iiber
Zahlentheorie ,,Acta arithmetica*. A. O. Gel-
fond wurde ausgezeichnet mit dem Lenin-
orden, mit drei Rot-Banner-Orden und mit
Medaillen.
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Die Mathematik hat einen schweren Verlust
erlitten. Im Alter von 62 Jahren, noch auf der
Hohe seiner Schaffenskraft, verstarb Alexan-
der Ossipowitsch Gelfond, einer der hervor-
ragendsten und originellsten Mathematiker
unserer Zeit, Autor von mehr als hundert
Zeitschriftenartikeln und mehreren Biichern
uber Zablentheorie und Analysis.

Das hervorragende Talent Alexander Ossi-
powitschs zeigte sich schon bei seinen ersten
Schritten auf dem Gebiet der Mathematik.
Nachdem er sein Studium an der Moskauer
Universitit im Jahre 1927 beendet hatte,
machte er sich schon 1934 durch seine Lésung
des 7. Hilbertschen Problems in der ganzen
Welt ecinen Namen. Sein mathematisches
Talent bestach vor allem durch seine Origi-
nalitat. Viele hervorragende Mathematiker
denken beispielsweise in denselben ausge-
fahrenen Bahnen wie die weniger hervor-

ragenden Mathematiker, nur schneller und

zielstrebiger. Aber A. O. Gelfond dachte
stets auf seine Art. Sein Geist fand ungewohn-

liche, vollig neue Wege. Gerade deshalb
werden seine bedeutenden Arbeiten noch auf
lange  Zeit Gegenstand aufmerksamen
Studiums bleiben. Die von Gelfond an der
Moskauer Universitit durchgefihrten Semi-
nare zeichneten sich durch groBe wissen-
schaftliche Fruchtbarkeit aus. Bei der Arbeit
der Seminare iiber die Theorie der Funktionen
einer komplexen Verinderlichen (1935—1937
zusammen mit W. L. Gontscharow, 1945 bis
1946 zusammen mit M. W. Keldysch) ent-
stand eine neue Richtung — die Interpolation
ganzer Funktionen. Das Seminar am Lehr-
stuhl fiir Zahlentheorie, den Gelfond mehr als
30 Jahre innehatte, wurde zu einem Zentrum
der Zahlentheorie in der SU, zu dem Wissen-
schaftler aus der ganzen SU und anderen
Lindern mit Vortrigen kamen.

Viel Zeit und Kraft widmete A. O. der Aus-
bildung des wissenschaftlichen Nachwuchses,
wobei er Takt und Giite offenbarte. Selbst
von hervorragender Individualitit, schitzte
er die Individualitit seiner Schiiler. Er zwang
niemandem seine Ansichten und seinen Ge-
schmack auf, und er verstand es, ihnen seine
Treue zur Wissenschaft weiterzugeben.

Die Begabung Gelfonds duBerte sich nicht
pur in der Mathematik. Er war ein aus-
gezeichneter Kenner des Schachspiels, der
Literatur, der Mineralogie und der Ge-
schichte der Naturwissenschaften. Der per-
sonliche Umgang mit ihm war sehr inter-
essant, und er gewann schnell die Freund-
schaft und das Vertrauen seiner Mitmenschen.
Hitte er seine Memoiren geschrieben, sie
wiren ein interessantes historisches Doku-
ment gewesen. Aber er erreichte nicht das
Alter, in dem man Memoiren schreibt.
Sowohl seine Schiller als auch seine Freunde
werden sich ihr ganzes Leben lang an diesen
talentierten, klugen und bezaubernden
Menschen erinnern. Er bleibt fiir sie stets das
Vorbild des modernen Wissenschaftlers. Die
Arbeiten Gelfonds werden immer einen
wirdigen Plaiz unter den Werken des mathe-
matischen Geistesschaffens einnehmen.

M. A. Ewgrafow

N. M. Korobow

J. W. Linnik

L. I. Pjatezki-Schapiro
N. L. Feldmann
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Einfiihrung
in die Flektronische Daten-
verarbeitung

Teil 6

1.6. Das Rechenkomma

Bisher haben wir vorwiegend von ganzen Zahlen
gesprochen und nur gelegentlich auf Briiche, zum
Beispiel Dezimalbriiche, hingewiesen. Das darf nicht
so verstanden werden, daB etwa in der Rechenpraxis
die Briiche eine geringe Rolle spielen. Im Gegenteil :
die meisten praktischen Probleme fithren auf nicht-
ganzzahlige RechengroBen, so daB den Briichen — im
Falle direktverschliisselter Dezimalzahlen den Dezi-
malbriichen — eine hohe Bedeutung zukommt. Daraus
ergibt sich die Frage, wie das Komma einer Zahl
rechentechnisch zu realisieren und zu beriicksichtigen
ist.

1.6.1. Die kommafreie Darstellung einer Zahl

Beim Arbeiten mit dem Rechenstab sind wir daran
gewohnt, zunichst nur die Ziffernfolge der verwen-
deten Zahlen und nicht deren Komma zu beriick-

sichtigen, so daB die Einstellung am Rechenstab zum -

Beispiel bei den Aufgaben 17,3 - 0,246 und 1730 - 24,6
genau die gleiche ist. Die Stellung des Kommas im
Ergebnis wird gesondert durch einen Uberschlag
ermittelt. Ebenso, also kommafrei, arbeiten Hand-
rechenmaschinen und auch elektronische Tischrech-
ner, so daB man die Stellung des Kommas wihrend
des Rechnens gesondert zu iiberwachen, gewisser-
maBen das Komma in Gedanken zu markieren hat.
Bei der kommafreien Darstellung einer Zahl legt man
sich zweckmiBig je nach Umfang der Rechenanlage
auf eine bestimmte Anzahl von Dezimalstellen fest.
Im Fallg einer achtstelligen Darstellung sicht das dann
SO aus:

473,015 00473015
8261,4987 82614987
0,00023 00000 023.

Die letzte Stelle rechts ist also — ohne Riicksicht auf
das Komma — zugleich die letzte von 0 verschiedenen
Ziffer der Dezimalzahl. Die Uberwachung des Kom-
mas beim Rechnen mit derartigen Ziffernfolgen ist bei
der Multiplikation -und Division leicht. Bei der Addi-
tion und Subtraktion muB man aber — entsprechend
der Forderung ,, Komma unter Komma ““— die Zahlen
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gegeneinander verschieben, wodurch eventuell der
verfiigbare Stellenbereich rechts oder links iiber-
schritten wird und Rundungen nétig sind. Bei umfang-
reicheren Programmen wird es oft schwierig, den
EinfluB des Kommas auf das Rechenergebnis richtig
einzuschitzen, so daB man bei gr6Beren Anlagen
das Komma gleich in den rechentechnischen Ablauf
einbezieht.

1.6.2. Die Festkommadarstellung

Bei einem im Festkommabetrieb arbeitenden Auto-
maten ist das Komma an einer bestimmten Stelle in
der Maschine fest installiert. Dabei sind im wesent-
lichen — je mach dem Typ des Rechners — zwei
verschiedene Festlegungen iiblich:
Entweder: (1) Man setzt das Komma vor die hichste
Stelle, so daB nur Zahlen, deren Betrag kleiner als 1 ist,
dargestellt werden konnen. Beispiel:

0,07352711 —— 07352711
Oder: (2) Man setzt das Komma hinter die niedrigste
Stelle, kann also nur ganze Zahlen darstellen. Dann
stellt die gleiche Ziffernfolge wie oben einen vollig
anderen Zahlenwert dar:

7352711 —— 07352711.
(In beiden Fillen wurde ein achtstellig arbeitender
Automat vorausgesetzt.)
Festkommadarstellungen haben den Nachteil, daB
beim Programmieren durch Wahl eines geeigneten
Mapstabes, das heiBt durch Multiplikation mit einem
Faktor, alle an der Rechnung beteiligten Zahlen in
den zulissigen Bereich gebracht werden miissen.
Beispiel : Die Aufgabe

4720,00
+ 17,85
4737,85

wiirde bei (1) den MaBstabsfaktor k, = 0,0001 er-
fordern.

0,472000 47200000
+0,001785 + 00178500
0,473785 47378500

Das Automatenergebnis ist dann von Hand mit

L _ 10000 zu multiplizieren. Bei einem Rechner

ky
des Typs (2) wire k, = 100.
472000 . 00472000
+ 1785 +00001785
473785 00473785.

Der Korrekturfaktor ist hier ki = 0,01.
2

Mit einer Aufgabe wollen wir diesen Beitrag schlieBen:

A Aufgabe: Welche Zilternfolgen erscheinen bei
beiden Automatentypen (achtstelliger Betrieb) bei der
Subtraktion

0,40017 — 139,204 ?

J. Frormann



alpha berichtet

Meuselwitz  Vorbildliche Jahresarbeit
Die Schiiler R. Raupach und Th. Weber, EOS
,,Friedrich Engels*, bildeten ein Redaktions-
kollektiv, welches sich verpflichtete, monat-
lich eine Mathematikwandzeitung herzu-
stellen.
Themen: Rechenmaschinen — Entwicklung
der Zahl r — Mathematische Gr6B8en — Be-
rithmte Mathematiker — Ferienknobeleien
-— Hohe Leistungen zu Ehren der DDR.
Gleichzeitig veroffentlichten sie ,,Eine Auf-
gabe des Monats“. Ihre in einem Jahr ge-
sammelten Erfahrungen faBten sie in einer
Mappe zusammen unter dem Motto: ,,Ge-
staltung einer Mathematikwandzeitung*.
Berlin Erfolgreiche Junge Physiker
In der Zeit vom 22. 6. bis 2. 7. 1969 nahm eine
DDR-Mannschaft unter Leitung von Do-
zent Dr. J. Wendr an der 111. Internationalen
Physikolympiade in Brno teil. An der Olym-
piade waren 8 Linder mit jeweils finf Schi-
lecn beteiligt. Die DDR-Teilnehmer schnitten
im XX. Jahr der DDR erfolgreich ab:
Wolfgang Pilz (12. K1), EOS ,,M. A. Nexd**
Dresden,

1. Preis 48/48 Pkt.
Klemens Miiller (12. K1.), EOS ,,H. Hertz"
Berlin,

11. Preis 44/48 Pkt.
Joachim Loose (12. K1.), EOS Kleinmachnow,
T11. Preis 37/48 Pkt.
Joachim Bergmann (12. K1.), EOS Jena,
[11. Preis 36/48 Pkt.
Michael Josch (11. K1), EOS Kleinmachnow,
Belobigung 30/48 Pkt.
Es wurden 5 Aufgaben gestellt:
I. Tag (5 Stunden Arbeitszeit): 4 Aufgaben
2. Tag (5 Stunden Arbeitszeit): Laboraufgabe
Diec Mannschaft der DDR war auf einem
Trainingslehrgang im Mai 1969 in der Sek-
tion Mathematik-Physik des Pidagogischen
Instituts Gistrow ausgewihlt worden.
Interessierte Schiiler konnen sich zur wei-
teren Forderung unter Angabe ihrer Adresse,
K lassenstufe, Schule und Adresse des betreu-
cnden Physiklehrers an die Sektion Mathe-
matik—Physik, Pad. Institut Gistrow, 26 G-
strow, Goldberger StraBe 12, wenden. Thnen
wird auflerdem der Bezug der physikalischen
Schiilerzeitschrift Impuls empfohlen (Physi-
kalisches Institut der Universitit Jena, 69
Jena, Max-Wien-Platz 1, Redaktion Jmpuls).

Im Bezirk Gera werden in den Winter- und
Sommerferien regelmiBig Mathematiklager
durchgefiihrt. Sie wurden auf Initiative einiger
Mathematikstudenten der Universitit Jena
ins Leben gerufen. Ziel ist, begabte und inter-
essierte Schiller an neue Gebiete der Mathe-
matik heranzufithren und ihnen damit eine
Grundlage fiir selbstindige Arbeit zu geben.
Das fachliche Programm hat in jedem Lager
einen anderen Inhalt.

Die traditionellen Lagerolympiaden bewei-
sen immer wieder, daB die Schiiler den Stoff
recht gut verstanden haben.

Allen Teilnehmern soll auch geholfen werden,
sich auf das Mathematikstudium vorzube-

reiten. Dazu werden in den Lagern Gespriiche

uber Inhalt und Ablauf eines Mathematik-
Lehrer bzw. Mathematik-Diplom-Studiums
gefihrt. Prominente Giste aus der Sektion
der Universitit helfen dabei und finden stets
interessierte Zuhorer.

Von den etwa 70 teilnehmenden Schiilern

konnen wir viele als Stammgiste begriiBen.
In unserem Betreuerkollektiv sind nicht we-
nige Studenten, die schon als Schiiler in den
Lagern weilten. Schiiler und Studenten sind
stets gemeinsam bei der Sache, wenn es gilt,
interessante Veranstaltungen zu organisieren.
Natiirlich stehen auch Sportwettkdmpfe,
Wanderungen und Aussprachen iiber aktuelle
Probleme auf unserem Programm. DaB Junge
Mathematiker auch gern tanzen und sogar
dichterische Fihigkeiten haben, bewiesen
unsere Schiler an den AbschluBabenden, wo
in netten Versen kritische und lobende Worte
ausgesprochen wurden.
Mit diesem Beitrag wollten wir die Leser von
alpha nicht nur informieren, sondern er soll
auch Anregung sein, uns zu schreiben, welche
Erfahrungen in anderen Bezirken bei der Ge-
staltung von Mathematiklagern gesammelt
wurden. ,» Wurzel“-Kollektiv
Sektion Mathematik d. Friedrich-Schiller-
Universitdt, Jena (69 Jena, Helmholtzweg 1)

alpha-Wettbewerb 1969 — Einsendungen von Lésungen

Klassenstufe 5 Klassenstufe 6
s g s -]
2 g 2 - ° >3 2 2 - ° &
Heft .g’ "E '.§ g '§ % Heft sg;" 'g :§ ; '§ 5
< % = & E3 < ¥ = & s3
1 346 178 190 368 (—5) 1 350 251 281 532 —3)
347 232 234 466 =11 351 159 154 313 -8
2 370 230 236 466 (—10) 2 375 358 371 729 (—10)
371 188 171 359 (—38) 376 222 252 474 (—174)
3 397 137 102 239 -9 3 400 203 169 372 (—10)
398 94 71 165 (—43) 401 153 131 284 (—14)
zus. 1059 1004 2063 Zus. 1346 1358 2704
Klassenstufe 7 Klassenstufe 8
1 354 345 266 611 (—126) 1 358 204 173 377 (—239)
355 282 260 542 (=31 359 186 169 355 (—194)
2 380 234 202 436 (—49) 2 384 248 201 449 (—164)
381 249 206 455 (—25) 385 376 292 668 (—110)
3 402 172 124 296 (—66) 3 404 147 78 225 21
403 129 95 224 (—36) 405 83 47 130 (—76)
Zus. 1411 1153 2564 Zus. 1244 960 2204
Klassenstufe 9 Klassenstufe 10/12
1 362 182 108 290 (—11) 1 365 253 719 332 (—40)
363 128 63 191 (—13) 266 217 59 276 (—62)
2 389 322 273 595 -7 2 393 51 17 68 (—36)
390 185 91 276 (—41) 394 172 44 216 (—46)
3 406 72 24 96 - 3 408 96 21 117 (—3)
407 95 24 119 (—37) 409 124 28 152 (—18)
Zus. 984 583 1567 zus. 913 248 1161

125



Rechnen mit Resten
Teil 4

Am Ende des vorigen Beitrags hatten wir uns die
Frage nach der Ausfithrbarkeit der Division in
Restklassenringen vorgelegt.

Im Restklassenring modulo 7 z.B. ist die Division
durch eine von O verschiedene Restklasse immer
ausfithrbar. An der Multiplikationstabelle (siche Heft
5/69) kann man das daran ablesen, daB in jeder Zeile
und in jeder Spalte jede Restklasse genau einmal
auftritt.

Diese Eigenschaft der (bis auf die bewuBte Ausnahme
0) unbeschrinkten und eindeutigen Umkehrbarkeit
der Multiplikation hat aber nicht nur der Restklassen-
ring modulo 7, sondern jeder Restklassenring, sofern
nur sein Modul m eine Primzahl ist. Diese Rest-
klassenringe mit Primzahlmodul sind also ,,noch
etwas Besseres* als der Ring der ganzen Zahlen, denn
mit ganzen Zahlen ist ja die Division durchaus nicht
immer ausfithrbar — das erreichen wir erst mit den

rationalen Zahlen. Erst die rationalen Zahlen bilden -

nicht nur einen Ring, sondern sogar einen Kérper — so
nennt man nimlich Bereiche, in denen nicht nur die
Ringgesetze gelten, die vielmehr auBerdem noch die
uneingeschrinkte und eindeutige Umkehrung der
Division gestatten (auBer der Division durch das
Nullelement freilich). Solche Korper sind also auch
unsere Restklassenringe nach einem Primzahlmodul,
und der , kleinste* gewissermaBen ist der Restklassen-
ring — oder Restklassenk&rper, wie wir jetzt ja auch
sagen konnen — modulo 2. Dieser winzige Bereich
mit nur zwei Elementen kann also in gewissem Sinne
als ein verkleinertes Modell des K 6rpers der rationalen
Zahlen angesehen werden.

Warum ist nun diese Korpereigenschaft auf Rest-
klassenringe mit Primzahlmoduln beschrinkt? Dazu
schauen wir uns am besten einen von den anderen
Restklassenringen an, etwa den modulo 6. Sehen wir
hier die Multiplikationstabelle durch (Aufg. A 6),
so fillt uns zunichst auf, daB das Nullelement 0 nicht
nur in der ersten Zeile bzw. Spalte auftritt. Es ist ja
2-3=3-2=0undauch3-4 =4-3=0.Dasist
aber sogar schon ein wesentlicher Unterschied zum
Ring der ganzen Zahlen, denn in ihm laBt sich ja
daraus, daB ein Produkt a - b = 0 ist, schlieBen, da8
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mindestens einer der beiden Faktoren 0 ist. Im Gegen-
satz zum Ring der ganzen Zahlen ist also der Rest-
klassenring modulo 6 ,,nicht nullteilfrei*. Es ist offen-
sichtlich, daB die Eigenschaft der Nullteilerfreiheit
auch den anderen Restklassenringen mit zusammen-
gesetztem Modul m nicht zukommt. Denn ist etwa
m = m, - m,, so ergibt immer El -my, = 0. Wer der
Anregung der Aufgabe A6 gefolgt ist und sich auch
Multiplikationstabellen fiir m = 10 und m = 24
angelegt hat, der moge das an diesen Tabellen einmal
untersuchen! , '

Damit ist nun aber auch klar, daB in den Zeilen bzw.
Spalten der Tabelle, in denen gewissermaBen ,,zusitz-
lich: 0 als Produkt auftritt, nun nicht mehr alle Rest-
klassen vertreten sein kénnen. Das heiBt aber, daB
die Division nicht unbeschrinkt ausfiihrbar sein kann.
So sind beispielsweise im Restklassenring modulo 6
folgende Divisionen nicht ausfiihrbar: 1: 2, 3:2,
E:E,T:g,fzg,Z:§,§:§,T:Z,§:Zund§:1 Wer
Lust hat zu weiteren vergleichenden Betrachtungen,
der versuche es doch einmal mit den folgenden Auf-
gaben:

A A9 Im Ring der ganzen Zahlen wird die Zahl 1
oft auch als ,,neutrales Element der Multiplikation*
bezeichnet. Warum wohl? Gibt es auch in den Rest-
klassenringen ein Element (d.h. eine Restklasse),
das diese Rolle spielt?

A A 10 Der Ring der ganzen Zahlen wird ,,durch
die Kleiner-Beziehung geordnet. Diese Ordnung ist
beispielsweise mit der Addition durch ein sogenanntes
Monotoniegesetz verbunden, das besagt:

Ausa < bfolgtstetsa + ¢ < b 4 cfiir alie c.

Ist es auch in einem Restklassenring moglich (bei-
spielsweise im Restklassenring modulo 7), eine solche
,mit der Addition vertrigliche Ordnung“ einzu-
fiihren?

A A1l Man stelle einmal die Divisionsaufgaben
zusammen, die im Restklassenring modulo 10 (mo-
dulo 24) nicht 16sbar sind.

5. Zur Sicherheit— — — und Schnelligkeit

Nach dem Bisherigen wird nun vielleicht mancher
sagen: ,,Das Rechnen mit Kongruenzen und gar mit
Restklassen mag ja fir den Mathematiker recht
interessant sein — hat es denn aber auch fiir das
gewohnliche Rechnen irgendeine Bedeutung?** Diese
Frage muB unbedingt bejaht werden. Zunichst ein-
mal sind hier die sogenannten Teilbarkeitsregeln zu
nennen, deren Bedeutung fiir das praktische Rech-
nen — etwa fiir das Kiirzen von Briichen — wohl
niemand bestreiten wird. Diese Teilbarkeitsregeln
ergeben sich aber aus den Sitzen iiber das Rechnen
mit Kongruenzen.

Eine solche Teilbarkeitsregel sagt uns ja z.B., daB
eine Zahl genau dann durch 4 teilbar ist, wenn ijhre
letzten beiden Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden.



Diese Regel ergibt sich durch folgende Uberlegung:
A B9 Die Zahl, deren Teilbarkeit durch 4 zu
untersuchen ist, sei etwa 7834 = 78 - 100 + 34. Nach
den Sitzen iber das Rechnen mit Kongruenzen ist
78 - 100 = 0 (4) wegen 100 = 0(4); fernerist 34 = 2 (4),
also 7834 = 0 + 2 (4). 7834 ist also nicht durch 4
teilbar, 148t vielmehr bei Division durch 4 den Rest 2.
Wie man sieht, lassen sich diese Uberlegungen sofort
auf beliebige Zahlen g libertragen. Wenn die ziffern-
miBige Darstellung der Zahl a in unserer iiblichen
Zahlenschreibweise, dem Dezimalsystem,
a,a,_, . .. a,a,a, lautet (a also n-stellig ist), so bedeutet
das ja
a=a,10"+a,_, 10" ' +.. . +a, - 10> +a, - 10+a,.
Dafiir kénnen wir aber auch schreiben

a=(a,10""2 +qa,_,10"73 4 ..

+ a3 10 + a;) - 100 + 1a, - 10 + ay).

Wegen 100 = 0 (4) kommt es fiir die Teilbarkeit von a
durch 4 aber allein auf das Restverhalten von
a, - 10 + g, an.
Wir sehen, daB wir auf diese Weise sogar eine noch
,,schirfere’ Aussage als die oben formulierte Teil-
barkeitsregel erhalten, nimlich:
Jede Zahl 148t bei Division durch 4 denselben Rest wie
die von ihren letzten beiden Ziffern gebildete Zahl.
In gleicher Weise erhalten wir durch Ausnutzen der
Sitze iber das Rechnen mit Kongruenzen auch die
Teilbarkeitsregeln fiir 2 und 8, 5, 25 und 125, und auch
diese Teilbarkeitsregeln lassen sich so wie die Teil-
barkeitsregeln fiir 4 ,,verschirfen*. Dasselbe gilt fiir
die — allerdings ein klein wenig anders herzuleiten-
den — Teilbarkeitsregeln fiir 3 und 9. Bei 9 lautet die
schirfere Aussage z.B.:
Jede Zahl 148t bei Division durch 9 denselben Rest
wie ihre Quersumme.
Zur Herleitung dieses Satzes ist lediglich noch zu
beachten, daB fiir alle Potenzen von 10 wegen
10 = 1(9) gilt 10" = 1 (9). Fiir die Teilbarkeit durch 11
muB beachtet werden, daB 10 = —1 (11) gilt. Mithin
ist fir alle geraden Potenzen 10** = 1 (11), fiir alle
ungeraden 10?**! = —1 (11). Ein Beispiel soll ver-
deutlichen, wie man demnach bei der Untersuchung
der Teilbarkeit durch 11 verfahren muB:
A B 10 2683 ist auf Teilbarkeit durch 11 zu unter-
suchen.
2683 =2-10°+6-10> + 8-10 + 3
Wegen 3= 3 (11),8 - 10 = —8 (11),
6-102=6(11)und2-10° = —2 (11) gilt
2683 =3-8+6—2(11)
2683 ist also nicht durch 11 teilbar, 148t vielmehr den-
selben Rest wie — 1, also 10.

Man spricht hier aus naheliegenden Grinden von
der ,,alternierenden Quersumme** oder auch von der
,,Querdifferenz*‘. Beachtet man, daB die Einerstelle
positiv genommen wird, so kann man formulieren:

Jede Zahl 1aBt bei der Division durch 11 denselben
Rest wie ihre Querdifferenz. Insbesondere ist sie dann
und nur dann durch 11 teilbar, wenn ihre Querdifferenz
durch 11 teilbar ist.

Betrachten wir noch ein Beispiel fiir das bequeme
Ermitteln der Querdifferenz:

A B 11 Welchen Elferrest hat 74 653 8549287

., Summe38 =

746538.5‘.1928 38—-23=15
" Summe23

74653854928 hat also denselben Elferrest wie 15,
nimlich 4 (= 5 — 1).

Nun braucht man zwar fir das Herleiten der Teil-
barkeitsregeln das Rechnen mit Kongruenzen bzw.
Restklassen, nicht aber fiir ihre Anwendung. Etwas
anders ist das schon bei den Rechenproben. Es geht
dabei um das schnelle Uberpriifen von einfachen
Rechnungen — Additionen, Subtraktionen oder Mul-
tiplikationen. Eine Maoglichkeit, solche Rechnungen
zu iiberpriifen, besteht ja darin, sie einfach zu wieder-
holen. Dabei liuft man allerdings Gefahr, einen
schon einmal gemachten Fehler zu wiederholen. Besser
ist es schon, wenn man den Rechengang etwas ver-
dndert, etwa bei einer schriftlichen Addition von oben
nach unten fortschreitend addiert, wenn man beim
ersten Mal von unten nach oben vorgegangen ist.
Freilich — ist die Anzahl der Summ