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Die menschliche Arbeit enthielt schon friihzeitig
mathematische Elemente. Die handwerklichen Er-
zeugnisse der damaligen Zeit, wie z. B. Rdder mit und
ohne Speichen, die Bauwerke, die Anlage von Feldern,
ferner Ornamente auf Waffen, in Webereierzeugnis-
sen, an Bauten usw. verraten die Vertrautheit mit den
geometrischen Grundtatsachen schon zum Zeitpunkt
des Entstehens der Klassengesellschaften: Gleich-
seitiges und gleichschenkliges Dreieck, Quadrat, Wiir-
fel usw., Symmetrieeigenschaften sind erfalt worden.

Abb. 1 Zwei Spalten des Moskauer Papyrus mit der Berechnung des
Volumens eines Pyramidenstumpfes mit den Seiten 2 und 4 und
der Hohe 6 Ellen. (Oben hieratischer Text, unten Umschrift in
Hieroglyphen.)

Fiir die Ausbildung und Weiterfithrung der Zahireihe
haben die erste gesellschaftliche Arbeitsteilung, die
Trennung in Ackerbauer und Viehziichter, und das
Aufkommen von Privateigentum die bestimmende
Rolle gespielt. Aus der Notwendigkeit, Viechherden
zu zihlen, Tausch- und Geldgeschifte zu betreiben,
entwickelte sich die Fahigkeit zum Zihlen. Es lassen
sich mit philologischen Methoden und an 6konomisch
und kulturell wenig entwickelten Volkern solche
Stufen der Verwendung von Zahlwortern nachweisen,
wo die verwendeten Zahlworte, etwa die ,,Drei”,
von der Art der gezdhlten Gegenstinde abhingen.
Eine groBe Rolle haben in Europa noch bis zum

Mittelalter Fingerzahlen gespielt, in einigen Teilen
der Erde werden sie noch heute verwendet. Die Zahl-
systeme wurden meist auf dezimaler Grundlage aus-
gebildet (10 Finger!), daneben tritt noch die 20 als
Grundzahl auf, wie z. B. bei den Kelten und Mayas.
Franzosisch 80 = quatre-vingt erinnert noch daran.
Vereinzelt wurde auch die 12, d.i. die Zahl der
Knochel, verwendet. Allgemein sind die Worte fiir
Hand und Finger in die Zahlworte eingegangen:
,,Hand* fallt fast iiberall mit ,fiinf“ zusammen,
10 mit ,,beide Hinde*’, 20 mit ,,ein Mensch .

Die philologischen Untersuchungen haben nachge-
wiesen, daBl die gesamte indoeuropdische Sprach-
familie vor der Trennung in einzelne Volker im Besitz
der Zahlworte bis 100 war, z. B. deutsch zweli, lat. duo,
griech. 8vo, sanskrit dvi (dve), ostgotisch twa, engl.
two, didnisch to, schwedisch tva, irisch da, russisch aBa,
franz. deux, ital. due usw. Die Erweiterung der
Zahlreihe setzte erst nach der Trennung in die einzel-
nen Volkerstimme ein.

Eine weitere Haupttriebkraft zur Entwicklung mensch-
licher mathematischer Fihigkeiten bestand in der
Notwendigkeit, sich in Raum und Zeit zu orientieren.
Die Bestimmung von Entfernungen, die Abschitzung
von Flichen- und Rauminhalten, die Bestimmung
landwirtschaftlicher Termine zur Aussaat, Ernte, Vieh-
zucht — all das fithrte zur Ausbildung der Zeitrech-
nung, des Kalenderwesens. Astronomische Perioden
wurden gefunden. In diesem Sinne, als Ansammling
eines gewaltigen Beobachtungsmaterials, von Dut-
zenden von Generationen geduldiger Beobachter
akkumuliert, ist die Astronomie die #dlteste Wissen-
schaft. Beispielsweise datierten die 4gyptischen Astro-
nomen nach der Entdeckung der Sothis-Periode*
ihre Zeitrechnung bis 4228 v. u. Z. zurick.

Die Entwicklung des urspriinglichen mathematischen
Denkens, das Herausarbeiten der direkt mit der
Praxis zusammenhingenden mathematischen Pro-
bleme — bis etwa zur Bruchrechnung —, des Erfah-
rungsschatzes der elementaren Geometrie — ebene
Figuren, deren Flicheninhalt; einfache Volumen-
berechnungen — usw. hat sich bei vielen Vélkern
unter dhnlichen gesellschaftlichen Bedingungen fast
gleichartig und voneinander unabhiingig vollzogen.
So besaBlen die Chinesen und Inder schon zwischen
3000 v.u.Z. und 500 v.u.Z. betrichtliche mathe-

...matische Kenntnisse.

* Der erste Aufgang des Sirius am Morgenhimmel fiel fiir die
Gegend von Memphis (Mitteldgypten) mit dem Anschwellen des
Nils zusammen. Aus dem Aufgang des hellen Sterns, der leicht zu
beobachten war, folgte eine Jahreslinge von 365 Tagen. Der Aufgang
des Sirius verschob sich, und zwar in 4 Jahren um 1 Tag, so daB nach
1460 Jahren der Jahresanfang wieder auf den Siriusaufgang fiel.
Diese sog. Sirius- oder Sithis-Periode erméglichte den dgyptischen
Astronomen die Riickdatierung des Kalenders und die Fixierung
der dgyptischen Chronologie.



Aus Indien sind fiir diese Zeit geometrische Fliachen-
verwandlungen, der Pythagoreische Lehrsatz, die Ver-
wendung der aus der Ahnlichkeit von Dreiecken
folgenden Eigenschaften nachgewiesen. Mit Hilfe
der arithmetisch-geometrischen Mittelwertbildungen
wurde z. B. die Néherung
= 1 1 1

V2RIt T
fir die Kreisquadratur wurde die Niherung

k7. 1 (1 1\ 1
\/Z~§+8-29_(6"ﬁ)-8~29’ fur die

Quadratzirkulatur \/gzz%z benutzt.

efunden;

Abb. 2 Altindisches Zahlensystem
Ein Vierersystem wird iiberkreuzt von einem Dezimalsystem

Aus China sind uns seit 2800 v. u. Z. kontinuierliche
astronomische Beobachtungen iiberliefert, um 2700
v.u.Z. wurde eine Sonnenfinsternis wissenschaftlich
beschrieben. Um 1200 v. u. Z. entstand ein Lehrbuch
der Kombinatorik : noch frither hatte die chinesische
Tradition der magischen Quadrate begonnen. Diese
standen im Mittelpunkt eines Zahlenkults 24hnlich wie
in der Sekte der Pythagoreer — ein emeuter Hinweis
darauf, daB dhnliche gesellschaftliche Zustinde dhn-
liche Erscheinungen auch auf geistigem Gebiet hervor-
bringen. Um 1100 v.u.Z. ist der Lehrsatz des Pytha-
goras fiir das Dreieck 3, 4, 5 nachgewiesen, Mog-
licherweise bereits um 1000 v.u.Z. wurde ein sy-
stematisches Lehrbuch des Rechnens, ,,Arithmetik
in neun Teilen®, verfaBt: Teil 1 — Berechnung von
Dreieck, Trapez, Kreis; Teil 2 — Verhiltnisse und
Proportionen; Teil 3 — Regeldetri; Teil 4 — Quadrat-
und Kubikwurzeln; Teil 5 — Volumenberechnungen;
Teil 6 — Bewegungsprobleme; Teil 7 — Auflosung
einfacher Gleichungen; Teil 8 — Aufldsungen qua-
dratischer Gleichungen; Teil 9 — pythagoreisches
Dreieck. Die chinesischen sog. Bambusziffern werden
auf das 6. Jahrhundert v.u.Z. datiert.

Einer | HI i

Zehner = - — —_— ==

Hunderter wie Einer usw.
Abb. 3 Chinesische Bambusziffern

Mit diesen wenigen Tatsachen wollen wir es bewenden
lassen. Sie zeigen deutlich, daB die Chinesen und
Inder eine gleiche oder dhnliche Hohe der mathe-
matischen Entwicklung aufweisen, wie sie die anderen
Volker des Altertums besaBen und daB sie jedenfalls
zu den frithesten Wegbereitern der Mathematik ge-
horen.

2

Infolge des fanatischen Zerstorungswillens der spa-
nischen und portugiesischen christlichen Eroberer
sind fast alle schriftlichen Unterlagen iiber die frithen
amerikanischen Kulturkreise verlorengegangen. Be-
kannt sind nur wenige Einzelheiten z. B. das Zahlen-
system der Mayas, ein unreines 20er System, spiater
als Positionssystem mit Nullzeichen, das in ganz
engem Zusammenhang mit einem komplizierten Ka-
lender steht. Jedoch ist die Datierung schwierig, sie
schwankt zwischen dem 3. Jahrtausend v.u.Z. und
den Jahrhunderten kurz vor und nach dem Beginn
unserer Zeitrechnung.

Abb. 4 Zahlzeichen der Mayas

Der Stand der Mathematik in Asien, Amerika und
Afrika in dieser frithen Zeit ist jedoch relativ wenig
erforscht — eine Folge des europazentristischen Stand-
punktes. Man wird fiir die nidchste Zeit sehr viel neue
Ergebnisse zu erwarten haben, wenn die von kolo-
nialer Ausbeutung und innerer Unterdriickung befrei-
ten Volker selbst ihre eigene kulturelle Vergangenheit

studieren. aus: H. Wuping: Die Mathematik in der Antike
BG Teubner — Verlagsgesellschaft, Preis 18,— M

Lenin iiber die Logik. Die Denkformen der Logik sind
durchaus nicht vom Himmel gefallen, sondern auf
das engste mit der Tatigkeit des Menschen verkniipft.
Kennzeichnend fiir den Menschen zum Unterschied
vom Tier sind die Fihigkeit zu Begriffs- und Urteils-
bildungen und die Fihigkeit zur Arbeit, d.h. die im
planvollen Handeln verwirklichte Einheit von Theo-
rie und Praxis. Im und am ArbeitsprozeB entwickelt
sich das Denken als ein gesellschaftlicher ProzeB.
Die Menschen gewinnen im Laufe der Auseinander-
setzung mit der Natur allgemeine Denkerfahrungen.
Die Logik entwickelt sich als das

JFazit, die Summe, die Sc [ rune aus der Ge

3

schichte der Erkenntnis der Welt*. ,,Die Gesetze de:

¥ 2k osmd o 2 2 nitoacoalnino
Logik sind die Widerspiegelunge

1 des ':)f')';t,i:\ﬂ‘ nim

subjektiven Bewufitsein des Menschen. ,,Die prak-
tische Titigkeit des Menschen mufite milliardenmal
das BewubBtsein des Menschen zur Wiederholung der
verschiedenen logischen Figuren fiihren, damit diese

Figuren die Bedeutung von Axiomen erhalten konn-
ten.“ ,,Diese Figuren haben gerade (und nur) kraft
dieser milliardenmaligen Wiederholung die Festigkeit

eines Vorurteils und axiomatischen Charakter.*



ILine Auigabe, ausgewahit

oy &

Dol e sai
von Prof. Dr. rer.

Leiter der Abteilung Geschichte der Naturwissenschaften
des Karl-Sudhoff-Institws, Karl-Marx-Universitdt Leipzig

A 500 Es ist sehr schwierig, die Lebenszeit von
Diophantos anzugeben. Sichere Grenzen nach unten
und oben sind 150 v.u. Z. und 350 u. Z. Heute bestimmt
man mit Hilfe vieler indirekter Schliisse als Anhalts-
punkt fiir seine Lebenszeit meist das Jahr 250 u.Z.
Dagegen sind wir iiber einige seiner personlichen
Lebensumstdnde wie Alter, Zeitpunkt der Eheschlie-
Bung u.a. bestens unterrichtet, und zwar durch
gerade solch ein der damaligen Mode entsprechendes
arithmetisches Gedicht. Es lautet:

Anre dindarcnh durch (

Entnommen aus.: H. Wufing: Mathematik in der Antike

Mathematik — einst und jetzt

Als Kolumbus lossegelte, um den Seeweg nach dem
reichen Indien zu suchen (und dabei einen ganz
neuen Erdteil, Amerika, entdeckte) —, wie fand er
auf dem weiten Ozean den Weg nach Westen? Wie
wubBte er, wo er sich befand? Hatte er seinen Reiseweg
vorher auf der Karte konstruiert? Hatte er Zirkel
und Lineal bei sich? Konnte man damals iiberhaupt
schon Dreiecke konstruieren? Seit wann gibt es
liberhaupt Zirkel, seit wann gibt es {iberhaupt Geo-
metrie als Wissenschaft?

Wer hat die Menschen das Rechnen gelehrt? Die
Lehrer natiirlich. Aber von wem lernten sie es? Von
ihren Lehrern natiirlich. Aber wer hat zuerst gefunden,

1 7

daB % + 1T ist? Wer gab zuerst die allgemeine

Regel fiir die Addition von Briichen? Wie kommt es, -

daB alle gebildeten Menschen auf der Erde die Zahl
acht durch das Zeichen 8 ausdriicken? Wer hat die
Schreibweise unserer zehn Ziffern erfunden? Warum
sind es gerade zehn und nicht zwolf oder neun?

Fragen iiber Fragen. Mit ihnen beschiftigen sich die
Historiker der Mathematik. Das ist eine schwierige
aber zugleich auch eine sehr interessante Arbeit. Man
muB sehr viel Mathematik kOnnen, man muBl viele
Sprachen lesen kénnen und viel Geduld aufbringen,
alte Dokumente der Mathematik zu entziffern und
zu verstehen. Warum haben die Menschen iiberhaupt
die Mathematik als eine solch groBartige Wissenschaft
geschaffen, wie taten sie es, wer tat es? Wer schul
beispiclsweise die Mathematik, mit der man dic
Bahnen der Sputniks berechnen kann? Seit wann
verfiigen die Mathematiker i{iber ihre fabelhaften
Rechenautomaten?

't==xr|o7s P—I‘

Vrahwi

v
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11. Jahrhundert (Apices)

Lfa,n.qlf-\lyj‘ thsf;If'r.E

5. Jabrinmdert 18. Jabrhundert (Diérer)

Abb. 5 Stammbaum unserer Ziffern (aus: Menninger: Zahlworl
und Ziffer)

Wie in vielen Landern der Erde beschiftigt man sich
auch in der DDR mit der Geschichte der Wissen-
schaften. In Leipzig, an der Karl-Marx-Universitat,
gibt es das Karl-Sudhoff-Institut fiir Geschichte der
Medizin und der Naturwissenschaften ; dort lehrt und
erforscht man die Geschichte der Medizin, der Natur-
wissenschaften (z.B. der Physik, der Chemie) und
der Mathematik.

Aus diesemn Institut stammen beispielsweise auch die
Beitrige zur Geschichte der Mathematik in unseren
Schulbiichern. Wenn ihr sie aufmerksam lest, wird
euch klarwerden, wie schwierig und langwierig es war,
die .Mathematik zu einer so schonen Wissenschaft
mit den vielfiltigsten Anwendungen zu machen. Thr
werdet erkennen, daB viele Mathematiker in fritheren -
Zeiten mit groBter Anstrengung gearbeitet haben, um
das zu entdecken, was man jetzt erlernen kann, und
daB es keinen Stillstand in der Entwicklung der
Mathematik gibt. Vieles wurde schon erforscht, viele
interessante Aufgaben stehen den Mathematikern von
heute und morgen noch bevor. Die Geschichte der
Mathematik zeigt den Weg der Mathematik aus der
Vergangenheit in die Zukunft.



Rechnen mit Resten
Teil 5

Wie man Rechnungen durch das Rechnen mit Resten
bzw. Restklassen iberpriift, soll uns zunichst ein
Beispiel zeigen, bei dem mit Restklassen modulo 7
gearbeitet wird.

A B 12 Zuiiberpriifen sei die Multiplikation

779 - 356=276 324. Die Siebenerreste der beiden Fak-
toren sind, wie man sofort iibersieht, 2 und 6; die
Faktoren liegen also in den Restklassen K, und K.
Das Produkt von 7K, und 7K, ist nun aber "Ks. Falls
unser Produkt richtig berechnet ist, muB} es also den
Siebenerrest 5 haben. Versuchen wir aber, 276324
durch 7 zu dividieren, so stellen wir fest, daB} sich
der Rest 6 und nicht 5 ergibt. Unsere Rechnung mufl
also einen Fehler enthalten, das richtige Produkt
lautet auch 277 324.

Nun ist allerdings diese Probe eine recht zweifelhafte
Erleichterung, denn das Ermitteln des Siebenerrestes
ist ja ziemlich umstindlich. So einfach wie hier bei
779 und 356 geht es lingst nicht immer — da bleibt
uns dann nichts weiter iibrig, als die schrittweise
Division durch 7 zu versuchen. Beim Produkt mufBten
wir das ja schon in unserem Beispiel so machen. Es
fehlt eben eine bequeme Teilbarkeitsregel fiir 7. Des-
halb macht man solche Probe in der Praxis auch nicht
mit 7, sondern mit 9 oder mit 11, wo wir die Reste
einfach {ber fortgesetzte Quersummen- oder Quer-
differenzbildung ermitteln kGnnen.

A B 13 Betrachten wir einmal eine ,,Neunerprobe*
fiir die Multiplikation 7 826 - 952=7450352:

Allerdings wird man, wenn man wirklich eine Rech-
nung, zu Uberpriifen hat, das nicht in einer so aus-
{Uhrlichen schriftlichen Form machen; die Probe
wiirde ja dabei zu viel Zeit kosten. Wer die Probe nicht
ginzlich im Kopf machen will, kann eine Form benut-
zen, die schon im Mittelalter iiblich war. Dabei werden
die Neunerreste R in die von einem liegenden Kreuz

4

erzeugten Felder eingetragen, fiir die Multiplikation
a-b=c folgendermaBen:

R(@)-R(b) }’:’
Ra) R , im Beispiel B 13 also § 7
8
R(c)

Der Rechenmeister Adam Ries (1492 bis 1559) fiihrte
in seinem Wappen das Kreuz

; wegen 2 - 2=2+2 kann es sich hier sowohl

um die Probe fiir eine Additions- als auch fiir eine
Multiplikationsaufgabe handeln. In unseren Bei-
spielen soll die ausfiihrlichere Darstellung den Gang
der Rechnung deutlicher machen.

SchlieBen wir gleich noch ein Beispiel mit einer Sub-
traktion an. Dabei ist besonders das Reduzieren auf
das ,einfache” Restsystem zu beachten, weil die
Subtraktion der Reste ja zu einem negativen Ergebnis
fihren kann:

A Bl4

Nun haben diese Probleme allerdings noch einen
,,Haken*: Wenn die Neunerprobe ,,nicht aufgeht",
wissen wir zwar mit Sicherheit, daB wir uns verrechnet
haben. Wenn sie aufgeht, haben wir aber noch keine
hundertprozentige GewiBheit, daB die zu iiberpriifende
Rechnung auch wirklich stimmt. Beispielsweise wiren
wir ja zur gleichen Quersumme gekommen, wenn wir
einige Ziffern des Ergebnisses vertauscht hitten, also
etwa im Beispiel 14 statt 7189 die Differenz 7198
gelautet hitte. Allgemein macht es sich fiir die Neuner-
probe nicht bemerkbar, wenn wir uns um das Viel-
fache von 9 verrechnet haben. Natiirlich kann man
hier als zusitzliche Sicherung noch die Elferprobe
anschlieBen. Auch fiir diese Probe soll ein Beispiel als
Erliuterung dienen, diesmal fiir eine Addition:

A BI15

Das zeigt, daBB die Addition einen Fehler enthalten
muB. So kann das Rechnen mit Restklassen also dazu
dienen, die Sicherheit zu erh6hen. Kenntnisse iiber
das Rechnen mit Restklassen oder Kongruenzen sind
aber manchmal auch gut, um eine besondere Schnellig-
keit zu erreichen. BerufsmiBige Schnellrechner — also
Rechenkiinstler, wie sie in Varietés auftreten — glin-



zen immer besonders mit ihren Leistungen im Wurzel-
ziehen. Dabei ist das — weil es sich immer um ,,auf-
gehende ** Wurzeln handelt — gar nicht so schlimm.
Unter dieser Voraussetzung, wenn wir uns also nur
wirkliche Quadratzahlen, Kubikzahlen usw. vorlegen
lassen, konnen wir das bei einiger Ubung auch:
Generell gilt ja fiir jede natiirliche Zahl » und jedes
natiirliche k, daB die letzte Ziffer von n auch die
letzte Ziffer der k-ten Potenz von n testlegt. Fiir
Quadrate, k=2, ist das wohl allen bekannt: Wir
wissen, daB 572 auf die Ziffer 9 enden muB. Wenn
wir von 6084 wissen, daBl es eine Quadratzahl ist,
so wissen wir auch, daB fiir die Basis nur 2 oder 8 als
letzte Ziffer in Frage kommen. Aus 70?°=4900 und
80?=6400 ergibt sich nun sofort ./6 084 =78 (72% wiire
5184).

Das gilt nicht nur fiir Quadrate (k=2), sondern fiir
beliebiges k: Aus n=a (10) folgt n*=4* (10) fiir jede
natiirliche Zahl n. Besonders bequem ist nun das
Ziehen von dritten oder fiinften Wurzeln, weil alle
Endziffern von 0 bis 9 bei den Kubikzahlen und den
fiinften Potenzen genau je einmal auftreten. Solch ein
Fall wie beim Quadratwurzelziehen mit der Entschei-
dung zwischen 2 und 8, 3 und 9, 4 und 6 als letzte
Ziffer der Wurzel kann hier also nicht vorkommen.
Fiir das Folgende brauchen wir nun eine Tabelle der
dritten und fiinften Potenzen der Zahlen von 1 bis 10.
In dieser Tabelle hier sind gleich die Elferreste der
dritten Potenzen mit aufgenommen worden; der
Grund dafiir wird uns spiter klar werden.

n n® (Elferrest) n’
1 1 €)) 1
2 8 (8) 32
3 27 &) 243
4 64 C)) 1024
5 125 4 3125
6 216 @) 7776
7 343 2 16807
8 512 6) 32768
9 729 3) 59049
10 1000 (10) 100 000

Diese Tabelle miissen wir kennen, brauchen sie uns
allerdings nicht bis in alle Einzelheiten einzuprigen.
Fiir viele Zahlen, beispielsweise 7°, 8%, 9, geniigt die
GroBenordnung. Das Lernen der Elferreste kénnen
wir uns auch ersparen, wenn wir die dritten Potenzen
genau kennen, um im Kopf aus der Querdifferenz
den Elferrest schnell berechnen zu kdnnen. Ganz
genau-miissen wir aber nun jeweils die letzten Ziffern
im Kopf haben. Fiir die 5. Potenzen ist das offen-
sichtlich besonders einfach, denn es gilt, wie man sieht,
n=n*(10); die letzte Ziffer einer fiinften Potenz stimmt
mit der letzten Ziffer der Basis iiberein.

Mit diesen Kenntnissen ausgeriistet, konnen wir nun
zunichst aus jeder Kubikzahl bis zu einer Million
die dritte Wurzel ziehen, aus jeder Zahl bis zu 10 Mil-
liarden, die wirklich 5. Potenz ist, die fiinfte Wurzel:

4 B 16 Versuchen wir es zuerst mit z=3/185193.
Die letzte Ziffer 3 zeigt uns, daB die letzte Ziffer der
Waurzel nur 7 sein kann. 185 Tausender (185 - 10%)
weisen uns darauf hin, daB wegen 125<185<216 die
Zahl der Zehner in der Wurzel 5 sein muB, also
z=157.

A B17 Wie steht es nun mit z=3/3707398432?
Zunichst sehen wir, daB die letzte Ziffer der Wurzel 2
sein muB. Und nun kommt es auf die Zahl der Hun-
derttausender (10°) an:

37073 liegt zwischen 8% und 9%, also erhalten wir
z = 82. Mit solchen Leistungen kann man schon die
Zuschauer verbliiffen! Argerlich ist es nur, daB wir
uns bei den dritten Wurzeln bisher auf Radikanden
bis zu einer Million beschrinken miissen. Aber mit
nur geringem Mehraufwand konnen wir hier unsere
Fihigkeiten noch betriachtlich erweitern. Wir beachten
dazu auBer den Kuben selbst auch noch deren Elfer-
reste. Wie wir sechen, kommt auch bei diesen Elfer-
resten jede Zahl von 1 bis 10 genau einmal vor. Das
hilft uns jetzt dazu, unsere Kubikwurzelkiinste bis
zu einer Milliarde (1000%) auszudehnen.

Wie wir dabei vorgehen, wollen wir uns im nichsten
Beitrag, der den AbschluB unserer Betrachtungen
iiber das ,,Rechnen mit Resten‘‘ bildet, an einem -
Beispiel anschauen.

G. Loren:z

Das sind sie, die Korrektoren von rund 32 000 eingesandten Wett-
bewerbslosungen des alpha-Wettbewerbs 1967/69 — W. Unze,
J. Lehmann (beide Leipzig), G. Schulze (Herzberg) v.I.n.r. — hier
bei der Auswertung des alpha-Wettbewerbs 1969.
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Teil 7

Der Vorteil der Festkommaarithmetik ist es, daB der
technische Aufwand, verglichen mit der im Folgenden
zu erlduternden Gleitkommadarstellung, ungleich ge-
ringer ist. Man kann auf diese Weise hohe Rechen-
geschwindigkeiten erzielen. Auch geniigt ein der-
artiger Rechner fiir viele Zwecke vollauf. Man denke
etwa an Lohnabrechnungen. Bruchteile von Pfennigen
kommen nicht vor, so daB man durchweg k=100 zu
setzen hat, falls es ein Automat des Typs (2) ist wie
die Anlage Robotron 300 (kurz: R 300), die wir bei
den folgenden Betrachtungen vorwiegend im Auge
haben wollen. Es gibt aber auch nicht weniger Pro-
bleme, bei denen, wie vorher schon erwiahnt, die Lage
des Kommas aller vorkommenden Zahlen vorher
schwer, ja oft erst nach langer miihseliger Arbeit zu
iiberblicken ist. Das einfache Gleichungssystem

0,1x + 0,2y = 0,63

0,3x — 0,1y = 0,56
konnte in dieser Form weder ein Automat des Typs (1)
noch einer des Typs (2) unmittelbar verarbeiten, da
einerseits die Koeffizienten und Absolutglieder kleiner
als 1 sind, die Losung aber

x=25; y=19
lautet. An diesem Beispiel moége sich der Leser die
Schwierigkeiten ausmalen, die bei den um viele Grade
komplizierteren Aufgaben der Rechenpraxis in diesem
Zusammenhang auftreten. Aus diesem Grunde werden
groBere Anlagen (wie etwa R 300) im allgemeinen
zusitzlich mit einer zweiten Arithmetik ausgestattet,
die es erlaubt, innerhalb eines grofleren Stellen-
bereiches ganze und gebrochene Zahlen unmittelbar
zu verarbeiten. Es ist die oben schon genannte

1.6.3. Gleitkommadarstellung

Als Vorbetrachtung mache sich der Leser folgendes
klar: Jede Bewegung des Kommas einer Dezimalzahl
kann durch Multiplikation mit einer Zehnerpotenz so
ausgeglichen werden, daB sich der Wert nicht dndert.
Beispiel :
67034,715=670,34715 - 10°=0,67034715 - 10°
=67034715-1073.
Insbesondere konnen dadurch stets die beiden im
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vorigen Abschnitt besprochenen Kommalagen (1)
(vor der hochsten Stelle) und (2) (vor der niedrigsten
Stelle) erreicht werden. Man beachte aber den wesent-
lichen Unterschied: die Festkommaarithmetik arbeitet
mit im allgemeinen falschen und spiter zu korri-
gierenden Zahlenwerten, wihrend hier der Fehler bei
jeder Zahl durch das Hinzufiigen der Zehnerpotenz
sofort berichtigt wird. Wir befassen uns im Folgenden
nur mit der Darstellung (2), da diese im R 300 — auch
im Gleitkommabetrieb — angewendet wird. Als Bei-
spiel diene die Zahl

67034715000 = 67034715 - 10°,
wobei man sich also das Komma hinter der 5 zu
denken hat. Die Zahl ist durch zwei Angaben voll-
stindig gekennzeichnet:
1. die Ziffernfolge 67034715, genannt Mantisse,
2. die Zahl 03, genannt Exponent.
Letzterer wird gleich zweistellig angesetzt, um einen
Variabilitiatsbereich von —99 bis +99 und damit ein
Gleiten des Kommas iiber rund 200 Dezimalstellen zu
ermoglichen. Wir stellen nun Mantisse und Exponent
zu einer einzigen Ziffernfolge, nimlich

6703471503
zusammen. Diese ist vom Automaten in obiger Weise
zu deuten, also die letzten beiden Ziffern als Exponen-
tenteil, der Rest als Mantissenteil. Eine solche Dar-
stellung nennt man halblogarithmisch. Unsere Zahlen-
darstellung bedarf noch einer Erginzung fir den Fall,
daBl der Exponent negativ ist. Wir vereinbaren vor-
laufig: Negative Exponenten werden durch einen
Querstrich iiber der Einerziffer des Exponenten
gekennzeichnet. Beispiel:

48,74653=4874653 - 10™° — 487465 305.
In gleicher Weise konnen wir auch die Einerziffer
der Mantisse kennzeichnen und haben damit eine

Zahl Ziffernfolge im Automaten

Mantissenteil Exponententeil
5761073 576107300
57610730000 576107304
5761,073 576107§0§
—576107300 576107302
—57,61073 576107305



Maéglichkeit, negative Zahlen in die Rechnungen ein-
zubeziehen. Steht also ein Querstrich iiber der dritt-
letzten Stelle, so soll das bedeuten, da die dargestellte
Zahl negativ ist. Zur Erliuterung einige Beispiele:

Aufgaben: Welche Zahlen werden durch die Ziffern-
folgen
146812 — 50371 608 — 1 278 910— 36800 100—
7390413 dargestellt?
(Man schreibe, wo es sich anbietet, die Ergebnisse
mit abgespaltenen Zehnerpotenzen!)
Kommen wir nun zur technischen Realisierung dieser
Gleitkommadarstellung im Robotron 300! Der Spei-
cher dieser Anlage (Hauptspeicher) ist eine Anord-
nung von 40000 - 8 bistabilen Schaltelementen (Ferrit-
kernen) zu einem rechteckigen Schema:

__——Speicherpkalz 3

1~ 5.8
ces Speicher:

platzes 1

39 E T PR TR 3 2 1 0 =—Nymmer

o3 Spercherplolzes
Jede Spalte des Speichers heiBt Speicherplatz und
besteht aus acht iibereinanderliegenden Birs. Hinter
jedem Bit denke man sich also einen (ringférmigen)
Ferritkern mit folgenden beiden méglichen Magneti-
sierungszustinden:

Zustand L

Werden nun die acht Bits eines Speicherplatzes mit
den Informationen O beziehungsweise L belegt, so
wird ein Zeichen reprisentiert. SchlieBt man aus nicht
niher erliuterten Griinden das fiinfte und das achte
Bit von unten (weil diese fiir besondere Zwecke vor-
gesehen sind) aus der Betrachtung aus, so sind, wenn
man alle Kombinationen der Belegungen L und O auf
den iibrigen Speicherplitzen zuldBt, insgesamt 2% = 64
verschiedene Zeichen moglich. Sie bilden das Maschi-
nenalphabet. Es beginnt mit

Z ¥z

0 L
L
/2
L
L
L
L

0
774 und endet mit

Qlo|o|e

Bedeutet das Zeichen (und das interessiert uns hier
nur) eine Ziffer, so stellt man diese in den unteren vier
Bits als Tetrade dar (siehe 1.5.!). Dariiberliegende

Bits kann man fiir zusitzliche Kennzeichen benutzen,
und zwar das siebente Bit als Vorzeichenbit, wenn
es sich um die Einerstelle des Exponenten — oder des
Mantissenteils handelt :

O bedeutet +, L bedeutet —. Das achte Bit hei3t
Wortmarkenbit und wird Giber der hochsten Stelle der
Mantisse (und nur dort) mit L belegt als Markierung,
daB hier die Zahl — genauer: die die Zahl darstellende
Zeichenreihe* — links zu Ende ist. Das rechte Ende der
Zahl, also die Einerziffer des Exponententeils, wird
schon im Programm erfaBt durch die Angabe der
sogenannten Anfangsadresse der Zahl. Das ist die
Nummer des Speicherplatzes, auf dem die Einerstelle
des Exponententeils untergebracht ist. Nehmen wir
als Beispiel die Zahl —27,946:

Die unterste Stelle jeder Tetrade ist also die Einerstelle.
Der Leser mache sich an diesem Beispiel nochmal
genau den Aufbau der Zahlendarstellung klar, priife
jede Belegung nach und iibe anschlieBend derartige
Aufstellungen an Hand folgender
Aufgaben : Stelle in dieser Weise die Zahlen
48,94361 —6 374 006 000 — 0,00463518 dar!

Was das Rechnen im Gleitkommabetrieb betrifft, so
sollen hier nur einige Regeln ohne gréBeren Kommen-
tar aufgeschriecben werden. Einem Leser, der mit
Potenzen rechnen kann (Stoff der 9. Klasse) wird es
nicht schwerfallen, diese Regeln zu beweisen. Doch
damit beschiftigen wir uns im nichsten Beitrag.

- J. Frormann

* Fir eine solche Zeichenreihe sagt man auch Maschinenwort.
Es gibt also Maschinenworter, die Zahlen darstellen, und solche,
die irgendwelche anderen Informationen bedeuten. Erstere werden
hier nur behandelt.

Jugend und EDV

Im Betrieb Radeberg des Kombinats Robotron gibt es gegenwiirtig
75 sozialistische Brigaden, welche mit Schulklassen Patenschafts-
veririge abgeschlossen haben. .

Aus den Reihen der ingenieurtechnischen Mitarbeiter und erfahre-
nen Facharbeiter werden Leiter fiir Schularbeitsgemeinschaften auf
mathematischem, naturwissenschaftlichem und technischem Gebiet
zur Verfiigung gestellt.

Die FDJ-Grundeinheit begann eine enge Zusammenarbeit mit der
TH Dresden, der Ingenieurschule und der EOS ,,Wilhelm Pieck*
in Radeberg.



Im Alltag machen wir von viclen technischen
Hilfsmitteln Gebrauch, ohne uns dabei nach
den mathematisch-physikalischen oder auch
chemischen Grundlagen der Wirkungsweise
dieser Dinge zu fragen. Damit soll nicht auf
so kompliziert gebaute Gegenstinde wie
Fernsehempfdnger, Kiihlschrank, Farbfilm
oder Fotoapparat angespielt werden. Schon
bei recht einfachen Gebrauchsgegenstinden
bestehen vielfach nur verschwommene Vor-
stellungen iiber deren Wirkungsweise, und
selbst in einem Fachlexikon [indet man
dariiber nicht immer eine klare Auskunft.

An dem uns allgemein vertrauten Gebrauchs-
gegenstand ,Fahrrad“ soll lediglich einmal
der Riickstrahler (auch ,SchluBlicht“ ge-
nannt, s. 0.) aul seine Wirkungsweise unter-
sucht werden. Der Effekt des Riickstrahlers
besteht doch darin, daB er bei Anstrahlung
des Fahrrades von hinten — etwa durch die
Scheinwerler eines Autos — selbst eine Art
Lichtquelle wird und rotes Warnlicht nach
dem Auto hin reflektiert. Damit wird der
Autofahrer bei Dunkelheit aufl den anderen
Verkehrsteilnehmer aufmerksam gemacht. In
einem vollig abgedunkelten Raum sieht man
von dem Riickstrahler nichts. Er stellt keine
selbstindige Lichtquelle dar, sondern sendet
erst Strahlen aus, wenn er in geeigneter
Weise angestrahlt wird. Als Besonderheit
ist dabei zu vermerken, daB das Licht von
dem Riickstrahler in Einfallsrichtung zuriick-
geworfen wird. Nur so erweckt es die Auf-
merksamkeit des hinter den Scheinwerfern
sitzenden Autofahrers.

Den gleichen Effekt kann ein Kraftfahrer
beobachten, wenn ithm bei nichtlicher Fahrt
eine Katze in die Lichtkegel der Scheinwerfer
lduft. Die Augen des Tieres scheinen zu
funkeln, als wiren es selbstindige Licht-
quellen. Im Sprachgebrauch hat sich daher
auch das Wort ,,Katzcnaugé“ auf den am
Fahrrad gebriduchlichen Riickstrahler iiber-
tragen.

Wir wollen zunichst die Bau- und Wirkungs-
weise des Riickstrahlers untersuchen und
anschliefend priifen, inwieweit der Vergleich
mit einem Katzenauge berechtigt ist. Um
einen einfachen ebenen Spiegel handelt es
sich offenbar dabei nicht, denn ein solcher
wiirde nur bei Anstrahlung senkrecht zur
Spiegelebene den oben beschriebenen Effekt
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Auch ein SchluBllicht hat es in sich

abgeben. Nehmen wir cinmal ein solches
~Katzenauge“ auseinander. Dabei stellen wir
fest, daB sich hinter einer roten Glasscheibe
ein Mosaik von Spiegeltripeln befindet. Je
drei Spiegel sind zu ciner riumlichen Ecke
derart zusammengefaBt, daB jede Spiegel-
ebene senkrecht aufl den beiden anderen
steht Wir vermuten, daB ein Lichtstrahl
nach einmaliger Reflexion an jedem der drei
Spiegel eines solchen Tripels parallel zum
einfallenden Lichtstrah] zuriickgeworfen wird.
Diese Vermutung wollen wir unter Anwen-
dung eclementarer Sitze aus der Optik und
Geometrie beweisen.

Es ist sinnvoll, die zur Beweisfiihrung not-
wendigen Gesetze unserer Untersuchung vor-
anzustellen und dann im Bedarfsfall auf sie zu
verweisen

Sdtze aus der Optik:
1. Ein Lichtstrahl s, der in einem Punkt G
aul einen ebenen Spiegel trifft, wird in G
derart reflektiert, daB einfallender und reflek-
tierter Strahl s, cine Ebene aufspannen,
welche das in G aufl der Spiegelebene errich-
tete Lot ! enthilt.
2. Der Einfallswinkel ist gleich dem Refle-
xionswinkel, d. h. es gilt

xsl = xls,.

Siitze aus der Geometrie:

3. Entgegengesetzt liegende Winkel an ge-
schnittenen Parallelen ergiéinzen sich zu 180°.
4. Die Summe der Innenwinkel im ebenen
Dreieck betrigt 180°.

S. Sind die Grundrisse und die Aufrisse von je
zwei Geraden p und ¢ paarweise zueinander

_parallel, so sind die Geraden auch im Raum

parallel. (Orthogonal zur RiBachse liegende
Geraden sind hierbei auszuschlieBen.)

6. Bei Normalprojektion zweier sich schnei-
dender Geraden p und g auf eine Bildebene =
geht eine Symmetriegerade m von p und ¢
im Bild wieder in eine Symmetriegerade m’
von p’ und ¢’ iiber, wenn m in der von p und ¢
aufgespannten Ebene entweder eine Hohen-
linie oder eine Fallinie beziiglich = darstellt.

Als Vorbetrachtungsfigur fiir die Beweis-
fibrung dient uns das Schrigbild cines
Tripels von paarweise aufeinander senkrecht
stehenden Spiegeln. Durch die drei Spiegel-
ebenen mit ihren spiegelnden Flichen wird

ein Oktant des Raumes [estgelegt, in dem die
Lichtquelle Q beliebig anzunchmen ist. Ein
von Q ausgehender Strahl s treffe die Ebene
n, des ersten Spiegels in G,. Der reflektierte
Strahl s, , trifft anschlieBend =, in G,. End-
lich wird s, in G, nach einer zunichst noch
unbekannten Richtung s, zuriickgeworfen.
In den Spurpunkten G, errichten wir auf =,
die Lote l; (i=1, 2, 3). Fiir unsere Darstellung
ist lediglich vorauszusetzen, daB die Licht-
quelle Q@ in dem vorgegebenen Oktanten
liegt und der von Q ausgehende Lichtstrahl s
von jedem Spiegel je einmal reflekiiert wird.
Dies ist sicher erreichbar, wenn man von
hinreichend grofen Spiegelebenen ausgeht
und Strahlen parallel zu einer der drei Ebenen
von der Betrachtung ausschlieBt. Nun gehen
wir von der Darstellung des Spiegelungs-
vorganges vom Schrigbild in zugeordnete
Normalrisse iiber. Bei Konstruktion der
Bilder beachten wir die oben angefiihrten
Sétze aus Optik und Geometrie.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wih-
len wir =, als Grund- und =, als AufriBtafel.



Die Schnittgerade der beiden Ebenen wird
in dieser Darstellung zur RiBachse x,,. Die
Ebene 7, des dritten Spiegels ist bei unserer
Anordnung erst- und zweitprojizierend. Ein
Lichtstrahl s trifft, entsprechend den Annah-
men aus Bild 2, in G, unter einem Winkel a,
gegen das Lot I, die Ebene n,. Die Grund-
risse von einfallendem und reflektiertem
Strahl (s’ und s,,’) bilden nach Satz 1 eine
Gerade. Die Aufrisse s” und s,,” der beiden
Strahlen schlieBen mit [,” den gleichen Win-
kel a,” ein. Dies folgt aus den Sitzen 2 und 6,
denn !, ist parallel =,.
Der reflektierte Strahl s,, trifft in G, auf die
Ebene n, und schlieBt mit dem Lot I, den
Winkel a, ein. Nach Satz | liegen s,,” und
523" in einer Geraden. Da [, parallel = ist,
gilt nach den Sitzen 2 und 6

X5l = €555 = ay
Der an 7, reflektierte Strahl s, trifft 7, in G,
und schlieBt mit dem Lot /; den Winkel a,
ein. Da [/, parallel zu beiden Bildebenen ist,
kénnen die Sdtze 2 und 6 bei Konstruktion
der Bilder des zuriickfallenden Strahles s,
angewandt werden. Es gilt ... ...

xly's, =ay und £ l,"s,” = a,”.
Aus dem Dreieck 0OG,” G," ist nach Satz 4
abzulesen: a,” +a;" =90°.
Da die Winkel 2a,” und 2a," eine Gerade
als gemeinsamen Schenkel besitzen und sich
auBerdem zu 180° ergidnzen, handelt es sich
um entgegengesetzt liegende Winkel an Paral-
lelen. s” und s,” sind nach Satz 3 zueinander
parallel. Ganz analog ldBt sich zeigen, daB
auch s’ und s,’ parallel sind. Aus dem Dreieck
0G4’ G, ist nach Saiz 4 abzulesen:
a,’ +a;' =90°. Da die Winkel 2a," und 2a;’
eine Gerade als gemeinsamen Schenkel besit-
zen und sich auBerdem zu 180° ergidnzen,
handelt es sich wieder um entgegengesetzt
liegende Winkel an Parallelen. s und s,
sind nach Satz 3 zueinander parallel.
Aus diesen Ergebnissen kann man endlich
nach Satz 5 den SchluB ziehen, daB der
einfallende Strahl s und der zuriickgeworfene
Strahl s, zueinander parallel sind, was zu
beweisen war. Es ist noch leicht zu zeigen,
daB Strahlen, die parallel zu einer der Spiegel-
ebenen einfallen, nach zweimaliger Reflexion
an den beiden anderen Spiegeln parallel zur
Einfallsrichtung zuriickgeworfen werden.
AbschlieBend soll nur vermerkt werden, daB
mit Festlegung der Reihenfolge der Spiege-
lungen an =,, m,, n; dem Beweisgedanken
nichts an Allgemeingiiltigkeit genommen
wurde. Durch zyklische Vertauschung der
Spiegelebenen oder eine Spiegelung des ge-
samten Vorganges an einem weiteren Spiegel
kann man alle méglichen Arten von Rellexio-
nen an dem Tripel auf einen Fall zuriick-
fiihren, der dem von uns behandelten dqui-
valent ist.

* Worterkldrung: Laser — Light Ampli-
fication by Stimulated Emission of Radiation

Dem hier einmal genauer betrachteten Tripel-
spiegel oder Zentralspiegel kommt eine sehr
aktuelle wissenschaftliche und auch prak-
tische Bedeutung zu. Die Entdeckung der
Laserstrahlen* erofInete diesem Spiegelsystem
neue Perspektiven der Anwendung, mit deren
ErschlieBung man noch in den Anfingen
stecht. Da man diese Strahlen iiber groBere
Entfernungen hinweg auBerordentlich scharf
zu biindeln vermag, sind sie zum Zweck der
Vermessung und Steuerung in vielfdltigster
Weise anwendbar. Tunnelvortriecbmaschinen
werden bei lingeren Tunnelbauten durch
Laserstrahlen in Verbiidung mit dem hier
behandelten Spiegelungsprinzip mit hochster
Prizision gesteuert. Beim Bau von Fernsch-
tiirmen und hohen Schomsteinen lassen sich
die geringsten Abweichungen von der Lot-
rechten mit diesen Strahlen registrieren. Auch
die Justierung von GroBtankern, Flugzeugen
und Schilfen kann durch Laserstrahlen mit
einer auf anderem Wege nicht erreichbaren
Genauigkeit erfolgen. Die Anwendung des
Impulszeitlaufverfahrens auf diese Strahlen

ermoglicht in Verbindung mit Tripelspiegeln
eine Prizision und Schnelligkeit in der Ent-
fernungsmessung, wie sie im Zeitalter der
Astronautik unentbehrlich ist.

Die Bezeichnung des hier besprochenen tech-
nischen Hilfsmittels als ,, Katzenauge* be-
stirkt manchen in der Annahme, dad zu
jeder Erfindung des Menschen in der Natur
ein Vorbild existiere und der Mensch seine
Ideen diesen Vorbildern entlehnt habe. Beim
Aulschneiden eines Katzenauges wiirde man
vergeblich nach Spiegelsystemen suchen. Die
Lichtreflexion beruht bei diesem organischen
Gebilde auf einem anderen Prinzip. Aus
gewissen Ahnlichkeiten eines duBeren Effek-
tes an verschiedenen Dingen kann man also
nicht auf Analogien im inneren Aufbau und
in der Wirkungsweise schlieflen.

Bem.: Fiir das Verstindnis dieses Beweises
ist das Studium der Aufsitze zur darstellenden
Geometrie aus den Heften 6/67, 1/68, 2/68
und 4/68 zu empfehlen.

E. Schroder

Ein Patenschaftsvertrag

Seit zwei Jahren besteht an der 29. Oberschule
in Leipzig eine rege Zusammenarbeit zwi-
schen dem alpha-Klub (5 Arbeitsgemein-
schaften Mathematik) und dem Elektron-
Klub (eine Physik-Arbeitsgemeinschaft). Bei-
de Klubs nutzen ihre Veranstaltungen und
gemeinsame Exkursionen auch dazu, berufs-
orientierend und berufswerbend zu wirken.
Alle Mitglieder wurden vor allem mit Schwer-
punktberufen im Bauwesen, in der Elektro-
nischen Datenverarbeitung, im Maschinen-
bau und in der Elektrotechnik vertraut
gemacht. Zahlreiche Werktiitige unterstiitzten
uns vorbildlich. Um diese Arbeit noch syste-

matischer und vor allem mathematikinten-
siver zu gestalten, nahmen wir Verbindung
zu einer Brigade des Zentralinstituts fir Me-
tallurgie, Abteilung Elektronische Rechen-
anlage, auf. (Der Vater einer Teilnehmerin
des alpha-Klubs ist Mitglied dieser Brigade.)
Anfang November haben wir mit dieser
Brigade, welche im Kampf um den Titel
~Kollektiv der sozialistischen Arbeit* steht,
einen Patenschaftsvertrag abgeschlossen.

s Wir werden gemeinsam mit der B;igade
Klub-Nachmittage durchfiihren und die Le-
nin-Gedenkstitten Leipzigs besuchen.

s In festgelegten Abstinden berichten
Klubmitglieder iiber ihre Arbeit und iber
ihre Erfolge. — Die Brigade gibt einen Ein-
blick in ihren Kampf um den Titel ,,Kollektiv
der sozialistischen Arbeit®.

m  Mitglieder des alpha- und des Elektron-
Klubs gestalten laufend eine Wandzeitung
im Arbeitsbereich der Brigade und stellen

" ihre Arbeitsergebnisse in einer Vitrine aus.

» Die Patenbrigade unterstiitzt uns beim
Bau von Lehrmitteln fiir den Mathematik-
und Physikunterricht.

s Im Rahmen unseres Programms ,EDV*
unterstiitzen uns die Mitglieder der Brigade
durch Vortrige. Mehrere AG-Nachmittage
verlegen wir an den Arbeitsplatz der Brigade.
= Mitglieder der Patenbrigade werden uns
begleiten und fachlich beraten, wenn wir
unsere Exkursion nach Berlin zum Fernseh-
turm, nach Jena zur ZeiB-Ausstellung und
nach der Volkssternwarte Hartha durch-
fiithren.

Durch die engen Patenschaftsverbindungen
wird unsere auBerschulische Arbeit verbessert
und ein noch engerer Kontakt zur gesell-
schaftlichen Praxis geschaffen. S. Duryn
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Aufgaben der Kreisolympiade (7. 12. 1969)

a 5 m 1. Aufeinem Tisch sind sechs gleich-
grofBe Spielwiirfel so iibereinandergesetzt, wie
es die Abb. zeigt. Auf der obersten Fliche ist
die Augenzahl 1 zu sehen. Ermittle die Summe
der Augenzahlen der verdeckten Fliachen
dieser Wiirfel!

Beachte dabei, daB die Augenzahl von je
zwei gegeniiberliegenden Wiirfelflichen eines
jeden Spielwiirfels stets 7 betrégt.

2. In einem HO-Bekleidungshaus kauften
drei Kunden von dem gleichen Stoff. Der
erste kaufte genau 3 m, der zweite genau 5 m
und der dritte genau 9 m. Der zweite Kunde
bezahlte 30,— M mehr als der erste. Wieviel
Mark hatten die drei Kunden insgesamt fiir
den Stoff zu bezahlen?

3. Gegeben seien drei Strecken mit den
Lingen a, b und c (siche Abb.).

—_
b c

1

P
a

Konstruiere eine Strecke mit der Lange
2(2a+3b—0)!

(Bei der Konstruktion darf die MaBeinteilung

des Lineals nicht benutzt werden. Eine Kon-

struktionsbeschreibung ist nicht verlangt.)

4. Ermittle alle natiirlichen Zahlen z, fiir die
die nachfolgenden Bedingungen gleichzeitig
gelten:

(a) z ist ungerade;

(b) zistdurch 3,5 und 7 teilbar;

(c) 500<z<1000.

m 6 » 1. Klaus nahm als Mitglied der
Sektion Radsport einer Betriebssportgemein-
schaft an einem Bahnrennen teil. Nach dem
Rennen wurde Klaus von seinem Bruder
Reiner nach dem Ausgang des Rennens ge-
fragt. Klaus sagte: ,Als ich den Zielstrich
iiberfuhr, war kein Fahrer neben mir; genau
ein Drittel der beteiligten Fahrer hatte das
Ziel schon erreicht, und genau die Hilfte
aller Teilnehmer lag noch hinter mir.*“

Gib an, welchen Platz Klaus in diesem Ren-
nen belegte und wieviel Fahrer insgesamt an
dem Rennen teilnahmen!
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2. Auf dem Arbeitsblatt sind wie auf dem
Ziffernblatt einer Uhr die Zahlen 1 bis 12
aufgetragen.

Untersuche, ob sich diese vier Kreisscheiben
durch Einzeichnen von Linien (z. B. Geraden),
die keine der Ziflern treffen, so in Teilstiicke
zerlegen lassen, daB die Summen der auf
jedem Teilstiick derselben Kreisscheibe lie-
genden Zahlen jeweils untereinander gleich
sind!

Dabei ist die erste Kreisscheibe in 2 Teile,
die zweite in 3 Teile, die dritte in 4 Teile und
die vierte in 6 Teile zu zerlegen.

3. Die Abb. zeigt drei verschiedene Geraden
durch einen Punkt C und eine vierte Gerade,
die nicht durch C geht. Diese mége die drei
erstgenannten Geraden in den Punkten 4, B
bzw. D schneiden, wobei B zwischen A und D
liegen moge. Punkt E liege auf der Geraden
durch 4 und C so, daB C zwischen 4 und E
liegt.

Ferner gelte £ ECD= ¥ ABC.
Beweise, daB £ BCD= ¥ BAC ist!

4, Jiirgen und seine jiingere Schwester Elke
haben den gleichen Schulweg. Elke braucht
vom Elternhaus bis zum Schultor genau
30 Minuten, Jiirgen genau 20 Minuten. An
einem Tage ging Elke genau 5 Minuten vor

Jiirgen aus dem Haus. Nach wieviel Minuten
holte Jiirgen seine Schwester ein?

(Es sei angenommen, daB jeder von beiden
mit gleichbleibender Geschwindigkeit ging)

a 7w 1 Vater und Sohn gehen neben-
einander. In der gleichen Zeit, in der der
Vater 4 Schritte macht, macht der Sohn jedes-
mal 5 Schritte, und in dieser Zeit legen beide
jedesmal genau den gleichen Weg zuriick.
Die durchschnittliche Schrittlinge des Va-
ters betrigt 80 cm.

a) Wie groB ist die durchschnittliche Schritt-
lange des Sohnes?

b) Wir nehmen ap, dad beide gleichzeitig
mit dem rechten FuB beginnen. Nach dem
wievielten Schritt des Vaters treten beide
erstmalig gleichzeitig mit dem linken Fu8 auf?

2. Wir wollen eine Ecke eines Dreiecks ,,aus-
gezeichnet* nennen, wenn bei dieser Ecke
Innen- und AuBenwinkel einander gleich sind.
Ermittle die groBtmogliche Anzahl ,ausge-
zeichneter® Ecken, die in einem Dreieck
auftreten kGnnen!

3. Ein Tourist war an drei aufeinanderfolgen-
den Tagen jeweils genau die gleiche Zeit
unterwegs.

Am ersten Tag ging er zu FuB mit einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 6 km/h.
Am zweiten Tag benutzte er ein Moped mit
einer Durchschnittsgeschwindigkeit von
30km/h. Am dritten Tag benutzte er ein
Auto mit einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von 60 km/h.

Der an den drei Tagen zuriickgelegte Gesamt-
weg betrug 520 km. Ermittle die Zeit, die er
an jedem einzelnen der Tage unterwegs war,
und die Anzahl der am ersten, zweiten bzw.
dritten Tage zuriickgelegten Kilometer.

4. Gegeben sei ein Dreieck AABC. Es sei
g die Gerade durch den Punkt A und den

‘Mittelpunkt der Seite BC. Beweise, daB dann

die Punkte B und C von der Geraden g
den gleichen Abstand haben!

w8 m 1. Klaus und Horst spielen mit
Wiirfeln. Sie benutzen bei jedem Wurf genau
zwei verschieden groBe Wiirfel und addieren
jedesmal die beiden Augenzahlen.

Klaus meint, daB unter allen méglichen



verschiedenen Wiirfen solche mit der Sum-
me 7 am hiufigsten auftreten. Zwei Wiirle
heiBlen dabei genau dann gleich, wenn die
Augenzahlen gleich groder Wiirlel jeweils
ibereinstimmen. Begriinde die Richtigkeit
dieser Meinung!

2 Auf einer Geraden seien die Punkte A,
E,C, F, O, G, D, H, B in dieser Reihenfolge
so gelegen, daf gilt:

AB=6 cm;
AE=EF=FO0=0G=GH=HB=1 cm;

EC=CF=GD=DH=0,5cm
Uber den Strecken 4B, EH und FG seien
Halbkreise in die eine Halbebene und iiber
den Strecken A0, OB, EF und GH Halb-
kreise in die andere Halbebene beziiglich der
Geraden durch 4 und B gezeichnet. Berechne
den Inhalt der schralflierten Fliche (siche
Abb.)

3. a) Wie oft insgesamt stchen im Verlaufe
von 24 Stunden (von 0.00 Uhr bis 24.00 Uhr)
der Stunden- und der Minutenzeiger einer
Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechneinsbesondereallederartigen Zeit-
punkte zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr!

4. Beweise folgenden Satz: In jedem Dreieck
AABC teilt jede Halbierende eines Innen-
winkels dessen Gegenseite im Verhiltnis der
beiden anderen Seiten.

® 9 » 1. Bei einem Klassenfest stellen die
Schiiler ihrem Mathematiklehrer die folgende
Aulgabe:

Die Schiiler teilen ihrem Lehrer mit, daB sie
sich insgeheim so in drei Gruppen aulfgeteiit
haben, dab jeder Schiiler der Klasse genau
einer Gruppe angehort. Die Schiiler der
ersten Gruppe nennen sich die ,Wahren®,
weil sie jede Frage wahrheitsgemidB beant-
worten. Die Schiiler der zweiten Gruppe
nennen sich die ,Unwahren®, weil sie jede
Frage falsch beantworten. Die Schiiler der
dritten Gruppe schlieBlich nennen sich die
»Unbestindigen*, weil jeder von ihnen Se-
rien aufeinanderfolgender Fragen alternie-
rend (abwechselnd) wahr und falsch beant-
wortet; dabei ist aber ungewiB, ob er jeweils
die erste Frage einer Serie wahr oder falsch
beantwortet. Jeder Schiiler antwortet auf
eine gestellte Frage nur mit ja oder nur mit
nein; Fragen, die andere Antworten erfor-
dern, werden nicht zugelassen. Der Lehrer
soll nun von einem beliebigen Schiiler der
Klasse durch Fragen, dic er an diesen Schiiler
richtet und die sich nur auf die Zugehdorigkeit
zu einer der genannten Gruppe beziehen,
feststellen, ob der Schiiler cin ,,Wahrer*, ein
,Unwahrer oder ein ,,Unbestindiger” ist.

a) Welches ist die kleinste Anzahl von Fra-
gen, die dazu ausreicht?

b) Geben Sie eine Moglichkeit an, die Zu-
gehorigkeit eines Schiilers mit dieser klein-
sten Anzahl von Fragen zu ermitteln!

2. Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kanten-
linge a, und dem Volumen V¥, sowie ein
reguldres Tetraeder mit der Kantenlinge a,
und dem Volumen K. Fiir die Kantenlingen
gelte

a;:a;=1: \/5
Berechnen Sie das Verhiltnis V; : V,!

3. Jemand hat sieben Kirtchen mit jeweils
einer der Ziflern 1,2, 3,4, 5,6 und 7.

Man zeige, daB sich unter allen denjenigen
siebenstelligen Zahlen, die unter Verwendung
jeweils genau dieser sieben Kirtchen gelegt
werden konnen (wobei ein z. B. durch Um-
drehen bewirktes ,Verwandeln“ der 6 in
eine 9 verboten ist), keine zwei befinden,
deren eine ein ganzzahliges Vielfaches der
anderen ist!

4. Es ist zu beweisen:

Verbindet man in einem Parallelogramm
ABCD den Eckpunkt C mit den Mittel-
punkten der Seiten AB und AD, so teilen
diese Verbindungsstrecken die Diagonale
BD in drei gleich lange Teilstrecken.

s 10 « 1. Ermitteln Sie ohne Verwendung
der Logarithmentafel den Quotienten
Dg3790] ,
[1g 0,0379]
Dabei bedeutet [x] die groBte ganze Zahl,
die x nicht iibertrifft.

2. Gesucht sind vier natiirliche Zahlen

a, <a,<da,<a, so, daD jede der Zahlen
dy=a,—a,,
dy,=a,—a,, ds=ay—a,, d¢=a,—a,

eine Primzahl ist, wobei auch gleiche Prim-
zahlen auftreten diirfen.

dy=a,~ai, d;=az—a,

3. Gegeben sind zwei Strecken der Lingen
m und n (mit n<m).

a) Fiihren Sie folgende Konstruktionen aus:
Um einen beliebigen Punkt Y einer Geraden g
werde ein Kreis k, mit dem Radius m ge-
schlagen. Einer der Schnittpunkte von g und
k, sei A genannt, der andere E. Von 4 aus
werde die Strecke AB mit AB=n so aul g
abgetragen, dad B zwischen 4 und Y liegt
(das ist wegen n<m moglich). Von B aus
werde auf g die Strecke BC mit BC=m so
abgetragen, daB A zwischen B und C liegt
(das ist wieder wegen n<m moglich).

Um C werde ein Kreis k, mit dem Radius
BC geschlagen, Einer der Schnittpunkte von
k, und k, sei D genannt.

b) Ermitteln Sie die Lange x der Strecke AD!

4. Mit welchen der folgenden Bedingungen
(1) ..., (5 ist die Bedingung 3xZ+6x>9
aquivalent?

1) -3<x<1; (Qx>-3; (3 x<1;

4) x<1 oder x> —3; (5) x>1 oder x< -3

® 11/12 ® 1. Gegeben sei eine reelle Zah-
lenfolge a,, a,, ..., a,, ... durch die (indepe-
dente) Darstellung

(1) a,=c,n® +cn+cq,

wobei ¢,, ¢, ¢, reelle Zahlen sind.

Als erste Differenzenfolge bezeichnet man
die Folge

D, V=a,,,—a, und als zweite Differenz-
folge die Folge

D, ®=D,, V=D, (n=1,2,3..)

a) Es seien co=1, c,=1

Unter dieser Voraussetzung sind a,, D,V
D,® fir n=1, 2, 3, 4 und 5 zu berechnen.
b) Es ist allgemein zu beweisen, daB fiir (1)
die Folge D,'® konstant ist.

6 =-1,

2. In einem Wiirfel mit den Eckpunkten
A,B,C,D,E, F, G, H und der Kantenldnge a
seien FB, FG und FE die drei von F aus-
gehenden Kanten. Ferner sei ¢ die Ebene
durch G, B, E.

Es ist zu beweisen, daB die Korperdiagonale
FD senkrecht auf der Ebene ¢ steht und von
ihr im Verhiltnis 1 : 2 geteilt wird.

3. Es sind alle reellen Lésungen des folgen-
den Gleichungssystems anzugeben:

x +y =az (1)

x —y =bz (2)

x*4+y*=cz (3) Dabei sind q, b, ¢
reelle Zahlen. (Fallunterscheidung!)

4. Gegeben seien natiirliche Zahlen k und n
mit 0 <k <n. In einer Schachtel liegen (offen
sichtbar, so daB ihre Anzahl festgestellt
werden kann) genau n Kugeln. Zwei Spieler
spielen ein Spiel nach der folgenden Regel:
Die Spieler nehmen abwechselnd Kugeln
aus der Schachtel heraus, und zwar sind jc-
weils mindestens eine und héchsten k Kugeln
zu entnehmen. Wer die letzte Kugel aus der
Schachtel entnehmen muB, hat verloren.
Welche Beziehung zwischen k und n muB
erfiillt sein, damit

a) der anziehende Spieler,

b) der nachziehende Spicler
den Gewinn erzwingen kann?

Unser Gliickwunsch

dem Vorsitzenden fiir die Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR

Prof. Dr. rer. nat. habil. Welfgang Engel
zu seiner Auszeichnung mit dem
Vaterlindischen Verdienstorden in Bronze
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Wer lost mit? H||I|Iﬂ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin . Mai 1970

WS a 480 In einer Kleinstadt werden in
einem unterteilten Gehege insgesamt 37 Tiere
gehalten, und zwar Fasanen, Hirsche, Briel-
tauben und Fiichse. Frank, der durch das
Gehege geht, stellt fest, daB zweimal soviel
Fiichse wie Hirsche, viermal soviel Brief-
tauben wie Fiichse und eine Brieftaube mehr
als Fasanen im Gehege vorhanden sind.
Wieviel Tiere jeder Art besitzt dieser Klein-
stadtzoo? Lose die Aufgabe mit Hilfe einer
Tabelle.
Dietmar Engelmann, Thomas-Miintzer-Ober-
schule, Klasse 7b, Limbach-Oberfrohna 111

W5 @ 481 Mit welchen natiirlichen Zahlen
miissen die Variablen g, b, ¢, d und e belegt
werden, damit wir aus den Gleichungen
1 -a=e, 24c=e,
12: b=e, S—d=e
vier wahre Gleichheitsaussagen erhalten,
wenn a>b>c>d gelten soll?
Volker Schmidt, 190! Dessow,
Kreis Kyritz, Klasse 3

W6 a 482 Hans will Schrippen zu 5 Pf
das Stiick oder Kniippel zu 7 Pf das Stiick
einkaufen; ihm stehen dafiir genau 23 Pf zur
Verfiigung.

a) Beweise, daB Hans diesen Geldbetrag
von 23 Pf nicht voll ausgeben kann, wenn er
dafiir Schrippen und Kniippel kaufen will!
b) Beweise, daB Hans jeden héheren Geld-
betrag als 23 Pl voll ausgeben kann, wenn
er dafiir Schrippen und Kniippel kaufen will!
23 Pfist also der groBte Geldbetrag, mit dem
ein solcher Einkauf nicht moglich ist, wenn
der Betrag voll ausgegeben werden soll. T

W6 m 483 Zeichne auf Pappe ein gleich-
seitiges Dreieck und schneide es zur Ver-
wendung als Zeichendreieck aus. Konstru-
iere mit Hilfe dieses selbstgefertigten Zeichen-
dreiecks und eines Lineals einen rechten
Winkel und beschreibe diese Konstruktion!

T.
W 7 = 484 An unseren Tankstellen kostet

ein Liter Benzin (Oktanzahl 88) 1,50 M, ein
Liter Motorendl hingegen 3,00 M. Wieviel
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Liter Kraftstoffgemisch, bei dem je 331 Benzin
mit je 1 1 Ol gemischt werden, erhilt ein
Kraftfahrer fiir 20,00 M? T
W 7 & 485 Der russische Mathematiker
Leonti Filippowitsch Magnizki (1669 bis 1738)
stellte in seinem Buch Arithmetik (1709) die
folgende Aufgabe:
Ein Vater [ragt den Lehrer seines Sohnes,
wieviel Kinder er unterrichte. Der Lehrer
antwortet: ,Hitte ich noch einmal soviel
Schiiler, wie ich jetzt habe, und dann noch
die Hilfte und dazu ein Viertel und dann
noch deinen Sohn, so wiren es genau 100.
Wieviel Schiiler unterrichtet der Lehrer?
W8 & 486 Der neu eingesetzte ExpreBzug
Ex 2 von Berlin nach Leipzig [dhrt in Berlin-
Schoneleld um 8,26 Uhr ab und trifft in
Leipzig-Hbl. um 9.56 Uhr ein. Der Schnellzug
D 273 fihrt in Leipzig um 8.19 Uhr ab und
trifft in Berlin-Schonefeld um 10.14 Uhr ein.
a) Wann begegnen sich diese beiden Ziige,
wenn eine konstante Geschwindigkeit auf
der Strecke Berlin-Schonefeld — Leipzig vor-
ausgesetzt wird? (Diese Annahme ist in der
Praxis mit einer guten Anndherung erfiillt,
obwohl D 273 in Bitterfeld, Wittenberg und
Jiiterbog je 1 min hilt.) Bei der Losung dieser
Teilaufgabe soll die Entfernung zwischen
Berlin-Schonefeld und Leipzig nicht als be-
kannt vorausgesetzt werden.
b) Wie groB ist die mittlere Geschwindigkeit
(in km/h) dieser beiden Ziige, wenn die Ent-
fernung zwischen Berlin-Schonefeld und Leip-
zig 162,7 km betragt?
c) In welcher Entfernung von Berlin-Schone-
feld begegnen sich die beiden Ziige?
d) Die Teilaufgaben a) und c) sollen graphisch
gelost werden. L.
W 8 = 487 Bei einem 100-m-Lauf starteten
gleichzeitig die sechs Schiiler Axel, Bruno,
Christian, Dieter, Ernst und Fred. Genau
zwei von ihnen liefen mit der gleichen Zeit
als Sieger durchs Zielband. Aul die Frage,
welche beiden Schiiler sich den Sieg teilten,
wurden [olgende [iinf Antworten gegeben:

a) Axel und Christian;

b) Bruno und Fred;

c) Axel und Fred;

d) Bruno und Ernst;

e) Axel und Dieter.
Nun wissen wir daf in genau einer Antwort
beide Angaben falsch sind, wihrend in den

iibrigen vier Antworten jeweils genau eine
Angabe richtig und genau eine Angabe falsch
ist. Wie heiBen die beiden siegreichen Schii-

ler? Sch.

W9 @ 488 Einem spitzwinkligen Dreieck
ABC soll ein Quadrat PQRS so einbeschrie-
ben werden, daB die Punkte P und Q auf der
Seite A_B, der Punkt R auf der Seite BC
und der Punkt S auf der Seite CA liegt.
Die Konstruktion ist allein mit dem Zirkel
und dem Lineal durchzufiihren.
Wolfgang Riedel, Karl-Marx-Stadt,
EOS Friedrich Engels, KI. 10 R

W9 a 489 Zwei Personen A und B spielen
das [olgende Spiel:

A wiihlt eine einstellige natiirliche Zahl und
schreibt sie aul. Dann wihlt B eine einstellige
Zahl und schreibt sie links daneben; darauf
wihlt B noch eine einstellige Zahl, die groBer
als 0 und kleiner als 5 ist, und schreibt sie
wieder links daneben. Zum SchluB wihlt A
drei einstellige Zahlen und schreibt sie links
daneben.

Wie muB A spielen, damit unabhingig von
der Wahl der beiden Zahlen durch B die
entstandene sechsstellige Zahl durch 1334
teilbar ist? L.
W10 » 490 Ein Stiick Stahlblech von der
abgebildeten Form hat die Dicke 3 mm. Der
verwendete Stah! hat die Dichte 7,85 g/cm ™2,
Das Blechstiick ist von zwei Strecken von
der Linge a=120 mm und zwei Kreisbdgen
von dem Radius a=120 mm begrenzt. Die
vier eingezeichneten Punkte A4, B, C, D bilden

ein Quadrat.
D c

A ]
Es ist die Masse dieses Blechstiicks zu be-
rechnen. Ulrike Weise, Wiistenbrand

W10 & 491 Es sind alle reellen Zahlen x
anzugeben, fiir die die Gleichung
x(x+2)(x+4)(x+6)
=0+ 1)(x+3)%(x+5) erfiilltist. L.

Die vier besten Schulen in der Beteiligung am
alpha-Wettbewerb wurden fiir ihre vorbild-
lichen Leistungen mit einer Ehrenurkunde
ausgezeichnet. Der Chefredakteur iiberbrach-
te persénlich die Glackwiinsche des Redak-
tionskollegiums. MaBstab fir die Plazierung
waren: Anzahl der erworbenen Urkunden
sowie die Schiilerzah! der Schulen (KI. 5 bis
10):
Oberschule Mittelstille (29 Urkunden)
Oberschule Fambach (30 Urkunden)
Oberschule Steinbach-Hallenberg
(47 Urkunden) — alle Kr. Schmalkalden
4. 29. Oberschule Leipzig (30 Urkunden)
Redaktion alpha

wnN



Priifungsaufgaben
(Auswahl)

Island, Tanzania

Abschlufipriifung, Klasse 8

Island

49 4--—:3-)1:2— =

:S=x

1 1
A49) 5:-= -

57 5
A 494 Ermittle die Summe aller durch
3 teilbaren natiirlichen Zahlen, die kleiner
als 100 sind!

A 495 Drei Personen 4, B und C haben
gemeinsam 4 ha Baugrund erworben. Von
der Bodenlliache wurden 25 °/, fir die Anlage
ciner ZufahrtstraBe verwendet. Die danach
verbliebene Grundstiicksfliche wurde im Ver-

hiltnis % 11 % aufgeteilt. Wieviel Quadrat-
meter erhielt jeder zur Nutzung?

A 496 Der Rauminhalt einer geraden qua-
dratischen Pyramide mit einer Grundkante
von 6 cm Linge ist um 25 °/, kleiner als der
Rauminhalt eines geraden Kreiszylinders,
dessen Durchmesser 8 cm und dessen Hohe
21 cm betrigt. Berechne die H5he der Pyra-
mide.

4 497 a) Eine Kaone, dic mit 4% kg Wasch-

mittel gefillt ist, wird zum Prcise von 253,50
Kronen verkauft. Wie teuer sicllt sich 1 kg
dieses Waschmittels?

b) Nach einer Preiserhhung von 12, wurde
das Waschmittel in gréBeren Kannen ange-
boten, deren Fassungsvermégen um den drit-
ten Teil groBer war als das der uispriinglichen.
Welcher Preis war nunmehr liir eine Kanne
Waschmittel zu zahlen?

A 498 Die Zahl 10,5 ist durch alleinige,
aber mehrfache Verwendung der Ziffer 7
darzustellen. Dabei diirfen Zeichen fir Re-
chenoperationen und Klammern gesetzt wer-
den.

A 499 ~Wieviel vierstellige ratiirliche Zah-
len lassen sich mit Hilfe der Ziffern 1, 2, 3
und 4 schreiben, wenn in jeder der Zahlen
jede der zu verwendenden Ziffern genau ein-
mal vorkommen soll?

Wir danken unserem Leser G. 0. Gestsson,
Reykjavik, welcher uns das Material iiber-
sandte. Aus den 12 gestellten Priifungsaul-
gaben haben wir die vorliegenden ausge-
wihlt.

AbschluBpriifung, Klasse 10

Tanzania

A 501 Eine gerade Pyramide SABCD be-
sitzt die quadratische Grundlliche ABCD.
Jede Grundkante ist 10 cm lang, und die
Hohe der Pyramide betrdgt 12 cm. Berechne
a) die Hohe eines Dreiecks, das eine Seiten-
tlache bildet,

b) den Flicheninhalt einer Seitenfliche,

c) das Volumen der Pyramide.

A 502 Die folgenden beiden sprachlichen
Formulierungen sind als Gleichungen zu
schreiben:

a) Addiert man zu einer Zahl x ihren zehnten
Teil, quadriert man danach die erhaltene
Summe, so erhidlt man die Zahl z.

b) Wenn man das Produkt aus a2, b und ¢
durch die Quadratwurzel aus p dividiert,
so erhilt man als Ergebnis .

c) Bestimme den Wert von ¢, wenn a=3,
b= —4,c=5und p=16 ist.

A 503 Die Differenz aus den Quadraten
zweier auleinanderfolgender natiirlicher Zah-
len betrdgt 81. Um welche Zahlen handelt es
sich?

4 504 In der nachstehend abgebildeten
Zeichnung ist die Gerade AB Tangente an
den Kreis k. Der Mittelpunktswinkel ¥ AOC
betrigt 72°, und der Radius 40 des Kreises k
ist 5 cm lang. Berechne

a) die Linge des Tangentenabschnittes FE,

b) die Linge der Strecke OB,

c) die Linge des kleineren Kreisbogens AC,
d) den Inhalt der in der Zeichnung schraffiert
dargestellten Fliche.

A 505 Eine Schule méchte fiir die Fahrt ins
Naturschutzgebiet ,Serengeti einen Autobus
mieten. Die Unkosten betragen 2352 Schil-
linge. Da acht Sitzplitze unbesetzt blieben,
muBte jeder der Reiseteilnehmer 7 Schillinge
mehr bezahlen, als urspriinglich bei besetz-
tem Bus vorgesehen war. Wieviel Sitzpldtze
hatte der Autobus?

A 506 Die Entfernung zwischen zwei Orten
A und B betrigt genau eine Meile. Auf einer
Landkarte (MaBstab 1 : 100000) wurde die
Entfernung 4B mit 1.63 cm gemessen.

a) Wieviel Yards Unterschied ergeben sich
aus der wirklichen und aus der mit Hilfe der
Karte ermittelten Linge der Strecke AB?

b) Es sei AB die Linge der Seite eines Qua-
drates Wicviel Hektar Flacheninhalt besitzt
dieses Quadrat in Wirklichkeit? Welcher
Flacheninhalt ergibt sich fiir das Quadrat
aus den Ablesungen an Hand der Karte?

(1 Yard = 09144 m; 1 acre = 0,4047 ha;
640 acres = 1 Quadratmeile)

A 507 Der Beweis fiir den Satz ,Jeder
Peripheriewinkel ist kongruent zu dem zuge-
horigen Sehnentangentenwinkel” wird in sei-
nen einzelnen Schritten nachstehend in Kurz-
form wiedergegeben. Es sind in die vorgesehe-
nen Zeilen jeweils die Begriindungen fir die
Gleichheitsaussagen einzutragen.

In der nachstehenden Abbildung ist die
Gerade XY Tangente an den Kreis k; sie
beriihrt den Kreis im Punkte F. DP ist
Durchmesser des Kreises, O sein Mittelpunkt.
Beweis: V']

Ac

Y

¥ DPX =90°
*CPX + £ DPC=90°
£ DCP=90°

¥ PDC+ ¥ DPC=90°
¥PAC= ¥ PDC
Folglich

¥PAC= & CPX
¥xCPX + xCPY=180°
£ CBP+ xPAC=180°

¥PAC=xCPX
Folglich
«CBP= xCPY (G 11) -

A 508 Die Schenkel des Winkels ¥ DOC
werden von zwei parallelen Geraden 4B und
CD geschnitten (siche Zeichoung).

a) Ermittle die Linge der Strecke BD.

b) Bestimme das Verhiltnis aus den MaQ-
zahlen der Flicheninhalte der Dreiecke OAD
und ACD, der Dreiecke BCD und ACD, der
Dreiecke AOB und COD. D

Am 3. Juni 1969 wurden in allen Regionen
(vergleichbar unseren Bezirken) Tanzanias
Priifungsarbeiten geschrieben: Arbeit in
Gruppen A4 und B; reine Arbeitszeit: 150 Mi-
nuten; gestelite Aufgaben: 20; erreichbare
Punkte: 100. Dieser AbschluB ist vergleichbar
dem unseres 10. Schuljahres. Sechs der
20 Aufgaben veréffentlichen wir. Fachlehrer
aus der DDR unterrichten jeweils zwei Jahre
in Tanzania. Dies ist ein echtes Zeichen ziel-
strebiger und [reundschaftlicher Zusammen-
arbeit zwischen beiden Staaten. Wir danken
dem Mathematikfachlehrer S. Wengel, z. Z.
Moshi (Tanzania), fiir die Ubersendung des
Materials.
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Rund um das Schachbrett, Teil 2

Matt in zwei Ziigen

Wir finden in Zeitungen und Zeitschriften 6fters
Schachaufgaben der Typen ,,Matt in zwei Ziigen",
,-Matt in drei Ziigen ““ u.s.f. In diesem Beitrag erfahren
wir, wie solche Aufgaben zu l6sen sind. Aus Platz-
griinden wird vorausgesetzt, daB die zuldssigen Ziige
der einzelnen Schachsteine sowie die Begriffe ,,einen
Stein schlagen®, ,,dem Konig Schach bieten‘ und
,,den Konig mattsetzen‘‘ bekannt sind. Bei einer Auf-
gabe ,,Matt in zwei Ziigen *“ hat stets Weil3, der Spieler
mit den weiBen Figuren, den ersten Zug auszufiihren.
Dabei muB WeiB unter allen moglichen ersten Ziigen
denjenigen bzw. diejenigen auswihlen, da — bei jeder
denkbaren Spielweise seines Gegners Schwarz — Weif3
mit einem geeigneten zweiten Zug stets Schwarz
mattsetzen kann.

Wir 16sen die folgende Aufgabe gemeinsam:

a bcdef goh
¢ | V) 7, KEL A s
'O, .7, Al
| Y4 VARV 6
SVA VA V4 74 |9
| A 74 Vi VA4
SV VA v vAml s
2 I%I%I%I% 2
"YU A G Y5 |1

abcdefl gh

Matt in zwei Ziigen:

WeiB: K8, Th3, gb6 (3 Steine)

Schwarz: Kh8, Lg8, h7, g7 (4 Steine)
Es ist iblich, die Ausgangsposition einer solchen
Aufgabe in der Zeichnung und nochmals schriftlich
zu fixieren. Dabei werden fiir die Schachsteine
Konig, Dame, Turm, Laufer und Springer die An-
fangsbuchstaben als Abkiirzungen verwendet. Die
Spalten des Schachbrettes werden mit den Buchstaben
a bis ~ und die Zeilen mit den Ziffern 1 bis 8 bezeichnet.
Somit bedeutet die Angabe ,,Kf8: |, Der Konig steht
auf dem Feld der Spalte f und der Zeile 8. Eine
Angabe wie ,,g6°° ohne Symbol eines Schachsteines
bedeutet: ,,Ein Bauer steht auf dem Feld der Spalte g
und der Zeile 6. Wir nehmen ein Schachspiel zur
Hand und stellen die in der Aufgabe genannten Steine
in der angegebenen Weise auf das Schachbrett.
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Als erstes iiberpriifen wir, dafi Weifs genau die folgenden
Anfangsziige ausfiihren kann: Th3 — a3, Th3 — b3,
Th3 —¢3, Th3 —d3, Th3 —e3, Th3 —f3, Th3 — g3,
Th3 : h7f, Th3 —h6, Th3 — h5, Th3—h4, Th3 —h2,
Th3 — hl, Kf8 —e8, Kf8 —e7 und g6 : h7.

Dabei bedeutet z.B. ,,Th3 — a3** ,,Der Turm wird
vom Feld h3 auf das Feld a3 gezogen, ,,g6 : h7"
,,Der Bauer auf dem Feld g6 schligt den gegnerischen
Stein auf dem Feld h7'“ und ,,Th3 : h71“ ,,Der Turm
auf dem Feld h3 schldgt den gegnerischen Stein auf
dem Feld h7 und bietet Schach .

Als zweites versuchen wir, maglichst viele der fiir Weifs
zuldssigen Anfangsziige gemdf Aufgabenstellung aus-
zuschalten : Mit dem Bauernzug ,,g6 : h7' kann Wei8
das Ziel, mit seinem zweiten Zuge Schwarz matt-
zusetzen, nicht mit Sicherheit erreichen. Ein Gegenzug
von Schwarz, der WeiBl dieses Ziel nicht erreichen
1aBt, ist hier z.B. ,,Lg8 — a2‘. Denn jetzt konnte
Weil mit seinem zweiten Zuge nicht einmal Schach
bieten, also erst recht nicht mattsetzen. Auch die
beiden Konigsziige scheiden als Eréffnungsziige fiir
Weill aus: Zur Begriindung geniigt es, fiir Schwarz
einen Gegenzug anzugeben, durch den WeiB das
Ziel der Aufgabe nicht erreichen kann. Ein solcher
Zug ist fir Schwarz ,,Lg8 — a2". Nur mit einem
einzigen seiner moglichen zweiten Ziige kann Weil}
Schach bieten. Es ist dies ,,Th3 : h7f*. Da Schwarz
jetzt durch ,,Kh8 — g8 seinen Konig aus dem
Schach ziehen kann, kann also Weil mit keinem
zweiten Zug mattsetzen. Falls unsere Aufgabe eine
Losung besitzt, muB der erste Zug von Weil} also
ein Turmzug sein. Doch auch von Turmziigen kénnen
wir alle bis auf ,,Th3 : h7%" und ,,Th3 — h6** sofort
ausscheiden. Denn bei allen anderen Turmziigen
kénnte Schwarz mit ,,h7 — h6‘ antworten. Steht
dabei der weile Turm nicht mehr auf der Spalte h,
so kann WeiB mit keinem zweiten Zug Schach bieten.
Steht hingegen der weiBe Turm noch auf der Spalte h,
so kann WeiB nur durch den zweiten Zug ,,Th. : h6}*
Schach bieten. Dies ist jedoch keine Mattstellung,
denn Schwarz kann durch ,,g7 : h6** die Schachdro-
hung beseitigen..Von den beiden fiir WeiB verbliebenen
Anfangsziigen scheidet weiterhin ,, Th3 : h71* aus



Denn wenn Schwarz mit ,,Lg8 : h7* pariert, kann
WeiB im zweiten Zug nicht einmal Schach bieten.

Als drittes weisen wir nach, daff der eine fiir Weifs
verbliebene Anfangszug ,,Th3 — h6* Losung ist. Auf
unserem Schachbrett fiihren wir diesen Zug aus. Es
muB gezeigt werden, daB bei jedem: Gegenzug von
Schwarz WeiB mit seinem zweiten Zug das Matt
erzwingen kann. Die simtlichen Gegenziige von
Schwarzsind Lg8 —a2,Lg8 —b3,Lg8 —c4, Lg8—dS5,
Lg8 — e6, Lg8 — f7 und g7 : hé6.

Der zweite Zug von Weil hiangt von dem von Schwarz
ausgefiihrten Zuge ab. Fiihrt Schwarz einen Lauferzug
aus, so setzt WeiB mittels ,,Th6 : h7 + “seinen Gegner
matt. (Das Zeichen + bedeutet ,,matt‘’) Fiihrt hin-
gegen Schwarz den Bauernzug aus, so pariert Weil3
mittels ,,g6 — g7+ erfolgreich. Also lautet der
Losungszug der Aufgabe ,,Th3 — hé6".

Wir losen selbstdndig :

Aufgabe I: Matt in zwei Ziigen
WeiB: Ka3, Dg7, Tcl, Lbl, d3 (5 Steine)
Schwarz: Kd2, e3, f6 (3 Steine)

Aufgabe 2: Matt in zwei Ziigen
Weill: Kf3, Da5, Se5, Sgé (4 Steine)
Schwarz: Kd4, c6, d7 (3 Steine)

Abschliefend lassen wir uns noch mitteilen :

1. Bei einer Aufgabe ,,Matt in drei Ziigen‘* hat eben-
falls WeiB den ersten Zug auszufiihren. WeiB hat so zu
spielen, daB er spitestens mit seinem dritten Zug
seinen Gegner mattsetzt, und zwar bei beliebiger Spiel-
weise von Schwarz.

2. Nicht unbedingt muB bei Aufgaben ,,Matt in drei
Ziigen*, ,,Matt in vier Ziigen ‘‘ u.s.w. die Zahl der Ziige
angegeben sein. Oftmals lautet unter Nichtangabe
der Maximalzahl zulissiger Ziige die Aufgabenstellung
nur ,,WeiB zieht und gewinnt*‘. Eine solche Aufgabe
hat ebenfalls entweder keine, eine oder mehrere

Losungen (geeignete, erste Ziige fiir WeiB). Hat eine
Aufgabe ,,WeiB zieht und gewinnt‘‘ keine Losung, so
kann zur gleichen Ausgangsposition auf dem Schach-
brett die Problemstellung ,,WeiB zieht und hilt remis
betrachtet werden. Ein Schachspieler S oder ein fiir
das Schachspielen programmierter Rechenautomat R,
der zu jeder Ausgangsposition die Problemstellung
,, WeiB zieht und gewinnt” und gegebenenfalls auch
,,WeiB zieht und hilt remis*’ Gberblickt, wiirde die
Theorie des Schachspiels vollstindig beherrschen.
Man wiirde dann sagen, S bzw. R kdnnen mit opti-
maler Strategie Schach spielen. Jedoch gibt es heute
noch keinen Schachspieler und auch noch keinen fiir
das Schachspiel programmierten Rechenautomaten,
die die Theorie des Schachspieles vollstindig beherr-
schen. Es ist nicht anzunehmen, daB der vom Schach-
exweltmeister Dr. Botwinnik laut Zeitungsmeldung
programmierte Rechenautomat mit optimaler Strate-
gie Schach spielen wird. Denn fiir die Bewiltigung
einer solchen Aufgabe diirften die heutigen Rechen-
automaten zu langsam arbeiten, und ihr Speicherwerk
diirfte zu klein sein. Der Botwinniksche Rechenauto-
mat diirfte jedoch laut Ankiindigung in der Lage sein,
menschliche Weltklassespieler zu schlagen.

3. Von Spielen mit einfacheren Spielregeln als dem
Schachspiel ist die vollstindige Theorie bekannt. Die
alpha-Leser werden in dem Beitrag ,,Wir spielen mit
optimaler Strategie“ die Theorie einiger einfacher
Spiele kennen lernen.

Abschlufbemerkung : Die drei Aufgaben ,,Matt in
zwei Zigen™ dieses Beitrags sind entnommen aus
I. L. Maiselis u. M.M. Judowitsch: Lehrbuch des
Schachspieles, Sportverlag 1969 und aus der Zeit-
schrift ,,.Schach‘* des DSV.

José Raoul Capablanca y Graupera (19. November
1888 in Havanna geb., 8. Mirz 1942 in New York
gest.) war der dritte Schachweltmeister (1921 bis
1927).

Die erste Partie seines Lebens spielte José bereits als
Vierjahriger! Capablanca senior, ebenfalls ein groBer
Schachliebhaber, spielte damals eine Partie mit seinem
Nachbarn. Der kleine José beobachtete schweigend
das Kampfgeschehen. Plotzlich aber mischte er sich
ein: ,,Du hast falsch gezogen, Papa!*

— ,,Waas!?"“ — | Ja, du bist mit dem Springer von
einem weiBen Feld auf ein anderes weiBes Feld gegan-
gen. So zieht ein Springer nicht!” — Der Steppke
hatte recht. Zur Belohnung fir seine Aufmerksamkeit
spielte der Vater eine Partie mit dem S6hnchen und —
verlor ...
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XI. Internationale Mathematikolympiade

Losungen der Aufgaben

Die Losungen wurden von Dr. habil. Helmut Bausch

und Dr. Rolf Laders bearbeitet

1. Wir geben hier die L6sung von Jiirgen
Schefter wieder.
Es sei a=4k* wobei k eine natiirliche Zahl
ist, die groBer als 1 ist. Dann gilt
z=n*+a=n*+4k*=(n*+2k?? — 4n%k?
=(n?+2k?+2nk) (n® +2k* —2nk),
z=[(n+k)* +k*] [(n—k)* +K?].
Nun gilt wegen k> 1
fiir alle natiirlichen Zahlen n

(n+k?>0, (n—k)*20 und

n+k)2+ki>1, (n—kP+k2>1. (2)
Beide Faktoren auf der rechten Seite der Glei-
chung (1) sind also groBer als 1.
Die Zahl z=n*+a mit a=4k* und k>1
ist also fiir alle natiirlichen Zahlen n eine
zusammengesetzte Zahl.
Nun gibt es unendlich viele natiirliche Zah-
len k, die groBer als 1 sind, also auch unend-
lich viele natiirliche Zahlen a=4k*, so daB
fir ‘alle natiirlichen Zahlen n die Zahl
z=n*+a keine Primzahl ist, womi1 dic Be-
hauptung bewiesen ist.
Bemerkung: Diese elementare zahlentheo-
retische Aufgabe, eine Verallgemcincrung des
Satzes von Sophie Germain (1776 bHis 1831),
wonach n*+4 fir keine natiirliche Zahl n,
die groBer als 1 ist, eine Primzahl ist, wurde
von sieben Teilnehmern unserer Mannschalt
vollstindig gelost. Diese Schiiler 1osten die
Aufgabe im Prinzip in derselben Weise, wie
oben dargestellt. Nur ein Schiiler konnte die
Aufgabe nicht vollstindig l6sen.

n

2. Wir geben hier die Losung von Andreas
Felgenhauer wieder.

Zunichst soll bewiesen werden, daB die
Funktion f(x) nicht identisch gleich Null ist.
Es existiert eine reelle Zahl x, so dafl
cos(a, + xo)=1. Ferner gilt wegen

cos (g;+x)= —1 fiir alle reellen x

%cos (¢11+J|:)+2—1z cos (a,+x)+...

1 1 1 1
+2n——1' cos (a, +x)= 3T T

1
2—1+§m
Daraus folgt
1 1

f(xo);cos(al +xo)— 1 +2—n_—l=F,

also f(xg)+0,

womit die obige Behauptung bewiesen ist.
Durch die Anwendung der Additionstheo-
reme erhalten wir ferner
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1
S(x)=cos x cosa, +5cosx cosa,+...

1 . .
+F cosx cosa, —sinx sina,

1. . 1. .
—5 sinx smaz—... —Fsmx sman,

f{x)=cosx (cosa1 +% cosa,+...

+2_L_1cosa_)—sinx(sina‘+%sina2+...
1.

+2"—_lsma. .

Setzt man

(1

1
cosa, +% cosa, +... +Fcosan=b,

2)

wobei b und ¢ Konstanten sind, so erhilt man
Sf(x)=hcosx —csinx. 3)
Gilt nun f(x,)=f(x,)=0, so gilt auch
beosx;—csinx;=0 (i=1,2). (4)
Nun ist aber b*+ ¢*20; denn aus b2 +c*=0
wiirde b=c=0, also wegen (3) f(x)=0 Rir
alle x folgen, was, wie oben bewiesen wurde,
nicht moglich ist.
Daher kdnnen wir in der Gleichung (4) durch
\/b_ZTc_2 dividieren und erhalten

. I . |
sina, +§5‘“"z+ +2n—_lsman=c,

e COSX ——————sinx =0.(5)
‘/h2+‘.2 i \/b2+cz i
Wegen b__ =1, ‘_c_ <1
Jhr+c? Jbr+c?

b L
b 4+c? b4
eine reelle Zahl z so wihlen, daB

b

und =1 konnen wir

= cosz und = sinz gilt.
Jbr+c? Jb+c?
Wir erhalten dann aus (5)
cosz cos x,—sinz sinx; =0,
cos (x;+z)=0,
n
also x, +z =5+tln (6)
d =2 7
un x,+z —§+t2n, (7

wobei f, und ¢, ganze Zahlen sind. Aus (6)
und (7) erhalten wir durch Subtraktion

X3 —x,=(t;—t,)t=mn, wobei

m=t,—t, eine ganze Zahl ist, w.z.b.w.
Bemerkung: Diese goniometrische Aufgabe
wurde von drei Schiilern unserer Mann-
schalt vollstandig geldst. Ein weiterer Schiiler
erhielt 6 Punkte, da der Nachweis dafiir, daf§
die Funktion f(x) nicht identisch gleich Null

ist, liickenhaft war. Die weiteren Schiiler
konnten nur Teillsungen bringen (5 Punkte
bzw. in zwei Fillen 4 Punkte), da die not-
wendigen Begriindungen — insbesondere fiir
das nicht identische Verschwinden von f'(x) —
unvollstindig waren.

3. Wir geben hier die Losung von Klaus
Neumann wieder.

Es werden der Reihe nach die Fille k=1,
k=5, k=2, k=4 und k=3 behandelt.
I.Fall: k=1

O.B.d.A. konnen wir annehmen, daB, falls
ein Tetraeder ABCD mit den geforderten
Eigenschaften existiert,
AB=aundAC=BC=4D=BD=CD=1

gilt. Wegen der Dreiecksungleichung erhalten
wir zuniichst die notwendige Bedingung a < 2.
Es sei nun M die Mitte der Kante AB. Dann
gilt

_— aZ
CM=DM= \/ 1—=.
4
Wegen der Dreiecksungleichung(in dem Drei-

eck CMD) gilt ferner
CM +DM>CD, also

aZ
2\/1—7>l, 4—a’>1, a*<3;

wir erhalten also die weitere notwendige
Bedingung a<./3. (1)
Ist nun diese Bedingung erfiilly, so gilt auch
., CM+CD>DM und DM+CD>CM,
d.h. es existiert ein Dreieck CMD mit den
oben angegebenen Seitenlingen.

Daraus folgt, daB ein Punkt D auBerhalb der
durch A4, B, C bestimmten Ebene existiert,
so daB AD=BD=CD=1 ist. Die angegebene
Bedingung a<\/3 ist also auch hinreichend
fiir die Existenz des Tetraeders ABCD.

2.Fall: k=5.

Dieser Fall 148t sich auf den Fall k =1 zuriick-
fithren, wobei nur die Kantenldngen a und 1
zu vertauschen sind. Man erhilt die not-
wendige und hinreichende Bedingung

1 3 1 =
-<./3, -3
a<‘/ also a>3J3

3. Fall: k=2.

3.1. Die beiden Kanten der Linge g mogen
in einem Dreieck liegen. O.B.d.A. kénnen wir
dann AC=BC=a, AB=1 annehmen.
Wegen der Dreiecksungleichung erhalten wir

die notwendige Bedingung 2a> 1, d. h. a>%.

@



Es sei wieder M die Mitte der Kante AB.
Dann gilt
CD+DM>CM,

1 = 1

1 1+2 /3> [a?—-,

also +2\/ \/a 2
= 3 1
1 I+i>at—-,
+J +4 a—;

a*<2+/3, dh a<\/2+ﬁ.

Andereieits gli aber_auch
DM+ CM>CD,

also %\/§+\/az—_:>1,
o 1. 1 =
——>1-=/3>0,
\/" Y

1 =, 3
al—->1-/3+>,
4 \/ 4

(3)

also
a?>2-3

d.h. a>\/2—ﬁ (4)

Man erhilt also die notwendige Bedingung

\/2—\/§<a<\/2+\/§. 5

Ist aber diese Bedingung erfiillt, so existiert
das Dreieck DMC, also auch das Tetraeder
ABCD. Die Bedingung (5) ist also im Falle
3.1. notwendig und hinreichend.

3.2. Die beiden Kanten der Linge a mdgen
nicht in einem Dreieck liegen. O.B.d.A. kén-
nen wir dann AB=CD=a annchmen.

Wir erhalten wieder die notwendigen Bedin-
gungen a>2

_ — 2 -
und wegen CM=DM=\/1—%, CD=a

7
2\/1—%>a, 4—a?>a? 2a*<4,

also  a<./2 (6)
Diese Bedingung ist aber im Falle 3.2. auch
hinreichend; denn in diesem Falle 1dBt sich
stets ein Tetraeder mit den geforderten Eigen-
schaften konstruieren.

Aus (5) und (6) folgt, daB im Falle k=2 not-
wendig und hinreichend fiir die Existenz
eines Tetraeders mit den geforderten Eigen-
schaften die Bedingung

a<\/2+J§ ist. )
4.Fall: k=4.

Auch dieser Fall Eift sich auf den Fall k=2
zuriickfiihren, indem die Kantenldngen g und
1 vertauscht werden.

Man erhilt die notwendige und hinreichende
Bedingung

1 —
;<\/2+J3.
a>—l—=\/2—J§. (8)

\/2+J§

also

J.Fall: k=3.

5.1. Es sei a>%J§. ©)

Enn Eistiert ein Tetr:ﬂer lit _
AB=BC=CA=1 und DA=DB=DC=a;
denn, wenn S der Schwerpunkt des gleichseiti-

gen Dreiecks ABC ist, so hat man nur eine
Senkrechte SD auf der Ebene dieses Dreiecks

zu errichten mit 5=\/az —(% \/5)2.
was wegen a>§\/§ immer moglich ist.

5.2. Essei a<J§.

Dann existiert ein Tetraeder mit
AB=BC=CA=a und m=§_D=R=1;
denn analog wie in 5.1. wihlt man den

Punkt D so, da8 §_D_=\/l _<§ \/3)2,

was wegen a<./3 immer méglich ist. Da die
durch die Bedingungen (9) und (10) festgeleg-
ten Intervalle einander iiberschneiden, ist
im Falle k=3 fiir alle reellen positiven a die
Existenz des Tetraeders mit den geforderten
Eigenschalten nachgewiesen.
Zusammenfassung: Notwendig und hinrei-
chend fiir die Existenz eines Tetraeders mit
den geforderten Eigenschafien sind die fol-
genden Bedingungen:

im Falle

k=1: 0<a<,/3,

(10)

Bemerkung : Fiin{ Teilnehmer unserer Mann-
schalt haben diese Aufgabe vollstindig ge-
l16st. Zwei Teilnehmer konnten nicht alle
Fille richtig begriinden und erhielten daher
nur 5 bzw. 4 Punkte. Ein Teilnehmer hat
diese Aufgabe wegen Zeitmangel nicht mehr
behandelt.

4. Es seien M, die Mittelpunkte und r; die
Radien der Kreise y; (i=1,2,3). N; seien die
Projektionen von M; auf AB, O sei der
Mittelpunkt von y (vgl. die Abb.).

Ferner setzen wir R=a, a=b, E=c,
a+b+c

— =S
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl N, auf
der Strecke AD liegt. Wir berechnen zuniichst
die Radien r, und r;.

Da N, der Beriihrungspunkt des Kreises 7,
mit AB ist, gilt in dem rechtwinkligen Dreieck
OM;N,

N T D D C
N,0=N,D+DB~0B=r,+4-,

AD=p, DB=q=c—p,

M)N,=r,
und, da der Kreis y, den Kreis y mit dem

Radius g von innen beriihrt,

— ¢
0M2=;)-—r2,

also nach dem Satz des Pythagoras

N, fc 2
(rz+q—;) +r2=(§—r2) . Daraus

2
c
(r,+q)—cq—cr, +Z+r§
o 2
=7ty r,+q9l=cq=a’

folgt

und hieraus wegen r, +¢>0, a>0

r,+q=a, also r;=a—gq. (§))
Analog erhilt man aus dem rechtwinkligen
Dreieck ON; M,

ry=b—p. 2

A N0

Nun berechnen wir den Radius r, des Krei-
ses y,. Bezeichnet man die Beriihrungspunkte
dieses Kreises mit den Katheten des recht-
winkligen Dreiecks ABC mit T, und T, so ist
das Viereck CT\M,T, ein Quadrat. Nach
einem Satz iiber den Abstand eines Eck-
punktes eines Dreiecks von den Beriihrungs-
punkten des Inkreises gilt CT, =s—c, also in
dem vorliegenden Fall r,=s—c.

Ferner erhidlt man wegen (1) und (2)

L MN,+ MN =2 (r, 1)

272 3

)

1 1
—2-(BN2+BN3)=§(q+r1+q—r3)

=%(2q+a—q—b+p)=%(a+c—b)

=s—b=BN,, @)
was wieder nach dem obigen Satz gilt, weil N,
der Beriihrungspunkt des Inkreises des Drei-
ecks ABC mit der Seite AB ist.
Aus (3) und (4) folgt nun, daB M, der Mittel-
punkt der Strecke M, M ist. Die drei Punkte
M,, M,, M, liegen also auf einer Geraden.
Daher beriihrt die zu AB beziiglich der
Geraden M,M, symmetrisch gelegene Ge-
rade ebenfalls die drei Kreise y;, y, und y,,
womit bewiesen ist, daB diese Kreise aufler
der Tangente AB noch eine zweite gemein-
same Tangente haben.
Bemerkung: Diese Aufgabe wurde von drei
Schiilern unserer Mannschaft vollstindig ge-
16st. Allerdings gelang es den Schiilern nicht,
eine einfache elementargeometrische Losung,
wie sie oben gegeben wurde, zu finden; sie
stiitzten sich auf die Koordinatengeometrie,
bercchneten die Koordinaten der Punkte M,
M, M ; und wiesen dann nach, daB diese drei
Punkte aul einer Geraden liegen, ein Ver-
fabren, das mit einem erheblichen Rechen-
aufwand verbunden ist.
Drei Schiiler konnten die Lésung nicht voll-
stindig angeben; sie erhielten 5 bzw. 4 Punkte.
Die iibrigen beiden Schiiler kamen kaum
iiber einen allgemeinen Ansatz hinaus. (2
Punkte bzw. 1 Punkt).
Es zeigte sich, daB wunsere Schiiler auf
dem Gebiete der elementaren Geometrie
noch nicht iiber geniigend sichere Fertig-
keiten verfiigen. Es ist daher notwendig,
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auch den Problemen der Elementargeome-
tric in den mathematischen Zirkeln und
Arbeitsgemeinschaften mehr Aufmerksam-
keit zu widmen

S. Wir geben hier die Losung von Wolfgang
Burmeister mit geringfiigigen Verinderungen
und Erginzungen wieder.

Es wird zunichst der Fall n=5 untersucht.
Hierbei sind genau drei Unterfélle moglich:
1. Die fiinf Punkte sind Eckpunkie eines
konvexen Fiinfecks. Dann ist die Behauptung
bereits bewiesen, da beliebige vier von diesen
fiinf Punkten ein konvexes Viereck bilden.

2. Vier der finf Punkte sind Eckpungkte eines
konvexen Vierecks, in dessen Innern der
fiinfte Punkt liegt. Auch in diesem Falle trifft
die Behauptung zu

3. Drei Punkte A, B, C bilden ein Dreieck,
in dessen Innern die iibrigen beiden Punkte D
und E liegen (vgl. die Abb.).

Die Gerade DE hat dann mit zwei Seiten des
Dreiecks ABC je einen inneren Punkt P bzw.
Q gemeinsam; denn nach Voraussetzung
kann DE nicht durch einen der Eckpunkte
des Dreiecks ABC gehen.

O.B.d.A. konnen wir annehmen, daB P auf
AB und Q aul AC liegt Dann ist aber das
Viereck BCED ein konvexes Viereck, da die
beiden Diagonalen BE und CD im Innern
dieses Vierecks liegen. Zu fiinf beliebigen
Punkten einer Ebene, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen, gibt es also wenig-
stens ein konvexes Viereck, dessen Eckpunkte
unter den gegebenen Punkten vorkommen.
Sind nun n Punkte mit n>4 gegeben, so kann

man aus ihnen (:) verschiedene Teilmengen

von j¢ 5 Punkten bilden. In jeder dieser
Teilmengen gibt es aber, wie oben bewiesen
wurde, vier Punkte, die ein konvexes Viereck
bilden. Andererseits kann ein solches Viereck
hochstens zu n—4 dieser Teilmengen von
jc 5 Punkten gehoren. Die Gesamtzahl aller
dieser konvexen Vierecke ist daher gréBer
oder gleich

it ()

Es ist jetzt nur noch zu zeigen, daB fir alle n,
die groBer als 4 sind,

f(n)=ﬁ(;);g(n)=(";3)- @

Zunichst erhalten wir f(5)=g(5) und
S(6)=g(6). Firnz7 gilt
Sf(n)_n(n—1)(n—2)(n—-3)-2_n(n+1)+6

(1

gn) 120-(n—3)(n—4) 60
2 n(n+1)+6_62
tsme @ Ze
also f(n)>g(n). 3
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Damit ist bewiesen, daB man wenigstens
(";3) konvexe Vierecke finden kann, deren
Eckpunkte unter den gegebenen n Punkten
vorkommen.

Wegen f(n)>g(n) fir n>6 stellt die Glei-
chung (1) sogar eine Verschirfung der zu
beweisenden Behauptung dar, d.h., es gibt

sogar mindestens % (’;) konvexe Vierecke.
n—

Bemerkung: Diese geometrisch-kombinato-
rische Aufgabe wurde von funf Schiilern
unserer Mannschaft vollstindig geldst. Zwei
von diesen Schiilern gelang der Nachweis ei-
ner Verschdrfung der zu beweisenden Relation;
man kann ndmlich sogar, wie oben gezeigt
wurde, mindestens ;<n) konvexe Vier-
n—4\5
ecke der geforderten Eigenschalt finden. Fiir
diese Erkenntnis erhielten sie, wie auch
einige andere Teilnehmer der Olympiade,
eine besondere Anerkennung fiir die gute
Losung einer Aufgabe.
Die drei anderen Schiiler erhielten nur 5 bzw.
4 Punkte, da die Beweisliihrung im Falle
n>5 nicht vollstindig war bzw. fehlte.

6. Setzt man D, =x,y, —z2>0,
D,=x,y;~23>0, so erhilt man

X,y =Dy+2}, xy,=D;+2}.
Fiir den Nenner der linken Seite der behaup-
teten Ungleichung (s. Heft 5, S. 100) ergibt
sich dann die Abschitzung m
(x4 %) (1 + y2) — (2, + 2,)°
=D +D;+x,y;+ %2y, —222,

_ Np.d! X2
—Dx+Dz+_xzyz+x_"‘1

y,—2z.z
X, 1 12

=D+ D, + 2 (D )+ 2 (D, +23)~ 22,2,
X3 Xy
X X2 =
=D,+D,+{=*D,+=2D,-2,/D,D,
b7) Xy

x x —_—
+(—1:§+—2zf—22,zz>+2\/D1Dz
X2 Xy

=(\/D—l+\/D_z)2+<\/z_:Dz_ i_:D1>2
+( ?ZI“J?Zl)’é(JD_m/D_z)’ @
2 1 .
8
(1 + %) 01 +y2) — (2, +2,)

Folglich gilt
8

S__—-—.
WD,+JDy* .
Ferner gilt wegen /D, +./D,22%/D,D,

3)

_8 ——=< 2_.§L+L. 4
(D +/D;)* DD, D; D,
Aus (3) und (4) ergibt sich unmittelbar die
zu beweisende Ungleichung (1).
Nun gilt das Gleichheitszeichen in (2) genau

dann, wenn

x X . D
/—‘D,= 22D, dh. x,\/D,=x,/D,, (5
X3 Xy '

und wenn

x x
z,= [z, dh x2,=x,2,.
X2 Xy

©)

Ferner gilt das Gleichheitszeichen in (4)
genau dann, wenn

D,=D,. 0}
Wegen (5), (6) und (7) gilt daher das Gleich-
heitszeichen in (1) genau dann, wenn D, =D,
und x, =x, und z; =2z,.
Das ist aber genau dann der Fall, wenn
x;=x, und y, =y, und z;=z,.
Diese Bedingungen sind daher notwendig
und hinreichend fiir die Giiltigkeit des Gleich-
heitszeichens in der bewiesenen Ungleichung
(1).
Bemerkung: Die vorliegende Aufgabe war
die schwierigste unter den sechs gestellten
Aufgaben. Keinem unserer Schiiler gelang
der vollstindige Nachweis fir die Richtig-
keit der gegebenen Ungleichung. Es konnten
nur Teilergebnisse erreicht werden, z. B. der
Nachweis der Ungleichung fiir den Fall
(g ~x3) (ry — 2} 20.
Zwei Schiiler erhielten je 5 Punkte, zwei
weitere je 4 Punkte, drei Schiiler je 3 Punkte
und ein Schiiler nur 2 Punkte. Da Unglei-
chungen dieser Art in der Analysis gelegent-
lich auftreten, ist es notwendig, das Losen
auch solcher Ungleichungen, bei denen die
Anwendung der bekannten Methoden nicht
unmittelbar zum Ziel fiihrt, hdufiger zu iiben.

Fortsetzamg zur Aufgabe
von Prof. Dr. H. Sachs (4/69)

Beachten wir, dal fiir die in der Aufgabe
genannten Figuren aufgrund von (IV) s=1
gilt, so erhalten wir aus (2) sogleich die
behauptete Beziehung

Sf=n+2
3. Betrachten wir zunidchst den Fall n=0;
die Figur F hat dann keinen Knotenpunkt,
jede ihrer s Komponenten ist eine einfach
geschlossene Kurve.
Erste Induktion nach der Anzahl s der Kom-
ponenten:
Im Falle n=0 und s=1 sind die Behauptun-
gen (A) und (B) offenbar richtig, denn dann
haben wir eine einzige geschlossene Kurve,
welche die Ebene in zwei getrennte Gebiete
zerlegt. Nun nehmen wir an, diec Behauptun-
gen seien schon bewiesen fiir n=0 und
s=12 ..., § (S21); wir wollen zeigen, daB
sie dann auch fir n=0und s= S+ 1 zutreffen.
F sei eine Figur mit n=0 und s=S+1; F be-
steht also aus S+1 einfach geschlossenen,



sich gegenseitig nicht schneidenden Kurven.
Unter diesen gibt es gewiB (mindestens) eine,
etwa C, in deren Innerem keine weitere der
Kurven liegt. Diese denken wir uns geloscht
und erhalten so eine Figur F’' mit n=0 und
s=3§, fiir die also nach Induktionsannahme
die Behauptungen (A) und (B) gelten. Fiigen
wir C wieder hinzu, so wachsen f und s je
um 1, wihrend »n ungedndert bleibt (nimlich
n=0 in beiden Fillen). AuBerdem gewinnen
wir eine Zweifirbung der Gebiete von F in
der verlangten Art, indem wir eine solche
Zweifirbung der Gebiete von F’ vornehmen,
die Kurve C hinzufiigen und das Innere von
C ,,umfdrben®.

Der InduktionsschluB sichert nun, daB die
Behauptungen (A) und (B) fir jede Figur F
mit n=0 gelten.

4. Nachdem wir die Giiltigkeit der Behaup-
tungen fir den Fall n=0 gesichert haben,
fiihren wir nun eine zweite Induktion nach der
Anzahl n der Knotenpunkte (bei belicbigem
5) durch. Wir nehmen an, die Behauptungen
seien schon bewiesen fiir n=0, 1, 2, ..., N
(N 20) und alle s; wir wollen zeigen, daB sie
dann auch fiir n=N+1 und alle s zutrelfen.
Dazu nehmen wir eine Figur F mit n=N +1

her, wiihlen einen beliebigen ihrer Knoten-’

punkte aus und ,schneiden ihn durch* (siche
Abb. 1).

X =
(Diese Durchschneidung kann auf zwei ver-
schiedene Weisen erfolgen; es ist gleichgiiltig,
welche der beiden wir wihlen.)
Man iiberlegt sich leicht, daB die entstandene
Figur F” ebenfalls durch Zeichnen einer
Anzahl geschlossener Linien erzeugt werden
kann und daB sie den Bedingungen (1I) und
(IIT) geniigt. Da F” genau N Knotenpunkte
besitzt, gelten nach Induktionsannahme fiir
F” die Aussagen (A) und (B). Kehren wir nun
von F” zu F zuriick, indem wir die Durch-
schneidung riickgédngig machen, so ist sofort
zu sehen, wie sich aus einer Zweilirbung der
Gebiete von F” auch eine Zweifdrbung der
Gebiete von F ergibt — die Aussage (B) trifft
also auch fiir F zu. Um zu sehen, daB auch (A)
zutrifft, bezeichnen wir die zu F" gehorigen
mit f”, n”, s”; nach Induktionsannahme gilt
dann
(B)  fr=n"+s"+1
Nun konnen, wie man sich leicht klarmacht,
bei der Durchschneidung des Knotenpunktes
zwei Fille auftreten:
Entweder nimmt die Anzahl der Komponen-
ten um 1 zu; dann 4dndert sich die Anzahl der
Gebiete nicht, und wir haben
@4 f'=f, n"=n-1, s"=s+1,
oder die Anzahl der Komponenten #ndert
sich nicht; dann vermindert sich die Anzahl
der Gebiete um 1, und es gilt
5 f'=f—1, n"=n—1, s"=s.

Sowohl aus (4) als auch aus (5) [olgt wegen (3)
die behauptete Relation

f=n+s+1,
die Aussage (A) trifft also auch auf F zu.
Induktion nach n liefert damit die Giiltigkeit
der Aussagen (A) und (B) fiir alle betrachteten
Figuren F.

5. Wir wollen fiir die Behauptung (B) noch
einen weiteren, besonders eleganten Beweis
angeben. Dazu setzen wir zunidchst zusitz-
lich voraus, daB keine Kurven C,, C,, ..., C,,
sich selber schneidet. Dann zerlegt jede dieser
Kurven C, die Ebene in zwei getrennte Teile:
in das Innere von C, und das AuBere von C,,.
G bezeichne ein Gebiet der Figur F, und
A(G) sei die Anzahl derjenigen unter den
Kurven C,, C,, ..., C,, die G im Innern ent-
halten. Dann ist klar: Beim Uberschreiten
ciner der Kurven C,(nicht gerade in einem
der Knotenpunkte) dndert sich 1(G) genau
um 1. Daraus folgt:

Geben wir allen Gebieten G, fiir die A(G)
ungerade ist, die Farbe 1, und allen Gebie-
ten G’ fur die A(G’) gerade ist, die Farbe 2,
so haben benachbarte Gebicte gewiB ver-
schiedene Farben, und damit haben wir eine
Zweildrbung der verlangten Art schon ge-
wonnen. — Die Ausdehnung des Beweises
auf den allgemeinen Fall moge dem Leser
iiberlassen bleiben.

6. SchlieBlich bleibt noch die in der Aufgabe
formulierte Behauptung c) zu beweisen. Dazu
nehmen wir zunichst eine Zweifdrbung der
Gebiete gemiB (B) vor. Allen Gebieten der
Farbe 1 ordnen wir nun den positiven, allen
Gebieten der Farbe 2 den negativen Umlaul-
sinn zu; dadurch ist zugleich, wie in Abb. 2
dargestellt, jeder der Kanten eindeutig eine
Richtung zugeordnet, und in einem Knoten-
punkt treffen stets die beiden Spitzen oder
die beiden Enden der beiden zur gleichen

StraBe gehorigen Pfeile zusammen. Daraul
bauen wir die Briicken so, daB eine Strafie
dort, wo zwei auf ihr gezeichnete Pfeilspitzen
zusammentreffen, auf der Briicke verlduft,
wihrend sie dort, wo zwei auf ihr gezeichnete
Pfeilenden zusammentreffen, unter der Briicke
hindurchgeht (Abb. 3). DaB das so gebaute
StraBensystem die in der Behauptung c)
formulierten Eigenschaften hat, ist unmittel-

bar einzusehen; es wird besonders deutlich,
wenn wir annehmen, daB sich die Briicken
iiber die Ebene erheben. Die Richtung des
Pfeiles stimmt dann jeweils mit der Richtung,
in der die StraBe ansteigt, tiberein.

4 421 [m ungiinstigsten Falle werden dem
Korb bei dreimaligem Hineingreifen ab-
wechselnd je eine rote, eine griine und eine
blaue Kugel entnommen. Nachdem 27 Ku-
geln aus dem Korb genommen wurden. sind
im ungiinstigsten Falle 9 rote, 9 griine und
9 blaue Kugeln vorhanden. Erst nachdem
man dem Korb 28 Kugeln entnommen hat,
erhilt man mit Sicherheit 10 Kugeln der
gleichen Farbe.

A 422 Unsere Untersuchung beschrinkt
sich auf die Zahlen 29, 38,47 und 56. Die Zahl
65 scheidet bereits aus, da- 2-65—-20=110
bereits eine dreistellige Zahl ergibt.

n 29 38 47 56

2-n 58 76 94 112

2-n—20 38 56 74 92
Aus der Tabelle erkennen wir, daB} es genau
eine LSsung gibt; die Zahl heidt 47.

A 423 Aus19+4=23und 23—-13=10 und
10 : 2=5 folgt, daB die gedachte Zahl 5 lautet.
Oder: Es sei n die gedachte Zahl, dann gilt
n-2+13-4=19, n-2+9=19, n-2=10,
also n=5.

W5 m 424 Birgit sei gegenwirtig n Jahre
alt; dann ist ithr Bruder Wolfram (n+10)
Jahre alt.

n 1 23 456 789 10
n+10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Aus der Tabelle erkennen wir:

Nur fiir die Zahlen 5 und 15 trifft der Sach-
verhalt der Aufgabe zu, daB Wolfram dreimal
so alt wie Birgit ist. Deshalb ist Birgit gegen-
wirtig vier Jahre alt. In sechs Jahren ist
Wolfram zweimal so alt wie Birgit.

W5 m 425 Es seien m und n die beiden
Summanden; die groBtmoglichen Summan-
den und ihr Produkt sind in der nachstehen-
den Tabelle erfaBt.

m 01 2 3 456 7 8 9
n 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10

m-n 0 18 34 48 60 70 78 84 88 90
Das Produkt ist in jedem Fall eine zwei-

‘stellige Zahl.

A 426 Es sei n die von Bernd gedachte
Zahl; dabei gelte n=2, 3, 4, ..., 9. Bernd hat
folgende Rechenoperationen auszufiihren:
n-27-37=n-999=1000n—n.

n 2 K 9
1000n—n 1998 2797 8991
letzte Zilfer 8 7 . . . 1

Aus der Tabelle erkennen wir, daB die Summe
aus der gedachten Zahl und der letzten Ziffer
des Ergebnisses stets 10 betrédgt. Also hat sich
Bernd die Zahl 3 gedacht.
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A 427 Die erste Stelle der zu ermittelnden
Zabhl ist offensichtlich 1, die zweite Stelle 0.
Wihlen wir fiir die verbleibenden Stellen die
Ziffern 2, 3, 4 und §, so erhalten wir die Zahl
102 345. Die Quersumme dieser Zahl betrigt
15. Damit die gesuchte Zahl durch 9 teilbar
ist, muB ihre Quersumme aber 18 betragen.
Die kleinste Zahl mit der geforderten Eigen-
schall ist demnach 102 348.

A 428 Aus 120 - 25=3000 und

3000 : 5=600 folgt, daB bisher 600 Kannen
mit einem Fassungsvermogen von je 20 Litern
verwendet wurden. Die Molkerei verarbeitet
demnach tiglich 600 -20 Liter, das sind
12000 Liter Milch. Nach der Umstellung auf
25-Liter-Kannen waren nur noch 480 Kan-
nen erforderlich, denn 480 - 25=12000.

W6 » 429 Fiir die Seiten eines Dreiecks
gilt stets a+b>c. Die moglichen MapB-
zahlen der Lingen der Dreiecksseiten sind
in der nachstehenden Tabelle zusammen-
gestellt.

a 1 2 2 3 3 3 4 4 5
b S 4 5 3. 4 5 4 5 5
¢ 5 5 5 5 5 5 5 5 5

Es gibt also genau neun verschiedene Drei-
ecke mit den verlangten Eigenschaften.

W6 = 430 Nachdem der Kreis k, gezeich-
net und der Punkt P festgelegt wurde, zeich-
net man um M, als Mittelpunkt einen Kreis
k, mit dem Radius ry=r;+r,=5 cm. Der
Kreis um P mit r,=3 cm schneidet den
Kreis k, in den Punkten M, und M,'. Es gibt
genau zwei Losungen; die beiden Kreise um
M, und M, als Mittelpunkt mit dem
Radius r, =3 cm erfiillen die gestellten Bedin-
gungen.

A 431 Das Viereck DSBP ist auf Grund
der Konstruktion ein Parallelogramm, und
es gilt deshalb SB=DP, SB|| DP. Aus AB| CD
und SB|DP folgt ¥SBA= xPDC. Wegen
AB=CD und SB=DP und ¥SBA= £PDC
gilt AABS=ACDP. Aus der Kongruenz der
Dreiecke folgt AS=CP und ¥SAB= ¥ PCD.
Aus AB||CD und &SAB= £PCD folg!

As | cP.
/]
\(
A
A B8
In analoger Weise liBt sich die Parallelitit

der Geraden AP und CS nachweisen. Folg-
lich ist das Viereck ASCP ein Parallelogramm.

(
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A 432 Wir konstruieren die Gerade h, die
durch M geht und senkrecht auf der Geraden
g steht. Die Schnittpunkte der Geraden h
mit dem Kreis k seien 4 und A’. Die Ver-
bindungsgerade AP schneidet den Kreis k
in S. Durch P zeichnen wir die Senkrechtc
zu g. Die Gerade MS schneidet diese Senk-
rechte in M’. Der Punkt M’ ist Mittelpunkt
des Kreises k', sein Radius ist ¥ = PM' =SM'.

Begriindung der Konstruktion:

Da das Dreieck AMS gleichschenklig ist,
gilt ¥xSAM = x ASM. Femner gilt

X ASM = ¥ PSM' (Scheitelwinkel) und

¥ SAM= £ SPM’ (Wechselwinkel an den
Parallelen MA und M'P). Daraus folgt
¥ PSM'= £ SPM’. Also ist auch das Dreieck
SPM gleichschenklig, und es gilt SM'=PM".
Der Kreis k um M’ mit dem Radius SM’ geht
daher durch die Punkte S und P! Er beriihrt
den Kreis k von auBen, weil die Verbindungs-
gerade der Mittelpunkte M und M’ durch
den gemeinsamen Punkt S der Kreise A und k'
geht. Er berithrt ferner die Gerade g im
Punkt P, weil PM’ | g laut Konstruktion gilt.

A 433 Aus 13x+5y=82 folgt durch Um-
3x=2 Aus den Be-

formung y=16—2x—

dingungen der Aufgabe [lolgt, daB die Dilfe-
renz 3 x — 2 nach einer Belegung der Variablen
x durch 5 teilbar sein soll; das trifft zu fiir
x=4,9 14,19, ....

Nur fiir x=4 wird y positiv. Das Zahlenpaar
{4, 6) ist das einzige, das die Bedingungen
erfiillt.

W7 w434 Axel habe a Mark, Bernd b
Mark gespart. Aus (a+b)+(a—b)=2a und
2a=>50 lolgt a=25, das heiBt, Axel hat 25 M
gespart. Aus (a—b)+a—b=2-(a—b) und
2-(a—b)=10 folgt a—b=5. Aus a=25 und
a—b=>5 folgt b=20, das heiBt, Bernd hat
20 M gespart. Axel hat also mehr gespart.

W7 m 435 Esgilt zaf:b=2+é und
a+2b

b

=2+§. Aus a<b folgt §<1 und

2>1, also E<E und damit auch 2+g<2+l—).
b a b a
2a+b>a-+;2b

Als Ergebnis erhalten wir

* Tabelle zu a 436 v

Lebensalter (in vollen Jahren)

A 436 A sei gegenwirtig a Jahre, B sei
b Jahre und C sei ¢ Jahre alt; die in der
Aufgabe formulierten Angaben sind wie folgt
in einer Tabelle (unten) zusammengestellt:
Man erhilt aus (1) 2a+2b—6¢=0 4)
und durch Subtraktion

aus (4)und (2) 5b—T7c=0, (5)
aus (3) und (2) 2b—2c=24, 6)
b— c=12, ()]
b=12+¢ (8)
Daraus folgt wegen (5)
604+5¢—7¢c=0, ¢=30,
und weiter aus (8) und (1) b=42,
a=48.

Vor x Jahren waren 4 48-x, B 42—x
und C 30— x Jahre alt.

Aus (48 —x)+(42—x)+(30—x)=48 folgt
x=24. Vor 24 Jahren waren A 24, B
und C 6 Jahre alt.
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4 437 Nach dem Lehrsatz des Pythagoras
gilt fiir die in der beigefiigten Zeichnung
angegebenen GroéBen h, r, s und b:

2 s\? 2
h*+ r+i =(2r+s)?,

2 s z:4 ' s 2
h +(r+2) (r+2),
2

2= s
h 3(r+2>,
> s

8]

Ferner gilt b =2r+2s+h. (2)
K
h /o
( «
r+s \

Aus (1) und (2) folgt fiir die gesuchte Breite b
des Blechstreifens

b=2r+25+Jj(r+§).

Mit /3~1,732 ergibt sich die Niherungs-
formel
b2:3,732r+2,866s.

W 8 u 438 Angenommen, es existieren zwei
solche Zahlen x und y. O.B.d.A. kénnen wir
x>y annehmen. Dann gilt
x2—yr=(x—y)(x+y)=455=1-5-7-13.
Daraus ergeben sich nur die folgenden vier
Moglichkeiten:

Zeitpunkt von A von B von C Gleichungssystem |

gegenwartig a b ¢ a+b-3c =0 (1)

nach 2 Jahren %a §+b §+c 2a-3b+¢c= 0 2
a 3 a

nach 5+12 J. 5a+12 ;Tb+12 ~+c+12 2a-b—c =24 A3




1. 2. 3. 4.

x—p= 1 x—y=5 x—y= 7 x—y=13
x+y=455 x+y=91 x+y=65 x+y=35
Denn wegen x—y<x+y kann x—y nicht
gleich 35, 65, 91 oder 455 sein.

Durch Addition erhilt man aus (1), (2), 3)
und (4) die folgenden vier Lsungen:

x, =228, x,=48, x3=36, x,=24,
y1=227. y,=43 y;=29. y,=1L

Fiir alle diese Zahlenpaare ist wegen (1), (2),
(3) und (4) die Gleichung x? — y* =455 erfiillt.

1
A492 x=1-
=3

1
4 =25 b) x=—
A493 a) x ) x 55

4494 04+3+6+...493+96+99
=(0+99)+(3+96)+(6+99)+... +(48 +351)
=99-17=1683

A495 75°%, von 4 ha sind 3 ha;
%x+x+§x=3; x=12

Aerhilt 1,1 - 1,2 ha=1,32 ha,
Cerhdlt 04 - 1,2ha=048 ha, ...
B erhilt 1,20 ha.

4496 V;=7n-4%-21cm?®=336 ncm?;
y=2
4

==-V,=252ncm?

%-62h=252n; h=21 n cm~ 66 cm.

4497 a) 2535 : 4,5=56§, d.h-1 kg des

Waschmittels kostet 56,33 kr.
b) 4,5:3=1,5; 4,5+ 1,5=6; die neuen Kan-
nen fassen 6 kg Waschmittel. Der alte Preis

fiir § kg beusipt B 56% kr.=338 kr.

x:112=338:100; x=378,56.
Nach der Preiserh6hung muBten fir eine
groBere Kanne 378,56 kr. bezahlt werden.

A498 (777—=7-7+7): (77—7)=10,5 ist eine
mogliche Losung.

A 499 Es lassen sich 24 Zahlen bilden;

sie lauten 1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321
AS501 a) =13cm b) A=65cm?

¢) V=400cm?

A502 a) (x+0,1x>=z b) (a®bc): /p=t

c) t=—45
4593 Die Zahlen lauten 40 und 41.

A 504 a) BD=56cm
b) Aoap: Ascp=5:4; Arca: Apcp="1:1:
Aqo8: Acop=25:18

A 505 56 Sitzplitze

4506 a) Die mit Hilfe der Karte ermittelte
Entfernung AB ist um rund 23 Yards linger
als die wirkliche Entfernung.

b) Der Flicheninhalt betrigt in Wirklich-
keit 259 ha; aus den Ablesungen der Karte
ergibt sich eine Fliche von 266 ha.

Jede beider Aufgaben hat eine Losung:
Aufgabe 1:

Weil Schwarz
1. Zug Dg7—g3 a) Kd2:cl
oder f6—[5
b) e3—e2
c¢) Kd2—e2
2. Zug a) Dg3—el+
b) Dg3—f4+
¢) Dg3—g2+4
Aufgabe 2:
Weil Schwarz
1. Zug Sg6—e7 a) c6—c5
b) d7—-d6
oder d7—d5
2. Zug a) Da5—al+
b) Se7:c64

Mitarbeiter gesucht

Wer sendet uns: Aufgaben (mit Ldsungen)
fiir den alpha-Wettbewerb, Berichte iiber die
Arbeit in den Arbeitsgemeinschaften, Bei-
trige fiir alpha-heiter, lustige Begebenheiten
aus Unterricht und Mathematik-Zirkel?
Redaktion alpha

Nicht im Netz verfitzen

Beweis: Gerade benachbarte Paare von Qua-
draten auf einem Schachbrett sind entweder
beide weiB oder beide schwarz. Wir nehmen
an, daB die von uns ausgezeichneten Qua-
drate beide schwarz sind. Dann lauft die
gestellte Aufgabe darauf hinaus, mit 31 Do-
minosteinen 32 weiBe und 30 schwarze Felder
des Schachbretts abzudecken. Da man mit
jedem Dominostein jedoch immer nur ein
weiBes und ein schwarzes Quadrat zugleich
abdecken kann, gibt es fiir die gestellte
Aufgabe keine Losung.

Jedes rechteckige Netz von Quadraten ldBt
sich mit einer schachbrettartigen Musterung
versehen. GemiB den getroffenen Voraus-
setzungen hat das aus den mn Quadraten

bestehende Netz ? weiBe und ebensoviel

schwarze Felder. Da ein Paar von gerade
benachbarten Quadraten stets zur gleichen
Gruppe geh6ren und man mit jeder Rechteck-
tafel nur zwei Quadrate aus verschiedenen
Grupoen ahdecken kann, ist unsere Behaup-
rung bewiesen.

Riitseleien

Klavier, Ubermacht, Umkreisung, Sachte!
Vierlinge, Kreisel

Doppelbedeutung

Delta, Operation, Drehung, Element, Kegel,
Achse, Ebene, Doppelbruch, Endlich, Re-
chenstab — DODEKAEDER

Wer sucht mit?

a) Ist die kleinere Zahl durch 6, die groBere
durch 7 teilbar, so sicht man gleich, daB 600
und 700 ein solches Zahlenpaar ist und
weiter, daB die beiden Zahlen um ein gemein-
sames Vielfaches von 6 und 7, d.h. um 42
gréBer oder kleiner sein konnen, also z.B.
642 und 742 — dies ist das Zahlenpaar, das
eine Losung der Aufgabe darstellt (oder 558
und 658 usw.).

b) Wenn aber die kleinere Zahl durch 7, die
groBere durch 6 teilbar sein soll, so findet
man nach ein wenig Nachdenken, daf3
602=7 - 86 und 702=6 - 117 die gesuchten
Zahlen sind. 644 und 744 sind den unter a)
genannten Zahlenpaaren am nachsten.

Also verkehren auf den StraBen von Lvov
Wagenpaare, die ein arithmetisches Geheim-

nis in sich tragen.
Prof. N. Tschajkovskyj

Kreuzzahlenriitsel
Denksport
3 2
1
2| 14 2 3 3
3 2
a b

Zahlenriitsel
378:9=42
18 :3=6
21 :3=17
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In freien Stunden ﬂi!lhﬂ heiter

...8—9—10... aus!
OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

verfitzen!

Nicht im Netz

Gegeben ist ein rechteckiges Netz von mn Quadraten.
Dabei soll wenigstens eine der beiden Zahlen m, n
geraue sein.

Wir bezeichnen zwei Quadrate des Netzes als unmittel-
bar benachbart, wenn sie genau eine Quadratseite
gemeinsam haben. Ferner heiBen zwei Quadrate des
Netzes gerade benachbart, wenn sich von einem
Punkt aus dem Inneren des einen Quadrates zu einem
inneren Punkt des anderen Quadrates eine Verbin-
dungslinie ziehen l4Bt, die eine gerade Zahl von
Quadratseiten des Netzes schneidet. (Die Verbindungs-
linie soll keine Knotenpunkte des Netzes treffen.)

Auflerdem stehen an — 1 kongruente rechteckige

Tifelchen von der Art zur Verfiigung, da man mit
jedem dieser Tafelchen genau zwei unmittelbar be-
nachbarte Quadrate des Netzes ganz uberdecken
kann.

m
IJ
¢ G
1 oG,
8,] ¢

Die Quadrate Q, und Q, sind gerade benachbart.

Es gilt dann die folgende Behauptung:
Fiir ein Netz von mn Quadraten ist keine Uberdeckung
mn

durch 5 =
vorausgesetzten Eigenschaft in der Weise moglich,
daB aus dem Netz zwei gerade benachbarte Quadrate
von der Uberdeckung ausgeschlossen werden.
Anleitung : Versuche etwa, das Spielfeld eines Schach-
bretts mit Hilfe von 31 Dominosteinen derart zu {iber-
decken, daB zwei gerade benachbarte Quadrate von
der Uberdeckung ausgeschlossen werden. MiBerfolge

1 rechteckige Téifelchen mit der oben

22
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bei diesen Versuchen kdnnen auf den allgemeinen
Beweisgedanken fiir die obige Behauptung fithren.

Aufgabe: Versuche, das vorliegende Netz von Qua-
draten mit 26 rechteckigen Papierstiicken von 1 mal
2 cm GroBe in der Weise zu iiberdecken, daB die Qua-
drate Q, und Q, von der Uberdeckung ausgeschlossen
werden. m

a;

Die Quadrate Q, und Q; sind nicht gerade benachbart.

Dr. E. Schroder, TH Dresden
Riitseleien
-

(= f'!". i {] %

V 1’;1'g H. Decker, Kiln
Ungerade Doppelziffern: 11 — 33 —55—77—99

Im Leben von Karl Friedrich Gaup spielten Doppel-
ziffern eine besondere Rolle!
1777 wurde Gauf geboren
1799 Doktorgrad erworben
1833 Gauf entwickelt gemeinsam mit Weber

den ersten elektromagnetischen Telegraphen
1855 starb Gauf

11 bedeutende mathematische Werke
von Gaufi wurden verdffentlicht
OL H. Pitzold, Waren/Miiritz



Ubrigens ...

muf3 man manchmal mehr iiberlegen, als man denkt
E. Cz. (aus Eulenspiegel )

Aus Klasse 1 berichtet

Lehrer : Nenne das Gesetz der Addition natiirlicher
Zahlen!
Schiiler : Summand plus Summand gleich Summavit!

ge—
o]
=\,
)
(

bV

Zur Tg. der Math. Ges. Febr. 1969 berichtet

Doppelbedeutung

Die Wérter der folgenden Bedeutung haben in einem
anderen Sinn simtlich etwas mit Mathematik zu tun.
Ihre Anfangsbuchstaben ergeben einen geometrischen
Korpér.

Form einer FluBmiindung

. medizinischer Eingriff

. Bewegung beim Tanzen

. chemischer Grundstofl

. hélzernes Zubehor fiir eine Sportart

. Teil des Rades

Landschaftsform

. zweifache Verletzung z. B. des Armes

. Ausruf beim Eintreten eines langersehnten Ereignisses
. Teil eines Gartengerites

O W WU LA W —

Zur Erleichterung geben wir die bendétigten Silben an:
ach - be - bruch — chen —del -dop-dre—-e—-e—end -
gel — hung - ke - le - lich — ment — ne — 0 -~ on - pe -
pel —ra — re —se —stab—ta — ti.

OSIR K.-H. Lehmann, V.1.d.V., Berlin

Wer sucht mit?

In der ukrainischen Stadt Lvov verkehren neue,
elegante StraBenbahner:. Jeder Zug besteht aus zwei
zusammengekoppelten Wagen, die mit dreiziffrigen
Zahlen numeriert sii..: Die Nummer des ersten
Wagens ist um 100 kleiner als die des zweiten. Einmal
habe ich bemerkt, daB auf einem Wagenpaar die erste
Nummer durch 6, die andere durch 7 teilbar ist. Da
fiel mir eine Aufgabe ein: ,,Es sind alle dreiziffrigen
Zahlenpaare zu finden, deren Differenz 100 betragt
und deren eine durch 6, die andere durch 7 teilbar ist.

Wer sucht mit?
Prof. Dr. N. Tschaykovskyj, Lvov

Kreuzzahlenritsel

Waagerechi .
Teiler von (10° — 1)
Eine ..vollkommene Zahl*
Vielfaches von 1. waagerecht
Produkt von 9. waagerecht und 14. senkrecht
Produkt von 2 Primzahlen
9. Kubikzahl
10. Vierte Potenz einer ganzen Zahl
12. Das um | vermehrte Produkt der ersten 6 Primzahlen
14. Quadrat der Quersumme von 8. waagerecht
15. Produkt von 2 Primzahlen
17. Teiler von (10* + 1)
18. Teiler von (103 — 1)

o N YW=

Senkrecht :
1. Quadrat der Quersumme von 12. waagerecht
2. Teiler von (10* — 1)
3. Vielfaches von 9. waagerecht
4. Primzahl
6. Kleinstes gemeinsames Vielfaches der ganzen Zahlen 1 bis 10
7. Eine um 2 vermehrte Kubikzahl
11. Ein Faktor von |2. waagerecht
12. Vielfaches einer Quadratzahl
13. Teiler von (10* + 1)
14. Primzahl
16. Teiler von 7. senkrecht (oder: Teiler von 12. waagerecht)

Mathematikfachlehrer F. Sandring, Stendal
Denksport

Gegeben sei die Figur A. Zerlege die Figuren B, C und
D durch gerade Schnitte so, daB jede dieser Figuren
mit 4 zur Deckung gebracht werden kann!

aus. Spiele und Unterhaltungen von A. P. Domerjad
Zahlenriitsel
ACF:G=BE

A= H
A= C

DF
ED

Schiiler Ekkehard Skirl,
Velten bei Berlin (Kl. 9)
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April 1970

Mirz 1970

Mo 2

Di 3 * 1845 Georg Cantor. Wirkte in Halle. Schopfer
der Mengenlehre (t 6. 1. 1918)

Mi 4

DO 5 t 1827 Piere Simon Laplace. Lehrte an der Militar-
Akademie in Paris (* 28. 3. 1749)

Fr 6

Sa 7

Mo 9

Di 10

Mi 11 * 1822 Joseph Bertrand. Wirkte in Paris. Bekannt
hauptsichlich als Verfasser von Lehrbiichern.

Do 12

Fl' 13 * 1879 Albert Einstein.
Schépfer der Relativititstheorie. (1 18. 4. 1955)

Sa 14 * 1864 Josef Kiirschak. Wirkte in Budapest.
Arbeiten zur Variationsrechnung. Jihrlich werden
ihm zu Ehren Mathematikwettbewerbe fiir Schiiler
in der UVR durchgefiihrt. (f 26. 3. 1933)
T 1897 Joseph James Sylvester.Wirkte u. a. in
London. Bedeutende Arbeiten zur Theorie
d. algebr. Gleichungen, d. Determinanten und
Matrizen.(* 3. 9. 1814)

Mo 16

Di 17 1 1782 Daniel Bermoulli

Mi 18 * 1796 Jakob Steiner. Wirkte in Berlin. ( 1. 4. 1863)

Do 19

Fr 20

Sa 21 * 1768 Joseph Fourier. Wirkte in Paris.
Einer der Begriinder der mathematischen Physik.
(t 16. 5. 1830)
Beginn der DDR-Olympiade Mathematik.
t 1953 Gustav Herglotz. Wirkte in Leipzig und
Géttingen.

MO 23 * 1882 Emmy Noether. Wirkte hauptsichlich in
Gattingen. (1 14. 4. 1935)

Di 24

Mi 25

Do 26 Ende der DDR-Olympiade Mathematik.

Fr 27 *1832Carl Neumann. Wirkte in Leipzig. (17.5.1925)

Sa 28 * 1749 Pierre Simon Laplace (t 5. 3. 1827)

MO 30 * 1892 Stefan Banach. Wirkte in Lwow. (T 31. 8. 1945)
+ 1559 Adam Ries. Deutscher Rechenmeister.
(* um 1492)

Di 31 * 1596 René Descartes (1 11. 2. 1650)

24

t 1727 Isaac Newton (* 4. 1. 1643)

Mi 1

Do 2

Fl' 3 t 1900 Joseph Bertrand (* 11. 3. 1822)

Sa 4 1 1829 Nils Henrik Abel. Lebte in Christiana.
Trotz der Kiirze seiner Lebenszeit und
des Ausbleibens rechtzeitiger Forderung hat er
bahnbrechend gewirkt, vor allem auf dem Gebiet
der Algebra. (* 25. 8. 1802)

MO 6 + 1528 Albrecht Diirer (* 21. 5. 1471)

Di 7

Mi 8

Do 9 t 1869 Elie Cartan. Wirkte in Paris. Grundlegende
Arbeiten zur Gruppentheorie. (T 6. 5. 1951)

Fr 10 11920 Moritz Kantor. Beriihmt durch seine
Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik
(Heidelberg) (* 23. 8. 1829)

Sa 11
1 1794 Pierre Dandelin. Wirkte in Frankreich.
Beschiftigte sich mit Kegelschnitten. (T 15. 2. 1847)

Mo 13

Di 14 T 1935 Emmy Noether (* 23. 3. 1882)
* 1629 Christian Huygens (1 8. 7. 1695)

Mi 15 * 1707 Leonhard Euler (1 18. 9. 1783)
* 1452 Leonardo da Vinci (T 2. 5. 1519)

Do 16

Fr 17

Sa 18 t 1955 Albert Einstein (* 14. 3. 1879)
1 1567 Michael Stifel. Wirkte in Jena (* 1487)

Mo 20 T 1932 Guiseppe Peano. Wirkte in Torino.
Grundlegende Arbeiten zur mathematischen Logik
und zur Axiomatik d. nat. Zahlen, (* 27. 8. 1858)

Di 21

Mi 22 * 1811 Otto Hesse (1 4. 8. 1874)
* 1887 Harald Bohr (1 22. 1. 1951)

Do 23

Fr 24

Sa 25 * 1849 Felix Klein. Fundamentale Arbeiten
in Geometrie, Algebra und Funktionentheorie
Konzeption iiber Geometrie im ,,Erlanger
Programm “ niedergelegt. (t 22. 6. 1925)

Mo 27

Di 28

Mi 29 * 1854 Henri Poincaré. Wirkte in Paris.
Bahnbrechende Arbeiten auf versch. Gebieten
der Math. ( 17. 7. 1912)

DO 30 * 1777 Carl Friedrich GauB (1 23. 2. 1855)

+ 1957 Conrad Knopp. Verfasser zahlreicher
Lehrbiicher (* 22. 3. 1882)



Wissen, wo ...
Eine Anleitung zum Selbststudium

alpha (Zeitschrift alpha)
2/67 Wissen, wo (Eine Anleitung zum

Selbststudium) H. Herzog/J. Lehmann
1/68 Wissen, wo ... Inhaltsverzeichnis f. d.

Jahrgang 1967
6/68 alpha berichtet J. Lehmann
5/69 An die Leser der Zeitschrift ,,alpha’* A. Markuschewitsch
6/69 alpha berichtet J. Lehmann

alpha-Wettbewerb

1/67, 4/67, 1/68 Bedingungen und Hinweise Redaktion
6/67 Information zum alpha-Wettbewerb/Vorstellung der Jury
2/68, 2/69 alpha-Wettbewerb 1967, 1968; Auswertung,

Preistriger, Statistik Redaktion
4/69 Pioniere des alpha-Wettbewerbs E. Manske
6/69 alpha-Wettbewerb 1969 — Preistriger
Ahnlichkeitslehre
4/67 Guter Mond, du gehst so stille . .. L. Gérke
Berichte
1/67 Bericht iiber die VIIL. IMO 1966 J. Lehmann
1/67 Die Deutsche Biicherei im Spiegel von Zahlen

und Fakten S. Giinther
1/67 Intern. MathematikerkongreB 1966 (Moskau) D. Ziegler
2/67 alpha berichtet aus aller Welt
2/67 Mathematischer Leistungsvergleich

Praha—Neubrandenburg J. Lehmann
3/67 Mathematischer Mannschafts-

wettbewerb M. Mithner/G. Schulze
3/67 Schwankt der Fernsehturm? Ww. Zill
3/67 Der Berliner Fernsehturm W. Zill
3/67 Mathematische Wettbewerbe in England
4/67 Auf den Spuren Roald Amundsens S. Meier
4/67 Mathematikolympiaden in Bulgarien S. Bodurow
5/67 Nowosibirsk W. Friedrich
5/67 Aufgaben aus Mathematikbichern der

Estnischen SSR ’ O. Prints
5/67 Aus der Sowjetunidn berichtet
5/67 Erfahrungsaustausch mit sowjetischen

Wissenschaftlern (Bratsk) H. Werner
6/67 Als Diplommathematiker in Dubna G. LaBner
6/67 Als Mathematiklehrer in Tanzania H. Biichel
6/67 Ernihrung und Leistungsféhigkeit W. Kraak
1/68 50 Jahre Rote Armee
1/68 Dresden in Zahlen W. Weidauer
1/68 18. Mathematischer Jahreswettbewerb der USA 1967
3/68 Die Aufgabenkommission d. Zentralen

Komitees f. die OJM der DDR H. Karl
3/68 Junge Mathemaliker erlebten Jahrestag

in Rostock ' . H. Titze

6/68 GriiBe aus der Demokratischen Republik

Vietnam Nguyen lam Son/H. Tang
6/68 Allunions-Fernolympiade R. Liiders/J. Lehmann
1/69 Messegold fiir PrazisionsreiBzeuge A. Hanisch
2/69 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer

Salon, Dresden-Zwinger H. Grétzsch
3/69 Ulrich Zihle berichtet U. Zihle
3/69 alpha berichtet aus aller Welt
3/69. Mathematische Modelle aus der DDR W. GlaB

4/69 Aus der VAR berichtet
4/69 Multicurve
5/69 20 Jahre Entwicklung des Volksbildungswesens

. in der DDR J. Lehmann
6/69 Priifungsaufgaben aus Island G. O. Gestsson
Berufe
3/67 Vermessungsingenieur mit Hochschulstudium w. Zill
6/67 Als Diplommathematiker in Dubna G. LaBner
6/67 Als Mathematiklehrer in Tanzania H. Biichel

2/68 Elektronische Datenverarbeitung — eine Perspektive
2/68 Berufsbild: Chemieanlagenbauer mit und ohne

Abitur J. Ponisch
3/68 Berufsbild: Facharbeiter fiir Daten- )

verarbeitung - Ch. Papendorf
4/68 Berufsbild: Mathematisch-technischer

Assistent ’ G. Paulin

5/68 Berufsbild: Ingenieur fiir Programmierung W. Leupold
6/68 Berufsbild: Diplom-Mathematiker (Rechen-

technik und Datenverarbeitung) J. Lotzsch, G. Seifert
1/69, 2/69, 3/69, 4/69, 5/69, 6/69 Einfithrung in die

Elektronische Datenverarbeitung

(Teile 1 bis 6) J. Frormann
2/69 Spezialklassen an mathematischen Fakultiten
4/69 Vom IOM-Teilnehmer zum Doktor-Aspiranten  H. Ernst
5/69 Berufsbild: Hochbauzeichner — ein Beruf fiir Middchen

6/69 Berufsbild: Diplom-Mathematiker H. Girlich
Beweise
2/67 3/67 Beweise durch vollstindige Induktion (1,2) W. Stoye
1/69 Spieglein, Spieglein an der Wand W. Triger
4/69 Mathematikprobleme — selbst gemacht Nazla
Biographien
2/67 Gottfr. Wilh. Leibniz als Mathematiker

(zum 250. Todestag) W. Purkert
4/67 Leonhard Euler 1707 bis 1783 H. Bernhardt
4/67 Gaspard Monge 1746 bis 1818 E. Schroder
5/67 A.J. Chintschin H. Bernhardt

5/67 Aus der Jugend A. J. Chintschins A. Artisow/Muromzewa
1/68 Gedenktage (G. Cantor — H. A. Lorentz —
D. Hilbert — E. Landau)

4/68 August Ferdinand Maobius 1790 bis 1868 H. WuBing
1/69 Lew Danowitsch Landau B. Zimmermann
4/69 Evariste Galois — Mathematiker

und Patriot E. Hertel/O. Stamfort
5/69 Wir stellen vor:

Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert J. Gronitz
6/69 Michael Stifel J. Schwarz
6/69 Alexander Ossipowitsch Gelfond H. Boll

Geometrie, darstellende

6/67 Darstellung von Punkt und Gerade

in zugeordneten Normalrissen E. Schréder
1/68 Abstand zweier Punkte im Raum E. Schréder
2/68 Darstellung einer Ebene in zugeordneten

Normalrissen E. Schroder



4/68 Bestimmung der wahren Gestalt

einer ebenen Figur E. Schréder
Geschichte der Mathematik
6/68 Der mathematische Wettstreit in der Antike M. Otto
6/68 ,,Mathematische Manuskripte’* von Karl Marx R. Sperl

1/69 Die ,,Mathematischen Manuskripte‘
von Karl Marx
1/69 Was bedeutet eigentlich ,,x*‘?

Aus ,,Nedelja“* 10/68
Aus ,,Po svetu 11/67

Gleichungen

6/69 Uber Funktionsgleichungen mit

absoluten Betrigen W. Triger

Literatur

4/68 Formen und Formeln, Fr. v. Krbek,
Eine Buchbesprechung
2/69 ,,Werk der Millionen"

W. Arnold
Redaktion alpha

Logik

2/68 Notwendig oder hinreichend —

das ist hier die Frage M. Rehm

Mengenlehre

1/67 Mit Mengen lingt es an! (1)

und Aufgaben dazu W. Walsch/H. Lohse

2/67 Wir operieren mit Mengen (2) W. Walsch
3/67 Wir untersuchen Abbildungen (3) W. Walsch
4/67 Wir 16sen Aufgaben aus der Mengenlehre W. Walsch
2/69 Zweiermengen und geordnete Paare H. Tiede
Olympiadeaufgaben

1/67 Wir 16sen eine Aufgabe der VIII. IMO H. Bausch

1/67 VL. OJM der DDR; Aufgaben d. Kreisolympiade

2/67 VI. OJM, Aufgaben der Bezirksolympiade

3/67 VI. OJM, Aufgaben der DDR-Olympiade

3/67 Preistrager der VI. OJM

4/67 Aufgaben der MO, Schulstufe 1967

4/67 Losungen zur Kreisolympiade 1966

5/67 Mathematikolympiaden in der UdSSR,
Allunionsolympiaden Tbilissi 1967 J. Petrakow

5/67 VI. OIM d. DDR, Losungen zur Bezirksolympiade

5/67 Eine vorbildliche Jahresarbeit R. Hoppner

6/67 HeiBe Tage in Cetinie, IX. IMO 1967 H. Bausch

6/67 VI. OJM der DDR, Lésungen zur DDR-Olympiade

1/68 VII. OJM d. DDR, Aufgabe der Kreisolympiade

2/68 VII. OJM d. DDR, Aufgaben der Bezirksolympiade

3/68 Aufgaben der VII. OJM, DDR-Stufe (15./19. 4. 1968)

3/68 Preistriger d. VII. OJM

4/68 VII. OJM d. DDR, Lésungen zu den Aufgaben d. Kreis-
olympiade

5/68 Fiinf 1. Preise — Drei 2. Preise, X. IMO, Preistriger

5/68 Aufgaben der X. IMO

5/68 VII. OJM d. DDR, Losungen zu den Aufgaben d. Bezirks-
olympiade

6/68 X. IMO — Bericht — Losungen W. Burmeister

6/68 Allunionsolympiade R. Liiders/J. Lehmann

6/68 VII. OJM d. DDR, Lésungen zu den Aufgaben d. DDR-
Olympiade

1/69 VIIL. OJM, Aufgaben d. Kreisolympiade (17./18. 12. 1968)

2/69 VIII. OJM ¢. DDR, Aufgaben d. Bezirksolympiade

2/69 VII. OJM d. DDR, Losungen zu den Aufgaben d. Bezirks-
olympiade

3/69 VIII. OJM d. DDR, Aufgaben der DDR-Olympiade
(28. 3. bis 1. 4. 1969)

3/69 Concursul de matematica, Etapa locala — 22 martie 1968
4/69 IX.OJM d. DDR, l. Stufe (Schulolympiade)
5/69 XI. IMO, Bukarest 1969

5/69 Fernolympiade Mathematik, UdSSR 1968
6/69 Sonderbeilage: IX. OJM d. DDR, Ldsungen

J. Lehmann
G. Ulbricht

Planimetrie
1/68, 2/68, 3/68 Nichts Einfacheres als ein

Quadrat H. Wiesemann
5/68 Was ist ein Viereck? L. Gorke
6/68, 1/69, 2/69, 3/69, 5/69 Mit Zirkel und

Zeichendreieck J. Lehmann
1/69 Spieglein, Spieglein an der Wand W. Triager
3/69 Mit Bleistift und Lineal E. Schroder
3/69 Bange machen gilt nicht! — Modell eines

geom. Extremwertproblems Th. Scholk
5/69 Ube sinnvoll — wberall! Anleitung zur Arbeit

am Dreieck G. Pietzsch
6/69 Kleine geometrische Exkursion Th. Scholl
Stereometrie
1/69 FernsehfuBball — reguliire Polyeder E. Schréder
1/69 Aufgaben: FernsehfuBball — regulare

Polyeder E. Schroder
2/69 Der Eulersche Polyedersatz H. Giinther
Ungleichungen
1/68 Eine schwierige Hausaufgabe R. Liders
2/68 Der Lucassche Turm J. Frormann
Unterbaltung
1/68 Hinter die Kulissen geschaut W. Triger
3/68 Wir losen ein Zahlenritsel Th. Scholl
3/68, 4/68, 5/68 Eine Knobelgeschichte 1., 2., 3. Teil ~ W. Triger

4/68 Losungen zum Zahlenritsel v. Th. Scholl (3/68)
6/68 Schon ist so ein Ring(el)spiel J. Frormann

3/69 An welchem Wochentag wurde ich geboren? W. Unze
4/69 Wir stellen ein Zahlenritsel auf W. Trager
6/69 Rund um des Schachbrett J. Lehmann
Verbindung zur Praxis

6/69 Mathematik und Musik Ch. Lange

6/69 Rund um das Schachbrett
6/69 Mathematik-Kalender

K. Kannenberg/J. Lehmann
W. Heinig/J. Lehmann

Zahlenbereiche

5/68 Ube sinnvoll Anleitung zum Rechnen mit

gebrochenen Zahlen G. Pietzsch

Zabhlenfolgen

6/67 Einige Aufgaben iiber Folgen aus den
Schriften des Altertums

3/68, 4/68, 5/68, 6/68 Elementare Zahlenfolgen
1,2,3,4,5, 6. Teil

A. A. Kolosow

H. Lohse
Zahlentheorie

3/69, 4/69, 5/69, 6/69 Rechnen mit Resten

1., 2, 3, 4. Teil G. Lorenz

Zirkel (Arbeitsgemeinschaften)

1/67 Eine Arbeitsgemeinschaft erlebte die

Deutsche Biicherei AG 29. OS Leipzig

5/67 Mathematischer Wettbewerb W. Werner

5/68 Was verbirgt sich hinter: MBZ 8? G. Horn

3/69 Ein Zirkelnachmittag iiber ,,18. Mathem.
Jahreswettbewerb der USA " W. Triger
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Mathematik in
der Familie W. 1. Lenins

Wiadimir Iljitsch Lenin zeigte in seinem gesamten
Leben ein lebhaftes Interesse an der Mathematik.
Seit seiner friihesten Jugend befand er sich unter
Menschen, die die Mathematik gut kannten und ihn
dafiir begeisterten. Seine Mutter, Maria Alexandrowna’,
bestand im Jahre 1863 erfolgreich das erste Volks-
schullehrerexamen. Sie war sehr an der Musik inter-
essiert und spielte gut Klavier. Dabei machte sie bereits
den fiinf- bis sechsjihrigen Lenin mit einfachen
Briichen bekannt, indem sie ihm ganze und halbe
Noten sowie Viertelnoten und andere vorspielte.
Unter der Leitung seines Vaters, Ilja Nikolajewitsch®,
beschiiftigte sich Lenin erstmals ernsthaft mit der
Mathematik. Durch ihn erfuhr er von Lobatschewski.
Sein Vater ‘machte ihn auch mit dem tschuwaschi-
schen® Mathematiker Ochotnikow und mit dem Mathe-
matiker Jakowlew bekannt.

Im Jahre 1853 verteidigte Ilja Nikolajewitsch erfolg-
reich seine Dissertation ,,Die Methode von Olbers und
ihre Anwendung zur Bahnbestimmung eines Kometen
von Klinkerfues‘‘. Dafiir wurde ihm der wissenschaft-
liche Grad eines Kandidaten der mathematischen
Wissenschaften verliehen. Ilja Nikolajewitsch lehrte
danach etwa 15 Jahre in den Fichern Mathematik
und Physik am Adelsinstitut in Pensa und im Kna-
bengymnasium von Nishni-Nowgorod (seit 1932
Gorki); 17 Jahre arbeitete er als Volksschulinspek-
tor. Vor den Augen des jungen Lenin vollzog
sich die aufopferungsvolle Bildungsarbeit des Va-
ters im Simbirsker Gouvernement. Nach zahlrei-
chen Besuchen in tschuwaschischen Schulen hatte
llja Nikolajewitsch regelmiBig Berichte zu verfassen,
in denen er auf wesentliche Mangel im damaligen
Arithmetikunterricht hinwies, z. B.: Die Schiler ,,wer-
den nur oberflichlich mit den LingenmaBen bekannt

U Maria Alexandrowna Uljanowna (1835 bis 1916) stammte aus
einer Petersburger Arztfamilie.

? IHja Nikolajewitsch Uljanow (1831 bis 1886) war titig als Padagoge,
Inspektor und Direktor von Volksschulen im Simbirsker Gouverne-
ment.

¥ Die Tschuwaschische ASSR (Autonome Sozialistische Sowjet-
republik) liegt am Mittellauf der Wolga.

gemacht und koénnen nur schlecht arithmetische
Berechnungen im Kopf durchfiihren; sehr schlecht
steht es um die Entwicklung von Fertigkeiten bei den
cinzelnen Rechentitigkeiten; es existieren unklare
Vorstellungen iiber die ,Desjatine, sowie allgemein
iiber FlichenmaBe; es gibt Liicken in den notwendigen
Rechenfertigkeiten.” [Ilja Nikolajewitsch kritisierte,
daB einige Lehrer im Arithmetikunterricht ,,die Schii-
ler das selbstindige Ldsen von zusammengesetzten
Aufgaben nur wenig iiben lassen und die Kinder auch
nicht an die schriftliche Fixierung des Losungsweges
arithmetischer Aufgaben gewohnen.*

Ilja Nikolajewitsch empfahl, beim Vermitteln der
Grundbegriffe der Geometrie von geometrischen Fi-
guren auszugehen, die aus Papier oder Pappe model-
liert werden kénnen, damit die Schiiler alle riumlichen
Begriffe moglichst konkret erlernen konnen. Er half
den Lehrern bei der Auswahl von Lehrbiichern und
Aufgabensammlungen; er versorgte sie mit Anschau-
ungsmitteln und mit Geriten.

Familie Uljanow, Foto 1879 (rechts vorn, sitzend: Wladimir)

Ein enger Freund der Familie Uljanow wurde der

" Mathematiklehrer Jakowlew. Er unterrichtete, wenn

man von kleineren Unterbrechungen absicht, von
1868 bis 1922 Mathematik, Logik und Pidagogik.

4 Die ..Desjatine* ist ein altes russisches FlachenmaB. Die Gréfe
dieses MaBes dnderte sich im Laufe der Jahrhunderte und war auch
ortlich verschieden. Das am weilesten verbreitete MaB der Desjatine
entsprach 1,0925 ha.



Hja Nikolajewitsch besprach stindig seine Berichte
mit Jakowlew. Lenin hdrte mehrmals die hitzigen
Gespriche der beiden Lehrer iiber die Verbesserung
des Arithmetikunterrichts, wenn sie von den gemein-
samen Inspektionsreisen durch die Schulen des Gou-
vernements zuriickgekehrt waren.

In dieser Zeit verfolgte der Vater bei seinen Kindern
aufmerksam die mathematische Entwicklung, die er
durch zusitzliche mathematische Beschiftigungen
forderte.

Der dltere Bruder und die jingere Schwester von
Lenin, Alexander und Anmna, trieben leidenschaftlich
Mathematik. Von den gemeinsamen mathematischen
Interessen des Vaters und der beiden Séhne zeugt auch
folgender Auszug aus einem Brief Alexanders: ,,Ich
schickte Vater die Broschiire ,Mathematische So-
phismen‘, die er sich sehr wiinschte. Ich denke, sie
kann auch fiir Wolodja (Rufname fiir Wladimir) sehr
niitzlich sein, wenn er diese Sophismen selbstindig
untersucht.” Lenins Cousin und Freund aus der
Kindheit, N. Weretennikow, teilte mit ihm das Inter-
esse fiir Mathematik. Spiter wurde er Lehrer fiir die
Fiacher Mathematik und Physik. Manchmal gab
es in Kokuschkino (heute Lenino) zwischen Lenin
und Weretennikow regelrechte ,,Mathematische Wett-
streite*‘, bei denen die Aufgaben vom Vater in einer
faBlichen und verstindlichen Form gestellt wurden.
Ilja Nikolajewitsch benutzte bei seinem Sohn das
Dorf, den Wald, den FluB, das Feld sowie das ganze
biuerliche Leben zur Entwicklung der Fihigkeit,
das tigliche Leben durch eine ,,mathematische Brille*
zu sehen, wie N. K. Krupskaja® es einmal formu-
lierte.

Wihrend sich Jakowlew mit Lenin unterhielt, lehrte
er ihn das Zihlen, stellte einfache Scherzaufgaben und
vertrieb die Zeit mit solchen Sitzen wie ,,Ein Fisch
und ein halber Fisch kosten anderthalb Kopeken. Wie
teuer sind drei Fische?"

Spiiter erinnerte sich Jakowlew: ,,Vom Vater erbte
Wiladimir unter anderem auch die mathematische
Begabung.*

.Lenin war der beste Schiiler in seiner Klasse; beson-
ders erfolgreich war er in Mathematik.

M. F. Kusnezow, der mit Lenin dieselbe Klasse be-
suchte, erziihlte spiiter, daB es Lenin liebte, sich mit
mathematischen Problemen zu beschiiftigen. Mit Ver-
gniigen half er seinen Klassenkameraden und konnte
ohne Schwierigkeiten Aufgaben aus der Aufgaben-
sammlung fiir die Reifepriifung 16sen. Interessant ist
auch noch folgende Stelle aus den Erinnerungen
Kusnezows: ,,Auf Initiative von Wladimir Ijitsch ent-
stand ein Mathematikzirkel, der eine erfolgteiche

5 Nadeshda Konstantinowna Krupskaja (1869 bis 1939) war die
Lebens- und Kampf(gelihrtin Lenins.
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Arbeit leistete. Unser Mathematiklehrer Fedotschenko
verstand es nicht, uns durch seine passive Unterrichts-
methode fiir sein Fach zu interessieren. Er handelte
eine Theorie ab, ohne auch entsprechende Aufgaben
losen zu lassen. Unter der Leitung Wolodjas wurde
eine groBe Anzahl schwieriger Aufgaben gelGst.**
Lenin liebte es, seinen Schulkameraden untypische
und etwas ausgefallene Aufgaben zu stellen. Er erfand
sie selbst oder suchte sie aus den Bilchern seines Vaters
zusammen. Seine Aufgaben werden in den genannten
Erinnerungen als interessant bezeichnet.

Solche Aufgaben findet man heute vom Aufbau her
in Aufgabensammlungen zum Geometrieunterricht.
In jener Zeit waten sie aber den Kindern unbekannt.
Interessant ist das folgende Beispiel, das Weretenni-
kow anfiihrt:

,, Wolodja wies . . . darauf hin, wie man das Quadrieren
einer auf 5 endenden Zahl vereinfachen kann. Er
gab zwei Beispiele, iiberlieB es aber mir selbst, diese
Regel abzuleiten und allgemein zu beweisen:

(1 652 = 67100 + 25;

)] 1052 = 10 - 11 - 100 + 25.

Heute kanhn man diese Uberlegungen in einem ele-
mentaren Lehrbuch finden. Damals waren sie nicht
so verbreitet. Wenn ich sie anfiihre, so deshalb, weil
an unserem Gymnasium mit ihnen groBe Erfolge
errungen wurden."

Lenin hatte nicht nur vorziigliche Kenntnisse auf dem
Gebiet der Mathematik. Er beschiftigte sich nicht nur
begeistert mit ihr. Er zeigte auch ein stdndiges Interesse
fiilr Lehrpldne in Mathematik. Er sorgte dafiir, daB
Lehrbiicher ausgearbeitet wurden und empfahl die
Verbesserung und Vervollkommnung der Lehrmetho-
den. In ihren Erinnerungen beschreibt Krupskaja, wie
sich Lenin einmal mit Schiilern unterhielt. Er fragte sie,
was sie in der Schule machen. ,,Was hattet ihr in der
ersten Stunde?* — ,, Arithmetik. Wir behandelten die
Multiplikation von Dezimalbriichen.” ,,Und da-
nach?, fragte Lenin weiter. Er fragte solange, bis
ihm die Schiiler auch fiber die letzte Untetrichtsstunde
des Tages erzihlten. Auf der Grundlage solcher
Gespriiche bildete et sich eine Meinung dariiber, welche
Probleme es in der neuen sowjetischen Schule gibt.
Als Zeugnis daftir, daB sich Lenin auch bestindig und
aufmerksam um die Verbesserung der Lehrpline und
der Schulbiicher flir Mathematik kiimmerte, kann auch
die Tatsache angesehen werden, daB in seiner per-
sonlichen Bibliothek auBer den ersten Auflagen der
Mathematiklehrbiicher auch die berichtigten und
iiberarbeiteten Auflagen standen. Lenins mathema-
tischen Studien zeugen von jenem Niveau der har-
monischen Entwicklung der Personlichkeit, das Be-
standteil des Antlitzes der heutigen und der zukilnf-
tigen Generationen ist und sein wird.

G. N. Wolkow, (gekiirzt aus: Matematik w schkole)



Berufshild:
Diplomlehrer fiir
Mathematik

1953 wurden wie in einigen anderen Stidten
auch in Erfurt und Miihlhausen Padagogische
Institute gegriindet. Sie bildeten in - zwei-
jahrigem, spiter in drei- und vierjihrigem
Studium Fachlehrer fiir diec Klassen 5 bis 10
der allgemeinbildenden Oberschulen aus. Auf
Grund des hohen Niveaus der Ausbildung,
der Entwicklung der wissenschaftlichen Qua-
lifikation des Lehrkérpers und der materiell-
technischen Voraussetzungen des Studiums
konnte am 1. 9. 1969. dem Pidagogischen
Institut Erfurt der Status einer Pddagogischen

Liebe Freunde!

Wir mochten Euch den Beruf eings Diplom-
lehrers fir Mathematik (und ein Zweitfach)
an der allgemeinbildenden Oberschule vor-
stellen.

Es gehort wohl zu den schonsten und inter-
essantesten Aufgaben, unsere Jugend auf die
Meisterung der Wissenschaft und Technik
von morgen vorzubereiten. Neuartige Ener-
giequellen, vollautomatische Betriebe, Weit-
raumstationen gewaltigen AusmaBes u.a.m.
werden unser sozialistisches Leben im Jahr
2000 "bestimmen. Wie bekannt, ist gerade
die Mathematik eine entscheidende Grund-
lage fiir solch gewaltige Leistungen. Sie findet
in zunehmendem MaBe in alien Bereichen
von Wissenschaft und Technik Anwendung
und ist schon heute zu einer unmittelbaren
Produktivkraft geworden. Im Zuge unseres
weiteren sozialistischen Aufbaues und der
technischen Revolution brauchen wir deshalb
eine Vielzahl von Lehrern gerade fiir Mathe-
matik, die ihre Aufgabe darin sehen, bei
ihren Schiilern das Interesse an der Mathe-

Hochschule verliehen und das Pddagogische
Institut Miihlhausen mit der neuen Hoch-
schule vereinigt werden.

In diesem Studienjahr erhalten hier ungefahr
700 kiinftige Lehrer eine Ausbildung im Fach
Mathematik.

Wl

matik und die Liebe zur Mathematik zu
wecken, und sie zu lebensfrohen und tiich-
tigen Menschen unserer sozialistischen Ge-
meinschaft zu erziehen. '

Wenn Ihr, liebe Freunde, Euch heute begei-
stert der Mathematik widmet, so verdankt
Ihr das nicht zuletzt Eurem Mathematik-
lehrer. In den meisten Fillen war er es, der
Euch den Weg zu dieser Wissenschaft wies
und ebnete, der Eure Begabung entdeckte
und forderte. Bei ihm habt Ihr gelernt, Eure
Umwelt mathematisch zu erfassen, um sie
dadurch besser verstehen und verindern zu
konnen. Der Mathematiklehrer ist es, der
durch seine Arbeit wesentliche Vorausset-
zungen fiir ein Studium mathematisch-natur-
wissenschaftlicher, technischer und 6kono-
mischer Disziplinen schafft. Er ist es, der
seine Schiiler befahigt, daB sie in ihrer kiinf-
tigen verantwortungsvollen Titigkeit in der
Gesellschaft Probleme und Zusammenhinge
erkennen, deren Losung die Anwendung
mathematischer GesetzmabBigkeiten erfor-
dert. Gerade in den néchsten Jahren und
Jahrzehnten steht vor dem Mathematiklehrer
eine vielseitige, interessante und schéne Auf-
gabe, die inhaltliche und methodische Neu-
gestaltung des Mathematikunterrichts ent-
sprechend den Forderungen unserer sozia-
listischen Praxis, die Realisierung der neuen
Lehrpline und die Mitarbeit an ihrer stin-
digen Verbesserung.

Die Ausbildung von Diplomlehrern fiir die
aligemeinbildende Oberschule erstreckt sich
iber 4 Jahre. Sie umfaBt neben der Aus-
bildung im ersten und zweiten Unterrichts-
fach auch Marxismus/Leninismus, Pidago-
gik/Psychologie, Methodik, Sport und einige
andere Ficher. Das Studium gliedert sich in
Grund- und Fachstudium. Das Grundstu-
dium umfaBt die beiden ersten Studienjahre.
In den Hauptdisziplinen der Mathematik, so
u.a. in Analysis, Algebra und Arithmetik,
Geometrie und in numerischer Mathematik,
wird ein gut fundiertes Grundlagenwissen
vermittelt, und es werden spezifische Arbeits-
methoden und Verfahren der Mathematik
deutlich gemacht. Das Grundstudium soll
wesentliche Voraussetzungen fiir die Ertei-
lung eines wissenschaftlich einwand{reien
Mathematikunterrichtes schaffen.

Das Fachstudium, das im dritten und vierten
Studienjahr absolviert wird, gibt die Mog-
lichkeit, sich in einer spezifischen Disziplin
der Mathematik vertiefte Kenntnisse zu erar-
beiten und aktuelle Forschungsprobleme ken-
nenzulernen, vielleicht sogar an ihrer Losung
mitzuarbeiten.

In den letzten beiden Studienjahren erhalt der
Student auch eine fachmethodische Ausbil-
dung, die ihn in Verbindung mit den anderen
Ausbildungsdisziplinen beféhigen soll, die
heutigen und die kiinftigen Anforderungen
an einen niveauvollen wissenschaftlich ein-
wandfreien modernen Mathematikunterricht
zu erfiillen. R. Mildner
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Als Ergénzung der im vorigen Teil behandelten Gleit-
kommadarsteilung einer Zahl sollen jetzt noch einige
Regeln - wie bereits angekiindigt — aufgeschrieben
werden.

Multiplil:ation und Division

Zwei (ileitkommazahlen werden multipliziert (divi-
diert), indem man die Mantissen multipliziert (divi-
diert) und die Exponenten addiert (subtrahiert).
Geht eine Division nicht ganzzahlig auf, so rechnet
der Automat lUber das Komma hinaus bis zu einer
festgesetzten Dezimalstelle weiter, wobei jeder Uber-
lauf Gber das Maschinenkomma eine Verschiebung
nach links, verbunden mit einer Verminderung des
Exponenten um 1, nach sich zieht. Bei der Divisions-
aufgabe )

12 : 7 == 1,714 wiirden also die Teilergebnisse,
jedes wieder als Ziffernfolge geschrieben, der Reihe
nach so aussehen:

100
170
1710
171403.
Addition und Subtraktion :
Zwei Gleitkommazahien werden addiert (subtrahiert),
indem man zunichst gleiche Exponenten schafft
(Gleichnamigmachen): Man vermindert den groBeren
Exponenten und verschiebt gleichzeitig die Mantisse
um die noétige Stellenzahl nach links. Dann werden
die Mantissen addiert (subtrahiert), und der Exponent
wird beibehalten. Beispiel:
263603+978154702
| Verschiebung um$5 Stellen
26360000002
+ 978154702
= 27338154702 .
Bei allen Rechenoperationen miissen noch
1. die Vorzeichen beriicksichtigt,
2. eventuell n6tige Rundungen durchgefiihrt werden.
Darauf wollen wir aber nicht weiter eingehen.

1D =

Aus dem Mathematikunterrichyist uns der Funktions-
begriff bekannt. Wir denken dabei an Funktionen wie
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y=3x+4, y=6x2, die ilteren Schiiler vielleicht auch
an y=sinx oder y=logx usw. In der Rechentechnik
kommen neben diesen Funktionen noch andere vor.
Um diese ndher kennenzulernen, sollen zunichst
einige Merkmale aufgeziihlt werden, durch die sich
diese Funktionen von denen des Schulunterrichts
unterscheiden:

1. Wihrend bei den schulischen Funktionen sowohl
die unabhingige Verinderliche (unabhingige Va-
riable) x als auch die abhiingige Variable y gewdhnlich
unendlich viele Werte annehmen kénnen, ist bei den
hier zu besprechenden Funktionen jede Variable nur
zweier Werte fihig, nimlich O und L. Also: entweder
x=0 oder x=L und andrerseits entweder y=0 oder
y=L.

2. In der Schule werden meistens nur Funktionen von
einer (unabhingigen) Verdnderlichen betrachtet, all-
gemein mit y=/(x) (lies: y=/ von x) bezeichnet. Jetzt
treten auch Funktionen mit zwei und mehr unabhin-
gigen Variablen auf, also y=f (x,, x;) beziehungs-
weise y=1(x,, X, ..., X,).

3. Die Funktionen des Schulunterrichts werden — wie
bei den obigen Beispielen — im allgemeinen durch
eine Funktionsgleichung dargestellt, wobei der Funk-
tionswert y aus dem jeweiligen Wert der unabhéingigen
Variablen mit Hilfe von arithmetischen Operationen
berechnet wird. Jetzt werden wir Funktionen durch
Tabellen definieren.

Die in diesem und in den niachsten Abschnitten be-
schriebenen Funktionen heiBen Schaltfunktionen oder
logistische Funktionen. Eine dieser Funktionen haben
wir bereits im Abschnitt 1.4. kennengelernt, und zwar
in Form des dualen Einmaleins:

0-0=0 O-L=L-0=0 L-L=L.
Wie man sieht, ist es eine Funktion mit den oben
beschriebenen Merkmalen, nimlich eine Funktion
von zwei Verinderlichen x; und Xx,, die durch die

Tabelle x, O OL L
X, OL OL
y | ooolL

definiert werden kann. Die Veridnderlichen dieser
Schaltfunktion sind die Multiplikandenziffer x, und
die Multiplikatorziffer x,. Wir konnen auch schreiben:
f(xy, x)=L, wenn x;=L und x,=L, sonst O.
Wir nennen diese Funktion Konjunktion, auf deutsch
UND-Funktion. Die UND-Funktion 1aBt sich auf
drei und mehr unabhingige Variable ausdehnen.
Allgemein definieren wir:

fGxy, X2, oo X )=L, wenn x,=x,=...=x,=L,
sonst O.

Wir verwenden fiir die Konjunktion auch das Zeichen
A, schreiben also zum Beispiel O AL=0.

Der durch eine Schaltfunktion dargestellte theo-



retische Sachverhalt muB3 nun im Automaten prak-
tisch realisiert werden. Dies geschieht durch eine
geeignete Verdrahtung von Schaltelementen zu einer
sogenannten Funktionsschaltung. Woraus diese im
einzelnen besteht (Relais, Rohren, Transistoren, Kon-
densatoren, Spulen, Ferritkerne ... — je nach Auto-
matentyp verschieden) und welche elektrischen, ma-
gnetischen oder mechanischen Vorginge sich darin
abspielen, moge die Physiker und Techniker inter-
essieren. Uns geniigt folgendes:

Jede Funktionsschaltung hat einen oder mehrere
Einginge E,, E,, ..., E, fiir die unabhingigen Varia-
blen und genau einen Ausgang A fiir die abhingige
Variable, also fiir den Funktionswert. Einginge und
Ausgang sind die bereits besprochenen bistabilen
Schaltelemente, deren Zustinde (Wertbelegungen)
O und L man sich etwa durch zwei verschiedene
Spannungen — zum Beispiel L positiv und O negativ—
realisiert denken kann. Die Konjunktionsschaltung,
auch UND-Glied genannt, symbolisieren wir fiir
zwei Einginge so:

Einginge :D—— Ausgang

Den mathematischen Sachverhalt schreiben wir

A = El A E2
oder mit den anderen Bezeichnungen
Yy =X AX, .

Eine weitere grundlegende Schaltfunktion ist die
Disjunktion, auch ODER-Funktion genannt. Zei-
chen: v.
Wir tabellieren sie fiir zwei Variable:
X O OL L
X, O L OL
Y=X; X, lo L L L.
Es ist also diesmal f(x;,x;)=L,
oder* x,=L, sonst O, allgemein:
S(xg, x5 ... ¢x,)=L, wenn ein x;=L existiert, sonst O.
Hier das Schaltsymbol fiir zwei Einginge:

:?—— Ausgang

Als drittes fiihren wir die Negation, auch NEIN-Funk-
tion genannt, ein. Es ist eine Funktion von nur einer
Veranderlichen. Sie kehrt jeden Wert in den anderen
um. Wir kennzeichnen diese Funktion durch einen
Querstrich, also:
x | O L

y=%x | L O

Hier noch das Schaltsymbol:

Eingang —D— Ausgang

wenn x;=L

Eingéinge

J. Frormann

* In der Mathematik unterscheidet man zwischen dem einfachen
oder, bei dem auch beide Bedingungen zugleich erfillt sein diirfen,
und dem strengeren entweder — oder, wo immer nur genau eines
gelten soll. Hier ist es das einfache oder.

Rechnen mit Resten
Teil 6

A B18 Zu bestimmen ist z = 3/35287552. Zu-
nichst sehen wir, daB es sich bei z um eine dreistellige
Zahl handeln muB, weil der Radikand zwischen
100° =1 000 000 und 1 000° liegt. Die letzte Ziffer von z
muB 8 sein, und die erste ist offensichtlich 3 wegen
3P¥=27<35<64=4%.
Die Elferreste benutzen wir nun, um die mittlere
Ziffer zu bestimmen. Schreiben wir fiir diese noch zu
ermittelnde Ziffer zunichst x, so wiirde die Darstel-
lung der Zahl z im Dezimalsystemn lauten 3 x 8. Dafiir
ergibe sich der Elferrest 11— x. Der Elferrest des
Radikanden ist aber 3 wegen
(2+5+8+5) — (5+7+2+3)=3, und dieser Rest
ist nach unserer Tabelle die dritte Potenz des Restes 9.
Also muBl auch die gesuchte Zahl 3x 8 bei Division
durch 11 den Rest 9 lassen:
11 — x=9, also x=2. Demzufolge ist z=2328.
Es liegt auf der Hand, daB all diese Rechnungen ohne
Schwierigkeiten im Kopf auszufiihren sind — bis auf
die Ermittlung des Elferrestes des Radikanden. Aber
das Publikum gestattet uns gewiBl, den Radikanden
zu notieren — schlieBlich fehlt uns das phdnomenale
Gedéchtnis der berufsmiBigen Rechenkiinstler. Pech
haben wir allerdings mit unserer Vorfithrung, wenn
das Publikum, das die Aufgaben stellt, sich bei der
Berechnung der Kubikzahlen oder fiinften Potenzen
verrechnet hat. Peinlich ist es, wenn man dann bei-
spielsweise dazu kommt, fiir
z = /423473 625 anzugeben 735, obwohl doch z eine
Irrationalzahl ist, beginnend mit 750,94 .... Der
Aufgabensteller wollte sicherlich /413493 625 = 745
bestimmen lassen. Man empfehle daher dem Publi-
kum, vor Stellen der Aufgabe Neuner- und Elferprobe
anzuwenden, um eventuelle Rechenfehler vorher auf-
zudecken. Zum AbschluB noch eine Aufgabe, mit
der man sich auf das erste ,,6ffentliche Auftreten‘
priaparieren kann:
A A 12 Man versuche, folgende Wurzeln im Kopf
zu bestimmen: a = 3/39304 ¢ =3/205962976
b =13/493039 d =3/99252847 .
Weitere drei Aufgaben mit Losungen sowie auch die
Losungen zu den anderen in dieser Artikelserie ge-

stellten Aufgaben findet der Leser im nichsten Heft.
G. Lorenz
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Wie 16st man
eine Konstruktionsaufgabe?

Bei mathematischen Wettbewerben findet man oft
Aufgaben, bei denen die Konstruktion einer geo-
metrischen Figur aus gegebenen Stiicken unter allei-
niger Verwendung von Zirkel und Lineal verlangt
wird. Im folgenden soll an dem Beispiel der von vielen
‘Teilnehmern als recht schwer 18sbar bezeichneten
Aufgabe 6, Olympiadeklasse 10, VII. OJM, 3. Stufe,
gezeigt werden, wie man etwa an die LOsung eines
solchen Problems herangehen kann und welche
Schritte zu einer vollstindigen und exakten Lésung
gehoren.

Die Aufgabe lautet:

6. a) Konstruieren Sie ein Dreieck aus A 3cm;

8 cm! Dab

— 0

sei h, die Lange

der zur Seite AC ge den Hohe und a die Linge
der Seite BC, b die der Seite AC und c die der Seite
AB und es sei a<b.

b) Beschreiben und diskutieren Sie die Konstruktion!

Man beginnt am besten mit einer Planfigur, die nach
Moglichkeit die gegebenen Stiicke enthalten soll.
Hierbei handelt es sich noch um keine Konstruktion,
doch muB3 man bestimmte Besonderheiten der Aufgabe
beachten. So muB in unserem Falle z. B. A, > h, und
b>c sein. AuBerdem ist wegen a<b der < CAB spitz.
Damit erhilt man etwa folgendes Bild:

In dieser Planfigur ist nur a gegeben. Die Differenzen
b—¢ bzw. h.— h, sind nicht enthalten. Es kommt also
jetzt darauf an, solche Hilfslinien einzuzeichnen, daB
man ein Teildreieck mit den gegebenen Stiicken erhilt.
Es liegt nun nahe, von 4 aus auf AC die Strecke 48
abzutragen. Wegen AB<AC liegt der .Endpunkt G
zwischen .4 und C. Laut Koynstruktion ist also
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AG=AB=c. Damit ist aber AABG gleichschenklig
und das von G auf 4B gefillte Lot (mit dem FuB-
punkt H) hat die Linge h,.

Es fehlt uns jetzt nur noch eine Strecke von der Linge
h.—h,. Man erhiilt sie leicht, indem man von G das
Lot auf CD (FuBpunkt sei F) fallt. Damit ist aber ein
Teildreieck gefunden, nimlich ACGF, das sich aus
zwei Seiten und dem rechten Winkel bei F eindeutig
konstruieren 148t. Gleichzeitig haben wir mit *x CGF
einen Winkel erhalten, der genau so groB ist wie
X CAB. Es gilt also: xCGF= < CAB*.

Abb. 3

Nun suchen wir nach einer Konstruktionsmoglich-
keit fiir den Punkt B. Er liegt auf dem Kreis mit a
um Punkt C. Es fehlt aber noch.eine zweite Angabe.
Ein Blick auf die Figur zeigt, daB er auBerdem auf
der Geraden durch G und B liegen muB. Fiir diese
Gerade liBt sich aber die Richtung konstruieren,
denn offensichtlich ist GB Winkelhalbierende des
Winkels & FGA. Jetzt konnen wir den 1. Teil der
Losung formulieren:

(1) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck der gefor-
derten Art (Abb. 3) mit CD=h, und BE=h,, AB=c,
BC=a und AC=b. Auf AC trage man von A4 aus ¢
mit dem Endpunkt G ab. Dann ist A ABG gleich-
schenklig mit AB=AG=c (1) und

- XABG= {AGB=R—% ¥ CAB und es gilt:

CG=b—c.

Das von G auf AB gefillte Lot schneide 4B in H.
Dann gilt: GH=BE=h,.

Das von G auf CD gefillte Lot schneide CD in F.
Dann gilt: CF=h,— h, (HDFG ist ein Rechteck) und
¥ CGF= ¥ CAB=a als Stufenwinkel an geschnitte-
nen Parallelen. Da ferner £ FGA=180° — a ist, ist GB
Winkelhalbierende des Winkels < FGA.

Das ist der erste Teil unserer Losung; die Analyse
des Problems. Nun folgt der zweite Teil, die Kon-
struktionsbeschreibung. Sie beginnt mit einer wich-
tigen Feststellung. Wir sind natiirlich nicht in der
Lage, samtliche Konstruktionsméglichkeiten zu ana-
lysieren, wir kdnnen aber feststellen, daB sich unser
gesuchtes Dreieck nur dann konstruieren 1a0t, wenn
das mit Hilfe unserer Konstruktionsbeschreibung
moglich ist. Damit ist nicht gesagt, daB es nicht auch

* X ABC bedeutet die GroBe des Winkels ¥ ABC.



anders ginge. Wir sind aber sicher, daB es iiberhaupt
keine Konstruktion gibt, wenn es auf die angegebene
Art nicht geht. Darum formulieren wir:

,»(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck A ABC
hochstens dann den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann: _
Das Teildreieck A FGC wird aus b— ¢, h,— h, und
dem rechten Winkel bei F konstruiert, und das-Teil-
dreieck A CGB danach aus a, b — ¢ und

¥CGB= ¥ CGF+ % XFGA : (Abb. 4)

Man zeichnet CF =h,— h,. Punkt G liegt:

1. Auf dem Kreisbogen mit # — ¢ um C,

2. auf der Senkrechten, errichtet auf CF in F.

Punkt B liegt:

1. Auf dem Kreisbogen mit a um C,

2. auf der Winkelhalbierenden des Winkels ¥ G,GF,
wobei G, ein Punkt auf der Verlingerung von CG
iber G hinaus ist. (Der Punkt A4 ist ja noch nicht
konstruiert.)

Punkt A liegt:

1. aufder Verldngerung von CG iiber G hinaus -

2. auf der Parallelen durch B zu GF.*

Damit ist die Konstruktionsbeschreibung gegeben.
Nun muBl der Beweis gefiihrt werden, daB ein so
konstruiertes Dreieck A ABC aiich wirklich die gege-
benen Stiicke enthilt. Es folgt also der dritte Teil der
Loésung:

in unserem Falle die einzelnen Stiicke auch zahlen-

maDBig gegeben wurden, ist die Diskussion der Ldsung

verhéltnismaBig einfach. Wir schreiben:

(IV) Durch die gegebenen Stiicke ist das Dreieck

A ABC ecindeutig (bis auf Kongruenz) bestimmt, da

die gegebenen Stiicke die Bedingungen b—c>h—h,

und a>b—c erfiillen. Ist (mindestens) eine dieser

Bedingungen verletzt, so existiert kein Dreieck A 4 BC,

das allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.*

Damit ist die vollstindige Losung der Aufgabe gefun-

den. Man sieht, daB man auch schwierige Probleme

16sen kann, wenn man systematisch herangeht und

konsequent Schritt fiir Schritt durchdenkt. Den prin-

zipiellen Aufbau der hier dargelegten Losung wollen

wir uns einpriagen:

1. Schritt: Analyse (Skizze, Bezeichnungen, Hilfs-
linien)

2. Schritt: Konstruktion mit Beschreibung

3. Schritt: Beweis

4. Schritt: Diskussion (Losbarkeit, Eindeutigkeit).

Daskann uns bei der Losung entsprechender Aufgaben

sehr niitzlich sein. H. Titze

* Verzichtet man auf die Bedingung a < b, dann lassen sich mit den
gegebenen Stiicken zwei verschiedene Dreiecke (mit & CAB spitz
bzw. ¥ CAB stumpf) konstruieren. Die Uberlegungen laufen dabei
analog (Abb. 5).

Lenins Vermichtnis wird erfiillt

Moskau - Kaukasus mit 250 km/h

Yersachsstrecke Moskau - Leningrad
200km/h Geschwindigheil iberbotea

Wird it Dreieck AABC durch
diese Konstruktion gewonnen, so entspricht es den
Bedingungen der Aufgabe.

(III) Weiter gilt:

Beweis: Laut Konstruktion ist CB=a. Ferner ist
¥ AGB= ¥ BGF (nach Konstruktion) = X ABG
(Wechselwinkel), also A ABG gleichschenklig mit (1);
daher ist CG=b —c. Aus dem gleichen Grunde ist
BE=GH= h,. Das Viereck GHDF ist nach Konstruk-
tion ein Rechteck, und daher ist auch GH=FD— hy.
Also ist CF=h, — h,.

Als letzter Teil unserer Losung muf schlieBlich noch
untersucht werden, ob mit den gegebenen GréBen die
Konstruktion durchfiihrbar ist, ob sie ein eindeutiges
Ergebnis liefert bzw. welche Bedingungen bei den
gegebenen Stiicken eingehalten werden miissen. Da

Handelsflotte
der Sowjetunion

Neugeplante Stredke
Moskau-Kaukasus

mit 250 km/h
in 6 Stunden
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Wer 10st mit? il||I||iI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 4. Juli 1970

5 4 509 Ein Wiirfel wird so in kleinere
Wiirfel zerschnitten, daB die Kantenlinge
jedes kleineren Wiirfels den vierten Teil der
Kantenlinge des groBeren Wiirfels betrigt.
Wieviel kleinere Wiirfel erhilt man aus dem
groBen Wiirfel? Vergleiche die Summe der
Oberflichen aller kieinen Wiirfel mit der
Oberfliche des groBen Wiirfels! P.

5 A 510 Addiert man die ganzen Zahlen,
die das Lebensalter eines Vaters und dessen
Sohnes angeben, so erhdlt man 41. Addiert
man hingegen die des Vaters und des GroB-
vaters, so erhdlt man 96. Addiert man
schlieBlich alle drei Zahlen, so erhilt man
100. Wie alt ist jeder? P.

W5 m 511 Hans hat beim Einkauf von
Schreibheften 2,55 M ausgegeben. Er hat nur
Hefte zum gleichen Preis gekauft. Wieviel
Hefte kénnen es gewesen sein, und wieviel
Pfennig hat ein Heft gekostet, wenn es nur
Hefte gibt, die mehr als 4 Pf und weniger als
20 P das Stiick kosten? P.

W5 = 512 Aufeinem Campingplatz haben
insgesamt 140 Personen ihre Zelte aufgebaut.
Unter diesen Erholungssuchenden sind 38 Er-
wachsene mehr als Kinder und 7 Minner
mehr als Frauen. Wieviel Frauen, Méanner
und Kinder waren es? Sch.

6 4 513 Es sind allc natiirlichen Zahlen »
anzugeben, fiir die die Zahl z=£1+—137 eben-
n-—-

falls eine natiirliche Zahl ist. Sch.

6 A 514 In einem Dreieck 4BC mit den
Winkeln a, § und y sind die drei Winkel-
halbierenden A_D, BE und CF cingezeichnet.
In A wurde auf AD, in B auf BE und in C auf
CF jeweils die Senkrechte errichtet. Diese
drei Senkrechten bestimmen ein Dreicck
A'B'C'.

Die Winkel ', # und y* des Dreiecks A'B'C’
sind formelmiéBig durch die Winkel «, # und y
des Dreiecks ABC auszudricl.cn! T.

W6 = 515 An einer Gebu::<iagsfeier nah-
men genau sieben Ehepaare ci. Die Nach-
namen der Minner waren: Anders, Bauer,
Conrad, Dahlke, Ebert, Frev und Gobel.
Die Frauen hieBen mit Vornamen Hilde,
Inge, Karin, Luise, Maria, Nora und Olga.
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Im Verlaufe des Abends tanzte Herr Anders
mit Inge und Luise, Herr Frey mit Maria und
Luise, Herr Gébel mit Inge und Nora, Herr
Conrad mit Inge, Herr Dahlke mit Luise und
Herr Ebert mit Nora. Spater wurde zu viert
Domino gespielt. Zuerst beteiligten sich Herr
Conrad, Herr Anders, Nora und Olga am
Spiel. Die beiden minnlichen Mitspieler wur-
den nach einer Weile von den Herren Dahlke
und Frey abgelost. Zum SchluB 16sten Hilde
und Inge die beiden Frauen vom Spiel ab.
Merkwiirdigerweise hat kein Ehemann mit
seiner Frau getanzt oder am Dominotisch
gesessen. Es ist herauszufinden, wer mit wem
verheiratet ist. Sch.

W6 a 516 An mehrere Schiler wurden
100 Murmeln so verteilt, daB jeder folgende
Schiiler eine Murmel mehr erhielt als sein
Vorgidnger. Wieviel Schiiler kénnen es ge-
wesen sein, wenn jeder Schiiler mindestens
eine Murmel erhalten hat? P.

7 A 517 Gegeben sei ein Kreis mit dem
Radius R=1km. Im Innemn dieses Kreises
befinden sich n kongruente Kreisscheiben mit
dem Radius r=1cm, die sich gegenseitig
nicht ,,iiberlappen‘‘, das heiBt, die paarweise
keine inneren Punkte gemeinsam haben. Es
ist eine obere Schranke N fiir die Anzahl n
dieser Kreisscheiben anzugeben, das heiBt,
eine Zahl N, fur die sicher Nz ngilt. T.

7 a4 518 Die Afrikanischen StrauBe, die
groBten  lebenden, flugunfihigen Végel,
machen im schnellen Lauf Schritte von 4m
Lange und erreichen bei groBer Gefahr die

Fluchtgeschwindigkeit 70 <™. Wieviel 4 m
h

lange Schritte macht bei groBer Gefahr ein
Strauf in der Sekunde? ‘T.

W7 m 519 Von drei von Null verschiede-
nen natiirlichen Zahlen a, b und ¢ sind die
groBien gemeinsamen Teiler je zweier dieser
Zahlen bekannt:

(a, b)= 4; (lies: der g. g. T. der Zahlen a
(a,c)= 6; und bist 4)

b, o)=10.

Welche kieinsten von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen g, b und ¢ geniigen diesen
Bedingungen? T.

W 7 = 520 Das Produkt dreier natiirlicher
Zahlen ist fiinfmal so groB wie die Summe
aus.diesen Zahlen. Dabei ist die Differenz aus
der zweiten und der ersten dieser Zahlen nicht
negativ und gleich der Differenz aus der
dritten und der zweiten Zahl. Um welche
Zahlen handelt es sich? Hat die Aufgabe
mehr als eine Losung? Sch.

8 A 521 Das abgebildete Rechteck ABCD
ist in ein flichengleiches Rechteck zu ver-
wandeln, dessen eine Seite gleich der einge-
zeichneten Strecke AE ist.

o C

A I3 8

Wie kann man die andere Seite des gesuchten
Rechtecks allein mit dem Bleistift und dem
Lineal konstruieren?

Dr. E. Schréder, TU Dresden

8 A 522 Esseien m und n zwei verschiedene
teilerfremde ganze Zahlen. Ferner sei p eine
Primzahl, die sowohl Teiler der Summe m+n
als auch Teiler der Differenz m—n dieser
beiden ganzen Zahlen ist. Es ist zu beweisen,
daB dann p=2 gilt. T.

W8 = 523 Ineinem alten Rechenbuch fin-
den wir die folgende Aufgabe: Fiinf volle, elf
halbvolle und acht leere Weinfisser der glei-

chen Art und GroBe sollen so an drei Briider

verteilt werden, dafl jeder von ihnen die
gleiche Menge Wein und die gleiche Anzahl
von Fissern erhilt. Beim Aufteilen darf der
Wein nicht aus einem FaB in ein anderes ge-
gossen werden.

Wie kann die Verteilung erfolgen?

Es sollen alle Moglichkeiten der Verteilung
angegeben werden. P.

W 8 & 524 Einem Kreis k sei ein Rechteck
ABCD einbeschrieben. Die Mitten E, F, G, H
der Seiten ,ﬁ, R‘, CD und DA dieses Recht-
ecks bilden ein Viereck EFGH. Es ist zu be-
weisen, daB der Umfang dieses Vierecks fiir
alle dem Kreis einbeschriebenen Rechtecke
gleich ist; ferner ist der Umfang des Vierecks
EFG H aus dem Durchmesser 4 des Kreises k

zu berechnen. Sch.

9 a4 525 Es sind alle Primzahlen p anzu-
geben, fiir die die Zahl
z=p°+3p2—-3p*—1
nicht durch 13824 teilbar ist.
Ekkehard Kuhrt, EOS Zella-Mehlis, Kl. 10

W9 m 526 Bei den Europa-Leichtathletik-
meisterschaften in Athen im September 1969



erhielten die DDR, die UdSSR, GroBbritan-
nien, Frankreich und Polen zusammen 31
Goldmedaillen. Jedes dieser Lander erhielt
mehr Goldmedaillen als jedes der in der an-
gegebenen Reihenfolge folgenden Linder.
Die DDR erhielt ebensoviel Goldmedaillen
wie Grofibritannien, Frankreich und Polen
zusammen. Die UdSSR erhielt ebensoviel
Goldmedaillen wie GroBbritannien und
Frankreich zusammen. GroBbritannien er-
hielt doppelt so viel Goldmedaillen wie
Frankreich.

Wieviel Goldmedaillen erhielt jedes der an-
gegebenen Lander? L.

W9 u 527 Es sei ABCD ein beliebiges
konvexes Viereck, und es seien M, M;, M,,
M, die Mitten der Seiten ,ﬁ, BC,CD, DA.

Es ist zu beweisen, daB dann die Strecken
MM, und M,M,, die sogenannten Mittel-
linien des Vierecks ABCD, einander halbie-
ren, d. h., daB M—IS= SM; und M_ZS=S—M4
gilt, wobei S der Schnittpunkt dieser Mittel-
linien M, M, und M, M, ist. Sch.

10/12 & 528 Ein Punkt P im Innern eines
Quadrates 4BCD habe von den Eckpunkten
A, B und C dieses Quadrates die Abstinde
PA=1 cm, ﬁ=2cm, PC=3cm.

Es ist die Seite AB dieses Quadrates

a) zu konstruieren,

b) aus den gegebenen Abstinden PA, PB
und PC zu berechnen. L.

10/12 a 529 Es sind alle ungeraden natiir-
lichen Zahlen ¢ und b mit a < b zu bestimmen,
fiir die die folgende Eigenschaft erfiilit ist:
Die Summe aller natiirlichen Zahlen, die
gréBer als ¢ und kleiner als b sind, ist gleich
100G. (Falls es nur eine solche Zahl gibt, ist
unter der Summe diese Zahl selbst zu ver-
stehen.)
Hans-Dietrich Gronau, stud. math.
Trdger eines 3. Preises bei der IMO 1969

W10 m 530 Es sind alle reellen Losungen
der Gleichung

\/x+ \/ﬂ+\/x— J2_x=x Zu ermitteln.

Prof. Tschajkowsky, Lwow, UdSSR

W10 = 531 Es sei ABCD ein Rhombus.
Ferner seien E, F, G, H die Mitten der Seiten
/‘ﬁ, B_C, CTIS, DA. Die vier Geraden AF, BG,
CH, DE mogen sich in den Punkten P, Q,
R, S schneiden. Wie groB ist der Flichen-
inhalt des Vierecks PQRS, wenn der Flichen-

inhalt des Rhombus 4BCD gleich 4 ist? L.

Merke!

Jede Losung auf ein Blatt fiir sich! —
Postleitzahl nicht vergessen! —
Die Losung nicht erst kurz vor dem letzten
Einser.determin absenden!
{Das ¥ ingt der Post und der Redaktion tech-
nische Schwierigkeiten, verzégert auBerdem
den Beginn der Korrektur.)

Redaklion ulpha

Mathematik-
Olympiaden
in der CSSR

Im Jahre 1951 wurden in unserem Lande
erstmals Mathematikolympiaden durchge-
fishrt. Mit Beginn des XIX. Jahrgangs ist das
System der Olympiaden (MO) in einigen
Punkten geindert worden. Dariiber wollen
wir berichten.

Fiir die Teilnehmer an der MO gibt es drei
Kategorien (4, B, 2.) sowie beim Ablauf drei
Runden. Zur Kategorie A gehoren die Schii-
ler der Klassenstufe 3 und 4 der Mittelschulen
bzw. Gymnasien, diese entsprechen den
Klassenstufen 11/12 der Erweiterten Ober-
schulen in der DDR. Zur Kategorie B geho-
ren die Schiller der Klassenstufen 1 und 2
(entspricht den KI. 9/10 der EOS in der DDR).
Die Kategorie Z ist fur Schiiler der Klassen-
stufe 9 der O9klassigen Grundschule (ent-
spricht der 9. Klasse der Oberschulen in der
DDR) bestimmt. Es ist méglich, daB jiingere
Schiiler auch in héheren Klassenstufen (Ka-
tegorien) teilnehmen kénnen. Nach Beginn
eines neuen Schuljahres werden in den Schu-
len zunichst die sogenannten Vorbereitungs-
aufgaben ausgegeben. Diese Aufgaben sind
von den Bewerbern fiir die MO durchzu-
arbeiten und die Losungen beim Fachlehrer
fiir Mathematik abzugeben ; sie werden korri-
giert, mit den Teilnehmern ausgewertet, aber
nicht benotet.

Die Aufgaben der 1. Runde der MO (Schul-
ausscheid) sind bei allen Kategorien von den
Schiilern im Selbststudium zu bearbeiten
und die Lésungen termingerecht bei dem Be-
auftragten fiir MO an den Schulen abzu-
geben. In der Kategorie Z wird gefordert, daB
von vier vorgelegten Aufgaben mindestens
drei (im wesentlichen) richtig gelost werden,
d. h. daB der Schiiler die Note 1 oder 2 erhilt.
Bei der Kategorie A und B wird verlangt, daB
aus den vorgelegten zwei Gruppen von Auf-
gaben (1, 2, 3; 4, 5, 6) mindestens vier vom
Schiiler selbst ausgewihlte Aufgaben (je
zwei aus beiden Gruppen) bearbeitel werden.
Ein Schiiler hat die 1. Runde bestanden,
wenn er mindestens drei Aufgaben (im we-
sentlichen) richtig geldst hat.

Die 2. Runde wird als Kreisausscheid fiir
Schiiler der Grundschulen (Kategorie Z)
bzw. als Bezirksausscheid fiir die Schiiler der
Mittelschuler und Gymnasien (Kategorie 4
und B)als Klausur durchgefihrt. Die 3. Runde
findet nur in der Kategorie A statt und wird

in Prag ausgetragen. An ihr nehmen die
besten Schiiler aus der ganzen Republik teil.

St. Horak
Vorbereitungsaufgaben
Kategorie Z
m 1| m Zdenék hat folgende Briiche wie

angefiihrt gekiirzt:

B_1.26_2 199 1

g4 4 s S 995 S

Dem Lehrer gefallt diese Art natiirlich nicht,

aber Zdenék verteidigt sein Verfahren damit,

daB alle Ergebnisse richtig sind. Bestimme

alle Briiche

a) mit 2ziffrigen Zihlern und Nennemn,

b) mit 3ziffrigen Zihlern und Nennern,
~die = auf diese Art gekiirzt — ein richtiges

Ei‘gebnis liefern!

s 2 = Mit einem Lastauto sollen m Ton-
nen Baustoffe iiber eine Entfernung von d km
auf einer nahezu waagerechten StraBe befér-
dert werden. Das Lastauto hat eine Masse
von m, Tonnen. Bei gleichbleibender Motor-
leistung ist die Fahrzeuggeschwindigkeit um-
gekehrt proportional der Gesamtmasse des
Fahrzeugs bzw. der Lademasse. Die an-
nihernd gleiche Belade- bzw. Entladezeit ist
direkt proportional der zu bef6rdernden
Lademasse. Die vorhandene Baustoffmenge
kann nicht auf einmal aufgeladen werden,
sondern es muB mehrmals gefahren werden.
Entscheide durch Berechnung, was zeitgiin-
stiger ist:

entweder jeweils kleinere Mengen aufzuladen,
dafiir schneller (aber 6fter) zu fahren, oder
jeweils gréBere Mengen aufzuladen und dafiir
langsamer (aber weniger oft) zu fahren!
(Die Anfahr- und Bremszeit ist bei der Be-
rechnung nicht zu beriicksichtigen.)

a 3 m Es sei ein Quadrat ABCD mit der
Seitenlinge a=10cm gegeben. Jede der bei-
en Seiten BC, CD werde durch 9 Punkte in
10 kongruente Strecken unterteilt. Der Mittel-
punkt K der Seite AB und irgendein Teil-
punkt X der auf der Seite BC festgelegten
Teilpunkte bestimmen eine Gerade. Der Eck-
punkt B und irgendein Teilpunkt Y der aufl
der Seite CD festgelegten Teilpunkte bestim-
men eine weitere Gerade. Welche Teilpunkte
X, Y muB man auswihlen, damit die Geraden
KX und BY aufeinander senkrecht stehen?

m 4 w Esseiein Rechteck ABCD gegeben,
dessen Seitenlingen sich wie 2:1 verhalten.
Diesem Rechteck wurde ein Halbkreis &
iber der groBeren Seite AB als Durchmesser
einbeschrieben. Die Diagonalen AC und BD
schneiden k in dieser Reihenfolge in den
Punkten E und F.
Bestimme den Flicheninhalt der durch den
Kreisbogen £F und die Strecken EC.CD.DF
begrenzien Figur!
aus: Matematika ve Skole Jg. 68/69, H. 10 und
69/70, H. |
Bearbeitete Ubersetzung: O Langer
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Logisch denken — spielend

erlernt

PIKO dat — eine Kombination
von Rechenautomat und Lernmaschine

leuchifiGohe

mit Tronsparentstreifen d

beschrifieter
Kortonsheifen

Zur vorjihrigen Herbstmesse in Leipzig fand
im Messehaus Petershof ein Erzeugnis den
ungeteilten Beifall von Einkdufern und Be-
suchern: ,,der Spielzeugcomputer PIKO dat*
aus dem VEB PIKO Sonneberg. Es ist der
Beginn unserer traditionsreichen Spielwaren-
industrie, verstirkt Computerspielzeug und
Elektronikbaukisten zu entwickeln und zu
produzieren.

,,PIKO dat*, eine Kombination von Rechen-
automat und Lernmaschine in Baukasten-
form, wurde in sieben Monaten von Pidago-
gen, Wissenschaftlern, Ingenieuren und Tech-
nikern gemeinsam entwickelt. Dieses Spiel- -
zeug, das unserer Zeit entspricht, regt zum
schépferischen Spielen an und vermittelt Er-
kenntnisse der naturwissenschaftlichen und
gesellschaftlichen Entwicklung. Der ,,Spiel-
zeugcomputer PIKO dat* ist in der Lage,

o die grundsitzliche Wirkungsweise eines
Elektronenrechners zu vermitteln,

® erste Einsichten in die vielen Anwen-
dungsbereiche der elektronischen Datenver-
arbeitung zu zeigen,

® bei der Uberpriifung und Wiederholung
von Kenntnissen zu helfen

® und als Unterhalter zu dienen.

,.PIKO dat* ist ein Spielzeug, das auf vor-
handene Kenntnisse aufbaut und mit dem
neues Wissen im Spiel erworben wird. Be-
reits durch den Zusammenbau lernt der Be-
sitzer den Mechanismus des Gerites kennen.
Im beigefiigten Anleitungsbuch werden dem
Monteur durch Text und Zeichnungen die
einzelnen Schritte erldutert. Nach einem
Schaltplan muf er das Gerit selbst verdrah-

ten und anschlieBend alle Schiebe- und Fest-
kontakte tiberpriifen. Als Energiequelle die-
nen entweder eine 4,5-V-Flachbatterie oder
drei Monozellen zu je 1,5V.

Der Vorderrand des Gehauses trigt 10
Schiebeschalter, die von 0 bis 9 numeriert
sind. Rechts davon befindet sich der Taster,
ein roter Knopf. Den hinteren Teil des Ge-
hduses begrenzt das Lampenfeld mit 13
Leuchtfeldern. In der Mitte ist die Program-
miertafel angeordnet: Sie besteht aus 110
rechteckigen Tastenfeldern, von denen 100
mit zwei Ziffern beschriftet sind (die erste be-
zeichnet die Zeile, die zweite die Spalte des
jeweiligen Feldes). 10 Tastenfelder der ober-
sten Reihe tragen eine Buchstaben-Zahlen-
Kombination. Am rechten und linken Rand
jedes Feldes befinden sich je drei Locher, die
die Programmierdréhte aufnehmen.

Die wichtigsten Funktionselemente des
,, PIKO dat* sind die Schiebeschalter, die die
Stellungen 4 und E einnehmen kdnnen. Die
Schaltkontakte (jeder Schalter hat fiinf) ver-
binden jeweils die linke mit der rechten
Dreierkombination jedes Tastfeldes. In der
Schalterstellung A sind die Dreierkombina-
tionen der Tastenfelder mit geraden Ziffern
iberbrickt (00; 20; 40), in der Schalterstel-
lung E sind die Tastenfelder einer Spalte
itberbriickt, die ungerade Ziffern tragen (10;
30; 50). Hat man sich fiir ein Programm-ent-
schieden, wird es — vorerst noch nach Vor-
lage — gesteckt.

Die mathematische Grundlage fiir den elek-
trotechnischen Ablauf der Programme ist die
Schaltalgebra, die Teile der Logik auf Schalt-

Progrommiertafe) _ "
Schaltbricke -,
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systeme anwendet. Bekanntlich beschiftigt
sich die Wissenschaft von der Logik mit dem
folgerichtigen Denken, mit der Wahrheit
oder Falschheit von Aussagen. Der ,,PIKO
dat* hat ein solches Schaltsystem, das zwi-
schen den beiden Werten ,,wahr'* oder
,.falsch* unterscheidet. Diesen beiden Wer-
ten werden die Dualzahlen L und O zuge-
ordnet, mit denen die Schaltungen berechnet
werden kénnen. Schritt fiir Schritt werden
die grundlegenden logischen Schaltungen
(Konjunktion, Disjuktion, Negation, Anti-
valenz) vermittelt.

Nach diesen Grundkenntnissen iiber logische
Schaltungen ist es moglich, Daten zu ver-
arbeiten, d. h. das Rechnen mit den Rechen-
hilfsmitteln unserer Zeit, den Datenverarbei-
tungsanlagen, nachzugestalten. Programm-
gesteuerte Ziffernrechenautomaten rechnen
nach einem vorgegebenen Programm mit
Zahlen, die verschliisselt sind. Die Ziffern
von 0 bis 9 des Dezimalsystems werden dual
verschliisselt (durch die Ziffern L (=1) und
0). So wie im Dezimalsystem eine Zahl aus
Zehnerpotenzen zusammengesetzt wird, wird
sie im Dualsystem durch die Addition von
Zweierpotenzen zusammengesetzt. Mit Hilfe
des Sonneberger Rechenautomaten kann das
dezimale Addieren und Subtrahieren, die
Umwandlung von Dezimalzahlen in Dual-
zahlen sowie die duale Addition und Sub-
traktion geiibt werden.

Auch fiir den Einsatz des Sonneberger Er-
zeugnisses als Lernmaschine sollen die vor-
bereiteten Programme als Anregung gelten,
selbstindig Fragenkomplexe zu programmie-
ren. Fiir den Anfang stehen 350 Fragen aus
den Wissensgebieten Mathematik, Geogra-
phie, Physik/Chemie, Literatur/Musik/Sport
und StraBenverkehr zur Verfiigung. Das
Wechseln der Programme bereitet keine
groBen Schwierigkeiten.

Weiterhin besteht die Mdglichkeit, das mo-
derne Spielzeug aus Sonneberg fiir Unter-
haltungsspiele zu benutzen.

Mit dem , Spielzeugcomputer PIKO dat* ist
ein Gerit entstanden, das den internationalen
Vergleich mit dhnlichen Erzeugnissen nicht
zu scheuen braucht.

G. Schol=, Berlin
stark gekiirzt aus: Urania 12/69
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Wie grof ist das Grundstiick?

Um ein Schulgrundstiick einzuziunen, wurde
eine Anzahl Pfihle besorgt. Wahit man die
Entfernung zwischen zwei benachbarten
Pfihlen Sm lang, fehlen sieben Pfihle, wenn
man die benachbarten Pfahle jeweils im Ab-
stand von 6m setzt, reichen die gekauften
Pfahle aus. Welchen Umfang hat das einzu-
ziunende Grundstiick?

Zahlenritsel

Die Zahlen 1 bis 17 sollst du derart in die
leeren Felder einsetzen, daB die Summe jeder
waagerechten und senkrechten Reihe 26
ergibt. T

Stimmt das?

Karin und Bernd wollen von Klimpelhausen
nach Ritselhagen. Von Klimpelhausen nach
Riitselhagen sind es genau 40 Kilometer.
Bernd hat ein Fahrrad. GroBziigig bietet er
Karin an, das Fahrrad zu schieben und mit ihr
zu FuB zu gehen.

Karin aber macht einen anderen Vorschlag.
Sie schligt Bernd vor, daB er eine Stunde lang
fahrt, dann das Fahrrad in einer Raststiitte
unterstellt und zu FuB weitergeht. Nachher
wollte sie das Rad nehmen und eine Stunde
fahren. So wollten sie sich ablosen, bis sie
am Ziel seien. Karin behauptet sogar, sie
wiren viel eher am Ziel.

Stimmt das? (Ein FuBganger legt 5km in
der Stunde, ein Radfahrer 10 km zuriick.)

Magische Zahlenspielerei

Ersetzt x durch natiirliche Zahlen. In den
waagerechten, senkrechten und diagonalen
Linien muB jeweils die gleiche Summe ent-

stehen. Wie groB sind x,, x,, x5 und wie groB
ist die Summe? Wer ein biBchen nachdenkt,
findet bald eine Losung.

Hallo, Baumeister!

Ein Haus wird zuerst auf dem ReiBbrett ge-
baut, d. h. es werden viele Zeichnungen ange-
fertigt. Nach diesen Zeichnungen errichten
Maurer und Zimmerleute das Haus. Eine
von den Zeichnungen auf dem Bild stellt den
GrundriB des Hauschens dar. Welche ist es?

Tiefste Tiefe

Die groBte Tiefe des Atlantischen Ozeans be-
trigt 8,5km, die groBte Tiefe des Stillen
Ozeans 2,3km mehr als die des Atlantischen
Ozeans. Die groBte Tiefe des Nordlichen Eis-
meers ist die Hilfte der Tiefe des Stillen
Ozeans. Welche groBte Tiefe hat das Nord-
liche Eismeer?

Krawuttke kombinierte richtig

Herr Miiller schldgt im Zug einen Denksport-
wettbewerb vor: ,,Von den vier schwarzen

und drei weiBen Federn stecke ich jedem un-
gesehen eine Feder ins Haar. Zwei Federn
kommen wieder in die Tasche. Wer kann mir
nun sagen, welche Farbe die Feder hat, die er
in seinem Haar trigt? Oberleutnant Kra-
wuttke iiberlegt nicht lange und sagt: ,,Meine
Feder ist weiB ! Woher wuBte Oberleutnant
Krawuttke, daB seine Feder weiB war?

Kein Problem

Hier siehst du einen Ausschnitt des Stadtteils,
den cin Kraftfahrer der Molkerei tiglich mit
seinem Milchauto zu fahren hat. An den mit
einemm Punkt gekennzeichneten Stellen be-
finden sich Milchverkaufsstellen, die er be-
liefern muB. Im Laufe der Zeit hat er sich
natiirlich den kiirzesten Fahrweg ausge-
knobelt, denn er muB ja noch andere Ver-
kaufsstellen beliefern. Er durchfahrt keine
StraBe zweimal. Besonders beachtet er, daB
der Gerstenweg EinbahnstraBe ist und nur
in einer Richtung befahren werden darf
(Pfeilrichtung). Welchen Weg fihrter tiglich?
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Wie hoch ist die Produktivitiit?

In einer Abteilung standen 36 Maschinen.
Bei Rekonstruktion der Abteilung wurden
die Maschinen so aufgestellt, daB jede Ma-
schine einen Platz von 6 m? statt der fritheren
8m? ecinnahm. Auf der frei gewordenen
Fliche wurden neue Maschinen aufgestellt.
Wieviel Maschinen stellte man nach der Re-
konstruktion in der Abteilung auf? (Um wie-
viel Prozent erhdhte sich dadurch die Produk-
tivitat der Abteilung?)

Wie dick ist die Seite?

Ein Frési-Sonderheft hatte 120 Seiten, ein-
schlieBlich Umschlag. Wenn nun ein Sto8
von 400 solchen Heften 1,80 m hoch ist,
wie dick ist das Papier einer Seite?

Die 10 Probleme wurden aus dem Frdsi-
Knobelmagazin, Verlag Junge Welt, Berlin
1969, 157 Seiten, Preis: 3,50 M, ausgewiihit.
Von den im Magazin gebotenen 163 Proble-
men sind ca. ein Drittel fiir Arbeitsgemein-
schaftsnachmittage (Klasse 4 bis 7), Ring-frei-
Veranstaltungen und Wandzeitungen ge-
eignet.
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Nomogramme

ersetzen oder kontrollieren
unsere Berechnungen

Teil I:
Wir erfahren, was ein Nomogramm ist

Wir orientieren uns zunichst an einem Bei-
spiel: Da wir.ab Klasse 7 Berechnungen nach

der Formel A=§d2 fir den Flidcheninhalt

eines Kreises mit dem Durchmesser 4 olt
auszufilhren haben, lohnt es sich, iiber diese
Berechnung nachzudenken. Um zu gezeich-
neten Kreisen den Flicheninhalt zu ermitteln,
muB zunichst durch geeignetes Anlegen eines
Zentimetermalfes sein Durchmesser gemessen
werden:

Abb. |

AnschlieBend ist jeweils zu den gemessenen
Werten der Durchmesser der Fldcheninhalt
zu berechnen. Die Ergebnisse dieser Berech-
nungen koénnen wir durch geeignetes Ein-
stellen des Rechenstabes schnell und mit fiir
die Praxis ausreichender Genauigkeit ab-
lesen. Zu diesem Zweck ermitteln wir zu-
niachst mittels Stab den bei jeder Kreis-
Nlachenberechnung unverinderlichen Faktor

S

5 6/

;, indem wir unter die Kote = der Skale A

die Kote 4 der Skale B stellen. Mit dieser
Stabeinstellung wire auf der Skale A4 iiber
der Kote 1 der Skale B gendhert der Wert

% abzulesen, der in der Abbildung 2 durch

einen Pfeil markiert ist:

Abb. 2
o B
IAL i Pomd 9T {
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Wir lesen den Wert g am Stab nicht ab,

verschieben aber bei unserem Rechenstab
auch nicht mehr die Zunge gegeniiber dem
Stabkdrper. Die gewiinschten Ergebnisse wer-
den wir nunmehr allein durch jeweiliges
geeignetes Stellen des Liufers ablesen: Auf
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der Skale C wird die MaBzahl des jeweiligen
Durchmessers aufgesucht und der Strich
des Laufers aul diese Kote (1,5 in Abbildung 2)
gestellt. Aul Skale 4 wird nunmehr auf dem
Lauferstrich die zugehorige MaBzahl (1,77
in Abbildung 2) des Flicheninhaltes abge-
lesen. Zur Begriindung dieses Verfahrens
geniigt es festzustellen, daB bei der gewihlten
Liuferstellung auf Skale B die MaBzahl
(2,25 in Abbildung 2) des Quadrates des
Kreisdurchmessers auf dem Liuferstrich steht.
Die anfangs hergestellte gegenseitige Stellung
der Skalen 4 und B garantiert, daB auf der
Skale A der Liuferstrich die MaBzahl des
Flacheninhaltes des zugehorigen Kreises mar-
kiert.

Mit der gleichen Einstellung des Rechen-
stabes werden auch umgekehrt zu gegebenen
Werten des Flacheninhaltes die zugehdrigen
Werte der Kreisdurchmesser ermittelt. So
gehért z B. zu A=5cm? d=225cm. In
dieser Weise abgelesene Wertepaare werden
in einer Tabelle zusammengestelit:

Ainem? 1

|2 |3 |4
1.

dinem 1,13] 160 ] 195] 226

|40 |45 |50 | ..

Abb. 3
74l 757] 708] .

Die Berechnungen der zu gegebener MaB-
zahl A des Fldcheninhaltes gehorigen MaB-
zahl d des Kreisdurchmessers hitte nach der
Formel zu erfolgen, die durch Umstellen von

A="4—tdz nach d erhalten wird:

T 4
A=Zp 4
4 n
= 44 Radizieren
n
PR 7 B
n

Die bisherigen Betrachtungen legen es nahe,
ein einfaches zeichnerisches Hilfsmittel zum
Lésen derartiger Aufgaben anzufertigen: Auf

* /x (gelesen: Wurzel aus x) ist die nicht-
negative Zahl, die mit sich selbst multipliziert,
x ergibt: \/x - /x=1x. Fiir jede nichtnegative
reelle Zahl x existiert stets /x.

dem gemiB Abbildung 1 benutzten Lineal
mit Zentimetereinteilung, mit dem ja dic
Werte der Kreisdurchmesser abgelesen wur-
den, konnten anstelle der einzelnen Werte der
Kreisdurchmesser die zugehorigen Werte der
Flicheninhalte der entsprechenden Kreise
angeschrieben werden. So wire z. B. laut
Tabelle der Abbildung 3 die Kote 5 jetzt
anzuschreiben an der Stelle, an der bisher
2,52 zu stehen hitte. Durch ein derartiges
Umkotieren entsieht der folgende Anlege-
streifen, mit dem durch Anlegen gemaD
Abbildung 1 der Flacheninhalt eines jewcils
gezeichneten Kreises unmittelbar abgelesen
werden kann.

Abb. 4

T

0 1 510 20 30450607080

A inem?

Mit diesem Anlegestreifen, der Berechnungen
durch Ablesen zu ersetzen gestattet und den
sich jeder Schiiler aus einem Pappstreifen
anfertigen sollte, haben wir das erste Nomo-
gramm kennengelernt.

Das Nomcgramm der Abbildung 4 leidet
noch an einem Nachteil: Es kann nur
benutzt werden zur Ermittlung von Flachen-
inhalten gezeichncter Kreisc. Oftmals ist
jedoch der Kreis, dessen Fliche ermiutelt
werden soll, nicht gezeichnet, sondern nur
sein Durchmesser gegeben. Dieser Mangel
unseres Nomogrammes wird solort aulge-
hoben, wenn wir neben den Anlegestreifen
der Abbildung 4 einen Streifen mit Zenti-
metereinteilung legen, wie es die folgende
Abbildung zeigt:

Abb. 5

012 3 4 5 678 910 dinlE
0 5 10 20 30 405060708 AinlE?

Natiirlich lohnt es sich, diese Doppelskale
neu zu zeichnen. Dabei diirfen nachtriglich
die Benennungen cm und cm? gleichzeitig
ersetzt werden durch LE (Lingeneinheit)
und LE2

Zwei Anwendungsbeispiele des Nomogram-
mes der Abbildung 5 sollen noch angegeben
werden: Laut diesem Nomogramm besitzt
ein Kreis mit dem Durchmesser d=7,5 cm
den Flicheninhalt 4 =44 cm? und ein Kreis
mit dem Flicheninhalt A=3,8 km? besitzt
den Durchmesser d=2,2 km.

Bevor wir weitere Nomogramme kennen-
lernen, miissen der Begrif Nomogramm
wir kiinftighin Funktionsleiter) und Funk-
tion definiert werden.

Die Tabelle der Abbildung 3 bringt zum
Ausdruck, daB jeder positiven Zahl A als
MaBzahl des Flicheninhaltes eines Kreises
eine positive Zahl d als MaBzahl des zuge-
horigen Kreisdurchmessers zugeordnet ist.



Die Tabelle der Abbildung 3 enthilt natiir-
lich nur einige der durch diese Zuordnung
bestimmten Zahlenpaare (4; d) wie (1; 1,13),
(2; 1,60) usf. Bei diesen Zahlenpaaren steht
an erster Stelle die MaBzahl des Flachen-
inhaltes, an zweiter Stelle die MaBzahl des
zugehorigen Kreisdurchmessers. Beim Ver-
tauschen der beiden zu einem solchen Paar
gehorigen Zahlen trifft im allgemeinen diese
Deutung der beiden Zahlen nicht mehr zu.
Zahlenpaare wie diese, bei denen es aul die
Reihenfolge ankommt, nennt man geordnete
Zahlenpaare.

Definition: Zahlenpaare, bei denen die Rei-
henfolge der zu einem Paar gehorigen Zahlen
[estgelegt ist, heiBen geordnete Zahlenpaare.
Die Menge der geordneten Zahlenpaare
(A; d), wobei A eine beliebige positive reelle
Zahl ist und d die zugehdrige, durch die

Rechenvorschrift d=\/4—A bestimmte eben-
n

falls positive reelle Zahl ist, hat eine fiir uns
wichtige Eigenschaft: Da alle Kreise mit
gleichem Flidcheninhalt kongruent sind, ist
bei gegebenem Flacheninhalt der Kreisdurch-
messer eindeutig bestimmt. Also haben von
den geordneten Zahlenpaaren (A d) keine
zwei die erste Zahl gemeinsam.
Definition: Eine Menge geordneter Zahlen-
paare (x; y), von denen keine zwei Paare in
der ersten Zahl iibereinstimmen, heil}t Funk-
tion**: Die Menge der Zahlen x, die bei diesen
Paaren an erster Stelle stehen, heiBt Defini-
tionsbereich. Die Menge der Zahlen y, die
bei diesen Paaren an zweiter Stelle stehen,
heiBt Wertebereich.

GemiB dieser Definition bilden die Zah-
lenpaare (4; d), bei denen A die MaB-
zahl des in LE? gemessenen Flicheninhal-
tes und d die MaBzahl des in LE gemesse-
nen zugehdrigen Kreisdurchmessers bedeu-
ten, eine Funktion: Die MaBzahl 4 des Kreis-
durchmessers ist eine Funktion der MaB-
zahl A des Fliacheninhaltes. Als Zahlen A4
kommen alle nichtnegativen recllen Zahlen
in Frage, also ist der Delinitionsbereich dieser
Funktion die Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen. Als Zahlen d kommen eben-
falls alle nichtnegativen reellen Zahlen in
Frage, also ist bei dieser Funktion der
Wertebereich wiederum die Menge aller
nichtnegativen reellen Zahlen.

Die Rechenvorschrift d= \/4—4, kurz For-
n

mel genannt, nach der zu gegebenem A das

** Die Funktion kann auch als eindeutige
Abbildung erkldrt werden. Uber den Begriff
der Abbildung, insbesondere den der ein-
deutigen Abbildung, orientieren wir uns im
Artikel ,,Wir untersuchen Abbildungen“ in
alpha 4/1967.

zugehorige d berechnet wird, nennt man die
Gleichung dieser Funktion.

Definition: Eine Formel der Gestalt y=f(x)
[gelesen: y ist gleich f von x|, deren rechte
Seite ein die Variable x enthaltender Re-
chenausdruck (Term) ist und der alle ge-
ordneten Zahlenpaare (x, y) einer Funktion
geniigen, heiBt Gleichung der Funktion.

Um den Begriff der Funktionsleiter einzufiih-
ren, betrachten wir nochmals das Zeichnen
der Abbildung 4: Zunéchst muB eine Gerade
gewidhlt werden. Diese Gerade muB orientiert
werden. Weiterhin muB auf ihr der Bezugs-
punkt B gewihlt werden. SchlieBlich haben
wir als Lingeneinheit 1 cm gewihlt.

Abb. 6
B

Um mittels dieser Festsetzungen zur Funk-
4 Kk
,von der

tion mit der Gleichung y=

die Tabelle der Abbildung 3 einige geordnete
Zahlenpaare wie (5; 2,52) angibt, eine Skale
zu zeichnen, wird die Zahl x=5 im Abstand
y em=2,52 cm vom Bezugspunkt auf der
orientierten Geraden ‘angeschrieben. Ent-
sprechend ist (siche Abbildung 3) die Zahl
x=40 im Abstand y cm=7,14 cm vom Be-
zugspunkt auf der orientierten Geraden an-
zuschreiben. Allgemein ist die positive Zahl x

im Abstand y cm=\/4—x cm vom Bezugs-
n

punkt B an die orientierte Gerade anzu-
schreiben.

Abb. 7

B

| 252¢m ! '

HoLm p Tl em 40
yem={3X cm

Definition: Eine Funktionsleiter zur Funk-
tion mit der Gleichung y= f(x) entsteht,
wenn aul einer gewihlten, orientierten Gera-
den mit Bezugspunkt B und gewihiter Lin-
geneinheit 1 LE jeweils der dem Definitions-
bereich von y=f(x) entnommene x-Wert
dem Punkt P der gewihlten Geraden zuge-
ordnet wird, fiir den gilt: BP= f(x) LE.

__X—.

-] P
yLE=FOOLE X

Abb. 8

Bei einer Funktionsleiter nennt man die
Zahlen x des Definitionsbereiches der zur
Leiter gehorigen Funktion, die der gewéhlten
Geraden zugeordnet sind, Koten. (Singular:
die Kote)

**x Jetzt wurde 4 durch x und d durch y
ersetzt.

Das Nomogramm der Abbildung 5 ist eine
zeichnerische Darstellung des durch die For-

mel d= \/ﬁ festgelegten Zusammenhanges
n

zwischen den Variablen 4 und A4, der durch
diese Gleichung delinierten Funktion. Es
gestattet Berechnungen nach dieser Formel

*durch einfaches Ablesen der Ergebnisse zu

ersetzen.
Definition: Ein Nomogramm ist die zeichne-
rische Darstellung des durch eine Formel
definierten [unktionalen Zusammenhanges
zwischen den in der Formel vorkommenden
Variablen. Es gestattet, Berechnungen nach
der Formel zu ersetzen durch unmittelbares
Ablesen der Ergebnisse am Nomogramm.
Wir wollen im folgenden lernen, warum
gewisse Nomogramme Rechenprozesse nach
bestimmten Formeln zeichnerisch zu 15sen
gestatten und wie solche Nomogramme anzu-
fertigen sind. Es leuchtet ein, daB der Auf-
wand zum Anfertigen eines Nomogrammes
sich fiir solche Rechenprozesse lohnt, die
von uns Schiilern oft auszufithren sind. Denn
mittels Nomogramm wird die Lésung dann
viel schneller und einfacher gefunden mit einer
fiir die Praxis meist ausreichenden Genauig-
keit. Unsere Mathematiklehrer werden uns
natiirlich im allgerneinen nicht erlassen kén-
nen, Berechnumgen nach einer bestimmten
Formel auszuliihren, weil wir diese Rechen-
prozesse ja auch beherrschen miissen. Sie
werden aber sehr erfreut sein, wenn wir
unsere Berechnungen mittels Nomogramm
kontrollieren. Daraus ergibt sich, daB wir
dann, wenn ein wichtiger Rechenprozel im
Unterricht geiibt wird, bereits ein zuge-
horiges Nomogramm besitzen sollten.

W. Triger

Aus drucktechnischen Griinden konnten die
Abb. 4, 5 und 7 nur in einem Malflstab, der
kleiner als 1 ist, gedruckt werden.

Fiir Leser, welche sich intensiver mit Nomo-
grammen beschiftigen wollen, empfehlen wir
folgende Literatur:

Ostrowski/K ordemski
zeichnen hilft rechnen

VEB Fachbuchverlag, Leipzig 1964, 8,50 M

Kolosow
kreuz und quer durch die Mathematik

Verlag Volk und Wissen, Berlin 1964, 6,75 M

Stamberger

Nomogramme

VEB Verlag Technik, Berlin 1966, 18,50 M
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IX. Olympiade

J unger Mathematiker der DDR
Aufgaben der Bezirksolympiade (7./8. 2. 1970)

Klassenstufe 7

1. Man denke sich alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis 2555, jede genau einmal, aufge-
schrieben. ‘

Ermittle die Anzahl der Ziffern 9, die dabei
insgesamt geschrieben werden miiBten!

2. Die MaBzahlen a, b, ¢ der Seitenlingen
eines Dreiecks sollen die Bedingungen
M a+b=38, (1) b+c=46,

(111) a + ¢ =42 erfiillen.
Ermitt\le unter Beriicksichtigung dieser Be-
dingungen
a) die MaBzah! jeder der Seitenlingen!
b) Weise nach, daB ein Dreieck existiert, das
den Bedingungen (I), (II), (III) geniigt!
(Gleiche MaBeinheiten seien wie iiblich vor-
ausgesetzt.)

3. Beweise folgenden Satz:

Ist ABCD ein konvexes Viereck, so ist seine
Fliche inhaltsgleich der Fliche jedes Drei-
ecks, bei dem zwei Seiten gleichlang den
Diagonalen des Vierecks sind und als Winkel
einen der Schnittwinkel der Diagonalen ein-
schlieBen.

4. Bei einer Subtraktionsaufgabe betrage der

Subtrahend 2 des (von Null verschiedenen)

Minuenden.

a) Wieviel Prozent des Minuenden betrigt
die Differenz?

b) Wieviel Prozent des Minuenden betrigt
die Summe aus Minuend und Subtrahend?

5. Beweise folgenden Satz: Zieht man durch
jeden Eckpunkt eines Rechtecks die Parallele
zu derjenigen Diagonale, auf der der betref-
fende Eckpunkt nicht liegt, so bilden die
Schnittpunkte dieser vier Parallelen die Ecken
eines Rhombus.

6. Konstruiere einen Rhombus ABCD aus
¥BAD=110° und AC+ BD=15cm!

(X BAD bezeichnet die GroBe des Winkels
¥ BAD)

Klassenstufe 8

1. Die Altersangaben (in vollen Lebensjah-
ren ausgedriickt) einer Familie — Vater, Mut-
ter und ihre zwei leiblichen Kinder — haben
folgende Eigenschaften: Das Produkt aller
vier Lebensalter betrigt 44950; der Vater ist
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2 Jahre alter als die Mutter. Wie alt sind die
vier Familienmitglieder?

2. Uber den Seiten eines rechtwinkligen Drei-
ecks AABC seien dhnliche Vielecke V,, V,, V.
konstruiert, und zwar so, daB die Dreiecks-
seiten BC, AC, AB jeweils einander entspre-
chende Seiten von V,, V, bzw. V, sind.
Beweise: Der Flicheninhalt des Vielecks
iiber der Hypothenuse ist gleich der Summe
der Flicheninhalte der beiden Vielecke iiber
den Katheten.

3. Beweise die Richtigkeit der folgenden Teil-
barkeitsregel: Eine drei- oder mehrstellige
natiirliche Zahl ist stets dann durch 8 teilbar,
wenn die aus der Hunderterziffer und der Zeh-
nerziffer gebildete Zahl, vermehrt um die
Hilfte der Anzahl der Einer, eine durch 4
teilbare ganze Zahl ist!
Beispiel: 37528 ist zu untersuchen
52 +4 =56 ist durch 4 teilbar, also ist
37528 durch 8 teilbar.

4. Esseien X, K,, K;, K, vier konzentrische
Kereise, fiir deren Radien r(, r,, r; und r,
ra—ry=ry—ry=r,—r;=r, gilt.

Ermittle das Verhiltnis des Flicheninhalts
von K, zu den Flicheninhalten der drei von
K, und K, bzw. K, und K, bzw. K, und K,
gebildeten Kreisringe!

5. Aus 77prozentigem und 87prozentigem
Spiritus und nur daraus soll durch Mischen
genau 1000 g 80prozentiger Spiritus herge-
stellt werden. Ermittle die dafiir genau be-
nétigten Massen! (Die Prozentangaben be-
ziehen sich auf die Massen.)

6. Im ebenen Gelidnde seien genau alle die-
jenigen Punkte zuginglich, die auf einem
Rechteck A BCD einschlieBlich seines Inneren
gelegen sind. In dieser Rechtecksfliche fiithre
ein Kreisbogen von 4 nach B, dessen zuge-
horiger Mittelpunkt nicht zuganglich sei.
Auf dem Kreisbogen liege der Punkt P (mit
P+ A und P+ B). Konstruiere die Tangente
in P an den Kreisbogen, ohne daf bei Durch-
fihrung der Konstruktion das Rechteck
ABCD verlassen wird!

Klassenstufe 9

1. Essei ABCDEFGH ein regelmiBiges Acht-
eck. Man denke sich alle Dreiecke gebildet,

deren Ecken je drei der Punkte 4, B, C, D,
E, F, G, H sind. Jemand will nun einige dieser
Dreiecke aufschreiben, und zwar so, daB
keine zwei der aufgeschriebenen Dreiecke
einander kongruent sind.

Ermitteln Sie die gréBtmégliche Anzahl von
Dreiecken, die er unter dieser Bedingung auf-
schreiben kann!

2. Konstruieren Sie ein Dreieck AABC aus
5,=9,6cm, s,=12,6cmund s,= 11,1 cm!
Dabei sind s,, s, und s, die Langen der drei
Seitenhalbierenden des Dreiecks.
Beschreiben und diskutieren Sie die Kon-
struktion!

3. Fiir eine bestimmte Arbeit benbtigt A
eine genau m mal so lange Zeit wie B und C
zusammen; B bendligt genau n mal so lange
wie C und 4 zusammen und C genau p mal so
lange wie 4 und B zusammen.

Berechnen Sie p in Abhéangigkeit von m
und n !

4. Beweisen Sie: Wenn zwei ganze Zahlen
a und b die Bedingung erfiillen, daB die Zahl
11a+ 254 durch 19 teilbar ist, dann ist auch
die Zahl 18a+ 5b durch 19 teilbar.

S. Die Fliche des Dreiecks A4BC werde
durch eine Parallele zur Seite 4B in zwei
inhaltsgleiche Teilflichen zerlegt.

Ermitteln Sie das Verhiltnis, in dem die zur
Seite 4B gehorende Hohe des Dreiecks durch
die Parallele geteilt wird!

6. Es sei f(x) die fir alle reellen x definierte

x—1)x

Funktion f(x) = ( . Ferner sei x eine

beliebig gegebene von 0 verschiedene reelle
Zahl.

Wie iiblich seien die Funktionswerte der
Funktion f(x) an den Stellen x,+1 und
Xo+2 mit f(xo+ 1) bzw. mit f(xo+2) be-
zeichnet. Beweisen Sie, daB dann f (xy 4+ 2) =
_ (0+2) f(x+1)

Xo

gilt!

Klassenstufe 10

1. Geben Sie alle durch 11 teilbaren natiir-
lichen dreistelligen Zahlen an, die bei Di-
vision durch 5 den Rest 1 und bei Division
durch 7 den Rest 3 ergeben!

2. Ein regelmiBiges Oktaeder soll durch
Ebenen so geschnitten werden, daB ein kon-
vexer Restkorper entsteht, dessen Oberflache
sich aus genau einer Dreiecksflache, genau
drei Quadratflichen, genau drei nicht qua-
dratformigen Trapezflichen, genau drei Fiinf-
eckflichen und genau einer Sechseckfliche
zusammensetzt. Geben Sie eine Moglichkeit
fiir die Lage der Schnitte an!

3. Geben Sie a) eine notwendige und hin-
reichende, b) eine notwendige und nicht hin-
reichende sowie c) eine hinreichende und
nicht notwendige Bedingung dafiir an, daB
J1—|log, [ 5—x || > 0 gilt!



Die anzugebenden Bedingungen sind dabei
jeweils so zu formulieren, daB sie in der For-
derung bestechen, x solle in einem anzu-
gebenden Intervall oder in einem von meh-
reren anzugebenden Intervallen liegen.

4. Man emmittle alle Paare reeller Zahlen
a und b (b<a), fir die die Summe beider
Zahlen, das Produkt beider Zahlen und eine
der Differenzen der Quadrate beider Zahlen
untereinander gleich sind.

5. Gegeben seien ein Dreieck A4BC und
auf 4B ein Punkt D. Konstruieren Sie einen
Punkt E auf einer der beiden anderen Drei-
eckseiten so, daB DE die Dreieckfliche in
zwei flichengleiche Teile zerlegt!

6. Von einer quadratischen Funktion y=ax?
+ bx + ¢ (a + 0) denke man sich die Tabelle
x |1 ] 2]3] 4
y It 2]nmlm
Ermitteln Sie alle reellen Koeffizienten q, b, c,

fiir die n, und n, einstellige natiirliche Zahlen
sind!

gebildet.

Klassenstufe 11/12

1. a) Esist zu beweisen, daB die Zahl
,= 65533% 4+ 65534° + 65535° + 65536°

32765 - 32766 + 32767 - 32768

+65537° + 65538° + 65539°
+ 32768 - 32769 + 32770 - 32771

ganzrational ist!
b) Die Zahl z ist zu berechnen!

(Bruchstrich wurde aus drucktechnischen
Griinden getrennt.)

2. Vier Freunde, Axel, Bodo, Christian und
Dieter, kauften sich ein Boot! Sie einigten
sich, daB jeder von ihnen eine der ersten vier
Fahrten mit dem Boot durchfiithren solle.
Bei der Festlegung der Reihenfolge dieser
Fahrten duBerten sie folgende Wiinsche:

a) Fiir den Fall, daB Dieter als Erster fahren
sollte, wollte Christian als Dritter fahren.

b) Wenn Axel oder Dieter als Zweiter fahren
sollte, dann wollte Christian als Erster fahren.
¢) Dann und nur dann, wenn Axel als Dritter
fahren sollten, wollte Bodo als Zweiter fahren.
d) Falls Dieter als Dritter fahren sollte, so
wollte Axel als Zweiter fahren.

e) Wenn Dieter als Letzter fahren sollte,
dann wollten Christian als Dritter und Axel
als Erster fahren.

Ermitteln Sie alle Méoglichkeiten fir die
Reihenfolge, in der die ersten vier Fahrten
durchgefithrt werden kénnen, so daB diese
Wiinsche erfiillt sind!

3. Gegeben sei in der Ebene ¢ ein Kreis & mit
dem Radius r und dem Mittelpunkt M. Ein
Punkt P, der Ebene heiBe Spiegelpunkt eines
Punktes P (P + M) beziiglich k, wenn P,
auf dem von M ausgehenden und durch P
verlaufenden Strahl liegt und MP - MP, =7
ist.

Es sei k, ein Kreis der gleichen Ebene ¢, der k
orthogonal schneidet, d. h. die Tangenten der
beiden Kreise in den Schnittpunkten stehen
senkrecht aufeinander. Welches ist der geo-
metrische Ort aller Spiegelpunkte der auf k,
gelegenen Punkte P beziiglich k?

4 P

4. Beweisen Sie, daB das Produkt
135 2n—1 249
2 46 2n 2500
(n natiirliche Zahl)

kleiner als 0,02 ist!

5. Die Ebene ¢ eines gegebenen Dreiecks
AABC wird in dessen Eckpunkten derart von
drei Kugeln beriihrt, daB die Kugeln auBer-
dem paarweise einander von auflen be-
rithren.

Ermitteln Sie die Radien der drei Kugeln in
Abhingigkeit von den Seitenlingen des ge-
gebenen Dreiecks!

6. a) Ermitteln Sie den Wertevorrat W der
fiir alle reellen x durch y=sin x+ cos x er-
klirten Funktion (d. h. alle diejenigen y, zu
denen ein x mit y =sin x +cos x, x reell, exi-
stiert)!

b) Zeigen Sie, daB es ecine ganzrationale
Funktion g (y) mit folgender Eigenschaft
gibt:

Gehort y zu W und ist x eine Zahl mit sin x
+cos x =y, so ist sin’ x +cos’ x=g (y).

Losungen

Fortsetzung: VIII. Olympiade Junger Mathe-
matiker der DDR

Losungen zu Aufgaben der DDR-Olympiade
Zu Aufgabe 2:

Bemerkung: Auf die Voraussetzung a+b
kann man verzichten, fir a=b ist s=1.

Weitere sehr klare Losungen lieferten die
Schiiler Reinhard Wobst, 22. OS Dresden,
KIl. 10, Dietmar Soyka, EOS , Karl Marx*,
Spremberg, Kl. 9, und Dietmar Miiller,
EOS Herzberg, Kl. 10. Die volle Punktzahl
erreichten 13 von 110 Teilnehmern. Die mei-
sten Schiiler fiihrten die Fallunterscheidung
iberhaupt nicht oder nur unvollstindig

durch. Hiufig war zu beobachten, daB mit
Ungleichungen nicht einwandfrei gearbeitet
wurde.

Aufgabe 3
Fiir jedes i=1, ..., n gilt: ¢; und c,_, haben

beide den Durchmesser d,=i 2—' Der Fli-
n

cheninhalt der von je einem dieser Halbkreise
und dem zugehorigen Durchmesserabschnitt

2
. . n,r
begrenzien Fliche ist daher Al.=512—2.
n

Setzt man noch A,=0, so sind die gesuchten

Flidcheninhalte
F,= Ai_Ai—l+An—(i—l)_An—i

= ;—:; [F—G— 12 +{n—(G— D} —(n—i)]

2
=;—r2[2i—1+2(n—i)+l]
n

2
= 7[_1'2 : 2n=11tr2
2n n
Die Fldcheninhalte sind also untereinander
gleich. .

I1I. Auswertung

a) Ergebnisse: Von 6 moglichen Punkien

wurden erreicht: 6 bzw. 5, 4, 3, 2 und nicht

mehr als ein Punkt von 22 bzw. 46, 9. 9, 11

und 13 Schiilern. Dabei wurde bewuBt auch

bzgl. Kleinigkeiten ein strenger MabBslab

angelegt. Das begriindet, warum soviele

Schiiler einen Abzug von einem Punkt er-

hielten.

b) Besondere Fille.

1. Man glaubt, einen induktiven Beweis zu

fiihren, obwohl in Wirklichkeit direkt be-

wiesen wird.

2. Viele Schiiler haben nur Spezialfille be-

trachtet, d.h. nur die ersten und letzten

Flichenstiicke berechnet.

3. Zum Teil wurde das Problem iiberhaupt

nicht erfaBt (O und 1 Punkt).

4. Man griff eine i-te Teilfliche heraus, ohne

genauer zu sagen, in welchen Grenzen i

variiert.

5. Einige Schiiler verwendeten eine falsche

Formel fiir den Inhalt eines Halbkreises.

6. Es gab relativ viele Fliichtigkeitsfehler.
Dr. G. Burosch, Universitdt Rostock

Aulgabe 4:

Losung in Anlehnung an den Vorschlag
der Aufgabenkommission: Fiir jede natiirliche
Zahl n treflen wir folgende Wahl der Paralle-
len und Lote:

Auf AD trage man von A aus eine Strecke der

Linge ia— ab, sodann (n—l);ma] hinterein-
n
ander Strecken der Linge 2 und daran an-
n
schlieBend erneut eine Strecke der Linge

2 Der Endpunkt dieser letzten Teilstrecke

2n

féllt mit D zusammen, denn es ist
a a a
—+n—1)-+—=a.
2n ( )n 2n

Durch die zwischen A und D liegenden Teil-
punkte ziche man Parallelen zu AB.

39



Sodann fille man von jedem der 288 Punkte
das Lot auf diejenige Parallele, von der er
den kleinsten Abstand hat, bzw. falls er genau
in der Mitte zwischen 2 Parallelen liegt, aul
eine der beiden. Bei der angegebenen Wahl
der Parallelen und Lote kann keines dieser

Lote langer als 2 sein.
2n

Fiir die Summe der Lingen dieser Lote gilt
L <28g. & = 1¥a

2n n
Das Gleichheitszeichen wird genau dann

realisiert, wenn jedes der Lote die Linge

also

a
2n
Da die Summe der Lingen der Parallel-
strecken im Inneren des Quadrates

hat.

L,=n-a
betriigt, erhilt man
L=L +L, 19, 0 0 224 149)=
n

=22 —24n+ 1444 24n)=
n

=a I:(n—_12)2+24]

n
Ist nun n=12, so folgt
L < 24a.

Wenn hierbei sogar L <24a gilt, so ist die
angegebene Verteilung der Parallelen und
Lote von der in der Aufgabenstellung gefor-
derten Art.

Gilt dagegen L=24a, so liegt jeder der
288 Punkte genau in der Mitte zwischen
2 Parallelstrecken, so daB aufl die erste und
letzte keine Lote gefillt zu werden bradchen.
Entfernt man nun diese beiden Parallel-
strecken aus der angegebenen Verteilung,
so wird L, =10a und damit erneut L <24a.
Bemerkungen zu den Schiilerlosungen:

Etwa ein Viertel aller Schiiler 16ste die Aul-
gabe vollstindig. Bei den meisten anderen
Schiilern fehlte die Diskussion des Falles, daB
alle 288 Punkte genau in der Mitte zwischen
zwei der angegebenen Parallelstrecken lie-
gen.

Andere Schiiler schrinkten die Allgemein-
giiltigkeit ihrer Beweise dadurch ein, daB
AD in gleichgroBe Strecken unterteilt oder
eine ganz spezielle Verteilung der Punkte
angenommen wurde. Zur Ermittlung der
Anzahl der zu ziehenden Parallelstrecken
Benutzten einige Schiiler eine Extremwert-
untersuchung der Funktion

f(.vc)=a-x+L4ﬂ mit Hilfe der Dilleren-
x

Dr. M. Miiller,
Humboldt-Universitdt zu Berlin

tialrechnung.

Aufgabe 5:

Im wesentlichen wurde der von der Auf-
gabenkommission vorgesehene Losungsweg
beschritten, der auch im folgenden darge-
stellt wird.

Falls eine Losung existicrt, muf3

(2) x>0 sein,
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da sonst log,x nicht erklirt ist Wegen

1
3) I
og,a

wird aus der Gleichung (1)

log, b= @>0,b>0,a%+1,b+1)

4 43-2log 2 und mit
log .4 x
log,4

=2log,2 schlieBlich

2
3=2log.2.
g2 %

Setzt man u=log,2, so erfillt 4 die quadra-
tische Gleichung

u? —%u —1=0 mit den L&sungen

u, =2, u,= —% .
Aus u=log2 folgt x*=2. Mit den soeben
ermittelten Werten fiir ¥ bekommt man

x2=2 und hieraus x, =/2, x,= — /2, bzw.

1
x 2=2 und hieraus x3=%. Wegen (2) ist

x, keine Losung der gegebenen Gleichung.
Die Proben mit x, und x, zeigen, daB x, und
x5 die Gleichung (1) erfiillen.
Hiufig wird der Losungsweg etwas variiert.
Man setze z=log,x, d.h.
“4) 4 =x

1
Wegen log82—210g4x
geht die Gleichung (1) in eine quadratische
Gleichung fur z iiber:

4z +3z—1=0.
Die Losungen dieser Gleichung sind
zl=%~ z,=—1, d.h mit ()
i 5 1
xl=4z=\/2, x2=4"=‘—‘.

Bemerkungen: Vollstindige Losungen liefer-
ten 43 Teilnehmer, in besonders iibersicht-
licher Darstellung die Schiiler Giinter Schwal-
be, EOS Brand-Erbisdorf, K1. 10 und Tho-
mas Jentzsch, EOS ,,August Hermann Fran-
cke*, Halle, Kl. 10. Die Losungswege unter-
scheiden sich im wesentlichen nur durch die
Wahl der Basen der Logarithmen. Viele
Schiiler verwarlen richtige Losungen mit der
Begriindung, daB die Logarithmusfunktion
keine negativen Werte annehmen konne.
Hier wurde offensichtlich Definitionsbereich
und Wertevorrat verwechselt.
Die hohe Zahl vollstindiger Losungen spricht
dafiir, daB diese Aufgabe doch recht einfach
war. Dr. K. Zacharias, Deutsche Akademie
der Wissenschaft zu Berlin

Aufgabe 6:

Losung des Schiilers Thomas Jentsch, EOS
wAugust Hermann Francke', Halle, Kl. 10

I. Aus der Aufgabenstellung ergibt sich
Vy=a’

und Vg =V —3V,+ 2V,
=a*—3ax?+2x°

(Vy ... Volumen des Wiirfels W

Vg ... Volumen des Restkorpers

Vo ... Volumen eines der drei
schnittenen Quader

herausge-

Vi; ... Volumen des Wiirfels im Innern von
W, den die drei Quader gemeinsam

haben).
. Vi
Nun soll VR = 5

w

a3—3ax2+2x3=a7 sein.

d.h
IL Es gilt, diese Gleichung zu l6sen. Eine
Aquivalenzumformung ergibt
3ax? a°
3I_ +—=0.
YTy
Dieser Gleichung ist folgende &quivalent,
wie man sich leicht durch Ausmultiplizieren

iiberzeugt: o

(x—g) (x—(1+ﬁ) g) (x—(l—Ji)iZ')=o.

Nun ist ein Produkt genau dann Null, wenn
es mindestens einer der Faktoren ist. Daher
sind

xl=g, x2=(1+J§)§, x3=(1—\/§)§

die Losungen dieser Gleichung, und damit
der Ausgangsgleichung. Die Ldsungen x,
und x, liefern keine Losung der gestellten
Aufgabe, da der geometrische Sachverhalt
Werte fir x, die gr6Ber als a bzw. kleiner
als 0 sind, verbietet.

Ergebnis: Fiir x=g und nur fir diesen

Wert von x hat der Restkorper das halbe
Volumen des urspriinglichen Wiirfels.

Ergédnzung zu dieser Losung:

Will man die Losungen der Gleichung
2 3

1 o Jax* a

+—=0
bestimmen, so wird man (auf Grund der

2 4

Aufgabenstellung) probieren, ob x=‘2—z eine

Losung ist. Man stellt fest, daB dies der Fall
ist, und erhilt wegen

)c3—3axz+a—3 (x-2 =x2—a.)c—a—2
2 4 2 2

die iibrigen Lésungen von (1) in den Losun-
gen von

2 .
x?—ax— % =0, Aufldiesem Wege

gelangt man auch zu der Zerlegung

3ax?  a® a = a
3 —=|x—-z - 3)
x 2+4 (x 2)<x(+J)2)
7, a
—-(1-J3=.
(o453
die von Schiiler Thomas Jentsch, EOS ,Au-
gust Hermann Francke”, Halle, KI. 10 ange-
geben wurde.

Ein Schiiler weist auf lolgendes hin:
Kommt man nicht sofort darauf, zu pro-

bieren ob x=§ eine Losung von (1) ist,

dann solite man so vorgehen:
Durch die Substitution

x=z-2
3
in der kubischen Gleichung
X+ px?+gx+r=0

entsteht eine kubische Gleichung in z, welche



die Potenz z? nicht enthilt Das wende man
hier an, setze also
a
X=z4-
2
in (1) ein, und man erhilt die Gleichung

2 2
23—3‘; £-0,d.h. z(zz—sTa)=0,

aus der man sofort die Losungen

2,=0, z,=9¥3 ; _=aJ3
2 3 2

ablesen kann. Lésungen von (1) miissen daher

a a .
x1=zl+ Xz=22+§, X3=23+-2- Sein.

a
5 ’
Allgemeine Bemerkungen :

Die kubische Gleichung (1), die gelost werden
muB, wurde von etwa 90 %, der Schiiler auf-
gestellt. Zum Teil geschah dies jedoch ohne
jegliche erliuternde Bemerkung. Uber diesen

Abschnitt kamen dann aber % der Schiiler
nicht hinaus. Von den iibrigen erreichten etwa
% (genau 20 Schiiler) die volle Punktzahl 6.
Bei vielen anderen fehlte zur Vollstindigkeit
die Betrachtung der beiden von x=% ver-

schiedenen Losungen der Gleichung (1).
Dipl.-Math. K.-D. Drews, Universitidt Rostock

W8 & 439 Es scheint zunichst, daB die
Strecke BD linger als die Strecke BF ist.
Die geometrische Untersuchung fiihrt aber
zu dem folgenden Ergebnis:

0 C F

v

A oM 8 £ F

Es scien D' und F’' die FuBpunkte der von
D und F auf die Gerade 4B gefillten Lote.
Ferner sei M die Mitte der Strecke AB. Die
Lange der Seite AD sei gleich a. Dann gilt
nach Voraussetzung

AM=MB=a. BE=a. BC=EF=a.
Aus DD'=FF' folgt daher AAD'D=AEF'F,
also AD'=EF'. Ferner ist wegen
£DAM=60° und AD=AM das Dreieck
AMD gleichseitig, also AD'=D'M. Daraus

folgt D'B=D'M+MB=EF +BE=BF’.
Dahergilt A DD'B=A FF'B, also BD=BF.
Damit haben wir bewiesen, daB die Diago-
nale BD des Parallelogramms ABCD ebenso
lang ist wie die Diagonale BF des Rhombus
BEFC.

Es liegt hier also eine optische Tiuschung
vor, die Diagonale des ,lang gestreckten*
Parallelogramms erscheint linger als die des
Rhombus.

Die Linge der Strecke BD und damit auch
die Strecke BF liBt sich leicht berechnen:

Es gilt ndmlich ﬁ%ﬁ und ﬁ%a,

_ N2 N2 I} -
also BD=\/(§J3) +(%a) =\/§az+3u2
=/3a*=a 3.

A 440 Es sei ABCD ein konvexes Viereck,
das durch die beiden Diagonalen in die
Dreiecke AED, BCE, ABE und CDE zerlegt
wird, deren Flicheninhalte wir mit A,, A,, 4,
bzw. A, bezeichnen wollen.

D c
A
AL\
A3
A o ¢ 8

a) 1. Es sei ABCD ein Trapez mit AB| CD.
Dann hat der Punkt D den gleichen Abstand
von der Geraden AB wie der Punkt C,
dh. DD’'=CC'.

Daraus folgt, daB die Dreiecke 4BD und
ABC flichengleich sind, also gilt

A, +A;=A4,+ A, . Darausfolgt 4, =4, ,d.h.
zwei sich gegeniiberliegende Dreiecke sind
flachengleich.

2 Zwei sich gegeniiberliegende Dreiecke
‘seien flichengleich: 4,=A,. Dann gilt

A, +A3=A;+A;, d.h dic Dreiecke ABD
und ABC sind flichengleich. Da diese Drei-
ecke die gemeinsame Grundseite AB haben,
haben sie also auch gleichlange Hohen:
DD'=CC’. Der Punkt D hat daher den
gleichen Abstand von der Geraden AB wie
der Punkt C,d.h. CD | AB.

Das Viereck ABCD ist daher ein Trapez.

b) 1. Es sei ABCD ein Parallelogramm.
Dann folgt aus a) 1. wegen AB | CD A, =A,.
Ferner [olgt wegen BC | AD A=A,
Da die Diagonalen im Parallelogramm sich
halbieren, gilt aber auch A,=A, Also gilt
A;=A,=Ay=4, d.h die vier Dreiecke
sind flichengleich.

2. Esseid=A,=A,=A,.

Aus A4, = A, folgt wegen a)2. 4B CD.
Ferner folgt aus A3 =4, BC| AD.

Das Viereck ABCD ist daher ein Parallelo-
gramm.

A 441 Es seien ¢ die MaBzahl der Lange

der Hypotenuse (in cm), b und a die der
Katheten; dann gilt:

c—b =b-a, (1)
ab
29 _294,

) 2)
a?+b=c?. 3)

Durch Substitution erhalten wir daraus
a?+b%2=(2h—a)*> bzw. 3b*=4ah,
Weiter erhalten wir

ab=588  bzw. 4ab=4- 588,
3b2=4- 588, also b=28, a=£’;8=21,
c=2b—a=35.

Die Lingen der Seiten des Dreiecks betragen
somit 21 cm, 28 cm und 35 cm.

W9 w442 Nimml man an, daB sich in
dem Raum x Bidnke und y Personen befinden,
so erhilt man folgende Gleichungen:
6{x—1)+3=y, n
Sx+4 =y. 2)
Man erhiltaus (1) und(2) 6x—6+3=5x+4,
also x=7 und danach aus (2) y=139.
In dem Aufenthaltsraum befinden sich daher
39 Personen und 7 Binke.

W9 w443 Esseien n,n+1, n+2 n+3 die
vier gesuchten natiirlichen Zahlen; dann gilt
n(n+1)(n+2)(n+3H=57120, '

also n*<57120.
Wegen 2392=57121
folgt hieraus n*<239,

ferner wegen 152=225 und 162=256

schlieBlich n<15. Nun gilt
57120=10-16-357=10-16-17-21
=14-15-16-17, also ist n=14. Die

vier gesuchten Zahlen sind 14, 15, 16 und 17.

A 444 Da die reellen Zahlen a, b, ¢, d von
Null verschieden sind, gilt wegen abcd=1
1 1 1
—=cd, —=bd, —=bc.
b Y a ad ¢

fiir alle positiven reellen Zahlen x

- 2
(\/x—i_) =0, also x—2+1g0,
Vx x

Nun gilt

d.h. x+ ! 22. Daher ergibt sich
x

ab+cd=ab+--22, ()
ab

()

ac+bd=ac+i;2,
ac

ad+bc=ad+Lg2. 3
ad

AuBerdem gilt stets

(a—b)220, also a*—2ab+h220,
d.h. a?+b222ab, ferner > +d*22cd.
Daraus folgt a®+ b*+c? +d?

gZ(ab+cd)=2(ab+i)g4. “4)
ab

Aus (1), (2), (3) und (4) folgt also
a?+b*+c?+d*+ab+ac+ad+bc+bd+cd
24+4+2+42+2=10, wz.b.w.

A 445 Durch Einzeichnen der Diagonalen
in das Viereck erhilt man zundchst das Bild
des Mittelpunktes des Spielfeldes. Die Ver-
lingerungen der beiden kiirzeren Seiten des
Spielfeldes schneiden sich in F,, dem Flucht-
punkt der beiden Seiten. Da die Mittellinie
parallel zu den beiden kiirzeren Seiten des
Spielfeldes verlduft, haben ihre Bilder F,
als gemeinsamen Fluchtpunkt. Daher ergibt
die Verbindung von F; mit dem Bild des
Mittelpunktes das gesuchte Bild der Mittel-
linie.

W 10/12 = 446 a) Da die in der Gleichung
(1) auftretenden Radikanden nicht negativ
sein diirfen, gilt fiir die Losungen x dieser
Gleichung

2x+320, also x= ——%. und 6 -x20,

also x<6, d.h. —2Sx<6. )
Wegen \/2x+3=(2x+3)i,
\/\/2x+3=(2x+3)* usw. ist die Glei-

chung (1) genau dann erfiillt, wenn
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d.h. 2x+3)°=6-x)'* gilt, (1%
Diese Gleichung ist aber nur dann erfiillt,
wenn

2x+3=6—x, d. h. x=1 gilt. Da in
diesem Fall die Bedingung (5) erfiillt ist,
hat die Gleichung (1) genau eine reelle Losung,
ndmlich x=1.

o
g

b) Analog erhilt man aus der Gleichung (2)
15

@x+3%, = 2x+ 1E, @

2x+3=2x+1, d.h. 3=1. Das ist

aber eine falsche Aussage. Die Gleichung (2)
hat daher keine reelle Losung.
c) Die Gleichung (3) ist genau dann erfiillt,

wenn
15 1
(2x+3)“=(x+1)1_3.

also

3*
2 (3"
Daraus folgt

2x+3=x+21, also x= —g.

Nun miissen aber noch die Bedingungen

2x+320,d. h xg—% und x+%g0,

d. h. x;_—%, erfiillt sein. Das ist aber fiir
x= —% nicht der Fall; die Gleichung (3) hat

daher ebenlalls keine reelle Losung.
d) Die Gleichung (4) ist genau dann erfiillt,

wenn
15 15
(2x+3)1°= PIL (H%)ﬁ.

Daraus folgt

4"

2x+3=2 x+—g—>, also 2x+3=2x+3,
was fiir alle reellen Zahlen x zutrilft.
AuBerdem muB aber die Bedingung x> —%

erfiillt sein, da sonst die Radikanden in (4)
negativ sind.
Die Gleichung (4) ist daher fiir alle reellen

Zahlen x mit x= —% erfillt.

Bemerkung: Man kann die obigen Glei-
chungen auch graphisch 16sen.

Im Falle der Gleichung (1) stellt man z. B. die
Funktionen

y=2x+3 und y=6-—x

mit dem Definitionsbereich — % <x5£6 durch
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zwei Strecken graphisch dar und erhilt den
Schnittpunkt dieser Strecken mit den Ko-
ordinaten x =1, y=5 (vgl die Abb.) in Uber-
einstimmung mit der oben rechnerisch erhal-
tenen Losung.

Im Falle der Gleichung (2) sind die Geraden
y=2x+3 und y=2x+1 parallel; man
erhilt keinen Schnittpunkt.

Im Falle der Gleichung (3) schneiden sich

die Geraden y=2x+3 und y=x+%aul3er-

halb des Definitionsbereiches x = —% .

Im Falle der Gleichung (4) fallen die Geraden
Zusammen.

W 10/12 @ 447 Bezeichnet man die Linge
des Radius des Grundkreises des Kegels
mit R und die des Radius der Kugel mit r,
so gilt

r*=R?h. 1)
Aus dem Satz des Thales und dem Héhensatz
erhilt man (vgl. die Abb))

R *=h(2r—h).
Aus (1) und (2) ergibt sich

rP—2rh*+h’=0. (k)]
Als erste Losung erkennt man sofort r,=h,
was bereits aus (1) zu erkennen war.
Spaltet man den Linearfaktor r—h ab, so
erhdlt man aus (3)

(r—h)(r*+rh—h?)=0,
also die weiteren Losungen

h

h —_
l'z= —§+5\/5

@

= _g_g\/& von denen

und 3

wegen r,>0 und ry<0 our die Losung
h -
r2=5(J5—1)

den Bedingungen der Aulgabe entspricht.

Die Aufgabe hat also genau zwei Lsungen.
Im ersten Fall ist wegen ry=h

v, _4 nh?,
_3
im zweiten Fall ist wegen r,= g (\/g'— 1)

Vz=§nh3(J§—2).

A 452
20 |75 | 40
i5|25| 5
10|35 30 |
A 453  Wir nehmen an, Peter habe m Helte

zu 7 Pf und n Helte zu 10 Pf je Stiick gekauft;

dann gilt 7 - m+10-n=261. Alle Vielfachen
von 10 enden aul die Ziffer 0. Aus den Viel-
fachen der 7 sind diejenigen auszuwihlen,
die auf die Zifler 1 enden. Alle Losungs-
moglichkeiten sind aus der nachstehenden
Tabelle ersichtlich.

m n 7m 10-n 7-m+10-n
3 24 21 240 261
13 17 91 170 261
23 10 161 100 261
33 3 231 30 261

Unter den von Peter gekauften Heften sind
entweder 3 oder 13 oder 23 oder 33 zum Preise
von 7 Pf das Stiick.

A 454 Es sei a die Breite und b die Linge
eines solchen Rechtecks; dann gilt
2-(a+b)=a-b. Wir nehmen an, daB a<b
gilt, und erhalten die folgende Tabelle:

a b a+b 2(a+b) a-b
1 1 2 4 1
1 2 -3 6 2
1 3 4 8 3
1 4 5 10 4
1 5 6 12 5
1 6 7 14 6
2 2 4 8 4
2- 3 5 10 6
2 4 6 12 8
2 5 7 ‘14 10
2 6 8 16 12
3 3 6 12"_ 9
3 4 7 14 12
3 5 - 8 16 15
3 6 9 18 18
4 4 8 16 16
4 5 9 18 20
4 6 10 20 24
5 5 10 20 25
5 6 11 22 30
6 6 12 24 36

Der abgebildeten Tabelle ist zu entnehmen,
daB es genau zwei verschiedene Rechtecke
gibt, die die gestellten Bedingungen erfiillen.
a,=3cm; b,=6cm;
a,=4cm; b,=4cm.

W5 8455 Aus82-22=60und 60:3=20
folgt, daB das billigste Stiick Kuchen 20 Pf
kostet. Aus 82+23=105 und 105:3=35
folgt, daB das teuerste Stiick Kuchen 35 Pf
kostet. Aus 82—20—35=27 folgt, daB das

‘dritte Stiick Kuchen 27 Pf kostet.

W5 w456 Beim Frithstick verzehrten die
drei Freunde 3 -2 Stullen, also 6 Stullen.
Dadurch verringerte sich die Anzahl der
vorhandenen Stullen auf ein Drittel, Die
Freunde hatten somit zwei Drittel aller
Stullen verzehrt. Zwei Drittel waren 6 Stiick,
ein Drittel sind demnach 3 Stiick. Folglich
hatten Bernd und Dieter zusammen 33
Stullen, also 9 Stullen mitgebracht.

4 457 Da die Gerade AE den Winkel a hal-
biert, gilt & EAB=§. Nach dem AuBenwin-



kelsatz gilt g=¢5—ﬂ=83°—60°=23° und

damit a=46°. Aus a+f+y=46°+60°+y
= 180" folgt y=74°. Fiir das Dreieck ADS gilt

ferner §+ 90°+@=180°, also
¢ =180°-90°—-23°=67°.

A 458 Da die gesuchte dreistellige Zahi
durch 3, 4 und 5 teilbar sein soll, muB sie
wegen 3-4-5=60 ein Vielfaches von 60
sein, also 120, 180, 240, ..., 900, 960.

Da die gesuchte Zahl nicht durch 9 teilbar ist,
entfallen aus der angegebenen Zahlenfolge
alle Zahlen, deren Quersumme durch 9 teilbar
ist; es entfallen also die Zahlen 180, 360, 540,
720 und 900. Von den verbleibenden Zahlen
sind diejenigen zu streichen, die durch 25
teilbar sind; das sind die Zahlen 300 und 600.
Die Zahl 780 ist durch 13 teilbar; sie ist
ebenfalls zu streichen. Fiir die nunmehr ver-
bleibenden Zahlen gilt:

120=11-10+10,

240=11-214+ 9,
420=11-38+ 2,
480=11-43+ 7,
660=11-60+ O,
840=11-76+ 4,
960=11-87+ 3.

Die zu ermittelnde Zahl heiBt 840.

A 459 Eine Gerade mit der geforderten
Eigenschaft wird folgendermaBen konstru-
iert:

Wir zeichnen die Verbindungsgerade von
zwei der gegebenen Punkte und zeichnen
durch den dritten gegebenen Punkt die
Parallele zu der Verbindungsgeraden. Die
nun zu konstruierende Mittellinie zu den
beiden gezeichneten parallelen Geraden er-
fiillt die geforderte Eigenschaft. Es gibt also
genau drei solcher Geraden. Diese drei Ge-
raden schneiden sich paarweise in den Punk-
ten §,, S, und §, die die Verbindungs-
strecken der gegebenen Punkte halbieren.

W6 m 460 Aus d) folgt unmittelbar: Der
Tischler wohnt in Plauen. Aus e) folgt
unmittelbar: Herr Fischer wohnt in Plauen.
Folglich ist Herr Fischer von Beruf Tischler.
Aus a) folgt unmittelbar: Der Ingenieur
wohnt in Zwickau.

Aus f) folgt: Der Kraftfahrer wohnt nicht
in Aue.

Also wohnt der Kraltfahrer in Werdau;
damit wohnt der Klempner in Aue.

Aus b) und c) folgt: Der Kraftfahrer heit
weder Conrad noch Fischer noch Meier. Der
Kraftfahrer heit demnach Lange.

Aus b) folgt: Der Ingenieur heiBit nicht Con-
rad. Folglich beiBt er Meier. Dann heiBt der
Klempner Conrad.

Name Beruf Wohnort
Fischer Tischler Plauen
Lange Kraftfahrer Werdau
Meier Ingenieur Zwickau
Conrad Klempner Aue

. " n .
W6 = 461 Alle gemeinen Briiche 1024 mit

0<n<1024 haben den Nenner 1024=2'°,
Durch Erweitern dieser Briiche mit 5'©
gewinnen wir daraus Briiche von der Form
510 ‘n 510 ‘n
510200 — W ’
deren Nenner eine Zehnerpotenz ist und die
sich deshalb stets als endlicher Dezimalbruch
schreiben lassen.
Beispiel: Fiir n=3 erhalten wir
3 5'°-3 9765625-3 29296875
1024 10"~ 10'° 10*°
= 0,0029296875 .
A 462 Die einzige gerade Primzahl ist die
Zahl 2; aus p=2 folgt p+2=4; das wider-
spricht der Bedingung, daB p+2 eine Prim-
zahl sein soll. Aus p=3 folgt p+2=5 und
p+4=7. Alle weiteren Primzahlen sind nicht
durch 3 teilbar; sie sind also von der Form
Im+1 oder 3m+2, da sie bet der Division
durch 3 den Rest 2 oder 1 lassen. Es sei
p=3m+1 eine Primzahl; dann ist
p+2=3m+3 keine Primzahl, da diese Zahl
durch 3 teilbar ist. Es sei p=3m+2 eine
Primzahl; dann ist p+4=3m+ 6 keine Prim-
zahl, da diese Zahl durch 3 teilbar ist. Es gibt
also genau einen sogenannten ,Primzahl-
drilling®, er besteht aus den Zahlen 3, Sund 7.

A 463  Wir drehen den Punkt P, um B als
Drehpunkt im positiven Sinn um 180° und
erhalten bei dieser Drehung P,* als Bild-
punkt von P,. Wir drehen ferner den Punkt
P, um B als Drehpunkt im positiven Sinn
um 180° und erhalten P,* als Bildpunkt von
P,. Aufl Grund der vorliegenden Symmetrie-
eigenschalten (k, und k, sollen sich beriihren
und gleiche Radien besitzen) geht k, durch
P.* und k, durch P,* Es sind also nur die
Umkreise der beiden Dreiecke BP,P,* und
P,BP.* in der bekannten Weise zu kon-
struieren; diese besitzen die geforderten Ei-
genschaften.

A 464  Jedes konvexe n-Eck besitzt

n(n—3)
2

Diagonalen. Bezeichnet man die Anzahl der
Diagonalen des ersten Vielecks mit

A=x(xT—3)' so gilt fiir die des zweiten

Vielecks
B =kw , und wir erhalten fiir
x< 8: A<33 20, B<!3 10 s,
2 2
9:6 12-9
=9 4=2% _y7 p=122 _5
x 2 2
x210: Ag¥=3s, Bg% -4,
Die Bedingung 2A=B ist daher nur [ir

x=9 erfiillt; es handelt sich also um ein
9eck und wegen 21 —9=12 um ein 12eck.

W 7 & 465 Die erste Ziffer der vierstelligen
Zahl sei @ und die dritte b; dann 148t sich die
vierstellige Zahl wie folgt darstellen:
1000a+100a+ 10b+b=1100a+11b
=11(100a+b). Da die Zahl eine Quadrat-
zahl sein soll, muB sie durch 112 teilbar sein.
Das trifft zu, wenn 11 Teiler von 100a+ b ist.
Wegen 100a+b=99a+a+b ist diese Zahl
durch 11 teilbar, wenn a+b durch 11 teil-
bar ist.

Wegen O<a<10 und 0<b<10 ist dann
aber a+b=11, also 11(100a+b)
=11(99a+11)=11%>(9a+1), wobei 9a+1
eine Quadratzahl ist. Das triflt aber nur fiir
a=7 zu. Wir erhalten b=4, also die Kraft-
fahrzeugnummer 7744 =882,

W7 @466 Aus adfc=befc folgt ad=be;
aus adeb = cfeb folgt ad=cf; es gilt demnach
ad=be=cf. Aus adbe=144 und ad = be folgt
ad=be=cf=12. Die Zahl 12 148t sich auf
dreifache Weise als Produkt darstellen, nim-
lich durch 1-12=2-6=3-4=12. Eine L&-
sung der Aufgabe ist somit durch a=1, b=2,
¢=3, d=12, ¢e=6 und f=4 gegeben.

A 467 Es seien ABCD das gegebene Vier-
eck und E der Schnittpunkt seiner Diago-
nalen. Wir bezeichnen die Lingen der Dia-
gonalen und der Abschnitte der Diagonalen
wie folgt:

A__C=d’ A—_E=p, E—E=q, B_D=f,
BE=r, ED=s.
Durch die beiden Diagonalen wird das Vies
eck in vier rechtwinklige Dreiecke zerlegt
(vgl die Abb.) Daher betrdgt der Flichen-
inhalt des Vierecks ABCD

pr, 4qr ps 4s_p q
A=+ T+ 4 =2 (rs)+ 2 (r 4

PR R R LARAS LA

_otae+s) o
2 ’ 27
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Der Flidcheninhalt des Vierecks 4BCD ist
also gleich dem halben Produkt der Lingen
der Diagonalen, w.z.b.w.

A 468 Wir verbinden D mit E und errich-
ten in D auf DE die Senkrechte, die die Ver-
lingerung von AB iiber A hinaus im Punkt F
schneidet Dann ist AF die gesuchte Recht-
eckseite.

D

3 A £ B

Da das Dreieck FED rechtwinklig ist, gilt
namlich nach dem Héhensatz

AD?=AF - AE ; ;
das Quadrat ABCD ist also dem in der Abbil-
dung dargestellten Rechteck AGHF mit den
Seiten AF und AG=AE flachengleich.

W8 =469 a) Bezeichnet man die Zeit-
dilferenz (in Stunden) zwischen der Moskauer
Zeit und der Japanischen Zeit mit x, so gilt

50 40
AU WY I T
(1560 x) ( 60+)c> <1,
also )11}—68—2): <1,
1 1 1
d.h. 11-—2x<1, 2x>10-, x>5—
6 6 12

und 111—2x>—l, 2x<121, x<6L;
6 6 12

daraus folgt, weil x ganzzahlig ist, x=6.

Die Zeitdilferenz zwischen der Moskauer und
der Japanischen Zeit betrigt also 6 h.

Wir erhalten daher fir die Zeit des Hinfluges

wegen
15%-6=92—8 9h 50 min

und fiir die Zeit des Riickfluges wegen

49+6=102—g 10 h 40 min.

60
Die mittlere Geschwindigkeit betridgt daher
fir den Hinflug

8000 1 m - h-1 =896 gi4km-h-!
5 59

9>
6

und fiir den Riickflug

Mkm-h-e%ﬁzmkm-h-',

2

W 8 m 470 Beider /. und 2. Wigung werden
aul jede Waagschale je eine von vier der sechs
Kugeln gelegt, so daf jede dieser vier Kugeln
nur einmal auf der Waage liegt:
1. Fall: Bei beiden Wagungen ist die Waage
nicht im Gleichgewicht: Durch den Ausschlag
der Waage wird bei jeder der beiden Wigun-
gen je eine Kugel als leichtere erkannt. Da
es laut Aufgabenstellung nur zwei leichtere
Kugeln gibt, sind die vier iibrigen Kugeln
simtlich die schwereren.
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2. Fall: Nur bei einer der beiden Wagungen
ist die Waage nicht im Gleichgewicht: Eine
Kugel ist damit als schwerere und eine

andere als leichtere erkannt worden. Weiter-
hin sind zwei weitere Kugeln als Kugeln
gleicher Masse erkannt worden. Die beiden
Kugeln gleicher Masse konnen keine leich-
teren Kugeln sein, weil es sonst im Wider-
spruch zur Aufgabenstellung mindestens drei
leichtere Kugeln gébe. Die beiden bei der
1. und 2. Wigung noch nicht aufgelegten
Kugeln sind eine leichtere und eine schwerere.
Der Entscheid, welche von beiden die leich-
tere ist, wird mittels der 3. Wigung gefillt.

3. Fall: Bei beiden Wigungen ist die Waage
im Gleichgewicht: Es sind damit zwei Paare
von Kugeln mit jeweils gleicher Masse be-
kannt. Bei der dritten Wigung wird je eine
Kugel beider Paare aul die Waage gelegt.
Ist jetzt die Waage im Gleichgewicht, so
haben alle vier Kugeln beider Paare gleiche
Masse. Diese vier Kugeln sind damit die
schwereren und die beiden iibrigen Kugeln
die leichteren. Ist bei der dritten Wigung die
Waage nicht im Gleichgewicht, so wird durch
den Ausschlag der Waage eine der aufge-
legten Kugeln und damit gleichzeitig die mit
ihr massegleiche als leichtere Kugel erkannt.
Die iibrigen vier Kugeln sind die schwereren.

A 471 Wegen r=ab—d und q=%

erhilt man

1+4rq=l+4(ab—d%=l+4‘;—bm—4m.

L+4rg=1+4(ab—) T =1+4Dm—4m.

Nun ist aber %= m; denn das Produkt zweier

natiirlicher Zahlen a und b ist gleich dem Pro-
dukt aus ihrem g.g.T. und ithrem k.g.V. Setzt
man nimlich a=da, und b=db,, so ist
m=da,b,, und man erhilt ab=da,db, =
d(da,b,)=dm. Man erhilt daher weiter
1+4rq=1+4m>—4m=4m>*-4m+1
=2m—1)>%.

Damit ist bewiesen, daBl die Zahl 1+44rg
stets gleich dem Quadrat der natiirlichen
Zahl 2m—1 ist.

Fiir a=8, b=6 erhilt man

d=2, m=24, 24

r=8:6-2=46, q=""=12,
also 1+4rg=1+4-46-12=2209=472,

A 472 Wir bezeichnen die Eckpunkte des
regelmiBigen Zwdolfecks mit P, P,, P,, ...,

P, ,, den Mittelpunkt seines Umkreises mit M
und die Mitte der Strecke P,M mit D. Ferner
bezeichnen wir den Flicheninhalt des regel-
miBigen Zwolfecks mit A und der linken
Teilfigur P, P,P,P,P; mit A,

mittleren Teilfigur P,PsPcP,MP,, P, mit 4,,
rechten Teilfigur MP,PgPoP oP,, mit A,.
Den Radius des Umkreises bezeichnen wir
mit r.

Dann ist wegen ¥ PsMP,=60° und wegen
MP;=MP, das Dreieck PsMP, gleichseitig
mit den Seitenlingen r und der Hohe

135_D=%\/§. Der Flicheninhalt des Drei-

2
ecks MP, P; betrigt also ’7 J3.

Ferner ist, wenn man den Schniupuﬂkt der
Strecken MP, und PsP; mit E bezeichnet,

ﬁ=§ und MP, =r, also der Flichen-

inhalt des Dreiecks MP P und aller anderen
ell gleichschenkligen Dreiecke, deren Basis
eine Zwolfeckseite ist und deren Spitze

2
in M liegt, gleich % Wir erhalten daher

A —4-L2—L2J§=Lz(4—J§)~0567r2
1T 4 4 4 -0 ’
A —4-’—2+'—2\/5—’—2(4+\/3)~1433r2
2 4 4 4 - ’
2
A3=4-%=r2.
Daraus folgt A+ A,=~1,567r2,
also A;+A3>4,, (1

d. h. der Flicheninhalt der mittleren Teilligur
ist etwas kleiner als die Summe der Flichen-
inhalte der beiden duBeren Teilfiguren. Dieses
Ergebnis erscheint iiberraschend; denn die
meisten Leser haben sicher zunidchst ange-
nommen, daB der Fliacheninhalt der mitt-
leren Teilfigur groBer ist Es handelt sich um
eine optische Tauschung, da der Flichen-
inhalt einer weiBen Figur im allgemeinen
groBer erscheint als der Flacheninhalt einer
flichengleichen schwarzen Figur.
Bemerkung: Die Ungleichung (1) ldBt sich
noch einlacher herleiten, wobei man nicht die
Flicheninhalte der einzelnen Teilliguren zu
berechnen braucht.

Bezeichnet man ndmlich den Fldcheninhalt
des Dreiecks MP,P; mit A,, so gilt

Ay> A,
44
A2=F+A4.
44
A,=-%,
312
also Al+A3>A4+41—124=\Az, w.z.b.w.

W9 w473 a)Essei a$0, a$1 und af —1.

Angenommen, (, y, 2) sei eine Losung des ge-

gebenen Gleichungsystems. Dann folgt aus (1)

ay=2—x, also wegen a$0 y _2-x , @
. a

und aus (3)

I—x

az=3—x, also wegen a0 z="""_ (5)
a



Setzt man in (2) ein, so erhilt man

- 2(1_

Z_X_QM_:l’ 2_x_3a2+azx=a,
a a

x(@—-1)=3a’+a-2. (6)

Hieraus folgt wegen a®#1
x=3az+a—2_3a2+3a—2a—2

a’-1 (a+1)(@a—1)
_Ba-2(a+1)
@+1)@-1)’
X=E_ N
a—1

Ferner erhilt man aus (4) und (5)

2—x 1 3a—-2\ 2a—2-3a+2
y=—==- 2— =
a a a—1 a(a—1)
1
= s 8
—a (8)
z=3—x=1 3_3(1—2 =3a—3—3a+2
a a a—1 ala-1)
1
= . 9
a(l—a) ©)

Setzt man die durch (7), (8) und (9) ermittelten
Werte fiir x, y, z in (1), (2) und (3) ein, so stellt
man fest, daB diese Gleichungen erfiillt sind.
Im Falle @40, a$1 und a$ —1 hat also das
Gleichungssystem genau eine Losung, namlich
gda=2 11
1—a a(l—a)

a—1
b) Es sei a=0. Dann folgt aus (1) x=2
und aus (3) x =3. Das ist ein Widerspruch, das
Gleichungssystem hat also in diesem Falle
keine Ldsung.
¢) Es sei a=1. Dann flolgt aus (6)

0=3+1-2=2;

das ist ebenfalls ein Widerspruch; das Glei-
chungssystem hat auch in diesem Falle keine
Ldsung.
d) Es sei a=—1. Dann ist a2—1=0 und
3a’+a-2=0, d.h, die Gleichung (6) ist
fir alle reellen Zahlen x erfiillt. Das Glei-
chungssystem hat in diesem Falle unendlich
viele Losungen, nimlich

x=t, wo t eine beliebige reelle Zahl ist,
y=t=2,
z=(-—3.

In diesem Fall sind nimlich die Gleichungen
(1), (2) und (3) erfiillt.

W9 = 474 a) Vonjedem der 8 Punkte kann
man genau 7 Verbindungsgeraden ziehen,
die diesen Punkt mit den iibrigen 7 Punkten
verbinden. Man erhilt daher 8 - 7=56 sol-
cher Geraden. Dabei ist aber jede dieser
Geraden doppelt gezdhlt worden. Die Anzahl
der Verbindungsgeraden betrigt daher in
diesem Falle u=5—§=28.
2 2

b) In diesem Falle kann man von jedem der
n Punkte n—1 Verbindungsgeraden ziehen,
wobei jede Gerade wieder doppelt gezihlt ist.
Man erhilt daher in diesem Falle

nin=1) Verbindungsgeraden.

¢) In diesem Falle erhilt man die Gleichung

w=45, also n(n—1)=90.

Daraus folgt n*>90, d.h. n>9
und (n—1)2<90, d.h. n—1<9, also n<10.
Also ist n=10. Es sind also genau 10 Punkte
gegeben; denn man erhilt
—102' L4 =45 Verbindungsgeraden.
Man kann aber auch die Gleichung
n(n—1)=90 mit Hilfe der Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen [6sen und erhilt
n?—n—-90=0, L
| 1 1 I+19

=— - 0=— —_———= 10 N
n 2+ \/4+9 2+ n 3
da nur die positive Lésung der quadratischen
Gleichung die Bedingungen der Aufgabe er-

fiillt.

1 Das einzuzdunende Grundstiick hat einen

Umlfang von 210 m.

2 4 8 14 16 3 7
17 2 15 9 6
5 11 10 1 12 13

3 Karin hat recht Wenn sie zu FuB gingen,
wire sie erst nach 8 Stunden in Rétselhagen
Wenn sie aber abwechseind fahren und
gehen, sind sie bereits nach sechs Stunden
zusammen in Ritselhagen, obwohl jeder von
ihnen die Hilfte des Weges zu FuB zuriicklegt.
4 x, =360 x, =504 x3=432;

Die Summe betrigt 1080.

5 Das Haus wurde nach dem Bauplan
(Grundri3) B gebaut.

6 Die grofBte Tiefe des Nordlichen Eismeers
betrdgt 5,4 km.

7 Krawuttke kombiniert folgendermaBen:
Zwei Fedem liegen wieder in der Tasche.
Wenn nun zwei weiBe Fedem i der Tasche
liegen, wei Frau Schulze sofort, daB sie eine
weiBe Feder auf dem Kopf tragt, dann haben
die restlichen Mitspieler eine schwarze Feder
im Haar, und mehr ak vier schwarze Federn
sind ja nicht vorhanden. Da sich Frau
Schulze ruhig verhiel, muBite Krawuttke
annehmen, daB er eine weille Feder im Haar
trug,

8 Der Fahrer des Milchautos [dhrt tédglich
folgende Route: Er kommt von der Molkerei
rechts im Bild und biegt gleich zu Beginn
der Hauptstrafle, Ecke Steinweg, links in
die Lange Strafle. Hat er diese durchfahren,
fahrt er aul der HauptstraBe zuriick und biegt
rechts in den Hainweg ein. Danach iiberquert
er die Hauptstrafie und fihrt in den Roggen-
pfad. Von hier ist es dann kein Problem mehr,
den kiirzesten Weg zu finden. Vergleicht:
Wettergasse, Gerstenweg, RosenstraBe, K urze
StraBe, Gartenweg, Krebsweg, Tannenweg
und zuriick zur HauptstraBe, wo es in feil-
richtung zum n#chsten Stadtteil geht.

9 48 Maschinen wurden auigestellt. (Die Pro-
duktion stieg um 33,3°%,)

10 Ein Blatt Papier ist 0,07 mm dick.

casuneen zo aipha-heiter

Anglergliick

Jeder hat die Chance, 20 Karpfen zu fangen.

Katten, kroezen, bloempotten en maiskolven

SinngemiBe Ubersetzung aus dem Nieder-
landischen:

Wieviel Kriige miussen wir auf die rechte
Waagschale der Waage (rechts unten) set-
zen, umn zwischen beiden Waagschalen Gleich-
gewicht zu erhalten?

Antwort: Auf dic Waagschale missen
5 Kriige gestellt werden. (Op de schaal moeten
5 Kroezen worden gezet.)

Schwierige Sache

Eine der méglichen Losungen:
139+ 4-=-143; 86+ 57=143

Stimmt das?

. att a
a—1 a"—1 a"—1

Silbenriitsel

Mittel, Ober, Schnitt, Kreis, Ab, Un;
MOSKAU

Kartenfaltiibungen

Abb. 1: man halte den Bogen mit der be-
schrifteten Seite nach unten:

23 56

1 8 7 4

Nun falte man die rechte Hilfte des Bogens
nach links, so daB die § iiber 2, die 6 {iber 3,
die 4 iber der 1 und die 7 iiber der 8 liegt.
Die untere Hilfte falte man nun nach oben,
so daB die 4 iiber der 5 und die 7 iiber der 6
liegt. AnschlieBend falte man 4 und 5 zwi-
schen 6 und 3 und falte 1 und 2 unter das
Paket.

Abb. 2: Der zweite Bogen wird zuerst in der
Mitte parallel zur lingeren Seite so gefaltet,
daB die Zahlen auBen sind und so gehalten,
daB 4 5 3 6 oben liegt. Dann falte man
4 auf 5. Das rechte Ende des Streifens
(Quadrate 6 und 7) wird zwischen 1 und 4
gesteckt und dann um die gefaltete Kante
von 4 umgelegt, so daB 6 umd 7 zwischen 8
und 5 kommen und 3 und 2 zwischen | und 4.

Kleiner Begriffskatalog

AuBeres Rechteck : Limes, Seite, eta, Route,
Ellipse, elf, Funktion, Normale, Euklid,
Dreieckswinkel, Limes, Seite:

Inneres Rechteck : Logarithmus, Summe, Ex-
sonent, Trapez, Zoll, Leibniz, Zahl.

Eineindeutig

6+ 10—1=15; allgemein: der x-te von links,
der m-te von rechts; x +m—1 Schiiler
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In freien Stunden ?{ifglhig heiter

Punktverbindespiel

Der Mathematikprofessar David Gale (Brown-Uni-
versitét) erfand folgendes Spiel:

Das Spielfeld besteht aus senkrechten Reihen von
schwarzen Punkten, die sich mit dhnlichen Reihen
von blauen Punkten abwechseln. Spieler 4 benutzi
einen Schwarzstift, Spieler B einen Blaustift. Ist 4 an
der Reihe, so verbindet er zwei benachbarte Punkte
entweder durch eine waagerechte, oder durch eine
senkrechte Linie. Sein Ziel ist ein zusammenhéangender
Linienzug, welcher die linke mit der rechten Seite
des Feldes verbindet (B muB so spielen, daB er die
obere mit der unteren Seite verbindet.) Die Spieler
machen abwechselnd jedesmal eine Linie.

P PO
LS,
mid L
e B
s B R0 0N
o & b & o

Sieger ist derjenige, der zuerst eine kontinuierliche
Linie zwischen seinen beiden Seiten herstellt. (Die
Abb. gibt ein Spiel wieder. bei dem Blau der Gewinner
ist.) — Das Spiel kann auf beliebig groBen Feldern
gespielt werden.

Ging’s in der Schule mal nicht gut,
macht alpha-heiter neuen Mut!

OL H. Pditzold, Waren{Miiritz

Anglergliick

An einem Teich sitzen vier Angler. Zwei von ihnen
haben sogar zwei Angeln ausgelegt. Wieviel Karpfen
kann jeder fangen, wenn 20 Karpfen im Teich sind?

Schiiler Christian Engelmann, Limbach-Oberfr., Ki. 8 a

Einige kuriose Relationen

1. sin 1800°4sin 170°=sin 1970°

(Vergleiche 1800+ 170=1970)

2. 5sin 360°+sin 170°=sin 1970°

(Vergleiche 5 - 360+170=1 970)

3. 10 tan 180°+tan 170°=tan 1970°
(Vergleiche 10 - 180+ 170=1970)

4. 2 cos 720°+2 cos 180°+cos 170°=cos 1970°
(Vergleiche 2 - 720+ 2 - 180+170=1970)

5. 10 cot 45°+10 cot 135°+cot 170°=cot 1 970°
(Vergleiche 10 - 45+10 - 135+170=1970)
Wer findet dhnliche interessante Relationen? Sendet
sie an die Redaktion alpha!

Mathematikfachlehrer S. Gottesmann Tschernowzy, UdSSR

Katten, kroezen, bloempotten en maiskolven

Hoeveel kroezen moeten we op de rechterschaal von
de laateste weegschaal zetten om aan beide kauten
hetzelfde gewicht te krijgen?

aus: Pythagoras 2/69—70 ( Niederlande )
Arabisch

Ein Schiiler der Klasse 5 soll die Zahl 25 an die Tafel
schreiben. Er beginnt bei den Einern, schreibt also
zuerst die Fiinf. Daraufhin der Lehrer: ,,Wieso
schreibst du denn von rechts nach links? Das tun doch
nur die Araber.

,,Es sind ja auch arabische Ziffern*, verteidigte sich
der Getadelte.

Friedrich Kaden, Grofischirma, aus DLZ 27/66



Denke nicht, wenn Du denkst, Du denkst!

Dennt wenn Du denkst, Du denkst, dann denkst Du
nicht,

dann denkst Du niur, Du denkst!

Wolfgang Reichel, Riibeland|Harz, aus: Eulenspiegel 42/69

Schwierige Sache!

Setzt die unter der Zeichnung (neben der Uberschrift)
stehenden Ziffern statt der Fragezeichen ein. Das
Ergebnis muB aber auf beiden Waagschalen gleich

sein.
Horst Moese, aus: Trommel 59/60, 69

,,Bei meitem Studiuin der Kybernetik mdchte ich
keinesfalls durch ein albernes Blumenmuster abge-

lenkt werden.*
Horst Alisch, aus: Resilmee 2

Stimmt das?

5 5 4[4

Wer findet eine allgemeine Beziehung?
OL H. Pdtzold, Waren|Miiritz ‘nach Lietzmann)

Silbenriitsel

Die Worter jeder Zeile werden durch Davorsetzen
eines Wortes oder einer Silbe zu mathematischen
Begriffen. Die Anfangsbuchstaben der davor gesetzten
Worter bzw. Silben ergeben den Namen einer Stadt,
die die Heimat vieler bedeutender Mathematiker ist.

-punkt, -senkrechte, -linie

-flidche, -begriff, -menge

-punkt, -fliche, -gerade

-sektor, -tangente, -mittelpunkt

-stand, -wicklung, -runden

-endlich, -gleich, -regelmiBig

OStR K.-H. Lehmann, V. L. d. V., Berlin

Kartenfaltiibungen

Unterteile einen rechteckigen Bogen Papier in acht
Quadrate und numeriere diese auf einer Seite (siche
Abb. 1). Falte nun den Bogen so, daB die Quadrate in
ihrer natilrlichen Reihenfolge zu liegen kommen,
wobei die 1 oben liegen soll.

Abb. 1 | Abb. 2

Wesentlich schwieriger ist es, das gleiche zu tun it

einem anderen Bogen, numeriert nach dem Muster

der Abb. 2.

Kleiner Begriffskatalog
AuBeres Rechteck:

1— 2 Grenzwert
2— 3 Verbindungssttecke

Inneres Rechteck:
1-—2 besonderer Exponent
2—3 Ergebnis einer Addition

3— 4 griech. Buchstabe 3—4 Hochzahl

4— 5 Fliachentnal 4—5 Viereck

5— 6 Rhombus 5—6 enpl. Langeneinheit

6— 7 Kegelschitt (0,0254 m)

7— 8 Zahl 6—7 deutscher Mathematiker

(1646 bis 1716)
7—1 grundlegender Begriff
d. Mathematik

8— 9 Menpge geordn. Paare
9—10 besohdere Form
d. Geraden
10—11 griech. Mathematiker
11— 1 BestimmungsgroBen
eines Dreiecks

Mathematikfachlehrer W. Weber. EOS Schkeuditz
Eineindeutig?

Bei der Preisverteilung nach einer Mathematikolym-
piade stehen alle Preistridger nebeneinandetr auf der
Biihne.

Katl: ,,Der sechste von links hat als einziget Schiiler
seitter Klassenstufe die volle Punktzahl von 40 Punk-
ten erreicht.*

Annerose: ,,Das stimmt, es ist gehdu der zehnte von
rechts ! '

Wieviel Preistriiger waren es? Verallgemeinere!

OL H. Pdtzold, Waren|Miiritz
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Mathematik-Kalender

Mai 1970

Internationaler Kampf- und Feiertag
der Werktitigen

VN

)
=
© % 9o

t 1859 Peter Gustav Dirichlet. Wirkte in Deutsch-
land. Richtungweisende Arbeiten zur Zahlentheorie
(* 13. 2. 1805) )

+ 1961 Elie Cartan (* 9. 4. 1869)

* 1832 Carl Neumann. Wirkte in Leipzig.
(127.3.1925)

t 1951 Gilbert Ames Bliss. Wirkte hauptsichlich in
Chicago. Grundlegende Untersuchung zur Varia-
tionsrechnung (* 9. 5. 1876)

Mo 11
Di 12
Mi 13
Do 14

Fr 15
Sa 16

T 1893 Ernst Eduard Kummer. Wirkte in Breslau
und Berlin. Seine tiefangelegten zahlentheoretischen
Untersuchungen zdhlen zu den glinzendsten Lei-
stungen der mathem. Forschung (* 29. 1. 1810)

1 1830 Joseph Fourier (* 21. 3. 1768)

* 1821 Pafnuti Lo .owitsch Tschebyschelf. Wirkte in
Moskau und Petersburg. Begriinder und bedeuten-
der Vertreter der Petersburger mathematischen
Schule (T 8. 12. 1894)

Mo 18
Di 19
Mi 20
Do 21
Fr 22
Sa 23

* 1471 Albrecht Diirer (1 6. 4. 1528)

1 1857 Augustin Cauchy. Wirkte in Paris. Er ist einer
der bedeutendsten Vertreter der Analysis
(*21.8.1789)

WP

Mo 25
Di 26
Mi 27
Do 28
Fr 29

48

* 1882 H. vy Bateran Wirkte in England. Grund-
Jegende Bo'aia. o, Theorte der Transformationen
R B

Sa 30

)
S
AU B W -

T 1832 Evariste Galois. Siehe alpha 1/69
(*25.10. 1811)

Juni 1970

Internationaler Tag des Kindes

* 1819 John Couch Adams (1 2;. 1. 1892)

+ 1892 Ossian Bonnet (* 22. 12. 1819)

+ 1928 Luigi Bianchi (* 18. 1. 1856)

* 1857 Alexander Michailowitsch Ljapunow. Wirkte
in Charkow und Petersburg. Richtungweisende Ar-
beiten zur Theorie der Differentialgleichungen
(t3.11.1918)

Mo 8
Di 9
Mi 10

Do 11
Fr 12
Sa 13

t 1836 André-Marie Ampére. Wirkte in Paris. Von
Haus aus Physiker, hat er von der mathematischen
Physik her die Mathematik befruchtet. (* 22. 1. 1775)

Tag des Lehrers

Mo 15
Di 16
Mi 17
Do 18
Fr 19
Sa 20

* 1856 Andrei Andrejewitsch Markow. Wirkte
in Petersburg. Grundlegende Arbeiten zur Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (t+ 20. 7. 1922)

* 1894 Alexander Jakowlewitsch Chintschin.
Siehe alpha Heft 5/67 (+ 19. 11. 1959)

Mo 22
Di 23
Mi 24
Do 25
Fr 26
Sa 27

T 1825 Felix Klein (* 25. 9. 1849)

Mo 29
Di 30

Dieser Kalender wird bis Dezember 1970 forigeseir:

Tragt eure

AG-Nachmitiige. Mathemalik-Klassenarbeiten, Exk '~ ionen, ma-
thematische.: Fachauliriage usf. cin!



Literatur

D.-E. Mickeleit
Magische Spielereien

167 S., zahlreiche Abb. 4,00 M (ub 10 Jahre)
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin 1969

Sammelband
Buntes Telejahrbuch

224 Seiten, 9,80 M (ab 10 Jahre)
Kinderbuchverlag Berlin 1970

Ernoné Lucacs
Wie groB, wie spit, wie weit?

40 Seiten, 4,80 M (ab 10 Jahre)
Kinderbuchverlag 1970

Gyula Mackassy
Zwei plus zwei gleich vier

40 Seiten, 4,80 M (ab 8 Jahre)
Kinderbuchverlag Berlin 1970

Gerhard Niese
Spiele und Experimente

200 Seiten, 5,80 M (ab 12 Jahre)
Kinderbuchverlag Berlin 1969

Meyers Taschenlexikon
Raketentechnik — Raumfahrt

426 S., 48 Bildafeln, 215 Abb., 15,00 M
(ab 14 Jahre)
VEB Bibliographisches Institut, Leipzig

Autorenkollektiv

Wissenschaft und Menschheit

6. Band 1969, 391 S., zahlr. Abb., 18,00 M
(ab 15 Jahre)
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin 1969

Gilde/Altrichter
Die optimale Losung

240 S., 6,80 M (ab 15 Jahre)
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin 1969

Meyers Taschenlexikon
Schiffbau — Schiffahrt

347 S., 85 Abh.. 80 Fotos, 7,00 M
(ab 12 Jahre)
VEB Bibliographisches Institut, Leipzig

Meyers Taschenlexikon
Luftfahrt

930 S., 20 Forotafeln, 105 Abb., 8,00 M
(ab 12 Jahre)
VEB Bibliographisches Institut, Leipzig

Dr. R. Ogrissek
Geographie fiir jedermann

356 Seiten, 45 Farbfotos, Graphiken

16,80 M (ab 12 Jahre)

VEB Hermann Haack, Geographisch-karto-
graphische Anstalt GothafLeip=ig 1969

Dieter Stempell

Programmierte Einfithrung
in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

160 Seiten, 10,00 M (ab 16 Jahre)
Verlag Die Wirtschaft Berlin 1969

Fachwaorterbuch

Begriffe und Sinnbilder
der Datenverarbeitung

196 Seiten, zahlr. Abb., 5,00 M (ab 16 Jahre)
Verlag Die Wirtschaft, Berlin 1968

Dieter Stempell
Handbuch der Netzplantechnik

296 S., 12,80 M (ab 16 Jahre)
Verlag Die Wirtschaft, Berlin 1969

Wissensspeicher
Grundlagen der Datenverarbeitung

160 S., 59 graf. Darst., 5,00 M (ab 16 Jahre)
Verlag Die Wirtschaft, Berlin 1969

W. Lietzmann
Wo steckt der Fehler?

Mathematische Trugschliisse und Warnzeichen
192 S., 95 Abb., 4,80 M (ab 12 Jahre)
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 1969

H. Melcher
Relativitiitstheorie

in elementarer‘Darstellung mit Aufgaben und
Ldsungen, 237 S., 12,680 M (ab 16 Jahre)
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1969 '

Autorenkollektiv
Kompendium der Mathematik

Bestell-Nr. 001807, 319 8., 7,50 M
(ab 12 Jahre)
Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

Rudolf Dietze
Was spielen wir?

299 S., zahlr. Abb., 9,00 M (ab 10 Jahre)
Tribiine, Verlag und Druckereien des FDGB
Berlin 1969

Autorenkollektiv
Container-Taschenbuch

77 S., zahlr. Abb., 3,80 M (ab 14 Jahre)
Transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen,
Berlin 1969

Arthur Suhle
Die Miinze
von den Anféingen bis zur Europdischen Neuzcit

227 8., zahlr. Abb., 18,00 M (ab 14 Jahre)
Verlag Koehler und Amelang, Leipzig 1969

Heinz Joswig
Das Geld

188 S.,zahlr. Bildiafeln, 12,00 M (ab 14 Jahre)
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin 1969

N. N. Vorobjoff

Grundfragen der Spieltheorie und ihre
praktische Bedeutung

85 Seiten, 6,80 M (ab 16 Jahre)
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1969

Jiirgen Flachsmeyer

. Kombinatorik

Eine Einfiihrung in die mengentheoretische
Denkweise

mit 45 Abb., 15,00 M (ab 16 Jahre)

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1969

Institut fiir Datenverarbeitung Dresden

Lehrschau, Teil 1 bis 3
Maschinelle Datenverarbeitung

Verlag Die Wirtschaft, Berlin 1969/70
Die drei Mappen enthalten Anschauungstafeln
aus der EDV



Leser schreiben an alpha

® Sechs Midchen und drei Jungen des
2. Lyzeums der Stadt Sighisoara (SR Ru-
ménien) nehmen am alpha-Wettbewerb teil.
Sie sind begeistert von der Vielseitigkeit
von alpha. Besonderes Interesse fanden die
Beitrage: EDV, Rechnen mit Resten und
Berufsbild :Hochbauzeichner. d. Red.

® Seit iiber eineinhalb Jahren bin ich regel-
maBiger Leser der Zeitschrift alpha. Ich
glaube, daB sie mir viel geholfen hat. Ohne
alpha wire ich jetzt wahrscheinlich nicht
zweimaliger Kreissieger der Mathematik-
olympiade, dafiir Lob und Dank!

Yvonne Kruber, OS Stolpen, KI. 8b

® Seit Heft 1/69 schreibt Ihr Artikel iber
elektronische Datenverarbeitung. Ich inter-
essiere mich sehr fiir diesen Zweig der
Industrie. Durch Eure Beitrige kann ich
mein Wissen in der Schule gut anwenden.

Heike Busch, Greifswald

® alpha half mir schon in verschiedenen
Fiallen. So bekam ich z. B. einen Auftrag,
einen mathematischen Gruppennachmittag
zu gestalten. Da gefielen am meisten die
Aufgaben aus ,,alpha-heiter”*. Meine Mit-
schiller waren begeistert, sobald sie eine
_Aufgabe gelost hatten. . .

Martin Baumgart, Zerbst

® Vielen, viclen Dank fiir die a/pha-Aufga-
ben und auch fiir die fachlichen Beitrige. ..
Ich versichere, daB ich auch 1970 aktiv am
Wettbewerb teilnehme. ]

Bdérbel Ortmann, Schiller-OS, Radebeul, KI.8

Kreis und Vieleck

® ...Interessant fand ich die Beitrage iiber
Mathematikolympiaden, iiber EDV und den
Mathematisch-Physikalischen Salon. Doch
vermisse ich bei Euch Erlduterungen zu
schwierigen Begriffen. ..

Euer eifriger alpha-Leser

Christine Adolph, Neugersdorf

® ...Das Losen der Wettbewerbsaufgaben
macht mir sehr viel SpaB... Besonders
begriiBe ich, daB auch eine Antwort erfolgt,
wenn die eingesandte Lésung falsch ist. Die
Beitrige iiber EDV finde ich sehr interessant
und vor allem fiir uns Schiiler gut verstind-
lich. Die alpha-Aufgaben sind auch als
Vorbereitung auf die Mathematikolympia-
den sehr von Nutzen. Ein herzliches Danke-
schén allen Mitarbeitern!

Erdmute Kriebel, Freital, KI. 8

® Zwischen meiner Schulzeit und jetzt lie-
gen bereits drei Jahre. Dennoch beziehe ich
auch weiterhin alpha. Durch sie kann ich
stets mein Gedichtnis auffrischen und mich
iiberpriifen, ob ich noch allen Aufgaben
gewachsen bin. lhre Zeitschrift ist sehr
interessant ; machen Sie weiter so!

Frau Barbara Geifienhéner, Miihthausen

® ...Vielleicht kénnten Sie von Zeit zu
Zeit einmal eine komplizierte Aufgabe aus-
fiilhrlich besprechen, iiberhaupt das Heran-
gehen an solche ,,Brocken*.

Guido Bimberg, Halle/Saale

o Nicht nur der alpha-Wettbewerb macht
mir viel Freude; der Abdruck der Aufgaben
und Lésungen von Mathematik-Olympiaden
gibt viele Anregungen. Die Berufsbilder hel-

fen mir, mich fiir einen interessanten aber
auch volkswirtschaftlich wichtigen Beruf zu
entscheiden.

Klaus Schénefeld, Weimar, Kl. 11

® In dicsem Jahr habe ich erstmalig am
alpha-Wettbewerb teilgenommen und ge-
stehe, daB mir die Beschiftigung einiges
Kopfzerbrechen, aber auch viel Freude be-
reitet hat. Durch die Aufgaben wurde ich
gezwungen, mich intensiv mit ganz bestimm-
ten Problemen zu befassen.

Gert Wanka, Débeln

® Ich bin seit zwei Jahren Leser threr Zeit-
schrift, und freue mich jedesmal, wenn
alpha erscheint. alpha hat mir viel Ubungs-
material geboten. Mit den Aufgaben berei-
tete ich mich auf die Kreis- und Bezirks-
olympiade vor und konnte dort gut ab-
schneiden. Jenny Tennert, Tutow

® Ich bin eifriger Leser der alpha. Mir gefillt
an ihr natiirlich der Wettbewerb, mir gefallen
die Berichte aus aller Welt, a/pha-heiter und
die verschiedenen Mathematikzirkel. alpha
solite mehr Aufgaben aus dem Gebiet des
Sports bringen!

Hendrike Meyer, Schmalkalden, KI. 7

® Hiermit mochte ich mich recht herzlich
bei Dir, liebe alphu,fiir die vielen Aufgaben
bedanken sowie bei den Korrektoren fir
die viele aufgewandte Miihe beim Korri-
gieren der Losungen... Besonders begriifie
ich personlich, da auch die Olympiade-
aufgaben in den Wettbewerb einbezogen
werden. . .

Wulf Holowenko, Bad Klosterlausmitz
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Wir waren 1965 dabei

Im Sommer 1965. als wir mit dem ExpreB Budapest—
Berlin zur VII. Internationalen Mathematikolympiade
nach Berlin fuhren, zihlten wir bereits zu den Vetera-
nen der Mathematikolympiaden. Diese war unsere
dritte. Im Zuge haben uns zahlreiche Fragen beschaf-
tigt : Wie sieht es in der DDR aus? Wie wird die Orga-
nisation, wie das Programm, wie werden die anderen
jugendlichen Teilnehmer, wie die Aufgaben sein? Und
vielleicht am aufregendsten von allen Fragen: Wie
werden wir abschneiden?

Auf die erste Frage erhielten wir bald eine Antwort,
als der Zug in Bad Schandau das Territorium der DDR
erreichte. Wir alle betrachteten die kleinen bunten
Hdiuser jenseits der Elbe, die das ohnehin herrliche
Elbtal verschonten. Bis Berlin verflog die Zeit sehr
schnell. Mit S-Bahn und Bus waren wir schnell am
etwa 30 km entfernten Bogensee. Hier wohnten wir
wihrend des Wettbewerbs im Internat der Jugend-
hochschule. An zwei aufeinanderfolgenden Tagen
schrieben wir zwei Klausuren, je 3 Aufgaben waren zu
16sen. Nach dem zweiten Wettbewerbstag haben wir
es so empfunden, daB die Losung der Aufgaben
verhiltnismaBig gut ging und konnten jetzt entspannt
auf den Sportplatzen der Hochschule FuBball oder
Basketball spielen. Mit afrikanischen Studenten, wel-
che an der Hochschule studierten, haben wir span-
nende Tischtenniskimpfe ausgefochten.

Noch vor dem Wettbewerb hatte man fiir alle IMO-
Teilnehmer eine Dampferfahrt auf der Spree orga-
nisiert. Berliner Schiilerinnen waren unsere Reise-
gefihrtinnen. Bald begann eine rege Unterhaltung
und zum SchluB wurde Tanz daraus (man hat dabei
die Verstindigungsschwierigkeiten weniger empfun-
den). Nach dem Wettstreit besuchten wir in Potsdam
die historischen Stitten Cecilienhof und SchloB
Sanssouci. Am anderen Tage ging es mit dem Bus
weiter. Unsere erste Station war Naumburg, wo uns
der mittelalterliche Markt und der Dom sehr beein-
druckt haben. Uber Jena fuhren wir nach Weimar
weiter. Dort besichtigten wir die Wohnhiuser von
Goethe und Schiller. Sehr erschiittert hat uns der
Besuch im ehemaligen Konzentrationslager Buchen-
wald, in dem man so viele unschuldige Menschen

ufngebracht hat. Nach Weimar kamen Karl-Marx-
Stadt und Dresden an die Reihe. Hier haben wir einen
halben Tag im Zwinger verbracht, aber wir wiren
gerne noch lianger dort geblieben.

Nach Berlin zuriickgekehrt, bereiteten wir uns mit
etwas Aufregung auf die Bekanntgabe der Ergebnisse
in der KongreBhalle vor. Als wir dann erfuhren, daB
wir beide einen ersten Platz belegt hatten, war die
Freude um so grofer (siche Foto) und sie wuchs noch,
denn mit Endre Makai erreichte ein weiterer Ungar
ebenfalls einen 1. Platz. Auller uns belegten noch
fiinf sowjetische Jungen erste Plitze. Wir kehrten mit
einem recht schonen Ergebnis nach Budapest zuriick.
Was geschah seit dieser Zeit? Im Jahre 1966 nahmen
wir noch einmal an der IMO in der VR Bulgarien teil.
Es gelang uns wieder, erste Plitze zu belegen. Auch
das Abitur brachten wir hinter uns und wurden Stu-
denten der Mathematischen Fakultit der Eo&tvos-
Universitit zu Budapest. Noch heute haben wir
in vielen Fillen gemeinsame Interessengebiete, beson-
ders Kombinatorik, Graphentheorie und abstrakte
Algebra. Gemeinsam haben wir ein Buch fiir Mittel-
schiiler iiber die Kombinatorik verfaBt.

Zum Abschied iiberreichen wir den alpha-Lesern eine
Aufgabe aus diesem Buch:
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Laszlo Lovasz[/Jozsef Pelikan
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Der ungarische Physiker Baron Lorand von
Eétvos (1848 bis 1919) - Erfinder der nach
ihm benannten Drehwaage, die zum Auf-
suchen der Lagerstitten wichtiger Rohstoffe
(Erze, Salze, Kohle, Erdol usw.) dient —
der damalige Prasident der Mathematischen
und Physikalischen Gesellschaft Ungamns —
wurde 1894 zum Minister fiir Religions- und
Unterrichtswesens ernannt. Diese Berufung
des Wissenschaftlers zum Minister war der
AnlaB seitens der Gesellschaft, als bleibendes
Denkmal der Freude iiber die ihrem Prisi-
denten zuteil gewordene Ehrung zum ersten
mathematischen Schiilerwettstreit aufzuru-
fen.

Die Gesellschaft veranstaltet seitdem jedes
Jahr im Herbst fiir solche Schiiler, die im
Sommer desselben Jahres ihre Reifepriifung
ablegen, mathematische Wettstreite. In den
Jahren 1919, 1920 und 1921 sowie 1944,
1945 und 1946 kam es zu keinen Wettbewer-
ben. Nach der Befreiung Ungarns vom Fa-
schismus wurde im Jahr 1947 die. Mathema-
tische Gesellschaft Janos Bolyai gegriindet.
Die Physikalische Gesellschaft trigt den
Namen Baron Lérand von Edtvés. Beide
Institutionen sind also die Nachfolger der
1894 pegriindeten Mathematischen und Phy-
sikalischen Gesellschaft. Als solche setzen
sie die guten Traditionen fort.

Die neugegriindete Mathematische Gesell-
schaft begann gleich im Jahre 1947 mit neuen
Wettbewerben. lhre Organisation und Ab-
wicklung ist keine schulische Angelegenheit,
sondern Anliegen der Mathematischen Ge-
sellschaft der VR Ungarn. Daraus folgt, daB
die Mitglieder — damit insbesondere die
Hochschullehrer — stindig Kontakt mit
den Schulen haben, indem sie aus den Lei-
stungen der mathematischen Talente auf
die Leistungen der Schule schlieBen und —
wenn erforderlich — die schulische Entwick-
lung beeinflussen kénnen. .Zu Ehren des
Professors Jozsef Kiirschak (TH Budapest),
der bis zu seinem Lebensende (* 1864, 1 1933)
mit viel Sorgfalt und Liebe an der Entwick-
lung der mathematischen Schiilerwettstreite
mitgearbeitet hatte, tragen diese seit 1949
seinen Namen.

Die mathematische Gesellschaft tritt nicht
nur als Organisator der Wettbewerbe auf,
sondern schafft durch stindigen EinfluB

50

auf die Schiiler der Mittelschulen (vergleich-
bar unseren EOS) das ganze Jahr iiber ein
mathematisches Klima.

Diese EinfluBnahme geschieht vor allem
durch die wissenschaftliche Zeitschrift Ma-
thematische Bldatter fur die Mittelschulen
(Lapok). Sie bietet verschiedene Abhand-
lungen iiber mathematische Probleme, die
zwar hiufig auBerhalb des Schulstoffes lie-
gen, jedoch mit entsprecheriden Schulkennt-
nissen verstanden und gelost werden kon-
nen. So kommt es, daB Schiler, die fiir
Mathematik besonderes Interesse haben,
durch die Zeitschrift angeregt, iiber ein
Wissen verfiigen, das sie zum guten Abschnei-
den bei den Schiilerwettstreiten auch im
internationalen MabBstab befahigt. In Lapok
werden auch zahlreiche Aufgaben gestellt,
die den einzelnen Altersstufen entsprechen.
Diese sind mit Schulkenntnissen — was die
Fertigkeiten betriflt — zu l6sen, erfordern
jedoch eine hohe Denkleistung. AuBerdem
gibt es Aufgaben, die eben mehr als Schul-
kenntnisse verlangen, z. B. Kenntnisse aus
der Zahlentheorie, der Graphentheorie u. a.,
die aber die Schiiler durch die Zeitschrift
kennenlernen und womit sie sich dann be-
schiftigen. Die zahlreichen Einsendungen
richtiger Losungen zeugen davon, daB die
Mitarbeit rege ist. Die besten Losungen
werden (mit Namensangabe) vertffentlicht.
Am Ende jedes Schuljahres findet man die
fleiBigsten und erfolgreichsten Einsender —
siec erhalten Geldpraimien — abgebildet.
Lapok leistet damit eine griindliche Vorarbeit
fiir die Wettstreite und trigt zur mathema-
tischen Bildung der Schiiler wesentlich bei.
Urspriinglich fanden die Wettbewerbe nur
fiir Abiturienten statt. Gegenwirtig konnen
auf Landesebene Schiiler von 13 bis 18 Jahren
teilnehmen. In zwei Runden werden Klau-
suren geschrieben. In der ersten Runde kann
man im allgemeinen aus mehreren Aufgaben
auswihlen. In der zweiten Runde miissen drei
Aufgaben geldst werden. Die im Jahre 1894
begonnene Wettstreitfolge hat auch weiter-
hin eine Runde.

Das ungarische Schulsystem ist gegenwirtig
so beschaffen, daB die Talente leichter in
Erscheinung treten kénnen. Deshalb dienen
die Wettstreite nicht in erster Linie der
Talentsuche, sondern im Vordergrund steht

ihr propagandistischer Charakter. Sie tragen
wesentlich dazu bei, daB [ir viele Jugend-
liche die Mathematik nicht nur Unterrichts-
fach. sondern auch Unterhaltung und Hobby
ist. Beinahe jede der gestellten Aufgaben
weist auf eine schone Besonderheit der
Mathematik hin. So tragen die Wettstreite
auch viel dazu bei, daBl die Beschiftigung
mit der Mathematik fiir viele ein dsthetisches
Erlebnis bedeutet. I. Reiman/M. Walter

Die gestellten Aufgaben in den vergangenen
76 Jahren geben uns ein interessantes Bild
von der Entwicklung und des Umfangs der
Mathematik wieder. Wir geben die Wett-
bewerbsaufgaben der Jahre 1894 und 1947
wieder:

Die Sieger des ersten mathematischen Wett-
streits im Jahre 1894 waren M. Seidner und
P. Pap. In der Liste der Sieger finden wir
Namen bekannter Mathematiker wie Fejér,
von Krbek, Kalmar,

Riesz, von Karman,

Konig.



Janos Bolyai

Aus einer Handschrift
Janos Bolyais zur Theorie
der Parallelen (1820)

Man hilt Janos (Johann) Bolyai bis heute fiir den
groBten ungarischen Mathematiker. Er wurde am
15. 12. 1802 in Klausenburg (heute Cluj) in Sieben-
biirgen geboren. DaB er Mathematiker wurde, ver-
dankte er in erster Linie seinem Vater Farkas ( Wolf-
gang) Bolyai. Dieser wurde bereits in Janos’ ersten
Lebensjahren auf das Interesse seines Sohnes fiir die
Mathematik und auf sein ausgezeichnetes logisches
Denkvermogen aufmerksam. Er war noch keine fiinf
Jahre alt, als er sich den Kopf dariiber zerbrach, wie
es moglich sei, daB die Sterne sich, von zwei verschie-
denen Stidten aus betrachtet, in derselben relativen
Lage zueinander befinden. Er kam darauf, dafB dies
nur mdglich sein kann, da sie sehr weit von der Erde
entfernt sind. Jdnos besaB ein ausgezeichnetes Sprach-
gefiihl und spielte virtuos Geige.

Von seinem 16. Lebensjahr an bereitete er sich an der
Technischen Militirakademie in Wien auf seinen
Beruf als Militaringenieur vor. Wihrend seiner mili-
tdarischen Ausbildung und auch danach im Dienst als
Offizier fand er noch Zeit dafiir, sich mit Mathematik
zu beschiftigen, mit solchen Problemen, deren Losung
seit zweitausend Jahren niemand gelang. Sein Streben
war nicht vergeblich. Mit einundzwanzig Jahren, am
3. November 1823, schrieb er seinem Vater den be-
riihmt gewordenen Brief, in dem er ankiindigt, daB3
er am Ziel angelangt sei: ,,Aus dem Nichts habe ich
eine neue, andere Welt geschaffen.

Was ist diese neue Welt? Wenig poetisch wiirden wir
sagen, daB die Entdeckung Bolyais eine neue Betrach-
tungsweise der Welt, eine neue Untersuchungsmethode
ermdglicht. Er stellte fest, daB die Welt nicht not-
wendigerweise so beschaffen sein mul}, wie man es
bisher auf Grund der Arbeiten von Euklid glaubte.
Bolyais Bedeutung in der Wissenschaftsgeschichte
besteht also in erster Linie darin, daB3 er darauf hin-
gewiesen hat, daB der Raum nicht notwendigerweise
euklidisch sein muB. Er hat gezeigt. daB eine derart
aufgebaute Geometrie genauso zur Beschreibung der
uns umgebenden Welt geeignet ist wie die euklidische.

Seine Arbeiten uber diese Probleme wurden erst 1831

als Anhang (Appendix) eines Mathematikbuches

seines Vaters ver6ffentlicht. In dieser Zeit hatte J. Bo-

lyai schon unter Krankheiten zu leiden. Friihzeitig
pensioniert, lebte er zuriickgezogen in Maros-Vasar-
hely bis zu seinem Tode am 27. 1. 1860.

I. Reimann

Es ist eine vielfach zu beobachtende Erscheinung, daf3
ein bestimmtes Problem, um das die Gelehrten lange
Zeit vergeblich gerungen haben, plétzlich von meh-
reren Wissenschaftlern unabhdngig voneinander ge-
16st wird. So war es auch um die Entdeckung der
nichteuklidischen Geometrie bestellt.
Seit dem Altertum hatten die Mathematiker erfolglos
Euklids Parallelenpostulat, nach dem durch einen
Punkt auBerhalb einer Geraden nur eine Parallele
zu dieser Geraden gezogen werden kann, zu beweisen
versucht. Erst zu Beginn des 19. Jh. erkannte man die
Unbeweisbarkeit jenes Postulates, und indem man es
beiseite lieB, wurde die nichteuklidische Geometrie
geschaffen. Diese stellt sich die Aufgabe, die Lehrsitze
der gewohnlichen euklidischen Geometrie, die sie als
Spezialfall enthalt, unter der Voraussetzung abzu-
indern, daB es durch einen Punkt zu einer vorge-
gebenen und diesen Punkt nicht enthaltenden Ge-
raden unendlich viele Parallelen oder iiberhaupt keine
parallele Gerade gibt. Daraus folgt beispielsweise, da3
die Winkelsumme in einem geradlinigen Dreieck klei-
ner oder groBer =« ist (hyperbolische bzw. elliptische
Geometrie). Mit jenen umwilzenden Theorien sind
wesentlich die Namen von Gauf, Bolyai, Lobatschew-
ski und Riemann verbunden.

nach Informationen aus Wi. und Fo.

SV VVVEFVYWVY .ﬁ,,a.‘-u.ai.m.j

Bolyai, Farkas (Wolfgang) * 9. 2. 1775, t 20. 11. 1856, ungarischer
Mathematiker, Studiengenosse und Freund von Gaufl, unternahm
den Versuch, die Analysis und die Geometrie neu zu begriinden.
In einem Buch vertritt er eine ganz moderne Auffassung iiber die
Begriffe: Grenzwert, Funktion, Integral und spricht — wenn auch
nicht in der heutigen Form — das Prinzip der Permanenz der
Grundrechnungsarten aus. In einem originellen Beitrag zur Geo-
metrie zeigt er. daB zwei inhaltsgleiche Polygone immer in kon-
gruente Teilpolygone zerlegt werden konnen.
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Der Autor ist Mitglied des Jugend-Objektes
Nord, dessen Vignette wir hier wiedergeben.

MAVELODESOGYT MINISZTERIUM
BOLYA! JANOS MATEMATIKAI TARSULAT, BUDAPEST

8
OKLEVEL

GORNITZ Thomas

A 1. NEMZETROZI MATEMATIXAI DIAKOLIMPIASZON

Thomas Gornitz errang 1961 einen 3. Preis
(Bild oben) und wurde damit zum ersten
DDR-Preistriger einer Internationalen Ma-
thematikolympiade. T. G. studierte an der
Karl-Marx-Universitiat Leipzig Theoretische
Physik und ist dort im Kollektiv ,,Theorie
der Hochenergiephysik* als Wissenschaftler
titig.
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Das groBe Erlebnis der III. Internationalen
Mathematikolympiade war eigentlich ein
guter Ausgangspunkt fiir die Aufnahme des
Studiums in der Fachrichtung Mathematik
an der Humboldt-Universitit zu Berlin im
September 1961. Aber Erfolge in der DDR-
Mathematikolympiade und die daraus resul-

tierenden VorschuBlorbeeren garantieren

noch keine weitere erfolgreiche Entwicklung.
Diese Erfahrung muBte auch ich in den
ersten beiden Studienjahren sammeln. Erst
mit dem Einzug zweier neuer Mitarbeiter in
die Universitat. dem Analogrechner Endim
2000 und dem Digitalrechner ZRA 1 dnderte
sich das Bild grundsitzlich. Das Fachgebiet
der maschinellen Informationsverarbeitung
war fiir mich der Ansatzpunkt fiir den Kampf
um gute Studienergebnisse, fiir das Streben
zur Vervollkommnung meines Wissens auf
allen Gebieten.

Im Jahre 1966 schloB ich das Studium mit
dem Pradikat ,,sehr gut* ab.

Im Rechenzentrum des VEB Kernkraftwerks-
bau Berlin wurde ich bei meiner Titigkeit
als Problemanalytiker mit sehr interessanten
Problemen der friedlichen Nutzung der Kern-
energie konfrontiert. Die rechentechnische
Losung dieser Probleme stellt durchaus ernste
Anforderungen an den Mathematiker.

Zu Beginn des Jahres 1968 wurde ich zum
Zentralen Jugendobjekt Kernkraftwerk Nord
delegiert. Hier ibernahm ich im Rahmen der
kurzfristigen Einsatzvorbereitung fiir eine
Elektronische Datenverarbeitungsanlage auf
dieser Baustelle den Aufbau und die Leitung
der Abteilung Problemanalyse und Program-
mierung. Wir sind ein sehr junges Kollektiv.
Das groBe Vertrauen, das uns entgegen-
gebracht wird, ist uns Ansporn im Kampf
um Spitzenleistungen und d. h. [iir uns ganz
konkret Reduzierung des Zeitaufwandes fiir
die Einsatzvorbereitung der EDV auf ein
Drittel des sonst in der DDR iiblichen
Durchschnittswertes. Diese Aufgabe ist fiir
uns alle eine Bewdhrungsprobe, aber auch
eine gute Schulung der Personlichkeit. Ende
dieses Jahres wird meine Aufgabe im Zen-
tralen Jugendobjekt KKW-Nord erfiillt sein.
In Berlin wartet eine noch verantwortungs-
vollere Aufgabe auf ihre Lsung, die Einsatz-
vorbereitung fiir den GroBrechner des VEB
Kombinat Kraftwerksanlagenbau.

Andere Probleme, wie z. B. Automatisierung
der technischen Vorbereitung, werden im
Mittelpunkt der Einsatzvorbereitung stehen.
Eine ihnliche Leitungsaufgabe, wie hier im
Zentralen Jugendobjekt ist in diesem Rahmen
fiir meine zukiinftige Tatigkeit vorgesehen.
Bei allen diesen Aufgaben darf man natirlich
in der personlichen Qualifizierung nicht
stehen bleiben. Der erfolgreiche Abschlul
meiner auBerplanmiBigen Aspirantur, in der
ich einige mathematische Probleme der Rege-
lungstheorie bearbeite, ist deshalb eines mei-
ner Hauptziele in den néchsten Jahren.

K. Zipperer

Istvan Reiman

Wir stellen vor:

unseren langjahrigen ungarischen Korrespon-
denten. Seit vielen Jahren betreut er die an
den internationalen Mathematikolympiaden
teilnehmenden ungarischen Mannschaften.
Er ist als Wissenschaftlicher Mitarbeiter der
Akademie der Wissenschaften Budapest titig.

Die Seiten 49 bis 54, 70/71 sowie die [1I. Um-
schlagseite wurde zu Ehren der XII. IMO
(10. bis 22. 7. 1970, VR Ungarn) gestaltet.
Wir danken fiir aktive Mitarbeit: Endre
Hédi. Istvan Reiman. Laszlo Loévasz. Josef
Pelikén (alle Budapest). Dipl.-Ing. M. Wal-
ter (Meiningen), L. Boll (Berlin), Dr. R. Hof-
mann, H. Kistner, Dr. habil. G. Eisenreich,
Th. Gérnitz (alle Leipzig), K. Zipperer
(Greifswald), Th. Scholl (Berlin)

Idee und Gestaltung: J. Lehmann (Leipzig)
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Kezthely — Austragungsort der XII. IMO (10. bis 23. 7. 1970):
groBter Ort am Balaton, Balatonmuseum, gotische Kirche aus
d. 14. Jh., Geburtsort des Komponisten K. Goldmark (1830),
ilteste Landwirtschaftsschule Europas (1797), Landwirtschafts-
Akademie (Ackerbau-Ingenieur-Ausbildung), SchloB Festeties, Ba-
rockbau mit bed. Bibliothek (40000 Binde), 6 km von K. entfernt
das bedeutendste Thermalbad Ungarns, das Heilbad Heviz —
35 m tiefer Quellenkrater, aus dem tiglich 86 Mio Liter (28 °C bis
38 °C) Wasser (Kalk, Erde, Schwefel, Radon) in den 6 ha groBen,
am Boden mit Torfmoor bedeckten Teich einflieBen.

(Millionen Personen)

Einreisende Auslinder

Internationaler Fremdenverkehr

Ins Ausland reisende Ungarn
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1962 |
1965
1967
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Verteilung der landwirtschaftlichen Nutzfliche
nach Bewirtschaftungszweigen und Pflanzengruppen

Garten,
Brofgetreide 75,0 Weingarten
Wiesen,
‘7
eiden %3
Futterpflanzen 32,4
Hulsenfrichte 7,3', wélder 17.3
Industriepflanzen 34
Kartoffel und Grinzeug 35
Sonstiges 4,7 Rehricht 0%,

Zahlenspiegel

Fliche: 93 060 km? (1 ¢ des Gebietes von Europa)

Bevolkerung: 10,2 Mill. Einw., pro km? 110 Einw.

Linge der Grenze: 2242 km

Gro6Bte Breite: ost-west: 528 km, nord-siid: 268 km

Hochster Berg — Kékes: 1015 m

Hauptstadt: Budapest: 1,99 Mill. Einwohner

Bedeutendste AuBenhandelspartner: UdSSR 34,79, DDR 10,3 %,
CSSR 8,3%, VR Polen 6,1 %, Westdeutschland 5,1 %,

iibrige Partner 35,59

Schulen: 5866, Lehrkrifte: 62340, Schiiler: 1331100,
Lehrlinge: 194 591

Balaton (Plattensee): Fliche: 591 km?, Linge: 78 km,

groBte Breite: 15 km, durchschnittl. Tiefe: 3 m, Ulerlinge: 197 km
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Ornamente Teil 1

An Gebiuden, Maschinen und anderen Gegenstinden
sind hiufig regelmaBig angebrachte Gebilde zu be-
obachten. Auch die Natur bringt regelmiBige Figuren
hervor.

LI
VANV AR IAVAN
AP IAYAVIAVL AR,
ALY ERIAVAVAVAY
AVAVI NP AV AWV,
A AR TAVAVA VA~ AR,
VoAV P IAV AV YAV,
CAVAV) SAWAY AV IAY;
NOXISAANAL

\TAL LKA
AV, ﬁ’a.e .

A A 1a) Nenne verschiedene Gegenstinde, die ge-
wisse RegelmiBigkeiten aufweisen! Beschreibe diese
RegelmiBigkeiten!

b) Nenne regelmiBlige Gebilde, die die Natur ge-
schaffen hat! Beschreibe diese RegelméiBigkeiten!
Wir wollen bestimmte GesetzméBigkeiten regelmaBi-
ger Figuren untersuchen. Wir beschrianken uns dabei
auf ebene Figuren. Fiir die Untersuchung benétigen
wir mathematische Begriffe, die wir zunéchst erldutern
werden.

Bewegungen

Jede eineindeutige Abbildung der Ebene auf sich, bei
der jede Bildstrecke ihrer Originaistrecke kongruent
ist, nennen wir eine Bewegung. Ist also zum Beispiel
die Strecke P'Q’ das Bild einer Strecke PQ bei einer
Bewegung, so sind die Strecken I_’é und P'Q’ kon-
gruent.

F JSN—
a4

Beispiele fiir Bewegungen sind Verschiebungen, Dre-
hungen um einen Punkt und Spiegelungen an einer

Geraden. Diese Bewegungen nennen wir elementare
Bewegungen.

8 g
— T 6 -~ "

, < C s ~._8

c o C 8/ ///ﬁ q
D_E__-_I1> oo A7

A A ¢ .0 A
Abb. 4: A A'B'C’ ist Bild von A ABC bei der Verschiebung Ad'.
Abb. 5: A A'B'C’ ist Bild von A ABC bei der Drehung um O mit
dem Winkel A04".

Abb. 6: A A'B’C" ist Bild von ABC bei der Spiegelung an g.

CI
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Auch die identische Abbildung oder Identitdt, bei der
jeder Punkt der Ebene in Ruhe bleibt, oder — mit
anderen Worten — auf sich selbst abgebildet wird, ist
eine Bewegung. Wir sagen dafiir, daB bei der Inden-
titit jeder Punkt der Ebene Fixpunkt (lat fixus, fest,
unabinderlich) ist.

Ubersicht
Eine ohne Fixpunkte, bei heiBt Verschiebung
Bewegung der jede Bildgerade

zu ihrer Original-

geraden parallel ist
Eine mil genau einem heif3t Drehung um
Bewegung Fixpunkt einen Punkt
Eine deren Fixpunkte auf  heit Spiegelung an
Bewegung einer Geraden liegen einer Geraden

Bewegungen lassen sich nacheinander ausfithren. Das
Ergebnis der Nacheinanderausfiihrung zweier Bewe-
gungen ist wieder eine Bewegung.

Jede Bewegung ergibt sich durch Nacheinander-
ausfithrung elementarer Bewegungen.

Abb. 7: A A”B’"C" ist Bild von A ABC bei der Bewegung, die sich
—y

aus der Verschiebung 44’ und der Drehung um O mit dem Winkel

B'O B’ zusammensetzL.

Ist das Ergebnis der Nacheinanderausfiihrung zweier
Bewegungen die Indentitit, so nennen wir jéde dieser
Bewegungen die Inverse der anderen.

Bewegungen, die sich aus der Spiegelung an einer
Geraden g und einer Verschiebung in Richtung von g
Zusammensetzen, nennen wir Gleitspiegelungen.

Abb. 8: A A”B"C" ist Bild von A ABC bei_d’er Gleitspiegelung mit
der Spiegelachse g und der Verschiebung PQ.

A A 23) Zeichneein gleichschenkliges Dreieck ABC'!
Bestimmvc sein Bild A'B’'C’ bei der Verschiebung AB!
Bestimme das Bild des Bilddreiecks 4'B'C’ bei der-
selben Verschiebung usw.!

(Anmerkung : Eine Verschiebung ist offenbar durch
Angabe eines Punktes und dessen Bild eindeutig
bestimmt.)

b) Erzeuge verschiedene Muster mit Hilfe von Ver-
schiebungen'!

c) Zeichne ein Viereck ABCD und auBlerhalb des
Vierecks einen Punkt O mit dem Drehwinkel a=120°!



Bestimme das Bild des Bildvierecks bei derselben
Drehung usw.!

d) Erzeuge verschiedene Muster mit Hilfe von Dre-
hungen!

e) Zeichne ein regelmifBiges Sechseck und bestimme
seine Bilder bei den Spiegelungen an den Seiten des
Sechsecks! .

f) Zeichne ein Fiinfeck und eine Gerade g entspre-
chend Bild 9! Wihle auf g zwei Punkte P und Q!
Bestimme das Bild des Fiinfecks bei der Gleitspiege-
lung, die sich aus der Spiegelung an g und der Ver-
schiebung P_Q zusammensetzt!

g) Uberlege, ob es beim Hintereinanderausfiihren von
Bewegungen auf die Reihenfolge des Hintereinander-
ausfithrens ankommen kann!

(Anleitung - Untersuche das Ergebnis des Hinterein-
anderausfiihrens einer Drehung um einen Punkt und
einer Spiegelung in verschiedener Reihenfolge.

Symmetrie

Bei einer Bewegung kann es vorkommen, daB eine
Figur auf sich selbst abgebildet wird, d. h. jeder Punkt
der Figur hat als Bild wieder einen (nicht notwendig
denselben!) Punkt dieser Figur.

A A 3a) Zeichne ein gleichseitiges Dreieck und
bestimme sein Bild bei der Spiegelung an einer Hohe
des Dreiecks!

b) Zeichne ein Parallelogramm und bestimme sein
Bild bei der Drehung um den Schnittpunkt der Dia-
gonalen mit dem Drehwinkel a=180°!

c) Stelle alle Bewegungen zusammen, bet denen ein
Quadrat ABCD auf sich selbst abgebildet wird!
Definition : Eine Bewegung, bei der eine Figur auf sich
selbst abgebildet wird, nennen wir eine Symmetrie-
operation dieser Figur.

ABCN

A A 4a) Nenne Symmetrieoperationen fir Ge-
raden, Strahlen, Strecken und Streifen’

b) Nenne Symmetrieoperationen fiir Kreise und an-
dere geometrische Figuren!

c) Begriinde, daB jede Figur mindestens eine Symme-
trieoperation besitzt!

Besitzt eine Figur Symmetrieoperationen, die von der
Identitdt verschieden sind, so nennen wir die Figur
symmetrisch. Eine Figur, die nur die Identitit als
Symmetrieoperation besitzt, heillt asymmetrisch.

A A5 Definiere die Begriffe axialsymmetrisch bzw.
zentralsymmetrische Figuren!

Beispiele fiir Symmetriegruppen
In den folgenden Tabellen sind alle Symmetrieope-
rationen eines gleichseitigen Dreiecks ABC ange-
geben (siehe Abb. rechts oben).

Symmetrieoperationen Abkiirzung  Zuordnungen

Identitit e
Drehung um O; a=120° d,
Drehung um O; a=240° d,

A—A; B-»B; C-C
A-B; B-C;, C-A4
A-C; B—»A4;, C—-B

Spiegelung an 44, 5y A—A; B-»C; C—B
Spiegelung an BB, S A—-C; B-B; C-4
Spiegelung an CC, 53 A-B; B=A4; C-C

Fiir die Symmetrieoperationen eines gleichseitigen
Dreiecks gelten folgende GesetzmiBigkeiten:

I. Die Nacheinanderausfithrung zweier Symmetrie-
operationen ist eine Symmetrieoperation.

Wir fiihren dazu zwei Beispiele an; dabei soll z. B.
die Schreibweise ,,s; 0 s, die Nacheinanderausfiih-
rung (der Symmetrieoperationen s, und s, in dieser
Reihenfolge) bedeuten.

Beispiel |: Beispiel 2:

5y 0 5 Ergebnis 5 o d, Ergebnis
A—-A A-C A-C A-A A-B A-B
B-C C-4 B4 B-C C—+A B-A
C->B B-»B C-B C-B B-C C-C

Das Ergebnis im Beispiel 1 ist die Symmetrieopera-
tion d,. Das Ergebnis im Beispiel 2 ist die Symmetrie-
operation s;.

II. Zu jeder Symmetrieoperation gibt es die Inverse.

5 o 5 e d, o d, e

A—-A A-A A-A A-B B—-A A-4
B»C C-B B-B B—~C C-B B-B
C-»B B-C C-C Co4 A4-C C-C

A A6 Stelle in einer Tabelle alle Symmetrieopera-

tionen fiir ein Quadrat zusammen! Uberpriife, ob die
Eigenschaften I und II gelten!

Gewisse Symmetriegruppen der Ebene werden Orna-
mentgruppen genannt. Dabei unterscheidet man Roset-
tengruppen, Friesgruppen und Wandmustergruppen.
Mit ihnen wollen wir uns im néchsten Heft beschaf-
tigen. R. Bitter
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Einfiihrung in die Elektronische Datenverarbeitung

]

Teil 9

2.2. Eigenschaften der drei Grundschaltungen,
Zusammenhiinge und Kombinationen

Zunichst seien einige (fiir beliebige x,, x,, x geltende)
Formeln kommentarlos hingeschrieben. Der Leser
mache sich jede einzelne klar und lberzeuge sich von
der Richtigkeit, auch um dadurch mit diesen Funk-
tionen besser vertraut zu werden.

(1) x; AXxy=x, A%

) x;vx,=x,VvXx,

3)x AO=0
4 x AL =x
%) x vO=x
6) x vL =L

(7) (X, AXD AXy=X; A(X3 AX3) =X AXZ A X,

8) (x;vxy) Vxy=x; V(X VX3)=X, VX3V X3

9 X =x
(10) x Ax =0
(11) x vx =L
(1) und (2) zeigen, daB diese Funktionen kommutativ,
(7) und (8) zeigen, daB sie assoziativ sind. Diese Eigen-
schaften teilen sie also mit den Rechenoperationen
Multiplikation und Addition. Durch (7) und (8) kommt
man zur Ausdehnung der Konjunktion und Disjunk-
tion auf mehr als zwei EingangsgroBen.

Die nichsten Formeln verlangen vom Leser etwas
mehr Uberlegung und werden deshalb ausfithrlicher
erldutert:
(12) X\ Ax=x v Y,
(13) VL= A%, .
Sie zeigen einerseits, da man durch Kombination
von Grundschaltungen neue Funktionsschaltungen
definieren kann, und andererseits, dal man in man-
chen Fillen eine Kombinationsschaltung durch eine
andere ersetzen kann, die das gleiche leistet. Wir
veranschaulichen die Formel (12):

X1 U
X y=X{ AXy

und auch die Formel (13):

X1 :D_.D_ PEXVX,
X3 1 VX,

Xy

y=X, VX,
X2
X,

Y=X,AX,
Xy
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In Worten: (12) Die Negation der Konjunktion zweier
SchaltgroBen ist gleich der Disjunktion ihrer Nega-
tionen.

(13) Die Negation der Disjunktion zweier Schaltgro-
Ben ist gleich der Konjunktion ihrer Negationen.

Aufgabe: Tabellieren Sie die beiden durch (12) und
(13) definierten Schaltfunktionen!

Diese beiden neuen Tabellen, zusammen mit denen
fir die Konjunktion und die Disjunktion, dringen
uns folgende Fragen auf:

1. Wieviel verschiedene Schaltfunktionen lassen sich
mit zwei EingangsgroBen iiberhaupt bilden?

2. Lassen sie sich alle aus den drei Grundbausteinen,
das heiBt aus UND-Glied, ODER-Glied und NEIN-
Glied, durch geeignete Kombinationen darstellen?
Die erste Frage ist schnell beantwortet. Da es genau
16 verschiedene Kombinationen der Gréflen O und L
zu je vieren gibt (von OOOO bis LLLL), existieren
auch genau 16 verschiedene Schaltfunktionen dieser
Art:

Einginge 71 |0 O L' L x 'l0O0LL
x OLOL x;, lOLOL

»% 10000 ¥ [ LOOO

¥y, 1 O0OO0OL Jo;, LOOL

%0)'3 OOLO y“ELOLO

& 5,!00LL ’z LOLL

Z ys/0L0O0 y3s LLOO

¢ OLOL e LLOL

¥y OLLO ¥ys ' LLLO
ys|OLLL ye:. L LLL

¥, ist die Konjunktion, yg die Disjunktion, und aus
der Losung der letzten Aufgabe findet der Leser auch
die Indizes der Funktionen (12) und (13).

Die zweite Frage kann bejaht werden. Man kommt
dabei sogar mit Konjunktion und Negation bezie-
hungsweise mit Disjunktion und Negation aus. Bei-
spiele, wie man die Disjunktion durch die Konjunk-
tion und umgekehrt die Konjunktion durch die Dis-
junktion unter Zuhilfenahme der Negation ausdriicken
kann, zeigen wiederum die Beziehungen (12) und (13).
Zur Ubung wird empfohlen, nach Belieben verschie-
dene Grundschaltungen zu kombinieren und hernach



festzustellen, welche der 16 Schaltfunktionen man
gefunden hat, ohne Riicksicht darauf, ob die jeweilige
Funktion rechentechnisch von Bedeutung ist oder
nicht.

In der Praxis werden nun haufig Schaltungen benétigt,
die nicht nur mehrere Eingdnge, sondern auch mehr
als einen Ausgang haben. Man kann sie nicht als
Funktionsschaltungen bezeichnen, da der Funktions-
begriff bekanntlich die Eindeutigkeit des Funktions-
wertes einschlieBt. Vielmehr ist ein solches System
eine Vereinigung von mehreren, zum Beispiel von
zwei Funktionsschaltungen. Fiir drei Eingidnge und
zwei Ausginge sei es so symbolisiert:

}EEI — A, =f,(E,. E,. E;)
E — A, =f,(E,. E;. By)

Ein spezielles System dieser Art werden wir gleich
kennenlernen.

2.3. Das Addierwerk

Wir wollen nun die Wirkungsweise der genannten
Grundschaltungen und ihrer Kombinationen in einem
Rechenautomaten niher betrachten. Natiirlich kann
hier nicht die Fiille simtlicher Anwendungsmdglich-
keiten besprochen werden. Wir begniigen uns mit
einem besonders wichtigen Beispiel, ndmlich einer
Schaltung zur Addition zweier Dualzahlen in einem
reinen Dualrechner. Addiert man zwei Dualzahlen
ziffernweise (siche Abschnitt 1.4.!), so muBl man,
um jeweils eine Ergebnisziffer zu finden, dreierlei
beriicksichtigen: erstens die Augendenziffer, zweitens
die entsprechende Addendenziffer und drittens den
Ubertrag (auch O gilt als Ubertrag) aus der vorherigen
Dualstelle. Das sind — schalttechnisch betrachtet —
drei Eingdnge. Sie liefern erstens die Ergebnisziffer
und zweitens den Ubertrag fiir die niichste Dualstelle.
Das sind zwei Ausginge. Wir brauchen also gerade
eine Schaltung der zuvor beschriebenen Art. Sie mul3
so arbeiten, wie die folgende Tabelle zeigt:

iE“ 40 O 0O OL L
Einginge E;, 'O O L L O O

Uiy | L OL OL
OLL OLO
O OO0OL OL
Hierbei bedeuten (positive ganze Dualzahlen voraus-
gesetzt) die Symbole:

S oo
(Bl el )

Ausgﬁngejgi_ "

E,; = Augendenziffer der i-ten Stelle

E,; = Addendenziffer der i-ten Stelle

U;_, = Ubertrag aus der (i— 1)-ten Stelle

A; = Ergebnisziffer der i-ten Stelle

U, = in der i-ten Stelle anfallender Ubertrag, der

dann in der ({+1)-ten Stelle als Eingang
verwendet wird.
Denken wir uns die beiden zu addierenden Dual-
zahlen im Automaten gespeichert und bezeichnen wir

die erliuterte Additionsschaltung mit g, so 1Bt sich
der Vorgang wie folgt darstellen:

4. 3. 2. 1 Dualstellen
Exw | Ea| fn| En Augend
En | B | B |2 Addend
' Addier-
- + 1 ~ Jl
A 0, G + G t schaltungen
L] L L Al
- J ALL Aj l A, I Ay Summe

Man muB sich vorstellen, daB iber die Verbindungs-
leitungen die Impulse O bzw. L nahezu gleichzeitig
laufen.* Der Rechner benétigt, wenn er elektronisch
arbeitet, fiir die gesamte — vielleicht iiber zwanzig und
mehr Dualstellen laufende — Rechnung nur einen mehr
oder weniger kleinen Bruchteil einer Sekunde. Ein
Relaisrechner arbeitet natiirlich wesentlich langsamer.
Man beachte noch die O als dritten Eingang des
ersten Addiergliedes. Sie muB als fiktiver Ubertrag,
das heiBt als Anfangsbedingung, mit eingegeben
werden, da die Schaltung, wenn eine Eingangsstelle
leer ist, nicht arbeitet.

Als letzte Aufgabe dieses Kapitels bleibt uns noch die
Uberlegung, wie eine solche Addierschaltung prak-
tisch herzustellen, das heiBt aus UND-Glied, ODER-
Glied und NEIN-Glied aufzubauen ist. Es gibt viele
Maoglichkeiten, von denen hier nur eine gezeigt wird:

Uit

i

Sie erscheint dem Anfénger vielleicht schwierig. Man
wird damit vertraut, wenn man sie in einigen oder
besser in allen acht Kombinationsmoglichkeiten der
drei Einginge auf Grund der obigen Tabelle aus-
probiert. Wir schlieBen damit das Kapitel iiber logi-
stische Funktionen ab. Wer mehr dariiber erfahren
will, dem sei als Literatur empfohlen:

1. Giinter Schubert : Digitale Kleinrechner,

2. Dieter Bdr: Schaltalgebra,
beides aus der Reihe Automatisierungstechnik VEB
Verlag Technik Berlin.

J. Frormann

* Ein Rechner der genannten Art heilt Parallelrechner. Ein Serien-
rechner wiirde die einzelnen Ziffern nacheinander abarbeiten. Er
bendtigt dadurch fiir alle Dualstellen nur eine Addierschaltung.
Man muB dann aber eine sog. Verzdgerungsschaltung einbauen, die
jeweils den Ubertrag fiir den nichsten (zeitlich spateren) Arbeits-
schritt aufspart. Wir wollen aber darauf und erst recht auf die in
der Praxis auftretenden Kombinationen von Parallel- und Serien-
rechnern nicht weiter eingehen.
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Nomogramme

ersetzen oder kontrollieren
unsere Berechnungen

Teil 2
Wir iiben das Zeichnen von Funktionsleitern

Wie das Nomogramm der Abbildung 5 be-
stehen alle Nomogramme, die wir kennen-
lernen werden, aus Funktionsleitern. Des-
halb {iben wir in diesem Abschnitt das
Zeichnen solcher Funktionsleitern, die uns
spiter fast alle als Teile von Nomogrammen
wieder begegnen.

Zunichst wollen wir eine Funktionsleiter
zur Funktion mit der Gleichung y=x?
zeichnen. Durch diese Rechenvorschrift
y=x* wird jeder reellen Zahl x ihr Quadrat
x?=y, also eine nichtnegative reelle Zahl
zugeordnet. So gehért z.B. zu x=3,1 der
y-Wert y=3,12=9,61 (Wir benutzen gegebe-
nenfalls die Tafel der Quadratzahlen oder
den Rechenstab!). Einige der durch diese
Zuordnungsvorschrift bestimmten geordne-
ten Wertepaare (x; y)=(x; x?), die in ihrer
Gesamtheit die jetzt zu betrachtende Funk-
tion bilden, sind in der folgenden Werte-
tabelle zusammengestellt:

x Jojr]2[3]...031 .| —-1]..
yloltlalol Toerl| |
Um schlieBlich eine Funktionsleiter zu y=x?

zu erhalten, wihlen wir eine beliebige, orien-
tierte Gerade, auf ihr einen Bezugspunkt B

und als Langeneinheit 1 LE=% cm.
N-]

L

gﬁigm_g;,
I
—

Y

1
]
5%4cm

3 o+

GemiB der Definition einer Funktionsleiter
sind die Koten 5 bzw. 3,1 den Punkten der
orientierten Geraden zuzuordnen, die vom
Punkte B die orientierten Abstinde 5* LE
=5 -%cm=5 cm bzw. 1LE=31? -écm
=1,92 cm besitzen. In digser Weise entsteht
die gewiinschte Funktionsleiter:

8
023 4 5 6 7 8 9 10

Da die Funktion y=x keine negativen
Funktionswerte annimmt (Thr Wertebereich
ist die Menge der nichtnegativen reellen
Zahlen). liegen alle Koten auf dem einen der
beiden von B auslaufenden Strahlen der
gewidhlten Geraden. Da wir von der Leiter-
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geraden nur ein endliches Stuck zeichnen
konnen, kann diese Funktionsleiter nur fir
einen Teil des Definitionsbereiches dieser
Funktion (Menge aller reellen Zahlen) ge-
zeichnet werden.

Da schlieflich der gleiche Funktionswert
von der Funktion y=x? im allgemeinen far
zwei x-Werte angenommen wird, nimlich
fir x und fiir —x, tragen die mit Koten
versehenen Punkte auBer dem mit der Kote 0
jeweils zwei Koten. Der Ubersichtlichkeit
wegen kann nur ein Teil der Koten markiert
werden, wie wir das vom ZentimetermalB
und vom Rechenstab her gewohnt sind.*
Auch auf dem ZentimetermaB und auf dem
Rechenstab sind, wie wir jetzt erkennen,
Funktionsleitern aulgetragen.

1. Aufgabe: Zeichne eine Funktionsleiter zu
y=x*fir 0£x<10 und 1 LE=1 mm.
Losung: B
0345678 9 10
2. Aufgabe: Zeichne fir 1<x<10 und
1 LE=2 dm zu y—_ cine Funktionsleiter!
x

Lésung: Eine Wertetabelle wird mittels Re-
chenstab oder der Tafel der reziproken
Werte aufgestellt.

x 1 2 ... 10 2,1
y 1 0,5 0,1 04762 ...
yLE 2dm 1dm 0,2dm 0,95dm...
B

w8654 3° 2 1

Bemerkungen: Auch durch Erweitern des
Bereiches 1 <x<10 kann dem Bezugspunkt
B keine Kote zugeordnet werden, denn die
Zahl 0 gehort nicht zum Wertebereich der

Funktion y=l, d. h. diese Funktion nimmt
X

den Wert y=0 nicht an. Alle positiven reellen
Zahlen x sind als Koten den Punkten des
einen der beiden von B auslaufenden Strah-
len unserer Leitergeraden zugeordnet, die
negativen reellen Zahlen den Punkten des
anderen Strahles.

3. Aufgabe : Zeichne eine Leiter der Funktion

y=’2-‘+1 fir —4<x<8 und 1 LE=2cm!
Losung: lB

A MMM

-4 -2 0 2 4L 6 8

4. Aufgabe: (ab Klasse 9) Zeichne zu y=Igx
fiir 1<x<10 und !LE=2 dm eine Funk-
tionsleiter unter Benutzung der Tafel der
Briggschen Logarithmen! Losung:

B

} T T —r— T T
! 2 3 4 5 67891
Teil 3

Wir zeichnen weitere Nomogramme,
die aus einer Funktionsleiter
bzw. einer Doppelleiter bestehen.

Die Skale eines ZentimetermaBes kann auf-
gefaBt werden als eine Funktionsleiter der
Funktion mit der Gleichung y=x und der
Liangeneinheit 1 cm:

1 2 3 4
}....1....1 } ] L»

,B 4-1cm |
—

>

Mit dieser Interpretation besteht das Nomo-
gramm der Abbildung 5 aus zwei Funktions-
leitern, die die Leitergerade, den Bezugs-
punkt und die Lingeneinheit gemeinsam
haben. Eine solche Funktionsleiter wollen
wir eine Doppelleiter nennen:

Definition: Zwei Funktionsleitern, die die
orientierte Gerade, den Bezugspunkt und
die Lingeneinheit gemeinsam haben, heiBen
Doppelleiter. Mit jedem Nomogramm, das
aus einer Doppelleiter besteht, soll analog
gearbeitet werden wie mit dem der Abbil-
dung 5:

Definition: Als Losung eines aus einer Doppel-
leiter zu den Funktionen mit den Gleichungen
y=f(x) und v=g(u) bestehenden Nomo-
grammes wird jedes geordnete Zahlenpaar
(x; u) bezeichnet, dessen Zahlen als Koten
einem Punkt der Leitergeraden zugeordnet
sind. GemiB der folgenden, unter Beachtung
der Definition der Funktionsleiter ange-
fertigten Abbildung (Abb. 17) geniigt jede
Lésung (x; u) eines solchen Nomogrammes
der Gleichung f(x)=g(x) und umgekehrt
ist jedes geordnete Zahlenpaar (x; u), das
der Gleichung f(x)=g(u) geniigt, Losung
des zugehorigen Doppelleiternomogrammes.

Abb. 17 flx)LE E‘X
5 glu)LE u

Jede Lésung des zu den Funktionen mit den
Gleichungen y=f(x) und v=g(u) gehdrigen
Doppelleiternomogrammes ~ gendgt  der
Schliisselgleichung f(x)=g(u). Dabei wurde
in naheliegender Weise festgesetzt:
Definition: Eine Formel, der alle Lésungen
eines Nomogramms geniigen, heiBt Schlis-
selgleichung des Nomogrammes.

5. Aufgabe: Ein Lineal ist so zu kotieren, daB
es beim Anlegen an cinen Kreis gemil
Abbildung 1 den Umfang des Kreises abzu-
lesen gestattet. Losung:

Abb. 18




6. Aufgabe: Zur Formel u=nd fiir den
Umfang eines Kreises mit dem Durchmesser
d ist ein Doppelleiternomogramm zu zeich-
nen.

Losung: Mittels der naheliegenden Fest-
setzung d=x und durch Vergleich mit der
Schliisselgleichung f(x)=g(u) konnen die
Funktionsgleichungen y=f(x) und v=g(u)
gewihlt werden zu y==nx und v=u. Bei
Wahl von 1 LE=1 cm ergibt sich hiermit das
folgende Nomogramm:

Zu der durch diese Gleichung definierten
Funktion ist fir 0V <50 etwa mittels
Rechenstab eine Wertetabelle aufzustellen
und anschlieBend ist fir 1LE=1cm die
zugehorige Funktionsleiter zu zeichnen. Diese
stimmt iiberein mit der auf dem Anlegestrei-
fender Abbildung I8 gezeichneten Funktions-
leiter, sofern man sich diese genau bis zur
Kote 50 gezeichnet denkt.

l 6-Icm =|' uinlE »
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1m0 ni12n3

1 2 3 4 .
? 3%x-1cm - dinlE o

Auch Rechenprozesse nach den Formeln
V:%nr‘ (Volumen einer Kugel mit Radius r)
und s:'gz—r’ (Weg-Zeitgesetz des freien
Falles mit g—9.81 SE;)

und anderen mit zwei Variablen lassen sich
ersetzen durch unmittelbares Ablesen der
Ergebnisse an entsprechenden Nomogram-
men, die jeweils aus einer Doppelfunktions-
leiter analog zu den Abb. 5 und 17 bestehen.
Gemeinsam besprechen wollen wir noch das
Zeichnen eines weiteren einfachen Nomo-
grammes, der Eichskale eines MeBzylinders:
7. Aufgabe : Ein MeBzylinder mit dem Innen-
durchmesser 2 cm ist mit einer Volumenskale
von 0 cm® bis 50 cm® auszustatten. Diese
Funktionsleiter ist zu zeichnen.

Loésung: Als Leitergerade wihlen wir natiir-
lich eine Mantellinie des MeBzylinders und
als Bezugspunkt B den am Gefiboden
gelegenen Punkt der Leitergeraden. In der
Volumenformel ¥V==nr?#h sollen r und k die
MabBzahlen des in cm gemessenen Radius
bzw. der in cm gemessenen Hoéhe sein. Dann
ist ¥ die MaBzahl des in cm® gemessenen
Volumen e¢ines Zylinders.

Vinem?

| hinem

Wegen r=1 vereintacht sich diese Formel zu
V=nh.

Die V-Werte von 0 bis 50 sollen als Koten
an der Funktionsleiter ablesbar sein. Also
eatspricht in der Definition der Funktions-
leiter unser ¥ dem x und unser 4 dem dortigen
y. Die Gleichung V=mnh ist also nach A um-
zustellen:

Y
n

Schiiler ab Klasse 9 konnen in analoger Weise
die Eichskale eines MeBtrichters (Kegel-
stumpf) errechnen. W Trager

Aus drucktechnischen Griinden konnten ver-
schiedene Abbildungen nur in einem MaB-
stab, der kleiner als 1 ist, gedruckt werden.

* Die nicht markierten Koten lassen sich
durch Abschitzen fixieren. Ein solches Ab-
schitzen ist nur moglich, falls die zugehorige
Funktion zwei wichtige Eigenschaften be-
sitzt: Sie muB stetig sein, d. h. einer kleinen
Anderung des x-Wertes entspricht stets eine
kleine Anderung des zugehorigen y-Wertes
und sie muB eigentlich monoton steigend
oder monoton fallend sein, d.h. zu dem
gréBeren von zwei x-Werten gehort stets der
groBere oder kleinere y-Wert. Nur die zu
stetigen und zumindest stiickweise eigent-
lich monotonen Funktionen gehorigen Funk-
tionsleitern, haben praktische Bedeutung.

Ungarische
Unterhaltumgsmathematik

W\ 94T
M=
/] /‘ l/ “l

oo bee

Laszlo Réber, Budapest
(aus: Hokuspokus, Eulenspiegelverlag Berlin)

Waurzelziehen

Nachdem Herr Lehrer Gobs! der Klasse
schon griindlich das Wurzelzichen beige-
bracht hatte, wartete er seinen Schiilern mit
einem Ritsel auf. Das Ritsel zeigte ein
Schema des Wurzelziehens, in dem sich nur
zwei ZifTern auf ihrem Platz befanden, wih-
rend die iibrigen durch Punkte (x) angedeutet
waren.
Das Bild sah folgendermafen aus:
J xxx5xx=xxx
xXx
xXx5:xx-x

xXx

E XXIXXX"X

2xxXx

0

Herr Lehrer Gobal forderte seine Schiiler auf,
so an Stelle der Punkte Ziffern zu schreiben,
daB auf der Tafel schlieBlich ein vollstiandiges
Wurzelziehschema steht.
Auch wir wollen das tun!

Mathematical Journal for Secondary Schools

In der ungarischen Schiilerzeitschrift Lapok
werden in jedem Heft gleichlautende Aulf-
gaben in ungarischer, russischer und eng-
lischer Sprache ver6ffentlicht. Hier geben wir
ein Beispiel fir unsere Leser (aus Helt 2/70):

® Folytassuk az alabbi tiblazat mindegyik
sorat mindkét iranyban igy, hogy az oszlo-
pokban all6 3—3 szam Osszege tovabbra is
8 legyen ¢s négyzelosszegitk kobszam legyen.

.86, 26, 14, 50, 134, ...
(*) ...—130, —18, ~2, 14, 126, ...
.52, 0, —4, —56, —252, ...

® Passupate psabl Tabumubl (*) 4Tobnl B
xaxaoM cronboe cymMma ymcen 8 M cymMma
KBaJIpaTOB YHCEJ DOJHbIA Ky6.

@ Extend every line in table (*) in both direc-
tions so that the sum of the three numbers in
any column remain eight and the sum of the
squares of the same numbers be a cubic
number.

Ergebnis: x=10

Aus einem ungarischen Unterhaltungsbuch
haben wir folgende Aulgabe zum ,,Knobein*
entnommen:
_6-272+2-81° 80-32° 125
8000000 919_ 7296
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DDR-Olympiade (22. 3. bis 26. 3. 1970)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

I. Zu ermitteln sind alle Paare natiirlicher
Zahlen derart, daB jedes der Paare zusammen
mit der Zahl 41 ein Tripel bildet, [iir das so-
wohl die Summe der drei Zahlen des Tripels
als auch die Summe von je zwei beliebig aus
dem Tripel ausgewidhlten Zahlen Quadrate
natiirlicher Zahlen sind.

2. Zu den reellen Zahlen g, b mit a>0, b>0
und a1, b#1 ermittle man alle reellen Zah-
len x, die die Gleichung

(log,x) (log,X)=log,b erfiillen.

3. A,B,C,D,E,F, G, H seien die Ecken eines
Wiirfels, und X sei ein Punkt der Strecke EH,
wobei die Bezeichnungen wie in der Abb.
gewihlt seien.

K sei der Schnittpunkt der Strecken AH und
ED, und Lsei der Schnittpunkt der Strecken
HC und DG. SchlieBlich sei Y derjenige auf
der Strecke DC gelegene Punkt, fiir den
DY=EX ist. Man beweise, daB der Mittel-
punkt von XY auf KL liegt.

4. Beweisen Sie folgenden Satz:

Wenn s und ¢ von Null verschiedene reelle
Zahlen und a, b und ¢ drei paarweise von-
einander verschiedene Ldsungen der Glei-

chung sx?(x—1)+t(x+1)=0 sind, so gilt:

(@+b+0) <1+1+1>=—1.

a b ¢
5. Es seien k' und k" zwei voneinander ver-
schiedene Kreise durch die Eckpunkte A4
und B des Dreiecks A ABC, deren Mittel-
punkte M’ bzw. M” beide aul dem Umbkreis &
von A ABC liegen.
Beweisen Sie, daB der Mitteipunkt des In-
kreises von A ABC entweder auf k' oder
auf k" liegt!

6. Man beweise folgenden Satz:

Wenn in einer quadratischen Gleichung

()  ax’+bx+c=0

die Koeflizienten a, b, ¢ simtlich ungerade
Zahlen sind, dann hat die Gleichung (1)
keine rationale Losung.

Olympiadeklasse 11/12

. An einem internationalen Zeltlager nimmt
eine Gruppe von 30 Freunden teil, von denen
ein Teil Deutsch, ein Teil Russisch und ein
Teil Franzosisch beherrschen, und zwar be-
herrschen einige Freunde nur eine Sprache,
einige zwei Sprachen und einige sogar drei
Sprachen.

Die Anzahl der Freunde, die genau zwei Spra-
chen beherrschen, ist mehr als doppelt so
groB, jedoch weniger als dreimal so groB wie
die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache
beherrschen. Die Anzahl der Teilnehmer, die
alle drei Sprachen beherrschen, ist ebenso
groB wie die Anzahl derjenigen, die nur eine
Sprache beherrschen.

Die Anzahl der Freunde, die nur Deutsch
beherrschen, ist groBer als die Anzahl der-
jenigen, die nur Russisch beherrschen, aber

kleiner als die Anzahl derjenigen, die nur
Franzosisch beherrschen. Die Anzahl der-
jenigen, die nur Deutsch beherrschen, ist
kleiner als das Dreifache der Anzahl der-
jenigen, die nur Russisch beherrschen.
Geben Sie jeweils die Anzah! aller Teilnehmer
dieser Gruppe an, die nur Deutsch, nur Rus-
sisch, nur Franzosisch, alle drei Sprachen
beherrschen!

2. Gegeben sei eine Gerade g und eine Strecke
AB, die nicht in derselben Ebene liegen. Unter
allen Punkten C von g ist ein solcher zu fin-
den, fiir den der Umfang des Dreiecks A ABC
moglichst klein ist.

3. Es ist zu beweisen, daB fiir jedes ganz-
zahlige n=1 die Funktion

xZ
2t
eine reelle Nullstelle haben kann.

fx)=14+x+ +...+x—‘ hochstens
n!

4. Die Eckpunkte eines regelmidBigen n-Ecks
mit dem Mittelpunkt M seien der Reihe nach
mit P,, P,, ... P, bezeichnet.

a) Es ist zu beweisen: Die Strecken MP,
(k=1, 2, ..., n) konnen parallel zu sich selbst
so verschoben werden, daB sie nach der Ver-
schiebung die Seiten eines regelmiBigen
n-Ecks bilden.

b) Es ist zu beweisen (z.B. mit Hilfe des
Satzes unter a)), daB folgende Beziehungen
fiir alle natiirlichen Zahlen n groBer als 2-
giiltig sind:

2n 4n n2n
cos —+c0os — +...+cos —=0
n n n

(1

4—"+...+sin m=0
n n

sin 2—"+ sin 2)
n

5. Es sind alle reellen Zahlen A anzugeben,

fiir die die Gleichung

sin®x —cos*x=A1 (tan*x —cos*x)

c) genau zwei

d) mehr als zwei

a) keine
b) genau eine

reelle Losungen im Intervall 0<x<§ hat.

6. Esist zu beweisen, daB fiir jedes Quadrupel
positiver reeller Zahlen a, b, ¢, d die Beziehung

(/abc +abd + acd + bed
4

< {/ab+ac+ad+bc+bd+cd

6
gilt, und es ist zu untersuchen, in welchen
Fillen Gleichheit eintritt.




Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Jiirgen RoBmann,
Antoain-Zapotocky-OS  Neubrandenburg
(Schiiler einer 9. Klasse); Hartmut Strese,
EOS Dr.-Theodor-Neubauer, Cottbus; Ha-
rald Loose, Erw. Spezialoberschule Klein-
machnow (aus KI. 9); Albrecht HeB, 49. OS
Dresden (aus Kl. 8); Rolf Haftmann, OS
Olbersdorf (Bez. Dresden); Bernd Donath,
EOS Rudolph Rotkegel, Forst; Giinter Hem-
pel. EOS Markranstidt (Bez. Leipzig); Hei-
drun Seidel, Spezialschule f. elektron. Indu-
strie Martin-Andersen-Nex$, Dresden; Ott-
mar Langer. EOS Lessingschule. Débeln;
Frank Taubner. EOS Georg Schumann.
Calau

In Olympiadeklasse 11 an: Christoph Winter.
EOS Gerhart-Hauptmann Wernigerode;
Olaf Bohme, EOS Dresden-Reick (aus Kl
10); Jirgen Schefter, EOS Wladimir Ko-
marow, Elsterwerda (aus Kl. 10)

In Olympiadeklasse 12 an: Manfred Krzi-
kalla, Spezialsch. phys.-techn. Richtung,
Frankfurt (Oder); Peter Oswald, EOS Dres-
den-Siid; Andreas Felgenhauer, Spezialkl.
der TH Otto von Guericke, Magdeburg

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Hans Siepel, EOS
Luckenwalde; Bernd Riedel, EOS Winckel-
mann, Stendal; Guntram Pausch, EOS Wil-
helm Pieck, Borna (Bez. Leipzig); Volkmar
Scheflfel, Goethe-OS, EOS Sebnitz (Bez.
Dresden); Reinhard Karge, Goetheschule,
EOS Bad Doberan; Bernd Krause, EOS
Schmélin (Bez. Leipzig); Hans-Jiirgen Fi-
scher, EOS Adolph Diesterweg, Plauen;
Klaus-Peter Jerzynek, EOS Geschwister
Scholl, Lébau (Bez. Dresden), Harald Lieske,
BS Automobilwerk Eisenach

In Olympiadeklasse 11 an: Gerhard Spens
und Ludwig Schifer, beide EOS Alexander
von Humboldt, Erfurt; Harald Englisch
EOS Karl-Marx, Leipzig (aus Kl. 10); Mi-
chael Schulze, TH Karl-Marx-Stadt, Spe-
zialkl. an der Sektion Mathematik ; Thomas
Jentsch und Arnulf Mobius, beide Spezialkl.
Mathematik/Physik der Martin-Luther-
Universitdt Halle; Ursula Tyl, EOS Hein-
rich Hertz, Berlin

In Olympiadeklasse 12 an: Fredy Reimann,,
Fontane-Schule, EOS Neuruppin (Bez. Pots‘-l
dam); Michael Josch, Erw. Speziulober-‘
schule Kleinmachnow; Gerhard Noack,
Kaufminnische Berufsschule Cottbus

Anerkennungsurkunden fiir sehr gute
Leistungen erhielten:

Klasse 10: Helmut RoBmann, Antonin-
Zapotocky-OS Neubrandenburg (aus K. 7);
Martin Rohde, Maxim-Gorki-OS Berlin;
Reiner Creutzburg, Pestalozzi-OS Wismar;
Bernd Zaddach, 10. OS Cottbus (aus KI. 7);
Winfried Kung, Friedrich-Engels-OS Ro-
stock ; Axel Hintze, Clara-Zetkin-OS Magde-

burg (aus K. 9); Rainer Staudte, EOS Artur
Becker, Wilkau-HaBlau; Albrecht Béttcher,
EOS Johannes R. Becher, Annaberg-Buch-
holz; Bernd Worel, Atonin-Zapotocky-OS
Neubrandenburg (aus KI. 9); Reiner Vanse-
low, EOS Wilhelm-Pieck-Stadt Guben;
Hans-Dieter Sparing EOS II, Gera; Michael
Schwarzer, EOS Georg Schumann, Calau
(Bez. Cottbus); Wilfried Kroger, EOS Ernst
Thilmann. Rostock; Wolf-Riidiger Miiller.
EOS Freital; Gerit Schrade. EOS Alexan-
der Puschkin. Neubrandenburg; Frank Loes-
dau, EOS Nikolaus Kopernikus. Torgelow
(Bez. Neubrandenburg); Brigitte Prawitz.
EQS Heinrich Hertz, Berlin (aus Kl. 9);
Harry Niepel. EOS Lobenstein (Bez. Gera);
Norbert Hennig. BBS des VEB Schwer-
maschinenbau S. M. Kirow, Leipzig; Mi-
chael Salewski. BS d. soz. Konsumgiiter-
Binnenhandels Lobau (Bez. Dresden)
Klasse 11: Gilnter Schwalbe, EOS Brand-
Erbisdorf (Bez. Karl-Marx-Stadt); Reinhard
Wobst, TH Karl-Marx-Stadt; Joachim Voigt
und Stephan Wolf, beide EOS Heinrich
Hertz. Berlin

Wir stellen vor (v. 1. n. r.)

Klasse 12: Werner Nagel und Inge Reimann,
beide Spezialoberschule Carl Zeiss, Jena;
Frank Galeski, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Ludwig Hoy, TH Karl-Marx-Stadt; Roland
Miiller, ABF Walter Ulbricht, Martin-Lu-
ther-Universitit Halle; Ullrich Semmler und
Achim Nétzold, beide TH Kar!-Marx-Stadt;
Volkmar Olbrich, Spezialkl. der TH Otto
von Guericke, Magdeburg; Joachim Puls,
BS Halbleiterwerk Frankfurt (Oder)

Dr. habil. Helmut Bausch. Vorsitzender der Jury und Delegationsleiter der DDR-Mannschaft

fiir die XII. IMO;

Prof. Dr. habil. Wolfgang Engel. Vorsitzender des Zentralen Komitees fiir die Olympiaden

Junger Mathematiker der DDR;

Oberstudienrat Herbert Titze. Sekretar des ZKOJM

61



Wer lost mit? ﬂ||l||il -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 15. September 1970

Achtung!

Alle Antwortkarten des Wettbewerbs 1969/
70 (H. 5/69 bis Heft 3/70) sind zwischen dem
1. und 10. Oktober 1970 geschlossen an die
Redaktion alpha, 7027 Leipzig, Postfach 14,
einzusenden. Bei Einsendung von mindestens
7 richtigen Antwortkarten gibt es Abzeichen
und Urkunden. Schiiler, welche bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1969/70 einsenden, erhalten das alpha-Ab-
zeichen in Gold (und die Urkunden zuriick).

5 a 534 Die Summe zweier natiirlicher Zah-
len betrdgt 10. Die Summe aus dem Fiin{-
fachen des ersten Summanden und dem
Dreifachen des zweiten Summanden betrigt
44. Wie heiBen die Summanden? Lése diese
Aufgabe mit Hilfe einer Tabelle.

Sigrun Geyer, Sansibar/Tanzania

5 & 535 Mit welcher Zahl sind alle aus
gleichen Ziffern bestehenden zweistelligen
natiirlichen Zahlen zu multiplizieren, wenn
das Produkt jeweils eine vierstellige, aus
den gleichen Ziflern bestehende natiirliche
Zabhl sein soll? Sch.

W5 w 536 Eine Flasche Brause kostet
0,21 M. Fiir eine leere Flasche werden 0,30 M
Pfand erhoben. Wieviel leere Flaschen muB3
Heinz zur Konsumverkaufsstelle mitnehmen.
wenn er ohne zu zahlen zehn Flaschen Brause
erhalten mochte? P.

W5 w 537 Wieviel Moglichkeiten gibt es,
in der Ungleichung a < b die Variablen
a und b durch die natiirlichen Zahlen von
0 bis 20 so zu ersetzen, daB die Ungleichung
dabei stets erfiillt wird? T

6 a 538 Die nachstehende Figur stellt einen
Streifen dar, der von den parallelen Geraden
g und h gebildet wird. Auf der Geraden ¢

~NA |8 c g
P
=5 B F h

sind drei Punkte A, B und C, auf der Geraden
h drei Punkte D, E und F so festgelegt, daB
AB = EF und BC = DE gilt.
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Beweise, daB sich die drei Verbindungsgera-
den AF, BE und CD in genau einem Punkt
schneiden. T

6 A 539 Gesucht ist eine zweistellige natiir-
liche Zahl, die die folgenden Bedingungen
erfillt:
a) Addiert man die Quadrate der den beiden
Ziffern der gesuchten Zahl entsprechenden
Zahlen, so erhélt man 100.
b) Multipliziert man diese beiden Zahlen,
so erhilt man 48.

Hans-Jirgen Bartscherer, Freiberg/Sa.

6 A 540 Zeichne ein unregeimiBiges Drei-
eck ABC mit den Seiten AB = ¢, AC=b
und BC = a, verlingere die Seite 4B iiber A
hinaus um b und iiber B hinaus um a, ver-
binde die erhaltenen mit D und E benannten
Endpunkte jeweils mit dem Punkt C. Beweise,

daB dann £ DCE = 90° +% gilt, wobei
y = ¥ ACB ist! T

Jiirgen fahrt mit konstanter Ge-
schwindigkeit aul seinem Motorroller vom
Ort A nach dem Ort B. Nachdem Jiirgen den
vierten Teil der Fahrstrecke zuriickgelegt
hatte, zeigte seine Armbanduhr die Uhrzeit
6.45 an. Um 6.55 Uhr hatte Jiirgen bereits
den dritten Teil der Fahrstrecke zuriick-
gelegt.

a) Um wieviel Uhr startete Jiirgen in A?

b) Um wieviel Uhr traf er in B ein? Sch.

W6 m 542 Fiir sechs von Null verschie-
dene natiirliche Zahlen a, b, ¢, 4, e und f gelte
a+ 3b+ 5¢=12undd + 3e + 5 = 20. Wie
groB ist die Summe @ + b + ¢, wenn d + e
+f=a+ b+ c gilt? Lose diese Aufgabe
mit Hilfe einer Tabelle! P.

7 & 543 Heinz berichtet iiber das Lebens-
alter seiner Eltern und zweier seiner GroB-
eltern folgendes:

Meine Mutter ist gegenwirtig dreimal so
alt wie ich. Vor zwei Jahren war mein Vater
viermal so alt wie ich. Meine GroBmutter
war vor drei Jahren siebenmal so alt wie
ich. Vor einem Jahr war mein GroBvater
doppelt so alt wie meine Mutter. Addiert
man die Zahlen, die das gegenwirtige Alter
von mir, meinen Eltern, meinem GroBvater
und meiner GroBmutter angeben, so erhilt

man als Summe 248. Wie alt ist jedes der
Familienmitglieder? (Das Lebensalter jeder
der fiinf Personen sei stets durch eine ganze
Zahl angegeben.)

Ehrenfried Zschech, Bautzen

7 A 544 In dem Wort ,alpha* ist jeder
Buchstabe durch eine der Ziffern von 1 bis 9
so zu ersetzen, daf} die erhaltene fiinfstellige
Zahl das Quadrat einer dreistelligen Prim-
zahl ist. Die Quersumme dieser Primzahl
soll wiederum eine Primzahl sein und der
Zahl ,ap“ entsprechen. Fiir gleiche Buch-
staben sind gleiche Ziffern, fir verschiedene
Buchstaben dagegen verschiedene Ziflern

einzusetzen. Ing. H. Decker, Kéin

7 a 545 Bestimme alle rationalen Zahlen x,
die die Gleichung | x| + 2 — 2x = O erfiillen!
(Lose die Aufgabe mit einer geeigneten Fall-
unterscheidung!) T

W7 m 546 Nach einer Mitteilung des
»Neuen Deutschland“ vom 29. September
1968 ist in der Volksrepublik Polen fiir die
Jahre 1969 und 1970 eine Zunahme der
Produktion im Maschinenbau um je 14%,
gegeniiber dem jeweils vorhergehenden Jahr
vorgesehen. Um wieviel Prozent wird die
geplante Produktion im Maschinenbau des
Jahres 1970 groBer sein als die des Jahres
1968? T.

W 7 & 547 Ein Kreis, der eine Dreieck-
seite und die Verldngerungen der beiden
anderen Dreieckseiten in je einem Punkt
beriihrt, wird Ankreis des Dreiecks genannt.
Ein innerer Punkt E der Seite BC eines
Dreiecks ABC sei der Beriihrungspunkt des
Ankreises.

Beweise, daB die Summe aus den Lingen
der Strecken AB und BE gleich dem halben
Umfang des Dreiecks ABC ist. Sch.

8 A 548 Im Leipziger Schnellbahnverkehr
(elektrischer Betrieb) fdhrt ein Fahrgast um
14.50 in Markklecberg-West ab und trifft
nach einer Fahrt rund um Leipzig um 15.43
Uhr in Gaschwitz ein.

a) Wieviel Ziige des Schnellverkehrs, die
von Gaschwitz nach Markklecberg-West in
Abstinden von 20 min fahren, begegnen ihm
aufl seiner Fahrt, wenn der letzte ihm begeg-
nende Zug um 15.34 Uhr in Gaschwitz ab-
fdhrt und die Ziige in dieser Richtung dieselbe
Fahrzeit haben wie der Zug des Fahrgastes?
b) Zu welcher Uhrzeit begegnet dem Fahr-
gast der erste Gegenzug? (Dabei soll eine
konstante Reisegeschwindigkeit angenom-
men werden, eine Annahme, die trotz der
hiufigen Haltepunkte mit guter Anndherung
zutrifft.) L

8 4 549 Es ist der Flicheninhalt eines

Rhombus zu bestimmen, von dem der Um-

fang 2s und die Summe m der Lingen der
Diagonalen gegeben sind.

Gerhard Zinn, Schleusingen

EOS ,Max Greil*, Klasse 91



W8 & 550 Es seien x, y, z drei natiirliche
Zahlen, deren Produkt 30 betrdgt und deren
Summe durch 4 teilbar ist. Ferner sei
x=ysz.

a) Es sind alle natiirlichen Zahlen x, y, z zu
bestimmen, die die obigen Eigenschaften
haben.

b) Es sind diejenigen natiirlichen Zahlen
X, ¥, z anzugeben, die die obigen Eigenschal-
ten haben und bei denen eine Zahl kleiner
als jede der beiden anderen sowie Teiler der
beiden anderen Zahlen ist. T

W8 = 551
weisen:

Ist das Viereck ABCD ein Tangentenvier-
eck, dessen Winkel &£ DAB = « und

¥ BCD =7 rechte Winkel sind, so gilt fiir die
Lingen der Seiten AB = a, BC = b, CD = c,
DA=d

a=bund c=d,

d. h., das Tangentenviereck ABCD ist ein
Drachenviereck, dessen Symmetrieachse auf
der Diagonalen BD liegt. T

Es ist der folgende Satz zu be-

9 a4 552 Mit Hilfe der modernen Technik
kann man Drihte aus Metall herstellen, die
nur eine Dicke von 2um (2 Mikrometer), d. s.
0,002 mm, haben.

Welche Linge besitzt ein Draht von kreis-
formigem Querschnitt und einem Quer-
schnittsdurchmesser von 0,002 mm, der aus
einer Masse von 2 g Silber hergestellt worden
ist?

9 4 553 Die Zahl 1000000 soll so mit den
Ziffern 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 bzw. 9 dargestellt
werden, daB jeweils immer nur eine dieser
Ziffern in der Darstellung auftritt, und zwar
hochstens siebenmal. Dabei diirffen Addi-
tions-, Multiplikations-, Subtraktions- und
Divisionszeichen, die Potenzschreibung, das
Zeichen fiir die Quadratwurzel, Klammem
und die Schreibweise im dekadischen Po-
sitionssystem in beliebiger Weise benutzt
werden.

Wer kann die Zahl 1000000 auf diese neun
verschiedenen Arten darstellen?

Diese schon sehr alte, aber verhiltnismiBig
wenig bekannte Aufgabe wurde uns von
Regina Oberwinter, Potsdam-Bornstedt, Schii-
lerin einer 10. Klasse und Mitglied des Pots-
damer Klubs Junger Mathematiker ,Alexej
Leonow", mitgeteilt.

W9 m 554 a) Der Betrag der Differenz der

Quadrate zweier aufeinanderfolgender natiir- -

licher Zahlen sei gleich 211.
Wie lauten diese Zahlen?
b) Der Betrag der Differenz der Quadrate
zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zah-
len sei gleich 1000001.
Wie lauten diese Zahlen?
¢) Der Betrag der Differenz der Kuben zweier
aufeinanderfolgender ungerader natiirlicher
Zahlen sei gleich 153 602.
Wie lauten diese Zahlen?

Schiiler Egbert Lindner, Dresden

W9 m 555 Es ist zu beweisen, dal} die
Summe der Kuben dreier aufeinanderfol-
gender natiirlicher Zahlen stets durch 9 teil-
bar ist. Sch.

10/12 A 556 Gegeben sei der Grundril
einer auf der Bildebene stehenden dreiseitigen
Pyramide mit dem Basisdreieck ABC und
der Spitze S. Eine Ebene & schneide die
Pyramidenkante AS in dem Punkt P und
die GrundriBebene in der Geraden e (vgl. die
Abbildung). B

NE=¥

c

Es sind die Grundrisse der Schnittpunkte
Q und R von ¢ mit den Pyramidenkanten
BS und CS zu konstruieren.

Dr. E. Schrader, Dresden

10/12 a 557 Welche der beiden Sehnen in
den Halbkreisen der beigefiigten Abbildung
ist linger, die Sehne in dem groBeren Halb-
kreis oder die Sehne in dem kleineren Halb-
kreis?

Dabei wird vorausgesetzt, daB die Flichen-
inhalte der beiden sich berithrenden Halb-
kreise sich wie 3 : 1 verhaliten, daB die beiden
Sehnen aufeinander senkrecht stehen und
daB die Sehne in dem gréBeren Halbkreis
mit dem Begrenzungsdurchmesser dieses
Halbkreises einen Winkel von 60° bildet.

Erst schitzen, dann messen, dann berech-
nen! L.

W 10/12 = 558 Von einem Viereck ABCD
seien die folgenden Stiicke gegeben:
AB=8 cm, AD=3 cm, ¥ DAB=60°,
CD=3,5 cm, ¥ DBC=30".
a) Das Viereck ABCD ist zu konstruieren.
b) Die Linge der Seite BC und die Linge
der Diagonale BD sind zu berechnen.
c) Es ist zu beweisen, daBl die Ldsung ein-
deutig ist, d. h.,, daB es bis auf kongruente
Vierecke genau ein Viereck ABCD gibt,
das die gegebenen Stiicke enthilt.
Wolfgang Burmeister, Dresden
Trdger eines 2. Preises bei der IMO 1969

W 10/12 = 559 Esist die Basis m desjenigen
Positionssystems zu ermitteln, in dem die
Gleichung

(46),, - (3),, = (162),, erfiillt ist.
Bemerkung: In dem Positionssystem mit
der Basis m, wobei m eine natiirliche Zahl
bedeutet, die groBer als 1 ist, gilt

(46),, = 4m + 6,
A =3,
(162),, = 1m* + 6m + 2. U.

Aus ungarischen
Mathematik-Lehrbiichern

= 5 =  Ein Kunde kaufte 3 m, ein zweiter
5m, ein dritter 9 m desselben Stoffes. Der
zweite Kunde hatte 120 Forint mehr als
der erste zu bezahlen. Wieviel Forint zahlte
jeder dieser drei Kdufer?

m 5 m Viele Jungen und Maiadchen ver-
bringen jahrlich- am Plattensee ihre Ferien-
tage; in einem Feriendurchgang waren es
957 Jungen, und Médchen waren es 387 mehr
als Jungen. Die Regierung der Volksrepublik
Ungarn gab fiir jeden Schiiler 435 Forint
als Ferienzuschufl aus. Welcher Geldbetrag
muBte [iir die Schiiler dieses Durchgangs
aufgewandt werden?

u 7 = In 70 Budapester Filmtheatern wur-
den an einem Abend genau 15 verschiedene
Filme gezeigt. Beweise, daB mindestens einer
dieser 15 Filme an diesem Abend gleichzeitig
in mindestens finf verschiedenen Filmthea-
tern lief.

» 6 » Karl wollte sich 20 Glaskugeln
kaufen. Es waren jedoch nur Tonkugeln vor-
ritig. Eine Tonkugel war 10 Filler billiger als
eine Glaskugel. Karls Geld reichte genau fir
den Kauf von 30 Tonkugeln. Wieviel Filler
kostete eine Glaskugel, wieviel eine Ton-
kugel? Welcher Geldbetrag stand Karl beim
Einkauf zur Verfiigung?

m 7 m Die Summe zweier rationaler Zah-
len betriigt 410. Wenn man von der grofleren
dieser beiden Zahlen 10 subtrahiert und da-
nach die so erhaltene Differenz durch die
kleinere der beiden Zahlen dividiert, so
erhilt man 7. Um welche Zahlen handelt es
sich?

w 6 w Ein Personenzug fubhr 3 Stunden
und 24 Minuten mit einer Durchschnitts-
geschwindigkeit von 60 km - h~! (d. i. Kilo-
meter pro Stunde), ein Giiterzug hingegen
fuhr 6 Stunden mit einer Durchschnittsge-
schwindigkeit von 30,4 km - h~!. Welcher der
beiden Ziige hat dabei die lingere Fahrt-
strecke zuriickgelegi?

m 8 w Die Erde ist [ast kugelformig; der
Erdradius betrégt rund 6400 km. Etwa 70%/,
der Oberfliche der Erde wird vom Meer
eingenommen. Die Fliche der Sowjetunion

betrigt etwa % der Fliache des Festlandes

der Erde. Wie groB ist die Fliche der Sowjet-
union?

= 8 »  Gesucht ist eine zweistellige natiir-
liche Zahl mit folgenden Eigenschaften: Thre
Quersumme betrigt 10. Vertauschen wir die
Ziffern dieser Zahl, so erhalten wir eine Zahl,
die um 1 kleiner ist als das Zweifache der
urspriinglichen Zahl.
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Leseprobe aus

Mathematische
Logik fiir Anfanger

Was ist mathematische Logik ?

Hiinschens Schlufl

»Wenn ich hundert Meter unter 10,2 Sekun-
den laufe*, sagte Hinschen, ,,werde ich zur
Olympiade delegiert. Leider laufe ich aber
die hundert Meter nicht unter 10,2 Sekunden,
folglich werde ich nicht zur Olympiade dele-
giert.**

Von Hinschen kann man sagen, daB er ein
guter Sportler, besonders ein guter Kugel-
stoBer ist. Zu seinem Bedauern liuft er aber
die Hundertmeterstrecke nicht unter 10,2 Se-
kunden. Daraus zieht er einen logisch fal-
schen SchluB.

Wer das nicht glaubt, wer der Meinung ist,
daB man mit dieser SchluBweise doch zu
einem richtigen Ergebnis gelangt, betrachte
das folgende Beispiel.

Wenn das Benzin ausgeht, so bleibt das Auto
stehen.
Das Benzin geht nicht aus.

Das Auto bleibt nicht stehen.

Das Wort ,folglich* wird hier durch den
langen horizontalen Strich vertreten. Die
iiber dem Strich stehenden Aussagen, aus
denen wir schlieBen, nermen wir Prdmissen,
die unter dem Strich stehende Aussage, auf
die wir schlieBen, Konklusion.

Freilich kann man aus diesen Primissen
nicht auf die niedergeschriebene Konklusion
schlieBen, denn, auch wenn das Benzin nicht
ausgegangen ist, kann das Auto stehenblei-
ben, zum Beispiel, wenn der Fahrer anhilt
oder das Auto gegen einen Baum prallt. Hat
der Leser herausgefunden, daB dieser Schlu3
auf demselben Fehler beruht wie Héinschens
SchluB?

Nur wer sehr aufmerksam war, fand heraus,
was beiden Schlilssen gemeinsam war.
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Beide Schliisse hatter die Form:
Wenn ..., s0 ...

Nicht . ..

Aus Beispielen konnen wir erkennen, da8
diese SchluBfigur fehlerhaft und unzuver-
lassig war. (Von einer SchluBfigur sprechen
wir dann, wenn es sich nur um die duflere
Form, das Schema, das Skelett des Schlusses
handelt, das &hnlich einem Formular in
mannigfaltiger Form ausgefilllt werden
kann.)

Es ist méglich, daB jemand die folgende
Meinung vertritt: Ich schlieBe im tiglichen
Leben sehr schnell und habe mich an diese
Art gewdhnt, ohne Fehler gemacht zu haben.
Aber dieses Argument hat den gleichen Wert
wie der Traum der alten Frau, die im Lotto
fiinf Richtige hatte. In ihrem Traum sah sie
ein gefliigeltes Schaf mit Tupfen auf den Flii-
geln. Sie erzihlte: ,,Vier Beine hatte das
Schaf und sieben Tupfen auf den Fliigeln,
gerade wie ein Marienkifer. Ich kreuzte
folgende Zahlen auf dem Lottoschein an:
die 4, die 7, die 47, dann die 11, wegen
4+4+7=11, und weiter die 32, weil doch
4-7=32 ist. Als jemand zu ihr sagte:
..Gute Frau. 4 - 7ist doch 28", antwortete sie:
..Nein. 4 - 7 ist 32, denn mit der 32 habe ich
doch das viele Geld gewonnen **

Der Gebrauch der Buchstaben

Was wollen wir damit ausdriicken, wenn wir
in der vorangegangenen SchluBfigur an man-
che leeren Stellen Punkte, an anderen Stellen
Linien setzten?
Der Leser wird sicherlich auf Grund der
Beispiele verstehen, daB gleiche Zeichen fir
gleiche Sachverhalte stehen. In der Mathe-
matik haben wir uns daran gewohnt, der-
artige Sachverhalte mit Hilfe von Buchstaben
darzustellen. Zum Beispiel benutzt man oft
den folgenden SchluB:

a>b

c>0

ac>bc .
(In Worten: Wenn ich zwei verschiedene
Zahlen mit ein und derselben positiven Zahl
multipliziere, so ist das Produkt aus der gro-
Beren Zahl und der positiven Zahl groBer als
das aus der kleineren Zahl und der positiven
Zahl)

Das soll so verstanden werden, daB a, 5 und ¢
an beiden Stellen jeweils dieselben Zahlen
bedeuten. Wir kénnen das zum Beispiel auch
so schreiben:

> -
. >0

..mal-.-.>—--—-mal-.-.
Diese Schreibweise ist linger und uniiber-
sichtlicher als die vorangegangene. Dieselben
Gesichtspunkte sind die Ursache. dafiir, da
man nicht nur fiir Zahlen, sondern auch an
Stelle von Aussagen Buchstaben gebraucht.
(0)) Wenn A, so B

Nicht A

Nicht B.

Das verstehen wir ebenfalls so, wie oben
bereits angegeben. Ubereinstimmende Buch-
staben bedeuten Gbereinstimmende Aussagen
beziehungsweise Zahlen. Aber verschiedene
Buchstaben bedeuten nicht unbedingt ver-
schiedene Aussagen beziehungsweise Zahlen.
Warum sollten wir die Ungleichung 5>3
nicht zum Beispiel mit 5 multiplizieren kén-
nen?
Wiirden a, b und ¢ verschiedene Zahlen be-
deuten, so konnte man die SchluBfigur

a>b

¢>0

ac>be
in diesem Fall nicht anwenden.

Eine zweite SchluBfigur

Wir modifizieren die SchluBfigur (1) jetzt
folgendermaBen:
2 Wenn A, so B

Nicht B

Nicht A
Es ist gegeniiber (1) nichts weiter veridndert
worden, als daB das zweite 4 und das zweite B
gegeneinander ausgetauscht wurden. Ist diese
SchluBfigur nun richtig oder ist sie immer
noch fehlerhaft?
Sehen wir uns einige Beispiele an:

Wenn Paul die 100-m-Strecke unter 10 Sekun-
den lduft, so wird er zur Olympiade geschick:.
Paul wird nicht zur Olympiade geschickt.
Paul liuft die 100-m-Strecke nicht unter
10 Sekunden.

Ist dieser SchluB richtig?
Ein weiteres Beispiel:

Wenn das Benzin ausgeht, so bleibt das Auto
stehen.
Das Auto bleibt nicht stehen.

Das Benzin ist nicht ausgegangen.

Hierauf sagte mir mein Freund. der selbst
Kraftfahrer ist: ,,Das ist eine vollig falsche
SchluBfolgerung. Es ist doch durchaus mog-
lich, daB das Auto nicht stehenbleibt, obwohl
das Benzin ausgegangen ist, denn auf glatter
Strecke, besonders, wenn sie etwas Gefille
hat, kann das Auto auch ohne Benzin noch
eine ganze Strecke rollen.*



Hatte mein Freund recht? Was das Weiter-
rollen des Autos betrifft, ja. Was aber die
SchluBifolgerung betrifft, darin hatte er nicht
recht.

Er vergaB einfach die erste Primisse. Und so
stellte er sich vor, daB wir allein aus der
zweiten Priimisse auf die Konklusion schlie-
Ben konnten (darauf, daB das Benzin nicht
ausgeht). Das wire freilich eine falsche
SchluBweise, denn es gibt auch eine erste
Pramisse!

Mein Freund. der Kraftfahrer. hat recht. an
der Giiltigkeit der ersten Primisse zu zwei-
feln, wenn er sich auf die Trigheit (das
Beharrungsvermogen) oder beim Gefille auf
die Massenanziehung (Gravitation) bezieht.
Man kann die Richtigkeit einer Pramisse be-
_zweifeln, es ist aber eine andere Frage, daran
zu zweifeln, daB aus einer gegebenen Pri-
misse eine gegebene Konklusion folgt.

Die vorliegende Leseprobe wurde entnom-
men aus: 7. Varga: Mathematische Logik
fiir Anfinger — Aussagenlogik, Volkseige-
ner Verlag Volk und Wissen Berlin 1964,
Bestell-Nr. 001 804, Preis 6,40 M. Titel der
ungarischen Originalausgabe: MATEMA-
TIKAI LOGIKA.

Losungen

A 345 Der Schiiler Heinz Marbes (Bernau)
und Herr Werner Schmid: (Apolda) haben
besonders gut aufgepaBt. Sie fanden heraus,
daB die Aufgabe 345 (1/69) nicht wie ange-
geben (2/69) genau 6 Losungen, sondern
genau 13 Losungen besitzt. Die von ihnen
gefundenen weiteren sieben Losungen lauten:

33728 33728 33728 33728
3901 3901 3901 3901
405 415 425 435
38034 38044 38054 38064
33728 33728 33728
3901 3901 3901
445 455 465
38074 38084 38094

A Magischer Wiirfel (alpha-heiter 3/69): Die
Schiilerin Karin Verter (Weinbohla) stellt
fest: Die Summe der Zahlen von Grund-,
Deck- und jeder Seitenfliche ist gleich:
Grundfiche: 6 — 1 — 8 — 3

Deckfliche: 7 — 4 — 5 — 2(links vorn be-

gonnen, im mathem. Drehsinn). Durch Dre-
hung des Wiirfels sind mehrere Losungen
moglich.

A 504 Zu dieser Aufgabe wurde die Lo-
sung einer anderen geboten. Es muB richtig
heiBen:

a) AB =1539cm

AB c) AC = 6,28 cm
b) OB = 16,18cm d) 4

=228 cm?

Losmg der Aufgabe
,»Ein Satz von Diophant von Alexandrien®.

A 448a) Es scien ABC das in der neben-
stehenden Figur schraffiert gezeichnete recht-
winklige Dreieck mit den Katheten AB = a
und AC = b und BCDE das iiber der Hypo-
tenuse dieses Dreiecks errichtete Quadrat,
das auf derselben Seite der Hypotenuse wie
der Punkt A liegen moge.

H c 6
/
//
A 8
/ N J
I L ",
\\ //
\\ /
K £ F

Ferner mogen sich die Parallelen durch B
und D zu AC und durch C und E zu 4B
in den Punkten F, G, H und K schneiden.
Endlich seien L der Schnittpunkt von AC
mit der Parallelen durch D zu 4B, M der
Schnittpunkt von DL mit der Parallelen
durch E zu AC und N der Schnittpunkt
von AB und EM. Dann sind die Dreiecke
ABC, GCB, ICD, HDC, MDE, KED, NEB,
FBE samtlich rechtwinklig und einander
kongruent, da sie in der Hypotenuse und
in den Winkeln iibereinstimmen. Daher ist
das Viereck FGHK ein Quadrat, denn die
Winkel dieses Vierecks sind simtlich rechte
Winkel und die Seitenlingen sind gleich
a+ b. Auch das Viereck AIMN ist ein
Quadrat; seine Seitenldnge ist gleich der
Differenz der Lingen der Katheten des
Dreiecks ABC; denn

AN =AB - NB=a - b.

Bezeichnet man mit

A, den Flicheninhalt des Dreiecks ABC,
A, den Fliacheninhalt des Quadrats BCDE,
A, den Flacheninhalt des Quadrats FGHK,
A, den Flacheninhalt des Quadrats AIMN,
so gilt, wie man aus der obigen Figur ent-
nehmen kann,

A, +4A, = A, und n
A, —4A, = A,, w.zbw (2)
b) Wie unter a) gezeigt wurde, betrigt die
Seitenldnge des Quadrats FGHK a + b und
die Seitenlinge des Quadrats ALMN a — b
oder b — g, je nachdem,oba > boderb > a
ist. Ist aber a=b, so [allen die Punkte A, L.
M und N zusammen, und es wird A,=0.

¢) Wenn g, b, ¢ natiirliche Zahlen sind, so sind
auch a?, b?, c* = a® + b%, a®> + b* + 2ab =

(@ + b)? und a? + b? — 2ab = (a — b)® na-
tiirliche Zahlen.

Beispiele:

a=4, b=3, c=5; ¢2=25, (a—bh)*=1,
(@+bp=49;

a=8, b=6, c=10; c*=100, (a—b)*=4,
(@+b)2=196;

a=12, b=5, c=13; c*=169, (a—b)>*=49,
(@+b)? =289;

a=15, b=8, c=17; ¢*=289, (a—b)*=49,
(a+bp2=529.

Hinweise: 1) Natiirliche Zahlen a, b, ¢, fiir
welche die Beziehung c2=a?+b? gilt, wer-
den auch pythagoreische Zahlen genannt
(Pythagoras, etwa 580 bis 500 v.u.Z).

2) Bereits Leonardo Fibonacci von Pisa (um
1180 bis um 1250) und Geronimo Cardano
(1501 — 1576) beschiftigten sich mit der Aul-
gabe, zu einer Quadratzahl ¢? (g natiirliche
Zahl) eine ganze Zahl y so zu bestimmen, daB
auch (g2 + y) und (g2 — y) Quadratzahlen sind.
3) Mit Hilfe des in der Aufgabe zitierten und
vermutlich aul Diophant zuriickgehenden
Satzes kann der Lehrsatz des Pythagoras
(der schon etwa 1500 Jahre vor Pythagoras
z. B. den Babyloniern bekannt gewesen sein
soll) bewiesen werden (vgl. etwa W. Lietz-
mann, Lustiges und Merkwiirdiges von Zah-
len und Formen, 5. A. S. 222). Man erhilt

nimlich wegen A, =a_2b_, A,=c? und
Ay=(a+b)? aus (1)
2+ 4~l;—b=(a + b)?,
¢ =a? + 2ab + b* — 2ab,
¢ = a® + b*, womit
der Satz des Pythagoras bewiesen ist.
A 49 Aus Platzgriinden muB zunidchst

auf die ausfiihrliche Losung dieser Aulgabe
verzichtet werden.

KLEIN

+ VIETA

NEWTON

Es gibt genau 6 Losungen:

37291 87291 45321
I +89250 +39250 492360
126 541 126 541 137681
95321 74631 94631
+42360 493620 +73620
137681 168 251 168251

Lésung der Aufgabe von Prof. Dr. W. Engel

A 450 1. Seien P, und P, zwei Punkte, die
die Entfernung d voneinander haben. Der
Punkt P, muB dann im Durchschnitt der
beiden Kreisflichen mit den Mittelpunkten
P, und P, sowie dem Radius d liegen (s. Fig. 1).
Der Kreis um den Mittelpunkt M von P, P,
durch §, umfaBt P,, P,, P,. Fiir seinen
Radius R ergibt sich nach dem Satz des
Pythagoras

d -
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2. Der so gefundene Kreis 148t sich durch
einen kleineren ersetzen. Man kann sich
aus Symmetriegriinden aul den Fall beschrin-
ken, in dem P, im schraffierten Teil der Figur
liegt. Ist P, =S,, hat also P, auch die
Entfernung d von P, und P,, so ist der Um-
kreis des Dreiecks P,P,P; der gesuchte
Kreis. Er enthilt bet beliebiger Lage von
P, alle drei Punkte. Fiir seinen Radius r gilt
(Fig. 2)

2 4
,.2(,2_%>=dz__rzdz+r4
3.2
a0 T3
d —
=th
3V

r= g\/g ist also der Radius des kleinsten

Kreises, der die geforderten Bedingungen
erfiillt. Bei besonderen Lagen der drei Punkte
1iBt sich der Kreis noch verkleinern, z. B.
wenn P, auf P, P, liegt, enthilt ein Kreis vom

Radius g schon alle drei Punkte.

Das Problem laBt sich verallgemeinern auf
Punktmengen von n Punkten. Auch dann

gibt es einen Kreis vom Radius % J3, der

alle gegebenen Punkte enthilt. Das ist ein
“Satz von Prof. Dr. H. W E. Ju.ng (1876 —
1953), der an der Universitit Halle wirkte.

4 475 Zur Losung der Aufgabe empfiehlt
es sich, die in der Gleichung auftretenden
Logarithmen durch Logarithmen zur Basis
x zu ersetzen. Nun gilt fiir alle positiven
reellen Zahlen a und x mit x £ 1 und alle
positiven ganzen Zahlen n
fog.na = log,az ;
denn aus log ,a = z folgt (x")* = q,
x 1 1
also x™ = a,x* = a",d. h. log,a" = z.
Dabher gilt .
log,4 + log ,8 + log ;16 + log 32 =
x x x

log,2?

3 4 5
+ log,2? + log,2® + log 2*

3 4 5
= 2log,2 + =log,2 + —log,2 + = log,2
g 2 g 309 409

= (2 + 3 + 4 + é) log,2 = Elogxl
2 3 4 12
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Die gegebene Gleichung ist also genau dann
7 7

erfillt, wenn B log,2 = —3, d. h. log 2 =1
12 12

gilt. Das ist aber nur fiir x = 2 der Fall.
Die gegebene Gleichung hat also genau eine
Losung, nimlich x = 2.

A 476 Wegen (a — b)® = 0 gilt stets
a® — 2ab + b* = 0, also

a® + b? = 2ab. Ferner gilt

b2 + % = 2bc

und  a? + ¢? = 2ac,

also  2(a®+b%+c?)=2(ab+ bc+ ac). n
Weiter gilt
(@a+b+c)r=a’+b2+c*+2ab+bc+ac)

< 3@ +b2+cP). ()

Daraus folgt wegen a+b+c=>1
al+b2+clg% 3)

Andererseits gilt
(@®+b*+ct)?=a*+b*+c*
+2(a?b? + b2c? +a’c?). e
Nun ist wegen (1)
2(a’b* + b2c* +a’c* £2(a* +b* + ¢,
also (@ +b2+c2? 3@ +b*+c*). (5)
Daraus lolgt wegen (3)

a“+b“+c“g§(az+bz+c7')z

2
STV L
—31\3 27

W 10 w 477 Die Verldngerungen der Bilder
der parallelen Spiclfeldseiten schneiden sich
in den Fluchtpunkten F, bzw. F,. Die
Verbindungsgerade [F,F,] liefert daher den
Horizont des Bildes. Aul dem Horizont
miissen sich auch die Bilder der parallelen
Diagonalen beider Spielfeldhilften schnei-
den. Die eine Diagonale schneidet den Ho-
rizont in F,. Folglich geht auch das Bild der
parallelen Diagonalen der anderen Hiilfte
durch F,. Damit liBt sich dann auch das
Bild der vierten Seite des Spielfeldes leicht
einzeichnen.

f

w.zb.w.

]

W 10 m 478 Man erkennt leicht, daB der
Zihler und der Nenner des gegebenen Terms
symmetrisch aufgebaut sind. Daher ist es
zweckmiBig, den Mittelwert der im Zihle.
vorkommenden Zahlen durch eine Variabie
zu ersetzen: x = 38 795 685.
Dann erhilt man
. O+ 4(x+3)(x+ 2)(x+1)—
(x+3)+(x+17° +
(x—1Dx—-2x-=-3)(x-—4
u =D+ (x-37?
v
Im Zihler dieses Terms vertleiben nach der
Berechnung der Produkte nun die Glieder
mit x* und x. Daher erhilt man

Uu=2x*@4+3+2+1)+2x4-3-2
+4-3-14+4-2:1+3-2:1)
= 20x3 + 100x = 20x(x? + 5).
Im Nenner verbleiben nur die Glieder mit x2
und die Absolutglieder; man erhalt
v=x24+9+x2+1+x2+1+x2+9
= 4x% + 20 = 4(x* + 5).

Es ergibt sich daher
_u_ 20x (x% + 5) = 5
v 4(x?* +5)

Wegen x = 38 795 685 erhilt man daher

z = 193978425
Durch die Einfiihrung der Variablen konnte
also die Berechnung wesentlich vereinfacht
werden.

Losung der Aufgabe
von Prof. Dr. H. Rohleder

A 479 Folgende Schaltung mit vier Schalt-
stellen leistet das Verlangte, s. unten:
Samtliche Schalter sind in Ruhestellung ge-
zeichnet. Zwischen A und B besteht eine
leitende Verbindung. Genau dann, wenn
eine gerade Anzahl von Schaltern sich in der
anderen Stellung (Arbeitsstellung) befindet,
ist A mit B leitend verbunden. Ist eine unge-
rade Anzahl von Schaltern betitigt, so ist
A mit C, aber nicht A mit B, leitend verbun-
den.

Anmerkung: Die Schalter S, und S, k6nnen
auch durch einfache Umschalter ersetzt wer-
den:

~_ Nelanschih
I
% Belevchtungskorper
m
A
St 52 Sa 54 8

Selbstverstindlich kénnen zwischen §; und
S, auch mehr oder weniger als zwei derartige
Wechselschalter eingefiigt werden. In der
Schaltalgebra, einer mathematischen Diszi-
plin zur Beschreibung solcher durch Reihen-
oder Parallelschaltung von Kontakten auf-
gebauten Schaltungen, wird jeder solchen
Schaltung in umkehrbar eindeutiger Weise
ein Ausdruck des Aussagenkalkiils zugeord-
net. Durch Umformungsregeln kdnnen diese
Ausdriicke in andere dquivalente Ausdriicke
umgeformt werden. Aquivalente Ausdriicke
beschreiben Schaltungen, die das gleiche
Schaltverhalten zeigen, die also die gleiche
Schaltfunktion ausiiben. Ist eine Schaltfunk-
tion vorgegeben (etwa wie in der vorliegenden
Aufgabe), so kann man unter den diese

A_’\TL_ __F_JfT
Schaltfunktion -zprésentierenden dquivalen-
ten Ausdriicken einen geeigneten aussuchen,
der noch gewisse Zusatzbedingungen erfiillt
(z. B. moglichst wenig Kontakte enthilt oder.
wie in diesem Beispiel, auf durch industrielle



Fertigung bedingte Kontaktzusammenstel-
lungen Riicksicht nimmt), und danach die
Schaltung entwerfen.

m» 480 Anzahl der

Hirsche Fiichse Brielt. Fasanen Tiere
i 2 8 7 18
2 4 16 15 37
3 6 24 23 56

Nur die Zahlen der zweiten Zeile der Tabelle
erfiillen die Bedingungen der Aulgabe. In
diesem Kleinstadtzoo befinden sich demnach
2 Hirsche, 4 Fiichse, 16 Brieftauben und
15 Fasanen.

m 481 Wenn d=0. so e=5 wegen
5—d=e;das widerspricht aber der Gleichung
12 : b=e. denn es gibt keine naturliche Zahl b
fir die 12: b=5 gilt.

Wenn d=1. so e=4 wegen 5—d=e¢. Dann
gilt ferner ¢=2 wegen 2+c=e und b=3
wegen 12:b = eunda = 4wegenl-a=ce
Wennd = 2,s0¢e = 3wegen 5 — d = e. Dann
gilt ferner ¢ = 1 wegen 2 + ¢ = e. Das wider-
spricht aber der Bedingunga > b > ¢ > d.
Die Aulgabe besitzt genau eine Lésung, und
zwara=e=4,b=3,c=2,d=1.

m 482 Es sei m die Anzahl der Schrippen,
n die Anzahl der Kniippel, die Hans einkauft;
danngilt 5-m + 7-n = 23, wobeim und n
natiirliche Zahlen sind.

a) m n S m+T7n

21

28

19

26

17

24

22

29

20

27

0 25

Aus der Tabelle wird ersichtlich, daB es keine
natiirlichen Zahlen m und n gibt, die die
Gleichung S5-m + 7-n =23 erfiillen, das
heiBt Hans kann den Geldbetrag von 23 Pl
nicht voll ausgeben.

b) 27=4-5+1-7
24=2-5+2-7 28=0-5+4-7
25=55+0-7 29=3-5+2-7
26=1-5+3-7 30=6-5+0-7
Alle weiteren Zahlen groBer als 30 lassen sich
wegen 24 + 7 =31 in der gleichen Weise
darstellen, das heiBt, Hans kann jeden hohe-
ren Geldbetrag als 23 Pf voll ausgeben.

AR W WNN G~ -0 O
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» 483 Mit Hilfe des selbstgefertigten Zei-
chendreiecks zeichnen wir zwei gleichseitige
Dreiecke so, dafl zwei Eckpunkte des ersten
Dreiecks mit genau zwei Eckpunkten des
zweiten zusammenfallen (siehe Zeichnung
zur Aufgabe). Die so entstandene Figur
stellt einen Rhombus dar. Mit Hilfe eines
Lineals zeichnen wir die zweite, noch feh-
lende Diagonale dieses Rhombus. Da im

Rhombus die Diagonalen senkrecht aulein-
ander stehen, erhalten wir im Schnittpunkt
der Diagonalen vier rechte Winkel.

m 484 331 Benzin kosten 33 - 1,50 M, das
sind 49,50 M. Aus 49,50 + 3,00 = 52,50 folgt,
daB 341 Kraftstoffgemisch 52,50 M kosten.
Dann gilt x: 34 = 20:52,5 also x = 12%.
Der Kraftfahrer erhilt fiir 20 M rund 13 |
Kraftstoflgemisch.

m 485 Angenommen, der Lehrer unter-
richte x Schiiler, dann 148t sich auf Grund
des Aufgabentextes folgende Gleichung aul-
tellen:

stefen x+x+§x+ix+1=100,

11

—x = 99,
4

x = 36.
Der Lehrer unterrichtet genau 36 Schiler.

m 486a) Ex 2 moége von Schoneleld bis
zur Begegnung der Ziige x min gefahren
sein; dann ist D 273 von Leipzig (x + 7) min
gefahren, da dieser Zug in Leipzig 7 min frii-
her abfdhrt. Ferner betrage die Entfernung
von Berlin-Schonefeld nach Leipzig a km.
Dann betrigt die Geschwindigkeit von Ex 2

% km/min, da die Fahrzeit 90 min betrégt.

Ex 2 hat also bis zur Begegnung 22 ¥m
zuriickgelegt. %0
Die Geschwindigkeit von D 273 betragt

likm/min;b daher hat dieser Zug bis zur

x + 7)a km zuriickgelegt.
115

Wir erhalten daher die Gleichung

xa (x+ 7a
=a

Begegnung

90 115
und nach Division durch a
x x+7
% + TG 1. Daraus folgt
115x + 90x + 630 = 10350,
205x = 9720,
9720 ~ 474
205

Die Fahrzeit von Ex 2 bis zur Begegnung
betragt also rd. 47 min, d. h, die beiden
Ziige begegnen sich um 9.13 Uhr.

b) Die mittleren Geschwindigkeiten betragen

firEx2 o, = 1924 60400k 1085 km/h.

fir D273 o, = 1627 €0
115
Man erkennt, daB der ExpreBzug Ex 2 eine
sehr hohe Geschwindigkeit hat.
c) Ex 2 hat bis zur Begegnung die Strecke
162,7
47,4-W km =
Dabher treffen sich die beiden Ziige in einer
Entfernung von 85,7 km von Berlin-Schdne-
feld.
d) Aus der beigefiigten graphischen Darstel-
lung konnen wir unmittelbar ablesen, daB
die beiden Ziige sich um 9.13 Uhr in einer
Entfernung von rd. 86 km von Berlin-Schéne-
feld begegnen.

km/h~ 849 km/h.

85,7 km zuriickgelegt.

Mit solchen graphischen Darstellungen, den
sog. graphischen Fahrplinen, wird bei der
Deutschen Reichsbahn gearbeitet. Diese gra-
phischen Fahrpline enthalten alle Ziige, die
auf einer bestimmten Strecke verkehren.
Aus technischen Griinden wird dabei in
Abweichung von der beigefiigten Zeichnung
die Zeit unterhalb der Entfernungs-Achse
eingetragen. Mit Hilfe dieser Fahrpline las-
sen sich die gesuchten Zeiten schneller er-
mitteln als mit Hilfe des iiblichen Kursbuches;
ferner konnen Sonderziige leichter einge-
plant werden.

Zeit

1020 1

10007
gso+
9201
9001
8491
820

§90

20 40 60 80 100 20 M0 427  km
Berlin - Leipzig
Schéneleld -

m 487 Wenn in Antwort a) beide Angaben
falsch sind, so muB aus Antwort e) die An-
gabe Dieter und aus Antwort c) die Angabe
Fred richtig sein. Das steht aber im Wider-
spruch zur Antwort d). Wenn in Antwort
b) beide Angaben falsch sind, so mufl aus
Antwort c) die Angabe Axel und aus Ant-
wort d) die Angabe Ernst richtig sein. Diese
Annahme fithrt auch bei den Antworten
a) und e) zu keinem Widerspruch. Die beiden
Sieger heiBen Axel und Ernst. Weitere An-
nahmen, daB in den Antworten c), d) oder
e) beide Angaben falsch sind, fihren zu Wi-
derspriichen. Daher sind Axel und Ernst
die beiden Sieger.

m 488 Wir konstruieren ein Quadrat
P'Q'R'S', wobei die Punkte P’ und Q' auf
dem Schenkel AB und der Punkt S’ aul dem
Schenkel AC des Winkels < CAB liegen (vgl.
die Abbildung). Das ist immer moglich, weil
der Winkel & CAB spitz ist. Dann verbinden
wir A mit R’ und erhalten den Schnittpunkt
R dieser Verbindungsgeraden mit der Seite
BC. Wir ziehen die Parallele durch R zu AB,
die die Seite AC in S schneidet. Dann fillen
wir die Lote von R und § auf AB und erhalten
die FuBpunkte P und Q. c

S

s R

A P Q P a B8

Wir behaupten nun, daB das Viereck PQRS
ein Quadrat ist und daher das gesuchte
Quadrat.

Wegen der Konstruktion ist PQRS ein Recht-
eck; wir haben also nur noch zu zeigen, dag
E@ =RS gilt.
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Aus dem Strahlensatz folgt

@ : w =AR: AR und

RS :R'S =AR: AR,
RQ:RQ'=RS : RS,

@:IE =@7:R’—S’=l:l,

weil nach der Konstruktion P'Q'R'S’ ein
Quadrat ist. Mithin gilt RQ=RS, w.zb.w.
Wir bemerken noch, daB wir in dem vor-
liegenden Falle eine Ahnlichkeitstransforma-
tion durchgefiihrt haben;. wir haben némlich
das Quadrat P'Q’'R’'S’ in die hnliche Figur
PQRS iibergefiihrt, die daher ebenfalls ein
Quadrat ist.

also

= 489 Die entstandene sechsstellige Zahl z
muf gerade sein, da sie durch 1334 teilbar
sein soll. Ferner muB z wegen 1334=2- 667
durch 667 teilbar sein.

Nun gilt 3-667=2001. Wenn also 4 so
spielt, daB die entstehende Zahl z durch 2001
teilbar ist, so ist z, weil eine gerade Zahl, auch
durch 1334 teilbar.

Nun kann aber A stets erreichen, daB die
Zahl z durch 2001 teilbar ist. 4 wihlt nim-
lich zunidchst eine gerade einstellige Zahl,
z.B. 2. Dann wihlt B zwei weitere einstellige
Zahlen, so daB eine dreistellige Zahl x ent-
steht, die auf Grund der Spielbedingungen
kleiner als 500 ist. SchlieBlich wihlt 4 drei
cinstellige Zahlen so, daB sie die dreistellige
Zahl 2 x bilden. Es ergibt sich die sechsstellige
Zahl z=1000-2x+x=2001"-x, wobei x
eine gerade Zahl ist. Die Zahl z ist also durch
2001 und daher auch durch 667 teilbar und,
weil sie gerade ist, auch durch 1334. Damit
hat A sein Ziel erreicht. Zur Veranschau-
lichung geben wir noch ein Beispiel:

A wihit zunidchst die Zahl 2; dann wihlt B
die Zahlen 7 und 3; es ergibt sich die Zahl 372.
Nun wihlt wieder A die Zahlen 4, 4 und 7,
und es ergibt sich die Zahl z =744 372. Diese
Zahl ist aber, wie man leicht nachweist, durch
1334 teilbar.

= 490 Wir berechnen zuniichst den Fli-
cheninhalt A, des Flichenstiicks ABCD. Es
seien M und N die Mittelpunktg der durch A
und D bzw. B und C gehenden Kreise (vgl.
die Abbildung).

Ferner seien A, der Flicheninhalt des Qua-
drats ABCD, A, der Flicheninhalt des Kreis-
sektors MAD, A, der Flicheninhalt des
gleichseitigen Dreiecks M AD.

Dann gilt Ag=A,—2(A;— A3).

Ferner gilt A4, =4a?, Az=ga2 .

da der Flidcheninhalt des Kreissektors gleich

1

6 des Flacheninhalts eines Kreises vom

Radius a ist. Weiter gilt fir den Flichen-
inhalt des gleichseitigen Dreiecks MAD mit
der Seitenldnge a

aZ —
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Es ergibt sich daher
A, =a*>-2 (Eal—a—z \/§>
0 6 4

— a2 T 1 =2\ 2

—a (1 —§+5J3>~0,819a :
Setzen wir a=12 cm ein, so erhalten wir
Ao~117,9 cm?. Da die Dicke des Stahlblechs
0,3 cm und seine Dichte 7,85 gcm ™ betrigt,

ergibt sich die Masse des Blechstiicks
M=x1179-03-785gx278g.

m 491 Weil die Terme auf beiden Seiten
der gegebenen Gleichung
x(x+2)(x+4)(x+6)=(x+Dx+3Px+5 (1)
symmetrisch beziiglich x + 3 sind, kénnen wir
diese Gleichung wesentlich vereinfachen, in-
dem wir x+3=2z, also x=z—3 setzen.
Wir erhalten die éiquivalenten' Gleichungen
z—3) z— D+ Dz+)=(z-2)z%(z+2), (2)

(22=9E*—1)=(z*-4) 22, 3)

2% —10224+9=2*—4z2, @
622=9, (5)
, 3
=2 6
=3 (6)

Nun hat die Gleichung (6) genau zwei reelle
Losungen, ndmlich

1 = 1 7

7,=3 6 und z,= -3 J6.
Da diec Gleichungen (2) bis (6) dquivalent
sind und da x=2z—3 gilt, hat die Gleichung

(1) ebenfalls genau zwei reelle Losungen,
nimlich

1 2 1 -
xl=5\/6—3 und x2=—5\/6—3.

oo b e Mo

Zunichst geben wir noch drei Aufgaben fiir
das erste ,,6ffentliche Auftreten®:

A A 13 Man hat fiir eine Rechnung Neuner-
und Elferprobe gemacht, und beide sind
»aufgegangen®. Steht jetzt mit Sicherheit fest,
daB die Rechnung richtig ist?

A A 14 Gesucht ist eine vierstellige Zahl
aus aufeinanderfolgenden Ziffern, die bei
Vertauschen der ersten beiden Ziffern eine
Quadratzahl ergibt.

A A 15 Eine gewisse natiirliche Zahl schreibt
sich im Dezimaisystem mit Hilfe von 3000
Einsen und einer gewissen Anzahl Nullen.
Kann sie eine Quadratzahl sein?

Losungen zu A 1 bis A 15:

1 Peter habe p Streichhdlzer in die Hand
genommen, sein Vater v. Dann sind iibrig-
geblieben 60—p—v Streichhélzer, wobei
Peter nur v unbekannt ist. Je nachdem, ob p
gerade oder ungerade ist, ist auch 60—p
gerade oder ungerade, weil 60 selbst eine
gerade Zahl ist. Ob nun n gerade oder
ungerade ist, &8t sich angeben. wenn man
weiB, ob v gerade oder ungerade ist:

p gerade gerade ungerade ungerade

v gerade ungerade gerade ungerade

n gerade ungerade ungerade gerade

2 Die Anzahl der Streichhélzer in der linken
Hand sei /, die in der rechten r. Dann ist zu
bilden 2/ + 3r, und dafiir gilt
21+3r ist

gerade, falls / ungerade und r gerade
| ungerade, falls | gerade und r ungerace.

3 ez=2"4 21 =07(142)=2"3
=271.2:3=2"116

Wegen n=1 ist 2"~ ! eine natiirliche Zahl k,
also z=+k-6, d. h. z ist durch 6 teilbar.

4 Esist 9=9 (100); 9> =81 (100);

93=29 (100); 9*=61 (100); 9°=49 (100);
96=41 (100); 9"=69 (100); 9%=21 (100);
99=89 (100); 9'°=1 (100); 9''=9 (100),
und nun wiederholen sich die Reste,

d. h. es gilt

(*) 9'°%*i=9i (100) fir alle natiirlichen
iund k.

Ublicherweise faBt man 9°° auf als 9.
Wegen 9°=9 (10) und (*) gilt 9°=9° (100).
Also endet 9°” auf die Ziffern 89. Betrachtet
man hingegen (9°) =9° " °=98!, 50 ist wegen
(*) 9%'=9! (100). Also endet (9°)° auf 09.
5 Bei jedem Zerschneiden eines Papier-
bogens in 4 Teile wird die Anzahl der Bogen
um 3 vermehrt, so daB am SchluB s=20+3k
(mit natiirlichem k) BSgen entstanden sein
miissen. Nun ist s=20 (3), also s=2 (3).
Andererseits ist aber 451=1 (3). Also kann
die Gesamtzahl s der B6gen niemals 451 sein.

6 + 012345 012345
0 012345 0 000000
1123450 1 012345
2 234501 2024024
3 345012 3030303
4 450123 4 042042
5501234 5054321

7 a) m=7; Restklasse 'R,

b) Gewinnzahlen sind die Zahlen der Rest-
klassen "R

c) Bei 1 <s<5istm=6

z=150: Die Gewinnzahlen sind wegen
49=1 (6) die Zahlen aus °R, (Wer 50 oder
mehr sagen muB, verliert.) bzw. wegen 50=2
(6) die Zahlen aus °R, (Wer 50 sagen kann.
gewinnt.).

z= 75: Gewinnzahlen aus °R, bzw. °R,

z=100: Gewinnzahlen aus SR; bzw. °R,

Bei 1<s<10ist m=11

z= 50: Gewinnzahlen aus ''R; bzw. 'R,

z= 175: Gewinnzahlen aus ''Ry bzw. 'R,

2=100: Gewinnzahlen aus 'R, bzw. 'R,

Bei 15512 ist m=13

z= 50: Gewinnzahlen aus '*R,, bzw. 1*R
z= 75: Gewinnzahlen aus 'Ry bzw. 1°R,,
z=100: Gewinnzahlen aus '3R; bzw. 'R,

d) Der Fall 1<5<10, z=100, wobei der-
jenige verliert, der zuerst 100 oder mehr

sagen muB.

¢) ja, denn der Nachziehende ist nur in fol-
genden zwei Fillen im Vorteil: 1. z=1 (m)
und 2. z=0 (m) und wer zuerst z erreicht,
gewinnt. In beiden Fillen sind die Gewinn-
zahlen die Zahlen der Restklasse ™R,,.



8 a) Gewinnzahlen sind die Vielfachen von
7, also die Zahlen aus "R, und demzufolge
ist der Nachziehende im Vorteil. Da bei
einem normalen Spielwiirfel die Augenzahlen
auf einander gegeniiberliegenden Seiten zu-
sammen 7 ergeben, braucht er nur nach
jedem Setzen des Anziehenden selbst zu
setzen, indem er den Wiirfel umdreht. Frei-
lich ist es unklug, gleich von Anfang an so zu
verfahren und damit dem Spielpartner sofort
den Kniff zu verraten. Je nachdem, wie weit
man das Vorausdenken des Gegners ein-
schitzt, wird man die Folge der Gewinnzahlen
erst [riiher oder spiter ansteuern. Dabei muB3
man freilich das Risiko in Kauf nehmen, da3
der Spielpartner den Sachverhalt durch-
schaut und selbst die Gewinnzahlenfolge
frither ,beschlagnahmt*.

b) Das Spiel ist bei beiden Versionen fiir den
Anziehenden giinstig. Er gewinnt mit Sicher-
heit, falls er stets so viel Holzchen nimmt, daB
sich zusammen mit den im vorangegangenen
Zug vom Nachziehenden genommenen Holz-
chen 4 ergeben. Beginnen muf er mit 2 Holz-
chen, falls derjenige verliert, der das letzte
Holzchen nehmen muB, andernfalls mit 3
Holzchen.

9 Weil fiir jede ganze Zahl a gilt

a-1=1-a=a. In den Restklassen modulo m
ist neutrales Element der Multiplikation die
Restklasse ™R, =1, denn fir jede Restklasse a

gilta-1=1-a=a.

10 Das ist nicht moglich. Setzt man z. B.
im Restklassenring modulo 7 fest, daf§ a<b
genau dann gelten soll, wenn a<b ist, so
gilt nicht etwa a+c<b+c fiir jede Rest-
klasse ¢: Es wiire dann z. B. 2 <5, aber wegen
2+4=6 und 5+4=2 wiirde gelten
2+4>5+4. Man sieht sofort, daB auch eine
andere Festsetzung nicht zum Ziel fiihrt.

11 Nicht lésbar im Restklassenring mo-
dulo 10 sind (auBer allen Divisionen durch 0)
folgende Divisionsaulgaben:

1:2;3:2;,5:2;7:2; 515; T:Z; 3:1;
5:4;7:4;,9:4; 1:5;2:5; 3:5; 4:5;
6:5;7:5;, 8:5;9:5; 1:6; 3:6; 5:6;
7:6;9:6; 1:8; 3:8; 5:8; 7:8; 9:8
E:E(E:{:ﬁ) ist genau dann nicht 16sbar, wenn

b einen Primfaktor p von 10 (also 2 oder 5)
als Teiler hat und a0 (p) gilt.

12 a=34; b=89; c=46; d=463

13 nein; man kann sich noch um Vielfache
von 9-11=99 verrechnet haben.

14 In Frage kommen die Zahlen 1234,
2345, 3456, 4567, 5678, 6789. Bei Zuhilfe-
nahme einer Quadrattafel ist die Aufgabe
natiirlich sofort geldst. Ohne eine solche
Tafel fiihrt foigende Uberlegung schnell zum
Ziel:

Die gesuchte Zahl habe die Dezimaldarstel-
lung (abed) mit 1<a<6, b=a+1, c=a+2,
d=a+3. Vertauschen der ersten und zweiten
Ziffer liefert dann z=(bacd), also

z=1000b+100a+ 10c+d

=1000a+ 1000+ 100a+10a+20+a+3

=1111a+1023.
Wegen 1111a=0 (1) und 1023=0 (11)
folgt daraus z=0 (11), also auch \/;EO (1)
Wegen 2134 <7<7 689 kommen [ur \/; nur
die Zahlen 55, 66, 77 in Betracht. DaB 552
und 772 ausscheiden, kann man sogar ohne
Quadrieren sehen: Wegen 772 =9 (10) einer-
seits und 77% < 7 689 andererseits scheidet 772
aus, wegen 3245=0 (5), aber 3245 #0 (25),
und 5525 (10) bleibt nur 662 iibrig. Es ist
66%2=41356, die gesuchte Zahl mithin 3456.

15 Die Quersumme der Zahl ist 300. Da
300 durch 3, aber nicht durch 9 teilbar ist,
ist die Zahl selbst auch durch 3, aber nicht
durch 9 teilbar, [olglich keine Quadratzahl.

s Aus 5—3=2 und 120 : 2=60 folgt, daBB
1 Meter dieses Stoffes 60 Forint kostet. Dem-
nach hatte der erste Kunde 180 Ft, der zweite
300 Ft und der dritte 540 Ft zu zahlen.

= Aus 957+387=1344 folgt, daB es 1344
Midchen waren. Aus 957 + 1 344 =2 301 folgt,
daB insgesamt 2 301 Schiiler dem Durchgang
angehorten. Aus 2301-435=1000935 folgt,
daB als FerienzuschuB 1000935 Forint auf-
gewandt wurden.

a Eine Glaskugel moge x Filler kosten;
dann gilt 20x=130(x — 10). Als Losung dieser
Gleichung erhalten wir x=30. Eine Glas-
kugel kostete demnach 30 Filler, eine Ton-
kugel 20 Filler. Karl besaB 600 Filler beim
Einkauf.

s Der Personenzug hat 3,4-60 km, also
204 km zuriickgelegt; der Giiterzug hingegen
hat 6-30,4 km, also nur 182,4 km zuriick-
gelegt.

»  Angenommen, diese Behauptung wire
falsch, dann kénnte einer dieser 15 verschie-
denen Filme in héchstens 4 verschiedenen
Filmtheatern vorgefithrt werden, also alle
15 Filme in hochstens 15-4=60 Filmthea-
tern. Das wiirde aber der Voraussetzung
widersprechen, wonach diese 15 Filme in
70 Filmtheatern gezeigt werden.

m  Die groBere der beiden gesuchten Zahlen

sei x, dann lautet die kleinere 410 —x und
es gilt die Beziehung (x—10): (410—x)=7.
Als Losung dieser Gleichung erhalten wir
x=360. Es handelt sich also um die Zahlen
360 und 50.

m  Oberfliche der Erde:
Ag=4n-6400% km?~ 514457 600 km?
Oberfliche der Sowjetunion:

1
Ay =5 4, ~25700000 km?

s

31, 1
= A=A
(10 6°° 20 °>

s Wir lésen diese Aufgabe mit Hilfe
einer Tabelle.
n 2n 2n-1 k

19 38 37 91
28 S6 55 82
37 14 13 73
46 92 91 64

55 110 109 55
64 128 127 46
73 146 145 37
82 164 163 28
91 182 181 19

In der Tabelle sei k die Zahl, die aus der
Zahl n durch Vertauschen der Ziffern hervor-
geht. Es gibt genau eine solche Zahl, nim-
lich 37.

Die merkwiirdige Waage

4 Kegel=1 Wiirfel + 1 Kugel
(ausfiihrliche Losung siche Heft 4/70)

Fortuna

Knobelei im Strandbad

19 5 15 10 16
8 22 11 21 3
6 20 12 9 18
7 17 14 23 4
25 1 13 2 24

Detektive gesucht!

Mit Schliissel Nr. 2, den Weg zum mittleren
Raum zeigt die Abb.

Aus ,,Fiiles*
586 140
586950
+972048

2145138
Zelte
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In freien Stunden

(Ungarischer Bilderbogen)

Die merkwiirdige Waage

Auf dem Bild ist die bekannte Balkenwaage zu sehen.
In den Waagschalen befinden sich aber keine Wige-
stiicke. Vielerlei geometrische Korper — Kugel,
Wiirfel, Zylinder und Kegel — halten einander im
Gleichgewicht. Die ersten drei Abbildungen zeigen
Korper im Gleichgewicht. Auf der vierten Skizze
haben wir die das Gleichgewicht haltenden Korper
,,vergessen*‘,

Mit wieviel und mit welchen Ko6rpern kann man mit
den im vierten Bild in der linken Waagschale zu
sehenden vier Kegeln so das Gleichgewicht halten, daf3
moglichst wenig Korper verwendet werden?

Fortuna

Fortuna ist ein Wort aus der lateinischen Sprache, das
auf deutsch Gliick bedeutet. Da} vorliegende Amulett

ist folgendermaBen verfertigt: Man ging von dem in

D|O|MC|T

H[=lo[n[z][c[4]o[=][1]0O
clz|z]p[n[4]p[n][c]4]»
w|»|c|n]olc|z]p|z[4]c
o[=|4|=|o[z]|c|u|o][x]z
wzlc[4[n[»[4]n[c][n]>

yl2i{Zic|4|»|2Z|c|4|=H
w|(C|»|(n|n|n|o|n|s|0|0
O|<|m|o|Oo|Z|Cc|H|»|m|n
Rlm|Oo|n|n|»|-|c|z|c|-
“H|P|c|+4|m|0|Bn|Z|>|Z(>

clZz|Z[>|»

der linken oberen Ecke sichtbaren Buchstaben F aus
und muBte so zu dem in der rechten unteren Ecke
gezeichneten Buchstaben A gelangen, daB dabei alle
kleinen Quadrate der Abbildung durchlaufen werden,
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heiter

aber nur einmal. Unterwegs darf man jedoch nur
solche Buchstaben beriithren, die nacheinander das
Wort Fortuna bzw. seine Wiederholung ergeben.
(Dem Leser garantieren wir nicht, dafl er im Lotto
einen Fiinfer erzielt!)

Knobelei im Strandbad

In den in den Sand gezeichneten Ringen miissen alle
Zahlen von 1 bis 25 vorkommen. Auf dem Kreisradius
und ldngs der Peripherie der 5 Kreise soll die Summe
der Zahlen stets 65 sein. Welche Zahlen muBl man
in die leer gelassenen Ringe eintragen, wenn man
beiden Forderungen geniigen will?

Detektive gesucht!

Ein Dieb fertigt sich einen Lageplan eines Gebdudes
an, in dem Kunstschiitze verwahrt werden. Im inner-
sten Raum (KEP), der von Gingen umgeben ist,
befindet sich ein Gemiilde von hohem Wert. Auf dem
Tisch neben dem schlafenden Pfortner liegen vier
Schliissel. Der Dieb wei3, daB er sich nur einen von
den vier Schliisseln zu verschaffen braucht, um dort-
hin zu gelangen, wo das Gemiilde ist.
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Auch unsere Leser sollen herausfinden, mit welchem
der viet Schliissel man diejenigen Tiiren 6ffnen kann,
durch die man schlieBlich zum mittleren Raum gelan-
gen kann.

Sieben

Paust die sechs Teile (auf der linken Seite der Abb.)
ab, schneidet sie aus und setzt aus ihnen eine nach dem
Muster der Abbildung rechts gezeigten Sieben zusam-
men.

Eine der beliebtesten ungarischen Ritselzeitschriften
ist ,,Fiiles. Aus ihr haben wir das folgende Krypto-
gramm ausgeschnitten (Schiiler + Lehrer + Schule

= Kultur). Jeder Buchstabe ist durch eine Grund-
ziffer zu ersetzen, so daB eine (im dekadischen System)
richtig geloste Additionsaufgabe entsteht. Die Zu-
ordnung zwischen Buchstaben und Ziffern soll ein-
deutig sein; d.h. gleiche Buchstaben entsprechen
gleichen Ziffern, verschiedene Buchstaben entspre-
chen verschiedenen Ziffern.

Zelte

Auf dem Bilde sind sechsmal je zwei Zelte gleicher
Form zu sehen. Man verbinde die Zelte gleicher Form
so je durch eine Linie, daB diese sich nicht kreuzen.
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Geschicklichkeitsspiel

Ungarische Mathematik-Methodiker iibergaben dem
Chefredakteur von alpha ein Unterhaltungsspiel fiir
die Heimfahrt von Budapest nach Leipzig. Es ist
ein Kastchen mit 9 geometrischen Figuren aus Plaste.
Das mit A4 gekennzeichnete Quadrat ist so zu verschie-
ben, dafB es in die rechte untere Ecke zu liegen kommt.
Dem Leser ist es iiberlassen, weitere eigene Spiel-
varianten zu erdenken!

Leerfeld
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Do
Fr
Sa

W

Juli 1970

* 1646 Gottfried Wilhelm Leibniz. studierte
in Leipzig seit 1661 Philosophie. seit 1664

. die Rechte, promoviert 1667 in Altdorl. Er ist trotz

unzureichender Fachausbildung mathematisch inter-
essiert: Infinitesimalreclinung, Vorfithrung seiner
Rechenmaschine in London (1673) (1 14. 11. 1716)

* 1866 Henry Frederik Baker (1 17. 3. 1956)

Beginn der Sommerferien

Do 9
Fr 10
Sa 11

1 1932 René Baire. Wirkte in Frankreich, darf als
einer der Begriinder der modernen Theorie der
reellen Funktionen bezeichnet werden (* 21. 1. 1874)

* 1436 Johannes Regiomontanus (eigentl. Miiller).
R. ging 1448 an die Univ. Leipzig (neuart. Ber.
einer Planetentafel) dann 1450 nach Wien
(Hofastronom, Kalenderreformer t 1476)

* 1629 Christiaan Huygens. Widerlegt die zeitgen.
Ansicht, die Parabel sei zugleich Kettenlinie.
beschiftigt sich mit Quadratur. Logarithmen.
Kurvendiskussionen (1 1695)

1970 Beginn der XII. Internationalen Mathematik-
olympiade in der VR Ungarn

Mo 13
Di 14
Mi 15
Do 16

Fr 17
Sa 18

T 1931 Wladyslaw Bartkiewicz.
Arbeitsgebiete: Mathematische Statistik
und Versicherungsmathematik

+ 1801 Julius Pliicker. Wirkte in Bonn.
Neuaufbau der analytischen Geometrie

1 1912 Henri Poincaré (* 29. 4. 1854)

Mo 20

Di 21
Mi 22

Do 23
Fr 24
Sa 25

T 1866 Bernhard Riemann. Wirkte in Géttingen.
Seine Schopfungen, die Riemannsche Flache

und die Riemannsche Geometrie zihlen zu den
groBten Errungenschaften mathematischen
Denkens. (* 17. 9. 1826)

1 1922 Andrei Andrejewitsch Markow (* 14. 6. 1856)

* 1784 Friedrich Wilhelm Bessel, Astronom
(1 17. 3. 1846)
Ende der XII. IMO
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Mo 27
Di 28
Mi 29
Do 30
Fr 31

Sa 1

T 1941 Kazimierz Bartel. Wirkte in Lwow.
Arbeiten iib. Darst. Geometrie und malerische
Perspektive.

August 1970

Di
Mi
Do
Fr
Sa

N ULAL W

* 1905 Sir William Hamilton. Wirkte in Dublin.
Bed. Beitrige zur Algebra.
1 1874 Otto Hesse (* 22. 4. 1811)

Mo 10
Di 11
Mi 12
Do 13
Fr 14

Sa 15

1 1886 Edmond Laguerre. Wirkte in Paris.
Beitrige z. hoheren Geometrie (* 9. 4. 1834)

Mo 17
Di 18
Mi 19
Do 20
Fr 21
Sa 22

* 1789 Augustin Cauchy (F 23. 5. 1857)

Mo 24
Di 25
Mi 26
Do 27
Fr 28
Sa 29

* 1829 Moritz Cantor. (1 10. 4. 1920)

* 1802 Nils Henrik Abel. (T 4. 4. 1829)

* 1858 Guiseppe Peano (f 20. 4. 1932)

1 1937 Otto Holder. Wirkte in Leipzig.
Grundlegende Arbeiten zur Algebra
(* 22. 12. 1859)

Mo 31

* 1856 Carl Runge. Wirkte in Berlin, Hannover
und Géottingen. Grundlegende Arbeiten
zur numerischen Anw. math. Methoden

t 1945 Stefan Banach (* 30. 3. 1892)
* 1821 Hermann v. Helmholtz (1 8. 9. 1894)



Literatur

Ungarische Literatur
in deutscher Sprache

Karla Lukacs
Wie groB, wie spiit, wie weit?

Kinderbuchverlag Berlin/Corvina-Verlag
Budapest 1970

40 Seiten, zahlreiche Illustrationen,

5,80 M (ab 4. Klasse)

Aus dem Inhaltsverzeichnis: Ein wenig
Geschichte + Wirmnis und Ordnung - Milch
in der Kiirbisschale? Wie entstanden
die Zeiteinheiten? Die Sonne - Wie lang
ist eigentlich ein Tag? Stunde, Minute,
Sekunde - Das Wetter - Das Lichtjahr -
Tabelle der MaBeinheiten

Gyula Mékassy
Zwei plus zwei gleich vier

Kinderbuchverlag Berlin 1970

40 Seiten, 5,40 M (ab 3. Klasse)

Dieses Kinderbuch fiihrt den jungen Leser
durch mehrere 10000 Jahre Menschheits-
geschichte, in denen mit der Entwicklung
der Kultur auch die Wissenschaft
Mathematik geboren wurde. Die
humorvollen Illustrationen in Verbindung
mit einem knappen Text werden Freude
und Interesse an der Mathematik wecken.

T. Varga

Mathematische Logik fiir Anfinger
Aussagenlogik

Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1964

Bestell-Nr. 001 804, 6,40 M

(siche unseren Beitrag auf Seite 64)
(ab Klasse 9)

Istvan Szava

Der Gigant von Syrakus
Ein Archimedes-Roman

Prisma- Verlag, Berlin, 9,40 M (ab Klasse 8)
Archimedes war einer der beriihmiesten
Wissenschaftler der Antike. Seinen Namen
und seine Gesetze kennt jedes Schulkind.

Aber weilBt Du auch, wie er den Auftrieb
schwimmender Korper, den Flacheninhalt
des Kreises, den Rauminhalt der Kugel,

des Zylinders und andere K 6rper berechnete?
Kennst Du die Wasserschraube?

Ist Dir bekannt, daB Archimedes auch ein
hervorragender Feldherr war? Das Buch

ist ein interessanter Roman, der uns mit
dem Altertum auf spannende, unterhaltsame
und lehrreiche Art bekannt macht.

J. Gy. Obadovics

Taschenbuch der Elementarmathematik
Mit praktischen Anwendungen

G. Teubner — Verlagsgesellschaft

Leipzig 1962

868 S., zahlr. Abb., 12,— M (ab Klasse 7)
Das Buch ist ein umfassendes
Nachschlagewerk fiir Schiler der Mittel-
und Oberstufe

Alfréd Rényi
Briefe iiber die Wahrscheinlichkeit

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1969
94 Seiten, 7,80 M (ab Klasse 10)

Roézsa Péter

Das Spiel mit dem Unendlichen

Teubner, Leipzig
278 S., zahlr. Abb., 9,80 M (ab Klasse 9)
Leseprobe: Der Zauberlehrling

Der Begriff der Teilbarkeit birgt noch so

.manches Interessante, womit es sich lohnt

zu spielen. Dazu gehort z. B. die Entdeckung,
daB es befreundete Zahlen gibt.

Zwei Zahlen sind befreundet, wenn die
Summe der echten Teiler der einen die
andere Zahl ergibt und umgekehrt. Die Zahl
selbst wird nicht zu ihren echten Teilern
gerechnet. (Die echten Teiler von 10 z. B,
sind 1, 2 und 5.) Solche befreundete Zahlen
sind z. B. 220 und 284, denn

1-220
2-110 1-284
20= %" 3 ynd 24=]2-142
3. 44 4- 7
10 22
- 20

die Summe der echten Teiler von 220 ist also:

c1424+44+54+104+114+20+22+44+55+110

=284,

und die Summe der echten Teiler von 284 ist:
14+24+44714+142=220.

Die Alten schrieben diesen Zahlen gewisse
magische Eigenschaften zu. und deshalb
ging man auf die Suche nach vollkommenen
Zahlen. ...

Hochschulliteratur

Wir danken an dieser Stelle Frau Ziegler.
Verantw. Lektor fiir Mathematik

BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft.
Herrn Boll. Cheflektor im VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften. sowie

den Werbeabteilungen beider Verlage fiir
die langjahrige Beratung und umfassende
Unterstiitzung der Redaktion alpha.
wodurch es uns erméglicht wurde.
verdienstvollen Mitarbeitern unserer
Zeitschrift als Anerkennung einige

der genannten Hochschulbiicher

zu iiberreichen.

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften

J. Aczél: Ein Blick auf Funktional-
gleichungen und ihre Anwendung

J. Aczél: Vorlesungen iiber Funktional-
gleichungen und ihre Anwendungen

P. Turan: Abhandlungen aus Zahlentheorie
und Analysis, zur Erinnerung an
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B. A. Kordemski

Kopfchen, Kopfchen

8. Auflage 1970, 332 Seiten,
493 zweifarbige Zeichnungen,
Ganzgewebe 12— M.

Freude am Denksport ist eine
Vorstufe mathematischer Arbeit.

Aus allen dafiir geeigneten Gebieten,
Zahlenritseln, Verschiebungs-
aufgaben, Gesellschaftsspielen,
Bewegungsaufgaben, Zerlegungen und
Zusammensetzungen geometrischer
Figuren, planimetrischen und
arithmetrischen Besonderheiten,
magischen Quadraten und vielen
anderen hat der Autor 323 Aufgaben
zusammengestellt, die von einfachsten
Denkiibungen bis zu mittelschweren
mathematischen Problemen reichen.
Die meisten Beispiele sind mit

ein- oder zweifarbigen Skizzen
versehen. Im Anhang sind zu allen
Aufgaben ausfiihrliche Losungen
gegeben.

Ubergeben Sie die Bestellung bitte
Ihrer Buchhandlung!

URANIA-VERIAG

Leipzig - Jena - Berlin

Verlag fiir populdrwissenschaftliche
Literatur

701 Leipzig, PF 969

1. Wie muB man eine Kette zu drei Gliedern aus drei
Streifen bilden, damit beim Durchschneiden eines
einzigen beliebigen Gliedes die ganze Kette in drei
Teile zerfillt? Die iibliche Verkettung, die in der Abb.
dargestellt ist, eignet sich offensichtlich nicht dazu,
weil die Kette in diesem Falle nur dann in drei Teile
zerfillt, wenn das mittlere Glied durchschnitten wird
und nicht, wenn ein beliebiges durchschnitten wird,
wie die Bedingung fordert.

2. Wie muB man eine Kette zu fiinf Gliedern aus fiinf
Streifen bilden, damit sie in fiinf Teile zerfallt, wenn
man ein bestimmtes Glied durchschneidet?

3. Wie muBl man eine Kette zu fiinf Gliedern aus
funf Streifen bilden, damit beim Durchschneiden
eines beliebigen Gliedes die ganze Kette in die fiinf
Teile zerfallt?

Legt die Dominosteine nach der iiblichen Spielregel
aneinander, so daB ein quadratischer Rahmen ent-
stehit. Verwendet dabei alle 28 Steine und ordnet sie so,
daB in jeder Seite des Quadrats die Summe der
Augen 44 ist!

Eine Studentin bereitet sich auf ihren ,,Probeunter-
richt in Mathematik in der 8. Klasse vor.

,,Sag mir doch, welche Aufgabe du deinen Schiilern
stellen willst?** fragte interessiert ihr Vater, ein aus-
gezeichneter Maschinist. ,,Das Alter eines Kindes,
vermehrt um 3 Jahre, ergibt eine Zahl, aus der sich
genau die Quadratwurzel ziehen laBt, diese Wurzel
ergibt das um 3 Jahre verminderte Alter des Kindes.
Wie alt ist das Kind?*

,.Nun eine ganz gute Aufgabe fiir miindliche Ubungen.
Aufgeweckte Kinder 18sen sie in einer Minute.*
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Auf den Spuren
Jakob Steiners

Die gegenwirtig sehr intensiv betriebenen Leistungs-
wettbewerbe Junger Mathematiker auf nationaler und
internationaler Ebene lassen manchmal die Meinung
aufkommen, daB eine solche Art des Testens von
Jugendlichen auf ihr mathematisches Wissen und
Kénnen eine Erfindung aus jlingster Zeit sei. Wer
jedoch Biographien iiber Mathematiker gelesen hat,
wird feststellen kénnen, daB die Erteilung von Auf-
gaben und Problemen schon frither als Priifstein fiir
angehende Talente diente. Von Interesse sind in
diesem Zusammenhang z.B. der Lebensweg des
Schweizer Geometers Jakob Steiner (1796—1863)
und eine jener Aufgaben, mit deren spontaner Losung
er als Schiller die Aufmerksamkeit seiner Lehrer
auf sich zog.

Jakob Steiner wurde am 18. Mirz 1796 in Utzenstorf
in der Schweiz als fiinftes Kind einer Kleinbauern-
familie geboren. Auf dem bescheidenen Landgut
seiner Eltern muBte er von Kind auf mitarbeiten. So
blieb keine Zeit fiir einen geregelten Schulbesuch. Das
Schreiben lernte er nicht vor seinem vierzehnten
Lebensjahr. Spiter half er den Bauern beim Aufstellen
threr Rechnungen. Als Jugendlicher verbrachte er
ganze Nichte damit, den gestirnten Himmel zu be-
trachten. Die Astronomie erschien ihm als die schénste
aller Wissenschaften. Von einem unbindigen Wissens-
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Aus einem Manuskript von J. Steiner

drang getrieben, verlieB er im Mai 1814 als Achtzehn-
jahriger gegen den Willen seiner Eltern sein Heimat-
dorf und wandte sich an Pestalozzi in Iferten. Dieser
nahm den jungen Steiner kostenlos in seine Bildungs-
stitte, und sehr schnell wurden die Mathematiklehrer
Maurer und Leuzinger auf die auBerordentlichen
Fihigkeiten ihres neuen Zoglings aufmerksam. Als
ihm dort z. B. die Aufgabe gestelit wurde, ein regel-
miBiges Fiinfeck durch eine Seitenparallele in zwei
flichengleiche Teile zu zerlegen, gab er hierfiir sofort
die einfachste Konstruktion an. Waren die Aufgaben
schwieriger, so lieB er mit seinen Bemiihungen um die
Losung nicht friiher ab, als bis er das Ergebnis gefun-
den hatte. Er fithrte dariiber ein Tagebuch. So findet

‘sich etwa zur Losung einer Aufgabe die folgende

Eintragung: ,,Gefunden Samstag, den 10. Christ-
monat 1814, nachts ein Uhr; 3+3+4 Stunden daran
gesucht.“ Als Einleitung zu einem seiner Tagebiicher
ist der Satz zu lesen: ,,Arbeitet und suchet, damit ihr
findet und nicht in Nachbetung verfallet!*

Nach eineinhalbjahriger Zeit des Lernens wurde
Steiner als Mathematiklehrer an Pestalozzis Schule
eingestellt. Drei Jahre spiter, im Herbst 1818, wandte
er sich mit einem Zeugnis von Pestalozzi zum Studium
an die Universitat Heidelberg. Sein Lebensziel stand
nun fest, sich fiir die Zukunft ganz der Mathematik zu
verschreiben.

In seinen zahlreichen wissenschaftlichen Veroffent-
lichungen zu Gegenstinden aus der Geometrie be-
diente er sich fast ausschlieBlich synthetischer Metho-
den. Von den Themen sciner ideenreichen mathema-
tischen Beitrdge sei hier nur eines aus dem Jahre 1833
genannt. Es lautet: ,,Die geometrischen Konstruk-
tionen, ausgefiihrt mittels der geraden Linie und eines
festen Kreises.* In diesem Aufsatz weist Steiner nach,
daB sich alle geometrischen Probleme ersten und
zweiten Grades in der Zeichenebene allein unter
Verwendung des Lineals 16sen lassen, wenn in der
Ebene ein Kreis beliebiger Lage und GréBe vorge-
geben ist.

Seinen auBerordentlichen Fahigkeiten weniger ent-
sprechend war zundchst der berufliche Wirkungskreis
als Lehrer an der Berliner Gewerbeschule. Auf Vor-
schlag der Mathematiker Bessel und Neumann wurde
ihm Ende 1832 von der Konigsberger Universitit die
Doktorwiirde iibertragen, und bald darauf erhielt er
durch ,,Allerhéchste Cabinetsordre vom 20. April
1833 das Pridikat eines Professors verlichen. Wenig
spater Offneten sich auch die Horsile der Berliner
Universitit fiir seine Lehrtétigkeit. Es ist hier nicht
der Ort, auf die wissenschaftlichen Leistungen Stei-
ners einzugehen. Wir wollen deshalb zu der eingangs
angefithrten Aufgabenstellung zuriickkehren, durch
deren verbliiffende Losung die iiberragenden Fahig-
keiten des jungen Steiner mit offenbar wurden.
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J. Poirer.

Aufgabe: Ein regelmibBiges Fiinfeck ist durch
eine Seitenparallele dieses Polygons in zwei
flichengleiche Teile zu zerlegen. Ferner ist
nachzuweisen, daB der Mittelpunkt M des
Fiinfecks innerhalb des bei der Teilung ent-
stechenden Trapezes liegt. (Dieser Nachweis
wurde von Steiner nicht extra gefordert,
aber man kann als sicher annehmen, daB
er sich bei Losung der Aufgabe klar iiber
die Lage von M beziiglich der Teilungslinie
war.)

Lisung: Das regelmaBige Fiinfeck (4 BCDE)
liege gezeichnet vor. (Bild 1) Wie die Auf-
gabenstellung schon besagt, scheidet eine
Seitenparallele durch M als Teilungslinie
aus. Ein erster Schritt zur Losung besteht
darin, zunichst einmal eine Symmetrale (CF)
in das Fiinfeck einzuzeichnen. Diese halbiert
sicher die Fliche, erfiillt jedoch noch nicht
die Bedingung, zu einer der Polygonseiten
parallel zu sein. Eine Parallele zu (4 B) durch

Bild 1 o
§
b
£ c
J’I . /
H * XI
a
F 6
A B

F schneidet (BC) in G. Wir betrachten jetzt
das innerhalb des Funfecks liegende Tra-
pez (CEFG) und bezeichnen darin die paralle-
len Seiten mit FG=a und CE=b. Ferner
zerlegt die Diagonale (CF) das Trapez in
das Dreieck (CFG) mit dem Flicheninhalt I,
und das Dreieck (CEF) mit dem Flachen-
inhalt I,. Offensichtlich gilt die Proportion

I :L=a:b (¢))
Die eingangs gestellte Aufgabe ist nun auf
das Problem zuriickgefiihrt, das Trapez
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(CEFG) durch eine Parallele zu (AB) im
Verhiltnis der anliegenden Seiten, d.h. im
Verhiltnis a : b zu teilen.

Wir bezeichnen die Endpunkte der gesuchten
Teilungslinie mit & und K und setzen HK=c.
AuBerdem sind die noch unbekannten Ab-
stinde der parallelen Streckena, c mit x und ¢,
b mit y einzufiihren. (Vgl. Bild 1) Jetzt
kommt es darauf an, die von der Teilungs-
linie (HK) zu erfiillenden Forderungen mit
den hier eingefiihrten GréBen analytisch zu
fassen. Fir die Inhalte 1, I, der Teiltrapeze
gilt:

2L=@+o)x, 2L=(b+c)y.
Aus Gleichung (1) und (2) folgt weiter:

a:b=(@+c)x:(b+c)y
Diese Proportion liBt sich leicht in eine
Gleichung folgender Gestalt iiberfiihren:

(@+c)bx — (b+cyay=0 3)
Gleichung (3) ist linear in den unbekannten
GroBen x und y. Zu einer weiteren linearen
Gleichung gelangen wir durch Anwendung
eines Strahlensatzes auf das Trapez. Danach
gilt die Proportion .

x:y=(c—a):(b—c).
Fiir unsere weiteren Uberlegungen bringen
wir sie auf die Form

(b—-c)x+(@a—o)y=0. “)
Auch diese Gleichung ist linear in x und y.
Die Gleichungen (3) und (4) sollen uns zu
einer konstruktiven Lésung fir ¢ verhelfen.
Wir stellen sie deshalb nochmals zusammen:

(@a+c)bx—(b+c)ay=0 ©)

(b—0c)x +(a—c)y =0
Unbekannt sind uns in diesem Gleichungs-
system (5) die drei GroBen ¢, x und y, wih-
rend nur zwei Gleichungen zur Verfiigung
stehen. Dies ist jedoch kein Grund, den
Bleistift entmutigt aus der Hand zu legen. Bei
genauerer Betrachtung stellen wir niamlich
fest, daB diese Gleichungen nur lineare Glie-
der in x und y, jedoch kein absolutes Glied
enthalten. Man sagt: das Gleichungssystem

)]

(5) ist homogen und linear in x und y. Von~

diesem System erwarten wir, daB es fiir x und
y von Null verschiedene Ldsungen liefert,
denn die Trapezseiten a, & und ¢ haben
sicher keine verschwindenden Abstinde von-
einander. Wir betrachten zweckmiBig zu-
nichst zwei Zahlenbeispiele. Das homogene
lineare Gleichungssystem
3x+4y=0
6x+7y=0 ©
146t lediglich x=0 und y=0 als Lésung zu.
Wir dndern jetzt einen der Koeffizienten des
Systems (6) und schreiben:
3x+4y=0
6x+8y=0 ™
Auch in diesem Fall ist x=0 und yv=0 eine
Ldsung von (7). Dies ist jedoch nicht mehr
das einzige Zahlenpaar; z. B. wiirden auch
die Zahlen x=4 und y=—3 die Gleichun-
gen (7) erfiillen. Man konnte beliebig viele
weitere Zahlenpaare angeben, die beide Glei-
chungen (7) befriedigen. Von dieser zweiten
Art muB also das vorliegende homogene

lineare Gleichungssystem (5) sein. Eine we-
sentliche Eigenschaft von (7) besteht darin:
Bringt man durch Linearkombination der
beiden Gleichungen den Koeffizienten von x
zum Verschwinden, dann verschwindet auch
der Koeffizient von y und umgekehrt. Man
sagt im mathematischen Sprachgebrauch:
Die beiden Gleichungen sind voneinander
linear abhdngig. Lautet das Gleichungssystem
allgemein

a;x+b,y=0

ayx+b,y=0,
so muB die Proportion

a, :a,=b, : b, (8)
gelten, wenn fiir x und y von Null verschie-
dene Losungen vorhanden sein sollen.
Diese Erkenntnis wenden wir jetzt auf das
Gleichungssystem (5) an. GemaB (8) hat das
Gleichungssystem (5) genau dann von Null
verschiedene Losungen fiir x und y, wenn
die Proportion

(a-b:(b—c)=(b+c)a:(c—a) (9
besteht. In dieser Proportion ist lediglich
die GroBe c (Lange der gesuchten Teilstrecke)
als Unbekannte enthalten. Aus (9) folgt ein
Ausdruck fiir ¢, der uns den Schliissel zu
ciner konstruktiven Losung liefert. Durch
Ausmultiplizieren von (9) findet man zu-
ndchst

& —cAa+(@—-A)b=0. Eine kurze
Zwischenrechnung fiihrt auf die Formel

c=Jabh. (10)
Die Linge ¢ der gesuchten Teilungslinie (HK)
ist also gleich dem geometrischen Mittel der
Trapezseiten a und 5. Die Konstruktion
dieses Mittelwertes wird zweckmaBig auf die
halben Strecken der parallelen Trapezseiten
bezogen, wie es Bild 1 zeigt. Nach dem

Héhensatz wird aus g und g das geome-

trische Mittel % gefunden.

Nun steht die zweite Frage der Aufgaben-
stellung noch offen. Aus der Zeichnung
allein ist nicht eindeutig abzulesen, ob der
Mittelpunkt M des Polygons innerhalb oder
auBerhalb des Trapezes (ABKH) oder gar
auf der Teilungslinie (HK) liegt. Wir wollen
die Antwort durch einen Streckenvergleich
finden. Hierzu werde das Trapez (CEFG)
gesondert herausgezeichnet und eine Seiten-
parallele m durch M gelegt. (Bild 2) Ebenso
wie ¢ 1aBt sich auch m durch g und b aus-
driicken. Fir ¢>m liegt M innerhalb und
fiir c<m liegt M auBerhalb des Trapezes
(ABKH). Gilt m=c, liegt M auf der Tei-
lungslinie (HK). Um die Mittellinie m durch a
und b auszudriicken, bezeichnen wir den
Abstand zwischen a und m mit u, zwischen
b und m mit v. Mit den Strahlensitzen folgen
die Proportionen :

u:v=a:0 und

u:v=(m—a): (b—m). an
Durch Gleichsetzen der rechten Seiten von
(11) erhilt man weiter:

a:b=(m—a):(b-—m)



Uber cine elementare Zwischenrechnung fin-
det man fiir die Lange der Mittellinie m:
2ab
== 12
a+b (12)

b ¢

Bild 2

[ (7]

Auch dieser Mittelwert von a und b hat in
der ‘'Mathematik eine grundlegende Bedeu-
tung. Der fir m gefundene Wert ist das
harmonische Mittel von a und b. Es ist in
folgender Weise definiert:

Das harmonische Mittel m zweier Zahlen a, b
nennt man den reziproken Wert des arithme-
tischen Mittels ihrer reziproken Werte, also

gt 1 _1/1.1 13
m_z(a+b). 13)

Durch geeignete Umformung zeigt man die
Ubereinstimmung des hier definierten har-
monischen Mittels mit dem in (12) gefunde-
nen Wert von m. Da m+c ist, kann zunéchst
gefolgert werden, daB M nicht auf der Tei-
lungslinie (HK) liegt.
Die Behauptung, daB der Mittelpunkt M
des Fiinfecks innerhalb des Trapezes (4BKH)
liegt, ist gleichwertig mit der Aussage
2ab —
ath <.fab
Diese Behauptung soll nun indirekt bewiesen
werden. Hierzu gehen wir von der Annahme
aus: 2ab —_
a+b >/ab
Wegen a, b>0 kann aus der Annahme
weiter gefolgert werden:
2 /ab>(a+b)
Beim Quadrieren der linken und rechten
Seite andert sich nach den geltenden Voraus-
setzungen nichts an der Orientierung des
Ungleichheitszeichens, also
4ab>a*+2ab+ b
0>a’—2ab+ 8
0>(a—b)y (Widerspruch)
Das Quadrat einer reellen Zah! kann nicht
negativ sein. Also war die getroffene An-
nahme falsch und die urspriingliche Behaup-
tung wahr.
Damit ist gezeigt, daB M innerhalb des Tra-
pezes (ABKH) liegt. Als wichtiges Neben-
ergebnis haben wir eine Relation zwischen
dem harmonischen, geometrischen und arith-
metischen Mittel zweier Zahlen gefunden.

(Behauptung)

(Annahme)

oder

Es gilt: Aus O<a<b folgt
2"” Jab<9’;—b<b (14)

Die bhtzamgen Gedankenginge, mit denen
der junge und unverbildete Jakob Steiner zu
seinen Losungen gelangte, kann man nicht
mehr rekonstruieren. Wir haben uns be-
miiht, mit handwerklicher Griindlichkeit und
etwas Ausdauver einen méglichen Weg zur
Losung dieser Aufgabe zu beschreiten. Hier-
bei war die gelegentliche Anwendung ana-
lytischer Methoden nicht ganz im Sinne
Steiners. Wer Gefallen an solchen Aufgaben

gefunden hat, kann sich an einem weiteren
Problem versuchen, das sich in einem Tage-
buch Jakob Steiners aus der Schulzeit in
Iferten fand:

Aufgabe: In einem regelmidBigen Fiinfeck

-(ABCDE) verbinde man den Punkt A mit

dem Mittelpunkt M der Seite (DE), den
Punkt B mit dem Mittelpunkt N der Seite
(CD). Die zwei Verbindungsgeraden (4M)
und (BN) schneiden auf der Diagonalen (CE)
den Abschnitt (IK) aus. (Bild 3)

D

Bild 3

A B

Es ist zu zeigen, daB die Strecke IK kleiner
ist als die Strecke A7=BK.

Viel SpaB bei dieser Aufgabe, an deren L&-
sung Jakob Steiner 10 Stunden geknobelt hat.

Aufgabe zur Bildung von Mittelwerten:

In Bild 4 ist 4B=a und BC—=b. Man
zeige, daB die Strecke DE gleich dem har-
monischen Mittel von a und b ist.

E. Schrider

D

Bild 4

AN
A a

Wir stellen vor: Dr. E. Schroder

Herr Dr. E. Schréder ist Hochschuldozent
fir Mathematik an der Technischen Univer-
sitdt Dresden. Seit Griindung der Zeitschrift
alpha arbeitet er als Redaktionsmitglied aktiv
mit. In enger Zusammenarbeit mit dem
Chefredakteur entstanden die neuen Titel-
blitter unserer Zeitschrift (Jahrgang 1970 fT.).
In seinen zahlreichen Beitrigen zu Proble-

men der Geometrie bewies er pidagogische.

Meisterschaft und leistete damit einen wert-
vollen Beitrag zu unserem Schwerpunkt:
Geometrie. Redaktion alpha

X. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR

Olympiadeklasse 11/12

1. In einer Klassenelternversammlung waren
genau |8 Viiter und genau 24 Miitter anwe-
send, von jedem Schiiler und jeder Schiilerin
dieser Klasse wenigstens ein Elternteil. Von
genau 10 Jungen und genau 8 Mddchen waren
jeweils beide Eltern da, von genau 4 Jungen
und genau 3 Midchen jeweils nur die Mutter,
wiahrend von genau einem Jungen und genau
einem Madchen jeweils nur der Vater an--
wesend war.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen
Kinder in dieser Klasse, die in derselben
Klasse Geschwister haben! (Es gibt in dieser
Klasse keine Kinder, die Stiefeltern oder
Stiefgeschwister haben.)

2. In ein regulidres Tetraeder mit der Kan-
tenlinge a seien 4 Kugeln von gleichem
Radius so einbeschrieben, daB jede von
ihnen die drei anderen von .auBlen und drei
der Tetraederflichen (von innen) beriihrt.
Ermitteln Sie den Radius r dieser Kugeln in
Abhingigkeit von a! Anmerkung: Fiir jedes
reguldre Tetraeder gilt: Die vier H6hen des
Tetraeders schneiden sich in einem Punkt
und teilen einander im Verhiltnis 3 : 1, wo-
bei der lingere Abschnitt von der Ecke bis
zum Schnittpunkt reicht.

3. Beweisen Sie: Fir alle positiven reellen
Zahlen g und b mit a+b=1 gilt:

1\* 25
Y +{p =22,
(s () %3

4. Es seien a, b, ¢ reelle Zahlen; fir jede
reelle Zahl x sei ferner f(x)=ax*>+bx+c
gesetzl.

a) Man beweise, daB folgender SchluB richtig
ist:

Voraussetzung: f(0), f(1) und f(—1) sind
ganze Zahlen.

Behauptung: Fiir jede ganze Zahl c ist f(x)
ebenfalls eine ganze Zahl.

b) Man untersuche, ob ein richtiger Schlu8
entsteht, wenn die Voraussetzung des in a)
genannten Schlusses durch die Vorausset-
zung ersetzt wird, f(0), f(2) und f(—1) seien
ganze Zahlen.

¢) Man gebe mindestens drei weitere Tripel
(p. g, r) ganzer Zahlen mit der Eigenschaft an,
daB ein richtiger SchluB entsteht, wenn die
Voraussetzung des in a) genannten Schlusses
durch die Voraussetzung ersetzt wird, f(p),
f(q) und f(r) seien ganze Zahlen.
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Einige Ungleichungen fur Fakultiten

Ungleichungen spielen in der Mathematik
eine bedeutende Rolle. Sie werden in Bewei-
sen verschiedener Siitze benutzt. oder fur
Abschitzungen komplizierter Ausdrucke ver-
wendet. Es handelt sich dabei um sogenannte
identische Ungleichungen. d. h. Ungleichun-
gen. die in ganzen Zahlensystcmen gelten
z.B. lur alle positiven reellen. odcr gar fur
alle reellen Zahlen erfullt sind.

Sehr viele Ungleichungen stammen von der
.Ur-Ungleichung” x220 ab. die fur alle
reellen x gilt. Wenn wir. um ein einfaches
Beispicl anzufuhren. x=./a—/b setzen.
wo a und b positive reelle Zahlen sind. so er-
halten wir: (Ja—./b)*20 oder a+b22./ab;

diese Ungleichung. in der Form #g\/ﬁ

geschrieben. ist die Ausgangsform der be-
ruhmten AG-Ungleichung — der Unglei-
chung zwischen dem arithmetischen und dem
geometrischen Mittel. Den Verallgemeine-
rungen und verschiedenen Beweisen der
AG-Ungleichung sind viele Arbeiten gewid-
met. die groBtenteils ganz elementar. aber
trotzdem sehr ideenreich und mathematisch
interessant sind. Wir miissen aber [ur unseren
Zweck hier eine andere beruhmte Unglei-
chung geben. die von Jakoh Bernoulli (1689)
stammt. und Folgendes behauptet: ist u eine
reelle Zahl. die groBer als — 1 und nicht gleich
0 ist. so gilt fur jede naturliche Zahl n22
die Ungleichung

(14+u)'>1+4nu. 1)
Den Beweis fuhren wir durch vollstindige
Induktion. mit n=2 anfangend. In der Tat.
fur n=2 ist die Behauptung richtig. da
(1+u)P=14+2u+u’*>1+2u ist. Wenn aber
die Ungleichung (1) fur irgendein n22
schon bewiesen ist. so folgt daraus. daB auch
(I+uyt'=(1+uy 1 +u)>1+nu) {1 +u)

=l4+Mm+Yu+n’>1+n+1)u

ist. d.h. die Behauptung (1) gilt auch fur
n+1. Damit ist die Bernoullische Unglei-
chung (1) fur alle n=2.3. ... bewiesen.
[Wenn Ihr diese einfache Beweisfuhrung aul-
merksam verfolgt habt. so kénnt Ihr leicht
auf die folgende Frage antworten: wo haben
wir die Voraussetzungen u$0 und u>—1
benutzt?]
In den Elementen der mathematischen Ana-
lysis und auch beim Studium von elemen-
taren Funktionen. insbesondere der expo-
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nentiellen und der logarithmischen Funk-
tion. spiclt die Zahlenlolge*

(,n=(1+1) “n=1. 2. .... eine auBerordent-
N

lich wichtige Rolle Diese Zahlenfolge strebt
mit wachsendem n einem Grenzwert zu. der
von [eonhard Euler (1736) mit e bezeichnet
worden ist DaB dieser Grenzwert
¢=27182818284590...
existicrl und mit beliebiger Genauigkeit be-
rechnet werden kann. wird mit viel feineren
Mitteln begrundet als wir zur Verfugung
haben. Wir brauchen aber nur eine viel ein-
fachere Tatsache. ndmlich daB die Folge q,
beschriinkt ist. und zwar werden wir mit ganz
elementaren Mitteln zeigen. daB a,23 ist.
Zu diesem Zweck beweisen wir.

1° Die Zahlenfolge o= < 1 +1> wiichst mit n.
n

d h d,4>a,;
l 1 nt |
2° Die Zahlenfolge bn=(l +—>a"=<l +—> ’
n n
n=1, 2. .... nimmt ab mit wachsendem n.
d.h. b,,,<b,.
Der Beweis wird mit Hilfe der Bernoullischen
Ungleichung (1) gefuhrt. Zuerst betrachten
wir das Verhiltnis

1 ntl
I+——
a,+,_( n Q =(n+2)"“n"
n 2n+1

d, (l+£> (n+1)

n .
_n+2 (n*+2n) _n+2 n+2n \"
n+l (n+1)2" n+1\n?+2n+!

_n+2(, 1 "
n+1 n?4+2n+1

und wenden die Ungleichung (1) mit
1

u= an. Wir bekommen somit

Tnis2n+d
die Abschitzung
Q. n+2f n
Gy ATl B
a, n+l\ n?+2n+1

_(n+(nP+n+1) n2+3n+3n+2
(n+1)(n*+2n+1) n*4+3n2+3n+1
aus der sofort a,+1>a, lolgt.

In genau derselben Weise formen wir
nt+1

* Zum Begriff der Zahlenfolge siche H. Lohse
in alpha 3 bis 6/68

um und wenden die Bernoullische Unglei-
chung an:

7\t
b, N (14’;) (”+l)lu+'.|

bn+l i+ 1 ,,+z_'1:|+1(”+2)n+2
n+1

VRS SHGE A ieL 1 ¥ TR B
B n+2 n?+2n

n+2 (420!

>n+l (+ a+1 \_(n+1)?+3n+1)
n+2 n*+2n n+2)m*+2n)
=n_’+_4n'l+4n+1

nd+4n*+4n

was auch zu beweisen war. [Streng genom-
men. haben wir die Behauptung 1° nur fur
n22 bewiesen. aber fur n=1 ist sie olfenbar
auch richtig: a, =2 und a,=2.25

Um nun den Beweis der Beschrinktheit der
a, a,<3. 2u Ende zu fuhren. bemerken wir.
daB es genugt a,<3 fur n=10 zu beweisen

(da die a, wachsen). Wegen l<l+l gilt
n

a,<a, (l + l) =b_, und da die b, abnehmen,
n

ist b,h,o fiir alle n=10, folglich
a,<b,<bo=11"

fur n210.

Wenn wir nachrechnen. so erhalten wir:
L1 =11 (1.1%)% < 1.1-(1.62)?
<l1.1-27<3.

Wir haben eigentlich eine etwas schirfere

Abschitzung als 4,£3 bekommen. aber

das ist fur uns belanglos.

Jetzt kdnnen wir zu unserem eigentlichen

Ziel — der Abschdtzung von Fakultdien —

ubergehen. Bekanntlich ist
m!=1-2...m.

sodaB 1!1=1.2!=2 3!=6.4!=24.51=120.

6!=720 usw.

[Es wird noch definitionsgemidB 0!=1 ge-

setzt.]

Die Fakultiten m! lassen sich schwer ab-

schitzen. wenn man von trivialen Abschit-

zungen
2 lsmlsmm !

absieht. die man erhilt. wenn man die in m!

aultretenden (von 1 versch.) Faktoren einmal

simtlich durch 2. zum anderen simtlich
durch m ersetzt. Eine etwas feinere Abschit-
zung bekommt man. wenn man die AG-Un-

gleichung anwendet (allerdings for m—1

Zahlen):

L
. T Xt Xy
('\1'-"‘...—1) < o
WO X|. .... X, positive Zahlen sind. Setzt
man hierin x,=k+1. k=1. ... m—1. ein.

so bekommen wir die Abschitzung

L
(m!),,,_1§2+3+...+m=m+2‘
m—1 2

m—1
mlg(m—-‘-—z> .
\ 2

m=1
die ungefihr um den Faktor (%) besser

oder

ist als die obige Abschidtzung m™~!. Beachten
wir aber. daB die AG-Ungleichung fur eine
belicbige Anzahl von Zahlen keine allzu



leicht beweisbare mathematische Tatsache
isti**

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel bereit. um
eine ziemlich gute untere Abschitzung fur m!
abzuleiten (u.'zw. eine viel bessere als 2™~ !).
Zu diesem Zweck schreiben wir die bewiesene
Ungleichung (1+%>"§3 fur n=1.2, ... m
aufl und multiplizieren diese m Ungleichungen
miteinander. Dann erhalten wir die Unglei-
chung

1 1\? 1\ 1\"
I+={1+=) (14+=] ...{1+=]) 3"
(i) (12) (43 (22
oder. da das Produkt auf der linken Seite
gleich

2\ (3)? (4)? m+1\"_(m+1)"
1(2 3) "\m ) m
ist. die Ungleichung
(m+1)"
m!

woraus die untere Abschiatzung von m! folgt.
die unser Hauptziel ist:

mt> (ML
2(5-) -

eine. wie gesagt. viel schirfere Absch&tzung
als 2™~ ' Es lohnt sich noch, anstatt der

m—1
oberen Abschidtzung m!é(mT-’-z) . die
\

3",

wir durch die AG-Ungleichung abgeleitet
und somit im Rahmen unserer Betrachtungen
hier nicht bewiesen haben, eine etwas weniger
scharfe obere Abschitzung abzuleiten, die
nun fast umsonst erhalten werden kann. Aus

dem Wachstum der Folge a,= (1 +1) schlie-
n

Ben wir. daB <1+1) =a, =2 fur n21 ist.
n

Stellen wir diese Ungleichungen fur n=1, 2,

.... m auf. und multiplizieren wir sie mitein-

ander. so bekommen wir wie oben:
(——"';!1)"'; .

Es gilt also die Abschitzung

mi<{ME1\"
5=

(die der GréBenordnung nach etwas schwi-
cher ist. als die eben erwiihnte). Somit haben
wir ziemlich symmetrische Schranken fur die
Fakultit:

5 ems(es)

Diese Schranken sind schon nicht so schlecht.
denn in der Tat (was viel schwerer zu beweisen
ist) kann fur geniigend groBe m im Nenner der
linken Seite anstatt der 3 jede Zahl, die
groBer als eist, gesetzt werden. und im Nenner
der rechten Seite kann anstatt der 2 jede
positive Zahl, die kleiner als e ist, gesetzt wer-
den. In anderen Worten, und das ist eine

** siehe z. B. P. P. Korowkin, Ungleichungen
Deutscher Verlagd. Wissenschaften (Band IV.
245 M)

tiefliegende analytische Aussage. gilt [ur be-
liebige 4 und u. die den Bedingungen
0<A<e<p genugen:

<m+l)"'ém!§<m+l>"‘
u A
fiir alle m, die groBer sind als eine gewisse
natiirliche [von 4 und u abhingige] Zahl.
Wir konnen jetzt schlieBlich eine verhiltnis-
miBig schwere Aufgabe 16sen. die erst vor
einigen Jahren vorgeschlagen wurde. Es han-
delt sich um den Beweis der Ungleichung

MNZ[M-1)1M .
M=1.2.... Sielolgt sofort aus der Abschit-
zung m!g(—m';l) ><§) . die wir fur
m= M/ anwenden und somit die Ungleichung

\M

(M!)!=(%> 2 [(M— 1)1

bekommen. wenn wir beachten. daB fur M =3
1

ﬁg(M -t

3
ist. Was M=1 und M =2 betrifflt. so kann
fur diese Werte die zu beweisende Unglei-
chung direkt verifiziert werden.

Zum SchluB einige Aufgaben fiir interessierte
Leser.

Man zeige, daB
MYz M[(M—1)]™
fur alle naturlichen M.
[Man gehe etwas sorgfiltiger mit den Ab-
schitzungen vor, und die schirfere Unglei-
chung ist da!]

alm

s 2 m Man zeige fir m=1. 2, ..., daB die
Ungleichung
(2™m!> .
2m)tz——=— gilt.
(2m)i2 m+1 &

[Vollstindige Induktion, oder ein anderer
Weg?]

n 3 » Esistzubeweisen,daBfiirm=1,2,...
die Ungleichung

2:4-6...2m) _ .
1-3-5...2m— 1)>\/”' erfullt ist.

Fur m=2,3.... gilt die Ungleichung
21416!...2m)! > [(m+ 1)1]™.
V. 1. Lewin

sdam

/

Lenin
als Gymnasiast

Mit 9 Jahren wurde Lenin Schiiler des
Simbirsker Gymnasiums. Er war ein flei-
Biger und disziplinierter Schiiler. Seine Schul-
kameraden hatten ihn gern, weil er immer
hilfsbereit war und viele lustige Einfille
hatte. Im Sommer ging er gern schwimmen,
im Winter lief er Schlittschuh und spielte
Schach. Am Schuljahresende wurde er stets
mit Auszeichnung in die néchste Klasse
versetzt. Unser Bild zeigt W. I. Lenin als
Abiturient. Daneben sehen wir einen Auszug
aus seinem AbschluBzeugnis in deutscher
Sprache.

Abschlufi-Zeugnis

Wiladimir Uljanow, rechtglaubig, Sohn eines
Beamten, geboren in Simbirsk am 10. April
1870, der acht Jahre in dem Simbirsker Gym-
nasium gelernt hat, ausgehdndigt und besta-
tigt:

erstens, daB auf Grund der Beobachtungen
wihrend seiner Lehrzeit im Simbirsker Gym-
nasium sein Betragen im allgemeinen aus-
gezeichnet war, die Piinktlichkeit des Stun-
denbesuches und Ausfithrung der Schul-
arbeiten, wie auch der schriftlichen Arbeiten
waren ausgezeichnet, FleiB — ausgezeichnet
und die WiBbegier in allen Fachern war groB,
besonders in allen Sprachen, und zweitens,
daB bei ihm folgende Kenntnisse festgestellt
wurden:

Russische Sprache und Sprachkunde 5
Lateinische Sprache 5
Griechische Sprache 5
Mathematik 5
Geschichte 5
Geographie 5
Physik und mathematische Geographie 5
Deutsche Sprache 5
Franzosische Sprache 5

Zur Wirdigung des ausgezeichneten Betra-
gens und FleiBes und der ausgezeichneten
Erfolge in den Wissenschaften, besonders in
den alten Sprachen, beschlieBt der Padago-
gische Rat, ihn — Uljanow — mit der Golde-

‘nen Medaille auszuzeichnen.

(Die Note 5 in der Abschrift des Zeugnisses
von W. I. Lenin entspricht unserer Note 1.)
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Ornamente
Teil 2

A A 6 Stelle in einer Tabelle alle Symmetrieopera-
tionen fiir ein Quadrat zusammen! Uberpriife, ob
die in unserem letzten Beitrag (alpha, Heft 3) genann-
ten Eigenschaften I und II gelten!

Definition: Eine Menge von Bewegungen mit den
folgenden Eigenschaften a) und b) nennen wir eine
Bewegungsgruppe.

a) Die Nacheinanderausfiihrung zweier Bewegungen
aus der Menpge ist wieder eine Bewegung aus der-
selben Menge.

b) Mit jeder Bewegung ist auch ihre Inverse aus der
gegebenen Menge.

Satz: Die Symmetrieoperationen einer Figur bilden
eine Bewegungsgruppe.

Die Bewegungsgruppe einer Figur wird auch ihre
Symmetriegruppe genannt.

Beispiele :

1. Die Symmetriegruppe des Buchstaben A besteht
aus zwei Elementen: aus der Identitit und aus der
Spiegelung an der Symmetrieachse des Buchstabens.
Die Symmetriegruppe des Buchstabens @ enthilt
nur die Identitit.

2. Die Symmetriegruppe eines gleichschenkligen Drei-
ecks ABC besteht aus 6 Elementen: aus der Identitit,
aus den Drehungen d,, d,, und aus den Spiegelungen
Sy S20 53

3. Die Symmetriegruppe eines Kreises besitzt unend-
lich viele Elemente.

Gewisse Symmetriegruppen der Ebene werden Orna-
mentgruppen genannt. Dabei unterscheidet man Roset-
tengruppen, Friesgruppen und Wandmustergruppen.

Mit ihnen wollen wir uns nun beschéftigen.

Beispiele fiir Rosettengruppen

A A7 a) Zeichne eine Figur entsprechend Bild 2!
Bestimme das Bild der Figur bei der Drehung um 0
mit einem Drehwinkel von 180°!

b) Wende auf die Figur im Bild 2 zweimal nachein-
ander die Drehung um 0 mit einem Drehwinkel von
120° an!
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c) Wende auf die Figur im Bild 2 Drehungen um

den Punkt 0 an, deren Drehwinkel a=3io (n=4,5,6)
betragt!
Bild 2 g Bild 3

Die Bewegungsgruppen in den Aufgaben 7a) bis 7¢)
sind Beispiele fiir Rosettengruppen. Diese Gruppen
bestehen aus Drehungen um einen gegebenen Punkt,
deren Drehwinkel

360° ..
o=k S (n=2, 3,4, 5,6, ... 1£k<n; k natiir-
liche Zahl) betragen.
Weitere Rosettengruppen ergeben sich, wenn auBer
den Drehungen geeignete Geradenspiegelungen be-
trachtet werden. Die Spiegelachsen dieser Spiegelun-
gen gehen dabei durch das Drehzentrum und halbieren
jeweils den Drehwinkel.

Bild 4

A A8 a) Wiederhole die Aufgaben 7a) bis 7¢) und
bestimme auflerdem bei jeder Aufgabe die Bilder bei
den Spiegelungen an den geeigneten Winkelhalbie-
renden!

b) Entwirf weitere Rosetten!

Rosettengruppen sind Ornamentgruppen, die ent-
weder nur aus Drehungen um einen festen Punkt mit

Drehwinkel a=k - 360

oder aus Drehungen und

gewissen Geradspiegelungen entstehen.

Beispiele fiir Friesgruppen

A A9 a) Zeichne entsprechend Bild 5 einen Strei-
fen mit einer beliebigen Figur und wende _clarauf
mjhrmals nacheinander die Verschiebungen 4B und
BA an!

0
Bild 5
Af————— -8

b) Wende auf die Figur in Bild 5 die Verschiebungen
2-ABund 2 - B4 an und auBerdem noch Drehungen
um den Punkt 0 mit &= 180° als Drehwinkel!




cLchdeguf die Figur in Bild 5 die Verschiebungen
AB und BA an! Bestimme auBlerdem die Bilder der
Figuren bei der Spiegelung an der Geraden g!

d) Untersuche die Figur in Bild 6 auf ihre Symmetrie-
operationen! Denke dir dabei die Figur nach links
und rechts in entsprechender Weise beliebig weit
gezeichnet!

Bild 6

Ormamentgruppen, die nur aus gleich oder entgegen-
gesetzt orientierten Verschiebungen, geeigneten Dre-
hungen mit «a=180° als Drehwinkel bzw. geeigneten
Geradenspiegelungen bestehen, werden Friesgruppen
genannt.

A A 10 Bei den Rosetten- bzw. Friesgruppen wer-
den bestimmte Teile der Ebene stindig wiederholt.
Ein derartiges Teilgebiet der Ebene wird Grundbereich
genannt. Uberlege, welche Eigenschaft je zwei Grund-
bereiche eines Ornaments besitzen!

Bild 7
Bild 8

Beispiele fiir Wandmustergruppen

Die interessantesten Ornamentgruppen sind die soge-
nannten Wandmustergruppen. Die Grundbereiche,
die stindig wiederholt werden, sind endlich. Wand-
mustergruppen sind dadurch gekennzeichnet, daB sie
zwei Verschiebungen mit verschiedenen Verschie-
bungsrichtungen enthalten. Die einfachsten Wand-
mustergruppen sind diejenigen, die keine Drehung
enthalten.

Bild 9

A A1l Zeichne ein Parallelogramm ABCD und
in seinem Innern eine geeignete Figur! Wende auf
diesen Grundbereich geeignete Verschiebungen an!

Bild 10

Eine zweite Wandmustergruppe ergibt sich, wenn
in Aufgabe 11 auBer geeigneten Verschiebungen auch

die Drehung um den Schnittpunkt der Diagonalen
des Parallelogramms mit einem Winkel von 180° als
Drehwinkel zugelassen wird.

Bild 11

s A 12 Wiederhole Aufgabe 11 und bestimme auBer-
dem das Bild bei der Spiegelung an der Diagona-
len AC!

Bild 12

Durch die folgende Vorschrift ergibt sich ein Wand-
muster, das eine Vielzahl von Symmetrieoperationen
besitzt:

Bild 13

1. Konstruiere ein regelmiBiges Sechseck und zeichne
simtliche Symmetrieachsen!

2. Wihleentsprechend Bild 13 ein Dreieck und zeichne
innerhalb des Dreiecks eine beliebige Figur!

3. Spiegle die Figur an den Seiten des Dreiecks!

4. Fiihre den ProzeB der Spiegelung entsprechend
der Teilvorschrift 3. beliebig fort!
Wandmustergruppen waren bereits im Altertum be-
kannt. Die systematische Untersuchung der Wand-
mustergruppen mit mathematischen Methoden er-

folgte am Ende des vergangenen Jahrhunderts.
R. Bittner

Literatur : Coxeter: Unvergingliche Geometrie,
Fejes-Toth: Regulire Figuren

Parkettierung von Vonderberg (1936, 1937): Die neuneckigen Par-
kettplatten sind so angeordnet, daB sie eine Spirale mit zwei Polen
bilden.
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Nomogramme
ersetzen oder kontrollieren
unsere Berechnungen

Teil 2

Wir lernen das Anfertigen von Nomogrammen
mit drei parallelen Funktionsleitern

Die jetzt zu betrachtenden Nomogramme gehéren zu
Formeln, die drei Variable enthalten. Wir wollen uns
zunichst an einem Beispiel orientieren: In der Klasse 8
lernten bezichungsweise lernen wir noch den Lehr-
satz des Pythagoras kennen: In einem rechtwinkligen
Dreieck ist die Summe der Kathetenquadrate gleich
dem Hypotenusenquadrat. (Im rechtwinkligen Drei-
eck nennt man die dem rechten Winkel anliegenden
Seiten Katheten, die ihm gegeniiberliegende Seite
Hypotenuse.):

xX2yr=2> A2 - *\;_\

zZLE

Diese sogenannte Pythagoreische Gleichung wird im
Unterricht oft benutzt, um in einem rechtwinkligen
Dreieck mit zwei bekannten Seitenldngen die fehlende
dritte Seite zu berechnen. Als Beispiel sei hierzu die
folgende Aufgabe gelost: Berechne die Hypotenuse
in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
8,4 cm und 5,2 cm!

Rechnerische Losung :

2=8,4%4522

Errechnen der Quadrate bzw. Benutzen

der Tafel der Quadratzahlen
22=70,56+27,04  Ausfihren der Addition
2=97,60 Radizieren bzw. Benutzen der Tafel

der Quadratwurzeln

(Da z die MaBzahl einer Strecke ist,
|z1=9,879 ’ gilt |z]=2z.)

Die Hypotenuse dieses Dreiecks hat die Lédnge 9,9 cm.
b) Losung mittels Nomogramm:

Ein Lineal wird so auf das abgedruckte Nomogramm
gelegt, daB auf der Ablesekante des Lineals die Punkte
mit den Koten 8, 4 der x-Leiter und 5, 2 der y-Leiter
liegen. (Siehe gestrichelte Gerade der Zeichnung!)
Die Ablesekante eines so angelegten Lineals schneidet
die z-Leiter im Punkt mit 'der Kote 9, 9. Mithin ist
9,9 cm die gesuchte Lange der Hypotenuse.

Die x-Leiter und die y-Leiter dieses Nomogramms
sind offenbar zueinander kongruent und zu der laut
Aufgabe 1 gezeichneten Funktionsleiter dhnlich.
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Diese Bemerkungen zeigen, daB es offenbar nicht
schwer ist, ein derartiges Nomogramm zu zeichnen.
Um genauer ablesen zu konnen, wollen wir das oben
gezeichnete Nomogramm vergroBert selbstandig nach
der angegebenen Vorschrift zeichnen:

) z |
0+ in
+13
9 1
N o
g =
8+ T~
S +1N
o \‘\
7¥ b o
i + \\\V.\v«"/
i i— 9 TN
6+ P
3 v,d}B
i i
3T 7
4+ T®
-+ _,5
3+ )
2 i +3
1~ £7
O =i zco

8. Aufgabe:

1.) Zeichne drei parallele, gleichorientierte Geraden,
x-, y- und z-Leiter genannt, von denen zwei benach-
barte den Abstand 7 cm haben. Benenne die Schnitt-
punkte dieser Geraden mit einer zu ihnen senkrechten
Geraden mit 4, B und C!

2.) Zeichne auf der x-Leiter mit Bezugspunkt A4 eine
Funktionsleiter zu ¢é=x2*) fiir 0<x<10 und

1 LEz% cm!
3.) Zeichne auf der y-Leiter mit Bezugspunkt B eine
Funktionsleiter zu n=)?*) fir 0<y<10 und

1 LE=% cm!

4.) Zeichne auf der z-Leiter mit Bezugspunkt C wenig-
2%

stens teilweise**) eine Funktionsleiter zu é=z? ) fur

0525142 und 1 LE=7cm!

Das gemiB Aufgabe 8 gezeichnete Nomogramm legen
wir mit einer kurzen Gebrauchsanweisung versehen

*) In allen drei Fillen handelt es sich um die Funktionen y = x?
2
bzw. y=%_ Es sind lediglich, um Verwechslungen auszuschlie-

Ben, Umbenennungen vorgenommen worden. ¢ (Ksi), n (Eta) und
 (Zeta) sind griechische Buchstaben.

**) Durch die Bemerkung ,,wenigstens teilweise** soll darauf hin-
gewiesen werden, daB fiir 0<z<10 diese Leiter ohne Berechnung
spiter auf zeichnerischem Wege kotiert werden kann.



unserer Tafel bei, damit wir es bei Bedarf stets zur
Verfiigung haben. Doch vorher l6sen wir mittels
dieses Nomogramms noch die folgende Aufgabe:

9. Aufgabe:

In einem rechtwinkligen Dreieck hat die eine Kathete

die Lange 6,30 cm und die Hypotenuse die Linge

11,2 cm. Ermittle die Linge der zweiten Kathete

a) mittels Nomogrammes,

b) durch Berechnung mittels Pythagoreischer Glei-

chung und

¢) durch Konstruktion des Dreiecks und Messen

seiner zweiten Kathete!

Natiirlich muB der Nachweis, daB das laut Aufgabe 8

gezeichnete Nomogramm die Ergebnisse von Berech-

nungen nach der Pythagoreischen Gleichung durch

direktes Ablesen zu finden gestattet, noch gefiihrt

werden. Aus diesem Grunde beweisen wir den folgen-

den Satz: ‘

Bezeichnet man als Léosung des in Aufgabe 8 gezeich-

neten Nomogramms jedes Zahlentripel (x; y; z),

dessen zugeordnete Leiterpunkte P, Q und R in einer

Geraden liegen, so gilt x>+ y*=2* .

Voraussetzung : Die den Zahlen x, y und z im Nomo-

gramm der Aufgabe 8 zugeordneten Leiterpunkte

P, Q und R liegen in einer Geraden.

Behauptung: x> +y* =7

Beweis: Wegen AP||CR||BQ und AC=BC ist CR

Mittellinie im Trapez 4BQP. Also gilt:
C—R:AP-iz—BQ

GemafB Aufgabe 8 und der Definition der Funktions-

leiter sind die MaBzahlen der in 1 LE=% cm gemesse-

nen Strecken AP, BQ und CR gleich x?, y* und g

Also besteht zwischen diesen MaBzahlen die Beziehung
2 x4y
2 2 -
Durch Multiplizieren beider Seiten dieser Gleichung
mit 2 folgt z2=x2+)?, w.z.bw.
Wie in FuBnote ** angekiindigt, konnen wir nunmehr
die z-Leiter sehr einfach kotieren. Fir x=0 folgt
aus x2+y*=z2 die Gleichung y?=z*. Wegen y=0
und z=0 folgt hieraus weiter y=z. Das bedeutet,
daB alle Geraden durch den Punkt der x-Leiter mit
der Kote 0 die y- und z-Leiter jeweils in Punkten mit
gleichen Koten schneiden miissen (Siehe punktierte
Geraden obiger Abb.!). Mittels dieser Eigenschaft
1aBt sich die z-Leiter teilweise kotieren.
Jetzt wollen wir natiirlich lernen, wie weitere Nomo-
gramme mit drei parallelen Leitern anzufertigen sind.
Als wichtige Vorbereitung dazu beantworten wir die
folgende Frage:

Welcher Gleichung geniigen die Losungstripel (x; y; z)
eines Nomogramms des folgenden Typs?

1.) Die drei Leitern des Nomogramms sind parallel
und gleichorientiert und benachbarte Leitern haben
den gleichen Abstand voneinander.

2.) Die Bezugspunkte aller drei Leitern liegen auf
einer Senkrechten zu den drei Leitern.

3.) Fiir alle drei Funktionsleitern wird die gleiche
Lingeneinheit 1 LE gewihit

4.) Die den drei Funktionsleitern zugeordneten Funk-
tionen haben die Gleichungen:

x-Leiter: £=f(x) y-Leiter:n=g(y) z-Leiter:{=h(z).
5.) Ein Zahlentripel (x; y; z) heiBt Loésung.dieses
Nomogrammes, falls die den drei Koten x, y und z
zugeordneten Leiterpunkte P, @ und R in einer
Geraden liegen.

X b 4 Y
QL
Rl-" ,
e QivILE
e ' e
PL—" hiz) l
= L’]( WE i
ALIfWLE ¢l Bl

Wir erarbeiten uns die Antwort: (x; y; z) sei ein
Losungstripel. Dann liegen die den Zahlen x, y und 2
zugeordneten Leiterpunkte P, Q@ und R auf einer
Geraden. Unter der zusitzlichen Annahme
f(x)>0, g(»)>0 und h(z)>0 ist CR Mittellinie
im Trapez ABQP.
Mithin gilt analog zu oben:

C—R=AP_§ BQ
Fiir die MaBzahlen der in LE gemessenen Strecken
AP, BQ und CR gilt also:

oL 1£0)

Die hieraus folgende ,,Schliisselgleichung®* unseres
Nomogrammtypes gilt, wie aus zusitzlichen Uber-
legungen folgt, nicht nur fir f(x)>0, g(»»)>0 und
h(2)>0, sondern allgemein.

Damit lautet die Antwort auf die gestellte Frage:
Die Losungen (x; y; z) eines Nomogramms des zu
betrachtenden Typs geniigen der Schlisselgleichung
2h()=f(x)+g ().

W. Trager

\nerkennung hervorragender Verdienste bei
ismus und bei der Festigung und Stiarkung der Deutschen
Demokratischen Republik wurden anldBlich des VII

gischen Kongresses in Berlin mit dem

Orden Banner der Arbeit

(Mitglied des Redaktionskollegiums

lehrer Erwin Wenzel, Verdienter Lehrer des Volkes

Die Redaktion alpha gratulier

giums und r Leser aufs | e und

in der auBerunterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik
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Einfiihrung in die Elektronische Datenverarbeitung

Teil 10

3. Programmierung und FluBdiagramme
3.0. Einleitung

Auf die Frage, was ein Mathematiker sei, horte ich
einmal die Antwort: ,,... jemand, der mit groBen
Zahlen schnell rechnen kann.** Eine solche naive
Vorstellung ist nicht nur unvollstindig, sie ist sogar
falsch. Man denke an einen Mathematikdozenten,
der miihelos seitenlange Formelableitungen vortragt,
aber in Bedringnis geréit, wenn er 14-38 im Kopf
bewaltigen soll. Das erscheint paradox und liefert
Stoff fiir Anekdoten, ist aber, genauer betrachtet,
durchaus verstindlich. Der Mathematiker hat andere
Aufgaben als das einfache Rechnen. Versuchen wir,
die Titigkeit eines praktisch arbeitenden Mathema-
tikers allgemein zu nennen. Er muB3

1. das in der Praxis auftretende Problem mathema-
tisch formulieren,

2. einen geeigneten Weg zur Lésung des Problems
suchen,

3. allgemeine Aussagen iiber ein Problem machen,
z. B. iiber Losbarkeitsbedingungen usw.

Diese Arbeit entspricht dem, was die meisten Schiiler
bei den sogenannten ,,Textaufgaben‘* fiirchten. Die
in der Praxis zu 16senden Probleme sind nun einmal
— meistens sehr komplizierte — Textaufgaben. Das
mathematische Formulieren eines Problems und das
Finden eines Losungsweges sind schopferische, mit
Denken verbundene Titigkeiten. Sie héren dort auf,
wo die Fortsetzung des Losungsweges nur noch ein
Algorithmus ist, also ein mechanisch ablaufendes Ver-
fahren, von einem (menschlichen) Rechner, der mit
den nétigen mathematischen ,,Handgriffen** vertraut
ist, auch dann ausfiihrbar, wenn ihm das tiefere Ver-
stindnis fehlt, er also in diesem Sinne kein ,,Mathe-
matiker** ist.

Beispiel: Das Problem enthielt eine unbekannte GroBe
x, und es ist gelungen, eine quadratische Gleichung
x2+px+q=0 (pund g seien bekannt)
anzugeben, von der man weil, daB sie eine positive
und eine negative Losung besitzt, wobei aus prak-

tischen Griinden die negative Lsung ausscheidet.
Oder: Die Aufgabe enthielt drei unbekannte GroBen,
und man hat ein lineares System von drei Gleichungen
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mit diesen drei Unbekannten gefunden sowie mit
Hilfe eines Kriteriums festgestellt, daB das Gleichungs-
system eindeutig 16sbar ist.

Wir unterscheiden also bei der Losung mathematischer
Aufgaben die

1. Stufe, die intellektuelle, schopferische Tatigkeit, das
Denken, von der weniger anspruchsvollen

2. Stufe, bei der nur Algorithmen ablaufen. Zu dieser
Stufe gehoren auch die Grundrechenoperationen,
fiillen sie aber nicht aus, denn (siche das letzte Bei-
spiel!) auch Entscheidungen verschiedener Art gehoren
dazu. Hiufig ist z. B. an einer bestimmten Stelle des
Losungsweges zu ermitteln, ob eine Zahl positiv oder
negativ ist, oder ob sie gréBer bzw. kleiner als eine
vorgegebene Zahl ist, oder welche von zwei Zahlen
die groBere ist usw. Vom Ausfall solcher Entschei-
dungen, d.h. von der Antwort auf Fragen, die im
Algorithmus einbegriffen sind, hingt dann der weitere
Verlauf der Rechnung ab. Die spiteren Beispiele
werden das noch genauer zeigen.

Welche Rolle spielt nun in diesem Zusammenhang
der Rechenautomat? Fiir ihn trifft zum Teil die ein-
gangs genannte naive Definition zu. Er kann ndmlich
mit ,,groBen** Zahlen (gemeint sind meistens Dezimal-
zahlen mit groBer Stellenzahl) rasend schnell rechnen,
ist also Experte fiir einen Unterbereich der 2. Stufe.
Er leistet einerseits weniger als ein menschlicher
Rechner, denn er kann ja, wie die vorigen Abschnitte
hoffentlich hinreichend klar gezeigt haben, entspre-
chend den eingebauten Funktionsschaltungen nur
verhiltnisméiBig einfache Vorginge wie etwa die duale
Addition physikalisch realisieren, diese aber um' so
schneller; damit leistet er andererseits wesentlich
mehr als ein menschlicher Rechner.

Um also eine mathematische Aufgabe fiir einen-Auto-
maten zuginglich zu machen, muB ein Bindeglied
geschaffen werden, das am Ende der 1. Stufe beginnt
und dort endet, wo der Losungsweg nur in solche
Schritte aufgespalten ist, die der Automat bewiltigen
kann. Es geht also um das Zerlegen eines vorgegebenen
Algorithmus in automatengerechte Teiloperationen.
Diese von Menschen auszufithrende Titigkeit, mit
der wir uns im Folgenden ein wenig beschiftigen wol-



len, nennt man Programmieren, und die Programmie-
rungsvorschrift, d.h. die Folge von Anweisungen,
welche Teiloperationen der Reihe nach auszufiihren
sind, heiit Programm. Dabei ist von vornherein zu
beachten, daB ein bestehendes Programm nicht fiir
jeden Automaten gleichermaBen geeignet ist. Fiir einen
bestimmten Automatentyp kann ein individuelles
Programm hergestellt werden. Das ist dann mit einem
weiteren Auflosen von Operationen in automaten-
gerechte Rechenschritte verbunden. Wir werden uns
bei den folgenden Beispielen wieder von den durch die
Anlage ROBOTRON 300 gegebenen Mdoglichkeiten
leiten lassen. Folgende Fragen werden uns dabei
besonders beschiftigen:

1. Wie l6st man einen mathematischen Losungsweg
oder eine Formel iiberhaupt in Teilschritte auf? Wir
werden sehen, daB hier schon bei ganz einfach schei-
nenden Aufgaben einiges zu bedenken ist.

2. Wie bringt man den gefundenen Weg mdglichst
kurz, iibersichtlich und eindeutig verstindlich zu
Papier? Welche Symbole benutzt man?

3. Wie gibt man das fertige Programm in den Auto-
maten ein? — und im Zusammenhang damit die
letzte, dennoch nicht ganz unwichtige Frage: In
welcher Form liefert uns der Automat die Rechen-
ergebnisse?

3.1.  Das FluBidiagramm

Wir behandeln die ersten beiden Fragen gleichzeitig,
und zwar am besten an Hand einiger Beispiele.
Beispiel 1: Gegeben seien die Zahlen a, b, c, d, und
es ist ad—bc=D *
zu berechnen. Die drei in bestimmter Reihenfolge
auszufithrenden Teilschritte — in diesem Fall sind
sie bereits automatengerecht — namlich

1. die Multiplikation a - d,

2. die Multiplikation b - ¢,

3. die Subtraktion der beiden Produkte,
ergeben das Programm. Dessen Ablauf stellen wir in
einem Flufdiagramm wie folgt dar:

* ad-bc 1dBt sich auch als zweireihige
Determinante schreiben:

ab
cd
Der fortgeschrittene Leser weil, daB Deter-
minanten ein wichtiges mathematisches Hilfs-
mittel sind und u. a. bei der Losung von Glei-
chungssystemen angewendet werden kdnnen.

D=

Der Begriff FluBdiagramm bedarf kaum einer Erkla-
rung, (FluB= Ablauf, zeitliches Nacheinander). Dieses

und die folgenden FluBdiagramme sind Kastchen-

diagramme. Die Kistchenmethode ist eine Methode

zur Darstellung von FluBdiagrammen. Die verwen-

deten Symbole sind durch TGL-Vorschriften stan-

dardisiert worden. Vorerst haben wir benutzt:

@@ Organisationskistchen fiir Programmanfang und
Programmende

[:‘] Operationskistchen (sie enthalten Anweisungen,
Befehle)

Kistchen fiir die Eingabe bzw. Ausgabe von Infor-
Cl mationen
l { } Folgelinien (sie miissen nicht immer, wie in unserem
—r Beispiel, von oben nach unten verlaufen, sondern
kénnen z.B. auch Programmverzweigungen dar-
stellen.)

= Ergibtzeichen

(Dieses Zeichen ist nicht mit dem bisher bekannten Gleichheits-
zeichen zu identifizieren. Schreibt man P,=a -d, so sind beide
Seiten gleichberechtigt, und man sagt nichts aus iiber das Zustande-
kommen der einen oder anderen Grofle. Das Zeichen :=, gelesen
,.ergibt sich aus*, soll einen Vorgang darstellen. P:=a - 5 heilt:
bilde durch Multiplikation aus den vorhandenen Werten der
Gré6Ben a und b die neue GroBe P, !

Hinter a, d und P, stehen Speicherplitze im Automaten. Die unter
den Bezeichnungen a und d gerade vorhandenen Werte werden zur
Berechnung von P, verwendet.) J. Frormann

Wir stellen vor: Bernd Bruhn
und sein Modell
eines elektronischen Addierwerkes

Der Schiiler Bernd Bruhn, bis August 1970 Schiiler der EOS Kle-
ment-Gottwald, jetzt Mathematik-Student an der Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin, baute vergangenes Jahr ein Modell zur Erliute-
rung der Wirkungsweise eines elektronischen Addierwerkes. Das
Addierwerk wurde bereits im Abschnitt 2.3 des Beitrages EDV
(Heft 2/70) beschrieben. Nebenstehend zeigen wir zwei Abbildungen
des Modells, mit dem zwei (hochstens fiinfstellige) Dualzahlen addiert
bzw. subtrahiert werden konnen. Es wurde die duale Direktverschliis-
selung angewandt; die Eingabe der beiden Zahlen erfolgt mit
Je 5 Kippschaltern; das Ergebnis der.Rechnung kann als Dualzahl
an Gliihlampen abgelesen werden (Lampe leuchtet: L, Lampe
leuchtet nicht: O). alpha stellt interessierten Lesern weiteres Material
iiber Wirkungsweise, Aufbau und die Bedienung zur Verfiigung
Kennwort: EDV-Modell (dazu 2,00 M in Briefmarken).
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X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

1. Stufe (Schulolympiade)

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu bewei-
sen. Dies bedeutet insbesondere, daB die in
einer Losung unbewiesen verwendeten Sach-
verhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen. Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengidnge und Schlusse sind
in logisch und grammatisch einwandlreien
Sdtzen darzulegen.

Die Losungen sowie die Punktbewertungs-
tabellen werden am 21. Oktober veroffent-
licht, (siche Trommel, JW und DLZ).

Olympiadeklasse 5

1. Die Abbildung A 5;1 zeigt unter a bis e
von [unf Waurfeln je ein Schrigbild. Die
Abbildung A 5;1a zeigt ein Netz. aus dem
genau ein ‘Whurfel hergestellt werden kann.
wenn die Seite mit den gefirbten Flichen
nach auBen kommen soll. Beantworte fur
jedes der funf Schrigbilder die Frage. ob es
den aus dem abgebildeten Netz hergestellten
Wirfel darstellen kann oder nicht! (In den
Fillen. in denen die Antwort .Ja" lautet. ge-
nugt die Angabe dieser Antwort. In den
Fillen. in denen die Antwort . Nein" lautet.
ist sie zu begri.mden)

2. In einem alten Buch mit lustigen mathe-
matischen Knobeleien [and Annerose fol-
genden Vers:

Eine Zahl hab’ ich gewihit.

107 zugezihlt.

dann durch 100 dividiert

und mit 11 multipliziert.

endlich 15 subtrahiert.

und zuletzt ist mir geblieben

als Resultat die Primzahl 7.
Gibt es wenigstens eine Zahl. die den gegebe-
nen Bedingungen genugt? Wenn ja. ermittle
alle diese Zahlen!
3. Gib eine Moglichkeit an. die Zahlen
1;1;2;2;3;3;4;4;5,5,6;,6;7,7,8, 8
so in die Felder des abgebildeten quadra-
tischen Netzes (Abb. A 5;3) einzutragen. da

Abb. A5; la
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als Summe der Zahlen jeder Zeile (waage-
recht). jeder Spalte (senkrecht). jeder der
beiden Diagonalen (von links oben nach
rechts unten und von rechts oben nach links
unten) und als Summe der Zahlen in den vier
Eckfeldern die Zahl 18 erhalten wird! (Keine
Begrundung erforderlich)

Abb. A5, 3

4. Hans und Gunter wollen Briefmarken
tauschen. Aufl die Frage nach der Anzahi
seiner Tauschmarken antwortet Gunter: ..Ich
habe heute polnische. sowjetische und: bul-
garische Briefmarken und sonst keine anderen
zum Tausch anzubieten. Es sind insgesamt
30 Stiick. Die Anzah! der sowjetischen Mar-
ken ist grofer als die der polnischen, aber
kleiner als die der bulgarischen. Die Anzahl
der bulgarischen Marken dagegen ist groBer
als das Vierfache, aber kleiner als das Fiinl-
fache der. Anzahl meiner sowjetischen Mar-
ken.“ Gib alle Moglichkeiten an, die folgende
Tabelle so auszufiillen, daB diese Bedingun-
gen erfiillt sind!

Anzahl der polnischen Marken

groBeren Flicheninhalt? Um wieviel Ar unter-
scheiden sich die beiden Flichen?

2. Untersuche, welche der in der Abbildung
A 6;2 dargestellten Figuren A bis F sich aul
wenigstens eine Weise durch einen einzigen
geraden Schnitt so in zwei Teilflichen zer-
legen 1iBt, daB sich diese beiden zur gleichen
Figur gehorenden Teilllidichen jeweils zu einer
Quadratfliche zusammensetzen lassen!

5} F
1

Abb. A6, 2

Als Lésung geniigt in den Fillen. in denen
eine Zerlegung der genannten Art moglich
ist. je eine entsprechende Zeichnung oder
die jeweils zum Quadrat zusammengesetzten
aufgeklebten Teilflichen. In den Fillen da-
gegen, in denen eine Zerlegung und Zusam-
mensetzung der genannten Art nicht méglich
ist. genigt als Losung eine entsprechende
Angabe (ohne Begriindung).

Anzahl der sowjetischen Marken

Ungleichung zwischen der Anzahl der sowjetischen

und der Anzahl der polnischen Marken

Ungleichung zwischen der Anzahl der sowjetischen

und der Anzahl der bulgarischen Marken

Ungleichung zwischen der Anzahl der bulgarischen
Marken und dem Vierfachen der Anzahl der sowjetischen Marken

Ungleichung zwischen der Anzahl der bulgarischen
Marken und dem Fiinffachen der Anzahl der sowjetischen Marken

Olympiadeklasse 6

1. Eine LPG hatte auf zwei Feldern Kartol-
feln angebaut. Vom ersten Feld wurden
insgesamt 810 t. vom zweiten insgesamt
640 t Kartoffeln geerntet. Aul dem ersten
Feld wurde ein Durchschnittsertrag von 180dt
je ha. auf dem zweiten von 200 dt je ha erzielt.
Welches von den beiden Feldern hat den

3. Es seien a, b, ¢, d, e. f, g, h simtlich paar-
weise untereinander verschiedene einstellige
natiirliche Zahlen ungleich Null, und es gelte:
a+b=10. c+d+e=16,  f+g+h=14.
Welche einstellige natiirliche Zahl (ungleich
Null) wirde in diesen drei Aulgaben nicht
verwendet? Gib fir a, b, c. d, e, f, g, h eine
mégliche Losung an!



4. An 15 Teilnehmer am Wettbewerb der
mathematischen Schilerzeitschrift .alpha™
wurden insgesamt 25 Antwortkarten .sehr
gut gelost™ von der Redaktion geschickt. und
zwar erhielt jeder dieser Teilnehmer minde-
stens eine solche Antwortkarte. AuBerdem
ist uber diese 15 Teilnehmer bekannt. daB
mindestens ein Teilnehmer genau 2 Antwort-
karten. mindestens ein Teilnehmer genau
3 Antwortkarten. mindestens ein Teilnechmer
genau 4 Antwortkarten und mindestens ein
Teilnehmer genau 5 Antwortkarten erhielten.
An einige der 15 Teilnehmer wurde je genau
eine Antwortkarte geschickt. Ermittle die
‘Anzahl dieser Teilnehmer!

Olympiadeklasse 7

1. Bei einem Sportfest soll zwischen Jungen
Pionieren und FDJlern ein Wettlaul nach
folgenden Regeln ausgetragen werden:

Aul den Mittelpunkt einer der kurzeren
Seiten eines rechteckigen Spielfeldes (50 m x
70 m) stellt sich ein FDJler, aul den Mittel-
punkt der gegenuberliegenden Seite ein Pio-
nier. Beide sollen auf ein Kommando auf dem
kurzesten Wege von ihren Startplitzen zu
der gleichen, aul dem Spielfeld aufgestellten
Fahne laufen. Zu diessm Zweck soll die
Fahne. wenn die beiden Liufer aufl ihren
Startplatzen stehen. so aulgestellt werden.
daB sie von dem FDJler 50 m. von dem Pio-
nier 25 m entlernt ist. Gib die Anzahl aller
Moglichkeiten an. die Fahne gemdB den
Bedingungen auf dem Spielfeld aufzustellen!

2. Die Zahl 17 soll als Summe von Quadraten
naturlicher. von 0 verschiedener Zahlen dar-
gestellt werden. Gib alle voneinander ver-
schiedenen Moglichkeiten an! (Zwei Dar-
stellungen dieser Art gelten genau dann als
verschieden voneinander, wenn wenigstens
ein Summand in der einen , arstellung nicht
ebenso oft auftritt wie in d. anderen Dar-
stellung.)

3. a) Beweise folgenden Satz: Wenn vier
natiirliche Zahlen eine ungerade Zahl als
Summe haben. so haben sie als Produkt eine
gerade Zahl.

b) Untersuche. ob fur jede gerade Anzahl von
naturlichen Zahlen der [olgende Satz gilt:
Wenn diese naturlichen Zahlen eine ungerade
Zahl als Summe haben. so haben sie als
Produkt eine gerade Zahl.

4. ABCD sei in der iiblichen Bezeichnungs-
weise ein Rechteck, und es gelte AB2BC. 4,
sei der FuBpunkt des Lotes von A auf die
Diagonale DB. A4, sei der Schnittpunkt der
Halbierenden des Winkels £xDAB mit DB,
C, sei der Schnittpunkt der Halbierenden
des Winkels £BCD mit DB und C, sei
der FuBpunkt des Lotes von C auf DB.
Man beweise, da3 unter diesen Bedingungen
¥A,AA, = ¥ A;AC= X ACC, = ¥ C,CC,
gilt. Dabei sind [olgende Fille zu betrachten:

a) AB=BC

b) AB>BC.

Olympiadeklasse 8

1. Ermittle die Anzahl aller sechsstelligen
naturlichen Zahlen, in denen die Ziffernfolge
1970 (d.h. die Grundziffern 1. 9. 7. 0 in
dieser Reihenfolge und ohne dazwischen-
stehende andere Ziffern) auftritt!

Wie lautet die kleinste und wie die groBte
dieser sechsstelligen Zahlen?

2. Ermittle alle rationalen Zahlen x mit x 42,
die die folgende Gleichung erfullen:

3x p14t gyt 1

x x—-2 x-2

3. Es sei AABC ein beliebiges Dreieck. und
es sei D der Beriihrungspunkt des Inkreises
des Dreiecks A ABC mit dér Seite 4B.
Beweise: Die Linge der Strecke AD ist gleich
der Differenz aus dem halben Umlang des
Dreiecks und der Linge der Seite BC.
4. Ein Wiirfel werde von allen denjenigen
Ebenen geschnitten. die durch die Mittel-
punkte jeweils der drei von einem Eckpunkt
ausgehenden Kanten verlaufen. Dabei ent-
steht ein Restkorper.
a) Stelle diesen Wurfel mit der Kantenldnge
a==6cm und den Restkorper in einem Schrag-

bild (a=60°;q=%> dar!

b) Ermittle die Anzahl aller Eckpunkte und
die Anzahl aller Kanten des Restkérpers!

¢) Gib die Form und die Anzahl aller Teil-
flichen der Oberfliche des Restkdrpers an!

Olympiadeklasse 9

1. Auf die Frage nach seinem Alter sagte
Herr X" ..Die Quersumme der Anzahl meiner
Lebensjahre betrdgt genau ein Drittel dieser
Anzahl. Das Quadrat der Quersumme der
Anzahl meiner Lebensjahre ist genau dreimal
so groB wie die Anzahl meiner Lebensjahre.*
Ko6nnen die Angaben von Herrn X zutreffen?
Wenn ja. wie alt ist Herr X? (Angabe in
vollen Lebensjahren)

2. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen.
In einer Ebene ¢ liege ein Rechteck ABCD
mit den Seitenldngen E:a, BC=b.
Ferner sei S ein Punkt der in 4 auf ¢ errich-

teten Senkrechten, wobei AS =c gelte.

Man beweise, daB es dann genau eine Kugel
gibt. auf der die Punkte A4, B, C, D, S liegen,
und berechne aus den gegebenen Lingen
a, b, ¢ die Linge des Durchmessers dieser
Kugel!

3. Man denke sich alle natiirlichen Zahlen von
1 bis 1000 fortlaufend auf folgende Weise
hintereinander geschrieben:
1234567891011 1213 ... 998 999 1000.
Es ist zu beweisen. daB die so entstandene
Zahl nicht durch 1971 teilbar ist.

4. In einer alten Aulgabensammlung wird das
.Urteil des Paris* folgendermaBen beschrie-
ben:

Die Géttinnen Hera. Aphrodite und Athene
fragen den klugen Paris, wer von ihnen die
Schonste sei. Sie machen dabei folgende Aus-
sagen:

Aphrodite: .Ich bin die Schonste™ (1)
Athene: ,Aphrodite ist nicht die Schonste®(2)
Hera: .Ich bin die Schonste™* A3)
Aphrodite: .Hera ist nicht die Schonste” (4)
Athene: .Ich bin die Schonste* (5)
Paris. der am Wegrand ausruht, hilt es nicht
der Muhe wert, das Tuch, das seine Augen
vor den Sonnenstrahlen schiitzt, zu entfernen.
Er soll aber genau eine der drei Géttinnen
als die Schonste feststellen. Dabei setzt er
voraus, daDB alle Aussagen dieser Schonsten
wahr, alle Aussagen der beiden anderen
Goéttinnen jedoch falsch sind. Kann Paris
unter dieser Voraussetzung die von ihm gefor-
derte Feststellung erhalten? Wenn ja. wie
lautet diese?

Olympiadeklasse 10

1. Zwei Schiler A und B spielen miteinander
folgendes Spiel. Von einem Haufen mit genau
150 Streichhdlzern miissen beide jeweils nach-
einander Streichhélzer entnehmen, und zwar
jeweils mindestens 1 Streichholz, aber hoch-
stens 10 Streichholzer, wobei A beginnt.
Sieger ist derjenige. der das letzte Streichholz
fortnehmen kann. Entscheiden Sie. wer von
beiden seinen Sieg erzwingen kann. und geben
Sie an. auf welche Weise er mit Sicherheit zum
Ziel gelangt!

2. Ist n eine positive ganze Zahl, so bezeichne
s, die Summe aller positiven ganzen Zahlen
von 1 bis n.

a) Fur welche positive ganze Zahl n erhilt
man s,=2415?

b) Fur welche positive ganze Zahl m ist s,
genau 69 mal so groB wie m?

Hinweis: Die positiven ganzen Zahlen bilden
eine arithmetische Folge. Eine Formel fur
die Summe der ersten n Glieder einer solchen
Folge findet sich im Talelwerk auf Seite S8.
3. Die Abbildung A 10;3 zeigt einen kon-
vexen durch ebene Fliachen begrenzten Kor-
per im Grund-, Aul- und KreuzriB. Die
Umrisse des dargestellten Korpers sind in
den drei Rissen Quadrate mit der Seiten-
linge a.

a) Zeichnen Sie einen SchrigriB eines der-
artigen Korpers (a=60°, g=1: 3)!

b) Berechnen Sie sein Volumen!

FI T B g
\, 7
\ A A c
A Tad 4. 2 D 8
) c . £
/ ' /
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A I
Abb. 4 10; 3 Abb. A 10; 4

4. Uber jeder der vier Seiten eines Parallelo-
gramms ABCD sei nach auBen je ein Quadrat
errichtet. Die Mittelpunkte E, F, G. H dieser

*Quadrate bilden ein Viereck EFGH. Man

beweise. daB EFGH ein Quadrat ist.
Olympiadeklasse 11/12 Siehe Seite 75!
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Friih iibt sich ...

An der IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR (DDR-Ausscheid)
nahmen 227 Schiler (davon 25 Médchen) teil. alpha stellt die Teilnehmer
vor, die auf Grund hervorragender Leistungen in den
Olympiadeklassen 11 bzw. 10 starten konnten, obwohl sie diese
Klassenstulen noch nicht besuchen.
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In Klassenstufe 11
starteten:

Jiirgen Schefter K1. 10
Elsterwerda (2. Preis —
IMO-Kandidat)

Olaf Béhme KI. 10
Dresden (2. Preis)
IMO-Kandidat

Harald Englisch K1. 10
Leipzig (2. Preis)

Pawel Kroger KI. 5
Leipzig

Steffen Kossert KI. 10
Berlin

In Klassenstufe 10
starteten:

Jirgen RoBmann K. 9
Neubrandenburg (2. Preis)

Harald Loose K1. 9
Potsdam-Babelsberg (2. Preis)

Albrecht HeB K1. 8
Dresden (2. Preis)

Axel Hintze KI. 9
Magdeburg (Anerkennung)

Albrecht Béttcher K1. 9
Annaberg-Buchholz |

Bernhard Worel K. 9
Neubrandenburg
(Anerkennung)

Brigitte Prawitz K1. 9
Berlin (Anerkennung)

Helmut RoBmann K. 7
Neubrandenburg
(Anerkennung)

Bernd Zaddach KL 7
Cottbus (Anerkennung)

Volker Rossel K1. 9
Karl-Marx-Stadt

Evelyn Fensch KI. 9
Trebbin

Konrad Engel KI. 8
Rostock

Kurt Oppitz KI. 9
Kleinmachnow/Potsdam

Volkmar Rosenthal K1. 9
Berlin

Norbert Ziechner KI. 9
Frankfurt (Oder)

Antje Keller K. 9
Stralsund



Mathematisches Institut, Universitdt
Utrecht, Niederiande

A 560 Jiirgen geht zu seinem Freund. Er
hat sich ein neues Spiel ausgedacht. Auf
einem Blatt Papier hat er eine Anzahl —n —

paralleler Linien gezogen und sie — von
unten beginnend — durchnumeriert von
1 bis n.

Auf jeder Linie sind kleine Kreisscheiben
aufgezeichnet, r; ist diec Anzahl der auf der
i. Linie gezeichneten Kreise (i=1, 2, ..., n).

O—— n
~

2.

® 1.

Diese sind schwarz bis aufl zwei. Genau ein
Kreis der obersten (n.) Linie ist griin, und
auf der untersten Linie befindet sich nur ein
Kreis, dieser ist rot (r, =1).

Jiirgen erldutert die Spielregeln: Die Spieler
wechseln sich ab. Jeder Zug besteht im Strei-
chen emnes noch nicht geldschten Kreises,
der sich aber nicht auf einer Linie befinden
darf, die niedriger ist als die Linie, auf der
beim unmittelbar vorangehenden Zug ein
Kreis geldscht worden war. Wer auf den
grinen Kreis auf der obersten Linie setzt,
hat verloren.

Jurgen sagt: ,JIch beginne das Spiel und
werde gewinnen, wie du auch spielst. Auch
ist mein sicherer Sieg vollig unabhingig von
der Anzahl n der Linien und der Anzahl r; der
auf der /. Linie gezeichneten Kreise (i=2, 3,
..., n); auf der 1. Linie sei allerdings nur ein
Kreis gezeichnet.*

Ist das méglich? Wie muB Jiirgen spielen, um
zu siegen?

Das franzésische Komitee der Mathematiker
hat die Ehre, den nichsten Internationalen
Mathematiker-Kongref anzukindigen, wel-
cher vom 1. bis 10. September 1970 in Nizza
stattfindet. (Nizza liegt am Mittelmeer,
25 km von der italienischen Grenze und
900 km von Paris entfernt.) Die tdglichen
KongreBzusammenkiinfte werden morgens
im groBen Ausstellungspalast, nachmittags
in Horsdlen der Universitit abgehalten. Am
Morgen sind je zwei Konferenzen von einer
Stunde fiir alle KongreBteilnehmer bestimmt.
Die Nachmittagstagungen sind fir ungefahr
250 Fachkonferenzen von je 50 Minuten
Dauer vorgesehen, gefolgt von Diskussio-
nen.

Im Jahre 1893 fand anldBlich der Weltaus-
stellung in Chikago ein Internationaler Ma-
thematikerkongreB statt. Als ersten Inter-
nationalen MathematikerkongreB pflegt man
allerdings erst Ziirich 1897 zu zihlen.. Es
folgen Paris 1900 (D. Hilbert trug dort seine
berithmten Pariser Probleme vor), Heidel-
berg 1904, Rom 1908, Cambridge (England)
1912, StraBburg 1920, Toronto 1924, Bo-
logna 1928, Ziirich 1932, Oslo 1936, Cam-

bridge (Vorortv. Boston, USA) 1950, Amster-
dam 1954, Edinburg 1958, Stockholm 1962,
Moskau 1966.

In Chikago (1893) wurden 43 Teilnehmer, in
Moskau (1966) hundertmal soviel gezihlt.

IMU

Die IMU ist die Internationale Mathematiker-
Union. Sie vereint interessierte Mathematiker
aus allen Lindern der Welt.

Die IMUK ist eine Kommission der IMU.
Sie beschiftiet sicn mit der internationalen
Zusammenarbeit auf dem Unterrichtsgebiet
in der Mathematik. Sie organisiert Kollo-
quien und Kongresse. Sie gibt Bulletins her-
aus, letzthin z. B. eins iiber die Entwicklung
von Mathematikolympiaden in den Lindern
der Welt, welche bisher solche austrugen.
Der Prisident der IMUK, Prof. Dr. Freu-
denthal, nahm an A~- XI. Internationalen
Olympiade 1969 in der SR Rumanien teil.
Nicht nur die stindig wachsende Zahl von
Teilnehmern aus nichtsozialistischen Lan-
dern, sondern auch die Wertschitzung der
IMO durch die IMUK zeigen die weiter
steigende Bedeutung dieses Leistungsver-
gleichs. Die Redaktion alpha dankt Herrn
Prof. Dr. Freudenthal fiir die Ubergabe von
umfassendem Materral, aus dem wir diese
Seite gestalteten

Unter der Schirmherrschaft des franzosi-
schen Unterrichtsministers fand im Palais
de Congrés in Lyon uer erste internationale
IMUK-Kongrel3 statt (24. bis 30. 8. 1969,
Gesamtleitung Prot. Dr. Freudenthal).
Auch eine Delegation der DDR nahm an dem
KongreB teil.

Schwerpunkte: Ausbildungsprogramme fiir
Lehrer und Lehrerstudenten, Schiilerpersdn-
lichkeit und Mathematikunterricht, neue Pro-
gramme und neue Formen des Unterrichts,
das Lehrer-Schiilerverhiltnis, differenzierter
Unterricht, programmierter Unterricht, Prii-
fungen, Aktivitit und Passivitdt der Schiiler,
Methoden zur Anregung des Schiilers zum
Entdecken, Abstrahieren und Entwickeln
von Theorien und Modellen.

Die Vertreter der UdSSR berichteten iiber das
neue Schulprogramm, das nach fiinfjahriger
Arbeit erstellt worden und im Schuljahr
1969/70 in Kraft getreten ist.

In den ersten acht Schuljahren sind pro
Woche je 6 Stunden Mathematik, im 9. und
10. Schuljabr je 5 Stunden angesetzt. Talen-
tierte Schiiler erhalten vom 4. Schuljahr an
zusitzlichen Mathematikunterricht. GroBer
Wert wird auf das numerische Rechnen ge-
legt, die Schiiler miissen imstande sein, alge-
braische und arithmetische Aufgaben fehler-
los zu 15sen. Fiir sehr wichtig hilt man die
Anwendungen der Mathematik auf die Na-
turwissenschaften (wie Physik, Chemie, Bio-
logie). Durch den Unterricht soll dem Schii-
ler ein richtiges Verstindnis fiir Wissenschaft
und Praxis vermittelt werden.

GroBes Interesse fand eine i{iberaus reich-
haltige Buchausstellung mit Titeln aus allen

_fiinf Erdteilen. Eine Lehrmittelausstellung

zeigte, wie man sich in einzelnen Lindern
bemiiht, den Ubergang vom Konkreten zum
Abstrakten zu erleichtern.
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NO COMMENT

In freien Stunden illllllﬂ heiter

aus: mathematical pie 5/67

Halma-Solo

Halma, das meist zu zweit, dritt oder viert gespielt
wird, bietet auch einem einzelnen Zerstreuung. Die
Bewegungsart der Steine darf bei den Lesern als
bekannt vorausgesetzt werden.
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Das Ziel der ersten, leichteren Aufgabe (siche Abb.
links) ist, die auf den schwarzen Punktfeldern stehen-
den 13 Steine mit moglichst wenigen Ziigen auf die
weiBen Punktfelder zu bringen. Wer das in weniger
als 20 Ziigen erreicht, kann mit dem Anfangserfolg
zufrieden sein. Man suche die beste Losung in 13 Zii-
gen zu finden. Wenn die beiden ,,Héfe* in diagonaler
Richtung um zwei Felder auseinandergeriickt sind,
wie die rechte Abb. zeigt, wird die Aufgabe etwas
schwieriger. Zur besten Losung braucht man 19 Ziige.

aus: du bist dran; 42 Spiele am Tisch v. B. Riiger,
(VEB F. Hofmeister, Leipzig 1962, 5,80 M

mathematics

This is a puzzle for one person. — You need 8 red
and 8 blue counters. — Place the red counters on the
squares marked R, and the blue counters on the

[_?{f'k R
ARG
LR

®| [8]a]
[} 5'3i
\3—_1/"

Rialeein i

squares marked B. Objek:: to exchange the positions
of the red and blue counters. Rules: pieces can move
to an adjacent empty square, or jump over one counter
to an empty square. Diagonal moves are not allowed.
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Magischer Wiirfel

Von einem magischen Wiirfel mit 27 Feldern ist nur
die Stellung von neun Zahlen bekannt, die nachste-
hende Darstellung zeigt. Die fehlenden Elemente
sind durch Buchstaben gekennzeichnet. Die Reihen-
summe des Wiirfels betrigt s=42.

Vervolistindige den Wiirfel durch Einsetzen der
fehlenden Zahlen! (Von den Flichendiagonalen wei-
sen nur die sechs in den drei aufeinander senkrecht
stehenden mittleren Quadrate die Summe 42 auf!)
Dipl.-Hiitteningenieur K. Oertel, Zschornewitz ( Bez. Halle)

Zahlenscheibe

Die einzelnen Kreisringe sind so zu drehen, daB vier
Zahlen iibereinander zu stehen kommen, deren Summe

34 betrigt.

aus: , Fiiles", Budapest

Eine inferossante Zahl

Ubersetze folgende mathematischen Termini aus dem
Russischen ins Deutsche:

1. MHoxecTBO 4. Jlorapudpm
2. XapakTep 5. Ocpb obcuuce
3. OnHouneH 6. NpPOHN3BOJILHBIH

Die Anfangsbuchstaben der ins Deutsche iibersetzten
Woérter von oben nach unten gelesen ergeben eine
interessante Zahl.

Mathematikfachlehrer S. Gottesmann, Tschernowzy, UdSSR



Figurenriitsel
A L_] @ by _SB: Q
N [ =XO

AAVE -1

Elke Raubach, Pestalozzi-OS, Karl-Marx-Stadt (Kl. 8)

Pfiffige Miidchen

Sieh dir die drei Mddchen an! Wenn du fiir die
gleichen Midchenkopfe stets die gleichen Ziffern
einsetzt, erhiltst du die LOsungen.

O-0-£
L+@= ‘+ 2+ 1
O+O=0+0-0

Fiir alpha aus ,,Die Trommel" ausgewdhlt von
René Brunsch, Wiistenbrand, Bez. Karl-Marx-Stad:t (Kl. 5)

Mathematische Begriffe

. bekannter ital. Mathematiker (1175 bis 1250)

. wichtiger Begriff der Differentialrechnung

. einfachste Kurve

. Beruf, der immer mehr an Bedeutung gewinnt

. Darstellung einer Funktion

. griechischer Mathematiker

. eine ,,Berithrende**

Anschauungsmittel

bekannter Satz von Viéta

10. beriihmterdeutscher Mathematiker (1777 bis 1855)
11. Ergebnis einer Aufgabe

12. Satz der Trigonometrie

13. Kongruenztransformation

14. Rechenoperation

15. Mathematischer Korper

Notiere die 15 gefundenen Begriffe! Die dritten Buch-
staben ergeben, von oben nach unten gelesen, den
Namen eines bekannten englischen Mathematikers
und Philosophen, der in diesem Jahr starb.

Oberlehrer H. Pitzold, Waren/Miiritz

WU Uh W~
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Unter Benutzung von Rechen- und Vorzeichen sollen
die angegebenen Ziffern in dieser Reihenfolge zu
Termen verbunden werden, welche die ganzen Zahlen
von 0 bis 20 darstellen. Zwischen je zwei Ziffern soll
mindestens ein mathematisches Zeichen stehen. Er-

laubt sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und
das Quadratwurzelziechen. AuBerdem darf das Klam-
mersymbol [] verwendet werden. Dabei bedeute [x]
die groBte ganze Zahl, die nicht groBer als x ist; z. B.
ist [1,5]=1, [-1,5]=-2, [x]=3.
Zusatzfrage: Fir welche Zahlen ist die Verwendung
der oben genannten Klammer notwendig?
Welche ist die groBte derart darstellbare Zahl?
(Beispiel: 4=1+./9+7-0; 2=1-9-7-0)

Ottmar Langer, EOS Lessing, Dobeln (K. 10)

Ein Kater

schiitzt im Auftrage des amerikanischen Raketen-
konzerns Lockhead Propulsion Corp. die elektro-
nischen Kontrollgerate vor Mausen, die vorher durch
das ZerbeiBen von Drahten Schaden von mehreren
tausend Dollar verursacht haben.

i RECHEN -
ZENTRUM gﬁ

Restkorper gesucht
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Die Abbildung zeigt einen konvexen Korper, der

durch ebene Flichen begrenzt ist, im Grund-, Auf-

und KreuzriB.

Baue einen solchen Korper! Viel Erfolg wiinscht
Mathematikfachlehrer Adolf Marquardt, Kithlungsborn
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Mathematische Wett-
bewerbe in Schweden

Mathematik-Wettbewerbe fiir Schulen wer-
den seit 1961 jihrlich von der Schwedischen
Mathematischen Gesellschaft und der Zeitung
Svenska Dagbladet fiir Schiiler der oberen
Klassen der Gymnasien (entspricht unseren
EOS) ausgetragen.

Der Wettbewerb findet jedes Jahr in zwei
Runden statt, einer Qualifikationsrunde, an
der Tausende von Schiilern teilnehmen, und
einer Endrunde fiir die 12 bis 15 besten
Schiiler. (Die Qualifikationsrunde ist gleich-
zeitig ein Mannschaftswettbewerb fiir Dreier-
mannschaften.)

Der Zweck des Wettbewerbs ist nicht in
erster Linie eine Wissenspriifung, sondern
es soll versucht werden, die Schiiler fiir die
Mathematik zu interessieren — nicht nur
fiir die Schulmathematik — indem man ihnen
Aufgaben stellt, die ihre mathematische Phan-
tasie und ihr Vermégen zum logischen Den-
ken anregen. Die Aufgaben unterscheiden
sich daher wesentlich von den Aufgaben,
die bei den Klassenarbeiten und in den Lehr-
biichern der Oberschulen vorkommen. Diese
miissen ja aus ganz natiirlichen Griinden
normbetont sein. Die Aufgaben wurden auch
so gewihlt, daB der Oberschiiler, der viel-
leicht im Universititslehrbuch gelesen hat,
nicht allzu viel Hilfe durch die Kenntnis
haben soll, die er sich dabei erworben hat.
Aber er hat natiirlich einen Nutzen durch
die Erfahrungen und die Ubung bei mathe-
matischen Gedankengingen, die er sich ver-
schafft hat. Bei bestimmten Aufgaben wird
der Lésende in eine Situation versetzt, die
fir einen groBen Teil der mathematischen
Forschung typisch ist, dadurch, daB er sich
in gewissem MabBe die Aufgaben selbst
stellen kann. In cinigen Fillen kann die
Problemstellung verallgemeinert oder Vor-
aussetzungen koénnen variiert werden, so
daB neue Probleme entstehen. Auch das ist
typisch fiir mathematische Forschung.

Wie werden Probleme gelést? Hieriiber ist
viel geschrieben worden, besonders von dem
ungarisch-amerikanischen Mathematiker G.
Polya. Zuerst muB man einmal das Problem
verstehen. Das klingt selbstverstindlich, muB
aber doch immer wieder betont werden. Man
muB tatsiéichlich in das Problem eindringen,
nachdenken, was gegeben ist, was man sieht,

%

was es an Voraussetzungen gibt, die die
SchluBfolgerung glaubhaft machen.

Der néchste Schritt miiBte sein, daB man das
Problem mit fritherem Erfahrungsmaterial
vergleicht. Man kennt einen Satz, der mit
dem Problem zu tun hat, oder man hat viel-
leicht frither schon ein Problem gel6st, das
an das vorliegende erinnert. Es ist oftmals
ratsam, mit dem Studieren v~» einfachen
Fillen zu beginnen. Wenn ein Problem in
drei oder mehr Dimensionen angegeben ist,
kann es sich vielleicht lohnen, es in ein oder
zwei Dimensionen zu studieren. Wenn ein
Problem Dreiecke betrifft, kann man damit
beginnen, zu sehen, was bei gleich-dreiseitigen
oder gleichschenkligen Dreiecken geschieht.
Vielleicht kommt man so zu einer Lisung,
die auch im allgemeinen Fall Giiltigkeit hat,
oder zumindest zu weiterer Arbeit anregt.

Es verdient, daB man darauf hinweist, daB
mathematische Problemldsungen (und For-
schungen) oftmale aine ganz experimentelle
Beschiftigung sind. Man ,prift sich vor-
wilrts', untersuchu verschiedene Spezialfalle,
studiert Analogien, und auf diese Art schafft
man sich menr oder weniger plausible Grund-
lagen, um auf einen bestimmten SchluBsatz
zu bauen. Der logisch unantastbare Gedan-
kengang kommt in einem spéteren Stadium
und der fertige Beweis kann sich ganz wesent-
lich von dem Gedankengang unterscheiden,
der zuvor zur Losung fiihrte.

Wenn man auf eine Methode kommt, um
ein Problem zu losen, sollte man sie in allen
Einzelheiten ordentlich durchfiihren, und
nachtriglich noch einmal jede Stufe durch-
gehen, um zu kontrollieren, daB sie richtig
ist. Zur weiteren Kontrolle kann man even-
tuelle andere Konsequenzen des Gedanken-
ganges untersuchen und sehen, ob diese
wahrscheinlich sind.

Zum SchluB sollte man seine Losung durch-
denken, versuchen, sie in ihrer Gesamtheit
zu verstehen, sehen, ob man das Ziel nicht auf
eine kiirzere und einfachere Art erreichen
kann. Man sollte sich auch fragen: kann die
Methode auch angewandt werden, um etwas
anderes zu beweisen? Kann ich das Ergebnis
verallgemeinern? Was geschieht, wenn ich
die Voraussetzung auswechsle?

Es ist natiirlich sehr anregend zu versuchen,
das Problem mit anderen Kameraden zu

l6sen. Zahlreiche Aufgaben diirften auch
Material fir Diskussionen in mathematischen
Zirkeln der Schulen geben konnen.

Lars Inge Hedberg

Stark gekiirztes Vorwort zu dem

Buch ( Aufgabensammlung ) :
Travelingsproblem i matematik

Bokforlaget Prima Stockholm 1969

Seit drei Jahren nimmt eine schwedische
Mannschaft an den Internationalen Mathe-
matikolympiaden teil. Wir haben mit diesem
Beitrag unseren Lesern einen Einblick in
einen Teil auBerunterrichtlicher Arbeit im
Fach Mathematik geboten. Wir danken
Herrn Prof. Dr. Ake H. Samuelsson, Chal-
mers University of Technology and Universi-
ty of Goteborg fiir die Ubersendung dieses
Informationsmaterials. Die Aufgaben der
1. Stufe des Wettbewerbs 1969 lauteten:

Qualifikationsrunde (1. Stufe — 16. 10. 1969)

ele In eciner normalen schwedischen
Schulklasse waren 21.7°%, der Schiler rot-
haarig. wobei nach den Rundungsvorschrif-
ten korrekt auf volle Zehntel Prozent gerun-
det worden ist.
Kann man daraus mit Sicherheit schlieBen.
wieviel Schuler 1n der Klasse waren?
(Unter einer ..normalen schwedischen Schul-
klasse™ sei eine Klasse zu verstehen. die nicht
mehr als 40 Schuler hat)
s2ms Wieviel n-dimensionale Vektoren (x,.
X3. .... X,) mit x; gleich 0 oder 1 gibt es. so
daB die Zahl

Xy +byxy+byxs+...+b,x,
eine ungerade ganze Zahl ist?
Dabei sind die Zahlen b, (i=2. 3. .... n) gege-
bene ganze Zahlen.
a3e Esseien a. b und c drei reelle Zahlen
mit a®>+b*+c2=1.
Man beweise. daB dann stets

—%gab+bc+ac§l gilt.

Man beweise ferner. daB es sowohl solche
Zahlen a. b. c gibt. so daB

ab+bc+ac = —%.

als auch solche. so daB

ab+bc+ac = 1 gilt. wobei in beiden
Fillen wieder die Bedingung

at+b%+c* = 1 erullt sein soll.
md4m Gegeben sei die Menge aller ganz-
zahligen Punkte der Ebene. d. h. die Menge
aller Punkte (p.g). deren Koordinaten im
rechtwinkligen kartesischen Koordinatensy-
stem ganze Zahlen sind.
Eine Partikel kann sich zwischen diesen
Punkten bewegen. jedoch nur so. daB sie
von einem beliebigen Punkt (p.g) zu dem
Punkt (p+1. g+1) oder zu dem Punkt
(p+1. g—1) gelangen kann.

Fortsetzung siche Seite 95!



Losungen

. und y’=%(a+ﬂ).

A 509 Jederkleine Wurfel habe die Kanten-
linge a; dann besitzt der groBe Wiurfel die
Kantenlidnge 4a.

Rauminhalt des groBen Wurfels: V,=64a>

Rauminhalt eines kleinen Wirfels: ¥,= a*

Aus dem groBen Wiirlel erhélt man 64 klei-
nere Wirlel

Oberfliche des groBen Wirfels: O, =964
Oberfliche eines kleineren Wiirfels: 0, =64?
Gesamtoberfliche aller kleinen Wiirfel:
0,=384a%

Wegen 384 : 96=4 ist die Gesamtoberfliche
aller kleineren Wurlel viermal so groB. wie
die des grofen Whrfels. |

A 510 Aus 100—-41=59 und 96-59=37
und 41 —37=4 folgt: der GroBvater ist 59.
der Vater 37 und der Sohn 4 Jahre alt.

A 511 Die Zahl 255 4Bt sich durch 1. 3. 5.
15. 17. 51. 85 und 255 teilen. Nur die Teiler
5. 15 und 17 sind groBer als 4 und kleiner
als 20, 255:5=51;255:15=17;255:17=15
Die Aufgabe besitzt genau drei Ldsungen:
Es konnten 51 Hefte zu 5 Pl oder 17 Hefte
zu 15 Pf oder 15 Hefte zu 17 Pf das Stuck
gewesen sein.

A 512 Aus 140-38=102 und 102 : 2=51
folgt. daB sich unter den Anwesenden 51 Kin-
der und wegen 140 —51 =289 demnach 89 Er-
wachsene befanden. Aus 89—-7=82 und
82 : 2=41 folgt. daB sich die Erwachsenen
aus 41 Frauen und wegen 89—41=48 aus
48 Minnern zusammensetzen.

=n+l7_n—3+20=l 20 |
n—3 n-3 n-3’
da zeine naturliche Zahlsein soll, muB 20 Viel-

AS513 2z

faches von n—3 sein. und ﬂj muB gleich
n—

oder groBer als —1 sein. Nun ist %= -1
n—

fur n=—17.

Diese Zahl entspricht aber. weil sie negativ

ist. nicht den Bedingungen der Aufgabe. Da-
her erfullen nur die in der folgenden Tabelle

ergibt sich {CAB’=90°—%. Unter Anwen-

dung des Satzes iiber dic Winkelsumme des
Dreiecks folgt hieraus fiir das Dreieck ACB’

ﬂ’=%(a+y). Anlog erhilt man a’=%(ﬂ+y)

V
c

A 515 Vor dem Loésen der Aufgabe fer-
tigen wir uns die abgebildete Tabelle an. in
deren Rahmen wir untereinander die Nach-
namen der Herren und nebencinander die
Vornamen der Damen eintragen. In die
verbleibenden Leerfelder tragen wir danach
.nein™ ein. wenn wir mit Sicherheit wissen.
daB der betreffende Herr mit der betreffenden
Dame nicht verheiratet ist. Aus dem vierten
Satz der Aufgabe lolgt:

Herr Anders ist weder mit Inge noch mit
Luise verheiratet, Herr Frey ist weder mit
Maria noch mit Luise verheiratet. Herr Gobel
ist weder mit Inge noch mit Nora verheiratet,
Herr Conrad ist nicht mit Inge verheiratet.
Herr Dahlke nicht mit Luise und Herr Ebert
nicht mit Nora.

Aus dem 6. Satz der Aufgabe folgt:

Herr Conrad ist weder mit Nora noch mit
Olga verheiratet. Herr Anders ist weder mit
Nora noch mit Olga verheiratet.

Aus dem 7. Satz der Aufgabe lolgt:

Herr Dahlke ist weder mit Nora noch mit
Olga verheiratet, Herr Frey ist weder mit
Nora noch mit Olga verheiratet.

Aus dem 8. Satz der Aufgabe lolgt:

Herr Dahlke ist weder mit Hilde noch mit
Inge verheiratet. Herr Frey ist weder mit
Hilde noch mit Inge verheiratet.

In der Spalte ..Nora“ sind nun sechs Felder
mit .nein" ausgefiillt; in das noch leere
zweite Feld von oben dieser Spalte tragen wir
Jja" ein. Alle leeren Felder der Zeile ..Bauer™
maussen dann durch .nein* gekennzeichnet
werden. In der Zeile .Frey* ist nur noch
das dritte Feld von links leer; wir tragen ,ja"
ein. In alle leeren Felder der Spalte .Karin*

ist danach ..nein" einzutragen. In das einzige
freie fiinfte Feld von oben der Spalte ,.Inge*
tragen wir ,ja* ein. In die noch leeren Felder
der Zeile .Ebert* ist wieder .nein™ cinzu-
tragen. Dieses Verfahren setzen wir fort,
bis alle Felder ausgefiillt sind; die ausgefiillte
Tabelle sicht dann wie folgt aus:

Der ausgefiillten Tabelle ist zu entnehmen.
daB Herr Anders mit Hilde, Herr Bauer mit
Nora, Herr Conrad mit Luise. Herr Dahlke
mit Maria. Herr Ebert mit Inge. Herr Frey
mit Karin und Herr Goébel mit Olga ver-
heiratet ist.

A 516 Die 100 Murmeln seien an x Schiiler
aufgeteilt worden; der erste Schiiler habe
y Murmeln erhalten. Dann hat

der zweite Schuler (y + 1) Murmeln,

der dritte Schuler (y + 2) Murmeln.

der vierte Schiler (y+3) Murmeln erhalten
und so fort.

In der folgenden Tabelle ist jeder Schulerzahl
die Anzahl der Murmeln zugeordnet:
Anzahl

Schulerzahl der Murmeln

1 y

2 2y+ 1
3 Iy+ 3
4 4y+ 6
5 5y+10
6 6y+15
7 Ty+21
8 8y+28
9 9y+36
10 10y+45
11 11y+55
12 12+ 66
13 13y+78

Nur die Gleichung 5y+10=100 und

8y+28=100 haben eine Losung. Fir die
erste Gleichung erhalten wir y=18. fur die
zweite y=9. Aus 18+19+20+21+22=100
und 9+ 10+ 11+124+13+14+15+16=100
folgt. daB die Murmeln entweder unter fiin[
oder unter acht Schiilern aufgeteilt wurden.

A 517 Die Summe der Flicheninhalte der
n Kreisscheiben mit dem Radius r=1cm
ist kleiner als der Flicheninhalt des Kreises
mit dem Radius R=1km. Also gilt:
nar<nR2 nr? <R n-(1cm)® <(1 km)2.

n ¢m? < (100000 c¢m)?, n < 1000002,

n< 10000000000 .

Als obere Schranke fiir n kann daher die
Zahl N =10"° gewihit werden.

angegebenen natiirlichen Zahlen n die Bedin- Hilde Inge Karin Luise Maria  Nora Olga
gungen der Aufgabe. (Beginne mitn =4!) Anders ja nein nein nein nein nein nein
n| 4] 5] 7] 8] 13| 23 Bauer nein nein nein nein nein ja nein
21211 1n1l6ls] 3] 2 Conrad nein nein nein ja nein nein nein
. Dahlke nein nein nein nein ja nein nei
A 514 X ACB und ! sind Komplement- - - - - J - : m
2 Ebert nein ja nein nein nein nein nein
winkel, also gilt xACB = 90°—L. Analog Frfy nein nein ja_ nein nein nein nein
2 Gobel nein nein nein nein nein nein ja
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km 70000 m
StrauB bei groBer Gefahr in einer Sekunde
rund 20 m zuriicklegt, macht er wegen
20 : 4=5 in der Sekunde 5 Schritte von 4 m

Lénge.

~20™; da ein
S

A 519 Aus (g, b)=4 folgt a=n-4 fir
n=1,213,...;aus (a, c)=6 folgt

a=k-6 fur k=1,2,3, ....

Nun sind n=3 und k=2 die kleinsten Zahlen,
die diese Gleichungen erfiillen, also a=12.
Aus (a, b)=4 folgt b=p-4 und aus(b,c)=10
folgt b=q-10. Wegen p=5 und g=2 gilt
b=20.

Aus (a, c)=6 lolgt c=r- 6 und aus (b, c)=10
folgtc=s-10. Wegenr=>5und s =3 gilt c=30.
Die kleinsten von Null verschiedenen natiir-
lichen Zahlen, die die gestellten Bedingungen
erfiillen, sind 12, 20 und 30.

A 520 Aus abc=5(a+b+c) und
b—a=c—b folgt durch Substilution

ab (2b—a)=15b. Diese Gleichu g ist er:ii
fur b=0. Dann ist aber auch a=90 und ¢ =0.
weil a+b+c=0 ist. Eine Losung tildet
daher das Zahlentripel (0. 0. 0); es zilt
0:0-0=5(0+0+0).

Ist b4 0. so erhalten wir aus ab(2b—a)=15b
nach Division durch b die Gloichung
a(2b—a)=15. Man erhilt a‘so, weil a ein
Teiler von 15 sein muB,
a= 1. 2b—a=15 b=8§,
a= 3. 2b—a= 5, b=4,
a= 5, 2b—a= 3, b=4
a=15 2b-a= 1. b=8.
Die beiden letzten Losungen entfallen. da
‘a<b sein muB. Wir erhalten daher nur noch
die weiteren beiden Losungen

(1.8.15). und es gilt 1-8-15=5(1+8+15);
(3.4. S).undesgilt3-4- 5=5(3+4+ 5).

c=15;
c=5;

A 521 Wir zeichnen die Verbindungsgerade
der Punkte D und E,. verlingern die Strecke
CB iiber B hinaus und erhalten den Schnitt-
punkt F (vgl. dic Abb.).

/] c
A I3 8
6 F
H K

Dann ist CF gleich der anderen Seite des

gesuchten Rechtecks, das dem urspriing-

lichen Rechteck ABCD flichengleich ist.

Zeichnen wir nimlich durch F zu 4B die

Parallele. die die Verlingerung von DA in G

schneidet, so gilt nach dem Strahlensatz

AE : GF=DA:DG.

also wegen GF=AB. DA=BC. DG=CF
AE:AB=BC:CF.

d.h AE- CF=A4B - BC.

Das urspriingliche Rechteck ABCD ist also

dem Rechteck mit den Seitenlingen AE und
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CF flichengleich. Dieses Rechteck AHKE
ist zur Veranschaulichung in der beigefiigten
Abb. noch einmal gezeichnet worden.

Wir bemerken noch. daB die Konstruktion
der Seite CF allein mit dem Lineal (ohne
Benutzung des Zirkels) moglich war. Hitten
wir zur Konstruktion wie iiblich den Héhen-
satz benutzt. so wire zur Konstruktion auch
die Benutzung des Zirkels notwendig ge-
wesen.

A 522 Da sowohl m+n als auch m—n
durch die Primzahl p teilbar ist, ist auch die
Summe (m+n)+(m—n)=2m sowie die Diffe-
renz (m+n)—(m—n)=2n durch p teilbar.

Ist nun p=2, so ist diese Bedingung erfiillt.
Wiire aber p+2, so wiiren 2m und 2n —, also
auch m und n. durch p teilbar; die Zahlen m
und n hitten also den gemeinsamen Teiler p.
was der Voraussetzung widerspricht. wonach
die Zahlen m und n teilerfremd sind.

Damit ist bewiesen. da p=2 gilt.

Zur Veranschaulichung geben wir noch ein
Beispiel :

Es sei m=35. n=9. Dann sind diese Zahlen
teilerfremd, und ihre Summe 44 sowie ihre
Differenz 26 sind durch die Primzahl 2
teilbar. Jedoch sind die Zahlen 44 und 26
durch keine andere Primzahl gleichzeitig
teilbar.

A 523 Einer der Briider erhalte x; volle.
y, halbvolle und z, leere ...

Ein anderer der Briider erhalte x, volle.
y, halbvolle und z, leere ...

Der dritte Bruder erhalte x; volle.

y; halbvolle und z; leere

Fisser.

An jeden Bruder sind nach den Bedingungen
der Aufgabe

5il§1+__8 e, =8 Fisser und

% <5 + 12—1) = % =—;— FaBl Wein zu verteilen.

Man erhilt daher die folgenden Gleichungen:

~l

Y3_ !
2 2
yW=7-2x,.
y2=7-2x,,
y3=7—3x;.
Dabei sind x,. y;. z; natiirliche Zahlen.
Aus (7) und (1) folgt x,+7—2x,+z,=8.

x,+
Q]

®)
)

also z,—x,=1 (10)
und analog aus (8) und (2) bzw. (9) und (3)
2,—x3=1 (11)
z3—x3=1. (12)

Wegen (7) gilt. da y; 20.0=x, <3
und analog 0<x,<3
0=x,=3.
O.Bd.A. kénnen wir nun x,;Sx,<x, an-
nehmen. Wir erhalten dann wegen (4) die
folgenden drei Moglichkeiten:
1) x;, =0, x,=2. x3=3;
2) x;=1.x,=1. x3=3;
3) x,=1.x,=2. x3=2.
Aus (7). (8). (9) erhalten wir dann die Werte
fiir z,, z,, z5 und aus (10), (11), (12) die Werte
fiir x,, x,, x;, die die Tabelle zcigt (s. unten).
Durch Einsetzen in die Gleichungen (1) bis
(9) uberzeugen wir uns davon. daB in diesen
drei Fillen alle Bedingungen der Aufgabe
erfullt sind.
Es git1 daher genau drei verschiedene Mdg-
lichkeiten der Verteilung der Fiasser:

A 524 Wir fuhren zur Abkurzung die {ol-
genden Bezeichnungen fir die Strecken-

léi_ngen eﬂ o o
AB=a. BC=b. BD=d. EH=s(vgl.die Abb)).
k
D 6 (4
H d. I3
2 G
A s £ 8

Da der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

auf AB und AD gleichzeitig der Mittelpunkt
des Kreises k und der Schnittpunkt fer

x,+y,+z,= 8. (1) Diagonalen des Rechtecks ABCD ist, isi d
X, +y,+z,= 8. (2) gleich dem Durchmesser des Kreises k, und
X3+ys+2z3= 8, (3) es gilt nach dem Satz des Pythagoras
X, +X,+x3= 5. (4) d*=a®+b% Ferner sind die rechtwinkligen
Yi+ya+yy=11, . (5) Dreiecke AEH, BFE, CGF. DHG kongruent.
Z,+z,+23= 8. (6) da sie jeweils in den Lingen der Katheten
yy 7 y, 7 ubereinstimmen.
F fol + == x, +2=—, = == —
erner [olgt aus X, +5=3" *2¥272’  Darausfolgt EH=FE=GF=HG=s.
Xy X3 X3 X tXat+X3 Yy V2 Vs Yity:tys 2z 22 23 Zyt+zy+2z,
1) 023 5 731 11 1 3 4 8
2) 113 5 5 51 11 2 2 4 8
3) 1 2 2 5 533 11 233 8
Fall 1) Fall 2) Fall 3)
. b . . b . . fa .
e . £ . . % ° 9 . £ 5
2 2 e |8 3 e & 2 @
g 2 = g & & s =2 3
Einer der Bruder erhilt 0 7 i 1 5 2 1 5 2
Ein anderer Bruder erhdlt 2 3 3 1 5 2 2 3 3
Der dritte Bruder erhdlt 3 1 4 3 1 4 2 3 3
Summe 5 1 8 5 11 8 5 11 8




Der Umfang des Vierecks EFGH ist also
gleich 4. Nun gilt nach dem Satz des Pytha-
goras in dem Dreteck AEH

z=/€ ) l_,1=a2+b2
* \z) +(2) 4

d?=a?+b?

und wegen

s‘=£. also s=é.4s=2d.

4 2
De¢r Umlang des Vierecks EFGH st also
stets gleich dem doppelten Durchmesser des
Kreises k. er ist daher fur alle dem Kreis k
einbeschriebenen Rechtecke gleich groB.
w.zb.w.

4 525 Wir formen zundchst um und erhalten
z=p®+3p?-3p*—1
=p6_p4_2p4+2p2+p2_l
=p*(p - 1)-2p*(p*—D+(p*~1)
=(@*=D(p*-2p*+1)
=p+){(p-DE* -
z=(p—1)*(p+1)%.
Ferner erhalten wir die folgende Zerlegung
in Primfaktoren
13824=8-8-8-27=83-33=2%-3%
Ist nun p=2. soist p—1=1 p+1=3 also
z=133. In diesem Falle ist also z nicht durch
13824 teilbar. Ist p=3. so ist p—1=2.
p+1=4, also z=23-4% Auch in diesem
Falle ist also z nicht durch 13 824 teilbar.
Ist aber p>3. so ist p als Primzahl nicht
durch 3 teilbar. Daher i entweder die vor-
hergehende Zahl p—1 oder die folgende
Zahl p—1 durch 3 teilbar. also entweder
(p—1)* oder (p+1)® durch 3? teilbar.
Da p eine Primzah! ist, lit p bei Division
durch 4 entweder den Rest 1 oder den Rest 3.
also ist entweder
p—1 durch 4 und p+1 durch 2 teilbar oder
p—1 durch 2 und p+1 durch 4 teilbar.
In jedem Falle ist also (p—1)(p+ 1) durch 8
teilbar. also z=(p—1)}(p+1)* ist durch
83 =2° teilbar.
Daraus folgt aber. daf im Falle p>3 die
Zahl z stetsdurch 3% - 2° =13 824 teilbarist.
Die Zahl z=p%+3p*—3p*~1 ist also nur
fur p=2 und p=3 nichtdurch 13 824 teilbar.

A 526 Esseien x,. x5, x3. X4, x5 dic Anzahl
der Goldmedaillen, die die DDR, die UdSSR,
GroBbritannien, Frankreich bzw. Polen er-
hielten. Dann gelten auf Grund der Bedin-
gungen der Aufgabe die folgenden Gleichun-
gen:
X+ X+ x5+ X+ x5=31,

Xy =X3+ X4+ Xs5.

(1
2

Xy=X34 X4, 31

X3=2x,. 4)
Ferner gilt x; > x;>x3>x,> X5 (5)
Aus (1) und (2) lolgt

(6

Xp+va+x, =31 also 2x; +x,=31.
Hicraus folgt wegen x, <x,
I =2x,+x,<3x,. also x,;>10

und 2x,<31 also x, 215,

Wir erhalten also die folgenden Fiille:

L x,=11, x,=31-2x,=9;
2. x, =12, x,=31-2x,=7;
3 x, =13, x,=31-2x,=5;

4 x,=14. x,=31-2x,=3;
3. x;=15. x,=31-2x,=1.
Nun folgt aus (3) und (4) x; =2x,+ x,=3x,.
d. h.. x, ist durch 3 teilbar.
Daher scheiden die Falle 2. 3 und 5 aus.
Im Falle 4 wire x;=14. x,=3x,=3. also
x,=1und x;=2x,=2. Daraus wirde wegen
(1) folgen

xXs=3l—x;—x;—Xx3—x4=11,
was wegen xs<x, zu einem Widerspruch
fuhrt.
Daher kann nun der Fall 1 eintreten; wir
erhalten x, =11. x,=9. x,=3. x;=6.
x5;=31-29=2,
Fur diese Zahlen sind die Gleichungen (1).
(2). (3). (4) und die fortlaufende Ungleichung
(5). also die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Daher erhielten die DDR 11, die UdSSR 9,
Grofbritannien 6, Frankreich 3 und Polen 2
Goldmedaillen.

Losungen zu alpha-heiter

Halma-Solo

1) 1. ¢3—d4. 2. al-c3-e5. 3. bl—d3-d5-15.
4. ad—cde4—<6, 5 cl-3, 6. d1-d3-d5. 7.
al—c5.8.a2-c4<6.9. b4—d6-16. 10. b2-b4—d6.
11. b3--d1-d3-13. 12. c2—e2-¢4. 13. d2-f4.
2) 1. c3-d4. 2. al-c3—e5 3. ad—c4d—ed-eb.
4, d1-d3-d5-f7. 5. a3—c5. 6. b4-d6—f6-I8.
7. e6—g8—e8—gb. 8. a2—c4 e4-c6-—g8—<¢8. 9.
bl-d3-d5-f5--h7. 10. b2-b4—d6. 11. c5—€7-
g7-g5. 12. cl-e3. 13. b3—-d1-d3-d5-I5-hS.
14. c2-¢2-e4—e6—g8. 15 d2-f4-h6-h8. 16.
e3-c5-¢7-g7. 17. d6—e7 usw.

Magischer Wiirfel

Dic Elemente by;=42-(13+2)=27. a,=3.
¢c3=25. by=1. b;=5. bs=10. b,=19. bg=9
und a;=22 sind nacheinander mit Hille
der Reihensumme als Elemente einer waage-
rechten. senkrechten oder diagonalen Reihe
leicht zu finden.

Damit sind die Felder besetzt bis aul die vier
Eckfelder der beiden 4duBeren Quadrate.

Die fehlenden acht Zahlen bilden vier Paare
mit der Summe 28, ndmlich 4,24; 7.21; 8,20;
12,16.

Fur die Korperdiagonalen gilt auch die
Reihensumme 42. Mithin
a,+14+s4=a,+14+c53a,+14+c,
=ag+14+c, =42 ’
a+cg=a,+cs=a,+c;=a5+c, =28

Da a,+a,=42-17=25 (waager. Reihe im
linken Quadrat) sein muB. kann nur a, =21
und a,=4 sein. Damit folgt c4=28—a,=7
und c¢,=28—-a,=24; ferner
a,=42—-(13+a,)=8. a;=42—(26 +a,)=12.
¢c;=28—a,=20und ¢, =28—az=16.

Die nachfolgende Abbildung zeigt den ver-
vollstindigten magischen Wurfel. in dem
alle waagerechten. senkrechten. kérperdiago-
nalen. sowie die flichendiagonalen Reihen
der drei aufeinander senkrecht stehenden
mittleren Flichen gleich 42 sind.

21 17 4 5 19 I8 16 6 20
13 3 26 27 14 1 2 .25 15
8§ 22 12 10 9 23 24 117

Zahlenscheibe

Eine interessante Zahi
1. Menge
2. Charakter (moderner Begriff aus
der Mengenlehre)
. Monom
. Logarithmus
. x-Achse
. x-beliebig
MCMLXX — 1970

[= JRY. W SN

Figurenriitsel
120:15= 8
—_— 2 +
6 5 30
114: 3 =138
Pfiffige Miidchen
0-0-Q ;-
24+5=343+1
=5 =3 =2 243=5+5-5
Mathematische BegrifTe

Fibonacci — Grenzwert — Gerade — Ma-
thematiker — Kurve — Thales — Tangente —
Modell — Wurzelsatz — GauB — Losung —
Kosinussatz— Drehung — Multiplikation —
Zylinder = BERTRAND RUSSELL

1970

Losungsbeispiele

0=1-9-7-0 15=—149+74+0
1=149-7-0 16=1-9+7+0
2=1-9-7-0 17=1+9+740
3=149-7-0 18=1-9 [/7]40
4=1+./9+7-0 19=1+9-[J/7]+0
5=14+/9+7+0 20=—1+./9-7+0
6=—1+9—[/7]+0

7=1-9-[J7]+0
8=—14947-0
9=1-9+7-0
10=14+9+7-0
1=1+,/9+7+0
12=149+ (/7140
13=149—[—/7]+0
14=[J/—1+9]-7+0

Zur Darstellung der Zahlen 5; 7; 12; 13; 14;
18; 19 benétigt man unbedingt die Klammer
GréBte Zahl: 64=1+9-7+0
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AbschluBpriifung im Fach Mathematik
der Primary School in Tanzania

speziell fiir Klasse 5 und 6

Etwa zwei Funftel aller Kinder in Tanzania
haben die Méglichkeit. eine Schule zu be-
suchen. Entsprechend dem Plan der Regie-
rung steigt die Zahl der Schuler in jedem
Jahr. Jedoch fehlen eine groBe Zahl von
Lehrern und Schulgebiuden. Das kann nur
ganz systematisch und schrittweise verindert
werden. Z. Z. sicht es noch so aus, daB die
Eltern fur die ersten sicben Schuljahre — die
Primary School — zu zahlen haben. Es gibt
wenige Schulen im Lande. an denen der
Besuch kostenlos ist. — Der groBte Teil dieser
Primary Schools sind Tagesschulen. d. h. die
Schiller kommen morgens gegen 8.00 Uhr
in die Schule und verlassen sie gegen 17.00
Uhr. Manchmal haben Schiler 10km und
mehr Schulweg zuruckzulegen. — Unter-
richtsficher sind Swahili. Englisch. Mathe-
matik. Erdkunde. Geschichte und ein Fach.
in welchem Grundkenntnisse der Ficher
Biologie. Physik und Chemie vermittelt wer-
den. GroBer Wert wird aul Feld- bzw. Gar-
tenarbeit gelegt. Dazu kommen Sportspiele.
Am Ende von sieben Schuljahren haben die
Schiiler eine schriftliche Prufung in allen Fa-
chern abzulegen. die vom Erzichungsministe-
rium zentral gestellt wird. Die besten Schiler
werden dann fur die Secondary School ausge-
wiihlt. Manchmal sind das nur 2 bis 3 von
30 bis 40 Schalern einer siebenten Klasse.
Die Unterrichtssprache in der Primary School
ist Swahili. Die Prifungsaufgaben werden
ebenfallsin der Landessprache gestellt. Spiter.
in der Secondary School. wird in englischer
Sprache unterrichtet.

Der Aufgabenzettel 1968 war in drei Spalten
unterteilt — namlich: Aufgabe. Platz zum
Rechnen und ein Kistchen fur das Ergebnis.
Die folgenden 50 Fragen muBten in 75 Minu-
ten beantwortet werden. S. Wengel

50 Aufgaben

wlm (1089+143):7=x
2w 348:-25=x
s 3m  Wie oft ist der dritte Teil eines Dut-

zend in 144 Stiick enthalten?

3 2
4 1=2-Z=
[ BN | 8 3 X

1 .4 2
5 -+l 1==
adm 3+I71 x

‘ml6bm

4.1
6 4 :l-=

| RN | 9 3 X

"l %-0.5’=x (Gib die Lésung fur x

"als Dezimalbruch an!)

ale 176+96+234+402=x

a9%m 1734-8009=x
10w 48,75:005=x

e || @ Die Fliche des kreisformigen Zif-
fernblattes einer Uhr betriigt 154 cm?2 Wieviel
cm? betriigt die hervorgehobene Fliche des
verkleinert abgebildeten Ziffernblattes?

a12m Die Abbildung stellt einen unvoll-
stindigen Zahlenstrahl dar. Welche Zahl
muB am Anfang dieses unvollstindigen Zah-
lenstrahles stehen?

4

N + 4 + N
F + + +

s Led

m13m Schreibe 2 als Prozentsatz!
m14® Wieviel Stunden und Minuten sind

von 5.55 Uhr bis 8.40 Uhr vergangen”

Bestimme den Nenner x der Glei-

74_7,
chung oo

alS5m

Bestimme das arithmetische Miitel
von 48. 80. 75. 63, 29!

nl7m

pliziere den erhalteten Quotienten mit %

Dividiere 864 durch 16 und multi-

Wie lautet das Ergebnis?

al8m EsseiAB=7cm.CD=4 cm. AD=
16 cm (siche Abbildung). Bestimme die Linge
von BC!

L, + t 1 20°
A 8 c /]

A 8
w19a Die Abbildung stellt ein gleich-

schenkliges Dreieck ABC mit der Basis AB

dar. Bestimme die GroBe eines Basiswinkels
dieses Dreiecks!

=20 m Schreibe 33.3%, als gemeinen Bruch!

s2]l m Wieviel Ziegelsteine enthilt der ab-
gebildete geschichtete Stapel?

m22w Welcher Geldbetrag ist groBer:

10%, von 71 Schillingen oder 7.50 Schillinge?
1

—_— =x

1
2+ 5
s 24 ®» Ineinem Dreieck ABC sei
¥ CAB= ¥ ABC und ¥ ABC= £ ACB.
Welche Beziehung besteht zwischen den Win-
keln

¥ CABund ¥ ACB?

@25m Indem abgebildeten Dreieck ABC
sei AC=30 cm und g | k. Wie lang ist die
Seite AB?

u23m

C
60° 9
+ Kgo®
A 8 k
1.1 1 1
26 S ===
B AT A The
u27m Ein Auto legte eine Fahrstrecke von

120 km in 2—,17 h zurick. Wieviel km Fahr-

strecke legte dicses Auto in einer halben
Stunde zuriick. wenn die Geschwindigkeit
als konstant angenommen wird?

w28 s Bestimme alle natiirlichen Zahlen
x. [iir die gilt: )

160 <x < 180 und 17 ist Teiler von x.

m 29 = Wieviel Prozent der Flache des
abgebildeten Quadrates ABCD betrigt der
Flicheninhalt aller schraffierten Quadrate?

0 ‘ ¢




a30a Der Preis fur 1 m Stoff betrigt
45 Schillinge. Wieviel Schillinge kosten

% m dieses Stoffes?

m3le Die Abbildung stelit ein Quadrat
dar. Ermittle die GroBe des Winkels £ CSB!
D c
S
A 8

w32 @ Athuman erhielt die Auskunft, daB
der Zug eine halbe Stunde nach 18 Uhr in
Dodoma ankommen werde. Wie ldBt sich
die Ankunftszeit des Zuges noch anders
ausdricken?

»33 e Ein Garten. der die Gestalt eines
Rechtecks hat. ist dreimal so lang wie breit.
Der Garten wurde ringsherum eingeziunt;
dabei wurden 304 laufende Meter Maschen-
draht verbraucht. Berechne Lénge und Breite
des Gartens!

m34a Wieviel Tage entfielen im Jahre
1968 auf die Zeit vor dem 15. April?

u35a Der erste Mirz cines bestimmten
Jahres fiel aul einen Freitag. Aul welchen
‘Wochentag fiel im gleichen Jahr der 27. Midrz?

m36m Ein bestimmtes Radiogeriit kostet
700 Schillinge. Wieviel Schillinge betrigt
der Kaufpreis fiir dieses Rundfunkgerit bei
Barzahlung. wenn in diesem Falle 20%,
Rabatt gewihrt werden?

m37w Hamis sollte 240 Apfelsinen ver-
kaufen. Am ersten Tag verkaulte er den
dritten Teil aller Apfelsinen; am zweiten Tag
verkaufte er fiinf Achtel der urspriinglich
zum Verkaufl vorgesehenen Apfelsinen; am
dritten Tag verkaufte er die verbliecbenen
restlichen Apfelsinen. Wieviel Apfelsinen hat
er an jedem der drei Tage verkauft?

4 7
100 10000

(Gib die Losung als Dezimalbruch an!)
=3%9a /225=x ‘

m40a Den Zahlen 1. 2. 3. 4 sind - wie
durch Pfeile gekennzeichnet — nach einer
bestimmten Vorschrift jeweils -genau eine
Zahl zugeordnet. f———> 4

nl8a

X

22— 7
J— 1
b——x
Wie lautet die Zahl x. die der Zahl 4 zuge-
ordnet ist?

w4l m Ein quaderf6rmiges. oben offenes
GefiB. das 40 cm lang. 30 cm breit und 50 cm
hoch ist. soll bis zum Rande mit Milch ge-
fullt werden. Wieviel Liter Milch [aBt dieses
GelaB?

w42 @« Hubert bringt 200 Schillinge zur
Sparkasse. Wieviel Geld wird er einschlieB-

lich der Zinsen nach drei Jahren zur Verfu-
gung haben. wenn die Sparkasse einen Zins-

satz von 2%:/5 gewihrt?

n43a Eine bestimmte Arbeit wurde von
15 Arbeitern in 8 Tagen erledigt. Welche
Zeit hidtten 5 Arbeiter fur die gleiche Arbeit
bendtigt. wenn eine gleiche Arbeitsintensitit
angenommen wird?

m44a Nimm an. du hittest den Buchsta-
ben C mit Tinte geschricben und sofort
danach mit einem L&schblatt abgedeckt.
Wie wird der Buchstabe C auf der Seite des
Loschblattes aussehen, mit der die Tinte
getrocknet wurde?

n45a  Vier Jungen legten ihr Taschengeld
zusammen und errechneten das arithmetische
Mittel daraus; es betrug 3.50 Schillinge. Ein
fiinfter Junge besaB 6 Schillinge Taschengeld.
Welches arithmetische Mittel wiirde man
erhalten. wenn alle fiinf Jungen das Taschen-
geld zusammenlegen?

Die folgenden Aulgaben 46. 47 und 48 sind
unter Benutzung der abgebildeten graphi-
schen Darstellung zu l6sen:
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Flache des Feldes in Hektar

md46m Wieviel Sack Mais wird ein Farmer
voraussichtlich ernten. wenn er 2 ha Mais
anbaut?

m47 e Wieviel ha Land miissen mit Mais
bebaut werden. um 60 Sack Mais zu ernten?

= 48 «  Auf wieviel ha Land miissen zusitz-
lich Mais angebaut werden, wenn die ur-
spriinglich vorgesehene Ernte von 30 Sack
Mais auf 45 Sack Mais erhGht werden soll?

a49w Die abgebildete Figur setzt sich
aus einem Rechteck und einem Halbkreis
zusammen. Berechne den Fliacheninhalt der
Figur. wenn folgende Mafe zugrunde liegen:
AB=175m; BC=2m

D/—\.C

A 8
(Hinweis: 0.8752 =0.765625; n~ 272)

u50 m  An vier Arbeiter soll der Lohn aus-
gezahlt werden. Dabei sollen so wenig wie
moglich Geldscheine oder Munzen verwen-
det werden. Die Lohne der vier Arbeiter
betragen 153.20 Schillinge. 162.50 Schillinge.
202.10 Schillinge. 235 Schillinge.

Wieviel Zehn-Schilling-Scheine werden be-
notigt. wenn es auBerdem noch Zwanzig-
Schilling-Scheine und = Funfzig-Schilling-
Scheine gibt?

Fortsetzung von S. 90
(Mathematische Wettbewerbe in Schweden)

a) Es sind Lagen der Punkte A(p.q) und
B(r. s) anzugeben. bei denen sich eine Parti-
kel von A nach B bewegen kann.

b) Es ist zu zeigen. daB. wenn gs>0. die An-
zahl der Wege. die eine Partikel wihlen kann.
um von A’(0, —q) nach B(r,s) zu gelangen,
gleich der Anzahl der Wege ist. die eine
Partikel wihlen kann. um von A(0.q) nach
B zu gelangen. wobei ein Punkt der x-Achse
zu passieren ist.
Es sei feine im Intervall (— . + o0)
zweimal stetig-dilferenzierbare Funktion. und
es sei fix)<1 im Iotervall [0.1] sowie
f0)=A1)=1.

Ferner gebe es eine ebenfalls in (— 0. + @)
definierte Funktion a mit a(x)>0. so daB

a(x)f"(x)+f(x)=0

fur alle x gilt.

Es ist zu beweisen. daB es dann eine reelle
Zahl y mit O<y<1 gibt. so daB fly)<0
gilt.

Ferner ist zu beweisen. daB die Bedingung
fx)=1 durch dic folgende Bedingung ersetzt
werden kann: Es gibt eine reelle Zahl z mit
O0<z<1. so daB fiz)<1 gilt.

w6w Es wird die folgende Behauptung
aufgestellt:

Wenn A ein Punkt am Strande eines Sees
ist. so gibt es zwei andere Punkte B und C
am Strand. so daB das Dreieck ABC gleich-
seitig ist.

a) Es ist zu zeigen. daB diese Behauptung
nicht immer richtig ist.

b) Es ist zu zeigen. daB diese Behauptung
immer richtig ist. wenn man annimmt. da8
der See genau konvex ist (d. h.. daB jede Ge-
rade den Strand in héchstens zwei Punkten
schneidet) und daB der Strand in jedem
Punkt cine eindeutig bestimmte Tangente
hat.

c) Es ist zu beweisen. daB die Behauptung
mit anderen. schwicheren Bedingungen als
den unter b) angegebenen richtig ist. Diese
Bedingungen sollen Eigenschaflten des Sees.
des Strandes oder der Lage des Punktes A
betreffen.

aSm

Finale (2. Stufe, 23. 11. 1969)

Aus Platzgriinden miissen wir auf eine Ver-
offentlichung der 9 gestellten Aufgaben ver-
zichten. d. Red.
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Beginn des Schuljahres 1970/71

* 1865 Sir William Rowan Hamilton. Wirkte

in Dublin. Bedeutende Beitriige zur Algebra
(Hamiltonsches Sechseck, Hamiltonsche Gruppe)
und zur Vekiorrechnung. (1 3. 8. 1905)

1 1906 Ludwig Boltzmann. Wirkte in Wien.
B. ist einer der Begriinder der statistischen
Mechanik (* 20. 2. 1844)

Beginn der Schulolympiade (X. MO),
siche in diesem Heft S. 84

So 6
Mo 7
Di 8
Mi 9
Do 10
Fr 11
Sa 12
So 13
Mo 14
Di 15

Mi 16
Do 17
Fr 18

Sa 19

* 1873 Constantin Carathéodory. Wirkte in
Gottingen, Berlin, Smyrna, Athen und Miinchen.
Fundamentale Arbeiten zur Variationsrechnung,
zu den Differentialgleichungen. (T 2. 2. 1950)

* 1826 Bernhard Riemann (1 20. 7. 1866)

1 1783 Leonhard Euler. Studiert in Basel Philo-
sophie und Theologie, geht 1727 nach Petersburg,
wird Prof. fiir Physik und Mathematik.
Fundamentale Arbeiten zu Variationsrechnung,
Integral- und Differentialrechnung (* 15. 4. 1707)

So 20

Mo 21
Di 22
Mi 23
Do 24

Fr 25

Sa 26

96

* 1874 Michael Bauer. Wirkte in Budapest.
Bed. Arbeiten zur Theorie
der Zahlkorper. (t Februar 1945)

* 1801 Michail Wassiljewitsch Ostrogradski.
Wirkte in Petersburg, Arbeitsgebiete
Integralrechnung, Variationsrechnung.
(t1.1.1862)

+ 1777 Heinrich Johann Lambert. Macht sich als
Autodidakt mit der zeitgenossischen Mathematik
bekannt. Sein Ziel: bei méglichst sparsamem
Gebrauch der Rechen- und Denkmittel ein
HochstmaB von Genauigkeit erreichen.

(* 26. 8. 1728 in Miihlhausen)

1 1868 August Ferdinand M&bius. Wirkte in
Leipzig. Grundlegende Arbeiten zur Geometrie
und zur theor. Mechanik (* 17. 11. 1790)

So 27
Mo 28
Di 29
Mi 30

Oktober 1970

72
&
N L | W=

)
S
o001 &

* 1781 Bernhard Bolzano. Wirkte in Praha.
Fundamentale Arbeiten iiber Grundlagen der
Analysis. (T 18. 12, 1848)

* 1831 Richard Dedekind. Fundamentale
Arbeiten zur Zahlentheorie (1 12. 2. 1916)

Sa 10 Beginn der Herbstferien

So 11

Mo 12

Di 13

Mi 14

Do 15

Fr 16

Sa 17

So 18 11871 Charles Babbage. Wirkte in Cambridge.
Erfinder der ersten Rechenmaschine, die mit
ganzen Zahlenspalten zu rechnen vermag.
(* 26. 12. 1762)
Ende der Herbstferien

Mo 19

Di 20
Mi 21
Do 22
Fr 23
Sa 24

Abgabe der Losungen zur Schulolympiade

So 25
Mo 26
Di 27
Mi 28

Do 29
Fr 30

Sa 31

* 1811 Evariste Galois (f 31. 5. 1832)

+ 1703 John Wallis. Wirkte in Oxford.
Verdienste um Algebra und Arithmetik.
(* 23.11. 1616)

1 1626 Willebrord van Royen, Snell. Wirkte
in Leiden. Entdecker des Berechnungsgesetzes
des Lichtes und Begriinder der geometrischen
Optik (* 1580)

* 1815 Karl WeierstraB (t 19. 2. 1892)



Dabeisein ...

beim Fortschritt der Technik
als Verkehrsteilnehmer

als Leser

HANS KADNER

Ich fahre
ein Kleinkraftrad

Fahrzeugvorstellung, Fahrhinweise, Pflege-,
Kontroll- und Reparaturtips

Etwa 120 Seiten, 16 Abbildungen, 5 Tabellen,
Broschur cellophaniert etwa 4,60 Mark

Aus dem Inhalt:

Fahrzeugvorstellung und Einschitzung / Welches
Rad fiir wen? / Fahrerlaubnis — oder nicht? /
Bestimmend ist das Drehmoment / Stets iiberlegt
schalten / Fahrbahn und Haftreibung / Bremsen
und Bremsweg / Fahren in der Praxis /

Pflege-, Kontroll- und Reparaturtips / Kupplung /
Getriebe / Lenkung / Réder / Bereifung / Bremsen /
Storungssuche an der elektrischen Anlage /
Periodische Kontroll- und Pflegearbeiten /
Moégliche Umbauten / Sicherung gegen unbefugtes
Benutzen / Hinweise fiir die systematische Beseitigung
von St6rungén: Motor springt nicht an oder

bleibt stehen, Motor zieht nicht, Motor knallt

oder patscht, Motor wird zu hei3 / Verhalten

bei Verkehrsunfillen

Wir stellen vor: KR 51 — ,,Schwalbe¢

Leistung: 2,5 kW (3,4 PS) bei 6 500 U - min~?!
max. Drehmoment: 0,38 kpm bei 6 000 U - min™*
Hubraum: 49,6 cm?

Héchstgeschwindigkeit: 60,0 km - h™?

Inhalt des Kraftstofftanks: 6,8 |
Kraftstoffverbrauch: 2,7 1 pro 100 km
Anzahl der Ginge: 3

Bereifung: 20 x 2.75

Leermasse: 80,0 kg

Nutzlast: 150,0 kg

Gesamtmasse: 230,0 kg

Sitzplitze: 2

Anhingelast: 60,0 kg

Der Uberholvorgang

Ein Kleinkraftrad-Fahrer mochte einen Traktor mit

zwel Anhédngern iiberholen. Das Kleinkraftrad féhrt

50 km - h™!, der Traktor 30 km - h~!. Beide Fahr-

zeuge fahren wihrend des Uberholvorgangs mit glei-

cher Geschwindigkeit weiter. Der Uberholweg be-

rechnet sich dann nach folgender Formel

Ly

v -,

Die verwendeten Zeichen bedeuten:

s; = Gesamtiiberholweg fiir das iiberholende Fahr-
zeug in Metern

v, = Geschwindigkeit des Kleinkraftradesinkm - h™*

v, = Geschwindigkeit des Traktors in km - h™!

L =/, +1,+1; in Metern; dabei ist

I, = Sicherheitsabstand vor dem Uberholen zum
vorausfahrenden Fahrzeug in Metern

/, = Linge des zu iiberholenden Fahrzeugs in Metern

l; = Sicherheitsabstand, den das iiberholende Fahr-
zeug vor dem Wiedereinordnen zum iiberholten
Fahrzeug herausfahren muB, in Metern

Sy

Nehmen wir an, daB der Sicherheitsabstand des
Kleinkraftrades zum vorausfahrenden Traktor der
Hilfte der gefahrenen Geschwindigkeit in Metern
entspricht, so sind das 25 m. Das Kleinkraftrad weist
eine Linge von 2 m und der Traktorzug eine Gesamt-
linge von 20 m auf. Zum Uberholen des Traktorzuges
werden 180 m benétigt, denn

, — 127503600

“50-30 ° 20
Zahlreiche Tabellen, Graphiken und umfassendes
Faktenmaterial sind geeignet fiir praktische Arbeit
in Mathematik-Arbeitsgemeinschaften. Wir wiinschen
viel Erfolg!

180 .

transpress
VEB Verlag fiir Verkehrswesen
108 Berlin
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Es wird mit 2 Wiirfeln reihum gewiirfelt. Die Anzahl
der Mitspieler ist beliebig.

Nach jedem Wurf darf man mit beliebigen Spielsteinen
so viele Schritte nach vorn gehen, wie das Produkt
der Augenzahlen der beiden Wiirfel angibt.

Zahlenspirale

bisher erreichtes Feld:
gewiirfelt: 3 und 4
zu rechnen: 33+ 12=45

z.B. 33
3-4=12
Stein auf 45 setzen!

Gewonnen hat, wer zuerst das Ziel erreicht.

Wer beim ersten Wiirfeln das Feld 1 erreicht, darf
sofort auf Feld 10 setzen! Wer beim ersten Wiirfeln
das Feld 2 erreicht, geht zum Start zuriick! Wer
eine Zahl auf einem Quadratzahlfeld erreicht, darf
die Differenz der erreichten und vorhergehenden
Quadratzahl an Schritten nach vorn gehen!

bisher erreichtes Feld: z.B. 25
Berechnung der Differenz: 25—-16=9
zu rechnen: 25+9=734, Stein auf 34 setzen!

Wer eine Zahl auf einem Primzahlfeld erreicht, muf3
auf das vorhergehende Primzahlfeld zuriick!

bisher erreichtes Feld: z.B. 29
vorhergehendes Primzahlfeld: 23 Stein auf 23 setzen!
Wer ein schon besetztes Feld erreicht, schickt den
bisherigen Benutzer an den Start zuriick !

Viel Freude am Spiel wiinscht
: Mathematikfachlehrer W. Weber.
_ EOS Schkeuditz (Bez. leipzig)
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Wir stellen vor:

Am 3. September 1970 wurde Lew Semjono-
witsch Pontrjagin 62 Jahre alt. Er gehort zu
den wenigen Mathematikern der Welt, die
zu Lebzeiten verdientermaBen als Klassiker
der Weltwissenschaft anerkannt wurden.
Die Arbeiten von Akademiemitglied L. S.
Pontrjagin betreffen nicht ein einzelnes Gebiet
der Mathematik, sondern eine ganze Reihe
ihrer Teilgebiete. Er ist ein Wissenschaftler
groBen Formats und eines umfassenden
mathematischen Gesichtskreises. Grund-
legende wissenschaftliche Resultate, die von
Lew Semjonowitsch stammen, kann man
in der Algebra und der Geometrie, in der
Topologie und der Theorie der Diflerential-
gleichungen, in der Theorie der Steuerung
und Regelung sowie in der Spieltheorie fin-
den. Und jedesmal sind mit seinem Namen
sehr wichtige, tiefgehende und grundlegende
Resultate verkniipft.

Mehrere tausend Arbeiten, die in der ganzen
Welt erschienen sind (nicht nur mathe-
matische Arbeiten, sondern auch Arbeiten
aul dem Gebiet der angewandten technischen
Wissenschaften), enthalten bedeutende Re-
sultate und Methoden, die aul L. S. Ponirja-
gin zuriickgehen. Es ist jetzt schon nicht
mehr moglich, alle Werke, in denen Hin-
weise auf die Forschungen Lew Semjono-
witschs enthalten sind, zu verfolgen. Einen
besonders groBen Teil der Arbeiten nehmen
die Untersuchungen auf dem Gebiet der
mathematischen Theorie der optimalen Steu-
erung ein, die von Lew Semjonowitsch und
seinen Schiilern durchgefiihrt wurden. Der
Name Pontrjagins wurde auf diesem Gebiet
schon zum Symbol. Uberaus kennzeichnend
ist, daB die Internationale Astronautische
Akademie L. S. Pontrjugin zum Ehren-
mitglied wdhite (gemeinsam mit J. Gagarin
und W. Tereschkowa).

L. S. Pontrjagin. der Begriinder zweier gro-
Ber mathematischer Schulen ist (einer Schule
fiir algebraische Topologie und einer Schule
fiir die mathematische Theorie optimaler
Steuerung), erzog ecine ganze Generation
sowjetischer Wissenschafiler. Als sowjeti-
scher und russischer Patriot vertritt er auf
groBen internationalen mathematischen Kon-
gressen die sowjetische Wissenschaft wiirdig
und eindrucksvoll. Die Heimat wiirdigte die
wissenschaftlichen Leistungen L. S. Pontrja-

gins: er wurde zweimal mit dem Lenin-
orden ausgezeichnet und erhielt weitere hohe
Orden und Auszeichnungen. Fiir seine Arbei-
ten erhielt er ferner den Leninpreis, den
Staatspreis sowie den Lobatschewskipreis.
L. S. Pontrjagin wurde in einer armen Familie
geboren. Sein Vater, Semjon Akimowitsch
Pontrjagin, ein kleiner Angestellter aus der
Stadt Trubtschewska des Orlowski Gouver-
nements, starb im Jahre 1927. Lew Semjono-
witschs Mutter, Tatjana Andrejewna (geboren
im Jahre 1879), kommt aus einem Dorf des
Jaroslawski Gouvernements; in Moskau ar-
beitete sie als Schneiderin.

Die materielle Lage der Familie schloB die
Maoglichkeit aus, den Jungen auf das Gymna-
sium oder auch nur auf eine Realschule zu
schicken — die allererste Schulbildung erhielt
L. S. Pontrjagin in der Stidtischen Schule.
Im Alter von 14 Jahren ereilte ihn ein Un-
gliick: infolge einer Explosion verlor er das
Augenlicht. Von diesem Augenblick an fielen
alle Sorgen, die die Regelung des Lebens
ihres Sohnes betrafen, aul Tatjana Andre-
Jewna. Ungeachtet der groBen Schwierig-
keiten, die sie iberwinden muBte, beschloB
sie, die Aulgabe zu iibernehmen, mit der sie
zu Recht die Dankbarkeit der sowjetischen

und der Weltwissenschaft erwarb. Im Laufe
vieler Jahre war sie faktisch die Privat-
sekretirin Lew Semjonowitschs, las ihm wis-
senschaftliche Literatur vor, setzte Formeln
in seine wissenschaftlichen, Manuskripte ein,
las die Korrekturen seiner Arbeiten usw.
Dafiir muBte sie insbesondere Fremdsprachen
lernen.

Abgesehen davon, daB T. A. Pontrjagina
Lew Semjonowitsch hall, umhegte sie ihn
auch in allen anderen Beziehungen mit
groBter Sorge und Aufmerksamkeit.

Eine kleine Skizze zeigt anschaulich, welche
Schwierigkeiten auftraten und von Tutjana
Andrejewna und ihrem talentierten Sohn
iberwunden werden mubBten.

Wir, die Mathematiker, benutzen stets die
Zeichen N, U, o, <. Trotz duBerlicher
Ahnlichkeit sind sie fiir uns dem Sinn nach
véllig verschieden und werden verschieden
benannt. Aber fiir Tatjana Andrejewna sagten

. die Termini Durchschnitt, Vereinigung, In-

klusion nichts. Sie dachte sich zum Aus-
sprechen von Formeln und zum Korrektur-
lesen eine Spezialsprache aus: das Zeichen
fiir den Durchschnitt nannte sie ,,Schwénz-
chen nach unten*, das Zeichen < nannte
sie ,,Schwinzchen nach rechts* usw.

Im Jahre 1925 wurde L. S. Pontrjagin Student
der Moskauer Universitat. Seine hervor-
ragenden mathematischen Fihigkeiten und
das groBe wissenschaftliche Interesse lenkten
sofort die Aufmerksamkeit seiner Lehrer
auf ihn; er lernte ausgezeichnet. Der iiber-
raschendste Eindruck war, daB der Student
L. S. Pontrjagin komplizierteste Rechnungen
(z. B. in der Tensor-Analysis) im Gedichtnis
behielt, obwohl er nichts niederschrieb.
Den Studenten der Physik und Mathematik
jener Zeit (wie auch jetzt in der Mechanik
und Mathematik) schlug man die Auswahl
einer Reihe von Spezialkursen und Seminaren
vor, in denen vielfiltigste mathematische
Fragen betrachtet wurden. Bei der Auswahl
der Probleme fiir die selbstindige wissen-
schaftliche Arbeit spielte nicht nur die The-
matik eine bedeutende Rolle, sondern auch
die Personlichkeit des Professors. Lew Semjo-
nowitsch erinnert sich, daB es fir ihn in den
Vorlesungen A. J. Chintschins iiber ana-
lytische Zahlentheorie kalt und ungemiitlich
war. In den Vorlesungen und Seminaren
Pawel Sergejewitsch Alexandroffs dagegen
konnte er leicht und frei atmen, er fiihlte
sich dort ,,wie zu Hause*.

Die Personlichkeit P. S. Alexandroffs, seine
Aufmerksamkeit und Hilfe spielten eine
unwahrscheinlich groBe Rolle bei der Her-
ausbildung der wissenschaftlichen Interessen
L. S. Pontrjagins, der personlichen Begabun-
gen und Neigungen des jungen Wissenschaft-
lers.

gekiirzt aus: uspechi matematitscheskich nauk
6(144) 1968, iibersetzt von Renate Schonberg,
Vdw
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Ein kleiner Dreh fiihrt zum Ziel

Anschaulich und maBtreu auf einem Blatt

Bei der [X. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR (1. Stufe) wurde die folgende Auf-
gabe gestellt:

Ein ebenflichig begrenzter konvexer Kdérper
ist durch Grund-, Auf- und KreuzriB wieder-
gegeben. Seine drei scheinbaren Umrisse
stellen Quadrate der Seitenlinge « dar. Dieser
Korper ist zu beschreiben, als Modell zu
basteln und sein Volumen durch « auszu-
driicken. Vergl. alpha 4/69 S. 85. (Bild 1)

Bild I

Um von einem durch mehrere Risse darge-
stellten Koérper der vorliegenden Art ein
raumliches Modell anfertigen zu konnen,
miissen zwei Voraussetzungen erfiilit sein:

1. Die K6rpermafBe (Kantenldngen und Kan-
tenwinkel) sind bekannt oder aus den Bildern
rekonstruierbar.

2. Mit den Bildern muB man eine anschau-
liche Vorstellung iiber die Gestalt des dar-
gestellten Korpers verkniipfen kénnen.

Aus der hier vorliegenden Darstellung des
Koérpers sind zwar simtliche Kantenldngen
und Winkel ablesbar bzw. rekonstruierbar.
Wird allerdings die Anlertigung eines Mo-
dells oder seine Beschreibung gefordert,
bleiben alle Lingen- und WinkelmaBe nur
ein Stiickwerk, wenn man von dem Korper
selbst keine anschauliche Vorstellung besitzt.
Eine geeignete Abbildungsmethode, die unter
Verzicht auf eine maBtreue Wiedergabe be-
stimmter Kanten und Winkel unser Vorstel-
lungsvermogen besser anzusprechen vermayg,
kann bei der Losung dieser Aufgabe helfen.
Zunichst erhebt sich die Frage, warum das
hier durch drei Risse dargestellte rdumliche
Objekt vorstellungsmiBig so schwer erfaBbar
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ist. Die Begriindung ist sehr einfach. Ver-
schiedene Kanten und damit auch Begren-
zungspolygone stehen lotrecht auf den Bild-
ebenen. Die Korperkanten erscheinen in
den entsprechenden Rissen als Punkte und
die ebenen Begrenzungspolygone als Strek-
ken. Zum Beispiel stehen die beiden Dreiecke
(ACF) und (BDE) lotrecht auf Grund- und
AufriBtafel. Sie erscheinen daher in diesen
Rissen als Strecken.

Im KreuzriB sieht man diese Dreiecke in
wahrer Gestalt, wobei das Dreieck (4ACFH)
sichtbar und das Dreieck ( BDE) verdeckt ist.
Ferner liegen die Dreiecke (4BC) und (DEF)
horizontal. Folglich bilden sie sich in Auf-
und KreuzriB3 als Strecken ab. Erschwerend
kommt noch hinzu, daf} sich in allen drei
Rissen je eine sichtbare und eine verdeckte
Kante aus verschiedenen Seitenpolygonen
iberlagern. Im GrundriB fillt die sichtbare
Kante (FD) mit der verdeckten Kanle (BQO)
zusammen. Analoges 148t sich fiir die Kanten
(AP und (BE) im KreuzriB feststellen. Wer
sich aus Grund- und Aufri} allein keine
anschauliche Vorstellung des Korpers ablei-
ten kann, dem hilft hier auch der KreuzriB
nicht weiter.

Es kommt uns jetzt darauf an, aus den Bil-
dern des Korpers unter einem moéglichst
geringen Konstruktionsaufwand ein neues
Bild zu gewinnen, das weder projizierende
Kanten und Seiten noch sich iiberdeckende
Kanten enthilt. Die geforderte Einfachheit
der Konstruktion wird mittels einer Parallel-
projektion erfiillt, weil hierbei parallele Kan-
ten in parallele Bildstrecken iibergefiihrt
werden und Streckenverhiltnisse auf paralle-
len Geraden erhalten bleiben.

Aus vorgegebenem Grund- und AufriB 148t
sich ein solcher ParallelriB.wenig aufwendig
nach einem von L. Eckhart eingefiihrten Ein-
schneideverfahren gewinnen. Hierbei schnei-
det man zunichst diese beiden Bilder des
Objektes auseinander und klebt sie in einer
neuen Anordnung auf das Zeichenblatt.
Ferner gibt man noch zwei Ordnerrichtungen
beliebig vor und bringt die Ordnungslinien
durch zugeordnete Punktepaare, z. B. 4’ und
A”, miteinander zum Schnitt. Auf diesem
Wege erhilt man von samtlichen Eckpunkten
A, B, C, D, E, F je einen Bildpunkt. Nun
bedarf es noch einiger Uberlegungen. um

Bild 2

Bild 3

die Punkte richtig miteinander zu verbinden
und iiber die Sichtbarkeit der Kanten zu ent-
scheiden. (Bild 2) VorstellungsméBig ist der
Korper leicht zu erfassen, wenn man ihn
in einen Wiirfel der Kantenlinge a einbettet.
Fihrt man dann einen Schnitt durch die
Eckpunkte 4, D, F, wird eine dreiseitige
Pyramide von dem Waiirfel abgeschnitten,
deren Volumen ein Sechstel des Wiirfel-
volumens ausmacht. Der gleiche Volumen-
abzug erfolgt, wenn man eine Schnittebene
durch die Punkte B, C, E legt. Mit a4 als
Kantenlinge des umschlieBenden Wiirfels
hat der hier dargestellte Restkorper das

3

Volumen %a . Wie man weiter erkennt,

besteht das Netz dieses Polyeders aus zwei
gleichseitigen und sechs gleichschenklig recht-
winkligen Dreiecken. (Bild 3)

Fiir die anschauliche Erfassung dieses kon-
vexen Korpers kann auch der Eulersche
Polyedersatz mit herangezogen werden. (Vgl.
alpha 2/69 S. 30). Bild 1 zeigl. dal3 der Korper
6 Ecken besitzt. Etwas mehr Uberlegung
erfordert die Abzihlung der Kanten. Man
findet & 12. Aus dem Eulerschen Polyeder-
satz folgt (ir die Anzahl der Flichen f=8.
Damit ist unsere Vorstellung von dem Netz
des K érpers auch von dieser Seite gestiitzt.
Die Arnordnung der beiden Bilder in der
Zeicheneberie sowie die Wahl der Einschnei-
derichtungen bedarf bei dem Eckhartschen



Verfahren einiger Erfahrungen, um zu einem
wenig verzerrten, anschaulichen Bild des
raumlichen Objektes zu gelangen. Es laBt
sich nachweisen, daB man in jedem Fall als
Bild irgendeine Parallelprojektion des Poly-
eders auf die Zeichenebene erhilt. Das ent-
stehende Bild bezeichnet man auch als axo-
nometrisches Bild des Korpers. Die Forde-
rung der Anschaulichkeit ist jedoch nicht fiir
jeden Fall gesichert. Ein weiterer Nachteil
besteht darin, daB man Grund- und Aufri
trennen oder neu zeichnen muB. um ein
axonometrisches Bild nach dieser Methode
konstruieren zu kdnnen. Eine Anwendung
des Einschneideverfahrens unmittelbar auf
zugeordnete Normalrisse ergibt stark ver-
zerrte Bilder, was fiir die Anschauung keinen
Gewinn bedeutet. Diese Nachteile sollen
durch eine kleine Abwandlung der Kon-
struktion beseitigt werden.

Ausgehend von einer in zugeordneten Nor-
malrissen vorliegenden Kérperdarstellung
(Bild 4) wird zunichst der Grundril um
einen Winkel von 60° beziiglich einer erst-
projizierenden Drehachse d gedreht. Diese
Drehung 148t sich mit Hilfe eines Zirkels kon-
struktiv sehr einfach durchfiihren. Der zu
jedem Punkt des Grundrisses gehdrige Dreh-
radius ¢ wird einfach auf dem einzuzeich-
nenden Kreisbogen von der Ausgangslage
her im Drehsinn abgetragen. Nun sind der
AufriB und der um 60° gedrehte Grundri3
die Ausgangsbilder, auf die wir das Ein-
schneideverfahren anwenden. Die Ein-
schneiderichtung fir den gedrehten GrundriB
wihlen wir lotrecht oder nur wenig abwei-
chend von der Lotrechten. Die Einschneide-
richtung durch den AufriB wird leicht geneigt
gegen die Waagerechte angenommen. Die
Bildpunkte [inden sich wieder in den Schnitt-
punkten einander zugeordneter Einschneid-
strahlen.

Bild 4

Der Vorzug dieser Konstruktion besteht
darin, daB man, von Grund- und Aufri3
eines raumlichen Objektes ausgehend, mit
geringem Zeit- und Konstruktionsaufwand
ein anschauliches axonometrisches Bild des
Korpers neben den zugeordneten Normal-
rissen erhilt. Die sich 7zwanglos ergebende

Vereinigung beider Bilder aul einem Zeichen-
blatt vermag die Verstindigung zwischen
Konstrukteur und Hersteller sowie Hersteller
und Verbraucher iiber den rdumlichen Gegen-
stand zu erleichtern.

E. Schrider

Aufgabe:

Von dem durch Grund- und Aufrif8 dar-
gestellten Hausmodell ist nach dem Dreh-
schnittverfahren ein anschauliches axonome-
trisches Bild zu konstruieren. (Bild 5)

Wir stellen vor:

Bild 5

2

Nationalpreistrager Oberstudienrat Dr. R. Liiders, Fachlehrer fiir
Mathematik am Institut fiir Lehrerbildung Berlin-K 6penick
Studienrat Th. Scholl, Fachreferent fiir Mathematik in der Haupt-
abteilung Lehrerbildung des Min. [. Volksbildung

Mit Umsicht, Exaktheit, groBer Sachkenntnis und unermiidlichem
FleiB haben beide Mitarbeiter seit Griindung der Schiilerzeitschrift

alpha rund 600 Aufgaben und Losungen fiir unsere Leser bearbeitet,
z.T. selbst gestellt. Dafir sagen wir herzlichsten Dank.

Red. alpha



Kleine Ubung im logischen Schliefien

Bild |

Vorfahrt auf der HauptstraBBe beachten.!

Das Verkehrsaktiv einer Schule fiihrt in
Zusammenarbeit mit der Volkspolizei an
verschiedenen Tagen sowie zu verschiedenen
Tageszeiten eine Verkehrsdichteermittlung
iiber die Zufahrt von Fahrzeugen auf eine
Kreuzung wie die des Bildes 2 durch: Mittels
Bleistift, Zettel und Uhr sowie durch Zahlen
werden die Anzahlen der pro Stunde von
jeder ZufahrtstraBe aus iber die Kreuzung
rollenden Fahrzeuge ermittelt.

Bild 2

Verkehrsschilder an der Einmiindung der
StraBe X in die Kreuzung des Bildes 2

Strafle X

A

entweder

A
R
-+~
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Das Ergebnis lautet:

Pro Stunde rollen, aus den StraBen B, C und
D kommend, fast gleich viele Fahrzeuge
iber die Kreuzung, wihrend aus der Stralle 4
pro Stunde eine erheblich gréBere Zahl von
Fahrzeugen iiber die Kreuzung fahrt.

Auf Grund dieser Verkehrsdichteuntersu-
chung macht sich eine Neubeschilderung
dieser Kreuzung mit die Vorfahrt regelnden
Verkehrszeichen notwendig. Die VP erteilt
dem Verkehrsaktiv den Auftrag:

Aufgabe |: Alle vier zu einer Kreuzung des
Bildes 2 fiihrenden StraBen sind in beiden
Richtungen zu befahren. Uber die Kreuzung
fahrt keine StraBenbahn. Welche Verkehrs-
zeichen miissen an dieser Kreuzung aufge-
stellt werden, damit bei jeder denkbaren
Verkehrssituation an der Kreuzung jeweils
das auf der StraBe A4 anfahrende Fahrzeug
die Vorfahrt hat?

Bei der niichsten Tagung des Verkehrsaktivs
in der Schule wird eine Skizze der Kreuzung
(Bild 2) aufgezeichnet, und die die Vorfahrt
durch Verkehrszeichen an Kreuzungen und
Einmiindungen regelnden Vorschriften des
§ 13 der StraBenverkehrsordnung (StVO)
werden bereitgelegt:

§ 13 der StVO:

Absatz 1: An Kreuzungen und Einmiindun-
gen von gleichrangigen StraBen hat Vorfahrt,
wer von rechts kommt, unabhingig davon,
ob die Fahrtrichtung beibehalten wird oder
nicht.

Absatz 2: Der Benutzer der HauptstraBe
(Bild 3) hat Vorlahrt vor dem Benutzer der
NebenstraBle (Bild 1 und 4). Bei abbiegender
HauptstraBe wird durch ein Zusatzschild
(Bild 5) unter den vorfahrtregelnden Ver-
kehrszeichen der Verlauf der HauptstraBe
angezeigt. Der Benutzer des Kreisverkehrs
(Bild 6) hat die Vorfahrt. Feld-, Wald- und
andere Wege, die aul StraBen einmiinden
oder diese kreuzen, sind untergeordnet.
Absatz 3: Wer nach links abbiegen will,
hat die entgegenkommenden Fahrzeuge aller
Art vorfahren zu lassen. Das gilt nicht, wenn
ein Vorfahrtfall nach Absatz | vorliegt oder
der Linksabbieger Benutzer der abbiegenden
HauptstraBe ist, unabhingig davon, ob er
auf der HauptstraBe verbleibt oder diese

verldft. Strallen mit mehreren voneinander
getrennten Fahrbahnen gelten als dieselben
StraBen.

Absatz 4: StraBlenbahnen haben an den mit
dem Verkehrszeichen des Bildes 7 gekenn-
zeichneten Stellen die Vorfahrt.

Die Absitze dieses Paragraphen 13 werden
von jedem Aktivmitglied nochmals griindlich
durchgelesen. In der anschlieBenden Aus-
sprache iiber diese Regeln wird besonders
herausgestellt: An einer StraBenkreuzung
oder Einmiindung, die nicht Teil eines Kreis-
verkehrs ist und an der der Verkehr zur Zeit
nicht durch einen Verkehrsposten der VP
oder durch Verkehrsampeln geregelt wird,
sind entweder alle einmiindenden StraBen
gleichrangig oder zumindest teilweise sind
die einmiindenden StralBen gleichrangig. Der
erste Fall liegt vor, wenn an einer Kreuzung
oder Einmiindung keine vorfahrtregelnden
Verkehrszeichen stehen. Im zweiten Fall
bilden genau zwei zur Kreuzung oder Ein-
miindung fiihrende StraBen eine nichtabbie-
gende oder abbiegende Hauptstrafle. Die
beiden die HauptstraBe bildenden Straflen
sind also gleichrangig. Weiterhin sind in
diesem Falle alle iibrigen zur Kreuzung oder
Einmiindung fiihrenden StraBen Nebenstra-
Ben, also ebenfalls untereinander gleich-
rangig.

Als erfahrene Mitarbeiter eines Verkehrs-
aktivs erinnern sich unsere Pioniere auch
daran, daB3 es Verkehrssituationen an Kreu-
zungen und Einmiindungen gibt, fir die

HauptstraBe
P Halt!
Vorfahrt auf der HauptstraBe beachten
7S R i -~
. “.\ \‘ )
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Bild 5a Lo Bild 5b ./
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5a: Zusatzschild ,,Abbiegende HauptstraBe*
zum Verkehrszeichen Bild 3

5b: Zusatzschild ,,Abbiegende HauptstraBe**
zu den Bildern 1 und 4

Bild 6

) acha 4
Bild 7

Kreisverkehr
Vorfahrt der StraBenbahn beachten
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keiner der Absitze des § 13 der StVO die
Vorfahrt regelt. Als Beispiel sei erwihnt:
Kommt aul jeder der vier StraBen 4, B, C
und D einer Kreuzung des Bildes 2, an der
jetzt keine vorfahrtregelnden Verkehrszei-
chen stehen sollen, fast gleichzeitig ein Fahr-
zeug gefahren, so versagt der jetzt zustdndige
Absatz 1 des § 13. Denn jedes der vier Fahr-
zeuge miiite warten, bis das von rechts
kommende iiber die Kreuzung gefahren ist.
In einem solchen Fall miissen die Fahrzeug-
fishrer durch gegenseitiges Verstandigen fest-
legen, ob sie, ohne sich gegenseitig zu behin-
dern, gleichzeitig weiterfahren konnen (Dies
konnte in unserem Beispiel der Fall sein,
wenn alle vier Fahrzeuge nach rechts abbie-
gen wollen.), oder wer als erster die Kreuzung
passiert. Im Eifer der Beschiftigung mit dem
§ 13 der StVO wird im Aktiv nochmals
mitgeklart, was im Sinne des Absatz | dieses
Paragraphen ,.ein von rechts Kommender*
ist: Fir ein auf der StraBe X zur Kreuzung
oder Einmiindung X fahrendes Fahrzeug ist
ein auf der Strae Y ebenfalls zu K fahrendes
Fahrzeug ein von rechts kommendes, falls
der Mittelstrahl (siche Bild 8) der Strafle X
durch eine Drehung um seinen Anfangspunkt
im Gegenuhrzeigersinn mit einem Drehwin-
kel, der kleiner als 180" ist, auf den Mittel-
strahl der StraBe Y abgebildet wird. A
Falls die Abschitzung eines derartigen Dreh-
winkels in der Nihe von 180° liegt, muB
jeder Fahrer beachten, daB die nach § 13 der
StVO festgelegte Vorfahrtsregelung sich u. U.
dndert, falls dieser Drehwinkel als gleich
oder verschieden von 180° angesprochen
wird. Bei einer Kreuzung oder Einmiindung
mil abbiegender HauptstraBe diirften in die-
ser Beziehung von seiten der Kraftfahrer
kaum Fehlinterpretationen auftreten, weil
hier das Zusatzschild ,,abbiegende Haupt-
straBe** eindeutig zu entscheiden gestattet,
ob der fragliche Drehwinkel gleich, kleiner
als oder groBer als 180° ist. Nach diesen Vor-
bereitungen geht das Verkehrsaktiv an das
Losen der Aulgabe 1:

Als erste Verkehrssituation betrachten die
Pioniere auf den StraBen A4 und B gleichzeitig
zur Kreuzung des Bildes |1 fahrende Fahr-
zeuge. Wiren die StraBen 4 und B gleich-
rangig, so hitte gemiB Absatz | des § 13 das
Fahrzeug auf B die Vorfahrt vor dem Fahr-
zeug auf A. Da jedoch stets das Fahrzeug
auf 4 die Vorfahrt haben soll, kénnen die
StraBen A4 und Bnicht gleichrangig sein. Also
muB die eine von beiden Teil der Haupt-
straBe und die andere NebenstraBe sein.

Weiterhin kann B nicht Teil der HauptstraBe
und A NebenstraBe sein, weil sonst bei der
gleichen Verkehrssituation wie oben jetzt
gemdB Absatz 2 des § 13 wiederum der
Benutzer von B Vorfahrt vor dem Benutzer
von A hitte. Also muB die StraBe A4 Teil der
HauptstraBe und B NebenstraBe sein.
SchlieBlich kann der zweite Teil der Haupt-
straBe nicht C sein. Denn sonst hitte im
folgenden Falle gemdl Absatz 3 des § 13
das Fahrzeug auf C die Vorfahrt vor dem
Fahrzeug auf A: Gleichzeitig fahren Fahr-
zeuge auf 4 und C zur Kreuzung der Abb. 1.
Das Fahrzeug auf C will geradeaus weiter-
fahren in die StraBe 4 und das Fahrzeug 4
will nach links abbiegen in die StraBe D. -
Also miissen die StraBen 4 und D die (abbie-
gende) HauptstraBe bilden und die StraBen B
und C miissen NebenstraBen sein.

Damit ergeben sich die folgenden Beschilde-
rungen fir die vier StraBen (siehe Abb. S. 100
links unten).

DaB umgekehrt bei allen vier ermittelten
Ausschilderungen in jeder Verkehrssituation
an der Kreuzung der Abb. | stets das Fahr-
zeug auf der StraBe A4 die Vorfahrt hat,
bestatigt das Verkehrsaktiv anschlieBend.
(Der Leser fithre diese Betrachtung selb-
stindig durch.)

Das Verkehrsaktiv der Schule hat damit die
ihm gestelite Aufgabe gelost. Wenige Tage
spater wird die Neubeschilderung der Stra-
Benkreuzung gemaB der erzielten Ergebnisse
vorgenommen. Da die Sicht fiir die aus den
neuen Nebenstralen B und C auf die Kreu-
zung fahrenden Fahrzeuge nicht erschwert
ist, wird an den Einmiindungen der neuen
NebenstraBen nur das Zeichen ,,Vorfahrt
auf der HauptstraBe beachten‘* des Bildes 1
aufgestellt.

Da viele Verkehrsunfille mit schweren kor-
perlichen und materiellen Schidden die Folge
von Unkenntnis bzw. falschen Anwendens
der Regeln der Vorfahrt sind, wollen wir uns
weiter in der Anwendung dieser Regein durch
das selbstindige Losen der folgenden Auf-
gaben iiben, damit wir nicht eines Tages als
Verkehrsteilnehmer durch falsches Verhalten
an einer Kreuzung oder Einmiindung einen
Verkehrsunfall verursachen.

Aufgabe 2: Gib in Form einer Skizze eine
geeignete Kreuzung oder Einmiindung mit
der zugehorigen Ausschilderung an und gib

c C
t b
oo

‘IAC] h A L—{I Biid 13

weiterhin zu dieser eine solche Verkehrs-

situation an, fiir die die Regeln des § 13 der
StVO nicht die Reihenfolge des Passierens
der beteiligten Fahrzeuge festlegen.

Aufgabe 3: Alle zu den Einmiindungen der
Bilder 9, 10 und 11 fithrenden StraBen sind
unbeschildert. Gib an, in welcher Rethen-
folge die mit ihrer Zielrichtung eingezeich-
neten Fahrzeuge die Kreuzung passieren!
Begriinde deine Entscheidung!

Aufgabe 4: Uber die Kreuzung des Bildes 12
fahrt keine StraBenbahn. Die Zielrichtung
der gleichzeitig auf den StraBen A4, Bund C
zur Kreuzung fahrenden Fahrzeuge sind
im Bild 12 markiert. Welche vorfahrtregeln-
den Verkehrszeichen stehen an dieser Kreu-
zung, wenn ...

a) zunichst das auf der StraBe B anfahrende
Fahrzeug iiber die Kreuzung fahrt, danach
das auf 4 und zuletzt das auf C anfahrende,
b) zunichst das auf C anflahrende iiber die
Kreuzung fihrt, dann das auf B und zuletzt
das auf 4 anfahrende.

Aufgabe 5: An eine Kreuzung des Bildes 13,
auf der fir StraBenbahnen keine Sonder-
regelung gilt, fahren gleichzeitig auf allen
einmiindenden StraBen A4, B, C und D Fahr-
zeuge heran. Unabhingig davon, wie jedes
einzelne Fahrzeug weiterfahren will, hat
stets das Fahrzeug auf A die Vorfahrt vor
allen anderen. Welche beiden Straflen bilden
die HauptstraBe?

Wir nehmen zur Kenntnis:

Auch fiir die Verkehrssituation an Kreuzun-
gen gelten die Grundregeln fiir das Verhalten
im StraBenverkehr, die im § 1 der StVO
festgelegt sind:

§ 1 der StVO:

Absatz 1: Vorsicht und gegenseitige Riick-
sichtnahme aller Verkehrsteilnehmer sind
Grundregeln fir das Verhalten im StraBen-
verkehr.

Absatz 2: Jeder Teilnehmer am Gffentlichen
StraBenverkehr hat sich so zu verhalten, daB
er Personen oder Sachwerte nicht gefihrdet
oder beschadigt und Personen nicht mehr
als unvermeidbar behindert oder belistigt

werden. W. Trdger

Achtung! Wettbewerb!

In diesem Beitrag sind 4 Aufgaben gestellt.
Wir fordern alle alpha-Leser auf, zu ihnen Lo-
sungen einzusenden. Die Hauptabteilung Ver-
kehrserziehung beim Ministerium des Innern
der DDR und die Redaktion alpha iiber-
reichen den erfolgreichsten Einsendern wert-
volle Preise! Wir wiinschen viel Erfolg!
(Kennwort: Vorfahrt beachten! Redaktion
alpha, 7027 Leipzig, Postfach 14).
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Teil 11

Beispiel 2: In 1000 aufeinanderfolgende Speicher-
platze eines Automaten werden die Zahlen a; (i=1,2,
3, ..., 1000) eingegeben mit dem Ziel,

1000

S=a,+a,+ay+ ... +a00= Y, a,*
v=1

zu berechnen. Entsprechend dem vorigen FluBdia-
gramm wiirde man programmieren:

Eingabe der
aj

I
s
Lol s =s+0| |
I I {
| s =Stq| |
| :
| Usw. {
} bis |
I |
| |
| |
i

Orucke §

Man beachte bei diesem Beispiel, daBl eine Unter-
scheidung der Zwischensummen durch Indizes nicht
notig ist. Es handelt sich um eine laufende Zwischen-
summe, der trotz Verinderung des Wertes stets das
gleiche Symbol zukommt. Fiir solche GroBen beno-
tigt der Automat einen Anfangswert. Der Schritt
S:=0 ist also bei diesem Programm nicht iiberfliissig.

Wir wollen an der Programmdarstellung noch etwas
verbessern. Es wire doch sehr zeit- und platzraubend,
das durch ,,usw. bis‘“ Beschriebene ausfiihrlich hin-

* Das hier benutzte Symbol Y ist dem fortgeschritteneren Leser als
Summenzeichen bekannt. Wenn nicht, so hat das keinen EinfluB auf
das Verstdndnis des folgenden.
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zuschreiben. Andrerseits wiirde es nichts wesentlich
Neues ergeben, da es sich um eine Vielzahl gleich-
artiger Schritte handelt, sich also ein gewisser Prozef3,
niamlich das Hinzufiigen des ndchsten Summanden,
stindig wiederholt. Die Darstellung mit Hilfe eines
laufenden Index, ausgedriickt durch das Symbol i,
gestattet es, das Programm rationeller zu gestalten.
i beginnt mit dem Wert 1 (Anfangswert), erh6ht sich
bei jeder Teiladdition um 1 (Schrittweite) und endet
mit dem Wert 1000 (Endwert). Hier das Diagramm,
wobei die gestrichelt eingerahmten Teile in diesem
und dem vorigen Ablaufeinander entsprechen, s. oben.
Das Neue hieran ist der in das Programm eingebaute
Test in Form einer Entscheidungsfrage (Alternative):
i>1000? Dabei wird ein
Programmverzweigungskistchen @
(Alternativkastchen)
verwendet. Es ist klar, daB jede Entscheidungsfrage
eine Programmverzweigung nach sich zieht. Hier
wiederholt sich bei negativer Antwort ein bestimmter
Schritt, nimlich das Addieren des nichsten Summan-
den zwecks Bildung der neuen Zwischensumme S,
wihrend bei positiver Antwort die Rechnung abzu-
brechen ist.

Die Relationen

S:=S+a; bzw. ir=i+1
Ve v 4 Y
alter Index

neue alte neuer Index

Zwischensumme Zwischensumme

zeigen nochmals deutlich, dal das Zeichen := von
einem Gleichheitszeichen wesensverschieden ist, denn
»d=S+a;" (a;%+0) oder ,,i=i+1*

wire offensichtlich falsch.

Die beiden Programmabldufe des Beispiels 2 unter-
scheiden sich dadurch, daB letzterer einen Zyklus,
eine Schleife enthilt. Es ist ein zyklisches Programm.
Fehlen solche Schleifen, wie im Beispiel 1 und in
der ersten Fassung des Beispiels 2, so spricht man von
einem Geradeausprogramm.

J. Frormann



Arbeits-
gemeinschaften
haben das Wort

Arbeitsgemeinschaft EDV — Magdeburg

In der Klasse 10v der Clara-Zetkin-Ober-
schule Magdeburg lesen alle Schiiler regel-
miBig die alpha. Besonderes Interesse wid-
men sie den Beitrdgen ,,Einfithrung in die
Elektronische Datenverarbeitung*.  Der
Grund: Seit 1967 existiert eine Arbeits-
gemeinschaft fir die Datenverarbeitung an
dieser Schule, deren Schirmherr Prof. Dr.
Roder von der Technischen Hochschule Otto
von Guericke Magdeburg ist. 1967 fand der
erste Kursus statt, an dem sich 10 Schiiler
der Klasse beteiligten.

Als erstes befaBten wir uns mit einer Aufgabe,
die das Ordnen eines Zahlentripels beinhal-
tete. Das FluBdiagramm sowie das Feinpro-
gramm wurden teilweise selbstindig erarbei-
tet. Die Kodierung erledigten einige Schiiler
vollkommen selbstindig, ebenso die Eingabe
in den Kleinrechner SER 2c, der sich in der
Technischen Hochschule Otto v. Guericke
Magdeburg befindet und den wir freund-
licherweise benutzen durften. Dieser Kursus
wurde mehrmals wiederholt, um méglichst
vielen Schiilern einige Grundkenntnisse der
EDV zu vermitteln.

Inzwischen wurde bereits ein zweiter Kursus
durchgefithrt. Unter der Leitung der Assisten-
tin Frau Felgentrdger beschiftigten wir uns
mit der Funktion y=ax-+5b. Diesmal war
der Anteil der selbstindigen Arbeit der Schii-
ler am FluBdiagramm und Feinprogramm

bedeutend groBer als beim ersten Kursus.
Kodierung und Eingabe in den Kleinrechner
erfolgten diesmal ebenfalls wieder selbstdn-
dig.

AG-EDV, Clara-Zetkin-OS Magdeburg

AG Mathematik Lucka

Vor sechs Jahren wurde an der Peter-Goring-
Oberschule in Lucka (Kreis Altenburg) die
erste Arbeitsgemeinschaft Mathematik ge-
griindet. Zur Zeit gibt es drei Arbeitsgemein-
schaften: je eine fiir die Klassenstufe 5
(20 Mitglieder), Klassenstufe 9 (33 Mitglie-
der) und Klassenstufe 10 (24 Mitglieder).
Die Schiiler der 5. Klassen treffen sich
wochentlich einmal, die Schiiler der 9. und
10. Klassen monatlich dreimal.

Es besteht ein wesentlicher Unterschied zu
anderen Arbeitsgemeinschaften, dennim Mit-
telpunkt vieler Zusammenkiinfte steht die
Geschichte der Mathematik. Wir haben uns
vorgenommen, im Leninjahr das Buch von
WuBing ,,Mathematik in der Antike* (Teub-
ner-Verlag Leipzig) mit der 9. Klasse syste-
matisch zu studieren. Dabei haben schon
jetzt alle begriffen: die Mathematik, wie sie
heute gelehrt wird, ist das Ergebnis eines
langen historischen Prozesses, der u. a. durch
den EinfluB der ékonomischen und gesell-
schaftlichen Verhiltnisse geprigt wurde. Die
Beschiftigung mit der Geschichte der Mathe-
matik ist keine nutzlos vertane Zeit. Sie hilft
jedem Schiiler beim Erwerb eines wissen-
schaftlichen Weltbildes. Auch im Staats-
biirgerkundeunterricht kommt den Schiilern
das in der Arbeitsgemeinschaft erworbene
Wissen zugute.

Und so arbeiten wir mit alpha!

Unsere Arbeit wird durch alpha erleichtert,
weil wir Artikel dieser Zeitschrift auswerten.
Ein Exemplar je Heft wird in unsere Schiiler-
biicherei aulgenommen und jeder Schiiler,
der alpha nicht von Anfang an abonniert hat,
kann sich die Hefte ausleihen. Die Geschichte
der Mathematik wird in der AG der Klasse 10
fortgesetzt. Alle AG-Mitglieder kennen den
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Arbeitsplan und bereiten sich mit unter-
schiedlicher Intensitét vor. Wie bereitete sich
Monika Hebelzum Thema ,,Leonhard Euler -
Leben und Werk** vor? Sie berichtete: ,.In
alpha 4/1967 fand ich einen Beitrag iber
Leonhard Euler, der mich sofort interessierte.
Ich studierte den Artikel und suchte mir
weitere Literatur. Als ich vollige Klarheit
besaB, fertigle ich eine Wandzeitung (siche
Bild) an. Die Wandzeitung sollte eine Vor-
orientierung auf den AG-Nachmittag sein
und lenkte nicht nur die Aufmerksamkeit
der AG-Mitglieder auf sich.*
Zum AG-Nachmittag wiirdigte Monika mit
einer ausfithrlichen Biographie das Leben
Eulers. Im AnschluB an die Biographie
bewies der AG-Leiter den Eulerschen Poly-
edersatz. Eine gute Mitarbeit war zu ver-
zeichnen, weil sich die Mehrzahl der Mit-
glieder mit alpha 2/1969 vorbereiteten. Und
nochmals verwendeten wir an diesem Nach-
mittag alpha. Aus Heft 4/1967 rechneten wir
die Aulgaben aus Eulers Buch ,,Vollstindige
Anleitung zur Algebra*.
Zusammenfassend kann man [eststellen:
alpha hilft jedem Schiiler, sein Wissen zu
festigen und zu erweitern. Es liegt an jedem
Schiiler selbst, die gebotene Hille zu nutzen.
Die Mitglieder der Mathematik-Arbeitsge-
meinschaften der Peter-Géring-Oberschule
Lucka nutzen diese Hilfe und werden auch
in Zukunft mit dieser Zeitschrift arbeiten.
AG-Leiter K.-H. Gentzsch

Um den Pokal der FdJ-Kreisleitung
Teterow

Im Jahre 1969 hat im Kreis Teterow ein
Wettbewerb um den Pokal der FdJ-Kreis-
leitung fir die beste Schulmannschaft im
Fach Mathematik begonnen. Im Mai 1969
wurde bereits die Vorrunde durchgefihrt.
Alle Schulen durften Mannschaften aufstel-
len. Die zehn besten Mannschaften der Vor-
runde nahmen am 3. 10. 1969 am |. Wett-
bewerb teil. Zu jeder Mannschaft gehérte je
ein Schiiler aus der 5., 6., 7. und 8. Klasse.
Sieger des 1. Wettbewerbs wurde die Mann-
schaft der OS Teterow I. Mit diesem Wett-
streit soll die ,,wettbewerbsarme'* Zeit uber-
briickt werden. Ziel ist, daB alle Teilnehmer
noch mehr Freude am Knobeln haben sollen.
Diese Form der auBerunterrichtlichen Arbeit
soll bei uns zur Tradition werden.

Schiilerin Carola Kuhnt, OS I, Teterow

Liebe Freunde!

Wenn dieser Beitrag erscheint, werdet Ihr
bereits in der 2. Etappe Eures Pokalwett-
bewerbs sein. Bitte sendet uns einen weiteren
Bericht, vor allem aber die Aufgaben! Viel

Erfolg wiinscht

Redaktion alpha

4 Mathematikwandzeitung der Peter-G6h-
ring-Oberschule Lucka
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Wer lost mit? alphd-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 31. Dezember 1970

5 a 561 Mit welchen natiirlichen Zahlen
konnen die Variablen 4, b, ¢, d belegt werden,
damit man aus den Gleichungen
48:a=>5b. 24:c-=a, 56 —(c-d)=50
drei wahre Gleichheitsaussagen erhélt, wenn
auBerdem a>c¢ und (a+b+c):d=6 gelten
soll?

Carsten Schmidt, 1901 Dessow

S5 A 562 In dem nachstehenden Schema
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu
ersetzen, dal} die waagerecht und senkrecht
angeordneten Rechenaufgaben richtig ge-
16st sind Gileiche Buchstaben bedeuten da-
bei gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben
hingegen verschiedene Ziffern.

cac- de Peter Wekel,
- -l 925 Mittweida
J&_+-he =aai

aabc

aaaj--dac— cie

W S m 563 Ein Aulobus fahrt tiglich (auch
sonn- und feiertags) zweimal mit einer durch-
schniltlichen Geschwindigkeit von 40 km
in der Stunde von der Kreisstadt A in das
Dorf B und zuriick. Innerhalb des Dorfes B
wurde die ZufahristraBe [ir den Autobus
erneuert und zugleich begradigt, wodurch
sie um 200 m kiirzer wurde. Wieviel Fahrkilo-
meter und wieviel Fahrstunden werden durch

die StraBenverkiirzung in einem Jahr einge-
spart? Karl-Heinz Seidel, 6521 Rockau
0S8 ..Maxim Gorki*, Kl. 5¢

W 5 m 564 Die Summe aus einer zweistel-
ligen natiirlichen Zahl und deren Quersumme
betrigt 100. Ermittle alle zweistelligen Zah-
len, die diese Bedingung erfiillen! Hat diese
Aufgabe mehrere Losungen? Sch.

* 5% 565 Setzt man die Ziffer Null zwi-
schen zwei gleiche zweistellige natiirliche
Zahlen, dann erhdlt man eine fiinfstellige
Zahl, die bei Division durch 91 einen Quo-

tienten ergibt, der ellmal so groB ist wie die
urspringliche zweistellige Zahl. Begriinde
diese Aussage!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6 & 566 Gegeben sei ein Quadrat ABCD
mit der Seitenlinge ﬁsa; es seien ferner E
der Mittelpunkt der Seite BC und F der
Mittelpunkt der Seite CD. Es ist der Flichen-
inhalt des Dreiecks AEF durch die Seiten-
linge « des Quadrates 4BCD auszudriicken!

Guido Bimberg, Halle

6 & 567 Von vier auBerlich gleich aus-
sehenden Kugeln sind zwei schwerer als die
beiden anderen. Die beiden schwereren so-
wie die beiden leichteren Kugeln sind jeweils
untereinander massegleich. Mit nur zwei
Wiigungen ist mittels einer Tafelwaage ohne
Waigestiicke festzustellen, welches die schwe-
reren und welches die leichteren Kugeln
sind. T.

W6 m 568 I[n dem abgebildeten Dreieck
ABC ist CD Héhe zur Seite 4B und CE die
Winkelhalbierende des Winkels « ACB=-y.
Der Winkel ¥« DCE=¢ ist durch die Winkel
¥ CAB=o und ¥ CBA=f auszudriicken!
¢ Sch.

A /] E B
W6 m 569 Wie groB sind die Innenwinkel
eines gleichschenkligen Dreiecks, bei dem
die Winkelhalbierende eines Basiswinkels
das gegebene Dreieck in zwei gleichschenk-
lige Teildreiecke zerlegt?

*6*570 Ein mit Farbe angestrichener
Holzwiirfel soll so zersigt werden, daB wie-
derum gleichgroBe Waiirfel entstehen; es

Sheffi Sorg, 6316 Stidzertuch, Schlwsinger S#r. 128
Polytechnische Oberschute Sbikxortnch, Klaxse 5 .

W5e346

Pradikad:

{|
A

_____ R U

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postiach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d.h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z.B. 7 vorgesetzt
(d. h., fiir die 7. Klasse geeignet). Auflgaben,
mit * versehen, gelten auch als Wettbewerbs-
aulgaben. Sie haben einen hohen Schwierig-
keitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe oder die entsprechenden in Heft 1/71,
2/71, 3/71 ver6ffentlichten Aufgaben der
Kreis-, Bezirks- bzw. DDR-Olympiade ein-
zusenden. Schiiler der Klassenstufen 11712
und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche
mit W a 10/12 gekennzeichnet sind oder
veroffentlichte Olympiadeaufgaben 11/12.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm x
297 mm) (siehe Muster), denn jede Aufgaben-
gruppe wird von einem anderen Experten
korrigierL.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder das Endergeb-
nis) eingesandt haben, erhalten von der
Redaktion eine Antwortkarte mit dem Pri-
dikat ,.sehr gut geldst*, ,,gut geldst** oder
L.gelost. Schiiler, welche nur einen SchluB-
satz zu einer Aufgabe einsenden, die vor-
gegebene Form nicht beachten, uniibersicht-
lich oder unsauber arbeiten, erhalten eine
rote Karte mit dem Vermerk ,,nicht gelost**.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb 70/71
lauft von Heft 5/70 bis Heft 3/71. Zwischen
dem 1. und 10. Oktober 1971 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/70 bis 3/71 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Die Preis-
triger und die Namen der aktivsten Einsender
werden in Heft 6/71 veroffentlicht. Wer
mindestens 7 Antwortkarten (durch die Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/70 bis 3/71) erhalten hat und diese einsendet.
erhédlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiiler, welche bereits zwei An-
erkennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1970/71
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Redaktion alpha



soll kein Holzteil dabei iibrig bleiben, und
die anlallenden Sigespine seien unberiick-
sichtigt. Man mochte nun mindestens 30
moglichst groBe und rauminhaltgleiche Wiir-
fel erhalten, die vollig ohne Farbanstrich
sind. Welche Kantenlinge besitzen diese Wiir-
fel (in cm), wenn der angestrichene Holzwiir-
fel ein Volumen von 27 dm? hat? Erldutere
deine Uberlegungen'!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

7 a 571 Firr welche rationalen Zahlen gilt
die folgende Beziehung? Das Produkt aus
dieser rationalen Zahi und ihrem absoluten
Betrag ist gleich der Summe aus dieser ratio-
nalen Zahl und ihrem absoluten Betrag.

Anleitung : Beachte die Definition des abso-
luten Betrages eincr Zahl; nimm eine Fall-

unterscheidung vor! T.
7 4 572 In dem Schema OMA
+ OPA
PAAR

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB die Addition (im dekadischen
System) zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern, verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern bedeuten. Ferner darf die Ziffer 0
nicht am Anfang einer Zahl stehen. Wieviel
Losungen hat diese Aufgabe?

Jochen Heinecke. Altenburg

W7 w573 ,,Warum halten Sie die vorge-
schriebene Geschwindigkeitsbegrenzung
nicht ein? Sie fuhren mit einer Geschwindig-

keit von 6015}15 durch die Ortschaft,* kri-

tisierte eine Verkehrskontrolle der Volks-
polizei einen Kraftfahrer. Welche Zeit (in
Sekunden) hatte die Volkspolizei gestoppt,
um diese Aussage treffen zu konnen, wenn
die MeBstrecke 100 m betrug?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W 7 w 574 Die nachstehend abgebildete
Figur stellt vier einander kongruente Kreise
dar, deren Schnittpunkte durch kleinere
Kreise markiert und in die die Buchstaben
a, b, c.d e,f g heingetragen wurden. Diese

acht Buchstaben sind durch die natiirlichen
Zahlen 1, 2, ..., 7, 8 so zu ersetzen, daB die
vier Summen der jeweils auf einem Kreis
liegenden Zahlen simitlich gleich sind. T.

*7*575 Zeichne drei kongruente Kreise
ky, k, und ky mit den Mittelpunkten M,,

M, und M, so, daB} die drei Mittelpunkte
nicht aul einer Geraden liegen und die Kreise
paarweise keinen Punkt gemeinsam haben!
Konstruiere danach einen vierten Kreis &
mit dem Mittelpunkt M, der die Kreise &,
k, und k, simtlich von auBen beriihrt. T.

8 A 576 Es ist die folgende Behauptung zu
beweisen: Es gibt keine Quadratzahl, deren
Nachfolger durch 3 teilbar ist.

R. Schulz, Rotta, Fachlehrer fiir Mathematik

8 & 577 Der Kapitin eines Schiffes be-
obachtet genau 45 voraus (d.h. in genau
nordostlicher Richtung) an  Steuerbord
(rechts) ein Leuchtleuer. Das Schiff steuert
nord und lduft 12 Knoten (d.h. 12 sm/h).
Nach 30 min Fahrt beobachtet der Kapitin
das Leuchtfeuer genau querab, d.h. unter
einem Winkel von 90 , also in genau 6stlicher
Richtung.
Wieviel Seemeilen ist das Schiff zur Zeit der
zweiten Beobachtung von dem Leuchtfeuer
entlernt?
Es ist eine Zeichnung anzufertigen; die Ant-
wort ist zu begriinden. K.-H. Kriiger,
Wustrow, Fachlehrer fiir Mathematik

W B & 578 Esist die folgende Behauptung
zu beweisen :

Vertauscht man bei einer beliebigen n-stelli-
gen natiirlichen Zahl (in dekadischer Dar-
stellung), wobei n:>2 gilt, die erste und die
letzte Ziffer miteinander, bildet aus beiden
Zahlen die Differenz und dividiert diese
Differenz durch 9, so erhilt man entweder
Null oder eine Zahl, die aus lauter gleichen
Ziffern besteht.

W8 m 579 Einem Quadrat sei ein Kreis
einbeschrieben und ein Kreis umbeschrieben.
Wie verhalten sich die Flicheninhalte dieser
beiden Kreise zueinander?

Sektion Mathematik der TU Dresden

*8*580 Es seien g eine Gerade, P ein
Punkt, der nicht auf g liegt, und P’ der zu P
in bezug auf die Gerade g symmetrisch
gelegene Punkt in der Ebene. Ferner sei A4
ein weiterer Punkt der Ebene, der nicht auf g
liegt, nicht mit P zusammenfillt und von
der Geraden g einen gréBeren oder kleineren
Abstand als P hat. Es soll der zu 4 in bezug
auf die Gerade g symmetrisch gelegene
Punkt A’ nur mit dem Lineal (also ohne
Zirkel) konstruiert werden.

Anleitung : Unterscheide die beiden Fille:
a) A liegt auf derselben Seite von g wie P;
b) A liegt auf der anderen Seite von g!
Yvonne Kruber, POS Stolpen, KI. 8b (jetzt 9)

9 a 581 Es ist das folgende Gleichungs-
system zu losen:

x(y-+2)=810, (1) K. Krause,
y(x+2z)=680, (2) Mansfeld, Lehreri. R.
z(x+y)=572. (3)

W9 a 582 Es sind alle reellen Zahlen x
zu ermitteln, fiir die x*:> —x? gilt.
Sektion Mathematik der TU Dresden

W9 m 583 Es seien 4 und B zwei Punkte
mit AB-9cm. Ferner sei S ein Punkt aufl
der Geraden AB zwischen A4 und B mit
AS=Tcm. D sei ein Punkt auBerhalb der
Geraden 4B, der von S und B den gleichen
Abstand von 9 cm hat. Es ist die Linge der
Strecke AD zu berechnen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

*9 * 584 Die Rechenaufgabe
x=(12+2-3+3-1P¥-1-2-3-(1+2+3)
16st ein Schiiler unzulidssigerweise wie folgt:
e 1223420033433 12 1-2- 3 (12428
+3%)=251—-216=35 und erhilt dennoch ein
richtiges Ergebnis.
Man beweise, daB man bei einer solchen
Aufgabe durch dieses Verfahren stets zu
einer richtigen Gleichung kommt, d. h., daB
fiir alle reellen Zahlen x, y, z gilt:
(xy+yz+zxpP —xyz(x +y+:z)
=P+ 32 423 —xpz (B3 4+ P 2.

W. Burmeister, Dresden

10/12 a 585 Es sind alle reellen Zahlen x
zu ermitteln, fiir die die Ungleichung

P 42x—15

x+1

W 10/12 m 586 Ein Wiirfel sei in ein Gefas,
das die Form eines geraden Kreiszylinders
mit dem Durchmesser 30 cm hat, so hinein-
gestellt, daB eine Kante des Wiirfels den
Boden des GefdBes beriihrt und vier Ecken
des Wirfels, die nicht aul dieser Kante
liegen, die GefiBwand in gleicher Hohe iiber
dem Boden beriihren. Wieviel Liter Wasser
mull man in das GefaB gieBen, damit die
hochstgelegene Kante des Wiirfels genau in
der Wasseroberfliche liegt?

W 10/12 & 587 In einem GefliB befinden
sich weiBe, schwarze, rote und blaue Kugeln,
und zwar genau 100 Kugeln von jeder Farbe.
Eine Versuchsperson soll mit verbundenen
Augen aus diesem GefaB8 Kugeln ziehen.
a) Wieviel Kugeln muB die Versuchsperson
mindestens ziehen, um mit Sicherheit wenig-
stens 4 Kugeln von der gleichen Farbe zu
erhalten?
b) Wieviel Kugeln muBl die Versuchsperson
mindestens ziehen, um mit Sicherheit wenig-
stens 10 Kugeln von einer Farbe und auBer-
dem wenigstens 10 Kugeln von einer anderen
Farbe zu erhaiten?
c) Wieviel Kugeln muB die Versuchsperson
mindestens ziehen, um mit Sicherheit wenig-
stens 10 Kugeln von jeder der vier Farben
zu erhalten?
Bemerkung : Die Aufgabe a) ist sehr bekannt
und schon hiufig gestellt worden. Dagegen
sind die Aufgaben b) und c¢) kaum bekannt
und haben auch ein iiberraschendes Ergebnis.
L.

*10/12* 588 Es sind alle linearen Poly-

< 0 erfillt ist’ S. H.

_ nomevonder Form f(x)=ax+b anzugeben,

wobei a und b reelle Zahlen sind, so daB fiir
alle reellen x die Gleichung
flf(x)]=2x+1 erfillt ist.
W. Burmeister, Dresden
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Berufsbild : Bauingenieur

Die Gestaltung des entwickelten gesellschaftlichen
Systems des Sozialismus in der Deutschen Demokra-
tischen Republik ist auf das engste mit der Durch-
fithrung umfangreicher Bauaufgaben verbunden.
Dem Bauwesen obliegt die Aufgabe, fiir die Volks-
wirtschaft und die Bereiche unseres sozialen und
kulturellen Lebens komplette Bauwerke und Anlagen
zu errichten und sie planmiaBig in kiirzester Bauzeit
mit niedrigsten Kosten und in hoher Qualitit fertig-
zustellen und nutzungsfihig zu iibergeben.

Das Bauwesen nimmt bei der Entwicklung unserer
nationalen Wirtschaft eine Schliisselstellung ein. Auf
der Grundlage einer umfassenden Industrialisierung
und unter den Bedingungen der wissenschaftlich-tech-
nischen Revolution hat es entscheidenden Anteil an
der Durchsetzung und Mitbestimmung des wissen-
schaftlich-technischen Hochststandes in allen Indu-
striezweigen und an der Sicherung eines hohen Nutz-
effektes der Investitionen.

Die bereits vollzogenen bzw. sich vollziehenden Ver-
anderungen innerhalb des Bauwesens fithren auch zu
einer grundlegenden Wandlung des Berufsbildes. Wéh-
rend frither der Bauingenieur iiber ein gutes, groBten-
teils handwerkliches Allgemeinwissen auf vielen Fach-
gebieten verfiigte, muB er heute neben diesem Allge-
meinwissen noch grofBles Spezialwissen auf seinem
Fachgebiet haben, um die geforderten Aufgaben
erfiillen zu kénnen. Durch die stindig zunehmende
Industrialisierung muB3 sich heute der Bauingenieur
starker mit Fragen und Aufgaben beschiftigen, die
friher nur im Maschinenbau benoétigt wurden. Zu
denken ist hier insbesondere an die angestrebte voll-
automatische Fertigung von Bauelementen sowohl des
Beton- als auch des Stahlbaues, die vom Bauingenieur
hohe technologische Kenntnisse und Erfahrungen
verlangen.

Die dringend notwendige Senkung der Baukosten
stellt an einen Bauingenieur weitere hohe Aufgaben.
Er muf} in der Lage sein, die Bauprozesse, beginnend
von der Projektierung bis zur Vorfertigung und
Montage, okonomisch giinstig zu gestalten. Dies
erfordert ein hohes MaB an volkswirtschaftlichem
Denken und o6konomischem Wissen. Grofle Hilfe
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hierbei leisten die mathematischen Methoden der
Operationsforschung und Optimierung, die durch
den Einsatz von elektronischen Rechenanlagen voll
praxiswirksam werden. Fiir die Ausbildung erwéchst
hieraus die Aufgabe, dem Bauingenieur hohe mathe-
matische Kenntnisse zu vermitteln, die es ihm gestat-
ten, die vorhandenen mathematischen Hilfsmittel
maximal im Rahmen der geforderten Aufgaben anzu-
wenden. Der Einsatz der Bauingenieure entsprechend
der vorhandenen Aufgaben des Bauwesens ist im
Prognosezeitraum wie folgt vorgesehen:

Forschung und Entwicklung

Projektierung und Konstruktion

Technologie

Elektronische

iibrige Bereiche Datenverarbeitung

Die vom Bauingenieur zu lésenden Aufgaben sollen
am Beispiel des Hochhauses der Karl-Marx-Univer-
sitdt, einem der bedeutendsten Bauwerke der Stadt
Leipzig, dargestellt werden.

1. Phase Planung:

In dieser Phase ist der Bauingenieur maBgeblich an
der Festlegung des Standortes eines neu zu errich-
tenden Bauwerkes beteiligt. Dieser mull sowohl den
stddteplanerischen Gesichtspunkten entsprechen, als
auch die Moglichkeiten zur Errichtung eines derartigen
Bauwerkes zulassen. Insbesondere mufB3 hier geklart
werden, ob der vorhandene Baugrund eine geniigende
Tragfahigkeit aufweist, um die Bauwerkslasten zu
ibernehmen.

2. Phase Projektierung:

In kollegialer Zusammenarbeit von Architekt und
Bauingenieur werden die statische Berechnung und
alle zum Bau notwendigen Zeichnungen angefertigt.
Im Rahmen der technologischen Vorbereitung werden
Fertigungsmethode und Fertigungsablauf des Bau-
werkes festgelegt. In dieser Phase ist das Bauwerk
in den ,,Kopfen* der Projektanten bereits fertig.

3. Phase Bauausfiihrung:

Uber die Bauausfiihrung gibt es bei baufremden Per-
sonen die wenigsten Unklarheiten. Durch die Viel-
zahl der Baustellen in unserer Republik ist fast jeder
mit den einzelnen Phasen der Bauausfiihrung sehr
gut vertraut. Das schnelle Wachstum unserer Wohn-
und Industriebauten begeistert immer wieder und
zeugt vom groBen Wissen und Konnen der Bau-
arbeiter und Ingenieure. Der Bauingenieur muB jetzt
mithelfen, die in der Projektierungsphase erarbeiteten



Plédne in die Baupraxis umzusetzen. Insbesondere muf3
er die Arbeit auf der Baustelle so organisieren, daBl
die vorgegebenen Bauzeiten und Baukosten nicht
iberschritten werden. Auch ist die zeichnungsgerechte
Bauausfithrung in der geforderten Qualitét zu iiber-
wachen.

Die hier angegebenen Aufgaben des Bauingenieurs
stellen jedoch nur einen sehr kleinen Einblick in sein
interessantes Wirken dar. Bei allen Aufgaben mup sich
der Bauingenieur immer dariiber im klaren sein, daB
seine Produkte iiber mindestens 50 Jahre von allen
Menschen begutachtet und kritisiert werden. Er wird
daher immer bestrebt sein, sich eine gute ,,Visiten-
karte* zu schaffen.

Uber die Bauingenieurausbildung an
der Hochschule fiir Bauwesen, Leipzig:

Die I11. Hochschulreform hat auch an der Hochschule
fiir Bauwesen Leipzig zu wesentlichen strukturelien
und inhaltlichen Veranderungen gefiihrt. Ausgehend
von den gesellschaftlichen Notwendigkeiten und den
Bediirfnissen der Baukombinate wurden 2 Sektionen
gebildet, die in entsprechenden Fachstudien Studenten
fachspezifisch ausbilden. Die Ausbildungsdauer be-
trigt 4 Jahre und schlieBt mit dem akademischen
Grad eines Diplomingenieurs ab. Diese 4 Studienjahre
gliedern sich in ein fiir alle Studenten gemeinsames
2)ahriges Grundstudium und ein sektionsspezifisches
2jahriges Fernstudium.

Die Sektion Technologie bildet im Rahmen des Fach-
studiums Technologie Bauingenieure aus, die fir
folgende Tatigkeitskomplexe vorgesehen sind:

~ Verfahrensgestaltung fiir Produktionsprozesse der
zentralen und nichtstationidren Bauproduktion

— Systemgestaltung fiir komplexe Prozesse der Bau-
produktion

— Arbeitsgestaltung in allen Bereichen der zentralen
und nichtstationdren Produktion.

Die Sektion Ingenieurbau bildet im Rahmen des
Fachstudiums Ingenieurbau (Ingenieurtiefbau in Vor-
bereitung) Bauingenieure aus, die fiir folgende Tétig-
keitskomplexe vorgesehen sind.

— Projektierung von baulichen Anlagen aller Art
(Wohngesellschafts- und Industriebauten, Briicken
und Sonderkonstruktionen) aus den zur Zeit bekann-

ten Baustoffen.
u W. Wittig
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr. rer. nat. habil.

Herbert Frank

Direktor der Sektion Mathematik
der Humboldt-Universitdt zu Berlin

A 589 Es sei ein Quader ABCDA'B'C’'D’ gegeben
und auf seinen diagonal gegeniiberliegenden Kanten
ABund D'C’ je ein Punkt P bzw. P’, wobei P niher
zur Ecke B als zur Ecke 4 und P’ niher zur Ecke C’
als zur Ecke D’ liegt (s. Abb.).

8 8

0 o

Konstruiere die kiirzeste Verbindungslinie zwischen
den Punkten P und P’, die ganz auf der Oberfliche
des Quaders liegt!

Hinweis.: In der Ebene ist die kiirzeste Verbindungs-
linie zwischen zwei Punkten P und P’ die Strecke
PP’

Bemerkung : Die gesuchte kiirzeste Verbindungslinie
zwischen den Punkten P und P’ kann auch experimen-
tell ermittelt werden, indem man auf der Oberfliche
des Quaders einen Faden von P nach P’ spannt. Aus
der hoheren Mathematik ist bekannt, daB der ge-
spannte Faden die Lage der kiirzesten Verbindungs-
linie einnimmt.
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Wir stellen vor:

Sektion Mathematik der Humboldt-Universitiit
zu Berlin

Mathematische Forschung und Lehre bauen an der
Humboldt-Universitit zu Berlin auf langjdhrigen und
groBen Traditionen auf. In der Vergangenheit wirkten
an der Humboldt-Universitidt solche bekannten Ma-
thematiker, wie Weierstraf3, Landau, Schur, v. Neu-
mann. Heute wird an der Sektion Mathematik der
Humboldt-Universitit vor allem auf den Gebieten
,,Mathematische Kybernetik und Rechentechnik*
und ,,Mathematische und statistische Methoden der
Operationsforschung*‘, aber auch auf den Gebieten
»Analysis*, , Algebra®, ,,Geometrie’* und ,,Mathe-
matische Logik und Grundlagen der Mathematik*
ausgebildet. Einen besonderen Schwerpunkt stellt in
der Arbeit der Sektion die Ausbildung von Diplom-
Lehrern fiir Mathematik und Physik dar.

In jeder Studienrichtung wird darauf geachtet, daf3
die Studenten sowohl in ihrer gesellschaftlichen als
auch in ihrer fachlichen Entwicklung die hochsten
Anforderungen erfiillen. Der stindig wachsende Be-
darf an hochqualifizierten Diplom-Mathematikern
und Diplom-Lehrern und die damit verbundene stei-
gende Anzahl von Studenten an der Sektion Mathe-
matik der Humboldt-Universitdt filhrten zu einer
weitgehenden Verdnderung des Studienganges. In
einem 4jahrigen Studium erhalten unsere Studenten
die fiir ihren spateren Beruf notwendigen Kenntnisse
und Fihigkeiten vermittelt. Die gesellschaftlich aktiv-
sten und fachlich besten Studenten haben dariiber hin-
aus die Mdoglichkeit, in weiteren 3 Jahren als For-
schungsstudenten den Titel ,,Dr. rer. nat.** an unserer
Sektion zu erwerben. Es ist das besondere Anliegen
unserer Ausbildung, begabte und interessierte Stu-
denten frihzeitig in die mathematische Forschung an
unserer Sektion einzubeziehen.

Unsere Sektion unterhélt vielfaltige Beziehungen zum
mathematischen Leben der DDR. Uber Weiterbil-
dungsveranstaltungen, die Forderung der Mathe-
matik-Olympiaden und die direkte Unterstiitzung von
GroBforschungszentren sind fruchtbare Kontakte her-
gestellt, die weit iiber Berlin hinausreichen.

Allen bekannt sind die Arbeiten unseres Bereichs
,.Schulmathematik und Methodik des Mathematik-
unterrichts**. Die Mitarbeiter dieses Bereiches waren
und sind aktiv an der Entwicklung der Lehrpline
und Lehrbiicher fiir den Mathematikunterricht von
der 1. bis zur 12. Klasse beteiligt.

Ich wiinsche allen alpha-Lesern weiterhin viel Freude
und Erfolg beim Loésen mathematischer Probleme.
Beide sind Quellen fiir das Interesse an der Mathe-
matik. Das Studium an unserer Sektion wird ihnen
weitere Schitze der Mathematik erschlieBen.



Nomogramme
ersetzen oder kontrollieren
unsere Berechnungen

10. Aufgabe:

Fir 1=R,, R,<10 ist ein Nomogramm mit drei
11
R™R, K,
(Formel fiir Ersatzwiderstand zweier parallel geschal-

teter Widerstidnde) zu zeichnen!
Liosung : In naheliegender Weise wird gesetzt:
R, =xQ,R,=yQund R=2zQ. Dann gilt

parallelen Funktionsleitern zur Formel

1 11

zx Ty
Hieraus folgt durch einfache Umformungen

. 1 1.1

2z x y

Diese Gleichung geht durch die Festsetzung flx)=
)1_(1 g(y)=§ und h(z)=% in die Schliisselgleichung
2h(z)=fix)+g(y) iber. Mit den drei Funktionen

1 1 . 1
b1 | _ 1.
f—x, n = (Vergleiche Aufgabe 2!) und é——zz konnen

Ryinn (ko)

R in}n (kn) Ryinn(kn)
4 b

s "
——

wir bei geeigneter Wahl der Lingeneinheit und des
Abstandes der drei parallelen Leiter das Nomogramm
zeichnen. Die Kotierung der z-Leiter kann dabei auf
Grund der folgenden Bemerkung zeichnerisch fest-
gelegt werden: Fiir R, =R, folgt aus

1 1 1 1 1 1 2
—=—+— die einfachere Gleichung — =—+ —=—,
R ; RZ 1€ e1nlachere eicnung R ) R l

Hieraus folgt weiter R=%.

Dies bedeutet, daB jede Gerade, die durch zwei
Punkte der R,- und R,-Leiter mit gleichen Koten
(also parallel zur Geraden durch die Punkte A, B und
C verlduft, den R-Leiter in einem Punkte schneiden
muB, dessen Kote halb so grof ist wie die der ersten
beiden Schnittpunkte (Siehe punktiert markierte Ge-
raden der Abb.).

Den Nachweis, daB jede Losung des angefertigten

. 1 1 1 N

Nomogramms der Gleichung ﬁ—R—1+R2 geniigt,
fithren wir analog zu dem auf Seite 81 gefiihrten Beweis
selbstidndig.

11. Aufgabe:

Ermittle mit dem gemiB Aufgabe 10 angefertigten
Nomogramm den Gesamtwiderstand R dreier parallel
geschalteter Widerstinde von 3,5Q, 9Q und 5.5Q!

Losung: Zunidchst wird der Gesamtwiderstand von
zwei parallel geschalteten Widerstinden, etwa von
3,5Q und 9Q zu 2,5Q (Gestrichelt markierte Gerade
der obigen Abb.) ermittelt. AnschlieBend wird noch
der Gesamtwiderstand der parallel geschalteten Wi-
derstinde von 2,5Q und 5,5Q zu R=1,7Q (Durch
Punkte und Striche markierte Gerade der obigen Abb.)
bestimmt.
Wir iiberblicken, dafl zu den Formeln
R=R,+R, (Ersatzwiderstand zweier hintereinander
geschalteter Widerstdnde) und

a+b

A= (Arithmetisches Mittel A zweier reeller

Zahlen a und b) sehr einfach anzufertigende Nomo-
gramme des von uns betrachteten Typs gehdren.
Diese wiirde man mit Vorteil auf Millimeterpapier
zeichnen. Doch auch zu Formeln, denen man es nicht
unmittelbar ansieht, gehren Nomogramme mit drei
parallelen Funktionsleitern. Neben Formeln wie H=

2 . : . o
11 (Harmonisches Mittel H zweier positiver reeller

E+E Zahlen) und

A=nR?>—rnr? (Fliche A eines Kreisringes mit den
Radien R und r) gehdren hierzu auch die Formeln
w:g=p:100 (Grundgleichung der Prozentrechnung),
m=gV (Beziehung zwischen Masse, Dichte und Vo-
lumen eines homogenen Korpers) und U=IR (Ohm-
sches Gesetz).
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12. Aufgabe:
Zu der Formel w:g=p:100 ist ein Nomogramm mit
drei parallelen Funktionsleitern zu zeichnen! °
Losung: Schiiler (ab Klasse 9), die die Logarithmus-
funktion kennen, konnen diese Aufgabe wie folgt
anpacken: Die gegebene Formel wird zunidchst umge-
p.9g
stellt zu w= 10 10°
Mittels der Festsetzungen w=2z, p=x und g=y und
Logarithmieren der gegebenen Gleichung folgt
X Y
lgz—lg10+lglo.
Der hieraus folgenden, der Schliisselgleichung unseres
Nomogrammtyps angepaBten Gleichung

1 x y
2 =g X b1
RS ATRLAT,

sind die Gleichungen der drei Leiterfunktionen zu
entnehmen:

f=lgi; n=1gl; §=l lgz (Siehe Aufgabe 4!)

10 10 2

Schiiler (ab Klasse 7), die mit dem Rechenstab umge-
hen konnen, werden die Aufgabe wie folgt l6sen:
die beiden duBeren Funktionsleitern des gesuchten
Nomogrammes werden versuchsweise kongruent zu
der auf der Zunge des Rechenstabes markierten

Skale B gezeichnet und mit p- bzw. g-Leiter benannt. -

Diese beiden Leitern sind durch Anlegen der Stab-
zunge und Ubertragen der Koten der Skale B sehr
einfach und schnell zu zeichnen.

Natiirlich mul3 gezeigt werden, daB dieser Ansatz
zum Ziele fithrt, d. h. es ist mdglich, die w-Leiter so zu
kotieren, daB jede Losung des entstehenden Nomo-
grammes der Gleichung w:g=p:100 geniigt. Mit
Rechenstab finden wir das zu gegebenen p und g,
die der Einfachheit halber beide der Zusatzbedingung

P w g =
Q O
£ 100 4 oo 4+ =
T I E e
—— . |
& ¥ B
) _:_—:\
T F E®
T F
150 o1 o |
7 -~ - |
T4 0+ =
+30 30+ Em
- 20 217 V, &5
¥ jt_ o~ ﬁ
- 1 o u
¥ 2
I 10 0 t %:
E “F Es &
¥ i —+ Fo o9
= I B~ 3
+ + e w
o o 4 — O
Ts 5T 3
T u N
T4 b+ B3
i 31T [™
+2 2 + o~
1 T
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1=p; g=10 geniigen sollen, gehorige w, das durch die

Formel w="9_ bestimmt ist, mittels der folgenden

100
Stabeinstellung, Da der Nenner 100 bei dieser Stab-
einstellung unberiicksichtigt bleibt, gestattet diese
Einstellung nur die Ziffernfolge des als Dezimalbruch

geschriebenen Ergebnisses von % abzulesen.

Die Strecke, die die Punkte mit den Koten | und pg
der Skale A zu Endpunkten hat, ist gleich der Summe
der Strecken, die die Punkte mit den Koten 1 und p
der Skale A bzw. mit den Koten 1 und g der Skale B
zu Endpunkten haben. Diese Streckenrelation benut-
zen wir zum Nachweis, daBB unser Ansatz zum Ziele
fithrt: Wir ergéinzen die obige Abb. durch eine w-Leiter,
die ein Bild der schon gezeichneten p- und y-Letter
im Mafstab 1:2 ist.

Auf dieser w-Leiter trigt der Punkt die Kote pg, der
mit den Punkten mit den Koten p und g der p- bzw.
g-Leiter in einer Geraden liegt. Dies folgt aus der am
Rechenstab als giiltig abgelesenen Streckenrelation,
aus der schon frither benutzten Beziehung zwischen

100 700 100
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50 ' 50
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Mittellinie und Grundseiten eines Trapezes (In der
Abb. S. 110, Mitte, schraffiert.) sowie daraus, daB die
w-Leiter ein Bild der Skale B des Rechenstabes im
Mafstab 1:2 ist.

Damit ist gezeigt, daB die getroffene Wahl der p- und
g-Leiter zum Ziele gefiihrt hat. Die Unschonheit, daB3
die jetzige w-Leiter nur die richtige Ziffernfolge des
Ergebnisses liefert, 1Bt sich durch einfaches Umko-
tieren beseitigen: Jede bisherige Kote der w-Leiter
wird durch ihren hundertsten Teil ersetzt.

Natiirlich wird man bei der praktischen Ausfiihrung
die Kotierung der w-Leiter zeichnerisch vornehmen.
Dabei stiitzt man sich etwa auf die beiden folgenden
Bemerkungen:

Fiir p=100 folgt aus w:g=p:100 die einfache Be-
ziechung w=g. Gerade, die durch den Punkt der p-
Leiter mit der Kote 100 verlaufen, schneiden die g-
und w-Leiter in Punkten mit gleichen Koten. Geraden,
die durch den Punkt der p-Leiter mit der Kote 1 ver-
laufen, schneiden wegen w:g=1:100 die w- und g-Lei-
ter in Punkten, deren Koten sich wie 1:100 verhalten.
Wie auf Grund dieser beiden Bemerkungen die w-
Leiter kotiert wird, zeigen die punktiert markierten

Eine zweite Kotierung (Diese Koten sind rot gedruckt)
der drei Leitern dieses Nomogrammes ist zweckmaBig:
Wir multiplizieren alle Koten der g- und p-Leiter mit

gp

dem Faktor 10. GemidBl der Formel W=ﬁ sind

dann alle Koten der w-Leiter mit dem Faktor 100 zu
multiplizieren.

AnschlieBend lassen wir uns noch mitteilen, daB3 dieses
Nomogramm vorteilhaft auf das in Fachgeschiften
erhiltliche logarithmische Papier gezeichnet wird.

V. SchluBbemerkung

Nomogramme, die wir zu wichtigen komplizierten
Formeln des Schulstoffes in groBerem Format ange-
fertigt haben, konnen wir auf eine feste Unterlage
aufgezogen und durch glasklare Kunststoffolie vor
Beschiddigung und Verschmutzung geschiitzt, unserer
Schule bei besonderen Anldssen als Geschenke iiber-
reichen. Diese Nomogramme stehen dann, an ent-
sprechenden Stellen in den Fachkabinetten ausgehéngt,
bei Bedarf zur Benutzung bereit.

Viel Erfolg bei der Anfertigung und viel Freude bei
der Verwendung von Nomogrammen wiinscht

Geraden der Abbildung (Abb. S. 110 unten).

W. Triger

Freitag, der 13.

Aberglaube oder nicht: Das Problem. wie oft
ein .Freitag, der 13." in einem bestimmten
Jahr auftritt, hat die folgende elegante L&-
sung:
Ob ein .Freitag. der 13." im Januar vor-
kommt, hdngt von zwei Dingen ab: Erstens
vom Wochentag, aul den der 13. im vorheri-
gen Monat. im Dezember. fillt; und zweitens
von der Anzahl der Tage im Monat Dezember.
Wenn zum Beispiel der 13. im Dezember auf
cinen Montag [dllt, so wird der 13. im Januar
aul einen Donnerstag [lallen. da ja der
Dezember 31 Tage hat. Ob cin .. Freitag. der
13.* im Februar auftritt, hingt entsprechend
davon ab. aul welchen Wochentag der 13.
im Januar fillt und wie viele Tage der Januar
hat, oder auf weichen Tag der 13. im Dezem-
ber fallt und wie viele Tage Dezember und
Januar zusammen haben.
Wir haben jetzt ein Modell und brauchen
zur Losung nur noch einige mathematische
Begrilfe. Wir betrachten die Folge der Monate
eines Jahres. die mit Dezember beginnend in
der gewohnlichen Reihenfolge angeordnet
sind:

|Dezember. Januar, .... November}.
D; sei die Anzahl der Tage des i-ten Monats
in der obigen Folge, und wir definieren

d;=D; (mod7).*

* Uber die Bedeutung einer Kongruenz
a=b (mod p) kénnt Thr Euch in alpha 3/69
bis 2/70 informieren.

wobei 0=d;<7 ist. Dann ist d; die Anzahl
der Wochentage, um die sich der 13. nach
vorn bewegt, wenn wir von einem Monat
mit D; Tagen zum nidchsten Monat iiber-
gehen.

Jetzt definieren wir

5= Y d(mod Nfiri=1.2.....12,
k=1
wobei 046, < 7.
Die Zahlen |9;} ={d, (mod 7).d, +d, (mod 7),
w.dy+dy,+ ... d;; (mod 7)} geben die Ge-
samtzahl der Wochentage (mod 7) an, um die
sich der 13. im i-ten Monat gegeniiber der
Stellung im vorhergehenden Dezember vor-
wirts bewegt. )
Wir betrachten jetzt ein Nichtschaltjahr:
{D; } =1{31,31,28,31,30,31,30,31,31,30,31,30}
{d;}=1{33,03.23233232}
{6:}={3.6,6,24,0,2,5.1,3,6.1}.
Die Folge {4;} enthilt alle Zahlen zwischen
0 und 6, und folglich gibt es in jedem Nicht-
schaltjahr mindestens einen .Freitag, den
13.. Da die Zahl 6 als einzige dreimal aul-
tritt, fdllt in einem Nichtschaltjahr der 13.
dreimal auf einen Freitag, genau dann,
wenn der 13. im vorherigen Dezember aul
einem Sonnabend lag. Es wird dann einen
.Freitag, den 13.“ im Februar. Mirz und
November geben, denn die 6 steht in der
Folge {4} an der zweiten, dritten und elften
Stelle.
Fiir ein Schaltjahr gilt:
{D;} ={31.31,29,31,30,31,30,31,31,30.31,30}
{d;}=13.3,1,3,2,32,3,3,2.3.2}
{6:}=13.60,3,5.1.3.6.2.4.0,2}

Das Ergebnis ist dhnlich. In einem gegebenen
Schaltjahr gibt es mindestens einen und
hochstens drei ,Freitag, den 13.“, und nur,
wenn der 13. im vorhergehenden Dezember
auf einen Dienstag fallt. werden wir drei
Freitage, den 13. haben.

Eine Betrachtung der Folge {J;} liefert in
beiden Fillen (Schaltjahr oder Nichtschalt-
jahr) das Ergebnis, dall die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB genau ein ,.Freitag, der 13." in

einem gegebenen Jahr vorkommt, ; ist.
Die Wahrscheinlichkeit [iir genau zwei .Frei-

tage, den 13 ist ebenfalls ; und die fir

genau drei ist % Um die ..ungliicklichen*

Jahre (jene Jahre mit drei ..Freitag, den 13.%)
zu bestimmen, wurde das folgende berechnet.
Fiir 1800<x=<1900 ist das Jahr x genau
dann ein ,ungliickliches*, wenn x=9, 12,
15 oder 26 (mod 28) ist.

Fiir 1900 < x =2000 gilt: Das Jahr x ist dann
und nur dann ein ,ungliickliches", wenn
x=10,21,24 oder 27 (mod 28) ist. So sind
die einzigen ,,ungliicklichen* Jahre. die noch
in unserem Jahrhundert vorkommen. die
Jahre 1970, 1981, 1984, 1987 und 1998.

Als Ubungsaufgabe kann nun berechnet
werden, wie oft in einem gegebenen Jahr der
21. auf einen Donnerstag fallt.

Nach einem Artikel von William T. Bailey,

‘ Buffalo (aus: The Mathematics Teacher 5/69)

tibersetzt und bearbeitet von Gerald Hofmann,
Student im 2. Studienjahr, Sektion Mathe-
matik der Karl-Marx-Universitdt Leipzig.
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XII. Internationale

Mathematikolympiade

Budapest/Keszthely 1970

1. M sei ein beliebiger innerer Punkt auf der
Seite AB eines Dreieckes ABC. r,. r,, r seien
entsprechend die Inkreisradien der Drei-
ecke AMC, BMC. ABC. g,. g,. ¢ seien die
Radien der Ankreise dieser Dreiecke. die
im Inneren des Winkels ¥ ACB liegen. Man
beweise, daB

(VR Polen, 5 Punkte)

2. Gegeben seien natiirliche Zahlen a, b, n
(@a>1,b>1,n>1). A,_, und A4, seien Zahlen
im Zahlensystem mit der Basis a, B,_, und
B, seien Zahlen im Zahlensystem mit der
Basis b.

A, und B, haben die Ziflern x,. x, ;. X,_,. ....
Xg. A,—; und B,_; haben die Ziffern x,_,.

Xn-35 -+ Xo (Wobei x,+0 und x,_, +0 ist),
also
Ay | =Xn_Xn-z--- X0,

An ZXpXp-1Xn-2--- Xo
(Ziffernschreibweise im System
mit der Basis a)
Bn—l =Xn-1Xn-2 - -+ Xo» Bl=x'xl—lxl—2 ... Xg
(Ziffernschreibweise im System
mit der Basis b)
Man zeige. daB
An— 1 Bn— ]
Zn-1 Taci
A, B,
dann und nur dann gilt, wenn a>b ist.
(SR Ruminien. 7 Punkte)

d,, ... reelle Zahlen mit
1

3. Esseienay,a,, ...,
l=agy5a,=< ... Sa,= ...
Wir betrachten die Folge b,, b,, ..
die durch
b=5
k=1
definiert ist.

- by, .

Man beweise:
I. Fiir alle natiirlichen Zahlen n=1 gilt

0<b,<2.
I1. Fiir ein beliebiges ¢ aus 0 < c <2 existieren
solche Zahlen a,. a,. ...4q,. ... mit der Eigen-
schalt (1). daB

b,>c

fiir unendlich viele natiirliche Zahlen n erfiillt
ist

(Schweden. 8 Punkte)

4. Bestimmen Sie alle positiven ganzen Zah-
len n mit folgender Eigenschaft:

Die Menge {n.n+1.n4+2,n+3. n+4, n+5}
1dBt sich in zwei elementlremde nicht leere
Teilmengen so zerlegen. daB das Produkt
aller Elemente der einen Teilmenge gleich
dem Produkt aller Elemente der anderen
Teilmenge isL

(CSSR. 6 Punkte)

S. In einem Tetraeder ABCD sei der Winkel
¥ BDC ecin rechter. Der FuBpunkt des von
D auf die Ebene ABC gefdllten Lotes sei
identisch mit dem Schnittpunkt der H6hen

des Dreiecks ABC. Es ist zu beweisen, daf
(AB+BC+ ACY* <6 (AD*+BD?*+ CD?)

ist.

Fiir welche Tetraeder gilt das Gleichheits-
zeichen?

(VR Bulgarien. 6 Punkte)

6. In einer Ebene seien 100 Punkte gegeben,
wobei keine drei dieser Punkte auf einer
Geraden liegen. Wir betrachten alle mog-
lichen Dreiecke. deren Eckpunkte unter den
gegebenen Punkten vorkommen.

Man beweise. daB hochstens 70 Prozent
dieser Dreiecke spitzwinklig sind.

(UdSSR. 8 Punkte)

® Preise wurden fir folgende Punktzahlen
vergeben:

1. Preis 40 bis 37 Punkite

2. Preis 35 bis 30 Punkte

3. Preis 28 bis 19 Punkte

36 und 29 Punkte erreichte kein Teilnehmer.
Sonderpreise wurden fiir die elegante Losung
einer Aufgabe vergeben.

DDR-Teilnehmer der XI1. IMO

Wolfgang Burmeister 1. Preis
dazu: Sonderpreis fiir die elegante
Losung der 3. Aufgabe

Erweiterte Oberschule Dresden-Siid, Klasse 11

Jirgen Schefter 2. Preis
Erweiterte Oberschule ,,Wladimir Komarow"',
Elsterwerda, Klasse 10

Andreas Felgenhauer 2. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik an der
Technischen Hochschule ,,Otto von Guericke*

Magdeburg, Klasse 12

Olaf B6hme

dazu: Sonderpreis fiir die elegante
Losung der 4. Aufgabe

Erweiterte Oberschule Dresden-Reick,
Klasse 10

3. Preis

Peter Oswald 3. Preis
Erweiterte Oberschule Dresden-Siid, Klasse 12

Sie waren mit dabei

Delegationsleiter Dr. habil. H. Bausch
Deutsche Akademie der Wissenschaften zu
Berlin
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Delegationssekretar Dr. habil. G. Burosch
Universitdt Rostock

Pad. Betreuer Oberlehrer M. Miithner

Rat des Bezirkes, Abt. Volksbildung, Cottbus

Sonderberichterstatter der Jungen Wel:
Dipl.-Journalist Irma Weinreich, Berlin
Chefredakteur alpha

StR J. Lehmann, V.L.d.V., Leipzig
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Thomas Jentsch 3. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik| Physik
der Martin- Luther-Universitdt

Halle, Klasse 11

Fredy Reimann 3. Preis
Erweiterte Oberschule ,, Theodor Fontane™,
Neuruppin, Klasse 12

Ursula Tyl
Erweiterte Oberschule ,,Heinrich Hertz",
Berlin, Klasse 11

® Alle Teilnehmer erhielten vom Ministe-
rium fiir Volksbildung und von der Mathe-
matischen Gesellschaft der DDR Ehren-
urkunden, Geld- und Buchprimien.

® Der Zentralrat zeichnete aus: W. Bur-
meister mit der . Artur-Becker-Medaille in
Gold, J. Schefter mit der Artur-Becker-
Medaille in Silber, O. Bohme, P. Oswald,
T. Jentsch, F. Reimann mit der Artur-Becker-
Medaille in Bronze. A. Felgenhauer erhielt
die Ehrenurkunde des Zentralrates und U. Tyl
ein Anerkennungsschreiben des 1. Sekretirs
des Zentralrates Dr. G. Jahn.

Die Auszeichnung nahmen vor (am 22. 7.
1970 im Interhotel ,,Unter den Linden*):
Dr. G. Herger (Zentralrat der FdJ), OStR
S. Tielmann (Min. f. Volksbildung), Prof.

fae . o Preistriiger der XII. IMO

—3 25 4 8% &z

VR Ungarn 3 | 3 4 233

o DDR 1 2 4 2 21

- UdSSR 2 1 3 221

SFR Jugoslawien 3 3 209

SR Ruminien k] 4 208

England 1 6 180

CSSR 4 1 150

VR Bulgarien 3 145

Frankreich 1 4 141

Schweden 2 110

Polen [ 105

Osterreich i 104

Niederlande 1 87

—— Mongolische VR 1 78
7 11 40 7 2192*

* von 4480 moglichen Punkten

41

Dr. W. Engel (stellv. Vorsitzender der Mathe-
matischen Gesellschaft und Vorsitzender des
Zentralen Komitees der Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR). Die Glickwiin-
sche des ZK der SED iitberbrachte im Namen
von Prof. Dr. K. Hager die Genossin Dr.
Sonja Miiller.

o F. Reimann studiert ab September Mathe-
matik an der Universitat Budapest, P. Os-
wald in der Sowjetunion.

® An der XII. IMO nahmen 6 Madchen
teil. alpha stellt sie in Heft 1/71 vor.

e Osterreich fihrte im vergangenen Schul-
jahr erstmals eine Mathematikolympiade
durch, nahm an der XII. IMO erstmals teil.

@ Die X!I. IMO wurde vom stellv. Minister
fir Kultur der VR Ungarn und vom Vor-
sitzenden der Jury, Prof. Dr. G. Héjos (Uni-
versitit Budapest) in der Hochschule fir
Agrarwirtschaft in Keszthely (Plattensee) er-
offnet.

® Die beiden Klausuren (Arbeitszeit je
4 Stunden) fanden am 13. und 14. Juli in der
Fachschule fiir Gastronomie in Keszthely
statt.

® Koordinatoren haben die Aufgabe, die von
den 14 Delegationsleitern fir die Losung der
Avufgaben ihrer Schiler erteilten Punktzahlen
in Hinsicht auf alle Teilnehmer in Uberein-

alpha stellt vor
Einen ersten Preis erhielten:

1. Imre Ruzsa. Budapest

2. Ervin Bajmoczy. Budapest

3. Istvan Gonczi. Miscolc
(VR Ungarn)

4. Klimov Arkagyji, Arsamas

5. Hoduljev Andrej, Kalinin
(4. und 5. UdSSR)

6. Bernard Silverman. London
7. Wolfgang Burmeister, Dresden

stimmung zu bringen. Von den 12 ([ir jede
Aufgabe zwei) eingesetzten ungarischen Ko-
ordinatoren waren 5 ehemalige Teilnehmer
an IMO:s.

® Die AbschluBfeier der XII. IMO fand
in der Aula der TU Budapes: staut. Prof. Dr.
J. Vysin, Delegationsleiter der CSSR-Mann-
schaft, dankte im Namen aller Teilnehmer
den ungarischen Freunden fiir die groBe
Gastfreundlichkeit und lud fir 1971 zur
XIII. IMO nach Zilina/Bratislava ein.

® Unsere ungarischen Freunde zeigten uns
Budapest bei Tage und bei Nacht (Stadt-
rundfahrten). Wir besichtigten das Thermal-
bad Heviz, unternahmen eine Ganztags-
exkursion mit zwei Sonderschiffen auf dem
Platlensee zum Badacsony. Alle Mannschal-
ten machten ausgiebig Gebrauch vom Baden
im Balaton bei 35° Luft- und 27° Wasser-
temperatur. Die gemeinsame Unterkunft von
Jury und Mannschaften in der Fachschule
fiir Gastronomie sowie drei Emplfange gaben
umfassend Gelegenheit zum Erfahrungsaus-
tausch. Zahlreiche Freundschaften wurden
geschlossen und werden noch lange an die

- erlebnisreichen Tage in der VR Ungarn

erinnern.

J. Lehmann
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Losungen

Lidsung der Aufgabe,
ausgewihlt von Prof. Dr. H. WuBling

500 x== +=+5 4
A x= 6+12 7+ +2+

x=84

Der griechische Mathematiker Diophant wur-
de 84 Jahre alt.

Losung der Aufgabe
von Prof. Dr. Th. Glocke

4 509 ] Lésung: Zum Beweis soll die Tat-
sache verwendet werden. daB der Schwer-
punkt eine Schwerlinie oder Seitenhalbie-
rende in einem bestimmten Verhiltnis teilt.
Als Hilfslinie wird die Gerade durch E
parallel zu AC benutzt, die AB in E’ schneide.
M sei die Mitte der Strecke AB, P’ die Mitte
von DE und S der Schnittpunkt von CM
und FP".
Vor;l)-lﬁﬁéfa‘:ﬁ

EE'| AC, AM=MB, DP'=P'E

Beh.: Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC
fdllt mit dem Schwerpunk1 des Dreiecks DEF
zusammen.

Bew.: AD : AB=BE : BC=CF : CA nach

Voraussetzung . (1).
BE : BC=BE': BA n.V.
BE : BC=AD : AB n. (1),

also BE': BA=AD : AB,

also BE'=AD. folglich M auch Mitte von

DE’ )

DM :DE'=DP':DE=1:2 n.V. und (2.

also MP’ ]I EE' und DM : DE'=MP' :E'E
3 | (Strahlensatz und Umkehrung)

Wegen BE': BA=BE : BC=CF : CA st

E'F | BC, das Viereck ECFE’ also ein

Parallelogramm. Es ist also auch EE'=CF

und damit MP': FC=1:2.

Wegen MP' | EE' | FC gilt:

SM :SC=S§P :SF=1:2.

Der Punkt S ist also Schwerpunkt sowohl

des Dreiecks ABC als auch des Dreiecks

DEF, weil er je eine Seitenhalbierende dieser

Dreiecke im Verhiltnis 1 : 2 teilt.

2. Lésung: Durch die Abbildung von A4 aul B,

B auf C, C auf A ist eine ebene Aflinitit

festgelegt oder aufgespannt. Diese sog. An-

schlufiaffinitdt ist zyklisch von 3. Ordnung,

Sie hat u. a. folgende Eigenschaften:

1) Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist
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Fixpunkt der Affinitit,
existieren nicht.

2) Dieser Fixpunkt ist Schwerpunkt aller
SchlieBungsdreiecke der Affinitt.

Durch die Affinitdit werden die Strecken
AB auf BC, BC auf CA, CA aul AB abge-
bildet und wegen der Teilverhiltnistreue der
Affinitat auch D auf E. E auf F, F aufl D.
Wegen 1) und 2) fdllt der Schwerpunkt des
Dreiecks DEF mit dem Schwerpunkt des
Dreiecks ABC zusammen.

andere Fixpunkte

Ldsung zu ,,Wurzelziehen*
(Heft 3/70, Seite 59)

Das Quadrat der ersten Ziffer der Wurzel
ist zweistellig, das Doppelte von ihr ist
dagegen einstellig, d. h., die erste Ziffer ist
kleiner als 5, kann aber nicht kleiner als 3
sein weil deren Quadrat einstellig ist. Die
erste Ziffer kann somit nur 4 lauten. Der
erste Subtrahend ist also 16. Die zweite
Ziller der Wurzel besitzt folgende Eigen-
schaft: Wenn man sie hinter 8 schreibt und
danach die zweistellige Zahl mit ihr multi-
pliziert, kommt wieder eine zweistellige Zahl
heraus. Die zweite Ziller der Wurzel ist
also 1. Die dritte Ziffer der Wurzel ist eine
Zahl mit folgender Eigenschall: Schreibt
man sie hinter 82 und multipliziert mit ihr,
so ergibt sich eine vierstellige Zahl, deren
zweite Ziffer 5—1=4 lautet, denn aul der
vierten Zeile steht 1-81=81. Dieser For-
derung geniigen zwei Zahlen, die 3 und 9.
Die Werte der noch unbekannten Ziffer
ergeben sich. indem man die Wurzel wirklich
auszieht.

Wir haben also zwei Lésungen erhalten
J170569=413 und /175561=419.

Losung zu ,,Die merkwiirdige Waage*
(alpha-heiter, Heft 3/70, S. 70)

Aufl der dritten Skizze halten zwei Kugeln
und ein Wiirfel einem Zylinder und einem
Kegel das Gleichgewicht. Am Gleichgewicht
dndert sich nichts, wenn wir in beide Waag-
schalen je einen Wiirfel legen. Dann ist

‘ 3398 - amoo |
2 o0 - 9

, 333 8800
I 838 -48

s 99 -A00

: 8 -83-6

7 B-00-5

s 86-0 -00:000
) IOOD-AA0 - AHN-OOT
| 8833640 - 84-a50
| 0383300 60838

AAAA : ooo=@O

auf der linken Seite ein Zylindcr. ein Kegel
und ein Wiirfel, dasselbe wie aul der zweiten
Abbildung in der rechten Waagschale.
Durch Vergleich der zweiten und dritten
Skizze erhalten wir somit:

6 Kugeln=2 Wiirfel + 2 Kugeln.

Hieraus folgt

4 Kugeln=2 Wiirfel. d. h.

2 Kugeln=1 Wiirfel.

Wir legen jetzt in der zweiten Abbildung an
Stelle des Wiirfels 2 Kugeln in die rechte
Waagschale. Dann gilt

6 Kugeln=1 Kegel + 1 Zylinder + 2 Kugeln,
d. h. 4 Kugeln=1 Kegel + 1 Zylinder

2 Wiirfel = 1 Kegel + 1 Zylinder.

Hieraus folgt

1 Zylinder =2 Wiirfel — I Kegel, und

2 Zylinder =4 Wiirfel -2 Kegel.

Aus der ersten Skizze ergibt sich:

2 Zylinder + 1 Kugel=2 Kegel + 3 Wiirfel.
Unter Benutzung der obigen Gleichung folgt:
4 Wiirfel —2 Kegel + 1 Kugel

=2 Kegel + 3 Wiirfel,

8 Kugeln — 2 Kegel + 1 Kugel

=2 Kegel + 3 Wiirfel,

9 Kugeln — 2 Kegel =2 Kegel + 6 Kugeln.
Von beiden Waagschalen nehmen wir 6 Ku-
geln weg und legen 2 Kegel dazu, dann ist
3 Kugeln =4 Kegel.

Damit liegt bereits das Ergebnis vor, da
gerade 4 Kegel das Gleichgewicht zu halten
war. Die Anzahl der das Gleichgewicht hal-
tenden Korper 1Bt sich noch vermindern.
weil 2 Kugeln=1 Wiirfel ist und somit

4 Kegel=1 Wiirfel + 1 Kugel gilt.

® 527 Wir beweisen zunidchst, daB das
Viereck M, M,M M, ein Parallelogramm
ist (vgl. Abb.). Nach der Aufgabenstellung
ist M, die Mitte der Seite AB und M, die
Mitte der Seite BC; daraus folgl

BM,:M,A=1:1 und ind BM, : M,C=1:1.
also W M A=BM, : M,C. Aus der
Umkehrung des Strahlensatzes [olgt daher

MM, | AC.

c
]
/]
M,
My
A My 8
Aus DM, : M;C=DM, : M A [olgt lerner

MM, || AC. Daher gilt M\M, || M;M,.
Analog beweist man, dafl auch

MM, | M M, gilt.

Das Viereck M M,M M, ist daher ein
Parallelogramm.

Da in jedem Parallelogramm die Diagonalen
einander halbieren, halbieren auch die Diago-
nalen M,M, und M,M, einander, d.h.,
esgilt M, M,S= SM3 und M,S= SM,,,
womit die Behauptung bewiesen ist.

A 528 Bei der vorliegenden Aufgabe ist es
wie auch bei vielen anderen geometrischen
Konstruktionsaufgaben zweckmiBig, eine



Drehung durchzufiihren. bei der man ein
Dreieck erhilt, dessen Seiten man aus den
gegebenen Stiicken konstruieren und be-
rcchnen kann.

Drehen wir nimlich das Quadrat ABCD um
den Punkt B im negativen Drehsinn um einen
Winkel von 90°, so bleibt der Punkt B fest,
und es werden die Punkte 4 in C. C in C’,
D in D' und P in P’ iibergefiihrt (s. Abb.).
Ferner gilt PA=PC=1 cm,
PB=P'B=2cm, ¥PBP'=90",

a) Nun 148t sich das Viereck PBP’C aus die-
sen Stiicken leicht konstruieren. Wir kon-
struieren ndmlich zunéchst das gleichschenk-
lig-rechtwinklige Dreieck PBP’' aus den be-
kannten Stiicken und dann das Dreieck
PP'C aus PP’. PC=3 cm, P'C=1 cm. Wir
erhalten das Viereck PBP’C. dessen Diago-
nale BC gleich der gesuchten Seite des
Quadrats ABCD ist.

b) Bei der Berechnung der gesuchten Seiten-
linge x des Quadrats ABCD konnen wir
analog verfahren. Wir erhalten zunichst
PP?=PB?+P'B’=4cm?+4cm?=8 cm’.
Ferner gilt

PP?4+P'C2=8 cm*+1 cm?=9 cm?=PC>.
also ¥ PP'C=90° und wegen &£ BP'P=45°
£ BP'C=135°. Daher gilt nach dem Kosinus-
satz

x2=BC?=P' B2+ P'C2—2P'B-P'C-cos 135°, °

x*=4cm?+1cm?+2-2-1 -%\/icm2
=(5+2./2)cm?,
x =\/5+2\/§cmz2,80cm.

Das Quadrat ABCD hat also die Seitenldnge
\/ 5+2/2cm, d.s. rd. 2,80 cm.

A 529 Angenommen, a und b seien zwei
ungerade natiirliche Zahlen mit der ver-
langten Eigenschaft. Dann gilt fiir die Summe
aller natiirlichen Zahlen, die groBer als a und
kleiner als b sind,
s={@a+1)+(@+2)+...+(b-2)+(b-1)
=1000. (1)
Zur leichteren Berechnung schreiben wir
noch einmal die Summe in der umgekehrten
Reihenfolge der Summanden und erhalten
s=(b—1+Gb-2)+...+(@+2)+(@+1).
Durch Addition erhalten wir
2s=(a+b)+(a+b)+...+(a+b)+(a+b).
Diese Summe hat genau b—a— | Summanden,
daher gilt 2s=(a+b)(b—a—1)=2000. (2)
Wer bereits die Summenformel fiir die arith-
metische Reihe kennt, kann schneller rechnen
und erhilt aus (1), da das Anfangsglied gleich
a+ 1, das letzte Glied gleich b— 1. die Anzahl
der Glieder gleich b—a—1 ist. unmittelbar
2s=(b—a—1)(a+1+b—1)
=(b—a—1)(a+b). Nun gilt 2000=2*-5%;

die Zahl 2000 hat also nur die ungeraden
Teiler 1, 5,25 und 125. Andererseits sind nach
Voraussetzung @ und b ungerade, also a+b
gerade und b—a—1 ungerade.

Daher ist b—a—1 gleich einer der Zahlen
1. 5. 25. 125. Dann ist wegen (2) ¢+b gleich
2000, 400, 80 bzw. 16. Wir erhalten daher
folgende Fille:

lyb—a—1=1.d.h. b—a=2 und
b+a=2000; also b=1001. a=999.
2)b—a—1=5,dh b-a=6 und
b+a=400; also b=203, a=197.
3)b—a—1=25 d.h. b—a=26; und
b+a=80; also b=53. a=27.
4)b—a—1=125,d.h. b—a=126 und
b+a=80; also 2a=—46, a=-23,

was der Voraussetzung widerspricht. wonach
a eine natiirliche Zahl ist.

Wir iiberzeugen uns durch die Probe, daB
die in den Fillen 1. 2 und 3 angegebenen
Zahlen a und b tatsichlich die Bedingungen
der Aufgabe erfiillen:

1.) a=999. b=1001; s=1000.

2) a=197, b= 203;

s=198+199 + 200+ 201 + 202 =1 000.

3) a= 27, b= 53;
s=28+29+304+...+50+51+52=
=(28+52)+(29+51)+(30+50) + ...
+(39+41)+40=12 80+40=1000.
Daher hat die Aulgabe nur die unter 1.). 2))
und 3.) angegebenen Lsungen.

A 530 Angenommen, die reelle Zahl x sei
eine Losung der Gleichung

\/x+\/ﬂ+\/x—\/§}=x, )

dann gilt x>0 und xg\/ﬂ, also xX?>2x,
d.h., x=0 oder x=2. da nur die Quadrat-
wurzel aus einer nicht negativen Zahl reell
ist. Ist nun die Gleichung (1) erfillt. so gilt,
wie man durch Quadrieren [eststellt,

x+\/§;+x—\/ﬂ+2\/(x+\/ﬁ)(x—\/ﬂ)

=x%,
2x+2/x*—2x=x2,
2/x*2x=x2-2x. (2)
Daraus folgt durch nochmaliges Quadrieren
4(x2—2x)=(x2—=2x)?,
(x?*=2x)(x2—2x—4)=0.
x(x—2) (2 —2x—4)=0. 3)
Die Gleichung (3) hat genau vier reelle
Losungen, ndmlich
xy=0. x,=2. x3=1+/1+4=1+/5,
xo=1-/5.
Die gegebene Gleichung (1) hat also. wenn
iiberhaupt. héchstens die vier Ldsungen

also

X1y X0 X30 Xg.
Nun ist die Gleichung (1). wic man durch
Probe feststellt. fir x;, =0 und x,=2 erfullt.
Sie ist aber auch lur xy;=1 +V’5>2 erfillt;
denn fir diesen Wert ist die Gleichung (3)
erfiillt und. weil x;2—2x;>0 ist. auch die
Gleichung (2). Dann ist aber wegen x;>0
und x;—/2x;>0 auch die Gleichung (1)
erfiillt.

Dagegen ist fiir x4=l—\/§<0 die Glei-

L 1232:T7=x;

chung (1) nicht erfiillt. weil cine L&sung
dieser Gleichung nicht negativ sein kann.
Die gegebene Gleichung (1) hat also genau
drei reelle Losungen, nimlich

x, =0, x,=2, x3=l+\/§.

A 531 Aus AABF~ACDH folgt AF || CH.
Analog ergibt sich BG || DE. Ferner ist der

Flicheninhait des Dreiecks ABF gleich %.

weil das Viereck ABCD in die vier llichen-
gleichen Dreiecke ABF, AFC, HFC, DHC
zerlegt werden kann. (vgl. die Abb.).

Wir bezeichnen nun den Flicheninhalt

des Dreiecks AEP mit 4, .

des Vierecks EBQP mit A, .

des Dreiecks BFQ mit 4, .

des Vierecks FCRQ mit A, .

des Dreiecks CGR mit A;. Dann gilt

A +A2+A3=A3+A“+As=1;I L
weil die Dreiecke ABF und BCG [ichen-
gleich sind. Daraus folgt

Ai+A,=A,+As- (2)
Nun ist aber 4, =A,. weil die entsprechen-
den Dreiecke kongruent sind. Wir erhalten
daher aus (2)

A=A, 3)
Ferner gilt wegen Q_B: PE=AB:AE=2:1

A;=3 A, und analog A,=3A4,.(4)
Daraus folgt wegen (3)

A =A,. (5)
Der Flicheninhalt des Dreiecks ABF ist also
gleich

A
A +A,+A,=A +3A4 +A4 =5 A‘=Z k
daraus folgt
A

A== 6

T (6)

Der Flacheninhalt des Dreiecks ABQ ist also
gleich A A

A1+A1=4Al=4-%=5. W)

Deshalb gilt fiir den Fldacheninhalt des kon-
gruenten Dreiecks CDS. Der Flicheninhalt
des Dreiecks BCR (und auch des kongruenten
Dreiecks DAP) ist gleich

A

A+ A =44,=44,=C. ®)

Der gesuchte Flacheninhalt des Vierecks
PQRS ist also gleich

A—aAA,

55
er ist also gleich dem fiinften Teil des Flichen-
inhalts des Rhombus ABCD.

Lisungen zu: AbschluBpriifung im Fach

M athematik, Tanzania

x=176

2. 34800:4=x; x=8700

3 144 :12-3=136; der drittc Teil cines
Dutzend ist in 144 Stiick 36mal cnthalten.

115



13.
14.

15.

16.

17.
18.

21.

22.

23.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

ﬂ_g= '33_16=x' _7
8 3 77 24 T4
1,117 1,1 8
3§+7-5 =x; 3—3-+2—5——x, X_SE
40-3 |
——=x; x=3-
9-4 3

. 025:4=x; x=0,0625
x=5462"
x=97331

4875 :5=x; x=975
154 cm?: 3=51:—1; cm?; die schraffierte
Flache des Ziflernblattes betragt

51l cm?.
3
11—-3=8; 8:4=2; 3—2=1, der An-
fang des unvollstindigen Zahlenstrahls
mul mit der Zahl | bezeichnet werden.
2 1 2 5

5—2—0,25, §=25 A

Es sind 2 Stunden und 45 Minuten ver-
gangen.

x=8

(48 +80+75+63+29):5=x;
295:5=x; x=59

x=(864:16):4: x=54:4;, x=135
BC=AD-AB-CD;

BC=16cm—7 cm—4 cm; BC=5cm
£ ACB=1360°—320"=40°;

(CAB:%-(180°—40°)=70.°
333

33.3:100=0,333=—+-
1000

x=6-5-3; x=90; der Stapel enthilt
90 Ziegelsteine.
10, von 71 Schillingen sind 7.10 Schil-
linge; 7,1<7,5; der grofere der beiden
Betrdge betragt 7.50 Schillinge.
—] =1—0=x; x=04
25 25
Es gilt ¥ CAB= £ ACB; das Dreieck ist
gleichwinklig und damit auch gleichseitig
¥ ABC = 60° (Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen) und damit auch
¥ ACB=60°. Das Dreieck ist somit
gleichseitig, also AB=AC=30cm.
'\_=27+9tﬂ; x=@
81 81
1.1

25 2 5=5; 120 : 5=24; das Auto legte

in einer halben Stunde 24 km zuriick
Aus 9:-17=153 und 10-17=170 und
11-17=187 [olgt wegen 160<x<180
somit x=170. Es gibt nur eine solche
Zahl.

A, =52 Fldcheneinheiten=25 Flichen-
einheiten; 4,=10 Flacheneinheiten;
25:100=10: x; x=40; Der Flichen-
inhalt der schraffierten Quadrate betrigt
409, des Flicheninhaltes des Quadrates
ABCD.

45" §= 18, %m des Stoffes kosten

18 Schillinge.

Die Diagonalen eines Quadrates stehen
senkrecht aufeinander, also ¥ CSB=90".
Der Zug kommt um 18.30 Uhr an.

2-(x+3x)=304; x=38; der Garten ist
114 m lang und 38 m breit.

Der Januar hat 31 Tage, der Februar
28 Tage, der Mirz 31 Tage, im April
sind 14 Tage vergangen; insgesamt sind
104 Tage vergangen.

Der 27. Mairz dieses Jahres war ein
Mittwoch.

80 : 100=x : 700; x=560; bei Barzah-
lung kostet das Rundfunkgerdt 560 M.

240 : 3=80; 240 - §=150;

240 —230 = 10; Hamis verkaulte am

ersten Tag 80, am zweiten 150, am drit-

ten 10 Apfelsinen.

0,04 40,0007 = x; x=0,0407

x=15

x=13; allgemein x=3n+1! fiir

n=1;2, 3,4, ...

¥ =40-30- 50 cm® = 60000 cm?®=60 |
200-2,5-3

z=——2—"=15;

besitzt Hubert 215 Schillinge.

3-8=24; fiir die Arbeit hitten 5 Arbeiter
24 Tage bendtigt.

Das C erscheint in Spiegelschrift als O.
3,50-4=14; 14+6=20; 20: 5=4; das
arithmetische Mittel betragt im letzteren
Fall 4 Schillinge.

Auf 2 ha Apbaufldche ist mit einer Ernte
von 50 Sack Mais zu rechnen.

Es miissen 2,4 ha Mais angebaut werden,
um 60 Sack Mais zu ernten.
45—30=15; es miissen zusitzlich auf
0,6 ha Land Mais angebaut werden.

:
A=l,75-2m2+%'f7—2-0,765625 2

34.

35.

36.

37.

38.
39.
40.

41.

42, nach drei Jahren

43.

44.
45.

46.
47.

48.

49.

A=4.760268 m?

Da nur nach der benétigten Anzahl der
Zehn-Schilling-Scheine  gefragt  wird,
brauchen die Teilbetrige, die kleiner als
10 Schillinge sind, nicht betrachtet zu
werden. Es werden zwei Zehn-Schilling-
Scheine bendtigt.

50.

A 533 Der Autobus spart tdglich eine Fahr-
strecke von 4-200 m=800 m ein, also im
Jahr 365-800 m=292000 m bzw. 292 km.
Aus 292 :40=73 folgt, daB 7,3 Stunden
bzw. 7 Stunden und 18 Minuten jahrlich an
Fahrzeit eingespart wird.

A 534 Der erste Summand sei a. der zweite
b; wir erhalten folgende Tabelle:

a b 5-a 3-b S5a+3-b
0 10 0 30 30
1 9 5 27 32
2 8 10 24 34
3 7 15 21 36
4 6 20 18 38
5 5 25 15 40
6 4 30 12 42
7 3 35 9 44
8 2 40 6 46
9 1 45 3 48
10 0 50 0 50

Es gibt genau eine Losung, némlich a=7 und

b=3. Der erste Summand heit 7, der
zweite 3.

A 535 Die zweistellige Zahl sei n=10a+a
=11a und die vierstellige Zahl sei
z=1000a+100a+ 10a+a=1111a Dann
gilt x-1la=1111a, und wegen a0 gilt
somit x=101.

Probe 11-101=1111

22-101=2222
33-101=3333
99-101=9999

A 536 Aus 021+0,30=0,51 und
10-0,51=5,10 folgt. daB zehn Flaschen Brau-
se einschlieBlich Pfand 5,10 M kosten. Aus
510:30=17 folgt, daB Heinz 17 leere Fla-
schen dafiir abgeben muB.

A 537 Inder Zahlenfolge0,1,2,3,...,19,20
ist die Zah) O kleiner als jede der folgenden
20 Zahlen. Es lassen sich also 20 verschiedene
Ungleichungen bilden, in denen stets a=0 ist
und fiir b die Zahlen von 1 bis 20 eingesetzt
werden konnen. Wenn a=1, so kann b durch
die Zahlen von 2 bis 20, also durch 19 ver-
schiedene Zahlen ersetzt werden. Diese Uber-
legungen fiihren wir fort. Fiir a=19 gibt es
genau cine Moglichkeit, namlich b=20.
Wegen

20+194+18+...+342+1=

204+ 1)+ (19+2)+(184+3)+ ... +(11+10)
=21-10=210

gibtes genau 210 Moglichkeiten zum Ersetzen
der beiden Variablen a und b der Ungleichung
durch die vorgegebenen Zahlen.

A 538 Wirzeichnen die Verbindungsgerade
BE und halbieren die Strecke BE; ihr Mittel-
punkt sei P. Danach drehen wir die Gerade h
um P als Drehpunkt im positiven Sinn um
einen Winkel von 180°. Bei Ausfiithrung die-
ser Drehung fdllt das Bild #' der Geraden h
mit der Geraden g zusammen, und das Bild E’
des Punktes E fallt mit dem Punkte B zusam-
men. Wegen AB=EF fillt das Bild F' von F
mit A, wegen BC = DE fillt das Bild D' von D
mit C zusammen. Da bei einer Drehung um
einen Winkel von 180° Original-, Bild- und
Drehpunkt auf einer Geraden liegen, schnei-
den die beiden Verbindungsgeraden AF und
CD die Verbindungsgerade BE im Dreh-
punkt P, das heiBt, alle drei Verbindungs-
geraden schneiden sich in genau einem Punkt.

A 539 Die Zahl 48 ist nur durch die folgen-
den einstelligen Zahlen teilbar: 1, 2, 3, 4, 6
und 8. Sie 148t sich daher nur in der folgenden *
Weise als Produkt zweier einstelliger Zahlen
schreiben:

48=6-8 oder 48=8-6.

Nun gilt 62+8%=36+64=100 und

824+ 62=100.

Wir erhalten daher zwei Losungen; die ge-
suchte Zahl ist entweder 68 oder 86.

A 540 Die Dreiecke CDA und ECB sind
nach Konstruktion gleichschenklig, sie be-
sitzen somit gleich groBe Basiswinkel. Nach



dem AuBenwinkelsatz gilt ¥ DCA =g und

xECB=E foigich xpcE=2+8+,
2 272
_0HBAY Y 0oy
2 2 2

0 A B £
A 541 Von 6.45 Uhr bis 6.55 Uhr sind zehn

|

|
=
g

. 1 1
Minut . W T——=
inuten vergangen. Wegen T

Jiirgen in dieser Zeit den zwolften Teil der
Fahrstrecke zuriickgelegt. Fir die gesamte
Fahrstrecke benétigte er demnach 12 - 10 Mi-
nuten, das sind 120 Minuten oder 2 Stunden.
Um drei Viertel der Strecke AB zu durch-
[ahren, werden 90 Minuten bendtigt. Um
6.45 Uhr hatte Jiirgen ein Viertel der Strecke
AB geschaflt; 90 Minuten spdter, also um
8.15 Uhr erreichte er sein Ziel B. Jiirgen
startete demnach um 6.15 Uhr in A.

A 542 Aus der nachstehenden Tabelle ist
ersichtlich. welche von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen a, b, ¢ bzw. d, e, f die Glei-
chung a+3b+5¢=12 bzw. die Gleichung
d+3e+5f=20 erfiillen.

x+y+2z=<27. Diese Quersumme soll eine
zweistellige Primzahl der Form ,ap*“ sein;
es kommen also nur die Zahlen 13, 17, 19, 23
in Frage. Wire ,.ap" die Zahl 23, so wire
a=2 und die Zahl ,alpha“ wiirde aufl 2
enden. Es gibt aber keine Quadratzahl, die
aul 2 endet; somit entfé@llt die Zahl 23, und
es ist a=1. Setzen wir a=1 in ,,alpha“ ein,
so erhalten wir die Zahl liphl. In der drei-
stelligen Primzahl muB demnach an der
Hunderterstelle die Ziffer 1, an der Einerstelle
die Ziffer 1 oder 9 stehen. Die in Frage kom-
menden Primzahlen, deren Quersumme 13,
17 oder 1% ist, lauten 139, 179, 199. Aus
1422 > 20000 folgt, daB die dreistellige Prim-
zahl 139 ist. Aus ,alpha“ erhalten wir die
Zahl 19321.

A 545 Es sind bei der Losung der Aufgabe
zwei Fille zu unterscheiden.

I. Fall: Es sei x20; wegen | x|=x gilt dann
x+2—2x=0, und wir erhalten daraus x=2.
2. Fall: Es sei x<0; wegen |x|=—x gilt
dann —x+2—-2x=0, und wir erhalten
daraus x=§. Dieser Wert erfiillt jedoch

nicht die Bedingung x<O und entfillt
somit als Losung. Die Losungsmenge der
gegebenen Gleichung ist demnach {2}.

Lasungen zu alpha heiter

a b ¢ a+b+c d e [ dte+f
121 4 132 6 G 4 Ginserich
41 1 6 2 1 3 6 ans und Giinseric|

In allen anderen Fillen ist d+e+ f>6.
Die Summe a+b+c¢ ist also gleich 6, und
wir erhalten zwei Losungen:

a,=4, b, =1, ¢,=1, d,=1, e, =3, fi=2;
ay=4, by=1, c,=1.dy=2, e;=1. f,=3.

A 543 Heinz sei gegenwirtig x Jahre alt;
aus der nachstehenden Tabelle werden die
Beziehungen zwischen den Lebensaltern der
Familienmitglieder ersichtlich.

= [~
= & -
o [=] = = =
g | 3 3
b= «~ ] -
= :; - — [ -
g z S g g g
2 § 5 5 5 5
) a0 = = = <
o, & <€ < < <
Heinz x x—-2 x-3
Mutter 3x Ix—1
Vater 4(x-2)+2 4(x-2)
=4x-6
GroB- 7(x—3)+3 T(x=3)
mutter =7x—18
GroB- 2(3x—-1)+1 2(3x-1)
vater =6x—1

Aus x+3x+(4x—6)+(7x—18)+(6x—1)
=248 folgt x=13. Heinz ist 13. seine Mutter
39. sein Vater 46, seine GroBmutter 73 und
sein GroBvater 77 Jahre alt.

A 544 Es sei 100x+10y+z die dreistel-
lige Primzahl, dann gilt fiir ihre Quersumme

X X
2x+=+-+1=1 =
x+2+4l- 00 x=36

Es kamen 36 Ginse vom nahen Teich ge-

flogen.

Der Mathematiker als Detektiv
Die Anzahl der Ballen sei x, dann betragt der

Preis jedes Ballens 1800. Einen Tag friiher
x

hitte er (x+430) Ballen erhalten und jeder
Ballen wire um 3 M billiger gewesen:

1 800 13— 1800
x+30 x
x2+30x—1800=0 x=20

Es fehlen demnach 20 Ballen.
Damespiel in Mini-Format

Es sind acht Ziige notwendig.,

Mathematische Zeichen

Gleichung: groBer als, Limes, entspricht, ist
gleich, Kosinus, hochstens gleich, (kleiner
oder gleich), unendlich, n! Fakultit, genau
dann, wenn. Integral: identisch gleich, nicht
gleich, Tangens, enthalten in, groBer oder
gleich, rechtwinklig zu, Altgrad, liegt vor,
Alpha: angendhert (rund), leere Menge, Pro-
mille, h6chstens gleich, abgeschlossenes Inter-
vall ab. (Vgl. Tafelwerk S. 49)

Leicht zu durchschauen

at+b+c=a+b+c=a-t+b+c oder
abc=abc=abc

Kennst Du das griechische Alphabet?

Summe gesucht

Geschichte der Mathematik

1. Alcuin, 2. Russel, 3. Cantor, 4. Hypatia,
5. Infeld, 6. Mueller, 7. Examen, 8. Dioptra,
9. Euklid, 10. Syrakus: Archimedes.

Restkorper gesucht (aus Heft 4/70)
Schrigbild:

H K

N/




In freien Stunden

' heiter

aus: Magazin 1/68 (F. Leuchte)

Gans und Ginserich

Ein Ginsrich watschelte in Ruh

in einem Erlgestrauche;

Da kam ein Ganseschwarm hinzu
Von einem nahen Teiche.

Der Ginsrich sprach: ,,Ich griiB Euch schon!
Fiirwahr ich bin verwundert,

Euch insgesamt allhier zu sehn,

Ihr seid gewiB an Hundert.**

Ein kluges Ginslein drauf versetzt:
,,Wird viel zu hundert fehlen!

Du hast zu hoch die Zahl geschitzt,
Drum magst Du selber zihlen.
Verdopple unsre Zahl, dann sei

Die Hilfte noch genommen,

Ein Viertel und Du, Freund, dabei,
Wirst hundert dann bekommen.

Der Mathematiker als Detektiv

Um die Jahrhundertwende passierte Folgendes: Ein
Kaufmann hatte fiir 1800, M Tuchballen gekauft
und stirbt plétzlich. Der Verwalter schickt den Erben
100 Ballen. Diese erinnern sich, daB der Kaufmann
sagte, hitte er das Geschift einen Tag frither abge-
schlossen, hétte er fiir das gleiche Geld 30 Ballen mehr
bekommen und jeder Ballen wire um 3,— M billiger
gewesen. Ein Freund der Familie, ein Mathematiker,
kann aus diesen Angaben errechnen, um wieviel
Ballen der Verwalter die Erben betrogen hat.

Damespiel im Mini-Format

Auf 5 Feldern (siche Abb.) stehen 2 weiBe und 2
schwarze Damesteine.

wlw! |sls

Wieviel Ziige sind noétig, damit die Steine die Platze
wechseln?

Ein Zug besteht entweder darin, daB ein Stein um ein
Feld geriickt wird oder daB ein Stein iiber einen
anderen springt. W: wei}; S: schwarz).
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Mathematische Zeichen

Bestimme die vorgegebenen mathematischen Zeichen.
Trage die Anfangsbuchstaben der Begriffe in die
danebenstehenden freien Felder ein. Bei richtiger
Begriffsbestimmung ergeben die Anfangsbuchstaben,
Jjeweils von oben nach unten gelesen, einen mathe-
matischen Begriff.

Dipl.Ing. E. Schmidt, Potsdam

Leicht zu durchschauen!

Zeichne ein Dreieck und schreibe an jede Ecke eine
beliebige Zahl, dann addiere je zwei benachbarte
Zahlen und schreibe sie an die entsprechende Seite!
Jetzt addiere die so erhaltenen Zahlen und die Zahl der
gegeniiberliegenden Ecke. Man erhilt stets das gleiche
Resultat fiir die moglichen Endsummen. Wie kommt
das? Mit der Multiplikation geht es auch!

Kennst Du das griechische Alphabet?

Es sind die Namen der dargestellten griechischen

Buchstaben gesucht! ’ Mathematikfachlehrer W. Weber,
EOS Schkeuditz b. Leipzig



Summe gesucht

Die Zahlen von 1 bis 9 sind in das Netz so einzutragen,
daB jeweils waagerecht sowie senkrecht die gleiche
Summe erscheint.

—

Schiiler P. Stéckert, Leipzig

||

Geschichte der Mathematik

Heute sollen alle alpha-Leser ihre Kenntnisse in
Geschichte der Mathematik iiberpriifen. Zu diesem
Gebiet waren in unserer Zeitschrift interessante Bei-
trige zu finden, so daB die Aufgabe nicht zu schwer
sein wird.

In die Spalten sind die folgenden Worter einzutragen:
1. Mathematiker (735 bis 804) am Hofe
Karls des GroBen
2. Mathematiker und Friedenskdmpfer, geb. 1872
Begriinder der Mengenlehre
4. Tochter Theons, die 415 der Heidenverfolgung
zum Opfer fiel
5. Verfasser des Romans ,,Wen die Goétter lieben*
6. ein anderer Name des Regimontan (i als ue
schreiben!)
7. Priifung
8. Vermessungsinstrument im Altertum
9. Verfasser der ,,Elemente*
10. Vaterstadt des Archimedes
Bei richtiger Losung erscheint in der ersten Zeile der
Name eines bekannten Mathematikers aus dem
Altertum.

G

Mathematikfachlehrer K.-H. Gentzsch,
OS Lucka (Krs. Altenburg)

Peg Puzzle

This is a puzzle for one person. You need: 4 red and
4 blue counters. — Put the red counters on the squares
marked R, and the blue counters on the squares
marked B. — Object: to change the positions of the

red and blue counters. — Rules: any counter can move
backwards, forwards or sideways to any adjacent
square. A counter can move several squares at a time.
Diagonal moves are not allowed. Jumping over
counters is not allowed.

#]e]

R| R

,»Nee, hab keine Zeit fir ein Hobby!*
aus: ZB, Febr. 1967 (H.-J. Starke)

,» Verzeihung, fihrt hier die Linie 877*
aus: Eulenspiegel 19/70 (Franz Fricke)

Mit alpha bringt man gut in Schwung,
die mathematische Wandzeitung.
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Dezember 1970

November 1970

Mo 2 * 1815 Georges Boole. Wirkte in Cork. Begriinder
der mathematischen Logik (f 8. 12. 1869)

Di 3 t 1918 Alexander Michailowitsch Ljapunow
Wirkte in Charkow und Petersburg.
Richtungweisende Arbeiten zur Theorie der
Differentialgleichungen. (* 6. 6. 1857)

Mi 4

Do S

Fr 6

Sa 7
* 1868 Felix Hausdorff. Wirkte hauptsﬁcﬁlich in
Bonn. Grundlegende Arbeiten zur Mengenlehre
und Topologie (} 26. 1. 1942) .

Mo 9

Di 10

Mi 11

DO 12 1 1944 Georg David BirkhofT (* 21. 3. 1884)

Fr 13

Sa 14 t 1716 Gottfried Wilhelm Leibniz (* 1. 7. 1646)
+ 1630 Johannes Kepler. Astronom
und Mathematiker (* 27. 12. 1571)

MO 16 * 1717 Jean Lerond d’Alembert (1 1783)

Di 17 * 1790 August Ferdinand Mébius ( 26. 9. 1868)

Mi 18

DO 19 1 1959 Alexander Jakowlewitsch Chintschin.
Siehe alpha, Heft 5/67. (* 19. 7. 1894)

Fr 20 T 1856 Wolfgang Bolyai. Siehe alpha,
Heft 3/70 (* 9. 2. 1775)

Sa 21

Mo 23

Di 24

Mi 25 Kreisolympiade Mathematik

Do 26

Fr 27

Sa 28
+ 1953 Ernst William Barnes.
Wirkte in Cambridge. (* 1. 4. 1874)

Mo 30
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Di 1 * 1792 Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski
(1 4. 2. 1856)

Mi 2

DO 3 + Francesko Bonaventura Cavalieri.
[talienischer Mathematiker (geb. um 1598)

Fr 4

Sa 5

MO 7 * 1823 Leopold Kronecker. Wirkte in Berlin.
Fundamentale Arbeiten auf den Gebieten
der Algebra und Zahlentheorie (+ 29. 12. 1891)

Di 8 T 1869 Georges Boole (* 2. 11. 1815)
1 1894 Pafnuti Levowitsch Tschebyscheff.
Wirkte in Moskau und Petersburg. Begriinder
und bedeutender Vertreter der Petersburger
mathematischen Schule (* 16. 5. 1821)

Mi 9

DO 10 * 1804 Carl Gustav Jakob Jacobi ( 18. 2. 1851)

Fr 11

Sa 12
t 1603 Frangois Vieta. Franzdsischer
Mathematiker und Jurist. (* 1540)
+ 1921 Max Noether (* 24. 9. 1844)

Mo 14

Di 15 * 1802 Johann Bolyai. Siehe alpha Heft 3/70.
(t17. 1. 1860)

Mi 16

DO 17 * 1842 Sophus Lie (T 18. 2. 1899)

Fl- 18 * 1848 Bernard Bolzano (* 5. 10. 1781)

Sa 19 Beginn der Weihnachtsferien

Mo 21

Di 22 * 1859 Otto Hélder (T 29. 8. 1937)
* 1819 Ossian Bonnet (T 26. 6. 1892)

Mi 23

DO 24 * 1822 Charles Hermite. Wirkte in Paris.
Bed. und vielseitige Arbeiten zur
Arithmetik, Algebra, Analysis. (1 14. 1. 1902)

Fr 25

Sa 26 * 1792 Charles Babbage (t 18. 10. 1871)
* 1591 Johannes Kepler (1 15. 11. 1630)

MO 28 * 1903 John von Neumann (f 6. 2. 1957)

Di 29 t 1891 Leopold Kronecker (* 7. 11. 1823)

Mi 30

Do 31
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Ich wiinsche den jungen Lesern von ,,alpha‘’ viel

Erfolg bei ihren mathematischen Studien.

ALFRED RENYI * 1921, 1 1970
Dialoge
ilber Mathematik

1967, 123 S., Broschur, 9,60 M

Briefe iiber
die Wahrscheinlichkeit

1969, 107 S., Broschur, 7,80 M

(Fiir beide Titel: Vertrieb nur in der DDR
und den anderen sozialistischen Staaten
mit Ausnahme der VR Ungarn gestattet.)

VEB DEUTSCHER
VERLAG DER WISSENSCHAFTEN .

Im 49. Lebensjahr, mitten in seiner vollen
Schaffenskraft, wurde A. Rényi durch eine schwere
Krankheit aus unserer Mitte gerissen. Sein Tod
wird von Wissenschaftlern ebenso wie von den
fiir den Mathematikunterricht interessierten
Erwachsenen und Schiilern betrauert. A. R. war
Mitglied der Ungarischen Akademie der
Wissenschaften, der Mathematischen Gesellschaft
der VR Ungarn und Professor an der Universitit
Budapest, von mehr als zehn mathematischen
Zeitschriften Chefredakteur oder Redakteur.
Unter seiner duBerst vielseitigen mathematischen
Tatigkeit wire die Griindung und Férderung der
ungarischen wahrscheinlichkeitstheoretischen Schule
an erster Stelle zu nennen. Obgleich er von Anfang an
in der Oberstufe der Universitdt unterrichtete —
bereits im Alter von 28 Jahren war er
Hochschullehrer — widmete er auch der Schule seine
Aufmerksamkeit. Er begniigte sich nicht damit,
die Mathematiker und die zukiinftigen Mathematiker
zu lehren, sondern er verstand auch ausgezeichnet
durch Vortrage oder seine populdarwissenschaftliche
Literatur, die Schonheit und Niitzlichkeit der
Mathematik denen zu zeigen, die sie nicht als Beruf
gewidhlt haben. A Rényi war der erste ausldndische
Wissenschaftler, der mit alpha kurz nach ihrer
Griindung in Verbindung trat. Wir schitzten
besonders an ihm: seinen unerschiitterlichen
Optimismus, seine beschwingte Phantasie und
seine stete Hilfsbereitschaft.

Redaktion alpha

VLV Spremberg Ag 310 69 DDR 2761
12006 986

POSTKARTE

Gebihren-
freil

Postamt

Sofort an den zustandigen
Postzeitungsvertrieb weiterleiten.




Leser schreiben an alpha

Seit iiber einem Jahr lese ich nun schon die
Zeitschrift alpha. Ich beieilige mich seit Sep-
tember 1969 am Wettbewerb. Ich finde diese
Art des Wettbewerbs einfach Klasse. .
Schiiler Wolfram Eid, Zeitz

Beim Riicklauf der St68e von Antwortkarten
im September 1969 wurde unser langjihriger
und erfolgreicher Wettbewerbsteilnehmer
Ehrenfried Zech, Bautzen, versehentlich in
Klassenstufe 6, statt in Klassenstufe 7 ein-
gereiht. Bernd Kutnik, Teterow, mahm in
Klasse 8 am alpha-Wettbewerb teil, wurde
aber nicht unter den Preistrigern, zu denen er
durch seine Leistung gehort, in Heft 5/69
genannt. Er erhielt nachtriglich eine Buch-
primie. Redaktion alpha

Die Teilnahme am alpha-Wettbewerb und
das Losen weiterer Aufgaben hat dazu bei-
getragen, daB-ich in diesem Schuljahr bei
der Kreisolympiade den 1. Platz erreichte
und bei der Bezirksolympiade mit einem
3. Preis ausgezeichnet wurde.

Angela Rohrbeck, Franzburg ( Bez. Rostock)

Ich bin ecifriger Teilnehmer am alpha-Wett-
bewerb. Das Losen dieser Aufgaben macht
mir sehr viel SpaB. Mir helfen diese Aufgaben
auch im Mathematikunterricht weiter.
Sigrid Wegener, Ziesar

Durch ein Leserforum des Chefredakteurs
von alpha wurde ich angeregt, Aufgaben fiir
den alpha-Wettbewerb zusammenzustellen
und iibersende sie hiermit.

Harald Loose, Potsdam- Babelsberg

Ich finde die Schiilerzeitschrift sehr inter-
essant. Besondere Freude macht mir das

Losen verschiedener Auféaben. Da sie oft
iber den im Unterricht behandelten Stoff
hinausgehen, regt mich alpha zum Studium
anderer Biicher und Zeitschriften an. Seit ich
die alpha habe, interessiere ich mich verstirkt
fiir die Mathematik.

Schiiler C. Kempfe, Berlin

Im Miirz 1970 bestand unsere Arbeitsgemein-
schaft Mathematik drei Jahre. Ich begann
mit 5 Schilern. Im Laufe der Zeit wurden es
zwei Arbeitsgemeinschaften. Im Zirkel II
habe ich auch talentierte Schiiler des 4. bzw.
3. Schuljahres. Die Besten nehmen schon am
alpha-Wettbewerb teil.
Arbeitsgemeinschaftsleiter
Hannelore Jurack, Burkau

In diesem Jahr ist die Zahl der alpha-Abon-
nenten in der Klasse 5b der Peter-Goéring-
Oberschule Lucka (Kreis Altenburg) um
fiinf gestiegen. Bei der Zeugnisausgabe im
Februar wurden fiinf Schiller mit einem
alpha-Jahresabonnement durch die Paten-
brigade ausgezeichnet.

AG-Leiter K.-H. Gentzsch

Ich kann Thnen verraten, daB das Erscheinen

von alpha stets die ganze Familie auf den

Plan ruft ... . Im iibrigen sind alle Beitrage

der Zeitschrift auch fiir ,,Nichtmathema-
tiker* sehr interessant.

Erika Rahnefeld, Karl-Marx-Stadt

(als Mutter der Tochter Birbel)

... SpaB macht mir auch das Losen der
alpha-Wettbewerbsaufgaben. ... Leider muB-
te ich schon zweimal erfahren, daB ich eine
Aufgabe falsch gelost habe. Trotzdem lasse
ich mich nicht entmutigen und 16se fleiBig
weiter. Auch versuche ich mich an Aufgaben
hoherer Klassenstufen, oft mit Erfolg. Auf
Ihr ,,Inserat* in 1/70 — Mitarbeiter gesucht —
sende ich zwei Aufgaben.

Roland Borch, Cottbus, K. 8

Ich finde alpha einfach Klasse. Mir macht
das Lésen der Aufgaben sehr viel SpaB. Ich
versuche, jede Aufgabe zu 16sen, auch wenn
sie nicht meiner Klassenstufe entspricht. Ich
habe den Wunsch, spéter einmal Mathe-
matik zu studieren. Deshalb ist es fiir mich
gut, mich mit Problemen zu beschiftigen,
die iiber den Lehrplan des Mathematikunter-
richts hinausgehen.

Udo Braun, Crimmitschau

Bestellschein
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die die Menschheit bis dahin erlebt hatte, eine Zeit,
die Riesen brauchte und Riesen zeugte, Riesen an
Denkkraft, Leidenschaft und Charakter, an Vielseitig-
keit und Gelehrsamkeit*. Einen Eindruck von den
Fortschritten dieser Zeit moge die Gegeniiberstel-
lung zweier Weltkarten aus den Jahren 1470 bzw.
1527 vermitteln. Diese Karten futen auf dem jeweils
jiingsten Forschungsstand der geographischen Wis-
senschaften, und die Jahre ihrer Herausgabe umspan-
nen etwa die Lebenszeit Albrecht Diirers.

Die noch dem Mittelalter zuzurechnende Grund-
konzeption der dlteren Karte ordnete die bis zu dieser
Zeit erkundete Welt in das Innere eines Kreises, des-
sen Mittelpunkt sich mit Jerusalem, dem Ausgangs-
punkt der christlichen Glaubenslehre, deckt. Trotz der
ungewohnten Orientierung (Afrika liegt oben, Europa
unten, Asien links) erkennt man die Konturen der
Mittelmeerldnder, einige Stidte, Fliisse und Gebirge
Europas, den Nil mit seiner Delta-Miindung sowie
das Schwarze und das Rote Meer. Diese in der Zeitzer
Stiftsbibliothek aufbewahrte Karte war urspriinglich
— gemaiB der Vorstellung von der Welt als einer
Scheibe — kreisformig und wurde spiter beim Ein-
passen in einen Atlas links und rechts ein wenig an-
geschnitten.

Die zweite Karte aus der Thiringischen Landes-
bibliothek in Weimar stammt von dem portugiesi-
schen Kartographen Diogo Ribeiro. Thre Entstehung
fiihrt auf politische Motive zuriick. Die bei der Erobe-
rung der Neuen Welt rivalisierenden Spanier und
Portugiesen wollten auch in den neu erworbenen
Gebieten eine klare Grenzziehung herbeifithren. Au-
Berdem beabsichtigte Kaiser Karl V. mit dieser
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Karte vor den Firsten die Weltmacht seines Reiches
zu demonstrieren. Die Kiisten des Atlantik, des Indi-
schen Ozeans, des Mittelmeeres und des Schwarzen
Meeres weisen schon eine weitgehende Ubereinstim-
mung mit neuzeitlichen Darstellungen auf.

In der Zeit zwischen der Entstehung beider Karten
liegen die Entdeckungsfahrten von Christoph Kolum-
bus, Vasco da Gama sowie die Weltumsegelung durch
Magellan. Die Behauptung von der Kugelgestalt
der Erde war nicht mehr eine- Hypothese, sondern
wurde jetzt von seeminnischer Erfahrung gestiitzt.
Karl V. verwies mit Stolz auf die GréBe seines Rei-
ches, in dem die Sonne nicht untergehe.

Die Fortschritte der geographischen Kenntnisse kann
man nicht losgeldst von den Zeiterscheinungen des
Humanismus und der Renaissance betrachten. Durch
das Vordringen der Tiirken im Ostlichen Mittelmeer,
im Donaugebiet, am Schwarzen und Roten Meer
vom 14. bis 16. Jahrhundert waren die eintriglichen
Handelsverbindungen vor allem der Venezianer und
Genuesen nach Indien, China und Japan unterbrochen.
(Byzariz fiel endgiiltig im Jahre 1453 dem erobernden
Sultan Mohammed II in die Hdnde.) Die Suche nach
neuen Wegen zur Wiederherstellung der alten Bezie-
hungen lenkte das Interesse auf die geographische und
kartographische Erfassung bekannter und noch unbe-
kannter Weltteile. Durch die Flucht zahlreicher Ge-
lehrter vor den eindringenden Tiirken aus Byzanz,
Alexandrien und verschiedenen griechischen Stiddten
nach Italien waren viele antike, arabische und griechi-
sche Schriften und Biicher in italienische Bibliotheken
gelangt. Vermittelnd zwischen Siid und Nord trat
u. a. der Humanist und Gelehrte Regiomontanus

(1436—1476) auf. Von seinen Studienreisen brachte

er groBe Mengen schriftlicher Uberlieferungen von
Philosophen und Gelehrten des Altertums vornehm-
lich mit nach Niirnberg. Auch Diirers Meister Michael
Wolgemut betitigte sich als ein Vermittler antiken
Schrifttums und fiihrte von seinen Italienreisen solche
Schitze mit in die Heimat. So wurde das Interesse



fiir den Wissensstand der Antike in breiten Kreisen
neu belebt. Eine kritische und schépferische Ausein-
andersetzung mit dem Weltbild der Antike fithrte
zur Uberwindung vieler das ganze Mittelalter iiber
herrschender Glaubensdogmen. Luthers Thesenan-
schlag an der SchloBkirche zu Wittenberg im Jahre
1517 machte auch die inneren Widerspriiche der
katholischen Glaubenslehre vor aller Welt offenbar.
Das Aufbegehren der Bauern gegen die driickende
Belastung durch die Firsten und den Klerus griff
wie ein Lauffeuer um sich, wurde jedoch von den
Ritter- und Berufsheeren der Fiirsten mit brutaler
Gewalt niedergeschlagen.

An der spontanen Erweiterung des Weltbildes waren
Niirnberger Gelehrte und Kosmographen nicht un-
wesentlich beteiligt (Schoner, Behaim, Stabius, Wer-
ner, Regiomontanus, Pirckheimer u. a. m.). Die Stadt
war zu dieser Zeit eine Hochburg von Kartographen
und ein' Sammelpunkt kosmologischen und karto-
graphischen Wissens. Der Niirnberger Martin Be-
haim nahm 1484 an einer Entdeckungsreise nach
Afrika teil und schuf 1492 den ersten Erdglobus.
Diirer beteiligte sich an der graphischen und kiinst-
lerischen Gestaltung von Kartenwerken des Geo-
graphen Stabius und entwickelte in seiner ,,Under-
weysung* Vorschlige fiir die Ubertragung von Karten
auf Globen.

A

Die weitreichenden Handelsverbindungen Niirnber-
ger Unternehmungen sowie der hohe Entwicklungs-

stand des Handwerks und der Buchdruckerkunst .

trugen zur schneilen Anwendung von Erfindungen
und Verbreitung wissenschaftlicher Kenntnisse bei.
Der Schlosser Peter Henlein stellte um 1510 in seiner
Niirnberger Werkstatt die ersten mit Federantrieb
und Unruh (Drehschwinger) laufenden Uhren (Niirn-
berger Eier) her. Damit schuf er die Grundvoraus-
setzung fiir die Ortsbestimmung von Schiffen bei
lingerer Fahrt auf hoher See.

Die Vorstellung von Niirnberg in der Zeit eines Hans
Sachs und Albrecht Diirer als Stadt biederer oder gar

einfialtiger Handwerker, deren geistiger Horizont
nicht wesentlich iiber die Regeln ihrer Zunft und die
Mauern der Stadt hinausreicht, ist nach diesen iiber-
lieferten Zeugnissen gewiB als ein Trugbild zu werten.
Das von Diirer verfafite Lehrbuch ,,Underweysung™
fand eine schnelle Ausbreitung und erfuhr zehn Jahre
nach seinem Tod von seinen Freunden unter Einar-
beitung vieler nachgelassener Manuskripte eine
zweite Auflage (Formschneider-Auflage). Diirer ver-
einigte in diesem Werk einiges von dem aus der grie-
chischen Antike und von Italien iiberlieferten mathe-
matischen Wissen, verschiedene an mittelalterlichen
Bauhiitten gepflegte Konstruktionsregeln und einen
reichen eigenen Erfahrungsschatz zu einer auf kiinst-
lerische Belange zugeschnittenen Konstruktionslehre.
Diese Leistung allein wiirde es bereits rechtfertigen,
ihn ebenbiirtig neben die groBen Humanisten seiner
Zeit zu stellen,
Im folgenden Heft werden wir auf einige Einzelheiten
von Diirers ,,Underweysung*‘ eingehen, ohne dabei
die groBe Linie und sein kiinstlerisches Schaffen
aus dem Auge zu verlieren. Wir werden sehen, dal3
dieses Werk nicht allein ein mathematisch-kiinst-
lerisches, sondern auch ein sprachliches Dokument
aus der Zeit des Humanismus darstellt.

E. Schrioder

Das Buchhaus Leipzig empfiehit:

Albrecht Diirer. Schriftlicher NachlaB. Herausg. Huber Faensen.

288 S.. mit 55 Abb. und 40 einfarbigen und 8 farbigen Abb. auf Tafeln.
Leinen 22.50 Mark. Union Verlag Berlin

Liidecke, Heinz, Albrecht Diirer, (Kiinstlermonographien.)

Etwa 80 S. Text mit 32 Abb., 40 Farbt. und 64 Schwarzweiflabb.
Format 237 mm x 313 mm, 45— Mark, VEB E. A. Seemann

Der Verlag legt im Hinblick auf das 1971 bevorstehende Diirer-
Jahr einen vollig neugestalteten Diirer-Tafelband vor. Neben den
zahlreichen Reproduktionen, die durch verschiedene Drucktech-
niken dem vielseitigen Werk des bedeutendsten deutschen Renais-
sance-Kiinstlers gerecht werden und manche unbekannte Beson-
derheiten bieten, ist auch der Text entsprechend der reifen Erlah-
rung des bedeutenden Berliner Autors Prof. Dr. Liidecke auf diesem
seinem Spezialgebiet verfaBt.

,sMaler und Werk*“ — Reihe

Jeder Band etwa 2,— Mark, 12 em x 16,5 ¢cm, 32 Seiten mit 15 Abb..
davon 7 farbig, Broschur mii farbigem Kartonumschlag VEB Verlag
der Kunst Dresden

Diese neue popularwissenschaltliche Reihe informiert iber das
Schalfen der bedeutendsten Maler aus Vergangenheit und Gegen-
warl.

Jéahrlich werden vier alte Meister und vier Kiinstler unserer Zeit
vorgestelll.. Eroffnet wird diese Reihe Anfang 1971 mit

Diirer, Velazquez, Cézanne. Lingner, Kretzschmar, Heller. Wo-
macka. .

Diese Reihe wendet sich an Schiiler, Studenten, Kunsterzicher,
Laienschaffende, breiteste kunstinteressierte Kreise

Bestellungen sind unter Angabe des Kennwortes a/pha zu richten an:
Buchhaus Leipzig, 701 Leipzig, PSF 140
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Redaktionskollegium:

Prof. Dr.-Ing. habil. G. Clemens (Leipzig);
Prof. Dr. habil. Lilli Gorke (Berlin); J. Gro-
nitz (Karl-Marx-Stadt); Dr. habil. E. Ha-
meister (Magdeburg); K. Hofmann (Berlin);
Dr. R. Hofmann (Leipzig); Prof. Dr. H. Karl
(Potsdam); Nationalpreistriger H. Kastner
(Leipzig); Oberlehrer K. Kriiger, Verdienter
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Wenn von dem Zeitalter des Humanismus oder der
Renaissance gesprochen wird, so verbindet man
mit diesem fiir die Neuzeit so wichtigen Entwick-
lungsabschnitt nicht unbedingt eine klare Vorstel-
lung.

Gewil konnen wir einige Hauptvertreter dieser
Epoche, wie Petrarca, Reuchlin, Erasmus von Rot-
terdam, Ulrich von Hutten oder Philipp Melanchton
nennen. Ein Bild jenes Lebensgefiihles, das die Hu-
manisten wenigstens zeitweise beherrschte, vermit-
telt der begeisterte Ausruf Ulrich von Huttens (1488
bis 1523): ,,0Oh Jahrhundert! Oh Wissenschaften! Es
ist eine Lust zu leben!"* Der umwilzende Inhalt und
Charakter humanistischer Ideen ist jedoch nur iiber
ein umfassendes Quellen- und Literaturstudium voll
verstindlich, was wiederum vertiefte Sprach- und
Geschichtskenntnisse voraussetzt. Wir wollen ver-
suchen, dem Lebensgefiihl und Gedankengut des
Humanismus ndher zu kommen, indem wir Leben
und Werk eines Menschen betrachten, der dieser
Epoche durch sein kiinstlerisches Schaffen zu einem
einzigartigen, noch in unsere Tage hinein wirkenden
Glanz verholfen hat: Albrecht Diirer.

Der in Daten erfaBbare Lebensweg Diirers ldfit sich
schnell umreiBlen. Albrecht Diirer wurde vor 500 Jah-
ren, am 21. Mai 1471, in Niirnberg als Sohn eines
Goldschmiedes geboren. Zunichst sollte er, wie sein
Vater, das Handwerk eines Goldschmiedes erlernen.
Da er sich jedoch mehr zum Maler berufen fiihlte,
wechselte er 1486 auf eine vierjdhrige Lehrzeit in die
Werkstatt des namhaften Niirnberger Malers Michael

Wolgemut iiber. Die Wanderjahre von 1490 bis 1494
fiihrten thn zu nicht mehr im einzelnen nachweis-
baren Malern, Holzschneidern und Kupferstechern
in Baden, im ElsaB3 und in der Schweiz.

Nach kurzem Zwischenaufenthalt in seiner Heimat-
stadt zog es ihn nach dem Siiden, da er sich von der
italienischen Malerei viele Anregungen fiir sein eigenes
kiinstlerisches Schaffen versprach. Seit 1495 ent-
wickelte er die in seinen Wander- und Reisejahren
aufgenommenen Kenntnisse und Fertigkeiten in sei-
ner kiinstlerischen Arbeit selbstindig und’ schopfe-
risch weiter. Seinen kiihnen fortschrittlichen Ideen
verlieh er mit dem Geschick seiner Hinde als Maler,
Zeichner, Holzschneider, Kupferstecher, Baumeister
und Theoretiker eine die Mit- und Nachwelt zutiefst
beeindruckende Gestalt. Fiir Diirer war die kiinst-
lerische Bewiltigung seiner Aufgaben untrennbar
mit dem mathematischen Erfassen des dsthetisch
Schonen und Harmonischen durch Proportionen,
Konstruktionen und geschickte Kompositionen ver-
knipft.

Auch die Problematik der Abbildung eines rdum-
lichen Objektes auf eine- Ebene nach den Gesetzen
der Perspektive lieB ihn zeitlebens nicht los.

Von 1505 bis 1507 reiste er ein zweites Mal nach
Italien. Einen weiteren Markstein seines Lebens
stellte die Reise von 1520 bis 1521 nach den Nieder-
landen dar. Als gefeierter und allgemein anerkannter
Kinstler empfing er auf dieser Reise hdchste Ehrungen
und durch das Studium der hollindischen Meister
letzte Ausreifung seines Werkes. Der materiellen
Sicherstellung seines Lebens gewiB, wandte sich Diirer
in der Folgezeit einem von ihm schon lange bevor-
zugten Themenkreis zu. Es ging ihm nun um eine
exakte theoretische Fundierung seines kiinstlerischen
Schaffens mit vorzugsweise mathematischen Hilfs-
mitteln. Neben hervorragenden Werken der Malerei
entstanden in diesem letzten Lebensabschnitt die
Manuskripte fiir die Biicher:

1 ,,Underweysung der messung/mit dem zirckel und richtscheyt;
in Linien ebnen und gantzen corporen/durch Albrecht Diirer
zusammen getzoge/und zu nutz alle kunstlieb habenden mit zuge-
horigen figuren im Truck gebrachtjin Jar. MDXXV*

2 ,,Etliche underricht zu befestigung der Stett Schloss und flecken**
3 . Hierin sind begriffen vier biicher von menschlicher Propor-

tion durch Albrechten Diirer von Niirenberg erfunden und beschri-
ben zu nutz allen denen, so zu dieser kunst lieb tragen; MDXXVIII*

Seit seiner Reise in die Niederlande stellten sich bei
Diirer immer haufiger Fieberanfille ein. Noch vor
Ablauf seines.57-sten Lebensjahres starb der Meister
am 6. April 1528, ein reiches, aber nach immer wei-
terer Vollendung dringendes Lebenswerk hinterlas-
send. )

Jene Epoche der Renaissance, deren hochste Bliitezeit
Albrecht Diirer mitgestaltend erlebte, nannte spater
Friedrich Engels ,,die grofite progressive Umwilzung,
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Was ist eine Funktion?

In diesem Auflsatz wird die moderne allge-
mecine Auflassung des Wortes ..Funktion"
erldutert. Der Artikel ist nicht leicht zu lesen:
wiewohl er keinerlei iiber den Rahmen der
Mittelschule hinausgehende Spezialkennt-
nisse voraussetzt, verlangt er doch. da} der
Leser auf jedes Wort achtet. Er rechnet auch
damit. daB der Leser mit den Worten ..Men-
ge” und .Element ¢iner Menge” umgehen
kann.

1. Einfiilhrung

Aul die Frage .Was ist eine Funktion™
erhdlt man von Schiilern haufig zur Ant-
wort: .Eine Funktion kann durch eine
Tabelle. cine graphische Darstellung oder
eine Formel gegeben werden®. Es ist klar,
dall das keine Definition darstellt. Indessen
haben die Schiiler. die sich um die Formu-
lierung einer klaren Definition driicken und
statt dessen sogleich beschreiben. wie Funk-
tionen vorgegeben werden. auch nicht so
ganz unrecht. Die Mathematik kann nicht
von Definitionen ihren Ausgang nehmen.
Formulieren wir ndmlich die Definition eines
gewissen Begriffes. so gebrauchen wir in
dieser Delfinition selbst notgedrungen irgend-
welche andere Begrifle. Solange wir den Sinn
irgendwelcher Begriffe nicht verstehen. kom-
men wir nicht voran und konnen keine ein-
zige Definition in Worte fassen. Daher be-
ginnt die Darstellung einer beliebigen mathe-
matischen Theorie damit. dal} gewisse Grund-
begriffe ohne Definition akzepticrt werden.
Mit ihrer Hilfe lassen sich dann dic weiteren
ahgeleiteten Begriffe genau definieren.

Auf welche Weise machen sich nun die Leute
einander klar. was ihre Auflassung von der
Bedeutung der Grundbegrifie ist? Hierzu
gibt cs kein anderes Verfahren. ais diec Sache
an Beispielen zu erkldren und die charakte-
ristischen Eigenschaften der zu definicrenden
Dinge eingehend zu beschreiben. Diese Be-
schreibungen brauchen in den Einzelhciten
nicht vollig klar und zunidchst auch nicht
erschoplend zu sein. Trotzdem zeichnet sich
hicraus der Sinn des Begrilfs allmihlich
immer deutlicher ab. Auf diese Weise wollen
wir zum Begrifl der Funktion gelangen. den
wir als einen formal undefinierbaren mathe-
matischen Grundbegrill ansehen.
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Teil 1

Es wird zwar im folgenden gesagt werden.
daB eine Funktion nichts andcres als eine
Abbildung einer Menge auf cine andere (des
Definitionsbereichs der Funkticn aufl ihren
Wertevorrat) ist. Das Wort Abbildung er-
scheint hierbei jedoch einfach als Synonym
des Wortes Funktion. Es handelt sich um
zwei Bezeichnungen fiir ein und denselben
Begrill. Die Erklirung eines Wortes durch
ein anderes gleichbedeutendes macht die
Definition des durch sie ausgedriickten Be-
grifls nicht iiberfliissig.

Beispiel |: Wir wollen annehmen. dal} die
Buchstaben . und y reelle Zahlen bezeich-
nen. / sei das Zeichen fir das Ausziehen
der arithmetischen (d. h. mit positivem Vor-
zeichen genommenen) Quadratwurzel. Die
Gleichheit

y=1-x? 1
bedeutet. daBl die Bedingungen
21 y=20. 24ypi=1 2

erfiillt sind.

Die Punkte. deren Koordinaten diesen Be-
dingungen geniigen. bilden einen Halbkreis.
der in Bild | durch eine gestrichelte Linie
dargestellt ist.

Bild 1 veranschaulicht die folgenden Tat-
sachen, die ihr auch auf rein algebraischem
Wege beweisen konnt:

1) Formel (1) gestattet. fiir belicbiges ...
das den Bedingungen

—1sxsl (3)
geniigt. ein ihm entsprechendes v zu berech-
nen. das dic Ungleichungen

0=syv=l (4)
belriedigt;

2) Jedem y. das der Ungleichung (4) geniigt.
entspricht wenigstens ein solches . dem
dieses vorgegebene y nach Formel (1) ent-
spricht.
Man kann sagen. die Formel (1) legt eine
Abbildung der Menge der Zahlen .. die die
Ungleichungen (3) befriedigen. aufl die Menge
der den Ungleichungen (4) geniigenden Zah-
len p fest. Die Mathematiker gebrauchen
zur Bezeichnung von Abbildungen (beson-
ders in letzter Zeit) oft einen Pfeil. Mittels
eines Pleils 1a0t sich die uns interessierende
Abbildung folgendermaBen schreiben:

= JI=42. (5)
Beispielsweise gilt:

RN = I NN [

3 3\ 4 T3
= —(z} ==, 0 J1-0°=1.
- 1-(5) =5 0

Haltet fest: Eine Abbildung ist vollstindig
definiert. wenn _

a) die Menge E vorgegeben ist. die abgebildet
wird.

b) fiir jedes Element x dieser Menge E das
Element v vorgegeben ist. auf das dus Ele-
ment x abgebildet wird.

(6)

Die Menge aller y-Werte wollen wir mit dem
Buchstaben M bezeichnen. Im Beispiel 1 ist
E die Menge aller Zahlen. die der Bedingung
(3) geniigen. M dagegen die Menge der Zah-
len. die die Bedingung (4) befriedigen ).

Beispiel 2: Die Regeln

1) xo /i

2) _\__»{ x, wenn x=0.

—x.wenn x <0,

definieren ein und dieselbe Abbildung

x| x| ¥
der reellen Zahlen v auf thre Betrdge (Abso-
lutwerte) | x| (Bild 2).

*) Eine Menge kann mit einem belicbigen
Buchstaben bezeichnet werden. Hier sind
die Buchstaben E (vom franzésischen Wort
ensemble — Menge) und M (das deutsche
Menge; zufillig beginnt das russische Worl
.mnozestvo™ mit dicsem sclben Buchstaben)
gewihlt, das muB aber nicht so sein: bereits
im folgenden Beispicl bezeichnen wir dic
Menge der recllen Zahlen wie iblich mit
dem Buchstaben R (franzésisch réel — reell,
wirklich).



Durch die Abbildung (7) wird dic Menge
R =(—on, o)
aller reeller Zahlen aufl die Menge
R, =(0, o0)
der nichtnegativen reellen Zahlen abgebildet.
An Stelle des Wortes Abbildung kann man
Funktion sagen und die Abbildung (5) fol-
gendermaBen schreiben:

flo=J1—x%. (8)
die Abbildung (7) dagegen in der Form:
r(=|x|. ©)

Die bei den Formeln (6) aulgezdhlten spe-
ziellen Werte der Funktion (8) schreibt man
dann aul folgende Weise:

r-n=0. (-3)=2 s(3)=%: ro=1.

Der Definitionsbereich der Funktion (9) ist
die Menge R aller reellen Zahlen. Ihr Werte-
vorrat ist die Menge R, der nichtnegativen
reellen Zahlen.

Beispiel 3: Petja. Kolja, Sascha und Wolodja
wohnen in einem Zimmer des Wohnheims.
Im Februar haben sie fiic ihren Dienst
folgende graphisclic Darstellung aulgestellt:

__ Hay«no-nonynapross  usuxo- mamemamusecxuss

ROGUHIN

,»Quant* — eine neue physikalisch-mathema-
tische Schiilerzeitschrift

Ab Januar 1970 erscheint die populdrwissen-
schaftliche physikalisch-mathematische Schii-
lerzeitschrift Quant (Chefredakteur: Akade-
miemitglied . K. Kikoin). Zum Redaktions-
kollegium gehoren die ordentlichen Mitglie-
der der Akademie der Wissenschaften der
UdSSR und der Akademie der Pidago-
gischen Wissenschaften der UdSSR L. A

112131456789 ]|70|H1(12]|13 28
Pelia | B a [ ] [N
Kolja [ | | [ ] .
Sascha B [ [ |
Wolodja B B [ --- |

Die Ahnlichkeit dieser Tabelle mit den euch
aus dem Algebraunterricht in der Schule
bekannten graphischen Darstellungen von
Funktionen springt sogleich in die Augen.
Hat diese Analogie eine exakte logische
Bedeutung? Haben die Jungen hier eine
Abbildung einer Menge auf die¢ andere aufge-
stellt, d. h.. eine gewisse Funktion deliniert?
Und haben sie nicht eine graphische Dar-
stellung dieser Funktion aufgezeichnet? (Ach-
tet aul die Alltagsformulierung .sic haben
eine graphische Darstellung der Dienste auf-
gestellt“!) A. N. Kolmogorow
Ubersetzt und hearbeitet von

Prof. Dr. habil. G. Eisenreich.
Karl-Marx-Universitit Leipzig

In Helt 2/71 (Teil 2) erscheint: Der allge-
meine Begrifl einer Funktion; umkehrbare
Funktion; 20 Aufgaben [liir den Leser. d. Red.

Mitarbeiter gesucht
Wer sendet uns: Aufgaben fiir den alpha-
Wettbewerb (mit Lésungen), Berichte und
Pline itber die Arbeit in den AGs. Beitrige
fir alpha-heiter, lustige Begebenheiten aus
Unterricht und AG?

Redaktion alpha

Arzimowitsch, W. G. Subow. P. L. Kapiza,
W. A. Kirillin, A. N. Kolmogorow. A. L
Markuschewitsch, M. D. Millionschtschikow,
W. A. Fabrikant und andere bekannte Wis-
senschaftler.

Weshalb wurde diese neue Zeitschrift ge-
griindet ?

... Heute durchdringen die exakten Wissen-
schaften alle Kenntnisbereiche. Nicht zufillig
wird an den philosophischen Fakultiten ein
Mathematiklehrgang eingefiihrt ... Doch in
die Wissenschaft muB man schon von Jugend
an eindringen. Die heutigen Schiiler werden
am Ende dieses Jahrhunderts Leiter groBer
Institute sein. Natiirlich darf es den heutigen
Wissenschaftlern nicht gleichgiiltig sein, wer
nach ihnen ithren Platz einnehmen wird.

Welches Grundanliegen hat .Quant*?

Einen bedeutenden Teil des in der Zeit-
schrift enthaltenen Materials mu3 man mit
dem Bleistift in der Hand lesen. In einer
Reihe von Artikeln sollen Fragen der mo-
dernen Physik und Mathematik behandelt
werden. In  den mehreren Nummern
werden Artikel zu finden sein, deren Titel
mit den Uberschriften von Abschnitten der
Schullehrbiicher iibereinstimmen. Sie ent-
halten bedeutendes Zusatzmaterial und be-

Kypran 1970

Axademun

‘nayx CCCP
u

Axademuu nedaroruvecxux

nayx CCCP

reichern so die Lehrbuchabschnitte mit neuen
Angaben. Man bezeichnet diese Sparte mit:
.Eine neue Art von Lehrmaterialien™. In der
Zeitschrift werden die Schiiler auch inter-
essante Mitteilungen aus der Geschichte der
Wissenschaft finden. Den jungen Lesern soll
die Liebe zum Experimentiecren anerzogen
werden. Die Rubrik .Experimentelle Tech-
nik" wird vorschlagen, eine Reihe von Ver-
suchen bei sich zu Hause oder im Schul-
laboratorium durchzufithren. Die Rubrik
..Bibliographie* wird Lektiire-Hinweise ge-
ben. Es ist zu hoffen, daB Quant auch fiir die
Hochschulbewerber zum aktiven Hilfsmit-
tel wird. Die Schiiler werden in dieser Zeit-
schrift immer Mathematik- und Physikauf-
gaben [inden und natiirlich auch solche
Dinge wie lustige Anekdoten und Kurz-
informationen.

Die Zeitschrift ist {ur Schiiler der 8. bis 10.
Klassen gedacht. Fiir die Zukunft ist auch
die Reservierung einiger spezieller Seiten fir
Schiiler der 5. bis 7. Klassen geplant.

Aus Heft 1/70: Prof. S. Somorchinski er-
6ffnet mit dem Artikel: ., Die Erzihlung iiber
Quant*. Akademiemitglied Kolmogorow
schlagt den dlteren Schiilern die Lektiire der
Ausfihrungen . Was ist eine Funktion?* vor.
Uber die Quantenelektronik informieren das
Akademiemitglied Pochorov und der Kan-
didat der mathematisch-physikalischen Wis-
senschalten Karlow die jungen Leser.

Aus Heft 2/70: Akademiemitglied Kolmo-
gorow behandelt den Begrill der Funktion
und des Graphen einer Funktion von moder-
nen Standpunkt aus und erldutert seine
Ausfihrungen durch schéne lIllustrationen.
Er geht dabei auch aufl geometrische Abbil-
dungen und Vektoren ein. (14 Aufgaben
sind beigefiigt.) alpha iibernimmt die beiden
Artikel iber Funktionen. Weitere Themen
sind u.a.: .Laser*; .Geometrische Unglei-
chungen®; .Wie wurde das Atom gewogen”"
In Heft 2/70 wurde eine GruBadresse der
Schiilerzeitschrift alpha veréflentlicht und
cine kurze Einschitzung unserer Zcitschrilt
beigeliigt.
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Aus dem Mathematikunterricht der Klasse 7
sind uns die Begriffe Gleichung sowie zur
Gleichung gehorige Grundmenge und Lo-
sungsmenge geldulig. Einige Beispiele von
Gleichungen, bei denen die Variable x eine
beliebige Zahl der jeweils angcgebenen
Grundmenge ist. seien mit ihren Losungs-
mengen angegeben:

Bei den Beispielen 1. 2. 6 und 7 sowie 3 und 4
wird jeweils die gleiche Gleichung betrachtet.
Jedoch sind die zugehorigen Grundmengen
andere. So sind die Grundmengen bei den
Beispielen 2 und 4 gegeniiber den Beispielen |
und 3 eingeengt. Wihrend in den Beispielen
3 und 4 die gleiche Losungsmenge aulftritt.
ist die Losungsmenge im Beispiel 2 eine echte
Untermenge** der Losungsmenge im Bei-
spiel 1: Die Loésungsmenge aus Beispiel 2
ist die Durchschnittsmenge** der Losungs-
menge aus Beispiel ! mit der Grundmenge
aus Beispiel 2. Allgemein gilt:

Lehrsatz 1: Besitzt die Gleichung / (x)=g¢g(x)
in bezug auf die Grundmenge G die Losungs-
menge L und in bezug aul die Grundmenge G,
mit G, =G die Losungsmenge L., so gilt
L,=LnG,.

Unseren Beispielen 1. 6 und 7 liegt ebenfalls
dic gleiche Gleichung zugrunde. jedoch ist

* Dieser Beitrag ist eine Fortsetzung von
.Uber Funktionsgleichungen mit absoluten
Betridgen™ aus alpha 6/69.

** (Uber die Begriffe Untermcnge. Ober-
menge. Durchschnitts- und Vereinigungs-
menge sowie die zugehdrigen Symbole orien-
ticren wir uns in den Beitragen .Mit Mcngen
[dngt es an™ aus alpha 1, 2 und 3/1967
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hier die Vereinigungsmenge** der Grund-
mengen aus den Beispielen 6 und 7 gleich der
Grundmenge aus Beispiel 1. Wir ersehen aus
der Tabelle, daB der gleiche Zusammenhang
zwischen den LGsungsmengen besteht:

{25} u{—25} = {-25; 2.5). Auch dieser
Sachverhalt ist allgemeingiiltig:

Lehrsatz 2 : Besitzt die Gleichung f (x)=g(x)

in bezug aul die Grundmenge G, die L&-
sungsmenge L, und in bezug auf die Grund-
menge G, die Losungsmenge L,, so besitzt
f(x)=g(x) in bezug auf die Grundmenge
G=G,uG, die Losungsmenge L=L,UL,.
Auch zwischen unserem 3. Beispiel mit der
Gleichung |x|=x—2 und dem 8. Beispiel
mit der Gleichung x?=x%—-4x44. zu denen
jeweils die gleiche Grundmenge. namlich die
Menge der reellen Zahlen gehort. besteht
ein Zusammenhang: Die zuletzt angegebene
Gleichung ist fir jede reelle Zahl x eine
Folgerung der ersten. Denn aus | x|=x-2
folgt durch Quadrieren beider Seiten [ir jede
reelle Zahl x: |x|*=(x—2)%. Unter Benut-
zung einer binomischen Formel*** und mit-
tels | x|* = x2 folgt schlieBlich x? =x*—4x+4.
Die Lésungsmengen in unserem 3. und 8. Bei-
spiel stehen in der Bezichung @< {1}. Auch
hier gilt allgemein:

Lehrsatz 3: Folgt fir alle reeilen Zahlen
xeG die Gleichung f,(x)=g,(x) aus der
Gleichung f(x)=g(x). so ist die Losungs-
menge L, der Gleichung f, (x)=g,(x) in
bezug aul G eine Obermenge** der Losungs-
menge L von f(x)=g(x) in bezug aul G:
L2L.

*¥* Fiir beliebige reclle Zahlen « und b gilt
(@a+bl=a?+2ab+b*.

Eine einfache Folgerung aus Lehrsatz 5 seci
angegeben: .
Lehrsatz 4: Folgt fir alle reellen Zahlen
3G die Gleichung f, (x)=g,(x) aus der
Gleichung f(x)=g(x) und umgekehrt, so
haben die Gleichungen f, (x)=g,(x) und
f(x)=g(x) in bezug auf G die gleiche Lo-
sungsmenge.

Wir arbeiten gemeinsam: Es sind alle Zahlen
zu bestimmen, die einer gegebenen Menge G
angehéren und gleichzeitig einer gegebenen
Gleichung gentigen.

A Aufgabe: Bestimme alle reellen Zahlen.
die der Gleichung | x—2|—2x=35 geniigen!
Zunichst soll diese Aufgabe rechnerisch
gelost werden: Aus |x—2|-2x=5 folgt
nach einer bekannten Umlormungsregel fiir
Gleichungen fiir jede reelle Zahl x:
I [x—2|=2x+5

Um das storende Betragszeichen vermeiden
zu konnen. unterscheiden wir die Fille
x22 und x<2 (Diese Bedingungen sind
dquivalent mit x—220 bzw. x—2<0):

1. Fall: x22 2. Fall: x<2

Laut Definition des absoluten Betrages gilt:

I |[x—2|=x-2 |x-2|=—-(x-2)
=—x+2.

Durch Einsetzen von Il in I und durch
anschlieBendes Umlformen nach bekannten
Umformungsregeln fur Gleichungen folgt
schrittweise:

x—2=2x+5 |-x—5
.\'=—_7
—x+2=2x+5 [ +x—5
3x=-3 [:3
x=-1

Mit den angegebenen SchluBketten ist auf
Grund der Lehrsdtze 2 und 3 die folgende
Aussage bewiesen: Als Losungen der gegebe-
nen Gleichung kommen nur die Zahlen ~7
und —1 in Frage. Da durch einen solchen
AufldsungsprozeB laut Satz 3 im allgemeinen
nur eine Obermenge der gesuchten Lsungs-
menge L gelunden wird. d. h. es gilt
Lg{—7; —1}. ist noch [iir beide als Lésung
in Frage kommenden Zahlen die Probe zu
machen:

Probe fir x=-—7:
Linke Seite: | —7-2|-2:(=7)=23;
Rechte Seite: 5 Vergleich: 2345

Probe llir x=-—1:
Linke Seite: | —1-2|-2-(=1)=5;
Rechte Seite: 5 Vergleich: 5=5.

Tatséchlich scheidet durch die Probe eine
der beiden als Losung in Frage kommenden
Zahlen aus: —1 ist die einzige Losung dieser
Gleichung. Dafir kann man auch sagen:
Die Losungsmenge dieser Gleichung ist
L=!—1}. Kann bei dieser Aufgabe aul die
Probe verzichtet werden? Im ersten Fall
x22 kann die Zahl —7. die hier als cine



Losung in Frage kommt. sehr einfach aus-
geschieden werden: Da x= —7 die Zusatz-
annahme x=2 nicht erfiillt. besitzt die
gegebene Gleichung keine der Bedingung
x22 geniigende reelle Zahl als Losung.
Auch im zweiten Fall x <2 kénnte man laut
Satz 4 dadurch aul die Probe verzichten. daB
man sich iiberlegt. daB alle Schliisse. durch
die aus |x—2|-2x=5 die Beziehung
x=—1 gefolgert wurde. umkehrbar sind.
(Im ersten Falle x <2 sind die entsprechenden
Schliissc nicht umkehrbar. hier kann aus
x=—7 nicht |x—2|—2x=5 gefolgert wer-
den.)

Nun wenden wir uns der zeichnerischen
Losung der gegebenen Gleichung

| x—2|—2x=5 zu. Betrachten wir zunichst
die durch die Gleichungen y=|x—2|-2x
und y=35 fir alle reellen Zahlen x erkldrten
Funktionen. Wir zeichnen deren kartesische
Bilder: Die Losungsmenge der gegebenen
Gleichung enthilt genau die Abszissen aller
gemeinsamen Punkte beider kartesischen
Bilder (siehe Bild 1).

Bild 1

Da unsere Gleichung |x—2|—2x=5 mit
| x—2|=2x+5 dquivalent ist (Weil jede
beider Gleichungen aus der anderen [olgt.
besitzen beide laut Satz 4 die gleiche Lésungs-
menge und heiBen deshalb dquivalent.). kann
die gesuchte Losungsmenge auch bestimmt
werden durch das Zeichnen der kartesischen
Bilder von y=|x—2| und y=2x+5 und
anschlieBendes Ablesen der Abszissen ihrer
gemeinsamen Punkte (siche Bild 2):

VoA Y |

Bild 2

A Aufgabe: Bestimme a) alle reellen Zahlen
und b) alle ganzen Zahlen x. die der Glei-

chung | x |+% [x-3 |—%.\'—%=0 geniigen!

Alle der Bedingung 0<x<3 geniigenden
reellen Zahlen sind LSsungen.

Losung von b): GemidB Lehrsatz | besteht
die jetzt gesuchte Losungsmenge aus allen
der Bedingung 0=<x<3 geniigenden ganzen
Zahlen. Es gilt also jetzt: L={0; 1;2;3}.

Rechnerische Losung zu a):

Aus |x|+%|x—3|—%x—%=0 folgt im ...

Zeichnerische Losung von a):

Die Losungen der gegebenen Gleichung sind
die Abszissen der simtlichen gemeinsamen
Punkte der kartesischen Bilder von-

1 1 3
- Zx—3|—2x—2 =
y |x|+2|x | 5* 2und y=0
(Bild 3):

Bild 3

Wir arbeiten selbstindig:
A Auflgabe (Klasse 8): Bestimme a) alle
reellen Zahlen und b) alle ganzen Zahlen. die

der Gleichung 2|x+3 |+%+2=0 geniigen!

A Aufgabe (Klasse 9): Bestimme a) alle
reellen Zahlen und b) alle ganzen Zahlen. die
der Gleichung 2|x|—|x—-3| —x—-3=0
geniigen!

W. Triiger

Mit groBer Freude empfing die Redaktion
alpha zwei Hefte der mathematischen Schii-
lerzeitschrift .Jugend und Mathematik*, her-
ausgegeben von der Mathematischen Gesell-

-schaft der Demokratischen Republik Viet-
nam. Wir griiBen unsere vietnamesischen
Freunde. alpha wird ausfiihrlich iiber ..Jugend
und Mathematik" berichten.
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Relationen
Teil 1

1. Uberall Beziehungen

Fritz sagte neulich zu seinen Mitschiilern
und briistete sich dabei:

,Ich habe gute Bezichungen zu meinem
groBen Freund Peter*! Seine Mitschiiler
waren neugierig und forderten Fritz auf,
diese Beziehungen naher zu erldutern. Dar-
aufhin antwortete er prahlerisch:

.Ich bin Freund von Peter** und

,.Ich bekomme oft Bastelmaterial

von Peter** und

..Peter verieidigi mich **, denn

.Peter ist stdrker als ich** und

.Peter ist grofier als ich** und auBerdem
wiBt ihr,

..Peter und ich wohnen in demselben Haus*.

S

-

Wir sehen, daB die Beziehungen zwischen
Fritz und Peter vielseitig sind. Peter und
Fritz gehoren durch diese Beziehungen in
gewisser Weise zusammen. Diejenigen Satz-
teile, die diese Beziehungen ausdriicken, sind
in Schrigschrift gedruckt.

Merke dir: Wenn wir von Beziehungen zwi-
schen Menschen sprechen, so meinen wir
stets mindestens zwei Menschen, die in die-
ser Bezichung zueinander stehen.

In der Mathematik gibt es ebenfalls eine Fiille
von Bezichungen. Thr kennt manche sogar
seit der ersten Klasse. Allerdings sind es
nicht Beziehungen zwischen Menschen, son-
dern Beziehungen zwischen mathematischen
Objekten, also etwa zwischen Zahlen oder
zwischen geometrischen Figuren. Einige Bei-

spiele sind:z<3

.2 ist kleiner als 3**

,\0 ist Vorganger von 1*

3 ist ein Teiler von 10
g Steht senkrecht auf h,*
»hy verlduft parallel zu h,'
,,25 ist das Quadrat von 5**

‘
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h,
hy

Die schriaggedruckten Satzteile driicken wie-
derum die entsprechende Beziehung aus. Sie
stehen meist zwischen den beiden in Bezie-
hung stehenden Objekten.

Fiir einige dieser Beziehungen benutzt man
in der Mathematik bestimmte Zeichen, z. B.
2<3, 5|10, g LAy, hy||h,;. Man ersetzt also
z. B. ,.ist kleiner als* durch das Zeichen ,, <*
und schreibt entsprechend die kleinere der
beiden in dieser Beziechung stehenden Zah-
len davor, die groBere dahinter.

Wird die Beziehung ..ist kleiner als* z. B.
durch den Buchstaben K ersetzt, so kdnnte
man {iir 2 < 3 auch schreiben 2K 3, d. h. 2 und
3 stehen in der Beziehung K : ..ist kleiner als*.
Wir wollen im folgenden Beziehungen oft
durch groBle Buchstaben ersetzen, und zwar
vornchmlich durch R oder R, oder R,
usw. Damit ersparen wir uns lange Schreib-
arbeiten. Diese Abkiirzungen sind auch in
der Mathematik iiblich. Der Buchstabe ,,R*
kommt von dem Wort ,,Relation*” (deutsch:
Beziehung). Man spricht in der Mathematik
nicht von Beziehungen, sondern von Rela-
tionen. Und nun verstehst du auch die Uber-
schrift!

Aus den mathematischen Beispielen erken-
nen wir wieder, daB jeweils zwei Zahlen oder
geometrische Gebilde in einer bestimmten
Beziehung miteinander stehen. Wiirden wir
eine der beiden Zahlen oder Figuren weg-
lassen, entstiinde ein unvollstindiger Salz.
Wenn wir nur sagen: ,.5 ist ein Teiler',
so [ragen wir sofort: ,,Wovon?*. Schau dir
daraufhin die zuerst genannten Sitze noch
einmal an! Da spiirst du bei einigen deut-
lich, daB diese erst Sinn haben, wenn auller
Fritz noch eine Person genannt wird. In
unserem Falle ist es Peter.

Beim Suchen von Beziehungen in der Um-
gangssprache wirst du merken, dafl oft
Beziehungen in obiger Weise unvolistindig
formuliert werden. Wenn man z. B. {ber
das Wetter spricht, so sagt man oft: , Heute
ist das Wetter viel schéner. Eigentlich

miilte man fortfahren: .,...als gestern™
oder ,,...als vorige Woche". Aber der
andere weiB meistens, was gemeint ist. Diese
unvollstindige Sprechweise im tiglichen
Sprachgebrauch kommt sehr hdufig vor
bei Benutzung des Komparativs (der Stei-
gerungs- oder Vergleichsform), obgleich es
sich in jedem Falle um eine Beziehung han-

delt (,.ist groBer als*, .,ist hoher als*, ..ist
schwieriger als*, ...).

Aufgaben:

» | m Suche selbst Beziehungen aus der

Mathematik und aus dem tiglichen Leben
und bilde je ein Beispiel!

m 2 = Erginze folgende Beziehungen so.
daB ein sinnvoller und vollstindiger Satz
entsteht, der eine richtige Aussage darstellt!
a) Beziehungen aus dem téglichen Leben:
wohnt in derselben Strale wie
geht in dieselbe Klasse wie
-———ist dlter als ———.

ist jiinger als -
ist Schwester von
——— ist befreundet mit
b) mathematische Beziehungen:
steht senkrecht auf
hat dieselbe Richtung wie
ist ein Teiler von
ist ein Vielfaches von
ist groBer als -——.
— ist kleiner als
———— ist Vorgidnger von ———,
ist Nachfolger von ——.
-ist gleich ——.

9

g, %
9 9

2. Grundmenge

Wenn du zu einer gegebenen Beziehung
weitere in dieser Beziehung stchende Ele-
mente suchst, dann wihlst du sicher . pas-
sende Elemente aus, d. h. der entstehende
Satz muB sinnvoll und richtig sein. Du wirst
also nicht sagen: ,.8 ist parallel zu 3", denn
die Parallelitit ist nicht fiir Zahlen erklirt.
sondern [iir Geraden oder Ebenen. Du wirst
auch nicht sagen: ,24 ist Vorgianger von
2,5, denn 2,5 ist eine rationale Zahl, und
diese hat keinen Vorginger. Die .Vorgin-
ger-Bezichung' ist z. B. [ir natiirliche Zah-
len erklart.

Merke dir: Eine Beziehung ist stets in einer
bestimmten Menge erklidrt und auBlerhalb
dieser eventuell sinnlos. Wir wollen diese
Menge jeweils Grundmenge der Beziehung
nennen.*



Wenn du von einer bestimmten Beziehung
sprichst, muBt du also zunéichst ihre Grund-
menge angeben, d. h., du muBt sagen, wel-
cher Menge die in Beziechung stehenden
Elemente angehdren sollen. Die aus dem
Mathematikunterricht her bekannie Bezie-
hung ,steht senkrecht auf* hat im allge-
meinen als Grundmenge eine Menge von
Geraden. Sie kann auch als Grundmenge
eine Menge von Ebenen oder eine Menge
von Geraden und Ebenen haben.

Fir die ,,Kleiner-als-Beziehung* kann man
ebenfalls verschiedene Mengen als Grund-
mengen wihlen: entweder die Menge der
natiirlichen Zahlen oder die Menge der
gebrochenen Zahlen oder die Menge der
rationalen Zahlen oder die Menge der reel-
len Zahlen (bzw. eine geeignete Teilmenge).
denn in all diesen Zahlbereichen ist eine
,,Kleiner-als-Bezichung' definiert. Sie be-
schreibt die Ordnung der Zahlen im ent-
sprechenden Zahlbereich, daher nennen wir
sie ,,Ordnungsbeziehung** oder ,,Ordnungs-
relation**. Welche Besonderheiten eine solche
Beziehung hat, werden wif spéter unter-
suchen. Wir wollen noch einmal auf die auf
Seite 128 bereits benutzte vereinfachte kurze
Schreibweise fiir Bezichungen hinweisen, da
sie im folgenden oft verwendet wird. Wenn
die ,Kleiner-als-Beziehung“ durch K abge-
kiirzt werden soll, so bedeutet ,aKb“: ,.a ist
kleiner als b“. (a und b stehen fiir Elemente
der Grundmenge der Beziechung K.)

3. Geordnete Paare

Beziehungen konnen also bestehen zwischen
zwei Menschen oder Zahlen oder Dreiecken,
also zwischen zwei Elementen einer entspre-
chenden Grundmenge.

[2:3]+[3:2]

Merke dir.: Die beiden in Beziehung stehen-
den Elemente bilden ein geordnetes Paar.

Es ist nicht unbekannt, daB zwe/ zusammen-
gehorige Dinge ein Paar bilden (Ehepaar,
Liebespaar, Paar Schube usw.). Aber warum
bilden zwei in Beziehung stehende Elemente
ein geordneies Paar?

Bei einem geordneten Paar miissen wir ein
erstes und ein zweites Element unterschei-
den. Wenn wir das Beispiel ,.2 ist kleiner
als 3** betrachten. dann bilden 2 und 3 das
geordnete Paar [2; 3]**. Das Paar [2; ]3]

ist zu unterscheiden von dem Paar [3; 2],
denn firr das letztgenannte Paar trifft die
,,Kleiner-als-Beziehung** nicht zu. ,,3 ist
kleiner als 2* ist eine falsche Aussage. Dieses
geordnete Paar gehért zu einer anderen
Beziehung, ndmlich zu ,,ist groBer als™.
Es ist also nicht gleichgiiltig, in welcher
Reihenfolge du zwei Elemente einer Menge
in eine Beziehung einsetzt. Sollte fir die
Beziehung ein Zeichen existieren, ist also
nicht gleichgiiltig, welches der beiden in
dieser Beziehung stehende Element vor dem
Zeichen und welches hinter dem Zeichen
steht (z. B. gilt 2 <3 aber nicht 3 <2).

Wenn du die Beispiele am Anfang aufmerk-
sam anschaust, wirst du allerdings Bezie-
hungen finden, bei denen die Vertauschung
der beiden in Beziehung stehenden Elemente
keine falsche Aussage ergibt. Du kannst
sagen: ,,Fritz ist Freund von Peter* und
,,Peter ist Freund von Fritz**. Beide Sitze
sind richtig. Ebenso kannst du sagen: ,,Peter
wohnt im selben Haus wie Fritz'* und auch
,,Fritz wohnt im selben Haus wie Peter™.
Da der erste Satz eine richtige Aussage ist,
ist auch der zweite Satz eine richtige Aussage.
Diese Bezichungen haben also eine besondere
Eigenart, die sie vor anderen auszeichnet.
Dariiber werden wir spiter nachdenken.

Unser nichster Beitrag befaBt sich mit:
Beziehung als Menge von geordneten Paaren

/7).

R. Herrmann

Aufgabe zu Abschnitt 3.

n 3 m a) Gib einige geordnete Paare zu
folgenden Beziehungen an:
" .ist groBer als*

.ist ein Teiler von*

.»ist das Dreifache von*

.ist um 7 kleiner als*

,.ist doppelt so grof} wie**

.,ist das Quadrat von*
b) Entscheide, ob die angegebenen Paare
zu der entsprechenden Beziehung gehdren

oder nicht! Begriinde deine Antwort! (Fithre
die Beispiele entsprechend den Musterbei-
spielen durch!)

Hinweis zu b) : Versucht doch mal zu begriin-
den, warum z. B. ,,5<360" eine wahre Aus-
sage ist, ihr miiBt dabei auf die Definition
der ,,Kleiner-als-Beziehung'* zuriickgehen!
Macht es dhnlich bei den folgenden Aufga-
ben! Wiederholt dazu die Definition der
Beziehungen ,,ist ein Teiler von' bzw. ,.ist
ein Vielfaches von‘!

*  Uber Mengen kannst du dich noch einmal
im Heft 1/4 1967 informieren!

** Man setzt bei geordneten Paaren die
Elemente in eckige Klammern und trennt
sie durch ein Semikolon, damit man nicht
die Dezimalzah! 2,3 liest.

alpha gratuliert

Unser Redaktionsmitglied Dr. habil.
Walsch wurde im Oktober 1970 zum Profes-
sor und als Korrespondierendes Mitglied in
die Akademie der Pidagogischen Wissen-
schaften der DDR berufen.

w.

Beziechung [a; b] ja oder nein Begriindung

,.ist kleiner als* [5; 360] ja .5 <360 ist eine wahre
Aussage

,,ist kleiner als* [360; 5] nein ,,360 <5 ist eine falsche
Aussage

,.ist ein Teiler von* [27;297]

.ist ein Teiler von* [3;561]

,.ist ein Teiler von* [0;5]

,,ist ein Teiler von** [5;0]

,,ist ein Vielfaches von** [280; 70]

.ist ein Vielfaches von* [993; 3]

,,ist ein Vielfaches von* [0;5]

,.ist ein Vielfaches von** [5;0]
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Letzter Einsendetermin 1. Mdrz 1971

5 A 590 Die Schiiler der 6. Klasse einer
Schule spendeten zur ,,Woche der Solidaritat
mit dem vietnamesischen Volk* 44 M. Die
Schiiler der 5. Klasse spendeten 2,50 M we-
niger als die der 6. Klasse. Die Schiiler der
7. Klasse brachten 8,50 M mehr auf als die
der 5. Klasse. Die Schiiler der 8. Klasse
spendeten die Halfte des Betrages, der von
den Klassen 5 und 6 zusammen abgeliefert
wurde. Der Spendenbetrag der Schiiler der
9. Klasse war um 25 Pf groBer als der der
8. Klasse. Die Schiiler der 10. Klasse spen-
deten den gleichen Betrag wie die der 6.
Klasse. Welcher Gesamtbetrag konnte dem

Solidaritatskonto zugefithrt werden?
Karl-Heinz Gentzsch, Mathematiklehrer,
7404 Meuselwitz

5 a 591 Mit welchen natiirlichen Zahlen
miissen die Variablen a, b, c, d belegt werden,
damit wir aus den drei Gleichungen
a-b=18, c¢=a-6undd=2-b
wahre Gleichheitsaussagen erhalten?
Marlies Lattke, Klasse 5, 8601 Rackel

W 5 a 592 In drei Bicherregalen befinden
sich zusammen 120 Biicher. Entnehmen wir
dem ersten Regal zwei Biicher und stellen sie
in das zweite, entnehmen wir danach dem
zweiten Regal drei Biicher und stellen diese
in das dritte Regal, so befinden sich in jedem
Regal gleich viel Biicher. Wie waren die
Biicher zuvor auf die einzelnen Regale ver-
teilt?

WS = 593 Ein Mathematiklehrer stellt er-
freut fest, daB sich gegenwirtig sechs Schiiler
mehr als im vergangenen Jahr am alpha-
Wettbewerb beteiligen. Die Anzahi der Schii-
ler, die gegenwirtig die Wettbewerbsaufga-
ben 18sen, ist gleich der Anzahl der Schiiler,
die sich im vergangenen Jahr nicht am Wett-
bewerb beteiligten. Wieviel der 28 Schiiler
dieser Klasse nehmen gegenwirtig am alpha-

Wettbewerb teil ?
Karl-Heinz Gentzsch,

Mathematiklehrer, 7404 Meuselwitz

*5*594 Drei Schiiler stellen fest, daB
jeder von ihnen genau 2,— M gespart hat.
Die Ersparnis eines jeden besteht aus 5-, 10-,
20- und 50-Pfennigstiicken, von denen jede
Geldstiickart bei jedem Sparer mindestens
einmal, aber nicht hdufiger ‘als dreimal
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vertreten ist. Regine, die das hort, behauptet:
,.Mindestens zwei Schiiler besitzen die gleiche
Anzahl an Geldstiicken." Begriinde Regines
Behauptung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6 A 595 Herr L. wohnt in Leipzig und
arbeitet in Halle (Saale). In Halle kostet eine
Fahrt mit der StraBenbahn 15 Pf, in Leip-
zig dagegen 20 Pf. Wieviel Fahrten mit der
StraBenbahn konnte Herr L. fiir 2,00 M in
Halle und Leipzig unternehmen?

Karl-Heinz Gentzsch

6 A 596 Vor vielen Jahren erzihlte ein
Forscher: ,,Ich legte auf meiner letzten For-

schungsreise 3 040 km zuriick. Davon 3% mal

so viel zu Wasser als zu Pferde und 2% mal

so viel zu FuB als zu Wasser.** Wieviel Kilo-

meter Wegstrecke legte der Forscher zu

FuB, zu Pferde bzw. mit dem Boot zuriick ?
P.

W6 = 597 Monika belegte beim Hans-
Beimler-Wettkampf im LuftgewehrschieBen
den dritten Platz. Die Siegerin, Bdrbel, er-
zielte vier Ringe mehr als Monika und zwei
Ringe mehr als Margit, die auf den zweiten

Platz kam. Monika erreichte g der Anzahl

aller moglichen Ringe. Addiert man die
von diesen drei Madchen erreichten Ring-

zahlen, so erhdlt man das Z%fache der

Anzahl aller moglichen Ringe. Wie grof ist

diese Anzahl? Welche Ringzahlen erzielten
die drei Middchen?

Ulrike Weise, K. 10, SI1I EOS

Friedrich Engels“, Karl-Marx-Stadt

W6 = 598 Fiinf Kugeln, und zwar drei
weiBe und zwei schwarze, werden so an drei
Personen A, B und C verteilt, daB jede dieser
Personen wenigstens eine, jedoch hochstens
zwei Kugeln erhalt. Nach der Verteilung der
Kugeln sagen diese drei Personen folgendes
aus:

A: ,,Ich habe nur Kugeln der gleichen Farbe
in der Hand.*

B: ,Ich erhielt Kugeln mit unterschiedlicher
Farbe.**

C: ,,Ich habe genau zwei Kugeln erhalten.*




Wie wurden die Kugeln verteilt, wenn wir
wissen, daB alle von diesen drei Personen ge-
machten Aussagen falsch sind? T.

*6*599 Das Beispiel P+ PQP - P=RPRP
einer Multiplikation ist zu entschliisseln.
Dabei entspricht jedem Buchstaben eine
Ziller. Gleichen Buchstaben entsprechen glei-
chen, verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern. Ferner sei P40 und R$0. Wie
lautet diese Multiplikationsaufgabe?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

7 a4 600 Von drei von Null und Eins ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen a, b, ¢ sind
die kleinsten gemeinsamen Vielfachen je
zweier dieser Zahlen bekannt:

k(a,b)=12; (lies: das k. g. V. der Zahlen
a und b ist 12)

k(b, c)=108;

k(a, c)=217.

Welche Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen
geniigen diesen Bedingungen? T.

7 a 601 Wieviel dreistellige natiirliche Zah-
len gibt es, die die folgenden vier Bedingun-
gen zugleich erfillen? Sie sollen bei Division
durch

a) 8 den Rest 7, b) 6 den Rest 5,

c) 4 den Rest 5, d) 10 den Rest 1 las-
sen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W7 = 602 Multipliziert man die Summe
von drei natiirlichen Zahlen mit je einer von
ihnen, so erhilt man die Produkte 240, 270
und 390. Um welche Zahlen handelt es sich?

Karl Krause, 4274 Mansfeld

W7 m 603 Das abgebildete Rechteck
ABCD wird durch die Gerade PQ so in

zwei Trapeze zerlegt, daB sich die Flichen-
inhalte 4, und A, der Trapeze APQD und
PBCQ wie 2:3 verhalten. Die Summe der
Strecken AP=x und IE:y ist durch die
Seite 4B—a des Rechtecks ABCD auszu-
driicken. T.

*7*604 Ein rechtwinkliges Dreieck ABC
mit der Hypotenuse 4B besitzt die folgende
Eigenschaft:
Der Mittelpunkt M der Seite AB hat vom
FuBpunkt D der Hohe CD zur Seite AB den
gleichen Abstand wie von der Halbierungs-
linie des Winkels ¥ ABC =f. Es ist die GroBe
der beiden spitzen Winkel des rechtwink-
ligen Dreiecks 4 BC zu ermitteln.

Ing. H. Decker, Kéin

8 A 605 Es sei p eine Primzahl, die groBer

als 3 ist. Es ist zu beweisen, daB dann die
Zahl p? — 1 stets durch 24 teilbar ist.

Sektion Mathematik

der Technischen Universiidt Dresden

8 A 606 Der Kapitin eines Schifles beob-
achtet genau 20° voraus an Steuerbord ein
Leuchtleuer (d. h:, der Strahl von dem Schiff
zu dem rechts von dem Schiff liegenden
Leuchtfeuer bildet mit der Fahrtrichtung
des Schiffes einen Winkel von 20°). Das
Schiff steuert west (fahrt also in genau west-
licher Richtung) und lauft 15 Knoten (15
Seemeilen in einer Stunde). Nach 20 Minu-
ten Fahrt beobachtet der Kapitan das Leucht-
feuer genau 40° voraus an Steuerbord.
Wieviel Seemeilen ist das Schill zur Zeit der
zweiten Beobachtung von dem Leuchtfeuer
entfernt?
Die Antwort ist zu begriinden, und es ist eine
maBstidbliche Zeichnung anzufertigen.
K.-H. Kriiger, Fachlehrer fiir Mathematik,
Wustrow

W 8 m 607 Es sind alle geordneten Paare
von zweistelligen natiirlichen Zahlen anzu-
geben, die die folgenden Eigenschaften ha-
ben.

1. Thre Summe ist gleich dem Quadral einer
natiirlichen Zahl.

2. % der ersten Zahl ist gleich 26—5 der zweiten

Zahl. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W8 = 608 Wie lautet diejenige vierstellige
natiirliche Zahl, die gleich

a*(100 —a°)
ist, wobei a eine von Null verschiedene natiir-

liche Zahl darstellt? -
Ing. H. Decker, Koin

*8*609 Einem Quadrat ABCD sei ein
Kreis & umbeschrieben. Ferner seien iiber
den vier Quadratseiten nach auf3en die Halb-
kreise gezeichnet.

a) Es ist zu entscheiden, ob der Flichen-
inhalt des Quadrats groBer, kleiner oder
gleich der Summe der Flicheninhalte der in
der beigefiigten Abbildung schraffierten
,,Mondsicheln* ist, d. h. der jeweils von
einem Kreisbogen des Kreises & und einem
der Halbkreise begrenzten Flichenstiicke.
b) Diese Summe ist durch die Seitenlinge
a des Quadrats ABCD auszudriicken.

Thomas Feigel,
OS Hirschberg (Saale). KI. 9

9 4610 Ubungsaufgaben
9 4611 siche I'V. Umschlagseite
W9 a6l2 Es isl zu entscheiden, ob die Zahl
gyl 10 5
5-J2 23

eine rationale Zahl ist oder nicht.

Bemerkung: Eine Zahl ist rational genau
dann, wenn sie sich in der Form P darstel-
q

len 14Bt, wobei p und g teilerfremde ganze
Zahlen mit q=+=0 sind. TU Dresden

WI9m6l3 Einem Wiirfel sei eine Kugel
einbeschrieben und eine Kugel umbeschrie-
ben. Wie verhalten sich die Rauminhalte
dieser beiden Kugeln zueinander?

TU Dresden

*9 ¥ 614 a) Von einem Dreieck A,4,A4,
seien die Mittelpunkte der Seiten M, M,. M,
gegeben, wobei M, der Mittelpunkt der Seite
A A, M, der Mittelpunkt der Seite AZ_AJ
und M ; der Mittelpunkt der Seite 434 ist.
Es ist das Dreieck 4,4,A4, zu konstruieren.
b) Von einem Viereck 4,4,4,4, seien die
Mittelpunkte der Seiten M. M,, M, M,
gegeben. wobei M, der Mittelpunkt der Seite
A A;. M, der Mittelpunkt der Seite A,A,
usw. ist.

Es ist das Viereck A,4,4,4, zu konstru-
ieren.

10/12 4615 Ubungsaufgabe, siche IV. Um-
schiagseite.

W 10/12m 616 Ein Steilwandzelt vom Typ
Puck 8“ hat die Form eines geraden quadra-
tischen Pyramidenstumpfes, dessen Grund-
kanten die Langen ¢=330m und b=2,15m
haben und dessen Hohe die Lange h, =170 m
hat, mit aulgesetzter gerader quadratischer
Pyramide, deren Hohe die Lange h,=0,50 m
hat.

Es ist der Rauminhalt dieses Zeltes zu berech-
nen, wobei der Rauminhalt V, des pyra-
midenstumpflormigen Teils

a) mit Hilfe der Naherungsformel fiir das
Volumen des Pyramidenstumpfes

. [a+b\?
vi=(50) oh
b) mit Hilfe der genauen Formel
Vl=g—‘ (a*+ab+b? berechnet werden soll.
L.

W 10/12m 617 Es sind alle ganzen ratio-
nalen Zahlen k anzugeben, fiir die das Glei-

chungssystem
kx—3y=18, (1)
x
—+5y= 2 2
Lo . 2

negative rationale Losungen x und y hat.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

*10/12 * 618 Essei ABCA'B'C’ ein gerades
Prisma, dessen Grundlldche ein gleichseitiges
Dreieck ABC mit der Seitenidnge a ist und
dessen Hohe die Linge h hat. A’ liege iiber
A, B iiber B und C' iiber C.

Fiir welches Verhiltnis h : a ist der Winkel

. X AC'B genau gleich 45°?

Sektion Mathematik
der Technischen Hochschule
Karl-Marx-Stadt
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Berufsbild : Hochschulingenieur

Ein neuer Bildungsweg fiir junge Facharbeiter

An der Ingenieurhochschule Leipzig werden in
7 Semestern Hochschulingenieure

in den Sektionen . Technische Kybernetik ‘‘ und
.Polygrafie'* ausgebildet

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc. techn.
Detlef Schmidt

Rektor der Ingenieurhochschule Leipzig

In Weiterfithrung der 3. Hochschulreform
entstand mit Beginn des Studienjahres 1969/
70 in der DDR ein neuer Typ von wissen-
schaftlichen Hochschulen [iir strukturbe-
stimmende Bereiche der Volkswirtschaft. Die
Ingenieurhochschulen — so lautet ihre Be-
zeichnung — stellen einen neuen Bildungs-
weg fiir die in der Praxis tatigen jungen Fach-
arbeiter dar. Die Moglichkeiten fir die Aus-
bildung von Ingenieuren mit Hochschulab-
schluB werden betrichtlich erweitert und
das Gesamtsystem des Bildungswesens in
der DDR um einen wesentlichen Bestandteil
ergidnzt.

Sicherlich ist die Tatsache bekannt, daf jeder
dritte Schulabgéinger in der DDR 1970 ein
Hoch- oder Fachschulstudium aufnehmen
muBte, um die Aufgaben im Zuge der wissen-
schaftlich-technischen Revolution zu mei-
stern. Im Bereich des Hoch- und Fachschul-
wesens werden in diesem Jahr die Investitio-
nen auf fast das Doppelte erhoht. Auf dieser
Grundlage ist es méglich, auch die Zulas-
sungsquote an den Hoch- und Fachschulen
weiler zu steigern.

Die Bewerber fiir ein Studium an der Inge-
nieurhochschule Leipzig miissen zwei Vor-
aussetzungen erfiillen. Neben der Hoch-
schulreife benotigen sie den AbschluB der
Facharbeiterpriiffung in einem einschligi-
gen Beruf. Es ist typisch fiir die Ingenieur-
hochschulen, daB sie in wesentlichem Um-
fang auch hervorragende Absolventen der
Berufsschulen als den Kadern der Arbeiter-
klasse beim Erwerb der Hochschulreife un-
terstiitzen und nach einer entsprechenden
Prifung immatrikulieren. Die Facharbeiter-
prifung soll in einem technischen Grund-
beruf erfolgt sein, vorzugsweise in der elek-
trotechnischen Industrie, der Metallindustrie,
der chemischen Industrie oder in der polygra-
fischen Industrie.

An der Ingenieurhochschule Leipzig bestehen
gegenwiirtig die Sektionen ,,Technische Ky-
bernetik** und ,,Polygraflie”. An beiden Sek-
tionen werden in einem Studium von sieben
Semeslern Hochschulingenieure ausgebildet,
ein neuer Typ von Ingenieuren mit Hoch-
schulabschluB, der sich vor allem durch eine
enge Verbindung zur Praxis auszeichnet.

Der Hochschulingenieur auf dem Gebiet
der Technischen Kybernetik hat im Rahmen
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der Volkswirtschaft eine wichtige und ver-
antwortungsvolle Tétigkeit auszuiben, die
hohe Anforderungen an ihn stellt. Er nimmt
entscheidenden EinfluB auf die Entwicklung
automatisierungsgerechter Technologien und
Verfahren zur Gestaltung ékonomisch und
technisch optimaler Prozesse im gesamten
Bereich der Volkswirtschaft.

Nach der Vermittlung eines breiten Grund-
lagenwissens erfolgt im Fachstudium die
Ausbildung in den einzelnen Lehrkomplexen.
Dazu zihlen die Komplexe Technische Stoffe,
Technische Systeme, Grundlagen der Tech-
nologie, Systemgestaltung und Sozialistische
Betriebswirtschaftslehre. Eine gewisse Akzen-
tuierung und zugleich die Vorbereitung auf
das Ingenieurpraktikum wird durch wahl-
obligatorische Vorlesungen in der letzten
Ausbildungsphase erreicht. AnschlieBend er-
folgt im 7. Semester mit einem halbjdhrigen
Ingenieurpraktikum eine spezielle Fachaus-
bildung fiir den spiteren Arbeitsbereich.
Aus den konkreten Einsatzbedingungen er-
geben sich diejenigen Gebiete, in denen er-
weiterte und vertiefte Fiahigkeiten und Kennt-
nisse fiir eine erfolgreiche Tatigkeit unab-
dingbar sind.

Der Hochschulingenieur auf dem Gebiet
der Polygrafie muBl in der Lage sein, die
neuesten naturwissenschaftlichen Erkennt-
nisse im Industriezweig anzuwenden und den
Produktions- und ReproduktionsprozeB stin-
dig zu intensivieren. Den Anforderungen
der wissenschaftlich-technischen Revoluytion
entsprechend wird er u. a. dazu beitragen, da3
die manuelle Tétigkeit verringert wird, zu
automatisierten Arbeitsverfahren iibergegan-
gen und automatisch gesteuerte Produk-
tionssysteme angewandt werden.

Nach der Vermittlung eines breiten Grund-
lagenwissens erfolgt ebenfalls im Fachstu-
dium die Ausbildung in industriebezogenen
Stoffkomplexen, so z. B. in Technische Stofte.
Technische Systeme, Grundlagen der Tech-
nologie, ProzeBgestaltung. Ebenso wie in der
Sektion ,,Technische Kybernetik* erfolgt
im 7. Semester eine spezielle Fachausbildung
im Ingenieurpraktikum.

Der Einsatz der Hochschulingenieure erfolgt
entsprechend der jeweiligen Ausbildung. Die
aus der Sektion ,,Technische Kybernetik*

A 619  Vier Facharbeiter 4, B, C und D
einer Brigade betreuen je einen Lehrling
a. b, ¢ und d. Sowohl Facharbeiter als auch
Lehrlinge produzieren gleiche Gegenstdnde
und verabreden lolgenden Wettstreit:
Jeder erhilt fiir jeden von ihm gefertigten
Gegenstand soviel Pfennige aus der Brigade-
kasse, wie er Gegenstinde abgeliefert hat.
Am Ende ergibt sich (olgende Abrechnung:
A(B, C) lieferten 37 (11,9) Gegenstinde mehr
ab als a (6. ¢). Jeder Facharbeiter erhilt
1,05 M mehr als sein thm zugeordneter
Lehrling.

Welcher Facharbeiter hat welchen Lehrling
zu betreuen?

kommenden technologisch  orientierten

Hochschulingenicure konnen u. a.

— in Entwicklungs- und Projektierungsbe-
trieben

— in Zentralstellen fiir Rationalisierung

— in verantwortlichen Funktionen von Be-
triebskontrollen, Wirmestellen und MeB-
warttn

— in der Wartung und Instandhaltung kom-
plex automatisierter Produktionsanlagen

eingesetzt werden.

Die Hochschulingenieure der Sektion ,,Poly-

grafie* kdnnen u. a.

— in Fihrungsfunktionen fiir den tech-
nologischen ProzeB polygrafischer Indu-
striebetriebe

— in Leitungsorganen von Betrieben der
Verpackungsmittelindustrie sowie in den
Verlagen

— als Mitarbeiter in Instituten, Projektie-
rungsbiiros und in AuBenhandelsorganen

singesetzt werden.

Nach erfolgreicher ein- bis eineinhalbjih-

riger Tétipkeit in der Praxis hat der Hoch-

schulingenieur die Moglichkeit, den wisseu-
schaftlichen Grad eines Diplomingenieurs
an der Ingenieurhochschule Leipzig zu erlan-
gen. Damit wird deutlich. daB die Ingenieur-
hochschulen der DDR vollwertig in die

Reihe der Technischen Hochschulen treten,

wobei sie sich durch besonders enge Praxis-

verbindungen auszeichnen.
G. Burucker



IX. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen der Kreis-, Bezirks- und DDR-Olympiade

Kreisolympiade
Olympiadeklasse 5

1. Bei genau 5 Wiirfeln sind je zwei gegen-
iiberliegende Waiirfelflichen verdeckt. Die
Summe ihrer Augenzahlen betrigt daher
5-7=35. Bei dem obersten Wiirlel ist nur
die der Fliche mit der Augenzahl | gegen-
iiberliegende Fliche verdeckt. Sie hat aus
dem in der Aufgabe genannten Grunde die
Augenzahl 6. Mithin betrégt die Summe der
Augenzahlen aller verdeckten Fliachen
35+6=41.

2. Der zweite Kunde kaufte genau 2 m Stoff
mehr als der erste; denn 5 m—3 m=2 m. Fiir
diese 2 m Stoff hatte er 30,— M zu bezahlen.
Jedes Meter Stoff kostete daher die-Hilfte
davon. das sind 15— M. Die drei Kunden
kauften zusammen 17 m Stoff; folglich hatten
sie insgesamt 1715 M =255 M zu bezahlen.

3 ara=2a
I A N\
— A _a &
A a 8
(1) Konstruktion einer Strecke der Linge 24:
b+b+b=3b
/—A_—\
G b D
cboy by
(2) Konstruktion einer Strecke der Linge 3b:
2a+3b
A \
N ¢ L
A 2a 31

(3) Konstruktion ciner Strecke der Linge

2a+3b:
2a+3b
N

s

F c 3

2a+3b-c

(4) Konstruktion einer Strecke der Lidnge
2a+3b—c:

2(2at3b-~c)

N
_ A1 2as3b-¢ Fi
4 2as3bc [ B

(5) Konstruktion einer Strecke der Linge
2(2a+3b—0):

4. Die Zahlen 3; 5 und 7 sind paarweise
teilerfremd. Daher ist wegen 3-5-7=105
eine Zahl genau dann sowohl durch 3 als
auch durch 5 als auch durch 7 teilbar, wenn
sie ein ganzzahliges Vielfaches von 105 ist.

Nun gilt

4-105=420 5-105=525 6-105=630
7-105=735 8-105=840

9-105=945 10-105=1050,

Die Bedingungen (b) und (c) werden daher
von den Zahlen 525; 630; 735; 840; 945 und
nur von diesen erfiillt; denn jedes Vielfache
von 105 mit einer kleineren ganzen Zahl
als 5 ist kleiner als 500 und jedes Vielfache
von 105 mit einer groBeren ganzen Zahl als 9
ist groBer als 1000.

Von diesen Zahlen erfiillen 525; 735 und
945 und nur diese auch die Bedingung (a).
Die gesuchten Zahlen sind daher 525; 735
und 945 und nur diese.

Olympiadeklasse 6

1. (I) Nach Aulgabenstellung waren (wegen
§+%=%> alle Fahrer auBer Klaus so viel wie
2 aller teilnehmenden Fahrer. Klaus stellte

daher % aller Teilnehmer dar. Das ist nur
moglich, wenn die Teilnehmerzahl 6 betrug,
(I1) Daher erreichten wegen % -6=2 genau 2

der Teilnehmer vor Klaus das Ziel, so dal
Klaus den 3. Platz belegte.

2. Die Summe der aufl jeder Kreisscheibe
aufgetragenen Zahlen betrdgt jeweils 78.
Dic Kreisscheibe 138t sich daher hochstens
dann in die laut Aufgabe geforderten Teile
zerlegen, wenn die verlangte Teilanzahl (also
2; 3; 4; 6) ein Teiler von 78 ist. Das gilt fur
2; 3 und 6, fir 4 dagegen nicht. Daher lassen
sich hochstens die erste, die zweite und die
vierte Kreisscheibe in der geforderten Weise
zerlegen.

Eine Zerlegung in 4 derartige Teile (Kreis-
scheibe 3) ist nicht méglich. Wie die Abb.

L 6;2 zeigt, konnen die genannten Kreis-

scheiben tatsichlich der Aufgabe entspre-
chend geteilt werden. Dabei beachten wir.
dafB fiir die Zahlen 1, 2, ..., 12 gilt:

1+12=2+11=3+10=4+9=5+8=6+7

A

”n )

N

3. Die'Summe der Winkel £ ACBund ¥ ECD
wird von £ BCD zu 180° erganzt. Die nach
Voraussetzung ihr gleiche Summe der Winkel
¥ ACB und ¥ ABC wird von £ BAC zu 180°
erginzt (Winkelsumme im Dreieck A4BC).
Daraus folgt die Behauplung
¥BCD= xBAC.

Anmerkung: Die Losung kann auch mit Hilfe
des AuBenwinkelsatzes oder der Sitze liber
Winkel an geschnittenen Parallelen erfolgen.
In diesem Fall wiire z. B. die Parallele zu BC
durch den Punkt A zu ziehen, usw.

4. Laut Aufgabe legt Elke in jeder Minute

genau 31—0 des Schulweges, Jirgen in jeder
Minute genau 21—0 des gleichen Weges zuriick.

Da Elke 5 Minuten vor Jiirgen losgegangen
ist. hat sie vor Jiirgen in dieser Zeit einen

5 10
\% —=— des Weges.
orsprung von 30" 60 g

1 . . .
Wegen — verringert sich dieser

_1_r
20 30 60 )
Vorsprung in jeder Minute um p des Ge-

samtweges. Die gesuchte Anzahl der Minuten
bis zum Einholen kann also nur diejenige

Zahl sein, mit der man 6L0 multiplizieren
muB, um % zu erhalten. Das ist die Zahl 10.

Jiirgen holt unter den angegebenen Umstin-
den seine Schwester in genau 10 Minuten ein.



Olympiadeklasse 7

1. a) Mit 4 Schritten legt der Vater 320 cm.

zuriick ; denn 4 - 80 cm =320 ¢cm. Da der Sohn
fir die gleiche Strecke 5 Schritte braucht,
betrigt wegen 320 : 5=64 seine durchschnitt-
liche Schrittlinge 64 cm.

b) Genau dann, wenn der Vater ein (positives
ganzzahliges) Vielfaches von 4 als Schrittzahl
beendet hat. hat der Sohn gleichzeitig mit
dem Vater eine ganzzahlige Schrittzahl be-
endet, treten also Vater und Sohn gleichzeitig
aul. Dies geschicht genau dann mit dem
linken FuB, wenn sie eine gerade Anzahl von
Schritten beendet haben. Bei dem Vater ist
dies fiir jedes Vielfache von 4 der Fall, bei
dem Sohn genau fiir alle geradzahligen Viel-
fachen von 5. Das kleinste (positive) gerad-
zahlige Vielfache von 5 ist aber das Zwei-
fache.

Dabher treten Vater und Sohn erstmalig nach
dem 8. Schritt des Vaters gleichzeitig mit dem
linken FuB auf.

2. Da die Summe je eines Innenwinkels und
eines zugehérigen AuBenwinkels 180° betrigt.
ist eine Ecke genau dann .ausgezeichnet”.
wenn der Innenwinkel bei dieser Ecke 90°
betragt. Nun gibt es Dreiecke mit genau einem
rechten Innenwinkel. aber es gibt keine
Dreiecke mit mehr als einem solchen. Daher
ist die einzige und mithin auch groBte
mogliche Anzahl 1.

1. Die an den einzelnen Tagen zuriickgelegten
Wege sind proportional den jeweiligen Durch-
schnittsgeschwindigkeiten. Der am zweiten
bzw. dritten Tag zuriickgelegte Weg ist also
das 5- bzw. 10fache des am ersten Tag zuriick -
gelegten Weges.
Wegen 145+ 10=16 ist somit der Gesamt-
weg, nach Aufgabenstellung 520 km. das
16fache des am ersten Tage zuriickgelegten
Weges. Dies ist nur moglich. wenn der am
ersten Tage zuriickgelegte Weg 520 km : 16
=325 km und folglich der am zweiten bzw.
dritten Tage zuriickgelegte Weg 5-32.5 km
=162,5 km bzw. 10-32,5 km=325 km betru-
gen. Daraus ergibt sich wegen
325 _65 25
6 l2< 60
nach Aufgabenstellung an jedem der drei

) die am ersten Tage (und

Tage) aufgewendete Zeit als ?—; h
(=5 h 25 min).

4. Der Mittelpunkt der Seite BC sei D, das
Lot von C bzw. von B auf g sei CE bzw. BF
(siche Abb. L 7;4).

¢ 9
o 9 7
i&%
A 8
8

Failt E mit D zusammen. dann fillt auch
F mit D zusammen.__und_es gilt AD1CB
und damit wegen CE=CD und BF=BD

auch CE=BF. Fillt E nicht mit D zusam-
men, so fallt auch F nicht mit D zusammen.

II

Dann stimmen die Dreiecke ACDE und
ABDF in den Seitenlingen CD. BD. den
Groben der anliegenden Winkel & CDE.
¥ BDF (Scheitelwinkel) und denen der gegen-
iiberliegenden (rechten) Winkel & CED,
¥ BFD iiberein.

Also gilt ACDE=~ABFD, und daraus folgt

CE=BF w.zbw.
Olympiadeklasse 8

I. Ordnet man z B. die moglichen Wiirfe
und die zugehSrigen Summen der jeweiligen
beiden Augenzahlen in Form nachstehender
Tabelle an, so erkennt man, daB in der Tat
die Summe 7 am hauligsten auftritt.

kleiner groBer Wiirfel

Wiirfel 1 2 3 4 5 6

(= B R T S R

8
2. Der gesuchte Flidcheninhalt A ist gleich
der Summe der Inhalte der Halbkreisflachen
liber AB, FG. AO und OB vermindert um die
Summe der Inhalte der Halbkreisflichen
iiber EH, EF und GH.

Wegen AB=6cm, FG=2cm, AO=0B=3cm.
EH=4 cm. EF=GH=1 cm gilt daher:

A=§(36+4+9+9—l6—l— 1) cm?

=5ncm?
Der Inhalt der schraffierten Fliche betrigt
5 mcm?, das sind angenihert 15,71 cm?

3. (I) Im Zeitraum von je einem Uberein-
anderstehen der beiden Zeiger bis zum nich-
sten nimmt der Winkel zwischen den Zeigern
(gemessen im Uhrzeigersinn vom Stunden-
zeiger bis zum Minutenzeiger) alle Werte
von 0° bis 360 an, jeden genau einmal. Unter
diesen Zeigerstellungen befinden sich genau
zwei der gesuchten, ndmlich die mit den
Winkeln 90° und 270°.

(I1) In der Zeit von O Uhr bis 12 Uhr [iihrt
der Minutenzeiger genau 12 volle Umdre-
hungen aus. der Stundenzeiger genau eine in
gleicher Richtung. Daher wird dieser Zeit-
raum durch die Zeitpunkte des Uberein-
anderstehens der beiden Zeiger in 11 Teile
geteilt (und zwar wegen der Gleichformig-
keit der Bewegungen in gleichlange),

(IIT) Aus (I) und (II) folgt zundchst: Die Zeit
von 0 Uhr bis 24 Uhr wird durch die Zeit-
punkte des Ubereinanderstehens in 22 Teile
geteilt, und in jedem dieser Teilzeitriume
befinden sich genau 2 gesuchte Zeitpunkte.
Deren Gesamtzahl betrigt somit 44.

(I'V) Aus (I). (1) und der Gleich/6rmigkeit der
Bewegungen folgt ferner: Der Zeitraum von
0 Uhr bis 12 Uhr wird durch diejenigen
Zeitpunkte, die den Winkeln 0°, 90°, 180°,
270° entsprechen. in 44 gleichlange Teile
geteilt. Diese Zeitpunkte ergeben sich somit
als die ersten 43 positiven ganzzahligen Viel-

fachen von l—gh=ih Die Zeitpunkte mit
44 11

den Winkeln 90° und 270" sind dabei die

ungeradzahligen unter diesen Vielfachen. Von

diesen liegen zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr

genau dicjenigen n~l%~h (n ungerade), bei

denen n die Ungleichungen 4<n-l3~l<5
oder, gleichbedeutend hiermit, ﬁ<n<5?5
erfiillt, d. s. die Zeitpunkte

15- —3~h 4~h 4h5—5—m1n und

11 It
17._._h=4_-h=4h38£min.
11 11 11

(Aul weitere Losungswege mul verzichtet
werden. d. Red.)

4. Im Dreieck AABC schneide die Halbie-
rende des Innenwinkels ¥ ACB die Gegen-
seite AB im Punkt D.

(Weil eine Aussage iiber Streckenverhilt-
nisse bewiesen werden soll. ist es nahe-
liegend. das Dreieck A4ABC mit der Winkel-
halbierenden CD zu einer Strahlensatzfigur
Zu ergidnzen.)

Man konstruiere die Parallele durch B zur
Winkelhalbierenden CD und verlingere AC
iiber C hinaus. Der Schnittpunkt, der in
jedem Fall existiert (denn der Winkel ¥ ACD
ist stets kleiner als 90°), sei E (vgl. Abb. L 8;4).
Nach einem der Strahlensitze gilt:

DA :DB=CA: CE (1).

A D 8

AuBerdem ist x ACD = £ CEB (Stufenwinkel
an geschn. Parallelen)
und ¥ DCB= ¥ CBE, und weil
(Wechselwinkel an geschn. Parallelen)

£ ACD= ¥ DCB vorausgesetzt war,
folgt «* CEB =~ £ CBE. Also ist das Dreieck
ACEB gleichschenklig mit CE=CB.

Setzt man dies in (1) ein, so erhilt man
DA:DB=CA:CB, wzbw.
Anmerkung: Diese Hinfiihrung zum Beweis-
motiv ist nicht fiir einen vollstindigen Lo-

sungstext erforderlich.
Ein anderer Beweisweg besteht darin, E auf
der Verlingerung von AC iiber C hinaus
durch CE=CB zu definieren und dann
EB | CD zu beweisen.

Olympiadeklasse 9

1. Eine Frage reicht nicht aus, da der Lehrer
wegen der Auflteilung der Schiiler in drei
Gruppen und wegen des Vorhandenseins
nur zweier Antwortmdéglichkeiten (ja, nein)
auf jede beliebige (nach den Regeln zulidssige)
Frage von Angehdrigen mindestens zweier
Gruppen die gleiche Antwort erhalten wiirde.
(,,Schubfachprinzip®). Mit der Angabe des



folgenden Beispiels zeigen wir gleichzeitig,
daB zwei Fragen ausreichen. Der Lehrer
kann z B. die Fragen ,Bist du ein Unbe-
stindiger 7 stellen; denn dann erhilt er
von cinem ,Wahren“ die Antworten nein,
nein. von einem ,,Unwahren* die Antworten
ja, ja und von einem ,Unbestindigen® die
Antworten ja, nein oder nein, ja Damit ist
aber cine Identifizierung moglich.

2. Esist V,=a,>.
Ferner betrigt die Hohe einer Seitenfliiche

des Tetraeders h=% a, \/5, die Hohe des

— ~
Tetraeders h’=\/a22—<§ h) =% a, /6, der

Fliacheninhalt einer Seitenfliche des Tetra-
eders

F=% a2h=% a,? J§ also das Volumen des
Tetraeders

V2=§F . h'=éaz3 \/5 (Kann evtl. der
Zahlentalel entnommen werden.)

Nun ist laut Aufgabenstellung a,=4, /2.
Daraus lolgt V2=13u13=% v,.

Das gesuchte Verhiltnisistalso V, : ¥,=3:1.

3. Angenommen, es gibe zwei solche Zahlen
a und b (mit b<a) und es sei a:b=n
(n natiirlich).

Dann gilt n>1 sowie 1234567<a,b

<7654321, also nx 10432l

1234567
Deshalb kann n nur eine der Zahlen 2, 3, 4, 5
oder 6 sein.
Angenommen, es sei n=3 oder n=6.
Dann ergibt sich folgender Widerspruch:
Einerseits ist a=3b oder a=6b, also a
durch 3 teilbar. Andererseits hat a die Quer-
summe 28, kann also nicht durch 3 teilbar
sein.
Angenommen, es sei n=2 Da in b die Zil-
fer 4 vorkommt, miiitz bei der Multiplika-
tion der entsprechenden Stelle mit 2 in a eine
8 oder (falls der bei Muitiplikation einer
Ziffer 1, ..., 7 mit 2 und eventuellem Hinzu-
figen eines vorangegangenen Ubertrags
groBimagliche Ubertrag 1 hinzukommt) eine
9 entstehen, im Widerspruch dazu, daB diese
Zillern in a nicht vorkommen.
Angenommen, es sei n=35.
Der bei Multiplikation einer der Zillern
I, ..., 7 mit 5 und cventuellem Hinzufiigen
eines fritheren Ubertrags groBtmogliche Uber-
trag ist dann 3. Da die Vielfachen von S aul 0
oder 5 enden, kann in g keine 4 auftreten,
im Widerspruch dazv, dal} a die Ziller 4
cnthalt.
Angenommen, es sei n=4.
Da in b eine 7 enthalten ist. miite wegen
7-4=28 in a2 entweder eine 8, 9 oder O
enthalten sein; denn der gréBtmégliche Uber-
trag aus den ibrigen Stellen betrdgt 2. Da
in a keine dieser Ziffern auitritt, liegt auch
in dicsem Falle ein Widerspruch vor. Da in

allen moglichen Fillen ein Widerspruch
auftrat, kann es Zahlen mit der angegebenen
Bedingung nicht geben.

4. Es seien:

E der Mittelpunkt der Seite AD,

F der Mittelpunkt der Seite AB,

G der Schnittpunkt der Strecken EC

und BD und

H der Schnittpunkt der Strecken FC

und BD.

Ferner gelte: HB=a, HG=b, GD=c, und
BD=d.

Nach dém Hauptihnlichkeitssatz folgt:
AFBH ~ ACHD (Ubereinstimmung in Schei-
telwinkeln und Wechselwinkeln an geschnit-
tenen Parallelen).

Wegen FB:DC=1:2 muB gelten
a:(b+c)=1:2. Hieraus und aus

a+{b+c)=d folgt a=§.

Nach dem Hauptihnlichkeitssatz folgt:

AEGD~ACGB (wie oben).

Wegen ED :BC=1:2 muB gelten

c:(at+b)=1:2,

d

also ¢=-.
3 d

Daraus folgt b=d—a—c=5.

Also gilt a=b=c, was zu beweisen war.
D c

A B
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l. Wegen 10°<3790<10* ist
3<lg3’u<4. also [lg3790]=3.

Wegen 10°2<0.0379< 107! ist
—2<lgu03719<—1.

also [1g0.0379]= —2.

Daher betrigt der gesuchte Quotient

3

5= 1.5.

2. Angenommen. «,. .... a, seien vier Zahlen
der gesuchten Art. Dann gelten fiir die nach
Aufgabenstellung gebildeten Zahlen d,. .... dg
die Gleichungen
dy=d, +d;. ds=dy+dy. do=d,+dy+d,.
Nun sind héchstens folgende Fiille méglich:
Ld,. dy. dy sind ungerade Primzahlen. Dann
ergibt sich der Widerspruch, daB 4, und ds
gerade und gréBer als 2. also keine Prim-
zahlen sind. Daher scheidet dieser Fall aus.
Il d,. d,. dy sind gerade Primzahlen (also
1st jede gleich 2). dann ergibt sich derselbe
Widerspruch.

HIL Von den Zahlen d,. d,. d; 1st genau eine
gerade (also gleich 2). Dann crgibt sich der
Widerspruch. dall d, gerade und groler
als 2 ist.

IV. Von den Zahlen d,. d, d; sind genau
zwei gerade (also ist jede gleich 2). )
a) unler diesen befindet sich d,. Dann ergibt
sich. daid entweder d, oder d gerade und
groller als 2 ist.

b) d,=d;=2; d, ungerade Primzahl. Dann
folgt dy=ds=d,+2 und d¢=d,+4. Nun
ist von drei ganzen Zahlen der Form d,.
d,+2, d,+4 stets eine durch 3 teilbar.
(Beweis: Beim Teilen von natiirlichen Zah-
len durch 3 kénnen nur die Reste 0, 1 oder 2
auftreten.

Tritt beim Teilen von d, der Rest 0 aul. ist
d, durch 3 teilbar. Tritt der Rest 1 auf. ist
(wegen 1+2=3) d,+2 durch 3 teilbar. Tritt
der Rest 2 auf. ist (wegen 2+4=6) d,+4
durch 3 teilbar.) Die einzige Primzahl. die
durch 3 teilbar ist. ist die 3. Da aber (d,>1
ist, also) d,+2 und d,+4 groBer als 3 sind,
verbleibt nur die Méoglichkeit d,=3.
Hiernach folgt weiter

ay=day+dy=a,+2.

ay=d,+d,=a,+5,

ag=da3+dy=a,+7.

Daher koénnen a,. ..., a, nur dann den Be-
dingungen der Aulgabe geniigen. wenn sie
von der Form

(") ay=n. ay=n+2, ay=n+5 a,=n+17

- mit einer natiirlichen Zahl n sind.

Umgekehrt geniigen je vier Zahlen der Form
(*) in der Tat den Bedingungen der Aulgabe;
denn fiir sie ist jede der Zahlen
di=a,—ay=2. dy=ay—a,=3,
dy=a,—a,=2, dy=a,—a,=5.
ds=ay—a,=5. d¢=u,—a,=7 Primzahl.

3. a) Verfdhrt man wie angegeben, so entsteht
[olgendes Bild: (s. Abb. L 10;3)

b) Aus der Konstruktion folgt:

AB=n AY=DY=EY=m
Ferner ist AD=x (=§5).
Nach einem Satz der Elementargeometrie
halbiert das von D auf g gelallte Lot die
Strecke AB. Sein Fulpunkt set F. Nach dem
Satz des Thales ist das Dreieck AAED recht-
winklig. In ihm gilt nach dem Satz des Euklid
(Kathetensatz):

n
x2==(2m)=m-n, also

x=m-n.

4. Folgende Ungleichungen sind der gegebe-
x242x-3>0.

(x+1)?>4.

(1. Fortsetzung:) | x+ 1] >2

(2. Fortsetzung:) (x+ 1) -22>0,

(x=D{x+3)>0.

Nach Fallunterscheidung erhidlt man (in
jeder der beiden Fortsetzungen) als dquiva-
lent mit der letzten Bedingung: x> oder-

nen dquivalent

Sa<< — 3.

Damit ist gezeigl. dall von den Bedingungen
(1) bis (5) nur die Bedingung (5) der gegebenen
dquivalent ist. -

I
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1. I. In der Tausenderstelle der aufgeschrie-
benen Zahlen kommt die Ziffer 9 nicht vor.
IL. Die Anzahl der Ziffern 9, die in der Hunder-
terstelle der aulgeschriebenen Zahlen vor-
kommen, betrigt
fiir die Zahlen von [ bis 1000 y
. . (2 Gruppen)

fiir die Zahlen von 1001 bis 2000}
je genau 100 (da bei der ersten Gruppe die 9
in der Hunderterstelle genau der Zahlen
900, ..., 999 vorkommt und bei der zweiten
Gruppe genau der Zahlen 1900, ..., 1999).
Bei den Zahlen von 2001 bis 2555 kommt in
der Hunderterstelle die Ziffer 9 nicht vor.
I11. Die Anzahl der Ziffern 9, die in der Zehner-
stelle der aufgeschriebenen Zahlen vorkom-
men, betrigt
fiir die Zahlen von 1bis 100
fiir die Zahlen von 101 bis 200
usw.
fiir die Zahlen von 2401 bis 2500
je genau 10 (bei der ersten Gruppe genau in
90, ..., 99, bei der zweiten Gruppe genau in
190, ..., 199 usw.).
Bei den Zahlen von 2500 bis 2555 kommt in
der Zehnerstelle die 9 nicht vor.
IV. Die Anzahl der Ziflern 9 in der Einer-
stelle der Zahlen betrigt
[iir die Zahlen von Ibis 10
firdie Zahlenvon [1bis 20
usw.
fiir die Zahlen von 2541 bis 2550
je genau 1. Bei den Zahlen von 2551 bis 2555
kommt in der Einerstelle die 9 nicht vor.
Daher betrigt die gesuchte Zahl
2-100+25-104255="1705
2. a) Wenn die Bedingungen (I). (1I). (1)
erfillt sind., so folgt (durch irgend eine
Eliminationsmethode, z B. durch Addition
von (I), (II), (I1I). Division durch 2 und an-
schlieBende Subtraktion je einer der Glei-
chungen (I). (1), (II1)

a=17. b=21, ¢=25.
b) Ein Dreieck mit diesen MaBzahlen exi-
stiert; denn die Dreiecksgleichungen sind
erfiillt. Es ist namlich

17+21>25, also a+b>c,

214+25>17. also b+c>a,

17425>21. also a+c>b.
Jedes Dreieck mit diesen MaBzahlen seiner
Seitenldangen erfiillt auch die Bedingungen
(I). (I1). (III). Es ist ndamlich

17+21=38, also a+b=138,

21 +25=46. also b+c =46,

174+ 25=42. also a+c=42
Zu a) Man kann auch folgendermaBen schlie-
Ben:
‘Aus b+c=46 und a+c=42 lolgt. daB b
um 4 groBer ist als a.
Also gilt b=a+4 (1)
Setzt man das in (I) ein. so erhill man
u+a+4=38, woraus a=17 folgl
Aus (1) folgt dann b=21 und daraus sowie
aus (I11) ¢=25 ... usw.

(25 Gr.)

(255 Gr)

v

3. Es sei M der Schnittpunkt der Diagonalen.
Man zieht die Parallelen zu den Diagonalen
durch die Punkte A, B, C und D. Sie mdgen
sich in den Punkten E, F. G. H schneiden.
Dann ist EFGH laut Konstruktion ein
Parallelogramm, dessen Flache bei geeigneter
Wahl der Bezeichnungen E, F, G. H aus den
Flachen der vier Parallelogramme AMDH,
BMAE, CMBF und DMCG zusammen-
gesetzt ist. Da diese Teilparallelogramme
durch die Strecken 4B, BC, CD und DA
halbiert werden, ist der Flicheninhalt des
Parallelogramms EFGH doppelt so grol} wie
der des Vierecks ABCD. Daher ist der Fli-
cheninhalt jedes Dreiecks, das den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht und folglich
einem der Dreiecke AEFG, AEFH kongru-
ent ist, jeweils gleich dem des Vierecks ABCD.

4. a) Bezeichnet man den Minuenden mit
m (m+0), dann ist der Subtrahend Zm

ie Di ist m—=m==m.
Die Differenz ist m 5m 5m

Wegen ém=%m betrigt die Diflerenz

5
60°, des Minuenden.
b) Die Summe aus Minuend und Subtrahend
ist m +§ m =5z m. Wegen %m =% m betragt
diése Summe 140°, des Minuenden.

5. Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
E, F, G, H sind so gelegen. daBl A aul EF,
B auf FG, C auf GH. D auf HE liegt und
FG || AC| EH sowie EF || DB| HG gilt.
Behaﬁptung: EFGH ist ein Rhombus.
Beweis: Nach Voraussetzung ist EFBD ein
Parallelogramm, also gilt EF=DB. Ebenso
erhilt man: HG=DB. FG=AC. EH=AC.
Da im Rechteck ABCD ferner AC =DB gilt,
folgt aus den vorigen Gleichungen EF = FG
=HG=EH und damit die Behauptung.

H

F

6. I. Angenommen. 4BCD sei ein Rhombus.
der den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
M sei scin Mittelpunkt. Dann ist AM die
Winkelhalbierende von «BAD. lerner gilt

AM L BD sowie MB=MD. SchlieBlich ist
Eﬁ+1\7§=% (AC + BD).

Der Punkt E sei so aul der Verlidngerung von
AM iiber M hinaus gelegen. dal ME=MBiisL.
Dann ist AMBE gleichschenklig-rechtwink -
lig. also XMEB=45°. Ebenso ist auch
¥MED=45°.

A
N\
VN

7/
/
Z
DN]
A

I1. Daraus foigt. daB cin Rhombus nur dann
den Bedingungen der Aulgabe entspricht.
wenn er durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:

(1) Man zeichnet einen Winkel von 110°,
dessen Scheitel A genannt sei., und seine
Winkelhalbierende.

(2) Auf ihr tragt man von A aus eine Strecke
von 7,5 cm Linge ab. Der zweite Endpunkt
dieser Strecke sei E genannt.

(3) An den von E durch A gehenden Strahl
trdgt man in E nach beiden Seiten Winkel
von 45° an. Schneiden ihre freien Schenkel
die Schenkel der unter (1) genannten Winkel.
so seien die Schnittpunkte B und D.

(4) Schneidet der Kreis um D mit dem Radius
AD den von A durch E gehenden Strahl auBer
in A in einem weiteren Punkt, so sei dieser C
genannt.

I11. Beweis, daB diese Konstruktion zu einem
Rhombus der gesuchten Art (iihrt:

Nach Konstruktion wird AAEB=AAED
(wsw), also AB= AD. Hieraus folgt. wenn M
der Schnittpunkt von AE und BD ist,
AAMB=AAMD (sws), also ¥xBMA

=k DMA=90°

Demnach gilt ADMA=ADMC (ssw;
AD>MD). also AD=CD. AM=CM und
somit schlieBlich AAMB=ACMB (sws),
AB=CB.

Daher ist ABCD ein Rhombus.

In diesem gilt nach Konstruktion ¥BAD
=110°. Ferner ist ‘¥BME=90° und nach
Konstruktion ¥BEM=45°, also AMBE
gleichschenklig-rechtwinklig mit BM =EM.
Somit auch ZE+E;=2~(.ZM—+W)
=2-(m+m)=2~/ﬁ;=15 cm, wie ver-
langt.

IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2) sind
(bis aul Kongruenz) eindeutig durchfiihrbar.

Dasselbe gilt fiir (3), da 1-159—<90° ist.

N
N
X
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1. Die Zerlegung von 44 950 in Primfaktoren
lautet 44950=2-5-5-29-31. Daher gibt
es genau die lolgenden Moglichkeiten, 44 950
in cin Produkt aus genau 4 natiirlichen Zah-
len zu zerlegen:



n (2- 5)-5-29-31= 10-5-29-31,
(2) (2:29)-5- 5-31= 58-5- 5-31,
(3) (2-31)-5- 5-29= 62-5- 5-29,
“4) (5- 5)-2-29-31= 25-2-29-31,
(%) (5:29)-2- 5-31=145-2+ 5-31,
(6) (5-31)-2- 5-29=155-2- 5-29,
) (29-31)-2- 5- 5=899-2- 5- 5.

Da die Altersdifferenz der beiden Eltern
2 Jahre betrdgt, konnen hochstens die Fille
(1) und (4) Losung sein.

Von ihnen ist der Fall (4) nicht real; denn
nach ihm miiBte die 29jdhrige Mutter ein
25jahriges Kind haben. Somit verbleibt nur
die Moglichkeit (1); d.h. die gesuchten
Altersangaben konnen nur 31, 29, 10, 5 sein.
Umgekehrt erfiillen diese Angaben auch tat-
sichlich alle Bedingungen der Aufgabe.

2. Wie iiblich sei BC=a, AC=b, AB=c
gesetzt; AB sei die Hypotenuse von AABC.
Die Fliacheninhalte von V, V,, V. seien F,,
F, bzw. F. genannt.
Da nun BC und AB in den dhnlichen Viel-
ecken V,, V. einander entsprechende Seiten
sind, gilt
F,:F.=a*:c? also
F"=Z_:F" Ebenso erhidlt man
F=5F,.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
at+bt=c?.
Durch Multiplikation mit i; folgt hieraus
c

bz
2
F,+F,=F_,
3. Sind a, b, ¢ die Einer-, Zehner- bzw. Hun-
derterziffer einer natiirlichen Zahl n, so 1aBt
sich diese in der Form n=1000d+ 100¢
+10b+a mit einer ganzen Zahl d darstellen.
Vermehrt man dann die aus der Hunderter-

ziffer und der Zehnerziffer gebildete Zahl
um die Hilfte der Anzahl der Einer, so ergibt

sich die Zahl m=10c+b+%a.

a2
S FA5F=F,

d. h w.zb.w.

Ist nun voraussetzungsgemidB m durch 4
teilbar, so ist 10c+‘b+%a=4k mit einer

ganzen Zahl k. Daraus folgt
20c+2b+a=8k, also ist dann
n=8k+1000d+80c+8k
=8(k+125d+10c+b)
durch 8 teilbar, w.z.b.w.

4. Aus den Gleichungen fiir die Radien folgt
ro=2r, r3=3r,
Der Fliacheninhalt A, des inneren Kreises K,
betragt: '
A,=nr?. Der Flicheninhalt 4,
des ersten Kreisringes:
Ay=n[@2r)2-ri]=3nt
Der Flicheninhalt 4; des zweiten Kreis-
ringes:
Ay =i [Br,)? -] =5,

ra=4r,.

Der Flidcheninhalt A, des dritten Kreis-
ringes: )
Ag=n[(@r)—@r)*]=Tnr}.
Daraus folgt
Ay Ay Ay Ag=nr? : 3nr}: Snry: Trrt,
Ayt Ayt Ay Ay=1:3:5:7.
Die vier Flacheninhalte verhalten sich zuein-
ander wie
1:3:5:7.
5. Wenn es eine Losung der Aufgabe gibt,
dann sei [iir diese x die MaBzahl der Masse
des 77prozentigen Spiritus. Dann ist (1000 —x)
die Mafzahl der Masse des 87prozentigen
Spiritus, und es gilt:

77 87 80
—x+—A1 —X)=— ,
100x 100( 000 — x) 100 1000, also
77x+87000—87x=80000, woraus man
x=700 erhilt.

Folglich kommen als Lésung der Aufgabe nur
die Massen 700 g 77prozentiger und 300 g
87prozentiger Spiritus in Frage. Diese Mas-
sen haben tatsidchlich die geforderte Eigen-
schaft; denn 700 g von 77prozentigem Spiritus
enthalten genau 539 g reinen Spiritus; 300 g
von 87prozentigem Spiritus enthalten genau
261 g reinen Spiritus. Das sind -zusammen
800 g reiner Spiritus.

Laut Definition bezeichnet man 1000 g einer
Mischung, die 800 g Spiritus und 200 g Was-
ser enthilt, als 80prozentigen Spiritus, der
laut Aufgabe herzustellen war.

6.Esseio. B.d A. ﬁgﬁ. Der Kreis um P
mit dem Radius P4 schneidet den gegebenen
Kreis auBer in A in E. Wegen AP<BP ist
E zuginglich, ebenso ein Stiick der Winkel-
halbierenden w des Winkels & APE.
Behauptung : Die Senkrechte t durch P auf w
ist die gesuchte Tangente.

0 y €

/
\ \\ /
\/
AN
M

Beweis: Ist M der Mittelpunkt des gegebenen
Kreises, so ist AAMP=~EMP (sss), also
¥ APM =~ £ EPM; daher liegt M auf w. Die
gesuchte Tangente steht somit senkrecht auf
w; sie [dllt also mit der konstruierten Ge-
raden ¢t zusammen.

N\
N\
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1. Jedes Dreieck, dessen Ecken drei der
Punkte A4, B, C, D, E, F, G, H sind, ist kon-
gruent zu (mindestens) einem der Dreiecke,
unter deren Ecken der Punkt 4 auftritt. Die
letztgenannten Dreiecke sind genau die [ol-
genden: AABH,
AABC, AABD, AABE, AABF, AABG,
AACD, AACE, ANACF, AACG, AACH,
AADE, AADF, ANADG, AADH,

AAEF, NAEG, AAEH,
AAFG, AAFH,
AAGH.
Zwischen diesen Dreiecken bestehen genau
die foigenden Kongruenzbeziehungen:
(1) AABC=AABH=AAGH,
(2) AABD=AABG =AACD=AACH
~AAFG=AAFH,
AABE ~AABF =AADE>=AADH
~AAEF=AAEH,
4) AACE=AACG=AAEG,
(5) AACF=AADF =AADG.
Das in der Aufgabenstellung genannte Auf-
schreiben von Dreiecken ist daher nur so
moglich, daB aus jeder der Zeilen (1) bis (5)
hochstens ein Dreieck aufgeschrieben wird.
Die groBtmogliche Anzahl aufgeschriebener
Dreiecke wird erreicht, wenn aus jeder dieser
Zeilen genau ein Dreieck aulgeschrieben
wird. Demnach betrédgt diese groBtmogliche
Anzahl 5.
2. L. Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Es seien D, E, F die Mittelpunkte der Seiten
BC, AC bzw. AB. Dann schneiden sich die
drei Seitenhalbierenden AD, BE, CF in
einem Punkt S, und es gilt

3)

E=§sn, S_E=%s,, ‘sowie ﬁ:%s,

Ferner sei G der Mittelpunkt von E; dann
gilt GS=3 5, und AG : AS=AF : 4B, also

nach der Umkehrung des einen Strahlen-
satzes GF || SB, ebenso auch

AG : AS=AE : AC, also analog GE | sC.
Daher ist GFSE ein Parallelogramm und
folglich GF =% Sy

II. Hieraus ergibt sich, daB ein Dreieck
AABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

Man zeichne eine Strecke GS der Lange
% s, Schneiden sich nun der Kreis um G mit
dem Radius % s, und der Kreis um S mit

.1 . . . .
dem Radius 3 s,, so sei F einer ihrer Schnitt-

punkte. Sodann verlingere man die Strecke
8G iiber G hinaus um ihre eigene Linge bis
zum Punkt A,

die Strecke GS iiber S hinaus um ihre eigene
Linge bis zum Punkt D,

die Strecke FS iiber S hinaus um das Dop-
pelte threr eigenen Linge bis zum Punkt C.
Schneiden sich schlieBlich die Verlingerun-
gen der Strecken CD und AF iiber D bzw.
F hinaus, so sei B ihr Schnittpunkt.



I11. Beweis, daB jedes so konstruierte Drei-
eck den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Nach Konstruktion wird
E=3(ﬁ=sﬂ, (ﬁ=3ﬁ=s, sowie
SD:SA=SF:5C=1:2, also
DF || AC und DF : AC=1: 2. Hieraus folgt
BF :BA=1:2und BD: BC=1: 2, also ist
CF Seitenhalbierende im AABC und
AD Seitenhalbierende im AABC.
Der Schnittpunkt von AC mit der Verlin-
gerung von BS iiber S hinaus werde mit E be-
zeichnet.
Dann ist BE Seitenhalbierende im AABC,

: — 2 — .
und fiir sie gilt BS=§ BE. Andererseits gilt

(nach Konstruktion und da F schon als
Mittelpunkt von AB nachgewiesen ist)
AG: AS=AF : AB=1: 2, also

FG| BS und FG:BS=1:2, und hieraus
schlieBlich erhilt man

§ﬁ=3_5=2ﬁ=25 also lﬁ=sb.

v
3. Angenommen, p sei eine Zahl, durch die
bei gegebenem m und n die Bedingungen der
Aulgabe erfiillt sind. Nach Aufgabenstellung
sind m, n und p positiv. In einer Zeiteinheit
verrichtet A die Arbeitsmenge x, B die
Arbeitsmenge y, C die Arbeitsmenge z. Dabei
sind auch x, y und z positiv anzunehmen.
Dann verrichtet 4 in m Zeiteinheiten einer-
seits die Arbeitmenge mx, andererseits nach
Aufgabenstellung die Arbeitsmenge y+ z. Da-
her gilt
(1) mx=y+z Ebenso erhilt man
(2) ny=x+z,
(3) pz=x+y.
Aus (1), (2), (3) folgt, indem man zwei der
Groflen x, y, z eliminiert — wobei sich her-
ausstellt, daf} die dritte eliminiert wird —.
die Gleichung
4) (mn—1) p=m+n+2. Hierzu ein Bei-
spiel fiir mogliche Eliminationswege:
Aus (2) folgt x=ny—z; dies in (1) und (3)
eingesetzt ergibt
5 (mn—1)y=(m+1)z und
(6) (p+1) z=Mm+1)y.
Nach Multiplikation von (5) und (6) und
anschlieBender Division durch yz {dies ist lt.
Aufgabenstellung ungleich 0) ergibt sich
(mn—1)(p+ I)=(m+ 1) (n+1) und daraus (4).
(2. Weg und SchiuB der Aufgabe siche
alpha 1/71)
4. Es gibt mehrere Moglichkeiten fiir Lo-
sungswege. Gruppen solcher Moglichkeiten
entsprechen den Eliminationsver(ahren bei
linearen Gleichungssystemen. Als Beispiel
fiir ein Vorgehen, das dem Einsetzungsver-
fahren entspricht, diene der folgende L§-
sungsweg:
Ist 11a+2b durch 19 teilbar,soist 2b =19k~
11 a mit einer ganzen Zahl k, also
(1) 2-(18a+5h=36a+5-(19k—1la)=
19 - (5k —a). Daher ist einerseits Sk—a, d. h.
5k--a=2n mit einer ganzen Zahl n. anderer-
seits folgt dann aus (1) weiter 18a+5b=19n,
w.z.bw.

VI

Eine andere Gruppe der Moglichkeiten be-
steht darin, durch Bildung ganzzahliger Viel-
facher von einem der beiden Summanden
11a, 2b bis auf ein Vielfaches von 19 den
entsprechenden Summanden 18a bzw. 5b
der anderen Summe zu erreichen.
S. Es bezeichne h, die Linge der Hohe des
Teildreiecks, das die Parallele vom gesamten
Dreieck abschneidet, und zwar die zu dieser
Parallelen senkrechte Hohe. Die Lange des
anderen Abschnitts auf der zur Seite AB
gehorenden Hohe sei b, genannt. Dann sind
(hy+h;) und h; die Lingen entsprechender
Seiten in zwei #dhnlichen Dreiecken vom
Flachenverhiltnis 2 : 1. Daher gilt _
(h,+h)* - h2=2:1, also h’T-Hll=3?,
1
woraus sich durch Subtrahieren von 1 das
gesuchte Verhiltnis
hy _ V2-1 ergibt.
hy 1
6. Aus den Voraussetzungen [olgt
(xg+2) - f(xo+ 1)=(Xo+2) “Xplxg+1)
X Xg°2
(xg+1)(x0+2)
2

=f(xy+2), w.z.b.w.

Olympiadeklasse 10

I. Angenommen. z sei eine natiirliche Zahl.
die den Bedingungen der Aulgabe entspricht.
Da z dreistellig ist, gilt

z=ay"10% + 4, - 10" + a, mit natiirlichen Zah-

ler a; und (1)
[£a,59; 0<a,59; 024,<9. (2)
ay kann nur | oder 6 scin, da z bei Division
durch 5 den Rest 1 laf3t (3)

Nach dem Satz iiber die Teilbarkeit durch 11
folgt aus (1) unter Beriicksichtigung von (2)
a,+ag—a, =11n.n natiirliche Zahl. 4)
Hicraus folgt, daB n nur 0 oder 1 sein kann. (5)
Nach (1) 1Bt sich z auch folgendermaBen
darstellen

z=a, 98+a, 2+a,-T+a, - I+a, (6)
Da z bei Division durch 7 den Rest 3 4B,
folgt aus (6)

2a, 4+ 3a, + ap="Tm+3; m natiirliche Zahl. (7)
Nach (4) gilt:

3a,—3a, +3a,=33n. (8)
Aus den letzten beiden Aussagen folgt
Sa,+4a,=33n+7m+3 und damit
33n—4ay+3=>5a,—Tm. 9)
Fallunterscheidung: Nach (3) und (5) kom-
men nur folgende Fille in Betracht:

a, n 33n—4a,+2 Damit gilt nach (9)

1 0 -1 Tm=S5a,+ |

6 0 —2I Tm=5a,+21
1 1 32 Tm=>5a,—32

6 1 12 Tm=5a,—12

Hieraus und aus
(4),(2) [olgen als
cinzige Moglichkeit
fira,

Hieraus und aus (2)
folgen als einzige
Moglichkeit

fur a,

7 keine
5 keine
1 keine
——_ _3 __________ 3_ R

Hieraus folgt, daB nur 45! und 836 den Be-
dingungen der Aufgabe entsprechen kon-
nen. Wie die Probe zeigt, ist dies der Fall
{Aus Platzgriinden wird auf weitere zwei Lo-
sungswege verzichtet, d. Red.)

2. Da die Anzahl der ebenen Begrenzungs-
flichen nach der Ausfiihrung der Schnitte 11
betragen soll, und da ein Oktaeder ein kon-
vexer Korper ist, muB man mindestens
3 Schnitte ausfiihren. Das gegebene Oktaeder
habe die Eckpunkte A4, B, C, A', B', C’' (A’
liege A gegeniiber usw.).

Da u. a 3 Quadrate als Schnittfiguren ent-
stehen sollen, liegt es nahe, zu untersuchen,
was fir ein Restkorper entstehen kann,
wenn man die Schnitte parallel zu zweien
oder dreien der Quadrate ABA'B', ACA'C’,
BCB'C’ legt, und zwar so nahe bei den hier-
durch abgeschnittenen Eckpunkten (C oder
C’ bzw. B oder B’ bzw. A oder A’), daB die
Schnittflaichen sich gegenseitig nicht treffen.
Dabei werden drei vierseitige Pyramiden
abgeschnitten. Da auch eine Sechseckfliche
entstehen soll, wahle man die drei abzu-
schneidenden Pyramiden so, dal unter deren
Spitzen keine zwei gegeniiberliegende Eck-
punkte des Oktaeders vorkommen, also
etwa die Eckpunkte A, B, C als Spitzen aul-
treten.

Man iiberzeugt sich leicht, da man damit

einen Korper der geforderten Art erhilt.
c
A

AN

c

3. Die gegebene Ungleichung ist genau dann
erfillt, wenn

Jlog,|5—x|| <I.d.h, —I<log,|5—x]| <1
gilt. Letzteres ist dquivalent mit

05<[5—x| <2 (1)
Fallunterscheidung :

1. x=5: Dann ist (1) &quivalent mit
55<x<7 (2)
2. x<5: Dann ist (1) dquivalent mit
J<x<45 (3

Notwendig und hinreichend daliir, daB x die
gegebene Ungleichung ‘erfiillt, ist also, daB
x in eineim der durch (2) oder (3) charakteri-
sierten Intervalle liegt.

Eine notwendige und nicht hinreichende-
Bedingung ist etwa, dal x im Intervall
J«<x<7 liegt. Eine hinreichende und nicht
notwendige Bedingung ist etwa, dal x im



Intervall 55S<x<7 liegt. Natiirlich kann
man auch beliebig viele andere Bedingungen
von dieser Art angeben.

4. Angenommen, a und b seien Zahlen der
verlangten Art. Dann folgt a+ —b; denn
wire a= —b, so erhielte man nach Aulgaben-
stellung O=a+b=ab= —b?, also b=0, a=0,
im Widerspruch dazu, daB nach Aufgaben-
stellung b <a sein miiBte.

Nach Aufgabenstellung ist ferner entweder
a+b=a*>—b* oder a+b=>b>—a’. Die letzte
Gleichung wiirde wegen a+b+0 aufl 1=
b—a und somit ebenfalls auf einen Wider-
spruch zu b<a [ihren. Daher verbleibt nur
die Moglichkeit a + b=a® — b2, woraus wegen
a+b3$0 weiter 1 =a—b, also a=b+1 folgt.
Setzt man dies in a+b=ab ein, so erhilt
man die Gleichung 2b+1=5b*+b, d.h
b2 —b—1=0, die die Lésungen

| 1 1+./5
b,.z=§i\/z+l. d.h b= 2‘/.

b, =1_42E, und nur diese hat.

Wegen a=b+ 1 erhilt man als zu b, bzw. b,
gehorige Werte fir a
=3ZJ; a
Somit kdnnen hochstens die Paare (u,. b;)
und (a,. b,) LOsungen der Aufgabe sein.
Die folgende Probe zeigt. dal} sie dies tat-
sdchlich sind:

ay

35
-0

v i .
Erslensgiltbl_zzl_z\/5<3i2i=al_z.
Zweitens ist B
a,+b,, =4i_22\/5=2i\/5'
3+./5+3./5+5 -
a2 by, =%=2i\/5-
. 2 (9£6,/5+5)—(1£2,/5+5)
4" =02 = 4
=243

oberes Vorzeichen stets fiir a,, b,, unteres
Vorzeichen stets fiir a,, b,).

5. Erster Losungsweg: Es sei ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit AD<DB voraus-
gesetzt. Der Mittelpunkt von BC sei M.
Dann hat AABM halb so groBen Flichen-
inhalt wie AABC. Beweis: Beide Dreiecke
stimmen in der Scite AB iiberein. Die zu die-
ser Seite gehSrende Hohe ist im Dreieck
AABM nach einem der Strahlensitze halb
so grof wie die entsprechende Hohe im Drei-
eck AABC.

I. Kein von C verschiedener Punkt E’ auf
AC kann der Aufgabenstellung pgeniigen;
denn fur jeden solchen Punkt ist der Flichen-
inhalt von AADE'’ kleiner als der von AADC
und somit stets kleiner als die Hailfte des
Fliacheninhalts von AABC.

Also kann es hdchstens aul BC einen Punkt
der gesuchten Art geben. Angenommen. ein
Punkt £ aufl BC habe die verlangte Eigen-
schaft. Dann sind AABM und ADBE (ld-
chengleich. also liegt M zwischen Eund B.
und es sind auch AADM und ADME
flachengleich. Hieraus folgt AE || DM.

II. Daher kann ein Punkt E nur dann der
Aufgabenstellung geniigen. wenn er durch
folgende K onstruktion erhalten werden kann:
Man konstruiere den Mittelpunkt M von
BC. Schneidet die Parallele durch A4 zu DM
die Strecke BC. so sei E der Schnittpunkt.
il. Der Beweis. daB diese Konstruktion zu
einem Punkt E der gesuchten Art fiihrt. folgt
durch Umkehrung der in 1. genannten
Schliisse.

IV. Die Konstruktion ist stets eindeutig
ausfiihrbar. Sei namlich E zunichst als der
(stets existierende) Schnittpunkt der Paralle-
len durch A zu DM mit dem von B durch C
gehenden Strah! definiert. Dann gilt
EM-MB=AD: DB<1: 1, also liegt E auf
der Strecke BC (im Falle AD=DB und nur in
diesem so. daf3 E mit C zusammenfillt).
Einen zweiten Iosungsweg erhidlt man. indem
man die Parallele durch A zu DC mit der

"Geraden durch B und C zum Schnitt S bringt

und dann das zu AABC flichengleiche ADBS
durch seine Seitenhalbierende DE halbiert.

6. Aus den gegebenen Wertepaaren erhilt
man die Gleichungen

(1) a+ b+c=1

2) 4a+2b+c=2

(3) 9a+3h+c=n,

(4) 16a+4b+c=n,.
Durch Subtraktion ergibt sich aus (2) und
(1). (3) und (2) bzw. (4) und (3)

Ja+b=1

Sa+b=n, -2
Ta+b=n,—n,. Daraus folgt
2a=n,-3

2a=n,—2n,+2

und schlieBlich 3n, —5=n,.

Da n, und n, einstellige natiirliche Zahlen
sein sollen. kann n, nur die Werte 2. 3 und 4
annehmen.

Es sei n,=2.

Dann ist a= —l. b==,
Essein; =3. 2

Dann ist =0 im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Es sei n, =4.

Dann ist a= b=—%. c=1. Daher

1,
2
kdnnen nur die quadratischen Funktionen

h y= —%xz+§_\'—l

und (D y=Lte-legg
2Ty

die gestellten Bedingungen erfiillen.
Durch Aufstellen der vorgeschriebenen Ta-
belle stellt man fest. dal sie dies auch tun.

ZuI:X1234ZuII:XI234
y o202 01 y 11 12 14 17

DDR-Olympiade

Olympiadeklasse 10

(Losungsvorschlag der
Aufgabenkommission des ZKOJM)

1. Angenommen. die Aufgabe hat eine Losung.
Die beiden gesuchten natiirlichen Zahlen
seien ¢ und b. Dann gilt:
(1) a+b=u? (2) a+4l=r?
(3) b+dl=w? 4) a+h+41=x2
mit natiirlichen Zahlen w, v. w und x.
Aus (4) und (1) folgt durch Subtraktion
41 =x? —u? =(x+u) (x—u).
Da 41 Primzahl ist und u und x natiirliche
Zahlen sind. also x+wu2=0 ist. kommt als
einzige Zerlegung x+u=41 und x—u=1
in Frage. woraus (5) x=21 und u=20 folgt.
Aus (2) und (3) folgt durch Subtraktion (6)
a—b=1v?>—w? und aus (1). (5) und (6) durch
Addition

2a=400+v? —w?, also

v?—w?

.Daaeine

a=200+

natiirliche Zahl ist. gilt 2| v? —w?.

Das bedeutet. daBl v und w entweder beide
gerade oder beide ungerade sind. In jedem
Falle gilt dann

2|v+wund 2| v—w und,

wegen Vi wr=(v+w) (v—w). 4|t +w

% — w?
Daher erhélt man a=2 <100+ p ) und

mithin 2|« und aus (1) und (5) auch 2|b.
Wegen (2) und (3) und der Geradzahligkeit
von a und b sind v und w ungerade.
Das Quadrat jeder ungeraden natiirlichen
Zahl hat als letzte Ziffer eine der Zahlen 1. 5
oder 9.
Daher endet wegen (2) und (3) jede der Zahlen
a und b auf 0. 4 oder 8. Wegen a+b=400
folgt daraus:
a und b enden auf O; v*> und w? enden auf 1.
Ferner folgt aus a+b=400. daB a, b<400
gilt. Nach (2). (3) ergibt sich daraus
41<0? <441, 7Sv 521

aiso
41sw2za41, { TSwE2l.
Somit kénnen v und w nur gleich 9. 11, 19
oder 21 sein. und fiir das Paar (v2. w?) ver-
bleiben als Maoglichkeiten nur diejenigen
Paare. die sich aus den Zahlen 81. 121. 361
und 441 bilden lassen und die Summe ¢+ w?
=a+b+82=482 ergeben. Das einzige der-
artige (ungeordnete) Paar ist {121, 361}.
Daraus folgt. daB als v. w nur die Zahlen 11,
19 und folglich als a. b nur die Zahlen 80.
320 in Frage kommen. Tatséchlich erfiillen
diese Zahlen alle Bedingungen der Aufgabe;
denn es gilt
(1) 320+80=20? (2) 320+41=19
(3)80+41=112 (4)80+320+41=212

2. Losung (nach dem Vorschlag der Aufgaben-
kommission): Angenommen, eine reelle Zahl

_ «xerfiille die Gleichung,

Wegen a>0. b>0. a1, bF1 und

log,x
log x=
& lo

gilt dann

a

VII



(log x) log,x

7 log,

(log,)* =(log,b)*.
Daraus folgt entweder

(1
(2)

= log"b. also

log,x=1log,b oder

log,x= —log b= logﬂ%.

Aus (1) folgt x=b. aus(2) folgt x=}). Daher

konnen nur die Zahlen b und % die vorge-

gebene Gleichung erfillen. Probe: Diese
beiden Zahlen sind Lésungen der gegebenen
Gleichung. denn es gilt:

(log,b) (log,b)=(log,b) - 1 =log,b und

(logﬂa (logbi) — (—log,b)-(~ 1)=log b.

Bemerkungen zu den Schiilerlosungen:

Fast alle Schiiler beschritten den o. g. Weg.
Die meisten Fehler wurden bei der Ldsung
der quadratischen Gleichung begangen. (Es
wurde in der Regel nur eine Losung angege-
ben.) Ingeborg Bartsch, Universitit Rostock

3. (Losungsvorschlag der Aulgabenkommis-
sion) Da jede Seitenfliche des Wiirfels Qua-
dratfldche ist, giltD—Iz :DE=1:2=DL : DG
und daher nach der Umkehrung des 1. Strah-
lensatzes

EG| KL. (1)
Bezeichnet Z denjenigen Punkt von GH. fiir
den Iﬁ=ﬁist.sogilt'ﬁ :HE=HZ:HG
und daher

XZ | EG, b))
wenn man einmal jede zu einem Punkt aus-
geartete Strecke als zu jeder anderen Strecke
parallel ansieht. Aus (1) und (2) folgt

XZ| KL, 3)
da EG nicht zu einem Punkt ausgeartet ist.
Folglich liegén K, L, X und Z in derselben
Ebene e. G und H liegen nicht auf derselben
Seite von &. desgl. D und G sowie C und H,
weil jede der Strecken GH. DG und CH mit
¢ einen Punkt (Z bzw. L) gemeinsam hat.
Daher liegen C und D nicht aufl derselben
Seite von &. so daB CD mit der Ebene ¢ einen
Punkt Y gemeinsam hat.

Wegen CD || GH gilt nach dem 2. Strahlen-
satz bzw. im Fall Z =G trivialerweise GZ : GL
=DY': D_L, woraus wegen GL=DL die Be-
zichung DY =GZ folgt. Daher fallen auf
Grund der Definition von Y die Punkte Y
und Y zusammen. Mithin liegt Yin & Nach
dem |. Strahlensatz gill wegen CD || GH
YL: YZ=DL:DG=1":2 und.

4)

VIII

wenn S den Mittelpunkt von X Y bezeichnet,

¥Y5:8X=1 ©)
Aus (4) und (5) [olgt entweder L=S oder nach
der Umkehrungdes 1. Strahlensaizes IS || X Z.
woraus sich wegen (3)

Segu (6)
ergibt. Da jeder Wiirfel konvex ist. liegt XY
und dami' © im Wiirfelkdrper. Da von gy,
nur die Strecke KL im Wiirlelkorper liegt.
folgt in Verbindung mit (6)

SeKL
Diese Aufgabe erwies sich als Wettbewerbs-
aufgabe insofern gut geeignet. als sie das
Feld der Bewerber gut differenzierte. 28%,
der Schiiler erreichten von 8 Punkten 8. 7
oder 6 Punkte. andererseits erhielten 35%
der Schiiler keinen oder nur einen Punkt.
Viele Schiiler erkannten. da man 2 Teil-
probleme betrachten konnte:

1. Nachweis der Existenz des Schnittpunktes.
2. Nachweis des Teilungsverhiltnisses.
Nahm man dabei die Existenz eines Schnitt-
punktes zundchst an. so war das 2. Problem
(etwa durch Projektion) leicht zu bewiltigen.
Bei diesem Vorgehen erhielt der Schiiler
von den Korrektoren 3 Punkte. Das 1. Pro-
blem bereitete den Schiilern weitaus mehr
Schwierigkeiten. Im Prinzip wurde von den
Schiilern hzufig der oben dargestellte Lo-
sungsweg beschritten. aber auch mit den
Methoden der darstellenden Geometrie ge-
arbeitet. Da es bei der Anwendung der dar-
stellenden Geometrie (Zwei-Tafel-Verfahren)
darauf ankommt. zu beweisen. dall der
Schnittpunkt der Aulrisse und der Schnitt-
punkt der Grundrisse aul einer Ordnungs.-
linie liegen. kamen einige Schiiler aufl die
Idee. den Wiirfel so zu legen. daB3 die Projek-
tion von KL mit einer Ordnungslinie iiber-
einstimmt und damit zu dem verbliiflenden
Ergebnis. daBl auch im Falle ﬁ{:lﬂ’ ein
Schnittpunkt existiert! Wo steckt der Fehler?
H. J. Sprengel,
Pddagogische Hochschule Potsdam

4. Losungsvorschlag der Aulgabenkommis-
sion) Da (40 gilt. sind auch die drei Losun-
gen a. b. ¢ der Gleichung sdmtlich von Null
verschieden.

Das Polynom

sxt{x—1)+t(x+1)=0 ist wegen

s$0 dquivalent mit

<x=1)+% (x+1)=0. und es gilt:
S

(x—a)(x=h) (x—c)=x?(x— l)+£(_\'— 1).
) s
also x> — x*(a + b+ c)+ x(ab + bc +ac)— ubc=
S T TAL L
s s
als [dentitiit zweier Polynome in .x.
Durch den Koeffizientenvergleich erhilt man

(2) ab+hc+ac=£

(Na+b+c=1

(3) abc= — r-.
A}
Aus (2) und (3) folgt durch Division

be+ac+ab 11 1
—_— —_— _+_+_

abc a b ¢
und daher wegen (1)

{a+b+c) (1+1+1>= -1

a b ¢

=1

5. Der Losungsvorschiag (geometrisches Pro-
blem). eingesandt von Dozent Dr. E. Schro-
der. TH Dresden. wird aul einer gesonderten
Seite in Heft 2/71 veroffentlicht. d. Red.

6. Die Aufgabe war fiir die Schiiler der Klas-
senstufe 10 nicht schwierig. Das zeigten die
Ergebnisse: 54°/, der Schiiler der Zehnklas-
sigen Allgemeinbildenden Polytechnischen
Oberschule. 51,.8°/, der Schiiler der Vorbe-
reitungsklassen und 28.6%/, der Schiiler der
Berufsschulen erhielten 6 oder 7 der mog-
lichen 7 Punkte. 19.1%/, aller Beteiligten
erzielten weniger als 3 Punkte und nur 4.5%,
konnten keinen Losungsansatz finden.

Der Loésungsvorschlag der Aulgabenkom-

mission. der die Annahme einer rationalen
P

q
teilerfremd. q+ 0. in drei Fillen (p und ¢ beide
ungerade, p gerade und g ungerade oder um-
gekehrt. p und ¢ beide gerade) iiber das Ein-
setzen der Losung x, in Gleichung (1) zum
Widerspruch [iihrt, wurde von den Schiilern
selten angegeben. Als Beispiel sei im folgen-
den eine Losung in Anlehnung an die Bear-
beitung der Aufgabe von Hans-Jiirgen Fischer
aus dem Bezirk Karl-Marx-Stadt angefiihrt-
Da a. b. ¢ ungerade Zahlen sein sollen. sind
sie von Null verschieden. Notwendig daliir.
daB die Losung einer quadratischen Glei-
chung rational ist. ist die Rationalitdat der
Quadratwurzel aus der Diskriminante
b?>—4ac. Da a, b und ¢ ganze Zahlen sind, ist
auch b?—4ac ganzzahlig, Wenn also
V/Ea:l? rational ist. muB diese Zakl sogar
eine ganze sein. also ist b> —4ac eine Qua-
dratzahl.
Das ist aber bei ungeraden a. b. ¢ nicht der
Fall.
Beweis: 1st b ungerade. dann ist b= 11 (8)
oder b= +3 (8). also h*=1 (8)
Fiir gerade Zahlen z gilt: z=0 (8). z=4 (8)
oder z= +2(8). also z2 =0(8) oder z2 =4(8).
Sind « und ¢ ungerade. dann ist auch ihr
Produkt ungerade. es gilt also ac=+1 (8)
oder ac= +13 (8). folglich 4ac=4 (8).
Fiir b2 —4ac ergibt sich dann b2 —4ac=1—
—4=5 (8). also kann b?—4ac lir ungerade
a. b. ¢ keine Quadratzahl sein.

Hans-Jiirgen Vogel.

Losung der Gleichung (1) x, =%, p und ¢

Piidagogische Hochschule Potsdam

Die Losungen zu den Aufgaben der DDR-
Olympiade. Klassenstufe 11/12. wurden in
der Fachzeitschriflt: . Mathematik in der
Schule”. Heft 10/70 veroffentlicht. d. Red.



Wir stellen vor:

Die Leninpreistriger
Jurij Rozanov
und Jurij Prochorov

Jurij) Rozanov, Doktor der mathematischen Wissen-
schaften und Professor, wurde 1934 in Moskau als
Sohn eines Angestellten geboren. 1952 absolvierte er
die Mittelschule und ging an die mechanisch-mathe-
matische Fakultit der Moskauer Staatlichen Univer-
sitat. Mit AbschluB des Universitidtsstudiums erhielt
er 1957 eine Aspirantur am Steklov-Institut fiir Mathe-
matik. Er verteidigte vorfristig seine Dissertation
und erhielt 1959 den Kandidatengrad. 1963 verteidigte
er erfolgreich die Doktordissertation, zwei Jahre
darauf wurde ihm der Professorentitel verlichen.
Nach der Aspirantur arbeitete er am Steklov-Institut
flir Mathematik zunichst als jlingerer wissenschaft-
licher Mitarbeiter. Gegenwirtig ist er hoherer wissen-
schaftlicher Mitarbeiter der Abteilung fiir Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Sein Name ist im Ausland
wohlbekannt. Haufig war er aktiver Teilnehmer ver-
schiedener wissenschaftlicher Konferenzen.

Die Frauvon J. Rozanov — Nina — ist jiingere wissen-
schaftliche Mitarbeiterin am Institut der Vélker
Asiens.

1970 wurde J. Rozanov fiir eine Reihe von Arbeiten
zu den Grenzwertsitzen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung der Leninpreis verliehen.

Jurij Prochorov — korrespondierendes Mitglied der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR und Pro-
fessor — wurde 1929 in Moskau als Sohn eines Inge-
nieurs geboren. Von Kindheit an begeisterte er sich
fiir die Mathematik. 1944 absolvierte Jurij das Ex-
ternat (entsprechend dem Programm der Mittelschule)
in Moskau und ging dann an die hohere technische
Schule (Baumann-Schule). Vom zweiten Studienjahr
ab wurde er auf persdnliche Bitte hin an die mecha-
nisch-mathematische Fakultit der Moskauer Staat-
lichen Universitit (MGU) versetzt. 1949 absolvierte
Jurij die MGU und arbeitete von da ab am Steklov-
Institut fiir Mathematik der Akademie der Wissen-
schaften der UdSSR. 1952 verteidigte er die Kandi-
datendissertation und vier Jahre darauf die Doktor-
dissertation. Seit 1956 arbeitet er als Lehrer am
Moskauer Institut fiir Ingenieurphysik, bekleidet seit
1957 das Amt des stellvertretenden Direktors des
Mathematischen Instituts und ist gleichzeitig Leiter
der Abteilung fiir Wahrscheinlichkeitsrechnung.
1958 wurde Jurij Prochorov der Professorentitel ver-
lichen. Zur Zeit ist er Professor an der mechanisch-
mathematischen Fakultat der Moskauer Universitit.
Jurij hat die Abenduniversitdt fiir Marxismus-Leni-
nismus absolviert, er beherrscht die englische Sprache,
liest und iibersetzt aus dem Franzosischen und Deut-
schen. Héaufig nahm er an wissenschaftlichen Konfe-
renzen teil (1954 in der DDR, 1956 in der CSSR,
1958 war er Teilnehmer am Internationalen Mathema-
tikerkongreB in Edinburgh). Die Frau von Jurij —
Svetlana — ist Dozentin am Moskauer Institut fiir
Ingenieurphysik, die Tochter Marie ist zwei Jahre alt.
1966 wurde J. Prochorov zum korrespondierenden
Mitglied der Akademie der Wissenschaften der UdSSR
ernannt. 1970 wurde ihm fiir eine Reihe von Arbeiten
zu den Grenzwertsitzen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung der Leninpreis verliehen.

Nach einer Information von APN/Novosti
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Teil 12 (SchluB)

Auf ein etwas aufwendigeres zyklisches Programm
fihrt uns das

Beispiel 3: Hier soll es darum gehen, die Zahl ¢ auf
eine gewisse Anzahl von Dezimalstellen zu berechnen.
Fiir den mathematisch weniger fortgeschrittenen Leser
sei erldutert: Die Zahl e ist eine .berlihmte* Zahl
dhnlich wie die Zahl n. So wie letztere fur Kreis-.
Kugelberechnungen usw. benutzt wird, braucht man
die Zahl ¢=27183... fiir vielerlei Zwecke. Sie tritt
u. a. beim Gesetz des organischen Wachstums, beim
Laden und Entladen eines Kondensators und in der
Wirmelehre aul. Ebenso wie n ist e eine irrationale
Zahl, d. h. sie ergibt eine unendliche nicht periodische
Dezimalbruchentwicklung. kann also in dieser Form
immer nur ndherungsweise (approximativ) dargestellt
werden. Es gibt mehrere Moglichkeiten zur iterativen
Berechnung von e. Wir benutzen die unendliche Reihe

2 1 1 1

; i —+ TREIRETRES
(Zur Erkldrung: n!. gelesen .n Fakultit", bedeutet
1-2-3...-n alsoist 1!'=1, 2!=1-2, 3!1=1-2-3=6.

4!'=1-2-3-4=24 usw. Man hat ferner vereinbart:
0!=1.) Man erkennt, daB in der obigen Reihe die
Glieder sehr rasch kleiner und kleiner werden. Es ist
%=ﬁ§% <0,000001. Je mehr Glieder
man addiert. desto mehr ndhert man sich dem wahren
Wert von e, d.h. desto mehr Dezimalstellen sind
richtig und werden durch Hinzufiigen beliebig vieler
weiterer Glieder der Reihe nicht gedndert.

bereits

Nun wieder zum Automaten! Setzen wir eine zehn-
stellig arbeitende Anlage voraus. so bedeutet das,
daB ein zu addierendes Glied nur noch solange ins
Gewicht fdllt, wie es spitestens in der neunten Dezi-
male eine- von O verschiedene Ziffer hat. Mathe-
matisch formuliert hieBe das. daf
%< 107 ist.
Diese Genauigkeitsforderung benutzen wir beim Auf-
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bau des Algorithmus als Abbruchbedingung fiir den
Zyklus. der iterativ den Wert der Summe berechnet.

Ist die Frage %< 1078? mit ja entschieden,

so soll die Rechnung abbrechen. und wir kdnnen
annehmen, daB die ersten neun Stellen hinter dem
Komma dann stimmen. *
Um das Programm auistellen zu konnen. benstigen
wir noch ein paar Uberlegungen: In unserer Reihe
1 1
e=1+1 + TS Y +.:
1+1=2 als Anfangswert der Summe aufl. Die Sum-
manden nennen wir Q. Ist S=2 erste Zwischensumme.
betrachten wir also die Reihe nur bis zum zweiten
Glied. so ist der Wert des letzten Summanden Q=1. Da
1 1
n' (n—1!n
ist. ergibt sich der n-te Summand aus dem (n— 1)-ten
durch Division durch n. Fiir den laufenden Summan-

fassen wir

den Q gilt also beim Ubergang zum nichsten: Q::%

Ausfiihrlich:
Q:=

Jetzt wird dem Leser das Verstindnis des Diagramms
nicht schwerfallen:

* Diese Folgerung laBt sich nicht fiir belie-
bige unendliche Reihen verallgemeinern. Es
gibt durchaus Fille, wo von einem bestimm-
ten Glied an die von 0 verschiedenen Ziflern
erst rechts von einer gewissen Dezimalstelle
auftreten, diese aber beim Addieren unter
Umstinden mehrere Stellen nach links {iber-
greifen. In diesem Beispiel ist das aber nicht
der Fall.

Man beachte noch den Unterschied zwischen diesem
zyklischen Programm und dem vorigen. Beim vorigen
stand schon zu Beginn der Rechnung fest, wie oft
der Zyklus zu durchlaufen war. ndamlich 999mal.
Beim letzten Programm ist am Anfang die Zahl der



Durchldufe noch nicht bekannt; sie wird durch die
Rechnung selbst entschieden. Fiir das nichste
Beispiel 4 sollen hier nur einige Anleitungen gegeben
werden. Die Aufstellung des FluBdiagramms sei dem
Leser iiberlassen. Es ist ein Programm fiir das Ziehen
einer Quadratwurzel anzufertigen. Da es sich um
eine nicht automatengerechte Operation handelt. miis-
sen wir nach einer mathematischen Methode suchen.
mit der das Radizieren auf die vier Grundoperationen
zuriickgefiihrt wird. Das gelingt iterativ nach der hier
ohne Beweis mitgeteilten Formel

1 a
(1) X.-+l:§'<xi+;i).

Darin ist a der Radikand (eine beliebige positive Zahl).
X; ein Ndherungswert fur \/Z und x;,, ein besserer
Ndiherungswert. Geht man von einem beliebigen posi-
tiven Anfangswert x, aus und berechnet man nach
obiger Formel schrittweise x;. x,, X3 usw.. so kommt
man mit dieser Folge der Zwischenergebnisse dem
wahren Wurzelwert immer niher.

Beachte: Fiir die in den Formeln (1) und (2) vorkom-
menden Zwischenergebnisse sind (siehe Beispiel 1!)
gesonderte Symbole einzufiihren. Jedes Operations-
kdstchen soll nur eine Teiloperation enthalten.

Die bisher behandelten Diagramme kann man als
Strukturdiagramme bezeichnen, weil sie die logische
Struktur des Programmablaufs darstellen. Das bedeu-
tet noch nicht, daBB ein Automat solche Diagramme
.versteht*. Die Arbeit des Programmierers ist also
an dieser Stelle noch nicht beendet. Was weiter ge-
schieht, soll in dieser Artikelserie nicht mehr ausfiihr-
lich behandelt, sondern nur kurz umrissen werden:

Es ist heute iiblich, Programme in einer international
vereinbarten problemorientierten Programmiersprache
zu formulieren. Eine solche kiinstliche Sprache besteht
aus den Ublichen Alphabetzeichen, Ziffern und einigen
Sonderzeichen. Am bekanntesten ist die Program-
miersprache ALGOL (Algorithmic Language). Ohne
naher auf diese Sprache einzugehen. wollen wir den
im Beispiel 2 (zweite Fassung) dargestellten Ablauf
in ALGOL-Notation angeben. Die Darstellung wird

nach dem Vorangegangenen unmittelbar verstind-
lich sein: S:=0; i:=1;

Wiederholung: S :=S+ali]; i:=i+1;

i| <1000 then go 1o Wiederholung.

Letzteres ist noch kein volistindiges ALGOL-Pro-
gramm. Die Zeilen entsprechen aber dem arithme-
tischen Sachverhalt dieses Beispiels.

Ein solches Programm wird anschlieBend aul ein
sogenanntes Eingabemedium iibertragen. Als Medien
dienen im wesentlichen Lochkarten und Lochstreifen.
Von diesen Eingabemedien wird das Programm in
den Automaten iibernommen. Technisch muB man
sich diesen Vorgang etwa so vorstellen: Die auf einer
leitenden Fldche liegende Lochkarte wird zeilenweise
mit einer metallischen Biirste abgetastet. Zwischen
Biirste und Unterlage besteht eine elektrische Span-
nung. Jedes Loch bewirkt beim Uberstreichen einen
kurzfristigen Kontakt und somit einen vom Auto-
maten registrierten Stromstof.

Das in der Programmiersprache abgefal3te Programm
— nehmen wir als Beispiel das ALGOL-Programm —
muB nun noch fir den betreffenden Maschinentyp
iibersetzt werden. Das geschieht durch ein besonderes
Programm, in unserem Fall durch einen ALGOL- Uber-
setzer. Er bewirkt im Automaten die Ubertragung
in das individuelle Maschinenprogramm. Dieses fiihrt
dann die Rechnung explizit aus.

Die Ergebnisse konnen iiber einen Schnelldrucker aus-
gegeben werden und sind dann fiir den-Menschen
unmittelbar lesbar. Sie konnen aber auch in Loch-
streifen oder Lochkarten eingestanzt oder auf Magnet-
bindern gespeichert werden, um fir weitere Aus-
wertungen in maschinenlesbarer Form unmittelbar zur
Verfiugung zu stehen. Fassen wir zum Abschlu3 den
Inhalt des dritten und letzten Abschnitts der EDV-
Serie noch stichwortartig zusammen:

Problem — mathematische Formulierung — Auf-
16sen in Teiloperationen — Strukturdiagramm —
ALGOL-Programm — ALGOL-Ubersetzer — indi-
viduelles Maschinenprogramm — Rechnung — Er-

gebnis. J. Frormann

Wir empfehlen dem interessierten Leser fiir ein weiterfithrendes
Studium folgende populdrwissenschaftliche Literatur:
Arbeitsweise von Rechenanlagen: .

1. Schubert, Digitale Kleinrechner, Verlag Technik, Berlin (1967)
2. Goétzke, Programmgesteuerte Rechenautomaten, VEB Fach-
buchverlag Leipzig

Programmierung: 3. Huhn, Grundlagen der Datenverarbeitung,
Verlag Die Wirtschaft, Berlin (1970)

4. Paulin, Programmierung elektronischer Datenverarbeitungs-
anlagen, Berlin, Verlag Die Wirtschaft (erscheint 1970)
Nachschlagewerke: 5, Murphy, Elektronische Ziffernrechnei, VEB
Technik, Berlin (1965)

6. Paulin, Kleines Lexikon der Rechentechnik und Datenverarbei-
tung, VEB Verlag Technik, Berlin (1969)
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alpha-wettbewerb
1969/70

Rund 25000 Losungen gingen im vergange-
nen Schuljahr ein. In Kleinarbeit wurden
alle zwischen dem 1. und 10. 10. an die
Redaktion eingesandten Briefe (mit Antwort-
karten) bearbeitet. Bis zum 1. November
haben wir an unsere aktiven Leser versandt:
72 Urkunden und Abzeichen, Preise (Wert:
950 M) fiir unsere Preistriger.

151 Urkunden, Abzeichen fiir ,,vorbildliche
Leistungen*.

150 Urkunden, Abzeichen in Gold fiir drei-
jdhrige und erfolgreiche Teilnahme am alpha-
Wettbewerb. (Die Namen dieser Schiiler
sowie die Preistriger veroffentlichen wir in
Heft 1/71.)

1227 Urkunden und Abzeichen fiir erfolg-
reiche Teilnahme am alpha-Wettbewerb 1969/
70.

45 Schulen nahmen als Kollektive am alpha-
Wettbewerb teil (s. Heft 1/71).

12 Verlage iiberreichten fiir iiber 1500 M
Biicher fiir die Auszeichnung (s. Heft 1/71).

Beteiligung — aufgeschliisselt nach Jungen,
Midchen (1967/70)
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alpha-Wettbewerb 1969/1970 — Einsendung von Losungen

Klassenstufe 5

Klassenstufe 6

8 e 8 - 2 = S .
5 2 g E falsche 5 2 _’§ E  falsche
Heft_ ;:5' g g ?ﬂ Losungen Heft ;5 g § % Lésungen
5/69 424 204 265 469 (—12) 5/69 429 198 205 403 (—122)
125 208 267 475 (—15) " 430 175 195 370 (—75)
6/69 455 248 265 513 (—16) 6/69 460 219 231 450 (-3)
456 211 247 458 (—115) 461 122 154 276 (—22)
1/70 480 276 290 566 —4) 1/70 482 146 183 329 (-—10)
481 250 320 570 (—3) 483 150 135 285 —7
2/70 511 275 276 551 (—18) 2/70 515 341 287 628 (—2)
512 261 256 517 (—6) 516 280 233 513 (—47)
3/70 536 198 225 423 (—12) 3/70 541 183 207 390 (--16)
537 168 189 357 (—43) 542 111 124 235 (—19)
zus. 2299 2600 4899 zus. 1925 1954 3879
Klassepstufe 7 Klassenstufe 8
5/69 434 275 251 526 (—52) 5/69 438 103 72 175 (—90)
435 250 230 480 (—174) 439 170 110 280 (—42)
6/69 465 256 245 501 (—80) 6/69 469 206 141 347 (—121)
466 230 205 435 (—54) 470 254 173 427 (=37
1/70 484 307 304 611  (—88) 1/70 486 85 66 151  (—56)
485 423 415 838 (—84) 487 328 298 626 (—76)
2/70 519 257 295 552 (—20) 2/70 523 298 287 585 (-—164)
520 160 179 339 (—241) 524 92 62 154 (—6)
3/70 546 187 173 360 (—57) 3/70 550 231 179 410 (—78)
547 66 60 126  (—23)
Zus. 2411 2357 4768 Zus. 1868 L1468 3336
Klassenstufe 9 Klassenstufe 10/12
5/69 442 394 297 691 — 5/69 446 165 32 197 (-—34)
443 315 242 557 -7 447 111 30 141 (—69)
6/69 473 110 62 172 (—14) 6/69 477 181 76 257 (—56)
474 223 150 373 (—15) 478 235 125 360 (—25)
1/70 488 142 126 268 (—49) 1/70 490 262 95 1357 (~-28)
489 70 53 123 (—13) 491 221 116 337 (—24)
2/70 526 327 275 602 (—8) 2/70 530 117 46 163 (—45)
527 93 32 125 (—23) 531 144 45 189 (—12)
3/70 554 152 99 251 (—42) 3/70 558 119 49 168 (—4)
555 122 63 185 (—26) 559 145 61 206 (—4)
zus. 1948 1399 3347 Zus. 1700 675 2375
Bezirksolympiade
Eingesandte Losungen zur B - s
IX. Olympiade Jg. Mathematiker &, G £ davon
= 8 =N a falsch
der DDR v A p= &
7 132 98 230 24
. . 8 140 63 203 9
Kreisolympiade 9 128 24 152 20
& a 5 10 116 29 145 10
3 8 5 B davon 11/12 135 41 176 14
R g 2 3 falsch
v o s g zus. 651 255 906 77
5 60 109 169 11 DDR-Olympiade
6 106 70 176 6
7 148 97 245 26 10 61 13 74 2
8 80 54 134 14 11/12 55 6 61 6
9 100 22 122 9
10 92 29 121 9 zus. 116 19 135 8

11/12 140 12 152 . 6

*umgestelll von Kalenderjohr ouf Schuljahr
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Zus.

726 393 |

119

81

Es wurden auBerdem 5 Lo&sungen zur XI.
IMO eingesandt.



Preistriager
Vorbildliche Leistungen

Die im Druck hervorgehobenen Schiiler er-
hielten Buchprimien.

Klassenstufe 5

Bernd Derlich 205 Teterow; Carola Kuhnt
205 Teterow; Heidrun Kopcke 205 Teterow;
Astrid Rosel 205 Teterow (aus Klasse 3);
Sven-Thorsten Freitag 95 Zwickau; Norbert
HeB 8019 Dresden; Achim Bobeth 806 Dres-
den; Birgit Kuhmstedt 5001 Erfurt; Elke
Kiihne 427 Hettstedt; Kirsten Helbig 1321
Schoneberg; Monika Juppe 8301 Markers-
bach; Andreas Letzel 15 Potsdam; Heike
Rommel 62 Bad Salzungen; Claus Scheffler
88 Zwickau; Wilfried Carl 402 Halle; Heike
Anders 1636 Dahlewitz; Holger Kuchling
110 Berlin; Ute Wittat 9507 Ebersbrunn;
Marlies Englisch 7022 Leipzig; Beate Brandi-
ner 7295 Schildau; Angelika Miiller 22
Greifswald; Ursula Barth 5101 Kleinfahner;
Jorg Schubert 9331 Pfaffroda ; Andreas Hoch-
haus 57 Miihlhausen; Frank Richter 793
Herzberg: Heidrun Scheinhardt 4203 Bad
Diirrenberg; UIf Hutschenreiter 8020 Dres-
den; Ulrike Brandemer 92 Freiberg; Thomas
Kischel 22 Greifswald ; Peter-Michael Anders
128 Bernau; Andreas Nither 925 Mittweida;
Ute Minow 2723 Warin; Birgit Lorenz 83
Pirna-Copitz; Christine Friindt 2723 Warin;
Wollhard Spiewok 22 Greifswald; Elvira
Neubauer 9413 Schonheide; Angela Richter
2723 Warin; Torsten Waldeck 90 Karl-Marx-
Stadt; Holger Jurack 8502 Burkau (aus K1.4);
Christine Dehmel 205 Teterow; Regina Lewe
205 Teterow: Jutta Langmeier 205 Teterow;
Roland Herdmann 6081 Mittelstille; Ger-
lind Koch 6081 Trusetal; Ulrike Grauck
8502 Burkau (aus Kl. 4); Heidrun Weichler
6081 Fambach; Heiko Wolff 6084 Floh;
Ulrike ClauBnitzer 14 Oranienburg; Birgit
Sievert 14 Oranienburg; Thomas Fischer
6221 Kranlucken; Astrid Schulz 4401 Rotta;
Kerstin Tamm 6083 Brotterode; Elke Ger-
nath 6088 Steinbach-Hallenberg; Dietmar
Huhn 4401 Radis; Steffi Bittorf 6085 Ober-
schénau; Annemarie Heldt 2561 Parkentin;
Renate Daniel 262 Biitzow.

Klassenstufe 6

Uwe Lobus 801 Dresden; Arndt Petzold 9034
Karl-Marx-Stadt; Martina Romer 128 Ber-

nau; Karl-Heinz Hering 50 Erfurt; Detlel
Snaga 128 Bernau; Michael Schnelle 754 Ca-
lau; Reiner Lindemann 75 Cottbus; Uwe Risch
327 Burg; Sibylle Rohrbeck 2302 Franzburg;
Birgit Volkert 62 Bad Salzungen ; Brigitte Hil-
denbrandt 6316 Stiitzerbach; Barbara Wett-
engel 992 Oeclsnitz; Hans-Peter Tams 2851
Domsiihl; Karl-Heinz Schubert 9331 Pfaff-
roda; Birbel Rahnefeld 901 Karl-Marx-Stadt;
Frank Kolwe 128 Bernau; J6rg Loschner
9201 Dorfchemnitz; Ulrike Huste 8502 Bur-
kau; Peter Heumann 90 Karl-Marx-Stadt;
Herbert Forst 62 Bad Salzungen; Eva ClauB3
9501 Culitzsch; Thomas Rudolph 92 Frei-
berg; Peter-Michael Anders 128 Bernau;
Jens Haupt 90 Karl-Marx-Stadt; Petra Ha-
nisch 8502 Burkau; Volkmar Wagner 6081
Fambach; Burkhard Schneider 6081 Fam-
bach; Barbara Koénig 9215 Sayda; Margit
Schneider 9201 Dorfchemnitz; Angela Brandt
9014 Karl-Marx-Stadt; Angelika Stephan
8502 Burkau; Jutta Storch 6081 Fambach;
Birgit Ludwig 2051 Altkalen; Silva Schifer
2051 Kleverhof'; Bernd Richter 7261 Liptitz;
Bernd Behnke 5403 GreuBen; Zita Morgen-
stern 22 Greifswald ; Gabriele Weisheit 6087
Seligenthal ; Lutz Spiegel 3282 Giisen; Chri-
stina Wilhelm 6081 Mittelstille; Cornelia
Miiller 9215 Sayda; Lothar Jenning 2031
Giilzowshof; Uwe Loser 6801 GoBwitz;
Marlene Moller 62 Bad Salzungen; Barbel
Anders 75 Cottbus.

Klassenstufe 7

Horst Kohlschmidt 801 Dresden; Thomas
Wolf 655 Schleiz; Gernot Forster 757 Forst;
Harry Reimann 104 Berlin; Roland Maerz
285 Parchim; Siegfried Marg 1501 Neu-
Toplitz; Christina Feige 57 Miihlhausen;
Stefan Pleifer 74 Altenburg; Regina Hilden-
brandt 6316 Stiitzerbach; Andreas Schlosser
95 Zwickau; Frank-Giinter Krause 784 Senf-
tenberg; Elke Mietzsch 21 Pasewalk ; Regina
Rau 9412 Schneeberg; Irene Hauske 8507
Putzkau; Andreas Popp 95 Zwickau; Angela
Petzold 115 Berlin; Christian Hofmann 7404
Meuselwitz; Clemens Schlechte 808 Dresden;
Manfred Bartsch 5501 Hesserode; Joachim
Krautz 75 Cottbus; Horst Theel 1034 Berlin;
Andreas Schneider 8512 GroBréhrsdorf’; Bir-
git Starke 703 Leipzig; Birbel Hamm 60
Suhl; Carola Wobst 8502 Burkau; Martina
Huste 8502 Burkau; Reiner Wagner 8502
Burkau; Jutta Rauer 608 Schmalkalden;
Regina Schubert 6403 Neuhaus-Schiersch-
nitz; Sabine Mark 608 Schmalkalden; Peter
Segelek 301 Magdeburg; Claudia Neumann
9402 Bernsbach; Jorg Wehage 1802 Kirch-
moser; Norbert Littig 8501 Lichtenberg.

Klassenstule 8

Steffen Lobus 801 Dresden; Egbert Lindner
801 Dresden; Anita Paul 608 Schmalkalden;
Bernd Hanke 8708 Grolschweidnitz; UM
Briistel 7401 Ziegelhain; Rolf Dietmar Regel
75 Cottbus; Bernd Ziemdars 209 Templin;

Roland Nehrig 55 Nordhausen; Hans-Gert
Gribe 50 Erfurt; Reinhard Schuster 703 Leip-
zig; Ute Winkler 153 Teltow; Roland Borch
75 Cottbus; Bernd Kutnik 205 Teterow;
Karin Schuster 6575 Pausa; Yvonne Kruber
835 Stolpen; Reinhard Lehmann 79 Falken-
berg; Manfred Pokrandt 75 Cottbus; An-
dreas Stern 22 Greifswald; Gert Hantsche
8142 Radeberg; Uwe Stitz 801 Dresden;
Bernd Reddemann 36 Halberstadt; Hubert
Sanik 2151 Rattey; Jutta Schuster 27 Schwe-
rin; Andreas Fleischer 8027 Dresden; Peter
Linhart 7305 Waldheim; Ulrich Konig 6081
Zillbach; Andreas Zimmermann 90 Karl-
Marx-Stadt; Steffi GroBel 9522 Reinsdorf;
Monika Seiler 53 Weimar; Viola Eichler
8302 Bad Gottleuba; Hartmut Hifner 6088
Steinbach-Hallenberg.

Klassenstufe 9

Albrecht Bittcher 9314 Neudorf; Lothar
Wenzel 111 Berlin; Michael Hoffmann 238
Barth; Biirbel Schulz 75 Cottbus; Wolfram
Heimbrodt 1055 Berlin; Klaus-Peter Schem-
mel 1055 Berlin; Jorg Vogel 55 Nordhausen;
Wollgang Zahn 532 Apolda; Detlef Hantke
42 Merseburg; Volker Schneider 9302 Anna-
berg-Buchholz; Manfred Riemer 83 Pirna;
Helga Diweritz 7291 NeuBen; Volker War-
stat 323 Oschersleben; Bernd Droge 7541
Kalkwitz; Wolfgang Herrmann 9306 Elter-
lein; H.-Jirgen Weinberger 222 Wolgast;
Elke Wiemann 8245 Glashiitte; Sabine Ditt-
rich 9402 Bernsbach; Dieter Garling 286
Liibz; Dietmar Mauersberger 57 Mihlhau-
sen; Joachim Selle 5401 GroBfurra; Carmen
Hauptmann 8245 Glashiitte ; Kordula Ober-
eigner 291 Perleberg; Burkhard Thiele 3018
Magdeburg; Bettina Belitz 68 Saalfeld ; Eber-
hard Hiafner 6088 Steinbach-Hallenberg;
Eberhard Recknagel 6088 Steinbach-Hallen-
berg.

Klassenstufe 10/12

Uli Klaus 50 Erfurt: Birbel Kurz 724 Grim-
ma; Matthias Heine 8601 Schwarznaulilitz;
Rolf Dieckmann 24 Wismar; Riidiger Niitz-
mann 2031 Trittelwitz; Manfred ReiBig 9933
Bad Elster; Brigitte Prawitz 119 Berlin;
Karl Heym 6202 Bad Liebenstein; Stefan
Ackermann 725 Wurzen; Gottiried Meisel
965 Klingenthal 1; Eberhard Paschkowski
48 Naumburg; Thomas Winkler 9933 Bad
Elster; Christoph Clau8 9163 Gornsdort;
Andreas HeB 794 Jessen; Roland Moller
58 Gotha; Lutz-Peter Klotz 9414 Sosa;
Winfried Helwig 3018 Magdeburg; Roll
Sommer 993 Adorl; Klaus Schénefeld 53
Weimar; Angele Babenhauserheide 3501
Uchtspringe; Ottmar Langer 73 Dé&beln;
Knut Taeger 45 Dessau; Ulrike Weise 9274
Wiistenbrand; Hans-Peter Schneider 432

Aschersleben; Wolfgang Hafner 6088 Stein-

bach-Hallenberg; Johannes Gerth 5211 Sin-
gen; Bernd Ahrens 301 Magdeburg; Dieler
Buchmann 1407 Lehnitz.
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In freien Stunden

Das L-Spiel

..Ich bin Mathematiklehrer, beziehe die al/pha schon
das zweite Jahr und habe so manche interessante
Anregung aus lhrer Zeitschrift entnommen. Aus
unserer Nauka i shisn (7/70) sende ich Ihnen das
L-Spiel.* Oberlehrer L. Dimenstein, Leningrad
Das Spielfeld ist ein Quadrat mit 4 mal 4 Karos. Es
spielen zwei Partner (weiB und schwarz), von denen
jeder eine L-Figur besitzt. AuBerdem gibt es zwei
gemeinsame Spielmarken. Die Ausgangsstellung ist
auf Bild I gezeigt. Die Partner ziehen abwechselnd.
Jeder Zug besteht aus einem unbedingien Versetzen
des L’s im Bereich der freien Spielfelder und einem
moglichen (aber nicht unbedingten) Versetzen einer
Spielmarke (nach dem L-Zug). Verloren hat der, der
keinen Zug fiir sein L hat.

Als Beispiel sei eine Partie angefiihrt (Bild 2). Wiirde
schwarz im 3. Zug die Spielmarke anders gesetzt haben,
etwa wie in Bild 3, so wiirde das Spiel weitergehen.

%iﬂ schwarz
O Spielmarke
O
@]
O O

Bild 1

Bild 2 1. Zug 2. Zug
| O ©)
1
o Matt!
(] O O
3. Zug 4. Zug
®)
o) Bild 3

Fallt das Studieren Dir mal schwer,
dann nimm Dir alpha-heiter her!
Oberlehrer H. Pdiizold. Waren Miiriiz

Vladimir Rencin, Praha

Kleine Knobelei .

Setze natiirliche Zahlen (0 <n < 10) in die leeren Felder
so ein, daB wahre Aussagen entstehen!

Aus: mame — mamu — ka, Sofia (6 68)

Von oben wie? A

so fragt der Generalsekretir der Mathematischen
Gesellschaft der SR Ruménien, Prof. C. Oriescu
(Bukarest) und grifBt damit alle alpha-Leser.

Gereimte Mathematik

Unser Leser G. 0. Gestsson, Mathematiklehrer in
Reykjavik (Island), sandte uns ein Formelheft. Damit
sich die Schiiler Formeln besser merken, werden sie
in Gedicht- oder Liedform dargeboten:



Ritsel um Otek

Auf unseren Bildern sehen wir Orek, eine bekannte
polnische Figur, spitzbiibisch, liebenswiirdig — iro-
nisch mit seinem Dackel Taky. Otek hat sich verwan-
delt und fragt: Wer bin ich?

Aus: Rétsel um Otek, Eryk Lipinski,
Warschau (erschienen im Eulenspiegel-
verlag. Berlin)

Coloured Counter Puzzle

This is a puzzle for one person. — You need: 3 red
and 3 blue counters. — Put three red counters on the
positions marked R, and three blue counters on the
positions marked B. —
Objekt: to change the positions of the red and the
blue counters. — Rules: any counter can move
along a straight line to an unoccupied position.
Counters can move in any order, and backward
moves are allowed.

Aus einem englischen Mathematiklehrbuch

Schwieriges Problem

ABCDE
+EDCBA

FFFFF .
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt werden,
daB die Addition (im dekadischem System) zu einem
richtigen Ergebnis fiihrt. Dabei sollen gleiche Buch-
staben gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben

verschiedene Ziffern bedeuten.
Szepan Jelenski, Warschau

In dem Schema

Ein wenig Logik
Die in der Abbildung gezeigten Figuren sind in einer
bestimmten logischen Reihenfolge geordnet. Man

finde den logischen Zusammenhang. Aus ihm ergibt
sich die fehlende Figur. Aus: Fiiles 28/70. Budapest

Kreuzwortriitsel

In die Felder der untenstehenden Figur sind, von den
numerierten Feldern beginnend, nach oben und unten
fiinfbuchstabige Worter der folgenden Bedeutung
einzutragen. Die Buchstaben in den (numerierten)
Mittelfeldern ergeben einen mathematischen Begriff.

Nach oben:
1. gekrimmte Linie
2. Oberbegriff zu Gerade
und Kreis ‘
unbewiesener Grundsatz —
Teil einer Sekante o
Zahlwort
. Stellenwert;
nach unten:
geometrischer Ko6rper
Hohlmai
Name der Schiilerzeitschrift
eine Winkelfunktion
Einteilung, z. B. auf dem Rechenstab
beriihmter Schweizer Mathematiker.
OStR K.-H. Lehmann, V.L.d. V., Berlin

S YA W

OBl o B
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Losungen

W7 s 546
Produktion im polnischen

Jahr Maschinenbau. in Prozenten
und bezogen aul das Jahr
1968 1969

1968 1009/,

1969 114°/, 1009/,

1970 x%, 114%,

Aus der Tabelle laBt sich die Proportion
x: 114=114: 100 ablesen; daraus folgt
.\'=L42= 129.96 ~ 130.
100

Im Maschinenbau der Volksrepublik Polen
ist demnach fiir das Jahr 1970 eine Steige-
rung der Produktion um rund 309/, gegen-
tiber der des Jahres 1968 geplant.

W 7 @ 547 Aul Grund des Satzes _Fiir die
von einem Punkt an einen Kreis gelegten
Tangenten sind die Tangentenabschnitte zwi-
schen Tangentenschnittpunkt und den Be-
rilhrungspunkten gleich lang™ gilt AF=AG.
.BF = BE. CE =CG. Demzufolge gilt

u=AF + AG=2- AF. Daraus folgt

AB+BE=AF =-u.

!
2

A B F

8 A 548 a) Die zu den folgenden Zeiten in
Gaschwitz ablahrenden Ziige treffen nach
jeweils 53 min in Markkleeberg-West ein und
begegnen daher unterwegs dem Fahrgast,
der um 1450 Uhr in Markkleeberg-West
abgefahren ist.

15.34. 15.14 14.45. 1434, 14.14 Uhr
(jedoch nicht mehr der um 13.54 Uhr abfah-
rende Zug. da dieser bereits um [4.47 Uhr
in Markkleeberg-West eintriflt.) -

Dem Fahrgast begegnen also genau § Ziige
des Schnellverkehrs.

b) Es seien v die Anzahl der Minuten. dic
vonder Ablahrt des Fahrgastes (um 14.50 Uhr
in Markklecberg-West) bis zur Begegnung
mit dem crsten Gegenzug vergangen ist. und
v die Malizahl der durchschnittlichen Reise-
geschwindigkeit (in km/min) der Ziige.
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Dann hat der Fahrgast bis zur Begegnung
mit dem ersten Gegenzug dic Strecke x¢ km
und der Gegenzug die Strecke (36 +.v)c km
zuriickgelegt. da er bereits um 14.14 Uhr.
also 36 min frither. abgefahren ist. Da die
Gesamtstrecke eine Linge von 53¢ km hat.
ergibt sich die Gleichung

Xt +(36+ x)r=>53r und wegen L‘=|=0

X+ 36+x =53.

2x=17, x=835.

Der erste Gegenzug begegnet dem Fahrgast
also bereits nach 8.5 Minuten. d. h. um etwa
14.59 Uhr.

8 A 549 Es seien ABCD ein Rhombus und
S der Schnittpunkt seiner Diagonalen (vgl.
die Abbildung). :

D C

%>
£

Bezeichnet man mit « bzw. y die halben
Langen der Diagonalen dieses Rhombus. so
gilt AS=SC=x und B—S=S_D=y.
Da die Diagonalen des Rhombus aulein-
ander senkrecht stehen. betragt der Flichen-
inhalt des Rhombus

A=2- 2x -y

B

=2xy. N

Nun ist der Umlfang des Rhombus gleich 2s;

jede Seite hat also die Linge g Nach dem

Satz des Pythagoras erhalten wir daher aus
dem rechtwinkligen Dreieck ABS

2

Andererseits gilt. da die Summe der Lingen
der Diagonalen m betrigt.

2x+2y=m. also .\‘+y=%.

Hieraus erhdlt man durch Quadrieren

2

.\'2+yz+2xy=m—z. (3)

Aus (2) und (3) erhalten wir durch Subtrahie-
m? s miog?

yy=——"—=—"-—"—
4 4 4

Wegen (1) betrigt also der Flicheninhalt des

ren

2_ 2
Rhombus A=ﬁ4 s

W8 @& 550a) Die Zahl 30 lalt sich nur auf

die folgenden Arten in Faktoren x-y-z

zerlegen. wenn x<y<z gilt:
30=1-1-30=1-2-15=1-3-10

=1-5-6.=2-3-5.

Wir erhalten daher die lolgende Tabelle:
X y z X+y+z

1) 1 | 30 32

2) | 2 15 (8

J) | 3 10 14

4) 1 5 6 12

5) 2 3 5 10

Nurinden Fillen 1)und 4)ist v+ v+ zdurch 4

teilbar; daher haben nur dic Zahlen 1. 1. 30

und 1. 5. 6 die gelorderten Eigenschalten.

Nur in dem Fall 4) gilt auch x<y und x<z;
aullerdem ist in diesem Falle x Teiler von y
und Teiler von z.

Daher haben nur die Zahlen 1. 5. 6 die in b)
geforderten Eigenschalten.

W8 & 551 Es sei 0 der Mittelpunkt des
dem Tangentenviereck ABCD eingeschrie-
benen Kreises (vgl. die Abbildung).

Dann gehen die Winkelhalbierenden der
Winkel xDAB. ¥ ABC. ¥ BCD durch den
Punkt 0. da die Schenkel! dieser Winkel den
Inkreis des Vierecks ABCD beriihren. Daher
gilt ¥ ABO= xOBC,

<):0AB=§=45°, <):BCO=%=45”.

also xOAB= £ BCO. 0B=0B.
Daraus [olgt

AOAB=AOBC (sww).
Daher ist AB=BC.also a=b.
Analog beweist man. daB8 auch die Dreiecke
DAO und CDO kongruent sind. woraus
c¢=d folgt und womit die obige Behauptung
bewiesen ist. c

Zu bemerken ist noch. daB der Punkt O aufl
der Diagonalen BD liegt. weil die Winkel
X BOA und « COB sowie die Winkel £ AOD
und ¥ DOC einander gleich sind; diese Tat-
sache haben wir aber bei dem obigen Beweis
nicht benutzt. Ferner ist wegen AABD=
ACDB die Gerade BD Symmetrieachse des
Drachenvierecks ABCD.

Der obige Satz 14Bt sich noch verallgemei-
nern: Aus o=y folgt wie oben a=b und
c=d. Es geniigt also. dal} die Winkel 7 und
v einander gleich sind; diese Winkel brauchen
nicht notwendig rechte Winkel zu sein.

9 A 552 Essei Kdas Volumen der zur Ver-
figung stehenden Silbermenge von 2 g; dann
ve—29 _ ~0.1905cm".
105gcm™3
Nun sei .x die Malzahl der Lidnge des herge-
stellten Drahtes (in cm). Dann erhilt man,
da der Querschnittsdurchmesser 0. 0002 cm.
also der Querschnittsradius 0.0001 cm be-
trdgt. die Gleichung
0.000127 - x=0.1905. also

. 8
o= 1905 1076 0606 - 10

gilt

m
2 6060000.
Die Lidnge des Drahtes betriigt also rund
6060000 cm = 60600 m = 60.6 km.

9 A 553 Es gibt z. B. die folgenden Mog-
lichkeiten der Darstellung:

1) 1000000 = /(11— )T+ T

:
222\ 2
2) 1000000:(7?. ,



_2\3+3
3) 1000000:(%_3> ,

4) 1000000 = (4 + 4+ /a)*" %,
5

5+-=.
5) 1000000=(5+5) 5

A
6) 1000000:(9:—6> .

Tzt
7 1000000=(7;—_7> 7.

8)  1000000=(8+/\/8+8f V ¥,
9 9 J‘)_

9) 1000000=(9+§) .

W9 m 554a)

suchten

Es seien n und n+1 dic ge-
aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen; dann gilt
i+ 12 =pt=(n+1+n)(n+1-n)
=2n+1=211.also 2n=210. n=105.
Die beiden Zahlen lauten also 105 und 106.
Die ..Probe” zeigt die Richtigkeit unserer
Rechnung:
1062 —1052=11236—11025=211.
b) In dicsem Falle erhalten wir die Gleichung
(n+ 1> —n*=2n+1=1000001.
also 2n=1000000. n= 500000.
Die beiden Zahlen lauten also 500000 und
500001.
Probe: 5000012 — 5000002 = 1000001.
c) Es seien n—1 und n+1 die beiden ge-
suchten ungeraden aufeinanderfolgenden na-
tiirlichen Zahlen; dann gilt
n+12=(n—12=n*+3n>+3n+1)
—(? =3+ 3n—-1)=6n%+2.
6n? 4+ 2=153602. 6n2=153600.
n?=25600. n=160.
Die beiden ungeraden Zahlen lauten also
159 und 161.
Probe: 1613 —159°=4173281-4019679
=153602.
Wir sehen also. wic wir in den Féllen a) und b)
mit Hilfe der Formel
(n+1)?—n?=2n+1
und im Falle ¢) mit Hille der Formel
m+ 1P =(m=1P¥=6n%*+2
die Ergebnisse sehr schnell ermiticln konn-
ten.

also

W9 m 555 Esseien n—1.n. n+ 1 drei aul-
cinanderfolgende natiirliche Zahlen. Dann
ist dic Summe ihrer Kuben
s=m=1P2++n+1)°
== +3n—=1+n3+n2+ 302 +3n+1
=3I +6n=23nn?+2).
Nun sind genau drei Fialle moglich:
1. n ist durch 3 teilbar; dann ist s durch 9
teilbar
2. n=3k+ . wobei k eine naliirliche Zahl
ist; dann ist n*4+2=03k+1+2=9k*+6k
+3=303k2+2k+1) durch 3 teilbar. also s
wieder durch 9 teilbar.
3. n=3k+2. wobei k eine natiirliche Zahl
ist; dann ist n2+2=3k+2)2+2=9k2+12k
+6=3(3k%>+4k+2) durch 3 tcilbar. also s
wieder durch 9 teilbar.

In jedem Falle ist also die Summe s durch 9
teilbar. w. z b. w. Wir bemerken noch.
dal} nicnt nur dic Summe der Kuben dreier
aufeinanderfolgender  natiirlicher  Zahlen.
sondern auch die Summe der Kuben dreier
aufeinanderfolgender ganzen Zahlen stets
durch 9 teilbar ist; denn der obige Bewecis
gilt auch. wenn n cine beliebige ganze Zahl
ist.

10/12 & 556 Man verldngert BA iiber A
hinaus bis zum Schnitt mit e. Dieser Punkt ge-
hort der Schnittgeraden von ¢ mit der Ebene
[4BS] an. Da auch P ein Punkt dieser
Schnittgeraden ist, ergibt die Verbindung
von P’ mit dem Schnittpunkt auf e den
Grundril$ der Schnittgeraden von ¢ mit der
Ebene [4BS]. Diese Gerade schneidet BS’
in Q'. dem Grundri von Q. In gleicher
Weise erhilt man R’ als Grundri3 von R.

10/12 & 557 Es seien M, der Mittelpunkt
und r, der Radius des groferen Halbkreises.
M, der Mittelpunkt und r, der Radius des
kleineren Halbkreises.

Ferner seien AB und AC die beiden im
Punkt 4 aufeinander senkrecht stehenden
Sehnen (vgl. die Abbildung).

Dann ist nach Voraussetzung £ M, AB=60".
also auch £ BM A=60". Ferner ist AB=r.
da das Dreieck M, AB gleichseitig ist. Wegen
£BAC=90" gilt xCAM,=30".
Ist D die Mitte der Sehne AC. so gilt

cos 30° =14£ also

Iy

— — - . 1 ~ —
AC=24D=2r, -cos30°=2r, 5 \/3=r2 43
Wir erhalten also

AC_ry /3

AB r
. e 1
Nach Voraussetzung gilt nun -2 —=—.
rr 3
. 1 LI
also '—1=<;. Dabher gilt
oon 3
A - 5= P, —
A n 3.1 3-1.dn iC=4B.
AB 1, V3
Die beiden Sehnen 4B und AC sind also
gleichlang.

Es handelt sich hier um eine optische Tiu-
schung; dic Sehne AB scheint ldnger als dic
Sehne AC zu sein. weil der Kreisbogen liber

AB eine geringerc Kriimmung als der iiber
AC hat.

W 10/12 m 558a) Aul den Schenkeln cines
Winkels von 60 mit dem Scheitelpunkt A
triigt man die Strecke AD=3 cm und AB
=8 cm ab. Dann trigt man die Strecke BD
im Punkt B den Winkel «£xDBC=30
Nun zeichnet man einen Kreis mit dem Ra-
dius 3.5 ¢m um den Punkt D. der den freien
Schenkel des Winkels ¥« DBC im Punkt C
beriihrt. A. B. C. D sind die Eckpunkte des
gesuchten Vierecks ABCD (vgl. dic Abbil-
dung).

HIYA

b) Wir berechnen zunia'ch;l die Madizahl f
der Lange der Diagonale BD (in cm) nach dem
Kosinussatz (in dem Dreieck ABD):

f1=3482-2:3-8c0s60°=9+64—2-3 8 |
=9_+64—24=49. also f=7.d.h.
BD=7cem

Nun berechnen wir die Grole y des ¥ BCD
nach dem Sinussatz (in dem Dreieck BCD):

&=L also sin y=2sin 30"
sin 30° 35
21y dny=00
2

Nun kénnen wir die Linge der Seite BC nach
dem Satz des Pythagoras berechnen:

§E=J7T—335cm=7\/l—£cm

=% J3 em=6.06cm.

¢) Zunichst ist das Teildreieck ABD durch
die Seiten AB und AD und dem eingeschlos-
senen Winkel ¥ DAB (bis auf Kongruenz)
eindeutig bestimmt. Aber auch das Teil-
dreieck BCD ist durch die Seiten BD und CD
sowie durch den Winkel £ DBC=30° ein-
deutig bestimmt, da, wie oben gezeigt wurde,
der Winkel ¥BCD ein rechter Winkel ist,
und ein rechtwinkliges Dreieck durch die
Ldnge der Hypotenuse und einen spitzen
Winkel bereits eindeutig bestimmt ist. Daher
ist auch das gesuchte Viereck ABCD durch
die vorgegebenen Stiicke eindeutig bestimmt,
w.Zzb.w.

Wir bemerken noch, dafl in dem vorliegenden
Falle das Viereck ABCD deswegen eindeutig
bestimmt ist, weil der Winkel < BCD ein
rechter Winkel ist und daher der Kreis mit
dem Radius 3,5 cm um den Punkt D und der
freie Schenkel des Winkels « DBC nur einen
Punkt gemeinsam haben konnen (vgl. die
Konstruktion unter a).

W 10/12 a 559 Setzt man (46),,=4m+6,
(3),=3 und (162),=1m?+6m+2, so erhilt

_man die Gleichung

(4m+6)3=m? +6m+2,
12m+18=m2+6m+2,
m?2—6m—16=0.
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Diese quadratische Gleichung hat die Lo-
sungen
m;=3+./9+ 16=3+5=8und
m,=3—5=-2.
Da die gesuchte Basis m cine ganze positive
Zahl sein muB, erfillt nur die Losung m=28
die Bedingungen der Aufgabe.
Wir iiberzeugen uns durch die Probe., da8
die gesuchte Basis tatsdchlich m=8 ist:
(46),,=4-8+6=138, (3),=3,
(162),=64+48+2=114; 38-3=114.

5 A 561 Aus 56—(c-d)=50 [olgt ¢c-d=6.
Fiir dieses Produkt sind genau vier Fille
moglich,undzwar1-6=2-3=3-2=6-1=6.
Aus der abgebildeten Tabelle wird der wei-
tere Losungsweg ersichtlich.

& d a=24:c

1 6 24

2 3 12

3 2 8

6 1 4

b=48:a a+b+c (a+b+c):d
2 27 nicht I6sbar
4 18 6
6 17 nicht 16sbar

entfdllt, da a<c

5 A 562

Aus fg+he=aai lolgt a=1;

aus de+ 1li=cie folgt c=2;

aus 112 : 12=de und e#1 folgt e=6;
aus d6+11i=2i6 folgt i=0;

aus d6+ 110=206 folgt d=9;

aus 112 : 12=96 folgt b=>5;

aus 12- h6=912 folgt h=7,

aus fg+76=110 folgt g=4 und f=3;
aus 111j—912=206 folgt j=8.

Wir erhalten also 1152 : 12= 96
+ . +
34+ 76=110

1118 —-912=206
und stellen fest, daB alle waagerecht und
senkrecht angeordneten Rechenaulgaben
richtig gelost sind.

6 A 566 Enisprechend den Bedingungen der
Aufgabe gilt AB=AD=aq,

§E=ﬁ=§, ¥ ABE= X ADF=90°;
daraus folgt AABE=AAFD.

Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks AEF
gilt deshalb

A=az—a-2—l- ay’
2 2\2

e Lom Lo 3
2 8 8
D F ()
a a
z 2
g
2
a £
a
2
a
A B8

6 4 567 Bei der 1. Wigung
Waagschale eine Kugel gelegt:

wird aufl jede
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1. Fall: Bei Gleichgewicht haben sowohl die
beiden auf der Waage liegenden Kugeln wie
die beiden nicht aulgelegten Kugeln jeweils
gleiche Masse. Durch die anschlielende 2.
Wigung mub nur festgestellt werden, welche
der Kugelsorten die schwerere ist. Dies
geschicht durch Aullegen einer schon be-
nutzten Kugel aul die eine Waagschale und
einer noch nicht aufgelegten Kugel auf die
andere Waagschale.

2. Fall: Falls bei der 1. Wagung kein Gleich-
gewicht herrscht, wird durch den Ausschlag
der Waage die eine der beiden aulgelegten
Kugeln als eine schwerere und die andere als
eine leichtere Kugel erkannt. Bei der an-
schlieBenden 2. Wigung wird die als schwe-
rere erkannte Kugel mit einer noch nicht
aufgelegten Kugel verglichen. Je nachdem,
ob Gleichgewicht herrscht oder nicht, wird
die erstmals aufgelegte Kugel entweder als
schwerere oder als leichtere erkannt. Gleich-
zeitig ergibt sich damit, daB die auch bei der
zweiten Wigung noch nicht aufgelegte Kugel
eniweder eine leichtere oder schwerere ist.

7 4 571 Die zu ermittelnden rationalen
Zahlen x miissen die Gleichung x - |x|=
x+ | x| erfiillen.

1. Es sei x<0; wegen |x|=—x gilt dann
x+|x]| <0 und x+ |x|=0, das heibBt, es
gibt keine Zahl x<0, die die Gleichung
erfillt.

2. Es sei x=0; wegen |x|=0 gilt dann
x|x] =0 und x+ |x|=0; also ist x=0

" eine Lésung der Gleichung,

3. Es sei x>0; wegen |x|=x gilt dann
x?=2x. Da x>0 ist, diirfen wir die Gleichung
durch x dividieren und erhalten x=2 als
Losung der Gleichung.

Es gibt zwei rationale Zahlen, nimlich x, =0
und x,=2, die den gestellten Bedingungen
geniigen.

7 A 572 Wenn die Summe zweier dreistel-
liger Zahlen eine vierstellige Zahl ergibt, so
beginnt diese vierstellige Zahl stets mit der
Ziffer |, also P=1.

Wenn 4=0, so R=0; das widerspricht den
gestellten Bedingungen.

Wenn A=2, so R=4 und M=1; da P=1,
entfdllt M=1.

Wenn A=3.s0o R=6. M=2; PA=13 kann
nicht erfillt werden.

Wenn A=4.s0 R=8. M=3.0=17.

Wenn A=5, so R=0, M=3, PA=15 kann
nicht crfiillt werden.

Wenn A=6.s0 R=2. M=4 0=8.

Wenn A=7.s0 R=4. M=5, PA=17 kann
nicht erfiillt werden.

Wenn A=8.s0 R=6. M=6:da R=6entfiillt
M=6.

Wenn A=9, so R=8, M=7, PA=19 kann
nicht erfiillt werden.

Es existieren genau zwel Losungen:

734 846
#1386
1448 1662

8 A 576 Wir beweisen dicse Behauptung
durch cine IFallunterscheidung. Ist nimlich «
eine naturliche Zahl. so it sich « in der
Form 3n oder 3n+1 oder 3n+2 darstellen.
wobei it cine natiirliche Zahl ist; denn cine
natiirliche Zahl ist entweder durch 3 teilbar
oder 1Bt bei der Division durch 3 den
Rest 1 oder den Rest 2. Wir miissen daher
die folgenden drei Fiille untersuchen:
1. Fall: a=3n.
Dann ist der Nachfolger des Quadrats der
Zahl a gleich
a?+1=03n*+1=912+1. also nicht
durch 3 teilbar. da der Rest 1 entsteht,
2. Fall: a=3n+1.
Dann ist der Nachfolger des Quadrats der
Zahl a gleich
a2+1=03n+12+1=9n2+6n+1+1
=3n(3n+2)+2. also nicht durch
3 teilbar, da der Rest 2 entsteht.
3. Fall: a=3n+2.
Dann ist der Nachfolger des Quadrats der
Zahl u gleich
A+ 1=0CBn+2*+1=9n*+2n
+441=33n*+4n+ 1)+ 2. also nicht
durch 3 teilbar. da der Rest 2 entsteht.
In allen drei Fillen ist also der Nachlolger
der Quadratzahl a* nicht durch 3 teilbar.
womit dic auflgestellte Behauptung bewiesen
ist.
8 A 577 Esseien S, der Standort des Schif-
fes bei der ersten Beobachtung, S, der Stand-
ort des Schiffes bei der zweiten Beobachtung.
L der Standort des Leuchtleuers (vgl. die
Abb.).

Sz

5

Dann gilt aul Grund der Bedingungen der
Aufgabe

£8,S,L=45 ¥LS,S,=90°, 5,5,=6 sm.
Daraus folgt «S,LS,=45° d.h, das recht-
winklige Dreieck LS,S, - ist gleichschenklig
mit LS,=5,5,=6 sm.

Das Schifl ist also zur Zeit der zweiten Beob-
achtung von dem Leuchtfeuer 6 sm ent-

fernt.

9 a 581 Angenommen. (x.y.z) sei cine Lo-
sung des Gleichungssystems (1). (2). (3). Dann

gilt

xy+.xz=810. (4)
Xy +rz=680. (5)
Xz+yz=>572, (6)

Addieren wir jetzt die Terme aul den linken
bzw. rechten Seiten der Gleichungen (4)
und (5) und subtrahieren davon die Terme
aul der linken bzw. rechten Seite von (6).
so crhalten wir eine Gleichung. in der die
Variablen nur noch in der Form .y aul-



treten; denn xz—xz=0 und yz—yz=0. Wir
erhalten also
2¢y=810+680—572=918.
xy=459. (7)
Ferner erhalten wir. wenn wir die Terme aul
den beiden Seiten der Gleichung (4) und (6)
addieren und davon die Terme auf den
beiden Seiten der Gleichung (5) subtrahieren.
2xz=810+572—-680=702.
xz=1351. (8)
Endlich erhalten wir durch Addition von (5)
und (6) und Subtraktion von (4)
2yz=680+>72—-810=442.
yz=221. 9)
Aus den Gleichungen (7). (8) und (9) kénnen
wir nun x. y und z berechnen. wenn wir
beachten. daBl x#$0. y$0. z40 gilt. denn
sonst wiren die Gleichungen (4). (3) und (6)
nicht erfilit. Wir multiplizieren die Terme
aul beiden Seiten von (7) und (8). dividicren
dann durch die Terme auf beiden Seiten
von (9) und erhalten
xyxz _459-351

also
yz 221
22238090 _g.53.9.32072,
13-17
Daraus lolgt
Ny =27 xX,=—27.
Aus der Gleichung (7) erhalten wir nun
459
y=—=.also
X
459 459
=——=17 =—=—17.
hWe T Ty
Aus der Gleichung (8) erhalten wir
331
==, also
x
S P W - LN )
vo27 2 =27

Wenn also das gegebene Gleichungssystem

tiberhaupt Losungen hat. so konnen es
nur die Loésungen
xy= 27 y,= 17.z;,= 13 und

Xy=—27 y,=—17. z;=—13 scin.
Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon.
dall das tatsdichlich Losungen des Glei-
chungssystems (1). (2). (3) sind; wir erhalten
ndmlich durch Einsetzen in diese Gleichun-
gen die wahren Aussagen

27(17+ 13)=3810.

17(27 + 13)=680.

13(27+ 17)=572. Entsprechendes
gilt fiir die Losung (—-27. —17. —13).

10/12 a 585 Angenommen. die reelle Zahl
« sei eine Loésung der gegebenen Unglei-
Chung
4215
x+1
Wegen x+ 1$0 ist diese Ungleichung genau
dann erfillt. wenn auf der linken Seite der
Ziihler negativ und der Nenner positiv oder
wenn der Zihler positiv und der Nenner

<0. (n

negativ ist.

Wir untersuchen daher die beiden Fiille
I x+1>0. also x>—1;
2. x+1<0. also x<—1.

1. Fall: x> —1.
In diesem Fall ist die gegebene Ungleichung
genau dann erfillt. wenn

x+2¢—15<0. also (2)

x24+2x+1-16<0,

(x+1)2<16,

| <+ 1] <4, also 3)
—4<x+1<4. dh, —5<x<3gil. 4
Nun ist im Falle 1x>—1; dic gegebene
Ungleichung ist daher in diesem Fall genau
dann erfiillt. wenn —1<x<3 gilt.
2. Fall: x<—1e¢
In diesem Fall ist dic gegebene Ungleichung
genau dann erfillt. wenn

x24+2x—15>0, also

(x+1)?>>16,

| x+1|>4.also

x+1>4 oder x+1< —4,

d. h, x>3 oder x< —5.
Nun ist im Fall 2 x< —1; dic gegebene Un-
gleichung ist daher in diesem Fall genau
dann erfiillt. wenn x< —5 gilt.
Zusammenfassend konnen wir daher fest-
stellen. daB die gegebene Ungleichung fiir
alle reellen Zahlen x erfullt ist. {ir die

x< —5 oder —1<x<3 gilt.

Liésung zu der Aufgabe von
Prol. Dr. sc. techn. D. Schmidt

A 619 «x sei die Anzahl der von einem

Facharbeiter gefertigten Gegenstinde.

y sei die Zahl der Gegenstinde. die .sein™

Lehrling weniger als er fertigte.

Nach Absprache erhilt der Facharbeiter x?

Plennige. sein Lehrling bekommt aber

(x—y)? Plennige. folglich muB gelten:
x2—(x—y)>=105

Daraus ergibt sich:

x;.(&éﬂ
=t (8

Man iiberlege. daB x und y ganzzahlig und
positiv sein miissen. Damit man fiir .x posi-
tive ganze Zahlen erhilt, mull y Teiler von
105 sein. d. h.

y=1,3,5.7.15. 21, 35, 105.
Mit diesen Werten erhdlt man aus der Glei-
chung

Xx=53.19. 13,11, 11. 13. 19. 53
und fiir

Xx—y=52,16,8,4. -4, -8, —16, —52.
Die letzten 4 Mdoglichkeiten scheiden aus.
weil auch x —y positiv sein mul}. Also bleibt

X X—y o
(A)  53__ @37 52 ()
(B)  19_(If)~ 16 (a)
€ 13.(9 8 (b)
(D) 11 T~ 4 ()

Aus den Differenzen (37. 11. 9) crgibt sich.
wieviel Gegenstinde von wem (in Klammern
daneben geschrieben) angefertigt wurden.
Fiir die Betreuung der Lehrlinge ergeben
sich damit die Zuordnungen

Aod. Boa, Cob, Desc.

5 4 590 Klasse Betrag in M

5 41.50

6 44,00

7 50.00

8 42,75

9 43.00

10 44,00

265.25

5 & 591 Wir I6sen die Aufgabe mit Hilic
ciner Tabelle.
Fall| a-b a b d=2-b c=a-6
1) 18 1 18 36 nl
2) 18 2 9 I8 n L
3) 18 3 6 12 n L
4) 18 6 3 6 0
5) 18 9 2 4 3
6) 18 18 1 2 12

Wir erhalten also nun in den Fillen 4). 5)
und 6) wahre Gleichheitsaussagen.

Ldsungen zu alpha-heiter

Kleine Knobelei

Von Oben wie?

=

Grundri3 Schrigbild

Ritsel um Otek

Archimedes (2877 bis 212 v.u.Z.)
Einstein (1897 bis 1955)
Schwieriges Problem

Die Zahlen 30241, 34201, 41230 und 43210
auch 54321, 52341 usw.
erfiillen die gestellten Bedingungen

Ein wenig Logik

)
-

Kreuzwortritsel

mmAH - == Z—m
PIT OO P XT0Z
nwcz—wmn zom
mCOP» AU0LmOIT®
AmcCc®m— Zm@D
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1.
660 | 653 | 658
655 {1 657 | 659 | = 1971
656 | 661 | 654

(Die Summe jeder Zeile, Spalte und Diago-
nale ergibt 1971.)

2. 1971 = MCMLXXI
(MC—-M):L—-X:X=I (oder)
(MC—-M):L=X:X+I

3 1-H9+7+1
+9+T+1+1
FTH1+149
F 1414947
+149+47+1

19471

4. 1494 7+1
194741
F149 - 7—1

1-97+1

s, 1+9+741
19471
+149-7-1

1-97-1

37-6°
=T -8 92 Q°
=314 P56
—P 612
P24

6. 1971

144

7. 19T1=2"1_2_23_22_7°
=37_35+33
=45+45_43_42+4l_40
—442 44— (444)—4°
=545 +54+ 55— 5251150
=10*+10"—-10'—10'—10' +1°

(Gleiche Basiswerte)

8. 1971=(2 - 22)*+2-22—-2 - 22 222
=:333(3+3)-3
=44 - 44+44:4 44!
=44-44+44-4:4-4 /4

(Gleiche Ziffern)

9, 1971 2123 +(4-5+6—~7+8) -9
=987 - 6:(5+4)-3—-2—-1

(Ziffern von 1 bis 9, einmal steigend,
einmal [allend)

10. 1947 =1+4+9-7 -1 +19+7—-1
19-71=19—-7—-1-149-71

11. 1497 +1=1+7+91

(1971, einmal vorwirts, einmal riickwirts)

12. 1971
124924724+ 12=19 - 7—1
19471=149+7+1+1-907+1)
l+91ﬂ_71:l c9-7-
1- /1971
1494+7+141-9-7-1
=(1+NT+1)—-(1-9):(7+1)
171 119070 !
P4+714+1° - 71=1-9-7- 14+ +9T+1)

1:9-7-1-(049+7+1D __
1:9-7-1+(1-19+7+1)
Ing. H. Decker

J7-1

Mit einem interessanten Problem wollen wir
das Jahr 1970 abschlieBen. Es wurde von
Dipl.-Math. Victor Scharnitzky, Lehrstuhl-
leiter an der Hochschule fiir Leichtindusirie
in Budapest (Koordinator der XII. IMO)
fiir die alpha-Leser gestelit.

Man beweise, daB die Zahl

2227 +202"—192"— 72"

fiir alle geraden positiven ganzen Zahlen n
durch 1970 teilbar ist.

Die Redaktion alpha
wiinscht allen Lesern
ein frohes und gesundes

1971




Barbara Mahr und Lutz Quasdorf,
KI. 12, EOS Humboldt, Leipzig,

wiinschen eine heitere Faschingszeit!




Ubungsaufgaben, Klasse 9/12

Lisung der Aufgabe zur Axonometrie

9 4 610 Es ist zu beweisen, daB die Zahl Ein kleiner Dreh fiihrt zam Ziel (alpha, 5/70, S. 99)

2-13"4+5-7" fir alle natirlichen Zahlen
n bei Division durch 9 den gleichen Rest
1aBt. Ferner ist dieser Rest zu bestimmen.

Hinweis zur Lisung: Es empfiehlt sich, zu-
nichst die Fille n=0, n=1, n=2 zu behan-
deln und dann den Beweis allgemein zu fiih-
ren. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

9 a 611 Zwei Kreise k, und k,, von denen
k, einen kleineren Radius als k, hat, mogen
einander so von auBen in einem Punkt P
beriihren, daB die beiden gemeinsamen Tan-
genten, die nicht durch den Punkt P gehen,

einen Winkel.von 60° bilden. Es ist das Ver- \

hiltnis r,:r, der Radien dieser Kreise zu er-
mitteln. Ekkehard Kiihrt
EOS |, FriedrichSchiller*, Zella-Mehlis, KI. 10

10/12 4615 Es ist zu beweisen, daBl die
Zahl lg 5 keine rationale Zahl ist.
Anleitung zur Losung : Jede positive rationale

Zahl 148t sich bek-anntlich in der, Form 2 dar- p
: q

stellen, wobei p und g einander teilerfremde,
von Null verschiedene natiirliche Zahlen -
sind. Beim Beweis geht man also davon aus,
daB sich die Zahl Ig 5 in dieser Form dar-
stellen 148t, und zeigt, daB diese Annahme
zu einem Widerspruch fiihrt (vgl. den Be-
weis fir die Irrationalitit der Zahl \/5)
Sektion Mathematik
der Technischen Universiiét Dresden

\_

ytechnikus*

und ist fiir Jugendliche
im Alter von 12 bis 16 Jahren bestimmt.

Preis: 0,60 M; Umfang: 48 Seiten

Anregungen fiir die Arbeit in der Pionier-
organisation und Arbeitsgemeinschaft,
unterstiitzt den Schulunterricht und gibt
wertvolle Hinweise fiir eine sinnvolle
Freizeitgestaltung.
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Mathematik, Naturwissenschaft und Technik —
das sind die Schwerpunkthemen des Magazins

Es ersch=int monatlich im Verlag ,,Junge Welt*

Vielseitig und lehrreich, gibt der ,technikus‘

»»technikus* nimmt Stellung zu wehrpolitischen
Fragen, berichtet iiber Mandver und
bringt Beitrige aus der Militdrgeschichte.

Mathematische Knobeleien fehlen ebensowenig.

wie Beitrige aus der Astronomie und Raumfahrt,
der Physik, Chemie, Biologie und Elektronik.

Gern gelesen sind auch unsere Seiten

,»Blick in die Welt** mit Interessantem

in Wort und Bild aus Wissenschaft und Technik
und die Seiten ,,technikus‘ antwortet.

Ein Blick in den ,,technikus‘‘ lohnt sich immer.
wer ein einmal hatte, liest ihn stindig.

Also am nichsten Kiosk ein Heft gekauft.
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