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Olga Alexandrowna Ladyschenskaja wurde am
7. Mirz 1922 geboren. Sie erinnert sich gut an ihre
Kindheit, an den Vater und an jene wertvollen Stun-
den, die er — ein groBer Mathematiker — ihr und ihrer
mathematischen Entwicklung widmete. Verliebt in die
Mathematik, duldete der Vater bei anderen keine
Gleichgiiltigkeit zu ihr und begeisterte sich, wenn er
bei jemandem Interesse fiir diese Wissenschaft fest-
stellte. So war er in der Schule, und so blieb er auch in
der Familie. Zu Hause horte die kleine Olga von allen
am liebsten seine Erzdhlungen iiber die Mathematik.
Die plastischen Erzihlungen des Vaters vermittelten
ihr ein Bild sowohl von der Romantik der Mathematik
als auch von den wirklichen mathematischen Geheim-
nissen. .
Diese Gespriche waren jedoch episodenhaft, und nur
einmal gab es eine systematische Beschiftigung mit
der Mathematik. Dieses eine Mal war jedoch durch
seine Folgen so wichtig, daB man davon erzihlen
mul.

Der Vater beschlo8, sich mit seinen alteren Tochtern
(sie waren vier bzw. fiinf Jahre ilter als Olga) zu be-
schiftigen, weil die in der Schule eingefiihrte kollektive
Lehrmethode (er selbst benutzte sie nicht, obwohl man
ihn dafiir geriigt hatte) zu einem traurigen Resultat
fithrte: Die beiden von einem anderen Lehrer unter-
richteten Tochter wufiten nur wenig liber die Mathe-
matik, obwohl sie ganz gute Zensuren hatten. Ge-
wohnlich nahm er das Geometrie-Lehrbuch von
Kiszlew (fiir Gymnasiasten) und ging es mit den
To6chtern in den Sommerferien durch. Olga wurde ,.zur
Gesellschaft* mitgenommen.

Der Vater unterrichtete folgendermaBen: Zunichst
erzihlte er einige Stunden hintereinander iiber das
logische Denken im allgemeinen, iiber die deduktive
und die induktive Methode, iiber die ..Elemente** von
Euklid, iiber die Griechen, die Araber, iiber die Zeit
der Renaissance usw. Die nichsten Stunden wurden
dazu verwendet, den Gegenstand der Geometrie zu
bestimmen und ihr Grundschema von Definitionen
und Sitzen aufzuzeichnen. Danach durften die Kinder
selbst Sédtze beweisen. Der Vater gab nur die Formu-
lierungen. lhnen blieb dann auch nichts weiter {ibrig,

als die Satze zu beweisen, sonst drgerte sich der Vater
sehr und begann ernsthaft zu glauben, daB seine Kin-
der besonders dumm seien. Aber auch ihnen schien es
dann beschimend, den Beweis nicht selbst zu finden.
Auf diese Weise ging man in zwei Monaten das ganze
Lehrbuch von Kiszlew (Planimetrie und Stereometrie)
durch.

Anfangs wandte sich der Vater zunéchst an die dlteste
Tochter und verlangte eine Antwort, aber nach zweli
Wochen begann Olga schon mit ihr zu wetteifern und
fand oft als erste die richtige Lsung. Sie war damals
acht Jahre alt und wurde gerade in die zweite Klasse
versetzt.

Sie erinnerte sich natiirlich nicht an alle Sitze und
Beweise. Aber der Vater verlangte das auch gar nicht.
Er erreichte etwas Wichtigeres: Er iehrte sie, logisch
zu denken (sowohl in der Mathematik als auch im
Leben) und die exakten Wissenschaften zu lieben.
Spéter lernte Olga viel aus den Arbeiten alterer Schii-
ler, bei deren Korrektur sie dem Vater half. Als er nicht
mehr lebte, gab sie zuriickgebliebenen Schiilern, auch
hoherer Klassen, sogar Forderunterricht.

Olga beschiftigte sich jedoch keineswegs nur mit
Mathematik, sie las auch viel: Puschkin und Lermon-
tow, Turgenjew und Tolstoi, Dostojewski und Tsche-
chow, Tjutschew und Apuchtin, Wladimir Solowjew
und Blok, Stendhal und Balzac. Sie hatte nicht wenige
interessante Abhandlungen und polemische Artikel
iiber die Entwicklung der russischen Kultur, Literatur
und Malerei gelesen. Oft hatte sie Reproduktionen
von Gemadlden russischer und westeuropiischer Mei-
ster, beriihmte Kathedralen und Skulpturen, die liebe-
voll in ihrem Album nachgezeichnet waren, betrach-
tet.

1939 hatte Olga die zehnte Klasse beendet. Es wurde
Zett, sich von Kologriew, dem Geburtsort, zu trennen
und den ersten Schritt in das Leben zu tun. Auf den
Rat des Vaters schickte sie ihre Unterlagen an die
Leningrader Universitit. Aber sie erhielt eine Absage:
»Wegen der groBen Zahl von Bewerbern mit ausge-
zeichneten Abgangszeugnissen miissen wir Bewer-
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bern, die ihren Wohnsitz nicht in Leningrad haben,
leider absagen.*

SchlieBlich konnte sie ein Studium am Piddagogischen
Institut aufnehmen. Sie erhielt eine Unterkunft und
sogar ein Stipendium, auf das sie ganz besonders ange-
wiesen war.

Das Interessanteste fiir sie waren von Anfang an die
Analysisvorlesungen. Es las Dozent S. E. Ljapin nach
dem gerade herausgekommenen Buch von Prof. G. M.
Fichtenholz ,,Analysis 1.

Solange der Lektor ein Theorem formulierte, war Zeit,
selbst iiber den Beweis nachzudenken. Bald schon
konnte Olga dem Lektor ,,vorsagen™ und manchmal
auch die Beweise an der Tafel vorfiihren. Aber mit der
analytischen Geomeitrie klappte es nicht so richtig: Sie
konnte den Satz héren, ihn beweisen; aber sie konnte
ithn nicht noch aufschreiben, sie wurde vom Schlaf
liberwiltigl. Es machten sich die schlaflosen Nichte
im Studentenwohnheim bemerkbar, die sie mit der L6-
sung von schwierigen Aufgaben und dem Studium von
mathematischen Biichern verbrachte, um zu verstehen,
womit sich denn die Mathematiker beschifligen.

Bald lag das erste Jahr am Institut hinter ihr. Fiir den
Sommer wurde das diinne Biichlein von [. M. Wino-
gradow ., Zahlentheorie™ mit den verzwickten Auf-
gaben nach jedem Kapitel vorgenommen. Diese muBte
sic 16sen, um im nachsten Jahr erfolgreich an einem
Seminar zur Zahlentheorie teilnehmen zu kdnnen. Es
wird vier Teilnehmer haben: einen Aspiranten. der
sich aul die Zahlentheorie spezialisiert und auBerdem
Vorlesungen iiber analvtische Geometrie halt, zwei
sehr gute Mathematiker, die gerade das Studium be-
endeten. und Olga.

Im nichsten Jahr lasen zwei bekannte Professoren der
Universitdat, B. A. Wenkow und G. M. Fichtenholz,
fiir die Studenten des vierten Studienjahres die Vor-
lesungen iiber moderne Algebra und iiber die Theorie
der Funktionen einer komplexen Veridnderlichen. So
etwas geschieht nicht in jedem Jahr. Wenn nun Olga
diese Vorlesung besuchen wiirde? Eine gewisse Vor-
stellung iiber diese Gebiete ist vorhanden; sie miiBte
den Stoff verstehen. Aber wie steht es mit der Anwei-
sung zum obligatorischen Besuch der festgelegten Vor-
lesung? Sie durfte doch nicht jede Woche eine Riige in
die Papiere bekommen. Zum Gliick hatte der Dekan
Verstindnis fiir seine Assistentin. Er gestattete ihr das
Fernbleiben von den obligatorischen Vorlesungen
unter der Bedingung, daB sie dazu vorfristig die Prii-
fungen ablegt. Diese Bedingung wurde mit Bravour
erfillt. AuBer einem erhohten Stipendium erhielt sie
eine Beurteilung von Fichtenholz und Natason, die ihr
den Wechsel vom Padagogischen Institut zur Univer-
sitdt ermoglichte.

Im Sommer kam der Krieg, und zu Ende war es mit all
ihren Plinen.

Das Institut aber arbeitete weiter. Man lernte und
schaufelte Schiitzengraben. Olga hatte die feste Ab-
sicht, in Leningrad zu bleiben und ihre Studien weiter-
zufiihren. Sie konnte sich nicht vorstellen. daBB der
Krieg eine solche grofle Stadt zwei Jahre in seiner 16d-
lichen Umklammerung halten konne. Nur der Zufall
rettete sie vor dem Hungertod: Es war notwendig. sie
kurzfristig zu operieren; aber fiir Zivilisten gab es in
den Krankenhiusern keine Pldtze mehr. Unter groBen
Schwierigkeiten gelang es ihr, mit der élteren Schwe-
ster aus dem belagerien Leningrad herauszukommen.

Wieder kam sie nach Kologriew und zur Schule, die sie
vor kurzem gerade selbst absolviert hatte. Nur war
jetzt Olga schon eine Lehrerin. Von Ansehen fast noch
ein Kind, ging sie im Winter 1942 als 19jihrige Lehre-
rin zu ihren fast gleichaltrigen Schiilern der zehnten
Klasse. Erinnerungen an die Kindheit und den Vater
werden lebendig. Obwohl krank, gibt er sich seiner ge-
liebten Sache hin. Die Tage widmet er den Schiilern,
und nachts treibt er Selbststudien. Es ist Mitternacht.
Der Valter neigt sich iiber das Lehrbuch. Aber auch
Olga schlift nicht. Sie m&chte es zwar gerne, aber der
Vater braucht ihre Nidhe und den Gedankenaustausch
mit ihr, auch iber verschiedene Probleme aus der
hoheren Mathematik.

Fir den Vater, einem Fernstudenien, waren diese
nichtlichen Gespriache von besonderer Bedeutung,
und nachdem ihn sein eigener ,,Professor gepriift
hatte, besaB er keine Angst mehr vor anderen Profes-
soren. Wenn auch Olga damals mit der hoheren Ma-
thematik begann, diese aber nicht begriff, so erhielt sie
doch iiber ihren Inhalt gewisse Vorstellungen. Das
zahlte sich spiter aus, sowoh! im Institut als auch jetzt
in der Schule.

Zusammen mit ihrer Mutter und den beiden Schwe-
stern litt Olga unter groBen Entbehrungen. Es gab kein
Heizmaterial, und das Brot reichte nicht. Aber nichts
konnte ihren Willen und ihre Entschlossenheit bre-
chen, sich stdndig weiterzubilden. Sie machte sich mit
etnigen neuen Gebieten der Mathemaltik bekannt, zu-
nichst mit solchen, die besonders fiir die Schule nétig
waren.

Nun wurde Olga klar, daB sie auf die Moskauer Uni-
versitdt gelangen muBte. Dort waren die besten mathe-
maltischen Krifie des Landes tdtig. Aber nach Moskau
zu gehen schien fast aussichtslos, denn noch tobte der
Krieg. Nachdem sie im Herbst mit den Kindern im
Kolchos gearbeitet hatte, durfte Olga im Winter 1943
endlich nach Moskau reisen. (Uber ihr Studium in der
Hauptstadt der Sowjetunion und ihren weiteren Le-
benslauf werden wir in einem zweiten Beitrag berich-
ten.)

J. Senkjewiisch



Eine Aufgabe von Nationalpreistriger
Prof. Dr. rer. nat. habil.

Kite Boll-Dornberger

em. Direkior des Forschungsbereichs Sirukiurforschung
im Zeniralinstitut fiir Physikalische Chemie der Deutschen
Akademie der Wissenschafien zu Berlin

Nichtalltagliche Aufgaben
erfordern besondere Losungs-
methoden

A 646 Welches geometrische Gebilde stellt die Menge

aller Punkte im Raum dar, deren Abstinde von zwei

sich senkrecht kreuzenden Geraden g und 4 jeweils

einander gleich sind?

Verschaffe dir eine anschauliche Vorstellung von die-

sem geometrischen Gebilde, indem du ebene Schnitte

der foigenden Art legst:

Schnittebene o durch g senkrecht zu h

Schnittebene f durch 4 senkrecht zu g

Schar von Schnittebenen parallel «

Schar von Schnittebenen parallel §

eine zu g und A parallele Ebene vy, die das Gemeinlot

von g und 4 halbiert

Schar von Schnittebenen paraliel y

7. Ebenenscharen, die die Geraden g und 4 unter
Winkeln von 45° schneiden

Dk wN -

o

Erkldarungen :

Unter dem Abstand eines Punktes P von einer Geraden
g versteht man die Linge des Lotes von P auf g.
(Bild 1) Das Lot (PG) liegt in einer zu g senkrechten
Ebene durch P.

Zwei Geraden, die sich nicht schneiden und nicht
parallel zueinander sind, bezeichnet man als wind-
schiefe oder sich kreuzende Geraden. Der Kreuzungs-
winkel zweier windschiefer Geraden ist gleich dem
Schnittwinkel zweier hierzu paralleler sich schneiden-
der Geraden. Bei zwei sich senkrecht kreuzenden Ge-
raden schneiden sich entsprechende Parallelen unter
einem rechten Winkel.

Unter dem Gemeinlot zweier sich kreuzender Geraden
versteht man jene Gerade, die die beiden anderen
senkrecht schneidet. Zu je zwei sich kreuzenden Gera-
den gibt es stets genau ein Gemeinlot.

Hallo, liebe Madchen und Jungen in der DDR!
Ich hatte mich bereits im letzten Jahr (alpha 4,69) mit einigen Auf-
gaben vorgestellt, und ich freue mich sehr, daB ich Euch in diesem
Heft wiedertrefTe.
Drei Aufgaben sind es diesmal, die ersten zwei geometrischer
Natur. Sie konnen mit ganz verschiedenen Methoden geldst werden.
Denkt an Transformationen, geometrische Orter, Trigonometrie
und analytische Geometrie. Die dritte Aufgabe appelliert an Euer
Vorstellungsvermogen.
Je mehr Losungswege Ihr fiir die Aufgaben 1 und 2 findet, an die
vielleicht noch niemand gedacht hat, und je mehr allgemeine
Lésungen Ihr fiir die dritte Aufgabe zusammenstellt, desto sicherer
werdet Ihr in Zukunft gute Mathematiker.

Eure Dr. Nazla H. A. Khedre, Kairo, VAR

A Aufgabe 1. Dem abgebildeten Kreis & mit dem Radius r und dem
Mittelpunkt 0 wurden zwei Durchmesser AB und CD, die auf-
einander senkrecht stehen, eingezeichnet. Es seien £ und F zwei
voneinander verschiedene Punkte der Peripherie des Kreises k.
Die Geraden EL und FK verlaufen parallel zur Geraden CD und
schneiden die Gerade 4B in den Punkten L und K. Die Geraden
EG und FH stehen senkrecht auf der Geraden CD und schneiden
diese in den Punkten G und H. Es ist zu beweisen, daB GL=HK
gilt!

A Aufgabe 2: Unsere Skizze stellt ein unvollstindig gezeichnetes
Dreieck ABC dar, das heiBt, die Seiten AC und BC sind nicht voll
ausgezeichnet. Es sind die drei Seitenhalbierenden des Dreiecks A BC
zu konstruieren, ohne zuvor den Schnittpunkt C der Geraden
AC und BC zu bestimmen. Die Konstruktion ist zu begriinden.

A 8

A Aufgabe 3 : Es ist anzugeben, aul welche Weise ein Wiirfel durch
eine Ebene so geschnitten werden muB, daB als Schnittfigur a) ein
Rechteck, b) ein Parallelogramm, c) ein Rhombus, d) ein Trapez,
e) ein gleichschenkliges Dreieck, f) ein gleichseitiges Dreieck,
g) ein Sechseck entsteht.



Die folgenden Ausfiihrungen sind einem Vor-
trag, den Frau Prof. Dr. Rozsa Péter am
15. Oktober 1963 an der Universitit Rostock
vor eingeladenen Lehrern und Schiilern der
crweiterten Oberschulen gehalten hat, ent-
nommen. Er sollte besonders den Schiile-
rinnen Mut machen, die Mathematik als
Studienfach zu wihlen. Dazu kann woh!
niemand besser sprechen als eine Frau.

Frau Prof. Dr. Rozsa Péter ist eine der
Frauen, die auf dem Gebiet der Mathematik
groBe wissenschaftliche Erfolge erzielte. Sie
wurde am 4. April 1970, dem 25. Jahrestag
der Befreiung Ungarns vom Faschismus,
mit dem Staatspreis ausgezeichnet. Der Chef-
redakteur von alpha iiberbrachte wihrend
der XII. IMO der einzigen ungarischen Frau,
die Doktor der mathematischen Wissen-
schaften (1952) ist, Glickwiinsche und hatte
Gelegenheit zu einem freundschaftlichen Ge-

dankenaustausch.
Rozsa Péter hat seit 1928 sehr enge Verbin-

dungen zu den ungarischen Mittel- und
Oberschulen, an denen sie auch bis 1948
unterrichtete. Von 1947 bis 1955 leitete sie
den Lehrstuhl Mathematik an der Pidago-
gischen Hochschule in Budapest. Im Jahre
1955 wurde sie an die E6tvés Lorand Uni-
versitat Budapest als Professor berufen.
Fir ihre didaktischen und populidrwissen-
schaftlichen Leistungen in der Mathematik
erhielt sie 1953 den Beke-Preis. Das Buch
,Das Spiel mit dem Unendlichen** in
20 Auflagen erschienen (davon vier in Un-
garn), ist ein Beispiel, wie sie es versteht,
Interesse fiir die Mathematik zu wecken
und zu entwickeln, gleichzeitig aber die
gemeinsamen Ziige der Mathematik mit der
Literatur, mit der Kunst spiirbar zu machen.
Im Jahre 1951 erhielt Rozsa Péter den
Kossuth-Preis (ungarischer Nationalpreis) fiir
ihre Monographie iiber die rekursiven Funk-
tionen, (Die Theorie der sogenannten rekur-
siven Funktionen ist bis zum heutigen Tag
ihr hauptsidchliches Forschungsgebiet.) Fiir
die in mehreren Sprachen erschienenen Aus-
gaben hat sie 1969 den Niveau-Preis der
Ungarischen Akademie der Wissenschaften
erhalten. Auf die Frage eines ungarischen
Rundfunkreporters, ob dieser Themenkreis
cigentlich auch einen praktischen Nutzen
habe, antwortete sie:

4

,,Ich muB} Thnen gestehen, daB ich widhrend
meiner Forschungsarbeiten nie an derarti-
ges denke. Mein Themenkreis entspricht
den inneren Notwendigkeiten der Mathe-
matik, und ich hitte nicht einmal im Traum
daran gedacht, da man das auch in der
Praxis zu irgend etwas gebrauchen kann.
Eben darum liefert mein Forschungsgebiet
ein frappantes Beispiel dafiir, daB es auch
gegen die praktische Niitzlichkeit ein Ver-
gehen ist, wenn die sogenannten ,rein-mathe-
matischen' Forschungen zuriickgedringt
werden. Denn siehe: Aus den Werken unga-
rischer Mathematiker war mein Buch ,Re-
kursive Funktionen® das zweite, das in der
Sowjetunion herausgegeben wurde, und eben
wegen seiner praktischen Bedeutung: Neuer-
dings ist es ndmlich in der Theorie der
Rechenmaschinen unentbehrlich geworden.
Seitdem geben die Probleme im Zusammen-
hang mit den Rechenmaschinen auch unmit-
telbar Arbeit auf meinem Gebiet; unter ande-
rem in der mathematischen Sprachwissen-
schaft, die durch Probleme der maschinellen
Ubersetzung in den Vordergrund getreten
ist. Wenn wir aber schon iiber Niitzlichkeit
sprechen, dann noch etwas im allgemeinen
iber die Mathematik: Die gut unterrichtete
Mathematik — und nicht gerade der unmittel-
bar praktisch anwendbare Stoff darin —
entwickelt die Fertigkeit zur Wahrnehmung
von Problemen, zu ihrer Ergreifung und
zum Suchen der verschiedenen Arten ihrer
Loésung. Und wir benétigen in unserer Welt
eine Schar von Menschen, die die Probleme
wahrnehmen und 16sen kénnen.*

Nachfolgender Auszug aus dem Vortrag

von Frau Prof. Dr. Rozsa Péter wurde der
Zeitschrift ,,Mathematik in der Schule*, Heft

2/64, entnommien:

Meine lieben Zuhorer!

Ich bin hier, um zu versuchen, meine Uber-
zeugung weiterzugeben, dall die Mathematik
schon ist. Als ich mein Studium begann,
hatte ich noch viele Zweifel, ob ich der
Mathematik wiirdig bin. Dann sagte mir
ein Kollege das entscheidende Wort: Nichr
ich bin wiirdig, mich mir der Mathematik zu
befassen. sondern die Mathematik ist wiir-
dig, daP man sich mit ihr befaBi. An meiner
eigenen Wiirde zweifle ich, trotz seitdem
erhaltener Preise und Professur, oft noch
heute, aber ich zweifle nie daran, daB ich
nichts Besseres und Schéneres tun kénnte,
als Mathematik zu treiben.

GewiB denken schon von Anfang einige:
Wie kann man das trockene ,,Zweimalzwei‘
schén nennen? Mein Ziel ist zu zeigen, daB
die Mathematik nicht trocken und kein
,,Zweimalzwei‘* ist, sondern sogar mit der
Kunst viel Verwandtschaft hat.

Erstens ist es ein groBer Irrtum, daB der
Mathematiker hauptsichlich rechnet. Von
meinen Schiilern vom zehnten Lebensjahr
bis zum ersten Jahrgang der Hochschule

habe ich die mathematisch eingestellten mit
folgender scherzhalten Frage herausgesucht:
Wir haben zwei gleiche Gliser; in das eine
gieBen wir Wein, ins andere Wasser, und
zwar bis zur selben Hohe (nicht ganz voll).
Dann nehmen wir einen Loffel voll Wein
aus dem ersten Glas, gieen das ins andere
zum Wasser und vermischen es damit. Dann
bringen wir von dieser Mischung einen vollen
Loffel in den Wein des ersten Glases. Als
Endergebnis ist so etwas Wein ins Wasser
geraten und etwas Wasser in den Wein.
Welches ist mehr: der reine Wein, der ins
Wasser, oder das reine Wasser, das in den
Wein gekommen ist?

Das Wesentliche ist hier nicht, ob man die
richtige Antwort errdt (es steckt hier cine
kleine Falle, in die viele hineinlallen: Man
denkt, ins Wasser ist ein voller Léffel Wein
gelangt. in den Wein aber eine Mischung,
also nicht ein voller Loffel reines Wasser),
sondern nur darauf kommt es hier an, ob
man die folgende Erklirung aufrichtig als
beruhigend annimmt:

Es ist genausoviel Wein ins Wasser wie
Wasser in den Wein geraten. Denn betrach-
ten wir zu Beginn und zum SchluB z. B. das
Weinglas, ohne Riicksicht daraul, was inzwi-
schen geschehen ist. Die Fliissigkeit steht
darin genausohoch zum SchluB wie zu
Beginn. Der Unlerschied ist nur, daB es
etwas reinen Wein verloren hat (der jetzt
im Wasserglas) und etwas reines Wasser
gewonnen hat. Wire sein Verlust groBer
oder kleiner als sein Gewinn, so miiBte die
Fliissigkeit in ihm tiefer oder héher stehen
als zu Beginn. Also ist sein Verlust — der ins
Wasser gekommene Wein — genausogroB
wie sein Gewinn: das erhaltene Wasser.
Die, die weniger mathematisch denken, sagen
wir die Physiker, sind von dieser logisch
klaren Erklirung noch nicht beruhigt. Sie
sind erst dann zufrieden, wenn man zu
rechnen beginnt: Sind in einem vollen Léffel
Mischung z. B. dreiviertel Teile Wasser und
einviertel Teil Wein, dann bringen wir darin
vom vollen Loflel Wein, der ins Wasser
gekommen ist, einviertel Loffel wieder zu-
riick. Indem also dreiviertel Loffel Wasser
in den Wein gebracht werden, bleiben auch
im Wasser nur. dreiviertel Loflel Wein.
Wie man sieht, ist fiir den Mathematiker
nicht das Rechnen, sondern das klare Den-
ken charakteristisch: die Fihigkeit, von
unwesentlichen Dingen abzusehen.

Eine andere Aufgabe, in der schon gar keine
Zahlen vorkommen, die nur eben die zur
Lésung notwendige Abstraktion, die Fihig-
keit, abzusehen von fiir die Frage unwesent-
lichen Dingen, verlangt und gerade das sie
zu einer Aufgabe fiir mathematisch Den-
kende macht, lautet: Ein Zug fahrt durch
einen Tunnel. Der Rauch kommt durch ein
offenes Fenster in ein Coupé herein, und die
Nasen der drei darin Fahrenden werden
ruBig. Sie sehen einander an und lachen.



Jeder meint, daB gerade er einen gliicklichen
Platz genommen und so die Nase rein behal-
ten hat. Wie kommt der Gescheiteste von
den dreien darauf, daB auch seine Nase ruBig
ist? — wenn er sich nur aul folgende drei
Annahmen stiitzen kann: 1. es ist gar nichts
anderes zum Lachen da; 2. keiner der beiden
anderen will aufhéren zu lachen; 3. wenn
jemand wiillte, daB er selber licherlich ist,
dann wiirde er nicht lachen. Die Losung
ist nicht sehr leicht, doch das Entscheidende
ist wieder nicht, ob einer allein die Losung
findet, sondern, daB die nicht-mathematisch
Denkenden sich nicht aul die gemachten
Annahmen beschrinken. Man hat mich oft
mit solchen Ldsungen gedrgert: ,.Der Ge-
scheileste schaut in einen Spiegel.** Oder ,,Der
Gescheiteste meint: die Nasen der anderen
sind ruBig geworden, warum ware ich eine
Ausnahme.** Die richtige Loésung kann ich
am besten in erster Person erzdhlen; ver-
zeihen Sie mir, daB ich mich selbst als Ge-
scheiteste hinstelle. Die beiden anderen sol-
len z. B. Kurt und Hans heiBen. Ich denke
folgendes: Kurt hat Grund zum Lachen,
er sicht ja die ruBige Nase von Hans. Er
sieht aber auch, daB Hans lacht. Warum
kommt er davon nicht darauf, daB auch seine
Nase ruBig ist? Sonst sieht ja nach seiner
Meinung Hans gar nichts Lacherliches —
ausgenommen, falls auch meine Nase ruBig
ist. Das muf3 aber der Fall sein, da Hans
lacht und Kurt nicht — daraus entnehmend,
daB auch seine Nase ruBig ist — zu lachen
aufhort.

DaB man sich zu einmal festgelegten An-
nahmen hilt, auBer denen nichts in den
Schlufifolgerungen verwendet werden darf,
das ist eben das Wesentliche in dem axioma-
tischen Aufbau der Mathematik. Ein solch
sorgfiltiger Aufbau wurde besonders dann
wichtig, als in der sogenannten ,naiven
Mathematik Widerspriiche auftauchen. Dar-
auf werde ich noch zuriickkommen. Hier
mdéchte ich nur das hervorheben, daB durch
die Axiome nie alle Eigenschaften der behan-
delten Gegenstinde erfaBt werden, sondern
nur einige Eigenschaften, und so kann es
geschehen, daB auch ganz verschiedene Ge-
genstidnde, die nur einige Eigenschaften ge-
meinsam haben, denselben Axiomen genii-
gen. Man sagt dann, daB es zum betrach-
teten Axiomensystem verschiedene ,,Mo-
delle* gibt.*

Die Abstraktion spielt eine wesentliche Rolle
in der ganzen Mathematik. Schon unsere
natiirlichen Zahlen sind durch Abstraktion
entstanden. Man kennt primitive Valker,-
die andere Zahlen zur Abzihlung der runden

* R. Péter, Das Spiel mit dem Unendlichen,
4. Auflage 1966, 278 S. mit zahlr. Abb., For-
mat 14,2 cm mal 20 cm, Leinen, 9,80 M.
BGT B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig.

und zur Abzdhlung der flachen Gegenstinde
benutzen usw.; sie haben insgesamt z. B.
sieben solche Zahlenfolgen, so daf} sie, um
bis zehn zdhlen zu kénnen - weiter kdnnen
sie dann auch nicht -, siebzig Zahlworte
schaffen muBten. Mit der Zeit fillt dann
die Bedeutung von einer dieser Zahlenfol-
gen ab, und die so farblos gewordenen
Zahlworte werden zu Zahlen. Zum Beispiel
waren die Zahlungsmittel eines Stammes
flache Muscheln, und anfinglich hat man
dort die flachen Gegenstinde (in ihrer
Sprache) mit folgenden Worten abgezihlt:
,.einmuschel, zweimuschel usw.* Mit der
Zeit hat sich dann die Muschelbedeutung
ganz verwischt, so daB heute ,.Einmuschel*
einfach einfach
,.2zwel’ usw. bedeutet.

Aber auch jedermann kann es beobachten,
wie sich der Zahlbegriff im kleinen Kind
ausbildet, das sich vor unseren Augen zu
einem Kulturmenschen entwickelt. Es
braucht eine lange Zeit, bis vor ihm das

,.eins, ,,Zweimuschel*

Gemeinschaftliche in ,,Zweiaugen®, ,,Zwei-

beine, ,,Zweiniisse*, niamlich ihre Zahl,
klar wird. Das graue Zeichen 2 ist nur ein
Symbol der vielen lebendigen Zweien.

Man koénnte darauf sagen: Ja, man ist tat-
sdchlich durch lebendige, farbenreiche Dinge
zum abstrakten Zahlbegrifl ggkommen, aber
die Mathematik befaBt sich im weiteren
schon mit diesem farblosen Zahlenbegriff.
Doch was die Mathematik mit der einen
Hand wegnimmt, das erstattet sie reichlich
mit der anderen Hand: Sie farbt das farblos
gewordene Bild mit unerwarteten, neuen
Ziigen. Sechs Apfel, sechs Kaninchen sind
z. B. viel interessanter als die aus ihnen
abstrahierte Sechs, mit der man zihlt. Aber
welch einen personlichen, interessanten Zug
erhdlt die Sechs, wenn man entdeckt, daB
sie die erste vollkommene Zahl ist! Diesen
BegrilT kennt vielleicht nicht jeder: Ein
echter Teiler einer Zahl ist eine kleinere Zahl,

die in ihr restlos aufgeht; und eine Zahi
heiBt vollkommen, wenn sie gleich der Summe
ithrer echten Teiler ist. Zum Beispiel sind
samtliche echte Teiler von 6 die Zahlen 1. 2
und 3, und tatsachlich ist
1+2-+3=6.

Die Freude des Entdeckens, die vielleicht
die groBte menschliche Freude ist, kann
kein anderer Lehrgegenstand in solchem
MaBe darbieten wie die Mathematik. . .

Auch dadurch werden Entdeckungen

hervorgerufen, daB in den mathematischen
Schopfungen immer noch mehr inbegriffen
ist, als man von vornherein eingeplant hatte.
Das ist ein gemeinsamer Zug mit den litera-
rischen Werken . ..
Das Spielerische ist ein gemeinsamer Zug
von Mathematik und Kunst. Vielleicht ken-
nen einige z. B. den Kupferstich Melancholie
des Malers Albrecht Diirer, auf dem das
folgende magische Quadrat zu sehen ist:

13(3
8|10
1216
111514

——

16

=R

|lo|jon

Die angedeutete Jahreszahl 1514 ist das Jahr
des Entstehens des Bildes. Magisch heilBt das
Quadrat, da man die gleiche Summe, nim-
lich 34 erhilt, wenn man die Zahlen je einer
Zeile oder Spalte oder Diagonale addiert.
Aber dieses Quadrat Diirers ist viel magischer.
Bildet man z. B. die Summe jener vier Zahlen,
die in den Ecken des Quadrats stehen, so
erhélt man ebenfalls 34. Das gleiche Ergebnis
erhilt man, wenn man die Summe der vier
Zahlen bildet, die in den Ecken je eines der
in den Quadraten eingezeichneten Vierecken
stehen. Das sollte jeder nachpriifen. . .

R. Péter
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4. Bezichungen als Menge von geordneten
Paaren

Wir wissen nun schon, daB eine Bezichung
aul gewisse Elementepaare mit Elementen
einer entsprechenden Grundmenge zutrifft
und daB diese Elementepaare geordnete Paare
sind.

Wenn du nun zu einer gegebenen Beziehung
R Beispiele suchen sollst, dann wahlst du
solche Elemente a und b der Grundmenge
aus, fir die ,,@ R b* oder ,,a steht in der
Bezichung R mit b* eine richtige Aussage
ergibt.

Beispiel: ..a R b bedeute .a ist ein Teiler
von b (oder ..a | b). Grundmenge: Menge
aller natiirlichen Zahlen.

Nun wiirdet ihr etwa solche Beispiele ange-
ben: 2{4, 3|3, 5|625, 1|2 usw., aber nie
solche: 2|3, 3|5, 5[27, ..., denn ,,2 teilt 3
ist eine falsche Aussage, da keine natiirliche
Zahl x existiert, so daB 2 - x=3 gilt. Das-
selbe trifTt fiir die anderen Beispiele zu.
Inzwischen weiBt du schon viel von Bezie-
hungen, und trotzdem haben wir noch nicht
genau formuliert, was eine Beziehung eigent-
lich ist. Wenn du jemandem erkiiren solltest,
was z.B. die . Kleiner-als-Bezichung™ ist.
so wiirdest du vielleicht sagen, daB

0<l1, 1<2, 2<3, 3<4, 4<5, ...

gilt. Die Piinktchen bedeuten dabei, daB man
weitere Beispiele hinzufiigen miiBte. da die
..Kleiner-als-Beziehung" noch auf viele an-
dere geordnete Paare natiirlicher Zahlen
zutrifft. Da bist du auf dem richtigen Wege.
Du gibst nimlich geordnete Paare {a;b] an
(also [0;1], [1;2]. [2:3]. [3:4]. [4:5].
...). die zur ,,Kleiner-als-Beziehung™ gehd-
ren, d. h. fiir die die Auvssage ,,a<b* richtig
ist. Diese geordneten Paare bilden eine
‘Menge. Du konntest also auch sagen:

Die ,,Kleiner-als-Beziehung* trifft auf fol-
gende Menge von geordneten Paaren zu:

[0;11 [1:2], [2;3] ([3;4] [4:5] ...,
denn es gilt 0<l, 1<2, 2<3, 3<4,
4<5, ...

Nun muBt du aber aufpassen, daB man diese
Paare nicht mit einer anderen Beziehung ver-
wechselt. Man muB ndmlich aus der Menge
der Paare eindeutig erkennen. daB es sich
um die ..Kleiner-als-Bezichung™ und um
keine andere handelt. Dieser Irrtum konnte

bei den oben angegebenen Paaren aber ent-
stehen, denn die Paare [0;1]. [1;2], [2:3].
[3:4]. 4;5]. ... gehéren auch zur .Vor-
ganger-Beziehung™.} Die Aussagen .0 ist
Vorgianger von 1, ,,1 ist Vorganger von 2",
usw. sind namlich wahre Aussagen. Wir
wollen deswegen genauer sagen:

Merke dir: Eine Beziehung R ist die Menge
aller geordneten Paare [¢;b) mit Elementen
a und b aus einer Grundmenge G, fir die
die Aussage ,,a steht in der Beziehung R mit
b richtig ist.

Wolltest du deine Aulgabe richtig erfillen,

miiBtest du z. B. auch die Paare [0;2].
[0;3). [0:4). ... und [1;3], [I:4], ....
[2;4). [2:5]). ... usw. hinzuliigen. Insge-

samt sind es unendlich viele Paare natiir-
licher Zahlen, die zur ,Kleiner-als-Bezie-
hung'* gehdren.
Um alle Paare wirklich aufschreiben zu
konnen. wollen wir uns zunidchst auf eine
endliche Grundmenge beschrinken. Wir be-
zeichnen sie im folgenden mit G. In unserem
Beispiel sei G die Menge aller natiirlichen
Zahlen von 0 bis 5. '
G-10,1,2,3,4,5}
Die .,Kleiner-als-Beziehung™ tri(Tt dann ge-
rade auf folgende geordnete Paare zu:
[0;1] [0;2] [0;3] [0;4] [0;5]
{1;2] (1;3] [1;4] [1;5]
[2;3] [2:4] [2;5]
(3:4] [3;5]
[4;5]
denn es gilt:
0<l1, 0<2, 0<3, 0<4, 0<5
1<2, 1<3, 1<4, 1<5
2<3, 2<4, 2<5
3<4, 3<5
4<5
Die Paare sind systematisch in Zeilen und
Spalten angeordnet, damit wir sofort iber-
blicken kornen, ob auch kein Paar fehit.

3 Gemeint ist hier slets der unmittelbare”

Vorginger.

Aufgaben:

m4w Gegeben sei die Beziehung R,: ..ist
vnmittelbarer Vorginger von™. Die Grund-
menge sei G, ={0,1,2.3.4,5}. Gesucht sind
alle Paare, auf die die Bezichung R, zutriffl.
Einige Paare sind: {0;!], denn 0 ist unmit-
telbarer Vorganger von |.

[1;2]), denn 1 ist unmittelbarer Vorgéinger
von 2.

Vervollstindige die Menge der Paare! Be-
achte die angegebene Grundmenge!

mS5m .a R, b bedeute ..a ist groBer als
b. Gesucht sind alle Paare [a;b], auf die
R, zutrifft, d. h. fir die gilt ..a>b".
Vervollstindige die Menge der angegebenen
Paare! Wihle a und b dabei aus der Grund-
menge G,=10,1,2,3,4,5}!

[1;0] 1>0

(2;0] [2;1] 2>0,2>1

[3;0] ..... denn 3>0, .....

ma6m .a R, b bedeute .a ist ein Teiler

von b". Die Grundmenge G, sei die Menge
aller natdrlichen Zahlen von 1 bis 10, also
G,=11.2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Schreibe alle zu R; gehorigen geordneten
Paare [a;h] auf, wobei a und b jeweils
aus G, stammen.

Hinweis : Schreibe erst alle betreffenden Paare
auf, die mit | beginnen, dann die mit 2 begin-
nen usw., also:

(1;1), [1;2].... denn 1|1, 1]2, ...

[2;2], [2;4].... denn 22, 2|4,. .. .usw.

n7w ,a R, b" bedeute ,,a+3=5b".
G,=10.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Einige zu R, gehorige Paare sind:

[0;3], denn 0+3=3

[1;4], denn 143=4

Erginze die fehlenden Paare!

Wihrend du in den Aufgaben 4 bis 7 zu einer
gegebenen Beziehung alle Paare gesucht
hast, auf die die Beziehung beziiglich einer
vorgegebenen Grundmenge zutral. sollst du
in der folgenden Aufgabe einen umgekehrten
Weg gehen. Jeizt ist eine Beziehung durch
eine Menge von geordneten Paaren und die
Grundmenge gegeben. Du sollst herausfin-
den, welche bekannte mathematische Be-
ziehung dadurch festgelegt wird.

a8 m R; ist eine Bezichung, die beziiglich
Gs=10.1,2,3,4,5} gerade auf folgende Paare
zutrifft:

[5:4]. [4:3]. [3;2]. [2;1]. (1;0].

Was [iir eine Bezichung ist mit R gemeint?
Schreibe die Losung wie folgt auf:

@ R b bedeutet a............ b
Himweis : Sieh dir noch einmal R, (Aufgabe 4)

an! R. Herrmann



~IV. Internationale
1 Physnkolymplade

(5. bis 14. Juli 1970, Moskau)

Inge Reimann, einziges Midchen der 1V.
Inlernationalen Physikolympiade, berichtet
fiir alpha:

Als Mitglied der Delegation der DDR habe
ich im Sommer 1970 an der IV. Internatio-
nalen Physikolympiade in Moskau teilge-
nommen. Um eine Mannschaflt fir diese
Olympiade zu stellen, wurde zunichst in
allen Spezialschulen eine Arbeit geschrieben.
Nach den Ergebnissen richtete sich die Aus-
wahl einiger Schiiler, die zu einem Physik-
lehrgang nach Giistrow delegiert wurden.
Dort haben wir unser Wissen in verschiede-
nen Bereichen der Physik erweitert sowie
vertieft und es beim Losen von theoreti-
schen und experimentellen Aufgaben ange-
wendet. Am Ende dieses sehr arbeitsreichen
Lehrganges wurden von 16 Teilnehmern
6 als Mitglieder der Delegation der DDR fiir
die Internationale Physikolympiade benannt.
Selbstverstindlich habe ich nicht erst in
Gustrow angefangen, mich mil Physik zu
beschiftigen. Seit der 7. Klasse besuchte
ich die Spezialschule des VEB Carl Zeiss
Jena, eine Schule mit erweitertem Mathema-
tik- und Physikunterricht. Dort habe ich
am Mathematik- und in den letzten Jahren
auch am Physikzirkel teilgenommen. Viel
gelernt habe ich auch bei dem Lehrgang, der
ein Jahr vorher zur Vorbereitung der Il
Internationalen Physikolympiade durchge-
fithrt wurde.

Am 5. Juli 1970 sind wir dann Fiir 10 Tage
nach Moskau geflogen. An der Olympiade
nahmen jeweils 6 Schiiler aus acht Lindern
teil. Fiir die Klausur waren zwei Tage vor-
gesehen. Am ersten Tag hatten wir theore-
tische Probleme zu 16sen, am zweiten wurde
uns eine experimentelle Aufgabe gestellt.
Da die Leistungsvergleiche am 4. und 5. Tage
unseres Moskauer Aufenthaltes stattfanden,
hatten wir davor und danach Gelegenheit,
die Stadt und unsere Gastgeber kennenzu-
lernen. Besonders herzlich war die Gast-
freundschaft, der wir iiberall begegnet sind.
Alle, mit denen wir zusammenkamen, wollten
uns den Aufenthalt so angenehm und inter-
essant wie moglich machen.

Von Moskau sahen wir sehr viel, wenn auch
natiirlich nicht alles. Wir waren auf dem
Fernsehturm in Ostankino, im Gorkipark,
in der Tretjakowgalerie und in der Lomo-

nossow-Universitit, haben die Allunions-
ausstellung besucht und den Kreml besichtigt,
das Tschaikowski-Museum und vieles andere
mehr. Besonders beeindruckend war der
Anblick Lenins im Mausoleum aul dem
beriihmten Roten Platz. Leider war die Zeit
fir diese wunderbare Stadt viel zu kurz,
und der Abschied ist uns sehr schwer
gefallen. Ich glaube, keiner von uns wird diese
10 Tage vergessen konnen. So hatten sich
unsere Anstrengungen also schon deswegen
gelohnt.

Jetzt studiere ich seit dem I. September;
nicht Physik, sondern Mathematik in Jena.
Es sind, wie wahrscheinlich iiberall, hier
in meinem Studienjahr wesentlich weniger
weibliche als mannliche Studenten, wenn
der Unterschied auch nicht so grofB ist wie
zur Olympiade in Moskau, wo ich als ein-
ziges Madchen teilgenommen habe. I[ch
glaube, es gibt viele Midchen, die sich an
die Mathematik und Physik nicht so recht
herantrauen. Vielleicht sollten sie mehr Mut
zeigen und unter Beweis stellen, daB nicht
nur Ménner logisch denkenkonnen.

Theoretische Aufgaben
(Arbeitszeit: 5 Stunden)

1. Aul einer glatten (reibungsiosen) hori-
zontalen Fliche kann sich ein Quader mit
der Masse M-=:1 kg bewegen. Aul der
oberen horizontalen Fliche des Quaders
kann ein Schlitten mit Reibung gleiten.
Der Vorderrand des Schlittens befindet sich
in einer Entfernung von /=50 cm vom Vor-
derrand des Quaders im Moment der Frei-
setzung des Schlittens. Der Gleitreibungs-
koelfizient betrdagt u--0,02, die Schlitten-
masse mil Motor betrigt m- 100g. Auf
dem Schlitten ist ein Motor aufgestellt, der
auf einer Welle einen Faden mit konstanter

Bild 1

Bild 2

Geschwindigkeit 7,=10 cm - s~ ' aulwik-

kelt. Das zweite Ende des Fadens wird im
ersten Fall (Bild 1) an einen weit genug ent-
fernten Pflock angebunden, der auf der
Unlterlage befestigt ist, und im zweiten Fall
(Bild 2) an einen Pflock, der an dem Quader
M befestigt ist.

Man hilt den Quader M fest und gibt dem
Schlitien die Moglichkeit, sich mit 3, zu be-
wegen. Danach 1iBt man auch den Quader
frei. Bestimmen Sie fiir beide Fille die Be-
wegungsart und Geschwindigkeit des Qua-
ders und des Schlittens nach dem Freilassen!
Bestimmen Sie fiir beide Falle die Zeit, in
der der Schlitten den Vorderrand des Qua-
ders erreicht!

2. Die Elementarzelle des Kristallgitters des
Steinsalzes (NaCl) stelle einen Wiirfel dar;
die Lange der Wiirfelkante betrigt g=5.6 A
(1A =10"%cm). In Bild 3 sind die Natrium-
atome und Chloratome in einer Elemenlar-
zelle bezeichnet. Das gesamte Kristallgitter
des Steinsalzes stellt eine Wiederholung sol-
cher Elementarzellen dar. Das Atomgewicht
das Natriums betrdgt 23 und das des Chlors
35,5. Die Dichte des Steinsalzes ist
0=222g -cm™3,

t Bild 3
o Na
LN~
b N A3 O
07 2 3 ¢ 5 A
Berechnen Sie die absolute Masse des Was-
serstoffatoms, und erkliren Sie den L6-
sungsweg!

3. In dieser Aufgabe ist das Potential einer
Hohlkugel zu bestimmen (d. Red.).

4. 'n einem Teleskop wird ein sphirischer
Hohlspiegel mit einem Kriimmungsradius
von 2 m verwendet. Im Hauptbrepnpunkt des
Spiegels befindet sich ein Strahlungsempfin-
ger in Form einer runden Scheibe. Die Scheibe
liegt senkrecht zur optischen Achse des
Teleskops.

Welche GroéBe muB der Empfanger haben,
damit er die gesamte Strahlung empfdngt.
die vom Spiegel rellektiert wird, wenn des-
sen Durchmesser 50 cm betragt?

Um wieviel Mal verringert sich die vom
Emplanger aufgenommene Strahlung, wenn
sich seine AusmaBe auf ein Achtel verrin-
gern?
Anmerkungen: 1.
man fir kleine x die Ndherung

e 2
J=x? z(l —%—) verwenden.

2. Die Beugung bleibt unberiicksichtigt.

(Zu dieser Aulgabe verdlfentlicht ulpha die
Lésung in 3,71, weiteres Informationsmalte-
rial siehe ,,Physik in der Schule™ 10 70 und
12,70, d. Red.).

Bei der Rechnung kann



Wer lost mit?
Hll]hﬂ — Wettbewerb

Leizier Einsendelermin 24. April 1971

54621 Finf Kinder spielen mit Murmeln.
Klaus besitzt die meisten Murmeln. Karin
hat vier Murmeln mehr als Ute. Horst hat
drei weniger als Ute. Sabine besitzt 8 Mur-
meln mehr als Horst. aber eine weniger als
Klaus. Wieviel Murmeln besitzt jedes dieser
Kinder. wenn alle zusammen 97 Murmeln
besilzen?

54622 Die Abbildung stellt drei Origi-
nalpunkte 4. B, C und zwei Bildpunkie
A4', B dar. die durch Spiegelung von A und B
an der Geraden g entstanden sind. Kon-
struiere unter alleiniger Verwendung von
Lineal und Bleistift den Bildpunkt €. der
symmetrisch zu C beziiglich der Geraden g
liegt! Gib eine Konstruktionsbeschreibung

an! Yvonne Kruber. OS Siolpen Kl 8b
x C
A X x B
A X x 8
W 5 ®623 Nach der Aplelernte im Schul-

garten erhielt jeder der daran beteiliglen
Schiiler aus einem mit Apfeln gefiillten Korb
je vier Apfel vom Lehrer; es verblieben
danach noch 44 Aplel in diesem Korb.
Hiltte jeder dieser Schiller aber sechs Apfel
orhalten dann wiren im Korb nur noch
zwdl( Apfel verblieben. Wieviel Schiiler be-
teiligten sich an der Apfelernte? Wieviel
Apfel enthielt der Korb? P.

W 5 ®624 An einer Vorstellung im ,, Thea-
ter der Freundschaft™ in Berlin nahmen 29
Midchen und 115 Jungen einer Landschule
teil. Die Anreise erfolgte mit drei Auto-
bussen; in jedem Bus saBen gleich viel
Schiiler. Im ersten Bus war die Anzahl der
Jungen 15 mal so groB wie die der Médchen.
Im zweiten Bus saBen 20 Jungen mehr als
Midchen. Wieviel Jungen und Maidchen
reisten mit jedem der drei Autobusse?
Yvonne Kruber. Siolpen. Ki. 8b

*5%*625 Doris. Elke und Helga kaufen
zusammen fiir 15.- M Briefmarken ein. und
zwar 20 Brielmarken der Sorte A. doppelt so-
viel von der Sorte B und dreimal soviel
von der Sorte C. Von diesen Brielmarken
erhielt Doris die Hallle der Sorte B und achi
Stiick der Sorte A4: sie hatte dalir 1.70 M
mehr zu bezahlen als Elke. Elke erwarb die
Halfte der Briefmarken der Sorte C und fiinf
Stiick der Sorte 4 und zahlte 3,50 M. Helga
kaufte die verbliebenen Briefmarken. Welche
Werte besaBen die drei Briefmarkensorten?

S'R Hans-Joachim Kerber. Neusireliiz
64626 Herr Lehmann bestellte im Cen-
trum-Versandhaus Leipzig drei Artikel zu
paarweise verschiedenen Preisen. Jeder dieser
Artikel kostete mehr als 10,— M. Der Preis
jedes Artikels war durch einen vollen Mark-
betrag angegeben, und zwar jeweils durch
eine gerade Zahl. Fiir jeden der drei Miel-
behilter, in denen das Versandhaus dem
Kunden die Artikel zustellte, wurde die
gleiche Leihgebiihr erhoben. Herr Lehmann
hatte fir die bestellte Ware einschlieBlich
der Leihgebiihren fiir die Mietbehilter den
Betrag von49.10 M zu iiberweisen. Die Trans-
portkosten gingen zu Lasten des Versand-
hauses. Es sind die Einzelpreise der drei
bestellten Artikel und die Leihgebiihr fiir
einen Mietbehilter zu bestimmen. P.

64627 Jens sammelt Briefmarken. Eines
Tages stellt er fest. daB er bereits insgesamt
837 Briefmarken besitzt, und zwar dreimal
soviel rumidnische wie kubanische und
viermal soviel sowjetische wie ruminische.
An polnischen Briefmarken hat er 9 Marken
mehr gesammelt als kubanische und rumi-
nische zusammengenommen. Addiert er die
Anzahlen der kubanischen, ruminischen,
sowjetischen und polnischen Briefmarken,
so erhdlt er die Anzahl der aus der DDR ge-
sammelten Briefmarken. An ungarischen
Briefmarken besitzt Jens 9 Stiick weniger

als die Hallte der Anzahl der sowjetischen
Marken.

Wieviel Briefmarken jedes dieser Linder
hat Jens bereits gesammelt?

Angela Brandi. Kl 6. 9014 Karl-Marx-Siadi

W 6 @628 Hans lordert seinen Freund Uwe
auf: ..Merke dir eine von Null verschiedene
natiirliche Zahl. multipliziere sie mit 3.
addiere zu diesem Produkt 2! Multipliziere
die so erhaltene Summe mit 4 und addiere
zu diesem neuen Produkt 3! Die nun erhal-
tene Summe ist noch mit 5 zu multiplizieren.
Nenne mir das Endergebnis deiner Rechnung.
und ich sage dir. welche Zahl du dir gemerkt
hast.”* Begriinde, warum und wie Hans die
von Uwe gedachle Zahl ermitteln konnte!

Herbert Biasioch. PH Dresden

W6m629 In ein Stick Flachstahl
/=310 mm Linge sind funl gleich groBe
Locher mit  einem Durchmesser von
d=35mm zu bohren. Berechne den Ab-
stand x der Bohrlocher untereinander. wenn
das erste Bohrloch a~10.2 mm vom linken
Rand des Flachstahls entfernt beginnt. das
letzte Bohrloch 5--22 mm vom rechten
Rand entfernt enden soll und je zwei benach-
barte Bohrlocher den gleichen Abstand ha-
ben sollen! (Veranschauliche dir den Sach-

verhalt an Hand einer Skizze!)
W. Unze. Sondersch. J. Korperbehinderie
..Dr. Georg Sacke*. ieip:ig

von

*6* 630 Dreibefreundete Lehrer. und zwar
ein Mathematiklehrer, ein Sportlehrer und
ein Geschichlislehrer, sitzen auf einer Kon-
ferenz in Berlin zusammen. Ihre Familien-
namen sind Miiller, Palm und Schulz. lhre
Vornamen lauten Otto. Klaus und Kurt.
IThre Wohnorte sind Anklam. Demmin und
Neustrelitz. Herr Miiller erzihlt dem Sport-
lehrer, daB er den Mathematiklehrer in
Anklam besucht habe. ..Das weil ich schon,
Klaus™, erwiderte Herr Palm. ..Kurt erzihlte
mir davon, daB er Besuch aus Demmin
gehabt habe.” Ordne jedem Familiennamen
den zugehorigen Vornamen. Wohnort und
Lehrfach zu!

S'R Hans-Joachim Kerber. Neusireliiz

74631 Ein gleichschenkliges Trapez ABCD
mit den parallelen Grundseiten AB und CD.
von denen AB linger als CD ist, werde durch
die Diagonale BD in zwei Dreiecke zerlegt.
von denen das eine rechtwinklig und das
andere gleichschenklig ist. Wie groB sind
die Innenwinkel dieses Trapezes, und in
welchem Verhilinis stehen seine vier Seiten
zueinander? T.

W




74632 Konstruiecre ein rechtwinkliges
Dreieck .4 BC mit der Hypotenuse AB. dessen
Innenwinkel ¥ CAB genau 60 beurigt! Fille
von C das Lot CD aul AB. danach von D
die Lote DE und DF aul AC und BC sowie
von E das Lol EG und von F das Lot FH auf
die Gerade AB! Weise nach. daB der Weg
von f nach B die gleiche Linge besitzt wie
der Weg von H iiber A nach E!

SR Hans-Joachim Kerber. Neusirelitz

W 7 w633 Einem rechtwinkligen Dreieck
ABC mit den Katheten ¢ und b ist ein Recht-
eck CDEF mit den Seiten x und 1 in der aus
der Abbildung ersichtlichen Weise einbe-
schrieben. Zeige. daB a. b, x und 1 der Glei-
chung ax+by=ab geniigen! T.

W 7m634 Bei einer Mathematik-Olym-
piade wurden drei erste Preise vergeben.
Auf die Frage nach den Vornamen der drei
Schiiler. die einen ersten Preis erhielten.
wurden folgende sieben Antworten gegeben:
a) Christiane, Udo. Steffen
b) Evelin, Horst. Udo
¢) Gerald, Martina. Bernd
d) Steffen, Jorg. Udo
e) Gerald, Jorg, Bernd
f) Evelin, Martina, Christiane
g) Christiane, Evelin, Horst.
Es ist bekannt, daB in genau einer Antwort
alle drei Vornamen richtig sind. in genau
einer Antwort genau ein Vorname, in genau
zwei Antworten genau zwei Vornamen, in
genau drei Antworten alle drei Vornamen
nicht zutreffen.
Ermittle die Vornamen der drei Schiiler, die
einen ersten Preis erhielten.

Yvonne Kruber. OS Siolpen. K. 8b

*7*635
Diagonalen gleich lang, so ist es ein gleich-
schenkliges Trapez. T.

Sind in einem Sehnenviereck die

8A636 Es ist zu beweisen. dall es kein
geordnetes Paar (a. b) naturhicher Zahlen
gibt. so dais die Gleichung

b 1 9

Ha+—+3)=—-"—- 1

4( a—3 ) bla—3) t
erfiillt ist und dals es genau cin geordnetes

Paar («. b) natiirlicher Zahlen gibt. so dald
die Gleichung

b 1 9

~la+-—- =3 )|=—-"—= 2

4<a a4} ) bla+3) =
erfullt ist. K.
W 8 w637 Bei den Europa-Leichtathletik-
Meisterschaften der Ménner in Stockholm im
August 1970 erhielt die Mannschaft der DDR

als beste Mannschaft aller teilnehmenden
Linder den Europa-Silber-Pokal. Sie erhielt

bei 20 Disziplinen insgesamt 102 Punkte.
Dabei wurden in jeder Disziplin [ir einen
1. Platz 7 Punkte. fiir einen 2. Platz 6 Punkte,
fiir einen 3. Platz 5 Punkte, fiir einen 4. Platz
4 Punkte, fir einen 5. Platz 3 Punkte, fiir
einen 6. Platz 2 Punkte und fiir einen 7. Platz
| Punkt vergeben. Es ist zu ermitteln, wieviel
1. Platze, wieviel 2. Plitze usw. unsere Mann-
schaft in Stockholm erkdmpfte.

Dabei sei noch als bekannt vorausgeselzt,
daB unsere Mannschalt mehr |. Plitze als
2. Plitze, ebensoviel 4. Plitze wie 2. Plitze,
mehr 4. Plitze als 5. Plitze, mehr 5. Platze
als 3. Plitze, mehr 3. Plitze als 7. Plitze und
keinen 6. Platz erhielt. L.

W 8 w638 Die Basis AB des gleichschenk-
ligen Dreiecks ABC sei durch die Punkte
D und E in drei gleich lange Teilstrecken
geteilt. DEFG sei ein Rechteck, aul dessen
Seite FG die Spitze C des gleichschenkligen
Dreiecks ABC liegt (vgl. die Abb.). Wie
verhalt sich der Fliacheninhalt des Recht-
ecks DEFG zu dem Flacheninhalt des Drei-
ecks ABC? Hervwig Gratiias.

Sommerda Kl. 9

*8*639 Es set ABCDEFGH ein Quader.

dessen Kante 4B die Linge 4 cm und dessen

Kante AE die Linge 3 cm hat (vgl. die Abb.).

M sei der Mittelpunkt der Kante EH. Ferner

sei das Dreieck M BC rechtwinklig.

Es ist die Linge der Kante BC zu berechnen.
T.

W9 a640 Drei Freunde. deren Vornamen
Rolf, Kurt bzw. Werner und deren Nach-
namen Zabel, Wagner bzw. Vogt sind,
besitzen je ein Wochenendhaus. Diese Hiu-
ser liegen nebeneinander, sie seien der Reihe
nach als das linke, das mittlere und das rechte
Haus bezeichnet. Sie sind blau, rot bzw.
gelb angestrichen.

An jedem Wochenende treffen sich die drei
Freunde mit ihren Familien in einem der
Haiuser zu einer kleinen Feier. Dabei wurde
vereinbart, daB jeder Gastgeber stets nur
ein und dasselbe Getrink anbietet. und zwar
Bier oder Wein oder Kallce.

Heute haben sich die Freunde wieder ge-
troffen. Dabei ist folgendes bekannt:

(1) Zabel und Rolf sind heute Giste in dem
gelben Haus.

(2) Der Gastgeber heiBt nicht Kurt: sein
Haus liegt nicht neben dem Haus von Wag-
ner, der ein anderes Haus besitzt.

(3) In dem rechten Haus wird stets Bier
angeboten; Kurt bietet seinen Gisten nur
alkoholfreie Getrianke an.
(4) Das mittlere Haus ist nicht rot ange-
strichen.
(5) Rolf bietet seinen Gisten stets Wein an.
Wie heifit der heutige Gastgeber? Welches
Haus besitzt er? Was trinken scine Giisle
heute? Welche Farben haben die Hiiuser
in denen heute nicht gefeiert wird?
Bemerkung: Die Reihenfolgen der Angaben
der Vornamen, Nachnamen, Farben und
Getrinke sind willkiirlich gewihlt und haben
keine Beziehung zu dem Ergebnis.
Mathemaiikfachl. Rainer Risel. Teterow
W9 ae64] Ein Fernsprechteilnechmer in
einem Ortsnetz mit mehr als 10000 Haupt-
anschlissen zahlt fir seinen Fernsprech-
anschlufl monatlich eine Grundgebiihr (ein-
schlieBlich der iiblichen Zusatzeinrichtung)
von 9.60 M und auflerdem {iir jedes Ortsge-
spriache 0,15 M. Wiirde dieser Fernsprech-
teilnehmer von einer O6ffentlichen Sprech-
stelle aus telefonieren, so hitte er [ir jedes
Gesprach 0.20 M zu bezahlen.
Wieviel Ortsgespriche mufl der Fernsprech-
teilnehmer mindestens monatlich [tihren. da-
mit der Gesamtpreis fiir diese Gespriche ein-
schlieBlich der Grundgebiihr geringer als der
Gesamlpreis der Gespréche von einer 6llent-
lichen Sprechstelle aus ist. K.
*9*642 Es seien x und 1 beliebige posi-
tive reelle Zahlen, [ir die
I 1

—+-=1

1

x ¥
gilt. Es ist zu beweisen. daB dann stets die
Ungleichung

x-Fr=4 erfiillt ist. (2)

Ferner sind die Bedingungen anzugeben.
unter denen in (2) das Gleichheitszeichen gilt.
A. Mébius. Ki. 11. Univ. Hulle
W 10 12 643 Fillt man in ein leeres trich-
terf6rmiges GefdB, das die Form eines gera-
den Kreiskegels mit unten liegender Spitze
hat, Il Wasser, so steigt der Wasserspiegel
in dem GeldB aufl 10 cm Hoéhe.
a) Wie hoch steigt der Wasserspiegel. wenn

1 -
man nur - | Wasser einfiillt?

b) Wieviel Liter Wasser befinden sich in dem
GefaB, wenn der Wasserspiegel S cm hoch
ist? Sekiion Mathemaiik. TU Dresden
W 10 12 m644 Es sind alle positiven reellen
Zahlen v anzugeben, so daB die Ungleichung

lex—1<lgx?—p? ()
fiir keine von 1 verschiedene reelle Zahl p
erfullt ist. K.

*1012*645 Es sind alle Losungen des
Gleichungssysiems
X —X;  =Xj.

Ny—Xy =X Nyl =X =N
X,—X;  -Xs.

wobei 17 eine natiirliche Zahl mit n2>3 ist, im

Bereich der reellen Zahlen zu ermitteln.

Reinhard Wobsi. Dresden. 12, KI.



Berufsbild :

Vermessungsfacharbeiter und
Kartographiefacharbeiter

Der Beruf im Rahmen der Volkswirtschaft

In der Deutschen Demokratischen Republik
arbeiten wir an der Vollendung des Aufbaus
des Sozialismus. Auferer Ausdruck dafiir
ist unter anderem eine rege Bautatigkeit in
Stadt und Land. Zur Durchfithrung aller
BaumaBnahmen sind Vermessungsarbeiten
fiir die Plan- bzw. Kartenherstellung und die
Ubertragung der Projekte in die Ortlichkeit
(Absteckungen) nétig.. Dabet denken wir
an die Industriegiganten Leuna Il und das
Eisenhiittenkombinat Ost, an die Wirme-
kraftwerke in der Lausitz, die Talsperren
im Harz und im Erzgebirge, den Ubersee-
hafen in Rostock, die Wohnstitten Hoyers-
werda und Halle-Neustadt, die Erdélieitung
Schwedt-Leuna, die im Wiederaufbau be-
findlichen Stiddte Berlin, Dresden und Neu-
brandenburg, dic LPG-Bauten und Melio-
rationsmaBnahmen der sozialistischen Land-
wirtschaft, an den StraBen- bzw. Autobahn-
bau, an die Errichtung von Fernsehtiirmen
u. a. m. Unser groBes [riedliches Aufbau-
werk durch stindige Einsatzbereitschaft ge-
gen jede Aggressionstatigkeit zu schiitzen
ist Aufgabe unserer Nationalen Volksarmee,
zu deren moderner Ausriistung genaue Kar-
ten des gesamten Gebietes unserer Deut-
schen Demokratischen Republik gehoren.
Sicher seid ihr selbst schon im Schulunter-
richt, beim Wandern oder wihrend eines
Gelindespieles mit Karten in Beriihrung
gekommen. Solche Karten und Pline ent-
stehen durch Vermessungsarbeiten. Inge-
nieure und Facharbeiter fahren von zen-
tralen Dienststellen mit ihrem MeBkraft-
wagen hinaus ins Gelande, wo sie mit mo-
dernen Winkel- und StreckenmeBgeriten alle
zur Aufnahme nétigen Objekte und Punkte
nach Lage und H&he einmessen. Um sich
iiber groBere Entfernungen hinweg verstin-
digen zu kénnen, werden auch Sprechfunk-
gerite verwendet.

Die Berechnung und Auswertung der Mes-
sungsunterlagen erfolgt dann im Biiro. Dabei
werden moderne Gerite eingesetzt. Durch
die exakte Kartierung der Messungsergeb-
nisse und einer sauberen Tuschezeichnung
entsteht ein Plan oder eine Karte.

Mit diesem Beitrag wollen wir die Ausbil-
dungsstufe Vermessungsfacharbeiter und Kar-
rographiefacharbeiter kennenlernen.

10

Die Bewerber miissen den AbschluB der
10. Klasse besitzen, gute Leistungen in
Mathematik, den naturwissenschaftlichen
Fichern und im Technischen Zeichnen vor-
weisen. Sie miissen auBerdem solche Cha-
raktereigenschaften wie Ordnungsliebe, Ge-
wissenhaftigkeit und Verantwortungsbe-
wuBtsein entwickeln und als bewuBte Staats-
biirger der DDR auftreten.

Vermessungsfacharbeiter

Im Rahmen des Vermessungswesens hat der
Vermessungsfacharbeiter an der Erfiillung
folgender Aufgaben (als Mitarbeiter eines
Diplom-Ingenieurs oder Ingenieurs im Kol-
lektiv eines MeBtrupps) hohen Anteil :

Er arbeitet im Auflen- und Innendienst mit
s bei der Schaffung und Erhaltung von
Lage- und Hohenfestpunkten einschlieBlich
deren Sicherung mw bei Vermessungsarbei-
ten zur Herstellung topographischer Karten
und deren laufenden Nachtrage, die sich aus
Verinderungen in der Ortlichkeit ergeben
m bei der Anfertigung von Lage- und Héhen-
plinen fiir die Bau-, Land- und Forstwirt-
schaft, Wasser- und Energieversorgung sowie
fiir das Verkehrswesen m bei Vermessungs-
arbeiten zur Dokumentation von Rechts-
verhiltnissen an Grund und Boden = bei
speziellen Vermessungsarbeiten fiir Wissen-
schaft und Forschung.

Der Vermessungsfacharbeiter soll korperlich
gesund und widerstandsfahig sein. Er soll
normale Atmungs- und Kreislauforgane, ein
gutes Gehor- und Sehvermogen besitzen so-
wie iber die Fiahigkeit verliigen, sich
iber ldngere Zeit konzentriert und aufmerk-
sam zu verhalten.

Lehrzeit 2 Jahre; Qualifikationsméglichkeit :
Fachschulreife

Lehrzeit 3 Jahre in Klassen der Berufsaus-
bildung mit Abitur;
Qualifikationsméglichkeit: Hochschulreife
Dem Lehrling werden fiir die ortlichen Ver-
messungsarbeiten Kenntnisse in der Bedie-
nung der Instrumente und iiber die Fithrung
der Messungsurschriften bei instrumentellen
Arbeiten wie bei der einfachen Lage- und
Hohenmessung vermittelt. Zu den hiuslichen
Arbeiten gehoren Berechnungen zur Bestim-
mung von Punkten nach Lage und Héhe

sowie das Ermitteln von Flichen und Erd-
massen. Neben der praktischen Ausbildung
werden Berufstheorie, Staatsbiirgerkunde
und Sport vermittelt. (Bei der Ausbildung
mit Abitur wird auBerdem in den allgemein-
bildenden Fichern unterrichtet.) Der Einsatz
nach erfolgtem Berufsabschlul} erfolgt u. a.
in der Geodisie, Topographie, Photo-
grammetrie, im Ingenieurvermessungswesen,
Eisenbahnvermessung, VEB Geologische
Forschung und Erkundung.

Kartographiefacharbeiter

Der Kartographiefacharbeiter wirkt inner-
halb der Produktionsbereiche an den karto-
graphischen und reproduktionstechnischen
Arbeiten zur Herstellung und Laulendhaltung
topographischer. geographischer und thema-
tischer Karten verantwortlich mit. Er ibt
eine vorwiegend siltzende Tatigkeit aus. Er
soll eine gute Sehschirfe und Farbtiichtigkeit
beider Augen haben.

Die Ausbildung erfolgt im kartographischen
Zeichnen, Gravieren und Klebemontagear-
beiten sowie in der Gestaltung topographi-
scher und thematischer Karten. Zur Aus-
bildung gehort auch das Erlernen von War-
tung und Pflege der Zeichen-, Gravier- und
Montagegerite. Nach PrifungsabschiuB er-
folgt der Einsatz wie beim Vermessungsfach-
arbeiter sowie in kartographischen Betrieben
und Verlagen. Wer mehr iiber die Berufsaus-
bildung von Vermessungs- und Kartogra-
phiefacharbeitern erfahren mochie, der
wende sich an eine der Ausbildungsstitien:

s VEB Topographischer Dienst Dresden,
Betriebsberufsschule (ohne und mit Abitur),
8047 Dresden, Altlockwitz 2

= VEB Ingenieur-Vermessungswesen GroB-
Berlin, Betriebsberufsschule (ohne Abitur),
1603 Eichwalde, Tschaikowskistr. 10

m  VEB Topographischer Dienst Schwerin,
Betriebsberufsschule (ohne Abitur),

27 Schwerin, Karl-Marx-Str. 15

m VEB Topographischer Dienst Erfurt, Be-
triebsberufsschule (ohne Abitur), 58 Gotha,
SchloBberg 1

® ‘-{

Kartographiefacharbeiterin bei der Auswer-
tung eines Luftbildpaares mit einem ein-
fachen Stereoauswertgerat



Wir spielen
mit optimaler
Strategie

I Wir wollen zuniichst ohne Beweis einen Satz
der Spieltheorie und die Definition der opti-
malen Strategien kennenlernen

In der Formulierung der Spielregeln des
folgenden Spieles, an dem wir uns zunichst
orientieren wollen, kommt der Begrill ..Ge-
winn" vor. Darunter versiehen wir folgendes:
Definition 1. Ein Spieler beendel eine Partie
mit dem Gewinn + s, wobei s eine natiirliche
Zahl ist bedeutet, daB er fir diese Partie s
Pluspunkte erhilt. Ein Spieler beendet eine
Partie mit dem Gewinn —s. wobei s wiederum
eine natiirliche Zahl ist, bedeutet. daB er fiir
diese Partie s Punkte abgezogen erhilt bzw.
daB er £ Minuspunkte erhélt.

Die Spielregeln unseres ersten Spieles sind:
Spiel I:

1”: Zwei Spieler 4 und B spielen mit Knop-
fen. — Der Spieler 4 eroflnet die Partie. indem
er n Kndpfe auf den Spieltisch legt. Dabei
sind zur Spieleroffnung nur solche Knopl-
zahlen (Positionen) zuldssig, daB gemaB
der folgenden Spielregeln mindestens ein
Zug ausgefiihrt werden kann. -

Die Spieler zichen abwechselnd, wobei der
Spicler B den ersten Zug ausfiihrt. Solange
die Partie nicht beendet ist, besteht Zug-
zwang. - Erhdlt am Partieende der eine
Spieler den Gewinn g zugesprochen, so
erhilt sein Gegner den Gewinn —g zuge-
sprochen. .
2': Ein Zug besteht im Wegnehmen von 3
oder 4 Knoplen vom Tisch.

3’: Die Partie ist beendet, sobald weniger
als drei Knépfe auf dem Tisch liegen. Der
Spieler. nach dessen letztem Zug noch ent-
weder 0, 1 oder 2 Knople auf dem Tisch
liegen, erhilt in der angegebenen Reihenflolge
entweder +2, 0 oder —1 als Gewinn zuge-
sprochen.

Der jeweilige Stand bei einer Partie dieses
Spieles und der folgenden Spiele wird voll-
stindig beschrieben durch die Anzahl m der
Jjeweils noch auf dem Tisch liegenden Kndpfe
und den Namen des Spielers, der den letzien
Zug auslithrie. Diese Anzahlen n nennt
man die Positionen dieser Spiele. Ein Spieler
kann seine Spielweise bereits vor dem Spielen
ciner Partie. etwa auf Grund gesammelter
Spielerfahrungen. dadurch [estlegen. daB er
fiir jede Position m (Knopfzahl m) angibt,
aul welche Position er ziehen will und mit

welcher Position er bei Partiebeginn er6ffnen
will. Er legt also fest, wieviel Kndpfe er bei
jeder Position wegnehmen will. Eine jede
derartig [ixierte Spielweise, ob vorteilhaft
oder unvorteilhaft, wird als Strasegie bezeich-
net. Eine jede Strategie 1Bt sich zumindest
teilweise tabellarisch niederschreiben.

Ein Experte hat auf Grund langer Spiel-
erfahrung die folgenden Strategien als beson-
ders zweckmaiBig [tr das Spiel I erkannt:
Er6ffnungspositionen: 7; 14; 21; ...
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0 — 9 6 18 14

1 — 10 7 19 1S5

2 — 11 7 20 16

3 0 12 8 21 17;18
4 0 13 9

5 1 14 10;11

6 2 15 12

7 34 16 13

8 5 17 14

Ein Strich in der 2. Spalte dieser Tabelle
bedeutet, daB nicht mehr gezogen werden
kann, da das Spiel bereits beendet ist. Das
Angeben mehrerer Zahlen in einem Feld
der 2. Spalte bedeutet. daB der Experte sich
hier von Fall zu Fall fiir einen der angege-
benen Ziige entscheidet. Wegen dieser Zug-
willkiir sind in dieser Tabelle mehr als eine
Strategie fixiert.

Eine Partie unseres Experien gegen einen
Anfanger sei aulgezeichnet:

MW= B> MN=>7—2>4=>0

Hier sind die Ziige des Anfingers durch
Pfeile und die des Experten. der natiirlich
eine seiner Strategien anwendel. durch Dop-
pelpleile gekennzeichnet. Da er am Partie-
ende auf die Position 0 zieht. erzielt er den
Gewinn +2 und sein Gegner, der Anfanger,
damit gleichzeitig den Gewinn —2.

Kann unser Experte bei jeder Strategie des
Anfingers, der die Partie mit der Position 19
eroffnet. den Gewinn +2 mit seinen Strate-
gien erzwingen? Die Antwort werden wir am
folgenden Schema ablesen, in dem alle
Spiele dargestellt sind, bei denen sich der
Experte slets seiner Strategien bedient und
von seinem Gegner. der die Partien mit der
Position 19 erdffnet, jeweils alle moglichen
Ziige in Betracht gezogen werden:

PP s I

Zusilzlich zu den oben getroffenen Fest-
setzungen sind hier alle Ziige, die gemaB
der Strategien des Experten ausgelithrt wer-
den, stark markiert worden. Weiterhin ist
in Klammern hinter jeder Endspielposition

3
A1=27Q,D0F2

der Gewinn fixiert worden, den der Anfanger
bei der jeweiligen Partie erziell. In dieser
Darstellung sind insgesamt 4 Partien zusam-
mengefaBt. Die Antwort auf die gestellte
Frage lautet: ,Nein. Der eine Partie mit
der Position 19 eréffnende Anfinger. der
gegen den Experten spielt. erzielt dann den
groBimdglichen Gewinn, wenn er sich eben-
falls der Strategien des Experten bedient.”
Weitere vom Leser selbst zu betrachtende
Beispiele lassen den folgenden Satz als wahr
vermulen: Der die Partie erdffnende Anfiinger.
der gegen unseren Experien spieli. ercieli bei

Jeder Erdffhungsposition dann den maximal

maoglichen Gewinn, wenn er sich ebenfalls der
Straregie des Experien bedien:.

Zu einer Reihe von Eréffnungspositionen
bestimmen wir nunmehr diesen maximal
moglichen Gewinn des die Partie eréfnenden
Anfingers, der gegen den Experten spiclt:

; 3
E=D 5 > 1

I=D 6t > 2
=72 D

(¢2)
(0)
¢7)

S99

Durch die Vorschrift, daB alle Ziige nach
den Strategien des Experten auszufiihren
sind, wird jeder Eréffnungsposition einer
der Gewinne des Spieles zugeordnet. In
naheliegender Weise ordnen wir zusitzlich
noch den Endpositionen 0, 1 und 2 die Ge-
winne +2, 0 und —1 zu. Das auf diese
Weise zu erzielende Ergebnis veranschau-
lichen wir und am Zahlenstrahl:

+2 o -1 -2 -2 o +1
0 7 2 3 4 5 6
zugeordnefe Gewinne ——=>
+2 o -1 -2 -2 0 +7
7 8 9 10 " @ 3

Positionen —>>

Nun soll mit dieser Zuordnung von Posi-
tionen und Gewinnen gearbeitet werden:
Von der Position 9 mit dem zugeordneten
Gewinn —1 kann laut Spielregein nur aul
die Positionen 5 und 6 mit den zugeordneten
Gewinnen 0 und +1 und von der Position
10 mit zugeordnetem Gewinn —2 nur auf
die Positionen 6 und 7 mit den zugeordneten
Gewinnen -+ 1 und +2 gezogen werden. Diese
und weitere Beispiele lassen den [olgenden
Satz als wahr vermuten:

Saiz 1: Den Positionen lassen sich die Ge-
winne eines Spieles so zuordnen, dal3 gilt ;
a) Jeder Endposition ist der Gewinn zuge-
ordnet. den der Spieler laut Spielregeln erhiiit.
der mit seinem letzten Zug am Partieende
auf diese Position zieht.
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b) Von einer Position mit dem Gewinn g die
keine Endposition ist. kann stets auf eine
Position mit dem zugeordneten Gewinn
—g gezogen werden.

;Einer beliebigen Position, aul die von
einer Position mit dem zugeordneten Ge-
winn g gezogen werden kann. ist ein Ge-
winn g, zugeordnet, fiir den gilt gS—g
Mit der hergestellten Zuordnung zwischen
Positionen und Gewinnen erscheinen auch
die Strategien unseres Experten in neuem
Licht: Laut Tabelle zieht der Experte von
der Position 9 mit dem zugeordneten Gewinn
—1 auf die Position 6 mit dem zugeordneten
Gewinn -1 und von der Position 7 mit dem
zugeordneten Gewinn +2 auf die Positio-
nen 3 und 4 mit dem zugeordneten Gewinn
—2. Offenbar sind bei den Ziigen unseres
E_xpertcn stets die zugeordneten Gewinne
der beiden durch einen Zug verkniipften
Positionen einander entgegengesetzt gleich.
Weiterhin wiihlt unser Experte zur Spielerdfl-

nung offenbar nur Positionen, denen der
Gewinn -+ 2 zugeordnet ist. Diese Strategien
unseres Experten wollen wir ab jetzt oprimale
Sirategien nennen.

Definition 2: Ist fir ein Spiel eine dem Satz |
geniigende Zuordnung von Positionen und
Gewinnen hergestellt. so heiBt mit optimaler
Strategie spielen:

a) Von einer Position mit dem zugeordneten
Gewinn g. die keine Endposition ist. wird
aul eine Position  mit dem zugeordneten
Gewinn —g gezogen.

b) Zur Er6ffnung des Spieles werden Posi-
tionen gewihlt, deren zugeordneler Gewinn
der maximal mogliche Gewinn des Spieles
ist. Hier sei noch vermerkt, daB gemiB Satz 1
die unter a) geforderte Zugmoglichkeit stets
besteht.

In unserem nidchsten Beitrag (2:71) werden
wir erkennen, daB der Name optimale Stra-
tegie fiir die durch Definition 2 bestimmten

Strategien berechtigt ist. W. Triger
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Taugen Madchen
fir die
Mathematik?

Sechs Miadchen waren unter den 112 Teil-
nehmern der XII. Internationalen Mathema-
tikolympiade (Ungarische VR, 1970). Line
Bestitigung dalir. daf} sich Midchen in der
Mathematik doch nicht behaupien? Jinge
Heir und alpha stellten den sechs jewals
finf Fragen. die wir nachlolgend aulTtihren.

Lest thre Antworten und entscheidet selbst!

Unsere I'ragen

1. Frage:

Da es nun cinmal so wenig Midchen gibt, dic
sich fur Mathematik begeistern, wic konunt
ein Midchen dazu?

2. Frage:
Wenn du nichit gerade Mathematikaulgaben
l6st, was tust du dann?

3. Frage:
Wenn cine Aufgabe schr schwierig ist, wie
verhiltst du dich?

4. Frage:
Hast du schon feste Vorstellungen von deinem
zukiinftigen Beruf?

5. Frage:
Schen die Jungen in dir cinen gleichberechtig-

ten Partner?

Die Gespriiche flhrien frima Weinrcich (JH)

und Jolannes Lehmann (alpha).

Der alpha-Club war in Cottbus dabei

Sechs vorbildliche Pioniere und Jugend-
freunde (siehe Foto) wurden von der Bezirks-
leitung Leipzig der Pionierorganisation
..Ernst Thilmann* zum VII. Pioniertreffen
nach Cottbus delegiert. Seite an Seite mit den
15 Stationen Junger Techniker betreuten
sie die Giste des Treffens. Uber 1500 Pio-
niere nutzien die Moglichkeit, sich an der
WissensstraBe Mathematik des alpha-Clubs
der 29. OS Leipzig zu bewihren.




Auf einigen Biumen sitzen mehrere Vogel.
Hitte sich auf jedem dieser Biume genau
ein Vogel niedergelassen, so hitte einer die-
ser Vogel keinen Baum zum Ausruhen gefun-
den. Einer dieser Baume wire hingegen un-
besetzt geblieben, wenn sich auf jeden der
iibrigen Biume genau zwei Vogel gesetzt
hitten. Um wieviel Vogel und um wieviel
Biume handelt es sich?

Das Problem zugunsten der Midchen gelist

Cevelma Dansansaravin, 17 Jahre, Mongoli-
sche Volksrepublik, besucht in Ulan Bator
eine Spezialschule fir Mathematik, Schiile-
rin der 10. Klasse. Besondere Kennzeichen:
selbstbewuBt, ein wenig romantisch.

1. Seit der 8. Klasse besuche ich eine Spe-
zialschule, die einzige, die es in der Mongo-
lischen Volksrepublik gibt. Fiir diese Schule
werden jedes Jahr in einem groflen Wettbe-
werb die Besten ausgewihlt. In meiner Klasse
sind wir 24 Schiiler, 13 davon Midchen.
In den anderen Klassen sieht es dhnlich aus.
Bei uns ist die Frage, ob sich ein Midchen
mit Mathematik beschiftigt, zugunsten der
Maédchen gelost.

2. Ich spiele Schach und Tischtennis, lese
viel. Wenn dann noch Zeit bleibt, gehe ich
in die Oper. Mein Bruder ist in der National-
oper Singer.

3. Wenn ich merke, daB ich eine Aufgabe
noch nicht beherrsche, lege ich sie beiseite.
Mir fehit manchmal die Energie. Bei ande-
ren bin ich strenger als bei mir selbst.

4. Mein Lieblingsfach ist die rdumliche Geo-
metrie. Ich moéchte einmal Architekt wer-
den. Eine Aufnahmepriifung habe ich bereits
gemacht, wahrscheinlich studiere ich in Mos-
kau. Ich habe viele schone Vorstellungen,
was in unserem Land alles entstehen wird.
Und ich moéchte gern sehen, was ich mir
ertraume. Zum Beispiel die neuen Héuser,
die ich mit erbauen will.

5. Die Leistungen der Jungen sind im allge-
meinen besser. Trotzdem sind sie nicht iiber-
heblich. Sie helfen mir alle. Sie machen
mir Mut. Oder: Wir haben hier eine ganze
Menge neuer Aufgaben von anderen Teil-
nehmern erhalten. Jungen und Maidchen
werden zu Hause daran weiterarbeiten. Jeder
mit gleichem Anteil.

Gegeben seien 12 Blatt Papier. Einige dieser
Blitter zerschneiden wir jeweils wieder in
12 kleinere Blitter. Diese kleineren Blitter
diirfen wiederum in jeweils 12 Teile zer-
schnitten werden und so lort. Es ist zu unter-
suchen, ob auf diese Weise

a) 100 Papierstiickchen, b) 1000 Papier-
stiickchen entstehen kénnen!

In meinem Leben hatte ich noch keine Zwei

Helena Husova, 18 Jahre, CSSR, besucht
in Prag eine Spezialklasse fiir Mathematik,
Schiilerin der 11. Klasse. Besondere Kenn-
zeichen: sachlich, gewann als einziges Mid-
chen einen Preis.

-

1. Meine Eltern sind Historiker. Sie wollten
gern, daB ich in ihre FuBspuren trete. Zu
Hause stehen eine Unmenge historische Bii-
cher, und jedesmal sagten sie, ich solle darin
lesen. Aus einem gewissen Trotz heraus be-
schiftigte ich mich mit etwas ganz anderem.
Geschichte finde ich furchtbar langweilig.
(Helena hat in Geschichle trotzdem die
Note 1. d.R.) Fiir mich gibt es nichts Scho-
neres als die Mathematik. Es ist die einzige
Wissenschaft, wo man ohne Hillsmittel be-
liebig Probleme 16sen kann.

2. Ich spiele ein wenig Klavier. Beethoven,
Mozart. Bach liebe ich, sammie auch Platten.
Im Winter laufe ich Ski und Schlittschuhe.
AuBerdem schleppe ich immer ein Buch
mit mir herum. Im Moment lese ich gerade
die Geschichte vom Soldaten Schwejk.

3. Bei mir zu Hause liegen mindestens 12
bis 15 Aulgaben, die ich im Moment nicht
l6sen kann. Ich bewahre sie so lange auf, bis
ich meine, jetzt weiBt du alles dazu, das
heiBt, im UnterbewufBtsein beschiftige ich
mich schon damit. Fiir Nachschub ist auch
gesorgt. Meist sind es die Jungen unserer
Klasse, die mir solche Aufgaben geben.
Es ist so eine Art Wettbewerb.

4. Wenn es keine zwingende Notwendigkeit
gibt, nach meinem Abitur an einer anderen
Stelle zu arbeiten, werde ich Mathematik
studieren. )

5. Unsere Gesellschaft gibt Midchen und
Jungen die gleichen Voraussetzungen. Leider
nuizen die Midchen noch zuwenig ihre
Chance. Fiir mich ist es meistens so, daB ich
alle mathematischen Probleme mit Jungen
besprechen muB. Das drgert mich fiir uns
Maidchen.

Ein gleichschenkliges Trapez ABCD mit
den parallelen Seiten AB und CD, fir die
AB>CD gilt, habe einen Inkreis, der die
Seite 4B in E, dic Seite BC in F, die Seite
CD in G und die Seite AD in H beriihrt.
Es ist zu beweisen, daB sich die Geraden
AC, BD, EG und FH in einem gemeinsamen
Punkt P schneiden!

Meine Zwillingsschwester macht auch Mathe
Agnes Szendrei, 17 Jahre, VR Ungarn, be-
sucht in Szeged die Mittelschule, Schiilerin
der 11. Klasse. Besondere Kennzeichen:
auffallend zuriickhaltend, ziemlich unsport- "
lich (wie sie sagt).

1. Ob man ein Junge oder ein Médchen ist.
das spielt fiir die Mathematik keine Rolle.
Mein Vater ist Mathematiklehrer an der
Hochschule, und da liegt es, wie man sagl.
wohl in der Familie. Er war es, der mich dazu
brachte, mich fiir die Mathematik zu ent-
scheiden. In der achten Klasse gewann ich
zum erstenmal einen Wettbewerb. Ich habe
noch eine Zwillingsschwester, sie ist auch
jedesmal dabei und wurde in diesem Jahr 11.
bei der Landes-Mathematik-Olympiade. Ich
wurde dritte.

2. Wir haben in unserer Klasse mehrere
Studiengruppen. Ich leite die Gruppe, die
sich speziell mit naturwissenschaftlichen Fi-
chern beschiftigt. Dabei geht ein groBer
Teil meiner freien Zeit draul. AuBerdem
iibe ich mich in Fremdsprachen. (Agnes
spricht perfekt russisch und englisch, d. R.)
Und jetzt lerne ich gerade deutsch. Wenn
ich ganz ehrlich bin, mir fallt es schwer,
nicht hinter Biichern zu sitzen.

3. Ich nehme mir im allgemeinen vor, nicht
cher aufzustehen, bis ich eine Losung gefun-
den habe. Leider gelingt es mir nicht immer.
Wenn ich anschlieBend merke, daB ich bei
irgendeiner Kleinigkeit kapituliert habe, kann
ich mich dariiber drgern. Es stért mich nicht,
den ganzen Tag und noch ldnger iiber einer
Aufgabe zu sitzen.

4. Ja, ganz fest. Ich mochte Mathematik
studieren, vielleicht um Lehrerin zu werden.
5. Ich bin wohl ein biBchen zu ruhig.

Die Lésungen zu den Aufgaben, welche die
Maidchen den alpha-Lesern stellten, ver-
offentlichen wir in Heft 2/71, d. Red.
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Zwei Primzahlen p und p+2 nennt man
Primzahlzwillinge.

(Beispiel: 29 und 31)

Beweise, daB fir p>3 die Summe zweier
Primzahlzwillinge stets durch 12 teilbar ist!

Ich bedaure, nicht eher angefangen zu haben

Anglika Rindler, 18 Jahre, Osterreich, be-
suchte das Gymnasium in Spital, Abiturien-
tin. Besondere Kennzeichen: lustig, immer
zu irgendwelchen Scherzen aufgelegt.

1. Bekanntlich nimmt Osterreich zum ersten
Mal an einer internationalen Mathematik-
olympiade teil. Das brachte auch bei mir
den Durchbruch; denn bis vor einem halben
Jahr kannte ich mich in meinen Bezichungen
zur Mathematik selbst nicht genau aus.
Bei uns fanden Wettbewerbe fiir die Besten
statt. Mein Lehrer schlug mir und drei
Jungen vor, mitzumachen. Ich wurde die
Beste. Ich bedaure, daB ich nicht eher ange-
fangen habe, mich mit Mathematik zu be-
schaftigen.

2. Es gibt nichts, von dem ich sagen konnte.
daB es mich nicht interessiert: Literatur,
Sprachen, besonders Latein. Ich schwimme,
betreibe Leichtathletik, spiele Handball und
auch FuBball, wenn es sein muB. Hobbys habe
ich nicht.

3. Ich suche so lange, bis ich meine, eine
Losung gefunden zu haben. Eher nehme ich
keine neue Aufgabe zur Hand. Mein System
wende ich auch bei Klausuren an. Nicht im-
mer mit dem besten Erfolg. Ist die erste
Aufgabe die schwierigste, kann es passieren,
daB ich iiberhaupt nichts 16se und eine Vier
fange, obwohl ich die anderen Auflgaben
bequem geschafft hitte.

4. Der Lateinlehrer ist mein Lieblingslehrer.
Fast hitte ich Latein studiert. Buchstablich
in letzter Minute entschied ich mich fur
Mathematik. Wir haben nur drei Stunden
Mathematik in der Woche, das ist einfach
zuwenig, um ein eigenes Talent zu ent-
decken.

5. Wenn ich die Frage aul meinen Freund
beziehe — wir besuchlen die gleiche Schule -.
dann: Es imponiert ihm. Aber selbst macht
er sich nicht viel draus. Die Jungen, mit
denen ich hier bin, achten mich als gleich-
berechtigten Partner. In unserer Mannschaft
belegte ich den 3. Platz. Die Jungen freuten
sich dariiber mehr als ich.
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Ein innerer Punkt P eines gleichseitigen
Dreiecks ABC mit der Seitenlinge a werde
mit den drei Eckpunkten des Dreiecks ver-
bunden, und es sei ﬁzx, B_P=y, CP=z.
Es ist zu beweisen, daB dann stets die fort-
laufende Ungleichung a/3<x+r+-<2a
erfullt ist!

Nach dem Erfolg packte mich der Ehrgeiz

Virginie Stoinova Hrisiova, 18 Jahre, VR
Bulgarien, besuchte in Russe eine Spezial-
klasse fir Mathematik, Abiturientin. Beson-
dere Kennzeichen: quicklebendig, kann sich
dber alles totlachen.

1. Mit 12 Jahren verliebte ich mich in den
Sohn meiner Mathematiklehrerin. Ich bin
namlich sehr romantisch. Doch richtig: An
und fur sich durch den Erfolg. Russe ist
bekannt als Zentrum fiir mathematische
Forschungen. Es gibt dorl einen sogenannten
mathematischen Fachkreis, der auch Wett-
bewerbe ausschreibt. ch beteiligte mich, mehr
aus SpaB. Als ich aber sah, daB ich mehr
bringe, packte mich der Ehrgeiz.

2. Ich habe gerade das Abitur bestanden.
In allen Fachern mit der besten Note.
Selbstverstindlich konnte zu dieser Zeit
von freier Zeit nicht die Rede sein. Trotzdem
muB man noch etwas mehr tun, als nur zu
lernen, wenn man Anspruch erheben will,
eine gute Schilerin zu sein. Ich war lange
Zeit und auch im letzten Schuljahr Komso-
molsekretar. Meine Funktion habe ich durch-
aus bewiltigt. Ganz nebenbei: Ich liebe
Katzen, und drei habe ich zu pflegen. Ich
hore oft und viel Schlagermusik und tanze
leidenschaftlich gern.

3. Eine Aufgabe, die ich nicht 16sen kann,
versetzt mich in dauernde Unruhe. Ich denke
aufl dem Nachhauseweg dariiber nach, l6se
sie im Schlal, deshalb beeile ich mich ge-
wohnlich, eine Loésung zu finden, und bin
heilfroh dariiber.

4. Ganz festgelegt habe ich mich noch nicht,
was den dirckten Beruf betrifft. Ich beginne
in diesem Jahr in Sofia mit dem Mathematik-
studium.

5. Manche Leute glauben tatsdchlich, daB
Maidchen von Mathematik weniger verstehen
als Jungen. Da Miadchen aber im allgemeinen
fleiBiger sind und auch kliger — meine ich —,
konnten sie durchaus mehr leisten. Ich weiB3,
das klingt selbstbewuBt, aber es ist doch

s0, daB gerade in der Mathematik Traditionen
und Vorbehalte es den Maidchen zusiitz-
lich schwermachen, zu wirklichen Leistungen
zu kommen.

Gegeben seien die vier Zahlen n—1, n* —n,
n* —n*, n*—n®. wobei n eine von 0 und 1
verschiedene natiirliche Zahl ist. Bestimme
alle n, fiir die man zwei von den obigen vier
Zahlen so auswihlen kann, daB ihr Produkt
gleich dem Produkt der anderen beiden
dieser vier Zahlen ist!

Ich brauche eine Art Selbstbestiitigung

Ursula Tvl, 17 Jahre, DDR. besucht die
Spezialklasse fiir Mathematik der Heinrich-
Hertz-Oberschule Berlin, Schiilerin der 11.
Klasse. Besondere Kennzeichen: ein wenig
keB, trdumt gern.

1. Mein Lehrer in Forst begann damit,
mir wiederholt schwierigere Aufgaben zu
stellen als den anderen Schiilern. Ohne da
ich mir selbst iiber den ProzeB richtig im
klaren war, weckte er mein mathematisches
Interesse. Ich bin ihm dafiir sehr dankbar.
2. Ich bereite mich aufl ein Auslandstudium
vor, und der gréBte Teil meiner Freizeit
ist dem Sprachstudium gewidmet. In meinen
Ferien z. B. lese ich einen ganzen Stapel
russischer Literatur. Aullerdem schreibe ich
hin und wieder Gedichte. Meine dichteri-
schen Versuche habe ich bei mir.

3. Allein besitze ich nicht immer die Kraft,
um mit den Problemen und Schwierigkei-
ten, die eine Aufgabe beinhalien kann,
fertig zu werden. Ich gehe dann so wie ein
Hausierer von Zimmer zu Zimmer und
frage die anderen. Ich brauche jedesmal eine
Art Selbstbestitigung.

4. Ich werde Mathematik studieren.

5. Manche Jungen denken, daB sie iiber
groBere Fahigkeiten verfiigen. Im Moment
wird es in manchen Fillen so sein. Aber
auch Frauen sind zu groBen Leistungen auf
naturwissenschaftlichem Gebiet (dhig. Was
ich sage. ist nicht neu. Ich denke nur an Marie
Curie. Uns Midchen hilft man am wenigsten,
wenn man uns bevofzugt behandelt. Ich
finde, man sollte den Médchen die gleichen
Forderungen stellen, sie begeistern. Aber
auch die Eltern sind zu iiberzeugen - bei mir
war das zwar nicht notwendig -, daB Mid-
chen mathematisches Talent besitzen.



Ein mathematisches

,, Kreuzwortratsel*

Wiihrend bei den {blichen Kreuzwortritseln
in die Felder des gegebenen Schemas Buch-
staben so einzutragen sind, daB sie in waage-
rechter bzw. senkrechter Anordnung jeweils
ein Wort ergeben, dessen Bedeutung in dem
Raitsel vorgegeben wird, sind bei einem
mathematischen ,,Kreuzwortritsel** in die
Felder des Schemas Ziffern einzutragen,
und zwar jeweils eine der Grundziffern 0,
1,2, 3,4,5,6, 7,8, 9. Diese Ziffern ergeben
dann jeweils in waagerechter bzw. senkrech-
ter Anordnung eine Zahl oder auch eine
Reihe von Zahlen, deren Definition in dem
Riitsel vorgegeben wird. Dabei ist im allge-
meinen diese Zahl eindeutig bestimmit, d. h.,
man braucht nicht zu raten, sondern kann
die gesuchten Ziffern durch eine geeignete
Uberlegung bestimmen. Wir bemerken noch,
daB die Bezeichnung ,,Kreuzwortratsel* ei-
gentlich nicht exakt ist, es miiBte besser
,, Kreuzziffernritsel** heiBen, da ja Ziffern
in die Felder einzusetzen sind. Die Bezeich-
nung .,Mathematisches Kreuzwortritsel** hat
sich aber schon seit lingerer Zeit durchge-
setzt.

Da bei einem ..mathematischen Kreuzwort-
ratsel' in die leeren Felder Ziffern statt
Buchstaben einzutragen sind, wihlen wir
zum Auffinden der Losungen die Form
,,a waagerecht' statt wie sonst iiblich ,,1
waagerecht usw. Aus drucktechnische

Griinden werden die Buchstaben a, b, ¢, usw.
nicht in der linken oberen Ecke des leeren
quadratischen Feldes angebracht, sondern
sie fiilllen das Feld aus. Deshalb empfiehlt
es sich, vor dem Lésen ein entsprechendes
Schema nochmals anzufertigen, damit ge-
niigend Platz zum Eintragen der gesuchten
Zahlen bzw. der Reihen von Zahlen vorhan-
den ist.

Wir stellen unseren Lesern das folgende
mathematische Kreuzwortratsel:

Dabei bedeuten:

Waagerecht

a) Drei Primzahlen, bei denen die Differenz
zwischen der zweiten und der ersten Zahl
sowie zwischen der dritten und der zweiten
Zahl] gleich 2 ist.

¢) Die kieinste von Null verschiedene natiir-
liche Zahl, die durch 2, 3, 4, S, 6 und 7 teil-
bar ist.

f) Die Losung der Gleichung

4x —13)+4-3(x 4 7) = 200.

h) Die groBte natiirliche Zahl x, fiir die
16x <1000 gilt.

i) Die kleinste Primzahl, die gréBer als 100
ist.

k) Eine fiinfstellige Zahl, die gleich der
neunten Potenz einer natiirlichen Zahl ist.
m) Die MaBzahl der Linge der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Kathe-
ten die MaBzahlen der Lingen 120 und 50
haben.

o) Die Anzahl der Diagonalen in einem
konvexen Achteck.

p) Eine zweistellige natiirliche Zahl, deren
Vorginger durch 4% und deren Nachfolger
durch 5? teilbar ist.

q) Die MabBzahl des Flicheninhalts eines
rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse
die MaBzahl 39 und dessen eine Kathete die
MaBzahl 15 hat.

r) Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen,
deren kleinstes gemeinsames Vielfaches gleich
111 und deren groBier gemeinsamer Teiler
gleich 9 ist.

Senkrecht
a) Die groBte natiirliche Zahl, deren 1 000.

Teil kleiner als % ist.

b) Die kleinstc Primzahl, deren Doppeltes
groBer als 100 ist.

d) Zwei natiirtiche Zahlen, deren Summe
gleich 8 ist und bei denen die Differenz zwi-

schen der zweiten und der ersten Zahl gleich 4
ist.
e) Die ersten drei Ziffern nach dem Komma

des Bruches ;—7 in dezimaler Schreibweise.

g) Die Lésung der Gleichung ';:7:3—1-3386.

i) Eine natiirliche Zahl, die Losung der

fortlaufenden Ungleichung

39 800 < 209x <40 000 ist.

j) Die MaBzahl des Umfangs eines regel-

méBigen Sechsecks. das einem Kreis mit

dem Durchmesser 60 cm einbeschrieben ist.

1) Die kleinste dreistellige natiirliche Zahl,

die durch 2, 3 und 37 teilbar ist.

n) Die groQte dreistellige natiirliche Zahl.
R. Liiders

Kleine Schule — ganz grof§

Seit 1964 bestehen an der kleinsten Ober-
schule des Bezirkes Leipzig, der OS Hofgen
im Kreis Grimma, jeweils zwei Arbeitsge-
meinschaften . (Klassenstufe 5,6 und 7,8).
Rund 35% aller Schiiler dieser Klassenstufen
beteiligen sich an der auBerunterrichtlichen
Arbeit im Fach Mathematik. Ab September
1970 wurde eine Chronik eingerichtet. Sie ent-
hélt Arbeitspline, Protokolle iiber AG-Nach-
mittage. zeigt die Erfolge dieser Schule in
den Olympiaden. J. Lehmann

Unsere Foros: Beide AGs, hier auf der Fahre
iiber die Mulde (zwischen H6fgen und Klo-
ster Nimbschen), fiithrten an einem AG-
Nachmittag Vermessungsarbeiten zur Be-
stimmung der Breite der Mulde durch.

b e R TR
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In freien Stunden Hlphﬂ heiter

Uli Klaus. Erfurt (BS BMK. 1. Lehrjahr)

Sop — puvock — podelnste — nge — gling — Geuse —
vlon — ngklammer — unol — VEZ — Vegvka — yvmum —
vld — Mabrot — ull — rkiv —
(Griechisches Alphabet siche Tafelwerk, Seite 50)

cand. ing. W. Walimann, TU Dresden

Lang, liinger, am liingsten

Ein Pickchen wurde auf drei verschiedene Arten ver-
schniirt. Fiir welchen Fall benétigt man am wenigsten,
fiir welchen am meisten Bindfaden? Es gilt a+ b>2c!

Oberlehrer H. Piiizold.
VH Waren, Miiritz

16

Der ,,alpha‘*‘-Fimmel

Kommt die neueste a/pha-Nummer,
macht das Mutti manchen Kummer.
Doch zunichst gibts einen Streit:

Wer kriegt sie als erster heut?

Ist geklart die Streiterei,

beginnt sofort die Knobelei,

und die Técher — auch Papa —

sitzen kopferauchend da.

Mutti mochte an den Tisch,

doch die Knobler wehren sich. :
Darob sie mit dem Tiegel droht,

und Formeln gibt’s zum Abendbrot.
Tags darauf beginnt dann neu

die W-Aufgaben Knobelei.

Es wird um sechs, es wird um sieben,
man tut noch spiegeln und verschieben.
Die Zettel tiirmen sich zu Bergen.
(Man kann sich doch nicht alles merken.)
Ein Teil liegt hier, ein Teil liegt dort,
doch sucht man einen, ist er fort.
Reicht das Knobeln nicht mehr aus,
liest man Canvor, liest man Gauf3;
dann kommt noch Galilei daran;

auch das war ein beriihmter Mann.

Ist diese Arbeit auch getan,

schaut man sich a/pha-heiter an.

Dort gibt es neben ernsten Sachen
auch manchen guten Witz zum Lachen.
Dann folgt eine ruhige Zeit,

aber bald ist es soweit,

und téglich fragt man die Mama:

,Ist denn Post von Leipzig da?*

Die Schwester schon von weitem schreit:
,, Wieviel Karten hab’ ich heut’?*

Und die Mutti packt der Graus:

Der alpha-Fimmel ist im Haus!

Um diese Verse abzuschlieBen,
mochten wir nun gerne wissen:
Kommt man durch den alpha-Fimmel
spater in den Mathe-Himmel?

Regina und Brigiiie Hildenbrand:. OS Stiitzerbach



Werterhaltung

Vater 6lt seinen elektrischen Rasierapparat. Er taucht
einen langen geraden Draht von kreisférmigem Quer-
schnitt in die Flasche und 148t das Ol in die Lager
laufen.

Das am Draht haftende Ol laufe zu einem kugelférmi-
gen Tropfen zusammen. Welchen Durchmesser hat
dieser? '
Durchmesser des Drahtes d

Liange des benetzten Drahtstiickes /

Dicke der Olschicht s

Zahlenfall. d=1mm; /=5cm; s=0,01 mm

Prof. Dr. habil. W. Renneberg
Karl-Marx-Universitdi Leipzig

KreuzriB gesucht

Gegeben sind Grund- und Aufri8 eines ebenflichig
begrenzten Korpers.

Gesucht ist der Kreuzril} dieses Korpers beziiglich der
Xz3-Achse. Man beachte, dal zwei Losungen méglich

sind! Elisabeih Siegeri, Karl-Marx-Siadi
Joh.-R.-Becher-OS. Ki. 6

Mit alpha, sprach der Zirkelleiter,
half ich in Mathe vielen weiter.
Lehrerin Cilly Schrider. Dresden

¢ ))&

minus Null .

Null ... plus Null .

aus: Jean Effel, Historio-Grafik (Eulenspiegelverlag)

Ein Korper, den es nicht gibt

PN Baurai h. c. Dipl.-Ing. Dr.
1 M. Skalicky. Wien

|
|
!
1
l
|
|

| RS Sy

Niederlande — Sommerbriefmarken 1970

entworfen nach einer Idee von R. D. E. Oxemaar mit
Hilfe einer Datenverarbeitungsanlage in Zusammen-
arbeit mit der Gruppe numerische Steuerung der Ab-
teilung Betriebswissenschaft an der TH Eindhoven.

i‘v‘.?(;’”\

e
1N 3

VITTYY

P TR

AR

nederland

v

isometrische Projektion von Kreis nach Quadrat
Parallelflichen in einem Wiirfel

zwei Skalaeinteilungen

Ubergangsphasen von konzentrischen Kreisen mit
ansteigendem Durchmesser

vier Spiralen

das Ganze geteilt
Li L}l'dl NLL”

minus Wurrcl
aus Null

mu]tlp 1zicrt
mit Null . ..
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X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

2. Stufe (Kreisolympiade)

Olympiadeklasse 5 ‘
1. Auf dem umstehenden Arbeitsblatt sind
cin Dreieck A ABC und zwei Verschiebungs-
pfeile I;,_F'; und I—’ZF; abgebildet. Mit dem
Dreieck A ABC sollen nacheinander die
Verschiebungen ausgefithrt werden, die durch
die Verschiebungspfeile F;f’; und P‘ZF;gege-
ben sind. Konstruiere unter alleiniger Ver-
wendung von Zirkel und Lineal das dabei
entstehende Dreieck A 4,B,C,! (Konstruk-
tionsbeschreibung wird nicht verlangt.)

B P

C

/N

A 8 A
2. Gib samtliche Losungen des nachstehen-
den Kryptogramms an, d. h. ersetze die geo-
metrischen Figuren so durch je eine der
Ziffern 0 bis 9, daB zusammen mit den bereits
angegebenen Ziffern simtliche (waagerecht
und senkrecht stehenden) Aufgaben richtig
gelost sind. Dabei bedeuten gleiche Figuren
gleiche Ziffern.

04 +8 -
15+ W= 10
AN+ 3 =0<

3. Die Mitglieder einer Arbeitsgemeinschaft
. Junge Botaniker" unterstiitzien ihre Paten-
LPG beim Obstanbau. Zu diesem Zwecke
hielten sie eine 2,6 ha groBe Obstplantage,
auf der je Hektar durchschnittlich 150 Apfel-
biaume standen, von Schidlingen frei. Danach
wurden von jedem Baum durchschnittlich
50 kg Apfel geerntet. Berechne, wieviel
Tonnen Apfel unter diesen Umstinden ins-
gesamt auf der Plantage geerntet wurden!

30

4. Eine Gruppe Junger Mathematiker fiihrte
eine Exkursion durch. Jeder Teilnehmer be-
zahlte 1,50 Mark fiir die Fahrkosten. Bei
der Bezahlung des Sammeifahrscheines blieb
ein Betrag von 1,10 Mark ibrig. Hitte jeder
Teilnehmer 1,40 Mark eingezahlt, so hitten
1,10 Mark an den Koslen des Sammelfahr-
scheines gefehlt. Ermittle die Anzahl der
Teilnehmer an dieser Exkursion! Wieviel

18

Geld erhielt jeder dieser Teilnehmer zuriick,
als der zuviel eingezahite Betrag gleich-
mibig unter ihnen verteilt wurde?

Olympiadeklasse 6

1. Auf dem umstehenden Arbeitsblatt sind
ein Dreieck A ABC und zwei Geraden g,
und g, abgepildet.

) 9

Das Dreieck A ABC soll nacheinander an
den Geraden g, und g, gespiegelt werden.
Konstruiere unter alleiniger Verwendung
von Zirkel und Lineal das dabei entstehende
Dreieck A 4,8,C,!
(Konstruktionsbeschreibung wird nicht ver-
langt.)

2. Die sowjetischen Raumschiffe Sojus 6,
Sojus 7 und Sojus 8 umkreisten im Gruppen-
flug die Erde. Dabei brauchte die Gruppe
der drei Raumschiffe fiir jede Umkreisung
durchschnittlich 88 Minuten und legte in
dieser Zeit rund 41 000 km zuriick.

Berechne die Liénge des Weges, den die
Raumschiffgruppe wiahrend ihres Fluges
durchschnittlich

a) in jeder Stunde,

b) in jeder Sekunde zuriicklegte!

Bei der Aufgabe a) soll die Angabe in Kilo-
metern erfolgen und auf volle Tausend
Kilometer gerundet werden, bei Aufgabe b)
soll die Angabe in Metern erfolgen und auf
volle Hundert Meter gerundet werden.

3. In der finfstelligen Zahl

52%2%
sind an den mit * bezeichneten Stellen zwei
(gleiche oder verschiedene) Ziffern so einzu-
setzen, daB die dadurch entstehende Zahl
durch 36 teilbar ist.
Gib alle Méglichkeiten hierfiir an!

(Beachre: Eine Zahl ist genau dann durch 36
teilbar, wenn sie durch 4 und durch 9 teilbar
ist.)

4. Die Fliche des Rechtecks ABCD mit den
Seitenldngen a=16 cm, b-=9 cm ist so in
fiinf Rechtecksflichen zu zerlegen, dal} sich
diese zu einer Quadratfliche zusammensetzen
lassen, wobet simtliche Teilrechtecke ver-
wendet werden sollen und die gesamte Fliche
des Quadrats liickenlos und ohne Uberlap-
pungen von den Flichen dieser Teilrecht-
ecke ausgefiillt werden soll.

Gib eine Moglichkeit hierfir an!

Olympiadeklasse 7

1. In einem Ferienlager der Thilmann-Pio-
niere erwarben genau 707, aller Teilnehmer
das Sportabzeichen und genau 30%, aller
Teilnehmer das Touristenabzeichen. Vorher
besaB kein Teilnehmer eines dieser Abzeichen.
Bei den folgenden Aussagen (1) bis (4), die
sich simtlich auf dieses Lager bezichen, ist
zu untersuchen, ob sie wahr sind oder falsch
sind oder ob das allein aufgrund der gemach-
ten Angaben nicht entschieden werden kann:
(1) Weniger als die Hallte aller Pioniere,
die das Sportabzeichen erwarben. erwar-
ben auch das Touristenabzeichen.

(2) Alle Teilnehmer erwarben entweder das
Sportabzeichen oder das Touristenabzeichen.
(3) Unter den Triagern des Sportabzeichens
gibt es mehr solche, die auch das Touristen-
abzeichen erwarben, als solche, die dies
nicht taten.

(4) Wenn sich die Anzahl der Pionicre, die
das Sportabzeichen erwarben, um (0% er-
héhen wiirde, so gibe es mehr Trager des
Sportabzeichens als Trager des Touristen-
abzeichens.

2. Ineinem Dreieck A ABC seien die GroBen
der Innenwinkel wie iblich mit «, /. 7 be-
zeichnet wobei ¢=60° sei. BB’ sei die Hal-
bierende des Winkels X ABC und C(C" die
des Winkels < ACB; jede von ihnen schnei-
det die ihrem Winkel gegeniiberliegende
Dreieckseite in einem inneren Punkt (8 bzw.
). Ferner seien die GroBen der Winkel
X AB' B bzw. £ AC’C mit ¢ bzw. J bezeich-
nel. Beweise, daf} fiir jedes derartige Drei-
eck ¢+ 9=-180° gilt!

3. Ermittle alle Moglichkeiten eine natiir-
liche Zahl 1 und eine Ziffer * so anzugeben,
daB die l(olgende Gleichung gilt:
9(230 {-/)?=492*04
4. Konstruiere ein Dreieck A ABC aus
o==70° s,=7cm, h,=5cm!
Dabei sei o die GroBe des Winkels € BAC,
s, sei die Lange der Seitenhalbierenden der
Seite AC und h, die Linge der Hohe des
Dreiecks, die auf der Geraden durch 4 und B
senkrecht steht. Beschreibe und begriinde
deine Konstruktion! Stelle fest, ob sich aus
den pegebenen Stiicken ein Dreieck ein-
deutig konstruieren laBt!



Olympiadeklasse 8

1. In die neun Felder 4, B. C, D. E, F. G,
H, K der untenstehenden Figur sind die
natiirlichen Zahlen von 1 bis 9. jede genau
in eines der Felder, so einzutragen, daB die
Summen s,, s, und s, der in den Feldern
A, B.C,Dbzw. D, E. F.Gbzw. G, H. K, 4
stechenden Zahlen einander gleich sind.

@)
6
O
H
O
K
o O
A 8

~0O

O
E

O
0

50

a) Welches'ist der kleinste und welches ist der
groBte Wert, den diese (einander gleichen)
Summen unter den genannten Bedingungen
annchmen konnen?
b) Gib je eine Mdoglichkeit an, wie dieser
kieinste bzw. dieser groBte Wert erreicht
werden kann!
2. In einem Dreieck A ABC sei B’ der Mittel-
punkt der Seite AC und M der Mittelpunkt
der Strecke BB'. Die Gerade durch 4 und
M schneidet BC in einem Punkt, der 4" ge-
nannt sei. Man beweise, daB

BC=3- BA’ gilt!

3. Bei einem 216 kp schweren Stiick einer
Kupfer-Zink-Legierung wurde in Wasser ein
Auftrieb (Gewichtsverlust) von 26 kp gemes-
sen. Bekannt ist, daB Kupfer beim Eintau-

, - | B
chen in (destilliertes) Wasser 5 seines ur-

spriinglichen Gewichtes und Zink % seines

urspriinglichen Gewichtes verliert.

Ermittle .den prozentualen Gewichtsanteil
des Kuplers und den des Zinks in der ange-
gebenen Legierung!

(Die zu ermittelnden GroéBen sind auf volle
Prozent zu runden).

4. Konstruiere ein Dreieck A ABC aus
¢=5cm, h.=4cm, a==6cm!

Dabei sei a die Linge der Seite BC, ¢ die der
Seite AB und h_ die der auf der Geraden
durch 4 und B senkrechten Hohe.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken
ein Dreieck eindeutig konstruieren 14Bt.

Olympiadeklasse 9

I. Vier Freunde A4, B, C und D verstecken
einen Brief. Einer von ihnen nimmt ihn an
sich.
AnschlieBend macht jeder von ihnen die im
folgenden genannten drei Aussagen, von
denen wenigstens je zwei wahr sind.
A (1) Wenn ich den Brief nicht habe, dann
hat ihn C.
(2) Ich habe den Brief nicht.
(3) Mein Freund hat den Brief.

B (1) Entweder A oder C hat den Brief.
(2) Alle Aussagen von A sind wahr.
(3) D hat den Brief nicht.
C (1) Wenn ich den Brief nicht habe, dann
hat ihn B.
(2) Ich habe den Brief.
(3) B macht keine falschen Aussagen.
D (1) Ich habe den Brief nicht.
(2) Entweder hat A den Brief, oder er hat
ihn nicht.
(3) B hat das Spiel ausgedacht.
Wer hat den Brief?
2. Jemand behauptet:
Wenn von zwei natirlichen Zahlen g und b
jede die Eigenschaft hat. sich als Summe der
Quadrate zweier natiirlicher Zahlen darstel-
len zu lassen, dann hat auch das Produkt von
a und b diese Eigenschaft.
a) Geben Sie ein Zahlenbeispiel an!
b) Beweisen Sie diesen Satz!

3. Gegeben seien zwei reclle Zahlen m+0
und n. Ferner sei f die durch f{x)=mx+n
fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion.
a) Ermitteln Sie fir m=1 und n=0 alle
Zahlen x,. fir die 2-flxg)=fxo—2) gilt
(d. h. fiir die der Funktionswert an der Stelle
Xo+2 doppelt so groB ist wie der an der
Stelle xg)!

b) Ermitteln Sie bei belicbig gegebenen reel-
len Zahlen m+0 und n alle Zahlen x,. fir
die 2 - flxg) =fxo+2) gilt!

4. Eine regelmiBige gerade dreiseitige Pyra-
mide ist eine Pyramide, deren Grundflache
eine gleichseitige Dreiecksflache ist und deren
HéhenfuBpunkt mit dem Schwerpunkt der
Grundfliche zusammenfalit.

In der regelmiBigen Pyramide mit den Ecken
A. B, C, D und der Spitze D sei der Neigungs-
winkel zwischen jeder der drei Seitenflachen
und der Grundflache 60° groB. Die Grund-
fliche habe die Seitenlange a. Berechnen Sie
das Volumen V dieser Pyramide!
Anmerkung : Haben zwei ebene Flachen eine
gemeinsame Kante und ist P ein von den
Endpunkten verschiedener Punkt dieser
Kante. dann ist der Winkel. den zwei in P
auf der Kante errichtete und in den beiden
Flachen gelegene senkrecht stehende Strek-
ken miteinander bilden, gleich dem Neigungs-
winkel der beiden Flachen zueinander.

Olympiadeklasse 10

I. Beweisen Sie. daB jede mehrstellige na-
tiirliche Zahl groBer ist als das aus ihren
samtlichen Ziffern gebildete Produkt!

2. Vier Personen A, B, C und D machen in

einem Spiel je drei Aussagen dber denselben

Gegenstand, einen einfarbigen Ball. Die

Aussagen lauten:

A (1) Der Ball ist weder rot noch gelb.
(2) Der Ball ist entweder rol oder griin.
(3) Der Ball ist schwarz.

B (1) Wenn der Ball nicht gelb ist. ist er

weil..

(2) A macht eine falsche Aussage, wenn

er sagt, der Ball ist schwarz.

(3) Der Ball ist griin.

C (1) Der Ball ist entweder schwarz oder
gran.

(2) Der Ball ist rot.

(3) Der Ball ist entweder griin oder

schwarz oder gelb.
D (1) Der Ball hat die gleiche Farbe wie
mein Pullover.

(2) Wenn der Ball gelb ist, ist er nicht

schwarz.

(3) Der Ballist schwarz und griin.
Emmitteln Sie die Farbe des Balles fiir die
folgenden beiden Fille und untersuchen Sie,
ob allein mit den vorliegenden Angaben die
Farbe des Pullovers von D ermittelt werden
kann! Wenn ja, geben Sie diese Farbe an!
Fall a) Von den drei Aussagen jeder der
vier Personen sind genau zwei wahr.

Fall b) Von den drei Aussagen jeder der vier
Personen sind genau zwei [alsch.

3. In einem gleichseitigen Dreieck A ABC
mit der Seilenlange ¢ sei M der Mittelpunkt
des Umkreises. S sei ein Punkt der in M
auf der Ebene des Dreiecks errichteten Senk-
rechten, fiir den

AB:SM=3:/6 gilt.

Beweisen Sie. daB das Tetraeder mit den
Ecken A. B. C. S regulir ist, d. h. daB alle
Kanten dieses Tetraeders gleich lang sind!

4. Es seien m und n beliebige ganze Zahlen.
Beweisen Sie. daB mindestens eine der Zahlen
x=2mn; y=m*—n*; z=m*+ 1’

durch 5 tetlbar ist!

Olympiadeklasse 11,12

1. Es sind alle geordneten Paare (x, y) reeller
Zahlen anzugeben, [ir die das Gleichungs-
system

-y=1
ooyl
) 16

()
(2)
erfillt ist.

> Der Binomialkoclizient (Z) wird liir

jede beliebige reclle Zahl ¢ und jede natiir-
liche Zahl k21 durch

a —

L )=

_ala— -(a-2)-...-[a—(k-2)] - [a— (k- 1]
k!

definiert.

a) Untersuchen Sie. ob auch in jedem hier
genannten Fall fir ¢ und £ die [ur ganz-
zahlige a =k aus dem Pascalschen Dreicck
bekannte Beziehung

(:)+(Z+I)=(:i:> gilt!

b} Zeigen Sie. dab fir k>2
A -
2k—3)!

2) L
(‘k =‘2§;m'(—l)k 'ogilt!
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3. Die ersten Zeilen eines (beliebig fortsetz-
baren) dreieckigen Zahlenschemas lauten:

Zeile 0 1

Zeile | 111
Zeile 2 12321
Zeile 3 1367631

Die allgemeine Vorschrift zur Bildung dieses
Zahlenschemas lautet: Die einzige Zahl in
Zeile 0 sei die Zahl 1.

Jede weitere Zahl sei gleich der Summe aus
der unmittelbar iiber ihr stehenden Zahl und
deren beiden Nachbarzahlen, wobei links
und rechts von den Rindern fehlende Zahlen

ER

$
i

<
<
S

OLYMIFTADE JUNGER ™

durch Nullen ersetzt zu denken sind. Es ist
fiir jede natiirliche Zahl n zu beweisen, daB
in diesem Schema die Summe s, aller Zahlen
der Zeile n den Wert 3” hat.

4. Es sei ABCD ein konvexes Tangenten-

viereck und S der Schnittpunkt seiner Diago-

nalen, und es seien

E=a, B_C=b, C_D=c, D—A=d,

AC=e, B_D=f und é die GroBe des Winkels

% BSA. Beweisen Sie, dal dann
ac—bd=ef - cos . gilt!

(L&sungen siche Heft 6/71 - Sonderbeilage —
d. Red))

Briefmarkenentwiirfe,
zusammengestellt zu
Ehren der X. OJM von
L. Klunker, Herzberg
(Elster)

5

i
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BMATHEMATIRER

W 5®563 Der Autobus legt in einem Jahr
2-365 Fahrten, also 730 Fahrten. zuriick.
Auf einer Fahrt werden 2 - 200 m. also 400 m
Fahrstrecke eingespart; das sind bei 730 Fahr-
ten 730-400 m=292000 m=292 km. Aus

292:40:7130 folgt. daB in einem Jahr

7 Stunden und 18 Minuten Fahrtzeit einge-
spart wird.

W 5 @564 Die gesuchten zweistelligen Zah-
len lassen sich durch 104446, ihre Quer-
summen durch a+b darstellen, wobei
0<a=<9 und 0259 gill. Entsprechend
der Aufgabe erhalten wir dann
(10a+b)+(a+b)=100 oder vereinfacht
11a+2b=100 bzw. 11a=100—2b. Wegen
2b<20 gilt also 11a>80 und damit a>7.
Fir a=8 wird 2b=100—88=12. also
b=6. Fir a=9 erhilt man wegen

20

2b=100—-99=1 fiir b keine Losung. Daher
wird die Gleichung nur fir a=8 und b=6
erfillt. Es gibt genau eine Losung; die Zahl
lautet 86.

*5%565 Die zweistellige Zahl sei z, dann
lautet die fiinfstellige Zahl 1000z+2z=1001z
=91-11 -z Damit gilt auch 1001z:91=11z
der Quotient ist also stets gleich dem EIf-
fachen der urspriinglichen zweistelligen Zah!l z.

W 6 w568 Fiir das rechtwinklige Dreieck

ADC gilt ¥ ACD=90"—0; nach Voraus-

setzung gilt {ACE=%7. Daraus folgt
5=%V—(90°—g). Wegen y=180°—o—f} er-

halten wir durch Substitution schlieBlich

N NP PR
S=5(180°~a—f)~90" +o=2 (o~ f).

W 6 8569 In der nachstehenden Abbildung
sei AD Winkelhalbierende des gleichschenk-
ligen Dreiecks ABC mit den kongruenten

C

Basiswinkeln & CAB= x CBA=o. Deshalb
gill ¥CAD= {DAB=%a'

Nach dem Aullenwinkelsatz gilt . ferner
¥xCDA= xABD+ {DAB=%7. Als Neben-

winkel ist Winkel ¥ ADB= 130‘—%7' Das
Dreieck ABD soll gleichschenklig sein; dabei

sind drei Fille zu unterscheiden:
1. xDAB= X ABD. also %a=a. Diese Glei-

chung wird nur fir 0=0" erfillt. und das
ist nicht moglich.

3
2. ¥DAB= xADB, also %1:]80"—;7.

Diese Gleichung wird nur ﬁj—r =90 er-f'ulh.
Der Basiswinkel eines gleichschenkligen Drei-
ecks kann nicht 90 betragen.

3 ;
3, £ ABD = X ADB. also v=180 —-3(1. Diese

Gleichung wird nur fir =72 erfiillt.

Die Innenwinkel des gleichschenkligen Drei-
ecks ABC betragen somit

¥ CAB= £CBA=172° und £xACB=36".
Fiir das zweite Teildreieck ADC gilt

¥ CAD= £ ACD=136°, das heiBt, auch die-
ses Dreieck ist gleichschenklig.

*6*570 Aus V=d' und 27=3% [lolgt.
daf3 der angestrichene Wiirlel eine Kanten-
linge von 3 dm bzw. 30 cm besitzt. Bei Aul-
teilung jeder Kante in n.gleiche Teile wiirde
man nach dem Zersigen (n—2)° rauminhalis-
gleiche Wiirfel erhalten, die véllig ohne Farb-
anstrich sind. Fir n=5 erhilt man
(5—2)*=3%=27 Wiirfel; fiir n=6 dagegen
(6—2)*=4%=64 Wiirfel. Um mindestens 30
Wiirfel zu erhalten, muB jede Kante in sechs
gleiche Teile unterteilt werden. Aus
30cm: 6=5cm folgt. daB jeder der so
erhaltenen Wiirfel eine Kantenlinge von
5 cm besitzt.

W 7m573 Wegen t=2 gilt
v
t=%=$h=w6£os=6s. Es wurde
Ly

eine Zeit von 6 Sekunden gestoppt.

W 7.574 Entsprechend der Aufgabe gill
a+b+ct+d+e+ f+g+h
=142+3+44+54+6+7+8 = 36 und
at+e+h+d=b+ f+g+c=18.

Ferner gilt a+e+h+d =a+e+ [ +b. also
d+h=b+f und a+e+h+d=c+g+h+d.
also a+e=c+g. Wir nchmen nun eine
Fallunterscheidung vor.

1) Es sei a+e=3. Da sich Zahl 3 aus
den gegebenen Zahlen nur aul genau eine

Weise. niamlich durch 142 als Summe
darstellen lafit. scheidet dieser Fall wegen
a+e=c+g¢g aus.

2) Es sei a+e=4. Auch die Zahl 4 L3t
sich aus,den gegebenen Zahlen nur auf genau
eine Weise. namlich durch 1+ 3 darstellen;
deshalb scheidet auch dieser Fall aus.

3) Essei a+e=5. Wegen a+e=c+g und
144=2+3=5 konnte a=1. e=4. ¢=2.
¢g=13 sein. Unter dieser Voraussetzung gilt



dann aber wegen a+e¢+h+d=a+e+ [+
auch d+h=h+ (=13 Wegen 6+7=5+8
=13 kdnnen d=6, h=17b=5. [ =8 sein.
Damit ist einc mogliche Losung gefunden;
aul die ubrigen Fille sei hier verzichtet.

*7%*575 Es sei k der zu konstruierende
Kreis. r scin Radius und M sein Mittelpunkt.
Ferner seien r,. r,. ry die Radien der Kreise
k. ky, k5. und es gilt r,=r,=r;. Aus den
Bedingungen der Aulgabe folgt. dal

MM =MM,=MM,=r+r, gil. da

ry=ry,=ry. Der Mittelpunkt M des Kreises k
ist als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

der Strecken M, M, und M,M, cindeutig
bestimmt. Die Verbindungsgerade MM,
schneidet den Kreis k, in P; MP ist der
gesuchte Radius r des zu konstruierenden
Kreises k.

W 8a578 Jede n-stellige natiirliche Zahl
ld3t sich in der Form
z=a,10"+a,_, 10" '+ ... +a,10' +g410°
schreiben. wobei a,-a,_,. .... a;. 45 die den
Grundziffern der Zahl z entsprechenden
natiirlichen Zahlen sind und a,>0 gilt.
Vertauscht man nun in der Zahl z die erste
und die letzte Zifler miteinander. so erhalt
man die Zahl
z'=agl0"+a,_ 10" " +...4-a,10" +-a,10°.
Ist nun a,>a,. so erhdlt man die Dillerenz
z—7z'=a,10"—ay10"+ay—a,

=a,(10"—1)—ay, (10"—1)

=(a,—a,) (10"—1)

=(a,—dy) - 999...9.

——

n—1 Zilfern
Daraus [olgt
2=z Moyl Beed i 4y 1100
9 9 L
n— | Zulern
Nun ist wegen 0<ago<a,<10 0<a,—ae<9.

Also ist eine Zahl, die aus lauter

gleichen Ziffern besteht. Ist nun
so erhilt man die Diflerenz Null.
Ist aber a,<a,. so bildet man die Differenz
z’—z und stellt wie oben fest. daBl auch
z —2

a,=d,.

aus lauter gleichen Ziffern besteht.

In jedem Falle ist also die gebildete Zahl
entweder gleich Null, oder sie besteht aus
lauter gleichen Ziffern.

W 88579 Es sei a die Lange der Quadrat-
seite. Dann ist der Radius des einbeschrie-

benen Kreises gleich Q=§.

also sein Fldcheninhalt gleich
4, =ngz=§u2. (vgl. die Abb.)
Ferner ist der Radius des umbeschriebenen
Kreises gleich der halben Linge der Diago-
nale des Quadrats, also gleich r=g \/5
also sein Flacheninhalt gleich
Az=nr2=ﬁ a’.
Die Flicheninhalte der beiden Kreise ver-
halten sich also wie

A A2=§az i §a2=

N -

L
ot

=2:4=1:2.

*8*580 a) A liegt aufl derselben Seite von
g wie P (vgl. Abb. a). Da nach Voraussetzung
A nicht den gleichen Abstand von P wie g hat,
schneidet die Verbindungsgerade PA die
Gerade g in einem Punkt S. Wir verbinden
P’ mit A und erhalten den Schnittpunkt Q
dieser Verbindungsgeraden mit der Geraden
g. Dann verbinden wir P mit Q; diese Ver-
bindungsgerade schneidet die Gerade SP’
in dem Punkt A’. Wir behaupten nun, daB
A’ der zu A in bezug auf die Gerade g symme-
trisch gelegene Punkt ist.

Beweis: Da P und P’ nach Voraussetzung
in bezug aul die Gerade g symmetrisch liegen,
gilt

xPOS=¥P'QS,
ferner gilt

¥ PQA= £P'QA’ (Scheitelwinkel).
also ¥ AQS=xAQS. (1)
AuBerdem gilt

¥0SA = xQSA’ 2
und 05=0s. 3

Aus (1), (2) und (3) folgt nach einem Kon-
gruenzsalz (wsw)

AQSA=AQSA’, (C)]
also SA=54". (5)
Aus (2) und (5) folgt nun, dall 4 und A’ in
bezug aul die Gerade g symmetrisch liegen.
w.zb.w.

b) A und P liegen auf verschiedenen Seiten
von g (vgl. Abb. b). Dann verbinden wir P
mit A und erhalten den Schnittpunkt Q mit
der Geraden g. Wir verbinden P’ mit Q;
diese Verbindungsgerade schneidet die Ge-
rade SP in A". A’ ist der zu A4 in bezug aul die
Gerade g symmetrisch gelegene Punkt.
Der Beweis wird analog wie im Falle a)
geliihrt.

W9ae582 Die gegebene Ungleichung .ist
genau dana erfiillt. wenn

x*+x2>0, d. h., x*(x+1)>0 gilt.

Fiir x=0 ist also die gegebene Ungleichung
nicht erfiillt.

Nun gilt fiir alle x mit x0 x2>0
und fur alle x mit x>—1 x+1>0.
dagegen fir alle x mit x<—1 x+1<0.

Dabher ist x2(x+1)>0, wenn x#0
und x> -1,
und x3(x+1)<0. wenn x<—1.
Die gegebene Ungleichung ist daher [ir
alle x erfiillt. fir die
x>—1 und x%0 gilt

W9m583 Es sei @ der Mittelpunkt der
Strecke SB (vgl. die Abb.). Dann gilt wegen
SB=2cm S—Q=Q—E=l cm. Da das Dreieck
SBD gleichschenklig mit DS=DB=9cm ist.
ist die Strecke @ die Hohe in diesem gleich-
schenkligen Dreieck. Wir erhalten. wenn wir
den Satz des Pythagoras in dem rechtwink-
ligen Dreieck SQD anwenden,

DQ?=DS?—850*=81 cm*— 1 cm? =80 cm>.
Nun konnen wir die gesuchte Linge der
Strecke AD aus dem rechtwinkligen Dreieck
AQD berechnen und erhalten
AD?=DQ?*+ AQ* =80 cm? + 64 cm?
=144cm?, also AD=12cm.

*9%*584 Zur Losung benutzen wir die
folgende Formel fiir die dritte Potenz der
Summe « + b+ c, deren Richtigkeit wir durch
Nachrechnung bestitigen konnen:
(a+b+cyP=a*+b0*+c2+3(@*b+ab?
+b%c+bc2+ac+act)+6abe. )
Setzen wir in dieser Formel a=xy. b=yz.
¢=zx. so erhalten wir

(xv+yz+zx)P3=x2p} +y323 +23x3

+3 (2 y3z+ xy*2? + xy?2% + x2yz?

+x3y2z+ x3yz?)+ 6 x2y222 . (2)
Andererseits erhalten wir
xyz(x+y+zP=xyz [x>+y*+2° +3(x?y
+xy? 4+ y2z 4 yz2 + X2z 4 xz2) + 6xyz] .
xyz(x+y+zP=xyz (x> +y*+2%)
+303y2z+ X2y’ z 4 xy3 22 + xy?2?

+x3yz? + x2yz3)+ 6 x3y?2%. (3)
Wir erkennen, daB auf der rechten Seite der
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Gleichungen (2) und (3) mit Ausnahme der
ersten drei Summanden die Summanden
tibereinstimmen. Durch Subtraktion erhalten
wir daher aus den Gleichungen (2) und (3):
(xy+yz+zxP —xyz(x+y+2)°

=x3 4328342830 —xyz (3342 4
Diese Gleichung ist [iir alle reellen Zahien
X, y. z erfullt.

W 10/12m586 Es sei ABCDEFGH der in
das Geldl hineingestellte Wiirfel. dessen
Kantenldnge wir mit ¢ bezeichnen. Ferner
seien AB die Kante des Wiirfels. die den
GefldiBboden beriihrt. D. E, F. G die Ecken
des Wiirlels. die die GefiBwand beriihren.
'HG die Kante des Wiirfels. die genau in der
Wasseroberfldche liegt.

CE=DF -AG - 8H-d

Dann ist das Viereck CDEF ein Rechteck
mit den Seitenldngen CD=EF=a und
DE=FC=a./2, weil CD eine Kante und
DE eine Flachendiagonale des Wiirfels ist.
Da die vier Ecken C. D, E, F in gleicher Hohe
iiber dem GefdBboden liegen. ist dem Recht-
eck CDEF ein Kreis umbeschrieben. der
dem Grundkreis des Gefdlles kongruent ist
und dessen Durchmesser gleich d=30cm
ist. Daher gilt

F £
) al?
c a 0

dz=az+(a\/§)z=az+2¢1z =3q?,

2 4

d 5
| LN
also  a*=2-. 4 J

Ferner ist die Linge # der Hohe des zylin-
drischen Gefdles bis zur Wassgtgberﬂéche.

gleich der Linge der Strecke BG. die eine
Flachendiagonale des Wiirlels ist; daher gilt

h=a\/§=§\/g.
Nun ist das Volumen V der eingefiillten
Wassermenge gleich der Diflerenz aus dem
Volumen eines geraden Kreiszylinders mit
dem Durchmesser d und der Héhe /i und dem
Volumen des Wiirlels mit der Kantenldnge «.
Wir erhalten daher

n noad 7 d, 3
V=-d*h—a*=-d*- J6~-—-3/3
rER L M e
nd® - 43 -
=—,/6——3.
12 v 9 v
Sctzt man nun den gegebenen Wert ¢ =30cm
ein. so erhilt man
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(m-2250 \/6—3000,/3) cm®~ 12118 cm®.
Das Volumen der eingeliilllen Wassermenge
betriigt also rund 12,1 L.

W10 12 w587 a) Entnimmt man dem Ge-
faB 3+3- 3+4+3=12 Kugeln, so bestehl im
ungiinstigsten Fall die Moglichkeit. daBl man
3 weile. 3 schwarze. 3 rote und 3 blaue
Kugeln erhilt, also nicht 4 Kugeln von der
gleichen Farbe. Die Entnahme von 12 Ku-
geln reicht also noch nicht aus, um das
gewiinschte Ergebnis mit Sicherheit zu er-
reichen.

Entnimmt man jedoch 13 Kugeln, also eine
Kugel mehr, so erhdll man auch im ungiin-
stigsten Fall 4 Kugeln von einer Farbe.
Daher muB die Versuchsperson im Fall a)
mindestens |3 Kugeln ziehen.

b) Entnimmt man dem GefiB 1004+9+949
=127 Kugeln. so besteht im ungiinstigsten
Fall die Moglichkeit, daB man 100 Kugeln
von einer Farbe und je 9 Kugeln von einer
anderen Farbe erhilt. also nicht wenigstens
je 10 Kugeln von zwei Farben. Die Entnahme
von 127 Kugeln reicht also noch nicht aus.
Entnimmt man jedoch noch eine weitere
Kugel. so erhilt man auch im ungiinstigsten
Fall 10 Kugeln von einer weiteren Farbe.
Daher muf8 die Versuchsperson im Fali b)
mindestens 128 Kugeln ziehen.

c) Entnimmt man dem Gefdl}

100+ 100+ 100+9=309 Kugeln. so besteht
im ungiinstigsten Fall die Maoglichkeit. dal
man je 100 Kugeln von je drei Farben und
9 Kugeln von der letzten Farbe erhilt. Die
Entnahme von 309 Kugeln reicht also noch
nicht aus. Entnimmt man jedoch noch eine
weitere Kugel. so erhilt man auch im ungiin-
stigsten Fall 10 Kugeln von jeder der vier
Farben. Daher mull die Versuchsperson im
Fall c) mindestens 310 Kugeln zichen.

*10 12 * 588 Es sei f{x)=ax+b ein Poly-
nom, [ir das die Bedingung der Aulgabe
erfiillt ist. Dann gilt

SIf(x)])=alax+b)+b

=a’x+ab+b. Da nun

S[/(x)]=2x+1 gelten soll. erhalten
wir die Gleichung

a?x+ab+b=2x+1. n
Diese Gleichung ist aber nur dann fiir alle x
erfullt. wenn die Koelffizienten iibereinstim-
men. wenn also

a’=2 und ab+b=1 gilt. Ist nun (2)
a=./2 und b=L=-—ﬂ1 —v2-1
a+l \/2+l 2—1
=J2-1.

so sind die Gleichungen (2) und damit auch
die Gleichung (1) erfullt.
Daher hat das Polynom
f(x):\/§x+\/§+ 1 die gesuchte Eigenschaft.
Istnun a= —\/5 und 3)

! 1_=1L£=_\/§_1_

b=——=——
a+l 1-y2 1-2

so sind auch die Gleichungen (2) und (1)
erfullt. Daher hat auch das Polynom
f(x)==J2x—J2~1 @
die gesuchte Eigenschaft. Wegen (2) gibt es
keine weiteren linearen Polynome mit der
gesuchten Eigenschalt.
Es gibt daher genau zwei lineare Polynome.
fir die die gegebene Bedingung erfiillt ist.
namlich

)= 2+ 241
und  f(x)= —\/i.\'—\/l— l.
6 4 595 Es sei x dic Anzahl der Fahrten
zum Fahrpreis von 15 Pf und y die Anzahl
der Fahrten zum Fahrpreis von 20 Pf. dann
gilt 15x+ 20y =200 bzw. 3x+4y=40, wobei
x und y natiirliche Zahlen sind. Genau vier
Zahlenpaare (x.y), ndmlich die Paare (0.10).
(4,7), (8,4) und (12, 1) erfiillen die Gleichurig.

Fahrten in Halle | Fahrtenin Leipzig

0 10
4 7
8 4
12 1

6 4 596 Es sei x die Anzahl der zu Plerde
zuriickgelegten Kilometer. Dann legte der

Forscher mit dem Boot 3% km und zu FuB

2%'3%x=‘;—9x km zuriick. Die Gleichung

x+%x+%x=3040 besitzt die Losung

x=240. Der Forscher legte also zu Plerde
240 km. mit dem Boot 840 km und zu Ful}
1960 km zuriick.

7 4 600 Wegen kia.b)=12 gilt a-k=12
und wegen k(a.c)=27 gilt a-m=27; dabei
sind k und m natirliche Zahlen. Wegen
22-3=12 und 33=27 und wegen a>1 lolgt
daraus a=3. Wegen k(a.c)=27 gilt daher
¢=27. Aus ¢=27 und k(b.c)=108 folgl. da
b wegen k(a.b)=12 ein Teiler von 12 sein
muB. b=4 oder b=12. Die Aufgabe besitzt
somit zwei Losungen; die beiden Tripel
(3.4, 27) und (3, 12, 27) erfiillen die gestellten
Bedingungen.

7 a4 601 Das k.g. V. der Zahlen 8. 6 und 4
ist gleich 24. Die Bedingungen a) bis c) erfiil -
len alle Zahlen der Form 24n—1 mit
n=1,2,3,4.... Die Bedingung c) erfiillen alle
Zahlen der Form 10m+ 1 mitm=0,1.2.3.4....
Die kleinste natiirliche Zahl. die alle vier
Bedingungen erfiillt. ist demnach die Zahl
71; denn aus n=3 folgt 24n—1=71 und
aus m=17 folgt 10m+1=71. Das k.g.V. der
Zahlen 8. 6.4 und 10 lautet 120. Alle Zahlen
der Form 120k+71 mit k=1.2.3..... 7 erlul-
len die Bedingungen der Aufgabe; es gibt sie-
ben solche Zahlen. sie lauten 191. 311, 431.
551.671.791.911.

8 A 605 Da p eine Primzahl mit p>3 ist.
148t sich p in der Form p=2k+ I darstellen,
wobei k eine natiirliche Zahl mit k> 1 ist.
Man erhilt daher
pP—1=(p—1)(p+ )=2k(2k+2)
=4k(k+1).



wobei entweder k oder k+ 1

eine gerade Zahl ist. Daher ist p>— | durch 8
teilbar.

Andererseits 1483t sich aber die Primzahl p.
die groler als 3 ist. auch in der Form 3n+1
oder 3n—1 darstellen. wobei n eine natiir-
liche Zahl mit n> 1 ist; denn p ist nicht durch 3
teilbar. ist also entweder um 1 grofler oder
um | kleiner als ein Vielfaches von 3. Man
erhilt daher

entweder p2—1=(p—1)(p+1)=3n(3n+2)
oder pP—l=(p—-1)(p+1)=(3n—-2)3n.
Man erkennt. dafl in beiden Fillen p*—1
durch 3 teilbar ist. Da die Zahl p? — 1, wobei
p groBer als 3 ist, sowohl durch 8 als auch
durch 3 teilbar ist. ist sie auch durch 24 teil-
bar, w.zb.w.

8 4 606 Es seien A der Standort des Schil-
fes bei der ersten Beobachtung. B der Stand-
ort bei der zweiten Beobachtung und L der
Standort des Leuchtfeuers (vgl. die Abb.).
Ferner set C ein Punkt aul der Geraden 4B.
der aufl der Verlingerung von AB iiber B

hinaus liegt.
L (Leuchifever)

Kurs des Schiffes 2 P

c B(2.8e0b) {1.8eoh)4
Dann gilt nach Voraussetzung

¥BAL=20°=a. ¥CBL=40"=20.
Nach dem Satz iiber die AuBenwinkel des
Dreiecks gilt daher
¥xCBL= ¥ BAL+ ¥ ALB,

also 20=0+ ¥ ALIB. d.h. XA[B=a.
Das Dreieck ALB ist also gleichschenklig
mit LB=AB. Nun hat das Schifl nach 20 min
Fahrt 5 sm zuriickgelegt; daher ist AB=5sm
und auch BL=5 sm.
Das Schill ist also bei der zweiten Beobach-
tung 5 sm von dem Leuchtfeuer entlernt.
Zur Anfertigung einer malistablichen Zeich-
nung zeichnen wir die Strecke AB=5sm
=5 cm. tragen an den Strahl AB einen
Winkel von 20° und an den Strahl BC einen
Winkel von 40° an. Die freien Schenkel
dieser Winkel schneiden sich in L Wir ent-
nehmen der Zeichung BL=5cm=5 sm. wo-
mit das obige Ergebnis durch die Zeichnung
bestitigt wurde.
94610 I. Am schnell$ten 16st man solche
Aulgaben wie die vorliegende mit Hilfe von
Wir erhalten namlich

Zahlenkongruenzen.

13 =4(mod9),7 =7(mod?9).
132 =7(mod9). 72 =4 (mod9).
133 =1(mod9). 7 =1(mod9); also
13*  =1(mod9). 7** =1(mod?9).

13341 =4 (mod 9). 73**'=7 (mod 9).
133%'2=7 (mod 9). 7°*"2=4 (mod 9).
wobei k eine beliebige natiirliche Zanl ist.
Daher gilt

fiir n=13k 2213457
=2-145-1=7(mod9).
furn=3k+1:2-13"+5-7"
=2-445-7=43=7 (mod 9).

firn=3k+2:2-13"+5-7"
=2-7+5-4=34=7(mod 9).
In allen Fillen ldlt also die Zahl 2-13"+5-7"
bei Division durch 9 den gleichen Rest.
niamlich den Rest 7.
2. Wer noch nicht mit Zahlenkongruenzen
rechnen kann. kann die Aufgabe auch anders
16sen. z. B. wie flolgt:
Wir setzen z,=2-13"+5-7" und erhalten
zunidchst
2o=2-145-1=7,
z;=2-13+45-7=61.
z,=2-13245-72=583.
In diesen drei Fillen erhalten wir bei Divi-
sion durch 9 den Rest 7.
Um den Beweis allgemein zu fiihren. unter-
suchen wir die drei Fille n=3k. n=3k+ 1.
n=3k+2. wobei k einc natiirliche Zahl ist.
Ferner setzen wir
133=2197=9-244+1, 7°=343=9-38+ 1
und beachten, daB
9244+ 1)=9m+1. (9-38+1)=9n+1.
wobei m und n natiirliche Zahlen sind; denn
filhrt man die Multiplikation der gleichen
Faktoren aus (oder wendet den Binomischen
Satz an). so erhidlt man eine Summe. deren
Summanden alle den Faktor 9 enthalten mit
Ausnahme des letzten. der gleich | ist.
Daher gilt fiir
n=3k:z, =2-(133*+5-(7*
=2-9m+1)+5-9n+1)
=9-2m+5n)+7;
n=3k+1:z,=2-13-(13*+5-7- (73
=26-9m+1)+35-9n+1)
=9-(26m+35n)+26+35
=9-(26m+35n)+9-6+7;
n=3k+2:z,=2-132- (13} +5-72- (73
=338-(9m+1)+245-9n+1)
=9-(338m+245n)+338+245
=9-(338m+245n)+9-64+7.
In allen drei Fillen erhalten wir daher. wenn
wir z, durch 9 dividieren. den Rest 7. w.z.b.w.

Nachtrag zu Heft 6 70, S. V1., Aufgabe 3.

Klassenstufe 9:

2. Weg: Multiplikation von (1) mit (n+1)

ergibt

mnx+mx=ny+nz+y+z.

Multiplikation von (2) mit (m+1) ergibt

mny+ny=mx+mz+x+z,

Multiplikation von (3) mit (mn—1) ergibt

mnpz —pz=mnx+mny—x—y.

Nach Addition der drei erhaltenen Gleichun-

gen und Division durch z(+0) folgt (4).

Aus (4) folgt wegen m>0, n>0, p>0. dal3

mn—1>0 ist. Daher kann die gesuchte

Abhingigkeit nur

7 ___m+n+2
mn—

Umgekehrt kann von (1). (2).(7) auf (1). (2). (3)

geschlossen werden. und daher erfiillt (7) in

der Tat alle Bedingungen der Aufgabe.

Ein Beispiel fiir eine mogliche Durchlfihrung

des Schlusses von (1). (2). (7) aufl (1). (2). (3):

Aus (7) lolgt mn—1 =+=0 sowie (4) und daraus

(mn—1)pz=(nz+2z)+(mz+2z2)

lauten.

Unter Verwendung der mit (n41) multi-
plizierten Gleichung (1) und der mit (m+1)
multiplizierten Gleichung (2) folgt weiter
(mn—1) pz=(mnx+mx—ny—y)
+(mny+ny—mx—x)
=(mn—-1)(x+y).
also schlieBlich (3).

Losungen zu alpha-heiter

alphaismen

Sophie — Minirock — Rodelpiste — Etage —
Rohling — Gemiise — Nylon — Biiroklammer —
Minol — VEB Taxi — Veronika - Minimum —
Nildelta — Malfabrot — Miill - Bikini

Lang, ldnger, am lingsten

(1)4a+8c+4b; (2)4a+4c: (3)6a+4c+6b
a) (1)>(2) und (3)>(2) fiihrt aufl :(2) be-
notigt den wenigsten Bindfaden.

b) (1)—(2)=4c+4b; (3)—(2)=2a+6h

Voraussetzung:

at+b >2¢ | +2b
a+3b>2c+2b |2
2a+6b>4c+4b ergo (3)>(1)

Reihenfolge: (2)<(1)<(3)

Werterhaltung
1. Weg: Die Olschicht stellt einen Hohl-
zylinder dar.

v =[£§d+2s)z_n_dz
Hz 4 4
Da s gegeniiber d klein ist. wird es als Sum-

mand weggelassen.
Vizzndls
Der Durchmesser der Kugel sei x.

]l=1!sl(¢l+.s')

_nx?

KIJ__6_>
x=3/6dls
2. Weg: Die Olschicht wird niherungsweise
als Quader mit den Kanten nd. [ und s aul-
gefalit.

Vou=mdls
Weiter wie beim 1. Weg.
Zahlenfall 3
Der Durchmesser des Troplens betrigt rund
1.4 mm.

Kreuzrift gesucht
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1.tosung

2

2. Ldsung
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Kliassenstufe 5

Sigrun Geyer Dares-Salaam, Rep. Tanzania
(32); Ole-Andrée Strzalla 22 Greilswald (30);
Annegret Kirsten 422 Leuna (27); Eckhard
Schadow 14 Oranienburg (24); Matthias
Liehm 172 Ludwigsfelde

Klassenstufe 6

Sabine Anders 75 Cottbus (49); Kerstin Bach-
mann 402 Halle (36); Carmen Schneider 6081
Fambach (25); Karin Weyh 6081 Fambach
(24); Wolfgang Richter 83 Pirna (23); Ute
Heimel 6081 Fambach; Andrea Messer-
schmidt 6081 HeBles; Uta Zebisch 6081
Fambach; Gudrun Manske 6088 Steinbach-
Hallenberg; Marina Volk 6081 Fambach;
Gerd Oberwinter 1503 Potsdam-Bornstedt;
Achim Last 6081 ; Viktoria Weise 48 Naum-
burg; Detlef Bailerstein 2201 Bandelin; Joh.-
Christian Albrecht 1281 Riidnitz; Matthias
Albrecht 1281 Riidnitz

Klassenstufe 7

Bernd Zaddach 75 Cottbus (76); Bernd
Mathiszik 50 Erfurt (50); Ralph Lehmann
1273 Petershagen (40); Christoph Scheurer
9611 Glauchau-Gesau (30); Jorg Hutschen-
reiter 8020 Dresden (29); Christian Endter
6088 Steinbach-Hallenberg (24); Angelika
Kirchhoff 701 Leipzig (21); Heike Jurack
8502 Burkau (19); Dagmar Rimann 8021
Dresden; Gerd Falk 1522 Kleinmachnow;
Uwe Quastholf 7022 Leipzig; Andreas Gehb
6081 Fambach; Uwe Lewandovski 705 Leip-
zig; Rita Oswald 8291 Friedersdorf; Hans-
Jirgen Forster 1532 Kleinmachnow; Ros-
witha Schlotte 90 Karl-Marx-Stadt; Ute
Rosenbaum 9402 Bernsbach; Bettina Zabel
57 Miihlhausen; Gisela Kohler 926 Haini-
chen; Edda Giinther 6506 Ronneburg; Eve-
line Wolf 6081 Fambach; Bernd Heymann
7027 Leipzig; Lutz Piiffeld 1422 Hennigs-
dorf; Hans-Jochen Rodner 3014 Magde-
burg; Karin Fischer 8036 Dresden; Cornelia
Johne 8023 Dresden; Roswitha Leyh 5906
Ruhla; Eugen Biichner 6081 Springstille;
Uwe Halermann, 5801 Grilenhain; Elke
Schneider 50 Erfurt; Christa LinB 6081
Springstille; Bernd Henrich 9402 Bernsbach;
Adelheid Figker 9402 Bernsbach; Georg
LinB 6081 Springstille; Eberhard Eff 6088
Steinbach-Hallenberg; Christa Ssyckov 8502
Burkau; Rainer Schwierz 8502 Burkau;
Hans-Ulrich Fréommer 208 Neustrelitz; An-

24

dre Schiibei 6051 Goldlauter; Bernd Bielig
8502 Burkau; Monika Miicke 8312 Hei-
denau; Wolfgang Herrmann 6088 Stein-
ban- Hallenberg; Bernhard Rabending 301
Magdeburg; Annette Hessenmiiller 6081
Fambach; Jost-Michael Fischer 143] Griine-
berg; Annelie Hifner 6088 Steinbach-Hal-
lenberg; Henrik Frank 22 Greifswald; Hans-
Peter Heller 608 Schmalkalden; Reinhild
Fuhrmann 5801 Nauendor(; Cornelia Neu-
mann 89 Gorlitz; Claus Neumann 9402
Bernsbach

Klassenstufe 8

Rainer Zerch 24 Wismar (51); Albrecht Hell
8027 Dresden (40); Ehrenfried Zschech 86
Bautzen (27); Herwig Gratias 523 Sommer-
da (26): Angela Rohrbeck 2302 Franzburg
(25); Bernd Klipps 2051 Boddin (23); Eber-
hard Manske 6088 Steinbach-Hallenberg
(22); Claus-Detlev Bauermeister 8019 Dres-
den; Frank Ihlenburg 22 Greilswald; Volker
Lippoldt 7022 Leipzig; Bernd Singer 99
Plauen; Sigrid Jankowski 20S Teterow; Diet-
lind Kobes 205 Teterow; Rita Koch 6081
Trusetal; Volker Boos 4601 Dabrun; Renate
Recknagel 6088 Steinbach-Hallenberg; Stef-
fen Goetz 9201 Dorlchemnitz; Renate Koh-
ler 66 Greiz-Pohlitz; Lothar Bombel 1281
Riidnitz; Dieter Bornmann 6082 Breitungen;
Ralf Suchert 8302 Bad Gottleuba; Frank
Baumgart]l 9412 Schneeberg; Wilfried Nite-
busch 1501 Alt-Toplitz; Elke Woll 6081
Fambach; Hans-Jiirgen Reinsch 171 Lucken-
walde; Andreas Eidner 9271 Falken; Hen-
drik Latwesen 63 Ilmenau; Ginter Rieckho(l
2801 Blievenstorf; Regina Neuber 6088 Stein-
bach-Hallenberg; Peter Linhard 7305 Wald-
heim; Monika Seiler 53 Weimar

Klassenstufe 9

Andreas Juhl 425 Eisleben (25); Jirgen Zabel
57 Mihlhausen (22); Gernot Spiewok 22
Greifswald (19); Harald Herrmann 9301 Ham-
merunterwiesenthal (17); Peter Mathé 29
Wittenberge (16); Gerhard Recknagel 6088
Steinbach-Hallenberg (16); Ullrich Tetzlaff
1553 Friesack; Sigrid Strafiburger 606 Zella-
Mehlis; Reinhard Liesigk 44 Bitterfeld; Karin
Kriiger 453 RoBlau; Peter Mohr 87 Lébau;
Ulrike Voigt 9533 Wilkau-HaBlau; Anne-
rose Lehmann 7027 Leipzig; J6rg Lehnert
2034 Tutow; Ingrid PreiB 929 Rochlitz; Rai-
ner Wilde 1953 Fehrbellin; Beate Weise
48 Naumburg; Tilo Stockert 99 Plauen;
Barbara Kiehm 6088 Steinbach-Hallenberg;
Hans-J. Karl 612 Eisfeld

Klassenstufe 10

Frank Miiller 798 Finsterwalde (40); Heinz
Marbes 128 Bernau (38); Arnulf Mdobius 7124
Holzhausen (27); Jorg Biichner 75 Cottbus
(25); Siegfried Kropf 3251 Hakeborn (23);
Dietmar Wegner |14 Berlin-Biesdor[ (22);
Ilona Boenigk 94 Aue (20); Wolfgang Riedel

90 Karl-Marx-Stadt (17); Detlel Karl 608
Schmalkalden ; Klaus Dietze 36 Halberstadl:
Rainer Gutjahr 5807 Ohrdruf; Bernd Plaizer
4204 Bad Lauchstiadt; Frank Kretzschmar
7043 Leipzig; Klaus Schoneleld 53 Weimar:
Norbert Képpe 1801 Glienecke; Bernd Hol-
mann 8808 Niederoderwitz; Jiirgen Dubslall
50 Erfurt; Petra Jauch 59 Eisenach; Christian
Philipp 8506 Ohorn; Hans-Dieter Recknagel
6088 Steinbach-Hallenberg; Renate Zimmer-
mann 8036 Dresden; Hans-Jiirgen Mehls
5603 Dingelstadt; Jirgen Voigl 9533 Wilkau-
HaBlau; Rainer Kutscha 8701 Rennersdorl:
Thomas Kiihn 5812 Waltershausen; Gudrun
Zschocke 9112 Burgstidt

Anfang November wurden 120 Pickchen
mit Buchprimien fiir die Preistriger des
Wettbewerbs 1969 70 versandt.

Wir danken den Verlagen, welche uns Biicher
im Wert von | 500 M zur Verfiigung stellten.
Das ist ein echtes Zeichen der Anerkennung
fiir die vielen Tausend aktiven Teilnehmer
am alpha-Wettbewerb.

Einen wertvollen Beitrag zur weiteren Quali-
fizierung unserer Leser leisteten:

» VEB Deulscher Verlag der Wissenschal-
ten, Berlin = VEB Fachbuchverlag, Leipzig
s Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin m Transpress, VEB Verlag fiir Ver-
kehrswesen, Berlin & VEB Verlag Technik.
Berlin = Sportverlag. Berlin & Urania-Ver-
lag, Leipzig - Jena - Berlin = BSB B. G.
Teubner Verlagsgesellschaft. Leipzig w Der
Kinderbuchverlag, Berlin w Verlag Leip-
ziger Volkszeitung, Leipzig = Verlag Die
Wirtschalt, Berlin.

Alle Schulen des Kreises Schmalkalden; OS
Rudi Arndt, Geisa; OS Hainrode; Klub
Jg. Mathematiker Cottbus; OS Eilenburg;
OS Teterow; OS Parkentin; M.-A.-Nex6-0S,
Marienberg; OS Il Dingelstidt; E.-Thal-
mann-OS, Stralsund; OS Alt-Toplitz; J.-
Brinckman-OS, Goldberg; EOS Worbis/
Eichsfeld; TOS Neuenhofe; E.-Weinert-OS,
Altkalen; OS Mahlis; alpha-Club Stralsund
(Triebser Vorstadt); OS Burkau; OS Riid-
nitz; OS Leinefelde; OS GreuBen; OS Bad
Gottleuba; OS PrieBnitz; Comenius-OS,
Oranienburg; OS Dorfchemnitz; OS Loder-
burg; OS Karow; OS M.-Kirchner, Rudol-
stadt; K.-Kollwitz-OS, Biitzow; G.-Schu-
mann-OS, ' Lauchhammer; OS Greiz-Irch-
witz; OS Wurzen; F.-Reuter-OS Siedenbol-
lentin; E.-M.-Arndt-OS, Greifswald; OS Al-
tentreptow; H.-Beimler-OS, Rothenkirchen;
OS Gusen; C.-Zetkin-OS, Wiehe/Unstrultal ;
29. OS Leipzig; OS II Seelow; OS F.-Schmen-
kel, Schwedt; Klub Jg. Mathematiker, Karl-
Marx-Stadt; OS Naunhof; OS Rotta; OS
Radis



Wissen, wo . . .
Inhaltsverzeichnis 1967/70

alpha (Zeitschrift alpha)

2,67, 1,68 Wissen, wo (eine Anleitung zum

Selbststudium) H. Herzog J. Lehmann

6.68  alpha berichlet J. Lehmann
5.69  An die Leser der Zeitschrift .,alpha™  A. Markuschewilsch
6,69  alpha berichtet J. Lehmann
alpha-Wettbewerb
1,67,4,67,1.68,5 69, 5,70 Bedingungen und Hinweise = Redaktion
6,67  Varstellung der Jury
2,68, 2,69, 6,69, 6.70 Auswertung, Preistrager

Statistik der Wettbewerbe 1967, 1968, 1969

1970 Redaktion
4,69 Pioniere des alpha-Wettbewerbs E. Manske
Ahnlichkeitslehre
4.67 Guter Mond, du gehst so stille. .. L. Gorke
Aufgaben
567 Aufgaben aus Mathematikbiichern der

Estnischen SSR O. Prinits
6,68  Griile aus der Demokratischen Republik

Vietnam H. Tang Nguyen lam Son
6,69, 1,70 Priifungsaufgaben aus Island G. O. Gestsson
1,70, 4,70 Priifungsaufgaben aus Tanzania W. Biichel
Berichte
1,67 Internat. MathematikerkongreB 1966

(Moskau) D. Ziegler
2,67, 3/69 alpha berichtet aus aller Welt
5/67 Nowosibirsk W. Friedrich
567  Aus der Sowjetunion berichtet
6,68 Junge Maihemariiker erlebten Jahrestagung

der Mathematischen Gesellschaft in Rostock H. Titze
Berufe
3/67 Vermessungsingenieur mit Hochschulstudium W. Zill
6,67 Als Diplommathematiker in Dubna G. LabBner
6/67 Als Mathematiklehrer in Tanzania H. Biichel
2,68  Elektronische Datenverarbeitung — eine Perspektive
2/68 Chemieanlagenbauer mit und ohne Abitur J. Ponisch
3,68  Facharbeiter fiir Datenverarbeitung Ch. Papendorf
4,68 Mathematisch-technischer Assistent G. Paulin
5:68 Ingenieur fir Programmierung W. Leupold
6.68 Diplom-Mathematiker (Rechentechnik und

Datenverarbeitung) J. Lotzsch G. Seifert
2/69  Spezialklassen an mathematischen Fakultidten
369 Ulrich Zihle berichtet U. Zihle
4/69 Vom IMO-Teilnehmer zum Doktor-

Aspiranten H. Ernst
5/69  Hochbauzeichner - ein Beruf fir Midchen
6:69 Diplom-Mathematiker H. Girlich

1 70 Diplomlehrer fiir Mathematik R. Mildner
570 Bauingenieur W. Wiilig
670 Hochschulingenieur G. Burucker
Beweise
2,67, 3,67 Beweise durch vollstindige Induktion W. Stoye
1,69 Spieglein, Spieglein an der Wand W. Trager
4,69 Mathematikprobleme - selbst gemacht Nazla H. A. Khedre
Biographien
2/67 Gottfr. Wilh. Leibniz als Mathematiker W. Purkert
4,67 Leonard Euler 1707 bis 1783 H. Bernhardt
4,67 Gaspard Monge 1746 bis 1818 E. Schroder
5:67  A.J. Chintschin H. Bernhardt
5/67 Ausder Jugend A. J. Chintschins A. Artisow. Muromzewa
1,68 Gedenktage (G. Cantor — H. A. Lorentz -

D. Hilbert — E. Landau
4,68 August Ferdinand M&bius 1790 bis 1868 H. WuBing
1,69 Lew Danowitsch Landau B. Zimmermann
4,69 Evariste Galois E. Hertel. O. Stamfort
569 Prof. Dr. rer. nat. habil. Frieder Kuhnert J. Gronitz
6/69  Michael Stifel J. Schwarz
6/69  Alexander Ossipowitsch Gelfond H. Boll
1;70 Mathematik in der Familie W. I. Lenins G. N. Wolkow
3,70 Janos Bolyai I. Reiman
4,70  Auf den Spuren Jakob Steiners E. Schroder
5/70  Leninpreistriger Lew Semjonowitsch Pontrjagin
6;70  Albrecht Diirer ’ E. Schroder
6,70  Die Leninpreistriger Jurij Rczanov und Jurij Prochorov
Funktionen
6,70 Was ist eine Funktion? A. N. Kolmogorow

Geometrie, darstellende

6,67 Darstellung von Punkt und Gerade

in zugeordneten Normalrissen E. Schroder
1/68  Abstand zweier Punkte im Raum E. Schroder
2/68  Darstellung einer Ebene in zugeordneten

Normalrissen E. Schroder
4,68 Bestimmung der wahren Gestalt

einer ebenen Figur E. Schroder
1,70  Auch ein SchluBlicht hat es in sich E. Schroder
5,70  Ein kleiner Dreh fiihrt zum Ziel E. Schréder
Geschichte der Mathematik
6,68 Der mathematische Wettstreit in der Antike M. Otto
6,68 , Mathematische Manuskripte™ von Karl Marx R. Sperl
1/69 Die .,mathematischen Manuskripte™ von

Karl Marx Aus ..Nedelja™ 10 68
1,69  Was bedeutet eigentlich ,,x™*? Aus . Posvetu= 11 67
1,70 Uber die Anfinge der Mathematik,

aus: ,,Die Mathematik in der Antike™ H. WuBing
6:69 bis 5 70 Mathematik-Kalender W. Heinig J. Lehmann
Gleichungen; Ungleichungen
1/68 Eine schwierige Hausaufgabe R. Liders
2/68  Der Lucassche Turm J. Frormann
6/69  Uber Funktionsgleichungen mit absoluten

Betrigen W. Triger
470  Einige Ungleichungen fir Fakultdten V. 1. Levin
6/70  Uber Gleichungen mit absoluten Betrigen W. Triger
Literatur
4,68 Formen und Formeln, Fr. v. Krbek,

Eine Buchbesprechung W. Amold
2/69 ., Werk der Millionen™ Redaktion alpha
6:70  Quan: - eine neue physikalisch-mathematische

Schiilerzeitschrift
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Logik .
2/68  Notwendig oder hinreichend —

das ist hier die Frage M. Rehm
2,70 Logisches Denken — spielend erlernt G. Scholz
370 Mathematische Logik fiir Anfinger (Leseprobe)
5;70  Achwmng Kreuzung — Vorfahrt beachten! W. Triger

Mengenlehre
1/67  Mit Mengen fingt es an! (1)

und Aufgaben dazu W. Walsch/H. Lohse

2/67  Wir opericren mit Mengen (2) W. Walsch
3/67  Wir untersuchen Abbildungen (3) W. Walsch
4/67 Wir losen Aufgaben aus der Mengenlehre W. Welsch
2/69  Zweiermengen und geordnete Paare H. Tiede
Nomographie
2:70, 3770, 4;70, 570 Nomogramme erselzen oder

kontrollieren unsere Berechnungen W. Triger
Olympiaden; Olympiadeanfgaben '
;67  VIIL IMO 1966 J. Lehmann
167  Wir i8sen eine Aufgabe der VIIL. [MO H. Bausch
1:67  bis 6;67 VI. OIM der DDR
2:67  Mathematischer Leistungsvergleich _

Praha — Neubrandenburgy J. Lehmann

3/67  Mathematischer Mannschafis-
wetthewerb M. Mithner;G. Schulze
3/67 Mathematische Wettbewerbe in England

4/67  Mathematikolympiaden in Bulgarien 5. Bedurow
5:67 Mathematikolympiaden in der UdSSR,
Allunionsolympiade Thihissi 1967 J. Petrakow
5:67  Eine vorbildliche Jahresarbeit R. Héppner
6:67  IX. IMO 1967 H. Bausch

1/68  bis 6/68, 2/69 VI OJM der DDR
1/68 18, Mathematischer Jahreswettbewerb der USA 1967
3;68 Die Aufgabenkommission des Zentralen Komitees
fiir die OJM der DDR
5:68, 6:68 X. IMO 1968
6,68  Allunions-Fernolympiade
£j69  bis 3/69, 6,69, 2:70 VLIL. OJM der DDR .
3/69  Concursul de matematica, Etapa locala - 22 martie 1968
5:69, 1;70 XI1. IMO 1969 H. Baus_sch J. Lehmann
5/69  Fernolympiade Mathematik, UdSSR 1968 G. Ulbricht
1,70 bis 470 IX. OIM der DDR
2,70  Mathematikolympiaden in der CSSR O, Langer 5t. Horak
370  Mathematische Schiilerwettstreite
in Ungarn I. Reiman/M. Walter
4,70  Mathematische Wettbewerbe in Schweden
5,70  XIL. IMO 1970 H. Bausch;J. Lehmann

H. Kari
H. Bausch, W Burmeister
R. Liiders J. Lehmann

Planimetrie
1768, 2/68, 3/68 Nicht Einfacheres als ein

Quadrat H. Wiesemann
5/68  Wasist ein Viereck? L. Gorke
6/68, 1/69, 2,69, 3,69, 569 Mit Zirkel

und Zeichendreieck J. Lehmann
1/69  Spieglein, Spisglein an der Wand W. Triiger
3/69 Mit Bleistift und Lineal E. Schrader
3/69  Bange machen gilt nicht! - Modell cines

geom. Extremwertproblems Th. Scholl
5/69  Ube sinnvell - iiberall! Anleitung zur

Arbeit am Dreieck G. Pietzsch

Th. Scholl
H. Titze
R. Bittner

6,69 Kleine geometrische Exkursion
2,70 Wie 18st man eine Konstruktionsaufgabe?
3,70, 4,70 Ornamente

Relationen

6,70 Relationen R. Herrmann

-

Stereometrie
1:69  FernsehluBball - regulire Polyeder E. Schrider
2:69  Der Eulersche Polyedersatz H. Giinther
Unterhaltung :
{68 Hinter die Kulissen gcschaut W, T]:;'igcr
3:68, 4.68 Wir ldsen ein Zahienrfitsel Th. Scholl
3:68, 468, 5,68 eme Knobelgeschichie

i., 2., 3 Teil W, Triger
6:68  Schin ist so ein Ring(el)spiel J. Frormann
369  An welchem Wochentag wurde ich geboren? W. Unze
4,69  Wir stellen ein Zahlenratsel auf W, Triger
Verbindung zur Praxis
167 Die Deutsche Biicherei im Spiegel von

Zahlen und Fakten 8. Giinther
367 Schwankt der Fernsehturm? W, Zill
3.67  Der Berliner Fernsehturm W. Zill
4:67  Auf den Spuren Roald Amundsens 5. Meier
5:67  Erfahrungsaustausch mit sowj.

Wissenschaftlern (Bratsk) H. Werner
667 Ernihrung und Leistungsfahigkeit W. Kraak

1.68 50 Jahre Rote Armee

1.68 Dresden in Zahlen

169 Messegold fiir Prazisionsreiliveuge
2/69  Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Salon.

W. Weidauer
A. Hanisch

Dresden-Zwinger H. Grétzsch
369  Mathematische Modelle aus der DDR W. GlaB
4:69  Multicurve E. Schroder

469  Aus der VAR berichret

5:69 20 Jahre Entwicklung des Volksbildungs-
wesens in der DDR

669  Mathematik und Musik

6:69 Rund um das Schachbrett

1.69 bis 6 70 Einfithrung in die Elektronische

J. Lehmann
Ch. Lange
K. Kannenberg

Datenverarbeitung J. Frormann
Zahlenbereiche
5:68  Ube sinnvoll ~ Anleitung zum Rechnen mit

gebrochenen Zahlen G. Pietzsch
Zahlenfolgen
6;67 Einige Aufgaben iiber Folgen aus den

Schriften des Altertums ) AL A Kolosow
3;68, 4,68, 5/68, 6,68 Elementare Zahlenfolgen H. Lohse
Zahlentheorie
3,69, 469, 5,69, 1,70, 2;70 Rechnen mit Resten G. Lorenz

5;70  Freitag, der 13. T. Bailey:G. Hofmann

Zirkel (Arbeitsgemeinschaften)
167  Eine Arbeitsgemeinschaft erlebte die

Deutsche Biicherei AG 29. OS Leipzig

5/67 Mathematischer Wettbewerb W. Werner

5/68  Was verbirgt sich hinter: MBZ 87 G. Hom

369 Ein Zirkelnachmittag iiber ,,18. Mathem.
Jahreswettbewerb der USA" W, Triger

5:70  Arbeitspemeinschafien haben das Wort
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Mathematik und Chemie (8)
Prof. Dr. W. Renneberg, Karl-Marx-Universitit Leipzig

X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR (7)
Aufgaben der Bezirksolympiade

Lésungen (5)

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben fiir Schiiler ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



10 Jahre Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR

Hans-Ulrich Schwarz:

Ich war Teilnehmer der 1. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR
(27. 4. 1962 — Olympiadeklasse 10, EOS)

In diesem Jahr wird diec X. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR durchgefiihrt. Grund
also, ein bescheidenes Jubilaum zu feiern
bzw. einen Blick zuriick zu tun. An meiner
Entwicklung vermag man zu erkennen, wie
bedeutungsvoll eine Teilnahme und ein gutes
Abschneiden sein kénnen.

Geboren 1946 in Achelstidt, einem kleinen
Dorf des Kreises Arnstadt, eingeschult in
Isserstedt bei Jena, umgeschult an die West-
schule in Jena, delegiert an die EOS ,,Grete
Unrein‘ in Jena, hatte ich bis in die 10. Klasse
kaum mehr mit Mathematik zu tun als die
iibrigen Schiiler meines Jahrgangs. Es sei
denn, man hielte das Verfahren meines Vaters,
mich als ,,Versuchskaninchen* bei der Er-
probung von Mathematikarbeiten fiir- seine
Klasse einzusetzen, fir eine Forderung. Ar-
beitsgemeinschaften, Spitzenzirkel, Spezia-
listenlehrginge usw. gab es damals noch
nicht.

Mein 1. Platz beim Kreisausscheid der
1. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
in der Klassenstufe 10 war deshalb eine
Uberraschung auch fiir mich. Anfangs etwas
tastend und sporadisch, spiter, nachdem ich
auch beim Bezirksausscheid und beim DDR-
Ausscheid Bester der Klassenstufe geworden
war, immer bewuBter und intensiver begann
ich, mich mit der im allgemeinen als sprode
verschrieenen Mathematik zu beschaftigen.
Praktisch im Selbststudium arbeitete ich
etliche mathematische Werke durch. Ver-
stindnisvolle Unterstitzung fand ich bei
meinen Lehrern und meinen Eltern.

Im folgenden Jahr beteiligte ich mich in der
Klassenstufe 12, obwohlicherst die 11. Klasse
besuchte. Dies geschah nicht aus Uberheb-
lichkeit, aber ein DDR-Ausscheid wurde
damals nur fir die Klassen 10 und 12
durchgefiihrt. Ich hoffte, so unter ,.ferner
liefen‘* iibér die einzelnen Stufen bis zum
DDR-Ausscheid zu kommen. Die dabei
gewonnenen Erfahrungen solllen mir dann
im nachsten Jahr von Nutzen sein. DaB es
anders kam, daB ich nicht nur auf Kreis-
und Bezirksebene, sondern auch in Berlin

den 1. Platz belegen wiirde, das hat niemand
vorausgesehen. Die Freude war natirlich
riesengroB. Von allen Seiten kamen Gratu-
lationen, zahlreiche Zeitungen brachten mein
Bild mit enisprechenden Wiirdigungen. Ich
gehorte auch zu der Mannschaft, die unsere
Republik bei der V. IMO in der VR Polen
vertrat. Da die mathematischen Wettbewerbe
damals bei uns keine solchen Traditionen
besaBen wie beispielsweise in der Unga-
rischen VR oder der UdSSR, war es bereits
ein Erfolg, als wir mit drei 3. Preisen zuriick-
kehrten. Die Tage in der VR Polen waren
natiirlich erlebnisreich. Interessant war auch
das Zusammentreffen mit Jungen Mathe-
matikern der sozialistischen Linder. Mit
einigen schloB ich enge Freundschaft, siche

Vor 10 Jahren: Hans-Ulrich Schwarz nimmt
die Urkunde: 1. Preis in der Klassenstufe 10,
EOS (Siegerfeier in Jena) entgegen

Heute: Dr. Hans-Ulrich Schwarz, Diplom-
Mathematiker an der Friedrich-Schiller-Uni-
versitit, z. Z. Ehrendienst in der NVA

noch in brieflicher Verbindung, und es kam
auch zu gegenseitigen Besuchen.
Selbstverstiandlich beteiligte ich mich als
Schiiler der 12. Klasse an der I11. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR. Wieder be-
legte ich in allen drei Stufen den 1. Platz.
An der IMO in Moskau konnte ich aber
leider nicht teilnehmen, denn ich war in-
zwischen Student geworden. Einer Anregung
der Jungen Welt folgend, hatte sich der
damalige Direktor des Mathematischen In-
stitutes der Friedrich-Schiller-Universitat in
Jena, Herr Professor Dr. Kerstan, entschlos-
sen, mich als Mathematikstudent zu imma-
trikulieren, obwohl ich noch kein Abitur
besaB. Dieses Beispiel hat meines Wissens
nicht viel Nachfolger gefunden. Damit ich
den Stoff des ersten Semesters besser auf-
holen konnte, driickte mir Prof. Dr. Kerstan
den ,,Fichtenholz* in der Ursprache in die
Hand. Dadurch besserten sich nicht nur
meine mathematischen, sondern auch meine
Russisch-Kenntnisse. Natiirlich, leicht war
es nicht, mit den andren gleichzuziehen und
wieder zur Spitze zu gehdren. Aber ich
schaffte es, und das ,,Karl-Marx-Stipendium**
war mein Lohn.

Von den drei Spezialrichtungen Kybernetik,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und  Funk-
tionsanalysis, die in Jena zur Wahl standen,
gefiel mir die letzte am besten. Unter der
Anleitung von Prol. Dr. Pietsch kam ich hier
zum erstenmal mit Forschungsthemen in
Beriihrung. 1968 fertigte ich meine Diplom-
arbeit itber Normideale an. In meinem Stu-
dienjahr war auch Lutz Bernhardt, der 1963
ebenfalls Mitglied der DDR-Mannschalt bei
der IMO in der VR Polen war. Er hatte sich
dann fir die Spezialrichtung Kybemetik
entschieden. Im 4. Studienjahr griindete er
einen Studentenzirkel mit dem Ziel, ein
Programm fiir den Rechenautomaten ZRA 1
aufzustellen, mit dem man Stundenpline
aufstellen kann. Das Programm sollte den
Verantwortlichen die verzwickte und lang-
wierige Puzzelei abnehmen und optimale
Losungen bringen. Das ist uns auch recht
gut gelungen. Nicht nur die Arbeit in diesem
Zirkel machte uns allen SpaB, eine Studien-
reise nach Grusinien, die wir mit dem
Universitdtspreis als Auszeichnung erhielten,
war ein unvergeBliches Erlebnis.
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Nach AbschluB des Studiums arbeitete ich
in Jena an der Sektion Mathematik als
Assistent. Im Herbst 1969 trat ich meinen
Ehrendienst bei der NVA an. In meiner
Freizeit konnte ich die abschlieBenden Arbei-
ten an meiner Dissertation durchfiihren. Zur
Verteidigung im Juni 1970 erhielt ich von
meiner Einheit Sonderurlaub. Meine Doktor-
arbeit handelt ebenfalls von Normidealen.
Nach meiner Entlassung werde ich wieder
an der Universitit in Jena tatig sein.

Zum AbschluB eine Aufgabe (sie ist vielleicht
typisch fiir mein Fachgebiet, sie 1Bt erken-
nen, wie auch hier elementare Hilfsmittel
angewendet werden kdnnen):

94691 Man beweise fiir beliebige positive
Zahlen g, b, p die Ungleichung
2p+1 gp

(l 1y
af + bP

(Das Gleichheitszeichen gilt fiir a=b.)

Fces - ALlrtl] Velbra S

Peter Beckmann:

<a+b.

Ich war Teilnehmer der 1. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR
(27. 4. 1962 — Olympiadeklasse 10, OS)

Zum zehnten Mal wetteifern Tausende Schii-
ler unserer Republik bei der Mathematik-
Olympiade, ermitteln die Besten der Schulen,
Kreise, Bezirke und der DDR. Ihr Wettbe-
werb ist spannend und auch anstrengend
wie ein sportlicher. Es siegt, wer das groBte
Wissen und die besten Nerven hat, so wie
im Sport der siegt, der die groBte Kondition
hat und nervlich stark ist.

Uns Teilnehmern der I. Olympiade Junger
Mathematiker der DDR ist es nicht mehr
vergonnt, unsere mathematischen Fihigkei-
ten und Fertigkeiten im ,sportlichen* Wett-
bewerb zu messen. Die weitaus meisten ,,Pio-
niere* der Mathematik-Olympiaden nutzen
heute diese Fihigkeiten in der tdglichen
Arbeit, 16sen technische, 6konomische sowie
auch rein mathematische und theoretisch-
physikalische Probleme, bilden Schiiler und
Studenten aus. Vielen half die Teilnahme an
den Olympiaden bei der Berulswahl, sie
studierten Mathematik. So wandte sich bei-
spielsweise mein Interesse mehr und mehr
dieser eleganten Wissenschalt zu, nachdem
ich erfolgreich bei den Olympiaden mitge-
stritten hatte, wihrend ich mich zuvor be-
sonders mit Naturwissenschaften beschaftigt
hatte, vor allem chemische Experimente
machte und den Wunsch hatte, einmal Che-
mie zu studieren. Die Mathematik-Olympiade
1962 gab dabei den Ausschlag Wie bereits
im Vorjahr bei der Stadtolympiade Leipzigs
hatte ich in der Stadt und im Bezirk gute
Platze belegt und erreichte vollig unerwartet
beim Republikausscheid den 1. Platz der
10. Klasse fir Schiiler der polytechnischen
Oberschule. Seitdem war es mein Wunsch,
Mathematiker zu werden.
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In den folgenden drei Jahren erlernte ich
in einer Abiturklasse den Beruf eines Che-
mielaboranten. Ich nahm auch weiterhin an
den Mathematik-Olympiaden teil. Zu dieser
Zeit begann eine systematische Vorbereitung
in Zirkeln und Lehrgingen, insbesondere auf
die Bezirks- und Republikausscheide. Das
in diesen Vorbereitungszirkeln Gelernte war
noch in den ersten Studienjahren eine wesent-
liche Hilfe.

1965 begann ich schlieBlich ein Mathematik-
studium an der Karl-Marx-Universitidt in
Leipzig, und seit September 1970 bin ich als
wissenschaltlicher Assistent an der Sektion
Mathematik tatig. Dabei blieb ich mit der
,,Olympiade-Bewegung“ verbunden, war Zir-
kelleiter in Mathematik-Lagern, die vom
Bezirkskabinett fiir auBerunterrichtliche Ti-
tigkeit Leipzig organisiert wurden, war Kor-
rektor bei Bezirks- und Republik-Olympia-
den und leite jetzt einen Zirkel fiir die besten
Schiiler der 10. und 11. Klassen des Bezirkes
Leipzig. Ein ganzes System solcher Zirkel
hat die FDJ-Organisation unserer Sektion
als Jugendobjekt iibernommen. Den Olympia-
den und den damit verbundenen Zirkeln
messen wir eine groBe Bedeutung bei, schlieB-
lich braucht unser Staat auch in den niachsten
Jahren und Jahrzehnten viele Mathematiker,
ebenso werden sich die anderen Wissenschaf-
ten immer mehr der Mathematik bedienen
miissen.

Vor 10 Jahren: Peter Beckmann, 1. Preis-
triger der Klassenstufe 10, OS (Siegerfeier
in Jena)

Heute: Diplom-Mathematiker Peter Beck-
mann, Karl-Marx-Universitit Leipzig, bei
einem Vorlrag vor Jungen Mathematikern
des Bezirks Leipzig
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Euch Jungen Mathematikern wiinsche ich viel
Freude an unserer Wissenschalt und Erfolg
im Mathematikunterricht und in der auBer-
unterrichtlichen Arbeit, auBerdem mochte
ich Euch noch eine Aufgabe stellen:

84692 In einem pythagoreischen teiler-
fremden Zahlentripel g, b, ¢ sei a die ungerade
und b die gerade Zahl. Dann ld8t sich das

Tripel darstellen durch
2_ 2 24 g2
()  a=pgb=l"T P T4
Pq. 2 2
mit p>g>0,

wobei p und g teilerfremd und beide ungerade

sind, oder durch

2 a=m?—n? b=2mn, c=m*+n? mit
m>n>0, ’

wobei m und n teilerfremd sind und eine der

beiden Zahlen gerade ist. Man driicke nun

das Paar p, q durch das zugehorige m. n aus

und umgekehrt.

fiherts elsaasn

Bei den Internationalen Mathematik-
olympiaden

von Schiilern der DDR errungene Preise
2. Preis 3. Preis

IMO 1. Preis

1. (1959)
1. — — —
1L -
Iv.

|LAJNL)-‘|'—‘

S

XL —
XIL (1970) 1

Aus dem ,,MathematikbeschluB vom
17. Dezember 1962 zitiert

,,Die Olympiaden Junger Mathematiker sind
ein wirksames Mittel zur Weckung des Inter-
esses aller Schiiler an der Mathematik und
zur Auswahl und Forderung befahigter Schii-
ler. Damit tragen sie wesentlich zur Verbes-
serung der mathematischen Bildung bei.
Die Forderung erfolgreicher Teilnehmer der
mathematischen Olympiaden und anderer
mathematisch beldhigter Schiiler ist eine
gemeinsame Aulgabe der Schule und der
Volksbildungsorgane, der Mathematischen
Gesellschaft der DDR, der Wissenschaftler
der Hoch- und Fachschulen, der wissen-
schalftlich-technischen Kader der Betriebe und
Forschungsstitten sowie der gesellschaft-
lichen Organisationen.“



10 Jahre
Weltraumflug

,,Tiefbewegt schaute ich in die fiir mich unge-
wohnte neue Welt und war bemiiht, alles zu
sehen und mir einzuprdgen. Erstaunlich klar
und kalt erblickte ich durch die Bordlenster
die Sterne. Zu ihnen war es noch weit — so
weit! —, und dennoch schienen sie von der
Bahn des Raumschilles ,,Wostok“ aus naher
zu sein als von der Erde. Natiirlich geht es
hier nicht um einige hundert Kilometer, die
im - Vergleich zu den Lichtjahren, dic uns
von den Stermen trennen, wie ein Tropfen
im Ozean sind. Vielmehr handelt es sich
um das Prinzip: Der Mensch hat die Schwer-
kraft der Erde iiberwunden und ist in den
Weltraum vorgestoBen.“ J. A. Gagarin

J. A. Gagarin vor dem Start am 12. 4. 1961

Vor 10 Jahren, am 12. April 1961, gingen
die Triume und Pldne des russischen Ge-
lehrten Ziolkowski in Erfullung: Juri Alexe-
Jjewitsch Gagarin startete an diesem Taée mit
dem Raumschiff Wostok I, umkreiste als
erster Mensch die Erde einmal auf einer Kreis-
bahn in 327 km Hohe und landete danach
wieder auf der Erde.

In diesem Beitrag wollen wir uns nicht mit
den Phasen des Starts, der Landung und der
Kursinderung eines Raumflugkorpers be-
schiftigen, in denen zumindest teilweise die
Raketentriebwerke arbeiten. Wir wollen je-
doch die Phase des Umlaulens eines Raum-
flugkorpers oder Himmelsk6rpers um einen
Zentralkorper (Erde, Mond, Sonne, Stern),

in der die Raketentriebwerke nicht brennen,
mittels geeigneter physikalischer Gesetze ver-
stechen lernen. Allerdings konnen wir mit
den Mitteln der Schulmathematik nur Spe-
zialfalle der physikalisch moglichen Um-
laufe durchrechnen, nimlich kreisformige Be-
wegungen.
Bei unseren Rechnungen werden Zahlenrie-
sen und auch Zahlenzwerge eine Rolle spie-
len. DaB Zahlenriesen, wie 17 300 000 000 000,
sich mittels einer Zehnerpotenz in der Form
1,73 - 10*? schreiben lassen, iiberblicken wir.
DaB sich auch Zahlenzwerge, z. B.
0,000 000000 003 84, nach einer erweiternden
Potenzdefinition in der gleichen Form schrei-
ben lassen, wollen wir auf moglichst ein-
fachem Wege verstehen lernen.
An der Tabelle

10*=10-10-10-10

10*°=10-10-10

102=10-10 L N
lesen wir ab: Auf der linken Scite der aufge-
schriebenen Gleichungen vermindert sich
von Zeile zu Zeile der Potenzexponent um
1. Die Zahlen der rechten Seite entstehen in
der angegebenen Reihenlolge jeweils durch
Division mit 10 auseinander. Durch Bei-
behalten dieser Vorschrift ist die aulgefithrte
Tabelle wie folgt zu erginzen:

100 =10
10° =1
-t =L
10
0-2——1
10-10
a1
10-10- 10

Fiir den letzten Teil der so erhaltenen Tabelle
kann geschricben werden:
1

gri=_L
10!
0-2=-L
102
0-3=-L
10°

Wie fiir die Basis 10, so lassen sich derartige
Tabellen auch fir jede von 0 verschiedene
reclle Zahl a auflstellen. Deshalb wird fest-
gelegt:

Definition: Ist n eine beliebige natirliche Zahl
und a eine von O verschiedene reelle Zahl,

so soll gelten a_"=al’. Durch diese Defini-

tion werden die Potenzen mit negativen
ganzzahligen Exponenten und von 0 ver-
schiedener Basis erklirt. Fiir den oben ange-
gebenen Zahlenzwerg gilt zunichst:

0.000 000000003 84 = 384

1012
Wegen ——— 10~ 12 gilt deshalb
1012

0,000 000000003 84=13.84-10"'2 Natiirlich
konnte man statt 3,84 - 107'% auch z B.

384 - 1073 oder 384 - 10~ '* schreiben. Wir
wollen jedoch vereinbaren, dal der vor der
Zehnerpotenz stehende Faktor stets zwischen
1 und 10 liegen soll.

Bei physikalischen Betrachtungen spiclen
statt Zahlen meistens GroBen eine Rolle.
Um auch beim Aufschreiben von GrofBen
Bruchstriche zu vermeiden, wird die eben
angegebene Definition fiir Potenzen mit
negativen ganzzahligen Exponenten im er-
weiternden Sinne auch auf MaBeinheiten
angewendet. So wird z B., wenn [ir Se-
kunde die Abkiirzung s benutzt wird, statt

L auch s~ geschrieben. Und fir die Ge-
S

schwindigkeiten2 3702 und 0,0375;5 schrei-
S

ben wir 2,37 - 10°m - s™! bzw.
87-1072km-h~ L.

Aufgaben:

Ala Sputnik I, der erste kiinstliche Erd-
trabant, wurde am 4. 10. 1957 in der Sowjet-
union gestartet. Er umkreiste die Erde ge-
ndhert mit konstanter Geschwindigkeit aufl
einer Kreisbahn in der Hohe 588 km iiber
der Erdoberfliche in jeweils T=1h 35 min
einmal. Der mittlere Erdradius betragt
6371 km.
Wie groB war die Bahngeschwindigkeit v
von Sputnik I?
Die Antwort finden wir mit der Formel s=vt
fiir eine kreisformige Bewegung mit konstan-
ter Geschwindigkeit v. Wird der Bahnradius
mit r bezeichnet und wird als spezieller Weg
der Umlang u=2nr der Kreisbahn gewihlt,
so ist die zugehorige Zeit die Umlaufzeit T.
Bei dieser Wahl folgt aus s=v-t die Formel
(1) 2mr=vT (n=3,14159..))
Mit r=6371 km + 588 km = 6959 km und
T=1h 35min=5700s folgt aus (1) v=
7667m-s~!. Sputnik 1 durchlief seine Bahn
mit der Geschwindigkeit 7,67 - 103m - s™!=
7,67km - s~
Tatsichlich wich die Bahn von Sputnik I
etwas von einer Kreisbahn ab. Bei seinem
Flug niherte sich Sputnik I auf seiner ebenen
Bahn bei jedem Umlauf der Erdoberfliche
bis auf 288 km und entfernte sich anschlie-
Bend jeweils wieder auf 947 km. Also bewegle
sich Sputnik I auf ciner ebenen Bahn, die
sich dem Erdmittelpunkt bis aul 6599 km
nihert und sich von ihm bis aul 7318 km
entfernt. Nach fast 1400 Erdumkreisungen
verglithte Sputnik I nach 92 Tagen in der
Erdatmosphire. Da der erdnichste Bahn-
punkt nur 228 km von der Erdoberfliche
entfernt war, wurde Sputnik 1 infolge der
in dieser Hohe noch relativ dichten Erd-
atmosphire merklich abgebremst. Wegen
des Energieverlustes niherte er sich langsam
immer mehr der Erdoberfliche, um schlieB-
lich beim Eintauchen mit hoher Geschwin-
digkeit in noch dichtere Schichten der Erd-
atmosphare zu vergliihen.
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Bei den folgenden Betrachtungen werden wir
den EinfluB der Lufthiille des Zentralkorpers
auf einen Raumflugkorper unberiicksichtigt
lassen. Unter dieser Bedingung kann ein
Raumschiff seinen Zentralkorper, sofern das
Raumschiff bei seinem Flug nicht in den
Anziehungsbereich anderer Himmelskorper
kommt, fast unbegrenzt oft umkreisen. Fiir
die Erde ist die erste Bedingung in guter
Niherung bereits erfiillt, sofern ein Raum-
schiff sich der Erde nicht mehr als bis auf
etwa 200 km ndhert. Fiir den Mond ist die
erste Bedingung durchweg erfiillt, da er keine
Atmosphire besitzt. Von Versuchen auf der
Erdoberfliche wissen wir: Um einen Kor-
per zu zwingen, sich auf einer Kreisbahn
gleichférmig (mit konstanter Bahngeschwin-
digkeit) zu bewegen, muB auf ihn stets eine
auf den Kreismittelpunkt gerichtete Kraft
wirken, die Zentripedalkraft Z genannt wird.

Hat der auf der Kreisbahn bewegte Kérper
die Masse m, ist r der Radius seiner Bahn
und ist v seine Bahngeschwindigkeit, so ist
die GroBe der Zentripedalkraft bestimmt

’ 2
durch: (2) Z=m07.

Wird die Masse m in Kilogramm (kg), die
Geschwindigkeit v in Meter pro Sekunde
(m - s™") und der Radius r in Meter (m) ge-
messen, so ergibt sich gemidB Formel (2)
die Zentripedalkralt in der Einheitkg-m-s~2
Diese Krafteinheit nennt man zu Ehren des
englischen Physikers Isaak Newton (1643 bis
1727) das Newton (N): IN=1kg - m - s~ 2
Spiter werden wir durch Losen der Aulgabe 3
den Zusammenhang zwischen der Kraft-
einheit Newton (N) und der uns wohlbe-
kannten Krafteinheit Kilopond (kp) kennen-
lernen: 1 kp=9,81 N.

A2Aa Der Mond bewegt sich in guter
Niherung auf einer Kreisbahn mit Radius
r=2384400 km =3,844 - 10° km um die Erde.
Seine Umlaufzeit! betrigt T=27,32d (d—
Abkiirzung fiir Tag) und seine Masse m=
7,347 - 10?2 kg. Berechne die Zentripedal-
kraft, die gemdB Formel (2) auf den Mond
einwirkt! Durch Umstellen von (1) nach v
ergibt sich v=2—"f.

Durch Einsetzen dieses Terms fiir v in (2)
2
3) zdntmr
TZ
Mit den fir Radius r, Masse m und Umlauf-
zeit T gegebenen Werten ergibt sich ge-
miB (3) Z=2,00-10°N.
Der Mond ist nicht durch ein Seil an die
Erde gekettet, durch das diese riesige Kralt
iibertragen werden kann. Dennoch nahm

folgt:
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Isagk Newton vollig berechtigt an, daB auf
den Mond ecine Kraft der errechneten GroBe
wirken muB, die aul die Erde zu gerichtet
ist.

Allgemein erkannte Isaak Newton, daB zwei
»gendhert punktformige“ Massen M und m
sich stets gegenseitig mit gleich groBen Kril-
ten anziehen. Jede der Anziehungskrilte F
hat die Richtung der Verbindungsstrecke
beider Korper. Sie ist gegeben durch:

@ F=k? (Gravitationsgesetz)

Dabei ist r der Abstand der beiden Massen
und k ist eine Konstante, die sogenannte
Gravitationskonstante. ,,Genédhert punktfér-
mig“ bedeutet, daB die rdumliche Ausdeh-
nung der Massen M und m erheblich kleiner
als ihr Abstand r ist

Die Formel (4) hat auch noch Giiltigkeit,
wenn eine der beiden Massen ,genihert
punktformig“ ist und die andere die Gestalt
einer Kugel mit konstanter Dichte? hat.

Die in Formel (4) vorkommende Konstante k
kann durch entsprechende Messungen aul
der Erdoberfliche bestimmt werden. Da die
zwischen Massen an der Erdoberfliche aul-
tretenden Anziehungskriifte im allgemeinen
sehr klein sind, werden diese Krifte meist
nicht bemerkt Zu ihrer Messung sind des-
halb duBerst empfindliche Versuchsanord-
nungen notig. Richarz und Krigaf-Menzel
(1896) benutzten zur Bestimmung der Gravi-
tationskonstanten zwei Bleikugeln mit den
Massen M =158 kg (Radius 149 cm) und
m=0,73 kg (Radius 2,5 cm), die sich, sofern
ihre Mittelpunkte 20 cm von einander ent-
fernt sind, gegenseitig mit der Kraft F=192 -
10N anzichen. GemiB Formel (4) ist
aus diesen Angaben die Gravitationskon-
stante berechenbar. Die Gravitationskon-
stante k hat den Wert:

(5) k=6670-10""'N-m? - kg~2.
A3a Die Erde ist gendhert eine Kugel mit
dem Radius r=6,371 - 10° km und der Masse
M=5979 - 10** kg Mit welcher Kraft wird
ein.an der Erdoberfliche liegender Korper
der Masse 1 kg von der Erde angezogen?
Durch Einsetzen der gegebenen Werte in (4)
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (5)
F=981N. Da laut Definition die Masse
1 kg an der Erdoberfliche® von der Erde
mit der Kraft 1 kp angezogen wird, gilt,
wie bereits oben angegeben, 1 kp=9,8IN.
Mit den erworbenen Kenntnissen verstehen
wir nunmehr auch, warum ein ,gendhert
punktformiger* Kdorper der Masse m einen
als ruhend angenommenen Korper der Masse

M, der ebenfalls ,,gendhert punktférmig* ist
oder die Gestalt einer Kugel mit durchweg
konstanter Dichte hat, auf einer Kreisbahn
mit konstanter Geschwindigkeit umfliegen
kann: Die Rir die Kreisbewegung notwen-
dige Zentripedalkraft muB gleich grofl mit
der Anziehungskraft beider Massen sein:
Z=F. Laut Formel (3) und (4) ist diese
Bedingung dquivalent mit
4n’mr _ Mm

T: P

Durch Umformen folgt hieraus

(6) kMT?*=4n?r.
Hierin sind = die Kreiszahl, k die Gravita-
tionskonstante, M die Masse des Zentral-
korpers, T die Umlaufzeit des Korpers der
Masse m um den Zentralkérper und r der
Radius der Bahn des Ko6rpers der Masse m.
Als Besonderheit sei vermerkt: In der Glei-
chung (6) kommt die Masse m des umlaufen-
den Korpers nicht vor. Selbstindig l6sen
wir mittels Formel (6) die beiden folgenden
Aufgaben:
A4a Durch die vollautomatische sowje-
tische Mondsonde Luna XVI wurde mit
minimalem &konomischem Aufwand und
ohne Gefdihrdung von Menschenleben Mond-
gestein zur Erde transportiert. Vor der Lan-
dung auf dem Mond umkreiste Luna XVI
in der Zeit zwischen dem 17. und 20. 9. 1970
voriibergechend den Mond in einer Hohe
von 110 km iiber der Mondoberfliche. Der
Mondradius betrigt 1,738 - 10° km und die
Mondmasse M =7,347 - 10?2 kg Berechne
aus diesen Angaben die Umlaufzeit von
Luna XVI aul der angegebenen Bahn!

AS5a Die Sonne hat die Masse M =1,985 -
10%° kg Ein Raumschifl umfliege die Sonne
auf einer Kreisbahn in 'T=2584. Auch die
Erde umkreist die Sonne in 365,244 genihert
aufl einer Kreisbahn einmal. Berechne fiir
Raumschiff und Erde jeweils den Bahnradius!
Berechne weiterhin fiir beide Korper gemiB
Formel (1) die Bahngeschwindigkeit !
Erganzend sei mitgeteilt: Die Gleichung (6),
aul die wir uns beim Losen der jetzigen
Aufgaben stiitzten, ist dquivalent mit der
Forderung, daB Gravitationskraft und Zen-
tripedalkraft einander gleich sind. Also gilt
fir die der Zentripedalkraft entgegenge-
setzte Zentrifugalkraft: Fiir einen seinen
Zentralkérper auf einer Kreisbahn umflie-
genden Trabanten heben sich Zentrifugal-
kraft und Anzichungskraft einander auf.
Juri Gagarin war der erste Mensch, der die
Erde im Zustand der Schwerelosigkeit und
auBerbalb der Lufthiille umkreiste! -



Isaak Newton konnte auf Grund des von
ihm erkannten Gravitationsgesetzes die all-
gemeine Bahn berechnen, auf der sich ein
Korper um seinen als ruhend angenomme-
nen Zentralkérper bewegt. Diese Bahnen
erwiesen sich als identisch mit den Schnitt-
linien von Kegelminteln mit Ebenen. Die
geschlossenen unter diesen Bahnen werden
Ellipsen genannt. DaB sich die Planeten auf
Ellipsen um die Sonne bewegen, hatte bereits
vor Newton der deutsche Astronom Johannes
Kepler (1571 bis 1630) aul empirischem Wege
erkannt. Kreise wiederum sind spezielle El-
lipsen. Nur diesen Fall der Kreisbewegung
konnten wir gemeinsam behandeln!

Bisher haben wir den Zentralkdrper immer als
ruhend angenommen.

Nach dem Gravitationsgesetz ist diese An-
nahme hochstens ndherungsweise berechtigt.
Merkliche Abweichungen zur Formel (6)
treten aul, wenn die Masse des Trabanten
nicht sehr klein gegeniiber der Masse des
Zentralkorpers ist. Wiirde man z B. aus
dem Bahnradius r=3,844 - 10° km und der
Umlaufzeit T=27,32d des Mondes um die
Erde gemidB Formel (6) die Masse der Erde
als jetzigen Zentralkoérper berechnen, so
wiirde man statt M =5,98 - 10%* kg den Wert
6,05 - 10>* kg erhalten. Der so erhaitene
Wert wire um die Mondmasse 0,07 - 10>* kg
zu groB. DaB diese Abweichung aultreten
muB, ergibt sich aus [olgenden Betrachtun-
gen:

Sofern sich im Raum bzw. im betrachteten
Raumteil nur zwei Korper der Massen M
und m befinden, wirkt nach dem Gravita-
tionsgesetz auf beide Korper eine Kralt.
Es kann sich also keiner der beiden Korper
in Ruhe befinden. Eine spezielle Bewegung
zweier Korper der Massen M und m wollen
wir kennenlernen: Dabei sollen sich beide
Korper gleichférmig aul in einer Ebene
liegenden konzentrischen Kreisen um den
gemeinsamen Mittelpunkt S* so bewegen,
daB der Punkt S in jedem Zeitmoment auf
der Verbindungsstrecke beider Korper bzw.
ihrer Mittelpunkte liegt. Insbesondere durch-
laufen dann beide Korper ihre Bahn in der
gleichen Zeit T.

GemiB Formel (3) sind dann die auf beide
Korper wirkenden Zentripedalkrilte gegeben
4n®MR 4n’mr

durch Z =——— bzw. durch Z = :
M TZ m Tz

Nach Formel (4) ist die auf beide Korper

wirkende Gravitationskraft gegeben durch
Fok-Mm_

(R+r)?

Damit die betrachtete Bewegung mdglich
ist, muB F=2Z, =Z_ gelten. Durch Einsetzen
und imittels einfacher Umformungen folgt
hieraus

(7) MR=mr und

8) KM+mT?=4n*(R+r).
Mittels der Gleichung (8) ist es mdoglich,
aus dem Abstand R+r beider Korper bzw.
ihrer Mittelpunkte und ihrer gemeinsamen
Umlaufzeit T die Summe M +m ihrer Mas-
sen zu berechnen. Mittels der Gleichung
(7) 16sen wir die folgenden Aufgaben selb-
standig:

A64 Die Masse der Erde betrigt M=

5979 - 10%* kg und die des Mondes m=
7,347 - 10?2 kg Im Mittel betrigt der Ab-
stand der Mittelpunkte beider Korper
3,844 - 10° km. Berechne hieraus die Lage

des Bewegungszentrums S des Erde-Mond-
systems! Die Erde ist gendhert eine Kugel
mit dem Radius 6,371 - 10° km. Welche Lage
hat der Punkt S in bezug auf die Erdober-
fliche?

A7a Um die Erde mit der Masse M
=5,979 - 10%* kg bewege sich ein Raumschifl
der Masse m=1400 kg auf einer Kreisbahn
mit dem Radius 6 600 km und dem Mittel-
punkt S. Welchen Abstand besitzt der Punkt
S vom Mittelpunkt der Erde?

H. Busch/W. Trager

! Es handelt sich hier um die in der Astro-
nomie als siderische Umlaufzeit bezeichnete
Zeit. Sie ist zu unterscheiden von der syno-
dischen Umlaufzeit (29,53d), die zwischen
zwei gleichen Mondphasen verstreicht.

2 Als weitere Verallgemeinerung ist mog-
lich: Der kugelformige Korper besteht aus
konzentrischen Kugelschalen mit jeweils kon-
stanter Dichte.

3 Da die Erde nur in erster Niherung eine
Kugel ist, gilt diese Definition exakt nur fiir
Orte der Erdoberfliche mit bestimmter geo-
graphischer Breite, ndamlich unter 45° geo-
graphischer Breite.

4 Aus Griinden, auf die hier nicht einge-
gangen werden kann, wird das Zentrum S
beider Bahnen als Schwerpunkt der Massen
M und m bezeichnet.

Die Kosmon
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Teil 1: Auswahl von Aufgaben aus
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

*5*647 An einem Tische sitzen sieben
Schiiler. Einer hért auf den Vornamen Fred,
einer heiBt Willi, vier heiBen Lutz, und einer
heiBt Christian. Weiter wissen wir nur, daB
unter ihnen zwei Briider mit dem Familien-
namen Scheibner, einer mit dem Zunamen
Franke und vier Schiller mit dem Namen
Schulz sind.

a) Von wem konnen wir mit Sicherheit Vor-
und Zunamen angeben?

b) Warum muB er so heiBen?

*5*648 Aus 36 gleich groBen Quadraten
soll durch Aneinanderlegen ein Rechteck
gebildet werden.

a) Wieviel Losungsmoglichkeiten gibt es?
(Bet jeder moglichen Lésung sollen simtliche
Quadrate verwendet werden.)

b) Welches der moglichen Rechtecke hat den
kleinsten Umfang?

*6*649 In einer Mobelfabrik wurde die
Produktion von Tischen monatlich um 10
Tische gesteigert. Die Jahresproduktion be-
trug 1920 Tische. Wieviel Tische wurden im
Juni und wieviel im Dezember hergestellt?

* 6 * 650 Zu Beginn des Schuljahres kaufte
Heinz zwei verschiedene Sorten von Heften;
die eine kostete 8 Pf, die andere 15 PI pro
Stiick. Er zahlte fir 12 Hefte zusammen
1,31 M. Wieviel Hefte kaufte er von jeder
Sorte?

*7*651 In einem Haus mit 28 Fenstern
sollen einige fehlende Fensterladen beschafft
werden, so daB an jedem Fenster zwei Laden
vorhanden sind. Einige Fenster haben noch
zwei Liden; bei der gleichen Anzahl von
Fenstern fehlen beide, der Rest hat je einen
Laden. Wieviel neue Fensterliden braucht
man? Begriinde die Antwort!

* 7 * 652 Auf einer Exkursion fuhren mit
Autobussen genau 319 Schiiler, auf einer
anderen genau 232. In jedem der Autobusse,
die auf beiden Exkursionen {uhren, saB genau
die gleiche Anzahl Schiiler. Ermittle diese
Anzahl! (Wir setzen dabei voraus, daB in
jedem Autobus mehr als ein Schiiler sa3.)

*8 * 653 Jemand wirfelt mit » Wirfeln
bei einem einzigen Wur{l zusammen die
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Augenzahl 3n+4, und zwar zeigte dabei
jeder Wiirfel die gleiche Augenzahl. Man
ermittle simtliche Werte von n, fiir die das
moglich ist.

*8 * 654 Die Fischer Adam, Bauer, Chri-
stiansen und Dahse (abgekiirzt 4, B, C, D)
wiagen nach dem Fischen ihre Ausbeute und
stellen fest:

a) D fing mehr als C.

b) A und B fingen zusammen genau so viel
wie C und D zusammen.

c) A und D fingen zusammen weniger als
B und -C zusammen.

Ordne die Fangergebnisse a, b, ¢, d der
Fischer A, B, C, D der Gr68e nach! (Beginne
mit dem groBten Ergebnis!)

*9 * 655 Bei einem Spiel verstecken drei
Schiilerinnen Anna, Brigitte und Claudia in
ihren Handtaschen je einen Gegenstand,
und zwar einen Ball, einen Bleistift und eine
Schere. Dieter soll feststellen, wer den Ball,
wer den Bleistift und wer die Schere hat. Auf
seine Fragen erhalt er folgende Antworten,
von denen verabredungsgemiB nur eine
wahr, die anderen aber falsch sind:

a) Anna hat den Ball.

b) Brigiite hat den Ball nicht.

¢) Claudia hat die Schere nicht.

Wer hat den Ball, wer den Bleistift und wer
die Schere?

*9 * 656 Bei einem Schachturnier mit 8
Teilnehmern spielt jeder gegen jeden genau
eine Partie. Am Ende des Turniers haben alle
Teilnehmer verschiedene Punktzahlen erzielt.
Der Spieler auf dem zweiten Platz hat genau
so viele Punkte gewonnen wie die letzten
vier zusammen. Dabei erhilt man fiir einen
Sieg 1 Punkt und fiir ein Unentschieden

% Punkt. Wie endete die Partie zwischen den

Spielern, q'ie den 4. bzw. den 6. Platz be-
legten?

* 10 * 657 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse AB. Ferner sei r
der Radius desjenigen im Innern dieses Drei-
ecks liegenden Halbkreises, dessen Durch-
messer auf der Hypotenuse AB liegt und der
die Katheten AC=b und BC=a beriihrt.

Es ist zu beweisen, daB dann stets

*10*658 In den Klassen 5 bis 8 einer
Schule gibt es 300 Schiiler. Von ihnen lesen
regelmaBig

genau 120 Schiler die Zeitschrift ,, Techni-
kus*, genau 90 Schiiler die Zeitschrift ,,Fréh-
lichsein und Singen*‘, genau 180 Schiiler die
Zeitschrift ,,Die Trommel*, genau 60 Schiiler
die Zeitschriften ,,Die Trommel*‘ und ,,Tech-
nikus‘, genau 16 Schiiler die Zeitschriften
,,Technikus* und ,,Fréhlichsein und Singen*’,
genau 24 $chﬁler« die Zeitschriften ,,Fréh-
lichsein und Singen“ und ,,Die Trommel*,
genau 6 Schiiler alle drei genannten Zeit-
schriften.

I. a) Wieviel Schiller lesen genau eine dieser
Zeitschriften regelmaBig?

b) Wieviel Schiiler lesen keine dieser Zeit-
schriften regelmaBig? :

II. Losen Sie die Aufgabe allgemein, indem
Sie die Schiilerzahl mit s bezeichnen und die
abrigen angegebenen Zahlen der Reihe nach
durch die Variablen a bis g ersetzen!

Teilnehmer der DDR-Olympiade 1970
stellen Aufgaben

*9 * 659 Gegeben seien die beiden ratio-
nalen Zahlen

1001 4 1 100%+ 1
—e d b= —
=10 11 " 10095 1
‘Es ist zu entscheiden, ob a<b, a>h oder
a=b gilt.

Roland Wolter, EQS Lucas Cranach,
Wittenberg- Piesteritz, Klasse 10

*10/12 *660 Es sci a eine positive reelle

Zahl. Es ist zu entscheiden, ob das Glei-
chungssystem

X XgXs=a, N

X, +x3+Xx,+xs=3a, (2)

X3+ x5=2x , 3

X\ Xp Xy =a @)

eine Losung hat, wobei keine der Zahlen

X, Xz, X3, X4, X5, X DEgALiV ist.
Bernhard Worel, Antonin-Zapotocky-0OS,
Neubrandenburg, Klasse 10

In Heft 4/70 (Seite 86) wurden beide Schiiler
nicht richtig eingeordnet. Mit den beiden
Namen und den zugehorigen Fotos stellen
wir diese zwei erfolgreichen Teilnehmer vor,
d. Red.

Bernhard Worel

Roland Wolter




Teil 2: Wettbewerbsanfgaben

W 58661 In der ersten Etage eines kleine-
ren Hotels befinden sich mehrere Gistezim-
mer, die alle mit fortlaufenden Zimmer-
nummern versehen sind. Addiert man diese
Zimmernummemn, so erhidlt man 95. Die
Summe aus der ersten und letzten, zweiten
und vorletzten Zimmernummer — und so
fort — ergibt stets 19. Wieviel Gistezimmer
befinden sich in dieser Etage? Welche Num-
mern tragen diese Zimmer?

Guido-Gerald Blosfeld, Halle, K1. 5

W 58662 Die abgebildete Figur (MaBe in
mm) stellt das Netz eines Behilters dar,
in dem hochwertige Instrumente versandt
werden. Bestimme das Volumen des Behil-
ters (in dm?®)! Die Wandstirke des verwen-
deten Materials bleibe unberiicksichtigt.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

500

400

W 68663 Die MaBzahlen der Kantenldn-
gen (gemessen in cm) eines Quaders seien
natiirliche Zahlen; sein Rauminhalt betrage
270 cm? und die Summe der MaBzahlen
aller Kantenlidngen betrage 80 cm. Fiir die
Kantenldngen a, b und c gelte ferner a<b<c.
Es sind die Kantenlingen des Quaders zu
bestimmen! Sch.

W 68664 Welche natiirlichen Zahlen a er-
fiillen die Ungleichung
3 a 17
< ?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W 7w665 Unter welchen
nimmt der Term
alb—c)—blc—a)+ca—b)
a-b+c
den Wert Null an, wenn keine der Variablen
mit Null belegt werden darf und nicht alle
drei Variablen untereinander gleich sein

sollen? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Bedingungen

W 7a666 Kann ein regelmiBiges Tetra-
eder einen quadratischen Schatten werfen,
wenn die einfallenden Lichtstrahlen parallel

. verlaufen und senkrecht auf die Bildebene

auftreffen? Schiiler Uli Klaus, Erfurt

84667 Es ist zu beweisen, daB fiir alle
positiven reellen Zahlen a und b mit a+b die
Ungleichung
b atb__a _a
b—a a
erfullt ist K.

W8 w668 Je ein Bleistift, Lineal,” Radier-
gummi, Kurvenschablone, Rechenstab, Zei-
chendreieck und Zirkel sind so auf die Schiiler
Lutz, Martina, Peter, Rainer und Rita ver-
teilt, daB jeder Schiiler mindestens einen die-
ser Gegenstiinde besitzt. Wie sind diese
Gegenstinde verteilt, wenn die folgenden
Aussagen dieser Schiiler simtlich wahr sind?
(1) Rainer: ,Wenn ich den Zirkel habe, so
habe ich auch den Bleistift.”

(2) Lutz: ,Ich besitze den Rechenstab nicht
und Rainer hat den Zirkel.“

(3) Martina: ,,Wenn ich das Zeichendreieck
habe, so habe ich auch den Rechenstab.*

(4) Rita: ,Ich habe das Lineal oder ich habe
den Radiergummi.“

(5) Martina: ,,Peter hat das Zeichendreieck
oder Rita hat den Radiergummi.“

(6) Peter: ,Ich habe das Zeichendreieck und
ich habe das Lineal.* T.

W8m669 Es sind alle geordneten Paare

garizer Zahlen zu ermitteln, fiir die die fol-

genden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. Die erste Zahl eines jeden Paares ist klei-

ner als 3.

2. Die Summe der beiden Zahlen eines jeden

Paares ist groBer als 2.

3. Die Differenz aus der ersten und der zwei-

ten Zahl eines jeden Paares ist positiv.
Sektion Mathematik der Technischen

Hochschule Karl-Marx-Stadt

94670 Es sind alle reellen Zahlen x anzu-
geben, fir die
log,(log, (log, x))=0 gilt.
Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Karl-Marx-Stadt

WO9m67l a)Es ist ein Dreieck ABC aus
CD=h,=4 cm, CE=s,=42 cm, BF=h,
=6 cm zu konstruieren.

b) Welche Beziehungen miissen zwischen
den gegebenen GroBen h,. s, und h, erfiillt
sein, damit das Dreieck ABC aus diesen
Stiicken konstruierbar ist? K.

W9 a672 Essind alle reellen Lésungen des
Gleichungssystems
x+y+z=232 (D

SAdffi Sory, 6316 Skikurinch, Schlusinger Str. 128 Wikl
Polytechnische Oberschude Sbikurtach, Klasse 5 =
Pradikal: e

[ e | Lowng do

2xt+y+z_x+3y+z_x+yt+4z @
2 3 4

zu ermitteln. Baurat h. c. Dipl.-Ing.

: Dr. Max Skalicky, Wien

W 10/12 @673  Es sind alle natiirlichen Zah-
len x anzugeben, fiir die die Gleichung
[ x+2 ]=4 erfiillt ist.
45—x ,
Bemerkung: Ist z eine reelle Zahl, so versteht
man unter [z] die groBte ganze Zahl, die
nicht groBer als z ist. Es gilt also z B.

AR

W 10/12m674 Es sei ABCD ein Rechteck
mit den Seitenlingen AB=a und BC=b.

Es soll die Linge x des Lotes, das von dem
Eckpunkt A des Rechtecks auf die Diagonale
BD gefllt ist, berechnet werden. T.

In eigener Sache

Am 31. 12. 1970, dem EinsendeschluB fiir
Heft 5/70, lagen iiber 6000 Losungen vor.
Nun beginnt fiir die Redaktion, sie besteht
aus dem Chefredakteur und der Redaktions-
assistentin F. Lehmann (s. Foto), die Arbeit.
Wir brauchen rund 40 Arbeitsstunden, um
die StoBe von Einsendungen beim Postamt
(Postfach) abzuholen, zu 6ffnen, die L6sun-
gen zu entfalten, und endlich nach dem
letzten Einsendetermin nach Nummern zu
sortieren. Die Mathematikfachlehrer G.
Schulze (Herzberg), W. Unze (Leipzig) und
J. Lehmann (Chefredakteur) beginnen dann
mit der Korrektur. Die Redaktionsassistentin
erhalt nach ca. 3 Wochen die angefertigten
Antwortkarten, wertet sie statistisch aus, und
dann gehen die Karten iiber das Hauptpost-
amt Leipzig zum Einsender. Das ist ein hartes
Stiick Arbeit, denn daneben gilt es die
nichsten Hefte fiir den Satz vorzubereiten,
Autoren zu gewinnen fiir neue Beitrige,
Leserpost zu beantworten (jahrlich ca. 1500
Briefe), Leserkonferenzen und technische
Besprechungen zu fihren, soll doch jedes
neue Heft so gestaltet sein, daf es mit Inter-
esse studiert wird. Red. alpha




Luther steht bei seiner Bibeliiberset-
zung wiederholt vor der Aufgabe,
Sachverhalte mit Worten beschreiben
| zu miissen, die es in der deutschen
Sprache bis dahin noch nicht gab.
Ahnlich geht es Diirer bei der Abfassung seiner Werke.
Erstmals benutzt er den Begriff ,,unendlich im
mathematischen Sinn und schreibt ,,eyn vnentliche
zal“. Durch Ubernahme des Wortes ,,punktus aus
dem Lateinischen geht mit dem Begriff auch das
Wort ,,Punkt* in den deutschen Sprachgebrauch ein.
Weniger nachhaltig waren seine Ubersetzungsver-
suche fiir konvex und konkav mit eingebogen und
ausgebogen. Auch seine Wortprigung Barlini fiir
parallele Geraden hat sich nicht eingefiihrt. Fiir ,,.kon-
struieren* benutzt er das bei Bauhiitten gebrauchliche
Wort ,.reiBen‘ oder ,,aufreiBen“. Ein Kreis heiBt
bei Diirer ,.cirkellini und ein Rechteck ,,ablange
fierung“. Die von ihm vorgefiihrten Fiinfeck- und
Neuneckkonstruktionen mit ,,unverriicktem‘* Zirkel
stammen offensichtlich aus den Rezeptsammlungen
mittelalterlicher Bauhiitten. Ferner finden sich in der
,,Underweysung“ Umwandlungen von Dreiecken in
flichengleiche Rechtecke. Diese werden konstruktiv
mit dem Hoéhensatz oder dem Lehrsatz von Pythagoras
in flichengleiche Quadrate iibergefiihrt. Zur K onstruk-
tion der dabei erforderlichen rechtwinkeligen Dreiecke
wird, wie auch in der heutigen Schulgeometrie, der
Lehrsatz des Thales verwendet.

Kreisquadratur und Kreisrektifikation sind fiir Diirer
zwei voneinander unabhingige Problemstellungen.
Wihrend er zur Umfangsbestimmung den Bruch
% als Naherungswert fiir = benutzt, setzt er bei
der Flichenbestimmung % als Faktor zu dem Qua-

drat des Kreisradius. Fiir die Kugel gibt er folgende
Beschreibung: ,,Aber kein vollkumenes Korpus ist /
das allenthalbe gleicher ist dann ein Kugel. Ferner
wird eine exakte Konstruktion regelmiBiger Fiinf-
und Zehnecke vorgefiihrt, die sich bereits bei Ptole-
mius nachweisen 148t.

Entsprechend dem Vorbild in Euklids ,,Elementen**
geht Diirer in seinem Werk auf die fiinf Platonischen
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Korper ein. Er schreibt: ,,Zum dritten sind Corpora,
die allenthalben gleich sind, von Feldern, Ecken und
Seiten, die der Euklides corpora regularia nenht; der
beschreibt ihrer fiinf, darum dass ihr nit mehr kiinnen
sein, die in eine Kugel, darin sie allenthalben anriihren,
verfasst miigen werden.*

Er gibt Darstellungen dieser fiinf reguliren Korper
in zugeordneten Normalrissen. Ohne fritheres Vor-
bild sind die zugehorigen Netze.

Grund- und AufriB eines Ikosaeders
mit einem Bild des Netzes

Bei dieser Gelegenheit behandelt er auch die zur
Erdglobenherstellung aktuelle Netzabwicklung der
Kugel in 16 Bogenzweiecke. Zu den dreizehn existie-
renden halbreguliaren konvexen (archimedischen) Poly-
edern fiihrt er in der ersten Auflage von sieben und
in der zweiten Auflage von neun solchen Korpern die
Beschreibung mit Darstellung der Netze an. Unter
ihnen findet sich z. B. das aus 12 regulidren Fiinfecken
und 20 reguliaren Sechsecken bestehende Ikosaedron
truncum, welches als Vorlage unseres heutigen Fern-
sehfuBballs diente. Als schmiickendes Beiwerk findet
sich ein abgestumpftes Polyeder z. B. in dem bekannten
Kupferstich ,,Melancholie* aus dem Jahre 1514.
Sehr aufschluBreich fiir Diirers kiinstlerisches Schaf-
fen sind seine Ausfithrungen zu den Kegelschnitten
und zur Perspektive. Da es sich hierbei um die erste
deutschsprachige Auseinandersetzung mit diesen Ge-
genstinden handelt, ist das Werk auch fiir die Ge-
schichte der Mathematik von auBerordentlichem
Interesse.

Bei Einfiihrung der Kegelschnitte geht er anschaulich
konstruktiv von Grund- und AufriB eines Drehkegels
aus, den er mit einer zweitprojizierenden Ebene
schneidet. Durch unterschiedliche Festlegung des
Neigungswinkels der schneidenden Ebene gegen die
Basis gelangt er zu den drei Kegelschnittarten Ellipse,
Parabel und Hyperbel. Die Bezeichnungen sucht er
durch die deutschen Worte Eilinie, Brennlinie und
Gabellinie zu ersetzen. Er schreibt einfithrend hierzu:
,,Die alten haben_ angetzeigt / das man dreyerley
schnydt durch ein kegel mag thun.*
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Die Melancholie (1514)

Als Entdecker der Kegelschnitte gilt der Grieche
Menaichmos, welcher um 350 v.u.Z. lebte. Die Wort-
pragungen Ellipse, Parabel und Hyperbel gehen auf
Apollonius (250 bis 200) zuriick und bezeugen tiefere
Einsichten in die Erzeugungs&eisen der Kegelschnitte.

Elliptischer Schnitt eines Drehkegels

Aus Diirers Wortschépfung ,,Eilinie* fiir Ellipse
spricht die irrige Annahme, daB die Ellipse in ihren
Hauptscheiteln verschieden stark gekriimmt sei und
daher nur eine Symmetrieachse besitze. Dieser Irrtum
findet bei der Darstellung von Tor- und Fenster-
boégen, die in Vertikalebenen beziiglich der Bildebene
liegen, zeichnerisch seinen Niederschlag. Die in der

zweiten Auflage veroffentlichten Konstruktionen zur
Bestimmung der wahren Gestalt von Kegelschnitten
mittels Umlegungen tragen bereits den Charakter
eines neuzeitlichen Lehrbuches. Auf Brennpunkte
und Fokaleigenschaften der Kegelschnitte geht er
nur fiir den Fall der Parabel ein. Auch die als Zeichen-
hilfen wichtigen Scheitelkrimmungskreise von Kegel-
schnitten und Asymptoten der Hyperbel behandelt
Diirer nicht. Weitere Impulse zur Belebung der Lehre
von den Kegelschnitten geben spiter Kepler und
Newton durch ihre Entdeckungen auf dem Gebiet
der Himmelsmechanik. An anderer Stelle fiihrt die
konstruktive Entwicklung eines Torbogens aus einem
Halbkreis auf eine halbe Ellipse. Das hierbei ange-
wandte Konstruktionsverfahren stellt eine affine

Parabolischer Schnitt eines Drehkegels, Darstellung der Parabel
mit Brennpunkt
Affine Transformation eines Halbkreises

Transformation dar. Wenn es auch Diirer hierbei
nicht bewuBt wurde, eine Ellipse gezeichnet zu haben,
so verdeutlicht uns das Bild recht einprigsam, wie
bei ihm der mathematische Begriff einer affinen
Abbildung in der Anlage schon vorhanden war.
(Fortsetzung folgt in Heft 4/71.) E. Schroder

Diirer stelit an unserer Seite

33



Was ist
eine Funktion?
Teil 2

2. Der allgemeine Begriff einer Funktion

Es ist unschwer zu sehen, daB im Beispiel 3
(sieche Heft 6/70, S. 124/125) fiir jeden der 28
Tage des Februars ein bestimmter Dienstha-
bender [estgesetzt ist. Mit anderen Worten,
die Menge der Februartage wird auf die
Menge der Jungen abgebildet, die den Dienst
unter sich aufgeteilt haben. Man kann ver-
einbaren, mit dem Buchstaben x einen belie-
bigen Februartag und mit y=f(x) den
Diensthabenden am Tage x zu bezeichnen.
Es liegt kein Grund vor, die Abbildung
Tag x— y=Diensthabender am Tag x
nicht mit Recht eine Funktion zu nennen
und diese Abbildung in der Form

y=f(x) zu schreiben.
Wir werden eine beliebige Abbildung f einer
Menge E auf eine Menge M eine Funktion
mit dem Definitionsbereich E und dem Werte-
vorrat M nennen.

-

Abbildung von E in M

VergeBt nicht, daB wir, wenn wir von einer
Abbildung f einer Menge E aufeine Menge M
sprechen, dabei meinen, daB y= f(x) Rir
jedes x aus E und nur fiir x aus dieser Menge
definiert ist, wihrend der Wert y der Funk-
tion y notwendig der Menge M angehdort
und jedes y aus dieser Menge Wert der Funk-
tion f fir wenigstens einen Wert des Argu-
ments X ist.

Ist nur bekannt, daB die Werte der Funktion
f notwendig der Menge M angehoren, ohne
daB behauptet wird, daB jedes Element
dieser Menge ein Wert der Funktion f ist, so
sagt man, die Funktion bilde ihren Defini-
tionsbereich E in die Menge M ab, oder,
die Abbildung f sei eine Abbildung der
Menge E in die Menge M.

Man muB somit die Bedeutung der Aus-
driicke ,,Abbildung auf die Menge M*

34

und ,,Abbildung in die Menge M*“
streng auseinanderhalten.*
Von der Abbildung
X —»}‘(I
beispielsweise kann man sagen, sie sei eine
Abbildung von R in R, man kann aber nicht
sagen, daB dies ,.eine Abbildung von R auf R“
ist. -
Vom rein logischen Standpunkt aus ist am
einfachsten der Fall, daB der Delinitionsbe-
reich der Funktion endlich ist. Es ist klar, daB
eine Funktion, deren Definitionsbereich aus
n Elementen besteht, nicht mehr als n ver-
schiedene Werte annehmen kann. Durch
Funktionen, die auf endlichen Mengen defi-
niert sind, werden also Abbildungen endlicher
Mengen auf endliche Mengen realisiert.
Solche Abbildungen bilden einen der Unter-
suchungsgegenstdnde eines wichtigen Zwei-
ges der Mathematik, der Kombinatorik (siche
Aulgaben 8, 11, 18, 19).
Beispiel 4. Wir wollen Funktionen betrach-
ten, deren Definitionsbereich die aus zwei
Buchstaben A und B bestehende Menge
M={4, B}
ist und deren Werte derselben Menge ange-
horen, d. h. Abbildungen der Menge M in
sich.
Solcher Funktionen gibt es insgesamt vier.
Wir geben sie durch eine Tabelle vor:
x  Six) fox) f5(x) folx)
A A B A B
B A B B A
Die Funktionen f; und f, sind konstant: der
Wertevorrat jeder dieser Funktionen besteht
aus einem einzigen Element.
Die Funktionen f; und f, bilden die Menge

- M auf sich ab. Die Funktion f; kann man

durch die Formel
[3(x)=x

wiedergeben. Es handelt sich hierbei um
die identische Abbildung: jedes Element der
Menge E wird auf sich selbst abgebildet.

Um die Erklirung der Bedeutung des ,,Funk-
tions“begrifls selbst abzuschlieBen, haben
wir nur noch darauf hinzuweisen, daB die
zur Bezeichnung der ,unabhidngigen Ver-
inderlichen”, d. h. eines beliebigen Elements
des Delinitionsbereichs, und der ,,abhingigen
Verinderlichen“, d. h. eines belicbigen Ele-
ments des Wertevorrats, getroffene Buch-
stabenwahl vollig unerheblich ist. Durch
die Schreibweisen

xbfx, ELJE yhy,
f=y=yx. f(O=n=¢,
S=x=)y
wird ein und dieselbe Funktion f definiert, die
eine nichtnegative Zahl aul ihre (mit posi-
tivem Vorzeichen genommene) Quadratwur-
zel abbildet. Unter Benutzung dieser Schreib-
weisen erhalten wir

(=1, f@=2; f(9)=3 usw.

* Es sei noch bemerkt, daB man jede Abbil-
dung ,aul* auch Abbildung ,in“ nennen
kann, aber nicht umgekehrt.

3. Umkehrbare Funktion
Die Funktion y= f(x)
heiBt umkehrbar**, wenn sie jeden ihrer
Werte ein einziges Mal annimmt. Von der
Art sind die Funktionen f3(x) und fy(x) von
Beispiel 4. Die Funktionen f;(x) und f,(x) von
Beispiel 4 dagegen sowie die Funktionen
der Beispiele 1,2 und 3 sind nichtumkehrbar.
Um von einer beliebigen Funktion zu bewei-
sen, daB sie nichtumkehrbar ist, geniigt es,
irgend zwei Argumentwerte x, #x, aufzu-
weisen, fiir die

Sxg)=f(xp) ist.
Im Beispiel 3 braucht man nur zu bemerken,
daB Petja sowohl am 1. ais auch am 5. Fe-
bruar Dienst hat. Daher ist die Funktion
von Beispiel 3 nicht umkehrbar.
Beispiel 5. Die Funktion f

xby=-./ x
ist umkehrbar. Sie ist auf der Menge R, der
nichtnegativen Zahlen definiert. Thr Werte-
vorrat ist die Menge

R_=(—00,0]
aller nichtpositiven Zahlen. Gibt man sich
ein beliebiges y aus der Menge R_ vor, so
kann man nach der Formel x=y? das zuge-
horige x finden.
Die Funktion g

y&x=y? fir y<0
ist die Umkehrfunktion (inverse Funktion) zur
Funktion f. Sie bildet die Menge R_ auf die
Menge R, ab. Wie bereits gesagt wurde,
kommt es auf die Wahl der Buchstaben zur
Bezeichnung der unabhingigen und der ab-
hangigen Verdnderlichen nicht an. Die Funk-
tionen f und g kann man in der Form

f) = —x fir x=0, '

g(x) = x? fir x<0
schreiben. In Abbildung 3 sind graphische
Darstellungen der zueinander inversen Funk-
tionen S und g wiedergegeben.

y y=fx) y y=g(x)

5 N E

4 N 0

IR [

2 R B[]
ABCODEUvx 72 3 45x

Beispiel 6. Die durch die Tabelle
X | A B CDE
y=fx) |3 1 2 5 4

** Die Herkunft der Bezeichnung wird im
folgenden klar werden: eine Funktion ist
umkehrbar, wenn zu ihr eine Umkehrfunk-
tion existiert.



vorgegebene Funktion ist auf der Menge
der ersten fiinf Buchstaben des deutschen
Alphabets definiert, wihrend ihr Wertevorrat
die Menge der ersten fiinf natiirlichen Zahlen
ist. Die Umbkehrfunktion g wird durch die
Tabelle

x |1 2 3 45
y=gt) | B C A E D

gegeben. In Abbildung 4 sind diese Funk-
tionen graphisch dargestelit.

Wir geben jetzt exakte Definitionen f sei
eine Abbildung der Menge E auf die Menge
M. Wenn es zu jedem Element y aus der
Menge ein einziges Element x=g()
der Menge E gibt, fir das f(xX)=y
ist, so ist die Abbildung fumkehrbar, und y % x
heiBt die Umkehrabbildung (inverse Abbil-
dung) zur Abbildung f*** Die Umkehr-
barkeit eciner Abbildung f bedeutet somit,
daB zu ihr eine Umkehrabbildung g existiert.

pah

umkehrbare
Abbildung ven £ auf M

Abbikdng von Ein M

Die zu f inverse Abbildung wird gewohnlich

mit f ~! bezeichnet. Ist beispielsweise
f(x)=x3, soist f"(x):{/;.

Da das Wort ,,Funktion” einfach ein Syno-

nym des Wortes ,,Abbildung“ ist, haben wir

damit zugleich die Bedeutung des Ausdrucks

»Umkehrfunktion* definiert.

y y

Versucht selbst, das oben Gesagte zu wieder-
holen, indem ihr an Stelle des Wortes
~Abbildung* das Wort ,,Funktion* gebraucht.
Es ist klar, daB der Delinitionsbereich der
Umkehrfunktjon f~! der Wertevorrat der
Funktion f und daB der Wertevorrat von
f ! der Definitionsbereich der Funktion f
ist.

*++ Derartige Abbildungen heiBen auch ein-
eindeutige Abbildungen von E aufl M.

Abbildungen von A in 8

Abbildungen von A auf 8

Umkehrbare Abbikdungen
von Aauf 8 A

Umkehrbare Abbildungen
von A in 8

Die Umkehrfunktion der Umkehrfunktion
f ! ist die urspriingliche Funktion f:
UHr=1
Die Funktionen f und f~!
stets invers zueinander.
Beispiel 7. Es gibt Funktionen, die zu sich
selbst invers sind. Von_dieser Art sind die
Funktionen )

a) fx=x b fe=1, O =2

Priilt das nach! Graphische Darstellungen
dieser Funktionen sind in Abbildung 5 wie-
dergegeben. Bestitigt, daB alle diese Funk-
tionsbilder zur Winkelhalbierenden des ersten
und dritten Quadranten, d. h. der Geraden
y=x, symmetrisch sind

Wir wollen die Beziehungen zwischen den
verschiedenen Arten von Abbildungen einer
Menge A aul cine Menge B und von A in
eine Menge B schematisch darstellen:

Wir erinnern nochmals daran, daB der Be-
grifl der Abbildung von A in B der allge-
meinste Begrifl ist. Fillt bei einer derartigen
Abbildung das Bild von 4 mit B zusammen,

sind somit

so spricht man von einer Abbildung von
A auf B.
Umbkehrbare Abbildungen heilen auch noch
eineindeutige Abbildungen. Dieser Ausdruck
wird uns in Biichern hidufig begegnen.
In letzter Zeit hat die franzdsische Termino-
logie auch in unserer Literatur Verbreitung
gefunden:
1) eine Abbildung von A auf B wird von den
Franzosen ,surjektiv‘ oder eine ,Surjek-
tion“ genannt;
2) umkehrbare Abbildungen von A4 in B
heiBen bei' ihnen ,injektiv‘ oder ,Injek-
tionen*,
3) umkehrbare Abbildungen von A4 aufl B
heiBen nach der franzdsischen Terminologie
»bijektiv¢ oder ,,Bijektionen*.
Wir weisen daraufl hin, daB ein solcher
Reichtum an Ausdriicken iiberfliissig ist,
wenn man nur beim Gebrauch der Pripo-
sitionen ,,in“ und ,auf* Obacht gibt.

A. N. Kolmogorow
(In Heft 4/71 folgen Aufgaben zu diesem
Beitrag, d. Red.)

Wir sind sie
Wer aber ist die Partei?

Zum 25. Jahrestag der Griindung der SED

Sitzt sie in einem Haus mit Telephonen?
Sind ihre Gedanken geheim, ihre Entschliisse unbekannt?

Wer ist sie?
Wir sind sie.
Du und ich und wir — wir alle.

In deinem Anzug steckt sie, Genosse, und denkt in deinem Kopf.
Wo ich wohne, ist ihr Haus, und wo du angegriffen wirst,

Da kampft sie.

Zeige uns den Weg, den wir gehen sollen,
Und wir werden ihn gehen wie du, aber
Gehe nicht ohne uns den richtigen Weg,

Ohne uns ist er
der falscheste.’
Trenne dich nicht von uns!

Wir kénnen irren, und du kannst recht haben, also

Trenne dich nicht von uns!

DaB der kurze Weg besser ist als der lange das leugnet keiner,

Aber wenn ihn einer weill

Und vermag ihn uns nicht zu zeigen, was niitzt uns seine Weisheit?

Sei bei uns weise!.
Trenne dich nicht von uns!

Bertolt Brecht
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Die Mongolische Volksrepublik nimmt seit
1964 (aufler 1967) an den Internationalen
Mathematikolympiaden teil. Insbesondere
in den letzten beiden Jahren kam es zwischen
den Delegationsleitern des bisher einzigen
nichteuropdischen Teilnehmerlandes, den De-
Jlegationsleitern der DDR und dem Chef-
redakteur alpha zu mehreren freundschaft-
lichen Aussprachen iiber die auBerunter-
richtliche Arbeit im Fach Mathematik. Wir
interessierten uns in erster Linie fir die
Olympiaden in der MVR:

In der MVR wird im Schuljahr 1970/71 die
8. Olympiade durchgefiihrt. '

1. Stufe: Alle Schiiler der 1. bis 10. Klasse
nehmen unter Klausurbedingungen an der
Schulolympiade teil. Die Aufgaben dazu
stellen die Mathematiklehrer der Schule
zusammen.

2. Stufe: Dieerfolgreichsten Teilnehmer jeder
Klassenstufe werden nochmals (in mehreren
kleineren Gruppen) gepriift. Die Sieger dieser
Gruppen bewerben sich in einem weiteren
Wettbewerb um den Titel: Klassenstufen-
sieger.

3. Swfe: Die Klassenstufensieger — ab
Klasse 7 — werden zur Gebiets- bzw. Stadt-
olympiade delegiert. (Dies entspricht etwa
unserer Kreisolympiade.) Wer die vom Ge-
bietskomitee gestellten Aufgaben am voll-
stﬁndigsten und elegantesten 16st, wird ,,Ge-
bietssieger*‘.

4. Stufe: Der jeweils erfolgreichste Teilneh-
mer der Klassenstufe 10 (Abiturstufe) des
Gebietsausscheids — man nennt ihn ,,Cham-
pion* — nimmt an der Landesolympiade
in der Hauptstadt Ulan-Bator teil. Fiir inter-
essierte Junge Mathematiker der Klassen-
stufe 7 bis 9 wird (neben den beschriebenen
Olympiadestufen) noch eine Fernolympiade
ausgeschrieben. Besonders erfolgreiche Schii-
ler erhalten daraufhin direkt vom Zentralen
Komitee eine Einladung zur Teilnahme an
der Landesolympiade. Von den 40 Knaben
und 4 Maidchen, welche 1970 den Landes-
wettbewerb erreichten, wurden die 14 Spit-
zenreiter — wie jedes Jahr — in einem
6wochigen Lehrgang auf die IMO vorberei-
tet. Fiir diese Schiiler entfiel — als Anerken-
nung fir die gezeigten Leistungen — die
Teilnahme an den schriftlichen und miind-
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lichen AbschluBpriifungen (Abitur). Alle 14
Schiiler wurden ohne die vorher iiblichen
Aufnahmegespriche an Hochschulen imma-
trikuliert.

Mit Dambin Chaltar, Triger eines 3. Preises
auf der XI. IMO, fithrten wir ein Gesprach.
Es zeigt die hohe Einsatzbereitschaft eines
der IMO-Teilnehmer der MVR:

Die Eltern Dambins sind Viehziichter. Sie
betreuen 500 Schafe. Sie leben im Winter
in einem kleinen Dorf, 400 km von der Ge-
biets- (wir sagen Kreis-)stadt entfernt. Im
Sommer ziehen sie mit ihrer Herde durch
die an die Landereien des Dorfes angrenzende
Steppe. Dambin nahm von Klasse 7 bis 9 an
den ersten 3 Stufen der Olympiade mit sehr
gutem Erfolg teil. Ab Klasse 8 wurde er im
Rahmen einer Arbeitsgemeinschaft von sei-
nem Mathematiklehrer geférdert. (Spezial-
arbeitsgemeinschaften auf Gebietsebene gibt
es wegen der groBen Entfernung der Stidte
und Dérfer voneinander nicht.) 1969 wurde
Dambin ,,Champion* des Gebiets Gorod.
Als Preise erhielt er Biicher und mathemati-
sche Lehrmittel. Beim nachfolgenden Lan-
desausscheid und im Vorbereitungslager auf
die XI. IMO gehorte er zu den Besten.

XII. IMO: Teilnehmer der mongolischen
Mannschaft

Allein sein Bericht iiber die Anreise zur
Landeshauptstadt zeigt uns die vollig ande-
ren Bedingungen, unter denen ein mongo-
lischer Schiiler zur Landesolympiade kommt :
Ein Tagesritt ist notig, um die seinem Wohn-
ort am nichsten liegende Bushaltestelle zu
erreichen. Sein ihn begleitender Vater, selbst
beritten, nimmt dann Dambins Pferd wieder
mit nach Hause zuriick. Mit dem Bus geht
es -dann mehrere hundert Kilometer zur
Gebietshauptstadt. Eine Verkehrsmaschine
iberbriickt die 1000 km zur Landeshaupt-
stadt.

Dambin, der jetzt in Moskau Mathematik
studiert, iibergab uns eine Aufgabe. Sie
wurde vom erfolgreichsten IMO-Teilnehmer
der DDR, W. Burmeister, bearbeitet :

Die Delegationsleitung der mongolischen
Mannschaft zur XII. IMO iibergab uns,
verbunden mit den herzlichsten Griifen an
alle alpha-Leset, zwei Aufgaben:



1. Osterreichische
Mathematik-
olympiade

Aufgaben der Schulolympiade

Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitdt Jena

Im Schuljahr 1969/70 wurden in Osterreich
erstmals Vorbereitungskurse fiir einen ma-
thematischen Wettbewerb abgehalten. Teil-
nahmeberechtigt waren Schiiler der 5., 6. und
7. Gymnasialklasse (entspricht unserem 10.,
11. 'und 12 Schuljahr). Im wesentlichen
wurden in diesen von Mathematiklehrern
gehaltenen Stunden Aufgaben aus der Zahlen-
theorie, Gleichungen und Gleichungssysteme,
Ungleichungen und Aufgaben zur Teilbar-
keit behandelt. Als AbschluB (8. 5. 70) diente
der , Kurswettbewerb“, (entspricht der Schul-
olympiade).
Die acht besten Kandidaten des Kurswett-
bewerbs trafen sich bei den ,.Gebietsolym-
piaden“ (entspricht der Kreisolympiade), die
in den drei Stadten Saalbach, Wien und Graz
stattfanden (21. 5. 70). Die jeweils acht
besten Schiiler der genannten drei Gebiete
kamen zu einem zweiwdchigen Vorberei-
tungskurs zusammen, der von einem Univer-
sitdtsprolessor und drei Gymnasialprofesso-
ren betreut wurde. Nach AbschluB dieses
Intensivkurses fuhren die Teilnehmer ge-
meinsam nach Wien zur ,.ersten dsterreichi-
schen Mathematikolympiade* (22. 6. 70).
Die acht besten Jungen Mathematiker nah-
men an der XII. IMO teil.
alpha-Leser Janous Walter,
Kl. 8, Gymnasium Horn ( Niederosterreich)

Ala Beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n:
1-3-5...(2n—1)< 1
2-4-6..2n . J3n+1

A2a Zeige, daB fiir jede ganze nichtnega-
tive Zahl n der Ausdruck
A,=11"*24122°*Y durch 133 teilbar ist.
Ala Lose im Korper der reellen Zahlen,
wobei a ein reeller Parameter und x die
Losungsvariable ist, die Gleichung

ax+4 _x+4a

2x+a  x+1
Fiir welche a ergibt sich nun:
a) keine Losung, b) cine reelle Losung mit
der Vielfachheit 2 (d. h. eine Doppellésung),
c) eine reelle Losung mit der Vielfachheit 1
(d.h. es ergeben sich bei Berechnung zwar
zwei Werte fiir x; einer liegt jedoch auBerhalb
des Definitionsbereiches), d) zwei reelle Lo-
sungen, €) die Lésung O und eine positive
Losung, ) eine positive und eine negative
Losung, g) zwei positive Losungen?

Sektion Mathematik
Friedrich-Schiller-Universitiit Jena

Die Sektion Mathematik der Friedrich-
_ Schiller-Universitdt Jena wurde im Oktober
1966 als eine der ersten Sektionen in der DDR
gegriindet. lhre Zielstellung war seit der
Griindung: klassenmiBige sozialistische Er-

ziehung der Studenten, auf hohem wissen-
schaltlichem Niveau stehende Ausbildung
von Diplommathematikern in den Ausbil-
dungsrichtungen Wahrscheinlichkeitstheorie
und mathematischer Statistik, Analysis, Ma-
thematische Kybernetik sowie von Diplom-
lehrern der Ausbilduhgsrichtung Mathema-
tik/Physik, Durchfiihrung einer an den Struk-
turlinien unserer Volkswirtschaft orientierten
Forschung auf den Gebieten Wahrscheinlich-
keitstheorie, mathematische Statistik, Ana-
lysis und mathematischer Kybernetik. Die
Herausarbeitung dieses Profils geschah mit
dem Ziel einer wissenschaftlichen Koopera-
tion mit dem Zentrum des wissenschalftlichen
Geritebaus, dem VEB Carl Zeiss Jena.
Schwerpunkte der Arbeit der Sektion sind die
Schalfung eines Systems des wissenschalftlich-
produktiven Studiums sowie die Erarbeitung
neuer Lehr- und Lernmethoden einschliel3-
lich neuer Lehrmittel.

An diesen Aufgaben werden die Studenten

Abeteiligt. So arbeitete im vergangenen Stu-

dienjahr ein Studentenzirkel ein Programm
zur Priilungsautomatisierung unter Benut-
zung des R 300 aus. Ein anderer Zirkel half
bei der Einrichtung eines Horsaals fur ein
audiovisuelles Lehrprogramm. In Diplom-
arbeiten werden Teile des Lehrstoffs des
Grundstudiums methodisch aufbereitet fiir
die Herstellung audiovisueller Programme
und teilprogrammierten Lehrmaterials. Das
Betriebspraktikum der Mathematikstudenten
dient ganz bestimmten betrieblichen Aul-
gaben, die im Einklang mit der Ausbildungs-
richtung der Studenten stehen. Komplizier-
tere Aufgaben der Betriebe werden in Form
von Diplomarbeiten fortgefiihrt.

In den kommenden Jahren erfolgt der Einsatz
der Mathematik-Absolventen unserer Sek-
tion schwerpunktmiBig in der Forschung
und Entwicklung im VEB Carl Zeiss Jena
und anderen strukturbestimmenden Indu-
striezweigen sowie an der Sektion Mathematik
unserer Universitit. Gleichzeitig erreichen uns
stindig neue Forderungen nach Absolventen
aus den verschiedensten Bereichen der Volks-
wirtschaft. Daher wurden die Zulassungs-
zahlen stark erhoht, so daB wir jeden Ober-
schiiler mit Interesse fiir Mathematik zu
einem Studium der Mathematik in Jena
einladen konnen.
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Relationen
Teil 3

5. Darstellung von Beziehungen im Diagramm

Zur besseren Ubersicht und zur Erleichte-
rung der Schreibarbeit wollen wir nun eine
Darstellung fir Beziehungen kennenlernen,
némlich die Darstellung im Diagramm, die
uns auch Zugang zu wichtigen Eigenschaften
von Beziehungen verschafft Diese Darstel-
lung ist allerdings nur fiir endliche Grund-
mengen moglich. Zur Erklirung der Dar-
stellung wollen wir ein Beispiel betrachten
K sei wieder die Beziehung ,ist kleiner als™,
d.h ,,a K b“ bedeutet ,a ist kleiner als b*
oder ,ja<b" Die Grundmenge G bestehe
aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, also
G={0,1,2,3,4,5}.

Wir zeichnen nun ein Quadrat von 6 mal 6
Kistchen und tragen an der linken Seite
(von oben nach unten) in einer bestimmten
(aber nicht vorgeschriebenen) Reihenfolge die
Elemente der Grundmenge ab, so daB vor
jeder Zeile des Quadrats genau ein Element
der Grundmenge steht. Dann tragen wir
dieselben Elemente in derselben Reihenfolge
von links nach rechts iiber dem Quadrat ab,
so daB iiber jeder Spalte des Quadrats genau
ein Element steht. Jedem der 36 Felder des
Quadrats entspricht nun genau ein geord-
netes Paar von Elementen aus G. Wir wollen
vereinbaren, daB wir zuerst das Element
nennen, das die Zeile bezeichnet. Wir wollen
also von links in das Diagramm gehen. Wir
ordnen also jedem Feld genau ein geordnetes
Elementenpaar [a;b] mit Elementen aus
G zu.

Bild 1 Py
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Umgekehrt konnen wir jedem geordneten
Paar [a; b] mit Elementen aus G genau ein
Feld unseres Diagramms zuordnen. Die
Zuordnung zwischen Feldern und geord-
neten Paaren iiber G ist also umkehrbar ein-
deutig.
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Wir hatten uns gemerkt, daB K die Menge alles
geordneten Paare [a;b] ist, fir die gilt:
,»a K b* oder ,,a<b" ist eine wahre Aussage.
(@ und b waren der Grundmenge beliebig
entnommen.) K wird nun im Diagramm so
dargestellt, daB alle zu K gehorigen geord-
neten Paare betrachtet und deren Felder im
Diagramm gekennzeichnet werden. Das kann
2z B. durch Hineinschreiben der geordneten
Paare in die entsprechenden Felder erfolgen
(siche Bild 2). Diese Methode wiirde aber
keine Schreiberleichterung bringen. Wir wol-

len deshalb die betreffenden Felder durch
ein Kreuz kennzeichnen (siehe Bild 3).
Das Kreuz im Feld 1;4 der Abb. 3 bedeutet
.z B., daB das Paar [1;4] zur Beziehung K
gehért. Und das stimmt, denn ,,1<4“ ist
eine wahre Aussage.

Die [reigebliebenen Felder gehoren zu geord-
neten Paaren ¢, d], die nicht zur Beziehung K
gehoren. So ist z B. das Feld 4;1 bei der
Darstellung der ,Kleiner-als-Beziehung" [rei,
da ,4 < 1“ eine falsche Aussage darstellt.

kKlo|1]|2|3|4|5|m) 7] 2]3]|4]|5]|6]|7

o| le7{ez|g3|04|as] 1|X

1 12|13|74|15] 2| X|X X

2 23|24l25| 3| X]| |X X % 96
3 34(35| 4| X|{X| |X

4 45| 5% X 92 .

5 6| x[x[x X T s e
Bild 2 migs 71X X | Bild7
Klol7l2|3|4]|5]| R 94| 92| 951 9¢l 95| 96 %012345
0 XIX|X|X| 94 0

7 X[ X|X|X| 9 711X

2 X| X[ X]| 95 2 X

3 x| x| g 3 x|

4 X| g5 4 X

5 s 5 X
Bild 3 Bild 6 Bild 8
Rglo|71|2|3|4|5]|6 slolal4]|3]7
0 X 5 X

1 X 0

2 X 2 X
3 4 X
4 X 3 X

5 1 X

6] X Bild 4 Bild 9

Aufgaben: Benutze zu den folgenden Auf-
gaben kariertes Papier! Erledige alle Auf-
gaben, bevor du weiterliest!

a9a Stelle in einem Diagramm die Bezie-
hung R, dar, wobei ,.a R, b" bedeuten soll
-a=<b*“ Die Grundmenge sei
G,=10,1,2,3,4,5}. Durch welche geordneten
Paare unterscheiden sich K (siehe Bild 3)
und R,?

m 10w Stelle in einem Diagramm die Be-
zichung Ry dar. ,,a Ry b* bedeute ,.a teilt b
Ge={1.2,3,4,56,7}.

Im obenstehenden Diagramm (Bild
4) sind nicht alle zur Darstellung der Bezie-
hung R, gehorigen Felder gekennzeichnet.
Vervollstindige die Darstellung!

-3 Ro b* bedeutet ,a+b=6"
G,={0,1,2,3,4.5,6}.

nllm

m12m Was ist an der Darstellung der
Beziehung R, ,: ,,ist ein Vielfaches von* (siche
Bild 5) nicht richtig?... G;,={1,2,3,4,5,6,7}.
Korrigiere die Darstellung! Begriinde die
Anderung!

u13m Welche geordneten Paare haben
Ry und R, gemeinsam? Begriinde deine
Antwort!

s14a Im folgenden Diagramm solist du
die Bezichung R, : ,;steht senkrecht auf* dar-
stellen. Die Grundmenge bestehe aus den
Geraden g, bis g¢ des Bildes 7. (Wir wollen
voraussetzen, daB Geraden, die in der Abb.
als zueinander parallel bzw. zueinander senk-
recht erscheinen, auch wirklich diese Lage
zueinander haben sollen.)

Kennzeichne alle zur Darstellung von R,
gehorigen Felder!



m15a Fertige dir selbst ein Diagramm
zur Darstellung der Beziehungen R,, an und
fiille es entsprechend aus!

R,, sei’ die Beziehung: ,verlduft parallel*
(oder auch ,hat dieselbe Richtung wie*).

Die Grundmenge bestehe wieder aus den
Geraden g, bis g4 des Bildes 7.

nl6a ,aR,,b" bedeute ,a liBt bei Divi-
sion durch 3 denselben Rest wie b*.

Stelle diese Beziehung iiber der Grundmenge
G,3=10,1,2,3,4,5,6, 7, 8} dar! Ordne die
Elemente der Grundmenge der GroBe nach!

a17m Welche Beziehung wird durch das
Diagramm — Bild 8 — dargestellt?

Gib die Beziehung und die Grundmenge an!
Schreibe die Losung wieder wie folgt auf:
»@ Ry, b bedeutet ,a... b, Gyu=

= 18 m Vergleiche die im Diagramm — Bild
9 — dargestellte Beziechung R,s mit der
Beziehung R,,!

Was stellst du fest?

Hinweis: Vergleiche die den gekennzeichne-
ten Feldern zugeordneten Paare!

a19m .a R4 b bedeute ,,a und b besitzen
einen gemeinsamen Teiler*. R, soll iiber der
Grundmenge G,¢={1,2,3,4,5, 6} betrachtet
werden.

a) Stelle diese Beziehung in einem Diagramm
dar!

b) Was [illt dir an dieser Beziehung auf?

c) Wie wiirde sich die Darstellung 4ndern,
wenn die Beziehung wie folgt lautet: ,.a und b
besitzen einen gemeinsamen Teiler, der gré-
Ber ist als 1“? Begriinde deine Antwort!

Mit diesen Kenntnissen ausgeriistet, konnen
wir nun viele Bezichungen bilden. Es miissen
nicht immer solche sein, die uns aus der
Mathematik® bekannt sind. Wir nehmen ein-
fach einc beliebige Menge G als Grundmenge
und bilden eine gewisse Menge von geord-
neten Paaren mit Elementen aus G. Wenn
wir dabei von der Darstellung im Diagramm
ausgehen (also nur im Falle endlicher Grund-
mengen), heilt das: Jede beliebige im Dia-
gramm gekennzeichnete Menge von Feldern
stellt eine Beziehung dar.

Bild 10
71213]4]5]6[7]8]9]|%

7 x

2 X

3

4 X

5 X | X

6] X

7

8

9 X
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Beispiele:

Essei G={1.2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Wir greifen uns zunichst die geordneten
Paare [1;3], [2;4], [4:;4], [5:7), [5;8],
[6; 1], [9; 10] heraus. Diese bilden eine Be-
zichung Wir bezeichnen sie mit R,,. Sie ist
im Bild 10 dargestellt.

Dann greilen wir uns z B. die geordneten
Paare [1;10], [10;1], [2;9], [9;2]. [3:8],
[8;3], [4;7), [7:4]. [5:;6]), [6:5] heraus.
Diese bilden auch eine Beziehung Wir be-
zeichnen sie mit R,,. Sie ist im Bild 11 dar-
gestellt.

Bild 11

W 7)2|314)15)6]7]8]9)®
1 X
2 X
3 X

4 x

5 X

6 X

7 X

8 X

9 X

1| X

Wenn wir Gliick haben, finden wir bei diesem
willkiirlichen Herausgreifen von Paaren eine
Beziechung, die sich in kurzer Form durch
einen sprachlichen Ausdruck oder durch
Variable beschreiben 1iBt Im ersten Fall
(Beziehung R, ) haben wir Pech, im zweiten
Fall (Beziehung R,g) haben wir Gliick, denn
»a Ryg b bedeutet ,a+b=11% Sollten wir
alle moglichen geordneten Paare, die man
tiber G bilden kann, auswihlen, dann haben
wir die sogenannte ,Allbeziehung“ iiber G
aufgestelll. In der Aulgabe 19a) haben wir
eine solche Allbeziehung iiber der Grund-
menge G,,=1!1, 2, 3, 4, 5, 6} aufgestellt.
Uberpriife, ob du diese Aufgabe richtig
gelost hast! R. Herrmann

Vorfahrt beachten!

Unter diesem Thema starteten wir in Heft 5,70

einen Wettbewerb. Uber 100 Einsendungen-

trafen bei pns ein. Wir sind erfreut iiber das
Interesse an den Problemen des StraBenver-
kehrs. Im Auftrage der Deutschen Volks-
polizei, Abteilung Verkehrserziehung, iiber-
reichen wir an folgende alpha-Leser Buch-
preise:

1. Joachim Jaensch, 925 Mittweida; 2. Stefan
Poppe, 705 Leipzig; 3. Albrecht Bottcher,
9314 Neudorf; 4. Elke und Carmen Haupt-
mann, 8245 Glashiitte; 5. Angela Brandt,
9014 Karl-Marx-Stadt; 6. Andreas Juhl,
425 Eisleben; 7. Volker Heumann, 45 Dessau;
8. Rolf Hiibner, 36 Halberstadt.

Leser fragen —
alpha antwortet

Der Schiiler Peter Schilling (8. Klasse) aus
Golmsdorf iibersandte uns die nachstehende

Abbildung. Es handelt sich um ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck ABC mit
der Hypotenuse AB, iiber dessen Seiten die
Quadrate CBFG, ACHJ und DEBA kon-
struiert wurden, In der Zeichnung wurden
ferner die Verbindungsgeraden JD, EF und
HG gezogen.

Peter bittet uns um den Beweis fiir folgende
Aussagen: Die Dreiecke ABC, HCG, DAJ
und EFB sind flichengleich. Die Summe der
Flicheninhalte der angefiihrten Dreiecke ist
gleich dem Fldcheninhalt des Quadrats

DEBA. H 6
' / A7
-1 s A F
a 41 a
[
A B
A tAs
/] E

Nach Voraussetzung gilt ¥ ACB= X ACH
= ¥ BCG=90° deshalbistauch x HCG=90°
Folgende Dreiecke sind kongruent, denn sie
stimmen in zwei Seiten und dem von ihnen
eingeschlossenen Winkel iiberein:
AABC=AHCG=AACH=AAHJ
~ABGC=AGBF.

Die Dreiecke DAJ und AHJ sind flichen-
gleich, da sie gleiche Grundlinien und zuge-
hérige gleiche Hohen besitzen (DA=AH =c,
JjpP =h). Aus der Fliachengleichheit der Drei-
ecke DAJ und AHJ und der Kongruenz der
Dreiecke AHJ und ABC flolgt A; =A,. Ana-
log dazu gilt A,=A,, also auch A, =A4,=A4,
=A, Ferner folgt daraus A;=A; und
A,= A, und aus der Kongruenz der Qua-
drate ABGH und DEBA folgt die Flichen-
gleichheit fiir die in Peters zweiter Aussage
genannten Figuren.  StR Th. Scholl, Berlin

alpha fragt —
Leser antworten

® Wie bereite ich mich auf die Mathematik-
olympiade vor? @ Wie wurde in der Ar-
beitsgemeinschafl eine echte Verbindung zur
Pionier- und FDJ-Arbeit geschaffen? @ Wie
sicht der Arbeitsplan unserer Arbeitsgemein-
schaft, Klassenstufe 5 (oder 6) aus? @ Wie
habe ich gearbeitet, um gute Erfolge in
Mathematik zu erzielen?
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In freien Stunden

Lengren; aus: 100 neue Scherze ( Eulenspiegelverlag)

Gestorter Lebenslauf

Eine Walze, die vergniiglich durch ihr Dasein rollte,
sah eines Tages einen Kegel aufrecht stehn —

ein Stich, ein Schmerz: Von da an wollte

sie auch so gehn.

Ach Gott, wie miihsam, bis sie sich erhoben!

Die eignen Arme waren viel zu schwach,

die guten Vettern kamen, driickten, schoben,

bald rutschte sie, bald gab der Boden nach,

und endlich, endlich war sie oben

mit Weh und Ach.

Da stand sie nun. Und muBtétang verschnaufen.
Und erst, als alles fort war und sie ganz allein,
versuchte schiichtern sie das neue Laufen

erst mit dem einen, dann dem andern Bein —: s
O Himmel nein, wie war das schwer!

Nach ein paar Schritten ging’s nicht mehr,

und schon nach einer knappen Stund

war ihre Sohle wund und wund.

Kam gleichen Wegs ein Wandersmann,
dann blieb sie stehn, beschaute sich die Gegend:
,,.3ehr schén ist’s hier, jaja, und schon, daB es

nicht regent.
Es ist doch gut, dal man’s jetzt sehen kann.* _

Doch war der Wandrer hinterm niachsten Baum,
da packte es sie doppelt schmerzhaft wieder:
Das selige Rollen war ein fernér Traum,

und nah war nur das Brennen ihrer Glieder.

Was tun? Jaja, was tun?
Als sie noch rollte,
da war ihr Fehler, daB sie wollte.
Doch nun, als sie das Rollen wieder wollen sollte,
da war ihr Fehler, daB sie es nicht wollte.
K. Menninger, aus Zwischen Raum und Zahl

Ference Pataki in Aktion

Ference Pataki, das ungarische Rechenphinomen, das
in Sekundenschnelle die Multiplikation zweier drei-
stelliger Zahlen im Kopf ausfiihrt, stellte im Deutschen
Fernsehfunk die folgende Aufgabe:

,,Multiplizieren Sie die Zahl Ihrer Schuhgr6B8e mit 2,
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heiter

addieren sie zu diesem Produkt 39, multiplizieren Sie
die so erhaltene Summe mit 50, addieren Sie zu diesem
Produkt 21, subtrahieren Sie von dieser Summe nun-
mehr die Zahl Ihres Geburtsjahres. Zur Uber-
raschung aller Mitspieler war das Ergebnis eine vier-
stellige Zahl; die Zahl aus ihren ersten beiden Ziffern
lieferte die Schuhgr6Be, die Zahl aus den beiden
letzten Ziffern das derzeitige Alter der Mitspieler.

Wer findet die allgemeine Losung zu diesem Problem?

Brandschutz-Recheniibung

Die Besatzung eines LF 16 (Loschfahrzeug Typ 16)
ist bei einer Ubung in zwei Reihen angetreten. In
jeder Reihe stehen gleichviel Feuerwehrleute. Der
Gruppenfiihrer steht vor den beiden Reihen und
befiehlt, daBB der Maschinist und der Schlauchtrupp-
filhrer in die zweite Reihe zuriicktreten. In der
zweiten Reihe stehen jetzt dreimal soviel Feuerwehr-
manner wie in der ersten. Wieviel Feuerwehrménner
mit Gruppenfiihrer sind angetreten?

Das zersprungene Schachbrett

- Setze die 12 Teile zu einem Quadrat (8 mal 8 Felder)

zusammen!

aus: du bist dran, 42 Spiele am Tisch von Bruno Riiger



Kryptarithmetik

Im vorliegenden Schema sollen die geometrischen
Figuren so durch Ziffern ersetzt werden, daB die
Addition (im dekadischen System) zu einem richtigen
Ergebnis fiihrt. Dabei sollen gleiche geometrische
Figuren gleiche Ziffern und verschiedene gcometrische
Figuren verschiedene Ziffern bedeuten.

Dipl.-Ing. E. Schmidt, Potsdam

Eine Aufgabe von Albert Einstein

Auch dann, als Albert Einstein schon in der ganzen
Welt beriithmt war, hat er nicht aufgehért, den Lesern
der Frankfurter Zeitung mathematische Probleme zu
stellen. Hier ist eins von vielen: ‘

@ - b

w 3
o

s =
%“w ?%': A
Die neun abgebildeten Kugeln stellen Eckpunkte von
vier kleinen und drei groBeren gleichschenkligen Drei-
ecken dar. Man soll die Ziffern 1 bis 9 in die einzelnen
Kugeln so einschreiben, daB ihre Summe in jedem
von diesen 7 Dreiecken immer die gleiche ist.

wr i

Selbststudinm

aus: Cappriccio Romain,
Zeichner : Jon Popescu-Gopo, Bukarest

Wieviel wiegt der Knabe?

Der Junge und das Schwein wiegen zusammen soviel
wie finf Kisten. Das Schwein allein wiegt soviel wie
vier Katzen. Zwei Katzen plus Schwein wiederum
bringen ebensoviel Kilo auf die Waage wie drei der
Kisten. SchlieBlich sitzt der Knabe allein auf der einen
Seite — wie viele Katzen miissen auf die andere Seite
springen, um die Waage ins Gleichgewicht zu bringen?

aus: NBI, Arithmetische Knobelei Nr. 66

Ratsel

Aus den folgenden Silben sind 17 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben ergeben einen aktuellen Be-

griff.

a-a-ab-ad-bel-ble-bruch-bus-chun-chun-di-di-eck-ein-el-ex-gen-
gen-gen-gens-glei-glei-go-heit-in-le-le-lip-lung-mal-na-nent-nor-
null-pa-po-ra-recht-rhom-ri-schacht-se-stand-stel-tan-tan -te-te-ter-
tion-un-va-vall

1. Eine Strecke, die 2 beliebige, nicht nebeneinanderliegende
Eckpunkte eines n-Eckes verbindet. (n>3)
2. Rechenart
3. Winkelfunktion
4. Die Menge aller Punkte einer Ebene, fir die die Summe der
Entfernung von 2 festen Punkten konstant ist.
5. Schnittpunkt einer Funktion mit der x-Achse
6. Allgemeines Symbol
7. Wie nennt man n bei der Potenz a"?
8. Ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel
9. Entfernung zweier Punkte
10., Ein Parallelogramm, dessen Seiten alle gleich lang sind
11. Aus Ziahler und Nenner bestehende Zahl
12. Teil von GroBenangaben
13. Verfahren zur EinschlieBung einer Liicke
14. Gerade, die den Kreis beriihrt
15. Ausdricke, in denen die Zeichen ,,<*, ,,>*, ,,£%, ,,2" vor-
kommen.
16. Bild der Funktion y—x*
17. Ausdricke, in denen das Gleichheitszeichen,, =* vorkommt.
Renate Zimmermann, Dresden (KI. 11)

Das darf doch nicht wahr sgin

il

aus: ,,Plexus*, Paris, Zeichner: Margat
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Uber Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen

54679 Wieviel dreistellige natiirliche Zah-
len gibt es, die vorwarts und riickwirts gele-
sen einander gleich sind ?
(Beispiele: 383, 191, 222)

54680 Udo addiert alle natiirlichen Zah-
len von 1 bis 20, ohne die einzelnen Summan-
den zu notieren. Finde einen einfachen Weg,
diese Aufgabe im Kopf zu l6sen!

54681 Udo meint: ,,Voriges Jahr war ich
viermal so alt wie mein Bruder; dieses Jahr
bin ich nur noch dreimal so alt. Wenn das
so weitergeht, wird er mich bald eingeholt
haben.* Was ist zu Udos Aussage zu bemer-
ken?

54682 Bei einer zweistelligen natirlichen
Zahl vertauscht Hans die Ziffern und erhalt
eine neue zweistellige Zahl. Wenn er nun
die kleinere von der groBeren Zahl subtra-
hiert, so erhalt er 72. Ermittle alle zweistel-
ligen Zahlen, fiir die dies zutrifft!

54683 Von einer natiirlichen Zahl n seien
folgende Eigenschaften bekannt:

a) n ist zweistellig,

b) die Quersumme von n betrigt stets 13,
c) nist durch 5 teilbar.

Ermittle alle Zahlen n!

54684 Axel multipliziert finf natirliche
Zahlen miteinander. Er erhilt als Produkt
eine ungerade Zahl. Ist die Summe dieser
linf Zahlen gerade oder ungerade?

54685 Solche Zahlen wie 2929 oder 3434
sind durch 101 teilbar. Gib eine Begriindung
dafiir, warum das so ist!

54686 Ermittle alle natiirlichen Zahlen n.
fiir die folgendes gilt:

a) n ist dreistellig,

b) die Anzahl der Einer der Zahl » ist klei-
ner als die der Zehner, aber groBer als die
der Hunderter,

¢) nist durch 7 und durch 3 teilbar,

d) n<452.

e) n ist durch 2, aber nicht durch 4 teilbar.

54687 Welche Zahlenfolge erhilt man.
wenn man zu den natiirlichen Zahlen O, 1,
2, 3,4, ... jeweils 3 addiert und die erhaltenen
Summen verdoppelt?
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54688 Aus der Zahl 6789876 sind,zwei
Ziffern durchzustreichen, so daB die iibrig
bleibende funfstellige Zahl
a) moglichst groB,
b) moéglichst klein ist.

D. Michels/Th. Scholl

Sport frei!

74689 Die 13. Europameisterschaften im
Schwimmen, Springen und Wasserball im
September 1970 in Barcelona wurden zu
einem groBartigen Erfolg fiir die Deutsche
Demokratische Republik. Es wurden Wett-
kdmpfe in insgesamt 34 Disziplinen durch-
gefithrt, wobei in jeder Disziplin genau eine
Goldmedaille vergeben wurde. Uber die
Verteilung der Goldmedaillen liegen folgende
Informationen vor:
a) Die Schwimmsportler unserer Republik
errangen soviele Goldmedaillen wie die
Schwimmer der UdSSR, Westdeutschland/
Westberlins, Schwedens, Ungarns und der
CSSR zusammengenommen. ‘
b) Die Schwimmer Schwedens und der CSSR
erkampften zusammen doppelt soviele Gold-
medaillen wie die Schwimmer Ungamns;
dabei betrug die Anzahl der Goldmedaillen
fiir die CSSR den dritten Teil der Goldme-
daillen Schwedens.
c¢) Die Anzahlen der Goldmedaillen, die
die Mannschaften der UdSSR, Westdeutsch-
land/Westberlins und Ungams erkampften,
verhalten sich wie 3:2:1.
d) Auf die Schwimmer Ungamns entliel der
17. Teil der Anzahl aller vergebenen Gold-
medaillen. ’
€) Die restlichen Goldmedaillen nahmen die*
Schwimmer Frankreichs und Italiens mit
nach Hause.
Wieviel Goldmedaillen erkidmpften die.
Mannschaften der einzelnen Lander?

S.-H.

GST marschiert

74690 Am 1. Mai, dem Weltkampftag
der internationalen Arbeiterbewegung, bil-
deten 150 Mitglieder der GST einen geson-
derten Marschblock, der aus mehreren Rei-
hen mit gleichvielen Fahnentrigern bestand.
Wihrend des Marsches zum Kundgebungs-
platz muBte der Marschblock beim Passieren
einer engen StraBe umformiert werden. In
jeder Reihe marschierten jetzt vier Personen
weniger; es muBten aber zehn Reihen mehr
als zuvor gebildet werden. Wieviel Fahnen-
trager bildeten urspriinglich eine Reihe?
(Lose die Aufgabe mit Hilfe einer Tabelle!)
(Losungen siehe S. 45, d. Red.)

Mathematik
und Chemie

84677 Durch Kopplung der endothermen

Reaktion mit der Gleichung

C+H,0 - CO+H,; Q,=+314kcalund

der exothermen Reaktion mit der Gleichung

2C+0,+4N, - 2CO+4N,;

Q,=—528 kcal

wird (theoretisches) Mischgas erzeugt.

Dem Reaktionsapparat werden jeweils 1 mol

Wasserdampf und k mol Sauerstoll zugeliihrt

0=k

1. Die Reaktionswirme Q der gekoppelten

Reaktion ist eine Funktion von k.

a) Stelle die Funktionsgleichung auf!

b) Gib Delinitionsbereich und Wertevor-
rat an!

c) Bestimme die Nullstelle k!

d) Stelle die Funktion fiir die oben gegebenen
Werte von @, und Q, graphisch dar!

e) In welchem (molaren) Verhiltnis stehen
die Ausgangsstoffe Wasserdampl und
Sauerstoff, wenn die Wirmebilanz gleich
Null ist?

2. a) Gib die Zusammensetzung des erzcilg—

ten Mischgases in Abhéngigkeit von k an

(in Volumenprozent)!

b) Berechne die prozentuale Zusammenset-

zung [Ur k=k, und k=1!

3. a) Bestimme die verbrauchten Stoffmen-

gen (Kohlenstoff, Wasser, Luft) in Abhidngig-

keit vom Volumen des erzeugten Mischgases

(im Normzustand) und von k!

b) In einem Winklergenerator werden stiind-

lich 30000 m* Mischgas erzeugt (im Norm-

zustand). Wieviel Kohlenstoff, Wasser und

Luft werden dabei verbraucht (k=1)?

Anleitung: Von dem Gehalt an Kohlendioxid

im Mischgas wird abgesehen. Dichten:

Wasserstofl ¢, =0,089 kgm ™2,

Kohlenmonoxid ¢, =1,25 kgm 3.

4. Unter dem Heizwert H cines Gases ver-

steht man diejenige Wirmemenge, die beim

Verbrennen eines Kubikmeter Gases (im

Normzustand) entsteht. Der Heizwert eines

Gasgemisches berechnet sich ausden Anteilen

und Heizwerten der einzelnen Gase.

a) Bestimme den Heizwert H des (theore-

tischen) Mischgases in Abhingigkeit von der

Zusammensetzung (als Funktion von k)!

b) Wie groB ist der Heizwert des Mischgases,

wenn die Wirmebilanz gleich Null ist? Heiz-

werle: Wasserstofl H, = 3050 kcal m 3, Koh-
lenmonoxid H,=3020 kcalm 3. Rennebery



X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)

(6./7. Februar 1971)

Olympiadeklasse 7

1) Wihrend der Friedensfahrt fuhr an 6
Thilmannpionicren eine Spitzengruppe von
Radrennfahrern so ‘vorbei, daB man eine
Reihenfolge eindeutig feststellen konnte. Um
diese Reihenfolge zu ermitteln, gab jeder der
6 Pioniere seine Beobachtungen wieder, wobei
sidmtliche Aussagen wahr sind:

(1) In der Spitzengruppe waren genau 8 Fah-
rer, darunter genau ein Belgier und genau
" zwei Polen.

(2) Von den Fahrern, die vor dem Belgier
fuhren. waren mindestens zwei DDR-Fahrer.
(3) Von den Fahrern, die vor den beiden
Polen fuhren, war mindestens einer ein sowje-
tischer Fahrer.

(4) Von den Fahrern, die hinter dem Belgier
fuhren. war mindestens einer ein sowjetischer
Fahrer.

(5) Zwei sowjetische Fahrer fuhren unmittel-
bar hintereinander.

(6) Am Anfang und am SchluB der Spitzen-
gruppe fuhr jeweils ein DDR-Fahrer.
Ermittle die genaue Reihenfolge der Fahrer
der Spitzengruppe!

2) Gegeben sei ein Winkel der GroBe 60° mit
dem Scheitelpunkt S. Ferner sei P$S ein
beliebiger, aul einem der Schenkel des Win-
kels gelegener Punkt. Der FuBpunkt des
Lotes von P auf den anderen Schenkel des
Winkels sei F.

Beweise, daB sich die Halbierende des Win-
kels ¥ PSF und die Strecke PF in einem
Punkte schneiden, der auf der Mittelsenk-
‘rechten von PS licgt!

3) Von den Schiilern einer 8. Klasse gehoren
genau 2 dem Schulchor und genau llO der

Schulsportgemeinschaft an. Genau % dee

Anzahl aller Schiiler dieser Klasse sind sowohl
Mitglied des Chores als auch Mitglied der
Schulsportgemeinschaft (SSG). Berechne, der
wievielte Teil der Anzahl aller Schiiler dicser
Klasse weder im Chor noch in der SSG ist!

4) Nach der Sage machte dic bohmische
Konigin Libussa die Gewadhrung ihrer Hand
von der Losung eines Ritsels abhangig, das
sie ihren drei Freiern aufgab:

.Wenn ich aus diesem Korb mit Pflaumen

dem ersten Freier die Hilfte des Inhalts
und noch eine Pflaume, dem zweiten die
Hilfte des Restes und noch eine Pflaume, dem
dritten die Hilfte des nunmehrigen Restes
und noch drei Pflaumen geben wiirde, dann
wire der Korb geleert.

Nenne die Anzahl der Pflaumen, die der
Korb enthalt!*

5) Aus den zweistelligen Primzahlen 13, 17,
37, 79 erhilt man wieder Primzahlen, wenn
man ihre Zilfern jeweils vertauscht, also die
Zahlen 31, 71, 73, 97 bildet. Ebenso kann
man bei der Primzahl 131 die Ziffern beliebig
vertauschen, also die Zahlen 113, 311 bilden,
ohne dafl die Primzahleigenschaft verloren-
geht. ‘Gibt es dreistellige Primzahlen mit
paarweise vonecinander verschiedenen Zif-
fern, bei denen simtliche moglichen Ziffern-
vertauschungen stets wieder dreistellige Prim-
zahlen ergeben?

(Ohne Benutzung der Zahlentalel)

6) Konstruiere ein Dreieck AABC aus
a=55cm; b=35cm; s.=3cm!

Dabei bedeuten a, b die Langen der Seiten
BC bzw. AC und CD=s, die Linge der
Seitenhalbierenden der Seite AB. Beschreibe
und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob sich mit den gegebenen Stiick-
chen ein Dreieck eindeutig konstruieren 1aBt!

Olympiadeklasse 8

1) Die Abbildung A 8; | zeigt vier konzen-
trische Kreise. Die innere Kreislliche ist mit
1 bezeichnet. Die von dem innersten und dem

niachstlolgenden Kreis begrenzte Fliche des
Kreisringes ist in zwei kongruente Teile,
mit 2 und 3 bezeichnet, geteilt. Entsprechend
ist die Flache des nichsten Kreisringes in 4
und die des letzten in 8 jeweils untereinander
kongrueniz Teilllachen zerlegt, die fortlaufend
numeriert wurden.

Wie miissen die Verhiltnisse der Radien der
vier Kreise gewihlt werden, damit alle diese
15 genannten Flichenstiicke einander inhalts-
gleich sind?

2) Eine Pumpe P, fullt ein Becken in genau
4 h 30 min. Eine zweite Pumpe P, fiillt das-
selbe Becken in genau 6 h 45 min. Beim Fiil-
len dieses Beckens wurde eines Tages zunachst
die Pumpe P, genau 30 min lang allein ein-
gesetzt. AnschlieBend wurden beide Pumpen
zusammen so lange eingesetzt, bis das Becken
gefiillt war.

Berechne, wic lange es insgesamt dauerte,
bis das Becken unter diesen Umstinden
gefiillt wurde!

(Es sei angenommen, daB beide Pumpen
wihrend ihres Einsatzes mit konstanter Lei-
stung arbeiteten.)

3) Gegeben seien eine Gerade g und zwei
auf verschiedenen Seiten von ¢y gelegene
Punkte A und B.

Konstruiere alle diejenigen Punkte P auf g,
die die Eigenschalt haben. dal der Strahl PB
einen der Winkel halbiert, die von g und der
Geraden g, durch A und P gebildet werden!
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob sie stets eindeutig durch-
fiihrbar ist!

4) Es seien a, b natiirliche Zahlen, und es
gelte a> b. Gib fir a und b Bedingungen an,
so daB folgendes gilt: Die Differenz der Qua-
drate von a und b ist genau dann eine Prim-
zahl, wenn diese Bedingungen simtlich er-
fillt sind.

5) Fritz behauptet seinen Mitschiilern ge-

geniiber:

(1) In unscrem Haus wohnen mehr Erwach-
sene als Kinder.

(2) Es gibt in unserem Hause mehr Jungen
als Midchen.

(3) Jeder Junge hat wenigstens eine Schwe-
ster.

(4) Kinderlose Ehepaare wohnen nicht in
unserem Hause. -

(5) Alle in unserem Hause wohnenden Ehe-
paare haben ausschlieBlich schulpllich-
tige Kinder.

(6) AuBer den Ehepaaren mit Kindern wohnt
niemand in unserem Hause.
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Brigitte entgegnete darauf: ,Diese Aussagen
konnen aber nicht sdmtlich wahr sein.“
Untersuche, ob Brigitte mit diesem Einwand
recht hat!

6) Beweise den folgenden Satz:

Sind D, E, F die FuBpunkte der Hohen eines
spitzwinkligen Dreiecks A ABC, dann hal-
bieren die Hohen des Dreiecks A ABC die
Innenwinkel des Dreiecks A DEF.

(Da der Beweis fiir alle drei Winkel analog
verldult, geniigt es, ihn fiir den Winkel ¥ EFD
zu fiihren.)

Olympiadeklasse 9

1) Giinter verbrachte in seinen Ferien eine

Anzahl von Tagen mit seiner FDJ-Gruppe

in einem Lager. An jedem Tage wurden aus

seiner Gruppe genau zwei Schiiler vormit-

tags und genau zwei Schiiler nachmittags

zum Tischdienst eingeteilt.

Im Laufe der Tage wurden alle Schiiler seiner

Gruppe gleich oft zu diesem Tischdienst

eingesetzt.

Ferner ist folgendes bekannt:

(1) Giinter war an genau 6 Tagen zum Tisch-
dienst eingeteilt.

(2) Wenn er nachmittags Tischdienst hatte,
hatte er vormittags keinen.

(3) Er hatte an diesen Tagen genau 13 mal
nachmittags keinen Tischdienst.

(4) Er hatte an diesen Tagen genau 11 mal
vormittags keinen Tischdienst.

Aus wieviel Schiilern bestand Giinters

Gruppe?

2) In einem Quadrat ABCD mit der Seiten-
linge a seien die Mittelpunkte der Seiten
AB, BC, CD, DA mit E, F, G, H bezeichnet.
In dem Streckenzug A F D ECHBG A
aufltretende Schnittpunkte seien so mit K,
L, M, N, O, P, Q, R bezeichnet, daB AKEL
BMFNCOGPDQHR ein (nicht konvexes)
Sechzehneck ist, auf dessen Seiten keine

weiteren Schnittpunkte des obengenannten -

Streckenzuges mit sich selbst liegen (s. Abb. A
9;2)

Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Sech-
zehnecks!

3) Wenn x eine reelle Zahl ist, so bedeute
[x] die groBte ganze Zahl, die nicht gréBer
als x ist. (So ist z. B.

[3.7]1=3, [-3,7]=—-4, [4]=4)
Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x

fiir die [IOJ"T“}L;” gilt!
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4) Ermitteln Sie alle geordneten Tripel reeller
Zahlen (x, y, z), die Losungen des Gleichungs-
systems

8} x+y=2

2 xy—z*=1 sind!

5) Eine dreiseitige Pyramide mit den Ecken
A, B, C, D und der Spitze D habe die Kanten-
langen

AB=4cm, AC=3cm, BC=5cm, BD=12cm,
CD=13 cm, und ¥ ABD sei ein rechter Win-
kel.

Berechnen Sie das Volumen V dieser Pyra-
mide!

6) Es ist ein Dreieck A ABC aus

a+b+c, a, y zu konstruieren.

Dabei bedeuten wie iiblich a; b; ¢ die Langen
der Seiten BC, AC, AB und a, y die GréBen
der Winkel £ CAB, ¥ ACB.

Beschreiben, begriinden und diskutieren Sie
Thre Konstruktion!

Olympiadeklasse 10

1) a) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Addiert man zu einer ganzen Zahl k das
Quadrat der Hilfte ihres unmittelbaren Vor-
gangers, so entsteht das Quadrat einer ratio-
nalen Zahl.

b) Nutzen Sie eine bei diesem Beweis er-
haltene Gleichung, um vier voneinander
verschiedene pythagoreische Zahlentripel zu
finden!

(Ein pythagoreisches Zahlentripel (x,y,z) ist
ein geordnetes Tripel dreier von Null ver-
schiedener natiirlicher Zahlen x, y, z mit
der Eigenschaft x2+ y?>=z2. Zwei derartige
Tripel heiBen genau dann voneinander ver-
schieden, wenn nicht eines von ihnen aus
dem anderen dadurch erhalten werden kann,
daB man x, y und z mit einer natiirlichen
Zah] %1 multipliziert oder daBl man x mit y
vertauscht oder dal man beides durchfiihrt.)

2) Es sei A ABC ein gleichschenkliges Drei-
eck mit AC = BC. Konstruieren Sie die Paral-
lele zu AB, die die Dreiecksfliche in zwei
flaicheninhaltsgleiche Teile zerlegt. Beschrei-
ben, begriinden und diskutieren Sie Ihre
Konstruktion!

3) Geben Sie fiir jede reelle Zahl a alle die-

jenigen linearen Funktionen f(x) an, die die

Eigenschaft haben, daB fiir jedes reelle x
S(xX)=f(x+1)—a gilt!

4. Unter n! (gelesen n Fakultit) versteht man
das Produkt aller natiirlichen Zahlen von
1 bis n.

Beweisen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zah-
len n=2 und alle positiven reellen Zahlen
x%1

1 + 1 1 1 1

+ +...+ =
log,x log, x

log,x log,x
gilt!

5. Wihrend eines Schachturniers, bei dem
jeder gegen jeden genau einmal spielte, wur-

log,x

den genau 15 Partien gespielt. Genau 5 Spiele
endeten unentschieden (remis). Wie iiblich
gab es fiir jeden Sieg einen, fiir jedes Remis
einen halben Punkt, fiir jede Niederlage
0 Punkte. Nach Abschlufl des Turniers hatten
keine zwei Spieler die gleiche Gesamtpunkt-
zahl erzielt.

Der zweitbeste Spieler erreichte genau zwei
Punkte mehr als der letzte.

Uber einige Teilnehmer A4, B, C, ... ist [erner
folgendes bekannt:

A, der sich besser als D plazierte, erreichte wie
dieser kein Remis.

C, der Dritter wurde, schlug den Vierten.
Zeigen Sie, daBl diese Angaben hinreichend
sind, um den Ausgang des Bpieles B gegen C
zu ermitteln!

6. Im Innern eines Wiirfels mit der Kanten-
lange 1 seien 28 verschiedene Punkte beliebig
angeordnet. Es ist zu beweisen, daBl es dann
wenigstens ein aus zwei verschiedenen dieser
28 Punkte bestehendes Punkiepaar gibt,
so daB der Abstand dieser zwei Punkte von-

einander nicht groBer als % Jist.

Olympiadeklasse 11/12

1. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Sind «, B, y die GroBen der Innenwinkel eines
beliebigen Dreiecks, so gilt:

siny 2 sin 2o - sin 2f.

2. In einer Ebene € liege ein Kreis k mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r.

Als Spiegelung am Kreis & sei diejenige Vor-
schrift bezeichnet, durch die jedem Punkt
P+M in € der folgendermaBen definierte
Punkt P’ in € zugeordnet wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und
durch P verlaufenden Strahl.

(2 MP-MP'=r2.

Gegeben sei ferner ein im Innern von k ge-
legener Kurvenzug P,P,P;P.P, der fol-
genden Gestalt:

P,, P, seien auf einem und demselben Strahl
gelegen; P,, P, auf einem und demselben
anderen von M ausgehenden Strahl

Es gelte MP,=MP,<MP,=MP,.

Der Winkel ¥ P,MP; sei kleiner als 180°.
Der Kurvenzug bestehe aus den Strecken
P,P,, P;P, und P,P, sowie aus dem im
Innem -des Winkels «xP,MP, gelegenen
Bogen F}, des Kreises um M durch P,.

Spiegeln Sie diesen Kurvenzug P,P,P;P,P,
an k (Beschreibung und Begriindung einer
Konstruktion unter ausschlieSlicher Ver-
wendung von Zirkel und Lineal)!



3. Es sei f die fir alle reellen Zahlen x durch
2
f(x)= 16— X
x°+4
Es ist zu entscheiden, ob unter allen Funk-
tionswerten f(x) ein groBter und ein kleinster
Wert vorkommen. Diese Werte sind gege-
benenfalls zu ermitteln.

definierte Funktion.

4. Es sind alle ganz-rationalen Funktionen
y=f(x) anzugeben, die fiir alle reellen x die
Gleichungen

f(t-x)=t-f(x) erfiillen.

Dabei sei ¢ eine beliebig gegebene und dann
fest gehalten zu denkende reelle Zahl.

5. Es seien zwei nicht in derselben Ebene
liegende (also zwei windschiefe) Geraden g,
und g, gegeben.

Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte
P, zu denen es Punkte P, aufg, und P, auf g,
mit der Eigenschaft gibt, daB P die Strecke
P,P, in ein und demselben Verhiltnis von
innen teilt.

Anmerkung: Eine Gerade g ist zu einer
*Ebene € genau dann parallel, wenn es in €
eine Gerade gibt, die zu g parallel ist.

6. Es sei M, die Menge aller Punkte, deren
Koordinaten x, y in einem ebenen rechtwink-
ligen kartesischen Koordinatensystem die
folgenden Ungleichungen erfiillen:

(n y20
2 y-2xs1
Q) y+2x<1
Ist ferner n eine positive ganze Zahl, so sei
B, die Menge aller Punkte, fiir deren Koordi-
naten die folgenden Ungleichungen gelten:
@ 2"—3<y<2"—l

2r 2»

3 3
<x<

(x,y reell)

(5) 2n+l

a) Stellen Sie M,, B,, B,, B,, B, graphisch
dar!

b) Es ist zu beweisen, daB es einen Punkt
PeI, gibt, der in keiner der Punktmengen
B, enthalten ist.

c) Es sei M, die Punktmenge, fir die (1),

|
2),3) und (6) y<1 ———gilt.
(2), 3) und (6) y rm

2n+l

Es ist zu beweisen, daB es ein n, gibt mit der
Eigenschalt, daB jedes Element von M, auch
Element der Vereinigungsmenge
B,uB,u... Bn, ist.

Ermitteln Sie die kleinste Zahl n,, die diese
Bedingung erfiillt!

Lésungen zu
aufgepaBt — nachgedacht — mitgemacht

54679 101 202 ... 909
111 212 ... 919
121 222 ... 929
191 292 ... 999

Jede Spalte enthilt zehn solcher Zahlen
Da es 9 Spalten gibt, erhalten wir 90 Zahlen
mit der geforderten EigcnschaftA'

54680 Udo rechnet 204(1+19)+(2+18)
+...+(9+11)+10=10-20+10=210.

54681 Im vorigen Jahr sei der Bruder von
Udo n Jahre, also Udo 4 - n Jahre alt gewesen.
In diesem Jahr ist Udo dann 4 - n+1 und
sein Bruder n+1 Jahre alt.

n 4-n n+l1 4-n+1
1 4 2 5
2 8 3 9
3 12 4 13
4 16 5 17

Nur n=2 erfiillt die Bedingungen. Im vorigen
Jahr war Udo 8, sein Bruder 2 Jahre alt.
In diesem Jahr ist Udo 9, sein Bruder 3 Jahre
alt. Ganz gleich, wie lange beide leben wer-
den, Udo wird stets sechs Jahre ilter sein als
sein Bruder.

54682 Die zweistellige natiirliche Zahl sei
10a+b mit a>b. Durch Vertauschen der
Ziffern erhalten wir die Zahl 10b+a.
Nun gilt (10a+b)—(10b+a)=72,
9a—9b=72,
Ha—b)=72,
a—b=8.
Wegen 1<a<9und a>b folgt daraus ent-
weder a=8 und b=0 oder a=9 und b=1.
Da 80 nach dem Vertauschen der Ziffern
keine zweistellige Zahl ergibt, entldllt dieser
Fall. Die Aufgabe besitzt genau eine Losung;
die zweistellige Zahl lautet ‘91, und es gilt
91-19=72.

54683 Die zweistelligen natiirlichen Zah-
len mit der Quersumme 13 lauten 49, 58,
67, 76, 85, 94. Nur 85 ist durch 5 teilbar. Es
gibt also genau eine Zahl mit den genannten
Eigenschalten.

54684 Ein Produkt aus beliebig vielen
Faktoren ist gerade, wenn wenigstens ein

Faktor gerade ist Damit das Produkt unge-
rade wird, miissen alle fiinf Faktoren unge-
rade sein Die Summe von fiinf ungeraden
Zahlen ist ebenfalls ungerade.

2929=29-100+29 -1
Allgemein:
100n+n=n(100+1)=101-n
2929=29-(100+1)
=29-101

5 A 685

54686 Ausc)und e) folgt, daB die Zahlen n
durch 2, 3 und 7 teilbar, also Vielfache von
42 sind. Wegen a) und d) kommen zunichst
nur die Zahlen 126, 168, 210, 252, 294, 336,
378, 420 in Frage. Wegen b) entfallen davon
die Zahlen 126, 168, 210, 252, 336, 378 und
420. Die Aufgabe besitzt genau eine Losung,
nimlich die Zahl n=294.

54687 z=(n+3)-2mitn=0,1,2 3,4,...
ergibt die Zahlenfolge 6, 8, 10, 12, 14, ...

54688 a) 89876 b) 67876

Sport frei!

74689 Es wurden genau 34 Goldmedaillen
vergeben

‘Aus d) folgt: 34:17=2; die Schwimmer Un-
garns erkdmpften zwei Goldmedaillen.
Angenommen, auf die UdSSR entfallen x,
auf Westdeutschland/Westberlin y und auf
Ungarn z=2 Goldmedaillen; nach c) gilt
dann x:y:z=3:2:1 bzw. x:y:2=3:2:1 und
folglich x=6, y=4. Aus b) folgt, daB die
Schwimmer Schwedens und der CSSR zu-
sammen 2z=2 - 2=4 Goldmedaillen er-
kimpften. Da ferner die Anzahl der aul die
CSSR entfallenden Goldmedaillen gleich dem
dritten Teil der aul Schweden entfallenden
ist, erhielt die CSS_R eine, Schweden drei
Goldmedaillen.

Nach a) erhielt die DDR dann 6+4+3+2
+1=16 Goldmedaillen. Nach ¢) gilt:
34—32=2 und 2:2=1; die Mannschaften
Frankreichs und Italiens errangen je eine
Goldmedaille.

GST marschiert

74690 Da beim Umformieren des Marsch-
blocks jede Reihe um vier Personen verringert
wurde, muBten zuvor mindestens fiinf Per-
sonen in einer Reihe marschieren. Es sei m
die Anzahl Personen, die urspriinglich eine
Reihe bildeten, und n die Anzahl der Reihen;
dann gilt m - n=150.

m n m—4 n+10 (m—4)-(n+10)
s 30 1 40 40
6 25 2 35 70
10 15 6 25 150
15 10 11 20 220
25 6 21 16 336
30 5 26 15 390
50 3 446 13 598
75 2 71 12 852
150 1 146 11 1606

Nur fiir die dritte Zeile der Tabelle gilt m-n
=(m—4) (n+10)=150.
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Urspriinglich bildeten somit zehn Fahnen-
trager eine Reihe.
Probe: 10 - 15=6 - 25=150.

Lésung zu der Aufgabe
von Prof. Dr. Herbert Frank

A589 Klappt man die Oberfliche eines
Quaders aul, indem man sie an einigen
Kanten aufschneidet, und legt sie in die
Ebene, so bleibt die Linge eines beliebigen
Kurvenbogens unverdndert. Da in der Ebene
die kiirzeste Verbindungsliniec zwischen zwei
Punkten P und P’ die Strecke PP’ ist, wire
die Losung der genannten Aufgabe auf fol-
gendem Wege zu finden:

Man sucht alle Aufklappungen (Abwicklun-
gen) der Oberfliche des Quaders ABCD
A'B'C’D’ in die Ebene derart, daB die Punkte
P und P’ durch eine Strecke verbindbar sind,
die ganz in der aufgeklappten Oberfliche
des Quaders liegt. Dabei ist zu beachten,
daB an aufgeschnittenen Kanten die Punkte
paarweise zu identifizieren sind, d. h. ent-
sprechende (,aufgeschnittene*) Punkte als
ein und derselbe Punkt gelten. Beiliegend
habe ich die moglichen Fille skizziert (ich
hofTe, keinen iibersehen zu haben). Es ergeben
sich 10 Méglichkeiten, die Punkte P und P’
mit einer Strecke zu verbinden, die ganz
in der aufgeklappten Oberfliche des Qua-
ders liegen. Unter diesen Strecken ist nun
die Strecke mit der kleinsten Linge auszu-
wihlen (das k6énnen auch mehrere Strecken
gleicher Lange sein). Zu diesem Zweck be-
rechnet man die Linge dieser Strecke mit
Hilfe des Satzes von Pythagoras. Man er-
hidlt folgendes Resultat, wobei a, b, ¢ die
Liange der Kanten H, AB bzw. AD bezeich-
nen, p den Abstand des Punktes P vom
Punkte B und g den Abstand des Punktes P’
vom Punkte C':

p
P o)
YR

=
=
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B=(@+pl+(b+q)
E=a*+(b+p+qP’=(a+p—pP+(b+q+p)?
=(a+p)*+(b+q)*—2pla—b—q)
B=(a+gP+(b+pP=(a+p+q—p)
+(b+q+p—q)
=(a+p)+(b+a)*—2p—q)-(a—b)
E=(a+p+q)*+b®
=(a+p+q’+b+q—g)’=(a+p)
+(b+q)*+2g(a—b+p)
B=E=(a+b’*+(p—q)=(a+p) +{b+q)
+2ab—2pq—2ap—2bq
B=(a+c—p+(b+c—q=(a+p+c—2p)
+(b+q+c—2q)*
=(@a+p)P?+(b+9>*+(c—2p)(2a+c)
+(c—29) (2b+¢) usw.

»P
lll A
a 1115
8l |A
8 ! A
b,
c P D
c D'
e
c % 0
l
8LL A
)

Uber eine Vielzahl von Fallunterscheidun-
gen wire nun zu entscheiden, welche dieser
GroBen jeweils die kleinste ist. Ob diese
Frage iiberhaupt entscheidbar ist, vermag
ich nicht zu sagen, da ich sie selbst nicht
niher untersucht habe. Vielleicht hitte ich
die Aufgabe auf einen Spezialfall einschrén-
ken sollen; dann hitte sie allerdings vieles
von ihrem mathematischen Reiz verloren.

Lisung des Mathematischen
»Kreuzwortratsels* (Heft 1/71)

s|7V 442
3%41///6
3%101//
//19683
213|077
sz%#
2|7{0 19|99

Zur Erlduterung der Ldsung geben wir die
folgenden Hinweise:

Waagerecht:

a) Es gibt nur drei solche Primzahlen, ndm-
lich 3,5 und 7.

¢) Die Zahl ist gleich 22 -3 - 5 7=420.

) Wir erhalten 4x—52+3x+21=200, also
7x=231.d. h, x=33.

h) Wir erhalten x<l—?2—0=62%, also ist die
gesuchte natiirliche Zahl gleich 62.

i) Bereits die Zahl 101 ist eine Primzahl, da
sie nicht durch 2, 3. 5 und 7 teilbar ist.

k) Es gilt 2°=512<10000, 3°=19683 und
49 =262 144> 100000; dic weiteren neunten
Potenzen natiirlicher Zahlen haben mehr als
S Stellen; daher ist 19683 die einzige Zahl
mit den gegebenen Eigenschaften.

m) Wir erhalten x2= 1202+ 50% =16 900, also
x=130.

o) Die Anzahl der Diagonalen in einem n-Eck

betrigt M1=3) Figr n=8 erhalten wir

8-5
2
p) Von den zweistelligen Zahlen 25 —1=24,
50—1=49, 75—1=74 und 100—-1=99 be-
sitzt nur die Zah! 49 einen Vorginger, der

durch 16 teilbar ist.
q) Die MaBzahl der anderen Kathete betrigt

/392 —152=/1296 = 36. Daher ist die MaB-
36- 15=270.

=20.

zahl des Flicheninhalts gleich

r) Hier hat sich in der Aufgabe ein Fehler
eingeschlichen. Es muB richtig heiBen: ,Das
Produkt zweier natiirlicher Zahlen, deren
k.g.V. gleich 333 und deren ggT. gleich 3
ist.“ Dann erhalten wir das Produkt 333-3
=999; denn das Produkt zweier natiirlicher
Zahlen ist gleich dem Produkt ihres k.g V.
und ihres gg.T.

Senkrecht :

a) Aus X <1 folgt x <w= 3331. Daher
1000 3 3 3

ist die gesuchte Zahl gleich 333.

b) Die kleinste Primzahl, die groBer als 50

ist, ist 53.

d) Aus x+y=8 und y—x=4 folgt 2y=12,

also y=6 und weiter x=2.

¢) Wir erhalten 1:37=0,027...; die ersten dret

Ziffern sind also 0, 2, 7.

g) Wir erhalten 4x=3x+40632, also

x=40632.

39800 40000

i) Es gilt -—<x< , also
209

90 81

1%@<x< 191—2@, d. h,, x=191.

j) Die MaBzahl des Radius ist gleich 30;
daher ist die MaBzahl des Umlangs des
regelmiBigen Sechsecks gleich 30 - 6=180.

I) Da die Zahlen 2, 3 und 37 teilerfremd
sind, ist die gesuchte Zahl gleich2-3-37=222.
n) Die groBte dreistellige natiirliche Zahl ist

999.

Lésungen zu den Aufgaben von
Frau Dr. Nazia H. A. Khedre (Heft 1/71)

1. Aus EL||CD, EGLCD und 4B1CD folgt,
daB das Viereck GOLE ein Rechteck ist.
OE=r ist Diagonale dieses Rechtecks; damit
gilt OE=GL, denn die Diagonalen eines
Rechtecks sind gleichlang. Aus analogen
Griinden ist auch das Viereck KFHO ein
Rechteck mit der Diagonalen OF =r, und
es gilt OF=HK. Ausr=0E=GL und r=0F
=HK folgt GL=HK.

2. Wir legen auf der Seite BC einen inneren
Punkt C’ fest und zeichnen durch C’ die



Parallele zu AC; ihr Schnittpunkt mit der
Geraden AB sci A’. Aul Grund unserer
Konstruktion sind die Dreiecke ABC und
A’BC’ einander dhnlich. Wir konstruieren
nun die drei Seitenhalbierenden des Drei-
ecks A’BC’; ihr Schnittpunkt sei §’. Durch A
zeichnen wir dann die Parallele zu A'S’, die
die Gerade BC in D schneidet. Dic Gerade
BS' schneide die Gerade AC in E; der Schnitt-
punkt der Geraden AD und BE sei S. SchlieB-
lich halbieren wir die Seite AB, der Halbie-
rungspunkt sei F und zeichnen die Gerade

FS. Wegen C?=st und S_F=§ s, gilt

SC=2-SF. Damit 14Bt sich C konstruieren.
indem wir a_uf der Qaraden FS von S aus
die Strecke SC=2 - SF abtragen.

c

A F A 8

3. Der Anschaulichkeit halber geben wir
mogliche Losungen durch Schragbilder an.

AM =AN
1Y
c
M
A 8
iM #AN EF =HF
GN =NF
6 N
H, N
¢
D _Je
,/
dE=ED A 8
CF=FD
D%F c
[3
7
A ]
G F
L)
H E ;_R:p:;
@ m-5
— AN=HMH
™ D/ ¢ A_N"@
/ p  BP=K
4 v 4 ce -oF

Losungen der Aufgaben, gestellt fiir
die alpha-Leser von den 6 Midchen, welche
an der XII. IMO teilnahmen:

Helena Husova (CSSR): Durch jedes Zer-
schneiden eines Blattes Papier in zwdlIl Teile
vergroflert sich die Anzahl der Papierstiick-
chen um ell Stiick. Werden n Blitter zer-

schnitten, so erhalten wir (12+ 11n) Blitter
zum Teil unterschiedlicher GroBe. Die Glet-
chung 12+ 11n=100 besitzt die Losung n=8.
Die Gleichung 12+1172=1000 besitzt im
Bereich der natiirlichen Zahlen als Grund-
bereich keine LOsung. Auf die vorgegebene
Weise konnen 100, aber nicht 1000 Papier-
stiickchen entstehen.

Virginia Stoinova Hristova (VR Bulgarien):
Es seien in dieser Reihenfolge PD=r, PE=s,
PF=t Hie Lingen der von P auf AB, BC und
AC gefillten Lote. Fiir den Flicheninhait
des Dreiecks ABC ergibt sich dann

1ar +las+1at=1ah,
2 2 2 2
1 1
—a(r+s+t) =-—ah,
2 2
r+s+t =h.

Die Summe aus den Lingen dieser Lote ist
also konstant, und zwar gleich der Héhe h
des Dreiecks ABC. .
Fiir eine beliecbige Lage des Punktes P gilt
dann (wie der Zeichnung zu entnehmen ist):

z+r2h, x+s=h, y+t2h.
Daraus folgt x+ y+z+(r+s+t)=3h,
x+y+z+h =>3h,
x+y+z ;2h=a\/§.

und BD liegen auf der Symmetrieachse EG
des gleichschenkligen Trapezes ABCD. Es
sei M der Mittelpunkt des Inkreises und r
sein Radius; bezeichnen wir MP mit x, dann
gilt EP=r+x und GP=r—x. Nach dem
Strahlensatz erhalten wir a:c=(r+x):(r—x)
ria—c)

a+c

bzw. x=

a
A E g 8

Der Schnittpunkt S der Geraden BC und AD
liegt ebenfalls auf der Symmetrieachse EG.
l_@isei ES_=_ h,Q di Schnittpunkt d_er Sehnen
EGund FHund MQ=y,danngilt GS=h—2r.
Nach dem Strahlensatz erhalten wir h:(h—2r)
=a:c bzw. h=£. Wenden wir auf das
a—c
rechtwinklige Dreieck MFS den Katheten-
satz an, so erhalten wir yh—r)=r® bzw.

h=m. Durch Gleichsetzen und weiteres
y

Umformen erhalten wir schlieBlich

2ar _rir4y) o Ha=d)

a-c y _a+c__

Damit gilt x=y bzw. MP=MQ, das heiBt,

die Punkte P und Q fallen zusammen. Dieser

Sachverhalt gilt auch [ir ein beliebiges

Tangentenviereck; der Beweis wird dann

allerdings recht schwierig.

S
h-2r <
D 6i\e <| =
Q
H F
y 3
M
r
A £ g B
2

Cevelma Dansansaravin (Mongolische VR):

A 8

Wir zeichnen eine Parallele zu AB durch P,
sie schneide AC in E, BC in D. Das Dreieck
EDC ist dann ebenfalls gleichseitig.
Es sei E_D=($=C_E=t, PE=u und ﬁ=v,
dann gilt AE=BD=a—t.
Wegen z<t, x<u+(a—t), y<v+(a—t)
gilt dann x+ y+z<2a+(u+v)—t¢,
x+y+z<2a+t—t,
x+y+z<2a

Agnes Szendrei (Ungarische VR): Jedes gleich-
schenklige Trapez ist cine axialsymmetrische
Figur. Die Berithrungspunkte E und G des
Inkreises mit den Seciten AB und CD sowie
der Schnittpunkt P der Diagonalen AC

Es sei x die Anzahl der Bdume und y die
Anzahl der Vogel; dann gilt y—x=1 und
2x—1)=y. Durch Substitution erhalten wir
daraus 2(x—1)—x=1. Diese Gleichung hat
die Losung x=3. Aus y—3=1 folgt y=4.
Es waren drei Bdume und vier Vogel vor-
handen.

Angelika Rindler (Osterreich): Es seien p und
p+2 Primzahlen, ihre Summe betrigt 2p+ 2
=2(p+1). Da p Primzahl ist, muB p+1 eine
gerade Zahl und somit durch 2 teilbar sein.
Folglich ist 2(p+ 1) durch 2-2=4 teilbar.

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen
p, p+1, p+2 ist genau eine durch 3 teilbar.
Da p+3, und p und p+2 beides Primzahlen
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sind, kann nur p+1 durch 3 teilbar sein.
Deshalb ist 2(p+ 1) durch 4 - 3=12 teilbar.

Ursula Tyl (DDR): Es sei p das Produkt
zweier der vier angegebenen Zahlen; nach
Voraussetzung gilt dann
p*=(n—1)(n*—n) (n* —n?) (n* —n),
pP’=(n-nr—1)n*@n—-1)n@n-1),
p*=n%(n—1)*,
p =n*(n—1)2 Nun gilt aber

(n—1) (n* —n%)=n*n—1)> und
(n>—n) (n® —n?)=n3(n—1)>.
Folglich ist das Produkt aus der ersten und
vierten stets gleich dem Produkt aus der
zweiten und dritten der angegebenen vier
Zahlen und zwar fir n=2, 3,4, 5, ....

auch

Lisung der Aufgabe von
Dipl.-Math. V. Schammitzky (Heft 6/70,
S. 149)

Da 1970=2-5- 197 und n=2k, wobei k eine
positive ganze Zahl ist, haben wir nur zu
beweisen, daB die Zahl
2=222%% 1 2022 — 1922k _ 1 72%
=2%(111%* 4 101%% — 962 — 862F)
durch 2, durch 5 und durch 197 teilbar ist.
Nun ist, weil k eine positive ganze Zahl ist,
22* durch 2 teilbar; wir haben also nur noch
zu beweisen, daB die Zahl
x=(1112*—862%) 4 (101%* — 962%) ‘
durch 5 und durch 197 teilbar ist. Wir haben
dabei die Summanden so geordnet, daB die
Summe der Basen der Potenzen in beiden
Klammem jeweils 197 betrigt, da ja auch die
Teilbarkeit durch 197 nachzuweisen ist
Wir erhalten weiter
x=(111*+86" (111*—86")
+(101% + 96%) (101* — 96*).

Nun giit fir alle positiven ganzen Zahlen k
und fiir alle reellen Zahlen a und b mit a+b
(vgl. z B. das Talelwerk, 7.—12 Klasse,
S.57)
a*—b*=(a-b)(@ '+d* " ?b+... +ab*"?
+6471),
also ist a*—b* durch a—b teilbar. Daraus
folgt, daB 111*—86* durch 111 —86=25

und 101*—96* durch 101 —96= 5
teilbar ist, also ist x durch 5 teilbar.
Nun unterscheiden wir die folgenden beiden
Fille:
1. Fall: k sei eine ungerade positive ganze
Zahl. Dann gilt '
d+bt=@+b)(@ ' —a*"2h+ ... —abt"?
+b47h,
also ist a* + b* durch a+b teilbar.
Daraus folgt, daB in diesem Fall 111*486*
durch 111+86=197 und 101*+96* durch
101 +96 =197 teilbar ist. Also ist auch x durch
197 teilbar.
2. Fall: k=2m sei eine gerade positive ganze
Zahl Dann gilt a* —b*=a*>"—bh*"

=(a"+b") (a"-b").

Ist oun m ungerade, so ist wieder a™+b" .

durch a+b teilbar. Also ist in diesem Fall
111™+ 86" und 101"+ 96" durch 197 teilbar,
d. h., auch x ist durch 197 teilbar.
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Ist aber m gerade, so setzen wir das Verfah-
ren so lange fort, bis wir einen Zerlegungs-
faktor a‘'+b"' mit ungeradem t erhalten,
der dann durch a+b teilbar ist; dabei kann
auch t=1 werden. Daher ist auch in diesem
Falle x durch 197 teilbar. Damit haben wir
bewiesen, daB die Zahl x in jedem Falle
durch 197 und durch 5 teilbar ist. Also ist
die Zahl z durch 197, durch 5 und durch 2
teilbar, also durch 1970 teilbar, w.z b. w.

94611 Es seien M, und M, die Mittel-
punkte der Kreise k, und k,. S der Schnitt-
punkt der gemeinsamen Tangenten und T,
bzw. T, die Beriihrungspunkte einer Tangente
mit den Kreisen k, bzw. k,.

Dann hat das rechtwinklige Dreieck M,ST,
die Winkel ¥M,ST,=30° und
¥ TyM,S=60°; man kann es sich also durch
Zerlegung eines gleichseitigen Dreiecks in
zwei kongruente rechtwinklige Teildreiecke
entstanden denken. Wegen E’F,:r, gilt
also SM,=2r, und analog S—Nz=2r1.
Daraus folgt
M,M,=SM,—SM,=2r,~2r,.
Andererseits gilt, da die Kreise k; und k, sich
beriihren,
M M,=r+r,.
Wir erhalten also die Gleichungen
ry+r,=2r,—2r,.

3ry=r,,
ryirp=1:3.
Die Radien der Kreise k, und k, verhalten
sich also wie 1 : 3.

10/12 4615 Angenommen. Ig 5 sei rational;

dann gilt lg5=2_ wobei wegen 1g5>0
q

p und g teilerfremde, von Null verschiedene
natiirliche Zahlen sind.

Es gilt also, da die Basis der dekadischen
Logarithmen gleich 10 ist,

109=5, 10°=59, 5927 =59,

Wegen p=1[ ist der Term auf der linken
Seite dieser Gleichung durch 2 teilbar, also
auch der* Term auf der rechten Seite, d. h.,
die Zahl 5% und damit auch die Zahl 5 ist
durch 2 teilbar. Das ist aber ein Widerspruch;
daher ist die Annahme, Ig 5 sei eine rationale
Zahl falsch, womit die Behauptung bewiesen
Ist

Berichtigung

Gudrun Manske erhielt das alpha-Abzeichen
in Gold. Sie wurde versehentlich in Klassen-
stufe 6 anstatt in Klassenstufe 9 eingereiht.
Sie ist (bei 18 eingesandten Losungen) Preis-
triger und erhielt eine Buchprimie. In Klas-
senstufe 8 muB es heiBen: Beate Recknagel,
in Heft 6/70 auf S. 137, Klassenstufe 5: Elke
Genath. Wir danken dem Mathematikfach-
lehrer E. Manske, Steinbach-Hallenberg, fiir
den Hinweis. Der vorbildlichen Schule wiin-
schen wir weiterhin gute Erfolge im alpha-
Wettbewerb. Als Anerkennung (iir die sehr
guten Leistungen wurden 5 Buchpramien
iberreicht, d. Red.

Ference Pataki in Aktion

[(2a+39)-50+21]—(1971—b)=100a+b
Jede individuelle Belegung der Variablen a
und b des Ausdrucks 100a-+b liefert die
in der Aufgabe gesuchte Zahl.

Brandschutz-Recheniibung

Es sind 9 Feuerwehrleute angetreten.

Das zersprungene Schachbrett

Kryptarithmetik
A:z @:3 G:>=4 @:6

Eine Aufgabe von Albert Einstein

Wieviel wiegt der Knabe?
Es miissen 6 Katzen auf die Waage springen.

Riitsel

|. Diagonale 2. Addition 3. Tangens 4. El-
lipse 5. Nullstelle 6. Variable 7. Exponent
8. Rechteck 9. Abstand 10. Rhombus 11.
Bruch 12. Einheit 13. Intervalischachtelung
14. Tangente 15. Ungleichungen 16. Normal-
parabel 17. Gleichungen: Datenverarbeitung



In Vorbereitung

GELFAND/GLAGOLEWA/SCHNOL

Funktionen und graphische
Darstellungen

Ubersetzung aus dem Russischen

Etwa 104 Seiten mit etwa 200 Abbildungen.
Etwa 7,40 M

Der Behandlung von Funktionen und ihrer
graphischen Darstellungen wird in der Schule
ein weiter Raum gegeben, da sie in nahezu
allen Bereichen von Wissenschaft und Tech-
nik eine hervorragende Rolle spielen. Der
Inhalt des vorliegenden Buches ist eine
Erweiterung und Vertiefung des Lehrplan-
stolfes; wesentliche Teile kniipfen genau dort
an, wo die schulmaBige Behandlung endet.

W. MAY
Differentialgleichungen

Etwa 196 Seiten mit etwa 34 Abbildungen.
Etwa 7,50 M

Das Buch stellt fiir Schiiler der oberen Klas-
sen diesen @iber den Lehrplan der Schule
hinausgehenden Stoff in verstandlicher Form
dar. Dabei will es keine vollstandige Behand-
lung der verschiedenen Arten von Diffe-
rentialgleichungen bringen, sondern dem Le-
ser einen Einblick in die Bedeutung, Lésungs-
prinzipien und Moglichkeiten der Anwen-
dung von Differentialgleichungen geben.

Neuerscheinungen
ZICH/KOLMAN

Unterhaltsame Logik

Ubersetzung aus dem Tschechischen
84 Seiten mit 15 Abbildungen.
Etwa 590 M

Literatur

Nach kurzer, leichtverstandlicher Einfiih-
rung in die Aussagenlogik, die nur geringe
Voraussetzungen an mathematischen Kennt-
nissen erfordert und fiir Schiler der mittleren
und oberen Klassenstufen geeignet ist, regen
viele interessante Aufgaben den Leser zur
intensiven Mitarbeit an.

H. BELKNER

Matrizen
96 Seiten. 4,30 M

E. LEHMANN

Lineare Optimierung

fiir Junge Mathematiker

116 Seiten mit 36 Abbildungen. 4,85 M

Alle Bandchen kartoniert und im Format
12cm x 19 cm

AuBerdem lieferbar

Belkner

Determinanten 480 M
Gelfand/Glagolewa/Kirillow

Die Koordinatenmethode 340 M
Hameister

Geometrische Konstruktionen

und Beweise in der Ebene 420 M
Hasse

Grundbegriffe der Mengenlehre

und Logik 3,30 M
Krysicki

Zihlen und Rechnen einst und jetzt 4,80 M
Lietzmann

Altes und Neues vom Kreis 2,10 M
Der Pythagoreische Lehrsatz 3,30 M
Riesen und Zwerge im Zahlenreich 1,85M
Wo steckt der Fehler? 430 M
Miller

Rechenvorteile 375M

LEIPZIG

Sedlacek

Einfiihrung in die Graphentheorie 6,40 M
Ubungen fiir Junge Mathematiker

Teil 1:

Lehmann, Zahlentheorie 6,50 M
Teil 2:.

Grosche, Elementargeometrie 4,50 M
Teil 3:

Kleinfeld, Ungleichungen 550 M

Liebe Schiilerinnen und Schiiler!

Zum 10. Male wird in der DDR die Mathe-
matik-Olympiade durchgefiihrt. Die meisten
von Euch werden sich schon einige Male
erfolgreich an der ersten Stufe beteiligt ha-
ben ; manchen ist es gelungen, an einer Kreis-,
Bezirks- oder sogar an der DDR-Olympiade
teilzunehmen und sich dort Preise zu ver-
dienen. Aber nicht nur den Preistrigern, son-
dern allen Teilnehmern an irgendeiner Stufe
der Mathematik-Olympiade mochte ich an-
laBlich dieses Jubiliums die herzlichsten
Gliickwilnsche aussprechen; denn fiir alle
bedeutet schon die Teilnahme an diesem
Wettkampf einen Gewinn. Die Miihe fir
die Vorbereitung trigt ihre Friichte in der
schulischen Arbeit und dariiber hinaus, und
fir viele wird die Beschiftigung mit der
Mathematik auch zur Freude an der Mathe-
matik gefiihrt haben.

Wie Eure Schiilerzeitschrift alpha soll auch
die Mathematische Schiilerbiicherei Euch
bei Eurer Arbeit helfen, Kenntnisse ver-
mitteln und Freude bereiten. Wir Verlags-
mitarbeiter hoffen, daB uns das bisher ge-
lungen ist, und wir werden uns weiterhin
bemiihen, Euch viele interessante Bandchen
der Mathematischen Schiilerbiicherei zur
Verfiigung zu stellen.

Fiir die erfolgreiche Teilnahme an der 10.
Mathematik-Olympiade mochte ich Euch
meine besten Wiinsche iibermitteln.

Q %W Verantw. Lektor

fiir Mathematik

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft



Biicher von heute
sind morgen Taten

Literatur zu: 10 Jahre Raumfahrt (siehe S. 27 bis 29)

J. A. Gagarin / W. . Lebedew

Der Sprung ins Weltall

Aus dem Russischen von Friedrich Bergner.
205 Seiten mit Fotos, Halbleinen 7,20 M,
Verlag Neues Leben, Berlin

Die Autoren schildern aus eigenem Erleben die
Emotionen und Reaktionen von Raumpiloten in
aufergewohnlichen Situationen. Sie machen den Leser
nicht nur mit dem Bau und der Ausstattung sowje-
tischer Raumschiffe bekannt, sondern gehen vor allem
auf die im Zustand der Schwerelosigkeit und in der
Welt der Stille auftretenden Erscheinungen und
Schwierigkeiten sowie auf Moglichkeiten zu ihrer
Uberwindung ein.

Heinz Mielke Der Weg zum Mond

264 Seiten mit Illustrationen, Fotos und Tafeln,
Halbleinen 12,40 M, Verlag Neues Leben, Berlin

Zusammen mit dem Leser verfolgt der Autor den
Weg, den das menschliche Erkenntnisstreben von
ersten Phantasievorstellungen bis zur wissenschaft-
lichen Erkundung des Mondes zuriickgelegt hat, und
macht ihm den wechselseitigen Zusammenhang der
Raumfahrtforschung und der wissenschaftlich-tech-
nischen Revolution und damit den Nutzen dieser
Forschung fiir die Entwicklung.der menschlichen
Gesellschaft erkennbar.

Bestellung obengenannter Titel sind unter Angabe
des Kennwortes alpha zu richten an:
Buchhaus Leipzig, 701 Leipzig, PSF 140

Heinz Mielke Lexikon Raumfahrt

367 Seiten, zahireiche Abb., Halbleinen 18,60 M,
transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen, Berlin

Das Lexikon ist gegenwartig das umfassendste deutsch-
sprachige Nachschlagewerk seiner Art. Es enthilt
etwa 1200 Stichworter und Synonyme sowie zahl-
reiches Bildmaterial. Ubersichten iiber die Grenz-
wissenschaften der Raumfahrt, Fakten aus der Rake-
ten- und Raumfahrtgeschichte sowie Biographien der
Kosmonauten und Astronauten ermoéglichen eine
umfassende Information.

Frosi Schallfolie: Der Weg in den Kosmos

Preis2— M

Zu bestellen bei: Redaktion Frosi, Verlag ,,Junge
Welt*, 108 Berlin

Inhaltsangabe der Schallfolie: Originalaufnahmen
von Sputnik 1 bis 3, Lunik 1 bis 5; Startvorbereitun-
gen auf dem Kosmodrom Baikonur. Die Stimme
des ersten Kosmonauten aus der Testkammer und
dem Weltall - Telefongesprich J. Gagarins nach
Saratow

Daten seines Fluges: Raumschiff ,,Wostok 1* -4725kg
Start: 12. 4. 1961 7.07 MEZ - Startort : Baikonur - Lan-
dung: 12. 4. 1961, 8.55 MEZ - Landeort: Dorf
Smelowka, siidlich Engels an der Wolga.

Aus der Mathematischen
Schiilerbiicherei

L. A. KALJOUININE
Primzahlzerlegung

Ubersetzung aus dem Russischen - MSB, Band 59
1971, etwa 40 Seiten, Broschur 2,40 M
Bestellnummer : 5698780

T. ROMAN
Regulire und halbreguliire Polyeder

ﬁbersetzimg aus dem Rumdnischen - MSB, Band 45
1968, 119 Seiten, 76 Abbildungen, Broschur, 6,— M
Bestellnummer : 569 467 5

I. M. SOBOL
Die Monte-Carlo-Methode

Ubersetzung aus dem Russischen - MSB, Band 61
1971, etwa 50 Seiten, Broschur, 3,80 M
Bestellnummer: 569879 9

N. N. WOROBJOW
Die Fibonaccischen Zahlen

Ubersetzung aus dem Russischen - MSB, Band 19

2., erweiterte Auflage 1971, 129 Seiten, 22 Abbildungen,
Broschur, 4,80 M
Bestellnummer: 5698414
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Redaktionskollegium:

Prof. Dr.-Ing. habil. G. Clemens (Leipzig);
Prof. Dr. habil. Lilli Gérke (Berlin); Dr. J.
Gronitz (Karl-Marx-Stadt); Dr. habil. E. Ha-
meister (Magdeburg); K. Hofmann (Berlin);
Dr. R. Hofmann (Leipzig); Prof. Dr. H. Karl
(Potsdam); Nationalpreistrager H. Kistner
(Leipzig); Oberlehrer K. Kriiger, Verdienter
Lehrer des Volkes (Bad Doberan); Studien-
rat J. Lehmann, Verdienter Lehrer des Volkes
(Leipzig); Oberlehrer Dr. H. Lohse (Leipzig),;
Nationalpreistriger Oberstudienrat Dr. Lii-
ders (Berlin); Oberlehrer H. Pitzold (Waren/
Miiritz); Prof. Dr. habil. U. Pirl (Berlin);
Dr. E. Schroder (Dresden); Oberstudienrat
G. Schulze (Herzberg/Elster); Oberlehrer H.
Schulze (Leipzig); W. Stoye (Berlin); W. Tri-
ger (Dobeln); W. Unze (Leipzig); Prof. Dr.
habil. W. Walsch (Halle);

Redaktion:
StR J. Lehmann, V.L.d.V. (Chefredakteur)

Anschrift der Redaktion:
Redaktion alpha - 7027 Leipzig - Postfach 14

Anschrift des Verlags:

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
108 Berlin - LindenstraBe 54a - Tel.: 200541
Postscheckkonto: Berlin 132626 Erschei-
nungsweise: zweimonatlich, Einzelheft 1,— M,
Sonderpreis fiir die DDR 0,50 M, im Abonne-
ment zweimonatlich 1,— M, Sonderpreis fiir
die DDR 0,50 M.

Bestellungen werden in der DDR vom Buch-
handel und der Deutschen Post entgegen-
genommen.

Der Bezug fiir die Deutsche Bundesrepublik
und Westberlin erfolgt {iber den Buchhandel;
fur das sozialistische Ausland iber das
jeweilige Postzeitungsvertriebsamt und fur
alle iibrigen Linder iiber den Deutschen
Buch-Export und -Import BmbH, DDR
701 Leipzig, Leninstr. 16.

Fotos: L. Berger, Zilind (S. 52); Urania
Heft 2/71 (S. 52); J. Lehmann, Leipzig
(S. 55, 60, 65);

Technische Zeichnungen: G. GruB, Leipzig
Typographie: H. Tracksdorf, Leipzig

Veroffentlicht unter der Lizenznummer 1545
des Presseamtes des Vorsitzenden des Mini-
sterrates der Deutschen Demokratischen Re-
publik.

Gesamtherstellung:

Staatsdruckerei

der Deutschen Demokratischen Republik,
(Rollenoffsetdruck)

RedaktionsschluB: 17. Mérz 1971

aipha

Mathematische Schiilerzeitschrift

49

51

52

53

54

55

56

59

60

65

66-

68

Inhalt

Dieses Heft wurde zu Ehren der XIII. Internationalen Mathematik-

olympiade in der CSSR (Juli 1971) gestaltet.

Uber die Ramseyschen Zahlen (7)*
Prof. Dr. Jiti Sedlagek, Karls-Universitit Praha

Eine Aufgabe von Doc. Jan Vy3in, CSc. (8)
Karls-Universitit Praha

Der XIII. IMO entgegen (5)
Dr. L. Berger, Hochschule fiir Verkehrswesen, Zilina
Studienrat J. Lehmann, Verdienter Lehrer des Volkes, Leipzig

Zur Geschichte der Mathematikolympiaden in der CSSR
Jiti Mida, Karls-Universitit Praha

Kurzer AbriB der Geschichte der Mathematik in

der Tschechoslowakei (6)

Fachdozent O. Langer, Débeln

Riickblick auf die XII. IMO (9)
Teilnehmer der XII. IMO stellen Aufgaben fiir alpha-Leser

Wirklichkeit und Tauschung (5)
Prof. Dr. Jifi Sedlagek, Karls-Universitit Praha

Aufgaben aus Lehrbiichern der CSSR
speziell fiir Klasse 5 bis 7
ausgewihlt von Fachdozent O. Langer, Débeln

Mit wiirdigen Initiativen zu Ehren des VIII. Parteitages
ins zweite Vierteljahrhundert der FDJ (5)

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb (5)

42 Aufgaben (als AbschluB des alpha-Wettbewerbs 1970/71)

Harald Englisch {ibersetzt Aufgaben aus der CSSR (9)
Harald Englisch, Schiiler an der EOS Leibniz, Leipzig

In freien Stunden, alpha heiter (5)
Zusammenstellung aus Unterhaltungsbiichern der CSSR
Studienrat J. Lehmann, Verdienter Lehrer des Volkes, Leipzig

Losungen

IV. Umschlagseite: Leser schreiben an alpha

* bedeutet: Artikel bzw. Aufgabe fiir Schiiler ab der angegebenen Klassenstufe geeignet

Mit Zirkel und Zeichendreieck
Studienrat J. Lehmann, Verdienter Lehrer des Volkes, Leipzig



Uber die Ramseyschen
Z.ahlen

Wir beginnen mit einer einfachen Aufgabe. Sechs
Schiiler haben vereinbart, einander in den Ferien iiber
zwel Themen zu schreiben. Jeder Schiiler wird also
jedem der finf anderen Schiiler schreiben, und jedes
Paar hat sich auf ein Thema festgelegt. Wir sollen nun
beweisen, daB es mindestens drei Schiiler gibt, die
untereinander iiber das gleiche Thema schreiben.

Wirerleichtern uns die Lésung durch eine geometrische
Veranschaulichung. Jedem der 6 Schiiler konnen wir
einen Punkt in der Ebene zuordnen. Es ist gleichgiiltig,
wie wir die Punkte in der Ebene auswihlen, jedoch ist
es zweckmaBig, wenn von diesen 6 Punkten keine drei
auf einer Geraden liegen.

Auch wenn die Lage der einzelnen Punkte insgesamt
beliebig ist, wollen wir sie uns so vorstellen, daB sie
die Eckpunkte eines regelmaBigen Sechsecks bilden.
Wenn ein Paar der Freunde iiber das erste Thema
schreibt, wird das in der Figur so dargestellt, da} wir
die zugehorigen zwei Punkte durch eine rote Linie
(Sehne) verbinden. Wenn ein Paar iiber das zweite
‘Thema schreibt, werden die beiden Punkte durch eine
blaue Linie verbunden. Nun wire zu beweisen, daBB
in' dieser rot-blauen Figur immer wenigstens ein
Dreieck existiert, dessen Seiten von gleichfarbigen
Strecken gebildet werden. (Hier in der Zeitschrift
ersetzen wir in den Figuren eine rote Strecke durch
eine ausgezogene Linie, wihrend wir eine blaue
Strecke gestrichelt darstellen.)

Nun konnen wir an die Losung der ‘Aufgabe heran-
gehen.. Wir filhren den Beweis indirekt, setzen also
voraus, daBl die oben angefiihrte Aussage falsch ist.
Dann wire es moglich, eine rotblaue Figur so zu
zeichnen, daB es dabei weder ein rotgezeichnetes noch
ein blaugezeichnetes Dreieck gibt. .
Was folgt daraus? In der Figur gibt es insgesamt
15 Strecken, denn es liegt ein Sechseck mit allen Diago-
nalen vor. Zeich®et euch als Uberlegungsfigur ein
solches Sechseck, zunidchst einfarbig. In der mehr-
farbig gezeichneten Figur miissen dann wenigstens
8 Strecken gleichfarbig dargestellt sein (die iibrigen
Strecken haben dann alle die gleiche andere Farbe).
Ohne daB wir damit die Allgemeinheit der Uber-
legungen einschrinken, kdénnen wir voraussetzen,

daB die erste Farbe rot sein soll. Es ldfit sich nun
beweisen, daB es wenigstens einen Punkt A gibt, von
dem mindestens drei rote Strecken ausgehen.” Wire
diese Aussage falsch, dann diirften von jedem der
sechs Punkte hochstens zwei rote Strecken ausgehen
und die Figur hitte folglich hochstens (6 - 2) : 2=6rote
Strecken. Das ist-aber ein Widerspruch zur Fest-
stellung, daB es wenigstens 8 rote Strecken geben
muB.

Wir tragen nun die drei roten Strecken, die vom
Punkt A4 ausgehen sollen, in die Figur ein und be-
zeichnen die Endpunkte dieser Strecken der Reihe
nach mit B, C, D (siche Figur 1). Die Strecke BC kann
nicht rot sein, sonst wiirde damit ein rotes Dreieck
ABC entstehen; also ist BC eine blaue Strecke. Auch
die Strecke CD ist blau darzustellen (entsprechend
einer dhnlichen Uberlegung). Welche Farbe gehort zur
Strecke BD? Falls rot, dann gibe es ein rotes Dreieck
ABD:; falls blau, dann wire das Dreieck BCD blau.
Diese Uberlegung fiihrt also auf einen Widerspruch,
daher muB die zugehorige Annahme falsch sein.
Damit ist nun die ganze Aufgabe gelost.

D

Bild 1 Bild 2

Wir wollen jetzt nochi eine Variante zu dieser Aufgaben-
stellung betrachten. Hitten sich 7, 8 oder eine noch
groBere Anzahl von Schiilern verabredet, dann wiirden
wir aus diesen einfach eine Gruppe von 6 Schiilern
auswihlen und durch eine Uberlegung, wie wir sie
schon kennen, konnten wir beweisen, dall es wenig-
stens drei Schiiler gibt, die einander zum gleichen
Thema schreiben. Fin solcher- Beweis gelingt aber
nicht, wenn es sich nur um fiinf Schiiler handelt. Dies

zeigt uns Figur 2; wir erkennen dabei ein Fiinfeck -

ABCDE mit seinen Diagonalen. Wenn die Freunde
einander so schreiben, wie die voll- bzw. gestrichelt-
gezeichneten Linien anzeigen, erkennen wir, dal3 es$
keine Gruppe von drei Schiilern gibt, die einander zum
gleichen Thema schreiben. Geometrisch gesprochen:
In der Figur 2 gibt es kein Dreieck mit den Eckpunkten
A, B, C, D oder E, in dem alle drei Seiten des Dreiecks
die gleiche Farbe besitzen.

Wer die Aufgaben der IMO verfolgt, wird sich mog-
licherweise erinnern, daB bei diesem Wettbewerb
vor einigen Jahren eine etwas kompliziertere Aufgabe
gestellt wurde. Dabei korrespondierten 17 Wissen-

. schaftler zu drei Themen und es sollte bewiesen werden,
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daB man dann wenigstens eine Gruppe von drei
Wissenschaftlern finden kann, die einander zum glei-
chen Thema schreiben.*

Bei den Figuren, die wir hier benutzt haben, war es
unwesentlich, wie die Punkte in der Ebene festgelegt
waren; wir hiitten auch die Punkte durch Kurven
verbinden konnen, anstatt der tatsichlich benutzten
Strecken. Das Gebilde, das wir fir unsere Uber-
legungen verwendet haben, wird in der Mathematik
Graph genannt. Wir wollen in diesem Zusammenhang
fiir diesen Begriff keine genaue Definition geben und
stellen daher nur fest, daB ein Graph aus zwei Arten
von Elementen besteht: aus Knoten, die wir als Punkte
in der Ebene darstellen, und aus Kanten, die als
Strecken oder als Kurven dargestellt werden. Eine
Kante verbindet immer zwei verschiedene Knoten.
Wenn wir sagen, daB ein Graph vollstiandig ist, dann
ist jedes Paar von Punkten durch genau eine Kante
verbunden. '

Die urspriingliche Aufgabe kénnen wir nun von einem
hoheren Standpunkt aus betrachten. Es seien a, b zwei
gegebene natiirliche Zahlen; dann bezeichnen wir
mit n=R(a,b) die kleinste natiirliche Zahl n mit
folgender Eigenschaft: jeder vollstindige Graph mit
n Knoten, dessen Kanten entweder rot- oder blau-
gefarbt sind, enthilt unter den n Knoten a Knoten,
die nur durch rote Kanten, oder b Knoten, die nur
durch blaue Kanten verbunden sind.

Wir kénnen hier nicht beweisen, daB eine solche Zahl

R (a,b) immer existiert. Der Beweis ist kompliziert und.

in der Fachliteratur zu finden. Diese Zahlen R (a, b)
werden manchmal Ramseysche Zahlen genannt (nach
dem englischen Mathematiker F. P. Ramsey, der sich
schon 1929 mit dhnlichen, aber weitaus allgemeineren
Fragestellungen beschiiftigte). '
Wir hatten zu Beginn des Beitrags den Sachverhalt
einer Aufgabe erldutert und konnen daraus erkennen,
daB R (3,3)=6. Ihr konnt euch vorstellen, daB- fir
alle Paare a,b die Beziehung R (q,b)=R (b, a) gilt.
Das Studium der Ramseyschen Zahlen ist schwierig
und es ist bisher keine Formel bekannt, mit der man
diese Zahlen im allgemeinen Fall einfach darstellen
konnte. Es wurden nur Ungleichungen gefunden, die
fir Ramseysche Zahlen gelten und die eine ungefihre
Bestimmung ihres numerischen Wertes gestatten. Die
ungarischen Mathematiker Erdos und Szekeres fiihr-
ten 1935 die folgende Ungleichung an:
R(a,b)<R(a—1,b)+R(a,b-1).
Wer mit Formeln aus der Kombinatorik vertraut ist,

* Aufgabe 4, VI. IMO - UdSSR 1964

Jeder von 17 Wissenschaftlern steht im Briefwechsel mit allen
anderen. Sie behandeln in ihrem Briefwechsel nur drei Themen,
und je zwei Wissenschaftler behandeln ein und nur ein Thema.
Zu beweisen ist, daB es mindestens drei Wissenschaltler gibt, die
untereinander ein und dasselbe Thema behandeln.
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kann aus der eben angefiihrten Beziehung folgende
herleiten:

‘R, b)g(

Auch die Beschrinkung auf den Fall a=b verein-
facht das Studium der Ramseyschen Zahlen nur
unwesentlich. Durch Einsetzen in die eben angegebene
Beziehung erhalten wir

2a-2

R (a, a)§< -1 )

Diese Ungleichung wurde 1963 durch C. Frasnay
verbessert; seine Ungleichung lautet

R (q, a)gg <Za—2>'

a+b-2
a-1 /J°

a—1
Selbstverstindlich kénnen wir die Ramseyschen Zah-
len auch fiir drei, vier oder mehr Farben definieren.
Das Studium der Zahlen R (g, b.c), R{a,b,c,d) usf.
ist freilich noch komplizierter. '

J.SEDLACEK

Ein
fiihrung

indie
Graphen
theorie

Seit dem Jahr 1936, als der ungarische Mathematiker
D. Konig in Leipzig sein bekanntes Buch ,Theorie
der endlichen und unendlichen Graphen“ verdffent-
lichte, ist die Graphentheorie sowohl in die Breite
als auch in die Tiefe gewachsen. Es entstanden neben
Hunderten von wissenschaftlichen Arbeiten auch
einige gute Lehrbiicher, doch eine leichtfaBliche Ein-
fihrung in diese Disziplin, die die Mathematikstuden-
ten und die an der Graphentheorie interessierten
Studenten und Wissenschaftler anderer Fachgebiete
lesen konnen, fehlt noch immer. Ich denke hier vor
allem an Physiker, Chemiker, Elektro-Ingenieure, aber -
auch an Okonomen, Soziologen, Linguisten und Wis-
senschaftler anderer verwandter Gebiete. Das vor-
liegende Buch mége als ein Versuch in dieser Richtung
gewertet werden. Es setzt neben einer guten Kenntnis
der Schulmathematik freilich auch noch eine gewisse
Fihigkeit zum abstrakten Denken voraus. Meiner
Ansicht nach sind auch Schiiler der héheren Klassen
in der Lage, allein oder in Arbeitsgemeinschaften den
Stoff durchzuarbeiten und zu verstehen.

Trotz der Elementarfassung und des geringen Um-
fangs des Buches war ich bestrebt, moglichst viele
jener Probleme zu streifen, die in letzter Zeit in der
Theorie der Graphen behandelt wurden. Jifi Sedlacek



Eine Aufgabe von Doc.
Jan VySin

Karls-Universitdt Praha

A 693 Diesmal legen wir euch keine be-
stimmte Aufgabe oder kein Problem vor;
wir verlangen etwas mehr. Wir beschreiben
euch eine mathematische Situation und eure
Aufgabe ist folgende: '

Thr bildet zuerst im Rahmen dieser Situation
einige Probleme, die ihr dann 16st. Es ist klar,
daB wir in diesem Falle von euch mehr
Phantasie und Erfindungsgabe verlangen als
zum Lgsen einer der iiblichen mathémati-
schen Aufgabe nétig ist. Aber wir bieten euch
mehr an: Eure Arbeit wird-interessanter sein,
ihr werdet dabei mehr Freiheit haben und
was das Wichtigste ist: Ihr werdet eine groBe
Kunst kennen lernen; das ist die Kunst,
Fragen zu stellen.

Wie ihr vielleicht wiBt, ist es manchmal
schwieriger, Aufgaben zu stellen — natiirlich
interessante, einen wertvollen -Kem ent-
haltende Aufgaben — als dieselben zu 13sen.
Deshalb sind heutzutage die sogenannten
Problemsituationen in den Mittelpunkt des
Interesses aller schopferischen Mathematiker
und Mathematiklehrer getreten.

Unsere Problemsituation kann folgender-
maBen beschrieben werden: In einer gegebe-
nen Ebene (oder aufl einer Geraden oder im
Raum) ist eine Punktmenge IR gegeben. Wir
setzen voraus, daB die Menge M mindestens
zwei Punkte enthilt und daB die Entfernung
zwischen je zwei ihrer Punkte eine gewisse
positive Zahl & iibertrifft. Wir sollen die
Menge I in mindestens zwei elementiremde
nicht leere Untermengen zerlegen. Solche
Zerlegungen sind geometrisch charakterisiert,
2z B. kann die Menge M durch Geraden,
Kreislinien, Ebenen oder Kugelflichen zer-
legt werden.

Erinnert euch an die XII. Internationale
Mathematikolympiade! Unter den Wett-
bewerbsaufgaben befand sich auch eine Auf-
gabe iiber das Zerlegen gewisser Zahlmengen
in zwei arithmetisch charakterisierte Unter-
mengen. (Siehe alpha 5/70, S. 112, Aufg. 4)
Es war also eine Aufgabe, deren Thematik
eine arithmetische Analogie unserer geo-
metrischen Problemsituation war. Es han-
delte sich um die Zerlegung einer aus sechs
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen be-
stehenden Menge in zwei Teilmengen derart,
daB die Produkte aller Zahlen jeder von diesen
Teilmengen einander gleich waren.

Die gegebene geometrische Situation bietet
uns sofort die erste Frage: Kann die Punkt-
menge M auch unendlich sein? Es ist klar,
daB jede endliche Punktmenge die Grund-
bedingung erfullt: Ist nimlich J, die kleinste
der Entfernungen aller Punktepaare der

Menge M, so geniigt es.é%éo zu wihlen,

um die Forderung zu erfillen.

Nehmen wir an, daB die Menge M (in einer
Ebene g) unendlich ist, jedoch die vorge-
schriebene ,,Abstandsbedingung* erfiillt. Kon-
struieren wir in ¢ ein Quadratnetz, dessen

Quadrate die Seitenliinge_%& /2 haben. Die

groBte in jedem einzelnen Netzquadrat ent-
haltene Strecke hat die Linge
1. 5\ 5.1

d—(zé\/z)\/z—ié.
Deshalb liegt in jedem Netzquadrat (seine
Grenze eingeschlossen) hdchstens ein ein-
ziger Punkt der Menge M. Die Figur 1 zeigt
eine gebrochene Spirallinie, die einmal durch
das Innere jedes Netzquadrats geht. Dadurch
ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung
einer gewissen Menge der Netzquadrate und
der Menge M aller natiirlichen Zahlen ge-
geben. Das bedeutet: Ist die Menge U un-
endlich, so ist sie abzihlbar, d.h. man kann
eine umkehrbar eindeutige Ab'bildun% auf die
Menge aller natiirlichen Zahlen finden; die
Fig 1 zeigt, wie eine solche Menge M kon-
struierbar ist.

Ala Die Menge M ist endlich. Es sind
zwei konzentrische Kreislinien k,, k, zu kon-
struieren, so daB folgende Forderungen er-
fiillt werden:
a) weder k, noch k, enthiilt einen Punkt der
Menge 9R. .
b) das Innere des Kreises k,, das Innere des
Kreisringes (k,, k;) und das AuBere des
Kreises k, enthalten dieselbe Punktanzahl
der Menge IR
Die Aufgabe ist natiirlich dann und nur dann
l6sbar, wenn die Anzahl aller Elemente der
Menge M durch 3 teilbar ist. Aufl dem Biid 2
ist M={A,, Ay, ..., Ag}. Den Punkt S (d h.
den gemeinsamen Mittelpunkt der Kreis-
linien k,, k,) wihlen wir derart, daB er aufl
keiner Symmetrieachse irgendwelcher Strek-
ken 4,4, (i$k) liegt. Dann sind namlich alle
Entfernungen SA; voneinander verschieden.
Wihlen wir die Bezeichnung der Punkte A,
so, daB -

SA, <SA,<SA,<...<S54,

Bild 1 Bild 2 Bild 3
oAy fz .
11 » s
! o
2/
o4, p 1CE

ist; dann geniigt es, die Radien der Kreise
k,, k, folgendermaBen zu wahlen:

SAy<r <SA,<r,<S4,.
Wenn wir die Forderung a) auslassen und
gleichzeitig jedes Gebilde durch seine Beran-
dung erginzen, so ist die Aufgabe auch in
dem Falle 1osbar, wenn die Punktanzahl der
Menge M kein Viellaches von 3 ist.
A2a Diein der Ebene ¢ liegende Punkt-
menge ist unendlich, aber b abzihlbar; z B.
die Menge der Ecken simtlicher Netzqua-
drate eines bestimmten Netzes (Fig. 3). Die
Menge M ist in zwei Teilmengen M, M, zu
zerlegen, so daB jede von ihnen in einer
abgeschlossenen Halbebene g,, ¢, liegt; die
Grenzlinien dieser Halbebenen sollen zwei
verschiedene Parallelen von maximaler Ent-
fernung sein.
So liegt z B. auf dem Bild 3 im Innern des
Ebenenstreifens kein Punkt der Menge IR;
die Grenzen beider Halbebenen sind die
Verbindungslinien' der Punkte (0;0), (2;1)
und (1; 1), (3; 2). Ihre Entfernung (Breite des

Streifens) ist .%z0,477 und fiir die gegebene
5

Richtung der Grenzlinien kann sie nicht ver-
groBert werden.

A3a Die Menge M ist endlich und umfaBt
eine gerade Punktanzahl 2n(n 2 2). Die Menge
M ist in zwei Teilmengen M,, M, zu zer-
legen, deren jede n Punkte enthilt und deren
jede in einem Quadrat liegt. Die beiden
Quadrate sollen parallele Seiten haben und
punktfremd sein (Fig. 4, wo n=5 is‘t).

Wir bestimmen eine Gerade s derart, daB sie
zu keiner Verbindungslinie irgendeines Punkt
paares der Menge I parallel ist. Wir proji-
zieren simtliche Punkte déer Menge R mit
Projektionsrichtung (s) auf eine zu s senk-
rechte Gerade 4. So erhalten wir 2n ver-
schiedene Punkte der Geraden g. die cine
Menge T’ bilden. Diese Menge M’ zerlegen
wir durch eine Gerade p der Richtung (s) in
zwei Teile (jeder Teil mit n Punkten). Die
Konstruktion beider gesuchten Quadrate
(siche Fig. 4) liegt jetzt auf der Hand.

Bild 4

Wi
)

/
7
0
/
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Vorschau
auf die XIII. IMO

CSSR 1971

Aus dem Programm der XIII. IMO

8. bis 10. Juli - Sitzungen der Jury

10. Juli — Ankunft der Delegationen
in Bratislava

11. Jet — Gemeinsame Fahrt nach.
Zilina, dem Austragungsort
der XIII. IMO

12. Juli — Besichtigung von Zilina und
Umgebung

13. Juli — 1. Klausur

14. Juli - 2. Klausur

15. bis 17. Juli - Exkursion und Ausfliige der
Delegationen
Korrektur der Arbeiten
durch die Jury

18. Juli — Riickfahrt nach Bratislava

19. Juli — Feierlicher AbschluBl der
XIII. IMO

20. Juli — Besichtigung von Bratislava

21. Juli — Riickreise der Delegationen

Bratislava — Hauptstadt des tschechoslowa-
kischen Landesteiles Slowakei (SSR), an der
Donau gelegen, 300000 Einwohner, Kultur-,

—

Wirtschafts- und Verkehrsmittelpunk, iiber
der Altstadt mit dem gotischen St.-Martins-
Dom und weltlichen Bauten der Schlof3berg,
Comenius-Universitit, zahlreiche Hochschu-
len (padagogische, technische, 6konomische,
fiir bildende Kiinste, fiir Musik) und Fach-
schulen (elektrotechnische, chemische), Sitz
der Slowakischen Akademie der Wissenschaf-
ten, Rundfunkstation, Fernsehturm (Héhe
171 m), Bahnknotenpunkt, groBter Binnen-
hafen der CSSR (Olhafen), Erdlkombinat,
Nahrungs- und GenuBmittelindustrie, Ma-
schinenbau, Textilien; gegriindet im Jahre
907.

Zilind - Bezirkshauptstadt, 34000 Einwoh-
ner, liegt in einer malerischen Berglandschaft
am langsten FluB der SSR, dem Véah, nord-
westlich dem Gebirge: Mala Fatra; Bahn-
knotenpunkt (Praha - Ostrava — Kosice,
Bratislava, Rajec), chemische, Textil-, Be-
kleidungs-, Holz-, Papierindustrie, gegriindet
im 10. Jahrhundert, noch heute konnen wir
Bauwerke aus dem 13. Jh. bewundern.

Neben zwei Gymnasien (entspricht unserer
EOS), einer Fachschule fir Okonomie und
einer Oberfachschule fiir Bauwesen befindet
sich in Zilind die Hochschule fiir Verkehrs-
wesen der CSSR (mit 3 Fakultiten).

Reizvoll ist die Umgebung von Zilina, welche
durch ihre Naturschénheiten berithmt ist:
Vratna-Tal, Hohe Tatra, Héhlen von De-
minova.

Im “Jahre 1962 wurde die IV. IMO in der
CSSR durchgefiihrt. Die Teilnehmer erhiel-
ten das in der Abbildung gezeigte Abzeichen.

m ANRERENARRNNEY
J

Donaubriicke in Bratislava (Entwurf eines
Kollektivs der Slowakischen TH in Bra-
tislava) — Kabelbriicke mit nur einem 80 m
hohen, schriggestelltem Pylon (griech.: Tor-
bau) in seinem Oberteil ein Café und eine
Aussichtsplattform. Die moderne Briicke,
1971 wird sie eingeweiht, bildet einen inter-
essanten Kontrast zu den historischen Bauten
der slowakischen Hauptstadt. Linge 432 m,
zwei Fahrbahnen je 8,5 m breit, Masse:
7600 t, Stahlbaukonstruktion, verschweiBt
aus vormontierten Sektionen.




Wir stellen vor : Bohus Siva&, Zwolen, erfolg-
reichster IMO-Teilnehmer der CSSR. (1965
bis 1968) Unser Foto: Bereits mit 13 Jahren
nahm Bohus an der VII. IMO (Berlin) teil
und schaffte einen 3. Preis.
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Zilina, Studentenheim der
Hochschule fiir Verkehrs-
wesen — Unterkunft der
Mannschaften

Zilina, Oberfachschule fiir
Bauwesen — Ort des Wett-
bewerbs

Ruinen der Burg Stre¢no

Zur Geschichte der Mathematik-
olympiaden in der CSSR

Im Schuljahr 1970/71 wird in der CSSR
bereits der 20. Jahrgang der Mathematik-
olympiade (MO) durchgefithrt. Die Ver-
anstaltung mathematischer Wettbewerbe fiir
Schiiler von erweiterten Oberschulen war
in der Tschechoslowakei aber schon viel
friither eine Tradition. Dies hingt vor allem.
mit der Titigkeit der ,,Gesellschalt - der
tschechoslowakischen Mathematiker und
Physiker* (JCMF) zusammen, die 1862 ge-
griindet wurde.

Bereits ab 1872 veréffentlichte diese Gesell-
schaft in ihren Zeitschriften mathematische
und physikalische Aufgaben’fiir Oberschi-
ler, wobei als Ansporn Preise fiir die richtige
Losung ausgeschrieben wurden. Diese Tra-
dition wurde spiter von der Zeitschrift
,Rozhledy matematicko-fyzikalni* weiter-
gefiihrt, fiir deren Inhalt die Gesellschaft

. JCMF verantwortlich ist. Der Losungswett-

bewerb dieser Zeitschrift ist freilich zunichst
nur fiir ihre Leser bestimmt, wobei viele von
ihnen keine Moglichkeit haben, sich bei

" Schwierigkeiten beraten zu kénnen. Ein fiir

Schiiler bestimmter mathematischer Wett-
bewerb sollte aber gleichzeitig dazu beitragen,
daB die Teilnehmer ihre mathematischen
Kenntnisse durch eine planmafBige Arbeit
festigen und erweitern konnen, was durch
den Wettbewerb der Zeitschrift nicht erreicht
werden konnte.

Im Ausland gab es in dieser Hinsicht bereits
ein Modell: die Mathematikolympiaden in
der Sowjetunion sowie Wettbéwerbe ahn-
licher Art in anderen Landern, Fn den Schul-
jahren 1949 bis 1951 wurdén in den mih-
rischen Bezirken Olomouc und Ostrava erst-
malig Mathematikwettbewerbe veranstaltet,
in der Slowakei dann im Schuljahr 1950,51.
Durch den filhrenden bShmischen Mathe-
matiker Prof. Eduard Cech wurde 1951 vor-
geschlagen, eine Vorbereitungskommission
fiir MO zu beauftragen, die erforderlichen
organisatorischen MaBnahmen mit dem Mi-
nisterium fiir Schulwesen und mit der dama-
ligen Jugendorganisation zu beraten. Diese
Vorbereitungskommission arbeitete ein Sta-
tut fir MO aus, das vom Ministerium far
Schulwesen im Dezember 1951 bestitigt

- wurde. Damit war der Start zum ersten Jahr-

gang der MO freigegeben.

Neben dem genannten Ministerium und dem
Jugendverband waren das Mathematische .
Institut der Akademie der Wissenschafien der
CSSR sowie die Gesellschaft JCMF Triger
der MO. Auch in den Bezirken und Kreisen
wurden nun entsprechende Kommissionen
fir MO gegriindet, ferner- wurde an jeder
Schule ein Fachlehrer fir Mathematik als
Referent fiir MO berufen.* Jifi Mida, Praha

* Zur Organisation der MO siehe: ,,Mathe-
matikolympiaden in der CSSR** alpha 2,1970
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Wirklichkeit
und Tauschung

Bilder sind manchmal triigerisch

Welche Bedeutung hat ein Bild bei mathematischen
Uberlegungen? Es ist ein sehr wertvolles Hilfsmittel,
das unser Vorgehen anschaulicher macht und unserem
Gedichtnis nachhilft. Wenn wir ohne Abbildung
arbeiten, dhnelten wir Schachspielern, die eine Partie
,,blind** spielen — ohne Figuren und ohne das Schach-
brett anzusehen. Solche Schachspieler gibt es, und
ich zweifle nicht daran, daB manche der erfahrenen
Leser geometrische Schulaufgaben l6sen kénnen, ohne
vorher eine Skizze gezeichnet zu haben; das setzt
jedoch Ubung und ein gutes Vorstellungsvermdgen
voraus. Die Bedeutung eines Bildes darf andererseits
nicht iliberschitzt werden. Gerade seine Anschaulich-
keit kann uns manchmal zu ganz falschen Schluf3-
folgerungen verfithren. AuBerdem konnen wir niemals
ganz sicher sein, bei der Zeichnung keine Ungenauig-
keit begangen zu haben, die das ganze Ergebnis
negativ beeinflussen konnte. Auch der beste Zeichner
kann ohne mathematische Uberlegungen nicht be-
weisen, daB drei Gerade, die sich in seiner Zeichnung
schneiden, wirklich einen gemeinsamen Schnittpunkt
haben. Selbst wenn man aufs sorgfiltigste gearbeitet
hat, kann man niemals ausschlieBen, daB Folgerungen,
die sich scheinbar aus der fertigen Zeichnung ergeben,
durch zufillige Ungenauigkeiten der Zeichnung her-
vorgerufen sein konnten.

Ubrigens kann sich der Leser selbst davon iiberzeugen,
daB MiBtrauen zu einem gezeichneten Bild manchmal
sehr berechtigt ist. Wir wollen das an einem Beispiel
zeigen, das in der Schule einen Priifstein genauen
Zeichnens bildet, am sogenannten Feuerbachschen
Neun-Punkte-Kreis.

Bild 1

Bild 1 zeigt ein Dreieck ABC. Drei Gerade AA,,
BB,, CC,, die in der Abbildung gestrichelt sind,
stellen die Hohen dieses Dreiecks dar. Jeder Leser
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weiB aus der Schule, daB sich diese drei Hohen in
einem Punkt schneiden (H. in Bild 1). Der Punkt
A, ist die Mitte der Seite BC, der Punkt B, die Mitte
der Seite CA und der Punkt C, die der Seite AB.
Der Punkt A5 halbiert die Strecke 4AH, der Punkt B,
die Strecke BH und der Punkt C, die Strecke CH.
Nun wollen wir uns jene neun Punkte, die wir mit
Ay, By, Cy, A, B,, C,, A3, B;, C; bezeichnet haben,
ndher ansehen. Die Zeichnung legt uns den Gedanken
nahe, dal} alle neun Punkte auf einem Kreis liegen —
oder nur auf einer einem Kreis sehr ,,ahnlichen‘
Kurve. Wir verraten gleich, daBl die, aus dem Bild
abgelesene Vermutung iiber dén Kreis diesmal richtig
ist. Die konstruierten Punkte liegen wirklich auf der
Peripherie des Kreises, wovon man sich durch einen
genauen mathematischen Beweis iiberzeugen konnte
(der Beweis ist jedoch einigermaBen schwierig, wes-
halb wir ihn weglassen).

Was sind optische Tiiuschungen?

Das Beispiel des Feuerbachschen Kreises zeigt, wie
wichtig es fiir einen Mathematiker ist, sich mit den
verschiedenen Fallstricken bekannt zu machen, die
Vorstellungs- oder Anschauungskraft auslegen kén-
nen. Ein Mathematiker verlat sich niemals auf
Auskiinfte, die sich aus mehr oder weniger unvoll-
kommenen Bildern ergeben und nimmt sie nur als
(wenn auch manchmal sehr wertvolle) Anregungen
hin, um alles von neuem und griindlich zu iiberlegen.
Ein Bild, das zeigt, daB unser Auge und unsere Vor-
stellung nicht immer als verlaBliche Richtschnur die-
nen und daB manchmal das Gegenteil von dem wahr
ist, was man ibereilt erwarten wiirde, nennt man
(nicht ganz zutreffend) eine optische Tduschung. Die
Lehre von den optischen Tduschungen wurde griind-
lich und bis in einzelne Details ausgearbeitet. Betrach-
ten wir jene optische Tduschungen niher, die eine
direkte Beziehung zur Mathematik und ihrer Anwen-
dung haben. Zunichst miissen wir uns jedoch einige
Begriffe eines etwas entlegeneren Gebiets klarma-
chen.

Aus dem Physikunterricht wissen wir noch, daBl das
Auge einem photographischen Apparat dhnlich ist.
Das Objekt des Apparats vertritt hier die Augenlinse,
die lichtempfindliche photographische Platte die Netz-
haut. Auch ein gesundes Auge weist eine Reihe
optischer Fehler auf, mit denen sich die geometrische
und die medizinische Optik befassen. Der deutsche
Physiker Helmholtz duBerte tiber die Mingel des
Menschenauges sogar folgendes: Wenn sich ein
Optiker unterstehen wiirde, ihm ein Instrument mit
solchen Mingeln, wie sie ein Auge hat, zu verkaufen,
wiirde er sich fiir berechtigt halten, die Qualitit seiner
Arbeit scharf zu tadeln und ihm das Instrument unter



Protest zuriickzugeben. Das ist freilich ein wenig
iibertrieben. Wir haben keinen Grund, unser Auge
so abfillig zu beurteilen. Gibe es keine optischen
Téduschungen, so wiren wir z.B. um alle Schitze
der Malkunst gebracht und kénnten weder Film-
vorstellungen noch Fernsehprogramme verfolgen.
Man lese nur, was 1774 Leonhard Euler schrieb:
,»,Wenn wir gewohnt wiren, iiber Dinge nur nach der
Wirklichkeit zu urteilen, kénnte fiir uns die Malkunst
iiberhaupt nicht existieren, und es wire um uns so
bestellt, als seien wir blind. Der Maler wiirde ver-
gebens alle seine Kunst aufs Farbenmischen ver-
wenden. Wir wiirden sagen: Hier, auf dieser Platte,
ist ein roter Fleck, hier ein blauer, dort sind einige
weiBe und hier einige schwarze Linien. All¢ befinden
sich in derselben Ebene, man sieht ihnen keinen Ent-
fernungsunterschied an. Man koénnte keinen einzigen
Gegenstand abbilden. Alles auf dem Bild kdme uns
wie eine Schrift auf dem Papier vor. Bei aller Voll-
kommenheit wiren wir arm daran, denn wir wiren
jedes Vergniigens verlustig, das uns die so angenehme
und niitzliche Malkunst bringt.*

Optische Téduschungen sind manchmal schwierig zu
erkliren, ist doch z. B. schon das Schiitzen von Ent-
fernungen und Lingen .ein komplizierter ProzeB,
bei dem Erfahrung und Ubung eine bedeutende
Rolle spielen. Meistens geht es nicht um eine durch
Augenfehler verursachte Taduschung, sondern um
einen TrugschiuB auf Grund unrichtiger Deutungen.
Wir sollten daher eigentlich. besser von Trugschliissen
als von optischen Téduschungen sprechen; aber der
Name ,,optische Tduschung* ist bereits eingebiirgert.

Falsches Schiitzen von Linge und Entfernung

Die Entfernung von Gegenstinden beurteilt man oft
nach der jeweiligen ,,Ermiidung* des Auges, das die
betreffende Strecke durchlaufen muB3. Daher erscheint
uns eine senkrechte, auf eine Tafel gezeichnete Strecke
linger als eine in Wirklichkeit gleich lange waage-
rechte. Wenn man versucht, ohne Lineal auf der
Tafel ein Quadrat mit waagerechter Grundlinie zu
zeichnen, und dann das Bild mit einem Lineal nach-
priift, so fillt das Quadrat gewohnlich verkiirzt aus.
Einige Druckbuchstaben hilt man unwillkiirlich fiir
symmetrisch zu einer horizontalen Achse.
Der Zeichner der Buchstaben B, H, S oder der Ziffer 8
rechnete mit dieser optischen Tauschung und hat
daher den oberen und unteren Teil dieser Buchstaben
ungleich groB entworfen. Der Leser wird diese kleine
Asymmetrie kaum wahrnehmen, nur wenn der Druck-
fehlerteufel die Buchstaben zufillig auf den Kopf
stellt, wird man von der Asymmetrie iiberrascht:
BHSS8 8SHH

Mit fiinfzehnjahrigen Schiilern machte ein Lehrer
folgenden Versuch: Er gab ihnen auf, die Liange und
die Breite des Schulkatheders, das sie alle Tage vor
Augen hatten, zu schitzen und das Ergebnis auf-
zuschreiben. Bei der Auswertung der Resultate stellte
es sich heraus, daB die Schiiler die Linge (horizontal
gemessen) im groBen ganzen richtig abschitzten,
wiithrend sie die Hohe (in vertikaler Richtung) fast
alle iiberschitzten.

Mit solchen Schitzfehlern muB auch ein Bildhauer bei
der Wahl der Dimensionen von Statuen rechnen, die
in verschiedener Hohe angebracht werden und trotz-
dem natiirlich wirken sollen.

Ein anderer Irrtum beim Léingenschitzen kann da-
durch verursacht werden, daB man statt der Linge
unwillkiirlich die Flichengr68e abschitzt. Wenn man
mit Hilfe eines Lineals die Hohe des gleichschenkligen
Dreiecks (Bild 2) halbiert, ist man iiberrascht, da der
Halbierungspunkt (scheinbar) zu hoch angebracht ist.
In der unteren Bildhilfte sieht man niamlich eine
groBere Fliche als in der oberen.

Bild 2 Bild 3

AN/

8

Mit Hilfe des Lineals kann man sich iberzeugen,
daB in Bild 3 die Strecke 4B nicht linger ist als BC.
Hier beurteilt man unwillkiirlich wieder die Fliche
der Rhomben, deren Diagonalen durch die zu schit-
zenden Strecken dargestellt werden.

Bild 4 Bild 5

/

Eine weitere Téduschung, die zu einer unrichtigen
Wertung der GroBe oder Liange fihrt, wird dadurch
hervorgerufen, daB man diese unwillkiirlich mit einer
anderen GroBe oder Linge vergleicht.

In Bild 4 ist ein ungleichseitiges Viereck gezeichnet;
im Inneren sieht man unweit von den Seiten zwei
Strecken. Man soll entscheiden, welche von den Strek-
ken kiirzer ist.

In Bild 5 beurteilt man die Linge der mittleren Strecke
danach, ob sie zwischen kiirzeren oder lingeren
Strecken liegt. Dieselbe Strecke scheint in der oberen
Hilfte des Bildes linger als in der unteren.
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In Bild 6 kann man sich durch Nachmessen iiberzeugen,
daB die beiden mittleren Kreise denselben Durch-
messer haben, obwohl sie auf den ersten Blick ver-
schieden groB erscheinen. Diesen Lingen- und Gro-
Benkontrasten begegnet man iibrigens auch im Alltags-
leben. Wenn man in einem engen Treppenhaus
Mainner trifft, die ein Klavier tragen, scheint das
Instrument riesengroB. Auf einer weitldufigen Bithne
kommt es uns viel kleiner vor. Einen Autobus, der
taglich durch unseren Ort féhrt, halten wir nicht fiir
sehr geraumig; wir sind jedoch von seiner GréBe
liberrascht, wenn wir ihn in der Reparaturwerkstitte
sehen.

Bild 6 (]]MW
0%0
o (]

2
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Bild 8 e

Bild 7 erinnert an zwei gleich hohe Papierstofle, der
linke ist mehr, der rechte weniger zur Seite verschoben.
Man soll entscheiden, welche Strecken linger sind —
die im linken oder die im rechten Teil des Bildes.
Das scheinbare Ergebnis triigt, die Strecken sind in
Wirklichkeit gleich lang. Eine interessante Illusion
entsteht, wenn weiBe und schwarze Farbe miteinander
kontrastieren. In Bild 8 sieht man gleich groBe schwarze

2y

Kreise, die in den Scheitelpunkten eines (nicht ge-.

zeichneten) . gleichschenkligen Dreiecks angebracht
sind. Man soll abschitzen, wie viele solche Kteisc; in
den freien Raum zwischen den zwei unteren Kreisen
und dem oberen Kreis noch hineinpassen. Man ist
nicht sicher, ob es vier oder fiinf Kreise sein werden.
Das gemessene Resultat ist iiberraschend: Es gibt
gerade Platz fir drei solche Kreise. Wie ist diese
Tauschung zu erkliren? Es geht um die sogenannte
Irradiation (Hiniiberstrahlen), unter deren EinfluB
dem Auge die schwarzen Gegenstédnde kleiner erschei-
nen als eine gleich groBe weiBle Fliche.
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Merkwiirdiges von Parallelen und Senkrechten

Leicht verschidtzt man sich bei parallelen oder bei
aufeinander senkrecht stehenden Geraden und bei
der GroBe von Winkeln. Die Zjlinerschen Parallelen
(Bild 9) erwecken bei fliichtigem Blick den Eindruck
auseinanderlaufender Linien. In Bild 10 scheinen die
Parallelen. gekriimmt zu sein, in Bild 11 kommt uns
das Quadrat unter dem EinfluB der konzentrischen
Kreise ein wenig deformiert vor. Zwei Parallelen
schneiden in Bild 12 eine Gerade; ist es wirklich eine
Gerade, oder ist ihr unterer ,,Teil*“ ein wenig ver-
schoben? Der Winkel, den die Gerade in Bild 12 mit
den Parallelen einschlieBt, betrigt ungefahr 15°. Wenn
man ein dhnliches Bild fiir einen Winkel von 45° oder
dariiber konstruiert, entsteht die Tauschung nicht.

Bild 11

=

Bild 12

In den letzten vier Fillen kam die Tduschung dadurch
zustande, daB unsere Aufmerksamkeit durch einige
Einzelheiten der Abbildung abgelenkt wurde. Auf
gemusterten Textilien mit vielen winzigen Details
entdeckte man durch Zufall eine Reihe optischer
Téduschungen. Jeder diirfte bemerkt haben, daB z. B.
ein Tischtuch mit kleinen, aber ausgeprigten Mustern
manchmal sogar unangenehm wirkt (volkstiimlich
sagt man, daB einem ,,die Augen iibergehen‘‘). Diese
Eigenschaften von Mustern und Ornamenten miissen
die Gestalter und Produzenten von Textilwaren
berlicksichtigen, wenn sie ihre Kunden zufrieden-
stellen wollen. JiFi Sedlacek, aus:
,.Keine Angst vor Mathematik ", leicht gekiirzt



Ubmgsaufgaben
aus Mathematiklehrbiichern der CSSR

54704 Der Spielplatz der Schule hat Recht-
eckform. Berechne den Umfang des Platzes
in Metern, wenn ein Schiiler festgestellt hat,
daB der Platz 140 Schritte lang und 90
Schritte breit ist, wobei die Schrittlinge
des Schiilers 65 cm betrigt.

5A4705 Eine Pioniergruppe erhielt den Aul-
trag, 85 Bilder zum Fach Erdkunde mit den
Abmessungen 7,5 dm und 6 dm fir die Linge
und Breite am Rand mit Leinenband ein-
zufassen. Berechne, wieviel Meter "Leinen-
band dazu benétigt werden (runde das Ergeb-
nis aul Meter).

64706 Berechne den Preis, der fiir das
Ausheben einer Kalkgrube zu bezahlen ist,
die 4,3 m lang, 2,9 m breit und 20 dm tiel
sein soll; fiir 1 m® Ausheben sind 14,60 Ké&s
zu bezahlen (runde den Rauminhalt auf m3).

64707 Ein Tourist benutzte fiir seine Reise-
strecke von 313 km die Eisenbahn, den
Autobus und wanderte auch eine Teilstrecke.
Mit dem Autobus fuhr er um 205 km weniger
als mit dem Zug, seine Wanderstrecke war
um 36 km kiirzer als seine Fahrstrecke mit
dem Autobus. Berechne, wieviel km die
Bahnfahrt, die Autobusfahrt und die Wander-
strecke betragt.

A64708 Um einen See fiihrt ein Weg von

2000 m Linge. Von einer Stelle aus [uhr ein
Junge auf dem Rad mit einer Geschwindigkeit

von 3501, auf diesem Weg Ein anderer
min

Junge lief von der gleichen Stelle aul diesem
Weg in entgegengesetzter Richtung mit der

Geschwindigkeit von 150 ﬁ Berechne,
i

nach wieviel Minuten die Jungen sich be-
gegnen und welche Strecke jeder dabei
zuriickgelegt hat.

64709 Von einer Papiermaschine wird in
8 Minuten ein 200 m langes Papierband
erzeugt. Berechne die Linge des Papier-
bandes, das von der Maschine a) in 15 Mi-
nuten, b) in 8 Stunden erzeugt wird.

74710 Zeichne eine Gerade g und einen
nicht auf g liegenden Punkt P; zeichne ferner

ein beliebiges stumpfwinkliges Dreieck ABC
mit dem stumpfen Winkel beim Eckpunkt B.
Konstruiere ein zum Dreieck 4ABC idhnliches
Dreieck A'B'C’ derart, daB die Seite A'B aul
der Geraden g liegt und der Eckpunkt C’ mit
P zusammenlfillt.

74711 Der groBe Zeiger einer Uhr ist 12 cm
lang. Berechne den von der Spitze des grofen
Zeigers zuriickgelegten Weg, wenn

a) eine Stunde, b) % Stunde, c¢) 5 Minuten,
d) 35 Minuten vergangen sind.

74712 Berechne die Entfernung der Orte
A und B, die beide aul dem Aquator liegen.
Der Halbmesser des Aquators betrigt 6375
km. Ort A liegt bei 12° ostlicher Linge,
Ort B bei 139° 6stlicher Linge.

84713 Ein Stahlblock von Wiirfelform hat
die Kantenldnge 8 cm. Von diesem Stahlblock
wird ein kegelformiger Hohlraum heraus-
gedreht. Die Grundfliche des Kegels ist
kreisformig mit einem Durchmesser von 6 cm,
sie liegt in einer Wiirfel{liche; die Spitze des
Kegels fillt mit dem Mittelpunkt der gegen-
iiberliegenden Wiirfelflache zusammen. Die

Dichte des Stahls betragt 7.8 —9_ Berechne

cm?
die Masse des abgedrehten Stahls.

8a 714 Ein eiserner Wasserbehilter ist wiir-
felformig mit der Kantenlinge 1 m. Durch
eine Unterlage lings einer Kante hat der
Behilter eine Schrigstellung. so daB die
gegeniiberliegende Kante um 12 cm tiefer
liegt. Berechne die Wassermenge in dm?®. die
sich im Behilter befindet, wenn dieser bis zum
Rand gefiillt ist. '

8A715
1+az;x2,
1 a+x2 ) 1 a?—x?
T a?—x? 1+£ +7—x
P tx 2

Bestimme, fiir welche Werte von a. x der vor-
stehende Term sinnvoll ist und vereinfache

ihn, Auswahl und Ubersetzung: O. Langer

Literatur aus der CSSR
in deutscher Sprache

Kolman, Arnost, Prof. Dr., und
Prof. Dr. Ottokar Zich

Unterhaltsame Logik

Etwa 130 S. mit etwa 6 Abb., kartoniert
Etwa 5,90 M - BSB B. G. Teubner,

Verlagsgesellschaft Leipzig

Nach kurzer, leichtverstindlicher Einfithrung
in die Aussagenlogik, die nur geringe Vor-
aussetzungen an mathematischen Kennt-
nissen erfordert und fir Schiler der mittleren
und oberen Klassen geeignet ist, regen viele
interessante Aufgaben den Leser zur inten-
siven Mitarbeit an (ab Klasse 8).

Sedlacek, Jifi, Prof. Dr.

Einfiihrung in die Graphentheorie
171 S. mit 73 Abb., kartoniert, 6.40 M

BSB B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft,
Leipzig

Inhalt: Vorbetrachtungen - Ungerichtete
Graphen - gerichtete Graphen - Historische
Anmerkungen

Das Buch gibt eine fiir Schiiler verstindliche
Einfihrung in die Graphentheorie, deren
Anwendungsmdoglichkeiten auf verschieden-

sten Gebieten mehr und mehr zunehmen
(ab Klasse 9).

Vysin, Jan

Methoden zur Losung
mathematischer Aufgaben
Etwa 192 S. mit etwa 41 Abb., kartoniert,

etwa 5.90 M - BSB B. G. Teubner,
Verlagsgesellschaft, Leipzig

Eine moderne Behandlung mathematischer
Aufgaben bis zur Losung. Es werden keine
Rezepte gegeben, sondern Anregungen zu
systematischer Arbeit und methodischem
Vorgehen. (ab Klasse 9).

Sedlacek, Jiri, Prof. Dr.
Keine Angst vor Mathematik

-167 Seiten, 71 Bilder, 12 cm mal 19 ¢cm,

Halbgewebeeinband, 4.80 M

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Der Autor dieses international erfolgreichen
Buches geht vom mathematischen Spiel aus
und fiihrt den Leser in kurzweiliger Weise
zur Anwendung der Mathematik im Ver-
kehrswesen, in der Technik, in Naturwissen-
schaften und im taglichen Leben.

Autorenkollektiv

Aufgaben von Mathematik-
olympiaden in der UdSSR und

in der CSSR

292 Seiten, 16,8 cm mal 22,5 cm, 1965,
Pappeinband, Bestell-Nr. 002 106, 8,20 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Der Autor R. Zelinka (1) hat den 9. Jahrgang
(1961) der Mathematikolympiade in der
CSSR zusammengestellt : Aufgaben der ersten
bis dritten Stufe (Klasse 11, 10, 9, 8), dazu
ausfiihrliche Lésungen.
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Viit wiird

zu Ehren des

1967 stellte der VII. Parteitag der SED die
begeisternde Aufgabe der Schaffung des erSl-
wickelten gesellschaftlichen Systems des So-
zialismus in unserer Republik. Damals waren
wir, Gabriele Schiitze, Gabriele Veit und
Detlef Tinzer, noch Schiiler der 8. Klasse,
und keiner von uns hat geahnt, wie stark die
Beschliisse dieses Parteitages in unser per-
sdnliches Leben eingreifen und unsere Ent-
wicklung beeinflussen wiirden:

Damals verstanden wir zwar, daB Mathema-
tik und Naturwissenschaften wichtige Grund-
lagen fir den wissenschaftlich-technischen
Fortschritt sind, woraus sich die Notwen-
digkeit eines hohen mathematischen Bildungs-
niveaus besonders der jungen Generation
ableitet, aber wir hatlen noch nicht erfaBt,
daB diese Aufgabe auch ganz direkt an uns
gerichtet war, daB. sie uns neue, beherziere
Zielstellungen und mehr Mut und Beharrlich-

-

VIIL Parteitages in:

[a—
5
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keit bei ihrer Verwirklichung abverlangen
wiirde. Um das groBe Bildurigsprogramm
unseres Staales, welches besonders die rasche
Zunahme von Mathematikern, Physikern,
Chemikern und von Lehrern dieser Diszipli-
nen vorsicht, mit verwirklichen zu helfen,
wurde an der Karl-Marx-Universitit in Leip-
zig im Studienjahr 1969;70 ein Vorkurs ein-
gerichtet. Diesen Vorkurs konnten Schiiler
besuchen, welche die 10. Klasse erfolgreich
abgeschlossen hatlen und beabsichtigien,
Diplom-Lehrer fiir Physik und Mathematik
zu werden. Schon in einem Jahr erreicht man
die Hochschulreife, wodurch es moglich ist,
unserem Staat ein Jahr frither als gewohnlich
hochqualifizierte Lehrkrafie zur Verfiigung
zu stellen.

Wir gehorten zu den 30 Studenten des ersten
Jahrganges dieses Vorkurses. In zwei Semi-
nargruppen bereiteten sich 20 Midchen und

10 Jungen aul das Studium der Physik und
Mathematik vor. Wie es sein muf3, so be-

-schrinkte sich unsere Vorbereitung keines-

wegs auf die Ausbildung — hier lag der
Schwerpunkt naturgemaB auf den Fichern
Mathematik, Physik und Staaisbirgerkun-
de —, sondern wir bemiihten uns um die Ent-
wicklung unserer ganzen Personlichkeil und
unseres Kollektivs. Dazu gehérten ein reges
kulturelles Leben ebenso wie die Diskussion
itber politische Probleme und Ereignisse,
angestrengte Studienarbeit ebenso wie unser
Winterlager im Februar 1970. Den AbschluB
und gleichzeitig den Hohepunkt des Studien-
jahres bildete eine Reise in die Sowjetunion.
Seit September 1970 studieren wir an der
Sektion Physik der Karl-Marx-Universitit
und bemiihen uns, die uns gebotenen Mog-
lichkeiten so zu nutzen, daB wir auf unseren
kiinftigen Beruf als sozialistische Lehrer fir
Mathematik und Physik gut vorbereitet
sind. ’

Unser Dank giit der Partei der Arbeiter-
klasse, die uns durch ihre kluge und weit-
sichtige Politik eine solche Perspektive er-
6ffnet hat und uns alle Méglichkeiten bietet,
unsere Begabungen und Fihigkeiten zum
Wohle. unserer Republik zu entfalten.

Sinnvolle Bewdhrung im Jugendobjekt

Seit 1966 werden an der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitat Schiiler der Er-
weiterten Oberschulen auf ihr kiinftiges Stu-
dium in einem Zirkelsystem vorbereitet. Diese
Zirkel wurden der FDJ-Grundorganisation
der Sektion als Jugendobjekt iibergeben.

In diesen Zirkeln soll vor allem das Interesse
an mathematischen Problemen und Arbeits-
weisen (ber die Mo6glichkeiten der Oberschule
hinaus gefordert werden und dem Schitler
ein kleiner Einblick in Mittel und Methoden,
die die Grundlage der modernen Mathematik
bilden, gegeben werden. Fir die Studenten
bedeutet die Leitung der Zirkel eine groBe
Bewiahrungsprobe. Und das nicht nur, weil
es eine zusitzliche. Belastung im ohnehin
alle Krifte fordernden Studium ist, sondern
weil sie neben fachlichen Qualititen auch
bestimmte Eigenschaften als Leiter und Pro-
pagandist erwerben miissen. So zeugt es von
ihrem Verantwortungsbewubtsein, wenn sie
in Zirkeldiskussionen auch auf die Rolle der
Mathematik in der sozialistischen Gesell-
schaft eingehen. Der grofie Zustrom von
Zuhorern zeigt, daB die Jugend den Zirkel-
besuch als effektive Form der Studienvor-
bereitung buchen.

Wissenschaftier und Forschungs-
stodenten helfen

Am 8. Oktober 1970 wurde an der Humboldt-
Universitdt zu Berlin in der Sektion Mathe-
matik die

Mathematische Schiilergesellschaft (MSG)



gegriindet. Ihr gehéren etwa 200 Berliner
Madchen und Jungen an. Es sind die besten
Jungen Mathematiker aus den Klassenstufen
7 bis 12 der Hauptstadt der DDR.

Die MSG entspricht in der Struktur den in
einzelnen Bezirken unserer Republik beste-
henden Bezirksklubs Junger Mathematiker.
Die fachliche Betreuung erfolgt durch Wis-
senschaftler und Forschungsstudenten der
Sektion Mathematik.

Die Griindung der MSG ist ein bedeutender
Schritt zur Verwirklichung der vom VII. Par-
teitag und dem VII. Pidagogischen Kongre8
gestellten Bildungsaufgaben. Ich glaube, es
hat jeder erkannt, welche grofic Rolle die
Mathematik beim umfassenden Aufbau des
Sozialismus spielt; die Weiterentwicklung
der Mathematik ist eine der wichtigsten Vor-
aussetzungen fiir die Meisterung der wissen-
schaftlich-technischen Revolution. Damit ein

Schiiler von heute den Aufgaben der Zukunft

gewachsen ist, ist es notwendig, daB er sich
ein umfangreiches und anwendungsbereites
Wissen erwirbt. In der MSG erhalten mathe-
matisch begabte und interessierte Schiiler eine
systematische Forderung. Sie werden mit
den fachlichen Grundlagen der Mathematik,
mit ihren Arbeitsmethoden und Hilfsmittein
vertraut gemacht und sollen die Fahigkeit
erwerben, mathematische Probleme selb-
stindig zu erkennen und zu ldsen.
Aus dem Arbeitsprogramm : Losen und Disku-
tieren von Aufgaben — Méglichkeit der Nut-
zung des Lesesaales der Sektion Mathema-
tik — spezielle Férderung der besten Teil-
nehmer durch Wissenschafller — mehrtagige
Lehrginge in den Ferien.
Die Mitgliedschaft in der MSG ist fiir jeden
Schiiler eine hohe Auszeichnung. Wir wissen
aber auch, daB sie gleichzeitig die gesell-
schaftliche Verpflichtung bedeutet, sich ein
umlangreiches Wissen anzueignen, um durch
Hochstleistungen unserer Republik fiir die
vielseitigen Bi'dungsméglichkeiten zu dan-
ken, die sie uns bieiet.

stud. math. Ingrid Schicmann, Berlin

Mitgliedsausweise fiir die Teilnehmer
der Kreisklubs Neubrandenburg

@ Die Mitgliedschaft in Kreisklub Junger
Mathematiker gilt als Auszeichnung.

® Die Mitglieder gehdren zu den talentier-
testen Jungen Mathematikern des Kreises.
Sie haben die Voraussetzungen, einmal gute
Mathematiker zu werden und die technische
Revolution zu meistern.

e Die Mitgliedschaft soll dazu beitragen,
das selbstindige Denken und die schopfe-
rische Arbeit weiter zu entwickeln.

® Durch Gemeinschaftsarbeit werden die
- eigenen Interessen mit denen der Gesellschaft
in Ubereinstimmung gebracht. Jedes Mit-
glied ist bemiiht, hohe Leistungen nicht nur
fir sich und seine Schule zu erzielen, sondern
damit auch zur Stirkung unserer Deutschen

Demokratischen Republik beizutragen. Die
Erfiillung dieser Aufgaben ist fiir jedes Mit-
glied gesellschaftlicher Aufirag. '

® Neben den Veranstaltungen erhall jedes
Mitglied Aufirige zur Bearbeitung, die ter-
mingemaB an den Mentor zur Begutachtung
zu ibergeben sind.

® Nach jeder Kreisolympiade wird, den
gezeigten Leistungen entsprechend, die Mit-
gliedschaft neu festgelegt.

® Jedes Mitglied beteiligt sich laufend am
alpha-Wettbewerb.

Hobe Auszeichmmg fiir Mathe-LVZ

Die Mathe-LVZ wird seit 1962 als Sonder-
ausgabe der Leipziger Volkszeitung (LVZ),
dem Organ der Bezirksleitung der SED,
jeweils am 13. Dezember jedes Jahres (Ge-
burtstag der Pionierorganisation ,,Ernst Thal-
mann“‘) herausgegeben. Ihre Thematik wird
der gesellschafllichen Praxis entnommen:
Mit Zirkel und Rechenstab - Mathe-inter-
national - Mathe-Olympiaden - Mathe-heiter
Mathe-Rechenvorteile - Mathe-unterhaltsam
Mathe und Sport - Mathe Aeronautik; Astro-
nautik - Mathe und Bauwesen.
Die 10. Ausgabe erscheint am 13. Dezember
1971 unter dem Motto: Mathe-Verkehrs-
wesen | Verkehrserzichung. Uber 600000
Exemplare der Mathe-LVZ gingen bisher in
alle Teile unserer Republik.
'Das Kollektiv der Mathe-LVZ wurde am
25. Jahrestag der FDJ vom Zentralrat der
FDIJ in Anerkenpung und Wiirdigung beson-
derer Verdienste mit der Medaille

Fiir hervorragende Leistungen

bei der sozialistischen Erziehung

in der ‘

Pionierorganisation ,,Ernst Thilmann*

in Gold
ausgezeichnet.

Dem Kollektiv gehoren an:
Studienrat J. Lehmann, V.L.d.V., Chefredak-
teur alpha und Lehrer an der 29. OS Leipzig,

Mathematikfachlehrer W. Unze, Leipzig —
beide Redaktionsmitglieder alpha -, die LVZ-
Redakteure Hanna Giinther und Jutta Rosche
und Studienrat Th. Scholl, Berlin, als Gut-
achter (Leiter der Aufgabengruppe 5 bis 7 der
Schiilerzeitschrift alpha).

Das Leben und die Tatigkeit der Kinder
aubBerhalb des Unterrichts ist den vielseitigen
Interessen der Schiiler aller Aliersgruppen
entsprechend zu gestalten. Unter einer viel-
seilig gestalieten ganztigigen Erziehung ver-
stehen wir, das geistige Leben inhaltsreich
zu organisieren. Sie muB dem Anspruchs-
niveau der gewachsenen Reife unserer heu-
tigen Schuljugend entsprechen. Unsere Mad-
chen und Jungen sollen forschen, knobeln,
singen, tanzen, spielen und aktiv Sport
treiben. _

M. Honecker, VII. Pidagogischer Kongref

Es gilt, den Kindern und Jugendlichen zu
helfen, Neigungen und Gewohnheiten aus-
zubilden, um die arbeitsfreie Zeit — soziale
Errungenschaften unserer sozialistischen Ent-
wicklung — selbstandig und schopferisch zur
Bereicherung der cigenen Personlichkeit zu
nutzen.
Aus dem Referat des Ersten Sekretdrs
des ZK der SED und Vorsitzenden
des Staatsrates der DDR, Walter Ulbricht,
auf dem VII. Piad. Kongref

Teilnehmer in Tausend

T 1 Im Schuljahr 1969/70 nahmen rund 800 000 zehn- bis vierzehnjahrige
300 Schiiler an 55000 Arbeitsgemeinschaften teil : :
| 298
250 ]
2004 2 7
194 194
1501
100 1 1 3
50 4 72 4 5
: 2 7T
Fachrichtungen: . Technik
1. Sport . Gesellschaftswissenschaften

2. Kinstlerische AGs
3. Mathematik — Naturwissenschaften

4

5

6. Sprachen
7. sonstige AGs
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Letzter Einsendetermin: 8. September 1971

54716 Es sind alle natiirlichen Zahlen n
zu bestimmen, die die Gleichung

(n—2)-(n+1)=10 erfiillen. T.
54717 Indem Schema xyy

+yxy

+ yyx

yy0

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB die Addition zu einem richtigen
Ergebnis fiihrt. Dabei sollen gleiche Buch-
staben gleiche Ziffern und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern bedeuten. Wie-
viele Losungen besitzt diese Aufgabe?  Sch.

W S5m718 Aus 16 Stibchen von je 1 cm
Linge ldBt sich ein Quadrat legen, dessen
Flicheninhalt 16 cm? betrigt. Durch Um-
legen von nicht mehr als der Hilfte der
Stabchen 14Bt sich der Flacheninhalt der so
entstandenen Figur auf 7 cm? verkleinern.
a) Zeichne eine entsprechende Figur!
b) Aus 400 Stibchen von je 1 cm Linge ld0t
sich ein Quadrat mit einem Fldcheninhalt
von 10000 cm? legen. Durch Umlegen von
nicht mehr als die Hilfte der Stibchen soll
der Flicheninhalt der entstehenden Figur
moglichst klein gemacht werden. Um wieviel
cm? verkleinert sich in diesem Fall der
Flacheninhalt?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W 58719 Fiinf Middchen, die samtlich idlter
als 10 Jahre sind, wurden nach ihrem Lebens-
alter (in ganzen Zahlen) gefragt; jedes dieser
Maidchen machte dazu eine wahre Aussage:

a) Doris ist weder die jiingste noch die idlteste
von uns.

b) Carmen ist 14 Jahre alt.

c) Barbara ist jiinger als Carmen, aber dlter
als Doris.’

d) Barbara und Carmen sind beide jiinger
als Evelin.

¢) Evelin ist 5 Jahre ilter als Angelika.
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Wie alt ist jedes der fiinf Méidchen, wenn ihre
Lebensalter paarweise verschieden sind?
Yvonne Kruber, EOS Sebnitz, KI. 9/11

*5%720 Es sind alle geordneten Paare
(m, n) natiirlicher Zahlen zu bestimmen, die
die Gleichung (m+1)-(2n—1)=6 erfiillen!

T.
*5%*721 Welche natiirlichen Zahlen q, b, c,
d, e, f, g, h, x erfiillen zugleich die [olgenden
neun Gleichungen?

(1) x+3=a, 6) e-8=1,

(2) a-2=b, M f:4=g,

3) b+8=c, 8) g -13644=h,

4 c+1=d, (9) h—32354=22222
(5) d:5=e,

Astrid Résel, OS 1, Teterow, K. 4

* 5% 722 Gegeben sei ein Rechteck mit den
Seitenldngen 6 cm und 9 cm. Jede Seite dieses
Rechtecks soll um dieselbe Strecke so ver-
langert werden, daB ein Rechteck mit dem
Flicheninhalt von 304 cm? entsteht. Um
wieviel Zentimeter muB jede Seite des Recht-

ecks verlangert werden?
E. Naumann, Fachlehrer fiir Mathematik,
90 Karl-Marx-Stadt, Schlofoberschule

64723 Beweise, daB jede sechsstellige na-
tiirliche Zahl, die aus zwei- verschiedenen
Grundziffern gebildet wird, von denen jede
genau dreimal vorkommt, stets durch 3 teilbar
ist! Yvonne Kruber, EOS Sebnitz. Kl. 9/11

64724 Das Dreieck A'B'C’ sei das Bild
des Dreiecks ABC, das durch Drehung des

(o c



Dreiecks ABC um den Punkt D als Dreh-
zentrum und um den Winkel ¥ ADA'=¢ als
Drehwinkel entstanden ist. Es sind das
Drehzentrum D und der Drehwinkel ¢ durch
Konstruktion zu bestimmen!

Volker Zillmann, Dresden

W6 w725 Es sind alle natiirlichen ‘Zahlen
zu ermitteln, die durch 3. 5, 7 und 11. aber
nicht durch 2 teilbar und kleiner als 10000
sind.  Yvonne Kruber, EOS Sebnitz, KI. 9/11

W 6m726 Es ist zu beweisen, daB in einem
rechtwinkligen Dreieck dem kleineren der
beiden spitzen Winkel auch die kleinere der
beiden Katheten gegeniiberliegt. T.

*6*727 Zeichne ein Rechteck ABCD, in
dem die Seite AB groBer ist als die Seite BC!
Verbinde die Mitte E der Seite CD mit den
Eckpunkten 4 und B des Rechtecks! Kon-
struiere nun unter alleiniger Benutzung von
Lineal und Bleistift die Seitenhalbierenden
des Dreiecks ABE und begriinde diese Kon-
struktion!

Yvonne Kruber, EOS Sebnitz, Kl 9/11

*6*728 Jemand bildet die Summe aus
sechs natiirlichen Zahlen. Von den Summan-
den weiB man nur, daB jeder nachfolgende
Summand um 7 groBer ist als das Doppelte
seines Vorgingers. Beweise. daB die so gebil-
dete Summe durch 21 teilbar ist!

StR. H.-J. Kerber, Neustrelitz

*6*729 An einem internationalen Leicht-

athletik-Wettkampl in der Volksrepublik
Polen beteiligten sich mehr als 180. aber
weniger als 220 Sportler. Die Anzahl der
teilnehmenden Sportler des Gastgeberlandes
war um 8 kleiner als die Halfte der Anzahl
aller teilnehmenden aktiven Sportler. Die
Anzahl der sowjetischen Sportler war um 3
groBer als ein Viertel, die Anzahl der Aktiven
aus der DDR war um 5 groBer als ein Achtel
der Anzahl aller Teilnehmer. Aus der CSSR
beteiligten sich dreimal so viel Sportler wie
aus Ungarn. Wieviel Sportler starteten ins-
gesamt? Wieviel Sportler entsandte jedes der
beteiligten Linder?

Jorg Schubert, POS Pfaffroda. Kl. 5a

74730 Es ist zu beweisen, daB fiir alle
Dreiecke ABC, die den gleichen Winkel
¥BAC=a und den gleichen Inkreisradius ¢
besitzen, die Summe b+c—a konstant ist!
(Es seien a, b und ¢ die Langen der Seiten
eines solchen Dreiecks.) T.

74731 Aus dem nachstehenden Stunden-
planausschnitt ist zu ermitteln, welche Unter-
richtsfdcher die vier Lehrkrifte Herr Rei-
chelt, Frau Helmert, Frdulein Fischer und
Herr Walter unterrichten, wenn folgendes
bekannt ist:

a) Jede Lehrkraft unterrichtet in genau zwei
verschiedenen Fichern.

b) Jede Lehrkraft unterrichtet beide Fiacher in
beiden Klassen.

¢) Fraulein Fischer unterrichtet in den Klas-
sen 5a und 5b am Dienstag nur in den ersten
beiden Stunden.

d) Herr Reichelt hat als Fernstudent diens-
tags seinen Studientag.

e) Frau Helmert unterrichtet montags nur
zwei Stunden in der Klasse 5b, die iibrige Zeit
ist sie im Schulhort eingesetzt.

f) Fiir den Russischlehrer beginnt die Lehr-
tatigkeit montags erst von der drittep Stunde
an.

W 7w 732 Volkers Vater hat ein neues Auto.
Volker studiert die vierstellige Autonummer
und sagt zu seinem Freund: ,Das Produkt
aus der ersten und zweiten Stelle ist gleich
dem Neunfachen des Produkts aus der dritten
und vierten Stelle. Dividiert man die Summe
aus der ersten und zweiten Stelle durch die
Summe aus der dritten und vierten Stelle. so
erhilt man das gleiche wie bei Division der
Summe aus der ersten und dritten Stelle durch
die Summe aus der zweiten und vierten Stelle*.
Der Freund antwortete: ,,Wenn unter den
vier Ziffern keine Null und unter den beiden
mittleren Ziffern keine 1 und keine 7 ist, kann
ich dir die Autonummer nennen!* Wie
heiBt sie?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W 7 =733 Einem gleichschenklig-rechtwink-
ligen Dreieck ABC mit den Katheten
AB = AC = assind Rechtecke so einzuzeichnen,
daB jeweils ein Eckpunkt eines solchen Recht-
ecks auf der Hypotenuse und zwei Rechteck-
seiten auf den Katheten des Dreiecks ABC
liegen. Es ist nachzuweisen. daB alle diese
Rechtecke den gleichen Umfang besitzen!

*7*734 Gegeben sei ein Quadrat ABCD
mit der Seitenlinge AB=a. Dic Eckpunkte
eines weiteren Quadrates EFGH liegen simt-
lich auf den vier Seiten des Quadrates ABCD.
Es ist nachzuweisen, daB der Flacheninhalt
des Quadrates EFGH genau dann am klein-
sten ist, wenn seine Eckpunkte mit den Seiten-

mitten des Quadrates ABCD zusammen-
fallen! : T.

*7*735 Der Name eines bedeutenden Ma-

thematikers schreibt sich mit fiin[ Buch-

staben. Den Buchstaben A4, B, C, ..., Y, Z des

Alphabets seien in dieser Reihenfolge die

Zahlen 1, 2, 3, ..., 25, 26 zugeordnet. Setzt

man fir die Buchstaben des Namens die

ihnen zugeordneten Zahlen ein, so betrigt

die Summe der

a) dem ersten und zweiten Buchstaben zu-

geordneten Zahlen 26,

b) dem ersten und dritten Buchstaben zu-

geordneten Zahlen 17,

c) dem ersten und vierten Buchstaben zu-

geordneten Zahlen 10,

d) dem ersten und finften Buchstaben zu-

geordneten Zahlen 23,

e) allen fiinf Buchstaben zugeordneten Zah-

len 61.

Wie lautet der Name dieses bedeutenden

Mathematikers? i
Mathematikfachlehrer E. Naumann.
Karl-Marx-Stadt, Schlofoberschule

*7*736 Einem gleichschenklig-rechtwink-
ligen Dreieck ABC mit den Katheten
AB=AC=a sind Rechtecke so einzuzeich-
nen, daB jeweils ein Eckpunkt eines solchen
Rechtecks aul der Hypotenuse und zwei
Rechteckseiten auf den Katheten des Drei-
ecks ABC liegen. Es ist nachzuweisen, daf
von allen diesen Rechtecken das unter ihnen
enthaltene Quadrat den groBten Flichen-
inhalt besitzt! T.

84737 Essind alle rationalen Zahlen x an-

zugeben, fiir die die Gleichung
[2x—5]=3 erfiillt ist.

Bemerkung: Ist z eine rationale Zahl, so ver-

steht man unter [z] die groBte ganze Zahl,

die nicht groBer als z ist. Es gilt also z B.

[8.7}=8; [4]=4; [—2%]= -3.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

W 8 ®738 Das Produkt aus zwei zweistelli-
gen natiirlichen Zahlen sei gleich einer natiir-
lichen Zahl, in deren Darstellung (im deka-
dischen System) nur die Grundziffern 5 vor-
kommen. Wie lauten diese beiden zweistelli-
gen Zahlen? S.H.

W38 w739 Einem regelmiBigen Sechseck
mit der Seitenldnge a sei ein Kreis umbe-
schrieben, und einem Quadrat mit der glei-
chen Seitenlinge sei ebenfalls ein Kreis um-
beschrieben. Wie verhalten sich die Flachen-
inhalte dieser beiden Kreise zueinander?
Harry Reimann, 9. Oberschule. Berlin, KI. 8
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*8*740 Es sind alle geordneten Paare
(m; n) natiirlicher Zahlen m und n mit m>2
und n> 2 zu bestimmen, fiir die die Gleichung
1,1

m n

* 8 * 741 Es sind alle Rechtecke ABCD an-
zugeben, deren Seitenlingen AB=a cm und
BC=b cm ganzzahlig sind und bei denen
die MaBzahl des Flicheninhalts (in cm?)
gleich der MaBzahl des Umfangs (in cm) ist.
Egbert Lindner. 2. Oberschule,

Dresden, KI. 9

erfiillt ist.. T.

*8*742 Jede der vier Seiten eines kon-
vexen Vierecks ABCD sei in drei gleiche
Teile geteilt. Durch die Teilpunkte seien — wie
aus der Zeichnung ersichtlich — vier Geraden
gezeichnet, die sich in den Punkten E. F, G
und H schneiden. Es ist zu beweisen, daB das
Viereck EFGH ein Parallelogramm ist.  Sch.

0 &

*8* 743 Es sind alle natiirlichen Zahlen a

zu ermitteln, fiir die die Zahl 13a+1 gleich

dem Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.
Dipl.-Hiittening. Kurt Oertel, Zschornewitz

94744 Es ist zu beweisen, daf fiir jedes
Dreieck ABC mit den Seitenldngen AB=c,
BC=a,CA=b, in dem der Winkel £¥ BCA=y
spitzwinklig ist. die Ungleichung

ct<a®+b? erfillt ist. T

W 9m745 Vor einem Wettkampl zwischen
sechs Sportlern, deren Namen wir zur Ab-
kiirzung mit A4, B, C, D, E und F bezeichnen.
wurden die folgenden drei Voraussagen iiber
das Ergebnis des Wettkamples gemacht,
wobei jeweils die Sportler in der Reihenfolge
der von ihnen belegten Pldtze (beginnend
mit dem 1. Platz) angegeben wurden:

1. A,B,C,D,E,F;

2. ACBF,ED;

3. C,E F, A D,B.
Nach dem AbschluB des Wettkampfes zeigte
sich, daB in der ersten Voraussage genau
drei Plitze richtig angegeben waren, daB
aber in keinem Falle zwei in der Voraussage
benachbarte Plitze richtig waren. Bei der
zweiten Voraussage stimmte kein einziger
der angegebenen Plitze. Bei der dritten
Voraussage war nur ein Platz richtig ange-
geben.
Es ist zu ermitteln, welchen Platz jeder der

sechs Sportler belegt hatte.
Dozent L. M. Lopowok.
Woroschilowgrad, UdSSR

WOm746 Gegeben sei ein regelmiBiges
Sechseck A,4,A;A,As;Ag mit der Seiten-
linge a. Es ist ein weiteres regelmiBiges
Sechseck B,B,B.B,B;B; zu konstruieren,’

M .

dessen Flacheninhalt dreimal so groB wie der

_Fldcheninhalt des gegebenen Sechsecks ist.

Die Konstruktion ist zu begriinden.
Schiiler Rainer Zerck, Wismar

*9*747 Ein Walmdach (vgl. die Abb.) hat
eine rechteckige Grundfliche mit den Seiten-
lingen a=10 m und b=7 m; seine Hohe
betrigt h=3,80 m. Alle Seitenflichen des
Daches haben die gleiche Neigung, sie bilden
also jeweils einen gleichgroBen” Winkel mit

der Grundfliche.

Es sind die Linge des Dachfirstes, die Lingen
der Seitenkanten des Daches und das Volu-
men des von dem Dach und seiner Grund-
fliche begrenzten Raumteils zu berechnen.

Michael Schnelle, OS 11, Calau, K. 7

*9*748 Es sei p eine Primzahl. die groBer
als 3 und gleich der Summe von drei Prim-
zahlen p,, p,. p; ist, von denen jede ebenlalls
groBer als 3 ist.
Es ist zu beweisen, daB man dann stets aus
den drei Primzahlen p,. p,. p; zwei Prim-
zahlen, die wir mit ¢ und r bezeichnen wollen,
so auswihlen kann, daB die Differenzen
p—q, p—1, g—r

samtlich durch 6 teilbar sind.

StR H.-J. Kerber. Neustrelitz

*9*749 Es ist zu beweisen, daB fur jede
natiirliche Zahl n, die nicht durch 3 teilbar ist.
die Zahl
z=n2—n®—n*+1
durch 9 teilbar ist.
Schiiler Dietmar Wegner, OS Dardesheim

*9*750 Esist zu beweisen, daB die Summe
von drei oder mehr als drei aufeinanderfol-
genden von Null verschiedenen natiirlichen
Zahlen niemals eine Primzahl ist.

Henry Reuter, OS Flofberg, KI. 9

10/124751 In den Leningrader Ishorsk-
Werken werden Kugelspeicher aus Stahl
gebaut, die einen duBleren Durchmesser von
16 m und eine Wandstirke von 42 mm haben.
a) Wie groB ist die Masse eines solchen Kugel-
speichers? (Dichte des Stahls 7,86 g - cm~3)
b) Welchen Wert erhilt man fiir die Masse
des Kugelspeichers, wenn man statt der
genauen Formel fir das Volumen einer Hohl-
kugel zur schnelleren Berechnung die folgende
Niherungsformel benutzt:
V=4nrs,

wobei r der duBere Radius der Hohlkugel
und s die Wandstirke ist? Wie groB sind der
absolute und der relative Fehler? L.

W 10/12 w752 Welche paarweise vonein-
ander verschiedenen Primzahlen x, y und z
erfiillen die Gleichung x* + xy + z=82?  Sch.
W 10/12m 753 Essei ABCDEFGH ein Wiir-
fel mit der Kantenldnge a und mit der Grund-
fliche ABCD. Ferner liege E senkrecht iiber A.

F senkrecht iiber B, G senkrecht iiber C und
H senkrecht tiber D (vgl. die Abb.). Von diesem
Wiirfel seien zwei Pyramiden. die durch die
Kanten AB, AD, AE, BD. BE. DE bzw. durch
die Kanten GC, GF, GH. CF, CH. FH be-
grenzt sind, abgeschnitten. Es soll das Volu-

men des Restkorpers berechnet werden.
Ulrike Weise, EOS ,Friedrich Engels™,
Karl-Marx-Stadt, KI. 11

A

8

""10/12*754 Es seien f, g. h drei Funk-
tionen mit
fx)=x*+x+1,
g(x)=3x-5, (2
h(x)=x+1, 3)
die fiir alle reellen Zahlen x definiert sind.
Ferner seien x; und x, zwei reelle Zahlen,
fiir die die Gleichung
flalhol}=s20
Es ist zu beweisen, daB dann
{g )] +h(x)+x,} g [h(xa)]
+h(x;)+x,}=0 gilt. (5)
StR H.-J. Kerber. Neustrelitz

a

n

erfilit ist.  (4)

*10/12* 755 Wir untersuchen alle Glei-
chungssysteme der Form
y=ax+b, (40
y=cx+d, 2)
wobei die Koeflizienten a, b, ¢. d natiirliche
Zahlen darstellen, die kleiner als 10 sind.
(Diese Koeflizienten konnen also gleich 0. 1.
2,3,4,5,6,7, 8 oder 9 sein.)
1. Wieviel verschiedene Gleichungssysteme
dieser Art gibt es?
2. Wieviele dieser Gleichungssysteme haben
a) genau eine reelle Losung,
b) keine reelle Losung,
c) unendlich viele reelle Lésungen?
Bemerkung: Wir wollen zwei solche Glei-
chungssystemne als verschieden ansehen, wenn
sie sich in mindestens einem der Koeffizienten
a, b, ¢, d unterscheiden. L.

*10/12 * 756 Es ist zu beweisen. dal Nir
alle Winkel @ mit 0° Sa <30° die Gleichung
tan « - tan 2a - tan 3a

=tan 3a—tan 2a—tan a erfiillt ist.

Schiiler Ulli Klaus, Erfurt

*10/12* 757 Es ist zu beweisen, daB es zu

jeder von Null verschiedenen natiirlichen

Zahl neine natiirliche Zahl z gibt, die die Form
2=222...2000...0

hat und durch n teilbar ist.

(Die Zahl z hat also in dekadischer Darstel-

lung zundchst p Grundziffern, die gleich 2

sind, und dann g Grundziffern, die gleich 0

sind, wobei p und q natiirliche Zahlen mit

p=1,q21sind) S.H.



Harald Englisch iibersetzt Aufgaben

aus der CSSR

Als Schiiler der 4. Klasse nahm ich zum ersten
Mal an einer Kreisolympiade teil. Ein 3. Platz
(bei ca. 120 Teilnehmern der Stadt Leipzig)
war ein schoner Erfolg und gab mir den
Ansporn, mich kontinuierlich mit der Ma-
thematik zu beschiftigen. Anfangs lieBen mir
mein Vater und der Bezirkszirkel Junger
Mathematiker die groBte Forderung zuteil
werden. Spiter kam das Selbststudium als
eine wichtige Hilfe dazu. Ich bin ein regel-
maiBiger Leser von alpha. Friiher beteiligte
ich mich auch am alpha-Wettbewerb. Im
Jahre 1968 wurde ich in meiner Klassenstufe
Sieger (mit 32 Antwortkarten). Heute inter-
essieren mich die Beitrige und schwierige
Probleme wie Aufgaben von Internationalen
Olympiaden. In Vorbereitung auf ein Mathe-
matikstudium — ich besuche jetzt die 11.
Klasse — beschiftige ich mich besonders mit
der Linearen Algebra und der Analysis. Die
Erfolge meiner Arbeit sind die Ergebnisse bei
Mathematikolympiaden. Als die schonsten
mochte ich die 3. Preise bei der DDR-Olym-
piade in Klassenstufe 10 als Schiiler der
7. Klasse und Klassenstufe 11 als Schiiler der
10. Klasse bezeichnen.

Im Sommer 1970 besuchte ich mit meinen
Eltern die CSSR. Da mich die Olympiade-
bewegung in diesem Land interessierte, fragte
ich im erstbesten Geschift nach entsprechen-
der Literatur. Ich hatte Gliick. Beim Blittern
stellte ich fest, daf3 das mir Angebotene genau
das Richtige war. Der ndchste Schritt war
das Ubersetzen. Zugegeben, ich hatte davor
einige Angst, obwohl ich mich vorher schon
an sowjetisches Material herangewagt habe.
Aber beim Tschechischen lag die Sache auch
anders: Vor dem Besuch der CSSR kannte
ich kein Wort dieser Sprache, und inzwischen
lernte ich nur: ,Bitte, danke, guten Tag,
wo ist.... 7"

In Leipzig habe ich mir ein Worterbuch
besorgt und mich an die Arbeit gemacht.
Zuerst schlug ich jedes Wort nach. Natiirlich
fand ich nicht von jedem Begrifl die Uber-
setzung. Spiter suchte ich nur noch die
wichtigsten Worter heraus, nutzte die Ver-
wandschaft des Tschechischen mit dem Rus-
sischen und konzentrierte mich aul mathe-
matische Zeichen. Da ging die Arbeit viel
schneller von der Hand. Und wenn ich doch
einmal eine Aulgabe nicht verstand, ver-

suchte ich, mir diese an Hand der Losung zu
rekonstruieren.
Ich erzihite im Bezirkszirkel von meiner
Arbeit. Da meinte der Leiter des Bezirks-
kabinetts fiir auBerunterrichtliche Titigkeit,
Herr Hanowski, daB diese Aulgaben allen
zuginglich gemacht werden miiBten.
Mein Freund Arnulf Mébius, auch ein lang-
jahriger, erfolgreicher Olympiadeteilnehmer,
iibernahm die Korrektur. Die Mutter eines
ehemaligen Olympioniken erklirte sich bereit,
die Ubersetzung aufl Maschine zu schreiben.
Es entstanden 150 Abziige (Ormig). Nun
konnen sich alle Mitglieder des Bezirksklubs
durch unsere Arbeit weiterbilden.
Als Kostprobe méchte ich den alpha-Lesern
einige Aufgaben vorstellen.

Harald Englisch, EOS Karl Marx, Leipzig,

Klasse 11

Nach RedaktionsschiuB:

AnliBlich der Siegerehrung zur X. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR erhielt Harald
Englisch einen 2. Preis in Olympiadeklasse 12
(EOS) und wurde damit Kandidat zur XIII.
Internationalen Mathematikolympiade. Wei-
tere Kandidaten sind: Wollgang Burmeister
(Dresden), Thomas Jentzsch (Halle), Rein-
hard Wobst (Karl-Marx-Stadt, ehem. Dres-
den), Rainer Siegmund-Schultze (Berlin), Ste-
fan Ladmann (Leipzig), Hans-Jiirgen Fischer
(Karl-Marx-Stadt), Gerhard Spens (Erfurt),
Arnulf M6bius (Halle, ehem. Leipzig), Lud-
wig Schifer (Erfurt), Olal Bohme (Dresden).

Aufgaben aus Mathematik-Olympiaden
der CSSR

wlm Zerlege die natiirlichen Zahlen von
1 bis 12 in 4 Gruppen zu je 3 Zahlen, wobei
die Summe der 3 Zahlen jeder Gruppe nicht
gréBer als 20 sein soll. Beweise, daB in solch
einer Zerlegung die Gruppe {5. 6, 7} nicht
auftreten kann.

m2m  Gegeben ist der Viertelkreis SBC mit
dem Radius r=SB=SC. A sei der Punkt
auf dem Bogen BC, fiir den & BSA =60° gilt,
X sei ein beliebiger Punkt der Strecke SC.

a) Bestimme den Fliacheninhalt P des Gebie-
tes, das von den Strecken AX und BX und
vom Bogen AB begrenzt wird, mit Hilfe der
Linge x=5X.

b) Fiir welche x ist P halb so groB wie der
Flacheninhalt des Viertelkreises? Den wie-
vielten Teil von der Linge des Bogens BC
nimmt x in diesem Falle ein?

w3 = Konstruiere das rechtwinklige Drei-
eck ABC mit der Hypotenuse c=AB, wenn
ferner die Linge der Seitenhalbierenden s,
und der Winkel o gegeben sind. Dabei ist @
der Winkel zwischen s, und der Winkel-
halbierenden w,.

Bestimme (iir die Funktion

1+x? 1+x?
g -1
\/Zx \/2x
14+ x? 1+ x?
I ]
\/2x \/Zx

den maximalen Delinitionsbereich und stelle
sie dort graphisch dar.

ndm

y="/x

m5s a) Bestimme die kleinste natiirliche
Zahl N, die genau 15 Teiler hat.

b) Bestimme alle Zahlen kleiner als N, dle
mehr als 15 Teiler haben.

a6 s Gegeben ist im Raum die Gerade p
und eine Ebene 7 senkrecht zu p. Auf p sind
2 Punkte 4 und B gegeben, die auf der glei-
chen Seite von = liegen. In 7 ist eine Gerade ¢
gegeben. Bestimme den geometrischen Ort
aller Hohenschnittpunkte der Dreiecke ABX,

wobei X auf der Geraden g wandert.

Gegeben sind die nichtnegativen Zah-
len ¢y, c,, ¢; und die positiven Zahlend,,d,, d;
mit d\ <d,<d,. Zeige, daB dann gilt

¢
(c,d,+c,d,+c,dy) (d +di+d )

)2 (d +d3)
4d,d,
Hinweis: Zeige zuerst, daB
|

d; d,
<1.
ditd, T, 1 @

d, d,

nlm

S (e, +c,+c,

(M

65



=]
i
1
-
as
=
=
Foed
e T

Denk dir eine Zahl

Fordere deinen Freund auf, sich eine beliebige Zahl
kleiner als 64 zu denken und anzugeben, in welcher
dieser sechs Querspalten sie vorkommt:

1 3 S5 7 9 11 13 15 17 19 21
23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43
45 47 49 51 53 55 57 59 61 63

2 3 6 7 10011 14 15 18 19 22
23 26 27 30 31 34 35 38 39 42 43
46 47 50 51 54 55 58 59 62 63

4 5 6 7 12 13 14 15 20 21 22
23 28 29 30 31 36 37 38 39 4 45
46 47 52 53 54 55 60 61 62 63

8 9 1011 12 13 14 15 24 25 26
27 28 29 30 31 40 41 42 43 44 45
46 47 56 57 58 59 60 61 62 63

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31 48 49 50 51 52 353
54 55 56 57 58 59 60 61 62 63

32 33 34 35 36 ‘37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53
54 55 56 57 58 59 60 61 62 63

Die gedachte Zahl findet man leicht, indem man die
ersten Zahlen in den angegebenen Querspalten addiert.
Wie ist das moglich?

Die bunten Wiirfel des Major MacMahon

Das Spiel besteht aus dreiBig gleichgroBen Wiirfeln,
deren Fliachen in sechs Farben gehalten sind: Jeder
Wiirfel hat eine weille, blaue, griine, gelbe, rote und
schwarze Fliche. Dabei unterscheiden sich je zwei
dieser Wiirfel durch die gegenseitige Lage der farbigen
Flichen voneinander. (Das Spiel enthilt deshalb
ausgerechnet dreiBig Wiirfel, weil die sechs Farben
gerade auf dreiBigfache Weise so auf die Wiirfel-
flichen verteilt werden konnen, daB je zwei Farb-
anordnungen voneinander verschieden sind.)

66

Mit den dreiBig Wiirfeln des MacMahon lassen sich
verschiedene Spiele verabreden; auf das bekannteste
wollen wir hier eingehen:

Von den dreiBig Wiirfeln wihlt man einen beliebigen,
den man Muster nennt. Von den 29 iibrigen soll man
8 auswihlen und sie zu einem groBen Wiirfel zu-
sammenstellen, der die gleiche Farbverteilung wie
das Muster hat. Wenn man weiter nichts verlangt,
ist die Aufgabe verhiltnismiBig leicht. MacMahon
fiigte jedoch einige andere Forderungen fiir die
Zusammenstellung des Wiirfels aus acht Einzel-
wiirfeln hinzu. Er verlangt z.B., daB im ,,groBen‘
Wiirfel nur Wiirfel mit gleichfarbigen Fldchen .anein-
anderstofen sollen. Wenn z. B. ein Einzelwiirfel eine
weiBe Deckfliche hat und man darauf einen weiteren
stellt, muB die Grundfliche dieses Wiirfels wiederum
weil sein.

Ersetze Buchstaben durch Zahlen

In der untenstehenden Aufgabe sind die Buchstaben
so durch Zahlen zu ersetzen, daB in der Summe fiir e
die Zahl 2 oder 4 oder 6 gesetzt werden kann. Uberlege,
ob fir e auch 8 mdglich ist. Bei jeder Teilaufgabe
bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Zahlen, a, b, ¢, d,
bedeuten vier verschiedene Zahlen.

abcd

bcd

cd

4 d

e e ee

Der Zahlenstern

Ein sechseckiger Stern enthddt 12 Kreise. Ordne die
Zahlen 1 bis 12 so in die Kreise ein, dafl die Summe
der Zahlen fiir jede Seite (4 Kreise) 26 betrigt! Zeige
ferner, daB es moglich ist, die Zahlen so einzuordnen,
daB auBerdem die Summe der Zahlen an den 6 Eck-
feldern 26 betrigt!



Damen auf dem Schachbrett

Auf ein Schachbrett sind vier Damesteine so zu
stellen, daB sie alle nichtbesetzten Felder mit Aus-
nahme von al, a2, bl, b2 decken. Auf das Brett sind
fiinf Damesteine so aufzustellen, daB sie alle nicht

besetzten Felder decken.

Wieviel Ziige kann man auf einem leeren Schachbrett
mit einem Damestein ausfiihren? (Der Damestein
kann sich bei jedem Zuge beliebig weit vor oder
zuriick, parallel zu den Seiten des Brettes oder zu den
beiden Diagonalen des Brettes bewegen.)

Die Zahl 3 fiinfmal verwendet

Die Zahlen 11 und 57 sollen nur mit Hilfe der Zahl 3
und beliebigen Rechenzeichen sowie mit der Bedin-
gung dargestellt werden, daB die Zahl 3 genau fiinfmal
verwendet wird.

Kryptarithmetik

Erginze die fehlenden Ziffern, an deren Stelle Sterne

gesetzt sind!
1 * ® . * %

* ok ¥
* % |

* ok ok ] *

Die auf beiden Seiten (S. 66/67) gestellten Probleme wurden ent-
nommen aus:

333 her a zabavy pro pionyry (Verlag Mlada franta); Magazin
hadanky a kfizovky (Verlag Orbis), Keine Angst vor Mathematik
(SNTI-Verlag technischer Literatur / VEB Fachbuchverlag); Zen-
trale Mathe-AG Liberec; rozhledy (mathematische Schiilerzeit-
schrift der CSSR)

AufgepaBt

Wir wollen iiberpriifen, wie es um unser rdumliches
Vorstellungsvermégen steht: In einen Wiirfel ist der
Verlauf eines Drahtes in riumlich gebrochener Linie
eingezeichnet.

!
a
|
) S U g B

/ /
/ 7/

a b

In a und b ist der gleiche Wiirfel im Grund-, Auf-
und Kreuzril gezeichnet. Das Bild des Verlaufs je
eines Drahtes ist dargestellt. Zeichne in die beiden
Wiirfel den Verlauf der Drihte in raumlich gebroche-
ner Linie ein!

Wer hat die Scheibe eingeschlagen?

Emil, Johann, Karl und Rudolf haben auf dem Hof
FufBball gespielt und eine Fensterscheibe eingeschla-
gen. Als der Fall untersucht wurde, sagten sie folgen-
dermaBen aus: ‘
Emil: ,,Das Fenster hat Karl oder Rudolf eingeschla-
gen.*

Johann: ,,Rudolf hat es getan.*

Karl: ,,Ich habe das Fenster nicht eingeschlagen.*
Rudolf: ,,Ich auch nicht.*

- Ihr Lehrer, der die Jungen gut kannte, sagte: ,,Drei

von ihnen sprechen immer die Wahrheit.*
Wer hat also das Fenster eingeschlagen?
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Lésung zu der Aufgabe 4 der 1V. Inter-
nationalen Physikolympiade (Heft 1;71)
Bei einem sphirischen Hohlspiegel kreuzen
sich die reflektierten Strahlen eines Parallel-
strahlbiindels nicht alle im Brennpunkt.
Damit ergibt sich eine Skizze fiir den Sach-
verhalt entsprechend Bild. (Siehe S. 72, Mitte)
Die Brennweite des spharischen Hohlspie-
gels mit dem Brennpunkt F betrigt
FM=Fo=R.
2 ,
Weil das Dreieck CMD gleichschenklig und
die Strecke DM =R ist, [olgt
R R
TCM’ also CM_2cosi'
Weiterhin gilt fiir die Strecke CF:
CF=CM—FM, also

CF= R __5=£ L_’] X
2cosi 2 2\cosi

Fiir das rechtwinklige Dreieck CEF gilt:

cosi=

m

tan 2i=C—er, also x=CF -tan2i.

In Verbindung mit Gleichung (1) folgt fiir die

Strecke x:

x=5(#—1) tan2i. @
2 \cosi

Fiir das rechtwinklige Dreieck DAM gilt:

. a
i=—. 3
sin { R 3)

Aus der Gleichung cos?i+sini=1 folgt
dann: —

fiir Winkel funktionen des doppelten Winkel
sin2i_2sinicosi

cos2i 1-2sin?i’

Dann folgt in Verbindung mit den Gleichun-
gen (3) und (4):

tan 2i=

tan2fj = ————— (5)

Daraus folgt fiir die Strecke x in Verbindung
mit den Gleichungen (2), (4) und (5):
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Es gelten folgende Nﬁﬁcrungen:
a* a? a? .
l—\/l —le—<l'—m>zm und weil

2 . 2 2
%<l ist 1——;—2::1.

Daraus flolgt fiir die Strecke x:
a® _a .
AR IR
Fiir die GroBe des Emplingers ergibt sich
damit angenihert:
253

Aus der Berechnung des Verhiltnisses der
Spiegelllichen zueinander ergibt sich die
Ldsung fiir den zweiten Teil der Aulgabe.
Dabei wird in jedem der beiden Fille be-
riicksichtigt, daB auf den Strahlungsemplin-
ger die Energie vom ganzen Spiegel, das heiBt
von der Kreisflliche von Halbmesser «, triflt.
Aus der vorhergehenden Berechnung ergibt
sich
a=Y7R%x.

Die Wirkungsfliche des Spiegels ist propor-
tional zu a?, das bedeutet

- a*=3/4R*x?.
Eine Verringerung des Emplingerradius aufl
ein Achtel ergibt

T 7e\2
23 4Rs(2Y
o=l (3)
Damit wird das Flichenverhiltnis

F & 3=
—=—=3/82:1=4:1.

F, a? V8,

Die vom Empfinger aufgenommene Strah-
lung verringert sich um ein Viertel. wenn
seine AusmaBe auf ein Achtel reduziert

werden.

W 5w592 Nach dem Umstellen der Biicher
befinden sich in jedem Regal genau 40 Bii-
cher. Da dabei dem ersten Regal zwei Biicher
entnommen wurden, befanden sich dort zu-
vor 42 Biicher. Dem zweiten Regal wurden
zwei Biicher hinzugefiigt und drei Biicher
entnommen, in ihm befanden sich demnach
41 Biicher. Im dritten Regal befanden sich
37 Biicher. i

W 58593 Wir nehmen an, im vergéngenen
Jahr beteiligten sich n Schiiler am Wett-
bewerb; dann nahmen (28 —n) Schiiler nicht
daran teil. Gegenwiirtig beteiligen sich (n + 6)
Schiiler am Wettbewerb. Die Gleichung
n+6=28 —n wird nur [ir n=11 erfiillt. denn
11+6=28—11. Also nahmen im" vergange-
nen Jahr 11 Schiiler dieser Klasse am alpha-
Wettbewerb teil und in diesem Jahr 11+6=17
Schiiler.

*5*594 Nehmen wir an, ein Schiiler habe
a S-Pfennigstiicke, b 10-Plennigstiicke, ¢
20-Pfennigstiicke und d 50-Plennigstiicke ge-
spart, dann gill 5a+10b+20¢+50d=200
bzw. )

a+2b+4c+10d=40. Dabei sind a, b, c und d

natiirliche Zahlen groBer als 0 und kleiner
als 4. Da 2b, 4c, 10d simtlich gerade Zahlen

sind, und die Summe 40 ebenfalls eine gerade
Zahl ist, muB auch a eine gerade Zahl sein.
also a=2. Wir erhalten somit

2+2b+4c+10d=40.
2b+4c+10d=38,
b+2c+ 5d=19.
Diese Gleichung besitzt unter den gegebenen
Bedingungen genau zwei Losungen, namlich
by=2,¢,=1,d,=3 und b,=3,¢,=3.d,=2.
Da es sich um drei Schiiler handelt, aber nur
die beiden Moglichkeiten
2:542-1041-2043-50=200 und
2:-5+3-1043-204+2-50=200 bestehen,
triflt Regines Behauptung zu.

W 68597 Es sei n die Anzahl der Ringe,
die ein Schiitze hochstens erreichen kann.

dann entfallen aul Monika gn Ringe, aufl

Birbel (§n+4> Ringe, aul Margit (gn+2>
Ringe. Zusammen erreichten die drei Mad-
chen also (%n+6) Ringe. Die Gleichung

15—2n+6=%n hat die Losung n=60.
Ein Schiitze konnte 60 Ringe erreichen.
Birbel erreichte 52, Margit 50, Monika

48 Ringe.

W 6w.598 Da die von A gemachte Aussage
falsch ist, hat A verschiedenlarbige Kugeln
in der Hand. Da A hochstens zwei Kugein
erhielt, besitzt er genau eine weile und eine
schwarze Kugel. Da die Aussage von C falsch
ist, hat C genau eine Kugel. und zwar ent-
weder eine weiBe oder eine schwarze erhalten.
Im ersten Falle miiBte dann B je eine weille
und schwarze Kugel besitzen. Da aber die
Aussage von B falsch ist, kann dieser Fall
nicht eintreten. Daher triflt der zweite Fall zu,
und B erhielt zwei weille Kugeln. Demnach
erhielten

A eine weiBe und eine schwarze Kugel,

B zwei weiBe Kugeln,

C eine schwarze Kugel.

*6*599 Das Produkt RPRP ldBt sich dar-
stellen durch 100 RP+ RP=101" RP. Dem-
nach gilt P?2- PQP=101 - RP, das heiBt PQP
muB durch 101 teilbar sein. Ausn - 101 = PQP
und 0<n<9 folgt

PQP=101 fir n=1, also Q=0 und R=0
(entfdllt);

PQP=202 fiir n=2, also Q=0 und RP=8
(nicht moglich); usw. Nur n=4 erfiillt die
gestellten Bedingungen, und wir erhalten
PQP=404 und RP=64, also R=6.

Probe: 4-404-4=6464.

W 7602 Es seien x, y und z die gesuchten
natiirlichen Zahlen. Dann gilt x+ y+z=s
und xs + ys + zs = s (x + y + z) = 5%. Daraus
folgt 240+270+39C=s? bzw. s2=900 und °
damit s=30. Aus xs=30x=240 folgt x=8,
aus xy=30y=270 f(olgt y=9 und aus
2s=30z=390 f[olgt z=13. Die gesuchten
Zahlen lauten somit 8, 9 und 13.



W 78603 Es sei E=E=b; dann gilt
b b
A1=§(X+}’), Az=5[(a—X)+(a—y)]

=g(20—x—y), also

A Ay=(x+y): Qa—x—y)=2:3.
Daraus folgt
3x+3y=4a-2x-2y,
5x+5y=4a,

X+ .y=§a.

*7*604 Nach dem Satz des Thales gilt
AM =BM=CM und damit auch ¥MBC
Z xMCB=p. Im rechtwinkligen Dreieck
ADC gilt x ACD=90°—a=§.

Aus MD=ME,MB=MC, ¥ CDM = ¥ BEM
=90° folgt ADMC=AMBE und damit

'):MBE=<):DCM=%ﬂ.

A D M )

Aus ¥ ACB= xACD+ ¥xDCM + £ MCA
=B+%ﬂ+ﬂ=90° folgt f=36° und somit

a=>54°

Es wurden auch die Lésungen (alpha-Wett-
bewerb) anerkannt. bei denen die Einsender
den HohenluBpunkt F nidher an A als an B
wihlten, d. Red. i

W 8 m607 Esseien x und y zwei zweistellige
natiirliche Zahlen, die die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen. Dann ist ihre Summe x +y
das Quadrat einer natiirlichen Zahl, und es
gilt
%x=%y, also x: y‘=6:_5.

d.h, x=6k und y=>5k, wobei k eine natiir-
liche Zahl ist.
Daraus folgt x+y=11k.
Nach Voraussetzung ist 11k eine Quadrat-
zahl; das ist aber nur dann moglich, wenn k
gleich einer der Zahlen 11, 11-4, 119, ...,
11-n?, ... ist. Fiir k=11 erhalten wir x=66
und y=55, also zwei zweistellige Zahlen,
die die Bedingungen der Aulgabe erfillen;
denn es gilt
x+y=66+55=121=112

66 6 6-55_66

—-Xx=—, —

und y=—=—.
5 525 25 5

Fiir k=11-4=44 erhalten wir x=264 und "

y=220; diese Zahlen erfilllen nicht mehr
die Bedingungen der Aufgabe, da sie bereits
dreistellig sind. Entsprechendes gilt fur
k=11-n? mit n>2.

Es gibt also genau ein geordnetes Paar von
natiirlichen Zahlen, das die gestellten Bedin-
gungen erfiillt, ndmlich (66, 55).

W8 w608 Fiir a=1 erhalten wir
fla)=a" (100 —a*)=99; lir a=2 erhalten wir
f(a)=22 (100 — 2%)=4 (100 —4) = 384;

also Zahlen, die nicht vierstellig sind.

Fir a=3 erhalten wir f(a)=3*(100—-33%)
=27(100—27)=1971. Diese Zahl ist vier-
stellig und erfiillt die Bedingungen der Aul-
gabe. '

Fir a>3 erhalten wir a°=4*=256. also
100—a*<100—-256 <0,

d. h, f(a) <0, also keine weiteren Losungen.
Es gibt also genau eine vierstellige Zahl, die
die obigen Bedingungen erfillt, ndmlich die
Zahl 1971.

*8*609 a) Es secien M der Mittelpunkt
und r der Radius dés Kreises k. a die Lange
der Seiten des Quadrats ABCD. Dann gilt,
da das Dreieck MCD rechtwinklig ist. nach
dem Satz des Pythagoras

2
r’+r¥=q? also r* =a? -(vgl. d. Abb.)

Der Flicheninhalt des Quadrats ABCD ist
gleich A, =4?. Der Flicheninhalt des Kreises

k ist gleich A2=nr2=§a1. Der Flichen-
inhalt eines jeden Halbkreises iiber einer

o .1 _fa\* n ,
Quadratseite ist gleich 51[ 2 =§a , also

die Summe dieser vier ‘Fliacheninhalte gleich

n
A, ==a%.

32
Wir erhalten daher die Summe der Flichen-
inhalte der vier von den Punkten 4, B, C, D

begrenzten Segmente des Kreises &, indem.
" wir von dem Flicheninhalt des Kreises k den

Flicheninhalt des Quadrats ABCD subtra-
hieren:

Die Summe der Flicheninhalte der vier
»Mondsicheln* ist daher

n n
A, —(sz— Al)_=5 a? —(5 a*— az) =a?
d. h,, die Summe der Flicheninhalte der vier
»Mondsicheln"“ ist gleich dem Flacheninhalt
des Quadrats ABCD.
b) Damit haben wir gleichzeitig diese Summe,
die gleich «* ist, durch die Seitenldnge a des
Quadrats ABCD ausgedriickt.

WO a6l12 Wir formen die gegebene Zahl
zunichst so um, da der Nenner des ersten
Summanden rational wird (durch Erweite-
rung mit 5+ /2) und erhalten dann weiter

3+ E_Bﬁ:_%&_‘_oﬁ

-

5-42 237 (5-Y2)(5+y) 23
_25+10/2+2 10,2
25-2 23
_25+10/2+2-10/2_27
23 23"

d.h., die Zahl z ist rational, weil sie sich als
Quotient der ganzen Zahlen 27 und 23 dar-
stellen 14Bt.

W9 w613 Es sei a die Linge der Wiirfel-
kante; dann ist der Radius der einbeschriebe-
nen Kugel gleich g=g, also ihr Rauminhalt
leich 4 n
I Ll L
Ferner ist der Radius der umbeschriebenen
Kugel gleich der halben Liange der Korper-
diagonale des Wiirlels, also gleich r=§ﬁ.

Dabher ist der- Rauminhalt gleich

4 4 @, = = =
V2=5 7[73=§7I?3\/3=5'(13 \/3
Die Rauminhalte der beiden Kugein verhalten

sich daher wie

n n ZY
V,: V2=<ga3> : (Ea3 \/3)
%:\/§=1 :(33)=1:5,19.

Der Rauminhalt der umbeschriebenen Kugel
ist also etwas mehr als finfmal so groB wie
der Rauminhalt der einbeschriebenen Kugel.
*9*614 a) Aus A /M, M A,

=AM, : M;A,=1:1 flolgt MM, | 4,4,
und weiter M, M, : A,4,=1:2, also

M, M;=4,M,=M,A4, (vgl. Abb. 1).
Analog erhalten wir M,M2=M=M3A3

und M,M,=A M, =M A,.
As

Ay M, A
Da die Punkte M,, M,, M, gegeben sind, 148t
sich das Dreieck M; M, A, aus den drei Seiten
M;M,, M, Ay = MM, und A,M, = M| M, kon-
struieren. Durch Verlingerung der Strecke
m iiber M, hinaus um sich selbst erhalten
wir den Punkt' A, und analog durch Ver-
lingerung der Strecke A;M, iiber M, hinaus
um sich selbst den Punkt A4,. Damit haben
wir das gesuchte Dreieck A4,4,4, konstru-
iert und gleichzeitig festgestellt, daB es genau
ein Dreieck mit den verlangten Eigenschaften
gibt.
b) AusA,M, - M A, =AM, : M,A,=1:1
folgt M M, | A,A, (vgl. Abb. 2). Analog
erhalten wir M,M, | A,A, und MM,
| MM, | A;4,. Das gesuchte Viereck exi-
stiert also nur dann, wenn die gegebenen
Seitenmitten M,, M,, M,, M, Eckpunkte
eines Parallelogramms sind. ¢
Zur Konstruktion des gesuchten Vierecks
A A,A3A, konnen wir jetzt den Punkt 4,
beliebig annehmen, jedoch so, daB er zwi-
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schen den parallelen Geraden M, M, und
M M, liegt und von der Geraden M, M,
einen kleineren Abstand als diese Gerade
von der Geraden M, M, hat. (Sonst konnten
nimlich die Punkte M,, M,, M, M, nicht
die Seitenmitten des gesuchten Vierecks sein.)
Jetzt verlangern wir die Strecke A, M, iiber
M, hinaus um sich selbst bis’zum Punkt A4,
und die Strecke A, M, iiber M, hinaus bis
zum Punkt 4,. Die Verbindungsgeraden 4, M,
und A M, schneiden sich im Punkt A,. Dann
ist A;A,A3 A, ein Viereck mit den verlangten
Eigenschaften. Denn es gilt

MM, || A2A, || MM, und daher

MM, : A)A;=M M, : A,A,=1:2.
T A
M 3
A
M;
M, ¢
Ar My A

Also sind M, und M, die Mittelpunkte der
Seiten A,A; bzw. A;A,. Femner sind nach
Konstruktion M, und M, die Mittelpunkte
der Seiten 4,4, bzw. A,A;. Das Viereck
A,;A,A3A, hat daher die verlangten Eigen-
schaften.

Nun konnten wir den Punkt A, beliebig (mit
den obigen Einschrinkungen) annehmen.
Die Aufgabe b) hat daher im Gegensatz zur
Aufgabe a) unendlich viele Lésungen.

W 10/128616 a) Wir erhalten bei Anwen-
dung der Niherungsformel fiir das Volumen
des pyramidenstumpflormigen Teils des Zeltes

V= ("’;”) h =2725% 1,1 m % 12,62 m®.

1

Ferner betriigt das Volumen der aufgesetzten
Pyramide .
v,= & 2,152-05
3 3

Fiir das Volumen des Zeltes erhalten wir
daher den Naherungswert
V'=V'+V,~13,39m>.

b) Bei Anwendung der genauen Formel

m3x0,77 m>.

erhalten wir fiir das Volumen des pyramiden-.

stumpflormigen Teils des Zeltes
v, =h3‘ (a*>+ab+b?

=13;7 (3,3+33-2,15+2,15) m’

=1’7'3i’61 m*~ 1281 m?,
also fiir das Volumen des Zeltes
V=V,+V,=(1281+0,77) m*~ 13,58 m>.
Der absolute Fehler betrigt also bei der An-
wendung der Niherungsformel
V—V'~(13,58-13,39) m*~0,19 m>.
Daraus erhalten wir den relativen Fehler
V-v' _ 019 0
7 1358~0014 ds 1,49,
Der bei der Anwendung der Néherungsformel
entstandene Fehler ist also verhiltnismiBig
_klein und kann bei derartigen praktischen
Berechnungen vernachlissigt werden.
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W 10/12a617 Wegen (2) ist k40. Durch
Multiplikation mit k? erhalten wir aus (2)
kx+5k*y=2k*. Ferner folgt aus (1) (3)
—kx+3y=-—18, @)
also durch Addition von (3) und 4)
2 2 2(k*-9)
y(5k*>+3)=2k*—-18, y=m' {5)
Ferner erhalten wir aus (2)

_ 10(k*—9)\ _ 96k
""‘(2_5”""(2_ Sk2+3 )‘5k2+3 ©
Wegen 5k*+3>0 gilt y<0 genau dann,
wenn k2<9, also —3<k<3 ist, also fiir
ganzzahlige k nur in den Fillen k= -2, —1,
0,1,2
Andererseits gilt wegen (6) x <0 nur fir k<O.
Daher hat das gegebene Gleichungssystem
negative rationale Lésungen nur fir k= —2
und k=—1.

*10* 618- Da dic Dreiecke ABC und
A'B'C’ gleichseitig und einander kongruent

sind, gilt AB= BC=AC=a "Wegen CC'=h

folgt ferner nach dem Satz des Pythagoras

AC?=BC*=a*+h? " (vgl d. Abb.).

Gilt nun £ AC’'B=45°, so lolgt aus der An-
wendung des Kosinussatzes in dem Drei-
ckABC
a*=AC'*+BC'?~2AC’ - BC'-cos 45°
a’=(a’+hz)+(a1+h’)—2(az+_h’)%JE,

a?=(@*+h)(2-/2).
Hieraus erhalten wir, indem wir durch a®
dividieren,

» 5
1=(1+;) 2-y2),

@
R_ 1

e 2+ .2 2+2
a? 2- J2 2- JZ) 2+ J2) 2
=142 J2 Daraus folgt
h

= =—_- 3

J J2 a 32 @

Andererselts folgt auch, wie man durch den

Riickschluf von_(3) auf (1) leicht bestitigt,
aus h:a=1:%/2 X AC'B=45°,

Es gilt also ¥ AC’B=45° genau dann, wenn

h:a=1:%/2~1:1,189.

ity

54621 Die Losung ist der abgebildeten
Tabelle zu entnehmen.

Name  Anzahl der Murmeln Lt')suhg
Klaus x+9 23
Karin  x+7 21

Ute x+3 17
Horst  x 14
Sabine x+8 22
insges. S5x+27=97 5x=70 x=14

54622 Wir zeichnen die Verbindungsgerade
der Punkte 4 und C; sie schneidet die Sym-
metrieachse ¢ im Punkte P. Dann zeichnen
wir die Gerade durch die Punkte P und A"
Die nun zu zeichnende Verbindungsgerade
der Punkte B und C schneidet die Symmetrie-
achse g im Punkte Q. Der Schnittpunkt der
Geraden PA’ mit der zu ziechenden Geraden

*QB’ ist der gesuchte Bildpunkt C'.

CI

WS5m623 Aus 44—12=32 folgt, daB im
zweiten Falle der Verteilung 32 Apfel mehr
als im ersten Falle verteilt worden wiren. Da
dann jeder Schiiler 6 —4 =2 Apfel mehr erhal-
ten hitte, gilt 32:2=16, das heiBt, es be-
teiligten sich 16 Schiiler an der Aplelernte.
Aus 16-4+44=108 oder 16-6+12=108
folgt, daB sich 108 Apfel in dem Korbe
befanden.

W5 8624 Am Theaterbesuch beteiligten
sich insgesamt 144 Schiiler, denn 29+ 115
=144, In jedem der drei Busse saBen 48 Schii-
ler, denn 144 : 3=48. Es sei x die Anzahl der
Midchen, die im ersten - Bus fuhren, dann
saBen in diesem Bus 15-x Jungen, also
x+15x=16x Schiiler. Aus 16x=48 [olgt
x=23. Im ersten Bus saBen demnach 3 Mid-
chen und 45 Jungen. Es sei y die Anzahl der
Maidchen, die mit dem zweiten Bus reisten,
dann saBen in diesem Bus y+ 20 Jungen, also
insgesamt 2y+20 Schiiler. Aus 2y+20=48
folgt y=14. lin zweiten Bus fuhren 14 Mid-
chen und 34 Jungen. Aus 29«3—14=12 und
115—45—34=36 folgt, daB mit dem dritten
Bus 12 Midchen und 36 Jungen reisten.

*5%625 Der Ubersicht halber fertigen wir
uns eine Tabelle an.
Sorte A Sorte B Sorte C Preis

Elke 5 . 30 3,50 M
Doris 8 20 520 M
Helga 7 20 30 630 M
insges.: 20 40 60 1500 M

Elke und Doris kauften zusammen

13 Stiick der Sorte A, 20 Stiick der Sorte B,
30 Stiick der Sorte C fiir 8,70 M.

Helga hingegen erwarb

7 Stiick der Sorte A, 20 Stiick der Sorte B,
30 Stiick der Sorte C fir 6,30 M.

Demnach kosten sechs Briefmarken der
Sorte A (8,70—6,30=2,40) genau 2,40 M,
also eine Briemarke 0,40 M.

Aus 3,50—2,00=1,50 und 150:30=S5 folgt,
daB jede Briefmarke der Sorte C 0,05 M
kostete. Aus 5,20—3,20=2,00 und 200 : 20
=10 folgt, daB jede Briefmarke der Sorte B
0,10 M kostete.



64626 Die moglichen Fille der unter-
schiedlichen Preise der bestellten Artikel
sind in der abgebildeten Tabelle zusammen-
gestellt.

bar sein; das trifft aber nur fir 5,10 M zu.
Die Einzelpreise der Artikel lauten also
12— M, 14— M, 18— M. Die Leihgebiihr
fiir einen Mietbehilter betrigt 1,70 M.

Preis in M 12— 12— 12— 12— 12— 12— 14—
je Artikel 14,— 14— 14— 14— 16,— 16,— 16,—
16,—. 18— 20— 22— 18— 20— 18—
42,— 44— 46,— 48,— -46,— 48,— 48—
Leihgebiihr 7,10 5,10 3,10 1,10 3,10 1,10 1,10
Gesamtbetrag 49,10 49,10 49,10 49,10 49,10 49,10 49,10

Da fiir jeden der drei Mietbehilter die glei-
che Leihgebiihr erhoben wurde, muB der
Gesamtbetrag [iir Leihgebiihren durch 3 teil-

64627 Jens habe x kubanische Briefmar-
ken gesammelt; an Hand des Aufgabentextes
1aB1¢ sich folgende Tabelle aufstellen:

Linder Anzahl der Marken Losung
Kuba x 18 Briefmarken
Ruminien Ix 54
Sowjetunion 4-3x=12x 216
Polen x+3x+9=4x+9 81
DDR x+3x+12x+4x+9=20x+9 369
Ungarn 12x:2-9=6x-9 99 -
insgesamt 46x+9=837 837

) 46x=828

x= 18

W 68628 Uwe habe sich die Zahl x ge-
merkt, und n sei das berechnete Endergebnis.
Auf Grund der Anweisungen hat er folgende
Rechenoperation auszufiihren:
[(x-5+2)-4+3] - 5=n,
(5x42)-20+15=n,
100x+40+15=n,
100x+55=n.
Die gemerkte Zahl x erhilt man, wenn man
die letzten beiden Ziffern (55) im errechneten
Ergebnis n wegldBt.
Beispiel: n=1755, x=17.

W6a629 Es sei n die Anzahl der Bohr-
15cher; sie besitzen untereinander n—1 Ab-
stinde. Aus der nachfolgenden Abbildung
1aBt sich die Struktur der allgemeingiiltigen
Gleichung fiir die Linge x des Abstandes
zweier benachbarter Bohrlocher leicht be-
stitigen.
x=1—(a+b+n-d)
n—1

{

(=IO O OO

Zahlenbeispiel:
= 310—(10,2+22+5 - 35) mm,
5-1
x=25,7mm. .

Der Abstand zweier benachbarter Bohrlocher
betriigt 25,7 mm. '

*6*630 Aus dem 5. Satz des Aufgaben-
textes folgt: Herr Miiller ist weder Sportleh-
rer noch Mathematiklehrer, also Geschichts-
lehrer.

Aus dem 6. Satz [olgt: Herr Miiller heiBt mit
Vornamen Klaus und wohnt in Demmin.
Herr Palm heiBt weder Klaus noch Kurt, also
Otto. Herr Palm ist nicht Mathematiklehrer,
also Sportlehrer. Damit ist Herr Schulz
Mathematiklehrer, er- hat den Vornamen
Kurt und wohnt in Anklam. Deshalb ist
Herr Palm in Neustrelitz wohnhalt.

74631 In dem abgebildeten Trapez ABCD
sei AB| CD, b=d und a>c. Aus diesen Vor-
aussetzungen folgt, daB Winkel ¥ BCD groBer
als 90° ist. Deshalb kann nur das Dreieck ABD
rechtwinklig sein, und es gilt ¥ ADB=90".
Wegen ¥ BCD>90° kann das Dreieck DBC
nur dann gleichschenklig sein, wenn ¥ BDC
= £ DBC gilt. Es sei xBAD=a, dann ist
¥ADC=180°—a und *xCDB=180"~a—90°
=90°—q, also auch ¥xDBC=90°—u. Aus
¥ABC=a und & ABD= & ABC- £DBC
folgt ¥ ABD=a—(90°—a)=2a—90°.

Fir die Winkelsumme des Dreiecks ABD
gilt demnach

a+2a—90°+90°=180° also a=60°. Damit
ergeben sich die Trapezwinkel zu a=f=60°

und y=58=120°. Da das rechtwinklige Drei-

eck ABD die spitzen Winkel 30° und 60°
besitzt, gilt ferner AB=2- AD.

Fiir die Trapezseiten ergibt sich somit
a:b:c:d=2:1:1:1. ‘

74632 Es sei AB=c; wegen ¥ CAB=60°
gilt E=%A_B=§.»Fiir das Dreieck ADC

gilt wegen ¥ CAD =60°, ferner E=%E=§.
PB=AB-AD=c-S=3¢
4 4
[
F
3
AG D H 8
Wegen EC = DF gilt lﬁ=%E_C
1{c ¢\ 3c
_5<§_§)_E' Daraus [olgt:
e _fm A3 3¢ 9
HB=DB—DH==c——==2c¢: AE H
I4c T; 16c +A4
—S4843¢ 2 a0 HAB=AE+AH
8 4 16 16 ° B :

W 7 w533 Der Flicheninhalt des Dreiecks
ABC ist gleich der Summe der Flicheninhalte
der Dreiecke AED und EBF und des Recht-
ecks CDEF; deshalb gilt
a_b=y(b—X)+x(a—y)
2 2 .2
ab=y(b—x)+x(a—y)+2xy.
Durch weiteres. Umformen der Gleichung
erhalten wir
ab=by—xy+ax—xy+2xy,
ab=ax+by.

+xy, bzw.

W 78634 Wir Iosen die Aufgabe mit Hilfe
einer Fallunterscheidung.

1) Angenommen in Antwort a) seien alle drei
Vornamen richtig; dann sind nur in den Ant-
worten c) und ¢) jeweils alle Vornamen [alsch.
Das wider'spricht der Voraussetzung, also ist
diese Annahme falsch.

2) Angenommen in Antwort b) seien alle drei
Vornamen richtig; dann sind nur in den Ant-
worten ¢) und e) jeweils alle Vornamen falsch.
Das widerspricht der Voraussetzung, also ist
diese Annahme falsch.

3) Angenommen in Antwort c) seien alle drei
Vornamen richtig; dann sind in den Antwor-
ten a), b), d), g) jeweils alle Vornamen falsch.
Das widerspricht der Voraussetzung, also ist
diese Annahme falsch.

4) Angenommen in Antwort d) seien alle drei
Vornamen richtig; dann treffen alle Voraus-
setzungen zu. In Antwort a) ist ein Vorname,
in den Antworten b) und e) sind zwei Vor-
namen, in den Antworten c), f), g) sind drei
Vornamen falsch. Die Vornamen -der drei
Schiiler, dic einen ersten Preis erhielten,

" lauten Steflen, J6rg und Udo.

Die noch durchzufiihrenden weiteren Fall-
unterscheidungen fiihren ebenlfalls zu Wider-
spriichen.

*7%*635 In der Abbildung sei ABCD ein
Sehnenviereck mit den Diagonalen AC=e,
BD= f und es gelte e= f. Die sich einander
gegeniiberliegenden Winkel eines Sehnen-
vierecks erginzen sich zu 180° also a+y
= B+ &=180°. Peripheriewinkel, die zu gleich-
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langen Sehnen eines Kreises gehoren, sind
entweder kongruent, oder sie erginzen sich’
zu 180°. Wegen e= f gilt deshalb entweder
a=pf oder a+ f=180°

Im 1. Fall (= p) folgt dann aus a+y=4+4
=180°

y="und a+d=180°
Daher gilt 4B | CD, d.h,, das Viereck ABCD
ist ein Trapez Wegen a=f ist dieses Trapez
gleichschenklig. )
Im 2. Fall (a+ B=180°) lolgt aus a+y=8+40
=180° '

f=v und a+ f=180°.
Daher gilt BC | DA, d.h., das Viereck BCDA
ist ein Trapez Wegen =1y ist dieses Trapez
gleichschenklig.
In jedem Fall ist daher das Viereck ABCD
ein gleichschenkliges Trapez, w.z.b.w.

84636 1. Angenommen, es gibe ein ge-
ordnetes Paar (a,b) natiirlicher Zahlen, so
daB die Gleichung (1) erfiillt ist. Dann wiirde
gelten a$3, 540 und
b*(@*-3a+1+3a-9)=36,
b?(a?—8)=136. 3)
Da nach Voraussetzung a und b natiirliche
Zahlen sind, muB b? ein Teiler von 36 sein;
daher ist b gleich 1, 2, 3 oder 6.
Nun erhalten wir aus (3) fiir

b=1 a*—8=36, also a*=44,
b=2. a*—8= 9, also a*=17,
b=3 a*—8= 4, also a*=12,
b=6 a*—8= 1, also a*= 9

Fiir b=1, 2 oder 3 ist also a keine natiirliche
Zahl; fur b=6 erhalten wir a=3, was.der
Voraussetzung a$ 3 widerspricht.
Daher hat die Gleichung (1) keine Losung,
die den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
2. Angenommen, das geordnete Paar (a,b)
natiirlicher Zahlen sei eine Losung der Glei-
chung (2). Dann gilt b0 und

b2 (@*+3a+1-3a—9)=136,

b (a*—8)=136.

Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung
(3) iiberein und-hat, wie oben gezeigt wurde,
nur die Losung a=3, b=6.
Daher hat auch die Gleichung (2) nur eine
Losung, die den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, nimlich das geordnete Paar (3, 6).

W8 @637 Wir bezeichnen mit x,, x,, X3, X4,
x5, Xg, X, die Anzahl der 1., 2, 3, 4, 5., 6.,
7. Plitze, die unsere Mannschalft erhielt. Dann
gilt, da unsere Mannschaft insgesamt 102
Punkte erhielt,
y=Tx,+6x;,+5x3+4x,+3 x5

+2x6+x,=102 1)

—~—
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und, da in 20 Disziplinen gekimpft wurde,

Z=X;+X3+X3+x,+x5+ x5+ X5
=20. :

Ferner gilt nach Voraussetzung
Xg=0<X; <X3<X5<Xg=X,<X,. (3)

Daraus [olgt
x=0,x,21,x322, x523.
Xg=X,24, x,25. 4)

Wiirde nun in (4) jeweils das Gleichheits-

zeichen gelten, so wire
y=7-5+6-4+5-2+4-4+3-3

+2-0+1=95, also wegen (1) um

7 Einheiten zu klein, und
z=54+4+4+2+4+4+34+0+4+1=19, also

wegen (2) um 1 Einheit zu klein.

Daher muB eine der Zahlen x; um | erhdht

werden; das kann aber nur fiir x, zutreflen,

da y um 7 Einheiten zu klein ist.

Wir erhalten also

x,=6, x3=4, x3=2, x,=4, x5=3, x,=0,

2

x;=1

Die Mannschaft der DDR erkimpfte also in
Stockholm sechs 1. Plitze, vier 2. Plitze,
zwei 3. Plitze, vier 4. Plitze, drei 5. Plitze
und einen 7. Platz .

Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daB die Gileichungen (1) und (2) sowie die
Ungleichungen (3), also alle Bedingungen
der Aufgabe, erfiillt sind.

Abb. zu S. 68 (Physik-Olympiade)
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Lisungen zu alpha-heiter
Denk dir eine Zahl

Wenn man alle Zahlen, die in der Tabelle
vorkommen, in das Zweiersystem iiberfihrt,
sicht man, daB die an der Spitze jeder Tabelle
angefithrten Zahlen der Reihe nach folgende
sind:

20,21, 22,23 2* und 2°. In der ersten Tabelle
kommen gerade die Zahlen vor, die im
Zweiersystem das Glied 2° enthalten, in der
zweiten Tabelle gerade diejenigen mit dem
Glied 2! usw. ; in der letzten, sechsten Tabelle,
sind gerade jene Zahlen, die das Glied 2°
enthalten. Es geniigt also, die ersten Zahlen
der betreffenden Tabellen' zu addieren, um
die gedachte Zahl festzustellen.

Beispiel: Unser Freund mag sich die Zahl 39
gedacht haben. Diese Zahl findet man in der
ersten, zweiten, dritten und sechsten Tabelle.
Man addiert also 1+2+4--32=39. Man
sicht, daB die Summe 14244432 oder

20420422425 oder 1 - 2540 - 2241 - 2!
+1-2° die Niederschrift der Zahl 39 im
Zweiersystem ist.

Ersetze Buchstaben durch Zahlen

1573 3681 5819
573 681 819
73 81 19

3 1 9
2222 4444 6666

Fiir die Zahl 8(8888) gibt es entsprechend
den gesteliten Bedingungen keine Losung.
Dagegen wiirde fisr a=d=7, =9, c=2 das
Ergebnis e=8 moglich.

Der Zahlenstern

Damen auf dem Schachbrett

Die Damesteine stellt man z. B. auf die
Felder c6, €3, f8, h5. Die Aufgabe hat mehrere
Losungen. Man kann die Damesteine z. B.
auf die Felder d6, e5, f4, g8, h7 stellen.

Mit den Damesteinen kénnen im ganzen
1456 Ziige gemacht werden.

Die Zahl 3 fiinfmal verwendet

n=3-3+3—%; S7T=3+F+3
Es sind noch andere Losungen méglich.
Kryptarithmetik
" 18999 143-77
1701 1oot
1701 1001
18711 11011
AufgepaBt
a b

—_—————

"Wer hat die Scheibe eingeschlagen?

Emil wird als Ubeltiter von Karl und Rudolf,
Johann wieder von Karl und Rudolf und
Karl von Emil und Rudolf angegeben. Keiner
dieser drei Jungen kann also der Titer sein,
denn nach der Erklarung des Lehrers muB
der Schuldige von den drei Verh&rten genannt
werden. Rudolf wurde von Emil, Johann und
Karl, d. h. von drei Jungen beschuldigt. Er hat
also die Fensterscheibe eingeschlagen.



Leser schreiben an alpha

Aul Initiative einiger Schiiler und der Fach-
lehrer fiir Mathematik und Physik wurde
an unserer Schule eine Wandzeitung der
Jungen Mathematiker und Physiker einge-
richtet. Die Schiiler, welche sich am aktivsien
bei der Lésung der Aufgaben zeigen, werden
mit Buchprimien ausgezeichnet. Ich finde,
das soliten alle Schulen tun.

Jorg Vetter, W.-Pieck-EOS, Grofenhain

Wir sind Schiiler der Klasse 4. Im Mathe-
matikzirkel unserer Schule haben wir im
Kollektiv die Wettbewerbsaufgaben der Klas-
senstufe 5 gelost. Anbei folgt der Stofi der
Losungen.

Judith Klinkert, A.-Diesterweg-0S,
Nordhausen

Ich finde, man sollte ofter Olympiadeteil-
nehmer vorstellen und von ihnen eine Auf-
gabe verdffentlichen. M. Pokrandt, Cottbus

Mein Sohn (18 Jahre) und ich (als Vater)
finden Ihre Zeitschrift sehr anregend. Schade,
daB es in meiner Jugend keine solche Zeit-
schrift gab. K. Kiihn, Berlin

Ich schlage vor, die Losungen der Aufgaben
der Kreis-, Bezirks- und DDR-Olympiade in
Heft 4 zu verdffentlichen. Damit ist eine
gute Vorbereitung auf die nachste Olympiade
gewihrleistet. Claus Scheffler, Zittau (KI.6)

Wir haben hier einen alpha-Club Junger
Mathematiker an der Schule. Er umfaBt
16 Mitglieder und besteht bereits zwei Jahre.
Dank unserer Arbeit und Eurer Hilfe, nim-
lich der alpha-Zeitschrift, haben wir auf der
letzten Kreisolympiade sehr gut abgeschnit-
ten. Michael Gehrmann,

POS Guevezow, Kr. Demmin

Eifrigster auslindischer Teilnehmer ist Istvan
Matrai aus Szombathely (Ungarische VR).
Er beschaftigt sich mit sechs Sprachen. alpha
hilft nicht nur zur Erweiterung seiner mathe-
matischen, sondern auch seiner sprachlichen
Kenntnisse, d. Red.

Als ich die Zeitschrift das erste Mal bekam,
hatte ich mich nicht viel fiir sie interessiert.
Wenn man aber mit alpha richtig arbeitet,
kann man sehr viel lernen.

Monika Modebeck, Torgelow (KI. 6)

alpha gefallt mir sehr gut. Ich wiirde sie jedem
Mathematikinteressierten empfehlen. Sie eig-
net sich sehr gut zum Selbststudium und

stellt eine gute Vorbereitung und Erginzung

zu den Mathematikolympiaden dar.
Joachim Jaensch, Mittweida

Man konnte in alpha technische und physi-
kalische -Probleme von der mathematischen
Seite her betrachien.

Hans-Gert Grdbe, Erfurt (KI. 9)

So miihelos manche der eingereichten Losun-
gen auch erscheinen mogen, sie haben ange-
strengtes Denken, FleiB, Ausdauer, einigen
Ehrgeiz und Zeit verlangt. Fiir einen nicht
mehr jungen Laien, dem im Beruf manches
abverlangt wird, ist es ein echtes Opfer, an
diesem Wettbewerb teilzunehmen. Es wird
aber gern gebracht, besonders dann, wenn
man des Verstindnisses fir diese Art der
Freizeitgestaltung innerhalb der Familie ge-
wib sein kann.

K. Heym, PGH Ausbau, Bad Liebenstein

Seit der 6. Klasse besuche ich in unserem
Pionierhaus ,,Juri Gagarin* einen Mathema-
tikzirkel, der fiir die Besten im Fach Mathe-
matik im Bezirk Karl-Marx-Stadt gegriindet
wurde. Dort arbeiten wir auch mit alpha

und beteiligen uns am Wettbewerb. Den
Mitgestaltern der alpha mdchte ich meinen
Dank aussprechen und sagen: ,,Weiter so!*

Sabine Klemer, Karl-Marx-Stadt (Kl. 7)

Wenn auch Ihre Aufgaben nicht immer leicht
sind, so bemiihe ich mich, sie doch zu lésen.
Die regelmaBige Beschiftigung mit Ihrer
Zeitschrift hat mir auch geholfen, im Mathe-
matikunterricht gute Leistungen zu erreichen.
Gefallen hat mir die EDV-Serie. Ich kann
mir somit schon ein Bild von meinem kiinf-
tigen Beruf als Facharbeiter fiir EDV machen.

Rolf Becker, Erfurt (K. 10)

Bitte mehr Artikel ab Klasse 5!
B. Kiihmstadt, Erfurt (Kl. 6)

Mich wiirde interessieren, wie einzelne Ar-
beitsgemeinschaften arbeiten, wic sie sich
auf Olympiaden vorbereiten. Sicher kénnten
andere AGs sich neue Anregungen von erfolg-
reichen AGs holen oder mit ihnen in Erfah-
rungsaustausch treten.

Sabine Dittrich, Bernsbach (Kl. 10)

Fragt mehr junge Leute, die sich mit Mathe-
matik beschaftigen, wie sie ihre Zeit einteilen,
wie sie an Aufgaben herangehen, wie sie sich
individuell und im Kollektiv mathematisch
weiterbilden!

Klaus Schonefeld, Weimar (Kl. 12)

Es macht mir einfach Freude, Aufgaben aus
alpha zu 16sen. Durch diese Zeitschrift habe
ich mich so richtig fir die Mathematik
begeistert. Norbert Littig, Lichtenberg

Um den Wettbewerb weiter zu popularisieren,
tragen die Teilnehmer am alpha-Wettbewerb
ihr Abzeichen, das sie von der Redaktion
erhielten.

OS Fredersdorf, Kreis Belzig
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Kurzer Abrifl der

Geschichte
der Mathematik

der Tschechoslowakei

Lange vor der Griindung eines selbstindigen
Staates (1918) wirkten tschechische und slo-
wakische Gelehrte auf dem heutigen Gebiet
der CSSR und trugen zur Entwicklung der
mathematischen Wissenschaften bei. Zum
besseren Verstindnis fiir ihre fachliche und
politische Tatigkeit wollen wir uns zundchst
an einige geschichtliche Ereignisse erinnern.

Als erstes Zeichen einer beginnenden wissen-
schaftlichen Titigkeit kann man die Griin-
dung der Prager Karls-Universitit (dlteste
Universitit in Mitteleuropa) im Jahr 1348
ansehen. An ihr wirkien neben tschechischen
und deutschen Wissenschaftlern zeitweilig
auch weitere auslandische Gelehrte. Es be-
standen von Anfang an vielfiltige Bezie-
hungen zu anderen Universititen und Lin-
dern. Ahnliche &konomische Bedingungen
beiderseits des Erzgebirges brachten auch
etwa die gleiche wirtschaftliche und kulturelle
Entwickiung der Bewohner in Bohmen und
Sachsen hervor. Auch die dlieste Technische
Hochschule Mitteleuropas entstand in Prag;
sie ging 1718 aus einer militdrtechnischen

Lehranstalt hervor. Unter der'Lei'tung von,

Gerstner, einem international anerkannten
Ingenieur, wurde sie 1815 eine selbstandige
Hohere Technische Lehranstalt und fithrie
ab 1864 die Bezeichnung Polytechnisches
Institut; ihr Statut wurde das Muster fiir alle
Héoheren Technischen Lehranstalten in Oster-
reich-Ungarn. Grofle Bedeutung fiir die Ent-
wicklung der angewandten Mathematik hat-
ten auch die Bergbauakademie in Pribram
(Bshmen) und Stiavnica (Slowakei), an der
zeitweilig auch Christian Doppler wirkte.

Fir die Entwicklung der Mathematik auf

dem Gebiet der CSSR haben neben einzel--

nen Gelehrten besonders auch Vereinigungen
eine groBe Bedeutung erlangl. An erster
Stelle ist hier die Bohmische Gelehrte Gesell-
schaft zu nennen, die 1784 gegriindet wurde
und spiter die Bezeichnung Bohmische Ge-
sellschaft der Wissenschaften fiihrie. Sie er-
rang international bald einen sehr guten Ruf;
und zu ihren ausldndischen Mitgliedern zihlte
u. a. Cauchy. Fiir die Entwicklung der Schul-
mathematik erlangte die 1862 gegriindete
Gesellschaft der bohmischen Mathematiker
entscheidende Bedeutung; bei ihrer Griin-
dung fiihrte sie zunichst die Bezeichnung
,, Verein fiir freie Vortrige aus der Mathema-

54

tik und Physik*. Wegen ihrer wissenschaft-
lichen Zielsetzung fand sie jedoch bald die
Unterstatzung von Hochschullehrern; ihre
Entwicklung wurde besonders geférdert
durch die sich rasch vergroBernde Bibliothek,
die umfangreiche Sammlung auslandischer
Zeitschriften und die Herausgabe eigener
Zeitschriften und Biicher, darunter der Zeit-
schrift fiir Schiller Rozhledy matematicko-
fyzikalni (Mathematisch-physikalische Um-
schau). Nach Griindung der selbstindigen
Republik wurde die heutige Bezeichnung
,,Gesellschaft der tschechoslowakischen M:a-
thematiker und Physiker* (JCMF) einge-
fiihrt.

Durch die Teilung des Prager Polytechni-
schen Instituts (1869) und die Teilung der
Prager Universitat (1882) in selbstindige
tschechische und deutsche Hochschulen so-
wie die Grindung der Bohmischen Akade-
mie der Wissenschaften (1891), konnte sich
zunichst in Bohmen, spater auch in Mahren
und in der Slowakei ein reges wissenschalft-
liches Leben entfalten. Jedoch verhinderten
die reaktioniren Verhiltnisse in Osterreich-
Ungarn, daB sich fortschrittliche Ideen im
allgemeinbildenden Schulwesen durchsetzen
konnten. Wirklich durchgreifende Reformen
wurden erst nach 1948 moglich, als die Ent-
wicklung der CSR zum sozialistischen Staat
gesichert war. Nach diesem geschichtlichen
Uberblick wollen wir etwas niher auf zwei
Personlichkeiten eingehen : Rudolf Skuhersky
(1828 bis 1863) und Juraj Hronec (1881
bis 1959). .

R. Skuhersky wurde in Opo¢no (Ostbéhmen)
als Sohn eines Arzies geboren. Nach dem
Besuch des Gymnasiums studierte er an der
Stindischen Realschule in Prag, die dem
Polytechnischen Institut angegliedert war.
Sein Mathematiklehrer war Doppler, der
ihn maBgeblich fiir sein spiteres Wirken bei-
einfluBte. Skuhersky studierte nach einer
Unterbrechung am Polylechnikum in Wien
weiter und wurde dort Assistent am Lehr-
stuhl fiir Darstellende Geometrie. Er wurde
1852 zum ersten Professor fiir Darstellende

Geometrie am Polytechnischen Institut in
Prag berufen. Seine wissenschaftlichen Arbei-
ten behandelten die Theorie der Projektions-
arten (u.a. die orthogonale Parallelperspek-
tive und die orthogonale Projektion auf zwei
Ebenen, die keinen rechten Winkel mit-
einander einschlieBen); sie entsprachen seiner
Absicht, besonders anschauliche Arten der
Parallelprojektion zu verwenden. Skuhersky
war aber nicht nur ein hervorragender aka-
demischer Lehrer, sondern zeigle auch ein
gutes Verstindnis fir die gesellschaftliche
Entwicklung seiner Zeit. Durch seine Bemii-
hungen, z. B. um die Einfihrung der tsche-
chischen Sprache beim Unterricht am Poly-
technischen Institut, wurde er zum Vor-
kimpfer des fortschrittlichen tschechischen
Birgertums, das er auBerdem seit 1862 als
Abgeordneter des Bohmischen Landtages bis
zu seinem frithen Tode vertrat.
J. Hronec wurde 1881 in Gocovo (Ost-
slowakei) geboren, er slammte aus einer
Kleinbauernfamilie. Durch die Unterstiit-
zung seiner Briider konnte er das Gymnasium
in Rozhava besuchen und studierte an-
schlieBend Mathematik an der Universitit
Clausenburg bei Prof. Schlesinger, der eben-
falls aus der Slowakei stammte und ihn fir
die Theorie der Differentialgleichungen inter-
essierte. Hronec arbeitete dann sein ganzes
Leben auf diesem Gebiet und widmete ihm
den gréBeren Teil seiner mehr als 30 wissen-
schaftlichen Arbeiten und Biicher. Er war
auch praktisch-padagogisch titig und zwar
von 1906 bis 1922 am Gymnasium in Kez-
marok (Slowakei). Wihrend dieser Zeit war
er mehrfach zu Studienaufenthalten im Aus-
land und promovierte 1912 in GieBen. Er
wurde 1923 an die' Karls-Universitdt nach
Prag und 1924 als Professor an die TH Brno
berufen. 1938 wurde er der erste Rektor der
neugegriindeten TH KoSice, die bald darauf
nach Bratislava verlegt wurde.
Er hatte erkannt, daB eine schnellere kultu-
relle Entwicklung in der Slowakei sich auf
eine fruchtbare Zusammenarbeit mit Boh-
men und Mihren, aber noch mehr auf die
Durchsetzung demokratischer Reformen stiit-
zen muBte. Er forderte nach 1945 besonders
die Titigkeit der Slowakischen Akademie
der Wissenschaften und den Ausbau der
Hochschulen in der Slowakei. Er war Triager
hoher staatlicher Orden und vieler Auszeich-
nungen. In seiner Personlichkeit verschmol-
zen Wissenschaftlichkeit und gute organisa-
torische Fahigkeiten auf wissenschaftlichem,
padagogischem ‘und kulturellem Gebiet zu
einer groBartigen Einheit.

O. Langer

* Quellen: 100 let Jednoty CMF, Verlag
SPN, Praha 1962; Zeitschrift: Matematika
ve §kole, Jahrgang 14, H. 14; Matematicko-
fyzikalny Casopis SAV, Jahrgang X, H. 2.
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4694 Es sei ABD ein konvexes Viereck
mit ¥ DAB= ¥ BCD=90". Die in bezug auf
die Gerade AB zu der Geraden AC symme-
trisch liegende Gerade moge die Gerade BD
im Punkt E schneiden. Es ist zu untersuchen,
ob der Punkt D stets der Mittelpunkt des
Inkreises des Dreiecks ACE ist.
Prof. Dr. J. Suranyi, Vizeprisident
der Jury der XII. IMO, Vizeprisident der
Mathematischen Gesellschaft Janos Bolyai
u. Chefredakteur der ungarischen Schiiler-
zeitschrift Kozépiskola Matematikai Lapok

A 695 Es seien in der Ebene vier Punkte
P,, P,, P,, P, gegeben, die paarweise von-
einander verschieden sind. Durch jeden dieser
Punkte ist je eine Gerade g,, g,, g3. g4 SO Zu
zichen, daB die Schnittpunkte dieser Geraden
Eckpunkte eines Quadrats sind. Die Kon-
struktion ist nur mit dem Zirkel und dem
Lineal auszufiihren.
Prof. C. Ottescu, stellv. Delegationsleiter der.
ruminischen Mannschaft, Sekretir der

Mathem. Gesellschaft der SR Rumiinien.

A 696 Gegeben sei ein rechteckiges Schema,
das in m Zeilen und n Spalten m-n Felder
enthilt, wobei m und n natiirliche Zahlen
mit m=2 und n=2 sind. In die Felder dieses
Schemas sollen reelle Zahlen so eingetragen
werden, daB in jedem Teilrechteck dieses
Schemas die Summe zweier Zahlen. die sich
in den gegeniiberliegenden Ecken eines sol-
chen Rechtecks befinden. jeweils gleich sind.
(Unter einem Teilrechteck verstehen wir dabei
auch das rechteckige Schema selbst.)
Wieviel Zahlen des rechteckigen Schemas
muB man mindestens kennen, um aus ihnen
alle anderen Zahlen des Schemas eindeutig
bestimmen zu konnen?

Arkadij Klimow, Arsamas (UdSSR),

Tréger eines 1. Preises der XII. IMO

A 697 Man beweise, daB fiir drei beliebige
positive reelle Zahlen die folgende. Behaup-
tung stets zutriflt:
Ist das Produkt dieser drei Zahlen gleich 1
und die Summe dieser drei Zahlen groBer
als die Summe ihrer reziproken Werte, so ist
genau eine dieser drei Zahlen grofBer als 1.
Aus der Landesolympiade 1970 der UdSSR,
iiberreicht durch J. S. Petrakow, Fachberater
der Abteilung pidagogische Hochschul-
bildung im Min. fiir Volksbildung der UdSSR

A 698 Die Menge E aller Punkte der Ebene
sei 50 in drei paarweise elementelremde
Teilmengen A, B, C (Klassen) zerlegt, daB
jeder Punkt von E genau einer dieser Klas-
sen A, B oder C angehort. Ferner sei ¢ eine
positive reelle Zahl.
Man beweise, daB es dann stets mindestens
zwei Punkte von E gibt, die voneinander
den Abstand a haben und der gleichen Klasse
angehoren.
Man verallgemeinere und beweise diese Aus-
sage auf den Fall, daB die Menge R aller
Punkte des dreidimensionalen Raums in
vier Klassen A4, B, C, D zerlegt ist.
Virginie Stoinova Hristova, Russe;
Mitglied der bulgarischen Mannschaft

A699 In einem Saal mogen sich genau
n Personen befinden, wobei n eine natiirliche
Zahl mit n=2 ist. Von diesen Personen
seien einige miteinander bekannt und andere
nicht miteinander bekannt. Dabei setzen wir
voraus: Wenn A mit B bekannt ist, so ist
auch B mit 4 bekannt. -
Man beweise, daB es unter den n Personen
mindestens zwei Personen gibt, die unter
den iibrigen Personen in dem Saal die gleiche
Anzahl von Bekannten haben.
Bemerkung: Die Anzahl der Bekannten, die
eine Person unter den iibrigen Personen in
dem Saal hat, kann auch gleich Null sein.
Helena Husova, Praha; Mitglied
der tschechoslowakischen Mannschaft

A 700 Esseiena, f, y die GroBen der Winkel
eines Dreiecks. Es ist zu beweisen, daB dann
stets die folgenden beiden Ungleichungen
erfiillt sind:

B

sm2+sm +sin %é% (1)
3

nlﬁ Z> 2

2+51 2+sm 527 @

Angelika Rindler, Spital; Mitglied
der &sterreichischen Mannschaft
A 701 Ein Farmer hat zwei Ziegen, die eine
Wiese von rechteckiger Form mit den Seiten-
lingen 35 m und 20 m abgrasen sollen. Auf
der Wiese belinden sich zwei Pfahle A und B,
deren Abstand von den beiden nichst-
gelegenen Rechteckseiten jeweils 10 m betragt
(vgl. die Abb.). Jeder der Pfihle besitzt einen
Ring, durch den ein Strick gefiihrt werden
kann. Da die beiden Ziegen sehr streitsiichtig
sind, sollen sie so an diesem Strick ange-
bunden werden, daB sie niemals zusammen-
treflen, aber die gesamte Wiese abgrasen
konnen.
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Wie miissen die beiden Ziegen an diesem

Strick angebunden und wie lang muB3 dieser
Strick gewihlt werden? ’

Bernard Silverman, London;

Triger eines 1. Preises der XII. IMO

A702 Von zwei verschiedenen Punkten A4
und B eines Weges, der neben einer Eisen-
bahnstrecke verlduft, brechen zwei Schiiler
zur gleichen Zeit aufl und gehen einander ent-
gegen. Zu dem Zeitpunkt, in dem der erste
Schiiler in dem Punkt A startet, erreicht ihn
die Lokomotive eines Eisenbahnzuges, der
in Richtung B fihrt, und hat ihn nach genau
10 s mit dem letzten Wagen iiberholt. Nach
genau weiteren 6 min erreicht die Loko-
motive dieses Zuges den zweiten Schiiler;
nach genau weiteren 9 s passiert der letzte
Wagen dieses Zuges diesen Schiiler.
Nach welcher Zeit, gerechnet von dem Start
ab, werden sich die beiden Schiiler begegnen?
Dabei wird vorausgesetzt, daB die Geschwin-
digkeiten des Zuges und die der beiden
Schiiler konstant sind.
Ary Van Tooren, Den Haag; Delegations-
leiter der niederlindischen Mannschaft;
Redakteur der niederlandischen
Zeitschrift , Pythagoras*

A 703 Wieviel verschiedene vierstellige na-
tiirliche Zahlen (in dekadischer Darstellung)
gibt es, die die folgenden Bedingungen er-
fiilllen:
1. Alle Ziffern jeder diéser Zahlen sind paar-
weise voneinander verschieden;
2. die Quersumme jeder dieser Zahlen ist
nicht groBer als 22;
3. die groBte Zifler steht jeweils an der ersten
Stelle, die zweitgroBte an der letzten Stelle
der Zahl.
Urshinzerendin Sanshimjatow/Gom-
baschawin Nazagdorsh, Delegationsleiter/
stellvertr. Delegationsleiter der mongolischen
Mannschalt, Mongolische Staatliche
Universitat Ulan Bator
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Biicher von heute
sind morgen Taten

H. Mucke
Anaglyphen — Raumzeichnungen

92 Seiten mit 63 Abbildungen und im
Anhang 18 farbige Tafeln mit 59 Anaglyphen
sowie 1 Brille. 16,5 cm mal 23,0 cm. 1970.

In Halbleinen. 21,00 M
BSB B. G. Teubner, Leipzig

H. Mielke

transpress-Lexikon der Raumfahrt
367 Seiten, 1 200 Stichwérter, zahir.
Bildmaterial und Ubersichten, 15,0 cm mal
22,0 cm. 1970. Halbleinen. 1850 M

transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen,
Berlin

H. Kérth und E. Forster
Wirtschaftsmathematik fiir

die Berufsbildung

3. neubearbeitete Auflage, 360 Seiten mit
zahlreichen Abb., 14,2 cm mal 21,8 cm.

1970. Pappeinband. 1025 M
Verlag Die Wirtschafi, Berlin

N. W. Efinow
Grundziige der projektiven Geometrie

Ubersetzung aus dem Russischen

212 Seiten, 71 Abbildungen. 1970.
Pappeinband. 9.80M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin

E. Biirger/G. Wittmar
Was ist, was soll Datenverarbeitung

etwa 176 Seiten, etwa 50 Zeichnungen,
12,5 cm mal 20,0 cm. Pappeinband.

Etwa 5,80 M
Urania-Verlag, Leipzig - Jena - Berlin

Autorenkollektiv
Allgemeine Statistik

532 Seiten, 100 Abbildungen, 135 Tabellen.
Ganzleinen. 17,00 M

G. Herfurth

Umgang mit Zufallsgrofien
Teil I: Fehler- und Ausgleichs-
rechnung

131 Seiten mit 62 Abbildungen, 14,2 cm mal
20,0 cm. 1969. In Halbleinen 1550 M

Teil II: Wahrscheinlichkeits-
rechnung und mathematische
Statistik

139 Seiten mit 65 Abbildungen, 14,2 cm mal
20,0 cm. 1969. In Halbleinen 16,50 M

BSB B. G. Teubner, Leipzig

R. Géttner

Was ist — was soll Operations-
forschung

344 Seiten, zahlreiche Bilder

und Tabellen, 12,4 cm mal 19,5 cm. 1970.

Pappeinband, zellophaniért. 680 M
Urania-Verlag, Leipzig - Jena - Berlin

W. Schiitz
Michail W. Lomonossow

Biographien hervorragender Naturwissen-
schaftler

94 Seiten mit 7 Abbildungen.
1971. Kartonniert.

BSB B. G. Teubner, Leipzig

Etwa535M

N. W. Efinow
Uber die Grundlagen der Geometrie

Ubersetzung aus dem Russischen

236 Seiten, 86 Abbildungen. 980 M
VEB Verlag der Wissenschaften, Berlin

Autorenkollektiv
Plakat und Wandzeiting
Schriften zur Kunsterzichung, Band 24

128 Seiten, zahlr. Abb., Bestell-Nr. 172 107
1970. Pappband. 11,30 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin

W. Gohler )

Hohere Mathematik — Formeln
und Hinweise

kleiner Wissensspeicher

105 Seiten. 1970. Kartonier:. 650 M
VEB Deutscher Verlag fiir Grundstoff-
industrie, Leipzig

Autorenkollektiv
Was willst Du werden?
Berufe mit Zukunft

384 Seiten, Darstellung von 22 Grundberufen.
1970. 550 M
Verlag Neues Leben, Berlin

Das Buch gibt Antwort auf die Frage, welche
Ausbildungsberufe ein Schulabginger wih-

len kann. Der Herausgeber hat den vierzehn
Grundberufen sehr groBe Aufmerksamkeit
geschenkt. Wichtige Berufe einzelner Indu-
striezweige und Einrichtungen werden aus-
fithrlich beschrieben. Am SchluB des Buches
wird ein Uberblick iiber samtliche Ausbil-
dungsberufe der DDR gegeben (also auch
iiber solche, die im vorderen Teil des Buches
nicht beschrieben werden).

Allgemeine Statistik
Aufgabensammlung mit
ausfiibrlichen Lgsungswegen
etwa 176 Seiten, 12 Abb., 164 Tabellen.

Broschur. . Etwa 6,80 M
Verlag Die Wirtschaft, Berlin

F. Holtmann
Mathematik
Band 1: Arithmetik

357 Seiten, 108 Bilder, 12,0 cm mal 19,0 cm.
1969. Pappeinband. 680 M

Band II: Geometrie

514 Seiten, 442 Bilder, 12,0 cm mal 19,0 cm.
1969. Pappeinband. 1080 M
VEB Fachbuchverlag, Leipzig

Gibler

Mathematik und Leben

Band III: Differentialrechnung —
Integralrechnung — Analytische
Geometrie

469 Seiten, zahlr. Abb.,
17,0 em mal 22,0 cm. 1969.
VEB Fachbuchverlag, Leipzig

20,00 M

V. Mangold/Knopp
Einfiihrung in die hhere
Mathematik, Band 1

564 Seiten, 116 Abb., Format 15,5 mal 23.0 cm.
1970. Leinen. 2—M
S. Hirsel Verlag, Leipzig

Autorenkollektiv, Leitung D. Stempel
Begriffe der Netzplantechnik

101 Seiten, 11,0 cm mal 18,3 cm. 1970. 6,50 M
Verlag Die Wirtschaft, Berlin

G. Schmidt
Kompendium der Physik

332 Seiten, 165 Abb., 7 Tabellen,
14,2 cm mal 21,0 cm. 1970. Leinen flexibel.
VEB Gustav Fischer Verlag, Jena 17,80 M

L. N. Landau
Algorithmierung im Unterricht

424 Seiten, zahlr. Abb., 15,0 cm mal 22,0 cm.
1969. In Halbleinen.

Bestell-Nr. 242 512-1 16,00 M
Volkseigener Verlag Volk und Wissen, Berlin
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Der Weg eines Talents
Teil 2

Prof. Dr. Olga Alexandrowna Ladyschenskaja

Nach einigen Schwierigkeiten, bedingt durch den
Krieg, gelang es Olga Ladyschenskaja Anfang des
Winters 1943 auf die Moskauer Universitit zu ge-
langen.

Als obligatorische Vorlesung des zweiten Studien-
jahres wihlte Olga L. Algebra. Mit lauter und mich-
tiger Stimme vermittelte 4. G. Kurosch Kenntnisse
iiber Gruppen, Ringe, Korper, Ideale, Isomorphismen
und Homomorphismen und vieles andere mehr, was
bereits die ganze moderne Mathematik durchdrungen
hat. Die Vorlesungen waren ausgezeichnet. Um bei
den Hoérern die neuen Begriffe und die Beziehungen
zwischen ihnen zu festigen, filhrte Kurosch am Anfang
jeder Vorlesung eine kleine Uberpriifung durch. Aber
am interessantesten waren seine Berichte dariiber, wie
und durch wen sich die Algebra in den letzten 20 bis
30 Jahren entwickelt hat und was in der gegenwirtigen
Zeit getan wird. Das geringe Alter dieser Wissenschaft
und die intensive Arbeit des Professors selbst gestat-
teten ihm, die Jugend schnell in den Kreis der unge-
l6sten Aufgaben und Probleme einzufiihren.

Zur Auswertung der neuesten Fachliteratur und zur
Erorterung der in ihr gelosten bzw. noch nicht geldsten
Probleme wurde ein Seminar geschaffen, an dem
auBer qualifizierten Leuten auch Aspiranten und
Studenten der héheren Studienjahre, die sich die
Algebra als Spezialfach gewihlt hatten, teilnahmen.
Auch Olga hielt in diesem Seminar Vortrige. Die
Atmosphire war ungezwungen und Unklarheiten
wurden gleich im Seminar beseitigt.

Am Ende des Jahres schlug 4. G. Kurosch dem wissen-
schaftlichen Rat Olga als Stipentiatin fiir das Sralin-
Stipendium vor. Im nichsten Jahr erhielt sie eine
Einladung fiir das Seminar von I. M. Gelfand zur
Funktionalanalysis. Das Seminar lief erst ein Jahr.
Jung waren die Teilnehmer, einschlieBlich des Leiters,
und jung und voller unterschiedlicher interessanter
Aufgaben ist das Gebiet, dem das Seminar gewidmet
war.

Die Arbeit des Seminars verlief sogar fiir die Verhalt-
nisse der Moskauer Universitit ungew6hnlich. Zu-
sammenhingende Vortrige gab es fast gar keine.
Man diskutierte {iber wissenschaftliche Ergebnisse

der Seminarteilnehmer, oder man sprach iiber irgend-
eine interessante Arbeit aus einer Zeitschrift.

Die Beweise wurden nicht ausgefiihrt, man erlduterte
nur die hauptsichlichen Ideen und Methoden. Nicht
selten blieb der Vortragende stecken und dann ver-
suchte der Leiter selbst oder einer der Teilnehmer die
soeben formulierte Behauptung entweder zu beweisen
oder zu widerlegen.

Ein groBes Seminar fiir die ,,Erwachsenen® ist gut.
Aber dort gibt es vor allem ,,zufillige* Vortrige, die
nach einem personlichen Geschmack ausgewidhlt wur-
den oder diktiert werden von der Notwendigkeit eines
Dissertanten, seine Arbeit vorzutragen. Dort ist aber
nicht der geeignete Ort, Zweifel oder MutmaBungen
zu aulern. Deshalb ist es besser, sich sein eigenes
kleines Arbeitsseminar zu bilden und dort ein eigenes
Programm zusammenzustellen.

Zwei Teilnehmer sind zweifellos schon vorhanden.
Olga und ihr erster Lehrer fiir partielle Differential-
gleichungen 4. Myschkies. Aber man konnte doch
I. G. Pokrowski bitten, die Patenschaft fiir dieses
kleine Seminar zu libernehmen? Wenn die Teilnehmer
mit der Losung der anstehenden Probleme nicht
zurechtkommen werden, dann kann seine Hilfe sehr
wertvoll sein. Er kann vor der Wahl von unpassenden
Arbeiten warnen und auf jene Aufgaben hinweisen,
die besonders wichtig und kompliziert sind. Nach
anfianglichen Schwankungen geht man zu ihm und
duflert die ungewOhnliche Bitte. Er ist erstaunt,
aber einverstanden und verfolgt ein ganzes Jahr ihre
Erérterungen und nimmt manchmal auch selbst daran
teil. Natiirlich geht ein groBer Teil der Arbeit zu
Hause bzw. in den Korridoren und auf dem Hof der
Universitét vor sich. Im Seminar findet nur ein kleiner
Teil davon statt. Das ist auch verstindlich, denn das
Seminar dauert nur zwei bis drei Stunden in der Woche,
aber die restlichen 165 verlaufen auBerhalb.

Jetzt erkannte Olga, der die Mathematik immer
als etwas Vollstindiges und Abgeschlossenes erschie-

. nen war, die Geheimnisse und Schwichen der Mathe-

matik. Immer klarer trat der Kreis der ungelGsten
Fragen ihres Gebietes hervor. Es waren schon sehr
viele, welche sollte man wihien? Eines der Probleme
begann sie immer mehr zu reizen. Die Lésung dieses
Problems kann zur Beantwortung einer von Courant
gestellten Frage beitragen. Aber jetzt, im fiinften
Studienjahr, muB man erst einmal eine Diplomarbeit
zustande bringen. Deshalb werden die nichsten drei
Monate fiir die AbschluBarbeit benutzt, in der sie
ein anderes Problem 16st.

Die Diplomarbeit wird im ,,Mathematischen Sam-
melband‘‘, einer fithrenden mathematischen Zeit-
schrift, abgedruckt. Nach Beendigung der Universitit
wird sie Aspirant. Aber familiire Umstinde zwingen
sie, nach Leningrad zu fahren. Thr wissenschaftlicher
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Betreuer, S. L. Soboljew, ist in Moskau und weilt
nur gelegentlich zur Erfiillung von dienstlichen Pflich-
ten in Leningrad. Die Moskauer Universitit ist weit
weg und in Leningrad ist alles unbekannt. Hier
herrscht noch nicht jene freundschaftliche Atmo-
sphire, die sich so giinstig auf die eigene Arbeit
ausgewirkt hatte. Wird die Kraft ausreichen, etwas
Interessantes zu tun? Der Zweifel in die eigenen
Krifte ist groBer als notwendig. Es gibt nur einen
Ausweg — man muB sich an die Arbeit machen. Nach
drei Monaten angespannter Arbeit ist die Methode
der endlichen Differenzen ausgearbeitet und mit ihrer
Hilfe ein wichtiges Problem gelGst.

Man sagt ihr, daB das véllig fiir die Dissertation
reicht. Die Furcht und das mangelnde Selbstver-
trauen verschwinden fiir einige Zeit. Die Moskauer
horen ihre Arbeit und gratulieren ihr. Es gratuliert
auch S. L. Soboljew und sagt, daB sie die Arbeit als
Dissertation verteidigen miisse. Doch man war der
Meinung, daB die Arbeit ein rein theoretisches Inter-
esse verdient, weil die in ihr untersuchten impliziten
Differenzschemata kaum fiir eine wirkliche Berech-
nung geeignet sind.

Der wirkliche Wert ihrer Arbeit war damals noch
nicht verstanden worden, obwohl sie mehrmals in
Leningrad und Moskau dariiber vortrug. Teilweise
kann man das dadurch erkliren, daB die Rechentech-
nik in der Sowjetunion zu dieser Zeit noch nicht so weit
entwickelt war und deshalb die Differenzmethode fiir
die wirklichen Berechnungen erst in den fiinfziger
Jahren ausgenutzt wurde.

Im Herbst 1949 erfolgte die Dissertation. Bis 1953
war sie dann Assistent, danach Dozent und ab 1955
Professor an der Leningrader Universitdt. Sie hélt
eine Spezialvorlesung an zwei Fakultédten: der physi-
kalischen und der mathematischen. Diese Vorlesung
heiBt: Randwertaufgaben der mathematischen Physik.
Sie ist in ihren Grundbestandteilen auf die Arbeiten
von Ladyschenskaja aufgebaut. Ihr Inhalt veridndert
sich von Jahr zu Jahr. Viele ihrer Untersuchungen
(besonders in der ersten Zeit) wurden durch den
Wunsch, dieses oder jenes noch besser zu verstehen
und den Studenten zuginglicher zu machen, hervor-
gerufen.

Diese Vorlesungen hérten alle ihre Schiiler und hatten
Einflul auf viele Teilnehmer des wissenschaftlichen
Forschungsseminars zu Fragen der mathematischen
Physik.

In den zwanzig Jahren Universititsarbeit leitete
Ladyschenskaja stindig wissenschaftliche Forschungs-
seminare und Zirkel fiir Aspiranten, wissenschaftliche
Mitarbeiter und Studenten. Thre direkten Schiiler
erzog sie in solchen Zirkeln und Seminaren schon
vom zweiten und dritten Studienjahr an. Sie bemiiht
sich, ihre Schiiler auf verschiedene Gebiete, die etwas
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mit partiellen Differentialgleichungen zu tun haben,
hinzuleiten. So entsteht ein gutes Kollektiv, das
moglichst viele Interessen und Forschungen aller
Richtungen erfaBt.

Es gibt noch eine Besonderheit ihrer Arbeit mit den
Studenten: Sie beobachtet sie genau und bemiiht
sich festzustellen, welcher Kreis von Aufgaben am
besten fiir sie geeignet ist. Dann wihlt sie fiir einen
Studenten eine entsprechende Aufgabe aus, die sie
fiir interessant hilt und fiir die sie schon den unge-
fahren Lo6sungsweg sieht. Dafiir braucht man oft
eine nicht geringe Vorbereitung. Sie wihlt dem Stu-
denten die notwendige Literatur aus, wobei es nicht
selten Originalarbeiten sind. Diese Artikel werden
von den Studenten studiert und oft auch auf speziellen
Seminaren vorgetragen. In der Vorbereitungszeit lehrt
Ladyschenskaja die Studenten das Durchgearbeitete
7zu verstechen und es nicht in der Reihenfolge des
Artikels darzulegen, sondern so, als ob man es selber
gemacht hitte, d.h. erst die hauptsichlichen Ideen
und Uberlegungen aufzeigen und dann erst die for-
malen Beweise zu geben. Gewdhnlich betrachtet sie
nicht nur eine Aufgabe, sondern mehrere, die mit-
einander verbunden sind und gemeinsam zur Losung
eines ernsthaften Problems fiihren. Sie zerlegt die
Schwierigkeit dieses Problems in mehrere Teilschritte
und der Student bewiltigt diese nacheinander, wobei
er sich im Proze§ dieser Bewiltigung entwickelt.
Manchmal studiert sie ein Gebiet nur deshalb, um zu
verstehen mit welchen Fragen man sich dort beschif-
tigt und mit welchen Kenntnissen man dort ausgeriistet
sein muB (um ihre jungen Wissenschaftler damit
ausriisten zu kénnen) und wen sie von ihren Schiilern
in diese Richtung lenken kann. So war es auch mit der
Untersuchung von verschiedenen mathematischen
Fragen der theoretischen Physik. Einen besonderen
Platz in der Titigkeit von Ladyschenskaja nimmt das
wissenschaftliche Forschungsseminar zur mathema-
tischen Physik ein. Es vereinigt alle, die in Leningrad
auf dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen
arbeiten. Dieser Zirkel begann seine Arbeit im Herbst
1947 und wird von dem bekannten Akademiker
W. J. Smirnow geleitet. Ladyschenskaja ist eine der
aktivsten Teilnehmerinnen. Sehr viele Berichte gab sie
auf seinen Sitzungen iiber ihre Ergebnisse. Man sagt
jetzt sogar, daB das Seminar drei wissenschaftliche
Leiter hat: W. I. Smirnow, O. A. Ladyschenskaja und
S. G. Michlin.

Ab 1962 ist O. A. Ladyschenskaja Leiterin des geschaf-
fenen Laboratoriums der mathematischen Physik.
Alle ihre Mitarbeiter waren ehemals ihre Schiiler an
der Universitdt. Zwei von ihnen verteidigen schon
ihre Dissertation.

Seit diesem Jahr ist sie auch Angestellte der Univer-
sitdt. Sie erhielt zweimal den Ersten Preis der Univer-



sitit fiir jhre Arbeiten, erhielt viele ehrenvolle Ein-
ladungen zu Vorlesungen an anderen Universititen
des In- und Auslandes und war auf mehreren inter-
nationalen Kongressen. Sie gehért auch zur Redak-
tion einer der bedeutendsten Zeitschriften der So-
wjetunion auf mathematischem Gebiet: Nachrichten
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR (Mathe-
matische Reihe).

Wann und wo man Ladyschenskaja trifft, immer ist
sie von Menschen umgeben. Das sind nicht nur ihre
Schiiler und nicht nur Leningrader Mathematiker.
An sie wenden sich auch Wissenschaftler anderer
Stidte und allen mochte sie helfen. Sie hat eine groBe
Anzahl von Arbeiten durchgesehen, die fiir die Ver-
6ffentlichung vorgesehen sind. Mit ihr berit man sich
iiber die Auswahl von Themen (besonders fiir die
Dissertation) und bespricht seine Arbeiten, wobei
nicht nur die Teilnehmer ihres Seminars, sondern auch
Wissenschaftler, die tausende Kilometer von Lenin-
grad entfernt sind.

In den ersten fiinf bis sechs Jahren ihrer Arbeit an der
Universitit gab sie viel Kraft und Zeit fiir die Arbeit
mit den Studenten, von denen sie sehr viel forderte.
Dabei strebte sie an, daB die Studenten zuerst den
Gegenstand verstanden, die wichtigsten Objekte kann-
ten und sich fest die wichtigsten GesetzmaBigkeiten
und Verbindungen zwischen ihnen einprigten. Sie
lehrte sie, das wichtige zu sondieren und es sich anzu-
eignen. Erst danach konnte ein genaueres Studium
des Gegenstandes erfolgen. Ladyschenskaja war fiir
ihre Priifungen bekannt. Man konnte sie nicht be-
triigen. Sie merkte schnell, ob jemand nur etwas aus-
wendig gelernt hatte, oder ob er es wirklich begriffen
hatte. Die guten Studenten lieBen sich gern von ihr
priifen, da dies eine gute Kontrolle ihrer Fahigkeiten
darstellte.

Bei einem personlichen Gespriach mit Ladyschenskaja
schaffen ihre Natiirlichkeit, ihre herzliche Freund-
lichkeit und ihr aufmerksames Zuhoren eine Atmo-
sphiare der Freundschaft und eine Art geistiger
Gemiitlichkeit. Thre Rede ist interessant und logisch,

ob es nun ein persdnliches Gesprich ist oder eine
Vorlesung. Im Gesprich gibt sie Ratschlige, in der
Vorlesung diskutiert sie das Dargebotene, als ob sie
sich nur Gedanken macht und nicht lehrt. Vielleicht
ist es deshalb so einfach, ihr zuzuh6ren. Obwohl sich
ihre Arbeiten auf ein Gebiet beziehen, in dem ,,die
reine Zahl herrscht” und obwohl ihre tigliche Be-
schiftigung die Untersuchung der weiBen Flecke
der exaktesten Wissenschaft ist, dhnelt Ladyschenskaja
nicht dem Gelehrten, der nur dazu in der Lage ist
,»in jeder Sekunde eine Quadratwurzel zu ziehen‘
(W. W. Majakowski).

Sie hat sehr viele Interessen. Die Musik, die Malerei,
das Theater und die Literatur begeisterten sie nicht
nur, sondern bildeten einen Bestandteil ihres Lebens.
Nicht weniger liebt sie die Natur und die imposante

Stadt, in der sie lebt. J. Senkewitsch

Vorliegender Beitrag wurde dem Buch: Schicksal eines Talents
(Kurzbiographien von Mathematikerinnen) entnommen.
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:Liebe alpha-Leser!

Ich empfehle allen, die sich fiir die Mathematik inter-
essieren, folgende Aufgabe zu 16sen:

Es ist zu beweisen, daf8 es unmdglich ist, aus finf
paarweise ungleichen Quadraten ein Rechteck zusam-
menzustellen. Uberlegt, aus wieviel paarweise unglei-
chen Quadraten sich ein Rechteck zusammenstellen
lape!

Dieses Problem gehért zu einer Serie, welche vor
relativ kurzer Zeit, vor 70 Jahren, aufgeworfen wurde
und nicht nur Geometer, sondern auch die Projek-
tanten komplizierter Stromkreise interessierte. Zur
Losung dieser Aufgabe haben deutsche Mathematiker
wesentlich beigetragen.

Ich wiinsche Euch Erfolge in der Mathematik. Ihr
diirft allerdings andere Wissenschaften und die Kunst
nicht vernachlassigen. Die Mathematik allein reicht
nicht aus, damit sich der Mensch geistig entwickeln
kann.

Mit besten GriiBen Olga Ladyschenskaja
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Albrecht Diirer

ein Kiinstler, Humanist und Geometer

Teil 3

Einen breiten Raum nimmt in der ,,Underweysung*
das Konstruieren und Zeichnen von Zentralrissen ein.
Bei der theoretischen Abhandlung zur Zentralpro-
jektion beschrinkt sich Diirer auf das Beispiel eines
Wiirfels. Er fiihrt eine Bildebene m zwischen das
Projektionszentrum oder Auge und das abzubildende
Objekt, wobei die Bildebene parallel zu einem Seiten-
paar des Wiirfels angenommen wird. Aus didaktischen
Griinden werde der Abbildungsvorgang nicht an den
entsprechenden Figuren aus der ,,Underweysung‘,
sondern an einem hierzu in neuem Stil entworfenen
Schrigbild erldutert.

Schriigbild zur Zentralprojektion eines Wiirfels

Die von dem Auge O an das Objekt gezogenen Seh-
strahlen werden mit der Bildebene m zum Schnitt
gebracht: Es geniigt in dem vorgelegten Beispiel,
die Bilder der acht Eckpunkte des Wiirfels nach der
DurchstoBmethode zu konstruieren. Hierbei ist zu
beachten, daB sich die Bilder der vier auf n lotrecht
stehenden Wiirfelkanten (sogenannte Tiefengeraden
in der Abbildung) in einem Punkt, dem Hauptpunkt H
des Zentralrisses schneiden. Dieser Punkt ist der
Fluchtpunkt sidmtlicher zur Bildebene n senkrecht
liegender Geraden. Die Waagerechte 4 durch H stellt
den Bildhorizont dar. Werden in die Deck- und
Basisfliche des Wiirfels die Diagonalen eingezeichnet,
so schneiden sich die Bilder paarweise zueinander
paralleler Diagonalen in den auf 4 liegenden Punkten
D, und D,. Diessind die Fluchtpunkte der Diagonalen-
paare. Sie liegen symmetrisch beziiglich H, und die
Strecke HD,=HD, gibt den Abstand des Auges
(Projektionszentrums) von der Bildebene an. Man
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bezeichnet diese beiden Punkte deshalb als Diszanz-
punkte und nennt die Strecke HO die Augdistanz d.

Legt man das in n entstehende Bild auf ein ebenes
waagerechtes Zeichenfeld, so ergibt sich bei ent-
sprechender Zuordnung des Auges lotrecht iiber dem
Hauptpunkt H im Abstand d der gewiinschte Bild-
effekt. Man glaubt, in das Innere eines Wiirfels

hineinzuschauen.
b,
4e 3¢

7€ 2¢

B-0°

Zentralperspektives Bild eines Wiirfels

Schisigt man um H einen Kreis mit der Augdistanz d,
so erhidlt man den Distanzkreis. Die Fluchtpunkte
simtlicher Geraden, welche die Bildebene unter
einem Winkel von 45° schneiden, liegen auf diesem
Kreis, z.B. auth die Fluchtpunkte der in die rechte
und linke Seite des Wiirfels eingezeichneten Diago-
nalen.

In Dutzenden von Diirer-Bildern 148t sich dieser
Aufbau als Rahmenkonstruktion nachweisen (Hiero-
nymus im Gehduse, Melancholie, Bilder aus dem

" Marienleben u. a.m.). Die Betrachtung gewisser Diirer-

Bilder erfordert eine Technik, deren Anwendung
einige elementare Grundkenntnisse in der Zentral-
perspektive voraussetzt.

Der Kiinstler ordnet ndmlich dem Auge des Beschau-
ers einen ganz bestimmten Punkt im Raum zu, von
dem aus er sein Werk betrachtet wissen will. Mit
unseren elementaren Voraussetzungen zur Zentral-
perspektive wollen wir ein Bild Diirers analysieren,
bei dessen . Erarbeitung er sich eindeutig an die in
seiner ,,Underweysung’ entwickelten Grundlagen
gehalten hat. Es handelt sich um das Mittelbild des
sogenannten Dresdner Altars, ein Werk aus dem
Jahre 1496. Dieses Bild war mit vielen anderen Schit-
zen der Weltkultur gegen Ende des zweiten Welt-
krieges von der Vernichtung bedroht.

Dank der Sicherstellung durch sowjetische Truppen
und einer griindlichen Restaurierung ist es nun wieder
Gemeingut der Menschen geworden. In diesem Bild,
Maria mit dem Kind darstellend, kommt der aus
Quadern gefiigten Einfassung, dem schachbrettartig
gestalteten FuBbodenbelag und selbst den durch das
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Fenster schwach sichtbaren Hausern eine vom Kiinst-
ler beabsichtigte Funktion zu. Der Betrachter soll
hierdurch den Eindruck gewinnen, ihm sei im Raum
gemeinsam mit den dargestellten Personen ein be-
stimmter Platz zugeordnet. Der Hauptpunkt H des
Bildes, in dem sich die Bilder aller Tiefengeraden
(hier Steinfugen der Wand und des FuBbodens)
schneiden, ist eindeutig rekonstruierbar. Ferner ist
der Horizont A, die waagerechte Linie durch H, eine
wichtige Orientierungslinie des Bildes.

Um die Distanzpunkte D; und D, und damit auch

die Augdistanz 4 konstruktiv zu finden, forschen wir

auf dem FuBboden nach dem Bild eines geeigneten
Quadrates. Durch die Zusammenfassung von 9 qua-
dratischen Steinen haben wir das Bild eines Quadrates
von hinreichender Gré8e, in das sich mit einiger
Sicherheit die Diagonalen einzeichnen lassen. Die
Schnittpunkte dieser Diagonalen mit dem Horizont A
liegen symmetrisch beziiglich des Hauptpunktes. Wir
konnen sie mit gutem Gewissen als Distanzpunkte D,

und D, des Bildes annehmen. Sie gestatten uns, fiir
die Lage des Auges bei der Bildbetrachtung die
richtige Stellung anzugeben. Die Messung der Strecke
d=HD, fihrt unter Beriicksichtigung der Original-
groBe des Bildes (96,5 cm - 107 cm) auf die im Original
vorliegende Augdistanz von 85 cm. Nachdem im Bild
der Horizont mit Hauptpunkt und Distanzpunkten
festgelegt sind, kann der Kiinstler bei Darstellung
quaderformiger Gebilde nicht mehr freiziigig iiber die
Winkel von Kanten im Bild verfiigen. In diesem Bei-
spiel moge iiberpriift werden, ob die Wiedergabe des
auf einer horizontalen Tafel stehenden Lesepultes den
Gesetzen der Perspektive geniigt. Setzt man fiir das
auf dem Pult liegende aufgeschlagene Buch ein recht-
eckiges Format voraus, so muB nach dieser Darstel-
lung auch die Basis des Lesepultes ein Rechteck sein;
d.h., die von C ausgehenden Basiskanten stehen im
Raum aufeinander senkrecht. Die Verlingerungen
der Basiskanten schneiden den Horizont in den
Fluchtpunkten F; und F,. Wie man erkennt, liegen
diese beiden' Punkte auBerhalb der Strecke D,D,.
Zufolge dieser Darstellung wiirden die Basiskanten
des Pultes einen stumpfen Winkel einschlieBen, was
sicher nicht den Absichten des Kiinstlers entspricht
und auch nicht mit den bekannten Buchformaten in
Einklang zu bringen ist. Die wahre GriBe des Winkels,
den die Basiskanten nach dieser Darstellung mit-
einander einschlieBen miiBten, ergibt sich durch Ver-
binden des in die Zeichenebene umgelegten Aug-
punktes O° mit den Fluchtpunkten F, und F,. Durch
Nachmessen finden wir einen Winkel y=108°, der
von den beiden Fluchtstrahlen eingeschlossen wird.
Halt man F, fest, so miiBte der Fluchtpunkt F, nach
F, verschoben werden, wenn in C wirklich ein rechter
Winkel vorliegen soll. Umgekehrt kann auch der
Betrachter des Bildes seinen Standort dem darge-
stellten Lesepult anpassen. Er miiBte dann die Aug-
distanz auf 118 cm vergroBern. Die Analyse zeigt
die Umlegungen O° und O? der beiden Augpunkte
in die Bildebene. An diesem Beispiel sicht man, daf3
die Analyse zu verschiedenen Bildabschnitten auf
widersprechende Distanzen fiir den Augpunkt fiihrt.
Die Klarheit im geometrischen Aufbau des Bildes
macht es uns heute leicht, an einem Frithwerk des
Meisters noch bestehende Inkonsequenzen bei An-
wendung der Perspektive aufzuspiiren. Unsere Be-
trachtung ist nicht als Rechthaberei zu verstehen,
sondern soll uns an einem handfesten Beispiel das
harte Ringen dieses groBen Kiinstlers der Renaissance
um Form und Inhalt seiner Werke verdeutlichen.

Schwieriger gestaltet sich die Anwendung von Geset-
zen der Perspektive auf die zeichnerische Darstellung
unregelméBiger Korper, da hier der Horizont und
Fluchtpunkte nicht so leicht auswertbar sind. Diirer
zeigt in seiner ,,Underweysung, wie sich der Kiinstler
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in solchen Fillen mit einigen technischen Mitteln
half. Er verwendete einen rechteckigen Holzrahmen,
stellte ihn so vor sich auf, daB das geWﬁnschte Blick-
feld davon eingefaBt war und spannte in den Rahmen
einen durchsichtigen weilen Schirm, den sogenannten
Flor. Nun visierte er markante Punkte des darzu-
stellenden Gegenstandes von einem festen Punkt, dem
Augpunkt aus an und markierte die zugehdrigen Bild-
punkte auf dem Flor. Dieses Verfahren lduft auf eine
experimentelle Umsetzung der DurchstoBmethode
hinaus. Von dem Flor werden anschlieBend die mar-
kierten Bildpunkte in das Zeichenfeld iibertragen.
Diese sind fiir den Kiinstler eine wertvolle Stiitze bei
Ausfithrung des Bildes. Ein in dieser Weise entworfe-
nes Bild liefert einen wahrheitsgetreuen Eindruck
des dargestellten Objektes, wenn sich das Auge des
Betrachters in der vom Kiinstler durch die Konstruk-
tion vorgeschriecbenen Lage beziiglich des Bildes
befindet. Soll die gewiinschte Augdistanz linger als
der Arm des Kiinstlers sein, so bedient sich der
Maler eines Visierrohres, das er mit einer Schnur
hinter sich in einem festen Punkt verankert. Nun
tastet der Kiinstler unter fluchtgerechter Fithrung des
Visierrohres beziiglich des festen Haltepunktes aus-
gezeichnete Punkte des Objektes innerhalb der Gren-
zen des Bildrahmens ab und trigt sie in dem Flor ein.
Auch dazu gibt Diirer in der zweiten Auflage seiner
,,Underweysung‘‘ ein instruktives Bild mit erldutern-
dem Text: ,,Ein Mann zeichnet eine Kanne‘‘ unter
Anwendung von Jakob Kesers Durchzeicheninstru-
ment mit der Schnur.

Der Zeichner der Kanne, um 1525

Die Perspektive ist ein von Diirer vielfach aber nicht
vielfiltig verwendetes Mittel zur Steigerung der Raum-
wirkung in seinen Bildern. Die Bevorzugung von
Tiefengeraden und frontalen Ebenen verleiht seinen
Bildern mitunter etwas Strenges und Kulissenhaftes.
Beispiele fiir diese Art des Einsatzes der Perspektive
finden sich in den Werken

Hieronymus im Gehéduse, Kupferstich 1514
Weihnachten, Gemilde um 1504

Weihnachten, Kupferstich 1504

Die Verkiindigung, Holzschnitt 1500/02

Ruhe auf der Flucht, Holzschnitt 1503/04

Das kleine Pferd, Kupferstich 1505

Melancholie, Kupferstich 1514

Abendmahl, Holzschnitt 1523
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Mehr Gelostheit trifft man bei solchen Bildern an,
wo Diirer auf eine Verdeutlichung der Tiefe des
Raumes durch Zutaten der Perspektive verzichtet.
Bilder von biblischen Gestalten (Adam und Eva,
die vier Apostel) und Portrits vieler ihm nahestehender
Zeitgenossen (Willibald Pirkheimer, Bilder von Vater
und Mutter, Michael Wolgemut, Philipp Melanchton,
Erasmus von Rotterdam, Hieronymus Holzschuher)
erscheinen uns auch nach 450 Jahren noch von einer
nicht {iberbietbaren Aussagekraft und Lebendig-
keit. - I
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Seine Tier- und Pflanzendarstellungen bezeugen die
Bereitschaft zu liebevoller und selbstloser Hingabe
seiner kiinstlerischen Fihigkeiten auch an scheinbar
unbedeutende Objekte der Natur (der Feldhase,
Rhinozeros, VeilchenstriuBchen, Rasenstiick).

Aus den Ornamentierungen wertvoller Druckerzeug-
nisse (Randzeichnungen zum Gebetbuch des Kaisers
Maximilian, Mitarbeit an Erd- und Himmelsgloben
des Mathematikers Johann Stabius, Gedenksiule fiir
die Opfer des Bauernkrieges) sprechen lebendige
Phantasie und die Bereitschaft zur Anpassung bei
kollektiver Arbeitsweise. Diirers Wirken hat an aus-
strahlender Kraft wohl deshalb iiber viele Jahrhun-
derte in keiner Weise eingebiiBt, weil das von ihm
hinterlassene Lebenswerk nicht einer einseitigen auBer-
gewohnlichen Begabung entsprang, sondern das Ergeb-
nis von zihem FleiB, vielseitiger Begabung und Auf-
geschlossenheit und einer stindigen kompromiBlosen
Auseinandersetzung mit sich selbst und seiner Umwelt
darstellt. E. Schrider



Eine Aufgabe
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Prof. Dr.

Hans Reichardt
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A7584 Aus einem Teppich, der die Form
eines Rechtecks mit den Seitenlingen 9 m und
12 m hat, sei genau in der Mitte ein Stiick,
das die Form eines Rechtecks mit den Seiten-
lingen 1 m und 8 m hat, herausgeschnitten,
da es verdorben war. Dabei verlaufen die
lingeren Seiten des herausgeschnittenen
Rechtecks parallel zu den lingeren Seiten
des Teppichs (vglL die Abb.).
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Man zerlege den Teppich durch zwei Schnitte
(die nicht geradlinig verlaufen miissen, son-
dern auch Ecken haben kénnen) so, daB
man die Teile wieder zu einem rechteckigen
Teppich zusammensetzen kann.

Kreuzfigur

In der Aufgabe 373 in alpha Heft 2/1969,
S. 38 war die Kreuzfigur (Bild 1) durch vier
Strecken in ein inhaltsgleiches Quadrat zu
verwandeln.

Eine weitere Beschiftigung mit dieser Aufgabe
fiihrte zu folgenden UUberlegungen

Da die finf Quadrate der Kreuzfigur inhalts-
gleich dem groBen Quadrat sind, miissen
auch die schraffierten Flichen (Bild 2) ein-
ander inhaltsgleich sein, da sie jeweils ein
Viertel der beiden Figuren sind.

Beide ineinandergezeichnet zeigen sie uns
(Bild 3, hier vergréBert) daB sowohl die
Fldchen I und I als auch II und II' jeweils
kongruente Dreiecke sind (Drehung am A
bzw. S). ;

Wir kénnen also folgende Aufgabe stellen:

Aufgabe 1:

Ein Fiinfeck gebildet aus einem Quadrat
und einem gleichschenklig-rechtwinkligem
Dreieck nach Bild 4 (wir wollen es ,,Giebel-
Fiinfeck“ nennen), soll so durch zwei zuein-

ander senkrechte Schnitte in drei Teile zer-
legt werden, daB sich aus diesen ein Quadrat
zusammenlfiigen 14Bt.

Diese Schnitte sind in Bild 3 die Strecken
AF und FS. Die Losung fiihrt zur Uberle-
gung, daB die Schnitte die Seiten des ge-
suchten Quadrates sein konnten; daB sie
daher gleich lang sein miissen, und ihr
Schnittpunkt (rechter Winkel) am Figuren-
rand liegen konnte.

Verbinden wir nach Bild 5 die Punkte A4
und S, so erhalten wir das gleichschenklig-
rechtwinklige Dreieck AFS, dessen Flichen-
inhalt sowohl die Hilfte des Quadrates als
auch des ,,Giebelfiinfecks” ist, aber auch der
Gesamtfliche der Restdreiecke (schraffiert)
entspricht.

Weiter stellen wir fest, daB die Dreiecke ABF
und FES kongruent sind Da die H6he des
Dreiecks DSC gleich der Hilfte der Strecke
BC ist, muB F der Mittelpunkt der Strecke
BC sein. Dann ist auch SG=GF.

Die schraffierten Restdreiecke haben mit
dem Dreieck AFS je eine gemeinsame Seite,
aber auch paarweise unter sich gleiche Seiten.
Wenn daher die Restdreiecke auf die Fliiche
des Dreiecks AFS gespiegelt werden, fiillen
sie dessen Fliche ganz aus Thr gemeinsamer
Punkt ist K. Er liegt auf der Seitenhalbie-
renden AG und auf FH. Ferner ist FH 1 AG.
Hier stellt sich nun

Aufgabe 2:

Konstruiere zu einem gegebenen gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreieck AFS das
zugehorige ,,Giebelfiinfeck”. (Bild 7)

Fille von F die Senkrechte auf die Seiten-
halbierende AG. Der Schnittpunkt ist K.
Die Spiegelung von K an den Dreieckseiten
ergibt die restlichen 3 Ecken des Quadrates.
Ferner ermoglicht eine Senkrechte von A
aus auf eine Gerade durch H und G die
Bildung des Quadrates.

K ist auBerdem der Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden AG und des Halbkreises iiber
AF.

Die Uberlegungen reichen zu folgendem Satz:
Folgende vier Punkte auf dem Umfang eines
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck lie-
gen auch aul dem Umfang eines Quadrates:
die Punkte (A4) und (F) der einen Kathete, der
Mittelpunkt (G) der anderen Kathete, der
Schnittpunkt (H) auf der Hypotenuse mit
der Verlingerung der Senkrechten von der
Rechtwinkelecke (F) aul die Seitenhalbie-
rende (4G) der zweiten Kathete.

Dabei ist ein Katheten-Eckpunkt (4) zu-
gleich auch Eckpunkt des Quadrates.

Nun kommen wir wieder zu unserer Aus-
gangsfigur zuriick und sehen uns einen
Balken der Kreuzfigur an. Er besteht aus
drei kongruenten Quadraten.

In dieses Rechteck (Bild 8) zeichnen wir iiber
beide Hilften einer Diagonale je ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck ein. Es stellt
sich nun

Bild 2

( D A C Bild6
\\ [

e N,
. F ]
\ 2
\ < -]

A 8

Z Y

————£

(2}

Bild 8

A
Aufgabe 3: 8

Den wievielten Teil der Rechteckfliche be-
decken die beiden Dreiecke?

Wir sehen aus Bild 8, daB sich der Flichen-
inhalt des ,Giebelfiinfecks* ABCSD zur
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Rechteckfliche ABYZ wie 5:12 verhilt Nun
haben wir oben die Flacheninhaltsgleichheit
vom ,,Giebelfiinfeck mit zwei der einge-
zeichneten Dreiecke bewiesen. Also bedecken

dic beiden Dreiecke % der Rechteck(ldche.

Aber auch ohne die vorherigen Erkenntnisse
1aBt sich diese Aulgabe l6sen. A SEF =~
A FBA (SF=FA, ¥ EFS= ¥BAF, £xSEF=
¥ ABF=90°) Dann ist SE=FB. Die Fliche
des Dreiecks SEY ist ein Achtel, die des
Dreiecks ABF e¢in Zwolftel des Rechtecks.
Wir miissen also von der Rechteckflache
zweimal das erste Dreieck und viermal das
zweite abziehen. Dann bleiben fiir die beiden

Dreiecke AFS und STY % des Rechteck-

Flacheninhaltes iibrig. H. Decker

Aufgaben zum Beitrag: Albrecht Diirer

1 In Diirers ,,Underweysung“ findet sich
im Abschnitt iiber die Zentralperspektive die
hier dargestellte Folge von Quadraten mit
den Seiten a,, a,, a,, a, ...

Weise nach, daB die folgenden Proportionen
bestehen:

a0y = @503 = ay:a, =
Was ldBt sich iiber die Folge der Quadrat-
seiten g, (k = 1,2,3..)) allgemein sagen?

= QG

1]

o
2 Zur Umwandlung eines Kreises in ein
flichengleiches Quadrat gibt Diirer sinnge-
miB die folgende Niherungskonstruktion:
Zeichne in den vorgegebenen Kreis ein Paar
zueinander senkrechter Durchmesser. Teile
den Kreisradius in vier gleiche Teile und trage
ein Viertel des Kreisradius iiber die Enden
der Durchmesser hinaus nach auBen ab.
Verbinde die sich ergebenden vier Punkte
zu einem Quadrat Dieses hat anndhernd
den gleichen Flicheninhalt wie der Kreis.
Welcher Naherungswert fiir = liegt dieser
Konstruktion zugrunde?

1/‘ \L
AN

3 Von einem Schachbrett liegt das zentral-
perspektive Bild des Spielleldrandes vor.
Die Bilder der 64 Einzelfelder sind unter

Verwendung von Bleistift und Lineal einzu-
zeichnen.
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Was ist
eine Funktion?
Teil 3

Aufgaben

Mit einer kleinen Null sind die ganz leichten
Fragen gekennzeichnet; indem ihr sie beant-
wortet, konnt ihr iiberpriifen, ob ihr das in dem
Artikel Geschriebene verstanden habt. Schwie-
rigere Aufgaben sind mit einem Stern mar-
kiert. Sie brauchen nicht unbedingt simulich
gelést zu werden.

1. Einfiihrung
1°.  Bestimmt Definitionsbereich und Werte-
vorrat folgender Funktionen:

2) y=f(x) = xi b) y =f(x) = JxI=1.

2. Ganzer Teil einer Zahl x heiBt die groBte
Zahl, die x nicht iiberschreitet Der ganze
Teil von x wird mit [x] bezeichnet.
Z. B.ist
[0]1=0, [7.5]=[7]=7, [-03]=-1,
[—n]=—4.
Die Diflerenz x—[x] heiBt der Bruchteil der
Zahl x und wird mit {x} bezeichnet. Stellt
die folgenden Funktionen graphisch dar
und bestimmt ihren Definitionsbereich und
ihren Wertevorrat:

2) 100 = [x], b o) = {x},
O A0 = (5} = 4 @ £ = () — .

) = [3] P =gy

£%) fox) = {1} h%) fy(x) = {71}

x
3*. Fiir cine beliebige natiirliche Zahl n defi-
nieren wir s(n) als die Summe der Teiler der
Zahl n (n selbst ausgeschlossen). Beispiels-
weise ist
s(1)=0, s(2)=1, s(6)=6, s(12)=16,
5(28)=28,...
Man beweise, daB s(n) die Werte 2 und 5
nicht annimmt.

2. Funktion

4°. Zwei Menschen (4 und B) konnen sich
in zwei Zimmern auf vier verschiedene Wei-
sen niederlassen:

AB A B
AB B A

Auf wieviel Weisen konnen sich niederlassen:
a) zwei Menschen in drei Zimmern, b) drei
Menschen in zwei Zimmern, ¢) drei Men-
schen in zwei Zimmern so, daB keines der
Zimmer unbesetzt bleibt?

5°. Die Menge M besteht aus drei Elementen
und die Menge N aus zwei Elementen. Wie-
viel a) Abbildungen von M in N, b) Abbil-
dungen von M auf N, ¢) Abbildungen von
N in M, d) Abbildungen von N auf M gibt
es? o

6. Wieviel siebenstellige Telefonnummern
gibt es? Wieviel von ihnen sind nur mit den
Ziffern 0, 1, 2 und 3 gebildet?

7. Beweist, daB es mehr als eine Million
Funktionen gibt, die nur die zwei Werte
0 und 1 annehmen und auf der Menge der
ersten zwanzig natiirlichen Zahlen definiert
sind.

.8. Die Menge M bestehe aus m Elementen,

die Menge N aus n Elementen Wieviel auf
der Menge M definierte Funktionen gibt es,
deren Werte der Menge N angehoren?
Bemerkung : Die Aufgaben 8, 11, 18, 19 geho-
ren zu den Grundaufgaben der Kombinarorik.
Wir fiihren sie hier an, um zu zeigen, daf sich
die Kombinatorik zu einem betrdchtlichen Teil
mit der Berechnung der Anzahl von Abbil-
dungen dieser oder jener Art endlicher Mengen
in endliche Mengen befaft.

9. Auf wieviel Weisen kann man unterbrin-
gen: a) zwei Giste auf zwel Stithlen, b) drei
auf drei Stiihlen, ¢) sechs auf sechs Stiihlen?
10. Die Menge E bestehe aus sechs Elemen-
ten. Man zeige, daB es genau 720 Funktionen
gibt, fiir die E sowohl Definitionsbereich
als auch Wertevorrat ist.

11. Eine Abbildung einer endlichen Menge
aul sich heiBt eine Permutation. Die Anzahl
der verschiedenen Permutationen einer
Menge hidngt nur von der Anzahl n ihrer
Elemente ab und wird mit n! bezeichnet.

Zeigt, daB
11=1, 2!1=2, 31=6, 41=24, 5!1=120,
61=720

ist Gebt ein allgemeines Verfahren zur
Berechnung von n! an.

3. Umkehrbare Funktion
12°. Welche der folgenden Funktionen sind
umkehrbar und welche nicht? '
fi)=x f)=x*, fx)=x"",
f4(x)=xw-
13. In einer Klasse sitzen auf jeder Bank
hochstens zwei Personen Wir ordnen jedem
Schiiler seinen Banknachbar zu, sitzt er aber
allein, so ihn selbst. Was ist die Umkehr-
abbildung?
14. Jedem Wort der deutschen Sprache werde
das mit denselben Buchstaben, aber in umge-
kehrter Reihenfolge geschriebene Wort zu-
geordnet (Wort wollen wir eine beliebige
endliche Aufeinanderfolge von Buchstaben
nennen) Ist diese Funktion umkehrbar?
Wenn ja, was ist die Umkehrfunktion?
15. Eine Abbildung einer endlichen Menge
auf sich ist stets umkehrbar. Gebt ein Bei-
spiel [ir eine nichtumkehrbare Abbildung
der Menge der natiirlichen Zahlen auf sich.
16. Neun Touristen miissen in drei Booten
untergebracht werden. Aul wieviel Weisen
kann dies geschehen, wenn man fordert, daB



a) in jedem Boot drei Personen sind, b) in
jedem Boot héchstens vier und mindestens
zwei Personen sind, c) in jedem Boot min-
destens ein Tourist fdhrt? (Die Boote tragen
Nummern: Nr. 1, Nr. 2, Nr. 3)
17*. Wenn die Wirte geniigend viel Stiihle
besitzen, so ist es nicht iiblich, aul einen
Stubl mebr als einen Gast zu setzen: die
Menge der Giste wird umkehrbar in die
Menge der Stiihle abgebildet Auf wieviel
Weisen konnen sich setzen, wenn es im
Zimmer insgesamt sechs Stiihle gibt: a) ein
Gast, b) zwei Giste, c) drei, d) vier, €) fiinf,
f) sechs Giste?
18*. Umkehrbare Abbildungen einer end-
lichen Menge M in eine andere endliche
Menge N heiBlen in der Kombinatorik Varia-
tionen (die Gédste werden auf die Stiihle ,ver-
teilt“) Die Anzahl der Abbildungen einer
Menge M in eine Menge N hingt nur von
der Elementezahl m der Menge M und der
Elementeanzah! n der Menge N ab und wird
mit AT bezeichnet. Zeigt, daB

Al=1, Al=43=2, A}=3,

A2=A3=6, A3,=90
ist, und stellt eine allgemeine Regel zur
Berechnung von A7 aul Zeigt, daB stets
Arl=Anist.
19*. Aulgabe 16c 1dBt sich abstrakt formu-
lieren: wieviel Abbildungen einer aus neun
Elementen bestehenden Menge auf eine drei-
elementige Menge gibt es? Wir wollen mit
D7 die Anzahl der Abbildungen einer n-
elementigen Menge aul eine m-elementige
Menge bezeichnen Priift nach, daB

D%=6, D}=12, D3=36, D*=n!
ist Versucht, eine allgemeine Regel zur
Berechnung von D] zu geben (das ist eine
etwas schwierigere Aufgabe als die Aufgaben
8, 11 und 18).
20*. Wieviel auf einer aus 28 Elementen
bestehenden Menge definierte Funktionen
gibt es, die jeden der vier Werte P, K, S und
W je sechsmal annehmen?
Das ist die Aufgabe iiber die Anzahl der
Moglichkeiten, im Februar die Dienste zwi-
schen Petja, Kolja, Sascha und Wolodja
gerecht zu verteilen (Beispiel 3, Heft 6/70,
S. 124), A. N. Kolmogorow

4. Antworten, Hinweise, Losungen

1. Natiirlicher Definitionsbereich: a) x+0,
bpxg—1;x=1.
4. a)9; b)8; ¢)6.
5.a)8;b)6;¢)9;d)O0.
6. 107; 47.
8 n™
12. Umkehrbar sind f; und f;.
13. und 14. Die Abbildung fillt mit ihrer
inversen zusammen.
16. a) 1680; b) 9240;
©) 18150=3°-3:2°+3.
18. A7=n(n—1)...(n—m+1), wenn m=<n;
A7=0, wenn m>n.
20, B
an*

alpha fragt —
Leser antworten

Bekannt sind die Formeln fiir die Summe der
ersten n von Null verschiedenen natiirlichen
Zahlen, fir dic Summe der Quadrate dieser
Zahlen und fiir die Summe der Kuben dieser
Zahlen:

s, = 1+2+3+...+n=w
s, = 124224324 4 2 = HOEDCRHY)
,
6
s, = 13422434+ .40’ = [—"("Jrl)]z
3
2

(vgl z B. Tafelwerk, 7. — 12 Klasse, S. 58).
Unser Leser, Herr Michael Raschke, Berlin,
fragt nun, ob es eine allgemeine Formel fir
die Summe
se=1%+22+3%4 4+ n*
gibt, da man bei der Losung vieler Probleme
solche Summen berechnen muB.
Herr Dr. K. Rosenbaum, Pidagogische Hoch-
schule Erfurt-Miihlhausen, beantwortet diese
Frage und leitet mit Hilfe des binomischen
Satzes eine Formel her, mit deren Hilfe man
der Reihe nach die Summen s, s, Sy, ..., 5
berechnen kann Es handelt sich dabei um
eine sogenannte Rekursionsformel; d h,
man muB zunichst die Summen s,, s,, ...,
$x—, ermitteln, um die Summe s, berechnen
zu kénnen.
Nach dem binomischen Satz (vgl. Tafelwerk,
S. 57) gilt fir alle von Null verschiedenen
Zahlen k und n
O =(1-Df =1 =1* 4.
F(=DFTE) 1D 1
PF=2-D* =282k 14
H(=DFE) 24 (- Dk,
n=1)*=(n—D*=n*—~%)nt"! + ...
+ (=D ) nH(— 1)1
Wir setzen zur Abkiirzung wie oben
sp=1424+... +n,
s, = 124224 .02,
Sp_q = ¥kl gkt
und erhalten durch Addition der Terme aul
den linken und rechten Seiten der obigen
Gleichungen
1k rn—1F =15 42 +nt
—Dsic i+ Bz —G)sioa+ ...
+(= 11 GRS, +(—1Fn.
Wegen () = . 3) = <40,

H) =—k(k lé(k 2),..., )=k
folgt hieraus, weil die Summe auf der linken
Seite gleich der Summe der ersten n—1 Sum-
manden auf der rechten Seite ist,
k(k—1) k(k—1)(k-2)

5 Sk-2— 6 Sk-3
+. o+ (=D ks, +(—1)n = 0,

n*—ks,_,+

ey = l{n'+k(k2 l)sk_z_k(k 1‘)5(k 2)
Skcat o H(—1k™ ks, +(—1)'n}.
Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir nun aus
51582 ooey Sx_ g +(—1)*" ks, s,_, berechnen.
Eine solche Formel nennt man eine Rekur-
sionsformel, weil man jeweils die Summe
$¢—, durch ,,Zuriicklaufen“ aus den Summen
Sk—2s Sp—3, ... S3, S, berechnen kann.
Wir wenden diese Formel an und berechnen
zuniichst die schon erwiihnten Summen s,,
s, und s;.
Fiir k = 2 erhalten wir

_t, 2.4 _ L _ n(n+1)
5, = E{n +(—1)*n} = E(n +n) = —
Fiir k = 3 erhalten wir

1, 1{
={n+35,—n} = <n’+
s 3{" sy —n} 3

~

3n(n+1) }
————-—n
2

= %(2n2+3(n+1)—2),

_n(n+1)(2n+1)
— e
Fiir k = 4 erhalten wir
5y = %n‘+£ n(n+1)(2n+1)
4 2 6

_4:3-2 n(n+1)+n}

S2

6 2
=%{n“+n(n+1)(2n+l)——2n(n+1)+n}
=%{n3+1+(n+1)(2n—1)}

_n(nt+1)
==
_ n{n+1)(n*+n)
-
I:n(n+1):|2
S3=|——| .
2
Zum AbschluB berechnen wir noch s, Fiir
k=5 erhalten wir"
1{ 5. 5-4 n¥n+1)
iy

S4 = —

{r*—n+1+2n-1}

’

5 2 4
_5-4-3 n(n+1)(2n+1)
6 6
+ 5:4:3-2 n(n+1) —n}

24 2
=E{n‘—l+§n(n+l)2—§(n+1)(2n+1)
5 2 3 ’

+§(n+l)}

n(n+1)

-3 {6(n—1)(n?+1)+15n(n+1)
—10(2n+1)+15}

n(n+

) 1){6r|3+9nz+n—1}.

Damit haben wir auch die nicht in dem Tafel-
werk enthaltene Formel erhalten:
Sa= 1442443+ .. +n*
__n(n+1)(6r+9n*+n—1)
= 3 .
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Hlphﬂ -Wettbhewerb

Letzter Einsendetermin: I. Oktober 1971

_Physik

Liebe alpha-Leser!
In diesem Heft findet ihr zum ersten Mal
Wettbewerbsaufgaben zur Physik. An der
Lésung der Probleme kann sich jeder Leser
beteiligen. Von den Teilnehmem sind nur die
Aufgaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Richtlinie: Schuljahr
1970/71) Schiiler der Klassenstufen 11/12 und
Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche mit
P = 10/12 gekennzeichnet sind. Fiir jede Lo-
sung ist ein gesondertes Blatt zu verwenden,
Format A4 (210 mm mal 297 mm). Am Kopf
der Losung miissen stehen: Name, Vorname,
Adresse der Schule und Klasse des Teilneh-
mers und Name seines Physiklehrers, der
ihn im Schuljahr 1970/71 unterrichtete.
Die besten Losungen werden von der Redak-
tion priamiert. Die Preistrager und die Namen
der aktivsten Teilnehmer werden in Heft 6/71
veroffentlicht. Die Losungen sind unter dem
Kennwort ,alpha-Wettbewerb“ einzusenden
an

Pidagogisches Institut Giistrow

Sektion Mathematik/Physik

26 Giistrow

Goldberger Str. 12

Aufgaben

P6m759 Zwischen zwei senkrecht zuein-
ander stehenden ebenen Spiegeln steht ein
Bleistift. Wie viele Bilder des Bleistifts er-
blickst Du

a) in jedem Spiegel,

b) insgesamt (Konstruktion)?

Wie viele Bilder seht man, wenn die Spiegel
einen Winkel von 60° einschlieBen?
P6m760 Wenn man bei Frost nachein-
ander Holz und Eisen gleicher Temperatur
beriihrt, erscheint das Eisen kilter.

Wie kommt das?

P6 w761 Ein Fahrzeug 1 fihrt vom Ort A
zum Ort B. Seine Geschwindigkeit betrigt
50 km/h. Ein Fahrzeug 2 fihrt vom Ort C
zum Ort D. Seine Geschwindigkeit betrigt
60 km/h. Die Entfernung von 4 nach B sei
25 km, von C nach D 24 km. Beide Fahrzeuge
starten zur gleichen Zeit

Welches Fahrzeug ist zuerst am Ziel?
P7w762 In einem Teich schwimmt ein
Boot, im Boot liegt ein groBer Stein. Wie
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dndert sich der Wasserstand im Teich, wenn
der Stein aus dem Boot in das Wasser gewor-
fen wird?

P7m763 Von zwei gleichen, diinnen und
luftdicht abgeschlossenen Glasbehiltern ist
einer mit Luft und der andere mit Wasser
gefiillt Mit einer Waffe wird zunidchst auf
das eine und dann auf das andere GefiB
geschossen. Was geschieht mit den Behiltern?
P7m764 Eine Waage befindet sich im
Gleichgewicht Auf einer Waagschale stehen
ein Glas Wasser und ein Stativ mit der ange-
hingten Last und auf der anderen Wige-
stiicke. Kommt diec Waage aus dem Gleich-
gewicht, wenn man die Last ins Wasser taucht?
P8a765 Bestimme das Verhiltnis der Mas-
sen eines Kupfer- und eines Aluminiumdrah-
tes! Beide Drihte haben gleiche Linge und
gleichen Widerstand Der spezifische Wider-
stand des Aluminiums ist doppelt so groB
wie der des Kupfers. Die Dichte des Alumi-

niums betrégt % der Dichte von Kupfer.

aus einem Lehrbuch der VAR
P8w766 Am Kraftwerk betrigt dic Span-
nung zwischen dem Fahrdraht und den
Schienen der Straflenbahn 550 V. Auf der
Strecke befindet sich ein Triebwagen, der
zum Fahren eine Mindestspannung U =500 V
braucht Die Stromstirke betrigt 25 A. Be-
stimme den Abstand, in dem der Triebwagen
vom Kraftwerk fahren kann Der Widerstand
des Fahrdrahtes betrigt je km 0,45 Q der
Widerstand der StraBenbahnschienen ist
0,05 Q je km.

aus einem Lehrbuch der VAR
P8 w767 In der Mitte cines sehr groBen
zugefrorenen Sees wird ein Loch in das Eis
geschlagen und ein Eisblock von 9 m Dicke
herausgenommen. Welche Linge muB ein
Seil haben, um vom Rand des Eisblockes bis
ins Wasser zu reichen?

= p - P
?El'.! - 0’9'(F .yWasser - I’OE

P9=768 Ein Radfahrer und ein LKW fah-
ren gleichzeitig von den Endpunkten einer
Strecke AB los Der Radfahrer fihrt von A
nach B, der LKW von B nach 4 und ohne
Aulenthalt zuriick. Auf der Hinfahrt begegnet
der LKW dem Radfahrer 5 km vor 4 und
iiberholt ihn 15 Minuten spiter auf der Riick-
fahrt 10 km vor B. Beide Fahrzeuge bewegen

sich mit konstanter Geschwindigkeit Die
Linge der Strecke AB und die Geschwindig-
keiten der Fahrzeuge sind zu berechnen.
P9a769 Wie groB ist das scheinbare Ge-
wicht eines Korpers mit der Masse m, der
bei der Temperatur ¢ in eine Fliissigkeit ein-
getaucht wird? Gegeben sind mit g, die
Dichte des Korpers bei 0°C, mit ¢’y die
Dichte der Fliissigkeit bei 0°C, mit y der
kubische Wirmeausdehnungskoeffizient des
K&rpers und mit k der Ausdehnungskoeffi-
zient der Fliissigkeit
Aus: Gheorghiu, Probleme der Physik,
SR Ruminien
P9a770 Von einer Hoéhe fallen 2 Korper
in einem Intervall von 1 s herab. Wie dndert
sich der Abstand zwischen ihnen wihrend
des Falls.
P10/12a771 Ein Pendel mit einem Ge-
wicht von 25 p riickt aus der Ruhelage zur
Seite. Dabei betrigt die Spannkraft im Faden
20 p. Berechnen Sie die Kraft, die das Pendel
in die Ruhelage zuriicktreibt!
P10/12m 772 Zwei mathematische Pendel
verrichten in einer Minute 10 bzw. 7 Schwin-
gungen. Finden Sie das Verhiltnis der Pen-
dellédngen!
P 10/12m 773 Ein Korper gleitet ohne Rei-
bung auf einer geneigten Ebene herab, der
Winkel der Neigung verindert sich zur Hori-
zontalen von 0° bis 90°. Die Basis b der
geneigten Ebene verindert sich nicht.
Es ist die Abhéingigkeit der Zeit des Herunter-
gleitens vom Winkel graphisch darzustellen!
Bei welchem Winkel ist die Zeit des Herunter-
gleitens am kleinsten ?
U. Walta
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Zahlen ermitteln durch systematisches Unter-
suchen
Ala Ermittle alle Paare (a, b) natiir-
licher Zahlen, die jeweils zugleich beide
Gleichungen der nachfolgenden Aufgaben
erfilllen.
11. a+b=8 1.2. a+b=19

a—b=2 a—b=48
A24a Ermittle alle Tripel (a, b, ¢) natiir-
licher Zahlen, die jeweils zugleich die drei
Gleichungen der folgenden Aufgaben erfiil-
len.

21 a+b+c=11 22. a+b+c=62
a+b= 6 b=a+2
a—b= 4 c=4-qg

A3a DieSumme dreier aufeinanderfolgen-
der natiirlicher Zahlen betriigt 36. Ermittle
diese Zahlen!

A44a Das Produkt dreier aufeinanderfol-
gender natiirlicher Zahlen betrigt 210. Er-
mittle diese Zahlen!

A 54 Die natiirlichen Zahlen a, b, c und d
seien paarweise nicht gleich, und es gelte
2<a<b<c<d und a+b+c+d=25 Welche
natiirlichen Zahlen erfilllen die gestellten
Bedingungen?

A6a Anstatt eine gewisse natiirliche Zahl
mit 6 zu multiplizieren und zum Produkt 3
zu addieren, multipliziert Udo versehentlich
diese Zahl erst mit 3 und addiert dann 6.
Trotzdem erhilt er dasselbe Ergebnis Um
welche Zahl handelt es sich?

A7a Emmittle alle natiirlichen Zahlen a,
fiir die 4 - a+1 durch 5 teilbar und auBerdem
kleiner als 20 ist!

ABA Auf einer Wiese weiden Giinse und
Schafe. Die Tiere haben zusammen 40 Kopfe
und 96 Beine. Wieviel Giinse und wieviel
Schafe sind es?

A9a Fiir insgesamt 40 M wurden Artikel
eingekauft, und zwar zum Einzelpreis von
5 M oder 7 M. Gib alle Losungen an!

Statt der 40 M stehen 71 M zur Verfiigung.
Statt der 40 M stehen 98 M zur Verfiigung.

4104 Beim Durchnumerieren der Seiten
eines Buches wurden genau
a) 55 Ziffern,
b) 87 Ziffern,
c) 213 Ziffern gedruckt.
Wieviel Seiten hatte jeweils das Buch?
D. Michels/Th. Scholl

Die Teilbarkeit durch 7

In der Klasse 6 werden verschiedene Teilbar-
keitsregeln erarbeitet, und besonders wichtig
sind dabei die Teilbarkeitsregeln fiir Prim-
zahlen (2, 3, 5) und ihre Potenzen (4, 8, 9, 25).
Die néichstgroBeren Primzahlen nach 5 sind 7
und 11, und vielleicht hast auch du dich schon
gefragt, ob es auch fiir 7 und 11 solche Teil-
barkeitsregeln gibt In der Artikelserie ,,Rech-
nen mit Resten“ von G. Iorenz in dieser
Zeitschrift, deren Inhalt fir die folgenden
Uberlegungen als bekannt vorausgesetzt wird,
ist die Teilbarkeitsregel fir 11 enthalten
(Heft 6/1969, S. 126) Um zu einer Teilbar-
keitsregel fiir 7 zu gelangen, betrachten wir
die ziffernmiBige Darstellung einer natiir-
lichen Zahl
N =a,a,_,...aya,a,a;
etwas niher; N ist also (n+ 1)-stellig Bei der
ausfiihrlichen Schreibweise beginnen wir am
besten mit den Einern:
(1) N=ag+a,-10+a,- 10>+ ... +
a,_,-10""'4gq,-10"
Fiir den angestrebten Satz iiber die Teilbar-
keit durch 7 ist aber eine Zusammenfassung
zu Dreiergruppen zweckmiBiger:
(2) N = Ag+A,-1000+A4,-1000>+ ... +
A, -1000%"1 + 4, - 1000*
Die Zahlen A; (i=0,...,k) entstehen durch
Einteilung der Zahl N von rechts nach links
in Gruppen zu je drei Ziffern Jede der Zah-
len A; selbst kann einstellig, zweistellig oder
dreistellig sein, und selbstverstindlich gilt

k<n (Genauer ist §—1<k§§.)

Betrachten wir als Beispiel
N = 455083002843,
so erhalten wir gemaB (1) die Darstellung
N=3+4-10+8-10>+2-104+0-10*+
+0-10°+3-10°+8-107+0-10° +
+5-10°+5-10'°4+4- 10" (alson=11).
Einteilung in Dreiergruppen gemiB (2) liefert
N = 843+2-1000+ 83 - 10002 +455 - 10003;
hier ist also k=3.
Die Darstellung (2) ciner natiirlichen Zahl N
ist vorteilhaft, da an Kongruenzen

10= 3(M 10" = 3(7), 108%= 3(),
10°= 2(7), 10° = 2(7), 10%= 2(7),
1°=—1(7), 10° =—1(7), 10'5=—1(7),
10*= 4(7), 10'°= 4(7), 10= 4(7),
105= 5(7), 10'= 5(7), 1017= 5(7),
10°= 1(7), 10'2= 1(7), 10'*= 1(7),

erkennbar ist, daB nur die Potenzen 103, 108,
10°, 10'2 10'S, ... abwechselnd —1 und 1
als Rest ergeben. Deshalb stellen wir die
soeben untersuchten Potenzen, die den Rest
—1 und 1 ergaben, anders dar.

10° =1000 = —1(7),10'2=1000%=
10° =1000%=

1(7),
1(7,1015=1000°= — 1 (7),

10° =1000°= —1(7),10**=1000= 1(7),
allgemein:
1.000% 1(7)

1000%*'=—1(7) ¢g=1,2,3,...
Die Darstellung (2) und die GesetzmiBig-
keiten iiber das Rechnen mit Kongruenzen

fiihren uns nun zu einer Teilbarkeitsregel fir 7:
N=Ag+A, - (-1)+ A, 1+ 4, (-1)+
+As 1+ A5 (—1)+...(7) oder kiirzer
N=Ay—A+A,— Ay +A,—As... .
Verwenden wir fiir den Term auf der rechten
Seite der letzten Kengruenz die leicht ver-
stindliche Bezeichnung ,alternierende
Dreiergruppenquersumme (von N)“, so kén-
nen wir den erhaltenen Sachverhalt in folgen-
dem Satz aussprechen:
Jede natiirliche Zahl 148t bei Division durch 7
denselben Rest wie ihre alternierende Dreier-
gruppenquersumme.
Speziell ergibt das die Teilbarkeitsregel: Eine
natiirliche Zahl ist genau dann durch 7 teilbar,
wenn ihre alternierende Dreiergruppenquer-
summe durch 7 teilbar ist
Fiir unsere Beispielzahl n=455083 002843
erhaiten wir als Dreiergruppenquersumme
843 -24+83-455=926—457=469,
und wegen 469=0 (7) (es ist ja 469=677)
ist N durch 7 teilbar.
Allerdings liBt sich hieraus erkennen, daB
die Anwendung der Teilbarkeitsregel fiir 7
sehr umstindlich ist und die Regel mehr
theoretischen als praktischen Wert besitzt.
E. Naumann

Mathematische Denkaufgaben

® Meine Handschuhe und Socken lagen
m einem dunklen Zimmer durcheinander,
und zwar lagen drei Paar Handschuhe von
verschiedener Machart und zehn Paar helle
und dunkle Socken zusammen. Wieviel Hand-
schuhe und wieviel Socken mubBte ich (min-
destens) herausgreifen, damit ich ein Paar
Handschuhe von gleicher Machart und ein
Paar Socken von gleicher Farbe erhielt?
® In ciner Kiste liegen vier Sorten Apfel,
von -jeder Sorte gleich viel und zusammen
100. Wieviel Apfel muB man ohne Hinzu-
sehen herausnehmen, damit man sicher ist,
daB von jeder Sorte mindestens zehn Apfel
dabei sind?
® Iwanow wurde gefragt, wen denn das
Gemalde, das an der Wand hingt, darstellt.
Da antwortete er: ,,Der Vater des auf dem
Bilde Dargestellten ist der einzige Sohn des
Vaters des Antwortenden.“ Wer ist por-
traitiert worden?
® Ein Lehrer hat die Arbeiten von drei
Schiilern, Alexejew, Wassiljew und Sergejew,
durchgesehen, aber nicht mitgebracht. Er
sagte zu den Schiilern: ,,Ihr habt in euren
Arbeiten unterschiedliche Leistungen gezeigt
(-3, .4 ,,5° — Zensur ,,5“ entspricht
unserer Zensur ,,1, d. Red.). Sergejew hat
keine ,,5“ und Wassiljew keine ,.4“. Aber
ich glaube, Alexejew hat eine ,4*. Spater
stellte sich heraus, daB der Lehrer dem
einen Schiiler die richtige Zensur gesagt
hatte, sich aber bei den beiden anderen
geirrt hatte. Welche Zensuren hatten die
Schiiler? K. A. Rupassow, Staatliches
Pddagogisches Institut Tambow, UdSSR
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Ein interessanter
geometrischer
Beweis

In Olympiadeklasse 10, 4. Stufe (DDR-
Olympiade) der IX. OJM wurde die fol-
gende Aufgabe (10;5) gestellt (siche Heft
3/70):

Es seien k' und k" zwei voneinander ver-
schiedene Kreise durch die Eckpunkte 4 und
B des Dreiecks A ABC, deren Mittelpunkte
M’ bzw. M" beide auf dem Umkreis k von
A ABC liegen Beweisen Sie, daB der Mittel-
punkt P des Inkreises von A ABC entweder
auf k' oder auf k" liegt!

Bild 1 Die Scheitelpunkte M und S
liegen in einer gemeinsamen Halbebene
beziiglich der Kreissehne s.

Bild 2 Die Scheitelpunkte M und §
liegen in entgegengesetzten Halbebenen
beziiglich der Kreissehne s.

Lisung der Aufgabe

Vorbemerkung: Bei der Beweisfiihrung ist die
Kenntnis des Satzes iiber Zentri- und Peri-
pheriewinkel im Kreis vorauszusetzen. Er
lautet: Im Kreis ist der Zentriwinkel doppelt
so grof wie jeder Peripheriewinkel iiber der
gleichen Sehne; d. h. es gilt u=2g. Fiir die
Messung der Winkel sind die in den Bildern
1 und 2 angegebenen Vorschriften zu den
beiden wesentlich verschiedenen Fillen ein-
zuhalten.

Beweisfiihrung: Zunichst zeichnet man eine
Planfigur (Bild 3) entsprechend den Vorga-
ben der Aufgabenstellung Der Inkreismittel-
punkt P des Dreiecks A ABC liegt im Schnitt-
punkt der drei Winkelhalbierenden. Wir
zeichnen zunichst die Winkelhalbierende w,
ein. Diese schneidet k' in den Punkten | und 2.
Wenn die eingangs aufgestellte Behauptung
wahr sein soll, dann muB der Punkt 1 mit
dem Inkreismittelpunkt P identisch sein.
Der Punkt 2 liegt auBerhalb des Dreiecks
AABC und scheidet deshalb von der Be-
trachtung aus.
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Der geforderte Beweis ist also erbracht, wenn
gezeigt wird, daB der Punkt 1 auf w, (oder
auf wp) liegt.

y ist ein Peripheriewinkel von k beziiglich
der Sehne AB. Da M’ nach Konstruktion
den Kreisbogen AB halbiert, gilt AM'=M'B.
Somit liegt M’ aul w,. Wir setzen ¥ CAB=«a
und ¥xCM'B=y Da a« und g Peripherie-
winkel von k beziiglich der gleichen Sehne
BC darstellen und in der gleichen Halbebene
beziiglich dieser Sehne liegen, gilt a=u (1)
Ferner setzen wir ¥1AB=4. Nun sind § ein
Peripheriewinkel von kX' und g ein Zentri-
winkel von k' beziiglich der gemeinsamen
Sehne BI. Folglich gilt u=28. ©

Aus (1) und (2) folgt a=28 oder 5=g;

d.h. die Verbindungslinie (1 4) liegt in der
Winkelhalbierenden w,.

Der auf k' liegende Punkt 1 ist also identisch
mit dem Inkreismittelpunkt P, was zu bewei-
sen war.

Hitte man C auf k im Inneren von k' ange-
nommen, wire der Beweis vollig analog
gelaufen. Eine Fallunterscheidung eriibrigt
sich damit.

Schlufbetrachtung: Unbefriedigend an der
Aufgabenstellung erscheint die Tatsache, daB
man erst mit Hilfe der Planfigur entscheiden
kann, welcher der beiden Kreise k' oder k" als
Ort fir den Inkreismittelpunkt P nur in
Betracht kommen kann Auch die Ausschal-
tung des Punktes 2 von der weiteren Betrach-
tung 1Bt sich nicht befriedigend rechtfertigen.
Diese nur unzureichend motivierbaren Ein-
schriankungen entfallen, wenn man auch die
Ankreise des Dreiecks ABC mit in die Unter-
suchung einbezieht Werden der Inkreis und

die drei Ankreise des Dreiecks als gleich-
wertig betrachtet, entfillt die differenzierte
Behandlung von k' und k", und der zyklische
Charakter des hier vorliegenden Sachver-
haltes tritt deutlicher vor Augen
In Bild 4 sind zu dem Dreieck A,4,A4, der-
Umkreis k, sowie die Kreise k' und k" gemi
der vorgelegten Aufgabenstellung eingezeich-
net. Die Verbindungsgerade (A;M’) schnei-
det k' in den Punkten J, (Mittelpunkt von k)
und J, (Mittelpunkt von k,).
Die Verbindungsgerade (4;M”) schneidet
k” in J, (Mittelpunkt von k,) und J, (Mittel-
punkt von k,). Jeder der vier Kreise k;
(i=0, 1, 2, 3) beriihrt jede der drei Dreieck-
seiten. Erst in Bild 4 ist jene Aussage geo-
metrisch voll ausgeschépft, die in der vor-
liegenden Aufgabe zu beweisen war.
An den Beweisen oder Beweisversuchen der
Teilnehmer der Olympiadeklasse 10 der
IX. OJM war vielfach zu bemingeln, daB
nicht eindeutig auseinandergehalten wurde,
was nach Konstruktion vorausgesetzt wurde
und was man zu beweisen suchte. Voraus-
setzung und Behauptung miissen fiir jeden
Schritt einer lingeren Beweisfiilhrung klar
auseinandergehalten werden. Z. B. wurde nach
unserem Vorgehen in dem einen Schritt der
Punkt 1 mit A verbunden und dann gezeigt,
daB (1 A) in der Winkelhalbierenden w, liegt.
Im Bild wird dies dadurch zum Ausdruck
gebracht, daB man die Bezeichnung w, in
Klammem setzt. In gleicher Weise ist es Rir
den Inkreismittelpunkt P geschehen.
Beweise lassen sich vielfach in verschiedener
Richtung aufziehen, jedoch muB die Richtung
der Beweisfiihrung klar sein.

E. Schréder
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1. Es ist auch zuldssig, sofort die Verschie-
bung P, P, durchzufiihren.

h

%

: 8,
2. Aus 8—[]=3 folgt [ =5. Setzt man
fiir []in Spalte 3 jeweils 5 ein, so erhilt man
O=2 und <> =0. SchlieBlich ermitteit man
auf diese Weise aus Zeile 1, daB A =7 sein
muB. Tatsichlich erfiillen die angegebenen
Ziffern alle Bedingungen der Aufgabe; dennin
27+8=35

10+5=15
1743=20

sind alle waagerecht und senkrecht stehenden
~Aufgaben richtig geldst

3. Esgilt 26 ha=260a Da auf 1 ha=100 a
durchschnittlich 150 Aplfelbdume standen,
standen auf 10 a durchschnittlich 15 Apfel-
biume, auf 260 a mithin 26mal soviel, das
sind insgesamt 390 Apfelbiume. Diese 390
Apfelbidume trugen 390mal soviel, wie jeder
Apfelbaum durchschnittlich trug, das sind
wegen 390 50=19 500 insgesamt 19500 kg
Apfel Wegen 19500 kg=195 t wurden
somit auf der Plantage 19,5 t Apfel geerntet.

4. Da bei einem Teilnehmerbeitrag von 1,40
Mark genau 1,10 Mark zuwenig, bei einem
Beitrag von 1,50 Mark genau 1,10 Mark zuviel
zusammengekommen wire, so hitte das ge-
sammelte Geld genau das Doppelte der
Kosten des einen Sammelfahrscheines be-
tragen, wenn jeder Teilnehmer 2,90 Mark
eingezahlt hitte. Folglich wiren genau die
Kosten des einen Sammelfahrscheines zusam-
mengekommen, wenn jeder der Teilnehmer
1,45 Mark bezahlt hitte Jeder der Teil-
nehmer hatte also 0,05 Mark zuviel bezahit.

Dieser Betrag wurde jedem zuriickerstattet.
Wegen 110:5=22 Bfandelte es sich um
22 Junge Mathematiker, die an dieser Exkur-
sion teilnahmen.

2. a) Da die Raumschifigruppe in 88 Minu-
ten durchschnittlich 41000 km zuriicklegte,
legte sie in jeder Minute wegen

41000 : 88 2466 rund 466 km, in 60 Minuten
also rund 60-466 km* das sind rund
28000 km* zuriick. .
* Anmerkung: Eigentlich miiBte an diesen
Stellen mit Hilfe einer Fehlerrechnung be-
wiesen werden, daB die Rundung richtig ist.
Dieser an sich erforderliche Nachweis wird
aber vom Schiiler nicht verlangt.

b) Da die Raumschiffgruppe in jeder Minute
466 km=466000 m zuriicklegte, legte sie
in jeder Sekunde den 60. Teil davon, also
wegen 466000 : 60 =~ 7767 rund 7800 m*
zuriick.

3. (1) Ist nach Erginzung der beiden fehlen-
den Ziffern eine durch 36 teilbare Zahl ent-
standen, so ist diese sowohl durch 4 als auch
durch 9 teilbar.

(2) Ist eine mehrstellige Zahl durch 4 teil-
bar, so stellen ihre letzten beiden Ziffern
(in gleicher Reihenfolge) ebenfalls eine durch
4 teilbare Zahl dar. Daher kann als Einer-
ziffer nur 0; 4 oder 8 cingesetzt werden.

(3) Ist eine Zahl durch 9 teilbar, so ist es
auch ihre Quersumme.

Nun betriigt die Summe der drei gegebenen
Ziffern 9. Lautet daher die Einerziffer

0

4} so kann die Hunderterzifler nur

8
0 oder 9
5 sein.

1

Also kénnen nur die Zahlen 52020; 52920;
52524; 52128 die Bedingungen der Auf-
gabe erfilllen. Die Probe zeigt, daB sie dies
auch sémtlich tun.

4. (Das Rechteck ABCD hat laut Aufgabe
einen Flicheninhalt von 9cm - 16cm =
144 cm? Da das Quadrat den gleichen Fli-
cheninhalt haben muB, und da 12 die einzige
natiirliche Zahl ist, deren Quadratzahl 144
betriigt, so muB seine Seite 12 cm lang sein.)
Anmerkung: Da laut Aufgabe nur dic Angabe
einer Moglichkeit gefordert war, sind der-
artige Uberlegungen fiir eine vollstindige
L6sung nicht erforderlich.

Eine mégliche Zerlegung ist die in der Abb.
dargestellte.

D c
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1. Aussage (1) ist wahr, weil hochstens 30°/,
aller Teilnehmer beide Abzeichen erworben
haben konnten und 30°/, weniger als die
Hilfte von 70°/, sind.

Bei Aussage (2) kann allein mit den vorlie-
genden Angaben nicht entschieden werden,
ob sie wahr oder falsch ist. Sie ist genan dann
wahr, wenn jeder Teilnehmer genau cin Ab-
zeichen erworben hat

Aussage (3) ist falsch, weil héchstens 30°/,
aller Teilnehmer beide Abzeichen erworben
haben konnten, also mindestens 40°/, aller
Teilnehmer nur das Sportabzeichen erhielten.
Aussage (4) ist wahr, weil es (bereits vor, also



erst recht) nach einer ErhGhung der Anzahl
der Sportabzeichentriger von diesen mehr
gibt als Triger des Touristenabzeichens.

2. Laut Voraussetzung gilt a=60°. Dann
gilt unter Benutzung des Winkelsummen-
satzes (A ABC)

B +y=180°—60°=120°.

A ¢ 8
Nach dem AuBlenwinkelsatz gilt ferner:
€ =y+§ (A B'BC)

sowie =74 +%. (A C’'BC) Daraus folgt

+6=2 (B+9)=2  120°= 180"

w. Z b. w.

3. Angenommen, die Gleichung hat eine
Losung. Dann miissen beide Seiten durch 9
teilbar sein. Wegen 4+9+2+0+4=19 folgt
daraus *=8. Die Zahl auf der rechten Seite
der gegebenen Gleichung kann also nur
492 804 lauten. Dann [olgt aus der Gleichung
weiter (230 +£)2 =492 804:9= 54 756, und da-
her erhélt man:

230 +¢ ist eine natiirliche Zahl, nicht kleiner
als 230 und so beschaffen, daB ihr Quadrat
54 756 betrigt.

Daraus folgt, daB fiir ¢ nur der Wert 4 mog-
lich ist. Weil nimlich 54 756 auf 6 endet, kann
t nur auf 4 oder 6 enden. Wire t >4, so wire
(230+1)>2342=54756. Also ist nur t=4
méglich. Wie die Probe zeigt, ist t=4; *=8
Losung der gegebenen Gleichung, und zwar
die einzige.

4.(I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck,
wie es nach Aufgabenstellung konstruiert
werden soll.

¢

c

/

D
[\
A

E 8

Der Mittelpunkt von AC sei D, der FuBpunkt
der aul der Geraden durch A und B senk-
rechten Hohe sei E. Dann liegt E wegen
a<90° auf dem von A ausgehenden Strahl
durch B, und es ldBt sich das Teildreieck
A AEC aus h, « und dem rechten Winkel
¥ AEC konstruieren. Punkt B liegt erstens
auf dem von A4 ausgehenden Strahl durch E
und zweitens auf dem Kreis mit s, um D.

II

(IT) Daraus [olgt, daB ein Dreieck nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:

(1) Wir konstruieren das Dreieck A AEC
aus h, a und dem rechten Winkel ¥ AEC.
(2) Wir konstruieren den Mittelpunkt D der
Strecke AC.

(3) Wir konstruieren den von A ausgehenden
Strahl durch E.

(4) Wir schlagen um D mit s, den Kreis.
Schneidet er den Strahl AE, so sei B einer
der Schnittpunkte.

(IIT) Beweis, daB jedes auf diese Weise kon-
struierbare Dreieck A ABC tatsichlich den
Bedingungen der Aulgabe entspricht: Nach
Konstruktion ist DB=s,, CE=h_ und der
Winkel & CAB hat die GroBe « Ferner ist
D der Mittelpunkt, also BD die Seitenhalbie-
rende von AC. SchlieBlich ist nach Kon-
struktion CE | AB, also CE auf AB und damit
die auf der Geraden durch A und B senk-
rechte Hohe.

(IV) Wegen a<90° ist der Konstruktions-
schritt (1) nach dem Kriterium sww eindeu-
tig Ferner ist (2) stets eindeutig moglich,
ebenso (3), da wegen (1) A+E ist.
SchlieBlich ist auch (4) nach sww eindeutig
moglich, da fir die gegebenen GroBen «a
und h_ die Strecke DA kleiner als s, ausfillt.
Folglich ist die gesamte Konstruktion mit
den gegebenen Stiicken eindeutig.
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1. Die in die Felder A, B,C, D, E, F, G, H, K,
eingetragenen Zahlen seien
a b cdef g h k genannt.
Dann gilt fiir
s; =a+b+c+d, s; =d+e+f+g,
s3=g+h+k+a
Laut Aufgabenstellung s, = 5, = s, und
at+b+c+d+e+f+g+h+k =45
Aus (1), (2) und (3) folgt
35, =5;+5,+5y =45+a+d+g.
Dabher ist 35, und folglich s, dann am klein-
sten (bzw. am gréfiten), wenn jeweils dasselbe
fir die Summe a+d+g gilt. Die kleinste
(bzw. groBte) Summe, die aus drei verschie-
denen der natiirlichen Zahlen 1,..., 9 ge-
bildet werden kann, ist 1+2+3=6 (bzw.
7+ 8+9=24) Daher kann der kleinste Wert
von s, nicht kleiner als (45+6):3=17 sein
[bzw. der gréBte nicht gréBer als (45 +24):3 =
23]. Wenn man nun noch je eine der in der
Aufgabenstellung beschriebenen Eintragun-
gen finden kann, bei demen s,=17 (bzw.
§,=23) wird, so ist einerseits .gezeigt, daB
diese beiden Werte schon selbst der kleinste
bzw. groBte Wert von s, sind, und anderer-

@
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seits sind damit auch zwei Moglichkeiten
derart gefunden, wie es in b) verlangt war.
2. Laut Aufgabe gilt:

AB' = B'C und MB' = BM.

Die Parallele durch B’ zu 44’ ist fir das
Dreieck A AA'C eine Mittelparallele. Sie
schneidet BC in einem Punkt, der zwischen
A’ und C liegt und A” genannt sei Dann gilt
pach einem der Strahlensitze
BA':AA"=BM:MB =1:1
A'A":4"C=AB":BC = 1:1
Aus (1) und (2) folgt

BA' = A’A" = A"C und daraus
BC = 31—37, w.z.b.w.

)]
@

3. Das Gewicht des Kupferanteils in der
Legierung sei x kp. Dann betrigt das Ge-
wicht des Zinkanteils (216 —x) kp.

Beim Eintauchen in Wasser betrigt der Ge-

wichtsverlust des Kupferanteils é x kp und

der des Zinkanteils % (216—x) kp. Daher

gilt:
1 1

-Xx + —-(216 —x) = 26, woraus man
7x+9 (216 — x)=63 - 26,

also 2x=9-216—63-26=9-34

und daraus x =153 erhiilt.

Der Kupferanteil kann daher nur 153 kp, der
Zinkanteil nur 216 kp— 153 kp =63 kp betra-
gen haben. Wegen 153:216 ~ 0,708 betrug
der prozentuale Anteil des Kuplfers rund
71°/,, der des Zinks rund 29°/,.

4.(I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

c
a
Ac
A D c 8

Der FuBpunkt der auf der Geraden durch A
und B senkrechten Hohe sei D. Dann enthilt
das Teildreieck A CDB, sofern es nicht mit
D =D entartet ist, als bekannte Stiicke a, h,
und den rechten Winkel ¥ CDB. Punkt A
liegt erstens auf der Geraden durch B und
D und zweitens auf dem Kreis um B mit c.
(II) Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:




(1) Wir konstruieren das Teildreieck A CDB
aus BC =a, CD =h, und dem rechten Winkel
¥ CDB. Der Entartungsfall D=B tritt nicht
auf, da fiir die gegebenen Werte h.<a gilt.
(2) Wir zeichnen die Gerade durch D und B.
(3) Wir schlagen den Kreis um B mit c.
Schneidet er die Gerade durch D und B,
s0 sei A einer der Schnittpunkte.

(IIT) Beweis, daB jedes so erhaltene Dreieck
A ABC den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht: Nach Konstruktion ist BC =a,
AB=c, C_D=h: und CD die auf der Geraden
durch 4 und B senkrechte Hohe.

(IV) Wegen h.<a ist der Konstruktions-
schritt (1) nach dem Kriterium ssw eindeutig
moglich, da der gegebene rechte Winkel
der groBeren Seite gegeniiberliegt (Wie sich
(1) [und (2)] fir h,=a gestalten wiirde,
braucht bei den gegebenen Werten nicht
untersucht zu werden.) Konstruktionsab-
schnitt (2) ist stets eindeutig moglich, da sich
wegen h.<a bei (1) D+B ergeben hatte.
SchlieBlich ergibt (3) stets zwei verschiedene
Punkte 4, und A4, Da nun der wegen h.<a
spitze Winkel ¥ DBC in dem einen der beiden
Dreiecke A A,BC, A A,BC als Innenwin-
kel, in dem anderen als AuBenwinkel bei B
auftritt, so ist das eine dieser Dreiecke bei
B spitzwinklig, das andere bei B stumpf-
winklig; lolglich sind diese beiden Dreiecke
nicht kongruent (bei gleicher Reihenfolge
A B, C bzw. A4,, B, C homologer Punkte).
Anmerkung: Da nach dem AuBenwinkelsatz
der Winkel xDBC groBer ist als jeder der
beiden spitzen Winkel des bei B stumpf-
winkligen unter den Dreiecken A A4,BC,
A A,BC, so sind diese beiden Dreiecke auch
nicht kongruent bei anderer Reihenfolge
homologer Punkte. Jedoch ist dieser Nach-
weis im Sinne der Aufgabenstellung nicht er-
forderlich. *

Somit besitzt die Aufgabe genau diese beiden
Dreiecke als Losung.
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1. Angenommen, C hitte den Brief nicht.
Dann wire C (2) falsch. Also folgt, da laut
Aufgabe von den drei Aussagen, die C ge-
macht hat, wenigstens zwei wahr sind, da8
C (3) wahr sein miiBte. Daher wiren alle
Aussagen von B und wegen B (2) auch alle
Aussagen von A wahr. Wegen B (1) und A4 (2)
miiBte mithin doch C den Brief haben. Die-
ser Widerspruch beweist, daBl die Annahme,
C hiitte den Briel nicht, falsch war.
Also verbleibt als einzige Mdglichkeit nur
die Annahme: C hat den Brief.
2. b) Angenommen, g und b seien zwei der-
artige natiirliche Zahlen. Dann gilt:
a = u?+v? } mit natiirlichen Zahlen
b=x2+y*) u v x y also
a-b=u+v?)(x2+y?)

= u?x? +uy? +v2x? +v2y?

= (u?x® +v2y?) + (W?y? + v?x?),

= (u*x? 4+ 2uvxy +v2y?) + (u?y?

—2uvxy +v*x?),

= (ux +vy)* + (uy —vx)* 1.1

= (ux +vy)? +(vx —uyy? 1.2)
Da entweder (uy—wvx) oder (vx—uy) und
simtliche der Zahlen u, v, x, y natiirliche
Zahlen sind, stehen auch in den Klammern
von (1.1) bzw. (1.2) natiirliche Zahlen, d h.
a-b ist als Summe zweier Quadrate natiir-
licher Zahlen darstellbar.
a) Es gilt z B. fiir g=5 und b=13:
5=12422% 13=22432
5-13=65=12+82
3. a) Angenommen, es giibe ein solches x,.
Dann gilt 2 xo=x,+2, woraus man x,=2
erhdlt Tatsdchlich ist hierfiir die verlangte
Bedingung wegen 2-2=2+2 erfiillt.
b) Angenommen, es géibe ein solches x, Dann
gilt
2(mxg+n) = m(xg+2)+n, also mxog=2m—n
und daher wegen m+0

n
x, = 2—;.

Tatséchlich ist hierfiir die verlangte Bedin-

gung wegen 2[m <2 - l) + n:l
m

=m (2—1+2>+n erfiillt, da sic dasselbe
m

wie 4m=4m besagt.

4. Fiir das Volumen V der Pyramide mit

den Ecken 4, B, C, D gilt V=§ G- h wobei G

der Inhalt der Grundfliche und h die Linge

der Pyramidenhshe ist Laut Aufgabe ist die

Grundfliche die Flache des gleichseitigen
Dreiecks A ABC. Fiir den Fldcheninhalt G

2 _
dieses Dreiecks gilt G = %\/ 3.

Es sei F der FuBpunkt der Pyramidenhdhe.
Da F nach Voraussetzung mit dem Schwer-
punkt des Dreiecks A ABC zusammenfillt,
schneidet der von C ausgehende Strahl durch
F die Seite AB in deren Mittelpunkt, der E
genannt sei. Damit ist CE Seitenhalbierende
und wegen der Gleichseitigkeit von A ABC
auch Hohe dieses Dreiecks.
Folglich gilt:

AE = EB (1

== 11— la =z a ;z

sowie FE = 3CE =3 2J3 = 6\/3'
Da A DFA=~A DFB (sws) ist, gilt:

AD = BD,

d. h. A ABD ist gleichschenklig.
Wegen (1) ist folglich DE Hohe in diesem

Dreieck. Der Winkel & FED ist daher der
Neigungswinkel zwischen der Grundfliche
und einer Seitenfliche der Pyramide und
somit laut Aufgabe 60° groB. Da & EFD ein
rechter Winkel ist, liBt sich die Fliche des
Dreiecks A EFD als die Hilfte der Fliche
eines gleichseitigen Dreiecks auffassen.

Folglich gilt DE = 2-EF = §J§.

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt nun
— z .z
h=DF=/DE*—EF*= [~ _%2 -2
3 12 2
Damit ergibt sich fir das Volumen V der
Pyramide der Wert

1 la> za & ;3
v=26G6-h=-% 3.2_% /3
3 3-4J 2 24\/
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1. Jede n-stellige natiirliche Zahl z mit den
Ziffern a,_,, a,_,, ..., ay, a;, gy (n>1) im
dekadischen System liiBt sich folgendermaBen
schreiben:
z=a, ;10" '+a,_,-10""24 .. +
+a,10%+a, - 10'+a, - 10°. Dabei gilt
0<a,.,<%9und0=4;<9(i=0,...n-2)
Daraus folgt z2a,_, - 10""!
Das aus den simtlichen Ziffern von z gebil-
dete Produkt P lautet:
P=a,  -a, ;...a,"a, a,.
Wegen 0<4,<9 (i=0,...,n—2) und a,_,; >0
sowie n>1* gilt:
PZa,_ -9 '<a,_ - 10""'<z,
also P<z, w.zbw.
* Anmerkung: Die Voraussetzung n>1 ver-
wendet man, um 9" '<10""! zu erhalten,
die Voraussetzung a,_, >0, um daraus a,_, -
9"~ l<q,_, 10" zu schlieBen.
2 Fall a) Angenommen, C (3) wire falsch.
Dann wiire auch C (1) falsch, und es gibe im
Widerspruch zu den Bedingungen der Aufgabe
héchstens eine wahre Aussage von C. Also
kann C (3) nur wahr, der Ball also nur griin
oder schwarz oder gelb sein.
Daher muB3 C (2) falsch, also laut Aufgaben-
stellung C (1) wahr sein. Der Ball kann mit-
hin nur schwarz oder griin sein Dann ist B
(1) falsch, demnach mufl B (3) wahr sein.
Der Ball kann also nur griin sein. Die Aus-
sage D (3) ist falsch, da der Ball einfarbig
ist Also ist D (1) wahr. Der Pullover von D
kann daher ebenfalls nur griin sein.
Fall b) Angenommen, C (1) wire wahr. Dann
wire auch C (3) wahr, im Widerspruch zu den
Bedingungen der Aufgabe. Also kann C (1)
nur falsch sein. Angenommen, C (3) wire
wahr. Dann wire der Ball gelb, also wiren
alle Aussagen von A falsch, im Widerspruch
zu den Bedingungen der Aufgabe. Also kann
auch C (3) nur falsch und folglich C (2) nur
wahr sein Der Ball kann somit nur rot
sein. Daher miissen B (1), (3) falsch sein.
Andererseits gilt: D (2) ist unabhingig von
allen Bedingungen stets wahr, also ist laut
Aufgabenstellung D (1) falsch. Die Farbe
des Pullovers von D ldBt sich allein mit Hilfe

I



der gemachten Aussagen nicht ermitteln. Es
steht nur fest, daB der Pullover nicht rot ist.

3. In jedem gleichseitigen Dreieck ist der
Unmkreismittelpunkt gleichzeitig der Schniftt-
.punkt der Seitenhalbierenden, und jede von
diesen ist mit einer Hohe des Dreiecks
identisch. Im vorliegenden Fall hat jede von

ihnen mithin die Linge g\/i. Die Seiten-

halbierenden eines jeden Dreiecﬁteileﬂin—
ander so im Verhiltnis 2: 1, daB AM = BM =

CM = %-g\/g = §J§ ist Ferner ist nach

Aufgabenstellung SM = g\/g

Dabher gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras,
daB die Linge jeder der Strecken AS, BS, CS

a? + 2a* .
—_ T = g iIst.

gleich

4. Angenommen, eine der Zahlen m n sei
durch 5 teilbar. Dann ist x durch 5 teilbar.
Angenommen, keine der Zahlen m, n sei
durch 5 teilbar. Dann ldBt jede der Zahlen
m2, n? bei Division durch 5 entweder den
Rest 1 oder den Rest 4.

Beweis: Jede nicht durch 5 teilbare ganze
Zahl g 14Dt sich in der Form g = 5p+r mit
ganzzahligen p, r und 1=Zr=4 schreiben.
Dann gilt: g2 = (5p+r)? = 25p2 +10pr+r?,
d. h. g? 146t bei Division durch 5 den gleichen
Rest wie r2,

Daraus ergibt sich:

LaBt bei Division durch 5

eine Zahl den Rest 1, so 148t ihr Quadrat den
Rest 1

eine Zahl den Rest 2, so 140t ihr Quadrat den
Rest 4

eine Zahl den Rest 3, so 148t ihr Quadrat den
Rest 4

eine Zahl den Rest 4, so 148t ihr Quadrat den
Rest 1.

Lassen m? und n? den gleichen Rest, dann ist
y durch 5 teilbar. Lassen m?> und n? ver-
schiedene Reste, dann ist wegen

4+1 =144 =5 die Zahl z durch 5 teilbar.
Damit ist in jedemm moglichen Fall gezeigt,
daf} von den Zahlen x, y, z stets mindestens
eine durch § teilbar ist.

Bezirksolympiade

Olympiadeklasse 7

1. Die belgischen Fahrer, DDR-Fahrer, pol-
nischen und sowjetischen Fahrer seien der
Reihe nach mit B, D,, D,, ..., Py, P,, ...,
S1, S5, ... bezeichnet.

v

Nach (5) waren mindestens zwei sowjetische
Fahrer in der Spitzengruppe. Nach (2) fuhr
mindestens ein DDR-Fahrer weder am An-
fang noch am Ende, wegen (6) waren also
mindestens drei DDR-Fahrer in der Spitzen-
gruppe. Wegen (1) miissen diese Mindest-
zahlen, 2 sowjetische, 3 DDR-Fahrer, auch
bereits die genauen Anzahlen der sowjeti-
schen bzw. DDR-Fahrer sein. Sind X, Y
Bezeichnungen von Fahrern, so bedeute
X <Y, daB X vor Y fuhr. Dann gilt

(2) D,<D,<B,

(3) S;<P,<P,,

4) B<S,.

Da genau ein Belgier in der Spitzengruppe
fuhr, folgt aus (2) und (4)

(7 Dy<D,<B<S,.

Da genau zwei sowjetische Fahrer in der
Spitzengruppe und nach (5) unmittelbar hin-
tereinander fuhren, folgt daraus sowie aus (3)
und (7)

8) D, <D,<B<S,<S,<P,<P,.

Aus (6) und (8) folgt-

9) D;<D,<B<S <S,<P, <P, <D,.
Damit sind bereits 8 Fahrer erfaBt, also ist
(9) die einzige Moglichkeit [ir die gesuchte
Reihenfolge.

2. Da F eindeutig bestimmt ist, ist F auf
Grund der Voraussetzungen von P und S
verschieden. Daher sind P, S, F die Ecken
eines rechtwinkligen Dreiecks mit dem rech-
ten Winkel bei F.

r/

>
[ F
™~
[ &\ '
N F
Dann schneidet bekanntlich die Halbierende
des Winkels < PSF die Strecke PF in einem
Punkt, der mit M bezeichnet werde. Dabei
hat der Winkel & MSP eine GroBe von 30°.
AuBerdem hat der Winkel & SPF als Kom-
plementwinkel des Winkels « PSF eine GroBe
von 30° (Winkelsumme im Dreieck APSF).
Daher ist APSM gleichschenklig mit PM
=MS. Infolgedessen liegt M auf der Mittel-
senkrechten von PS.

A

3. Laut Aufgabe sind %—§=% der Anzahl

aller Schiiler der Klasse Mitglieder des
Chores, aber nicht Mitglieder der SSG; und
T _2_3 4er Anzahl der Schiiler sind
10 5 10

Mitglieder der SSG, aber nicht Mitglieder

des Chores. Beriicksichtigt man noch die

% der Anzahl der Schiiler dieser Klasse, die

beiden angehodren, so verbleibt wegen
l+i+z=2 enau 1 der Anzahl aller
571075 10 B 10

Schiiler dieser Klasse, und genau soviel sind
weder im Chor noch in der SSG.

4. Ist x die Anzahl der Pflaumen, die der
Korb enthilt, dann bekommt der erste Freier

<g+ 1) Pflaumen. Als Rest verbleiben Pflau-

men in der Anzahl x—<’2-‘+1>=§—1. Die

Anzahl der Pflaumen, die der zweite Freier
bekommt, ist hiernach
g—l 1
x
1=242,
2 + 4+2

verbleiben Pflaumen in der Anzahl

E_l _ £+1 =£_§
2 4 2 4 2
Die Anzahl der Pflaumen, die der dritte

Freier bekommt, ist dann
x 3

und als nunmehriger Rest

AL VL. P
7 °T87s

Danach ist der Korb geleert, woraus die
Gleichung

x 3 x 9

(3-3)-(+3)
folgt Aus dieser ergibt sich

§=—14§, also x=30. Daher kann die
gesuchte Anzahl nur 30 betragen.
5. Angenommen, es gibe eine derartige drei-
stellige Primzahl Dann ko6nnte sie nur aus
drei verschiedenen der Ziffem 1, 3, 7, 9 be-
stehen, da bei den Vertauschungen jede ihrer
Ziffern auch einmal an letzter Stelle stiinde
und daher, wie man mit Hilfe der Teilbar-
keitsregeln erkennt, die Ziffern 0, 2, 4, 5, 6, 8
entfielen. Also miiBte die Primzahl entweder
aus den Ziffern 1, 3, 7
oder aus den Zilfern 1, 3,9
oder aus den Ziffern 1, 7,9
oder aus den Ziffern 3, 7, 9 bestehen
Nun ist aber z B. 371= 7- 53

319=11- 29
M91= 7-113
793=13- 61

d.h es gibt in jedem Falle unter den durch
Vertauschungen der Ziffern entstehenden
Zahlen wenigstens eine, die nicht Primzahl
ist Daher gibt es keine dreistellige Primzahl
mit der geforderten Eigenschaft.

6. () Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
wic es nach Aufgabenstellung konstruiert
werden soll.

Der Mittelpunkt von 4B sei D; der Punkt E
sei derjenige aul dem Strahl CD gelegene
von C verschiedene Punkt, fiir den CD=DE
gilt Dann ist AEBC ein Parallelogramm, da
sich AB und CE gegenseitig halbieren.

Also ist AE=CB=a.

(II) Daher kann ein Dreieck A4ABC nur dann
der Aufgabenstellung entsprechen, wenn es



durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

(1) Wir zeichnen die Strecke CD der Linge s_
(2) Wir zeichnen den Strahl CD.

(3) Wir schlagen den Kreis um D mit CD =s,;
der von C verschiedene Schnittpunkt dieses
Kreises mit dem Strahl CD sei E.

(4) Wir schlagen um C und E die Kreise mit
den Radien b bzw. a Ist A einer ihrer Schnitt-
punkte, so zeichnen wir den Strahl AD.

(5) Wir schlagen den Kreis um D mit AD; der
von A verschiedene Schnittpunkt dieses Krei-
ses mit dem Strahl AD sei B.

(II1) Beweis, daB ein so konstruiertes Drei-
eck der Aufgabenstellung entspricht:

Nach Konstruktion ist AC=b. Ferner ist
AD=DB, also CD Seitenhalbierende, und
ihre Linge ist nach Konstruktion C_D =s.
SchlieBlich ist AEBC ein Parallelogramm,
da sich die Diagonalen AB und CE gegen-
seitig halbieren. Also ist CB=AE=a.

(IV) Wegen a—b<2s.<a+b sind alle Kon-
struktionsschritte durchfiihrbar, also gibt es
ein Dreieck, das der Aufgabenstellung ent-
spricht. Dieses ist bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt, da der einzige moglicher-
weise mehrdeutige Konstruktionsschritt (4)
dann zu zwei zu der Geraden durch C und E
symmetrischen und damit kongruenten Fi-
guren fiihrt.

Olympiadeklasse 8

1. Die Radien der vier Kreise seien von innen
nach auBen mit r,, r,, ry, r, bezeichnet. Die
Kreise enthalten der Reihe nach 1, 3, 7 und 15
der genannten jeweils einander inhaltsgiei-
chen Flichenstiicke.
Da die Fliicheninhalte der Kreise nr? (i=1, 2,
3, 4) betragen, erhilt man aus der Aulgaben-
stellung die Proportion nr 2 : mry? : nry® : mr?
=1:3:7:15 und daraus wegen r;>0
(i=1, 2, 3, 4) schlieBlich, daB r; :ry:ry:r,
=1:3:7: /15 gelten muB, wenn alle
- 15 Fldchenstiicke einander inhaltsgleich sein
sollen. )
2. Da P, das gesamtc Becken in genau 4 h
30 min fiillt, wurde durch diess Pumpe in

30 min genau é des Beckens gefiillt.

In jeder Minute fiilite P, mithin genau
4
270
in genan 6 h 45 min, also in 405 min, fiillt,

des Beckens Da P, das gesamte Becken

fillte diess Pumpe in jeder Minute é

des Beckens.

In der Zeit, in der beide Pumpen zusammen

arbeiteten, [iillten sie mithin in jeder Minute

wegen L+L=L=L genau —— des
270 405 2430 162

Beckens.

Insgesamt wurde von beiden Pumpen ge-

meinsam g des Beckens gefiillt.

Wegen %:% geschah das in genau 144 min.

Infolgedessen wurde das Becken in der in der
Aufgabe angegebenen Weise in genau 174 min,
das sind 2 h 54 min, gefiillt.

3. (I) Angenommen, P sei ein Punkt, der den
Bedingungeh der Aufgabe entspricht Dann
hat B als Punkt der Winkelhalbierenden
gleiche Abstinde zu g und der Geraden g,
durch 4 und P, also wird derjenige Kreis
um B, der g beriihrt, auch g, beriihren.

(I1) Daher entspricht ein Punkt P nur dann
den Bedingungen der Auigabe, wenn er
durch folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

Man fillt das Lot BF von B auf g. Dann
schldgt man den Kreis k um B durch F und
konstruiert die Tangenten von A an k Ist
g, eine dieser Tangenten und schneidet sie g,

"so sei P ihr Schnittpunkt mit g.

(I1I) Beweis, daB jeder so konstruierte Punkt
P den Bedingungen der Aulgabe geniigt: Die
Geraden g und g; werden pnach Konstruk-
tion beide von k beriihrt, sie haben also
gleiche Abstinde von B. Daher liegt B auf
einer Winkelhalbierenden dieser beiden Ge-
raden.

(IV) Die Konstruktion von F ist stets ein-
deutig durchfiihrbar und ergibt F4B und
F#+A, da A und B nicht aufl g liegen.
Ferner liegt k¥ mit Ausnahme des Punktes F
ganz auf der anderen Seite von g wie A. Also
liegt A auBerhalb von k. Somit gibt es genau
zwei verschiedene Tangenten g; und g; von
A an k. Da jede von ihnen A und einen Punkt
von k, also einen Punkt auf der anderen Seite
von g wie A, enthdlt, schneidet jede von
ihnen g, und diese beiden Schnittpunkte P, P’
sind auch voneinander verschieden, da sie
andernfalls sowohl auf g, als auch auf g1
lagen, also mit dem Schnittpunkt 4 von g,
und g; zusammenfielen.

Somit hat die Aufgabe genau diese zwei
Losungen P, P’

4. Wegen a>b gilt a>—b*>0. Wegen
(@a—b)<(a+b) ist a*—b>=(a—b)(a+b) ge-
pau dann Primzahl, wenn a—b=1 und
a+b Primzahl ist T
5. Angenommen, die Aussagen (1), (2), (3),
(4), (5), (6) wiren simtlich wahr. Dann hitte
wegen (3) und (4) jedes Ehepaar wenigstens
1 Midchen. Wegen (1), (4), (5) und (6) miiBte
folglich die Anzahl der Jungen kleiner sein
als die Anzahl der Ehepaare und damit erst
recht kleiner als die Anzahl der Midchen, im
Widerspruch zu (2) Brigitte hat also mit
ihrem Einwand recht

6. Die FuBpunkte der die Punkte 4, B bzw. C
enthaltenden Hohen des spitzwinkligen Drei-
ecks AABC seien mit E, F bzw. D in dieser
Reihenfolge bezeichnet.

Jeder der Punkte E, F, D liegt nach der Um-
kehrung des Lehrsatzes des Thales auf zweien
der drei Kreise, die je eine der Dreiecksseiten
als Durchmesser haben (s Abb.) Sie sind
innere Punkte der Strecken BC, AC bzw. AB,
da AABC spitzwinklig ist Der Strahl FB
verliuft folglich im Innem des Winkels
¥ EFD. Nun gilt

¥ AEB= ¥ BDC (rechte Winkel)

¥ ABE =~ £ DBC und mithin wegen des Satzes
iiber die Winkelsumme im Dreieck
¥BAE= £ BCD. (1)
c

A D 8
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt:
XBAE~ ¥BFE (Bogen BE) sowie
X BCD~ ¥BFD (Bogen BD).
Hieraus sowie aus (1) folgt
¥ BFE=~ XBFD, d.h. BF halbiert £ EFD.

Olympiadeklasse 9

1. Die erwihnte Anzahl von Tagen sei x.
Aus (2) folgt:

(5) Es gab keinen Tag, an dem Giinter vor-
und nachmittags Tischdienst hatte.

Aus (3) folgt:

(6) Giinter hatte an genau (x—13) Tagen
nachmittags Tischdienst.

Aus (4) folgt:

(7) Giinter hatte an genau (x—11) Tagen
vormittags Tischdienst.

Aus (1), (5), (6) und (7) erhilt man
x—13+4+x—-11=6 und daraus

(8) x=15 als Anzahl der Tage, die Giinter im
Lager verbrachte. Nach (6) bzw. (7) folgt
also weiter als Anzahl der Vormittage bzw.
der Nachmittage, an denen Giinter Tisch-
dienst hatte, 2 bzw. 4.

Nun gilt weiter:

Da tiglich genau vier Schiiler Tischdienst
hatten, waren insgesamt genau 60 Einsitze
notwendig Da jedes Mitglied der Gruppe
gleich oft eingesetzt wurde, und daher wie
Giinter genau 6mal eingesetzt war, bestand
die Gruppe aus genau 10 Schiilern.

2. Den gesuchten Flicheninhalt erhilt man,
indem man vom Flicheninhalt a®> des Qua-
drats ABCD diec Summe der Flicheninhalte
der acht Dreiecke

AAKE, ABLE, ABMF, ACNF, ACOG,
ADPG, ADQH, AARH subtrahiert.

Nun gilt:

AABF =2 AABH = ABCG = ABCE=~ ACDH
~ ACDF =~ ADAE = ADAG; denn diese

v



Dreiecke stimmen simtlich in zwei Seiten
und dem von ihnen eingeschlossenen rechten
Winkel iiberein.

Dabher sind die anfangs genannten acht Drei-
ecke samtlich untereinander kongruent; denn
sie stimmen in den Winkeln und in einander
entsprechenden Seiten iiberein.

Es gilt ferner AAKE~AABF (nach dem
Hauptiihnlichkeitssatz). Folglich ist AAKE
rechtwinklig bei K, entsprechend ABFM bei
M. Deshalb gilt KE | BM. Aus einem der
Strahlensitze folgt:

KE : MB=AE: AB=1:2, d.h wegen
AK=MB AK=2KE. Aus dem Saiz des Py-
thagoras, angewandt auf AAKE, folgt:
KE‘+(2KE)2 AE?, d.h.

a2

SKE? =? bzw. KE? = 0 Der Flichen-

inhalt des Dreiecks AAKE betrigt
KE -2KE _RE—
2 20
Mithin ist der gesuchte Flicheninhalt
2
3
2_g. % _2,2
%5
3. Angenommen, es gibe eine reelle Zahl x,
die die gegebene Gleichung erfiillt.

Dann ist 3*F3 ganzzahlig und es gibt

eine reelle Zahl a mit 0<a<1, so daB
10+3x 5x+3
ilt.
7 g ted
Daraus folgt
70+21x=30x+ 18 +42a, woraus man
___—52—942a erhilt.

Wegen 0<a<l folgt daraus

Q <X <59—2 und weiter

9
N3 200, 5

9 <5)»:+3S 9

7 7 - 1
w. E 5x7+35%, also kann der Aus-

druck 3x+3

(da er ganzzahlig ist) nur

gleich einer der Zahlen 2; 3; 4 sein

5x+3 11
A =2 fol =—
us 7 olgt x 5
s _5x+3=3 folgt x=1—8 und
7 5
aus 5x7+3=4 folgt x=5.
Also k6nnen hdchstens x=1—51, x=%, x=5

Losungen von (1) sein.

Tatsédchlich sind dies Lésungen; denn es gilt:

10+3—53 55—5+3
=2 ud ——=2;
L 6 u 7
10+% ?4-3
3 =3 und —=3;
[10+15 —4 und 25+3=4;
. 6 ] 7

4. Angenommen, ein Tripel (x, y, 2) sei Lésung
von (1), (2) Dann ergibt sich, indem man z B.
x=2—y in (2) einsetzt,
¥ —2y+2z2+1=0, also

3) y—172+22=0.
Wire nun y+1 oder z+0, so folgte
(y—1*>0 bzw. z>0, also, da stets
(y—1)>20 und 2220 ist, in jedem Falle
(y—1)2+2z2>0 im Widerspruch zu (3) Daher
folgt aus (3), daB y=1 und z=0 sein muB.
Oder : Es gilt (4) z2 =0 sowie wegen (3) auch (5)

= —(y—1)2=<0. Aus (4) und (5) folgt z2=0,
also z=0. Hieraus und aus (5} ergibt sich
(y—1>=0also y=1.
Aus (1) folgt dann x=1. Also kann héchstens

das Tripel (1, 1, 0) Losung des Gleichungs-

systems (1), (2) sein Tatsdchlich ist dies
Losung; denn fiir x=1, y=1, z=0 wird
x+y=14+1=2 und xy—z*=1-0=1.

5. Fir das Volumen V der Pyramide mit
den Ecken A4, B, C, D gilt:

V=%G-h, wobei G den Inhalt der Grund-

fliche und h die Lange der zugehérigen Hohe
bedeutet.

%
A 8
Da 3; 4; 5 und 5; 12; 13 pythagoreische Zah-
lentripel sind, sind nach der Umkehrung des
Lehrsatzes des Pythagoras die Dreiecke
AABC und ABCD rechtwinklig mit den
rechten Winkeln < BAC bzw. £ CBD.

Da laut Aufgabe auch ¥ ABD ein rechter-

Winkel ist, steht BD senkrecht auf der Ebene,
in der das Dreieck AABC liegt Wihlt man
nun die Flache des Dreiecks AABC als
Grundfliache der Pyramide, dann ist BD die
zugehorige Hohe, und man erhilt

v=r2%10em

3

V=24 cm’.
6. (I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Punkt D seci derjenige auf dem Strahl CA

gelegene Punkt, fir den AD=AB mit A4
zwischen C und D gilt, und Punkt E derjenige

auf dem Strahl AC gelegene Punkt, fiir den
CE=CB mit C zwischen A und E gilt. Dann
gilt DE=a+b+c.

Ferner sind die Dreiecke AADB und ACBE
gleichschenklig Daher und unter Beriick-
sichtigung des AuBenwinkelsatzes folgt, daB

¥ CEB die GroBe Y und £ ADB die GroBe &
hat. 2
Mithin enthilt das Dreieck AEDB als be-
kannte Stiicke die Seite a+b+c und Winkel

der Grofe % und % Ferner gilt auch

¥ DBA =§ und XEBC =% (¥ABC bezeich-

net die GroBe des Winkels < ABC.).

(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck nur
dann den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht, wenn es durch folgende Konstruk-
tion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck AEDB aus
lE=a+b+c,

P ———
BDE=— BED==Z.

¥ 3 ¥ 2

(2) Man trigt in B an den Strahl BD einen

Winkel der Grofe g aul derjenigen Seite

der Geraden durch B und D an, auf der E
liegt Schneidet sein freier Schenkel die
Strecke DE, so sei der Schnittpunkt A4
genannt.

(3) Man triigt in B an den Strahl BE einen

Winkel der Grobe Y auf derjenigen Seite

der Geraden durch B und E an, aul der D
liegt Schneidet sein freier Schenkel die
Strecke DE und liegt der Schnittpunkt zwi-
schen A und E, so sei er C genannt.
(IIT) Der Beweis, daB ein so entstandenes
Dreieck AABC den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht, ergibt sich folgendermaBen:
Laut Konstruktion' gilt:

ED=a+b+c.
Die Dreiecke AADB und ACBE sind glelch-
schenklig mit AD=AB bzw. CE=CB.

Thre Basiswinkel haben die GroBe & ) bzw. %

Dann haben die Winkel < CAB bzw. x BCA
als AuBenwinkel in den Dreiecken AADB
bzw. ACBE die GréBen a bzw. y. SchlieBlich
hat auch (da A zwischen D und E sowie C
zwischen 4 und E llegt) BC+AC+AB die
verlangte GroBe (EC+CA+AD DE)
=a+b+c.

(IV) Da in jedem Dreieck mit zwei Innen-
winkeln o, y dic Beziehung a+y<180° gilt,
kann die Konstruktion nur mdéglich sein,
wenn diese Bezichung erfiillt ist.

Ist dies der Fall, so gilt:
Konstruktionsschritt (1) ist eindeutig (bis
auf Kongruenz) durchfiihrbar, da erst recht

%+%(<90°)<180" gilt Dabei ergibt sich

¥DBE= 180“—% (a-+7)> 180° —90° =90°

also erst recht ¥ DBE >g, so daB die Kon-



struktion von A (Konstruktionsschritt [2])
ebenfalls eindeutig méglich ist SchlieBlich

folgt

XEBA=¥DBE-2>90°-%57 5o daB
¥ 2 27y 0%

auch C (zwischen A und E) eindeutig be-
stimmt ist (Konstruktionsschritt [3]) Daher
ist fiir a+y <180° die gesamte Konstruktion
(bis auf Kongruenz) eindeutig durchfiihrbar.

Olympiadeklasse 10
1. a) Fiir jede Zahl k gilt:
(1) k+<k2 1) _4k+i? —2k+1

4
_E+2k+1_ (k+1V
4 2 ’
Ist k ganz, so erhilt man das Quadrat der

rationalen Zahl % womit der Satz bewie-

sen ist.
b) Die erhaltene Gleichung (1) fiihrt auf ein
pythagoreisches Zahlentripel, wenn k eine

Quadratzahl ist und k_—lsowiek—-;1 natiir-

liche Zahlen sind.

Letzteres ist fiir alle ungeraden Quadrat-
zahlen k>1 der Fall Man erhilt so z B.
die folgenden pythagoreischen Zahlentripel

(x’ y’ z):

k x=ky=F=L,k* ! Torachtich st

2 2
9 3 4 5 9+ 16= 25
25 5 12 13 25+ 144= 169
49 7 24 25 494 576= 625
81 9 40 41 81+1600=1681

Fiir jedes dieser vier Tripel gilt: In je dreien
dieser vier Tripel kommt mindestens eine
Zahl vor, die durch keine Zahl des vierten
Tripels teilbar ist Daher sind die vier Tripel
(in dem angegebenen Sinne) voneinander
verschieden.

2. (I) Angenommen, die Fliche des Dreiecks
A ABC sei durch eine Parallele zur Basis AB
in zwei inhaltsgleiche Teile zerlegt und es
seien D, E die Schnittpunkte dieser Parallelen
mit den Seiten AC bzw. BC. Ferner sei F der
FuBpunkt der aul der Geraden durch 4 und
B senkrecht stehenden Hohe des Dreiecks
A ABC und G der Schnittpunkt dieser Hohe
mit den genannten Parallelen. Dann gilt
nach dem Hauptihnlichkeitssatz

A ABC~A DEC.

Da sich die Flicheninhalte dhnlicher Drei-
ecke wie die Quadrate einander entspre-
chender Seiten bzw. Hohen verhalten, gilt:

CG?: CF?=1:2, woraus man CG=%\/§

erhilt, d. h. CG ist so lang wie eine (also jede)
Kathete in einem gleichschenklig-rechtwink-
ligen Dreieck mit der Hypotenuse CF.

(II) Daraus ergibt sich, daB eine Parallele zu
AB nur dann den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, wenn sie durch folgende Kon-
struktion erhalten werden kann:

(1) Man fillt das Lot CF von C auf AB.

(2) Man schligt einen Halbkreis iiber CF.

(3) Man errichtet aul CF die Mittelsenk-
rechte. Thr Schnittpunkt mit dem Halbkreis
sei H genannt.

(4) Man schldgt den Kreis um C mit CH.
Schneidet er CF in einem Punkte, so sei
dieser G genannt.

(5) Man zieht die Parallele durch G zu AB.

(III) Der Beweis, daB eine so konstruierte
Parallele den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht, verlduft folgendermaBen:

Laut Konstruktion ist A CHF rechtwinklig-
gleichschenklig, wobei CF seine Hypote-
nuse ist Daher gilt:

CF? = 2 CH?, also CH =% J2.

Ferner gilt nach Konstruktion CH = CG.
Sind nun D und E die Schnittpunkte der
konstruierten Parallelen mit AC bzw. BC,
so gilt DE || AB und daher einerseits CG | DE,
andererseits A ABC ~ A DEC.

Die Flicheninhalte I und I, dieser Dreiecke
verhalten sich wie die Quadrate einander
entsprechender Hohen CF, CG, d h.:

I =C_FZ:C—GZ=C—FZ:(Q\/§)2=2:1,
q.ed. 2

(IV) Im Konstruktionsabschnitt (2) gibt es
zwei Moglichkeiten, einen Halbkreis zu wih-
len, und daher fiihren (2), (3) auf verschiedene
Punkte H;, bzw. H,. Fiir diese ist jedoch
CH, = CH, Da alle iibrigen Konstruk-
tionsschritte eindeutig durchfiihrbar sind (z.
B. [4] wegen CH<CF), trifit dies somit
auch fiir die gesamte Konstruktion zu.

3. Angenommen f(x) sei eine lineare Funk-
tion mit der geforderten Eigenschalt.

Dann 146t sich diese Funktion in der Form
f(x) = mx+n (m, n reelle Zahlen) schreiben,
und es gilt fiir jedes reelle x die Gleichung
mx+n=m(x+1)+n—a,alsom=a.

Daher konnen nur Funktionen  mit einer
Gleichung der Form f(x) = ax+n (n eine
reelle Zahl) die geforderte Eigenschaft ha-
ben.

Tatsdchlich gilt fir jede solche Funktion
und fiir jedes reelle x:
J¥)=ax+n=a(x+1)+n-a=f(x+1)—a.

4. Esgilt:n!'=1-2-3-4-...-n

= 2-3-4-...-n
daher gilt:
log,(2-3-4-...-n) = log,n!
Daraus folgt

log,2+1og, 3 +log,4+ ... +log.n=log.n! (1)
Nun gilt fiir alle reellen Zahlen a, b>0 und
a b+1:
log b =

@

logya

Aus (1) und (2) folgt
1 + 1 + L + ...+ !
log,x

log,x ~ logyx  logsx

—, w.zbw.

log,,, x

5. Wir bezeichnen die Spieler nach ihrer
Plazierung mit I, II, III usw.

Aufgrund der gemachten Angaben gelten
folgende Aussagen:

(1) Es wurden genau 15 Partien gespielt.
(2) Genau 5 Partien endeten Remis,

(3) Die Gesamtpunktzahlen waren paarweise
voneinander verschieden.

(4) II erreichte genau zwei Punkte mehr als
der Letze.

(5) A schnitt besser ab als D.

(6) A spielte nicht remis.

(7) D spielte nicht remis.

(8) C=IIL

(9) C schlugIV.

Bezeichnet man die Anzahl der Teilnehmer

nn-1)
2

mit n, so gilt = 15, woraus n =6

- folgt.

(10) An dem Turnier nahmen genau 6 Spie-
ler teil.

Bezeichnet man die von VI erreichte Punkt-
zahl mit z, so hat wegen (4) der Spieler II
genau z+2 Punkte erreicht. Daraus [olgt
wegen (3) als einzige Moglichkeit fur III,
IV, V:

Spieler erreichte Gesamtpunktzahl
(11) v z+0,5
v z+1
III z+1,5.

Die Summe der von IL III, IV, V, VI erreich-
ten Gesamtpunktzahlen ist somit 5z + 5.
Bezeichnet man nun die von I erreichte
Punktzahl mit ¢, so gilt also S5z+5+¢ = 15,
woraus t=5 (2—z) folgt Nun ist (2—2z) ein
ganzzahliges Vielfaches von 0,5 und daher ¢
ein ganzzahliges Vielfaches von 5-0,5. An-
dererseits gilt nach (3), und da I h&chstens
5 Partien gewonnen haben kann,

2,555,
Daher kann ¢ nur 2,5 oder 5 sein. Fiir t=2,5
ergibe (3), weil I die hochste Punktzahl hat,
im Widerspruch zu t=10—5z fiir z den
Wert z=0.
Daher folgt t=5 und z=1.
(12) I gewann also seine simtlichen Spiele.
Damit erhdlt man unter Beriicksichtigung
von (8), (9), (10), (11) und (12) folgende Punkt-
tabelle:

Ges.
I II HIIVV VI Punktzahl

I x1 1111 )

I 0 x . 3
C=III 0 x 1 2,5
IVvO -0 x - 2
vV 0 EYY 1,5
VI 0 . x 1

Nun 1dBt sich die Plazierung von D ermit-
teln. Es gilt
D=+III wegen (8)

VII



D+V, da die Gesamtpunktzahl D wegen
(7) eine ganze Zahl sein muB

D31 wegen (5)

D=1l und D+ VI aus folgendem Grund:
Wire D=1II oder D=VIL, so wire nach (7)
in Zeile und Spalte II bzw. in Zeile und
Spalte VI iiberall 1 oder O einzusetzen.
Danach verblieben noch genau 10 freie
Felder, in die wegen (2) iiberall 0,5 einzusetzen
wire, und hierbei konnte die Gesamtpunkt-
zahl 2,5 von C nicht auftreten.

Also ist D=1V. (13)
Die Tabelle enthdlt noch 18 freie Felder.
In genau 10 von ihnen ist wegen (2) die Zahl
0,5 einzusetzen. In genau 8 von ihnen ist
demnach 1 oder 0 einzusetzen. Sechs dieser
Felder sind wegen (7) schon bestimmt und
in der Tabelle durch einen Punkt markiert.
Die restlichen beiden Zahlen 1 und 0 miissen
bei II und VI auftreten, da diesc wegen ihrer
ganzzahligen Gesamtpunktzahien nicht
simtliche noch offenen Partien remis ge-
spielt haben konnen.

C hat also auller gegen I und IV simtliche
Partien remis gespielt Wegen (6) und (13)
ist somit A=I] und hiernach B einer der
(von C und) von I und IV verschiedenen
Spieler. Daher folgt als einzige Moglichkeit
fir den gesuchten Spielausgang:

(14) Das Spiel B gegen C endete unentschie-
den.

6. Die Losung kann nach dem ,Schubfach-
prinzip“ erfolgen. Man denke sich den Wiirfel
durch ebene Schnitte in 27 untereinander kon-
gruente Teilwiirfel zerlegt. Die Raumdiagonale

jedes dieser Teilwiirfel hat die Linge % J3.

Da wenigstens einer der Teilwiirfel zwei
verschiedene der 28 Punkte in seinem Innern
oder auf seinem Rand enthilt, kann der
Abstand dieser beiden Punkte mithin nicht

groBer als % 3 sein, weil die Linge der

Raumdiagonalen cines Wiirfels gleich dem
groBten Abstand ist, den zwei Punkte ein
und desselben Wiirfels voneinander haben
kénnen (Bekanntlich 148t sich jedem Wiirfel
eine Kugel umschreiben, deren Durchmesser
gleich der Raumdiagonalen des Wiirfels ist.)

DDR-Olympiade

Die Losungen zu den Aufgaben 1,2 4, 5und 6
verdffentlichen wir in HeRt 5/71.

3.1. (entsprechend dem Vorschlag der Auf-

gabenkommission):

(1) Fiir ¢>1 ist log4<log12 und damit
1

log,c log,,c

ergibt Also ist (+) erfulle.

(2) Firrc=1ist(+) erfiillt.

1
3) Fiir - <
6] 2 S

< , woraus sich lognc<log4c

¢ < 1 gt [log ] = —1

=[log,c], also ist (+) erfillt.

VIII

L1 1 .
@) Fur—lz fc< Zgﬂt [loglzc] = —1und

[logec] = —2; also ist (+) nich erfiillt.

1 )
5) Fir — < ¢ < — gilt [log ¢] = -2
(5) Fir — 1 Bt [log, ,c]

= [log,c], also ist (+) erfiille.
6)Sei 0 < ¢ < 1%. Setzt man [log,,c] u
und [logsc] = v, so gilt 12“<c<12¢*!, 4° <

c<4°*!, und wegen 4"§c<é ist <=2,

d h v=-3 Dann ist 12*"'>c=4" =

12”-(%)0;12"-27>12"“ und damit u>v;

also ist (+) nicht erfilir.
Ergebnis: (+) ist genau dann erfiillt, wenn
1 Lc< ioderl < cist.
16
Bemerkungen: Fir diese Wahlaufgabe ent-
schieden sich 63 Schiiler (d h etwa die
Hilfte der Teilnehmer)l Von ihnen erreich-
ten nur 2 die volle Punktzahl 7; 4 Teilneh-
mer erzielten 6 Punkte. Dagegen muften
18 Losungen mit 0 Punkten bewertet werden.
Es ist bemerkenswert, daB sich kaum einer
der Schiiler durch eine Veranschaulichung
der Funktion f(c) = log;,c und g(c) = log,c
eine Ubersicht iiber alle Losungen verschafft
hat Auf diesc Weise hitte man sehr leicht
und schnell eine Unvollstindigkeit und ge-
wisse Fehlschliisse in der Lésung erkennen
kénnen. Die meisten Fehler beruhten auf
dem falschen Schluf, daB aus [x] < [y]
folgt x < y. (Bei der Diskussion von [x] < [y]
blieb der Fall x>y unbeachtet.)
Dr. E. Quaisser,
Padagogische Hochschule Potsdam

3.2. (Losungsvorschlag der Aufgabenkom-
mission, leicht abgesdndert):

Ist b>r>0, so gibt es ein Flichenstiick, wie
es die Abbildung zeigt. Ist sein Inhalt F und
sein Umfang u, so gilt:

(1) F=2br — %nr2

und die wegen r+0 mit (1) dquivalente Be-
zichung

1) 2b =£ + lnr sowie
r 2

2 u=2r+2b+=r
Aus (1) und (2) folgt der Reihe nach, daB
dann die folgenden Gleichungen bestehen:

u=2r+f+lnr+1rr,
r 2

ur=2r2+F+g1rr2

0) r2<%n+2)—ur+ﬁ=o.

(3) ist eine quadratische Gleichung in r, die
eine positive reelle Losung nach Vorausset-
zung besitzt Dann muB notwendig die
Diskriminante positiv sein, d h. es gilt

u?
und folglich

(3n+4)2>3n+4
@ uz 2F3xn+4).

Soll in (4) das Gleichheitszeichen gelten, so

muB wegen (3) r = sein, woraus

n+4
sich unter Beachtung von (4) mit dem Gleich-
heitszeichen
G r= 2F

In+ 4

und hieraus in Verbindung
mit (1)

(6)b=\/ 2F m+D)=rizn+1) (>0
In+ 4

ergibt.

Wiihlt man zu gegebenem F >0 die Zahlen r
und b gemiB (5) und (6), so gibt es wegen b>r
zu dem Paar (r, b) ein Flichenstiick, wie es
in der Aufgabe beschrieben ist Zwischen
dessen Inhalt F und dessen Umfang u be-
steht die Relation

u=/2F(37 + 4). Daher geniigt das Paar

2F 2F
= +1
. 5) (\/37t+4’ \/3n+4(n ))

den Bedingungen der Aufgaben und ist das
einzige dieser Art.

Bemerkungen: Diese Aufgabe erwies sich fiir
die Schiiler, die die Methoden der Differen-
tialrechnung zur Extremwertbestimmung
nicht kannten, als ein echter Priifstein. Die
Gleichungen (1) und (2) konnten die Schiiler
im allgemeinen aufstellen. Aber bereits den
Ubergang zu (3) konnten einige nicht mehr
vollziehen, und die weiteren Uberlegungen
schafften nur die besten Schiiler. Hiufig
wurde das richtige Endergebnis in einer Form
angegeben, aus der das Erfiilltsein der Be-
dingungen b>r nicht ersichtlich war. Wenn
diese Relation dann nicht besonders nachge-
wiesen wurde, zogen die Korrektoren mit
Recht einen Punkt ab. In einer guten Dar-
stellung wurden Losungen, die im Prinzip
dem oben dargestellten Weg entsprechend
von Ursula Baier (Dresden), Doris Hecke-
mann (Dresden) und Bernd Worel (Neubran-
denburg) abgegeben. Die Schiiler, die die
Aufgabe unter Anwendung der Differential-
rechnung losten, hatten es zwar bedeutend
leichter, erhielten aber durchaus nicht immer
die volle Punktzahl, da sie diese Methode
nicht immer exakt anwendeten. Trotzdem
wire es m. E. giinstiger, bei dieser Aufgabe
in der Aufgabenstellung die Anwendung der
Differentialrechnung als Losungsmethode
auszuschlieBen.

Hans-Jurgen Sprengel
Pddagogische Hochschule Potsdam



X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
DDR-Olympiade (4. Stufe) - Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Bilden Sie alle Mengen von fiinf ein- oder
zweistelligen Primzahlen derart, daB in jeder
dieser Mengen jede der Ziffern 1 bis 9 genau
einmal auftritt! '

2. Von einem Quaderkorper mit den Eck-
punkten A4, B, C, D, A’, B', C', D' (siche
Abb. A 10;2) und den Kantenlingen AB=a,
AD =b, AA’ =c seien mit Hilfe der ebenen
Schnitte durch die Eckpunkte B’, A, D' bzw.
A, B, C' bzw. B, C, D' bzw. A, D, C' die-
jenigen Teile abgetrennt, die jeweils den Eck-
punkt A’ bzw. B’ bzw. C’' bzw. D’ enthalten.

DI Cl
B

AI

i

I
D> c
A B

Das Volumen des verbleibenden Restkdrpers
sei V;, das des urspriinglichen Quaders V.

a) Man gebe simtliche Punkte des Quader-
korpers an, die Eckpunkte des Restkorpers
sind, und stelle diesen in einem Schrigbild

(a=60°; q=%> dar. (Das Schriigbild ist fiir

den Fall a=5 cm, b=2 cm, ¢=25 cm zu
zeichnen.)

b) Man berechne V;: V.

Von den nachstehenden Aufgaben 3.1. und
3.2. ist genau eine auszuwdhlen und zu lésen:
3.1. Man ermittle alle positiven reellen Zah-
len ¢, fiir die

™ flog,,c] =< [log,c] gilt.

Dabei bedeutet [x] die groBte ganze Zahl,
die nicht gréBer als x ist.

3.2. Die Abb. A 10; 3.2 zeigt ein Flichen-
stiick, das aus der Fliche des Rechtecks
ABCD mit den Seitentingen AB=CD=2r
und BC =A_D=b, b>r, durch Herausschnei-
den einer Halbkreisscheibe mit dem Durch-
messer CD entstanden ist.

0 c

\_

Man denke sich nun eine positive reelle Zahl
F beliebig gegeben. Dann sind alle geordneten
Paare (r, b) positiver reeller Zahlen mit r<b
zu ermitteln, Rir die das entsprechende Fli-
chenstiick den Inhalt F und dabei méglichst
kleinen Umfang hat

4. Man gebe alle quadratischen Funktionen
f(x) an, die lir alle reellen x die Gleichung

f(x+1) = f(—x) erfiillen.

5. Es seir eine von Null verschiedene reelle
Zahl Man ermittle alle reellen Zahlen x30,
die die Ungleichung

2_3.1 cifiillen. Dabei

T r72
sind folgende Fille zu untersuchen:

a) Essei r<—6.

b) Essei r=—6.

c) Essei —6<r<0.

d) Essei r>0.
6. Die Flidche eines Dreiecks AABC soll
folgendermaBen in drei inhaltsgleiche Teil-
flichen zerlegt werden:
Zwischen den Eckpunkten A und B des
Dreiecks liegen auf AB zwei Punkte E und F
s0, daB E zwischen 4 und F liegt AuBerdem
sei D derjenige Punkt im Innern des Dreiecks
AABC, fiir den ED | AC und FD || BC gilt.
Die Fliachen der Trapeze AEDC und FBCD
und die des Dreiecks AEFD sollen dann
untereinander inhaltsgleich sein.
Konstruieren Sie Punkte E, F, D, fiir die diese
Forderung erfiillt ist! Beschreiben und be-
griinden Sie Thre Konstruktion!

Olympiadeklasse 11/12

1. Es sind alle reellen Zahlen 4 anzugeben,
zu denen es reelle Zahlen x gibt, so daB
Ja+x und Ja—x reell sind und die Un-
gleichung

Ja+x + Ja—x > a erfillt ist.
Wie lauten die Werte von x in Abhédngigkeit
von a?
2. Es st der folgende Satz zu beweisen:
Wenn h eine reelle Zahl ist und wenn eine
ganzrationale Funktion f vom Grade n
mit reellen Koeffizienten keine reellen Null-
stellen besitzt, so gilt dasselbe von der ganz-
rationalen Funktion F, die durch
F(xX)=f(x)+hf () +hY"(x)+... + ™ (x)
definiert ist.
3. Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Haben je drei von vier in der gleichen Ebene
liegenden konvexen Vielecksflichen jeweils
cinen Punkt gemeinsam, so gibt es einen
Punkt, der jeder der vier Vielecksllichen
angehort.
4. Zwei Personen A und B spiclen das
folgende Spiel:
In dem Gleichungssystem:
x+ay=>b,,
a,y+byz=a,, 2)
byx+a,z=b, 3)
wihlt zunichst A fiir den Koeffizienten a,,
dann B fiir den Koeffizienten b,, dann wieder
A fiir a,, dann B fiir b, usw., zum SchluB B
fiir b, je eine beliebige ganze Zahl.
A hat genau dann gewonnen, wenn das
System (1), (2}, (3) genau eine ganzzahlige
Losung (x, y, z) hat
a) Kann A so spielen, d.h, kann er die
Koeffizienten a,, ..., g, jeweils nach der Wahl
von b, ..., by durch B so auswihlen, daB er
gewinnt?
b) Kann A von vornherein fiir die Koeffi-
zienten a,, ..., a, solche Werte angeben, da
er unabhingig von der Wahl der K oeflizienten
durch B (in jedem Falle) gewinnt?
5. Essel AgA; ... A, (n22) ein ebener kon-
vexer Polygonzug der Linge s mit 4y+A,.
Die Punkte A, ... A,_; mogen auf ein und
derselben Seite der Geraden g durch 4, und
A, liegen. (Ein ebener Polygonzug AgA, ... A,
heiBe konvex, wenn der durch die Strecke
AyA, geschlossene Polygonzug eine konvexe
Fliche begrenzt.)
Es ist zu beweisen, daB der Flicheninhalt F
der bei Rotation des Polygonzuges um g
entstehenden Fliche nicht gréBer als

1)

5 52
n 7 ist, daB also F§7 n gilt

Von den folgenden Aufgaben 6.1. und 6.2. ist

genau eine auszuwdhlen und zu losen:

6.1. Definition: Eine Menge M von Ele-

menten «, v, w, ... heiBt eine Gruppe beziiglich

der algebraischen Operation 4, wenn die

folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jedem geordneten Paar [u;v] von Ele-

menten aus M ist vermoge der Operation A

ein Element w aus R zugeordnet (man

schreibt u . v=w)

(2) Die algebraische Operation A4 ist asso-

ziativ d. h,, fiir alle Elemente u, v, w aus I gilt:
(Wov)ew=us(v-w).
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(3) Zu je zwei Elementen u und v aus M
existiert mindestens ein Element x aus M,
so daB u-x=v git, und mindestens ein
Element y aus M, so daB y - u=v gilt.
Es sei nun B die Menge aller Polynome
1. Grades
f(x)=ao+a,x wobei a,, a, rationale Zahlen
sind und a, +0 gilt.
Ferner sei in B eine algebraische Operation 4
wie [folgt definiert: Sind f(x) und g(x)
Polynome aus B, so ist

£+ g(x)=g[f(x)].
Es ist zu entscheiden, ob P eine Gruppe
beziiglich A ist. '
6.2. In einem ebenen Gelidnde erfolge das
Abstecken eines Kreisbogens vom Radius r,
falls auBerdem eine Tangente ¢t an diesen
Kreisbogen und ihr Beriihrungspunkt A be-
kannt sind, dadurch, daB in beliebigen Punk-
ten P’ von ¢ (mit AP’ = x <r) Senkrechte auf
t errichtet und auf ihnen (nach der Seite von ¢,
aufl der der Kreisbogen liegt), Strecken P'P
so abgetragen werden, daB dic Punkte P
Punkte des gesuchten Kreisbogens sind.
Dabei gelte PPP=y<r.

t
r
A¥E
x
P¥

a) Beweisen Sie, dal dann
2

y= gilt!

2r—y

b) In der Praxis geniigt es oft, Naherungs-
werte fiir y zu ermitteln Das geschieht auf
folgende Weise:

Einen ersten Niaherungswert y, erhilt man

aus der Gleichung
V=2

Falls dessen Genauigkeit nicht ausreicht,
wird ein zweiter Niherungswert y, aus der
Gleichung

ermittelt.

Y2 = 2r—y,

Analog kann weiter verfahren werden, bis die
geforderte Genauigkeit erreicht wurde.
Untersuchen Sie, ob es eine kleinste natiirliche
Zahl n mit der Eigenschaft gibt, daB fir alle
positiven reellen Zahlen

x = 1, r der relative Fehler
n

des Niherungswertes y =2£ nicht groBer als
r
0,001 ausfillt, daB also §<0,001 gilt!
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Waffen

aus Suhl

Der kleinste Bezirk unserer Republik ist der
Bezirk Suhl, und die Stadt Suhl die kleinste
Bezirksstadt. Nur 3,2 % der Bevolkerung der
Republik leben in diesem Bezirk.

Was wissen wir sonst noch von Suhl? Ist
Suhl nur eine Stadt im Thiiringer Wald,
Zentrum einer schonen Urlaubsgegend mit
viel Wald und mit Schnee im Winter?

Der VEB Fahrzeug- und Jagdwaffenwerk .

Ernst Thdalmann ist der groBte Betrieb des
Bezirkes. Die Suhler Moped-Vogelfamilie
Star, Schwalbe, Spatz und Sperber kommt
ebenso aus diesem Betrieb wie die in aller
Welt beliebten Jagd- und Sportwaffen. Wer
von euch hat noch nicht mit einem Luft-
gewehr aus Suhl geschossen? Bei uns in Suhl
haben die Schiiler ihre eigene Schilerproduk-

tionsabteilung, in der sic im Rahmen des

polytechnischen Unterrichts monatlich 700
Jugendluftgewehre montieren und fir die
Kunden im In- und Ausland verpacken.

Ich mochte euch in diesem Artikel einiges
iiber unsere Walffenproduktion, dabei auf-
tretende mathematische Probleme sowie die

in diesem Jahr in Suhl stattfindenden Europa-'

meisterschaften im SportschieBen berich-
ten.
Bei Jagdwaffen unterscheidet man zwischen

Flinten und Biichsen. Wahrend bei Flinten"

der Lauf innen glatt ist und mit einer Vielzahl
kleiner Bleikugeln — den Schroten — geschos-
sen wird, ist die ,,Kugel*, die aus dem gezoge-
nen Lauf der Biichse verschossen wird, ein
langliches GeschoB. Es gibt ein- und mehr-

Ein- und doppellaufige Jagdgewehrarten

Jugendluftgewehr

laufige Jagdwaffen. Je nach der. Art und
Anordnung der Liufe unterscheidet man
zwischen Doppelflinten, Drillingen, Bock-
waffen und Vierlingen. Interessant ist bei
Flinten und Biichsen die Art der Kaliber-

bezeichnung. Sie geht bei Flinten auf eine
alte englische Tradition zuriick und wird noch
heute iiberall angewandt. Man nimmt 1 engl.
Pfund Blei (453,6 g) und teilt es z.B. in 12
gleich groBe Teile. Aus jedem der 12 Teile
gieBt man eine Kugel. Der Laufdurchmesser
einer Flinte, der dem Durchmesser einer sol-
chen Kugel entspricht, heifit Kaliber 12. Teilt
man das Pfund in 16 Teile und stellt ent-
sprechend 16 gleichgroBe Kugeln her, so
erhilt man das Kaliber 16 und so jedes.
beliebige Flintenkaliber. Gebrauchliche Flin-
tenkaliber sind Kaliber 12 und Kaliber ‘16
sowie 20 (seltener).

Drei- und vierlaufige Jagdgewehrarten

Bei den Flintenkalibern sieht man deutlich,
daB groBe Zahlen kleine Kaliber bezeichnen

Ala Berechne die Flintenkaliber 12, 16
und 20! Die Dichte von Bleiist 11,3 g - cm 3.
Es wird klar, daB bei Flinten die kleinere Zahl
ein groBeres Kaliber bezeichnet.

Bei Biichsen gibt es zwei Arten von Kaliber-
bezeichnungen. In den Lindern, die das
metrische MaBsystem verwenden (DDR,



BRD, Frankreich, Sowjetunion u.a.), wird
der ungefahre Durchmesser der Laufe (innen)
und der Geschosse in mm als Kaliber ange-
geben. So hat z B. eine Biichse Kaliber 8 mm
einen ungefihren Laufinnen- und GeschoB-
durchmesser von 8 mm.

In den Lindern des Zollsystems dagegen
(USA) gibt das Kaliber an, wieviel Hundert-
stel (oder Tausendstel) Zoll (1 Zoll =25,4 mm)
der Innendurchmesser des Laufes betrigt.
Die Kaliberbezeichnung kann ins metrische
System umgerechnet werden, wie z. B. bei der
wohl allen von euch bekannten Kleinkaliber-
biichse Kaliber 22, deren Lauf mithin einen
Innendurchmesser von 5,588 mm hat.

A24a Berechnet den Durchmesser der Ge-
schosse bei einem 38er und einem 45er
Revolver!

Wir sehen, daB diese Kaliberbezeichnung
nichts mit der Linge der Patronen, der Hiilsen
oder der Geschosse zu tun hat.

Wie schon erwahnt, ist der Lauf einer Biichse
innen nicht glatt. Die wendelférmigen Ver-
tiefungen (Ziige) in seinem Innemn haben die
Aufgabe, dem Lang- oder SpitzengeschoB
eine Drehung um seine Lingsachse zu geben
und so dessen Flugstabilitdt zu erhohen.

Die Drehzahl, die dabei zumindest kurzfristig
erzielt wird, ist, wie wir sehen werden, recht
beachtlich.

A3a Errechnet die ungefahre Drehzahl
eines Geschosses in Umdrehungen pro Mi-
nute, wenn dasselbe den Lauf mit 800 m -s~!
verliBt und durch die Ziige im Lauf alle
30 cm einmal um seine Langsachse gedreht
wird.

Wer von euch hat sich schon einmal Gedan-
ken dariiber gemacht, wieviele Schrote einer
Ente, einem Fasan oder einem Hasen bei
einem SchuB ,,um die Ohren* fliegen? In
einer normalen Schrotpatrone Kaliber 12
sind 35 g Schrote. Die Auswahl der Schrot-
gréBe richtet sich selbstverstindlich nach der
Wildart, insbesondere nach der GréBe der zu
jagenden Tiere. So gibt es zum Beispiel 2-mm-

Blick auf einen der drei Wurftaubenstinde

Schrote fir dic Jagd auf Enten und fur die
Jagd auf den Fuchs benutzt man 4-mm-
Schrote.

A4a Berechue die Anzahl der Schrote 'in
einer Patrone vom Kaliber 12, wenn der
Schrotdurchmesser 2 bzw. 4 mm und die
Dichte von Blei 11,3 g - cm™ betragt! Ver-
gleiche die Anzahl der Schrote, die sich durch
die Durchmesserverdopplung ergibt, mit-
einander!

In Suhl werden nicht nur Waffen gebaut, es
wird mit ihnen auch geschossen. Besonders
im August 1971, wenn sich die besten Schiit-
zen Europas in Suhl zu ihren Meisterschaften
versammeln, wird es eine ganze Woche lang
nach Pulver riechen. Auf den zur Zeit schon-
sten und modernsten Anlagen Europas wer-
den etwa 800 bis 1000 Schiitzen aus vielen
Liandem im friedlichen Wettstreit ihre Besten
ermitteln.

Insgesamt werden 26 Goldmedaillen in 10
verschiedenen SchieBdisziplinen vergeben.
Die Vielseitigkeit des Sportschieflens kommt
nicht nur in den verschiedenen Waffen, son-
demn auch in den Stellungen (Anschligen),
Entfernungen und Zielobjekten zum Aus-
druck. Neben Klein- und GroBkalibergeweh-

Der Vizeweltmeister Wurftaube Trap von
1969, Henke DDR, auf dem Suhler Stand

Héchste Zuverlassigkeit der Funktion

(alle Bockflinten haben das hochste
Giitezeichen der DDR) und Gravuren nach
Wunsch in kiinstlerischer Handarbeit haben
den Ruf der Suhler Waffen in der Welt
begriindet.

ren, mit denen auf 50 m und 300 m Entfer-
nung feststehende Ringscheiben im Liegen,
Knien und Stehen geschossen wird, finden
wir Pistolen fir das Schiefen auf feststehende
Ringscheiben auf 50 m Entfernung (Scheiben-
pistolen) und solche fiir das SchieBen auf nur
kurzzeitig sichtbare Figurenscheiben in 25 m
Entfernung (Schnellfeuerpistolen).
Zweifellos werden die 3 jagdlichen SchieB-
disziplinen sehr viele Zuschauer besonders
beeindrucken. Beim WourftaubenschieBen
(Trap und Skeet) wird aus Flinten nach 12 cm
groBen Keramikscheiben geschossen, die von
Wurfmaschinen auf eine bis zu 80 m weite
Luftreise geschleudert werden. Hier kann der
Zuschauer unmittelbar den Erfolg oder Mif3-
erfolg der Schiitzen miterleben.

SchlieBlich wird von Schiitzen mit Klein-
kaliberbiichsen auf sich in 50 m Entfernung
bewegende Wildschweinscheiben geschossen
und dabei mit viel Geschick und Kodnnen
um die héchste Ringzahl gekampft.

Wir wiinschen den DDR-Sportlern bei den
Europameisterschaften 1971 in Suhl viel

Erfolg!* E. Hoffmann

* Losungen zu den Aufgaben siehe S. 93!
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XI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

1. Stufe (Schulolympiade)

Letzter Abgabetermin: 18. Oktober (beim Mathematiklehrer)

Achtung : Alle Aussagen sind stets zu bewei-
sen. Dies bedeutet insbesondere, daB die in
einer Losung unbewiesen verwendeten Sach-
verhalte anzugeben sind. Der Lésungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB8 deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengange und Schliisse sind
in logisch und grammatisch einwandfreien
Satzen darzulegen. Die Losungen sowie die
Punktbewertungstabellen werden am 19. Ok-
tober 1971 veroffentlicht.

Olympiadeklasse §

5/1/1) Bei einem Mandver unserer NVA legte
ein Fahrzeug in 9 Teilstrecken eine Gesamt-
strecke von 1 780 km zuriick.

Die erste Teilstrecke betrug 220 km. Die
restlichen Teilstrecken waren untereinander
gleich lang.

Berechne die Linge einer jeden dieser rest-
lichen 8 Teilstrecken.

5/1/2) Rolf behauptet, daB sich eine Addi-
tionsaufgabe mit der Summe 1000 bilden
1aBt, wobei simtliche Summanden natiirliche
Zahlen sind, in deren dekadischer Darstel-
lung ausschlieBlich die Ziffer 8 auftritt und
zwar insgesamt genau 8 mal Stelle fest, ob
Rolfs Behauptung richtig ist! Wenn sie es ist,
so gib alle derartigen Additionsaufgaben an
und ordne darin die Summanden der Grée
nach, beginnend mit dem groBten!

5/1/3) Zeichne 5 Geraden g,, g,, g3, &4, 85, S0,
daB sie

a) keinen gemeinsamen Punkt,

b) genau einen Schnittpunkt,

c) genau vier Schnittpunkte,

d) genau funf Schnittpunkte,

e) genau sechs Schnittpunkte,

f) genau sieben Schnittpunkte,

g) genau acht Schnittpunkte,

h) genau neun Schnittpunkte,

i) genau zehn Schnittpunkte miteinander
haben!

Als Lésung gilt eine jeweilige Zeichnung
ohne Begriindung. Parallele Geraden sind als
solche zu kennzeichnen (z. B. g, || g,).

5/1/4) Es soll das Produkt 21 -12-25 be-
rechnet werden. Manfred will diese Aufgabe
schriftlich 16sen. Annerose sagt: ,,Mit Hilfe
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eines Rechenvorteils kann ich die Aufgabe
auch im Kopfe rechnen.*

Gib an, welchen Rechenvorteil Annerose
benutzt haben konnte!

Olympiadeklasse 6

6/I/1) Von zwei Autos vom Typ ,,Wart-
burg" legte das eine eine Strecke von 1200 km
zuriick, das andere eine Strecke von 800 km.
Es sei angenommen, daB jedes der beiden
Autos fiir jeden Kilometer die gleiche Menge
Kraftstoff verbrauchte.

Dabei verbrauchte das zweite Auto 36 Liter
Kraftstoff weniger als das erste.

Berechne, wieviel Liter Kraftstoff beide Autos
zusammen fiir die oben angegebenen Strecken
verbrauchten!

6/1/2) Von den beiden abgebildeten Strek-
ken AB und CD hat die erste die Lange
a+b, dic zweite dic Linge a—b.

"4 a+b 8
i
C a-b D

Konstruiere unter ausschlieBlicher Verwen-
dung von Zirkel und Lineal eine Strecke der
Lédnge a und cine Strecke der Linge b! Be-
schreibe und begriinde deine Konstruktion!

6/1/3) Vier Flachen eines Holzwiirfels von
3 cm Kantenlinge werden rot angestrichen,
die beiden ibrigen bléiben ohne Anstrich.
Danach wird der Wiirfel in genau 27 Wiirfel
von je | cm Kantenldnge zersigt.

Ermittle von diesen kleinen Wiirfeln die
Anzahl derjenigen, die keine rot angestrichene
Flache,

genau eine rot angestrichene Fliche,

genau zwei rot angestrichene Flichen,
genau drei rot angestrichene Flichen
besitzen!

Unterscheide dabei die folgenden Fille:

a) Die nicht angestrichenen Flichen haben
keine gemeinsame Kante.

b) Die nicht angestrichenen Flichen haben
eine gemeinsame Kante.

Als Losung geniigt die Angabe der Anzahlen
ohne Begriindung.

6/1/4) Zwei Orte A und B seien durch eine
999 km lange StraBe miteinander verbunden.

Im Abstand von jeweils 1 km seien auf
dieser StraBe Kilometersteine aufgestellt, die
beiderseitig derart beschriftet sind, daB auf
der einen Seite jedes Steines seine Entfer-
nung von A und auf der anderen Seite seine
Entfernung von B in km angegeben ist.
Z. B. tragt der Stein am Ortsausgang von A
die Beschriftung 0 und 999, der Stein am
Ortseingang von B die Beschriftung 999
und 0. :

Ermittle von diesen Steinen die Anzahl
derjenigen, bei deren Beschriftung héch-
stens zwei voneinander verschiedene Ziffern
verwendet wurden (z. B. 722 und 277).

Olymphdeﬂase 7

7/1/1) Ermittle alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen Z mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Zahl Z ist durch 8 teilbar.

(2) Die Ziffern von Z sind paarweise von-
einander verschieden, d. h. in jeder dieser
Zahlen darf jede Ziffer héchstens einmal
auftreten.

(3) Alle verwendeten Zifferm bezeichnen,
einzeln fiir sich betrachtet, jeweils Primzah-
len.

7/1/2) Beweise folgenden Satz:

Enthilt ein rechtwinkliges Dreieck einen

Winkel von 30°, so ist seine Hypotenuse

(langste Seite) doppelt so lang wie seine

kiirzeste Kathete (kiirzeste Seite).

7/1/3) Giinther zeichnet ein Dreieck A4BC

und stellt fest: Die MaBzahl des in Zenti-

metern gemessenen Umfangs u seines Drei-

ecks

AABC ist eine Primzahl Ferner gilt:
BC=a=6 cm, AC=b=2 cm.

Ermittle AB=c und u!

7/1/4) Konstruiere ein Dreieck AABC aus
b, ¢ (mit ¢>b) und a+ !

Dabei sind b die Linge der Seite AC, ¢ die
der Seite AB, a die GroBe des Winkels £ BAC
und B die des Winkels ¥ ABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die gegebenen
Stiicken stets ein Dreieck eindeutig bestimmt
ist.

Olympiadeklasse 8
8/1/1) a) Berechne die Zahl

x=—{-[- (-2} {—[_<_%)’]2}

b) Stelle fest, ob sich x als Potenz einer natiir-
lichen Zahl darstellen 1:iBt!

8/1/2) Ermittle alle rationalen Zahlen x, die
folgende Eigenschaft haben:

Addiert man 33 zu x und halbiert die ent-
standene Summe, so erhidlt man das Dop-
pelte der zu x entgegengesetzten Zahl.

8/1/3) Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-

eck AABC mit A i]s Sc_heitel des rechten
Winkels und mit AC<AB. )



Der Kreis um A mit AC schneidet BC auBer
in C noch in einem Punkt E, wobei E wegen
(1) zwischen C und B liegt Die im Punkt E
an den genannten Kreis gelegte Tangente
schneidet AB in einem Punkt D, der zwischen
A und B liegt.

Beweise, daB ED=DB gilt!

8/1/4) Gegeben seien ein beliebiges Paralle-
logramm ABCD sowie eine beliebige Linge
e (e>0).

Konstruiere unter Beibehaltung der Seite AB
ein zu ABCD flichengleiches Parallelogramm
ABC,D,, das auf derselben Seite der Geraden
durch A und B wie ABCD liegt und dessen
Diagonale AC, die gegebene Linge e hat!
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob sich aus den gegebenen
Stiicken stets eindeutig ein Parallelogramm
der geforderten Art konstruieren 1aBt! (Eine
Untersuchung, ob zwei eventuell entstehende
verschiedene Parallelogramme einander kon-
gruent sind, wird hier nicht verlangt.)

Olympiadeklasse 9

9/1/1) Jorg schreibt die folgende Gleichung
auf:
1 1 1

S Rl P T
Michael meint, daB sie ,falsch“ sei. Jorg, der
sich nicht so leicht ,iiberzeugen“ laBt, wihlt
fiir die Variablen aq, b, ¢ und d Zahlen, setzt
sic in die Gleichung (1) ein und erhilt zu
Michaels Uberraschung eine wahre Aussage.
Ermitteln Sie alle Moglichkeiten, nur aus den
Zahlen —1; 0; 1 fiir g, b, ¢ und d je eine so
auszuwihlen, daB die Gleichung (1) erfiillt
wird!

9/1/2) Jede Seitenhalbierende eines Drei-
ecks zerlegt die Dreiecksfliche in zwei Drei-
ecksflichen, die gleichlange Grundseiten und
gleichlange Hohen haben und somit inhalts-
gleich sind Der Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden eines Dreiecks heiBt Schwer-
punkt des Dreiecks Untersuchen Sie, ob jede
Gerade durch den Schwerpunkt S eines
Dreiecks AABC dessen Fliche in zwei inhalts-
gleiche Teilflichen zerlegt!

9/1/3) Ermitteln Sie alle natiirlichen Zah-
len a, lir die der Term
(= a+11
a-—9
eine natiirliche Zahl ist!

9/1/4) In einer Ebene ¢ liege ein Rechteck
ABCD. S sei ein Punkt der Senkrechten in 4
auf ¢ Ermitteln Sie die GroBe des Winkels
*CDS!

Hinweis: Im Lehrbuch fir Mathematik,
Klasse 7, finden Sie auf Seite 94 Anregung [iir
cine Losung dieser Aufgabe.

Olympiadeklasse 10

10/1/1) Ein Raum soll mit 32 Gliihlampen so
ausgestattet werden, daB sich eine Gesamt-
leistung von 1800 Watt ergibt Es stehen je
ausreichend viele Gliihlampen von 40 Watt,
60 Watt und 75 Watt, aber keine anderen,
zur Verfiigung.

Geben Sie alle Mdglichkeiten einer der-
artigen Ausstattung an!

10/1/2) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Der Durchschnitt aus der Menge aller Dra-
chenvierecke und der Menge aller Trapeze ist
die Menge aller Rhomben.

10/1/3) Es sei x eine Variable, die alle von 1
und von —1 verschiedenen reellen Zahlen
annehmen kann Geben Sie eine Mglichkeit

an, den Term so als Summe zweier

x
x2—
Briiche darzustellen, daB die Variable x nur
in den Nennern dieser beiden Briiche und
dort in keiner ‘hGheren als der 1. Potenz

auftritt!

10/I/4) in D R E I
+DREI
+DREI

N EUN
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht Dabei sollen fiir die glei-
chen Buchstaben gleiche Ziffern und fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
eingesetzt werden!
Geben Sie alle Lsungen dafiir an!

Olympiadeklasse 11/12

11/12/1/1) Funf Soldaten A, B, C, D, E aus
fiinl sozialistischen Staaten treflen sich aufl
einem Meeting bei einem gemeinsamen Ma-
nover der befreundeten Armeen An dem
Manéver nehmen nur Angehorige der bul-
garischen, polnischen, ungarischen, sowje-
tischen Streitkrifte und der Nationalen Volks-
armee der DDR teil Ferner ist folgendes
bekannt:

(1) Jeder der Soldaten 4, B, C und D be-
herrscht auer der Sprache seines Staates als
»Zweitsprache® noch genau eine der f{ol-
genden Sprachen: Bulgarisch, Polnisch, Un-
garisch, Russisch, Deutsch.

(1a) Diese vier Zweitsprachen sind paar-
weise voneinander verschieden

(2) E beherrscht keine Fremdsprache.

(3) A beherrscht eine Sprache, die auler ihm
auch der Sowjetsoldat beherrscht.

(4) B beherrscht keine slawische Sprache,
also weder Bulgarisch, noch Polnisch, noch
Russisch.

(5) Der NVA-Angehérige kann sich genau.

dann mit E verstindigen, wenn einer der drei
anderen Soldaten, nimlich C, als Ubersetzer
fungiert.

(6) Der Bulgare kann sich mit dem Ungarn

nur iiber zwei der anderen Soldaten, und
zwar D und B, verstindigen

Es ist fir jeden dieser Soldaten festzustellen,
welchem Staat er angehort und welche Zweit-
sprache er — wenn iiberhaupt — beherrscht.

11/12/1/2) a) Es ist fiir jede der hier abge-
bildeten Figuren (I bis 1V), die simtlich durch
Strecken oder Halbkreise mit dem Radius r
begrenzt sind und fiir die jedesmal ABCD ein
Rechteck mit AB=CD=2r und AD=BC=b
ist, folgende Untersuchung durchzufiihren:
Gibt es Streckenverhiltnisse b:r, fir die
der Umfang u der betreflenden Figur bei
gegebenem Flacheninhalt A am kleinsten ist?
Wenn ja, so sind s@mtliche derartige Strecken-
verhiltnisse anzugeben

Ferner ist dieser Minimalumfang jeweils
durch r auszudriicken, und es ist der Quotient
aus dem Minimalumfang und der Quadrat-
wurzel des Flicheninhalts zu berechnen.

b) Die Figuren I bis IV sind nach abnehmen-
dem Minimalumfang bei konstantem Fla-
cheninhalt zu ordnen. Dabei wird auch der
Fall b=0 zugelassen, falls in diesem Falle
der Minimalumfang der betreffenden Figur
erreicht wird.

Drrl Dr rC oD
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Ar r8 ArrB Ar r8 Ay r/8

11/12/1/3) Es sind alle nicht negativen reel-

len Zahlen k anzugeben, fiir die das Polynom
SO)=(x + 1)* — (kx)?

a) genau eine,

b) genau zwei voneinander verschiedene

c) genau drei paarweise verschiedene

d) genau vier paarweise verschiedene

e) keine

reelle(n) Nullstelle(n) hat.

11/12/1/4) In einem Dreieck AABC mit
AB2=BC 2 AC sci P ein im Innern des Drei-
ecks gelegener Punkt Man beweise, dal dann
stets PA+PB+PC<AB+BC gilt!

Achtung — alpha-Wettbewerb

Wir bitten, die Antwortkarten des alpha-
Wettbewerbs erst dann geschlossen an die
Redaktion einzusenden, wenn die von uns
zum Heft 3/71 abgesandten Antwortkarten
bei euch eingetroffen sind, also zwischen dem
1. und 10. Oktober 1971. Wer seine Ant-
wortkarten zuriickerhalten méchte, der lege
einen richtig frankierten Umschlag mit seiner
Adresse bei.
Wettbewerbs-Teilnehmer, weilche zwei oder
drei Anerkennungsurkunden mit den Ant-
wortkarten einsenden, erhalten das aipha-
Abzeichen in Gold und die Urkunden zurick.
Wir wiederholen: Letzter Einsendetermin
fiir Heft 3/71: 8. 9. 1971

Redaktion aipha
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Vladimir Ren¢in, Praha

P S

Eine Aufgabe aus dem klassischen Griechenland

.»Edler Pythagoras, sage mir an, wie viele Schiiler
zdhlt Dein Haus, die dem Dienst sich .weihen der
unsterblichen Gétter?“ — ,,Sagen will ich es Dir,
o Polykrates. Siehe, die Hailfte weiht sich der herr-
lichen Mathematik, ein’ Viertel erforscht eifrig die
Tiefen der ewigen Natur, ein Siebentel iibt noch
schweigend die Kraft der Seele und horcht der sinn-
vollen Rede, dann noch der Jungfrauen drei.

So viel filhr ich der Schiiler zum Born der ewigen
Wabhrheit.” Wieviel Schiiler hatte demnach Pytha-
goras?

Zabhlenriitsel

Den Zahlen entsprechend sind Buchstaben in die
Figur einzusetzen. Das Ritsel, richtig gelost, zeigt
eine wertvolle Hilfe fiir mathematisch interessierte
Schiiler (ue = ii)

—

[ 7] 8] s[ro]#[72[3]s]5] %] 77[78]

[751z0]21[22]23] 24|25 26 ] 27] 28] 29[ 30] 37] 32[ 33] 3¢ 35] 36 [37]

a) 19 1 8 27 Bezeichnung fiir eine wahre Aussage

b)3 7 31 32 12 24 franz. Mathematiker (1623 bis 1662)

c) 19 37 26 12 9 24 geometrisches Gebilde

d) 27 35 36 36 18 26 Zeichen zur schriftlichen Darstel-
lung von Zahlen

e) 15 16 17 10 14 30 28 24 gemeinsamer Anfangs-

punkt zweier Strahlen
f) 34 25 29 33 10

ten GesetzmiBigkeiten
g S 20 21 37 Zahl

Anordnung von Zahlen nach bestimm-

h) 31 22 6 11 18 Ergebnis einer Addition
i) 13 4 5 2 23°19 Wichtiger Satz aus der Geometrie
(Kurzbezeichnung)

Mathematikfachlehrer H. Winkler, OS Hartmannsdorf

Ein Zahlentrick
Klaus fithrt beim Pioniernachmittag ein ,,Zauber-
kunststiick* vor. Er nennt drei Stddte, z. B. Dresden —

Berlin — Leipzig und fordert drei Pioniere auf, eine
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Stadt verdeckt zu notieren. Klaus darf nicht wissen,
wer welche Stadt gewihlt hat und es muB von jedem
Teilnehmer eine andere Stadt benannt werden.

Angenommen, die 3 Pioniere heiBen Ruth, Peter und
Inge. Klaus gii)t nun der Ruth 1 Pfennig (oder Rechen-
geld), Peter 2 und Inge 3 Pfennige. Auf dem Tisch
liegen 18 weitere Pfennige. Klaus fordert nun die
Pioniere auf, sich von den Pfennigen in seiner Abwe-
senheit welche zu nehmen und zwar soll der, der
Dresden wihlte, so viele Pfennige nehmen, wie er
schon in der Hand hat, der Berlin wihlte, nehme
zweimal soviel weg, wie er in der Hand hat und der
Leipzig wihlte, soll viermal soviel nehmen, wie er
schon in der Hand hat. Dann verliBt Klaus den
Raum. Wenn er wiederkommt, zihlt er die verblie-
benen Pfennige und kann aus der Tabelle ersehen,
wer Dresden, wer Leipzig, wer Berlin notierte!

es liegen: 1Pf 2Pf 3Pf 5Pt 6Pf 7Pf
Ruth Dresden B D B L L
Peter Berlin D L L D B
Inge Leipzig L B D B D

Oberlehrer H. Pditzold, Volkshochschule Waren/ Miiritz

Test fir ,,Adleraugen*

In jedem Feld steht eine Zahl oder ein Term. Sie
sind den Zahlen von 1 bis 20 dquivalent. Wer zihlt
am schnellsten von 1 bis 20?7 Das entsprechende
Feld muB dabei gezeigt werden.

Wer weniger als 30 Sekunden braucht, hat ein scharfes

Auge! .
Oberlehrer H. Pitzold, Volkshochschule Waren| Miiritz
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Kryptarithmetik

Fiir jedes Zeichen ist eine Ziffer einzusetzen. Gleiche
Zeichen bedeuten gleiche Ziffern. Es sind drei waage-
rechte und vier senkrechte Aufgaben zu 16sen.

Jorg Schubert, Pfaffroda (KI. 6)

Am besten: halbe — halbe

Herr Neumann, ein Mathematiklehrer, zensiert die
Hausaufgaben seiner Schiiler. Er wundert sich; Klaus
rechnete besser als sonst. Er fragt: ,,Na, Klaus, wem
soll ich nun die Zwei geben, dir oder deiner Schwe-
ster 7 —,,Am besten : halbe — halbe, jedem eine Eins!*

Mitgeteilt von Ilse Clauder, Spielberg

,,Nein, dieser Gegenwind heute!**

»,Warum nur immer so spitzig?*

,,Ein paar Reistage wiirden auch nicht schaden!*

Ausgedacht und gezeichnet von der Schiilerin Monika Simon,
EOS Fléha

Begegnung mit beriihmten Mathematikern

Waagerecht: 1. 3!; 2. Potenz von 2; 4. Faktoren

-sind Primzahlzwillinge; 5. teilbar durch 17; 6. gleiche

Quersumme wie 5 senkrecht.

Senkrecht: 2. teilbar durch 7; 3. teilbar durch 9;
5. Potenz von 3.

An folgenden Stellen erscheinen die Lebensdaten
beriihmter Leipziger Mathematiker, wenn man bei
der Losung beriicksichtigt, daB die Jahreszahlen mit
1 beginnen. Die Namen der Mathematiker sollt ihr
selbst finden.

Von ... (Diagonale, beginnend bei 6) bis . .. (Diago-
nale beginnend bei 7) lebte . . .

Von ... (2 in Pfeilrichtung) bis . .. (4 in Pfeilrichtung)
lebte ... Von 1790 bis . .. (6 in Pfeilrichtung) lebte . . .

Christa Riehl, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit, Leipzig

Ist das die Moglichkeit?

Lehrer: ,Man durchschneidet mit einer Ebene eine
Kugel. Was entsteht dabei?*

Schiiler (im Brustton der Uberzeugung): ,,Eine
Ellipse!*

Lehrer: ,,Wieso — eine Ellipse? — Ein Kreis!!*

Schiiler (listig liachelnd): ,,Aber ich will die Kugel

schief durchschneiden!. . .
Doz. J. Gaiduk, Charkow (UdSSR)

Nur mit Geduld zu meistern!

Gegeben sind 16 Punkte in der Ebene in folgender
Anordnung: Diese 16 Punkte sind durch 6 Strecken-
ziige ohne abzusetzen derart zu verbinden, daB kein
Punkt auf mehr als einer Strecke liegt. (Es sind ver-
schiedene Losungen moglich)

o O (o] o

Nach einer Idee von StR H. J. Kerber,
Oberlehrer H. Pdtzold Waren| Miiritz

(e} (¢] () (@]

6aus49 4+ 1 Ulrich Grof, Marienberg (KI. 6)

6 aus 50, kennt IThr das?

6 aus 50 macht viel SpaB.

Welche Sportart kam hinzu?

Der echte Sportler merkt’s im Nu!
Mathe heiBt die Disziplin,

alpha ist ein Hauptgewinn!
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Losungen

Lésungen zu: aufgepaBt — nachgedacht —
mitgemacht (Heft 4/71)

L1, Aus a—b=2 folgt a=2; aus a+b=8
folgt 0<a<8. Somit gilt 2<a<8.

a b a—b a+b
2 0 2 2
3 1 2 4
4 2 2 6
5 3 2 8
6 4 2 10
7 5 2 12
8.6 2 14

Nur das Zahlenpaar (5, 3) erfiillt zugleich
beide Gleichungen.

1.2. Aus a—b=48 folgt a>48; aus a+b=19
folgt 0=a=<19. Beide Bedingungen kdnnen
nicht zugleich erfiillt sein. Dic Aufgabe be-
sitzt somit keine LSsung.

2.1. Aus a—b=4 folgt a=4; aus a+b=6
folgt 0<a<6. Somit gilt 4<a<6.

a b a+b a-—->b
4 0 4 4
5 1 4 6
6 2 4 8

Nur das Zahlenpaar (5, 1) erfiillt zugleich die
zweite und dritte Gleichung Wegen a+b+c
=11, also 6+c=11, gilt c=5. Es gibt genau
ein Zahlentripel (5, 1, 5), das alle gegebenen
Gleichungen zugleich erfiillt.

22, a b=a+2 c=4-a a+b+c
0 2 0 2
1 3 4 8
2 4 8 14
3 5 12 20
9 11 36 56
10 12 40 62
11 13 44 68

Nur das Zahlentripel (10, 12, 40) erfiillt zu-
gleich die gegebenen drei Gleichungen.

3. Aus36:3=12und 12—1=11und 12+1=
13 folgt, daB die drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen 11, 12 und 13 lauten.

4, Aus 210=2-3-5-7=5-6-7 folgt, daB
die drei aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen 5, 6 und 7 lauten.

5. Die nachstehende Tabelle enthilt alle
moglichen Losungen.
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a b ¢ d a b ¢ d
3 4 5 13 3 5 8 9
3 4 6 12 3 6 7 9
3 4 7 11 4 5 6 10
3 4 8 10 4 5 7 9
305 6 11° 4 6 7 8
3 5 7 10
6. Es sei n die zu ermittelnde natiirliche Zahl

n 6'n 6-n+3 3-n 3:-n+6

0 o 3 0 6

1 6 9 3 9

2 12 15 6 12

3 18 21 9 15

Der Tabelle ist zu entnehmen, daB nur n=1
eine Losung darstellt.

7. Damit 4-a+1 kleiner als 20 ist muB «
entweder 0 oder 1 oder 2 oder 3 oder 4
sein Damit 4-a+1 durch 5 teilbar ist,
muB 4-a entweder 4 oder 9 oder 14 oder 19
betragen. Nur a=1 erfiillt die gestellten
Bedingungen.

8. Es sei a die Anzahl der Ginse und b die
Anzahl der Schafe. Jede Gans besitzt dann
2-a Beine, jedes Schaf 4-b Beine. Die Tiere
besitzen zusammen a+b Koépfe und 2-a+
4-b Beine.

a b 2-a 4'b 2-a+4-b
1 39 2 156 158
2 38 4 152 156

31 9 62 36 98

32 8 o4 32 96

33 7 66 28 94

Der Tabelle ist zu entnehmen, daB auf der
Wiese 32 Ginse und 8 Schafe weiden.

9. Es seien a Artikel zum Preise von 5 M
und b Artikel zum Preise von 7 M eingekauft
worden. Die nachstehende Tabelle enthilt
alle moglichen Losungen

a 5-bb 7-b 5-a+7b
1 5 5 35 40
8 40 0 0 4
3 15 8 56 71
10 50 321 T
0 0 14 98 98
7 35 9 63 98
14 70 4 28 98

10. a) Zum Drucken der einstelligen Ziffern
werden genau 9 Ziffern bendtigt. Fiir die
zweistelligen Ziffern verbleiben noch 55— 9=
46 Ziffern. Daraus lassen sich 23 zweistellige
Zifferm drucken, und zwar die Ziffern von
10 bis 32 Das Buch hatte 32 Seiten.

b) In diesem Falle verbleiben zum Drucken
der zweistelligen Ziffem 87 —9=78 Ziffern.
Es lassen sich also 39 zweistellige Ziffern
drucken, und zwar die Ziffern von 10 bis 48.
Das Buch hat 48 Seiten.

c) Fiir die zweistelligen Ziffern, also fiir die
Ziffern von. 10 bis 99 werden 2-90=180
Ziffern benétigt. Fir die dreistelligen Zif-
fern verbleiben noch 213—-9-180=24 Zif-

fern; daraus lassen sich acht dreistellige
Ziffern drucken, und zwar die Zifferm 100
bis 107. Das Buch besitzt 107 Seiten.

Lisungen zn ,,Mathematik and Chemie‘
(Heft 2/71)

la) 0=0,+kQ,
b) Definitionsbereich: 0k <1
Wertevorrat: 0, 2020, +0Q,
(Q,>0, 0,<0)

Q in keal
40-}
303
20t
10+

-304

0) 0=0,+ko Qs ko= —&
Q,
d) Q=314—528k

&) ko = 22 _ 0505
52,8

)

Molares Verhiltnis von Wasser und Sauer-
stoff ist 1 mol:0,595 mol.

2 a) Ist ¥, das molare Volumen, so sind
die Volumina '
H,| CO [N,y
v, | a+200v]aky, [20+300v,
Die prozentuale Zusammensetzung ist

| Gesamt

H, | co [ N,
0_., 00+2K),, | 200k
143k °° 143k "ol 143K 7"
b | k=k, | k=1
H, 180°/, 12,5¢/,
CO | 39,3/, 37,5,
N, 42,7°/, 50,0°/,
3.a)
Wasser | Kohlenstoff | Luft
458y [ 00140, LH2Ky, ( 25k |,
1+3k 1+3k 1+3k
b) Wasser | Kohlenstoff | Luft
300t | 603t | 18750 m*
1
4a) H= —[H;+(1+2k)H
) 2(1+3k),[ 1+ ) H,]
Hin kcal
30001
2000+
1000}
0

0 02 04 06 08 1k
5

b) H=——[305+302(1+2k

) 1+3k[ { )]

c¢) H = 1735 kcal



Lisumgen zu: Aufgaben aus Mathematiklehr-
biichern der CSSR (Heft 3/71)

54704 u=2(a+b)=z-(l4°'65
100
90 - 65 2-65
100 )m = W(MO+9O)m
u=299 m
54705 Bandlinge!=85-2-(0,754+0,6) m=
=170-1,35m = 299,5 m;
Bandlinge ~ 230 m
64706 V=a-b-c=@43-29-2)m® =

24,7 m®* ~ 25 m?; der Preis betriigt daher
25 - 14,60 Kcs = 365 Kecs.

64707 Aus dem Ansatz x+y+z =313,
y=x-—205, z=y—36 erhalten wir x=253,

y=48, z=12; daher ergeben sich: 253 km
Bahnfahrt, 48 km Autobusfahrt, 12 km Wan-
derstrecke.

64708 Aus dem Ansatz s=uv,t+v,t ergibt

sicht =

; wir erhalten damit t=4 min.
Uy ¥,

Aus s, =v,t bzw. 5,=600m fiir den Liufer.

64709 Aus s=u erhalten wir: in 15 Minu-

ten werden 375 m, in 8 Stunden 12000 m

Papierband erzeugt.

74710 Nachdem g und P sowie das gefor-

derte Dreieck ABC gezeichnet sind, werden

die Winkel &, § aul g angetragen; es sind zwei

Losungen moglich.

2nr-a®

o

7a711 erkennt

Aus der Formel b=

man, daBl es zweckmiBig ist, zunichst die
Teilaufgabe a) zu rechnen und die Ergebnisse
der anderen Teilaufgaben daraus abzuleiten.
Wir erhalten bei

2712 -360°cm

a) b= =24ncm=7536 cm;
360° .
b) b=6ncm ~18,84 cm;
¢} b=2ncm ~ 6,28 cm;
4 p=2r 33 ~ 147 cm~4396 cm.
60
74712 Aus der Formel b=2’3’g0'f ergibt

sich

27 -6375 km - (139°— 12°) b
360° ’

74713 Wir benutzen den Ansatz m=m; —m,

und die Formel m=V-g; es ergibt sich

m,~3990 g, m,~588 g, daher m=x~34 kg

84714 Der mit Luft gefiillte Teil des Behil-

ter-Volumens hat die Form eines dreiseitigen

Prismas mit der Hohe A=100 cm, dessen

Grundfliche ein rechtwinkliges Dreieck mit

der Grundlinie g=100 cm und der Héhe A’

ist Dieses Dreieck ist dem Dreieck an der

Unterseite des Behélters ahnlich (s. Fig 2);

daher gilt

Koo 2 px1208em,

100 ,/1002—122

Viupe 60400 cm3, Vi oser ©940 dm?.

84715 Der Term ist sinnvoll fiir a beliebig
reell, x+0, x+a; Ergebnis: 1 +a+x.

b= 14120 km.

Liésungen za ,,Mathematische Denkaufgaben*
(Heft 4/71)

@ Vier Handschuhe und drei Socken. Unter
den vier Handschuhen befinden sich mit
Sicherheit zwei von ein und derselben Mach-
art. Andererseits befinden sich unter den
drei Socken zwei von gleicher Farbe.

o FEs geniigt nicht, 36 Apfel aus der Kiste
herauszunehmen, weil sie alle von verschie-
denen Sorten sein konnten (je 9 Apfel von
jeder Sorte). Wenn man jedoch noch einen
weiteren Apfel herausnimmt, dann sind sicher
10 Apfel von ein und derselben Sorte unter
ihnen. Daher befinden sich unter 37 Apfeln
sicher mindestens 10 Apfel von ein und
derselben Sorte.

® An der Wand hing das Portrait von
Iwanows Sohn. Iwanow hatte die spitz-
findige Antwort auch so formulieren kon-
nen: ,,Der Vater des auf dem Bilde Darge-
stellten bin ich.*

® Wir nehmen an, daB die ersten beiden
Aussagen nicht stimmen und die dritte
stimmt. Wenn es nicht stimmt, daB Sergejew
keine ,,5° hat und Wassiljew keine ,,4*, dann
hat Sergejew eine ,,5“ und Wassiljew eine
4. Aus der Richtigkeit der dritten Aussage
folgt, daB Alexejew ebenfalls eine ,,4“ hat.
Dies ist aber nicht moglich, da die Zensuren
der Schiiler nach den Bedingungen der
Aufgabe verschieden sind. Aus der Annahme,
daB die erste und die dritte Aussage nicht
stimmen und die zweite stimmt, ergibt sich,
daB Sergejew eine ,,5° hat, Wassiljew keine
»4¢ und Alexejew keine ,,4“. Dies ist wie-
derum nicht moéglich, weil dann entweder
Wassiljew oder Alexcjew gewiB eine 4
haben muB, da Sergejew eine .,5 hat. Die
einzige Méglichkeit ist daher:

Die erste Behauptung des Lehrers ist richtig
und die anderen beiden Male hat er sich
geirrt. Somit erhalten wir: Sergejew hat
keine 5. Wassiljew hat eine .4 und
Alexejew hat keine .,4*". Daraus ergibt sich,
daBl Wassiljew eine .4 hat, Sergejew hat
keine ,,5" (und keine ,,4*"), also eine .,3" und
Alexejew hat keine ,,4*". sondern eine ,,5".

Lasungen zu den Aufgaben: Waffen aus Suhl

Ala Kaliber 12 (Heft 4/71)
m-z=4536¢g
d3- -
%o z=4536¢
d3-n g :
— 11,3 —=--12=453.
. Sy 12=4536¢
e 453.6g-6
13- 12
cm
J {/ 453.6g- 6
7w 113-5, 12
d=2364cm’
d=~1.86 cm
Kaliber 16 d~ 1,68 cm
Kaliber 20 d=~1,57 cm

38 mm

22 Zoll- 2542 _9.66
A2A 100 oll - 25 Zoll mm
A5 Zo1t-254™ _ 11 4mm
100 Zoll
ada n=30m 567051605
03m-s min
=160000 min !
I5g 35g-6
AdA cp="== =5 ~
oz 2 1 m, " n-dg
ne— PB6 240
0,008 cm® - 11,3—&.
cm
nx93
g

W38m638 Es seien ¢ die Linge der Basis
AB des gleichschenkligen Dreiecks 4BC und
h die Linge der zugehorigen Hohe (vgl die
Abb.) Dann ist der Flicheninhalt des Drei-

ecks ABC gleich 6 C F
ch
Al=7'
h

A 0 ¢ ¢ 8

3

Nach Voraussetzung gilt lﬁ=§, ferner gilt

EF = h; daher ist der Flicheninhalt des Recht-
ecks DEFG gleich

_ch
2 3
Der Flicheninhalt des Rechtecks DEFG ver-
hilt sich daher zu dem Flicheninhalt des
Dreiecks ABC wie

ch ch_

4,0 4,=5:5=213.

A

*8%639 Wir setzen BC=x cm und MB
=y cm. Dann gilt aus Symmetriegriinden
MB=MC=y cm, d.h., das Dreieck MBC
ist gleichschenklig; da dieses Dreieck nach
Voraussetzung auch rechtwinklig ist, kann
nur der Winkel ¥ CMB ein rechter Winkel
sein (vgl die Abb.).

H 5
=
ML
T
£ I\\ ‘\\1 F
5N i
B e 4
NN
s N
P & v
A 4 3

Ferner gilt nach dem Satz des Pythagoras,

angewandt auf das Dreieck ABE,

EB?=AB?+AE?=(16+9) cm?=25 cm?,
also EB=5cm.

Wenden wir nun den Satz des Pythagoras'

aul die Dreiecke MEB und CMB an, so

erhalten wir die Gleichungen

y’=(§)2+52, (1

x?=y2+y?. 2
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Aus (1) erhalten wir durch Multiplikation mit 2
2
2y2=x7+50 und aus (2) 2y?=x2.
Daraus folgt
1 X x? 2
x =7+50, also —2—=50, x*=100

und, da x positiv ist, x=10.
Die gesuchte Linge der Kante BC betrigt
also 10 cm.

WI9m640 Aus (1) folgt bereits, daB die
Hiuser, in denen heute nicht gefeiert wird,
blau bzw. rot angestrichen sind.

Ferner lolgt aus (1), daB der Gastgeber nicht
Rolf und nicht Zabel heiBt. Aus (2) folgt, daB
der Gastgeber nicht Kurt und nicht Wagner
heiBt. Daher heiBt der Gastgeber Werner
Vogt.

Aus (2) folgt weiter, daB das Haus von Werner
Vogt nicht das mittlere Haus ist

Aus (3) folgt, daB Kurt nur Kaffee anbietet,
daB also Werner Vogt nicht Kalfee anbietet.
Ferner folgt aus (5), daB Werner Vogt nicht
Wein anbietet Also wird heute Bier getrun-
ken. Wegen (3) besitzt der heutige Gastgeber
das rechte Haus.

Wir iiberzeugen uns noch davon, daBl die
gegebenen Antworten mit den gestellten Be-
dingungen (1), (2), (3) und (5) im Einklang
stehen. Auch die Bedingung (4), die zur Lo-
sung der Aufgabe nicht benutzt wurde, steht
nicht im Widerspruch zu den gegebenen Ant-
worten; das mittlere Haus ist ndmlich nicht
rot und nicht gelb gestrichen, sondern blau.

W9 m64] Bezeichnen wir die Anzahl der

in einem Monat gefithrten Gespriche mit x,

so erhalten wir die Ungleichung
0,15x+9,60<0,20x,
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also 005x>9,60,d.h, x>T= 192.

Der Teilnehmer muB also mindestens 193
Ortsgespriche in einem Monat fiihren, damit
der Gesamtpreis fiir diese Gesprache ein-
schlieBlich der Grundgebiihr geringer ist als
der Gesamtpreis der Gesprache von einer
offentlichen Sprechstelle aus.

*9*642 Wir stellen zundchst eine Unglei-
chung fiir (x+ y)* aul Es gilt nimlich fiir alle
reellen Zahlen x und y
(x—y)*z0.
Daraus folgt
x2—2xy+y?=0,
X2 +2xy+y* zdxy,
(x+y)P?z4xy. )]
Weil x und y nach Voraussetzung positiv
sind, erhalten wir hieraus durch Division
durch xy die Ungleichung

x+9) 224,
xy

also (””G*i);“'

&)

3

Wegen -1—+1=1 folgt hjeraus
x ¥y

x+y=4, wzbw. 6
Nun gilt in der Ungleichung (3) und daher
auch in (4), (5) und (6) das Gleichheitszeichen
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genau dann, wenn x=y, wenn also wegen
x+y=4 x=2 und y=2 ist.

W 10/12 m643 a) Es seien r, der Radius,
h, die Hohe und ¥, das Volumen des Kegels,
den die Wassermenge von 1 1 bildet. Ferner
seien r, der Radius, h, diec Hohe und V, das
Volumen des Kegels, den die Wassermenge

von % 1 bildet (vgl. die Abb.).

7
A
£
b
Dann gilt
n
V,==rh,, (1)
Vz=§r22h2. Ferner gilt )
V2=722h2 1 (3)
Vi rihy 2
2 2
Wegen Q=h, also iz___h_zz folgt aus (3)
r r? h
3
b 1 aiso m2=1np,

RN

h2=hl(/§ =Biyamomsan,.
Wegen h, = 10 cm steigt also der Wasserspie-
gel bei % | Wasser auf rund 7,94 cm Héhe.

b) Es seien r, der Radius und ¥, das Volumen
des Kegels, den die Wassermenge bei einer
Hoéhe von hy=35 cm bildet.

Dann gilt wie oben

3 3
ﬁ:fh_a: hy = 1 =1, also
v, h?® \h 2 8

1 1 3
I/3=§ Vl=§l=125cm .

Wenn der Wasserspiegel 5 cm hoch ist, befin-

den sich daher nun %1=125 cm® Wasser in

dem GefdB.

W 10/12 w644 Die gegebene Ungleichung
(1) ist fiir alle positiven reellen Zahlen x und
fiir alle reellen Zahlen p mit p+1 lquivalent
mit den folgenden Ungleichungen:
Igx—1<p-igx—p?,
PP-l<(p-1)-lgx, 3
P+)(p-1<pp-1)lgx. )
Da nach Voraussetzung p=+1 gilt, haben wir
die folgenden beiden Fille zu unterscheiden:
1. Fall: p>1, d.h, p—1>0 und p+1>2.
In diesem Falle ist die Ungleichung (4) und
daher auch die Ungleichung (1) dquivalent
mit der Ungleichung M
p+1l<lgx. (5)
Fir x>100 ist lgx>2; es gibt also, wenn
x> 100 ist, stets eine reelle Zahl p mit p>1,
so daB die Ungleichung (5) und damit auch
die Ungleichung (1) erfiillt ist.
2. Fall: p<1, d.h, p—1<0 und p+1<2.
In diesem Falle ist die Ungleichung (4) und

)

daher auch die Ungleichung (1) dquivalent
mit der Ungleichung
p+1>lgx. (6)
Fir x<100 ist lgx<2; es gibt also, wenn
x <100 ist, stets eine reelle Zahl p mit p<1,
so daB die Ungleichung (6) und damit auch
die Ungleichung (1) erfiillt ist.
Ist aber x=100, also lgx=2, so erhalten
wir aus (3) die Ungleichung
p?—1<2(p—1), also p>2-2p+1<0,
also (p—1)?<0.
Diese Ungleichung ist aber fiir keine reelle
Zahl p erfiillt, weil das Quadrat einer reellen
Zahl nicht kleiner als Null sein kann. Daher
ist die gegebene Ungleichung (1) nur im
Falle x=100 fiir keine von 1 verschiedene
reelle Zahl p erfillt. ‘

*10/12* 645 Zunichst stellen wir fest, daB
alle Gleichungen dieses Systems fiir x;=x,
=...=x,=0 erfiillt sind Wir haben damit
eine Losung erhalten. Wir miissen nun
untersuchen, ob es noch weitere Losungen
gibt.

Zu diesem Zwecke kénnten wir die sog.
Einsetzungsmethode anwenden und den Wert
fiir x, in die zweite Gleichung einsetzen, dann
die Werte fiir x, und x, in die dritte Gleichung
usw., bis wir schlieBlich zwei Gleichungen
fiir x, und x, erhalten, die wir 16sen kdnnen.
Das ist aber sehr umstindlich, und erfordert
einen hohen Rechenaufwand. Das folgende
Verfahren fithrt schneller zum Ziel:

Wir formen die Gleichungen zunichst um
und erhalten
X=Xy — X3,
X3=X;— X4, - X, =x, —X,.
Jetzt multiplizieren wir in der ersten Glei-
chung auf beiden Seiten mit x,, in der zweiten
Gleichung mit x; usw. und erhalten

X3 =x,X;— X;%5,

X3=X3%3 —X3%s ,

X2 =X3X4—X4X5,

X7 =Xy 1 X = XXy

x=xx; —X1X5.
Addieren wir jetzt simtliche Terme der linken
Seiten und simtliche Terme der rechten Sei-
ten dieser Gleichungen, so erhalten wir, da
jeweils der Subtrahend auf der rechten Seite
einer Gleichung mit dem Minuenden auf der
rechten Seite der folgenden Gleichung iiber-
einstimmt, die Gleichung

)E+xi+xi+. +x24+x}=0.
Da alle Summanden auf der linken Seite nicht
negativ sind, ist diese Gleichung nur dann
erfiillt, wenn

Xy =X=X3=...=x,=0
gilt. Das gegebene Gleichungssystem hat also
nur eine Losung, namlich
X, =X,=...=x,=0.

*5%647 a) Ein Schiiler heiBt mit Sicher-
heit Lutz Schulz b) Es gibt vier Schiiler, die
mit Vornamen Lutz, aber nur drei Schiiler,
die mit Zunamen nicht Schulz heiBen.



*5*648 Es gilt 36=1-36=2-18=3-12
=4-9=6"6; demnach gibt es fiinf verschie-
dene Losungsmoglichkeiten. Legen wir aus
36 Quadraten ein groBeres Quadrat (6-6),
so besitzt diese Figur den kleinsten Umfang,
wie man leicht nachpriifen kann.

*6*649

Monat Jan. Febr. Mirz April
Anzahl

der Tische x x+10 x+20 x+30
Mai Nov. Dez

x+40 x+100 x+110

Aus 12x+660=1920 folgt x=105 Im

Monat Juni wurden 155, im Monat Dezember
215 Tische hergestellt.

*6*650 Hitte Heinz nur Hefte der ersten
Sorte gekauft, dann hitte er fir 12 Hefte
96 Pf bezahlen miissen. Fiir jedes Heft der
zweiten Sorte zahlte er 7 Pf mehr als fiir jedes
Heh der ersten Sorte. Wegen 131-96=35
=5-7 hat Heinz 5 Hefte der zweiten Sorte
und 7 Hefte der ersten Sorte gekauft.

*7+*651 Wiirde man die Fenster ohne Li-
den mit je einem Laden der kompletten Fen-
ster versehen, dann fehlte an jedem Fenster
ein Laden. Also braucht man 28 neue Fen-
sterldden.

*7%*652 Die Anzahl der Schiiler pro Auto-
bus muB ein gemeinsamer Teiler, der grofer
als 1 ist, von 319 und 232 sein. Wegen
319=11-29 und 232=8-29 ist die Primzahl
29 der einzige gemeinsame Teiler groBer als 1
von 319 und 232; denn 8 und 11 sind teiler-
fremd Daher fuhren in jedem Bus genau
29 Schiiler.

*8* 653 Die Augenzahl 3n+4 muB durch
n teilbar sein 3L:i=3+% liefert nur fiir n
als Teiler von 4, also n=1, n=2, n=4 ganz-
zahlige Ergebnisse. n=1 scheidet aus, da
keine 7 gewiirfelt werden kann Fir n=2
erhilt man 10 Augen, das heifit, es wurde
zweimal eine 5 gewiirfelt. Fiir n=4 ergeben
sich 16 Augen, das heiBt, es wurde viermal
eine 4 gewiirfelt. Es wurde alsa entweder mit
zwel oder mit vier Wiirfeln gewiirfelt '

*8* 654 Fiir die Fangergebnisse a, b, ¢, d
gilt: M

a+b=c+d, 2
a+d<b+c. 3)
Aus (2) und (3) folgt durch Addition 2a+b+d
<b+2c+d und damit 2a<2c¢,alsoca<c.
Aus (1) und a<c folgt a<c<d.
Aus (2) und a<c [olgt d<b und damit auch
a<c<d<b.
Fischer B hat das groBte Fangergebnis
erzielt; ihm folgen mit kleiner werdenden
Fangergebnissen die Fischer D, C und A.

c<d,

*9*655 Wir nehmen eine Fallunterschei-
dung vor.
1. Fall: Angenommen, die Aussage a) sei

wahr; dann sind die Aussagen b) und c)
falsch. Also hiitte Brigitte den Ball Das steht
aber im Widerspruch zur Aussage a), da nicht
zwei Schiilerinnen zugleich den Ball haben
konnen.

2. Fall: Angenommen, die Aussage b) sei
wahr; dann sind die Aussagen a) und c)
falsch Also hat Claudia die Schere. Anna hat
den Ball nicht. Also miiBite Claudia den Ball
haben, was zu einem Widerspruch fihrt.

3. Fall: Angenommen, die Aussage c) sei
wahr; dann sind die Aussagen a) und b)
falsch. Also hat Brigitte den Ball, Claudia den
Bleistift und Anna die Schere.

Da die Fille 1. und 2 zu einem Widerspruch
fihren, trifR nur der Fall 3 zu, womit die
Frage beantwortet ist.

*10* 656 Jeder Teilnehmer spielt genau
7 Partien und kann maximal 7 Punkte errei-
chen, wenn er alle Partien gewinnt Die vier
Schachspieler, die die letzten vier Plitze
belegen, miissen unter sich genau 6 Partien
ausspielen. Die dabei zu verteilenden 6 Punkte
teilen sie also unter sich auf Da der Spicler,

1]2|3|+|5]6]|7]|8
1411411111417
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3 |olol 111111
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der den 2 Platz belegte, laut Aufgabe genau
so viel Punkte gewonnen hat wie die letzten
vier zusammen, hat er mindestens 6 Punkte
erreicht Er kann aber auch nicht mehr als
6 Punkte erzielt haben; denn er besiegte
auBer den anderen Spielern auch den Ersten.
Wiirde er Erster, und spielte er gegen diesen
(bei Siegen gegen alle iibrigen Spieler) unent-
schieden, so hitten erster und zweiter Spieler
entgegen der Voraussetzung die gleiche Punkt-
zahl Somit miissen die letzten vier Spieler
zusammen genau 6 Punkte erzielt haben, das
heiBt, sie haben alle Partien gegen die ersten
vier Spieler verloren Infolgedessen hat auch
der 4. Spieler den 6. Spieler besiegt. AuBlerdem
sind alle Bedingungen der Aufgabe mitein-
ander vertraglich, wie z. B. folgendes Schema

zeigt:

*10/12* 657 Es seien M der Mittelpunkt
des Halbkreises mit dem Radius r, D und E
die Beriihrungspunkte dieses Halbkreises mit
den Katheten BC und AC. Dann gilt ¥ MEC
=90°, ¥MDC=90° und ME=MD=r. Da
nach Voraussetzung & ACB=90° ist, gilt
ferner ¥ EMD=90°. Das Viereck MDCE ist
somit ein Quadrat, und es giltﬁ:ﬁ=r

und folglich BD=a—-r und AE=b-—r.

Wegen EM || BC folgt nach dem Strahlen-
satz ?=£. Durch weitere Umformungen
a
erhalten wir schlieBlich
1 11
1—:=£, 1=£+£’ =,
b a a br ab
*10* 658 Wir geben unmittelbar die all-
gemeine Losung (I1) der Aufgabe an. Wir®
nehmen an, daB
x, Schiiler nur die Zeitschrift ,, Technikus®,
x, Schiiler nur die Zeitschrift ,,Frohlichsein
und Singen“,
x5 Schiiler nur die Zeitschrift ,,Die Trommel*,
y, Schiiler mur die Zeitschriften ,, Technikus*
und ,,Frohlichsein und Singen®,
y, Schiiler nur die Zeitschriften ,, Technik us*
und ,,.Die Trommel“,
y3 Schiiler nur die Zeitschriften ,,Frohlich-
sein und Singen“ und ,Die Trommel*

w.zb.w.

-

regelmiBig lesen. Dann gilt
X3+ ty,+g=a,

X, +y +ys+9=b,
X3+y;+ys+g=c. Ferner gilt
yi+tg=e, also y;=e—g;
y,t+g=d, also y,=d—g; %)
yst+g=f, also y;=f—g. (6)
a) Die Anzahl der Schiiler, die genau eine
dieser Zeitschriften regelmiBig lesen, ist gleich
X, +x,+x5. Wir erhalten durch Addition
aus (1), (2) und (3)

Xy +x3+ %342y +y2+y3)+3g

=a+b+c. @)
Ferner erhalten wir durch Addition aus (4),
(5) und (6)

Yit+ys+ys=d+e+f—-3g. (8)
Setzen wir diesen Wert in (7) ein, so erhalten
wir

Xy +xy+x3+2(d+e+f)—6g+3g
=a+b+c,

Xy +X,+x3=a+b+c—2(d+e+[f)+3g. (9
Fir a=120, b=90, ¢=180, d=60, e=16,
f=24, g=6 erhalten wir

x,+x,+xy =390—2-100+18=208.

Also lesen 208 Schiiler genau eine dieser Zeit-
schriften regelmiBig.

(1
@
3
O]

b) Die Anzahl der Schiiler, die mindestens

eine dieser Zeitschriften regelmiBig lesen, ist

wegen (7) und (8) gleich

z=x;+X3+ X3+ Y1 +yatya+g
=a+b+c-2d+e+f)

+3g+d+e+f-3g+g

=a+b+c—(d+e+Sf)+g.

Ist nun s die Anzahl aller Schiiler, so erhalten

wir die Anzahl der Schiiler, die keine dieser

Zeitschriften regelmiBig lesen,

s—z=s—(a+b+c)+d+e+f—g. (10)
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Am speziellen Fall (I) erhalten wir
5s—2z=300—390+100—-6=4.

Also lesen nur 4 Schiiler keine dieser Zeit-
schriften regelmaBig Die beigefiigte Abbil-
dung zeigt sehr anschaulich, wie man die
Anzahlen der Schiiler in den Fillen a) und b)
graphisch ermitteln kann. Wir erhalten nam-
lich im Falle a)

50+56+102=208 wie oben

und im Falle b)
300—-208—-54—10—18—6=4 wie oben.

*9* 659 Wir berechnen die Differenz

a_p1001%0+1 100°°+1

100°° +1 100%°+1
_(100'°° +1)(100%° +1) — (100%° | 1)(100°+ 1)
iy (100%° + 1) (100°%° + 1)

v
Nun gilt fiir den Nenner dieses Bruches v>0
und fir den Zihler

u=100'8% 4+ 100'%° + 100%° + 1 — 100'®?
—100°° —100°°—1
= 1m100+ 1%89 L 10099 . 1w90
=100°° +100°° (1001° — 100° — 1)

=100%° +100°° (99 - 100° — 1) >0.
Daraus folgt a—b>0, also ‘a>b, womit die
geforderte Entscheidung getroffen ist.
Bemerkung: Wir kommen noch schneller zu
dem obigen Ergebnis, wenn wir die fiir alle
positiven reellen Zahlen ¢, d, x, y mit ¢>d
und x <y erfiillte Ungleichung
ctx_c+y (1)
d+x d+y
anwenden. Diese Ungleichung ist ndmlich
wegen (c+x)(d+y)—(c+y){d+x)
=cd+cy+dx+xy—cd—cx—dy—xy
=c(y—x)—d(y—x)=(c—d)(y—x)>0
erfiillt. Nun gilt
1
100_100°°+1 _
1 7 100%°+1
100

1 99
_100'°°41 L

T100%° +1

100°° +

diese Ungleichung erhalten wir ndmlich aus
der Ungleichung (1), wenn wir c¢=100°%,
—100%° ,__1

d—100 > X—ﬁ
Mit Hilfe der Ungleichung (1) kénnen wir
auch die folgende verallgemeinerte Behaup-
tung leicht beweisen:
Fiir alle reellen Zahlen p, die groBer als 1 sind,
und fiir alle natiirlichen Zahlen m und » mit
m>n>1 gilt

Pl gl

P+l

, y=1 setzen.

*9*660 Angenommen, das gegebene Glei-
chungssystem habe eine Losung mit x;=>0
(i=1,234,56).

Dann gilt wegen (2)

Xy +x,+x4=3a—xg 5)
und wegen (4), da das arithmetische Mittel von
drei nicht negativen reellen Zahlen stets gro-
Ber oder gleich dem geometrischen Mittel
dieser Zahlen ist,

MtXgt ey s,
et

1%2%, ©)
Aus (5) und (6) folgt

96

3a—1x,
——3£ga, also 3a—x,23a, x,<0.

)

Da nach Voraussetzung andererseits x>0

gilt, folgt x4 =0. Aus (3) erhalten wir daher
x3+x5=0,

also wegen x320, x520, x3=x5=0,

d.h, x;xx5=0 im Widerspruch zu (1),

wonach

X X, xs=a’>>0 gilt.

Daher hat das gegebene Gleichungssystem

keine nicht negative Losung.

W5a661 Die Zahl 19 ldBt sich wie folgt
als Summe zweier Summanden darstellen:
19=1+18 19=6+13
19=2+17 19=7+12
19=3+16 19=8+11
19=4415 19=9+10
19=5+14

Aus 95:19=5 folgt, daBl es genau fiinf Zim-
merpaare, also zehn Gistezimmer gibt. Da
alle Zimmer mit fortlaufenden Nummem ver-
sechen sind, gibt es nur eine Losung; die
Zimmer tragen die Nummern von 5 bis 14.

W S m 662

V=2-1-5dm? +2 (1 1-5)dm®=15dm®

W6a663 Fir das Volumen des Quaders
gilt V=abc=270 cm?; fiir die Summe der
MaBzahlen aller seiner Kantenlingen giit
ferner 4a+4b+4c=80 und damit a+b+c
=20. Aus a<b<c und a+b+c=20 folgt
cs17. Wegen 270=1-2-3-3-3-5=abc
sind die Moglichkeiten fiir 4, b und ¢ weiter
eingeengt, da sie Teiler von 270 sein miissen.
Nur fiir a=5, b=6,c=9 sind die Bedingun-
gen der Aufgabe erfiillt

Probe: V=5-6-9 cm®=270 cm?;
s=5cm+6 cm+9 cm=20 cm.

W6m664 Allgemein gilt: %<§ genau dann,

wenn a-d<b-c. Aus 5a>123 folgt a=25;
aus 11a<287 [olgt a<26. Da beide Un-
gleichungen erfiillt sein miissen, besitzt die
Aufgabe genau zwei Losungen, nimlich
a,=25 und a,=26.

W 7m665 Esseiena, b, c+0unda—b+c+0,
dann gilt
ab—ac—bc+ab+ac—bc_2b(a—c)
a—b+c Ta—b+c’

Dieser Term nimmt den Wert Null an, wenn
der Zihler Null ist, also 2b(a—c)=0. Wegen
b0 folgt daraus a—c=0, also a=c¢. Nun
sollen nach Voraussetzung nicht alle drei
Variablen einander gleich sein, also gilt
a=c+b Da a—b+c#0, also a+c=+b sein

muB, gilt ferner 2a+b bzw. a:kg. Unter

den gegebenen Voraussetzungen nimmt daher
der obige Term den Wert Null genau dann an,

wenn a=+0, b+0, c+0, a=c+b und a=c=i=§

gilt.

Der Chefredakteur von alpha auf der X. OJM
im Gesprich mit Preistriger Th. Jentsch
(Halle).

Liésungen zu alpha-heiter

Eine Aufgabe aus dem Kklassischen Griechen-
land

1

—x+lx+lx+3=x, also x =28
2 4 7

Zahlenfeldritsel

a) Satz, b) Pascal, ¢) Strahl, d) Ziffer, ¢)
Scheitel, f) Reihe, g) Acht, h) Summe,
i) Thales: Alpha

Mathematische Schuelerzeitschrift

Kryptarithmetik
214 4=25
+ + +
20:10= 2
+ + +
12— 5= 17
53-19=34

Begegnung mit berithmten Mathematikern

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716)
Johannes Regiomontanus (1436 bis 1476)

August Ferdinand Mébius (1790 bis 1868)
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Aus dem Inhalt der Hefte alpha,
Heft S und 6

Aus der Welt der Tetraeder — Ungleichungen — ein
schwieriger, aber interessanter Beweis — Dualspiele —
Berufsbild: Facharbeiter fiir Statistik — Berufsbild:
Facharbeiter fiir BMSR-Technik — Aus dem Leben
J. Keplers — Bericht iiber die XIII. Internationale
Mathematikolympiade in der CSSR — Preistriger des
alpha-Wettbewerbs 1970/71 — Berichte von Arbeits-
gemeinschaften — Mathematik und Chemie — Rama-
nujan, das mathematische Genie Indiens — Was ist
aus ihnen geworden? alpha stellt 20 ehemalige IMO-
Teilnehmer aus der DDR vor — Wie entsteht die

Schiilerzeitschrift alpha? — Eine Aufgabe von Prof.
Dr. Riedrich — Eine Aufgabe von Prof. Dr. Lewin -
aufgepafit - nachgedacht - mitgemacht: Aufgaben
speziell fiir Klasse 5/6 — In freien Stunden, alpha
heiter — alpha-Wettbewerbe zu Heft 5 und 6 u.a.m.

Liebe Redaktion alpha!

Mit Beginn des Schuljahres 1970/71 haben wir an
unserer Schule einen Mathematik-Zirkel fiir die
Klassen 5 und 6 eingerichtet. Der Inhalt unserer Arbeit
sieht so aus: Wir erarbeiten gemeinsam die Aufgaben
des alpha-Wettbewerbs, 16sen Knobelaufgaben und
spielen Schach. Wir haben das Schachspiel deshalb
mit eingefiihrt, weil wir der Meinung sind, daB es eine
gute Erziechung zur Konzentration ist und unser
Kombinationsvermégen weckt. Alle Teilnehmer sind
begeistert. Sie lesen die alpha gern und 16sen schon
von allein Aufgaben héherer Klassenstufen.

Von 169 Schiilern unserer kleinen Landschule (acht-
klassige Oberschule) abonnieren 27 die alpha. Oft
lesen auch die Eltern mit und beteiligen sich am Losen
der Aufgaben. Von nun an wollen wir die Losungen
geschlossen an die Redaktion einsenden.

Wir bedanken uns fiir die interessante Zeitschrift und
wiinschen uns vor allem viele Knobelaufgaben.

(9 e il AN
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Ramanujan —

das mathematische Genie Indiens

Das Leben Ramanujans bietet wohl das interessan-
teste Beispiel aus der neueren Zeit dafiir, was ein wirk-
lich groBes Talent in fast volliger Isolierung von dem
in der Welt vorhandenen Wissenschatz vollbringen
kann. Das Schaffen Ramanujans bis zu seinem 27. Le-
_bensjahr ist ndmlich ein kaum wiederholbares Experi-
ment {iber das Wirken eines mathematischen Gehirns
im Vakuum. Wir werden kurz berichten, wie das
zustande gekommen ist und was das Ergebnis war.
Srinivasa Ramanujan Aiyangar wurde am 22, Dezember
1887 in einem Dorf im Siiden Indiens geboren. Seine

Eltern gehorten der privilegierten Kaste der Brahma-

nen an. Sie unterschieden sich jedoch in nichts von den
kleinen Angestellten, Kaufleuten und Bauern ihrer
Umgebung. Ramanujans Vater war Buchhalter eines
kleinen Textilgeschiftes in der Stadt Kumbakonam
(Provinz Madras). Seine Mutter war vermutlich eine
auBergewdhnliche und willensstarke Frau, jedoch
kann infolge ihrer religions- und kastenbedingten Vor-
urteile ihr EinfluB auf einen so begabten Sohn in bezug
auf dessen wissenschaftliche Entwicklung nicht als
ginstig angeschen werden. Ramanujan achtete seine

Mutter und ordnete sich ihr vollstindig unter. Sie -

war verstandlicherweise nicht in der Lage, séinen durch
nichts zu hemmenden Drang zur Mathematik zu be-
greifen. Von der Richtigkeit ihres Handelns iiberzeugt,
bremste sie eine Entwicklung und lenkte ihn mit star-
ker Hand auf den einzig ihr bekannten und fiir ihre
Famili¢ traditionellen Weg zum kleinen Angestellten
oder Beamten. Nur der innere Drang des Genies half
Ramanujan, schlieBlich ein schépferischer Mathema-
tiker zu werden, der sich frei der Beschiftigung mit der
geliebten Wissenschaft hingibt. Der Weg dahin war
jedoch lang — zu lang. :

Ramanujan wurde in der Atmosphére einer fiir das
koloniale Indien verstandlichen Feindseligkeit gegen-
tiber allem Européischen und insbesondere Englischen
erzogen, wobel sich der Protest gegen die kolonijale
Unterdriickung in der strengen Befolgung der natio-
nalen Briuche, der alten Lebensweise und des tradi-
tionellen Erziehungs- und Ausbildungssystems der
Brahmanen duferte. Fiir die mathematische Entwick-
lung des jungen Ramanujan ergaben sich daraus sehr

schwierige Bedingungen, die sich auf seine gesamte
wissenschaftliche Laufbahn stark auswirkten. Man
muB auch beriicksichtigen, dal} die britische Verwal-
tung ihrerseits keine besonderen Anstrengungen ursiter-
nahm, auf irgendeinem Gebiet der Wissenschaft und
der Kunst Talente des indischen Volkes zu fordern.
Das urwiichsige Genie Ramanujans blieb deshalb den
groBiten Teil seines kurzen Lebens sich selbst iiber-

" lassen.

Von 1892 bis 1897 besuchte Ramanujan, wie es fiir die
Brahmanen iiblich war, die Grundschule. Infolge sei-
ner sehr guten Ergebnisse wurde ihm anschlieBend in
der stidtischen Mittelschule von Kumbakonam die
Halfte des Schulgeldes erlassen. Erzogen in den mythi-
schen Traditionen des Brahmanentums, fragte Rama-
nujan schon in der zweiten Klasse der Mittelschule (die
in unserem Schulsystem etwa der fiinften Klasse ent-
spricht) die dlteren Mitschiiler und die Lehrer, worin
die ,,hohere Wahrheit* in der Mathematik bestehe.
Er war es ja gewohnt anzunchmen, daB auf jedem Ge-
biet der menschlichen Tétigkeit eine mystische ,,hohere
Wahrheit* existiert — der Ursprung der Dinge, der das
betreffende Gebiet lenkt und in sich alles enthilt, was
dariiber bekannt sein kann. Man sagt, daB er als Ant-
wort Hinweise auf den Pythagorassatz, die Prozent-
rechnung u. 4. erhielt.

8. Ramanujan (1887 bis 1920), fiir alpha gezeichnet von Prof. Dr.
S. N. Hirurkar, Universitit Nagpur (Indien), Sektion Mathematik

Bereits in der vierten Klasse der Mittelschule studierte
Ramanujan einen vollstindigen Trigonometrie-Lehr-
gang, und zwar nach dem zweibindigen Lehrbuch von
Loney, das er sich bei einem ihm bekannten Studenten
der Universitdt Madras lich. Es wird erziahlt, daB dieser
Student von den Trigonometriekenntnissen des Schii-
lers in Erstaunen versetzt wurde. Haufig wandte er sich
an Ramanujan mit der Bitte, ihm beim Lésen von
Aufgaben zu helfen. In der fiinften Klasse entdeckte
Ramanujan  selbstindig die Eulerschen Formeln,
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welche Sinus und Kosinus nach der Exponential-
funktion einer imaginiiren Variablen ausdriicken.
Als er jedoch erfuhr, daB diese Formeln schon bekannt
sind, versteckie er seine Notizen auf dem Dachboden.
Das war seine erste Berithrung mit der westlichen Ma-
thematik. Er begriff nun, daf das Loneysche Lehrbuch
bei weitem nicht alle bekannten mathematischen Fak-
ten enthilt. Diec Armlichkeit der Kumbakonamer
Bibliothek und die schlechten Kenntnisse der eng-
lischen Sprache behinderten die mathematische Ent-

wicklung des jungen Ramanujan jedoch stark. Erst im.

Jahre 1903, als Ramanujan in der sechsten Klasse der
Mittelschule war, gelang es ihm iiber einen Bekannten,
das einzige in Kumbakonam vorhandene Buch iiber
héhere Mathematik zu erhalten. Das war das Buch
von Carr ,,Sammlung elementarer Ergebnisse der rei-
nen und der angewandten Mathematik®, das 1880 bis
1886 in London in zwei Béinden erschienen war. Das
Buch enthalt 6165 Sitze und Formeln, die meisten
von ihnen werden ohne Beweise und Herleitungen
angefiihrt. Lediglich fiir eine kleine Anzahl der wich-
tigsten Siitze werden einige Beweisschritte aufgezeigt.
Das Werk von Carr wire, wie auch Hunderte andere
Biicher, bald in Vergessenheit geraten, wenn es nicht
von Ramanujan gelesen worden wire.

Der englische Mathematiker Hardy schrieb: ,,... Ra-
manujan hat dieses Buch beriihmt gemacht, und es gibt
keinerlei Zweifel daran, daB es ihn stark beeinfluf3t hat
und der Ausgangspunkt seiner Laufbahn war. Ein
solches Buch muBte gewisse Vorziige haben; und
wirklich, das Buch von Carr .
dnttklasmges Lehrbuch Sondern es ist ein Buch, das
mit Sachkenntms und mit Liebe geschmeben
wurde . .

In der kurzen (und bisher einzigen) Blographxe Rama-

nujans, die von Seshu Aiyar (Lehrer und spiter Direk-

tor des Kumbakonamer College) und Ramachandra
Rao (hoher Regierungsbeamter der Provinz Madras)
verfalit wurde, wird dieser wichtige Abschnitt im Le-
ben Ramanujans wie folgt beschrieben: ,,Vor Rama-
nujan tat sich eine neue Welt auf, die er begeistert
- durchwanderte. Das Buch von Carr weckte die in ihm
schlummernden Krifte. Begierig ging er daran, die
in ihm angefiihrten Formeln und Sétze herzuleiten
und zu beweisen. Da er hierbei keinerlei andere Biicher
benutzen konnte, stellte jeder von ihm gefundene Be-
weis eine selbstéindige Untersuchung dar: Anfangs be-
faBte er sich mit Methoden der Zusammenstellung
magischer Quadrate. Dann interessierte er sich fiir die
Geometrie. Er versuchte, die Quadratur des Kreises
zu ldsen, und fand dabei eine auBerordentlich gute
Niherungsformel firr den Kreisumfang, nach der die
Linge des Erdiquators bis auf 1 bis 2 m genau errech-
net werden kann. Bald war er von der Geometrie ent-
tiuscht und wandte sich der Algebra zu, wobei er
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einige neue Reihen aufstellte. Haufig schrieb er gleich
frith nach dem Erwachen fertige Formeln auf, an-
schlieflend iiberpriifte er sie schnell. Ubrigens gelang es
ihm nicht immer, einen strenmgen Beweis zu fithren.
Seine Ergebnisse trug er in ein Notizbuch ein, das er
gewohnlich den Mathematikern zeigte, die sich fiir
seine Arbeit interessierten.

Dieses Notizbuch ist seitdem beriihmt geworden, 1957
wurde es von dem Tata Institute of Fundamental
Research in Bombay als ,,facsimile edition® in zwei
GroBbinden herausgegeben.

Bevor wir mit dem Lebenslauf Ramanujans fortfahren,
wollen wir einige seiner Ergebnisse aus dem Notizbuch
anfithren. Wir wihlen die einfachsten aus, aber auch
diese zeigen eine Virtuositdt im Aufstellen von For-
meln und im formalen Rechnen, wie sie nur solche
Meister unserer Wissenschaft wie Leorard Euler (1707
bis 1783) und Car! Gustav Jacob Jacobi (1804 bis 1851)
besessen haben. ]
Ramanujan verstand sich meisterhaft auf Naherungs-
formeln (wofiir vor allem Intuition bendtigt wird).
Tiefgehende Uberlegungen fithrten ihn beispielsweise
zu der Feststellung, daB bis auf dic zehnte Dezimal-
stelle genau

63 17+15./5
25 T+15 \/ 5
und bis auf die neunte Dezimalstelle genau
1 1103
27 \/2 992
Von Virtuositit im Auffinden unbekannter Formeln
zeugen auch folgende Ergebnisse des jungen Rama-
nujan

\/1+2\/1+3\/1+... =3,

\/6+2 \/7+3 \/8—+4—\/§_'+_f=4,

\/8— Js4 W? = 142 /3sin20°,
\/11—2 J42 1= = 14+4sin10°,
\/23—2-{/55;\7%_“??.: 144 /3 sin 20°.

In den letzten drei Formeln wiederholen sich die
Vorzeichen vor den Wurzelzeichen periodisch in
Dreiergruppen: ,,—*, ,+% ,—" Hier zwei weitere
bemerkenswerte Formeln Ramanujans:

3Foos2 T + ) s t® 3] ot =3 Eint L
7 7 7 2
i/cos?+\/cos4§+\/ Sn:i/JL Z 6.

Diese exakten Gleichungen sind natiirlich Spezial-
falle bedeutend allgemeinerer Beziechungen, die Rama-




nujan kannte, aber niemandem mitteilte. Nach seinem
Tod wurde ein Teil dieser allgemeinen Beziehungen
von anderen Mathematikern reproduziert ; es gibt aber
keinen Zweifel, daB einige von ihnen verloren sind.
Hardy, der sich sehr intensiv mit der Erforschung des
Schaffens Ramanujans befaBte, bemerkte: ,In den
Formeln Ramanujans ist immer bedeutend mehr
enthalten als man auf den ersten Blick annimmt.
Jeder, der sie herzuleiten versucht, wird sich davon
iiberzeugen. FEinige seiner Formeln decken aufer-
ordentlich tiefgehende analytische Abhingigkeiten
auf, andere sind weniger bedeutend, aber unter den
Formeln Ramanujans gibt es nicht eine, die nicht
interessant und lehrreich wire®.

Die letzten beiden Formeln sind véllig elementar,
aber sehr inhaltsreich. Sie besitzen eine -einmalige
innere Symmetrie, und. ihre Existenz konnte nur von

einetn Mathematiker allerhichsten Ranges vermutet

werden. Im Gegensatz zu ihnen sind die ersten zwei
Gleichungen einfach und eclegant. Folgende Kette
scharfsinniger Umformungen fiihrt zur ersten Formel:

n(n+2)=n\/1—+(n+l) (n+3)

=n [1+(+1) J/1+{n+2)(n+4)
=n\/1+(n-i—1) Vit(n+2) J1+(n+3)(n+5)

=n \/ 1+(n+1) \/ 1H+2) V1+(n+3)  1+(n+4) (n+6)

usw., woraus Ramanujan schlieBt (streng genommen
erfordert das noch eine zusitzliche Begriindung), daB
n(n+2)

=n \/ L+(n+1) N4 Vi 3) Vi 9 J+.

Hieraus erhalten wir fiir n=1 die erste Formel.
Folgende Formel wird von Ramanujan auf geradezu
artistische Weise und lediglich unter Zuhilfenahme
von Formeln der Schultrigonometrie hergeleitet:

L+2J§sin20°%\/1+4\/§sin20°+125in2200

. s & o
—\/1+4\/3sin20°+12-1%40

=\/7+4\/§ sin 20° — 6 cos 40°

= \/7 +4 /3 5in20°~2 /3 cos 70°— 2,/3 cos 10°

="\/7+2\/§°0_os 70"—2\/3 cos 10°

=\/7—4J§sin30° sin 40°

L \/ 8—(1+2/35in40°). Analog erhilt man

1+2\/§sin40°.=\/8+(2\/§sin 80°—1 und

Eine Aufgabe von Prof. Dr. Dr.-Ing.
Viktor Lewin

Lehrstublleiter an dem Lenin- Pddagogischen Istitut Moskau

A774 Es ist zu beweisen, daB die Ungleichung
s
271#4 27 F <
fir alle reellen Zahlen x erfiillt ist.
Ferner ist der Graph der Funktion

S :
y=27"1 4 2771 7y zeichnen.

2\/§sin80°—1=\/8—(1+—2\/3sin20°).

Diese drei Resultate filhren zu der Gleichung

1+_2\/§si_n20°=\/8~\/ 8+ 8—(1+2,/3sin20°).

Die gesuchte Formel kann hieraus durch Iteration

(d. h./durch wiederholtes Einsetzen) gefunden werden.

Die gesamte Technik Ramanujans zeigt einen Uber-
flul unerwartet phantastischer Wendungen in den,
wie es scheint, einfachsten Dingen. Die Gleichheit

I

zum Beispiel ist nicht schwer zu beweisen, man muBte
aber erst mal darauf kommen! V. Lewin

Dieser Beitrag wird in Heft 1/72 fortgesetzt, d. Red.
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Wie lost man schwierige Aufgaben?

In jedem Heft von ,,alpha’ werden Aufgaben
gestellt. Viele davon kann man nicht 16sen,
wenn man nur versucht, ein bestimmtes,
ans dem Mathematikunterricht bekanntes
Losungsverfahren schematisch anzuwenden.
Es ist gewdhnlich notwendig, etwas griind-
licher nachzudenken und selbstindig einen
Losungsweg zu suchen. Aber wie macht man
das? .

Sicherlich hat jeder schon einmal gestaunt,
wenn er die fertige Losung einer Aufgabe
gelesen hat, und sich dann gefragt: Wie
kann man nur auf solche Lisungswege
kommen?

Nun, das ist gar nicht so geheimnisvoll, wie
es manchmal aussehen mag. Man brau_cht
dazu zuniichst einmal zwei Dinge: Sichere
und ausreichende mathematische Kenntnisse
sowic Ausdauer und Beharrlichkeit beim
Suchen nach der Lésung. Es kann aber sein,
daB man trotzdem nicht zom Ziel kommt,
weil man nicht weiB, wie man eine Losung
sucht. Gerade das wollen wir uns einmal
an einem Beispiel ansehen.

Wir wihlen eine Aufgabe, dic im Oktober
1968 bei einem mathematischen Schiiler-
wetitbewerb in Budapest gestellt worden ist.
Es handelt sich dabei darum, einen Beweis
zu fithren, und das fallt ja oft besonders
schwer.

Aufgabe : In einer Ebene seien eine Gerade g
und ein Kreis & gegeben, der einen Radius
von » cm besitzen soll (» ist eine natiirliche
Zahl). AuBlerdem seien in k genau 4z Strecken
der Linge 1 cm eingezeichnet. Es ist zu be-
weisen, daB es unter diesen Voraussetzungen
stets eine Sehne in k gibt, die zu g parallel
oder zu g senkrecht verliuft und die mit
wenigstens zwei der eingezeichneten Strecken
gemeinsame Punkte besitzt.

Bevor wir itberhaupt mit der Losungssuche
beginnen, miissen wir uns erst einmal tiber
die Aufgabenstellung klar werden. Das ist
immer notwendig! Wir wollen uns also
merken: Ich muf die Aufgabe verstehen!
Dazu fertigen wir am besten eine Skizze an.
Das ist sehr hiufig niitzlich. Wir merken
uns: .

Ich versuche, zur gegebenen Aufgabe eine
Skizze zu machen!
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Aus dem Text unserer Aufgabe geht hervor,
daﬁ‘zunﬁchst eine Gerade g und ein Kreis k
zu zeichnen sind. Da durch g offenbar nur
cine Richtung festgelegt werden soll, wollen

wir g so legen, daBl die Gerade den Kreis ‘

nicht schneidet, damit wir cine moglichst
libersichtliche Zeichnung bekommen.

Wie groB soll der Radius des Kreises gewihlt_

werden? Die Aufgabe verlangt, die Behaup-
tung fiir jeden beliebigen Radius zu beweisen,
dessen MaBzahl eine natiirliche Zahl ist.
Wir wollen uns den Sachverhalt erst einmal
an cinem moglichst einfachen Sonderfall
klarmachen. Deshalb wihlen wir firr unsere
Zeichnung n=1.

Auch das ist oft niitzlich. Wir halten fest:
Ich versuche, zundchst einen einfachen Son-
derfall der Aufgabe zu betrachten! (Damit
die Zeichnung nicht zu klein wird, konnen
wir als MaBeinheit eine Linge von 2 ¢cm fest-
legen.) Wir haben nun 4n=4 - | =4 Einheits-
strecken (von je 2 cm Linge) in den Kreis
zu zeichnen, und zwar ganz beliebig. So
erhalten wir beispielsweise eine- Skizze, wie
sie tm Bild 1 dargestellt ist. Diese Skizze
veranschaulicht einen speziellen Fall der
in der Aufgabe gegebenen Vorausserzungen.

k

Bild 1

Das klare Frkennen der gegebenen Voraus-
setzungen ist vor allem bei Beweisaufgaben
J(aber natiirlich auch sonst) wichtig. Wir
mer%en uns-also:

Ich muf versuchen, die gegebenen Vorausset-
zungenrichtig zu verstehen!

Unsere Behauptung besagt nun: Es gibt
eine Sehne in k, die zu g parallel oder senk-
recht verlduft und die wenigstens zwei der
eingezéichneten Strecken trifft.

Das ist_bei wunserer Skizze offensichtlich:
man kann sehr leicht eine solche Sehne ein-
zeichnen, z. B. so, wie das im Bild 2 darge-
steflt ist. Aber damit ist unsere Aufgabe nicht
gelost! Wir miissen die Behauptung doch
ctwas genauer betrachten! Auch das ist
wieder wichtig:

Ich mup versuchen, die Behauptung vollstindig
zu verstehen! .

Unsere Behauptung besagt: Es gibt stets eine
solche Sehne, ganz gleich, wie die vier Ein-
heitsstrecken in den Kreis eingezeichnet
werden.

Wie konnte man das beweisen ? Durch weitere
Zeichnungen sicher nicht, denn es gibt un-
iibersehbar viele Méglichkeiten fiir die Lage
der Einheitsstrecken in dem Kreis. Kennen
wir vielleicht dhnliche Sitze, die uns weiter-
helfen konnten?

So eine Frage ist oft niitzlich:

Kenne ich Séitze, in denen dhnliche Vorausset-
zungen oder eine dhnliche Behauprung auf-
treten?

In unserem Fall miissen wir die Frage leider
mit ,,Nein“ beantworter. Untersuchen wir
also den Sachverhalt weiter, betrachten wir
ihn von verschiedenen Seiten. Dabei wollen
wir jedes Wort der Aufgabenstellung genau
beachten und auch versuchen, dic Bedin-
gungen mit anderen Worten auszudriicken.
Das ist wohl immer notwendig:

" Ieh muf alle Bedingungen der Aufgabe beach-

ten, sie eventuell umformulieren, Zusammen-
héinge suchen, vielleicht Hilfslinien zeichnen,
Schliisse ziehen!

Beginnen wir noch ¢inmal bei der Behaup-
tung! Wir wollen sie einmal anders formulie-
ren, z. B. so: Es gibt keine Lage der Einheits-
strecken im Kreis, bei der jede Sehne, die
zu g parallel oder senkrecht verliuft, nur
hdchstens eine der Einheitsstrecken trifft.
Wie kommt das eigentlich? Um den Grund
dafiir zu finden, versuchen wir, eine Zeich-
nung anzufertigen, die der Behauptung wider-
sprechen wiirde. Wir beginnen 'mit einer
Strecke e. Dann iiberlegen wir, wie die
zweite Strecke e, nicht liegen diirfte, damit
es nicht schon bei zwei Strecken eine Sehne
parallel oder senkrecht zu g gibt, die beide
Strecken trifft. Wir finden: ¢, darf nicht
in die beiden punktierten Streifen hinein-
ragen oder an sic anstoBen (siche Bild 3)!

Bild 3

Diese Bedingung ist noch leicht zu erfiillen.
Mit dem Einzeichnen von e, entstehen aber
zwei weitere Streifen, die fiir die ndchste
Strecke e; ,,gesperrt sind (siche Bild 4).
Nun wird es schon schwierig, und wir sehen



auch den Grund: in dem Kreis ist nicht ge-
niigend Platz, um di¢ Strecken so hinein zu
zeichnen, daB in jedem der entstehenden
Streifen nur genau eine Strecke anzutreffen
ist — oder, anders ausgedriickt, dal} Streifen
gleicher Richtung sich mirgends beriihren
oder iiberdecken. Aber vielleicht haben wir
nur ungeschickt begonnen und nicht darauf
geachtet, die ,Sperrstreifen” maglichst
schmal zu machen? :

Wir fangen noch einmal von vorne an! Jetzt
sehen wir aber: Wenn wir einen der durch
ey bestimmten Streifen schmaler machen
(durch Drehen von ¢,), dann wird der andere
Streifen breiter.

Nun verstehen wir die Behauptung wieder
etwas besser und konnen sie noch anders
ausdriicken, etwa so: Stets ist die Summe
der Breiten aller zu g parailelen Streifen groBer
oder gleich dem Durchmesser des Kreises
oder die Summe der Breiten aller zu g senk-
rechien Streifen ist groBer oder gleich dem
Durchmesser.

Wir wollen das als Ungleichung schreiben.
Dazu vereinbaren wir: p, sei die Breite des
durch die Strecke ¢, bestimmten Streifens,
der parallel zu g verliuft;

5, sei die Breite des durch dic Strecke e,
bestimmten Streifens, der semkrecht zu g
verlduft, )

Die Behauptung lautet jetzt (gleich fiir be-
liebiges n, also fiir 4n Einbeitsstrecken):
PrHPatpat - P20 oder

Sy +8,+853 48,220

Dieser -Schritt ist wieder sehr wichtig! Wir
wollen uns merken:

Ich fithre passende Bezeichnungen ein und
versuche, die Bedingungen der Aufgabe mit
mathematischen Symbolen auszudriicken!
Bis jetzt sind wir gut vorangekommen. Es
wiirde nun geniigen, folgendes nachzuweisen :
Wenn die erste Ungleichung nicht gilt, dann
muB zumindest die zweite gelten. Aber wie
sollen wir das zeigen? Wir sehen dazu keinen
Weg.

In einer solchen Situation hilft oft folgendes:

Ich versuche, den Satz indirekt zu beweisen!

Bei einem indirekten Beweis nimmt man an,
die-Behauptung sei falsch. Man versucht dann,
aus dieser Annahme einen Widerspruch her-
" zuleiten. Gelingt das, dann muB man die
Annahme fallen lassen und somit die Richtig-
keit der Behauptung anerkennen. Bei unse-
rem Beispiel sieht das so aus:
Angenommen, unsere Behauptung sei falsch.

Dann diirfte weder die eine noch die andere .

Ungleichung -gelten. Es miiBte dann vielmehr
heiBen:

Pitpz+ps+ - +pa,<2nund
S Syt +5,,<2n . ‘
Daraus wirde E'o[gen'(dur'c_h Addition):
™ pr+s) + (2+5) + (p3+s53) +
+o o (antsa) <4n
Wit fragen uns, ob das méglich ist. Dazu
iiberlegen wir: alle p, und alle s, sind gréBer
oder gleich Null; auf der linken Seite der
Ungleichung stehen 4n Summanden der
Form (p,}s5,); wenn dic Ungleichiing gelten
soll, muB wenigstens einer dieser Summanden
kleiner als 1 sein — sind namlich alle 4n
Summanden gleich oder gréBer als I, dann
kann die Summe nicht kleiner als 4» sein.
Kann nun irgend ein Summand (p,+s,) klei-
ner als 1 sein? Eine kleine Skizze (siche
Bild 5) zeigt uns, daB das offenbar micht
mbglich ist! Stets gilt p,+s,=e, und e,
hat ja die Lange 1. Also konnen wir fést-
stellen: Alle Summanden, die auf der linken
Seite der Ungleichung (*) stehen, sind min-
destens gleich 1, die Ungleichung (*) ist
also falsch. Unsere Annahme, die Behaup-
tung gelte nicht, hat somit zu einem Wider-
spruch gefithrt. Wir miissen diese Annahme
fallenlassen, die Behauptung ist somit be-
wiesen.

Bild 5

Sind wir jetzt fertig? Im allgemeinen nicht.
Es ist wichtig, noch einen letzten Hinweis zu
beachten :

Ich iberpriife alle Lésungsschritte auf ihre
Richtigkeit und die Lésung auf Vollstindie-
keit! Erst nach dem erfolgreichen AbschiuB3
dieser Uberpriifung kann ich sagen: Die
Aufgabe ist geldst. ‘

War unser Beispiel schwierig? Ja, ganz leicht
war es sicher nicht. Aber wir wollten ja

¢ gerade lernen, wic man schwierige Aufgaben

18st. Haben wir dieses Ziel erreicht? Nun,
diese Frage muf jeder fiir sich selbst entschei-
den, indem er versucht, neue Aufgaben zu

1dsen und dabei jene ,,Merksitze* anzuwen-

den, die wir bei der Bearbeitung unserer
Aufgabe herausgestellt haben. Eine Garantie
fir. das Finden von Lisungen geben die
»Merksitze™ natiirlich nicht, aber oft kén-
nen sie doch weiterhelfen, wenn man einmal
steckengeblieben ist. Dazu viel Erfolg!

) ’ W. Walsch

Das magische
Quadrat

4807 Im Januar 1971 erhielt Fritz von
seinem Opa eine Geburtstagskarte, auf der
dieser zusatzlich das folgende magische Qua-
drat angebracht hatte.
- 1956—1971

68 58 57 71

63 65 66 60

67 61 62 64

56 70 69 59
Darunter stand geschrieben :

Hier steh’n die Zahlen von 16 Jahren,

~obgleich es doch nur 15 waren.

Verwirrend scheinen sie gemischt,

ganz ohne Ordnung aufgetischt.
Durchlduft man Spalte oder Zeile,

auch kreuz und quer in aller Eile

- selbst daran muB man sich nicht binden —
man wird die gleiche Summe finden.

Doch wie und wo, will ich nicht sagen,

man mufl schon selber etwas wagen.

Im Februar feierte der Opa seinen Geburts-
tag und erhielt von seinem Enkel eine Gliick-
wunschkarte, auf welcher dieser das gleiche
magische Quadrat angebracht hatte.

1. Was hat sich Fritz dabei gedacht, und in
welchem Jahr ist sein Opa wohl geboren?
2. Wie groB ist die Summe s einer Spalte oder
Reihe? Wieviel Quadrate und Rechtecke
geben die gleiche Summe s, wenn man die
4 Zahlen in ihren Ecken addiert?
3. Versuche ecine Gedichtnishilfe fiir die
Anordnung der Zahlen im magischen Qua-
drat zu finden!
4. Fritz hat entdeckt, daf} er in einigen Jah-
ren auch zum Geburtstag seiner Mutter ein
magisches Quadrat sinnvoll verwenden kann.
Die. Summe s einer Spalte wird aber bei
diesem Quadrat 330 betragen.
a) Stelle das magische Quadrat auf!
b) Was besagt es fiir das Geburtstagskind?
¢} Wie alt ist oder wird die Mutter 19717
W. Bennewitz

(Ldsung siche Heft 6/71.)
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Wer 10st mit?

_EIFIIH -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 3. Januar 1972

Der Wettbewerb lauft iiber vier Hefte. Es
hat sich gezeigt, daB in den ,Ferienheften™
{Heft 3/69 und 3/70) wesentlich weniger L&-
sungen eingingen als zu den Aufgaben der
Hefte 5, 6, 1 und 2. Aufierdem ist damit fiir die
Redaktion eine gréBere Zeitspanne zur Aus-
wertung der riicklaufenden Karten und Ur-
kunden gegeben. In den vier Wettbewerbs-
heften werden gleichviele Aufgaben gestellt
wie in filnf Heften vergangener Jahre. Auf
Hinweis zahlreicher Leser nehmen wir die
Olympiadeaufgaben aus dem Wetthewerb
heraus, da sie in den Arbeitsgemeinschaften
behandelt wurden und oft die offiziellen
Lésungen des Zentralen Komitees der OJM
bekannt sind. Im letzten Jahr gingen iiber
30000 Losungen ein. In oft wochenlanger
Kieinarbeit haben drei Mathematiklehrer
das Material korrigiert. Eine gewisschafte
Einhaltung. der Wet-tbewerbsbedingungen,
Sauberkeit und {Tbersichtlichkeit in der Aus-
fiithrung der Losungen und termingerechte
Einsendung erleichtern dem Wettbewerbs-
kollektiv die Arbeit.

Wir wiinschen unseren Lesern beim Wett-
bewerb 1971/72 viel Freude und vor allem

Erfolg. F‘}
). Xebooo -

Chefredakteur
)

54775 Die Variablen der nachstehenden
neun Gleichungen sind mit den natiirlichen
Zahlen von 1 bis' 10 derart zu belegen, dal)
alle Gleichungen zugleich erfiiflt werden,
das heiBt, fiir gleiche Buchstaben sind gleiche
Zahlen, fiir verschipdene Buchstaben sind
verschiedene Zahlen einzusetzen.
M a+a=b, Bgth=d (NDh+h=c,
Qec—d=e, (Syi-f=h 8)f+/=g
Be+f=a (O)e+re=f. Ng+g=/

Andreas Borner, Schkortitz (Kreis Grimma)
W 5m776 Helga, Carola, Sonja, Adelheid
und Renate, die zu den aktiven Teilnehmern
der diesjihrigen Kinder- und Jugend-Spar-

takiade gehoren, bewohnen wihrend der
Wettkampftage gemeinsam ein Zimmer. Die
Heimatorte dieser fiinf Madchen sind Gor-
litz, Berlin, Jena, Rostock und Merseburg.
Aus ihren Gesprichen erfahren wir:

a} Sonja und Carola starten im Hochsprung,
wihrend die Madel aus Jena und Merseburg
fir diese Disziplin nicht gemeldet sind.
b) Drei Schiilerinnen, nimlich Adelheid,
Sonja und die Schiilerin aus Gorlifz waren
bereits im Vorjahr Teilnchmer der Sparta-
kiade.

¢) Drei Schiilerinnen, ndmlich Carola, Renate
und das Médel aus Gorlitz haben im Fach
Mathematik die Note 1.

d) Carola war noch nie in der Hauptstadt der

DDR.
e) Adelheid steht mit der Schiilerin aus
Merseburg im Briefwechsel.
Den Vornamen der fiinf Midchen sind die
Namen ihrer Heimatorte zuzuordnen.
Karin Schubert, Pfaffroda
W5a777 Im Berliner Schokoladenwerk
VEB Elfe* wurde eine neue Bornbonsorie
entwickelt, die in Kirze in den Handel
kommen soll, '
Wieviel Gramm wiegt ein Bonbon, wenn
eine Tiite Bonbon 80 Pf kostet, 1000 Bonbon
auf 50 Taten kommen und 1 kg Bonbon
5 M kostet?
Hans-Peter Tams, Domsithl (K1 7)
#5*778 In der nachstehenden Additions-
aufgabe ist jedes Sternchen durch eine der
Ziffern von 1 bis § zu ersetzen, so dal} eine
richtig geldste Aufgabe entsteht. Die Quer-
summe des ersten Summanden soll dabei 10
und die des zweifen 5 botragen.
5 ¥ o
+ *2 .l
+ * 6 &
- 1000
Wieviele Losungen besitzt diese Aufgabe?
Carsten Schmidt, Dessow

30

¥

Stfi Sorg, 6316 Stikortach, Schbiusingn b 128
Polyfechmische Oburschuly. Skikaréch, Kiasse 5 :

W52346

Pridikat:

e, s s s it at boe e - . ——— =
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Wettbewerbsbedingungen
1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessenl), Schule uné Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu -
richten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postiach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgaben fortlaufend numeriert.
Der tblichen Nummer sind ein W (d. h
Wettbewerb) und eine Ziffer, z. B: 7 vorge-
setzt (d. h, fiir die 7. Klasse geeignet). Auf-
gaben mit * versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben ecinen hohen
Schwierigkeitsgrad. ’

4. Von den Teilnchmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder- einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiller der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene l8sen die Aufgaben, welche
mit Wm 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesonderies Blatt
zu verwenden, Format A4 {210 mm x
297 mm) (siehe Muster), denn jede Aufgaben-
gruppe wird von ecinem andercn Experten
korrigiert. -

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige)} Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Endergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
sehr gut geldst”, | gut geldst” oder ,gelbst™
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
ciner Aufgabe cinsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst™

7. Letzier Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgeben. :
Der Jahreswettbewerb 1971/72 lauft von Heft
5/71 bis Heft 2/72. Zwischen dem 1. und
10. September 1972 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/71
bis 2/72 esworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Die Preistriger
und die Namen der aktivsten Einsender
werden in Heft 5/72 veréffentlicht. Wer
mindestens 7 Antwortkarten (durch die Be-
teiligung an den Wettbewerben der Helte
5/71 bis 2/72) erhalten hat und diese ein--
sendet, erhdlt eing Anerkenﬁungsnrkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, welche bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1971/72 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zariick). .

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-

. sendungen richtig frankiert sind und daB die

Postleitzahl des Absenders -nicht vergessen
wird. Redaktion aipha



*5%779 Bei einem Tischtennisturnier sol-
ien die 36 Teilnehmer zuniichst Vorrunden-
spiele in sechs Gruppen zu je sechs Spielern
austragen, und zwar jeder gegen jeden.
Die beiden Erstplazierten aus den Vorrun-
denspielen sollen danach Zwischenrunden-
spiele in zwei Gruppen zu je sechs Spielern
nach dem gleichen System austragen, Die
beiden Erstplazierten dieser zwei Gruppen
kommen in die Endrunde Das Turnier
beginnt um 8.30 Uhr. Zwischen den Vorrun-
dern- und Zwischenrundenspielen legt eine
Pause von einer Stunde'; nach AbschluB der
Zwischenrundenspiele wird nochmals eine
Pause von 15 Minuten eingelegt. Bis zu
welcher Uhrzeit wird die Sporthalle zur
Durchfithrung des Turniers voraussichtlich
besetzt sein, wenn man fiir jedes Spiel im
Durchschnitt 15 Minuten Spielzeit rechnet?
Biologiefachlehrer K.-H. Schubert,

; Ptaffroda

64780 Gibt es ein konvexes Vieleck, bei
dem dic Anzahl der Diagonalen doppelt
so groB ist wie die Anzahl seiner Eckpunkte?
Die Antwort ist zu begriinden!

Rainer Helbig, Leipzig, Thomas-0S (K1 7)

;W 6m 781 In der abgebildeten Figur sei
Winkel £ BCD=4=80" Es sind die GriBen
der Winkel o, 8, y und ¢ zu bestimmen!

P S H

A7 D B
W6m 782" Aus dem Unterricht wissen wir,
daB} in einem Rechteck die Diagonalen ein-
ander halbieren und gleich lang sind.
Beweise: Wenn in einem Rechteck die Diago-
nalen aufeinander senkrecht stehen, so ist es
ein Quadrat. T

*6 %783 Es sind alle gebrochenen Zahlen
% mit 1<b<21 anzugeben, die die folgen-
den Eigenschaften besitzen: Erweitert man
:—j mit 4 und vergréBert ;man danach den
erweiterten Zihler 'um 7, so ist der auf diese

Weise entstehende Bruch gleich 3 Wieviele
Zahlen% gibt es, die den Bedingungen genii-

gen? Ing. f. Rechenelektronik H. Werner,

Berlin

%6+*784 Uber den vier Seiten BC, CD,
DE und EA eines konvexen Fiinfecks A}:ECDE
wurden Parallelogramme — wie aps der

M_ D H

Zeichnung ersichtlich — derart gezeichnet,
dabB die Punkte P, 4, B, F und M, D, H je-
weils auf einer Geraden liegen und daB
PA=BF gilt. Fs ist zu beweisen, daB fiir
die Flicheninhalie A4;, 4,, 4; und A, der
Parallelogramme die Beziehung

Aj+ A=A+ A, gilt! Sch.

74785 In einem Drachenvierecks+ ABCD
mit der Symmetrieachse AC sei die Diago-
nale BD halb sc lang wie die Diagonale AC.
Es ist der Flicheninhalt des Drachenvier-
ecks in Abhingigkeit von der Diagonale

AC =e¢ anzugeben.
Yvonne Kruber, OS Stolpen, KI. 0

W 74786 Ein Holzwiirfel mit der Kanten-
linge 100mm soll durch 3n S#geschnitte
(n=1,23,4,...), von denen jeweils n Schniite
zu einer Seitenfliche des Ausgangswiirfels
parallel und untereinander #quidistant sind,
in kongruente Teilwiirfel zersigt werden.
Die zerspante Schnittbreite betrage dabei
1 mm,

a) Wieviel Teilwiirfel kann man auf diese
Weise hichstens erhalten?

b} Wie groB darf die Anzahl der Schnitte
sein, wenn nicht mehr als 50°/, des Volumens
des Ausgangswiirfels zerspant werden sollen?

T.

§Wo7 m 787 Bei einer Mathematikolympiade
%riebcn sicben Teilnehmer, und zwar Axel,
Bernd, Dieter, Eberhard, Gerda, Helga und
Tiona, die Klausur in einem Raum. Diese
sieben Schiiler wohnen in sichen verschiede-
nen Stadten der DDR. In Vorbereitungs-
lagern haben sich einige dieser sieben Schiiler
bereits kennengelernt. So kennt

a) Axel genau einen Schiiler und zwei Schii-
lerinnen, &) Bernd genau drei  Séhiiler und
keine Schiilerin, ¢) Dieter genaw zwei Schiiler
und eine Schiilerin, d) Eberhard genau zwei
Schiller und zwei Schiilerinnen, ¢) Gerda
keinen Schiiler, aber zwei Schiilerinnen, f)
Helga genau drei Schiiler und eine Schiile-
rin, g} Ilona genau zwei Schiiler und eine
Schiilerin.

Es ist zu ermitteln, wer sich untereinander
kennt!

Bei dieser Aufgabe setzen wir voraus, daB,
wenn ein Teilnchmer A den Teilnchmer B
kennt, so auch der Teilnehmer B den Teil-
nehmer A kennt.

" Mathematikfachiehrer E. Naumann,
Schlofoberschule Karl-Marx-Stadt

*7%*788 Gegeben sci ein Rechteck ABCD.
Man zeichne die Diagonalen ein, ihr Schnitt-

punkt_sgi M. Die Strecken AM, E]\—/I, M
" und DM sind zu halbieren; die Halbierungs-

punkte seien in der vorgegebenen Reihen-
folge E, F, G und H. Wie verhilt sich der

Flicheninhalt des Rechtecks ABCD zu dem
des Rechtecks EFGH?
Ingelf Kunath, EOS Meifien, KI. 10

*7*789 Auf einer kreisférmigen Radrenn-
bahn, deren Bahnlinge 300 m betriigt, trai-
nieren zwei Rennfahrer. Beide fahren mit
konstanten Geschwindigkeiten, Wenn sie in
entgegengesetzte Richtungen fahren, dann
treffen sie sich 15s nach dem Start. Fahren
hingegen beide in gleicher Richtung, dann
iberholt Fahrer A den Fahrer B das erste
Mal nach 150 s. Es sind die Geschwindigkei-
ten beider Fahrer in km h™! zu ermitteln!

Uwe Loser, Gofwitz

84790 Es ist ein Dreieck ABC zu kon-

struieren, von dem der Umfang a+b+c

=10 cm sowie -die Winkel a=80" und
f=60° gegeben sind.

Wolfgang Riedel, Spezialkiasse 11

der Techn, Hochschule Karl-Marx-Stadt

84791 Es sind alle natiirlichen Zahlen »
mit =3 anzugeben, fiir die dic Anzahl »
der Seiten eines konvexen n-Ecks ein ganz-
zahliges Vielfaches der Anzahl seiner Diago-
nalen ist.

Wolfgang Luth, 3. EOS Roestock, K1, 11¢

W8 mf92  Steffi, Marion und Christine un-
ternchmen mit ihren Eltern eine Ferienreise.
Eine der drei Familien reist an die Ostsee,
die andere in die Sichsische Schweiz und die
dritte in den Thiiringer Wald. Uber die
Reisezicle werden die folgenden Aussagen
gemacht:

(1) Steffi fahrt an die Ostsee;

(2) Christine reist in den Thiiringer Wald,

~; oder Steffi reist in dic S#chsische Schweiz

‘a) Welche Reiseziele konnen dic drei Mid-
chen haben, wenn die Aussage (1) wahr und
die Aussage (2) falsch ist?

~'b) Welche Reiseziele konnen die drei Mid-

chen haben, wenn die Aussage (1) falsch
und die Aussage (2) wahr ist? T

W8m 793 Klaus Sagt zu Peter: ,,Denke
dir zwei natiirliche Zahien, von denen die
grste groBer als die zweite ist! Bilde die
Differenzdieser beiden Zahlen, und gib
mir diese Differenz an! Bilde dann dic
Differenz der Quadrate dieser beiden Zah-
len, und gib mir auch diese Differenz an! Nun
kann ich mit Hilfe von nur vier Rechenope-
rationen die beiden von dir gedachten Zahlen
ermitteln.“ '

a) Welche Rechenoperationen hat Klaus

- ausgefiihrt, um die beiden gedachteﬁ Zahlen

zu ermitteln?
b) Wie lauten die gedachten Zahlen, wenn
Peter als Differenz der beiden Zahlen die
Zahl 5 und als Differenz ihrer Quadrate die
Zahl 105 angegeben hat?

Bodo Geyer, 08 Cainsdorf, K1. 8a

*8*794 Gesucht ist eine sechsstellige na-
tiirliche Zah, die die folgenden Eigenschaften
hat: )
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1. Addiert man die aus den ersten drei
Grundziffern dieser Zahl gebildete Zahl zu
der aus den letzten drei Grundziffern gebil-
deten Zahi, so erhilt man die Summe 999.

2. Multipliziert man die sechsstellige Zahl
mit 6, so erhilt man wieder eine sechsstellige
Zahl, deren erste drei Grundziffern gleich
den letzten drei Grundziffern und deren
letzte drei Grundziffern gleich- den ersten
drei Grundziffern der urspriin.glichen Zaht
sind,

Emil Eichhorn, Bautzen ( Alter: 82 Jahre)
*8*795 Egseien a und b zwei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen, und es sei c=ab.
Es ist zu beweisen, daB dann die Zaht

x = a’+b*+c?
stets gleich dem Quadrat einer ungeraden
‘natiitlichen Zahl ist. Sch.

G AT96 Gegeben seien zwei Kreise mit den
Radien 4 cm und 6 cm, deren Mittelpunkte
den Abstand 7 cm haben. Es ist der Abstand
der Schnittpunkte dieser beiden Kreise zu
berechnen. ¢

Schiiler Rainer Zerck, Wismar

9 A797 Es sei ABCD ein konvexes Viereck
mit den Seitenlingen a, b, ¢, d, in dem die
Diagonalen aufeinander senkrecht stehen.
~ Bs ist zu beweisen, daB dann stets die fol-
L‘gende Gleichung erfillt ist: .
alte? = B 4d T

W9a798 Drei Schiiler haben die Vorna-
men Henry, Peter und Uwe. Thre Nachnamen
sind Bergmann, Sabel und Strauch. Wie hei-
Ben die drei Schiiler, wenn die folgende Aus-
sage falsch ist? ,Wenn Hemry dem Nach-
‘namen Bergmani hat, so hat Uwe den Nach-
namen Strauch.“ : T

WOom799 Es sei ABC ein rechtwinkliges

Dreieck, auf dessen Kathete AB der Punkt D
zwischen 4 und B und der Punkt E zwischen
D und B liegt und auf dessen Kathetc BC
der Punkt F zwischen B und C liegt {vgl.
dic Abb.). Ferner sei EB=15 ¢cm und BF =
20 cm. Endlich seien die Flicheninhalte der
Dreiecke EBF, DEF, DFC und ADC gleich
erof.

Es soll die Lange der Strecke AD berechnet
werden. S.H.
¢

A o E. B

*9*800 Klaus zeigt seinen Eltern sein
Halbjahreszeugnis und wird dafiir gelobt.
»Ja”, sagt er voller Stolz, ,.im vorigen Jahr
hatten wir die gleichen Ficher wie in diesem
Jahr. Damals betrug die Summe meiner
Zensuren noch 27 und das Produkt sogar
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3456. Ich hatte vier Einsen. Jetzt betrigt die
Summe 22 und das Produkt nur 192, Mein
Zensurendurchschnitt liegt jetzt unter 1,6.“
Darauf sagen die Eltern: ,,Junge, daraus
wird doch keiner schlau. Wer soll nun wissen,
wieviele Einsen, Zweien, Dreien oder Vieren
du jetzt hast und im Vorjahr hattest?*
Ich denke, wir kdnnen dic Zensurenvertei-
lung in diesem Jahr und im Vorjahr heraus-
finden. Klaus hat sogar eine Angabe gemacht,
die wir fiir die Ermittlung der Zensuren nicht
bendtigen. Welche Angabe ist das? |
Bernd Hiibler, Fachlehrer fur Mathem.,
POS VII Neubrandenburg

*9*801 Gegeben seien in der Ebene zwei
Punkte 4 und B, die benachbarte Punkte
eines Quadrats ABCD sind. Es sollen nur
mit dem Zirkel, also ohne Benutzung des
Lineals, die anderen Eckpunkte € und D
dieses Quadrats konstruiert werden.
Jiirg Helbig, Lessing-Oberschule,
Halle, K1.8

W 10/12 w802 Tm Jahre 1963 stellte ein
Mathematiker an seinem Geburtstag fest,
daf} das von ihm erreichte Alter gleich dem
Produkt der vier natiirlichen Zahlen ist,
die den Grundziffern seines Geburtsjahres
entsprechen.

In welchem Jahr wurde dieser Mathematiker

" geboren, und welches Alter hatte er an seinem

Geburtstag erreicht?
Dozent L. M. Lopowok, Weroschilowgrad,
UdSSR

W 10/12m803 In einer Kammer (Linge
L= 40 m, Breite B = 2,5 m Hohe H=2,3 m})
steht als einziges Mobel an der Lingswand
ein -Schrank, der die Form eines QQuaders
mit den AuBenmaBen a=06m, b=18m,
h=21m hat Kann dieser Schrank ohne
Zerlegung durch ¢ine an der Schmalseite
der Kammer befindliche Tiir mit den lichten
MaBen 0,8 m und 1,9 in transportiert werden?
Die Antwort ist zu begriinden.

Dr. Gerhard Hesse, Radebeul
*10/12°% 804 Gegeben sei ein Quadrat
ABCD. Vor B und D aus seien zwei gleich
lange Strecken BG und DE so gezeichnet, daB
¥ CDE= ¥ ABG ist und E und G innere
Punkte des Quadrates ABCD sind. M sei der
Mittelpunkt der Strecke EG. Auf der Mittel-

_senkrechten dieser Strecke seien die Punkte

F und H so konstruiert, daB FM M= H M= EM

* gilt (vgl. die Abb.).

2 <

A &

Es ist zu beweisen, daB dann stets die folgen-
den Beziechungen erfiillt sind:

1. HC=ED=FA=GB,;
2. HC | FA;
3. HC L ED und FA L GB. _
Prof. Dr. Th. Glocke Piidagogische
Hochschule ,,.Dr. Theodor Neibauer®, Erfurt

*10/12*805 Es ist zu beweisen, daB das

Produkt

1 Zn—1 49

2 2n 50

grofer als 0,1 und kleiner als 0,123 ist.
Schiler Egbert Lindner, Dresden

LT
= RV ]

p:

Nachgedacht und mitgemacht!

»Wer ist der beste in Mathematik? fragte der
Pionierleiter zum Gmppennachnuttag der
Klasse 5a.

Alle Pioniere zeigten auf Wolfgang,

,Bitte, Wolfgang, merke dir eine zweistellige
Zahl. Aber nenne si¢- mir nicht! Beantworte
nur die folgenden drei Fragen:

-} Kann man diese Zahl durch 3 dividieren,
oder bleibt ein Rest?*

»Es gibt den Rest 1.

»2. Und wenn du diese Zahl durch 5 divi-
dierst?”

»Da erhalte ich den Rest 3.%

»3. Und wenn du durch 7 teilst?

Hier bleibt kein Rest.*

LDann hast do dir die Zahl 28 gcmerkt I
~Richtig!” antwortete Wolfgang ,,Aber wie
konntest du das wissen?

,,und ich méchte mir auch eine Zahl den-
ken!™ rief Helga.

,,Kannst du sie auch erraten?**
,aelbstverstindlich. Sag” nur die Reste beim
Dividieren durch 3, 5 und 7!

,,Die Reste sind 2, 3 und 5!1“

..Dann hast Du Dir 68 gemerkt!*
»~Richtig!*

Alle Pioniere bedriingten nun den Pionier-
leiter, sein ,,Geheimmis® zu verraten!
»Ganz leicht! Jeder kann die Zah! finden,
wenn er folgendes macht:

1. Der Rest beim Dividieren durch 3 ist
mit 70 zu multiplizieren.

2. Den zweiten Rest mull man mit 21 multi-
plizieren.

3. Den dritten Rest mit 15.

Danach addiert man die drei Produkte und
erhilt die gedachte Zahl Ergibt die Multipli-
kation mehr als 105, so muf man noch
105 subtrahieren.*

Ein Beispiel mchte ich euch geben und ihr
alle werdet das Zahlenkunststiick auch be-
herrschen:
a) Reste 1, 2, 4, also

1-70=70; 2 21=42; 4-15=60
b) 70+424-60=172

‘¢ 172—-105=67."

Mathematikfachlehrer A. Halameisdr,
325. Schule, Moskau



Concursul de matematica

etapa locale

Am 1, Mirz 1970 wurde in der Stadt Bukarest
i einer dreistiindigen Klausur die Schul-
olympiade durchgefiihrt. Wir danken der
Redaktion Gazeta matematica, die uns die
Aufgaben zur Verfiigung steflte. Studienrat
Th. Scholl, Berlin, bearbeitete das Material
fr unsere Leser und erarbeitete die Edsungen.

Klassenstufe 6, siche Seite 114
Klassenstufe 7

1. Die folgenden beiden Terme sind durch
dquivalente Umformungen so weit wie mog-
lich zu vereinfachen:
. 24%+2a 1
1 30 +6ab+ 36 a+b
S(L_L). @¥
b a?) 3a2-3b*
T = 2 3 27 1
2"\a b) 4 0g" 2b+'3a

ist ein Term T zu bilden, fiir den gilt

T
T,=(37+2)(371 22
(3 T27)( L 27)

SchlieBlich ist das geometrische Mittel aus
den Termen 7; und T, zu bilden unter der
Voraussetzung dal a>0 und b>0 gilt.

Gh. Stefanescu, Bukarest

. Danach

2. Die Summe zweier rationaler Zahlen
betriigt 60, ihr Produkt 675, Es ist die Summe
aus den reziproken Werten dieser bcldcn
Zahlen zu bestimmen!

Ghita Dimonte, Bu-karest

3. In cinem Kreis k mit dem Mittelpunkt ¢
werden zwei aunfeinander seakrecht stehende
Durchmesser AB und CD angenommen. Es
ist ein innerer Punki E der Strecke OB fest-
zulegen und die Verbindungsgerade CE zu
zeichnen, die den Kreis k in einemt weiteren
Punkt ¥ schneidet Die im Punkt F an den
Kreis k zu konstruierende Tangente ¢ schneide
die Gerade AB im Punkte G.

a) Es ist zu beweisen, daB X OCE+ X EFG
=90° gilt.

b) Es ist zu beweisen, daB das Dreieck AEFG
gleichschenklig ist.

) Welches MaB muf der Kreisbogen DF
haben, damit das Dreieck AEFG gleichseitig
ist? Unter der Voraussetzung, dal das Drei-

eck AEFG gleichseitig ist, soll die Richtigkeit
folgender Aussagen nachgewiesen werden:
d) Das Dreieck ADOF ist ebenfalls gleich-
seitig. '
¢} Die Dreiecke ACOE und ACFD sind
einander dhnlich. Unter der Voraussetzung,
dal} der Radius r des Kreises k die Lange
8 cm hat; sind die Langen der Strecken CF,
EO und CE zu bestimmen, ]
Ghita Dimonte, Bukarest

Klassenstufe 8

1. Gegeben sei ein gerades dreiseitiges Prisma
ABCDEF, das das Dreieck ABC zur Grund-
fliche und das Dreieck DEF zur Deckfliche
hat und in dem AB=AC=4 cm, BC=5 cm
und AD=BE=CF=6 cm betragen. Eine

Ebene, die durch die Ecke 4 geht, schneidet '

die Kante BE in einem Punkt P und dic
Kante CE in einem Punkt Q@ derart, daB die
Geraden BC und PQ zueinander parallel
verlaufen,

a) Welche Linge muB die Strecke BP be-
sitzen, ‘damit das Dreieck APQD gleich-
seitig ist?

Unter der Voraussetzung, dafl das Dreieck
APQD. gleichseitig ist, sind folgende Auf-
gaben zu 15sen:

b) Esist das Volumen der Pyramide EF QPD

. zu berechnen.
"¢} Es sind das Volumen und die Oberfliche

des Polyeders ABCDPQ zu berechnen.

d) Es ist zu zeigen, daB die Polyeder ABCPQ,

DEFPQ und ADPQ volumengleich sind.
Elena Matroscenco, Bukarest

2x—1+@2x—1P24+2x=1)
8x3+1

soll so weit wic moglich vereinfacht werden.

) a’—b?

at+b?

2. Der Term T=

Danach sell’ die Gleichung T= inx

gelost werden

Valeria Tomuleanu, Bukarest

3. Gegeben sind drei Terme
1
T, =% [2(62 +€%)] = a?

T,=1 [2(c* +a*)~b7] und

T,=3 126 +5%) -],

Fs ist der Term
_ L+T,+T%
4_T12+T22+T3‘2
C. Ionescu-Tiu, Bukarest

zu bestimumen !

75 Jahre
Gazeta matematica

Im September 1970 konnte die ruminische
mathematische Schiilerzeitschrift Gazeta ma-
tematica auf ihr 75jihriges Bestehen zuriick-
blicken. Thr Wirken ist auf das engste mit der
Mathematik in Ruminien verbunden. Ge-
griindet im Jahre 1895 aus der Notwendig-
keit, die Mathematikausbildung der Studen-
ten der Hochschule fiir Briicken- und Straflen-
bau zu unterstiitzen, entwickelte sich die
Zeitschrift zu einem Organ, in dem fiihrende
ruménische Mathematiker Artikel und ‘Auf-
gaben verdffentlichien, an denen die mathe-
matikinteressierten Schiiler und Studenten
ihre Krifte-maBen. Einen groBen Aufschwung
fiir die ruménische Mathematik brachten die
Bildungsreform und die Reform von 1948:
der Aufbau des Sozialismus verlangte auch
von der Gazeta matematica, das wissenschafi-
licke und methodische Niveau zu heben und
einen breitén Leserkreis an die Mathematik -
heranzufithren und fiir sie zu interessieren.
Akademiemitglied Gr. C. Moisil schreibt dazu
in einem Artikel ,,Zum 75. Jahr* in der Son-
dernummer 10/70:

»Die Gazeta matematica reorganisierte sich,
um ihren neuen Aufgaben gerecht zu werden.
Die Gesellschaft fir mathematische Wissen-
schaften in der Sozialistischen Republik Ru-
ménien hat es verstanden, ihre Arbeit und
ihre besonders charakteristischen Publika-
tionen zu prigen:

® die Aufgabe, das Interesse der breiten
Masse der Schiiler an der Mathematik zu
wecken, .
® die Aufgabe, eine Trennung der fachwis-
senschaftlichen Arbeit von der pidagogischen
zu verhindern.

Diese Merkmale behalten auch weiterhin
ihre Giiltigkeit. Die Entwicklung der mathe-
matischen Wissenschaften und des Inter-
esses der Oberschiiler fiir die Mathematik
ist auf Unterstiitzung der Mathematiker
durch die Kommunistische Partei Rumiiniens
zutiickzufithren. .
Heute verbffentlicht die Gazeta matematica
in jeder jhrer Nummern mathematische,
mathematisch-historische Artikel und eine
Vielzahl von Problemen und Aufgaben (in
Heft 10/70 findet man z B. die Probleme
10686 bis 10729), deren Losungen in den
niichsten Nummemn ausfithrlich besprochen
werden. Viele der Probleme und Aufgaben
stammen iibrigens von Lesern der Zeit-
schrift, die auch originelle Losungen und
sogar kleinere mathematische Artikel in der
Zeitschrift verdffentlichen.
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Durch die Welt
der Tetraeder

Wer sein riumliches Vorstellungsvermogen
trainieren will, der folge unserem

Streifzug durch die Welt der Tetraeder

Die Rolle, die in der Ebene die Dreiecke
spielen, iibernehmen im Raum die Tetraeder.
Dié regelmdpfigen Tetraeder sind euch sicher-
lich bekannt (vgl. alpha 1/69); sic kamen in
einigen Olympiade-Aufgaben schon vor und
sollen natiirlich auch eine Station auf unse-
rem Streifzug bilden. Was aber wilt ihr iiber
Tetraeder, die nicht regelmaBig sind? Mit
ihnen wollen wir uns vor allen Dingen be-
kannt machen. Ob ihr dann auch der Meinung
seid, daB dic unregelmiBigen Tetraeder
eigentlich viel interessanter sind als die
regelmiBigen?

Die Voraussetzungen zum Verstindnis der
einzelnen Abschrnitte sind . verschieden, und
nicht alle Abschnitte hiingen voneinander
ab. Fiir Schiiler ab 8. Klasse ist dieses Unter-
nehmen sicherlich zutriglich, Schiiler aus
niederen Klassenstufen sollten es auch ein-
mal probieren.* '
Die beigefiigten Bilder sind senkrechte oder
schriige Parallelprojektionen riumlicher Fi-
guren. Bei solch einer Projektion wird das
Bild cines Punktes P etwa mit P’ oder P*
bezeichnet; diese Kennzeichnung ist mei-
stens fortgelassen!

1. Der geometrische Begriff ,, Tetraeder”

® Vorausserzung: Im Raum seien vier
Punkie 4, B, C, D gegeben. Sie sollen nicht
in einer Ebene liegen.

® Behaguptung 1: Es liegen keine drei dieser
vier Punkte auf einer Geraden.

® Beweis: Wiirden etwa 4, B und C auf
einer Geraden liegen, und bezeichnen wir
diese Gerade mit g, dann konnten wir so
schlieBen: Der Punkt D darf nicht auch
noch zun g gehdren, da vier Punkte einer
Geraden in unendlich vielen Ebenen liegen
(in welchen?); dies wiirde der Voraussetzung

* Die Betrachtungen sind fibrigens absicht-
lich nicht als ,,Mathematik im  Erzihlstil*
durchgefiithrt worden. Legt einmal selber
Wert darauf, die verschiedenen Bestandteile
einer Untersuchung moglichst deutlich her-
auszuprédparieren und zu kennzeichnen!
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tiber 4; B, C und D widersprechen. Liegt
nun der Punkt D nicht auf der Geraden g,
dann bestimmen D und g eine (einzige)
Ebene, in der alle vier Punkte enthalten sind;
dies wiire ebenfalls gegen die Voraussetzung.
Da wir alle moglichen Lagen des Punktes D
beziiglich der Geraden durch die Punkte
‘4, B, C beriicksichtigt haben, ist die Behaup-
tung 1 (indirekt) bewiesen worden.

®. Folgerung: Die gegebenen Punkte sind
paarweise verschieden. (Denn wire etwa
A=B, dann wiirden 4=B, C uhd D in
wenigstens einer Ebene liegen; dies sollte
aber nicht zutreffen.)

® Bemerkung: Die Feststellung, daB gewisse
Punkte paarweise verschieden sind, ist in
der Geometrie ofters herauszustellen. Es
kann néimlich passieren, daB im Laufe einer
Untersuchung zwei Punkte als gleich erkannt

werden, denen das anfangs nicht anzusehen .

war. Besonders fiir jene Fille, in denen ,,uns
die Anschauung verliBt*, ist diese Bemer-
kung wichtig. Hierzu werden wir noch Bei-
spiele kennenlernen.

Einige einfache Feststellungen und weitere
Folgerungen fassen wir in der Behauptung 2
Zusammen : .

® Behauptung 2a: Die vier Punkte 4, B, C
und D legen genau die sechs cindeutig be-
stimmten

Strecken 4B, AC, AD, BC, BD, CD (Bild 1)
und Geraden AB, AC, AD, BC, BD, CD fest.

NB/

A

Bild 1: Bild von 4 Punkten, die nicht in einer
Ebene liegen, und ihren Verbindungsstecken
(Tetraeder). ’

® Behaquprtung 2b: Durch jeden Punkt gehen
genau drei dieser sechs Geraden; diese drei
Geraden liegen nicht in einer Ebene:

{Durch 4 gehen die Geraden 4B, AC, AD,
durch B gehen die Geraden . . .
(vervollstindige diesc Ubersicht).
® ' Behauptung 2¢: Diese sechs Geraden bzw.
Strecken lassen sich auf drei Weisen so zu
Paaren (bei denen es nicht auf die Reihen-
folge ankommt) ordnen, daf jedes Paar alle
vier Punkte enthilt:

. ABund CD, ACund BD, 4D und BC bzw.
AB und CD, AC und lﬁ, 4D und BC.
Bg:}ttadhten wir das Geradenpaar 4B und
D! Da die vier Punkte A, B, Cund D nicht
in giner Ebene liegen, sind auch die beiden
Geraden nicht in einer Ebene enthalten.
Sie treffen sich nicht in einem Punkt, denn
sonst wiirden sie eine Ebene bestimmen,
in der entgegen der Annahme alle vier Punkte
Iagen. Sie sind aber auch nicht parallel zu-
einander, da sonst durch den gleichen Schiu3
ein Widerspruch zur Voraussetzung iiber
A, B, C und D herzuleiten wire.

® Bezeichnung: Zwei Geraden des Raumes,
die keinen Punkt gemeinsam haben und nicht
parallel sind, nennt man zwei windschiefe
Geraden. Kirzer: Zwei Geraden heiBen
windschief, wenn sie keine Ebene gemeinsam
haben. :

Solche Paare windschiefer Geraden werden
in unseren Betrachtungen eine Rolle spielen.
Lase in diesem Zusammenhang die

A Aufgabe 1 Es seien ¢ und 5 zwei wind-
schiefe Geraden. Ferner sei ¢ eine Ebene
durch die Gerade a. Dann gilt: Entweder
trifft die Gerade b die Ebene ¢ in genau einem
Punkt oder die Gerade b ist zur Ebene ¢
parallel. (Anleitung. Schreibe nieder, was
du iiber die gegenseitige Lage einer Geraden
und einer Ebene weifit, - Suche in deiner
Umgebung Modelie fiir windschiefe Geraden
und zur Behauptung der Aufgabe 1, etwa in
Gestalt geeigneter Kanten und Flichen eines
Schuhkartons!) ‘

A Aufgabe 2 Es seien ¢ und b zwei wind-
schiefe Geraden. Es gibt dann eine Ebene «
durch die Gerade @ und eine Ebene £ durch
die Gerade b, die eindeutig bestimmt und
zueinander parallele Ebenen sind.

@ Behauptung 2d: Aus den sechs Strecken; -
die die Punkte A, B, C, D festlegen, lassen
sich geschlossene Sireckenziige herstellen,
und zwar genau die folgenden drei:
AB—BC--CD—DA, AB—BD—DC—CA,
AD—DB—BC—CA (Bilder 2 und 3).

)
(A
A
B
D
4
A
8
o
A
A
B

Bild 2: Aus vier Punkten, die nicht in einer
Ebene liegen, herzustellende rdumliche Vier-
ecke.

® Bezeichnung: Solch einen geschlossenen
Zug aus vier S/'trecken, die nicht in einer
Ebene liegen, nennt man ein rdumliches Vier-
eck oder windschiefes Viereck.

A Aufgabe 3 Vergleiche den so eingefiihrten
Begriff ..Riumliches Viereck* mit dem, was
du iber Vierecke in der Ebene (ebene Vier-
ecke) weilt! (Anleitung. Die Ausgangsfigur

-in der Ebene besteht wieder aus vier Punkten.
‘Welche Voraussetzung hast du jetzt fur sie

festzulegen?)



® Behauptung 2e: Je drei der vier Punkte
A4, B, Cund D legen ein Dreieck fest. Es gibt
genau vier Dreiecke, und zwar die mit den
Eckpunkten ... (schreibe sie selber hin).

® Bezeichnung: |, Tetraeder”. Sind 4, B, C,
D vier Punkte des Raumes, die nicht in einer
Ebene liegen, dann nennt man die Figur
aus den vier Dreiecken AABC, ABCD,
ACDA, ADAB ein Tetraeder '(oder Vier-
Sflichner); Symbol: Tetraeder ABCD. Es
heiBen 4, B, C, D die Eckpunkte oder Ecken,
die Strecken 4B, AC, AD, BC, BD, CD die
Kanten und die angefiihrten Dreiecke die

Seitenfliichen oder die Seiten des Tetracders.
A

Bild 3: Aus vier Punikten, die nicht in einer
Ebene liegen, herzustellende riumliche Vier-
ecke.

® Bemerkung: Je nach den Bediirfnissen
eines Problems ist es bequem und {iblich,
den so eingefithrten Begriff | Tetraeder
geeignet abzuwandeln: Man nennt unter
Umstéinden auch die Gerade, die durch eine
Kante des Tetraeders festgelegt ist, eine
Kante, oder die Ebene, in der eine Seiten-
fliche Hliegt, eine Seite (auch Seitenebene)
des Tetraeders. Ein Punkt, der Eckpunkt
ist oder auf einer Kante oder im Inneren
eines der begrenzenden Dreiecke liegt, heiBt
ein Punkt oder ein Randpunkt des Tetra-
eders. Auf natiirliche Weise werdet ihr
wie bei einem Dreieck in der Ebene so auch
bei einem Tetracder im Raume innere und
duflere Punkte des Tetraeders unterscheiden.
Die inneren Punkte zusammen mit den
Randpunkten sind Punkte eines ebenfalls
Tetraeder genannten Korpers; man mibte
eigentlich zwischen Tetraederkdrper und Te-
traeder/liche unterscheiden — die Bequemlich-
keit der Mathematiker verlangt sozusagen,

daB . jeder Leser mathematischer Literatur |

genau aufpassen mub, welchen Inhalt die
vefwmdetcn Begriffe wod Bezeichnungen
haben soflen, wobei dieser Inhalt in einer
einzigen Abhandlung ,nahcliegenden” An-
derungen unterworfen séin kann!

@ Hinweis: Bine Pyramide mit einem Dreieck

als Grundfliche nennt man eine dreiseitige
Pyramide. (Auch hier ist zwischen der Pyra-
mide als Kérper und als Fliche zu unter-
scheiden.) Solch eine dreiseitige Pyramide
ist natiirlich nichts anderes als ein Tetra-
eder, an dem eine Ecke als Spitze und die ge-
geniiberliegende Seite als Grundflache her-
vorgehoben worden sind. Sind Ecken und
Seitenflichen gleichberechtigt, dann ist das
Wort Tetraeder besser als die Bezeichnung
(dreiseitige) Pyramide. o

2. Regelmibige wid rechiwinklige

Tetraeder

Unter den regelmifligen Polyedern (vgl
alpha 1/69) ist dir der Wiirfel sicherlich am
vertrautesten. Nach einem Verfahren, das
bei der Losung der zugehérigen Olympiade-

Aufgaben recht niitzlich war, steflen wir -

aus einem Wiirfel regelmiBige Tetraeder
her: Die achf Ecken cines Wiirfels zerlegen
wir in zwei Gruppen zu vier Punkten, wie

" es Bild 4 zeigt. Die Punkte solch einer

Gruppe haben die Eigenschaft, nicht in einer
Ebene zu liegen und bestimmen daher ein
Tetraeder. Auf dicsc Weise sind durch die

- Ecken eines Wiirfels zwei Tetraeder festge-

legt. Jedes dieser Tetraeder ist regelmiBig,
denn es sind untereinander gleichlange Diago-
nalen der Wiirfelseiten-Quadrate die Kanten
eines Tetracders. Beide Tetraeder sind daher
auch kongruent. Uberdies sind sie durch
Drehung etwa um die Achse ¢ durch 90°
zur Deckung zu bringen. **

AAufgabe 4 Gib weitere Drehachsen an!
Die beiden Tetraeder durchdringen sich in
einem regelmiBigen Oktaeder; dieser Durch-
schnitt ist in Bild 4 gestrichelt eingezeichnet.
Die auf gleiche Art aus einem Quader her-
zustellenden Tetraeder sind nicht regelmiBig.
Ste sind ebenfalls kongruent, doch lassen sie
sich nicht durch Drehungen um der Geraden

; ** Diese Drehung ist Beispiel fiir eine Deck-
abbildung des Tetraeders. :

' schlieRen.

a 'ents_prec'hende Achsen zur Deckung brin-
gen. ‘

g i iy r

A |

Bild 4: Aus den Ecken eines Wiirfels lassen
sich zwei regelmiBige und acht rechtwinklige
Tetraeder bilden.

aAufgabe 5 Versuche Spiegeldngcn an ge-
eigneten Ebenen als moégliche Deckabbil-
dungen anzigeben! Welche Deckabbildun-
gen gibt es jedoch, wenn der Quader ¢in Paar’
Quadrate als Seitenflichen besitzt?

Weitere Tetraeder sind aus einem Wirfel
zu erhalten, wenn ein Eckpunkt und die
dieser Ecke benachbarten Ecken des Wiirfels
herausgegriffen werden. Wir erhalten so acht
Tetraeder:

ABCED, BCD'A, CDAB, DAFRC,

A'BCD,BCDA,CDAB, D4BC(C.

Diese Tetraeder zeichnen sich dadurch aus,
daB sie jeweils eine Bcke besitzen, in der die

-angrenzenden Kanten paarweise senkrecht

aufeinander stehen. Auf gleiche Weise erhal-
ten wir aus einem Quader solche Tetraeder.

‘@ Bezeichnung: Ein Tetraeder, das in einer
Ecke paarweise senkrecht aufeinander ste-
hende Kanten besitzt, heilt ein rechtwink-
liges Tetraeder.

Dieser ausfiibalichen Einfithrung des Be-
griffs |, Tetraeder* wird sich in einem der
nichsten Hefte sin weiterer Beitrag an-
G. Geise

Drei Experten im- Ge-
spréch (X. OIM, DDR- .
Stufe): Dozent Dr. G.
(Geise im Bild rechts {An-
tor unseres obigen Bei-
trags) im Gesprach mit
Nationalpreistrager
Oberstudienrat. Dr. R.
Liiders (Mittey und Do-
zent Dr. L. Stammler
(Mitglieder des Zentra-
len Komitees der Olym-
piaden Junger Mathe-
matiker der DDR).
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Die Matrix habe folgende Eigenschaft:
Ist ein Element a;=0, dann gilt fiir diese {
und j

XIII. Internationale

Mathematikolympiade

Zilina/Bratislava 1971

Aufgaben

1. Sei n eine natiirliche Zahl mit »>2. Man
beweise, daBl die folgende Behauptung genau
fir =3 und n=>5 gilt:

LFiir beliebig reelle Zahlen a,, a,, ..
die Ungleichung

(a;—az)(a, —as) ... (a,—ay)
+lay—aa —as) .. (g~ a,)

., @, ist

+Ha,—ai)(a,—ay) ... (@,—a,-,1) 20
erfillt.” (Ungarische VR, 5 Punkte)

2. Es sei ein konvexes Polyeder P, mit genau
neun ﬁckpunkten Ay, Ay, ..., Ay gepeben.
P, sei das Polyeder, das man aus P; durch
die Parallelverschiebung 4, — 4, erhilt
(i=2, 3, ..., 9). Man beweise, dall wenigstens
zwei Polyeder Py, P;, ..., P; mindestens
einen inneren Punkt gemeinsam haben miis-
sen. (UdSSR, 7 Punkte)

3. Man beweise, da die Folge {2"-3},
n=2, 3, 4, ..., mindestens eine unendliche
Teilfolge mit paarweise teilerfremden Ele-
menten enthilt.

(VR Polen, 9 Punkte)

4. Alle Seitenflichen eines Tetracders ABCD
seien spitzwinklige Dreiecke, Wir betrachten
alle geschlossenen Polygonziige XYZTX,
die folgendermalen definiert sind:

X, Y, Z und T scien innere Punkte der
Kanten AB, BC, CD bzw. DA. Man beweise:
a) Ist £*DAB+ £BCD=+ £ ABC+ «CDA4,
so existiert unter den Polygonziigen kein
kiirzester.

b) Ist £ DAB+ £ BCD= £ ABC+ % SD4,
so existieren unendlich viele kiirzeste Poly-
gonziljge XYZTX. Ihre Linge betrigt

= 1
2AC sin—,
sm2

wobel a=¥BAC+ £CAD+ £ DAB ist.
(Niederlande, 6 Punkte)

5. Man beweise, daB} in der Ebene fiir jede
natiirliche Zahl n eine unendliche (und nicht
leere) Punktmenge § mit der folgenden Eigen-
schaft existiert: .

Zu jedem beliebigen Punkt 4 aus S gibtesin §
genau n Punkte, die von A den Abstand 1
haben. - (VR Bulgarien, 7 Punkte)

6. A=(a;); i,j=1, 2, ..., n sei eine Matrix,
deren Flemente ganze, nichtnegative Zahlen
sind.

Preistriiger der XIT1. IMO E E -§ _ES § 34:
& o o A E Ta

Ungarische VR X 4 0 2 255
UdSSR i — 5 o8 205
DDR 1 1 4 i 142
VR Polen 1 4 118
GroBbritannien ' i- 4 110
SR Rumiinien 1 4 i
Osterreich 4 82
SFR Jugoslawien . 2 71
TISR T 55
Schweden 27 431
Niederlande 2 g, 1 48
VR Bulgarien 39
Frankreich 38
Mongolische VR 26
Republik Kuba 52
' 7 12 2 4 1350

1

3 bei 7 Teilnehmern  * bei 4 Teilnghmern

von 4830 moglichen Punkten
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@y F Attt a2+
+ 2.

Man beweise, daB dic Summe aller Elemente

2
der Matrix nicht kleiner als % ist,

(Schweden, 8 Punkte)

DDR-Teilnehmer der XIIL. IMOG

Wolfgang Burmeister 1. Preis

dazu: Sonderpreis fiir die elegante Losung
der 3. Aufgabe - ’

Erweiterte Oberschule Dresden-Siid, Kiasse 12

Harald Englisch 2. Preis
EOS | Karl Marx", Leipzig, Klasse 11

Thomas Jentsch 3. Preis

Spezialkiasse Ma'zheman:';-’cfPhysik der
Martin-Luther-Universitds

Halle/Wirtenberg {ehem. Dresden), Klasse 12

Arnulf Mdbius 3. Preis
Spezialklasse Mathematik{Physik der
Martin-Luther-Universitdt

) Halle/Wistenberg (ehem. Leipziz), Klasse 12

Gerhard Spens 3. Preis
Humboldt-EOS Erfurt, Klasse 12

Reinhard Wobst 3. Preis
Spezialklasse an der Sektion Mathematik
der Technischen Hochschule
Karl-Marx-Stadi, Klasse 12

Olaf Béhme =
EQS , Berthold Brecht”, Dresden, Klasse 11

Hans-Tiirgen Fischer
Spezialklasse an der Sektion der Technischen
Hochschuie Karl-Marx-Stads, Klasse 11



@ Klausur-Atmosphire
(13./14. 7. 1971) @ Adressen-
austausch nach einem
turbulenten Fufiballspiel
@ Die Jury der XIII. Inter-
nationalen Mathematik-
olympiade — AbschluBfeier
in der Komensky-Universitit
Bratislava @ Sonderstempel,
berausgegeben zu Ehren der
XIIL IMO e Ausstellung:
20 Jahre Mathematik-
olympiaden in der CSSR —
13 Jahre Internationale’
Mathematikolympiaden
® Akademiemitghied
J. Novak iiberreicht einen
1. Preis an Imre Ruzsa,
Budapest. Er erreichte als
einziger Teilnehmer die volle
Punktzahl (42 Punkie),

Foto S. 108 unten

alpha stellt vor

rozhledy &

MATEMATICKO-FYZIKALNI

Der Verein tschechischer und spater tsche-
choslowakischer Mathematiker und Physiker
begann in den 70er Jahren des 19. Jahr-
hunderts eine Zeitschrift fiir die Pflege der
Mathematik herauszugeben. Diese enthielt
auch eine Beilage, die fiir Schiiler der dama-
ligen Mittel- und Oberschulen bestimmt war.
Aus ihr ging 1920 die selbstindige Mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Umschau her-
vor. Bei der Reorganisierung des Vereins
tschechoslowakischer Mathematiker und
Physiker iibernahm der Verlag der Akademie

“diese Zeitschrift. Allmahlich verlor sie ihren

Leserkreis und stellte 1955 ihr Erscheinen
ein 7 -

Unter schwierigen Bedingungen gelang es
1956, die Zeitschrift zu erneuern, neue Leser
und Autoren zu gewinnen.

In diesem Jahr erscheint der 50. Jahrgang der
Umschau. Neben klassischen Partien der

‘Mathematik werden Gberwiegend Artikel mit

moderner Thematik verdffentlicht. In der
Geometrie finden wir vor allem Beitrige, die
in der technischen Praxis Anwendung finden
konnen. Die Physik gibt Anleitungen aus
sich neu bildenden Fachgebieten. Die Astro-
nomie macht mit der ErschlieBung des
Weltalls vertraut.. ]
Die Wettbewerbsbewegung der Mittel- und
Oberschiiler wird durch Preisausschreiben,
die unabhingig von den Mathematik- und
Physikolympiaden durchgefiihrt werden, ge-
férdert. Eine besondere Rubrik ist den jiing-
sten Lesern gewidmet. Sie wird durch Auf-
gaben. — hiufig unterhaltsam — und elemen-
tare Artikel gefiillt. Damit sell von Kindheit
an die Liebe zur Mathematik geweckt werden,
die leider noch haufig in verschiedenen Lehr-
biichern von der Form her vernachléssigt
wird. Rozhledy macht ihre Leser auch mit
dem Inhalt befreundeter auslindischer Zeit-
schriften vertraut, aus denen sie kiirzere
Artikel, aber auch Aufgaben abdruckt.

Doc. Ota Setzer, Prag ( Chefredakieur)

Die Redaktion Rozhledy griit dic Leser von
alpha recht herzlich und stellt folgendes
Problem:

A 806 Konstruiere ein Drachenviereck
ABCD aus den gegebenen Seiten AB=a,
BC=b und dem Inkreisradivs g!
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X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

DDR-Olympiade (5. 4. bis 8. 4. 1971)

Was ist aus ihnen
geworden?

alpha stellf ehemalige IMO-Teilnehmer vor

Erste Preise wurden vergeben:

Bernd Zaddach, 10. OS Cottbus, 8. Schuljahu
{Olympiadeklasse 10)

Wolfgang Burmeister, EOS Dresden-Siid
{Olympiadeklasse 12)

Thomas Jentsch, Spezialklasse der Martin-
Luther-Universitat Halle
{Olympiadeklasse 12, Spezialklasse)

Zweite Preise warden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Lothar Wenzel,
EOS ,,Friedrich List* Berlin; Matthias Giin-
ther, EOS , Helmholtz Leipzig; Guntram
Pausch, EOS , Wilhelm Pieck™ Borna (Bez.
Leipzig); Jiirgen RoBmann, EQS ,Antonin
Zapotocky* Neubrandenburg; Bernhard Wo-
rel, OS V. Neubrandenburg; Bernd Siiss-
- milch, BBS des soz. Binnenhandels Schwerin;
Holger Steinbefg, BBS Schiffselekironik Ro-
stock; Winfried Kung, BBS Wohnungsbau-
kombinat Rostock

In Olympiadeklasse 11: Rainer Siegmund-
Schuttze, EOS ,,Heinrich Hertz*, Berlin

In Olympiadeklasse 12: Stefan Ladmann,

EOS ,Max Klinger* Leipzig; Reinhard |

Wobst, Spezialklasse der TH Karl-Marx-

Stadt; Harald Englisch, EOS ,Karl Marx* |

Leipzig

Dn‘tte. Preise wurden vergeben:
In Olympiadeklass¢ 10: Stefan Zeh, Karl-

Marx-OS Plaven; Ralf Lehmann, J.-Curie- |

OS 'Petershagen (Bez. Frankfurt/Oder);
Eckart Bohringer, EOS »Heinrich Hertz™
Berlin; Ursula Baier; EOS.,,Ernst Schneller
MeiBen; Hans-Gert Griibe, EOS , A. v. Hum-

10

boldt* Erfurt; Steffen Oswald, M.-A.-Nexo-
08 Dresden; Ulrich Kriiger, EOS ,,Friedrich
Engels* Riesa; Konrad Engel (K1 9), Herder-
OS Rostock; Oswald Knoth, Goethe EOS

Wurzen (Bez. Leipzig); Wilfried Hartmanon, -

EOS Windischleuba (Bez. Leipzig)
In Olympiadeklasse 11: Olaf Bihme, EOS
Dresden-Reick; Hans-Jiirgen Fischer, Spe-

zialklasse der TH Karl-Marx-Stadt; Bernd

Hofmann, Spezialklasse der TH Karl-Marx-
Stadt;

In Olympiadeklasse 12: Gerhard Spens, Hum-
beldt EOS Erfurt; Ludwig Schifer, Hum-
boldt-EOS Erfurt; Hans-Rainer Schumann,
EOS Naumburg; Andreas Pomp, Spezial-
klasse der TH Karl-Marx-Stadt; Arnulf Mo-
bius, Spezialklasse der Martin-Luther-Uni-
versitit Halle

An der X. OIM nahmen 186 Jungen und
25 Midchen teil.

Aus AnlaB der X. Olympiade Junger Mathe-
matiker veranstaltete die Mathematische Ge-
sellschaft der- DDR ein wissenschaftliches
Kolloquium mit ehemaligen IMO-Teilneh-
mern der DDR. Zwanzig junge Mathematiker
und Physiker folgten der Einladung. Zwolf
von ihnen berichteten in Kurzvortrigen
iiber ihre Arbeit. Einige Themen seien ge-
nannt: Operatorenideale — Extremwertpro-
bleme in der Theorie der konformen Abbil-
dungen — Anwendung der Gruppentheorie
in der Blementarteilchenphysik — Uber ver-
tauschbare Funktionen — Uber eine spezielle
Ungleichung. Alle IMO-Teilnebmer weilten
einen Tag bei den 220 Teilnehmern der
X. OJM in der Jugendhochschule ,,Withelm
Pieck”, Berlin-Bogensee. Aufgeteilt in kleine
Gruppen, berichteten sie den OIM-Teilneh-

- mern iiber ihre Erfolge an Internationalen

Mathematikolympiaden, tiiber ihre gesell-
schaftliche und wissenschaftliche Entwick-
lung, Sic machten ihre Zuhérer sozusagen
aus erster Hand mit den Studienbedingungen
und dem Studienverlauf an Hochschulen
vertraut. Sie zeigten' insbesondere die rasche
Entwicklung der Mathematik in der DDR
zwischen dem VII. und VIII. Parteitag.

L. Diplom-Physiker Thomas Gornitz, Assi-
stent, Karl-Marx-Universitit Leipzig (III.
IMO)

2. Dr. Uwe Kiichler, Assistent, Friedrich-
Schiller-Universitit Jena (V. IMO)




3. Dr. Hans-Ulrich Schwarz, Assistent an der
Friedrich-Schiller-Universitat Jena (V. IMO)
4. Diplom-Mathematiker Bernd Noack, Assi-
stent, Institut fiir Gesellschaftswissenschaf-
ten beim ZK der SED (V. IMO)

5. Diplom-Physiker Rolf-Giinther Riedel,
Problemanalytiker, Kombinat Robotron
(V. IMQ)

6. Diplom-Mathematikerin Monika Noack,
Forschungsstudentin, Humboldt-Universitit
zu Berlin (VL. u. VII. IMO)

1. Manfred Brandt, stud. math. Forschungs-
student, Humboldt-Universitit zu Berlin (V1.,
VIL. IMO)

8. Diplom-Mathematiker Manfred Kriippel,
Assistent, Universitit Rostock (VI. IMO}

9. Wilkelm Otto, stud. math., Forschungs-

student, Deutsche Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin (VII. IMO)

10. Walter Liepe, stud. math.,, Humboldt-
Universitit zu Berlin (VII/VIIL IMO)

11. Peter Enskonatus, stud. math., For-
schungsstudent, Deutsche Akademic der Wis-
senschaften zu Berlin (VIL/VIIL IMO)

12. Dr. Marko Roczen, Assistent, Humboldt-
Universitit zu Berlin (VIL IMO)

13. Gert Siebert, stud. math., Forschungs-
student, Humboldt-Universitit zu Berlin
(VIIL/IX. IMO)

14, Christoph Bandi, stud. math., Univer-
sitdt Greifswald 1X. /3. IMO)

15. Joachim Fritz, stud. math., Humbold:-
Universitit zu Berlin {IX./X. IMO)

Y6 Ulrich Zihle, stud. math., Lomonossow-
Universitiat, Moskau (IX./X. IMO)

17. Hans-Gérg Roos, stud. math., Tech-
nische Hochschule Otto von Guericke, Mag-
deburg (X. IMO) o

18. Jiirgen Gdrtner, stud. math., Technische
Universitit Dresden (X./X1. IMO)

19. Hans-Dieirich Gronau, stud. math., Uni-
versitit Rostock (XL IMO)

20. Klzus Newmann, stud. math., Technische
Universitdt Dresden (XI. IMO)
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" In freien Stunden E|lia heiter

Wiadimir Renéin, Praha -;n-l\l[&

Vierzehn Figuren

Aus Pappe oder Sperrholz wird ein Dreieck ausge-
~ séigt, das man so einteilt, wic es auf der Zeichnung an-
" gegeben ist. Fiir das Spiel benotigt man 14 Figuren.

Die Figuren werden auf allen hellen Kreisen des Drei-
- ecks aufgestellt, der Kreis mit der Nummer 1 bleibt
frei. Die Figuren kdnnen nur gesetzt werden, wenn man
mit ihnen eine andere Figur iiberspringen kann. Jede
ubersprungene Figur wird vom Spielfeld genommen.
Die letzte Figur muB mit ihrem Sprung auf dem
Kreis mit der Nummer 1 enden. Diese Aufgabe ist
-mit einer Mindestzahl von Ziigen zu erfiillen.

Hier ist eine Lsung mit einer Mindestzahl von 13 Zii-
gen:5aufl, 7 auf 5, 8 auf 15, 4 auf 6, 1 auf 5, 6 auf 4,
3auf 5, 12 auf 14, 10 auf 8, 8 auf 15, 5 auf 1, 2 auf 12
und 11 auf 1.

Ein neues Knobelspiel

Es sind vier Knobelwiirfel nach folgendem Muster
herzustellen (die Kleinbuchstaben im Netz der Wiirfel
bedeuten die F arbcn Blau (b), Griin (2), Rot (r), WeiB
(w)):

Diese vier Wiirfel sind zu einem quadratischen Prisma
so zusammenzusetzen, daB die Farben . Weil}, Rot,

Wie heifit die Stadt?

n ] ™ -
g wg glwlr r}loblw blriw
r b g g

1|2 272 s ] .
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Blau und Griin auf allen vier Rechteckflichen der
Prismen in beliebiger Reihenfolge zu sehen sind.

Schiiler W. Kénig, Berlingerode, iibersandte ums
die Unterlagen zu diesem kanadischen Spiel

Denksport -

Was denkt ein Junger Mathematiker, wenn er vor
einem Klassenraum steht, sich liberzeugt, daB genau
fiinf Mitschiiler darin sind, und er dann acht Schiiler
herauskommen sieht?

Lisung: Br denkt: ,,Wenn jetzt noch drei Schiiler
hineingehen, dann ist der Klassenraum leer.

Auf der DDR;OIympiade von Dr. L. Stammler,
Halle, zum besten gegeben

Name mit sechs Buchstaben

Der Name einer Stadt hat 6 Buchstaben. Setzt man
fiir den Buchstaben die Zahl, die seine Stelhmg im
Alphabet angibt, so gilt folgendes:

a) Subtrahiert man die erste Zahl von der Summe
der iibrigen, erhélt man 56

b) Subtrahiert man die zweite Zahl von der Summe
der dbrigen, erhilt man 50

¢) das gleiche Verfahren auf die dritte Zahl ange-
wandt, liefert 24

d) bei der vierten Zahl ergibt sich 36 -

e) bei der fiinften Zahl 42

f) bei der sechsten Zahl 32

OL H. Pitzold

Stralienbauer Lﬂ

gesucht
. EIR TS

P S W —

c b a

Auf einem umfriedeten Grundstiick liegen drei Hiuser
A, B, C und an einer Seite liegen drei Tore a, b, c.
Wie mull man drei Wege anlegen, daB 4 mit a, B mit b
und C mit ¢ verbunden wird, und daB sich dabei kein
Weg kreuzt? Diec Wege miissen innerhalb des Grund-
stiickes verlaufen!



Silbenriitsel

Der Anfangsbuchstabe eines jeden Wortes ergeben
ein Teilgebiet der Mathematik, welches bereits in
der polytechnischen Oberschule gelehrt wird.
a—ba—-bel-bo—de~der—di—dif —drei~e—e~
eck —ei — el — ein — ep — ex — fe — fer — ge — gen — gik -
go-heits—i—ko—kreis—kus-la—ldu—le—le—le—
lip — lo — lon — ment — mo — nal — nent — ner — nom —
null — or — po—ra—ra-—ren —renz—ro —sa —se — ska —
si— stel — ta — tan — te — tho — tron — zie.

. Ebene Figur

. Rechengerit im Altertum

. Rechenoperation

. Einteilung

Zusammenstellung von Werten

. Hochzahl .

. Grundlagenwissenschaft

. Teil eines Rechenstabes

. Ebene Figur mit zwei Brennpunkten

. Schnittpunkt einer Funktion mit der x-Achse

. Unterschied zweier Zahlen

Kreis mit dem Radius r=1

. Geometrischer Grundbegriff

. Griechischer Buchstabe

. Bezeichnung fiir senkrecht’

. Eingliedriger Term

. Begriff aus der Mengenlehre .

. Gerade, die einen Kreis beriihrt

. Name eines Rechenautomaten

RegelmaBiger Polyeder

. Stelle im Dezimalsystem

Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch
Peter-Goring=08 Lucka { Kreis Altenburg)

TR B T i e e e et b e e
e T T I N P TR et

" Aus den Buch'stabén

a-a-a-a-a-a-a-a-b-b-b-c-c-c-c-d-d-d-e-c-e-¢-e-e-e-e-e-c-

e-e-e-e-¢-e-g-¢-f-g-g-g-g-h-h-h-h-h-h-h-j-i-i-i-i-i-i-i-i-
k-k-k-1-l-1-}-l-}-1-l-m-m-m-n-n-n-n-n-n-n-n-n-n-n-n-n-
n?o-o-'o—o-p-p-p—r-r-r-r-r—r-r-s—s’s—s-s-B-t-t-t-t~t-t-u-u-
U-u-U-U-U-r-W-W

Ly Mo -y

R N

f S
-4

sind waagerecht 11 Worter einzutragen (8 ein Buch-

stabe, 4=ae). Die markierte Diagonale ergibt einen

Abschnitt in der alpha-Zeitschrift.

. Winkel am Dreieck

. Rechenvorschrift

. Begriff aus der Bruchrechnung

. Aufgabentyp

. anderer Name fiir Quotient

. mathematische Ausdriicke mit Gleichheits-

zeichen

Begriff vom Kreis

. Begriff vom Trapez

. Zahlenpaar in der graphischen Darstellung

. zwei Winkel, die cinen Scheitel und einen Schenkel
gemeinsam haben _

11. k.g. V. von Nennern gegebener Briiche

Mathematikfachlehrer H. Winkler
OS Hartmannsdorf { Bez. Karl-Marx-Stadt)

[ T TS SURN N

Summenkreuz

Die Zahlen 1 bis 9 sind in das Kreuz so einzutragen,
daB senkrecht wie waagerecht die gleiche Summe ent-
steht. —— Schiilerin Kerstin Diestler, Rudoistadt

—

Kryptharithmetik
5 . % René Brunsch, KI. 5, Wiistenbrand
e { Bez. Karl-Marx-Stadt)
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Ich programmiere nur schmell die’ Hausaufgabe,

dann komme ich spielen. gus: Ogonjok (S. Tscherepanow)
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I\
aufgepalht

nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Spielwiirfel und Mathematik

4la Welche Augenzahl wird durch genau
einen Wurf mit genau zwei Spielwiirfeln
(3 Wiirfeln, 4 Wiirfeln, # Witrfeln) mindestens
und welche héchstens erzielt?

424 Udo hat mit genau einem Wurf die
Augenzahl 7 (13) erreicht. Wieviel Spielwiirfel
hat er bei diesem Wurf mindestens und wieviel
hdchstens benutzt? Welche Augenzahlen zei-
gen dabei die einzelnen Wiirfel?

A3 A Petrahat in genau einem Wurf mit nur
cinem Wiirfel mehr Augen erzielt als Klaus
in genau einem Wurf mit vier Wiirfeln. Gib
alle Méglichkeiten an!

a4 a Birbel erreichte in genau einem Wurf

mit genau drei Wiirfeln weniger Augen als

Sabine in genau einem Wurf mit genaun zwei
Wiirfeln. Wieviel verschiedene Moglichkeiten
an Gesamtaugenzahlen beider Spielpartner
gibt es?

AS5aA  Axel benutzt beim Wiirfeln bei jedem
Wurf stets genau fiinf Spielwiirfel. Berechne
die Gesamtaugenzahlen aller mﬁglichel‘i
Wiirfe, wenn dabei njemals keine zwei (oder
mehr) Wiirfel die gleiche Augenzahl zeigen!
A6a Hans erzielt in genau einem Wurf
mit genau drei Wiirfeln die Gesamtaugen-
zahl 6 (11} ‘Wieviel Miglichkeiten gibt es?

Wiirfelspiele

Drei Spielwiirfel sollen zu einem duadrati-
schen Prisma ibereinander gestapelt sein
{Bild 1) Wenn ihr nur die obere Fliche der
Saule und nur zweilseitliche Flichen seht,
konnt ihr sofort die Summe der Augen auf
den Flichen, mit denen die Wiirfel aufein-
ander liegen, und dic Augen auf der Unter-
flache der S#ule ermitteln. So ist zum Bei-
spiel in der Anordnumg.der Wiirfel, die in
Bild 2 dargestellt ist, die gesuchte Summe 17.
Uberlegt, nach welchen Regeln man sich
richten muB, um die Summe der verdeckten
Augen zu erraten.
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In welcher Reihenfolge lagen die Wiirfel?

Ciebt euren Freunden drei Wiirfel, ein Stiick
Papier und einen Bleistift und sagt ihnen,
sie sollen die Wiirfel beliebig nebeneinander-
legen und die dreistellige Zahl bilden, deren
Ziffern den Augen auf den oberen Seiten
der Wiirfel entsprechen. Das ist zum Bei-
spiel bei den in Bild 3 dargestellten Wiirfeln
die Zah! 254. An diese Zahl sollen -sic die
drei Ziffern anhéngen, die den Augen auf
den Unterseiten der Wiirfel entsprechen.
Damit erhilt man eine sechsstellige. Zahl,
in unserem Beispiel 254 523, Dann sollen
si¢ diese Zahl durch 111 teilen und euch das
Ergebnis sagen.

Ohne eine Multiplikation durchzufiihren,
konnt ihr sehr schnell die drei ersten Ziffern
der sechsstelligen Zahl angeben und damit
also sagen, in welcher Reihenfolge die Wiir-
fel lagen.

Wie wird das gemacht? Man zieht von der
angesagten Zahl 7 ab und teilt die Differenz
durch 9. Die Ziffern des Quotienten geben
die Lage der Wiirfel an.

Wenn wir unser Beispiel fortsetzen, erhalten
wir also:

254523:111=2293; 2293 —7=2286;
2286:9=254. '

Was ist die mathematische Grundlage dieses
Kunststiicks?

Setzen
Beliebig viele Mitspieler. Ein Wiirfel. Jeder .
Spieler schreibt auf ein Blatt Papier:
1 x =
2 x =
3 x
4 x
5 x
6 x
7 x

Dann ' wiirfelt er zehnmal hintereinander.
Nach jedem Wurf muB er die entsprechende
Augenzahl in eine der noch unvollstindigen
Gleichungen einsetzen. Welche er wihlt,
steht ihm frei (z B. 10 6==60, wenn er eine
Sechs gewiirfelt hat). Sieger ist, wer die
10 Frgebnisse addiert und die hichste End-
summe aufweisen kann.

Aufgaben
der Schulolympiade
(Stadt Bukarest)

Klassenstufe 6
(Siehe Beitrag Seite 105 in diesem Heft)

1. Gegeben sei ein Dreieck ABC, in dem
AB<AC ist. Von einem inneren Punkt M
der Seite AB ist das Lot auf die Gerade BC
zu fillen; sein FuBpunkt sei D. Auf der Seite
BC ist ein innerer Punkt N so festzulegen,
daB BD= DN gilt. Danach ist die Mittelsenk-
rechte zur Strecke CN zu konstruieren;
ithr Schnittpunkt mit der Geraden AC sei
P. Der Punkt N ist mit den Punkten M und
P zu verbinden. -
a) Es ist die GroBe des Winkels ¥ MNP zu
bestimmen fiir den Fall, daB die Winkel
X CAB=64" und £ CBA==72° betragen.
b} Es sei ferner AB+AC =11 cm. Welchen
Umfang besitzt das Viereck AMNP?
¢) Andert sich der Umfang des Vierecks
AMNP, wenn sich der Punkt M auf AB
bewegt? Die Antwort ist zu begriinden!
d) Es falle der Punkt M mit dem Eckpunkt A
des Dreiecks ABC zusammen. Es ist. der
Umfang des Dreiecks ANP zu berechnen!
A. Hollinger, Bukarest

2. Drei Radfahrer starten zum gleichen Zeit-
punkt im Ort A und fahren auf demselben
Wege mit unterschiedlichen, aber jeweils
konstanten Geschwindigkeiten bis zum Ort
B. Thre Fahrzeiten verhalten sich wie 3:4:5,
Der erste Radfahrer trifft in B um 14 Uhr,
der zweite um 14.20 Uhr ein. Die Geschwin-
digkeit des zweiten Radfahrers betrug dabei
30 k_m
h .
a) Um wieviel Uhr trifft der dritte Radfahrer
im Ort B ein?
b) Wieviel Minuten benétigt jeder der drei
Radfahrer, um die Entfernung AB zuriickzu-
legen?
¢) Wie grof ist die zuriickgelegte Entfernung?
d) Mit welchen Geschwindigkeiten fuhren der
erste bzw. der dritte Radfahrer? 7
H. Bercovici, Bukarest

3. Essind alle rationalen Zahlen x zu bestim- .
men, die die folgende Gleichung erfiillen:

2-(24-J41616) (2 -ﬁ)?+23 .

CE)

I. C. Ligor, Bukarest




X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
Losungen der Aufgaben der DDR-Olympiade

Fortsetzung

L. Aufgabe (Idsungsvorschlag der Aufgaben-
‘kommission )
(1) Da genau seun Ziffern verwendet werden
miissen, kann hdchstens eine der Primzahlen
einstellig sein. Andererseits muB, da neun
ungerade ist, mindestens eine der Primzahlen
einstellig sein. Dafiir kommen genau die
Zahlen 2, 3, 5 und 7 in Frage.
(2) Die vier anderen Zahlen sind wegen (48]
simtlich zweistellig und kénnen nur auf die
Ziffern 1, 3, 7 und 9 enden, da sie sonst durch 2
oder 5 teilbar wiiren,
(3) Die einstellige Primzahl kann weder 3
- noch 7 sein, da sonst fiir die restlichen vier
zweistelligen Zahlen nur genau drei ver-
" schiedene Endziffern vorhanden wiren, also
(2) nicht erfiillt werden kann.
Es werden nun genau die folgenden beiden
Fille unterschieden:
(4a) Die einstellige Primzahl sei 2. Fiir die
Zehnerstellen der vier zweistelligen Prim-
zahlen bleiben dann genau die Ziffern 4, 5, 6
und 8.
Siimtliche zweistelligen Primzahlen, die sich
unter diesen Bedingungen bilden lassen,
sind:
41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 83 und 89. Von ihnen
‘kann die Zahi 43 nicht zu einer der gesuchten
Mengen gehiren, da diejenigen der genannten
Primzahlen, in denen weder die Ziffer 4

noch die Ziffer 3 vorkommt, genan die Prim- ,
zahlen 59, 61, 67 und 89 sind. Je drei von’

diesen enthalten aber eine der Ziffern 6, 9
zweifach, so daB man auvs ihnen keine drei
. weiteren, den Bedir_}gungen der Aufgabe ent-
sprechenden Primzahlen auswihlen kann.
Wihlt man aus den verbleibenden acht
Primzahlen als Zahl, in der die Ziffer 5
vorkommt, die Zahl 53, dann entfallen 59
und 83, und' aus den verbleibenden fiinf
Zahlen lassen sich, da dann 89 stets ver-
wendet werden muB, zusammen mit den
bereits gewihiten Zahlen genau die folgenden
beiden Mengen bilden:

I {2,53,41, 67,89} und

(I = {2, 53,47, 61, 89}.

Analog findet man bei der Wahl von 59
(und damit 83) die beiden Mengen

(I {2,59,41,67,83} und

(Iv}y {2, 59,47, 61, 83}.

Damit sind alle Moglichkeiten fiir Mengen

der genannten Art, die die Zahl 2 enthalten,

erschopft.

(4b) -Die einstellige Primzahl sei 5.

Dann bleiben fiir die Zehnerstellen der vier
zweistelligen Primzahlen genau die Ziffern
2,4, 6und &

Simtliche zweistelligen Primzahlen, dic sich
unter diesen Bedingungen bilden lassen, sind
23, 29, 41, 43, 61, 67, 83 und 89. Wie in (4a)
zeigt man, daB 43 zu keiner der Mengen
gehoren kann Ahnliche Uberlegungen wic
in {4a) ergeben genau Mengen, die den
Bedingungen entsprechen, namlich:

(V) {5,23,41,67,89)
(V) {5,23,47, 61,89}
(VID  {5,29,41, 67,83}

(VII) {5,29, 47,61, 83).
Es gibt mithin genau die Mengen I bis VIII
der gesuchten Art.

2. Aufgabe: Man bezeichnet die vier schnei-
denden Ebenen mit E,, E,, E,, E, entspre-
chend der in der Aufgabenstellung fest-
gelegten Reihenfolge. E; und E, schneiden
die Deckfliche des Quaderkorpers nach den
Diagonalen (B'D’) bzw. (4'C"). Der Schnitt-
punkt S dieser Diagonalen ist den Ebenen E,

~und E, gemeinsam. E; und E, schneiden die
Seitenfliche (ABB'A’) des Quaderkérpers

nach den Diagonalen (4B') bzw. (4'B). Der
Schnittpunkt P,, dieser Diagonalen ist den
Ebenen E; und E, gemeinsam. Folglich ist die
Verbindungsgerade ($P,,) die Schnittgerade
der Ebene E, und E, Wegen der Konvexitiit
des Quaders hat die Schnittgerade mit dem
Quaderkorper genau die Strecke SP,;, ge-
meinsam. Aus den gleichen Uberlegungen
ist die Verbindungsgerade (4P,,) Schnitt-
gerade von E, mit der von den Punkten
ABB’A’ aufgespannten Ebene. Entsprechend
liegt (BP,,) in der Schnittgeraden von E,
mit (ABB'4). Die Punkte 4, B und P,,
hegen gemeinsam mit dem Restkdrper unter-
halb der Ebenen E; und E,. Daraus folgt,
daB die Strecken AP,, BP,,, SP,, Kanten
des Restkorpers darstellen. Die Kante AB
bleibt bei diesen vier Schnitten ungeindert
bestehen.

Durch zyklische Fortsetzung dieser Uber-
legungen findet man, daB die Punkte 4, B,
C, D als Eckpunkte am Restk&rper erhalten
bleiben, wihrend die Ecken A’, B’, C’, D’ ent-

fallen. Genau die Mittelpunkte P, P,,,
P34, Pyy und S der Scitenfliche bzw. Deck-
fliche treten als meue Fckpunkte dazu. Es
verbleibt cin konvexer Restkorper mit 9
Ecken, 16 Kanten und 9 Flichen. Dic Probe
mit Hilfe des FEulerschen Polyedersatzes
e+ f—k=2 ist erfiillt. :

Das Volumen ¥, des Restkdrpers kann in
folgender Weise zu dem Volumen ¥y des
Quaders in Bezichung gesetzt werden: Man
lege durch den Punkt S zwei seitenparallele
‘ebene Schnitte, dic den Quaderk&rper in
vier kongruente QuaderkSrper zerlegen.
Durch Anbringen der vier ebenen Schnitte
wird z. B. der Teilquader mit der Kante 44’
von der Ebene E, in zwei volumengleiche
Teilkorper zerlegt, wobei genau der untere
Teil dem Restkdrper zufillt,. Wendet man
diese Uberlegung auf alle vier Teilquader an,
ergibt sich die Aussage Ig: Jp=1:2.

g < [

A;gr !.r__r__J——f—” 3 —— :
. t
B
Al -

¢ > ~
7 - ~

\ _~_-% it

ﬁg’_’_ L et e, e i e e o g o o .:

’

A
§

Bemerkungen: Diese mit 7 Punkten aus-
geschriebene Aufgabe lag 109 Teilnehmern
zur Losung vor. Es ergab sich der folgende .
Punktspiegel fiir diese Aufgabe: 0:12;1:7;
2:2;3:4;4:6; 5:13; 6:20; 7:45. Die
Aufgabe wurde etwa von 40 %/, der Teilneh-
mer vollstindig gelost, wihrend auch ein
Teil fast nichts mit der Aufgabe anzufangen
wubte. Zur Volumenbestimmung des Rest-
k&rpers wurden sehr nnterschiedliche Metho-
den angewandt, auf die hier im einzelnen
nicht eingegangen werden kann. Ein zykli-
sches Vorgehen nach der hier demonstrierten
Art, was eine wiederholte Anwendung glei-
cher SchluBweisen erlaubt, wurde von keinem
Teilnehmer angewah‘dt Auch eine Probe
mit dem Eulerschen Polyedersatz war in
keiner Arbeit zu finden.
Dozent Dr. E. Schrider, Techmsche
Universitit Dresden

3, Aufgabe (3.1 und 3.2: 51ehe Heft 4/71,
Seite VIII)

4. Aufgabe (nach dem Yorschlag der Aufgaben—
kommission) :
Angenommen,
Funktion
Jx)=ax?+bx+c, a, b, creell; a0
mit der geforderten Eigenschaft.

es gibt eine quadratlsche
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Dann gilt fiir jedes reelle x:
alx+ 12+ b{x+ 1)+ ec=a(—xP+b(—x) +c,
also
ax?+2ax+a+bx+b+c=ax’—bx+c.
Daraus folgt
(@+b)(2x+1)=0.

Da diese Gleichung insbesondere fiir x=0
erfiillt sein mul, folgt
a=—b,
Mithin kénnen héchstens die quadratischen
Funktionen der Form
fx)=ax?—ax+c (a=0, a,¢ belicbig reell)
die geforderte Eigenschaft haben.
Tatséchlich gilt fiir jede von diesen: .
f(x+1):[&(x +1P—alx+ D) +e=ax’ +ax+e
S(—x)=a(—x)*—a(—x)+c=ax?+ax+tec,
also  fix+1)=f(—x).
Bemerkungen: Bs zeigte sich, daB diese relativ
leichte Aufgabe viele Schiiler dazu verleitete,
nicht mit der notwendigen Sorgfalt zu arbei-
ten. So fehlten z B. hiufig di¢ Probe bzw.
der Hinweis, daB a und ¢ beliebig reelle
Werte (auBer a4 0) annehmen kénnen.

J. Bartsch, Universitdt Rostock

5. Aufgabe (Vorschlag der Aufgabenkommis-

sion) :

a) Angenommen, die reelle Zahl x40 erfiille

die gegebene Ungleichung, d. h. es sei
2 3.1

.
x r 2

1)

Wegen r<—06 gilt 0<_§<%. Daher gilt
¥

Zc—>l-!-~:":>(), also x>0 und damit
2 2 r

2>x (l+§) bzw.
2 F

4>x (iti) bzw. wegen
¥ .

Also konnen hchstens solche x, fiir die
4r .
O0<x<— gilt,
_ 6+r -gl
Lésungen der gegebenen Ungleichung sein.
Tatséchlich gilt fiir alle diese Werte

g> 2 =§+l., also’ 2. 5.1
x 4r r 2 x r 2
6+r )
b) In diesem Falle geht die gegebene Unglei-
chung in
211 .
;+£>§ iiber. .

Diese Ungleichung ist fiir alle x>0 und nur
fiir diese erfiillt, da genau fiir sie

2.0 gilt.
X

¢) In diesem Falle gilt —E:%.
¥

2

Angenommen, die reelle Zahl x+0 erfiille

die gegebene Ungleichung, Dann gilt
————>l. Wegen (2} ist diese Un-
x r 2

gleichung fiir alle x>0 erfiillt.

i16

Es sei nun x<0. Dann gilt x>0, und man -
erhilt durch Multiplikation von (1) mit rx:

2r—3x >12’E und weiter

4r—6x>rx, woraus man wegen
r+6)>0

x< 2T crnalt.,

Also kbnnen im Falle ¢) héchstens solche x,

fiir die x>0 oder x<;—r gilt, die gegebene

+r
Ungleichung erfiillen. .
Tatséichlich ist fiir x>0 wegen )
.%—§>l und fir
x F 2
4r
6+4r
g>— 2 :§+l, also
x 4r r 2
6+r
2 3.1
S
x r 2

d) In diesem Falle gilt f§<0.
T

Angenommen, die reelle Zahl x40 erfiille
die gegebene Ungleichung Ddnn gilt
§>l+§>0 und daher x>0,
X 2 r

Daraus folgt

O<x <i. Also kdnnen hdchstens
6+r

solche x, fiir die 0<x<—— gilt,
6+r

Lésungen der gegebenen Ungleichung sein.
Tats#chlich ist in diesem Falle

2.2 3. r 2 3.1

= ==4—, also =—=>=.

x 4r r 2 x r 2
6+r

6. Aufgabe:

Bemerkungen: Die Aufgabe wurde von einem
groBen Teil der Schiiler richtig gelost, wobei
jedoch nicht in allen Fillen die Notwendig-
keit des Hinweises erkannt worden war, dal
alle nach der Konstruktion gewonnenen
Punkte den Bedingungen der Aufgabe ge-
niigen. Neben den Losungen, die dem Vor-
sclﬂag der Aufgabenkommission, der die
iiblichen Schritte bei der Bearbeitung einer
derartigen Aufgabe unter Benutzung der
Dreieckshthen und Anwendung des Strah-
lensatzes ausfiithrlich darlegt, entsprechen,
entwickelten w.a. Gerald Teuschbein (Bez.

‘ Gera) und Cornelia Kdstner {Bez. Cottbus)

Gedanken, die bei der folgenden Losung
beriicksichtigt wurden.
Unfér der Annahme, daB in einem Dreieck

 ABC ein den Bedingungen der Aufgabe

geniig'é.ndcs Dreieck EFD existiert, kann man
folgende Aussagen machen:

(1) Dieieck EFD ist wegen der geforderten
Parallelitéit der entsprechenden Sciten Zhn-
lich dem Dreieck ABC.

(2) Der Flicheninhalt des Dreiecks EFD ist
der dritte Teil des Flicheninhaltes des Drei-
ecks ABC.

(3) Durch Parallelverschiebung des Drei-
ecks EFD um die Lﬁngg der Strecke AE in
Richtung der Strecke BA entsteht das diesem
kongruenie Dreieck AF'D’.

(4) Nach dem Satz iiber die Flicheninhalte
dhnlicher Dreiecke gilt:

ﬁ:iﬁ:uﬁ%ﬁ; L.

(5) Der Flacheninhalt des Trapezes F'BCD’
ist doppelt so grofl wie der des Trapezes
FBCD. Wegen der Lingengleichheit von
F'D" und FD folgt aus der Flichenformel
fiir ein Trapez nach dem Strahlensatz

2FB=F'F, also FB=F'F.

Konstruktion: Man teilt AC im Verhiltnis
%Jg:l durch Konstruktion eines recht-

winkligen Dreiecks iiber der Hypotenuse

%A_E mit der ecinen Kathete %E Die

zweite Kathete ist dann gerade %\BE

Durch den Teilpunkt D' wird je eine Parallele
zu AB bzw. BC gezeichpet. Die Schnittpunkte
dieser Parallelen mit BC bzw. AB seien D” und
F’. Der Mittelpunkt von D'D” ist D, der von
F'B ist F. Der Schnittpunkt der Parallelen zu
AC durch D mit AB ist E. Diese Konstruktion
ist stets cindeutig ausfiihrbar, wenn A, B und
C nicht auf einer Geraden licgen.

Die nach der Konstruktion gewonneneh
Punkte E, F und D geniigen stets den Bedin-
gungen der Aufgabe, denn es gelten folgende
Uberlegungen: ' ;

Wegen AD' =% /3 AC und F'D’ parallel BC

ist der Flicheninhalt des Dreiecks AF'D’
gleich dem dritten Teil des Flicheninhalts
des Dreiecks ABC. Wegen der Kongruenz
der Dreiecke AF'D’ und EFD trifft das abch
fiir den Flicheninhalt des Dreiecks EFD zu.
Damit ist der Flicheninhalt des Trapezes
F'BCD’ doppelt so groll wie der des Dreiecks .
EFD. Da D die Strecke D'D” und F die
Strecke F'B halbiert und F'D’ gleich FD ist,
ist der Flicheninhalt des Trapezes FBCD
halb so gro8 wie der des Trapezes F'BCLY,
also gleich dem des Dreiecks EFD. Damit
muB auch das Trapez EDCA den gleichen
Fliacheninhalt besitzen, da die Summe der
drei Teilflidchen die Flidche des Dreiecks ABC
ergeben mub.

H.-J. Vogel, Pidd. Hochschule Potsdam



Losungen

Losungen zu ,,Aufgepalit — nachgedacht —
mitgemacht” (Heft 5/71)

Ala Anzahlder kleinste  groBte
Wiirfel Augenzahl Augenzahl
2. 2:1=2 - 2-6=12
3 . 3-1=3 . 3-6=18
4 4-1=4 4-6=24
n n-l=n n-6=6n

A2a Die hochste Augenzahl eines Spiel-
wiirfels betriigt 6. Um mit genau einem Wurf
die Gesamtaugenzahl 7. zu erreichen, muld
man mindestens zwei Wiirfel verwenden.
Dabei sind folgende Augenzahlenpaare mog-
lich: (1;6), (2;5), (3;:4). Es sind hichstens
sieben Wiirfel benutzt worden, von denen
jeder die Augenzahl 1 zeigte, denn 7-1=7.
Um mit genau einem Wurf die Gesamtaugen-
zahl 13 zu errcichen, mufl man mindestens
drei Wiirfel verwenden. Sie kénnten folgende
Augenzahlentripel zeigen: (1,6,6), (2,5,6),
(3,4,6),.(3,5,5), (4,4,5). Es kénnen hichstens

13 Wiirfel benutzt werden, von denen jeder
die Augenzahl 1 zeigt, denn 13-1=13.

A3a Petra (5); Klaus (1,1,1,1)

Petra (6); Klaus (1,1,1,1)
Petra (6); Klaus (1,1,1,2)

444 Sabine habe die Gesamtaugenzahl 12
erreicht, dann kdnnte Birbel die Gesamt-
augenzahi 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10 oder 11 gewiir-
‘felt haben.. Weitere Mdglichkeiten wiren fol-
gende:

Sabine (11); Birbel (3,4, 5,6, 7, 8,9 oder 10)
Sabine (10); Biirhel (3,4, 5, 6,7, 8 oder 9)
Sabine (9); Birbel, (3, 4, 5, 6, 7 oder 8)

Sabine (8); Birbel (3, 4, 5, 6 oder 7)

Sabine (7); Birbel (3,4, 5 oder 6)

Sabine (6); Bérbel (3,4 oder 5)

‘Sabine (4): Bérbel (3)

Es gibt also 1+24+3+4454+6+7+8+9,

das sind 45 verschiedene Mboglichkeiten.

45 A Augenzahlen Gesamt-
der fiinf Wiirfel augenzahl
(1,2,3,4,5) 15
(1.2,3,4,6) 16
{1,2,3,5,6) 17
(1.2,4,5,6) 18
(1,3,4,5,6) 19
(2,3, 4,5, 6) 20

464 Um dic Gesamtaugenzahl 6 zu er-
reichen, gibt es folgende drei Maglichkeiten:
(1, 1, 4), (1, 2, 3, (2, 2, 2). Um-die Gesamt-

augenzahl 11 zu erreichen, gibt es folgende
sechs Moglichkeiten: (1, 4, 6), (1, 5, 5), (2, 3, 6),
(24,5.(3.35,(3,4.4)

Lisungen der Wiirfelspiele (Heft 5/71)

a) Festsiellung der verdeckten Summe nach
der sichtbaren Zahl der Augen auf der oberen
Fliache der Saule. Die Summe der Augen
auf den verdeckten Flichen, mit denen die
Wiirfel aufeinanderliegen, und die Augenzahl
auf der unteren Fliche ist minus der Zahl der
Augen, die aul der oberen Fliche'der Siule
sichtbar ist (vgl Bild S. 114). Wenn also die
Augen addiert werden, die sich auf allen
horizontalen Flichen der drei Wiirfel befin-
den, das heiBit die Augen auf drei Paaren
einander gegeniiberliegenden FEichen, dann
betrégt die Summe 21 (3-7 = 21). Aber die
Summe soll nach der Bedingung der Aufgabe
nicht die Zahl der Augen a auf der oberen
Flidche enthalten, Wenn wir diese Zahl von
21 abzichen, erhalten wir die gesuchie Summe.
b) Feststellung der verdeckten Summe nach
zwei sichtbaren Seitenflichen der Saule. Bei
Beachtung des ,Prinzips der Sieben™ sind
zwei Reihenfolgen fiir die Anordnung der
Augen auf den Flichen eines Spielwiirfels
mdglich. Die eine Reihenfolge fiir die Anord-
nung ist die spiegelbildliche Wiedergabe
der anderen. Legt einen Wiirfel mit der 1 nach
oben auf den Tisch. Dann befindet sich die
2 auf einer Fldche und die 3 auf einer benach-
barten Fliche rechts oder links davon. Mit
anderen Worten folgen beim Blick von oben
die drei Augen den zwei Augen entweder im
Uhrzeigersinn (Bild a) oder entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn (Bild b). Nachdem die
Reihenfolge der Anordnung fiir 1, 2 und 3
Punkte festliegt, ist die Anordnung der 4, 5
und 6 Punkte auf den iibrigen Wiirfelflichen
eindeutig nach dem ,Prinzip der Sicben” be-
stimmbar. Wenn wir wissen, wie die Punkte
auf den Seiten des Wiirfels zueinander geord-
net sind und das , Prinzip der Sieben® kennen,

“geniigt es, wenn wir zwei beliebige benach-
i barte Seitenflichen des Wiirfels sehen, um die

Zahl der Augen auf der oberen und dann
auch auf der unteren Fliche festzustellen.

Zum Beispiel sehen wir auf dem unteren
Wiirfel 8. 114, Bild 1 auf einer Fliche 3 Punkte
und auf der rechts benachbarten 5 Punkte.
Folglich miissen auf der benachbarten Fliche
nach links 2 Punkte sein, oben 1 Punkt und
unten 6 Punkte (wenn es ein Wiirfel vom
Typ b ist) Auf dem mittleren Wiirfe! hat eine
Seitenfliche 6 Augen, folglich die abge-
wandte 1 Auge, die rechte hat 3, folglich die
obere 2 und die untere 5 Augen. Zum fehler-
losen Erraten der Augen auf den verdeckten
Flichen nach der gezeigten Methode ist frei-
lich angespannte Aufmerksamkeit und prak-
tische Ubung erforderlich.

Da die Summe der Augen anf zwei einander
gegeniiberliegenden Fléchen cinesjeden Spiel-
wiirfels immer gleich 7 ist, sind die drei Ziffern,
die der zuerst aufgeschriebenen dreistefligen -
Zahl angehéingt werden, Ergéinzungen zu 7.
Wemn wir die anfangs aufgeschriebene Zahl
mit A bezeichnen, dann ist die hinzugesetzte
dreistellige Zahl 777 — A und die panze sechs-
stellige Zahl 1000 4 +(777 — A) oder 999 4 +
T1T=111 (3 A+7). Wie man sicht, ist die
Zahl durch 111 teilbar. Man erhilt 9 A+7.
Diese Zahl wird angesagt Wenn wir von ihr
7 abziehen und die Differenz durch 9 teilen,
dann erhalten wir die urspriingliche Zahl A.
(aus: Kordemski: képfchen, kipfchen)

Lisnong zur Aufgabe

von NPT Prof. Dr. Hans Reichardt

4 758 & Der Flicheninhalt der nach dem

Herausschneiden verbleibenden Figur betrigt
A=(9-12—1-8) m?=100 m?

und ist gleich dem Flicheninhalt des Recht-

ecks, das nach dem Zusammensetzen der

Teile entstehen soll.

Da nor zwei Schaitte zuléssig sind, Jiegt es

nazhe, den ersten Schnitt von der unteren

Teppichkante bis zu dem herausgeschnitte-

nen Teil und den zweiten Schnitt von dem

herausgeschnittenen Teil bis zur oberen Kante

so zu fiihren, daB beim Zusammensetzen der

Teile der herausgeschnittene Teil bedeckt

wird. Dann hat eine Seite des neu entste-

henden Rechtecks die Linge 8 m und wepen
A=100m?*=8":12,5m?

die andere Seite die Linge 12,5 m.

Z NN

Aus diesem Grunde liegt es nahe, die beiden
Schnitte treppenformig zu fiihren, wie das
aus dem Bild 1 zu erkennen ist, in der die
durch die Schnitte entstandenen Teilfiguren
verschieden schraffiert sind. Verschiebt

man jetzt die rechte Teilfigur um % m nach

unten und um 1 m nach links, so erhilt man
durch das Zusammensetzen beider Teilfigu-
ren ein Rechteck mit den Seitenlingen 8 m
und 12,5 m, womit die Aufgabe geldst ist
(vgl Bild 2).

Druckfehlerteufel

Dipl-Ing. Dr. M. Skalicky stellt fest: In Heft
2/71, 8. 37 muB es in Ala richtig heiBen:

und nicht

J2Zntl NS
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n-2/71, 8 27...29 stelit er eine verbliiffende
Formel auf; Wenn

v Fluchtgeschwindigkeil von der Erde,

D Durchmesser der Erde,

1 kn

. Vz
dann ist — =
D 4 kg

& Karin Miller und Wolfgang R;ede. stellten
fest, daB es in 2/71, S. 45 Bezirksolympiade
KL 11/12, Aufgabe 6 richtig heiBlen muf:
3 3

< x <
2n+1

2n+f

Schwieriges Problem

Zu dem von uns gebotenen Problem in Heft
6/70, Seite 139, sandte uns Prof. M. Benjamin
eine Losung: ’

»~Nachstehend der Versuch einer vollstindi-
gen Losung.

Wir wollen zunidchst nur solche Losungen
betrachten, die sich nicht nur durch die
Reihenfolge der Ziffern unterscheiden (we-
sentlich verschiedene Losungen). Es sei also
etwa 4 < B < C < D<E. Aus den Bedingungen
der Aufgabe folgt ferner, daBl ein Zehner-
ithertrag bei der Addition nicht erfolgen kann;
ferner kann keine Ziffer gleich Null sein. {Denn
wenn etwa 4=0, so A+E=E=F enigegen
der Bedingung, daBl E= F).

Die L&sungen miissen dann folgenden Be-

dingungen geniigen: A+E=B+D=2C=F;

A, B, C, D, E, F natlirliche Zahlen und klemer
als 10 und paarweise verschieden.
Eine Losung liegt also dann vor, wenn sich
- eine gerade Zahl auf zwei verschiedene Arten
als Summe zweier verschiedener Zahlen dar-
stellen 14Bt. Das ist nur fir F=6 und F=8§
mdaglich {fir F=4 gibt es nur eine Darstel-
lung, bei der ein Summand Null ist). Wir
erhalten die nachfolgender Ldsungen:

ABCDETF
1 2°3 456
12 46 7 8
13 45 78
2345 6 8

Aus diesen wesentlich unterschiedenen L&-
sungen ergeben sich dorch Umstellung der
Ziffern weitere. Dabei ist zu beriicksichtigen:
1. Die Ziffer ,C' kann ihren Platz nicht
“andern.

2. Die vier anderen Ziffern der Summanden
bitden zwei Paare (4, E) und (B, D), die jeweils
symmetrisch za ,C* in der Darstellung der
Zahl stehen.

Infolgedessen sind zu jeder Ziffernfolge 8 Zah- |

len moglich, die sich nur durch die Reihen-
folge der Ziffern unterscheiden:

A B CDE- b A CEHB
ADCBE DECAB
B ACED EBCDA4
B ECAD EDCB 4
Insgesamt gibt es somit 32 verschiedene

Losungen des schwierigen Probiems’. Wer-
ten wir solche Losungen als gleich, bei denen
nur die Reihenfolge der beiden Summanden
vertauscht ist, so haben wir 16 verschiedene
Lasungen ™
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Magisches Quadrat

In Heft 1/71 boten wir auf S. 5 24 magische
Quadrate. Es gibt noch weitere, die wir aus
Platzgriinden nicht verdiffentlichen konnten.
Siegrun Kihn aus Putzkau war pfiffig und
sandte uns weitere Vorschlige,

A 675 Zn dieser Aufgabe sandte uns W
Burmeister die Losung {Heft 2/71, 8. 36):

x sei die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft.
Wir sehen, daB x+1 ohne Rest durch a,,
@z, ..., d, teilbar ist; x + 1 istein gemeinsames
Vielfaches dieser n Zahlen. Nun soll x mog-
lichst kiein sein, dann ist x+1 das kleinste’
gemeinsame Vielfache der gegebenen Zahlen;
wir bezeichngn es durch eckige Klammern.
Antwort: Die gesuchte Zahl ist das kleinste
gemeinsame Vielfache der gegebenen Zahlen;
vermindert um 1:

x=[ay, az ..., a,] — L.

84692 Aus (1) folgt c—b=g*> und

e+b=p? und (2) ergibt c —b=m? +n% —2mn

=(m—n? c+b=m’+n2+2mn=(m+n).
Es folgt ¢>=(m—n)* und p*=(m+n), und
daraus wegen p>g>0 und m>n>0:
p=m+n, g=m—n.
Durch Auflésen nach m und n erhdlt man:
=?%, nt—;—q. Aus der Teilerfremdheit
von p und g folgt dabei die von m und n,
und umgekehrt; denn hdtten p und g einen
gemeinsamen Teiler >2, so hétten m und »
den gleichen gemeinsamen Teiler, hitten m
und n einen gemeinsamen Teiler > 1, so auch
-p und g Sind p und g beide ungerade, so
sind sowohl p+q als auch p—g gerade und
genau eine der beiden durch 4 teilbar, von
m und a also eine gerade und die andere
ungerade. Sind von m und #» ¢ine gerade und
die andere ungerade, so sind sowohl p als
auch ¢ ungerade. . '

W 7m666 Der Abbildung ist folgendes zu
éntnehmen: Ein regelmiBiges Tetraeder er-
éeugt einen quadratischen GrundriB, wenn
zwei nicht in einer Ecke zusammenstoBende
Kanten parallel zur Grundrifebene liegen.
Zur Erhohung der Anschaulichkeit wurde

dic senkrechte Parallelprojektion im Drei-

tafelverfahren gewdhit.

Ar . fogl AnECu

Bn

Y

84667 Wir formen zunichst den Term
auf der linken Seite der Ungleichung um
und erhalten

b a-H)__ a a
b—a' a b—a b
2
W +b+—=2 CEY
b—a a b ab

Nun gilt fiir aIEe positiven reellen Zahlen a
und 4 mit .cg=i=b
{a—b)*
ab
a’—2ab+b* _ a*4b?
ab T oa
a* +b*
ab

2
,’+a 2 +b

> 0, also

—2>0,
mithin

> 2. Daraus folgt (2)

> 4, also wegen (1)

L a+b——a—+~‘~4 w.z.b.w.
b—a b

b—a¢ - a

W 2w 668 Wegen (6) hat Peter mindestens
das Zeichendreieck und das Lineal. Da Peter
das Lineal besitzt, hat wegen (4} Rifa min-
destens den Radiergummi. Laut (2) hat Rainer
-mindestens den Zirkel Nach (1) mull Rainer
mindestens noch den Bleistift besitzen. Noch
nicht erkannt ist, wer Rechenstab und Kur-
venschablone hat Da jeder Schiiller minde-
steps einen der angegebenen Gegenstinde
haben mub, sind Rechenstab und Kurven-
schablone in den Hinden von Lutz und
Martina. Da wegen (2) Lutz den Rechen-
stab nicht hat, hat diesen Martina. Lutz
hat also die Kurvenschablone.

Bei der gefundenen Verteilung sind auch die
Aussagen (5) und (3) wahr. Diese wurden
jedoch zur Ermittlung der Verteilung nicht
herangezogen. Wenn also die Aussagen (1)
bis (5) wahr sind, so besitzt Lutz die Kurven-
schablone, Martina den Rechenstab, Peter
das Zeichendreieck und das Lineal, Rainer
den Zirkel und den Bleistift, Rita den Radier-
gummi.

W8 m669 Angenommen, das ' geordnete
Paar (x,y) ganzer Zahlen entspricht den
Bedingungen der Aufgabe. Dann gilt

x < 3; (n
x+y>2; 2}
x—y>0,also y < x. 3)
Aus (2) und (3) folgt
2<x+y<x+x=2x, also 2x>2, d.h,
x>1. ' (4)

Wegen (1) und (4} gilt also
1<x<3 und, da x eine ganze Zahl ist-

x=2. 3)
Aus (2) folgt daher
24+y>2, also y>0.
Andererseits gilt wegen (3) und (5) )
y<2, alsoist y=1. (6)

Wir erhalten also genau ein geordnetes
Paar {(2,1) ganzer Zahlen und iitberzeugen
uns davon, daB fiir x=2, y=1 'die Bedingun-
gen (1), (2) und (3) erfiillt sind.

Bemerkung: Wir kbnnen diese Aufgabe auch
durch die folgende Uberlegung losen:



Es kann nicht x=1 gelten; denn dann wire
wegen (3) y£0, also x+y=<1, was der Be-
dingung (2) widerspricht. Paher gilt x>1
und auBerdem wegen (1) x<3, also x=2.
Ferner folgt wieder wie ‘oben aus (2) y>0,
also wegen (3) y=1.

94670 Angenommen, x sei elne Lsung
der Gleichung
log,(log, (log; x)) = 0.
Dann gilt, weil die Gleichung log, z=0 nur
die Lésung z=1 hat,
log, (tog; x) = 1.
‘Nun hat die Gleichung logy t=1 nur die
Losung t=3, daher gilt
log, x=3.
Daraus folgt 2° =x, also x=8.
Die gegebene Gleichung hat also genau eine
Losung, ndmlich x=8. -
Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
dall x=8 tatsfichlich eine Lisung der gege-
benen “Gleichung_ist. Wir ¢érhalten néEmlich
log, (log; (log, 8)) = log,(log; 3) =
=log,1=0. g

W9 m671 a) Es sei ABC das gesuchte Drei-
eck mit CD—h, CE=s, und BF=h, (vgl.
die Abb.). Ferner mdge die Parallele durch E
zu BF die Seite AC in G schneiden.

Dann gilt nach dem Strahlensatz, da E der
Mittelpunkt der Seite AB ist, EG:BF=1:2,
also EG = BF_ ﬁ.

2

Da ¥ CGE=90°, liegt der Punkt G auf dem
Thaleskreis um CE. Andererseits liegt G auf

dem Kreis um E mit dem Radius %‘1 Nach

dieser Uberlegung 148t sich das Dreieck 4BC
leicht konstruieren: Wir zeichnen CD= h, und
errichten in D auf CD die Senkrechte, die
den Kreis um € mit dem Radius s, in dem
Punkt E schneidet (Ist s,>h, so erhalten
wir noch einen zweiten Schnittpunkt E’, der
in der Abbildung aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit nicht eingezeichnet ist)}

Dann zeichnen wir iiber CE als Durchmesser
den Halbkreis, der in derselben Halbebene
beziiglich CE wie der Punkt D liegt (bzw.
den Halbkreis iiber CE' als Durchmesser,
der in der anderen Halbebene - beziiglich
CE" wie der Punkt D liegt)

Den Punkt G (bzw. G') erhalten wir nun als
Schnittpunkt dieses Halbkreises mit dem

Kreis um E (bzw. E'} mit dem Radius %‘-’.

Wir verbinden € mit G (bzw. G")und erhalten
den Schnittpunkt ‘A (bzw. A4') dieser Ver-
bindungsgeraden mit der Geraden DE (bzw.
it DE')..

* Wir verlingern AE iiber E hinaus (bzw. AE’

iiber E’ hinaus) um sich selbst und erhalten
den Punkt B.(bzw. B') und damit das gesuchte
Dreieck ABC (bzw. A'B'C). Aus dieser Kon-
struktion ersechen wir, daB wir im Falle

-8, > h, genau zwel Dreiecke erhalten, die

den gegebenen Bedingungen entsprechen.
Im Falle s.=h, erhalten wir jedoch nur ein
(gleichschenkliges) Dreieck, das dem gege-
benen Bedingungen entspricht.

b) Aus der Konstruktion haben wir bereits
ersehen, dafl di¢ Bedingung s =k, erfiillt
sein mulB. ‘ 5

Ferner muf} die Bedingung %’Zg s erfiillt

c
sein, weil sonst der Kreis um E mit dem

Radius% den Halbkreis iiber CE nicht

schneiden wiirde. Sind andererseits diese
beiden Bedingungen erfiillt, so ist das Dreieck
ABC auch konstruierbar.

W9 m672 Es sci das Zahlentripel (x,y,z)
eine Losung des gegebenen Gleichungssy-
stems; dann gilt

x+y+z =232 (1)
und, wie wir durch Multiplikation der zweiten
Gleichung mit 12 erhalten,

12x4-6y+6z=4x+12y+4z=

=3x+3y+12z. 2)
Wir konnten jetzt aus der Gleichung (1)
z=232—x—y ermitteln und diesen Wert in
(2) einsetzen. Wir wiirden dann zwei Glei-
chungen mit den Variablen x und y erhalten,
die wir nach einer der iiblichen Methoden
lgsen konnen. Dieses Verfahren ist aber
etwas wmstindlich, und der folgende Weg
fiihrt schnéller zum Ziel:
Subtrahieren wir in (2) jeweils die Summen
von 12x+ 12y <412z, so erhalten wir
6y+62=8x+8z=9x+9y, _
6(y+z) =8(x+z) =9%x+y) =k, “(3)
wobel wir zur Vereinfachung 9(x+y)=k ge-
setzt haben. '

Daher giit
i k
= ] 4
k
x+tz = % (3
k
x +y = E 6)

Aus diesen drei Gleichungen folgt durch
Addition der Terme aufl den linken bazw.
rechten Seiten

P k k k29
2x+y+z) ==+ —+ - ==—, Wegen
xty+a) 6 8 9 72 8
X+ y+2=232 erhalten wir hieraus
2932 =2 also

72
2B g0 %)
29

Wir erhalten daher wegen (4), (5), (6) und (7)
X=(xy+z)—(y+2) :232—%‘:232—192-

=40, )]

yi(x%-y+z)~(x+z):232—'§—=232—— 144

=88, 9)

z_=(x+y+z)—(x+y):2327'g-—-232v128

=104. (10
Wenn also -das gegebene Gleichungssystem
iiberhaupt eine Losung hat, so gibt es wegen
(8), (9) und (10} genau eine Losung, ndmlich

x=40, p=88, z==104.
‘Durch Probe iiberzeugen wir uns davon, da
das tatsdchlich Losungen des gegebenen
Gleichungssystems sind. Wir erhalten nim-
lich durch Einsetzen dieser-Werte in (1)
P 40+ 88 +104=232 undin(2)
2-40+88+104  404-3-884104 4
2 B 3
_40+88+4-104
g
das sind in beiden Fiillen wahre Aussagen.

W 10/12 w 673 Es sei x eine natiirliche Zahl,
fiir die die gegebene Gleichung erfiillt ist.

, also 136 = 136 = 136,

Dann gilt '
4252 o5 Alsogii i

S5—x
x < 45, 2

da sonst diese fortlaufende Ungleichung nicht
erfillt wire. Weiter- folgt aus (1) wegen
45—x>0

@

x+2 = 4(45—-x),
x+2 2= 180-4x,
5x z 178,
ws 18 L 553,
5. 5
Andererseits folgt aus (1)
X+2 < 5(45-x),
x+2 < 225-5x,
6x < 223,
£ ol @)
6 6

‘Die Ungleichungen (3) und (4) und daher
auch die fortlaufende Ungleichung (1) sind
also fiir natiirliche Zahlen x nur dann
erfiillt, wenn x =36 oder x=37 ist.

Die gegebene Gleichung hat daher nur die
Lésungen x=36 und x=37.

W 10/12 e 674 Es sei f die Lange der Dia-
gonalen BD des Rechtecks ABCD (vgl. die
Abb.). Dann gilt fir den Flicheninhalt A,
des Dreiecks ABD einerseits

A1 = % und andererseits
4 = Daravsfolpt
17 ) ) B
% = :12_17’ also
L
!
D - s
b/, £ b
A q 8
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Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
=@ +b?, darausfolgt
o ab

\.\/aerbz-

X

WBm0668 Uta und Rainer Gutsche aus
Herzberg schricben uns, daB sie solche Auf-
gaben gern 16sen. Sie sind bei der Lisung des
Problems wie folgt vorangegangen: ,,Zuerst
haben wir die Aussagen 1 bis 6 durch ver-
schiedene Symbole in der Tabelle dargestelit.
Dann haben wir bei Peter, Rainer und Rita

Spalte | a|b|efd|elrflg
2D, |Blei-|  Nroderlfurren)Recher] Drei|

0552 | st L7 ] s eck (77
lufz ololo|A|IB|IC|O
Martina (O[O | O[O |A|M|O
Perer (O |® |O|O[O|E] -
Rainer Bl{-]-]-|-|-
Rifa OoLo o100 0

gestrichen, was nicht mehr gelten kann.
In den Spalten a, b, ¢, f, ¢ konnten wir danach
auch streichen (aber bei d und e nicht).

Bei ¢ war nur noch Martina frei, und danach”

bliebe nur noch fiir Lutz die Schablone iibrig,
In der Tabelle kennzeichneten wir auBerdem
gleich die Nummern der Aussagen.”

@ Der Kreis markiert den Gegenstand,
den die Person besitzt. (Die Nummern sind
die Aussagenummern)

Das Quadrat bezeichnet den Gegenstand,
den die Persen nach der Aussage nicht be-
sitzt.

A Das Dreieck mit dem Punkt markiert den
Gegenstand, den die Person nur besitzen
kann.

O Die kieinen Sechsecke -geben die Fille an,
die ausscheiden, Lutz besitzt die Kurven-
schablone, Martina den Rechenstab, Peter
das Lineal und das Dreieck, Rainer den
Bleistift und den Zirkel, Rita den Radier-
gummi. : )

Roumir Guhvohe K4 tra

Junge Mathematiker und ihre
,»Ordografie* '

Ja, liebe Leser und Lser unserer interessan-
ten Zeitschrift alpha, um die Rechtschreibung
geht es hier! Seit Jahren leite ich AGs in
Mathematik. Immer héher steigen die kleinen
Mathematiktalente auf der Stufenleiter der
Erkenntnisse, doch an einem Punkt muf} ich
oft trotz elegantester Beweisfilhrungen, trotz
Meisterung der kniffligsten Fallunterschei-
dungen, trotz zihen Ringens nach dem
besten Ldsungsweg die Hinde iiber dem
Kopf zusammenschlagen — das ist bei den
Fragen der Rechtschreibung!

Nun gut, zugegeben, da gibt es schon einige
schwierige Klippen, wenn ich z. B. an Hypo-
tenuse, Hypothese, Ellipse, Hyperbel, Polygon
usw. denke. Aber das ist noch gar nichts

120

gegeniiber den Worten des tiglichen Ge-
brauchs. Eine kleine Bliitenlese will ich
mitteilen, die Euch zum Nachdenken an-

“regen soll: Kravér (Graveur), Producktions-

leiter, Razelisierung und aus den Losungen
des alpha- Wettbewerbs: Beweiff, Kurfen-
schapplone, quatratisch, Priemfaktoren, Difi-
sion, Haubtnenmer, Umpfang, Vormell (For-
mel), Etasche, Minninmum . ..

Alle /Originale sind bei mir einzuschen!
Keines erfunden! Ob Thr nachdenkt? Fiihlt
sich jemiand getroffen? Also macht’s besser!
Dies wiinscht Euch in der Hoffnung, dafB

“in Zukunft den 40 Punkten bei der Olym-

piade nicht 40 Rechtschreibungsfehler gegen-
iiberstehen, die sich eingeschlichen haben,
Euer Hans-Karl Nofike,
Mathematikfachlehrer,

_ Leipzig

Lisungen zu alpha-heiter

Ein neues Knobelspiel
Wiirfel vorhandene Farben
L r w 2 2b
2. ¥ 2w 2g b
3. 2r 2w g b
4 3r w q b
F2rot w=weil g=grin bzblau
1. 2 3. 4,
vorn w g b r
oben b r g . w
hinten b w r g
unten ¥ g w b
rechte bzw. -~
linke Seite g|g wlb rlw rfr

Name mit sechs Buchstaben
{a) 56; (b) 50; (c) 24; (d) 36; (&) 42; () 32 -
Berlin

StraBenbauer gesucht

Silbenriitsel .

1. Dreieck _ 11. Diffetenz

2. Abakus 12. Einheitskreis

3. Radizieren 13. Gerade

4. Skala 14. Epsilon

5. Tabelle 15. orthogonal

6. Exponent 16. Monom.

7. Logik 17. Element

8. Laufer 18. Tangente

9. Ellipse 19. Robotron -

10. Nullstelle 20. Ikosaeder
21. Einer

Losungswort: Darstellende Geometrie

Aus den Buchstaben °

HA|uss|e|niw]l [N K|E]L
C2lalLlelelr]l [T|H]Muls
aolo|Plele|L] iR U|clH
#s|af[c[H]a]v[FlelalBlE
s R|IHIAIEILIT| NS
sie|t[E[V|C|H|UIN|GIEIN
Holu|R|clH|M[Els]siclR] -
M | TITIEILIL|T|NITIE
stklololrlp]/ VA TIEIN
1[N E|B[E[N]W]I|N[KIE|L
mtH[AlulPITINIEININTEIR
Summenkreuz |"-}"
f
16]5]9]3]s]=27
8
Kryptarithmetik 12 |
52-11 o
T ~]
52
52
572



Aus der Arbeit
der Arbeits-
gemeinschaften

Bezirksklub Junger Mathematiker Gera

Griindung am 3. 1. 1971, Teilnehmer: talen-
tierte Schiiler der Klassen 8 bis 12.

Der BKIM wird vom Klubrat geleitet, des-
sen Vorsitzender ein Lehrer der Spezial-
schule des VEB Carl Zeiff Jena ist. Zum
Klubrat gehoren weiterhin ein Kreisfach-
berater Mathematik; ein pidagogischer Mit-
arbeiter des Bezirkskabinetts fiir auBerunter-
richtliche Tatigkeit, zwei Schiiler der 8. bis
12. Klasse, ein wissenschaftlicher Mitarbei-
ter der Scktion Mathematik der Friedrich-
Schiller-Universitit, ein Mitglied der FDJ-
Bezirksleitung und cin Student der Sektion
Mathematik. Es wurden durchgefiihrt: 3 bis
4 Wochenendkurse, ein Winter- und ein
Sommerlager. Vorwiegend Studenten be-
treuen die Mitglieder des BKIM.

Aus der Station Junger Techniker
Leisnig berichtet

Es begann mit einer Wandzeitung, auf der
eine Knobelei der Woche zu finden war.
Hier ein Beispiel: Im Fotogeschift erwirbt
ein Kunde ecinen Fotoapparat und einen
Film mit einem Hundertmarkschein. Da der
Verkiufer nicht herausgeben kann, wechselt
er die Banknote im benachbarten Textil-
konsum ein. Mit dem Film und 97— M
Wechselgeld verliBt nun der Kunde das

Geschift. Kurze Zeit darauf bringt nun
dic Kassiererin aus dem Textilladen den *

Schein zuriick, da es sich um eine Filschung
handele. Sie erhilt ihn hier gegen einen ech-
ten Schein umgetauscht. Wie groB ist der
Gesamtverlust der Fotoverkaufsstelle durch
den betriigerischen Kunden?

Diese durchaus nicht neue Aufgabe und
weitere 16sten stets heftige Diskussionen aus.
Das Bediirfnis, sich mit mathematischen
Problemen zu befassen, stieg mit jeder ver-
Sffentlichten ,,Knobelei”. Der zweite Schritt
folgte: Monatlich wurde ein mathematischer
Knobelnachmittag gestaltet.

Fiir die 5. Klassen begann eine Veranstaltung
z. B. damit, daB drei Schiiler nacheinander

je cine beliebige 6-stellige Zahl untereinander

an die Tafel schreiben durften. Der Lehrer
nahm die Kreide und setzte rasch 3 weitere
darunter. Nachdem ein Schiiler die Addition
der 6 Zahlen ausgefiihrt hatte, wurde ein
anderer beauftragt, hinter einem Wandbild

einen geschlossenen Briefumschlag hervor-
zuzichen und die darin enthaltene Notiz
laut vorzulesen: Verbliifft hérten die Teil-
nehmer den Wert 2999997, die an der Tafel
stehende Summe! Die Frage, ,,Wie ist das
moglich? fithrte zu den unwahrscheinlich-
sten Vermutungen. Nicht zuletzt traute man
dem Lehrer die tollsten Zauberkiinste zu!
Die Erkenntnis jedoch, daB der Lehrer nur
mit den drei hinzugefiigten Zahlen jede
dariiberstehende zu 999999 erginzt hatte
und daher den Losungszettel getrost vorbe-
reiten konnte, bedurfte erst manchen Hin-
weises.
Material entnahmen wir aus ,,Kopfchen,
Kopfehen®, (Urania-Verlag) ,,Zahlenriesen™
(B. G. Teubner), der Mathe-LVZ (Sonder-
ausgabe der Leipziger Volkszeitung). Am
meisten ,,Futter™ bietet alpha.
Vor 7 Jahren entstand bei uns, unabhiingig
von dieser Massenarbeit, cin Kb Junger
Mathematiker. Zweimal treffen sich die besten
Schiiler unseres Kreises (Klassenstufe 7/8).
Aus einem Brief des Leiters des Klubs
G. Fischer, Leisnig ( Bez. Leipzig)

Ein AG-Leiter berichtet

An der Peter-Goring-Oberschule Lucka
(Kreis Altenburg) gibt cs seit sieben Jahren
Mathematikarbeitsgemeinschaften. Stets
wurde in ihnen ein wichtiger Grundsatz
verwirklicht : AG-Stunden sind keine Unter-
richtsstunden! Es gibt vielleicht einen grund-
legenden Unterschied zu anderen Arbeits-

. gemeinschaften, denn in unseren Arbeits-

gemeinschaften wird in etwa der Hilfte
aller Zusammenkiinfte Geschichte der Mathe-
matik betrieben.

Die Geschichte der Mathematik hat einen
wesentlichen Anteil beim Frwerb cines wis-
senschaftlichen Weltbildes. Weiterhin wird
durch die Geschichte der Mathematik deut-
lich, dafi die Mathematik, wie sie heute ge-
lehrt wird, das Ergebnis eines langen histo-
rischen Prozesses ist, der w. a. durch den
EinfluB der 6konomischen und gesellschaft-
lichen Verhilinisse geprigt wurde. Welche
Probleme werden besprochen? Die folgen-
den zwei Pline geben Auskunft:

AG I (Klasse 9): Die Anfinge. Altigyptische

Mathematik: Quellen, Rechentechnik, Fin-

zelprobleme. Babylonische ‘Mathematik:
Schrift, Zahlensystem, Zahlentafeln, geo-
metrische Probleme. Griechische Mathema-
tik " Periodisierung, Logistik, Thales, pytha-
goreische Schule, Zusammenbruch der arith-
metica wuniversalis, Elemente des Euklid,
Archimedes. Die Mathematik am Ausgang
der - Antike: Heron, Diophantos, Pappos,
Verfall und Ursachen des Verfalls. (nach:
WuBing, Mathematikc in der Antike)

AG I (Klasse 10):

Zur Geschichte der Logarithmen. Geschichte
der Trigonometrie: Anfinge, Archimedes,
Trigonometrie und Astronomie, Regiomon-
tanus, GauB, Euler.

Interessierte Schiller fertigen Anschauungs-
tafeln dazu an.

Aus einem Brief des Mathematikfach-

lehrers K.-H. Gentzsch

Ein Ingenieur berichtet iiber seine Arbeit

Zunichst mdchte ich mich vorstellen: Ich
bin Ingenieur und als wissenschaftlicher Mit-
arbeiter in der Hauptabteilung Metallurgie
des Ernst-Thilmann-Werkes Magdeburg ti-
tig. . s
Mit der Oberschule kam ich in Kontakt, als
mein Sohn vor sieben Jahren in die erste
Klasse kam. Seit dieser Zeit bin ich im Eltern-
beirat der Oskar-Linke-OS tatig. Vom ersten
Schuljahr an hatte ich besonderes Interesse
am Mathematikunterricht und aus der guten
Zusammenarbeit mit den Mathematikleh-
rerinnen ergab sich die Griindung einer
Arbeitsgemeinschaft. Ich begann im 2. Halb-
jahr des 5. Schuljahres. Wenn ich zuriick-
blicke, so glaube ich, daf dieser Zeitpunkt
besonders giinstig ist. Ich konnte mit einer
geschichtlichen Einfithrung beginnen, die
Schiiler behandelten gerade die Antike im
Geschichtsunterricht. Diese Einfiihrung, die
das Wesen der Mathematik von den Bediirf-
nissert der Gesellschaft ableitet, machte allen
viel Frende und hat dazu beigetragen, das
Interesse der AG-Teilnehmer zu wecken, da
sie auch durch Hinweise auf die Technik’
jener Zeit zum Nachdenken angeregt wurden.
Uberhaupt habe ich immer wieder auf die
Wechselbezichungen zur Gesellschaft hin-
gewiesen. Jeder konnte erkenmen, warlm
wir von einer Produktivkraft Mathematik
sprechen.
Ich beziehe alpha seit ihrem Erscheinen.
Zu 80 Prozent nutze ich die in ihr enthaltenen
Aufgaben fiir unsere Arbeit. Nicht ,,schul-
milige Arbeit” brachte uns voran, son-
dern eine intensive Diskussion zu den ge-
stellten Problemen. Zu besonderen Schwer-
punkten der Arbeit dberreichte ich den
Jungen Mathematikern ausfithrliche Lo-
sungshinweise (Ormig-Abziige). Ein gemein-
sam mit Eltern und Lehrern durchgefithrter
mathematischer Nachmittag fand groBen
Anklang. Ich mufite feststellen, daB die
Schiiler der Klassenstufen 5 und 6 mit ihrem
Schulwissen die in alpha gesteliten Aufgaben
nur unter Anleitung lésen konnten. Es war
fiir mich als Ingenicur oft nicht leicht, den
Schitfern efitsprechend ihrer Ausbildung
einen geeigneten Losungsweg fiir gestellte
Aufgaben zu bieten. alpha hat dabei gute
Dienste geleistet. Unsere beliebte Schiiler-
zeitschrift alpha sollte gerade hier Neuland
beschreiten und auch filr den AG-Leiter
Hinweise fiir seine Arbeit geben, die sicher
auch von den Jungen Mathematikern studiert
werden. Ich moéchte sagen, daB die AG-
Arbeit in unserem hochentwickelten Indu-
striestaat cine zwingende Notwendigkeit ist.
Ing. K. Lenz



Optische Tauschungen

Quadratisch oder nicht?

Betrachtet man das Sieb aus der Ferne,

‘ {?—,—-—Q erkennt man leicht darauf ein . ..

=

Welcher Abstand
ist groBer, AB oder MN?

Ist das ein Kreis?

Wo sich die weilen Linien kreuzen, sieht das
Auge graue Flecken, die es gar nicht gibt.

Welche Ellipse ist groBer, die untere oder
die innere oben?

Bewegungstiuschung: Wird die Figur be-
wegt, so scheint der Durchmesser zu rotie-
ren.

Welche Strecke ist fnger: 4C oder AB?

Ist das nun ein Quadrat oder nicht?
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Johannes Kepler —

Astronom
und Mathematiker

Die vierhundertjihrige Wiederkehr des Ge-
burtstages von Johannes Kepler ist nur ein
duBerer AnlaB, ecines Wissenschaftlers zu
gedenken, der zit den entscheidendsten Bahn-
brechern fiir die neuzeitliche Wissenschaft

gehort, 2

In seinem Leben, durch seine forschende
Tatigkeit vollzieht sich ein groBer Teil des
Ubergangs von der mittelalterlichen, mit
Mystik behafteten Astronomie zur neuzeit-

lichen, wissenschaftlichen und auf rationalen

Grundgedanken fubenden Astronomie.
Tatsachen, die uns heute als selbstverstind-
lich erscheinen, wie z. B. die Figenschaft der

Planetenbahnen, Ellipsen zu sein, waren .

bis zur Zeit Keplers nicht nur villig unbe-
kannt, sondern auch aus den benutzten
Beobachtungstafeln und den vorherrschen-
den theoretischen Anschauungen in keiner
Weise ableitbar. Diese heute selbstverstind-
fichen. Erkenntnisse standen vielmehr im
Widerspruch zu den aus dem Altertum und
dem Mittelalter iibertieferten Auffassungen,

Da'sich zur Zeit Keplers aber solche Wider--

spriiche zwischen Tradition und resler Na-
turerkenntnis im Gebiet der Astronomie
haufig bis zu theologischen Streitfragen aus-
wuchsen und damals Eingriffe in das per-
sonliche Leben des betreffenden Wissen-
schaftlers hervorrufen konnten (es sei daran
erinpert, daB Galileo Galilei infolge seines
EBintretens fiir das kopernikanische Weli-
system vor ein Inquisitionsgericht gebracht
wurde und er sich nur durch Widerruf vor
dem Mirtyrertod gerettet hat), wird klar,

daB nicht nur hervorragende wissenschaft-
liche Leistungen, sondern auch ungewdhn-
liche Charakterstirke von den Begriindern
der modernen Astronomie aufgebracht wer-
den mubten. i

So erscheint es mehr als gerechtfertigt, einen
Blick aunf das Leben und wissenschaftliche
Wirken Keplers zu werfen und einige mar-
kante Ziige dieses Wirkens. herauszustellen,
nicht zuletzt auch deshalb, weil, wie Kepler
sagte, ,.die Geschichte von Entdeckungen
oft genau so interessant ist, wie es diese Ent-
deckungen selbst sind*. )
Johannes Kepler wurde am 27. 12. 1571 in
Weil, einer Stadt in Wirttemberg, geboren.
Er besuchte als Stipendiat die Klosterschule
in Maulbronn und erwarb mit 17 Jahren
am protestantisch-theologischen Stift zu Tii-
bingen die Magisterwiirde. In Tiibingen
studierte Kepler protestantische (lutherische)
Theologie und gleichzeitig Mathematik und
Astronomie.. Sein Lehrer Michael Maestlin
fiihrte ihn in die neue Lehre von Nikolaus
Kopernikus (1473-1543), eines Domherren,
Arztes und Astronomen, ein. Diese k'opcr-
nikanische Lehre besagt, daB sich die Pla-
neten (Merkur, Venus, Erde, Mars, ...} auf
Kreisbahnen um die Sonme bewegen und steht
Jamit in ganz entschiedenem Gegensatz zu
der seit dem Altertum herrschenden Auffas-
sung des Ptolemdus (90 n. u. Z-160 n. u. Z.),
nach welcher die Erde den Mittelpunkt der
Welt darstellt. Kopernikus hat seine Lehre
im Werk ,,De revolutionibus orbium coe-
lestium™ (Uber die Bewegungen der Him-
melskérper) niedergelegt.

Das kopernikanische Weltsystem ist also
heliozentrisch, d.h., die Sonne (griechisch:
helios) steht im Mittelpunkt der Welt, im
Unterschied zum geozentrischen ptolemii-
ischen Weltsystem (die Erde steht im Mittel-
punkt der Welt). Zur Erklirung der Bahnen
der Planeten wurden in beiden Systemen
komplizierte Systeme von Kreisbewegungen
durch gegenseitige Uberlagerung (sog. Epi-
zykelbewegungen) gebildet, die mehr oder
weniger mit den damals noch recht unge-
nauen Beobachtungen iibereinstimmten.
Kepler stellte sich bereits in seiner Tiibinger
Zeit ganz auf den Standpunkt des koperni-
kanischen Systems und nur durch sein wei-
teres konsequentes Festhalten am helio-
zentrischen System gelangte er zur Entdek-
kung der nach ihm benannten Planetenge-
setze.

Im Jahre 1594 wird Kepler aus seinen theo-
logischen Studien, die er zur Vorbereitung
auf ein von ihm gewiinschtes Kirchenamt
unternahm, herausgerissen und zum Antritt
einer neuen Stelle nach Graz geschickt, wo
die protestantischen Landstiinde von Steier-
mark eine hohere Schule unterhieiten. Als
»Lehrer der Mathematik und Moral” und
als Mathematiker der ,.Landschaft, d.h.
der protestantischen Landesregierung, oblag
ihm die Amtsaufgabe, jahrlich einen Kalender

auszuarbeiten. Solche Kalender enthielten
die Angaben der Feiertage, astronomische
Angaben {iber die Sonne, den Mond, die
Planeten und den Tierkreis sowie iiber die
Jahreszeiten, den voraussichtlichen Witte-
rungsverlauf sowie zu erwartende besondere
Ereignisse. Die Aufstellung des Kalenders
erforderte somit astronomische Kenntnisse,
und se bestimmte diese Aufgabe die Hin-
wendung Keplers zur Mathematik und Astro-
nomie.

Obwohl Kepler mit seinen Voraussagen, die
er im Kalender fiir 1595 machte, Erfolg hatte,
war er sich iiber Unwissenschaftlichkeit und
Unhaltbarkeit der Astrologie, auf die sich
solche Voraussagen griindeten, im klaren
und betrachtete die astrologischen Methoden
als ein zeitgegebenes Ubel. Seim wahres
Interesse richtete sich vielmehr darauf, den
.Bauplan des Universums* zu enthiillen
und speziell der Frage nach der Anzahl, der
Grobe und der Art der Bewegung der Pla-
neten nachzugehen.

Dabei ist er zunidchst noch ganz im mittel-
alterlichen, spekulativen Denken befangen,
wie sich in seinem ersten Werk ,,Mysterium
cosmographicum®’ (Geheimnis der Weltbe-
schreibung), das er 1595 entwarf, zeigt.

Von der mathematisch beweisbaren Tat-
sache ausgehend, daB es nur fiinf reguldre
Polyeder (Vielftichner), nimlich das Te-
traeder, den Wiirfel, das Oktaeder, das
Pentagondodekaeder und das lkosaeder gibt
(regulir ist ein Polyeder genau dann, wenn
seine Seitenflichen aus lauter regelmiBigen
untereinander kongruenten »-Ecken beste-
hen und alle Kérperecken untereinander
kongruent sind — man kann zeigen, dal »
hierbei nur die Werte 3, 4 oder 5 annehmen
kann —, kommt Kepler auf die Vermutung,
daB sich in die fiinf Zwischenriume der
Bahnen der (damals nur bekannten) sechs
Planeten dig fiinf reguliren Polyeder so ein-
schieben lassen, dafB} jeweils die Sphire des
einen Planeten (d.h. die Oberfliche einer
gedachten Kugel, die die Bahnkurve des jewei-
ligen Planeten enthélt) die umbeschriebene
Kugel und die Sphire des nichsten Planeten
(in Richtung kleiner werdender Sonnenab-
sténde gezihlt) die ecinbeschriebene Kugel
eines der reguliren Polyeder ist. So gelangt
Kepler zu der folgenden Anordnung von
Planeten(-bahnen) und reguliren Kérpern:
Merkur — Oktaeder — Venus — Ikosaeder —
Erde — Pentagondodekaeder — Mars — Te-
traeder — Jupiter — Wirfel —~ Saturn. &

Natiirlich trifft dieser Sachverhalt, der nur
das” Ergebnis reiner Spekulation war, die
u. a. auf der falschen Annahme fuBite, daB es
nur sechs Planeten gibt, nicht zu und na-
tiirlich stellte auch Kepler erhebliche Ab-
weichungen zwischen den mnach seiner
,» Theorie geforderten und den wirklichen
Abstinden -fest. Kepler konnte jedoch auf
die groBen Ungenauigkeiten des damals

vorliegenden Beobachtungsmaterials ver-
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weisen und war awch deshalb von der Rich-
tigkeit seines Weltmodells iiberzeugt.

Die Reaktion der damaligen wissenschaft-
lichen Welt auf das Erscheinen des ,,Myste-
rium cosmographicum® war teils anerken-
nend, teils ablebnend. Fiir die Zukunft
wichtig wurde der Umstand, daB auch Tycho
Brahe, ein dinischer Astronom, Keplers
Erstlingswerk kritisierte, ihn aber zur Zu-
samnimenarbeit einlud, da er die theoretische
Begabung von Kepler erkannte. Wer war
Brahe? )
Tycho Brahe wurde am 14. 12, 1546 in
Knudstrup (Schonen/Danemark) geboren.
Er studierte an- verschiedenen deutschen
Universitdten zunichst Rechtswissenschaf-
ten, wandte sich aber dann immer mehr der
Astronomie zu, beobachtete 1572 das Ent-
stehen eines neuen Fixsterns {Supernova)
und erhielt vom dinischen Ké'nig Auftrag
und Mittel zem Bau zweier Sternwarten auwf
der Insel Hveen: Uranienburg und Sterhen-
burg. Dort beobachtete Brahe mehrere Jahr-
zehnte das gesamte Himmelsgeschehen mit-
tels einfacher Instrumente, die aber séhr grofe
Dimensionen hatten und erhielt so die ge-
nauesten Beobachtungen vor der Erfindung
des Fernrchrs. Brahe wuflte, daf nur ein
genialer Theoretiker seine Beobachtungen
voll auswerten komnte und daher ist ver-
stindlich; daB er die Verbindung zu Kepler
suchte.

Er befand sich, als er Kepler einlud, in
"Wandsbek, wo er nach unfreiwilligem Schei-
den aus seiner dénischen Heimat zunichst
eine Zuflucht gefunden hatte. Kepler aber
war durch seine Stellung in Graz verhindert,
eine so weite Reise zu unternehmen. Wihrend
sich’ in Brahes Schicksal eine giinstige Wen-
dung vollzog, indem er, einem Rufe Kaiser
Rudolph ‘IL. folgend, im Jabre 1399 nach
Prag (Schlof Benatck bei Prag) iibersiedeln
und dort seine astronomischen Arbeiten
fortsetzen konnte, wurde Keplers Stellung
in Graz durch die gegenreformatorischen
MaBnahmen des Erzherzogs Ferdinand von
der Steiermark immer unsicherer, da Kepler
protestantischen Glaubens -war. Er. folgte
der Einladung Tychos und arbeitete eng
mit thm zusammen, obwohl diese Zusammen-
arbeit mit starken personlichen Spannungen
belastet war. Im Oktober 1600 siedelt Kepler
mit seiner Familie nach Prag tber, da er,
wie alle Protestanten, die nicht zum Katho-
lizismus iibertraten; aus der Steiermark aus-
gewiesen wurde. Die Zusammenarbeit mit
Tycho Brahe war jedoch nicht von langer
Dauer, da dieser am 24. Oktober 1601 starb.
Kepler wird sein Nachfolger als Hofastronom.
Kaiser Rudolph I1.

Es war ein giinstiger Umstand, daB Tycho
Brahe sich zur Zeit, da Kepler in Prag ankarm,
gerade mit der Marsbahn beschiftigte, denn
die Marsbahn ist eine Eliipse mit verhéltnis-
mibig groBer  Exzentrizitit. Wenn iiber-
haupt, so konnte am chesten an dieser Bahn
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festgestellt werden, daB es. sich um eine
Ellipse und nicht um einen Kreis handelte.
Kepler geht nun von der physikalisch rich-
tigen Vorstellung aus, daf .,in der Sonne
der Sitz der die Plancten bewegenden Kraft
sei“, und rechnet daher alle Abstinde vom
Sonnenmittelpunkt aus. Durch die Annahme,
daB von der Sonne eine Kraft ausgeht, die
,,die Planeten herumreiBt*, errit er genial
den Flichensatz, das sog. zweite Keplersche
Gesetz.

Dieset Flichensatz besagt folgendes: Die
Planeten bewegen sich -so, daB die Verbin-
dungsgerade Sonne — Planet in gleichen
Zeiten gleiche Fidchen iiberstreicht. In Son-
nenniihe bewegen sich also die Planeten
schneller als in Sonnenferne. Mit der Kennit-
nis dieses Flichensatzes tastete sich Kepler
schrittweise an die wahre Form der Plancten-
bahnen (zuniichst der Marsbahn) heran.

Schon vor Kepler stand fest, daB dic Sonne
nicht der Mittelpunkt der als kreisformig
vorgestellten Planetenbahn sein konnte, die
Verhiltnisse mubBten also wie auf der Zeich-
nung (sie stammt von Kepler) sein. Jedoch
zeigten die. Beobachtungen starke Abwei-

chungen von einer Kreisbahn und Kepler

gelangte auf einem mithevollen, induktiven
Weg (d.h. vom Speziellen auf das Allge-
meine schlicBend, mit anschlieBender Pril-
&fng durch Beobachtung und Experiment)
zur Tatsache, daf3 die Marsbahn eine Ellipse
ist, in deren -ecinem Brennpunkt die Sonne
steht. -(DaB dies fiir alle Planetenbahnen
zutrifft, ist der Inhalt des sog. ersten Kep-
lerschen Gesetzes.) Die Keplerschen Gesetze
bedeuteten gegeniliber den Jahrtausenden
vorangegangener Sternenkunde einen ersten

‘wirklichen Fortschritt zur Erklirung der

Himmelserscheinungen: Ein weiterer groBer
Schritt wurde etwa einhundert Jahre spiter
von Newton, dem groflen englischen Phy»-
siker, vollzogen. Thm gelang es, die Kepler-
schen Gesetze aus den von ihm formulierten
Grundgesetzen (Axiomen) der Mechanik
deduktiv zu gewinnen, also auf logischem
Wege mittels mathematischer Methoden ab-
zuleiten.

Im Jahr 1605 war Kepler im Besitz der ersten
beiden Gesetze (das dritte, iber das noch

zu sprechen sein wird, fand er erst 1618),
die er in seinem Hauptwerk, der ,,Astronomia
Nova®, darstellte. Im Untertitel nennt er
dieses Buch , Himmelsphysik®, -und tat-
sichlich wird dieses - Werk heute als die
Grundlegung der modernen wissenschaft-
lichen Himmelsmechanik und Astronomie
anerkannt.

Vor der Drucklegung im Jahre 1609 waren
fiir Kepler noch erhebliche Schwierigkeiten
zu iiberwinden, denn die ,, Astronomia Nova™
war mittels der Braheschen Beobachtungen
entstanden, aus denen die Erben Brahes,
insbesondere sein Schwiegersohn Tengnagel,
der verschiedene héfische Stellungen inne-
hatte, mbglichst viele finanzielle “Vorteile
herauszuschlagen gedachten. Zunichst ver-
zogerten die Braheschen Erben die Her-
ausgabe der Beobachtungen Brahes an Kep-
ler, und spater machten sic Anspriiche be-
ziiglich des Verdffentlichungsrechtes geitend.

Bevor wir Keplers weiteren Lebensweg und
seine astronomischen Forschungen weiter
verfolgen, wollen wir einen Blick auf seine
mathematischen - Leistungen werfen. -Eine
der bekanntesten ist seine Methode, die
Rauminhalte von Rotationskdrpern nihe-
rungsweise zu berechnen. In der Widmung
des Buches ,,Nova stereometria doliorum*
(Neue Stercometrie der Fisser; Linz 1615)
beschreibt er, durch welchen rein duberlichen
AnlaB sein Interesse fiir die Problematik
geweckt wurde. Er hatte ndmlich beobachtet,
wie die Verkdufer von Weinféissern zur Fest-
stellung des Rauminhaltes der in einem Fal
enthaltenen Flilssigkeitsmenge einen MelB-
stab (Visierrute) benufzten, und zwar mit
ein und derselben Skala fiir Fisser unter-
schiedlichster Bauart und Kriimmung. Kep-
ler stelfte sich die Frage nach der Berech-
tigung dieses Verfahrens und arbeitete Me-
thoden fiir den Vergleich von Rauminhalten
aus. ' :

Wesentlich ist, daB Kepler durch neuartige
Vorgehensweisen die bis dahin bekannte
Stereometrie érweiterte, so daB sie wieder
zu einer interessanten Wissenschaft wurde,
ferner, daB er durch Einfiihrung und Ver-
wendung von Niherunpsldsungen den Be-
diirfnissen der Praxis entgegenkam und
durch dic speziclle Betrachtungsweise von
Flichen und Kérpern als zusammengesetzte
Gebilde, die aus kleinen Streifen bzw. Schich-
ten bestehen, wurde Kepler zu einem Weg-
bereiter - der *Infinitesimalrechnung (Diffe-

-rential- und Integralrechnung). An diesen

Verdiensten dndert die Tatsache nichts, dal
nicht alle der von Kepler erhaltenen Ergeb-
nisse stichhaltig sind und von unserem heu-
tigen Standpunkt die mathematische Aus-
drucksweise (keine Formeln!) sehr schwer-
fallig ist.

Die heute. gelegentlich noch benutzte , Kep-
lersche FaBregel” zur Berechnung der Raum-
inhalte von Rotationskdrpern (s. unser Titel-
blatt) geht in ihrer heutigen Form auf



I H. Lambert (1756) zuriick, der sie in
Analogie zu Keplerschen Uberlegungen auf-

~ gestellt hat. .
Weiter gehdrt zu den vielseitigen mathe-
matischen Aktivititen Keplers die Entdek-
kung zweier sogenannter Sternpolyeder, von
denen wir eines, den Dodekaeder-Igel, in

der Zeichnung zeigen. Sie gerieten in Ver- .

gessenheit und wurden 1810 von dem fran-
zosischen Mathiematiker 1. Poinsot neu
entdeckt, zusammen mit zwel weiteren Stern-
polyedern, und 1811 wies der franzdsische
. Mathematiker A. L. Cauchy nach, daB es
nur diese vier regelmiBigen Sternpolyeder
gibt. A

SchlieBlich beschiftigie sich Kepler u.a.
auch damit, wie man den Raum mit Kugeln
gleichen Radius ausfiillen kann, so daB der
Zwischenraum kleinstmdgliches Volumen
einnimmt (wenn man sich auf einen be-
schriinkten Raumtei! bezieht). Man spricht
dann von einer , dichtesten Kugelpackung®.
Bis heute ist nicht bekannt, ob die von Kepler
angegebene Kugelpackung wirklich die dich-
teste ist. Kepler stellte sich dazu.ein rium-
liches Wiirfelgitter aus Wiirfeln gleicher
Linge vor und betrachtete eine Art drei-
dimensionales Schachbrett von abwechselnd
»weilen* wund ,schwarzen® Wiirfeln, In
jeden schwarzen Wiirfel wird nun eine Kugel
einbeschrieben, die alle Kanten dieses Wiir-
. fels berfihrt. Die Gesamtheit dieser Kugeln
bildet die Keplersche Kugelpackung,
Ein weiteres Arbeitsgebiet Keplers, auf dem
er bahnbrechend gewirkt hat, ist die Optik
der Linsen und Linsensysteme, mit der er
sich im Hinblick auf die Konstruktion von
Fernrohren fiir astronomische Zwecke be-
fafite. Mit seinen Asbeiten ,,Astronomiac
pars opticae® (der optische Teil der Astro-
nomie) und ,,Dioptrice”, die in den Jahren
1604 bzw. 1611 erschienen. Jegt er die Grund-
lagen der wissenschaftlichen Optik iiber-
haupt. Vor dem Erscheinen dieser Werke
war die Optik ein Gebiet, das nur durch die
“Weitetgabe der Erfahrungen der Limsen-
schieifer - und Brillenmacher  bestimmt
wurde. - :
In den ,.Dioptrice®, die aus AnlaB des Auf-
konimens des aus den Niederlanden stam-
menden - sog. Galileischen - Fernrohts ge-
schrieben wurde, entwickelte er die Theorie

eines fiir- astronomische. Beobachtungen we-
sentlich giinstigeren Fernrohrtyps, den des
sog. Keplerschen Fernrohrs.

Galilei hatte mit seinem Fernrohr aufsehen-
erregende Entdeckungen gemacht, z. B. die
vier Jupitermonde festgestellt und damit eine
heftige Diskussion unter den Astronomen
und allen weiteren Licbhabern der Himmels-
kunde entfacht.

Auch Kepler muBte, aufgefordert von dem
in Prag residicrenden Kaiser Rudolph I,

-zu diesem Ereignis Stellung nehmen, und dies

tat er unverziiglich in seiner berithmt ge-
wordenen ,,Dissertatio cum nuncio sidereo**
{Unterredung mit dem Sternenboten, 1609),
in welcher er Galileis Beobachtungen und
Erkenntnisse riickhaltlos anerkannte, w.a.
deshalb, weil sie das Kopernikanische Sy-
stem stiitzten. In diesem Zusammenhang
ist eine Bemerkung Keplers zur Astronomie
des Jupiters interessant, in welcher Kepler
kiinftige Weltraumfliige vorausahnt: ,,Gib
Schiffe oder schaffe Segel fiir die himmlische
Luft, und es werden Leute da sein, die sich
nicht einmal vor jener Weite fiirchten. Und
als ob die wagemutigen Reisenden schon
in den n#chsten Tagen dastiinden, wollen
wird - die Astronomic dafiir schaffen, ich
fiir den Mond, Du, Galilei, fiir den Jupiter.*

Mit der ,,Dioptrice** schlieBt im wesentlichen
die erste groBe Schaffensperiode Keplers ab,
die sich etwa mit der Zeit seines Prager
Aufenthaltes deckt. Durch den Tod Kaiser

Rudolph II. (1612} wurde seine Stellung in

Prag schwierig. Obwohl er vom Nachfolger
Rudolphs, dem Kaiser Matthias, als ,,Hof-
mathematikus* bestiitigt wird, geht Kepler

1612 als Lehrer an die Landschaftsschule in -

Linz. Tragische Familienereignisse, der Tod
seines Sohnes Friedrich und seiner ersten
Frau, bedriickten Kepler und lihmten seine
Schaffenskraft.

Doch stetlte er sich noch eine groBe Aufgabe:
die Auswertung und Aufbereitung des von
Tycho Braheé gesammelten Beobachtungs-

; materials in der Form astronomischer Jahr-
biicher und Tafeln. Selche Tafeln haben fiir -

die Orts- und Zeitbestimmung (vor allem
in der Schiffahrt) groBe praktische Bedeu-
tung, von ihrer Genauigkeit hingt z. B. die
Effektivitit der Navigation sowie weiterer
Operationen ab. In diese Tafeln, die nach
dem Forderer Brahes, Kaiser Rudolph IE.,
den Namen ,, Tabulas Rudolphinae” erhaltén
sollten, konnte Kepler seine Planctengesetze
einarbeiten, und daher war der Benutzer
g‘ezw:ingen, sich mit den neuen Erkenntnissen
der Astronomie vertraut zu machen.
Bevor die Tafeln gedruckt vorlagen, waren
jedoch noch viele Schwierigkeiten zu iiber-
winden. Zum einen war sich Kepler selbst
iiber viele Einzelheiten noch im unklaren,
z. B. fehlte ihm noch das dritte Planetenge-
setz, das die Abstinde der Planeten von der
Sonne und ihre Umlaufzeiten verkniipft.
Fortsetzung auf Seite 135

Eine Aufgabe
von Prof. Dr. habil.

Thomas Riedrich

Sektion Mathematik an der Technischen
Universitit Dresden

AB08 Es ist interessant, den Weg zu ver-
folgen, auf dem Kepler zu der Erkenninis
gelangte, daB dié Marsbahn eine Ellipse ist
Ein wesentliches Zwischenglied war cine
geometrische Eigenschaft jeder Ellipse, die
ihr beweisen sollt. ‘
Gegeben ist ecine Ellipse mit der groBen
Halbachse a, der kiecinen Halbachse b
{0<b<a), und wir stellen uns vor, daBl die
Richtungen dieser Halbachsen mit den Ach-
sen eines rechtwinkligen x,y-Koordinaten-
systems zusammenfallen. Dann Hegt ein
Punkt P(x,y) dann und nur dann auf der
El:]ipse, ‘wenn die Beziehung

Xty ,

sty (1)
gilt, wie es euch ja aus der Analytischen
Geomeirie bekannt ist- Ein Kreis mit dem
Eltipsenmittelpunkt als Mittelpunkt und Ra-
dius @ werde beschrieben, und P(x, y) sei ein
Punkt der Ellipse, der gleichzeitig im Innern
der ersten Quadranten liegt (x>0, y=>0).
Die Parallele zur y-Achse_'durcfh den Punkt
{x,) schneidet im ersten Quadraten den
genannten Kreis in einem eindeutig bestimm-
ten Punkt P'{x, y). Diesen Puakt P’ verbinden
wir mit dem Ellipsenmittelpunkt und fillen
vom Brennpunkt §=S(e, 0) der Ellipse, wobei
bekanntlich "
_ e=./a*—b> (>0) 2
gilt, das Lot auf die Verbindungsstrecke von
P’ zum Ellipsenmittelpunkt. Der zugehorige
Lotpunkt heiBe @ (s. Zeichnung).

Pl
=1

Die Eigenschaft, die fiir Kepler wesentlich -
wurde, besteht nun darin, daB die Strecken
SP und QP gleich lang sind (fiir jeden Ellip-
senpunkt P); also

5P| = o] ®
gilt. Eure Aufgabe besteht nun daria, unter
Benutzung der Bezichungen (1) und (2) die
Giiltigkeit der Eigenschafi (3) nachzuweisen .
(ohne Benutzung weiterer allgemeiner Aus-
sagen iiber die Ellipse). :
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Ge_ometrisc'he
Kombinatorik

In diesem Artikel mochten wir zeigen, daB
die elementaren, schnell entwickelbaren Ideen
der Kombinatorik auch in der Geometrie
viele schone Anwendungen besitzen. Wir kon-
nen natiirlich nur einige Beispiele zeigen, ob-
zwar die Mathematiker nur iiber dic erste
Frage, ndmlich @ber Farbungen von Land-
karten, schon viele Binde geschrieben haben.

1. Wir beginnen mit einer einfachen dufgabe:
Es seien e, .., e, ecinige Geraden in der
Ebene; wir setzen voraus, dalB sie sich in all-
gemeiner Lage befinden, d. h. keine drei von
ihnen haben einen gemeinsamen Punkt, aber
je zwei schneiden sicl.. Diese Geraden zer-
legen die Ebene in mei rere Stiicke. (Wieviel
Stiicke entstehen hier” Das ist schon eine
interessante Frage der kombinatorischen
Geometrie. Wir verraten die Antwort:

%(n1+n+2): Den Beweis iiberlassen wir dem

Leser.) Diese Stiicke nennen wir Ldnder. Die
Aufgabe besteht darin, diese Linder so mit
zwel Farben (sagen wir rot und blau) zu fiir-
ben, daB benachbarte Linder stets verschie-
dene Farben bekommen (Bild 1).

t' . % Bild 1
? ]

s =1

Kann man dies immer ausfiihren?

Die Antwort ist ,,Ja*. Das werden wir jetzt
(mittels vollstindiger Induktion) beweisen.
Bauen wir die Figur Schritt fiir Schritt auf.
Nach dem Einziehen der ersten Geraden kann
man die gewiinschte Firbung trivialerweise
angeben. :

Nehmen wir an, dafi die Linder, in welche
die Geraden e, ..

sind. Ziehen wir jetzt die Gerade e, ein, so
bleiben einige Linder unverindert, andere
aber werden zerschnitten. Wir wollen die
Firbung so abéndern, daB die zwei Teile der
zerschnittenen Linder verschiedene Farben
erhalten. Das kann man leicht erreichen; auf
der ,linken** Seite der Geraden ¢, lassen wir
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.» €,_; die Ebene zerlegen, .
in der gewiinschten Weise rot und blau gefarbt.

alles unverindert, auf der ,,rechten* aber ver-
tauschen wir blau und rot (Bild 2). Es ist
leichit zu sehen, daB3 diese abgeéinderte Fir-
burg die Eigenschaft hat, daB benachbarte
Linaer verschieden gefirbt sind.

Aufgﬁbe: Nehmen wir statt der Geraden
Kreise, dann gilt dieselbe Aussage. Dies ist
zu beweisen !

2. Wir haben das Wort Land gebraucht, weil
die Abbildung mit den gefiirbten Stiicken der
Ebene als Landkarte betrachtet werden kann.
Wir sagen jetzt einige Worte iiber Firbungen
von Landkarten. Eine Landkarte ist verstind-
lich, wenn benachbarte Linder verschie-
dene Farben besitzen. Im allgemeinen genii-
gen zwei Farben nicht, z. B. haben Belgien,
Westdeutschland, Lux¢mburg und Frank-
reich paarweise eine gemeinsame Grenze,
so daB diese vier Linler verschiedene Far-
ben erhalten miissen, wenn man die Karte
von Europa firben will. Es ist bewiesen, daB
fiinf Farben immer geniigen, noch niemand
konnte aber beweisen, daB auch vier Farben
ausreichen, Das ist die berithmte Vierfarben-
vermutung. Trotz der Anstrengungen vieler
Mathematiker blieb diese Vermutung schon
seit mehr als 100 Jahren unbewiesen. Es ist
sehr interessant, daBl die Hilfsmittel, die man
zur Losung des Vierfarbenproblems ausge-
arbeitet hat, in der reinen und angewandten
Mathematik eine grofie Rolle spielen, obzwar
sic bisher nicht zur Losung des eigentlichen
Problems fithrten. Nennen wir diejenigen
Strecken der Grenzen, wo sich zwei Liander
treffen, Kanten, und diejenigen Punkte, wel-
che auf der Grenze von drei oder mehr Lin-
dern liegen, FEcken. Betrachten wir eine
Landkarte mit der Eigenschaft, daB sich in
jeder Ecke eine gerade Anzahl von Kanten
(oder, was dasselbe bedeutet, eine gerade An-
zahl von Lindern) treffen. Der Leser soll be-
weisen, daB man diese Landkarte mit zwei
Farben firben kann.

Bild 3

3. Es seien ey, ..., e, gerade LandstraBen,
welche ins Unendliche verlaufen. Dieses
LandstrafBensystem wurde modernisiert, und
man wollte jede Kreuzung mit Unter- und
Uberfiihrungen ausbauen. Das wollte man
aber so ausfithren, dal entlang jeder StraBe

dic Unter- und Uberfithrungen einander ab-
wechseln. Kann man dies immer durch-
fithren? (Bild 3).

Wenn wir unser erstes Ergebnis anwenden,
koOnnen wir etwas feststellen, was nichts mit
unserer Aufgabe. zu tun zu haben scheint:
Man kann die Landteile zwischen den Stra-
Ben so mit Getreide einsien bzw. mit Blumen
bepflanzen, daB auf einer Seite jeder Strafie
Getreide wichst und auf der anderen Seite
Blumen stehen. Jetzt kdnnen wir leicht eine
Vorschrift angeben, wie die Unter- und
Uberfithrungen zu baven sind. Yede Kreuzung
ist 50 auszubauen, daB man bei Anndherung
auf der rechten Seite Blumen sieht, wenn
man auf die Uberfithrung kommt und Ge-
treide, wenn man in die Unterfithrung ein-
fahrt (Bild 4)

Es ist leicht einzusehen, daB diese Vorschrift
dasselbe bedeutet, wenn man der Kreuzung
von einer anderen Richtung naht. Entlang
einer StraBe sieht man rechts abwechselnd
Getreide und Blumen, d. h. man kommt ab-
wechselnd zu Unter- und Uberfithrungen.
Aufgabe: Man finde den Beweis dieser Aus-
sage, ohne die unter 1. bewiesenen Aussagen
zu verwenden !

4. Betrachten wir ein System von endlich
vielen Punkten in der Ebene. Wir setzen nicht
voraus, daB diese Punkte sich in allgemeiner
Lage befinden, sondern nur, daB sie nicht alle
auf ein und derselben Geraden liegen. Da
konnen natiirlich viele Geraden auftreten,
welche durch drei oder mehr Punkte des
Systems laufen, jedoch gibt es immer wenig-
stens eine Gerade, welche genau zwei Punkte
des Systems enthilt. Diese letzte Aussage
— den Satz von Gallai — wollen wir jetzt be-
weisen. ‘

Die Schwierigkeit des Problems- liegt in
der Wahl der gewiinschten Geraden. Hat
man schon eine Eigenschaft gefunden,
mit der man diese Gerade bestimumen kann,
so ist es leicht zu beweisen, daB sie tatsich-
Tich nur zwei Punkte enthilt. Betrachten wir
die Abstinde zwischen einem Punkt und der
Verbindungslinie zweier anderer Punkte. Un-
ter diesen endiich vielen Entfernungen gibt
es eine kleinste positive (hier haben wir aus-
genutzt, daB nicht alle diese Entfernungen
gleich Null sind, d. h. nicht alle Punkte auf
einer Geraden liegen), sei dies die Entfernung



zwischen dem Punkt P und der Verbindungs-
linie e der Punkte Q und R. Wir beweisen jetzt,
daB e keinen weiteren Punkt des Systems ent-
hilt. Nehmen wir an, e enthalte auch den
Punkt S. Es sei T die Projektion von P auf ¢
(Bild 5).

Bild 5

Man kann die Bezeichnungen so wihlen, dal}
5 zwischen T und R liegt. Die Entfernung
zwischen § und der Verbindungslinie von P
unid R ist kleiner als die Entfernung zwischen
P und e. Das ist aber ein Widerspruch, also
enthilt ¢ wirklich nur @ und R. Damit haben
wir den Satz von Gallai bewiesen.

Aufgabe : Sind endlich viele Geraden in der

Ebene gegeben, so daB je zwei sich schneiden,

aber nicht alle durch ein und denselben Punkt
gehen, dann gibt es wenigstens einen Punkt,
der in genau zwéi Geraden enthalten ist.

5. In der kombinatorischen Geometrie kann
man belicbig viele Fragen stellen, welche
etwa lauten: Wie viele Schnittpunkte, Kan-
ten, Geraden usw. gibt es hchstens oder we-
nigstens oder genau, wenn man diese oder
jene Voraussetzung hat? Im 1. Punkt haben
wir schon eine solche Aufgabe gestellt. Jetzt
werden wir weitere nennen und einige 15sen.
‘Wir hoffen, daBf die Leser selbstéindig solche
Aufgaben formulieren und 16sen konnen
" werden.
Es seien n Punkte in der Ebene gegeben.
Wie viele Verbindungslinien bestimmen diese

Punkte wenigstens? Die {;) Verbinduﬂgs-

linien sind nicht alle notwendig verschieden,
wenn z. B, alle Punkte auf ¢in und derselben
- Geraden liegen, dann gibt es nur eine Verbin-
dungslinie. Diesen trivialen Fall wotlen wir
aber ausschlieffen und stellen die folgende

Frage: Wie viele Verbindungslinien bestim- . 1
i ' gen kommt es oft vor, daBl man eine Zahl, die

men # Punkte wenigstens, wenn sie micht
- sémtlich aul“einer Geraden liegen? Es ist zu
erwarten, daf im schlimmsten Falle »-1
Punkte auf einer Geraden liegen und nur der
‘n-te aubBerhalb dieser Geraden liegt. (Bild 6).
In diesem Falle bestimmen die Punkte genau
n Geraden, deshalb kann-man vermuten:
n Punkte, die nicht alle auf derselben Gera-
den liegen, bestimmen mindestens » verschié-
dene Verbindungslinien. Wir beweisen diese
Aussage mit vollstindiger Induktion. Fiir
n=1,2 ist die Behauptung nichtssagend, fiir
n=3 ist sie trivial. Es sei n 24, und fiir n-1
- Punkte sei die Behauptung schon bewicsen.
Nach dem Satz von Gallai gibt es immer zwei
Punkte, P und @, déren Verbindungslinie
keinen weiteren von den gegebenen Punkten
enthilt. Lassen wir jetzt P weg. Fir die
iibrigbleibenden n-1 Punkte sind zwei Fille
moglich: '

a) Die restlichen n-1 Punkte liegen auf einer
Geraden, die P nicht enthilt. Die Konfigu-
ration ist wie in Bild 6, die » Punkte bestim-
men also genau # Geraden.

Bild 6

b) Die restlichen n-1 Punkie liegen nicht auf
einer Geraden. Jetzt kénnen wir die Induk-

tionsannahme anwenden und feststellen, daB |

diese n-1 Punkte mindestens #-1 Geraden be-
stimmen. Die Gerade PQ ist aber nicht unter
diesent, so daB diec » Punkte zusammen min-
destens n Geraden bestimmen.

Aufgabe: Beweise: Bestimmen n Punkte ge-
nau » Geraden, so liegen -1 von ihnen aufl
einer Geraden.

6. Von finf Punkten in allgemeiner Lage
kann man immer die Ecken eines kon-
vexen Vierecks auswihblen. Das ist eine be-

kannte Aufgabe, der Leser wird es ohne

Schwierigkeiten beweisen. Die Aufgabe kann
aber verallgemeinert werden: Von wie vielen

Punkten kann man immer die Ecken eines

‘konvexen k-Ecks auswihlen? Mit anderen
Worten: Welches ist die Hochstzahl ven
Punkten, die nicht notwendig ein konvexes
k-Eck bestimmen ?

Es ist nicht ganz klar, daB es hier eine Ant-
wort gibt, d.h. daB man nicht beliebig viele
Punkte mit -der genannten Eigenschaft an-
geben kann.-Man kann beweisen, und zwar
‘mit rein kombinatorischen Mittcln, daB es
eine Zahl f(k) derart gibt, daBi die Behaup-
tung gilt: Man kann hochstens Jf(k) Punkte
angeben, die kein konvexes k-Eck bestim-
men. Das wollen wir aber hier nicht diskuitie-
ren.

‘Es ist interessant, daB der Wert von f(k)

nicht bekannt ist. In kombinatorischen Fra-

dhnlich wie f(k) definiert ist, nicht explizit
angeben kann. Hier gibt es eine schéne Ver-
mutung: f(k)=2*"2, d.h. man kann héch-
stens 272 Punkie so angeben, daB sie nicht
die Ecken eines konvexen k-Ecks enthalten.
Man hat ein System von 2~ Punkten an-
gegeben, die kein konvexes k-Bck bestimmen
(das ist gar nicht emnfach!), niemand kann
aber bisher beweisen, daB man nicht auch
2872+1 Punkie mit dieser Eigenschaft ange-
ben kann. N

Aufgaben: 1. Die Vermutung ist wahr fir
k=35: Man kann acht Punkte angeben, die
kein konvexes Fiinfeck bestimmen, aber neun
Punkfe enthalten immer die Ecken eines kon-
vexen Fiinfecks.

2. Es sind acht Punkte mit folgender Eigen-
schaft anzugeben: Die Symmetrieachse von
je zwei von ihnen enthilt mindestens zwei

téitig.

Punkte des Systems. (Es ist nicht bekannt,
ob es andere Punktsysteme mit dieser Eigen-
schaft gibt.) -
3. n Punkte seien in der Ebene gegeben. Wir
bezeichnen mit d die maximale Entfernung
zwischen zwei gegebenen Punkten. Dann gibt
es hochstens » Punktepaare, bei denen der
Abstand der Punkte gieich d ist.

Lészlo Lovdsz, Jozsef Pelikan

L. Lovdsz und J: Pelikin nahmen an der
VII. Internationalen Mathematikolympiade

" (Berlin 1965) teil und erhielten 1. Preise. Zur

XIL IMO (Budapest 1970) waren sic als Ko-
ordinatoren tdtig. Beide sind als Diplom-
mathematiker an der Universitit Budapest
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Wie entsteht die Zeitschrift
alpha 2

Die mathematische Schiilerzeitschrift alpha besteht
nunmehr fiinf Jahre. Durch die Mithilfe eines groBen
Kreises von Autoren des In- und Auslandes konnten
30 Hefte fiir eine systematische, kontinuierliche und

intensive auBerunterrichtliche Arbeit zusammenge-.

stellt werden. Die Redaktion dankt den Wissenschaft-
lern, Lehrern, Werktitigen aus der gesellschaftlichen
Praxis und den Schiilern, welche aktiv an der inhalt-
lichen Gestaltung der Zeitschrift alpha mitwirkten.

Wir wollen aber auch denen Dank sagen, welche die
technischen Voraussetzungen schufen, daB jedes Heft

in einwandfreier Qualitit in die Hinde unserer Leser

gelangte.

Wird ein Artikel an die Redaktion gesandt, so beginnt
eine umfassende Vorarbeit, bis er der Druckerei
Ubergeben werden kann. Zunichst gehen alle Bei-
trage an ein Gutachterkollektiv, welches entweder
zustimmt, Hinweise zur inhaltlichen oder methodi-
schen Verbesserung gibt oder sie aus solchen Griinden
wie fiir Schiiler nicht geeignet, fachlich nicht einwand-
frei, bereits gleiches bzw. dhnliches Material verdffent-
licht usf. ablehnt. Rund drei Monate vor Erscheinen
eines Heftes wird es so zusammengestellt, daB mog-
lichst alle Leser, d. h. die jiingeren wic die #lteren
Leser, gleichermaBen angesprochen werden. Die Re-

Absprache iiber die Herstellung der Zeitschrift af}t::ha zwischen
Chefredakteur (im Bild rechts), Auftragsbearbeiterin
(Fernstudent : Ing.-Okonom) und dem Abteilungsleiter Lichtsatz
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daktionsassistentin schreibt jeden Beitrag genau nach
festgelegten Normen, technische Zeichnungen werden
nach den eingereichten Originalen von einem Mathe-
matikfachlehrer angefertigt und Vignetten zur Auf-
lockerung des Heftes bereitgestellt. Ein Typograph
erhilt den gesamten Inhalt eines Heftes und gestaltet
gemeinsam mit dem Chefredakteur Seite um Seite.
Nach rund vierwdchiger Kleinarbeit kdnnen nun-
mehr die fertiggestellten - Unterlagen der Staats-
druckerei der DDR tibergeben werden.

Schauen wir uns einmal die drucktechnische Herstel-
lung eines Heftes genau an: Zunichst iiberpriift die
Auftragsabteilung das vorliegende Material. Es wird
eine Auftragstasche ausgeschrieben, die samtliche
Angaben iiber die Fertigung des Auftrags von der
Satzherstellung bis zum Versand enthilt. AuBerdem
berechnet der Auftragsbearbeiter die bendtigte Papier-
menge und sichert die Bereitstellung eines entspre-
chenden Materialkontingents.-

Nunmehr erhilt der Leiter der Abteilung Lichisatz
die Auftragstasche und die Manuskripte. Die Bild-
vorlagen gehen an die Fotoabteilung zur Herstellung
der Bilddiapositive.

Die Satzherstellung erfolgt mit einer modernen Mono-
photo-Lichtsatzanlage. Mit ihr ist es méglich, ein-
fachen wie schwierigen Satz mit hoher Qualitit des

Herstellung des Lochstreifens auf dem Taster

Schriftbildes herzustellen. Die Anlage besteht aus
zwei voneinander getrennten Maschinen, dem Taster
und dem Projektor. Mit dem Taster wird der Text -
des Manuskriptes auf cinen Papierstreifen iibertragen,
wobei alle Buchstaben, Ziffern, Zeichen und Steuer-
kommandos nach einem bestimmten Code als Loch-
kombinationen ecingestanzt werden. Nur die besten
Fachkrifte kommen am Taster zum Einsatz, denn
jeder Fehler beim Setzen ist erst nach dem Entwickeln
des Filmes zu erkennen.

‘Die Steuerung des Projektors erfolgt durch den am
Taster hergesteliten Lochstreifen. Im Projektor befin-



Zusammenstellung des Matrizenrahmens fiir
die Zeitschrift alpha

det sich ein Matrizenrahmen, der alle auf dem Loch-
streifen festgelegten Buchstaben, Ziffern und Zeichen
als kleines Filmnegativ enthidlt. Wenn der Matrizen-
rahmen mit dem vom Lochstreifen gewihlten Buch-
staben in Stellung gebracht ist, erfolgt dic Belichtung.
Ein Lichtstrahl dringt durch das Buchstabennegativ
und fillt, gelenkt durch Prismen und Spiegel, auf den

unbelichteten Film, der sich in einer Kassette befindet..

Das geschicht Buchstabe fiir Buchstabe in Sekunden-
bruchteilen, bis eine Filmspalte von etwa 50 cm Lange
und maximal 26 cm Breite belichtet ist. Das Ergebnis
nach dem Entwickeln ist ein Schriftdiapositiv. Auf
‘einem Lichipausgerdt werden von den Filmspalten
Rotpausen hergestellt zum Lesen der Korrektur
durch einen Korrektor in der Druckerei sowie fiir

den Chefredakteur und den Autor, an die sie gesandt

werden. Der Typograph fertigt aus den Rotpausen
einen Klebespiegel an, d. h. er klebt die Rotpausen
der Textfilme und die Rotpausen der Fotos und Zeich=
nungen so auf, wie spiter das Heft aussehen soll.
Korrekturen und Klebespiegel gehen dann wieder

Aufnahme der Bilder mit der Reproduktionskamera

Druck auf der Rollenoffsetmaschine {drei Farben in einem Durchgang) mit gleichzeitiger
Falzung des Papierbogens ' ;

Vi-n die Druckerei.  Es werden nunmehr Korrektur-

zeilen getastet, und es wird ein Korrekturlochstreifen
hergestellt. Dann iibernimmt die Montageabteilung
Textfilme, Korrekturfilme, Korrekturfahnen, Klebe-
spicgel und Bilddiapositive. Nun werden unter Be-
riicksichtigung der durch die Redaktion angezeich-
neten Korrekturen die Filme der Schrift und der Bil-
der nach dem Klebespiegel zusammengeklebt. Die
Redaktion erhilt nochmals fiir kurze Zeit Rotpausen
von diesen Seiten, nimmt eine letzte Korrektur vor
und erkliirt das Material fiir druckreif. Wenh danach
alle Fehler korrigiert sind, werden jeweils vier Seiten
auf einer groBen durchsichtigen Folie zu einer Kopier-
vorlage zusammengeklebt und in der Kopie davon
Offsetdruckplatten hergestellt. :

Diese Druckplatteri sind diinne Kupferfolien, die
auf einer Seite verchromt sind: An allen Stellen, die
beim Druckvorgang Farbe annehmen und wieder
abgeben sollen, wird durch Chemikalien die Chrom-
schicht entfernt. :

- Gedruckt wird auf Rollenoffsetmaschinen. Die Druck-

platten sind hierbei um einen Druckzylinder gespannt.
Die eingefirbten Druckplatten geben die Farbe auf
einen Gummizylinder ab und dieser bedruckt das
Papier. Es lauft von einer Rolle durch die Druckwerke,
wobei es auf beiden Seiten gleichzeitig bedruckt und
die ankommenden Papierbahnen am Ende der Ma-
schine geschnitten und auf A 4-Format gefalzt-werden.
Die von der Offsetmaschine auf A 4 gefalzten Bogen
werden in der Fertigmacherei in einen Umschlag
gesteckt, im Riicken mit zwei Klammern geheftet
und auf Format geschnitten.-In der Zeit vom 13. bis
16. jedes geraden Monats erhilt die Deutsche Post
(Zeitungsvertricbsamt) die gesamte Auflage und ver-
teilt sie an die Leser.

Heidemarie Fiittner, Peter Drefler, Johannes Lehmann
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Welche, wie viele

Moglichkeiten gibt es

Solchen Fragen, wie sie in der Uberschrift
stehen, seid ihr sicherlich schon begegnet. Thr
sollt mun Aufgaben 16sen lernen, die diese
oder #dhnliche Fragen enthalten.

Wir beginnen mit drei Beispielen.

Aufgabe 1  Alfred, Bernd und Christian be-
wohnen in einem Ferienlager gemeinsam ein
Zimmer. Leider hat nur einer von ihnen einen
Spiegel mit. Um Streit zu vermeiden, be-
schlieen sic, sich jeden Morgen in einer
neuen Reihenfolge zu kimmen. Wie vicle
Tage konnen sic nach diesem BeschiuB han-
deln? Das heiBt : Wic viele verschiedene Mog-
“lichkeiten gibt es, die drei Freunde anzuord-
nen?

Versucht, die Ldsung durch Probieren selbst
zu finden, bevor ihr weiterlest!

Lésung : Wir bezeichnen die drei Freunde mit
den Anfangsbuchstaben ihrer Namen: A, B,
C. Nun stellen wir fest, welche Anordoungs-
mdéglichkeiten es gibt:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Die drei Freunde kdnnen also 6 Tage nach
ihrem BeschluB ‘handeln.

Anfgabe 2 Welche zweistelligen Ziffern las-
sen sich aus den Grundziffern 1, 2, 3 zusam-
menstellen, wenn in jeder Ziffer jede dieser
Grundziffern mehrmals vorkommen darf?
Wie viele solche zweistelligen Ziffern gibt
es?

Thr konnt dic Lsung wieder selbst finden,
bevor ihr weiterlest.

Lasung: 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33; also
neun Ziffern.

Aufgabe 3 Zur Teilnahme an einem Pio-
niertreffen hat eine Gruppe Arnim, Brigitte,
Christine, Dieter und Elke delegiert. Leider
ist aber aus Platzgriinden nur die Teilnahme
zweier Pioniere dieser Gruppe méglich. Die
Gruppenleitung steht nun vor der Aufgabe,
aus den vorgeschlagenen Pionieren zwei aus-
zuwihlen. Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibt es hierfiir?

Wir bezeichnen die Pioniere mit den An-
fangsbuchstaben ihrer Namen: 4, B, C, D,
E. Versucht nun, die L3sung wieder selbst
zu finden!

Lésung: AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD,
CE, DE; also zehn Méglichkeiten.

Solltet ihr bei der Lésung znm Beispiel B4
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anstelle von 4B angegeben haben, so wire
das auch richtig; man darf in diesem Falle nur
nicht AB und BA notieren, weil ja diese beiden
Darstellungen die gleiche Delegation bedeu-
ten.

Wenn man diese drei Aufgaben miteinander
vergleicht, so fallen einige Gemeinsamkeiten,
aber auch einige Unterschiede auf.

1. Wir haben es in jeder Aufgabe mit einzel-
nen, unterscheidbaren Dingen zu tun, dic
zusammengehoéren (Grundziffern, Kinder
oder Buchstaben). Eine Zusammenfassung
solcher Dinge nennen wir eine Menge, die
einzelnen zu ihr gehorenden Dinge heiBen
Elemente der Menge.

2. Manchmal werden alle Elemente der je-

~weils gegebenen Menge fiir die einzelnen

Zusammenstellungen benutzt (Aufg
manchmal aber auch nicht (Aufg. 2, 3).
3. Manchmal ist bei den Zusammenstellungen
die Anordnung bzw. die Reihenfolge der Ele-
mente zu beriicksicktigen (Aufg. 1, 2), manch-
mal aber auch nicht (Aufg. 3).

4. Manchmal diirfen sich hierbei Elemente
wiederholen (Aufg. 2), manchmal aber auch
nicht (Aufg. 1, 3).

Die Beantwortung der Fragen, ob bei einer
Zusammenstellung dic Anordnung der Ele-
mente zu beriicksichtigen ist oder nicht und
ob sich in einer Zusammenstellung Elemente
wiederholen diirfen oder nicht, ist sehr wich-
tig. Wir wollen das noch anhand des folgen-
den Beispicls erkliren und uns hierfiir zu-
néchst nur geeignete Sachaufgaben fiberlegen.

D,

Aufgabe 4 Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibt es, zwei Preise an drei Schiiler zu
verteilen?

(1) Bei den Preisen kann es sich z. B. um Bii-
cher mit verschiedenen Titeln handeln. Die

Preise sind also unterscheidbar.

(2) Bei den Preisen kann es sich z. B. auch um
wertgleiche Geldpramien handeln. Die Preise
sind dann nicht unterscheidbar.

(a} Ein:Schiiler kann mehrere Preise erwer-
ben, wie etwa bei einem Sportwettkampf.
Er kann z. B. im 60-m-Lauf und im Weit-
sprung Sieger sein.

(b) Ein Schiiler kann héchstens einen Preis
erwerben, wie etwa bei ciner Priifung fiir eine
besondere Leistung.

Diese einzelnen Fille lassen sich wie folgt

verbinden: (1a), (1b), (2a), (2b). Aufgabe 4
sollte noch ctwas Wichtiges verdeutlichen:
Wir haben es bei solchen Aufgaben stets mit
zwei Mengen zu tun, hier also mit der Menge
der Preise und der Menge der Schiiler. Beide
Mengen miissen, den Aufgabenbedingungen
entsprechend, einander zugeordnet werden,
und zwar in unserem Beispiel so, daB jeder
Preis verteilt wird, aber nicht jeder Schiiler
einen bekommen kann bzw. zu bekommen
braiicht.

Auch bei den Aufgaben 1 bis 3 konnen wir
jeweils zwei Mengen unterscheiden, die ein-
ander geeignet zuznordnen sind:

Aufgabe 1: Eine Menge ist die Menge der drei
Freunde, die andere Menge besteht auch aus

“drei Elementen, die man etwa als die drei

Platznummern 1., 2., 3. deuten kann.
Aufgabe 2: Eine Menge ist die Menge der
insgesamt gegebenen Grundziffern, die an-
dere Menge besteht aus zwei Elementen, die
man etwa als eite Menge von zwei nebenein-
anderliegenden Kistchen deuten kann, in die
die Grandziffern cinzeln geschricber werden
sollen. Diese Menge ist also diec Menge der
geforderten Stellen jeder Ziffer.

Die Zuordnung der beiden Mengen erfolgt
in Aufgabe 2 so, daB jedes der beiden Kiist-
chen mit einer Grundziffer zu besetzen ist,
wiihrend in einer Zusammenstellung nicht
Jjede Grundziffer vorzukommen braucht.
Aufgabe 3: Eine Menge ist die Menge der
funf Kinder, die andere Menge ist die Menge
der vorhandenen zwei Delegiertenplitze. Die
Zuordnung der beiden Mengen erfolgt so,
daB jedem FElement der Zweiermenge cin
Element aus der Fiinfermenge zugeordnet
wird. Umgekehrt kann man nicht jedem
Element der Fiinfermenge ein Element der
Zweiermenge zuordnen.

In allen vier Aufgaben ist also eme der beiden
gegebenen Mengen dadurch gekennzeichnet,
daB jedes ihrer Elemente den Elementen der
anderen Menge zugeordnet werden kann.
Diese Menge wollen wir mit M bezeichnen,
die andere mit N.

Bei Aunfgabe 1 ist es gleichgiiltig, welche der
beiden Mengen wir mit M bzw. N bezeich-
nen.

Wir wollen uns diese Zuordnungen durch
Zeichnungen veranschaulichen. Die Elemente
der beiden Mengen werden wir hierbei zweck-
miBig darstellen. Fiir die Zeichnungen wollen

Bild 1
1 7 2 2 7 2. 3 1 2
fo LA 4 s
Tooe i3 7 2 3 7 2 3
- 5 1 2 3 1 2
> N/ M N
7 2 3 7T 2 3 17 2 3
7 1 2 - 1_ 2. 8. 1 2
> N
T 23 T 2 3 17 2 3

wir vereinbaren, die Elemente der Menge M
stets oben, die Elemente der Menge N unten
zu notieren. Die mdglichen Zuordnungen
wollen wir durch Striche veranschaulichen.



' Wir beginnen mit Aufgabe 2. Bild 1 ist ‘wie
folgt zu deuten: Bei der ersten Zusammenstel-
lung heiBi die erste Grundziffer 1, die zweite
Grundziffer auch 1; bei der zweiten Zusam-

-menstellung heibt die erste Grundziffer 1,
die zweite 2 usw., wie in der Lésung bereits
angegeben.

Erkennt ibr in Bild 1, da8 die Striche in
einer bestimmten Reihenfolge stehen? Wir
zeichnen erst alle Fille, in denen der Strich
von 1. zu 1 verliunft. Dann beginnen wir cine
neue Zeile, zeichnen den Strich von 1. stets
zu 2 und beginnen mit dem Strich von 2.
wieder vor vorn. Das setzen wir so lange fort,
bis beide Striche beim fetzten Elementi ange-
kommen sind, hier also bei 3. Auf diesc Weise
finden wir systematisch alle Mdglichkeiten,
ohne etwa in Gefahr zu geraten, eine Mog-
lichkeit zu vergessen.

Bei der Losung von Aufgabe 3 miissen wir
im Gegensatz zu Aufgabe 2 zweierlei be-
achten:

1. Die Anordnung der Elemente ist belichig.
Das wird in Bild 2 dadurch beriicksichtigt,
daB wir nur solche Zuordnungen angeben,
bei denen die Striche einander micht schnei-
den. :

2. Die Elemente dirfen sich nicht wiederho-
len. Wir diirfen also in Bild 2 nur solche Zu-
ordnungen angeben, bei denen zu einem
untenstchenden Element nicht mehrere
Striche verlaufen. Um wieder systematisch
alle Moglichkeiten zu finden, verfahren wir
im iibrigen wic bei Bild 1.

1.

1. 2, 2. 1 2 1 2
£ / e /s 1 4 N
ABCDE ABCDEABLCODE 4BCO E
1 2 1 2 72
) ' F ¥ ] AY
ABCDE ABCDEABCDE
1. 2, 1 2.
N NN
ABCDE ABCDE
1 2
~ X
ABCDE Bild 2.

Werdet ihr nun Aufgabe 4 16sen konnen?

Wir wollen die beiden Preise mit 1. und 2., die
drei Schiiler mit 1, 2, 3 bezeichnen.

Lost nun den Fall (1a) allein!

Wenn ihr richtig gearbeitet habt, miibt ihr
als Losung Bild 1 erhalten haben, also9 Mog-
lichkeiten.

Last jetzt Fall (1b)!

Welche Moglichkeiten des Falles (1a) fallen
hier weg? 5 ]
MNun, es fallen gerade dicjenigen weg, bei
denen zu einem untenstehenden Element zwei
Striche fithren, denn kein Schiiler kann mehr
als einen Preis bekommen. Es verbleiben also
6 Moglichkeiten.

Wie ist die Losung des Falles (2a)?

Welche Maoglichkeiten des Falles (1a) kon-
nen wir jetzt wegfallen lassen? Zum Beispiel
jene, bei denen Striche einander schneiden,
denn die Anordnung der Preise ist ohne Re-
deutung. Es verbleiben demnach 6 Mdglich-
keiten.

Lost nun den Fall (2b)!

Wenn ihr richtig gearbeitet habt, verbleiben
in Bild 1 die Moglichkeiten 2., 3. und 6., also
3 Moglichkeiten.

Bei der zeichnerischen Losung von Aufgabe 1
miissen wir beachten, dal zwar Striche ein-
ander schneiden diirfen, daB aber nicht zu
einem untenstechenden FElement mehrere
Striche fiihren diirfen. Versucht, der Reihe
nach alle Mbglichkeiten durch Zeichnung
zu finden, und vergleicht eure Losung mit
Bild 3! .

T‘ IZ '3 Bild 3
A 8 ¢
1 2. 3
[} Y
A 8 C
4.2 3
X [
A B C
1 2 1
S
A 8 ¢
i 2. 3
P4
A 8 C
1. 2. 3.
e g
A 8 C

Fassen wir zusammen, wie wir Aufgaben der
hier besprochenen Art 16sén kdnnen:

1. Wir bestimmen die zwei Mengen.

2. Wir bestimmen die Stellung der beiden
Mengen. )
Welche Menge steht oben? Es muB von

Jedem Element ein einziger Strich ausge-

hen.

Welche Menge steht unten?

Es diirfen Elemente freibleiben.

3. Wir bestimmen alle moglichen Zuordnun-
gen. : .

a) Ist bel der Losung die Anordnung der
Elemente zu beriicksichtigen?

Wenn nicht, so lassen wir alle jene Fille
weg, in denen Zuordnungsstriche einander
schneiden. . ‘

b) Diirfen sich bei der Losung Elemente
wiederholen?

Wenn ja, so diirfen zu einem untenstehenden
Element mehrere Striche fithren. Wenn nicht,
so darf zu jedem Element der unteren Menge
héchstens ein Strich hinfithren.

.Wir wollen nun eine Aufgabe nach diesem
Lésungsplan bearbeiten.

Aufgabe 5 Die Ebepaare K&hler und Lorenz’
haben ein Theateranrecht. Sie sitzen immer
auf denselben Platzen mit den Nummern 1 bis
4. Einmal sind die Manner plotzlich verhin-
dert, Die beiden Frauen haben num vier
Plitze zur Verfiigung. Wie kdnnen sich die
béiden Frauen auf diese Plitze setzen, falls
jeder Frau ein einziger Platz und jedem Platz
hdchstens eine Frau zugeordnet wird? Wie
viele Platzverteilungen sind méglich?

1. Zwei Mengen: Menge der Frauen, Men-
gen der Phitze.

2. Da jede Frau Platz bekommen soll, aber
nicht jeder Platz besetzt werden kann bzw.
besetzt zu werden braucht, siehi die Menge
der Frauen oben, die der Plitze unten.

&
S &
A4
S
)

st
3
'8,

3. a) Striche dirfen einander schneiden.
{Waram?) -

b) Zu cinem untenstehenden Element diirfen
nicht mehrere Striche fithren. (Waram?)

Es gibt 12 Moglichkeiten.

Bild 4
g7 K L 2 K L 3 Kk L
P 4 s i 4 A
1 2 3 4 7 2 3 & -2 .3 %
b K L 5 XK L 6 K L
—t (B | ~
o S 7 2 3 & i 2 3 &
A K..L 8 L ; L
— K)( . K\ Y
12 3 4§ 7 2 3 4 1 2 3 4
Mg W W, Bk
7 2 3 4 7 2 3 % 1 2 3 4

Die beiden Frauen haben aber nicht lange
iiberlegi. Sie wihlten sofort die Méglich-
keit 5, weil das ihre Stammplatze waren.

Bis jetzt haben wir nur Aufgaben besprochen,
in denen Mengen mit héchstens finf Ele-
menien vorkamen. Wie 16sen wir nun schwie-
rigere Aufgaben, etwa auch solche, in denen
anstelle von Zahlen Variable fiir (natiirliche)
Zahlen stehen, wenn also die Aufgaben ali-
gemein formuliert sind?

Beispiel (vgl. Aufgabe 51): Welche bzw. wie
viele Moglichkeiten gibt es, m Personen auf
n Plitze zu verteilen usw.? Wir brauchen nur
fiir s und » der Reihe nach méglichst kleine
Zahlen einzusetzen und nach unserem Lo-
sungsplan zu verfahren.

In alpha, Heft 2/72, wird dieser Artikel fort-
gesetzt. Wir werden dann sehen, dal man bei
geschicktem Vorgehen Zahlenfolgen erken-
nen kann. Bestimmte GesetzmaBigkeiten wol-
len wir aber zundchst vorsichtigerweise als
Vermutungen formulieren. W. Tiirke
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- Wie schnell
fliegt ein Uber-
schallflugzeug?

Teil 1

An einem herrﬁchen, windstillen Sonntag
gelit Klaus mit scinem #lteren Bruder Steffen
wandern. Am Rande eines Seces machen sie

zuriick. Um 100 m zuriickzulegen, “braucht
der Schall rund 0,3s. Wiirden sich die Zeit-
nehmer auf ihr Gehér verlassen, so wiirden

Rast. Wihrend Steffen mit einem Grashalm. - sic die gelaufene Zeit um 0,3s zu kurz stop-

spielt, schaut Klaus hinauf in das Blau des
wolkentosen Himmels. Da entdecken seine

Augen einen metallisch glanzenden, sich be--

wegenden Punkt, der einen Kondensstreifen
hinter sich herzieht, am Himmel. ,,Bin Flug-
zeug!“ ruft er aus. Beide beobachten die

offenbar einen geradlinigen Kurs steuernde

Maschine, die in grofier Hohe direkt diber die
beiden Jungen hinwegflicgt. Obwohl sich die
Maschine bereits wieder von den Jungen ent-
fernt, ist noch kein Motorengeriusch zu
horen. Doch dann ist pldtzlich ein lauter
Knall zu vernehmen. Klaus bemerkt: , Dieser

Knall JaBt die Fensterscheiben klirren.* Und .
Steffen erwidert: ,,Ich weiB, wie leicht diese!

Gerausche zu einer Belistigung werden. Doch

auf den sicheren Schutz, den uns die NVA im-

. Bunde mit der Roten Armee vor Uberfillen
bietet, kénnen wir nicht verzichten. Dabei
sind, unsere Luftstreitkrifte ein wichtiger
Bestandteil der Landesverteidigung, und des-
halb miissen wir das Gekmalle in der Luft
ertragen.

Erst kurze Zeit spiiter, nachdem beide den
Knall gehort haben, ist vom beobachteten
Flugzeng das Motqreﬁgeriusch za horen.
,»Wie kommt denn dieser Knall zustande?™
fragt Klaus. ,,Die Maschine dort oben fliegt
mit Uberschallgeschwindigkeit, antwortet
Steffen. Klaus, der die Antwort nicht voll
erfassen kann, argumentiert: ,Diese Be-
hauptung erscheint mir zu kiihn. An diesem
Silberpunkt in der Luft kannst du ja gar
nicht die Gestalt der Tragfliigel erkennen, die
einen solchen SchiuB zulaBt.” ,,Das ist nicht
notig! Meine Behauptung folgt allein aus
unserer Behauptung. Ich will dir das er-
Klaren!* antwortet Steffen. Und er fihrt

_ fort: ,,Als Vorbereitung sollst du hierzu zwei
Aufgaben 16sen. Dic erste Aufgabe lautet:
Warum richten sich beim 100-Meter-Lauf
die Zeitnehmer, die am' Ziel stehen, nicht
nach dem Gerjusch, das dds Znsammen-
schiagen der Startklatsche erzeugt, sondera
achten mit dem Auge auf das Zusammen-
schlagen der Startklatsche?

Bereits nach kurzer Zeit antwortet Klaus:

,.In einer Sekunde legt der Schall rund 340 m*
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pen.“ Auf den zweiten Teil der gestellten
Frage will Klaus sehr prizise antworten.
Deshalb holt er Notizblock und Bleistift aus
der Jackentasche und fithrt die folgende

‘Réchnung aus, bei der er sich auf das Gesetz

der geradlinig-gleichférmigen Bewegung
s=vt {s - Weg; v — Geschwindigkeit ; 1 - Zeit)
stiitzt:

=S — _f00m 100 ms
Y 00000k 300 000 km
5 .
= oo © 000000035

Dann antwortet er: ,,Da das Licht sich mit
der Geschwindigkeit v=3060000 kmn ausbrei-
]

tet, braucht es zum Durchlaufen der Strecke
s=100m annihernd die Zeit r=0,0000003s.
Der durch das Beobachten mit dem Auge be-
gangene MeBfehler ist also so klein, daB diese
Methode zuliissig ist.” Steffen erwidert: ,,Die

_erste Aufgabe hast du richtig gelsst: Hoffent-

lich schaffst du auch die zweite Aufgabe:

! Die Schallgeschwindigkeit in Luft ist weit-
gehend vom Luftdruck unabhingig, sie
dndert sich hingegen mit der Temperatur. Zu
in unseren Breiten auftretenden AuBentem-
peraturen f—x °C ist die zugehdrige Schall-
geschwindigkeit durch die Formel -

cm(331,6+0,6x)? nﬁhemngsweise be-
stimmt. Fiir diec Temperaturen ¢t=0°C und
1:20“’(i folgt ]:licra.us‘'a:zS?rl,G»I-éIl bzw.
msits,s%. ~ Jedoch breitet sich Schall mit

abnom::‘ groBer Amplitude (Lautstiirke), wie
er z. B. bei der Detonation von Explosiv-
stoffen, durch starke elektrische Funken und
bei einem Uberschallflugzeug entsteht, in
Herdnahe mit groBerer Geschwindigkeit (Es

wurden Geschwindigkeiten bis 5002 gemes-
8

sen) aus. -

Nehmen wir an, ich beginne jetzt einen Schrei
von 0,2s Dauer auszustoBen. An welchen
Stellen der Umgebung ist dieser Schrei 3s
spiiter zu héren?*

Klaus schaut sich die in weitem Umkreis
ebene Landschaft an. In sein Notizheft skiz-
ziert er sich die folgende Zeichnung:

/ //J"?///, s=ct=3402 35 ~120m

AnschlieBend antwortet er: ,Der Beginn
deines Schreies wire in 1020 m Entfernung
von unserem Standort zu horen, das Abbre-
chen deines Schreies jedoch in 952 m Entfer-
nung. Also sind 3s nach Beginn deines
Schreies die von dir erzeugten Schallwellen
in der Kreisringflache mit den Radien von
1020 m und 952 m und unserem Standort als
Zentrum zu hdren.” ,,Auch die zweite Frage
hast du richtig beantwortet”, sagt Steffen.

- Bei diesen Worten ergreift Steffen einen Stein

und wirft ihn ins Wasser. Nach kurzer Zeit
ruft er: ,,Sichst du jetzt ein Modell, das man
etwa mit deinem Ergebnis vergleichen kann

Klaus sieht, daB die Stelle, an der der Stein
ins Wasser fiel und dazu ein Teil der sie um-
gebenden: Wasseroberflache sich wieder in
Ruhe befindet. Genau ein kreisringformiger
Teil der Wasseroberfliche mit der Einwurf-
stelle als Zentrum befindet sich in Bewegung,
Er crkennt, daB diese Kreisringfliche dem
Bereich entspricht, in dem bei der vorigen
Aufgabe der Schrei zu hérén ist®>. Steffen
fahrt fort: ,,Nach diesen Vorbereitungen will
ich dir unter den Voraussetzungen von Wind-
stille und gleicher Luftfemperatur in- allen



Hdhen sowie der in Wirklichkeit nicht durch-
weg zutreffenden Annahme konstanter
Schaligeschwindigkeit (Beachte den letzten
Teil der Fuinote 1!) die Schallausbreitung
von einem Flugzeug mit Uberschallgeschwin-
digkeit erkliren: Der Schall breitet sich vom
Flugzeug aus nach allen Seiten aus. Um uns
beim Anfertigen einer Zeichnung auf ein
ebenes Problem beschriinken zu kdnnen, be-

trachten wir die Schallausbreitung zunichst.

nur in einer Ebene, in der allerdings die
geradlinige Flugroute des mit der konstanten
Geschwindigkeit v fliegenden Flugzeuges
liegt. Das Flugzeug moge sich zu einem be-
stimmten Zeitpunkt im Punkt P seines Flug-
weges befinden, Wir wollen feststellen, in
welchen Punkten unserer Ebene zu diesem
bestimmten. Zeitpunkt der Knall der Kopf-
welle unseres Flugzeuges zu horen ist. Zen-
tren der Schallausbreitung sind alle Punkte

der Flugroute, die das Flugzeug schon pas- .

siert hat. Betrachten wir zunichst ein solches
Zentrum (0. Bezeichnen wir die Zeif, die
unser Flugzeug zum Zuriicklegen der Strecke
QP bendtigte, mit z, so gilt nach dem Gesetz
der geradlinig-gleichférmigen Bewegung
OP=wt. (Bild 3)
Vom Zentrum ¢ aus hat sich der Schail in-
zwischen um die Strecke cf, wobei ¢ die
Schallgeschwindigkeit ist, nach allen Seiten
ausgebreitet (Bild 4).
Analog -gilt das fiir alle Punkie der Flug-
route, die das Flugzeug zu dem gewihlten
Zeitpunkt schon passiert hat. Wir wollen zu-
nichst zwei weitere solche Zentren betrach-
ten, die wir mit R und S5 bezeichnen wollen.
Fiir die Abstinde RPund SP soli gelten:
] 3 §P=2 RP=QP.~
Hier stelif Steffen die erste Zwischenfrage
an seinen aufmerksam zuhorenden Bruder:
,»Vergleiche die Zeiten, die unser Flugzeug
zum Durchfliegen der Strecken QP, RP und
SP bendtigt!™ Prompt kommt die Antwort:
,.Diese Zeiten verhalten sich wie l:%:g
,.Im gleichen Verhiiltnis stehen also auch die
Radien der Schallausbreitung von den Punk-
ten @, R und S zum angenormenen Zeit-
punkt.“ Den letzten Satz fiigt Klaus erst seiner
Antwort hinzu, nachdem Steffen die Skizze
in der folgenden Weise erginzt hat (Bild 5).
Klaus schaut sich noch eine Zeitlang diese
Zeichnung an. Dann steht er auf und sucht
sich am Ufer des Sees mit geringer Wasser-
tiefe einen flachen, runden Stein. Er wirft
_ diesen Stein flach iiber die Wasseroberfliche.

2 Probiert aus, wie sich das beobachtete Bild
dndert, wenn der Stein statt in rubendes Was-
ser in stromendes Wasser geworfen wird.
Daran erkennt ihr, daB die von uns angestell-
ten Betrachtungen iiber die Schallausbrei-
tung nur unter der Bedingung der Windstitle
gelien.

Bild 3
vt _ ‘o
V{' Bild 4
vl
4
v 2 Bild 5
v
C;'\ ".,q,
i s

1.
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Der Stein setzt ein erstes Mal mit seiner

"kereisformigen Breitfliche auf der Wasser-

oberfliche anf und wird wieder in die Héhe
gestoBen. Nach mehrmaligem Aufsetzen ver-
sinkt der Stein schlieBlich im Wasser. Beide
Briider beobachten das Bild, das diec Wasser-
oberfliche kurz danach bietet (Bild 6).

»Hast du damit bereits ein Modell der Schall-
ausbreitung von einer schnell bewegten
Schallquelle geschaffen? fragt Steffen.
,,Nein, denn der Stein hat nur drei Stellen der
Wasseroberfliche zu Zentrem von Wasser-
wellen gemacht. ... Dann miiBte der Stein
direkt an der Grenze zwischen Wasser und
Luft, also an der Wasseroberfliche entlang
fliegen. ...** Klaus ist nachdenklich gewor-
den. Nach kurzer Zeit sieht man Klaus ein
Stiick Helz an einem Faden mit konstanter
Geschwindigkeit geradlinig durch das Was-
ser ziehen. Die Briider beobachten zwei vom

»Schiff* auslaufende, mit der Fahrtroute -

gleiche Winkel bildende geradlinige Wellen-
zlige (Bild 7).
Klaus kommentiert das Experiment: ,,Die
Geschwindigkeit unseres Schiffes muB gré-
Ber sein als die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Wasserwellen, damit das beobachtete
Wellenbild zustande kommt. Je schneller wir
unser Boot fahren lassen, um so spitzer ist
der Winkel, den die beiden geradlinigen
Wellenziige mit der Fahrtroute bilden. Damit
. haben wir ein Modell der Schallausbreitung
von einem Uberschallflugzeug gefunden.’
In die Skizze mit den drei Kreisen (Bild 5
zelchnet Steffen die gemeinsamen Kreis-
tangenten ein. Dabei spricht er: ,Bis zu
diesen beiden Strahlen hat sich zu dem von
uns. gewihlten Zeitpunkt der Schall ausge-
breitet,* Bei diesen Worten schraffiert Stef-
fen die‘von diesen Strahlen begrenzte, sich
nach dem Unendlichen erstreckende Fliche.

.» Wir betrachteten die Schallaysbreitung von

dem Flugreug aus zuniichst nur in einer

Ebene, der- Schall breitet sich natiirlick im

ganzen Raum aus und nicht nur in einer

Ebene wic die. Wasserwellen (Bild 8).

Die 'von uns angestellte Uberlegung gilt je-
- doch fiir jede Ebene, die die Gerade der
- Flugroute enthiilt. Deshalb kann gesagt wer-

den: Unter den Voraussetzungen der Wind-

stille und gleicher Lufttemperatur in allen

Hihen sowie der Annahme konstanter Schall-

geschwindigkeit befindet sich die von einent

Uberschallflugzeug. erzeugte Kopfwelle zu
Jedem Zeitpunkt auf der Mantelfliche eines
Kegels®. An dessen Spitze mige sich jeweils
das Flugzeug befinden. Die Achse fallt mit
dem Flugweg des Flugzéugs zusammen. Der
Offnungswinkel des Kegels ist durch die Ge-
3chws'hdigkeit des Flugzeugs bestimmi.

* Diesen ,,Schaltkegel bezeichnet man nach
dem Physiker Ernst Mach (1838 bis 1916) als
Machschen Kegel.
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Zur Begriindung dieser Aussage werden wir
uns auf den zweiten Teil des Strahlensatzes
stiitzen.*

Hierauf antwortet. Klaus sicher und fertlgt
dabei folgende Skizze an: ,, Werden die Strah-
len eines Biischiels von einer Parallelenschar
geschnitten, so verhalten sich je zwei Paral-
lelenabschnitte, die zwischen gleichen Strah-
len licgen, zucinander wic die zugehorigen
Strahlenabschnitte ein  und  desselben
Strahls.* Steffen radiert in der Skizze (Bild 8)

Z < Bild 9

Vorausselzung : B 4Py
\Behamfung: AB:CD=A7:CZ

]

die Kreise um R und $ weg. Danach argumen-
tiert er: ,,Unsere Behauptung wird dadurch
bestitigt, daB-neben dem Punkt O ein wei-
terer vom Flugzeug bereits passierter, an-
sonsten beliebiger Punkt @, der Flugroute
betrachtet wird. Die Zeit 1, die das Flug-
zeug zum Durchfhiegen der Strecke Q_,f be-
ndtigte, ist bestimmt durch das Gesetz der
geradlinig-gleichférmigen Bewegung Q*iP:
vt,. Wir betrachten den Kreis um @, der
die gezeichneten Strahlen beriithrt.** Wihrend
Steffen diese Worte spricht, zeichnet er die
folgende Skizze:

Bild 10

SchlieBlich erganzt er noch: ,,DaB tatsichlich
in jedem inneren Punkt des betrachteten
Kegels die Motorengeridusche zu horen sind -
vorausgesetzt, daf} ihre Starke nicht wegen zu
grofler Entfernung des Flugzeuges unter der
Hérbarkeitsschwelle liegt oder dal sie wegen
der Dampfung (Reibungserscheinung der
Luft) gar nicht bis zum Beobachter gelangen —
kannst du dir nunmehr selbst iiberlegen.
Man sicht es dem Gesicht von Klaus an, daB
er noch immer etwas gritbelt. Und dann riickt

-er damit heraus: ,,Es miiBte doch mdglich
_sein, aus- dem Offnungswinkel des Schall-

kegels® eines Uberschallflugzeuges auf dessen
Geschwindigkeit zu schlieBen. Steffen ant-
wortet: ,,Du hast recht. Doch da du dir
bei dieser Erklirung ein Nomogramm® an-
fertigen sollst, mit dem du kiinftig die Ge-
schwindigkeit eines iiber dich hinweg flie-
genden, einen geradiinigen Kurs steuernden

Uberschallflugzeuges bestimmen kannst, wilt

ich mit dieser Erklirung erst zu Hause be-
ginnen, Dort stehen uns alle Zeichengerite
wie Winkelmesser, Lineal und Zirkel zur
Verfiigung. Nach einer kurzen Pause er-
gﬁnit Steffen: ,,Bis zu' dieser Aussprache
sollst du die folgenden Aufgaben losen:

A Aufgabe: Rechpe die Schallgeschwindig-
keit v=340£umingl

s h

A Aufgabe: Das sowjetische Jagdflugzeug
Suchoi I hat die Spitzengeschwindigkeit

y=2 SOGk—m und der sowjetische Panzer
h

vt

Klaus bemerkt dazu: ,,Die von dir gezeich-
neten Strahlen sind also jetzt als die vom
Punkte P an den Kreis um @ gezogenen Tan-
genten aufzufassen. ™ Nun schluBfolgert Stef-
fen: ,,Laut 2. Teil des Strahlensatzes gilt

. F,0,:FQ=0,P:0P.

Mittéls der in der Skizze angegebenen Bezie-

hungen folgt:

m:ct=vt*:vt.“
Durch Umstellen dieser Proportion nach
F,Q, und durch Kiirzen erhilt Steffen die
Beziehung F,Q=ct,. ,,Also ist der eben um
O betrachtete Kreis gerade der, bis zu dem
die von Q, sich ausbreitende Druckstdrung
vorgedrungen ist, schluBfolgert Steffen.

T 54 hat die Spitzengeschwindigkeit
y=5652.

h
a) Rechne diese Geschwindigkeiten um in
n :
Ly

s .
b) Berechne fiir diese Spitzengeschwindig-

: G Q- v :
keiten v jeweils den Quoticiten —, wobei
c

=340 die Schallgeschwindigkeit ist!
5 . ‘
W. Tréger
4 Siehe Beitrag ,,Nomogramme crsetzen oder

kontrotlieren unsere Berechnungen® in
s,alpha® 2/70 bis 6/70.



Wer list mit? glpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mirz 1972

54810 Junge Pioniere haben im Schulgar-
. ten insgesamt 936 Erdbeerpflanzen gesetzt.
Auf jedem der vier angelegten Beete stehen
gleichviel Pflanzen. Auf einem dieser Beete
geht durch unsachgemiBe Pflege der neunte
Teil der Pflanzen ein. Wieviel Erdbeeren
gehen verloren, wenn pro Pflanze mit einem
Ertrag von 15 Erdbeeren gerechmet werden

kann? Mathematikfackiehrer H. Winkler
OS Hartmannsdorf
54811 Bestimme die Semme auws allen

zweistelligen natiirlichen Zahlen, die simt-
lich Primzahlen sind und deren Quersumnmen
cbenfalls Primzahlen sind! Sch.

"W 5 w812 Jedes der unter den Zeichnungen
a), b) und c) abgebildeten Quadrate 4BCD
wurde ciner besonderen Bewegung unter-
‘worfen. Giib an, um welche Art von Bewegung
‘es sich jeweils handelt, und ermittle die Bewe-
gungsgrofen! Volker Zillmann, 801 Dresden

U Co D
q) '

A 8 A

b c c
by

A I 4

D C D
C)

A 8 -

W 5 w813 FEine der groBien Binnenschleu-
sen Europas liegt an der Elbe bei Magdeburg.
Dic Schleusenkammer hat eine Linge von \/
325 m und ist 25 m breit und 4,3 m hoch,
Welches Volumen hat die eingelassene Was-
sermenge, wean der Wasserspiegel seinen
hochsten Stand 0,5 m unter der Oberkante

der Schleusenkammer hat? Runde das Er-
gebnis (in Kubikmetern) auf Vielfache von
Hundert! Aus ,,Physik in der Schule*

*5*814 Auf der StraBenbahnlinie 4 der
Dresdner Verkehrsbetriebe (Radebeul — Pill-
nitz) verlassen werktags die ersten Wagenziige
Radebeul um 4.50 Uhr und Pillnitz um

4.38 Uhr. Tagsiiber verkehren die Wagenziige

in beiden Richtungen in einem zeitlichen Ab-
stand von jeweils 15 Minuten. Die Fahrzeit in
beiden Richtungen betragt 89 Minuten. Wie
vielen Wagenziigen des Gegenverkehrs be-
gegnet ein Wagenzug auf der Gesamtstrecke,
der um 8.35 Uhr in Radebeul abfihrt?

Dr. G. Hesse, 8122 Radebeul

*5*815 Aus jeeinem Blatt Schreibmaschi-

nenpapier (Format A 4) von 0,1 mm Stirke

werden acht kleinere Notizzettel gleichen
Formats durch Zerschneiden hergestellt.
Diese Notizzettel sollen in einem Kistchen,
das eine innere Hohe von 4,8 cm besitzt, auf-
bewahrt werden. Wic viele Bogen A 4 miissen
zerschnitten weérden, um das anfangs leere
Kastchen zu fiillen? Sch.

6A816 Beweise, daB fir die Hohe # zur
Hypotenuse AB eines rechtwinkligen Drei-

ecks ABC stets b = 0 gilt!
.C

' Frank Kolwe, 128 Bernau, 7. Klpsse

64817 Man schiittet 50 Stahlkugeln glei-
then Durchmessers in einen MeBzylinder, der
mit 75 ml Wasser gefiillt ist. Der Wasserstand
steigt danach auf 87 ml. Welches Volumen
hat cine Kugel? Aus ,,Physik in der Schule™

W 6m818 Bei einer Geschwindigkeitskon-
trofle durch die Volkspolizei durchfuhr ein

Pkw innerhalb einer geschlossenen Ortschaft :
‘(keine SchnellstraBe) die MeBstrecke s von

200m in einer Zeit £ von 10s. Verhielt sich der
Kraftfahrer entsprechend der StraBenver-
kehitsordnung?  Aus ., Physik in der Schule*

Safe{ﬁSorq 6316 Séidzerladh, Wmm&r%?‘.?é’
P-o!g@’uﬂuwaﬁz Oberschude Wmﬂmﬁ Kiawe 5 b

F 3
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift {Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion atpha,

7027 Leipiig, Postfach 14,

3, Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgaben fortlaufend numeriert,
Der iiblichen Nummer sind ein W (d h
Wettbewerbi und eine Ziffer, z B. 7 vorge-
setzt {d. h., fiir die 7. Klasse geeignet). Aui-
gaben mit * versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad. <T

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hbheren K!assenstujé
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12

-und Erwachsene 18sen die Aufgaben, welche

mit Wm 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm x
297 mm) (siche Muster), denn jede Aufgaben-
gruppe wird von cinem anderen Experten
korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. volistindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Endergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»sehr gut gelst”, , gut geldst™ oder ,geldst™
Schiiler, welche nur einen SchiuBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, dic vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost®,

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgeben. :
Der Jahreswettbewerb 1971/72 liuft von Heft
5/71 bis Heft 2/72. Zwischen dem 1. und
10. September 1972 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/71
bis 2/72 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Die Preistriiger
und die Namen der aktivsten Einsender
werden in Heft 5/72 verdffentlicht, Wer

, mindestens 7 Antwortkarten (durch die Be-
“teiligung an den Wettbewerben der Hefte

5/71 bis 2/72) erhalten hat und diese ein-
sendet, erhdlt eine Amerkennungsurkunde

und ein Abzeichen. Schiiler, welche bereits |
zwel Anerkennungsurkunden besitzen und

diese mit den Antwortkarten des Wett-

bewerbs 1971/72 einsenden, erhalten das

alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden

zuriick), )

Wir bitten darauf zu achten, daB. alle Post-

sendungen richtig frankierr sind und daB die

Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird, Redaktion alpha
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W 6m819 Welche Kantenliinge besitzt ein
Wiirfel, bei dem die MabBzahl seiner Ober-
fliche (in-cm?) gleich der MabBzahl seines
Volumens (in cm?) ist?

W 7w825 Klaus hat im Verlaufe des Schul-
jahres mehrere schriftliche Klassenarbeiten
im Fach Mathematik geschrieben; er erhielt
dabei nur die Noten 1 oder 2. Der Zensuren-

Volker Zillmann, 801 Dresden durchschnitt aus -diesen Arbeiten betriigt

*6%820 Ist es mdglich, daB in einem
gleichschenkligen Trapez die Mittellinie
genauso lang ist wie eine Diagonale? Die
Antwort ist zu begriinden! Sch.

*6+%82]1 In dem fol-genden Zahlenritsel,
das entgegen den iiblichen Zahlenritseln auch
gebrochene Zahlen enthilt, bedeuten ver-
schiedene Symbole verschiedene Grundzif-
fern und gleiche Symbole jeweils gleiche
Grundziffern. Alle Grundziffern sind von
Null verschieden. Alle im Zahlenritsel eni-
haltenen Briiche sind echte Briiche; bei jedem
Bruch sind Zahler und Nenner teilerfremd.
Entschliissele dieses Zahlenritsel! T.

\‘%’j mg— I —_ %
I . +
4 d _ =
et = @

MOg —d-43

74822 Die Schiller dreier Oberschulen
eines Stadtbezitks sammelten insgesamt 4 3,

300 kg Altpapier. Die Schiller der Schule A \drelstell:ge Zahl z, zusammen. Beweise, daBl -

sammelten 840 kg mehr, die Schiiler der
Schule B hingegen 650 kg weniger als die
Schiiler der Schule C. Die Schiiler beschlos-
sen, den Erlds der Altstoffsammlung dem
Solidarititskonto fiir Vietnam zu itberweisen.
Wieviel Matk konnten die Schiler jeder der
drei Schulen dem Solidarititskonto zufithren,
wenn der Altstoffhandel fiir 1 kg Altpaplcr

15 Pf zahlt?
Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch,
Meuselwitz

74823 Gegeben s se: ein Rechteck ABCD
mit den Seiten AB=q und BC=bh, und es
gelte a > b. Die Seite AB ist in drei kon-
gruente Teilstrecken zu teilen, Der Teilpunkt,
der dem Punkt B am nichsten liegt, sei F.
Verbindet man C mit E, so entsteht ein Trapez
AECD. Es ist der Flicheninhalt dieses Tra-
pezes allein durch die Seiten a und & des gege-
benen Rechtecks auszudriicken.
Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch,
Meuselwitz -

'W7-824 Eine Klasse schrieb eine Lei-
stungskontroile Genau ein Drittel der betei-
ligten Schiiler hatte cine Aufgabe falsch,

genau 1,4. Wieviel Klassenarbeiten hat Klaus
mindestens mitgeschrieben ?

H. Werner, Ing. f. Rechenelektronik,

111 Berlin

*7*826 Axel, Bruno, Dieter und Ernst
sind die vier Teilnchmer der Endrunde eines
Schachturniers. Es hat jeder gegen jeden
zweimal zu spielen, also Spicl und Riickspiel.
Fiir eine gewonnene Partie wird 1 Punkt, fitr

¢ine unentschiedene % Punkt, fiir eine vefy

lorene kein Punkt vergeben. Bruno und Die-
ter erzielten zusammen einen Punkt mehr als
Axel und Ernst zusammen erreichten. Dieter
und Ernst erkimpften zusammen 7 Punkte.
Axel und Dieter konnten zusammen nur
5 Punkte weniger erreichen, als Bruno und
Ernst zusammen hatten. Wie viele Punkte er-
rang jeder der vier Teilnehmer?

Ingolf Kunath, EOS Meifien, 10. KI.

*T*827 Gepeben seien sechs aufeinander-
folgende einstellige natiirliche Zahlen. Setze
aus den ersten drei dieser Zahlen die groBt-
mogliche dreistellige Zahl z, und aus den

}etzten drei dieser Zahlen die kleinstmbgliche

die Differenz z, —z; stets 135 betrigt und daB
die Summe z,+z, stets durch 111 teilbar ist!
Sabine Bartelt, Neubrandenburg

8 4828 Man beweise, daB fiir jede Primzahl,
die groBer als 5 ist, das Produkt
P=(p-2){p—1) (p+1) (p+2)
durch 360 teilbar ist.
Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

84829 Es sei z eine natiirliche Zahl, deren
erste 300 Grundziffern (im dekadischen Sy-
stem) simtlich gleich 1 und deren weitere
Grundziffern simtlich gleich 0 sind:
! z=111...11000...00
s i e e
300 Ziffern  beliebig viele Ziffern
Man untersuche, ob die Zahl z gleich dem
Quadrat einer natiirlichen Zahi sein kann.
Gerd Weiflenborn, Berlin,
EOS | Heinrich Heriz*, KI.10

W 8 w830 Bei den Europa-Leichtathletik-

‘meisterschaften in Helsinki im August 1971

wurden insgesamt 38 Goldmedaillen, 39 Sil-
bermedaillen und 37 Bronzemedaillen ver-
geben, Die Mannschaft der DDR, die in der

genau ein Viertel hatte zwei Aufzaben und s\ifLiinci_iau-wel"a.lng den ersten Platz einnahm,

genau ein Sechstel drei Aufgaben falsch; ge-

nau ein Achtel hatte alle vier Aufgaben falsch.

Wie viele Schiiler hatten alle Aufgaben richtig

geldst, wenn dieser Klasse nicht mehr als

30 Schiiler angehoren?

- Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch—
Meuselwitz
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erkimpfite insgesamt 32 Medaillen. Sie er- -

hielt genau ein Dritte! aller Silbermedaillen
und mehr als ein Sechstel, j‘edoch weniger
als ein Fiinftel aller vergebenen Bronze-
medaillen. - )

Wieviel Gold-, Silber- bzw. Bronzemedaillen
erhielt die Mannschaft der DDR ? L.

W 8 w831 Die hier abgebildete Figur stellt
ein konvexes Viereck ABCD dar, dessen
Seiten samtlich gedrittelt wurden. Es ist zu
beweisen, daB die Teilungspunkte E, F, G
und A die Eckpunkte eines Parallelogramms

sind. - Sch.
*8 *832 Es sind alle Primzahlen p anzu-
geben, fir die die natiirliche Zahl

z=p*+1
wieder eine Primzahl ist. T.

*8*833 Auf wieviel verschiedene Weisen
kann man den Betrag von 1 M wechseln,
falls eine ausreichende Anzahl von 1-Pf-,
5-Pf-, 10-Pf-, 20-Pf- und 50-Pf-Stiicken zur
Verfligung steht? L.

94834 Es sei o eine ungerade natiirliche
Zahl, die groBer als 1 ist. Dann ist auch die
Zahl
b:(a—-l) (a+1)
2
eine natiirliche Zahl, weil 2a—1 und a+1
gerade natiirliche Zahlen sind.
Es ist zu beweisen, dal} unter diesen Voraus-
setzungen die Summe der Quadrate der
Zahlen ¢ und b gleich dem Quadrat einer
natiirlichen Zahl ist, daB also
a+br=c*
gilt, wobei ¢ eine natiirliche Zahl ist.
Ferner ist die Zahl ¢ in den Fillen a=3, 5. 7
und 9 zu berechnen.
Flieger Falk Schellenberg, NVA

W 9835 a) Der Betrag der Differenz der

dritten Potenzen zweier aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zabhlen sei gleich 2611.

Wie lauten diese Zahlen?

b) Der Betrag der Differenz der vierten

Potenzen zweier aufeinanderfolgenden na-

tiirlichen Zahlen sei gleich 39775,

Wie lauten diese Zahlen?

Hinweis zur Lisung: Wir verweisen auf die

L3sung der Aufgabe 554 (Heft 3,. 1970,

5. 63; Losung in Heft 6, 1970, 5. 141).

Reinhard Schulz, Rota,

Fachlehrer fitr Mathematik

W9 a836 Zeichne ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC! Lege auf der tiber C hinaus ver-.
lingerten Seite BC einen duBeren Punkt F
fest, und verbinde F mit dem Mittelpunkt D
der Scite AB! Der Schnittpunkt der Geraden
ACund DFsei E. Ziehe durch C eine Parallele
zur Geraden DF! Thr Schnittpunkt mit der
Geraden 4B sei der Punkt G.
Es ist zu beweisen, daB die Strecke CG
das harmonische Mittel zu den Strecken ED
und DFist, d. h., daB CG——E2PF
' ED+DF
Sch.



*9*837 Im neunten Fimfjahrplan (1971

bis 1975) der UdSSR wird sich das jahuliche

Nationaleinkommen von 266,3 ‘Mrd. Rubel
auf 373 Mrd. Rubel erhéhen, wobei sich der
Konsumtionsfonds um 41% und der Akku-
- mulationsfonds um 37,5% erhiht.

Es sollen der Konsumtionsfonds und der
Akkumulationsfonds (in Mrd. Rubel) am

Ende des neunten Fiinfjahrplans bestimmt )

werden.
Bemerkung: Unter dem Konsumtionsfonds
versteht man den Teil des Nationalein-
kommens, der fiir den individuellen oder den
gesellschaftlichen Verbrauch bestimmt ist,
unter dem Akkumulationsfonds ‘den Teil,
* der fiir die Erweiterung der Industrieanlagen,
fiir Neubauten usw. bestimmt ist.
Dozent L. M. Lopowok,
Woroschilowgrad, UdSSR

*9*838 FEs sei 4BCD cin Rechteck, des-
sen Umfang 14 ¢m betriigt und dessen Dia-
gonale AC um 2 ¢cm langer als die Seite BC
ist. Es sind die Langen der Seiten und der

Diagonale zu berechnen.
Wolfgang Huschmann Oberschule V,
Oelsnitz, XI. 8

10/124839 a) Es ist zu beweisen, daBl
V10—~ /9 < /9~ /8 gilt. )]
by Es ist zu beweisen, daB fiir alle von Null
verschiedenen natiirlichew Zahlen n
Jatl—yn</n—jn—1lgl. (2
Burkhard Neumann, OS Rangsdorf, KI. 9

W 10/12 w840 Es sind alle reellen Liosun-
gen der Gleichung '
x¥*—2x2 —400x=9999 zu ermitteln.
Bemerkung: Diese Aufpabe wurde bereits
von dem indischen Mathematiker Bhiskara
(1114 bis 1185) gestellt und geldst (val.
~ A. P. Juschkewitsch; Geschichte der Mathe-
matik im Mittelalter, Leipzig: B. G. Teubner
1964, S. 140).

Weolfgang Riedel, Technische Hochschule

Karl-Marx-Stadt, Spezialllasse 12

W 10/12 841 Ineinem Trapez ABCD, von

dem die Grundseiten AB=q—9 cm, CD=p

=4 cm und die Hohe =5 cm gegeben sind,

ist zu der Grundseiie AB im Abstand d die

Parallele gezogen, die die Seiten 4D und BC

des Trapezes in den Punkten E und F schoei-
det {vgl. die Abb.).

o

A

=
1. Die Linge % der Strecke EF ist als Punk-
tion des Abstandes d und umgekehrt der
Abstand d als Funktion der Linge x darzu-
stellen, - .
2. Der Abstand d ist allgemein und nume-
risch zu berechnen, wenn die Linge x gleich
dem

- Vielecks die GroBen oy, A, ..

a) arithmetischen, ¢} harmonischen,
b) geometrischen, d) njuadratischen
Mittel der Langen der beiden Grundseiten
ist. ) :

(Dabei versteht man unter dem quadratischen

Mittel dor Zahlen a und b die Zahl #J

3. In jedem dieser vier Fiille ist das Verhiltnis
der Flacheninhalte 4, und 4, der durch die
Parallele EF erzeugten beiden Teiltrapeze
EFCD und ABFE allgemein und numerisch
zu bestimmen. . :
4. In welchem Falle geht die Parallele EF
durch den Schnittpunkt § der Diagonalen
des Trapezes ABCD?
5. In welchem Falle sind die beiden Teil-
trapeze EFCD und ABFE einander dhnlich?
(Die Antwort ist jeweils zu begriinden.)
Rudolf Schalle, Halle, Dozent an
der ABF i. R., Verdienter Lehrer des Volkes

*10/12* 842 Man beweise den folgenden
Satz:
Es sei PP,...P,, ein Sehnenvieleck mit
gerader Eckenzahl (2n=4), d.h., die Punkte
By, P,. ..., P,, liegen simtlich auf einem
Kreis. Ferner mogen die Innenwinkel dieses
- o, haben.
Dann gilt stets i
T N TUE . I8 o7 SR Y. A
Albrecht Baticher, EOS ,, Johannes R. Becher™,
" Annaberg-Buchholz, KI. 11

* 10/12* 843 Es seien
S,=a;+ay+...+a,

die Summe von n positiven reelien Zahlen
(nz2) und '
SR L

a; a, a,
die Summe der reziproken Werte dieser
Zahlen. Man beweise, daB dann stets

Sysazn? gilt.
Wolfgang Riedel, TH Karl-Marx-Stadt,
S Spezialklasse 12
i Johannes Kepler —

Astronom und Mathematiker
Fortsetzung von Seite 123

Trotz des Dringens der &sterreichischen
Standeregierung, die Tafeln fertigzustellen,
wandte sich Kepler, unterbrochen durch
Reisen von Linz nach Wiirttemberg, wo er
seine in einem HexenprozeB angeklagte Mut-
ter erfolgreich . verteidigte, seinem eigent-
Lichen Lieblingsgebiet, der Aufdeckung von
»Harmonien®, d.h. von mathematischen
GesetzmiBigkeiten in Natur und Kunst zu.

Auf diesem Wege wieder zu astronomischen
Betrachtungen veranlaBt, fand er am 15. Mai
1618 das dritte Planetengesetz. Es sagt aus,

- daB sich die Quadrate der Umlaufzeiten

zweier Planeten wie die dritten Potenzen
der groBen Halbachsen ihrer Bahnellipsen
verhalten. Zusammen mif vielen anderen
Erkenntnissen, u. a. auch éiber Fragen der

Musik, verdffentlichte Kepler das dritte Pla-
netengesetz im Werk ,,Harmonices mundi*
(Weltharmonie), das den Gipfelpunkt seines
wissenschaftlichen Lebenswerkes darstellt.
Wenige Tage vor dem Abschiul} der Arbeit
an den ,,Harmonices mundi* brach (durch
die Ereignisse in Prag am 23. Mai 1618 aus-
geldst) der DreiBigjdhrige Krieg aus.
Schlieilich kam noch ein allerdings gliick-
liches Ungliick (,,felix calamitas™), wie Kep-
ler selbst es nannte, hinzu, das die Fertig-
stellung der Tafeln verzbgerte. Gerade wn
1620 namlich wurde der Gebrauch von
Logarithmen in groBerem Umfang iiblich
und bekannt (durch die Arbeiten von Neper,
Biirgi, Briggs). Logarithmisches Rechnen ist
natiirlich zur Berechnung, aber auch zur
Bénutzung von astronomischen’ Tafeln von
groBter Bedeutung. Kepler konnte also un-
mébglich auf die Benutzung von Logarithmen
verzichten und schrieb zu diesemn Zweck
ein eigenes Logarithmenwerk ,,Chilias loga-
rithmorum*™ (1624), das den Gebrauch der
Rudolphinischen Tafeln erleichtern soll.

‘Kepler fand schlieBlich in Ulm einen-geeig- -

neten Drucker fiir die Tafeln und iiberwachte
alle Phasen der Produktion selbst, bis sie
1627 in Frankfurt am Main zur Messe kiuf-
lich vorlagen. Welche Leistung die Rudol-
phinischen Tafeln letztlich darstellten, 1aBt
sich ndherungsweise daran abschitzen, daB
ste fiir die folgenden 100 Jahre die Grundlage
aller astronomischen Rechnungen bildeten
und durch keine bessere Tafel ersetzt wurden.
Kontrollrechnungen, die erst in jingster
Zeit mittels elektronischer Rechenmaschinen
durchgefiihrt wurden, zeigten, dab die Tafeln
fast fehlerfrei sind, Kepler also mit einer
bewundernswerten Genauigkeit gerechnet
hat.

Seine Zeit hat ihm fiir diese Leistungen nicht
gedankt. Sein ganzes Leben hatte er mit
finanziellen und materiellen Schwierigkeiten
zu kiimpfen, die voilig hiitten vermieden wer-
den . kdnnen, wenn er di¢ ihm vertraglich
zugesicherten Gelder aus sciner Anstellung
als Astronom der Kaiser Rudolph II. und
Matthias erhalten hitte.

So iibersiedelte er 1628 nach Sagan in Schie-
sien, wo er von Wallenstein Unterstiitzung
zu finden hoffte. Wallenstein bietet ihm
eine Professur in Rostock an. Vor Antritt
digser Stellung (1630) will Kepler seine
{inanziellen Forderungen auf dem Reichstag
geltend machen, der in Regensburg tagt.
Durch ' die Strapazen der in Kriegszeiten
durchgefiihrten Reise nach Regensburg er-
krankt er und stirbt dort am 15. 11. 1630.
Wir ehren in Kepler einen bahnbrechenden
Wissénschaftler, der heute mit seinen be-
deutenden Leistungen der ganzen Mensch-
heit gehort und der, wie der groBe Physiker
unseres Jahrhunderts, Albert Einstein, sagte,
einfach unfahig war, etwas anderes zu tun,
als auf jedem Gebiet fiir seine Uberzeugung

emzusgehen . Th. Riedrich
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In freien Stunden Hlpllil heiter

Schwierige Lage! -

16 Holzchen sind so angeordnet, wie es die Figur zeigt.
Es sollen 2 Hoblzchen, die aber mit im Spiel bleiben,
derart umgelegt werden, daB aus den 5 kongruenten
Quadraten 4 kongruente Quadrate entstehen.

Bitte ankreuzen!

Di¢ Zahlen am Rande bedeuten, wievie-l_l_(aros in
der entsprechenden Zeile bzw. Spalte angekreuzt
werden sollen. (Es gibt mehrere Losungen)

3 2 7 3 2 Oberlehrer H. Pdizold,
5 VH Waren{Miiritz
1

X 4
3
1

Ein wichtiger Beruf

DIETER v. BUNNAT
GERA

In welchem Zweig unserer Volksw;rtschaft ist Herr
Bunnat tatlg‘?

Spieglein, Spieglein an der Wand

Iétﬂand mochte sich in einem ebenen, senkrecht

stehenden Spiegel von Kopf bis FuB sehen. Wie

gro muB der Spiegel dann mindestens sein?
Oberiehrer H. Pdtzold, VH Waren{ Miiritz
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Magisches Quadrat

Waagrecht und senkrecht werden die gleichen gefun
denen Zahlen eingetragen:
a) eine Potenz 2" mit ﬁmfsteﬂiger Losung

b) =5+ 3 (55550+a)

 p) Produkt zweier Primzahlen

a-b=p _
a+p=(a— 1y >=(a -3y
b—a=6
h) finfstellige Zahl mit Ziffern &; [; m; n; o
k+FP—m"=p
p=n—2 o { P h o
(I+m) : 2-2=k 7
'['_mzs ' «
| 3 P QP .
Ise Clauder, 4241 Spiclberg !
h P
o
Rund um die 81
9> —=81=(8+1)

7292 =(72+9 =813 ={(8+1) 8+1) B+ 1T
918_819 818+1 (1—|—8 18
Ingenieur H. Decker, Kdln

aus: Neues Leben 5/71 (H.-J. Starke)



AbschluBpriifung, Klasse 10

1g5
lg3—Ig2
. x ohne Benutzung des Tafelwerkes anndhernd zu

bestimmen, 16ste ein Schiiler so:
NI 4 ‘ ;
x= =—=d", also x=~4. : P A - ——
aa—,dz' a- ) 5

Die Aufgabe, in dem Ausdruck x—

Vladimir Rendin, Praha

Kann man das richtige Ergebnis anerkennen?
Wie hitte man umformen kénnen?
' Oberlekrer H. Pitzold, VH Waren| Miritz

Silbenriitsel

Aus den Silben
a-by-chint-e-eu-gam-ge-ge-gel-gen-ka-ler-li-ly-ma-me-
na-ni-nu-nungs-o-on-ord-pe-re-ra-run-rus-scheff-
schin-sis-te-the-ti-tsche

sind 11 Worter zu bilden, deren ersteund dritte Buch-
staben, von oben nach unten gelesen, den Namen
eines bekannten Mathematikers und dessen Lebens-
werk ergeben.

L. griechischer Buchstabe 2. Mathematiker (1707 bis
1783), fundamentale Arbeiten zur Variationslehre, zur
Integral- und Differentialrechnung 3. Verbindungs-
gerade von Grund- und AufriB eines Punktes 4. Mathe-
matiker, Arbeiten zur numerischen Anwendung math.
Methoden 5. Begriff aus der Trigonometrie 6. Mathe-
matiker (1894 bis 1959), Untersuchungen auf dem
Gebiet der Funktionstheorie, Zahlentheorie und mo-
dernen Wahrscheinlichkeitsrechnung 7. Begriff aus :
der hoheren Mathematik 8. Begriff zur Logarithmen- = /'74-
funktion 9. Mathematiker (1821 bis 1894), Begriinder =

der Petersburger math. Schule 10. Verkniipfung mathe- : c{é/}
M5

matischer GréBen 11. Vorschrift, Richtschnur
Mathematikfachlehrer H. Winkler, OS Hartmannsdorf

Boris, Paris

Mathematische Begriffe

1. Begriff, der bei den natiirlichen Zahlen bereits ab
Klasse 1 verwendet wird 2. Begriff aus der Geometrie,
der ebenfalls bereits in der 1. Klasse auftaucht 3. Be-
griff aus der Kreislehre 4. Zentraler Begriff im gesam-
ten Lehrgang der Mathematik 5. Begriff. der ab
Klasse 1 verwendet wird.

Miroslaw Bartak, Bratislava

Oberstudienrat G. Schulze, EQS Herzberg
. 2 3 4 3
L= g ! [
5 ;
E E E E
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I\

aufgepalt
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Ala  Udo gibt von dem Geldbetrag, den

er bei sich hat, zunichst die Hilfte aus, von-

dem - verbleibenderi Restbetrag wieder die
Hilfte, von dem restlichen Qelde nochmals
die Hilfte. Er behilt weniger als 5 Pfennig
tbrig. Welchen Geldbetrag kéunte Udo bei
sich gehabt haben?

A2a Klaus erhilt jeden Sonntag Taschen-
geld, stets den gleichen Geldbetrag. Er ist sehr
sparsam und gibt stindig nur die Hilfte des
erhaltenen Taschengeldes aus, um die andere
Hilfte zu sparen. Nach acht Wochen hat
Klaus schon niehr als 11 M, aber weniger als
17 M gespart. Wie hoch ist das wochentliche
Taschengeld von Klaus, wenn es sich um
einen vollen Markbetrag handeit?

A3a Uwe ist grofer als Klaus, Bernd ist
kieiner als Uwe. Klaus ist nicht so groB wie
Bernd. Ordne diese drei Jungen nach ihrer
Grofie! Welche der drei Aussagen wird fiir
die Losung der Aufgabe nicht benétigt?

A4 s Ermittle alle natiirlichen Zahlen n, die
der Ungleichung 11 >4+ n—2> 6 geniigen!

AS5A4 Welche natiirlichen Zahlen erfiillen
zugleich die beiden Ungleichungen 3 - x> 11
und 7 - x <407

A6a  Peter sagt: ,,Jch habe cbenso viele
Briider wie Schwestern.”” Seine Schwester
Marion meint: ,,Ich habe doppelt so viele
_ Briider wie Schwestern.” Wieviel Jungen und
wieviel Midchen gehdren zur Familie?

A74 Eine Schachtel enthilt genau zehn
Buntstifte, am meisten blaue, am wenigsten

griine, gleichviel rote- wie gelbe und keine

weiteren andersfarbigen. Wie viele Buntstifte
jeder Farbe sind es?

Lose die: Aufgabe fir den Fall, daB die
Schachtel 14 Buntstifte enthiili! '

A84 Die Seitenlangen zweler Quadrate
unterscheiden sich genau um 1 cm, ihre Fla-
cheninhalte um 9cm®. Wie lang ist die Seite
des kleineren, wic lang ist dic des grofBeren
Quadrates?

; D. Michels/Th. Scholl
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Mathematische Kurzweil
aus der VR Bulgarien

Klassentreffen

Zwanzig Jahre nach ihrer Schulentlassung
trafen sich die ehemaligen Schiiler einer
Klasse, um Erinnerungen auszutauschen und

- diber ihre beruflichen Erfolge zu berichten.

Jeder der Anwesenden iiberreichte jedem
fritheren Klassenkameraden ein Erinnerungs-
foto von sich. Es wurden insgesamt 552 Fotos
ausgetauscht. Wieviel Personen hatten. sich
zum Klassentreffen eingefunden?

Tischrunde

In cinem Restaurant saBen die beiden Briider
Neumann und derep Freunde Stein und
Ismer; sie tranken entweder Kaffee oder Tee
oder Bier oder Wein. Keine zwei dieser Per-
sonen tranken das gleiche Getrink. Zwel die-
ser Personen haben den Vornamen Waiter,
dic anderen Vornamen lauten Bernd und
Peter. Keiner der beiden Briider heiBt Peter
mit Vornamen. Peter trank Bier, Ismer hin-
gegen Wein und Bernd Kaffee. Ordne den
vier Vorpamen -die zugehérigen Familien-
namen und die bestellten Getriinke zu!

Anf einer Bank

Auf einer Bank saBen zwei Jungen mit den
Vornamen Ingo und Peter und zwei Midchen
mit den Vornamen Wilma und Lena. Die
Familiennamen der Midchen lauten Weil
und Starke, die der jungeu Sander und Hauff.
Wilma und Ingo saBen nicht am Rande der
Bank. Die Kinder mit den Familiennamen
Sander und Weil} saflen nicht nebeneinander.
Rechts von Ingo saBl das Kind mit dem Fami-
liennamen Starke. Die M#dchen saflen nicht
nebeneinander. Ordpe jedem Vornamen den
#ugehorigen Familiennamen zu! In welcher
Rethenfolge saBen die vier Kinder auf der
Bapk?

Zwei Igel liefen um die Wette. Sie starteten
zum gleichen Zeitpunkt, liefen auf zwei ver-
schiedenen, aber gleichlangen Wegen und
erreichten zugleich das gemeinsame Ziel. Der
erste Igel stief} wihrend seines Laufes anf kei-
nerlei Hindernisse. Der zweite Igel hingegen
stieB .auf zwei Schildkréten, die er nicht um-
gchcn‘ konnte, so daB er seinen Lauf auf
deren Panzer fortsetzte. Die Hindernisse be-
hinderten diesen Igel nicht in seinem Lauf,
das heiBt, er erfitt weder einen Tempo- noch
cinen Zeitverlust. Die eine Schildkrbte war
1m lang und kroch dem Igel mit einer Ge-

schwindigkeit von T entgegen. Die andere
s

Schildkrote war 50cm lang und kroch mit

einer Geschwindigkeit von 187 in die
8

gieiche Richtung Vwie der zweite Igel lief.
Welcher war der Schnellere der beiden Igel?

Kolektive Beteiligung :;un alpha-Wetthewerb

Alle Schulen des Kreises Schmalkalden (608);
OS Clingen (5401); OS Westgreulien (5401);
OS Mahlis (7261); EOS Worbis (562); OS
Teterow 1 (205); F.-Schiller-OS Eilenburg
(728); Station Jg. Techniker Meiningen (61);
PrieBoitz (731); OS Marienberg (934); OS
Sayda (9201); OS Gottleuba (8302); 16. OS
Rostock (25); OS Radis (4401); OS Ridnitz
(1281); OS 1 Blankenfelde (1636); OS Rotta
(4401); OS Burkau (8502); K.-Kollwitz-OS
Sondershausen (54); Spezialistenlager Ma-
thematik des Kreises Worbis (562); Teilober-
schule Neuenhofe (3241); OS Kavelstorf
(2555); K.-Kollwitz-OS Biitzow (262); OS
Kuhfelde (3561); OS Schernberg (5401); OS
Zepernick (1297); K.-Liebknecht-OS Berlin
(116); OS Matgendorf(2051); OS Oberroblin-
gen (4701); OS Haynrode (5601); R.-Arndt-
OS Geisa (6222); OS Loderburg (3258); OS
Stabmsdorf (1533); Lessing-OS Grofpost-
witz (8603); E.-Schneller-OS Burgétéidt
(9112); alpha-Club Jan-Hus-OS Naumburg
(48); K.-Koliwitz-OS Wittenberg (46); E.-
Hartsch-O8 Gersdorf(2561); J.-Brinckmans-

‘OS Goldberg (2862); OS Pfaffroda (9331);

OS Jordenstorf (2051); Klub Jg. Mathe-
matiker Cotibus (75); Diesterweg-OS Halle.
(402); AG Mathematik E.-Thilmann-OS$
Karl-Marx-Stadt (90); OS Bahratal (8302);
OS II Blankenfelde (1636)

Beste Schulen im alpha-Wettbewerb

Schulen des Kreises Schmatkalden (1 900 Kar-
ten); POS Steinbach-Hallenberg (1700 Kar-
ten); POS Teterow (800 Karten) ; POS Burkan
(456 Karten); POS Oberschonau (400 Kar-
ten); POS Clingen (350 Karten).



Ldsungen

54716 Wegen 10=1-10=2-5=5-2=10-1
konnte der Faktor n— 2 gleich 1, 2, 5 oder 10
sein. :

-2 n n+l  (n—2)-(n+1)
1 3 4 4
2 4 5 10
5 7 8 40
10 12 . 13 130

Nur n=4 erfiillt die Gleichung, und es gilt
4-2) (4+1)=2-5=10.

54717 Die Summe aus drei dreistelligen
~-Zahlen ist stets kleiner als 3000. Deshalb
kann y entweder 1 oder 2 sein.
Es sei y=1; dann ist x=8, da die Summe der
Einersteilen auf Nuli endet.
Es sei y=2; dann ist x=6, da die Summe der
Einerstellen anf Null endet.
Die Aufgabe besitzt genau eine Losung,
und zwar '
811
+ 181
+ 118 §
1110
Fiir y=2 und damit x=6 erhalten wir
6224262 +2262220.

W5m718 a) Die beiden Abbildungen stel-
len das aus 16 Stdbchen gelegte Quadrat
und eine durch Umlegen von Stiibchen ent-
stehende Figur mit einem Flicheninhalt von
7 em?® dar.

227

AR

b} Es sind 2-99=198 Stiibchen umzulegen,
damit der Flicheninhalt der entstehenden
Figur moglichst klein wird. Aus 99 - 99=9801
folgt, daB der Flicheninhalt sich — verglichen
mit dem des Quadrates — um 980 em?
verkleinert.

W35 e719 Wir bezeichnen das Lebensalter
(in ganzen Zahlen} von Doris mit D, von
Carmen mit C, von Barbara mit B, von
Evelin mit E und von Angelika mit 4. Dann
gilt wegen b) und ¢) D<B<C=14, also
wegend) D < B < C=14< E,also wegena) und
) A<D<B<C=l4<E=A4+5.

Daraus. folgt B=13, D<12, A=11 und
wegen A>10 hieraus A=11, D=12, B=13,
C=14, E=A+5=16.

Angelika ist daher 11 Jahre, Doris 12 Jahre,
Barbara 13 Jahre, Carmen 14 Jahre und
Evelin 16 Jahre alt.

*5%720. Wegen 6=1-6=2-3=3-2=6-1
koanten die Faktoren

a) m+1=1 und 2n—1=4,

b) m-+1=2 und 2n—1=3,

¢} m+1=3 und Zn—-1=2,

d) m+1=6 und 2n—1=1 sein.*

Aus a) folgt m=0; es gibt keéine natiirliche
Zahl n, die die Gleichung 2n—1=6 erfiills.
Aus b) folgt m=1 und n=2 wund damit
(1+5)-2-2—-1)=2-3=6.

Aus c)folgt m=2; aber es gibt keine natiir-
liche Zahl n, die die Gleichung 2n—1=2
erfiitft.

Aus d) folgt m=35 und n=1 und damit
E+D-(2-1—1)=6-1=6.

Die Gleichung besitzt also genau-zwei Lisun-
gen; es sind dies die Zahlenpaare (1, 2) und
5, 0.

*5% 721 h=22222+32354=54576;
g=h:13644=54576: 13644 =4;
f=g-4=4-4=16; e=f :8=16:8=2;
d=g-5=2-5=10; c=d—1=10-1=09;
b=c—

§=9-8=1; a=b+2=1+2=3;
x=a—3=3-3=0.
*5*722 Es sei x die Linge, um die jede

Seite des Rechtecks zu verliingern ist; dann
gilt (6+x)-(9+x)=304.
Aus304=2-152=4-T6=8-38=16- 19folgt,
dafl x = 10 ist, Es gilt némlich (6 + 10} - (9 + 10}
=16 - 19=304, Jede Seite des Rechiecks muB
um 10 cm veridngert werden.

64723 Alle Zahlen, deren Quersumme durch
3 teilbar ist, sind durch 3 teilbar. Die beiden
jeweils dreimal vorkommenden Grundziffern
seien x und y. Da die Teilbarkeit durch 3 nor
von der Quersumme der Zahlen abhingt, ist
es gleichgiiltig, an welcher Stelle die Giund-

. ziffern stehen. Di¢ Quersumme dieser Zahlen
" ist in jedem Falle gleich 3x+3y=3(xy),

also durch 3 teilbar. Damit sind die Zahlen
selbst auch durch 3 teilbar.

64724 Bei der Drehung einer Figur licgen
Zwei einander entsprechende Punkte (Origi-
nal- und Bildpunkt) auf einem Kreis um das
Drehzentrum D. Die Kreise aller Paare ein-
ander entsprechender Punkte sind konzen-
trische Kreise, das heilit, sie haben den
gleichen Mittelpunkt D. Die Mittelsenkrechte
einer Kreissehne geht durch den Mittelpunkt
des zugehorigen Kreises. Man erhilt dem-
nach das Drehzentrum D, indem man zu
den Sehnen A4’ und BB’ dic Mittelsenkrech-
ten konstruiert, deren Schnittpunkt mit D
zusammenfillt. Der Winkel £ ADA' =g ist
dann der Drehwinkel, .

Bemerkung : Falls im speziellen Fall die Mit-
telsenkrechten zu den Sehnen A4 und BB’
zusammenfallen, so kann man mit Hilfe

dieser Mittelsenkrechten das Drehzentrum D
nicht bestimmen. Man withlt dann als zweite
Sehne die Seline CC’ und erhilt den Punkt D
als Schnittpunkt der Mittelsénkrechten zu

den Sehnen 44" und CC".

W6m725 Die kleinste der zu ermittelnden
Zahlen ist von Null verschieden {weil 0 durch
2 teilbar ist) und gleich dem kgV. der
Zahlen 3,5,7,11;sielautet 3-5-7- 11 =1155.
Die der GroBe nach geordneten nun folgen-
den Zahlen sind gleich den Produkten
1155-k mit k=3, 5, 7; sie lauten )
1155 - 3=3465, 1155 - 5=5775 und
1155- 7=8085. Die Zahl 1155-9=10395
ist bereits groBer als 10000, erfillt also nickt
mehr die gestellten Bedingungen.

Wo6r726 In dem Dreieck sei Winkel
*ACB=90°, XxCAB=un, £xABC=§, und es
gelte f>a, wodurch die Allgemeingiiltigkeit
des Beweises nicht eingeschrinkt wird. Aus
o-+f=90° und f >« folgt f>45° Aus diesem
Grunde schneidet der freie Schenkel des in B
an BC angetragenen Winkels von 45° die
Strecke AC in einem inneren Punkt (Siehe
Abbildung) Es gilt ferner Winkel & BDC =45°
und damit CB=CD. Aus CD<CA und
CB=CD folgt CB<CA.

* 6 *727 Wir zeichnen zunichst die Diago-
nalen AC und BD des Rechtecks ABCD; ihr
Schaittpunkt sei 8. Die Verbindungsgerade
der Punkte E und § ist. Symmetricachse des
Rechtecks und schaeidet AB in F; die Strecke
EF istsomit wegen AF = BF Seitenhalbierende

D £ c

P 23 @
4 F s

des Dreiecks ABE. Nun zeichnen wir die
Diagonale DF des Rechtecks AFED; ihr
Schnittpunkt mit AE sei P, Da P die Strecke
AE halbiert, ist die Strecke BP ebenfalls
Seitenhalbierende des Dreiecks ABE. Der
Schnittpunkt der noch zu zeichnenden Dia-
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gonale CF des Rechtecks FBCE mit BE sei Q.
Die Strecke  AQ ist dann die dritte Seiten-
halbierende des Dreiecks ABE.

*6*728

1. Summand: »r

2, -Summand: 2r+7

3. Summand: 2(2n+7+7T=4n+21

4. Summand: 2(4rn+21)+7=8n+49

5. Summand: 2(8n+49)+7=16n+105

6. Summand: 2{(16n+105)+7=32n+217
" Summe: 63n4+399=21(3n+19)

Die Summe ist also durch 21 teilbar.

*6*729 Es sei n dic Anzahl aller teilneh-
‘menden Sportler; dann gilt 180<n<220.

Aus Polen beteiligten sich (g— 8) Sportler,

aus der UdSSR (E+3) Sportler, aus der

DDR-(§+ 5) Sportler. Aus diesen drei Lin-
dern beteiligten sich somit gn Sportler. Aus
der CSSR und Ungarn beteiligten sich ins-
geéamt%n Sportler. :

Es sei x dic Anzahl der ungarischen Sportler;
dann beteiligten sich 3x Sportler aus der
CSSR. Aus diesen beiden Lindern beteiligten
sich demnach 4 x Sportler.

Daher gilt-4x =% n; x :.3% ist also ganzzah-
: : 220

: . 180 _=n :
lig. Hieraus folgt wegen —32—<§<¥ gnd
damit 522 <x <62 schlieBlich x=6 und

32 32

n=32-6=192.

Wir erhaltén also die folgende Tabelle:

' Land Angzaht der Sportler

Polen 88
UdSSR 51
DDR 29
CSSR 18
Ungarn\ 6
insgesamt 192

TAT30 Esseien D, E und F die Beriihrungs-
punkte des Inkreises des Dreiecks ABC mit
dem “Mittelpunki M und dem Radius ¢
(siche Abbildung). Die Beriihrungsradien ME
unid MF stehen senkrecht auf den Geraden
AC und 4B, und die Gerade AM ist die
Halbierungslinie des Winkels ¥ BAC. Somit

o

gilt ¥ CAM =¥ BAM="2.
_ ' 2

A P F m B8
Die Dreiecke AFM und _AME_sind deshalb
kongruent, und es gilt AE=AF. In gleicher
Weise liBt sich - pachweisen, daB auch
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CD=CE und BD=BF gilt. Deshalb gilt

auch a=m+n, b=n+p, c=m+p (siche Ab-
bildung). Wir erhalten somit b+c—a=
(n+p)+(m+p)—(m+n)=2p.

Da fiir alle méglichen Dreiecke der Winkel
¥ BAC=u sowie der Inkreisradius ¢ kon-
stant sind, ist auch AF = p und somit eben-
falls 2 p konstant.

74731 In beiden Klassen werden an die-
sen beiden Tagen genau acht verschiedene
Ficher von genaw vier Lehrern unterrichtet.
Unter Beachtung von a) und b) und auf
Grund des Stundenplanaasschnittes sind fol-
gende Fachkombinationen fiir diese Lehrer
nicht moghich:

Russisch/Sport, Russisch/Mathematik,
Russisch/Deutsbh.

Nach f) sind auch die Kombinationen Rus-
sisch/Geographie und - Russisch/Geschichte
nicht moglich. )

Es verbleiben die Kombinationen Russisch/
Biologie und Russisch/Zeichnen. Da nach
a) und b) auch die Kombination Deutsch/
Mathematik nicht mdglich ist, muB nach c)
Fri Fischer Russisch unterrichten. Ferner
entfillt wegen c) auch die Kombination
Russisch/Biologie, das heiBt, Frl. Fischer
unterrichtét die Ficher Russisch und Zeich-
nen. E

Aus d) folgt, daB Herr Reichelt folgehde
Ficher nicht unterrichtet: Russisch, Deutsch,
Mathematik, Sport, Biologic.-D& Frl. Fischer
Zeichnen unterrichtet, entfillt dieses Fach
ebenfalls fiir Herrn Reichelt. Deshalb unter-
richtet Herr Reichelt die Féicher Geographie
und Geschichte.

Auf Grund des Stondenplanausschnittes sind

auch die Kombinationen Deutsch/Geogra-

phie, Deutsch/Biologie nicht mdglich.

Aus ¢) und den bisherigen Uberlegungen
folgt, daB Frau Helmert die Ficher Mathe-
matik und Biologie unterrichtet. Fiir Herrn
Walter verbleiben somit die Féacher Deutsch
und Sport. )

W 7w 732 Es sei abed die vierstellige Auto-

. mimmer in dekadischer Schreibweise:

Dann gilt ab=9%cd,
ate_ath
b+d c+d

Aus der zweiten Gleichung folgt b=c.

Wiire niimlich ¢ <b, so wiire a+¢<a+b und

at+c _a+b

b+d ‘c+d

b+d>c+d,also < , was der _obi~'

"gen Gleichung widerspricht. Wiire ¢>b, so
wﬁre,ﬁ;va-'—b, was wieder def obigen
: ‘b+d c+d ‘

Gleicl}ung widerspricht. Dakher gilt b=c.
Fiir dié erste Gleichung gilt deshalb ab=9bd
und damit a=9%d4. Da keine Ziffer gleich

-Null ist;, mul d=1 und a=9 sein. Nur

b=¢=3 erfiillt dic Bedingungen.
Die Autonummer lautet somit 9331.

W7m733 Wepen AP=RQ=¢ und PB=
PQ=a—e gilt fiir den Umfang des dem Drei-

‘eck ABC in der vorgeschriebencn Weise

eingezeichneten Rechiecks APQR unabhin-
gig von der Lage des Punktes Q stets
u=2-AP+2-PQ=2(AP+PQ)=2{e+a—e)

- =2a.
¢
T
R 4
<] 45°
> By 45°
A P B
e a-e
a

*7%734 Es ist leicht nachzuweisen, dafl
AE=DH=x gilt. Auf diesen Beweis sei hier
verzichtet, Dann gilt AH=a—x, und zwi-
schen den Flicheninhalten beider Quadrate
besteht folgende Beziehung:

=4 —4-—M:a242x(a#x).
EFGH ABCD
D 6 C
>
A H]
=Y
o
3 F
A E B
X

Nun gilt Agrgr=a—2x(a—x)=

2 2
=2x*—2ax+a*=2 (xz—ax+a?)+%$

Fﬁrx=§ wird also der Flicheninhalt des

Quadrates EFGH am kleinsten. Daher fallen
die Eckpunkte dieses Quadrates mit den

_ Seitenmitten des Quadrates ABCD zusam-

men, w.z. b. w.

*7%735 Es seien x,, X, X3, X4, X5 die den
fiinf Buchstaben des Namens in dieser Rei-
henfolge zugeordneten Zahlen. Dann gilt

Xy +x,=26, alsox,=26—x;;
Xy +x3=17, alsoxy;=17—x,;
x; +x,=10, alsox,=10—x;
x4 x5=23, alsoxs=23—x;

X+ X+ X3+ x4+ x5=61.

Durch Einsetzen gewinnen wir die Gleichung
Xy +26—x; +17—x, +10—x, +23—x, =61,
also 3x; =15 und damit x;=35. :
Daraus folgt: x,=21,%,=12, x, =5, x;=18.

-Der Zahl x; =5 entspricht der Buchstabe E,

der Zahl x, =21 entspricht der Buchstabe U,
der Zah! x; =12 entspricht der Buchstabe L,



der Zahl x,=5 entspricht der Buchstabe E,
der Zahl x5 =18 entspricht der Buchstabe R.
Der bedeutende Mathematiker heiBt Euler.
Leonhard Euler (1707 bis -1783), geboren in
Basel, bedeutender Mathematiker, Physiker
und Astronom. Euler wirkte von 1727 bis
1741 in Petersburg, dem heutigen Leningrad,
von 1741 bis 1766 in Berlin und von 1766
. bis- zn seinem Tode wieder in Petersburg.
Er hat bedeutende Arbeiten zur Algebra,
Differential- und Integralrechnung sowie zur
Variationsrechnung verfaBt, -mehr als 950
Abhandlungen wurden von ihm verdffent-
licht. Unter seinem FEinfluB entstand in
RuBland eine mathematische Schule, deren
Vertreter groBe. Leistungen .auf dem Gebiete
der Mathematik erzielt haben,

*7%736 Die dem Dreieck ABC in der vor-
geéchriebanen Weise eingezeichneten Figuren
seien ein Rechteck APOR und ein Quadrat
AEDF. Aus Griinden der Symmetrie ist dann

jede Quadratéeite g!eich —;.

eine Fallunterscheldung VOr:

1. Fall: Es sei AP=¢, AR=d und AP<AE_

also e<£. Fiir den Flicheninhalt des Recht-

ecks gilt dann
ae a
.41 =AAPSP+AFSQR =;+3(d*§) ;

Wir nehmen -

C

R a
e’ .
By F S N))

Sd—zg'
ol -
Erey
A @ P £ 8

fiir den Flicheninhalt des Quadrates gilt

de a a .
A=A e A s =E+£ (d *5);“"315
50= 5:4—‘2-’ gilt.
Da nach Voraussetzung e < ist, muf}y
Ay <A, sein. 2
2. Fall: Es sei E>/_1f, also e>22.

Durch Spiegelung des Rechtecks APQR an
der Geraden AD IiBt sich dieser Fall auf den
ersten zuriickfiihren.

BAT3T Ist[z]=3,s0glt3<z<4.
In dem vorliegenden Fall gilt also

2x—523 (1
und 2x—5<4. 2
Die Ungleichung (1) gilt genau dann, wenn
2x28, d b, x=4 Die Ungleichung (2) gilt
genau dann, wenn 2x<9, d. h. x<4,5. Die
Ungleichungen (1) und (2) und damit auch
die gegebene Gleichung sind also fiir alle
rationalen Zahlen x erfiillt, fiir die 4<x<4,5
gilt.

W38m738 Es seien o und b die gesuchten
zweistelligen Zahlen, in deren Produkt z=ab
nur die Grundziffern 5 vorkommen. Dann
gilt  10<a<100, 10=<h<100 und-
100=<z< 16000,
z kann also nur gleich einer der Zahlen 555
oder 5555 sein. .
Wire nun z=5555=>5-11-101, wobei die
Faktoren 5, 11 und 101 Primzahlen sind,
so wire in dem Produkt z=gb einer der
Faktoren eine dreistellige Zahl, was der Vor-
aussetzung widerspricht, wonach.a und b
zweistellige Zahlen sind. Daher gilt z=3555
=3-5-37, wobei die Faktoren 3, 5 und 37
Primzahlen sind. Die Zahl z=3555 136t sich
also nur in der folgenden Weise als Produkt
zweier zweistelliger Zahlen darstellen:
z=15-37.
Daher sind 15 und 37 die gesuchten zwei-
stelligen Zahlen.

W8m739 Fir den Radius des dem regel-
miBigen Sechseck umbeschriebenen Kreises
gilt ry=a Fiir den Radius r, des dem Qua-
drat mit der Seitenlinge a umbeschriebenen
Kreises gilt nach dem Satz des Pythagoras
(vgl dic Abb.)

(@r)) =a*+d?,

2

also 4rf=2a2,

Ly¥

Daher verhalten sich die Fliicheninhalte 4,
und A, dieser beiden Kreise wie

2= a?: Z 5.
2

Ay Ay =nrimri=ri
*8*740 Es seten m und n zwei natiirliche
Zahlen, die die Bedingungen der Aufgabe
erfiilllen. Dann gilt
g 1 1.1

=—+4- mit m>2, n>2, m
2 m n
also  mn=2n+2m,
mn—2m—2n+4=4,
m{n—2)—2(n—2)=4,
(m—2)(n—2)=4, 2)

Da die Zahl 4 sich nur wie folgt in Faktoren
zerlegen 4Bt

4=1-4, 4=2:2, 4=4-1,sind nur die
folgenden drei Fille mdglich:
Lm—2=1 n—2=4, also m=3, n==0;
2.'fﬁ¢—2=2, n—2=2, also m=4, n=4;
3.m—2=4, n—2=1, also m=6, n=3.
Fiir diese Zahlen m, » ist aber auch die Glei-
chung (1} erfillt Daher ist die gegebene
Gleichung genau fiir die folgenden geordne-
ten Paare (m; n) natiirlicher Zahlen mit
m>2, n>2 erfiillt;
. {3;6), (4;4), (6;3).
Bemerkung: Diesc Aufgabe fiithit zu einem
interessanten geometrischen Problem: Es

ist zu untersuchen, in welcher Weise man die
Ebene durch kongruente regelmiBige Viel-
ecke vollstindig- iiberdecken kanm, wobei
jeweils zwei Vielecke eine Seite gemeinsam
haben und an jeder Ecke eines n-Eqks Jeweils
m n-Ecke zusammenstoBen.

Angenommen, diese Uberdeckung sei mog-
lich. Dann gilt, da der Innenwinkel eines
Jeden regelmiiBigen n-Ecks

360° ) 180° (13)
n

o= 2(90°
2n

betrdgt und da an jeder Ecke m n-Ecke
zasammenstoBen,

m- 180° (1 —3):369°, also
n v

m(1-2)=2 1222,
n n m

2,2, 1,11

m m m 2
Wir erhalten also die Gleichung (1), die fiir
m>2, n>-2 nur die folgenden Losungen hat;
I. m=3, n=6; d.h., die Ebene wird durch
regelmiifiipe Sechsecke tberdeckt, wobei je-
weils 3 Sechsecke an einer Seite zusammen-
stoBen (vgl. Abb. 1),

N
h

2. m=4, n=4; d h,, dic Ebene wird durch
regelmiiBige Vierecke, also Quadrate, iiber-
deckt, wobei' jeweils 4 Quadrate an einer
Ecke zusammenstoBen (Abb, 2),

3. m=6, n=3; d. h,, die Ebene wird durch

" regelmiiBige Dreiecke, also gleichseitige Drei-

ecke, {iberdeckt, wobei jeweils 6 gleichseitige
Dreiecke an einer Ecke zusammenstofien
(Abb. 3).

"Weitere Uberdeckungen sind unter den ge-

gebenen Bedingungen nicht méglich, weil
die Gleichung (1) nur diese drei Losungen
hat.

*8*741 Da der Flicheninhalt des Recht-

ecks ABCD ab em” und sein Umfang 2(a +5)

cm betriigt, erhalten wir die Gleichung
2a+b)=ab.
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Wegen a=0, b40 kionnen wir auf beiden
Seiten dieser G]elchung durch 2ab dividieren
un erhalten -

at+b_1 111

* Diese Glel:chung hat aber, wie in Aufg
* 8 * 740 nachgewiesen wurde, nur die folgen-
den Lasungen in ndtiirlichen Zahlen g und b:
1. a=3, b=6;

2. a=4, b-_=4;
3. a=6, b=3.
Denn fit a=1 und a=2 bzw. b=1 und
b=2 wird
NS
a b 2
was der obigen Gleichung widerspricht.

Daher gibt es nur die Rechtecke 4BCD mit

den folgenden Seitenlingen, die den Bedin-
gungen der Aufgabe entsprechen:

1. AB=3 cm, BC= 6 cm,

Flicheninhalt 18 cm?, Umfang 18 cm.

2. AB= =4cm, BC= =4 cm,

Flicheninhalt 16 em?, Umfang 16 cm;

- 3. AB=6cm, BC= 3cm,

Flicheninhalt 18 cm? Umfang 18 cm.

*8*742 Nach dem Strahlensatz gﬂt {(vgl.
die Abb.)

~ DP:DA=DQ:DC=1:3 und d folglich PQ || AC
bzw. HG | AC; BR: BA=BS:BC=1:3 und
folglich RS | AC bzw. EF || AC.
Daraus folgt HG | EF. Aus analogen Be-
trachtungen folgt anch GF | HE. Das Vier-
-eck EFGH ist somit ein Paralielogrammi.

*8%743 Angenommen, die Zahl 13a+ 1 sei
gleich dem Quadrat einer natiirlichen Zahl;
dann gilt '
13a+1=x% wobti x eine natiirliche Zahl
ist. v
Die Gleichung (1) ist genau dann erfiilt, wenn
(x+ {x— I) 2

13
Weil a citie naticliche Zahl und 13 eine
Primzahl ist, ist also entweder x+1 oder
x—1 durch 13 teilbar.
1 Fall: x+1 sei durch 13 teilbar. Dann gﬂt
x+1=13k also x=13k—1, wobei k eine
natiirliche Zahl ist, In diesem Fall folgt also
aus(2)

a=k(13k-2), und wir erhalten

13a+4+1=13k(13k—2)+1=(13k—1)*,
d.h, die Zahl 13a+1 ist gleich dem Quadrat
einer natiirlichen Zahl,
2. Fall: x—1 sei durch 13 teilbar. Dann gilt
x—1=13k, also x=13k+1, wobei k eine
natiirliche Zahl ist. In diesem Fa.ll folgt also
aus (2)

13a=x%>~1, also a=

‘a=k(13k+2), und wir erhalten '
Ba+1=13k(13k+2)+1=(13k+ 1),
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_d.h., die Zahl 13a-+1 ist gleich dem Quadrat

einer natiirtichen Zahl.

Dabher. sind alle natiirlichen Zahlen 13a+1
mit a=k(13k-2) und a=k(13k+2) (k=0,
1,2, 3, ...) und nur diese Zahlen gleich dem
Quadrat einer natiirlichen Zahl,

Wir erhalten also die Zahlen a=0, g=11,
a=15 g=48 4=>56 usw.

94744 1, Wir nehmen zunichst an, daB
a<b gilt. Dann ist der FuBpunkt der von B
ausgehenden Hohe BD =h; ein innerer Punkt
der Seite AC (vgl die Abb,). Nach dem Satz
des Pythagoras, angewandt auf das recht-
winklige Dreieck ABD, gilt

c*=hZ+AD%.

A ¢ - B8
Wegen h,<a, also hZ<a®, und AD <5, also
AD? <b?, folgt hieraus

P =hE+AD?<a® + b2,
2. Gilt-nun a> b, so benutzen wir die von A
ausgehende Hohe AE=h, und erhalien ana-
log wie oben

A =h?+BE*<b*+4°.
In jedem Falle gilt also ¢ < a® + 5%, womit dic
Behauptung bewiesen ist.
Bemerkung: Die obige Behauptung 1#Bt sich
auch mit Hilfe des Kosinussatzes der ebenen
Trigonometric beweisen. Es gilt ndmlich
fiir alle Dreiecke ABC

Cet=a’+ b —2ab-cosy.

Ist nun ﬂ,: éin sprtzer Winkel, so gilt cos p>0,
also =g+ p?- ~2ab-cosy<a 2 4 b2,

WI9m745 Da in (2) kein Platz richtig
angegeben war, belegte 4 nicht den 1. Platz.
Da in (1) genau drei Plitze, jedoch niemals
zwei aufeinanderfolgende, richtig angepeben
sind, belegte B den 2. Platz, D den 4. Platz
und F den 6. Platz.

Daher belegte E nicht den 2, Platz, F nicht
den 3. Platz, A nicht den 4. Platz, B nicht
den 5 Plitz und B nichi den 6. Platz. Es
sind also alle in (3) angegebenen Plitze mit
Ausnahme der Angabe fiir C falsch: mithin
belegte C den 1 Platz, da genau ein Platz
richtig angegeben ist.

Da in (2) kein Platz richtig angegeben ist,

‘belegte E nicht den 5. Platz, also verbleibt

fiir E nur noch der 3. Platz. Fiir 4 ergibt
sich daher der ‘5. Platz.
Wir - grhalten daher die folgende richtige
Relhenfolgc der Plitze:

C,B E D AF.
Ferner stellen wir fest, daB bei dieser Ver-
teilung in (1) genaw drei Plitze richtig ange-
geben sind (jedoch niemals zwei anfeinander-
folgende), in (2} kein Platz richtig und in {3)
genau ein Platz richtig. Bei der angegebenen
Reihenfolge und nur bei dieser sind also
alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

W9e746 Das gegebene regelméBige Sechs-
eck setzt sich aus sechs korigruenten gleich-
seitigen Dreiecken mit der Seitenlinge a

und der Lange der Hohe h=2 /3 zusammen
2 B
(vgl die Abb.); sein Flicheninhalt betrigt -
2 3 —
also 4 =6-L 3=242 /3, 1
=6 A=t i)

Es sei nun x die Seitenliinge des zu konsiruie-
tenden regelméBigen Sechsecks B,B,B,;B,
B;Bg; dann ist der Flicheninhalt dieses.

Sechsecks gleich 4, 23 ** /3. (3]
2

Nach Voraussetzung ist der Flicheninhalt
dieses Sechsecks dreimal so groB wie der
Flicheninhalt des gegebenen Sechsecks;
daher gilt

cA;=3A4,. 3
Aus (1), {2) und (3) folgt daher

__§ 2 —_'2 z /7 et

4, 23; V3 2:1 /3. Also gilt
Ix?=942 x*=3a2 x-—;a\/§=2h.
Die Seite des zu konstruierenden Sechsecks
B\B,B;B,B;B; ist also doppelt so lang
wie die Hobe jedes der gleichseitigen Drei-
ocke, in die das gegebene Sechseck zerlegt
worden ist.
Daraus ergibt sich die Konstruktion. Wir
spiegeln den Mittelpunkt M des Umkreises
des gegebenen regelmiBigen Sechsecks A 14s,
4 A¢A Ag an jeder Seite dieses Sechsecks.
Dabei haben der Original- und der Bildpunkt
jeweils den Abstand x=2k Verbinden wir
die Bildpunkte By, B,, By, B,, Bs, B, mitein-
ander, so erhalten wir das zu konstruierende
Sechseck, dessen Seitenfinge x=a./3 ist

*9*747 1. Es seien ABCD dic rechteckige
Grundfiiche des Daches mit den Seiten-
Iangen AB= a, BC= b, EF der Dachfirst,
QR die Pro;ektmn des Dachfirstes auf die
Grundfliche, GH bzw, TK die Projektion des
Dachfirstes auf die Kanten AB bzw. cp
sowie § die PrQ_rektxon des Punktes F auf
die Kante BC (vgl. die Abb.). .

A G H 8
Da nach Voraussetzung die Seitenflichen
des . Daches ' gleichgrole Winkel mit .der
Grundfliche bilden, sind die rechtwinkligen
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Dreiecke ARFH und ARFS kongruent;
denn sie stimmen in den Wink_elli * FHR
und ¥ RSF sowie in der Seite FR iiberein.

Es git also RS =E =—Z—=3,50 m. Daraus

folgt ﬁz(g_Rnafz-Q:awbﬁm.
: 2

Die Linge des Dachfirstes betrigt also 3 m.

2. Ferner erhalten wir in dem rechtwinkligen
_Dreieck ARFH

iy 2
FH2=h2+%

und in dem rechtwinkligen Dreieck A HBF

g e 2 2 2
PR =P+
4 4 4
=h%+ bz
2

Die Seitenkanten FB, FC, EA, ED haben
- also die Linge

F_B=\/h2+b—2= \/3582+12m
-2 2
=./3894 m = 6,24 m,

3. Der von dem Dach und seiner Grundfliche
begrenzie Korper besteht aus einem drei-
seitigen Prisma mit der Grundfidche FHK
und der Hohe QR=a—b sowie aus zwei
kongrueriten Pyramiden mit den rechteckigen
Grundfliichen HBCK bzw. AGID sowie den
Spitzcn F bzw. E. Das gesuchte Volumen

betrigt daher
e ﬁ_bh(ﬂwéjr_ll)
23 2 2 3

V=0 b2
2
=%{3a-—b) 102 m3.
6 )

*9%748 Da p eine Primzaht ist mit p>3,
ist nur einer der folgenden beiden Fiille
moglich:
: 1. p=1 (mod 3);

2, p=2 (mod 3). )
Fall 1: Da die Primzahlen p,, p,, p, cben-
falls grofer als 3 sind, sind sie entweder
kongruent 1 oder kongruent 2 modulo 3.
Thre Summe ist daher nur dann kongruent 1
modulo. 3, wenn genau zwei von ihnen, die
wir mit ¢ und r bezeichnen wollen, kongruent
1 und eine von ihnen kongruent 2 modulo 3
ist. §
Wir wihlen die Primzahlen g und r aus und
erhalten '

p—q=0{mod 3),

p—r=0(mod 3);

g—r=0(mod 3).
Andererseits sind diese Differenzen aber auch
durch 2 teilbar, weil alle Primzahlen, die
griBer als 2 sind, ungerade Zahlen sind.
Daraus folgt, daB die Differenzen p—gq,
p—, g—r simtlich durch 6 teilbar sind,
womit unsere Behauptung im Fall 1 bewie-
sen ist.
Fall 2: In diesem Fall ist dic Summe der
drei Primezahlen p,, p,, p; nur dann kon-
gruent 2 modulo 3, wehn genau zwei von
thnen, die wir wieder mit ¢ und r bezeichnen,

kongruent 2 modulo 3 sind. Wir erhalten
p—g=p—r=q—r=0(mod 6),

da diese Differenzen durch 3 und durch 2
teilbar sind, womit unsere Behauptung auch
im Fail 2 bewiesen ist.

Bemerkung: Wir wollen noch zeigen, daB es
tatséchlich drei Primzahlen gibt, die grofer
als 3 sind und deren Summe wieder eine
Primzahl ist. Die drei Primzahlen 5, 7, 11
haben ndmlich . diese Eigenschaft, weil
5+47+11==23 eine Primzahl ist, Wir wihlen

“die Primzahlen 5 und 11 aus und erhalten die

Differenzen ;
23—5=18,23—11=12, 11-5=6,
die séimtli(_:h durch 6 teilbar sind.

*0*749 Wir formen zunichst den Term
auf der rechten Seite der Gleichung
z=pl2—pd—n*41

5o um, daf wir ein Produkt erhalten, dessen
Teilbarkeit durch 9 wir leicht untersuchen
konnen. Wir erhalten
z=ndpt — 1) —(*—D=m* - D EE-1)

=(n? 4+ 1) (r2 1) r* + D (n = 1)

=@+ nr+D -1 +1)nr+1)

(n+1}n—-1)

=+ 1P (n+ D2 (=12
Da n.nach Voraussetzung nicht durch 3
teilbar ist, haben wir genan zwei Fille zu
untersuchen:

1. Falt: n 1aBt bei Division durch 3 den Rest
1, d h, n=3k+1, wobei k eine natiirliche
Zahl ist. Dann ist n—1=3k durch 3 teil-
bar, also ist (#—!)* und damit auch z durch
9 teilbar. N

2. Fall: n 143t bei Division durch 3 den Rest 2,
d. h, n=3k+2, wobei k cinc natiirliche
Zahl ist. Dann ist n+1=3k+3=3(k+1)
durch 3 teilbar, also ist (n+1)2 und damit
auch z durch 9 teilbar.

" In beiden Fillen ist also die Zahl z durch 9

teilbar, w.z. b.w.

Bemerkung : Mit Hilfe von Zahlenkongruen—
zen lifit sich dieser Beweis kiirzer schreiben.

%Wilf erhalten nimlich

im ersten Fall n=1 {mod 3), also n—1=0
{mod 3), daher gilt (n_1)2§0 (mod 9) und
z=0{mod 9);
im zweiten Fall a=2 (mod 3), also n+1_0
{mod 3),-daher gilt (n+1)*>=0 (mod 9) und
z=0Q {mod 9).

*¥*9*750 Es seien n aufeinanderfolgende
natiirliche Zahien

a,a+1l,a+2, ..,a+n—1
gezeben, wobei @21 und n=3 gilt. Dann
betrigt ihre Summe

s=a+(a+1}+{@+2)+...
+@+nr—3)+@+n—2)+{atn—1).

Wir schreiben nun die gleiche Summe noch

einmal in umgekehrter Reihenfolge der Sum-

manden auf und erhalten

s=(a+n—1}+{a+n—2)+@+n=3)+...

+a+2)+(@+1)+a.

Durch Addition erhalten wir

2s=2a+n—N+2a+n—D)+2a+n— 1)+
+o.+Za+n-1)+Za+n— 1+
+(2a+n—1)=n(2a+n—-1), also
S=n(2a+nf1)
-—---r—--———z .
Ist nun n ungerade, so ist 2a+n—1 gerade,
2a+n 1

also gine natiirliche Zahl Ferner
giltn=3 und wegena>1, Zata—1 >2.d h
2a+n-—-1

in der Faktorenzerlegung s=n

sind beide Faktoren groBer als 1, also ist s
keine Primzahl
Ist aber n gerade, so ist n=4, also %;2

eine natiirliche Zahl. Ferner gilt 2a+n—1
22+3=35, d h, in der Faktorenzerlegung

s =g (2a-+n—1) sind beide Faktoren gréfler

als 1, also ist s keine Primzahl.
Damit haben wir bewiesen, daB in keinem

" Falle die Summe s eirie Primzahl ist.

10/12 4751 a) Ist r der dullere Radius und
s die Wandstarke_ einer Hohlkugel, so ist
ihr Volumen gleich

V=-4-n?‘3— iqr(]f—_v):"=i:r|: [P =@-s7]
3 3

Da der gegebene Kugelspeicher einen Radius
r==_8m und eine Wandstirke s=0,042 m hat,
erhalten wir r—5=7958 m. Da ferner die
Dichte des Stahls 7,86 g cm > =7,86t - m 3
betriigt, ist die Masse des Kugelspeichers
gleich

M= n(83-7958%- 786t

zg -m-8,0- 786 tR 26341,

wobel mit einer vierstelligen Logarithmen-
tafel gerechnet wurde.

b) Auf Grund der angegebenen Néherungs-
formel erhalten wir fiit die Masse des Kugel-
speichers den Wert

M’ =4n-82.0,042 786 t2:265,51,

der sich nur wenig von dem unter a) berech-
neten Wert unterscheidet. Der absolute Feh-
ler bei Anwendung dieser Niherungsformel

betriigt M’ — M =2,1 t und der relative Fehler
MM 3l ——~0,008. d.s. 0.8 %.
M 2634

Der relative Fehler ist also wegen der ver-
haltnisméBig. geringen Wandstirke recht
klein, so daf} man in der Praxis in solchen
Fillen dic-angegebene Niherungsformel ohne
Bedenken anwenden kann. =

Lisungen zu alpha-heiter, Heft 6/71

Schwierige Lage!
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Bitte ankrenzen!

Eine ,,Zwangslésung* ergibt sich, wenn man
die Diagonalen freilifit!
Eine andere Losung:

X X

X XX
X

Ein wichtiger Beruf

Herr Bunnat ist in der Datenverarbeitung
thtig. .

Spieglein, Spieglein an der Wand

Es geniigt, wenn der Sfi‘iegel"halb so groB ist
wic. die Person. Siehe Skizze. (PO — Person;
A — Auge; S — Spiegel) Da die Dreieckseiten
halbiert werden und der Spiegel parallel zur
Person steht, ist der Spiegel halb so groB wie
die Person.

—
o

Magisches Quadrat
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Abschlubpriifang, Klasse 10

x=1§£ x- lg§=lg5

x4, da 81 =5

16
Silbenriitsel

1. Gasmuma 2. Buler 3. Ordnungslinie 4. Runge
5. Gegenkathete 6. Chintschin 7. Analysis
8. Numerus 9. Tschebyscheff 10. Operation
11. Regel

Georg Cantor Mengenlehre

Mathematische Begriffe

1. Folge 2. Seite 3. Sehne 4. Menge 5. Glei-
chung
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Wir stellen vor:

Dr. Ludwig Boll

Am 10. Dezember 1971 begeht Dr. rer. nat.
h.c. Ludwig Boll seinen 60, Geburtstag.

Vor allem den #lteren alpha-Lesern ist der
Cheflektor fiir Mathematik und Naturwis-
senschaften im VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, sicher bekannt. Hat
er doch beispielsweise an der Entwicklung
der ,,Mathematischen Schiilerbiicherei* und
iberhaupt von Titeln populirwissenschaft-
licher Verbreitung mathematischer Kennt-
nisse erheblichen Anteil.

Bevor sich Ludwig Boll diesen verantwor-
tungsvollen Aufgaben widmen konnte,
mufiten viele harte Lebenspriifungen von
ihm bestanden werden. Die Schule in Bingen
und Mainz bis zum Abitur 1930 bereitete ihm
ebensowenig Schwierigkeiten wie das Stu-
dium in Géttingen bei Courant, Landau und
Hilbert. Doch bereits 1933 warfen ihn die
eben an die Macht gelangten Nazis das
erstemal ins Gefingnis, da er seit 1931
Mitgiicd' roter Studentengruppen und seit
1932 Mitglied der KPD war.

Am 20. 4. 1933 wurde Ludwig Boll in das
von Anna Seghers im Siebten Kreuz be-
beschriebene Konzentrationstager Osthofen
(bei ihr heiBt es Westhofen) iiberfiihrt, aber

‘kurze Zeit danach wieder freigelassen. Es

folgten Jahre der Emigration im Saargebiet
und spiter in Holland.

Ab Mai 1942 trug er die Nummier 1492 als
Gefangener im Polizeidurchgangslager We-
sterborg in Holland. An der ersten Depor-
tation in ein Massenvernichtungslager am
15.7. 1942 kam Ludwig Boll gerade noch vor-
bei, und im Oktober 1943 gelang ihm die
Flucht nach Amsterdam. Dort lebte er in der
THegalitat bis zur Kapitulation des faschisti-

‘schen Deutschlands. Von seinen Eltern,

welche inzwischen ebenfalls verhaftet worden
waren, horte er das einzige und letzte Mal
1942 aus Piaski bei Lublin in Polen. Nach
1945 widmete Ludwig Boll seine ganze Kraft
dem demokratischen Neuaufbau, u. a. als
kommunistischer Stadtverordneter der Stadt
Bingen, ohne sein wissenschafiliches Lich-
lingsgebiet — die Mathematik — zu vernach-
lassigen. So studierte er an der Universitit
Mainz bei Kdthe und Rohrbach und arbei-
tete als nebenamtlicher Lehrer am Gym-
nasium in Bingen. Scine politische Tatigkeit
brachte ihn in den Jahren 1947 bis 1950 in

immer engeren Kontakt mit politischen
Freunden von friiher, welche inzwischen
in der DDR arbeiteten. Seine Aufgeschlos-
senheit, aber auch sein kritisches Urteilsver-
mdgen, vor allem aber wohl seine groBe
Einsatzbereitschaft und stindige Aktivitit
lieBen ihn neue Freunde gewinnen. So ver-

lieB er 1951 Westdeutschland, um seine

Studien an der Humboldt-Universitdt zu
Berlin abzuschlielen, wozu ihm die Stadt
Berlin ¢in Goethe-Stipendium in H8he von
300,— M monatlich gewihrte.

Hier traf er auch scine ehemalige Studien-
kollegin Kithe aus Géttingen wieder, welche
nach Jahren der Emigration in England seit
1946 in der DDR arbeitete. Kurzerhand
wurde geheiratet, Und wihrend seine Frau
als Professor bei der Deutschen Akademie
der Wissenschaften zu Berlin das. Institut
fiir Strukturforschung (das ist ein Gebiet,
welches sowohl fiir die Physik als auch fiir
die Chemie und Biologie grundsitzliche Be-
deutung hat) auf- und ausbaute und fiir
ihre wissenschaftlichen Leistungen im Dienste
der DDR neben anderen hohen staatlichen
Auszeichnungen 1960 den Nationalpreis er-
hielt, widmete sich Ludwig Boll der systema-
tischen Entwicklung von mathematischer
Ausbildungsliteratur, deren Palette von Ti-
teln der MSB bis zu Monographien und For-
schungsberichten reicht. Dabei wurde von
ihm die Ubersetzung sowjetischer Werke
ebenso geférdert wie die Verdffentlichung
von Arbeiten junger DDR-Wissenschaftler.
Und sicher wird mancher unter den alpha-
Lesern sein, von dem spiiter einmal ein Buch
im Deutschen Verlag der Wissenschaften
erscheint. g

Fiir dieses jahrelange erfolgreiche Wirken
erhielt Ludwig Boll peben der Verdienst-
medaille der DDR (1959), dem Vaterlindi-
schen Verdienstorden in Silber (1969) und
anderen Auszeichnungen am 21. Juli 1970
die Ehrendoktorwiirde der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Fakultit des Wis-
senschaftlichen Rates der Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin.

Wir gratulieren Dr. Ludwig Boll herzlich
Zu seinem Geburtstag und hoffen, daB er
unserer alpha noch viele Jahre bei bester
Schaffenskraft so verbunden bleibt wie bis-
W. Arnold

her.




Preistriger
des alpha-Wetthewerbes

Vorbildliche Leistungen
Klassenstufe 5

Sven Thorsten Freitag, 95 Zwickau; Her-
mann Tenor, 45 Dessau; Olaf Richter, 83
Pirna; Angelika Miiller, 22 Greifswald (aus
Klasse 4); Jorg Schubert, 9331 Pfaffroda;
Uwe Schiifer, 75 Cottbus; Jens-Uwe Rich-
ter, 9134 Kemtau; Thomas Maiwald, 8809
Olbersdorf; Holger Jurack, 8502 Burkau;
Eva Gerstner, 806 Dresden; Berthold Wett-
engel, 992 Oelsnitz; Ulf Hutschenreiter,
8020 Dresden; Dietmar Groger, 3257
Hecklingen; Ulli I liigdpl, 938 Floha; Uwe
Heiber, 63 Ilmenau; Uwe Szyszka, 2001
Brohm; Cornelia Linz, 75 Cottbus; Angela
Bagola, 795 Spremberg; Dirk Sprengel, 15
Potsdam; Gerd Kohler, 926 Hainichen;
Jorg Briistel, 7401 Zicegelheim; Jan Miiller,
1034 Berlin; Kerstin Utke, 23 Stralsund;
Andreas Michalowski, 6088 Steinbach-Hal-
lenberg; Frank Miiller, 75 Cottbus; Ulrich
Wolf, 30 Magdeburg; Bert Schultz, 112
Berlin; Andreas. Méller, 6088 Steinbach-
Hallenberg; Pia-Gabriela Preufler, 22 Greifs-
wald; Andreas Fischer, 8122 Radebeul;
Klaus Brinkmann, 26 Giistrow; Manuela
Lehmert, 562 Worbis; Astrid Richter, 1291
Zerpenschleuse; Stefan Clausnitzer, 14 Ora-
nienburg; Gerald Nahrstedt, 3241 Neuen-
hofe; Uta Stopp, 8019 Dresden; Hartmut
Herrmann, 1282 Schiénow; Blanka Rothi-
mel, 6088 Steinbach-Hallenberg; Steffen Gat-
tert, 7043 Leipzig; Astrid Pflaum, 1199 Ber-
lin; Monika Juppe, 8301 Bahratal; Bianca
Herrmann, 4608 Zahna; Kathrin Benedix,
73 Dobeln; Frank Weber, 425 Eisleben;
Marion Haupt, 1055 Berlin; Martina Klug,
75 Rostock; Lars Luther, 26 Giistrow: Ker-
sten Strert, 754 Calau; Petra Scharf, 73
Débeln; Sylvia Steinert, 112 Berlin; Anita
Hefl, 8027 Dresden; Jens Schmidt, 6088
Steinbach-Hallenberg; Uwe Rinka, 128 Ber-
nau; Lutz Thorwarth, 608 Schmalkalden.

_ Klassenstufe 6

Bernd Derlich, 205 Teterow (67 Karten);
Birgit Kﬁhmstedt, 5001 Erfurt; Frank Richter,
793 Herzberg; Barbara Wolf, 437 Kothen;
Carola Kiihnl, 205 Teterow; Ulrike Bande-
~mer, 92 Freiberg; Hellfried Schumacher, 211 1
Ahlbeck; Norbert HeB, 8019 Drresden; Ole-

André Strzalla, 22 Greifswald; Ursula Barth, .

5101 Kleinfahnier; Marlies Englisch, 7022
Leipzig; Elvira Naubauer, 9413 Schonheide;
Gerlinde Koch, 6089 Trusetal ; Thomas Litbke,
112 Berlin; Lothar Eimecke, 7901 Fermers-
_walde; Beate Brandtner, 7245 Schildau;

Peter Piehler, 75 Cotitbus; Painer, Lang,'

9402 Bernsbach; Heike Anders 1636 Dahle-
witz; Michael Huhn, 205 Teierow; Birgit
Siewert, 14 Oranienburg; Klaus Dieter Eick-

hoff, 112 Berlin; Caroline Oeclsnitz,. 205
Teterow; Andreas Bérner, 7241 Schkortitz;
Gabriele Boitz, 75 Cottbus; Torsten Wal-
deck, 90 Karl-Marx-Stadt; Holger Kuch-
ling, 110 Berlin; Anke Jahn, 728 Eilenburg;
Ria Kirschke, 409 Halle-Neustadt; Barbel
MeiBner, 5401 Clingen; Heidrun Képke,
205 Teterow; Birgit Krétenheerdt, 402 Halle;
Elke Genath, 6088 Steinbach-Hallenberg;
Uwe Briese, 2002 Burg Stargard; Andreas
Nather, 925 Mittweida; Falk Bahner, 6088
Steinbach-Hallenberg; Angelika Spychalski,
2051 Pampow; Heiko Schnurbusch, 90 Karl-
Marx-Stadt; Andreas Hochhaus, 57 Miihl-
hausen ; Mathias Hegner, 1136 Berlin; Stefan
Hauber, 9402 Bernsbach; Ingrid Juppe, 8301
Bahratal; Angela Richter, 2723 Warin; Heid-
run Scheinhardt, 4203 Bad Dirrenberg;
Sigrun Geyer, Dar-es<Salaam (Tanzania);
Ute Minow, 2723 Warin; Achim Bobeth,
806 Dresden; Andreas Lochner, 825 MeiBen;
Matthies Gerth, 59 Eisenach; Thomas Hent-
schel, 88 Zittau; Hannelore Schiefer, 90
Karl-Marx-Stadt; Barbara Giinther, 728 Ei-
lenburg; Michael Zeidler, 938 Floha ; Trandel
Dunkelmann, 2723 Warin ; Christine Miicke,
5401 WestgreuBen; H.-D. Dunker, 7114
Zwenkau.

Klassenstufe 7 :
Uwe Risch, 327 Burg (105 Losungen); Uwe
Lébus, 801 Dresden; Peter-Michael Anders,
128 Bernau; Wolfgang. Huschmann, 9156
QOelsnitz; Jiirgen Sommerschuh, 85 Bischofs-
werda; Jens Haupt, 90 Karl-Marx-Stadt;
Martina Romer, 128 Bernau, Amdi Petzold,
9034 Karl-Marx-Stadt; Volkmar Vogel, 8261
Ziegenhain; Elke Seidel, 806 Dresden; Jiir-
gen Reimann, 104 Berlin; Gerald Gerlach,
801 Dresden; Karin Schubert, 9331 Pfaffroda;
Heinz-Ulrich Petsch, 45 Dessau; Wolfram
Werner, 8040 Dresden; Wilfried Carl, 402
Halle; Peter Heumann, 90 Karl-Marx-Stadt;
Frank Burghardt, 12 Frankfurt/O.; Sabine
Mamerow, 202 Altentreptow; Matthias Neu-
~mann, 1136 Betlin; Mariana Klépper, 7122
"Borsdorf; Gert Trinks, 801 Dresden; Ralf
Weber, 85 Bischofswerda; Gudrun Miil-
ler, 9402 Bernsbach; Jorg PaBler, 934 Ma-
rienberg; Christine Wodtke, 9402 Berns-
bach; Elke Hiibner, 9402 Bernsbach; Petra
Dietzel, 4271 Adendorf; Werder Wehr,
5603 Dingelstadt; Astrid Kamel, 353 Havel-
berg; Norbert Siedow, 195 Neuruppin; Gud-
run - Rosenbaum, 9402 Bemsbach; Birgit
Schonherr, 1162 Berlin;

Klassenstufe 8

Hom Kohlschmidt, 301 Dresden; Hans-
Ulrich . Frommer, 208 Neustrelitz; Siegfried
Weill, 8713 Neusalza-Spremberg; Roswitha
Schlotte, 90 Karl-Marx-Stadt; Harry Rei-
mann, 104 Berlin; Jorg Hutschenreiter, 8020
Dresden; Regina Ram, 9412 Schneeberg;
Norman Bitterlich, 9011 Karl-Marx-Stadt;
Bernd Peters, 2402 Wismar; Harald Lehmann,
7961 Gaorlsdorf; Kerstin Miiller, 7253 Bran-

dis; Eckhard Wildgrube, 4601 Berkau; Horst
Theel, 1034 Berlin; Gerd Falk, 1532 Klein-
machnow; Christian Endter, 6088 Steinbach-
Hallenberg; Rainer Arnold, 934 Hinterer
Grund; Frank Ronick, 582 Bad Langensalza;
Frank-G. Krause, 784 Senftenberg; Adriane
Ulrich, 3223 Sechausen; Norbert Strecker,
7812 Lauchhammer; Bodo Geyer, 9305
Cainsdorf; Norbert Kunath, 825 MeiBen;
Mathias Thiele, 9303 Birenstein; Dagmar
Reilmann, 8021 Dresden; Barbara Kilias,
90 Kari-Marx-St'a&t; Horst Werner, 111
Berlin; Michael Richter, 9361 Gehrings-
walde; Claudia Neumann, 9402 Bernsbach;
Ute Rosenbaum, 9402 Bernsbach; Rolf Bartl,
58 Gotha; Gisbert Lowe, 655 Schleiz; Ulrike
Briickner, 8122 Radebeul; Roland BofBen-
roth, 117 Berlin;

Klassenstufe 9

Ute Winkler, 153 Teltow (57 Karten); Rai-
ner Zerck, 24 Wismar (57 Karten); Frank
Hartmann, 7702 Bernsdorf; Manfred Pok-
randt, 75 Cottbus; Egbert Lindner, 801 Dres-
den; Johannes Borngriiber, 1211 Wiiste-Ku-
nersdorf; Michael Otto, 6081 Bernbach;
André Hoffmann, 89 Gorlitz; Rolf-Dietmar
Regel, 75 Cottbus; Dagmar Marby, 43 Qued-
linburg; André Otto, 119 Berlin; Christine
Hense, 15 Potsdam; Karl-Heinz Vogt, 1211
Kietz; Bernd Zimdars, 209 Templin; Ralf
Hétling, 102 Berlin; Silvia Giese, 729 Tor-
gau; Bernd Klipps, 2051 Boddin; Matthias
Giinther, 701 Leipzig; Steffi Frommer, 208
Neustrelitz; Bernd Reddemann, 36 Halber-
stadt; Andreas Schiirer, 93 Annaberg-Buch-
holz; Gerlind Hanke, 7101 Frankenheim;
Volker Heumann, 45 Dessau; Roland Neh-
rig, 55 Nordhausen; René Gottschlig, 75
Cottbus; Andreas Weller, 8242 Altenberg;
Andreas Fleischer, 8027 Dresden; - Ralf
Theuer, 1321 Crussow; Jutta Schuster, 27
Schwerin; Siglinde Puller, 759 Spremberg;
Jargen Krebs, 3302 Barby; Roland Borch, 75
Cottbus; Klaus Irmscher, 57 Miihlhausen;
Eberhard Maunke, 6088 Stcinbach-Hallen-
berg

Klassenstafe 10/12

Dietmar Wegner, 3601 Dardesheim (29 Kar-
ten); Ulrich Kiaas, 58 Erfurt (29 Karten);
Manfred Riemer, 83 Pirna; Volkmar Firber,
1551 Berge; Dieter Garling, 286 Liibz; Kurt
Oppitz, 15 Potsdam; Hartmut Bull, 2331
Lonvitz; Brigitte Prawitz, 119 Berlin; Mi-
chael Bhm, 1136 Berlin; Sabine Steinert,
8027 Dresden; Gina Jahnke, 801 Dresden;
Barbel Kurz, 724 Grimma; Matthias Heine,
8601 SchwarznauBlitz; Konrad Schneider,
95 Zwickau; Klaus-Peter Schemmel, 1055
Berlin; Edgar Petersdorf, 7251 Rdocknitz;
Lew Dimenstein, Leningrad; Walier Janous,
Innsbruck (Osterreich); Bert de Brock, Gro--
ningen (Holland); Istvin Matrai, Szomba-
thely (Ungarische VR)

Die im Druck hervorgchobenen Schiiler
erhielten Buchprimien.



der interessantesten
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Probleme unserer Zeit
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Monatsmagazin
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und Erfindungen
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1972

Zum Jahreswechsel beste Wiinsche
fiir personliches Wohlergehen,
erfolgreiches Schaffen und gute
Zusammenarbeit.
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With the compliments of the
season we wish you the best of
health, of prosperous 1972 and
continuing good cooperation.
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