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Uber zwei Operationen
mit Zahlen

Die Addition und Multiplikation von Zahlen geniigen

einer Reihe von Gesetzen, von denen wir hier an fol-

gende erinnern:

. Kommutatives Gesetz der Addition: a+b=b+a.

2. Assoziatives Gesetz der Addition:
(a+b)+c=a+(b+o).

3. Kommutatives Gesetz der Multiplikation

“b=D"a.
4. Assoziatives Gesetz der Multiplikation:
b)y-c=a-(b-¢)
5. Distributives Gesetz der Multiplikation beziiglich

.:H'Y- ,\di‘“‘i.l?\. (a+b)-c=a-c+b-

Hier sind a, b, ¢ beliebige Zahlen. Es ist nun inter-
essant, daB diese Gesetze auch in einigen anderen
Fillen erfiillt sind, in denen man unter der ,,Addition*
und ,,Multiplikation* gewisse andere Operationen mit
Zahlen versteht, die von der uns so vertrauten gewohn-
lichen Addition und Multiplikation verschieden sind.
Um Verwechslungen mit diesen zu vermeiden, werden
wir die nun einzufiihrenden Operationen durch An-
fiihrungszeichen hervorheben.
Unter der ,,Summe* zweier Zahlen a, b wollen wir ihr
Maximum: max (g, b) verstehen, d. h. die groBte der
Zahlen a und b, wenn a$b und eine beliebige von
ihnen, wenn a=b. Diese Operation der ,,Addition“,
die beliebigen Zahlen a, b ihre ,Summe“ zuordnet,
werden wir mit @ bezeichnen, so daB

a @ b=max (a, b). So haben wir z B.
(-3)®2=2,00(—/2)=0, @ n=m.
Es sei schon hier vermerkt, daB3 die ,,Addition“ offen-
sichtlich kommutativ ist:

ad®b=b@®a, denn max (a, b)=max (b, a)
Unter der ,,Multiplikation“ zweier Zahlen a, b wollen
wir nun noch ihr Minimum: min (a, b) verstehen,
d. h. die kleinste der Zahlen a und b, wenn a+b und
eine beliebige von ihnen, wenn a=b. Die Operation
der ,Multiplikation“, die zwei beliebigen Zahlen a, b
ihr Produkt min (a, b) zuordnet, werden wir mit &
bezeichnen, so da

a® b=min(a,b). SogiltzB.
(-3)®2=-3, 0®(-/2)= -J2, n®n=n.

Auch die Kommutativitit der ,Multiplikation* ist
offensichtlich, denn
min (a, b) = min (b, a).
Gehen wir nun dazu iiber, fiir die eben definierten
,Addition® und ,Multiplikation* die Giiltigkeit der
anderen Gesetze zu iiberpriifen.
Um die Assoziativitit der ,,Addition*
@®b)D®c=a® bDo) 0y
zu zeigen, miissen wir die Richtigkeit der Gleichung
max (max (g, b), ¢) = max (a, max (b, c))
iiberpriifen. Dazu haben wir in der linken Spalte der
Tabelle 1 alle méglichen Reihenfolgen der Zahlen
a, b, ¢ in bezug auf ihre GroBe gebracht. Die iibrigen
Spalten enthalten die entsprechenden Zahlen a & b,
@Ob)Dc,b®cunda® (b ® c). Aus der Tabelle
geht nun klar hervor, daB immer die Gleichung (1)
besteht.
Wir konnen jetzt also von der ,Summe*“ a@®b@c
dreier beliebiger Zahlen q, b, ¢ sprechen, diese gleich
a @ (b @ c) oder was dasselbe ist gleich (¢ @ b) @ ¢
setzen. Eine genaue Betrachtung der Tabelle 1 zeigt
iibrigens noch, daB immer
a@®b®c=max(a,b,c) ist.
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Von der Assoziativitit der ,,Multiplikation‘‘, d. h. von
der Giiltigkeit der Gleichung

@@®bHRPRc=aQRQBRc)
oder, was dasselbe ist, der Gleichung min (min(a,b), c)
= min (a, min (b, ¢)) bitten wir euch selbst zu iiber-
zeugen — es geniigt, eine entsprechende Tabelle
dhnlich der Tab. 1 anzufertigen.
Wir wollen uns jetzt davon iiberzeugen, daB die
»Multiplikation* beziiglich der ,,Addition“ distributiv
ist, d. h.

(@®bh)®c=(a@)D(bRc) 2
was man auch in der Form

min (max (a, b), c)=max (min (a, ¢), min (b, ¢))
schreiben kann. Es geniigt, die Tabelle 2 aufzustellen,
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aus der ersichtlich ist, daB die Gleichung (2) wirklich
fiir beliebige Zahlen a, b, c erfiillt ist.
Bei den Zahlen ist die gewohnliche Addition beziiglich
der gewoOhnlichen Multiplikation bekanntlich nicht
distributiv: die Gleichung

(@ b)+c=(@+c)(b+o)
ist nicht fiir alle Zahlen erfiillt. Fiir die oben eingefiihr-
ten abstrakte ,,Addition” und ,,Multiplikation‘ ist
dieses distributive Gesetz jedoch erfiillt:
. @b Dc=ad)d B o).
Uberzeugt euch bitte selber davon, indem ihr zeigt,
daB fiir beliebige Zahlen a, b, ¢ die Gleichung

max (min (a, b), ¢) = min (max (a, ¢), max (b, ¢))
erfullt ist.
Es ist interessant, daf} die ,,Addition“ und ,,Multipli-
kation* auch andere Eigenschaften haben, die wir bei
den gewohnlichen Operationen vermissen:

a®a=aund a®a=a,

a®@db)=a und aP@®b)=a.
Diese Relationen sind eine unmittelbare Folgerung
aus der Definition der Operationen ¢ und &.
Es ist euch allen bekannt, daB3 man jeder Zahl a eine
entgegengesetzte Zahl, d. h. die Zahl —a zuordnen
kann. Wir werden diese entgegengesetzte Zahl mit a
bezeichnen, z. B.

25=-25 —2=.2,0=0.
Interessant ist nun, daB die ,,Addition* und ,,Multi-
plikation” mit der Operation, die einer Zahl ihre ent-
gegengesetzte zuordnet, auf folgende Art und Weise
verkniipft sind: B

a®b=a®b, a®b=a®b

(Beziiglich der gewohnlichen arithmetischen Opera-
tionen sind diese Formeln falsch!) Versucht, diese
Formeln selbst zu beweisen! Und versucht zum SchluB,
folgende Aufgaben zu 16sen:

Aufgaben:

Ala Zeigt, daB fir beliebige Zahlen
a,a,, ....a, (n=22),a,P.... da,=max (a,, ..
a,®....Q0a,=min (a,, ..., a,).
A2a Sind fiir beliebige Zahlen a, b, ¢ die Glei-
chungen
c@@db)=(c®a)P(c®b)und
cP@®b)=(cDa)@(cDb) erfiillt?
A3 A Beweist, daB fiir beliebige Zahlen a, b, ¢ die
Gleichung

min [min (a, ¢), min (max (a, b), ¢)] = min (a, ¢)
besteht und schreibt sie mit Hilfe der Operationen &
und ®! Wie kann man sich dann gleich unmittelbar
von ihrer Giiltigkeit iiberzeugen?
A4a Es seien a, b. ¢ belicbige Zahlen. Vereinfacht
den Ausdruck
min {a, — max [min (@, b), max (a, c)]}.
AS5a Ist fir beliebige Zahlen q, b, ¢ die Gleichung
(@B RaDbBc)=a@[c®(cPbh)]
erfiillt?
A6A Kann man zu zwei gegebenen Zahlen g, b eine
dritte Zahl x so bestimmen, da3

max [min (q, max (a, b), x)] =25 ist?

.,a,)und

Kirill Tschimov
(aus der sowj. Schiilerzeitschrift ,,Quant* 8/70)

Nationalpreis der DDR
I11. Klasse

fiir Wissenschaft

und Technik

Fiir seine beispielhaften wissenschaftlichen Leistungen
zum Aufbau neuer Theorien zur Entwicklung neuer
Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung

An das Kollektiv ,,Wahrscheinlichkeitstheorie“

Prof. Dr. rer. nat. habil. Klaus Matthes

Stellvertreter des Leiters des Institutskomplexes Ma-
thematik der Deutschen Akademie der Wissenschaften
zu Berlin

Prof. Dr. rer. nat. habil. Johannes Kerstan
Ordentlicher Professor fiir Mathematik (Wahrschein-
lichkeitstheorie und mathematische Statistik) an der
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Univer-
sitit Jena

Prof. Dr. rer. nat. habil. Kurt Nawrotzki
Hochschuldozent fiir das Fachgebiet Wahrscheinlich-
keitstheorie und mathematische Statistik an der Sek-
tion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitit
Jena

Dr. rer. habil. Joseph Mecke

Hochschuldozent fiir Wahrscheinlichkeitstheorie an
der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Uni-
versitit Jena

Prof. Dr. rer. nat. Dr. sc. techn. Dieter Konig
Ordentlicher Professor fiir das Fachgebiet mathema-
tische Methoden der Operationsforschung an der
Sektion Mathematik der Bergakademie Freiberg



Eine Aufgabe von
stud. math.

W. Burmeister

Sektion Mathematik an der Technischen
Universitdt Dresden

A809 Fir welche natiirlichen Zahlen n lassen
sich unter Verwendung simtlicher Elemente
der Menge

M={nn+1n+3n+5}
zwei Produkte (zu je 2 Faktoren) bilden, die
sich um genau 1 unterscheiden?

Wir nehmen an, es gibt iiberhaupt ein n, fiir
das das Verlangte méglich ist. Wir miissen
mit dieser Annahme beginnen, obwohl es
denkbar wire, dafB iiberhaupt kein n Losung
dieser Aufgabe ist. Ein Beispiel dafiir ist
die vierte Aufgabe der XII. IMO in Ungarn,
nach der die vorliegende Aufgabe gestaltet
wurde:
XI1I. IMO — 4. Aufgabe: Bestimmen Sie alle
positiven ganzen Zahlen n mit folgender
Eigenschaft:
Die Menge
{mn+1,n+2,n+3.n+4,n+5}
1dBt sich in zwei elementfremde nicht leere
Teilmengen so zerlegen, daB das Produkt
aller Elemente der einen Teilmenge gleich
dem Produkt aller Elemente der anderen
Teilmenge ist.
Diese Aufgabe besitzt keine Losung, der
Beweis hier(iir ist recht schwierig.
Wir wenden uns nun wieder unserem Problem
zu. Wenn die Zerlegung der Menge M in zwei
Produkte, die sich um genau 1 unterscheiden,
moglich ist, so ist das eine der Produkte
geradzahlig, das andere ungeradzahlig Die
beiden Faktoren des ungeradzahligen Pro-
duktes sind notwendig ungerade Zahlen.
Daraus [olgt:
Wenn die Aufgabe fiir ein n l6sbar ist, so muBl
M={nn+1,n+3,n+5}
mindestens zwei ungerade Zahlen enthalten.
Ist n ungerade, so ist n die einzige ungerade
Zahl aus M, wihrend n+ 1,n+3,n+5 gerade
Zahlen sind. Daraus folgt:
Fiir ungerade n ist die Aufgabe nicht 16sbar.
Wir betrachten also nur gerade Zahlen n.
Zunichst sei n=0, dann ist M={0, 1,3,5}.
In diesem Fall sieht man, daB das eine der
Produkte Null ist, wihrend das andere Pro-
dukt mindestens gleich 3 ist Daher ist die
Aufgabe fir n=0 unlgsbar. Fir n=2 ist
M={2,3,5,7}. Aus dieser Menge konnen die
Produkte 2-7=14 und 3-5=15 pgebildet
werden. Sie unterscheiden sich um genau 1.

Wir haben also eine Losung der Aufgabe
gefunden.
Ergebnis: Fiir n=2 ist die Aufgabe l6sbar.
Wir iiberlegen: Ist damit die uns gestellite
Aulfgabe vollstindig gelost? Wir haben be-
wiesen, daB die Aufgabe Losungen hat, aber
wir haben moglicherweise noch nicht alle
Losungen gefunden. Daher versuchen wir,
aus einem allgemeinen Ansatz alle Losungen
dieser Aulgabe zu gewinnen. Wir betrachten
dasjenige der beiden Produkte, das n als
Faktor enthdlt. Der zweite Faktor ist ent-
weder gleich n+1, dann gilt

n-(n+)=mn+3)-(n+5+1

n*4+n=n*+8n+15+1

Tn=—-15+1,

16
=—2 oder n=——,
n oder n

oder er ist gleich n+73, dann gilt
n-(n+3)=mn+1)-(n+5)+1
n+3n=n>46n+5+1
In=-5+1,

n=—2 oder n= —g, oder er

ist schlieBlich gleich n+5, dann gilt
n-(n+S=Mn+1)-(n+3)x1
n*+5n=n?>+4n+3+1
n=3+1, n=2 oder n=4
Die einzigen Lﬁsungeh der Aufgaben sind
n=2 und n=4, die iibrigen Werte sind
negativ. AuBer n=2 gibt es also noch die
zweite Losung n=4. Fir n=4 ist nimlich
M={4, 5 7. 9}, und die beiden Produkte
4:9=36 und 5-7=35 leisten das Ge-
wiinschte,
Man versuche, die gleiche Aufgabe fiir die
Menge N ={n,n+1,n+2,n+6} zu losen!
W. Burmeister

Wir stellen vor:

Ursula Baier

EOS Ernst Schneller, Meifen

Ursula Baier erhielt aut der X. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR in Klassen-
stufe 10 einen 3. Preis und wurde damit ein-
zige Preistrdgerin. Wir méchten sie unseren
alpha-Lesern vorstellen (siehe Foto auf dieser
Seite unten).

Sie schrieb in einem Brief:
Werte Mitarbeiter von alpha!

Heute mochte ich meinen Dank fiir die Her-
ausgabe der Zeitschrift alpha aussprechen.

Nachdem ich an einigen Kreisolympiaden
gut abgeschnitten hatte, wurde mein Interesse
an der Mathematik geweckt. Ich habe es
daher begriiBt, daB 1967 die alpha erschien.
Durch sie konnte ich meine Kenntnisse erwei-
tern, bekam Ubung im Lésen von Aufgaben
und wurde zum Selbststudium angeregt. Nur
dadurch konnte ich auf der X. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR einen Preis
erringen. Deshalb gebiihrt allen Mitarbeitern
der alpha mein besonderer Dank.

Um das ndchste Heft genauso interessant
gestalten zu konnen, sende ich drei Aulgaben:

ABAa844 Esist [olgender Satz zu beweisen:
Fillt man von einem inneren Punkt P eines
Dreiecks ABC die Lote I, I, und I, auf die
Seiten a, b und c, so ist die Summe der
Langen dieser Lote groBer oder gleich der
Lange der kiirzesten Hohe und kleiner oder
gleich der Linge der lingsten Hohe des
Dreiecks.

A94a845 Man verwandelt einen reinperio-
dischen Dezimalbruch in einen gemeinen
Bruch, indem man in den Zihler die Periode
und in den Nenner soviel Neunen schreibt,
wie die Periode Stellen hat.

Diese Aussage ist zu beweisen!

A 10/12 4 846 In einem Dreieck AABC seien
h,, h, und h, die drei Hohen, r der Radius
seines Umkreises und A sein Fldcheninhalt.
Beweise, daB zwischen diesen GroéBen die
Beziehung

r .
4 =\/§-ha~hb-ht gilt!



Die sechste Klasse war die letzte Klasse der Mittel-
schule. Als Sechzehnjahriger bestand Ramanujan nach
Beendigung der Schule die Aufnahmepriifungen fiir
die Universitit Madras. Im Januar 1904 wurde er
in das erste Studienjahr des an der Universitit ange-
schlossenen Kumbakonamer College aufgenommen.
Fiir seine ersten Erfolge erhielt er ein Sonderstipen-
dium, das fiir die in Englisch und Mathematik besten
Studenten vorgesechen war. Bald lieBen jedoch seine
Ergebnisse immer mehr zu wiinschen iibrig, da er seine
gesamte Zeit fiir eigene mathematische Untersuchun-
gen verwendete, deren Ergebnisse er regelmiBig in
seine Notizbiicher eintrug.

Er horte auf, Hausaufgaben anzufertigen, versiumte
einen groBen Teil des Unterrichts und muBte schlieB-
lich im ersten Studienjahr verbleiben. Im Leben
Ramanujans bégann ein fast zehn Jahre wihrender
Abschnitt von MiBerfolgen. Im Jahre 1905 wanderte
er durch Zentralindien, kehrte dann nach Kumba-
konam zuriick, wollte das Studium im College fort-
setzen, wurde aber nicht zugelassen, fuhr nach
Madras, wurde dort 1906 an der Universitit immatri-
kuliert, erkrankte aber und fuhr wieder nach Hause
mach Kumbakonam zuriick. 1907 versuchte er, die
Priifungen fir die beiden ersten Studienjahre der
Universitit extern abzulegen, fiel aber durch. Danach
hatte er bis 1909 keine bestimmte Beschiftigung,
wenn man davon absieht, daB er sich die ganze Zeit
unermiidlich mit Mathematik befaBte und dabei immer
neue Seiten seiner Notizbiicher fiillte. 1909 heiratete
Ramanujan, und er versuchte, Arbeit zu finden. 1910
wandte er sich diesbeziiglich an den indischen Mathe-
matiker Ramaswamy Aiyar, den Begriinder der Indi-
schen Mathematischen Gesellschaft. Ramaswamy Aiyar
sah sich die Notizbiicher Ramanujans an und iber-
zeugte sich davon, daB er es mit einem Menschen
ungewoOhnlicher Begabung zu tun hatte, obwohl er
bei weitem nicht die ganze GroBe dieses Talents
erkannte. Er schickte Ramanujan zu Seshu Aiyar, der
zu dieser Zeit Lehrer am Kumbakonamer College
war und Ramanujan schon kannte, als dieser noch
Student war. Seshu Aiyar vermittelte Ramanujan fiir
einige Monate Arbeit. Endlich, im Dezember 1910,

4

hatte Ramanujan etwas Gliick : er wurde dem einfluB-
reichen Beamten Ramachandra Rao vorgestellt, der
im Leben Ramanujans eine wichtige Rolle spielte.
Er war der erste, der in Ramanujan das mathematische
Genie erkannte. Er machte seinen ganzen EinfluB
geltend, um Ramanujan das Leben zu erleichtern
und dessen wissenschaftliche Laufbahn sicherzustel-
len.

Ramachandra Rao half Ramanujan zunichst aus per-
sonlichen Mitteln. Als er aber sah, daBl Ramanujan
diese Lage bedriickte, vermittelte er ihm eine Arbeit
in der Postverwaltung von Madras. Das Monats-
gehalt betrug 30 Rupien. Ramanujan arbeitete dort
vom Februar 1912 bis zum Mai 1913, als sich sein
Schicksal endlich durch die Einmischung von Hardy
endgiiltig entschied.

Im Jahre 1911 wurden im ,,JJournal of the Indian
Mathematical Society* (Zeitschrift der Indischen
Mathematischen Gesellschaft) von Seshu Aiyar die
ersten Aufgaben Ramanujans veroffentlicht. Der erste
eigene Beitrag Ramanujans erschien etwas spiter im
gleichen Jahr. Bald darauf wurde Ramanujan als
Mathematiker bekannt, zumindest in seiner I{eimat.
Betrachtet man jedoch diesen Lebensabschnitt Rama-
nujans, so kann man sich nicht des Eindrucks erweh-
ren, daB die Menschen seiner Umgebung bei noch
so gutem Verhiltnis zu ihm auch jetzt keine richtige
Vorstellung hatten, welche Ausbildung Ramanujan
fiir die wissenschaftliche Arbeit auf dem Gebiet der
Mathematik benétigte. Sie glaubten, alles fiir ihn
getan zu haben, worauf er Anspruch hatte.

Anfang 1913 empfahlen die Ramanujan nahestehen-
den indischen Mathematiker nachdriicklich, ein kom-
petenteres und strengeres Urteil iiber seine in den
Notizbiichern niedergeschriebenen Ergebnisse einzu-
holen. Sie empfahlen, diese in das mathematische
Zentrum des Britischen Imperiums — die Univer-
sitit Cambridge — zu schicken.

Bis zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts konnte
diese Universitdt nicht zu den groBten mathemati-
schen Zentren der Welt gezihlt werden. Anfang dieses
Jahrhunderts wurde jedoch das Niveau der mathe-
matischen Forschungen und der Lehre durch die
jungen Mathematiker Hardy und Littlewood ange-
hoben. Dank seiner Energie und ungewéhnlich hohen
wissenschaftlichen Produktivitit wurde Hardy (1877
bis 1947) schon in jungen Jahren zu einem bekannten
Gelehrten, der an der Spitze einer groBen mathemati-
schen Schule stand. Hardy war nur 9 Jahre ilter als
Ramanujan, aber er konnte an die gesamte tausend-
jahrige mathematische Weltkultur ankniipfen, wah-
rend Ramanujan lediglich iiber zwei alte elementare
Lehrbiicher und sein groBes mathematisches Talent
verfiigen konnte.

Seinen ersten Brief an Hardy schrieb Ramanujan am



16. Januar 1913. Uber die darin mitgeteilten Sitze
und Formeln urteilte Hardy : ,,Es geniigt, einen Blick
darauf zu werfen, um zu sehen, daB sie nur von einem
Mathematiker allerhdchsten Ranges stammen konn-
ten. Sie miissen richtig sein, denn wiren sie falsch,
so konnte niemand so viel Phantasie haben, sie zu
erfinden*’. Uber eine zahlentheoretische Formel von
Ramanujan, die sich als nicht korrekt erwiesen hat,
schrieb Hardy: ,,Das Hauptglied wurde erstmalig 1908
von E. Landau gefunden. Ramanujan hatte keinen so
michtigen Apparat zur Verfiigung, wie er von Landau
angewendet wurde. Ramanujan hat niemals ein franzo-
sisches oder deutsches Buch gelesen, seine Englisch-
Kenntnisse waren so unbedeutend, daB er nicht einmal
eine elementare Priifung bestehen konnte. Erstaun-
lich ist allein schon, daB er iiberhaupt in der Lage war,
solche Aufgaben zu stellen, fiir deren Losung im
Laufe eines Jahrhunderts die Anstrengungen der
besten Mathematiker Europas vonnéten waren und
die bis heute keine vollstindige Ldsung erhalten
haben.*

Ramanujan hat auch viele richtige und neue zahlen-
theoretische Sitze aufgestellt, die bis heute von Mathe-
matikern bewundert werden. Einige von ihnen sind
sehr tiefliegend, obwohl sie sich mit elementaren
Tatsachen der Zahlentheorie befassen. Betrachten wir
ein verhaltnisméBig einfaches Ergebnis von Rama-
nujan, das aber seine Schopferkraft im richtigen Licht
zeigt. Es handelt sich um einen Satz aus der elemen-
taren Zahlentheorie, der ihn von Kindesalter an
interessierte. Um iiber die ganzen Zahlen nachzuden-
"ken, braucht man keinerlei Kenntnisse, nur Interesse.
Um aber in die Geheimnisse der natiirlichen Zahlen-
reihe einzudringen, muB man noch iiber eine gewisse
Spezifik im Denken verfiigen und iiber die unerklar-
bare Kraft der Intuition, die alle groBen Mathematiker
besitzen und die in ganz besonderem MaBe auch
Ramanujan besaB.

Wieviel natiirliche Zahlen unter den ersten hundert
sind Potenzen der Zahl 2?

Ersttagsbrief, eingesandt vom Mathematikfachlehrer P. Niichter-
lein, Burg
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Man kann sie abzihlen: 1=29, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ins-
gesamt also 7. Aber wieviel solcher Zahlen gibt es unter
den ersten tausend? Wir zdhlen weiter: zu den schon
angefilhrten kommen die Zahlen 128, 256 und 512
hinzu, insgesamt gibt es also 10 solcher Zahlen. Wir
stellen jetzt eine allgemeinere Frage: wieviel Potenzen
der Zahl 2 gibt es unter den ersten # natiirlichen Zahlen?
Auch auf diese Frage kann man leicht antworten, man
muB nur den Logarithmus anwenden. Es gibt nimlich
genau so viele Potenzen wie es Exponenten k =0 gibt.
fiir die 2*<n gilt. Diese Ungleichung logarithmieren
wir mit der Basis 10 und erhalten
logn

klog2<logn, d. h. k= @.

Wie viele nichtnegative ganzzahlige Exponenten k
geniigen dieser Ungleichung? Die Anzahl der positiven
ganzzahligen k, die dieser Ungleichung geniigen. ist
gleich dem ganzzahligen Anteil des Bruches i—z%—g,

der so bezeichnet wird: Bg%} Beriicksichtigt man
noch den Exponenten k=0, so erhdlt man die end-
giiltige Antwort auf die uns interessierende Frage:

logn

1.

[log 2] *
Wegen log 2=0,30103 ergeben sich fiir n=100 und
n=1000 die schon oben erhaltenen Resultate

log 100 B 2 B i )
[ log 2 ]+1_[0,30103]+1—[6,6...]+1_6+1_7,

log 1000 _ 3 _ B )
[ log 2 ]TL1"[0,30103]“—[9,9--.]+1_9+1_10.

Analog [6st man die entsprechende Aufgabe fiir Poten-
zen der Zahl 3. Ramanujan stellte sich eine dem An-
schein nach nur wenig schwierigere Frage:

Wieviel natiirliche Zahlen unter den ersten n sind
Produkte von Potenzen der Zahl 2 und Potenzen der
Zahl 3, d. h. wieviel konnen in der Form 2*- 3! (mit
nichtnegativen Exponenten k und [) geschrieben
werden?

Wir gehen an dieses Problem empirisch heran und
schreiben fiir n=100 alle solche Zahlen auf: 1, 2. 3. 4,
6, 8,9, 12,16, 18, 24, 27, 32, 36, 48, 54, 64, 72, 81, 96 —
insgesamt 20 Zahlen. Fiir n=1000 wire es schon
ermiidend, alle diese Zahlen zu notieren. Man braucht
eine allgemeine Formel, aber trotz aller Anstrengungen
gelingt es nicht, eine solche Formel aufzustellen. Eine
exakte Formel der Art, wie sie oben fiir einfachere
Aufgaben hergeleitet wurden, gibt es fir die Aufgabe
Ramanujans nicht. Dafiir hat Ramanujan eine Nihe-
rungsformel gefunden, aber auch das war eine erst-
klassige Leistung. Bei den beiden vorangehenden Auf-
logn logn
log 2 log3
wihlen konnen; fir n=100 bzw. n=1000 ergibt die

gaben hitte man als Niherungsformeln
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erstere 6,6 (anstelle der exakten Anzahl 7) bzw. 9.9
(anstelle 10). Die Ndherungsformel Ramanujans fiir die
Anzahl der natiirlichen Zahlen <n, welche die Form
2*3' (mit nichtnegativen ganzzahligen Exponenten k, /)
haben, lautet
log2n-log3n
2log2-log3-
Das war ein glinzendes Ergebnis (eines der ersten
Ramanujans), um so mehr, da der Beweis dieser Formel
trotz ihrer Einfachheit sehr kompliziert ist. Uberpriifen
wir diese Formel fir n=100: Wir wissen, daB die
exakte Anzahl 20 ist; die Formel Ramanujans ergibt
log 200 - log 300 _  2,30103 - 2,47712
2log2-log3 ~ 2-0,30103 -0,47712
5,67792...
T 028725... 19,75...
In Wirklichkeit ist die Formel Ramanujans eine
asymptotische Formel, d. h. wenn man die exakte
Losung der Aufgabe mit R(n) bezeichnet (so daB
z B. R(100)=20), so ist
log2n-log3n

R(m) = 2log2-log3
eine GroBe, die fiir n—»oo bedeutend langsamer an-
wichst als R(n). R(n) selbst hat, wie aus dem Resultat
Ramanujans ersichtlich ist, die GréBenordnung log?n.
Ramanujan nahm offensichtlich an, daB die Differenz
d(n) fiir alle n beschrinkt ist, da er iiberhaupt ein
nahezu mystisches Talent besaB, fiir die komplizier-
testen Funktionen Niherungsausdriicke mit be-
schrinktem Fehler anzugeben. In diesem Fall aller-
dings konnte die Beschrinktheit des Fehlers d(n)
wegen der Kompliziertheit der Funktion R(n) nicht
nachgewiesen werden, obwohl R (n) scheinbar so leicht
zu bestimmen ist (in Wirklichkeit gehort diese Aufgabe
zu den sehr schwierigen Aufgaben, welche die Bestim-
mung der Anzahl der in einer Figur — hier einfach
im Dreieck — enthaltenen Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten zum Inhalt haben). Es gibt Griinde
anzunehmen, daB d(n) mit n unbeschrankt anwichst.
Das schirfste, was Hardy und einige andere Mathe-
matiker in dieser Richtung beweisen konnten, ist, daB

logn

loglogn
Resultat zeigt jedoch, wie gut die Niherungsformel
Ramanujans fiir R(n) ist.

d(n)

d(n) langsamer anwichst als . Auch dieses

Kehren wir nun zu Ramanujans Biographie zuriick.
In dem Briefwechsel, der sich zwischen Ramanujan und
Hardy angebahnt hatte, entstand vor Hardy ein immer
klareres Bild von dem urwiichsigen Talent Ramanujans.
Am 27. Februar 1913 schrieb Ramanujan an Hardy:

,.In Thnen habe ich einen Freund gefunden, der meine
Arbeiten aufmerksam und verstindnisvoll verfolgt.
Das ist fiir mich ein Anreiz, meine Untersuchungen
fortzusetzen ... An vielen Stellen Ihres Briefes weisen
Sie darauf hin, daB exakte Beweise notig sind, und Sie
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bitten mich. meine Beweismethoden mitzuteilen ... Ich
mochte Thnen dazu folgendes sagen: Uberpriifen Sie
meine Resultate, und wenn sie mit Ihren iibereinstim-
men, so miissen Sie zumindest zugeben, daB meine
Erdrterungen ein Kérnchen Wahrheit enthalten. Um
mein Gehirn zu erhalten, brauche ich etwas zu essen,
und das ist meine groBe Sorge. Ein Brief von Ihnen mit
einer positiven Einschitzung meiner Arbeit geniigt,
und mir wird von der Universitdt oder von der Regie-
rung ein Stipendium zuerkannt ...“ Hardy unternahm
daraufhin energische Schritte, um Ramanujan ein
Stipendium zu verschaffen, und er lud ihn ein, nach
Cambridge zu kommen. Die Einladung wurde Rama-
nujan durch den Sekretidr der Organisation indischer
Studenten in London iibergeben, aber Ramanujan
lehnte es, obwohl die Finanzfrage gelost war, katego-
risch ab, Indien zu verlassen. Der Hauptgrund dafiir
waren kastenbedingte Vorurteile, besonders seine
Mutter war dagegen. So blieb nur iibrig, sich in Indien
um ein Stipendium fiir Ramanujan zu bemiihen. Ab
1. Mai 1913 erhielt er von der Universitit Madras
ein auf zwei Jahre befristetes Sonderstipendium in
Hohe von 75 Rupien monatlich. Von diesem Tage an
wurde Ramanujan, wie Hardy schrieb, zum Berufs-
mathematiker.

Der Briefwechsel allein geniigte Hardy nicht. Hart-
nackig verfolgte er weiter das Ziel, Ramanujan, fir
dessen wissenschaftliche Titigkeit er sich in gewissem
Mape verantwortlich fiihlte, zur Reise nach Cambridge
zu bewegen, sowohl in Ramanujans Interesse als auch
im Interesse der Mathematik. Das briefliche Dringen
Hardys blieb ergebnislos, der EinfluB der Mutter
iiberwog offensichtlich die Meinung Hardys und den
Rat vieler Freunde Ramanujans. Bis Ende 1913 dnderte
sich daran nichts. Anfang 1914 jedoch kam auf Ein-
ladung der Universitit ein Schiiler Hardys als Gast-
dozent nach Madras. Dieser hatte den Auftrag, an
der Universitidt noch einen Vorstofl zu unternechmen,
und er iiberreichte ein diesbeziigliches Memorandum.
Die Notwendigkeit fiir Ramanujan, nach Cambridge
zu fahren, wurde in den Intelligenzkreisen von Madras
in breitem MaBe und nachdriicklich diskutiert, so
dafB3 die Mutter schlieBlich doch nachgab.

Die ersten Monate des Aufenthalts Ramanujans in
Cambridge wurden dazu verwendet, die wesentlichsten
Liicken in den mathematischen Kenntnissen zu schlie-
Ben. Hardy, Littlewood und die anderen Cambridger
Mathematiker waren tiber die Tiefe seiner Kenntnisse
auf einigen Gebieten und die vollige Unkenntnis auf

anderen Gebieten erstaunt.
V. Lewin

Dieser Beitrag wird in Heft 2/71 (Teil 3) abgeschlossen, d. Red.)



Wie schnell
fliegt ein Uber-
schallflugzeug?

Teil 2

Nachdem Klaus sich die Aulgabentexte no-
tiert hat (siehe Heft 6/71, S. 130/132) urteilter:
JJetzt verstehe ich auch, warum ein Uber-
schallflugzeug ein weit nach vorn ragendes
Staurohr besitzt (siche Foto oben). Die Spitze
des Staurohres soll die Spitze des mit dem
Flugzeug ,,mitfliegenden*’ Schallkegels sein —
und alle anderen Teile des Flugzeuges sollen
sich moglichst innerhalb dieses Kegels be-
finden." Steffen erginzt die Betrachtungen
in einer anderen Richtung: ,Wegen der
groBen Stirke der Druck wellen, die ein Uber-
schallflugzeug bildet, breiten sich diese Druck-
wellen selbst, zumindest in Flugzeugnihe, mit
groBerer Geschwindigkeit aus. Mit wachsen-
der Entfernung nimmt die Ausbreitungs-
geschwindigkeit bis zur normalen Schall-
geschwindigkeit ab. Deshalb hat, abweichend
von unserer Uberlegung, die Kopfwelle eines
Uberschallflugzeuges keine Kegelgestalt, sie
umschlieBt vielmehr den von uns ermittelten
Kegel.“ (Bild 11)

Bereits an einem der nédchsten Tage haben
beide Briider wieder Zeit und MuBe, um
sich erneut iiber das Problem der Bestim-
mung der Geschwindigkeit eines Uberschall-
flugzeuges zu unterhalten. Klaus legt zu-
nidchst seinem Bruder einen Zettel vor, auf
dem er beide Aufgaben gelost hat (siehe
Heft 6/72, S. 132 unten)

1 Aufgaée 10100 km )
=340 T=340—" =340-36-"
s 1 h h
3600
~1200 X
h
2. Aufgabe
a) Jagdflugzeug Suchoi IIl: v = 2300kTm
1000m 2300m m
=2300- ——= ~640 —.
3600s 3,6s s
Panzer T 54:
p=sem 6 m jem
h 36s s
, 6407 162
b  Zx—x19  Zx——S 0048
€ 3402 € 3yoMm
s s

»Du hast die beiden Aufgaben geldst*, kom-
mentiert Steffen. ,,Insbesondere hast du

richtig erkannt, daB der Quotient 2 eine
c

unbenannte Zahl ist. Dieser Quotient ist
ein brauchbares MaB fir die Geschwindig-
keit eines bewegten Korpers. Nach dem
Physiker Mach nennt man diesen Quotienten
die Machsche Zahl des in Luft bewegten
Korpers.“ Steffen holt die Skizze (Bild 12),
die aul der Wiese angelertigt worden ist,
wieder hervor und sagt: ,,Wir miissen fiir
verschiedene Werte von v zu dem Dreieck
FQP, wie wir es hier gezeichnet haben, jeweils
ein maBstabgetreues Bild, also ein dhnliches
Dreieck F'Q’P’ zeichnen, bei dem jedesmal
die Bildseite F'Q’ 1 dm lang ist — Uberlege
dir, wie du ein solches Bilddreieck fiir ein
Flugzeug, das mit doppelter Schallgeschwin-
digkeit fliegt, zeichnen kannst!“ Klaus iiber-
legt und spricht: ,Da bei Original- und
Bilddreieck die Verhiltnisse entsprechend
der Seiten gleich sind, gilt allgemein:
QP : Q F' = QP QF Da laut unserer Zeich-

nung (Bild 12) QP =vt und QF =ct und laut
Festsetzung Q'F'=1dm gelten, ergibt sich

hieraus Q’P’=2 dm. — Wegen v=2c¢ mull
¢

jetzt speziell Q’P’=2 dm gelten.“ Nach die-
ser Betrachtung zeichnet Steffen das gesuchte
Bilddreieck in einer fiir das Folgende geeig-
neten Lage:

Steffen errichtet im Punkt Q' auf F'Q’ noch
die Senkrechte. ,,Den halben Offnungswinkel
des durch unsere vereinfachende Annahme
erhaltenen Schallkegels bezeichne ich mit a
Da Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len gleich groB sind, tritt in meiner Zeichnung
der Winkel a zweimal auf“ AbschlieBend
schldgt Steflen noch um Q’ einen Kreisbogen
mit dem Radius 1 dm ,Zeichne fiir ver-

schiedene Werte 2 mit v>¢ derartige Bild-
c

dreiecke F'Q'P’, die simtlich die gleichen

Bild 11

Flugzeug

Bild 12



Eckpunkte F’ und Q' haben. Dem Schnitt-
punkt der jeweiligen Strecke Q'P’ mit dem
gezeichneten Kreisbogen hast du als Kote

die jeweilige Zahl ® zuzuordnen Danach
c

F P

Tdm
.

o

Y

a Bild 13

@

hast du diesen Kreisbogen noch ein zweites
Mal zu kotieren, indem du seinen Punkten

neben den Zahlen E noch die MaBzahlen

der in Grad gemessenen, jeweils zugehdrigen
Winkel a'zuordnest.“ Nach dieser Anweisung
zeichnet Klaus das abgebildete Nomogramm
(Bild 14). 1

Bild 14 & 5,

MR

Als Klaus seinem Bruder dieses Nomogramm
vorlegt, {ragt ihn dieser: ,,Welche MaBzahl b
c

gehort laut Nomogramm zu a=35°7 Klaus
antwortet nach einem Blick auf das Nomo-

v . " ; i
gramm: ,,—-x~1,7“ Wie soll ich nun mit
c

diesem Nomogramm die Geschwindigkeit
eines Uberschallllugzeuges bestimmen 7,
fragt Klaus. Steflen erkldrt: ,Bei einem
geradlinig-gleich[6rmig, horizontal und senk-
recht iiber dich hinwegfliegenden Uberschall-
flugzeug miBt du im Moment des Hérbar-
werdens des Knalles den Erhebungswinkel
a, (Winkel, den der Sehstrahl Auge-Flugzeug
mit der Waagerechten bildet), unter dem das
Flugzeug erscheint Am Nomogramm liest

du zu diesem Erhebungswinkel a, die zu-

gehorige Machzahl Eu"ab. — Natiirlich kannst

du zum Messen des Winkels a, gleich déin

aufl ein Stiick Pappe aufgeklebtes Nomo-
gramm verwenden. So kannst du gleichzeitig

mit a, die zugehdrige Machzahl % ab-
c

lesen.“ (Bild 15)

Klaus erwidert: , Natiirlich ist die so ermit-

telte Machzahl Y*zu klein: Der Winkel a,
¢

ist groBer als der halbe Offnungswinkel a
des durch unsere vereinfachende Betrachtung
erhaltenen Kegels («,>a) und deshalb ist
die tatsidchliche Fluggeschwindigkeit v des
Flugzeuges sicher noch groBer als die durch
das Nomogramm ermittelte v,. Es gilt also
v>vp,.“ (siche Bild 15)

AnschlieBend unterhalten sich beide noch
dariiber, wie die Fluggeschwindigkeit eines
geradlinig-gleichférmig und horizontal flie-
genden Uberschallflugzeuges zu ermitteln ist,
das seitlich am Beobachter vorbeifliegt. Da
Klaus sich sehr interessiert an diesen Uber-
legungen zeigt, stellt ihm Steffen abschlieBend
noch drei Aufgaben:

A Aufgabe: Von einem Uberschallflugzeug,
das einen geradlinigen und horizontalen Kurs
mit konstanter Geschwindigkeit bei Wind-
stille und der konstanten Lufttemperatur
18 °C einhilt, hoérst du den Knall seiner Kopl-
welle 8 s danach, als sich das Flugzeug
direkt iiber dir befand. Du siehst in diesem
Moment das Flugzeug unter dem Erhebungs-
winkel &, = 50°. Schitze die Geschwindigkeit
und die Flughthe des Flugzeuges ab!

A Aufgabe: Von einem Schnellboot, wel-
ches einen geradlinigen Kurs mit der Ge-

schwindigkeit 43 kn (Knoten) ~ 80 kT"‘ steu-

ert, ertént vom Passieren der Stelle 4 der
Fahrtroute an fir 3 s die Schiffssirene. An
welchen Stellen der Umgebung ist bei Wind-
stille 5 s nach dem Ertonen der Sirene das
Sirenengeheul zu héren?

A Aufgabe: Der peradlinige und horizon-
tale Kurs eines Flugzeuges fiihrt direkt {iber

deinen Standort hinweg Du siehst zu einem,

bestimmten Zeitpunkt das Flugzeug mit kon-
stanter Geschwindigkeit unter dem Hohen-
winkel f=80°. 9 s danach hdrst du die
Motorengerdusche dieser Maschine gerade
aus dieser Richtung kommen. Zu diesem

Bild 15

zweiten Zeitpunkt siehst du'die Maschine
nun unter dem Héhenwinkel y=50°. Ermittle
unter der Annahme von Windstille Flug-
geschwindigkeit und Flughohe dieses Flug-
zeuges! (Bild 16)
Diese Unterhaltung beendet Klaus mit den
Worten: ,,Du hast dich ja schon gut auf den
Ehrendienst bei den Luftstreitkriften unserer
Volksarmee vorbereitet“ Klaus l6st auch
diese drei Aufgaben. Wer von den alpha-
Lesern kann das auch?

W. Trdger
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Aus dem ,,Lexikon der Luftfahrt
entnahmen.wir fiir den Beitrag: ,,Wie schnell
fliegt ein Uberschallflugzeug* folgende Be-
griffe (leicht gekiirzt):

Schallgeschwindigkeit : Ausbreitungsge-
schwindigkeit des Schalls beim Durchgang
durch feste Korper, Fliissigkeiten oder Gase.
In der Luft bildet die S. einen wichtigen
Grenzwert der Aerodynamik. Bei Annihe-
rung an die S. dndert sich z. B. das Bild der
Stromlinien bei der Umstrémung fester Kor-
per vollstindig. Der Luftwiderstand unter-
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Die Schallgeschwindigkeit im Verhiltnis zu
Druck, Dichte und Temperatur der Luft
(schematische Darstellung)

liegt nicht mehr den Gesetzen der Unterschall-
sttomung. Er steigt ganz erheblich -an,

und es miissen die Gesetze der Gasdynamik"

zur Anwendung kommen. In der Luft wird
die S. i. allg. mit dem Durchschnittswert
333 m/s (etwa 1200 km/h) angegeben. Sie
ist aber stark abhangig von Druck, Dichte
und Temperatur der Luft und damit von der
Flugh6he. Bei Flugzeugen, deren Geschwin-
digkeit nahe oder iiber der S. liegt, wird die
erzielte Hochstgeschwindigkeit statt oder
neben der Angabe in km/h in Mach (— Mach-
zahl) gemessen.

Schallmauer: bildhafte Bezeichnung fir die
starke Zunahme des Luftwiderstandes, die
sich bei Erreichen der Schallgeschwindig-
keit ergibt. Die Luft vor einem Kérper, der
Schallgeschwindigkeit und mehr erreicht,
wird zusammendrickbar (kompressibel). Da-
durch entsteht eine Stauung komprimierter
Luft, die ein starkes Ansteigen des Luft-
widerstandes bewirkt. Gleichzeitig ergibt sich
dabei eine Anderung des Auftriebs und eine
Verlangerung des Angriffspunktes der Luft-
kraft. Dadurch treten Verdichtungssté8e auf,
die z. B. ein Flugzeug so stark beanspruchen,
daB bei den ersten Versuchen, die S. zu
durchbrechen, Tragfliigel und Leitwerkteile
wegbrachen. Beim Flug mit Schallgeschwin-
digkeit in Bodennahe kénnen auf der Erde
Gebaudeschidden angerichtet werden. Beim
,,Durchbrechen der S.*, d.h. beim Uber-
gang zur Uberschallgeschwindigkeit wie auch
umgekehrt, und wihrend des ganzen Uber-
schallflugs gibt es auf der Erde einen
bandférmigen Bereich, in dem die vom
Flugzeug ausgechenden Verdichtungsstdbe so

ankommen, daB ein starker Knall horbar ist.
Ein mit Uberschallgeschwindigkeit fliegendes
Flugzeug ruft also im ganzen iiberflogenen
Gebiet eine StoBwelle, d. h. eine sich fort-
pflanzende Folge von Uberschallknallen,
hervor. —» Kopfwelle.

Kopfwelle: kegelférmiger Verdichtungssto8,
der von einem mit Uberschaligeschwindig-
keit fliegenden Korper ausgeht; entsteht als
Einhiillende simtlicher von dem Koérper K
zu fritheren Zeitpunkten ausgesandten Kugel-
wellen (Huygensches Prinzip); der halbe
Offnungswinkel «, Machscher Winkel, ergibt

Abgehobene Kopfwelle vor einem mit Uber-
schallgeschwindigkeit fliegenden Flugzeug

sich aus sina=v/c, wobei ¢ die Schallge-
schwindigkeit und v die Geschwindigkeit des
Korpers bedeuten; das Auftreffen einer K. auf
das Ohr wird als Knall empfunden ...

Mach, Emst: Physiker und Philosoph, geb.
18. Febr. 1838 Tufany bei Brno, gest. 19.
Febr. 1916 Haar bei Miinchen, Professor
der Physik in Graz (ab 1864), Prag (ab 1867)
sowie Philosophie in Wien (1895-1901).
Er wurde als Physiker besonders bekannt
durch seine Arbeiten tiber Stromungs- und
Wirmelehre (= Machzahl, — Kopfwelle). . .

Machzahl, Mach, Machsche Zahl, Abkiir-
zung M: nach dem Physiker E. Mach be-
nannte Kennzahl, die das Verhiltnis der
Geschwindigkeit v eines Korpers zur Schall-
geschwindigkeit ¢ des umgebenden Mediums
angibt. In M wird die Geschwindigkeit
schneller Flugzeuge und schneller Str6mun-
gen in Windkanilen angegeben, die man mit
dem — Machmeter ermittelt. Ist die M kleiner
als 1, so ist die Geschwindigkeit kleiner als
die Schallgeschwindigkeit. Entspr. gilt fir
M groBer als 1 (Uberschallflugzeuge). In
Bodennidhe betrigt die Schallgeschwindig-
keit etwa 340 m/s. M=0,5 ist dann z. B.
eine Geschwindigkeit von 170 m/s oder
etwa 600 km/h. ..

HEINZ MIELKE

transpress-Lexikon
Raumfahrt

Die stirmische Entwicklung der Raumfahrt
in den letzten Jahren erforderte die Heraus-
gabe dieses Lexikons, das sowohl dem Fach-
mann als auch dem Laien das ihn interessie-
rende Material bietet. Das Lexikon enthilt
etwa 1200 Stichwérter und Synonyme sowie
zahlreiches Bildmaterial. Ubersichten wber
Grenzwissenschaften der Raumfahrt, Fakten
aus der Raketen- und Raumfahrtgeschichte
sowie Biographien der Kosmonauten und
Astronauten ermoglichen eine umfassende
Information.

2. unverdnderte Auflage, 3 73 Seiten,
440 Abbildungen, 20 Tabellen,
Leinen 18,60 M

transpress-Lexikon
Eisenbahn

Erstmalig erscheint ein Nachschlagewerk,
das kurz, einfach und priagnant den umfang-
reichen Wissensstoff aller Gebiete des Eisen-

bahnwesens in einem zweibandigen Lexikon
zusammenfafit. Damit wird allen Eisenbah-
nern, den Freunden der Eisenbahn und den
Modelleisenbahnern ein Buch in die Hand
gegeben, das sowohl auf den Fachgebieten
der Maschinenwirtschaft, der Wagenwirt-
schaft, der Fahrdynamik, der Bremstechnik,
des Betriebs- und Verkehrsdienstes als auch
iiber Bahnanlagen, Sicherungs- und Fern-
meldeanlagen Auskunft gibt.

1. Auflage, 2 Binde mit insgesamt
864 Seiten, 800 Abbildungen,

15 Tabellen, Lederin 46,— M
Erscheint voraussichtlich im
Dezember 1971

franspress

VEB Verlag fiir Verkehrswesen
DDR — 108 Berlin



FDGB-Urlauber-
Olympiade 1972

Die fiinf
olympischen Ringe

Aus: Kozépiskolai

Matematikai Lapok

( Mathematische Schiilerzeitschrift
der Ungarischen VR)

P~

AKX

P

& b

In Vorbereitung der Olympischen Spiele 1972
veranstaltet der Feriendienst des Freien Deut-
schen Gewerkschaftsbundes in der Zeit vom
12. 2. 1971 bis zum 1. 9. 1972 in den Urlaubs-
orten eine Urlauberolympiade. Jeder Urlau-
ber hat damit die Gelegenheit, durch seine
Teilnahme an dieser Massensportaktion sei-
nen Korper durch sportliche Betitigung zu
kriftigen und damit gleichzeitig seine Ver-
bundenheit mit der Olympiademannschalft
der DDR zu den Olympischen Spielen 1972
zu bekunden.

Ob wohl jeder alpha-Leser zusammen mit
seinen Eltern die Mdoglichkeit nutzen wird,
sich an der ,FDGB-Urlauber-Olympiade
1971 bis 1972, die unter dem obigen
Symbol steht, zu beteiligen?

Dariiber hinaus kénnen sich alpha-Leser an
dem folgenden mathematischen Wettbewerb
beteiligen, fiir dessen Sieger Buchpreise, ge-
stiftet vom Zentralvorstand der Gewerk-
schaft Unterricht und Erziehung, zur Ver-
fiigung stehen:

Problem: Die in die Felder des Symbols der
»FDGB-Urlauber-Olympiade 1971 bis 1972
eingesetzten Buchstaben a, b, ..., g und A
bedeuten ganze Zahlen, fir die gilt:

Ko

a) Die Summen s der jeweils in einem Kreise
stchenden Zahlen sind einander gleich:
a+f+e=btg+f=c+h+g=d+e+h=s

Bild 2

b) Die Summen ¢ der in kongruenten Feldern
stehenden Zahlen sind ebenfalls einander
gleich: a+b+c+d=e+f+g+h=t.

ala (Fiir Schiiler der Klassen 5 und 6):
Gib eine spezielle Losung an, bei der alle
acht Zahlena, b, ..., g und h natiirliche Zahlen
und voneinander verschieden sind!

A2a (Fiir Schiiler der Klassen 7 und 8):

Zeige, daB s=%t gilt!

Ala (Fiir Schiiler der Klassen 9 und 10):
Sind «, B, ¢ und o beliebige ganze Zahlen,
so ist die allgemeine Losung gegeben durch
a=c+a, b=g+f, c=oc—a, d=o—§,
e=g+¢, f=0—a—¢, g=o+a—f+c und
h=c+f—¢&
Zeige dies oder gib eine andere Darstellung
der allgemeinen L6sung an!
Losungen sind bis zum 30. Mérz 1972 unter
dem Kennwort ,FDGB-Urlauber-Olym-
piade“ an die Redaktion unserer Zeitschrilt
einzusenden.

W. Trager

Bild 4 zum nachstehenden Artikel

SR S

¥

10

Problem: Betrachtet wird das bekannte Sym-
bol der Olympischen Spiele auf einem Plakat

Bild 3

In der Zeichnung 3 sind u.a zusitzlich die
Zentren der fiinf Ringe eingezeichnet Die
Zentren dreier sich schneidender Ringe sind
jeweils die Eckpunkte eines rechtwinklig-
gleichschenkligen Dreiecks mit der Hypo-
tenuse 24 cm. Der innere und duBere Durch-
messer eines Ringes betridgt 18 cm bzw. 22 cm.
A4a (Fir Schiiler der Klasse 6): )
Diese Olympischen Ringe iiberdecken sich
in acht kongruenten Kreisbogenvierecken.
(Ein Kreisbogenviereck ist eine von vier
Kreisbogen begrenzte Fliche.)
Zeige, daB der Flacheninhalt des Kreisbogen-
vierecks ABCD (sieche Bild 4) darstellbar
ist durch

A Xl =(2AF,A,— ©BF,B,)

—(@BF,B,—2CFC)).

In dieser Formel bedeutet z B. @ AF,A4, den
Fldcheninhalt des Kreissegmentes, das be-
grenzt wird von der Sehne A4, und dem
Kreisbogen von A iiber F, nach A4; des
Kreises mit Radius 11 cm um O,.
A5a (Fir Schiiler der Klasse 10):
Stelle unter Benutzung der Zeichnung 4 die
folgenden Formeln auf!

d d*+R2-r?
cosa=—; =
sa=or =T
cosp, =Lt -R* 4
1 2dar - VT,

A64a (Fir Schiiler der Klasse 7):
Berechne den Flicheninhalt 4 __ eines der in
Zeichnung 3 sichtbaren Kreisringe!
A7a (Fir Schiiler der Klasse 10):
Zeige unter Benutzung der Ergebnisse der
Teilaufgaben 4 und 5, daB fiir den Fldchen-
inhalt des Kreisbogenvierecks ABCD des
Bildes 2 gilt A [=]~4,54 cm?!
A84a (Fiir Schiiler der Klasse 7):
Berechne den Flicheninhalt der von den
fiinf Olympischen Ringen begrenzten Fliche
(in Bild 3 schwarz gedruckt)! Benutze dabei
die Ergebnisse der Teilaufgaben 6 und 7!
Tottay Emoke



Hauptvorhaben auf den Gebieten

der Volksbildung,

des Gesundheitswesens u. a.

von 1971—1975

Diese Graphik wurde entnommen aus: ,, Arbeitsmaterial zur Direk-
tive des VIII. Parteitages der Sozialistischen Einheitspartei Deutsch-

lands zum Fiinfjahrplan fir die Entwicklung der Volkswirtschaft

der DDR 1971 bis 1975, herausgegeben von der Parteihochschule

»Karl Marx* beim ZK der SED, erschienen im Verlag Die Wirt-
schaft, Berlin. Preis der Mappe 6,20 M, geblockt, einseitig bedruckt.
Auf 62 Tafeln wird mit mehrfarbigen Schaubildern und graphischen
Darstellungen die Dircktive zum Fiinfjahrplan erlautert. Hervor-
ragend fiir Unterricht, auBerunterrichtliche Arbeit, insbesondere

fiir Wandzeitungen geeignet.
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XI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

(24. November 1971)

Olympiadeklasse 5

1. Auf dem beiligenden Arbeitsblatt sind
eine Sternfigur ABCDEFGHKL und zwei
Verschiebungspfeile P_P{ und ﬁ abgebil-
det. Auf die Sternfigur sollen nacheinander
die Verschiebungen P—P,’ und ISE' angewen-
det werden. Konstruiere auf dem Arbeits-
blatt, unter alleiniger Verwendung von Zirkel,
Lineal und Zeichendreieck, die dabei ent-
sichende Sternfigur A4,B,C,D,E,F,G,H,K,
L,! Eine Konstruktionsbeschreibung wird
nicht verlangt.

P

2. Bernd hat an Monika insgesamt 21 Mark
an Beitrdgen abzurechnen. Er hat 8 Zwei-
markstiicke und 6 Finfmarkstiicke und kein
weiteres Geld bei sich. In Monikas Kasse
befinden sich genau 20,— Mark, und zwar
in Form von 10 Zweimarkstiicken. Sie be-
hauplet, daB es unter diessn Umstanden
3 verschiedene Moglichkeiten gibt, den ange-
gebenen Betrag abzurechnen.

Dabei sollen keine Méoglichkeiten gezihit
werden, bei denen ein Geldstick einmal zwi-
schen Bernd und Monika hin- und ein gleich-
werliges spéter wieder zuriickgegeben wird.
Auch sollen Moglichkeiten, die sich nur
in der Reihenfolge unterscheiden, in der
Geldstiicke gegeben werden, nicht als ver-
schieden gelten. Ebenso soll es nicht darauf
ankommen, welches Fiinfmark- oder welches
Zweimarkstiick gegeben wird. Stelle fest,
ob Monikas Behauptung richtig ist.

Anmerkung : Eine Untersuchung, ob diese
3 Moglichkeiten, falls es sie gibt, die einzigen
sind, ist nicht erforderlich.

12

3. Am Wettbewerb der mathematischen
Schiilerzeitschrift ,,alpha* beteiligten sich
1970 von einer Oberschule insgesamt 216
Schiiler. Das waren dreimal so viele wie im
Jahr 1969. Im Jahr 1969 gab es an derselben
Schule doppelt so viele Teilnehmer am alpha-
Wettbewerb wie im Jahr 1968. Berechne
jeweils die Anzahl aller Schiiler dieser Ober-
schule, die am alpha-Wettbewerb der Jahre
1968 und 1969 teilgenommen haben!

4. Ermittle alle diejenigen zweistelligen na-
tiirlichen Zahlen z, von denen jede alle fol-
genden Bedingungen gleichzeitig erfiillt:
(1) Die Zahl z ist nicht durch 10 teilbar.
(2) Subtrahiert man die Einerziffer der Zahl
von ihrer Zehnerziffer, so erhilt man 4.
(3) Vertauscht man die Ziffern von z mit-
einander, dann erhill man eine neue zwei-
stellige Zahl z,, deren Dreilaches kleiner ist

als z.

Olympiadeklasse 6

l. Das auf dem beiliegenden Arbeitsblatt
abgebildete Fiinfeck ABCDE soll an der
Geraden g gespiegelt werden. Auf das so
entstandene Fiinfeck, 4,B8,C,D,E, ist an-
schlieBend die Verschiebung anzuwenden,
die durch den Verschiebungspfeil P—P,' gege-
ben ist. Konstruiere unter alleiniger Verwen-
dung von Zirkel, Lineal und Zeichendreieck
aufdem Arbeitsblatt das dadurch entstehende
Fiinfeck 4,8,C,D,E,! Eine Konstruktions-
beschreibung wird nicht verlangt.

B

2. Ruth, Marion und Petra verbringen einen
Teil ihrer Ferien in einem Pionierlager.
Jede von ihnen betreibt genau eine der
Sportarten Tischtennis, Volleyball und
Schwimmen.

AuBerdem ist bekannt:

(1) Marion leiht sich von der Volleyball-
spielerin gute Biicher.

(2) Die Volleyballspielerin und Petra haben
nicht gleichviele Preise bei der Mathematik-
olympiadec errungen.

(3) Marion geht in eine héhere Klasse als
die Tischtennisspielerin. Welche Sportart
treibt jedes der drei Madchen?

3. Von dem beriihmten Mathematiker Leon-
hard Euler (1707 bis 1783) stammt folgende
Aufgabe:

Zerlege die Zahl 25 so in zwei Summanden,
daB der gréoBere Summand 49 mal so groB
ist wie der kleinere Summand.

Hinweis: Die Summanden brauchen nicht
natiirliche Zahlen zu sein.

4. Wenn man ein Drittel von Rainers Spar-
geld zu einem Finftel dieses Spargeldes
addiert, dann ist die Summe genau 7 Mark
mehr als die Halfte seines Spargeldes. Wie-
viel Mark hat Rainer hiernach insgesamt
gespart?

Olympiadeklasse 7

1. Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len, die gleichzeitig durch 2, 3,4, 6,7,8,9, 12
und 14 teilbar sind!

2. Andreas, Birgit und Claudia trugen unter-
einander ein kleines Schachturnier aus. Fol-
gendes ist hieriiber bekannt:

(1) Jeder spielte gegen jeden die gleiche An-
zahl von Partien.

(2) Keine Partie endete unentschieden (re-
mis).

(3) Andreas gewann genaug seiner Spiele.
3

(4) Birgit gewann genau 3 ihrer Spiele.
4

(5) Claudia gewann genau ein Spiel.
Ermittle die Anzahl aller Spiele, die in dem
Turnier insgesamt ausgetragen wurden!

3. Beweise folgenden Satz: In jedem spitz-
winkligen Dreieck AABC hat jeweils einer
der Schnittwinkel je zweier Hohen die gleiche
GroBe wie der Innenwinkel an derjenigen
Ecke, von der keine der beiden Héhen aus-
geht.

4. Konstruiere ¢in konvexes Viereck ABCD
aus ITC—=3,5 cm; C—f5=3,5 cm; AC=5 cm,
% DAB==75° und ¥ 4BC=120°. Beschreibe
und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest. ob durch die gegebenen Stiicke
ein konvexes Viereck eindeutig bestimmt ist !
Anmerkung: ¥ ABC bedeutet die GroBe
des Winkels & 4BC.

Olympiadeklassc 8

1. Beweise den [olgenden Satz:

Wenn p eine Primzahl gréfer als 3 ist, dann
ist genau eine der Zahlen p—1, p+1 durch 6
teilbar.

2. Essei 4B eine Strecke gegebener Linge a,
auf der zwzi Punkte C und D liegen. Dabei



XI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen der Kreis- und Bezirksolympiade

Kreisolympiade
Olympiadeklasse 5

Eiisl auch zuldssig, sofort die Verschiebung
PP, durchzufiihren.

2

1. Maglichkeit: Bernd giht Monika 1 Fiinf-
markstiick und 8 Zweimarkstiicke. Wegen
5+8-2=21 sind das genau 21 Mark.

2. Miglichkeit: Bernd gibt Monika 3 Finf-
markstiicke und 3 Zweimarkstiicke.

Wegen 3:-543-2=21 sind das ebenfalls
genau 21 Mark.

3. Moglichkeit: Bernd gibt Manika 5 Funf-

markstiicke und erhélt von ihr 2 Zweimark- |

. stilcke zuriick.

Wegen 5-5—2-2=21 sind das wiederum
genan 21 Mark.

3. Da es 1970 dreimal so viele Teilnehmer wa-
ren wie 196% mul man die Anzahl 216 der
Teilnehmer von 1970 durch 3 dividieren, um
die Anzahl der Teilnehmer von 1969 m er-
balten. Diese betrug wegen 216:3 =72 somit
72

Da es 196% doppelt so viele Teilnehmer waren
wie 1968, mub man die Anzahl der Teil-
nehmer von 1969 durch 2 dividieren, um die
Anzahl der Teilnehmer von 1968 zu erhalten,
Diese betrug wegen 72:2=36 somit 36.

4. Die Bedingung (1) ist genau dann erfiillt,
wenn die Einerziffer der gesuchten Zahlen
nicht ¢ ist Daher werden die Bedingungen
{1) und (2} genau von den Zahlen 51; 62; 73;
84; 95 erfiillt Vertauscht man jeweils ihre
Ziffern, dann erhilt man der Reihe nach die

T 111> 73; 144 = 84;

Zahlen 15; 26; 37; 48; 59 Das Dreifache
dieser Zahlen betrdgt der Reihe mach 45;
78; 111; 144; 177. Wegen 45< 51 und 78> 62;
177=95 erfillt somit
genau die Zahl 51 alle Bedingungen der Auf-
pabe. -

Olympiadeklass:e. [
1. i 3
£ A
/¥

Abb.L6;1

&

2. (4) Wegen der Aussagen (1} und (2) ist
die Volleyballspielerin weder Marion noch
Petra Ruth ist also die Volleyballspielerin.
(5) Da die Tischtennisspielerin wegen (3}
nicht Marion und wegen (4) nicht Ruth
sein kann, ist Petra die Tischtennisspielerin.
(6) Aus (4) und (5) ergibt sich: Marion ist
die Schwimmerin.

3. Soll der gréBere Summand das 49fache
des kleineren Summanden betragen, so muBl
die Summe das S0fache des kleineren Sum-
manden sein. Diesen erhilt man daher, wenn
man die Summe durch 50 dividiert; er lautet

somit 25:50——-%, und hiernach mub der

grofere Summand 49-:1—2=% sein. In der
Tat betrdpt die Summe von dicsen beiden
Summanden (von denen der gréBere 49 mal

1 49

so groB ist wie der kleiners) §+--£-:25.

4,’Laut Aufgabe besitzt Rainer Spargeld.
Dessen Betrag set x Mark. Dann gilt

Hieraus folgt nach Multiplikation mit 30
weiter 10x+6x=15x+210 und daraus
x=210 Also hat Rainer insgesamt 210 Mark
gespart. .

1 1 B 16

Anderer Losungsweg: Wegen —+-=—=—
o ? 3 5 15 30

nd et dnd 39 on Raivens Spargeld
2 30 30 15

genau 7 Mark mehr als o dieses Geldes.

Also stellen 7 Mark genau 3%0 seines Spar-

geldes dar. Er hat mithin insgesamt 30 mal
so viel gespart. Das sind genau 210 Mark.
Hinweis: Da der Aufgabentext bereits die
Existenz einer Geldsumme mit den angege-
benen Eigenschaften vorgibt, ist zur voll-
stindigen Losung keive ,Probe” erforder-
lich.

Olympiadeklasse 7

1. Eine Zahl ist genau dann gleichzeitig durch
23,4 6 7 89 12 und 14 teilbar, wenn sie
durch das kgV dieser Zahlen teilbar ist.
Wegen

= ;

12=2-2-3 ,

14=2- Tist das kgV dieser Zahlen
2-2-2-3-3-7=3504.

Die cinzige dreistellige natiirliche Zahl, die
durch 504 teilbar ist, ist 504. Daher ist 504
die cinzipe Zahl die allen Bedingungen der
Aufgabe enispricht.

2. Da es genau 3 Moglichkeiten gibt, aus
den drei Spielern ein Paar von gegeneinander-
Spielenden auszuwihlen, so ist nach (1}
die Anzahl aller Spicle das Dreifache der-
jenigen Partiezahl, die jeweils ein solches
Paar gegeneinander austrug

{7) Das Doppelte dieser Partienzahl und so-

mitg aller Spiele des Turniers betréigt daher

die Anzahl derjenigen Spiele, an denen jeweils
einer der Spieler iiberhaupt teilnahm, d h

_]ader der 3 Spieler nahm an genau e aller
Spiele teil. 3

Wegen (3} und (7) gewann infolgedessen
Andreas genan §§=i aller Spiele und

e 3
we {4) und (7 Birgt gt )
gen gil genau TR



Spiele. Somit gewannen Andreas und Birgit

! 4.1 17 17 -

Zusammen wegm —+—=— genau — aller
9 2 18 13

Spiele. Daher und weil wegen (2) jedes Spiel

von genan einem Spieler gewonnen sein

muBte, gewann Claudia genau é aller

Spicle. Da dies andererseits nach (5) genau
ein Spiel war, wurden folglich genan 18
Spiele bei diesem Turnier ausgetragen

3. Weil A ABC ein spitzwinkliges Dreieck
ist, liegt der H6henschnittpunkt im Innern des
Dreiecks. Er sei mit H bezeichnet. Es seien
ferner zwei Hohen des Dreiecks ausgewihlt;
die Bezeichnung 5Bt sich dann so wihlen,
daB dies die von € bzw. A ausgehenden
Hohen sind. Thre FuBpunkte auf 4B bzw.
BC seien D bzw. E genannt, Dann gilt:

% ADC = & AEB als rechte Winkel
und & HAD= ¥ EAD (H licgt auf AE).
Folglich gilt wegen des Winkelsummensatzes
(&5 ADH bzw ABEA) « AHD=z & ARBE,
w.z b w.

Abb. L7:3

4. {I) Angenommen, ABCD sei ein Viereck,
das den Bedingungen der Aufgabe geniigt
(Abb. L 7;4).

Dann ist das Dreieck A ABC dus den Seiten
AC, BC und dem der grifleren Seite AC
gegeniiberljiegenden Winkel & AB8C zu kon-
struieren. Punkt D muf nun erstens auf dem
freien Schenkel eines Winkels der GroBe
¥ BAD und zweitens avf dem Kreis um C
mit dem’ Radius CD liegen.. Ferner liegen,
da das Viereck konvex ist, B und D auf ver-
sehiedenen Seiten der Geraden durch 4 und
C.

(II}) Daraus ergibt sich, daB ein Viereck
ABCD nur dann den Bedingungen der Aul-
gabe entspricht, wenn es durch folgende
- Konstruktion erhalten werden kann: -

(I) Man konstruiert ein D‘;B]eck A ABC aus
AC=5cm, BC=35 cm und % ABC=120°.
(2} Man triigt in 4 an AB einen Winkel
der Grébe 75° so an, daB sein freier Schenkel
nicht auf derselben Seite der Geraden durch
Aund C liegt wic B,

{3), Man schlagt den Kreis um € mit
CD=3,5 cm. Schneidet er den freien Schenkel
des in (2) konstruierten Winkels, $o sei einer
der Schmittpunkte [ genannt.

(II) Der Beweis, daB bei je 4 so konstruierten
Punkten A, B, C, D die vorgeschriehenen
Streckenlingen und WinkelgriiBen auftreten,
ergibt sich unmittelbar aus (II) und der

IT

Umkehrung der Schliisse in (I} Ferner folgt
aus (II), dat

¥ DAB+ ¥ ABC=195"> 180" ist, so daB
keiner der Winkel & BCD, & CDA4 die
GriofBe 180° erreichen oder iiberschreiten
kanon Daher bilden A4, B, C, D die Ecken
eines konvexen Vierecks

{IV) Die Konstruktion des Drejecks A ABC
ist wegen AC>BC und, weil ¥ ABC der
Seite AC gegeniiberliegt, nach dem Kriterium
{ssw) stets bis auf Kongruenz eindeutig aus-
filhrbar. Der Kreis um C mit CD schneidet
den freien Schenkel des nach (2) konstruier-
ten Winkels von 75° bei den vorgegebenen
Werten in genau zwei Punkten D, und D,.
Man erhilt also (bis auf Kongruenz) zwei
Vierecke, ABCD; und ABCD,, die beide
den Bedingungen der Aufgabe geniigen (s
Abb L 7;4a)

_ /

Die beiden Vierecke sind nicht kongruent,
da sie (wie aus der Figuwr ersichtlich ist)
verschiedenen Flicheninhalt haben.

' Olympiadeklasse 8 .

1. Jede Primzahl p>3 ist eine ungerade
Zahl, folglich miissen sowohl p—1 als auch
p+1 perade, also durch 2 teilbar sein. Wegen
p>3 ist p auch nicht durch 3 teilbar und
1Bt daher bei Division durch 3 gcnau einen
Rest 1, 2,

Im ersten Fall ist von den beiden Zahlen
p—1, p+1 genau die erste, im zweiten Fall
genau die zweite durch 3 teilbar. " Deshalb
und weil beide Zahlen p—1 und r+1 gerade
sind, ist wegen der Teilerfremdheit von 2
und 3 genau cine der Zahlen p—1 oder p+ !
durch 2-3=46 teilbar.

A
Abb. I 8;2

Die Linge des Halbkreisbogens iiber AC

betriigt AC-3. Die Linge des Halbkreis-

DteLangcdcs Halbkreis-

bogens ub:r AD betrigt AD - —2- Die Linge

des Ha]bkrmbogens liber DB betragt
Die Linge des Halbkreisbogens
iiber CB betriigt CB g

DB-T.
2

Daher betriigt die gesuchte Summe
s=(4C+AD+DB+CB) %

=2-;1§-§=a-1t-.

3. Der Mittelpunkt des Umkreises sei M,
Nach dem Satz iiber Zentriwinke! und Peri-
pheriewinkel folgt:

¥ AM3= £ 5MB und, da M Mittelpunkt
des Umkreises ist, AM=5SM =BM. Daher
gilt: A AMS=A SMB (sws), woraus

AS =3B folgt.
Infolgedessen liegt S auf der Mittelsenkrech-

ten von 48,
¢

Abb. L §;3

4.a) Liegt P auf g, so auch P', und es pilt
(1) QP=QPF.

Liegt P nicht auf g, so ist P'#P, und die
Gerade durch P und P steht senkrecht
auf g. Ist § ihr Schoittpunkt mit g, so gilt
ferner SP=SP’. Wenn nun §= Q ist, 50 ist
damit (1) gezeigt Wenn aber S#0 ist, so

erhilt man

éQSP“‘—/_\QSP (s, w,s)
und hieraus ebenfalls (1) Mit (1) ist bereits
die Behauptung bewiesen.
b} Ist P'=P, so hat die Gerade g durch P,
0 die behauptete Eigenschaft Ist P' <P ein
Punkt des Kreises um Q@ mit PQ, so gilt
{1}, und daher geht dic Mittelsenkrechte g
von PP’ durch.Q. Da P* der Spiegelpunkt
von P beziiglich g ist, ist somit dic Behaup-
tung bewiesen.
c) Gibe ¢s entgepen der Behauptung doch
cine Gerade g mit den genannten Eigen-
schaften, so lige nach a) der Spiegelpunkt P*
von P beziiglich g auf dem Kréis um @ mit
PQ. Das steht im Widerspruch zur Behiiup-
tung Es gibt fiir die genannten- Punkte p*
mithin kmnc durch @ verlaufende Gerade,
be:zﬁghch der P* der Spiegclpunkt von P
Wﬂ.l'e

Olympiadeklasse 9

L. Angenommen, ein gerader Kreiszylinder
entspreche den Bedingungen der Avfgabe.
Mit r sei die MaBzahl des (in Zentimeter
gemessen) Radius seiner Grundfliche und
mit h die MaBzahl des (in Zentimeter ge-
messen) Radius seiner Grundfliche und mit
# di¢ MaBzah! seiner Hhenkinge (ebenfalls
in cm) bezeichnet. Dann betrigt die MaBzahl
des Umfangs seiner Grundfliiche (in c¢m):
2 v, die MaBzahl des [nhalts seiner Mantel-
fliche (in cm2): 2 rh und die MaBzahl ski-
nes Volumens {in cm®): mrih, und es gilt:
2mr=2nrh, woraus wegen r#0

Ch=T folgt. '
Ferner gilt: 2nrh=nr’h, wordus .

wegen r#0, h#0 r=2lolgt

Also kann hochstens ein gerader Kreiszylin-
der mit ¢inem Radius von 2cm und einer
Héhenlinge von | cm den Bedingungen der



Aulgabe entsprechen. Tatsichlich ist in die-

sem Falle :

der Umfang der Grundfliiche: 4’1': cm

der Mantelflicheninhalt: 4ncm® und

das-Volumen: 4xem?,

2. Angenommen, (q, b} sei ein Zahlenpaar,

das zusammen mit einer gecigneten Zahl n

der gesteliten Bedingung geniigt, dann gilt:
atn
b-n
ab+bn=abn.

Wegen b #0 folgt
at+n=an, also

= E. Daraus erhilt man

(1) a=n{a—1).
Aus (]) folgt a# 1 und daher
R ] -F—L.
a—1 a—1

Da n ganzzahlig ist, ergibt sich weiter
a—1=++1, also a=2 oder a=0,
und wegen n>>0 schlieBlich a=2.
Daher kénnen nur Zahlenpaare der Form
(2, b) und zu jedem dieser Paare nur n=2
dic Bedingungen der Aufgabe erfillen
Tatséchlich ist

Lo e

B2 26 b ,
Die Losungsmenge besteht also aus allen
Zahlenpaaren der Form (2, ) (b #0 ganz).
3. Der Mittelpunkt des Kreises szi M. Die
Strecke P;P,g zerlegt den Kreis in zwei
Teile, wobei P, in dem einen und P, in
dem anderen Teil liegt Daher schoeiden
sich die Strecken PP,y und P,,P,, in einem
innerhalb des Kreises gelegenen Punkite,
der § genannt sei.

Abb.LG;3

Dann betrfigt die Gréle des Zentriwinkels

% P, sMP,,, daihm ein Fiinfte] des gesamten ,

Kreisumfanges als Bogen zugeordmet ist,
72° Folglich ist der Winkel & P,qP.P,,
als ein zu dem gleicken Bogen PP,y ge-
hérender Peripheriewinkel halb so groB,
also 36° groB. Analog erhilt man fiir den

Winkel PTMP“, dem % des Umfangs

zugeordnet ist, eine Grofe von 192° und
daher fur den Winkel + P.P,,P,, eine
GriBe von 96°

Nach dem Satz iiber dic Winkelsumme im
Dreieck, angewandt auf A P,,SP, hat mit-
hin % P,,8P,, einer det Schnittwinkel der
oben genannten Strecken, eine Grifle von
180° —(36° + 96°)=48°. Die GriiBen der an-
deren Schaittwinkel & P, ;8P g, ¥ P1aSP3,,
¥ P248P; als Neben- oder als Scheitelwinkel
des Winkels ¥ P,,5P, sind 132°, 48°, 132°,
4. Zu p, und p, kann man zunichst stets
reelle Zahlen a und b eindeutig so bestim-

men, dal (1) und (2) erfiillt sind, ndmlich

a=£_1_j‘__ﬂ§_’ p=f2_P1

2 2

Der verlangte Beweis ist gefihrt, wenn noch
gezeigt wird, dall a, & natiirliche Zahlen sind,
deren Produkt durch 6 teilbar ist. Da p,, p,
nach Voraussetzung zwei von der Primzahl 2
verschiedene Primzahlen sind, sind sie beide
ungerade.
Folglich sind py +p, und p; — p, gerade, also
a und b ganze Zahlen. Ferner ist p, +p, >0
und wegen p,<p, auch p,—p,>0, also
sind @ und b natiirliche Zahlen. Da ihre
Summe a-+b=p, ungerade ist, ist emne der
Zahlen a, b gerade. Also ist a-b gerade.
Nach Voraussetzung sind p;, und p, von der
Primzah] 3 verschiedene Primzahlen. Daher
sind sie nicht durch 3 teilbar, d h jede von
ihnen laBt bei Division durch 3 einen der
Reste 1 oder 2 Lassen beide den gleichen
Rest, dann ist 2b=p,—p, durch 3 teilbar,
alse aoch b [Lassen beide werschiedene
Reste, so ist 2a=p,+p, durch 3 teilbar,
also auch g Daher ist a-b in jedem Falle
durch 3 teilbar. Aus 2|a:bh und 3|a-b
folgt, da 2 und 3 teilerfremd sind, schlieBlich
6la-b, wzbw
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1. Es gilt: Jedes Quadrat ist gleichzeitig ein
Rechteck, ein Parallelogramm und ein Tra-
pez. Jedes Rechteck ist zugleich ein Parallelo-
gramm und ein Trapez.

A kann daher z. B. folgendermaBen schlieBen:
Angenommen, die Aussage (1) wire falsch,
d h, es gibe auf der Zeichnung entweder
kein Quadrat oder genau 1 Quadrat.

Nach den Spielregeln wiiren dann die Aus-
sagen (2) bis (4) wahr. Géibe es genau 1 Qua-
drat, so giibe es nach (2) noch eirfi weiteres
Rechteck, also mindestens 2 Paralielo-
gramme, im Widerspruch zu (3). Gihe es
kein Quadrat auf der Zeichnung, so nach
(2) und (4) auch kein Rechteck und kein
Trapez, im Widerspruch zu {3). Also ist {1)
wahr. Daher gibt es mindestens 2 Quadrate
aul der Zeichnung. Also ist (3) falsch, und
(2), (4) sind wahr. Giibe es 3 oder mehr Qua-
drate auf der Zeichnung, o miiBte wegen
{2) und (4) die Anzahl der Trapeze mindestens
12 betragen, was nicht moglich ist.

Daher gilt: Es gibt auf der Zeichnung genau
2 Quadrate, genau 4 Rechtecke und genan
8 Trapeze.

Ahb,LIEQUDA

'QD =

{Abb. L 10;1 zeigt eine mégliche Form der
Zeichnung (wird vom Schiiler nicht verlangt).)

2.a) Die Entfernung von 4 nach B betrage
s km. Dann fuhr das erste Auto mit einer

Geschwindigkeit von f km h-! und das
zweile mit 35 km h~* Das erste Auto ist

nach ¢ Stunden genau dann doppelt so weit
von B entfernt wie das zweite, wenn

& 5 &
§——' =2sg——¢ It.
4 2( 3 )gI

Wegen s#0 ist dies dquivalent mit
1-4 {11, also mit
4 3

@- i)r=l und daher schlieBlich mit

Rl
5

Mach genau 24 h war daher das erste Auto
genau doppelt so weit von B entfernt wie.
das zweite Auto.

b) Das erste Auto legte bis zu diesem Zeit-

s 12

3 3
unkt wegen —-—==§ genan — des Weges,
P E 4 5 5 8 5 .

das zlweitc wegen %-%:%s genau g des
Weges zuriick.

3. Angenommen, fur eine reclle Zahl k gelte
{*). Dann ist ¢ +Au>0, und es folgt aus (*):
(1)  u+kv<o+ky, also

2 (-l -k<0.

Wegen u>v folgt daraus k> 1. Also kdnnen
hiichstens alle k>1 Losungen von (*) sein.
Tatséchlich ist fir k>1 die Ungleichung (2)
und damit auch (1) sowie (*) erfiillt,

Oder: Tatsdchlich gilt fir k=14+m (m=>0
reell} N
w4 (l4+mjv _udv4me

v4{l+m)u I

Nun ist aber wegen v<u und m>0 my<mu,
also0<u+v+mr<u+ v+ rw und daher
u+v+my u+ ko

v+ mu vk

4. Es sei A ABC ein gleichschenkliges Drei-
eck mit AC=BC=n Seine Basislinge sei
AB=c Ferner sei CD eine Strecke auf der
Mittelsenkrechten der Seite 4B, wobei D
aul AB liegen mége. Dann ist CD gleichzeitig
Halbierende des Winkels &« 4ACB. Daher
liegen die Mittelpunkte f; und M, von In-
und Umkreis auf der Geraden durch € und D.
Dic Radien der beiden Kreise scien r; baw.
r. Das Lot von M; auf AC habe den Ful-
punkt E, das Lot von M, auf die Gerade
durch A und C habe den Fubpunkt F.

=1, also <1.

"Abb L 10;4

Dann ist A_F=C_F'=§, AD=BD=AE=

+

T E oy

m



Daher erhiéilt man durch Anwendung des
Satzes des Pythagoras aufl A ACD einerseits

2 I\2
Crlr+ fP-S) =0,
4 k Y4

wobei das obere oder untere Vorzeichen
gilt, (je nachdem, ob M, auf der Strecke CD
liegt oder nicht), also

tr, JAr—ci=a® -2,
drt—cri=g*—4a?r + 44,

() ]

4
c* o2 2
—+|r+ la*—ac+=+r) =4, also
4 g i 4 i

e —————e e o e 2
r; J4a2—4ac+c’+4r:=ac—%—2r,z,

., andererseits
K3

4a%r —dacrl 4 et 4 4t

ry
¢
=ac? —acd —dacr® + T+ 202 4+ 4,
L 4 1] i

Nun hat ein Dreieck genau dann die gefor-
derten Eigenschaften, wenn =ri:nri=1:4
oder, #quivalent hiermit, r,=2r, gilt. Nach
* (1), (2) ist dies gleichwertig mit a®=c(2a—¢),
dies mit {a—¢)* <0 und daher mit a=c.

Anmerkung: Wurde der letzte Absatz nicht
als Ubergang zu #quivalenten Aussagen,
sondern als Folgerung formuliert, so ist
anschliefend noch eine , Probe” durchzufiih-
ren, etwa so: -

Ist a=¢, also A ABC gleichseitig, so ist
M =M, zugleich Schwerpunkt 5§ des Drej-
ecks, und daher gilt dannr,:;r,= CS:SD=2:1)

Bezirksolympiade
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1. Angenommen, p sei eine Primzahl, die
den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt. Wegen
{2) ist dann p - 2 sowohl durch 3 als auch durch
5 teilbar. Da 3 und 5 teilerfremd sind, ist
folglich p—2 durch 3-5=15 teilbar, d. h. p
ist von der Form n- 1542 (n eine natiirliche
Zahl).

Wegen (3) ist p und damit auch » ungerade.
Also kdnnen wegen (1) hochstens dic Zahlen
17; 47; 77 den Bedingungen der Aufgabe
genigen. Von ihnen st 77 keine Primzahl,
und 47 geniipt nicht der Bedingung (3).
Also kann nur 17 Lsung der Aufgabe sein,
In der Tat erfiilit 17 die Bedingungen (1),

Iv

(2}, (3) und ist damit dic einzige derartige
Primzahl.
2. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Schii-
ler, die sich nur an ¢iner Sportart beteiligen,
mit F, L, 5, T, und die Schiiler, dic sich an
zwei Sportarten beteiligen, mit FL, FS, FT,
LS, LT, ST, jeweils nach den Anfangsbuch-
staben der Sportarten
Dann gilt:
(8) Wegen (2) betreiben genau {8 Schiiler
Jj& genau eine Sportart
(9) Wegen (1} und (8), und weil die Klasse
28 Schiiler hat, betreiben genau 10 Schiiler
Je genau zwei Sportarten,
(10) Wegen {9) und (7) gibt es genau 5 LT.
(11) Wegen (9), (10), (4) und da es laut Auf-
gabenstellung mindestens 1 Schwimmer gib,
gibt es genau | FS§, 1 L5, 1 ST Gibe es nam-
lich je 2 davon, wire wegen 5+6=11>10
die mogliche Anzahl bereits {iberschritten.
(12} Wegen {9), (10), (11) und (6) gibt es genau
2 FL
(13} Wegen (10) und (3) gibt es genau 10
Leichtathleten, also wegen (10}, {11) und (12)
genau 2 L
(14) Wegen (8), (13), (4) und (5) gibt es genau
8 Fund 8 T Folglich gibt es in dieser Klasse
genau

11 FuBballer (ndmlich 8 F, 2 FL, 1 F§),
10 Leichtathleten (ndmlich 2 L, 2 FL, 1 I8

31T,

3 Schwimmer (ndmlich 1 FS, I LS, 1 5T),
14 Turner (ndmlich 8 T, 5 LT 1 870
3. Laut Aufgabe gilt:

AB =BC=CD=DA=g und

PP aFgaly
1 1 2

]

CP_=DP =1a und
2 34

Das Vieleck PP,P,P; hat genau dann den
kleinsten Flicheninhalt, wenn das Dreieck
AP PP, (zur Strecke Py P; entartet ist und
damit) den kleinsten moglichen Flichen-
inhait 0 hat Dies tritt genau dann ein, wenn
" P=P, oder P=P, gilt.

In diesem Falle ist der Flicheninhalt des
Vielecks' PP, P,P; gleich dem des Dreiecks
APP,P,

Der Flicheninhalt des Vielecks PP,P,P,
i3t genau dann am griiBten, wenn der des
Dreiecks A PP, P, am groBlen ist, weil
die Dreiecke auf verschiedenen Seiten der
Geraden g liegen.

Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Punkt P den grifiten Abstand von PP,
hat Zieht man durch A dic Parallele & zu

der Geraden g durch P, und P,, dann er-
kennt man, daB unter allen mbglichen Lagen
des Punktes P dieser genau im Falle P=4
den groBten Abstand von der fest vorgege-
benen Seite P, P, hat; denn fiir alle anderen
Lagen des Punktes P liegt dieser im Innern
des von g und h begrenzten Parallelenstrei-
fens oder aul g, weil P4 nach Voraussetzung
grofer als P B ist.

a) Den Flicheninhalt 4, des Dreiecks
&Py P, P, erhilt man, wenn man vom FlE-
cheninhalt A; des Quadrates ABCD die
Flacheminhalte der Dreiecke A P,P,C und
& PyPLD sowie den Flicheninhalt des Tra-
pezes PPy AB subtrahiert. Es gilt daher

A =ﬂ2_1.f.g_l‘&.ﬂ_l-(E+3_a)-a

D 224 2 4 4 21\2 4
_p @3 sa_ia
16 32 ] 32

Das gesuchte Verhiltnis der Flicheninhalte
betriigt in diesem Falle, wegen 4,=a® und
Ay=4p
Fa?
Ad, =H:a2-——?_32,
b) Entsprechend kann der Fliicheninhalt A,
des Vierecks P P,P,4 ermittelt werden:
T
L4 224 2.4 4 22
g2t M o 19a?
16 32 4 32
Das gesuchte grofite Verhi#ltnis der Flichen-
inhalte betrdgt
also  Ayidg=19:32. _
4. Man kann sich die Klasse in Dreiergrup-
pen zu je 2 Midchen und einem Jungen aul-
geteilt denken Wenn jetzt von genan 5 dieser
Dreiergruppen je ein Midchen und ein
Junge fortgingen, blieben von ihnen genau
5 Maidchen {ibrig Diese konnen nur dann
die restlichen Dreiergruppen in Vierergrup-
pen (zu je 3 Midchen und 1 Junge) umwan-
deln, wenn deren Anzahl ebenfalls 5 betrigt.
Also gibt es in der Klasse genau 10 der oben
beschriebenen Dreiergruppen, die Klasse hat
also genau 30 Schiiler, und zwar 20 Miidchen
und 10 Jungen.
5. Es sti AB=BC=CD=DA=a.
Ferner sei P ein Punkt der Quadratfliche,
und es gelte:
AP=x, BP=x,, CP=x, und DP=x,.
Dann gilt unter Benutzung der Dreiecks-
ungleichung:
(1) X, +x,24
(3) x3+x42a,

(2) xp+x324,
(4} x4+ x,2a

o, o

A B

Dabei gilt in (1), in (2), in (3) bzw. in (4) das
Gleichheitszeichen nur dann, wenn P aufl
AB, auf BC, aul CD bzw. auf DA liegt. Da
dies bei keiner Lage von P fiir alle vier Sciten



AB, BC, CD, DA gleichzeitig zutrifft, gilt
bei keiner Lage von P in allen vier Beziehun-
gen (1} (2), (3), (4} das Gleichheitszeichen.
Somit ergibt sich stets

2%, + 2%+ 2x3 4+ 2x4 >4a und daher

X+ X3+ X+ xg>2a,wzbow
6. (I) Angenommen, & ABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufpabe entspricht
{Abb. L 7; 6) Der FuBpunkt der Hohe durch
A auf die Gerade durch B und C sei F, der
Mittelpunkt von BC sei D. Dann werde das
Teildreieck A ABF aus b, ¢ und dem rechten
Winkel £ AFB konstruiett.

Punkt D liegt erstens auf dem Kreis mit s,
um A und zweitens auf der Geraden durch F
und B. c

-~

[-]

{II) Darans ergibt sich, daB ein Dreieck
& ABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren ein Dreieck A ABF
mit einem rechten Winkel & 4FB und
Seiten AB, AF der Linge ¢ bzw. h,_

(2) Wir ziehen die Gerade durch F und B.
(3} Wir schlagen einen Kreis um A mit s,
Schneidet er die Gerade durch F und B, so
sei D einer der Schnittpunkte.

{4) Wir schlagen den Kreis um D mit BD.
Schneidet er die Gerade durch B und F
aufler in B noch in einem zweiten Punkt,
so sei dieser C genannt.

(TI1} Beweis, dal} jedes so konstruierte Drei-
eck A ABC den Bedingungen der Aufpabe
entspricht:

Nach Konstruktion ist .ihﬁzc_. AF die auf
der Geraden durch B und C senkrechte
Hohe mit AF=h, und D der Mittelpunkt
von BC; ferner gilt AD=s,.

(1V) Konstruktionsscheitt (1) ist im (hier
vorliegenden) Falle kb, < ¢ bis auf Kongruenz
cindeutig ausfiihrbar. Konstruktionsschritt
(2) ebenfalls, Wegen s, h, crgibt (3) genau
2wei Schnittpunkte, die D, und D, genannt
seien. Da nicht B, sondem F Mittelpunkt
der Strecke D, D, ist, ist BD, aéB‘_D:,

Somit ergibt (4] genau zwei verschiedene
Schnittpunkte, die C; und C, genannt seien,
Wegen BD, #BD, ist auch BC, =BC,. [Es
existieren folglich zwei Dreiecke A 4BC,

und A ABC,, die beide die gleiche entspre-
chende Hthenlinge, aber verschiedene Lin-
gen der zugehrigen Grundseiten haben.
Daher haben sie verschiedenen Flicheninhalt,
sind also zueinander nicht kongruent].*
Infolgedessen existieren bis auf Kongruenz
genan zwel verschiedene Dreiecke, die beide
allen Bedingungen der Aufgabe peniigen
(Abb. L 7; ba).

* Anmerkung: Wenn der in eckigen Klam-
mern stehende Nachweis vom Schiiler nicht
gebracht wird, ist deswegen kein Punkt ab-
zuziehen. )
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I. Die vom Anfang bis zum Zeitpunkt ¢
vergangene Zeit, wihrend der also genau
30 Liter je Sekunde in das Gefill flossen,
betrage x Sek., dann sind in der Zeit, wihrend
der genau 15 Liter je Sekunde in das Gefia
flossen, genan (40— x) Sekunden vergangen,
und es gilt:

30x+ (@40 —x)- 15=1000, also

15x= 400, woraus man
Xx= 83—0 erhdlt.

Wiihrend dieser ?s flossen gemau ? =301,
das sind 8001 Wasser, in das GefiB. Wegen
800

4 .
——=- waren daher zum Zeitpunkt ¢ u
1000 5 : gena

%des GefabBes gefillt.
2. Der zweite und der sechste Schiiler haben

nicht recht; denn es gibt z. B. folgende L&-
sungen (Abb. L 8; 2):

5 g,

Der dritte Schiiler hat recht.

Beweis: Angenommen, es gibe 4 Geraden so,
daB genau 2 Schmittpunkte auftreten. Da
Schnittpunkte existieren, kdnnen die vier
Geraden nicht siimtlich parallel zueinander
sein. O. B. d. A, mogen sich die Geraden g,
und g; im Punkt 4 schneiden. Von den beiden
anderen Geraden mub mindestens eine nicht
durch A gehen, da sonst nur A als Schoitt-
punkt auftrite. Dies sei etwa die Gerade g,.
Sie hat also mit einer der beiden Geraden,
elwa mit g,, einen von A verschiedenen
Schnittpunkt B. Dann gilt g, || g,, weil sonst
entgegen der Aulgabe g, mit g, einen wei-
teren von 4 und B verschiedenen Schnitt-
punict hitte. Die vierte Gerade kann nun
nicht ebenfalls zu g, und g, parallel sein,
da sie dann g, in einem von A und B ver-
schiedenen Punkt schoeiden wiirde, Also
hat sie ¢inen Schnittpunkt A’ mit g, und einen
Schnittpunkt B’ mit g, Da sic von g, ver-

schieden ist, kann nichl gleichzeitig A=4"
und B=9 sein. Somit tritt anfer 4 und B
noch mindestens ein weiterer Schnittpunkt
auf. Dieser Widerspruch heweist, daB die
Annahme, es giibe 4 Geraden, fur die genau
2 Schnittpunkte auftreten, falsch war,

3. Ein Dreieck A ABC mit drei reellen
Zahlen a, b, ¢ als Seitenldngen existiert genan
dann, wenn gleichzeitiz die Ungleichungen

(1) a=0, 4) a<bhb+e,
(2) b0, (3) h<a+ec,
(3) c>0, (8) c<a+b

gelten. Es ist genau dann gleichschenklig,
wenn a=h oder a=c oder b=c gilt. Die.
Bedingung a=b ist gleichbedentend mit
—3x+12=3x+20, also mit x= — 1. Daraus
ergibt sich g=bh=17 und ¢=12, und (1)
bis (6) sind simtlich erfiillt. Die Bedingung
a=c¢ ist gleichbedeutend mit

—S5x+12=4x+16, also mit x= ——E.
9

128

Daraus ergibt sich a=c=T und b::?_,

und (1) bis (6) sind simtlich erfilit. Die Be-
dingung b=c ist gleichbedeutend mit
3x+20=4x 416, also mit x=4.

Daraus ergibt sichb=¢=32und a= —8,d h.
(1) ist nicht erfiillt.

Mithin gibt es genaw fir x=—1 und x= —g

Je ein gleichschenkliges Dreieck.

4. Nach Voraussetzung ist a—2>0 und
b—2>0, also
(@a—2){b—2)=ab—-2Aa+b)+4>0, d. h
ab>2a+b)—4.

Ferner folgt aus a>2, b>2, daBl

a+b>4 ist, woraus

Ha+b)—4>(a+bh) und damit erst recht
ab>{a+b) lolgt.

5. Die Anzahl der Niisse in dem GefiB sei x.
Dann wiirde der erste Pionier

Xy 1 erhalien,
22
als Rest blicben *—1=Lix_1),
: 2.2 2
Davon wiirde der zweite Pionier
1 {x— 1}+l erhalten, als Rest
4 2
z 1 11
blieben =~ {x —1)——==(x—3).
4{ ) 5 1 (x—3)
Davon wiirde der dritte Pionier
i (x—3+ i erhalten, als Rest
8 2
. 1 11
blieben — (x —3)——=— (x="T).
3 ( } 23 (x=1
Davon wiirde der vierte Pionier
1 x—N+ 1 erhalten, als Rest
16 2
wlicben L x=7-Ll=Lx_15
16 2 16
Davon wiirde der fiinfte Pionier

% {(x—15) +% erhalten, als Rest

: 1 11
blicben — (x —15)——=— (x—31
eben oy BB =g, -3



Dieser Rest betrug laut Aufgabe Null. Daraus
folgt x=31 Also enthielt das GefiB genaun
31 Niisse. Von diesen wiirden bekommen:

Der 1. Pionier 16 Niisse,
der Z Pionier § Niisse,
der 3. Pionier 4 Niisse,
der 4. Picnier 2 Niisse und
der 5. Pionier 1 Nup,

6. Laut Aufgabe ist EFGH ein Parallelo-
gramm. Daraus folgt:

HE=GF, HG=FEF
* HEG= ¥ FGE | als Wechselwinkel an
¥ AEG = ¥ CGE } geschnittenen Paralle-

len.

Also gilt: & AEH= & CGF,
Mithin ist A AEH 2 A CGF (s, w,w). -
Analog IiDt sich zeigen, daB A BEF = A DGH
gilt Folghch git:
AE=CG, BE= DG AH=CF, DH = BF und
es gribt genau die folgenden 4 Miglichkeiten,
einem Rechiteck ABCD ein Parallelogramm
EFGH in der geforderten Weise einzube-
schreiben (Abb. L 8; 6):
Dabei kann man Fig 3 durch Spiegelung der
Fig 1 und Fig 4 durch eine Spiegelung der
Fig 2 an der Mittelsenkrechten zu AB ge-
winnen. Es sind daher die folgenden beiden
Fille zu betrachten:

$a

G
I
!
)
I
|

Fugur £

Fall 1:

Fssei DH:HA=BF:FC=2:3

und AE:EB =CG:GD=3:4.

Dann ist der Flicheninhalt 4, des Parallelo-
gramms EFGH gleich der Differenz aus dem
Flicheninhalt 4, des Rechtecks ABCD und
der Summe der Flicheninhalte der Direiecke
NAEH, A EBF, A FCG und A GDH. Also
gilt:

A=ab_(£_ga 14 2 1
5 27

-§b+—-~a--b+—'§a-§b
5 27 53 27 35

Vi

35 35
=§ab.
35
Daraus folgt: Ag:A4,=35:18
Fall 2:

Essei DH:dA=BF:FC=2:3
und “AE:EB =CG:GD=4:3.
Analog wie im Fall 1 erhélt man dann ’
A =agb— 1‘5 -§b+—1~-§ gb 1% 3,5
f 27 5 2 T 5
SE R
27 5

=ab-— (—ab + iab)
35 35

17
=—ab, woraus
35

Ag:dp=35:17 folgt.

Olympiadeklasse 9

1. Die sechssteilige Telefonnummer 138t sich
im dekadischen System folgendermaBen dar-
stellen:

z=a - 10°+b-10*4c-10° +4- 10* 4 10}
+f mit natiirlichen Zahlen a, b, ¢, d, ¢, f, fiir
die0=h, ¢, d e, f£9 und b, ¢, d, e, [#1 sowie
2Za=9 gt Wire a+b=10, so wire die
erste Ziffer ¢ der Summe a+b ¢ine 1.

Also gilt: a+b=c59.

Ebenso erhiilt man b+c=d=9, c+d=e=9,

-d+e=f=9 Angenommen, ¢z wire a=4.

Dann wiire c=4 und d=4 und mithin e= 8,
was d+e=f212 zur Folge hitte, im Wider-
spruch zu f£9. Also gilt a=3, woraus laut
Aufgabe a=2 oder a=3 folgt. Angenommen,
es wire b>{. Dann miiBte laut Aufgabe h=2
gcltén. Daraus folgie c=4, d26 und c+d
=£2=10, was nicht moglich ist Also gilt
b=0. Da Giinters Hausnummer eine durch
3 teilbare Zahl ist, pilt a=3, Die Hausnum-
mer lautet also 30 und die Telefonnummer
seiner Schule 303369
2. Die neun aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen seien mit n, n+1, ..., n+8§
bezeichnet, Thre Summe betriigt dann 95+ 36.
Da die drei ,,Zeilensummen“ gleich sein sol-
len, mul jede von ihnen 3n+12 betragen
Laut Aufgabe gilt das auch fiir die iibrigen
finf Summen Unter ausschlieBlicher Ver-
wendung der gegebenen Zahlen EiBt sich
diese Summe auvf genaun § verschiedene Wei-
sen aus je 3 verschiedenen Summanden bil-
den, nimlich auf folgende Weisen:

n +{n+d)+(n+8)

n +n+S+R+T)

m+D+r+N+n+3)

(n+1)+{n+d)+(n+7)

4+ +{n+5)+(n+6)

n+2)+n+3)+n+7

(n+2)+(n+4)+(n+6)

(n+3j+{n+4)+(n+5)

In diesen Summen [kommen die Summan-
n n (p+2), (n+6) und {(n+8) genau je
zweimal, die Summanden (n+1), {(n+3),
{n+5) und {n+7) genau je dreimal, und es]*
kommt nur der Summand (r+4) genau vier-
mal vor. Bei der Bildung der ,Zeilen-*, , Spal-
ten-“ und ,Diagonalsummen® wird nur das
schraffierte Feld genau viermal [die Eck-
felder werden je dreimal und alle iibrigen
Felder je zweimal]* belegt Daher mulB in
dem schraffierten Feld die Zahl (n+4), das
ist die fiinfte der der GriBe nach geordneten
Zahlen n, ..., {n+8), sichen, und wenn - sie
dort steht, gibt es die angegebenen Mog-
lichkeiten. .
* Anmerkung: Die eingeklammerten Anga-
ben sind fiir eine (vollstindige) Lésung nicht
erforderlich,

3. Das Dreieck A ABC ist wegen (J3)3
={/2)* + 12 nach der Umkehrung des Satzes
des Pythagoras rechtwinklig Es sei o. B. d. A.
AC=m, BC= m.ﬂ und ABmmV’E {m eine
positive reelle Zahl) gesetzt. Dann ist AB
Hypotenuse, der rechte Winkel liegt also
bei C (der groBten Seite liegt der grofte
‘Winkel gegeniiber).

Es seien D der Mittelpunkt von AB, E der
Mittelpunkt von BC und 5 der Schnitt-
punkt von CD und AE.

c

A P
Nach der Umkehrung des Satzes des Thales
gilt nun:

CD=AD=DB= %mﬁ.
Daraus und aus dem Satz iiber das Teilver-

héltnis zweier sich schneidenden Seitenhal-
bierenden eines Dréiecks folgt:

— 32— ] .
(1) CS=3CD——-5mJ3.Esg11t
nach dem Satz des Pythagoras {A AEC)
e z I oo
AE= [m*+T 2w J6.
Jr+ g
Mithin gilt:
ToLdaz
2) AS=ZAE=
3

1 \/5
3

SO T U 2
Wegen (1) und (2) gilt C5* 4+ 452 =% +2%
=m?=CAL.

Daher ist nach der Umkehrung des Satzes
des Pythagoras A ASC rechtwinklig mit dem
rechten Winkel bei §, die Seitenhalbierenden
CD und AE stehen also senkrecht aufein-
ander w. z b w,

4. Ein Rechteck ABCD geniigt genau dann
den Bedingungen der Aufgabe, wenn ¥ 45,5,
= ¥ §,8,C gilt. Da ferner in jedem Recht-
eck ¥ AS,8; = ¥ 5,8,C (Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen) ist, so geniigt ein



Rechteck genan dann den Bedingungen der

Aufgabe, wenn
o b ol b C
L] -8
o
A B _g_ B

das Dreieck A S,5,C gleichschenklig mit
§5,€=5,C ist. Nun ist das rechtwinklige
Dreieck A ADS, stets gleichschenklig, da
¥ DAS, eine Grobe von 45° hat und somit
X DAS, > ¥ AS,D gilt. Daher gilt:
DS, = DA=b, und das Rechteck geniigt penau
dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn
5,C=5,C=a—b git Da AS§,BC recht-
winklig ist, ist dies nach dem Satz des Pytha-
goras genau dann der Fall, wenn
2,2 d
(a—bY =4 +4
oder, gleichbedeutend hiermit,
Pdp=® ik B ittan ik
4 4

Wegen a0 trifft dies genan fiir a:h=8:3 zu.
5. Es gilt (a+b—c)*z0, und das Gleich-
heitszeichen gilt genau fiir a+b=c. Daraus
folgt
(u+ b =2Aa+Eje+c? 20, also
at+bh?4c? 2z 2Abe + ac - ab).
Nach Division durch die positive reelle Zahl
abe ergibt das 2404 €> 2(1+1 - 1),
be ac ab a b ¢
und das Gleichheitszeichen gilt gemau fur
atb=c.
6. Angenommen, die Gleichung hiitte eine
Lasung. Dann gilt
H2x+1)=2x*—5x 419, also
y=x—-3+£ mit x# —l,
2x+1 2
Da x, y ganzzahlig sein sollen, muB auch

Tt ¢ine ganze Zahl sein. Das ist genau

dann der Fall, wenn 2x+1 ein Teiler von
22, d. h eine der Zahlen —22; —11; —1; 1;
11; 22 ist. Fiir 2x+4 1= +22 ist x nicht ganz-
zahlig. In den iibrigen Fillen erhdlt man
fiir x der Reihe nach die Werte —6; —1; 0;
5 und daraus fiir y die Werte —11, —26, 19, 4.
Also kénnen hochstens die Zahlenpaare
{(—6; —11), (—=1; —26),{0; 19), (5; 4) Losung
sein. '

Durch Einsetzen in die gegebene Gleichung
findet man, daB sie es anch sind.

Olympiadeklasse 10

1. Angenommen, es gibt ein Zahlenpaar’

{a; b), das die Bedingungen (1), (2} erfillt

Dann gilt:

(3) a+b=06 und
|

4) “4—=0
a b

Aus (3) folgt b=6—a und a6, hieraus und
aus {4}

Lot g8

a b—a
Nach Multiplikation mit a(6—a), Subtrak-
fion von 6a(6—a) und Division durch 6

ergibt sich a®—6a+1=0, Diese Gleichung
hat die Losungen
ay3=3+/9-1=3+2,/2.
Als zugehérige Werte erhilt man aus (3)
by,a=3+2./2.
Also kdnnen hochstens die Paare
(3+22; 3-2/2) und (3-2./2;3+2,2)
Lasung sein.
Tats#chlich gelten fiir die Gleichungen
3+22+3-2 /2=6und
1 1 _3_zﬁ+3+zﬁ_6
3422 3-242 9-8 .
sowic dicjenigen Gleichungen, die durch
Veriauschung von H“EVE) mit (—2 ﬁ] ent-
stehen.

2. Angenommen, e gibe ein Zahlenpaar
(x. »), das den Bedingungen (1), (2) geniigt.
Setzt man x=10a+b (mit 4, b natiirlich und
1£a<9, 12b9), dann folgt y=10b+4,
und wegen x>y auch a>b.
Wegen a#0, b#0 und a>b ist

2<a<9 und 1Shs8.
Das Quadrat der zweistelligen Zahl x ist
entweder dreistellig oder vierstellig.
Wir betrachten zuniichst die Fille, in denen
x? dreistellig ist. Wegen 40 > 1000 ist dann
a<3i. o
Da auch 32*=1024 bereits vierstellig ist,
konnen héchstens dic Zahlen 21 bzw. 31
die Bedingungen (1), (2) erfiillen.
Tatsachlich gilt

217 =441 und 122 = 144 sowie

312=961 und 13* =169,
Also erfilllen die Paare (21, 12) und (31, 13)
die Bedingungen (1), {2). '
Angenommen nun, die Bedingungen der
Aufgabe seien mit einer Zall x erfiillbar,
deren Quadrat x? vierstellig ist. Dann gilt
fiir die Ziffern a, b dieser Zahl
(3} (102+8)7=1000c+100d + 10e +f
sowie
(4)  (10b+a)®=1000f+ 100e+ 10d +¢ (mit
<, d, ¢, foattirlich und 0 ¢, d, e, f£9; c.f0).
Aus (3) und (4) folgt
100a® + 20ab + b* =1000c 4 1004 + 10e +f
@+ 20ab + 1006* = c + 10d + 100e+ 1000
Durch Subtraktion erhilt man
99a? — 992 = 999¢ + 90d — 90e — 999/, also
(5} 11(@*—b3)=111c+ 10d—10e—111f
Da die linke Seite von {5) durch 11 teilbar
ist, muB es auch die rechte Seite sein.
Addiert man zu 1llc+ 10d—10e—111f die
durch 11 teilbare Zahl 1111/+ 110e-110c,
dann erhdlt man
=(10b+a)?,
und auch diese Zahl muB durch 11 teilbar
sei. Daher muB schlieBlich 11](10b+a)
pelten, was wegen a#b nicht der Fall ist.
Dieser Widerspruch beweist, daB es fir vier-
stellige Zahlen x? kein derartiges Zahlen-
paat (x, y) gibt. Daher erfiillen genan die
Paare (21, 12) und (31, 13) die Bedingungen
(1), (2).
3. Nach Aufgabenstellung ist AC=2a und
nach dem Lehrsatz des Pythagoras
() AB=a5.

10001+ 100e+ 10d +c

Es sei E der Schnittpunkt von 4B und CD.
Dann gilt nach dem im Hinweis angegebenen
Satz :
AE:EB=AC:BC=2:1,
Daraus folgt wegen (1):

A_Ezéa\,"g und E_BzéaJEA

Die Parallele zu BC durch E schneide AC
in F. Dann gilt nach einem der Strahlensiitze
EF:BC=AE:AB=2:3, woraus

— 2
EF‘:;(} folgt (Abb. L 10;3).

 Dreieck A EFC ist rechtwinklig mif dem

rechten Winkel bei F und, da + ACE eine
Grébe von 45° hat, auch gleichschenklig. |
Also gilt EF =FC. Nach dem Satz des Pytha-
goras folgt nun

CE= %a J2.
[Weiter gilt: A ADE~A BCE; denn & BEC
= ¥ AED (Scheitelwinkel) und « CBA=
% CD4 (Peripheriewinkel {iber dem gleichen
Bogen). Daher gilt: CE:EB= AE: ED]*, wor-
aus man

AE-EB 245105
ED- SE R N PN
CE % ‘fi 6

erhilt. Somit ergibt sich:
C_D=EE+Eﬁ=-3%qﬁ+§gﬁ=%a J2.

* Anmerkung: Hier kann auch einfach der
Sehnensatz AE - EB=CE - ED zitiert werden
4. Fiir die Hohenlinge h, des Restkorpers
gilt nach ¢inem der Sirahlensitze

Rir=hih—h,)

und damit

)  h=ht
! R

|
}
e

Es sei Vdas Volumen des Kegelkdrpers und
¥, das Volumen des aus dem Kegel herauvs-
gebohrten Korpers.

Dann giit V =%Rz -7+ h, 50 daB die Forde-

1

rung V=¥ mit

[aalll OF]

2) v, =ER3 - 7 - h gleichbedeutend

ist.

VII



Das Volumen V, setzt sich zusammen aus dem
cines geraden Kreiskegelkérpers mit dem
Radius 7 und der Hohenlinge (Ai—h,) und
aus dem eines geraden Kreiszylinderkdrpers
mit dem Radius r und der Hohenlinge h,.
Dabher gilt

)]

Aus (2) und (3) folgt, daB r genau dann allen
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn

I R%h= nrzh 427 h~——r2.‘i
6 3 3

1
Vl=gur2{ﬁ—h1}+r1-ﬂ-hl

und 0<r<K gilt.
Unter Beriicksichtigung von (1) und wegen
nh#0 folgt, daB dies gleichwertig ist mit

Lpa 22 20 1o 0 2P
6§ 3 3R 3 3R’
wWoraus ma.ﬂ
r2+ R*=0, also
3R 6
3 —0 erhilt,

rP==Rrl+ }-Ra
2 4

WegenR =6 folgt darans

P—-9ri+54 =0,
Das ist eine kubische Gleichung fiir r. Durch
sinnvolles Probieren ermittelt man r=3 als
eine Lisung dieser Gleichung; denn es ist
27— 81+54=0. Da r=3 zwischen 0 und R
liegt, ist r=3 auch Losung der Aufgabe.
Weil fir O<r<R mit wachsendem r das
Vulumen des herausgebohrien Korpers mo-
noton wichst und das Volumen des Rest-
kdrpers monoton abnimmt, kann es hich-

stens eine Léisung geben. Daher ist rzg =3
zugleich die einzige Losung der Aufgabe,

5. a) Fiir jedes reelle x gilt
f[X +p) "f{x] ; hieraus folgt

-ﬂx-‘-P}ﬂ f(x}, d.h
F(x+p]--F{x}.
Daher hat die Funktion F{x) die Zahl p ais

eine Periode. Ist umgekehet g cine positive
Periode von F(x), so gilt fir alle reellen x

die Gleichung F(x+q)=F(x), d. h %ﬁxw}

=% fix). also fix+q)=fix) so dab g dann

auch eine Periode von f{x) ist; nach Voraus-
setzung iiber p und fix) folgt hieraus g=p.
Daher ist p auch die kleinste positive Periode
von F(x).

b} Fiir jedes reelle x ist auch E reell; daher

s (5210

d. h. G{x + 2p)=G(x). Daher hat die Funktion
G(x) die Zahl 2p (die ebenfalls positiv ist)
als eine Periode. Ist umgekehrt 7 eine positive
Periode von G{x), so gilt fiir alle reeflen x
die Gleichung G{x+r)=0(x); d h.

E_ﬂ)zj(i),i h

2 /- \2
240 =f{%). Da hierbei auch
22 2/,

reellen Zahlen durchliuft, ist also

&

[T T ¥
g.
1]

{ebenfalls positive) Periode von fix}; nach Vor-
avssetzung Biber p und flx) folgt hicraus aber
%gp, d. h rz2p Daher ist 2p auch die
kleinste positive Periode von G(x}.

6. (I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe geniigt.
Der Kreis um C mit b schneide BC in D.
Damn ist BD=a—b.

Das Dreieck A ADC ist glcichschcnklig mit

AC=DC. also {CDA—~ (180°— & ACD)

—{m-i—ﬁ) 60°.

[+

A

Der Winkel & ADE hat daher eine Grifie
von 180°—68° =120 Das Dreieck A ADF
LBt sich aus (@a—»b), B und + ADB=120°
konstruieren. Punkt C licgt nun erstens auf

dem von B ausgehenden Strahl durch D
und zweitens auf dem freien Schenkel eines
in A an AR angetragenen Winkel der Grife o
(H) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck
A ABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht, wean es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir zeichnen eine Strcck: BD der Linge
a—b.

(2) Wiz tragen an BD in B cinen Winkel
der Grofe f und in D nach derselben Seite
einen Winkel von 120° an. Schoeiden sich

-die freien Schenkel dieser Winkel, so sei der

Schnittpunkt 4 genannt.
{3) Wir zeichnen die Gerade durch B und D.
{4) Wir tragen in A an AB nach derselben
Seite, auf der D liegt, einen Winkel der
GroBe o« an Schneidet scin freier Schenkel
die Gerade durch B und D, so sei dieser
Schnittpunkt € genannt.
{III) Beweis, dal jedes so konstruierbare
Dreieck A ABC den Bedingungen der Aul-
gabe entspricht: Laut Konstruktion ist

¥ ABC=§ und & BAC=u.
Ferner ist nach Konstruktion

¥ cm=1su°—1zo°=m==%(a+s]

=1 (180°— ¥ ACD), also ist AADC gleich-

schen]d]g mit AC=DC. Somit gilt
BC—AC=BC—DC
=BD {, also nach Konstruktion)
=a—b,
{IV) Die Konstruktionsschritte (1) und (2)
sind stets eindeutig ausfilhrbar. Sie ergeben
nach (w, s, w} mit den pepebenen GréBen
eindeutig ein Dreieck A ABD.
Die Konstruktionsschritte (3) und (4) sind
ebenfalls stets eindeutig ausfiihrbar.
Wegen o+ f<180° ist der Punkt C stets
vorhanden und eindeutig bestimmt. '

Die Losungen 7u den Aufpaben der Klasse 10
der DDR-Olympiade werden in Heft 5/72
veroffentlicht. (Klassenstufe 11/12 siehe ,Ma-
thematik in der Schule* 12/72, d, Red.)

H. Bock, 8. Gottwald und R.-P. Miihlig

Zum Sprachgebrauch
in der Mathematik

Lehrprogrammbuch Nr. |

72 Seiten, 8 Abb., kartoniert,

133 Lehrschritte und eine Zusammenfassung,
Preis 4,50 M

Akademische Verlagsgesellschaft,

Leipzig 1972

Mit diesem Titel wird eine interessante Reihe,
in der programmierte Lehr- und Ubungs-
materialien zu Schwerpunkten der Mathema-
tik- und EDV-Ausbildung erscheinen, erdfi-
net. Duorch programmiertes Lernen soll dem
Leser ¢in-hoheres MaB an Denkaktivitat ab-
verlangt, ihm damit viel Freude bereitet wer-
den. Er kann nach dem ihm eingenen Lern-
tempo vorgehen, er wird standig vor Aufgaben
und Probleme gestellt und erfiihrt jeweils un-
niittelbar, ob er richtig gedacht hat oder —
wenn das nicht der Fall ist — welche Fehler
thm unterlaufen sind.

Das erste Heft — Zum Sprachgebrauch in der
Mathematik — wendet sich insbesondere an

solche Schitler der oberen Klassen, die ein
Studium der Mathematik aufrehmen wollen.
Den meisten ist bekannt, daB Exaktheit und
Klarheit bei mathematischen Uberlegungen
nicht zu umgehende Forderungen insbeson-
dere bei deren schriftlicher Darstellung sind.

Das mehrfarbig gestaltete Buch hilft, den Ge-
brauch solcher Worter wie und, oder, nicht,
der Redeweisen wenn-sa, genau dann, wenn,
notwendig, hinreichend und zahlreiche andere
Wendungen zu verstehen und richtig vorzu-
nehmen, wiederholt dabei Schulwissen z. B.
dber die Quadratwurzel, diber trigonome-
trische Funktionen.

VIl



liege C zwischen 4 und D und D zwischen C
und B. Uber AC, AD und DB seien auf der-
selben Seite der Geraden durch 4 und B
Halbkreise geschlagen, und iiber CB sei
ein Halbkreis auf der anderen Seite der Ge-
raden geschlagen.

Es ist die Summe s der Lingen aller dieser
Halbkreisbégen in Abhingigkeit von a zu
ermitteln.

3. Beweise, daB fiir jedes Dreieck AABC
der folgende Satz gilt: Ist S der von C ver-
schiedene Schnittpunkt der Winkelhalbieren-
den durch C mit dem Umkreis des Dreiecks
A ABC, dann liegt S auf der Mittelsenkrech-
ten von AB.

4. In einer Ebene ¢ seien zwei voneinander
verschiedene Punkte P und Q@ sowie eine
durch Q gehende Gerade g beliebig gegeben.
a) Beweise, daB dann stets der Spiegelpunkt
P’ von P beziiglich g auf dem Kreis um Q
mit dem Radius PQ liegt!

b) Beweise, daB es umgekehrt zu jedem
Punkt P’ des Kreises um @ mit dem Radius
P_Q eine durch Q verlaufende Gerade g gibt,
beziiglich der P’ der Spiegelpunkt von P ist!
¢) Beweise: Ist P* ein Punkt, der nicht auf
dem Kreis um @ mit dem Radius PQ liegt,
so gibt es keine durch @ verlaufende Gerade,
beziiglich der P* der Spiegelpunkt von P
wiire!

Olympiadeklasse 9

1. Bei einem geraden Kreiszylinder sollen
die MaBzahlen des Umfangs seiner Grund-
fliche (in cm), des Inhalts seiner Mantel-
fliche (in cm?) und seines Volumens (in
cm?®) untereinander gleich sein.

Ermitteln Sie den Grundkreisradius und die
Hohenlinge jedes derartigen Zylinders!

2. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (a, b)
ganzer Zahlen a und b (b+0) mit folgender
Eigenschaft: Ersetzt man den Zihler a des

a . .
Bruches — durch die Summe aus ¢ und einer
b

geeigneten natiirlichen Zahl n (n+0) und
ersetzt man zugleich den Nenner b dieses
Bruches durch das Produkt aus & und
der gleichen Zahl n, so erhilt man einen
Bruch, der dem zu Anfang genannten Bruch

a gleich ist.
b

3. Eine Kreislinie sei in 30 gleichgroBe Bogen
geteilt. Die Teilpunkte seien der Reihe nach
mit P, bis Py, bezeichnet. Berechnen Sie die
GréBe jedes der vier Winkel, unter denen
sich die Strecken P,P,; und P,,P,, schnei-
den!

4. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Sind p, und p, Primzahlen, fir die 3<p, <p,
gilt, dann gibt es stets zwei natiirliche Zahlen
a und b, so daB die Gleichungen

(1) a+b=p, und a—b=p,

gleichzeitig erfillt sind und das Produkt
a - b durch 6 teilbar ist.

Olympiadeklasse 10

1. Funf Schiiler 4, B, C, D, E spielen folgen-
des Spiel, dessen Regeln ihnen allen bekannt
sind:

Einer von ihnen, z. B. der Schiiler A, ver-
1aBt den Raum. Nun werden auf ein Blatt
Papier genau 10 Vierecke gezeichnet. Die
Zeichnung wird versteckt, und A4 wird her-
eingerufen.

Jeder der Schiiler B, C, D, E macht uber die
gezeichneten Vierecke genau eine Aussage.
Von diesen Aussagen ist genau eine falsch.
Sie lauten:

(1) Auf der Zeichnung ist nicht nur ein
Quadrat.

(2) Es sind genau doppelt so viele Recht-
ecke wie Quadrate auf der Zeichnung.

(3) Man sicht unter den Vierecken auf der
Zeichnung genau ein Parallelogramm.

(4) Auf der Zeichnung gibt es genau doppelt
so viele Trapeze wie Rechtecke.

A soll nun feststellen, welche Aussage falsch
ist. AuBerdem soll er die genaue Anzahl der
Quadrate, Rechtecke und Trapeze angeben.
Wie kann das geschehen?

2. Zwei Autos starteten gleichzeitig und
fuhren auf derselben StraBe von A4 nach B.
Das erste Auto bendtigte fiir diese Strecke
4 Stunden, das zweite 3 Stunden.

Beide fuhren wihrend der ganzen Zeit mit
gleichbleibender Geschwindigkeit.

a) Zu welchem Zeitpunkt nach dem Start
war das erste Auto genau doppelt so weit von
B entfernt wie das zweite?

b) Welche Strecke, ausgedriickt in Bruch-
teilen der gesamten Entfernung von A4 nach B,
legte jedes Auto bis zu dem in a) gesuchten
Zeitpunkt zuriick?

3. Esseien v und vreelle Zahlen mit 0 <v <u.
Ermitteln Sie alle reellen Zahlen & mit
@ R g
v+ku

4. Unter allen gleichschenkligen Dreiecken
AABC ist bei gegebener Schenkellange
AC=BC=a die Basislinge AB=c derjenigen
Dreiecke zu ermitteln, fir die das Verhilt-
nis der Flicheninhalte von In- und Umkreis
1:4 betrigt.

k> -2, fir die
u

Olympiadeklasse 11/12

1. Gegeben seien zwei Wiirfel mit den Kan-
tenlingen a bzw. b. Gesucht ist ein gerades
Prisma mit quadratischer Grundfliche, des-
sen Volumen gleich der Summe der Wiirfel-
volumina und dessen Hohenlange gleich der
Summe der Lingen der Wiirfelkanten ist.

a) Man berechne die Seitenidnge ¢ der qua-
dratischen Grundfliche eines solchen Pris-
mas.

b) Man gebe cine Konstruktion fiir eine
Strecke der in a) ermittelten Linge ¢ an.

2. Beweisen Sie, daB fiir keine ganze Zahl n
die Zahl 7n+3 Quadrat einer ganzen Zahl
sein kann!

3. Klaus bemerkt, daB die beiden Zeiger
seiner Taschenuhr zwischen 6 Uhr und 7 Uhr
zu genau zwei Zeitpunkten einen Winkel
von 110° bilden.

Ermitteln Sie die Anzahl der Minuten, die
vom ersten bis zum zweiten der genannten
Zeitpunkte vergangen sind!

4. Man betrachte in einer mit einem recht-
winkligen kartesischen Koordinatensystern
versehenen Ebene die Schar aller konzentri-
schen Kreise um den Mittelpunkt

M(J2; 3.

Es ist zu beweisen, daB keine Kreislinie dieser
Schar mehr als einen Punkt (x, y) mit ratio-
nalen Zahlen x, y als Koordinaten enthalt.

(Die Losungen zu den Aufgaben der Klas-
senstufe 5 bis 10 werden in- Heft 3/72 ver-
offentlicht, d. Red.)

Vorbildliche Hilfe

Ende Oktober wurden 100 Packchen mit
Buchpriamien fiir die Preistriger des Wett-
bewerbs 1970/71 versandt.

Wir danken den Verlagen, welche uns Biicher
im Wert von 1500 M zur Verfiigung stellten.
Das ist ein echtes Zeichen der Anerkennung
fur die vielen Tausend aktiven Teilnehmer
am alpha-Wettbewerb.

Einen wertvollen Beitrag zur weiteren Qua-
lifizierung unserer Leser leisteten:

s VEB Deutscher Verlag der Wissenschaf-
ten, Berlin

= VEB Fachbuchverlag, Leipzig

s Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin

m Transpress, VEB Verlag fiir Verkehrs-

wesen, Berlin

VEB Verlag Technik, Berlin

Sportverlag, Berlin

Urania-Verlag, Leipzig - Jena - Berlin

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,

Leipzig

» Der Kinderbuchverlag, Berlin

Verlag Die Wirtschaft, Berlin

w Deutscher Militarverlag, Berlin.

Mit dieser Vignette des polnischen Zeichners
Szpilki (Warschau) wiinscht die Redaktion
alpha allen Teilnehmern der Bezirksolym-
piade (5./6. Februar) viel Erfolg.
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Wer lost mit?
alpha -wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1972

54847 Ein Grundstiick hat die Form eines
Rechtecks; es sei 60 m breit und dreimal so
lang. Das Grundstiick soll eingeziunt wer-
den. Vier laufende Meter des Zaunes kosten
16,60 M ; ferner betragt der Arbeitslohn fiir
die Aufstellung dieses Zaunes 210,— M. Wie
teuer wird die Einziunung dieses Grund-
stiicks?

Astrid Richter, Zerpenschleuse, K. 5b

54848 Der Trog eines Schiffshebewerkes,
der die Form eines Quaders hat, ist innen
87 m lang und 13 m breit und besitzt eine
Wassertiefe von 2,5 m. Die Stahlkonstruktion
des Troges hat eine Masse von 1600 t. Die
Masse des leeren Troges und der Stahltriiger,
auf denen er ruht, ist gleich der Masse seiner
Wasserfiillung. Welche Last wird bei einem
Aufzug des gefiillten Troges gehoben? Wie-
viel Tonnen wiegen die Stahltrager?

Britta K., Plauen

W 5 @849 Die Schiiler einer Klasse sammel-
ten insgesamt 336 kg Altpapier. Aus | kg
Altpapier stellt man in einer Papierfabrik
genau 700 g reines weiBes Papier her und
aus je 30 g von diesem genau ein Schreibheft.
Gib die groBtmogliche Anzahl von Heften an,
die aus dem gesammelten Altpapier herge-
stellt werden kann!

W 5a850 Von einer zweistelligen Zahl z
ist bekannt, daB die Einerziffer eine dreimal
so groBe Zahl darstellt wie die Zehnerziffer.
Vertauscht man die Ziffern dieser Zahl, so
entsteht eine Zahl, die um 36 groBer ist als
die urspriingliche. Wie lautet die Zahl z im
Dezimalsystem?

*5+* 851 Ein 8 cm langes Matchboxauto
vom Typ Rolls Royce (Baujahr 1906) wird im
Maf@stab 1:55, ein Modell vom Typ Daimler
(Baujahr 1911) im MaBstab 1:45 hergestellt.

langer als der Daimler. Welche Linge besitzt
das Matchboxauto vom Typ Daimler?

Annegret Kirsten,

August-Bebel-OS Leuna, Kl. 6¢

*5* 852 Wihrend einer Vorstellung im
,»Theater der Jungen Welt* in Leipzig blieben
einige Plitze frei. Alfred zihlte 17, Annerose
dagegen 16 freie Plitze. Heinz sagte, Alfred
habe sich auf jeden Fall verzahlt. Wie konnte
Heinz seine Aussage begriinden, wenn er
wuBte, daB es im Theater insgesamt 520
Plitze gibt und in dieser Vorstellung 68
Madchen mehr als Jungen anwesend waren?
Wieviel Jungen und wieviel Madchen nah-
men an der Vorstellung teil, wenn die An-
gabe von Annerose richtig ist?

64853 Ein Parallelogramm ABCD wird
durch seine Diagonalen AC und B_D, die
sich in M schneiden, in vier Teildreiecke
NAABM, ABCM, ACDM und ADAM zer-
legt. Es ist zu beweisen, daB diese vier Teil-
dreiecke untereinander flichengleich sind!
Peter-Michael Anders
u. Detlef Snaga, Bernau, Kl. 7b

64854 Beweise, daB die hintereinander
ausgefithrten Spiegelungen eines Dreiecks
ABC an zwei zueinander parallelen Geraden
(g, Il g;) durch eine Verschiebung des Drei-
ecks ABC um den doppelten Abstand der
Geraden g, und g, dargestellt werden kann.

Volker Zillmann, 801 Dresdcn

W 6 w855 Aus einem Papierstreifen von
4 cm Breite soll ein Trapez mit einem Fli-
cheninhalt von 20 cm? herausgeschnitten wer-
den. Eine der parallelen Grundseiten des
Trapezes soll 7 cm lang werden. Wie lang
muB die zweite parallele Grundseite gewahlt
werden?

Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch,

Der Rolls Royce ist in Wirklichkeit 62 cm Meuselwirz
Stffi Sorg, 5316 Stidzerbadh, Schltwsinger St 128 W3e346
Potydcrnosche Clxraciuu Sdudzortiach, Kiasse 5 5
o 150
n >y
Prodikad - ¥
Losung:
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W 6a856 Von 27 eingesandten Aufgaben
im ,,alpha-Wettbewerb** erhielt der dritte
Teil dieser Aufgaben das Pridikat ,,gut ge-
18st*. Die restlichen Aufgaben teilen sich in

g,,sehr gut geloster Aufgaben und zu

gleichen Teilen in ,,geléste und ,,nicht ge-
loste”* Aufgaben. Wieviel nicht geloste, ge-
1oste, gut geloste bzw. sehr gut geloste Auf-
gaben befanden sich unter den 27 eingesand-
ten Aufgaben? Gernot Forster, Forst! K. 8

*6* 857 Bei cinem 800-m-Lauf starteten
sechs Laufer 4, B, C, D, E und F. Vor dem
Start wurden von drei Personen drei Tips
m, n und p fiir die voraussichtliche Plazie-

rung der Laufer gegeben.
1. 2. 3 4. 5. 6. Platz
m E F C D B A
n B A E F C D
p B F E D C A

Nach Beendigung des Laufes stellte sich
heraus, daB vom Tip m genau drei der sechs
Angaben, vom Tip n keine der Angaben
richtig waren. Auch vom Tip p waren genau
drei der sechs Angaben richtig, jedoch keine
zwei benachbarten der obigen Tabelle. In
welcher Reihenfolge liefen die Laufer durchs
Ziel? Bernd Heymann, Leipzig, Kl. 8

*6* 858 Gesucht sind alle durch 8 und
9 teilbaren natiirlichen Zahlen, die aus vier
aufeinanderfolgenden Ziffern bestehen. (Die
Reihenfolge dieser Ziffern ist beliebig.)
H.-Ulrich Frommer, Neustrelitz, KI. 7

74a85% Ineinem Internat wohnen insgesamt
41 Schiiler, darunter 23 Jungen. Jeder Junge
liest regelmiBig entweder die ,,Junge Welt*
oder die ,,Trommel* zum Stiickpreis von
0,15 M bzw. 0,10 M. Die Jungen miissen
fir jede neu erscheinende Zeitung zusammen
2,70 M zahlen. Jedes der Miadchen liest ent-
weder die Zeitschrift ,,Frosi zum Preise
von 0,70 M oder ,,alpha* zum Preise von
0,50 M. Zusammen miissen die Madchen
0,40 M weniger zahlen als das Vierfache des
Betrages, den die Jungen aufbringen. Wie-
viele dieser vier Zeitungen bzw. Zeitschriften
werden regelmiaBig bezogen?

Steffen Mai, POS Priefinitz, KI. 7

74860 Ein gerades dreiseitiges Prisma ist
ein Korper, der von zwei in parallelen Ebe-
nen liegenden kongruenten Dreieckflachen
(Grund- bzw. Deckfliche) und von Recht-
eckflichen (Seitenflichen) begrenzt wird. Es
sind alle geraden dreiseitigen Prismen zu
bestimmen, deren finf Begrenzungsflichen
jeweils gleichen Umfang haben! Es ist ferner
das Netz eines solchen geraden dreiseitigen
Prismas mit umfangsgleichen Begrenzungs-
flichen zu zeichnen! T.

W 7u861 Ein Lichtspieltheater verfugt
dber insgesamt 507 Sitzplatze. Es werden
folgende Eintrittspreise erhoben:

Parkett: 0,75 M, Sperrsitz: 1,00 M, Loge:
1,25 M. _
Sind alle Platze ausverkauft, so betrigt die
Gesamteinnahme 464,25 M. Die Einnahmen
aus den Sperrsitz- und Logenplitzen ergeben
zusammen 312,00 M. Wieviel Plitze entfallen
auf das Parkett, den Sperrsitz und die Logen?
Ingolf Kunath, Meifien, KI. 10

W 7w 862 Zeichne ein regelmiBiges Sechs-
eck ABCDEF mit der Seite AB=a und ziche
die Diagonalen BD und AE. Wie verhilt
sich der Fliacheninhalt A, des Dreiecks AEF
zum Flicheninhalt 4, des Rechtecks ABDE?

Wolfgang Huschmann, OS Oelsnitz, KI. 7b

*7* 863 Herr Miiller fragt Herrn Schulz,
welche Zahlen er beim Spiel ,,6 aus 49“
getippt habe. Herr Schuiz antwortet: ,,Die
Summe der getippten Zahlen lautet 175.
Die zweite Zahl ist um 5 groBer als die erste,
die finfte um zwei groBer als die vierte. Die
dritte Zahl ist eine Primzahl, die groBer als 20
aber kleiner als 30 ist. Die sechste Zahl ist
dreimal so groB wie die erste. Die Surnme
aus der ersten und zweiten Zahl ist gleich
der vierten Zahl.* Welche Zahlen hat Herr
Schulz getippt?

Uwe Briese, OS Stargard, KI. 6

*7* 864 Zeichne einen Winkel a=88° mit
seinem Scheitelpunkt S und konstruiere die
Halbierungslinie w, dieses Winkels! Be-
schreibe um S einen Kreis &, mit einem (be-
liebigen) Radius r,! Seine Schnittpunkte mit
den Schenkeln des Winkels a seien 4 und
B, sein Schnittpunkt mit w, sei M. Kon-
.struiere nun um M einen Kreis k, mit dem
Radius r2=A_M =BM, und errichte in B
zur Geraden SB die Senkrechte, die den
Kcreis k, in C schneidet! Verbinde schlieBlich
C mit A! Bestimme die GroBe des Winkels
y= <« ACB durch Messung und durch Rech-
nung!

Mathematikfachlehrer W. Unze, Leipzig

84865 Es ist zu entscheiden, ob der Fla--
cheninhalt des in der beigefuigten Abbildung
schwarz gefarbten Trapezes ABCD groBer,
kleiner oder gleich der Summe der Flachen-
inhalte der drei schraffierten Mondsicheln
und des schraffierten Halbkreises ist.

Dabei gilt fiir die Grundseiten des Trapezes
,ﬁi‘?& und fir die Schenkel BC=AD
=CD. Ferner sind die Mondsicheln jeweils
durch den Halbkreis iiber 4B als Durch-
messer und die Halbkreise lber den Seiten
B_C, CD und DA begrenzt, wahrend der
Durchmesser des Halbkreises unterhalb der

Seite AB gleich der Seite CDist. Exst schitzen,

dann rechnen!
Aus der sowjetischen populirwissenschaft-
lichen physikalisch-mathematischen
Zeitschrift ,,Quant”, 1971, Heft 5

84866 Beidem ersten internationalen Test-
flug ‘von Sofia nach Moskau (Entfernung
1900 km) legte das neue sowjetische Uber-
schall-Passagierflugzeug Tu 144 diese Strecke
in nur 1 h 11 min zuriick. Die Maschine er-
reichte die Hochstgeschwindigkeit nach
18 min, flog dann mit dieser Hochstgeschwin-
digkeit weiter und verringerte wieder die
Geschwindigkeit 17 min vor der Landung.

Wie groB war die Hoéchstgeschwindigkeit
(in km/h) der Tu 144 bei diesem Flug, wenn
man annimmt, daB die Geschwindigkeit wih-
rend der ersten 18 min linear bis zur Hochst-
geschwindigkeit zunahm und 17 min vor der
Landung wieder linear abnahm? Wir nehmen
also an, daB die mittlere Geschwindigkeit
wihrend der ersten 18 min und wihrend der
letzten 17 min halb so groB wie die Hochst-
geschwindigkeit war. (Diese Annahme trifft
zwar nur angenihert zu, sie reicht aber aus,
um einen Naherungswert fir die Héchst-
geschwindigkeit zu bestimmen. Dabei ver-
nachlassigen wir auch die Verlingerung des
Flugweges, die durch die Steigung des Flug-
zeuges bis zu einer Hohe von etwa 16000 m
entsteht.) L.

W 8 867 : Jeder der drei Pioniere Sabine,

Elke und Werner spielt mit genau einem der

Sportgerate Ball, Sprungseil und Kreisel

Welches Sportgerat hat Sabine, wenn von

den folgenden drei Aussagen genau eine

wabhr ist?

(1) Sabine hat den Kreisel nicht. .
(2) Werner hat den Ball, und Elke hat das

Sprungseil.
(3) Wenn Werner den Ball hat, so hat Sa-
bine das Sprungseil. T.

W 8 =868 Es sind die GroBen der Winkel
(im GradmaB) aller gleichschenkligen Drei-
ecke anzugeben, die die folgenden Eigen-
schaften haben:

1. Die MaBzahlen der GriéBen der Winkel
(im GradmaB) des Dreiecks sind ganzzahlig.
2. Der Winkel an der Spitze des gleichschenk-
ligen Dreiecks ist n-mal so groBl wie die bei-
den anderen Winkel zusammen, wobei n
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl
ist. Sch.

*8* 869 Ein Radfahrer stellte am Ende einer
Fahrt fest, daB der Kilometerzihler seines
Fahrrades eine zuriickgelegte Entfernung
von 50 km anzeigte. Andererseits wuBte er,
daB sein Kilometerzahler eine zu geringe
Entfernung anzeigte, weil er fiir einen Reifen
von 26 Zoll Durchmesser konstruiert war,
wihrend sein Fahrrad einen Reifen von 28
Zoll Durchmesser hatte. '
Welche Entfernung hat der Radfahrer tat-
sachlich zuriickgelegt?

Schiiler Thomas Wolf, Schleiz
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*8* 870 a) Es seien in der Ebene 5 Punkte
gegeben, von denen keine drei Punkte auf
einer Geraden liegen.

Wieviel verschiedene Dreiecke gibt es, die
jeweils drei der gegebenen 5 Punkte als Eck-
punkte besitzen?

(Dabei gelten jeweils zwei Dreiecke als ver-
schieden, wenn sie sich in mindestens einem
Eckpunkt unterscheiden.)

b) Es seien in der Ebene n Punkte mit n23
gegeben, von denen keine drei Punkte auf
einer Geraden liegen.

Wieviel verschiedene Dreiecke gibt es, die
jeweils drei der gegebenen n Punkte als
Eckpunkte besitzen? T.

94871 Die im Bau befindliche sibirische
Erdél-Fernleitung Aleksandrowskoje-Ansh-
ero-Sudshensk wird eine Lange von 850 km
haben. Bei diesem Bau werden erstmalig
Rohre mit einem auBeren Durchmesser
von 1220 mm verlegt. Die Wandstirke der
Rohre betrigt 15 mm. '

Wieviel Tonnen Stahl werden fiir diese
Fernleitung benotigt, wenn die Dichte des
verwendeten Stahls 7,85 gcm™? betrigt? L.

W 9 =872 Essind alle reellen Zahlen anzu-
geben, fir die die folgende Bedingung erfiillt
ist:

Die Differenz aus der vierten und zweiten
Potenz dieser Zahl ist 72 mal so groB wie die
Summe aus der zweiten Potenz der Zahl
und der Zahl selbst. Sch.

W 9 @873 Ein Quader habe eine Hohe von
12 cm Linge, eine Raumdiagonale von
13 cm Linge und ein Volumen von 144 cm®
Es sind die Lingen der Grundkanten zu
berechnen. G. Schlieper, Berlin

*9* 874 Man beweise, daB fir alle posi-
tiven reellen Zahlen a und b die folgende
Ungleichung erfullt ist:

a(a+l)+%132b+az. m

Welcher Bedingung miissen die reellen Zah-
len a und b geniigen, damit in (1) das Gleich-
heitszeichen gilt?

Ingolf Kunath, EOS Meifen, Klasse 11

*9* 875 Es sei ABC ein Dreieck, dessen
Seite AC durch den Punkt E im Verhiltnis
AE:EC=p:q und dessen Seite BC durch
den Punkt D im Verhiltnis BD:DC=r:s
geteilt ist. Dabei sind p, g, r, s positive reelle
Zahlen.
Es ist das Verhiltnis zu ermitteln, in dem die
Strecke AD durch die Gerade BE geteilt
wird.

Riidiger Nitzmann, stud. math. Trittelwitz

104876 Im Innem eines Kreises mit dem
Radius r mogen 17 verschiedene Punkte
liegen. '

Man beweise, daB es unter diesen 17 Punk-
ten stets zwei Punkte gibt, deren Abstand

Hans-Dietrich Gronau,

kleiner als 2r ist.
3 stud. math. Neustrelitz
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W 10 w877 Es sind alle reellen Lésungen
des Gleichungssystems

x+y+xy=19, n
y+z+yz=11, ¥)]
z4+x+zx=14 3
zu ermitteln. L.
W 10a878 Das Volumen eines Kegel-

stumpfes mit den Grundkreisradien r, und r,,
wobei ry 3r, sei, und der Hohe 4 wird einmal
nach der genauen Formel

V="h(P+rr+r)
3

und einmal nach der Naherungsformel

v="p (+ %) berechnet.
2

Es ist zu entscheiden, ob der Naherungswert
V” groBer oder kleiner als der genaue Wert ¥V
S Herwig Gratias, EOS Sémmerda, KI. 10
*10/12* 879 In einem Spiclwarengeschaft
gibt es vier Sorten bunter Glaskugeln, die
zum Verkauf angebotel} werden. Eine Kugel
von der ersten Sorte wiegt 1g und kostet

4 Pf, der zweiten Sorte 4 g und 9 Pf, der dritten
Sorte 8 g und 12 Pf, der vierten Sorte 10 g
und 18 Pf.
Es sollen alle Moglichkeiten angegeben wer-
den, die bestehen, um fiir 10 M genau 100 Ku-
geln zu kaufen, die zusammen genau 500 g
wiegen. Hans-Dieter Hornschuh,
Mathematiklehrer, Kieintobel,
Kr. Ravensburg (BRD)

*10/12* 880 Man beweise den folgenden
Satz: i

Es sei P P,...P,, ein Tangentenvieleck mit
gerader Eckenzahl (2n2=4), d. h., alle Seiten

- dieses Vielecks sind Tangenten eines Kreises,

und die Berthrungspunkte T, T,,..., T,,
sind samtlich innere Punkte der Seiten P, P,,

P,P,,..., P, ,P,. Ferner mogen diese Seiten
die Langen s,, s,, ..., 5, haben. Dann gilt
stets ’

Sy +Syt . Sy =5t Sa ... 5,

Albrecht Béttcher,
EOS ,.Johannes R. Becher'. Annaberg-
Buchholz, KI. 11

Fiinf Jahre Mathematische
Schiilerzeitschrift alpha —
fiinf Jahre alpha-Wettbewerb

Seit der Griindung der mathematischen Schii-
lerzeitschrift alpha (1967) gingen in der Re-
daktion iber

100000 Lismgen
ein, wurden bearbeitet und jeder Teilnehmer
erhielt eine Antwort.

In diesem Jahre hat (fir den Wettbewerb
1970/71) die Redaktion versandt:
2120 Abzeichen in Silber (dazu Urkunden)
210 Abzeichen in Gold
(fur dreijahrige Mitarbeit)
45 Abzeichen in Gold
(fur vierjahrige Mitarbeit).
Die nachfolgenden drei Graphiken sollen
dem Leser die Erfolge unserer kontinuier-
lichen, systernatischen auBerunterrichtlichen

Beteiligung anfgeschliisselt nach Madchen
und Jungen
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Abzeichen in Gold
fiir dreijibrige Teilnahme
am alpha-Wetthewerb

Klassenstufe 5: Kirsten Helbig, 1321 Schone-
berg (75); Astrid Rosel, 205 Teterow (60; aus
Klasse 4); Guido Gerald Blosfeld, 402 Halle
(29); Detlef Poppe, 57 Miihlhausen (22);
Heidi Wegener, 1157 Berlin; Gabriele Biebl,
754 Calau;

Klassenstufe 6: Biirbel Anders, 75 Cottbus
(43); Claus Scheffler, 88 Zittau (26); Ines
Greiner, 725 Wurzen (21); Ute Wittat, 9507
‘Ebersbrunn; Ullrich Bittner; 22 Greifswald;
Carsten Schmidt, 1901 Dessow; Thomas
Bergunde, 22 Greifswald; Petra Zimmer-
mann, 8036 Dresden; Gerlinde Koch, 6081
Trusetal;

Klassenstufe 7: Reiner Lindemann, 75 Cott-
bus (81); Detlef Snaga, 128 Bemnau (55);
Karl-Heinz Hering, 50 Erfurt (51); Frank
Klowe, 128 Bernau (42); Hans-Peter Tams,
2851 Domsuhl (40); Sibylle Rohrbeck, 2302
Franzburg (39); Michael Schnelle, 754 Calau
(37); Brigitte Hildebrandt, 6316 Stiitzerbach
(31); Birbel Rahnefeld, 901 Karl-Marx-
Stadt (27); Christoph Schmidt, 821 Freital
(26); Andrea Schadlich, 9501 Culitzsch (25);
Lothar Jennig, 2031 Giilzowshof (25); Tho-
mas Rudolph, 92 Freiberg (20); Ute Greiner,
725 Wurzen; Birgit Bartels, 2567 Neubukow;
Joh.-Ebh. Albrecht, 1281 Lobetal; Matthias
Albrecht, 1281 Lobetal; Harald Anders, 8502
Buckau; Sabine Skierlo, 205 Teterow ; Sabine
Mamerow, 202 Altentreptow; Riidiger Blach,
754 Calau; Norbert Ziegler, 6051 Heiders-
bach; Margit Birnbaum, 22 Greifswald; Bar-
bara Wettengel, 992 Oelsnitz; Beate Reiher,
99 Plauen; Eva ClauB, 9501 Culitzsch; Karl-
Heinz Schmidt, 3257 Hecklingen; Burkhard
Graupmann, 128 Bernau; Helga Herchert,
6427 Lichte; Uwe Loser, 6801 GoBwitz;
Christine Rohnert, 8122 Radebeul; Elke
Kantiem, 1195 Berlin; Andreas Méckel, 57
Miihlhausen; Ingo Reidat, 57 Miihlhausen;
Dietmar Marohn, 53 Weimar; Norbert Kun-
ze, 90 Karl-Marx-Stadt; Margit GneuB, 8501
Leppersdorf; Helma Walther, 102 Berlin;
Dietmar Ihll, 9335 Kurort Seiffen; Giinter
Dihne, 46 Wittenberg; Angelika Goebel,
7904 Elsterwerda; Judith Seyfahrt, 53 Wei-
mar, Uwe Lehnert, 2034 Tutow; Ulrich
Ko6nig, 6405 Schalkau; Detlef Walz, 755 Liib-
ben; Jirgen Lutz, 6316 Stiitzerbach; Diet-
mar Braasch, 2601 Karow; Jutta Storch,
6081 Tambach; Detlef Heymel, 6081 Fam-
bach; Brigitte LinB, 6081 Springstille; Chri-

* stine Wilhelm, 6081 Springstille; Armin End-

ter, Frank Jager, beide 6088 Steinbach-H.,
Monika Tschirschke, 755 Liibtheen;

Klassenstufe 8: Gernot Forster, 757 Forst (81);
Andreas Schlosser, 95 Zwickau (79); Thomas
Wolf, 655 Schleiz (54); Wolfgang Kogler,
9529 Wiesenburg (45); Irene Hanske, 8507

Putzkau (41); Stefan Pfeifer, 74 Altenburg
(40); Hans-Ullrich Thme; 8717 Oppach (36);
Andreas Popp, 95 Zwickau (28); Regina Hil-
denbrandt, 6316 Stiitzerbach (27); Joachim
Krautz, 75 Cottbus (25); Christine Feige, 57
Miihlhausen (24); Christian Hofmann, 7404
Meuselwitz (24); Bernd Heurich, 9402 Berns-
bach (24); Uwe Beck, 154 Falkensee (23);
Norbert Liittig, 8501 Lichtenberg (21); Kon-
stanze Zimmer, 8501 Hauswalde (20); An-
gela Petzold, 115 Berlin-Mahlsdorf (20); Uwe
Quasthoff, 7022 Leipzig; Gerald Gebauer,
8501 Frankenthal; Rolf Schubert, 9402 Berns-
bach; Frank Leopold, 8514 Pulsnitz; Andreas
Buder, 8211 Cunersdorf; Astrid Dabel, 2321
Elmenhorst; Jorg Wehage, 1802 Kirchméser;
Gerhard Schramm, 4731 Voigtstedt; Andree
Scheibel, 6051 Heidersbach; Birgit Starke,
703 Leipzig; Jirgen Beator, 1711 Wolters-
dorf, Manuela Quandt, 1162 Berlin; Andreas
Schneider, 8512 GroBrohrsdorf; Eberhard
Scharf, 5701 Lengenfeld; Ingo Richter, 532
Apolda; Clemens Schlechte, 808 Dresden;
Friedegard Ruthenberg, 1291 Blumberg; Irm-
traud Albrecht, 111 Berlin; Petra Steinke,
1291 Blumberg; Bernd Bielig, Regine Katzer,
Gabriele Granck, Heike Jurack, Martina
Hoste, Rainer Schwierz, Carola Wotzsch,
Reiner Wagner alle OS Buckau, 8502 Buckau;
Thomas Briiderle, 6082 Breitungen; Rainer
Maoller, 6081 Mittelstille; Roswitha Peter,
6081 Breitenbach; Christian Endter, Man-
fred Wabe, Andreas Reitzig, alle 6088 Stein-

_bach-H.;

Klassenstufe 9: Hans-Gert Gribe, 50 Erfurt
(56); Ulf Briistel, 7401 Ziegelheim (39);
Bernd Hanke, 8708 GroBschweidnitz (35);
Yvonne Kruber, 835 Stolpen (35); Hanne
Heinold, 15 Potsdam (32); Andreas Stern,
22 Greifswald (29); Peter Ullrich, 8213 Ban-
newitz (28); Reinhard Schuster, 703 Leipzig
(25); Uwe Stitz, 801 Dresden (24); Volker
Boos, 4601 Dabrun (22); Wolfram Ortweiler,
532 Apolda (21); Gerd Hantsche, 8142 Rade-
berg; Hubert Janik, 215 Strasburg; Volker
Lippoldt, 7022 Leipzig; Peter Linhart, 7305
Waldheim; Peter-Michael Schmidt, 65 Gera;
Helmar Bittner, 22 Greifswald; Roland
Damm, 759 Spremberg; Reinhard Kriiger,
2221 Buddenhagen; Angelika Tollgreve, 2731
Wendorf; Jirgen Koch, 5301 Weimar; Wolf-
gang Lehmann, 2723 Warin ; Martin Ermrich,
3703 Elbingerode; Uta PreuBer, 22 Greifs-

wald; Regina Dittrich, 95 Zwickau; Reiner-

Lindner, 9291 Frankenau; Annegret Boden,
8512 GroBrohrsdorf; Christian Engelmann,
9103 Limbach-Oberfrohna; Hans-Jiirgen
Reinsch, 171 Luckenwalde; Walter Tock-
horn, 20 Neubrandenburg; Silvia Boden, 85
Bischofswerda; Uwe Lobus, 801 Dresden;
Elke Wolf, 6081 Fambach; Rita Koch, 6081
Trusetal; Lothar Bombel, 1281 Danewitz;
Anita Paul '(29), 608 Schmalkalden; Gerti
Hafner, 6088 Steinbach-H. ohne Angabe der
Klassenstufe: Peter Recknagel, Rainer Noth-
nagel, Annelie Hafner, Eberhard Eff, Bernd

Schneeschmidt, Gerlind Endter, Barbara
Recknagel, Gerlinde Miiller, Harald Reck-
nagel, alle OS Steinbach-Hallenberg (6088);
Manuela Terne, 795 Bad Liebenwerda; Geor-
gia Dux, 6087 OS Seligenthal;

Klassenstufe 10/12: Albrecht Bottcher, 9314
Neudorf (36); Jorg Vogel, 55 Nordhausen
(31); Michael Hoffmann, 238 Barth (30);
Knut Taeger, 402 Halle (27); Karl-Heinz
Breitmoser, 20 Neubrandenburg (20); Volker
Warstat, 323 Oschersleben (20); Andreas
HeB, 794 Jessen; Winfried Helwig, 3018
Magdeburg; Stefan Ackermann, 725 Wur-
zen; Thomas Schwan, 8019 Dresden; Rolf
Sommer, 993 Adorf; Ralf Hein, 9611 Remse;
Ottmar Langer, 73 Débeln; Klaus Fiedler,
801 Dresden; Carmen Hauptmann, 8245
Glashiitte; Klaus Pohl, 66 Greiz; Wolfgang
Herrmann, 9306 Elterlein; Sabine Dittrich,

9402 Bernsbach; Hans-Jiirgen Weinberger,

222 Wolgast; Marlies Eberlein, 8231 Nieder-
frauendorf’; Bettina Belitz, 6_8 Saalfeld; Karl
Heym, 6202 Bad Liebenstein; Claus Opitz,
36 Halberstadt; Riidiger Niitzmann, 2031
Trittelwitz; Detlef Hantke, 42 Merseburg;
Bernd Ahrens, 301 Magdeburg; Volker
Drenk, 2043 Neukalen; Gerhard E. Zinn,
6051 Marisfeld; Marina Schulz, 89 Gorlitz;
Petra Hoyer, 7027 Leipzig, Ute Reisner,
75 Cottbus.

Abzeichen in Gold
fiir vierjihrige Teilnahme
am alpha-Wettbewerb

Klassenstufe 6: Annegret Kirsten, 422 Leuna
(52); Eckhard Schadow, 14 Oranienburg (28);

Klassenstufe 7: Sabine Anders, 75 Cottbus
(81); Kerstin Bachmann, 402 Halle (54);
Wolfgang Richter, 83 Pirna (44); Joh.-Chr.
Albrecht, 1281 Lobetal (24);

Klassenstufe 8: Bernd Mathiszik, 50 Erfurt
(64); Ralf Lehmann, 1273 Petershagen (58);
Christoph Scheurer, 9611 Glauchau-G. (30);
Bettina Zabel, 57 Miihlhausen (29); Lutz
Puffeld, 1422 Hennigsdorf (25); Gisela Koh-
ler, 926 Hainichen (24); Uwe Lewandowski,
705 Leipzig (23); Hans-Jiirgen Forster, 1532
Kleinmachnow (20); Karin Fischer, 8036
Dresden; Elke Schneider, 50 Erfurt; Hans-
Georg Meyer, 50 Erfurt; Hans-Jochen Rod-
ner, 3014 Magdeburg; Edda Giinther, 6506
Ronneburg; Bernd Heymann, 7027 Leipzig;

Klassenstufe 9: Ehrenfried Zchesch, 86 Baut-

-zen (48); Herwig Gratias, 523 Sommerda
¢38); Angela Rohrbeck, 2302 Franzburg (31);

Claus-Detlev Bauermeister, 8019 Dresden;
Andreas Meyer, 50 Erfurt; Andreas Eichner,
9271 Falken; Renate Koéhler, 66 Greiz-Poh-
litz; Monika Seiler, 53 Weimar;

Klassenstufe 10/12: siche Seite 24.

Die im Druck hervorgehobenen Schiiler er-
hielten Buchprimien.
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In freien Stunden HIII'IH heiter

aus: Wochenpost 2/71 (R. Schwalme)

Gute Ratschlige

Man sollte dem h....en, der mit seiner J... eine
Lan....sem....!
Wer sich beim Ernte:...atz verspitet, sollte sich

....ge im Waldre. ... abschneiden, um ....am zu
ibern....en!
Einem W... .... achmann sollte man nie erzihlen,

dieser Vogel sei ein Vi....rafB}!

In die leeren Felder sind Zahlwdrter einzusetzen,
damit die Ratschldge, wenn iiberhaupt, einen Sinn
bekommen.

Oberlehrer H. Pitzold, Volkshochschule Waren/ Miiritz

Hier funktioniert alles!

Gegeben sind die acht Winkelfunktionen, die auf den
beiden Zeichnungen dargestellt sind.

a) Stelle die Funktionsgleichungen fiir alle acht
Funktionen auf!

Bild 1

18

b) Schreibe jede der Funktionsgleichungen von a)
als Sinusfunktionen, wobei fiir y=a - sin (x+c¢) gelte
a>0

|y Bild 2

1 3

2 20
7 X
4

)

Wolfgang Riedel, Spezialklasse Math. der TH Karl-Marx-Stad!

Mehr als ein Problem!

Johannes Lehmann
Lejpzig
Lochmannsir. 4

Welchen Beruf iibt dieser Herr aus?
Oberlehrer H. Pitzold, Volkshochschule Waren/ Miiritz

Der Mathematiker und der Lowe

Frage: Wie fingt ein Mathematiker einen Léwen?
Antwort : Zuerst definiert er, was es heiBt einen Léwen
gefangen zu haben. Definition: Wenn der Lowe durch
ein Gitter von mir getrennt ist!

Dann setzt sich der Mathematiker einfach in einen
Kifig und hat laut Definition den Lowen gefangen.

aus: Churgin ,,Formeln und was dann?*

Geschickt aufgebaut
F. Kuritz (Wochenpost 11{71)




Der Buchstabe Ypsilon

Die Fliache des abgebildeten Buchstaben Y ist geeig-

net, in Teilflichen zerlegt zu werden. Diese Teilflichen

sind zu einem Rechteck zusammenzulegen!
Mathematikfachlehrer W. Triger, Schlofberg-OS Débein

\

1307

Formel

Wir fanden uns

iiber mathematische Formeln gebeugt,
mit zerwiihlten Haaren,
angeknabbertem Bleistift.

Es war nicht die Zeit
Zu tanzen,

kein Kerzenlicht

spann Schatten um uns.

Wir fanden uns
iber mathematische Formeln gebeugt
und begannen uns zu lieben.

Petra Heinrich, Teilnehmerin des 1. Zentralen
Poetenseminars der FDJ, Schwerin, August 1971

Silbenriitsel

Aus den Silben
al-chen-dert-eck-ei-ein-er-ex-ge-ge-grund-hen-ho-hun
li-men-mon-ne-nent-ner-neun-new - o - on - pe-po-ra-
re-satz-tern-ti-ton-wei-wert-zwei

sollen Worter der folgenden Bedeutung gebildet wer-
den:

1. franzdsischer Mathematiker (1746 bis 1818), 2.
6-17, 3. englischer Mathematiker und Physiker, Mit-
begriinder der Differentialrechnung (1643 bis 1727),
4. in der Prozentrechnung benutzte GroBe, 5. Menge,
die aus genau einem Element besteht, 6. ein spezielles
Vieleck, 7. Zeichengerit, 8. Teil einer Potenz, 9. Name
eines Lehrsatzes iiber das rechtwinklige Dreieck,
10. Oberbegriff zu Addition und Division, 11. Multi-
plizieren des Zihlers und des Nenners eines Bruches
mit der gleichen Zahl.

Die ersten Buchstaben ergeben, von oben nach unten
gelesen, den Namen eines wichtigen Teilgebietes der
Mathematik, die vorletzten Buchstaben, in entspre-
chender Reihenfolge, den Namen seines Begriinders.

Oberstudienrat K.-H. Lehmann, V. L. d. V., Berlin

Magisches Quadrat

Der richtige Umgang mit | waag. ist in der Schule
sehr wichtig

4 waag. ist ein altes engl. Lingenmal

5 waag. ist die lat. Bezeichnung fiir Flache

7 waag. ist ein Begriff aus einem jungen Teilgebiet der
Mathematik, das von einem Hallenser Mathematiker
begriindet wurde

1 senkr. ist ein wichtiger Begriff der Mathematik,
wird mit lim abgekiirzt

3 senkr. ist die Vermessungskunde

Die Stereometrie beschiftigt sich mit 6 senkr.

In die mittleren 4 Felder sind die Zahlen | bis 9 so
einzusetzen, daB die Summen der Spalten und Zeilen

stets 15 ergeben.
Mathematikfachlehrer W. Weber, EOS Schkeuditz bei Leipzig

,,Marsch in die Ecke! In meiner Stunde gibt es keine
Vorsagerei.**

aus: DLZ 4/71 (G. Sprengel, Dessau)
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Kryptarithmetik

In den folgenden beiden Aufgaben sind je-
weils die Sternchen durch eine der Grund-
ziffern 0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 zu ersetzen,
so daB eine richtig geldste Multiplikations-
aufgabe entsteht. Dabei darf die Ziffer 0
nicht am Anfang einer der Zahlen stehen.

a) **4-*8* b) **4-%8*
“*8 ##ts
5#.2 5%+
g sesg
= l ‘4#. .8#4‘#
Lésung:

a) Inder Multiplikationsaufgabe (siche oben)

bezeichnen wir den ersten Faktor mit x,

den zweiten Faktor mit y und das Produkt

in der 5. Zeile mit z.

Dann folgt aus der 3. Zeile
5002<8x<5992,

6253_5_ x< 749
Da aber x auf 4 endet, erhalten wir

634< x< 4. )
Da an der letzten Stelle in der 2. und 4. Zeile
die Ziffer 8 steht und da x auf 4 endet, kon-
nen dic erste und die letzte Ziffer von y
nur die Ziffem 2 oder 7 sein. Daher ist y
gleich 282, 287, 782 oder 787.
Wir stellen noch fest, daB die zweite Ziffer
in der 2. Zeile nur gleich 4, 5 oder 6 sein kann,
da sonst in der 5. Zeile an der zweiten Stelle
nicht die Ziffer 1 stehen kénnte. Jetzt unter-
suchen wir die einzelnen Fille.

1. y=282
Dann ist wegen (1)
1268 <2x<1488, 2

also steht in der 5. Zeile an der ersten Stelle

die Ziffer 2. Daher ist z mindestens gleich

210408, und wir erhalten die Ungleichung
z 210408

X x

1.1
Nun ist aber x<744, also —=-—; daraus
! X744

folgt
210408 _ o, 600
744 744
im Widerspruch zu y=282, so daB dieser

Fall ausscheidet.

yz

20

2. y=287

Wie oben erhalten wir dann z=210408 und
52210408_733 ﬂ
y 287 287

Wegen (1) kann daher x nur gleich 734 oder
744 sein. Wir erhalten fiir z=xy

210658 oder 213 528.

In beiden Fillen steht an der 4. Stelle von z
nicht die Ziffer 4. Daher scheidet auch dieser
Fall aus.

3. y=782
Wegen (1) gilt 4438<7x<5208.
Da an der 2. Stelle von 7x nur die Ziffern
4, 5 oder 6 stehen konnen, folgt
4438 <7x <4698,

also 63< x< 6711
7

x kann also nur gleich 634, 644, 654 oder
664 sein.
Wir erhalten fiir z=xy
495788, 503608, 511428 oder 519248.
Nur fiir z=511428 und x=654 ist die Be-
dingung erfiillt, daB an der 4. Stelle von z
die Ziffer 4 steht. Wir erhalten daher die
Losung:
654-782
4578
5232
1308
511428
4. y=787
Wie oben kann x nur eine der Zahlen 634,
644, 654, 664 sein.
Wir erhalten fiir z
498958, 506828, 514698 oder 522568.
Da hier in keinem Falle an der 4. Stelle von
z die Ziffer 4 steht, erhalten wir keine weitere
Losung. Die gestellte Aufgabe hat also nur
die unter Ziffer 3 angegebene Losung.
J. Lehmann/R. Liiders

(Die Losung zu Aufgabe b) veréffentlichen
wir in Heft 2/72, Red. alpha.)

Geometrisches Kreuzwortritsel

Die entsprechend den Bedingungen be-
stimmte Zahl schreibt so (horizontal oder
vertikal), daB jedes Kastchen eine Ziffer be-
kommt (Diese Ziffer kann keine Null sein,
die links einer Zahl steht), Das Komma in
einem Zehnerbruch wird weggelassen. Wenn
die Zahl ein Annidherungswert ist, so wird
wie gewohnlich auf — oder abgerundet,
und zwar so, daB genausoviel Ziffern wie
freie Kastchen zur Verfiigung stehen.

«I"eoMeTpHYeCKHH» KPOCCBROPI

Omnpenenus No yCAOBHIO YHCIIO, HYXHO 3a-
nucaTth ero (TOpPH3OHTajlbHO WM BEPTH-
KaJIbHO) TaK, YTOOBI B Kaxo# KieTke Opina
onHa uMdpa (3TOM HUPpOR HE MOXKET OBITHL
HYJIb, 3aTIMCAHHBIN CIEBA OT uHCNa). JanATyro
B JecATH4HO#l apobu mnpomyckatoT. Ecan
YHCNIO NPHOGINKEHHOE, €0 OKPYIJIsHOT MO

0OLIYHBIM NPaBHIIAM, OCTaBHB CTOJILKO LU bp,

CKOJIBKO BBLIENEHO KJIETOK UM 3aIIHCH YHCNIA.

ITo ropu3oHTaNN

3. OTHoweHNe NJIOWALHA KPYTa K KBaApaTy
panuyca.

5. ObveM mNpAMOYTOJBLHOTO Mapajesne-
nunena, y KOTOporo MOoWaaM Tpex
rpaHedi COOTBETCTBEHHO paBHbI 24, 28
n 42,

6. [Mnomaxas mapajutenorpamMma, y Koto-
poro Mexny cTopoHamH 17 26 3axio-
4eH yroJ B 30°.

8. HauMeHbnas M3 MeIuaH NpAMOYroJib-
HOT'O TPEYrOIbHHKA, Yy KOTOPOTO KaTETkI
paBHBbI 10 1 24,

9. BenuuMHa BHELIHErO YIJIa NPaBHILHOTO
60-yronbHuKa B MHHYTax.

11. INnomaae Tpameuuw, y KOTOPO# OCHO-
BaHMA paBHbI 5 U 19, a yrib npu MeHs-
1IeM OCHOBaHuM mo 135°.

12. Pagnyc OKpyXHOCTH, OTHCaHHO#M OKOJIO
MPAMOYTOJILHOTO TPEYTOJILHHKA C KaTe-
Ttamu 100 u 150.

13. Tlepumerp pomba, iuaroHaau KOTOpOro
paBHbI 24 1 32,

14. KonuyecTso mapanienorpaMMoB, KOTO-
pbie 06pa3yloTcs B pe3yJibTaTe Iiepe-
CEYCHMs YEThIpeX NapauIeNbHBIX INPA-
MBIX TpeMA NapaJUle/IbHbIMH CEKYLIMMH.

15. IInomane npsAMOYrojibHHKa, y KOTO-
poro nepuMeTp paBeH 84, a mumHa 601b-
1€ LIMPUHLI Ha 4.

17. Yucno pumaroHaiedl BhyKJIOro
YTOoJIbHHKA.

18. IInowans pomba, y koToporo nepu-
meTp 144, a yrona paseH 150°.

20. O61em kyba, y xoToporo o6beM B Ky6.
M M IJIOLIa b ITOBEPXHOCTH B KB. M BBIpa-
HAOTCA OJHHM 4HCIIOM.

22. CymMa yrnos TPEeyrojbHHKa B MHHYTaX.

]
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ITo BepTHxanu:

1. PaccToaHue Mexay NByMs KOHLEHTPH-
YeCKUMH OKPYXHOCTAMH, IUTHHB!I KOTO-
pbiX oTan4aoTcR Ha 20.

2. IlepnMeTp NpPaBHJIBHOTO LIECTHYIOJib-
HHMKa, BIIMCAHHOTO B OKPYXHOCTh pa-
avyca 520.

3. IInowans paBHOGENPEHHOro NpPAMOY-
TOJILHOTO TPEYroJibHMKA, Y KOTOpOro
rHNoTeHy3a papHa 2.

(Die Fortsetzung und den deutschen Text
zu diesem aus der sowjetischen Schiilerzeit-
schrift Quandt (5/70) entnommenen Ritsel
findet der Leser auf Seite 24).
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| Losungen

Lisungen der Aufgaben Beitrag
wAlbrecht Diirer (alpha 4/71 S. 80)

1 In der Figur 1 sind die schraflierten Drei-
ecke dhnlich und dhnlich gelegen. Ein Drei-
eck l4Bt sich in das andere durch zentrische
Streckung oder Stauchung mit O als Zentrum
iiberfiihren.” Fiir die Katheten der Dreiecke
gelten daher die folgenden Proportionen:

a4

a __4a __a _ _
a,—a, a3—a, a,—a, as—d, g

Bild 1

[

Nach Anwendung der Sitze iiber korrespon-
dierende Addition und Subtraktion in Pro-
portionen erhilt man:

9 _a2_0G3_0G4_

a, a; a, as
Damit ist gezeigt, daB die Folge der Seiten
der dargestellten Quadrate eine geometrische
Folge bildet

2 Bezeichnet man mit r den Radius des
Kreises in der Aufgabenstellung, so ist die
Linge d einer Diagonalen des zugeordneten

Quadrates gleich %r. Daraus folgt fir die

‘Linge der Quadratseite s=5A4Q r. Somit

ist der Inhalt des Quadrates

Bild 2

Da fiir den Kreisinhalt A,==nr® gilt, wird
mittels der vorgelegten Konstruktion die
transzendente Zahl n durch den Bruch

25 .
N approximiert. -

3 Bild 2 zeigt durch die den Geraden bei-
gefiigten Zahlen, in welcher Reihenfolge kon-
struktiv vorzugehen ist, um das zentral-
perspektive Bild des Schachbrettes schritt-
weise zu vervollstindigen. Zentralperspek-
tives Bild des Schachfeldes in Figur 3.

Bild 3

W 10/12 @ 753 Zunichst liegt es nahe, das
Volumen der beiden Pyramiden so zu be-
rechnen, daB man den Flicheninhalt der
Grundfliche BED der Pyramide ABED ermit-
telt sowie die Linge der zugehorigen Hohe.
Diese Rechnung ist aber sehr umstindlich.
Man kommt auf die folgende Weise schneller
zum Ziel:

Man wihlt als Grundfliche der Pyramide
ABED das rechtwinklige Dreieck ABD, des-

2
sen Fliacheninhalt % betrigt; dann ist die

Linge der zugehdrigen Hshe AE=a. Das
Volumen dieser Pyramide betrdgt daher

Ebenso groB ist auch das Volumen der Pyra-
mide GCFH. Man erhilt daher das gesuchte
Volumen des Restkérpers, da das Volumen
des Wiirfels a® betrigt,

/ N M\ S
/ [ \ \
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*10/12*754 Fiir alle reellen x gilt
fMg[h()]1=S[g (x+ 1]
=f[3&x+1)-5]=(3x-2)
=(3x—2)24+3x—2+1
=9x2—9x+3 und 6)
f@2x)=4x>+2x+1. Y)

Wegen (6) und (7) ist daher die Gleichung (4)

fiir eine reelle Zahl x genau dann erfiillt, wenn
9x2— 9x+3=4x2+2x+1,
5x2—11x+2=0,

1. .2
2 £=0.
x ——5 x+5— .

®

Diese quadratische Gleichung hat genau zwei

reelle Losungen, nimlich x, =2 und xz=é,

d. h. die Gleichung (4) ist nur dann erfiillt,
1

wenn x, =2, x2=§.

Andererseits gilt wegen x, =2

h(x)=3, g[h(x)]=g(3)=4

und wegen x, =é

6 6 7
h (X2)='§, g[h (xz)] =g (g)= _g
Daraus (olgt

{gLhtx,)]+hlx,)+x, ] [g[ACx2)] +h(x2)+ x,]
=(4+3+2)<—§+§+§)=9-o=o,

womit die Behauptung bewiesen ist.

*10/12*755 1. Da es 10 Moglichkeiten fiir
die Wahl des Koeffizienten a und jeweils je
10 Méglichkeiten fiir die Wahl von b, c und 4
gibt, existieren insgesamt
10* = 10000 verschiedene Gleichungssysteme
der obigen Art.
2. Ist nun (x, y) eine Losung des Gleichungs-
systems (1), (2), so gilt

ax+b=cx+d, also

x(a—c)=d—b. (3
Fall a): Es sei a—c#0; dann hat das Glei-
chungssystem genau eine Losung, ndmlich
x=ﬂ und y=a1——b+b=—ad—bc.

a—c a—c a-c

In diesem Fall haben wir fiir die Wahl von a
genau 10 Maéglichkeiten. Dann haben wir
aber fiir die Wahl von ¢ wegen c#a nur noch
9 Maoglichkeiten. Ferner konnen wir noch
b und d beliebig wihlen (je 10 Moglich-
keiten.)
Wir erhalten also insgesamt 10-9-10-10
=9000 verschiedene Gleichungssysteme, die
genau eine reelle Losung haben.
Fall b): Es sei a—c=0 und d—b+0, also
a=c und b#$d. Dann hat die Gleichung (3)
und damit auch das gegebene Gleichungs-
system keine reelle Losung.
In diesem Fall haben wir fiir die Wahl von a
genau 10 Moglichkeiten; dann ist ¢ eindeutig
bestimmt. Fiir die Wahl von b haben wir dann
noch 10 Méglichkeiten und wegen d+b
nur noch 9 Méglichkeiten fiir die Wahl von d.
Wir erhalten also insgesamt 10-1-10-9
=900 verschiedene Gleichungssysteme, die
keine Losung haben.
Fall ¢): Es sei a—c=0 und d—b=0, also
a=c und b=d Dann hat die Gleichung (3)
und damit auch das gegebene Gleichungs-
system unendlich viele reelle Losungen; das
Gleichungssystem ist ndmlich fiir alle reellen
x und alle y mit y=ax+b erfiillt
In diesem Fall haben wir fiir die Wahl von a
genau 10 Moglichkeiten; dann ist ¢ eindeutig
bestimmt. Weiter haben wir fir die Wahl
von b noch 10 Maglichkeiten; dann ist auch 4
eindeutig bestimmmt.
Wir erhalten also insgesamt 10-10=100
verschiedene Gleichungssysteme, die unend-
lich viele Losungen haben
Zusammenfassung: Die Anzahl der Glei-
chungssysteme der obigen Art mit
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a) genau einer reellen Losung betriigt also
9000, d. s. 90,

b) keiner reellen Losung betrigt 900,d.s. 9%,

¢) unendlich vielen reellen Losungen betrigf
100, d.s. 1%,.

Wir erkennen, daB die Gleichungssysteme

mit genau eciner Losung weitaus hiufiger

vorkommen (90°/, der Fille) als die Glei-

chungssysteme mit keiner oder unendlich

vielen Losungen.

*10/12*756 Da in der angefiihrten Glei-
chung die Winkel «, 2a und 3a vorkommen
und da 0°<a<30° gilt, liegt es nahe, das
Additionstheorem fiir dic Tangenslunktion
anzuwenden, das wir in dem Tafelwerk,
7.—12 Klasse, aul' S. 61, Zeile 5 v. u. finden.

Es gilt nidmlich fir alle Winkel a mit
0°<a<30°

tan Ja=tan Qa +o)=—202attana

1—tan2ea-tana

Dabei ist der Nenner auf der rechten Seite
dieser Gleichung fir alle Winkel mit
0°£a<30° von Null verschieden; denn es

gilt fiir diese Winkel tana <% \/—3_,

tan 2a<\/§, also tan 2« - tana < 1.

Wir kénnen daher aufl beiden Seiten der Glei-
chung (1) mit 1 —tan 2« - tana multiplizieren
und erhalten tan3a—tan3e«-tan2a-tana
=tan2a+tana. Daraus folgt

tana-tan 2a-tan Ja=tan 3a—tan 2a—tana,
womit die Behauptung bewiesen ist.

*10/12*757 Wir untersuchen dic folgenden
n+1 natiirtichen Zahlen:

a, = 2
a, = 22,
a, =222,

4y, ,=222..2
——

n+ 1 Grundziffern

Diese n+1 natiirlichen Zahlen kénnen bei
der Division durch n nur die Reste 0, 1, 2, ...,
n—1 lassen. Es sind also hochstens n ver-
schiedene Reste moglich. Daher gibt es unter
diesen n+1 verschiedenen Zahlen minde-
stens zwei Zahlen, die den gleichen Rest bei
der Division durch n lassen. Die Differenz
dieser beiden Zahlen ist daher durch n teilbar
und hat die Form

z=222...2000...0,
womit die aufgestellte Behauptung bewiesen
ist.
Bemerkung: Zum Beweis haben wir ein inter-
essantes mathematisches Prinzip angewandt,
nimlich das sog ,Schublachprinzip von
Dirichlet* (benannt nach dem deutschen
Mathematiker Peter Gustav Lejeune-Dirichlet,
1805 bis 1859): Wenn man n+ 1 Gegenstinde
aul n Schubficher verteilt, so befinden sich
mindestens zwei dieser Gegenstinde in einem
Schubfach. Wenn also n+ 1 natiirliche Zahlen
bei der Division durch n hochstens n ver-
schiedene Reste lassen, so gibt es mindestens
zwei dieser Zahlen, die den gleichen Rest bei
der Division durch n lassen.
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Losungen zu: Mathematische Kurzweil
aus der VR Bulgarien (Heft 6/71):

Klassentreffen

Angenommen, es waren n Personen anwe-
send; jede dieser n Personen iiberreichte an
(n—1) Personen je ein Foto. Es wurden ins-
gesamt n(n—1) Fotos ausgetauscht; daher
gilt n(n—1)=552, wobei n eine natiirliche
Zahl ist.

Wegen n?>552, also n=24 und wegen
(n—1)2<552, also n—1<23 und damit
n=<24 gilt n=24. Es waren 24 Personen
anwesend.

Probe: 24-23=552.

Tischrunde

Da keiner der beiden Briider Peter heilt,
lauten ihre Vornamen Walter und Bernd
Herr Stein heiBt dann entweder Waiter oder
Peter. Da Herr Ismer aber Wein, Peter hin-
gegen Bier trank, muB Herr Stein mit Vor-
namen Peter und Herr Ismer folglich Walter
heiBen. Da Peter Stein Bier, Walter Ismer
Wein und Bernd Neumann Kalffee trank,
hat Walter Neumann Tee getrunken.

Auf einer Bank

Es seien A, B, C und D die vier Bankplitze
in dieser Reihenfolge. Da Wilma und Ingo
nicht am Rande der Bank saBen, konnten sie
zwei unterschiedliche Sitzordnungen gehabt
haben.

1. Fall: Wilma saB auf Platz B, Ingo aul
Platz C. Da rechts von Ingo das Kind mit dem
Familiennamen Starke saB und dies der
Familienname eines der beiden Midchen ist,
miiBte Lena Starke auf Platz D gesessen
haben. Folglich trigt Wilma den Familien-
namen Weifl. Peter hat in diesem Fall auf
Platz A gesessen. Da aber die Schiiler mit
dem Familiennamen Sander und WeiB nicht
nebeneinander saBen, kann weder Peter noch
Ingo den Familiennamen Sander haben. Das
steht im Widerspruch zum Aufgabentext.
Folglich scheidet dieser Fall aus.

2. Fall: Wilma saB auf Platz C, Ingo auf
Platz B. Dann hat Wilma den Familiennamen
Starke, da sie rechts von Ingo sitzt. Da die
Maidchen nicht nebeneinander saBen, nahm
Lena WeiB Platz A ein. Da die Kinder mit
den Familiennamen Sander und WeiB nicht
nebeneinander saBen, nahm Peter Sander

Platz D ein.

Platz A Platz B Platz C Platz D
Lena Ingo Wilma Peter
WeilB Haull Starke Sander
Wettlauf der Igel

Die Geschwindigkeit des zweiten Igels sei
x?. Zum Zuriicklegen von 100 cm Weg-
linge aul dem Riicken der ersten Schildkrote
benétigt der Igel die Zeit %0 s. In dieser Zeit

legt die erste Schildkrte den Weg von

—cm zuriick, und zwar in der Gegen-
x

richtung zum Igel.
Zum Zuriicklegen von 50 cm Weglinge aufl
dem Riicken der zweiten Schildkrote be-

notigt der Igel dic Zeit s, In dieser Zeit
X
legt die zweite Schildkrote den Weg von

% cm zuriick, und zwar in der Laufrichtung
x

des Igels. Aus 200 cm — 600 cm = 300 cm
X X pe

folgt, daB der zweite Igel 300 cm Weglange
x

einspart. Der Igel, der keine Hindernisse zu
iiberwinden hatte, lief demnach schneller.

Lésungen zu: AufgepaBt — nachgedacht —
mitgemacht (Heft 6/71)

Ala Udo behilt 1 Pf, 2 Pf, 3 Pf oder 4 Pf
iibrig. Aus 1-2-2-2=8,2-2-2-2=16,
3-2-2-2=24 und 4-2-2-2=32 folgt, daB
Udo 8 Pf oder 16 Pf oder 24 Pf oder 32 Pl
bei sich gehabt haben konnte.

A2a Anpgenommen, Klaus erhalte wo-
chentlich n Mark Taschengeld; dann spart er

in jeder Woche %n Mark. Nach acht Wochen

hat er 4n Mark gespart. Folglich gilt
11<4-n<17. Nur n=3 oder n=4 geniigen
dieser Ungleichung. Klaus erhilt entweder
3 M oder 4 M Taschengeld.

A3a Die Aussage , Klaus ist nicht so groB
wie Bernd“ 14Bt sich durch die Aussage
Klaus ist kleiner als Bernd“ ersetzen. Da
Bernd kleiner als Uwe ist, gilt folgende Bezie-
hung: Klaus ist der Kleinste, ihm folgen mit
zunehmender GroBe zunichst Bernd, danach
Uwe.

Die Aussage ,,Uwe ist groBer als Klaus* wird
nicht benétigt.

A44a Wir fertigen folgende Tabelle an:

n 4-n 4-n—2
1 4 2
2 8 6
3 12 10
4 16 14

Nur n=13 geniigt der Ungleichung.

A5A Aus 3:3=9<I11 und 3-4=12>11
folgt, daB die erste Ungleichung fiir x=4, 5, 6,
7, ... erfiillt wird.

Aus 7-6=42>40 und 7-5=35<40 folgt,
daB die zweite Ungleichung fir x=35,4, 3.2,
1, 0 erfiillt wird.

Beide Ungleichungen werden demnach nur
durch die Zahlen 4 oder $ erfiillt.

A6A Nach Peters Aussage 1d8t sich fol-
gende Tabelle aulstellen:

Anzahl der

Briider Schwestern Jungen Midchen
1 i 2 1

2 2 3 2

3 3 4 3

4 4 5 4



Nach Marions Aussage ldBt sich folgende
Tabelle aufstellen: Anzahl der

Briilder  Schwestern Jungen  Midchen
2 1 2 2
4 2 4 3
6 3 6 4
8 4 8 5

Durch Vergleich beider Tabellen stellen wir
fest, daB zur Familie vier Jungen und drei
Maidchen gehoren.

ATA Anzahl der

griinen gelben roten blauven insges.
Buntstifte

1 2 2 5 10

1 3 3 4 11>10
1 2 2 9 14

1 3 3 7 14

1 4 4 5 14

2 3 3 6 14

2 4 4 5 15>14
A84A Es seien a, und a, die Seitenlingen

der Quadrate und 4, und A4, die zugehorigen
Flicheninhalte; dann 4Bt sich folgende Ta-
belle aufstellen:

a, a, A, A, A,—A,
t 2 1 4 3
2 3 4 9 5
3 4 9 16 7
4 5 16 25 9
5 6 25 36 11

Der Tabelle ist zu entnehmen, daB das klei-
nere Quadrat eine Seitenldnge von 4 cm, das
groBere von 5 cm besitzt.

54775 Fiir die Variablen q, b, ¢, ..., i, j
diirfen nur die Zahlen 1, 2, 3, ..., 9, 10 einge-
setzt werden; aus e+e=f und f+f=g und
g+g=j folgt deshalb e=1 und damit
f=2,g=4 und j=8 Denn fiir ex2 wird
j216, was den Bedingungen der Aufgabe
widerspricht.

Aus (3) folgt 1 +2=a, also a=3.

Aus (1) lolgt 3+3=b, also b=6.

Nur die Zahlen 5, 7, 9 und 10 sind noch nicht
vergeben.

Aus (7) folgt h=5 und damit ¢=10. Denn
fir h>5 wird ¢>10, was den Bedingungen
widerspricht,

Aus (4) folgt 4+ 5=d, also d=9.

Aus (5) folgt i—2=5, also i=7.

Wir iiberzeugen uns noch davon, daB unter
diesen Voraussetzungen auch die Gleichung
(2) erfiillt ist; denn es gilt 10—9=1. Fiir
a=3, b=6, ¢c=10, ..., j=8 sind also alle
gegebenen Gleichungen erfiillt.

W 5m776 Aus b)lolgt: Adelheid und Sonja
wohnen nicht in Gérlitz Aus c) folgt: Carola
und Renate wohnen nicht in Gérlitz. Folg-
lich ist Gorlitz der Wohnort von Helga.
Aus a) folgt: Carola wohnt weder in Jena
noch in Merseburg.

Aus d) folgt: Carola wohnt nicht in Berlin.
Folglich wohnt Carola in Rostock, da Gor-
litz der Wohnort von Helga ist.

Aus a) folgt: Sonja wohnt weder in Jena noch
in Merseburg. Da Sonja auch nicht in Gorlitz
(Helga) oder Rostock (Carola) wohnen kann,
ist ihr Heimatort Berlin.

Aus e) folgt: Adelheid wohnt nicht in Merse-
burg. Folglich wohnt Adelheid in Jena und
Renate in Merseburg,.

W 5e777 Wegen 1000 : 50=20e¢nthilt jede
Tiite 20 Bonbon.

Aus 80 :20=4 folgt, daB ein Bonbon 4 Pf
kostet.

Aus 500 : 4=125 [olgt, daB auf 1 kg genau
125 Bonbon kommen.

Aus 1000 : 125=8 folgt, daB ein Bonbon 8 g
wiegt.

*5%778 Auf Grund der vorgegebenen Quer-
summen konnte der erste Summand 514 oder
523 oder 532 oder 541 und der zweite Sum-
mand 122 oder 221 sein. Nun sind folgende
Kombinationen méglich:

a) 514 b) 523 ¢ 532 d) 541
+122 +122 +122 +122
+ #6* + .6‘ + 161 + t6i
1000 1000 1000 1000

e) 514 ) 523 g 532 h) 541
+221 +221 +221 +221
+%6* 146 +%6* +%6*
1000 1000 1000 1000

Da die Addition der Einer in jeder Aufgabe
gleich 10 ist, muB in jedem Fall ein Zehner
iibertragen werden. In den Aulgaben b), c),
d), f), g), h) ist die Summe der Zehner dann
aber stets groBer als 100 und kleiner als 200,
was der Voraussetzung widerspricht.

Es gibt demnach genau zwei L6sungen:

a) 514 ¢ 514
+122 +221
+364 + 265

1000 1000

*S*779 a) Vorrundenspiele

In jeder der sechs Gruppen sind §£—5=15

Spiele auszutragen. Insgesamt sind also 6 - 15
=90 Spiele durchzufihren. Dafir stehen
sechs Tischtennisplatten zur Verfiigung; an
jeder Platte werden demnach 90:6=15
Spiele ausgetragen. Dazu wird eine Zeit von
15-15 Minuten, also 225 Minuten bendtigt
Es schlieBt sich eine Pause von 60 Minuten an.
b) Zwischenrundenspiele

In jeder der zwei Gruppen sind 6;25=15

Spiele auszutragen. Insgesamt sind also 2 - 15
=30 Spiele durchzufihren. An jeder der
sechs Platten werden demnach 30:6=35
Spiele ausgetragen. Die Spielzeit betrigt
also 515 Minuten =75 Minuten. Es schlieBt
sich eine Pause von 15 Minuten an.

c) Endrundenspiele

Da genau vier Spieler in die Endrunde kom-
men, kann nur an zwei Platten gespielt wer-

den. Es sind %=6 Spiele, an jeder der

beiden Platten also drei Spiele auszutragen,
woliir voraussichtlich 45 Minuten bendtigt
werden. )

Aus 225460+ 75+ 15445 Minuten =420 Mi-
nuten=7 Stunden [olgt, daB die Sporthalle
von 8.30 Uhr bis 15.30 Uhr besetzt sein wird.
64780 Von jedem der n Eckpunkte eines
n-Ecks lassen sich n—3 Diagonalen ziehen,
das sind n(n—3) Diagonalen. Dabei wurde
jede Diagonale doppelt gezihlt. Ein n-Eck

besitzt demnach %n(n—3) Diagonalen. Nun

soll gélten 2n =% n(n—3). Durch Umformung

erhalten wir
4n=n(n-13),
4=n-3,
n=17.
Ein konvexes Siebeneck besitzt genau 14 Dia-
gonalen.

W6e781 Da die Dreiecke AADE und
ADBC in zwei Winkeln (¥ EAD= ¥ DBC=«a
und XADE= £BDC=p) iibereinstimmen,
miissen sie auch in ihrem dritten Winkel
iibereinstimmen, und es gilt demnach ¥ AED
= £ DCB bzw. ¢=8=80°. Fiir den gestreck-
ten Winkel & ACP gilt ferner 2y+d=180°,
also 2y+80°=180° und damit y=>50°. Fiir
den AuBenwinkel ¥ PCB des Dreiecks ABC
gilt y=2¢, also 2¢=50° und damit a=25°.
Fiir die Summe der WinkelgroBen des Drei-
ecks ADE gilt a+ B +¢e=180° also

25°+ B+80°=180° und damit =75

W6m782 Es sei ABCD ein Rechteck, in
dem die Diagonalen AC und BD aufeinander
senkrecht stehen und sich im Punkte §
schneiden.

(da n#0)

0 c

AN 78

Dann gilt SA=SB=SC=SD und ¥ASB
= ¥BSC = £CSD= ¥DSA =90°. Drehen
wir das Rechteck ABCD um S als Drehzen-
trum im positiven Sinne um einen Dreh-
winkel von 90°, so wird deshalb 4 auf B,
B auf C, C auf D und D auf A abgebildet.
Damit wird aber zugleich auch AB auf BC,
BC auf (ﬁ, CD auf DA und DA aufl AB
abgebildet. Folglich gilt AB=BC=CD=DA,
und das Rechteck ABCD ist somit ein Qua-
drat.

*6+783  Aus 4‘;:7% folgt 3b=4a+7

— 3a+64+a+1 baw. b — a+2+“;—'. Nur

wenn a+ 1 durch 3 teilbar ist, wird b ganz-
zahlig. Die folgende Tabelle enthilt die még-
lichen Belegungen fiir a.
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258 und n eniigen den
59713 "¢ 7 BB
gestellten Bedingungen.

Die Briiche

s

Abzeichen in Gold
fiir vierjihrige Teilnahme
am alpha-Wettbewerb

Klassenstufe 10/12: Jiirgen Zabel, 57 Miihl-
hausen (38); Heinz Marbes, 128 Bernau (30);
Jiirgen Dubslaff, 50 Erfurt (29); Hans-Jo-
achim Karl, 409 Halle-Neustadt (24); Johan-
nes Blimlein, 6112 Heldburg (22); Harald
Herrmann, 9301 Hammer-Unterwiesenthal
(21); llona Boenigk, 402 Halle (21); Christian
Philipp, 8506 Ohorn; Thomas Kuhn, 5812
Waltershausen; Elke Hauptmann, 801 Dres-
den; Gernot Spiewok, 22 Greifswald, Sigrid
StraBburger, 606 Zella-Mehlis; Karin Krii-
ger, 453 RoBlau; Jorg Lehnert, 2034 Tutow;
Ingrid PreiB, 929 Rochlitz; Rainer Wilde,
1953 Fehrbellin; Frank Kretschmar, 7043
Leipzig; Peter Mohr, 87 Lobau; Annerose
Lehmann, 7027 Leipzig, Renate Zimmer-
mann, 8036 Dresden.

Fortsetzung zu Geometrisches
Kreuzwortritsel (Seite 20)

4. T'paaycHas BeJMYMHA yrjia MEXAy HMa-
rOHAJIXMH TPANEHH, OCHOBAaHHA KOTO-
poii CTArHBaIOT XYI'H OKDYXHOCTH B 97°
B 139°.

5. O6beM TpeyrojibHO# MUpPaMHABI, Y KO-
Topo#l Goxommie peGpa B3ammuO mnep-
NEeHAMKYJIAPHE! H paBHAIOTCA 37, 42, 54.

7. TInowanab TpeyrojbHHKa, Y KOTOpOro
yron MexJay croponamu 312 n 232
paben 30°.

10. O6beM mnpAMOYroJILHOTO mNapasene-
nuneaa, H3MEpEeHMs KOTOPOro BeIpaa-
JOTCH MOCNEAOBATENLHMIMH HEYETHBIMH
4HCIaMH.

15. Inomans pom6a c yrinom B 30°, onu-
CaHHOro OKOJIO OKPYXHOCTH paguyca
24.5.

16. CymMa BHYTPEHHHX YIJIOB BBIOTYEJIOTO
42-yrosbHHKa (B rpagycax).

19. [Imaronam, NpAMOYroNbHHKA, Y KOTO-
poro anuHa papHa 40, a DMIMpHMHa Ha
31 Mensire.

21. IInomaar NpAMOYIOJIbHOA TpameLHH,
y EOTOpPO# OCHOBaHHA paBHLI 4 K 6, a
OAMH M3 yrioB 45°.
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Horizontal

3. Verhaltnis der Fliche des Kreises zum
Quadrat seines Radius. 5. Inhalt des recht-
eckigen Parallelepipeds mit den Seitenflichen
a=24, b=28 und c=42 (Flacheneinheiten).
6. Flache des Parallelogramms mit den
Seitenlingen a=17 und =26 und einem
von ihnen eingeschlossenen Winkel a=30°.
8. Kleinste Seitenhalbierende des rechtwink-
ligen Dreiecks mit den Katheten a=10 und
b=24. 9. GroBe des AuBenwinkels eines
gleichseitigen Dreiecks in Minuten. 11. Flache
des Trapezes mit den Grundlinien a=15 und
b=19 und mit gleichen Winkeln a=135°
bei der Grundlinie 4. 12. Radius des Kreises,
der dem rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten a=100 und =150 umbeschrieben
ist. 13. Umfang des Rhombus mit den Diago-
nalen @=24 und b=32. 14. Anzahl der
Parallelogramme, die man erhalt, wenn vier
parallele Geraden durch drei parallele Ge-
raden geschnitten werden. 15. Flache des
Rechtecks mit dem Umfang u=84 und den
Seiten a und b=4+a. 17. Anzahl der Diago-
nalen eines konvexen 15-Ecks. 18. Flache
des Rhombus mit dem Umfang u=144 und
dem Winkel a=150°. 20. Inhalt des Wiirfels,
dessen Inhalt (in m®) gleich seiner Oberflache
(in m?) ist. 22. Winkelsumme eines Dreiecks
in Minuten.

Vertikal

1. Abstand zwischen zwei konzentrischen
Kreisen, deren Umfange sich um 20 unter-
scheiden. 2. Umfang des regelmaBigen Sechs-
ecks, das einem Kreis mit dem Radius r=520
einbeschrieben ist. 3. Flache des gleichschenk-
ligen rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-
thenuse c=12. 4. Winkel (in Grad) zwischen
den Diagonalen eines Trapezes, dessen durch
die Grundlinien bestimmten Zentriwinkel
dés umbeschriebenen Kreises 97° und 139°
betragen. 5. Inhalt der dreiseitigen Pyramide
mit paarweise senkrechten Seitenflichen a=
37, b=42 und ¢=>54. 7. Fliche des Dreiecks
mit den Seiten a=312, $=232 und dem
Winkel a=30° zwischen ihnen. 10. Inhalt
eines rechtwinkligen Parallepipeds, dessen
Dimensionen aufeinanderfolgende ungerade
Zahlen sind. 15. Flache des Rhombus mit
dem Winkel a=30°, das einem Kreis mit
dem Radius r=24,5 umbeschrieben ist. 16.
Summe der inneren Winkel (in Grad) eines
konvexen 42-Ecks. 19. Diagonale des Recht-
ecks mit den Seiten a=40 und b=ag-3l.
21. Flache des rechtwinkligen Trapezes mit
den Grundlinien ¢=6 und =4 und einem
Winkel a=45°.

Lésung : horizontal: 3) 31416; 6) 221; 8) 13;
9)360; 11) 84;12) 90; 13) 80; 14) 18; 15)437;
17) 90; 18) 648.

vertikal: 1) 3183; 2)3120; 3)36; 4) 62; 5)
13986; 7) 18096; 10) 693; 15) 4802; 16) 7200,
19) 41; 21) 10.

Lésungen zu alpha - heiter

Gute Ratschlige -

Zahlwérter : elf, acht, drei, acht, eins, zwei,
vier, eins, acht, acht, elf, elf

Hier funktioniert alles!

a) Ax)=sinx, flx)=-—sinx, flx)=cosx,
fix)=—cosx, fix)=tanx, flx)=cotux,
fix)=—tanx, flx)=—cotx

b) Ax)=sinx, Ax)=sin (x+n),

fx)=sin x+E
) 2

f(x)=ﬂ— sin! x+§ ’
sin <x+£) f(x)= .
2 sinx
S =00t sin( x+§)
sm(x +5> Jx)= sin(x +x)

Mehr als ein Problem!

Der Herr ist Chefredakteur der mathemati-
schen Schiilerzeitschrift alpha.

Der Buchstabe Ypsilon

Silbenritsel B
1. M on G e
2. E inhundertzw E i
3. N ewt O n
4. G rundwe R t
S. E inermen G e
6. N eune C k
7. L ine A 1
8. E xpone- N t
9. H Ohensa T =z
10. R echenoperati O n
11. E rweite R n

Magisches Quadrat

—— -
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§ 1 Definition und einfachste Eigenschaften
der Binomialkoeffizienten

Wenn man das Binom 1 +x in die Potenz n
erhebt, so erhdlt man offensichtlich ein
Polynom des Grades n, d. h. die groBte
Potenz, in der x in das Polynom eingeht,
ist n. Zum Beispiel:

(1+x°=1,

(1+x)=1+x,

(I+x)?=1+2x+x%
A+xP=14+3x+3x2+x>,
(1+x)*=1+4x+6x> +4x> +x*,
(1+x)P°=1+5x+10x2+10x>+5x*+ x5
Die Koeflizienten dieser Polynome nennt
man Binomialkoeffizienten. Es gibt [ir sie
eine spezielle Bezeichnung: der Koeflizient
bei x™ im Polynom (1 + x)" wird mit C} be-
zeichnet. So ist z. B. C1=2, C3=6, CI=10.
Man kann also schreiben
Q+x)"=Co4+Clx+C3x2+...+Cx". (1)
Fiir eine beliebige Zahl ¢ erhilt man hieraus
leicht

(@+x)"=Cla"+Cla* "x+...+Cox".

(Es geniigt, Formel (1) aufl (1+xa)" anzu-
wenden und die erhaltene Gleichung mit a”
zu multiplizieren).

Es ist offensichtlich, daB CJ ganze nicht
negative Zahlen sind und daB C7=0 fir
m>n (das Polynom (1 +x)" hat den Grad n,
und x™ geht in ihn fir m>n nicht ein).
Man kann sich ferner leicht davoniiberzeugen,
daB C? = C"=1. Die anderen Binomialkoefli-
zienten C7 (fir 0<m<n) kann man [inden,
indem man 1+x in die verschiedensten

Potenzen erhebt. Ihre Werte fiir » < 10 sind
in der folgenden Tabelle enthalten (s. unten).
Wir sehen, daB die Binomialkoeffizienten
recht schnell wachsende Zahlen sind. Der
aufmerksame Leser wird in der Anordnung
dieser Zahlen eine Reihe von GesetzmiBig-
keiten feststellen. Solche GesetzmiBigkeiten
ergeben sich im allgemeinen leicht aus der
Definition der Binomialkoeffizienten. Wir
werden hier nur die wichfigsten von ihnen
beweisen. Von ihnen hebt sich wegen seiner
Bedeutung wiederum die sogenannte Pas-
calsche Gleichung hervor.

Satz 1 (Pascalsche Gleichung). Fiir beliebige

natiirliche Zahlen n, m gilt
Cr=Ch+Cho1. vl

Beweis: Nach Definition ist CI' der Koeffi-

zient bei x™ in (1 + x)". Um diesen Koeffizien-

ten zu finden, miissen wir n Polynome

miteinander multiplizieren, die alle gleich

14+x sind. Zuerst n—1 dieser Polynome

miteinander multiplizierend, erhalten wir

1+C_ x+C2_ x*+...+Co2ix" 1.

Jetzt fihren wir die letzte Multiplikation

durch und bekommen

(+x)"=1+x)(1+C:_; x+C2_, x*+...

+CPix" ) =(14+CL_, x+C%_ x?

4. 4+xX"" )+ (x+C_ X2

+C2_ X +...+x")

=1+(CL_, +)x+(C:_,+C}_x2...

+(Cr_ +C ) x" ...+ X"

In diesem Ausdruck ist der Koeflizient bei

x™ gleich C?_, +C7Z1,

also CT7=C7_,+Cm_1.

Die Pascalsche Gleichung ist gut zur Be-

:‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 0 0 0 0 0 0 0O o0 0 o
1 1 1 0 0 0 0 0 0o o0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0o 0 0 o
3 1 3 3 1 0 0 0 o 0 0 o
4 1 4 6 4 1 0 0 o o0 0 o
5 1 5 10 10 5 1 0 6o 0 o0 o
6 1 6 15 20 15 6 1 0o 0 0 o0
7 1 7 2 35 35 21 7 1 o o0 o
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 o0 o0
9 1 9 3 84 126 126 84 36 9 1 0

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

rechnung der Binomialkoeffizienten geeig-
net. Wenn wir z. B. unsere Tabelle fir n=11
durch eine elfte Zeile erginzen wollen, so
geniigt es, benachbarte Zahlen der zehnten
Zeile zu addieren:

Cci) =1 C$,=Cto+Cio=462

'Cli=Clo+C%= 11 C],;=C]o+C5,=330

C3 =C%+Clo= 55 C},=C3%+C],=165
C} =C}o+C3,=165 C},=Cjo+Cio= 55
Ct=Cto+C3,=330 Ci}=Ci{+Cio= 11
C3,=Cio+Co=462 Cii=

Hieraus ist ersichtlich, daB man die Bino-

_ mialkoeffizienten am besten in einer drei-

eckigen Tabelle, dem sogenannten Pascal-
schen Dreieck anordnet.

Jede Zahl dieser Tabelle erhidlt man als
Summe der beiden links und rechts iiber ihr
stehenden Zahlen. Mit Hille der Pascalschen
Gleichung kann man auch eine allgemeine
Formel finden, die C? durch n und m aus-
driickt.

Satz 2 (Formel der Binomialkoeffizienten).
Fiir beliebige natiirliche Zahlen n, m gilt
C,,=n(n—1)(n—2)...(n—m+1).

" 1-2-...'m
Beweis: Wir werden den Beweis mit Hilfe
der vollstindigen Induktion filhren. Wenn
n=1, so ist die Formel richtig:

©)]

1
C:=]=.l-;

1:0-...-(1—=m+1)
G=0=p . ™Y

Wir nehmen jetzt an, da

=Q'——— D{n-2)..(n—m) fir ein gewisses
1-2-...-m

n. Wenn dann m>1, so ist

cr=crl

romi =D (@=2)...0—m)

n-t 1-:2-..m

L (n=1)(n=2)...(n—m+1) n—m\

' 1-2-...(m—1) ’(H' m >

m—-1)(n-2)...(n—m+1)

1-2-...(m=1)

(m=1)(n=2)...n—m+1)
1-2-...-(m—1)

_n(n=-1)(n-2)...n—m+1)

12 m-)m

Fiir m=1 haben wir C"=C7_,+C7 1

=C!' +C° =n;1+1=2'
n—1 n—1 1 1

n—1
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Formel (3) ist also richtig fir =1 und aus
ithrer Giiltigkeit fiir n—1 folgt ihre Giiltig-
keit fiir n. Das bedeutet, daB Formel (3)
fiir beliebiges n bewiesen ist.

Wir emplehlen dem Leser, der hier das
erstemal mit Formel (3) bekannt wurde,
aus ihr die uns schon bekannten Gleichungen
Cl=C"=1 und CP"=0 fir m>n herzulei-
ten. Formel (3) ist allein schon deshalb
interessant, daB der Quotient im rechten Teil
eine ganze Zahl ist, d. h. alle Zahlen im Zihler
lassen sich durch die Zahlen des Nenners
teilen.

Den [olgenden Satz brauchen wir in der
weiteren Darbietung.

Satz 3. Wenn m, n teilerfremd sind (d. h. thr
groBter gemeinsamer Teiler betrégt 1), so
148t sich CJ durch n teilen.

Beweis: Da
C,,,=n(n—l)...(n—m+l)=

n 1-2...-m

_n (=)(=2..n=m+1)_n .,
T m 1-2..(m—1) m v

so ist mCT"=nC%_1. Folglich 148t sich mCT
durch n teilen. Da sich aber mCy (und ganz
allgemein jede ganze Zahl gréBer 1) eindeu-
tig als Produkt von Primzahlen darstellen
1aBt und m und n teilerfremd sind, d. h. m
148t sich durch keine einzige Primzahl teilen,
durch die sich n teilen 14B8L, so muB sich C?
durch n teilen lassen.
So lassen sich z B. C$=126 durch 9 und
C3,=120 durch 10 teilen. Wir wollen hier
noch auf folgende Eigenschalten der Bino-
mialkoefTizienten hinweisen:
L ="
2. CR+Coi+. +Ch i =Chiisrs
3. CO4+Cl+...+Cr=2";
4. CO+C2+Ci+..=Cl+C2+C3 +...
Das zu beweisen iiberlassen wir Euch.

D. B. Fuchs (aus Quant 6/70)

In Heft 3,72 folgt: § 2 Der Rest bei der Divi-
sion der BinomialkoefTizienten durch Prim-
zahlen; § 3 Einiges liber die Reste bei der
Division der Binomialkoeffizienten durch
Potenzen von Primzahlen, d. Red.

Anekdote

Eine Anekdote zu unserem Beitrag S. 34 35:
Einst fuhr Hardy in einem Taxi mit dem
Kennzeichen 1729 zu dem kranken Rasma-
nujan. Hardy hielt diese Zahl fiir ,Jang-
weilig®: 1729=7-13-19, und er erzihlte
das Ramanujan, der ihm sofort entgegnete:
.Nein, Hardy, nein, Hardy, das ist eine
sehr inleressanie Zahl, sie ist die kleinste
Zahl, die man auf zwei verschiedene Wei-
sen als Summe zweier Kubikzahlen dar-
stellen kann: 93 +10% =13+ 123 = 1729*,
Littlewood bemerkte in diesem Zusammen-
hang, daB jede natiirliche Zahl ein persén-
licher Freund Ramanujans war.
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Ein
mathematisches
,, Kreuzwortratsel‘

Eine Aufgabe von Prof.
Dr.rer. nat. habil.

L. A. Kaloujnine

Mathematisch-Physikalische ~ Fakultdt der

Universitit Kiew

In die [reien Felder des abgebildeten Schemas
sind Ziffern, und zwar jeweils eine der Grund-
ziffern 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, so einzutragen,
daB sich fn waagerechter bzw. senkrechter
Anordnung Zahlen ergeben, die den weiter
unten angegebenen Bedingungen entspre-
chen. Dabei dar( die Ziffer 0 nicht am Anfang
einer dieser Zahlen stehen.

b
g

Kk VA
% "
0
=

n )

i /A; 7
% s///)‘ u
12 WVX

Es bedeuten:

Waagerecht -

a) Das kleinste gemeinsame Vielfache der
Zahlen 18 und 33.

d) Eine natiirliche Zahl, die L&sung der

""2+"—1;§=200is1_

Gleichung

g) Eine natiirliche Zahl, die eine Potenz von 3
ist.

i) Eine Primzahl

) Eine natiirliche Zahl, die durch 2,3 und 7
teilbar ist.

n) Eine natiirliche Zahl, die gleich dem Qua-
drat einer natiirlichen Zahl ist.

p) Eine natiirliche Zahl, die gleich einem
Vielfachen der unter a (waagerecht) ange-
gcbenen Zahl ist.

r) Eine Primzahl.

t) Eine dreistellige natiirliche Zahl mit glei-
chen Grundzillern.

v) Eine natiirliche Zahl, die durch 57 teilbar
ist.

x) Der groBte gemeinsame Teiler der durch
a), 1) und p) waagerecht bestimmten
Zahlen.

y) Eine Primzahl

z) Eine natiirliche Zahl, die durch 11 teil-
bar ist.

10/12 4881 Wann ist der Binomialkoeffi-
zient (m) ungerade? Es sind alle geordneten
n

Paare natiirlicher Zahlen m und n mit
m>0 und m=n anzugeben, fir die der Bino-
mialkoeffizient

(7)-

eine ungerade natiirliche Zahl ist.

firn>0

1-2:3-...'n

{ m(m--1)tm—2)...(m—n+1)
1 firn=0

Senkrecht

b) Eine Primzahl.

¢) Eine natiirliche Zahl, die durch 8 tetlbar
ist.

¢) Eine Primzahl, die kleiner als 25 ist.

0) Eine natiirliche Zahl, deren Quersumme
gleich 13 ist.

h) Eine natiirliche Zahl. die durch 5 teilbar
ist.

i) Eine natiirliche Zahl, deren Quersumme
gleich 4 ist.

k) Eine natiirliche Zahl, die durch 11 teilbar
ist.

m) Eine natiirliche Zahl, die durch 9 teilbar
ist.

0) Das Geburtsjahr des groBen deutschen
Mathematikers Carl Friedrich GauB.

q) Eine natiirliche Zahl, die durch 4 teilbar
ist.

s) Eine natiirliche Zahl, die durch 7 teilbar
ist.

u) Eine natiirliche Zahl, deren Quersumme
gleich der Quersuimnme der durch t)
(waagerecht) bestimmten Zahl ist.

v) Das Dreilache der unter y (waagerecht)
angegebenen Zahl

w) Dieselbe Zahl, wic unter r (waagerecht).

Bemerkung: Im Gegensatz zu den bisher in

unserer Zei(schrift verSlfentlichten mathema-

tischen , Kreuzwortritseln“ sind hier die
meisten Zahlen durch die einzelnen Angaben
zunichst noch nicht eindeutig bestimmt.

Die Eindeutigkeit ergibt sich erst, wenn man

die ,,waagerechten" und ,,senkrechten Anga-

ben zueinander in Bezichung setzt.
Christine Riehl



Zwei Beweise
einer Ungleichung
von Cauchy

Die Cauchysche Ungleichung zwischen dem
arithmetischen und dem geometrischen Mit-
tel nichtnegativer Zahlen ist eine der bedeu-
tendsten Ungleichungen. In der bekannten
Monographie von E. Beckenbach und R.
Bellmann ,, Theorie der Ungleichungen* wer-
den zwoll Beweise fir diese Ungleichung
gefiihrt. Hier bieten wir zwei Beweise, von
denen wir glauben, daB sie neu sind, den
ersten, weil er so einfach und elementar ist,
den anderen, weil bei ihm eine Identitidt abge-
leitet wird, die das arithmetische und das
geometrische Mittel nichtnegativer Zahlen
in Verbindung bringt und die man benutzen
ko6nnte, um die Diflerenz dieser beiden Mittel
abzuschitzen.

Der [ranzosische Mathematiker Augustin
Cauchy (*21. 8. 1789 123. 5. 1857)

Der Satz von Cauchy: Das arithmetische
Mittel eines beliebigen Systems a,, a,, ..., a,
nichtnegativer Zahlen ist immer gréBer oder
gleich dem geometrischen Mittel dieser Zah-
len, wobei das Gleichheitszeichen genau
dann gilt, wenn alle Zahlen g; einander gleich
sind, d. h.

a,+a,+...+a

" 2> %/aya,a,, m
wobei
a;+a,+...+a P
fn=valaz'"an
dann und nur dann gilt, wenna, =a,=...=aq,
ist.
1. Beweis

Wir wollen uns der Methode der vollstdndi-
gen Induktion bedienen: Fir n=1 ist die
Aussage richtig. Angenommen, sie sei richtig
fir n nichtnegative Zahlen a,, a,, ..., a,,

so werden wir jetzt be{veisen, daB sie dann
auch richtig ist fir die n+ 1 nichtnegativen
Zahlen a,, a,, ..., a,, G,y ,.

Wir kénnen annehmen, daB keine der Zah-
len ay, a, ..., a, ., gleich Null ist; denn sonst

"wire die rechte Seite der Formel (1) gleich

Null und der Satz augenscheinlich richtig.

Wir setzen
"tyaaya,,, =4 2)
und
"aayra,=a. (3)
Dann gilt a,a, - a,a,,, = A"*!,
N A!l+l
a4, a,=a ,a“]za—'. @

Beachten wir jetzt, daB nach Induktions-
annahme der Satz fiir n Zahlen gilt, so haben
wir infolge von (1), (2), (3) und (4):
a,+a,+...+a,+a,,,
n+1
n&_‘f‘_‘iz'l‘ ...+a, +a,|+l
n
n+1

ntl

n+l
4 na+
L _a— L 4
n+1

ni/aya, - a,+

v

n+1
+na"“+A"“—(n +1)a"A
(n+1)a"
na"*! —na"A— A (a"— A"
(n+1)a"
(a—A) (na"— Aa""'— A%a"" 21— ...

(n+1)a

=A+

A+ — 4

%)

Nun sind in dem Produkt
(@a—A)(na"—Aa""'—A%a"" 2. — A"
fir a<A beide Faktoren negativ und fiir
a>A beide Faktoren positiv, so daB der
zweite Summand auf der rechten Seite von (5)
fir alle a$A groBer Null ist. Also ist stets

a1+a2+...a,+a,“;A ©)

n+1

oder nach (2)

a,+a,+...4+a,4+a,,,

n+1

2 "+\l/a1"z“'anau+1,
wobei das Gleichheitszeichen dann und nur
dann steht, wenn in den Beziehungen (5)
und (6) das Gleichheitszeichen steht.
Das zuletzt Gesagte bedeutet aber
a;=a,=...=a, und a=A4,
oder aber (aufl Grund von (3) und (4))
=a,=0a,,1=a=4;
damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

ay=a,=...

2. Beweis
Wir setzen
Y/aa,--a,=G, fir k=1, 2, ...,
k
so daB a =—9%_ fiir k=2,3, ..., gilt. (7)
o

Wie im ersten Beweis konnen wir annehmen,
keine der Zahlen g, (demnach auch G,)

sei Null Dann ergibt sich auf Grund von (7)
und der Gleichheit

al+az=G[|:l+(g—:)z] , (8)

wenn man noch die Identitit
x*—kx+(k—1) )
=(x—1[F " Hxr 2+ x—(k—1)]
=0c—1)2[x*"2+2x* 3+ +(k—2)x

+(k-1)]
beriicksichtigt,
a +a,+...+a,

n
=Gn+£{(al+a2—2G2)+(a3+262—3Gg)
+(a,+3G;—4G,)+...
+[a,,+(n—l)G,._1—nG,,]}
1o G\ , G
=6,+1 3 6, [ (8} —k-Se gt
n+ Z k—i[(Gk_l) G ( )il

Ryg=2 k-1

1 & G 2 G k=2
actg (@) )
" nk=22 k l<Gm—1 Gy

G N° G
+2 n +...+(k—2)~¢+k—l].
<Gk—‘) G-y

Hieraus ergibt sich, daB immer
gilt, und daB diese Ungleichung dann und
nur dann in eine Gleichung {ibergeht, wenn

G,=G,=...=G, ist oder, was dasselbe ist,
wenn a,=d,=...=a, ist, was zu beweisen
war. :

W. Dziadek

Physik-Wettbewerb 1971

In Heflt 4/71 boten wir in einem Wettbewerb
mathematische Probleme aus der Physik.
156 alpha-Leser sandten ihre Losungen an
das Pad. Institut Giistrow. Unser Mitarbeiter
U. Walta wertete die Losungen aus und legte
die Preistriager fest:

Klasse 6 34 Schiiler 117 Lésungen
Klasse 7 29 Schiiler 72 Losungen
Klasse 8 17 Schiiler 62 Losungen
Klasse 9 21 Schiiler 54 Losungen

Klasse 10/12 55 Schiiler 106 Losungen

156 Schiiler

Preistrdger: Norbert HeB, Dresden (KL 6);
Berthold Mobius, Dresden (Kl 6); Jens
Haupt, Karl-Marx-Stadt (KI. 7); Siegfried
Sonnenschein, Wittenberge (K1. 7); Andreas
Schlosser, Zwickau (KI. 8); Ralph Lehmann,
Petershagen (Kl 8); Herwig Gratias, Som-
merda (Kl 9); Andreas Weihaupt, Halle
(K1 9); Viktor Wassiliew, Moskau (KI. 9);
Brigitte Prawitz. Berlin (KI. 10/12); Kurt
Oppitz, Kleinmachnow (K1 10/12); Hans-
Jiirgen Weinberger, Wolgast (KL 10/12);
Nikolaus Zimmermann, Sibiu, SR Ruménien
(Kl1. 10/12).

Alle Teilnehmer erhielten eine Antwortkarte,
die fir den Wettbewerb 1971/72 mitgewertet
wird.

In Heft 4/72 verdflentlichen wir den Physik-
Wettbewerb fiir das Schuljahr 1972.

zusammen 411 Losungen

27



Kiew
In der Welt der Mathematik

Schiileralmanach der Ukrainischen SSR

Zwischen ukrainischen Mathematikern so-
wie Mathematiklehrern und der Redaktion
alpha besteht seit einigen Jahren ein enger
Kontakt. Wir freuen uns, daBl wir nunmehr
einen weiteren Freund in unsérer auBerunter-
richtlichen Arbeit erhalten haben. Einen
ersten Band des A/manachs erhielten wir
1969 von unserem aktiven Mitarbeiter, dem
Mathematikmethodiker Prof. N. Tschai-
kowski (1 1970) mit der humorvollen Wid-
mung: ,,Der alpha-Redaktion vom neuge-
borenen ukrainischen Bruder.*

In zunichst unregelmiBigen Abstinden er-
scheinen diese Almanache (Format AS,
270 Seiten) fiir, mathematisch interessierte
und talentierie Schiiler im Alter von 15 bis
17 Jahren unter dem Motto: ,,Wenn die
Hausaufgaben erledigt sind... .**

Uber den Inhalt wollen wir kurz berichten:
In Band 1 gibt J. A. Mitropolski, Direktor
des Instituts fiir Mathematik der Ukraini-
schen Akademie der Wissenschaften unter
dem Titel ,,Das granitene Fundament* das
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Geleit. Er stellt dabei die stindig wachsende
Bedeutung der Mathematik fiir die techni-
sche Revolution heraus.

Im ersten Abschnitt (Horizonte der Mathe-
matik) werden dem Leser jeweils durch
populdrwissenschaftliche Darlegungen ernst-
hafte theoretische Probleme vorgelegt wie:
Die Sprache der mathematischen Logik;
Algebraische und transzendente Zahlen; Das
Dirichletsche Schubfachprinzip und diophan-
tische Aproximationen; Lineare Optimierung
Primzahlzerlegungen.

Der zweite Abschnitt (Mathematische Nach-
richten) macht den Leser mit Problemen
allgemeinen Interesses bekannt, bietet neue
Beweise zu bekannten mathematischen Aus-
sagen.

Der dritte Abschnitt ist der Geschichte der
Mathematik gewidmet. Insbesondere werden
bekannte Mathematiker vorgestellt, vor allem
soiche unserer Zeit (wie Leninpreistriger),
es wird von Kongressen berichtet usf.
Mathematische Spiele, Aufgaben mit aus-
fihrlichen Lésungen, Buchbesprechungen ge-
horen zur stindigen Ausstattung der reich
illustrierten Ausgaben. Das groBe Interesse
der Jugend ist daran zu messen, daB} die
je 35000 Exemplare von Band 1 und 2 wenige
Tage nach ihrer Auslieferung vergriffen wa-
ren. In Aussicht ist gestellt, die Auflage
wesentlich zu erhéhen und die Almanache
in regelmaBigen Abstdnden herauszugeben.
Ist es nicht ein echtes Zeichen der Freund-
schaft, wenn Profl. L. A. Kaloujnine bei sei-
nem Besuch in Leipzig stellvertretend fiir
viele interessante Beitrage den nachfolgenden
dem Chefredakteur alpha, aus dem Ukraini-
schen ins Deutsche ibersetzt, in die Feder
diktierte? Wir danken recht herzlich dafiir.

Paris - Concours general

Mathematikwettbewerb in Frankreich

Zum vierten Male nahm eine franzosische
Mannschaft an der Internationalen Mathe-
matikolympiade teil. In einem . Gespriach
mit dem Chefredakteur von alpha berichtete
Pierre-Louis Curien, Teilnehmer der XII.
IMO, daB es in seinem Lande keine Mathe-
matikolympiaden gibt. Gleichzeitig aber stell-
te er fest, daB es einen Wettbewerb gibe,
den sogenannten Concours general, iiber den
er den Lesern von alpha berichten méchte:

Der Concours wird seit 1747 durchgefiihrt.
An ihm kénnen sich alle interessierten Schii-
ler der Klassen 11 bzw. 12 (d.h. der Ab-
schluBlehrginge der Gymnasien) beteiligen.
Im Mirz jeden Jahres fordern die Lehrer ihre
Schiiler auf, sich am Concours generale zu
beteiligen. Die Schiiler der Klassenstufe 11
kénnen sich fir Geschichte, Literatur und
Sprachen (u.a. Englisch, Russisch, Deutsch)
melden, Schiiler der Klassenstufe 12 fiir
Mathematik, Physik und Philosophie. Zu
einem festgelegten Termin im Mai werden
die interessierten Schiiler vom Ministerium

fir Volksbildung zu einer sechsstiindigen
Klausur in vier Zentren im Lande einge-
laden. Fiir die einzelnen (obengenannten)
Facher finden die Klausuren an verschiede-
nen Tagen statt, denn jeder Schiiler kann
sich fir mehrere Facher melden.
Es wird jeweils nur ein Problem gestellt,
untergliedert in einzelne Abschnitte, ge-
staffelt nach Schwierigkeit. Die Aufgaben
werden von einem Wissenschaftlerkollegium
im Auftrage des Ministeriums ausgearbeitet
und die eingehenden Lo&sungen mehrfach
und sehr streng korrigiert. Es kann einen
1., 2. und 3. Preis sowie 8 Anerkennungsur-
kunden (genannt: accessir) geben. Es kommt
aber auch vor, daB keine Preise vergeben
werden, wenn die Leistungen nicht den An-
forderungen der Jury geniigen. Im Jahre 1970
wurde an den IMO-Teilnehmern Hervé Pépin
ein erster Preis und ein 3. Preis an den Autor
dieses Berichts vergeben. (Letzterer nahm
auch am Physik-Wettbewerb teil.) Beide
Schiiler kommen aus dem Lyceum Louis
le Grand. Aus dieser Schule hatten sich
20 Schiiler fiir das Fach Mathematik be-
worben. Die Aufgaben fiir alle Facher sind
aus Gebieten entnommen, die auf moderne
Gebiete der Hochschulen hinweisen (in Ma-
thematik u.a.: Boolesche Algebra, Gruppen,
Zahlentheorie).
Im Fach Mathematik beteiligen sich jahrlich
500 bis 1000 Schiiler am Concours generale.
Piere-Louis Curien, Puris
(S.39)

Budapest _
Kiirschak-Wettbewerb 1971
(30. Oktober 1971, Ungarische VR)

ala Die Gerade e schneidet die Seite 4B
des Dreiecks ABC in C,, die Seite AC in B,
und die Verlingerung der Seite BC in A
Es seien die Mittelpunkte der Seiteﬁ, bzw.
"AC C,, bzw. B,, und es seien C, das Spiegel-
bild von C, an C, und B, das Spiegelbild
von B, an B,. Es ist zu beweisen, dal

sin B, 4, C:sin Cy;4,B,=B,C, :B,C,.

A2a Essind in der Ebene 22 Punkte ge-
geben, keine drei der gegebenen Punkte liegen
an einer Geraden. Es ist zu beweisen, daB die
Punkte so in Paare eingeteilt werden kénnen,
daB die Strecken, die die zu denselben Paaren
gehorenden Punkte verbinden, wenigstens
5 verschiedene Schnittpunkte haben.

A3A Wir haben 30 Geldbiichsen und zu
jeder Biichse einen Schliissel, mit dem die
anderen Biichsen nicht aufgesperrt werden
aufs Geratewohl in die zugesperrten Biichsen
hinein, in jede Biichse einen. Wir brechen zwei
Biichsen auf. Was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB wir die iibrigen Biichsen ohne
Aufbrechen anderer Biichsen aufsperren kon-
nen?

Eingesandt von unserem ungarischen
Auslandskorrespondenten Istvan Reiman,
Technische Universitdt Budapest



: - Die planmiBige Versorgung unserer Bevolkerung erfordert die tdgliche Bereitstellung von
Die Landwirtschaft °°° e e e e

der DDR

Das vorliegende Material wurde entnommen
aus: ,,Arbeitsmaterial zur Direktive des
VIII. Parteitages der Sozialistischen Einheits-
partéi Deutschlands zum Finfjahrplan fiir
die Entwicklung der Volkswirtschaft der
DDR 1971 bis 1975*, herausgegeben von
der Parteihochschule ,Karl Marx* beim
ZK der SED, erschienen im Verlag Die
Wirtschaft, Berlin.

Preis der Mappe 6,20 M geblockt, einseitig
bedruckt. Auf 62 Tafeln wird mit mehrfar-
bigen Schaubildern und graphischen Dar-
stellungen die Direktive zum Fiinfjahrplan
erldutert. Hervorragend fiir Unterricht,
auBerunterrichtliche Arbeit, insbesondere fir
Wandzeitungen geeignet.

Unter den Bedingungen der DDR ist die wei-
tere Produktionssteigerung landwirtschaft-
licher Erzeugnisse durch die sozialistische
- Intensivierung, das heiBt vor allem

@ durch die Chemisierung

® und komplexe Mechanisierung der Pflan-
zen- und Tierproduktion

® sowie durch Meliorationen,

zu vollziehen.

Ein stindig Beschiiftigter in der Landwirt-
schaft erzeugt Nahrungsmittel

1965 fiir 18 Menschen

1970 fiur 23 Menschen

1975 fitr 30 Menschen

Der Hauptanteil landwirtschaftlicher Roh-
stolfe geht in die Lebensmittelindustrie.

In 50 Zweigen der Industrie werden Rohstoffe
der Landwirtschaft verarbeitet.

30000

4700

220 000

9000000

Schweinen

Rindern

dt Milch

Stiick Gefliigel

Stiick Eier

Schlachtvieh (einschlieBlich Gefligel) — kt —

874,0

¥
e

1651,0

1089,5

13731

1850-
900

1855

1860

1965 18970

1875

Versorgung der landwirtschaftlichen Betriebe mit mineralischen Diingemitteln — 1000 t —

Stickstoff N Phosphorsiure P, 0, Kali K,0
1970 549,0 410,0 613,9
1975 750-800 520-525 700-715

Bruttoprodukt der Landwirtschaft, Nahrungsgiiterwirtschalt und

Forstwirtschaft 1970 (in Mrd. M)

— zu effektiven Preisen —

271 | 193

Landwirtschaft

wirtschaft

/

Forstwirtschaft 1,

Nohrungsgiiter-

' Vor-u.Dienstleistng.

P
@

Von der Landwirtschaft werden erzeugt:

67 Prozent des extraktiven Rohstoff-
aufkommens der Volkswirtschaft

76 Prozent des Nahrungsmittelfonds

30-40 Prozent des gesamten Waren-
fonds der Bevolkerung
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Additive magische Zahlquadrate

mit neun Feldern

Den meisten unserer Leser wird bekannt
sein, daB sich die Zahlen 1,2, 3, ... 8 und 9
anstelle der Variablen g, b, c, ..., A und i so
in die Felder des Bildes 1 einsetzen lassen,
daB die acht Summen der in jeder Zeile, jeder
Spalte und Diagonale stehenden Zahlen
simtlich einander gleich sind. Jede der so
entstandenen Konfigurationen wird ein ma-
gisches Zahlquadrat genannt (Bild 1).

Allgemein wollen wir festsetzen:

Definition: Sind im Bild 1 anstelle der Va-
riablen a, b, ¢, ..., h und i derart ganze
Zahlen eingesetzt, daB die acht Summen der
Zahlen in den Feldern jeder Zeile, jeder Spalte
und jeder Diagonale simtlich einander gleich
sind, so heiBt diese Konfiguration ein addi-
tives magisches Zahlquadrat mit neun Feldern.
Unter Bezug auf Bild | gelten fiir ein additives
magisches Zahlquadrat mit neun Feldern
die folgenden acht Gleichungen:

I a+b+c=s V bteth=s
II d+te+f=s VI c+f+i=s
Il g+h+i=s VII a+e+i=s
IV a+d+g=s IIX c+e+g=s

Die in diesen acht Gleichungen auftretende
Zahl s ist als Summe ganzer Zahlen selbst
eine ganze Zahl.

Wir wollen nun alle additiven magischen
Zahlenquadrate mit neun Feldern bestim-
men. Zunichst machen wir eine Aussage
iiber die im Mittelfeld eines solchen Zahl-
quadrates stehende Zahl: Durch Addieren
der linken und rechten Seiten der Gleichungen
V, VII und IIX ergibt sich

(@a+b+c)+ (g+h+i)+3e=3s.

Unter Beachtung von I und III folgt hieraus

s+5+3e=3s, und daraus durch Umformen:
IX e=
=3

Es gilt also:
Satz 1: In einem additiven magischen Zahl-
quadrat mit neun Feldern ist die im Mittel-
feld stehende Zahl der dritte Teil der Summe
der in den Feldern einer Zeile, Spalte oder
Diagonale stehenden Zahlen.

" Die Leser mogen die folgenden Aufgaben
selbsténdig 16sen:
Ala Beweise: Das arithmetische Mittel
aller Zahlen eines additiven magischen Zahl-
quadrates mit neun Feldern ist gleich der
im Mittelfeld stehenden Zahl.
A24A Beweise: Das arithmetische Mittel
der beiden in den Endfeldern der Mittelzeile,
der Mittelspalte oder einer der Diagonalen
stehenden Zahlen ist bei einem additiven
magischen Zahlquadrat gleich der Zahl im
Mittelfeld. Das heiBt, es gilt in bezug auf
Bild 1:

o dtS _b+h_ati_c+g
2 2 2 2
A3la Beweise: Das arithmetische Mittel
der in zwei benachbarten Seitenmittelfeldern
stehenden Zahlen ist bei einem additiven
magischen Zahlquadrat gleich der im nicht-
benachbarten Eckfeld stehenden Zahl. Das
heiBt, es gilt in bezug auf Bild 1:
hyf_,. dth_ .. b4f . btd_
2 2 7 27 2

A44a Zeige: Es ist unmoglich, die vier
folgenden Bilder zu additiven magischen
Zahlquadraten zu erginzen (Bild 2, 3, 4, 5)!
Als zweites wollen wir den folgenden Satz
beweisen:

i

Satz2: Wenn a, b, ¢, ... hund i ganze Zahlen
mit der Eigenschaft sind, daB die Konfi-
guration des Bildes | ein additives magisches
Zahlquadrat ist und wenn k eine beliebige
ganze Zahl ist, so ist auch die folgende Kon-
figuration ein additives magisches Zahl-
quadrat (Bild 6).

Da die Addition ganzer Zahlen kommutativ
und assoziativ ist, ergibt sich: Bei der Kon-
figuration des Bildes 6 ist jede der laut
Definition zu betrachtenden Summen um
3k groBer als bei der Konfiguration des
Bildes 1. Da laut Voraussetzung des Satzes 2
alle zu betrachtenden acht Summen der
Konfiguration 1 gleich s sind, ergibt sich
s+3k fir jede der acht zu betrachtenden
Summen des Bildes 6. Mithin ist der Satz 2
bewiesen.

Als drittes sollen alle additiven magischen
Zahlquadrate mit neun Feldern bestimmt
werden. Zunichst konnen wir mittels des
Satzes 2 jedem beliebigen additiven magi-
schen Zahlquadrat”mit neun Feldern ein
normiertes magisches Zahlquadrat zuordnen,
in dessen Mittelfeld die Zahl O steht: Stellt
Bild 1 ein beliebiges additives Zahlquadrat
dar, so addieren wir zu jeder Zahl dieses
Zahlquadrates die zu e entgegengesetzte
Zahl —e (Bild 7).

Bei dem normierten additiven magischen
Zahlquadrat des Bildes 7 148t sich sehr einfach
erkennen, daB durch die Zahlen a—e=x
und c—e=y alle iibrigen Zahlen eindeutig
bestimmt sind (Bild 8).

Da gemiB Definition und Satz 1 fiir dieses
additive magische Zahlquadrat die Summe
der in den Feldern einer Diagonale stehenden
Zahlen gleich 0 sein muB, stehen in den beiden
anderen Eckfeldern die zu x und y entgegen-
gesetzten Zahlen —x und —y (Bild 9).

Da auch die Summe der in den Feldern der
ersten Zeile stehenden Zahlen gleich 0 sein
muB, muB im mittleren Feld der ersten Zeile
die ganze Zahl —x—y stehen. In analoger
Weise sind auch die in die noch leeren Felder
einzusetzenden ganzen Zahlen eindeutig be-
stimmt (Bild 10).

Die in entsprechenden Feldern der Bilder 7
und 10 stehenden Zahlen miissen jeweils die
gleichen sein. Aus Bild 10 wird die gesuchte
neue Darstellung des beliebigen additiven

Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 4 Bild 5 Bild 6 Bild 7 Bild 8
aq b c S -5 4 5 a+k|b+k |c+k a-e|b-e|c—e x y
d e f -1 7 6 3| 2 dek|evk| f+k d-e| 0 |f-e 4
g h i 4 -4 -4 gtk |hvk|i+k g-e{h-eji—e
Bild 9 Bild 10 Bild 11 Bild 12 Bild 13 Bild 14 Bild 15 Bild 16
x y x |xy| v it Il (e 7 4 7 2|7 |6 |a|1]e
0 I 2 [ il I i -1 0 -3 9 _/5’ 1 3|5 |7
-y - -y | x+y|-x _yg_j ‘f;z _,": -9 -7 -5 /4" 3 |a | 9|2
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magischen Zahlquadrates des Bildes 1 durch
Riickgingigmachen der vorgenommenen
Normierung erhalten: Wir addieren zu jeder
Zahl des Bildes 10 die Zahl e=z und er-
halten die Darstellung von Bild 11.

Bei beliebiger Wahl der ganzen Zahlen x, y
und z stellt die Konfiguration des Bildes 11
ein additives magisches Zahlquadrat mit
neun Feldern dar. Durch geeignete Wahl der
ganzen Zahlen x, y und z 1iBt sich jedes
additive magische Zahlquadrat mit neun
Feldern in dieser Weise darstellen.
Nunmehr mégen wiederum die Leser die
folgenden Aufgaben selbstindig 16sen:

ASaA Setze in die leeren Felder der Bilder
12, 13 und 14 derart ganze Zahlen ein, daB
additive magische Zahlquadrate entstehen!
Wieviel Losungen gibt es in jedem Falle?

A6A Ersetze in den Bildern 2, 3, 4 und §
jeweils eine ganze Zahl so durch eine andere,
daB das so entstandene Bild sich jeweils
zu additiven magischen Zahlquadraten er-
ganzen laBt!

Nachdem nunmehr alle magischen Zahl-
quadrate mit neun Feldern ermittelt wor-
den sind, sollen anschlieBend noch Aus-
sagen iiber Mengen M von ganzen Zahlen
mit hochstens neun Elementen gemacht
werden, deren Elemente die Zahlen eines
additiven magischen Zahlquadrates mit neun
Feldern sind. Eine derartige Menge ist z B.
M={1,2,3,4,5,6,7,8,9,)}, denn die fol-
gende Konliguration ist ein additives magi-
sches Zahlquadrat (Bild 15). Durch Spie-
gelung an der markierten Diagonale entsteht
aus diesem additiven magischen Zahlquadrat
das Zahlquadrat des Bildes 16 mit ebenfalls
neun Feldern (Bild 16).

Da bei der ausgefiihrten Spiegelung die Fel-
der einer Zeile auf die Felder einer Spalte,
die einer Spalte auf die einer Zeile und die
Felder einer Diagonale auf die der gleichen
Diagonale abgebildet werden, ist das Bild-
zahlquadrat ebenfalls ein additives magi-
sches Zahlquadrat.

Spiegelungen an einer Diagonale, an der
Mittelsenkrechten einer Quadratseite und
Drehungen mit den Drehwinkeln 90°, 180°,
270° und 360° um den Mittelpunkt eines
Quadrates bilden ein Quadrat auf sich ab.
Diese acht Abbildungen werden als Selbst-
abbildungen eines Quadrates bezeichnet.
Durch eine Selbstabbildung entsteht aus
einem additiven magischen Zahlquadrat wie-
der ein additives magisches Zahlquadrat.
Mittels einer geeigneten Selbstabbildung kon-
nen wir eine fiir das jetzige Vorhaben geeig-
nete Normierung bei additiven magischen
Zahlquadraten vornehmen: Sind a, b, ¢, ...,
h und i ganze Zahlen mit der Eigenschaft,
daB die Konfiguration des Bildes 1 ein
additives magisches Zahlquadrat ist, so folgt
aus den dann giiltigen Gleichungen VII und
ITX die Gleichung a+i=c+g. Die Summen
der pgegeniiberliegenden Eckfeldern zuge-
ordneten Zahlen sind einander gleich.

Unter den vier ganzen Zahlen, die den Eck-
feldern eines additiven magischen Zahl-
quadrates zugeordnet sind, gibt es sicher eine,
voriibergehend mit « bezeichnet, die nicht
kleiner als jede der drei anderen ist. Die in
dem Eckfeld, das dem Feld mit der Zahl «
gegeniiberliegt, stehende Zahl sei mit & be-
zeichnet. Die in beiden restlichen Eckfeldern
stehenden Zahlen sollen mit f und y be-
zeichnet werden. Dabei kann die Wahl der
Bezeichnung so getroffen werden, daB g2y
gilt. GemiB der getroffenen Auswahl geniigt
a den Ungleichungen a2 f, a7 und a24.
Wegen a+3=p+y folgt aus diesen Unglei-
chungen f>6 und y=46. Wegen B2y gilt
damit insgesamt :

azpzy2d.
Durch eine geeignete Drehung des jetzt
betrachteten additiven magischen Zahlqua-
drates ist zu erreichen, daB das Feld mit der
Zahl a auf das Feld zu liegen kommt, das
im Bilde 11 die Zahl x+z trigt. Das zum
Eckfeld mit der Zahl a benachbarte Eckfeld
mit der Zahl B fillt nach Ausfiithrung obiger
Drehung entweder bereits auf das Feld des
Bildes 11 mit der Zahl y+z, oder dies ist
durch eine nachtrigliche Spiegelung des
erhaltenen magischen Zahlquadrates an der
Diagonale, auf der das Feld mit der Zahl «
liegt, zu erreichen. Nach der so vorgenom-
menen Normierung gilt fiir das durch das
Bild 11 dargestellte Zahlenquadrat:

x+z2y+z2 —y+z2—x+z
Diese Ungleichungen sind dquivaliert mit
X xX2Zy2-—y2-—x
Da aus x=y stets —y= —x folgt und um-
gekehrt, sind gemiB der Normierungsvor-
schrift X die folgenden vier Fille zu unter-
scheiden :

1. Fall: x>y>—-y>—x
2. Fall: x=y>-y=—-x
3. Fall: x>y=—-y>—x
4. Fall: x=y=—y=—x

Im ersten Fall haben die Punkte, die den
neun Zahlen der Bilder 11 auf der Zahlen-
geraden zugeordnet sind, die folgende Lage
(Bild 17a, 17b, 17¢):

In diesen Zeichnungen sind Trigerpunkte
mit notwendig gleichen Abstinden zusitz-
lich durch gleichartige MaBpfeile markiert
worden. Im Falle 1;a ist folgender Spezial-
fall enthalten: Alle neun Tragerpunkte sind
dquidistante Punkte; insbesondere konnen
dies die Tragerpunkte der uns bekannten
Zahlen 1, 2,3,4,5,6, 7, 8 und 9 sein.
Mittels des folgenden aus dem Unterricht
bekannten Satzes ist die Giiltigkeit der in
den Aufgaben 3 und 4 gemachten Aussagen
an den Bildern 17a, 17b, 17c¢, 19, 20 und 21
leicht abzulesen:

Satz3: Sind P und Q zwei Punkte der
Zahlengeraden und sind diesen Punkten
die Zahlen p und g zugeordnet, so ist dem
Mittelpunkt M der Strecke PQ das arith-
metische Mittel der Zahlen p und ¢, also

die Zahl m=‘% zugeordnet (Bild 18).

m
L . I, Bids
3 ~ a

Zu ganzen Zahlen, deren Tragerpunkte auf
der Zahlengeraden eine den Bildern 17a,
17b oder 17c entsprechende Lage haben,
gehort jeweils genau ein normiertes (Siehe
Ungleichungen X!) additives magisches Zah-
quadrat mit neun Felderm. Die durch An-
wenden der acht Selbstabbildungen des
Quadrates auf ein solches normiertes Zahl-
quadrat jeweils entstehenden acht additiven
magischen Zahlquadrate sind jeweils simt-
lich voneinander verschieden; denn in jedem
solchen Zahlquadrat kommen mindestens
sieben voneinander verschiedene Zahlen vor.
In den restlichen drei Fillen haben die den
Zahlen des Bildes 11 auf der Zahlengeraden
zugeordneten Punkte die folgende Lage (Bild
19)

In den letzten drei Fillen sind jeweils hoch-
stens finf der neun ganzen Zahlen des
Bildes 11 voneinander verschieden. Zu dem
jeweils gezeichneten Quadrat sind die Sym-
metrieachsen markiert.

a) Zeichnung fir 0<y <§: b d g e ¢ f a h
7 RN T
-X-y+Z | —X+pZ  -y+Z l y+2z X=y+2 | X+y+2
-X+Z b4 X+Z

b) Zeichnung fiir 0< y=§: l g l ’ ‘

b i d e c aq h
I 1 T l.; T b ]
KWL KZ XepZ P4 Y+Z X432 X+)sZ
-y+Z X-y+2Z

¢) Zeichnung fiir

x .
0<g<y<x: b i g d e f ¢ @ h
-~ . - 0 — —op
* B ——¢ T r
Fy+z —X+Z X4Y+Z 2 X-Ye2 A+Z A+y4Z
Bild 17 —y+z y+z



2. Fall Bild 19
d
g e a
b i f ¢ h
T
H-y+Z —_y'+z —Keyr2 x'&z H,lv*z
-X4Z P4 y+2
X=y+Z
al| b a
d ld d
glhlg
3. Fall :l:__.i.—.i
Bild 20 d e f
i g h
) f J
-X-y+Z y+Z X+2
-X+y+Z z x-y+z
-X42 -y+Z X¥y+Z
“a |l b e
b |Ye | a
c a \b\
4. Fall g : .
Bild 21 c ‘a|l a|a
d !
e '\]
f aio|a
g f
h N
i a ? a.
—_— T

Neun ganze Zahlen, deren zugeordnete
Punkte die den Bildern 19 und 20 (2. und
3. Fall) skizzierte Lage auf der Zahlenge-
raden, lassen sich auf jeweils genau vier
Arten zur Bildung eines additiven magischen
Zahlquadrates verwenden. Unter neunmali-
ger Verwendung der gleichen ganzen Zahi
(4. Fall) 148t sich jeweils genau ein additives

magisches Zahlquadrat bilden.  W. Triger

1 2 1 2

Spiel o o o o
Enischeidung o//o o o/ o/ o
1 2 3 7 2 3

Soie! 1 2 1 2

pie: o ° o o
Enischeidung © )\o/ o o \o/ o
1 2 3 7 2 3

soiel 1 2 1 2

piel ° o ° o
Entscheidung  © — oo S
1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3
Spiel © ) o ° ° °
Entscheidung é% o = o
1 2 3 1 2 3
$oi 1 2 3 1 2 3
piel o’ ° ° ? o
Enfscheidung é/g/o ) = o
1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3
Sprel 9 ] o o ° o
Entscheidung e /o.<o ° <o
1 2 3 1 2 3
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Welche — wie viele
Moglichkeiten

gibt es? Teil 2

In alpha, Heft 6/71, haben wir einige Aufgaben
16sen gelernt, die die in der Uberschrilt ge-
stellten Fragen enthalten. Zur Wiederholung,
Zusammenfassung und Ergidnzung wollen
wir folgende Aufgabe l5sen:

A6Aa Welche bzw. wie viele Tipmoglich-
keiten gibt es beim VEB FuBballtoto?

Thr wiBt, daB man fiir jedes Spiel drei Ent-
scheidungsméglichkeiten hat: 1 = Sieg der
ersten Mannschaft, 2 = Sieg der zweiten
Mannschaft, 0 = unentschieden. Wir wollen
die Anzahl der Tipméglichkeiten fur 12 Spiele
ermitteln.

Lésungsplan

1. Zwei Mengen: Menge der Spiele, Dreier-
menge (der Entscheidungsmoglichkeiten pro
Spiel).

2. Da fiir jedes Spiel genau eine Entscheidung
zu treffen ist, ist die Menge der Spiele bei den
Zeichnungen oben, die Dreiermenge unten
Zu notieren.

3. a) Striche diirfen einander schneiden.
(Warum?)

b) Zu einem untenstehenden Element diirfen
mehrere Striche fihren. (Warum?)

Die Anzahl der betrachteten Spiele bezeich-
nen wir mit m und setzen hierfir der Reihe

nach 1, 2, 3, ... ein. Die Anzahl der Entschei-
dungsméglichkeiten pro Spiel betrégt stets
n=3.

m=1, Es gibt 3 Moglichkeiten. (Bild 1)
m=2. Es gibt 9 Moglichkeiten. (Bild 2)
m=3. (Bild 3)

Das sind 9 Moglichkeiten. Jetzt folgen weiter
9 Méoglichkeiten, bei denen der erste Strich
zum zweiten und noch einmal 9 Madéglich-
keiten, bei denen der erste Strich zum letzten
untenstehenden Element fihrt Es gibt 27
Maglichkeiten.

Sicherlich erkennt ihr schon, wie es weiter-
gehen muB. Diese und die folgenden Ergeb-
nisse tragen wir in eine Ubersicht ein.
(s. unten).

Das Ausfiillen der letzten Spalte ist am
schwierigsten. Wir miissen versuchen, die
jeweils in einer Zeile stehenden Zahlen der
ersten beiden Spalten so miteinander in
Bezichung zu bringen, daB wir als Ergebnis
jeweils die in der dritten Spalte stehende
Zahl dieser Zeile erhalten. Dabei beginnen
wir nicht mit der ersten Zeile; diese konnen
wir zuletzt vervollstindigen. An Stelle von
zwei Faktoren 3 schreiben wir 32, an Stelle
von drei Faktoren 3 schreiben wir 33, an
Stelle von vier Faktoren 3 schreiben wir 3¢
usw., an Stelle von m Faktoren n schreiben
wir n™. Wir konnen nun z. B. 3'? ausrech-
nen:
312-36.36-33.3%.33.33=27-27-27-27
=729-729=531441

Bei 12 Spielen gibt es also 531441 verschie-
dene Tipméglichkeiten. Da wir fir m jede
beliebige (natiirliche) Zahl einsetzen kon-
nen, ist es nun moglich, fir jede beliebige
Anzahl von Spielen die Anzahl der Tip-
moglichkeiten zu errechnen.

Man kann aber auch eine andere Uberlegung
anstellen: Wenn es pro Spiel nur zwei Tip-
moglichkeiten gibt, etwa ,gewonnen“ oder
Lnicht gewonnen“, so brauchten wir nur

1 1 1
Spiel 2 [ o\ n=2 zu setzen und konnten im iibrigen
bnischeidong © 00 © L o o oo wieobenrechnen.
123 123 123
1 2
° . °\° Spiele  Anzahl der Tip- Vermutete
= . . .
1 2 3 Entscheidungs- moglich- GesetzmiBigkeit
P 2 moglichkeiten keiten
NN pro Spiel
=] o o
1 2 3
; 5 1 3 3 3=3 =3!
2 3 9 3-3=3-3 =3
O. o
; 2\3 3 3 27 9-3=3-3-3 =3
4 3 81 27-3=3-3-3-3 =3*
s 2 3 5 3 243 81-3=3-3-3-3-3=3°%
=] o] o . .
cl)/o I}
1 2 3
3
o 12 3 531441 312
O S : .
1 2 3
1 2 3
o o
§ooT~4 m n "
1 2 3




Eine Liicke konnen wir allerdings hier noch
nicht schlieBen: In dem Augenblick, in dem
wir an Stelle von Zahlen Variable einsetzen,
in unserer Ubersicht also in der letzten Zeile,
behaupten wir etwas, was wir noch beweisen
miissen. Das werdet ihr erst spiter lernen.
Die Alteren von euch wissen, daB das mit
Hilfe des Beweisverfahrens der vollstindigen
Induktion geschieht Da wir bei der Losung
der hier zu besprechenden Aufgaben diesen
Beweis nicht fihren, formulieren wir in
Ubersichten immer in der ersten Zeile der
. letzten Spalte ,,vermutete GesetzmibBigkeit*.
Eine bei vielen Aufgaben dieser Art vor-
kommende GesetzmiBigkeit wollen wir durch
Aufgabe 7 kennenlernen, die 1965 in der ersten
Stufe der Mathematik-Olympiade fiir Klasse 6
gestellt wurde.
A7A Auf wie viele verschiedenen Weisen
kann man in der unten stehenden Tabelle
die Worter ,,JJunge Welt“ lesen, ohne dabei
Zeilen oder Spalten zu iiberspringen?

J UNGE W

UNGE WE

NGE WE L

GEWELT
Da man sich beim Auszidhlen der Méglich-
keiten sicherlich verzihlen wird, verfahren
wir wie bei Aufgabe 6: Wir zerlegen diese
Aulgabe in mehrere einfachere Aufgaben.
In der folgenden Ubersicht geben wir jeweils
links die Buchstaben und rechts die Anzahl
der Moglichkeiten an, diese Buchstaben
entsprechend zu lesen.

J 1 J-Uu 11 J1
|
Ui
J-U 11 J-U-N 111
| ||
U-N 12 U-N 12
I
N !

Um also ,Jun“ zu lesen, gibt es, als Zeile
bzw. Spalte geschrieben, jeweils eine Mog-
lichkeit, in Quadratordnung zwei Maglich-
keiten. Dieses Verfahren setzen wir fort:

J—U—-N Um [estzustellen, wie oft wir
| | | .Jung*in nebenstehender An-
U—-N-G ordnung lesen konnen, brau-
chen wir nur entsprechend den eben gefun-
denen Ergebnissen 1 (JUN) und 2 (JU)

UN

zu addieren. Thr werdet nun in der Lage sein,
folgende Zahlenordnung zu entwickeln:

J-U-N-G-E-W 11 1111
T T O I
U-N-G-E-W-E 123456
I O I
N-G-E-W-E-L 13 6101521
Y A O B
G-E-W-E—-L-T 1410203556

Wir konnen also , Junge Welt“ auf 56 Arten
lesen.

Zwischen den hier angegebenen Zahlen be-
stehen mehrere interessante Beziehungen.
Betrachtet diese Zahlenanordnung genau

und versucht selbst, solche Beziehungen zu
finden!
Wir geben einige an:
1. Die Zahlen in entsprechenden Zeilen und
Spalten stimmen iiberein.
2. In Zeile bzw. Spalte 1 stehen nur Einsen.
3. Jede in einer anderen Zeile bzw. Spalte
befindliche Zahl ist die Summe aus denje-
nigen beiden Zahlen, die unmittelbar davor-
und dariiberstehen.
4. Jede nicht in der ersten Zeile bzw. Spalte
befindliche Zahl ist die Summe derjenigen
Zahlen, die in der Zeile dariiber bzw. in
der Spalte davor bis zu eben dieser Zahl
stehen.
Zum Beispiel gilt 1+3+6+10=20.
Die Losung von Aufgabe 7 kann man noch
schneller durch Multiplikation und Division
bestimmter Zahlen finden, wenn man die
Regel hierfiir kennt. Wir wollen sie uns erar-
beiten:
Zur Erleichterung multiplizieren wir in unse-
rer Zahlenanordnung jede Zahl der dritten
Zeile mit 2, der vierten Zeile mit 6 und erhal-
ten 2, 6, 12, 20, 30, 42 bzw.
6, 24, 60, 120, 210, 336.
Die jetzt in der ersten Zeile stehenden Zahlen
sind die Produkte von jeweils zwei, die in
der zweiten Zeile stehenden Zahlen die
Produkte von jeweils drei aufeinanderfolgen-
den Faktoren. Es zeichnet sich wieder eine
GesetzmiBigkeit ab. Findet ihr sie selbst?
Wir geben sie zur Kontrolle an:
1:2,2-3,3-4,4-5,5-6, 6-7 bzw.
1-2-3,2-3:4,3-4-5,4-5-6,5-6-7,
6-7-8.
Um nun die Zahlen unserer urspriinglichen
Zahlenanordnung zu erhalten, miissen wir
die Zahlen der ersten Zeile jeweils durch
2=1-2 und die der zweiten Zeile jeweils
durch 6=1-2-3 dividieren. Wir [iihren fol-
gende Symbole ein:

3:2-1_(3 , gelesen 3 iiber 3,
1-2-3 3

4:3:2_(4 , gelesen 4 iiber 3 usw.
1-2-3 \3

2:1 _ (2 , gelesen 2 iiber 2,

1-2 2

32 _(3 , gelesen 3 iiber 2 usw.
1-2 2

7 8 9
t 3 , !
Berechnet nun z. B (3), ( 2) (4)

Wir geben die Losung der letzten Aulgabe an:

(9)=9-8-7'6=126

4/ 1-2-3-4

Um die Rechnung zu vereinfachen, wird man
stets weitestmoglich dividieren, bevor man
multipliziert. Wir werden also den Bruch
immer erst kiirzen,
Wir setzen 1-2-3-4- ...
Fakultat®.
So ist z B. 5!=120.
Um verschiedene Ausdriicke einfacher dar-
stellen zu konnen, setzen wir noch folgendes
fest:

-n=n!, gelesen ,n

i O
e

In( ) gelesen n iiber m, darl m hochstens

gleich n sein; es diirfen hierfiir natiirliche
Zahlen eingesetzt werden. Es gilt also

(n)__.w(n—l)-(n—Z)x.. -[n—(m—1)]
m m! ’

n\ . . . .
Man nennt ( ) einen Binomialkoeffizien-
m

ten. Unsere im Ergebnis von Aufgabe 7
erhaltene Zahlenanordnung kénnen wir nun
wie folgt darstellen:

() () o) ) () (o) -
(1) () 6 6 C) G-
() G) GG G G-
() 6) ) 6) 6 6)-

Die Punkte sollen andeuten, daB man diese
Zahlenanordnung nach rechts und nach
8:-7-6
1-2-3
=56 148t sich sehr schnell ausrechnen.
Wie kann man also nun eine solche Aufgabe
der mehrfachen Lesbarkeit von Wortern
moglichst rasch 16sen?
1. Wir zihlen, mit O beginnend, die Buchsta-
ben und erhalten die obenstehende Zahl
des BinomialkoefTizienten.
2. Wir zihlen, wieder mit 0 beginnend, die
Zeilen der Anordnung und erhalten die unten-
stehende Zahl des Binomialkoef(Tizienten.
Beispelt M A T HE M

A THEMA

THEMAT

HE MA T

EMATI K <2)=126

unten beliebig fortsetzen kann. <§)=

Es gibt also 126 Moglichkeiten, ,Mathe-
matik* in dieser Anordnung zu lesen. Habt
ihr schon folgende Beziehung bemerkt?

6)-G} (-G} 6)-C)

wir vermuten also die Giiltigkeit von

(n)=(")

Nun koénnt ihr auch auf eine sehr einfache
Art die Summe aller natiirlichen Zahlen von
1 bis zu einer beliebigen Zahl n angeben.

3 4
2= =3 1+2+3= =
1+ (2) + (2) 6

1+2+3+4 =(;)=10
6
2)_15 W. Tlirke

In Heft 3/72 erscheint der letzte Teil dieses
Beitrags — eine Aufgabensammlung, d. Red.

1+2+3+4+5=(
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Ramanujan —

das mathematische Genie Indiens

Teil 3

Hardy schrieb zum Anfang der Laufbahn Ramanujans
in Cambridge: ,,Seine Auffassung vom Wesen eines
mathematischen Beweises war mehr als nebethaft; er
gelangte zu allen seinen Ergebnissen, sowohl den frii-
hen als auch den spiteren, sowohl den richtigen als
auch den falschen, mit Hilfe einer seltsamen Mischung
intuitiven Erratens, induktiver Uberlegungen und
logischer Erorterungen...*. ,,Es war unméglich, einem
solchen Menschen vorzuschlagen, sich systematisch
die Grundlagen der Mathematik anzueignen. Gleicher-
maBen war es aber auch unméglich, Ramanujan mit
dem Glauben durchs Leben gehen zu lassen, daB alle
Wurzeln der Zetafunktion reell sind.© SchlieBlich
erfolgte die Ausbildung Ramanujans durch Unterhal-
tungen und Seminare. In der Diskussion iiber unge-
16ste Probleme und durch die schopferische Arbeit
nahmen seine Kenntnisse rasch zu. Nach einiger Zeit
kannte er sich in der Funktionentheorie und der analy-
tischen Zahlentheorie recht gut aus. ,,Natiirlich wurde
aus ihm kein Mathematiker der neuen Schule*, schrieb
Hardy, ,,und das war vielleicht gar nicht einmal
schlecht, aber er lernte zu begreifen, wann ein Satz
bewiesen ist und wann nicht, und der Strom seiner
originellen mathematischen Ideen floB weiter ohne
geringste Anzeichen von Erschopfung.

Der im Herbst 1914 beginnende Krieg behinderte die
weitere Ausbildung Ramanujans. Littlewood, der neben
Hardy ebenfalls mit Ramanujan arbeitete, wurde ein-
berufen, und ein Lehrer, so sagte Hardy, reichte fir
einen solchen Schiiler nicht aus. Das wissenschaft-
liche Leben in Cambridge und die internationalen Ver-
bindungen erstarben. Nur in der Wohnung Hardys
ging die tagliche Beschiftigung mit Ramanujan wei-
ter.

Ramanujan arbeitete mit groBem Eifer. Alles, was
nicht Analysis oder Zahlentheorie war, lieB ihn véllig
ungeriihrt. Fiir andere exakte Wissenschaften, fiir die
Politik, Philosophie, Literatur und den Sport zeigte
er im Gegensatz zu Hardy nicht das geringste Inter-
esse. In den seltenen Fillen aber, in denen es Hardy
gelang, mit Ramanujan ein Gesprach iiber nicht-
mathematische Themen zu fiithren, fand er in Rama-
nujan einen recht interessanten Gesprachspartner.
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Hardy beschrieb ihn als einen Menschen, der wie alle
hervorragenden Personlichkeiten seine Besonderhei-
ten hatte, der aber kein ,,6stliches Wunder** war, son-
dern eben ein kluger Mensch und auBerdem noch ein
groBer Mathematiker.

Im Frithjahr 1917 erkrankte Ramanujan und muBte
ins Krankenhaus. Dort wurde er regelmidBig von
Hardy und anderen Cambridger Mathematikern be-
sucht. Den gréBten Teil seines weiteren Aufenthaltes
in England muBte er in Londoner Krankenhdusern
verbringen, wohin er sehr bald iiberfiihrt wurde.
Zunichst schien seine Krankheit nicht besonders
gefahrlich zu sein, aber das feuchte englische Klima,
die Kriegs- und Nachkriegsverhiltnisse, das MiB-
trauen Ramanujans gegeniiber englischen Arzten sowie
das stindige Beharren auf einer fiir ihn ungeeigneten
Didtkost fiithrten schlieBlich dazu, daB sich seine
Krankheit immer mehr verschlimmerte und in eine
offene Tuberkulose iiberging.

Nach einem langen Kuraufenthalt im Herbst 1918 in
einem Sanatorium an. der Siidwestkiiste Englands
schien sich sein Gesundheitszustand etwas zu verbes-
sern. Mit neuer Energie ging er an die Arbeit. Am
26. November wurde er zum Mitglied der Englischen
Koniglichen Gesellschaft (Englische Akademie der
Wissenschaften) gewihlt, gleichzeitig ernannte man
ihn zum Professor der Universitit Cambridge. Er
war der erste Inder, dem diese Ehren zuteil wurden.
Anfang 1919 hatte sich der Gesundheitszustand Rama-
nujans so weit gebessert, daB die besten Mediziner Eng-
lands glaubten, er sei auBer Gefahr. Er beschloB, wenig-
stens fiir eine gewisse Zeit nach Madras zuriickzukeh-
ren. Die Universitit Madras hatte ihm ebenfalls eine
Professur angeboten. Offensichtlich war sein Entschlu
ein schicksalsschwerer Fehler, denn in Europa hitte
seine Krankheit moglicherweise vollstindig geheilt
werden konnen. Der Wunsch aber, nach der langen

links: Prof. Dr. Dababhoy Naoroji

Erster indischer Professor fiir Mathematik und Naturphilosophie —
1874 Erster Minister des ehemaligen Fiirstenstaates Baroda — Ver-
treter im NationalkogreB — 1886, 1893 und 1906 sein Président

rechts: 100 Jahre Volkszihlung in Indien — Die Volkszihlung vom
10. 3. bis 1. 4. 1971 ergab: 546955945 Einwohner, das sind durch-
schnittlich 182 Menschen pro km?.



Trennung die Verwandten und die Heimat wiederzu-
sehen, war zu stark. Nachdem er sich von seinen
Freunden, insbesondere von Hardy, verabschiedet
hatte, begab er sich im Januar 1919 voller Erwartung
nach Indien.

Nach der Abreise Ramanujans wartete Hardy unge-
duldig auf Nachricht. Ramanujan hiillte sich aber fast
ein ganzes Jahr in Schweigen. Anfang 1920 kam dann
der erste und zugleich letzte Brief Ramanujans in
Cambridge an.

In diesem Brief verlor Ramanujan kein Wort tiber sei-
nen Gesundheitszustand, und Hardy nahm an, daB
er zumindest zufriedenstellend sei. In Wirklichkeit
kam Ramanujan am 2. April 1919 sehr geschwicht in
Madras an. Die ermiidende Reise hatte seine Gesund-
heit offenbar endgiiltig zerriittet. Seine Krifte lieBen
rasch nach, aber er wollte sich nicht in arztliche Be-
handlung begeben und arbeitete fieberhaft an seinem
letzten Steckenpferd — simulierenden Tetafunktio-
nen. Im Januar 1920 begab er sich unter dem Druck
seiner Freunde und der Arzte in Madras in Behand-
lung. Es wurde alles fiir ihn getan, was moglich war,
aber vergeblich. Am 26. April 1920 verstarb Ramanu-
Jjan in einem Vorort von Madras.

Seine Arbeit an der Universitit Madras hatte er fak-
tisch nicht antreten kénnen.

Die Nachricht vom Tode Ramanujans kam fir die
Cambridger Mathematiker vollig unerwartet. Unter
der Leitung von Hardy wurde sehr bald intensiv
begonnen, den wissenschaftlichen NachlaB Ramanu-
Jjans zu erforschen, angefangen von den ersten Ein-
tragungen in seinen Notizbiichern bis zu den simulie-
renden Tetafunktionen. Seine Notizbiicher wurden
von Freunden in Indien handschriftlich abgeschrieben
und nach Cambridge an Prof. G. N. Watson geschickt,
der es iibernahm, sie griindlich zu analysieren. Er war
damit einige Jahre beschiftigt.

Obwohl Hardy finf Jahre lang mit Ramanujan ver-
kehrt hatte, blieben fiir ihn noch viele Fragen offen:
die ersten Ergebnisse Ramanujans; die Wege, iiber die
er zu ihnen gelangte; die Quelle seiner Kenntnisse in
bezug auf einige Fragen, die nicht in dem Buch von
Carr behandelt wurden usw. Spiter bedauerte das
Hardy natiirlich sehr, aber er konnte sich keine Schuld
geben, weil es, wie er sagte, so viele neue und inter-
essante Fragen gab, die unbedingt sofort mit Ramanu-
Jjan erdrtert werden mubBten, daB die Riickkehr zu den
alten Aufgaben immer weiter und weiter aufgescho-
ben wurde. AuBlerdem hoffte Hardy ja, wieder mit
Ramanujan zusammenzukommen, denn niemand
konnte dessen so baldigen Tod voraussehen. Vieles in
den Arbeiten Ramanujans bleibt also ein historisches
Ratsel.

Ein Jahr nach dem Tode Ramanujans schrieb Hardy :
»,Man kann sich dariiber streiten, welche Bedeutung

die Arbeiten Ramanujans haben, nach welchen Kri-
terien man ihn als Mathematiker einzuschitzen- hat
und welchen Einflu} er auf die Entwicklung der Ma-
thematik haben wird. Seine Arbeiten sind nicht so
einfach und folgerichtig wie die der groBten Mathe-
matiker; seine Ergebnisse wiaren bedeutsamer, wenn

_ sie nicht so ungewdhnlich wiren. Sie heben sich jedoch

durch eine unbestrittene Eigenschaft hervor -— die
tiefgehende und unanfechtbare Originalitdt. Er wire
wahrscheinlich ein groBerer Mathematiker geworden,
wenn man ihn in der Jugend ausgebildet hitte. Er
hitte wahrscheinlich mehr und auch Bedeutsameres
entdeckt. Andererseits ware er dann weniger Ramanu-
Jjan, sondern eher ein europdischer Professor gewe-
sen, und es ist schwer zu sagen, ob das ein Gewinn
oder ein Verlust gewesen wire...““. Die letzten Zeilen
sind ganz offensichtlich in der frischen Erinnerung an
den Tod des Freundes geschrieben worden, dessen
leuchtende Personlichkeit noch vor seinen Augen
stand. 16 Jahre spiter befaBte sich Hardy noch einmal
mit der Einschédtzung Ramanujans und schrieb zu dem
eben Zitierten: ,,Alles, was ich damals gesagt habe,
bin ich auch jetzt zu wiederholen bereit, lediglich mit
Ausnahme des letzten Satzes, der nach licherlicher
Sentimentalitét klingt. Die Wissenschaft hat iberhaupt
nichts davon gewonnen, daB das Kumbakonamer
College den einzigen groBen Gelehrten, den es hatte,
abwies, und der Verlust war unermeBlich. Das Schick-
sal Ramanujans ist das schlimmste mir bekannte Bei-
spiel fiir den Schaden, der durch ein wenig effektives
und zu starres Bildungssystem verursacht werden
kann. Man hétte nicht viel gebraucht, nur jihrlich
60 Pfund Sterling fiir einen Zeitraum von fiinf Jahren,
Verstandnis fiir Menschen mit wirklichen Kenntnissen
und etwas Vorstellungskraft, und die Welt wiare um
einen ihrer groBten Mathematiker reicher gewor-
den...*.
Zu dem von Hardy Gesagten braucht man nur hinzu-
zufiigen, daB nicht nur das starre und uneffektive Bil-
dungssystem schuld war. Dieses System war ja nur
Folge der allgemeinen Lage Indiens als einer Kolonie,
in der jedwede Entwicklung einer Nationalkultur,
darunter auch die Entwicklung von nationalen wissen-
schaftlichen Kadern, unterdriickt wurde.
Ramanujan war der erste indische Mathematiker, der
weltweite Anerkennung erhielt. Jetzt verfiigt die Repu-
blik Indien iiber bedeutende mathematische Kader,
die Wissenschaft in Indien erfihrt einen groBen Auf-
schwung. Es ist iiberfliissig zu sagen, daB das Anden-
ken an Ramanujan in den Herzen der indischen Wis-
senschaftler lebt. Sein Name gilt als Symbol der er-
wachten Schopferkraft des indischen Volkes.

V. Lewin

Anekdote iiber Ramanujan siehe Seite 26, d. Red.
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Letzter Einsendetermin: 1. Juni 1972

54882 Wieviel Kilogramm Zinn und wie-
viel Kilogramm Blei sind einzuschmelzen,
um daraus 15 kg Lotzinn herzustellen, wenn
auf zwei Gewichtsteile Zinn drei Gewichts-
teile Blei kommen?

Uwe Szyszka, 2001 Brohm, Kl. 5

W Su883 Von der Zeitschrift ,,Mosaik*
sind bisher die Hefte mit den laufenden Num-
mern von 1 bis 157 erschienen. Jemand ist im
Besitz fast aller Helte, ihm fehlt genau ein
Heft. Dividiert man die Anzahl der im Besitz
des Lesers befindlichen Zeitschriften durch
13, so ist dieser Quotient genau dreimal so
groB wie der Quotient, den man erhilt, wenn
man die durch die laufende Nummer der feh-
lenden Zeitschrift dargestellte Zahl durch 13
dividiert. Welche Nummer der Zeitschrift

fehlt dem Leser? Annegret Kirsten,
August-Bebel-O5 Leuna, Kl. 7¢

W 5m884 Doris ist Schiilerin einer dritten
Klasse; sie wurde im Alter von sechs Jahren
eingeschult und regelmafig versetzt. Doris
hat zwei jiingere Schwestern, von denen die
eine vier Jahre jinger als die andere ist.
Addiert man die Zahlen, die das Lebensalter
ihrer Schwestern (in ganzen Zahlen) angeben,
so erhilt man die Zahl des Lebensalters von
Doris. Wie all sind die drei Schwestern?
Waltraud Rohleder, 29 Wittenberge,
Friedrich-Ludwig-Jahn-OS I, KI. 8a

finf natirlichen Zahlen
a, b, ¢, d und e gelten die folgenden Unglei-

chungen:
l.a>e, 3.c>e, 5. a>bh, 7T.c>a,
2.b<c, 4.d<e, 6.b<d, 8. .a>d

Ordne diese Zahlen nach ihrer GroBe; be-
ginne mit der kleinsten! Welche der Unglei-
chungen werden zur Losung der Aulgabe
nicht benotigt?

*5*886 Alle 36 Schiiler einer 5. Klasse
beteiligten sich an der ersten Stufe der dies-
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jahrigen Mathematikolympiade. Jeder hatte
genau vier Aufgaben zu l6sen. Die Korrektur
durch den Mathematiklehrer dieser Klasse
brachte folgendes Ergebnis:

Die Anzahl! der Schiiler, die keine Aufgabe
ldsten, war gleich der Anzahl derjenigen, die
alle vier Aufgaben losten. Die Anzahl der
Schiiler, die nur eine Aufgabe 18sten, war
gleich der Anzahl derjenigen, die drei Auf-
gaben geldst hatten, aber doppelt so groB wie
die Anzahl der Schiiler mit vier gelosten
Aufgaben. Die Anzahl aller von den Schiilern
insgesamt geldsten Aufgaben war dreimal so
groB wie die Anzahl der Schiiler mit genau
zwei gelosten Aufgaben und doppelt so groB
wie die Anzahl aller Teilnehmer. Wieviel
Schiiler haben keine der vier Aufgaben ge-
16st? Wieviel Schiiler 16sten genau eine, ge-
nau zwei, genau drei, alle Aufgaben?

64887 Es ist zu beweisen, daB fiir jeden
Rhombus das Produkt aus den MaBzahlen
der Lingen der Diagonalen gleich dem zwei-
fachen Produkt aus den MaBzahlen der Lan-
gen einer Rhombusseite und ihrer zugeho-
rigen Hohe ist, wenn alle Langen in der glei-
chen MaBeinheit gemessen werden.

Herwig Gratias, EOS Sommerda, Ki. 10

W 6 w888 Durch drei LKW, die jeder 2,7 t
Kies je Fuhre laden, sind insgesamt 54 tKies
zu drei verschiedenen Baustellen zu fahren.
Jeder dieser LKW fihrt fiir genau eine Bau-
stelle. Fiir eine Fuhre benétigt der erste LKW
12 min, der zweite 20 min und der dritte
30 min. Wieviel Tonnen Kies erhilt jede Bau-
stelle, wenn die Gesamttransportzeiten fiir
jeden LKW gleich groB sind?

Schiiler Ulrich Schwarz,

9401 Hundshiibel, K. 9
W 6 a889 Auf die Frage, wieviel Mddchen
und wieviel Jungen der 6. Klassen einer Ober-
schule sich regelmidBig am alpha-Wettbewerb
beteiligten, antwortete der Mathematiklehrer

dieser Klassen scherzhaft: ,,Dividiere ich die
Anzahl der genau 61 Wettbewerbsteilnehmer
durch die Anzahl der teilnehmenden Mid-
chen, so erhalte ich 10 als Rest. Dabei ist die
Anzahl der am Wettbewerb regelmifBig teil-
nehmenden Jungen mehr als doppelt so groB,
aber weniger als dreimal so groB wie die der
Maidchen.** Ermittle aus diesen Angaben die
Anzahl der am Wettbewerb teilnehmenden
Jungen und die der Méidchen!

Karin Vetter, 8256 Weinbjhla, K. 8

*6* 890 Esistzu beweisen, daB jede Prim-
zahl p, die groBer als 3 ist, bei Division durch
6 entweder des Rest 1 oder den Rest 5 laBt.

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, KI. 10

*6* 891 Zeichne ein Dreieck ABC, kon-
struiere den Mittelpunkt M der Seite AB, ver-
binde C mit M und verbinde einen inneren
Punkt P der Strecke CM mit den Punkten A4
und B. Es ist zu beweisen, daB die Flichen-
inhalte der Dreiecke A PCA4 und A PBC
gleich sind! Sch.

74892 Ermittle alle sechsstelligen natiir-
lichen Zahlen von der Form xy37yx, die
durch 36 teilbar sind!

Elke Mietzsch, Pasewalk, KI. 9

W 72893 Es sind alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlen anzugeben, deren Quadrat eine
dreistellige Zahl ist, die auf dieselbe Ziffer
endet, mit der die zweistellige Zahl beginnt.

Jiirgen Funke, OS Neubrandenburg, KI. 8

W 7 894 Die Abbildungstellt ein Parallelo-
gramm ABCD dar. Der Mittelpunkt E der
Seite AB wurde mit dem Mittelpunkt F der
Seite AD und mit dem Eckpunkt C, ferner C
mit F verbunden. Der Flacheninhalt des Drei-
ecks ECF ist durch den Flacheninhalt des
Parallelogramms ABCD auszudriicken!
Sch.

*7*895 Fiir welche natiirlichen Zahlen
a>b>0 ist die Ungleichung %>a-b er-
a—

fullt?
Doris Kopitzke, Neustrelitz, Kl. 8

*7* 896 Der Satz ,.Erginzen sich die ein-
ander gegeniiberliegenden Winkel eines kon-
vexen Vierecks zu 180°, so ist das Viereck ein
Sehnenviereck* ist indirekt zu beweisen!
(Gehe dabei von der Annahme aus, daB sich
die einander gegeniiberliegenden Winkel zu
180° ergiinzen und das Viereck kein Sehnen-
viereck sei, und leite daraus einen Wider-
spruch her!) T.

84897 Zum Bau von Werkhallen, Lager-
riumen, Garagen u. a. werden bei Anwen-



dung der Leichtbauweise hédufig Pur-Al-Plat-
ten benutzt, das sind aluminiumbeschichtete
Platten aus Polyurethan-Hartschaum. Eine
solche Platte von 50 mm Stirke hat eine
Masse von 6,3 kg je 1 m?.

a) Wie gro8 ist die mittlere Dichte (in grom %)
einer solchen Platte?

b) Wie grofB ist die Masse einer Platte von
15,40 m Lange, | m Breite und 80 mm Stérke,
wenn die mittlere Dichte ebenso groB wie im
Falle a) ist? L.

W 8m898 Am 16. Februar 1972, seinem
Geburtstag, stellle ein Mathematiker fest,
daB das an diesem Tage von ihm erreichte
Alter (in Jahren) mit der Quersumme der
Jahreszahl seines Geburtsjahres iiberein-
stimmt. Wie alt ist dieser Mathematiker am
16. Februar 1972 geworden, und in welchem
Jahre ist er geboren?

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, 10. Klasse

W 8 w899 Essei ABCD ein Drachenviereck
mit der Symmetrieachse BD, mit der Seite
AD=5 cm und der Diagonale AC=8 cm.
Ferner sei ¥ DAB=90°. .
Es soll die Linge der Diagonale BD be-
rechnet werden.

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, 10. Klasse

*8*900 Ein Schiff benétigt fiir die Fahrt
auf einer bestimmten Strecke eines Flusses
stromaufwirts 4 Std., dagegen bei gleicher
Maschinenleistung und gleicher Strémungs-
geschwindigkeit stromabwirts nur 3 Std.
a) In welcher Zeit wiirde dieses Schiff bei
gleicher Maschinenleistung eine gleichlange
Strecke in einem ruhenden Gewisser zuriick-
legen?
b) In welcher Zeit wiirde ein FloB, das strom-
abwirts treibt, eine gleichlange Strecke zu-
riicklegen?

Ullrich Miiller. EOS ..Geschwister Scholl”.

Freiberg. 11. Klasse

*8* 901 Es ist zu beweisen, daB fiir jedes
gleichschenklige Trapez gilt:

1. Wenn die Diagonalen eines gleichschenk-
ligen Trapezes aufeinander senkrecht stehen,
so ist seine Mittellinie ebenso lang wie seine
Hoéhe.

2. Wenn die Mittellinie eines gleichschenk-
ligen Trapezes ebenso lang wie seine Hohe
ist, so stehen die Diagonalen dieses Trapezes

aufeinander senkrecht.
StR Lerche, Dresden;

OL Polster, Dresden

94902 Es ist zu beweisen, daB sich das
Quadrat einer jeden natiirlichen Zahl, die
groBer als 2 ist, als Differenz der Quadrate
zweier von Null verschiedener natiirlicher
Zahlen darstellen 1aBt, daB also fiir jede natiir-
liche Zahl n mit n>2 gilt:
n=x—y,
wobei x und y von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen sind.
V. Wassiljew, Schiiler der Klasse 9 A der
Otto-Grotewohl-Schule in Moskau, UdSSR

W 9 w903 Es seien f; und f, zwei fiir alle
reellen Zahlen x definierte Funktionen mit
Si(x)=4x*—1,3 und
f2(x)=5x+2. Essind alle
reellen Zahlen x zu ermitteln, fir die
Silh() =L [1(x)] gilt.
Rainer Zerck, Wismar,
EOS ,,Geschwister 5choll”, KI. 10

W 9a904 Es sei ABCD ein Rechteck mit
den Seitenlingen BC=a und AB=2a. Ferner
seien E, F, G, H die Mittelpunkte der Seiten
dieses Rechtecks. Dem Rhombus EFGH sei
ein Kreis einbeschrieben (vgl. die Abb.).
Es sind der Radius und der Flicheninhalt
dieses Kreises zu berechnen.

Ingolf Kunath, EOS Meifen, KI. 11

*9*905 Es sei ABC ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Winkel an der Spitze kleiner
als 60° ist, dessen Basis die Linge a und des-
sen Schenkel die Lange b haben. Ferner seien
EAC und, BDC zwei gleichschenklige Drei-
ecke, deren Basen EA und BD ebenfalls die
Linge a haben und von denen jeweils ein
Schenkel mit den Schenkeln des gleich-
schenkligen Dreiecks ABC zusammenfillt
(vgl. die Abb.).
Es ist die Lange der Strecke ED aus den gege-
benen Langen a und b zu berechnen.
Riidiger Niitzmann, stud. math.
Universitdt Rostock

*9*906 Es ist zu beweisen, daB fiir den
Flacheninhalt 4 eines Sehnenvierecks, dessen
Umkreis den Radius r hat, stets

A2 gilt. Sch.

104907 Jemand schlieBt wie folgt:
,.Da fiir jede reelle Zahl ¢ mit 0<g<1 und
fiir jede von Null verschiedene Zahl n

1) q">q"*! gilt, folgt )
Igg">lgg™*!, also (2)
nlgg>(n+1)lgq. (3)

Ich dividiere jetzt auf beiden Seiten durch
Ig g+0 und erhalte
n>n+1. 4)
Damit habe ich bewiesen, daB jede natiirliche
Zahl groBer als ihr Nachfolger ist.
Offenbar ist das falsch. Wo steckt der Fehler
bei dieser SchluBweise?
Technische Universitdt Dresden
Sektion Mathematik

W 108908 Es sei z eine (im dekadischen
Positionssystem) 1972stellige Zahl, deren er-

ste und letzte Grundziffer gleich 1 ist und
deren iibrige Grundziffern samtlich gleich 0
sind:

1970 Ziffern

Man beweise, daB die Zahl z keine Primzahl
ist.

Gerd Weiflenborn, Berlin,

EOS ,,Heinrich Hertz", Klasse 10

W 10909 Einem Halbkreis mit dem Be-
grenzungsdurchmesser AB seien zwei Halb-
kreise einbeschrieben, deren Begrenzungs-
durchmesser AC und CB auf AB liegen und
die sich in dem Punkt C beriihren (vgl. die
Abb.). Ferner sei im Punkt C auf 4B die
Senkrechte errichtet, die den Halbkreis iiber
AB in dem Punkt D schneidet. Es ist zu ent-
scheiden, ob der Flicheninhalt des in der
Abbildung senkrecht schraffierten Kreises mit
CD als Durchmesser groBer, kleiner oder
gleich dem Fliacheninhalt der in der Abbildung
quer schraffierten Figur ist, die durch die
drei Halbkreisbogen iiber AB. AC und CB
begrenzt wird.
Erst schitzen, dann rechnen und begriinden!
,,Quant*, 1971, Heft 5

*10*910 Es sind. alle von Null verschie-
denen natiirlichen Zahlen anzugeben, deren
Quadrate gleich einem Vielfachen von 864

und die kleiner als 864 sind. L.

*10*911 Es ist zu beweisen, daB fiir alle

Winkel mit 0 <a<45° die Gleichung

. 2tana
sin2a=—— ;- 1

1 +tan’a M

und tan? = l—-cosa erfiillt sind. (2)

2 sina

Marlies Eberlein, Niederfrauendorf,
EOS ,.Gliick auf™, Altenberg, Ki. 12

Achtung — alpha-Wettbewerb

Mit Heft 2/72 endet der alpha-Wettbewerb
des Schuljahres 1971/72. Die Antwortkarten
zum Heft 2/72 werden Anfang der Sommer-
ferien an die Teilnehmer versandt.
Zwischen dem ]. und 10. September 1972
sind alle (richtigen) Antwortkarten geschlos-
sen an die Redaktion, 7027 Leipzig, Postfach
14 einzusenden. Wer zwei Urkunden (oder
mehr) einsendet, dazu die Karten des Jahres
1971/72, erhalt das Abzeichen in Gold und
sein Name wird in alpha verSffentlicht. Bitte
alle Einsendungen (und evtl. Riickantwort-
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XI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(5./6. 2. 1972)

Olympiadeklasse 7

1. Ermittle alle Primzahlen p, die gleichzeitig
den folgenden Bedingungen geniigen:

(1) p<100.

(2) p 1dBt sowohl bei Division durch 3 als
auch bei Division durch 5 jeweils den Rest 2.
(3) p 1dBt bei Division durch 4 den Rest 1.

2. In einer Klasse mit 28 Schiilern beteiligen
sich alle Schiiler am auBerunterrichtlichen
Sport, und zwar jeder an mindestens einer
der folgenden vier Sportarten: FuBball,
Leichtathletik, Schwimmen und Turnen, in
jeder dieser Sportarten mindestens 1 Schii-
ler. Kein Schiiler beteiligt sich an einer Sport-
art, die hier nicht auflgezadhlt ist.

Bekannt ist von den Schiilern dieser Klasse:
(1) Jeder Schiiler betreibt hochstens zwei
Sportarten.

(2) Genau 18 Schiiler beteiligen sich an
genau einer Sportart.

(3) Von den Schiilern, die Leichtathletik
betreiben, nimmt genau die Hilfte auch
noch am Turnen teil.

(4) Jeder Schwimmer betreibt zwei Sport-
arten, wobei alle anderen Sportarten in
gleicher Anzahl vertreten sind.

(5) Die Anzahl der Schiiler, die nur turnen,
ist gleich der Anzahl der Schiiler, die nur
FuBball spielen.

(6) Die Menge der Schiiler, die sowohl
turnen als auch FuBball spielen, ist leer.

(7) Die Anzahl der Schiiler, die sowohl
Turnen als auch Leichtathletik betreiben,
ist gleich der Anzahl derjenigen unter den
restlichen Schiilern, die sich ebenfalls an zwei
Sportarten beteiligen.

Ermittle die Anzahlen aller Schiiler dieser
Klasse, die sich an
a) FuBball

b) Leichtathletik
¢) Schwimmen
d) Turnen

beteiligen

3. Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der
Seitenldnge a. Auf BC liege ein Punkt P,
derart, daB

BP,=P,C gilt, auf CD liege ein Punkt P,
mit P,D=3 CP, und auf DA ein Punkt Py
mit P,A=3 DP,.

Ein Punkt P wandere aufl Seiten des Qua-
drates von P, iiber B und A nach P;.
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Es sei nun A, der Flicheninhalt des Quadra-
tes ABCD und Ay der des Vielecks PP, P,P;.
Ermittle samtliche Lagen von P, fiir die das
Verhiltnis 4,:4,

a) am groBten

b) am kleinsten ist!

Berechne das Verhiltnis fir jeden der beiden
Fille!

Dabei sei auch zugelassen, daB P mit P,
bzw. P, zusammenfillt, falls hierbei eines
der gesuchten Verhiltnisse auftritt.

4. Fritz erzdhlt: In unserer Klasse gibt es
genau doppelt soviel Mddchen wie Jungen.
Wiren es je S Jungen und Madchen weniger,
dann hitten wir genau dreimal soviel Mad-
chen wie Jungen.

Ermittle die Anzahl aller Middchen und die
aller Jungen dieser Klasse!

5. Beweise den folgenden Satz: Ist P ein
Punkt, der im Innern oder auf dem Rande
eines Quadrates ABCD liegt, so ist die Summe
der Lingen der Verbindungsstrecken von P
mit den vier Eckpunkten 4, B, C, D groBer
als die doppelte Linge einer Quadratseite.

6. Konstruiere ein Dreieck AABC aus
c¢=5cm, h,=4,5 cm, 5,=5,5 cm! Dabei sei ¢
die Linge der Seite AB, h, die Linge der
Hohe des Dreiecks, die aul der Geraden
durch B und C senkrecht steht, und s, die
Linge der Seitenhalbierenden der Seite BC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke
ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 8

1. In ein leeres GefdB (ohne AbfluB) mit
einem Fassungsvermégen von 1000 Liter
flossen mit gleichméBiger Stromungsge-
schwindigkeit zunidchst in jeder Sekunde
genau 30 Liter Wasser und von einem spite-
ren Zeitpunkt ¢ ab in jeder Sekunde genau
15 Liter Wasser. Nach genau 40 s, gemessen
vom Anfang an, war das GefdB gefiillt.
Ermittle, welcher Bruchteil des GefidBinhalts
zum Zeitpunkt ¢ gefiillt war!

2. Von sieben Schiilern soll jeder auf sein
Zeichenblatt vier voneinander verschiedene
Geraden zeichnen. Dabei soll der erste

Schiiler die Geraden so zeichnen, daB kein
Schnittpunkt, der zweite so, daB genau
1 Schnittpunkt auftritt, der dritte so, daB
genau 2 Schnittpunkte, der vierte so, daf
genau 3 Schnittpunkte, der finfte so, daB
genau vier Schnittpunkte, der sechste so, daB
genau 5 Schnittpunkte, und der siebente
Schiiler so, daB genau 6 Schnittpunkte auf-
treten. Auch Schnittpunkte, die auBerhalb
des Zeichenblattes liegen. werden hierbei
mitgezihlt.

Nach einer gewissen Zeit behaupten der
zweite, der dritte und der sechste Schiiler,
daB ihre Aufgabe nicht 1osbar sei.

Stelle lest, wer von den drei Schiilern recht
und wer nicht recht hat, und beweise deine
Feststellung!

3. Ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die ein
gleichschenkliges Dreieck AABC mit den
Seitenldngen

a=—-5x+12 b=3x+20 c=4x+16
existiert! (Uberlege, welche Bedingungen a,
b und ¢ dabei erfiillen miissen!)

4. Beweise, daB fiir je zwei rationale Zahlen
a>2, b>2 das Produkt ab groBer als die
Summe a+b ist!

5. Gisela stellt auf einem Pioniernachmittag
folgende Aufgabe: ,,Wenn ich aus diesem
GeldB mit Niissen an fiinl von euch dem
ersten die Hilfte und eine halbe NuB und
dann dem zweiten, dem dritten usw. nach-
einander jeweils die Hilfte der noch vorhan-
denen Niisse und eine halbe dazu gebe, dann
habe ich alle verbraucht.

Wie groB ist die Anzahl der Niisse, die das
GefiB enthielt?

Wie groB ist fur jeden der finf Pioniere die
Anzahl der Niisse, die er erhalten wiirde?

6. Einem Rechteck ABCD mit den Seiten-
lingen AB=a und R:b, a>b, sei ein
Parallelogramm EFGH so einbeschrieben,
daB die Seiten DA und BC des Rechtecks
von Eckpunkten des Parallelogramms im
Verhiltnis 2:3 oder 3:2, die Seiten 4B und
CD im Verhiltnis 3:4 oder 4:3 geteilt werden
und E aul 4B, F auf BC, G auf CD, H aul DA
liegen.

Stelle fest, ob dies auf eine oder mehrere
Weisen moglich ist! Ermittle in jedem der
moglichen Fille das Verhiltnis der Flidchen-
inhalte von Rechteck und Parallelogramm
zueinander!

Olympiadeklasse 9

1. Giinter erzdhlt: ,Die sechsstellige Tele-
fonnummer unserer Schule merke ich mir
folgendermaBen: Ich schreibe unsere zwei-
stellige Hausnummer hin. Dahinter schreibe
ich die Quersumme der Hausnummer und
fiige nun jeweils die Summe aus den letzten
beiden hingeschriebenen Zahlen an, bis sechs
Ziffern dastehen.

Ubrigens kommt in der Telefonnummer



unserer Schule keine Eins vor, und unsere
Hausnummer ist eine durch 3 teilbare Zahl."
Wie lautet Giinters Hausnummer und wie
die Telefonnummer seiner Schule?

2. In die nebenstehende Figur (Bild A 9; 2)
sollen neun aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen so eingetragen werden, daB in jedem
Feld genau eine steht und die drei ,,Zeilen-
summen®, die drei ,Spaltensummen* und
die zwei ,Diagonalsummen“ simtlich ein-
ander gleich sind (magisches Quadrat).

Beweisen Sie, daB eine derartige Belegung
genau dann moglich ist, wenn in dem schraf-
fierten Feld die finfte der der GroBe nach
geordneten Zahlen steht!

3. Beweisen Sie den folgenden Satz: Verhalten
sich die Seitenlingen eines Dreiecks A ABC
wie /3:/2:1, dann stehen zwei Seitenhal-
bierende dieses Dreiecks senkrecht aufein-
ander.

4. In einem Rechteck ABCD mit AB=CD
=a und BC=DA=b (a>b) schneide die
Halbierende des Winkels « BAD die Seite
CD in §,. Weiter sei S, der Mittelpunkt von
AB.

Ermitteln Sie das Verhiltnis a:b der Seiten-
ldngen eines solchen Rechtecks, bei dem
dic Halbierende des Winkels & AS,C die
Seite CD in S, schneidet!

5. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen.
Beweisen Sie, daBl dann

LIS FU-LTTERR I & gy

bc ac ab a b ¢

Geben Sie alle Fille an, in denen Gleichheit
eintritt!

6. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (x; y)
ganzer Zahlen x, y, die Losungen der folgen-
den Gleichung sind:
2x2—2xy—5x—y+19=0.

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (a; b)
reeller Zahlen a, b mit a+0, b#+0, fir die
folgendes gilt:

(1) Die Summe der beiden Zahlen ist 6.

(2) Die Summe der Reziproken beider Zah-
len ist ebenfalls 6.

2. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (x; y)
jeweils zweistelliger natiirlicher Zahlen x und
y mit x> y, fiir die folgendes gilt:

(1) Schreibt man die Ziffern der Zahl x in
umgekehrter Reihenfolge, so erhilt man die
Zahl y.

(2) Schreibt man die Ziffern der Zahl x? in

umgekehrter Reihenfolge, so erhilt man die

Zahl y2.

3. Gegeben sei die Kathetenlidnge BC=a
eines rechtwinkligen Dreiecks AABC mit
dem rechten Winkel bei C, fiir das
AC:BC=2:1 gilt.

Die Halbierende des rechten Winkels < ACB
schneide den Umkreis des Dreiecks auBer in
C noch in D.

Man berechne die Liange der Sehne CD als
Funktion von a.

Hinweis: Nach einem bekannten Satz der
ebenen Geometrie teilt im Dreieck die Win-
kelhalbierende die gegeniiberliegende Seite
im Verhiltnis der anliegenden Seiten.

4. Ein gerader Kreiskegelkdrper mit dem
Radius R=6 und ‘der Hohenldnge h sei so
zylindrisch durchbohrt, daB die Achse des
Kegels mit der des Bohrloches zusammen-
fillt Wie groB muB der Radius r (R, h, r in
Zentimeter gemessen) des Bohrlochs gewihlt
werden, wenn das Volumen des Restkdrpers
halb so groB sein soll wie das des Kegel-
korpers?

5. Eine Funktion f(x), die fiir alle reellen
Zahlen x definiert sei, sei periodisch mit
der Periode p, d. h. fiir alle reellen x gelte
S(x+p)=f(x), wobei p die kleinste positive
Zahl sei, fiir die das gilt. Welche kleinste
positive Periode hat dann die Funktion

a) F(x)=%f (x), b) G(x)=f(§)?

6. Konstruieren Sie ein Dreieck A ABC aus
a—b=3cm, «=70° und f=50°!

Dabei seien a die Linge der Seite BC, b die
der Seite AC, a die GroBe des Winkels
¥ BAC und B die des Winkels ¥ ABC.
Beschreiben, begriinden und diskutieren Sie
Ihre Konstruktion!

Pierre-Louis Curien (links), Autor unseres
Beitrags auf Seite 28 mit seinem Mann-
schaftskameraden Hervé Pépin.

Olympiadeklasse 11/12

1. Gegeben seien in einer Ebene zwei sich
schneidende Geraden g und h. Die GroBe
des einen ihrer vier Schnittwinkel sei a <90°.
a) Es ist zu beweisen: Zwei nacheinander
ausgefiihrte Spiegelungen der Ebene, erst
an g, dann an h, lassen sich stets durch eine
Drehung der Ebene ersetzen (d. h. sie sind
einer Drehung der Ebene dquivalent); deren
Drehpunkt und Drehwinkel sind zu ermit-
teln.

b) Es ist festzustellen, ob sich dieselbe Dre-
hung wie in a) ergibt, wenn man erst an h
und dann an g spiegelt.

2. Man beweise, daB die Gleichung
(1) 4+6*=9"
keine rationalen Losungen besitzt.

3. 21 leere Felder, die in Form eines Recht-
ecks von 3 Zeilen und 7 Spalten wie in Bild
11/12; 3 angeordnet sind, sollen so mit
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 belegt werden,
daB jedes Feld mit genau einer der angege-
benen Zahlen belegt wird und dabei insge-
samt jede dieser Zahlen dreimal vorkommt.
Dabei sollen die drei Zahlen jeder Spalte
paarweise voneinander verschieden sein, und
von den sechs Zahlen in je zwei Spalten diir-
fen hochstens zwei iibereinstimmen.

Man gebe eine Belegung der gelorderten
Art an und begriinde, wie sich eine derartige
Belegung finden ladBt.

4.a) Es seien ao=—4 und a, =2 die ersten
beiden Glieder einer unendlichen Folge {a,}.
Ferner sei a, fir jede natiirliche Zahl n=>2
das arithmetische Mittel der beiden vorher-
gehenden Glieder.

(Fortsetzung siehe S. 47)
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In freien Stunden Hlphﬂ heiter

O 67

Hexa — Hexa — Flexagon

Macht mit! Wir konstruieren ein sehr merkwiirdiges
Gebilde, das Euch viel Freude bereiten wird.
Einen Streifen aus 18 gleichseitigen Dreiecken (Bild 1)
falten wir um die eingezeichneten Achsen immer in
gleicher Richtung. Damit erhalten wir einen Streifen,
bei dem jeweils zwei Dreiecke iibereinanderliegen. Wir
falten weiter entsprechend den folgenden Abbildun-
gen (Bild 2 bis 5). Zum AbschluB.kleben wir den Falz
auf die vorher markierte Fliche und erhalten unser
,,Hexa — Hexa — Flexagon®‘.
/ / / /

>~ ;

Bild 1 ‘h./ >~
4

Setzt man dieses Verfahren fort, erhidlt man 6 verschie-
dene Flichen, 9 verschiedene Kombinationen zwi-
schen Vorder- und Riickseite und dann noch verschie-
dene Anordnungen der Dreiecke bei jeder Fliche.

Mathematikfachlehrer U. Sonnemann,
OS Blievenstorf, Krs. Ludwigslust

BF £ L

Form 2

o

/ / / /

Welche merkwiirdigen Eigenschaften hat dieses Ge-
bilde? Kennzeichnet alle sichtbaren Flichen und ver-
sucht, das Hexa — Hexa — Flexagon so zu falten,
daB ungekennzeichnete Flichen zum Vorschein kom-
men! Wie indert sich dabei die Anordnung der ein-
zelnen Dreiecke?

Hinweis : ,,Ungekennzeichnete* Flichen des Hexa —
Hexa — Flexagons erhdlt man folgendermaBen:
Wir falten das Flexagon einmal. Das Dreieck ABC
halten wir fest, heben die Ecke F des Rhombus GDEF
an und bringen das Gebilde in die Form 2. Dieses Ge-
bilde klappen wir um die Seite CF auf die Riickseite
und erhalten Form 3. Das Dreieck FFGH halten wir
wieder fest, heben die Ecke I des Rhombus /ICLH an
und bringen das Gebilde in die Form 4. Nun falten
wir das Gebilde wieder auf in seine sechseckige Form
und erhalten eine ,,ungekennzeichnete — neue*
Flache.
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9 Punkte, 8 Geraden

Die Figur zeigt 9 Punkte und 8 Geraden, von denen
jede durch 3 dieser Punkte geht. Finde durch Ver-
legung von zwei Punkten eine Anordnung von 9 Punk-
ten, so daBl 10 Geraden gezeichnet werden kénnen,
von denen jede durch drei dieser Punkte geht!

Postkartengeometrie

Wie kann man ohne Zirkel, ohne Lineal — ja sogar
ohne Bleistift — mit Hilfe einer Postkarte in der Figur
die Seiten eines dem Quadrat 4ABCD flichengleichen

Rechtecks finden?
Aus: Schiileralmanach der Mathematik

(G. M. Skobelew, W. P. Berman, Kiew)

Mathematik hilft zeichnen
Zeichne die folgenden Funktionen
Der Traktor

Funktionsgleichung Definitionsbereich
1
x=—4 ’5§y._<‘8§
x=-—6 1Sy=<S
y= 5 —6<xZ1
y= 8 1£xL5
y= 1 —6=x=5
y=-1 —5<x=5
ly=3] = 1 —-5Zx50
ly—6] = 1 2<x=4
Ix=3] = 2 1<y<8
[x=3] = 1 5€y<7
|x+2%|= 2% 2<y<4
lyl==Ix+6 —1=y=l

Bei den folgenden Zeichnungen suche der Leser die
Funktionsgleichungen und Definitionsbereiche selbst.

y4 Kosmonautendenkmal
1%
%

N - - [~
"

i

Ing. E. Schmidt, Potsdam

Welche Zahl ist das?

Hau ab!

111121111

Sie
haben ja
getrunken

91

Aus: Fiir Dich 30/71 ( Reiner Schwalme)
Das
kommt nur
vom vielen
Femsehen! 9'_'""‘""""""
groBe N 1
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daB 64—8- x>32?

I\ i

A3a Fir welche gerade Zahl x gilt,

A6Aa Monika sagt: ,,Mein Vater ist
42 Jahre alt. Mein Vater ist zwei Jahre alter
als meine Mutter. Meine Mutter ist doppelt

aufgepaﬂt A4a  Gleiche Buchstaben bedeuten glei- g ait wie mein Bruder und ich. Ich bin zwei
ht che Zahlen. Rechne! Jahre jinger als mein Bruder. Wie alt sind
naChgedac 5720—p=4500 Uwe, sein Bruder und seine Mutter?
. p+r=3900
emacht tr=
mltg r:20=2 German Titow war ungefahr 25 Stun-

ATA

AS5A Berechne!

1000—r—p—5966=2

den und 30 Minuten im Weltall. Eine Erd-
umkreisung dauerte bei ihm 90 Minuten.
Wievielmal umkreiste Titow die Erde?

e b ¢ d A 84 Jeder von vier Briidern einer Familie
o “* Wieviel Kin-
. 210 b+3800 c+d sagt: , I?h habe 2 Sch.\w"eitern ieviel Kin
Ala Addierst du zum Zehnfachen von x : der gehoren zur Familie?
die Zahl 830, so erhiltst du 1000. Wie heiBt 7 50000
die Zahl x? A9a Bestimme die Zahlen, die du fiir die
112 50000 Variablen einsetzen kannst, so daB
A24 (a+b)ic=x;a=5432;b=589;c=3. 270 l 30000 3) 9y<50 und 9y>25,
Wie groB ist x? b) 9z+25<60 und z gerade!

Arbeitsblatt Geometrie (Klasse 6)

Ala Konstruiere den Punkt P, der die beiden Be-
dingungen erfiillt:

1. Er liegt auf MN.

2. Sein Abstand von A4 ist 3,5 cm

A X N
/

A2A Zeichne die Parallelen zu g durch C und durch
D! MiB die Abstinde zwischen

a)Cund D b)Cundg c)den beiden konstruier-
ten Parallelen!
a) ... mm

g X C

b)...mm ¢)... mm

D x

A4a Konstruiere

S { a)a+p
AS 3‘\

A3a Konstruiere eine Strecke, die den Abstand
zwischen g, und g, darstellt und miB deren Linge a!

a=...mm g,
/Ql,” 9.
/ ga

b) f—a

c)3u—p

— ;—-———~—__

A5 A Bilde die Umkehrung des Satzes und unter-
suche den Wahrheitsgehalt des Satzes sowie den seiner
Umkehrung!

Streiche Nichtzutreffendes!
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Satz: ,,Wenn zwei Winkel gleich groB sind, so sind
sie Scheitelwinkel.“ w f
Umkehrung: ,,Wenn .



Losungen

Losung zu: Zwei Kryptogramme (Heft 1/72,
Seite 20), Aufgabe b

b) In der Multiplikationsaufgabe
#‘4 . #8#
###8
5%*2
*akg
¢8.4I.
bezeichnen wir wieder den ersten Faktor mit
x, den zweiten Faktor mit y und das Produkt
mit z.
Dann gilt wie im Falle a)
634<x<744
und y=282, 287, 782 oder 787.
In dieser Aufgabe kann aber die zweite Zif-
fer in der 2. Zeile nur gleich 1, 2 oder 3 sein.
Wir untersuchen wieder die €inzelnen Fille:

¢y

1l.y=282
Wegen (1) gilt 1268 <2x <1488, )
also steht in der letzten Zeile an der 1. Stelle
eine 1.
Wir erhalten daher

180408 <z < 189498,

V4
also wegen x =~
y

180408 189498
x=<
282 T T 282 ,
210 276

Daher kann x nur gleich 644, 654 oder 664
sein. Wir erhalten fir z
181 608, 184 428 oder 187 248.
Nur fiir z=184428 und x = 654 ist die Bedin-
gung erfiillt, daB an der 4. Stelle von z die

Ziffer 4 steht.
Wir erhalten daher die Losung:
654-282 =
1308
5232
1308
184428

2. y=287

Wir erhalten wie im Fall 1 fiir x eine der Zah-
len 644, 654 oder 664, also fiir z

184 828, 187698 oder 190 568.

Hier steht an der 4. Stelle von z niemals die
Ziffer 4, so daB dieser Fall ausscheidet.

3. y=782
Wegen (1) gilt 4438 <7x<5208.

Da an der 2. Stelle von 7x nur die Ziffern 1, 2
oder 3 stehen konnen, gilt

5108 £7x <5208,

729§§x§ 744,
x kann also nur eine der Zahlen 734 oder 744
sein. Wir erhalten fiir z
573988 oder 581 808.
Da hier in keinem Falle an der 4. Stelle von z
die Zifler 4 steht, erhalten wir keine weitere
Losung.
4. y="787
Auch hier kann wie im Fall 3 x nur gleich
734 oder 744 sein. Wir erhalten fiir z
577658 oder 585 528. A
Da auch hier in keinem Falle an der 4. Stelle
von z die Ziffer 4 steht, erhalten wir keine
weitere Losung,
Die gestellte Aufgabe hat also nur die unter
Ziffer 1 angegebene Lésung,

Losungen zu: aufgepaBt - nachgedacht - mit-
gemacht (S. 42)

Ala x=17; aA2A x=2007; a34a x=2;
Ada p=1220;r=2680;z=134; a5a4 73;
730; 4530; 45470; 50000/112; 1120; 4920;
45000; 50000/270; 2700; 6 500; 43 500; 50000
A6A Monika ist 8 Jahre alt. a74a 25-60
=1500; 1500+30=1530; 1530:90=17;
G. Titow umkreiste die Erde 17mal. a8a
Zur Familie gehdren 6 Kinder. A9 4 {3,4,5};
{0, 5}.

Losung des mathematischen Kreuzwortriitsels
(S. 26):

493%227
Z KB ZEE
1Y/ ZB
sl1 5191« )
s 47|77
sl7|s]|7 6
1E3/BB 4Dk

Im folgenden vereinfachen wir die Schreib-
weise und schreiben z B. g, statt ,.a waage-
recht®, b, statt ,,b senkrecht* usw. Durch die
jeweiligen Definitionen sind die folgenden
Zahlen bereits eindeutig bestimmt:
a,) Wegen 18=2-32 und 33=3-11 ist das
k.gV. der Zahlen 18 und 33 gleich
2:3211=198.
d,)) Wir erhalten 2(x — 2) + 3(x +23)=1200,
2x—4 + 3x+69 =1200,
Sx=1135,
x= 227.
o, Das Geburtjahr von GauB ist 1777.
Nun kdnnen wir, von diesen Ldsungen aus-
gehend, weitere Zahlen bestimmen. Wir be-
ginnen mit
by Die einzige Primzahl p mit 91<p<99 ist
p=97.
g.) Die einzige natiirliche Zahl 3", die eine
Potenz der Zahl 3 ist, mit 701 £3"<799 ist
die Zahl 36=729,

¢y Von allen natiirlichen Zahlen x mit
821 < x< 829 ist nur die Zahl x =824 durch 8
teilbar.

1,) Es gibt genau eine natiirliche Zah! x mit
401 < x <499, die durch 2, 3 und 7, also durch
42, teilbar ist und nicht auf O endet, nimlich
x=462.

hy) Da diese natiirliche Zahl durch 5 teilbar
ist, muB sie auf 0 oder 5 enden. Nun darf die
erste Ziffer unter p,, nicht 0 sein. Daher er-
halten wir die Zahl 965.

p.) Wegen 2:198=396<501 und 4198
=792> 599 erhalten wir die Zahl 3-198 =594,
m,) Da die gesuchte Zahl x mit 291 < x £299
durch 9 teilbar ist, muB ihre letzte Ziffer we-
gen 2+9+4+7=18 eine 7 sein, daher gilt
x=297.

t,,) Wir erhalten daher hier die Zahl 777.

x,) Der ggT. der Zahlen 198=23%11,
462=2-37-11 und 594=2-3311ist 2:3-11 = 66.
qy) Damit entspricht auch die Zah! 476 der
gestellten Bedingung.

u) Die Quersumme der Zahl unter ¢, ist
gleich 7+7+7=21. Aus 7+6+x=21 folgt
nun x=8. Daher ist die hier gesuchte Zahl
gleich 768.

e,) Fiir die hier gesuchte Primzahl p ilt p>20
und p <25. Daraus folgt p=23.

i,) Aus 30 x <39 lolgt, da die Quersumme
von x gleich 4 ist, x=31.
f) Aus 710 x <719 folgt, da die Quersumme
von x gleich 13 ist, x=715.

n,) Die einzige zweistellige Quadratzahl, die
auf die Ziffer 1 endet, ist 81.

k,) Die einzige zweistellige natiirliche Zahl,
die ein Vielfaches von 11 ist und auf die Ziffer
8 endet, ist 88.

v,) Die Quersumme von g, ist gleich 4+7+6
=17. Dabher ist die hier gesuchte Zahl gleich
3-17=51.

v,) Die einzige natiirliche Zahl x mit
5701 =x<5799, die durch 57 teilbar ist, ist
x=5757. ‘

s,) Die einzige zweistellige natiirliche Zahl,
die auf 5 endet und durch 7 teilbar ist, ist die
Zahl 35.

r,) Damit entspricht auch die Zahl 73 der ge-
stellten Bedingung.

w,) Wir erhalten die Zahl 73,

z,,) Die einzige zweistellige natiirliche Zahl x,
die durch 11 teilbar ist und fiir die 30<x <39
gilt, ist x=33,

Damit haben wir simtliche Zahlen ermittelt
und die folgende Lésung des mathematischen
~Kreuzwortritsels” erhalten:

Losungen zu: Arbeitsblatt Geometrie (siche
Seite 42)
Ala Konstruiere den Punkt P, der die bei-
den Bedingungen -erfiillt:

Ax N

™

1. Er liegt auf MN.
2. Sein Abstand von 4 ist 3,5 cm.
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A2a Zeichne die Parallelen zu g durch C
und durch D!

MiB die Abstinde zwischen a) C und D;
b) C und g; c) den beiden konstruierten
Parallelen!

a)53 mm b) 19 mm ¢)39 mm
g \xC\
A3A a=32mm; oder parallel zu PQ

und P auf g, Q auf g,

Ad44a Konstruiere!a)a+pgb)f—ac)Ia—p

SQA

A5a Bilde die Umkehrung des Satzes und
untersuche den Wahrheitsgehalt des Satzes
sowie den seiner Umkehrung! Streiche Nicht-
zutreffendes!

Satz: ,,Wenn zwei Winkel gleich groB sind, so
sind sie Scheitelwinkel! w f [
Umkehrung: ,Wenn zwei Winkel Scheitel-
winkel sind, sosind sie gleichgroB. w f w

* 6 * 784 Da nach Voraussetzung die iiber
den vier Seiten des Fiinfecks gezeichneten
Vierecke samtlich Parallelogramme sind, gilt
PA=BF=NE=CG=a. Wie aus der Zeich-
nung ersichtlich wird, gilt ferner h, +h,
=hy+h, Aus A, =ah,, Ay=ah, Ay=ah,,

A,=ah, folgt A+ Ay=ah,+ah,
=a(h, +h,) und Ay+A,=ah;+ah,
=alhy+h,) und hieraus wegen h,+h,
=hy+h, schlieBlich A, + 4,=A,+ A,.
" 0 H
|
Ay <
A o
< c s T
N £ Ay <]
Ay <
4 A 8 F

747854 Wieaus der Abbildung ersichtlich
ist, gilt [iir den Flicheninhalt des Drachenvier-
ecks
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AC-DS

=AC-DS=eDS,
2 e

A=2-

15 BD

wegen DS=-BD und BD=1R'=1e gilt
2 2 2
somit DS =%e. Wir erhalten also fiir den

Flidcheninhalt des Drachenvierecks A =%ez.

W 7w786 a) n kann hochstens gleich 99
sein. Dann wiirden (n+ 1)®>=100%, also
1000000 Wiirfel entstehen, von denen jeder

—n

die Kantenlinge mm=0,01 mm

besitzt.

b) Die so erhaltenen Wiirfel haben zusammen
das Gesamtvolumen V=(100—n)> mm3. Da
nicht mehr als 50 %, des Volumens des Aus-
gangswiirfels zerspant werden sollen, mu8
(100 —n)? 2 500000 sein. Wegen 793 =493039
und 803 = 512000 gilt 100 — >80 und damit
n<20.

W 7a787 Aus b) folgt unmittelbar:
Bernd kennt Axel, Dieter und Eberhard.
Aus ¢) folgt unmittelbar:

Gerda kennt Helga und Ilona. @)
Aus b), f) und (2) folgt:

Helga kennt Axel, Dieter, Eberhard und
Gerda. 3)
Aus a) und (1) folgt, daB Axel Bernd kennt.
Aus e) folgt, daB sich Gerda und Axel nicht
kennen. Wegen a) gilt dann:

Axel kennt Bernd, Helga und Ilona. 4)
Aus b) folgt, daB sich Ilona und Bernd nicht
kennen. Da sich nach (3) Dieter und Helga
kennen, kann wegen c) [lona mit Dieter nicht
bekannt sein. Unter Beachtung von (2) gilt
deshalb: )

Ilona kennt Axel, Eberhard und Gerda.  (5)
Nach (1) und (3) kennt Dieter sowohl Bernd
wie auch Helga; nach (4) kennen sich Dieter
und Axel nicht. Deshalb gilt wegen c):

Dieter kennt Bernd, Eberhard und Helga. (6)
Aus (1), (6), (3), (5) folgt unter Beachtung von
d): Eberhard kennt Bernd, Dieter, Helga
und Ilona.

1

* 7 * 788 Es gilt der Satz: Die Verbin-
dungsstrecke zweier Seitenmitten eines Drei-
ecks ist parallel der dritten Seite und halb so
lang wie diese. Verschieben wir das Rechteck
EFGH in Richtung der Geraden AC um die
Verschiebungsweite EM, so fillt der Bild-

punkt E’ des Punktes E mit M und der Bild-
punkt G’ des Punktes G mit C zusammen.
Der Bildpunkt F' des Punktes F ist Mittel-
punkt der Seite BC, der Bildpunkt H' des
Punktes H ist Mittelpunkt der Seite CD. Fiir
den Flicheninhalt des Rechtecks ABCD gilt
A,=E~E, fir den des Rechtecks EFGH
gilt 4 L AB L E=1A . Die Flachen-
22 2 4!

inhalte verhalten sich wie 4:1.

*7%789 1. Fall: Beide fahren in ent-
gegengesetzte Richtungen. Es seien v, die
Geschwindigkeit, s, der in 15 s zuriickgelegte
Weg des Fahrers A und vy, sy die entspre-
chenden Angaben fir Fahrer B. Dann gilt
wegen des physikalischen Gesetzes s=v-¢
sA=150,,

300 -5, =15vg.
Durch Addition dieser Gleichungen erhalten
wir 300=15v, + 15vg, also v, +vg=20.
2. Fall: Beide (ahren in die gleiche Richtung.
Es sei sc der vom Fahrer B zuriickgelegte
Weg, bis er vom Fahrer A4 iiberrundet
wurde. Dann gilt

sc=150vg

300+ sc=150v,.
Subtrahieren wir die erste von der zweiten
Gleichung, so erhalten wir 300=150v,
—150vg, also v, —vg=2.
Aus v, +v5=20 und v, —vp=2 erhalten wir
durch Addition 2v,=22 und damit v, =11.
Somit gilt vg=9. Fahrer A4 fGhrt mit einer
Geschwindigkeit von
Itm-s™!'=396km-h~!;
Fahrer B hingegen mit der von
9m-s™'=324km-h"",

84790 Voriiberlegung: Es sei ABC das zu
konstruierende Dreieck (vgl. die Abb.). Die-
ses Dreieck kénnen wir nicht unmittelbar
konstruieren, da von ihm zwar zwei Winkel,
jedoch nicht eine Seite gegeben sind. Wir
konnen aber ein Dreieck konstruieren, des-
sen eine Seite die Lange a+ b+ ¢ hat und von
dem zwei Winkel gegeben sind.

Verlingern wir nimlich die Seite AB des
Dreiecks ABC iiber A hinaus bis A’, so daf
AA’=b ist, und iiber B hinaus bis B', so daB
BB =a ist, so erhalten wir ein Dreieck CA’B’,
dessen Seite A'B=a+b+c ist. Da die Drei-



ecke A'AC und BB'C gleichschenklig sind,
gilt nach dem Satz iiber die AuBenwinkel des
Dreiccks

¥CA'A= e:ACA'=g

und £ BB'C= {B'CB=§.

DahelﬁBt sich das Dreieck A'B’'C aus der
Seite A'B’=a+ b+ c und den beiden anliegen-

den Winkeln.g und lzj konstruieren.

Konstruktion: Wir konstruieren zunéchst die-
ses Dreieck 4'B'C. Dann errichten wir aul
A'C die Mittelsenkrechte, die, weil das Drei-
eck ACA’ gleichschenklig ist, die Seite A'B’
in A schneidet. Ferner errichten wir auf B'C
die Mittelsenkrechte, die die Seite A'B’ in B
schneidet. Verbinden wir C mit 4 und B, so
haben wir das verlangte Dreieck 4ABC kon-
‘struiert. Dieses Dreieck ist durch die gegebe-
nen Stiicke bis auf kongruente Dreiecke ein-
deutig bestimmt, weil das Dreieck A'B'C
eindeutig bestimmt ist und die konstruierten
Mittelsenkrechten jeweils genau einen
Schnittpunkt mit der Seite A’B’ haben.

Bemerkung: Statt der Konstruktion der Mit-
telsenkrechten konnen wir auch an CA' in C

den Winkel g und an CB in C den Winkel
B

= antragen.

2

84791 Da die Anzahl der Diagonalen eines
konvexen n-Ecks gleich nin—3) ist, gilt

k- n(n—3)_ n, (1)
2

wobei k eine positive ganze Zahl ist.

Wegen n +0 gilt diese Gleichung genau dann,

wenn

k(n—3)=2,also kn—3k=2,d. h,,

3k+2 2

=T = )

Da n23 eine natiirliche Zahl ist, ist die
Gleichung (2) und damit auch die Gleichung
(D)nur firk=1,alson=>5,und k=2, alson=4,
erfiillt.

Dabher sind die Bedingungen der Aufgabe nur
fiir das Viereck, bei dem die Anzahl der Dia-
gonalen 2 betrigt, und fiir das Fiinfeck, bei
dem die Anzahl der Diagonalen 5 betrigt,
erfiillt.

W8m 792 Da die Aussage (2) falsch ist,
reist Christine nicht in den Thiiringer Wald
und Stefli nicht in die Sichsische Schweiz
Da die Aussage (1) wahr ist, reist Steffi an
die Ostsee. Fiir Christine verbleibt also nur
das Reiseziel Sichsische Schweiz und fiir
Marion das Reiseziel Thiiringer Wald.

In diesem Falle sind also die Reiseziele

eindeutig bestimmt: Steffi reist an die Ost-
see; Marion reist in den Thiiringer Wald;
Christine reist in die Sachsische Schweiz.
b) Da die Aussage (1) falsch ist, reist Stelli
nicht an die Ostsee. Wiirde nun Stefli in
den Thiiringer Wald reisen, so wire die
Aussage (2) falsch; denn dann konnte weder
Christine in den Thiiringer Wald noch Steffi
in die Sichsische Schweiz reisen. Nun ist
aber die Aussage (2) wahr; Steffi kann daher
nur in die Sichsische Schweiz reisen. Fiir
Christine verbleibt nun das Reiseziel Ostsee
oder Thiiringer Wald und entsprechend fiir
Marion Thiiringer Wald bzw. Ostsee; in
beiden Fillen ist nimlich dann die Aussage
(1) falsch und die Aussage (2) wahr, also
sind die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Wir erhalten also im Falle b) zwei Moglich-
keiten [ir die Reiseziele:

1. Steffi reist in die Sachsische Schweiz;
Marion reist in den Thiiringer Wald; Chri-
stine reist an die Ostsee.

2. Stefli reist in die Sidchsische Schweiz;
Marion reist an die Ostsee. Christine reist
in den Thiiringer Wald.

W B8ae793a) Es seien x und y die beiden
gedachten natiirlichen Zahlen. Ferner seien a
die Differenz dieser Zahlen und b die Dille-
renz der Quadrate dieser Zahlen. Dann gilt

x -y =a, )
x2—y2=h. )]
Aus (2) folgt (x + y) (x— y)=b, also
wegen x —y=a(x+y)a =b,
also x+y=£ Durch 3)
a

Addition erhalten wir aus (1) und (3)
2x=a+l—7, also x=1(a+l-’)A
a 2 a
Ferner erhalten wir aus (1) y=x—a.
Klaus konnte also mit nur vier Rechenope-
rationen die gedachten Zahlen x und y er-
mitteln: Er hat zunichst b durch a dividiert,
dann zu dem Ergebnis a addiert, dann die
Summe durch 2 dividiert und damit die
erste der gedachten Zahlen, nimlich x, erhal-
ten. Durch die Subtraktion der Zahl a hat
er dann die zweite der gedachten Zahlen,
ndmlich y, erhalten.
b) Ist a=5 und b= 105, so erhalten wir

x=l(a+é>=l(5+21)=-l--26=13 und
2 a/ 2 2

y=x—a=13-5=8.

*8* 794 Es seien z die gesuchte sechsstel-
lige natiirliche Zahl, x die aus den ersten
drei Grundziffern und y die aus den letzten
drei Grundziffern gebildete Zahl. Dann gilt
z=1000x+y. 1)
Ferner gilt wegen der Bedingung 1 der Aul-

gabe x+y=999 2
und wegen der Bedingung 2
6z=1000y+x. 3)

Durch Addition erhalten wir aus (1) und (3)
7z=1000(x+ y)+(x+y) und hieraus wegen
(2) 72=999999, also z=999999:7=142857.

Wir iiberzeugen uns durch die Probe davon,
daB fiir diese Zahl z die beiden Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind; wir erhalten nim-
lich 142+857=999 und 6 - 142857=857142.
Es gibt also genau eine sechsstellige Zahl,
fir die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind, ndmlich die Zahl 142857.

Bemerkung: Die obige Losung beruht aufl
dem Kunstgriff, daB man durch die Addition
der Gleichungen (1) und (3) eine Gleichung
erhilt, aus der wegen x +y=999 die Zahl z
unmittelbar bestimmt werden kann. Wir
hitten auch den Wert fiir z aus (1) und dann
den Wert [ir y aus (2), ndmlich y=999 —x,
in die Gleichung (3) einsetzen kénnen und
dadurch eine Gleichung fiir x erhalten, deren
Losung aber etwas umstindlicher ist.

*8* 795 Aus b=a+1 und c=ab=a(a+1)
folgt
x=a’+b*+c?=a’+(a+1)? +a*(a+1)?
=a*(a+1+2a*+2a+1
=a*(a+1)*+2a(a+1)+1
=[ala+1)+1]%.
Die Zahl x=a?+b?+c? ist also gleich dem
Quadrat der natiirlichen Zahl a(a+1)+1,
und diese Zahl ist ungerade, weil die Zahl
a(a+1) als Produkt zweier aufeinanderfol-
gender natiirlicher Zahlen eine gerade Zahl
ist.
Beispiel: Es seien a=7, b=8, c=7"8=56.
Dann ist x=49+64+3136=3249=57%

94796 Es seien M, und M, die Mittel-
punkte, r, und r, die Radien der gegebenen
Kreise, die sich in den Punkten A und B
schneiden mogen. Ferner sei D der Schnitt-
punkt der Geraden MM, mit der gemein-
samen Sehne AB dieser Kreise (vgl. die Abb.).

Wir setzen M M,=a, A_D=x, M—1D=y,

also W=a— y. Dann gilt nach dem Satz

des Pythagoras
x*=ri-y?,

(1)

x2=r2—(a—y)?, also 2)
r2—a®+2ay—y*=ri—y*,
2ay=ri-ri+a?,
a+ri—r2
=1 2 3)
2a

Da die Stiicke a=7cm, ry=4cm, r,=6cm
gegeben sind, konnen wir aus der Gleichung
(3) y und dann aus der Gleichung (1) x be-
rechnen. Wir erhalten
49+16—36 29
=" cm==c¢

’

2-7 14
x2=(16—%> cm2=2295 cm?=z11,71 cm?.
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Daraus folgt x=~ 3,42 cm, also .ﬁz6,84 cm.
Der gesuchte Abstand der Schnittpunkte
der beiden Kreise betrigt also rd. 6,84 cm.

94797 Es sei S der Schnittpunkt der Dia-
gonalen. Wir bezeichnen die Lingen der
Abschnitte der Diagonalen wie [olgt:
E=311 E=ez: Eg:flvs—D=fz

C
ce b
25
D ARG 3 8
a\_ |% C]
A

Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras
az=e%+f%» bz=f%+e%» cz=e§+f§,
d*=f24el.

Hieraus folgt durch Addition
a*+ct=el+fi+ei+f2,
b24d*=f2+ed+f3+el,

also, da die Summen auf den rechten Seiten

der beiden Gleichungen iibereinstimmen,

a+c*=b2+d*, w.zb.w.

Bemerkung: Diese Gleichung gilt auch dann

noch, wenn das Viereck ABCD nicht kon-

vex ist; jedoch darf es sich nicht um ein

»iberschlagenes Viereck* handeln.

WI9m 798 Da der angegebene ,Wenn-So-
Satz* (Implikation) falsch ist, muB die im
»Wenn-Satz* (Pramisse) gemachte Aussage
wahr sein und gleichzeitig die im ,,So-Satz*
(Konklusion) gemachte Aussage [alsch sein.
Henry hat also den Nachnamen Bergmann,
und Uwe hat nicht den Nachnamen Strauch.
Uwe muB demnach den Nachnamen Sabel
haben. Und der dritte Schiiler heiBt Peter

Strauch.

W9 a799 Bezeichnet man die MaBzahlen
der Flicheninhalte (in cm?) der Dreiecke
EBF, DEF, DFC und ADC mit A,, A;, A3, A,
sowie die MaBzahlen der Lingen der Strecken

AD, DE, CF mit x, y, z, so gilt

24,=15-20, )
. 24,=y-20, 2)
24,=z-(15+)), 3)
24,=x-(20+2). 4)

Aus (1) und (2) folgt wegen 4,=A4,
y-20=15- 20, also y=15. Daher folgt wegen
Ay=A, aus (3) und (1) z-(15+15)=15-20,
also z-30=15-20, d. h., z=10. Endlich folgt
aus (4) x-(20+10)=15-20, also x=10. Die
Strecke AD hat also die Linge 10 cm.

c

z

F

2

A*DY £ 8
*9* 800 Wir ermitteln zunichst die Zen-
surenverteilung in diesem Jahr. Zu diesem
Zweck zerlegen wir das Produkt 192 in
Primfaktoren und erhalten 192=26-3. (1)

Die folgende Tabelle zeigt die sich dann
ergebenden Maglichkeiten fiir die Zensuren-
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verteilung, wobei dic Anzahl der Einsen
sich daraus ergibt, daB die Summe der
Zensuren 22 betragt.

1. Moglichkeit 2. Moglichkeit
Zen- Anzahl Summe Anzahl Summe
sur der der
Ficher Ficher
1 7 7 7 7
2 6 12 4 8
3 1 3 1 3
4 = = 1 4
14 2 13 2
3. Maglichkeit 4. Moglichkeit
1 7 7 7 7
2 2 4 - -
3 1 3 I 3
4 2 8 3 n
12 22 11 22

Bei der 1. Méglichkeit betrigt der Zensuren-
durchschnitt 2‘=1,5’;’A..<1,6. Die 2, 3. und
14

4. Moglichkeit scheiden aus, weil hier der
Zensurendurchschnitt groBer als 1,6 ist; denn
2>2 >2> 1,6.

1 12 13

Damit ist die Zensurenverteilung in diesem
Jahr (1. Moglichkeit) eindeutig festgelegt:
Klaus erhielt 7 Einsen, 6 Zweien und 1 Drei.
Die Zensurenverteilung im Vorjahr ergibt
sich analog. Wir zerlegen das Produkt 3456
in Primfaktoren und erhalten 3456=2"- 33,
Daraus ergibt sich zunichst, daB Klaus im
Vorjahr 3 Dreien gehabt hat. Die Anzahl
der Zweien konnte gleich 7, 5, 3 oder 1 sein
und entsprechend die Anzahl der Vieren
0, 1, 2 oder 3. Dann wire die Anzahl der
Einsen 4, 5, 6 oder 7, weil die Anzahl der
Facher 14 betrug.

Nur im ersten Fall erhalten wir die Zensuren-
summe 4+47-2+3-3=27; in allen anderen
Fillen ist die Zensurensumme groBer. Daher
ist auch die Zensurenverteilung im Vorjahr
eindeutig bestimmt; Klaus erhielt 4 Einsen,
7 Zweien, 3 Dreien und keine Vier.

Bei der obigen Uberlegung wurde die Angabe,
wonach Klaus im Vorjahr 4 Einsen hatte,
nicht benétigt; denn die Anzah! der Einsen
ergab sich bereits aus den iibrigen Daten.

Es sei AB=a die Linge der Strecke AB.
Wir zeichnen zundchst um die Punkte A4
und B Kreise mit dem Radius g, die sich in
dem Punkt P, schneiden (vgl. die Abb.).

Dann zeichnen wir stets mit dem gleichen

Radius a einen Kreis um P,, der den Kreis
um B in P, schneidet,

einen Kreis um P,, der den Kreis um B in
P, schneidet, einen Kreis um P,, der den
Kreis um P, in P, schneidet, einen Kreis um
P,, der den Kreis um P, in P schneidet,
einen Kreis um P, der den Kreis um P, in
Ps schneidet, einen Kreis um Pg, der den
Kreis um Py in P, schoeidet.

Dabei sollen die Punkte P,, P,, P,, P, auf
derselben Seite der Geraden AB liegen und
die Punkte P,, Ps, P, von den Punkten P,,
P,, P, verschieden sein.

Dann liegen die Punkte P,, P, P, auf der
Geraden AB, weil die Dreiecke ABP,, P,BP,,
BP,P, usw. gleichseitig sind.

Nun zeichnen wir um A und P, Kreise mit
dem Radius APs=P,B=3a, die sich in
dem Punkt Py schneiden. Dann ist das
Dreieck AP,Pg gleichschenklig, und es gilt
PPy =/ (30 —(2a) = J5a=a /5.

Jetzt zeichnen wir um P; mit dem Radius
P3Py =a./5 einen Kreis, der den Kreis um 4
in einem Punkt D schneidet

Dann ist das Dreieck AP;D rechtwinklig
mit der Hypotenuse P,D; denn es gilt wegen
AD=a, AP,=2a, P,D=a /5

AD? + AP%2=a*+(2a)*=5a>=P,D>.

Daher ist D ein Eckpunkt des gesuchten
Quadrats. Wir erhalten weiter den Eckpunkt
C dieses Quadrats, indem wir um B und D
Kreise mit dem Radius a zeichneén, die sich
in dem von A verschiedenen Punkt C schnei-
den. Damit haben wir die Eckpunkte des
Quadrats ABCD nur mit dem Zirkel kon-
struiert.

W10/12= 802 Das Geburtsjahr des Mathe-
matikers sei 1000+ 100x + 10y + z, wobei x,
y, 2 natiirliche Zahlen mit 8<x<9, 1<y <9,
1£2<9 sind; denn der Mathematiker muf
nach 1800 und vor 1963 geboren sein, und
die den Grundziffern seines Geburtsjahres
entsprechenden natiirlichen Zahlen sind von
Null verschieden, weil ihr Produkt von
Null verschieden ist.

Dann gilt

1-x-y-z=1963—(1000+ 100x+ 10y + 2). (1)
1. Nun sei x=9, also

9yz=63—(10y+z), d. h,

yz=?—m+,+z. @

Also ist 10y +z durch 9 teilbar, und es sind
wegen yz >0 nur die folgenden Fille méglich:

10y+:z 7—M
9

18 5 8
27 4 14
36 3 18
45 2 20
54 1 20
63 0 18

In keinem Falle stimmen die Zahlen in der
2 und 3. Spatlte iiberein, ist also die Gleichung
(2) erfiillt. Also ist x49.



2. Daher kann nur x=8 sein, also

8yz=163—(10y+z),d h.
yz=20_&-;z__3_ 3)

Also ist 10y+2z—3 durch 8 teilbar, und es
sind nur die folgenden Fille méglich:

10y+z 20—10L;-3 yz
11 19 1
19 18 9
27 17 14
35 16 15
43 15 12
51 14 5
59 13 45
67 12 4?2
75 11 35
83 10 24
91 9 9
99 8 81

Nur in der vorletzten Zeile stimmen die Werte
der 2 und 3. Spalte iiberein, ist also die Glei-
chung (3) erfiillt. Daher ist y=9 und z=1.
Der Mathematiker ist also im Jahre 1891
geboren. Wegen 1-8-9-1=72 hatte er im
Jahre 1963 ein Alter von 72 Jahren erreicht.
Wegen 1891+72=1963 ist das tatsichlich
eine Losung der Aufgabe, und zwar, wie oben
gezeigt wurde, die einzige Losung.

W 10/128 803 Der quaderformige Schrank
habe die rechteckige Grundfliche 4,B,C,D,
vnd die Deckfliche ABCD. Dabei gilt
AoBo=AB =CoDy=CD =a,

B,Co=BC =Dyd,=DA =b,
AyA =BoB=CoC =D,D=h(vgl.dic Abb.).
Wir berechnen zunichst die Lingen der
F]achendlagona.lcn des Quaders und erhalten
dy=A,D=DyA=B,C=C,B=/b>+h*
=J/187+212 m=J7 65 m, also

2Tm<d, <28 m;
dy=AgB=BoA=CoD=D,C=./a*+h*
=,/0,67+2.12m —J4,77 m, also
2,1m<d;<22m;
dy=A4Co=B,Dy=AC=BD=/a* +b*
=./0,6+182m =Jm m, also
18m<d,;<19m
Ferner stellen wir fest, daB die Grundfliche
(0,6 m- 1,8 m) des Schrankes mit Spielraum
in die Tiir6ffnung (0,8 m - 1,9 m) paBL.
a) Es scheint zuniichst am einfachsten, den
Schrank um die Kante A4,B, zu kippen
Das ist aber nicht méglich, da dabei die
Kante CD wegen d,>27m>23m=H vor
Vollendung der Kippung an der Decke an-
stoBen wiirde.
b) Wir drehen daher den Schrank um die
Kante Eo? um 90°. Diese Drehung ist aus-
fiihrbar, weil dy3<19m<25m=B. Dann
legen wir den Schrank um die Kante B,C,
um; das ist ausfiithrbar, weil d; <22 m <23 m
=H. Dann kippen wir den Schrank auf, und
zwar um dic Kante B,C,; das ist ausfiihrbar,
weil d3<19m<23m=H und a+b<B.
Jetzt kann der Schirank durch Parallelver-

schiebungen durch die Tiir transportiert
werden.

c) Der Leser prufe selbst die dritte Variante:
Umlegen um A,D,, Aufkippen um AgA
und Drehung um 90° um AyD,.

c 8

+
ol i A

i b
lc. 8.

7 a

5, b 4
Fortsetzung von Seite 39

Man zeige, daB die so definierte Folge
{a,} eine geometnsche Folge ist, und be-
rechne fir sie Z a.
n=0

b) Es seien a, und a, die ersten beiden Glie-
der einer Folge {a,}. Ferner sei a, fiir jede
natiirliche Zahl n=2 arithmetisches Mittel
der beiden vorhergehenden Glieder. Geben
Sie in Form von Relationen zwischen a,
und g, eine notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir an, daB a, eine geo-
metrische Folge ist!
5. Es ist zu beweisen, daB

1 + 1 > 2
1—sin2x 1-—sin2y 1-sin(x+y)
fir alle reellen Zahlenpaare (x, y) mit

()]

0<x<Z und 0<y<£
4 4 )
erfiillt ist.
Ferner ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir anzugeben, daB in (1) unter
der Nebenbedingung (2) Gleichheit eintritt.
Von den folgenden beiden Aufgaben 6.1 und
6.2 ist genau eine auszuwdhlen und zu lésen:

6.1. Eine Menge M von Elementen u, v, w, ...
heiBt eine Gruppe beziiglich einer Operation
A, wenn die folgenden drei Bedingungen
erfiillt sind:

(I) Jedem geordneten Paar (u, v) von Elemen-
ten aus M ist vermbge der Operation A
ein Element w aus M zugeordnet
(man schreibt u ,v=w).
(II) Die Operation A ist assoziativ, d. h,
fiir alle Elemente u, v, w aus I gilt:

(U, v)ow=u,(v,w).
(IIT) Zu je zwei Elementen u und v aus M
existiert mindestens ein Element x aus M,
so daB u,x=v gilt, und mindestens ein Ele-
ment y aus M, sodaB y ,u=vgilt.
Es sei nun & die Menge aller geordneten
Paare (a, b) reeller Zahlen a und b, fiir die

‘a’ +b*=1 gilt. Ferner sei in K eine Operation

A wie folgt definiert:

(a, b).(c,dy=(ac —bd, ad + bc).
Man beweise, daB

R eine Gruppe beziiglich A4 ist.

6.2 50 weiBe und 50 schwarze Kugeln
sind so in zwei duBerlich nicht unterscheid-

bare Urnen zu verteilen, daB keine Urmne leer
bleibt und alle Kugeln verwendet werden.
Wie ist die Aufteilung der Kugeln auf die
beiden Urnen vorzunehmen, wenn die Wahr-
scheinlichkeit, beim (blindlings erfolgenden)
einmaligen Wihlen einer der beiden Urnen
und Ziehen einer Kugel aus ihr eine weiBe
Kugel zu ergreifen, so groB wie mdoglich
ausfallen soll?

Hinweise zur Iosung:

‘a) In der klassischen Wahrscheinlichkeits-

rechnung wird die Wahrscheinlichkeit p eines
Ereignisses als Quotient aus der Anzahl
g der fir dieses Ereignis ,giinstigen“ Fille
und der Gesamtzahl m aller moglichen

Fille definiert, also p =% gesetzt.

b) Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
aus einer Urne, die insgesamt u Kugeln und
darunter w weiBe enthilt, (blindlings) eine

. . w
weiBe Kugel zu ziehen, als p=— anzusetzen.
u

c) Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen
die Wahrscheinlichkeiten fir das Ziehen
einer weiBen Kugel p, bzw. p, betragen, so
ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das
zusammengesetzte Ereignis:

»~Auswahl einer der beiden Urnen und ziehen
einer weiBen Kugel aus der gewihiten Urne*

S T |
zu.p—zpl +2p2.

Lisungen zu alpha-heiter (2/72)

9 Punkte, 8 Geraden -

Zwei Geraden gehen verloren, vier neue Ge-
raden werden gewonnen.

Postkartengeometrie
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Im Januar 1971 weilte Prof. Dr. L. A. Kalouj-
nine besuchsweise in Leipzig. Der Wissen-
schaftler der Universitat Kiew beschiftigt
sich besonders mit moderner abstrakter Al-
gebra und mathematischer Logik und ist in
der DDR seit Jahrzehnten gut bekannt. Wir
wuBten, daB er stets auch ein groBes Interesse
fiir die Fragen der Modernisierung des Ma-
thematikunterrichts und die stete Aktivie-
rung der auBerunterrichtlichen Arbeit zeigt.
Sein Buch ,,Primzahlzerlegung* ist vor kur-
zem in deutscher Sprache erschienen. Er
iiberbrachte alpha die GriiBe des Direktors
der mathematisch-physikalischen Fakultdt
Kiew und des Chefredakteurs des ukraini-
schen Mathematik-Almanachs. Einen Schwer-
punkt des Gesprichs zwischen Prof. Dr. Ka-
loujnine und dem Chefredakteur alpha moch-
ten wir herausgreifen, weil wir glauben, daB
er unsere Leser besonders interessieren wird :

Chefredakteur: In Kiew gibt es eine mathe-
matisch-physikalische Schule. Wie kam es zu
ihrer Griindung?

Prof. Dr. Kaloujnine: Anfang der 60er Jahre
wurde beschlossen, neben normalen allge-
meinbildenden Schulen Spezialschulen fir
Mathematik zu schaffen, so wie es diese be-
reits auf den Gebieten der bildenden Kunst
und der Musik gab. Es entstanden Internats-
schulen in Moskau, Leningrad, Nowosibirsk,
Charkow und bei uns in Kiew.

In den kleineren Stidten und auf dem Lande
gibt es zahlreiche interessierte und talentierte
Schiiler. Durch Zusammenfassung in sol-
chen Internatsschulen sollen sie die Moglich-
keit erhalten, ihre Fahigkeiten zu erweitern
und zu vertiefen.

Ch.: Wie wird man Schiiler einer solchen
Schule?

Prof. K.: Purch Hinweise unserer Mathe-
matiklehrer, im Rahmen der Mathematik-
olympiaden, durch die Tatigkeit in Arbeits-
gemeinschaften Junger Mathematiker wer-
den uns die talentierten Schiiler bekannt.
Nach der 7. Klasse werden sie zunichst in
einem Sommerlager in Kiew zusammenge-
faBt, das von Wissenschaftlern und erfahre-
nen Mathematiklehrern betreut wird; dort
werden die besten ausgewahlt.

Ch. : Wie sieht der Unterricht an der Internats-
schule aus?
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Prof. K.: Ein groBer Teil der unterrichtenden
Lehrer sind jiingere Krifte unserer Hoch-
schule (Assistenten, Dozenten). Jede der
obengenannten Schulen hat ein groBes Pro-
gramm, das von dem der normalen Schulen
abweicht. Es wird von den ,Eltern* der
Schule, der Universitéit und dem Ministerium
erarbeitet. Der Rektor der Kiewer Univer-
sitit ist fiir die Aufstellung der Pline verant-
wortlich.

Der Schiiler kann sich beim Eintritt in die
Schule fiir die Spezialrichtung Mathematik,
Physik (und in naher Zukunft auch fiir Che-
mie) entscheiden.

Ch.: Uns interessiert natiirlich besonders die
Spezialrichtung Mathematik. Wiirden Sie uns
aus dem dreijahrigen Programm iiber das
erste Jahr, die Klasse 8, niheres mitteilen?
Prof. K.: In diesem Jahr entstehen Lehr-
biicher fir diese Spezialschule. Sie wurden
auf Grund langjahriger Erfahrungen zusam-
mengestellt. In dem Lehrbuch ,,Algebra fir
die 8. Klasse* ist enthalten: Uber die Sprache
der Mengenlehre und Mathematische Logik
(als originelle Wiederholung des Schulstoffes
der 5. bis 7. Klasse); Arithmetik und Poly-
nome, Einfilhrung der reellen Zahlen, usw.
Abschnitte dieses Buches wurden bereits im
Fernsehen vorgefiihrt. Nach Fertigstellung
der Biicher werden diese auch eine Hilfe fiir
Spezialarbeitsgemeinschaften und fiir den
fakultativen Unterricht sein knnen.

Ch.: Kommt bei dieser Spezialisierung nicht
die Allgemeinbildung zu kurz?

Prof. K.: Unsere Schiiler bewéhren sich nicht
nur neben dem Mathematikunterricht durch
Jahresarbeiten, durch weitere Fachkurse und
Olympiaden auBerunterrichtlich im Fach
Mathematik, sondern sie treiben rege Sport,
sind musikalisch interessiert und haben auch
hervorragende Erfolge in anderen Fiachern.
Das ist verstindlich, wenn ich darauf hin-
weise, daB wir nur Schiiler aufnehmen, wel-
che in den meisten Fichern gute bis sehr gute
Leistungen aufweisen.

Ch.: Wir danken Thnen, Herr Professor, fiir
dieses Interview. Wir freuen uns iber die
Bereitschaft, uns die genannten Lehrbicher
zu ubersenden. Wir werden in alpha fir un-
sere Leser geeignete Ausschnitte daraus ver-
6ffentlichen.

Sie haben eine Aufgabe gestellt (siche
Seite 26), wir stellen das von lhnen ver-
offentlichte Buch vor:

L. A. Kaloujnine
Primzahlzerlegung

Kleine Erginzungsreihe zu den Hochschul-
biichern fiir Mathematik,
Band XXIII

Mathematische Schiilerbiicherei, Band 59

Ubersetzung aus dem Russischen

1971, 40 Seiten, Broschur, 2,40 Mark,
Bestellnummer: 5698780

Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheo-
rie, daB jede ganze rationale Zahl bis auf die
Vorzeichen und die Reihenfolge der Fak-
toren in eindeutiger Weise in ein Produkt von
Primzahlen zerlegbar ist, wird bewiesen und
mit Beispielen belegt. Auf Zahlbereiche, in
denen es anders ist, wird eingegangen.

Das Problem der Primzahlzerlegung ist schon
Schiilern der unteren Klassen geldufig; des-
halb eignet sich die Broschiire gut zur auBer-

Lunterrichtlichen mathematischen Betitigung

auch schon fiir diese Schiiler.

VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften
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Logik

Der Leser wird sicherlich auch der Meinung
sein, daB jedermann — der Physiker wie der
Dichter, der Traktorist wie der Chemiker —
in der Lage sein muB, folgerichtig zu denken,
beweiskraftig zu urteilen und falsche SchluB-
folgerungen zu widerlegen. Das ist besonders
in unserer Zeit notwendig, die stindig eine
Vielzahl von ungewdhnlichen und erstaun-
lichen Entdeckungen und Erfindungen in den
verschiedenen Bereichen hervorbringt.

Wer sich wirklich in all dieser Vielfalt aus-
kennen, eine eigene Meinung haben und
diese auch verteidigen will, wer aktiv am
Leben teilhaben, forschen, Forschungsvor-
schlage entwickeln will, mit anderen Worten,
wer tatkraftig am Aufbau des Sozialismus
helfen will, der muB logisch denken kdnnen.
Diese Fahigkeit erfordert zu ihrer Weiter-
entwicklung Ubung, ahnlich wie zur Vervoll-
kommnung von Fertigkeiten im Skilaufen
die Teilnahme an SkiwettRimpfen unum-
ganglich ist...

Derjenige, welcher ein wenig die moderne
Logik kennt, wird in der Regel weitaus
schneller mit einer gestellten Aufgabe fertig
sein, als ein Anfinger.

Die moderne formale Logik, die auch mathe-
matische Logik genannt wird, iibt einen stin-
dig steigenden EinfluB auf die Methoden des
Denkens in unserer Zeit aus.

Leseprobe

Einiges aus der Aussagenlogik

1.1. Anssagen

Sachverhalte der Realitit werden in Form
von Aussagen erfaBt. Das konnen sowohl
Aussagen aus der Mathematik, der Philo-
sophie oder anderen Wissenschaften als auch
aus der Praxis des taglichen Lebens sein. Um
die hier bendtigten Hilfsmittel aus der Logik
anwenden zu kénnen, betrachten wir nur

solche Aussagen, fur die es nur zwei eindeutig
bestimmte Moglichkeiten des Wahrheitsge-
haltes gibt, namlich wahr oder falsch zu sein.
Das ist keineswegs bei allen sprachlichen
AuBerungen der Fall, wie folgende Beispiele
zeigen. ’

1. Jede durch 4 teilbare Zahl ist auch durch
2 teilbar.

2. Die Lésung einer bestimmten mathemati-
schen Aufgabe ist ein schwieriges Problem.

3. Verhiitet Waldbrande!

4. Ein Kaninchen, falls indessen.

Nur im Fall 1. kann man in eindeutiger Weise
von Wabhrheit oder Falschheit sprechen. Hier
handelt es sich um eine wahre Aussage. Da-
gegen ist der Wahrheitsgehalt der Aussage im
Fall 2. nicht eindeutig bestimmt. Er ist nim-
lich von den Kenntnissen und Fahigkeiten
desjenigen abhingig, der an die Lésung der
betreffenden Aufgabe herangeht. Im Fall 3.
ist es sinnlos, iiberhaupt von Wabhrheits-
gehalt zu sprechen, denn hier wird kein be-
stimmter Sachverhalt beschrieben, es liegt
also gar keine Aussage vor. Im Fall 4.
schlieBlich handelt es sich um eine sinnlose
Aneinanderreihung von Wartern.

Wir haben uns also hier auf solche Aussagen
beschriankt, fiir die es auBer ,,wahr und
»falsch* keine weitere Moglichkeiten des
Wahrheitsgehalts gibt. Weiterhin kann eine
solche Aussage auch nur einen dieser beiden
Wabhrheitswerte annehmen, da wir natiirlich
den Widerspruch, daB eine Aussage gleich-
zeitig wahr und falsch ist, ausschlieBen miis-
sen.

Die Feststellung, daB einer jeden Aussage
genau einer der beiden Wahrheitswerte
»wahr* bzw. ,falsch* zukommt, bedeutet
jedoch nicht, daB man von einer beliebig
vorgegebenen Aussage unmittelbar sagen
kann, welchen von beiden Wahrheitswerten
sie besitzt. Diese Frage 148t sich im allgemei-
nen erst nach einer Beweisfithrung beantwor-
ten. Es gibt Aussagen, fir die das bis heute
noch nicht gelungen ist, so z. B. die folgende
als Goldbachsche Vermutung bekannte ma-
thematische Aussage:

Jede gerade Zahl, die gréBer als 2 ist, 1aBt sich
als Summe zweier Primzahlen darstellen.

Beispiel: 4= 2+ 2
=3+3

8= 5+ 3
30=11+19
100=87+13

Es scheint so, als ob diese Art der Zerlegung
immer moglich wire. Man darf sich jedoch
durch diesen Anschein nicht zu der Uberzeu-
gung verleiten lassen, daB dies wirklich fiir
alle geraden Zahlen gilt. Das I4Bt sich hier
wegen der unendlich vielen Fille durch Pro-
bieren nicht beweisen; dazu miissen andere
Beweisverfahren gefunden werden, was bis
heute nicht gelungen ist. Trotzdem kann man
mit Sicherheit sagen, daB die Goldbachsche
Vermutung genau einen der beiden Wahr-
heitswerte besitzt.

1.2. Zusammengesetzte Aussagen

Durch Bindeworter wie ,,und“, ,oder",
»wenn, so“, bzw. durch die Vemeinung
,nicht* lassen sich aus einfachen Aussagen
wie ,,Die Spree ist ein FluB* oder ,,2 ist eine
gerade Zahl* zusammengesetzte Aussagen
bilden. So ist z. B. die Aussage ,,Die Sonne
scheint, und der Wind weht** zusammenge-
setzt aus den beiden Einzelaussagen a) ,,Die
Sonne scheint* und b) ,,Der Wind weht*.
Die Verbindung der beiden Einzelaussagen
wird durch das Wort ,,und* hergestellt. Wir
wollen hier konkrete Aussagen abkiirzend
durch lateinische Buchstaben bezeichnen.

A: Die Sonne scheint.
B: Der Wind weht.

Die Sonne scheint, und der Wind
weht.

Derartige "Zusammensetzungen von Einzel-
aussagen sind wegen ihrer sprachlichen For-
mulierung nicht immer deutlich zu erkennen.
So zeigt sich der Aufbau der Aussage

,,Die Zahl 2 ist eine gerade Primzahl‘

aus zwei anderen Aussagen erst deutlich,
wenn man sie in die Form

,,Die Zahl 2 ist gerade, und die Zahl 2 ist eine
Primzahl*

bringt.

Mit Hilfe von Bindewdrtern wie den oben-
genannten lassen sich aus vorgegebenen Aus-
sagen neue Aussagen zusammensetzen, die
abgesehen von unwesentlichen Unterschie-
den in der sprachlichen Formulierung, in ein-
deutiger Weise den Teilaussagen zugeordnet
sind.

Wegen dieser Zuordnungen nennt man die
durch die jeweiligen Bindeworter gegebenen
Zusammensetzungen auch Aussagenfunktio-
nen. Diese Aussagenfunktionen werden nun
so festgelegt, daB der Wahrheitswert der zu-
geordneten Aussage nur von den Wahrheits-
werten der in der Zusammensetzung auftre-
tenden Einzelaussagen abhidngt und nicht
von ihrem Inhalt, d. h. nicht von dem von
ihnen beschriebenen Sachverhalt. Wie man
den Wahrheitswert der zugeordneten Aussage
aus den Wahrheitswerten der in die Zusam-
mensetzung eingehenden Aussagen bei der
jeweiligen Aussagenfunktion bestimmt, wird
durch die Werttabellen in folgendem Ab-
schnitt festgelegt.

In diesen Tabellen benutzen wir die Buchsta-
ben ,,X“,,, Y und ,,Z* als Variable fiir Ein-
zelaussagen. Die Wahrheitswerte werden mit
,,1* (wahr) und ,,0* (falsch) bezeichnet.

A und B:

1.3. Die klassischen Aussagenfunktionen

Die Negation. Durch Vorsetzen des Wortes
,.nicht* vor eine beliebige Aussage X erhalten
wir die neue Aussage ,,nicht X*‘. Wir nennen
sie die Negation von X und schreiben kiirzer
,,)Z“. Folgende Tabelle gibt an, wie der
Wahrheitswert von X vom Wahrheitswert
von X abhingt.



Lie Negation ist eine einstellige Aussagen-
funktion, d. h. sie ordnet einer Aussage eine
andere Aussage zu. Die folgenden Funktio-
nen sind dagegen zweistellige Aussagenfunk-
tionen, d. h. sie ordnen immer einem Paar
von Aussagen eine Aussage zu.

X X
1 0
()} 1

Die Konjmktion. Verbindet man zwei Aus-
sagen X, Y durch das Wort ,,und*, so erhalt
man eine neue Aussage ,,X und Y*, die als
Konjunktion der Aussagen X, Y bezeichnet
wird. Statt ,, X und Y* schreibt man kiirzer
X A Y*. Wie der Wahrheitswert einer Kon-
junktion von den Wahrheitswerten der ver-
knilpften Einzelaussagen abhingt, gibt die
folgende Tabelle an, in der alle mdglichen
Kombinationen der beiden Wahrheitswerte
von X bzw. Y enthalten sind:

X Y XAY
1 1 1
1 ()} )
()} 1 0
0 0 0

Diese Festlegung der Wahrheitswerte ent-
spricht gerade dem iblichen Gebrauch des
Bindewortes ,,und*; denn eine mit Hilfe die-

ses Wortes zusammengesetzte Aussage i_st'

wahr, wenn beide Komponenten wahr sind,
und in allen anderen Fillen falsch.

Die Disjunktion. Als Disjunktion bezeichnet
man die Verbindung zweier Aussagen X, Y
mit Hilfe des Bindewortes ,,oder*‘. Statt ,,.X
oder Y'* schreibt man kuarzer ,, X v Y*. Wie
die Wahrheitswerte einer Disjunktion von
den Wahrheitswerten ihrer Komponenten
abhingen, zeigt folgende Tabelle:

X Y XvY
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Beispiel: -
Aussage A: Es regnet.
Aussage B: Es ist windig.
Aussage AvB: Es regnet, oder es ist

windig.
Nach den Festlegungen in der Tabelle ist hier
Aussage ,,AvB“ nur dann falsch, wenn
sowohl. A als auch B falsch sind. Bei der
durch diese Tabelle festgelegten Aussagen-
funktionen handelt es sich um das soge-
nannte nicht ausschliefende ,,oder, d. h., die
zZusammengesetzte  Aussage ist auch dann
wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind.
‘Im alltaglichen Sprachgebrauch wird dage-
gen das Bindewort ,,oder* im allgemeinen im
Sinne von ,,entweder — oder** benutzt ; dabei
ist dann die zusammengesetzte Aussage nur
dann wahr, wenn eine der Teilaussagen wahr

und die andere falsch ist. Im Falle der Wahr-
heit der Gesamtaussage schlieBt also die
Wabhrheit der einen Teilaussage die Wahrheit
der anderen Teilaussage aus.

Die Bezeichnung dieser beiden Aussagen-
funktionen ist nicht einheitlich. Die hier als
Disjunktion bezeichnete Aussagenfunktion
wird oft auch Alternative genannt. Da die
letztere Bezeichnung im taglichen Sprach-
gebrauch gerade fur das ausschlieBende ,,ent-
weder-oder* verwendet wird, haben wir hier
fir das nicht ausschlieBende ,,oder* die Be-
zecihnung Disjunktion gewahit.

Die Implikation. Werden Aussagen Y und X
zu der Aussage ,,wenn X, so Y* verbunden,
so wird diese als /mplikation bezeichnet, man
schreibt kirzer ,,X—-Y*. Die Wahrheits-
werte einer Implikation kann man aus folgen-
der Tabelle ablesen:

X Y X-Y
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

In einer Implikation ,,X— Y* heiBt X Voraus-
setzung und Y Behauptung. Man sagt auch:
,»Aus X folgt Y*. Die in der Tabelle getrof-
fene Festlegung der Wahrheitswerte besagt
dann, daB aus einer wahren Voraussetzung
nur etwas Wahres folgen kann (Zeilen 1 und
2) und daB aus einer falschen Voraussetzung
sowohl etwas Wahres als auch etwas Falsches
folgen kann.

Die Aquivalenz. Haufig tritt die Verbindung
,»X genau dann, wenn Y* der beiden Aus-
sagen X und Y auf. Man schreibt kiirzer
»XeY*". Die folgende Tabelle gibt wieder
die Wahrheitsverteilung dieser Aussagen-
funktion an:

.legungen, Euklidischer Algorithmus

X Y XY
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Wie man in der Tabelle erkennt, ist diese
Aussagenverbindung wahr, wenn beide Teil-
aussagen den gleichen Wahrheitswert haben.
Sic ist falsch, wenn die Teilaussagen verschie-
dene Wahrheitswerte haben. Aus diesem
Grunde bezeichnet man diese Aussagenfunk-
tion als Aquivalenz.

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft emp-
fiehlt weiter folgende Titel:

Ubungen fiir
Junge Mathematiker -

Teil 1. Zahlentheorie.

Von Dr. Eberhard Lehmann

2. Aufl. 159 S. mit 22 Abb. 14,2cm x 20,0cm
1970 (Nr. 36). Kartoniert 6,50 M

Inhalt: Einleitung - Zahlenbereiche, Dirich-
letsches Schubfachprinzip Primzahlzer-

- Das
Rechnen mit Kongruenzen - Logarithmen -
modulo p - Anhang . Literaturhinweise

Teil 2. Elemeatargeometrie.
Von Dr. Giinter Grosche

93 S. mit 74 Abb. L 7 N. 105 g. 1969. (Nr. 37).
Kartoniert 4,50 M

Inhalt: Einleitung - Dreieckskonstruktionen
- Kreiskonstruktionen - Verschiedene geome-
trische Konstruktionsaufgaben in der Ebene
Einige Konstruktionsaufgaben im Raum -
Losungen der Ubungsaufgaben - Literatur-
hinweise

Teil 3. Ungleichumgen.

Von Gerhard Kleinfeld

134 S. mit 20 Abb. 14,2cm x 20,0cm 1969.
(Nr. 38). Kartoniert 5,50 M

Inhalt: Einleitung - Beweis von Ungleichun-
gen - Bestimmung der Losungsmenge von
Ungleichungen - Das Rechnen mit absoluten
Betrégen - Ungleichungen mit Parametern -
Goniometrische Ungleichungen - Lésungen
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Die Mathematik erleichtert uns bei den ver-
schiedensten Tatigkeiten die Arbeit und
dringt immer mehr auch in solche Berufe ein,
in denen sie frither nicht zu finden war. Sie
wird so zu einem untrennbaren Bestandteil
der Allgemeinbildung. Mathematische Un-
terhaltungsbiicher [inden deshalb stindig
wachsendes Interesse in den verschiedensten
Berufen. Der Autor dieses international er-
folgreichen Buches geht vorn mathematischen
Spiel aus und fiihrt den Leser in kurzweiliger
Weise zur Anwendung der Mathematik im
Verkehrswesen, in der Technik, in Natur-
wissenschaften und im taglichen Leben.
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Die Ellipse als Normal-

projektion des Kreises

Als die Astronomen zu Beginn des 17. Jahr-
hunderis (um 1610) iiber die ersten noch
recht primitiven Fernrohre als Arbeitsmittel
verfiiglen, machten sie damit innerhalb unse-
res Planelensystems fir die damalige Zeit
einige héchst iiberraschende Beobachtungen.
Neben der Entdeckung der Phasen der
Venus nach Arl unseres Erdtrabanien und
der vier gréBlen Jupitermonde beweglen die
Gemiiter der Astronomen eigenartige henkel-
ahnliche Ansitze am Saturn, deren Aussehen
und Gestalt sich zeitlich dnderte. Erst nach
mehreren Jahrzehnten vermochie Huygens
(1656) diesem am Saturn beobachteten Phi-
nomen die richtige Deulung zu geben. Als
vorsichtiger Wissenschaftler teilte er seine
Vermulung zunachs! nur einigen befreunde-
ten Astronomen in Form eines Anagramms
mil, um sich auf diese Weise die Prioritdt
seiner Entdeckung zu sichern. Durch die Ver-
besscrung der optischen Hilfsmittel in der
Folgezeit besidtigie sich immer mehr die
Huygenssche Hypothese, nach welcher der
-Salurn von einem ringfdrmigen Gebilde
umgeben ist, dessen Ebene gegen die Ebene
der Ekliptik um einen gewissen Winkel (28%)
geneigt ist. Infolge der zeitlichen Anderung
der Relativstellung zwischen Saturn und
Erde innerhalb unseres Sonnensysiems ent-
stehen fiir den Beobachter von unserem Pla-
nelen aus zu verschiedenen Zeilen unter-

schiedliche Eindriicke von diesem ringfdrmi- ¢

gen Gebilde.

Die von dem menschlichen Auge durch eine
angendherte Parallelprojektion registrierten
Bilder des Kreises bezeichnet man als Ellipse.
Da die Abbildung eines Kreises auf eine
Ebene mitlels Parallelprojektion nicht nur
fir Astronomen, sondern auch fiir Tech-
niker, Naturwissenschafller und Kiinstler
von Interesse ist, soll dieser Vorgang hier
einmal konstrukiiv genauer unlersucht wer-
den. Das theoretische Riistzeug dafir ist
uns bereits in Heft 4:1968 in dem Beilrag
»Bestimmung der wahren Geslal einer ebe-
nen Figur” gegeben worden. Dort wurde
gezeigl, wie man die wahre Gestalt einer
durch Grund- und AufriB vorgegebenen
ebenen Figur nach der Methode des doppelien
Zirkelschlages konstruktiv am einfachsien
bestimmt. Die Anwendung des Verfahrens

beschrinkie sich auf Dreiecke oder Figuren,
die sich in Dreiecke zerlegen lassen. Ein
Kreis ist jedoch micht in dieser Weise zer-
legbar. AuBerdem gehen wir von der uns
bekannten wahren Gesialt einer ebenen Figur
aus und ermitieln deren Normalprojektion
in eine Bildebene. Das uns veriraute Kon-
struktionsverfahren miissen wir also der
neuen Problemstellung und dem anders-
artigen Objekt unserer Betrachtung anpas-
sen. Zunéchst geben wir uns als Triger des
Kreises etwa eine zweitprojizierende Ebene
durch ihre Spuren e, und ¢, in zugeordneten
Normalrissen vor. (Biid 1)

Diese spezielle Annahme wird getroffen, um
die Konstruktion zu vereinfachen. Ferner
legen wir den Kreismiltelpunki M ip ¢ be-
liebig im ersten Quadranten fest. Da ¢ zweit-
projizierend ist, liegl M auf ¢,. Nun stellen
wir uns die Aufgabe, um M mit dem Radius a
einen Kreis zu zeichnen, der ganz in ¢ liegt.
Fir den AufriB ist sie schnell geldst. Die

Aulrisse aller in ¢ befindlichen Gebilde liegen
auf e,. Folglich brauchen wir nur von M"’
aus die Strecke a nach beiden Seiten auf e,
abzutragen. Die so erhallene Strecke C7D”
stellt den Aufrifl des Kreises & dar: In diesem
Zusammenhang sei erwihnt: auch der Saturn
nimmt beziiglich der Erde gelegentlich eine
solche Relativstellung an, daB der den Saturn
umgebende Ring im Fernrohr nur als feiner
Strich sichibar wird. Uber den GrundriB &
des in ¢ liegenden Kreises & 128t sich allgemein
zunichst folgendes sagen:

1. Jeder Kreisdurchmesser (durch M gehende
Kreissehne) geht in einen Ellipsendurch-
messer iiber, der von A" halbiert wird, da
Teilverhalinisse - bei Normalprojektion erhal-
ten bleiben.

2. Tangenten in den Endpunklen eines Kreis-
durchmessers gehen in parallele Tangenien
der Ellipse iiber, da Parallelitit bei dieser
Abbildung erhalten bleibt. Umgekehrt licgen
auch die Berithrpunkte paralleler Tangenten
auf einem Ellipsendurchmesser.

3. Der auf der ersten Hauptlinie durch M
hegende Kreisdurchmesser AB bildet sich in
wahrer Grofle ab. Alle anderen Kreisdurch-
messer werden bei der Abbildung gestaucht,
da ihre Neigungswinkel gegen die Bildebene
von 0° verschieden sind. (Unter dem Nei-
gungswinkel einer Geraden g gepen eine
Ebene m versicht  man denjenigen Winkel,
den die Gerade g mit ihrer Normalprojek-
tion g’ aufl die Ebene = einschlieBt.)

4. Die stirksle Stauchung erfihrt der zur
ersten Hauptlinie senkrecht liegende Kreis-
durchmesser CD bei Normalprojektion auf

G-t f"

f‘l
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n,, da dessen Neigungswinkel pegen die
Bildebene am gréBten ist. Jene Geraden, aus
einer Ebene ¢, die mil =, den groBtmoglichen
Winkel einschlieBen, bezeichnet man als
Falfinien der Ebene r. Sie durchselzen die
ersien Hauptlinien von ¢ senkrecht. Projiziert
man die durch M gehende ersie Hauptlinie 4,
und die Fallinie /' normal auf m,. so werden
sich ihre Projektionen h, und ' wieder
senkrecht schneiden, da ein Schenkel des
abzubildenden rechien Winkels parallel zur
Bildebene liegl.

Mit den hier getroffenen Aussagen kénnen
wir folgende Definitionen und Zwischen-
ergebnisse festhallen:

1. Der gréBte Ellipsendurchmesser hat die
Linge des Kreisdurchmessers. Man bezeich-
net ihn als Haouptachse der Ellipse. Die
Hauptachse liegt parallel zur ersten Spur e,
von ¢.

2. Der kleinste Ellipsendurchmesser steht
senkrecht auf ¢,. Man bezeichnet ihn als
Nebenachse der Ellipse.

3. Haupt- und Nebenachse einer Ellipse
stehen aufeinander normal.

4. Die Endpunkte der Hauptachse bezeich-
nel man als Hauptscheirel und die Endpunkle
der Nebenachse als Nebenscheitel der Ellipse.
Um auBler den Scheiteln weitere Ellipsen-
punkie zu erhalten, legen wir ¢ nach =, um,
wobei ¢, die Drehachse darstelll. Dem um-
geleglen Kreis k, werde nun jenes Quadrat
umschrieben, das ein zu ¢, paralleles Seiten-
paar besitzt. Fiihrt man dieses Quadrat in

Bild 2

die Ausgangslage von ¢ zuriick, stellt sein
Grundrifl ein Rechteck dar, dessen Seilen-
lingen mit den Léngen von Haupt- und
Nebenachse der Bildellipse paarweise {iber-
einstimmen. Man bezeichnet dieses Rechteck
als Achsenrechteck der Ellipse. Es sl zugleich
ein Tangentenrechteck der Ellipse mit den
Haupl- und Nebenscheiteln als Berithr-
punkte. Ferner umschreiben wir dem Kreis 4,
der umgelegien Ebene g, ein Quadrai, dessen
Diagonalen parallel bzw. senkrechi zu e,
liegen. Fiihrl man dieses in die Ausgangslage
von ¢ zuriick, so erscheint der Grundrif}
des Quadrates als ein Rhombus. Seine Seiten
stellen gleichfalls Ellipsentangenten mit den
Halbierungspunkien als Beriihrpunkte dar.
Nunmehr kennen wir zwei Tangenlenvier-
ecke der Ellipse samt ihren Beriihrpunkten.
Damit 1481 sich die Ellipse bereits niéherungs-
weise zeichnen, Vor allem bewahren uns die
Tangentenvierecke vor dem grundlegenden
Fehler, eine Ellipse als Kurve mit zwei Spit-
zen in ihren Nebenscheileln darzusiellen.
Geniigen fiir unsere Zwecke noch nicht die
beiden Tangentenvierecke der Ellipse, so
kénnen wir uns - von der Umlegung aus-
gehend - beliebig viele weitere Ellipsenpunkte
wie folgl verschaffen: Eine senkrecht zu e,
eingezeichnete Ordnungslinie schneidet den
umgelegien Kreis 4, in den Punkten |y und 2,
Mit Hilfe weiterer Ordnungslinien senkrecht
zur RiBachse und Kreisbégen um £ als
gemeinsamem Mittelpunkt fithren wir die
Punkie 1 und 2 in den Aufrif.

Bringt man anschlieBend e¢inander entspre-
chende Ordnungslinien durch 1” und 2" bzw.
lo und 2, zum Schnitt, ergeben sich die
Ellipsenpunkte 1° und 2. Auf diese Art
Jassen sich weitere Ellipsenpunkie in belie-
biger Dichle konstruktiv ermitteln. (Vgl.
Bild 1)

AnschlieBend soll nun mit Hilfe riumlicher
Betrachtungen an zugeordneten Normal-
rissen eine einfache und platzsparende. rein

planimetrische Ellipsenkonstruktion abgelei-
tet werden. Dabei geht man von Haupt-
und Nebenachse als den vorgelegten Bestim-
mungsstiicken der Ellipse aus. Zunéchst
werde die Lage von ¢ beziglich der Bild-
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ebenen n, und =, wie oben vorausgesetzt.
AB sei der in der ersten Hauptlinie durch M
liegende K reisdurchmesser. CD sei ein in der
Fallinie durch M liegender Kreisdurchmes-
ser. (Bild 2)

Wir bestimmen die auf der Fallinie durch N
liegenden Kreispunkie. Hierzu drehen wir
den Kreis & um A, parallel zur Bildebene n,.
Es ergibt sich der Kreis ky. Die Fallinie f;
durch A" schneidet %; in den Punkten
15 und 2. Mattels einer Ordnungslinie fah-
ren wir zundchst nur l, in den AulnB.
Durch anschlieBende Drebung von 1j um
hy findet man 1”. Die Ordnungslinie durch
1" mit dem GrundriB} /* der Fallinie / durch
N zum Schnitt gebracht, liefert den Punkt
1’. Dieser ist einerseits der Grundril} eines
Punktes von k. Andererseits konnen wir
ihn auch als Punkt ciner Ellipse mit 4’5’ als
Hauptachse und C'D’ als Nebenachse an-
sehen.

Der auf f” liegende Ellipsenpunkt {461 sich
auch ohne Verwendung des Aulrisses sehr
einfach finden. Die Konstruktion mit Beweis
sei flir den Punkt 2’ gezeigl: Um M’ zeichnet
man zwei Kreise mit den Radien a=M'A’
(Hauptscheitelkreis) und b= M'C' (Neben-
scheitelkreis), Einen der Schnittpunkle von
f" mit dem Hauptscheitelkreis (hier 2g) ver-
bindet man mit M’. Durch den Schnitipunkt
der Verbindungsgeraden mit dem Neben-
scheitelkreis zieht man eine Parallele zur
Hauptachse. Diese schneidet /" in 2'. Wir
behaupten, dall 2’ .ein Punkt von A’ ist.
Beweis: Gemil unserer Konstruktion gilt
die Proportion «: 5 =N'1;: N'I'. Ferner
ist aus der Zeichnung die Proportion ¢ : b
=1\l_2(3 : N'2" abzulesen. Da auBerdem die
Punkie 15 und 2; symmetrisch beziiglich der
ersten Haupllinie /, liegen, somit N die
Strecke -I_(‘,—2—.;- halbiert, ist #" auch Halbierungs-
punkt der Strecke 12, 2 ist also ein Punkt
von k', was zu beweisen war.

Diese Konstruktion erlaubi bei vorgegebener
Haupt- und Nebenachse - losgeldst von
allen riumlichen Uberlegungen - ein ein-
faches und schn¢lles Auffinden beliebig vieler
Ellipsenpunkie. Da fiir das Zeichnen der
Ellipse nach dieser Art zwei Kreise (Haupl-

Bild 3
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scheitelkreis und Nebenscheitelkreis) die Aus-
gangselemente bilden, spricht man hier auch
von der Zweikreiskonstruktion der Ellipse.
Diese war bereits in antiker Zeit bekannt.
(Bild 3)

Ankniipfend an die letzien Uberlegungen des
bereits zitierten Aufsatzes aus Heftl 4,1968
konnen wir sagen: Zwischen der Ellipse und
ihrem Hauptscheilelkreis besteht die geo-
metrische Verwandischafl der perspektiven
Affinizdr. Die Hauptachse der Ellipse fillt in
die Affinitdtsachse und die Stellung der
Nebenachse gibt die Affinitétsrichtng an.
Auch zwischen Ellipse und zugehdrigem
Nebenscheitelkreis 1aBt sich eine Zuordnung
mittels perspektiver Affinitat  herstellen.
Durch konstruktive Handhabung dieser geo-
meltrischen Verwandischaft lassen sich bei-
spielsweise von einem auBerhalb einer Ellipse
liegenden Punk! die Tangenlen an die Ellipse
allein mit Zirkel und Lineal exakt zeichnen.
Die hier behandelte Normalprojektion eines
Kreises, welche uns auf die Ellipse gefiihrt
hat, gibt einen kleinen Einblick in die sehr
umfangreiche Lehre von den Kegeischuitren.
Ellipsen entstehen u.a. auch dadurch, daB
man einen Drehkegel in gewisser Weise mit
einer Ebene zum Schnitt bringl. Diese Be-
trachtungen fihren dann auf andere Delini-
.tions- und Konstruklionsméglichkeiten fiir
Ellipsen.

Nun sollen noch die neu gewonnenen Kennt-
nisse iiber die Ellipse an zwei Beispielen ihre
Anwendung finden:

1. Gegeben sind ein Drehzylinder (Rohr), der
mil einer Mantellinie » die Bildebene n;
beriihrt, und eine zweitprojizierende Ebene ¢
durch ihre Spuren ¢, und e,. (Bild 4)
*Gesucht sind der GrundriB der Schnittkurve
von ¢ mit dem Zylinder und die wahre Gestalt
des von dem Zylinder aus der Ebene ausge-
schnittenen Flichenstiickes. Begriinde die
Konstruktion und gib dir dhnliche Aufgaben
vor!

2. Gegeben sind Haupt- und Nebenachse

einer Ellipse und ein Punkt P. Gesucht sind

dic Tangenten von P an dic Ellipse.
Anleitung zum Verstindnis der Konstruktion
in Bild 5:

Zur gepgebenen Ellipse k zeichnel man den
Hauptscheitelkreis £. Entsprechend der zwi-
schen Ellipse und Kreis bestehenden geo-
metrischen Verwandischaft bestimmt man
den Bildpunkt P von P. Aus P legt man in
bekannter Weise (Kreis des Thales!) die
Tangenten £, und 7, mit den Berithrpunkien
7, und 7, an . AnschlicBend transformiert
man die pefundenen Kreistangenten samt
ihren Beriihrpunkten in das Ellipsenfeld
zurick. Dabei benutzt man die Eigenschaf-
ten, daB parallele Geraden in parallele Ge-
raden ibergehen und die Punkie der Affini-
titsachse bei der Transformation festbleiben.

E. Schrider

Bild 4
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Bild 5

Anagramm von Chr. Huygens (*1629, +1695)

Anagramm von Huygens am SchluB seiner
kieinen Schrift iiber die Entdeckung der
ersten (hellsten) Saturntrabanten:

Betrifft die richtige Deutungdes Saturnringes:
ﬂnnnnnnnn ooooppqITs 1ttt uuuuy
Richtige Anordnung der Buchstaben:
Ah}rula cingitur tenui, plano, nusquam co-
haerente, ad eclipticam inclinato

Das heiBt auf deutsch: Er wird von einem
dilnnen, ebenen, nirgends (mit Saturn) zu-
sammenhiingenden, gegen die Ekliplik ge-
neiglen Ring umgiirlet.

Aufgaben:

Ala Einem Kreis, der in einer zweit-
projiziersenden Ebene liegt, soll ein gleich-
seitiges Dreieck einbeschrieben werden.
Was ldBL sich iiber den GrundriB des gleich-
seitigen Dreiecks aussagen, wenn eine Drei-
eckseite a) parallel zu n,, b) parallel zu =,
liegt?

A2a Einem Kreis, der in einer zweit-
projizierenden Ebene liegt, soll ein Quadrat
einbeschrieben werden.

Unter welchen Voraussetzungen ist der
GrundriB des dem Kreis ¢inbeschriebenen
Quadrates

a) ein Rechieck,

b) ein Rhombus,

c) ein von Rechteck und Rhombus ver-
schiedenes Parallelogramm?
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Mathematik-
olympiaden in der
VR Polen

In der VR Polen werden seit 23 Jahren Mathe-
matikolympiaden durchgefiihrt. Sie rangie-
ren ihrem Alter nach hinter den uhgarischen,
rumanischen und den sowjetischen.

Als nach dem 2. Weltkrieg der Oberschul-
unterricht wieder aufgenommen werden
konnte, standen wir vor groBen Schwierig-
keiten, besonders auf dem Gebiel der Mathe-
matik: Wihrend der ersien Jahre nach der
Befreiung besaBen viele unserer Oberschul-
lehrer keine abgeschlossene Hochschulaus-
bildung. Das Niveau des Unterrichts war
nichl ausreichend. Die von unserem Volks-
bildungsministerium ergriffenen Malnah-
men - es organisierte zahlreiche Weiterbil-
dungsveranstaltungen - konnten nicht sofort
auf den Unterricht wirken. Da beschlo
man, den Mathematikunterricht durch eine
direkte Aklion zu unterstiiizen: Man wandle
sich an die Schiiler selbst. So wurden dic
Olympiaden eingerichtet. Die Polnische Ma-
thematische Gesellschaft erklirle sich bereit,
sie zu organisieren. Das sind ihre Ziele:

& Das Interesse der Schiiler fiir die Mathe-
matik zu wecken,

® das Niveau ihrer Kennlnisse in diesem
Fach zu erhthen,

@ besonders befihigte Schiiler ausfindig
zu machen und ihnen den Weg in die Hoch-
schulausbildung zu ermdglichen.

Die Mathematikolympiaden wurden also
nicht nur als ein Wetlbewerb zwischen den
Basten betrachtel, sondern vielmehr als ein
Mittel dazu, eine gréBere Anzahl von Schii-

lern fiir mathematische Probleme zu inter--

essieren und sie zur personlichen Beschifti-
gung mit der Mathematik anzuregen.

Die Olympiaden werden vom Zentralen
Komitee in Warschau mit Unlerstiitzung

durch die Bezirkskomitees geleitet, die es

in unseren acht Universititsstadten pibt.
Ihre Mitgiieder sind Hochschullehrer oder
Lehrer an Oberschulen.

Jahrlich wird eine Olympiade in drei Stufen
durchgefiihrt. Die 1. Stufe lauft vom 1. Ok-
tober bis zum 15. Januar. Anfang Oktober,
November und Dezember erhalien alle Schii-
ler des Landes vom Zentralen Komitee den
Text von je vier Aufgaben, dazu vier Vorbe-
reitungsaufgaben (zur Einstimmung), die bis
zum Ende des betireffenden Monats zu losen
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sind. (Es werden nur Aufgaben fiir Schiiler
der Klassen 11 und 12 gestellt.)

Waiahrend der drei genannten Monate wird

die Beschiftigung mit den gestellten Pro-
blemen, die vollig freiwillig ist, in keiner
Weise konlrolliert. Die Teilnehmer haben
die Moglichkeit, sich gegenseitig zu beraten
oder sogar gemeinsam zu arbeilen. Der
Lehrer soll nichi helfen, kann die Schuler
jedoch auf mbgliche Fehler aufmerksam
machen.

Sobald die Frst [fiir eine Aufgabengruppe
abgelaufen ist, werden den Schulen die zu-
gehorigen Losungen geschickt. Nun tritt
der Lehrer stirker in Aktion. Er diskutiert
mit den Schilern iiber die Lésungen. Das
Zentrale Komitee gibt jedes Jahr auBer-
dem ein Heft mit ausfiihrlichen Losungen
und Erkldrungen aller in der Olympiade
gestellten Aufgaben heraus. Darin werden
auch im Zusammenhang mit den Aufgaben
Fragen geklin, die iiber den Schullehrplan
hinausgehen.

Die 2. Stufe der Olympiade wird durch die
Bezirkskomitees geleitel. Jedes Komitee prift
die Arbeiten der Schiiler seines Bezirks und
lidt dann alle diejenigen zum Bezirkswelt-
bewerb ein, die zu der Mchrzahl der Aufgaben
cinwandfreie Losungen geliefert haben. Diese
Wettbewerbe finden im Mirz gleichzeitig
in den acht Siddten statt, und zwar an zwei
Tagen. An jedem Tag miissen drei Aufgaben
innerhalb von finf Stunden gelést werden.
Die Aufgaben, die fir alle Bezirke gleich
sind, werden vom Zentralen Komitee aus-
gewihlt.

Die 3. Stufe der Olympiade findet im April
in Warschau statl. Dazu werden diejenigen
Jungen Mathematiker eingeladen, die bei
den Bezirkswellbewerben am besten abge-
schnilten haben. Die Zusammenstellung der
Aufgaben entspricht der des Bezirksaus-
scheides, der Schwierigkeitsgrad ist aller-
dings elwas hoher. Diejenigen Teilnehmer,
die gute Resultale erreichen, erhalten das
Olympiade-Diplom. Es berechiigt sie, sich
an einer mathematisch-naturwissenschafi-
lichen oder an einer technischen Fakulid
immatrikulieren zu lassen, ohne eine Auf-
nahmeprifung ablegen zu miissen.

Viele Teilnehmer an Olympiaden haben sich
entschieden, Mathemaltik zu studieren. Sie
gehdren zu den besten ‘Studenten. Einige
von ihnen haben inzwischen promovieri,
viele sind Dozenten, Lehrer oder Assistenten
an Universitalen oder wissenschaftlichen In-
stituten. Die Olympiaden haben augenfillig
dazu beigetragen, den Nachwuchs unserer
jungeén Mathematiker zu stellen. Fir die
Organisaloren der Wellbewerbe ergibt sich
jedes Jahr wieder die Frage nach einer guten
Aufgabenauswahl. Einerseits sollen die Auf-
gaben Beziehungen zu den Sioffgebieten
des Schullehrplans haben, andererseits miis-
sen sie sich wesentlich von den im Unierricht
iiblichen Aufgaben unterscheiden. Denn seit

alle positiven rationalen Zahlen a4
- b

Anfang an ist es die Leitidee der Olympiade
gewesen, die Schiiler fiir Probleme zu inter-
essieren, die zwar im Rahmen der Grund-
anforderungen bleiben, aber doch ein gutles
Maf mathemalischer Phantasie und ecine
griindlichelogische Analyseverlangen. Solche
Probleme sollien, um ausreichend attraktiv
Zu sein, interessante Eigenschafien von Zah-
len oder Figuren belreffen. AuBerdem miis-
sen sie sich in itbersichtlicher Weise formu-
lieren lassen. Der Schwierigkeitsgrad der
einzelnen Aufgaben einer Stufe wird unter-
schiedlich gehalten, weil es uns einmal darum
geht, die Schiiler nicht durch zu hohe Anfor-
derungen zu enimutigen und zum anderen
doch das Leistungsvermogen zu priifen.
Im allgemeinen bereilen di¢ Probleme aus
der Geometrie die meisten Schwierigkeiten,
wihrend Aufgaben mil kombinatorischem
Charakler leichter bewaltiglt werden.
Zum SchluB sei noch erwihni, daf der
schwiichste Punki in den Schiilerarbeiten
die Darstellung der Losungen isl. Richtige
Gedanken sind oftmals unzureichend dar-
gelegl. Bisweilen muB man viel Mihe aul-
wenden, um den Gedankengang des Schiilers
herauszufinden. Andererseits aber zeigen sich
die Jungen Mathemgtiker sehr einfallsreich,
und rechl oft legen sie originelle Losungen
vor, die sich weil von denen unterscheiden,
dic die Autoren der Aufgaben ins Auge
gefaBt haiten.

S. Straszewicz

Aufgaben der XX!IH. Mathematik-Olympiade
der VR Polen
(Auswahl)

Ala Es ist der Graph der durch den
Ausdruck

y=\/.x+2\f.\:—1 + /x—2\/;\3:1
_ \

bestimmten Funktion zu zeichnen. wobei der
Definitionsbereich dieser Funktion die Menge
aller reellen Zahlen x ist. {iir die dic in diesem
Ausdruck auftretenden Wurzeln reell sind.

a2a Es sei p cine Primzahl Es sollen

wobel

a und b cinander teilerfremde natiirliche
Zahlen sind. ermittelt werden, so daB3

—t ailt.

b+p
Ala Esseient eine reelle Zahl und o. fi. ¢
die Gréflen der Winkel eines Dreiecks. Man
beweise. daB dann stets die Ungleichung

cos 2+ t(cosff+cosy) <1 +_r—1

erfullt ist. 2

Ada Es seien ¢ eine Ebene und A4 und B
zwei Punkte des Raums, die nicht in dieser
Ebene liegen. Es soll die Menge aller Punkte P
der Ebene ¢ ermifielt werden, die die fol-
gende Eigenschaft haben:

Der Winkel, den die Gerade AP mit der
Ebene ¢ bildet, ist gleich dem Winkel, den
die Gerade BP mit der Ebene ¢ bildet.



AS5a Wieviel von Null verschiedenc na-
tiirliche Zahlen. die kleiner als 10" sind
(n=1. 2. 3, ...). haben cine Darstellung im
dekadischen Positionssystem. deren Grund-
zillern eine nicht fallende Folge bilden?

(Es soll also die Anzahl derjenigen natiir-
lichen Zahlen z mit 0<z<10" ermittelt
werden, die eine Darstellung

4y tlg)yg im dekadischen
Ea, =

Z=(tyoy Uy—z -
Positionssystem mit «, Sa,_.<..
o haben.) ,

A 64 Gegeben seien sechs Punkte im Raum.
die nicht alle in einer Ebene licgen. Man be-
weise. daB.es dann stets anter den durch
je zwei dieser Punkle bestimmten Geraden
cine Gerade gibt. die zu keiner der iibrigen
Geraden parallel ist.

A7a Es sind alle Losungen (x, y) der
" Gleichung

T+x+xt+xd+x%=)?

im Bereich der natiirlichen Zahlen zu er-
mitteln.

a84a Man beweise. dali fiir alle natiir-
lichen Zahlen n mit n21 dic [olgende Glei-
chung erfullt ist:

Zsin(l+l+...+' I )E
2 27/ 4

= e 241 2
——

n Wurzeln

Aus der VR Polen
berichtet

. Mathematikzentrum des RGW

-lop. Aus Warschau kommt die Meldung,
daB ein internationales mathematisches Zen-
trum zur Weiterbildung wissenschaltlicher
Kader aus den sozialistischen Lindern ge-
griindet worden ist. Das Institut ist das
derzeit einzige seiner Art in der Welt. Es ist

zugleich die erste Einrichtung dieses Typs,
die auf der Basis eines inlernationalen Ab-

kommens entstand und von einem parititisch
zusammengeselzten inlernationalen Rat ge-
leitel wird. '

Der Direktor der jingsten Forschungs- und
Lehreinrichiung des RGW, der polnische
Wissenschafller Prof. Dr. Qlech, erlauterte
die Arbeitsweise dieses Zenlrums, das 1973
die ersten Horer aufnehmen wird. Einla-
dungen werden sowohl an fithrende Exper-
len als auch an junge Mathemaliker der Bru-
derlinder ergehen. Sie werden gemeinsam
mit polnischen Wissenschaftlern forschen,
ihre eigenen Probleme vortragen und mit
allen gemeinsam erdriern sowie bestimmle
eigene Vorlesungszyklen bieten. Die Forl-
bildung junger Kader wird im ProzeB brei-
tester Forschungstitigkeit vor sich gehen.
Bereits in diesem Jahr wird das Warschauer
Mathematik-Zentrum ein Symposium mathe-

matischer Methoden in der Okonomie ver-
anstalien. Ohne Zweifel wird das eine gule
Gelegenheit sein, Erfahrungen fiir die kinf-
tige Forschungsarbeit des Zentrums zu sam-
meln.

,.Die Vertielung und Vervollkommnung der
wirischaltlichen und wissenschaftlich-tech-
nischen Zusammenarbeit und Entwicklung
der sozialistischen dkonomischen Integra-
tion der Mitgliedslinder des RGW', so
heit es im Komplexprogramm, ,.sind ein
von den kommunistischen und Arbeiter-
parteien und den Regierungen der Mitglieds-
linder des RGW bewuflt und planmiBig
geslalteler ProzeB der internationalen sozia-
listischen  Arbeitsteilung.” Die Griindung
des Mathematikzentrums in Warschau ge-
hort zu diesem planmiBig gestalteten Pro-
zef).

Aus der polnischen Schulreform

Das gegenwirtige gesamte Bildungssystem
in Polen umfalBl die allgemeinzugingliche
achtklassige Grundschule und das vierjdhrige
allgemeinbildende Lyzeum. . .

Zur Forderung der vielseitigen Interessen
der Schiiler dienen im reformierten Lyzeum
(entspricht unseren Klassen 9 bis 12) die
vier fakultativen Unterrichtsstunden wd-
chentlich in der vierten Klasse (entspricht
unserer 12. Klasse), die der Jugend erlauben,
ihre Kenninisse in den sie interessierenden
Wissensgebielen zu verliefen und zu erwei-
tern. ..

Der Fortschritt auf dem Gebiet der exakten
Wissenschaflen wie auch der technische Fori-
schritt machen es noiwendig, die Anzahl
der Kandidaten zum Hochschulstudium der
mathematisch-physikalischen und techni-
schen Disziplinen zu vergréBern. Zu diesem
Zweck wurden in den allgemeinbildenden
Lyzeen Klassen mil mathematisch-physika-
lischem Profil und entsprechend erweitertem
Stundenplan fiir solche Ficher wie Mathe-
matik und Physik organisierl.

Aus einem Interview mit dem Vizeminister fiir

Volksbildung und Hochschulwesen -

der VR Polen

Wissen, Fortschritt, Modernitiit

AnldBlich der 25-Jahr-Feier Volkspolens ha-
ben wir eine eingehende Beur(eilung der von
der polnischen wissenschaftlichen Welt er-
zielten Ergebnisse in allen wissenschaftlichen
"Bereichen vorgenommen. Wir gingen dabei
vom Gesichtspunkl aus, daB die praktische
Rolle der Wissenschaft und ihre Wichtigkeit
davon abhingt, was sie zur gesellschaftlichen
Praxis beitrigt und inwieweit sie den pgesell-
schaftlichen Auftrag erfiillt. . .

In der Nachkriegszeit, besonders in den
ersten Jahren, haben wir troiz des auBerst
schwierigen Staris (Zerstorung der wissen-

Fine Aufgabe von
Lektor
Andrzej Makowski

Iastiui fiir Mathemacik . Universitdt Warschan

49124 Essind 2lle von Nullverschiedenen
natiiriichen Zahklen # anzugeben, fiir die die
Zahl #* +4" eine Primzahi ist.

schafllichen Werkstitien, riesige mensch-
liche Verluste, durch den Krieg verursachte
Unlerbrechung der Forschungsarbeil) und
der Notwendigkeit, alles von neuem aufzu-
bauen, uns aul die Erkenntnisse und Lei-
stungen der polnischen Gelehrten der Zwi-
schenkriegszeit gestiitzt. Wir haben z. B.
groBe Ansirengungen unternommen, um die
hohe Position der polnischen Mathematik
aufrechizuerhalten. Die Leistungen der
polnischen mathematischen Schule aul dem
Gebiet der Topologie, Funktionsanalysis und
Mathematischen Logik, Differentialgleichun-
gen, Zahlentheorie und Anwendungen der
Mathematik in vielen anderen Bereichen
sind doch weltbekannt (Bekanniesle Vertre-
ter: Stefan Banach, Waclaw Sierpinski, Kazi-
mierz Kuratowski, d, Red.)
Prof. Dr. Janusz Groszkewski,
Prisident der Polnischen Akademie der
Wissenschafien

Aus dem Beschlub

des VI. Parteitages der Polnischen
Vereinigten Arbeiterpartei zitiert
Der schéplerische Anteil der Jugend am

sozialistischen Aufbauwerk hiangt von ihrer
Beherrschung der beruflichen Fihigkeiten,

.VOI'I dem Mitverantworlungsgefiihl fiir das

Heute und die Zukunft der Nation, von
der elfektiven Arbeit und der Verwirkli-
chung der humanistischen Ideale des Sozia-
lismus im alltdglichen Leben ab. ..

Aufgabe der Partei ist es, der Jugend die
Richtungen der Akiivilit aufzuzeigen, von
denen vor allem die weitere Entwicklung des
Landes sowi¢ die Schritte abhiingen, die zu
efnem dauerhafien Beitrag der jungen Gene-
ration zum Werk der Nation werden kon-
nemn.
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Riickblick auf
die XIII. IMO

Die teilnchmenden Mannschaften
stellten Aufgaben fiir 2lpha

VR Bulgarien

Kann man die Zahl 4=-13'"" als Summe von

Dezimalzahlen darstellen, in denen insge-

samt 11...11 Einsen, 22...22 Zweien, ...
i — [ES——

k k
schlieBlich 99...99 Neunen und beliebig
—
k

viele Nullen vorkommen? k sei eine natir-
liche Zahl.

CSSR
Gesucht ist die kleinsie Primzahl x mil der

Eigenschafl, daf x* —5x> eine positive Qua-
dratzahi ist.

DDR

Gesuchl sind alle stetigen reellen Funkl(ionen.

die fiir alle x40 die Gleichung f(x)+f(l—)
fx? .
2

X

erliillen.

Frankreich
Man bestimme dic kleinste Zahl # mit der
* Eigenschaft, daB fir jede Primzahl p gilt:
p |7 genau dann, wenn p—1t |n
{a | b bedeutet, daB a ein Teiler von b ist).

Grofbbritannien

Es seien ay, 4, . . ., a, paarweise verschiedene
Zahlen und m eine natiirliche Zahl. Weiler
sel

S= a5 .
(ag—as}(ay—ay).. . (a,—ay)
+ af ot
(a1 —ap¥(a,—ay). . (a,—a)
as

@,—ao) (@, —a,)- . .(e,—a,_,)
Man beweise, daB fir m<nr S=0 und [ir
m=n S=1 gil.

SFR Jugoslawien
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In einem Tangentenviereck mit den Seiten
a, b, ¢, d hat der Mittelpunkt des Inkreises
von den Eckpunkten die Abstdnde x, y, z, ¢
(s. Abb). Man beweise die Gleichung
(xz+yi) =abcd und leile daraus die Unglei-
chung 4xyzt Labcd her.

Republik Kuba

Es ist zu beweisen, daB die Zahl
100!=1-2-3-...-100

keine Quadratzahl 1st.

Mongolische Volksrepublik .

An einem Schachturnier nahmen zehn Spieler
teil; jeder spielte einmal gegen jeden anderen.
Keine zwer Spieler erziellen insgesaml die
gleiche Punkizahl. Die Spicler auf den ersten
beiden Plitzen haben kein einziges Mal
verloren. Die Summe ihrer Punkizahlen
ist um 10 groBer als die Punkizahl des Spic-
lers auf dem dritten Platz. Der Spieler auf dem
vierten Plaiz erzielte ebensoviele Punkie
wie die lelzlen vier Spieler zusammen. Welche
Punktzahlen erzieliten die Spieler, die die
Platze 1 bis 6 einnahmen?

Niederlande
Man bestimme aile ganzzahligen Losungen
der Gleichung

ry2i=20

Es ist zu beweisen, daB die Gleichung min-
destens ecine nicht ganzzahlige Losung be-
sitzt.
Osterreich
Das Gleichungssystem

Py =d

2Ly 2
Py p22=2 ist zu 16sen.
Himveis:  Zuerst belrachte man noch

p=x-+y- - als pegeben und berechne damil
x, ¥, z. Eine Gleichung zur Bestimmung von
p erhill man dann durch Einsetzen.

VR Polen

Man beweise, daB 2" —1 fiir kein n>1 durch
n teilbar ist.

SR Rumiinien
In der Ebene liegen vier Punkle so, daB der
Abstand von je zwei dieser Punkte min-
destens /2 und hochstens 2 ist. Man beweise,
daB die vier Punkle auf einem Kreis vom
Radius 1 liegen,

Schweden

Man lése das Gleichungssystem
@ +ay+x:-0, B2 +by{ x=0
(a. b gegeben, a=b),

;'Bhue eine der tiblichen Eliminationsmethoden

zu benulzen.

Sowjetumion

Gegeben ist ein Dreieck -ABC mit dem
Umkreismittelpunkt 0. Auf eine variable
Gerade [ durch 0 werden von B und C di¢
Lote BB, und CC, gefallt (B, und C, licgen
auf /). Das Lot von C, auf 4B mdge das Lot
von B, auf AC in M schneiden. Man beweise,

daB der geometrische Ort aller Punkie M
auf einem Kreis liegl.

Ungarische VR

Unter dem harmonischen Mittel der posi-
tiven Zahlen «y, ..., «; versteht man die Zahl

H=————— Es ist zu be-
1.1 )
— =t
ay a i
weisen, dal
H,+ H,4 ... +H,<2(a, i ay+ ... +a)gilt.

Mitglieder der Mannschaft der DDR, die an
der XITI. IMO teilnahmen, stellten Aufgaben
fiir die alpha-Leser:

® Wolfgang Burmeister: Es sei - eine Lo-
sung der Gleichung
M =3x 110,

Man beweise, daB L eine Losung der-

selben Gleichung ist.

® Harald Englisch: In ein Dreieck 48C
ist ein Rechteck DEFG mil vorgegebener.
Diagonallinge / einzubeschreiben, so dafl
die Seite DE auf AB, die Punkie F und G
auf BC bzw. AC liegen. ¢

——
A1
/1/

A & 13 a

Hinweis: Lose die. Aufgabe zuersl [fiir ein
rechiwinkliges Dreieck (a=90°).
® Arowlf Mébius: Klaus und Bernd teilen
sich ein dreieckiges Stiick Kuchen. Klaus
gibt aul dem Kuchen einen Punki an, durch
den Bernd gerade schneiden muB. Bernd
nimmt sich dann das gréBere Stick. Welchen
Punkt muB Klaus wihlen, um moglichst
viel vom Kuchen zu bekommen?
o Thomas Jentsch: In einem Koordinaten-
system sind die Parabel y==ax® und diec Ge-
rade y —a(a > 0) gezeichnel. Aul dem Parabel-
bogen, im Punkt (0; 0), stellen wir uns einen
. Hasen'* H, auf der Geraden, im Punkt
(0; a), einen (sehr gefraBigen) ,,Fuchs™ F
vor. Fiir welche ¢ kann sich H auf der Parabel
bewegen, ohne dabei auch nur ¢inen Moment
dem Fuchs F niherzukommen, wenn dieser
in (0; @) ruht?
@ Rainer Siegmumd-Schultze (TMO-Kandi-
dat 1971): Man zeige, dal man die Zahl 2"
{n sei eine natiirliche Zahl) eindeutig als
Summe zweier Quadralzahlen darstellen
kann!
® Gerhard Spens: Man lose die Gleichung "

log,x* ~log,2° 9.
® Reinhard Wobst: Fir jede ganze Zahl x
sei der Funktionswert

S(x) = +px+q

(p, ¢ gegebene ganze Zahlen)
eine Quadraizahl. Man beweise, daB man
dann eine Zahl ¢ so finden kann, daB [ir
alle x f(x) -(x+a)? gill.



Die Arithmetik

der Binomialkoeffizienten

Teil 2

§ 2 Der Rest bei der Division der Binomial-
koeffizienten durch Primzahlen

In diesemn (und auch im néchsten) Paragra-
phen werden wir oft den Satz gebrauchen
.die Zahlen ¢ und b haben gleichen Rest
bei der Division durch p™. Gewdhnlich driickt
man diesen Sachverhalt gekiirzt so aus: a=0b
(mod p). was also bedeutet. daB sich a-b
durch p teilen 1dBt. So ist z. B. 4=1 (mod 3).
99999=22222 (mod 7) usw. Wir erinnern
euch an zwei offensichiliche Eigenschalten
des Symbols .=
I. Wenn a=b (mod p) und k ganzzahlig.
so ist ka=kb (mod p).

2. Wenn a=b (mod p) und b=c (mod p).
so ist a=c (mod p). Es $¢i auch noch daran
erinnert, dal sich jede natiitliche Zahl «
durch eine natiirliche Zahl p mit Rest divi-
dieren 1dBt, d. h. « kann man e¢indeutig in
der Form a=bp+c schreiben. wobei b. ¢
ganze Zahlen mit 0<c<p sind.

Das Hauptziel dieses Paragraphen ist der

Beweis [olgender Aussage.

.

Satz 4 Sei p Primzahl, m und n natiirliche
Zahlen. Seien ferner k und ! die Quoticnten
von der Division der Zahlen m und n durch
p. und s und t — die Reste (d. h. m=kp+s.
n=Ip+r. wobei k. L. 5.t — ganzzahlig und
0=<s<p. ost<p). Dann gilt C*=Ct ¢
(mod p).
Wie wir spéter sehen werden. gestattet dicser
Satz ohne grofle Berechnungen den Rest
von der Division der Binomialkoeffizienten
durch Primzahlen zu finden. Dem Beweis
dieses Satzes schicken wir drei Hilfssiitze
voran.

Hilfssatz | Fir beliebige Zahlen a. b gilt
ad—bt=(@a—b)(a "+ b+ad" b +...
+abt T2 b,

Der Beweis ist offensichtlich: wenn wir die
Multiplikation im rechten Teil ausfiihren
und die mdoglichen Kiirzungen vornehmen.
erhalten wir genau den Ausdruck. der im
linken Teil steht.

Hilfssatz 2 Wenn p eine Primzahl ist und r
eine natiirliche Zahl mit o<r<p, so liBt
sich €, durch p dividieren.

Dies folgt aus Satz 3: da p Primzahl und
r<p,so sind p und r teilerfremd.

Hilfssatz3 Das Polynom (1+x)?—(1+x")

1aBt sich durch p teiten (d. h. jeder Summand
dieses Polynoms ist durch p teilbar).

Beweis: Wir haben

(145" =1+ =1+ Cpx24 . 477 P!
+XP— =X =Chx+ ...+ CF Pt

und dieser letzte Ausdruck laBt sich nach
Hilfssatz 2 durch p teilen.

Gehen wir jetzt zum Beweis des Satzes 4
liber. Wir betrachten das Polynom P(x)
=(1+x)?P* — (1 +x)' (14 x"). Aul Grund des
Hilfssatzes 1 kdnnen wir schreiben
Px)=(1+x) [(1 +x)" 1+ x7]=
=(1+x)[A+xP—1+2][(1+xpt-Y

+. (14X,

(Wir setzen in thm a=(1+x)". b=1+x" und
k=1)

Der zweite Multiplikator LiBt sich gemil
Hilfssatz 3 durch p teilen. also auch das
ganze Produkt.

Wir bestimmen jetzt in P(x) den Kocflizienten

bei x***1 In (1+x)'*** geht das Glied
x**3 wie wir schon wissen. mit dem Koeffi-
zienten C223 ein.

Das Produkt (1+x)-(1+x?) aber ergibt
(I4+Clx+C2x2 + ... 4+ XV + CixP+ CExr
Fo+ ) =14+ Clx+C2x2+ ..+ X+ ClxP
+CIC" 4 CIC3xP* 2 4 L+ Cl P!
R CRCLAIP A L OO

+ CEx2rt

$ Pl L CoxIP 2 it

Da ¢ < p. so tritt in dieser Summe jede Potenz
von x hochstens einmal auf. Der Kocllizient
bei x*P** ist, wie man sieht. gleich C4CS (ins-
besondere ist er gleich Null. wenn s> ).
Somit ist der Koeffizient bei x**** in P(x)
gleich CiE1i—CiCi. Da sich P(x) durch p
teilen 1aAt. ist auch CY513—CAC durch p
teilbar und Satz 4 ist bewiesen.

Wir wollen zum SchluB des Beweises noch
folgendes bemerken: obwohl nur im Hills-

“salz 2 die Bedingung benutzt wird. daB p

Primzahl ist. ist die Behauptung des Satzes 4
fiir belicbige ganze Zahlen nicht erfiillt.

Wit wollen jetzt zeigen. wic man mit Hilfe
des Satzes 4 den Rest von der Division
der Binomialkoeffizienten durch eine Prim-
zahl finden kann. Demonstrieren wir das
zum Beispiel an der Division des Koelfizien-
ten C,33 durch 5 vor (den Rest kénnien wir
natiirlich auch finden, indem wir C,}3 mit

Hille der Formel (2) berechnen. aber das
ergibe eine lange Rechnung — immerhin ist
C,33 cine 24stellige Zahl!)

Die Zahlen 33 und 119 durch 5 teilend,
erhalten wir 33=6-5+3 und 119=23-5+4.
Nach Satz 4 ist C,}33=C,5-C2 (mod 5).
Genauso untersuchen wir die Zahl C,5:da
6=1-5+1 und 23=4-5+3. so ist C,§
=C} - C] (mod 5). Infolge der Eigenschaft 1)
des Symbols ..=" ist

C,5C3=CL-C}-'C; (mod 5), und infolge
der Eigenschaft 2) haben wir C,33=C} C!}
-C3 (mod 5).

Somit hat C,3} den gleichen Rest bei der
Division durch § wie C}-C}-Ci=4-3-4
=48.4 h 3.

Ahnlich findet man den Rest von der Divi-
sion durch andere Primzahlen; z B.

119 =59-2+1, 33=16-2+1

€33 =C58CI=Ci8 (mod 2);

59 =29-2+1, 16=8-2+0,
Ci§ =C5CY=Cy5 (mod 2);

29 =14-2+41. 8=4-2+0,
C,3 =C,3-Cl=C3 (mod?2);
7 =3:2+1. 2=1:2+0,

C: =CiCi=Ci=3 (mod2).

Also hat C,3} den gleichen Rest bei der
Division durch 2 wie 3, d. h. 1, und C,}3 ist
eine ungerade Zahl

Ein anderes Beispiel:

119 =39-3+2, 33=11-3+0,
C,13=Cs4- C3=C}; (mod 3);
39 =13-340, 11=3-3+2,

Ch =C3-C3=0 (mod 3).

Wir haben hier benutzt, dafl CZ=0 ist
Also ist C,33=0 (mod 3). d. h. C,33 146t sich
durch 3 teilen. .

Wir wollen hier bemerken. daB bei der An-
wendung des Satzes 4 auf C7 mit #=m, wenn
wir m=kp+s und n=Ip+t schreiben,
natiirlich /= k haben; allerdings kdnnen wir
nicht voraussehen, welche der beiden Zah-
len s. ¢ dic groBere ist. Wenn gilt s> £, so ist
C*=CtC:=0 (mod p) laut Satz 4, d h. CT
ist durch p teilbar. Wie wir sahen, mul man
zur Bestimmung des Restes bei der Division

Bild 2
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von C7' durch p Satz 4 mitunter mehrmals
hintereinander anwenden. und jedesmal kann
cine der oben beschriebenen dhnliche Situa-
tion auftreten. wobei das auch jedesmal be-
deutet, daB Cj' durch p teilbar ist. Aul diesem
Wege erhielten wir, daB C,3}3 durch 3 teil-
bar ist.

Wir sehen. dab je groBer n desto wahrschein-
licher C§ durch p teilbar ist. Man kann
leicht die folgende genauere Aussape be-
weisen: Zahlen CF mit 0<n<p". 0Em<n

ryr+2)
b

mibt es ; von ihnen sind genau

Ll )
2!

nicht durch p teilbar (hier ist

p — Primzahl. r - eine natiirliche Zahl; der
Beweis stiitzt sich nur aul Satz 3, wir iiber-
lassen 1hn dem Leser). ’

Wir wollen unterstreichen, daf fiir groBe r die

Zany PP P +1)
r 2

1st. So lassen sich z B. 26.2%, der Zahlen C7
mit 0<n<3% 0<m=n nicht durch 3 teilen,
bei 0<n<3'® schon nur noch etwa 3,6%,
und bei 0Zn <35 nur 0.45%,

Zum SchiuB noch einige Worte iiber eine
rechl anschauliche Interpretation des Sat-
zes 4, die man erhilt, wenn man das ,Pascal-
sche Dreieck beziglich mod p“ betrachtet.
So bezeichnet man das aus dem Pascalschen
Drejeck hervorgehende Dreieck, indem man
in jenem jede Zahl durch scinen Rest bei der
Division durch p ersetzt. Wir werden beziig-
lich dieses Dreiecks keinerlei Sitze beweisen,
schlagen euch aber vor, die Zeichnungen
(Bild 1, Bild 2) zu betrachten. auf denen dije
Pascalschen Dreiecke beziiglich mod 2 und
mod 3 abgebildet sind. Bild 1 siche Helt 2/72,
Seite 25, Bild 2 siehe vorige Seile unien. Macht
euch bitte mal Gedanken iiber das Aussehen
dieser Dreiecke in dem Teil, der auf den
Zeichnungen schon nicht mehr zu sehen ist
Bemiiht euch. Satz 4 so zu formulieren, dal
es ein Saiz iiber den Aufbau des Pascalschen
Dreiecks béziiglich mod p wird.

um vieles kleiner als

§ 3 Einiges iiber die Reste bei der Division
der Binomialkoeffizienten durch Potenzen von
Primzahlen

Wirwollen hier nicht eine in irgendeiner Forim
allgemeine Frage nach den Resten bej der
Division der Binomialkoelfizienten durch zu-
sammengesetzte Zahlen stellen. sondern nur
von einer merkwiirdigen. noch nicht vollig
geklirten Erscheinung erzihlen. Wir begin-
nen mit einigen Berechnungen. Mit Hilfe der
Formel (2) fur die Binomialkoeflizienten er-
halten wir

Ci=2 Cl=s,
C45=601080 390,
(Ihr alle wibBt natiirlich, daB 1,2, 4.8, 16. 32, ...
aufeinanderfoigende Potenzen von 2 sind).
Die erhaltenen Zahlen selber heben sich
durch nichts besoriders hervor. ihre Difle-
renzen offenbaren allerdings iiberraschende

Ci=T70. C,5=12870,
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Eigenschalten. Werlen wir einen Blick auf

diese Diflerenzen:

6—2=4=2% 70-6=64=2° 12870-70

'=12800=9%-25. 601080390 12870

=601067520=2%2- 146 745.

Wir sehen. dab sich diese Differenzen durch

recht hohc Potenzen von 2 dividicren lassen.

und zwar durch so hohe, daB es sich hier

kaum um eine zufallige Erscheinung handeln

wird.

Satz 5 Fiir n> 1 148t sich

7,=C3a4.— C37™" durch 22"*2 feilen.

Bemerkungen:

1. Die Voraussetzung n>1 ist notwendig.

da ;=4 ist und sich nicht durch 22 !'*2

=24=16 teilen laBt.

2. Es konnte sich durchaus erweisen, daf

a4, fiir n>1 sogar durch 27" teilbar ist: das

ist der Fall bei n=2, 3, 4 Aber beweisen

konnte das bis heute noch niemand.

Beweis: Wir beginnen mit der allgemeinen

Bemerkung. daB sich Cj. fiir ungerades r

durch 2” teilen 1dBt. Tatsichlich, da r unge-

rade und 2" auller 2 keine Primteiler hat. so

sind r und 2" teilerfremd und unsere Be-

hauptung folgt aus Satz 3. Wir setzten jetzt

P)=(1+x)""" —(1—x1)?".

Das Polynom P(x) enthidlt x** mit dem

Koellizienten

Clip: — Chi7' =&, (Hier benuntzen wir, daBl

n>1ist; beim Erheben von (I1—x2) = (1+(—x?))

in die Potenz' 2" echalten wir nicht x*" mit

dem Koeflizienten C2.7", sondern { —x?)2""'

=(—1)2"""x2", und (—1)*"~' ergibt genau 1

bei n>1 und —1 bei n=1).

Wir kénnen aber auch schreiben

Px)=(1+x*"" —(14+x)*" (1-x)*"
=(1+x)*" [(1+ 2% — (1 —x)*"].

Dabei ist der Ausdruck in eckigen Klammern

(+x)2"— (1 =3 = ({1 + 57" = (1 +(=-2))*"
=14 Clax+Clax? + Clax¥+... —

= x = = Cla(=x) = Cia(~x)2—

— Cl(—xP = (=) =

(da (—xF gleich x* bei geraden k und — x*
bei ungeraden £ ist) v
=2(Chax+Cax?+ Clax®+ ...+

+CL7 XN,

Wir weisen noch einmal darauf hin. daB in
dieses Polynom x nur mit ungeraden Poten-
zen cingeht. -

Wir mdchten wissen. mit was fiir cinen Ko-
effizienten x in das Polynom P(x) eingeht
d. h. in das Produkt

I+ [+ 2" — (1 —x)2"]
=2(1+Cpax+Clax? +Clx3 4+ ... + x¥7)
+(Ciax+CRax® +Chax’+ ...+

+CI7 XL,

Hieraus crhilt man x2" offenbar als Produkt
von x mit x** 71 x? mit x*" 72, x% mit x*"7?
usw.. wobei der erste Faktor aus der crsten
und der zweite Faktor aus der zweiten
Summe ist. Also ist der KoefTizient bei x?"
in P(x), der, wie wir bereits wissen, gleich a, ist,
auch gleich

2(CL.Ch 1 + ClL.Con 3+ .+ CI T CLa).
Wie wir wissen. ist jede der Zahlen Cl..
C3a ... C3271 durch 2" teilbar. Also ist
jeder Summand in dieser Klammer durch
27.2" = 22" teilbar. AuBerdem steht cine 2
vor der Klammer und jeder Summand ist
zweimal in der Klammer enthalten. Hieraus
folgt schlieBlich, daB «, durch 22"%2 teilbar
ist und unsere Behauptung ist bewiesen.

Wir holfen, dall es dem Leser von alpha
gelingt. in diese schwierige Frage der Arith-
metik der Binomialkeeffizienten etwas Licht
zu bringen.

2!

D. B. Fuchs (aus Quant 6/70)

Im Dezember 1971 trafen sich die Mitglieder
der DDR-Mannschaft (und Kandidaten) der
XII1. IMO in Leipzig zu einem Erfahrungs-

austausch. Unser Foto: Die FDller und ihre
Giste nach der Besichtigung der Deutschen
Biicherei.



Wir wiederholen die Aufgabe 4 (aus Hefi
6.71):

Aufgabe 4 Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibt es, zwei Preise an drei Schiiler
Zu verteilen?

(1) Bei den Preisen kann es sich z. B. um
Bacher mil verschiedenen Titeln handeln.
Die Preise sind also unterscheidbar.

(2) Bei den Preisen kann es sich z. B. auch
um werlgleiche Geldprimien handeln. Die
Preise sind dann nich! unterscheidbar.

(a) Ein Schiiler kann mehrere Preise erwer-
ben, wie etwa bei einem Sportwetikampf. Er

kann z. B. im 60-m-Lauf und im Weitsprung
Sieger sein. '

(b) Ein Schiiler kann héchstens cinen Preis
erwerben, wie etwa bei einer Prifung fiir
eine besondere Leistung. Diese einzelnen
Fille lassen sich wie folgl verbinden:

(1a), (1b), (2a), (2b).

Wir wollen jelzt Aufgabe 4 allgemein formu-
lieren und unter den genannien Bedingungen
((1a}), (1b), (2a), (2b)) losen.

" Aufgabe 8 Welche bzw. wie viele Mdglich-
keiten gibt es, m Preise (unter den in Aufgabe4
genannien Bedingungen) an n Schiler zu
verteilen?

Versucht, die folgenden vier Ubersichien
euch weilestméglich selbstandig zu erarbei-
ten! Wir werden im Anschlul an die lelzte
Ubersicht noch einige Bemerkungen hierzu

bringen, die ihr aber auch schon vorher mit

lesen konnt.
Fall (la) Die Preise seien unterscheidbar;
ein Schiiler kann mehrere Preise bekommen.

Pr. Sch.  Mog. verm. Ges.
1 1 | 1t

1 2 2 2!

| 3 3 3

2 | 1 12
2 2 4 22
2 3 9 32

3 1 1 1
3 2 3 22
3l 3 27 3?
m n n"

Pr.= Anzahl der Preise

Sch. 2 Anzahl der Schiiler

M&g. = Anzahl der Méglichkeiten
verm. Ges = vermutete GesetzmaBigkeit

Es gibt »" Moglichkeiten.

Fall (1b) Die Preise seien unterscheidbar; ein
Schiiler kann héchstens einen Preis bekom-
men. lhr werdet bemerken, dafl hier m<n
sein muB.

Pr. Sch. Mbg. verm. Ges.
o 1 «F I
I T 1_(1) I
1 2 2 2=G>-n
133 3=G)-1!
2
3 2:1=(%)21
2 2 1 (2)
3
2 3 6 3 2_(2)-2!
4
2 4 12 43=(H.2
2
I 3 B 3 z'1=(3)-3!
3
4
3 4 2 4-}2:(3)-3!
305 60 5-4-3:(2)-3!
4
4 4 4 43 2~1=(4)-4!
4 5 120 5-4-3-2=(5)-4!
4
m n (n>-m!
m

Es gibt (”)m Mbelichkeiten.
m

Fall (24) Die Preise seien nicht unter-

scheidbar; ein Schiiler kann mehrere Preise
bekommen.

Pr.  Sch. Mdg verm. Ges.
1 1+1=1
1 1 =
EENON
2 2+1-1
1 2 2 =
w00
3 3+1-1
1 3 =
e (-0
2 1+2-1
2 1 =
()=
3 2+2~-1
2 =
2oz (=07
o G0
2 2

Pr.  Sch. Modg. verm. Ges.

O-(r

3 1 1

|
e (-0
O

n n

(n+m—

Es gibt ("*::‘ ]) Méglichkeiten.

Fall (2b) Die Preise seien nicht unter-
scheidbar; ein Schiiler kann hdchstens einen
Preis bekommen. Hier gilt wieder einschrén-
kend m=n.

Pr. Sch. Mébg. verm. Ges.

)

)

)

NN
A S e N

—

N W

[FEINS Ny IR
S S S S’

W L

m Rn

[
n
(=

I =
Bt

Es gibt ( ) Maglichkeiten.

Wenn ihr diese vier Ubersichten miteinander
vergleicht, so koénnt ihr fiir die Losung wei-
terer Aufgaben folgendes lernen:

1. Die ersten drei Zeilen stimmen jeweils
liberein (bis auf Spalie 4). Sie haben also nur
geringen Wert. Wir konnen deshalb den
Fall, daB die eine Menge nur ein Element
enthilt, kiinftig weglassen.

2. Wir beschrinken uns zundchst auf leicht
unterscheidbare Fille (m=-2, m=3) und
brechen jeweils nach dret oder vier Zeilen ab,
weil dann in Spalte 3 das Bildungsgeselz der
betreffenden Folge sichibar wird. Im Fall
(1b) kann man die beiden Zeilen fiir m=4
als ,.Kontrollzeilen™ auffassen.

3. Die in Aufgabe 4 in den Fillen (1b) und
(2a) jeweils erhaltenen 6 Moglichkeilen be-
ruhen auf unterschiedlichen GeselzmiBig-
keilen. Man muB sich also davor hiiten,
vorschnell zu verallgemeinern.

4, Nachdem jeweils die Spalien 1 bis 3
ausgeftllt sind, ist es zweckmiBig, das Aus-
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fallen von Spalte 4 mit den Féllen m=2 oder
auch m=3 zu beginnen.

5. Wir haben vereinbart, m und # (oder auch
andere kleine Buchstaben) hier als Variable
fiir natiirliche Zahlen zu betrachten. Gewisse
Einschrankungen, wie m<n, missen dann
ausdriicklich noch genannt werden.

Das Stoffgebiet, in das euch hier ein Einblick
vermillell wurde, heiBi Kombinatorit und
gewinnl jetzt im Zusammenhang mit der
wissenschafilich-technischen Revolution
immer mehr an Bedeutung. Wer Freude an
der Kombinatorik gefunden hat, kann noch
einige weitere Aufgaben bearbeiten.

Aufgaben

Anfgabe 9 Wie viele Tipméglichkeiten gibt
es berm VEB Zahlenlotto (5 von 90 Ziffern
sind anzukreuzen)? .
Sind bei einem solchen Problem insbesondere
2 Elemente auszuwahlen, so kann man das
Ergebnis auch als Summe aller natiirlichen
Zahlen von | bis zu einer bestimmten Zahl
auffassen, Uberlegl euch das anhand der
folgenden drei Aufgaben!

Aufgabe 10 Wie viele Handschlage werden
gewechselt, wenn von S Freunden je zwel
einander ein einziges Mal die Hand geben?
Ihr konnt euch die Losung so iberlegen:
Trfft beim morgendlichen Schulweg der
Schiller A seinen Freund B, so geben sich
beide die Hand. Treffen A und B ihren
Freund C, so gibt er A und B die Hand;
der hinzukommende Schiiler D gibt dann
A, Bund Cdie Hand usw.

Aufgabe 11 Wie oft klingen die Glaser, wenn
bei einer Tischrunde von 8 Personen je zwei
¢in einziges Mal miteinander anstofien?

Aufgabe 12 Wie viele Verbindungsgeraden
sind zwischen 6 Punkten einer Ebene hich-
stens moglich, wenn keine drei Punkie auf
einer Geraden liegen?

Welche Losung ist zu erwarlen, wenn all-

gemein aus n Elementen 2 Elemente ausge-
withlt werden sollen, so wic das etwa bei den *

Aufgaben 10 bis 12 der Fall ist?

Aufgabe 13 Aul wie viele Arten kann man
aus 7 Schillern zunéchst 2 Schiiler und aus
den verbleibenden 5 Schiillerm 3 Schiiler
auswahlen?

Aufgabe 3 konnen wir wie folgt abindern
(siehe Heft 6;71): .
Aufgabe 14 Von 15 Jungen und 10 Midchen
einer Klasse soll eine Delegation aus 3 Jun-
gen und 2 Madchen gebildel werden. Wie
viele Moglichkeilen gibl es hierfiir?

Aufgabe 15 Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibl es, beim Kegelspiel insgesamt
0, 1,2, 3, ..., 9 Kegel auf die vorgesehenen
9 Felder zu stellen?

Es geniigen sicherlich [olgende Losungshin-
weise:

Zwei Mengen: Kegel, Felder usw.
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Anzahl verringern, etwa 0, 1, 2, 3 Kegel auf
3 Felder.

Beselzt man 3 Felder mit 0 Kegeln, so blei-
ben die Felder frei; es ergibt sich ,,das leere
Kegelbild™, also eine einzige Mébglichkeit
USW,

Aufgabe 15 1481 sich aber auch anders I5sen,
wenn man sich folgendes {iberlept:

Jedes Feld kann entweder (von einem Kegel)
besetzt oder nicht besetzt sein. Wir kdnnen
also die Menge der Felder und eine Zweier-
menge (,.besetzt™, ,.frei*) belrachlgn, wobei
vereinbarungsgemaB im Zuordnungsschema
die Menge der Felder jetzl oben, die Zweier-
menge unten stehen muB.

Aufgabe 16 Auf wie viele Arten Kann man
entlang der dargesielllen Strecken von A4
nach B gelangen?

A

8

Aufgabe 17 Auf welche bzw. wie viele Arten
konnen sich 3 unterscheidbare Vogel auf
2 Biume verteilen? (Welche Li’)sung ist allge-
mein zu erwarten - & Vogel, r Baume?)

Aufgabe 18 Auf welche bzw. wie viele Arten
kénne sich 3 nicht unterscheidbare Vogel
auf 2 Bdume verteilen? (Welche Lésung ist
allgemein zu erwarten — A Vogel, r Biume?)

Aufgabe 19 Welche bzw. wie viele Mog-

“lichkeiten gibl es, Kraftfahrzeuge - wie bei

uns in der DDR ablich - durch zwei Buch-
staben und zweimal zwei Grundziffern poli-
zeilich zu kennzeichnen?

Aufgabe 20 Welche bzw. wie viele Dreiecke
konnen nz 3 Geraden einer Ebene hdchstens
bilden, wenn dabei weder drei Geraden
durch einen einzigen Punkt gehen noch
zwei zueinander parallel sind? W. Tiirke

Nikolaus Kopernikus (Holzschnitt aus dem
16. Jahrhundert) Zu Ehren des 500. Geburis-
lages (geb. 19. 2. 1473) verdffentlicht alpha
in Heft 5/72 einen umfassenden Beilrag,

d. Red.

WELTMEISTERSCHAFT IM
ORIENTIERUNGSLAUF

Liebe Pioniere und Jugendfreunde!

Besonders die Sommermonate sind dazu
angetan, zu wandern, Geléndespiele zu orga-
nisieren, Orienticrungsldufe durchzulGhren.
Dabel sollte der KompaB unser treuer Be-
gleiter sein.

In Zusammenarbeit mit dem in aller Welt
bekannten Betrieb: VEB Freiberger Prizi-
sionsmechanik stelll die Redaktion alpha
euch den modernsten Kompall unserer Zeit
vor. Er kann zum Preise von 22,50 M in allen
Sportgeschiften erworben werden. Eine
kleine Anleitung soll euch die Vielfall dieses
mathematikintensiven Arbeilsmitlels zeigen.
Schneidet an den Linien die Seite auf, legl
die Seiten zusammen und fertig ist ein Beglei-
ter auf euren Wanderungen'!

Wir wiinschen euch, sei es in Ferienlagern,
Spezialistenlagern oder im Privatcamping
frohe Erholung und viel Erfolg mit dem

Fluidkompa$8 Sport 3

Im Jahre 1970 wurden die Weltmeister-
schallen im Orientierungslauf durchgefiihri.
Unsere Fotos zeigen die zu Ehren dieser
Weltmeisterschaft herausgegebenen Sonder-
briefmarken. Im vergangenen Jahr wurden
auch wieder in unserer Republik internatio-
nale Wettkimpfe durchgefithrl. In der Zeit
vom 13. bis 17. 9. 1972 finden die Weltmei-
sterschafien in der CSSR stait.
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Technische Daten

Teilungsringdurchmesser 56 mm
Skalenwert der Kreisteilung
(rechtstauiig) o
Schitzung 0.5
Einschwingdaver der Magoetnadel 7s
Mittlere Einspielunsicherheil
der Magnetnadcl +0,5°
Lingstetlung [ 25000
Skalenwert der Lingsteilung S0 m
Sm
Quertethung 60 mm
Skalenwert der Quertcilung I mm

0.2 mm
ihigkeit im Temperatur-
=30 bis - 50 C

parallel zu den Karlenmeridianen (senkrech-
ter Kartenrand) verlaufen und der Doppel-
leuchtstrich nach Karlen-Nord zeigt. Ziche
mil weichem Bleistift eine Hilfslinie entlang
der Anlegekante durch den Standpunkt in
Richtung det Anlegekante. Diese Hilfslinie
gibl Deine Marschrichtung auf der Karle an,

3. Anlegen der Routenskizze

Die Routenskizze (Seite 7) enthiil eine an-
nihernd mabBstibliche Aneinanderreihung
von Marschrichtungszahlen zwischen je zwei
Knickpunkien einer Marschroute. An jede
Seite des auf diese Weise entstechenden ge-
brochenen Linienzuges wird die Marsch-
richtungszahl in Grad und die Streckenlinge

Der FluidkompaB Sport 3

ist ein Sport- und TouristenkompaB, der
insbesondere den Forderungen des Orien-
tierungsiaufes angepalt wurde. Sein Vorteil
liegt in der besonders schnellen MeBbereit-
schaft und einfachen Bedienung.

In.dic Grundplatte des Sport 3 (Abmessun-
gen: 125 mm x 60 mm K 11 mm, Masse: 55 g)
wurde zur Erleichterung des Kartenlesens
eine Lupe mit 3,5facher Vergr6Berung ein-
gelassen. Eine gleichfalls auf der Grundplatie
angeordnete Schriltmerkscheibe dient als
Hilfsmittel fiir die Schriltzihlung beim-Ein-
halten der Routenskizze, beim Umgehen
von Hindernissen oder beim KompaBgang
in unmarkantem Gelénde.

Der FluidkompaB Sport 3
ein Sport- und Touristenkompall,

den Forderungen des Orientierungslaufes angepaft, besonders
schinelle MeBbereitschaft und einfache Bedienung

einer seiner Lage im Bestimmungsdreieck
ABC entsprechenden Stelle - der Hillspunkt
B markiert. Stelle die Marschrichtungszahl
von 8 und A auf dem KompaB ein. Lege den
KompaB mit dem Teilungsende des Milli-
metersiabes der Anlegekante an den Hilfs-
punkt 8 an und drehe den Kompal so lange,
bis das Nordende der Magnetnadel (Leuchl-
markierung) zwischen den Doppclleucht-
strichen einspicll. Ziehe von B aus entlang
der Anlegekante eine Gerade.

Die Lage des Blattes darf nun wihrend der
weileren Auswertung nichl verdndert wer-
den.

Trage an der Geraden die Entfernung 458
(Standlinie) in einem bestimmien Malstab
ab.

in Meter oder im Schrittmal angeschricben.
Die Knickpunkie werden mil den als Rich-
tungspunkle verwendeten markanten Ge-
lindezielen oder Konirollposten bezeich-
net.

Die Routenskizze dient sowohl zur YVorberei-
tung einer Marschroute und zur Erleichte-
rung der KompaBarbeit im Gelinde als auch
zum Fixieren des bereits zuriickgelegten
Marschweges.

6. Bestimmen der Uhrzeit mit

dem Kompafs
Ebenso wie gelegentlich Himmelsrichtungen
mit der Uhr bestimmt werden miissen, kann

beim Versagen der Uhr die Zeit mit dem 6

+ Sleigung
— . Gefdlle
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alpha - flir frohe Freizeitgestaltung

Die Idee zu unserem kleinen Hefl entstand
nach einer Ring-frei- Veranstaltung des Kreis-
klubs Junger Mathematiker Débeln. Ein klei-
nes Arbeilskollektiv stellte- euch filr Berg-
feste, Quiz-Nachmillage, Spezialisienlager
oder Gruppennachmittage Material zusam-
men, das eure Milspieler zum Nachdenken
iiber mathematische Probleme anregen soll.

Eine gewissenhafie Vorbereitung sichert den
Erfolg! Jede Aufgabe muB det Spielleiter
vorher selbst durchprobieren! Geeignetes
Arbeitsmaterial (Stoppuhr, Schere, Papier
usw.) muB bereitgelegt werden, Damit auch
die Zuschauer der einzelnen Quiz-Runden

aktiv mitarbeiten, missen die einzelnen
Aufgaben allen Veranstaltungsteilnehmern
bekanntgegeben werden (z. B. mittels
Lichtschreiber oder Manipermtafel). Wih-
rend die Quizrundenteilnehmer knobeln, soll-
len alle Zuschauer mittels mitgebrachter
Arbeitsgerdte (Block, Bleistift) sich ebenfalls
an der Lésung versuchen. Bevor die nichste
Aufgabe geslelll wird, ist jeweils die Lésung
der letzten Aufgabe bekanntzugeben. Auch
hierbei muB der Spielletter variabel sein und
muB die Zuschauer wieder mit aktiv einschal-
ten. Weiterhin sind jeweils von der Jury
die von den einzelnen Quiz-Rundenteilneh-
mern erreichien Punkte bekannizugeben.
Noch eine Bemetkung sei gemachi, um

11

AlA

[
1
1

L |

s A
I
=]

[ ]3]~ [T )

o

a3a Das Loschblatt kann wie folgt ein-
gerissen werden (Bild).

L
L

-

Klasse 8 -
Ala @.W.qu,‘,ak?rp.fu-fn.m,_
a2a o=60°;, f=5-240°; y=80"
Ada

rat | geon | v | e

bou | et | ror | pesa

o | b | |

o | -EH

A34A Zwei oder mehrere Schiller werden
mit verbundenen Augen vor Wandtafeln
gestelll, Wer kann das eleganleste Quadral,
wer den besten Kreis, das schénsie Trapez
zeichnen? Die Zuschauer entscheiden!

ad44a Jeder Mitspieler erhilt ein quadra-
tisches Stiick Papier (moglichst groB) und
soll durch Falten und Reiflen ein moglichst
schdnes Ornament gestalten, Die Jury ent-
scheidet, wer der Beste ist. (Man kann auch
eine Schere und evil, mnsn_.m:mn_.:.__:nm?ﬁ
geben).

Klassenstufe 6

4 1A Beslimme die Grundziffer x-so, daB
die Aussape 3|472x6 wahr ist!

42A Zerschneide den Buchstaben AN
peeignet in Teile und setze diese zu einem
Rechteck zusammen.

A3a Die Teilnehmer der Quiz-Runde stel-
len sich in einem Kreis auf, Einer von ihnen
nennt einen mathematischen Begriff. Sein

Klassenstufe 9/10

Ala Die Kennzeichen fiir Kraftfahrzeuge
haben in der DDR diesc Form: AX 08-74,
Wieviele Kraftfahrzeuge kénnen in der DDR
maximal zugelassen werden, wenn alle Fahr-
zeuge verschiedene Kennzeichen haben sol-

‘len?

A2a Berechne x bei gegebenem a! (M, —
M, sind die Mittelpunkte der beiden Kreis-

bogen.) M

o 1,

M, a

A3a Je zwei Milspieler silzen an einem
Tisch, auf den vom Spielleiter eine bestimmle
Anzahl blaue und e¢ine bestimmie Anzahl
role Murmeln gelegl wurden. Abwechselnd
haben beide Spieler Murmeln vom Tisch zu
nehmen und zwar bei jedem Zug entweder
eine oder zwei blaue Murmeln oder eine rote
Murmel. Gewonnen hat der Spieler, der mit
seinem letzien Zug die letzie Murmel vom
Tisch nimmt.

A4a Auf zwei lings einer Kante zusam-
menstoBenden Flichen eines Pappwiirfels
ist je ein Punki markiert. Der kiirzeste auf
der Wiirfeloberfliche verlaufende Strecken-
2up, der diese beiden Punkte verbindet, is

Klassenstufe 7

Al4a Selze Worter der angegebenen Be-
deutung in die Spaiten ein!

1. natiirliche Zahl mit genau

zwei Teilern, 2. spezielle Be-

wegung, 3. peomeirischer

Grundbegriffl, 4. besondere
r Linie im Dreieck, 5. wahre
T Aussage

A2a Eines der beiden kongruenten Qua-
drate ist geeignet in Teilflichen zu zerschnei-
den. Diese Teilflichen sind so an das andere
Quadrat anzulegen, dal wieder ein Quadral
entsteht,

Ala Jedem Mitspielenden wird ein Losch-
blatt iiberreichi. Die Mitspieler sollen dieses
so einreiBen, daB sic durch das L&schblatl
durchkriechen kénnen.

A4a Die Teilnehmer der Quiz-Runde wer-
den zu Paaren zusammengefaBt. Auf dem
FuBboden sind méglichst weit voneinander
entfernt zwei Kreidekreise mit dem Durch-
messer 0,5 m markiert. Der eine der beiden

Spieler wird in den einen Kreis gestellt. 6

Nachdem ihm die Augen verbunden worden
sind, wird er vom Spielleiter mehrere Male
um seine Korperachse gedreht, so daB er die
Orientierung verloren hat. Sein Mitspieler
hat ihn durch Kommandos moglichst schnell
in den anderen Kreis zu dirigisren. Zugelas-
sen sind nur Kommandos wie: ,,Drehen um

+30°, Drehen um —45°" | Laufe +ww

Schritt* und ,,Laufe —2 Schritt*. Erst nach-
dem der zu dirigierende Schiiler ausgerufén
hat ,,Kommando ausgefiihrt™, darf sein Mit-
spieler das nichste Kommando geben. Sieger
ist das Duet(, das diese Aufgabe am schnell-
sten 16st!

Hinweis; Durch ein Pluszeichen sind Dre-
hungen im mathematisch posiliven Sinn und
Vorwirisbewegungen gekennzeichnet. Durch
ein Minuszeichen sind Drehungen im mathe-

matisch negativen Sinn und Rickwirisbewe-

gungen gekennzeichnet,

Klassenstufe 8

Ala 8 FDIller tragen ein Schachturnier
aus. Jeder spielt dabei gegen jeden genau eine
Partie. Wieviele Parlien werden ausgetra-
gen?
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Mathematikolympiaden
in der Republik Kuba

Auf der XIIL IMO erstmalig dabei

In Kuba wurde im.Jahre 1971 dic erste
Mathematikolympiade durchgefiihrt. An der
1. Stule (Schulolympiade) beteiligten sich
1100 Schiiler. Daraus wurden [ir die 2 Swfe
25 Schiiler ausgewihlt und daraus quatifi-
zierten sich wiederum sechs Schiiler. von
denen vier - also noch eine unvollstindige
Mannschalt - an der XI1I. IMO teilnahmen
(siche Foto).

In diesem Schuljahr wurde in der gesamten
Republik Kuba (dhnlich organisiert wie in
der DDR) die 2. MO durchgefiihrt.

Aufgaben der 1. Stufe

Klassenstufe 11/12 (Auswahl)

4la Essei E cine nichtleere Menge. Fer-
net sei zu jeder Teilmenge A4 von E cine
eindeutige Abbildung f, von der Menge
A in die Menge {0, 1} definiert, so daB

fA(x)={1’ wenn xe A

0, wenn x¢ A.

. @) Nun seien A, B beliebige Teilmengen von
E Essollenf ,m p(x).fe « 4(x).f, U g(x)durch
S4(x). f5(x), fe(x) ausgedriickt werden.
b) Man beweise, daB zu jeder eindeutigen
Abbildung / von der Menge E in die Menge
{0. 1} eine Teilmenge 4 von E existiert,
so daB fir alle xe E  f(x)=f,(x) gilt
c) Es sei g eine eindeutige Abbildung von
der Menge E in -die Menge P der reellea
Zahlén. Man beweise, daB dann fiir alle
xek  g(x)=[g(x)]*
genau dann gilt, wenn es eine Teilmenge
A von E gibt, so daB

glx)=/,(x)
fiir alle xe E pilt, wobei f, eine cindeutige
Abbildung. wie oben definiert, ist.
A2a Es scien ABC ein techtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse AB.
25=a+b+c der Umfang dieses Dreiecks und

F sein Flicheninhalt, Ferner sei g der Radins

des diesem Dreieck einbeschriebenen Kreises,
der dic Hypotenuse in dem Punkt D beriihrt,
und es sei AD=m. DB=n.
Man beweise, daB dann stets gilt
F=gps. (1)
F=mn. ()]
43a Es ist die Basis x mit x<10 eines
x-adischen Positionssystems so zu bestim-
men. daB es zwei natiirliche Zahler g und

b mit 0<a<x und O<b<x gibt und das
Quadrat der Zahl (aa), gleich (btbb), ist

El Orientador

Im Jahre 1971 wurde erstmals cin Magazin
Sur Mathematiklehrer herausgegeben. Es ent-
hilt auch Mathematikprobleme. Wir ver-
Olfentlichen einige Aufgaben fiir diejenigen
alpha-Leser. die hohere Klassen besuchen
und sich fiir die Lsung schwieriger Aufgaben
interessieren:

A8a In der Menge M aller geordneten
Paare (a, -h) von reellen Zahlen g und b
seien eine Addition und eine Multiplikation
von zwei solchen geordneten Paaren wie
folgt definiert:

(@ b)+(c.d)=(a+c.b+d). m
(a, b} - (c,dy=(ac—bd, ad + be + 2 bd). 2
a) Man beweise, da dann das Distributiv-
gesetz der Multiplikation in Verbindung
mit der Addition stets erfiille ist. d. h_ daB
[fiir alle geordneten Paare (a, b), {c. d). (f; g)
aus M

(@b} [+ g)]=(a b)-(c.d) +(a, b)- (/. )
und ?3)
le, d+(. g)]-(a. B)=(c. d)-(a. B)+(f, g)
{e.b)gilt )

Die vier kubanischen Teilnehmer an der
XIIL. IMO

b) Man untersuche, ob in der Menge M ¢in
neutrales Element beziiglich der -Multipli-
kation existiert, d. h., ein Element e=(x, y),
so daf

(a.B)-{x, y)=(a.b) und (x, y) - (a. B)=(a, b) (5)
fiir alle Elemente (g, b) aus M gilt.
Gegebenenfalls bestimme man dieses neu-
trale Element e. .

A9a Uber den Seiten cines beliebigen
Dreiecks ABC seien nach auBlen drei gleich-
seitige Dreieccke ABC', BCA’, CAB' kon-
struiert.

Man beweise. daB dann stets gilt:

a) AA'=BF =CC".

b) Die Geraden AA4', BB’ und CC' schneiden
sich in genau cinem Punki, und jede dieser
Geraden halbiert den Winkel, der von den
beiden anderen Geraden gebildet wird.

Unser neuer Auslandskorrespondent
Zwischen dem kubanischen Ministerium fiir
Erziehung, Sektor Mathematik und der Re-
daktion alpha bestehen seit dem ,,Jahr der
Produktivitat™ (1971) freundschaftliche Ver-
bindungen; aipha stellt unseren kubanischen
Auslandskorrespondenten vor:

L\%Adﬁ e )
m
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,.Mit solchen Haaren kommt ihr in die Schule?"
,»Zu Ehren des Kopernikus, Herr Lehrer!™

aus: Karuzela 18 71, Karo!l Baraniecki

Acht Damesteine

Acht Damesteine stellt man so auf, daB so viele Felder
wie nur moglich vom Schach frei bleiben. Hier ist eine
der Losungen, bei der 11 Felder frei bleiben:

T
L ]

Es gibt noch andere Stellungen der Damesteine. Es
ist noch nicht gelungen, eine andere ausfindig zu
machen, bei der mehr freie Felder entstehen.

Geometrische Diagramme magischer Quaﬁrate

Den Aufbau eines jeden magischen Quadrates kann
man mit Hilfe von Diagrammen darstellen, die die
jeweilige Verteilung der Zahlen auf den Feldern dar-
stellen, wobei sich nicht selten diese Linien zu recht
interessanten Figuren vereinigen. Als Skizzen geben

64

wir ein Diagramm eines Quadrates von 4 x 4, zweier
Quadrate von 5x 5 und ein ungewohnlich symmetri-
sches Diagramm des Quadrates von 8 x 8 an. Den Auf-
bau des letztgenannten Quadrates sollte man ins-
besondere untersuchen, indem man die Zahlen von
1 bis 64 in beliebiger Richtung von den Ausgangs-
punkten nach rechts oder links setzt. '

:[I//l ~ ﬂ/j“/ n
NS §
PP IR
7 s AR 2L~

N

A

Cos nie co$ o 100

100=111-11

100=3 - 334(3:3)

100=5 - (54+5+5+3)
100=1+4+2+34+4+5+6+7+8-9

124+4=16
20—-4—16
4-4=16
64 : 416

124-20 +4+64=100

100= 1+8427+64=13+23 +3° + 43
3.9
00=75—+ Rl
100=75+24+ =+
99

100%99®

: 38 1
100—94*+'5+7—6+§



Kryptarithmetik

Ersetze Buchstaben durch Ziffern, so daB wahre Aus-
sagen entstehen. (Gleiche Buchstaben entsprechen
gleichen Ziffern)

ABCDE _EM A
+EDCBA ICC'IN [INU-NU UEMA:MA
FFFFF NTT LNU MaA
1CC NUS ™™
I ANT 0Ol NU AS :
EM A Auf welchem Weg gelangt der Hund zu.
EMA seinem Herrchen? aus : Polen 569, B. Butenko

Figuren in einem Zug zu umreifien

Die folgenden Figuren kann man in einem Zuge um-
reifen, ohne dabei auf eine schon gezeichnete Linie
zuriickzukehren;

r

( ‘ Wieslaw Fuglewicz,
- Wroclaw
i s L. aus: Polen 5,71

TS
R S

aus: Der volkstiimliche polnische Scherenschnist
Verlag der Kunst. 1960
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Mathematik und Sport

Klasse 5

54913 Bei einem Skispringen standen die
Zuschauer in drei Reihen an der Sprung-
schanze. In der ersten Reihe standen doppelt
soviel Zuschauer wie in der zweilen, in der
dritten Reihe standen dreimal soviel wie
in der ersten. In der ersten Reihe konnten
genau 82 Personen gezdhlt werden. Wieviel
Menschen standen als Zuschauer an der
Sprungschanze?

54914 Welcher Abstand zwischen den ein-
zelnen Hiirden ergibt sich aus den folgenden
Wetlkampfbestimmungen fir den Hiirden-
lauf?

Gesamistrecke: 119,14 m
Anlauf: 13,72m
Auslauf: 14,02 m
Anzah! der Hiirden: 10

54915 Wieviel Kubikmeler Sand miissen
-n einer 2,75 m breiten und 9,60 m langen
Sprunggrube aufgeschiittet werden, wenn
der- Sand 40 cm hoch liegen soll?

54916 Bei den FuBball-Welumeisterschal-
ten im Jahre 1954 in der Schweiz wurden in
26 Spiclen zusammen 884000 Zuschauer
gezihlt. Im Verlaufe der Spiele wurden
insgesamt 140 Tore geschossen.

a) Berechne die durchschnittliche Zuschauer-
zahl je Spiel!

b) Zwischen welchen ganzzahligen Werten
liegt die durchschnittliche Torquote je Spiel?

54917 Das Ergebnis turnerischer Ubungen
der Meisterklasse ermitiell man in ,,offener
Zehnpunktwertung" durch vier Kampfrich-
ter. Von den vier Wertungen wird die héchste
und die niedrigste Wertung nicht gezahly.
Aus den beiden verbleibenden Werlen wird
durch das arithmetische Mittel die end-
giltige Punktzahl errechnet. Berechne die
Punkizahl, wenn die Kampfrichter folgende
Urleile abgaben: ’

9,3; 9,1; 9,2; 9,0 Punkte.

54918 Hans und Uwe machen an der
Reckslange Klimmzige. Einer von ihnen
schafft genau zehn Klimmziige. Hans sagl :

. Der dritle Teil der Anzahl meiner Klimm-
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ziige ist genau soviel wie zweimal der fiinfie
Teil der Anzahl deiner Klimmzige.” Wie
viele Klimmziige schafTi Uwe, wie viele Hans?

Klasse 6

64919 Die Bedingungen fur das Spori-
leistunpsabzeichen verlangen im 100-m-Lauf
folgende Mindestzeiten:

Mainper 12,8 s; Frauen 14,6 s.

Um wieviel leistungsfahiger werden Manner
eingeschiaizt bzw. welchen Vorsprung miiBien
sie im Ziel haben? s

64920 Der Kurzstreckenlauf ist seit den
iliesien Zeiten sehf verbreitet. Bei den Spie-
len zu Ehren der Gottin Hera war der Kurz-
sireckenlauf der einzige Wetlkampf fir
Frauen; sie muBten die 192,27-m-Bahn des

Olympia-Stadions zu 2 durchlaufen. Uber
welche Strecke ging ihr Lanf?

64921 Die Sporiler 4, B, C und D sind
die Wettkampler einer 4 - 100-m-StafTel. Wie-
viel verschiedene MGoglichkeiten gibt es far
die Reihenfolge, in der sie laufen?

64922 Ewmc Ubung cines Leichtathleten
wahrend des Trainings besteht in rhythmi-
schem Gehen mit anschlieBendem Nach-
feden im Stand. Die Linge der Ubungs-
strecke betrigt 30 m. Am Anfang und am
Ende stehen Fahnemstangen. Der Sportler
legt die Strecke auf folgende Weise zuriick:
Zwei Schrilte vor; nachfedern; dann einen
Schritt zurick, nachlfedermm, dann wieder
zweil Schritte vor und so forl, bis er die zweile
Fahnensiange erreichl. Welches ist die ge-
naue Anzahl von Schritten, die er unter den
angegebenen Bedingungen insgesamt macha,
wenn seine Schritlange genau 50 cm be-
tragt?

64923 Nach cinem ScheibenschieBen ver-
glichen vier Sporischiitzen E., R., G. und 1.
ihre SchuBleistungen. Es ergabsich folgendes:
a) J. erzielte mehr Ringe als G.

:b) E. und R. erreichten gemeinsam dieseibe

Ringzahl wie J. wnd G. zusammen.

¢) E. und J. erzicllen zusammen weniger
Ringe als R. und G. Es ist auf Grund dieser
Angaben die Reihenfolge der Sportschiitzen
nach fallender Ringzahl zu bestimmen!

Unser Foto: Klaus Ampler beim Zeitfahren
(Qualifikation 1967) - Erfolge des Friedens-
fahruteilnehmers  Klans Ampler, der jelzi
Student an der Deutschen Hochschule fifr
Kéorperkulir und Ubungsleiter fir Rad-
sport-Nachwuchs ist:

8 x Teilnchmer der Friedensfahn

I x Gesamisieger, Einzel 1963

3x Gesamtsieger, Mannschafi 1963, 1964,
1969

5 x Etappensieger

Eine Aufgabe von
Klaus Ampler

Deutsche Hochschule
Jur Korperkultur Leipzig

A924a Vier StraBenradrennsporller haulen
sich vorgenommen, cine 95 km lange Trai-
ningsstrecke in einer durchschnittlichen

Geschwindigkeit von 4,,kh_m zuriickzulegen.

Diese Vierergruppe durchfuhr die Trainings-
strecke in einer Fahrzeit von 2:04:08 h
(2 Sid., 4 Min. und 8 Sek.). Haben diese
Sporiler ihr Trainingsvorhaben schon er-
reicht?

4924b Ein Bahnradsportler hat eine
Strecke von 500 m bei einer Uberseizung
von 91,1 Zoll in einer Zeit von 36,8 5 durch-
fahren. Welche Trittfrequenz T entwickelle
der Sportler?

(Hinweis: Die Ubersetzung von 91,1 Zoll
gestattel es, eine Strecke von 7,26 m bei
eincr vollen Umdrehung der Tretkurbel zu-
rickzulegen. Unier der Trittfrequenz T ver-
siehen wir die Anzahl der Umdrehungen
der Tretkurbel in einer Minute.)

4924c  Einem Bahnradsportler wurde wih-
rend des Trainings die Triufrequenz

T=120% und die Uberselzung von 91,8

Zoll vorgegeben. Welche Zeil bendtigte der
Sportler zum Durchfahren der Strecke von
200 m, und mit welcher Durchschnittsge-
schwindigkeit fubr er?




alpha stellt vor
Kerstin Bachmann

Ich heiBe Kerstin Bachmenn und bin Schii-
lerin der Klasse 8a der Krollwitzschule in
HallesSaale.

Die Zeiischrift a/pka lese ich schon sell ihrer
Griindung 1967, obwohl ich damals erst die
" 3. Klasse besuchtc. In Jjedem neu erscheinen-

den Hefl schlage ich zuerst die Seile ,,alpha

heiter™ auf, die ihr sicher mit gleicher Span-
nung wie ich erwartet. Natiirlich beteilige
ich mich - wic auch mein Bruder - in jedem
Jahr am alpha-Wettbewerb. Dabei freue ich
mich idber jede gefundene Lésung, wenn

ich mitunter auch langer iiberlegen und in -

anderen Biichern nachschlagen muB. Das
Losen dieser Aufgaben hat mir viel geholfen,
mein mathematisches Wissen uad Konnen
zu erweitern und zu vertiefen. Damit dient

es mir zugleich zur Vorbereitung aul die

Mathematikolympiaden.

AuBer cinigen Preisen im alpha-Weltbewerb
konate ich bisher bei Kreisolympiaden in
der Stadt Halie dreimal cinen I. Platz und
einmal emen 2. Plaiz ermingen. Meine schdn-
sten Erlolge sind jedoch die zwei 1. Platze
in Klassensiufe 7 und 8 bei den Bezirks-
olympiaden 1971 und 1972.

In meiner Freizeit spiele ich Geige im Ju-
gendsinfonieorchester der Bezirksmusik-
schule’ Halle (Konservalorum). Zu vielen
Anldssen wie z. B. demn Handelfesispiclen
oder der Einweihung des Hauses des Lehrers
in Halle interpretierten wir Werke von
Hiindel, Haydo, Gerstner u. a. Der ,,Kunsi-

preis der Stadt Halle™, den wir im OKtober
1971 verliehen bekamen, spormmt uns zu
weiteren Leistungen an. Natiirlich bin ich
in Jygend- und Schiilerkonzerlen auch so-
listisch tatig. Erst vor kurzem spielle ich
das Violinkonzert a-moli von J. S. Bach.
Ausgleich und Entspannung von Mathematik
und Musik finde ich beim Malen und Zeich-
nen. Versuche ich einmal selbst, meine Ge-
danken und Beobachtungen in cinem Bild
{estzuhallen, so habe ich - wie beim Ldsen
von Mathematikaufgaben und bgim Geigen-
spiel - das Gefuhl schopferischer Tatigkeil,
das ich bei all meiner Arbeit nie missen
méchie. Fir die Leser von alphia lege ich
eine Zeichnung und zwei Scherenschnitle
bei!

Meine geselischaftliche Betdtigung = be-
schranki sich aber nichl nur auf die auBler-
schulische Beschaftigung mit Mathematik,
Musik und Zeichnen. Im vergangenen Schul-
Jahr war ich Gruppenraisvorsitzende unserer
Klasse. Als schonsten Erfolg unserer gesell-
schafilichen Arbeil mochie ich die Ehren-
urkunde des Zentralrates der FDJ mennen,
die wir als beslte Pioniergruppe unserer
Schule erhielten. Inzwischen bin ich als
Miiglied der ZGOL unserer Schule gewihlt
worden und habe neue Aufgaben ibernom-
men.

IWHT S
7N
/ I’[' \i\ A\

-

Déen Lesern von alpha méchte ich nun an
einer (von mir selbst gestellten) Aufgabe
zeigen, wie ich vorgehe, um eine Losung
dieser Aufgabe zu finden.

Asfgabe

Einem Quadrat sei ein regelmaBiges 8-Eck
so einbeschrieben, daB je zwei Ecken auf

_einer Quadratseite liegen (s. Figur). Wie ver-
hélt sich der Flicheninhalt des Quadrates
zum Flicheninhalt des §-Ecks?

/ e
M
X 7
X Y X
a

Lisung

1. Ein regelmaBiges 8-Eck der geforderten Art
kann man sich erzeuglt denken, indem zu-
nichst zwei kongruente Quadrate der Seiten-
lange ¢ miteinander zur Deckung gebracht
werden. AnschlieBend dreht man das ¢ine
der beiden Quadrate um den gemeinsamen
Mittelpunkt M gegen die Ausgangslage um
45°. Die Berandung des beiden Quadraten
gemeinsamen Gebietes stellt ein regelmiBiges

8-Eck dar, das beziiglich beider Quadrale
die in der  Aufgabenstellung geforderten
Lagebezichungen erfiillt. .
2. Die 8 iberstehenden Dreiecke in der Figur
sind nach Konstruktion gleichschenklig recht-
winklig. Die Linge der Katheten werde mit
x, die der Hypolenusen mil y bezeichnet.
GemaB der durchgefiihrien Drehung gellen
folgende Gleichungen:
y=25 (n

2x+y=a. @
Dies sind zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten; Gleichung (1) ist quadratisch und
Gleichung (2) linear in x und p.
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3. Zwecks Bestimmung der Unbekannien
16s¢ ich zunichst Gleichung (2) nach »
auf und quadriere sie anschlieBend, also:
y=a—=2x, P=a—dax=-4>2  (3)
Das Quadrieren stellt keine aquwdlenle Um-
formung dar. Deshalb ist zu erwarten, daB
die weitere Rechnung auch Losungen liefern
wird, die¢ fur unsere Aufgabe unbrauchbar
sind.
4. Die rechten Seiten von (1) und (3) kann
ich gleichsetzen. Das fiihrl auf die quadra-
tische Gleichung
237 = a® —dax 452,
Diese bringe ich auf die Normalform

2
¥ —2ax+L =0,
2

5. Die Wurzeln sind nach der fiir quadra-
tische Gleichungen bekannten Auflésungs-

formel )
x =a (l+3£) , X =a (I—NLQ)
1 2 2 2

Da nach Konstruktion @ <x <a gilt, scheidel
¥, als Lésung aus. Man erhdll somil als einzig

o
brauchbare Losung x=a (I —i') ;
2

Daraus folgt mit Gleichung (2):
y=§ «2-1.

6. Das regelmaBige 8-Eck 4Bt sich in 8 kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke zerlegen.
Mit dem fiir y gefundenen Werl ergibt sich
fir den Flicheninhalt 4 eines Dreiecks

1 & =
A="ay="(/2—1).
S0 J

@

Daraus folgt fiir den Inhalt des regelmiBigen
8-Ecks
=2(/2-Dd’.
7. Ferner hal das umbeschriebene Quadrat
mit der Seitenlinge a den Inhalt 4, =a*.
Folglich besteht [iir die Inhalte von Quadrat
und regelmiBigem 8-Eck die Proportion
At Ay=(J2 1) 2.

K. Bachmann
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Losungen

*¥10/12*804 1.
CDE sind kongruent, weil sic nach Kon-
struktion in zwei Seiten und dem eingeschlos-
senen Winkel iibereinstimmen. Der Punki G
hat also von der Seite AB den gleichen Ab-
stand wie der Punkt £ von der Seite CD.
(vgl. die Abb.).

D c

Die Dreiecke ABG und

A 8

Da M der Mittelpunkt der Strecke EG ist,
hat M von der Parallelen durch G zu 4B den
gleichen Abstand wie von der Parallelen
durch E zn CD; M hat also auch den gleichen
Abstand von der Seite 4B wic von der Seite
CD. Analog beweist man, daB M auch den
gleichen Abstand von der Seite BC wie von
der Seite 4D hat. M ist daher der Mittel-
punkt des Quadrates ABCD.
Fiihren wir nun eine Drehung um M mit
dem Drehwinkel 90° im positiven Drehsinn
aus, so wird wegen MG LMH und MG=MH
der Punkt G in den Punkt H iibergefiihrt;
ferner werden dic Punkte A und B in die
Punkte B und C iibergefiihrt. Daraus folgt
AABG=ABCH. Analog beweist man, dalB
auch
AABG= ACDE=ADAF gilt.
Daraus folgt die 1. Behavptung:
HC=ED=FA=GB.
2. Bei einer Drehung um M mit dem Dreh-
winkel 180° geht die Gerade HC in die Ge-
rade FA liber; daraus folgt die 2. Behaup-
tung:
HC | FA.
3. Bei einer Drehung um M mit dem Dreh-
winkel 90° im positiven Drehsinn geht dic
Gerade HC in die Gerade ED iiber; daraus
folgt HC LED. Analog beweist man. daB auch
FA1GB gilt, womit die 3. Behauptung be-
wiesen ist.

*10/12*805 Es ist zweckmiBig, zunichst
die Zahl p? und dann erst die Zahl p abzu-
schitzen. Wir erhalten ndmlich

1=1_2.3_2.5_2 . @2n- 1)2 iz (1)
2% 4% ¢ 2n)? 50?2
Daraus folgt
1.3 8 @n-1p
2 2-4 4 6 (2n—2)2n
492 1 @)
48 50 50°

Nun gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n mit
n>1

@n—1? __ @n—1y
2n—=22n (An*—4n+1-1-
_ @n-1y*

@n-1—1

weil 2n—12—1<@2n—1p.

Daher sind in (2) all¢e Quotienten mit Aus-
nahme des ersten und des letzten grioBer als 1,
und wir erhalten

2>i-—=L,also p>l=0,l.
0

{3)

Andererseits gilt wegen (1)

p133:557  @n-hEatn), |
22 4* @2 (2n)?

49-51 1 @

50% 51

Nun gilt fir alle patiirlichen Zahlen n mit

nz1

@2n—1)02n+ 1)=('2n)2 -1
(2n)* (2ny?

weil (2n)? —1<(2n)%.

Daraus folgt wegen (4)

<1,

2 103 1 3 1 3 6
pPr<— —<t ="—= also
22 51 4 50 200 400
6
< f—=— 6<— 2,45<0,123. 5
d 400 20\/ 20 )

Aus (3) und (5) erhalten wir 0,1 <p<0,123,
womit die Behauptung bewiesen ist.

von Prof. Dr, Th. Riedrich

AB08 Man iberzeugt sich leichl davon.
daB es geniigt. die Eigenschaflt (3) unter den
Voraussetzungen zu beweisen. dic in der
Zeichnung angenommen wurden. Der Satz
von Pythagoras lielert sofort die Beziehung
Y= und. wenn ¢ den Winkel der
Streckc QP gegen die positive x-Richtung

Yoo T )
Jat—x

bezeichnet. gilt tan t=2. Offensichtlich ist
X

nun {QP'|=a—e cos 1.
Aus der bekannten Beziehung

cos t=-—— erhalten wir durch Ein-
J1+tan’t
setzen von tan t und von ' die Gleichung
1 X X
cosf= ==

O

Also st iQP‘i=a—e,£. Zum anderen ist
a

(wieder nach Pythagoras)
[SP|=./(x—e)*+y>. woraus wir unter Ver-
wendung von (1) und (2) die Gleichungen



!
AN

iSPi=[(x—e)1 +b2(1 --"—)}2
a?

1
2\~
= (.\'3—20x+ez)+(az—ez,l(l—'\—2):'2

Tl

erhalten (letztere Gleichung wegen 0< x<q
und 0 <e <«). woraus die behaupiete Gleich-
heit [SP|={QF'| hervorgeht.

li
2

|
t
N
=
I
=

ex

ex

={——

a

Lésungen zu: aufgepaBt — machgedacht —
mitgemacht

Mathematik und Sport

54913 1In der ersten Reihe standen genau
82 Zuschauer; das waren doppelt soviel wie
in der zweiten. In der zweiten Rejhe standen
demnach 82:2=4] Zuschauer. In der dritten
Reihe standen dreimal soviel Zuschauer
wie in der ersten, also 3 - 82 =246 Zuschauer.
An der Sprungschanze standen insgesami
82+ 41+ 246 =369 Zuschauer.

54914 Wir rechnen 119.14 m—1372 m
—14.02 m=91.40 m; der Abstand zwischen
der ersten und zehnten Hiirde betragt 9140 m.
Zwischen den zehn Hiirden liegen neun
gleichlange Zwischenrdume. Aus 91.40m:9
~10m folgt, daB der Abstand zwischen
zwei benachbarten Hiirden rund 10m be-
trigt

54915 V=a-b-c, ¥=275-9,60-040m?

=10,56 m?; es sind rund 10% m® Sand

aufzuschiitten.

54916 834000:26=234000; bei jedem Spicl
waren durchschnittlich 34000 Zuschauer zu-
segen.

5-26=130<140<6"26=156;

die Torquote bewegt sich zwischen finf
und sechs Toren je Spiel.

54917 Die Punktzablen 9,3 und 9,0 fallen
weg. (9.14+9.2):2=9.15; es wurden 9,15
Punkte crreicht.

54918 Dic Anzahl der Klimmziige kann
nur durch eine natiirliche Zahl angegeben
werden. Die Aulgabe 10:3 ist im Bereich
der natiirlichen Zahlen nicht 18sbar. Deshalb
gilt (10:5)-2=4 und 4-3=12; Uwe schaflie
zehn, Hans 12 Klimmziige.

64919 Frauen missen 100 m in 14,6 s zu-

riicklegen, d. h. in 1s wenigstens mm. In
(146—128) s=18 s (nach Erreichen des
Zieles durch Minner) miissen sie noch

l—wm'v 12,3 m laulen.
146
6 4920 g 19227 m~160.22 m.

64921 Wir nechmen cine lexikographische
Anordnung fiir drei der vier Sportler vor:

A B C A C B;

B AC B CA;

C AB, CB A
Jede dieser sechs Méglichkeiten lir die Laul-
folge 1Bt sich mit dem vierten Sportler D
derart kombinieren. daB D einmal vor dem
ersten Liufer. einmal vor dem zweiten. ein-
mal vor dem dritten und einmal nach dem
dritten eingesetzt wird. Wir erhalten ins-
gesami also 6 - 4=24 Moglichkeiten.
64922 Nach dre Schritten {zwei Schritte
vor, einen zuriick) ist der Sportler um genau
einen Schritt, also um 50 ¢cm vorangekom-
men. Aus 3000:50=60 und 60- 3= 180 folgt.
daB der Sportler bis zum Ziel 180 Schritte
machen mub.
64923 Bezeichnel man dic Ringzahien der
Sportschiitzen mit den Anfangsbuchstaben
ihrer Namen. so erhilt man aus den An-
gaben der Aufgabe folgendes:

(1 J>G,
() E+R=G+/J.
(3) E+J<G+R

Aus (2) und (3) ergibt sich durch Addition
2E+J+R<2G+J+R. also E<G.
Hieraus und aus (2) folgt R—J=G—-E>0.
also J<R.

Daher gilt R>J>G>E.

Lisung zu:
Eine Aufgabe von Klaus Ampler
A924a Aus t=2h 4min 85=7448s und

s=95km folgt p =3=—> Km
7448 s
2 60-60km 45915k,
748 b h

Es wurde eine durchschnitlliche Geschwin-

digkeit von rund 45.918k—m und somit das
h

Trainingsvorhaben noch nicht erreicht.

4924b Der Bahnradsportler legt einc
Strecke von 7.26 m bei einer Umdrehung

' der Tretkurbel. also 500 m bei x Umdre-

hungen der Tretkurbel zuriick. und es giit

x= 20 Umdrchungcn

7,26
#6887 Umdrehungen.
In 36.8 s schaflte der Sportler 68,87 Umdre-
hungen der Tretkurbel, in 1s somit y Um-
drehungen. und es gilt
_6887U
368 s
Die Trittfrequenz betrigt somit
7=588780 U 123l
_ 3680 min min
A924c  Bei einer Ubersetzung von 91.1 Zoll
legt der Bahnradsportler bei einer vollen
Umdrehung der Tretkurbel 7.26 m, bei der
Ubersetzung von 91,8 Zoll legt er x m zuriick.
und es gilt
=7,26 -91.8 m =132 El.
911 U U

Bei der vorgegebenen Trittfrequenz werden
in 1 min somit 120- 732 m=87840 m. in y
min werden 200m durchfahren. und es gilt
y=£ min==13,7s.
878.4
Weilerhin gilt
r)=E—2£E=0—-—’2'3600k—mz52.6—
t 137s 13,7 h h
Zum Durchfahren von 200 m ben&tigte der
Bahnradsportler rund 13,7 s; er fuhr dabei

mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von

rund 52,657
“h

Losungen zu: Welche — wie viele
Maglichkeiten gibt es?
(Hef1 6/71, 1,72)

9. Es gibt (950)=43 949 268 Tipmoglich-

keiten.

10. Es werden l+2+3+4=<§

)= 10 Hand-
schlédge gewechselt

11. Die Gliser Klingen 1+2+...+7=(‘§)
=28mal

12. Es gibt 1+2+3+4+5=(§)=15 Ver-
bindungsgeraden.

7 3
. 12)=21-10=2 ten.
13 Aul'(z) (3) 211 10 Arten
10
14. Es gibt Moglichkeiten.

Nach der ersten Lésungsart erhalten wir

00 () O-C-0-0
() 6)0)-
=2 (o) (1) () ()+(0)]

=2-(1+9+36+84+126)
=2-256=>512 Mdglichkeiten.
Nach der zweiten Losungsart erhalten wir
folgende Ergebnisse:
0 Felder — 1 Moglichkeit
(..das leere Bild“)
1 Feld - 2 Mdglichkeiten
(.besetzt™, .[rei”, in Zeichen
b, f, also b und §)
2 Felder — 4 Moglichkeiten
(bbbffbf))
3 Felder - 8 Maglichkeiten
(bbb, bbf, bfb. byf. fbb. fbf. {fb. ffi) usw.
1. 2,4, 8,... ist die Folge der Zweierpotenzen.
wobei 2° =1 geselzt wird.
Wir erhalten also 2°=3512 Maglichkeiten.

8 8
16. Auf (5) = (3) =56 Arlen.

17. Aul 2° =8 (allgemein r*) Arten.

18, Auf 4 Arten (allgemein (r+z— 1).
19, Esgibt 262- 10 102 =6 760000 Moglich-

keiten.

20. G) Dreiecke.
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54810 936:4=234; auf jedem Beet wur-
den 234 Pflanzen gesetzt. 234:9=26,; auf
einem der Beete gingen 26 Pllanzen ein.
26-15=1390; es gehen voraussichtlich 390
Erdbeeren verloren.

54811 1] Quersumme 2
+23 “ 5
+29 » n_
+41 5
+43 7
+47 " 11
+61 " 7
+67 - 13
+83 1
+89 . 17
494

W 5m812 Abbildunga)Das Quadrat ABCD
wurde an der Geraden BC als Symmetrie-
achse gespiegelt A’ ist Bildpunkt von A, D’
Bildpunkt von D. CD=CD. B_A=ﬁ,
DD’ | BC, A4’ | BC.

Abbildung b) Das Quadrat ABCD wurde in
Richtung der Geraden AB um den Verschie-
bungspfeil AB verschoben B ist Bildpunkt
von A, B’ Bildpunkt von B, C Bildpunkt von
D, C' Bildpunkt von C.

Abbildung c) Das Quadrat ABCD wurde um
B als Drehzentrum um einen Drehwinkel
von 90° im mathematisch negativen Sinpe
gedreht. C ist Bildpunkt von 4, D’ Bildpunkt
von D, C' Bildpunkt von C.

W5e813 Gegeben: Lange: a=325m,
Breite: b=25m, :
Hohe: c=43m-05m=38m

Gesucht: V=a-b-¢=30875 m* 230900 m?

*5*814 DieAbfahrtzeitenin Pillnitzlauten
4.38 Uhr, 433 Uhr, 508 Uhr. 523 Uhr,
5.38 Uhr usw. Dic zugehdrigen Ankunlis-
zeiten in Radebeul (89 Minuten spiter) sind
607 Uhr. 622 Uhr, 6.37 Uhr. 6.52 Uhr.
7.07 Uhr usw. Der um 8.35 Ubr in Radebeul
abfahrende Wagenzug trifft um 10.04 Uhr in
Pillnitz ein.

Der erste Wagenzug des Gegenverkehrs,
dem er begegnet. trifft um 8.37 Uhr in Rade-
beu! ein und ist demnach um 7.08 Uhr in
Pillnitz abgefahren; der letzte Wagenzug des
Gegenverkehrs. dem er begegnet, fihrt um
9.53 Uhr in Pillnitz ab. Zwischen diesen bei-
den Wagenziigen des Gegenverkebrs liegl
beziiglich ihrer Abfahrtzeiten eine Zeitspanne
von 165 Minuten. Der in Radebeul ab[ah;
rende Wagenzug trifft demnach auf zwsIf
Wagenziige des Gegenverkehrs.

*5*815 Aus 8-0] mm = 08 mm und
48 : 0.8=060 foigl. dall 60 Bogen A4 zu
Notizzetieln zerschnitten werden miissen.

64816 Fiir den Flicheninhall des rechi-
winkligen Dreiecks ABC gilt einerseits

A=%ab, andererseits aber auch A:%ch.
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Durch Gleichsetzen erhalten wir daraus

%c-h=15a-b bzw. h=£‘;—b.
<
b h a
A D 8

64817 Aus 87 ml—-75 ml=12 ml und
12 ml:50=0,24 ml folgt. daB jede der

Stahlkﬁge]n ein  Volumen V=024 ml
=0.24 cm® =240 mm? besitzt.
W6m818 Aus v=£=20.ﬂ=20m~s"

t 10s

folgt v=002-60-60km -h~!'=72km-h~L
Nein, der Fahrer hat die zuldssige Hochst-
geschwindigkeit von 50 km - h™! iiber-
schritten.

W6m819 Aus Ag=6a> und V=2 lolgt
wegen Ay =V die Gleichung «® = 6a% Wegen
a>0 gilt somit a=6. Ein Wiirfel mit einer
Kantenlinge von 6 cm erfiillt die Bedingung
der Aulgabe.

*6*820 In dem gleichschenkligen Trapez
ABCD sind di¢ Diagonalen gleich lang; es
gilt also AC=BD=e Wir zichen durch C
eine Parallele zu BD. ihr Schnitipunkt mit
der Geraden AB sei E. Das Viereck BECD
ist dann cin Parallelogramm. und es gilt
BE=CD=c und EC=BD=¢

) c C
m
e e
A o 8 [4 £
Fiir die Seiten des Dreiecks AAEC gilt die
Bezichung

AC+EC> AE bzw. 2e>a+c.
Wegen m=%(a+c) [olgt aus der Forderung

m=e die Gleichung 2e=a+c. die nicht
ierfillbar ist. da stets 2e>a+c gilt.

*6*821 Da das Zahlenritsel nur echte
Briiche enthilt, folgt aus der Additionsaul-
gabe der letzten Spalte [ = 1. Nuamehr folgt
aus der letzten Zeile [[)] =2 GemiB der
crsten Spalte muB eine von 0 und | verschie-
dene natiirliche Zahl k existieren. so daf
N k=M und [@-k—[g=[]]. also k—1=2
gilt

Hieraus folgt k=3. Wegen >2 und
N-3=§ muB §] =3 und f§ =9 sein. Aus
der crsten Zeile folgt nunmehr 5§ =7. und
aus-der zweiten Zeilc lolgt [ =4.

2—‘—: =7
3 9

- -+
1.1 4
*375
2 2

2Z-1=1%
9 9

Ta822 41300 kg=4300 kg Angenommen,
die Schiiler der Schule C haben x kg Altpapict
gesammelt, dann gilt’
(840 + x)+{x — 650) + x=4 300,
3x+190=4300,

Ix=4110.
x=1370.
Schule Altpapier Geldbetrag
in kg in Mark
A 2210 331,50
B 720 108.00
C 1370 205.50

74823 Da der Flicheninhalt des Recht-
ccks ABCD gleich a-b und der des Dreiecks
o1
h ~.Za-
EBC gleic 2 3a
Flacheninhalt des Trapezes AECD somit

b=%ab ist, gilt fur den

1 5
A=ab——ab="Zuab.
a 6:1 6u

)] a <
b

ia
A £ B

W 7m824 Dic kleinste. von Null verschie-
dene. durch 3. 4. 6 und 8 teilbare natiirliche
Zahl ist 24. Die nichst kleinere Zahl (48) ist
bereits grober als 30. An der Leistungskon-
trolle waren also 24 Schiiler beteiligt.

Aus 2428 und 12426 und 1 24-4
2 6

und

OC | t=t () | e

-24=3 und 8+6+4+3=21 Tlolgt,

daB 21 Schiiler die Aufgaben fehlerhaft hat-
ten. Demnach hatten 3 Schiiler alle Aufgaben
richtig.

W 7m825 Klaus habe r-mal dic Note 1
und k-mal die Note 2 erhalten. Dann gilt
n-1+k-2
n+k
halten wir daraus n+2k=14n+14k.
0,6’(:0.4".
3k=2n.

Die kleinsten natirlichen Zahlen k und . dic
diese Gleichung erfillen. lauten k=2 und
n=13, also n+k=3., Klaus hat mindestens
fiinf Klassenarbeiten geschrieben; bei fiinl
Klassenarbeiten erhielt er dreimal die Note 1.
zweimal die Note 2,

=14. Durch Umlormungen er-

*7%826 Es wurden 4-3=12 Spicle aus-
getragen und damit insgesamt 12 Punkie
vergebén. Axel habe a. Brunmo b. Dicter J
und Ernst ¢ Punkite erzielt. dann gilt:

b+d=a+e+1.

d+e=7.

bte=a+d+3.
Aus {1)—(3) folgt

d—¢=e¢—d—4 bzw. e—d=2.
Aus (2) und (4) folgt e=45 und d=2.5.
Durch Einsetzen der bereits errechneten
Werte in (1) erhalten wir

b—a=3.

(n
(2
(3

@

(3)



Fernerhin gilt. da insgesamt 12 Punkite ver-
geben wurden,

b+a=5s. (6)
Aus (5) und (6) folgt b=4 und a=1.

Name Punktzahl

Axel 1

Bruno 4

Dicter 25

Ernst 4.5

*7%*827 Die sechs aufeinanderfolgenden
Zahlen seien n. n+1. n+2. n+3. n+4 und
n+35. Dann gilt

2, =100(n+2)+ 10(n+ )+n=11En+210,
z,=100{(n+3)+ 10(n+4)+(n+5)
=111n+345

Daraus lolgt z,—z,=135 und

7y +2,=222n4555=111(2n+5).

34828 1. Von den [inf aufeinanderfolgen-
den-natiirlichen Zahlen

p—2. p—L p. p+lL p+2
ist genau eine durch 5 teilbar. Das kann aber
nicht die Zahl p sein. da p Primzahl und
erofer als 5 ist. Also ist einer der vier Fak-
toren des Produkts durch 5 teilbar: 5| P.

-2, Die Primzahl p ist groBer als 5. also einc
ungerade Zahl; daher sind die beiden Zahlen
p—1und p+1 gerade. Nun ist von zwei aufl-
einanderfolgenden geraden Zahlen stets eine
durch 2 und dic andere wenigsiens durch 4
teilbar. Daraus folgt. dal das Produkl P
durch 8 teilbar ist: 8| P.

3. Die Primzahl p ist nicht durch 3 teilbar.
da sie grofler als 5 ist. Daher sind entweder
die beiden Zahlen p—2 und p+1 oder
die beiden Zahlen p—1 und p+2 durch 3
teilbar, mithin gilt 9| P.

4. Das Produkt P ist also durch 5. 8 und 9
teilbar. Da dicse Zahlen paarwcise teiler-
[remd sind. ist das Produkt P auch durch
5-8-9=360 teilbar: 360| P, w.z.b.w.
Bemerkung: a| P bedeutet, daB a Teiler von
P ist.

84829 Da die Quersumme der Zahl z
gleich 300 ist, ist z durch 3, aber nicht durch 9
teilbar. Wire nun z gleich dem Quadrat einer
naliirlichen Zahl. also z=t%, so wire auch t
durch 3 teilbar. Dann wire aber z durch 9
teilbar. was nicht méglich ist. da die Quer-
summe von z nicht durch 9 teilbar ist. Daher
ist die Zahl z niemals eine Quadratzahl.

W8 m830 Esseien

x die Anzah! der Goldmedaillen.
» die Anzahl der Silbermedaillen.
2 die Anzahl der Bronzemedaillen.
die die DDR erhielt.

Dann gilt x+y+z=32. (N
39

===13 2

=3 (2

%<z<35—7. 3)
1 2
Aus (3)folgt 6-é<z < 7;.

also gilt. da z ganzzahlig ist. z=7.

Aus y=13. z=T7 [olgl wegen (1) x=12. Die
DDRerhielt also 12 Goldmedaillen. 13 Silber-
medaillen und 7 Bronzemedaillen.

W 8 w831 < Wir zeichnen die Diagonale BD
des Vierecks ABCD (vgl. diec Abb.). Nach
Voraussetzung gilt AE : AB=AH : AD
=2:3. Daraus folgt nach der Umkehrung
des Strahlensatzes EH || BD. Ferner gilt
CF : CB=CG : CD=2: 3 und folglich auch
FG| BD. Aus EH | BD und FG | BD folgt
EH | FG. In analoger Weise 1i0t sich nach-
weisen. daB auch EF | HG gilt. das heiBt. das
Viereck EFGH ist ein Paralielogramm.

D -q c
[

{a
A E 8

*8*832 Fiir p=2erhalten wirz=2%+1=35.
also ist in diesem Fall z eine Primzahl.

Nun ist jede von 2 verschiedene Primzahl p
eine ungerade Zahl; also ist auch p* eine
ungerade Zahl und z=p?+1 ecinc gerade
Zahl. Wegen z>2 kann daher in dicsem
Fall z nicht Primzahl sein. Es gibt also genau
eine Primzahl p. namlich p=2. fir die die
Zahl z=p2+1 eine Primzahl ist.

*§*833 Esscien

x die Anzah! der 50-PI-Stiicke.
y die Anzahl der 20-P[-Stiicke.
z die Anzahl der 10-Pi-Stiicke.
u die Anzahl der 5-Pf-Stiicke.
 die Anzahl der 1-Pf-Stiicke.

dic beim Wechseln des Betrages von 1 M
benotigt werden.
Dann gilt

50x+ 20y + 10z + 5u+v=100, 1)

wobei x, y, z, w. v naturliche Zahlen mit

FxZ22 p=S5, 2210, uZ20, X100 sind.

Wir konnten nun eine Tabelle aufstellen,
aus der alle Lésungen von (1) abzulesen sind;
das ist aber sehr umstindlich, da die Anzahl
der Losungen sehr grof ist.

Wir gehen daher anders vor und beach-
ten zunichst, daB dic Summen Su+v und
20y + 10z durch 10 teilbar sind und daher nur
die Werte 0, 10, 20. ..., 100 annchmen kon-
nen.- Ferner kann x nur gleich 0, 1 oder 2
sein.

Nun hat die Gleichung 5u+v=0 genau eine
Losung, die den obigen Bedingungen ent-
spricht. ndmlich u=v=0;

die Gleichung 5u+v=10 genau 3 Ldsungen.
ndmlich #=0, v=10, u=1. v=5; u=2,
v=0;

die folgende Tabelle zeigt jeweils die Anzahl
der Losungen, wobei auch die Anzahl der
Losungen [iir die Gleichung 20y + 10z =100,
90, 80 usw. angegeben ist.

Su+v  Anzahl 20y+10z  Anzahl
d Lé- d-Ls-
sungen sungen

0 1 100 6
10 3 90 5
20 5 80 5
30 7 70 4
40 9 60 4
50 11 50 3

13 40 3

70 15 30 2
80 17 20 2
%0 19 10 1
100 21 0 -1

Die Anzahl der Losungen der Gleichung (1)
ist also gleich
n=1-21+19+2 - (17+13)+3 - (13+11)
+4-O+7N+5-(54+3)+6-1
+1-(114942-7+59+3-3+ 1)+ 1; (2)
dabei stehen in der ersten und zweiten Zeile
der rechien Seite dieser Gleichung die Anzahl
der Losungen fiir x =0, in der dritten Zeile fiir
x=1 und fiir x=2 {nur 1 Loésung). Denn
im Falle 20y+102=0.0dcr 10 erhalten wir
jeweils eine Losung [lr diese Gleichung und
21 Lésungen fiir die G]cichung Su+uv=100
sowie 19 Losungen [ir die Gleichung
Su+vr=9%0 usw.
Aus (2) erhalten wir weiter
n=40+64+72+64+40+6+20+24+12+1,
n=343.
Es gibt also genau 343 verschiedene Mog-
lichkeiten. den Betrag von 1 M zu wechseln.

94834 Wirerhalten

cz=az+b2=a2+|:(—a_ 1)2(‘”‘ 1)]2

=u2+(—aﬂ=l—(a‘+2(ﬂ'+])=(az+l)z
4 4 2
=(£‘.;1H)2=[(a—n(a+1)+]]2.

2 2
={b+1)73,

womit bewicsen isl. daB ¢=b+ 1 eine natiir-
liche Zahl ist.
Ferner crhallen wir [ir
a=3: b= 4, c= 5. also 3*+ 4= 5%
a=5:b=12, c=13. also 52+ 122=132;
a=7:b=24_ c=25. also 7*+24%=25%;
a=9: b=40. ¢=41, also 92+40%2=412 usw.
Bemerkung: Wir haben damit eine Reihe von
pythagoreischen Zahlen erhalten. d. h. von
naturlichen Zahlen a. b ¢ die von Null
verschieden sind und fiir die .
a*+p2=c?
gilt. Wir haben aber nicht alle pythagorei-
schen Zahlen erhalten; denn mit a. b. ¢ sind
auch ka, kb, ke pythagoreische Zahlen, wobei
& eine natiirliche Zahl ist; z B. sind auch die
Zahlen 6, 8 und 10 pythagoreische Zahlen.
Es gibt aber noch weitere solcher Zahlen.
Z. B. die Zahlen &, 15 und 17.
Allgemein erhalten wir alle pythagoreischen
Zahlen aus den Gleichungen
a=uv,

6
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wobei u und ¢ beliebige ungerade natiirliche
Zahlen mit u>p sind,
b= ﬂi
5
ottt
2
Dann gilt némlich

2_ 232
(ll v ) =l(4u1|,'2+ll‘
4 4

)

3)

al+ b=l +
—2ut? 4+ %)
=1 (Ut +2u* v+ 1 (0 + 022 =2,
4 4

Fiir u=7, v=35 erhalten wir z B.

=35 b=12, ¢=137. und es gilt

352 +122=372.

Weiteres zu dem Problem der pythagorei-
schen Zahlen finden wir in dem folgenden
Buch:

W, Lietzmann: Der Pythagoreische Lehrsatz
Mit einem Ausblick aul das Fermatsche
Problem. 7. Aull. Leipzig: B. G. Teubner
1965.

W9 m835a) Es seien n vnd n+1 die ge-
suchlen aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen. Dann gilt
(n+1P-n*=2611,
3n24+3n+1=2611,
In?+3n—2610=0,
n?+n—870=0. 2
Dies¢ quadratische Gleichung hat genau
eine positive Losung. ndmlich

n=—1+\/ +xa7o_——+\/3431
2 Va4 1V 4

_l+_5_9—79
22
Die beiden gesuchten natiirlichen Zahlen
sind also 29 und 30. Es gilt 30°-29°=

27000—24389=2611.

(1)

also

Bemerkung: Die Gleichung (2) 1d8¢ sich auch
ohne Anwendung “der Losungsformel fiir
die quadratische Gleichung l6sen. Wir erhal-
ten ndmlich aus (2)

n(n+1)=2870. Nun giit

-nt<n(n+1)<(n41)%, also

n? <870 <(n+ 1% Daraus folgt

n<30 und n+1>29.
also n=29 wie oben. Ein solches Verfahren
fithrt insbesondere dann zum Ziel. wenn
wir nicht eine quadratische Gleichung Rir a.
sondern eine Gleichung hoheren Grades
erhalten, wie das bei der Aufgabe b) der Fall
ist.
b) Es'seien m und n+1 die gesuchlen natiir-
- lichen Zahlen. Dann gilt
(n+1)*—n*=39775.
[n+ 12 +n?] [(n+ 1P —a*]=39775.

@r2+2n+1)2n+ D)=39775.
Nun gilt aber
39775=(2r*+2n+1)2n+1)>2n - 2n=4n3,
3. 39775

4

Andererseits gilt

3

also m?<=——=<994M4.d. h.n<22

72

39715=02n2+2n+1)(2n+ 1) <(2n* +4n+2)
2n+2)=4n+1)°,

also
(n+ 13 39775>9943 d. h r+1>21, also
n>20. 6]

Aus (4) und (5) [olgt, da » eine ganze Zahl
ist, n=21.

Die beiden gesuchien natiirlichen Zahlen
sind also 21 und 22. Es gilt

224 —21%=234256— 194481 =139775,

W9 w836 Nach dem Strahlensaiz gik
CG AG AG _2-AG AG

ED AD [4 [
2
und C—_6=£=ﬁ=2 BG. Daraus folgt
FD BD ¢ c
2
CG CG _2 AG+2-BG 2(AG+BG)
ED FD ¢ ¢
=—»——2 also CG (—+‘I—~) 2 und somit
c ED FD
CG= HD_D_F Zb.w.
ED +DF
F
c
£
A D G 8
*9*837 Esscien x bzw. v der Konsum-

tionsfonds bzw. der Akkumulationsfonds am
Ende des 9. Fiinfjahrplans. Dann gilt. da das
gesamte Nationaleinkommen zu diesem Zeit-
punkt 373 Mrd. Rubel betrigi,

x+y=1373. (H
Zu Beginn des 9. Fiinfjahrplans betrigt der
Konsumtionsfonds, da er sich um 41°/., er-

hoht, T und der Akkumulationsfonds

ﬁ. V\}ir-erhalten daher die Gleichung
LI 266.3. 2)
1,41 1, 375

Aus den Gleichungen (1) und (2) kdnnen wir
nun x und y bestimmen. Wir erhalten aus (1)
y=373—x und aus (2)
1.375x+ 1,41y =2663 - 141 - 1.375, also
1.375x + 1.41 (373 - x)=516.3.
1,375 + 5259 — 1,41x =516,3,
0.035x=9.6
x=28 rom,
0.035

Ferner erhalten wir

y=374-277=99.
Am Ende des 9. Fiinfjahrplanes betriigt also
der Konsumtionsfonds rd. 274 Mrd. Rubel
und der Akkumulationsfonds rd. 9% Mrd.
Rubel.

*Q*838 FEsseien (vgl die Abb.)

) A
e b
A a B

a die MafBzahl der Linge der Seite AB,

b die MaBzahl der Linge der Seite BC.

¢ die MaBzahl der Linge der Diagonale AC

{jeweils in cm). Dann gilt nach

den Voraussetzungen der Aufgabe
a=7-b
e=b+2

und nach dem Satz des Pythagoras
a®+b2=¢%

Durch Einsetzen erhalten wir
(T=b)2+b2=(b+2)%
b*—18b+45=0. Diese

quadratische Gleichung hat die Ldsungen
b =9+ /81-45=9+6=15.
by=9-6=13.

Die Losung b, = 15 entspricht wegen u=7—h

nicht den Bedingungen der Aufgabe.

Daher gilt 5=3. «=7-3=4. e=3+2=5

Die Probe zeigt. dab fiir a=4, b=3. ¢=13 die

Gleichungen (1). (2) und (3) und damit die

Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind. Das

Rechieck 4BCD hat also die Seitenlingen

AB=4 ¢m, BC=13 cm und die Lange der

Diagonale AC=5cm.

(M
e

3

Lisungen zu alpha-heiter

Kryptarithmetik
44 - 12=1728; 125 - 25=3125;
3125:25=125
30241 34201 41230 43210
14203 10243 03214 01234
44444 44444 44444 44444

Figuren — in einem Zug zu umreilen

Lésung zu zwei Beispielen als Anleitung far
die alpha-Leser:

N\




Das vorliegende Material wurde entnommen aus: ., Arbeitsmaterial
zur Direktive des VIII. Parteilages der Sozialistischen Einheitspartei
Deutschlands zum Fiinfjahrplan fiar die Entwicklung der Volks-
wirtschaft der DDR 1971 bis 1975, herausgegeben von der Parlei-
hochschule ,,Karl Marx™ beim ZK der SED, erschienen im Verlag
Die Wirtschafi, Berlin.

Preis der Mappe 6,20 M geblockt einseitig bedruckt. Auf 62 Tafeln
wird mit mehrfarbigen Schaubildern und graphischen Darsteltun-
gen die Direktive zum Finfjahrplan erlautert. Hervorragend fir
Unterricht, auferunterrichtliche Arbeit, insbesondere fir Wand-
zeitungen geeignet.

Entwicklung der Leichtindustrie

Die industrielle Warenpraduktion ist im Bereich des Ministeriums fiir Leichtindustrie auf mindestens 132%,
die Arbeitsproduktivitat auf etwa 135% gegeniiber 1970 zu steigem.

Ausgewihlte industrielle Konsurmnguter

1965

1970

[/
/‘ »
Erzeugnis 1965 | 1970 1975 Index der industriellen Waren-
produktion im Bereich des
L ) ) N e ol
E:ﬂrgesllggerbekleldung 18,8 19’ b 2315
“ Kinderoberbekleid " 150 -
inderoberoekxieidun:
@m S 166|187 221
s 760|2697| 3800 uo
Die Leichtindustrie hat die Produktion von Konsum-
giitern fir die Versorgung der Bevdlkerung und 120
den Export qualitativ und quantitativ so zu steigern,
daB eine stindig bessere Ubereinstimmung mit dem
wachsenden und sich verdndernden Bedarf 100 _§
gesichert wird. 1985 1970 1975
Entwicklung der Glas- und
keramischen Industrie steigenumgsraten
4 ' ausgewdhlter Produkie
200 m Emfjahrplan
Produktion 971-1975
(1910-100)
- 145-148 U015

« Glasscide
- und -
. Classeiden- -
. erzeugnisse.




DR. KOHLER

Ein weiteres Fachbuch aus der Reihe ,,Schiilersport™. Der
Stoff ist teilprogrammiert, wodurch die Schiiler die Grund-
lagen des Basketballspiels weitgehend selbstindig erlernen
kénnen. Zahlreiche Abbildungen erleichtern den Lern-
prozel und vermitteln eine genaue Vorstellung vom rich-
tigen Bewegungsablauf. Alle bewidhrten Elemente dieser
gut eingefilhrten Reihe wurden iibernommen : Regelvermitt-
lung, Fehlerkorrektur, Trainingshinweise, Anleitung zur
Selbstkontrolle und zum Anlegen eines Trainingstagebuches
usw. Geeignet auch fiir Sportlehrer und Ubungsleiter im

Kinder- und Jugendsport.

160 Seiten, zahlreiche Fotos und Zeichnungen, 14,2 cm x 20,0 cm,

m‘ Pappband, 5,- M
Sportverlag

. 108 Berlin,
! Neustidtische Kirch-
straBe 15

!

§

Pappband, 5,- M

DR. JAGER/OELSCHLAGEL

erscheint im IV. Quartal 1972

160 Seiten, zahlreiche Fotos und Zeichnungen, 14,2 cm x 20,0 cm,

Bestellungen bitte an den ORTLICHEN BUCHHANDEL richten

e e N

Ergebnisse bei Olympischen Spielen

1948 London: 1. USA 2. Frankreich 3. Brasilicn
1952 Helsinki: 1. USA 2. UdSSR 3. Uruguay
1956 Melbourne: 1. USA 2. UdSSR 3. Uruguay
1960 Rom: 1. USA 2.UdSSR 3. Brasilien

1964 Tokio: 1. USA 2. UdSSR 3. Brasilien
1968 Mexiko: 1. USA 2. Jugoslawien 3. UdSSR
1972 Miinchen:

Aus der Geschichte des Basketballspiels

Seine édltesten Vorfahren finden wir schon vor fast
1000 Jahren in Frankreich. Als Koérbe dienten damals
flache, mil einem Loch versehene Steine, die an den
die Spielflichen begrenzenden Mauern -angebracht
waren. — Die Grundlage des heutigen Basketball-
spiels schuf Prof. Naismith (USA) im Jahre 1894. Er
lieB in einer Héhe von 10 Full = 3,05 m an der Galerie
der Sporthalle Pfirsichkérbe befestigen, in die der
Ball geworfen und stets wieder mit einer Leiter heraus-
geholt werden mufBite. Die begeisterten Zuschauer auf
den Riéngen versuchten hiufig, auf den Korb gewor-
fene Balle abzuwehren oder hineinzulenken, so daB

spater als Schutz vor dem ,,mitspielenden™ Publikum
Spielbretter angebracht wurden. Erst 1906 18sten
Metallringe mit daran befestigten Korbnetzen die
originellen Pfirsichkorbe ab. '

Basketball (engl. basket, Korb), Hohlball aus Leder
oder Kunststoff, 600 bis 650 g, Umfang 75 bis 80 cm;
Spielzeit 2mal 20 min, Halbzeitpause 10 min, 5 Spieler
(gegen 5 bis 7 Ersatzspieler austauschbar)
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Mathematikstudenten
im Forschungsstudium

Im Zuge der 3. Hochschulreform in der DDR wurde
das Forschungsstudium als eine neue Ausbildungs-
form an Universititen und Hochschulen eingefiihrt.
Die besten Studenten erhalten die Moglichkeit, nach
sechs- bzw. siebenjahrigem Studium unter Einsparung
des Diploms den akademischen Grad ,Doktor eines
Wissenschaftszweiges“ zu erwerben. Die Auswahl
dieser Studenten erfolgt nach dem 3. bzw. 4. Studien-
jahr nach dem Leistungsprinzip, den gesellschaftlichen
Erfordernissen und unter Beriicksichtigung der sozia-
len Struktur der Bevdlkerung. Die kiinftigen promo-
vierten Kader, die durch das Forschungsstudium
gehen und deren Einsatz in vielerlei Einrichtungen
der Wissenschaft und Praxis vorgesehen ist, sollen
wissenschaftlich hochqualifizierte sozialistische Per-
sonlichkeiten sein, Bereits wihrend ihrer Ausbildung
sollen sie in Forschungskollektiven unter Anleitung
erfahrener Wissenschaftler arbeiten lernen, und sie
sollen solche charakterliche Eigenschaften und poli-
tische Fahigkeiten entwickeln, mit denen sie in die
Lage versetzt werden, spiter selbst einmal sozialisti-
sche Kollektive leiter zu kdnnen.

Jeder Forschungsstudent arbeitet 3 Jahre nach einem
Studienprogramm, das mit dem Forschungsprofil
der jeweiligen Sektion im Einklang steht und zu dem
eine vertiefte Ausbildung in Marxismus-Leninismus
und eine Vervollkommnurig in zwei Fremdsprachen
gehoren. Ein angemessenes Stipendium, welches sich
von Jahr zu Jahr erhéht, und eventuell noch die Ver-
giitung fir 2 Stunden Lehrveranstaltungen in jeder
Woche bewahren jeden Forschungsstudenten vor ma-
teriellen Sorgen

In der Sektion Mathematik der Martin-Luther-Uni-
versitdt Halle gibt es Forschungsstudenten in der
Analysis und in der Numerischen Mathematik und
einige wenige auch in der Algebra und in der Geome-
trie. Die Forschungsstudenten der beidenletztgenann-
ten Disziplinen sind in erster Linie Lehrerstudenten,
die nach ihrer Promotion zunichst als Lehrer etwa
3 Jahre schulpraktische Erfahrungen sammeln wer-
den, um dann anschlieBend sclbst in der Ausbildung
und Weiterbildung von Mathematiklehrern titig zu
sein.

Einige dieser Forschungsstudenten bearbeiten in einem
kleinen Kollektiv Probleme der zweidimensionalen
geometrischen Kristallographie, und im Rahmen
dieser Thematik werden gegenwirtig auch spezielle
Kreislagerungsfragen in der Ebene behandelt. Wenn
kongruente Kreise in der Ebene so gelagert werden
sollen, daB keine 2 Kreise gemeinsame innere Punkte
besitzen und daB der von den Kreisflichen bedeckte
Teil der Ebene moglichst groB ist, so miissen die Kreise
wie in Bild 1 angeordnet werden. Auch wenn diese
Anordnung als sogenannte dichteste Kreislagerung
von der Anschauung her fast selbstverstindlich er-
scheint, muB sie streng begriindet werden, und das
haben Mathematiker getan. Sollen nun Kreise mit
unterschiedlichen Radien in der Ebene in entsprechen-
der Weise méglichst dicht gelagert werden, so sind
Anordnungen, die wesentlich von den Radien abhin-
gen, im allgemeinen nicht bekannt; sogar bei Ver-
wendung von nur zweil unterschiedlichen Radien
kennt man derartige Anordnungen nur fiir speziclle
Verhiltnisse der Radien.

Bei der Behandlung spezieller Kreislagerungsfragen
sind wir am Rande unserer Arbeit auf mehrere inter-
essante geometrische Aufgaben gestoBen, die mit
den Mathematikkenntnissen der 10. Klasse, und bei
gewissen Spezialisierungen der gegebenen Grofien
schon mit den Mathematikkenntnissen der 8. Klasse
gelost werden konnen. Mit einigen dieser Aufgaben
mochten wir im folgenden die Leser der Schiilerzeit-
schrift ,,alpha* bekannt machen.

Aufgabe 1

Gegeben seien drei paarweise sich von auflen beriih-
rende Kreise K., K,, K, mit r,2r,=r,. Wic groB
ist die RadiusmaBzahl r des flichenkleinsten Kreises
K, welcher K, K,, K3 im Inneren enthalt?

Losung
Im Dreieck M,M,H (siehe Bild 2) erhilt man als
MaBzahl der Strecke M H nach dem Satz des Pytha-
goras

Jri+2rr,.
Die MaBzahl der Strecke MH ist

i+, —("'—fl),
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und somit gilt im rechtwinkligen Dreieck MHM,
die Beziehung
(r—ry=r3+(Jri+2rir,—(—r))
Daraus folgt
7@y —ra i+ 2rr) =+ i+ 2rry)
=0, das heil3t
_ry(ry +ry+/ri+2rr)

Fp—72+ \/m .
Erweitert man noch mit r; —r, — . /r} +2rr,, s0 erhiilt
man schlieBlich

po T Qritr+2 13 +2r1,)
4r,—r,

r

Bemerkung:

Eine Spezialisierung der Aufgabe ergibt sich im Falle
ry=r,=ry; eine Verallgemeinerung entsteht durch
die Bedingung r, >r;,>r,.

Aufgabe 2

Gegeben seien zwei sich von auflen beriihrende Kreise
K, und K, mit r2 r, und der flichenkleinste Kreis
K, welcher K, und K, im Inneren enthilt. Wie groB
ist die RadiusmaBzahl r, eines groBtmoglichen Kreises
K;, welcher ebenfalls im Innern von K liegt und
welcher von K, und K, aullen beriihrt wird?

Lésung ;
Durch Anwendung des Kosinussatzes auf das Dreieck
M MM und auf das Dreieck M,M M (siche Bild 3)
erhilt man die beiden Gleichungen
(ry+r3)?=ri+(r, +r,—ry)— 2ry(ry+r,—r3) cos g,
(ry+r3)’=ri +(ry+7ry—13)*+2r,(r +ry—13) coOs @
mit den beiden Unbekannten r; und ¢. Nach Elimi-
nation von
(ry+rpa—r3)-cosgp folgt

(ro 1 —rj—(r +ry—rs)?

2r,
_ —("z"'"a)2+"f+(rl+r2_r3)z, das heilt
2r,
2ryry—ry —rir il
Fa
=2t 2 —ryr , T
L K ;+ 1'2_"V'3  Daraus ergibt sich
1
2 2 -
ry- (L.;. 24 ﬂ) =2r, +2r, und schlieBlich
ra ry

gt 8 (ri+72)
37 L2 i 2°
ritrif+r;
Bemerkung: Im Sonderfall r, =r, geniigt zur Lésung
der Satz des Pythagoras, und die Rechnungen verein-

. . .. 2
fachen sich ganz wesentlich; man erhilt r3=-§r1.
0. Kritevheerdt
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. sc.
0. Krotenheerdt

Sektion Mathematik der ,,Martin-Luther-Universitér"
Halle/ Wittenberg

A 925 A Gegeben seien zwei sich von auBen be-
riihrende Kreise K, und K, mit r, >r,. Wic groB
sind die MaBzahlen der Seiten eines flichenkleinsten
Rechtecks R, welches K, und K, im Inneren enthalt?

Wir werden Mathematik studieren

Karin Vetter, EOS , Ernst Schneller* MeiBen (K1. 10):
Die alpha abonniere ich seit Klasse 6. Sie hat mir
oft beim Lésen mathematischer Probleme geholfen.
Mir gefdllt auch die Angabe exakter Losungswege zu
den gestellten Problemen; kurz: alpha ist aktuell,
lehrreich, viclseitig, auch die Satire kommt nicht zu
kurz.

Sonja Korber, Magdeburg — erfolgreiche Teilnehme-
rin der XI. OJM: In meiner Freizeit beschiftige ich
mich oft mit mathematischen Problemen, besonders
aus alpha. Die Mathematik wurde im Laufe der Schul-
zeit zu meinem Lieblingsfach,



alpha—wettbewerb
Physik

Letzter Einsendetermin: 1. Oktwber 1972

Liebe alpha-Leser!

In diesem Heft findet lhr genau wie im Vor-
jahr Wettbewerbsaufgaben zur Physik. An
der L8sung der Probleme kann sich jeder be-
teiligen. Von den Teilnehmern sind nur die
Aufgaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Richtlinie: Schuljahr
1971/72) Schiiler der Klassenstufe 11/12 und
Erwachsenen 16sen die Aufpaben, welche mit
P a1l und 12 gekennzeichnet sind. Fir jede
Losung ist ein gesondertes Blatt zu verwen-
den, Format A 4 (210 mm mal 297 mm). Am
Kopf der Losung miissen stehen: Name,
Vorname, Adresse der Schule und Name des
Physiklehrers, der ihn im Schuljahr 1971/72
unterrichtete. Die besten Losungen werden
von der Redaktion pridmiiert. Die Namen
der aktivsten Teilnehmer werden verdffent-
licht. Jeder Einsender erhilt eine Antwort-
karte, die fiir den alpha-Wettbewerb 1972/73
gewertet wird. Die Losungen sind einzusen-
den an: Redaktion alpha

7027 Leipzig
Postfach 14

Kennwort auf Briefumschlag: Physik-Wett-
bewerb 1972

P6m926 In der einen Waagschale einer
Balkenwaage befindet sich ein Eisenkérper,
in der anderen ein Kdorper aus Pappe. Der

Waagebalken ist bei der Wigung im Gleich- .

gewicht. Die Waage mit den Probekorpern
wird dann in einen Behilter gestellt, in dem
Vakuum ist.

a) Befindet sich dann die Waage immer noch
im Gleichgewicht?

b) Welche Seite des Waagebalkens sinkt nach
‘unten?

c) Erklire die Erscheinung!

P 6w927 Ein Weltklassesprinter lduft die
100 m in 10,0 s. Welche Geschwindigkeit (in
km/h) muB ein Pkw fahren, um die 100 m
cbenfalls in 10,0 s zurickzulegen?

P 6 928 Inden beiden Waageschalen einer
Balkenwaage befinden sich je ein GefdB mit
der gleichen Menge Ather. Ein GefaB davon
ist verschlossen. Was kann nach einiger Zeit
festgestellt werden?

P7w929 An einem mit 120 km/h fahren-
den Zug fihrt in entgegengesetzier Richtung

ein 100 m langer Zug vorbei, der ¢ine Ge-

schwindigkeit von 60 km/h hat.

Wie lange sicht ein im ersten Zug sitzender
Beobachter den zweiten Zug an sich vorbei
fahren?

P 7m930 Ein 10 m langer Balken mit dem
Gewicht 80 kp wird von zwei Arbeitern auf

den Schultern getragen. Einer hat den Balken

am 4ufiersten Ende auf den Schultern liegen,
der andere tragt ihn 60 cm vom Eunde ent-
fernt. Welche Last entfallt auf jedep von den
beiden?

P 78931 Ein Mann wiegt 75 kp und zicht
sich selbst mittels des angegebenen Flaschen-
zuges nach oben. Welche Kraft benstigt er?
Das Holzbrett ist zu vernachlassigen.

P8m932 Um die Temperatur einer Bun-
senflamme zu bestimmen, wurde ein Eisen-
stiick von 6,85 g darnin erhitzt und darauf in
ein kupfernes Mischungskalorimeter gewor-
fen, an welchem cine Anderung der Tempe-
ratur von 18,5 auf 21,3 °C beobachtet wurde.
Die Masse des Kalorimeters betrug 152,5 g,
die Wasserabfillung 300 g. Wie heil war die
Flamme?

P8w933 In der durch die Abbildung wie-
dergegebenen Zeichnung zeigt das Voltmeter
V, die Spannung U, =25V und das Voltmeter
V, die Spannung U,=22 V. Das Ampere-
meter mift einen Strom von [=0,6 A. Wie
groB ist der Wide;slzmd R?

—{——F
QP
i)+ O
LOJ %
1 7]
P8a934 a) Berechne den Gesamtwider-
stand zwischen den Punkien x und y.

b) Wie grof} ist die Spannung zwischen den
Punkten 4 und b, wenn der Strom im 8 Q

P98935 Ein Aufzug mit der
m=1200 kg wird bei der Aufwirlsbewegung

Masse

aus dem Ruhestand auf die Geschwindigkeit
v=3 m/s beschleunigt; er errcicht diese Ge-
schwindigkeit nach s=2 m. Wie grof ist die
auf das Seil wirkende Kraf1?

P9w936 Berechne GréBe und Richtung
der Beschleunigung, die K&rper P unter dem
EinfluB der festgehalienen Korper A und B
erhilt! P

o
s ~

e ! SNa,
| B
| N
T O
8cm §em
G4k G4k

P9 w937 Bestimme die Richtung des Stro-
mes im Widerstand R

a) beim Offnen .

b) beim SchlieBen von Schalter S (Lenzsche

Regel). A ~
S R 0.93)

L
P 10w 938 An einer Schraubenfeder mit
der RichtgréBe 9 N/m hingt ein Korper,
durch den die Feder um 10 cm gedehnt wird.
Dem Korper wird aus der Ruhelage eine Ge-

schwindigkeit von 50 em/s erteilt.
a) Wie grol ist die Schwingungsdauer und

-

‘die Amplitude der entstehenden Schwingung

{(g=10 m/s*)?
b) Wie groB ist die Masse des Kérpers?

P10 w939 Eine vertikal hiingende Spiral-
feder wird zuerst mit 300 g belastet, wobei sie
sich um 6,4 cm verlingert. Wic groD ist die
Schwingungsdauer einer an der Feder hin-
genden Masse von 500 g?

P 11m940 Ein von einer Turmspitze herab-
fallender K orper ist schon eine Strecke 1 ge-
fallen, als ein zweiter K&rper von einem
Punkt zu fallen beginnt, der sich im Abstand
h unterhalb der Turmspitze befindet. Beide
Kdrper erreichen zu gleichem Zeitpunkt dem
Erdboden. Wie hoch ist der Turm?

P11 8941 In ecinem GefiB befindet sich
‘Wasser, dessen Oberfliche sich in der Hohe h
iiber dem Boden befinden soll (h = const).
Aus zwei Offnungen strémt Wasser, wobei
die untere in der Hohe '/, h angebracht sein

© soll. In welcher Hohe mul sich die zweite

Offnung befinden, wenn beide Strahlen aul
dem gleichen Punkt auftreffen sollen?

P12w%42 Zwei Korper werden nachein-
ander (¢ = 5 s) von cinem Punkt aus mit glei-
cher Anfangsgeschwindigkeit v, = 29,4 m's
nach oben geworfen. Nach welcher Zeit ¢/,
vom Startmoment des ersten Korpers aus
gerechnet, und in welcher Hohe treffen sie
sich? (Luftreibung wird vernachlissigt).
Norma Feistaucr
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Der Graph

Auf einer Eisenbahnkarte oder einem Stadt-
plan (Bild 1) werden die Bahnstrecken bzw.
StraBen der Stadt durch ein Netz aus Linien
dargestellt. Jede Linie verbindet zwei Punkte,
die Knoten genannt ‘werden, Ein Netz aus
Punkten und den zugehérigen Verbindungs-
linien trigt den sinnvollen Namen Graph.

Der Plan des Wasserleitungsnetzes einer Stadt
ist ebenfalls ein Graph. Im Unterschied zum
StraBenverkehr kann das Wasser in den Lei-
tungen jedoch nur in ¢iner Richtung MieBen.
Vermerkt man auf den Kanten (Verbindungs-
linien) des Graphen die Bewertungsrichtung
des Wassers durch Pfeile, so erhilt man einen
gerichteten oder orientierten Graphen (Bild 2).
Wegen des immer starker werdenden Stra-
Benverkehrs erkldrt man immer mehr StraBen
zu EinbahnstraBen. Deutet man im Stadtplan
dic Verkehrsnichtung dieser Stralen durch
Pfeile an, wihrend die in beiden Richtungen
befahrenen Strallen ohne Pfeil bleiben, so
¢rhilt man ¢inen gemischten Graphen {Bild 3).

Dic Ergebnisse eines Schachturniers kann
man ebenfalls in Form eines Graphen darstel-
len {Bild 4). Man zeichnet auf dem Papier
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fiir jeden Turnierteilnehmer einen Kreis und
bezeichnet die Kreise mit den Startnummern
der Teilnehmer. Das Ergebnis cines jeden
Spiels wird durch eine Kante dargestellt, die
die Kreise der Spieler verbindet. Fine Pfeil-
spitze zeigt vom Gewinner zum Verlierer.
Endet das Spiel Remis, so wird an die Kante
kein Pfeil gemacht.

Am Ende des Turniers ist jeder Kreis mit
jedem anderen verbunden. Ein solcher Graph
heilt vollsidndig. Gewinner des Turniers ist
der Spieler, von dessen Kreis die meisten
Pleile wegfiithren. Wenn alle Teilnehmer je-
weils zwei Partien gegeneinander zu bestreiien
haben (weil und schwarz), so mul man je-
weils zwei Kanten ziehen. Bild 4 zeigt die
Situation, in der auBer dem vierten und dem
sechsten alle Teilnehmer je zwei Partien
gespielt haben, der vierte und sechste jedoch
nur eine. Den ersten Platz hillt zu diesem
Zeitpunkt der Teilnehmer Nummer zwei.

Man konnte vermuten, dal} die nicht durch
Kreise gekennzeichneten Schnittpunkte der
Kanten des Graphen auch irgend etwas
bedeuten. Sie haben jedoch keinerlei Bedeu-
tung. Das macht man sich am besten dadurch
klar, daB man sich den Graphen im Raum
vorstellt: dann schneiden sich seine Kanten
nicht. Die Kanten e¢ines Graphen brauchen
auch nicht unbedingt geradlinie zu sein. So
sind die Graphen in den Bildern 4 und 5 in
dem Sinne gleich, daB einer durch eine stetige
Transformation in den anderen iibergefiihrt
werden kann. Solche Graphen nennen die
Mathematiker isomiorph.

Es ist iibrigens nicht immer gleichgiiltig, ob
man einen Graphen so zeichnen kann, dafl
sich seine Kanten nicht schneiden. So ist z. B.
das Schaltbild cines Rundfunkempfingers
ein Graph, dessen Knoten die Widerstinde,
Kondensatoren, RGhren usw. sind, wahrend
die Leitungen die Kanten sind. Hier ist es
unwesentlich, ob sich die gezeichneten Kan-
ten schneiden oder nicht. Bei der praktischen
Realisierung der Schaltung schneiden sich die
Leitungen nicht; man kann sie iibereinander-
legen und Kurzschliisse durch Isolation ver-
hindern.

In den letzten Jahren werden jedoch immer
mehr gedruckte Schaltungen verwendet. Eine
gedruckte Schaltung besteht aus einer mit
Bauelementen bestiickten Leiterplatte, auf

der die dem Schaltbild entsprechenden Lei-"

tungsziige verlaufen. Dabei ist es wichtig, dal}
man die Knoten des Graphen (der Schaltung)

durch sie nicht schaeidende Linien verbinden
kann.

Es gibt also Fille, tn denen es notwendig ist,
einen gegebenen (Graphen in der Ebenc so
darzustellen, dal} sich seine Kanten nur in
den Knoten schneiden. Wenn das moglich ist.
heiBt der Graph eben. Man kann eine Me-
thode angeben, nach der entschieden werden
kann, ob ¢in Graph eben ist oder nicht. Das
1st eine for die Praxis wichtige Aufgabe.

Bei der Einrichtung von Einbahnstrafien ir
einer Stadt muB die Verkehrspolizei dic Ver-
kehrseinrichtungesn so festlegen, daf es keine
Stellen gibt, zu dencn man Gberhgupt nicht
gelangen oder von denen man nicht mehr
weiterfahren kann. So kann man z. B. im
Bild 6 vor A nach B fahren, jedoch nicht
von B nach A. Derartige Aufgabenstellung
konnen wir bereits als aflgemeine Aufgabe
iiber die Struktur eines gerichieten ebenen
Graphen formulieren.
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Natiirlich wilrde die Verkehrspolizei zu Recht
kritisiert werden, wenn sie die Verkehrs-
regeln nur pach den Gesetzen der Graphen-
theorie aufstellen wiirde.

Die Lenkung des Verkehrs in ciner grolen
Stadt ist eine sehr schwierige Aufgabe, die
wegen des Anwachsens der Anzahl der Fahr-
zeuge von Jahr zu Jahr komplizierter wird.
Immerhin ist es aber eine mathematische
Aufgabe, die eng mit der Graphentheorie zu-
sammenhingt, jedoch nicht nur mit dieser.
Sie haben sicher schon Glossen gelesen, in
denen kritisiert wird, dal man Badeanziige
in die Arktis schicki oder daB sich eine Sen-
dung Spaten z. B. von Rostock nach Suhl
mit -einer Sendung gleicher Spaten von Suhl

 nach Rostock krcuzt. Solche Glossen sind oft

sehr geistreich geschrieben, doch die Autoren
kénnen meist, wenn man sie fragl, wie die
Miingel abzustellen seien, nur vorschlagen,
die Verantwortlichen zur Rechenschaft zu
ziehen. Aber wic kann man es besser machen?
Natiirlich, unqualifizierte Mitarbeiter brin-
gep manchmal etwas durcheinander, doch
meist liegt das Problem tiefer. Die Planung
des Transports und die Lagerhaltung sind
komplizierte Aufgaben, und ¢in Fuhrpark-
leiter oder ein Lagerverwalter sind gar nicht
immer ohne weiteres in der Lage, sie zu
6sen.

Die Graphentheorie in Verbindung mit eini-
gen anderen mathemaiischen Disziplinen gibt
die Moglichkeit, soiche Aufgaben zu 18sen.



Ich werde einmal kurz das Wesen der Trans-
portoptimierung erldutern.

Die Zeiten indemn sich, und, sagen wir, in der
Stadt Surbagan, deren Entstchen wir der
Phantasie des utopischen Schriltstellers Alex-
ander Grin verdanken, wird intensiv gebaut.
Eine Schule, ein Institut fiir Hochseeschiff-
fahrt, ein sechzehnstdckiges Wohnhaus und
ein Hafen sollen zur gleichen Zeit entsiehen.
In der Nahe der Stadt gibt es drei Werke fir
Baumaterial. Doch die Baustellen sind weit
voneinander entfernt und befinden sich auBer-
dem in verschiedenen Entfernungen von den
Werken, Der Verantwortliche fiir die Ver-
sorgung der Baustellen muB den Transport
des Baumaterials so orpanisieren, daB der
Materialbedarf der Baustellen gedeckt wird
und die recht betrichtlichen Transportkosten
von den Werken zu den Baustellen méglichst
niedrig bleiben. Diese Aufgabe ist prinzipiell
16sbar; man braucht dazu jedoch Erfahrung
und vor allem solide mathematische Kennt-
nisse und .die modeme Rechentechnik, ins-
besondere wenn die Anzahl der Baustellen
und Werke groBer ist. Ich werde nun den
Lsungsweg dieser Aufgabe skizzieren.

Wir stellen einen gerichteten Graph auf, in
dem die Werke mit den Zilfern 1, 2 und 3 be-
zeichnet sind und die Baustellen die Buch-
staben S (Schule), I (Institut), W (Wohn-
haus) und H (Hafen) tragen; von den Werken
zu allen Baustellen sind Kanten gezogen
(Bild 7), die mit Zahlen versehen sind, die die
relativen  Transportkosten einer Einheit

Fracht auf dem betreffenden Weg ange-

Die Lésung der Aufgabe scheint zunichst
offensichtlich zu sein: Der Schulneubau ist
am gunstigsten durch das Werk Nr. 1 zu ver-
sorgen, die Baustelle Hafen durch das Werk
Nr. 2. Der Institutsneubau kann sowohl vom
Werk Nr. 1 als auch vom Werk Nr. 2 ver-
sorgt werden; die Baustelle des Wohnhauses
kann man durch das Werk Nr. 2 oder das
Werk Nr. 3 beliefern lassen. Es hat den An-
schein, dafl man das Werk Nr. 3 iiberhaupt
nicht bendtigt. Doch so einfach liegen die
Dinge in Wirklichkeit nicht.

Stellen Sie sich vor, daB die drei Werke cinen
unterschiedlichen Produktionsausstol haben
und ihre Gesamtproduktion den Bedarl der
Baustellen gerade deckt. AuBlerdem moge das
Werk Nr. 3 den hochsten AusstoB haben und
Werk 2 den geringsten. Derartige Bedingun-
gen erschweren die Losung der Aufgabe be-

deutend. Trotzdem kann man durch Be-
trachtung der mdéglichen Varianten die Lo-
sung finden, die die Versorgung der Baustel-
len bei minimalen Transportkosten paran-
tiert.

Aus dem vorstehenden Beispiel kann man
eine Erkenntnis ableiten: Plant man den
Transport nur ,,iiber den Daumen™, so fiihrt
das unweigerlich zu Storungen in der Ver-

sorgung, besonders wenn dic Gesamtmenge.

‘des erzeugten Materials den Bedarf nicht
wesentlich iibersteigt. Die Benutzung der
giinstigsten Variante des Transports kann
auflerdem riesige Einsparungen bringen.
Nun wollen wir noch eine Klasse von -Aul-
gaben betrachten, die auf Probleme der Gra-
phentheorie hinauslaufen.

Stetlen Sie sich eine Werkhalle mit # verschie-
denen Maschinen und m Arbeitern (n<<m)
vor. Die Bedingung jeder Maschine ist nur
cinigen Arbeitern entsprechend ihrer Quali-
fikation moglich. Welche Voraussetzungen
miissen erfiilll sein, damit die Bedienung
simtlicher Maschinen gewihrleistet ist?
Ahnlich ist die Situation, wenn Arbeitskrafte
mdglichst rationell eingesetzt werden sollen.
Angenommen. wir haben n Mitarbeiter und
ebenso viele Arbeiten; jeder Mitarbeiter kann
jede der Arbeiten verrichten, doch die Lei-
stungen sind unterschicdlich. Wenn a;; die
Leistung ¢ (in gewissen MaBeinheiten) bei
der Erfiillung der Arbeit Nummer j durch
den Mitarbeiter Nummer { ist, dann ist z. B.
aty, die Leistung des Mitarbeiters Nr. 2 bei
der Arbeit Nr. 4. Es ist vorteilhaft, die Mit-
arbeiter so einzusetzen, daB sic alle mit
hoher Effektivitat arbeiten. Diese Situation
wird durch Bild 8 illustriert. Als Kennziffer
fiir die Arbeit des gesamten Kollektivs der

"Mitarbeiter kann man die Summe der Lei-

stungen nchmen. Dann ist fiir die Situation
im Bild 8 die

Gesamtleistung = a, + a4+ a3; +dy;.

Die Aufgabe des giinstigsten Einsatzes der
Mitarbeiter wird durch die Arbeitseinteilung

. gelost, bei der die Gesamtleistung maximal

wird.

Man konnte die Arbeit eines Kollektivs auch
an der Effektivifit des schwichsten Mitarbei-
ters messen. Die Aufgabe des giinsligsten Ein-
satzes der Mitarbeiter besteht dann darin,
den schwichsten Mitarbeiter am wirksamsten
einzusetzen. Das 4Bt sich so formulieren: Die
Arbeit ist so auizustellen, daB die kleinste

. Leistung ihren groBten Wert hat. Die kleinste

Leistung muB also grofer sein als die kleinste
Leistung bei irgendeiner anderen Aufteilung.
In der Sprache der Graphentheorie wiirde
sich das folgendermallen ausdriicken lassen:
Angenommen, a4, sei die kleinste Leistung
im Graphen (Bild 8). Man kann nun die
Arbeiten anders aufteilen, z. B. so, daB sich
die Leistungen ay,, dj3, ¢y, und aa, ergeben.
Ist nun ayy die kleinsle Leistung, a4 aber gro-
Ber als ¢y, so ist die zweite Arbeitseinteilung
der ersten vorzuzichen. Die Aufgabe besteht
also darin, die Anordnung der Pfeile so zu
bestimmen, dafl die kleinste der jeweils vier
auftretenden Zahlen fir die Leistungen ma-
ximal ist. :

Die optimale Variante kann bei der voiste-
henden Auflgabe, bei dem bereits betrachteten
Transportproblem und einer Reihe weiterer
Aufgaben in der Praxis natiirlich nicht durch
das Probieren gefunden werden. Man benutzt
die Methoden der Spieltheorie und der linea-
ren bzw. nichtlinearen Optimierung und
findet so einen systematischen Ldsungsweg,
der auch den Einsalz von Rechenautomaten
ermoglicht.

Die Graphentheorie wird heute in den ver-
schiedensten Gebieten von Wissenschafl und
Techaik benutzt. Ein wichtiges Anwendungs-
gebiet ist die Netzwerkplanung. Urspriinglich
hatte ich die Absicht, einen Abschnitt dar-
iber zu schreiben. In letzter Zeit ist jedoch
so viel dariiber geschrieben worden, dal ich
die mir zur Verfiigung stehenden Seiten lieber
benutzen will, um {ber weniger bekannte
Probleme zu sprechen.

¢ Leseprabe wurde entz

Halbleinen, Preis: 9-

77



Die ,, CueThI *“ — ein Souvenir
aus der Sowjetunion

Von einer Sommerreise im vergangenen Jahr
habe ich mir ein Andenken aus der Sowjet-
union mitgebracht, PflichtgemaB hatte ich
bei der Riickkehr in unsere Republik alle dort
gekauften Gegenstinde unseren Zollorganen
mitgeteilt. Nur mein wohl nicht sehr hiufig
vorkommendes Souvenir mulite ich vorwei-
sen. Nun, eine Rechenmaschine wird sicher
nicht jeden Tag aus der Sowjetunion in unsere
Republik im Handgepick eingefiihrt. Der
junge Genosse vom Zoll hat dann etwas ge-
schmunzelt, als ich ihm meine ,,cueTn’” zeigte
und hat natiirlich keine zusiitzlichen Einfuhr-
gebiihren verlangt.

Wenn man die Sowjetunion besucht, ist man
beim Einkauf immer wieder iiberrascht, wie
schnell viele Verkiuferinnen, ohne Papier
und Bleistift zu benutzen, den Gesamtpreis
der erstandenen Waren ermitteln. Sie ver-
wenden hierzu eine einfache Rechenmaschine,
die ,,konTOpckue cuetn:”, Frei iibersetzt kon-
nen wir dazu Geschiiftsrechenbrett oder kurz
Rechenbrett sagen.

In- . der Sowjetunion werden schon
dic Kinder an den Umgang mit dem
Rechenbrett  herangefiihrt. Fir sie gibt
es in den Liden mit Artikeln fiir den Schul-
bedarf ,,cueTs! yuennueckue”, Schiilerrechen-
bretter, zu kaufen. Ich habe mir ein solches
aus Moskau mitgebracht und méchte euch
nun erliutern, wie es aufgebaut ist und wie
man damit umzugehen hat.

1. Der Aufbau der ,,caeTn!” und das Einstellen
der Zahlen i

Unsere einfache Rechenmaschine ist so, wie
es Bild 1 angibt, aufgebaut. Auf 8 Driihten
befinden sich weill oder schwarz gefarbte
Steine*. Das sind hélzerne Scheiben, die an
den Seiten abgerundet sind. Nach Bild 1
konnt ihr euch selbst ein Rechenbreit bauen.
Zur Anfertipung eines Modells kann man
sich auf einem Stiick Papier auch paralleie
gerade Linien ziehen, auf die man enispre-
chend Bild 1 verschieden gefarbte Scheiben
oder Knopfe legt.

Das Rechenbrett ist nach dem Dezimalsystem
aufgebaut. Jeder Draht, mit Ausnahme des
dritten, entspricht einer Dezimalstelle, und
jeder Stein auf dem entsprechenden Draht be-
deutet eine Einheit der entsprechenden Stelle.
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Bild 1 ,,cueTs1 yueHmUecKne”

Zum besseren Abzihlen sind die Steine farb-

lich unterschieden. Der 3. Draht von unten .

enthalt nur 4 Steine und wird als unvollstidn-

diger Draht bezeichnet. Er dient als Komma. -

Die zwei unteren Drihte sind fiir das Rech-
nen mit Dezimalbriichen bestimmt.

Bevor man mit der ,,c4ersr” rechnet, ist es
wichtig zu lernen, wie darauf die Zahlen ein-
zustellen und abzulesen sind. Beim Einstellen
beginnt man so, wic man im Russischen die
Zahlen spricht, mit der hochsten Dezimal-
stelle. '

Beispicl I In Bild 2 ist auf dem Rechenbrett
die Zahl 907,38 eingestellt. Bildet jelzt selb-
stindig Zahlen, die ihr einstellt, und iibt euch
im Ablesen von cingestellten Zahlen!

Bild 2 907,38

2. Das Addieren unter Benutzung des Recken-
brettes

Das Rechenbrett kann zum Addieren, Sub-
trahieren, Multiplizieren und Dividieren be-
nutzt werden. Am hidufigsten wird es sicher-
lich zum Addieren verwendet. Deshalb soll
diese Rechenart auch am ausfijhrlichsten
beschricben werden. Zu Beginn miissen bei
jeder Rechnung alle Steine auf der rechten
Seite liegen. Mit der héchsten Stelle begin-
nend wird der erste Summand nach links ge-
schoben. Die nichsten Summanden werden
einzeln nacheinander danach ebenfalls nach
links geschoben, bis nach dem Verschieben
des letzten Summanden die Summe auf dem
Rechenbrett sotort ablesbar ist.

Beispiel 2: 2423+565. Diese Aufgabe ist
ohne Schwierigkeiten nach der soeben ange-
gebenen Vorschrift aul’ dem Rechenbrett zu
l6sen. Man stelll zuerst den ersten Summan-
den ein und schiebt danach den zweiten
Summanden nach links. Die Summe 2988
kann man danach vom Rechenbrett sofort
ablesen.

Beispiel 3: 386+ 572. Hier handelt es sich um
¢ine Aufgabe mit ,,Uberschreiten'. Zur Lo-
sung ist 386 cinzustellen. Danach schieben
wir zu den drei Steinen auf der linken Seite
des 6. Drahtes noch 5 Steine hinzu. Zu den
8 Steinen des 5. Drahtes maBten wir noch
7 Steine hinzufugen. Hierzu reichen aber die
Steine rechts nicht aus. Beim weiteren Rech-
nen benutzen wir die Tatsache, daB 10 Steine
eines Drahtes soviel wie ein Stein des daruber
befindlichen Drahtes bedeuten. Jetzt benut-
zen wir die Tatsache, da8 7 gleich 10—3 ist.
Wir fligen auf dem 6. Draht einen Stein hinzu
und nehmen auf dem 5. Draht durch Schie-
ben nach rechts 3 Steine fort. Zu den 6 Stei-
nen auf dem 4. Draht schieben wir noch 2 und
kénnen jetzt als Summe von 386 und 572
die Zahl 958 ablesen. Die Rechengeschwin-
digkeit wird beim Umgang mit dem Rechen-
brett wesentlich erhéht, wenn man Rechen-
vorteile ausputzt. Das soll das nédchste Bei-
spiel zeigen:

Beispiel 4: 1583 +298. Diese Aufgabe kann
geldst werden, indem man zuerst 1583 ein-
stellt. Dann fiigt man 298=300—2 hinzu,
indem man zum 6. Draht 3 Steine nach links
schiebt und vom 4. Draht 2 nach rechts. Da-
nach kann man 1881 als Summe ablesen.
Die Addition von Dezimalzahlen wird, wie
in den Beispielen 3 und 4 erliutert wurde,
unter Beriicksichtigung des Kommas durch-
gefiihrt. Wenn mehr als zwei Stellen hinter
dem Komma vorhanden sind, nimmt man
iber dem 3. Draht liegende Drihte noch
dazu. Beidrei Dezimalstellen liegt das Komma
dann zwischen dem 4. und 5. Draht. Versucht
nach diesen Beispielen selbstindig Additions-
aufgaben auch mit mehr als zwei Summanden
zu losen!



3. Das Subtrahieren mit dem R cchenbrett

Die Subtraktion ist ahnlich wic die Addition
auszufithren. Man stelll zuerst den Minuen-
den ein. Danach schiebt man den Subtrahen-
den, mit der hochsten Stelle wieder begin-
nend, von links nach rechts. Die links ver-
bliebenen Steine geben die Differenz an.

Beispiel 5: 746 — 534. Zyerst schiebt man auf
dem Rechenbrett die Zahl 746 zur Seite.
Danach werden auf dem 6. Draht 5 Steine,
auf dem 5. Draht 3 Steine und aul dem
4. Draht 4 Steine nach rechts geschoben. Auf
der linken Seite bleibt die gesuchte Differenz
212 zuriick.

Beispiel 6 527 —374. Nachdem man 527
eingestellt hat, schiebt man die entsprechen-
den Steine des Subtrahenden nach rechts.
Zuerst werden von der linken Seite des
6. Drahtes drei Steine weggenommen. Auf
dem 5. Diraht sind weniger Steine vorhanden
als nach rechts zu schieben sind. Aus diesem
Grunde schiebt man vom 6. Draht einen
Stein nach rechts. Dieser Stein hat dieselbe
Bedeutung wie 10 Steine des 5. Drahtes. Von
diesen gedachten 10 Steinen des 5. Drahtes
subtrahiert man im Kopf 7. Die Differenz,
3 Steine, fiigt man dann den zwei Steinen des
5. Drahtes noch hinzu. Nachdem man vom
4. Draht vier Sleine nach rechts geschoben
hat, kann man als Ergebnis 153 vom Rechen-
brett ablesen.

Beispiel 7: 565—367. Beim. Verschicben der
Steine des Subtrahenden nach rechts mifBt
ihr von den Steinen des 6. Drahtes einen Stein
in 10 Steine des 5. Drahtes ,,verwandein*“. Auf
dem 5. Draht werden aber nur 9 nach links
geschoben. Em Stein des 5. Drahtes wird in
10 Sieine des 4. Drahtes »verwandelt*, Beim
4. Draht werden 3 Steine (10—7=3) nach
links geschoben.

Bildet und 16st jetzt selbstindig Subtraktions-
aufgaben auf dem Rechenbrett! Beriicksich-
tigt dabei, daB man auch bei der Subtraktion,
dhnlich wie im Beispiel 4 fur die Addition

erlautert wurde, Rechenvorteile ausnutzen -

kann. Zum SchluB noch ein Hinweis: Es 1iBt
sich besser mit der ;,cyeTh” rechnen, wenn
ihr die Zahlen russisch aussprecht.

4. Das Multiplizieren und Dividieren
mit dem Rechenbrett

Obwohl das Rechenbrett hauptsichlich zum
Addieren und Subtrahicren benutzt wird,
wollen wir uns noch kurz dem Multiplizieren
mil einstelligen Faktoren und dem Dividie-
ren durch einstellige Divisoren zowenden.

Das Milltipljzierm wird bei der Benutzung
des Rechenbretts als wiederholtes Addie-
ren aufgefaBt. Zum Beispiel ist far 1342 aul
dem Rechenbrett 134-+ 134 zu I6sen. Soll eine
Zahl mit 3 multipliziert werden, so ist diese
Zahl dreimal als Summand zu wiederholen.
Um eine beliebige Zahl mit 4 zu multiplizie-
ren, verdoppeln wir ihr Produkt mit 2. Zur

Multiplikation einer Zahl mit 5 multipliziert
man im Kopf zuerst mit 10 und dividiert dann
durch 2. Bei der Division durch 2 schiebt man
Jeweils die Halfte der Steine des Dividenden,
mit der niedrigslen Stelle beginnend, nach
rechts.

Beispicl 8: 369-5. Auf dem Rechenbrett wird
die Zahl 3690 eingestellt. Aul dem 5. Draht
sind 9 Steine. Wir kdnnen also nicht die Hilfte
der Steine von links nach rechts schieben. Wir
ersetzen jetzt einen Stein auf dem 5. Draht
durch 10 Steine auf dem 4. Draht. Danach
schicben wir 5 Steine des 4. Drahtes und
4 Steine des 5. Drahtes nach rechts. Von den
6 Steinen des 6. Drahtes werden 3 Steine
nach rechts geschoben. Aul dem 7. Draht
schieben wir zum SchiuB3 1 Stein nach rechts
und auf dem 6. Draht 5 Steine nach links. Als
Ergebnis konnen wir [ 845 ablesen. Um eine
Zahl mit 6 zu multiplizieren, wird das Drei-
fache dieser Zahl verdoppelt. Bei der Multi-
plikation einer Zahl mit 7 wird zuerst mit
5 multipliziert und dann zweimal die betref-
fende Zah) zu diesem Produkt addiert. Multi-
pliziert man mit 8, so ist zuerst mit 10 zu
multiplizieren und dann zweimal die betrel-
fende Zahl von diesem Produki zu subtra-
hieren. Zur Multiplikation mit 9 ist zuerst
mit 10 zu multiplizieren und dann der erste
Faktor einmal zu subtrahieren.

Das Dividieren wird dhnlich wie beim schrift-
lichen Rechnen, mit den hdchsten Stellen des
Dividenden beginnend, ausgefiihrt.

Beispiel 9: 4524:6, Auf dem Rechenbrett
wird der Dividend 4524 eingestelit. 45, die
Zahl, die zu den beiden vorderen Ziffern
gehort, teilt man durch 6. Die 7. als hdchste
Stelle des Quotienten, wird aul’ dem 1. Draht
von oben eingestellt. Danach wird 6:7=42
von 45 subtrahiert. Nachdem man 32 durch
6 geteilt hat, schiebt man auf dem 2. Draht

von oben 5 Steine mach hinks. AnschlieBend -

wird von 32 das Produkt 6-5=30 subtrahiert.
Es bleibt jetzt nur noch die Zahl 24 dbrig.
Nachdem man 24 durch 6 geteilt hat, schiebt
man 4 Steine auf dem 3. Drahl ven oben
nach links und subtrahiert noch 6-4=24 von
24. Die Lsung 764 kann man zum SchluB
vom Rechenbreit ablesen. Sollte bei der Divi-
sion einmal ein Rest entstehen, so bleibt er
auf dem 5, Draht von oben stehen.

5. Von der ,,cueThi” zur elektronischen
Rechenmaschine

L'.]"nsere ,scdeTh’” kdnnen wir auch in ein ein-
faches Modell einer elektronischen Rechen-
maschine umbauen (siehe Bild 3). Wir ord-
nen hierzu die Drahte — wir konnen sie
auch durch Striche auf Papier ersetzen —
nebeneinander an. Da elektronische Rechen-
maschinen nach dem Zweier — oder Dual-
system aufgebaut sind, milssen wir zuerst,
um mit ihr arbeiten zu kdnnen, wiederholen,
wie Zahlen im Dualsystem geschrieben wer-

den. Man kann dazu das Lehrbuch der
4. Klasse (Ausgabe 1971, Scite 49) oder alpha
HeR 3/1969, Seite 53 benutzen.

Im Dualsysiem ist O=0 und L.=1. Bei der
Arbeit mit unserem Modell einer elektro-

_nischen Rechenmaschine ist ferner zu beriick-

sichtigen:
0+0=0,
O+L=L+0=L,
L+L=LO.

Beim Addieren mit unserem Modell ist zu-
erst der erste Summand im Dualsystem zu
schreiben und danach von oben nach unten
»einzugeben®’.
Beispiel 10.
PB=1-4+02 4124 0-22 + 1-22 4-1-2°
=L O L O L L
Soll jetzt zu 43 noch eine Zahl addiert werden,
so wird der zweite Summand zuerst wieder
tm Dualsystem geschrieben und danach eben-
falls von rechts nach links nach unten ge-
schoben. Befindet sich auf einem Draht schon
ein Stein, so ist der zweite Stein wieder nach
oben zu schieben und solange nach tinks zu
iibertragen, bis er unten eine freie Sielle fin-
det. Anschlieflend ist das Ergebnis abzulesen
und in die dezimale Schreibweise zu verwan-
deln. i
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Bild 4 43=LOLOLL eingegeben
A. Mertens
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Mathematik — plastisch

Im Januar 1969 erhielt ich vom Ingenieur-Hochbau Berlin den Auf-
trag, fiir den Neubau des VEB Maschinelles Rechnen in der Hans-
Beimier-StraBe, Berlin, plastische Gitler anzufertigen.

Es war unserem Kiinstler-Kollektiv (Architekt W. Kotteritsch,
Graphiker H. Littiger, Metallbildhauer Karl-Heinz Hillert und
der Autor dieses Beitrags) von Anlang klar, daB wir an der expo-
nierten Fassade dem Voriibergehenden etwas iiber die Mathematik
aussagen muBten. Nach finf Monaten intensiver Entwurfsarbeit
und dem Durchsehen der verschiedemsten Biicher, besonders der
Kleinen Enzyklopidie Mathematik, hatten wir uns auf das vorlie-
gende Resultat geeinigt.

In den Mittelpunkt setzten wir ,,den Menschen als MaB aller Dinge*
nach den Proportionslehren von Leonarde da Vinci und Albrecht
Diirer. Links und rechts davon zeigen wir die Entwicklung der Ma-
thematik von den alten Agyptern bhis zu Ziolkowski, dem Vater
der Raumfahrt. Den AbschluB bilden zu beiden Seiten die Kon-
struktionen eines Dreiecks und einer Hyperbel.

Entsprechend dem modernen Charakter der Architektur verwen-
delen wir Materialien wie verchromten Stahl, Messing und Kupfer.
Die hildlichen Darstellungen sind Kupferiitzungen.

Die Entwicklung der Mathematik wird durch folgende Kupfer-
itzungen gezeigt:

Beim Zihlen im alten Agypten und Zahlensysteme alter Kulturen -
Berechnung eines Pyramidenstumpfes {Agypten) - Griechisches
Alphabet mit dem Hinweis: In der Mathematik haben die alten
Griechen mit Beweisen operiert, dadurch wurde diese zur Wissen-
schaft - Lehrsatz des Pythagoras in Anwendung beim Entfernungs-
messen - Portriit Albrecht Diirer - Proportionskanon von Albrecht
Diirer - Portril Adam Ries - Portrit Galileo Galilei - Ballistische
Berechnung Galileis - Portrit Blaise Pascal - Abbildung der ersten
Rechenmaschine von Pascal - Portrait G. W. Leibniz - Rechen-
maschine von Leibniz und Darstellung des Bindren Systems von
Leibniz, das die Grundlage fiir die heutige Rechenautomatik ist -
Portriit Isaac Newton - Formel: Berechnung der Entfernung zweier
Punkte im Raum - Diagramm aus Newtons Principia - Porlrit
Leonhard Euler - Eulersche Dreiecke - Portrat C. F. GauB mit
Formel vom 17-Eck - Poririt Albert Einstein - Datenspeicher eines
Compulers - Portrit K. E. Ziolkowski mit Formel zur Berechnung
kosmischer Geschwindigkeiten (Fundamentalgleichung der Rake-
ten-Technik) - Raumstationen im Weltall. )

H. Worner




Mechanische Rechenmaschine 1642 von Blaise Pascal konstruiert

alpha stelit vor:

ildhauer Heinz Worner

Seine Entwicklung ist typisch fir einen jungen Menschen, den die
Arbeiterklasse geformt hat. Der Vater, ein Tischler, fiel im 1. Welt-
krieg, die Mutter starb an Tuberkulose. Tagsiiber als Steinbild-
hauver und Stukkateur und des Abends als Schiiler der Kunst-
gewerbeschule und Marxistischen Arbeiter-Hochschule erhiell er
sein Rﬁstieug firs Leben. Bei den Naturfreunden, im Arbeiter-
sportverein Fichte und seit 1931 in der Kommunistischen Partei
Deutschlands war er am politischen Leben Berlins aktiv beteiligl.

-

Montage der Plastik: Konstruktion eines Dreiecks
(Masse etwa 0,6t) — im Bild links der Autor dieses Artikels

Im Oktober 1933 wurde H. Worner von der Gestapo verhaftet. Nach
der Entlassung war er [reischaffend titig. Erneute illegale Arbeit
zwang ibn 1937 Deutschland zu verlassen. Das ,,goldene Prag* pab
ihm viele kiinstlerische Anregungen, zeigte ihm aber auch das harte
Los der politischen Emigration. 1939 gelang es ihm, fiber Polen
nach England zu kommen. Wihrend des 2. Weltkrieges war er
im Freien Deutschen Kulturbund titig, dessen groBte Aufpabe es
war, der englischen Bevdlkerung das andere, das bessere Deutsch-
land zu zeigen. 1946 nach Berlin zuriickgekehrt, arbeitete er zu-
nichst im Volk-und-Wissen-Verlag, spiter an der Hochschule fiir
Bildende und Angewandte Kunst in Berlin-WeiBensee. Seit 1957 ist
er freischaffend tatig.
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XII. Olympiade

Junger Mathematik

1. Stufe (Schulolympiade)

of

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer) :
14. Oktober 1972

ker der DI

Achtung: Alle Aussagen sind stets'zu bewei-
sen. Dies bedeutet insbesondere, daB die in
einer Losung unbewiesen verwendeten Sach-
verhalte anzugeben sind. Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) mubB deutlich erkeonbar
sein. Die Gedankenginge und Schliisse sind
in logisch und grammatisch einwandfreien
Sitzen darzulegen.

Die L&sungen sowie die Punkibewertungs-
tabellen werden ab 14. Oktober 1972 ver-
offentlicht.

Olympiadeklasse 5

1. Auf einer Geburtstagsfeier stellt Rainer
seinen. Gésten folgende — schon im Altertum
bekannte — Knobelaufgabe:

Eine Schnecke beginnt am Anfang eines Ta-
ges vom Erdboden aus eine 10 m hohe Mauer
emporzukriechen.

In der folgenden Zeit kriecht sie wiihrend der
ersten 12 Stunden je cines Tages um 5 m hher
und gleitet wihrend der restlichen 12 Stunden
des gleichen Tages jeweils um 4 m nach un-
ten.

Nach wieviel Stunden hat sie erstmals die
gesamte Mauerhohe erreicht?

2. Heinz, Gerd und Jochen haben sich in
einem Zeltlager fiir Thélmann-Pioniere ken-
nengelernt. Von diesen drei Jungen ist fol-
gendes bekannt:

(1) Mindestens zwei von ihnen spiclen Tisch-
tennis, mindestens zwei FuBball.

(2) Einer von ihnen wohnt in Berlin, einer in
Leipzig und eciner in Rostock. Keiner von
thnen wohnt gleichzeitig in zwei dieser Orte.
(3) Nur Heinz und der Berliner sind szch-
tennisspieler.

(4) Nur Gerd und der Lelpnger sind Fufiball-
spieler.

(5) Jochen, der Handball spielt, ist dlter als
der Leipziger.

(6) Keiner der Tlschtenulssplelcl spielt auch
Handbali.

{7) Der Handballspieler ist nicht der ilteste
der drei Jungen.

Gib von jedem der drei Jungen an, wo er
wohnt und welche der drei Sportarten er
betreibt! Wer ist der alteste und wer der
jingste der drei Jungen?

82

“Maschine C: 18 m?

3. Von einem Bahnhof wurden mit zwei LKW
Kartoffeln abtransportiert, und zwar ins-
gesamt 170 t. Der erste LKW, der bei jeder
Fahrt mijt 4 t Kartoffeln beladen wurde,
fiihrte insgesamt 20 Fahrten aus.

Wieviel Fahrten fiihrte der zweile LKW ins-
gesamt aus, wenn er bei jeder Fahrt mit 5 t
der Kartoffeln beladen wurde, die der erste
LKW nicht abtransportiert hatte?

4. Erklirung:

Mit der Schreibweise einer ,.fortlaufenden
Ungleichung” a<b<c<d driickt man aus,
daB die drei Ungleichungen a<b, #<c und
c<d gelten.

Es gelten dann auch die Ungleichungen
a<c, a<dund b<d.

Aufgabe :

Es seien w, x, y, z vier natiirliche Zahlen, fiar
die folgende Ungleichungen gelten:

Dz>x Dz<w G)w>x

@x<y G)y>w (B)z<y

Stelle fest, ob sich alle diese Ungleichungen
in Form einer fortlaufenden Ungleichung
schreiben lassen!

Olympiadeklasse 6

1. Von 30 Schiilern einer Klasse lesen tegel-
méfBig 20 Schiiler die Zeitschrift ,,Frohlich-
sein und Singen*“ (Frdsi), 12 Schiiler die ma-
thematische Schiilerzeitschrift ,,alpha* und
6 Séhiiler weder ,,Frosi* noch »alpha‘.
Ermittle die Anzahl aller Schiiler dieser
Klasse, die beide Zeitschriften lesen!

2. Ein Betrieb will unter Verwendung des
gleichen Uhrwerks Uhren verschiedener Aus-
fiihrung herstellen. Zu diesem Zwecke stehen
sechs verschiedene Gehduseausfuhrungen,
vier verschiedene Ausfithrungen von Ziffer-
blattern und drei verschiedene Zeigerausfiih-
rungen zur Verfigung.

Gib die Anzahl aller verschiedenen Ausfiih-
rungen von Uhren an, die sich unter diesen
Umstidnden herstellen lassen!

3. In einem Raum mit einer rechteckigen Bo-
denfliche von 11 m Breite und 36 m Linge
stechen 6 Maschinen mit Standflichen von
folgendem Flicheninhalt:

Maschine A: 15m?>  Maschine D: 60 m?
Maschine B: 5 m?* Maschine E: 18 m?
Maschine F: 50 m?

Fiir die Lagerung und Bereitstellung der zu
bearbeitenden Werkstiicke werden an den
Maschinen weitere Flichen mit folgendem
Flicheninhalt benétigt:

Maschine A: 14 m? Maschine D: 21 m?
Maschine B: 6 m? Maschine E: 13 m?
Maschine C: 15 m? Maschine F: 17 m®

Die restliche Bodenfliche soll fiir Transport-
wege genutzt werden.

a) Berechne (in m?) den Flicheninhalt der
Bodenfliche, die fiir Trarisportwege zur Ver-
figung steht!

b) Wir nechmen an, daB diec Anordnung der
Maschinen und der Lagerplatze es pgestattet,
die Transportwege aus Rechteckflachen von
gleicher Breite zusammenzusetzen. Die
Summe der Langen dieser Rechteckfliichen
wollen wir dann als ,,Gesamtléinge der Trans-
portwege” bezeichnen.

Wie breit sind diese Transportwege, wenn sic
eine Gesamtlinge von 48 m besitzen?

4, Eine Streclke von 168 m Linge soll in drei
Teilstrecken geteilt werden, deren Lingen
der Reihe nach mit a, &, ¢ bezeichnet seien.
Dabei soll die zweite Teilstrecke dreimal so
lang wie die erste und die dritte Teilstrecke
viermal so lang wie die erste sein.

Ermittle alle Moglichkeiten, die Léingen
a b, ¢ der Teilstrecken so anzugeben, daB cine
Teilung mit diesen Eigenschaften entsteht!

Olympiadeklasse 7

1. Klaus hatte an einem Sonnabend um 12.00
Uhr seine Armbanduhr nach dem Zeitzeichen
von Radio DDR eingestellt. Er bemerkte am
folgenden Sonntag um 12.00 Uhr beim Zeit-
zeichen, daB seine Uhr um genau 6 Minuten
nachging, vergall aber, sie richtig zu stellen.
Er wollte am folgenden Montag friih genau
um 8.00 Uhr fortgehen.

Welche Zeit zeigte seine Uhr zu dieser Uhr-
zeit an, wenn angenommen wird, dafl seine
Uhr withrend der ganzen Zeit gleichmiBig
lief?

2. Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len z, von depen jede die folgenden Bedin-
gungen gleichzeitig erfillt:

(1) Die Zahl z ist sowohl durch 9 als auch
durch 11 teilbar.

(2) Vertauscht man bei der Zahl = die an der
Hunderterstelle stehende Ziffer mit der an der
Einerstelle stehenden, so erhalt man eine neue
dreistellige Zahl z', die 5 der Zahl z betriigt.

3. Beweise den folgenden Satz:

Stehen in emem gleichschenkligen Trapez
ABCD (AB | CD) (AD=: BC) die Diagonalen
AC und BD senkrecht auféinander, dann ist
die Lange der Mittellinie dieses Trapezes
gleich der Linge seiner Hohe.

4. Gegeben sei ein Dreieck A ABC. Ein Punkt
C, soll folgende Eigenschaften haben: -
(1) Das Dreieck A ABC,, ist flichengleich zu
dem Dreieck A ABC,

(2) AC=AC,

(3} C+C,.



a) Gib eine Konstruktion an, durch die man
alle Punkic €, erhalten kann, die diec Eigen-
schaften (1), (2), (3) besitzen!

b) Untersuche, wie die Anzahl der Punkte
C, mit den Eigenschaften (1), (2), (3) von
Eigenschalten des gegebenen Dreiecks A ABC
abhiingt (Fallunterscheidung)!

Olympiadeklasse §

1. Ermittle alle dreistelligen natirlichen Zah-
len z, von denen jede die folgenden Bedingun-
gen erfiille:

(1} Die Quersumme der Zahl z beiriigt 12

(2) Die aus der Zehner- und aus der Einer-
ziffer (in dieser Reihenfolge) der Zahl z ge-
bildete zweistellige Zahl ist das Fiinffache
der aus der Hunderterziffer von z bestehenden
(einstelligen) Zahl.

2. Von emnem Wiirfel mit der Kantenlinge
a=9 cm seien an jeder seiner Ecken jeweils

cin Wiirfel mit einer Kantenlinge b<% her-

ausgeschnitten. (Die Flichen der herausge-
schnittenen Wiirfel seien parallel zu den ent-
sprechenden Flichen des groBen Wiirfels).-
a) Zeichne ein Schrigbild des Restkdrpers
(«=60°, 1:3) (ir b=3 ¢!

b) Es gibt genau einen Werl von 4, [iir den
das Volumen ¥, des Restkérpers 217 cm?
betriigt. . '

Ermittle diesen Wert!

3. Man denke sich alle natiirlichen Zahlen von
1 bis 1000000 fortlaufend nebeneinander ge-
schrieben. Es entsieht die Zakl mit der Ziffern-
folge 123456789101112. . ...

Welche Ziffer steht in dieser Zahl an der
300001. Stelle?

4. Gegeben sei ein beliebiges Dreleck A 4ABC.
Konstruiere um jeden der Punkte 4, B, C
einen Kreis derart, daB die so entstandenen
Kreise einander paarweise von auflen beriih-
ren!

Olympiadeklasse 9

1. Zeigen Sie, daB es {ir jede ganze Zahl n =4
einen ebenflichig begrenzten Kérper mit
genau 1 Ecken und genau n Flichen gibt.
(Es geniigt die Angabe je eines Beispiels.)

2. Wihrend einer GST-Ubung schitzten
Andreas und Frank die Linge einer Strecke.
Wenn Andreas um 107, weniger geschiitzt
hiitte, hitte er die genawe Liinge getroffen.
Wenn Franks Schitzwert um 10% hoher
gelegen hiitte, hitte er die genaue Linge der
Strecke getroffen.

Bei welcher der beiden Schiitzungen ist der
absolute Betrag des absoluten Fehlers gerin-
ger?

3. Ein Durchmesser AR cines Kreises werde
von einer Sehne CD in einem Punkt E ge-
schnitten, der 4B innen im Verhiltnis 2:5
teilt. )

Dabei schneide die Sehne CD den Durchmes-
ser A8 unter einem Winkel von 30°.

Ermitteln Sie den Abstand der Sehne vom
Mittelpunkt A des Kreises, wenn die Linge d
des Durchmessers gegeben ist!

4. Es ist die groBte siebenstellige Zahl zu er-
mitteln, die mit paarweise verschiedenen Zil-
fern dargestellt werden kann und durch 72
teilbar ist,

Olympiadeklasse 10

1. Zeichnen Sie in schriger Parallelprojektion
vier ebenflichig begrenzte Korper thit jeweils
genau 6 Ecken, von denen der erste genau 5,
der zweite genau 0, der dritte genau 7 und
der vierte genau 8 Flichen besitzt!
Ermitteln Sie jeweils fir diese Korper die
Anzahl aller Kanten!

Hinweise zur Anfertigung der Zeichnungen:
Simtliche Zeichnungen sind unter Benut-
zung des Lineals anzufertigen. Von Flichen
verdeckte Kanten sind gestrichelt zu zeich-
nen. Die Projektion ist so zu wihlen, daB die
Eckpunkte simtlich voneinander verschie-
dene Projektionen haben.

2. In einem rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystem sei eine Parabel durch die
Gleichung y=? gegeben.

Geben Sie eine Gleichung derjenigen Gera-
den an, die nicht parallel zur y-Achse verlduft
und mit der Parabel genau ¢inen Punkt P mit
der Abszisse 3 gemeinsam hat!

3. Gegeben seien zwel Strecken mit der Lange
a und b.
Konstruieren Sie eine Strecke der Linge
a-b '
a+b’ _
4. In einem alten Lehrbuch wird in einer Auf-
gabe iber folgenden Handel berichtet:
Ein Bauer wollte bei einem Viehhandler meh-
rere Tiere kaufen. Der Viehhandler ver-
langte fiir jedes den gleichen Preis. Dem Bau-
em gelang es, diesen Preis um genau so viel
Prozent des geforderten Preises herunterzu-
handeln, wie er (in Groschen) betragen sollte.

. Er bezahlte jetzt 21 Groschen pro Tier. Bei

dem urspriinglichen Preis hitte sein Geld
genau fiir drei Tiere gereicht. Jetzt komnte

er mehr Tiere kaufen, wobel er sein Geld"

vollstindig ausgab.
Wie viele Tiere konnte der Bauer insgesamt
kaufen?

Olympiadeklasse 11/12

1. Eine ,,utopische Aufgabe'*: Als im dritten
Jdhrtausend u.'Z. innerhalb von zwei Tagen
nacheinander vier Kosmonauten von Pla-
neten anderer Somnensysteme auf einem
Kosmodrom der Erde landeten, war die Ver-
stindigung der Erdenbewohner mit ihnen,
aber auch die der Kosmonauten untereinan-
der zuniichst schwierig. Zwar waren diese
durch die Farben rot, gelb, schwarz und blau
ihrer Raumanziige leicht zu unterscheiden,
itber ihre Herkunft aber war nichts bekannt.

Erst nach einiger Zeit konnte festgestellt wer-
den, dal} sie von vier verschiedenen Planeten
A, B, C und D zur Erde kamen. Folgende
Informationen konnte man erhalten: Der
rote und der schwarze Kosmonaut waren
schon einmal auf einer kosmischen Reise zu-
sammengetroffen und kannten sich daher.
Der von 4 kommende Kosmonaut war da-
gegen nicht mit dem von B und der von C
stammende Kosmonaut nicht mit dem von D
bekannt. Der rote und der schwarze Kosmo-
naut konnten sich gut verstindigen, und
bald konnten das auch der gelbe und der
blaue Kosmonaut, wihrend sich die Kos-
monauten von 4 und D nach wie vor nur
schlecht verstandigen konnten.

Nach langwierigen Berechnungen konnte
festgestellt werden, dal der gelbe Kosmonaut
alter war als der blaue. Ferner war der von
D kommende Kosmonaut ilter als der von B
kommende und der von 4 stammende ilter
als der von C stammende.

Beim Versuch festzustellen, welcher Kosmo-
naut von welchem Planeten kam, zeigte
sich, dal die obigen Angaben dazu noch
nicht ausreichten. Immerhin konnte man er-
mitteln, daB fir eine der vier Anzugsfarben
nur noch der Kosmonaut von 4 oder der von
D in Frage kam. Auf Grund weiterer Infor-
mationen ergab sich, da der von D stam-
mende Kosmonaut diese Farbe trug. Damit
war auch die Anzugsfarbe des von B kommen-
den Kosmonauten ermittelt, aber bei den bei-
den iibrigen noch keine Klarheit dariiber vor-

- handen, welche Anzugsfarbe zu welchem Pla-

neten gehdrte. Erst durch die zusitzliche In-
formation, daB der Anfangsbuchstabe der
(in deutscher Sprache bezeichneten) Farbe
des Raumanzuges des von 4 kommenden
Kosmonauten im Alphabet hinter dem An-
fangsbuchstaben der Farbe des Raumanzugs
des vori C kommenden Kosmonauten steht,
konnte die Herkunft der Kosmonauten
schlieBlich geklirt werden.

Von welchem Planeten stammte der rote, von
welchem dgr gelbe, von welchem der schwarze
und von welchem der blaue Kosmonaut?
(Es sei bekannt, daB sich alle Bedingungen
der Aufgabe realisieren lassen.)

2. Man beweise den folgenden Satz:

Gelten fiir die MaBzahlen g, b, ¢ der mit glei-
cher Maleinheit gemessenen Seitenlingen
eines Dreiecks die Bedingungen

l<a<.2, 1<b<f2, 1<c<4/2,

so ist das Dreieck spitzwinklig.

3. Gegeben seien drei reelle Zahlen @, » und ¢.
Zu der Funktion
yp=x tax’+bx-+tc
soll eine Funktion
y=x*+mxtn ) (2)
ermittelt werden, so daB der Graph von (2)
in einem rechtwinkligen, kartesischen Koor-
dinatensystem durch eine Verschiebung des
Graphen von (1) parallel zur x-Achse ent-
steht. Man zeige, daB dies immer mdglich

a
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ist, und daB die Funktion (2) eindeutig be-
stimmt ist. Die dabei auftretenden Zahlen m
und # sind anzugeben.
4. Es sind alle geordneten Paare (x, y) posi-
tiver ganzer Zahlen x und y (x <y) anzugeben.
Fiir die die Gleichung

o Tc—}—\/;z\/% erfallt ist.

WETIVO

Ha

Technische
Universitat
Dresden

Gegriindet im Jahre 1828 als (Koniglich-)
Technische Bildungsanstalt und 1851 zur
Polytechnischen Schule erhoben, hatte die
hentige TU Dresden withrend der ersten Jahr-
zehnte ihrer Existenz die Aufgabe, Mecha-
niker, Meister und Techniker fiir die sich-
sische Industrie auszubilden. Die Griindung
dieser wie auch andecrer Technischer Bil-
dungsanstalten im damaligen Deutschland
war unter dem Zwang der industriellen Revo-
lution (etwa 18135 bis 1870) erfolgt, die mit der
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Einlihrung von Maschinen in die gewerb-
liche Produktion und deren damit verbun-
dener Umwandlung in die ,,grofle Industrie*
(Marx) die Wissenschafl als Produktivkraft
im Dienste des Kapitals notwendig machte.
Im Jahre 1871 erhielt die Polytechnische
Schule den Status eines Polytechnikums und
wurde damit in den Rang einer hoheren Fach-
schule erhoben, ohne dafl dic erneute Na-
mensinderung die Gleichstellung mit einer
Universitit bedeutete. Das letzte Drittel des
19. Jahrbunderts ist durch ein stiirmisches
Wachstum der Produkltivkrifte und den damit
verbundenen Ubergang vom Kapitalismus
der freien Konkurrenz zum Imperialismus
charakterisiert. Gut ausgebildete Ingenicure,
Physiker, Chemiker, Mathematiker und Ar-
chitekten wurden in immer groBerer Zahl ge-
braucht, um im Zuge der wissenschaftlichen
Durchdringung der Produktion das Bestre-
ben des deutschen Kapitalismus, nach der
Weltmacht zu greifen, materieil zu fundieren.
In diesen 30 Jahren vervierfachte sich die
Zahl-der Studenten am Dresdner Polytech-
nikum, das im Jahre 1890 die seit langem
geforderte Bezeichnung Technische Hoch-
schule erhielt. :

Das naturwissenschaftliche Weltbild wurde
um die Jahrhundertwende durch epochale
Entdeckungen in der Physik, Chemie und
Mathematik vertieft und erweitert.

Die TH Dresden leistete wertvolle Beitrige
zum naturwissenschaftlichen und technischen
Fortschritt; hervorragende Wissenschaftler
lehrten und forschten an dieser hohen Bil-
dungsstatte (Griibler, Hempel, Forster, Mol-
lier, Zeuncr, Hallwachs). Bis zum zwelten
Weltkrieg, aber auch noch in den Jahren der
Weimarer Republik, bildete sich die TH
Dresden zu einer der groBten techrischen
Bildungseinrichtungen Deutschlands heraus.
In der Zeit der Herrschafl des deutschen
Faschismus gerielen sowohi die Wissenschaf-
ten wie das studentische Leben in den Bann
des nazistischen Ungeistes. Die Zahl der Stu-
denten ging rapide zuriick (1932/33: 3550,
1938: 1130 Studenten).

Der verbrecherische Angriff anglo-amerika-
nischer Bomber auf Dresden am 13. Februar
1945 fithrte zur Vernichtung von ctwa 85%
aller Bauten der TH und ihrer Einrichtun-
gen.

Im Oktober 1946 wurde die TH Dresden wie-
dereroffnet. Im Zuge der demokratischen
Umgestaltung des Hochschulwesens erlang-
ten die im gleichen Jahr eroffneten Vorse-
mester;iéurse, die spiiter ynter dem Namen
,.Vorstudienanstalt'* weitergefithrt wurden
und 1949 4ls ABF ihre endgiiltige Formerhiel-
ten, besondere Bedeutung. Mit dem Beschiul
des Parteivorstandes der SED .iber den
Zweijahrplan fiir 1949/50“ begann cine
neue Etappe. Im Mittelpunkt von Lehre und
Forschung standen von nun an dic zentralen
im Plan vorgegebenen volkswirtschaftlichen
Aufgaben. 1950 studierten an der TH bereits

wieder 2545 Direkt- und 1123 Fernstudenten
an sieben Fakultiten mit 76 Instituten. Im
Zuge der I1. Hochschulreform 1951 erfolgte
der Ubergang zur sozialistischen Hochschule.
Mit der Einfihrung des obligatorischen ge-
sellschaftswissenschaftlichen Grundstudiums
wurde der Marxismus-Leninismus zur well-
anschaulich-theorstischen Grundlage des ge-
samten Studiums. Die Wiederherstellung der
Aligebiude wurde beendet, das Hochschul-
gelinde vergrofert, 75 Mill. Mark von 1949
bis 1955 Die Studentenzahlen
wuchsen in schpellem Tempo; 1956 waren
14600, 1960 16800 Studierende (einschl.
Fernstudenten) immatrikuliert. Am 5. Ok-
tober 1961 wurde der TH Dresden der Status
ciner Technischen Universitit verlichen und
damit dem qualitativen und quantitativen
Wachstum in Lehre, Erziehung und For-
schung Rechnung getragen.

investiert.

Die Mathematik — zunichst im Rahmen der
damals bestehenden Moglichkeiten nach 1945
in der Padagogischen Fakultit konzentriert —
wurde im Herbst 1949 in der Fakultat fiir
Mathematik und Naturwissenschaften mit
dem Mathematischen Seminar und drei Ah-
teilungen fir Reine Mathematik, Ange-
wandte Mathematik und Geometrie instal-
liert. Seit der im Jahre 1968 begonnenen-
III. sozialistischen Hochschuireform sind
alle mathematischen Disziplinen in der Sek-
tion Mathematik vereinigt.

Der Inhait der Ausbildung wird von den
internationalen Entwicklungstendenzen der
Mathematik sowic von der Entwicklung der
fithrenden Zweige der Volkswirtschaft der
DDR bestimmt. Dic Studenlen werden auch
an dieser Sektion mit den Problemen der
Forschung vnd der wissenschaftlichen Arbeit
in der Industrie bekannt gemacht und aktiv
in deren L&sungen cinbezogen.

Im Grundstudium werden den Studenten
Kenntnisse vor allemn im Marxismus-Leninis-
mus, den marxistisch-leninistischen Organi-
sationswissenschaften sowie in der Analysis,
Funktionsanalysis, Algebra, Geometriec, Men-
geniehre und Logik, mathematischer Kyber-
netik, numerischen Mathematik, Rechentech-
nik und Informaticnsverarbeitung, Wahr-
scheinlichkeitstheorie
Statistik und in allgemeiner Physik vermit-
telt.

Das Fachstudium wird in den folgenden
Fachstudienrichtungen durchgefithri: Nume-
rische Mathemalik, Mathematische Kyber-
netik und Recheniechnik, Wahrscheinlich-
keitstheorie und numerische Statistik.

Der Einsatz der Absolventen erfolgt in volks-

und mathematische

" ¢igenen Betrichen und Forschungszentren,

die sich mit der Entwicklung und Einsatzvor-
bereitung von Datenverarbeitungsanlagen be-
schiftigen, in Rechenzentren und Hoch-
schuleinrichtungen, Forschungs- und Pla-
nungsinstitutionen auf den Gebieten der
Problemanalysen und Programmierung.

R. Sonnemann



X1. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
DDR-Olympiade (28. 3. bis 38. 3. 1972)

Erste Preise wurden vergeben:

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Uwe Jungmckel
EOS Dresden-Siid; UIf Briistel, EOS ,,Kari
Marx*, Altenburg (Bez. Lcii:zig); Jorg Berg-
mann, Martin-Andersen-Nex$-GS, Dresden
(X19) _

In Qlympiadeklasse 11 an: Guntram Pausch,
EOS ,,Wilhelm Pieck“, Borna {(Bez Leipzig);
Albrecht HeB, EOS Dresden-Siid (KL 10);
Gerd WeiBenborn, EOS , Heinsich Heriz™,
Berlin (K1 10)

In Clympiadeklasse 12 an: Olaf Béhme, EOS
~Bertolt Brecht, Dresden; Rolf Haftmann,
Spezialklasse der TH Karl-Marxz-Stadt (chem.
Dresden);

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadekiasse 10 an: Klaus Heckemann,
EOS ,,Bertolt Brecht”, Dresden; Helmut
RoBmann, Antonin-Zapotocky-OS, Neu-
brandenburg; Hans-Jirgen Koppatz, EOS
LHeiarich Hertz“, Berfin (KL 9); Martin
Hanke, EOS ,Heinrich Hertz*, Berlin; Heid-
run Wabnitz, Spezialschule VEB Carl Zeiss,
Jena: Karl-Heinz Jickel, EOS ,,Geschwister
Scholl®, Belzig (Bez. Potsdam); Mario Ziller,

Heine™, Teicrow (Klasse 5)
berg, Bez Frankfurt
{beide QOlympiadeklasse 10}

Harald Englisch, EOS ,Karl
Marx”, Leipzig
Heans-Jiirgen Fischer. Spezial-

Stadt
(beide Glympiadeklasse 12)

Edgar-André-OS, Berlin; Matthias Gatzsche,
Antonin-Zapotocky-OS, Nevbrandenburg;
Use Winkler, EOS Kleinmachnow (Bez.
Potsdam); Rolf Boilmann, Adolf-Diesterweg-
OB, Nordhausen (Bez. Erfurt); Ernst Gruhlke,

EOS Liibben (Bez. Cottbus); Matthias Rich-
'ter, EOS _Romain Rolland“, Dresden;

In Olympiadeklasse 11 an: Matthias Giinther,
EOS _Hermann von Helmholtz“, Leipzig
(KL 10); Reinhard Schuster, EOS ,Hermann
von Helmholtz“, Leipzig (KL 10); Brgitte
Prawitz, EOS , Heinrich Hertz*, Beslin;

In Olympiadeklasse 12 an: Roland Mattheis,
Spezialschule VEB Carl Zeiss Jena; Christoph
Heinze, EOS-, Artur Becker Wilkau-HaGlau
(Bez. Karl-Marx-Stadt); Pawe! Kréger, 49.
OS Leipzig (K1 7); Bernd Hofmann, Spezial-
klasse der TH Karl-Marx-Stadt (ehem. Dres-
den); Jan Pauxn, Spezialklasse der Humboldt-
Universitiit Berlin; Rainer Siegmund-
Schultze, EOS , Heinrich Hertz®, Betlin;
Gerit Schrade, EOS ,Alexander Puschkin®,
Prenzlau

Ein Diplom fiir dic ausgezeichnete Ldsung
einer Aufgabe erhielt Reinhard Illge, EOS
~Jun Gagarin®, Hermsdorf {Bez. Gera)

Bernd Klipps, EOS . Beinrich

Ralph Lehmann, EOS Straus-

klass¢ der TH Karl-Marx-

Anerkennungsurkunden fir gute Leistungen
erhiclten 42 Schiiler.

An der XI. OJM nahmen 176 Jungcn und
25 Maidchen teil.

Aufgaben

Olympiadekiasse 10

1. a) Man beweise den folgenden Satz:

Ist die Summe dreier Primzahlen, von denen
jede groBer als 3 ist, durch 3 teilbar, dann
sind alle Differenzen je zweier dieser Prim-
zahlen durch 6 teilbar.

b) Man beweise, ¢dafl dic Behauptung des
Satzes nicht immer wahr ist, wenn die Fin-
schrinkung, daB jede der Primzahlen grofler
als 3 ist, faliengelassen wird.

2. Es sind alle geordmeten Quadrupel (x,,
X3, X3, X4) poOsitiver ganzer Zahlen zu ermit-
teln, die die folgenden Eigenschaften haben:
(1) Das Produkt dieser vier Zahlen ist gleich
82 944 000 000. '

(2) Ibr groBter gemeinsamer Teiler (ggT) ist
gleich 24,

(3) Ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
(kgV) ist gleich 120000.

(4) Der groBte gemeinsame Teiler von x, und
x, Ist gleich 1200, '

(5) Das kleinste gemeinsame Vielfache von
x5 und x, ist gleich 30000.

Von den nachstehenden Aufgaben 3.1 und
3.2 1st genau eine auszuwihlen und zn lGsen:
3.1. Es sei ABCD ein konvexes Drachenvier-
eck mit

AB=AD>BC=CD. Ferner sei F ein auf
AB zwischen A und B gelegener Punkt, fir
den AB:BC=BC:FB gilt.

SchlieBlich sei E derjenige im Inperen von
ABCD gelegene Punki, filr den EC=BC
(=CD) und FE=FB gilt

Beweisen Sie, daB E auf dem von D auf die
Gerade durch 4 und B gefdllten Lot liegt!
3.2. Dirk erklirt Jiirgen den Nutzen der
Differentialrechnung an Hand der Losung
der folgernden Aufgabe:

Es sei ABCDE ein ebenes konvexes Fiinl-
eck derart, daB 4, B, C, E die Eckpunkte
eines Rechtecks und C, D, E die Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreiecks bilden.

Als Flicheninhalt des Fiinfecks ABCDE
werde nun ein geeigneter Wert F vorgeschrie-
ben.

Man ermittle, ob unter allen diesen Fiinfecken
eines von klemstem Umfang u existiert. Ist
das der Fall, so berechne man fiir alle der-
artigen Fiinfecke minimalen Umfangs den
Wert a:b, wobei AB=a und BC=b bedeu-
tet.

Am nichsten Tage teilt Jirgen Dirk mis,
daB er eine Losung dieser Aufgabe ohne
Verwendung der Differentialrechnung gefon-
den habe. Man gebe eine LGsung an, die
Jiirgen gefunden haben konnte.

Fortsetzung aul Seite 92
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Arbeitspliine
Mathematik

fiir die auBerunterrichiliche Tiitigkeit
der Klassen 5/6

Die Erfahrung zeigt, daB die erfolgreiche
Teilnahme an den -Mathematik-Olympia-
den eine systematische Vorbereitung voraus-
setzt, die vor allem in auBerunterrichtlicher
Betitigung vollzogen wird Ein Aufgaben-
training ist hierzu zwar unbedingt erforder-
lich, reicht aber allein nicht aus und wiirde
auch der Aufgabenstellung. des Gesetzes
iiber das Einheatliche Sozialistische Bildungs-
system und dem Mathematikbeschlub nicht
entsprechen. Die auBerunterrichtliche Titig-
keit im Fach Mathematik soll deshalb die
im  Mathematikunterricht  vermittelten
Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten
vertiefen, ergdnzen und hinsichtlich weiterer
Stoffgebicte erweitern. ’

Zur Erfiillung dieser Forderungen wurden im
Rahmen der Mathematischen Schiilergesell-
schaft an der Sektion Mathematik der Hum-
boldt-Universitdt zu Berlin Vorschldge fir
mdgliche Inhalte’ der auBerunterrichtlichen
Tatigkeit in Mathematik entwickelt. We-
sentlicher Ausgangspunkt hierfiir war, ne-
ben eipem fundierten Grundwissen und -k&n-
nen, die Schiiler systematisch mit solchen
Arbeitsweisen vertraut zu machen, wie sie
fiir das thiscn_ mathematischer Probleme
im allgemeinen und unter Olympiadebedin-

gungen im besonderen notwendig sind Bei
der Auswahl der Stofle wurde auch davon

" ausgegangen, daB immer mehkr moderne

mathematische Teilgebicte (Logik, Mengen-
lehre, Gruppentheorie, Wahrscheinlichkeits-
rechnung Optimierung) an Bedeutung fir
Okonomie, staatliche Planung und Leitung
und Landesverteidigung gewinnen. Diese
Gebiele sind aber entweder noch nicht oder
nur in sehr geringem MabBe Gegenstand
des Mathematik-Unterrichts an Oberschu-
len. Sie spielen jedoch eine zunehmende
Rolle in den Mathematik-Olympiaden.

Es erscheint jedenfalls moglich, in jeder
Klassenstufe bestimmte spezifische mathe-
matische Arbeitsmethoden zu vermitteln und
die Schiiler mit zZunchmendem Alter an wis-
senschaftliches Denken heranzufiihren. Da-
bei bilden in jeder Klassenstufe die Teil~

‘gebiete Logik, Mengenlehre und Algebra

eine wichtige Grundlage.

Es muB hier noch hinzugefiigt werden, daB
dic Effektivitit der mathematischen Aus-
bildung der Schiiler in dem MabBe steigt,
indem es gelingt, die Gemeinsamkeiten und
Bezichungen zwischen den einzelnen Stoff-
komplexen (z B. Mengenlehre: Mengenope-
rationen; Logik: Aussagenlogik, Operatio-
nen) und deren Anwendungen herauszuarbei-
ten und den Schillern zu vermitteln. Der
nachfolgende Vorschlag fiir die Klassen-
stuferi 5 und 6 ist insgesam( fiir etwa 45 Un-
terrichtsstunden veranschlagt. Natiirlich ist
es ohne weiteres moglich, fir ein geringes
Zeitvolumen hieraus auszuwiihlen; dabei soll-
ten aber moglichst alle angefiihrten Teilge-
biete beriicksichtigl werden

Mit der Verdlfentlichung unseres Vorschla-

 ges wollen wir auch den Schiilern Anregung

fiir das Selbststudium und die Selbstbeschif-
tigung geben. Dazu sei vor allem auch auf die
inzwischen recht zahlreich vorhandener. Ver-

alpha stellt die beiden Autoren dieses Beitrags vor,
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Offentlichungen in der Mathematischen Schii-
lerbucherei (Kleine Ergidnzungsreihe zu den
Hochschulbiichern fiir Mathematik) und die
Ubungen fiir Junge Mathematiker verwiesen.
Es sei abschlieBend darauf hingewiesen, daB3
es sich bei diesem Vorschlag um ein Stofl-
angebot handelt. welches lediglich eine Orien-
tierung fiir die auBlerunterrichtliche Betiti-
gung in Mathematik geben kann.

K. D. Klopfel/ W. Rautenbery

Klassenstufe 5 C

1. Logik

1. Der Gebrauch von Variablen, einfache
Terme und Aussageformen, IndiZierungen,
2. Klassischer Wahrheitsbegrilf (am Beispiel
einfacher Aussagen demonstriert). Die Wahr-
heitsfunktion Negation. Konjunktion, Dis-
junktion und Implikation und ihre Verwen-
dung an zahlreichen Beispielen. Anwendung
auf die logische Struktur von Aussagen und
zur Schulung des mathematischen Ausdruk-
kes.

2. Mengenlehre

1. Menge, Element, Flementbeziehung, Iden-
titdt von Mengen, Teilmengen

2. Spezielle Mengen (leere Menge, Einer-,
Zweiermenge, endl und unend!. Mengen),
auf den Unterschied x (Element), {x} (Menge)
eingehen _

3. Bezeichnungsweisen von Mengen, z. B.
{al'- T an}

4. Potenzmenge

3. Algebra

1. Belegung von Wariablen in Termen (ein-
schl. Bedingungsanalyse wann bei Belegung
Ergebnis im vorgegebenen Bereich, Beispiel:
Wann jst 3a+2 gerade Zahl?)

2. Begriff Gleichung Beispiele linearer Glei-
chung mit einer Variablen, L&sen durch

systematisches Probieren (Tabellenverfah-

ren),z B. x+3=2x—1

3. Begriffe Operation — Umkehroperation
(anschaulich interpretiert an Addition/Sub-
traktion) ’ o

4. Potenzen mit ganzen Zahien (Multipli-
kation 23- 2, Division 3*:3%)

4. Zahlentheorie

1. Division mit Rest, Anwendung auf Dezi-
mal- und Dualstellung, nat. Zahlen

2. Umrechnungen der Positionssysteme

3. Kryptogramme und Verwandtes (z B.
Magische Quadrate), z. B. *3*.7=9%3 Zif-
fern gesucht.



5. Analysis

1. Punktmengen auf Geraden, Zahlenstrahl
2. Unterschied a<bh, a<b

3. Einfache lineare Ungleichung mit einer
Variablen, Transitivitdit von Ungleichungen,
Dualitit (@ <b, gdw. 5>a)

6. Geometrie

1. Grundlagen

a) Dreiecke, Vierecke (allgem. Eigenschalften,
bes. Linien wic Hohen, Seitenhalbierenden
w a bzw. Diagonalen w a)

b) Riumliche Figuren (Quader, Pyramiden,
Tetraeder) Beschreibungen, Dreieck als ein-
fachste Ebene, Tetraeder als einfachste rium-
liche Figut

¢) Anzahl der notwendigen und hinreichen-
den Bestimmungsstiicke von Dreiecken und
Vierecken

d} Klassifizierung von geometrischen Figu-
ren (Dreiecke, Vierecke) unter Verwendung
der =-Relation

2. Konstruktionen

a) Grundkonstruktionen und Bezeichnun-
gen (Lot fillen, Senkrechte errichten, Strecke
bzw. Winkel halbieren, iibertragen, Strecken
addieren und subtrahieren)

b) Verschiebungen (Addition und Subtrak-
tion) .

c) Inhalt von Konstruktionsbeschreibungen
(ohne Beweis und Determination)

3. Berechrungen

a) Addition und Subtraktion von Strecken
(Unterschied a—(b+¢), a—b+¢)

b) Fliacheninhalte von Vierecken (Quadrat,
Rechteck), rechtwinkliges Dreieck

7. Kombinatorik

1. Anordnungen, lexikografische Anordnun-
gen und Permutationen an Beispielen (z B.
Wieviel 4-stellipe Zahlen aus den Ziffern
1 bis 4)

2. Anwendung auf Mengen: Anzahl der
Indizierung endl. Mengen, Anwendung der
Dualzahlen zur Bestimmung des Umfanges
von Potenzmengen

8. Spieltheorie

Einfache Spiele, Gewinnchancen (z B. n
Holzer gegeben, wahlweise 1 bis. k<n ab-
wechselnd wegnehmen, wer letzies Holz
nimmt hat verloren), Strategic, optimales
Verhalten anschaulich am Beispiel (z B.
Zahlenraten u. a)) erliutern

9. Algorithmentheorie

Anschaulicher Begriff Algorithmus, Darstel-
lung als Anweisungsschema (Algorithmen
.der Rechenoperationen im Dezimal- und
Dualsystem),  Nachrichtenverschlisselung
dual (Morscalphabet)

Klassenstufe 6

1. Logik

1. ¥reie Variable, Aussage, Aussageform,
Verwendung von Variablen fur Aussagen,
Klammernregeln fiir Terme und zusammen-
gesetzte Aussagen

2. Beispicle allgemeingiiltiger Aussagen end
fir einfache logische Aquivalenzen (z B.
~pAag=~pv ~q)

3. Einsetzungs- und Abirennungsregel

2. Mengenlehre

1. Mengenalgebra, Durchschnitt, Vereini-
gung, Dillerenz, Komplement

2. FEinfache Regeln, z B. MUM=M oder

falls McN so MAN=M und MUN=N
3. Analogie zur Aussagenlogik z B. Impli-
kation von Aussagen — Enthaltenseinbe-
ziehung vor Mengen, Konjunktion — Durch-
schnitt u. a. '

3. Algebra

1. Vergleiche algebraische Operationen —
Mengenoperationen, Gesetze der vier Grund-
rechenoperationen (Assoziativitit, Kommu-
tativitdt, Distributivitit)

2. Lineare Gleichungen mit einer Variablen
3. Beispiele fiir algebraische Strukturen (als
Mengen mit gewissen Operationen zwischen
den Elementen), z B. Multiplikation und
Division mit gebrochenen Zahlen, Struktur-
erweiterungen (z B. natiirliche Zahlen —
Briiche)

4. .Zalﬂentheorie

1. Allgemeine Eigenschaften der Teilbarkeit
(z B. aus ab und 4lc folgt a(b+c)

2. Besondere Teilbarkeitsregeln (8, 7, ‘11,
9, 99}

3. Analogie zu Mengen (z B. Durchschnitt
der durch drei teilbare Zahlen mit den durch
2 teilbaren Zahlen ist die Menge der durch 6
teilbaren Zahlen)

4. Primzahlzerlegung, vor allem der grund-

:legende Hillssatz: Wenn plab. so p|a oder

p | b. Sieb des Eratosthenes
5. Euklidischer Algorithmus

5. Analysis

1. Punktmengen in der Ebene, konvexe
Mengen, Randpunkte, innere Punkte, abge-
schlossene und offene Intervalle.

2. Mengenoperation mit Punktmengen, ins-
besondere mit solchen, die durch Unglei-
chungen bestimmt sind (z B. M ={4|1 <93}
={1, 3], N={bj2gb<4}=[2, 4), gesucht
MnN oder NUM).

6. Geometrie

1. Grundlagen

a) Sdtze iiber geschnittene Parallelen mit
Umkehrungen (Wiederholung)

b) Ebene Figuren als Punktmengen

¢) Dreiecksgleichungen, Analogie beim Te-

traeder (Summe der Fldcheninhalte dreier
Seiten stets groBer ‘als die dritte)

d) Flichengleichheit, Flichenverwandlung
¢) Invarianten bei Bewegungen (z B, Fix-
punkte, Male)

f) Anwenden der Mengenoperationen (z B.
Durchschnitt Rechtecke/Rhomben=Menge
der Quadrate)

2. Konstruktionen

a) Dreiecks- und Viereckskonstruktionen
(auch mit Hilfskonstruktionen)

b) Konstruktion spezieller Winkel {z. B.
90°, 60°, 30°, 45°)

3. Berechnungen

a) Kombinatorische Geometrie (z B. Berech-
nung der Anzahl von Geraden, Strecken,
Dreiecken durch vorgegebene Punkte)

b) Ungleichungen, die sich aus Dreiecks-
ungleichungen ableiten lassen (z. B. halber
Umlang eines Dreiecks ist groBer als jede
Drejecksseite)

7. Kombinaterik

1. Berechnungsformel fir Anzahl der Per-
mutationen anwenden, Permutationen mit
Wiederholungén

2. Kombination von n Elementen zur Klasse
2 und 3, Anwendung in kombinatorischer
Geometrie

8. Graphentheorie

1. Eulersches Briickenproblem, Zeichnen von
Graphen in einem Zug (notwendige "und
hinreichende Bedingung)
2. Darstellung des Vierfarbenproblems als
graphentheoretisches Problem (nur Einfiih-
rung in die Problematik).

9. Algorithmentheorie
Darstellen der Algorithmen von Euklid,
Eratosthenes als FluBdiagramm.

Zahlreiche Beispiele zur Festigung der Flu3-
diagrammtechnik,
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L

Spezicll @
fur klasse 5/6

Ala Einer Schulklagse gehdren genau 30
Schiller an. Genau zehn von ihnen kénnen
schwimmes, genau 15 von ithnen kdénnen rad-
fahren. Acht Schiiler dieser Klasse kénnen
sowohl schwimmen als auch radfahren. Be-
stimme die Anzahl derjenigen Schitler, die
a) schWimmen, aber nicht radfahren kénnen,
b) radfahren, aber nicht schwimmen kdnnen,
¢) weder radfahren noch schwimmen kdnnen.

A24 In einer Klasse mit genau 31 Schii-
lern gibt es genau 19 Schiiler, die schwim-
men und genau 21 Schiiler, die radfahren
kénnen. Wieviel Schiller gibt es mindestens
und wieviel hochstens, die sowohl schwim-
men als auch radfahren kénnen?

A3a Essind alle natiirlichen Zahlen x zu
bestimmen, die die [olgenden drei Unglei-
chungen zugleich erfiillen:

8§<x <20 14<x<24; 1B<x<26.

a4 a Essind alle dreistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die jeweils gleich der
3. Potenz ihrer Quersumme sind.

A5a _ Ein Rechteck, das doppelt so lang
wie breit ist, hat einen Umfang von 18 cm
Linge. Berechne den Fliacheninhalt dieses
Rechtecks!

A64a Der Flicheninhalt eines Rechtecks
betrage 24 cm®. Welches von allen méglichen
Rechtecken besitzt den groBten Umfang;
wenn die MaBzahlen der Seitenlingen natiir-
liche Zahlen sind?

A7a Warum ist die Summe aus den Lin-
gen der beiden Diagonalen eines Vierecks
kleiner als die Summe abs den Lingen seiner
vier Seiten? Die Antwort ist zu begriinden'!

A8A Die Schiler einer Klasse hatten zu-
sammen 350,— M fiir eine gemeinsame
Ferienexkursion gespart. Es bildeten sich
drei Wandergruppen, und zwar zu 8, 11 und
16 Pionicren. Die Ersparnisse wurden ent-
sprechend der Starke der Wandergruppen auf-
geteilt. Wieviel Mark entfielen auf jede der
drei Wandergruppen?
494 Ein Blumenbeet, das die Gestalt
eines Rechtecks besitzt, ist 7 m lang und 4 m
breit, Rund herum sollen Striucher gepflanzt
werden, die voneinander einen Abstand von
25 cm aufweisen. Wie viele Straucher sind zu
pllanzen?

D. Michels{Th. Scholl
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Uber unsere Arbeit

mit der mathematischen Schiilerzeitschrift alpha

Seit Jahren bestehen an der Polytechnischen
Oberschule Liibtheen Arbeitsgemeinschalien,
in denen Schiiler ihre mathematischen Kennt-
nisse aus dem Unterricht vertiefen, erginzen
und sich mit solchen Bereichen der Mathe-
matik guseinandersetzen, die nicht im Unter-
richt behandelt werden.

Die Schiiler der AG, Klassenstufe 9/10, be-
schaftigen sich (unter Leitung von Oberieh-
rer K. Becker) vorwiegend mit Problemen
der Zahlentheorie einschlieBlich der diophan-
tischen Gleichungen, kombinatotischen Fra-
gen und knilfligen geometrischen * Kon-
struktionen (wachentlich zwei Stunden).

Die Aufgabe 1 der diesjihrigen Schulolym-
piade fiir Klasse 10 war eine diophantische
Gleichung. IThr findet sie im Heft 4/71 unserer
mathematischen Schillerzeitschrilt alpha.
Ein Raum soll mit 32 Glithlampen so aus-
gestattel werden, daB sich eine Gesamtlei-
stung von 1800 Watt ergibt. Es stchen je
ausreichend viele Glihlampen von je 40 Watt,
60 Watt und 75 Watt, aber keine anderen zur
Verfiigung. '

Gib alle Moghichkeiten einer derartigen Aus-
stattung an! Wie wir diese Aufgabe gelost
haben, m&chten wir euch jetzt zeigen.
Bezeichnel man die Anzahl der Gliithlampen
von 40, 60 bzw. 75 Watt jeweils mit x, y
bzw. z, so ergibt sich das folgende lineare

Gleichungssystem:
M xt+ y+ z= 32 ,

. L x,y,2eN.
(D 40x+-60y+75z—1800 €
Setzt man
1™ z= 32-—x—y

in (II} ein, so erhilt man nach einigen Um-
formungen

(1) 35x-t L5y = 600.

Da der gréBte gemeinsame Teiler der Koeffi-
zienten von x und y ein Teiler des absoluten
Gliedes der Gleichung ist, also

(35; 15)==5 und 5| 600,

besitzen die Gleichung (III) und die dazu
iquivalente

(Iv) 7x+ 3y = 120

Laésungen [x; y1=[x,+43f; y,—7(] mit 1€C,
wabel {x,; y,] eines der Ldsungspaare ist.
Dieses Paar kann mit Hilfe zahlentheoreti-
scher Kongruenzen ermittelt werden. Dazu
empfehlen wir euch, die Beitrige {iber das
Rechnen mit Resten in den Heften 3 bis 6 des
Jahrganges 1969 sowie in den Heften 1 und 2
des Jahrganges 1970 unserer alpha zu lesen.
Auch die ,,Ubungen fiir Junge Mathematiker,
Teil 1: Zahlentheorie* aus der Teubnerschen
Verlagsgesellschaft Leipzig geben euch viele
Hinweise.

Aus (IV) folgt
7x=120 mod 3
x= Omod3.

Damit kénnen wir x,=0 wahlen und erhal-
ten durch Einsetzen in (IV) dann p,=40. Die
Lésungsmenge [fiir (III) ist somit
Liyn={[0+3¢; 40— 7]} mitteG.

Aus der Werfetafel

Lo =1 0 =142 43 44 45
- -6 re

x=3r---—=3 0 3 6 9 12 15

- ©18




y= 40—Tr-- 47 40 33 26.19 12 5
s =9 _

z=32—x—y- —12-8-4 0 4 8 12
' 16 -

ist ersichtlich, da wegen x, y, zeN nur die
Tripel [x; y; z] fiir re {2; 3; 4; 5} L3sungen
der Olympiadeaufgabe sind.
Bei vielen Problemen, die wir in unseren Zir-
kelnachmittagen besprechen, ist uns also
die Zeitschrift alpha eine groBe Hilfe. Wie
arbeiten wir nun mit unserer mathematischen
Schillerzeitschrift?
Vornehmlich wihlen wir jene Beitrige aus,
die den Themen unseres Arbeitsplanes ent-
sprechen. Bis zur niichsten Zusammenkunft
macht sich dann jeder von uns im Selbst-
studium mit dem Inhalt des entsprechenden
Artikels bekannt, fertigt eine Inhaltsiiber-
sicht an und zieht die wesentlichen Definitio-
nen, Satze und Ubungsbeispiele heraus. Einer
von uns hilt dann anhand dieser Aufzeich-
nungen ¢inen Kurzvortrag. Danach erértern
wir offengeblicbene Fragen und dringen so
tiefer in den Inhalt des Beitrages ein. An-
schlieBend werden Ubungsaufgaben gerech-
net, deren Lsungswege wir diskutieren. Dar-
unter waren auch folgende diophantische
Gleichungen:
Ala Bestimmt die ganzzahligen Lésungen
der Gleichung 6x+ 5y=40!
a2a Die Zahl 100 soll im Bereich der na-
tiirlichen Zahlen in zwei Summanden zerlegt
werden, von denen der cine durch 6 und der
andere durch 8 teilbar ist. Bestimml die még-
lichen Ldsungspaare!
Wenn ihr so vorgeht, wie in dem obigen Bei-
spiel und euch auBerdem noch Rat aus den
etwihnten Artikeln unserer Schiilerzeitschrift
holt, dann werdet ihr die Ldsungen bestimmt
ermitteln.

Sabine Pioch, Jochen Kummer

Mitglieder der AG 9/10 der POS
Libtheen

Kennt ihr
impuls 68

Seit fiinf Jahren wird in Jena an der Sektion
Physik der Friedrich-Schiller-Universitit eine
Zeitschyift fiir Schiiler herausgegeben.

Die Redaktion besteht zum grofiten Teil aus
Studenten. In der Zeitschrift erscheinen Arti-
kel aus den Gebielen der Physik, Chemie, Bio-
logie und Gesellschaftswissenschaften. Dabei

werden nicht nur Jena-spezifische Themen

behandelt, sondern auch Themen, die an an-
deren Universititen und Hochschulen vorran-
gig sind. Die Zeitschrift ,,impuls 68* soll die
Schiiler auf ein spiteres Studium in einer die-
ser Fachrichtungen vorbereiten, sie soll dar-
iiber informieren, wie ein Studium an einer
Hochschule oder Universitit ablduft.

Wer Interesse hat, unsere Zeitschrift zu lesen,
der schreibt bitte an Redaktion ,,impuls 68,
69 Jena, Max-Wien-Platz |

Was macht ein Junger Mathematiker des Be-
zirkes Leipzig, wenn er seine mathematischen
Kenntnisss und Fertigkeiten vervollkomm-
nen und erweitern will, aber wegen ungiinsti-
ger Fahranschliisse oder auch aus anderen
Griinden nicht an einem Mathematik-Kreis-
zirkel bzw. ak mathematisch hervorragender
Schiiler nicht an den Spezialzirkeln des Be-
zirkes in der Messestadt Leipzig teilnehmen
kann?

Er wird Mitglied des Mathematik-Korres-
pondenzzrkels.

Seit mehr als einem Jahr erhalten die Jungen
Mathematiker in diesem Zirkel im Abstand
von etwa acht Wochen fiinimal jihrlich Ma-

:thematikaufgaben unterschiedlichen Schwie-

rigkeitsgrades mnit' der Post frel Haus zuge-
stellt. Etwa sechs bis acht Wochen nach Erhalt
der Aufgabenist LésungseinsendeschluB. Vier
bis sechs Wochen danach verdffentlicht die
Aufgabenkommission  Losungsvorschlige.
Jeweils mit den Aufgaben der Gberniichsten
Serie erhalten die Zirkelmitglieder ihre kor-
rigierten Einsendungen zurick, dazu eine
Auswertung der eingesandten Losungen.
Gleichzeitig veréffentlichen wir besonders
gute Losungsbeispiele von Mitgliedern unse-
res Zirkels.

Alles Material erhalten die Zirkelmitglieder
kostenlos zugestelli. Pro Aufgabenserie hat
das Zirkelmitglied als seinen ,,Miigliedsbei-
trag™ mindestens eine Losung einzusenden.
Erfolgreichste Zirkelmitglieder waren 1971:
Kerstin Miiller (Brandis), Klaus Schulze
(Brandis), Mariana Klépper (Borsdorf) und
Steffen Etzold (Altkirchen).

Seit Beginn des Jahres 1972 erfolgt die Arbeit
des Zirkels in Kooperation mit alpha. Die
Aufgaben des alpha-Wettbewerbs sind Ar-

beitsmaterial des Zirkels, das wir durch drei’

weitere Aufgaben von unserer Seite ergin-
zen. Mit diesen Aufgaben und dazugehdrigen
Handreichungen orientieren wir schwer-
punktmiBig auf bestimmte Sachgebiete, z. B.
auf das Losen von Konstruktionsaufgaben.
Fir jede richtig gelosie Aufgabe des alpha-
Wettbewerbs erhalten die Zirkelmitglieder,
sofern sie die Wettbewerbsbedingungen er-
fiillten, von uns im Auftrag von alpha die
alpha-Antwortkarten. Die eingesandten Lo-
sungen werden im Zirkel diskutiert.

Zum Schlufs mochte ich drei Aufgaben iiber-
reichen, die 1971 in unserem Zirkel gelGst
wurden:

Ala Die Quersumme einer natirlichen
Zahl n mit zweistelliger Dezimaldarstellung
ist 12. Vertauscht man in der Dezimaldarstel-

. lung von n die Ziffern und subtrahiert die so

erhaltene Zahl von r, so erhilt man 54. Man
bestimme »!
A2A Wieviel Dreiccke mit dem Umfang
16 LE (LE = Léngencinheiten) gibl es, deren
Seitenlingen natirliche Zahlen als Malizah-
len haben?
A34a Esistzu beweisen, daBdie Summe aus
den Quadraten der Abstinde irgendeines
Punktes auf dem Umkreis eines regelmiBigen
Sechsecks von den Eckpunkten dieses Sechs-
ecks unabhiingig von der speziellen Lage des
Umkreispunktes konstant ist!
Viel Erfolg beim Ldsen winscht

R. Bergmann
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Mathematisches Kreuzwortriitsel

In die freien Felder des Schemas sind Ziffern, und
zwar jewells eine der Grundziffern 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,
8, 9 einzutragen, so daB sich in waagerechter bzw,
senkrechter Anordnung die weiter unten definierten
Zahlen ergeben

Dabei bedeuten:

Waagerecht

b) Die gréBie natiirliche Zahl, die kleiner als 1007 ist.

) Die kleinste von Null verschiedene natiirliche Zahl, die durch
16 und 49 teilbar ist.

2

61 )

i) Die gréBte Primzahl, deren 11faches kleiner als 1 000 ist.
k) Die grobBie zweistellige Quadratzahl

1) Die grofte gerade zweistellige Quadratzahl.

m) Die Losung der Gleichung 2x — 100 = 666.

o) Die Losung der Gleichung 9(x—111)=>5(x+9).

q) Die Losung der Gleichung -’;——E: 15293,

2) Die Losung der Gleichung £=1 +

1) Eine Primzahl, die kleiner als 50 ist und deren Nachfolger durch
11 teilbar ist.

u) Eine zweistellige Primzahl, die aus zwei gleichen Ziffern besteht.
V) Zwei natiirliche Zahlen, deren Summe gleich 3 ist. nnd bei-denen
die Differenz aus der zweiten und der ersten Zahl ebenfalls gleich 3
ist

Senkrecht

a) Die Zahl (x—12) (x—2) (x+2) (2x+11), wobei x=15 ist.

b) Die kleinste Primzahl, die groBer als 370 jst.

¢) Die MaBzahl der GréBe cines gestreckten Winkels (in Grad).
d) Dite kleinste von Null verschiedene natiirliche Zah), die durch 4
und 11 teilbar ist.

e) Die Summe der ersten zehn Primzahlen.
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Entdeckerfreuden
Aus: LVZ v. 6. 11. 1971 — ReiBig

h) Die ersten vier Dezimalstellen hinter dem Komma des Bruches
9.
11
i) Die Lésung der Gleichung 423(x — 100)=422(x+ 100)+ 111.
1) Eine dreistellige Zahl, die die vierte Potenz einer Primzahl ist.
n) Die ersten vier Dezimalstellen hinter dem Komma fir das
Bogenmal des Winkels, dessen Gradmal gleich 22° ist (wobei dic
letzte Stelle gerundet worden 4t). '
p) Zwei zweistellige natiirliche Zahlen, von denen die erste der
Nachfolger der zweiten ist und deren Summe 31 betrigt.
1) Die groBte natirliche Zahl, deren Dreifaches kleiner als 1000 ist.
5) Die groBte zweistellige natiirliche Zahl

Karin Vetter, Oberschule Weinbhia, Kl 8

Mathematisch formulierte Vornamen —
Wer erriit sie?

Mathematischer

Ausdruck Maogliche Bedeutung

Tiko Pirs Mgn Elemente einer Matrix
u, von der Zeit ¢t abhidngige Losung
einer Differentialgleichung

n, Einheitsvektor in .¢-Richtung
([r, ] Polarkoordinaten)

mg, t, indizierte Variable

£ obere Grenze eines Zeitintervalls

a-i, skalares Produkt des Vektors i,
mit der reellen Zahl a

min (n, @) Minimum der beiden Zahlen n und a

GAE, logische Verkniipfung der Aussagen
G, E,

Ina natiirlicher Logarithmus der posi-
tiven Zahl a

I(e) Funktion I, abhidngig von einer

Veridnderlichen e
Dipl. Math. Ch. Pollmer, TU Dresden

Nachgedacht — mitgemacht

A-B =cC4
-+ o+
D +F =GH
C  GA=KA

Schiiler Manfred Riemer,
EOS ,Rainer Fetscher*, Pima K1 I1



Rotor

Verfolgt man in dem Graphen die Wege, so kann man
das Wort ,,Rotor“ mehrfach lesen.

Auf wieviel Arten ist das méglich, wenn Anfangs-
und Endbuchstabe R nicht zusammenfallen diicfen?

Oberlehrer Dipl.-Mathematiklehrer K. Becker, OS Lijbtheen

Fiinf olympische Ringe — einmal anders

Es ist der Flacheninhalt 4 der schraffierten Figur
zu berechnen!
Schiller Hans-Reinhard Berger, EOS Lichtenstein, KI. 12

Labyrinth
Wer findet den kiirzesten Weg von A nach B?

sl
I BN
C] s el

|
l
1

E 1|

A 8 _
Oberlerrer H. Péitzold, VH Waren/Mjirit:

Ein Mathematik-Olympionik last cine Anfgabe

Einzudringen in die schlofverhingten Génge,
hievt er Werkzeug aus den Gruben seines Hirns,
eingelagert einst mit Paukenschlag,

entwickelt auch im eigenen Labor.

Mit dem Sinus bohrt er hier,

setzt dort den Vektorhebel an,

feilt sich einen Intepraldietrich,

um aufzuzwingen das SchloD.

Er wickelt seinen Tintenfaden ab,

um zuriickzufinden aus den Sackgassen,
die sein wegeoptimierender Computer
nicht erfallt hat.

Eine Kommission wird

ihm einen weiBen Wimpel schenken,
der ihn ausweist als geiibten Schlosser,
zdahen Schatzsucher

und sorgfiltigen Gedankenvereiniger.

Silvia Kortmann (18)
2. Zentrales Poetenseminar der FDJ in Schwerin (1971 )

wZuviel Sex!*

G. Langelotz
Aus: Kunststiicke, Eulenspiegelverlag
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Fortsetzung von Seite 89

4. Ermittizln Sie alle Tripel (m, x, y) aus einer
recllen Zahl m, eincr negativen ganzen Zah! x
und einer positiven ganzen Zahl y, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen!
1 —2x+3y=1Im

) x—5y=—11.

5. Gegeben seien ein Quadrat ABCD und
auf der ‘Geraden h durch A und C ein vom
Mittelpunkt M des Quadrats verschiedener
Punkt P. Die auf 4 senkrechte durch 4 lau-
fende Gerade sei g,, die auf k senkrechte
durch C laufende Gerade sei g,. Ferner sei b,
die Gerade durch P und B und h, die Gerade
durch P und D. Der Schnittpunkt von g, und
h; se1 @, der von g, und h, sei R, der von g,
und k, sei S und der von g, und h, sei T ge-
nannt. Die Schnittpunkte der Paralielen
durch Q und S zu 4B sowie durch R und T
zu AD seien so mit E, F, G, H bezeichnet,
daB EFGH ein Rechteck ist.

SchlieBlich sei [; der Flicheninhalt des
Quadrates ABCD und I, der des Rechtecks
EFGH.

Ermitteln Sie I:1,!

6. Es seien 4, B, C, D die Ecken cines (nicht
notwendig regelméBigen) Tetraeders, § ein
in seinem Innern gelegener Punkt und 4,
B’, C', D’ die Schnittpunkte der aus 4, B, C
bzw. D durch S verlaufenden Strahlen mit
den Flachen der Dreiecke A BCD, A ACD,
A ABD bzw. A ABC.

Man beweise, dal dann

SA' 5B 5C 5D

H—t—F—
AA" BB* CC' DD’

=f gilt

Olympiadeklasse 11/12

i. Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben,
fiir die der Ausdruck »
2x 1
[x—3| -5 x+2
existiert, und unter diesen alle x zu ermitteln,
die die folgende Ungleichung (2) erfillen
2x 1

1)

—_— 44— >1 2)
}x—3|—5 x+2
2. Esseif(x)=
1 fir alle reellen x, fir die
2
4-Fla x#§+k1tgilt
k=0, £1, 2, ..).
0 ﬁirallex=§+ku.

Man beweise, daB die fiir alle reellen x durch
F(x)=f(x)+f(ax) definierte Funktion F ge-
nau dann periodisch ist, wenn die Konstante
a eine rationale Zahl ist.
3. Es seien P,, P,, P,, 0 die Eckpunkte
eines nicht notwendig regelmiBigen Tetra-
eders. Die Strahlen aus @ durch je zwei
Punkte P, P; (i, j=1, 2, 3} bilden einen Win-
kel, dessen GroBe o, zwischen 0° und 180°
liegt. Man beweise, daB fir diese GréBen
die Ungleichung ’

23 +day >0y gill
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4.2) Man ermittle alle geordneten Tripel
(x, y, z) reeller Zahlen, dic die Gleichung
Xz xty+xz+y=x+x3
erfiillen.
b) Man gebe unter den in (a) gesuchten
Tripeln alle diejenigen an, in denen von den
drei Zahlen x, y, z genau eine positiv, genau
eine negativ und genau eine gleich Null ist.
5. Man ermittle alle dreisteltigen natiirlichen
Zahlen x, geschrieben im dekadischen Po-
sitionssystem, [ir die gilt:
Fiigt man -an die Ziffernfolge der Zahl x
rechts die Ziffernfolge x+1 an, so erhilt
man die Ziflernfolge ciner sechssielligen Qua-
dratzahl
Von den nachstehenden Aufgaben 6.1 und
6.2 ist genau ecine auszuwihlen und zu losen:
6.1. Es sei n eine natiirliche Zabl, fir die
4<n<8 glt. In der Ebene scien n Punkte
so angeordnet, dab auf jeder Geraden durch
je zwei dieser Punkte wenigstens noch ein
weiterer dieser n Punkte ﬁcgt.
Man beweise, daB dann cinc Gerade existiert,
auf der alle diese n Punkte liegen.
6.2 Als ,,Abstand zweier Funktionen f und
g, dic 1m gleichen Intervall definicrt sind,
bezeichne man den groBien aller in diesem
Intervall auftretenden Werte |f(x)—g(x)|,
falls ein solcher griBter Wert. existiert.
Es seien die im Intervall —2=<x<2 durch
flx)=2—|x| und die im gleichen Intervall
durch g(x)= —ax?+2 (a eine positive reelle
Zahl) definierten Funktionen f und g gege-
ben. Man untersuche, ob es ecinen Wert a
gibt, fir den der ,Abstand“ von S und ¢
moglichst kiein ist.
Gibt es ein solches a, so pebe man alle der-
artigen Werte ¢ an

Kartengrull an alpha: Als Anerkennung
fiir 5- bzw, djdhrige Teilnahme am alpha-
Wettbewerb erhiclten 9 Schiiler der POS
Burkau eine Reise nach der CSSR (Liberec-
Jesced)

Liisung der Aufgabe von Lektor
A. Makowski

A912 Wir setzen f(n)=n*+4". wobei n
eine von Null verschiedene natiitliche Zahl
ist, und unterscheiden die [olgenden Fille:

1. Fall: Bs sel n=1.
In dicsem Falle erhalten wir
F()=1*+4d'=144=35, also eine Primzahl,

2. Fall: Bs sei n=2Fk cine gerade natiirliche
Zahl mit n>> 1, d. h. k= 1. Dann gilt-
flm)=n*4"=(2k)* +42% = 16k*+ 16
=16(k*+16*7").

In dieser Faklorenzerlegung sind wegen
k—12=0 beide Faktoren ganzzahlig, und 16
ist nicht Primzahl, also ist auch f(n) nicht
Pnmzahl

3. Fall: Es sei n=2k +1 eine ungerade natiir-
liche Zahl mit n>1, also k=1 Dann gilt
fm)=n*+4"=22"42-27 -2+ p*
_2n+1 . "2
=(2n+n2)2_2n+1 '712,

p¥l nt1
S=02"+n*+2% m(2"+tn2-22 -n. (2
Da n ungerade ist und r=23 gilt, ist

%=k+1 eine natiirliche Zabl, und beide

(1)

Faktoren in der Faktorenzerlegung von (2)
sind ganzzahlig Wir miissen nun noch zei-
gen, daB beide Faktoren groBer als 1 sind;
dann ist namlich f(n) nicht Primzahl
Nun ist der erste Faktor groBer als t, da
alle Summanden groBer als 1 sind. Ferner
gilt fir den zweiten Faktor in (2)

nty n=t
2"4n* -2 3% -p=p*-2-2 2 -p42°°t
+2r 201

—r=2 T P2t )

n-1
=(n—27% P42 124,
da n—122 gilt.

Also ist auch der zweite Faktor in (2) gréBer
als 1, d bh. f(n) ist im 3. Fall niemals eine
Primzahl.

Damit wurde bewiesen, daB es genau eine
von Null verschiedene natiirliche Zahl n
gibt, n&mlich n=1, fir dic die Zahl n*+4"
cine Primzahl ist



Lisungen zu: Avfgepalit — nachgedacht —
mitgemacht (Heft 4/72)

ala Aus 16-8=2 folgt, daB zwei Schii-
ler schwimmen, aber nicht radfahren kén-
nen. Aus 15—8="7 folgt, dal sieben Schiiler
radfahren, aber nicht schwimmen kdunnen.
10+i5—-8=17 und 30—-17=13 folgt, daB
13 Schiiler weder radfahren noch schwim-
men k&nnen.

A2a Aus19+21=40und 40—31=9{oigl,
daB mindestens neun Schitler sowohl schwim-
men als avch radfahren kGonen. Es kann
der Fall eintreten, dal alle 19 Schiiler, die
schwimmen kénnen zugleich auch radfahren
konnen, da 19<2l gilt Es gibt demnach
héchstens 19 Schiiler, die sowohl schwimmen
als auch radfabren konnen.

Ala Die Ungleichung 8 <x <20 wird von
den Zahlen 9, 10, 11, ..., 18, 19 echillt.

‘Die Ungleichung 14<x<24 wird von den
Zahlen 15, 16, 17, ..., 22, 23 erfiillt.

Die Ungleichung 18 <x <26 wird von den
Zaklen 19, 20, 21, ..., 24, 25 erfillt

Nur die Zahl 19 erlillt demnach alle drei
Ungleichungen.

ada Wegen 4°=64<100 und 10*=1000
>999 brauchen nur die dritten Potenzen
der Zahlen 5, 6, 7, 8 und 9 untersuchi werden.
Nun gilt $3=125, 63=216, 7° =343, 83 =512
und 9% =729, Die zugehdrigen Quersummen
lauten 8, 9, 10, 8 und 18. Nur die Zah! 512
erfiillt die Bedingung,

a54 Es sei g die Linge und b die Breite
des Rechtecks, dann giit a=2b. Der Umfang
betrdgt somit

2 - (b+25)=18 cm, also 3b=9 c¢m und
b=3 cm. Daraus folgt =6 cm. Der Flichen-
inhalt des Rechtecks betrigt demnach
A=¢-b=6-3cm?’=18cm?.

AGA Aus g b=24=]-24=2-12=3-8
=4 - 6 ergeben sich flr den Umfang des
Rechtecks folgende Moglichkeiten, die in
der nachstehenden Tabelle angefiihrt sind:

a b a+b 2-(a+bh)
1 24 25 50
2 12 14 28
3 8- 11 2
4 % 10 20

Das Rechteck nut den Seitenlingen 2=1 cm
und b=24 cm besitzt somit dem groBten
Umfang. '

A74 In jedem Dreieck ist die Summe
zweler Seiten groBer als die dritte Seite.
a+b>e, btc>f,
ct+d>e, at+d>f.
Durch Addition dieser vier Ungleichungen
erhalten wir
2:-(@a+b+c+d)>2: (e+f) und somit
a+b+c+d>etf

A8a Aus 8+11+16=35 und 350:35=10
folgt. daB fiir jeden Schiiler 10 M zur Verfi-

ialso

gung stchen. Die erste Wandergruppe erhiilt
demnach 10 - 8 M=80 M. dic zweite
10-11 M =110 M.diedritte 10- 16 M =160 M.

49a Das rechteckige Blumenbeet hat
einen Umfang von 2-(7+4)m=22m. Aul
das erste Meter kommien 5 Pfianzen, auf
das letzte Meter kommen 3 Pflanzen, auf
die iibrigen 20 Meter kommen jeweils 4
Pflanzen. Insgesamt sind somit 5+ 3 + 80 =288
Pflanzen zu stecken.

A10a Angenommen es haben x Schiiler
die Note 4 erhalten, dann haben 2x Schiiler
die Note 2 erhalten und (23 —3x) Schiiler
die Note 1. Demnach gilt
(23-3x) 14+2x-2+48-3+x-4
31

23 —3x+4x +24 +4x=962,

47 +5x=62,

Sx =15, also x=3.
14 Schiiler erhielten die Note 1, sechs Schiiler
die Note 2, acht Schiiler die Note 3 und drei
Schiiler dic Note 4.

2,

1osung zu: Eine Aufgabe von R. Gutschke

4944 Da der Briefumschlag und vier
Blatt Schreibpapier zusammen genau soviel
wiegen wie sechs Blatt Schreibpapier, wiegt
der Umschlag allein genau soviel wie zwei
Blatt Schreibpapier. Em Umschlag und zwei
Blatt Schreibpapier wiegen genau 20 g; des-
halb wiegen fiiof Blatt Schreibpapier eben-
falls 20 g, also ein Blatt 4 g und ein Umschlag
8 g Ein Umschlag und zehn Blatt Schreib-
papier wiirden somit 8 g+ 10-4g=48 g wie-
gen Zum Frankieren des Briefes bendtigt
man e¢ine 40-Pi-Briefmarke.

10a839 Wir fiihren den Beweis indirekt.
a) Angenoriimen, die Ungleichung (1) sei
falsch. Dann gilt ’
J0— 52 -
J10+,/822./9.
Hieraus lolgt, da die Terme auf beiden Seiten
der Ungleichung positiv sind, durch Quadrie-
ren

()]

10+2,/80+82>4"9,
8,/5218,
4/52 9.
Hieraus folgt weiter durch <Quadrieren
80=81. Damit erhatten wir einen Wider-
spruch. Daher ist die Ungleichung (3) falsch,
und es gilt, wie behauptet,
T /10— f5< o 8.
b) Wir fiihren auch den aligemeinen Beweis
indirekt und nehmen an, daf
Jn+l—nzfn—Jn—1 )
gilt. Dann erhalten wir analog wic unter a)
1+ n=122n,
n+1+2/(n+ D) (n—1)+n—124n,
2 /nt—122n,
\/nT—Tgn, )
n—12n? also —120.

Das ist aber ein Widerspruch; also ist die
Ungleichung (4) falsch, und es gilt, wie be-
hauptetr, fur alle. von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen n
Jn+l—Yn<n~Jn—1.
W10/12 w840 Wir formen dic gegebene
Gleichung '
x*—2x2 —400x =9999 (1)
zunichst so um, daB wir au{ beiden Seiten
Quadrate von Binomen erhalten. Zu diesem
Zweck addieren wir zundchst auf beiden
Seiten 400x +1:
x*—2x?+1=400x+ 10000.
Nun addieren wir auf beiden Seiten 4x2 und
erhalten ’
x*+2x2 + 1 =4x? 4 400x 4 10000,
also (2 + 1)2 =(2x + 100)%. (2}
Die Gleichung (2) ist genau dann erfiillt, wenn
entweder
x2+ 1 =2x + 100 oder
x241=-2x—100 gilt
Im Falle der Gleichung (3) erhalten wir
x2—2x—99=0 (5)
Diese quadratische Gleichung hat die reellen
Losungen
x =14 J1+99=1+10=11;
x3=1-10=-9.
Im Falle der Gleichung (4) erhalten wir
x24+2x+101=0. (6)
Diese quadratische Gleichung hat aber wegen
1—101 = — 100 <0 keine reelle Lésung.
Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt
reelle Losungen hat, so konnen es nur die
Losungen x;=11 und x,=-—9 sein. Tat-
sichlich sind das auch Ldsungen der Glei-
chung (1); dean wir erhalten
114 —2-112-400- 11=14641—242—4400
=9999 und (—-9)*—2-(~9)*+400-9
=6561 —162+3600=9999.

W10/12w841 1. Wir erhalten nach dem
Strahlensatz (vgl. die Abb. 1) wegen a>b
und h>0

3y
@)

] b c
F
B
d
also x—b=(@-b({1-—-],
h
x—b a—b—ﬂd,
x=a—9———§d
und d=2"%p
a—b
2 Wir erhalten im Falle
_ath
a)x=ib,alsod= 2 h=11,
2 a—b 2

also d=2,5 ¢m; ferner gilt h—d=§;
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b)x=JE, alsod:aﬁ!labh gilt; das trifit aber fir belicbige a, b nur

a—b im Falle ¢) zu.
_h ja(\fa— (b)= i: fa _ alsod=3cm: 5: Dle.bmden ’Felltr_apeze EFCD und ABFE
a—b Ja + Jb sind einander dhnlich genau dann, wenn
B bix=x:a,also x*=ab
ferner gilt h —d=—2——; gilt; das trifft aber fiir beliebige 4, b nur im
Ja+y/b Falle b) zu.
_ 2ab
=22 alsod=—2TY, W 10/122842 Wir verbinden den Mittel-
a+ a—bh punkt M des Umkreises des Sehnenvielecks

=412+¢1b—2¢zbh= ala—b) h=—-}1
(a—b){a+b) (a~b)(a+bh) a+b

mit den Eckpunkten dieses Vielecks (vgl
die Abb.). Dann wird jeder Innenwinkel o,
des Vielecks in zwei Winkel 8, 9, (i=1,2, ...,
2n) zerlegt, und es gilt

=81+,

@y =P3+72, P 1)

also d=§ cm 453,46 cm; ferner gilt

hb
d=—;
a+b

d)x=\/az+b2
2
2 12
d= h (a—\/‘z +b ),also
a-b 2
d=§(9— ——81+16 cm
5 2
=(9— /%)cmzz,otlcm;

(22 1 B2
ferner gilt hed=t_ (\/ﬂ_b)_
a—b 2

+b +
3. Aus A =xT(h—d) und Az=%d

, also

U3p= ﬁ25+‘},2n

folgt A;:4,=(x+b) (h—d):(a+x)d, Ferner gilt, da die Dreiecke MP, P,, MP,P,,

also im Falle ... MP,,P, gleichschenklig sind,
a) Al:Az=(a—-'-—é+b)k:(a+ﬂ)ﬁ 11=52,
2 2 272 Y2=5s, @
=(a+3b):(3a+_b)=21:31_; . e
b) 44 =(\@+b)h\/b‘(a+\/ab)h\/a Y2.= P2
172 a+ b Jar b Y2a=By-
vat+y vary Aus (1) und (2) folgt

=b(Ja+b)Jb:Ja(\Ja+/b)Ja

=b:a=4:9;

A 4 =(2‘;b+b)—hiz(a+2a—b)—}!a—
12 \a+b a+b a+b/a+b

=(2ab+ab+b*)b:(a* +ab+ 2ab)a

=b*(3a+b):a%(a+3b)

= 16(27+4):81(9 + 12) = 496:1701;

(2 32 (11 hZ

(\/a +b +b)h(\/az+bz—b
2 2
. a—b

(22 1 1,2
(a+\/a +b )h(a—-\/az+b2)
2 2
a—b
=(az+bz_b2 :(az_az+b2
2 2

=(a®—b*):(a*—b¥)=1:1. »
4. Die Parallele EF geht durch den Schnitt-

o Fogtog+.. ey, =(F+7)+(Ba+7;)
+Bs+7)+ - (Brnmt+¥20-1)
=Yt B2t V2t fatrat Bt .+ P02+ B2
=(B,+72)+Ba+ra)+ . H{Bouty2s)
=)+ 0y +...+ 0, wz.bow 3)
Bemerkung: Tim speziellen Fall 2n=4 erhal-
ten wir ein Sehnenviereck, und es gilt

oy o=t 0y
Damit haben wir gleichzeitig den bekannten
Salz bewiesen, wonach in jedem Sehnen-
viereck die Summen je zweier gegeniiberlie-
gender Winkel gleich sind und, da die Summe
aller Innenwinkel 360° betrdgt, 180° betra-
gen.

B A A=

*10/12* 843 Wir erhalten zunichst

— 1
s,cs,=(a,+a,+...+a) (—+-1~+...+—1)
4, a9 a,

punkt S der Diagonalen des Trapezes ABCD =(‘L{.+ﬁ+ _,ﬂ)_}.(& 482, .,.E&)
(vel. die Abb. 2) genau danm, wenn ai a4 a, a, 4z a,
b:a=SC:SA=(h—d):d + +(a"+&+'"+&.)
a, ay a
1) b [
» =(ﬂ+ﬂ+...+ﬁ>+(ﬁ+ﬁ)+ e
a4, a; ay a; 4y 4y 4,
° +...+(b+i). m
d ay. Gy
Nun gilt fir alle positiven reéllen Zahlen
A a 8 a; und aq
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2.2
L % % F4 5o dennaus  (2)
a4 aydy

(2;—a,)* 20 folgt

a2 +.a,°— 20,4, 20,

at+a?22aa,. also wegen ;> 0, a, >0

a’+ o’
Gyl

22.

“'Nun ist auf der rechten Seite der Gleichung

(1) die Summe der n ersten Summanden

gleich r, wihrend jedes weitere der

_n(nz— D Paarc von Summanden wegen (2)

groBer oder gleich 2 ist.

Wir erhalten daher

n(n—1)
2

.sn's_";n+2- =n+n?—n=n?, 3)

womit die Behauptung bewiesen ist.

Das Gleichheitszeichen gilt in (2) und daher
auch in (3) genau dann, wenna; =a,=...=a,
Bemerkung: Unter der Voraussetzung der
Ungleichung, wonach das arithmetische Mit-
tel von n positiven reellen Zahlen stets groBer
oder gleich dem geometrischen Mittel dieser
Zahlen ist, konnen wir die Behauptung
schoeller beweisen. Wir erhalten ndmlich
$p"Sa={0y+az+... +a,)

Lisuagen zu: Ursula Baier,

EOS Emst Schneller, Meilen (Heft 1/72, S. 3)
A84844 Es sei agb=c; dann gilt b,z 4,
2 h_ Fiir den Flicheninhalt A des Dreiecks

. ABC gilt

24=a-L+b-l,+c h=a-h,=c-h_

Aus agb=c lolgt a-l,+a-l+a-1.Sa-h,

‘also a(l,+!,+1,<a-h, und somit

L+l +1.2h,

Aus a<b<c folgt ferner c¢-l+c¢-ly+c-1
2c-h, also c(l,+l,+I)=c-h, und somit
L+h+1l=h

Folglich gilt auch b <l,+l,+1.Zh,

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenn a=b=cist. -

A94845 Es sei z=0, a,a,4;...a, ¢in rein-
periodischer Dezimalbruch mit der n-stelli-
gen Periode a,a,45...4, und es sei ¢ eine
natiirliche Zabl fiir die 0 <4;29 gilt Dann
gilt auch z-10°=a,a5a5...a,; a,a,a;...q,
Durch Subtraktion erhalten wir z-10"—z



= @,8,a3...4,,4ls0 z(10"— 1}=ay4,4,...a, und

a1a1a3...a,,_a1a2a3...a,,'

10°~1 999...9
Im Nenner des gemeinen Bruches z steht
genau n-mal die Zilfer 9.

A10/124846 Fiir jedes Dreieck
A=%ab-siny und damit auch Az=%a:’b2

somitl z=

gilt

-sin? y=———-b-siny-a-siny-b-sina (1)
4sina
Ferner gilt —2—=2r, @
sin a
b-siny=h, (£)]
a-siny=h,, 1G]
b-sina=h.. (5)

Selzen wir (2), (3} (4) und (5) in Gleichung

(1) ein, so erhalten wir A2=%-h”-hb-hc

bzw.A=‘/£-h ~h -h.
2 a b ¢

54847 Das Grundstiick ist 3- 60 m=180m
lang; es hat einen Umfang von 2 - (60+ 180)m
=480 m. Aus 480:4=120 und 120- 16,60 M
=1992 M und 1992 M+210 M=2202 M
ergeben sich die Gesamtkosten fir die Ein-
zdunung des Grundstiicks.

5a848 Die Wassermenge des Troges hat
das Volumen V=287 13-2,5m*=2827,5 m?;
sie hat daher eine Masse von 28275 t. Die
Magsse der Stahltriger, auf denen der Trog
ruht, betrdgt 2827,5 t—1600 t=1227,5 t. Es
ist eine Last von 2-28275 t=56551 zu he-
ben.

W5u849 Aus 336 kg Altpapier lassen
sich 336 700 g=235200 g reines wecilles
Papier herstellen. Deshalb lassen sich aus
dem gesammelten Altpapier maximal
235200:30= 7840 Schreibhefte herstelien.

W 5a850 Auf Grund der Bedingungen der
Aufgabe kénnte die Zahl z gleich-13, 26 oder
39 sein. Die durch Vertauschen der Ziffern
entstehenden Zahlen lauten dann 31, 62

und 93. Aus 31—13=18 und 62—-26=36 -

und 93-39=54 folgt, daBl es genau eine
solche Zahl z gibt. ndmlich dic Zahl 26.

*5*851 Der Rolls Royce hat eine wirkliche
Linge von 8-55¢cm=440 cm=4,40 m. Der
Daimler hat demnach eine wirkliche Linge
von 440 cm—62 cn=378 cm=3,78 m. Aus
378:45=84 folgt, dall das Matchboxauto
vom Typ Daimler 8.4 cm lang ist.

*5% 852 Es sei x die Anzahl der anwesenden
Jungen, dann waren (x+ 68) Midchen und
damit (2x+68) Kinder anwesend. Von den
beiden Gleichungen
a) 2x+68=520—17 b) 2x+68=520-16
2x=435 2x =436
x=218
ist die erste im Bereich det natiirlichen Zah-
len nicht 1osbar. Es waren 218 Jungen und
286 Maidchen im Theater; von den 520
Plidtzen waren 504 besetzt und 16 blieben
frei. ;

64853 Es sei DF Hohe des Preiecks ACD
zur Sejte AC. Dann gilt 4 =1/WD_F
aMp~ 5

und A —1-MC-DF. Wegen AM=MC
MCD 2

folgt daraus Ay p=Aren Die Kongruenz
der Dreiecke A ABM=A MCD und & BCM
= A AMD schlieBu ihre Flachengleichheit ein.
Deshalb sind alle vier Teildreiecke flichen-

gleich. ) ¢
A

A 8

64854 Ist das Dreieck A"B“C" das durch
Verschiebung entstandene Bild des Dreiecks
ABC, so ist zu beweisen, daB folgendes gilt:

AA” i[ Bp” | Cp” aund  AA"=BB"=CC”
und BB"=2- DE.
B o 8 £ a°
C . c']c
A A A"
g, */]

Auf Grund der ausgefithrien Spiegelungen gilt

‘BB’ Lg, und B'B” Lg,. Wegen g, § g, gilt

deshalbauch BB” Lg, und BB” 1 g,. Gleiches
148t sich auch fiir A4” und CC" nachweisen.
Daraus folgt AA" | BB" | CC".

‘Auf Grund der Spiegelungen gilt BD=DP

und B’_E=EB”; ferner gilt DE=DB' + B'E.
Daraus folgt BB”=2 - DE. Gleiches 148t sich
auch fir 44" und CC” nachweisen. Daraus
folgt schlieBlich 44”=BB" = CC"=2 DE.

W6a855 Wegen A=aT+C-h gilt

_ T+c.
2

und damit ¢=3. Die zweite parallele Grund-

20 4

g- 18=14; es erhielten 14 Aufgaben das
Priadikat ,.sehr gut geldst®.

18—14=4, 4:2=2; je 2 Aulgaben erhielten
das Pradikat .gelost” bzw. _nicht gelost*.

*6* §57 Da vom Tip n alle Angaben falsch
waren, kam B nicht auf den 1. Platz. Nach
Tip p folgt dann: 2. Platz — F, 4. Platz — D,
6. Plaz — 4.
Aus dem  Vergleich der Tips p und m folgt,
daB B nicht auf den 5. Platz kommt. Da B
wegen Tip n auch nicht den 1. Platz einnahm,
mubl B den 3. Platz erkimpit haben. Nach
Tip p kommt C nicht auf den 5. Platz, folg-
lich auf-den 1. Platz und somit E auf den
5. Platz.
Der Einlauf war [olgender:

1. 2 3 4 5 6. Platz

C F B D E A

*6* 858 Wir untersuchen zunichst die
Quersummen der gesuchten vierstelligen na-
tiirlichen Zahlen.

0+14243=6; 142+3+4=10; 2+3+4
+5=14; 3+4+5+6=18; 4+5+6+7
=22; 54+6+7+8=26; 6+7+8+9=30.
Nur die zus den Ziffern 3, 4, 5 und 6 gebilde-
ten Zahlen haben eine Quersumme (18), die
durch 9 teilbar ist. Aus diesen Zilfern lassen
sich folgende Zahlen zusammenstellen. die
auf eine gerade Ziffer enden:

3456, 3546, 4356, 5346, 5436, 6354, 3564,
3654, 4536, 5364, 5634, 6534. ’
Diese Zahlen untersuchen wir aul ihre Teil-
barkeit durch 8. Nur die Zahlen 3456 und
4536 sind durch 8 teilbar.

7 A859 Angenommen, x Jungen lesen die
wJunge Welt"; daon lesen (23—x)} Jungen
die ,Trommel“, und es gilt 0,15x+(23 —x)
-0,10=2,70 und damit x=8.

8 Jungen lesen die ,Junge Welt“, 15 die
wTrommel®,

Wegen 41—23=18 und 4-2,70 M—0.40 M
=10,40 M gilt analog 0,70y +(18—3)-0,50
=10,40 und damit y=7. 7 Midchen lesen
LFrosi®, 11 lesen ,alpha®

74860 Es seien a, b und ¢ die Lingen der
Grundkanten und s die Linge der Hdhe eines
geraden dreiseitigen Prismas, das die in der
Aufgabe geforderte Eigenschaft hat. Nach
Voraussctzung giltdannu=a+b+ec=2a+2h
=2b+2h=2c+2h. Daraus [olgt a=b=c.
Grund- und Peckfliche eines solchen Pris-
mas sind demnach zwei kongruente gleich-

seige mul cine Linge von 3 cm haben. < :
‘ [ c (o h '
5 o o a (-]
A=20¢mid ¥
L =4
a ia
4 a=7cm 8 a a
W 6m856 27:3=9;es erhielten 9 Aulgaben
das Priadikat ,gut pgelost™. 27—9=18,
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seitige Dreiecke. Aus a+b+c=2a+2h und
a=b=c folgt weiter 3a=2a-+2h, also a=2h

bzw, h=%a. Dic Hhe eines solchen Prismas

ist also halb so lang wie eine Grundkante.
Dabher erfiillt jedes gerade gleichseitige drei-
scitige Prisma, dessen Hohe halb so lang
wie eine der Grundkanten ist, die Bedingun-
gen der Aufgabe.

W7a861 Aus46425M—31200M
=152,25 M und 152,25:0,75=203 folgt, daB
das Kino 203 Parkettplitze besitzt. Ange-
nommen, es gebe x Plitze im Sperrsitz und y
Plitze in den Logen, dann gilt

1,00x + 1,25y =312,00, (1)}

x+  y=304, (2)

also 4x+ S5y=1248 3
und 4x+ 4y=1216 4

Subtrahieren wir Gleichung (4) von Glei-
chung (3), so erhalten wir y=32 und damit
x=272

Das Kino hat demnach 272 Plitze im Sperr-
sitz und 32 Logenplitze.

W 78862 Bekanntlich 10t sich jedes regel-
miBige Sechseck in sechs kongruente gleich-
seitige Dreiecke zerlegen, da sich der Radius
des Umkreises des Sechsecks auf der Peri-
pherie genau sechsmal abtragen l4Bt. Die
Hihe FG zur Seite AE des Dreiecks AEF ist

gleich %m Fiir seinen Fldcheninhalt gilt

demnach " 4, =%a-E.' Fir den Flachen-

inhalt des Rechtecks ABDE gilt 4,=a- AE.
Daraus folgl A;:4,=1:4,

E 0
c
p T
Mitari)eiter gesucht

® Beitrige iiber den Inhalt und die Durch- -

fihrung von Arbeitsgemeinschaftsnachmit-
tagen ’ '
@ Beilriige iiber die Beteiligung von Jungen
Mathematikern oder Arbeitsgemeinschaften
auf Messen der Meister von Morgen (Fach-
arbeiten, mathematische Modelle u. a.)
@ Beitrage iiber lebendige Arbeit mit mathe-
matischen Jugendbiichern
@ Beispiele kontinuierlicher Wandzeitungs-
arbeit. ’ ' )
Zahlreiche Einsendungen erwartet
Eure Redaktion alpha.
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Lisungen zu alpha-heiter (3/72)

Mathematisches Kreuzwortriitsel

7B/
1780 N
118|3]|0 8|9
3|17 )
3|83 2|6 (1
VA7 18]35(7]s
70878k
178 5 |

Zur Erliuterung der Losung peben wir die
folgenden Hinweise:

Waagerecht

b) Wegen 100 n=314,16 lautet die gesuchte
Zahl 314.

) Da die Zablen 16 und 49 teilerfremd sind,
lautet die gesuchte Zahl 16 - 49="784.

g) Wir erhalten 61x=1830+60x also
x=1830.
D Aus 11x<1000 folgt x<%‘-’-=90£;

daher ist die gesuchte Primzahl gleich 89.
k) Die groBte zweistellige Quadratzahl ist
gleich 92=81.

1) Die gesuchte Quadratzahl ist gleich 82 =64
m) Wir erhalten 2x=766, also x=2383.

o) Wir erhalten 9x—999=>5x+45, also 4x
=1044, x=261.

q) Wir erhalten %=15293, also x=183516.

t) Unter den Zahlen 11, 22 33 und 44 st
nur der Vorginger von 44, d h. die Zahl
43 eine Primzahl

u) Da alle zweistelligen Zahlen, die aus zwei
gleichen Ziffern bestehen, durch 11 teilbar
sind. ist unter diesen Zahlen nur |1 eine
Primzahl.

v) Aus x+y=3.und y—x=3 folgt x=0 und
y=3.

Senkrecht

a) Setzen wir x=15, so efhalten wir
(15-12) (15-2)(15+2)(2- 15+11)
=3-13-17-41=27183.

b) Wepen 371=7:53 ist diese Zahl nicht
Primzahl Die Zahl 373 ist aber eine Prim-
zahl, weil sie nicht durch 2 3, 5, 7, 11, 13, 17
und 19 teilbar ist.

) Die MaBzahl ist gleich 180.

d) Die Zahl laulet 4-11=44

e) Die Summe der ersten zehn Primzahlen
ist gleich 243+5+7+11+13+17+19+23
+29=129,

h) Wir erhalten 9:1=0,8181....

i) Wir erhalten 423x—42300 =422x +42200

. +111, also x=84611.

) Es gilt 3*=81<100, 5*=625, 7*=2401
>1000; daher ist die gesuchte Zahl gleich
625.

n) Aus dem Tafelwerk, 7.— 12 Klasse, ent-
nehmen wir arc 22° ~0,3840.

P) Aus x+(x—1)=31 erhalten wir 2x=32,
also x=16.

Die Zahlen lauten 16 und 15.

¥) Wegen 3x <1000 st x <1—93@ =333§. Dic
gesuchte Zahl ist daher gleich 333.

s) Die groBte zweistellige natiirliche Zahl ist
gleich 99.

Mathematisch formulierte Vornamen —
Wer erriit sie?

Erika, Peter, Hagen, Ute, Evi, Emma, Thea,
Theo, Amalie, Minna, Gunter, Elena, Yvonne.

Nachgedacht — mitgemacht

5- 7=35
-+ +
2+ 8=10
3-15=45

Rotor

Wir numerieren die Knoten Ausgehend vom
Knoten 1 sind dann folgende 5=Tupel mog-
lich, die das Wort , Rotor” ergeben:

1 2 3 4 3 1 16 15 21 13
1 2 3 19 5 1 16 15 14 13
1 20 3 4 5 1 20 17 21 13
120 3 19 5 1 20 15 21 13
1 20 17 19 5 1 20 15 14 13
1 20 17 18 9

Geht man von den Knoten 5, 9 oder 13 aus,
so findet man wegen der Symmetrie des
Graphen jeweils weitere 11 Wege. Insgesamt
148t sich somit das Wort ,Rotor* auf der
vorgeschriecbenen Art genau 44 mal lesen.

‘Funf plympische Ringe — einmal anders

2 —_ 2
A=r—\/3— e —sinx)L
4 180° 2

2 _ 2
=r J3—(E—sin 60°)%

4 3
¥ o= a, r s
LAty s
4‘/ 6 4
2 _
=.r_\/3_f,-2
2 6
’.2

= (3.3-m
5 ¢ v
~=0,342r



Zum Fiinfjahrplan fiir die Entwicklung
der Volkswirtschaft der DDR
1971 bis 1975

Vorliegendes Material wurde entnommen aus: ,,Arbgitsmaterial
zur Direktive des VIIL Parteitages der SED zum Fiinfjahrplan fiir
die Entwicklung der Volkswirtschaft der DDR %71 bis 1975 —
erschienen im Verlag Die Wirtschaft, Berliu.

62 Tafeln — Preis 6,20 M

Entwicklung der cb..nischen Indusirie

11950 [ 1955 | 1960 | 1965 [ 1970 | 1975 |
roduktion von
Pasten inkt| 440| 721 | 1151 | 2186 | 370 [700-750
Syinese- it 07 | 34| 78| 190 | 47 N100-105

Anteil der Synthesefasern am gesarmten
Faserverbraudh der Textilindustrie

1970 1975

Entwicklung der Metallurgie
Walzstahiproduktion in Tausend t

[Walzstah), wanngewalzt] 3404
2613 2986
1684 -
1966 - 1980 1965 1970

Die Produktion von Walzstahi insgesamt ist bis 19756
auf 128 bis 132 Prozent zu erhdhen. -~

A

Achtung, alpha-Wettbewerb

Zwischen dem 1. und 10. September 1972 sind alle Antwortkarten
einzusenden an:

Redaktion alpha
7027 Leipzig
Postfach 14

Wer seine Karten zuriickhaben mdchte, lege einen richtig frankierten
Briefumschlag mit seiner Adresse bei. Geschwister senden ihre Kar-
ten getrennt. Schulen legen eine Ubersicht mit den Namen der
Schiiler, der Klassenstufle und des Wohnortes bei.

Zur Erleichterung der Arbeit bitten wir genau aufzuschreiben, wer
Anspruch auf das Abzeichen in Gold fiir 3-, 4 oder S-jahrige Mit-
arbeit hat, Die Namen werden (nach Klassenstufen geordnet) als
Anerkennung verdffentlicht. Auf den Urkunden wird die mehrjéh-

" rige Mitarbeit gekennzeichnet. Wie in jedem Jahr erhalten 100 Teil-

nehmer am alpha-Wettbewerb Buchprimien.

Unser eifriger alpha-Leser Rainer Gutsche aus Klasse 5 der OS Herz-
berg sandte uns eine schdne Aufgabe:

49444 Bernd, der seine Losungen zu den Aufgaben im alpha-
Wettbewerb stets auf Schreibpapier vom Format A 4 anfertigt,
stellte fest, daB ein Briefumschlag vom Format A 6 und vier Blatt
Schreibpapier zusammen genau so viel wiegen wie sechs Blatt
Schreibpapier. Bernd schickte in einem Briefumschlag genau drei
Blait Schreibpapier mit AufgabenlGsungen ab. Mit einer Bricfwaage
stellte er dabei fest, daB der verschlossene Brief genau 20 g wog und
somit die bereits aufgeklebte 20-Pf-Briefmarke gerade noch reichte.
Wie schwer wire ein Brief, der zehn Blatt Schreibpapier mit Auf-
gabenldsungen enthilt, gewesen? Welchen Wert miiBBte eine Brief-
marke zom Frankieren dieses Briefes haben?

VLV Spremberg Ag 310 69 DDR 2761
1208 988 zZs

POSTKARTE

Gebihren-

freil

Postamt

Sofort an den zustdndigen
Postzeitungsvertrieb weiterleiten.




1. Auflage 1972, etwa 320 Seiten, etwa 200
zwelfarbige Zeichnungen, Ganzgewebe etwa
1280 M

Best.-Nr.: 653 1958

Dieses Buch zeigt, daB Mathematik und Phy-
sik unterhaltsam und fesselnd sein kdnnen,
und widerlegt alle Skeptiker, die diese Wis-
senschaften als trocken uad hdélzern ver-
schreien. Ein biBchen Kopfchen und — ,,Gut
gedacht ist halb geldst!™ Unter diesem Motto
werden hier 200 Aufgaben aus den verschie-
densten Gebieten von Mathematik und Phy-
sik vorgestellt. Fiir jeden ist ctwas dabei —
vom mathematischen ,,Anfinger* biszudem,
der schon manch ,,harte Nu3“ geknackt hat.
In anregender Weiseé bieten uns die Autoren
cine Vielzahl mathematischer und physika-
lischer Knobeleien — zur Belehrung, zum

Vergniigen und Zeitvertreib. Viele Aufga-
ben tragen den Schein kleiner ,,Zaubereien'
in sich, manche Lasung ist verbliiffend ein-
fach. Andere Aufgaben sind schon etwas
schwieriger, einige Losungswege fordern so-
gar ein klein wenig Rechenfertigkeit. Das
Buch bringt aber nicht nur die Aufgaben und
die Resultate, auch auf eine aus[Uhrliche
Begriindung der Losungsmethode wird jeder-
zeit Wert gelegt. Wie isl ein Problem anzu-
packen, welche Wege sind einzuschlagen?
Auch auf diese Fragen pgibt das Buch Ant-
wort, ohne daB der Leser etwa eine Mathe-
matikstunde absolvieren miiBte. Eine Por-
tion gesunder Pfiffigkeit geniigt, um in unse-
rer Denkschule mit Erfolg abzuschneiden.
Versuchen Sie es! Dieses Buch wendet sich
an denkfreudige Junge und Alte, an Lehrende
und Lernende.
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Nicolaus Copernicus

Am 19. Februar 1973 wird man iiberall in der Welt,
wo sich Engagement fiir wissenschaftlichen und gesell-
schaftlichen Fortschritt begegnen, des 500. Geburts-
tages von Nicolaus Copernicus festlich gedenken. Seine
weltbewegende Leistung der Begriindung des wissen-
schaftlichen astronomischen Weltbildes, sein Ein-
treten fiir seine polnische Heimat, seine Tatigkeit als
Arzt, als Berater in Wihrungsfragen und anderen
Skonomischen Problemen der Zeit, seine Tatigkeit als
einer der ersten bedeutenden osteuropiischen Kenner
der griechischen Sprache — all dies macht Copernicus
zu einer der groBen Gestalten der Renaissance, von
der Friedrich Engels schreibt:

..Bs war die groBte progressive Umwilzung, die die
Menschheit bis dahin erlebt hatte, eine Zeit, die
Riesen brauchte und Riesen zeugte, Riesen an Denk-
kraft, Leidenschaft und Charakter, an Vielseitigkeit
und Gehorsamkeit. Die Minner, die die moderne
Herrschaft der Bourgeoisie begriindeten, waren alles,
nur nicht birgerlich beschrinkt ... Was ihnen aber
besonders cigen, das ist, daB sie fast alle mitten in der
Zeitbewegung, im praktischen Kampf leben und
weben, Partei ergreifen und mitkimpfen, der eine
mit Wort und Schrift, der andere mit dem Degen,
manche mit beiden.*

I
Copernicus wurde hineingeboren in eine Zeit tief-
greifender gesellschaftlicher Umschichtungen. Im
SchofBe der sich zersetzenden Feudaigesellschaft be-
gann sich ¢ine neue Klasse zu formieren, das Biirger-

tum. Tiefe soziale Widerspriiche in Stadt und Land,
zahllose Kriege, die Herausbildung der Nationalstaa-
ten, das Aufblithen der Stidte, girende geistige und
religiose Bewegungen prigten das Bild des Uber-
gangs zur friithkapitalistischen Gesellschaft. Dazu
gehorte eine noch nicht gekannte glanzvolle Entfal-
tung von Wissenschaft und Kunst. Copernicus erlebte
den GroBen Deutschen Bauernkrieg und die Hinrich-
tung Thomas Miintzers, die Entdeckung Amerikas, die
Reformation; er war Zeitgenosse von Leonardo
da Vinci, Albrecht Diirer, Michelangelo und Raffael.
Als Copernicus geboren wurde, war Johannes Guten-
berg, der Erfinder des Buchdruckes mit beweglichen
Lettern, bereits finf Jahre tot. Als Copernicus alterte,
standen die Tiirken vor Wien, flammten in West-
europa die Scheiterhaufen auf, mit denen die Inquisi-
tion gegen den Zerfall der katholischen Kirche an-
kdmpfte, und in Oberitalien wurden die ersten groBen
Manufakturen eingerichtet, mit der eine neue, pro-
gressive Produktionsweise aufkam.

Auch die Heimat von Copernicus, das ndrdliche Polen,
durchlitt wihrend der Lebenszeit von Copernicus eine
unruhige, kriegerische Zeit. Inder historischen Schlacht
von Grunvald (Grunewald) hatte 1410 ein vereinigtes
polnisch-litauisch-russisches Heer dem aggressiven
Deutschritterorden eine vernichtende Niederlage bei-
gebracht. Nach einem 13jidhrigen blutigen Krieg gegen
den Ordensritterstaat von 1454 bis 1466 konnten die
ehemaligen westpreuBischen Handelsstidte — unter
ihnen Gdansk und Torun — sowie die Bistiimer
Chetmno (Kulm) und Varmia (Ermland) wieder in
den Verband des Konigreiches Polen zuriickgefithrt
werden, das sich zur europidischen GroBmacht ent-
wickelt hatte. Doch trotz dieser Niederlage blieb der
Deutschritterstaat ein gefahrlicher Nachbar.

Von dieser politischen Situation sollte das Leben von
Nicolaus Copernicus bestimmt werden, eines Dom-
herren im Bistum Varmia, das geographisch vom
Territorium des Ordensstaates nahezu umschlossen
wurde. Copernicus hat sich den Forderungen, die seine
Zeit an ihn stellte, nicht verschlossen und leiden-
schaftlich fiir die Belange seiner Heimat Partei er-
griffen.

polnische Briefmarken, herausgegeben aus Anlall des 500. Geburtstages von Nicolaus Copernicits.
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I
Copernicus wurde am 19. Februar 1473 in Torun
geboren, als Sohn eines aus Krakdw zugewanderten
polnischen Kaufmannes, der in seiner neuen Heimat
in die hochangesehene Familie der Watzenrodes cin-
geheiratet hatte. Torun, an der Wisla (Weichsel)
gelegen, war damals eine der michtigsten Handels-
stidte PreuBens; ihre Handelsverbindungen reichten
bis Skandinavien, RuBland, bis Briigge in Flandern
und bis Ungarn.
Mit 10 Jahren (1483) erlitten Nicolaus und secine
Geschwister Andreas, Barbara und Katharina durch
den Tod des Vaters einen schweren Verlust. Ein Onkel
miitterlicherseits, Lucas Watzenrode nahm sich der
Erziechung insbesondere seiner Neffen mit grofler
Sorgfalt an.
Lucas Watzenrode war ein hervorragender Vertreter
des Humanismus, stieg im Dienst der Kirche 1489
zum Bischof von Varmia auf und gehorte zu den
entschiedensten und erfolgreichsten Verfechtern der
polnischen Sache im Kampf gegen den Deutschen
Ritterorden.
Der Onkel sandte seinen Neffen 1491 zum Studium
an die Universitit Krakdéw, die zu den dltesten und
berithmtesten Hohen Schulen Europas gehorte und
unter anderem ecine hervorragende mathematisch-
astronomische Tradition besalB3. 1494 oder 1495 erhielt
Copernicus durch Vermittlung seines Onkels eine
Stellung als Kanonikus (Domherr) am Dom zu
Frombork {Frauenburg), der Domkirche des Bistums
Varmia. Auf Wunsch des Onkels, der selbst in Italien
studiert hatte, setzte Copernicus 1496 seine Studien
in Ttalien fort und hielt sich, mit nur einer kurzen
Unterbrechung, dort bis 1503 oder 1504 auf. Er stu-
dierte in Bologna, Padua und Ferrara Rechtswissen-
schaft, Theologie, Astronomie, Mathematik und Me-
dizin. 1503 promovierte er zum Doktor der Rechte.
Mit einer selbst fiir diese Zeit ganz auBergewdhnlich
umfassenden und tiefgriindigen Ausbildung kehrte
Copernicus nach Frombork zuriick und trat dann,
1506, als eine Art Leibarzt in den unmittelbaren Dienst
des Bischofs von Varmia, seines Onkels, in Lidzbark
(Heilsberg), der dort nach Art weltlicher Feudalherren
Hof hielt.

111
Bereits in Krakdow, vor allem aber dann in Bologna,
sah sich Capernicus mit dem unbefriedigenden Zustand
der Astronomie konfrontiert. Das aus der griechisch-
hellenistischen Antike iiberlieferte astronomische
Welibild hatte in dem berithmten Buch ,,Almagest"
des alexandrinischen Astronomen Ptolemdus eine in
sich abgerundete Darstellung gefunden, die mathema-
tisch weitgehend durchgebildet war. Die Erde steht da-
nach ruhend im Mittelpunkt der Welt. Die Planeten —
unter ihnen die Sonne — umlaufen die Erde, und zwar
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so, daB} sie die Planeten auf Kreisen bewegen, deren
Mittelpunkte ihrerseits sich auf Kreisen ‘um die Erde
bewegen. Diese komplizierte Bewegung auf Epi-
zykloiden hatten die antiken Astronomen annehmen
miissen, um die Beobachtungen am Himmel mit dem
aus idealistischen Verstellungen abgeleiteten Postulat
des hochangesehenen antiken Philosophen Platon
einigermafBen in Ubereinstimmung bringen zu kdnnen,
wonach nur Kreise fur die Bewegungen der Himmels-
korper denkbar seien. Mit der sich steigernden Beob-
achtungsgenauigkeit bei den arabischen Astronomen
und in Europa zu Beginn der Neuzeit gericten die auf
ptolemdischer Grundlage angestellten Berechnungen
immer offensichtlicher im Widerspruch zum wirk-
lichen Lauf der Planeten am Himmel. Es blieb den-
noch die Vorstellung von der zentralen Stellung der
Erde unerschiitterlich, zumal deswegen, weil nach
christlicher Ideologie der Wohnsitz des von Gott
erschaffenen Menschen nur im Mittelpunkt der Welt
denkbar erschien. Das Dogma von der Zentralstellung
der Erde war somit wesentlicher Teil des christlichen
Weltbildes; ein Angriff darauf muBte daher zugleich
als ein Angriff auf die Kirche selbst aufgefalit werden.

v

Nachweislich hat Copernicus bereits in Krakow ein-
gehende astronomische Studien betrieben und in
Bologna und Rom im AnschluB an die weitgehenden
Bemihungen des hervorragenden Astronomen Regio-
montanus Beobachtungen angestellt. Als er in seine
Heimat zuriickkehrte, trug er bereits revolutiondre
Aumnsichten liber die Neubegriindung der Astronomie
in sich. Vermautlich in Lidzbark, zwischen 1506 und
1511, legte Copernicus seing Grundideen in einer
kleinen Schrift nieder, die, ungedruckt geblieben,
unter dem Namen ,,Commentariolus™ (Entwurf) in
die Geschichte der Wissenschaften eingegangen ist.
Copernicus stellt die Sonne in den Mittelpunkt der
Welt uné alle Planeten (unter ihnen die Erde) um-
kreisen die Sonne. Das Dogma von der Zentralstellung
der Erde ist durchbrochen — ein Schritt von groBer ge-
danklicher Kihnheit ist getan. Die Bestitigung war
durch eine mathematische Durchbildung dieses An-
satzes und durch weitere Beobachtungen zu  er-
bringen.
Doch riickten aufkommende politische Fragen zu-
néchst in den Vordergrund und forderten die Tatkraft
von Copernicus.

H. Wufling

Dieser Beitrag wird in Heft 6 fortgesetzt.



An der Hochschule fiir Architektur und
Bauwesen schlieBen die Absolventen nach
einem vierjahrigen Studium mit dem akade-
mischen Grad Diplom-Ingenieur ab. Im Rah-
men der 3. Hochschulreform haben sich die
Studienmoglichkeiten an unserer Schule be-
deutend erweitert,

Zundchst ist die Entscheidung zwischen den
in der Tabelle angegebenen Grundstudien-
richtungen zu [Ellen (siche unten). In zwei
Jahren werden hier brette Grundlagenkennt-
nisse in naturwissenschaftlichen, technischen
und gesellschaftswissenschaltlichen Diszipli-
nen erworben und bereits in praxisbezogenen
Belegaufgaben angewandt sowie die Sprach-
kenntnisse und sportlichen Fihigkeiten er-
weitert.

Daran schlieBen sich vielseitige Moglichkei-

Sektion Architektur, Vorbereitung auf die Verteidigung eines Entwurfs

ten in den Fachstudienrichtungen unserer
Hochschule an, fiir die sich die Bewerber
frithzeitig, am besten schon bei der Aufnahme
des Studiums entscheiden, und aus denen sich
dann die sozialistische Gemeinschaftsarbeit
mit Hochschullehrern, wissenschaftlichen
Mitarbeitern, jungen Arbeitern und erfahre-
nen Facharbeitern aus den Kooperations-
betrieben der Hochschule entwickelt.

Gesellschaltlich aktive Studenten mit schr
guten fachlichen Leistungen kénnen nach
der Hauplpriifung fiir ein dreijahriges For-
schungsstudium ausgewihlt werden, das mit
der Promotion zum Doktor-Ingenieur ab-
schiieBt. Ihr Einsatz erfolgt dann in verant-
wortungsvollen Funktionen der sozialisti-
schen Baupraxis oder als Nachwuchswissen-
schaftler im Hochschulwesen, D. Schwaab

49294 Eine Kurve (sie kann auch aus
mehreren getrennten Zweigen bestehen) in
einer Ebene heillt ,,Mittelpunktskurve™, wenn
in der Ebene ein Punkt M existiert, der fol-
gende Eigenschaft besitzt: Jede Gerade durch
M, die die Kurve schneidet, muB die Kurve
in genau zwei Punkten P, und P, schneiden,
und die Strecken MP, und MP, miissen
pleiche Lange haben. (Solche Mittelpunkt-
kurven sind z. B. der Kreis, das Bild der

Funktion y=l, regelmiBige Vielecke mit
X

gerader Eckenzahl.} Alle in den Beispiclen
angegebenen Kurven besitzen, wie man leicht
feststellen kann, zwei zueinander senkrechte
Symmetrieachsen, die sich im Mittelpunkt
schneiden.

Es ist zu untersuchen, ob

a} jede Miticlpunktskurve zwei sich in M
schneidende Symmetrieachsen besitzt und
b) jede ebene Kurve mit zwei orthogonalen
Symmetrieachsen Mittelpunkiskurve ist.

In der Zeit vom 26. Juni bis 2. Juli 1972 fand
unter der Schirmherrschaft der Hochschule
fir Architektur und Bauwesen, Sektion Re-
chentechnik und Datenverarbeitung, der
VI. Internationale Kongreb iiber die Anwen-
dung der Mathematik in den Ingenieurwissen-
schaften (ikm)

statt. KongreBleiter war Prof. Dr, Marzke.
Den Festvortrag hielt Prof. Dr. F. X, Mann,
Berlin: Anwendung der EDV zur Rationa-
lisierung der bautechnischen Projektierung
und technologischen Vorbereitung von Inve-
stitionen. Wissenschaftler aus 26 Lindern
hielten Vortrige.
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Darstellende Geometrie
und Architekturausbildung

In diesem Artikel soll ein kurzer Uberblick
liber die Probleme gegeben werden, mit
denen sich der Architekt wihrend seiner Aus-
bildung im Fach .Darstellende Geometrie®
beschiftigl. Wir weisen aber zugleich daraul
hin, daD in diesem Rahinen die angegebenen
Definitionen und Erklarungen nicht umfas-
send sein konnen. Das mul einer groferen
Arbeit vorbehalten bleiben, die sich griindlich
mit der oben genannten Problemaltik ausein-
andersetzen kann.

Wir gehen von einer Definition aus, die
E. Miiller. ein Wiener Geometer, angegeben
hat: ..Die darstellende Geometrie lehrt, wie
man Raumgebilde mnach geometrischen
Grundsitzen durch Zeichnung abbildet und
Aufgaben iiber die dargestellten Gebilde auf
Grund der Abbildung l&st.*

An die Abbildungsverfahren werden in der
Praxis (olgende zwei Forderungen gestellt.
Sie sollen 1. anschaulich und 2. mafBgerechte
Bilder liefern. Wir crldutern diese Eigen-
schaften:

I. unschaulich: Wir nennen ein Bild eincs
Gegenstandes anschaulich, wenn es den Ein-
druck vermittelt. den wir vom Gegenstand
selbst erhalten.

2. mafgerecht: Der Aufwand zur Konstruk-
tion des Bildes vom gegebenen Gegensiand
ist gering. oder aus dem Bild lassen sich mit
geringem Konstruktionsaufwand die wirk-
lichen GroBen des urspriinglichen Gegen-
standes bestimmen. .

Es gibt aber kein Abbildungsverlahren, das
die beschriebenen zwei Eigenschaften gleich-
zeitig erfiillt. Eine Fotogralie eines Gebaudes
z. B. vermittelt einen plastischen und natur-
getreuen Eindruck, also ein anschauliches
. Bild. Jedoch ist ein groBer Zeitaufwand notig.
um aus den Abmessungen des Gebdudes das
Bild herzustellen. das uns dic Fotografie
liefert. Es ist auch nicht einlach. aus der
Fotografic diec Abmessungen von Gebaude-
teilen zu konstruieren,

In der darstellenden Geometrie bedient man
sich der {olgenden Projektionsarten:

1. Zentralprojektion

Bei der Zentralprojektion gehen von einem
Zentrum O (liegt auBerhalb der Bildebene)
7u jedem Punkt des abzubildenden Korpers
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Strahlen (Projektionssirahlen) aus. die eine
Bildebene in Punkten, den Bildpunkten des
Korpers. durchstofien.

2. Parallelprojektion

Verlaufen die Projektionsstrahlen zueinander
parallel, so sprechen wir von Parallelprojek-
tion. Wir unterscheiden zwischen orthogo-
naler und schieler Parallelprojektion, je nach-
dem. ob die Projektionsstrahlen senkrecht
oder schiel aul die Bildebene einfallen.

Da dic Methoden und Ergebnisse der dar-
stellenden Geometrie die Voraussetzungen
fiir dic Arbeit des Architekten schalfen, ist
eine griindliche Einfithrung der Studenten
der Architektur in dieses Fach notwendig
Es ist darum erforderlich, daB sich die Stu-
denten mit den Projektionsarien und den
geometrischen Eigenschalten von ebenen Ge-
bilden. dic beim Projektionsvorgang erhal-
ten bleiben. den sogenannten Invarianten,
vertraut machen. Eigenschaften. von cbenen
Gebilden, die unter diesem Aspekt betrachtet
werden, sind z. B. Flichentreue, Winkeltreue.
Parallelitdit und Teilverhiltnis. Die Kenntnis
der Invarianten beziiglich der Abbildung
gestattet wesentliche Konstruktionsverein-
fachungen in der darstelienden Geometrie.
Fine Aufgabe der Architekturstudenten be-
steht darin. ein raumliches Objekt perspektiv
abzubilden, d. h. ein rdumliches Objekt mit
Hilfe der Zentralprojektion auf eine Bild-
ebene zu projizieren. Das entstandene Bild
des Objektes entspricht etwa dem. welches
wir beim einéiugigen Sehen wahrnehmen. Das
Objckt kann entweder im Grund- und AufriB
oder in seiner Gestalt und in seinen Abmes-
sungen bekannt sein. Da man im ersten Fall
an Grund- und Aulrif gebunden ist, spricht
man von .gebundener Perspektive”, im zwei-
ten Fall von [reier Perspektive. Neben der
Aulgabe perspektivischer Konstruktion des
Objekies tritt auch die Aufgabe in der Um-
kehrung auf:

Aus einem zentralperspektiven Bild sind die
zugeordneten Normailrisse zu rekonstruieren.
Diese Aufgabe hat sowohl Bedeutung in der
Architektur (Rekonstruktion zerstorter Ge-
bdude aus Fotografien usw.) als auch in
der Geodisie (Entzerrung von Luftbildauf-
nahmen des Objektes). Die Fotogrammetrie
beschiftigt sich mit diesen Problemen.

Viele Konstruktionsmethoden der Perspek-
tive erfordern Hauptrichtungen (Linge.
Breite, Hohe) des abzubildenden Objektes.
Bei Geldndeaufgaben sind sie nicht vorhan-
den. und man verwendet zur Gewinnung des
zentralperspektiven Bildes vorteilhaft die
rechnerische Durchstofmethode.

In einer raumlichen Skizze wird die perspek-
tive Abbildung eines Quaders gezeigt (Bild 1).
Zunichst sind jedoch ¢inige grundsitzliche
Bemerkungen noiwendig:

O ist das Zentrum der Projektionsstrahlen
¢ ist eine waagerechte Standebene, und
darauf wird der Quader gestellt. Mit =«
bezeichnen wir die zu o senkrechte Bildebene,
mit s die Standlinie (Schnittgerade zwischen
7 und o). Die Lote von O auf ¢ und = schnei-
den die Ebenen ¢ und # im Standpuokt St
und Hauptpunkt H. Die Parallele zu 5 durch
H nennen wir dic Horizontlinie k, die Strecke
OH die Distanz d und die Strecke OSt die
HorizonthSéhe «. Denken wir uns in & das
unbewegliche menschliche Auge, gerichtet
aul den Hauptpunkt H. so kann es nur
innerhalb eines geraden Kreiskegels mit
einem raumlichen Offnungswinkel von 36°
die Konturen des Korpers scharl und unver-
zerrt erkennen. Diesen geraden Kreiskegel
mit der Spitze in O und der Achse OH nennen
wir den Sehkegel. Sp ist der Spurkreis des
Sehkepels in 7. Nach diesen Vereinbarungen
beschiftigen wir uns mit der perspektiven
Abbildung von Punkten und Geraden.

Abbildung eines Punktes:

P sei ein Raumpupkt. Indem wir den Strahl
oP (von O nach P) mit der Bildebene n
zum Schnitt bringen, erhallten wir P*. den
Bildpunkt von P. Zu jedem Raumpunkt (mit
Ausnahme von Q) gibt es eindeutig einen
Bildpunkt, zu jedem Bildpunkt unendlich
viele Raumpunkte (alle Punktc aul dem
Projektionsstraht OP). Die Raumpunkte (mit
Ausnahme von Q). die in der zu n parallelen
und durch O verlaufenden Ebene liegen.
werden auf die unendlich fernen Punkte
von = abgebildet.

Abbildung einer Geraden (Bild 2):

Das Bild g* ciner Geraden g ist bestimmt
durch die Bilder zweier Punkte der Geraden.
Jede Gerade g, dic nicht parallel zu n verliuft.
durchstdBt # in einem Punkt, dem Spurpunkt
Sg der Geraden. Wir senden ven O aus Pro-
jektionsstrahlen zu den Punkten der Geraden, -
die jenseits der Bildebene 7 liegen. Dic Durch-
stoBpunkte der Projektionsstrahlen durch =
sind Bildpunkte der Geraden. Dabel gelangt
schlieBlich der Projektionsstrahl in paralleler
Lage zu g, der zum unendlich fernen Punkt
der Geraden g zeigt. Der Schnittpunkt dieses
Projektionsstrahles mit x heiBt der Flucht-
punkt Fg der Geraden g und der Projektions-
strahl selbst der Fluchtstrahl FS.

Der Fluchtpunkt einer Geraden ist das Bild
ihres unendlich fernen Punkles; er wird
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gefunden als DurchstoBpunkt des zur Ge-
raden parallelen Projektionsstrahles durch
die Bildebene n.

Hieraus 146t sich schluBfolgern:

Die Bilder paralleter Geraden gehen durch
denselben Fluchtpunkt

Sonder[ille:

Eine Gerade, die senkrecht zur Bildebene n
steht, bezeichnet man als Tiefenlinie. Der
Fluchtpunkt der Tiefenlinie ist der Haupt-
punkt H.

Eine Gerade, die senkrecht zur Standebene o
steht, wird als Gerade senkrecht zur Stand-
linie s abgebildet. Flucht- und Spurpunkt
sind der unendlich ferne Punkt der Gera-
den.

Liegt eine Gerade sowohl parallel zur Stand-
ebene ¢ als auch zur Bildebene =, heifit sie
Breitenlinie. Das Bild einer Breitenlinie ist
eine Gerade parallel zur Standlinie s. Spur-
und Fluchtpunkt sind der unendlich ferne
Punkt der Bildgeraden. Nach dicsen Uber-
legungen konstruieren wir das perspektive
Bild in der Architektenanordnung des im
Grund- und Aufri} gegebenen Hausmodells
(Bild 3). Im ersien Schritt heften wir den auf
Transparent vorhandenen GrundriB des
Hausmodells aufl unser Zeichenblatt (Grund-
riBebenc = Standebene o) und tragen die
Bildebene n in o ein. Sic zeigt sich, da sie
senkrecht aul ¢ steht, als Standlinie s'=s.

Im zweiten Schritt wihlen wir den Stand-
punkt St' so, daB der groBere Winkel, den
St'H’ mit einem der beiden dullersten Seh-
strahlen im Grundrif einschlieBt, etwa 18°
betrsigt. Im dritten Schritt bestimmen wir
die Grundribilder der Fluchtpunkie F,
und F,. Der Fluchtpunkt F, ist der Flucht-
punkt der zur Standebene o parallelen Ge-
raden, die die Kanten E, ﬂ, 75_, §Z, 910 ent-
halten. Er liegt auf der Horizontlinie. Wir
{inden F,*, indem wir durch St eine Parallele
zu '3’ ziehen und mit #’ zum Schnitt bringen,
F, ist der Fluchtpunkt der Geraden, die die
Kanten 46, 28 cnthalten und befindet sich
ebenfalls wie F; auf der Horizontlinie, da
46, 28 parallel zu ¢ verlaufen Dic Parallele
zu 4’6" durch St' trifft ' in F,*. Im vierten
Schritt klappen wir die Bildebene = in die
Standebene . Da sich in unserem Bild dann
zwei Figuren iiberlagern wiirden, verschieben
wir die umgeklappte Bildebene, so daB s
unterhalb von s’ und paraltel zu s ist. Wir
heften dann das auf Transparent gezeichnete
AufriBbild des Hausmodells aul s an. Dann
tragen wir die Horizontlinie im angegebenen
Abstand 4 von s sowie die Fluchtpunkte F,
und F, (senkrecht zu s' unter F,* bzw.
F,*} auf der Horizontlinie ein. Im finften
Schritt bestimmen wir die Spurpunkte der
Geraden g,, g, bzw. g,, auf denen die Kanten
24, 13 bzw. 109 liegen. Wir verlingern die
Kanten ﬂ, 13 bzw. 109 iiber 4, 3 bzw. 9

hinaus, bis sie die Bildebene 7 in I*, [I* bzw.
111* durchstoBen. In unserem Bild treffen die
Verlingerungen von 24, 13’ und 109 ' in
den Punkten ¥, ¥, [1I* (I*¥ =1I*). In dex
ungeklappten Ebene liegen I*, I1* und I111*
senkrecht unter I*, II* =I1* und HI* und
zwar [* auf der Standlinie s, II* in der Hohe
der Punkte 1” und 3" und III* in der Hohe
der Punkte 10” und 9" dariiber.

Das Bild von g, ist die Gerade I*F,*, von g,
die Gerade I1* F,* und von g, dic Gerade
IIT*F,* Nun verbinden wir 1'=2", 3’'=4', 1Y
und 9 mit S¢' (Sehstrahlen im GrundriB)
und erhalten aufl @ 1% =2%, 3* =4*% 10%
und 9*. Die Senkrechte zu s’ durch 1* =2%
markiert auf II*F;* den Punkt 1* und auf
I*F,* den Punkt 2* und die Senkrechte zu s’
durch 3*:=4* auf [I*Ff* den Punkt 3*
und auf I*F,* den Punkt 4* 10* und 9*
ergeben sich als Schnittpunkte der Senkrech-
ten durch 10* und 9% zu §" mit der Geraden
[IT*F *. 1%, 2% 3% 4% 9% [0* stellen die
perspektiven Bilder von 1, 2, 3, 4, 9, 10 dar.
Die Bilder der Kante 46 bzw. der Hilfsgeraden
35 weisen in die Richtung 4*F,* und 3*F,*
Indem wir wieder die DurchstoBpunkie der
Sehstrahlen nach 5 und 6 durch n bestim-
men, ist das perspektive Bild des Hausmodells
fertig. Die unsichtbaren Kanten werden weg-
gelassen, da es uns nur auf ein anschauliches
Bild ankommt. Zugn Schlufl geben wir den
Spurkreis an. E. Kiihn
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Mathematikern
ither die Schulter
geschaut

Mathematik
und Russisch

Es gehorte nicht immer zu den - Selbstver-
stindlichieiten, daB S;:hi‘:ler regelmaBigen
Zugang zu Einrichtungen einer Hochschule

haben, lange bevor sie selbst Studenren sind. .

Seit einigen Jahren gehoren Schiiler der EOS
Friedrich Schiller Weimar za dem Bild unse-
rer Hochschule. In allen Sektionen nehrmaen
sie als Mitglieder Wissenschafilich-Prakti-
scher Arbeitsgemeinschaften (WPA) svamittel-
bar Anteil an vielfaltigen Forschungsvor-
haben. Schulkenntnisse in Mathematik, Phy-
sik, Chemie und in Gesellschaftswissenschaf-
ten kodnnen sie unmittelbar bei der Losung
technischer und dkonomischer Probleme an-
wenden, necue Kenntnisse werden dazuge-
wonren. Die Arbeii in wissenschaftlichen
'Einrichtungen ist ihnen nicht mehr etwas
Fremdes, sie gewinnen ein kiares Bild von
der Art der Aufgaben, dic spaier auf sie
zukommen. Daritber hinaus haben die Ma-
thematiker der Sektion Recheniechnik/Da-
tenverarbeitung, die Mitgiieder der Mathe-
miatischen Gesellschafi der DDR. sind, eine
Arbelisgemeinschaft fir Junge Mathematiker
zur Yorbereitung auf die OJM ecingerichtet.
Die besten Schiiler der 11. und 12. Klassen
der EOS Friedrich Schiller Weimar kommen
hier einmal wochentlich zusammen und l3sen
unter Anleitung eines Mathematikers schwie-
rige Aufgaben aus den verschiedenen.Gebie-
ten, <ie in den QIM eine Rolle spielen. -

Ein Beispiel aus einem soichen AG-Nach-
mittag sei hier angefithrt:

Im - Mittelpunkt. stand” eine geometrische
KonstniKtionsaufgabe. -Anr Beispicl sollte
die Methode gezeigt werden, wie man cine
Konstruktionsmethode durch Rechnung er-
mitteln kann, besonders: wenn men  die
geometrischen ~ Hilfsmitiel. nicht voll be-
herrschi. Die erste Losung war siwas um-
stindtich, spiter wirde dann die.im niichsten
alpha-Heft gebotene Losung gefunden. Und
welche Losung findest du, lieber Leser, zu
dem gestellten Problem ? ' )

A926 4 ' In einer Ebene seien drei parallele '

Geraden g, & und g, geechen. 2, liege
zwischen g, und g;. Der Abstand von g, zu
g, sei m, der Abstand von g, zu g; sei ». Es
ist ein gicichseitiges Dreieck zu konstruieren,
dessen Eckpunkte 4, B und C auf je einer
der drei Geraden iicgen. H._ Bode
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Licbe alpha-1eser!

Ubersetzt die nachstehenden in russischer
Sprache abgedruckten Mathematikaufgaben
ins Deutsche! Als Ubersetzungshilfe sind im
AunschluB an jede Aulgabe dis Vokabeln
angegeben, die nicht zum Wortschatz der
achten Klasse gehoren.

Lést anschiieBend diese Mathemati}:aufgabcn
urd versucht, zumindest das Ergebais in
russischer Sprache zu formulieren! Damit
ihr eure Arbeit kontroltieren konnt, werden
im gleichea Heft die Uberset;Ungen dieser
Aufgabentexte in russischer Sprache abge-
druckt. (Siche Seite 114)

Die folgenden Mathematikaufgahen sind
zwel Schriflen enlnommen:

1. F. F. Nagibin, Das mathematische Schatz-
késtchen, 2. Ausgabe, Staatlicher Pidago-
gischer Verlag des Ministediums [ir Volks-
bildung der RSFSR, Moskau i961.

2. Wissenschaft und Leben, Heit 10/1970.

Ala JjIpa OpaTa pasroBOpENNCh O TOM,

- CKOJIBEO OWH CKOMMIN fgener. {Tapiuni ro-

BOPUT Myanmmiemy: «Jai# mue 80 xomeek,
TOINA y MeHa OyaeT Aeer B Opa puaza Jouts-
e, YeM v TeSa.» Mmammmi HOMYM2 U
orserur; « Her, v 1eb9 1 Tax SoanLie meHer,
veM v Mers, Jlywioe Ter gail vie 80 xonsek,
TOLdE DeHer ¥ Hac Sydet nonoray. » Cxonpko
JieHCr HAKOMHI Xaxaptit 6par? ;

PALOBODUTECH ins Gespriich kommsn
O TOM dariiber

CKONATh anhdufen, sparen

B Xpa pa3za Goaeme doppelt soviel

" TaK ohnebin

Ty€mie lieber

OPOBHY zu gleichen Teilen
AZa Jlovepu B BH4aCTosmES BpeMs 8 foT,

a Maiepk 33. Uecpe: CKGILKO JI€T MATh
GyneT B Tpoe cTapiue foyepu ?

B HACTOSAIUEE gegenwiriig, wur Zeit
BpéMﬂ_ in (zeitl)

“yepes:

H TPOE cTapuie dreimal so alt
P!

A3a Sma ugér ot jgoma ilr.o EKGHE]
30 MuHyT, a Gpar ero lleta 40 MUHYT.
Hera Bbunes ws xomMa Ha NATh Mm[yf
paapize Sraw. Yipes crxonsko muryT Hina
gorount ITero? '

BBIILIGT veilieB

HA TATH MAHYT 5 Minuten frither

paibie
HIOTHATE zinholen
Tepes in fzeith)

4da  JInamerp onasErHol IIOLIAHA Tal-
rd 0T B3prisd bonbuerd TYHIYCCKOTO Me-
TEOpHTa pPabeH Ipumepio 38 knM. Kakan
E:0INaae rairu Oputa orastena?

Iamerp Durchmesser
onaNéHBbi versengt
NI0IUATE TFliche

BIPLIB Explosion
paBeH gieich
DEMMEDHO ungefdhr, etwa

454 Kak 9eTbIpuMs NpAMBIME JHHHIMEA,
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HE OTpBIRAd ohne abzusetzen

I8DEYEPKHYTD durghstreichen
(nicr: verbinden)
pacnionoAsEHEI  gelegen

MOKa3aHO dargestellt

AS5a Hapacvit xaxnylo u3 buryp u# pas-
PexXb e€ HiL SeTHIPE KGHIPYIHTHEIE HYGCTH.

[EADUCYH zeichne
KaxAbif #5 jeder der, jeder von
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KOHI DYDHTHLIH kongruent
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-a7a Apbyicrour I xoueexy eui€ nosap-

Bysa. CrosbKo eTOmY Anfiya’

apSy3 Melone
noazpbysa taibe Mclone
’ r: der Preis fiir
eine heilbe Melone)

&84 D5rvoT cupepbiar mago 1pa3pe’aTh
Ha 6 yacicl Troboll Qopael, — Tak, ogHAKC,

~ TT00HR BO BCEX -FACTRX cyMMa qacesn OpInG

OOMiiaKOBa.



paspesaTp zerlegen, zerschneiden

moboii, beliebig

OHHAKO Jedoch

5154, hier: ist

HHCEIL 2. Fall Mehrz. v. uncio
OAMHaKoBa gleich

1 1
494 Tompectno §=-2— MOXHO HAITHCATD,

ynoTpebmag nce MecATH Hudp. Hanprmep:
1 3485
2 6970°
CMoxeTe mu B HaHTHM e NATh aHazgo-

IMMHBIX OpHMEpPOB, TAe caeba buuta 661 Apodn
1

=?

2

[Tonpobyitite noMcKaTk JpYrde NPUMEPLI,

. TA€ paBHble ApobH BLIpaXainch Onl AECATHIO
PAa3HbIMH UH(PAMH, HATPAMED |

3 1485 1 35 48

6 29707 2 70 96

TOXIECTBO Gleichung
ynotpebass indem man verwendet
AHAJTOTHYH bl analog

Ipodn Bruch

nonpobyiite probiert

PaBHbIH gleich

rae poipaxaiucs 66 wo ausgedriickt
werden konnen

HIECATBEO durch zehn

Dolmetscherbiiro
hilft alpha

Seit vier Jahren besteht an der Schiofberg-
Oberschule in Dobeln ein Dolmetscherbiiro.
In dieser Arbeitsgemeinschaft sind Jungen
und Midchen der Klassensiufen 8 bis 10
tatig. An der Schule gibt es etwa 150 feste
Briefverbindungen mit Freunden in der So-
wjetunion. Schiiler der unteren Klassen der
SchloBberg-Oberschule tragen hiufig Wiin-
sche an das-Dolmetscherbiiro heran, ihnen
bei der Ubersetzung oder Beantwortung von
Briefen zu helfen.
Alles von unserem Moskauer alpha-Korres-
pondenten Prof. Dr. Lewin iibersandte Mate-
rial wurde im Dolmetscherbiiro iibersetzt
und vom Mathematikfachlehrer W. Frager,
der an der gleichen Schule titig ist, bearbei-
tet.
Wir wiinschen unseren Lesern viel -Erfolg
beim Ubersetzen und beim Knobeln der
Probleme unserer sowjetischen Freunde.
Redaktion alpha

Sammelbildserie
Beriihmte Mathematiker

Der Verlag VEB Bild und Heimat, 98 Rei-
chenbach, gab eine Postkartenserie zum
Preise von 2,00 M heraus. In einer Sammel-
mappe sind 9 Portrits (und dazu auf der
Riickseite die Biographie) folgender Mathe-
matiker enthalten: R. Descartes, I. Newton,
G. W. Leibniz, L. Euler, J.-L. Lagrange,
C. F. Gauft, N. J. Lobaischewski, K. Weier-
strafi (Bild und Text der Riickseite dieser
Karte siehe unten), D. Hifbert.

Bestellungen kénnen fiir groBere Mengen bei
LKG-Bilderdienst, 701 Leipzig, Querstr. 16
erfolgen.

Einzelbestellungen sind beim Buchhaus Leip-
zig, 705 Leipzig, Tdubchenweg 83 méglich.
Die einzelnen Postkarten, unter Glas und
Rahmen gebracht, mit der entsprechenden
Biographie verschen, eignen sich hervor-
ragend fiir die Ausgestaltung von Kabinetten,
fir Wandzeitungen usw.  Redaktion alpha

Karl Weierstra$f (1815 bis 1897)

Erst gegen Ende seines Jurastudiums begann
sich der in Ostenfelde als Sohn eines Biirger-
meistereisekretirs geborene Karl WeierstraB
flir mathematische Probleme zu interessieren.
In Miinster liel} es sich daraulhin vom nicht
idbermaBig begabten, aber als sehr tiichtig
bekannten Professor Christoph Gutermann
mathematisch ausbilden. Bereits nach sechs
Semestern legte' er die Oberlehrerpriifung
mit Auszeichnung ab und wurde nach einem
Praktikantenjahr mit einer Gymnasiallehr-
stelle im damaligen Deutsch-Krone betraut,
wo er zu seinem Leidwesen in allen méglichen
Féchern, auch Schénschreiben, unterrichten
muBte.

Nach mehr als einem halben Jahrzehnt end-
lich wurde Weierstra ausschlieBlich als
Mathematiklehrer an das Braunsberger Gym-
nasium versetzl. In dieser Stadt verfaBte er
iseine_erste aulsehenerregende Abhandlung

,,Beitrage zur Theorie der Abelschen Inte-
grale”, fir die die Universitdt Konigsberg
ihimdie Ehrendoktorwiirde verlieh. Die Schul-
leitung indes erwirkle ihm einen langeren
bezahlten Studienaufenthalt nach Berlin. Der
Gelehrte ahnte nicht, daB er Spreeathen
niemals mehr verlassen wiirde. Denn kaum
hier eingetroffen, erhielt er den frei geworde-
nen Lehrstuhl der reinen Mathematik am
Koniglichen Gewerbeinstitut sowie eine Ma-
thematikprofessur an der Berliner Univer-
sitdt.

Weiersiraf’ wissenschaftlicher Ruhm beruht
auf seinen bahnbrechenden Arbeiten zur
Variationsrechnung, Differentialgeometrie
und Theorie der Elementarteiler. WeierstraB
,klirte, wie sich der Mathematikhistoriker
Dirk Struik in seinem ,,AbriB der Geschichte
der Mathematik™ (1963) ausdriickt, ,,die
Begriffe des Minimums, der Funktion und
der Ableitung vollig auf.ynd beseijtigte damit -
die noch vorhandene Unbestimmtheit der
Ausdrucksweise in den grundlegenden Be-
griffen der Infinitesimalrechnung.

Struik rithmt ihn als einen der bedeutendsten
Mathematiker aller Zeiten, als ,,das mathe-
matische Gewissen schlechthin*.
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X1V. Internationale

Mathematikelympiade

Torun/Warszawa 1972

Aufgaben

1. Gegeben sei eine Menge von zehn beliebi-
gen paarweise verschiedenen zweistelligen
positiven panzen Zahlen (Dezimalsystem).
Zeige, dalb es zwei elementfremde Teilmen-
gen‘ der gegebenen Menge gibt, deren Ele-
menie die gleiche Summe haben.

(UdSSR, 5 Punkte)

2. Zeige, daB fir alle n=4 folgender Satz
gilt: Jedes Viereck, fir welches ein Umkreis
existiert, 14Bt sich in n Vierecke zerlegen,
von denen jedes wieder einen Umkreis hat.

(Niederlande, 6 Punkie)

3. Es seien m und n belicbige nichtnegative
ganz? Zahlen. Zeige, dall
Cml@n! eine ganze Zahl ist.
mint(m+n)!
(Beachte: 01=1).

(GrofBbritannien, 7 Punkte)

Preistriiger der XIV. IMO

Aus der Republik Kuba nahmen nur
3 Schiiler teil

**  Pawel Kréger (DDR) erhielt einen Son-
derpreis als jlngster Teilnehmer der
IMQO (bei voller Punktzahl)
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4. Bestimme alle Losungen (x,, x5, X3, X4, X5)
des folgenden Ungleichungssystems
OF —%3x5) (0§ —x3x5) £0
(x5 — xa%x,) (3 = x4%,) 20
(x5 — x5%2) (] —x5%2) £0
(O —x73) (¥} —x,x3) 20
(65— X5%g) (6] —%,%4) 20,

wobei x,, X,, X3, X4, X5 positive reelle Zahlen
sein. sollen. '
(Niederlande, 7 Punkie)

5. Es seien fund g reelle, im Intervall (—oc,

+oc) definierte Funktionen, die fur alle

x und y der Gleichung
F+P+[x—y=2(x)g(;)

geniigen.

Zeige: Ist f(x) nicht identisch gleich Nul

und gili |f(x)|<1 (fir alle x), so gilt auch

[a0| 21 (fir alle 3).

(VR Bulgarien, 7 Punkte)

*** Insgesamt wurden von der Jury 2012
Punkte vergeben, das sind 47% der
erreichbaren  Gesamtpunktzahl (Im
Vergleich: Zur XIII. IMO 1971 wur-
den nur 287 der erreichbaren Gesamt-
punktzahl! erzielt.)

6. Es seicn vier voneinander verschiedene
parallele Ebenen gegeben. Zeige, daB cin
regelmiBiges Tetraeder existiert, welches in
jeder der gegebenen Ebenen einen Eckpunkt
hat.

(GroBbritannien, 8§ Punkte)

Die beiden Klausuren wurden an einer
QOberschule in Torun am 10. und 11 Juli
1972 durchgefithrt. Fiir die erste standen
4 Stunden und fiir die zweite (wegen des er-

hohten Schwicrigkeitsgrades) 4% Stunden

reine Arbeitszeit zur Verfligung.

Ein 1. Preis wurde vergeben [iir 40 Punkte,
ein zweiter fir 39 bis 30 Punkte, ein dritter
[Gr 29 bis 19 Punkie.

DDR-Teilnehmer der XIV, IMO

Pawel Kroger 1. Preis
dazu: Sonderpreis als jingster Teilnehmer
der XIV. IMO

49. Qberschule, Leipzig, Klasse 7

Harald Englisch 2. Preis
Erweiterte Oberschule ,,Karl Marx"', Leipzig,
Klasse 12

Albrecht He8. 2. Preis
Erweiterte Oberschule Dresden-Siid,
Klasse 10

QOlaf Bohme 2. Preis
Erweiterte Qberschule ,,Bertolt Brecht",
Dresden, Klasse 12

Hans-Jiirgen Fischer 3. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik an der TH
Karl-Marx-Stadt, Klasse {2

Gerd Weillenborn 3. Preis
Erweiterte Oberschule | Heinrich Hertz",
Berlin, Kluasse 10

Rainer Siegmund-Schultze 3. Preis
Erweiterte Oberschule ,,Heinrich Hertz"’
Berlin, Klasse 12

Matthias Giinther 3. Preis
Erweiterte Oberschule ,,Hermann
von Helmholtz", Leipzig, Klasse 10

Einen ersten Preis erhielten

(fiir volle Punkrzahl):

Pawel Kroger, Leipzig (DDR)

Firedi Zolidn, Budapest (Ungarische VR)
Komornik Vilmos, Budapest
(Ungarische VR)

Tuza Zsolt, Budapest (Ungarische VR)
Mircea Martin, Alba (SR Ruminien)
Wladimir Burkow, Wladimir (UdSSR)
Sergej Konjalin, Saratow (UdSSR)
Grzegorz Andrzejeak, Pabianice

(VR Polen}
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Die Abschlullfeier der XIV. Internationalen Mathematikolympiade
fand am 17. 8. 1972 in der Hochschule fiir Elektrotechnik in Wars-

Pawel Krdger (DDR), Schiller einer 7. Klasse, 1. Preistriger und 00 o0 (Gber die Rundfahet der Teilnchmer der XIV. IMO
Triger eines Sonderpreises gibt -Autogramme (oben) — seine Ur- vom 12. 8. bis 16. 8. berichtet alpha in Heft 6/72, d. Red.)
kunde (unten)
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Die erfolgreiche sowjetische Mannschaft mit ihren Delegations-
leitern

An der XIV, IMO nahmen zwei Madchen teil :
Hanna Garyga (Wroctaw) und Eva Janielity (Warszawa)
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Wer lost mit?
Hlllllﬂ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 3. Januar 1973

54927 Wenn man die Anzahl der Ein-
familienh#iuser unseres Ortes zunichst ver-
doppelt. das so erhaltene Produkt mit 3
und das neue Produkt mit 4 multipliziert,
danp erhalt man als Ergebnis ¢ine dreistellige
natiirliche Zahl. die aus gleichen Grund-
zilfern besteht. Wie viele Einfamilienhduser
gibt es in diesem Ort?

Anke Mentkowski, POS Eichwalde, KI. 7 4

54928 Die Abbildung stellt eine Gerade g
und ihre durch Spiegelung erzeugte Bild-
gerade g’ dar. wobei sich g und g’ im Punkt P
schneiden. .

Bestimme alle zu den Geraden g und ¢

zuldssigen Symmetricachsen! T
- g
p
gl
W35 w929 [n ciner Schachtel befinden sich

nicht mehr als 100 Kndple. Genau der dritte
Teil dieser Knéple sind Hemdenkndple,
genau der vierte Teil Mantelkndpfe, und die
restlichen Knépfe sind Druckkndple.
a) Wieviel Knopfe hegen hochstens in der
" Schachtel? ’

b) Wicvicl Druckknépfe sind in diesem Fall
in der Schachtel?

Hannelore Schiefer, Karl-Marx-Stadt

WS e930 Nach Abschluf der Kreisolym-
'~ piade Junger Mathematiker wurde ein Schii-
ler .gelragl. wieviel Punkie er erreicht habe
Scherzhalt antwortete er: . Addiert man zu
der Zahl meiner crreichten Punkte [0, und
verdoppelt man die so erhaliene Summe. dann
fehlen noch 10 Punkte an 100.“ Wieviel
Punkte erzielte dieser Schiiler?

W5#%931 Nach einem Eishockeyspicl sagte

der Kapitdn der siegreichen Ma.qnscha[t:'

LWir haben dreimal soviel Tore erkdmpft
wi¢ unsere Gegner, die weniger als [inf Tore

erzielten.” Wic lautet der Endstand dieses
Spieles. wenn insgesamt weniger als 15, aber
mehr als 9 Tore geschossen wurden?

Anke Mentkowski. POS Eichwalde. K. 7g

W 5¥932 Die Mitlen zweier benachbarter
Seiten eincs Quadrates sind mit dem Schnitl-
punkt der Diagonalen und mit dem gegen-
iiberliegenden Eckpunkt. wie aus der Zcich-
nung crsichtlich. verbunden. Wieviel Qua-
dratzentimeter betrdgt die schralfiert ge-
zeichpete Fliche, wenn die Quadratseite 8 cm
lang ist? Sch.

Boem

64933 Gegeben sei ein spitzer Winkel o
mit seinem Scheitelpunkt S, Zeichne die
Halbierungslinie des Winkels «, lege auf ihr
einen Punkt P [est und zeichne durch P die
Parallelen zu den Schenkeln des Winkels a.
Beweise. dall die dabei entstandenen Streifen
gleich breit sind! Sci.

64934 Essind alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen anzugeben. die durch 12 Leilbar sind
und die Form 9%7* haben. Dabei ist icgcs der
Sternchen durch cine der Grundziffern0, 1,

R,

2. ....9 zu ersetzen. T

W 6 w935 Ein innerer Punkt P eines Recht-
ecks ABCD wurde mit den Eckpunktlen des

0 c

A 8

Steffi Sorg, 6316 Stikzertach, Schlewsinger Sty 128
Polytechrische Oberschute Stikortnch, Ktasse 5 #

W 58346

Pridikal:

Wetthewerbshedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Yorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an o

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
dblichen Nummer sind ein W (d. h. Welt-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen dic Aufgaben, weiche
mit W a 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Losungist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jedé Aufgabengruppe
wird von ¢inem anderen Experten korrigiert.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
worlkarte mit dem Pridikat , sehr gut geldst™,
LEut gelést” oder ,.geldst™. Schiiler, welche
nur einen Schlufisatz zu einer Aufgabe cin-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichilich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,.nicht gelast™.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1972/73 lduft von
Heft 5/72 bis Helt 2/73. Zwischen dem 1. und
10. September 1973 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/72
bis 2/73 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Rickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegl.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Helt 6/73 verd[ientlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Helte.
5/72 bis 2/73) erbalten hat und diese einsen-
det, erhélt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Aniwortkarten des Wettbewerbs
1972/73 einsenden, erhalten das alpha-Abzel-
chen in Gold (und die Urkunde zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, dab alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders _n.ichl’v’é?g’esscn
wird. Redaktion alpha



Rechtecks verbunder. Ist die Swiame der
Fliacheninhalte dex Tireiecke A4BP und
ACPP Kleiner. pleick oder gréfer als dic
Summz Flichcrinbalte der Dreiecke
ABCP und ADAF? Die Antwort ist zo
begriinden! ' Sch.

der

W6 m936 Holger berichtet: .Gestern er-
zielte ich beirn Wiirkeln mit genau drei Wiir-
[ein cinen besonderen Wurl Die Augenzahl
Jjedes der drei Wiirfel war eine Primzahl, und
die. Gesamtaugenzahl aller drei Wiirfel war
ehenfalls eine Primzahl* Nach kurzem Nach-
denken meint Bernd: ., Bei diesem Wurf zeig-
ten genau zwei Wirfel die gleiche Augenzahl ™
Begriinde Bernds Aniwort, und gib die
Augenzahien (Ur alic moglichen Wiirle an!

: T
W6*%937 Gepeben sei ein Dreicck 4BC.
Durch Konstruktion sind ein inrerer Punkt D
der Seite AC und ein innerer Punkt E der
Seite 4B derart fesizulegen, dal 4D=DE
=ﬁ‘ gilt. Unter weichen Bedingungen ist
die geforderte Konstruktion ausfihrbar?

" W 6938 Gegeben sei ein rechtwinkliges
Dreieck ABC mit der Hypotenuse AB. Die
Mittelsenkrechte von AB schncide die Ka-
thete BC in D derart, daB BD=2-CD gilt.
Es ist die GréBe des Winkels ¥CAB=«
zu ermittein!

Jorg Lehnert, Tulow, Ki. 11

74939 In einem Kreis k mit der Sehne_A—I;.
die kleiner als der Durchmesser des Kreises
ist, verbinde man dic Punkte 4 und B mit
dem Mittelpunkt A des Kreises. Die Winkel-
halbierende des Winkels ¥ AMS schneide
den Kreis & im Punitte C, der mit M auf der
gieichen Seite von AB liegt. Man verbinde C
mit A und B. Es ist zu bewecisen, daB
¥ ACB+ £ BMC=180° zilt.

Bernd Zimdars, Templin, K1. 9

74940 Genau 8°/, alier Schiiler der Klas-
sen 5 bis 10 einer Gherschule abenrnieren die

Schiilerzeitschrift aipha bereits das vierte Jahr,

1 . . A . .
l;mal sovicl bergits das dritic, zweimal

soviel das »weite und viermal soviel Schiiler
das erste Jahr. Genzu 144 Schiiler der Klag-
sen 5 bis 10 sind nicht Abbonnent dieser
Zeitschrift.
a) Wieviel Schiiler <zer Klassen 5 bis 10 be-
suchen diese Schule? )
b) Wieviel Schiller abonnieren die Schiiler-
zeitschrift alpha das vierte, diitie, zZweite
oder evste Jahr?

Mathematikfacliehrer K.-H. Gentzsch,

Meuselwitz

W 78941 Regelmidige konvexe i-Ecke ha-
‘ben u gleiche Seiten ved n gleiche Innenwin-
kel. Jedem regelmiRigen konvexen n-Eck
I4Bt sich ein Kreis umbeschreiben, in dem

die n-Eck-Seiten Selinen sind. Jo dem abge- -

bildeten regelmiBigen Flinfeck wurden alle
von gepat cinem froxpunkt ausgehenden

Diagonalen eingezeichnet, dic einen Innsp-
winkel in drei Teailwinksl zerlegen. Welche
Grofe hat jeder dieser Teilwinkei? T.

W 7m042 Es sind alie natiiclichen Zahlen

« und b anzugeben, fiiv die die Gleichung
20+ 3b=27 erhillt ist.

Mathematikfachlehrer K.-F. Gentzsch,

‘ Meuselwitz

W.7*#943 . Es sind alle von Null verschiede-
nen natiirlicher Zahlen m und n anzugeben,
deren Summe halb so groB wicihr Produkt ist.
Sch.
W 944 Aus einem gegebenen Winkel
o< 180° mit dem Scheitelpunkt $ wurde ein
gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Basis
AB auf folge'nde' Weise konstruiert:
Zundchst wurde um S ein Kreis &, mit dem
Radius r, gezeichnet, auf seiner Peripherie
ein Punki P [lestgelegt und mit den Schnitt-
punkten. D und E des Kreises &; mit den
Schenkein von # verbunden. Um P wurde
cin zweiter Kreis k, mit dem Radius ry =7,
gezeichnet,. auf &, ein Punkt C fesigelegt,
danach C rait 4 (Schrittpunkt von &, mit
DP) und € mii ) (Schnittpunkt von &, mit
EP) verbunden. Schlielllich wurde in C an
CQ der Wickel ¥DPE angetragen; auf
seinem freien Schenkel wurde die Strecke
CA von C bis B abgetragen, und ¢s wurde A
mit B verbunden. Es ist zu beweisen, daB dsr

Winkel £ ACB :%m ist.

Hse Clauder, Spielberg

84945 Am 23 M‘a’.rz 1969 erreichte Man-

[red Woll (DDR) auf der Skiflugschanze in

Planica (FVR Jugosiawicn) mit einer Sprung-
weite von 165 m den Weltrekord im Skiflug.
Fiir seicen Skiflug bendiigte er eine Zeit von
522,

a} Wie proB war seine mittlere Geschwindig--
keit wihrend des Fluges? Diese Geschwindig-
keit solt in k- k™' mit eirer Dezimale nach
dem Komma angegeben werden. Dabei soll
die Abhweichung der Fingbahn von der
Distanz ver 165 m nicht , beriicksichtigt
werden.

by Zwischen wzlcher Werten licgt die mitt-
lere Geschwindigkeit, wenn die angegebene
Sprungweite mit cinem Fehler von 05 m
und die angegebene Zeit mit einem Fehler

y

von 0,005 s behaftet sein kann? L.

§454¢ Bei der Erneucrung des Oberbaus
auf den Haupisirecken der Deutschen Reichs-
babn werden moderne Gleisjoch-Verlege-
einrichtungen eingesetzt, mil deren Hilfe
8 Arbeiter.an ciner Stunde 90 m Gleise ver-
legen konnen. Dagegen verlegen in traditio-
neller Handarbeit 40 Arbeciter in einer Arbeits-

woche, das sind 43% Arbeitsstunden, 1125 m

Gleise, .

1. Wieviel Arbeitssiunden bendtigen 8 Arbei-
ter, um mit modernen Geridten 9 km Gleise zu
verlegen? '

2. Wieviel Arbeitsstunden bendligen 8 Arbei-
ter, um diese Arbeit in traditionelier Hand- -
arbeit zu verrichten?

3. Wieviel Kilometer Gleise kénnen 8 Arbei-

ter in einer Arbeitswoche, das sind 43iAr—

beitsstunden, verlegen, wenn sie

4} in traditioneller Handarbeit,

b} mit modernen Geriten arbeiten?

4. Wie verhilt sich die Arbeitsproduktivitit
im Falle b) zu der im Falle a), d. h., wievieimal
s¢ groB ist die Linge der im Falle b) ver-
legten Gleise wie die Linge der im Falle a)
verlegten Gleise? L.

W8 w947 Bei der inoffiziellen Mannschafts-
wertung der X1 Olympischen Winterspiele
im Februar 1972 in Sapporo errang die
DDR nach der UIdSSR und vor allen iibrigen
Lindern den zweiten Platz mit insgesamt
84 Punkten. Dabei wurden [iir je eine Gold-
medaille 7 Punkte, fiir je eine Silbermedaille
5 Punkte, fir je eine Bronzemedaille 4 Punkte
und fiir je einen 4., 5. bzw. 6. Platz 3, 2 bzw.
1 Punkte angerechnel.

Die Mannschalt der DDR erhielt sieben
Bronzemedaillen, einen 4. Platz, drei 5. Plitze
ungd vier 6. Plitze.

Wieviel Goldmedaillen und wieviel Silber-

medaillen errang die Maanschaft der DDR?
L,

W8 m948 Es ist zu beweisen, dall jede
Strecke, die zwei Punkte parailcler Seiten
eines Parallelogramms verbindet und durch
den Schnittpunkt der ’Diagonalen gehit, in
diesem Schnittpunkt halbiert wird. Sch,

W 8 *949 In einem gleichschenkligen Drei-
eck ABC mit der Basis 4B seien dic Lingen
der von 4 bzw. C ausgehenden Héhen gleich
12 cm bazw. 10 cm. Es ist die Linge der
Basis AB zu berechnen,

Karl Krause, Mansfeld, Lehrer i R.

W 8*950 Es sind alle natiithichen Zahlen ¢
und & anzugeben. fiir dic diz Zah! o +5?

einge Primzahl ist.
Erich Hoy, EOS ,Lucas Cranach®, K! 9
Wittenberg-Piesteritz
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94951 Dic abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD mit der Seitenlinge
AB=a=6 cm dar. Die Mitte E der Scite AB
und die Mitte F der Scite BC wurden mit D,
die Mitte G der Seite €D und die Mitte H
der Seitc AD wurden mit B verbunden
(vgl die Abb.). Der Schrittpunkt der Geraden
BH und DE sei M, der Schnittpunkt der
Geraden DF und BG sei N.

0 G ¢
N
H F
M
A £ 8

Es ist zu beweisen, daB das Viereck BNDM
ein Rhombus ist, und es ist sein Flichen-
inhalt Ap zu berechnen
Martin Theuer. Fuchlehrer
Siir Mathematik, Crussow

94952 In dem folgenden Schema sind die
Sternchen jeweils durch eine der Grundzilfern
0,1,2.3,4,5,6,7. 8 oder 9 zu ersetzen, so dal
eipe richtig geldste Divisionsaufgabe ent-
steht. Dabei darf am Anfang einer der Zahlen

nicht die Ziffer 0 stehen.

**********-***=***#**2

* F ok

e K K kK

* A&k

LR

RN

0
Qbwohl nur eine Ziffer, ndmlich die fetzte
Ziffer 2 des Quotienter gegeben ist, 13Bt sich
diese Aufgabe eindeutig 16sen. L.

WI9m%53 Es sind alle reellen Zahlen x zu
crmitteln, fiir die Gleichung
B )P +(x+2)P8=(x+3)®

exfull ist g ook Harz, Kiithe-Kollwitz-0S,
Kl 7, Weimar

WO w934 Gegeben sei ein Quadrat ABCD
mit der Scitenlinge AB=a. Der Kreis k um
A mit AB als Radius schneide die Diagonale
AC im Punkic E, Die Parallele zu BC durch E

schneide die Diagonale_B_ﬁrigx Punkte F. Es .

ist zu beweisen, dal CE=EF =FB gilt, Sch.

W9 *055 Einem Kreis sei ein Sechseck
ABCDEF einbeschrieben, dessen Seiten AB
und DE gleichlang und doppelt so lang wie
jede der cinander gleichlangen Seiten BC,

CD. EF und FA sind (vgl. die Abb.).

108

» ist fur alle reellen Zahlen x erfullt;

Es ist zu entscheiden, ob der Flicheninhalt
dieses Sechsecks-grober, kleiner oder gleich

% des Flidcheninhaltes des Kreises ist

Erst schitzen, dann rechnen!
Giinter Stolz, Konigs Wusterhausen,
Fuachlehrer fiir Mathematik

W9 *956 Es sind alle geordneten Paare
{a, b) natiirlicher Zahlen anzugeben, fiir die
die Gleichung
10a+{a—9)b*=88+{6a—54)b
erfullt ist. Knwr Taeger, EOS Dessau, Ki. 11

10/124957 Es sind alle reellen Zahlen a
zu ermitieln, die die folgende Eigenschaft
haben:

Die Ungleichung x*+ax—a>0

S.-H.

10/12 4958 Die Gleichung
x> +x2+ax+b=0,
wobei g und b reelle Zahlen sind, habe drei

- (nicht notwendig voneinander verschiedene)

reelle Wurzeln. .
Man beweise, daf} dann stets ag-i gilt.

Jiirgen Hopfe, Student, Merseburg
W 10/12 8959 In Samarkand (Usbekische
SSR) wurden kiirzlich die Arbeiten zur Ret-
tung eines vom Einsiurz bedrohten alten
Minaretts aus dem 14. Jahrhundert erfolg-
reich abgeschlossen. (Skizze, nicht maBsidb-
lich)

Der .18 m hohe Turm, der um 1,47 m geneigl
war (d. . die Turmspitze war um 1,47 m in
der Hori_zontalen verschoben), wurde mit
einer michtigen Hebewinde aufgerichtet.

fa) Wie groB war der Neigungswinkel der
Achse des Turmes gegen die Horizontale
vor der Aufrichtung des Turmes?

b) Um wieviel Meler erhohte sich der Turm
nach seiner Aufrichtung, wenn man beriick-
sichtigt. dal nach der Aufrichtung die Achse
des Turmes gleich seincr Hohe 15t? L L.

W 10/12 m 960 Jemand will moglichst schnell
eine Niherungslosung fiir das Gleichungs-
system
89.5x+302p=21374, (1)
294x+101y= 835 @
finden. Zu diesem Zweck rundet er die
Koeffizienten und erhalt dic. beiden Glei-

chungen
90x-+30y=2137, (3)
29x+10y= 84, 4

Er erhilt weiter aus (4) durch Multiplika-
tion mit 3

87x+30y= 252 )

und durch Subtraktion aus (3) und (5)
3x=1885 x=628.
Ferner erhilt er aus {4)
10y=84—-29x~—-18128, y~- 1813
Es ist durch eine genaue Rechnung zu iiber-
priifen, ob diese erhaltenen Ldsungen als
Niherungslosungen brauchbar sind. Wenn
das nicht der Fall ist, ist eine Begriindung
anzugeben. L.

W 10/12* 961 Das Volumen des von ecinem

abgewalmien Dach mit den Kanterldingen
a, b und ¢ sowie der Hohe b begrenzten
Korpers (vgl. die Abb) kann nach der folgen-
den Formel berechnet werden:

V=é(2ct+c)bh.

a) Es ist die Richligkeit dieser Formel zu
beweisen.

b) Es ist das Volumen flir a=16m, b=6m,
c=8m, h=4m zu berechnen.

Hinweis zur Losung: Es empliehlt sich, den
Dachkorper durch zwei senkrechte Schaitte,
die durch die Endpunkte des Dachlirstes
gehen, in zwei Pyramiden und ein Prisma zu
zerlegen und die Volumina dieser Korper
nach den bekannten Formeln zu berechnen.

W 10/12*962 Ein als Drahtmodell aus-
gebildeter Quader mit den Eckpunkten A, .B,
C, D, E, F, G, H habe Kanten der Lingen a
bzw. b bzw. ¢ (vgl. die Abb.). Die Verbin-
dungsstrecke DF stellt cine Raumdiagonale
des Quaders dar.

Gesucht sind die Langen der Gemeinlote I,
von AB und DF, I, von EH und DF sowie I,
von AE und DF. ‘

Erklirung: Unter dem Gemeinlot zweier
windschiefer Geraden g und / versteht man
jene Gerade I, die g und h senkrecht schneidet.
Fiir nichtparallele windschiefe Geraden gibt
es genau ein Gemeinlot, Der Abstand der
Schnittpunkte des Gemeinlotes mit g und h
ist die Linge des Gemeinlotes.
Lisungshinweis: Stellen Sie den Quader mit
der Raumdiagonalen DFin Grund-, Aul- und
Kreuzrifl dar! In je einen der drei Risse 1a0t
sich solort je ein Gemeinlot einzeichnen. Aus
jedem der drei Risse ist auch die Formel fiir
die Lange des betreflenden Gemeinlotes sofort

ableitbar. Dozent Dr. E. Schrider,

Technische Universitéit Dresden
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Kleine Worte —
Grofle Wirkung Teil 1

Als Klaus scine letzte Mathematikarbeit kor-
rigiert zurickbekam, war er recht erstaunt.
»Unser Mathematiklehrer ist ja wirklich
kleinlich™, meinte er zu seinem Freund Bernd.
,,Jch habe bis auf ein paar kleine Wortchen
alles richtig aufgeschrieben und doch erhielt
ich bei keiner der ersten vier Aufgaben die
volle Punktzahl.*

Die ersten vier Aufgaben der Mathematik-
arbeit lauteten:

Ala  Wann ist die Division im Bereich der
natiirlichen Zahlen ausfithrbar?

A2A Wieviel Punkte des Zahlenstrahls
sind einer einzigen natiirlichen Zahl zuge-
ordnet?

A3a Istdie Zahl 3741 11! durch 3 teilbar?
Begriinde deine Antwort!

Ada a) Entscheide, ob die Aussage

Alle natiirlichen Zahlen haben einen Vorganger
wahr ist! .

b) Falls die Aussage falsch ist, so berichtige
sie, indem du die Aussage verneinst!

Klaus hat als Antwort folgendes geschrieben:
Zu 1. Dic Division ist im Bereich der natiir-
lichen Zahlen ausfiihrbar, wenn der Divi-
dend « ein Vielfaches des Divisors b ist oder
wenn b nicht Null ist.

Zu 2: Jeder natiirlichen Zahl ist ein Punki
auf dem Zahlenstrahl zugeordnet.

Zu 3: Die Zahl 3741 111 ist durch 3 teilbar.
Begriindung : Wenn eine Zahl durch 3 teilbar
ist, so ist auch die Quersumme dieser Zahl
durch 3 teilbar.

Zu4a: Die Aussage ist falsch, denn die
Nuil hat keinen Vorginger.

Zu 4b: Allenatiirlichen Zahlen haben keinen
Vorginger.

Wahrend sich die beiden Jungen die Lésungen
betrachtetes, fuhr Klaus fort: ,,Nur weil ich
bei der ersten Aufgabe statt und oder ge-
schricben habe, war es nicht richtig. Bei der
zweiten Aufgabe habe ich das kleine Wort-
chen genau vergessen und bekam nicht die
volle Punktzahl, obwohl die Aussage ja richtig
ist.

An die Losuung der dritten Aufgabe schrich
unser Mathemalikiehrer: ,Falsche Begriin-
dung!* Hans hatte als Begrindung geschrie-
ben: ,Da die Quersumme der Zahl durch 3
teilbar ist, so ist auch die Zahl selbst durch 3
teilbar.” Er bekam die volle Punktzahl. Ich
finde jedoch zwischen unseren beiden Be-
grindungen kaum einen Unterschied. Bei
der.vierten Aufgabe bin ich tatsichlich rein-
gefallen, denn ich hitte wirklich' merken
miissen, dal der Satz

Alle natiirlichen Zahlen haben kejnem Vor-
ganger

auch wieder cine falsche Aussage ist.

Aus dem Gesprich unserer beiden Freunde
kénnen wir folgendes entnehmen:

@ Kleine, fast unscheinbare Wérichen, wie
z. B. und, oder, gemau usw., koénnen eine
groffe Wirkung haben.

® Nicht npur die kleinen Worichen selbst,
sondern auch deren Stellung im Satz ist sehr
bedeutend, z. B. wenn-, so, nicht.

Damit wir in Zukunft nicht auch solche Feh-
ler machen wie Klaus in seiner Mathematik-
arbeit, wollen wir uns in alphe mit diesen
klemen Wortchen und ihrer grofien Bedeu-
tung beschiftigen.

'Mindestens — hichstens — genau

Wenden wir uns zunichst der Aussage zu:
Jeder natiirlichen Zah! ist ein Punkt auf dem
Zahlenstrah! zugeordnes.

Natiirlich ist diese Aussage richtig. Sie bringt
aber denselben Sachverhalt zum Ausdruck
wie die Aussage:

Jeder natirlichen Zahl ist mindestens ein
Punkt auf. dem Zahlenstrahl zugeordnet.

Mit diesen Sitzen wird also festgestellt, dal
jeder natiirlichen Zahl ganz sicher ein Punkt
aul dem Zahlepstrahl zugeordnet wird, es
kénnten jedoch auch mehrere sein, weniger
auf keinen Fall. Wic man sieht, ist der Infor-
mattonsgehalt dieser Aussagen viel geringer
als wenn man formuliert:

i Zu jeder natiirlichen Zahl gehort genau ein

Punkt auf dem Zahlenstrahl.

Nun fallt es uns auch leicht, folgende Aus-
sagen zu itberpriifen.

1. Es gibt genau drei einstellige natirliche
Zahlen, die durch 3 teilbar sind.

2. Es gibt drei einstellige patarliche Zahlen,
dic durch 3 teilbar sind.

3. Es gibt mindestens drei einstellige natiir-
liche Zahlen, di¢ durch 3 teilbar sind.

Die erste Aussage ist natiiriich falsch, weil
mthr als drei, nimlich vier einstellige natiir-
liche Zahlen durch 3 teilbar sind.

(Die¢s sind die Zahlen 0, 3, 6, 9.)

Dag'egen sind dic beiden anderen Aussagen
wahr. Sie bringen ja auch denseiben Sach-
verhalt zum Ausdruck.

Nun fallt es uns auch leicht festzustelien, daf3
die Aussage

Zwischen I und 100 gibt es mindestens 50
aatiirliche Zahlen, die durch 2 teilbar sind

falsch ist, da tatsiichlich nur 49 (also weniger
als 50) Zahlen zwischen 1 und 100 die Bedin-
gung erfiillen.

Gewill gibt es Leser unter euch, die der
Mginung sind, daB die Aussage

Die DDR hatte am 1. I. 197] hiichsters
30 000000 Einwohner

falsch sei, da die Einwohnerzahl der DDR
etwa bei 17000000 liegt. Dieses Argument
ist aber ticht zutretfend, weil mit der Wen-
dung hochstens 50000000 Einwohner zum
Ausdruck gebracht wird, daB es zwar weni-
gex, aber keinesfalls mehr als 50 000000 Ein-
wohner sein kénnen. Die Aussage ist also
wahr. ]

Uberlege nun selbst einmal, ob folgende Aus-
sagen wahr oder falsch sind!

a) Es gibt hochstens neun einstellige natiic-
liche Zahlen.

b). Es gibl hichstens zwel gerade Primzablen.
¢) Dreiecke haben hdchstens drei spitze Win-
kel.

d) Die Gleichung 3*=27 hat im Bereich der
natiirlichen Zahlen hiéchstens eine Ldsung,

¢) Dreiecke haben mindestens einen rechten
Winkel.

f) Die Gleichung 3*=27 hat mindestens eine
Losung.

g) Zwischen 1 und 1000 gibt es mindestens
50 natirliche Zallen, die durch 2 teilbar sind.
h) Die Gleichung 3*=27 hat genau cine
Losung.

1) Die Zahl 60 hat im Bereich der natiiclichen
Zahlen genan zehn Teiler.

i) Jeder natiirlichen Zahl ist hachstens ein
Punki auf dem Zahlenstrahi zugeordnet.
Trelfen fir emnen Sachverhalt gleichzeitig die
Redeweisen

Es gibt mindestens ein x. . .
Es gibt hdchstens ein x . . .
zu, so kann man dafiir auch sagen

Es gibt genau ein x. . .,

das diesen Sachverhalt erfiillt. (Vergleiche
die Aussagen d, f, k') L. Flade

:

und

oo

Vorbildlich; AnldBlich eines Pionierfestes des
Pionierhauses ,,Juri Gagarin™, Karl-Marx-
Stadt, wurde zur Werbung von Lesern ein
alpha-Stand cingerichtet, der bei jeder wei-
teren Gelegenheit zum Einsaiz kommt.
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Diophantische
Gleichungen

Ein sehr intéressantes Gebiel der Zahlen-
theerie sind die diophaatischer Gleichun-
gen. Erstmalig wurden derartige Gieichungen
von dem gricchischen Mathematiker Dio-
phanios (250 u. Z.) behandelt, und trotz jahr-
huandertlanger Forschungsarbeit sind heute
noch mehrere Probleme Gieser Theorie un-
geklirt.

Gegenstand  disses  Artikels soll nuor ejn
spezieller Typ von diophantischen Gleichun-
gen sein: Wir wollen nut lineare Gleichungen
betrachten.

Definition I :

¢ st diophantische  Gleichung
genau dann, wenn G die Form ax-+bys=c
hat, wobei a, b. ¢ gegebene ganze Zahlen dar-
stellen und x, y Vaciable fiir ganze Zahlen
sind.

{Im folgenden wollen wir unter diophanti-
schen Gleichungen immer nur lineare dio-
phantische Gleichungen verstclien.)

itneare

Definition 2;

L ist Lisung der diophantischen Gleiching
ax+by—c¢ genau dann, wenn I ein
Paar [x,, yg] von ganzen Zahlen ist, fiir
das axy+byo=c gilt.

Allgemein ist bekannt, daB man die Gilei-
chung ax+by=c als Geradengleichung in-
terpretieren kann, falls x und y aus dend
Bereich der reellen Zahlen gewdhlt werden
diirfen. “Die Forderung ,x, y ganzezahlig
kann man nun so verstehen, daB wir auf der
vorliegenden Geraden nach Punkten mit
ganzzahligen Koordinaten, sogenannten Git-
terpunkten, suchen werden. Das Zie/ besteht
nun darin, sdmtiiche Losungen L der dio-
phantischen Gleichung ax+ by=c anzugeben.

Rein znschaulich kann man sich aberlegen,

daB es Geraden geben kann, die nicht durch
Gitterpunkte hindurchlithren, Mit anderen
Worten bedeutet das: Nicht jeds diophan-
tische Gleichung mull 1dsbar sein. Bevor
man alsc an das L&sen von diophantischen

leichungen herangehen wird, muB man die
Losbarkeitsfrage kliiren.

Eine Antwort daraof gibi

Satz 1: .

Eine rotwendige Bedingung {ir dic Ldsbar-
keit dex diophauntischen Gleichungay +by=c
ist, daB der geoBte gemsinsame Teiler von
a und & auch ein Tefler von ¢ ist.
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Bemerkungen:
{1} Bienatiirliche Zaht d{d +0) keifit Teiler der
ganzen Zahl c. in Zeichen d ¢, wenn es eine
ganze Zah! ¢ gibt, so daB c==d ¢ gilt. Gibt
es keine solche Zahl, dann schreibt man
d+e )
(2} Unter (a, b) versiehen wir den grdften
gemeinsamen Teiler von a und b. Ist (g,h)==1,
so nennen wir 2 und b teilerfremd.
Beweis von Satz 1:
Es sei ax+by=c Ildsbar und (a, b)=d.
Unter Beriickeichtigung der Zerlegungen
a=5-dund b= 4 mit ganzzahligen o und 8
ergibt sich darch Einsetzen: d (ax+ fy)=c,
und daraus folgt 4]c.
Die Frage der Losbackeit einer diophanti-
schen Gleichung haben wir damit auf das
Vergleichen der ganzen Zahlen g, b, ¢ zuriick-
gefihtt, Besitzen @, b, ¢ den groBten gemein-
samen Teiler d, dann wollen wir 1hn stets
aus der diophantischen Gieichung heraus-
gckiirzt denken; so daB wir nun ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit fir 1dsbare
Gleichungen siets (¢, b)=1 voraussetzen
kénnen.
Aufgabe:
Man versuche wenigstens je 2 Losungen
{x. ¥] fiir die diophantischen Gleichungen

6x+3y=1

3x—5y=7 2)
anzugeben, indem man die zugehdrigen Ge-
raden zeichne und Gitterpunkte bestimme!

Y

[3.4]

" 4,43

e ~ x

fa2
Ergebnis:
(1) Da(6.3)=3 und 31, folgt unmitielbar
Unlésbarkeit!
(2} Aus der angefertiglen Zeichnung kann
than erkennen, daB 2 B. die Paare -1, -2].
[4, 1] und [9, 4] zur Losungsmenge gehtren,
wie man durch Einsetzen in dic Ausgangs-
gleichung bestiitigen kann. Auffallend ist, daBy
sich die x- bzw. y-Werte um Vielfache von
5 bzw. 3 unterscheidsn. Diese Eigenschaft
tegt die Vermutung nahe, daB, fulls eine dio-
phantische Gleichung lGsbar isi, beliebig viele
Lésungen existieren.
Hiermit haben wir in erstes, wenn auch um-
stingdliches Verfahren zur Losung diophan-
tischer Gleichungen kennengelernt, Es gibt
jedoch wesentlich elegantere Methoden. Zwei
Verfaliren werden wir im folgenden behan-
dein.
Erste Methode .
Das Enlersche Reduktionsverfzhren
Wir crarbeiten vas den Lidsungsalgorithmus
an Hand des Beispiels der diophantischen

"Gleichung 3x—35y=7. y

{y

1. Schritt; Man stelle die Gleichung 3x— 3y =7
nack einer Variablen um (aus rechentech-
nischen Griinden nach decienigen, deren
Kacffizient den Kleineren Betrag hat).
T3y
X= - —
3

2. Schritt: Man fiihre die Division so weit wie
miglich aus.

NITOR.ES

3. Schritt: Da beide Variable x, y ganzzahlig
sind, folgt,-daB der verbleibende Bruch eben-
falls ganzzahlig sein muf. Man [Ghre dafiir
eine neue Variable z ein.

2= 1t2y
3
Hieraus folgt:
3z2-2y=1
Das Ergebnis dieser 3 Schritte besteht darin.
daB wir die diophantische Gleichung

3x—5y="7 auf die diophantische Gleichung
3z—2y=1 zuriickgefithrt haben. Auf diese
neu gswonnene diophantische Gieichung
wenden wir das Verfahren abermals an und
wiederholen es so lange; bis sich eme Glai-
chung ergibt, in der eine Variable den Kosf¥i-
zienten 1 hat. (Dieser Fali wird stets erreichi,
da bei diesem Verfahren die XKoeifizienten
ihrem Betrage nach kleiner werden.)

1. Schritt: y=22—1
2
. z—1
2. Schritt: y=z+T
3. Schritt: #=2=1 2u_z—_]
. Schritt: z=2u+1

Damit ist der Algorithmus beendet.

Um die Lésungen [ x, y] zu erhalten, miissen

3z—-1
2

einsetzen. Wir erhalten y=1+3u. Einsetzen-

. T+ 35y
m x= =

wir nuen lediglich z=2u+1 in y=

liefert x=4+5u.

Ergebnis:
Die Ldsungen der diophantischen Gleichung
3%—5y=7 lauten:

x=1+3u

y=4+45u
mit beliebigem ganzzahligem w.
Damit haben wir iiberdies pezeigt, dall — wie
oben vermutet — die Gleichung unendlich
vicle Losungen hat.
Zweite Methode
Verfahren mittels linearer Kongruenzen
Wir lernen hier die wichtigsten Eigenschaften
lincarer Kongruenzen kennen. Mit Hilfe
dieser Theorie lassen sich diophantische Glei-
chungen, wie wir sehen werden, sehr schnell
Iosen.
Definition 3 :
Zwei ganze Zahlen a, b heiflen kongruent
modulo m, in Zeichen
a=b(m), wenn mja—b gilt.
Man sagt: a, b sind inkongruent modulo m,
in. Zeichen
a%b (m), wenn m+a—b ist.



Die natiirliche Zah! m nennt man den Modul
der Kongruenz.

Beispiele: 15= 5(5)
537=117(10)
3£ 42

Satz 2:
Die Kongruenz a=bé(m) gilt dann und
und nur dann, wenn a und & bei der Division
durch m denselben Resl lassen.
Beweis: Wir haben zweierlei zu beweisen:
(1) Falls a=h(m) gilt; dann folgt, daBB a
und b bei der Division durch m denselben
Rest lassen.
(2) Umkehrung zu (1)
Zu (1):
a=h(m) ist dquivalent mit mja—b bzw.
a=b+km mil ganzzahligem k. Fir h nehmen
wir 0.B.d A. die Zerlegung b=gm+r mit
0<r<m und ganzzahligem g an. Folglich
ergibt sich fiir e die Zerlegung a=(k+4)m+r.
Zu (2): c
a=gm+r und b=pm-+r mit 0<r<m und
q. p ganzzahlig Subtraktion der beiden
Gleichungen liefert
a—b=(q—-p)m. d.h. m|a—bh und somit
a=b(m).
Der Vorteil der Schreibweise a=b(m) [Ur
die Teilbarkeitsbezichung m|a—b liegt vor
allem darin, daB mit Kongruenzen beziiglich
Addition, Subtraktion und Multiplikation so
gerechnel werden kann wic mit Gleichungen.
Satz 3:
Gegeben sind die Kongruenzen

ay=bh, (m)

ay=b, (m).
Dann gelien die Kongruenzen

u +ay=b +b,(m)

ay—az=b,—b,y(m)
. a; - az=hy - by(m)
Aufgabe:
Man versuche die Beweise sclbstindig zu
fithren, indem man Definition 2 anwende!
Anders verhdlt es sich hingegen mit der
Division. Wir wissen berteits,” daBl aus der
Gleichung ax=eay stets x=y folgt falls
a$0 vorausgesetzt wird. Bei Kongruenzen
ist dies jedoch nicht immer richtig.
Zum Beispiel ist 2 - 5=2 - 10 (10), aber
5% 10 (10) bei Division durch 2. ‘
Eine hinreichende Bedingung dafiir. wann in
einer diophantischen Gleichung dividiert
werden darf, liefert
Satz 4:
Die Kongruenz ax=ay(m) kann durch «
dividiert werden, falls (a, m)=1 gilt.
Beweis: ax=ay(m} bedeutet nach Defini-
tion 2 ml|a(x—y). Da m+ta ist. lolgt
mjx—y D.h. x=y(m).
An einem Beispiel wollen wir jetzt das ,Ver-
fahren mittels linearer Kongruenzen“ an-
wenden lernen
Beispiel: Die diophantische Gleichung
3x—5y=7 (siehe Eulersches Reduktions-
verfahren) soll mit dieser Methode geldst
werden.
L. Schritt: Wir verwandeln die diophanlische
Gleichung 3x—35y=7 in eine linear¢ Kon-

gruenz. Als Modul wihlen wir dabei einen
der Koellizienten der Variablen, z B. 5: .
Ix—S5y=7(S). Da —5y=0(5) und 5=0(5)
sind. folgt durch Subtraklion 3x=2(5).
2. Schritt: Wir versuchen, durch geschickte
Rechnung auf der linken Scite der Kon-
gruenz den Koeflizienten 1 zu erzeugen.
{(Man kann beweisen, dal} dies stets crreichbar
ist, und zwar auf Grund der oben getroffenen
Voraussetzung (a. b)=1.)

Ix=2(5) |2

6x=4(5) ’
Da 5x=0(5) gilt, folgt unmittelbar x=4(5).

3. Schritt: Wir schreiben die so crmittelte
Kongruenz als Gleichung aull Mit diesem
Ausdruck fiir x wird in die Ausgangsgleichung
eingegangen und y bestimmt.
x=4+45u; 3(4+50)—5y=7; y=1+3u
Ergebnis: x=4+5u

y=1+3u
mit beliebigem ganzzahligem u.
Der Leser moge sich nun selbst weitere Glei-
chungen vorgeben und sie nach den ange-
gebenen Methoden 16sen.

H. Menzer, aus ,,Wurzel*, Heft 2/72

Leser fragen—alpha antwortet

Frage:

Cornelia Thanvhausser aus Linz (Osterreich).
seit drei Jahren alpha-Leser, Schiilerin eines
naturwisscnschaftlichen
K. 9, fragt:

Bei uns an der Schulc ist ein Streitgesprich
entbrannt iiber die ,sianvolle Festlegung™
von Grund- und Definitionsmenge:

WX —=3=2x-4 Grundmenge [N

Einjge sind der Ansicht, daff die Definitions-

Realgymnasiums,

: menge dafir D={x|x>3} — und somit

L= ~ sein miisse aus folgenden Griinden:

@ Wenn man zur Feststellung der Richtigkeit
der Lgsung zur ‘Probc x=1 einsctzt, erhill
man aul beiden Seiten der Gleichung nicht in
IN liegende Zahlen (—2= ~2). zumal unter
Umstédnden ein Schiiler erst mit natiirlichen
Zahlen rechnen kann.

& Wenn eine Rechenmaschine nur fiir natiir-
liche Zahlen programmiert ist. kann sie das
Beispiel auch nichi losen, weil sie ja aul
negative Zahlen stoBt, wenn man als x=1.2
einsetzt.

Antwort: )

Das Wort . Grundmenge” hat keine einheit-
lich festgelegte Bedeutung, Daher beschreibt
der Text

X —3=2x—4 Grundmenge IN*

nicht eindeutig eine Aufgabe. Man muf
g?nal;erformulieren, wonach eigentlich gefragt
werden soll. Hierzu bestehen im vorliegenden
Zusammenhang im wesentlichen zwei Auf-
fassungsmdglichkeiten.
1. Auffassung: .Zu ermitteln ist dic Menge L
aller derjenigen x ¢ IN, firdie x—3—=2x—4
gilt!*
2. Auffassung : ,,Zu ¢rmiticln ist die Menge L
aller derjenigen x e IN, fir die x—3€IN
und 2x—4 € IN und x—3—2x—4 gilt.”
In der 1. Auffassung heifit ,,Grundmenge*
so viel wie .vorgeschriebener gemeinsamer
Definitionshereich der beiden Funktionen
f(x)=x—-3 und g(x)=2x—4" Inder2 Auf-
fassung heiBt .Grundmenge* so viel wie
.vorgeschriebene Menge. von der der gemein-
same Definitionshereich und  beide Werte-
hereiche Untermengen sein sollen™. — Ob die
. oder 2. Auffassung .sinnvoll® ist. hingt
vom .Sinn“. d.h. vom Verwendungszweck
ab.
Ein Beispiel fiir cine Anwendungsaufgabe
im Sinne der 1. Auffassung ist etwa: . In einem
Behilter war am Anfang einer Serie von
Experimenten die Temperatur 0°C festge-
stellt worden. Ein Experiment E. das die
Temperatur um 1° erhoht, soll xmal durch-
gefiihrt werden. und danach soll durch ein
Experiment F die Temperatur um 3° verrin-
gert werden. Dabei soll dieselbe Endiempe-
ratur entstehen, wie wenn man (ausgehend
von 0°C) das Experiment E zundchst 2x mal
durchgefiihrt und danach durch ein Experi-
ment G die Temperatur um 4° verringert
hitle. Zu ermitteln sind alle Moglichkeiten,
die Anzahl x diesen Forderungen gemidfl zu
wihlen.* '
Denkt man sich dieses Beispiel dadurch ab-
geidndert, daB statt , Temperatur® und statt
L0 7CH. L 1eCH, 3°C", 4 °C" iiberall ,,Masse™
und ,0g%. .1g". .3g" bzw. .4g" gesagt wird,
s0 erhidlt man ein Beispiel im Sinne der
2. Auffassung.
Dr. L. Stammler, Sektion Mathematik
der Martin-Luther-Universitdt
Halle-Wittenbery
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DDR-Olympiade, Olympiadeklasse 10
Losung des Schiilers Ul Briistel, Altenburg
(Bez. Leipzig)

1. a) Fiir jede Primzahl p. die groBer als 3
ist. gill entweder p=1(mod6) oder p=—1
{mod 6).
Die drei Primzahlen seien p,, p;, ps, und ich
untersuche. wann p, +p, + p; durch 3 teilbar
ist.
Fall 1: Alle drei Primzahlen lassen bei der
Division durch 6 denselben Rest, d. h. es ist
entweder p;=p,=p;=1(mod 6) oder
pr=py=py=—1(mod 6). Dann ist
Pit+py+py=3=—3(mod 6).
In diesem Fall ist die Summe der drei Prim-
zahlen durch 3 teilbar.
Fall 2: Die drei Primzahlen lassen bei der
Division durch 6 nicht denselben Rest. Es sei
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
pi=1(mod 6) und p,=—1(mod6). Damit
wird
Pi+patpy=1—1+py=p,(mod 6).
Da pjy nicht durch 3 teilbar sein kann (p, >3),
ist in diesem Fall die Summe p,+p;+p,
nicht durch 3 teilbar.
Wenn p, +p,+p; durch 3 teilbar ist, mull
also

p1=p;=p; (mod 6)
sein. Daraus [olgt
P1—P2FP2—P1=EP L= P3=Py—P1=P2—Ps
=p,—p, =0 (mod 6)
d. h,, alle Differenzen je zweier der betrach-
tetén Primzahlen sind durch 6 teilbar.
b) Es geniigt, ein Gegenbeispiel anzugeben.
Ich wéahle z B. p;=3. p,=5, py=7. Dann
ist zwar

py+p;+py=15=0(mod 3).
aber p,—p, ist nicht durch 6 teilbar (was
sogar fiir alle zu betrachtenden Differenzen
gilt).
Bemerkungen: Teil a) wurde von fast allen
Schiilern gemeistert. Uberraschenderweise
trat in den Bearbeitungen fiir b) ein Fehler
ziemlich hiufig aul: Es wurden Bedingungen
formuliert. die zu Geegenbeispielen fiihren
kénnten. aber nichts iiber die Realisierbar-
keit dieser Bedingungen geschrleben So
140t die Formulierung
WIst py=3, p;=1(mod3). p;=—1(mod 3).
dann ist p,—p, £0(med 3)" die Frage offen,
ob es solche Primzahlen p, und p, Giberhaupt
gibt. Sie bringt lediglich zum Ausdruck
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.Wennes Primzahlen p,, p; mitp,=1(mod 3)
und, p;=—1(mod3) gibt, dann ist
p2—p; £0(mod 3)*, und damit ist kein Ge-
genbeispiel angegeben und auch seine Exi-
stenz nicht bewiesen.

Dic Punktstufen verteilen sich wie folgt auf
die Bearbeitungen:

Punkte 5 43210
Schiiler 46 41 6 2 4 2

Dr. Kiaus-Dieter Drews, Universitéiit Rostock

2. Von den Schiillern wurde oft folgender
giinstiger Losungsweg beschritten. der hier
kurz wiedergegeben wird.

Angenommen, (x;, X, X3. X4) ist ein Qua-
drupel der gewiinschten Art. Die Zahl
82944000000 wird in Primfaktoren zerlegt.
Nach (1) ist dann x,x,x4x,=2"%-3%-5° (*),
Aul ‘Grund der Eigenschaflen (2) und (4)
gibt es positive ganze Zahlen v, y,. 'y und ¥4
derart, da3

X, =2%-3-5%y,.x,=2%-3-5%,,x,=2%-3y,
und x,=2%-3y,.

Aus (¥) folgt dann y,y,ysya=2%-52(*").
Wegen (5) ist y, 225 und x, oder x; durch 5*
teilbar, und demnach ist y, durch 5% oder
¥y durch 5% teilbar. Nach (**) kann nur
57| y gelten. Also ist y, = 5% Die Eigenschaft

(3} bedeutet schlieBlich. daB wenigstens eines

der x,, x5, x und x, durch 2 teilbar, also
¥ durch 22 oder y; durch 22 oder y, durch 2*
teilbar ist. Nach (**) ist nur y, =22 und
lolglich y, =y, =1 moglich. Damit ist gezeigt.
daB es hdchstens ein Quadrupel (X1, x4, X3. X4q)
der gewiinschten Art gibt. — Eine Probe
zeigt. daf} (4800. 30000, 24. 24) eine Losung
ist.

Bemerkungen: Einige Schiiler haben nicht
alle Eigenschalten (1) bis (5) geniigend aus-
gewertet. Sic erhielten bis zu 46 verschiedene
Quadrupel, die meistens noch unbesehen als
Losungen angeboten wurden. Dabei hitte
bereits eine Probe zum erfolgreichen Ab-
schluBl der Aufgabe geliihri. Dieser einfache
Existenzbeweis fehlte leider auch bei ca
18 Teilnehmern, die zu dem Ergebnis gekom-
men waren, dafl héchstens eine LGsung
existierl. 50 Teilnechmer — etwa dic Hilfte
der Starter — erreichten 6 Punkle oder dic
volle Punktzahl 7. (Das bestdrkt den Ein-
druck, daB die Aulgabe 10/2 leicht ist.) Da-
gegen konnten 12 Schiiler keinen Lésungs-
ansatz finden. 13 Teilnehmern gelang cs nicht,
an Hand des Ansatzes (*) die Eigenschaften (1)
bis (5) auszuwerten.

AbschlieBend sei daraufl hingewiesen, daf}

‘bei’ dem obigen Einzigkeitsbeweis weder

Teilerfremdheit von yy, ¥5. va, ¥4 (wegen (2))
noch die Teilerfremdheit von y,. y, (wegen (4))
verwendet wurde. Die Eigenschaften (2) und
{4) kbnnen also abgeschwicht werden zu
(2) Ein gemeinsamer Teiler ist gleich 24,
{4) Ein Teiler von x, und x, ist gleich 1200..
ohne dal} sich an der Losung der Aulgabe
etwas dndert. Das wurde nicht bemerkt.

Dr. E. Quaisser, PH Potsdam

3.1 (nach der Losung von J. Bergmann,

Bez Dresden):
Vorausgesetzl'sind folgende Beziehungen:
(1) AB=AD>CB=CD
(2) AB : BC=BC : FB
(3) CE= CB( CD)
(4) FE=FB

Wegen der Langenglelchhclt der Strecken
CE und CB ecinerseits und ﬁ und FB
andererseits ist das Viereck BCEF ein Dra-
chenviereck, das zum gegebenen dhnlich ist,
denn wegen (1) und (2) gilt CB= CE>FE
= FB, also sind in beiden Drachenvierecken
die GroBen der Innenwinkel zwischen den
verschiedenlangen  Seiten gleich (X FBC
= ¥ ABRC), und entsprechende Seitenverhilt-
pisse stimmen nach (2) iiberein. Durch C
werde die Winkelhalbierende im gleich-
schenkligen Dreicck ACDE gelegt, die gleich-
zeitig Mittelsenkrechte von ED ist. Der
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit
grp (Gerade durch E und D) sei S.

«= ¥xDAB=¥BCE

f=xABC

v= ¥BCD=XEFB
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

%SCB= a+V x ““2“
o:+2ﬁ+7=360°, also

Y _180°—p.

Werden zwei verschiedene Geraden ¢, und ¢,
von einet dritten geschnitten und stimmen
zwer Wechselwinkel iiberein, dann sind g,
und g, parallel.

Damit ist g, parallel zu ggc. AuBerdem war
gsc senkrecht zu gpz So [lolgt unmittelbar.
daB g,y senkrecht zu g, verlduft, d. h. E
licgt auf dem Lot von D auf die Gerade durch
4 und B.

Bemerkungen: Die Aufgabenkommission be-
nutzt bet ihrem Losungsvorschlag nur Win-
kelbezichungen in den entstehenden Drei-
ecken. Auber den Symmetrieachsen der Dra-
chenvierecke werden keine weiteren Hilfs-
geraden verwendet. So erscheint dic Aufgabe
als recht elementar. Eine Analyse der Schii-
lerleistungen liefert ein anderes Ergebnis.
Von 101 Startern wihlten 44 diese Aufgabe,
von denen 25 keinen brauchbaren Lésungs-
ansatz fanden. Nur 11 Schiiler erreichten
6. 7 oder 8 Punkte. Einige Schiiler hatten
offenbar erst versucht, dic Aufgabe 10/1V/3.2
zu bearbeiten. Als sie .damit nichi zurecht-
kamen, beschiltigien sie sich mit der Auf-



gabe 3.1. kamen aber infolge Zeitmangels
* nicht mehr zur Lésung.
Interessante Losungswege wurden u.a. von
H. Redlin (Bez. Berlin) und K. Heckemann
{(Bez Dresden) angegeben. Der Schiiler H.
Redlin gelangte iiber den Nachweis der Lin-
gengleichheit zweier geeigneter Strecken mit
trigonometrischen Mitteln zum Ziel, wahrend
K. Heckemann durch geschickte Hilfslinien
auf &hnliche rechtwinklige Dreiecke und
schlieBlich auf ein passendes Rechteck kam
Hans-Jiirgen Vogel,
Pddagogische Hochschule . Karl Licbknecht
Potsdam

32, Jiirgen kdnnte etwa folgende Ldsung
gelunden haben:
1. Angenommen ABCDE sei ein Fiinleck
der gesuchten Art mit vorgegebenem Fli-
cheninhalt F, dann gilt

u=3a+2b m

und F=ab+%u2 3.

Addiert man das 2a-fache der ersten Glei-
chung zum (-4)fachen der zweiten, so

erhédlt man )
2au—4F=6a*—a* /3, also -
2 2u'_a 4F,—=0- @
6—./3 6—./3

Die Gleichung (2) hat nur dann reelle Lésun-
gen. wenn [iir die Diskriminante
Dz( u _)2_ 4F4;0
6— /3 6—./3
wlt. d. h. wenn
w2 4F (6—./3), also

uz2 \/F (6—/3) ist. )

_Wenn es also ein Fiinfeck der gesuchten Art
gibt, so gilt [ur dic Ungleichung (3).
2. Angenommen, es gibe sogar ein Fiinfeck
der gesuchten Art mit vorgeschriebenem
_Flacheninhalt F, fir das

=2\/F RN (4

gilt, dann gilt (wie in 1)) die Gleichung (2)

wegen (4) sogar mit D=0. Also hat (2) nun-;

mehr nur die einzige Losung

u
a=- —,
6*\/3.
wOoraus man untcr Bertlicksichtigung von (4)
a= 2\/———— findet (5
6—./3

Aus (1) und (4) sowie (5) folgt dann
b_’i—3-“_\/ﬂ6- Ay—3

\/e—v’a'
=(6—3— 3)\/
v 6— \/3

| F
) e
I
Wenn es also ein Fiinfcek der gesuchten Art,
fiir das sogar (4) gilt, gibt, so isl

a=2\/l’_und b=(3—\.f»3')\/, F:
6—3 ) G — V,-’3

3. Angenommen o und b haben die in (5)
bzw. {6) genannten Werte, dann gibt ¢s cin
Fiinfeck mit vorgeschriebenem Flicheninhalt
F und kleinstmé&glichem Umfang u;

denn ein Fiinfeck. mit (5) und (6) hat den

Flicheninhall

23— /3)F _J_ Fl
6— \/3 6— JE
also den vorgeschriebenen Wert. Es gibt also
Fiinfecke der gesuchten Art.
DaB dabei der Umfang u mdglichst klein ist,
folgt so: Nach 1. gilt fiir diese Fiinfecke der
verlangten Art die Ungleichung (3). Fiir ein
Fiinfeck mit (5) und (6 ) wird der Umfang

u=3a+2b=6\/ —+2(3- \/3)\/ -
_=1 F(6—3),
-3 \/ v

also méglichst klein.

4. Damit wird der Umfang eines Filinfecks
der verlangten Art moglichst klein genau
dann. wenn (5) und (6) gelten, d. h. wenn
a:b=2:(3— \/3 ) 1st.

Bemerkungen: Von 101 Schiilern bearbeiteten
57 die Wahlaufgabe 3.2. Dabei traten folgende
typische Fehler auf:

1. Die in der angegebenen Lgsung in 3.
dargestellten Uberlegungen wurden von kei-
nem Schiiler angestellt, d. h. es wurde nicht
gezeigt, daB es Fiinlecke der gesuchten Art
mit kleinstmdglichem Umfang gibt. Daliir
wurden 2 Punkte abgezogen.

ab+ L \f’f;
4

.2, Fiinf Schiiler 16sten die ,.inverse™ Aufgabe:

Es sei ABCDE ein konvexes Fiinfeck der
beschriebenen Art. Als Umfang dieses Fiinf-
ecks wird ein geeigneter Wert u vorgeschrie-

. ben. Dann wird untersucht, ob es unter allen

derartigen Finlecken eines von groftem
Flacheninhalt gibt. Dabeiergeben sich aund b
wie in (5) und.(6). Es ist dabei aber von keinem
Schiler nachgewiecsen worden, dall beide
Probleme dquivalent sind.
3. Drei Schiiler rechneten mit speziellen
Werten F=1, F=10 (bzw. von den unter 2
genannten mit u=2} ohne nachzuweisen,
daB diese Werte zulissig sind bzw. dal} sich
dic Aulgabe unabhingig vom Wert von F
(bzw. von u) 1Gsen ldBt.
4. Sicben Schiler schrieben in Formel (1)
fir den Flacheninhalt des gleichseitigen Drei-
ecks mit der Seitenldnge a

a ~

3V

al —

FIZEVG bzw. F,=
und rechneten mit diesen falschen Werten
weiter.

5. Zwei Schiiler wendeten Differentialrech-
pung zur Losung an, obwohl das in der Aul-
gabenstellung ausdriicklich verboten war.
Punktverteilung fir Aulgabe 3.1 und 3.2
(beide Wahlaufgaben gemeinsam).
Punkte 87 6543 2 1 0
Schiiler 4419724112426
) Dr. K. Rosenbaum, Padagogische
Hochschule ,Dr. Theodor Neubauer™, Erfuri

4 a) Angenommen. es gibt cin Tripel (m,

x, ¥) mit den geforderten Eigenschaften.

Dann gilt wegen (2) und x<0
x=95y—l1<0; {3)

wegen y>0 und ganzzahlig folgt daraus
yi=1y,=2

Durch Einsetzen in (3) erhilt man
X;=—6, x,=—1.

Nach (1) ist dann

15
ER m, =4,
Also kdnnen hichstens die Tripel (%, —6, 1)

rnl=

und (4, — 1, 2) Losung der Aufgabe sein.

b) Die Probe zeigt, dal diese beiden Tripel

das Gleichungssystem erftillen und die iibri-

gen geforderten Figenschaften besitzen. Die

Losung der Aufgabe lautet: (E -6, 1);

@, —1,2). A

Bemerkungen: Bei Aufpaben dieser Art miis-

sen grundsétzlich Analyse (a) und Synthese ()

durchgefiihrt werden. Wiahrend die Analyse
alle Tripel ergibt, die mdglicherweise Losung
der Aufgabe sind, sondert die Synthese aus
diesen die Lésung aus. In der vorliegenden

Aufgabe erfiillt jedes in (a) gefundene Tripel

alle gegebenen Bedingungen; jedes ermitlelte

Tripel ist tatsidchlich Losung der Aulgabe.

Bei mehr als der Hilfte der Schiiler, die diese

Aufgabe bearbeiteten, [ehlte der Teil b),

was Punktabzug zur Folge haben mubte.
Dipl.-Mathematiker Ingeborg Bartsch,

Universitdat Rostock

5. Losungsvorschlag der Aufgabenkommis-

sion:

O.B.d. A geniigt es, drei Fille zu unterschei-

den: (1) A zwischen P und M,

(2) P zwischen A und M,
(3) A=P.

Im Fall 1 und 2 gilt
APMB=APMD (sws), also
*MPB= £ MPD.

Im Fall I ist dies dasselbe wie
XAPQ=%APT.

Im Fall 2 lolgl die letzte Gleichung ebenfalls,

und zwar durch Ubergang zu den Scheitel-

winkeln.

Daher gilt in den Fillen (1) und (2)
APAQ=APAT (wsw), also
‘E:Ea (1)

und diese Gleichung trifit auch im Fall 3 zu.

Der weitere Beweis verlduft [ir alle 3 Fille

gemeinsam.

Die Gerade g durch B, D ist parallel zu g,

und g,. und es gilt /TAZ MC. Daraus folgt

nach einem der Strahlensitze
QB=BR. @

Aus (1) und (2) folgt nach Umkchrung eines

der Strahlensatze
AB| TR

und dann nach einem der Strahlensitze
AB:TR=1:2

Analog erhillt man AD || OS

und AD:QS=1:2.

Dic Seiten des Rechtecks EFGH sind folglich

parallel zu TR bzw. (S, und da diese Sciten

bzw. ihre Verlangerungen durch Q. R, S, T

gehen, haben sie selbst die Liangen TR bzw.

QE also 2 48 bzw. 2A4D.

Somit gill I,=4I;, dh. I, :1,=1:4.
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Bemerkungen: Der groBte Teil der Schiiler
versuchte ebenfalls mit elementaren geome-
trischen Mitteln — h#ulig auch unter Aus-
nutzung der Symmetrie — die Aufgabe zu
losen. Kritisch mufBl hierzu aber angemerkt
werden, daB mit diesen Mitteln sehr oft
umstdndlich operiert wurde. Lediglich der
Schiiler Bernd Klipps erreichte auf diesem
Wege die volle Punktzahl Einige wenige
Schiiler verwendeten zur Lésung Methoden
der analytischen Geometrie: Legt man die
gesamte Figur in ein Koordinatensystem,
5o kann man fiir dic Geraden g,, g,, b, und h,
die zugehdrigen Funktionsgleichungen auf-
stellen, mit diesen die Schnittpunkte R, §, T
und Q@ berechnen, weiterhin die Punkte
E, F, G und H. Aus den Entlernungen der
Punkte E und F bzw. F und G erhilt man
dann schlieBlich das Verhdltnis I, : [,. Nach
dieser Methode vorgehend, erhielt als zweiter
Schiiler Martin von Mickwitz [fiir seine
Lésung die volle Punktzahl. Den geringsten
Erfolg zeigte die Methode, mit Mitteln der
ebenen Trigonometrie die Losung zu gewin-
nen.

Der hiuligste Fehler, der unabhiingig von
:.. der .gewidhlten Methode auftrat, war der,
daB die oben dargestellte Fallunterscheidung
nicht gemacht wurde. Lediglich 15 Schiiler
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konnten eine vollstindige Fallunterscheidung
YOrweisen.
Die Punktverteilung sieht [lolgendermaBen
aus: 2 Schiiler 7 Punkie, 9 Schiiler 6 Punkte,
47 Schiiler 5 bzw. 4 Punkte 25 Schiiler 3 bzw.
2 Punkte und 18 Schiiler 1 bzw. 0 Punkte. Die
Punkteverteilung zeigt, daB diese Aufgabe
dazu beitrug, das Teilnehmerfeld zu dilfe-
renzieren, d. h. cinen angemessenen Schwie-
rigkeitsgrad aufwies.
Dr.H.J. Sprengel, Pidagogische
Hochschule ,,Karl Liebknechr” Potsdam

In diesem Jahr erhielt nur ein Schiiler ein
Diplom [ir die ausgezeichnete Losung einer
Aufgabe:

Reinhard llige, EOS ,Juri Gagarin®, Herms-
dorf (Bez. Gera). Er fiihrte den im folgenden
eleganten Bewels:

6. Beweis: 1. Durch den inneren Punkt §
wird das Tetraeder ABCD in die vier Teil-
tetraecder ABCS, BDCS, ACDS, ABDS zer-
legt. Fiir das Yolumen V = V., des gesam-
ten Tetracders gilt dann

V=V+V1+Va+V,.
wobel ¥y =V, pcs. Va="Vppes. Va=Vicps:
V.=V, 4ps bedeuten.

WV ha Ve

Also ist — =
S0 1S V+V vy

(1)
2' Es seien F bzw. E die FuBpunkte der Lole
von D bzw. § auf die Ebene durch A4, B, C.
Das Volumen des Tetracders ABCD bzw.

ABCS ist
Lo == Ly, o
V=3 Fapc DF bow. ¥,=3F ;. SE,

wobei F 4pc den Fldcheninhalt des Dreiecks
ABC bedeutet.
L.

vV DF

0]

Dann ist

Die beiden Dreiecke AED'S und AFD'D
sind #halich, denn sie stimmen in zwei Win-
keln iibercin: °

XD’ES == ¥ D'FD und

«SD'E= «DD'F.
Folglich ist SE || DF,
und nach dem Strahlensatz gilt

SDJ,=E 3
DD DF

Wegen (2) und (Bliig
¥ 2 (4
v pp’

Analog [indet man

Z_ZZS_A' ﬁ=g ZQ=E,_ (3), (6), (D

v A4 v BB Vv CC
Setzt man (4), (5), (6) und (7) in (1) ein, so folgt
die Behauptung

A8 oS8 56 S
AA” BB CC" DD’

Bemerkungen: 1. Der hier angegebene Lo-
sungsweg wurde, oft in abgewandelter Form,
von den meisten Schiilern gewithlt. Zwei
Schiiler verwendeten das analoge Ergebnis
fur die Ebenc als Ausgangspunkt ihrer Be-
trachtungen, Da dieses aber nicht als bekannt
vorausgesetzt werden konnte, sondern seiner-
scits bewiesen werden mufite, wurde die
gesamte Losung dann nur langer.

2. 13 Schiler erhielten fir die Behandlung
des Spezalfalles, dal das Tetraeder regel-
mifBig und S der Schwerpunkt des Tetracders

1.

ist, nur cinen Punkt.
Punkteverteilung fiir dic Aulgabe

Punkte 7 6 5 4 3 2 1 0
Schiiler 94 3 001 13 71

Dr. K. Rosenbaum, Pddagogische
Hochschule ,Dr. Theodor Neubauer”, Erfurt

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklasse 11/12 werden in der Zeitschrift
~Mathematik in der Schule”, Heft 12/72,
verdffentlicht, d. Red.

Mathematik und Russisch

"Ubersetzung des ‘Aufgabentetls (Seite 102}

ala Zwei Bridder kamen dariiber ins
Gespriach. wievicl Geld sie gespart haben.
Der idlierc sagt zum jiingeren: ..Gib mir
80 Kopeken, dann habe ich doppelt soviel
wie du.® Der jiingere dachte nach und-sagte:
.Nein, du hast ohnehin schon mehr Geld
als ich. Gib du mir lieber 8¢ Kopeken, dann -
haben wir beide gleichviel” Wieviel Geld
hatte jeder von ihnen?

A24a Dic Tochter ist 8 Jahre alf, ihre
Mutter 38 Jahre. In wieviel Jahren wird die
Mutter dreimal so alt sein wie die Tochter?
A3a Jascha geht (braucht) von zu Hause
bis zur Schule 30 Minuten, sein Bruder Petja
40 Minuten. Petja ging 5 Minuten [riither als
Jascha aus dem Hause. In wieviel Minuten
holt Jascha Petja ein?

Ad4a Der Durchmesser der durch die Ex-



plosion des grofien Tunguska-Meteoriten
verwiistcten Taigafliche betrdgt 35 kin. Wie
groB ist die verseagte Taigafliche?

458 Wie kann man mit-4 geraden Linien
9 Punkie verbinden, die so angeordnet sind,
wie es auf der Zeichoung dargestellt ist.
aber ohne den Bleistift abzusetzen?

AGA Zeichne jede der Figuren und zes-
lege sie in 4 kongruente Teilfiguren!

A7a Einc Melone kostet 10 Kopeken
und noch den Preis einer halben Melone,
Wieviel kostet sine Melone?

484 Dieses Zifferbiatt soll in 6 Teile
beliebiger Form zerlegt werden, jedoch so,
dafd auf allen Teilen die Sumn*e dzr Zahlen
gieich ist.

'kann man so

A9A 1‘

Die Gleichung %:

schreiben, da8 alle zehn Ziffern Verwendung
N 13485

finden,

== Konnt iar noch finf

2 B.. =
R STy

analoge Beispieie finden, wo der Bruch %

stehen kaan?

Versucht, andere Beispiele zu finden, wo die
gleichen Briiche durch zehn verschiedene
Ziffern ansgedriickt werden kénnen, z B.:
3_1485 . 1_35_48

6 2970 27 96

*7*863 Der Lsungsweg ist folgender Ta-
belle zu entnehmen -

1.Zanl: »

2. Zahl: n+5

3. Zahi: 23 eder 29
4 Zahl: 2n+5

'5. Zanl: 2nt7.

6 Zahl: 3n

Erntweder 9n+40=175 oder 9n+46= (75
=135 =120
1= 13
Nicht 18shasr, <2 129 kein Vielfackies ven 9.
Herr Schulze tippie die Zahlen 3, 2¢, 23, 35
37 und 45.

*7%864 Zeichnet man nach Ausfihiiing
der Konstruktionen die Verbindungsgeraden

AB; AM und B, so erhdlt man wegen
SA = ..M S8 die gicichschenkli igen Direiccke

Wa,
yd
I/ Y
/ "\\ c
7

to

L y\v )

AAMS und AMBS, die einander kongruent
sind. Deshalb gilt 3 SMA= (180" —44')

=68° und somit XxAMB=136", Da xAMB
(Zentriwinkel und & ACH (Periphericwinkel)
iber der gemeinsamen Sehne AB stehen, gilt

—1- 136°=68".

B 4865 Wirbezeichnen den Miurelpunkt der
Seite 4B il & und die Linge der Seile cp
mil u. Dann gilt nach Voraussctzmg
AM=MB=BEC=CD=DA=a. '

Es sei nun A4, der Flidcheninhall des Trapezes
ABTD.

Wir erhallen die Summe A4, der Flichen-

inhalte der drei Mondsicheln und des Haib-

kreises unterhalb von AB, indem wir die
Flicheninhalte der vier Halbkreise tber
EE, civ DA und ﬁ’ die sdamtiich den Durch-
messer o haben, sowie den Flicheninhalt 4,
des Trapezes addieren und dann den Fli-

cheninhalt des Halbkreises iiber AB, der den
Durchmesser 24 hat. subtrahieren. Daber gili

1 =. 1
=4.--%52 _A.V'vxl
i 34 +A.ﬁ4|a

=Xt g 2
-42 FA, 2a A‘

Es gilt aiso A, =A,, d.h. der Flicheninhalt
des Trapezes ist gleich der Summe der
Flacheninhalte der drei Mondsicheln und des
Halbkreises unterhalb von AB.

84866 Bezeichnet man die MaBzahl der
Hiichstgcschwindi'gkeit fin kni'h) mit x, so
git, da die mittlere Geschwindigkert wihrend

-der ersten 18 min und wihrend der letzten

. . x
7 min gleich 5 war,

18 x +2 17
ot 221900,
60 2 60 502
alse  18x+72x+17x=1900-
107x=2280(}(‘..
e
x= 228000500
107

Die Hochstgeschwindigksit der TU 144 be-
trug also rind 2130 km/h. Diese Geschwin-
digkeit ist doppelt so grod wic die Schall-
geschwindigksit (1085 km/hs in 19000 m
. 1

Hahe) und mehr als E%mai’ so grol} wie die
Geschwindigkeit der bisherigen Passugier-
ﬂugzcuge (etwa 800 km/h).

W8 =867 I genau eine der drc1 Aussagen
{1). (2). (3) wabr ist, haben wir die folg an

drei Fille.zu vaterscheiden:

1, Fali: Dic Aussage (1) sel wahr.’
Dann hat Sabine enlweder den Bali
dag Sprupgseil Nun kana dic Aussage (3}
hdchstens dann falsch sein. wenn Sabine

oder

das Sprungseil nichit hat Also mufl Sahine
den Ball haber. Damit die Aussage (3) tat-
sichlich falsch ist, miifite auch Werner den
Ball haber. Das widerspricht aber der Vor-
aussetzung; dahier kann dieser Fall -nichi
cinireten, _

2. Fall: Die Aussage (2) sei wahr.

Dann hat Werner den Ball und Elke das
Sprungseil. Also muf3 Sabine den Kreisel
haben. Bic Aussagen (1) und (3) sind daher
falsch. Es sind also bei dieser Verteilung alle
Vorausselzungen etfiillt

3. Full: Die Aussage (3) szi wahr.

Da die Aussage (1) falsch ist. kat Subine den
Kreiscl. Werner kann daher aur-den Ball oder

~das Sprungseil haben, und auch Eike kana

nurden Ball oderdas Sprungseil haben. Da dic
Aussage (2) falsch ist, hat also Werner das
Sprungseil, cder Elke hat den Bail. Dag trifft

.aber nur zu, wenn Werner das Sprungseil

und Elke den Bail hat. Bei dieser Verteilung
ist die Aussage (3) wahr und es sind aile
Voraussetzungen erfiiilt. )
Aus der Untersuchung der drei Fille ergibt
sich, dafi nur der 2, und 3. ¥all eintreten kon-
nen. In jedem Falle hat also Sabinc den
Kreisel.
Aus der Unteuuchqu der drei Fille ergibt
sich. daB nur der 2. Fali eintreten kann. Daler
hat Werner den Ball, Elke das 'Sprungsei!
und Sabine den Kreisal.
W S w868  Bssel ABC ein gieichschenkliges
Dreieck mit 4C -BC, das die gelorderten
Eigenschaften besitzt, und es seien o, f§; ¥
die GroBen der Winkel dieses Dreiccks,
wobei u=/f gilt {vgl. die Abb.).

5

Dann ist9= 180" — 2o und es gilt nach Vor-
ausseizung y=n- 2% wobsi n ejne von Null
verschiedene natiirliche Zakl ist. Daraus

folgt 2na=180°—3Za,
2n+ Lo=180",
90°
o=
n+1

Nun ist 90 nur durch die folgenden natiie-
hcnen Zahlen teilbar:
1,2.3.5.6.9,10, 15, 18, 30, 43, 90.

Da dic Mafzahl des Winkels o eine ganze
Zahi und da n eine von Null verschiedene
netiyliche Zahl isl, kann also »n nur die in
der folgenden Tabelle angegubcncn Werte
annehmen, wotaus sich dann jeweils die in
der Tabelle liir die Winkel #, f. v angegebenen
Werte crgeben. Andererseits sind [iir diese
WinkelgréBen und nur fiir diese dic geforder-
ten Elgenschaf'en erfillt.

n x=f 3 nooa=f 7

1 4) ‘7‘0“ 14 & 1687
250 120¢ 17 3¢ 17

4 18° i 29 ¥ {74
3 15" 150¢ 44 2 176°
& 10° 160 85 178
9. 9 162¢

t15



*8*865 Der Umfang eines Rcifens von
28 Zoll Durchmesser betrdgt =28 Zoll
und der Umlang eines Reifens von 26 Zoll
Durchmesser - 26 Zoll. Nun verhalt sich
der tatsiichlich von dem Radfahrer zurtick-
gelegte Weg von x km zu dem von dem
Kilometerzihler angezeigten Weg von 50 km
wie der Umfang eines Reifens von 28 Zoll
Durchmesser zu dem Umfang eines Reifens
von 26 Zoll Durchmesser; denn jede Um-
drehung des Rades wird durch einen Stift aul
-das Zahnradwerk des Kilometerzihlers iiber-
tragen. Wir erhalten daher
x:50=x"28:%26,also

23028 g
26

Die tatsichlich von dem Radfahrer zuriick-
gelegie Entfernung betrigt also rund 53,8 km,
sic ist um 3,8 km gréfer als die von dem
Kilometerzihler angezeigte Entfernung.

*8 %870 a) Von jedem der gepebenen 5
Punkte aus kann man jeweils genau 4 Strecken
ziehen. die diesen Punkt als Anfangspunkt
und einen der anderen Punkte als Endpunkt

haben. Insgesamt gibt es also §.2—4=10

verschiedene Strecken, da bei dieser Betrach-
tung jede Strecke doppelt gezdhlt wurde.

Nun gibt es zu jeder dieser 10 Strecken genau
3 Dreiecke. deren Eckpunkte der gegebenen
Punktmenge angehoren. Dabei wurde aber
jedes Dreieck dreimal gezihlt; denn jede
Strecke kann dreimal als Seite eines Dreiecks
aufltretenn.  Wir erhalten also  insgesamt
L(gj— 10 verschiedene Dreiecke, die den

gestellten Bedingungen entsprechen.

b) Analog wic oben erhilt man %
verschiedene Strecken und
— — - -2
alp—1) n=2 _a(n—1)r-2 verschiedene
2 3 6

Dreiecke, die den gestellten Bedingungen
entsprechen.

94871 Wir berechnen zunichst das Volu-
men des Stahlrohrs je 1 m Linge und erhal-
ten, da es sich um cinen Hohlzylinder mit
einem duBeren Durchmesser vond, =1,220m,
einem inneren Durchmesser von d,=1.190 m
und einer Héhe von =1 m handelt,
(+d)d —d)h

T

T
V=7 =) =3

=g -2410- 0,030 m®~0.05678 m>.

Die Masse des Stahlrohrs von 1 m Linge
betrdgt also

m=V 920,05678 - 7,85 t = 04457 L.

Da die Linge der Fernleitung 850000 m
betrigt, werden insgesamt 0,4457 - 850000 t
~ 379000t Stahl bendtigt.

W9 a872 Es sei x cine solche Zahl. Dann

gilt  x*—x?=72(x*+x), (§))
also (2 +x)(x2—x)=72(x2+x),
(x*+x) (x®—x—72)=0. 2)
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Diese Gleichung ist erfiilll. wenn

x4+ x=0, d h. x(x+1)= 3)
oder wenn )

x*—x~72=0. )
Nun hat die Gleichung (3) die Losung
x,; =0, x,= — 1. Ferner hat die quadratische
Gleichung (4) die Lsungen

L i 1, 289 1 17
= — 72:— = =
x, 2+\/4+ 2+\/4 2+2 9,

Daher hat die Gleichung (i) genau vier reelle
Lésungen, ndmlich

x.=0, x,=—1, x3=9, x,=—8.

Daher gibt es genau vier reeile Zahlen, fir
die die gestellte Bedingung erfiillt ist, ndm-
lich 0, -1, 9, —8.

W9 a873 Es seien x und y die MaBizahlen
der Langen der Grundkanten (in cm) und
h=12 die Mafzahl der Lange der Hohe des
Quaders ABCDEFGH (vgl. die Abb.). Dann
gilt fir die MaBzahl d, der Diagonale BD
der rechteckigen Grundflidche

di=2x+y%.
H G
Ei (G
[
|
| \a
|h
|
I
1
|
D | _j¢C
S ?1 'y
A X 8

Ferner gilt fur die MaBzahl 4 der Raum-
diagonale BH

d2=d?+h*=x>+y*+ H%

Wegen d=13 und h=12 erhalten wir daher
die Gleichung
X2 y? 4+ 122=13%
x24+yr=25, (1)
Da das Volumen des Quaders 144 cm?® be-
trdgt, gilt ferner

xy - 12=144, also xy=12. (2)
Aus den Gleichungen (1) und (2) konnen wir
nun x und y berechnen. Wir erhalten aus (2)

also

2
wegen x#0 y=»l—" und durch Einsetzen
X

in(l)

2+~litﬂ'—25
x —25x +144=0. 3)
Diese quadratische Gleichung fiir x* hat die
Lﬁiungen

2—f~+ @—144
25 E 25 7
2y - 16,
=S tJa Ty T
. 25 7
=22_lo9g
2 2 2 n

Wegen x>0 und wegen (2) erhalten wir also
die beiden Ldsungen der Aufgabe

12 .
)(;1=47 _\,\l=,4‘=3,

12
x2=3, }s2=-3—=4,

Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daf} fir diese Werte auch die Gleichung (1)
erftllt ist.

Der Quader. hat also Grundkanten mit den
Lédngen 4 cm und 3 cm.

*9*874 Um nachzuweisen, dal die Un-
gleichung (1) stets erfillt ist, gehen wir davon
aus, daB fur alle reellen Zahlen g und b stets
(@a-bP20 3]
gilt, da das Quadrat einer reellen Zahl nicht
negativ ist. Aus (2) folgt nun
a*—2ab+h*> =0, also

a*+b*=2ab. (3)
Wegen a>0 folgt hieraus, wenn man durch a
dividiert,

2
a+b =2b.

(4y
Ferner folgt durch Addition von a® auf beiden
Seiten von (4)

az+a+E Z2b+4a?, also
a

(5)

Damit ist bewiesen, daB die Ungleichung (1)
fir alle positiven reellen Zahlen ¢ und &
erfiillt ist.

Das Gleichheitszeichen gilt in der Unglei-
chung (2) und damit auch in den Ungleichun-
gen (3), (4) und (5), also auch in der Unglei-
chung (1). genau dann. wenn a—b=0.d. h,,
a=b gilt.

ala+ 1)+ 2 2ba?.
u

*9 %875 Es seien x, p bzw. z die Lingen
der von den Punkten 4. C bzw. D aul die
Gerade BE pgelillten Lote (vgl: die Abb.).
Dann gilt nach dem Strahlensatz

C

x:y=AE:EC=p:q, (1)
z=BC :BD=(r+9: (2)

Gcsuchl ist das Vcrhmlnn

k=AS:SD=x: E)]

Nun folgt aus (2) und (1) durch Multiplika-
tion. da alle Glieder in den Proportionen von
Null verschieden sind,

X _plr+s)

z  gr
Das pesuchte Teilverhilinis ist also gleich

k= plr+ s)‘

qr

Bemerkung: Im Falle p:¢=1:1und

r:s=1:1 sind dic Strecken AD und BE



Seitenhalbierende des Dreiecks ABC. Wir
erhalten in diesem Falle k=2 : 1, d. h.. zwei
Seitenhalbierende cines Dreiecks schneiden
sich so, daB die Teilstrecken sich wic 2: 1
verhalten. Damit haben wir gleichzeitig einen
bekannten Satz der Geometrie bewiesen.

104876 Wir fihren den Beweis indirekt,
nehmen also an, daB je zwei beliebige unter
den 17 Punkten einen Abstand haben, der

groBer oder gleich %r ist.
Es ser nun um jeden der 17 Punkie ein Kreis
mit dem Radius % gezeichnet. Dann haben

keinc zwei dieser 17 Kreise einen Punkt ge-
meinsam, weil sonst der Abstand von zwei

Punkten kleiner als %r wire. Andererseits

liegen alle diese 17 Kreise mit dem Radius
% im Innern eines Kreises mit dem Radius
4
Fd=-=cr.
Daher ist der Flicheninhalt dieses Kreises
mit dem Radius ér groBer oder gleich der

Summe der Flicheninhalte der 17 Kreise mit

dem Radius%; es gilt also

2 2
n(%r) = 171:(%) .
16 P2z 7 =y
9
was wegen 16 <17 und r>0 zu einem Wider-
spruch fiihrt.

Daher ist unsere Annahme falsch. und ¢s gibt
unter den 17 Punkten stets zwei Punkte, deren

"Abstand kleiner als %r ist, w.z.b.w.

W 10/12 « 877 Es sei (x, y, z) eine reelle Lo-
sung des gegebenen Gleichungssystems. Dann
gilt wegen (3)

Z(l+x)=14—x. 4
Dabei ist x# —1; denn aus x=—1 wiirde

0=15 folgen. was nicht mdglich ist Wir,
" Gleichung (6) mit 3 multiplizieren.

erhalten daher aus (4)
14—x
. 5
1+x ©)
Setzen wir diesen 'Wert in (2) ein, so erhalten
wir

z=

l4—x+y(l4—x)=11.

}+l+x I+x
y+xy+14—x+14y—xy=11+11x,
15y —12x=-13,

_12x-3

To1s ©)

Setzen wir diesen Wert (1) ein, so erhalten wir
12x—;$+(12x-3)x=
15 15
[5x4 12x— 3+ 12x* — 3x =285,
12x2 +24x—288=0.
x?+2x—24=0.
Diese quadratische Gleichung hat genau zwei
reelle Lésungen. némlich
X, = =1+ /T+2d=-1+5=4,
Xy=—1-5=—6.

x+

19,

Wir erhalten weiter aus {6)
o _12-4-3_ . =1_2'-(—6)—3=

W T 5o
und aus (5)

Z=M= 2=i-*-—6=—
U144 ’ 2 1-6

Wir iiberzeugen uns durch die Probe davon.
daB das gegebene Gleichungssystem tatsich-
lich die Losungen H

x;=4 y;=3 z;=2 und x,=-6, y,=—35,
z,=—4 hat;

wir erhalien nimlich durch Einseizen in die
Gleichungen (1). (2), (3) die wahren Aussagen
443+4-3=19, —6-5+(—6)(—5)=19,
34243:2=11, —-5—-4+(-5)(—-4)=11,
244+42-4=14, —4-6+(—4)(—6)=14.

W 10/12 w878 siche Heft 6/92!

*10/12*879 Es seien

x die Anzahl der Kugeln, die je 1 g wiegen
und je 4 Pf kosten,

y. die Anzahl der Kugeln, die je 4 g wiegen
und j¢ 9 Pf kosten,

z die Anzahl-der Kugeln, die je 8 g wiegen
und je 12 Pl kosten,

u die Anzahl der Kugeln, die je 10 g wiegen
und je 18 Pf kosten.

Dann gilt, weil 100 Kugeln gekauft werden,

die zusammen 500 g wiegen und zusammen

1000 Pl kosten,

x+ y+ z+ wu= 100, ()]
x+4y+ 8z+10u= 500, @
4x+9y+ 122+ 18u=1000. (3

Aus diesem System von 3 Gleichungen mit
4 Variablen eliminieren wir zunichst die
Variable x. Aus (1)und (2) erhalten wir durch
Subtraktion

3y + 7z 4 9u=400. 4)
Ferner erhalten wir aus (1) durch Multi-
plikation mit 4

Ax + 4y + 4z + 4u =400, (5)
also aus (3) und (5) durch Subtraktion
Sy+8z+ 14u=600. (6)

Aus den Gleichungen (4) und (6) kGnnen wir
jetzt die Variable y eliminicren. Wir erhalten,
wenn wir in dex Gleichung (4) mit 5 und in der

15y +352+45u4=2000,

15y+24z+42u=1800

und hieraus durch Subtraktion

11z 4+ 3u=200,
u=200—1 Iz‘ )
3
Da 1 und z natiirliche Zahlen sind, ergibt sich
aus der Gleichung (7), dall z nur gleich 1, 4.

7. 10. 13 oder 16 scin kann, Wir erhalten dann
aus der Gleichung (7) u. aus der Gleichung (4)
v =LOO —Tz—9u
; 3
x=100—y—z—u.

Die folgende Tabelle zeigt die sich ergebenden
Werte:

und aus der Gleichung (1)

z u y X
1 63 negaliv
4 52 negativ
7 41 negativ
10 30 20 40
13 19 46 22
16 8 72 4

Die Werte der ersten drei Zeilen entsprechen
nicht den Bedingungen der Aufgabe. Da-
gegen sind [ur die Werte der 4., 5. und 6. Zeile
die Gleichungen (1), (2) und (3) und damit die
Bedingungen der Aufgabe erfullt Es gibt
also die folgenden Moglichkeiten fir den
Einkaul der Kugeln:
1. 40 Kugeln d. 1. Sorte, 20 Kugeln d. 2. Sorte.
10 Kugeln d_ 3. Sorte, 30 Kugeln d. 4, Sorte.
2. 22 Kugeln d. 1. Sorte, 46 Kugeln d. 2. Sorte.
13 Kugeln d. 3. Sorte. 19 Kugeln d. 4. Sorte.
3. 4 Kugeln d. 1. Sorte, 72 Kugeln d. 2. Sorte.
16 Kugeln d. 3. Sorte, 8 Kugeln d. 4. Sorte.
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,» Wie oft hab ich dir schon gesagt, daf3 du das Treppen-
geldnder nicht hinabrutschen sollst!*
Schiiler Andrej Jendrusch, Glienicke b. Berlin

Wo steckt der Fehler?
J 29= 7,denn ./ 29=/25+ 4-/25+./ 4

_ _=3+2=7
/100=14, denn /100 =./64+36=./64 /36
. __=8+6=14
J 50= 8,denn ./ 50=/49+ I=/49+/ 1~
__ _=T£i=8
V 90=12,denn ./ 90=/814 9=./81+/ 9
L _ =943=12
J 15= 3,denn / 15=/16— 1=/16—/ 1
=4—1=3

Mathemaiikfachlehrer Joachim Kiihn,
POS Lébejiin — Saalkreis

[

==
=

=

Ein vierfaches Troja-Diagramm, eingesandt von
Dr. Max Skalicky, Wien

Labyrinth
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Kryptarithmetik .

abed: -ed
efff
gggd
hddid

Wolfgang Riedel, TH Karl-Marx-Stadt,
Spezialklasse 12

mathematics

1. This is a game for 2 people.

2. You need 16 counters.

3. Place the counters on the 16 squares of the board.
4, Object: to make your opponent take the last
counter.

5. Rules: each player in turn takes any number of
counters from any one row or column. Counters
cannot be removed if there is a gap between them in

the row or column, ] )
Aus einem englischen

Lehrbuch

Risselsprung

Die Losung ist eine aus dem Mathematikunterricht
der Klasse 6 bekannte Definition.

Lehrerin [rmgard Trager, Dr.-R.-Sorge-OS Ebersbach b. Débeln



Aus der heiteren Feder von IMO-Teilnehmern

® Was ist eine Gerade? — Der geometrische Ort aller
Punkte, die hintereinander liegen!

@ Es ist die Linge einer Aschenbahn zu berechnen.
Lehrer: ,,Dabei vernachlissigen wir natiirlich die
Breite." -

Schiiler: ,,Dann gehen die Liufer wohl auf dem
Strich 7**

@ Ein Punkt ist ein Winkel, dem man die Schenkel
ausgerissen hat.

Un-Zweck-Gerite

a) quergebilkter Rahmen

b) Zwillingsbolzen mit permanentem Drillingseffekt,
c) der doppelwindigen Allmutter

d) umsturzsichere Stehleiter Jﬁh

W

Vladimir Rencin, Praha

Logisch gedacht

-Allgemeine Bemerkungen:

A. Jedes der 5 Hiuser, welches je einem anderen Besit-
zer gehdrt, ist in einer anderen Farbe verputzt.

B. Jeder Hausbesitzer hat ein anderes Hobby.

C. Jeder Hausbesitzer front einem anderen Nahrungs-
und Genuf3mittel. '

D. Jeder Hausbesitzer benutzt tdglich ein anderes
Verkehrsmittel, um zur Arbeit zu gelangen.

Um die’ Aufgabe 16sen zu kdnnen, sind 15 Vorgaben
notwendig:

1. Der. Mann, der mit dem Motorrad zur Arbeit
i fihrt, wohntin dem Haus mit dem Mann, der gern
reitet.
Da stehen 5 Hiuser nebeneinander.
"Familie Anton sammelt Briefmarken.
Herr Schulz trinkt gern Wein.
Der Mann, der gern mit der Modelleisenbahn
spielt, benutzt tiglich sein Fahrrad.
Der starkste Raucher wohnt im mittleren Haus.
Der Benutzer der Eisenbahn nascht gern Konfekt.
Familie Meier wohnt in dem gelben Haus.
Familie Lehmann hat ein rot angestrichenes und
verpuiztes Haus.
10. Im griinen Haus wird gern Kaffee getrunken.
11. Der Besitzer des gelben Hauses fahrt im Auto zum
Dienst.
12. Familie Meier wohnt im ersten Haus.
13. Der Mann mit dem Hobby Fliegen wohnt neben
dem Autofahrer.
14. Herr Heinze fahrt mit dem Autobus zur Arbeit.
15. Das graue Haus steht (vom Losenden gesehen)
links neben dem griinen Haus.
Fragen:
1. Ist diese Aufgabe iiberhaupt lgsbar?
2. Wenn nein, welche Priposition mul3 durch welche
.ersetzt werden?
“Wer iBt gern Quarktorte?
4. Wer ziichtet Blumen als Hobby?

O s W

o 00 N

Dr. G. Blosfeld, Halle

119



Mathematik einst

Aus dem Jahre 1790 ein Beispiel fiir die mathematische Ausbildung
an universititsvorbereitenden Schulen:

J. D. F. Wolff war dazu ausersehen, das Rektorat der Schule in
Saalfeld tm damaligen OstlpreuBen zu iibernehmen. Den Nachweis
zu seiner Befdhigung mubBte er in einer zweitidgigen, mindlichen und
schriftlichen Priifung erbringen.

Uber den mathematischen Teil wird folgendes berichtet; zundchst
zum miindlichen:

,Wihrend er in der Arithmetik eine geniigende Sicherheit zeigte,
befand er sich in der Geometrie nur im Besitz der allerersten
Anfangsgriinde. Den Unterschied zwischen einem Zentri- und
Peripheriewinkel wuBte er wohl anzugeben, nicht aber den Beweis
dafiir zu liefern, daB einer der ersteren auf gleichem Bogen doppelt
so groB als einer der letzteren ist, und bedurfte er der Einhilfe beim
pythagordischen Lehrsatz.™

Uber die schriftliche mathematische Priifung heift es:

»Aus der Arithmetik wurden ihm die Aufgaben gestellt:

5 2

L 2 1.3
. Welches 4= 2-,.6=,8>und 3=7
1. Welches ist die Summe von 3% 65 6un 5

und dieselbe auf 25% von jhm angegeben, und

2. Es stirbl ein Schuldner, dem vier Kreditoren Geld gelichen
haben, nimlich der erste 1000, der zweite 800, der dritte 600 und
der vierte 450 Taler. Er hinterliBt aber nur | 596 Taler, wieviel
wird ein jeder von dem geliehenen Gelde wiederbekommen?
Die Antwort war: A. 560, B. 448, C. 336, D. 252 Taler.

Endlich wurde aus der Geometrie dic Ldsung folgender Aufgaben
verlangt: '

1. Durch drei gegebene Punkte, die nicht in gerader Linic liegen,
einen Kreis zu ziehen und

2. Zu zwei gegebenen Linien die dritte Proportionale zu finden.
Beide wurden mit Hinzufigung von Zeichnungen richtig gelost.™

SUA

: NICARAC
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Der Kandidat wurde fiir das Amt bestatigt, erhielt allerdings die
Mahnung zu fortgesetztem FleiB in der Latinitdt, Geschichte und
Geographie. Offenbar hatte er den Anforderungen in der Mathe-
matik geniigt. Eingesandt von Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden

Z.ehn mathematische Formeln, welche
die Gestalt der Welt verinderten

Im vergangenen Jahr gab das siidamerikanische Land Nicaragua
cine Briefmarkenserie Uber die hauptsichlichsten Grundlagen der
Mathematik heraus. Auf der Riickseite der 42 mm x 31 mm grofen
Marken ist jeweils ein eriduternder Text (in Spanisch) dargeboten.
Als Beispiel bicten wir den Inhalt der Marke von J. Napier:

-

.

J. Napier
-(1550 bis 1617)

s B 5 B

Mit der Entwicklung des Logarithmus schenkte Napier der Welt
eine bedeuisame Vereinfachung der Arithmetik. Sie erlaubt den
Menschen, zu multiplizieren oder zu dividieren einfach durch
Addition oder Subtraktion der Logarithmen der Zahlen und bedeu-
tet, dall diese und weit komplizieriere Operationen mit grofien,
vielstelligen Zahlen schnell zu Ende gefiihrt werden kénnen. Die
Einfithrung des Logarithmus aul Gebieten wie der Astronomie und
der Navigation ist bedeutungsvoll und vergleichbar dem revolu-
tionierenden Computer-Verfahren von heute.




Importlieferungen aus der UdSSR fiir die DDR —

eine Grundlage fiir die sichere Versorgung
und die stabile Entwicklung unserer Volkswirtschaft

Gegenwirtig deckt die DDR z. B. ihren Bedarf an

Erdol zu 90 9,
Eisenerz Zu 90 Y,
Walzstahl zu 40 %
Zink zu70 %
Priméraluminium

und Blei Zu 60 %
Schnittholz zu 40 %,
Baumwolle zZu 859

durch Importe aus der Sowjetunion.

Allein 1966 bis 1970 lieferte uns die Sowjetunion unter
anderem
37,5 Mio Tonnen Erdol
-8 Mio Tonnen Koks
12 Mio Tonnen Walzstahl
und Rohre
6 Mio Tonnen Eisenerz
[100 Prozent Fe]
500000 Tonnen Aluminium
10,6 Mio Kubikmeter Holz
280000 Tonnen Zellulose
410000 Tonnen Wolle
75000 Tonnen Wolle

Maschinen, Anlagen und Rationalisierungsmittel
nehmen einen steigenden Anteil an den Importen aus
der Sowjetunion-ein. Im letzten Fiinfjahrplan bezog
unsere Republik beispielsweise

8 500 Werkzeugmaschinen

15800 Traktoren
6000 schwere Lastkraftwagen
450 Spezialbagger

Im Rahmen des langfristigen Handelsabkommens fiir
die Jahre 1971 bis 1975 wird die Sowjetunion auflerdem
in gréferem Umfang .
e Mittel der elektrischen Datenverarbeitungs-
technik
® Chemieanlagen
® Diesellokomotiven
@ Ausriistungen fiir Wirme- und Kernkraft-
werke
@ clektronische Bauelemente
® Diamantenwerkzeuge
und andere wichtige Rationalisierungsmittel in die
DDR liefern.

Das vorliegende Material wurde enthommen aus? ,,Arbeitsmaterial
zur Direktive des VIII. Parteitages der Sozialistischen Einheitspartei
Deutschlands zum Fiinfjahrplan fir die Entwicklung der Volks-
wirtschaft der DDR 1971 bis 1975, herausgegeben von der Partei-
hochschule |, Karl Marx* beim ZK der SED, erschienen im Verlag
Die Wirtschaft, Berlin.

Preis der Mappe 6,20 M geblockt einseitig bedruckt. Auf 62 Tafeln
wird mil mehrfarbigen Schaubildern und graphischen Darstellun-
gen die Direktive zum Fiinfjahrplan erliutert. Hervorragend [iir
Unterricht, auBerunterrichtliche Arbeit, insbesondere fiir Wand-
zeitungen geetgnet.

Entwicklung des AuBen- 15,5
handelsumsatzes der
DDR mit der UdSSR

im Zeitraum

1950 bis 1970 10,6
in Mrd. VM

Langfristiges Handelsabkommen
DDR-UdSSR 1966-1970

(vereinbart 60 Mrd. YM)

erreicht
65 Mrd. YM
davon B
Maschinen und 25 Mrd. ¥M
Ausriistungen

1950

1955 1060 1965

1970




Mihaly Kovics

Rechenautomaten
und logische Spiele

Ubersetzung aus dem Ungarischen

212 Seiten, 102 Bilder, 12 cmx 19 cm,
Broschur (cellophoniert) 8,00 M

INTERNATIONALES JAHR
DES BUCHES 1972

Der Autor will die Moglichkeiten, die der
Einsatz elektronischer Schaltungen”-fﬁr die
Losung von mathematischien und logischen
Aufgaben bietet und die letzten Endes in dg:r
EDYV zum Ausdruck kommen, seinen Lesern
zuginglich machen. Es werden besonders

Arbeitsgemeinschaften und Bastelgruppen

angesprochen, die einfache elek(ronische Ge-
rite baven wollen, durch die logische Opera-
tionen realisiert werden. Das Buch wird aber
auch fiir alle die niitzlich sein, die sich beruf-
lich mit diesen Fragen beschiftigen.
Leserkreis : Schiiler der 8, bis 12. Klassen der
polyiechnischen und erweiterten Oberschu-
len, Berufsschiiler, Fachschiiler, schulische
Arbeitsgemeinschalten, Bastler '

Wo hat es so etwas schon gegeben: ein Buch,
nach dessen Iusiruktionen man sich Dut-
zende verschiedener Computer selbst bauen
kana — Automaten, die tatsdchlich allesamt
funktionieren, mit denen man rechnen, Pro-
bleme simulieren oder einfach spielen kann.
Der ungarische Aulor hat sich zunachst das
Ziel gesetzt, uns mit einigen Grundgedanken
uber die Bezichungen zwischen Mathematik,
Logik, Physik und Kybernetik zu konfron-
tieren. Getreu der alten Weisheit, daB die
aktive Beschiftigung mit einer Sache das
Verstindnis dafiir am besten fordert, emp-
fiehit uns Kovécs gleichzeilig, diese Bezie-
hungen an selbstgebastelten, einfachen Ge-
riten zu iiberpriifen. Die gewichtige Bezeich-
nung Computer scheint im Zusammenhang
mit diesen Apparaturen mitunter etwas hoch
gegriffen. Sie trifft aber, wenn wir es genau
bedenken, immer und ohne Einschrinkung
zu.

Lediglich dret Potenliomeler, zwel zwei-
polige Umschalter, zwei Stromquellen und
drei MeBinstrumente ergeben in sinnvoller

Kombination z. B. einen einfachen Analog-
rechner, mit dem wir bei beachtlicher Ge-
nauigkeit immerhin addieren, subtrahieren,
multiplizieren und dividieren kénnen. Nicht,
weil wir anders mnicht rechnen koénnten,
sollen wir uns den Automaten bauen, son-
dern weil wir auf diese Weise erstaanlich
leicht verstehen lernen, wie ein Analog-
rechner funktioniert.

Die andere groBé Gruppe, die Digitalrechner,
arbeitet nach einem eiwas komplizierteren
Schema. Um es zu verstehen, benotigt man

schon etwas mehr Theorie, die Kovacs auf .

rund 80 Druckseiten gekonnt darlegt. Er
beginnt mit ‘dem allereinfachsten Rechen-
system, dem System der Dualzahlen, Null ist
Null und ,, L ist Eins. Woflir wir von der
ersten Schulklasse an die Ziffern 1 bis 9 und
zusiitzlich die 0 bendtigen, bewiltigt jeder
Digitalrechner viel schneller und sicherer
mit zwei Zeichen. Der Autor fithrt es ein-
drucksvoll vor. So nebenbei erklart er noch,
was ein Multivibrator ist oder eine logische
Grundoperation; er erlautert, wozu Speicher
und Zihlwerke, Lochkarten und -binder
erforderlich sind. ‘

Wenn wir das alles verdaut haben — und das
schafft jeder, der die zehn Jahre Mathe-
Unterricht in der Schule nicht gerade ver-

schlafen hat —, diirfen wir endlich spiclen:
mit Spielmaschinen. Kovacs zeigt uns in
Wort und Schaltbild, was wir zu tun haben.
Vielleicht spielen wir das aus Indien stam-
mende ,,Nim -Spiel? Auf dem Tisch liegt
ein Haufchen Streichholzer.

Die Spieler.nehmen immer dér Reihe nach
entweder 1, 2 oder 3 Holzchen weg. Verloren
hat, wer das letzte -Streichholz bekommt.
Es gibt verschiedene Versionen des Spiels.
Wenn der selbstgebastelie Computer mit-
spielt, gewinnt er immer. Wie er das macht?
Wenn wir Kovdcs’ Buch gelesen haben,
wissen wir es.

Wem das noch zu einfach ist, baut sich einen
Kartenspielautomaten oder eine ,,Wunder-
mithle, mit der er etwas dhnliches wie das
bekannte ,,Miihle spielen kann. Vielleicht
konstruiert er sogar ein einfaches Modell der
kiinstlichen Maus ,,Theseus®, zur Zeit cine
Spitzenleistung’iunter den kybernetischen
Maschinen.

. Giinter Heinze {aus JW)

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Mit Zirkel

und Zeichendreieck
Figur 1: Vergleiche die schraflierte Fliche

(Rosette) mit der Quadratfliche (a=2r); ~

F. 2: Berechne den Fiécheninhalt, der vier
Mobndchen und vergleiche ihn mit dem des

Quadrats. F. 3: Klappe zwei der in Figur 2
abgebildeten Mondchen nach innen. Ver-
gleiche die schraffierte Fliche mit der Qua-
dratfliche! F. 4: Vergleiche Figur 4 und 6!
F. 5: Vergieiche die schraffierte Fliche mit
der nichtschraffierten! (Losungen siehe 6/72)

J. Lehmann
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Mathematik
im Reich der Tone

Bei der Betrachtung von Farbkombinationen
z. B. an Kleidern und Stoffen findet man die
eine Farbzusammenstellung schon und an-
sprechend, wiahrend sich bei anderen Kombi-
nationen die Farben zu ,.beiBen™ scheinen.
Fiir unser unterschiedliches Empfinden ma-
chen wir unseren personlichen Geschmack,
dic Mode, unsere psychische Einstellung zu
gewissen Farben und vielleicht auch die ei-
gene Voreingenommenheit verantwortlich.
Die wenigsten werden die Ursachen fir
ihre Freude oder ihr Unbehagen beim An-
blick bestimmter Farbkombinationen in ma-
thematisch-physikalischen Bereichen suchen.
Es ist jedoch gewil, daB zwischen dem vom
Auge aufgenommenen &uBeren physikali-
schen Reiz und dem dadurch ausgelosten
psychischen Empfinden ein mathematisch
faBbarer Zusammenhang besteht.
Bekanntlich ist mit jeder Lichtausstrahlung
ein elektromagnetischer Schwingungsvor-
gang verkniipft. Diese Schwingungen breiten
sich mit der Geschwindigkeit ¢~300000
km - 57! aus, Wegen der GroBe dieser Ge-
schwindigkeit kann man im allgemeinen
fiir irdische Entfernungen die Zeit zwischen
dem Aufleuchten eines Lichtblitzes und der
Wahrnehmung durch das menschliche Auge
gleich Null setzen.

Als weitere meBbare Grofle hat man beim
Licht die Wellenlange A. Experimentell laBt
sich ein weiBer Lichtstrah! mit Hilfe eines
Glasprismas in Farben zerlegen. Man er-
hilt ein Farbspektrum, das von rot iiber gelb,
grin, blau nach violett geht. Jeder Farbe
ldBt sich eine bestimmte Wellenlinge und
wegen der allen Farben gemeinsamen Aus-
breitungsgeschwindigkeit ¢ auch eine be-
stimmte Frequenz f nach der Formel e=f- &
zuordnen. Die Wellenldngen liegen zwischen
380 pm und 760 pm fiir violett bzw. rot. Enl-
sprechend obiger Formel folgt fiir die zuge-
hérigen Schwingungszahlen 0,8 - 10" bzw.
0,4 - 10'* pro Sekunde. Die elekiromagnsti-
schen Wellen dieses Frequenzbereiches ver-
mag das menschliche Auge sinnlich zu erfas-
sen.

Eine vollig andere Welt von Schwingungen
erschlieBt sich dem Menschen durch sein
Gehor. Es sind die akustischen Schwingungen
der Luft. Wie miissen wir uns ihre Erzeugung
und Ausbreitung vorstellen? Denken wir

einmal an Explosionen von Kraftstoff im
Verbrennungsmotor ¢ines Autos! Als Folge
jeder Explosion tritt verdichtetes Gas durch
diec Auspulfoffnung ins Freie. Dieser Ver-
dichtungsstoB breitet sich mit Schallge-
schwindigkeit (etwa 335 m - s~ *) kugelférmig
nach allen Seiten aus. Nur durch materielle
Hindernisse, wie Hauserwande oder den
StraBenbelag, wird der Schall reflektiert und
absorbiert. Von unserem Ohr wird der Ver-
dichtungsstoB als Knall registriert.

Wechseln Luftverdichtung und Luftver-
diinnung mit einer ganz beslimmten Fre-
quenz, z. B. 100mal pro Sekunde, so nimmt
unser Gehororgan dies als einen bestimmten
Ton wahr. Physikalisch bezeichnet man diese
Wellenart als Longitudinalwellen, weil die
Luftteilchen als Triager der Wellen in der
Fortpflanzungsrichtung hin und her schwin-
gen. Der Blick von einer Anhohe auf ein
wogendes Kornfeld vermittelt eine anschau-
liche Vorstellung von der Energielibertra-
gung durch Longitudinalwellen. Hingegen
schwingen bei Transversalwellen, wiec man
sie z. B, an Wasseroberflichen beobachten
kann, die Materieteilchen als Triger der Wel-
len senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung.
Longitudinalwellen lassen sich graphisch in
Transversalwellen umsetzen, indem man den
Luftdruck als Funktion der Zeit aufzeichnet.
Die so aufgenommenen akustischen Wellen

:lassen eine wissenschafiliche Klanganalyse

Zu.

Sind die VerdichtungsstoBe unregelmabBig,
d. h. 1aBt sich keine bestimmte Frequenz
angeben, so empfinden wir ein Gerdusch.
Zum Beispiel erzeugen eine [ahrende Sira-
Benbahn oder eine aufheulende Fabriksirene
charakteristische Geriiusche. Hingegen wird
beim Anschlagen einer Glocke, eines Wein-
glases oder der Saite eines Instrumentes
ein bestimmier, dem schwingenden Kérper
eigentimlicher Ton erzeugt.

Durch das Zusammensetzen von Ténen und
Tonfolgen unter Einhaltung gewisser Regeln
gelangl man zur Musik: Im folgenden soll
nicht von Musik, sondern von den Bausteinen
der Musik, den Tonen und den sich daraus
aufbauenden Tonleitern die Rede sein.

Wir wollen mit Hille einfacher Gedanken-
experimente an den Aufbau von Tonfolgen
aus Tonen herangehen. Dabei halten wir

uns an den geschichtlichen Entwicklungs-

*ﬁang, weil dieser uns den verstindlichsten

Zugang zu diesem Problemkreis erdffnet.
Auferdemn lassen sich immer wieder auf-
schlubreiche Querverbindungen zur Ge-

‘schichte der Mathematik, Physik, Philoso-

phie und Instrumentenkunde herstellen. Die
iltesten Beitrdge zu diesem Gegenstand sind
uns mit Sicherheit von dem Bund der Py-
thagoreer (um 550 v. u. Z.) iiberliefert.
Als Hilfsmittel fiir ihre Untersuchungen
benutzten sie das Monochord. Dieses ein-
saitige Instrument besteht aus einem qua-
derformigen Kasten, iiber den zwischen zwei
Stegen eine Saite gespannt ist. Diese Saite
{st mit dem einen Ende am Kasten fest ver-
ankert. Das andere Ende wird iiber eine feste
Rolle gefahrt und mit einem Gewicht ange-
spannt. Nun kann die mittels des frei hin-
genden Gewichtes angespannte Saite durch
Anzupfen in Schwingung versetzt werden.
Der Kasten ist resonanzfihig gebaut, d. h.
er wird durch die Saite zum Mitschwingen
angeregt und wirkt dadurch klangverstir-
kend. Mit diesem einfachen Instrument las-
sen sich Tonintervalle durch Anderung der
Saitenspannung oder Saitenlinge unabhin-
gig voneinander erzeugen. So haben wohl
schon die Pythagoreer das Intervall eimer
Oktave,. das sich mit dem Gehdr besonders
leicht kontrollieren 1iBt, auf zwei Weisen
erzeugt. Vervierfacht man pidmlich das am
freien Ende der Saite befindliche Gewicht,
so erzeugt die hierdurch stirker gespannte

N
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Monochord

Saite einen Ton, der um eine Oktave iber
dem urspringlichen liegt. Die Schwingungs-
zahlen der Téne waren den Pytagoreern
noch nicht bekannt. Spiter wurde experi-
mentell gezeigt, daf sich die Frequenzen
zweier eine Oktave darstellende Téne wie
1:2 verhalten.

Wird die Schwingungszahl eines beliebigen
Tones verdoppelt, so liegt der erzeugte
Ton eine Oktave lber dem Ausgangston.
Durch Anderung der Saitenspannung kann
also die Hohe des erzeugten Tones variiert
werden. Dieses Prinzip findet beim Stimmen
von Streichinstrumenten eine jedem Laien
vertraute Anwendung.

Eine andere Méglichkeit zur Erzeugung von
Tonintervallen besteht darin, die Linge der
schwingenden Saite durch Verschieben des
beweglichen Steges zu verindern. Wird z. B.
der Anteil der schwingenden Saite halbiert,
so liegt der neue Ton eine Qktave iiber dem
von der ganzen Saiie erzeuglen Ton. Mit die-
ser Entdeckung war Pythagoras und seinen
Schiilern Anreiz gegeben, Toninlervalle auf
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Streckenverhilinisse und damit aul Zahlen-
verhiltnisse zuriickzufithren. Thre vor-
nehmste Aufgabe erblickten sie mit darin,
die Konsonanz oder Dissonanz zweier Tone
aus den Verhiltnissen von Saitenlingen und
damit von Zahlen zu ergriinden. Die Grund-
lage der Philosophie des pythagoreischen
Bundes bildete die Lehre von den Zahlen.
Der Uberlieferung nach gipfelte ihre Lehre
in dem Satz, daB das Wesen der Welt mit
Zahlen erfaBbar sei. Gemeint waren dabei
die natiirlichen Zahlen.

Bundeszeichen - der Pythagoreer

A\

Das Bundeszeichen der Pythagoreer bildete
¢in Fiinfstern, auch Pentagramm genannt.
Ausgerechnet an geometrischen Betrachtun-
gen zu diesem Bundeszeichen entdeckte ein
Anhipger des Pythagoras durch scharfsin-
nige Uberlegungen, daB das Verhiltnis von
Seite zu Diagonale bei einem regelmaBigen
Fiinfeck nicht durch zwei auch noch so
groBe natiirliche Zahlen ausdriickbar ist.
In unserer heutigen Sprechweise wiirden
wir sagen: Man entdeckte, daf} es neben den
rationalen Zahlen auch irrationale Zahlen
gibt. Diese dem Hippasos von Metapontion
um 450 v. u. Z. zugeschriebene Entdeckung
16ste die erste historisch belegbare Grund-
lagenkrise in der Mathematik aus. Auch am
Quadrat fand man bald heraus, daB das
Verhaltnis von Diagonalen- zu Seitenlinge
nicht im Sinne des Meisters durch ganze
Zahlen auszudriicken war. Unter dem Ein-
druck dieser Entdeckungen kam es zur Spal-
tung des Bundes in zwei Gruppen. Die Akus-
matiker (Horer) schworen weiter auf die
Worte ihres Lehrers, wihrend die Mathema-
tiker sich keinerlei Fesseln in ihrem Erkennt-
nisdrang auferlegten und unter Uberwin-
dung der philosophischen Lehren des Pytha-
goras-weiteren Forschungen vor allem in der
Geometrie nachgingen®*.

Bleiben wir zunichst noch in dem ,,Golde-
nen Zeitaller der Pythagoreer! Auf der
weiteren Suche danach, das harmonisch
Zusammenklingende zahlenmiBig zu erfas-
sen, bot sich das Verhiltnis 2: 3 fiir die Lidn-
gen der schwingenden Saiten an. Das dabei
entstehende Tonintervall bezeichnen wir als
Quinte. Der gefillige Zusammenklang beider
Tdne hatte gemiB der Lehre des Pythagoras
seine Ursache in dem mit kleinen Zahlen
faBbaren Lingenverhaltnis.

* Der Nachweis der Existenz irrationaler
Zahlen durch elementare geometrische
Uberlegungen soll Gegenstand eines spi-
teren Beitrages sein.
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Auch das Verhéltnis 3:4 wurde auf seinen
akustischen Effekt uniersucht. Das zugehd-
rige Tonintervall wird in der Musiktheorie
als Quarte bezeichnet. Die Pythagoreer be-
schrinkten sich auf diese beiden Zahlenver-
hialtnisse zum Aufbau einer aus 8 Ténen be-
stechenden Tonleiter. Hierbei wandten sic
die Erkenntnis mit an, daB zwei Toninter-
valle gleichzusetzen sind, wenn die Lingen
der schwingenden Saitenabschnitte am Mo-
nochord im gleichen Verhiiltnis zueinander
stehen. B

Wir wollen uns den Aufbau einer Tonleiter
in einer etwas moderneren Sprechweise klar-
machen. Deshalb werden wirnicht die Saiten-
lingen /, sondern die Frequenzen f der Tone
in Beziehung zueinander setzen. Als Grund-

lage fiir diese Uberlegungen dient die allge-
mein gelaufige Beziehung l=;, wobei &

eine dieser zugeschnittenen GroBengleichung
angepaBle Konstante ist. Zwei Toninter-
valle sind daher genau dann gleichsetzbar,
wenn ihre Schwingungszahlen im gleichen
Verhilinis zueinander stehen. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
fiir die zunichst nur wichtigen Verhiltnis-
zahlen die Bezeichnungen der- C-Dur-Ton-
leiter iibernchmen, also c—d—e—f—g—a—

h—c.

Bisher wurde mit unseren Gedankenexpe-
rimenten am Monochord iiber folgende Ver-
hiltniszahlen beziiglich des Grundtones ¢
verfiigt:

4 f 4

4 3
1 i d

3 2
(Prime) (Quarte) (Quinte)

¢ Tonbezeichnung

5 Verhaltniszahl
Intervall-

(Oktave) bezeichnung

Es sind also noch vier Leerstellen auszufiil-
len. Die pythagoreische Tonleiter setzt sich
aus fiinf groBen und zwei kleinen Tonschrit-
ten zusammen. Der groBe Tonschritt wird
aus Quarte und Quinte wie folgt erklart:

Setzt man qlzg und q2=§, so gilt fiir den

groBen Tonschritt q=ﬁ:§. Die diesem
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Verhiiltnis entsprechende Schrittweite liegt

bereits von f nach g vor. Sie wird ferner
beim Fortschreiten von ¢ nach 4, vondnach e
sowie von g nach a und a nach /4 iibemom-
men. Nun stehen noch die Quotienten offen,

welche den Schritt von e nach fund k nach ¢’
beschreiben. Fiir beide Intervalle ergibt sich
zwangsldufig aus den bisherigen Festlegun-

gen das Zahlenverhiltnis ii—g Dieser Bruch

kann nicht gékﬁrzt werden. Er filll wegen
der Dreistelligkeit von Zihler und Nenner
etwas aus dem Rahmen. Auch in akustischer
Hinsicht liefern die Tone keinen guten Zu-
sammenklang. Durch eine Zusamrmenstel-
lung der Zahlenverhaltnisse bezogen auf den
Grundton und den darunter liegenden Nach-
barton wollen wir uns eine Ubersicht von dem
Pythagoreischen Tonsystem verschaffen:

Tonbezeichnung c

Schwingungszahl bezogen auf ¢ 1

bezogen auf Nachbarton

w010 W 6,

¢ f g a h ¢
8 4 3 27 243 ,
64 3 2 16 128

g 26 % 9 9 2%
8 243 8 8 243

8 8

Die pleiche Tonleiler kann man sich auch
‘iber den sogenannten ,Quintenzirkel** er-
zeugt denken. Dabei geht man in folgender
Weise vor: Man zeichnet. einen Kreis und
teilt diesen mit dem Winkelmesser in-sieben
gleiche Teile. In den Teilungspunkten trigt
man im Uhrzeigersinn die Tonbezeichnun-
gen in das Bild ein, wobei wir mit ¢ vom ober-
sten Teilungspunkt ausgehen wollen. Da
sich dieser mit ¢” decken soll, werden wir ihn
besonders stark markieren.‘Nun machen wir,
von ¢ ansgehend, im Uhrzeigersinn Quinten-
spriinge. Durch Uberspringen von je drei
Teilungspunkten des Kreises gelangt man
der Reihe nach auf g, d, a, e und 4. Bei jedem
Sprung multiplizieren wir die zuletzt er-

reichte Zahl mit % Wird bei einem Quinten-
sprung die zu ¢ gehorige Markierung iiber-

quert, so lautet der Faktor 43 statt % Man

sicht, daB auf diese Weise gleichfalls die Ver-

hiltniszahlen der pythaporeischen Tonleiter
erzeugbar sind. Die noch fehlende Verhilt- -
niszah| fiir f ergibt sich durch eine Quinten-
drehung im Gegenzeigersinn, Wir miissen
deshalb die zu ¢ gehdrige Verhiltniszahl mit

dem Kehrwert vonr g multiplizieren und —

da dieser Sprung als Uberschreitung der
Markierung zu werten ist — noch mit dem
Faktor zwei versehen. Ferner ist zu bemer-
ken, daB sich der Quintenzirkel nicht exakt
schlieBt. Nach dem beschricbenen Verfahren
lassen sich zwar die zu sicben Tonen der
Tonleiter gehérigen relativen Schwingungs-
zahlen exakt auffinden. Die zu ¢" gehdrige
Zahl 2 kann jedoch nach dem hier beschrie-
benen Verfahren nicht konstruiert werden.

Teilt man nun die fiinf groBen Intervalle
der pythagoreischen Tonleiter in je zwei
Teilintervalle, so sind beim Durchlaufen



der Oktave von ¢ nach ¢’ insgesamt 12 Ton-
schritte auszufilhren. An Tastinstrumenten
erkennt man deutlich gemiB der Klaviatur
die Einschaltung der finf Zwischentdne.
Fihren wir nun entsprechend der hier vor-
gelegten Tonleiter zwolf Quintendrehungen
im Uhrzeigersinn mit unserem Zirkel durch
und beachten, daB beim Uberqueren der

c-Marke der Faktor % und sonst % zu setzen

ist. so ergibt sich als Endwert
_ 531441
524288

H 12 l 7
(‘—) -(-) =1,0137.
2 \2

Quintenzirkel

@lo

o
|=

Hiitte sich der Quintenzirkel nach 12 Spriin-
gen (7 Umldufen) exakt geschlossen, waren
wir auf die Zahl ¢ins gekommen. Das diese
Abweichung charakterisierende Zahlenver-
hiltnis (531441:524 288) bezeichnet man in
der’ Musiktheorie als ,,pythagoreisches
Komma“. ’

Durch diesen Quotienten wird also das
Intervall zwischen der zwdlften Quinte und
der siebenten Oktave beziiglich eines ge-
meinsamen Grundtones zahlenmifig erfaft.
.Das hier erlduterie Stimmungsprinzip, nach
welchem alle Tone aus einer Quintenreihe
abgeleitet werden, bezeichnet man in der
Musiktheorie- als pythagoreisches Stim-
mungsprinzip. Es ist keineswegs nur von
theoretischer oder musikgeschichtlicher Be-
deutung. Vor allem bei solistischen Darbie-
tungen an Streichinstrumenten neigen die

Kiinstler zur Verwendung dieser pythagore-:

ischen Tonstufen. Sie f6rdemn vor allem den
melodidsen Klang der Musik. ‘Ferner ver-
mitteln uns diese;numerischen Betrachtungen
eine Vorstellung von der Problematik, die
beim Instrumentenbau hinsichtlich des Zu-
sammenklanges vieler Instrumente in einem
groBen Klangkorper (Orchester) zu bewalti-
gen sind.

Gegen das pythagoreische Quintensystem
ist der Einwand der Klangarmut vor allem
beim Anschlagen von Akkorden beziiglich
der angeregten Obertdne erhoben worden.
Wir kehren deshalb zu unserem Monochord
zurlick und vollziehen nun in Gedanken
noch den Schritt, den Didymos (geb.
63 v. u. Z.) iiber die Pythagoreer hinausge-
hend getan hat. Wir setzen am Monochord

den beweglichen Steg so ein, daB(%)dcr

/
urspringlichen Saite zur Schwingung {rei-

gegeben sind. Beziglich des Grundtones
ergibt sich nach moderner Sprechweise die

groBe Terz. Der Kehrwert 2 entspricht

dem Verhiltnis der Schwingungszahlen. Un-
ter Mitverwertung dieses Tonschrittes 1aBt
sich eine weitere Tonleitef aufbauen, die
fiir die Musiktheoric von [undamentaler
Bedeutung ist. Man bezeichnet sie als dia-
tonische Tonleiter.

Zunachst fassen wir von den bis jetzt be-

kannten Intervallen Oktave, Quinte, Quarte
und groBe Terz die auf den Grundton be-
zogenen Verhdltniszahlen zusammen:

c - e [ g c
1 2 4 3 2
4 3 2 1

Zwischen fund g bleibt also bei der aufzu-
bauenden Tonleiter der pythagoreische Ganz-
tonschritt unverindert bestehen. Das Inter-
vall von ¢ nach f stellt einen halben Ton-
schritt dar, welcher durch den Bruch %
fixiert wird. Nun sind offenbar noch die
Liicken zwischen ¢ und ¢ sowie zwischen
g und ¢ durch einen bzw. zwei Tone in
geeigneter Weise zu schlieBen. Geht man von
¢ um einen pythagoreischen Ganztonschritt
nach d, bleibt fiir den Ubergang von 4 nach

¢ noch der Faktor IT,O frei. Um Quotienten

von moglichst kleinen ganzen Zahlen zur
Beschreibung der Tomleiter zu sichern, ist

eine Unterscheidung zwischen groBen und
kleinen ganzen Tonschritten zu treffen, je
nachdem die Verhiltniszahl beim Ubergang

zum ndchst hoheren Ton g oder %) lautet. .

Auf diese Weise lassen sich dreistellige Ver-
hiltoiszahlen zwischen Nachbartonen, wie
sic bei der pythagoreischen Stimmung auf-
treten, ausschalien.

Mit den vorgegebenen IntervallgroBen sind
nun noch die beiden Leerstellen zwischen g
und ¢’ zu besetzen. Geht man von e um ¢ine
Quinte nach oben, ergibt sich 4 mit der Ver-

hiltaiszahl lsj bezitglich des Grundtones c.

Damit bleibt fiir das Intervall von # nach ¢’

der halbe Tonschritt 1—2 Das noch offene

Intervall zwischen g und h stellt eine grofe

Terz entsprechend dem Bruch % dar. Wegen

5910

ist es naheliegend, a so einzupas-

4 8 9
sen, daB das Intervall g —a einem groBen und
a — heinem kleinen Ganztonschrittentspricht.
Damit ist die Konstruktion der acht Tone
umfassenden diatonischen Tonleiter aus den

9 10 16

Brichen -, — und — abgeschlossen.
8 9 15

E. Schrader

(In Heft 1/73 folgt ein 2. Teil, d. Red.)
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3. Mathe schirft das Denken dir,
Mathe schafft Verstand,
darum, lieber Pionier,
nimm doch das Buch zur Hand.
Knobeln heifit das. ..

(Entnommen aus: ,,Geschichten aus Knirpsenstadt™ — Autor: Marthias Wenzlaff)
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Nicolaus Copernicus
Teil 2

v
Der Tod von Lucas Watzenrode und die nachfolgende
Wahl des neuen Bischofs, dessen Bestitigung durch
die polnische Krone schwierig zu erreichen war, schuf
eine unsichere Lage im Inneren des Bistums. Bedroh-
licher noch wurde die auBenpolitische Lage. 1519
brach, wie lange befiirchtet, ein neuer blutiger Krieg
mit dem Deutschen Ritterorden aus, der erst 1525
mit dem Frieden zu Krakow beigelegt werden konnte
und nun den Orden endgiiltig in seine Schranken wies.
Unterdessen hatten religiose Auseinandersetzungen
mit der auch in Varmia zunehmenden Zahl von Anhin-
gern der Reformation um sich gegriffen.

Copernicus spielte in allen diesen verwickelten Situa-
tionen eine hervorragende Rolle, als Domherr in

Frombork, als Statthalter und spiter als eine Art

Militirkommandant der Festung Olsztyn (Allenstein),
als Generaladministrator des Bischofs, als Diplomat
bei den Friedensverhandlungen.

Als schlieBlich umfassende Anstrengungen unter-
nommen wurden, die durch die Folgen der lange
dauernden kriegerischen Verwicklungen véllig zer-
riittete preuBische Wihrung in Ordnung zu bringen,
wurde Copernicus zu Rate gezogen. In mehreren Denk-
schriften (1522, 1527 und danach) unterbreitete
Copernicus Vorschlage, die ihn als weitblickender Ken-
ner der frithkapitalistischen W3hrangsgesetze aus-
wiesen.

N VI

Auch in den dreiBiger Jahren, als allmihlich in Varmia
wieder ruhigere Zeiten cinkehren konnten, blieb
Copernicus, nun schon im fortgeschrittenen Alter
stehend, treuer Diener seines Bistums, u. a. bei der
Regelung des Brotpreises, als Finanzrevisor, als Ver-
walter der der Kirche vermachten Stiftungen und als
sehr geschiitzter Arzt. :

Doch nun konnte er mit voller Konzentration an die
Ausarbeitung seines wissenschaftlichen Lebenswerkes
gehen. Im Wechsel zwischen astronomischen Beob-
achtungen (wobei ihm das Fernrohr noch nicht zur
Verfligung stand) und auBerordentlich umfangreichen
komplizierten Rechnungen (wobei er sich das mathe-
matische Werkzeug, die Trigonometrie, teilweise erst
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selbst bereitstellen muBte), schuf Copernicus ein um-
fangreiches Werk. Es trug den Titel ,,De revolutioni-
bus*, was soviel wie ,,Uber die Umlaufe* (der Pla-
neten) bedeutet.

Das endgiiltige Manuskript, das aus vielen Vorent-
wiirfen hervorgegangen ist, wurde von Copernicus
in seiner- klaren Handschrift, teilweise mit farbiger
Tinte, vermutlich zwischen 1529 und Mitte 1532
niedergeschrieben. Dieses wunderschone Manuskript
blieb iiber alle Stiirme der Zeiten hinweg erhalten
und befindet sich heute als eines der Glanzstiicke in
den Museen von Krakow.

VII
Bereits Mitte der zwanziger Jahre hatte sich der Ruf
von Copernicus als eines bedeutenden Gelehrten und
vorziiglichen Astronomen weithin verbreitet, sogar
bis nach Rom. Copernicus wurde u. a. wegen der an-
stehenden Kalenderreform vom papstlichen Stuhl zu
Rate gezogen und schlieBlich 1536 aufgefordert,
iiber seine neue Theorie zu berichten.
Doch Copernicus zbgerte. Er sah die Auseinander-
setzungen voraus, wenn er seine heliozentrische Auf-
fassung der damals unbestrittenen geozentrischen Auf-
fassung gegeniiberstellen wiirde und suchte daher in
weiteren Beobachtungen und Rechnungen unwider-
legliche Beweise fiir seine Erkenntnis zu erbringen.
Andererseits dringten ihn seine Freunde, das Werk
,.De revolutionibus* durch Drucklegung der Offent-
lichkeit zu Ubergeben; es gehbre der ganzen Mensch-
heit. Insbesondere der engste Freund von Copernicus,
Tiedemann Giese, Bischof von Chetmno, bestiirmte
Copernicus unaufhorlich.
Den letzten AnstoB zur Drucklegung lieferte ein Be-
sucher von der Universitdt Wittenberg, dem Zentrum
der Reformation.. Obwohl sich Luther hichstpersén-
lich gegen die heliozentrische Lehre ausgesprochen
hatte, war der noch sehr junge Professor der Mathe-
matik und Astronomie an der Witienberger Universi-
tat, Georg Joachim Rheticus, der Auffassung, man
miisse sich an den Quellen lber die Wahrheit infor-
mieren. .
Im Mai 1539 traf Rheticus in Frombork ein und ver-
mochte in jugendlicher Begeisterung, Copernicus vol-
lig fiir sich einzunehmen. Copernicus unterwies Rhe-

ticus, man diskutierte zusammen und besuchte ge-

meinsam Tiedemann Giese.

Im Herbst 1539 schrieb Rheticus einen ausfiihrlichen
Brief an einen seiner fritheren Lehrer nach Niirnberg
und berichtete Gber Copernicus, sein Werk und seine
Arbeitsweise, Der Brief tridgi den Charakter einer
wissenschaftlichen Abhandlung; unter dem Titel
,.Narratio prima* (Erster Bericht) wurde sie Winter
1539/40 in Gdansk gedruckt, die erste gedruckte
Bekanntgabe der revolutiondren neuen Astronomie.
Bis zum Herbst 1541 blieb Rheticus in Frombork.



Er hatte, zusammen mit Giese, di¢ prinzipielle Ein-
willigung zur Drucklegung der ,,De revolutionibus
von Copernicus erwirkt. Doch behielt sich Copernicus
noch Verbesserungen und Ergénzungen vor.

VIII
Inzwischen néherte sich Copernicus der Vollendung
seines siebenten Lebensjahrzehntes, ein Alter, das
die Menschen der damaligen Zeit hochst selten er-
reichten.
Im Winter 1541/42 scheint Copernicus erkannt zu
haben, daB er nicht mehr die Kraft haben wiirde,
sein Manuskript selbst druckreif zu machen. Ver-
abredungsgemil iibergab er es daher seinem Freund
Giese, der es an Rheticus weiterleitete. Dieser erhielt
von dem damals weitberithmten Drucker Petreius
in Niumberg eine Zusage; im Mai 1542 begab sich
Rheticus nach Nirnberg und leitete die Drucklegung
von ,,De revolutionibus‘ ein, eines der bedeutendsten
naturwissenschaftlichen Werke, das je erschienen ist.
Der Druck des umfangreichen Werkes, das mehr als
420 engbeschricbene groBformatige Seiten umfaBt,
zog sich hin. Im Sommer 1542 scheinen die kdrper-
lichen Krifte von Copernicus schnell nachgelassen
Zu haben. Im Herbst war er schon recht schwach.
Ende November oder Anfang Dezember erlitt er einen
schweren Schlaganfall. Doch bei der guten Pflege,
die Copernicus zweifellos zuteil wurde, liberlebte Co-
pernicus noch den Winter. Im Frijhjahr 1543 ver-
schlechterte sich der Zustand weiter; lange Perioden
der BewubBtlosigkeit traten ein.
Am 24. Mai 1543, im Alter von 70 Jahren, drei Mo-
" naten und fiinf Tagen starb Nicolaus Copernicus, einer
der bedeutendsten Gelehrten der Menschheitsge-
schichte. Er wurde im Dom zu Frombork beigesetzt.
Gerade an seinem Todestage gelangte das-erste ausge-
druckte Exemplar von ,,.De revolutionibus™ nach
Frombork. Man brachte es eilends zu Copernicus,
der es noch mit der Hand beriihrt, aber nicht mehr
erkannt hat. Wenige Stunden darauf starb er.

Als Mensch und Wissenschaftler besal Copernicus
eine unzerstorbare Liebe zur Wahrheit. Grofle Gesten
lagen ihm fern; in der Sache aber blieb er unbeugsam.

i ff"-nlf;}r-’-”v; : tree ovdmey Mf»"r’w fvm fm#(g’i-a

by rremmfrerhe oF  feewndus cotrmof-m—
rirtoyacol: (7..."..; bert prepovivenalot adion ZMJ frgit
rgremt Serapoby grmdn” Eft prg= tnbeda el -
Canon fwﬁ o coreato yelain losearnm,

Cor Jrempfed | pirs Lot | fermoffed | vinds
fere dupleavd” | vrmy fefend [omp-cod | gradm
- ”n.zr ) &

k) SE pH| sc TF
o to AL 3] 19 5524 290
o| ¢o] IT33 ' 3] 19 814
o| 39 a73 513 S0

Energie und Beharrlichkeit verbanden sich mit Kithn-
heit des Denkens und auBerordentlicher Vielseitig-
keit. Alle Nachrichten iiber den Charakter von Coper-
nicus betonen Bescheidenheit und Toleranz, aber auch
niichterne und kiihle Sachlichkeit. Bei aller Ver-
schlossenheit und Zuriickhaltung wird zugleich seine
Hilfsbereitschaft im personlichen und wissenschaft-
lichen Leben gerithmt.

X

Copernicus Werk ,,De revolutionibus®™ gehdrt zum
unverduBerlichen Bestandteil der Weltkultur und des
menschlichen Wissens. Die Niirnberger Erstausgabe
besteht aus ungefihr 400 Druckseiten. Das ganze
Werk ist in sechs ‘Abschnitte (Biicher) eingeteilt,
die je aus 20 bis 30 Kapiteln bestehen.
Leider wurden — ohne das Wissen des kranken Co-
pernicus natiirlich — bel der Drucklegung am Manu-
skript zwei Eingriffe vorgenommen, die schon den
Charakter einer Filschung besitzen, und zwar durch
den protestantischen Theologen Osiander, dem Rhe-
ticus bei der Wiederaufnahme seiner Tétigkeit in
Wittenberg die Uberwachung der weiteren Druck-
legung in Niimberg anvertraut hatte,
Osiander erweiterte den urspringlichen Titel ,,De
revolutionibus® zu ,,De revolutionibus orbium coele-
stium* (schwer iberse(zbar: Uber die Umldufe der
Himmelskreise oder Himmelssphiren) und unter-
stellte damit Copernicus indirekt die Ansicht, als
habe dieser an die Existenz der bei Prolomius postu-
lierten Himmelsspharen geglaubt.
Schwerwiegender aber noch war der folgende Um-
stand : Osiander fligte vor die von Copernicus gegebene
Widmung an den damaligen Papst Paul III noch ein
Vorwort an den Leser ein, unsigniert, ohne Unter-
schrift, so daB jeder mit der Sache nicht niher Ver-
traute denken mubBte, daB Copernicus auch der Autor
dieses Vorwortes sei. Und dort wird, gegen die klare,
mehrfach explizit von Copernicus gedulBlerte Meinung,
das heliozentrische Weltbild als bloBe mathematische
Hypothese hingestellt, nicht, wie von Copernicus
selbst beabsichtigt, als Widerspiegelung und mathe-
matische Beschreibung der Wirklichkeit.

H. Wufing
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Dieser Artikel soll euch einen Einblick in
.eine mathematische Disziplin vermitteln, de-
ren systematische Entwicklung mit einer
Arbeit Eulers aus dem Jahre 1736 ihren An-
fang nahm, die aber gerade in den letzten
Jahrzehnten mehr und mehr an Bedeutung
gewann — in die Graphentheorie.

Was ist cigentlich ein ,,Graph*“?

Bevor wir die Definition des Begriffes ange-
ben, wollen wir uns einige Beispiele ansehen.
Beispiel 1: An einem Volleybaliturnier aller
10. Klassen ¢iner Stadt beteiligten sich sechs
Mannschaften M,, M,, M;, M,, M;, M,.
Das folgende Ergebnis wurde erzielt:

M, gesiegt gegen  verloren gegen

M, My, M, My Ms, M
M2 Mih M4) MS’ Ml
Mg
M, My, Mg, M, M, M,
M4 - Mli M27 Mg,
Ms- M6
My My, My, My M, M,
Mg My, My My, My, Ms
Tabelle 1

Der Mannschaft M; (i=1, ..., 6) ordnen
wir einen — ebenfalls mit M, bezeichneten —
Punkt (kleinen Kreis) auf einem Zeichen-
blatt zu. Haben die Mannschaften M; und
M; ein Spiel miteinander ausgetragen. so
verbinden wir diec Punkte M; und M; durch
eine Linie, die wir mit einem nach M; gerich-
teten Pfeil versehen, wenn M; M| besicgt hat.
Wir erhalten das,Schema des Bildes 1, das
der Tabelle 1 entspricht:

Bild 1 Ul
y My
A Fig

Beispiel 2: Aus cinem Autoatlas haben wir
cinen Teil des Autobahnnetzes entnommen:

LD

Durch die Buchstaben A4 bis F werden hierbei
GroBstidte bezeichnet.

Bild 2
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Beispiel 3: Der Verbindung C,Hg (Athan)
entspricht die Strukturformel des Bildes 3a,
der wir das Schema des Bildes 3b zuordnen
kénnen, wenn wir die Atome durch Punkte

und die Bindungen durch Strecken darstellen.

0
H—C — C—H .__{___‘_.
Bz o, N
1
H—|¢C\E—H
Wty CH
I!I & d)

Ebenso konnen wir beispielsweise der Struk-
turformel des Benzols (Bild 3c) ein Punkt-
Linien-Schema zuordnen (Bild 3d).

Beispiel 4. Die Ecken-Kanten-Beziehungen
der regelmiBigen Polyeder kénnen wir auch
durch ebene Punkt-Lini¢n-Gebilde veran-

schaulichen, (Bild 4).
@ Tetroeder A

i 2
E! Worfel

/(e\
.a Dedekoeder @
{% Okfaeder § ii

Die in den Beispiclen ! bis 4 angegebenen

i Punkt-Linien-Schemata stellen Graphen dar.

Wir wolien nun den Begriff ,,Graph* inhalt-
lich fixieren.

Definition 1: Wir sagen, es liege ¢in Graph
vor, wenn folgendes gegeben ist:

#® Eine endliche Menge .X'; die Elemente von
X werden auf dem Blati durch Punkte
(kleine Kreise) dargestellt. Sie kdnnen elwa
Personen, irgendwelche Gegensiinde, Zu-
stinde oder andere Dinge bezeichnen.

s Fine Menge U ven ungeordneten oder
geordnelen Paaren (g, ) mit g X, be X; ein
solches Paar wird auf dem Blatt durch eine
die Punkte 4 und b verbindende Linie darge-
stellt {die mit einem Richtungspfeil verse-
hen wird, falls.es auf die Reihenfolge der
Elemente ankommt).

Dabei soll es moglich sein, daB es fiir zwei
Punkie ¢ und b mehr als eine dic beiden
verbindende Linie gibt. Sind etwa r(r>1)
solche Linien vorhanden, so wollen wir sie

durch Indizes unlerscheiden; wir bezeichnen
sie beispielsweise mit (a, &), (a, B);, ...,
(a, b),.

Die Mengen X und U bestimmen den Gra-
phen Gpy=1[X, Ul G heiBt gerichteter
Graph (Bild 1), falls die Elemente von U
geordneie Punktepaare sind. Sind die Ele-
mente von U hingegen nicht geordnete
Punktepaare (Bild 2 bis 4), so ist & ein unge-
tichteter Graph.

Die Elemente der Menge X bezeichnen wir
als Knotenpunkte, die Elemente der Menge U
als Konten (bei gerichteten Graphen auch
als Bigen)des Graphen G.

Wir kdnnen sie — wie wir es in Bild 1 bis 4
bereits getan haben - durch Punkte und
Linien in der Zeichenebene oder auf anderen

-Flichen veranschaulichen.

Die Knotenpunkie 4 und & heilen ,,End-
punkte der Kante (@, 5) (bzw. Endpunkte
einer jeden der Kanten (g, 5);)-

Es sei bemerkt, daB Graphenzeichnungen
den gleichen Graphen veranschaulichen,
wenn sich ihre Knotenpunitmengen so ein-

deutig aufeinander abbilden lassen, daB je
zwei Bildpunkte durch ebenso viele Kanten

(bzw. gleichgerichtete Bogen) verbunden sind
wie ihire Originalpunkte. In Bild 5 sind einige
Darstellungen ein und desselben Graphen
gegeben.

<

Wir wollen noch zwei wichtige Begriffe de-
finieren und einige allgemeingiiltige Bemer-
kungen machen. Dann werden wir bereits
in der Lage sein, einen einlachen — aber sehr
wichtigen — Satz (Satz 1) zu formulieren und
zu beweisen.

Definition 2: Zwei Knotenpunkte heiBen
adjazent, wenn sie durch eine Kante ver-
bunden sind. Ein Knotenpunkt inzidiert
mit einer Kante, wenn er Endpunkt dieser
Kante ist. '

Definition 3: Inzidjeri ein Knotenpunkt in G
mit genau r Kanpten, so heiBt r die Volenz
des Knotenpunktes in G.

In Bild 2 beispielsweise hat Knotenpunkt 4
die Valenz 4, D hat die Valenz 2, wihrend
die Gbrigen Knotenpunkte die Valenz 1
haben. '
Unter einem Graphen werden wir im fol-
genden einen ungerichteten Graphen ver-
stehen; verwenden wir einen perichteten
Graphen, werden wir das ausdriicklich be-
tonen. —

Dig Paare (4, @) € U wollen wir ausschlieBen,
d. h. Schlingen (Bild éa) sind nicht zugelas-
Sen. —

Zoweilen werden wir Graphen verwenden,
in denen es Knotenpunkte gibt, die mit keiner
Kante inzidieren. Solche Knotenpunkte hei-
fen isoliert. Die von uns betrachteten Gra-
phen sollen stets nur endlich viele Knoten-

<=

Bild 5




punkte und endlich viele Kanten haben,
also endliche Graphen sein.

Definition 4: Enthalt der Graph G keine
Mehrfachkanten (Bild 6b), d. h. sind je zwei
Knotenpunkie von ¢ durch hochstens eine
Kante verbunden, so heifit G schlichr.

Bild 6
X D
[~ 3

Ehe wir uns dem Satz 1 zuwenden, wollen
wir die Begriffe, dic wir bisher eingefithrt
haben, noch etwas einiiben, — und das kann
man schlieBlich am besten tun, indem man
einige Aufgaben 16st.

Ala In einer Ebene seien n Kreislinien

gegeben, die mit den Zahlen 1, 2,3, ..., n

numeriert seien. Wir wollen den Graphen
G=[X, U] wie folgt definieren:

Esist X={1,2, ...,n} undesist (i, e U
genau dann, wenn die mit den Zahlen i und j
bezeichneten Kreislinien wenigstens cinen
Punkt pgemeinsam haben. In Bild 7a sind
neun numerierte Kreislinien veranschaulicht;
man bilde den entsprechenden Graphen G.

Bild 7a
3
‘e
L™
z
&
@

A2a In dieser Aufgabe — wie auch in
zwei der spiter folgenden spielt der Graph G
eine Rolle, der » Knotenpunkte besitzt von
denen je zwei durch genau eine Kante ver-
bunden sind. Dieser Graph G wird ,,voll-
standiger n-Graph™ genannt. (Bild 7b zeigt
den vollstindigén n-Graphen fiir n—=3, 4, 5.)
Wie viele Kanten hat der vollstindige #-
Graph?

Ala a)Stellen die Bilder 8a und 8b
dep gleichen Graphen dar?

Bild 8

AV

n=3

Bild 7b

n=4%

9

a) by
b) Stelien dic Bilder 8¢ und 8d den gleichen
Graphen dar?
Ad4Aa Was konnt ihr iber die Valenzen
der Knotenpunkte eines jeden Graphen des
Bildes 4 aussagen? W. Vof

FluBwanderung bei Muldenstein

Nordostlich von Bitterfeld schliangelt sich

die Mulde durch ein méchtiges Braunkohle-

feld. Viele Uberlegungen wurden angestelit,
um an diese Lagerstitte mit 90 Millionen
Tonnen Vorriten heranzukommen.

Eine Variante sah vor, den 50 Meter breiten
Fluf in einer Riesenschleife um einen zum
grofBten Teil ausgekohlten Tagebau herum-
zulegen. Riesige Erdmassen hatten bewegt
werden milssen. Hunderte Hektar Ackerland
wiaren zerstort worden und die Bauzeit wire
unverantwortlich lang gewesen.
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Fachleute legten schlieBlich die sogenannte
Restlochvariante vor, die alle herkdmmlichen
Methoden iiber den Haufen warf:
11 Kilometer Mulde erhalten ein neues Bett,
das fast ausschlieBlich durch das weite Ge-
linde des jetzigen Tagebaues Muldenstein
fiihrt. Das Restloch des Tagebaues wird
kiinftig als Stausee dienen und voraussicht-
lich 1975 gefiilit. Mit vier Quadratkilometer
Flache und rund 100 Millionen Kubikmeter
Wasserinhalt wird es dann gréBtes Gewasser
im Raum Bitterfeld/Gréifephainichen und
z. B. der Rappbodectalsperre ebenbiirtig sein.
Nach grindlicher Prifung aller Faktoren
entschlossen sich die Projektanten fiir den
Einsatz sowjetischer Schreitbagger, bei denen
z. B. ein Kubikmeter transportierte Erde-
4| Pfennige kostet, mit herkémmlichen Ge-
raten dagegen 1,40 Mark. Insgesamt sind bei
der Muldenverlegung 16,5 Millionen Kubik-
meter Erdreich zu bewegen.

(Aus ND vom 25. Juni 1971)

Al100laa Berechne unter der Annahme,
daB der im Restloch des Tagebaues Mulden-
stein entstehende Stausee iiberall gleich tief
ist, seine Tiefe!

41001ba Berechne unter der Annahme,
dab alle beim Projekt ,,Muldenverlegung*
zu bewegende Erde mittels sowjetischer
Schreitbagger transportiert wird, die Kosten
fiir die gesamten Baggerarbeiten!

Al1001ca Um wieviel steigl durch diese
Baggerarbeiten der Preis je Tonne Kohle?
Dabei soll angenommen werden, daB die
durch Schiitzung ermittelten Vorrite restlos
abgebaut werden konnen. W. Trdger

Aus der ,,EntschlieBung des VIII. Parteitages
der Sozialistischen Einheitspartei Deutsch-
lands zum Bericht des Zentralkomitees*:
Die Hauptaufgabe der Industrie besteht
darn, die materiell-technische Basis unserer
Volkswirischaft weiterzuentwickeln und 7u
vervollkommnen. Es ist unerlidBlich, das
technische Niveau der Produktion durch
Nutzung neuer wissenschaftlich-technischer
Erkenntnisse weiter zu erhohen, die Kosten
systematisch zu senken und die Qualitit der
Erzeugnisse zu verbessern.

127



In unserem Beispiel war die Bildebene =
senkrecht zur Standebene o. Jedoch tritt
auch der Fall oft auf, daB die Bildebene zur
Standebene geneigt ist { ¥ (7, 6) #90°]. Dann
haben auch die Bilder der Héhen des Qua-
ders einen gemeinsamen -Fluchtpunkt.

Zur Belebung perspektiver Bilder und zur
Erhohung ihrer Raumwirkung werden oft
Schatten ecingezeichnet. Sowohl Parallelbe-
leuchtung als auch Zentralbeleuchtung wer-
den dabei verwendet. Daneben sind auch die
Spiegelungen ein Miitel der Gestaltung: Bei
nahen kleineren rdumlichen Objekten oder
auch bei vom Beobachter weit entfernten
grofBeren Objekten bedient sich der Architekt
anstelle der Zentralperspektive auch der
Axonometrie. Der Aufwand zur Herstellung
cines axonometrischen Bildes ist wesentlich
geringer als betm zentralperspektiven Bild.
AuBerdem erscheint das axonometrische Bild
bei unseren Voraussetzungen im Vergleich
zum perspektiven nicht so stark verzerrt.
Ein perspektives Bild ist vom Augpunkt O
eindugig zu betrachten. Da die geringste
deutliche Sehweite 25 cm betrégt, solltc dic
Augdistanz mindestens ebenso grof sem.
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Auch wenn der Betrachter sein Auge in einer
groBeren Umgebung des Augpunktes ju-
stiert {einstellt), erhilt er noch einen giinstigen
Bildeindruck. Beim Betrachten axonometri-
scher Bilder ist das Auge jedoch mdglichst
weit vom Bild zu wihlen, um das Aunge der
Paralleiprojektion anzupassen, durch die das
Bild erzeugt wird.

In der Axonometrie wird. dem Objekt ¢in
raumliches kartesisches Koordinatensystem
zugeordnet, und mit diesern gemeinsam wird
es durch Parallelprojekiion auf ¢ine Ebene
abgebildet. Fallen die Projektionsstrahlen
seokrecht bzw. schief auf di¢ Bildebene e¢in,
so spricht man von orthogonaler bzw. schie-
fer Axoniometrie. Der Satz von Pohlke, der dic
Konstruktion in der schiefen Axonometrie
sichert, besagt: ,Drei beliebige von einem
Punkt unter beliebigen Winkeln ausgehende
Strecken knnen stets als das durch Parallel-
projektion erzeugte Schattenbild von drei
auleinander senkrechten gleich langen Strek-
ken im Raum aufgefaBt werden.” (Salkowski:
Darstellende Geometrie, Leipzig 1963, Ver-
lagsgesellschaft Geest & Portig) Nach der
Wahl eines ebenen Dreibeins kann man sich

auf den 3 Achsenbildem je eine Lingeneinheit
vorgeben. Danach fiigt man das Bild des
Objektes ein, wie an einem Beispiel gezeigt
werden soll (Entwurf nach Gropius) (Bild 4).

— I 3

Bild4
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|
|

=
=l e o
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Das Verhdltnis x:y:z=1:1:1 bedeutet,
auf allen drei Achsen sind gleiche Lingen-
einheiten gewdhit worden. In der Praxis wer-
den oft die beiden schiefen Axonometrien,
Militdrperspektive vnd Kavalierperspektive,
verwendet. Fiir sie gilt:

z
Bild 5

x y
Mili tirperspektive Kavalierperspektive
(Bild 5) (Bild 6)
o+ f=90° a=45

x:yrz=1:1:1 x:y:zz%:l:l

Bild 6 X

Y

Da der Betrachter meist eine Zeichnung senk-
recht zur Blickrichtung hilt, erscheinen ortho-
gonalaxonometrische Bilder weniger verzerrt
als schiefaxonometrische. Sehr gebrauchliche
orthogonale Axonometrien, dic Dimetric und
Isometrie, sind durch folgende Angaben be-
stimmt:



Bild 7
8\
x
v

x
Dimitrie Isometrie
(Bild 7) (Bild 8)
x=42°, f=T° a=30°, f=30°
x:y:z:lzl:l x:p:z=1:1:1

2

<

Bild 8

|
I

- Schattenkonstruktionen werden auch in der
Axonometrie” ausgefihrt. Neben den oben
genannten Aufgaben sind die Grundaulgaben

Bild 10

des Zweitafelverfahrens (Grund- und AufriB-
verfahren) und der kotierten Projektion fir
den Architekten sehr wichlig. Sie erschlicBen
ihm Probleme, wie z B. das iiberschligige
Bestimmen von Baumassen beim Anlegen
von Strafen, die Uberdachung von Gebiiu-
den, Durchdringung von Flichen 2. Ordnung
(Schalen). Die darstellende Geometrie ist also
fiir den Architekten ein unentbehrliches Hilfs-
mittel fiir vielf#ltige Anwendungen.

Als Beispiel liegt eine Innenraumperspektive
eines Festsaales mit Spiegelung vor (Bild 9).

A9994 Zur weiteren Anregung und zur
Vertiefung des oben Dargelegten soll folgende
Aufgabe dienen:

Es seien Horizontlinie h, Haupipunkt H*,
Aungdistanz 4 und Standlinie s vorgegeben.
Es ist das zentralperspektive Bild eines auf
der Standebene o liegenden Wiirfels zu kon-
struieren, wenn das Bild einer vertikalen
Kante und die Richtung 7 einer horizoatalen
Kante gegeben sind (Bild 10). .
) E. Kiihn

-

Nikolai Brunow
Entwicklungsetappen
der Architektur

12 cm x 19 em, ca 360 Seiten mit 120 Abb.,
Broschur mit Kartonumschlag, 4,80 M
VEB Verlag die Kunst, Dresden

Georg Piltz
Streifzug durch
die deutsche Baukunst

147 Seiten, Pappband mit Folie, 520 M
Der Kinderbuchverlag, Berlin

" Danielowski/Pretzsch

Architekturperspektive

17 em x 24,5 cm, 226 Seiten, zahlreiche Abb.,
Halbleinen, M

VEB Verlag Banwesen, Berlin

Georg Piltz

Bauwerke — Baustile

Streifziige durch die deutsche Architektur
295 Sciten, zahlreiche Fo\tos und Gaphiken,
13 cm x 20 cm, Halbleinen, 12,80 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Herbert Kiirth/Aribert Kutschmar
Baustilfibel
Bauwerke und Baustile von der Antike bis

zur Gegenwart

17,0 em x 23,5 cm, 240 Seiten,

360 Zeichnungen und 16 Kunstdrucktafeln,
Halbleinen, 20,00 M

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

Karl Czok
Die Stadt

Thre Stellung in der deutschen Geschichte

17,0cm x 23,5 cm, 181 Seiten, zahlreiche Abb.,
1500 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin
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Letzter Einsendetermin: 5. Mirz 1973

54963 Birgit kauft ein und erhiilt von ihrer
Mutter dafiir 10 Mark. Das Gemiise kostet
2,36 M. Fiir Brot und Brétchen zusammen
zahlt sie 52 Pf weniger als fir das Gemiise.
Fleisch und Wurstwaren hingegen waren
doppelt so teuer wie Brot und Brotchen.
Welchen Geldbetrag bringt Birgit nach dem
Einkauf wieder mit zuriick?

54964 Ein Park mit einer Fliche von sechs
Hektar wird duorch ein angrenzendes recht-
eckiges Grundstiick von 350 m Linge und
150 m Breite erweitert. Wieviel Hektar be-
trigt nach dieser Erweiterung die Fliche des

Parkes?
Karl-Heinz Gentzsch, 7404 Meuselwitz
Mathematikfachlehrer

W 58965 In Beriin ist der lingste Tag eines
Jahres ungefihr zehn Stunden linger als die
kiirzeste Nacht. Wieviel Stunden dauert
dieser lingsie Tag an? Sch.

W 5a966 Ein Mathematiklehrer hatte wih-
rend einer Urlaubsreise in die Sowjetunion
Fotoaufnahmen in Minsk, Leningrad und
Moskau gemacht und daraus 112 Dias her-
gestellt. Uber die Stadt Minsk waren es
12 Dias weniger, iiber Leningrad 20 Dias
weniger als iiber die Hauptstadt Moskau.
Ermittle die Anzah! der Dias von Minsk,

Leningrad und Moskau.
Karl-Heinz Geﬁtzsch, 7404 Meuselwitz
Mathemarikfachlehrer

W 5*0667 Ute besitzt doppelt soviel Bunt-
stifte wie Regine, Sabine hingegen 13 weniger
als Regine. Wieviel Buntstifte besitzt jedes
der drei Madchen, wenn die Anzahl der Bunt-
stifte, die sie zusammen besitzen, gleich einer
Primzabhl ist, die kleiner als 50 ist und deren
Quersumme 11 betrigt?

Anke Mentkowski, Eichwalde, KI. 7
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W 5*%968 Ein Fubballspieler wurde nach
dem Ausgang eines Fulballspieles gefragt.
Scherzhaft antwortete er: ,Meine Mann-
schaft hat gewonnen. Wenn man die neun-
fache Anzahl der von meiner Mannschalt

_geschossenen Tore durch die dreifache An-

zahl der vom Gegner erzielten Tore dividiert,
so erhiilt man 9 als Ergebnis. Insgesamt wur-
den weniger als sechs Tore geschossen.*

Wieviel Tore schoB jede der beiden Mann-
schaften, wenn wenigstens ein Tor gefallen

war?
Roland Zabel, 4114 Wettin, K1. 7

64969 Ein Dreieck ABC habe die Eigen-
schaft, daB sich die Mittelsenkrechten der
Sciten AC und BC in cinem inperen Punkt D
der Scite AB schneiden. Es ist die GroBe des
Winkels & ACB zu bestimmen.

Petra Peters, Harzgerode, K1. 12

64970 Gegeben sei ¢in Rhombus ABCD
mit der Seitt AB=a und dem Innenwinkel
¥DAB=a=060" Untersuche und begriinde,
ob die Rhombusseite AB kleiner, gleich oder
groBer als dic Diagonale BD ist. Beweise
ferner, daB jede der beiden Diagonalen eines
beliebigen Rhombus 4ABCD stets kleiner ist
als 2- AB=2a

Hans-Ulrich Auster, 1824 Niemegk, KI. 7

W 6 w971 In der gleichen Ebene scien zwei
ivoneinander verschiedene Punkte P und Q
sowie eine beliebige durch P gehende Ge-
rade g gegeben. Es ist nachzuweisen, dal der
Abstand d des Punktes (0 von der Geraden g
genau dann am groBten ist, wenn die Gerade g
senkrecht auf der Geraden PQ steht. T

W6m972 Es ist der groBte gemcinsame
Teiler der Zahlen 96 und 27231381324 zu
bestimmen. T.




W 6973 In der finfstelligen natiirlichen
Zahl 48*7* sind die Sternchen jeweils durch
eine der Grundziffern 0, 1, 2, ..., 9 so zu
ersetzen, daB eine durch 3 teilbare natiirliche
Zahlentsteht, Wie viele Moglichkeiten gibt es?

T.

W 6*974 Die Figur stellt ein gleichschenk-
liges Dreicck ABC mit der Basis AB dar, des-
sen Winkel an der Spitze < ACB kleiner ais
90° ist. Von C aus wurde das Lot auf 4B
geféllt, sein FuBpunkt séi mit D bezeichnet.
Durch C wurde ferner die Senkrechte zur
Geraden BC pezogen. Die Halbierungslinie
des Winkels € ABC schneidet diese Senk-
rechte im Punkt P und die Gerade CD in Q.
Beweise, daB das Dreieck PQC ebenfalls
gleichschenklig ist! Sch.

74975 Gegeben seien ein Kreis & mil dem
Mittelpunkt M sowie ein dufBlerer Punkt P
und ein innerer Punkt @ dieses Kreises. Es sei
ferner A der Randpunkt des Kreises k&, der
auf der Geraden PM zwischen P und M
liegt. Es ist zu beweisen, dal stets PA<PQ
gilt T

N

74976 Die 31 Schiiler einer 5. Klasse er-
zielten in der letzien Mathematikarbeit einen
Notendurchschnitt . von 2,0. Kein Schiiler
erhielt dic Note 5. Genau acht Schiilern
" wurde dic Note 3 erteilt. Mit der Note 2
waren doppelt so vicle Arbeiten bewertet
worden wie mit der Note 4. Wieviel Schiiler
erhiciten die Note 1, 2, 3 oder 4? '

HW 7a977 Es sei If der Schnittpunk: der
drei Hohen eines Dreiecks ABC. Es ist das
Dreieck AABCaus AB=c=11 cm, AH=6cm
und BH=7 cm zv koostruieren. Die Kon-
struktion ist zu begriinden! Sch.

¥ W7e978 Bernd stellteeine Kochsalzlosung
von 100 g Masse her, die zu 95°/, (der Masse)
aus Wasser und zu 1 % (der Masse) aus Koch-
“salz besteht. Nach einigen Tagen stellte Bernd
fest, daB die Kochsalzlgsung, die er in einem
oifenen Gef#B aufbewahrte, nur noch zu 98 %/,
(der Masse) aus Wasser bestand. Wieviel
Gramm Masse besaB nunmehr die Kochsalz-
losung?  Michael Reissig, 402 Halle, K1. 8

'?"W 7.# 979 . Fiir eine mathematische Arbeits-
gemeinschaft wurden insgesamt 100 Arbgits-
mittel zum Gesamtpreis von genau 100,— M
angeschalfft, und zwar Rechenstidbe zum Ein-
zelpreis von 10,— M, Zirkel zum Einzelpreis
von 3,— M und Zeichenhefte zum Einzelpreis
von 0,50 M. Wieviel Rechenstibe, Zirkel und
Zeichenhefte wurden eingekauft?

Sylvia Persch, 1071 Berlin, KL 7

7 *980 Es ist ein Dreieck ABC aus den
Stiicken ¥ CAB=x="70°, CE=h,=4 c¢m und
BC+AB—AC=a+c—b=5 om mit b<c
zu konstruieren. Die Konstruktion ist zu
begriinden. i
Nach E. Hameister, Geometrische

Konstruktionen und Beweise
Mitgeteilt von Christine Kohlmann,
8701 Lawalde, K1 2

84981 Es sind alle natiirlichen Zahlen zu

ermitteln, deren Fiinffaches um 1 gréBer als
das Quadrat ihres Nachfolgers ist.

Norbert Siedow, Neuruppin,

Alexander- Puschkin-Schule, K!1. 9

84982 Esist ein Dreieck ABC zu konstru-
ieren, von dem die Winkel ¥ BCA=y=90°,
¥ CAB=0=30° und der Radius des Um-
kreises r=3 cm gegeben sind. Ferner ist der
Fliacheninhalt dieses Dreiecks zu berechnen.

Ulrike Weise, Karl-Marx-Stadt,

EQS ,,Friedrich Engels“, KI. 12

A W.Bw983 Beieinem Wettlaufstarten Ellen,
Gabriele und Sabine. Welches von diesen drei
Madchen lauft am schnelisten und welches am
langsamsten, wenn die folgenden drei Aus-
sagen wahr sind?

1. Sabine lduft schneller als Gabriele.
2. Wenn Elien nicht schneller als Sabine
lauft, so lduft Gabriele schneller als Ellen.
3. Wenn Sabine schneller als Ellen lduft, so
lduft Gabriele schneller als Sabine.
Marlies Faupel, POS III Heiligenstadt,
Kl 8

¥W3Se984 In einem Kreis der DDR waren’

bei der Getreideernte 1972 insgesamt
14 000 ha abzuernten. Zur Verfiigung standen
35 moiderne Mihdrescher des Typs E 512 und
18 ltere Mihdrescher des Typs E 175. Die
Tagesleistung eines Midreschers E 512 be-
trigt 15 ha, die cines Mihdreschers E 175
betrigt 4 ha (jeweils Arbeit in zwei Schichten
vorausgesetzl). Da die Erntekosten mit den
modernen Mihdreschern E 512 erheblich
geringer sind, sollen diese voll eingesetzt
werden.

Wieviel Mihdrescher des Typs E 175 miissen
zusitzlich eingesetzt werden, damit die ge-
sarte Ernte

a) in 24 Einsatztagen,

b) in 25 Einsatztagen,

c) in 26 Einsalztagen

eingebracht werden kann?

Ferner soll die Anzahl y der einzusetzenden
Mihdrescher E 175 als Funktion der Anzahl t
.der Einsatztage dargestellt werden. L.

W 8% 985 Essind alle natiirlichen Zahlen n
zu ermitteln, fiir dic die Zahl
z=n!-—1
"gleich dem Quadrat einer natiirlichen Zahlist.
(Es gilt 0'=1, 1!'=1 und nl=1-2-...-n
firnz2)
Olaf Bohme, stud. math., Dresden,
Trager eines zweiten Preises bei der IMO 1972

W 8 *986 Man beweise, daB in einem Drei-
eck, das nicht gleichschenklig ist, weder die
(von cinem Eckpunkt ausgehende) Hohe und
die (von diesem Eckpunkt ausgehende) Sei-
tenhalbierende noch die Hohe und die Win-
kelhalbierende noch die Seitenhalbierende
und die Winkelhalbierende zusammenfallen
konnen.

Hans-Gert Gribe, EOS Erfurt. KI. 11

94987 Es sei n eine von Null verschiedene
natiirliche Zahl. Man beweise, daB dann die
natiirliche Zahl
z=n%+8n* -1
\nie_mals eine Primzahl ist.
Erich Hoy, Witzenberg-Piesterirz,
EOS ,Lucas Cranach”, Ki. 10

94988 Welcher geometrischer Korper hat
das groBere Volumen: ein regulires Tetraeder
mit der Kantenlinge 2a oder emn gerader
Kreiskegel mit dem Grundkreisradius ¢ und
der Hohe a? (vgl die Abb.)

ZS

Olaf Bohme, stud. math., Dresden,
Trager eines zweiten Preises bei der IMQ 1972

W 9n989 Man ermittle die Lisungsmenge
(im Bereich der recllen Zahlen) der Unglei-
chung

Dr. Gerhard Hesse, Dresden

W9 w990 Bereits mit Hilfe der Automa-
tischen Station Venus 7 konnten im Jahre
1970 die Temperaturen in der Atmosphire
der Venus gemessen werden. Man erhielt eine
Temperatur von 25°C in 62 kmn Hohe und
von 475°C in 0 km Hohe iiber der Venus-
oberfliche.
a) Es ist die MaBzahl y der Temperatur
(in °C) als Funktion der MaBzahl x der Hohe
_{in km) iiber der Venusoberfldche darzustel-
len, wobel ein linearer Verlauf angenommen
werden soll.
b) Es sind die mit Hilfe dieser Funktion er-
mittelten Werte der Temperatur fiir die Hohen
x, =25 km und x,=40 km mit den von der
Venussonde gemessenen Werten der Tempe-
ratur (320 “C und 200 °C) zu vergleichen, und
es ist jeweils der prozentuale Fehler zu be-
rechnen,
¢) Esist der Graph der Funktion zu zeichnen;
in die Zeichnung sind auch die gemessenen
Temperaturwerte einzutragen.
Anleitung: Man setze y=mx+»n und be-
rechne m und n, indem man in diese Glei-
chung einerseits x=0, y=475, andererseits
x=62, y=25 cinsetzt. L.
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W 9 * 991 Es seien a, b, c drei reelle Zahlen,
fur die

a+b+c=0 m
und  a?+b%+c2=1 gilt 2

Man berechne
z=a*+b*+c*
Frank Miller, Finsterwalde

W9*992 FEs sei ABCDEFGH ein stern-
[Grmiges Achteck, bei dem die Eckpunkte
A, C, E, G auf einem Kreis um den Punkt M
mit dem Radius R und dic Eckpunkte B, D,
F, H auf einem Kreis um den Punkt M mit
dem Radius r liegen, wobei R2r gilt (vgl
die Abb.). Ferner sei dieses Achlteck symme-
trisch mit den Symmetrieachsen AE, CG,
BF und DH.

a) Es ist eine Formel fiir die Berechnung des
Fliicheninhalts dieses Stern-Achtecks aus
den Radien R und r anzugeben.

b) Es ist eine Formel fiir die Berechnung der
Seitenlidnge dieses Stern-Achtecks aus den
Radien R und r anzugeben.

¢) Welche Formeln erhilt man, wenn man in
den Formeln zu a) und b) R =r setzt?

10/124993 FEs sind alle geordneten Paare
(x, ¥) natiirlicher Zahlen zu ermitteln, [Ur die

die Gleichung
2*=yp!4+304
erfiillt ist.

Bemerkung: Es gilt 0!=1, 1!=1 und
yt=1-2-.._ -y RQir y=2.
Hans-Dietrich Gronau,

stud. math. Neustrelitz

10/124994 Es seien n und a mit a=2

positive ganze Zahlen. Man beweise, daB

dann stets die folgende Ungleichung erfillt ist:
"fa+2 —fa>Tla — a1,

Olaf Bihme, stud. math., Dresden

W 10/12 w995 Die ErdSlvorkommen in dem
arabischen Staat Kuweit am Persischen Golf
betragen nach offiziellen Schatzungen etwa
10 Mrd t. Im Jahre 1969 wurden in diesem
Land 144.5 Mill. 1 Erdél geférdert Wieviel
Jahre werden die Vorriite (von 1970 ab ge-~
rechnet) noch reichen, wenn kiinftig
a) die jahrliche Forderung ebense hoch wie
im Jahre 1969 sein wird;
b) die Forderung sich jihrlich jeweils um
%, gegeniiber dem Stand des Vorjahres er-
hdhen wird, wie das in den Jahren 1970 und
1971 bereits der Fall war? )
Dabei soll die Anzahl der lahre mit einer
Dezimalstelle nach dem Komma angegeben
werden.
Anleitung zur Ldosung: Bezeichnet man im
Falie b) dic Erddl[6rderung des Jahres 1969
mit 4, so betrigt sie 1 Jahr danach aq, 2 Jahre
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Xy +xo+...+x,=a,+ax+...+a,

danach ag?, allgemein n Jabre danach ag”,
wobei ¢=1,07 ist. Zur L&sung kann dann die
Formel

"1
a.q+aq2+...+aq"=aqq

g —1
benutzt werden. L.

W 10/12m 996 Einem gleichseitigen Drei-
eck mit der Seitenldnge a se1 eine Folge von
Rechtecken wie in der beigefiigten Abbildung
einbeschrieben. Dabei sei eine Seite des ersten
Rechtecks halb so lang wie die Dreleckseite,
auf der sie liegt, eine Seite des zweiten Recht-
ecks halb so lang wie die Seile des ersten
Rechtecks, auf der sie liegt, eine Seite des
dritten Rechtecks halb so lang wie die Seite
des zweiten Rechtecks, auf der sie liegt, usw.

Wie groB ist die Summe der Flicheninhalte

aller Rechtecke dieser Folge, also der Fla-

cheninhalt der in der Abbildung schraffiert
gezeichneten treppenformigen Figur?

" Wolfgang Enghards, Lunzeniu,

ehem. EOS Rochliiz

W 10/12* 997 Es sei n eine natiirliche Zahl
mit =2, und es seien ay, 4s, ..., 2, £ANZE
Zahlen, dic gleich 1 oder —1 sind. Man
beweise, da dann das Gleichungssystem
(1)
Xy +ax, + ... ta,x,=a,a,...q, 2)
keine ganzzahlige Losung (x;, x,, ..., X,) hat,
WEDnD a4, =d;=...=a, gilt oder wenn » eine
gerade natiirliche Zahl ist.
Man beweise ferner, dal in allen anderen
Fillen dieses Gleichungssystem mindestens
eine ganzzahlige Losung hat, und gebe eine
solche Losung an.

Ralph Lehmann, EOS Diesterweg, Ki. 10,

Strausberg

W 10/12 * 998 Es sci g eine Gerade, auf der
die Punkte Ay, A Az ..., A, (n22) mit
Agd, = A, A;= A, A, =...=A,_, A, liegen
(vgl. die Abb.) Ferner sei P ein Punkt der
aul der in A, aul g errichteten Scnkrechten
liegt und nicht mit 4, zusammenfillt, Die
GréBen der Winkel, die die Strahlen PA,,
PA,, PA,, ..., PA, mitcinander bilden, seien
wie folgt bezeichnet:

@=L APA, 1= X A1 PA3,03= X AP A,,
oo @ii= £ A, -\ PA, Man bewejse, dall dann
stets

Sch.

G1>0> 03> .. >, gl
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fiir fiinfjiihrige Teilnahme

Ralph Lehmann, 1273 Petershagen; Bernd
Mathiszik, 50 Erfurt; Sabine Anders, 75 Cott-
bus; Kerstin Bachmann, 402 Halle; Apne-
gret Kirsten, 422 Leuna; Wolfgang Richter,
83 Pirpa; Ute Winkler, 153 Teltow; Jorg
Hutschenreiter, 8020 Dresden; Wolfgang Rie-
del, 90 Karl-Marx-Stadt; Herwig Gratias,
523 Sommerda; Bettina Zabel, 57 Mithlhau-
scn; Jiirgen Zabel, 57 Miihlhausen; Harald
Herrmamn, 9301 Hammerunterwiesenthal;
Lutz Piiffeld, 1422 ‘Hennigsdorf; Johannes
Bliimlein, 6112 Heldburg; Christian Endter,
6088{ Steinbach-Hallenberg; Uwe Lewandov-
ski, 705 Leipzig; Eckhard Schadow, 14 Ora-
nienburg; Uta Zebisch, 6081 Fambach; An-
gela Rohrbeck, 2302 Franzburg; Ole-André
Strzalla, 22 Greifswald; Frank Kretzschmar, -
7043 Leipzig; Karin Weyh, 6081 Fambach;
Christoph Scheurer, 9611 Glauchau-Gesau;
Karin F i,écher, 8036 Dresden; Roswitha Leyh,
59 Eisenach; Beate Recknagel, 608 Schmal-
kalden; Heike Jurack, 8502 Burkau; Henrik
Frank, 22 Greifswald; Monika Seiler, 353
Weimar; Eberhard Manske, 608 Schmalkal-
den; Joh. Chr. Albrecht, 1281 Ridnitz;
Eberhard Eff, 6088 Steinbach-Hallenberg;
Rainer Nothnagel, 6088 Steinbach-Hallen-
berg; Volker Boos, 4601 Dabrun; Bernd
Heymann, 7027 Leipzig; Rainer Schwierz,
8502 Burkau; Dagmar RiBmann, 8021 Dres-
den; Carmen Schneider, 6081 iFambach;

- Renate Zimmermann, 8036 Drdsden; Sa-

bine Dittrich, 9402 Bernsbach ;. Matthias
Albrecht, 1281 Riidnitz; Gudrun Manske,
608 Schmalkalden; Rita Koch, 6089 Trusetal ;
Ute Heymel, 6081 Fambach ; Andreas Gehb,
6081 Fambach; Claus-Detlef Baueﬁneister,,
8019 Dresden ; Andreas Eidner, 9271 Falken;
Rainer Wilde, 1953 Fehrbellin; Hans-Jochen
Rodner, 3014 Magdeburg; Karin Kriiger,
453 RoBlav; Gernot Spievok, 22 Greifswald;
Matthias Loffler, 5603 Dingelstidt. Rainer
Zerck, 53 Wismar; Peter Linhardt, 7305
Waldheim; Ehrenfried Zschech, 86 Bautzen.

Abzeichen in Gold
fiir vierjabrige Teilnahme

Kirsten Helbig, 1321 Schoneberg; Andreas
Schiosser, 95 Zwickau; Ute Wittat, 9507
Ebersbrunn; K.-H. Hering, 50 Erfurt; Ines
Greiner, 7039 Leipzig; Ute Greirer, 725
‘Wurzen; Astrid Rasel, 205 Teterow: Detlefl
Poppe, 57 Mihlhausen; Guido Blosfeld, 402
Halle; Sabine Mamerow, 202 Allentrepiow;
Regina Hildenbrandt, 6316 Stiitzerbach:
Hans-Peter Tams, 259 Ribnitz-Damgarten;
Wolfgang Kagler, 9529 Wiesenburg; Sybille



Robrbeck, 2302 Franzburg; Birbel Anders,
75 Cottbus; Gerlinde Koch, 6089 Trusetal;
Harald Lehmann, 7961 Gorlsdorf; Barbel
Rahnefeld, 901 Karl-Marx-Stadt; Beate Rei-
her, 99 Plauen; Marina Schulz, 89 Gorlitz;
Norbert Littig, 8501 Lichtenberg; Bernd
Hanke, 8708 GroBschweidnitz; Michael
Schoelle, 754 Calau; Claus Scheffler, 88 Zit-
tau; Irene Hanske, 8507 Putzkau; Thomas
Rudolph, 92 Freiberg; Lothar Jennig, 2031
Giilzowshof; Harald Anders, 8502 Burkau;
Christian Hofmann, 7404 Meuselwitz;‘ Chri-
stoph Schmidt, 821 Freital; Barbara Reck-
nagel, 6088 Sieinbach-Hallenberg; Ulrich
Bittner, 22 Greifswald; Hans-Ullrich Thm,
8717 Oppach; Petra Zimmermann, 8036
Dresden; Regina Katzer, 8502 Burkau; Ga-
briele Gnauck, 8502 Burkau; Reiner Wagner,
8502 Burkau; Brigitte Hildenbrandt, 6316
Stiitzerbach; Barbara Wettengel, 992 Oels-
#itz; Hanna Heinold, 15 Potsdam; Hedi
_Wegener, 1157 Berlin-Karlshorst; Reiner
Lindemann, 75 Cottbus; Dietmar lhle, 9335
Seiffen; Riidiger Blach, 754 Calau; Petra
Haebler, 1055 Berlin; Wolfgang Herrmann,
9306 Elierlein; Martin “Emrich, 3703 El-

" bingerode.

Abzeichen in Gold
fiir dreijihrige Teilnahme

Jens Haupt, 90 Karl-Marx-Stadt; Uwe Risch,
327 Burg; Hermann Tenor, 45 Dessau;
Sven-Thorsten Freitag, 95 Zwickau; Olaf
Richter, 83 Pirna ; Dirk Sprengel, 15 Potsdam;
Frank Richter, 793 Herzberg; Jens-Uwe Rich-
ter, 9134 Kemtau; Birgit Kiibostedt, 5001
Ezfurt; Norbert HeB, 8019 Dresden; Horst
Kohlschmidt, 801 Dresden; Ralf Weber, &5
Bischofswerda; Heike Anders, 1636 Dahle-
witz; Harry Reimann, 1136 Berlin; Ulli Rie-
del, 938 Floha; Wilfried Carl, 402 Halle;
Andreas Nather, 925 Mittweida; Bernd Der-
lich, 205 Teterow; Bernd Redlich, 6841 Wern-
burg; Bii’git Krétenheerdt, 402 Halle; Hell-
fried Schumacher, 2111 Ahlbeck; Ulrike
Bandemer, 92 Freiberg; Thomas Hantschel,
88 Zittau; Steflen Gattert, 7043 Leipzig; Lars
Luther, 26 Giistrow; Arndt Petzold, 9034
Karl-Marx-Stadt; Holger Kuchling, 110 Ber-
lin; Norman Bitterlich, 90 Karl-Marx-Stadt;
Thomas Rehm, 128 Bernau; Gerd Kahler,
926 Hainichen; Rainer Gutsche, 793 Herz-
berg; Bernd Peters, 2402 Wismar; Heidrun
Scheinhardt, 4203 Bad Darrenberg; Astrid
Kammel, 353 Havelberg; Angela Bagola,
739 Spremberg; Manfred Seidler, 75 Cottbus;
Carola Kuhnt, 205 Teterow; Thorslen Lang-
rock, 53 Weimar; Andreas Hochhaus, 57
Mihlhausen ; Heiner Schulz, 126 Strausberg;
Andreas Neubert, 943 Schwarzenberg; Kurt
Frischmuth, 57 Mihlhausen; Uwe Haufe,
8291 Oberlichtenau; Caroline Oelsnitz, 205
Teterow; Werner Wehr, 5603 Dingelstadt;
Bettina Zimmermann, 6088 Steinbach-Hal-
lenberg; Sabine Kimpf, 6088 Steinbach-

Hallenberg; Manfred Zmeck, 1281 Ridnitz;
Frank-G. Krause, 784 Senftenberg; Gisbert
Lowe, 655 Schleiz ; Gisela Gottlieb, 402 Halle;
Ina Schmidt, 6541 Dorna; Elke Genath,
6088 Steinbach-Hallenberg; Fred Rempel,
75 Cottbus; Reiner Hofmann, 705 Leipzig;
Monika Juppe, 8301 Bahratal; Horst Theel,
1034 Berlin; Jorg PiBler, 934 Marienberg;
Birgit Weil, 128 Bernau; Reinhold Albrecht,
4401 Rotta; Steffi Bittorf, 6085 Oberschénau;
Falk Bahner, 6088 Stecinbach-Hallenberg;
Matthias Heine, 8601 Schwarznauflitz; Hans-
Peter Delius, 402 Halle; Konrad Schneider,
95 Zwickau; Ilona Drews, 2801 Wabbelin;
Andreas Schiirer, 93 Annaberg-Buchholz;
H.-Dirk Dunker, 7114 Zwenkau; Beate
Brandtner, 7295 Schildau; Hiltrud Manske,
Martina Wahl, Ammin Endter, alle 6088
Steinbach-Hallenberg; Frank Ginther, 7403
Lucka; Sabine Steineri, 8027 Dresden; Ute
Neupert, 6085 Oberschonau; Bettina Ulrich,
6085 Oberschonau; Birgit Amold, 6082 Brei-
tungen ; Michael Zeidler, 938 Fléha; Rainer
Konig, Gabi Reumschissel, Jens Konig,
Angela Gotthell, alle 6088 Steinbach-Hallen-
berg; Martina Weisheit, 6085 Oberschénau;
Christina Seifert, 6082 Breitungen; Claudia
Heuer, 1922 Meyenburg; Heidrun Weichler,
6081 Fambach; Bernd Reddemann, 36 Hal-
berstadt; Torsten Waldeck, 90 Karl-Marx-
Stadt; Christine Frenzel, 7222 Groitzsch;
Jochen Kluge, 7403 Lucka; Helge Wilsky,
286 Liibz; Gisbert Schullz, 45 Dessau; Ingrid
Hauenschild, 90 Karl-Marx-Stadt; Karin
Heller, 6082 Breitungen; Gerhard Brunck,
6082 Breitungen; Birgit Recknagel, 6088
Steinbach-Hallenberg; Thomas Kohler, 4401
Reuden; Sabine Puppe, 8502 Burkau; Tho-
mas Kohler, 4401 Rotta; Biirbel Manteun{Tel,
301 Magdeburg; Andreas Socher, 7817
Schwarzheide; Thomas Briickner, 9030 Kari-
Marx-Stadt; Hannelore WeiB, 205 Teterow;
Gina Jahnke, 801 Dresden; Marion Riiter,
3561 Valfitz; Martina Groschke, 75 Cottbus;
Gabriele Angelus, 402 Halle; Manfred Lehr-
mann, 3241 Wahlbeck; Claudia Schlosser,
901 Karl-Marx-Stadt; Kerstin Maller, 7253
Brandis; Birgit Siewert, 14 Oranienburg;
Karola {Kibelksties, 1292 Wandli}z; Doris
Bottcher, 7551 Straupitz; Frank Ronick,
582 Bad' Langensalza; Heike Rommel, 62
Bad Salzungen; Astrid Schulz, 4401 Rotia;
Ute Schnti:ider, 1281 Danewitz; Reiner Sturm,
8502 Burkau; Karin Kiichler, 6088 Stein-
bach-Hallbnberg; Manuela Jiger, 6085 Ober-
schonau; Bettina Hujer, 6082 Breitungen;
Annclic Rémhild, 6082 Breitungen; Udo
Griinert, 8225 Wurgwitz; Gerd Reif, 6051
Silbach; Birgit Loreng, 83 Pirna ; Gerd Sieber,
9122 Adorf; Ingolf Lehnert, 2034 Tutow;
Heidrun Kopke, 205 Teterow; Hartmut
Licbkopf, 6051 Hinternah; Andreas Stolze,
7817 Schwa rzheide; Peter Pichler, 75 Cottbus;
Ursula Barth, 5101 Kleinfahner; Uwe Jur-
zok, 6575 Pausa; Annegret Prievenau, 3241
Neuenhofe; Birgit Wittwer, 7403 Lucka;

Olaf Kylau, 8502 Burkau; Frank Menz,
6088 Steinbach-Hallenberg; Jutta Weck, 6082
Breitungen; Kornelia Nothnagel, 6085 Ober-
schénau; Ria Kirschke, 409 Halle-Neustadt;
Ulrike Claufnitzer, 14 Oranienburg; Ulti
Klaus, 5¢ Erfurt; Stephan Fleischmann, 606
Zella-Mehlis; Gunter Schélzel, 93 Annaberg-
Buchholz; Sabine Beck, 1195 Berlin; Jiirgen
Bergau, 205 Teterow; Annectte Steinert, 8027
Dresden; Ehrenfried Zschech, 86 Bautzen;
Peter Herrlich, 8122 Radcbeul; Katrin Goétz,
1195 Berlin; alpha-Klub, 23 Stralsund; Anne-
rose Geyer, 793 Herzberg; Martina Fiedler,
4271 Freist; Barbara Pahl, 3241 Neuenhofe;
Gudrun Méller, 8019 Dresden; Birbel Seiler,
53 Weimar; Jirgen Galle, 4401 Gniest;
Ruth Pienkny, 1281 Riidnitz; Karin Holland-
Cunz, 6088 Steinbach-Hallenberg; Wolfgang
Ernst, 6088 Steinbach-Hallenberg; Steffi
Schleicher, 6082 Breitungen; Siegmar Rek-
kenbeil, 6081. Fambach; Frank Reglin, 116
Berlin; Jutta Becker, 2822 Liibtheen; Stefan
ClauBnitzer, 14 Oranienburg; Roland Wen-
denburg, 427 Hettstedt; Gert Kirschke, 409
Halle-Neustadt; Jorg Schubert, 9331 Pfaff-
roda; Matthias Gerth, 59 FEisenach; Bert
Lubner, 77 Hoyerswerda; Frank Meister,
1401 Otranienburg; Wolfram Ulrici, 7027
Leipzig; Wolfgang Schweizer, 4735 RoB-
leben; Holger Harz, S3 Weimar; Siglinde
Puller, 759 Spremberg; Henry Bergmann, 73
Débeln; Dietmar Huhn, 4401 Radies; Ralf
Wittig, 8512 GroBrohrsdorf; Marlene Mat-
thes, 6402 Mengersgereuth; Dietmar Koch-
rian, 7816 Schipkau; Gunther Résch, 934
Marienberg; Evelin Lohse, 8601 Bautzen;
Steffi Jurzok, 6575 Pausa; Andreas Grisch-
ke, 75 Cottbus; Bernd Griefahn, 25 Rostock;
Irene Lux, Karin Zwieck, 4253 Helbra; Hans
Schmidt, 1017 Berlin; Ingrid Juppe, 8301
Bahratal; Birgit Sandig, 9201 Clausnitz;
Wieland Guttzeit, 5321 Wiegendorf; Annelie
Guiinther, 5602 Bemnterode; Achim Bobeth,
806 Dresden; Joachim PiaBler, 9303 Biiren-
stein; Elvira Neubauer, 9413 Schénheide;
Jutta und Karin Schuster, 27 Schwerin;
Heike und Harald Miiller, 2901 Bliithen;
Jens Walter, 4255 Benndorf; Evelin Hein-
rich, 9025 Karl-Marx-Stadt; Beale Esch,
4271 Thaldorf; Pia-Gabriele PreuBer, 22
Greifswald; Petra Dietzel, 4271 Adendorf’;
Uwe Briese, 2002 Burg Stargard.

Beteiligung am alpha-Wettbewerb 1967/72 —
aufgeschliisselt nach Schuljahren
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Kleine Worte —
Grolie Wirkung

Teil 2

Das kleine Wirtchen ,,und*

Das Waortchen upd ist uns schon einmal be-
gegnet, und zwar bei dem Satz iber die Divi-
sion von natiirlichen Zahlen (siche Klassen-
arbeit von Klaus).

Mit dem Wortchen uad ist man in der Lage,
zwei oder mehrere Teilaussagen zu einmer
neuen Aussage zusammenzufiigen. Eine
solche Aussagenverbindung, die mit Hilfe
von und entstanden ist, nennt man Kon-
Junktion,

Hier gleich ein Beispiel:

Die Zahl 3 erfiillt die Ungleichung x <7 und

die Zahl 3 erfillt auch die Ungleichung

x>2.

In unserem Fall liegen zwei Teilaussagen vor.

a) Die Zahl 3 exfiillt die Ungleichung x<7.
- (Wahre Aussage) '

b} Die Zahl 3 erfiillt die Ungleichung x> 2.

(Wahre Aussape)

Eine Konjunktion ist wahr, wenn alle Teil-

aussager, aus denen sie entstanden ist, auch
. wahr sind. (siche unser obiges Beispiel)
Ist nur eine Teilaussage oder etwa gar keine
Teilaussage wahr, so ist die mit ,,und* aus
diesen Teilaussagen gebildele Aussagenver
bindung falsch.
Zum Beispiel: ,,300 ist der Nachfolger von
200 und 1000 ist der Vorganger von 2000
ist falsch, denm beide Teilaussagen sind
falsch;
0 ist die kleinste natiirliche Zah! und
100 000 000000 ist die groBte natiirliche Zahl*
ist falsch, denn eine der beiden Teilaussagen
ist falsch.
Kommen wir nochmals zu dem Satz iiber die
Division von natiirlichen Zahlen zuriick:
Da die Division a:b nur dann ausfiihrbar ist,
wenn sowoh! 4 ein Vielfaches von b als auch
b0 ist, so ist die Verwendung des Binde-
wortes oder unzulissig und muB durch und
ersetzt werden.
Der Mathematiklehrer hat also -mit Recht
die Antwort von Klaus beanstandet. (,.Die
Division ist im Bereich der natirlichen Zah-
len ausfihrbar, wenn der Dividend ¢ ein
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“nur wahr,

Vielfaches des Devisors é ist oder wenn b
nicht 0 ist*’. Ein Beispiel dazu: a=15, 6=4.
Hier ist #+0, die Bedingung ,,a ist ein Viel-
faches von b oder #+0“ wird also erfullt,
aber a:b ist nicht ausfithrbar.) Untersucht
nun selbst einmal, ob die folgenden Aussagen
wahr sind!

a) 461 - 72=:3217 und 414:6—=54

b) In jedem Dreieck gibt es héchstens einen
rechten Winkel, aber aech mindestens einen
spitzen Winkel. )

c) Die Zah! 19 crfiillt sowohl che Ungleichung
17<x<27 als auch die Ungleichung
18 <x<29.

d) Die Zahl 714 ist gerade und avBerdem
durch 7 teilbar.

Wie wir aus den obigen Aussagen sehen, gibt
es noch andere Bindewdrler (z. B. ,,aber
auch®, ,,sowohl.alsaueh*‘, ,,und auBerdem*),

- die dieselbe Wirkung haben wie unser ,,und®.

Man kann sie alle durch ,,und* ersetzen,
ohne den Wahrheitswert der Aussage zu ver-
dndern.

Entweder ,,oder** oder ,,entweder — oder*

Auch das Wortchen ,,oder** und die Wendung
,entweder — oder* sind in der Lage, Aus-
sagen zu neuen Aussagen zu verbinden.
Jedoch ist es dabei sehr wichtig, welches
Bindewort Verwendung findet. Wenn die
Mutti an der Kaffeetafel zu Tante Lilly
sagt: ,,Maochtest du Zucker oder Milch?*,
so ist niemand verwunderi, wenn die Tanie
sowohl Zucker als auch Milch. oder nur eins
von beiden in ihren Kaffee nimmt. Dagegen
wird unsere Mutti mit Recht bose auf uns
sein, wenn sie zu uns sagt: ,.Entweder du
gehst heute nachmittag ins Schwimmbad
oder ins Kino*, und wir waren im Schwimm-
bad und anschlieffiend im Kino.

Wie ihr seht, ist es nicht egal, ob man das
Bindewort ,,oder” oder die Wendung ,.ent-
weder - oder* verwendet.

Eine mit ader gebildete Aussagenverbindung
(auch Alternative genanmt) ist wahr, wenn
mindestens eine Teilaussage wahr ist. Sind alle
Teilaussagen falsch, so ist die Aussagenver-
bindung falsch.

Die mit entweder — oder gebildete Aussagen-
verbindung (auch Disjunktion genannt) ist
wenn genau eme [cilaussage
wabhr ist, ansoasten ist sie falsch.

So ist die Aussage

2772 ist durch 3 oder durch 9 teilbar
wahr, denn beide Teilaussagen sind wahr.
Dagegen ist dic Aussage

,,2772 ist entweder durch 3 oder durch 9
téilbar* falsch. Schauen wir ums dazu ein
anderes Beispiel an:

Der Lehrer einer 5. Klasse stellte die Auf-
gabe: , Zeichnet ein Dreieck, das rechtwink-
lig oder gleichschenklig ist! '
Die folgenden Abbildungen zeigen, was die
Schiller Dieter, Heiko, Peter und Ralf ge-
zeichnet haben:

¥

Wer von ihnen hat die Aulgabe richtig ge-
16st?

Dieler ja, denn sein Dreieck ist rechtwmkhg,
Heiko auch, denn sein Dreieck ist gleich-
schenklig, aber auch Peter hat die Aufgabe
richtig geldst, denn sein Dreieck ist recht-
winklig. Es ist auBerdem auch noch gleich-
schenklig, aber das war ja nicht verboten.
Nur Ralfs Zeichnung ist nicht in Ordpung:
Das Dreieck ist nicht rechiwinklig und auch
nicht gleichschenklig.

Hatte der Lehrer aber gesagt: ,,Zeichnet ein
Dreieck, das entweder rechtwinklig oder
gleichschenklig ist!*, dann wiren nur Dieters
und- Heikos Zeichnungen richtig gewesen.
Untersucht einmal selbst, welche Figuren
der folgenden Abbildung richtig gezeichnet
sind, wenn die Aufgabe lautet:

a) Zeichnet zwel Kreise, die sich gegenseitig
berihren oder bei demen eciner ganz im
Inneren des anderen liegt!

b) Zeichnet zwei Kreise, die sich entweder
gegenseitig beriibren oder bei denen eirer
ganz im Inneren des anderen Jiegt!

¢) Zeichnet zwei Kreise, dic sich gegenseitig
beriihren und bei denen einer ganz im Inne-
ren des anderen liegt! L. Flade
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VEB Verlag Technik, Berlin 1971; 168 S.,
101 Abb., 10 Tafeln; 9,50 M

Wer ¢s bei naturwissenschaftlichen oder
technischen Untersuchungen genau nimmt
mit den physikalischen GroBen und ihren
MaDeinheiten, der kennt bereits den ,,Padelt/
Laporte”, ein niitzliches Nachschlagewerk
der MeBtechnik, in der 1. Auflage 1964 im
Fachbuchverlag Leipzig erschienen.

Nun hat Frau Dr. E. Padeli, ehemals Mit-
glied der Deurschen Gesellschaft fiir MefStech-
nik wnd Automatisierung, ¢in Buch fur ein
breiteres Publikum geschrieben. Im Geleit-
wort wird betont, dal} es ein besonderes An-
liegen der Sektion Technik beim Présidium
der URANIA gewesen sei, populirwissen-
schaftliches Material zur Zeit- und Langen-
messung zu verdffentlichen. Frau Dr. Padelt
nahm sich in gekonnter Weise dieser Aufeabe
an, ist sie doch durch thr Studium der Physik
und Mathematik und ihrer langjihrigen Ti-
tigkeit auf dem Gebiet der Wige- und Volu-

menmeBtechnik dazu pridestiniert.
Da die Sekunde als Grundeinheit der Zeit

und das Meter als Grundeinheit der Lange
urspriinglich astrenomisch definierte Mal-
einheiten darstellen und die im Laufe der
Wissenschaftsgeschichte benutzten Techni-
ken der Zeit- und Lingenmessung aufs engsle
mil astronomischen Beobachtungsmethoden
verkniip[t sind, ist dieses Buch auch fiir den
Astronomen interessant.

,»Sich darum kimmern, wie und wo die. B

heutigen Friichte der MeBtechnik gewach-
sen sind*“, das sollte nicht nur Anliegen des
Ingenieurs oder Physikers sein, sondern ge-
hort geradezu zum Lehrstoff des Astronomie-
unterrichts.

Einige Kapiteliiberschriften unterstreichen
diese enge Beziehung zum Fach Astronomie:
»GOnomon und Sonnenuhr (8. 22), , Die
Definition der Sekunde®™ (S. 44), ,,Der Ka-

lender (S. 51), ,,Griindung der internatio-
nalen Meterkonvention* (S. §1), ,,Messung
sehr groBer Lingen‘ (S. 100}, ,,Winkelmes-
sung* (8. 140), ,,Geschwindigkeitsmessung*
(S. 148).
Zahireiche Photos und Zeichnungen illu-
strieren das preiswerte Buch und vermitteln
an sich schon einen Eindruck von der gewal-
tigen Entwicklung der MeBtechnik wihrend
eines Zeitraumes von Jahrtausenden. SchlieB-
lich ist dieser Entwicklungsprozefl in einer
umfassenden Zeittafel am Ende des Buches
noch einmal zusammengetafit.
Wegen der iibersichtlichen Gliederung laBt
sich ,,Menschen messen Zeit und Raum* als
Nachschlagewerk benutzen, obwohl es als
solches nicht geschrieben ist. Die sich in das
jeweilige Zeitbild harmonisch eingliedernden
technischen Beschreibungen nchmen dem
Buch den trockenen, strengen Charakter, den
sonst Literatur mit dhnlicher Thematik hat.
..Eine Geschichte der MeBtechnik von den
Anfangen bis zur Gegenwart®, kénnte der
Untertitel lauten. Der Inhalt ist ein Beweis
dafiir, wie mit der Entwicklung der Produk-
tivkrifte der menschlichen Gesellschaft die
Anforderungen an Genauigkeit und Schnel-
ligkeit der MeBverfahren gestiegen sind.
W.K.
Aus Wissenschaft und Fortschritt
Heft 6/72

Um zu einer ,,gerechten Rute* zu kommen,
hatte Jacob Kélbel 1584 vorgeschlagen, den
Werl von 16 hintereinandergesteliten Filien
zu wihlen.

alpha stellt vor
Dr. phil. Eva Padelt

E. Padelt ist Gber die Grenzen der DDR
hinaus bekannt geworden durch ihr Eintreten
fir die Vereinheitlichung auf dem Gebiet
der physikalisch-technischen Einheiten.
Nach dem Studium der Physik und Mathe-
matik arbeitete sie vor allem auf dem Gebiet
der Wigetechnik und VakuummeBtechnik
in der Physikalisch-Technischen Reichsan-
stalt, danach im Deutschen Amt fiir MefSwesen
und Warenpriifung der DDR. Auch nach der
Erreichung des Rentenalters ist sie noch wis-
senschaftlich tatig.

Bei den Ausgrabungen von Pompeji stieB
man aul ein Groma, eines der iltesten Visier-
geriite. Man visierte tiber die Fiden der Lote
in der Diagonalen, um den rechten Winkel zu
bestimmen.
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Magischer Wiirfel

Man ordne den acht Ecken cines Wiirfels die acht
Zahlen 1 bis 8 so zu, daB in jeder der sechs Seitenfla-
chen die vier Zahlen in den Quadratecken die gleiche
Summe ergeben. Aufteilungen der Zahlen auf die
Wiirfelecken sind nur dann als voneinander verschie-
den anzusehen, wenn die vier Eckzahlen wenigstens
eines Quadrats des einen Wiirfels nicht als Eckzahlen
eines Quadrats des anderen Wiirfels auftreten — un-
abhingig von der Reihenfolge. Dr. G. Hesse, Dresden

? ?

2

|

+—

|

I
-

/

el

Aus der Zeit des Adam Ries

Die mittelalterlichen Rechenmeister fiihiten sich oft
unentbehrlich, da sie von Herren und Stidten zu
wichtigen Geschiften herangezogen wurden. Sie zeig-
ten deshalb vieifach iibersteigertes StandesbewuBt-
sein und unertriglichen Diinkel.

Nicht so der bekannte Annaberger Rechenmeister
Adam Ries (1492 bis 1559), der mehr leistete als
mancher andere, dabei aber trotzdem bescheiden
blieb.

Von ihm wird folgendes erzihlt: 4. Ries traf einmal
mit einem solchen hochndsigen Feldmesser zusam-
men, der an seinem Hut einen silbernen Zirkel trug,
um sich damit als Meister der geometrischen Kunst
zu erkennen zu geben. 4. Ries — der trotz seines geo-
metrischen Konnens den Zirkel nicht trug — argerte
sich iiber das Auftreten dieses Mannes und schlug
ihm deshalb ecinen kleinen Wettbewerb vor: Wer
iiber einer vorgegebenen Strecke 4B in einer bestimm-
ten Zeit die meisten rechten Winkel konstruieren
konnte, sollte Sieger sein.

Der Feldmesser nahm die Herausforderung an und
begann sogleich von A ausgehende, in spitzem
Winkel zu AB geneigte Strahlen zu zeichnen. Dann
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wollte er von B auf diese Strahlen das Lot fallen und
so rechte Winkel iiber 4B gewinnen,

Unter Anwendung eines alten Lehrsatzes kam
A. Ries sehr schnell zum Ziel. Kennst du, lieber Leser,
diesen Satz? Dipl.-Math. Ch. Polimer, Dresder

Mathematik mit

Der Graph der Relation
y=fx)=3/x2t,/4—x

sieht fiir E=2 cm folgendermaBen aus:

Y
- \4’/"T
r/’ e
il \\\ 1-
74 N
/T N

R Schwantes,
Dornsteiten ( BRD)

\\LL E;‘,///

Tuormsprung

Fiir eine gecignete Folge von Turmziigen gilt: Die
Felder der obigen Figur, auf denen der Turm nachein-
ander steht, tragen Silben, die in dieser Reihenfolge
einen aus dem Mathematikunterricht der Klasse 6



bekannten Satz darstellen. Dabei darf der Turm
niemals auf einem schraffierten Feld stehen und iiber
ein solches hinwegspringen. '

der | senk 7 // /W/ hen | eck | ste

/. 7
7

recht

7 '

%/an go| imn| a |dem| d | je
len

ein | na auf //// dra | die | wer | chen

Lehrerin Irmgard Trager,
Dr.-Richard-Sorge-0S, Ebersbach

Legespiel

Zahlreiche Teilnehmer der XIV. Internationalen Ma-
thematikolympiade kauften sich in Torun ein Lege-
spiel..

Die 12 Teile sind so zusammenzusetzen, dafl ein
Rechteck entsteht. Wer schafft’s, einfach ist es nicht!

Studienrat J. Lehmarn, V.L.d.V., Leipzig

»... und das bringt uns genau dorthin, von wo wir
ausgegangen waren ..." ” ’
Eingesandt von Ing. H. Decker, Kéin

Udo Wilke, Wandlitzsee bei Berlin, KI. 7

Rom;mtiker

Auf Integralsuche ziechen wir aus
am Morgen.
Unsere Wohnungen sind
Quadratwurzeln. Den Durst
léschen wir aus den breiten Stromen
der Sinuskurven.
Abends,
nach bestandenen Differenzen mit
Drachenvierecken,
ist Tanz im schnellen Logarithmus.
Unser Ziel liegt dort,
wo die Parallelen verschmelzen;
bis dahin miissen sie
in Bewegung bleiben.

Iris Schilke, Oberschiilerin (17 Jahre)
(2. Zentrales Poetenseminar der FDJ, Schwerin)

,.Jch wiederhole die Aufgabe: Aus den Stidten A und
B fuhren sich zwei Ziige entgegen . .. “

Aminodow Kanjewski, Moshau
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Aufgabe

Fine Aufgabe der DDR-Mannschaft

XIV. Internationale Mathematikolympiade
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Wir slellen noch einmal die Mitglieder der
DDR-Mannschalt, Teilnehmer der XIV.
IMO vor — gezeichnet von Prof. Dr. Leon
Jesmanowicz, Sekiion Mathematik der Co-
pernicus-Universitit Torufi — Stellv. Vor-
sitzender der Jury der XIV. IMO:

Pawel Krioger — Harald Englisch (Initiator
der vorliegenden Aufgaben) — Albrechr
Hefi— Olaf Bohme — Hans-Jiirgen Fischer —
Gerd WeiPenborn — Rainer Siegmund-Schuit-
ze — Marihias Giinther

Bilanz 1972

Eingegangene Losungen: 41000

Verliechene Urkunden und Abzeichen: 2 300
(davon 300 in Gold) Ubersandle Preise: 200

Auf weiterhin gute Zusammenarbeit!
Eure Redaktion alpha

Seit Grindung der Zeitschrift gingen tber
150 000 Lésungen cin. Ebenso viele Antwort-
karten erhielten ibre Einsender. Uber die
Hailfte aller Aufgaben stammten aus der Feder
unserer Leser. In unermiidlicher Kleinarbeit
wurden alle Aufgaben von Nationalpreistri-
ger Oberstudienrat Dr. R. Lidders und Stu-
dienrat Th. Scholl (beide Berlin) bearbeitet
und exakte Losungen dazu formuliert. Dafiir
sagen wir all unseren Mitarbeitern herzlichen
Dank und sprechen Anerkennung aus fiir die
hervorragenden Leistungen. Unser Dank
gilt aber auch den Korrekloren und dem Ver-
lag Volk und Wissen, der die umfangreichen
Geldmittel fiir den alphe-Wettbewerb bereit-
stellte.



W 10/12 w878 Wir berechauen die Diflerenz
der beiden Werte und erhalten
V-

=gh fry* +r13)—§h(r12 +rr,+r,%)

=gh(r2+3r =272~ 2r,r, ~2r)%)

=§h (r,2=2rr,+1,%

= gh (_J'1 —rz)z.

Nun ist nach Voraussetzung r, —r,#0, also
(r; —r)? > 0. Daraus [olgt

V'—V>0, d. h, V'>V. Der Niaherungswert
V' ist-also groBer als der genaue Wert V.

*10/12* 880 Wir bezeichnen die Lidngen
der Strecken. m die jede der Seiten des Viel-
ecks durch die Berlihrungspunkte zerlegt
wird, der Reihe nach mit uy, vy; s, 6y,
Uz, D, (¥gl. die Abb).

Dann gilt
$; =u; 4+,
Sy =My FUy. |

(1)

S2n=uzpt¥2p
Ferner gilt, da die Abstinde des Schnittpunk-
tes zweier Tangenten eines Kreises von den
Berithrungspunkten glcich sind,

Uy =ty

va =Uy,

‘ 2

Uan—1 = Upg,

Uy, =Uy .

Aus (1) und (2) folgt

Sy Sy +ss+ .+ Sa, =g +v,)+H(us+vs)
+{us+usy+ ...+ (Upy— g+ Vsn-y)

=, tuytotusttatugt. Hia, o tity,
=(1y+ o)+ U+ v+ o+ {1, +1s,)
=$a+8s+...+5,,., wzbw

)

Bemerkung:

Im speziellen Fall 2n=4 erhalien wir cin
Tangentenviereck, und es gilt 5, +53 =5, +5,.
Damit haben wir_gleichzeitig den bekannien
Satz bewiesen, wonach in jedem Tangenten-
viereck die’ Summen der Lingen je zweier
gegeniiberliegender Seiten gleich sind

54882 Zweci Gewichtsteile Zinn und drei
Gewichtsteile Blei ergeben finf Gewichts-
teile Lotzion. Aus 15:5=3 folgt, daB
3-2kg=6kg Zion und 3-3kg=9kg Blei
zur Herstellung von 15 kg Litzinn bendtigt
werden.

W5a883 Wir rechnen 157-1=156,
156:13=12,12:3=4. Aus x:13=4 folgt dann
x=252. Dem Leser [ehlt dic laulende Num-
mer 52 dieser Zeitschrift.

W 5m884 Da Doris Schiilerin einer dritten
Klasse ist, im Alter von sechs Jahren einge-
schult und regelmiiBig versetzt wurde, muB}
sie entweder 8 oder 9 Jahre alt sein. ’

Aus 8=1+7=24+6=3+5=4+4 und
T—1=6#4, 6-2=4, 5-3=2+4, 4—-4=0
#4 folgt, daB dic Schwestern 2, 6 und 8 Jahre
alt sind.

Aus 9=1+8=2+7=3+6=4+5 und 8-—1
=T7#£4,7-2=5#4,6—-3=3#4,5—4=1#4
folgt, daf3 die obige Liosung die einzige ist.

*5% 885 Wir stellen einige der Unglei-
chungen so um, daB alle Ungleichungen das
gleiche Relationszeichen enthalten.
1. e<a, 3 e<c, 5. b<a, 7. a<e,
2 b<c, 4. d<e, 6. b<d, 8 d<a
Aus der Verkniipfung der Ungleichungen
unter 6., 4, 1. und 7. erhalten wir die fort-
laufende Ungleichung b<d<e<a<c Die
Ungleichungen unter 2, 3., 5. und & werden

.zur Losung nicht bendtigt.

*5+886 Fs sci zy die Anzahl der Schiiler,
die keine Aufgabe 16sten, und es seien z,, z,,
Z4, .z, die Anzahlen derjenigen, dic genau
cine, genau zwei, genau drei bzw. genau vier
Aufgaben lgsten. Dann betriigt die Anzahl
der insgesamt gelosten Aufgaben 2-36=72.
Ferner gilt z,=72:3=24. Aus 36—-24=12
folgt nun zo+ 2y +23+2,=12 Wegen zo=2,
und z;=z3=2"z, folgt daraus durch Ein-
setzen z,42z,+2-z,+z,=12 und damit
6-z,=12, also z,=2. Damit erhalten wir
weiter z,=2, z; =4 und z3;=4.

Zwei Schiiler losten keine der vier Aufgaben,
vier Schiiler 16sten genau eine, 24 Schiiler

-genau zwel, vier genau drei und zwei genau

vier Aufgaben.
6 4387 Fir den Flicheninhalt eines Rhom-

“bus ABCD gilt einmal A=a - h,, zum: anderen

A%R-EB%-E-E

- *6*891

=%-E-(E_B+E_D—)= Al e

[NSIE
N

Daraus folgt 2a-h,=e-f.

W 6w888 Aus 54:2,7=20 folgt, daB insge-
samt 20 Fuhren verladen wurden. Angenom-
men, der zweite LKW habe wihrend der
Arbeitszeit x Fuhren verladen, dann kommen
in der gleichen Zeit aul den ersten LKW

g x Fuhren und aul den dritten LKW % x

Fuhren. Aus -35- x4+ x+-§— x =20 folgt —13—0' x =20,
also'x=6.

Derverste LKW beforderte 10, der zweite 6
und der dritte 4 Fuhren. Die Baustellen er-
hielten somit 27t, 16,2t und 10,8 t Kies.

W 6m889 Esseim die Anzahl der am Wett-
bewerb teilnehmenden Miadchen und j die
der Jungen. Wegen 61—10=351 git dann
k-m=>51, wobei k cine natiitliche Zahl ist.
Aus 51=1-51=3-17=17-3=51-1 folgt,
daB m gleich 51, 17, 3 oder 1 sein kann.
Wegen j+m=261 ist dann j gleich 10, 44, 58
oder 60. Nur im Falle m=17, j=44 gilt aber
j>2m vnd j<3m.

Am alpha-Wettbewerb beteiligten sich dem-
nach regelmiBig 17 Médchen und 44 Jun-
ge'n aus diesen beiden Klassen.

*6%890 Bei Division einer mnatiirlichen
Zahl durch 6 konnen dic Reste 0, 1, 2, 3, 4
oder 5 aultreten.

Angenommen; p lasse bei Division durch 6
den Rest 2. Dann ist p—2 durch 6 teilbar,
also eine gerade Zahl. Dann mull p selbst
gerade sein, was nicht moglich ist.
Angenommen, p lasse bei der Diviston durch
6 den Rest 3. Dann ist p—3 durch 6 und
damit auch durch 3 teilbar. Dann muB p
selbst durch 3 teilbar sein, was nicht maglich
ist.

Angenommen, p lasse bei Division durch 6
den Rest 4. Danri ist p—4 durch 6 und damat
auch durch 2 teilbar, also cine gerade Zahl.
Dann mufl p selbst gerade sein, was nicht
mdéglich ist. Daraus folgt, daB jede Primzahl
p> 3 bei Division durch 6 entweder den Rest 1
oder den Rest 5 14Dt

Zum Beispiel 14Bt bei- Division durch 6 die
Primzahl 7 den Rest 1 und die Primzahl 11
den Rest 5.

Da die Dreiecke AMC und MBC
und auch die Dreiecke AMP und MBP
jeweils eine gleich lange Grundlinie und
Héhe haben (vergl d. Bild), gilt fiir ihre
Fliacheninhalte: :
Aame=Aupe und A 4yp=Appp.

c
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Daraus lolgt

Apca=Aauc— Aamr=Aupc— Amsr= Appcs
w.Z.b.w.

74892 Wenn eine Zahl durch 36 teilbar ist,
so ist sie auch durch 9 und durch 4 teilbar.
Wegen 3+ 7=10 und wegen der Teilbarkeit
durch 9 gilt fiir die Quersumme der iibnigen
Ziffern entweder 2-(x+y)=8, also
x+y=4 oder 2- (x+y)=26z also x+y=13
Wegen x50 erhalten wir fir die aus den
letzten beiden Ziflern gebildete Zahl, die
durch 4 teilbar sein soll, folgende Moglich-
keiten:

04, 13,22, 31, 49, 58, 67, 76, 85, 94. Von digsen
Zahlen sind nur 4 und 76 durch 4 teilbar. Es
gibt genau zwei Zahlen, die die Bedingungen
erfiillen, sie lauten 403 704 und 673 776.

vier

W7a893 Die zweistellige Zahl sei
z=10a+b mit 1 <a <9 und 0L h<9. Wegen
401 =1600>999 gilt a<4. Quadratzahlen
enden nur auf die Zillern 0, 1, 4, 5, 6 oder 9.
Daraus folgt wegen a0 somit auch a%2
und a#3, also a=1. Deshalb gilt b=1 oder
b=9. _

Es gibt also genau zwei Zahlen, die die ge-
stellte Bedingung erliillt, sie lauten 11 und 19,
und es gilt 112=121 und 19> =361.

W 7w894 Wir fillen von C das Lot CG=#
aul die Gerade AB und ziehen durch F
dic Parallele zur Geraden CG; sie schneide
AB in H und CD in K. Fiir die-Dreiecke
A AHF und A DKF gilt AF=DF, x AHF
=¥ DKF=90° und ¥ AFH= ¢ DFK
(Scheitelwinkel); deshalb gilt

A AHF=A DKF

und somit auch m=ﬁ=g.

Fiir die Flidcheninhalte gilt demnach

A =a h. A —i'g'ﬁ=£}£
ABCD AEF 2 2 2 8
A ___1-2-}1_—_%’ A =1-a-ﬁ=2—a}1'
ERC 2 2 8 CDF 2 2 g
K D c
s
2
F h
H E B 6
a

—A__,also 4
CDF EC

F g 8 8 8
=§-a-h=§,4 .
8 8 ABCD

*7*895 Da a und b natiirliche Zahlen
sind und a>b ist, gilt 2a—b=1. Multiplizie-
ren wir beide Seiten der Ungleichung mit
a—b, so erhalten wir a+b>ab(a—b). Wegen
a—b>=1 gilt dann auch a+ b > ab und wegen
a>b gilt 2a>ab, also b<2, das heibt b=1.
Fiir b=1 erhalten wir nach Belegung
a+1

a—1

>a Durch entsprechende Umformun-
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gen ergibt sich daraus wegen a—121 somit
a+1>a’—a bzw. a>—2a—1<0. Addieren
wir zu jeder Seite 2, so erhalten wir a?—2a
+1<2, also (2—1)2<2 Nur die natiitliche
Zahl a=2 erfiillt diese Ungleichung. Es gibt
genau einc Losung, das geordnete Paar (g, b)
=(2, 1) erfuillt die gegebenc Ungleichung unter
den pestellten Voraussetzungen.

*7*896 Angenommen, es gibe ein Vier-
eck ABCD mit «+y=p+3=180" das kein
Sehnenviereck ist. Aus den Winkelbeziehun-

-gen folgt zundchst B, v, $<180°. Dié Dia-

gonale AC zerlegt das Viereck ABCD in
zwel Dreiecke A ABC und A ACD, die keine
inneren Punkte gemeinsam baben. Da Vier-
eck ABCD kein Sehnenviereck ist, liegt D
nicht auf dem durch die Punkte 4, Bund C
gehenden Kreis kp. Der Punkt D ist dann
entweder innerer oder duBerer Punkt des
Kreises kp.

1. Fall: D sei innerer Punkt von kp. Die Ver-
lingerung von AD iiber D hinaus schneidet
kp dann in einem Punkt D. Da Viereck
ABCD’ ein Sehnenviereck ist, gilt § + "= 180",
Da laut Ausnahme auch §+6=180° gilt,
muf} §=4 ‘sein. In diesem Falle stimmen
die Dreiecke A ACD und A ACD' in zwei
Winkeln und einer Seite iiberein, sind also
kongruent. Damit miiBte D’ mit D zusammen-
fallen. Dies widerspricht der Annahme, daf3
D innerer Punkt von kj ist. Also kann dieser
Fall nicht eintreten.

2 Fall: D sei dufierer Punkt von kp. Dann
liegt C im Innern des Kreises k¢, der durch
die Punkte A, B und D geht Bezeichnen wir
nun D mit A, 4 mit B, B mit C, C mit D und
ky mit k;, so 140t sich dieser Fall aul den
ersten zuriickfiihren. Also kann auch der
zweite Fall nicht eintreten.

Da beide mdglichen Fille zum Widerspruch
fiithren, ist der Satz wahr und bewiesen.

84A4897a) Das Volumen einer Platie von
1 m? Fliiche und 50 mm Stirke betrégt

V=1-005m*=005m>,
die Masse betrigt

m=4673kg=0,0063t.
Daher betrigt die Dichte

©_0,0063 ;.
0,05

b) Wir-erhalten die Masse der Platte von
15,40 m Lange
m;=1540-1-008-0,126t=0,155¢
mya 155 kp.

m?=0,126g-cm™>.

W B =898 Da dic Quersumme der Jahres-
zahl seines Geburtsjahres nicht grofer als
14+84+949=27 ist, ist der Mathemaltiker

hchstens 27 Jahre alt und daher in diesem
Jahrhundert geboren. Es sei nun 19004 10x
+y das -Geburtsjahr des Mathematikers,
wobei x und y natiirliche Zahlen mit
0=<x=<9 und 0<Ly<9 sind. Dann hat der
Mathematiker das Alter 1+9+x+ .
Wir erhalten daher die Gleichung
(1900+10x+ )+ (1 + 9+ x+y)=1972
Daraus lolgt 1910+ 11x+2y=1972, -

11x+2y=62, {2

11x=62-2y. (3)

Wegen 0<y<9 gilt 02y <18,

(M

also#M4<11x<62, d h 4§x§iz.

Da x eine natiirliche Zahl ist, gilt also x=4
oder x=>5.

Fiir x=4 erhalten wir aus (2)
2y=62—1[x=62—44=18, also y=9.

Fiir x=35 erhalten wir 2y=62—55=7, wasg
nicht mdglich ist, da y eine natiirliche Zahl
ist.

Daher hat die Gleichung (3) und damit auch
die Gleichung (1} genau eine Losung, die
den gegebenen Bedingungen entspricht, nim-
lich x=4, y=09.

Das Geburtsjahr des Mathematikers isl daher
1949, sein Alter ist 1+9+4+9=23 Jahre.
Wir crhalten fecner 1949 +23=1972.

W R w899 Da BD die Symmetricachse des
Drachenvierecks ABCD ist, gilt AE=EC
=4 cm, AD=CD=5cm und & DAB

= ¥ DCB=90°. Ferner stehen dic Diago-
nalen BD und AC aufeinander senkrecht.
Wir konnen daher die Linge der Strecke DE
nach dem Satz des Pythagoras aus dem
rechtwinkligen Dreieck AED berechnen:
DE2=AD? - AE?=25 cm®>—16 cm®=9 cm?,
DE =3cm.

Nunmehr kénnen wir nach dem Katheten-
satz die Lange der Seite BD aus dem recht-
winkligen Dreieck ABD berechnen und er-
halten

AD?=DE " BD,
— D2
also BD =g=§cm=81cm.
DE 3 3
D
A ¢
8

Die gesuchte Linge der Diagonale BD be-

tragt also 8% cm.

*8*000 Es sei a die MaBzahl der Linge
(in km) der von dem Schiff zuriickgelegten
Strecke. Ferner sei x die MaBzahl der Zeit
(in Stunden), die das Schiff bendtigt, um
gine Strecke von @ km Linge in einem ru-
henden Gewiisser zuriickzulegen, und y die
Mapzahl der Zeit, in der die StrGmung des
Flusses — also auch ein FloB auf diesem
FluB — eine Strecke von a km zuriicklegt.



Dann ist die Geschwindigkeit des Schiffes
in  einem ruhenden Gewisser gleich

gkm-h“ und die Geschwindigkeit der

Stromung gleich < km-h~"'. Fiir die Fahrt
y

stromabwirts benotigt das Schiff 3h, seine

Geschwindigkeit betrigt also %km-h".
Diese Geschwindigkeit erhalten wir aber

auch, wenn wir die Geschwindigkeit des
Schiffes in einem ruhenden Gewdsser und

die Geschwindigkeit der Strémung addieren.”

Es gilt also - 24828 (1)
x y 3

Nun erhalten wir die Geschwindigkeit des
Schiffes bei der Fahrt stromaufwirts durch

Subtraktion von dyng2: 244 (2)
yx y 4
Hieraus crhalten wir weiter durch Addition
2¢_a u 2a _ Ta
x 3 4 x 12
und hieraus wegen a 0
27 24
—=—, X=-.
x 12 7
Ferner erhalten wir durch Subtraktion aus
(1) und (2)
B_2 8 a2l yona
y 3 4 12

Das Schifl benotigt also fur eine gleichlange
Strecke in einem rubenden Gewisser

2432 ha3 h 26 min.
70 7

Ein FloB, das stromabwirts treibt, wiirde
eine gleichlange Strecke in 24 h zuriicklegen.

“8%901 1. Es sei ABCD ein gleichschenk-
liges Trapez mit AD=BC, in dem die Diago-
‘nalen AC und BD aufeinander senkrecht
stehen. Ferner seien S der Schnittpunkt der
Diagonalen und £ bzw. F die Projektionen
von § auf AB bzw. CD (vgl die Abb.).

b F C

A £ 8

Dann gilt x AES=90° und, da EF die
Symmetrieachse des Trapezes ist, X ESA
=45°, also auch ¥ SAE=45°. Daraus folgl
AE=ES. Analog beweist man, daB auch
DF=Fs gilt, Daher gilt

EF=ES+FS= AE+5E—%§+%?
_AB+CD
=

Damil haben wir bewiesen, daB die Hohe
EF ebenso lang wie die Mittellinie ist.

2. Es sei ABCD e¢in gleichschenkliges Trapez
mit AD=BC, in dem dic Hohe cbenso lang
wie die Mittellinie 1st., in dem also

EF-AB+CD_ 17\ 5F gilt

2

(1)

Da EF dic Symmetrieachse des gleichschenk-
ligen Trapezes ist, gilt

¥ AES= XSFD=90°,

¥ ES4= & FSC= & DSF,

A AES~A FDS. Daraus [olgt
ES:F5—AE:DF,

AE-FS S

DF
Aus (1) und (2) erhalten wir daher
ES+FS=EF=AE+DF,

also

ES=

AT S  Fs —4E+DF,
DF
FS(AE—DF) = 4E+DF,
DF
FS=DF.

Also ist das rechtwinklige Dreicck SFD
gleichschenklig, und es gilt

¥ FDS= ¥ DSF=45°
Ferner ist aus Symmetricgriinden auch
X FSC=45°, also & DSC=90°, d h, die
Diagonalen AC und BD stehen aufeinander
senkrecht, w. z b. w.
Bemerkung: Wir kdnnen die unter 1 und 2
bewiesenen Aussagen auch wie folgt zusam-
menlassen:
In jedem gleichschenkligen Trapez stehen
die Diagonalen aufeinander senkrecht genau
dann, wenn die Hohe des Trapezes ebenso
lang wie scine Mittellinie ist.

94902 Es ist zweckmiBig, zur Losung die-
ser Aufgabe zwei Fille zu unterscheiden:
1. Fall: n ist eine ungerade natiirliche Zahl,
also n=2a+ 1, wobei a cine natiirliche Zahl
mit ¢ Z 1 ist. Dann ist auch
n?=(2a+ 1P =4a’ +da+ =222+ 2a)+1
=2k+1
eine ungerade natiirliche Zahl.
Nun gilt fiir jede natiirliche Zahl k
(k+1)2 =02 =K 4 2+ 1 —k*=2k+1.
Wir erhalten daher
n?=2k+1=202a%+2a)+1
=(26%42a+ 1) —(2a% + 2a)?,

d. h., wir kdnnen das Quadrat einer jeden

ungeraden natiirlichen Zahl n=2a+1 mit

+ a1 als die Differenz der Quadrate der von

Null verschiedenen Zahlen 2a®+2a+1 und
24® +2g darstellen. Zum Beispiel erhalten wir

fiir  a=1: 3= 52— 42,
a=2; 52=132_12%
a=3: T*=252_24%
2. Fall: n ist eine gerade npaturliche Zahl,

also n=2g, wobei g e¢ine natiirliche Zahl
mit a>1 ist, Nun gill fir alle natiirlichen
Zahlen a

(@2 +1Y —(a*—1)*=a*+2a% +1—g* + 2a°
F1=4a% _
also  (2a)=(a®+1)*—(a®*—1)%

d. h,, das Quadrat ciner jeden geraden natiir-
lichen Zahl 2z mit @> 1 148t sich als Differenz
der Quadrate der von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen a®+1 und a®~—1 darstel-
len, w. z. b. w.. z. B. erhalten wir [iir

a=2: 4= 52— 3
a=3: 6*=10°— 82,
a=4: 82=172-15%

W 9a903 Es sei x eine reclle Zahl, fiir die

die gestelllen Bedingungen erfiillt sind. Nun

gilt

A1) = fi[5x+2] =4(5x+2)*—13
=4(25x% +20x+4)— 1,3

= 100x>4+80x+14,7. )
Ferner gilt ’
LUA0]= f[4x7=13] = 5@x2 = 1,3)+2
= 20x%—45. (2)

Wegen f, [2(x)] = /7 [f,(x)] folgt aus (1)
und (2) 100x*+80x+14,7=20x>—45, (3)
" 80x?480x+19,2=0,
x*+x+4024 =0 4
Diese quadratische Gleichung hat genau zwei
reelle Losungen, namlich
% =—0,5+./025-024=—0,5+.,/0,0(
=-05+0,1=-04,
x,=—0,5-0,1=-0,.
Dabher sind fiir die reellen Zahlen x,=—-04
und x;=—06 und nur fiir diese die Glei-
chung (4), also auch die Gleichung (3) und
damit die gestellten Bedingungen erfiillt,
Es gibt also genau zwei reelle Zahlen, ndm-
lich x= —04 und x=—0,6, fiir die f; [ f>(x)]
= f[fi(2)] gitt.

W 9m94 Es sei M der Mittelpunkt des
Rechtecks ABCD, und es sei MT das von M
aul die Sejte GH des Rhombus EFGH
gefillte Lot (vgl. die Abb.). Dann ist MT = r
der Radius des dem Rhombus eingeschrie-
benen Kreises. Man kann diesen Radius
leicht berechnen; denn der Fldcheninhalt
des rechtwinkligen Dreiecks HMG ist einer-
seits gleich

[}

1 a a

A=-a=-=—,

1272 4
0 a G c
e T
H r
H M F
a

2
A a £ 8

andererseits, wenn wir die Seite GH als
Grundseite wiahlen, gleich

A, ~SGH MT=LGH-r.

2 2

Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras

72 5. e~

GH= [a*+(2) = [2a2=2 /5.
\/a (2 24 =3

Wir erhalten daher

l a a =
3 2\/5 =7 J5r=a,
¢ a iz
r=—=—/5.
\/5 SJ

Der Radius des eingeschriebenen Kreises ist
daher gleich r=%\/5; der Fldcheninhalt

dieses Kreises betr'zigl

2
A, =nrt=n =",
Js 5

*9*905 Es seien F und G die Schnitt-
punkte der Geraden ED mit den Geraden AC
bzw. BC. Ferner sei ¥BCA=o. Dann ist,
weil die Dreiecke ABC, EAC und CBD nach
Vorausselzung kongruent sind, auch ¥ ACE
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=¥DCB= XBCA=u, also ¥DCE=3a,
Wegen a<60° ist 3a<180°. Daher ist das
Fiinfeck CEABD konvex, und die Punkte F
und G sind innere Punkte dieses Fiinfecks.
Ferner gilt

¥CE4= <):EAC=90°—§ und

¥CED=90°—%u,

o« 3
1 ={90°->}—[90°—Za |=q.
also ¥FEA (0 ) (90 a) 4

Nun ist X AFE AuBenwinkel des Dreiecks
CEF; es gilt also

«):AFE=a+90“—%a=90°—g= X EAF.

Daher ist auch das Dreieck EAF gleich-
schenklig, und wir erhalten EF=EA4 =g,
Andererseits gilt AEAF~ACEA.
Wir erhalten also, wenn wir AF= y selzen,
y:a=a:bh,
.V—F~
Setzen wir ferner FG=z, so erhalten wir
wegen FG || AB nach dem Strahlensatz
z:a=(b-y):b,
a 2

_atb—y_""78) _avr-a)

s B b
Nun gilt EF=GD=a, also
ED=EF+FG+GD=2a+z
a(b®>—a?) _2ab’>+ab®>—2®

—2
a+ B2 B
2_ .3 _ 2_ 2
___llabb2 a a.lso,ED=g(3bbz a )'

Bemerkung: Wir haben diese Aufgabe auf
elementargeometrischem Wege gelost. Wir
konnen die Aufgabe aber auch mit Hille der
Trigonometrie 16sen. Fiir eine solche Losung,
die etwas komplizierter ist, bendtigen wir die
Forinel fiir cos 3« und den Kosinussatz der
ebenen Trigonometrie. Wir erhalten ndmlich,
wenn wir dieselben Bezeichnungen wie oben
wiihlen,
ED*=p?+b*—2b%cos 3a=2b*(1 —cos 3a).
Nun gilt

. a_a 14_ ., a*
smi—ﬁ, cosa=1—2sin 3 =1 75
cos3a=4cos’a—3cosa

(-0
=4(1_

1_9i

L TR
ED?=2b?(1—cos3a)
Y CL L

=2b (2b1 TS

2\2
<052

und hieraus wegen 352 >a?

3@ 3a* af)\ ; 3a®
26% " 4b* 8b° 257
3g* &°

255 Daraus (olgt
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also |

wie oben.

a®*\ a(3b?-a?
ED=a (3 bZ) ==
*9%*0906 Es sei ABCD ein Sehnenviereck,
dessen Umkreis den Mittelpunkt M und den
Radius r hat (vgl. die Abb.).

Dann gilt fir den Flacheninhalt dieses Seh-
nenvierecks

A=A+ A+ Az + A,
wobei A, A,, A4, A4 die Flicheninhalte der
Dreiecke MAB, MBC, MCD, MDA sind.
Ist k, die Linge der von A ausgehenden Hohe
in dem Dreieck BM A, so gilt

1
A1=5rhn;

denn wenn wir die Seite MB als Grundseite
wiihlen, ist der Flicheninhalt dieses Dreiecks
gleich dem halben Produkt aus der Linge r
der Grundseite und der Linge h, der zuge-
horigen Hohe. Nun ist aber h,<r; denn in
jedem Dreieck ist eine Hhe kleiner als jede
der ihr anliegenden Seiten. Wir erhalten daher

1
Al éi r
Anaslog erhalten wir die Ungleichungen
1 5 1 .
Azéirz» A3_5 r’, A gi r%. Dabher gilt

A=A+ A, + As+ Ay

é%(r?- +r2 4P 4r)=2r w.z.bw.

Bemerkung: Wir konnen den Beweis auch
trigonometrisch fiihren. Wir erhalten ndmlich

A, =% rzsincplg1 r?2, wobei

2
@=¥BMA und sing,; <1 gilt.
Wie oben erhalten wir dann weiter die
Ungleichungen

1 1 1
<=7, Aaéirz’ A4§§TI
und hieraus
A=A+ A+ A3+ A, £2¢%

104907 Die Ungleichung (3) ist noch rich-
tig: nlgg>m+1)lgg.

Dabei ist aber Igg negativ, weil 0<g <1 git.
Nach dem Monotoniegesetz der Multiplika-
tion fir Ungleichungen ist aber, wenn man
auf den beiden Seiten einer Ungleichung mit

der gleichen negativen Zahl (hicr l—glz) mul-

tipliziert, das Zeichen > durch das Zeichen <

zu ersetzen, was bei der (alschen SchluB-

weise oben nicht beachtet worden ist. Daher

ergab sich die falsche Ungleichung n>n+1.

Richtig folgt aus der Ungleichung (3)
n<n+1.

W 10m908 Es gilt

2=10"971 4 1=10%7 341
—(10557) + 12,

Nun gilt fiir alle reellen Zahlen a und b

(vgl. Tafelwerk, 7.—12. Klasse, S. 57)
a®+b*=(a+b)(a®—ab+b?)

Wir setzen @=10°%", b=1 und erhalten hieraus
2=(10%57 1) (105572 10557 4 ).

In dieser Zerlepung sind beide Faktoren

ganzzahlig und gréfer als 1; daher ist z keine

Primzahl, w.z.b.w.

W 10m909 Es sei AC=x, CB=y, CD==z
Dann ist der Flicheninhalt des Kreises mit
CD als Durchmesser (vgl die Abb.) gleich

A1=Z 22 o)

Ferner simﬂie Flidcheninhalte der Halbkreise
iiber AB, AC bzw. BC gleich

4,250 @

Daher ist der Flicheninhalt der in der Abbil-
dung waagrecht schraffierten, durch die drei
Halbkreisbogen begrenzten Figur gleich

A5=A2—A3—A4=g(x+y)2—%x‘—gyz

T n
4, =§(x+ WA, =3 x?,

=g(xz+2xy+yz—xz——y2)

gxy. 3)

Nun ist nach dem Thalessatz das Dreieck
ABD rechiwinklig; daher gill nach dem
Hohensatz

2l=xyp.
Wir erhalten daher wegen (1) und (3)

n
==-2 =
g

5]
Der Flicheninhalt des senkrecht schraffierten
Kreisesmit CD als Durchmesserist also gleich
dem Flicheninhalt der in der Abbildung
waagrecht schraffierten Figur, die durch die
drei Halbkreisbogen begrenzt ist.

J4

T n
A1=Z 22=ZXY=A5.

i

A c a

* 10 * 910 Es sei x eine natiirliche Zahl von
der gelorderten Eigenschalt; dann gilt
x2=864r=2%-33n
wobei_n eine von Null verschiedene natiir-
liche Zahl ist. x? ist also teilbar durch 2°
und 33; daher ist x teilbar durch 2° und 32,
also, da 2 und 3 teilerlremd sind, durch
23.32=72 x ist also ein Vielfaches von 72;
es pilt daher x=72 m, wobei m wegen x#0
eine von Null verschiedene natiitliche Zahl ist.-
Andererseits gilt fiir jede natiirliche Zahl
x=72m ’
X=(2mP=722m*=72-12-6m?
=864-6m?, d.h.
x? ist ein Vielfaches von 864.
Daher haben alle natiirlichen Zahlen, die von
Null verschieden, Vielfache von 72 und klei-
ner als 864 sind, und nur diese Zahlen, die
geforderte Eigenschaft, also genau die Zahlen
72, 144, 216, 288, 360, 432, 504, 576, 648,
720, 792.



Lisungen zn
Mit Zirkel wnd Zeichendreieck (5/72)

Figur 1. Quadratfliche Rosette

Verhiltnis 1: (n—2)

Figur 2: Quadratflache vier Mondchen
Verhiltnis 1:1

Figur 3: Quadratfliche zwei Mondchen
Verhaltnis 2:1

Figur 4: Schraffierte Fliche 4 =r* (4 —m)
Figur 5: Die schraffierte Flache betragt dic
Halfte des groBen Quadrats

Figur 6: Die schraffierte Flache betrigt 2
bzw. die Halfie der Quadratflache

Lisungen zu alpha-heiter (Heft 6/72)

Magischer Wiirfel

Die Summe der vier Zahlen in den Ecken
eines jeden Seitenquadrates des Wiirfels sel s.
Zwei einander gegeniberliegende Quadrate
enthalten alle acht Zahlen, also ist 25 gleich
der Summe der Zahlen von 1 bis 8:

25=36 s=18. .
Wir ordnen ohne Beschrinkung der Allge-
meingiiltigkeit der Wirfelecke rechts oben
vorn die Zahl | zu. Von diesem Punkt gehen

drei Kanten aus nach drei Punkten mit den
Zahlen a, b, ¢ (Bild 1).

Werden die Quadrate, von auBSen geschen,
rechtsherum umlaufen, so erhalten wir ge-
ordnete Zahlenfolgen, wobei jeweils die dritte
Zahl durch einen Punkt angedeutet wird.
Oberes Quadrat 1la-b

Vorderes Quadrat 1b-¢

Seitliches Quadral 1c-a

Wir erkennen, daB die drei Folgen paarweise
gekoppelt sind durch die Zahlen a, b, ¢
Nunmehr stellen wir mit vier Zahlen alle
Kombinationen auf, die die Zahl 1 enthalten
und die Summe s—18 haben.

1. 1278 11 1368 III. 1458 1V. 1467
Mit je drei von ihnen bilden wir geordnete

Aans der Zeit des Adam Ries

A. Ries hatte in der Zwischenzeit lingst
den Thaleskreis iiber A8 geschlagen und
konnte so mit groBer Geschwindigkeit einen
rechten Winkel nach dem anderen zeichnen.
A: Ries hatte also — statt des Zirkels am Hut —
die Konstruktionen im Kopf.

Legespiel

Zahlenfolgen nach dem obigen Schema.
I1 1638 I 1728 1 1728
[I1 1854 1111854 1II 1836
IV 1476 IV 1467 1V 1647

Die Zahlenkombinationen I, II, II lassen sich
nicht koppeln; sie enthalten schon alle acht
Zahlen. )

Es gibt somit drei verschiedene Zuordnungen
der Zahlen 1 bis 8 auf die Ecken eines Wiir-
fels derart, daB die Summe der vier Zahlen
in den Ecken eines jeden Seitenquadrats 18
ist. (Bild 2, 3, 4)

-

Turmspruag

In jedem Drachenviereck stehen die Diago-
nalen aufeinander senkrecht,

a 3 ] 2 7 2 7 Kryptarithmetik

| | | -
b 7 8 | ] G| — 1 8 . ¢} 10+ 5 =15
N | ! | - 4+ —
{ | } 5—4=1

i ,
2p—— 7 3 — 6 S —— - S
/ S yd 4+ 6 =10
abbs © 5 4 5 b2 ° 3 ] 19-15= 4
Hans Jickel Heute wird jeder auf irgendeine Weise mit der Mathe-

heute

Format 12,5 cm x 20,0 cm
Pappband kaschiert 4,80 M
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Mathematik

Mathematische Schiilerbiicherei Nr. 66

_ 128 Seiten, 28 Strichzeichnungen,

matik konfrontiert. Wir sprechen von Mathematisie-
~rung und meinen damit, daB es notwendig ist, die
Mathematik fiir alle Bereiche des gesellschafilichen
Lebens immer besser nutzbar zu machen.

Der Autor erldutert die wachsende Bedeutung mathe-
matischer Modelle und Methoden, indem er die wich-
tigsten Ergebnisse der Mathematik veranschaulicht,
die verstirkte Anwendung des mathematischen Wis-
sens auf allen Gebieten zeigt und das Interesse der
Leser (ab Klasse 11) auf die mit den Hauptrichtungen
des wissenschaftlich-technischen Fortschtitts verbun-
denen mathematischen Problemen lenkt.
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Vero Construc

fiir die Schopfer der Welt von morgen

Teilnehmer des alpha-Clubs der 29. OS Leipzig beim Bau von Modellen nach eigener Fantasie.’

Wir Erwachsenen haben als 10- und 12j3hrige
mit dem Metall-Konstruktionsbaukasten ge-
spielt, mit Lochstiben, Schrauben, Muttern,
Schraubenzichern, Mutternschliisseln. Heute
jonglieren di¢ 10- bis 12jahrigen schon mit
ganz andcren Begriflfen herum: Schaltung,
Relais, Transistor; und schon die Dreikise-
hochs, die noch nicht zur Schule pgehen,
wollen nicht mehr nur Baukldtzchen auf
Bauklotzchen legen, sie wollen schon an
Valis Werkzeugschrank, wollen konstruieren
und erfinden.

Fiir diese Jungen Techniker wurde in den
60er Jahren in einer Seiffener Spielzeugent-
wicklungsstelle das ,,bau-mit“-System eni-
wickelt, eine Vorstufe des Vero-Construc.
In den guten alten Bauklotlzwiirfel wurden
Gewindelécher gebohrt, er wurde zum Kno-
tenstiick. Dazu kamen Leisten mit Lichemn,
groBc Schrauben und Muttern, den aus z. T.
farbig gebeiztem Buchenholz. Bald merkten
die Spielzeuggestalter, daB sich aus dem
System viel mehr machen lieB, daB es sich
schuell nach allen Regeln der Technik aus-
bauen lieB.

Beim Wurfel fing es wieder an. Aus seiner
Kantenlinge ergab sich der Grundraster,
sie war bisher 30 mm. 30 war aber keine
Vorzugszahl, beim Raster 30 wirden viele
Rechenexempel nicht aufgehen, z. B. wenn
einmal Zahnriider entwickelt werden. Es
miilte ein 32er Wiirfel sein, das ging aber
aus produktionstechnischen Griinden nicht.
Schweren Herzens blieb man beim Raster
30. Kantenldnge des Wirfels und Lochab-
stand bei den Lochleisten waren die Bezugs-
punkte.

VC 100 und VC 200 erschienen in den Spiel-
zeuggeschiften — Baukasten mit Gewinde-
wiirfeln, ~ Quadern und Lochleisten aus
gebleichtem Buchenholz, Schrauben, Mut-
tern, Gewindestaben, Felgen, Bereifung aus
farbenireudigen Plasten. Dann kamen also
die Zahnrader.

Wenn Kinder elementare, mechanische Funk-
tionen kennenlernen sollten, kamm man um
Zahnriader nicht herum. Ubersetzung und
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Skizze zur Ausbildung eines Zahnrades

Untersetzung sollten veranschaulicht werden,
die ZahnradgréBen muBten so abgestuft
sein, daf sich die Verinderung der Drehbe-
wegung entsprechend der GroBe des Zahn-
rades klar erkennen 14Bt. Drei Zahnrader
sollten es deshalb sein, die groBe Toleranzen
zulassen, denn fiir diesen Baukasten mit
seinen vielen Holzteilen waren grofle Pas-
sungen nolwendig.

Es kam nur ¢in groBer Modul (Zahnateilung)
in Frage, groBe Zihne, die ihren Zweck
erfilllten, auch wenn die Toleranz der Achs-
abstinde +1 mm betrug. Verschiedene For-
derungen muBten also in Einklang gebracht
werden. Auf dem 30er Raster wurden 3 ver-
schieden groBe sich berihrende Kreise pe-

funden, die Teilkreise (4, [4 Null]) der Zahn-.

rider, die sich durch den geforderten Modul
6 (m 6) teilen lassen. m 6=06 - n=18,84 mm
von Zahnmitte zu Zahnmitie auf den Teil-
kreis bezogen.

Die Teilkreise sind: @536, (778, 796 mm

Die Zihnezahl (Z) wird crrechnet: Z=@
m

Beispiel: Rad 2=78:6=13 Zihne

Den Modul 6 aul 7536 (Rad 1) anzuwenden,
unterschreitet die Grenze des technisch Mog-
lichen. Es wird ein sogenanntes korrigiertes
Zahnrad verwendet, bei dessen Berechnung
noch andere Grundsitze beachlet werden
miissen. Es kann deshalb fiir unser Rechen-
exempel nur als theoretisches Beispiel dienen.
Ergebmisse: Rad 1==6; Rad 2=13; Rad
3=16 Zihne

Nach diesen Ergebnissen wurden die Kopf-
kreise (2;) und die FuBkreise (d;) ermittelt,
die die Begrenzung der Zihne nach oben
und unten angeben:

T dy=(Z242)-m
&=(£2-25)'m
Beispiel:

dy 1=(6+2) - 6=8 - 6=48 mm

d [=(6-2,5) - 6=3,5-6=2]1 mm

Die Durchmesser des 1. Zahnrades mifiten
also sein:

dp=36 mm; 4=48 mm; 4,=21 mm

Mit Ricksicht auf die groflen Toleranzen

des Systerns muBten die Ergebnisse jedoch
etwas abgewandelt werden.

VC 300 heiSt der Kasten mit den bunten
Zahnradern.

Mit dem Motor VC 400 und dem dazugehd-
rigen Baiterickasten werden alle Construc-
Modelle zum Leben erweckt. Die vorgege-
bene Form des Motorgechduses, abgeleitet
aus dem Raster, war 30 30x 120 mm. Aus
dem Innenquerschnitt 27 mm ergab sich die
maximale Gré8e des Motors, in Frage kam
ein Motor - fiir 4,5 V Batterie — mit dem
Durchmesser 27 mm, der Leistung von
14 cm p bei 2400 U/min. Die Aufgabe be-
stand nun darin, in dem noch verbliecbenen
Gehduseraum von 39 mm x 27 am x 27 mm
(Motorritzel — Mitte bis Ausgang — Mitte)
ein Getriebe unterzubringen, das 2400 U/min
auf ca. 100 U/min reduziert. Das wurde so
erreicht:

1. Das Motorritzel mit der Zihnezahl Z 10
iibertragl 2400 Ufmin auf ein Tellerrad mit
Z 36.

36:10 =3,6

2400:3,6 =667 U/min
2. Das Tellerrad hat 667 U/min. Am Tellerrad
ist ein Ritzel Z 10 befestigt, das also eben-
falls 667 U/min hat. Das Ritzel iibertrigt
die Bewegung auf das 1. Stirnrad Z 38.

38:10 =3,8

) 667:3,8=175=180 U/min
3. Am 1. Stirnrad ist das 2. Stirnrad Z 16
befestigt, das die Bewegung (180 U/min)
auf das 3. Stirnrad Z 30 iibertrigt.

30:16 =1.8

180:1,8=100 U/min
Die Kraftibertragung muflite so gewahlt
werden, dal3 bei AnschluB der Plastezahn-
rider VC 300 an den fertigen Motor keine
Gefahren durch Einklemmen entstehen.
Wenn also ein Finger -oder Hemdzipfel
zwischen die bunten, rotierenden Zahnrader
gerdt, hilt der Motor sofort an. Trotzdem
ist er stark genug, die verschiedensten Ma-
schinen aus Construc-Teilen anzutreiben.
Was lag nun niher, als mit dem Motor Fahr-
zeuge zu bauen?
VC 210 bringt dafiir spanlos verformte Holz-
teile, mit denen sich Fahrzeuge bauen lassen.
Im VC 500 sind die verschiedenster Beleuch-
tungselemente, mit denen sich Scheinwerfer,
Blinkleuchten, beleuchtete Verkehrsschilder
usw. montieren lassen.
Die neueste Entwicklung, der VC 220, ent-
hélt Glieder fiir Raupenfahrzeugketten und
Baggerschaufeln, die, mit den Ketten kom-
biniert, Schaufelbander fiir Bagger ergeben.
Die Keltenglieder, nach dem Raster
3015 mm groB, lassen sich nach cinem
einfachen Prinzip zusammenstecken und mit
den bereilten Ridern in das System cinfiigen.
Das Vero-Construc-System ist also genau
das Richtige {ur die kleinen Konstrukteure,
¢s gibt den Sjahrigen und auch den 12jahri-
gen Gelegenheit zu vielen kniffligen Knobel-
aufgaben. B. Scheithauer
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Hihere Mathematik

Formeln — Hinweise —

Kleiner Wissensspeicher

105 Seiten, 16,5 cm % 23 cm kartoniert, 6,80 M

VEB Deutscher Verlag fiir Grundstoffindu-
strie, Leipzig

E. Salkowski

Darstellende Geometrie

21G Seiten, 371 Abb., 16,5 cm x 23 cm, gebun-
den, 930 M

Verlag Akademische Verlagsgesellschaft
Geest & Portig K.-G.

A. I. Markuschewitsch

Mathematische Anfgabensammiung :
Geometric

245 Seiten, zahlreiche Abb., Halbleinen,
16,5 cm x 23 em, 7,85) M

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Aus dem Inhalt: Einfithrung in die Geometrie
- Abnlichkeitslehre, Flachenberechnung —
Trigonometrie — Stereometrie — Darstellende
Geometrie — Analytische Geometrie — Vek-
torrechnung

J. Flachsmeyer

Kombinatorik

Einfithrung in die mengentheoretische Denk-
weise o
230 Seiten, 45 Abb., 14,5 cm < 20,5 cm,
Pappeinband, 15,00 M

EB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

B. Klotzek
Geometrie

318 Seiten, 322 Abb., 16,5 cm x 23 cm,
cellophaniert, Pappeinband, 19,80 M
VEB Verlag der Wissenschaften Berlin

Grabowski/Fucke/ Scﬁrbédtcr

Praktische Mathematik

(Hilfsmittel und Verfahren)

438 Seiten, 47 Bilder, 5 Tafeln, 203 Beispiele,
16,5 cm x 23 cm Ganzgewebeeinband, 23,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Z. Pawlowski
Einfithrung
in die mathematische Statistik

441 Seiten, zahlreiche Abb., 14,5 cm x 20,0 cm,
Halbleinen 39,00 M
Verlag die Wirtschaft Berlin

Ko6rth/Forster
Mathematik
fiir Wirtschaftskaufleute

360 Seiten, zahlreiche graphische Darstellun-
gen und Aufgaben, 15,6 ¢m < 20,0 em Papp-
einband, 10,25 M

Verlag Die Wirtschaft Berlin

Autorenkollektiv

Arbeitsblitter

fiir die Berufsausbildung

Grundlagen der Datenverarbeitung, 2,50 M
Verlag Die Wirtschaft Berlin

E. Hofmann

Worterbuch: Datenverarbeitung
englisch — deutsch; deutsch — englisch .
13000 Stichworte, Halbleinen 12,60 M
Verlag Die Wittschaft Berlin

J. A. Beilk
Dje Wirtschaft der UdSSR
im neunten Planjahrfiinft

80 Seiten, Broschur, 2,50 M
Verlag Die Wirtschaft Berlin

K. Reich

Das goldene 1 x 1
24 Seiten, Halbleinen, 5,80 M

Ein Buch, das Vorschulkinder in das. Reich .

der Zahlen ! bis 10 Fishrt. (Als Geschenk
groberer Geschwister fir ihre kleinen Ge-
schwister.) ’

Der Kinderbuchverlag Berlin

R. Gullasch P
Denkpsychologische Analysen
mathematischer Fihigkeiten

224 Seiten, 27 Abb.,6,60 M
VEB Volkseigener Verlag Volk und Wissen

B. N. Twanow

Die neue Physik _
Die grundlegenden Prinzipien der modernen
Physik

135 Seiten. karroniert, 560 M

¥EB Volkscigener Verlag Volk und Wissen
Berlin

L. D. Landau/Ju. B. Rumer

Was ist die Relativitiitstheorie?
38 Seiten, 17 Abb., 12 cm > 19 em,
kartoniert 3,60 M

Akademische Verlagsgesellschalt
Geest & Portig, Leipzig

G. Pippig
Zur Entwicklung mathematischer
Fahigkeiten '

272 Seiten, 22 Abb. (graphische Darstellun-
gen), 700 M -
VEB Volkseigener Verlag Volk und Wissen
Berlin -

Gilde/Starke
Ideen muB man haben

158 Seiten, 24 Zeichmungen, Pappband,
380 M ,

Fiir eine immer groBere Fiiile von Anfgaben,
zur Bewialtigung unzihliger Probleme werden’
neue Losunpswege gesucht: Ideen dariiber,
was erfunden, was verindert, was in Zukunft
und auch schon heute fir die Zukunft getan
werden muf. ’
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

. Dr. J. Riechert und K. Schwarz

Erfolgreich studieren —

sich qualifizieren

Eine Anleitung

200 Seiten, 25 Bilder, 19,7 cmx 21,5 cm,
kartoniert, 7,80 M

VEB Deutscher :Verlag far Grundstoff-
industrie Berlin .

o




